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Zusammenfassung:

Statistische Linearisierung fiir grofle Mehrfreiheitsgradsy-
steme in reduzierter Basis aus elastischen und plastischen

Ansatzmoden

In der vorliegenden Arbeit wird eine Berechnungsmethode fiir grofie Mehi-
freiheitsgradsysteme mit nichtlinearem hysteretischem Materialverhalten unter
stochastischen Lasten vorgestellt. Basierend auf der Methode der Statistischen
Linearisierung wird eine Reduktionsstrategie angewandt, die speziell in Hinblick
auf das mechanische Verhalten des Systems optimiert ist. Der neue Unterraum zur
weiteren Berechnung besteht dabei aus sogenannten elastischen und plastischen
Moden: Elastische Moden beschreiben das globale Systemverhalten, wéahrend pla-
stische Moden gezielt lokal auftretende Plastifikationen abbilden. Mit vorliegender
Methode kann die Anzahl der Rechenunbekannten signifikant reduziert werden.

Abstract:

Statistical Linearization for large Multi-degree of Freedom
Systems using a reduced Set of elastic and plastic Modes

The present study concerns a calculation scheme for large multi-degree of freedom
systems with non-linear hysteretic material behaviour subjected to stochastic loads.
Starting from the method of statistical linearization a reduction strategy of the
degrees of freedom is applied which is optimized with respect to the mechanical
properties of the system. The new subspace for further calculations consists of so-
called elastic and plastic modes: The elastic modes describe the global behaviour
of the system whereas the plastic modes are used to represent local plastifications.
Using the proposed calculation scheme, the number of degrees of freedom can be
reduced significantly.
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Kapitel 1

Allgemeines, Grundlagen

1.1 Stand der Forschung

Im Konstruktiven Ingenieurbau ist eine Zuverldssigkeitsaussage hinsichtlich des
Grenzzustandes der Tragfihigkeit von grofler Bedeutung. In diesem Bereich ist
das Systemverhalten meist nichtlinear und damit eine lineare Untersuchung der
dynamischen Reaktion des Systems nicht ausreichend aussagekriftig. Da die
Systemlasten im Bereich des Ingenieurwesens meist nicht in ihrem zeitlichen Verlauf
deterministisch ermittelbar sind, mufl hdufig auf eine stochastische Lastformulie-
rung zwriickgegriffen werden. Deshalb ist es notig, Berechnungsansétze fiir das
nichtlineare stochastische Verhalten eines mechanischen Systems zu entwickeln.
Nichtlineare stochastische Probleme in der Dynamik sind, abgesehen von wenigen
Ausnahmen, mit vertretbarem Aufwand nicht exakt losbar. Analytische Losungen
auf der Basis der Fokker-Planck-Gleichung und der Theorie der Markov-Prozesse
(wie z.B. in [38] vorgestellt) konnten bisher nur fiir einfachste Sonderfille gefunden
werden. Aus diesem Grund wurde in der Vergangenheit eine Anzahl von Né#he-
rungslosungen entwickelt.

Zur Berechnung beliebiger Systeme mit beliebigen Eigenschaften und Belastungen
wird haufig auf Simulationsmethoden zuriickgegriffen. Shinozuka und Jan haben
in [64] eine “Urform” dargestellt, die sich allerdings aufgrund des enormen
Rechenaufwands nur fiir kleine Systeme eignet.

Aus diesem Grunde wurden zahlreiche Weiterentwicklungen vorangetrieben,
die erhebliche Verbesserungen der Leistungsfahigkeit ergaben. Vor allem die
Response-Surface Methode (wie z.B. in [23] vorgestellt), die advanced Monte Carlo
Simulationsmethoden mit z.B. dem Double and Clump-Verfahren, dem Russian
Roulette-Vorgehen und dem adaptive and selective sampling ( [49], [52] ) selen
hier genannt. In [61] gibt Schuéller einen state of the art-Bericht. Der aktuelle
Stand der Forschung wird auch von Lin und Cai [39], sowie Soong und Grigoriu
[68] in Biichern wiedergegeben.

=1



8 1. Allgemeines, Grundlagen

Die Perturbation Niherung [24] liefert nur fiir sehr kleine Streuungen zuverléssige
Ergebnisse.

Eine weitere Moglichkeit stellt die Methode der Aquivalenten oder Statistischen
Linearisierung dar, eines der am h&ufigsten beniitzten Néherungsverfahren. Auf-
grund der einfachen Handhabung und der Bedeutung, die dieser Methode fiir
orientierende Voruntersuchungen im Entwurfs- und Planungsstadium zukommt,
existiert ebenfalls ein sehr umfangreiches Schrifttum.

Eingefiithrt wurde die Methode von Caughey [11]; einen umfassenden Uberblick
liefert z. B. [58]. In diesem Buch schildern die Autoren charakteristische Merkmale
der Methode fiir sowohl SDOF-Systeme als auch MDOF-Systeme mit nichtlinear
elastischem und mit hysteretischem Materialverhalten unter sowohl stationérer als
auch instationérer stochastischer Belastung. Auflerdem wird die Beziehung zur
Moment-Closure-Technik hergestellt, die auch in [47] beschrieben wird.

Im Rahmen der Statistischen Linearisierung mufl im Zusammenhang mit der Ermitt-
lung von Fehlerquadrat-Erwartungswerten eine Annahme iiber den Verteilungstyp
der Antwort getroffen werden. Obwohl der Antwort-ProzeB eines nichtlinearen
Svstems auch unter Gaufischer Anregung im allgemeinen nicht GauBisch ist,
nimmt man ihn wegen der damit einhergehenden Berechnungsvereinfachungen
als Gauf-Prozefl an. Dies hat eine Ergebnisverfidlschung zur Folge, die sich nach
vorliegenden, auch eigenen Vergleichsuntersuchungen auf die auslaufenden Bereiche,
d.h. die Extremwerte des Ergebnisses zwar starker auswirkt, iber den zufélligen
Charakter des Ergebnisses insgesamt jedoch eine recht zuverléssige Aussage erlaubt.
Bei einer vergleichenden Bewertung ist im Hinblick auf Anwendungen in der Praxis
zu bedenken, dafl die Eingangs-Informationen, die auf die auslaufenden Vertei-
lungsbereiche Einflul haben, in Realitdt nur unvollsténdig sind und daf die diese
Bereiche betreffenden Rechenwerte lediglich als operationelle Groflen auszusehen
sind. Dennoch empfiehlt sich fiir den Fall, dal die Statistische Linearisierung
fiir die Versagenswahrscheinlichkeit oder davon abhéngige Bewertungsmafle der
Zuverlassigkeit Werte im Grenzbereich zulédssiger Grofilen liefert, eine genauere
Untersuchung mit Simulationsmethoden. Mit der Problematik der GauB-Annahme
hat sich unter anderem Bernard [3] beschéftigt. In der selben Arbeit beschreibt der
Autor auch eine methodische Ungenauigkeit, die sich auch in [25] herausgestellt
hatte. Die Problematik, die sich bei Systemen mit mehrgipfeligen Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktionen stellt, wurde auch in [22] behandelt. In diesem Punkt kénnen
bei einfachen Svstemen unter Verwendung der Moment-Closure-Technik bessere
Niherungen erreicht werden. Fiir grofere Systeme ist diese Technik derzeit jedoch
noch nicht anwendbar.

Fiir Systeme mit einer nicht zu groflen Anzahl an Freiheitsgraden haben Pradlwarter
und Liin [50] gezeigt, wie unter Zuhilfenahme der modalen Entwicklung auch diese
Systeme befriedigend behandelt werden konnen. Sie ermitteln die am stérksten
zur Antwort beitragenden Modes des &dquivalenten linearisierten Systems unter
Zuhilfenahme der Eigenwerte der Kovarianzmatrix. Elishakoff und Cai entwickelten
in [17] eine partielle Linearisierungstechnik sowie Iwan und Whirley in [33] einen
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Ansatz fiir kontinuierliche nichtlineare Systeme unter nicht-stationérer Erregung.
Chen und Yang erweiterten in [13] die Verfahren auf nicht-mittelwertfreie Bela-
stungen und nicht-weifles Rauschen. Elishakoff und Zhang verglichen verschiedene
Linearisierungstechniken teilweise auch unter Verwendung von Gewichtungsfunk-
tionen in [18], und Elishakoff und Colombi schlagen in [19] eine Kombination mit
Monte Carlo Simulationen vor. Donley und Spanos stellen in ihrem Werk [16] auch
Nicht-Linearisierungstechniken dar.

Iwan und Huang [34], Chang und Yang [12] und Grundmann und Waubke
[26] gehen auf die Problematik streuender Systemparameter ein. Dies ist dann
relevant, wenn ein eng begrenztes Anregungsspektrum vorliegt und die unsicheren
Eigenfrequenzen des Systems in diesen Bereich der Anregung fallen. Da jedoch das
Anregungsspektrum meist breitbandig ist, wird dies in den meisten Ansétzen der
Statistischen Linearisierung nicht berticksichtigt.

1.2 Zielsetzung der vorliegenden Arbeit

Die meisten der vorliegenden Berechnungsverfahren sind auf eine sehr geringe Anzahl
an Freiheitsgraden beschrankt. Sobald deren Anzahl steigt, kann der Berechnungs-
aufwand schnell auf eine fiir normale Rechenanlagen nicht mehr akzeptable Grofie
ansteigen. Ziel der vorliegenden Arbeit war es, ein leistungsfihiges Verfahren zur Be-
rechnung von Systemen mit einer groflen bis sehr groflen Anzahl an Freiheitsgraden
zu entwickeln. Ausgeklammert werden punktformig einwirkende Stofibelastungen,
oder allgemeiner Lasten, die in einer linearen Berechnung im Rahmen einer moda-
len Entwicklung eine ausreichend genaue Beschreibung mit einer deutlich reduzierten
Anzahl an Eigenvektoren nicht erlauben wiirden. Von diesem Sonderfall abgesehen,
soll das Verfahren fiir beliebig rdwmlich zuféllig verteilte stochastische Belastungen
anwendbar sein. Es soll einfach zu handhaben sein und nur geringen Rechenauf-
wand erfordern. Es soll dem konstruktiven Ingenieur eine Orientierung iiber die zu
erwartenden Streuungen der Systemantwort als Basis zielgerichteter Entwurfsent-
scheidungen erlauben.

Fiir diese Aufgabe ist die Methode der Statistischen Linearisierung besonders ge-
eignet, da sie fiir Systeme mit wenigen Freiheitsgraden bei vertretbarem Rechenauf-
wand gute Ergebnisse fiir stochastische Systeme mit nichtlinearem Verhalten liefert.
Es finden sich bereits viele Veroffentlichungen zur Behandlung von Systemen mit
einer geringen Anzahl von Freiheitsgraden in der Literatur.

Im ersten Teil der Arbeit werden die Grundlagen der Methode betrachtet. Neben
dem Prinzip der Statistischen Linearisierung und der Idee der Berechnung an Er-
satzsystemen, wird eine Moglichkeit eines nichtlinearen, hysteretischen Materialver-
haltens aufgezeigt.

Im zweiten Teil wird dann die entwickelte Methode auf zuerst diskrete Schwingerket-
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ten und anschliefend kontinuierliche Biegesysteme unter mittelwertfreier stationérer
Anregung angewandt.

Die diskrete Schwingerkette eignet sich besonders gut zur Verdeutlichung der Me-
thode, da die Federelemente zwischen den Massen mit vorliegenden Ansétzen fiir
hysteretisches Verhalten direkt beschrieben werden koénnen. Je Knoten ist nur ein
Freiheitsgrad zu berticksichtigen.

Die gewahlten Systeme erlauben es auf eine besonders iibersichtliche Weise, die fiir
die Brauchbarkeit des Verfahrens wesentliche Frage zu beantworten, namlich ob die
beabsichtigte Aufwandsreduzierung, d.h. die vorgesehene Entwicklung mit geeignet
gewithlten Formfunktionen, und die Operationen der Statistischen Linearisierung
einfach und zuverlissig realisierbar sind. Dies ist die wesentliche Voraussetzung fiir
die Losung der statisch und geometrisch komplexeren Aufgabe der Entwicklung des
Verfahrens fiir beliebige (mittels FEM beschriebene) Bauwerke mit lokaler Plastifi-
zlerung.

Im Rahmen des Vorhabens wurde der Fehler, der durch die Vereinfachungen der Be-
rechnungsmethode entsteht, abgeschétzt. Dazu wurden Vergleichsrechnungen her-
angezogen, bei denen die “exakte” Losung mit geeigneten Simulationstechniken er-
mittelt wurde.

1.3 Generelles Vorgehen

Die Vorgehensweise unterscheidet sich grundlegend von den bisher existierenden Me-
thoden in der Abfolge von modaler Entwicklung und Linearisierung. Statt erst zu
linearisieren und dann eine modale Entwicklung vorzunehmen, wird hier im ersten
Schritt das Differentialgleichungssvstem in seinen Freiheitsgraden reduziert. Dazu
wird zur Vorbereitung eines Galerkinverfahrens der Losungsraum transformiert und
durch Gewichtung in eine Basis aus Formfunktionen iiberfithrt, deren Anzahl nicht
durch die Anzahl der urspriinglichen Freiheitsgrade, sondern durch den (zeitlich
veranderlichen) Verlauf der Systemantwort bestimmt ist. Wéhrend fiir Systeme mit
einer geringeren Anzahl an Freiheitsgraden (je nach Art der Belastung) die damit
erreichte Reduzierung der Anzahl an Unbekannten nur unbedeutend sein wird, kann
diese fiir Systeme mit einer groflen Anzahl an Freiheitsgraden sehr effektiv sein.
Die Formfunktionen setzen sich dabei aus rein elastischen Schwingungsmoden sowie
einigen plastischen Moden zusammen. Die plastischen Moden berticksichtigen dabei
die lokalen Plastifizierungen, wahrend die elastischen Modes die globale Syvstemant-
wort - die in weiten Teilen linearelastisch ist - abbilden.

In diesem Zusammenhang nimmt die Frage, ob unter Umsténden bei dieser Redu-
zierung der Freiheitsgrade ein Teil der Systemantwort nicht vollstandig beschrieben
werden kann, eine zentrale Rolle ein.

Der erste Schritt zur Auswahl der Formfunktionen ist die rein elastische Untersu-
chung des Systems mittels der Modalanalyse. Sie gibt Aufschlufl dariiber, welche
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Eigenvektoren benottigt werden, um die Beanspruchungen im linearen System aus-
reichend genau darstellen zu konnen. Diese Eigenvektoren werden auch fiir die nicht-
lineare Untersuchung benutzt. Die lineare Untersuchung zeigt zugleich, wo innerhalb
des Tragwerks die Ausbildung plastischer Zonen nicht zu erwarten ist. Da in diesen
Bereichen keine zusétzlichen Kriummungen oder Relativbewegungen als Folge der
Ausbildung von plastischen Zonen an anderen Stellen zu erwarten sind, sind dort
zur Beschreibung des Deformationsverhaltens die bereits gewihlten Ansatzfunktio-
nen, die beibehaltenen Eigenvektoren, ausreichend. In den Plastifizierungszonen hin-
gegen treten zusitzliche Verzerrungen auf. Statt diese jedoch mit zusatzlichen Ei-
genvektoren zu beschreiben, von denen fiir diese Aufgabe eine viel zu hohe Anzahl
bendétigt wiirde, werden hierfiir der Plastifizierung direkt zugeordnete plastische Mo-
den eingefiihrt. Diese weisen starke Kriimmungen oder Relativverschiebungen nur im
Plastifizierungsbereich auf. Man benotigt also nur so viele zusétzliche Ansatzfunk-
tionen wie Plastifizierungsbereiche auftreten. Die vorgeschaltete lineare Berechnung
ist natiirlich nicht in der Lage, die Anzahl und Lage der tatséchlich auftretenden
Plastifizierungszonen genau anzugeben. Man wird, um den Berechnungsaufwand
gering zu halten, zundchst die Anzahl der Plastifizierungszonen nicht zu hoch an-
setzen. Inwieweit die gewdhlte Festsetzung zutreffend ist, kann anhand derErgeb-
nisse der Untersuchung mittels der Statistischen Linearisierung tiber entsprechende
Grenzwert-Uberschreitungsraten iiberpriift werden. U. U. ist eine Neuberechnung
unter Einbeziehung zusétzlicher plastischer Modes notwendig (was angesichts der
erzielten Aufwandsreduktion durchaus akzeptabel ist).






Kapitel 2

Prinzip der statistischen
Linearisierung

2.1 Nichtlineares DGL-System

Das nichtlineare System wird beschrieben durch die DGL
Mg+ Cq+Kq + ®(q,4,4) = Q) (2.1)

Im Hinblick auf die Verwendung der Ansétze von Bouc/Wen bzw. Suzuki/Minai, in
deren Rahmen die zusétzliche dimensionslose Variable z; fiir jede Feder mit hyste-
retischem Verhalten eingefithrt wird, enthélt g nicht nur die normierten Knotenver-
schiebungen w; = w/wp; sondern zusétzlich auch die Gréflen z; = z/zp; wobei die
Normierung mit =z, der FlieBgrenzverformung der Feder j, lediglich die Dimensons-
gleichheit aller Grofien im Vektor g sicherstellt.

Die Massenmatrix M, die Dampfungsmatrix C und die Steifigkeitsmatrix K sind
entsprechend erweitert; sie enthalten zusétzlich die der gewihlten Stoffmodellierung
jeweils angehorigen linearen Anteile (siehe Gl. 4.4). Mit ¢ bezeichnet man die zeitli-
che Ableitung. Im Vektor ®(q, g, §) sind alle Nichtlinearititen des Svstems enthal-
ten.

2.1.1 Linearisierung
Ziel der Linearisierung ist es, den nichtlinearen Term ®(q, ¢, §) in der Form M,q +

C.q + K.q darzustellen, derart daBl der linearisierte Verlauf sich optimal an den
exakten Verlauf anschmiegt. Der dabei in Kauf genommene Fehler ist

A~
v
o

g

€= @(q q Q> - (Meq + Ceq + Ke‘])

13
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Dabei sind die Parameter M., C. und K. noch zu bestimmen. Die Suche nach
der optimalen Kombination der Parameter stellt dabei einen wesentlichen Teil der
Aufgabenstellung dar.

2.1.2 Optimierungskriterium

Das am hiufigsten beniitzte Optimierungskriterium ist die Minimierung des Erwar-
tungswertes der quadratischen Fehlernorm von e:

E{e'e} — min (2.3)

Fiir ein SDOF-System z. B. mit einem nichtlinearem Anteil, der ausschlieflich von
der Verschiebung w abhiingt, wiirde sich nach [58] mit ® := ® dann zur Bestimmung
des Parameter I\, des linearen Ersatzterms A.q ergeben:

E{{é[)(q) - [x’eq]Q} — min (2.4)
— K.q*} =0 (2.5)

dI

Daraus 1afit sich K, bestimmen zu:

E{q®(q)}
E{q*}

Ahnliche Formulierungen lassen sich auch fiir Nichtlinearititen in Funktion der zeit-
lichen Ableitungen von g ermitteln.

Fiir MDOF-Systeme mit Nichtlinearitdten in Abh&ngigkeit von g, ¢ und g lassen
sich die Parameter M., C, und K, sinngeméaf} ableiten.

Fiir GauB-verteilte Antwortprozesse hat Kazakov in [35] Beziehungen zwischen
verschiedenen Erwartungswerten hergeleitet, mit denen sich fiir die Linearisierungs-
parameter von Systemen mit der Nichtlinearitit ® = ®(q, q, q) folgende Berech-
nungsvorschriften ergeben:

K, =

oD,
OQJ

¢ - B(G) (23)

K” =FE{—

MY =F {
qu

Fiir die Auswertung der Linearisierung wird meist von diesen Formeln ausgegangen.

Thre Herleitungen fiir das hier verwendete Stoffmodell nach Suzuki/Minai ist unter

Verwendung der Beziehungen von Kazakov im Anhang angegeben.

Die benutzte Minimierungsbedingung fithrt auf ein lineares Glelchungssystem. Die
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linke und die rechte Seite héngen iiber die auftretenden Erwartungswerte von den
(unbekannten) statistischen Parametern des Antwortprozesses ab. Es ist also nur
eine iterative Vorgehensweise moglich, indem fiir die Prozefparameter jeweils die
Ergebnisse des unmittelbar zuriickliegenden Iterationsschrittes verwendet werden.
Bei der Suche des Minimums in jedem Iterationsschritt stellt sich die Frage, ob die
gefundene Bedingung immer ein absolutes Minimum liefert.

Fiir €; 148t sich auch schreiben

€; = (I),l‘ - Z‘FLJIJ = (I)i - AZ‘CC (210)
J)

Dabei enthélt der Vektor & die unbekannten Parameter der Linearisierung und die
Zeile A; die unbekannten Verschiebungsgrofien und ihre zeitlichen Ableitungen.
Daraus ergibt sich fiir die Norm von e:

Y& = > (¥ -20 A+’ Al Az) = (2.11)
= ®'® - 2TAT® + 2" AT Ax (2.12)

Nun wird der Erwartungswert dieser Gleichung gebildet und abgeleitet, um den Ex-
tremwert zu finden. Diese Losung stellt ein absolutes Minimum dar, wenn der Term
ATA eine positiv definite Matrix ist (vgl. Abb. 2.1.2). Das ist, solange die zur
Beschreibung des Systems verwendete Basis linear unabhéngig ist, immer der Fall,
da der Erwartungswert von A’ A nichts anderes ist, als die Kovarianzmatrix der
Verschiebungen und Verschiebungsableitungen des Antwortprozesses wie er sich fiir
die Naherungswerte der Linearisierungsparameter aus dem unmittelbar zurticklie-
genden Iterationsschritt ergeben wiirde. Somit fiihrt in jedem Iterationsschritt, falls
eine Losung vorhanden, jede nach der Rechenvorschrift 2.3 bestimmte Kombination
von K., C, und M, auf ein absolutes Minimum.

Mit den Ergebnissen der Gleichungsauflésung, d. h. neuen Koeffizienten der Linea-
risierung ergibt sich eine geéinderte Systemantwort, damit iiber eine neue Matrix A
eine gednderte “Fliache”, deren Minimum im néchsten Iterationsschritt aufzusuchen
ist. Die Konvergenz ist davon unabhéngig, wie stark sich diese “Fléachen” verandern.
Als weitere Minimierungsstrategie soll ein Evolutionsalgorithmus nach [25] erwéhnt
werden. Bei dieser Vorgehensweise wird der Wechsel der “Fldchen” vermieden. Statt
dessen wird mit dem Evolutionsalgorithmus das Minimum der “Fehlerfliche”, die
sich nach Gl. ( 2.3) jeweils in Abhéngigkeit von den Linearisierungsparametern er-
gibt, direkt gesucht. In Fallen von Konvergenzschwierigkeiten der zuvor betrachteten
Iteration kann diese Vorgehensweise zu einer Verkiirzung der Rechenzeiten fiihren.
Dies ist vor allem dann vorteilhaft, wenn das durch die Parameter bestimmte “Ge-
birge” stark wellig ist.
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Abbildung 2.1: Beispiel einer bestimmten Linearisierungsparametern des vorange-
gangenen Schrittes zugeordneten C,-R,-"Landschaft” fiir ein SDOF-System

2.1.3 Andere Optimierungskriterien zur Linearisierung

Denkbar sind auch andere Kriterien, wie z. B. in [18] vorgestellt. So kann die
Linearisierung auch so vorgenommen werden, dafy der Erwartungswert des Quadrats
der nichtlinearen und linearisierten Riickstellkraft gleich ist. Fiir den SDOF-Fall mit
einer Nichtlinearitit, die nur von ¢ abhéngt, ergibt sich:

E{[%(q)]*} = E{(K.0)*} (2.13)

Daraus a3t sich K, ableiten zu:

E{®(q)?}
E{q*}

(2.14)

Eine weitere Moglichkeit ist die von Zhang [79] vorgeschlagene Minimierung der

quadrierten Differenz der potentiellen Energien U(q) des urspriinglich nichtlinearen
Systems und des linearisierten Ersatzsystems:

: | : :
E{[U(q) — ;)—Keq‘]“} — min (2.15)
Daraus ergibt sich fiir /(,:
- _ L E{¢U(d)}
K, = 2——F—F2= 2.16
YR 219

Diese alternativen Kriterien haben sich jedoch nach eigenen, sowie in der Literatur
vorgenommenen Vergleichsuntersuchungen nicht allgemein bewéhrt.
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2.2 Berechnung des linearisierten Systems

Fiir die Untersuchung des linearen Ersatzsystems wird die Spektralanalyvse gewihlt,
da die Darstellung im Frequenzbereich fiir eine Berechnung am linearen System be-
sonders vorteilhaft ist.

Bei der Spektralanalyse wird die Anregung im Frequenzbereich dargestellt. Die Ein-
wirkung f(t) kann als spektrale Verteilung erfait werden, wobei S¢(w) dem Kreuz-
leistungsspektrum zwischen den Lasten f;(w) und f;(w) an den Einwirkungsstellen
¢ und j entspricht. Die Anregung wird als mittelwertfreier stationarer und Gaufiver-
teilter Prozefl angenommen. S¢(w) erhélt man aus der Fourriertransformierten der
Korrelationsmatrix.

Shf Shifa o Shfa
v Se s S : _
Splw) = | "B TR (2.17)
anfl et S’fnfn

Das Kreuzleistungsspektrum der Antwort S, ergibt sich aus:
S, (w) = )8 (w)er(w)™ (2.18)

mit

a(w) = [~ (M + M,) +iw(C + C.) + (K + K.)] . (2.19)

Die Parameter der Verteilung der Antwort konnen aus S, (w) unter Verwendung der

Beziehung
o0

Blaa) = [ Suy(@do (2.20)

oo

berechnet werden. Nachdem damit die Wahrscheinlichkeitsdichte der Antwort (zu-
geordnet zu den Linearisierungsparametern des letzten Schritts) bekannt ist, folgt
unter Zuhilfenahme der Beziehungen zur Ermittlung der Korrelationen zwischen ¢;
und ¢; eine Neuberechnung der Parameter M., C, und K..

2.3 LoOsungsstrategie
Das Vorgehen ist iterativ:

e Beginn mit ®(q.q,q) =0

e Berechnung von a(w), S,(w) und daraus E{¢;q;}. somit Gaufi-Verteilung der
Antwort bekannt
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e Berechnung der Parameter des linearisierten aquivalenten Systems M., C, und
K. unter Verwendung der ermittelten stochastischen Verteilung der Antwort

e Neuberechnung von a(w), S,(w) und daraus E{¢q;}

e Neuberechnung der Parameter des linearisierten dquivalenten Systems M., C,
und K,

® USW.

Der Ablauf wird solange wiederholt, bis die jeweils grofite relative Differenz entspre-
chender Werte von S, zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schritten einen vorher
gesetzten Wert unterschreitet. Dieser Konvergenzradius wird entsprechend den An-
forderungen an die Genauigkeit der Ergebnisse gewé#hlt und meist relativ zu den
berechneten stochastischen Verteilungsparametern berechnet.



Kapitel 3

Reduktionsstrategien

Héufig wird bei einer Systemanalyse von der vollstdndigen Beschreibung der Struk-
tur ausgegangen. Da insbesondere bei niederfrequenten Anregungen eine Vielzahl
von Informationen “mitgeschleppt” wird, die zur Beurteilung des Systemverhaltens
im jeweiligen Fall oftmals nicht benttigt werden, stellt sich die Frage, wie dies zu
vermeiden ist.

Eine Reduktion der Unbekannten hat vor allem den grofien Vorteil, dafi Berech-
nunsverfahren schneller ablaufen, jedoch den Nachteil, gleichzeitig ungenauere
Ergebnisse zu liefern. Daher ist das primére Ziel eine Minimierung der Abweichun-
gen zwischen exakter Losung im vollstéandigen System und angendherter Losung
im reduzierten System bei gleichzeitiger Maximierung der Ordnungsreduktion. Das
daraus resultierende Ersatzsystem, wie z. B. in [78] ausgefiihrt, kann dann in guter
Néherung zum exakten Svstem fiir Berechnungen verwendet werden.

3.1 Prinzip

Mathematisch kann dieser Ubergang auf das Ersatzsystem als Transformation be-
schrieben werden. Fiir ein System erster Ordnung kann man allgemein im Phasen-
raum schreiben:

&(t) = Az(t) + BF(t) (3.1)

Ersetzt man nun das urspriinglich vollstdndige System in den N Unbekannten x
durch ein reduziertes System in den N < N Unbekannten = R, so ergibt sich
die reduzierte Systemgleichung durch links- und rechtsseitiges Multiplizieren der
Gleichung mit einer Transformationsvorschrift zu

z(t) = LAR&(t) + LBf(t) (3.2)

19
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Dabei sind die Transformationsmatrizen R und L nicht zwingend invers zueinander.
Ihre Bestimmung héngt von der Reduktionsstrategie ab.
Der aus der Reduktion resultierende Fehler der Zustandsgrofien e(¢) ergibt sich aus

e = z(t) — Ra(t) (3.3)

Differentialgleichungssysteme hoherer Ordnung kénnen entweder auf diese Form ge-
bracht werden oder analog behandelt werden.

3.2 Beispiele fiir bereits existierende Reduktions-
strategien

3.2.1 Modale Verfahren

Die aus einer Modalanalyse berechneten Eigenwerte A und Eigenvektoren ® ergeben
sich fiir das DGL-System erster Ordnung nach

Ad = DA (3.4)

und kénnen zur Reduktion des Systems verwendet werden, da die Eigenwerte Auf-
schlufl tiber den Anteil an der Systemantwort geben.

Das z. B. von Litz in [37] vorgeschlagene Verfahren beniitzt diese Matrizen, um
die modalen Systemzustinde anhand der Grofle der Eigenwerte in dominante und
subdominate Moden zu unterteilen. Diese Moden bilden jeweils Unterbasen des ur-
spriinglichen Lésungsraums.

Die dominanten Moden ®,,,, werden vollstandig weiterverwendet, wihrend die sub-
dominaten Moden ®,,p40m als Linearkombination aus den abgebildeten Zustands-
grofen x(t) approximiert werden.

Daraus ergibt sich die Transformationsvorschrift zu

R = (I)dom -+ E(bsubdom L= (b(701m (35)
mit
(bdom(p;;olm =1 (I)domq);,lbdom =0 (36)

Die Matrix E ist noch unbekannt und wird so bestimmt, dafl der aufaddierte Fehler
in den Zustandsgrofien fOCO ¢(t, E)dt minimal wird.

Nach dieser Trennung aller Ansatzmoden in zwei Gruppen, werden nur noch die
der dominanten Unterbasis zugeordneten Moden als Ansatzfunktionen verwendet,
so dafl nur noch die ihnen zugeordneten Partizipationsfaktoren im Berechnungsver-
fahren auftreten. Somit a8t sich die Anzahl der verwendeten Rechenunbekannten
reduzieren.
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Das entstandene reduzierte System ist jedoch nicht mehr in der Lage, alle moglichen
Systemantworten abzubilden, was aus strukturmechanischer Sicht einem Sperren der
Moden P, piominan: gleichkommt. Somit hat die reduzierte Basis auch die Funkti-
onsweise eines Filters, da sie spezielle Anteile der Systemantwort “verschluckt”.
Das reduzierte System ist - sofern das Originalsystem stabil war - ebenfalls stabil.
Der in Kauf genommene Fehler kénnte nun noch durch eine Approximation der
vernachliafligten Anteile abgeschéitzt werden. Interessante Ansétze und Ideen finden
sich z. B. in [36]. Der numerische Aufwand steigt jedoch dadurch erheblich, so dafl
hier diese Uberlegung bei groBen Systemen nicht sinnvoll erscheint.

3.2.2 Covariance-equivalent realization

In [78] schlagen Yousuff, Wagie und Skelton ein Verfahren vor, das neben den reinen
Eigenschaften der DGL auch wichtige statistische Eigenschaften des Originalsystems
auf das Ersatzsystem abbildet. Dieses Verfahren wurde unter dem Namen covariance
equivalent realization bekannt und basiert darauf, dafl die Erwartungwerte von  und
« sowie die Momente bis p-ter Ordnung im Originalsystem und im Ersatzsystem
tibereinstimmen. Die Transformationsvorschrift ergibt sich dabei unter Verwendung
der in Gleichung 3.1 definierten Phasenraumdarstellung zu

QP = [ (A0>T (AQ)T (AQ)T <A(p—1)>T } (37)
U? = span(OP) (3.8)

L = (ur)for (3.9)

R = 2L (L7 o2L7) ! (3.10)

Die Grofien o, erhilt man durch die Losung der Lyvapunov-Gleichung
Ao, +0,A" + BW;B! =0 (3.11)

unter Annahme von weilemm Rauschen der Intensitdt Wy als Testanregung.
Die Kovarianz R,(¢) des Originalsystems kann nach Auswertung des reduzierten
Systems durch einen Reihenansatz nach Taylor bis zur Ordnung p approximiert
werden: ‘
tl, - _ N ) .
R,(t) = Z(;TA oZ) mit i=0...p (3.12)
1

Falls zusétzlich Berechnungen am Originalsystem durchgefithrt werden sollen, kann
die Ubertragungsmatrix av ebenfalls als Reihenansatz nach Laurent his zur Ordnung;

p — 1 abgeschiatzt werden:
a(w) = E (A'Bw™th) mit i=0...p (3.13)
i
Die Verwendung der Testanregung ist als Kalibriervorgang zu verstehen um die
Parameter des Ersatzsystems zu bestimmen. Ist das Ersatzsystem erst einmal
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bestimmt, kann mit der real vorliegenden Belastung die Berechnung durchgefiihrt
werden. Diese “Doppelberechnung” kann unter Umstédnden bei grofien System sehr
aufwendig werden. Daher wurde dieser Ansatz nicht weiterverfolgt.

3.2.3 Wechsel in Krylov-Raume

Von Su und Craig wird in [70] eine weitere Reduktionsstrategie beschrieben. Sie
basiert auf einem Basiswechsel einhergehend mit einer Neuorientierung des beschrei-
benden Raumes. Verwendet wird ein Krylov-Raum, wie z. B. in [82] beschrieben.
Die rechtsseitige Transformationsmatrix R entspricht dabei den Basisvektoren, die
nach [70] oder [42] basierend auf der statischen Systemantwort mit Hilfe der Ope-
ratormatrix A gebildet wird.

R=[A"'B,AB,...,A"B] (3.14)

Um eine Orthogonalitdt der Transformation zu garantieren, mufl die linksseitige
Transformationsmatrix L bestimmt werden zu

L =R'R'R’ (3.15)

Da A7!'B in der neuen Basis als Untersystem enthalten ist, stimmt das reduzierte
Svstem hinsichtlich der statischen Antwort mit dem Originalsystem {iberein. Selbiges
gilt fiir die Momente bis zur Ordnung p — 1.

Um dynamische Berechnungen durchzufithren, 148t sich die Ubertragungsmatrix o
mit einem Reihenansatz bis zur Ordnung p — 1 bestimmen zu

aw) =Y (~ATIBY)  mit i=0..p—1 (3.16)

1

3.2.4 Bewertung

Alle diese Strategien basieren nur auf einer mathematischen Manipulation des DGL-
Systems, ohne die Systemeigenheiten einzubeziehen. Diese rein mathematische For-
mulierung 1463t wenig bis keinen Spielraum fiir strukturmechanische Interpretationen
der Systemeigenschaften. Dadurch kénnen Zusatzinformationen - sei es aus Erfah-
rung mit analogen Aufgabenstellungen oder durch gezielte Vorlaufrechnungen - nicht
berticksichtigt werden.

Die hier vorgestellte Methode dagegen kombiniert eine mathematische Reduktions-
technik mit der Einbeziehung der systemspezifischen Eigenheiten auf strukturme-
chanischer Ebene. So kann gezielt fiir das jeweilige System ein optimales, reduziertes
Ersatzsystem gebildet und damit der benotigte Rechenaufwand minimiert werden.



Kapitel 4

Materialverhalten und Ableitung
des Gesamtgleichungssystems

4.1 Diskrete Scherbalkensysteme

Nach Bouc/Wen oder Suzuki/Minai kann hysteretisches Materialverhalten je Plasti-
fizierungsstelle j mit Hilfe einer zusétzlichen nichtlinearen Entwicklungsbedingung
in differentieller Form beschrieben werden. Dafiir wird jeweils als zusitzliche
Rechengréfie zur Beschreibung des hysteretischen Anteils der Riickstellkraft
(1 — a)kwpz; die Unbekannte z; = %% /zp; eingefithrt. Im Gleichgewichts-DGL-
System werden die Riickstellkrafte in einen nicht hysteretischen Anteil akw; und
den hysteretischen Anteil (1 — a)kwp,z; aufgespalten.

Beim Materialverhalten nach Bouc-Wen ( [4], [5], [76]) bzw. Suzuki-Minai ( [71])
ist also die Nichtlinearitat in den Gleichgewichtsdifferentialgleichungen des Systems
nicht explizit vorhanden, sondern in zusétzlichen Materialgleichungen. Die Formu-
lierung basiert ausschlieflich auf den absoluten Knotenverschiebungen w; und den
Knotenspannungsgrofen z; als Unbekannte, da das Verhalten des Bauteils (und
somit der Verlauf der Schnittkrafte und -momente) zwischen den Knoten bereits in
das Materialgesetz eingearbeitet ist. Somit kann ein Scherbalkensystem als diskretes
Svstem angesehen werden, was einige Formulierungen vereinfacht.

4.1.1 Ansatz nach Bouc/Wen bzw. Suzuki/Minai

Zur Darstellung der Ansétze sei ein ungeddmpftes SDOF-System betrachtet. Die
D’Alembertsche Gleichgewichtsbedingung laute mg+ Fryeer = 0. Nach Ausspaltung
der Riickstellkraft in einen linearen Anteil akw und einen hysteretischen Anteil

23
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(1 — a)kzpz lautet diese Gleichung
mi + akw + (1 — a)kwgz = 0. (4.1)

Die Entwicklungsgleichung zur Beschreibung des hysteretischen Anteils wird mit
y = w/wp; (wpey ist dabei die Deformation an der Flieigrenze) in dimensionsloser
Form von Bouc und Wen vorgeschlagen zu:

2= G(5,2) = —lil=lel"t = vl + Ag (42)

mit den “loop parameters” v, v, A und n.

nichtlinear hysteretisch

ANN\\N\N

Abbildung 4.1: Bilineares Materialverhalten nach Suzuki/Minai; Aufspaltung in li-
nearen Anteil sowie hysteretischen Anteil

Suzuki und Minai haben eine andere Form der Darstellung gewahlt:
£ = G(g2) = §[L - U@U( — 1) = U(=§U(~= — 1] (4.3)

Dabei ist U() die Einheitssprungfunktion. Diese Darstellung besitzt als Folge der
Normierung keine direkten Parameter; die Angleichung erfolgt wie in Abschnitt 4.1
dargestellt durch die Normierung der Verschiebungs- und Spannungsgrofien auf die
maximale elastische Auslenkung wy, und die dabei auftretende Spannungsgréfie z ;.
Fiir eine Belastung der Form y(¢) = yo sin(wt) mit yo = 2,0 und w = 1,5 z. B. ergibt
sich der in Abbildung 4.2 dargestellte z-y-Verlauf:

Der Vorteil dieses Materialgesetzes ist die einfache Formulierung und vor allem die

einfache statistische Linearisierung. Aus diesem Grund wurde dieses Materialverhal-
ten fiir das weitere Vorgehen gewéhlt.
Obwohl z im plastischen Bereich im Kraft-Verformungsdiagramm einen horizonta-
len Verlauf hat, kann mit dem gewéhlten Ansatz iiber die Wahl des Parameters
o (o # 0) auch ein abschnittsweise bilineares Materialverhalten mit Verfestigung
beschrieben werden.
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Abbildung 4.2: stark hysteretisches Kraft-Verformungsverhalten nach Suzuki / Mi-
nai
4.1.2 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichung flir den Kettenschwinger lautet in Matrizenschreibweise
unter Einbeziehung der Entwicklungsgleichungen fiir die Hysterese

MG + Cq + Kq + ®(q,4.4) = Q(t) (44)
bzw.
Mg + Cq + Kg + ®(y, z) = Q(¢) (4:5)
mit:
- Yy
M = ( 0 0 >
[ C 0
¢ (90
K = ( If)l IE)Q > mit K; = oKy Kz = (1-0a)K;
0
> = .
< “G<q7‘617q7'81> )

an = (1))

Die Massen-, Dampfungs- und Steifigkeitsmatirix sind gegeniiber der klassischen
Darstellung um M,.,C;. und K, erweitert, um die Groflen z und die Entwicklungs-
gleichungen einzuschlieflen. Der Vektor der nichtlinearen Beitrage ®(q, ¢) wird durch
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eine Darstellung mit den entsprechenden Relativgeschwindigkeiten ¢ und dem Bei-
trag der hysteretischen Riickstellkriifte (1 — a)kwpz, d.h. durch ®(y, z) ersetzt,
da sich damit Vorteile fiir die weitere Berechnung ergeben. Die Matrix K, enthélt
die selben Elemente wie die mit den Werten b; besetzte obere rechte Submatrix in
Gleichung 5.9, soweit sie sich auf die Plastizierungsbereiche beziehen, ansonsten ist
sie mit Nullen besetzt.

4.1.3 Parameterstudie des Materialverhaltens nach Bouc &
Wen

Im Folgenden wird eine Parameterstudie der Materialkennwerte v, v und A eines
Werkstoffes mit Hilfe der von Bouc & Wen eingefiihrten Beschreibung

£ = —Afglel="t = vl + Ay (46)

dargestellt. Dabei ist y die aufgezwungene Verschiebung mit dem zeitlichen Verlauf
y = 2sin(3mt) und = die ihr zugeordnete Spannungsgrofe.

Eine Anderung des Parameters v hat zur Folge, daf mit kleiner werdendem + die
Hysterese im z-y-Verlauf an Volumen zunimmt. Die drei dargestellten Kurven in
Abbildung 4.3 ergeben sich aus 71 = 2.0, v = 0,8 und 73 = 0,1. Die anderen
Parameter lauten: v = 0,1, A = 1 und n = 1. Die aufgezwungene Verformung hat
die Form y(t) = yosin{wt) mit yp = 2 und w = 1, 5.

Der Parameter v steuert ausschliefilich die Lage der Diagonalen der Hysterese. Mit
steigendem Wert neigt sie sich hin zur Verschiebungs-Achse. Die drei dargestellten
Kurven in Abbildung 4.4 ergeben sich aus v; = 0.1, »» = 0,5 und v3 = 1,5. Die
anderen Parameter lauten: v = 0,8, A = 1 und n = 1. Die aufgezwungene Verfor-
mung hat die Form y(t) = yo sin(wt) mit yp = 2 und w = 1, 5.

Der Parameter A regelt schliefllich die Lage der Hysterese. Dabei bedingt eine Ver-
groferung des Faktors A eine Kippung der Achse der Hysteresis-Schleife gegeniiber
der Auslenkungsachse. Somit steuert A die Steifigkeit des Materials im elastischen
Bereich.

Die drei Kurven in Abbildung 4.5 ergeben sich aus A; = 0,5, 4y = 1,0 und A3 = 2,0
sowie v = 0,8, v =0,5und n = 1.

4.1.4 Linearisierungsstrategie
Die nichtlinearen Entwicklungsgleichungen z = G(q,;, z) werden durch lineare Glei-

chungen z = C.q,; + K.q" ersetzt.
Zur Bestimmung der Linearisierungsparameter C, und K, der DGL

(M + Me)d,e + (C + Ce)gg + (K +Ke)q, = Q1) (4.7)
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Abbildung 4.3:

Abbildung 4.4:

Abbildung 4.5:

Spannungsgrdfe z

Parameterstudie Materialverhalten nach Bouc / Wen; Einflufl ~

Spannungsgrofie z

- I i H i 1 i i
T3 -1 0.3

0 0.
Auslenkung y

Parameterstudie Materialverhalten nach Bouc / Wen; Einfluf v

Spannungsgrofie z

Parameterstudie Materialverhalten nach Boue / Wen; Einflufi A
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ergeben sich aus E{e’ e} — min, wie im Anhang entwickelt, die folgenden Berech-

nungsvorschriften:
K 0 O
c { oqts) }

c - 0 0 )
e

wobel C, und K, nur an den von der Plastifizierung betroffenen Positionen mit von
Null verschiedenen Werten zu besetzen ist.

Die in K, und C. enthaltenen Ableitungen lassen sich unter Verwendung eines
Materialverhaltens nach Suzuki/Minai berechnen zu:

@aqG = [1 - [/T<(],.e[)[/7<q(:) — 1) - L'f<—(]re[)b?(—q(z) — 1)] -+
rel

vt [~0(dre)U(q™ = 1) + 8(gret) U (=g — 1)]
oG o o ~
3¢t - Gret [~U(Gre0)3(¢"™ = 1) + U(=dret)5(—¢* — 1)]

Zur Berechnung der Erwartungswerte dieser beiden Terme bendtigt man die Wahr-
scheinlichkeitsdichte f(grer, ¢'*)). Fiir einen GauB-verteilten Prozef ergibt sich:

(§ ¢ 1 <0-‘1?q(:>2 + qu2 [ 20—10—0/06{7‘61(](:))
j(Qr I,C[(“)) = exrp <._ o re L2 19
) 27‘(‘0’10’2\/ 1 /)2 20’%0’%(1 — 102) ( )

mit

_ E{q'relq(:)}

01092

ot = B{il) ot = B{™?) (4.10)

Daraus ergibt sich fiir die beiden einzigen Eintrége in den Korrekturmatrizen aus
der Linearisierung:

© g

C‘1e - —/ C)qm[f(q’d’q )d(beldq() (‘111)
OC’ /

K, = / / 01( (bel:q )d(beldq (‘1'12)

Bei niherer Untersuchung des Steifigkeitsterms findet man:

oG . .
K, = / / a() Fdrers @) drerdg™ = (4.13)

- / / dret [=U(@re)0(@"”) = 1) + U(=Gre)3(=4"") = 1)]

fq:d (j )(1(]761(1(] (\-ll-l)
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Unter Verwendung der Eigenschaften der Sprungfunktion kann dieses Doppelintegral
in zwei Einfachintegrale getrennt werden:

[se] 0
]‘—e - / é/relf(é/reh 1)6147‘e1 - / Qrelf((jrel; "_1>dC]7'el -
0

OO

0
= 2/ Qrelf((;.lrel-, 1>dtjrel -
0

= 2J (4.15)
Das Integral .J 1488t sich schliefllich berechnen zu:
o1/ 1—p? —1 10 —1 p
J = ‘ 1+
2709 P {205(1 p?) 2703 2P 15 o2 erf 2051/1 — p?
(4.16)

. e
mit p = E{graq'™'}

o102

Analog a8t sich auch der Term in der Matrix C. berechnen. Ausgehend von der
bereits demonstrierten Berechnungsvorschrift ergibt sich:

1 9G . .
c, = - / / S )™ =

B / / U(Gre)U (¢ = 1) = U(=Gre)U(—¢"*) — 1)]

(I7€1aq )dq;“eldq( ) =

= “1+/ / f Qrel>q( )>dQ7eldq() / / f (bel; d(bel -

= L- (4.17)

Das Integral ergibt sich dabei zu:

1 o0 .2
L= / 61p< ! )
27?0'2 0 20

L
L+erf <\/———T_1__~——_p———z_)>} dx (4.18)

Mit [ exp(—a?)er f(Bx)dr = —= arctan(B) ergibt sich:
1 1
L = 5 + ;CL']'CtCITZ <—\;—I£/._:—:.p—_2_> (419)

4.2 Kontinuierliche Biegebalkensysteme

Das Scherbalkenmodell ist in der Praxis von einigen Ausnahmen abgesehen nicht
universell einsetzbar, sondern nur fiir die Untersuchung dafiir geeigneter spezieller
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Konstruktionen gedacht. Die meisten Strukturen lassen sich nur durch kontinuierli-
che Formulierungen beschreiben. Im Folgenden wird daher ein hysteretisches nichtli-
neares Materialgesetz analog zum diskreten Scherbalkenmodell vorgestellt, das diese
Einschriankungen behebt.

Das Materialverhalten wird auch hier fiir jeden Freiheitsgrad mit einer zusétzlichen
nichtlinearen Entwicklungsgleichung in differentieller Form beschrieben. Analog zu
= im Modell des Scherbalkens wird dadurch als weitere Rechengrofie das plasti-
sche Riickstellmoment Y eingefiihrt. Das vollstandige Riickstellmoment hat dadurch
einen rein elastischen Anteil sowie einen nichtlinearen plastischen Anteil.

Im Gegensatz zum Scherbalkenmodell muff nun von einem kontinuierlichen Verlauf
der Rechengrofien auch im Inneren des Elements ausgegangen werden, da diese Ef-
felite noch nicht im verwendeten Materialgesetz eingearbeitet sind. Daraus ergibt
sich eine Abhingigkeit aller Grofien vom Ort, was dazu fithrt, dafl eine der Finite-
Element-Formulierung nachempfundene Ubertragung der Elementeigenschaften auf
die Knotenfreiheitsgrade notig ist.

4.2.1 Ansatz analog zur FEM

Benutzt wird eine Momenten-Kriimmungsbeziehung unter den klassischen Annah-
men nach Navier und Bernoulli, wie sie auch in der Literatur (z. B. [81]) zu finden
ist. Dabei wird das Moment in einen linear-elastischen Anteil M¢(z) und einen
nichtlinearen, plastischen Anteil MP!(x) unterteilt.

Der linear-elastische Anteil 148t sich nach der klassischen Biegetheorie ausdriicken

MY z) = —aEI(x)w"(z) (4.20)

Der nichtlineare Anteil P! (z) = (1 —a)MgY () 148t sich entsprechend zum Scher-
balkenmodell aus einer Momenten-Kriimmungsbeziehung ermitteln. Analog zum
Modell von Suzuki/Minai ergibt sich dann das folgende Bildungsgesetz in normierten
Groflen:

Y(z) = w(2)[l = U(k(z)U (Y (2) = 1) = U(=k(2))U(=Y () — 1)] (4.21)

Man beachte, dafl die Grofien x und Y dabei wieder analog wie bei den Formulierun-
gen des Scherbalkensystems in dimensionsloser Form verwendet werden, die durch
eine “Normierung” hinsichtlich des plastischen Grenzmomentes bzw. der entspre-
chenden Kriimmung entsteht.

) A"Ipl Kopl

== K o= 4,22
M . (4.22)

5-/,

Daraus 143t sich das Riickstellmoment M (x) ausdriicken zu

M(z) = —aETw"(z) + (1 — o) MpY () (4.23)
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mit a € [0; 1] als Steuerparameter des Verhiltnisses zwischen elastischem und pla-
stischem Steifigkeitsanteil.

Analog zu Abbildung 4.1 kann das Bildungsgesetz wieder als Uberlagerung eines
rein linearen Anteils und eines ideal elastisch-plastischen Anteils verstanden wer-
den. An die Stelle von y tritt nur die normierte Kriimmung ~ und an die von z das
normierte plastische Riickstellmoment Y.

4.2.2 Bewegungsgleichungen

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen ist etwas umfangreicher als im Fall des
Scherbalkens, da man das Postulat des diskreten Systems aufgrund des modifizier-
ten Materialgesetzes nicht mehr halten kann. Statt dessen mufl der Ansatz auf ein
kontinuierliches System erweitert werden. Um die Charakteristika im Inneren des
Elements auf die Knotenfreiheitgrade w (Verschiebung), ¢ (Verdrehung) und Y
(plastisches Riickstellmoment) zu iibertragen, miissen Annahmen zum Verlauf der
Zustandsgrofen iiber das Element getroffen werden. Daraus ergeben sich fiir die

L

- £

L \VR

Abbildung 4.6: FEM-Element, System

Zustandsgrofien im Element unter Verwendung der Ansatzfunktionen F; mit ¢ = £
und ¢ = 'a% folgende Verlaufe:

[ NI
[ I
. e N N

w(¢) = Fi(Quwr — Fa(C)or + F3(Qwr + Fi(¢)or

W(Q) = Fi(Quwr — Fy(Q)or + Fy(Qur + Fi(¢)or
w”(g) =r = F/(Qur—F/(Qor+ F/(Qwr + F/(C)or
Y(CQ) = F(OYL + Fs(Q)Yr

e e
b i
=)

b
-\\l

o~

Gewsahlt wurden fiir die Verschiebungen und Verdrehungen kubische, orthogonale
Polynome. Daraus ergibt sich ein linearer Verlauf der Verkriimmung, so dafi fiir den
Verlauf des plastischen Riickstellmomentes ein linearer Ansatz ausreicht. Mit Hilfe
dieser Ansatzfunktionen kénnen nun die Bewegungsgleichungen des Systems iiber
eine elementweise Auswertung der Ansétze abgeleitet werden. Unter Beniitzung des
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1 0. 1 0.
0.8 o1s 08 0.15
0§ 0.6
0.1 0.1
0.4] 0.4
02 0.05 02 0.05
0 05 1 % 05 1 % 05 1 % 05 1
1 1
08 08
0.6 06
0.4 0.4
0.2 0.2
0 05 1 % 05 1

Abbildung 4.7: FEM-Ansatzfunktionen fir wr, ¢r, wg, or (obere Reihe) sowie Y7,
und Yz (untere Reihe)

Prinzips der virtuellen Arbeit (& entspricht dem virtuellen Zustand) erhélt man je
Element ¢ folgende Bestimmungsgleichung:

1
/ (@ETw"(¢) + (1 — )Y (C)a"(¢) + pd ()F(C) — p(Q)T(O)] dg — Min (4.28)
0
Daraus lassen sich die Beitrage aus den Gleichgewichtsbedingungen des Elementes
i zur Gesamtsystemmatrix ermitteln zu:

12 —12a 6al —6al —(1—a) (1—a)
~12a 120 —6al 6ol (1-a) —(1-w)

g - LI| 0ol 6ol dal’ =20l —(1=a)l 0
B —6al  6al —2al®  dal? 0 —(1-a)l
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
wab 0 0 0 0 0
0 waz 0 0 0 90
C = 0 0 C’@L 0 0 0
0 0 0 C@R 00
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00
B 2 45 2500
2ok B 200
0 33 40 210
M = pf 3 RPN (4.29)
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00
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4.2.3 Linearisierungsstrategie

Analog zum diskreten Scherbalken-Modell erhilt man weitere Bestimmungsgleichun-
gen der Unbekannten w;, wg, ¢r, ¢g, Y7 und Yz aus den Materialgleichungen. Somit
liegen eine ausreichende Anzahl von Bestimmungsgleichungen vor, die eine Losung
nach den unbekannten Knotenverschiebungen und -verdrehungen sowie der Span-
nungsgrofien ermoglicht.

Die Momenten-Kriimmungs-Beziehung ist grundsétzlich nichtlinearer Natur, kann
aber wieder im Sinne einer Statistischen Linearisierung linearisiert werden, d. h.
man itberfithrt das Bildungsgesetz 4.21 in eine lineare Gleichung der Form

Vin(() = C¥H(12¢ ~ 6)ub + C%4(6¢ — 4)og, + CV%(—12C + 6)i +
+CO(—6C + 2)op + K'E(1 = ()YL + K'Yk (4.30)

Die Linearisierungsparameter C%., CWr (9L (R Kt und KR werden analog
& 3 ) ’ Y S
zum Scherbalkensystem mit Hilfe der Bedingung

o= [ (V0 - Yul0) (V10 - ¥ul0) ac (131)
E{'e} — Min (4.32)

ermittelt. Eine vollstdndige analytische Auswertung der Gleichung in sym-
bolischer Form ist nicht gegliickt, doch kann eine langwierige numeri-
sche Minimumsuche vermieden werden. Dabei bedient man sich eines
Tricks, um die aus der Erwartungswertbildung E{3(xy, xs,...,26)} =
S [T B(arwa . x6) f(T, T, z6)dadas . . dag  resultierende  6-
fache Integration in jedem Suchschritt nach dem absoluten Minimum zu umgehen:
Da E{e’€} eine quadratische Form in allen unbekannten Linearisierungsparametern
hat, kann man den Erwartungswert auch darstellen als

E{fe} =p'Ap+bip+ec (4.33)

Die unbekannten 6 Linearisierungsparameter werden dabei in p als Vektor geschrie-
ben und bilden mit der noch zu bestimmenden Matrix A, dem Vektor b und der
Konstante ¢ eine quadratische Gleichung, deren Minimum leicht bestimmbar ist.
Zur Berechnung des Erwartungswertes der Abweichung ¢ werden die stochastischen
Parameter aus dem letzten Iterationsschritt der Berechnung beniitzt. Aus

OE{e"e}

TA+Ap+b=0 1.34
op p'A+ Ap+ (4.34)

ergibt sich p zu

p=—A"1b (4.35)
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Zur Bestimmung der Gleichungsparameter A, b und c¢ berechnet man

in jedem Iterationsschritt 6° + 6 + 1 = 43 Stiitzstellen Fi(p) pro Ele-
ment. Die Unbekannten A;;, b und c¢ werden in einem Vektor u =
( 4411 A.l-g BN AIN ;421 N AQN RN A‘.\rl . A;\ri\r bl N bn C )

angeordnet, so daf} sich 43 Gleichungen in matrizieller Schreibweise herleiten lassen
zu F(p) = Ou. Die Matrix O ergibt sich dabei durch Umordnung der Gleichung
4.33. Daraus lassen sich sofort die unbekannten A;;, b und ¢ aus u = O 'F(p)
ermitteln.

Zentrale Bedeutung bei dieser Strategie hat die Wahl der Stiitzstellen zur
Berechnung der zu minimierenden Fléache. Dabei sind zwei Szenarien denkbar:

1. Die Stiitzstellen werden zu stark konzentriert gewéhlt
In diesem Fall kann das Minimum weit entfernt von der Punktewolke der Stiitz-
stellen liegen, so daf bei der Bestimmung der Funktion der zu minimierenden
Fliche bereits kleine numerische Ungenauigkeiten ausreichen, um eine exakte
Bestimmung des Minimums der Flache stark zu verfélschen.

2. Die Stiitzstellen werden zu stark verstreut gewahlt
In diesem Fall kann es passieren, dafl der der Stiitzstelle zugeordnete Funkti-
onswert der zu minimierenden Flache einen sehr groBen Wert annimmt. Uber-
steigt dieser Wert den maschinenabhéngigen Maximalwert der Rechenanlage,
so fithrt dies zu einem Abbruch des Rechengangs.

Da a priori nicht bekannt ist, wo das Minimum liegt, kann dieses Problem der
Wahl der Stiitzstellen nicht vollstindig eliminiert werden. Drei Gegenstrategien sind
denkbar, um eine moglichst exakte Bestimmung des Minimums zu erméglichen:

1. Einerseits kann man mehr Stiitzstellen als mindestens nétig verwenden. Dar-
aus entsteht ein iiberbestimmtes Gleichungssystem das numerisch optimiert
werden kann.

2. Andererseits ist es denkbar, mit einer stark konzentrierten Punktewolke
zu beginnen und dann im Sinne einer Iteration wm das jeweils daraus
bestimmbare Minimum herum eine neue Punktewolke zu legen. Somit ist si-
chergestellt, dafl die Punktewolke sich um die Region der starken Kriimmung
der zu minimierenden Funktion befindet und somit die Bestimmung der
Funktionsparameter leichter méglich ist.

3. Die dritte Moglichkeit stellt die Wahl des Streuungsradius der Punktewolke
der Stiitzstellen dar. Beginnend bei einer eng begrenzten Wolke kann so der
Radius vergrofert werden, bis die Grenze Rechenkapazitét erreicht ist.
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9 T T T T T T T T

Relativer Fehler ——

0 ) 1 t i L L
I 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Anzahl der zusétzlichen Stiitzstellen

Abbildung 4.8: relativer Fehler in Prozent bei der Bestimmung der Linearisierungs-
parameter unter Verwendung zusétzlicher Freiheitgrade

Die letzten beiden Strategien laufen auf eine Iteration hinaus, die rechenzeitauf-
wendig ist, da bei jedem Optimierungsschritt eine komplette Neuberechnung nétig
ist. Daher wurde im weiteren nur die erste Strategie weiterverfolgt, die ausreichend
genaue Ergebnisse bei bereits nur wenigen zusétzlichen Stiitzstellen im Fall des Bie-
gebalkenmodells lieferte.

Exemplarisch ist in Figur 4.8 der relative Fehler in der Berechnung der Linearisie-
rungsparameter fiir ein beliebig gewéhltes Stockwerk in Abhéngigkeit der Anzahl
der zuséatzlichen Stiitzstellen gezeigt. Ausgegangen wurde dabei von einem eng kon-
zentrierten Steuungsradius, der vom Minimum der zu betrachtenden Fldche weit
entfernt war; dieses Szenario entspricht somit dem numerisch ungiinstigsten Fall.
Wie man sieht nimmt der Fehler bei nur wenigen zusétzlichen Stiitzstellen schnell
ab, so daf} diese Strategie als am zweckdienlichsten erscheint. Unter Verwendung
dieses Vorgehens entsteht ein wesentlich geringerer numerischer Aufwand im Ver-
gleich zu einer ungerichteten Minimumsuche eines Systems mit 6 Freiheitsgraden
selbst unter Verwendung kommerzieller optimierter Algorithmen. Mit Hilfe dieses
Vorgehens unter Verwendung der Information iiber die Form der zu minimierenden
Fléache konnten die Rechenzeiten zur Bestimmung der Linearisierungsparameter auf
einen Bruchteil reduziert werden.

Aus den nun bekannten Linearisierungsparametern ergibt sich fiir die Spannungs-
gréfen in den Knoten des Elements fir ( =0 und ( =1

Y = _6CVaiy — 4O 0 + 6C Ry + 209%0, + KYPY,  (4.36)

Y}lgin — GC“UI"IL’[, + QC@[‘C.)L _ GCHL‘HIL"R _ 4C@RéR + Ar}f’;z},rR (437)
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Zusammenfassend ergibt sich nach der Linearisierung pro Element folgender Beitrag
zum Gesamtgleichungssystem:

0000 0 0
0000 0 0
0000 0 0 B
Ke= 10000 0 o0 (4.38)
0000 K 0
0000 0 K%
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |
Ce = 0 0 0 0 00 (4.39)
_6CwE GCWR  —4CPL 20" 1 0
6L —GCwR 20Ol —4CORr 0 1
000000
000000
000000 .
Me = 150000 0 (4.40)
000000
000000

Diese Gleichungen koénnen nun zusammen mit den Gleichgewichtsbedingungen in
ein Gesamtgleichungssystem eingebaut werden, das dann numerisch 1ésbar ist.

Der Einbau ins Gesamtsystem erfolgt dabei wie in Standardwerken der Finite
Element Methode beschrieben (z. B. [81]).



Kapitel 5

Diskrete Scherbalken-Systeme

Kettenstrukturen wie z. B. Stockwerkrahmen erlauben aufgrund ihrer einfachen Be-
schreibung, die wesentlichen Merkmale der Vorgehensweise wie die modale Ent-
wicklung und die Linearisierung zu erkennen und das Verfahren hinsichtlich seiner
Funktionsweise zu testen.

Verwendet wurde hier ein Materialverhalten das dem Modell des Scherbalkens ent-
spricht. Dieses Modell liefert im Allgemeinen fiir Stockwerkrahmenstrukturen bereits
gute Ergebnisse, ohne dafl wesentlich kompliziertere Modelle notig sind. Sollte das
Modell nicht einer hinreichend genauen Beschreibung geniigen, ist eine Erweiterung
des Modells auf beliebige Systeme (wie im nachsten Kapitel beschrieben) nétig.

5.1 Klassisches Vorgehen

5.1.1 System

Der Stockwerkrahmen besteht aus den starren Stockwerksmassen m;, die iiber die
elastischen Stdbe mit jeweils einer Ersatzfedersteifigkeit von ak = al—%l | (mit
I=Anzahl der Stiitzen pro Stockwerk) miteinander verbunden sind. Um das hyste-
retische Materialverhalten zu simulieren, wird neben dem Dampfer mit der Damp-
fungskonstante ¢; zwischen je zwei benachbarte Stockwerke die hysteretische Riick-
stellkraft (1 — a)k;qr;z; hinzugefiigt. Das System kann entweder in absoluten Stock-
werksverschiebungen oder aber in relativen Verschiebungen beschrieben werden. Die

Gleichgewichtsbedingung des Stockwerkes ¢ lautet dann:

MG — Cip1(Givr — @) + (6 — Gimr) — kg1 (G — @) + k(g — qim1) —
—(1 - a)ki+l(17'el Fit1%ie1 T (1 - Q)kiflr-ezFﬂz’ = [ (51)

37
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bzw. unter Verwendung der relativen Koordinaten s; = ¢; — ¢;—1 mit go = 0
i
m; Z §; = Cip18i41 T Ci8; — akip18ip1 + ks +
j=1
'Jr“(l - a)ki+15i+1SFi_|_1 - (1 — a>ki:i5Ff+1 = F; (52)

Die dimensionslosen hysteretischen Riickstellkréfte z; ergeben sich dabei aus dem
Materialverhalten. Zur Beschreibung des Materialverhaltens nach Bouc/Wen oder
Suzuki/Minai gehoren je Plastifizierungsstelle immer zwei Anteile in den linearen
Gleichgewichtsbedingungen: Eine lineare Federsteifigkeit (a;k;s;) und ein der Hyste-
rese zugeordneter Term ((1 — a;)k;grz;). Dabel ist a der Faktor, der das Verhéltnis
zwischen den Steifigkeiten vor und nach der Plastifizierung steuert. Zusétzlich tritt je
Plastifizierungsstelle noch die nichtlineare Entwicklungsgleichung des hysteretischen
Kraftanteils

4= Gi(8, %) (5.3)
auf. &; hangt dabei vom verwendeten Materialgesetz ab. Damit ergeben sich als
Unbekannte die relativen Verschiebungen s; sowie die Riickstellkriifte z;. Die beiden
Groéfen sind dabei iiber die Steifigkeitsmatrix gekoppelt und kénnen zusammen mit
den Materialgleichungen somit nur als System gelost werden.

Unter Verwendung des Materialgesetztes nach Suzuki- Minai

5= 5 (1= UGE)U (5 — 1) = U(=5)U(~% — 1)] (5.4)
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kann das Gleichungssystem mit dem Unbekanntenvektor p in den Relativverschie-
bungen geschrieben werden als:

M'p+Cp+Kp+®=Q (5.5)
mit:
p' = (s s Sn 1 % Z ) (5.6)
my 0 0O ... 0 0 ... 00
ms meg O ... 0 O ... 0O
ms ms3 msg ... 0 0 ... 00
M= m, m, my ... my 0 ... 0 0 (5.7)
0 0 o ... 0 0 ... 00
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
cqg —cy O 0 0 0 0
0 Co —C3 0 0 00
0 0 C3 0 0 0 0
C' = 0 0 0 Cn .00 (5.8)
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 1
ay U 0 e 0 bl Mbg 0 . 0 0
0 (45} —as3 e 0 0 bg ‘bd . 0 0
0 0 Ap-1 —0Up 0 0 0 e bn.ﬂl —bn
K' = 0 0 0 a, 0 0 0O ... 0 b, (5.9)
0 0 0 0 0 0 0 ... 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
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mit a; = azk; und b; = (1 — ;) kiqpy; sowie:

& = o (5.10)

Q = Ez (511)

5.1.2 Linearisierung

Das Gleichungssystem 5.5 kann bei stochastischer Belastung durch Simulati-
on (Monte Carlo) oder Niherungsmethoden wie die Statistische Linearisierung
gelost werden. Bei Anwendung der Statistischen Linearisierung wird es durch
(M"+ M )p+(C"+C.)p+ (K" + K.)p = q ersetzt.

Die entsprechenden Ausdriicke ergeben sich analog zum Vorgehen in den Kapiteln
Statistische Linearisierung und Materialverhalten. Die Zusatzterme aus der Linea-
risierung lauten dann:

00 ..000 0
00 ..000 0
M,=| 0 0 000 ..0 (5.12)
00 ...000 0
00 ..000 0
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0 0 0 0 0 0
0 0 0 00 0
C.= 1] cqg O 0 0 0 0 (5.13)
0 Ceo 0 00 0
0 0 Cen 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
K.=] 00 0 kg O 0 (5.14)
00 0 0 ke 0
0 0 0 0 0 Een,
mit: 90
cei = —E{ asj} (5.15)
IG;
hei = ~E{>") (5.16)

Das sich so ergebende lineare Gleichungssystem kann nun mit den bereits beschrie-
benen Mitteln iterativ gelést werden. Die Relativverschiebungen s; sind nur mittels
der Gleichung ( 5.6) gekoppelt, in den nichtlinearen Materialbeziehungen ( 5.4) je-
doch entkoppelt, was wesentliche Berechnungsvereinfachungen erlaubt.

5.1.3 Beispiel: SDOF-System

Um das Prinzip der statistischen Linearisierung zu verdeutlichen, wird ein nichtli-
neares Einfreiheitsgradsystem einerseits numerisch “exakt” als auch als linearisiertes
System néher untersucht. Dic Gleichungen zur Linearisierung werden nicht explizit
vorgefiihrt, da hier nur gezeigt werden soll, in wie weit das lineare Ersatzsystem
das Orginalsystem abbilden kann.

Als System wurde ein dem Scherbalkenmodell folgender Einmassenschwinger der
Masse m = 1.000 kg gewéhlt. Die Federkonstante & betriagt 5.000 N/m und verteilt
sich mit o = 0.8 auf Weg- und Kraftgrofie. Das System ist mit einer Dampfung
versehen, die einer Dampfungskonstante von ¢ = 50 Ns/m entspricht.

Der Einmassenschwinger wird von einer periodischen Last der Form
F(t) = 3.500cos(27 - 0,3 - t) + 6.500cos(27 - 0,35 - t) in N belastet. Die An-
regefrequenzen liegen damit in der Nihe der Eigenfrequenz des linearen Systems
(0,36 Hz).
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Abbildung 5.1: zeitlicher Verlauf der Verschiebungen des nichtlinearen Systems und
(o] (ol o
des linearisierten Ersatzsystems

Die Antwort des Svstems wurde einerseits in seiner nichtlinearen Form mit einem
Zeitschrittalgorithmus (HHT) berechnet, andererseits zunéchst linearisiert und
dann am linearen Ersatzsystem die Antwort berechnet. Daraus ergaben sich die
in Abbildung 5.1 abgebildeten Zeitverlaufe der Verschiebungsgréfe, die belegen,
dafl das linearisierte System den exakten Verlauf der nichtlinearen Bewegung in
brauchbarer Nédherung darstellen kann.

Im Bereich des Einschwingvorgangs treten noch erhebliche Abweichungen auf,
sobald sich jedoch im weiteren Zeitverlauf ein stationérer Zustand eingestellt hat,
ist der Verschiebungsverlauf des linearen Ersatzsystems nahe an der exakten Losung
des urspriinglichen Systems.

Die normierten Kraftgrofen z (Abbildung 5.2) haben stark unterschiedliche
Verldufe, da am nichtlinearen System iiber einen Betrag von 1 hinausgehend keine
weitere Steigerung moglich ist. Im Gegensatz dazu entfillt diese Begrenzung beim
linearisierten Ersatzsystem, so dafi auch hohere Werte moglich sind. Dies wird
jedoch durch vergroferte Tréagheitskrafte als Folge groflerer Beschleunigungen
abgefangen, so daff die Ergebnisse in den Verschiebungen kaum Abweichungen
aufweisen.

Bei den Werten der Riickstellkrifte (Abbildung 5.3) unter Einschlufl der linearen
Anteile treten keine derart grofen Abweichungen auf.

Im Kraft-Verschiebungs-Diagramm (Abbildung 5.4) erkennt man die Hysteresis
deutlich. Die Unterschiede zwischen nichtlinearem System und linearisiertem
Ersatzsystem zeigen sich in der Lage der Hysterese, die umschlossene Fléche
jeweiliger Hysteresendurchldufe als Mafl fiir die Energiedissipation ist jedoch sehr
ahnlich. Die unterschiedliche Lage der Hysterese hat somit keinen wesentlichen
Einflu} auf die Systemantwort.
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Abbildung 5.2: zeitlicher Verlauf der Kraftgrofen des nichtlinearen Systems und des

linearisierten Ersatzsystems
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Abbildung 5.3: zeitlicher Verlauf der Riickstellkraft (hysteretischer und linearer An-

teil) des nichtlinearen Systems und des linearisierten Ersatzsystems
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Abbildung 5.5: Kraft-Verschiebungs-Diagramm des nichtlinearen Systems und des
linearisierten Ersatzsvstems

In manchen Anwendungsfillen wird jedoch nicht die Verschiebung fiir weiterfithren-
de Berechnungen bendétigt, sondern die auftretenden Kréfte bzw. Spannungen. In
diesem Fall ist im Hinblick auf die erwidhnten Abweichungen eine Nachlaufrechnung
anzuraten: Uber den am linearisierten Ersatzsystem berechneten zeitlichen Verlauf
der Verschiebungen koénnen leicht mit Hilfe der Materialbeschreibung in der ur-
spriinglichen nichtlinearen Form Kréfte oder Spannungen errechnet werden.

Wie in Abbildung 5.5 zu sehen, ist der Verlauf der Spannungsgréfie aus der Nach-
laufrechnung mit den Ergebnissen des linearen Ersatzsystems nahezu identisch zu
der exakten Berechnung am nichtlinearen Ausgangssystem. An diesem einfachen
Beispiel kann man erkennen, daB das lineare Ersatzsystem das nichtlineare System
in wesentlichen Punkten gut ersetzen kann.

5.2 Reduzierte Basis

5.2.1 Vorbemerkung: Darstellung der Antwort mit Ansatz-
moden

Die modale Superpositionsmethode beruht auf einer Beschreibung der Systemant-
wort durch einen Separationsansatz, bestehend aus zeitunabhéngigen Formfunktio-
nen und einer ihnen zugeodneten Anzahl von Funktionen, die den Zeitverlauf cha-
rakterisieren. Als Formfunktionen verwendet man in linearen Untersuchungen in der
Regel die Schwingungseigenformen, da sie ein orthogonales System bilden und somit
die Berechnung sich erheblich vereinfacht, da die einzelnen Freiheitsgrade entkoppelt
voneinander untersucht werden koénnen.
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Das Verfahren hat fiir lineare Systeme den Vorteil gegeniiber direkten Integrations-
verfahren, dafl sich die Rechenzeiten verkiirzen und iiberdies interessante System-
parameter (wie z. B. Eigenfrequenzen oder Partizipationsfaktoren der Eigenmoden)
als Zusatzinformation berechnet werden. Unter Verwendung sdmtlicher Eigenmoden
liefert die modale Superpositionsmethode die exakte Lésung.

Die Darstellung durch Eigenvektoren wirft die Frage auf, ob es notwendig ist, alle Ei-
genmoden fiir die Berechnung heranzuziehen. Bekanntlich gentigt es, bei ausreichend
verteilten und nicht impulsartig einwirkenden Belastungen auch, einen unvollsténdi-
gen Satz an Eigenmoden zu verwenden, was eine erhebliche Rechenzeitersparnis zur
Folge hat. Dieses Vorgehen hat sich bewihrt, solange man sich im linearen Bereich
befindet. Sobald das System Nichtlinearitdten aufweist, stellt sich die Frage, wie
diese einzubringen sind.

Zur Losung dieses Problems wird in der Literatur als Loésung unter anderem vor-
geschlagen, die Nichtlinearitdten durch Pseudolasten darzustellen, die auf die real
existierenden aufaddiert werden. Dies fithrt dazu, dal man mit den immer gleichen
Eigenmoden rechnet, sich aber in den einzelnen Iterationsschritten zur Gleichge-
wichtsfindung die Lasten #ndern. Uber den Lastvektor sind die Gleichgewichtsbe-
dingungen dann auch gekoppelt.

Eine andere Moglichkeit ist die Verwendung einer anderen Kombination von Vekto-
ren anstelle der Eigenmoden zur Beschreibung der Systemantwort. Denkbar hierfiir
ware eine Basis aus Ritz-Basisvektoren wie z. B. von Wilson vorgeschlagen.

Die vorliegende Arbeit basiert auf einer dhnlichen Vorgehensweise: Als Basis wird
eine Kombination aus einigen ausgewéhlten Eigenmoden verwendet, erginzt durch
einige im folgenden als plastische Modes bezeichnete Formfunktionen, die das nicht-
lineare Verhalten des Systems charakterisieren.

Bei ausreichend verteilten Anregungen im niederfrequenten Bereich, wie sie z. B. bei
der Windanregung vorliegen, kann die lineare Systemantwort hiufig bereits mit nur
2 bis 3 Schwingungsmoden sehr gut beschrieben werden, selbst wenn das Tragwerk
mit Hunderten oder Tausenden von Freiheitsgraden in der FEM-Aufbereitung be-
schrieben war.

Die Reduzierung der Freiheitsgrade ist noch deutlicher bei kontinuierlichen Systemen
wie z. B. einer Platte zu sehen: Wihrend die FEM-Berechnung eine Diskretisierung
mit einer grofen Anzahl von Unbekannten nétig macht, kann man unter Verwen-
dung von nur wenigen Eigenmoden die lineare Antwort des Systems leicht erhalten.
Bei einer Bewertung ist natiirlich zu bedenken, dafl, bevor eine Weiterrechnung mit
wenigen Eigenvektoren moglich ist, diese erst durch Berechnung des urspriinglichen
Systems bestimmt sein miissen.

Die Vorteile dieser Vorgehensweise treten daher bei deterministischen Berechnungen
viel weniger zu Tage als bei stochastischen Berechnungen, wo bei Simulationsberech-
nungen oder wie im vorliegenden Fall bei iterativem Vorgehensweise Berechnungs-
wiederholungen fiir das modal beschriebene System in grofier Zahl nétig sind.
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5.2.2 Beispiel: Benotigte Eigenmoden zur Antwortdarstel-
lung

Als Beispiel wurde ein linear reagierendes 20-stockiges diskretes Rahmensystem
mit gleichen Stockwerksmassen und gleicher Stielsteifigkeit verwendet. Es wird ein
dem Scherbalkenmodell folgendes Materialverhalten zugrundegelegt, so dafi die Un-
bekannten den Stockwerkshorizontalverschiebungen entsprechen:; dementsprechend
gibt es im exakten Fall 20 Eigenmoden und ebensoviele Eigenfrequenzen. Unter der
Annahme einer Stockwerksmasse von 3.000 kg und einer dquivalenten konstanten
Federsteifigkeit von 12.000.000 N/m (um die Steifigkeit der Stockwerksstiele zu er-
setzen) ergeben sich folgende Eigenfrequenzen:

20,07 Hz 19,90 Hz 19,60 Hz 19,19 Hz 18,67 Hz
18,04 Hz 17,30 Hz 1647 Hz 15,53 Hz 14,51 Hz
13,39 Hz 12,20 Hz 10,94 Hz 9,62 Hz 8,23 Hz
6,80 Hz 5,33 Hz 3,83Hz 231Hz 0,77 Hz

Das System befindet sich unter einer idealisierten Bodenanregung, die sich aus drei
Anteilen unterschiedlicher Frequenz und Stérke zusammensetzt:

e FuBlpunktbeschleunigung mit 1,0 m/s und einer Frequenz von 3,4 Hz
e FuBlpunktbeschleunigung mit 1,2 m/s und einer Frequenz von 8,2 Hz
o FuBlpunktbeschleunigung mit 1,6 m/s und einer Frequenz von 3,9 Hz
Der daraus resultierende Anregungskraftverlauf hat den in Abbildung 5.6 gezeigten

Verlauf. Die Antwort des Systems wurde mit Hilfe der modalen Superposition ermit-
telt, wobei unter Beriicksichtigung aller Eigenmoden die exakte Losung resultiert.
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T T T
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Abbildung 5.6: Beispiel: zeitlicher Verlauf der Anregung
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Abbildung 5.7: Beispiel; Fehler bei nur unvollstindiger Wahl einer Basis aus Eigen-
moden

Anschlieflend wurde schrittweise die Zahl der verwendeten Eigenmoden reduziert,
um die minimal nétige Anzahl zu ermitteln. Die errechnete Antwort wird dabei nur
noch zu einer Naherung fiir die tatséchlichen Reaktion des Systems. Um die Abwei-
chung zu charakterisieren, wird der maximale relative Fehler der Einzelabweichung
fiir jedes Stockwerk summiert und gemittelt. So ergibt sich zum Beispiel fiir das ober-
ste Stockwerk die in Abbildung 5.7 gezeigte Abhéngigkeit des summierten Fehlers
von der Anzahl der verwendeten Eigenmoden zur Bestimmung der Systemantwort.
Die Schwingungsantwort fiir den exakten Fall sowie unter Verwendung von nur 3,
4 bzw. 5 Eigenmoden ergibt den in den Abbildungen 5.8, 5.9 und 5.10 gezeigten
zeitlichen Verlauf fiir die Verschiebung des obersten Stockwerks.
Deutlich kann man erkennen, daff nur wenige Eigenmoden ausreichen, um nahezu ei-
ne Ubereinstimmung der Verschiebungsverléufe zu erhalten. Andererseits sieht man
jedoch auch deutlich, daf bereits eine Mode zu wenig zu einem nicht zu vernachlifi-
genden Fehler fithrt.
Insbesondere wenn eine Mode weggelassen wird, in deren Eigenfrequenz das System
stark angeregt wird, weichen die Ergebnisse stark ab. In diesem Beispiel hatte die
Mode, die beim Ubergang von der Basis mit drei (Abb. 5.8) auf die mit vier An-
satzmoden (Abb. 5.8) hinzugenommen wurde eine Eigenfrequenz von 3,83 Hz und
wurde somit stark vom ersten Anteil der Anregung angesprochen.
Somit hat die Entscheidung, welche Moden nicht mehr gebraucht werden, unter
Umstédnden weitreichende Folgen und mufl daher mit Sorgfalt getroffen werden.
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Abbildung 5.8: Beispiel; Zeitlicher Verlauf der horizontalen Verschiebung des ober-
sten Stockwerks unter Berticksichtigung von nur 3 Eigenmoden zur Antwortberech-
nung

0.0013 T T T T
) exakte Losung —
Verwendung von nur 4 Eigenmoden “- -

0.001 - .

0.0005

Auslenkung

-0.0005

0.001 bt : L 1 '
T2 2.3 2.4 23 2.6 2.7 2.8

Zeit
Abbildung 5.9: Beispiel; Zeitlicher Verlauf der horizontalen Verschiebung des ober-
sten Stockwerks unter Berticksichtigung von nur 4 Eigenmoden zur Antwortberech-
nung
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Abbildung 5.10: Beispiel; Zeitlicher Verlauf der horizontalen Verschiebung des ober-
sten Stockwerks unter Beriicksichtigung von nur 5 Eigenmoden zur Antwortberech-
nung
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5.2.3 Wahl der Ansatzmoden zur Bildung der reduzierten
Basis

Bei der Beschreibung des nichtlinearen stochastischen Systems, das anschlieflend mit
Hilfe der statistischen Linearisierung iterativ gelést wird, kann man sich die Vorteile
einer Reduktion der Anzahl der Unbekannten durch Verwendung von Formfunktio-
nen zur Ortlichen Darstellung der Losung zunutze machen. Durch den Wechsel in
eine neue Basis, bestehend aus einer geringen Zahl von Ansatzfunktionen, kann die
Anzahl der Unbekannten wesentlich reduziert werden.

Zur Auswahl der Formfunktionen wird die Reaktion des Systems gedanklich unter-
teilt in einen rein elastischen linearen Anteil sowie einen plastischen nichtlinearen
Anteil, der aus lokalen Plastifizierungen entsteht.

o elastische Schwingungseigenvektoren
Der rein elastische Anteil der Systemantwort ergibt sich aus den linearen Ei-
genschaften des Systems. Dabei kann, wie bereits gezeigt, die Zahl der verwen-
deten Eigenvektoren stark reduziert werden.
Zur Berechnung der sogenannten elastischen Moden rg wird das linearisierte
System mit seinen Ausgangsparametern verwendet.
Die elastischen Moden werden bestimmt aus der tiblichen Eigenwertgleichung
(aufgestellt in Relativverschiebungen):

(-=A°M"+K")s =0 (5.17)

Zur weiteren Berechnung verwendet wird von den n erhaltenen Eigenmoden
nur ein Satz von ap Eigenmoden. Sie werden so ausgewéhlt, dafl sie die globale
Antwort des Systems, speziell sein Verhalten in den Bereichen ohne Plastifi-
zierung, gut abbilden kénnen. Im Regelfall sind dies die zu den niedrigsten
Eigenfrequenzen gehoérenden FEigenvektoren, da die meisten Anregungen im
Baubereich Spektren mit einem hohen Anteil im tieffrequenten Bereich auf-
weisen.

Die elastischen Moden umfassen nur Anteile fiir die Verschiebungen y, nicht
jedoch fiir die Spannungsgrofle z, da sie nur rein elastisches Verhalten beschrei-
ben.

e plastische Moden

Lokale Plastifikationen werden dwrch sogenannte plastische Moden 71p
beschrieben, die primér die lokal konzentrierten starken Kriimmungen aus
Plastifizierungen reprasentieren.

Bei der Beschreibung des nichtlinearen Anteils der Systemantwort miifite
unter Beibehaltung der urspriinglichen Basis von Schwingungseigenvektoren
eine grofe Anzahl wenn nicht sogar alle Moden verwendet werden, da sich die
mit der Plastifizierung einhergehenden starken lokalen Kriimmungen nur mit
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hochfrequenten Moden beschreiben lassen. Somit wére es nicht moglich, die
Anzahl der Freiheitsgrade wesentlich zu reduzieren.

Verwendet man jedoch anstelle der hochfrequenten Eigenvektoren spezielle
Ansatzfunktionen, die die Plastifizierung zutreffend abbilden konnen, so
sind aufler den zur Darstellung des elastischen Anteils notigen ap Moden
nur wenige zusitzliche Moden nétig. Zur Abbildung eines Geschosses mit
Plastifizierung ist sogar nur eine einzige zusétzliche Formfunktion nétig.

Bei der Wahl der ap Moden zur Darstellung des plastischen Anteils der
Antwort miissen die Stellen einer plastischen Reaktion bereits bekannt sein
bzw. durch Vorberechnungen oder iterative Verbesserungen ermittelt werden.
Dies ist jedoch insbesondere bei Kettenstrukturen relativ einfach méglich.
Die plastischen Moden beschreiben die Verschiebungen infolge lokaler
Plastizierungen. Zugeordnet zu jedem plastischen Mode wird in das Gleichge-
wichtsgleichungssystem ein zusétzlicher Freiheitsgrad fiir die Spannungsgréfien
= eingefiihrt. Vorteilhaft ist es dabei, von Einheitsverschiebungen und -riick-
stellkraften auszugehen.

Nachdem die reduzierte Basis nicht mehr alle theoretisch moglichen Antworten des
Systems enthélt, muBl bei der Wahl der Basis besondere Sorgfalt auf die Auswahl
der verwendeten Moden gelegt werden.

5.2.4 System in der reduzierten Basis
Die reduzierte Basis ergibt sich aus den ausgewihlten Formfunktionen (elastische

und plastische Moden) fiir die Verschiebungen, bzw. Relativverschiebungen, und
zusatzlich den Krafteréfien, d. h. mit den neuen Unbekannten w und z zw:

(1) w(2)

mit

0o ... 0 0 ... 0

als Matrix, die in 7z bzw. rp die verwendeten elastischen und plastischen Moden
enthalt. Damit wurde die Zahl der Unbekannten von 2n auf ag + 2ap reduziert.
Die Gleichgewichtsgleichungen lassen sich in der reduzierten Basis mit den unbe-
kannten Faktoren p der Relativmoden schreiben zu:

M"‘R<9)+C"R<‘.‘>+KTR<“>+<I>:F (5.20)
z z z
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5.2.5 Gewichtung mit Galerkin-Methode

Die so erhaltenen Gleichungen werden im Sinne der Galerkin-Methode gewichtet.
Als Gewichtungsfunktion werden hier die (elastischen und plastischen) Ansatzmo-
den zuzliglich der Einheitsmatrix zur Einbringung der Beitrige von z verwendet.
Die die Unbekannten z betreffenden Gleichungen bleiben bei dieser Vorgehensweise
unverandert.

R’TM7‘R< ;‘ > + RTC"R< : > + RTK"R< ;" > +RT®(s,2) = RTF (5.21)

M(:) C*<Z>+K*<:>+Rf@<s,z)=w (

Dieser Satz von Gleichungen schliefit die nichtlinearen Materialgleichungen mit ein.

oder:

[}

22)

5.2.6 Linearisierung der Materialgleichungen

Die nichtlinearen Materialgleichungen 2 = ®(s, z) werden wie bereits beschrieben
auf die lineare Form Cl5 + Klz = % gebracht. Betrachtet werden jedoch nur die
Stockwerke, in denen von einer Plastifizierung ausgegangen wird, ansonsten werden
die entsprechenden Terme in den Gleichungen ( 4.8) zu 0.

Um die Linearisierung einfach zu gestalten, d. h. um Kopplungen in den nichtli-
nearen Beziehungen zu vermeiden bzw. die einfache Form aus Gleichung ( 4.3) zu
erhalten, miissen in diesen Beziehungen die jeweiligen Relativverschiebungen s; als
Unbekannte beibehalten werden. Der Zusammenhang zwischen diesen und den un-
bekannten Faktoren u des Gleichungssystems ergibt sich durch Herausgreifen der
entsprechenden Zeilen aus Gleichung ( 5.18).

Treten Plastifizierungen z. B. in den untersten ap = 2 Geschossen auf, so wéren dies
die Beziehungen

TEll -+ TEap1 TP11 -+ TPap,1l 0 ... 0 u N S (5 93)
TEl2 -+ TEag2 TP12 ... TpPap?2 0 ... 0 z Sa ’
oder

Sap = Ryeq < : ) (5.24)

Es besteht die Moglichkeit, diesen Satz an Gleichungen dem System ( 5.22) hinzu-
zufiigen oder durch eine vorgezogene Elimination ap Unbekannte von w durch ap
unbekannte s;...54 » ZU ersetzen.

Das entstandene Gleichungssystem kann nun mit den bereits beschriebenen Mitteln
zur Verbesserung der Linearisierungsparameter iterativ geldst werden.



5. Diskrete Scherbalken-Systerne

[
o

In der spektralen Darstellung nimmt die Anregung in der reduzierten Basis (vor der
Ablésung der Unbekannten uw durch vorgezogene Elimination) die Form

Sf(w) = RTSf,abs(u))R (525)

an.
Hier anschliefend wird ein Beispiel ausfithrlich behandelt: es handelt sich dabei um
einen Stockwerksrahmen mit 20 Freiheitsgraden. Hierbei konnen bereits alle Effekte
betrachtet werden, ohne daff aufwendige Numerik zu betreiben ist.
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5.3 Beispiel: Stockwerkrahmen mit 20 Geschos-
sen

Um die Vorteile des vorgestellten Verfahrens zu verdeutlichen, wird eine Ketten-
struktur mit 20 Freiheitsgraden unter stochastischen Lasten behandelt. Dabei wird
die Statistische Linearisierung in reduzierter Basis der klassischen Stochastischen Li-
nearisierung gegeniibergestellt, auflerdem werden auch verschiedene Varianten der
Wabhl der Formfunktionen diskutiert.

Anschlieflend wird die Statistische Linearisierung in reduzierter Basis mit einer Si-
mulationsmethode (Monte Carlo) verglichen.

5.3.1 Vergleich der Statistischen Linearisierung in reduzier-
ter Basis mit der klassischen Statistischen Linearisie-
rung

Als System wurde ein 20-stockiger Geschofirahmen gewéhlt, dessen Geschomassen
sowie Stielsteifigkeiten und -ddampfungswerte tiber alle Geschosse konstant bleiben.
Im einzelnen betragen die Systemkennwerte:

. Nm . N
m; = 80 kg ¢; = 50 — k; = 5000 — a=10,8
S m
Daraus resultieren die drei niedrigsten Eigenfrequenzen zu f; = 0,49Hz, fo =

1,55Hz und f3 = 2,48Hz. Hoherfrequente Eigenformen tragen zur Antwort nur
noch in geringem Umfang bei. Aus diesem Grund wurden zur Bildung der reduzier-
ten Basis nur die drei den niedrigsten Eigenfrequenzen zugeordneten Eigenformen
(ap = 3) als elastische Ansatzfunktionen gewéhlt.

T T T T T

1o
ek
=

S S W N o= (S T S

Abbildung 5.11: elastische Ansatzfunktionen

Bei der Wahl der plastischen Ansatzfunktionen kann davon ausgegangen werden, daf
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Plastifizierungen in den unteren Stockwerken zu erwarten sind. Daher wurden im er-
sten Berechnungsdurchgang in den untersten sechs Stockwerken (ap — 6) plastische
Ansatzfunktionen angesetzt. Wie sich spéter herausstellte, wéren auch vier plasti-
sche Ansatzfunktionen ausreichend gewesen. Unter Verwendung der so festgelegten
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Abbildung 5.12: plastische Ansatzfunktionen

ap + ap = 9 Ansatzfunktionen konnte die urspriingliche Anzahl der Unbekannten
des Verfahrens von w + z = 20 + 20 = 40 auf ag + 2ap = 3 + 2 % 6 = 15 reduziert
werden.

Als Anregung wurde ein iiber die Hohe der Konstruktion voll korreliertes weifles
Rauschen auf alle Stockwerke des Systems aufgebracht.

In den Abbildungen 5.13 und 5.14 sind die Ergebnisspektren der relativen Verschie-
bungen des untersten sowie des 10. Stockwerks graphisch dargestellt. Das System
wurde dabei jeweils sowohl mit Hilfe der Methode der vollstdndigen statistischen
Linearisierung, d. h. Linearisierung in allen 20 urspriinglichen Freiheitsgraden, so-
wie in der neu entwickelten Methode mit Hilfe der Transformation in eine reduzierte

Basis berechnet.
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Die Ergebnisse sind im Einflubereich des plastischen Ansatzfunktionen sehr
gut, in Bereichen, in denen die Relativverschiebungen nur von den elastischen
Moden abgebildet werden im Hinblick auf die aus den Spektren zu bildenden
Flacheninhalte noch gut verwendbar.

Auch der direkte Vergleich der stochastischen Parameter der resultierenden
Verschiebungen bestétigt, dafl die Reduzierung der Basis auf drei elastische und
sechs plastische Ansatzfunktionen kaum einen negativen Einflu} auf die Giite der
Ergebnisse der Verschiebungsgréfien hat. Die Spannungsgrofen divergieren jedoch
deutlicher, sollten jedoch wie im letzten Kapitel anhand eines Einmassenschwingers
gezeigt in einer Nachlaufrechnung aus den Verschiebungsgréfien errechnet werden.

Fiir die Stockwerke, in denen eine Plastifizierung vorliegt, ergeben sich die folgenden
charakteristischen Werte fiir die stochastische Verteilung der Verschiebungsgréfien:

neue klassische
Methode Methode

Stockwerk oy T4q
1 1.211422 1.150267

2 1.013490 1.013646
3 0.977566 0.927070
4 0.964890 0.883170
5 0.948310 0.866770
6 0.954742 0.853694

Bei der Annahme eines unkorrelierten weiflen Rauschens divergieren die Ergebnisse
stirker, was aber durchaus zu erwarten ist (siehe Interpretation der Ergebnisse).

Wahl der reduzierten Basis

Bei der Wahl der reduzierten Basis stellt sich die Frage, welche und wieviele Moden
man verwendet, so dafl die Antwort in der reduzierten Basis in zufriedenstellendem
Umfang dargestellt werden kann.

Bei der Transformation in die reduzierte Basis werden die urspriinglichen physika-
lischen Freiheitsgrade (Verschiebungen bzw. Spannungsgréfien der einzelnen Stock-
werke) in rein rechnerische Gréfen iiberfithrt. Diese neuen Rechenunbekannten sind
die Partizipationsfaktoren der einzelnen Ansatzfunktion an der globalen Antwort.
Somit geben diese Grofen direkt Auskunft iber den Beitrag, den sie zur Antwort
liefern und somit ein Indiz fiir ihre Wichtigkeit in der reduzierten Basis.

Eine erste Berechnung hat ergeben, dafl Ansatzfunktionen mit geringen Partizipa-
tionsfaktoren aus der reduzierten Basis entfernt werden konnten, da sie nur einen
geringen Beitrag zur Antwort aufweisen und der dabei in Kauf genommene Fehler
nicht stark ins Gewicht fallt.
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5.3. Beispiel: Stockwerkrahmen mit 20 Geschossen

Bei einer Berechnung mit 4 elastischen und 5 plastischen Ansatzfunktionen ergibt
sich zwischen der am stéirksten und der schwichsten beitragenden Mode als Verhalt-
nis der Partizipationsfaktoren ein Faktor von ca. 16 bei den elastischen Moden. Bei
den plastischen Moden ist dieses Verhaltnis schwacher ausgebildet und betrégt nur
etwa 4.,3.

Da somit die vierte elastische Ansatzfunktion im Vergleich zur ersten elastischen An-
satzfunktion nur geringen Einflu} auf die Systemantwort hat, kann sie unbedenklich
vernachléssigt werden.

Im Bereich der plastischen Ansatzfunktionen ist dies nicht so einfach méglich, da das
Verhéltnis dort bei weitem nicht so stark ausgeprégt ist. Dennoch kénnte auch hier
die Anzahl der verwendeten Ansatzfunktionen von fiinf auf vier verringert werden,
ohne daf sich die Systemantwort dramatisch verschlechtern wiirde.

In den Abbildungen 5.15 und 5.16 sind die niederfrequenten Anteile der Spektren
der Verschiebungsantwort des ersten und 10. Stockwerks dargestellt. Um eine op-
tisch gut erkennbare aussagekréftige graphische Darstellung zu erméglichen, wurde
so ein Eigenfrequenzbereich vergrofiert dargestellt.
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Abbildung 5.15: Spektrum der Systemantwort; Relativverschiebung des untersten
Stockwerks unter Verwendung verschiedener reduzierter Basen
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Abbildung 5.16: Spektrum der Systemantwort; Relativerschiebung des 10. Stock-
werks unter Verwendung verschiedener reduzierter Basen
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5.3.2 Vergleich der Statistische Linearisierung in reduzier-
ter Basis mit Monte Carlo Simulationen

Die Monte Carlo Simulation beruht auf der Generierung eines deterministischen
Lastschriebs im Zeitbereich, der im Grenzfall eines unendlich langen Zeitschriebes
die vorgegebenen Parameter eines ergodischen stochastischen Prozesses erfiillt. Diese
deterministische Last kann auf das nichtlineare System aufgebracht werden und die
Antwort des Systems im Zeitbereich bestimmt werden. Mittels Fouriertransforma-
tion ist daraus auch eine spektrale Darstellung moglich, die, wie bereits im Kapitel
Linearisierung angesprochen, ausgewertet werden kann.

Lastgenerierung

Die Methode setzt voraus, dafl zu einem vorgegebenen Spektrum eines stochastischen
Prozesses Realisierungen des Prozesses im Zeitbereich ermittelt werden kénnen. Dies
wurde unter Zuhilfenahme der von Shinozuka entickelten Methode ( [64], [65], [66])
realisiert.

In der von Shinozuka entwickelten Grundform wird der Zeitschrieb f(t) basierend
auf der Vorgabe des zu erzielenden Spektrums S(w) in Form einer Reihenentwicklung
dargestellt. Fiir den Fall, dafl ein mehrdimensionaler korrelierter ProzefS dargestellt
werden soll, wurde die Methode spéter entsprechend verallgemeinert.

Die Vorgabe der zu erzielenden stochastischen Eigenschaften des Prozesses erfolgt
dann nicht mehr nur durch das Spektrum sondern durch die Kreuzspektraldichte-
matrix S(w) mit

Sn(w) Sm(éd) . Sh\r(u))
Sor(w)  Sea(w) ... Son(w
S(w) = ‘1.< ) Sl) ) “\:< ) (5.26)
SNI (u)) Su(u}) . Sg\r;\;’(W)
Sie wird aufgespalten in
S(w) = H(w)H(w)™ (5.27)
wobei H die Form
Hi(w) 0 0 ... 0
H, H22 w 0 ... 0
H = “ﬂw ) ; : (5.28)
HA\"l (u)) HA\fQ(u)) 0 ... H;\f;\r(u))

besitzt. Mit Hilfe von H lassen sich “Phasenwinkel” @ berechnen, die die Korrelation
der einzelnen Freiheitsgrade in der Reihenentwicklung des Prozesse f(t) steuern:

]'rlez-j(\w))

ey = ,’——1 YA &= 2
b;(w) = tan (ReHij(w) (5.29)
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S(w) und damit auch H(w) und 6(w) sind kontinuierliche Funktionen der Frequenz
w. Vereinfachend wird das Spektrum in A diskreten, dquidistanten w; im Abstand
Aw dargestellt und so die Integration durch eine Summation iiber [ ersetzt.

Somit 148t sich nun der Zeitschrieb f(t) ausdriicken zu

i A
Ft) = [Hij(w)|V2Aw cos(@t + 0;5(wr) + D). (5.30)

j=1 I=1

P, ist dabei ein auf dem Intervall [0; 27| gleichverteilter Phasenwinkel, der je Frei-
heitsgrad j und Diskretisierung [ unabhéngig ist.

@ = w; + 0w entspricht den Frequenzen w;, in denen diskretisiert wurde, {iberlagert
durch einen Storprozefl dw € Aw, der die Periodizitat des Simulationsprozesses,
verursacht durch die Reihenentwicklung, verhindern soll.

Antwortberechnung und Auswertung

Die so erzeugte Funktion f kann als Belastung auf das nichtlineare System auf-
gebracht werden. Als System wurde ein im Vergleich zum vorstehenden Beispiel
wesentlich weicheres System gewahlt, um auch hier eine Funktionsfdhigkeit der Me-
thode zu demonstrieren.

Die Antwortberechnung kann mit verschiedenen Methoden erfolgen; hier wurde eine
Zeitintegration mit impliziten Algorithmen des Newmark-Typs nach Hugh, Hilbert
und Taylor gewihlt (z. B. in [14]).

Die so erhaltene Antwort des Systems wurde Fourier-transformiert und im Frequenz-
raum ausgewertet.

Die Aussagekraft des Ergebnisses héngt dabei wesentlich von der Lénge des verwen-
deten Zeitschriebs ab. Um aussagekraftige Ergebnisse zu erzielen miissen mindestens
10° Zeitschritte berechnet werden, fiir Aussagen in den Extrembereichen mit Wahr-
scheinlichkeitsniveaus im Bereich 107 ein Vielfaches mehr.

Die Vergleichsrechnung durch MC-Simulation ist methodisch v6llig unabhéngig von
der Statistischen Linearisierung und erfiillt somit ohne Einschrankung alle Anforde-
rungen einer aussagekraftigen Kontrolle.

Vergleich der Ergebnisse

Exemplarisch ist in Abbildung 5.17 das Spektrum der Verschiebung des untersten
Stockwerks dargestellt. Wie zu sehen ist, stimmt das Ergebnisspektrum, das durch
eine Statistische Linearisierung in der reduzierten Basis erhalten wurde, gut mit
dem Spektrum aus der Simulation iiberein. Die Ubereinstimmung in Form und
Lage ist in diesem Beispiel sogar besser als beim Ergebnisspektrum aus klassischer
Linearisierung.
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Diese Aussagen finden sich auch in den charakteristischen Werten der Verteilung
der Verschiebungsgrofie wieder. Trotz der Unterschiede im Verlauf des Spektrums
der Verschiebungen haben sich dabei fiir die im Iterationsprozefl benutzten charak-
teristischen Werte (044, 0..) in nahezu identischer Grofle ergeben. Dies resultiert aus
Beitréagen, die (im Verschiebungsspektrum nicht dargestellten) héheren Frequenzen
zugeordnet sind. (Nachdem die Last als nicht korreliert angesetzt wurde, werden
diese im Vergleich zu einer voll korrelierten Last hier verstarkt angeregt.)

Fiir die unteren neun Stockwerke, die sich in einem plastischen Zustand befinden,
ergeben sich folgende Werte:

neue klassische Monte
Methode Methode Carlo
Stockwerk Tgg Tg T4

1 5165913 5.078512 5.170462
2 6.016097 5.921878 6.012733
3 6.111043 6.078943 6.128664
4 6.135714  6.101499 6.119853
5 6.147823  6.190654 6.150028
6 6.162923 6.186616 6.159839
7 6.182651 6.201008 6.190391
8 6.206660 6.284339 6.220474
9 6.314817 6.486886 6.463371

Analoges gilt auch fiir die Spannungsgrofien, wie sie in Abbildung 5.18 fiir das
unterste Stockwerk dargestellt sind.
Hier ergeben sich die charakteristischen Werte der Verteilung zu:

neue klassische  Monte
Methode Methode Carlo

Stockwerk O.x o O--
1 0.768161 0.691589 0.758923
2 0.693859 0.621919 0.681152
3 0.671891 0.614767 0.672003
4 0.659508 0.614803  0.668908
5 0.652286  0.615573  0.658220
6 0.650516 0.616391  0.653028
7 0.653296 0.617188 0.655521

0.657664 0.617960 0.649819
0.657713  0.618707  0.647522

NwlNvel
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Abbildung 5.17: Spektrum der Verschiebung des untersten Stockwerks; nur nieder-
frequenter Bereich dargestellt

0.45 T I I , T, L r

. Stat. Linearisierung in reduzierter Basis
" Stat. Linearisierung klassisch -~
04 r f Monte Carlo Simulation -~ --"

0.35

0.15

0.1

0.05 F

Abbildung 5.18: Spektrum der Spannungsgréfien des untersten Stockwerks; nur nie-
derfrequenter Bereich dargestellt



5.3. Beispiel: Stockwerkrahmen mit 20 Geschossen 63

In diesem Fall kann man erneut die brauchbare Ubereinstimmung der Ergebnisse
fiir die Verschiebungsfreiheitsgrade beobachten. Dabei scheint es erstaunlich, dafl in
den Verschiebungsspektren die Berechnung mit Linearisierung in reduzierter Basis
Ergebnisse liefert, die ndher an den Simulationsergebnissen liegt als die klassische
Linearisierung. Dies ist jedoch in diesem Fall nicht mafigeblich, da zur Berechnung
der stochastischen Parameter die Spektren der Geschwindigkeit verwendet werden.
Dadurch werden die hoherfrequenten Anteile des Spektrums deutlich stirker gewich-
tet als die niederfrequenten Anteile, so daf§ die Abweichungen im in Abbildung 5.17
und 5.18 dargestellten niederfrequenten Teil des Antwortspektrums kaum Auswir-
kungen auf die stochastischen Parameter der Antwort haben. Im hoherfrequenten
Teil der Antwortspektren stimmen die Verlaufe der Spektren der beiden Linearisie-
rungsmethoden nahezu iiberein, wie man auch an der guten Ubereinstimmung der
stochastischen Parameter erkennt.

Bei stéarker korrelierten Belastungen ergeben sich noch geringere Differenzen zwi-
schen den Ergebnissen der Monte Carlo Simulation und der neu entwickelten Me-
thode.

In anderen Beispielen und fiir andere Anregungen hinsichtlich der Korrelationsstruk-
tur der Belastung haben sich im wesentlichen dhnlich gute Genauigkeiten ergeben.
Die graphische Darstellung und die wiedergegebenen Werte erlauben Aufschluf ins-
besondere iiber das “mittlere” Verhalten. Aussagen iiber die fiir eine Zuverlissig-
keitsbeurteilung mafigeblichen auslaufenden Bereiche der Ergebnisverteilungen sind
damit nicht unmittelbar moglich; dort sind gréflere Abweichungen zu erwarten, nach-
dem die statistische Linearisierung wegen der Annahme eines Gaufischen Antwort-
prozesses in diesem Bereich prinzipiell keine in den Zahlenwerten genaue Aussage
erlaubt.

Die Vergleiche mit einer exakten Berechnungsmethode (Monte Carlo) belegen, dafl
(zumindest fiir das “mittlere Verhalten”) die neu entwickelte Methode der Stati-
stischen Linearisierung in einer reduzierten Basis eine interessante Alternative zur
Berechnung von hysteretischen Svstemen mit einer grofien Anzahl von Freiheitsgra-
den ist.

Dabei mufl des weiteren auch noch beachtet werden, dafi die Divergenzen zwischen
direkter Simulation im Zeitbereich und Statistischer Linearisierung im Frequenzbe-
reich teilweise auch zurtickzufithren sind auf numerische Effekte im Zusammenhang
mit dem Wechsel zwischen Zeit- und Frequenzraum. Bei der Darstellung der Er-
gebnisse der Simulation im Frequenzraum wurde eine Fast-Fourrier-Transformation
angewandt. Da diese Methode aber bei der Verwendung zeitlich begrenzter Zeit-
schriebe mit aliasing-Effekten behaftet ist, konnen sich auch hier Abweichungen
ergeben. Gegenstrategien wie gefensterte Transformationen etc. bringen hier keine
vollige Abhilfe.

Im Verlauf der Spannungsgréfien treten stéarkere Abweichungen auf, die jedoch tiber
eine Nachlaufrechnung wie auf Seite 42 vorgeschlagen, korrigiert werden kénnen,
falls fiir weitere Berechnungen diese Grofien von Interesse sind.
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5.4 Interpretation der Ergebnisse

Die neu entwickelte Methode erlaubt es, in den Bereichen, in denen Plastifizierungen
zu erwarten sind, die Systemantwort im Vergleich sowohl zur klassischen Linearisie-
rung als auch Simulation in allen Freiheitsgraden hinsichtlich der zweiten Momente
der Antwort gut zu beschreiben. Die plastischen Ansatzfunktionen konnen die lo-
kalen Kriimmungen gut abbilden und die erhaltenen Spektren divergieren nur in
akzeptablem Umfang von den Ergebnissen der beiden anderen Methoden.

In Bereichen, die als rein elastisch angenommen werden, fehlt der Einfluf der plasti-
schen Moden auf die relativen Verschiebungen des Systems. Als Konscquenz daraus
konnen lokale Plastilizierungen nicht oder nur unzurcichend abgebildet werden und
in den Ergebnissen treten grofiere Abweichungen auf. Dies tritt jedoch nur dann auf,
wenn die Plastifizierungen nicht lokal auftreten, sondern iiber die gesamte Struktur
verteilt sind, was nicht dem Regelfall entspricht.

In diesem Zusammenhang mufl auch darauf hingewiesen werden, dafl das Modell
eines Schubbalkens dieses Problem starker zu Tage treten l4ft. Bei einem unter
Gleichlast belastetem Kragtriager sind die Beanspruchungen parabolisch iiber die
Hohe verteilt, so dafi die maximale Beanspruchung deutlich lokalisierbar ist. Der
Schubbalken dagegen wird iiber seine Erstreckung linear ansteigend beansprucht, so
dafB kein eng begrenzter Plastifizierungsbereich auftritt. Dies kann man am folgen-
den Beispiel unter Verwendung eines Materialverhaltens vom Typ Biegebalken gut
sehen.



Kapitel 6

Beliebige kontinuierliche
Biegebalken-Systeme

Das bereits an diskreten Systemen unter Verwendung eines Scherbalkenmodells be-
schriebene Vorgehen ist jedoch nach wie vor beschréankt auf Kettenstrukturen. Aus
diesem Grund liegt eine Erweiterung der Methode auf kontinuierliche Systeme nahe.
Nichtsdestotrotz ist auch hier eine auf dem Scherbalken-Modell basierende Beschrei-
bung denkbar. Dies wurde hier jedoch nicht weiterverfolgt.

6.1 Klassisches Vorgehen

6.1.1 System

Im Gegensatz zu Kettenstrukturen ist bei beliebigen Systemen eine auf der Theorie
der Finiten Elemente basierende Beschreibung nétig, da an einem Knoten mehr als
nur zwei Elemente angeschlossen sein kénnen. Daraus ergibt sich eine Koinzidenzta-
belle, die angibt, an welchen Stellen die aus den Elementsteifigkeiten resultierenden
Eintrédge in die Gesamtsteifigkeitsmatrix einzuordnen sind.

Das generelle Vorgehen wird hier nicht ndher beschrieben, da es leicht aus Stan-
dardwerken (z. B. [81]) entnommen werden kann. Daher erfolgt hier nur eine kurze
Beschreibung der wesentlichen Schritte, um die verwendeten Groflen korrekt ein-
zufiihren.

Die Beschreibung erfolgt in den N Knotenfreiheitsgraden w; (Verschiebung) und o;
(Verdrehung). Dariiber hinaus wird analog zu der hysteretischen Riickstellkraft z;
bei Kettenstrukturen ein plastisches Moment Y] eingefiihrt. Alle drei Gréfien werden
im Unbekanntenvektor p = < wy ... Wy O ... Oon Y] ... Yy ) zusaminen-
gefafit.
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Die daraus im Inneren des Elements resultierenden Verschiebungs- und Momenten-
verldufe hdngen von den gewahlten Ansatzfunktionen F} ab. Sie wurden bereits im
Kapitel Materialverhalten eingefithrt und fithren mit den dort ebenfalls abgeleiteten
Elementbeitréagen K, C und M zu den Gesamtsystemmatrizen K, Cges und Mge,.
Die Elementbeitriage ergeben sich dabei zu

12 —12a  6al —6al —(1—a) (1—-0«)

~12a 12a —6la  6la  (1—«a) —(1—a)
K — 6al  —6al 4al®* —2al* —(1-a) 0 £l
—6al 6ol  —2al* 4dal? 0 —(1—«) I3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Casimis 0 0 0 0 0
0 Coruante 0 0 0 0
c - 0 0 Corimmes 0 0 0
0 0 0 Compnie 00
0 0 0 0 10
0 0 0 0 01
%—gul —%y[ 5%/11 ;1)2%#.1 0 0
%,ul %ul 11?6“[ Z,”fﬁul 0 0
M — @yl %21—0#[ T‘F'ul T-}Bf“’l 00
sl sierl il gl 000
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00

ET entspricht der Steifigkeit des Elements, u der Massenbelegung. Die Elementléange
wurde im weiteren zu [ = 1 normiert.

Analog zu Kettenstrukturen steuert der Parameter a auch hier das Verhéltnis zwi-
schen linearem und dem der Hysterese zugeordneten Term. Hier wird jedoch nicht
auf eine Riickstellkraft zuriickgegriffen sondern auf ein Riickstellmoment, das iiber
eine Momenten-Kriimmungsbeziehung berechnet wird.

Zusétzlich ergeben sich aus den Materialbeziehungen je Element zwei nichtlineare
Gleichungen der Form

Y = G(Y, k) mit k=w((=0)" bzw. Kk =w((=1) (6.1)

Die kontinuierliche Verschiebung w(¢) ergibt sich aus den Knotenfreiheitsgraden
iber zugeordnete Ansatzfunktionen.

Die nichtlineare Funktion GG héngt dabei nur vom verwendeten Materialgesetz ab.
Eine mogliche Form wurde bereits im Kapitel Materialgleichungen vorgestellt:

F(Q) = MO = UHOWQ) = 1) = U=OUYQ = 1] (62
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Diese Formulierung ist weitestgehend an das Scherbalkenmodell nach Suzuki / Minai
angelehnt und hat den Vorteil, dafi die weiteren Ableitungen mathematisch tiber-
sichtlich und unkompliziert bleiben.

Das Gesamtgleichungssystem ergibt sich schliellich nach dem Einordnen aller Bei-
trége an der korrekten Position zu

MyesP + Cyesp + Kyesp + ®(p) = Q (6.3)

Im Vektor @ sind die Belastungen auf dem Gesamtsystem enthalten, die als Einzel-
kréfte bzw. -momente in den Knoten angesetzt werden. ® enthélt die nichtlinearen
Bestimmungsgleichungen des plastischen Riickstellmoments Y.

F 0
1N 0
M 0
Q= = (6.4)
My 0
O G1 (Y, I‘I;)
0 G\(Y IQ)

6.1.2 Linearisierung

Die Losung der Gleichung 6.3 ist fiir einen nur iiber stochastische Parameter be-
stimmbaren, zeitlichen Verlauf von @ erneut nur aus Simulationen (Monte Carlo)
oder Néherungsmethoden berechenbar.

Unter Verwendung der Methode der statistischen Linearisierung ergibt sich das Er-
satzsystem zu

(Mges + M)P + (Cyes + Ce)p + (Kpes + Ko)p = Q (6.5)
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Die aus der Linearisierung resultierenden Zusatzterme M,, C, und K, ergeben sich
je Element zu

0000 0 0
0000 0 0
0000 0 0
K. = 0000 0 0 (6.6)
0000 K 0
0000 0 R
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00 _
Ce = 0 0 0 0 00 (6.7)
—6C™L  fCWR  —d4CPL  20°F 1
6CwL  —6CwR 0P —4COr (1
000000
000000
000000
Me = 1 g 0000 0 (6.8)
000000
000000

wobei die Groflen sich elementweise unter Verwendung des bereits im Kapitel Ma-
terialgleichungen beschriebenen Verfahrens ergeben.

Das lineare Ersatzsystem kann nun mit den bereits im Kapitel Prinzip der Lineari-
sierung beschriebenen Methoden iterativ gelost werden.

Die Kopplung zwischen den zusétzlichen Unbekannten und den Knotenfreiheitsgra-
den wird durch die Materialbeziehung hergestellt.

6.2 Reduzierte Basis

Analog zu Systemen mit Kettenstruktur kann auch bei kontinuierlichen Systemen
iiber eine Reduktion der Anzahl der Ansatzfunktionen eine signifikante Rechen-
zeitersparnis erreicht werden.

6.2.1 Wahl von Ansatzmoden zur Bildung der reduzierten
Basis

Auch hier wird die gew#hlte reduzierte Basis in Ansatzfunktionen, die einen
elastischen linearen Anteil des Systems wiederspiegeln und Ansatzfunktionen, die
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den plastischen nichtlinearen Anteil aus lokalen Systemplastifizierungen modellieren
unterteilt. Der elastische Anteil wird iiber die modalen Eigenvektoren des linearen
Gleichgewichtssystems mathematisch bestimmt.

e elastische Schwingunseigenvektoren

Der elastische Anteil der Systemantwort stellt die globale Reaktion der Struk-
tur dar, da Plastifizierungen in der Regel nur in lokal begrenzten Bereichen
auftreten. Der {iberwiegende Rest der Struktur kann durch elastische Materi-
albeziehungen beschrieben werden. Daher wird zur Berechnung der elastischen
Moden rg das linearisierte System mit seinen Ausgangsparametern verwendet.
Die Bestimmung der Form der Moden erfolgt {iber die iibliche Eigenwertglei-
chung

(=AM’ + K")s = 0. (6.9)

Daraus erhélt man je Freiheitsgrad n eine Eigenmode. Im weiteren Vorgehen
wird jedoch wieder nur ein Teil der Moden weiterverwendet, da meist nur
wenige Moden ausreichen, um die Reaktion des Systems ausreichend gut zu
beschreiben. Das verwendete Subset der elastischen Moden umfafit die ag Mo-
den mit niedrigster Frequenz.

Auch hier beschreiben die elastischen Moden nur Verschiebungen bzw. Ver-
drehungen; sie konnen jedoch keine Spannungsgrofien wiedergeben.

e plastische Moden
Im Gegensatz zu den elastischen Moden haben die plastischen Moden nur in
lokalen Bereichen entscheidenden Einfluf auf das Verformungsverhalten. Sie
werden so gewihlt, dafl sie an den potentiellen Plastifizierungsstellen lokal
auftretende starke Verkriimmungen darstellen kénnen. Somit mufi pro Pla-
stifizierungsstelle bzw. -reaktion eine Formfunktion vorhanden sein, die die
Systemreaktion beschreiben kann. Nur so kann erreicht werden, dafl die hoch-
frequenten elastischen Moden (mit denen normalerweise starke Kriimmungen
angendhert werden konnen) nicht benotigt werden.
Daraus ergibt sich ein Bedarf von ap plastischen Moden, die je einer Pla-
stifizierungsstelle zugeordnet sind. Der Verlauf der Ansatzmode wird dadurch
berechnet, daf} im entsprechenden Freiheitsgrad eine Einheitsverkriimmung er-
zeugt wird und die daraus entstehende statische Biegelinie als Ansatzfunktion
verwendet wird.
Parallel dazu wird an der Plastifizierungsstelle eine Spannungsgrofie ein-
gefiihrt, die aus der Verkrimmung am Knoten der angesetzten Einheitsver-
schiebung bzw. -verdrehung entsteht.

Durch den Wechsel von einer Basis mit n unbekannten Verschiebungen w, n Ver-
drehungen ¢ und n Spannungsgréfien Y in eine reduzierte Basis mit ap + ap unbe-
kannten Partizipationsfaktoren w der Moden und ap Spannungsgréfien Y koénnen
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Teile der Antwort nicht mehr dargestellt werden. Die reduzierte Basis hat somit
eine Filterwirkung auf die Antwort, die dazu fithrt, dafl Anregungen in bestimmten
Frequenzen keinen dynamisch iiberhohten Anteil zur Antwort liefern.

Durch eine geschickte Wahl der Ansatzmoden kann dieser Effekt jedoch ver-
nachlissigt werden. Es mufl in allen Fillen jedoch eine gewisse Sorgfalt bei der
Auswahl der Moden (insbesondere der plastischen) angewandt werden.

6.2.2 System in der reduzierten Basis

Die reduzierte Basis ergibt sich analog zum Kettensystem wieder aus den ausgew#hl-
ten Formfunktionen (elastische und lastische Moden) fiir die Verschiebungen und
Verdrehungen sowie zusétzlichen Spannungsgréfien, d. h. mit den neuen Unbekann-
ten w und Y. Der Vektor u enthélt die Partizipationsfaktoren der einzelnen ver-
wendeten Moden. Daraus ergibt sich die folgende Transformationsvorschrift:

w u
p=1| ¢ :R<Y> (6.10)
Y
mit
([ TE1 - TEap TP1 ... TpPqp O ... 0
R__< 0o ... 0 0 ... 0 1 ) (6.11)

als Matrix, die in rg bzw. rp die verwendeten elastischen und plastischen Moden
enthalt. Damit wurde die Zahl der Unbekannten von 2n auf ap + 2ap reduziert.
Die Gleichgewichtsgleichungen lassen sich in der reduzierten Basis mit den unbe-
kannten Faktoren uw und Y schreiben zu:

MR<;‘§>+CR<;’,’>+KR<;>+@:F (6.12)

6.2.3 Gewichtung mit Galerkin-Methode

Die so erhaltenen Gleichungen werden im Sinne der Galerkin-Methode gewichtet.
Als Gewichtungsfunktion werden hier die (elastischen und plastischen) Ansatzmoden
zuziiglich der Einheitsmatrix zur Einbringung der Beitrédge von Y verwendet. Die
die Unbekannten Y betreffenden Gleichungen bleiben bei dieser Vorgehensweise
unveréndert.

RTMR< v ) +R’-"CR< - > +

u

.
+R KR( %

) +RI®(w,,Y)=R'F (6.13)
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oder mit generalisierten Gréfen (*):

o A R'®(w.¢,Y)=F" .14
NI<Y>+C<Y> K<Y>+ (w,9,Y) (b.14)
Dieser Satz von Gleichungen schliefit die nichtlinearen Materialgleichungen mit ein.
Sie sind jedoch noch in den urspriinglichen Unbekannten w, ¢ und Y geschrichen.

6.2.4 Linearisierung der Materialgleichungen

Die nichtlinearen Materialgleichungen ¥ = ®(w, ¢, Y") werden wie bereits beschrie-
ben auf eine linearisierte Form gebracht. Analog zur Kettenstruktur werden jedoch
nur die Elemente, in denen von einer Plastifizierung ausgegangen wird, hetrachtet.
Die anderen entsprechenden Terme in dem Teil des Gesamtgleichungssystem, das
den Materialgleichungen entspricht, werden zu 0 gesetzt.

Auch bei beliebigen System sollte eine Kopplung der nichtlinearen Beziehungen
vermieden werden um die Linearisierung einfach zu gestalten. Dazu werden die ur-
spriinglichen Verschiebungen w; und Verdrehungen ¢; als Unbekannte beibehalten.
Der Zusammenhang zwischen diesen und den unbekannten Faktoren u des Glei-
chungssystems ergibt sich durch Herausgreifen der entsprechenden Zeilen aus Glei-
chung ( 6.10). Das Vorgehen ist dabei das gleiche, wie bei Systemen mit Ketten-
strukturen bereits dargestellt wurde.

Das entstandene Gleichungssystem kann nun mit den bereits beschriebenen Mitteln
zur Verbesserung der Linearisierungsparameter iterativ geldst werden.

In der spektralen Darstellung nimmt die Anregung in der reduzierten Basis (vor der
Ablosung der Unbekannten u durch vorgezogene Elimination) die folgende Form an:

Si(w) = RIS s (W)R (6.15)

6.3 DBeispiel: Stockwerkrahmen mit 20 Geschos-
sen

Als erstes Beispiel fiir die Anwendung der neu entwickelten Methode wird auf das
bereits aus dem Kapitel Kettenstrukturen bekannte Beispiel zuriickgegriffen.
Erneut wird die statistische Linearisierung in reduzierter Basis der klassischen Sto-
chastischen Linearisierung gegeniibergestellt und diverse Varianten der Wahl der
verwendeten Formfunktionen diskutiert.

Anschliefend wird ein Vergleich mit einer Berechnung unter Benutzung von Monte
Carlo Simulationen angestellt.
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6.3.1 System und Wahl der Ansatzmoden

Als System wurde erneut ein 20-stockiger Geschofirahmen gewahlt, dessen Geschof3-
massen sowie Stielsteifigkeiten und -ddmpfungswerte iiber alle Geschosse konstant
bleiben. Um zu zeigen, dafl die Berechnungsmethode auch fiir stark geddmpfte Sy-
steme anwendbar ist, wurde jedoch im Gegensatz zum im Kapitel Kettenstrukturen
verwendeten Svstem eine wesentlich hohere Dampfung des Systems zugrundegelegt.
Im einzelnen betragen die Systemkennwerte:

m; = 80 kg ¢; = 1000 Ns/m k; = 5000 N/m a=0,8
Daraus resultieren die funf niedrigsten Eigenfrequenzen zu

f,=0,60H: fo=136H: f3=22H: fi=317Hz

Hoherfrequente Eigenformen tragen zur Antwort nur noch in sehr geringem Umfang
bei. Aus diesem Grund wurden zur Bildung der reduzierten Basis die fiinf den
niedrigsten Eigenfrequenzen zugeordneten Eigenformen (agp = 5) als elastische
Ansatzfunktionen gewahlt.

Im Vergleich zum Scherbalkenmodell sind das zwei Eigenformen mehr. Dies liegt
daran, dafl der Scherbalken als Unbekannte nur die Stockwerksverschiebungen
benutzt, das Biegebalkenmodell jedoch aufler Verschiebungen auch Knotenverdre-
hungen zulafit. Das Modell in Form eines Kragarms hat somit doppelt so viele
geometrische Freiheitsgrade wie das Scherbalkenmodell und ist daher auch in
seinem Antwortverhalten des FE-Modells komplexer.

Beide Modelle haben ihre Berechtigung: Das Scherbalkenmodell beschreibt Situa-
tionen im klassischen Hochbau. Wie bereits dargestellt kann man mit ihm einen
Stockwerksrahmen mit starren Deckenscheiben sehr gut abbilden, da in diesem
Fall nur horizontale Verschiebungen der Stockwerkscheiben moglich sind. Will man
jedoch z. B. ein turmartiges Geb#ude oder einen Mast beschreiben, so kann man die
Verdrehungen der Knoten bei der Modellbildung nicht vernachléssigen. In diesem
Fall trifft das Modell des Biegebalkens eher auf das reale Verhalten der Struktur zu.
Bei der Wahl der plastischen Ansatzfunktionen kann davon ausgegangen werden,
dafl Plastifizierungen in den unteren Stockwerken zu erwarten sind. Daher wurden
im ersten Berechnungsdurchgang in den untersten sieben Stockwerken (ap = T7)
plastische Ansatzfunktionen angesetzt. Wie sich spéter herausstellte, wéren auch
flinf plastische Ansatzfunktionen ausreichend gewesen.

Die Wahl der Form der Ansatzfunktionen spiegelt die Absicht wieder, in den
Bereichen der zu erwartenden Plastifizierung moglichst starke Kriimmungen des
Systems zu zeigen, wahrend in den {ibrigen Bereichen des Systems nach Moglichkeit
kein, bzw. nur geringer Einflufl auf das Verformungsverhalten genommen werden
soll.
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Daher werden die gew#hlten plastischen Moden so gebildet, dafl eine Einheitsver-
drehung in einem Stockwerk aufgebracht wird, die davon abgesehen keine weiteren
aufgezwungenen Verkriimmungen in den dariiber liegenden Stockwerken aufweist.
Dies entspricht der Idee der gewihlten plastischen Moden beim Scherbalkenmodell,
nur dafl in diesem Fall keine relative Einheitsverschiebung aufgebracht wird,
sondern ein plastisches Gelenk durch eine Einheitsverdrehung simuliert wird.
Dabei ist jedoch zu beachten, daff die Biegelinie keinen Knick im Knoten aufweist,
sondern kontinuierlich in allen Bereichen des Tragwerks verlauft. Um einen Knick
darzustellen, wiirde man rechts- und linksseitig des Knotens zwei unterschiedliche
Freiheitsgrade des Systems benotigen, was die Zahl der Unbekannten jedoch
erhohen wiirde. Um dies zu vermeiden, wurde als Néherung eine Biegelinie gew#hlt,
deren Verlauf durch eine aufgeprigte relative Verdrehung der Nachbarknoten
gegeneinander charakteriert wird. Dadurch entsteht eine statische Biegelinie, die im
plastifizierten Element eine starke Kriimmung aufweist und so die Plastifizierungs-
stelle ausreichend gut abbilden kann, im restlichen Tragwerk jedoch keine weiteren
starken Kriimmungen aufweist.

Mit der vorliegenden Berechnungsmethode wurden plastische Moden gefunden, die
zu guten Ergebnissen bei der Berechnung mit statistischer Linearisierung fithrten.
Es sind aber auch andere Formen von plastischen Moden denkbar; hier besteht noch
Bedarf weiterer Untersuchungen, da unter Umstidnden auch andere aufgeprigte
Zwangsverformungen brauchbare Biegelinien erzeugen wiirden.

Als Anregung wurde im Gegensatz zum Scherbalkenmodell ein iiber die Hohe
der Konstruktion horizontal angreifendes unkorreliertes weifles Rauschen auf alle
Stockwerke des Systems aufgebracht.
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Abbildung 6.1: elastische Ansatzfunktionen fiir das Biegebalkenmodell
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Abbildung 6.2: plastische Ansatzfunktionen fiir das Biegebalkenmodell
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6.3.2 Vergleich der statistische Linearisierung in reduzierter
Basis mit der klassischen statistischen Linearisierung

In den Abbildungen 6.3 und 6.4 sind die Ergebnisspektren der horizontalen
Verschiebungen des 5. sowie des 10. Stockwerks graphisch dargestellt. Das Svstem
wurde dabei jeweils sowohl mit Hilfe der Methode der vollsténdigen statistischen
Linearisierung, d. h. Linearisierung in allen urspringlichen 40 Freiheitsgraden, sowie
in der statistischen Linearisierung in reduzierter Basis mit Ililfe der Transformation
in zwei verschiedene reduzierte Basen berechnet: Einerseits wurde eine Basis
hestehend aus 5 elastischen und 7 plastischen Ansatzmoden verwendet, andererseits
eine noch stérker reduzierte Basis von nur 3 elastischen und 5 plastischen Moden.
Unter Verwendung der so festgelegten ap + ap — 12 bzw. 8 Ansatzfunktionen
konnte die urspriingliche Anzahl der Unbekannten des Verfahrens von 50 auf 19
bzw. sogar 13 deutlich reduziert werden.

In Abbildung 6.3 kann man deutlich erkennen, dafl zur Ermittlung des Spektrums
des untersten Stockwerkes vor allem drei Moden einen Beitrag liefern. Thre Eigen-
frequenzen liegen bei ca. 2,2 Hz, 3,9 Hz und 6,2 Hz.

Da jedoch in der reduzierten Basis mit ar = 3 elastischen Moden die einer
Eigenfrequenz von etwa 6 Hz zugeordneten Moden nicht beriicksichtigt wurden,
kann dieser Teil des Spektrums nur unzureichend abgebildet werden. Entsprechend
zeigt der Verlauf der ermittelten Antwortspektren in diesem Bereich eine deutliche
Abweichung gegeniiber den Ergebnissen, die in der vollstindigen Basis bzw. in
der Basis mit ag = 5 elastischen Moden mit Hilfe der statistischen Linearisierung
ermittelt wurden.

Eine gute Ubereinstimmung erhilt man dagegen im Bereich der beiden anderen
Eigenfrequenzen. Dort weisen die Ergebnisse unter Verwendung einer reduzierten
Basis im Vergleich zur vollstédndigen Basis kaum Unterschiede auf.

Die verwendeten elastischen Moden in der reduzierten Basis, deren Eigenfrequenzen
nicht mit einer der drei im Antwortspektrum vertretenen Peaks iibereinstimmen
sind bei der Beurteilung der Antwort des untersten Geschosses nicht mafigebend, da
sie keine groflen Beitriage in diesen Bereichen aufweisen. Fiir das Gesamtverhalten
des Systems sind sie jedoch unentbehrlich wie sich auch im Spektrum des 10.
Stockwerks zeigen wird.

Dabei ist zu beachten, dafl im tieffrequenten Bereich des Spektrums (f < 0,2
Hz) numerische Storungen auftraten. Die dort auftretenden Spannungsspitzen
zeigen kein reales Systemverhalten, sondern entstammen numerischer Problemen
im Rahmen der verwendeten Integrationsroutine. Daher wurde der Bereich mit
Frequenzen unter 1 Hz nicht dargestellt.
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Die Wahl der Anzahl der plastischen Moden scheint hingegen gut getroffen, da iiber
alle Stockwerke “gemittelt” die Ergebnisse gut iibereinstimmten. Dies ist jedoch
nicht weiter verwunderlich, da beim Kragbalken sich aus dem System an sich bereits
die Orte der zu erwartenden Spannungsspitzen am Einspannungspunkt ergeben. Bei
komplizierteren Strukturen wie z. B. im néchsten Beispiel ist dies jedoch nicht mehr
so offensichtlich.

Nichtsdestotrotz hitten auch bereits nur ap = 3 plastische Moden ausgereicht, wn
die Systemantwort passabel darzustellen.

Im Spektrum der Antwort fiir das 10. Stockwerk des Systems dagegen sieht man,
dafi alle verwendeten Moden auch im Antwortspektrum présent sind. Man erkennt
deutlich, dafl die umfangreichere Basis mit ap = 5 elastischen Moden im Vergleich
zur kleineren Basis mit ag = 3 elastischen Moden eine gréflere Anzahl von Peaks
im Spektrum nachbilden kann.

Wiéhrend im niederfrequenten Bereich das Antwortspektrum auch in den reduzierten
Basen gut wiedergegeben wird, ist im Bereich iiber ca. 4 Hz eine deutliche Divergenz
zwischen vollsténdiger und reduzierter Basis zu verzeichnen.

Jedoch kann auch hier wieder das Spektrum der Antwort bis auf einzelne Maximal-
werte und nebengeordnete Frequenzbereich durch die reduzierten Basen ausreichend
gut dargestellt werden.

Vor allem ist jedoch die Uberschreitungswahrscheinlichkeiten vorgegebener Grenz-
werte von Interesse; dazu wurden in der folgenden Tabelle die charakteristischen
Werte der Verschiebungen und Verdrehungen bei einer Berechnung unter Verwen-
dung der klassischen Methode und einer Berechnung in einer reduzierten Basis mit
5 elastischen und 7 plastischen Moden gegeniibergestellt.

neue klassische neue klassische
Methode Methode Methode Methode

Stockwerk Tygq Tqq Oos Ooo
1 0.694 0.733 0.138 0.132
2 0.751 0.762 0.168 0.172
3 0.729 0.731 0.223 0.229
4 0.897 0.910 0.253 0.261
5 0.998 1.106 0.302 0.293
6 1.204 1.245 0.328 0.321
7 1.338 1.403 0.355 0.350
8 1.503 1.552 0.368 0.371
9 1.639 1.648 0.384 0.381
10 1.734 1.721 0.398 0.382

Wie man deutlich in den Ergebnissen erkennen kann, weichen die bei einer Berech-
nung in der reduzierten Basis erhaltenen Werte kaum von der exakten Methode in
der vollsténdigen Basis ab.
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Im Vergleich zum Scherbalkenmodell, bei dem der Vergleich weniger positiv ausfiel,
ist dies jedoch wenig verwunderlich. Einerseits kann das Biegebalkenmodell einen
Kragarm weitaus besser in seinem Verhalten nachbilden. Andererseits wurde auch
eine vergleichsweise umfangreichere Basis verwendet, die natiirlich auch zur hohen
Ubereinstimmung der Ergebnisse innerhalb der charakteristischen Werte beigetra-
gen hat.

6.3.3 Vergleich der statistische Linearisierung in reduzierter
Basis mit Monte Carlo Simulationen

Als Referenzlosung wurde fiir das im letzten Abschnitt dargestellte Systembeispiel
eine Monte Carlo Simulation mit 10° Zeitschritten durchgefiihrt. Der so erhaltene
Zeitschrieb der Antwort wurde Fourriertransformiert und die Leistungssprektren ge-
bildet.

Die Ergebnisse der Spektren der Verschiebung des untersten und des 5. Stockwerks
sind in den Abbildungen 6.5 und 6.6 dargestellt. Um zusétzlich besonders die
tieffrequenten Eigenmoden anzuregen, wurde als Last statt weiflen Rauschens nun
ein Blockspektrum bis 10 Hz auf das System aufgebracht. Dies entspricht einerseits
eher einer guten Modellierung der Realitat (z. B. Wellenschlag oder Windlasten),
andererseits lassen sich so die héherfrequenten Einfliisse vermeiden, um einen aus-
sagekréftigen Vergleich zu ermoglichen.

Als reduzierte Basis fiir die EQL wurde ein Satz von 3 elastischen und 4 plastischen
Moden verwendet. Dies entspricht somit einer Reduktion von 40 auf 7 Bewegungs-
freiheitsgrade und von 10 auf 4 korrespondierende Kraftgrofen. Somit wurden nur
11 Rechengréfien verwendet im Vergleich zu 50 bei der Verwendung der klassischen
EQL.

Bei der Wahl der elastischen Ansatzmoden wurde darauf geachtet, dafi die Eigen-
moden des Systems verwendet werden, die das Spektrum auch im Bereich von 6 Hz
darstellen koénnen. Die plastischen Moden beeinflussen nur den unteren Bereich des
Svstems bis zum 4. Stockwerk.

Wie man in den Darstellungen der Spektren sieht, kann mit einer geschickt gewéhl-
ten Basis (in der nur 3 elastische Moden enthalten sind) nicht nur den Bereich in dem
die plastischen Moden zusétzlichen Einflufl haben (siehe Abbildung 6.5), sondern
auch den Bereich, der nur durch elastische Moden beschrieben wird (siehe Abbil-
dung 6.6), gut abbilden.

Auch hier traten erneut numerische Probleme auf, die zu stark itberhohten Werten
im Frequenzbereich zwischen 0 und 0,2 Hz fithrten. Daher wird auch hier erst der
Frequenzbereich tiber 1 Hz dargestellt.
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Die Ubereinstimmung der Verlaufe fiir die Verschiebung divergiert geringfiigig. Die
Spektren der Ableitung der Verschiebung (Syw) bzw. der Verdrehungen (S;;) zei-
gen eine noch bessere Ubereinstimmung. Dies ist umso erfreulicher, da nicht die
Verschiebungen, sondern die Ableitungen davon fiir die Rechenprozedur benétigt
werden.

Im Bereich der zusétzlichen Kraftgrofle treten gréfiere Abweichungen besonders im
mittleren Bereich des Kragarms auf. Dies ist jedoch nicht verwunderlich, da im re-
duzierten System nur Kraftgrofien bis zum 4. Stockwerk modellierbar sind. Da es
sich bel den zusétzlichen Kraftgrofien un den plastischen Anteil des Riickstellmo-
mentes handelt, der in den oberen Stockwerken einen geringen Einfluf3 hat, ist ein
unterschiedlicher Verlauf als nicht zu gravierend zu beurteilen.
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6.4 Beispiel: MDOF-System “Fufigingersteg”

Da der bisher als System verwendete Kragarm ein sehr einfaches Beispiel darstellt,
das sich zwar sehr gut zur Demonstration der neu entwickelten Methode eignet,
nicht jedoch ein klassisches Beispiel aus der Ingenieurpraxis darstellt, wird im fol-
genden ein praxisniheres Beispiel vorgefithrt. Uberdies verfiigt dieses Svstem iiber
eine wesentlich hohere Zahl an Unbekannten.

6.4.1 System und Wahl der Ansatzmoden

In Abbildung 6.7 ist das gewihlte System abgebildet. Es représentiert einen
idealisierten Fufigdngersteg mit einseitigem Geldnder. Die Vertikallasten V; resul-
tieren aus dem FEigengewicht der Konstruktion iiberlagert mit Verkehrslasten. Die
Horizontallast H entsteht durch Windangriff am Geléander. Beide Lasten wurden
als weifles Rauschen modelliert, auch wenn dies insbesondere bei den Verkehrslasten
durch Fufigdnger nur als grobe Naherung verstanden werden kann.

Daraus ergibt sich eine System, das z. B. mit Hilfe von 15 Elementen und 16 Knoten
diskretisieren 143t. Somit hat das gesamte System 48 Freiheitsgrade, je Knoten einen
Verschiebungs- und einen Verdrehungsfreiheitsgrad sowie eine korrespondierende
Spannungsgrofe (Riickstellmoment).

Die Massenbelegung wurde dabei zu p = 500 kg/m gewéhlt, die Biegesteifigkeit in
allen Bereichen des Systems zu EI = 50000 Nm?.

Eine feinere Diskretisierung des in Abbildung 6.8 dargestellten Systems ist
selbstverstédndlich moglich, erscheint jedoch im Sinne eines noch iiberschaubaren
Beispiels unter Vermeidung umfangreicher Nachlaufrechnung nicht sinnvoll.

Mit Hilfe einer Eigenwertanalyse ergeben sich die folgenden niederfrequenten, nach
ihrer Grofie geordneten Eigenfrequenzen:

fi = 0,82Hz f,=321H: fy=404H=

fi = 5,13Hz f3=518H: fs=530H=

fr = 10,42 Hz f3=12,19H: fy=13,58 Hz
fio = 13,83Hz f,,=13,8THz fi»=27,40Hz
fis = 31,561 Hz f,=23580Hz fi5=23801Hz

Die ihnen zugeordneten Eigenmoden bilden die Grundlage des elastischen Anteils
der reduzierten Basis. Es werden nur die ag Moden beriicksichtigt, deren Eigenfre-
quenzen f; im niederfrequenten Bereich liegt.

Als gute Wahl fiir die Anzahl der elastischen Moden hat sich bei diesem Beispiel
unter der gegebenen Belastung eine Anzahl von ag = 5 herausgestellt. In einem er-
sten Berechnungslauf wurden jedoch mit ar = 11 mehr Moden als nétig verwendet,
deren Anzahl spéater wieder reduziert wurde.
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In Abbildung 6.9 sind die Eigenmoden gezeigt, die spéter zur Bildung der redu-
zierten Basis beriicksichtigt werden konnen. Wéhrendessen zeigt Abbildung 6.10
die verbleibenden Eigenmoden, die von vornherein als zur Bildung der reduzierten
Basis ungeeignet eingestuft wurden.

Durch die graphische Uberhshung im Zusammenhang mit der diskreten Abtastung
werden relative Winkel dabei teilweise verzerrt dargestellt.

Abbildung 6.9: MDOF-System “Fuflgingersteg”; maximale Anzahl der elastische
S J [w) o S
Moden, die zur Bildung der reduzierten Basis verwendet wurden



84 6. Beliebige kontinuierliche Biegebalken-Systeme

. A T I N

Abbildung 6.10: MDOF-System “Fufigingersteg”; nicht verwendete elastische Mo-
den

Die nicht berticksichtigten Moden weisen eine zu starke Kriimmung auf, um das
Systemverhalten global entscheidend zu beeinflussen. Ein lokaler Einfluf} der Mo-
den wird im Vergleich zur klassischen EQL nicht benétigt, da sie durch die noch
zu wahlenden plastischen Moden ersetzt werden. Somit hat ihr Weglassen in der
reduzierten Basis nur einen vernachlassighar kleinen Einflu} auf das globale Ant-
wortverhalten des Systems, da ihre Anregefrequenzen zu hoch liegen.

Bei der Wahl der plastischen Moden spielen wieder die bereits im letzten Kapi-
tel ausgefithrten Uberlegungen eine Rolle: Einerseits soll der Einflu der verwen-
deten Ansatzmoden lokal eng begrenzt sein, andererseits in diesen diskreten Berei-
chen dann jedoch einen Verlauf mit starker Kriimmung aufweisen. Uberdies miissen
die Randbedingungen des Systems eingehalten werden, um eine kinematische Ver-
traglichkeit der neuen Basis zu gewé&hrleisten.

Eine mogliche Wahl fiir die Form der plastischen Ansatzmoden ergibt sich aus dem
Aufbringen einer Einheitsverformung in bestimmten Freiheitsgraden, von denen man
glaubt, dafl in ihnen eine Plastifizierung auftreten wird.

Dies ist im vorliegenden Beispiel vermutlich auf der ganzen Linge im vorwiegend
auf Biegung belasteten Quertrager der Fall. Zusétzlich konnten auch Plastifizierun-
gen im Anschlupunkt der Kragstiitze auftreten, so dafl eine mégliche Wahl fiir die
plastischen Ansatzmoden die in Abbildung 6.11 dargestellten Moden wére.

Die Pfeile zeigen dabei an, welcher Knoten als Ort einer Plastifizierungsstelle ange-
nommen wurde. In seinem Bereich weist die Ansatzmode die stérkste Kriimmung
auf. Trotzdem werden alle kinematischen Randbedingungen eingehalten, insbheson-
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dere an den Einspannungsstellen.

Zu jeder dieser plastischen Moden gehort ein plastisches Moment Y, das im jeweili-
gen Knoten wirkt. In den restlichen Knoten treten keine weiteren Plastifizierungen
auf, so dafl pro plastische Mode nur eine zusétzlich unbekannte Spannungsunbe-
kannte entsteht. ap plastische Moden erzeugen somit auch nur ap zusétzliche Un-
bekannte.

Berechnet wurde die jeweilige Mode dadurch, dafl im jeweiligen Freiheitsgrad eine re-
lative Verdrehung gegeniiber den anderen benachbarten Freiheitsgraden aufgezwun-
gen wurde. Dadurch entsteht eine statische Biegelinie, deren Verlauf als plastische
Ansatzmode verwendet wurde.

Auch hier kénnen durch die graphische Uberhéhung im Zusammenhang mit der
diskreten Abtastung relative Winkel teilweise verzerrt erscheinen.

Abbildung 6.11: MDOF-System “Fufigingersteg”: maximale Anzahl der zur Bildung
> J fuel tel S S
einer reduzierten Pasis verwendeten plastischen Moden
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6.4.2 Vergleich der statistischen Linearisierung in reduzier-
ter Basis mit der klassischen statistischen Linearisie-
rung

In den Abbildung 6.12, 6.13 und 6.14 kann man die durch EQL erhaltenen Ergeb-
nisse fiir die Verschiebungs- bzw. Verdrehungsspektren vergleichen. Dabei werden die
Ergebnisse der Berechnung in der mit 48 Freiheitsgraden beschriebenen vollsténdi-
gen Basis einer Berechnung in einer reduzierten Basis aus 5 elastischen und 5 pla-
stischen Moden (entspricht 15 Rechengrofien; Plastifizierungen nur im horizontalen
Quertrager) gegeniibergestellt.

Das in Abbildung 6.12 dargestellte Spektrum der horizontalen Verschiebung des
Endpunktes des vertikalen Tragers zeigt deutlich, dafl die Ergebnisse der Berechnun-
gen sehr gut {ibereinstimmen. Obwohl insbesondere in diesem Punkt mit groferen
Abweichungen zu rechnen gewesen wére, divergieren die Ergebnisse der Berechnun-
gen in vollstdndiger und reduzierter Basis aus nur 5 elastischen und 5 plastischen
Moden nur geringfiigig.

Zwar weist das Spektrum bei Berechnung mit der klassischen EQL im Bereich der
Eigenkreisfrequenz von ca. 4,5 Hz einen Maximalwert auf, der nur ca. 80 Prozent
des Wertes erreicht, den eine Berechnung unter Verwendung einer reduzierten Basis
ergibt. Dies ist jedoch nicht entscheidend fiir die Ermittlung der stochastischen Wer-
te der Verteilung, da dieser Peak keinen besonders starken Einflufl auf die Flache
unter dem Verlauf der Kurve hat. Daher kann diese Abweichung, obwohl deutlich
erkennbar, immer noch als “geringfiigig” bezeichnet werden.

T T
.. klassische statistische Linearisierung
statistische Linearisierung in reduzierter Basis

15 20

0 Frequenz 5

Abbildung 6.12: Spektrum der horizontalen Auslenkung des Knotens 7 in vollstandi-
ger und reduzierter (5 elastische, 5 plastische Moden) Basis
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Abbildung 6.13: Spektrum der Verdrehung im Knoten 10 in vollstéandiger und redu-

zierter (5 elastische, 5 plastische Moden) Basis

T T
.. klassische statistische Linearisierung
statistische Linearisierung in reduzierter Basis
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Abbildung 6.14: Spektrum der vertikalen Verschiebung im Knoten 8 in vollstéindiger

und reduzierter (5 elastische, 5 plastische Moden) Basis
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Nicht zu vergessen ist in diesem Zusammenhang auch, dafl nicht die stochastischen
Werte der Verschiebung (o) beim Verfahren der statistischen Linearisierung ver-
wendet wird, sondern die stochastischen Werte der Geschwindigkeit der Auslenkung
(Schnelle o). Somit wird zusétzlich der niederfrequente Bereich der Antwort im
Vergleich zu hoéheren Frequenzen weniger stark die fiir das Berechnungsverfahren
entscheidenen stochastischen Parameter der Antwort beeinflussen.

Auch in den Abbildungen 6.13 und 6.14 ist eine gute Ubereinstimmung der beiden
Berechnungsmethoden zu erkennen. Die Abbildung 6.13 zeigt dabei das Verdre-
hungsspektrum im Knoten 10 und Abbildung 6.14 das Verschiebungsspektrum im
Knoten 8. An beide Knoten grenzen Elemente des horizontalen Tréagerteils, der am
starksten beansprucht wird.

Trotz einer Reduzierung der Zahl der Unbekannten auf nur noch ca. ein Drittel der
urspriinglichen Zahl, erhélt man unter Verwendung der statistischen Linearisierung
in der reduzierten Basis immer noch aussagekriftige Ergebnisse, die kaum von der
wesentlich aufwendigeren Methode in der vollstdndigen Basis abweichen.

Bei der Ermittlung der stochastischen Parameter der Verteilung der Antwort lie-
gen die Abweichungen zwischen der klassischen statistischen Linearisierung und der
Linearisierung in einer reduzierten Basis aus je 5 elastischen und plastischen Mo-
den in allen Freiheitsgraden unter 15 Prozent. Dabei treten in den Freiheitsgra-
den die den oberen Elementen des senkrechten Tragerteils zugeordnet sind, starkere
Abweichungen auf. Im Bereich des Quertrigers stimmen die stochastischen Vertei-
lungsparameter dagegen wesentlich besser iiberein; Abweichungen im Bereich von
maximal 11 Prozent werden hier nicht {iberschritten. Im Einzelnen ergeben sich z.
B. im Freiheitsgrad 11 in der vollstdndigen Basis fiir die Verschiebung eine Standard-
abweichung von ¢, = 1,12 und fiir die Verdrehung eine Standardabweichung von
os = 0,92, wihrend die Berechnung in der reduzierten Basis die Werte o, = 1,07
und o, = 0, 97 ergibt. Eine dhnlich gute Ubereinstimmung wird auch fiir die anderen
Freiheitsgrade des horizontalen Tragwerkteils erzielt.

Auch die Parameter der stochastischen Verteilungen der Spannungsgrofien weisen in
den Freiheitsgraden, in denen eine Plastifizierung erwartet wurde kaum gravierende
Abweichungen auf. Die anderen Freiheitsgrade sind dabei nur bedingt vergleichbar,
da als Berechnungsannahme davon ausgegangen wurde, dafl in ihnen keine Plastifi-
zierung auftritt und somit die Basis so gebildet wurde, dafl in diesen Freiheitsgraden
keine Spannungsgroflen mit der reduzierten Basis dargestellt werden konnen.
Besonders interessant ist in diesem Anwendungsbeispiel auch der Vergleich der Spek-
tren von sowohl Verschiebungen als auch Verdrehungen. In den Abbildungen 6.13
und 6.14 erkennt man deutlich, dafl die Methode sowohl fiir Verschiebungen als auch
Verdrehungen beiderseits gute Ergebnisse liefert. Speziell wird hierbei auch deutlich,
das die beiden dargestellten Freiheitsgrade von deutlich unterschiedlichen Frequen-
zen angeregt werden: Wihrend die Verdrehungen im Freiheitsgrad 10 (Knotenpunkt
zwischen horizontalen und vertikalem Tragwerksteil) auf Anregefrequenzen im Be-
reich von ca. 5,5 Hz nahezu iberhaupt nicht reagieren, erkennt man einen deutlichen
Resonnanzeffekt beim Spektrum der Verschiebung im Freiheitsgrad 8. Somit kann
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ESL in red. Basis aus 5 elast. und 10 plast. Moden -------
ESL in red. Basis aus 5 elast. und 4 plast. Moden -~~~ —
ESL in red. Basis aus 10 elastischen Moden -
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Abbildung 6.15: Spektrum der Verdrehung im Knoten 4; Vergleich von drei unter-
schiedlich stark reduzierten und der vollstédndigen Basis

man klar erkennen, dafl obwohl beide Freiheitsgrade unmittelbar benachbart sind,
sie jedoch von unterschiedlichen Frequenzen primér angeregt werden.

Daraus 1483t sich der Schluf3 ziehen, dafi die Methode durch die Reduzierung der Ba-
sis keine wesentliche Filterung der Antwortspektren nach sich zieht. Die reduzierte
Basis kann zwar nicht mehr jegliche Kombination von Antworten darstellen, die we-
sentlichen Anteile der Antwort bleiben jedoch immer noch darstellbar und werden
korrekt abgebildet.

Um dies noch niher zu beleuchten, inshesondere was die Wahl der plastischen Mo-
den betrifft, wurden mehrere verschiedene Basen aus verschiedenen Kombinationen
von elastischen und plastischen Ansatzmoden verglichen. Exemplarisch wurden in
Abbildung 6.15 die Antwortspektren der Berechnungen von drei verschiedenen re-
duzierten Basen und der vollsténdigen Basis gegeniibergestellt. Dabei wurde nur die
Anzahl der plastischen Moden variiert. Unter anderem wurde auch eine rein elasti-
sche Basis ohne plastischen Ansatzmode verwendet.

Wie man deutlich erkennt, treten deutliche Abweichungen in den Maximalwerten
der jeweiligen Resonanzpeaks auf. Man erkennt des weiteren, dafi die plastischen
Moden einen deutlichen Anteil an der Giite des Ergebnisses haben: Die stérksten
Abweichungen weist der Verlauf des Spektrums bei einer Berechnung mit einer rein
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elastischen Basis auf. Diese Basis kann keine Plastifizierungsstellen abbilden und
fithrt somit insbesondere in den Bereichen des stark belasteten Quertragers, der
plastifiziert, zu starken Abweichungen.

Andererseits ist jedoch auch zu erkennen, dafi die Annahme, der Einspannungs-
punkt der linken Stiitze wiirde plastifizieren, falsch war. Diese plastische Mode hat
nur einen geringen Partizipationsfaktor und kann auch gut vernachléssigt werden.
Somit kann man hier deutlich erkennen, dafl bereits nur 1 plastische Moden das
lokal konzentrierte Plastifizieren des Svstems ausreichend gut beschreiben konnen.
Die in den beiden anderen Basen zusétzlich angesetzten Formfunktionen haben nur
geringen EinfluB und kénnten so ohne Bedenken aus der Basis entfernt werden ohne
die Froebnisgiite wesentlich 711 stéren.

Des weiteren zeigt auch der Vergleich von Verschiebung- und Verdrehungsspektren,
daf dieses Beispiel mit einem klassischen Scherbalkenmodell nur unter Inkaufnahme
von deutlichen Abweichungen modellierbar ist. Das Scherbalkenmodell kann Verdre-
hungen nicht abbilden. Da jedoch in diesem Beispiel die Verdrehungen insbesondere
der Knoten im Bereich des horizontalen Trégerteils wichtig und somit nicht ver-
nachléssighar sind, wiirde ein Modell unter Verwendung des Scherbalkenmodells zu
ungenauen, wenn nicht sogar stark verfalschten Ergebnissen fiihren.

Der Vergleich mit direkten Simulationen (Monte Carlo Methode) ist dagegen in
erster Linie dazu gedacht, grundlegende I'ehler der Methode wie z. B. eine Fre-
quenzverschiebung der Antwort oder dhnliches aufzuzeigen. Trotz allem hat sich die
neu entwickelte Methode der statistischen Linearisierung in reduzierter Basis auch
im Vergleich zu direkten Simulationstechniken bewihrt, wie im folgenden Kapitel
gezeigt wird.

6.4.3 Vergleich der statistischen Linearisierung in reduzier-
ter Basis mit Monte Carlo Simulationen

In Abbildung 6.16 ist das Ergebnisspektrum der vertikalen Verschiebung des
Systems im Knoten 9 abgebildet. Deutlich ist die gute Ubereinstimmung der
Verlaufe fiir die beiden Berechnungsmethoden erkennbar. Abweichungen treten in
nur geringem Umilang aul, so dall die Ergebnisse durchaus in ihrer Vorhersagegiite
vergleichbar sind, obwohl ihnen unterschiedliche Annahmen in Bezug auf die Ver-
teilung der Systemantwort zugrunde liegen. Wahrend die statistische Linearisierung
geschrénkt ist auf Systeme, deren Antwortverhalten einer Gaufiverteilung folgt,
kénnen Monte Carlo Simulationen fiir beliebige Verteilungstypen der Anregung
und Antwort verwendet werden.

Auch in den meisten anderen Freiheitsgraden ist eine dhnlich gute Ubereinstimmung
der Methode der statistischen Linearisierung in reduzierter Basis im Vergleich zu
direkten Simulationsmethoden erkennbar. Nur in den Ergebnissen der Auslenkung
des Endes des vertikalen Tréagerteils treten stérkere Abweichungen auf, die jedoch
dic crmittelten Parameter der Antwortvertcilung maximal bis 20 Prozent Abwei-
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chung beeinflussen. Diese Abweichung erscheint jedoch angesichts des in weiten
Teilen des Systems vorherrschenden guten Ubereinstimmung hinnehmbar.

In Abbildung 6.17 ist des weiteren das Spektrum der Verdrehung im Knoten 8
dargestellt. Dabei wurden zwei verschiedene reduzierte Basen verwendet. Basis
A besteht aus nur je 5 elastischen und plastischen Moden (also 15 Rechenunbe-
kannte), wihrend Basis B aus einer sehr grofien Anzahl von 12 elastischen und 10
plastischen Ansatzmoden aufgebaut ist. Wie deutlich zu erkennen ist, stimmen die
Berechnungen mittels statistischer Linearisierung in reduzierter Basis gut mit den
Ergebnissen aus Monte Carlo Simulationen {iberein.

Anhand dieses Beispiels ist deutlich erkennbar, daf3 die Verwendung von einer
grofleren Anzahl von Rechenunbekannten nicht zwingend zu besseren Ergebnissen
fithrt. Umgekehrt ist es jedoch auch so, daf eine schlecht gew&hlte Auswahl unter
den moglichen Eigenmoden unter Umstéanden zu einer zu stark reduzierten Basis
fithrt, so dafl die Ergebnisse stark verfilscht das Antwortverhalten wiedergeben.
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Abbildung 6.16: Spektrum der Verschiebung
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Abbildung 6.17: Spektrum der Verdrehung im Knoten 8; Vergleich Simulation mit
S o O
statistischer Linearisierung in zweil unterschiedlich stark reduzierten Basen
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6.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die statistische Linearisierung in reduzierter Basis erlaubt es ebenfalls fiir Systeme
deren Lastabtagung eher durch ein Biegebalkenmodell modellierbar sind gute bis
sehr gute Aussagen hinsichtlich der Systemantwort unter stochastischen Lasten zu
treffen.

In den Bereichen, in denen Plastifizierungen zu erwarten sind, 146t sich mit Hilfe
der plastischen Ansatzfunktionen gut das nichtlineare Systemverhalten beschreiben.
Somit scheint es, als ob die plastischen Ansatzfunktionen die lokalen Kriimmungen
gut abbilden kénnen.

Doch auch in den Bereichen des Svstems in dem nicht mit einer Plastifizierung
gerechnet wurde (und daher auch die reduzierte Basis diesen Anteil der Systeman-
wort herausfiltert) weichen die Ergebnisse nicht stark von der exakten Berechnung
in vollstdndiger Basis ab. Gréflere Abweichungen treten nur dann auf, wenn die
Plastifizierungen nicht lokal auftreten, sondern tiber die gesamte Struktur verteilt
sind, was nicht dem Regelfall entspricht.

Die erhaltenen Spektren der Systemantwort unter Verwendung der statistischen
Linearisierung in reduzierter Basis divergieren nur geringfiigig im Vergleich zu
den Ergebnissen der beiden Vergleichsmethoden (klassische Linearisierung und
Simulationen mit Monte Carlo) und sind insbesondere im Vergleich zur klassischen
statistischen Linearisierung sehr gut in der Lage, die Systemantwort zu beschreiben.
Die Giite der Ergebnisse ist dabei nicht wesentlich davon abhéngig, ob sich die
Belastung des Tragwerk aus korrelierten oder unkorrelierten Lasten zusammensetzt.
Entscheidender ist dabei das Zusammenspiel zwischen Systemgeometrie und
Lasthild, da die Methode umso besser funktioniert, je starker konzentriert die
Plastifizierungen auftreten.

Es ist des weiteren anzumerken, dafl ein Teil der Abweichungen zwischen Si-
mulationstechniken und statistischer Linearisierung auch daher herriihrt, dafl die
Antwortberechnung bei direkten Simulationen im Zeitbereich erfolgt und daher zum
Vergleich in den Frequenzbereich transformiert werden mufl. Diese Transformation
fithrt zu zusatzlichen Fehlern, die jedoch nicht der Methode an sich anzulasten sind.
Besonderes Augenmerk mufl jedoch in allen Fallen auf die Auswahl der Moden
gelegt werden, die die reduzierte Basis bilden. Eine falsche Auswahl kann dazu
tithren, dafl die Basis nicht mehr in der Lage ist, essentielle Anteile der Systemant-
wort abzubilden.






Kapitel 7

Zusammenfassung

7.1 Wesentlichen Merkmale der Methode

Die in dieser Arbeit vorgestellte Methode der statistischen Linearisierung in redu-
zierter Basis kombiniert eine Reduktionsstrategie der Rechenunbekannten mit der
klassischen statistischen Linearisierung. Ziel ist es, ein Berechnungsverfahren aufzu-
zeigen, das auch zur Berechnung von groflen Systemen unter stochastischen Lasten
geeignet ist. Dabel wird besonders das physikalische bzw. mechanische Verhalten
des Systems berticksichtigt.

Die Reduktionsstrategie beruht auf der Wahl einer Basis aus speziellen Ansatzfunk-
tionen, die aus elastischen und plastischen Moden bestehen. Die elastischen Moden
beschreiben das globale Systemverhalten und haben jeweils Einflufl auf nahezu alle
Freiheitsgrade, wihrend die plastischen Moden lokale Plastifizierungen der Struktur
besonders gut abbilden kénnen. Sie weisen eine lokal stark konzentrierte Kriimmung
auf, haben jedoch im restlichen Tragwerksbereich nur geringe Kriimmungen. Der Ort
der starken Kriimmung entspricht dabei einer angenommenen Plastifizierungsstelle.
Aufgrund dieser Eigenschaft der plastischen Moden ist es moglich, lokale Plastifizie-
rungen zu simulieren, die ansonsten nur unter Verwendung einer vollsténdigen Basis
moglich wiren. Im Gegenzug konnen aber so die hochfrequenten Eigenmoden der
Struktur (die sonst benétigt werden, um die an der Plastifizierungsstelle auftreten-
den starken Kriimmungen zu beschreiben) vernachléssigt werden, da ihre Funktion
jetzt von den plastischen Moden tibernommen wird.

Dieser Strategie folgend 148t sich das Antwortverhalten des Systems mit nur wenigen
Ansatzmoden beschreiben, wodurch eine starke Reduzierung des Rechenaufwands
durch eine Verminderung der Anzahl der Rechenunbekannten erreicht wird.

95
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7.2 Vergleichbarkeit der Methode mit anderen
Berechnungsverfahren

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dafl die Modellbildung einen we-
sentlichen Einflufl auf das Antwortverhalten des Systems hat. Dabei kénnen nicht
nur in der Umsetzung des realen Systems in ein mechanisch abstrahiertes System
Fehler auftreten, sondern auch in den Rechenannahmen, die der Berechnungsinge-
nieur trifft, konnen Fehler versteckt sein. So ist auch die Annahme eines Antwort-
prozesses in Form einer Gauflverteilung nur eine Annéherung an das reale Verhalten
in der Natur, so daf§ die Berechnung mit einer auf der statistischen Linearisierung
basierenden Methode bereits hier einen strukturellen Fehler aufweisen kann. Dieser
Fehler kann jedoch in den meisten hier angesprochenen Fallen vernachlissigt wer-
den, da fiir die meisten Aufgabenstellungen im Ingenieurwesen die Annahme einer
einer Gauverteilung folgenden Antwort ausreichend gute Ergebnisse liefert. Nur in
Ausnahmefillen ist eine solche Annahme nicht zuldfig.

In diesen Féllen ist jedoch dann ein Vergleich der auf statistischer Linearisierung ba-
sierender Methoden mit anderen Methoden von vorne herein nur bedingt moglich,
da den unterschiedlichen Methoden unterschiedliche Annahmen zugrundeliegen.
Daher muf sich die in dieser Arbeit prasentierte Methode primér mit der klassischen
stochastischen Linearisierung messen kénnen, da hier die grundliegenden Annahmen
identisch sind. Die neue Methode der statistischen Linearisierung in reduzierter Ba-
sis muf} auf alle Félle die Ergebnisse sowie eine vergleichbare Aussagegiite erreichen,
die mit einer klassischen Methode der Statistischen Linearisierung zu erreichen wiire.
Der Vergleich mit direkten Simulationen (Monte Carlo Methode) ist dagegen in er-
ster Linie dazu gedacht, die Gréflenordnung der Ergebnisse zu verifizieren. Vollige
Ubereinstimmung der Ergebnisse war daher von vorneherein nicht realistisch zu er-
warten, da beide Methoden zu stark von unterschiedlichen Annahmen ausgehen.
In diesem Zusammenhang mufl auch gesehen werden, daff beim Vergleich der Me-
thoden Fehler iiber die Problematik der Signalanalyse (FFT, Fensterung der Trans-
formation, Aliasing-Effekte, etc.) entstehen, die nicht durch die Wahl der Methode
an sich entstehen, jedoch aber auch nicht vermeidbar sind.

7.3 Starken der Methode

7.3.1 Ubereinstimmung der Ergebnisse mit anderen Be-
rechnungsverfahren

Mit Hilfe des neu entwickelten Berechnungsverfahrens der statistischen Linearisie-
rung in einer reduzierten Basis erh&lt man bei der Verwendung geeigneter Ansatzmo-
den eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse mit anderen Berechnungsmethoden.
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Insbesondere ist die Methode sehr gut dazu geeignet, die klassische Linearisierung
in vollstandiger Basis zu ersetzen. Gute Ergebnisse werden jedoch auch im Vergleich
zu Monte Carlo Simulationen erreicht.

Die Ubereinstimmung der Ergebnisse ist gleichermassen in Hinblick auf den Verlauf
der Antwortspektren wie auf die stochastischen Parameter der Antwortverteilungen
gut. Auch in den zeitlichen Ableitungen der Systemreaktion treten keine iiberra-
schenden grofleren Abweichungen auf.

7.3.2 Berechnungsaufwand

Unter Verwendung der neu entwickelten Berechnungsmethode 148t sich der Rechen-
zeitaufwand im Vergleich zu einer Berechnung mit der Methode der klassischen
statistischen Linearisierung signifikant verkiirzen .

Auch gegeniiber Monte Carlo Simulationen stellt die Methode eine interessante Al-
ternative dar; absolute Aussagen hinsichtlich Rechenzeiten sind jedoch nur unzurei-
chend moglich, da im Bereich der direkten Simulationsverfahren zahlreiche Algorith-
men existieren, die nicht vergleichend getestet wurden. Die Monte Carlo Simulatio-
nen, die in den Beispielen verwendet wurden, dienten ausschlieflich zur Verifikation
des Verfahrens.

7.3.3 Ubertragbarkeit auf andere Materialverhalten und
andere Elementtragverhalten

Die hier vorgestellte Methode ist auch leicht auf andere Materialverhalten neben dem
nach Bouc und Wen ausweitbar. Die fundamentalen Herleitungen miissen dabei nur
geringfiigig modifiziert werden. Somit ist die Methode nicht auf diese Materialver-
halten limitiert, sondern erweiterbar auf andere Materialverhalten und Lastabtra-
gungsmechanismen.

Insbesondere ist dabei eine Erweiterung auf zweidimensionale Elemente wie Platten
und Scheiben denkbar. Hier kann davon ausgegangen werden, daf} sich die mit der
Reduzierung verbundene Verkiirzung der Rechenzeiten noch wesentlich deutlicher
zeigt, da haufig bei Plattenschwingungen nur sehr wenige Eigenmoden entscheidend
zur Systemantwort beitragen.

Die Methode ist tiberdies leicht in gebrauchlicher Software zu implementieren, da
sie aufgrund der Beschreibung in Knotenfreiheitsgraden kompatibel zu den Grund-
prinzipien der Finiten Element Methode ist.
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7.4 Schwichen der Methode

7.4.1 Wahl der Ansatzmoden zur Bildung der reduzierten
Basis

Eine geschickte Auswahl der zur Bildung der reduzierten Basis verwendeten An-
satzmoden ist essentiell fiir die hier vorgestellte Methode. Eine falsch oder zu stark
reduzierte Basis fithrt zu Verfilschungen der Ergebnisse, eine zu umfangreiche Basis
erzeugt einen unnétigen Rechenaufwand. der vermeidbar sein kann.

Trotz allem wiegt dieser Nachteil nicht zu schwer, da eine “auf der sicheren Seite”
gewihlte Basis immer noch einen geringeren Rechenaufwand erforderlich macht, als
eine statistische Linearisierung in der klassischen Form in vollstandiger Basis.

7.4.2 Nicht konzentrierte Plastifizierungen bzw. hohe An-
zahl an lokalen Plastifizierungen

Sind die Systembereiche, in den eine Plastifizierung vorliegt, nicht lokal begrenzt
und stark konzentriert, so bendtigt man in der reduzierten Basis eine grofie Anzahl
an plastischen Ansatzmoden. Da jede plastische Mode mit jeweils zwei Rechenunbe-
kannten korrespondiert, steigt die Anzahl der Unbekannten und damit der Rechnauf-
wand tiberproportional an.

Das gleiche gilt fiir Systeme, bei denen nicht nur an einzelnen Stellen eine Plastifizie-
rung auftritt, sondern die eine groflere Anzahl an Plastifizierungsstellen aufweisen.
Uberdies ist es dann auch schwer, die plastischen Moden der reduzierten Basis kor-
rekt zu wihlen, da haufig nur eine Mode pro Plastifizierungsstelle nicht ausreicht.

7.5 Abschlielende Bewertung des neu entwickel-
ten Berechnungsverfahrens

Somit stellt die neu entwickelte Berechnungsmethode einer statistischen Lineari-
sierung in reduzierter Basis unter Verwendung eines Satzes von Ansatzfunktionen
aus elastischen und plastischen Ansatzmoden eine zuverlissige und leistungsstarke
Alternative sowohl zu herkommlichen Linearisierungstechniken als auch Methoden
anderer Berechnungsfamilien dar. Die Ergebnisse der in dieser Arbeit vorgestellten
Methode sind in ihrer Aussagekraft mit der Methode der klassischen statistischen
Linearisierung und direkten Simulationsmethoden vergleichbar, wahrend der
Rechenaufwand insbesondere gegeniiber der klassischen statistischen Linearisierung
signifikant reduziert werden konnte.



Anhang A

Einschrinkungen der Theorie der
Statistischen Linearisierung

Detaillierte Betrachtung der Berechnung der Li-
nearisierungsparameter bei der Statistischer Linea-
risierung

Bei der Beschreibung des Materialverhaltens nach Suzuki & Minai ist es sinnvoll,
eine Linearisierung nur in den Variablen ¢ und z vorzunehmen, da nur diese in der
nichtlinearen Beziehung ¢ = ®(¢, ) vorkommen. Daraus ergibt sich die Berech-
nungsvorschrift der Linearisierungsparameter der statistischen Linearisierung zu

{00(61, >}

K, =

00(‘,~)
., = FE
M, = 0

Dies beruht auf der Minimierung des Erwartungswertes des Fehlerquadrats e, ent-
standen aus der Linearisierung des nichtlinearen Terms o(q, z):

e=0—Coqg— K.z
Der Erwartungswert ergibt sich somit zu:

E{} = E{o*}+E{C%} + E{A3~ }—2F{0C.q} ~ 2E{0K, 2} + 2E{C. K 4z} =
= E{o’} +C% + KZo? — 2C.E{¢o} — 2K .E{z0} + 2C. K .E{¢z}

evq
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Die Bestimmung des Minimums erfolgt nach:

aE{EQ} ‘ . ) ' )
aC. = 2C.0; — 2E{¢o} + 2K E{j:} =0
L2 0
@a;{f } = 2[{60'; — QE{;“Q} 4 :‘)C’eE{QZ} —0
Xe

Nach Losung des Gleichungssystems ergeben sich die Parameter C, und K, zu:

P2 E{o} — B{g:}E{z0)
o;0? — E{qz}?

o E{z0} — E{¢z}E{¢0}
oio? — E{qz}*

C. =

K,

Bis zu diesem Punkt ist die Linearisierung nicht abhéngig von der Form der Vertei-
lung. Die zur Ermittlung der Erwartungswerte bendtigte Wahrscheinlichkeitsdichte
der AntwortgréBen ¢ und z ist nicht bekannt. Daher wird im Regelfall von einer
Gauss-verteilten Antwort ausgegangen. Dies hat den Vorteil, dafi die von Kazakov
in [35] beschriebene Eigenschaft gilt:

B{od) E{gg}y E{dq) Elei} Ef=a)\ [ E{5
Elog} | _ | Elaqy Flag} Blegd E(aq) || E{%
E{oq} E{qi} E{ei} Elaq} E{=q} || E{%
E{o2) (i) E(xi} E{zq) E{=} ) \ pios

Mit ihrer Hilfe 148t sich schreiben:
. iy OO oy 00 o 00 00
E{go} = E{qq}E{:ég}wLE{qq}E{ég}+E{qq}E{~5(;}+E{~q}E{.:}
Jdo 0o do do
Elz0l = FEl{:G'E{— E{zq — HzqV B — 2y E{—
(z0) = E{A}E(G0) + B0} E{z0} + B0} E{g0} + E(=+) E(5)

Unter Berticksichtigung der Form der Nichtlinearitét ergibt sich mit -g—‘; = 0 und

-?—)% = 0 sowie E{¢¢} = o5 und E{zz} = o?:

E{¢o} = agE{%?}+E{3q}E{?§}

E{zo} = E{:(]}E{gg-} + UfE{“a{)‘}
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Und schliefilich:
P03E{ 22} + 2B} E{22} — E{G:YE{%2) — 0?F{as}B{22)
oio? — E{qz}*
(0203 — E{g=})E{2}
0303 — E{gz}? -
?_cz
dq
o TEGREE) + ot B - B ) - BB
‘ oj0? — E{¢z}?
(0202 = E{g=}) (%)
0502 ~ E{¢z}?

c, =

:E{

- B

Dieses vereinfachte Ergebnis gilt jedoch ausschliefSlich fiir Gauss-verteilte Anregun-
gen und Antworten des Systems.
Dieser Zusammenhang 148t sich leicht anhand eines Beispiels verdeutlichen. Gewihlt
wurde ein Duffing Oszillator, dessen Nichtlinearitdt nur den Verschiebungsterm
beriihrt:

mg + cq + kq + ag® = f(t)

Somit ist ¢(¢) = ¢ und unter Verwendung der allgemein giiltigen Vorschrift ergibt
sich der Fehler zwischen der urspriinglichen DGL und der linearisierten DGL m¢ +
cq+ kg + K.q zuw:

€=0 — [&yeq
und
B{e} = B{o?} — 2K.E{oq} + K2E{¢*} — Minimum

Daraus folgt als Minimierungskriterium:

dE{e®} | L,
i E{oq} +2K.0; =0
i - Eleat _ E{aq’}
B \e = e

- v 9 - )

E{¢’y  E{¢}
Unter der Annahme einer mittelwertsfreien Gauiverteilung von ¢ laf3t sich das vierte
Moment umrechnen:

E{q'} = 3E{¢’}E{q’} = 30,0,
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Somit ergibt sich:

2 92
i 3acgoy .,
K, = ——— = 3ao0;
o2 7
q
Der letzte Schritt ist jedoch nur unter der Annahme eines Gauiverteilung des Prozes-
ses moglich. Bei anderen Verteilungen miissen die exakten Berechnungsvorschriften
Verwendet werden, die jedoch auf deutlich kompliziertere und zeitaufwendigere Be-
) fo)
rechnungen fithren.
Das Ergebnis fiir den vereinfachten Fall unter Annahme eines Gaufischen Prozesses
hétte man auch direkt erhalten aus der aus der Literatur entnommenen Berech-

nungsvorschrift

. d® o 5
K, = E{_(Z’ZJ—} = E{3aq"} = 3ao,



Anhang B

Auflistung der verwendeten
Variablennamen

B.1 Differentialgleichungssystem

B.1.1 Systeme mit nur einem Freiheitsgrad

m  Masse
¢ Systemdampfung
k  Systemsteifigkeit
q, q, ¢ absolute Wegerdfle, Geschwindigkeitsgrofie, Beschleunigung
Qrels Qrels Grer  Telative Weggrofle, Geschwindigkeitsgrofie, Beschleunigung
z, 2, F  Kraftgrofle, bzw. zeitliche Ableitungen
¢ nichtlinearer Anteil der DGL
m. Ersatzterm aus Linearisierung in der Masse
ce Ersatzterm aus Linearisierung in der Systemdéampfung
k. Ersatzterm aus Linearisierung in der Systemsteifigkeit
¢ Differenz zwischen linearisiertem und nichtlinearen System
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B.1.2 Systeme mit mehreren Freiheitsgraden

M, M;; Massenmatrix
C, ¢;; Déampfungsmatrix
K, K;; Steifigkeitsmatrix
®, &, nichtlinearer Anteil der DGL im Freiheitsgrad ¢
q, ¢; Verschiebung im Freiheitsgrad ¢ im Scherbalkenmodell
q, ¢; Geschwindigkeit / Schnelle im Freiheitsgrad ¢ im Scherbalkenmodell
g, §; Beschleunigung im Freiheitsgrad ¢ im Scherbalkenmodell
z, z; normierte Spannungsgrofie im Freiheitsgrad ¢ beim Scherbalkenmodell
Y, z; normierte plastische Riickstellmoment im Freiheitsgrad ¢ beim Biegebalkenmodell
M., M¥ Ersatzterm aus Linearisierung in der Massenmatrix
C., CY Ersatzterm aus Linearisierung in der Dampfungsmatrix
K., K7 Ersatzterm aus Linearisierung in der Steifigkeitsmatrix
x Zustandsgrofe bei Darstellung im Phasenraum
« Ubertragungsmatrix des Systems
€, ¢; Differenz zwischen linearisiertem und nichtlinearen System
St Kreuzleistungsspektrum der Funktionen f; und fo in spektraler Darstellung

B.1.3 Materialverhalten

gri  Weggrofle, ab der im Scherbalkenmodell Plastifizierung eintritt
. Kraftgrofle, ab der im Scherbalkenmodell Plastifizierung eintritt
ko Kriimmung, ab der im Biegebalkenmodell Plastifizierung eintritt
My, Moment, ab der im Biegebalkenmodell Plastifizierung eintritt
v, n, v Parameter des Materialverhaltens nach Bouc & Wen
«  Steuerparameter zwischen plastischer und elastischer Reaktion des Systems

B.2 Stochastische Parameter

E{} Erwartungswert
Oqq Oqq;  Charakteristische Werte der Verschiebungsgréfien
O4> 04 charakteristische Werte der Geschwindigkeitsgrofen
O Og; charakteristische Werte der Beschleunigungsgroéfen
0., 0.,., charakteristische Werte der Spannungsgréfien

Oyy, 0y;y;  charakteristische Werte der plastischen Riickstellmomente



B.3. Spezielle Funktionen

B.3 Spezielle Funktionen

U() Einheits-Sprungfunktion
exp() Exponentialfunktion
erf(x) = Fehlerfunktion
Re() Realteil
Im() Imaginérteil
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