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Stochastische Dynamik von Rahmentragwerken
mit hysteretischem Materialverhalten

Untersuchungen in reduzierter orthogonaler Basis

Zusammenfassung

Untersucht werden grof3e Rahmensysteme unter stochastischer dynamischer Anregung. Treten
bei Balkenbiegung lokale Plastizierungen auf, du3ern sich diese durch ortlich hohe Kriimmungen
mit der Ausbildung hysteretischen Materialverhaltens. Um wie im linearen Fall eine Reduktion im
Modalraum herbeifiihren zu kénnen, wird die modale Basis durch plastische Formfunktionen
erweitert, die speziell den lokal auftretenden Krimmungen angepasst sind. Die Antwort wird
nach dem Galerkin-Verfahren berechnet. Das hohe Reduktionspotential ermdoglicht z.B. eine
Monte Carlo Simulation an einem Rahmensystem mit ca. 100.000 Freiheitsgraden. Auch bei sta-
tistischer Linearisierung bewihrt sich die Vorgehensweise.

Schliisselworter

Stochastische Anregung, Rahmensysteme, 3D-Balken, hysteretische Momenten-Krimmungs-
beziehung, modale Erweiterung, Plastische Formfunktionen, Statistische Linearisierung, Monte
Carlo Simulation

Stochastic dynamic response of frame structures
with hysteretic material behaviour

Investigation in a reduced orthogonal base

Summary

Large frame structures excited by stochastic dynamic loads are investigated. Local plastification in
flexural beams leads to high curvature involving hysteretic material behaviour. In order to estab-
lish a reduced system of equations the reduced modal base is augmented by plastic shape
functions, which are fitted to the high local curvature. The response is computed with the
Galerkin method by assigning additional generalized coordinates to the plastic shape functions.
Due to the high reduction capability Monte Carlo Simulation can be performed for instance on a
frame structure with about 100,000 DOF. The method also proves its efficiency with Equivalent
Statistical Linearization.
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1 Einleitung

1.1 Aufgabenstellung

Tragwerksplanerische Untersuchungen gegentiber dynamischen Lasten gewinnen zunehmend an
Bedeutung. Die durch Naturkatastrophen verursachten volkswirtschaftlichen Schiden haben
innerhalb der letzten Dekaden weltweit drastisch zugenommen, wie die Schadensstatistiken der
Versicherungsgesellschaften verdeutlichen [102]. Die erh6hten Schadenssummen sind zum einen
mit der zunechmenden Konzentration von Vermdgenswerten zu erkliren, die sich mit der allge-
meinen Steigerung des Wohlstands eingestellt hat. Zum anderen werden gefihrdete Gebiete
zunehmend bebaut. Hinzu kommt, dass die Anzahl der groBen Naturkatastrophen seit 1950
weltweit deutlich angestiegen ist. Katastrophen, die durch Stiirme ausgelost wurden, machen
dabei etwa ein Drittel aus [9].

Im Zuge der Neubearbeitung der nationalen Erdbebennorm E DIN 4149 (2002-10) [47] auf
Basis des Eurocode 8 (2003-01) [51] sind fur Hochbauten in deutschen Erdbebengebieten im
Vergleich zur momentan giltigen Vorschrift [43] etwa 2 — 5-fach héhere Erdbebeneinwirkungen
anzusetzen. Sowohl Sturm- als auch Erdbebenereignisse wirken als dynamische Lasten auf Trag-
werke ein.

Nicht nur die Lastsituation ist einem Wandel unterworfen. Auf der anderen Seite ist zu beobach-
ten, dass neue konstruktive Méglichkeiten zu erheblichen Anderungen der Steifigkeits-,
Festigkeits-, Massen- und Diampfungseigenschaften fithren, die zu einer bedeutenden Steigerung
der Tragwerkshohen sowie Spannweiten von Briicken, Geschossdecken und Diachern gefiihrt
haben.

Insgesamt machen diese verdnderten Grundlagen eine realistische Belastungs- und Tragwerksana-
lyse im Rahmen einer Zuverlissigkeitsanalyse mit probabilistischen Methoden notwendig. Wegen
der sich verindernden Lastsituation erstreckt sich diese Notwendigkeit nicht nur auf neu zu
errichtende Tragwerke, sondern zum Teil auch auf die Neubewertung des Bestands. Vor allem
bei dynamischen Untersuchungen fallen die natirlichen Unsicherheiten der Eingangsgréflen
besonders ins Gewicht.

Probabilistische Untersuchungen erfordern wiederum einen erhohten theoretischen und numeri-
schen Berechnungsaufwand. Zu den als streuend angesetzten Lasten und Systemeigenschaften
sind Informationen tber deren statistische Verteilung erforderlich. Diese Informationen mussen
aus Beobachtungsdaten wiederum mit statistischen Methoden mit méglichst hoher Genauigkeit
geschitzt werden, da sich statistische Unsicherheiten in den zu beurteilenden Antwortgrof3en
widerspiegeln. In einer Zuverlassigkeitsanalyse ist deren Verteilung in den Bereichen mit extrem
niedriger Wahrscheinlichkeitsdichte zu ermitteln. Neben den natiirlichen Unsicherheiten der
Parameter sind also auch statistische Unsicherheiten bei der Ermittlung der Eingangsgréfien zu
berticksichtigen. Dariiber hinaus beeinflussen Modellunsicherheiten die Antwortstatistik. Daher
mussen an die Rechenmodelle ebenfalls erhohte Genauigkeitsanforderungen gestellt werden.



Kapitel 1 Einleitung 4

Die ZufallsgroBen der Lasten werden als unkorreliert zu den zufilligen Systemparametern ange-
nommen. In der Sicherheitstheorie kann daher das gesamt-probabilistische Problem in zwei
Teilprobleme zerlegt werden, wobei einmal nur die Lasten und zum anderen nur die Systempa-
rameter als streuende Variable angesetzt werden. Handelt es sich wie bei Erdbeben- und
Windlasten um stochastische Lasten mit breitem Anregespektrum, so ist die Antwort weniger
empfindlich gegentiber streuenden Systemkenngroflen. Vereinfachend geniigt daher ein probabi-
listischer Ansatz ausschlielich auf der Lastseite.

Wihrend fir Untersuchungen zur Gebrauchstauglichkeit lineare Analysen ausreichen, sind zur
Berechnung von Kollapsbedingungen nichtlineare Betrachtungen erforderlich. Probabilistische
Verfahren zur Berechnung der nichtlinearen Antwort auf stochastische Lastprozesse wurden in
den letzen zwei bis drei Jahrzehnten sehr weit entwickelt und stehen fiir den Einsatz in der Praxis
bereit. Das tberaus reichhaltige Schrifttum bestitigt die groBen Fortschritte, die auf diesem
Gebiet bereits erzielt wurden. Aufgrund des nach wie vor deutlich héheren Berechnungsauf-
wands gegentiber deterministischen Betrachtungen beschrinken sich bisher die meisten
Verfahren auf kleine Systeme mit wenigen Freiheitsgraden. Die Anwendbarkeit in praktischen
Aufgaben ist daher stark eingeschrankt, da bei komplexeren Strukturen wie z.B. bei Rahmentrag-
werken eine hohe Anzahl an Freiheitsgraden verarbeitet werden muss.

Es besteht also ein dringender Bedarf nach der Entwicklung von einfach zu handhabenden,
relativ. wenig Aufwand verursachenden Berechnungsverfahren fiir Systeme mit einer groflen
Anzahl an Freiheitsgraden in der nichtlinearen stochastischen Dynamik. An erster Stelle steht
dabei die Entwicklung von Reduktionsmethoden, wie sie z.B. im linearen Fall durch die Reduk-
tion der modalen Basis ermoglicht wird.

1.2 Beschreibung des Verfahrens und Zielsetzung

1.2.1 Systemreduktion

Geht man von einem linearen System aus, so kann man nach dem in der linearen Dynamik Gbli-
chen Vorgehen die Anzahl der fir die modale Entwicklung benétigten Eigenvektoren relativ
einfach bestimmen. Solange das Verhalten linear ist, gentigen bei ausreichend gleichmaliger
Lastverteilung wenige Ansatzfunktionen fiir eine zuverlissige Bestimmung der Schwingungsant-
Wwofrt.

Treten nun stirkere Nichtlinearititen, speziell FlieBdeformationen, in entsprechend hoch belaste-
ten Tragwerksbereichen auf, so entwickeln sich zusitzliche Verschiebungen des gesamten
Systems, die z.B. im Falle von Biegetrigern oOrtlich groe Kriimmungen, im tbrigen aber einen
glatten Verlauf aufweisen. Wollte man diese Verschiebungen linear mittels Eigenvektoren erfas-
sen, wire es zur Beschreibung des ausgeprigten lokalen Deformationsgeschehens notig, deren
Anzahl stark zu erhohen, soweit, bis diejenigen Formen mit eingeschlossen sind, die im betroffe-
nen Bereich die hinzugekommenen Deformationen abbilden kénnen. Dabei kann der Vorteil der
modalen Entwicklung verloren gehen.

Aufgrund des hohen Reduktionspotentials soll die modale Transformation im Wesentlichen so
beibehalten werden, als wiirde von einem linear-elastischen System ausgegangen. Die in einer
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modalen Entwicklung beizubehaltende Anzahl an Eigenvektoren wird problemspezifisch nach
den Genauigkeitsanforderungen einer zunichst linearen Untersuchung festgelegt.

L6st man sich an dieser Stelle vom iiblichen Konzept der modalen Entwicklung und sieht man
die fir das urspringlich lineare System gefundenen Formen als problemangepasste Ansatzfunk-
tionen des Galerkin-Verfahrens an, so ist lediglich dafiir Sorge zu tragen, dass auch die
hinzukommenden lokalen Deformationsanteile, die durch Nichtlinearititen, speziell Plastizierun-
gen, hinzukommen, durch entsprechende Ansitze abgebildet werden koénnen. Als
Ansatzfunktionen sollen plastische Formfunktionen entwickelt werden, die speziell an die durch
das Flielen hervorgerufenen Zusatzdeformationen angepasst werden.

Der Verschiebungszustand des gesamten Systems wird so durch die Superposition von relativ
wenigen Schwingungsmoden und von zusitzlichen wenigen plastischen Formfunktionen be-
schrieben. Diese Ansatzfunktionen, die jeweils eine Ortsveranderlichkeit abbilden, sind mit
zeitlich verdnderlichen Amplituden, den Freiheitsgraden der Aufgabe, zu multiplizieren. Als
plastische Formfunktionen werden dabei die Verschiebungsfiguren definiert, die entstehen, wenn
in den entstandenen plastischen Gelenken entsprechend dem Zustand des Systems relative Fin-
heitsdeformationen aufgezwungen werden.

Die plastischen Formfunktionen sind ausgehend von den Eigenschaften, die diese Ansatzfunk-
tionen erfiillen miissen, geeignet zu formulieren. Anhand theoretischer Uberlegungen soll eine
allgemeine Entwicklungsvorschrift fiir die plastischen Formfunktionen angegeben werden. Die
Niherung soll anhand einer Fehlerabschitzung abgesichert werden.

1.2.2 Angewandte Stochastische Verfahren

Das Verfahren soll sich rein auf eine mechanische Beschreibung des Systems beschrinken, so
dass es unabhingig vom probabilistischen Losungsalgorithmus ist und damit universell eingesetzt
werden kann. Der Einsatz soll exemplarisch an zwei Methoden der stochastischen Dynamik
erprobt werden.

e FEs ist zu erwarten, dass sich die Systemreduktion mit plastischen Formfunktionen in
erster Linie bei Monte Carlo Simulationen bewihren wird, da die Berechnungsschritte bei
dieser Methode sehr oft wiederholt werden. Die Genauigkeit wird in unterschiedlichen
Auswertungen der Systemantwort, im Zeitbereich, im Frequenzbereich wie auch in den
statistischen Parametern der Antwortgro3en tberprift. Als Referenz dient dabei die Lo-
sung am vollstindigen Gleichungssystem. Weiterhin soll gezeigt werden, dass sich grof3e
Systeme mit einer hohen Anzahl an Freiheitsgraden behandeln lassen, die sich sonst auf-
grund der GroBle und des numerischen Aufwands einer Simulation entziehen wiirden.
Die Ergebnisse der Monte Carlo Simulation dienen dariiber hinaus wiederum als Refe-
renz fur stochastische Niherungsverfahren.

e Auch fir die Niherungsverfahren wie z.B. der Statistischen Linearisierung, die fiir eine
erste Beurteilung dienen, kann die Methode eine erhebliche Aufwandsreduzierung erwir-
ken. Nachdem die GauB3-Annahme in der Statistischen Linearisierung fur den
Antwortprozess als wesentliche Grundlage dieser Niherungsstrategie eine genaue Be-
schreibung der Extrembereiche der Verteilungsdichten nicht erlaubt, kann die Methode
hinsichtlich der Versagenswahrscheinlichkeiten allerdings nur relative Aussagen liefern.
Die Statistische Linearisierung war bislang auf Systeme mit relativ wenigen Freiheitsgra-
den beschrinkt. Die Vorgehensweise in dieser Arbeit unterscheidet sich von der tiblichen
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insbesondere dadurch, dass nicht zuerst linearisiert und dann eine modale Entwicklung
vorgenommen wird, sondern dass im Sinne eines Galerkin-Verfahrens mit Ansatzfunk-
tionen (Schwingungseigenformen und plastischen Formfunktionen) zunichst die Anzahl
der unbekannten, tber Differentialgleichungen miteinander verkniipften Freiwerte redu-
ziert wird.

1.2.3 Identifikation von plastizierten Elementen

Viele bekannte Reduktionsstrategien sind auf Systeme mit lokal bekannten nichtlinearen Elemen-
ten abgestimmt. Vorausgesetzt wird, dass Konstruktionselemente zur Energiedissipation geplant
werden, also auf der Grundlage einer Kapazititsbemessung vorab plastizierende Elemente be-
kannt sind. In groBen, hochgradig statisch unbestimmten, rdumlichen Rahmentragwerken ist
jedoch meist nicht erkennbar, an welchen Stellen Plastizierungen auftreten. Gunstig wire also
eine Formulierung, durch die Stellen mit lokalen Plastizierungen in einzelnen Elementen identifi-
ziert werden konnen. Ist ein Element identifiziert, soll das Gleichungssystem ohne grof3e
Modifikationen bzw. ohne gro3en zusitzlichen Aufwand beibehalten werden kénnen.

Bezogen auf die Simulationsmethode ist ein zusitzlicher Aufwand unvermeidbar, um in jedem
Zeitschritt bzw. in bestimmten Intervallen den Zustand der Materialgleichung abzufragen. Beziig-
lich der statistischen Linearisierung ist die Frage zu kliren, welche Elemente als plastizierend
auszuwihlen sind.

1.2.4 Bewertung des Verfahrens

Letztendlich soll das Verfahren in seiner Genauigkeit und Effizienz bewertet werden. Da die
Beurteilung vor dem Hintergrund der angewandten stochastischen Verfahren erfolgt, wird eben-
falls der Vergleich dieser Verfahren nach den Kriterien Effizienz, Genauigkeit und
Einsatzméglichkeit gezogen.

1.2.5 Grundlegende Annahmen

Folgende grundlegende Annahmen werden fiir die Untersuchungen getroffen:
¢ Die Plastizierungen beschrinken sich auf wenige Flemente des Gesamtsystems.

e Die stochastische Anregung sei Gaul3-verteilt und ldsst sich aus einem weillen Rauschen
durch lineare Filter generieren.

e Das Material zeigt bei Plastizierung hysteretisches Verhalten, eine Schadigung ist nicht zu
berticksichtigen.

e Die untersuchten Rahmentragwerke sind schlank. Die Form der inneren Belastung lasst
die Schubverzerrungen aus Querkraft klein gegeniiber der Biegeverformung werden.

e Die elasto-plastischen Materialbezichungen lassen sich auf Formulierungen in Quer-
schnittsebene projizieren, wobei nur die Interaktion der Momente bei schiefer Biegung
berticksichtigt wird, wihrend eine Interaktion von Torsion und Querkraft an der plasti-
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schen Verformung vernachlissigt wird. Unter diesen Voraussetzungen geniigt eine Be-
schreibung der Balkendifferentialgleichungen gemal3 der Bernoulli-Hypothese: die
Querschnitte bleiben eben und senkrecht zur Balkenachse.

Wie noch gezeigt wird, stellen diese Annahmen jedoch keine Einschrinkung der grundsitzlichen,
hier eingefithrten Vorgehensweise dar.

1.2.6 Anbindung an etablierte numerische Verfahren

Im Hinblick auf die Akzeptanz fir praktische Anwendungen ist eine Vorgehensweise von Vor-
teil, bei der moglichst etablierte numerische Verfahren der Dynamik verwendet werden, um die
Einbindung in bestehende Softwarecodes zu erleichtern. Vorhandene Ressourcen wie die Bereit-
stellung von Systemdaten, Losung von FEigenwertproblemen, statische und dynamische
Lésungsalgorithmen sowie Zeitbereichsintegrationen erlauben die Behandlung grofler Systeme.

Als Systemplattform dient die FE-Software ,,FEMtools* [58]. Die darin enthaltene Programmier-
umgebung bietet den Zugriff auf die Systemdaten eines FE-Modells. Da die Software im Grunde
fir Systemidentifikation konzipiert ist, fehlen einige Algorithmen, die in anderen Softwarepaketen
vorhanden sind. Die Programmierumgebung erlaubt es aber, nicht vorhandene Bausteine, z.B.
einen Newmark Algorithmus bzw. eine Newton-Raphson Iteration selbst zu erstellen und einzu-
binden.

1.3 Einordnung der gewihlten Vorgehensweise

1.3.1 Existierende Vorarbeiten

Das Konzept der plastischen Formfunktionen wurde von Grundmann und Geisenhofer [69]
sowie Geisenhofer und Grundmann [63] bereits fiir Scherbalkensysteme in Form von Schwinger-
ketten vorgestellt. Ansitze zur Aufbereitung von Momenten-Krimmungs-Beziehungen zum
Einsatz in der Statistischen Linearisierung sind ebenfalls vorhanden [69]. Erste Untersuchungen
an Beispielen mit Schwingerketten [64] und an ebenen Rahmen wurden ebenfalls durchgefiihrt
[72].

In einer Vielzahl von Systemen z.B. Kragsystemen und bei tblicherweise auftretenden Lasten
sind die Plastizierungsbereiche biegebeanspruchter Tragwerke wesentlich weniger ausgedehnt als
im Falle der ,,Querkraft-beherrschten® Scherbalkensysteme. Umgekehrt ist die Anzahl der Frei-
heitsgrade in Rahmentragwerken wesentlich hoher. Die Reduktionsméglichkeit unter Einsatz von
plastischen Formfunktionen wirkt sich daher in Rahmensystemen wesentlich stirker aus.
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1.3.2 Reduktionsstrategien von dynamischen Gleichungssystemen

Synthese aus Moden von Komponenten (Component Mode Synthesis CMS)

Die Methode der Synthese aus Moden von Komponenten wird bei groB3en Systemen verwendet,
um die Moden des Gesamtsystems aus den Moden der Komponenten zu bestimmen [142]. Ein
Eigenwertproblem mit vielen Freiheitsgraden kann damit auf mehrere Eigenwertprobleme gerin-
gerer GrofBe reduziert werden.

Ein Vorschlag von Clough und Wilson [36] zur Behandlung lokaler Plastizierungen in groflen
Systemen zielt auf die Verwendung der Synthese aus Komponentenmoden CMS ab. Das Trag-
system wird dazu an den Stellen unterteilt, an denen eine Plastizierung auftritt. Jede Seite wird als
Komponente aufgefasst, in der die Eigenformen nach Einfihren von starren Randbedingungen
an den Schnittstellen berechnet werden. Unter Berticksichtigung der nichtlinearen Gleichung
wird im Anschluss das Gesamtsystem tiber die CMS-Matrix zusammengesetzt und gel0st.

Galerkin-Verfahren mit statischen Formfunktionen

Die Reduktion eines Gleichungssystems auf eine reduzierte modale Basis fithrt zu einem Ab-
schneidefehler. Stellt man die dynamische Last als Produkt von Ortsvektoren mit Zeitfunktionen
dar, kénnen die statischen Verschiebungsfiguren aus den Ortsvektoren ermittelt werden. Um den
Abschneidefehler zu reduzieren, schligt die Methode der modalen Erweiterung (modal angmentation)
diese statischen Formfunktionen als Zusatzvektoren entsprechend dem Galerkin-Verfahren der
modalen Basis zu [37]. Damit kénnen lokale Deformationen, die nicht durch die reduzierte Basis
aus elastischen Moden abgedeckt werden kénnen, beschrieben werden.

Ableitung von Formfunktionen aus dem “Slaving Principle*

In der Methode der Modenbeschlennigung [37] werden die statischen Formfunktionen unmittelbar mit
den Zeitfunktionen der Last multipliziert und zu den Verschiebungen der dynamischen Ldsung
hinzuaddiert. Diese Methode wird von Schuéller, Pradlwarter und Schenk [116],[141],[131] auf
nichtlineare Probleme angewendet, indem die inneren hysteretischen Ruckstellkrifte als dul3erer
Lastprozess angesetzt werden.

Poiron [108] kombiniert die Methode der statischen Korrektur, die mechanisch gleichwertig ist mit der
Methode der Modenbeschlennigung, mit der Synthese aus Komponentenmoden zur Berechnung der
nichtlinearen Antwort grofler Modelle. Das Modell wird an den nichtlinearen Elementen unter-
teilt, und die Teilmodelle werden einzeln modal entwickelt. Die modale Basis wird reduziert. Zur
Kompensation des Abschneidefehlers wird die quasistatische Antwort der abgeschnittenen Mo-
den entkoppelt zur modalen Loésung hinzuaddiert. Die Berechnung der Antwort der linearen
Komponenten erfolgt im Frequenzbereich und wird nach Riicktransformation mit der nichtlinea-
ren lokalen Antwort verarbeitet.

Die letztgenannten Verfahren stehen in engem Zusammenhang zur gewihlten Vorgehensweise
und werden daher zur besseren Abgrenzung noch detailliert behandelt.

Eine Verallgemeinerung dieser Verfahren, das die generalisierten Beitrige der héheren Moden
auf die Antwort der unteren Moden bezieht, kann aus dem ,,slaving principle® nach [74] abgelei-
tet werden. Die hoheren Moden werden durch Formfunktionen ersetzt, deren Beitrdge durch
eine Funktion der Antworten aus den unteren Moden beschrieben wird. Ist diese Funktion lineat,
so resultiert daraus wieder die Methode der statischen Korrektur. Die allgemeine Beschreibung
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wird als nichtlineares Galerkin-Verfahren bezeichnet. Zur Bestimmung der zunichst unbekann-
ten Parameter der nichtlinearen Funktion setzen Matthies und Meyer [98] diese in ein
Zeitschrittverfahren ein (z.B. implizites Eulerverfahren, Newmark -Verfahren) und lésen nach
den unbekannten Parametern auf. Mit weniger numerischem Aufwand wird in einer Variante
[60], dem ,,postprocessed” Galerkin-Verfahren, die modale Basis nach dem jeweiligen Bere-
chungsschritt der nichtlinearen Antwort des Systems angepasst.

Cai [20] berechnet die Versagenswahrscheinlichkeit eines einfachen Rahmens mit drei Freiheits-
graden unter stochastischer Last. Zwei der Freiheitsgrade werden ebenfalls nach dem ,slaving
principle® als abhingige GréBen mit nichtlinearem Bezug zum Hauptfreiheitsgrad eingefiihrt.

Ubergang auf eine Basis aus Ritz-Lanczos-Vektoren

Als Alternative zu lastunabhingigen Eigenformen kann auch eine Basis von lastabhingigen
orthogonalen Ansatzfunktionen verwendet werden, die in [37] als abgeleitete Ritz-Vektoren
(,,Derived Ritz Vectors®) DRV und in [155] als Ritz-Lanczos Vektoren bezeichnet werden. Ahn-
lich wie in der Methode der Modenbeschleunigung wird die gesamte quasi-statische Antwort
durch einen Ansatzvektor der statischen Losung der Bewegungsgleichung beschrieben. Die
weiteren Vektoren haben nur noch die Aufgabe, die Beitrige der Massen- und Dampferkrifte zur
dynamischen Antwort zu liefern. Sie werden aus einer rekursiven Berechnungsvorschrift entwi-
ckelt, wobei der aktuelle Vektor zu den jeweils bereits gebildeten Vektoren orthogonalisiert wird.
Dies hat den Effekt, dass die Beitrige der ,,hoheren® Vektoren zunehmend kleiner werden. Im
Unterschied zur modalen Reduktion ist das Verfahren keinen Einschrinkungen beziiglich der
zeitlichen und 6rtlichen Entwicklung der Last unterworfen. Die plastizierten Elemente missen
vorab bekannt sein, damit die DRV’s formuliert werden kénnen.

Spanos Lavelle [155] verwenden in der Synthese aus den Moden der Komponenten (CMS) nicht
Eigenformen sondern Ritz-Lanczos Vektoren. Im einem speziellen ,,L.anczos-Component-Mode
Synthesis“-Algorithmus wird die tridiagonale Form der generalisierten Systemmatrix ausgenutzt,
wodurch der Aufwand stark reduziert werden kann.

1.4 Aufbau der Arbeit

Aufstellung des Gleichungssystems

Im ersten Schritt ist das Gleichungssystem zu formulieren. Darin einzubeziehen sind die hystere-
tischen Momenten-Kriimmungs-Beziehungen, die in einer kontinuierlichen und einer diskreten
Formulierung entwickelt werden. Die beiden Formulierungen sind auf den ersten Blick nicht sehr
unterschiedlich, die Ansitze fithren jedoch zu deutlich verschiedenen Ausdriicken, die fir die
weitere Behandlung vor allem in der Statistischen Linearisierung bedeutsam sind. Die Unter-
schiede in den Formulierungen werden daher ausfithrlich erldutert. Neben der einfachen
Beschreibung bei ebener Biegung wird auch der Fall der schiefen Biegung behandelt. In diesem
Zusammenhang wird auch das Fasermodell des Biegebalkens eingefiihrt.

Reduktion des Gleichungssystems

Die Reduktion des Gleichungssystems mit nichtlinearen Zusatzgleichungen wird im darauf fol-
genden Abschnitt vor dem Hintergrund der modalen Transformation diskutiert. Zusitzlich zu
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den elastischen Moden werden die plastischen Formfunktionen anhand der Eigenschaften, die sie
erfillen sollen, beschrieben. Eine allgemeine Formulierung der plastischen Formfunktionen als
statische Losung wird abgeleitet und damit auch eine Mdéglichkeit zur theoretischen Einordnung
der Vorgehensweise geschaffen.

Die einzelnen Entwicklungsschritte werden parallel zu den theoretischen Ausfihrungen an einem
einfachen Kragarmsystem nachvollzogen und geprift.

Stochastische Verfahren

Zur Monte Carlo Methode wird auf die Generierung von Realisationen und auf die Einbindung
der nichtlinearen Zusatzgleichungen mit den verwendeten Hysteresemodellen in die Zeitschrittin-
tegrationen im Detail eingegangen.

Die statistische Linearisierung wird kurz in allgemeiner Form eingefiihrt, wobei die grundsatzli-
chen Annahmen, Einschrinkungen und Erweiterungsmoglichkeiten der Methode anhand eines
Ein-Freiheitsgrad-Systems diskutiert werden. Der Ubergang auf Mehr-Freiheitsgradsysteme wird
direkt an den aufgestellten Systemgleichungen des Rahmens mit hysteretischer Momenten-
Krimmungs-Beziehung vollzogen. Dabei wird wiederum die kontinuierliche und die diskrete
Formulierung detailliert betrachtet, da mit der kontinuierlichen Formulierung ein erheblicher
Mehraufwand verbunden ist.

Anwendungsbeispiele

Schliefilich wird der Einsatz der plastischen Formfunktionen an zwei Beispielen demonstriert.
Das Beispiel eines ebenen Rahmens unter stationirer Windlast dient dazu, die Genauigkeit der
Methode gegeniiber Referenzlésungen darzustellen.

In einem zweiten Beispiel wird ein raumliches Rahmentragwerk einer instationiren Erdbebenbe-
lastung ausgesetzt. Es soll dazu dienen, die Effizienz des Verfahrens vor dem Hintergrund
aufzuzeigen, dass fiir das gewihlte Modell eine Losung am Gesamtsystem wegen der hohen
Anzahl an Freiheitsgraden mit gingiger Rechnerkapazitit nicht mehr moglich ist.
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2 Aufstellung des Gleichungssystems

2.1 Lineare Momenten-Kriimmungs-Beziehung am 3D-

Balkenelement
Dy
A loyl
M
Y% o’y/l ,\“;/le ‘
yw, Q™
ZJV‘/Z

Abb. 2.1 : QuerschnittsgréBen und Vorzeichendefinition am 3D-Bernoulli-Balkenelement.

Die verwendeten Freiwerte und Schnittkrafte fur den 3D-Balken nach Euler-Bernoulli sind in
Abbildung 2.1 definiert. Die zugehérigen Differentialbeziehungen fiir Momente und Normalkrif-
te enthalten die Gleichungen (2.1)-(2.4) [99].

d d
b= (= 0, ()= L0 21
K. (.X) — d(DZ (.X) — d Wy (X) Ky(X) — d(Dy()C) —_ dzwz(x) (22)

dx dx? dx dx?

Nach Finsetzen der linear-elastischen Materialgleichungen des einaxialen Spannungszustandes
o.(x,y,z)=E- (— K. (x) y+r,(x)z+e, (x)) (2.3)

ergeben sich die Momenten-Krimmungs-Bezichungen und Normalkraft-Lingsdehnungs-
Beziehung aus dem jeweiligen Integral iiber die Querschnittsfliche:

N =[o,(e.2)dd=[E-(-x.(x) y+x,(x) z+8,(x))dd
M (x) = —Iax(x,y,z)~y dA = IE~(KZ(x)~y—Ky(x)~z—€x(x))-y d4 . (2.4)

M, (x) = J-O'x(x,y,z)~z dA = .[E . (— K.(x) y+K,(x)z+ gx(x))- zdA

Die Normalkraft und die Momente sind entkoppelt, wenn das Bezugssystem im Schwerpunkt der
Flichen liegt und nach den Hauptachsen der Flichentrigheitsmomente ausgerichtet ist.
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Die Ansatzfunktionen fiir die reine Biegung (ohne Normalkrifte) eines Balkenelementes mit zwei
Knoten 7 und 741 nach Bernoulli (fiir £ = x/I) werden aus Hermitschen Polynomen aufgebaut

[99]:

T T

1+2§3—3§2 W, 1+2§3—3§2 W, ;

g—28+&)| | 0. g2z | o,
w,(&) =" 28432 | | we)=|" " 28 138 W | (2.5)

Ceve) | Lo E-&) | |o

Durch zweifache Ableitung der Ansatzfunktionen 3. Ordnung nach Gl (2.2) ergibt sich der
lineare Verlauf fiir die Krimmung &(&):

k(G)=rx (1= +x, ¢ (2.6)

Den Vektor der Krimmung K an den Knoten erhilt man aus einer linearen Transformation aus
dem Vektor der Knotenfreiheitsgrade:

K'Zl,
K._.
zi+l
k= " |=T, -w. 2.7)
K,
Vi
KJ’HI
mit W= [Wy,i ¢z,i Wy,iﬂ ¢z,[+l Wz,[ ¢y,i Wz,[+l ¢y,i+1]T . (28)

Mit dem gewihlten Verschiebungsansatz Gl. (2.5) fiir ein Element mit zwei Knoten ist

-6 -4/ 6 -2 0 0 0 0
2 -6 41 O 0 0 0 |1

T = - 2.9)
0 0 0 0 6 -4/ -6 21|/
0 0 0 0 -6 2/ 6 4]
Die Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeiten
SW = [M(x)s x(x)dx+ S W' F,, =0 2.10)
liefert den Vektor F, , der inneren Knotenkrifte
SW'F, =6wK_x. 2.11)

Die Matrix K ergibt sich aus dem Arbeitsintegral zu

T, 0 |E
K, = — (2.12)
0 T, |/
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-1 1 1 -1

_ -1 0 -1 0
mit T, = und T, = . (2.13)

1 -1 ol-1 1

0 ! 0 !

Setzt man k aus (2.7) in Gl (2.11) ein, so erhilt man die bekannte Steifigkeitsmatrix des Balken-
elementes:

K=K,.T. (2.14)
Das Integral der virtuellen Arbeit kann alternativ auch gebildet werden, wenn vorher die Starr-
korperanteile abgespalten werden, die keinen Beitrag zur inneren virtuellen Arbeit liefern.
Hilfsweise wird dazu ein Vektor relativer Rotationsfreiheitsgrade @ gemal3 Abb. 2.2 eingefthrt
[99] [69].

Abb.2.2: Reduktion der Freiheitsgrade durch Abspalten der Starrkérperbewegung.

In Matrizenschreibweise ermittelt sich @ aus dem Vektor der Freiheitsgrade w,

0 =T,w 2.15)
uber die Transformationsmatrix T@’
T Tﬁz 0
@ 0 Tﬁy
1 1 -1 -1
i T Foo d T b0 (2.16)
mit L= - n L = ~. )
=71 1] “ Y
0o ! 0o !
Das Integral der virtuellen Arbeiten
SW = [M(x)5 x(x)dx+ 59" M =0 @2.17)

liefert die auf die relativen Knotenverdrehungen bezogenen Momente M aus

5¢'M =6¢"E1 H, o (2.18)
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4 2 00
mit o2 4 0oL 2.19)
10 0 4 2]/
0 0 2 4
I, ist die Matrix der Trigheitsmomente, die bezogen auf die Hauptachsen diagonal wird:
I, 0 0 O
. 0 7, 0 O (2.20)
Y10 0 1, 0
0 0 0 I
Der Vektor der inneren Knotenkrifte entsteht wiederum aus der geometrischen Beziehung:
F, =T, H;o. (2.21)
Somit kann die Elementsteifigkeitsmatrix K ebenfalls aus der Kombination
_ T
K=T, EI H,; T, (2.22)

berechnet werden.

2.2 Hysteresemodelle

2.2.1 Physikalische Nichtlinearitit in der Stabstatik

Die klassischen Annahmen, die der Normung zugrunde liegen, sind zum einen ein bilineares
Verhalten beim Stahl, zum anderen ein parabel-rechteck-férmiges Verhalten der Spannungs-
Dehnungskurve beim Beton unter einer Druckbelastung. Da der nichtlineare Anteil der Verfor-
mung zugleich als grofteils nicht reversibel angesehen wird, wird auch der Begriff des elasto-
plastischen Verhaltens verwendet. Im Falle des Stahls werden dabei noch spezifischer die Begrif-
fe des linear-elastisch ideal-plastischen Verhaltens verwendet.

Die Beschreibung erfolgt tiber drei Gleichungen: Die FlieBfunktion gibt an, unter welchen raum-
lichen Spannungszustinden ein FlieBen des Materials eintritt, wihrend die Flieregel angibt, in
welche Richtung die plastische Dehnung weiter verliuft. Handelt es sich um ein Material, bei dem
sich die Spannungen nach Uberschreiten der FlieBgrenze weiter erhéhen, so wird zusitzlich ein
Verfestigungsgesetz aufgestellt.

Ublicherweise wird eine FlieBfunktion f definiert, die vom Spannungstensor S' und einer weite-
ren GroBe & abhingig ist, welche die Verfestigung beziehungsweise Entfestigung des Materials im
plastischen Zustand beschreibt. Diese Funktion f wird beim Ubergang vom elastischen in den
plastischen Zustand Null. Im elastischen Bereich liefert sie Werte, die kleiner als Null sind. Die
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Funktion f wird graphisch als dreidimensionaler Korper tiber den drei Hauptspannungsrichtun-
gen aufgetragen.

Die klassische Plastizititstheorie lisst Spannungen nicht zu, die aulerhalb der Flie3fliche liegen.
Die FlieBfliche kann im Rahmen der Verfestigungsmodelle verschoben (kinematische Verfesti-
gung) oder vergroBert werden (isotrope Verfestigung). Werden isotrope Materialeigenschaften
betrachtet, so ist die FlieBfliche unabhingig vom gewihlten Koordinatensystem. Geht man
davon aus, dass eine Volumeninderung keinen Beitrag zur Fliessfunktion liefert, kann der Devia-
tor unter Abspaltung des hydrostatischen Spannungszustands aufgestellt werden. Die erste
Invariante wird zu Null, die zweite und dritte Invariante des Spannungsdeviators sind fiir die
FlieBfunktion relevant [906]:

<0 elastischer Bereich
f(7,,1,)=41=0 elasto— plastischer Grenzzustand (2.23)

> (0 &dullerer Bereich

In vielen Modellen wird die dritte Invariante nicht betrachtet. In Stiben reduziert sich der Span-
nungstensor auf die Lingsspannung oy sowie die Schubspannungen 7, und 7. Die 2. Invariante

des Deviators ergibt sich fiir 0 =0, und der Schubspannungsresultierenden 7 = /7, +7.  zu:

I, = %0'2 +7° . (2.24)

Die Vergleichsspannungen sind [96]

nach Tresca o, =\o’ +47’ (2.25)

bzw. nach von Mises o, =No’ +3c°. (2.26)

Um in Staben die rechenintensive Untersuchung auf Spannungsebene zu vermeiden, werden in
der FlieBgelenktheorie elasto-plastische Makromodelle verwendet. Die FlieBfunktion in Quer-
schnittsebene ist abhingic von der Form des Querschnitts. FEine allgemeine
Interaktionsbeziehung kann zwischen den Schnittkriften nicht hergestellt werden. Klassischer-
weise werden die Kurven fiir das elasto-plastische Verhalten im Stahlbau und Betonbau in Form
von Diagrammen fiir gebrduchliche Querschnitte dargestellt.

Daneben existieren einige Uberschligige Fliefunktionen , z.B. als [61]

untere Schranke: f= | M, |+| M, +| N |—1 =0 (2.27)
M., | |M,. ] |N, |
M 2 M 2 2
und als obere Schranke: f* = ( > ] +[ — | + (iJ -1=0. (2.28)
M,, M,, Ny

(My: elastisches Grenzmoment, Ny: Normalkraft an der Fliegrenze).
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Zur Beschreibung der Interaktion auf Schnittkraftebene verschiebt Gebbeken [61] die Rotations-
gelenke in Querschnittsebene gegentiber der Balkenachse in Abhingigkeit der Verhiltnisse der
Momente zueinander und der Momente zur Normalkraft. Durch die Verschiebung des Rota-
tionsgelenkes entlang der Balkenlingsachse um einen Betrag ¢, der von der Hohe der Querkraft
abhingt, wird die Interaktion mit der Querkraft berticksichtigt.

In der Praxis ist die Methode verbreitet, bei Profilstihlen die Stegdicke s verjingt anzusetzen, um
den Querkrafteinfluss Q bei Interaktion Biegemoment-Normalkraft-Querkraft zu beriicksichti-
gen:

Seq =8 [1— 9 . (2.29)

Pz

Bei diinnwandigen Querschnitten kann die Annahme der Formtreue des Querschnitts unberech-
tigt sein. Bei Stiben kann es zu lokalem Stabilitatsversagen z.B. durch Beulen oder Kippen des
Steges oder Flansches kommen. Um letzteres auszuschlieBen, darf entsprechend den Stahlbau-
normen [40] elasto-plastisches Materialverhalten nur dann berticksichtigt werden, wenn Stibe
bzw. Stabteile Giber die vorgeschriebenen Mindestdicken verfiigen.

2.2.2 Endochrone Hysteresemodelle

Zur physikalischen Beschreibung von Materialmodellen wurde die endochrone Theorie ent-
wickelt, durch die insbesondere bei dynamischer Beanspruchung die Ausbildung einer Hysterese
erfasst wird [25]. Die Beschreibung des elasto-plastischen Verhaltens mit Distributionen ermog-
licht eine geschlossene mathematische Behandlung des Problems, wihrend die klassische
Beschreibung mit Hilfe von Fallunterscheidungen eine Diskretisierung der Lastgeschichte und
somit die Anwendung eines Zeitschrittverfahrens erfordert.

Wird nur von elastisch-plastischen Termen in der nichtlinearen Differentialgleichung ausgegan-
gen, geniigt die Einfihrung einer Hilfsvariablen Y}, zur Beschreibung der hysteretischen
Rickstellkrifte. Das einfachste Modell ist das symmetrische, bilineare Modell mit linear-
clastischer ideal-plastischer Hysterese, das von Suzuki und Minai [157] in einer endochronen
Form mit Heaviside-Funktionen H(.) in Abhingigkeit von der Geschwindigkeit der Verschie-
bungen W angegeben wutde:

Y, =[1-H(W)H(Y, —1)+H(=w) H(- ¥, —1)]w. (2.30)

Ein verbreitetes Hysteresemodell, das tber die Parameter A, 7 v und N definiert ist, wurde von
Bouc [18] vorgestellt und von Wen [166] weiterentwickelt:

YH = [A—(;/sgn(v'v)sgn(YH)N’1 —ngn(YH)N)YHN] w. (2.31)

Durch die Parameter yund v lisst sich das Volumen der Hysterese (vgl. Abb. 2.3 oben) und die
Progressivitit einer nichtlinearen Kennlinie anpassen (Abb. 2.3 unten). Ein kleiner Exponent N
beschreibt eine kontinuierliche Kurve, wihrend die Hysterese mit groerem IN ,,eckiger wird
und sich fur grofle N der bilinearen Hysterese nihert (vgl. Abb. 2.3 Mitte).
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Abb.2.3:

w

Hysteresemodell nach Bouc-Wen: Parameterstudie.

Bezogen auf die klassische Plastizitiatstheorie hat das Hysteresemodell folgende Merkmale [24]:

Mit y+ v> 0 und y— v> 0 ist mit > 0 die dissipierte Energie positiv.
Bei Erstbelastung bzw. Wiederbelastung gilt immer die Verfestigungsbedingung
dY, -dw, 20, (2.32)

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir den Moment des Beginns der Belastung bzw. Wie-
derbelastung gilt.

Das Produkt dY,, - dw, strebt gegen Null wenn sich Y}, der Plastizititsgrenze Y, , ndhert:

A
-

y+v

1

N A
mit
)/+V

>0.

(2.33)

Die FlieBfunktion (2.23) ist fiir die Erstbelastung und Wiederbelastung immer Null. Da-
mit existiert keine definierte FlieBgrenze zwischen linear-elastischem und elasto-plasti-
schem Zustand.

Bei Entlastung ist dY, - dw, nur dann gleich Null, wenn y = v gewihlt wird.

Am Ende eines Hysteresezyklus erreicht das Modell nicht wieder den Zustand maximaler
Deformation, den es im vorangehenden Belastungszyklus erreicht hat.
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e Wenn die Kraft wihrend des Entlastungsvorgangs ihr Vorzeichen nicht dndert, wird bei
der anschlieBenden Belastung die inelastische Deformation verstirkt, die Hystereseschlei-
fe wird nicht geschlossen. Die am Material verrichtete Arbeit wird negativ, womit das
Stabilititsgesetz nach Drucker verletzt wird.

Von Casciati [24] wird daher das Modell erweitert, um Ubereinstimmung mit der klassischen
Plastizititstheorie herzustellen. Gleichzeitig wird jedoch festgestellt, dass bei dullerer stationirer
stochastischer Anregung keine signifikanten Unterschiede beztglich der dissipierten Energie
bestehen.

Trotz der offensichtlichen Defizite hat das Bouc-Wen Modell wegen seiner aullerordentlichen
Flexibilitit zahlreiche Erweiterungen erfahren. Es wird auf Mehrfreiheitsgradsysteme in [5] und
in einer tensoriellen Formulierung auch auf Kontinua angewendet [24] [147]. Eine Zusammenfas-
sung der wesentlichen Entwicklungen liefert der Ubersichtsartikel von Wen [170].

Eine Schidigungsakkumulation wird durch Baber-Wen [5] berticksichtigt. Dazu setzt Baber die
Parameter der Modelle in Abhingigkeit von der dissipierten Energie und von den maximal auf-
tretenden Amplituden [8].

Pradlwarter, Schuéller und Schenk entwickeln in [116] ein weiteres Modell mit kontinuierlicher
Hysterese als Mischung aus Suzuki-Minai und Bouc-Wen. Es weist einen ansteigenden elasti-
schen Ast, eine definierte Elastizititsgrenze sowie eine Plastizititsgrenze auf. Es wird u.a. in
[131][130][150] als Ersatzelement fur dissipative Wandelemente in gro3eren FE-Modellen einge-
setzt.

Die Ausdehnung auf eine biaxiale Hysterese nach Park Wen Ang in [106]

YHX B [A + (— ysgn(w,)sgn(Y, )— V)YHi] (— j/sgn(wy) sgn(YHy) — V)YHXYHy W,
v, | | - ysgn(w,)sgn(Y, ) — V)nyYHy A+ (— ysgn(w, )sgn(¥,,,) - V)YHi] w,

Hy

} (2.34)

ermoglicht die Anwendung einer kontinuierlichen Hysterese von Stahlbetonbalken unter schiefer
Biegung. In [168] wird zusitzlich noch die Interaktion mit Torsion bertcksichtigt.

2.3 Momenten-Kriimmungs-Beziehungen mit Hysterese

2.3.1 Variationelle Formulierung der hysteretischen Momenten-
Kriimmungs-Beziehung

Das gesamte Ruckstellmoment M wird in einen elastischen Anteil M, und einen hysteretischen
Anteil My, zerlegt, deren Verhaltnis zueinander durch den Faktor o festgelegt wird [69]:

M=M,+M, =Elx-a+Elx,Y,(1-a). (2.35)
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Mit dem Bezugsfaktor ki, wird die Krimmung an der FlieBgrenze bzw. an der Plastizititsgrenze
des hysteretischen Momentes M, bezeichnet. Die dimensionslose Hilfsvariable Y, wird als bezo-
genes hysteretisches Riickstellmoment eingeftihrt und ist direkt proportional zum hysteretischen
Rickstellmoment M;,. Die Steifigkeit des Balkens wird durch EI bezeichnet.

Die Werte des Faktors o liegen im Bereich [0;1]. Der Faktor beschreibt die elastische Reststeifig-
keit der Biegung, nachdem FlieBen eintritt. Eine Reststeifigkeit nach FlieBen ist auch fir die
numerische Behandlung von Bedeutung, da ein vollstindiges Wegfallen der Steifigkeit hohe
Verformungen nach sich ziehen wiirde, die in einer numerischen Berechnung zu einer schlechten
Konditionierung der Gleichgewichtsbedingungen fithren. Die Ubetlagerung der Momentenantei-
le wird in Abb. 2.4 verdeutlicht.

‘Mel H

i

Abb. 2.4 : Zetlegung des inneren Riickstellmomentes in einen elastischen und elasto-plastischen Anteil durch den
Faktor der Reststeifigkeit cr.

Die endochronen Hysteresemodelle liegen als Momenten-Kriimmungs-Beziehung in Form einer
Differentialgleichung 1. Ordnung vor, die eine nichtlineare Funktion G(x,Y,, ) enthilt:

M, = EIG(k,Y,)& . (2.36)

Die diskrete Finite Elemente Formulierung erfordert energiedquivalente innere Knotenkrifte zur
Aufstellung des Gleichungssystems. Zur Formulierung des Knotengleichgewichts ist die innere
virtuelle Arbeit des hysteretischen Riickstellmomentes aus dem Variationsintegral zu ermitteln.
Prinzipiell stehen dafiir zwei Moglichkeiten zur Verfligung.

1. Kontinuierliche Formulierung:

Da mit Gl (2.360) die zeitliche Ableitung des hysteretischen Riickstellmomentes vorliegt, bietet
sich an, die zeitliche Ableitung der virtuellen Arbeiten zu bilden. Die virtuelle Arbeit wird an den

Relativfreiheitsgraden @ und ¢,,, geleistet:

5W:IMH(x)§K(x)dx+ MH,I.S(Z. + ]\/'[H,l,+1 59, =0. 2.37)

Die differentielle hysteretische Entwicklungsgleichung M (%) ist direkt proportional zur Hilfs-

variablen Y7, (x). Um das Arbeitsintegral auswerten zu kénnen, muss daher eine Annahme tber
den Verlauf von Y}, (x) getroffen werden. In Kompatibilitit zu den gewihlten Ansatzfunktionen

witd der Verlauf Y(&) mit & = x/I linear gewihlt:
YH(f):YHi(l_ég)"‘YHmé:' (2.38)

Die urspriinglichen Hysteresegleichungen gehen analog zu den Gln. (2.18)-(2.20) in Matrizen-
form tber:
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Y, =H,($,Y, )9 =H,[,Y, T,W. (2.39)

Die Matrix Hy(ﬁ, YH) enthilt 2 x 2 (bei schiefer Biegung 4 x 4) gekoppelte nichtlineare verall-

gemeinerte Funktionen, in denen Signum- oder Einheits-Sprung-Distributionen vorkommen.
Aus diesen Zusatzgleichungen wird der Vektor Yy ermittelt.

Der Anteil des hysteretischen Riickstellmomentes My am Knotengleichgewicht Fy entsteht aus:
F, =K,Y,. (2.40)
Die Matrix Ky wird mit Gl. (2.21) definiert als:

Ky =T; ky. (2.41)

Die Diagonalmatrix Ky enthilt die Bezugswerte der Krimmungen an der FlieB3- bzw. Plastizitits-
grenze.

2. Diskrete Formulierung

Durch das Einsetzen der nichtlinearen Beziechung in das Arbeitsintegral wird sichergestellt, dass
die hysteretische Entwicklungsgleichung kontinuierlich an jeder Stelle x tber die Linge / eines
Balkenelementes abgefragt wird. Alternativ besteht die Méglichkeit, das Materialgesetz an diskre-
ten Punkten innerhalb eines Elementes abzufragen. Das hysteretische Rickstellmoment wird
zwischen diesen Punkten interpoliert, und die virtuelle Arbeit anhand der Interpolationsfunktion
des hysteretischen Riickstellmomentes berechnet. Die hysteretischen Entwicklungsgleichungen
gehen dabei nicht explizit in das Arbeitsintegral ein und bleiben daher unverandert. Sie beziehen

sich auf diskrete Werte von (&;) und Y(&).

Voraussetzung fur die Wahl der Punkte ist, dass an diesen ein reprisentativer Zustand wiederge-
ben wird, aus dem sich das hysteretische Riickstellmoment interpolieren ldsst. Werden
Elementknoten gewahlt, sollten dort Maxima oder Minima der Kriimmungen innerhalb des
Elementes vorliegen. Mit dem linear gewihlten Verlauf der Krimmung nach Gln. (2.5) ist ge-
wihtleistet, dass die Krimmung an einem Knoten maximal und am anderen minimal wird. In
Abhingigkeit von der Diskretisierung gentigt es in der Regel, das Materialgesetz an den Knoten
abzufragen. Werden z.B. Legendre-Polynome (p-Formulierung) als Ansatzfunktionen verwendet,
kann das Maximum der Krimmungen auch zwischen den Knoten liegen. In diesem Fall ist die
kontinuierliche Formulierung vorzuziehen, wenn die nichtlineare Materialbezichung nicht an
mehreren Punkten innerhalb des Elementes abgegriffen werden soll.

Die diskrete Formulierung kann ebenfalls in Matrizenform angegeben werden:
Y, =H,(k,Y,) k=H,(TwW,Y, JT.w. (2.42)

Bei ebener Biegung entsteht eine Matrix mit zwei voneinander entkoppelten nichtlinearen Glei-
chungen an den beiden Knoten:

o [6&.,) o
HY(K,YH)—{ 0 67, )| (2.43)

i+1°
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Die Formulierung ist vergleichbar mit der Aufstellung der Massenmatrix mit konzentrierten
Massen an den Knoten (,,lumped mass approximation®), womit ebenfalls eine Entkoppelung des
Masseneinflusses zwischen den Knoten eines Elementes erreicht wird.

Z.B. bei Verwendung des Hysteresemodells nach Suzuki-Minai nach Gl. (2.30) ist

G(#,Y, )i = ¥, =[I—H(#)H(Y, - 1)+ H ) H(- Y, _1)]K£' (2.44)

Y

und fiir Bouc-Wen nach GI. (2.31):
. . . . N—1 N N K
G(K', Y, )K= Y, = [A—(}/sgn(rc) sgn(¥,)" " —vsgn(Yy,) )YH ] — (2.45)

Y

Wichtig ist zu erkennen, dass die nichtlinearen Gleichungen im Gegensatz zur kontinuierlichen
Formulierung fiir jeden Knoten entkoppelt sind und daher auch unabhingig voneinander behan-
delt werden konnen. Bei schiefer Biegung erweitern sich die Matrizen entsprechend, wobei die
hysteretischen Ruckstellmomente um die beiden Achsen tiber biaxiale Hysteresemodelle gekop-

pelt sind (vgl. Gl. (2.34)). HY(k,YH) hat dann die Form:

G(kyi’YHyi)ll ( 0 ) G(kYi’YHy,')lz ( 0 )
0 R 0 Gl,, Yy, .
HY(K,YH): G(IfZi,YHZi)Zl Yirl? MY it /1 G(kZ[,YHZi)zz iel? Hyiyg Jp (2.40)
0 G(k2i+l 4 YH Zi+1 )21 0 G(k2i+l > YH Zj+1 )22

Wird die hysteretische Entwicklungsgleichung an den Knoten diskret ausgewertet, so erhilt man
an jedem Knoten pro Biegeachse einen diskreten Wert Y7;; und Y}, ;. Wihlt man nun wieder
eine lineare Interpolationsfunktion (Gl. 2.38), so kann wieder die virtuelle Arbeit des hystereti-
schen Rickstellmomentes berechnet werden. Formal wird in Gl. (2.10) M durch M,, ersetzt. Die
inneren hysteretischen Knotenkrifte gehen dann aus Gl. (2.11) hervor, indem & durch x,'Y},
ersetzt wird. Die Beziehung zwischen dem Vektor Yy und den inneren hysteretischen Knoten-
krifte Fyy wird wiederum durch Gl. (2.40) hergestellt.

K, wird dabei aus den in den Gln. (2.13) definierten Teilmatrizen T, und T, wie K, aus Gl. (2.12)

aufgebaut:
Tz[zKYz 0 E
K, = —. 2.47
Y { 0 T/ Kyj ] 247)

yoy

Der Unterschied zwischen der kontinuierlichen und der diskreten Formulierung wird in Abb. 2.5
anhand eines ideal elasto-plastischen Materialverhaltens verdeutlicht.

In den beiden Abbildungen sind der Verlauf von Y, (x), k(x) sowie die Plastizititsgrenze &
eingetragen. Die Bildung des Arbeitsintegrals ist durch die Uberlagerung der beiden schraffierten
Flichen angedeutet.
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1

.y

YH:‘ = G(k"YHi)ki YHi+1 = G(ki+l’YHi+1)ki+l

\\\\Q\\Q&}}k\\\\\_\‘\\\\\ ...........................

K
S Wy, = [ G (), Y,y (x))e(x) Elicy & rc{x)dx Wy =| [YH{I - %] +Y,., %JEIKY 5 x(x)dx
1 1

Abb. 2.5: Schematische Darstellung der kontinuierlichen (links) und diskreten Formulierung (rechts) fiir ebene
Biegung mit ideal elasto-plastischem Materialgesetz.

Das linke Bild enthilt die schematische Darstellung der kontinuierlichen Formulierung. Im Varia-
tionsintegral ist die Materialgleichung enthalten, die kontinuierlich tber die Elementlinge
ausgewertet wird. Der Wert von Y}, und Y}, ,,, ergibt sich aus der Auswertung der Ableitung des
Arbeitsintegrals. Die hysteretischen Ruckstellmomente an den Knoten sind energieiquivalente
Werte und kénnen daher die Plastizititsgrenze tberschreiten.

Im rechten Bild wird die nichtlineare Gleichung diskret an den Knoten ausgewertet. In der dis-
kreten Formulierung werden Y, ; und Y}, ,,, vorab an den Knoten ausgewertet und werden dann
als ,,bekannte Werte mit linearer Interpolation in das Arbeitsintegral eingesetzt. Am Knoten 7 ist
das bezogene hysteretische Ruckstellmoment durch die Plastizititsgrenze &, begrenzt, der Ver-
lauf des hysteretischen Riickstellmomentes kann die Plastizititsgrenze nicht iiberschreiten. Im

elastischen Bereich nimmt Yk, am Knoten 7+1 den Wert von k an.

Prinzipiell fithren die beiden Vorgehensweisen zu unterschiedlichen Ergebnissen. Da im zweiten
Fall das Materialgesetz nur an den Elementknoten ausgewertet wird, hingt das Ergebnis in stér-
kerem MaBe von der Diskretisierung ab. In praktischen Fillen sind die Unterschiede gering.
Wegen der einfacheren Handhabung wird daher auf die diskrete Formulierung zuriickgegriffen.
Die Umsetzung der Hysteresemodelle in der kontinuierlichen Formulierung ist im Anhang A
dokumentiert.

2.3.2 Hysterese bei schiefer Biegung mit Fasermodell

Neuere Softwareentwicklungen [85] gehen von der FlieBzonentheorie aus. Entgegen der FlieBge-
lenktheorie wird der Querschnitt auf Spannungsebene untersucht, was durch eine Diskretisierung
des Querschnitts in Fasern ermoglicht wird. Die Fasermodelle erlauben auch die Verwendung
verfeinerter Materialmodelle, die beispielsweise beim Baustoff Beton eine Vielzahl von Zustands-
variablen zur Beschreibung thermodynamischer und chemischer Vorginge beinhalten kénnen.
Dadurch sind Phinomene wie Kriechen und Schwinden sowie der Verbund zwischen Beton und
schlaffer Bewehrung bzw. Spannstahl erfassbar [160].

Der Spannungs-Dehnungs-Zustand wird an jeder Faser £ untersucht. Zur Beschreibung des
hysteretischen Anteils der Spannungen in jeder Faser £ wird wieder die dimensionslose Hilfs-
variable Y}, verwendet, die proportional zum hysteretischen Anteil der Normalspannung in einer
Faser ist.

Die Beitrige der inneren virtuellen Arbeiten der einaxialen Spannungen an den Faserdehnungen
der einzelnen Faserelemente werden aufsummiert:
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SW = Z(Ak o (x)oe, (x)dx] +Sw'F,, =0. (2.48)

Wird ein nichtlineares Stoffgesetz auf jede Faser angewendet, kann die innere virtuelle Arbeit
analog Abb. 2.5 aus der kontinuierlichen oder aus der diskreten Formulierung gewonnen werden.

1. Kontinuierliche Formulierung: Das Materialgesetz wird in die zeitliche Ableitung des Ar-
beitsintegrals eingesetzt.

Z[EA lsij Y (£), 6.9 (D)3 &, (f)de (249)

2. Diskrete Formulierung: Die Ansatzfunktionen fir die bezogenen hysteretischen Span-
nungen gehen in das Arbeitintegral ein.

Z(EA ley I Y, (€)6 ek(é)dé] (2.50)

Um im zweiten Fall nicht das Integral in jeder Faser einzeln auswerten zu mussen, ist es sinnvoll
die Gleichung umzustellen:

SW,, = Egyj L (¥, &)y, 4, e +Eng5,< ED (Y, (E)z, 4, dx +

k k

+Ee, j 5e (&)X (v,,(6) 4, )de

k

(2.51)

Das Fasermodell erlaubt eine einfache Berticksichtigung der Interaktion mit hysteretischen Nor-
malkriften aus der iiber den Querschnitt konstanten Lingsdehnung. Die einzelnen Anteile aus
den Kriimmungen und konstanten Lingsdehnung werden ebenfalls als Einzelsummanden be-
handelt. In den Summen werden die Spannungsanteile in hysteretische Rickstellmomente und
Normalkrifte bezogen auf die Elementknoten zusammengefasst. Damit kénnen die bisher entwi-
ckelten matriziellen Formulierungen mit wenigen Modifizierungen beibehalten werden.

Y, =Hy(,Y, )&, = H, &, Y, )T, Tyw (2.52)
. 1 [diaglG, (2, ,.Y,,,) 0
Hy@, >YH)=; 0 diag(Gk(émk,YHHL,{))} 229

Die Dehnungsgeschwindigkeit £, in der Faser £ tibetlagert sich aus den Kriimmungen zuziig-

lich der Lingsdehnungen am Knoten 7:

Ep, =KL K, VT E, (2.54)

Die Anwendung des Modells von Suzuki-Minai auf die Spannungs-Dehnungs-Beziehung liefert:
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Y, =G(&,Y,)é, = [1-H(, H(Y, ~1)+H(-£, ) H(-7, -1)|2,. (2.55)
Die Matrix Ky aus Gl (2.41)wird zu
K, =EK\T,T,¢,. (2.56)

Die Matrizen Ty und Ky entsprechen Ty (Gl. 2.9) und K (Gl. 2.12), erweitert um die Elemente
zur Bertcksichtigung der Normalkraftanteile.

't o 0 O O -1 0 0 0 O]
0 -6 -4 -6 =21 0 0 0 0 0
0 -6 21 -6 4 0 0 0 0 0|1
T, = - (2.57)
-1 0 0 0 O 1 0 0 0 0|/
o 0 0 0O 0 0 6 -4 -6 -2
0 0 0 0 0 0 -6 -2 6 4
I 0 0 0
0 T 0 0]
Ks=lo 0 7 o (2:38)
0 0 0T,

Die Teilmatrizen T, und T, entstammen den Gln. (2.13). Die Transformationsmatrix Ty wandelt
Kriimmung und Lingsdehnung in eine Gesamtdehnung in jeder Faser & um, das Produkt T T,
summiert die Spannungen zu inneren Knotenkriften.

1 -y, z, 0 0 0

1
T, = (2.59)

B diag(4,) 0
T { 0 diag(Ak)} (2.60)

Zur Kontrolle wird bei feiner Diskretisierung (kK — o ) bezogen auf die Hauptachsen:

diagl4,, 1. I, 4, I. 1] = T'T,T,. 2.61)

k—0

Katz beschreibt in [85] verschiedene Moglichkeiten zur Bertcksichtigung der Interaktion mit
Schubspannungen aus Querkraft und Torsion.
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2.4 Aufbau des Gesamtgleichungssystems

Bisher wurde davon ausgegangen, dass sich die Matrizen auf ein Element in lokalen Koordinaten
beziehen. Die weiteren Formulierungen beinhalten die Matrizen des Gesamtgleichungssystems in
globalen Koordinaten. Die Transformationsmatrix Ty stellt den Bezug zwischen lokalen und
globalen Verschiebungen w her:

W aiobat = TeW iohat - (2.62)

Die nichtlinearen Zusatzgleichungen werden weiterhin im jeweiligen lokalen Elementkoordina-
tensystem zusammengestellt. Der Vektor der bezogenen hysteretischen Rickstellmomente Yy
bleibt in lokalen Koordinaten bestehen. Zur Verbindung mit den globalen Verschiebungsgrofien
wird die Matrix Ky nur von links und die Matrix Ty nur von rechts mit Ty multipliziert.

T, T! (2.63)

K/okal ~E

K, =TK T

Y global Y lokal K global

Das Gesamtgleichungssystem mit den nichtlinearen Zusatzgleichungen kann nun aus den globa-
len Teilmatrizen der Massen M, Dampfungen C und Steifigkeiten K aufgebaut werden:

2 HiHoatn, WM G o

F stellt den Vektor der dufleren dynamischen Krifte dar. Bei Verwendung der kontinuierlichen
Formulierung bzw. des Fasermodells wird lediglich Hy (k,Y,)T, durch die entsprechenden
Terme aus den Gln. (2.39) bzw. (2.52) ersetzt.

Geht man davon aus, dass nur wenige Elemente der Gesamtstruktur plastizieren, wihrend sich
der grofite Anteil weiterhin elastisch verhalt, kann der nichtlineare Anteil in Gleichung (2.64)
ausgegliedert werden:

M,i+(C,+Cp )i+ (K, +K,)q=F (2.65)
M,, My, 0 Ci Ci O K, Kyp 0
M0: MBA MBB 0, C0: CBA CBB 0, K0: KBA KBB 0,
0 0 0 0 0 o 0 0 0
0 0 0 0 0 0
C,=|0 0 0|, K,=(1-a)0 -K, K|,
0 H,(x,Y,)T, -1 0 0 0
W, F,
q=|wg |, und F=|F; | (2.60)
Y, 0
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Die Matrix Kj beinhaltet dabei die Elementsteifigkeitsmatrizen der j plastizierten Elemente mit
den globalen Freiheitsgraden wy. Abb. 2.6 zeigt schematisch die Zerlegung der Steifigkeitsmatrix
eines Kragarms mit 18 Freiheitsgraden bei ebener Biegung.

w - (-a)K,

- Wyt (1-a)K, - Yy

Abb. 2.6: Schematische Darstellung der Ausgliederung der Elementmatrizen der plastizierten Elemente aus der
Steifigkeitsmatrix

Pro Biegeachse und Knoten jedes plastizierten Elementes entsteht eine Spalte in der Matrix Ky .
In diskreter Formulierung kann die Matrix auch auf eine Spalte pro Element und Biegeachse
reduziert werden, wenn nur an einem Knoten eine Plastizierung auftritt. Schlief3t an das plasti-
zierte Element j ein (und nur ein!) weiteres Element mit gleichen Eigenschaften an, so ist das

bezogene hysteretische Riickstellmoment Y, am Knoten von links gleich dem am Knoten

i+l
von rechts Yy, ., .. In diesem Fall kann der Vektor Yy um ein Element verringert werden und die

beiden jeweiligen Spalten in K zusammenaddiert werden. Da bei dieser Vorgehensweise jedoch
immer kontrolliert werden muss, ob ein benachbartes Element mit gleichen Eigenschaften vor-
liegt und nicht noch weitere Elemente an den Knoten anschlieBen, wird diese Moglichkeit im
Weiteren nicht verwendet.

Bei expliziter Zeitintegration oder in Verbindung mit einigen stochastischen Verfahren ist eine
Umformung in die Zustandsform als Differentialgleichung erster Ordnung erforderlich. Die
doppelte Zeitableitung des Verschiebungsvektors im Gleichungssystem wird durch die einfache
Zeitableitung des zusitzlich eingefiihrten Vektors der Geschwindigkeit v ersetzt. Die Gleichge-
wichtsgleichung wird mit der Inversen der Massenmatrix multipliziert. Das Gleichungssystem mit
n neuen Unbekannten muss durch 7 zusitzliche Gleichungen erweitert werden, die lediglich den
differentiellen Zusammenhang zwischen Weg w und Geschwindigkeit v beinhalten.

q=A-q+r (2.67)
[ 0 0 0 0 ]
0 0 I 0 0
A= (_MilK)AA (_MilK)AB (_Milc)AA _MilC)AB 0 (2'68)
M'K),, M'K)y-(-a)-M")K, (m'c), (mM'C), (-a)-M")K,
0 0 H, (YT, 0 0 |
T S
. Wy 0
mit a=|v, und r= (_ M—IF)A . (2.69)
Vi (-MF),
_YH i L 0 i
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3 Reduktion des Gleichungssystems

3.1 Modale Transformation

3.1.1 Modale Entwicklung der linearen Bewegungsgleichung

Die Systemmatrizen K und M mit » Zeilen und # Spalten seien symmetrisch und positiv definit.
Zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren wird das verallgemeinerte Eigenwertprob-
lem gel6st [37]:

K¢ = AMg" . (3.1)

Die # Eigenvektoren

q,:[¢<1) PO ¢(n>] (3.2)

sind orthogonal beziiglich der Massenmatrix M. Sie werden beziliglich der Massenmatrix nor-
miert, so dass gilt:

¢(z)TM¢(1) = 5;/ l,] = ll’l, (33)

wobei 0, das Kronecker-Symbol ist. Die Eigenvektoren spannen den Losungsraum vollstindig

auf und sind wie die Eigenfrequenzen @, =,/4, reell. Durch die Transformation von w in den

von @ aufgespannten modalen Raum werden die generalisierten Koordinaten w * definiert:
w=0w". (3.4)

Durch Einsetzen von Gl. (3.4) in die Bewegungsgleichung und Multiplikation mit @ von links
entstehen die generalisierten (¥) Matrizen:

M =®'M® =1 K =®0'K®=A C=0'Co. (3.5)

Auf Grund der Normierung der Eigenvektoren wird die generalisierte Massenmatrix M’ zur
Einheitsmatrix I und die generalisierte Steifigkeitsmatrix K" zur Diagonalmatrix A der Eigenwet-

te 4, =w;. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die generalisierte Dimpfungsmatrix

C’ ebenfalls diagonal wird. Daran ist die Bedingung gekniipft, dass entweder eine modale Dimp-
fung mit dem Dampfungsgrad ¢ (= Lehrsches Dimpfungsmal3 D) angenommen werden kann:

pVCpl) = 2085;, i,j=1..n, (3-6)
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oder dass die Dimpfungsmatrix proportional zu Massen- und Steifigkeitsmatrix ist:
C=aK+DM. (3.7

Die modale Dimpfung hingt dann fir jedes entkoppelte System Gl. (3.10) von der jeweiligen
Eigenkreisfrequenz @, ab:

_aw!+b

< (3-8)

2w,
Ist die Dimpfungsmatrix C steifigkeitsproportional (4 = 0), so nimmt die modale Dimpfung mit
den Figenfrequenzen zu, hohere Resonanzen werden stark bedimpft. Umgekehrt nimmt die
masseproportionale Dimpfung (¢ = 0) zu hohen Frequenzen hyperbolisch ab. Tiefe Resonanzen
werden stark bedimpft. Um alle Resonanzen gleich zu gewichten, wird im weiteren von einer
konstanten modalen Dimpfung ¢ ausgegangen.

Weist die abgebildete Struktur eine inhomogen verteilte Dimpfungscharakteristik auf, kann die
modale Transformation auch aus der Zustandsform der Bewegungsgleichung (2.68) entwickelt
werden. Die Eigenformen und Eigenwerte der Matrix A sind im allgemeinen komplex.

Der generalisierte Kraftvektor geht aus der Transformationsvorschrift
F'(t)=®'F(¢) (3.9)

hervor. Die lineare Bewegungsgleichung verteilt sich im modalen Raum auf » entkoppelte skalare
Gleichungen in der Form von # Ein-Freiheitsgrad-Systemen:

W,(2) + 20,8 W, () + @’ w,(t) = £ (1) i=1... (3.10)
3.1.2 Modale Uberlagerung der nichtlinearen Antwort

Da durch die Linearkombination der Eigenvektoren alle Verschiebungsfiguren abgebildet werden
konnen, kann die Modenitiberlagerung auch auf die in Gl. (2.65) formulierte nichtlineare Bewe-
gungsgleichung angewendet werden. Als modale Basis konnen die Figenformen aus dem
allgemeinen Eigenwertproblem Gl (3.1) gewihlt werden, oder es werden alternativ die Eigen-
formen aus dem Eigenwertproblem mit der um die Teilmatrix (1-) K; reduzierten
Gesamtsteifigkeitsmatrix K verwendet (Gl 2.65):

K Kan | ama) 0 a0 — amg? (3.11)
K Kgs 0 _K.i ‘ R .

Der Unterschied besteht darin, dass die Moden @ im ersten Fall , glatt” sind, wihrend die Moden
@y im zweiten Fall an den Knoten Spriinge im Krimmungsverlauf bzw. im Verlauf der Kriim-
mungsinderung aufweisen. Werden plastizierende Elemente sukzessive identifiziert, so muss das
allgemeine Eigenwertproblem Gl (3.11) jedes Mal erneut gelost werden, um einen neuen Satz an
Moden zu bestimmen, da sich die Teilmatrix K; dandert.
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Verwendet man die glatten Moden, so bleibt das Gleichungssystem entkoppelt, solange sich die
Elemente im elastischen Bereich befinden, da K;q in (Gl. 2.65) zu Null wird. Aus diesem Grund

werden die Moden @ aus dem unveridnderten Eigenwertproblem Gl. (3.1) verwendet.

Die Auswertung der nichtlinearen Zusatzfunktionen erfolgt weiterhin in lokalen Koordinaten.
Der Vektor der bezogenen hysteretischen Riickstellmomente Yy bezieht sich auf Krimmungen,
die sich aus dem lokalen Verschiebungsvektor ergeben. Die hierfiir benotigten lokalen Knoten-
verschiebungen miissen aus den generalisierten Koordinaten innerhalb des Gleichungssystems
riicktransformiert werden. Der Beitrag der bezogenen hysteretischen Riickstellmomente Y, zum
Gleichgewicht ist umgekehrt im modalen Raum zu berticksichtigen und daher in den Modalraum
zu transformieren.

Aus Gl. (2.65) entsteht:
{1 0} [w} Hc 0} { 0 OD {w}
da |+ + I
0 0] |V, 0 0] H®Y)T®, -1]]|Y,
(R e || IS
+ +(l-a J : =
0 0 0 0 Y, | |0

Die 7, x n Modalmatrix @y ist auf die #, Freiheitsgrade / des Teilvektors wy beschrinkt, die den
plastizierten Elementen zugeordnet sind. In Matrizennotation wird

(3.12)

O, =T,D, (3.13)
definiert, wobei Ty eine 7, x # Rechteckmatrix ist, die an den Stellen 74 fiir 7 = j, mit 1 besetzt ist:

Ty =6, » k=l.nyi=l.n. (3.14)

K
Die in der n; x 7 Matrix K, zusammengefassten Elementsteifigkeitsmatrizen der plastizierten
Elemente werden mit der beschrinkten Modalmatrix @y generalisiert, um die Dimension #» der

generalisierten Freiheitsgrade zu erhalten. Die generalisierte Matrix Kj wird keine Diagonalmat-

rix, sondern ist voll besetzt. Selbst wenn der Vektor der bezogenen hysteretischen
Rickstellmomente Yy aus den Zusatzgleichungen bekannt wire, ist damit der Vorteil der moda-
len Transformation, ein Gleichungssystem mit entkoppelten Gleichungen herzustellen, nicht
mehr gegeben.

3.1.3 Voraussetzungen zur modalen Reduktion

Der bedeutendste Vorteil der modalen Transformation liegt in der Moglichkeit der modalen
Reduktion. Bei der modalen Uberlagerung der Antwort wird meist ein GroBteil der modalen
Beitrige klein und kann daher vernachlassigt werden. Das transformierte Gleichungssystem kann
daher auf wenige generalisierte Freiheitsgrade reduziert werden. An diese Méglichkeit sind zwei
wesentliche Bedingungen gekntpft:
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o Frequenzabstand der Eigenfrequenzen zum Frequenzbereich der mafsgebenden Anregungen:
Da die spektralen Anteile vieler festigkeitsrelevanter, dynamischer Lasten zum hoheren
Frequenzbereich hin abnehmen, dominieren die resonanten Antworten im tieferen Fre-
quenzbereich. Die Anregung von Resonanzen der héheren Moden wird mit
zunehmendem Resonanzabstand geringer.

e Beteiligungsfaktoren der einwirkenden Krdfie: Die generalisierten dulleren und inneren
Krifte der hoheren Moden werden klein. Diese Bedingung ist ebenfalls fir die meisten zu
berticksichtigenden dynamischen Lasten bei elastischer Antwort erftllt. Sind die relevan-
ten Lasten gleichmiBig verteilt, konnen sie durch die Superposition der langwelligen
Grundmoden gut angenihert werden. Die hoheren kurzwelligen Moden liefern nur gerin-
ge generalisierte Lasten. Solange das Antwortverhalten elastisch ist, werden dann auch die
inneren generalisierten Krifte der hdheren Moden klein.

Die Reduktion der modalen Basis ist daher z.B. bei der Einwirkung impulshaltiger, konzentrierter
Lasten ungeeignet.

Tritt nun lokal eine Plastizierung im Rahmentragwerk auf, so sind zusitzlich kurzwelligere hohere
Moden zu superponieren, um die lokalen Verformungen rein geometrisch beschreiben zu kon-
nen. Die generalisierten inneren Krifte der hoheren Moden sind nicht mehr vernachlissigbar.
Durch die nichtlineare Antwort entstehen Spriinge im Krimmungsverlauf bzw. in der zeitlichen
Ableitung des Krimmungsverlaufs. Diese Spriinge miissen durch die Superposition der zweiten
Ableitungen der Eigenformen abgebildet werden. Dieser Umstand betont zusitzlich noch die
Anteile der héheren Moden, wie an dem Beispiel eines Kragarms mit 10 Knoten und 18 Frei-
heitsgraden (ohne Lingsverschiebungen) veranschaulicht werden soll (Abb. 3.1).

Tritt eine Plastizierung am 3. Element des Balkens (Knoten 3-4) aufgrund einer willktrlich ge-
wihlten dynamischen Last auf, so kann die Gesamtantwort des Systems in zwei Anteile zerlegt
werden:

1. in die Antwort auf die dullere Last und

2. die Antwort auf nichtlineare innere Lasten, die bei Plastizierung entstehen. Die zusitz-
lichen inneren Lasten werden im Beispiel als bekannt vorausgesetzt.

Der Vektor der nichtlinearen inneren Lasten setzt sich aus zwei Vektoren einer Spaltenmatrix
zusammen. Die beiden Vektoren sind in Abb. 3.1 am Kragarm als Kraftgruppe eingetragen. Die
Lastvektoren entsprechen einer aufgeprigten Einheitskrimmung mit linearem Verlauf.

00
1 -1

g (ma)Er = 0 KO-k, (1) (3.1

P / -1 1k, @O)-x,Y,,,,0) |
0
0 0 |
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Abb. 3.1:

1 2

Y

C|

Kragarm, Elementlinge /; = 1 [m], Biegestcifigkeit £7 =1 [Nm]?, verteilte Masse m = 0,001 [kg], plasti-
sches Grenzmoment My = Elx, = 1 [Nm], Lastverteilung der inneren hysteretischen Riickstellkrifte am
plastizierten Element 3.

T

Multipliziert man diese Lastvektoren mit den Eigenformen, um generalisierte Lasten zu erhalten,
so erkennt man, dass auch hohere Eigenformen nicht zu vernachlissigende Anteile liefern.

Abb. 3.2:

.
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Niherung der Biegelinie und des Kriimmungsverlaufs erzeugt durch eine aufgezwungene Krimmung
(Y}3 = 1) an Element 3 durch modale Superposition.

Abb. 3.2 zeigt die Anniherung der statischen Biegelinie und des Kriimmungsverlaufes durch eine
Linearkombination aus Eigenvektoren. Wihrend die Biegelinie bereits mit 2 — 3 Moden schon
niherungsweise abgebildet werden kann, ist die Annaherung des Kriimmungsverlaufes auch mit
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10 Moden noch unbrauchbar. Erst ab einer Uberlagerung von 15 bis 17 Moden wird eine gute
Niherung erzielt.

Wird in dem Beispiel eine gleichmaBig verteilte harmonisch anregende externe Last F,(f) bei
/= 2 Hz angenommen, so wird man zur modalen Superposition der linear-elastischen partikula-
ren Antwort nur Moden bis ca. f = 4 Hz heranziehen. Im Beispiel betrifft das die ersten beiden
Moden. Die Beitrige der Moden 3 — 18 werden vernachlissigt.

Es soll nun wieder angenommen werden, dass Element 3 plastiziert und dass die angenommene
externe Last ein  bezogenes hysteretisches  Ruckstellmoment von Y, (f= 2 Hz)
= Y,.,(f= 2 Hz) = 1 hervorruft. Die Beitrige zur Antwort der Krimmung an Knoten 3 auf den
Anteil der Anregung durch die inneren hysteretischen Krifte konnen aus den Beitragen der ein-
zelnen Moden superponiert werden. Die Spektren der Krimmung zerlegt in die entkoppelten
Ein-Freiheitsgrad-Systeme sind in Abb. 3.3 dargestellt.

K [1/m]

10 T T T
Moden 1 2 3 . 18

1
x? =0,103 [1/m]

0.1

x19 =1,00 [1/m]

Abbildung 3.3:  Berechnung der Krimmung &3 an Knoten 3 durch modale Uberlagerung.

Die Gesamtamplitude bei /= 2 Hz betrigt in diesem Beispiel | x (/=2 Hz)| = 0,89 [1/m] . Der
Anteil aus den ersten beiden Moden fillt mit lediglich | x"?( f= 2 Hz)| = 0,012 [1/m] relativ
gering aus. Die Vernachlassigung der Beitrage der héheren Moden (3...18) wiirde zu einem erheb-
lichen Fehler im Ergebnis der Krimmung fihren, von deren GréBe aber wiederum die
Bestimmung der nichtlinearen Antwort unmittelbar abhangt.

Fazit ist, dass eine modale Transformation bei Berechnungen von Balken mit lokalen Plastizie-
rungen zunichst nicht sinnvoll erscheint.

e Fine vollstindige Entkoppelung der Gleichungen gleichzeitig fiir den elastischen und
plastischen Zustand ist nicht méglich. In einer reduzierten Basis mit wenigen modalen
Koordinaten ist dieser Nachteil bezogen auf den numerischen Aufwand jedoch nicht gra-
vierend.
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e FHine Reduzierung der Basis ist nicht méglich, da die erforderliche Abbildung des lokalen
Krimmungsverlaufs mit wenigen Moden nicht ausreicht.

e Die inneren hysteretischen Krifte erzeugen Anteile im héheren Frequenzbereich. Die
Gesamtantwort ist daher nicht mehr nur auf den Frequenzbereich der externen Anregung
beschrinkt, sondern ist durch Rauschen gekennzeichnet. Der Rauschanteil ist von der
Form der Hysterese abhingig. Ein abrupter Ubergang von elastischem zu plastischem
Zustand (z.B. Suzuki-Minai) erzeugt spektral héhere Rauschanteile im gesamten Fre-
quenzbereich, wihrend eine kontinuierliche Hysterese (Bouc-Wen) ein geringeres
Rauschen erzeugt, das zum hoheren Frequenzbereich hin abnimmt. Dieser Effekt ist ge-
geniber der Antwort auf die duleren dynamischen Lasten meist von untergeordneter
Bedeutung.

3.2 Erweiterung der reduzierten Basis durch plastische
Formfunktionen

3.2.1 Niherungsverfahren mit Ansatzfunktionen

Die bisherige Diskussion hat gezeigt, dass eine modale Reduktion bei lokalen Plastizierungen
hauptsichlich dadurch verhindert wird, dass die unteren Grundmoden die Unstetigkeiten in der
Krimmung nicht adidquat abbilden. Ziel ist es nun, die reduzierte modale Basis beizubehalten
und eine oder mehrere zusitzliche Formfunktionen zu entwickeln. Durch diese sollen die loka-
len Effekte beschrieben werden kénnen. Deren generalisierte Antworten sollen die Beitrige der
héheren Moden ersetzen kénnen. Diese Formfunktionen sollen anstatt der hoheren Moden der
reduzierten modalen Basis hinzugefiigt werden, um die Anzahl der erforderlichen modalen Ko-
ordinaten zu verringern. Mit der ,erweiterten” reduzierten Basis soll nach dem Galerkin-
Verfahren die elasto-plastische Antwort berechnet werden.

In differentieller Formulierung wird ein stationdres Problem als

Ligi=f (3.16)

dargestellt, wobei L ein linearer Differentialoperator, ¢ die unbekannte Zustandsgrofie und f die
anregende Funktion ist [11]. Die exakte Losungsfunktion wird durch eine Summe von gewichte-
ten Ansatzfunktionen angenihert:

9~q=2.q;. (3.17)

y, sind unabhingige Niherungsfunktionen, die durch zu bestimmende Multiplikatoren ¢, ge-
wichtet werden. Der Ansatz (3.17) von ¢ wird in Gl (3.16) eingesetzt. Zur Auflosung nach den

Unbekannten generalisierten Koordinaten ¢; sind zwei Verfahren gebriuchlich.
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Vetfahren nach Ritz

Zur Bestimmung der Multiplikatoren ¢, wird im Ritzschen Verfahren das Gesamtpotential

(Funktional) IT der Differentialgleichung aufgestellt, das mit den optimalen Werten von ¢; mini-

mal wird. Das Minimum erhalt man aus den partiellen Ableitungen des Funktionals

or
aq;

0. (3.18)

Aus dieser Bedingung entsteht ein Gleichungssystem, das nach den Unbekannten ¢, aufgelost

werden kann.
Verfahren des gewichteten Rests

Setzt man voraus, dass die generalisierten Koordinaten bekannt sind, entsteht je nach Qualitit
der Ansatzfunktionen ein mehr oder weniger grof3es Kraft-Residuum:

R =f—L{Zq:‘wi}- (3.19)

Um nun zu erfahren, in welchen Bereichen dieser Fehler besonders grof3 oder klein wird, kann R
wiederum mit geeigneten Testfunktionen gewichtet werden. Den Fehlerkennwert der jeweiligen
Testfunktion erhilt man aus dem Integral iiber den Losungsraum /7. Z.B. kénnen als Testfunk-
tionen wiederum die einzelnen Ansatzfunktionen verwendet werden, um die Qualitit der Wahl
der Ansatzfunktionen zu testen.

Im Galerkin-Verfahren fordert man nun, dass alle Fehlerkennwerte des mit den Ansatzfunktio-
nen gewichteten Residuums zu Null werden sollen. Daraus erhilt man wiederum ein

Gleichungssystem, aus dem die generalisierten Koordinaten ¢, als Lésungsvektor hervorgehen:

jl//j(f—L{qul//i}JdF:O i,j=1...n. (3.20)

Die Ansatzfunktionen y; sind so zu wihlen, dass sie die Randbedingungen erfiillen, da in
Gl (3.20) lediglich der Fehler im Differentialgleichungssystem minimiert wird. Beim Ritzschen
Verfahren hingegen wird durch die Minimierung des Gesamtpotentials IT automatisch auch der
Fehler in den natirlichen (Kraft-) Randbedingungen minimiert. Die Ansatzfunktionen mussen
soweit nur die wesentlichen Randbedingungen (Zwangsbedingungen in den Verschiebungen)
erfullen. In der FE-Methode, die auf das Ritzsche Verfahren zuriickgefiihrt werden kann, werden
daher die Kraftrandbedingungen nur im energetischen Mittel erfiillt, je nachdem wie die Ansatz-
funktionen gewihlt wurden.

Die Kollokationsmethode und das Verfahren der kleinsten Quadrate fallen ebenfalls in die Kate-
gorie der Verfahren des gewichteten Rests.
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3.2.2 Entwicklung der plastischen Formfunktionen

Die Frage stellt sich nun, wie die plastischen Formfunktionen fiir das Galerkin-Verfahren erzeugt
werden konnen. Es lassen sich drei generelle Anforderungen formulieren:

1. Forderung an die Randbedingungen: Da die Formfunktionen als Galerkin-Vektoren ver-
wendet werden, missen sie die wesentlichen und die natirlichen Randbedingungen
erfullen.

2. Kriimmungsverlauf der Formfunktionen: Die plastischen Formfunktionen sollen die lokalen
Krimmungen am plastizierten Element beschreiben konnen.

3. Orthogonalitit der zusdtzlichen Formfunktionen: Die hoheren Moden @,, die ersetzt wet-
den sollen, sind sowohl einzeln, als auch in linearer Kombination orthogonal zu den

unteren Moden der reduzierten modalen Basis @, 4. Formfunktionen, welche die Beitrige
der héheren Moden ersetzen sollen, miissen dementsprechend ebenfalls das Orthogonali-
tatskriterium erfillen.

Als Formfunktion, die auf ein Element beschrinkte hohe Krimmungen aufweist, kann eine
statische Verschiebungsfigur verwendet werden, die durch eine geeignet gewihlte Gleichge-
wichtsgruppe oder durch Zwangsbedingungen erzeugt wird. Grundsitzlich besteht die
Moglichkeit, z.B. eine Formfunktion mit konstantem Kriimmungsverlauf zu generieren. Eine
derartige Formfunktion erfillt jedoch nicht die natirlichen Randbedingungen, die von der Wahl
der Ansatzfunktionen der FE-Formulierung abhingt. Den gewihlten linearen Ansatz fur die
Krimmungen im Balkenelement miissen die Formfunktionen ebenfalls abbilden kénnen.

Um diesen linearen Verlauf nachbilden zu kénnen, sind zwei Freiheitsgrade und dementspre-
chend zwei Formfunktionen pro plastiziertem Element erforderlich. Es bietet sich an, die
statischen Verschiebungsfiguren aus ¥ = K™' - K, zu erzeugen, da die Spaltenvektoren von Ky
eine Gleichgewichtsgruppe enthalten, die einen linearen Kriimmungsverlauf erzeugen.

Abbildung 3.4 zeigt die Substitution der héheren Moden 3...18 durch die jeweils zwei statischen
Biegelinien ¥ und ¥/'*" am Beispiel des Kragarms schematisch. Der Kragarm stellt ein statisch
bestimmtes System dar. Neben dem Element, dem eine Krimmung aufgeprigt wird, sind die
Reaktionskrifte in der plastischen Formfunktion Null. Handelt es sich um ein statisch unbe-
stimmtes System, werden auch innere Krifte neben dem jeweiligen Element im gesamten System
erzeugt, die bei ausreichendem FE-Diskretisierungsgrad im Verhiltnis jedoch klein werden.
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Mode 1, f=0.7 Hz

Mode 1, f=0.7 Hz

3 4

S
£
(1]
.
elastisch

c 7 8
9 7
(I) ‘l’_' Mode 2, f=4.3 Hz
red 2 Mode 2, f= 4.3 Hz
?, —
% Plastische Formfunktionen
: = ﬁ [\
5 Mode 3, f= 12 Hz c
| @ 2
i 2 =
et ﬁ - g \
© 8
(I)h - >—?_ ‘I’ g- erzwungene Kriimmung
-] . -
= = N 7]
E [ : sy \ﬂ
L ] : S
- Mode 18 I
_ J Plastiziertes Element Plastiziertes Element

Abb. 3.4 : Ersetzen der hoheren Moden @, durch statische Verschiebungslinien .

Die statischen Verschiebungsfiguren ¥ = [l//ii) l//i”l) v Ei) !//5”1)] sind zwar in der Regel
linear unabhingig von den unteren Moden @,4, jedoch zunichst nicht notwendigerweise ortho-
gonal. Um die Orthogonalitit herzustellen, wird das Gram-Schmidt-Verfahren verwendet [37].
Der statische Verschiebungsvektor i wird als Linearkombination aller Eigenvektoren dargestellt,

wobei die Summe in die Beitrige ®, B, aus den Moden der reduzierten Basis und in die Bei-

trige @, B\’ der héheren Moden, die ersetzt werden sollen, zerlegt wird.
W(i) = (Dredﬁiie)d + (I)hl};:) (321)

Da beide Anteile orthogonal zueinander sind, gentigt es, nur die Beitrdge der héheren Moden in
den plastischen Formfunktionen zu berticksichtigen. Die Beitrige der unteren Moden sind bei
einer Berechnung der elastischen oder elasto-plastischen, dynamischen Antwort auf eine beliebige
externe Last nach dem Galerkin-Verfahren bereits enthalten.

7O =@ p" =y —@, p (3.22)

red

Der verbleibende Anteil der plastischen Formfunktion ist nun orthogonal zur reduzierten moda-
len Basis.

Um den Anteil aus den Moden der reduzierten Basis abspalten zu kénnen, muss der Vektor der
Beteiligungsfaktoren B bekannt sein. Aus Gl. (3.22) geht hervor, dass es geniigt, den Teilvektor
BY) zu kennen. Wird Gleichung (3.21) nach B, aufgelést, so erhilt man:

red red

i -1 i i
B =@, '(p" - @) . (3.23)

Da @, keine quadratische Matrix ist, kann sie nicht unmittelbar invertiert werden. Aufgrund der
Orthogonalititseigenschaften ist ®, ;" gleichwertig mit @, ," M, wenn @, beziiglich der Mas-
senmatrix normiert ist (Gl 3.3). Damit kann aufgelost werden:
o _ T
Bred =

red

My -®] M@, B (3.24)

red

Aufgrund der Orthogonalititseigenschaften verschwindet der Subtrahend in Gl (3.24). Die
Berechnung der hoheren Moden wird damit nicht erforderlich.
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SchlieBilich ergibt sich die orthogonalisierte plastische Formfunktion zu:

g =y" -0 @

red = red

My, (3.25)

Werden weitere plastische Formfunktionen der modalen Basis hinzugefiigt, so kann nach dem-
selben Schema verfahren werden, wobei @, dann bereits die bisher erzeugten plastischen

Formfunktionen enthalt. Somit wird sichergestellt, dass die orthogonalisierten plastischen Form-
funktionen auch untereinander orthogonal beziiglich der Massenmatrix sind. Damit Gl. (3.25)
verwendet werden kann, mussen die bisherigen plastischen Formfunktionen vorher noch nach
Gl (3.3) normiert werden.

N

$I \ \7\

Plastiziertes Element Plastiziertes Element

Abb. 3.5: plastische Formfunktionen yan Knoten 3 und 4 und orthogonale plastische Formfunktionen V.

Abb. 3.5 zeigt die plastischen Formfunktionen wiederum am Beispiel des Kragarms. Zuerst
wurde die Formfunktion links orthogonalisiert, danach die Formfunktion rechts. Die Gestalt der
Formfunktionen ist also abhingig von der Reihenfolge der Orthogonalisierung. Die Orthogonali-
sierung dient auflerdem dazu, um sicherzustellen, dass alle Basisvektoren linear unabhingig sind.

Durch Erweiterung der modalen Basis mit den Formfunktionen entstehen zusitzliche ,ktnstli-
che® Resonanzen in den Antwortspektren. Durch die Orthogonalisierung wird erreicht, dass
diese Resonanzen hoher liegen, als die héchste Resonanz der linearen Moden der reduzierten
Basis. Damit wird der Fehler aus diesen kiinstlichen Resonanzen in Grenzen gehalten.

AuBlerdem koénnen zur Validierung die Beitrdge der orthogonalisierten, plastischen Formfunktio-
nen einer Berechnung in erweiterter reduzierter Basis der Summe der Beitrige der hoheren
Moden aus einer Berechnung in vollstindiger Basis unmittelbar gegentibergestellt werden.

Plastizierung mehrerer Elemente

Fir jedes plastizierte Element werden sukzessive plastische Formfunktionen hinzugefiigt. Der
Vektor g* erweitert sich um jeweils zwei generalisierte Koordinaten pro Biegeachse (ebene Bie-
gung: 2, schiefe Biegung: 4). Es werden neue generalisierte Systemmatrizen erzeugt. Die bei
groB3en Systemen numerisch aufwindige Losung des Eigenwertproblems muss nicht wiederholt
werden.

Dem Gleichungssystem werden weitere nichtlineare Zusatzgleichungen hinzugefiigt. Insgesamt
bleibt jedoch die Form von GI. (3.12) prinzipiell erhalten, was eine Behandlung durch etablierte
Algorithmen erleichtert.
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Das Gleichungssystem in der reduzierten modalen Basis wird zu:
I 0 |w cC 0 0 0 W’
|+ + , ~ 1o |T
0 0 YH 0 0 HY(KaYH)TK(I)Bred -1 YH
N K" 0 (-a -K; CDBredK AW _|F
0 0 0 0 Yy 0

Die Anderungen im Vergleich zu Gl. (3.12) in reduzierter modaler Basis mit insgesamt 7, plasti-
schen Formfunktionen sind:

(3.26)

e die modale Basis wird reduziert auf (f)red:[gﬁ(') O L R AN 77 S 1/7("”)]

bl

e die generalisierte Steifigkeitsmatrix K und die generalisierte Dimpfungsmatrix C” sind
nicht mehr diagonal.

Abb. 3.6 zeigt schematisch die Reduktion des Gleichungssystems in modaler Basis am Beispiel
des Kragarms mit 18 Freiheitsgraden mit einem plastizierten Element. Das System kann auf
weniger als ein Viertel der Ausgangsgréle reduziert werden.

I W c W A (1-a)K; *1-a)K
I T T
+
mm
1T 1T 1T
HYTKQBB YH
R

Abb. 3.6 : Schematische Darstellung der Reduktion des Gleichungssystems (3.12) (ohne Lasten) am Beispiel
Kragarm mit 18 generalisierten Freiheitsgraden auf das Gleichungssystem (3.26) mit 4 generalisierten
Freiheitsgraden, 2 elastische Moden + 2 plastische Formfunktionen (jeweils zuziglich der Freiheitsgrade
der Hilfsvariablen).

Einsatz der plastischen Formfunktionen am Beispiel Kragarm

Inwieweit die Losungen in vollstindiger und erweiterter reduzierter Basis (Abb. 3.6) tberein-
stimmen, soll anhand des Beispiels des Kragarms (Abb. 3.1) untersucht werden. Aufgebracht
wird eine gleichmiBig verteilte und voll korrelierte stochastische Last. Die Antwort wird im
Zeitbereich aus einer deterministischen Zeitintegration mit einer Realisation der stochastischen
Last ermittelt. Verwendet wird das Hysterese-Modell nach Bouc-Wen mit den Parametern .4 = 1,
y= v =05 und N = 1. Als stochastische Last wird simuliertes weilles Rauschen mit
S =10’ N3, ;.= 10" verwendet, das bei einer oberen Eckfrequenz von f= 8 Hz (Tiefpass)
gefenstert ist. Die linear-elastische Antwort kann damit durch die ersten beiden Moden aus-
reichend genau abgebildet werden.
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Frequenzauflosung: Af=1/64 Hz
Dimpfungsgrad: $=0,02
Plastisches Grenzmoment: ~ M, = 1 [Nm](x, = 1 [1/m]), bez. auf M,

Die Abbildungen 3.7a-3.7g zeigen die Zeitverliufe der Systemantwort auf eine Realisierung der
stochastischen Anregung. Die zugehorigen Leistungsdichtespektren (PSD), gemittelt aus der
Antwort von 1000 Realisationen, sind in den Abbildungen 3.8a - 3.8¢c enthalten. Als Referenz
dient jeweils die Losung nach Gl (2.65) bzw. (3.12) in vollstindiger modaler Basis.

Abb. 3.7a: Vergleich der linear-elastischen Antwort mit der am Gesamtsystem berechneten nicht-
linearen Antwort (Referenz):

In Folge der Ausbildung der Hysterese in der nichtlinearen Berechnung nimmt die Amplitude

sowohl in der Auslenkung » an Knoten 4 als auch in der Krimmung & an Knoten 3 ab. Die
zugehorigen Leistungsdichtespektren (PSD) der Krimmung sind in Abb. 3.8a wiedergegeben:
Die Resonanzspitzen werden durch die Hysterese bedimpft. Gleichzeitig entsteht ein hoherer
,»Rauschanteil“, der dadurch hervorgerufen wird, dass durch den elasto-plastischen Ubergang
eine rein harmonische Antwort behindert wird. Es ist anzumerken, dass fir den Vergleich das
Spektrum der linear-elastischen Antwort mit konstantem Anregespektrum bis 100 Hz berechnet
wurde. Daher sind im linearen Spektrum auch Anteile oberhalb von f= 8 Hz enthalten. Fir die
Darstellung der linearen Antwort im Zeitbereich (Abb. 3.7a) sind nur spektrale Anteile bis
f= 8 Hz bertcksichtigt. Durch die Nichtlinearitit entstehen oberhalb der Grenzfrequenz der
Anregung bei /= 8 Hz ebenfalls Anteile der Antwort im Frequenzbereich.

Abb. 3.7b: Vergleich der nichtlinearen Antwort berechnet am volistindigen Gleichungsssystem (Refe-
renz) mit der Berechnung im reduzierten System mit zwei elastischen Moden ohne zusdtzliche
Formfunktionen:

Durch den Unterschied in den Kurven wird bestatigt, dass die Reduktion auf eine Basis, die auf
die ersten beiden elastischen Moden beschrinkt ist, fiir die nichtlineare Berechnung nicht aus-
reicht. Die durch die Plastizierung auftretende lokal erhéhte Krimmung kann durch die beiden
Moden nicht abgebildet werden.

Abb. 3.7c - Abb. 3.7f: Vergleich der elasto-plastischen Antwort berechnet am Gesamtsystem (Refe-
renz) mit der Berechnung im reduzierten System mit zwei elastischen Moden erweitert um zwei
plastische Formfunktionen:

Erst durch Hinzuftigen der plastischen Formfunktionen kann die Referenzlosung wieder angeni-
hert werden. Im Zeitbereich ergibt sich sowohl fiir die Auslenkungen » an Knoten 4 (Abb. 3.7¢
links) als auch fir die Krimmung (Abb. 3.7¢ rechts) und das bezogene hysteretische Riickstell-
moment an Knoten 3 (Abb.3.7d) eine nahezu exakte Ubereinstimmung. Das bezogene
hysteretische Riickstellmoment ist nach oben und unten durch die Plastizititsgrenze &, =1
beschrinkt.

In Abb. 3.7¢ werden die superponierten Beitrdge der hoheren Moden 3 — 18 der Referenzldsung
den Beitrigen der plastischen Formfunktionen Kg(7) = TK‘T’W},(t) gegeniibergestellt. Dieser

Vergleich ist méglich, da die plastischen Formfunktionen ebenfalls orthogonal zu den beiden
elastischen Grundmoden sind. Die wiederum nahezu exakte Ubereinstimmung der beiden Kur-
ven ist der numerische Beweis daftir, dass die hoheren Moden durch die plastischen
Formfunktionen ersetzt werden kénnen.
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Aus diesen Kurven kann der Zustand des Systems abgelesen werden. Bei Ausbildung eines Pla-
teaus ist die Antwort rein elastisch, Zu- und Abnahme der Beitriage deuten auf nichtelastische
Zunahme der Krimmung und damit auf die Plastizierung des Systems hin. Die plastischen
Formfunktionen werden also tatsichlich vom System nur ,,gebraucht®, wenn das Element plasti-
ziert.

Spektral ergibt sich ebenfalls eine Deckung der Leistungsdichten in den Abb. 3.8b — Abb. 3.8¢
bis /= 8 Hz. Oberhalb dieser Frequenz wird das Unvermdégen der plastischen Formfunktionen
deutlich, die Antwort der héheren Moden abzubilden. Daraus resultieren auch die geringfiigigen
Abweichungen im Zeitverlauf der Kriimmungsgeschwindigkeit in Abb. 3.7f. Diesem Defizit kann
jedoch leicht durch die Beriicksichtung von wenigen hoheren elastischen Moden Rechnung
getragen werden. Wenn zum Beispiel noch die dritte Mode in die reduzierte Basis aufgenommen
wird, stimmt auch die Krummungsgeschwindigkeit ebenfalls fast exakt mit der Referenzlésung
tberein. Da aus den plastischen Formfunktionen generalisierte Massen- und Steifigkeitsterme
entstehen, werden auch kunstliche Resonanzspitzen im Spektrum oberhalb von /= 8 Hz erzeugt,
die im Spektrum der Antwort in reduzierter Basis erkennbar werden.
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Abb. 3.7a: Zeitverlauf der Auslenkung »(t) an Knoten 4 (links) und der Krimmung x{t) an Knoten 3 (rechits)
linear-elastische — nichtlineare Antwort.
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Abb. 3.7b: Zeitverlauf der Auslenkung »(t) an Knoten 4 (links) und der Krimmung &{(t) an Knoten 3 (rechts)
Berechnung mit 2 elast. Moden, ohne plast. FF — Referenz (nichtlinear).
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x [1/m]

w [m]

Abb. 3.7c:  Zeitverlauf der Auslenkung »(t) an Knoten 4 (links) und der Krimmung x{(t) an Knoten 3 (rechts)
Berechnung mit 2 elast. Moden, + 2 plast. Formfunktionen — Referenz (nichtlinear).

« [1/m]

Abb. 3.7d: Zeitverlauf des bez. hyst. Ruckstellmoment Y;;  Abb. 3.7e: Zeitverlauf der Krimmung x an Knoten 3
Berechnung mit 2 elast. Moden + 2 plast. FF - Berechnung mit 2 elast. Moden + 2 plast. FF, Beitrag
Referenz (nichtlineare Antwort an Knoten 3). der 2 plast. FF — Referenz, Beitrag der Moden 3 — 18.

T T
— x, Moden 3-18 ||
| [ i
— &, Moden 1-18

- N W

«/t [1/ms]

K[1|/m], Y, [1

'
N

Abb. 3.7 Zeitverl. der Krimmungsgeschwindigk. deds  Abb. 3.7g:  Zeitvetliufe an Knoten 3, elasto-plastische
Berechnung mit 2 elast. Moden + 2 plast. FF - Referenzantwort mit allen Moden (1-18)

Referenz (nichtlineare Antwort an Knoten 3). Krimmung x; Beitrag aller Moden — Moden 3 — 18
bez. hyst. Riickstellmoment Y, .
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f [HZz]

f [Hz1

PSD der Kriimmung x an Knoten 3: linear-elastische — nichtlineare Antwort (Referenz) in doppelt-

logarithmischem Maf3stab (links) und in linearem Maf3stab (rechts).

Abb. 3.8a:
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Abb. 3.8b: PSD der Krimmung x an Knoten 3: nichtlineare Berechnung mit 2 elast. Moden + 2 plast. Formfunktio-

nen — Referenzantwort in doppelt-logarithmischem Mal3stab (links) und in linearem MaBstab (rechts).
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10
10°
10* - -

=

sl ("Wasd

f [Hz]

PSD des bez. hyst. Ruckstellmoments Y;; an Knoten 3: nichtlineare Berechnung mit 2 elast. Moden+ 2

plast. Formfunktionen - Referenzantwort.

Abb. 3.8c:



Kapitel 3 Reduktion des Gleichungssystems 43

In den Zeitverldufen und Spektren ist nur die Antwort an einzelnen Knoten wiedergegeben. Um
die rdumliche Ubereinstimmung zu iiberpriifen, kénnen Verschiebungsfiguren und Kriimmungs-
verldufe in einer Animation dargestellt werden. Exemplarisch ist in Abb. 3.9 und Abb. 3.10 der
Zustand des Systems zum Zeitpunkt # = 63,8 [s] als Momentaufnahme herausgegriffen. Die
vollstindig superponierte Losung (nach Gl (2.65) bzw. (3.12) mit allen Moden) wird mit der
Losung in reduzierter Basis Gl (3.260) verglichen. Im linken Bild wird die Gesamtverschiebung

aus den Beitrdgen der 2 elastischen Moden @, 4 zuziiglich den Beitrigen aus den plastischen
Formfunktionen ¥ bzw. den hoheren Moden @, zusammengesetzt (iberhoht dargestellt). Das
rechte Bild zeigt dieselben Beitrige fir den Krimmungsverlauf. Die Momente in Abb. 3.10

tiberlagern sich gemiB Gl. (2.35). Die Ubereinstimmung kann vor allem im Kriimmungsverlauf
als sehr gut bezeichnet werden.

Verfolgt man die zeitliche Entwicklung der Summe der Beitrige der hoéheren Moden
W, (t)= (DhW:(t) bzw. deren Beitrag zum Krimmungsverlauf K, (t): T.®, w, (t) so fillt auf,

dass die Beitrige untereinander nahezu in einem festen Verhiltnis stehen. Dies bedeutet, dass die
héheren Moden in einer Formfunktion ,eingefroren® werden koénnen. Diese eingefrorenen

Formfunktionen entsprechen augenscheinlich den orthogonalisierten statischen Biegelinien ¥

"p W@ O
+ +
KA -
wa W(‘T’)z w((I)h) K(T ~ K((Dh)
/_—\ ﬁ
Wa = Ka Kot
Knoten Knoten

Abb. 3.9 : Vergleich der Ergebnisse in vollstindiger (¢) und reduzierter modaler () Basis zum Zeitpunkt #= 63,8 s,
Superposition der Biegelinie (B /inks) und des Krimmungsverlaufes (Bid rechts) aus den Beitrdgen der
elastischen Moden der reduzierten Basis und den Beitrigen der héheren Moden bzw. der orthogonali-
sierten plastischen Formfunktionen.
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My ML =Elaxy,

+

My
My =El ky(1-0) Yy

Knoten

Abb.3.10:  Vergleich der Ergebnisse in vollstindiger (¢) und reduzierter modaler (o) Basis zum Zeitpunkt

=038 [s], Bildung des Gesamtmomentes aus elastischem und hysteretischem Riickstellmoment
M=M,+ My).

Die plastischen Formfunktionen wurden bisher aufgrund der Eigenschaften, die sie erfiillen
sollen, generiert. Es entsteht die Frage, inwieweit durch die Wahl der Formfunktionen der ge-
wichtete Rest im Galerkin-Verfahren minimiert wird. Bekannt ist, dass dieser Rest in einer
vollstindigen Basis zu Null wird. Wenn der Nachweis gelingt, dass durch die plastischen Form-
funktionen die Beitrige der hoheren Moden exakt wiedergegeben werden kénnen, wird
gleichzeitig nachgewiesen, dass die plastischen Formfunktionen ebenfalls eine optimale Wahl
darstellen.

3.3 Verwendung statischer Verschiebungsfiguren in dyna-
mischen Berechnungen

Aus der Literatur sind mehrere Verfahren bekannt, bei denen statische Verschiebungsfiguren
neben elastischen Eigenformen zur Superposition der Gesamtlosung verwendet werden. In allen
Methoden wird angenommen, dass sich eine einwirkende dynamische Last F(z) durch ein Produkt

von 7/ Ortsvektoren Féi) , welche die rdumliche Verteilung der Last beschreiben, multipliziert mit
einer skalaren Zeitfunktion f(#) darstellen ldsst:

FO(t)=F" f.(1). (3.27)

Die modale Basis sei so gewihlt, dass der Frequenzabstand der Eigenfrequenz der untersten
vernachlissigten Mode ausreichend grof3 zur hochsten Anregefrequenz ist. Weiterhin sei ange-
nommen, dass die Lasten nicht gleichmalig verteilt sind, und daher die generalisierten Krifte aus
den hoéheren Moden, die nach dem Kriterium des Frequenzabstandes vernachlissigt werden
koénnten, noch maligebend sind.
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Fir diesen Fall kann festgestellt werden, dass die Beitrdge der héheren Moden steifigkeitsbe-
stimmt sind, also dass die Massen- und Diampferkrifte aus diesen Beitrigen klein werden. Wie
aus dem Beispiel in Abb. 3.3 hervorgeht, sind in der Frequenz der Anregung bei f= 2 Hz nur die
steifigkeitsbestimmten Beitrige der h6heren Moden zur Krimmung relevant.

Methode der modalen Erweiterung (,,Modal Augmentation Method* [78]):

Die hoheren Moden werden durch statische Verschiebungsfiguren im Sinne des Galerkin-
Verfahrens in der modalen Basis ersetzt, in der Annahme,

1. dass die Phasen der Beitrige der hoheren Moden in Bezug auf die Anregung Null sind,
2. dass die Beitrage der hoheren Moden relativ zu einander konstant bleiben.

Die statischen Verschiebungsfiguren werden als statische Losung definiert mit:
vy =K'F". (3.28)

Zur Bestimmung der Anteile der héheren Moden im Frequenzbereich wird die frequenzabhingi-
ge lineare Ubertragungsfunktion H(€2) aus » Moden iiberlagert:

H[,_/(9)=i( i j (3.29)

w,” — 92 +2iw, Q28
Der quasi-statische Anteil der dynamischen Antwort
v L0 =K"F10 (3:30)

entspricht dann der modalen Superposition fiir £2— 0 mit:

< @ ¢kmF0k1 @ ¢kmF0k1 - - @ ¢krnE]kl
ZZ( }ZZ( }Jr > £—a)2 ] (3.31)
k

k=1 m=1 k=1 m=1 =l m=n,,; +1 m

Die Anteile werden den unteren (1 ... 7,,) und den hoheren Moden (7,,+1 ... #) zugeordnet. Unter
der getroffenen Voraussetzung, dass die Beitrige aus den hoheren Moden nur quasi-statische
innere Krifte hervorrufen, konnen die hoheren Moden durch

~ o2 | DD, F & D F
I M LY B

k=1 m=n,,+1 m m

in der modalen Basis ersetzt werden. Dieser Anteil der statischen Formfunktionen ist orthogonal
zu den Moden der reduzierten Basis, da er sich aus der Uberlagerung der héheren Moden ergibt.

Betrachtet man den Vektor der inneren Riickstellkrifte als dullere Last, so ist die Methode der
modalen Erweiterung direkt tbertragbar. Dazu wird die nichtlineare Bewegungsgleichung (2.65)

umgestellt (ohne nichtlineare Zusatzgleichungen mit w = [W A WB]T ):
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) . ~ 0
MW (7) + Cw(z) + Kw(t) = F(t) — (1 - a){Kij O-K.Y, (t)} . (3.33)
Verwendet man die Gln. (2.7), (2.12) und (2.47), so kann umgeformt werden zu:
—(1-2)K W) - K Yy ()] = (11— @)K, ((t) — 1, Yy, (1)) (3.34)

Dieser Ausdruck der inneren Lasten hat wiederum die Form von Gl. (3.27). In Analogie zu den
Gln. (3.27) und (3.28) erhilt man die Matrix der plastischen Formfunktionen ¥ aus

Lk
Y -K ~ , (3.35)

wenn Ky als Matrix mit 7 Spaltenvektoren aufgefasst wird, in denen eine rdumliche Lastverteilung
beschrieben ist. Die 7 Differenzen aus Krimmungen und bezogenen hysteretischen Riickstell-

momenten k() —x,Y,(¢) stellen die skalaren Zeitfunktionen der inneren Riickstellkrifte dar.

Die hoheren Moden werden in der modalen Basis durch die plastischen Formfunktionen ersetzt:

k=1 m=1 '

v =Y, ZZ( (- a)gb“" in & ] (3.36)
w
Werden die hiermit hergeleiteten plastischen Formfunktionen wiederum beztglich der Massen-
matrix normiert, sind sie mit den im vorhergehenden Abschnitt gewihlten plastischen
Formfunktionen identisch, die aufgrund der erforderlichen Eigenschaften generiert wurden. Sie
stellen unter den getroffenen Annahmen der Methode der modalen Erweiterung die optimale Wahl
als Ansatzfunktionen im Sinne des Galerkinverfahrens dar.

Methode der statischen Korrektur und Methode der modalen Beschleunigungen (,,Static
Correction Procedure®, ,,Mode Acceleration Method* [37]):

Wird wieder angenommen, dass der Beitrag der hoheren Moden zur dynamischen Antwort
steifigkeitsbestimmt ist, kann die lineare Gesamtlésung w(?) in einen dynamischen wy,(#) und
einen statischen Anteil w, (?) unter Verwendung der Gln. (3.29) und (3.31)zerlegt werden:

stat

: D, FOkz
0= 00, 0= 50, 204 S ZZLw—f(t)) 657

m=n,,,+1 k=1 i=1

Der statische Anteil wird mit Gl (3.28) dann zu

W () = Z( 35 P Pnl ] (1) = Z( 7). (3.38)

m=1 k=1 w,,

wobei der Vektor ¥ wiederum mit Gl. (3.32) definiert wird. Damit ist es moglich, den dynami-
schen und den statischen Anteil des Gesamtverschiebungsvektors entkoppelt voneinander zu
berechnen.



Kapitel 3 Reduktion des Gleichungssystems 47

Die Methode der statischen Korrektur findet nun wieder Anwendung zur Lésung der nichtlinearen
Bewegungsgleichung (3.12). Das nichtlineare Gleichungssystem wird in reduzierter modaler Basis
mit den tblichen Losungsalgorithmen dynamisch gelost. Zur Kompensation des Abschneidefeh-
lers der modalen Reduktion wird der Lésungsvektor wy,(7) um w,, (2) korrigiert:

stat

Wj (t) = Wdynj (t) + Wstatj (t) = Z ¢_/,mW;ynm (t) + Z Tj,i (Ki (t) - KY YHi (t)) (339)
m=1 i=1
Der dynamische Anteil bestimmt sich aus der reduzierten Bewegungsgleichung:

Wi () + €W () AW (1) = By — (1= )0 [K (@ W (6) + Wy (6)— Ky Yy (8)] - (3.40)

Unter Verwendung der Gln. (2.7), (3.34), (3.306) ist zusitzlich zu den nichtlinearen Zusatzglei-
chungen zu l6sen:

Wi () = (1= )BT, (@, w5, (1) + Wi ()~ ey Y ()] (3.41)

Im Gegensatz zum linearen Fall Gl. (3.37) konnen der statische Anteil und der dynamische Anteil
nicht mehr entkoppelt voneinander berechnet werden.

Bezogen auf das Beispiel in Abb. 3.3 setzt sich die dynamische Antwort x ( /= 2 Hz) aus

e den Anteilen der dynamischen Berechnung unter Bertcksichtigung der ersten beiden
Moden «,,(2 Hz)"?und

® den statischen Anteilen &, (2 Hz)%" = k, (0 Hz)®'® zusammen.

Der statische Anteil (0 Hz)*'¥ ergibt sich wiederum aus der Differenz

Sta

e der gesamten statischen Verformung x,, (0 Hz)<1"'18)
e und dem Anteil der ersten beiden Grundmoden x,,,(0 Hz)"?:
K2 H7) = 0.89 = £,(2 ) 40,0 HA) - 6,0 Fi) 2=
= (0,012 + 1,00 - 0,088) [1/m] = 0,90 [1/m].

Die Formulierung in Gl. (3.37) wird als Methode der statischen Korrektur bezeichnet. Sie ist, wie in
[37] gezeigt wird, mechanisch gleichbedeutend mit der Methode der modalen Beschleunigungen.
Der Unterschied liegt darin, dass sich der statische Anteil w,, (#) an der Gesamtantwort bei der
Methode der modalen Beschleunigungen nicht nur tuber die Beitrige der héheren Moden, sondern
Uber die Beitrige aller Moden, auch der unteren Moden, erstreckt. Im Gegenzug beschrinkt sich
der dynamische Anteil w,,(#) nur auf die Beitrige der generalisierten Dampferkrifte und der
Massenkrifte ohne die statischen Anteile.

Die entkoppelte lineare Bewegungsgleichung (3.10) wird in der Methode der modalen Beschleuni-
gungen nach w; (t)aufgelést:
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w*(z‘)= fl*(f) _ W,*(f) _ Zé/zvvz*(t) (3.42)

i i i

Werden Beitrige der hoheren Moden an den Trigheitskriften und den Diampferkriften vernach-
lissigt, ergibt die Ricktransformation:

w,(6)="¥,,.f,(1) —%qu,m(w:’ ft)+ 267 (t)j. (3.43)

m=1 C()m a)m
Diskussion der Methode der szatischen Korrektur gegeniiber der Methode der modalen
Erweiterung

Grundsitzlich handelt es sich bei der Methode der modalen Erweiterung um ein Galerkin-
Verfahren. In den prinzipiellen Losungsablauf wird nicht eingegriffen. Die generalisierten Frei-
heitsgrade der plastischen Formfunktionen ergeben sich automatisch aus dem Verfahren. Die
generalisierte Steifigkeitsmatrix und Dampfungsmatrix enthalten auch Eintrige auBlerhalb der

Diagonalen in den gemischten Termen (z.B.: k; = POK ).

In der Methode der statischen Korrektur bleibt die reduzierte modale Basis ®@,., unverindert. Es
werden keine neuen auf die plastischen Formfunktionen bezogenen modalen Koordinaten hin-
zugefiigt. Dies ist dann von groflem Vorteil, wenn die Lastmatrix F, viele Spalten enthalt bzw.
viele plastizierende Elemente zu bertcksichtigen sind. Die Gleichgewichtsgleichung andert sich
gegentiber Gl. (3.12) dahingehend, dass sich die generalisierten Gréf3en auf eine reduzierte moda-
le Basis aus #,, Higenvektoren beziehen, die generalisierte Dimpfungsmatrix C° und die
Steifigkeitsmatrix A bleiben diagonal.

Prinzipiell entstehen durch die tuberproportionale Zunahme der Krimmung bei Plastizierung
auch entsprechende Massen- und Dimpferkrifte, die durch die plastischen Formfunktionen
niherungsweise erfasst werden, wihrend diese Krifte bei der Methode der statischen Korrektur
vernachlissigt werden.

Setzt man in der Methode der modalen Erweiterung voraus, dass die generalisierten Massen- und
Dimpferkrifte der statischen Formfunktionen klein bleiben, so weichen die Ergebnisse der
beiden Verfahren nur geringfiigig voneinander ab. Bei geeigneter Normierung korrelieren die

modalen Beitriige der orthogonalisierten plastischen Formfunktionen Kg (¢) = TK‘i‘w:}, (¢) mit der

Differenz aus Krimmung und hysteretischem Riickstellmoment (Ki(t)—KYYHi(t))geméB

Gl (3.34). Insofern herrscht eine gewisse Redundanz in der Lésung mit der Methode der modalen
Erweiterung. Dies kann uberpriift werden, indem man von der Kurve der Gesamtkrimmung in
Abb. 3.7¢ (rechts) die hysteretischen Ruckstellmomente in Abb. 3.7d abzieht und die Differenz

mit dem Faktor (1-@) multipliziert. Es ergibt sich in der Tat eine gute Ubereinstimmung mit der
Kurve der Krimmungsbeitrige der plastischen Formfunktionen kg (#) in Abb. 3.7¢, wenn man

einen entsprechenden Skalierungsfaktor berticksichtigt.
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3.4 Erweiterungsmdoglichkeiten

Ein Problem in den Beispielrechnungen stellt die Ausdehnung der Plastizierung in einem Bauteil
dar, da lokal mehrere Freiheitsgrade hinzukommen. Dem kann sehr einfach durch die Konzen-
tration der Hysterese auf ein plastisches Gelenk mit entsprechender plastischer Formfunktion
begegnet werden (~Flielgelenktheorie). Sollte diese Vereinfachung zu ungewiinschten Unge-
nauigkeiten fithren oder sollte eine genauere Untersuchung an den plastizierten Stellen gewiinscht
sein, bietet sich eine andere Vorgehensweise an.

Um nicht fir jedes plastizierte Element innerhalb einer Komponente (z.B. einer Stiitze) plasti-
sche Formfunktionen vorsehen zu miissen, wird die gesamte Komponente freigeschnitten. Unter
Beibehaltung der originalen reduzierten modalen Basis werden an den Schnittstellen zusétzlich zu
den modalen KraftgréBen noch lokale Krifte eingeleitet, deren Deformationspotiential wiederum
Gber statische Formfunktionen beschrieben werden kénnen. Soll ein gesamtes Bauteil genauer
untersucht werden, das iiber Koppelmatrizen an die Gesamtkonstruktion angeschlossen ist, und
in dem mehrere Elemente plastizieren, ist folgende weitere Zerlegung der Steifigkeitsmatrix des
erweiterten Gleichungssystems (2.65) moglich:

WA
K.{KBB” KBB”} mit q=|  * | . (3.44)
Tk
BB21 BB22 Wsa
YH

Die Freiheitsgrade wy, sind die gemeinsamen Freiheitsgrade des Gesamtsystems und des Bauteils
an der Schnittstelle, wyg, die Freiheitsgrade, die im inneren des Bauteils liegen und dann nur noch
tber wy, und mit dem Gesamtsystem gekoppelt sind. Geht man wiederum von der Hypothese
aus, dass die hoheren vernachlissigten Moden nur einen statischen Beitrag liefern, lassen sich
nach den dargestellten Verfahren statische Formfunktionen ermitteln:

0
K
yo KB (3.45)
0
0

Damit kann die Berechnung zum Teil im modalen Raum mit Erweiterung oder mit statischer
Korrektur weitergefithrt werden. Innerhalb des Bauteils kann, ohne dass das restliche Glei-
chungssystem in reduzierter Basis gedndert werden muss, z.B. eine Netzverfeinerung
durchgefithrt werden (wie am Fasermodell). Denkbar ist auch, die Balkenelemente durch Volu-
menelemente zu ersetzen, an denen die FlieBfunktion im mehrachsigen Spannungszustand
untersucht werden kann.

Dieses Verfahren kann als Abwandlung zur Component Mode Synthesis betrachtet werden, wenn
man die abgetrennte Komponente wiederum modal entwickeln wiirde. Das Gesamtsystem wird
ebenfalls aus den Moden der Komponenten synthetisiert, allerdings nicht mehr aus einer Addi-
tion sondern aus einer Subtraktion. Der Vorteil ist der, dass immer mit der reduzierten Basis des
Gesamtsystems gerechnet werden kann, solange sich das System elastisch verhalt. Die Zusatz-
terme heben sich dann gerade auf. Erst bei Plastizierung fallen Anteile aus den Zusatztermen an.
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4 Stochastische Verfahren

4.1 Stochastische Mechanik

4.1.1.1 Probabilistische Modelle in der Mechanik

Die stochastische Mechanik als ein Teilgebiet der Mechanik untersucht mechanische Systeme
unter Verwendung probabilistischer Modelle. Sie bedient sich dabei der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie, der Statistik und der Theorie der stochastischen Prozesse. Eine wesentliche Aufgabe besteht
in der Berechnung von statistischen Kenngréfen der Systemantwort [150].

Im Bereich des Bauingenieurwesens werden im Wesentlichen streuende Belastungen behandelt,
da tblicherweise die Materialeigenschaften genauer bekannt sind. Gré3ere Unsicherheiten auf der
Materialseite treten in speziellen Fillen auf, zum Beispiel bei den Kennwerten des Untergrunds
[162]. Streuungen auf der Systemseite kénnen bei schmalbandiger dynamischer Anregung von
Bedeutung sein, wenn eine resonante Anregung zu hohen Uberschreitenswahrscheinlichkeiten
fuhren kann [62].

Neben der Ermittlung der Uberschreitenswahrscheinlichkeiten steht in vielen Fillen die Berech-
nung der Versagenswahrscheinlichkeit von Bauwerken im Vordergrund. Grundlegend wird dieses
Thema von z.B. von Schuéller, Rackwitz und Bachmann [100] und Schuéller behandelt [132]. Die
stochastische Mechanik beschiftigt sich nun mit der Modellbildung der Lasten in Form von
stochastischen Prozessen und mit deren Weiterverarbeitung in linearen und nichtlinearen
Gleichungssystemen zur Berechnung der Systemantwort.

Typische Belastungen, die im Bauwesen auf Grund des Schadenspotentials stochastisch model-
liert werden, sind Erdbeben- und Windlasten. Um die zeitliche Verinderung der Belastung zu
modellieren, werden die Lasten als stochastische Prozesse eingefiihrt. Die mathematischen
Grundlagen zu stochastischen Prozessen liefert z.B. Sobczyk [149] bzw. Lin und Cai [94] in
Hinblick auf die Anwendung in der stochastischen Dynamik.

Einen umfassenden Uberblick tiber die Modellierung von Prozessen und probabilistischen Ver-
fahren aus numerischer Sicht gibt [138].

4.1.1.2 Beschreibung stochastischer Prozesse

Die einfachste Form zur Beschreibung eines stochastischen Prozesses ist die Form eines weillen
Rauschens mit kontinuierlicher Gaul3verteilung als stationirer ergodischer Prozess. In vielen
Fallen lassen sich die Lastprozesse in der Summe aus einer Vielzahl von Zufallsprozessen unter
Annahme des zentralen Grenzwertsatzes Gaul3-verteilt annehmen. Farbiges Rauschen wird durch
Gewichtung des konstanten Leistungsdichtespektrums des weillen Rauschens erzeugt. Bei Ver-
wendung von Spektren linearer Filter bleibt das farbige Rauschen gauf3isch. Physikalisch sinnvolle
Filter mussen kausal sein, d.h. in der Filterfunktion durfen nur ,,bekannte® und keine ,,zukunfti-
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gen® Eingangswerte des Signals verwendet werden. Im Zeitbereich kommen zur Herstellung von
Ausgangssignalen Auto Regressiv Moving Average (ARMA)-Modelle mit nachgeschalteten FIR
bzw. IIR-Filtern [121] zum Einsatz.

Instationdre Prozesse kénnen durch Modulation mit einer Zeitfunktion aus einem stationiren
Prozess erzeugt werden. Dabei dndert sich der Frequenzgehalt des Prozesses nur geringfiigio.
Sind die Zeitlingen fiir die Gewinnung von spektralen Schitzern kurz gegeniiber der Modulation,
so spricht man von einem quasi-stationiren Prozess.

Die Zerlegung von instationdren nicht ergodischen Gaulschen Prozessen, die auf einem be-
schrinkten Gebiet definiert sind, ermdglicht die Karhunen-Loé¢ve Entwicklung [65]. Das
Ergebnis sind diskrete Gaul3sche ZufallsgroB3en und zugehorige deterministische Funktionen, die
auch als Figenvektoren, Komponenten oder Faktoren bezeichnet werden. Die Bezeichnung als
Eigenwerte und Eigenfunktionen ist zweckmilig, da die Karhunen-Loéve Zerlegung eine Ei-
genwertzerlegung der Kovarianzfunktion ist. Auf der Basis der GréBe des Eigenwertes und des
spektralen Inhaltes der FEigenfunktionen ist eine Begrenzung der unendlichen Reithenentwicklung
der kontinuierlichen Kovarianzfunktion moglich. Da nur wenige Fille analytisch zu behandeln
sind, wird in der Regel die Kovarianzfunktion diskret abgetastet und die Kovarianzmatrix des
instationdren Problems aufgestellt. Die Lésungsmethode beruht dann unmittelbar auf der Eigen-
wertzerlegung,.

Eine weitergehende nichtlineare Behandlung diskreter Zufallsgréf3en, wie sie sich aus der Karhu-
nen-Loeve Zerlegung ergibt, ermdglicht die Transformation des polynomen Chaos [65] [162].
Ausgehend von normierten unabhingigen Gaul3schen ZufallsgréBen, die das ,,pure chaos® bil-
den, wird tber die Finfilhrung abhangiger ZufallsgroB3en, welche sich aus den Hermite
Polynomen der Basisgroflen ergeben, das polynomial chaos entwickelt. Dabei wird die Orthogo-
nalitit der Entwicklung verwendet, um die Kovarianzmatrix der Zufallsgrélen zu diagonalisieren.
Die Vollstindigkeit der Entwicklung erlaubt es, jede Zufallsgroie, die vollstindig von den Basis-
grof3en abhingig ist, darzustellen. Auch hier ist eine Reduktion der Entwicklung méglich, um eine
Berechung durchfithren zu kénnen.

Die Karhunen-Lo¢ve Entwicklung zerlegt stochastische Prozesse in deterministische Funktionen
und diskrete ZufallsgroBen. Die deterministischen Funktionen kénnen auf Elementebene mit
Ansatzfunktionen gewichtet werden, wodurch stochastische Finite Elemente entstehen. Das
Ergebnis sind Koeffizientenmatrizen die den Zufallsgroflen zugeordnet werden. Die Zufallsgro-
Ben werden durch Anwendung der Transformation des polynomen Chaos in deterministische
Erwartungswerte iberfiihrt.

Grigoriu beschreibt nicht-Gaullische Modelle durch gedichtnislose, nichtlineare Transformation
von stationdren Gaullschen Zufallsprozessen [138]. Grigoriu, Ditlevsen und Arwade [68] erwei-
tern diese Transformationsprozesse in Form einer Mischung von Transformationsprozessen um
damit eine breitere Moglichkeit zu haben, Korrelationsfunktionen abzubilden.

Gurley, Kareem und Tognarelli [73] diskutieren verschiedene Methoden, um iiber die Simulation
eines Gaul3-Prozesses einen nicht-Gauf3schen Prozess zu realisieren. Sie gehen dabei von Mess-
daten aus, die eine nicht-Gaulische Verteilungsdichte aufweisen. Die nichtlinearen,
gedichtnislosen Transformationen beruhen auf Hermitschen Polynomen, deren Koeffizienten
aus den Momenten bis zum 4. Grad des gemessenen Prozesses bestimmt werden. AnschlieBend
konnen Realisationen auf der Grundlage eines Gaul3prozesses generiert und transformiert wer-
den. Der Nachteil dieser Transformationsmethoden ist, dass wegen der Gedichtnislosigkeit die
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Phasenbeziechung zwischen den Frequenzinhalten verloren geht. Kann die nichtlineare Transfor-
mation durch Polynome angenihert werden, so bietet sich alternativ die Verwendung einer
Volterra-Reihe an, in der Impulsreaktionsfunktionen héherer Ordnung enthalten sind. Die ein-
zelnen Koeffizienten kénnen jedoch nicht unmittelbar allein aus Messdaten abgeleitet werden,
sondern missen Uber nichtlineare Systemidentifikation mit bekannten Ein- und Ausgangssigna-
len bestimmt werden. Hierzu wird der Einsatz nichtlinearer ARMA-Modelle und neuronaler
Netze diskutiert.

Eine Darstellung von stochastischen Prozessen in Form von Wavelets ist ebenfalls méglich,
indem die Streuung auf die Waveletkoeffizienten projiziert wird [138]. Diese Darstellung eignet
sich gegentiber spektralen Filtern, wenn ein Zufallsfeld in mehreren Dimensionen stark inhomo-
gen ist.

Ein stochastisches Feld kann auch a priori als konditionelles Feld beschrieben werden, das durch
Beobachtungsstatistiken a posteriori sukzessive verbessert wird [138].

4.1.1.3 Probabilistische Berechnungsverfahren mit nichtlinearen Systemen

Sind die einwirkenden dynamischen Lasten stochastisch ausreichend beschrieben, so ist im
nichsten Schritt die stochastische Verteilung der Systemantworten zu bestimmen. Wihrend fur
lineare Systeme geschlossene Losungen existieren, ist dies fiir nichtlineare Systemantworten meist
nicht der Fall. Eine Kurziibersicht tber die moglichen Verfahren mit Literaturangaben enthalt
z.B. [136] und [163], zu den neueren Entwicklungen auch [120]. Grundsitzlich wird unterschie-
den in Simulationsmethoden und Niherungsverfahren. Zu den ersteren zihlt die Monte Carlo
Simulation.

Als Niherungsverfahren sind in erster Linie die Statistische Linearisierung zu nennen sowie
Methoden, die auf der Fokker-Planck-Kolmogorow Gleichung (FPK) beruhen, insbesondere
Moment Closure.

Die Antwort mehrdimensionaler nichtlinearer Systeme unter additiver oder multiplikativer Anre-
gung in der Form von Gaullschem weillem Rauschen kann als Markov-Prozess aufgefalt
werden. Markov-Vektorprozesse sind vollstindig durch ihre Ubergangswahrscheinlich—

keit p(X,?
erfullt die FPK-Differentialgleichung der Verteilungsdichtefunktionen p(x,#)[138]:

X,,f,) von einem Zustand zum nichsten definiert. Die Ubergangswahrscheinlichkeit

PED _y pixp). 4.1)

Ot
L, stellt einen Differentialoperator dar. Diese Differentialgleichung ist nur fir wenige Ausnahme-
fille geschlossen 16sbar [79]. Durch Erwartungswertbildung tber die Summanden der FPK-
Gleichung mit entsprechender Gewichtung kann ein Gleichungssystem zur Bestimmung der
Momente bzw. der Kumulanten aufgestellt werden, aus denen die unbekannten Verteilungen der
nichtlinearen Systemantwort beschrieben werden kann. Um nicht den Umweg tber die FPK-
Gleichung zu nehmen, kann die Zustandsform der Bewegungsgleichung in die Form einer It6-
Differentialgleichung  uberfithrt werden. Die Erwartungswertbildung tber die Ito-
Differentialgleichung fithrt ebenfalls zu einem System an Entwicklungsgleichungen fiir die Mo-
mente bzw. Kumulanten.
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Problematisch ist, dass die unteren Momente bzw. Kumulaten aus Gleichungen mit hoheren
Momenten hervorgehen, und sich diese Reihe unendlich nach oben fortsetzt. Um die Momente
bestimmen zu konnen, wird diese Reihe ab einer bestimmten Ordnung geschlossen (,,Closure®).
Sind die Momente ermittelt, kann die Verteilungsdichtefunktion tiber eine Gram-Charlier-Reihe
bzw. eine Edgeworth-Reihe rekonstruiert werden. Im Gegensatz zur direkten Anwendung der
FPK-Gleichung handelt es sich also um ein Niherungsverfahren. Die einfachste Form ist die
Gaussian Closure, bei der nur Momente bis zur zweiten Ordnung berticksichtigt werden.

Pro Freiheitsgrad mussen je nach berticksichtigter Ordnung entsprechend viele Momente be-
stimmt werden, aus deren Anzahl sich wiederum die Anzahl der zu 16senden Gleichungen ergibt.
Die Grof3e der Gleichungssysteme wichst also sehr schnell an. Fur beliebige Nichtlinearititen ist
zudem eine Reihe von mehrdimensionalen Integralen aus den Erwartungswerten auszuwerten,
was wiederum nur in Einzelfillen in geschlossener Form gelingt. Waubke [163] leitet zum Bei-
spiel geschlossene Formen der Momente in einer Gaussian Closure, die in eine semi-invariant
Neglect Closure erweitert wird, fir das Hysteresemodell nach Bouc-Wen her, wodurch sich der
numerische Aufwand wieder etwas reduziert.

Bergmann, Wojtkiewicz, Johnson und Spencer [12] vergleichen Ergebnisse der Cumulant Neglect
Closure und Gaussian Closure mit exakten Ergebnissen bzw. Simulationsergebnissen. Sie kom-
men zu dem Schluss, dass die Cumulant Neglect Closure nur fiir Formen der
Antwortverteilungsdichte konvergiert, die niherungsweise einer Normalverteilung entsprechen
(die Genauigkeit des Ergebnisses nimmt mit der Ordnung der Kumulanten zu). Liegen stirker
entartete Verteilungsdichtefunktionen vor, so wird die Konvergenz schlechter. Damit wird besta-
tigt, dass es keinen Beweis fiir die Konvergenz der Cumulant Neglect Closure gibt [154]. Ein
Vergleich verschiedener nicht Gaul3scher Closure Techniken wurde z.B. von Cacciola, Muscolino
und Ricciardi [19] erstellt.

Weniger gebriuchlich ist die Stérungsrechnung, die zwar vergleichsweise einfach zu handhaben
ist, jedoch nur bei schwachen Nichtlinearititen und geringen Streuungen eine brauchbare Nihe-
rung liefert.

Die Ergebnisse einer ubergreifenden Studie der Anwendung verschiedener Verfahren fir eine
Reihe an vorgegebenen Problemstellungen enthilt [139].

Als Verfahren speziell zur Bestimmung von Uberschreitens- bzw. Versagenswahrscheinlichkeiten
seien noch die FORM bzw. SORM (First/Second Order Reliability Method) nach Rackwitz und
FieBler [122],[123] sowie das Antwortflichenverfahren genannt.

4.2 Monte Carlo Simulation (MCS)

4.2.1 Eigenschaften der MCS

Das historisch dlteste Verfahren stellt die Monte Carlo Simulation dar, die von Shinozuka [143]
und Shinozuka und Jan [144] dokumentiert wurde. Die Ergebnisverteilung wird durch Simulation
ermittelt. Dazu wird ein Kollektiv von Realisationen gebildet, welche die statistischen Eigenschaf-
ten des Lastprozesses approximieren. Die einzelnen Realisationen dienen als Eingabe fur eine
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deterministische Berechnung von Realisationen des Antwortprozesses. Die stochastischen Ant-
wortgroflen werden aus den Stichproben gemil3 der Schitztheorie ermittelt. Aus den
entstechenden Histogrammen der Systemantworten kénnen die Ergebnisverteilungen oder ihre
Kennwerte geschitzt werden. Die Giite einer Schitzung wird durch Konfidenzintervalle angege-
ben, die von der Anzahl der Stichproben abhingig ist.

Der Aufwand zur Abbildung der extremalen Bereiche einer Verteilungsfunktion ist aulerordent-
lich hoch, um Aussagen iiber cine Versagenswahrscheinlichkeit mit 10* < p; < 107 treffen zu
kénnen. Um eine ausreichende Anzahl von ,,Treffern® jenseits einer Grenzzustandsfunktion zu
erzielen, benétigt man eine Anzahl von Simulationen, die bedeutend héher ist, als der Kehrwert
des Schitzwertes, also n > 10° bis n > 10° Simulationen [135]. Stellt dieses Kriterium bei kleinen
Systemen im stationdren Fall noch weniger ein Problem dar, so kann es vor allem bei instationé-
ren Antworten und groBeren Systemen zu einer uniiberbriickbaren Hurde werden. Da die so
genannte direkte Simulation fiir Probleme der Zuverlidssigkeitsanalyse nicht sehr praktikabel
erscheint, kommt hier meist die varianzmindernde Simulation zur Anwendung. Dieses Verfahren
erh6ht — bei gleich bleibender Genauigkeit — die Effizienz betrichtlich. Die Simulation wird
durch Gewichtung auf Bereiche gelenkt, die signifikant zum Ergebnis beitragen. Dies fihrt zu
Derivaten wie ,,selective” Monte Carlo Simulation, ,,adaptive sampling®, ,.importance sampling
[135], [114]. Bei dynamischen Analysen konnen zur Lenkung der Stichproben heuristische Krite-
rien — wie z.B. Energiekriterien — Anwendung finden. [137].

Die Statistik der Plastizierungsrate kann auch tber ein sogenanntes ,,Slepian model” simuliert
werden, wobei eine Beziehung der Uberschreitensrate der FlieBgrenze zwischen einem elasto-
plastischem Schwingsystem und dem assoziierten linear-elastischen System hergestellt wird [91].
Auf der Grundlage dieser Beziehung kann die Statistik der Plastizierungen ohne explizite Simula-
tion mit wesentlich geringerem Aufwand ermittelt werden.

4.2.2 Generierung der Lastfunktionen

Die Grundlage fir die Anwendbarkeit der Monte Catlo Simulation ist die Generierung von
Realisationen, welche die statistischen Figenschaften des Lastprozesses approximieren. Die
Annahme eines Gauss-Prozesses erlaubt es, die Realisationen mittels der Spektralmethode zu
gewinnen. Unter Ausnutzung des Wiener-Khinchine Theorems, das die Beziehung zwischen
Korrelationsfunktion und spektraler Leistungsdichte herstellt, werden Realisationen von Gauss-
Prozessen aus der spektralen Leistungsdichte generiert. Das komplexe Periodigramm einer 4-ten
Realisierung X™(f) wird durch die Wahl zufilliger Phasenwinkel @) mit gleichverteilter Wahr-

scheinlichkeit im Wertebereich [0;27] aus dem Leistungsdichtespektrum erstellt [143]:

XP(f)=C(f)cos(@(f)) +isin(@(f))). (4.2)

C(}) leitet sich aus der spektralen Dichtefunktion S(f) ab. Als Ausgangsspektrum wird das kon-
stante Leistungsdichtespektrum eines weilen Rauschens verwendet. Daraus kann durch geeignete
spektrale Gewichtung das Leistungsdichtespektrum eines farbigen Rauschens gewonnen werden.

Das Zeitsignal wird aus dem realisierten Periodigramm X*(f) durch inverse Fouriertransfor-
mation erzeugt. Fir die digitale Behandlung muss das Spektrum idquidistant abgetastet werden,
wodurch eine Periodisierung im Zeitbereich entsteht. Fir die Simulation eines stationdren Signals
kann dann immer nur eine Periode des erzeugten Signals verwendet werden (periodisches Rau-
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schen). Formal wird die Diskretisierung durch die Multiplikation des Spektrums mit einer
0-Kamm Distribution beschrieben [103]:

S XA 5(f ~ndf)= XN Y 6(f =naf). 43

Der Zeitverlauf ergibt sich aus der inversen Fourier-Transformation 7~ mit Hilfe des Faltungs-
satzes:

T]{ > X Af5(f—nAf)} = ‘F]{Af > 5(f—nAf)}*‘F’{X(“(f)}: S x®@-nT). (44

Der Zeitverlauf aus dem abgetasteten Spektrums entspricht also dem Zeitverlauf aus dem Origi-

nalspektrum, periodisch wiederholt in den Abstinden T'= 1/4f. Die Amplitude C(f) aus Gl. (4.2)
wird in diskreter Form zu:

C, =S(/,)270f . (4.5)

Um das Zeitsignal einer numerischen Zeitintegration zufiihren zu kdnnen, ist ebenfalls eine
Diskretisierung der Zeitachse einhergehend mit einer Begrenzung in der maximalen und minima-
len Frequenz des Spektrums erforderlich. Da beides - Spektrum wie Zeitsignal - in diskreten
Linien dargestellt wird, kann die inverse diskrete Fourier-Transformation IDFT zur Erzeugung
einer diskreten Realisierung aus dem Periodigramm X™(f) eingesetzt werden:

N-1 27ivn

=3 xWe ¥ (4.6)

n=1

In der Praxis wird hierfiir eine Fast-Fourier-Transformation FFT verwendet. Fir groe IN nahert
sich der diskrete Prozess einem Gaul3-Prozess an.

Um die Periodizitit des Signals zu verhindern, schldgt Shinozuka [145] vor, jede diskrete Fre-
quenz des Ausgangsspektrums mit einem Storglied A zu versehen, das als Zufallszahl einer

Gleichverteilung im Intervall [-Af/20; Af/20] erzeugt wird. Da die Abtastung dann nicht mehr
dquidistant ist, kann das Zeitsignal nicht mehr aus der inversen diskreten Fourier-Transformation
IDFT gewonnen werden, sondern muss Uber die Rethenentwicklung erzeugt werden:

X (1) = i C, cos((w, +274,)t+8,) . 4.7)

n=1

Shinozuka [143] weist nach, dass derartige Prozesse im Mittel (<.>) und in der Korrelation ergo-
disch sind: die Stichprobenmittelwerte und die Stichprobenkorrelation Ry(7) sind unabhingig
von der jeweiligen Realisation und entsprechen dem Erwartungswert und der Autokorrelations-
funktion @,(7) des eindimensionalen homogenen Gaul3schen Zufallsfeldes:

R_(7):=<x(t)x(t + 7) >= E{x(t)x(t + 7)} = ﬁ: C’cos(w7)=@_(r) (4.8)

i=1
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Der Nachweis wird auf mehrdimensionale Zufallsfelder f (x) erweitert, wobei x den Vektor des
Zufallsfeldes darstellt. Der Stationarititsbegriff muss fir Zufallsfelder erweitert werden, da ge-
geniber dem Zufallsprozess nun Ort und Richtung betrachtet werden miussen. Ein Zufallsfeld ist
demnach homogen, wenn die Kovarianzfunktion unabhingig von den Koordinaten ist. Es ist
isotrop, wenn die Kovarianzfunktion zusitzlich unabhingig von der Richtung ist. Ein Beispiel fir
ein zweidimensionales Zufallsfeld wire die Verteilung der Parameter einer Platte (Dicke,
E-modul, Dichte, Oberflichenrauhigkeit ..). Fine Realisation f®(x,)) eines homogenen or-
thotropen zweidimensionalen Zufallsfeldes in Abhingigkeit von den Koordinaten x und y der
Platte kann aus Gl. (4.9) erzeugt werden.

FO(x,y) = ﬁﬁ:iA(kx,ky) [cos(kxnx +k, y+0,, )]

n=1 m=1

A(k,, k) =28 ; (k. k, ) Ak Ak, 4.9)

kx und 4, sind Wellenzahlen mit den Wellenlingen A = 2n/k. 6, sind wiederum unabhingig in
[0; 2mt] gleichverteilte Phasenwinkel.

Oft kann von einem exponentiellen Abklingen der Korrelation mit zunehmendem Abstand
zweier Punkte X, x; ausgegangen werden, wobei der Grad der Abnahme durch die Korrelations-

linge I, beschrieben wird:
R(x,,x,) = R(x,,x)e ' (4.10)

Die Windgeschwindigkeit eines senkrecht auf eine Fliche auftreffenden Windes kann als mehr-
dimensionaler Prozess modelliert werden, (z.B. [145]).

1
(—=|a||&)
eV .

S(w,&) =S, (@,0) (4.11)

Die Korrelation zwischen den Prozessen nimmt mit der Distanz & =x, x; und der (Kreis-) Fre-

quenz @ (gleichbedeutend mit der Wellenlinge der Luftballen) exponentiell ab. §,(@,0) ist die
punktbezogene (&= 0) Spektralleistungsdichte der Windgeschwindigkeit. Der Faktor v ist eine
geeignete Bezugsgeschwindigkeit. Will man die Windgeschwindigkeiten an diskreten Punkten
simulierten, so erhilt man einen mehtvariablen eindimensionalen Prozess.

Mehrvariable Gaul3sche Zufallsprozesse f(x) = [fi(x) £(x) £(x) ... fu(x)] sind durch die spektra-
le Matrix der Kreuzleistungsdichten S(w) gekennzeichnet. Die Dreieickszerlegung der Matrix der

Kreuzleistungsdichtespektren S(w) = H(a))ﬁ(a))T erméglicht die Erzeugung von Realisationen
fir jeden einzelnen Zufallsprozess f,(x;) unter Berticksichtigung der Kreuzkorrelation. Besteht der
Vektor aus eindimensionalen Prozessen f(7), so kann die £-te Realisierung des /~ten Prozesses aus
J N

fj(k) (t) = z Z‘Hjm (a)n X«/ 2A® cos(a)nt + @jm (a)n )+ e, ) (4.12)

m=1 n=1



Kapitel 4 Stochastische Verfabren 58

(4.13)

mit dem Phasenwinkel 0., (a)n ) = arctan Im(Hfm (a)ﬂ ))
’ Re H im (a)n )

J

zusammengesetzt werden. Gruppiert man die Summanden um @, in Gl. (4.12), kann das Ge-
samtsignal aus der Uberlagerung cinzelner tiber die IFFT erzeugter Zeitverliufe gebildet werden.

Mehrvariable Prozesse miissen nicht unbedingt nur eine physikalische GroB3e beschreiben, die
einzelnen Prozesse miussen sich nur auf die gleichen Koordinaten beziehen. So kann z.B. die
Verteilung der Steifigkeit, der Masse und der Oberflichenrauhigkeit einer Platte als mehrvariabler
jeweils zweidimensionaler Prozess dargestellt werden. Die Koordinaten sind jeweils identisch
(x,y) und es kann zwischen den GréBen eine Korrelation hergestellt werden. Das gleiche gilt
beispielsweise fiir die Prozesse der Wegauslenkung und der Schnelle an einem Punkt (eindimen-
sional) oder im Raum (vierdimensional).

Die Windgeschwindigkeit eines senkrecht auf eine Fliche auftreffenden Windes kann als mehrva-

riabler eindimensionaler Prozess modelliert werden, wobei sich je ein Prozess auf einen Ort x; der
Fliche bezieht (z.B. [145]). Aus Gl. (4.11) wird die Matrix der spektralen Dichte:

1 -
) (—%‘(u‘-x,-xj) .

S,(®)=5,(o)e (4.14)

Aus diesem Beispiel kann geschlossen werden, dass mehrvariable Prozesse als diskrete Form von
mehrdimensionalen Prozessen dargestellt werden kénnen, wenn der mehrdimensionale Prozess
an einer diskreten Koordinate einer oder mehrerer Dimensionen betrachtet wird.

4.2.3 Zeitintegrationsverfahren

4.2.3.1 Eigenschaften von Zeitintegrationsverfahren

Der zweite Baustein der Monte Carlo Simulation ist die deterministische Berechnung der System-
antwort. Die nichtlineare Bewegungsgleichung wird im Zeitbereich integriert, wobei als
Eingangsdaten die Lastrealisationen zeitdiskret vorliegen.

Zeitintegrationsverfahren sind numerische Niherungsverfahren zur Losung von linearen oder
nichtlinearen gewchnlichen Differentialgleichungen im Zeitbereich. Die Verfahren sind gekenn-
zeichnet durch ihre Stabilitit, durch die erforderliche Zeitdiskretisierung und vor allem dadurch,
in welcher Art und bis zu welchem Grad das Ergebnis verfalscht wird.

Die Genauigkeit eines Verfahrens ist durch die Ordnung O vorgegeben. Der Abschneidefehler
7(?) ist proportional zur £-ten Potenz des Zeitschritts Az Dabei ist der Abschneidefehler 7(#) der
lokale Fehler eines Anfangswertproblems, den man zu einem beliebigen Zeitpunkt # + Az erhalt,
wenn alle GroBen zum Zeitpunkt 7 exakt bekannt sind.

Bezogen auf ein lineares Ein-Freiheitsgrad-System kann jedes Verfahren in die folgende Form
gebracht werden [11]:

Qt+At = AtQ + L(f;+At) (415)
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mit Q = [w Atw  Af W]T , A1 VergroBerungsmatrix und L : Lastoperator der Last £

Die weiteren Kriterien zur Beurteilung der jeweiligen Verfahren kénnen aus den Eigenwerten der
so genannten VergroBerungsmatrix A abgeleitet werden. Die Matrix A besitzt drei Eigenwerte,
wobei sich davon zwei komplex konjugierte Eigenwerte A,, = a * b ergeben. Der von diesen
Eigenwerten abhingige spektrale Radius p wird als Indikator fiir das Stabilitatskriterium des
Algorithmus verwendet. Da sich der spektrale Radius Giber A auf ein lineares Ein-Freiheitsgrad-
System bezieht, ist damit noch keine Aussage tiber die Stabilitit mit Nichtlinearititen gegeben.

Die numerische Dampfung fihrt zu einer zusitzlichen Amplitudenreduktion und verfalscht

damit die tatsdchliche Dimpfung & eines Systems. Eine kiinstliche Bedimpfung hoher Eigenfre-
quenzenen kann sich jedoch giinstig auswirken,

e weil héhere Eigenfrequenzen aus einer Finite-Element-Formulierung numerisch zuneh-
mend ungenauer hervorgehen. Es entstechen numerische Eigenwerte, die von den
gewihlten Ansatzfunktionen abhingen und von den physikalischen Eigenformen ab-
weichen.

e weil durch hohere Eigenwerte numerische Instabilititen durch hochfrequente Oszillatio-
nen entstechen koénnen, vor allem bei nichtlinearen unstetigen Ubergidngen oder bei
geometrischen Nichtlinearititen.

Verfahren konnen also danach gewihlt werden, inwieweit im tieferen Frequenzbereich, in dem
eine genaue Losung gefordert wird, das Ergebnis moglichst unbeeinflusst bleibt, wihrend die
Antwort in héheren Eigenformen mdoglichst bedimpft wird.

Die Periodenverlingerung P17 liegt fur die giangigen impliziten Verfahren zwischen
P17"=3-4%, wenn At < T/10 ist. Sie wird kleiner als PI”"= 1% fir Az < T/100 [95]. T ist die
Periodendauer der hochsten Frequenz, die z.B. aufgrund der Anregung beriicksichtigt werden
soll.

4.2.3.2 Explizite Zeitintegration nach Adams-Moulton

Explizite Zeitintegrationsverfahren, die alle auf die Trapezregel 1. Ordnung nach Euler zuriickge-
fihrt werden kénnen, gehen von einer Differentialgleichung 1. Ordnung aus und kénnen daher
unmittelbar auf die Zustandsform der Bewegungsgleichung angewendet werden. Die beschriebe-
nen Hysteresemodelle liegen in der gleichen differentiellen Form vor und sind daher sehr leicht
integrierbar

Im ersten Schritt wird ein explizites Prediktor-Korrektor Verfahren 4. Ordnung nach Adams-
Moulton [88] verwendet. Ausgangsgleichung der expliziten Verfahren ist die Bewegungsgleichung
in Zustandsform (2.68):

q=M"F-Aq (4.16)
\4
mit q=| W |. 4.17)
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In der einfachen Trapezregel nach Euler wiirde nun linear extrapoliert ( q,,,, =q, +q,At). Der

Adams-Moulton Algorithmus extrapoliert mit einem Polynom 4. Ordnung, das aus den Stiitzstel-
len der letzten drei Zeitschritte zusitzlich zum aktuellen Wert gebildet wird. Der ,,Prediktor*
wird nun:

1 . . : :
Qpiin = 4. T ﬁAt(SS Q=599 +37-9,5,, =9 qt—SAt) (4.18)
Um die Extrapolation zu verfeinern, wird das Ergebnis aus
qt+At = M71F1+Az - Aqt+Az (4.19)

fur den ,,Korrektor verwendet:

1 ) ) ) .
Ak,a =4, + ﬁAt(g “Quin T 19- q, - 5 q_nt qt—ZAt)' (420)

Gegeniiber dem von der Ordnung her gleichwertigen Runge-Kutta Algorithmus besitzt dieser
Algorithmus den Vorteil, dass keine Zwischenintervalle innerhalb eines Zeitschrittes erforderlich
sind, an denen die Zeitfunktion der Last bekannt sein muss. Bei diskreten stochastischen Signalen
wire dann eine Interpolation erforderlich, was wegen der stochastischen Natur des Signals prob-
lematisch ist.

Explizite Verfahren sind nur bedingt numerisch stabil (spektraler Radius p > 1 fir Az > A4,
d.h. fir zu gro3e Zeitschritte wichst die Losung auch im linearen Fall exponentiell an und diver-
giert. Fine obere Schranke der Schrittweite A7 ist durch die hochste im System vorkommende
Eigenfrequenz gegeben, die untere Schranke ergibt sich aus dem Rundungsfehler in Abhingigkeit
der in einer Rechnerarchitektur darstellbaren Zahlengenauigkeit. Die Auflosung ist damit mit der
Linge des untersuchten Zeitfensters verbunden, das wiederum in Relation zur untersten Eigen-
frequenz des Systems gewihlt wird.

Nach modaler Reduktion ist die Spreizung zwischen unterster und oberster Eigenfrequenz nicht
sehr hoch. Fin explizites Verfahren mit einer moderat kleinen Schrittweite ist sehr gut anwend-
bar. Es hat sich jedoch herausgestellt, dass der Algorithmus instabil wird, sobald plastische
Formfunktionen hinzugefiigt werden, die sich aus den oberen Eigenformen zusammensetzen.

Mehrschrittverfahren sind nicht selbststartend, d.h. sie kénnen nicht zu einem beliebigen Zeit-
punkt eingesetzen, selbst wenn die Anfangsbedingungen zu diesem Zeitpunkt bekannt wairen.
Dieser Nachteil entfillt, wenn von der statischen Ruhelage ausgegangen wird, und die fiir den
ersten Schritt benétigten Anfangswerte zu Null gesetzt werden kénnen.

4.2.3.3 Newmark Integration mit Newton-Raphson Iteration

Die wohl am weitesten verbreitete Zeitintegration fur nichtlineare Gleichungssysteme
2. Ordnung ist das Newmark Verfahren. Im Gegensatz zu den expliziten Algorithmen wird im

Newmark Verfahren das Gleichgewicht zu jedem Zeitpunkt #+A4# gebildet.

Dem tblichen Schema liegt ein Differentialgleichungssystem 2. Ordnung zugrunde, wobei nicht-
lineare Dampfungs- oder Steifigkeitsterme einbezogen werden konnen. Demgegentiber sollen
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nun endochronische Modelle verwendet werden, die in differentieller Form als Zusatzgleichun-
gen vorliegen und die Einfiihrung einer Hilfsvariablen erfordern. Die Anwendung des Newmark
Verfahrens ist daher nicht so unmittelbar méglich wie die Anwendung der expliziten Verfahren.
Der Algorithmus muss erst fiir die verwendete Formulierung der Hystereseentwicklung mit
Einfihrung des Vektors der Hilfsvariablen Yy modifiziert werden.

Innerhalb eines Zeitschritts des Newmark Verfahrens wird ein Newton-Raphson Algorithmus
eingesetzt, der iterativ die nichtlineare Gleichgewichtsbedingung 16st. Die nichtlineare Differenz-
funktion aus dulleren und inneren Kriften am Zeitpunkt #+A4# wird in eine Taylorreihe ent-
wickelt. Die Entwicklung wird nach dem Glied der ersten Ableitung abgebrochen wird, um eine
linearisierte Gleichung zu erhalten:

50 )+ L= Fu@) (o _q )s...-0. 42

F .
( int P Q |Q N

ext

Q beinhaltet den Gesamtvektor der Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen

—('1 itq=| " 4.22
Q—Z mit ¢ = YH. (4.22)

Das entstehende linearisierte Gleichungssystem zum Iterationsschritt 7-1

W =Fu(@.0) pq—(k, -F,(Q,.) (4.23)
Q.

wird nach AQ aufgelést. Unter der Hypothese, dass die duBeren Krifte nicht vom Verschie-
bungsvektor oder dessen Ableitungen abhingen, ergibt sich aus den partiellen Ableitungen der
inneren Krifte:

8(Fext — Fint (Q))| AQ — M Aq + ﬂmt) Aq + M Aq (4.24)
oQ |Q,H oq |, aq |, oq o,

CAA CAB 0
mit a(F{"f) =|C,, C, O (4.25)

aq b 0 Ctannfl o I

I(AA KAB 0
o o) _ Ky, Kpo—(-a)K, (I-a)K, . (4.26)
aq Q. 0 0 K

In modaler Formulierung nach Gl. (3.26) wird:
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G(Eizt) _ [ C 0 } @.27)
aq Q. Ctan n—1(I)B -1
% % T
a(Fi’l’) _ {K ~(-a)K (1-a)o, KY} . (4.28)
8q Q,., 0 Ktann—l

Zusitzlich zu den linearen Termen entstehen zum Iterationsschritt n tangentielle Elemente der
Dimpfungs- und Steifigkeitsmatrix aus der Ableitung der nichtlinearen Zusatzgleichungen:

oA,

> 4.29
tan aYH Kk B ( )

N
tan aw

. o(H, (k.Y )) ok . .
= H,(k, Y, T +%ﬂ))£ T.W,. (4.30)

In die Ableitungen werden die jeweiligen Werte des Verschiebungsvektors bzw. dessen zeitlicher

Ableitung zum Zeitpunkt # + A7 am Iterationsschritt n - 1 eingesetzt. Besteht die Anregung aus
einem stochastischen Prozess, werden die Tangentialmatrizen ebenfalls zu Zufallsprozessen.

Die Form des Zeitverlaufs des Vektors q(t) innerhalb eines Zeitschritts wird Gber die Parameter
ound pfestgelegt. Beispielsweise wird durch 6= 0,5 und = 0,25 ein konstanter Beschleuni-
gungsvetlauf (Trapezregel), durch =0,5 und f=1/6ein linearer Beschleunigungsvetlauf
vorgegeben.

Dadurch wird es méglich, bei festgelegtem Zeitschritt Az die Vektoren 'q,'q, '{ zum Zeitpunkt 7

und “Mq,"Mq, "Yg zum Zeitpunkt 7+ Az untereinander tiber die kinematischen Differentialbe-

ziehungen in Bezug zu setzten.

Mit diesen Beziehungen kann die Bewegungsgleichung durch eine quasi-statische Gleichgewicht
zum Zeitpunkt # +Az ausgedrickt werden:

t+Atf( t+At

q=""F (4.31)

In der Gl (4.31) werden ein effektiver Lastvektor und eine effektive tangentielle Gesamtsteifig-
keitsmatrix mit den bekannten Zustandsvariablen aufgestellt:

w0 e e ) 5
F= + ‘1 a, +a, | . |tay |
0 0 0 Y, Yy Y,
N C 0 Tw N Tw N Tw
1 a a . a ..
HY(TK[W’t H)TK -1 : YH ! YH ’ YH

(4.32)
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K K.s 0 My, M,; 0 Cia Cu 0
VK = Ky Ky - (1 - a)Kj (l - a)KY +a | My, Mg 0|+q|Cyy Cis 0
0 0 K 0 0 0 0o "““c, -I
o (4.33)

bzw. Modal nach GI. (3.26):

_ t+Al‘F* I 0 t * Ir .« L -
HA’F:{ “’} +[0 0] a, W +a, v +a, v
0 Y, v, ¥,

) ) (4.34)
C 0 w W W
+ ‘ . al +a4 . +a5 ..
H, (T, 'W,'Y,)T 1] Y, | Y, Y,
_ K -(1-a)K (1- 'K I 0 C 0
t+AtK: ( C() J ( a)q)B Y +a0 +al A . (435)
0 t+Athan(I)B 0 0 t+ tCtan(DB —I

a, ... Qs sind die Integrationskonstanten, die aus den Parametern dund fdes Integrationssche-
mas und der Schrittweite A7 unmittelbar hervorgehen:

a0=;2; al—i; a2=L; a3:L—1; a4=é—1; aS:g é—2 (4.30)
P At P At P At 25 p 2\ p

Diese Integrationsparameter werden so festgelegt, dass man eine hinreichende Integrations-
genauigkeit und Stabilitit erhilt. Das Integrationsschema ist mit den Parameter 6= 0,5 und
B= 0,25 (0,5 + 9)? fiir eine lineare Differentialgleichung unbedingt stabil.

Im nichtlinearen Fall werden in jedem Iterationsschritt die Inkremente Aq bestimmt aus:

Aq="“K' AF (4.37)

n-1

Aus der Einbindung der Newton-Raphson Iteration in den Newmark Algorithmus entsteht das
Ablaufschema nach Abb. 4.1.

Modifizierter Newton-Raphson Algorithmus

Die tangentielle Steifigkeitsmatrix kann mit dem Hinzunehmen von Zusatzgleichungen vor allem
mit dem Einsatz von Fasermodellen schnell anwachsen. Die Invertierung in jedem Iterations-
schritt ist dann sehr zeitaufwindig. Alternativ bietet sich daher an, auf den modifizierten
Newton-Raphson Algorithmus tberzugehen, bei dem die Initialsteifigkeitsmatrix vor der Zeitin-
tegration gebildet wird, invertiert wird und dann wihrend der gesamten Berechnung unverindert

bleibt.
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Die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt t werden als bekannt vorausgesetzt.
Aufbau und Invertierung der effektiven Tangentialsteifigkeitsmatrix K

Schleife dber die Zeitschritte :
Berechnung des effektiven Lastvektors
Gleichsetzten von Qr.1=Q

Newton-Raphson Iteration

Aktualisierung und Invertierung der effektiven Tangentialsteifigkeitsmatrix % Kn_l

(Modifizierter N.-R.: Aktualisierung und Invertierung von K enfallt)

Berechnung des Lastinkrements (fiir i = 1) bzw. des Residuums
aus AF =t+At Fext _HAI Kn—l qn—l

(Modifizierter N-R.: AF ="*F,,—"*K, ,w, , ~K;Yy,,)

Berechnung des Inkrements des Verschiebungsvektors aus Aq = ““K_,~ AF

(Modifizierter N.-R.: Aw = “K'AF)

n-1

Aktualisierung von Wi, Yyi, W, und W,

(Modifizierter N.-R.: Aktualisierung von w;, W ,und W)

Aktualisierung von Yw aus den nichtlinearen Zusatzgleichungen
Aktualisierung von Qn-1 = Qs firr den néchsten Iterationsschritt
Konvergenztest bzw. Abbruchkriterium
Berechnung der Beschleunigungen aus dem Gleichgewicht im aktuellen Zeitschritt

Nachster Zeitschritt

Abb. 4.1: Ablaufschema der Newmark Integration mit Newton-Raphson Iteration bzw. modifizierter Newton-
Raphson Iteration mit nichtlinearen Zusatzgleichungen

Weiterhin gentigt es auch, in der Gl. (4.37) nur die Zeilen ohne die nichtlinearen Zusatzgleichun-
gen (nur die oberen Zeilen aus den Gln. (4.32)-(4.35)) zu verwenden. Dies ist daher moglich, da

bei Verwendung der Initialsteifigkeiten AY;; = Ax/ k- gilt und daher der redundante Anteil aus
Y, auch weggelassen werden kann. Voraussetzung ist, dass in die invertierte dquivalente Steifig-

keitsmatrix *K™' die originale Steifigkeitsmatrix K ohne die Abminderung der
Elementsteifigkeitsmatrizen um (1-@)K; eingeht. Die dquivalente Steifigkeitsmatrix MK, zar

Berechnung des Kraftresiduums in AF =" Fext—t+AtKn_l w,, —K,Yy, , (vgl. Schema in Abb.
4.1) andert sich jedoch nicht.

Der Algorithmus lduft dann wie oben beschrieben mit den Angaben in Klammern zum modifi-
zierten Newton-Raphson Algorithmus ab. Die dquivalente Steifigkeitsmatrix beschrinkt sich nur
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auf die Freiheitsgrade von w, im Gegenzug erhilt man aus dem Inkrement auch nur Aw und

nicht AYy. Der aktuelle Wert des Vektors Yy, wird getrennt aus den nichtlinearen Zusatzglei-
chungen ermittelt.

Die Anzahl der erfordetlichen Iterationen nimmt geringfiigig zu. Die Aktualisierung und Inver-
tierung der effektiven tangentiellen Steifigkeitsmatrix bleibt jedoch erspart, was sich im Aufwand
deutlich auswirkt, vor allem bei der Verwendung von Fasermodellen.

Stabilitit des Verfahrens

Die verwendeten nichtlinearen Zusatzgleichungen liegen in Form einer Differentialgleichung
1. Ordnung vor. Die Massenterme der Zusatzgleichungen sind Null. Dadurch entstehen Eigen-
werte, die im Unendlichen liegen, wodurch wiederum die Stabilititseigenschaften von
Zeitintegrationen beeintrachtigt werden.

Fir den Fall, dass die Integration nicht konvergiert, muss auf das ,,Generalized-o* Verfahren®
Ubergegangen werden [95]. Dabei handelt es sich um eine modifizierte Newmark Integration.
Das Gleichgewicht wird bei diesem Verfahren nicht an dquidistanten Zeitpunkten gebildet, son-
dern Uber einen Zeitschritt verschmiert. Fur das Gleichgewicht gehen die Massenkrifte, die
aulleren Krifte und die Ruckstellkrifte zu unterschiedlichen Zeitpunkten ein, die durch Zusatz-

/2,

Zusatzparametern ab, die dann so eingestellt werden kénnen, dass das Verfahren konvergiert.

parameter (&, , «@,) festgelegt werden. Die Stabilitatskritetien hingen unmittelbar von den

Im Rahmen der Monte Carlo Simulationen wird fir die vorgestellten Beispiele die Trapezregel
(konstante Beschleunigung) verwendet. Weder mit der klassischen noch mit der modifizierten
Iteration treten Stabilitdtsprobleme auf, wenn die beschriebenen hysteretischen Entwicklungsglei-
chungen in Form von Differentialgleichungen 1. Ordnung verwendet werden.

Im Rahmen einer Monte Carlo Simulation kommt es haufig vor, dass ein System mit Realisatio-
nen eines weillen Rauschens einer Ful3punktbeschleunigung beaufschlagt wird. Bernard [15] stellt
fest, dass unter Annahme eines stochastischen Beschleunigungssignals als Last die Konvergenz
cines Newmark Algorithmus nicht mehr nachgewiesen werden kann. Die Beschreibung des
realisierten Lastvektors wird modifiziert, um die Konvergenz herzustellen und damit auch die
Genauigkeit des Newmark Algorithmus zu verbessern.

Implementierung des Hysteresemodells nach Suzuki-Minai

K., aus GL(4.29) und der zweite Summand der Matrix C

wihrend eines Lastschritts innerhalb eines Zeitintervalls A7 kein Ubergang zwischen elastischem
und plastischem Verhalten auftritt.

aus Gl. (4.30) verschwinden, wenn

tan

Um das Problem der Auswertung eines Sprungs innerhalb eines Zeitschritts zu umgehen, beste-
hen zwei Moglichkeiten:

1. Das Zeitintervall wird an der Stelle 7 (# < 7 < ¢ +47) zerlegt, an welcher der Sprung auf-
tritt. Stehen jedoch mehrere nichtlineare Gleichungen zur Auswertung an, kann dies zu

ciner sehr starken Zerstiickelung des Zeitintervalls an mehreren Zeitpunkten 7 fihren.
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2. Numerisch giinstiger und ibersichtlicher ist die Auswertung der Distributionen nur am
Anfang eines jeden Zeitschritts. Da das Stoffgesetz dann tber die Dauer eines Zeit-
schritts linear ist, eriibrigt sich auch die Iteration.

Man nimmt dabei in Kauf, dass das bezogene hysteretische Riickstellmoment Y, in Abhingigkeit
von der Grofle des Zeitschritts geringfigig gréBere Werte als | Y| = 1 annehmen kann. Die
Integrationsgenauigkeit wird von der zeitlichen Diskretisierung abhingig.

Implementierung von Bouc-Wen

Die partiellen Ableitungen ergeben in diskreter Formulierung einfache Ausdriicke fir die Tan-
gentialmatrizen, wenn wihrend eines Zeitschritts angenommen wird, dass die Ableitungen der
Signum-Funktionen zu Null werden. Bei ebener Biegung wird (fiir ein Element / mit den Knoten
7und /+1):

K — a(HY(K’YH))T W:
o Yy " 0 B(x,,,.Y,

i+1° " Hi+l

ST, (4.38)

B(%,.7,,) 0 )}1

mit der Funktion B, an jedem Knoten z
B,(x,.Y, )=-N B, (%.Y,.)Y,"" (4.39)
und mit der Konstante:
ope (ki Yy, )= ysgn(£)sgn(Y, )" +vsgn(Y,)" . (4.40)

Der zweite Summand der Tangentialmatrix C,, wird zu Null, weil k& nur innerhalb der Signum-
funktionen erscheint:

A(H, (k,Y,)) ok
ok

C,, =H,(kY,)T, + —Tw=H,(kY,)T,. (4.41)

tan

Wie bereits diskutiert, ist die Erstellung der Tangentialmatrix cher von untergeordneter Bedeu-
tung, da in der modifizierten Newton-Raphson Iteration nur die Anfangssteifigkeiten verwendet
werden.

Entscheidend ist die Berechnung von Yy aus der differentiellen Formulierung des hysteretischen
Stoffgesetzes zur anschlieBenden Berechnung des Residuums aus dem Gleichgewicht. Die Diffe-
rentialgleichung des Hysteresemodells nach Bouc-Wen wird explizit nach Y); aufgelést. Dazu
werden die Variablen in der Differentialgleichung getrennt und das Integral Giber einen Zeitschritt
gebildet:

jy[ p ] —Tzc(t)dz (4.42)
Y |A=Pyyy

Wenn wiederum angenommen wird, dass die Signum-Funktionen im Zeitschritt A7 keinen Sprung

A .
hervorrufen, kann nach 'Y, aufgelost werden:
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N=1: vy A A=P Y oo (4.43)
B b
IA t
N=2: Ay, = P tanh| Ax\/ Af, +arctanh Yub . (4.44)
s, VAB,

Yy kann nun in jedem Iterationsschritt explizit bestimmt werden und zur Berechnung des Kraft-
residuums eingesetzt werden.

Bei komplexerer Darstellung des hysteretischen Stoffgesetztes (in kontinuietlicher Formulierung
oder bei schiefer Biegung) ist zwar die Differentialgleichung prinzipiell noch losbar, die Auflo-
sung der Gleichung nach der gesuchten Grofle Y, wird jedoch so umfangreich, dass eine

Verwendung innerhalb der Iteration zu trige wird.

Waubke [163] schligt im Rahmen der Finiten-Differenzen-Methode vor, analog der Ito-
Integration vorzugehen, wobei zur Bestimmung von AY, der Wert von Y, am Anfang eines

Zeitschritts verwendet wird. Es entsteht dabei eine sehr einfache und universell einsetzbare
Form:

AY,, = AK[A - By, .Y, )’YHHN] (4.45)

Der Algorithmus kann nur dann konvergieren, wenn als Ausgangswerte fir Y}, jeweils die Werte
des letzten aktuellen Iterationsschritts #-7 verwendet werden und nicht jedes Mal die gleichen
Startwerte der Iteration zum Zeitpunkt 7 wie in den Gln. (4.43) und (4.44).

Implementierung der Methode der statischen Korrektur mit Bouc-Wen

Der statische Anteil w,,, aus Gl. (3.37) erzeugt innere Krifte, die in der Berechnung des Kraft-

residuums berticksichtigt werden missen. Im modifizierten Newton-Raphson Algorithmus wird
AF =" ﬁ:xt -K’ W:lynn—l - (1 - a)q)B [K]. (q)BW:lynn_l T Watatni )_ KYYHn—l] : (4.40)
Der Vektor der quasi-statischen Verschiebungenwy - ist definiert durch Gl (3.41):
Wi = (1= @[T (@, W, + Wy )y Vi | - 447)
Die Gleichung wird nach dem Vektor wy . aufgelost:
~ 1 ~ .
Wy = (1= (1=)PT, ) (1= ) P[T,0, W, —xy Y, ] (4.48)
und kann dann in Gl. (4.46) eingesetzt werden. Damit kann Aw, , bestimmt werden.

Eine dhnliche Vorgehensweise ist fir die Auswertung der nichtlinearen Zusatzgleichungen erfor-

detlich, da das Inkrement des bezogenen hysteretischen Rickstellmoment AYy nicht mehr
explizit vorliegt.
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AY, = A(AKdyn +AK, )[A - Py (kn—l Y )tYH,HN] . (4.49)

AKgyn ist bekannt aus Ak, = Tk(I)BAW:;ynn_l , AKyqr 1st einzusetzen aus

Ak, =(1-a)T ¥ (Ak —Kk,AY, ), (4.50)

stat

wobei fur Ak wiederum analog (Gl. 4.48) verwendet werden kann:
~ \-1 ~
Ak = (1= (1- )T, %) [Aky,, —(1- )T Px,AY, | @51)

Nach sukzessivem Einsetzen der Gl (4.51) in Gl (4.50) und dieser wiederum in Gl (4.49) kann

letztendlich nach AYy aufgelost werden. Die nichtlinearen Zusatzgleichungen sind dann nicht
mehr entkoppelt von der Gleichgewichtsgleichung. Die Abhingigkeit kann jedoch innerhalb der
Newton-Raphson Iteration berticksichtigt werden.

4.2.3.4 Vergleich der Integrationsalgorithmen am Beispiel Kragarm

Zum Vergleich der Integrationsalgorithmen wird wiederum das Beispiel des Kragarms nach
Abb.. 3.1 mit den in Abschnitt 3.1.3 angegebenen Modellparametern verwendet. Unter voll
korrelierter stochastischer Last, die gleichmiBig tiber den Kragarm verteilt ist, soll wiederum
Element 3 plastizieren. Die oberste Eigenfrequenz des Systems liegt bei /= 953 Hz. Das Stabili-
tatskriterium erfordert damit im expliziten Algorithmus eine Schrittweite von At = 1/8192 s, also
schon eine sehr hohe Auflosung bei einem vergleichsweise kleinen System. Die oberste Anre-
gefrequenz ist auf /= 8 Hz beschrinkt, daher gentigt eine Auflésung mit einer Schrittweite von

Ar=1/256 s im Newmark Algorithmus.

Die Gegentiberstellung der Ergebnisse aus beiden Verfahren dient zur gegenseitigen Validierung
der entwickelten Algorithmen. Die Abbildungen 4.2 dokumentieren die gute Ubereinstimmung
der Zeitverliufe (vor allem auch der Geschwindigkeit der Kriimmung).

Abb. 4.2a der Auslenkung »(?) an Knoten 4,

Abb. 4.2b der Krimmung &(7) an Knoten 3,

Abb. 4.2¢ des bezogenen hysteretischen Riickstellmomentes Y/,(7) an Knoten 3, sowie

Abb. 4.2d der Krimmungsgeschwindigkeit d&(7)/dt an Knoten 3.
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w [m]

x [1/m]

Abb. 42 a:  Zeitverlauf der Auslenkung » an Knoten 4 Abb. 4.2b:

1/t [1/ms]

Abb. 4.2c: Zeitverlauf bez. hyst. Ruckstellmoment Y}, Abb. 4.2d: Zeitverlauf der Kriimmungsgeschwindig
keit dads an Knoten 3

4.2.3.5 Ablauf der Simulationsberechnung

Zur Simulation der stationiren Antwort werden die Anfangsbedingungen des Zustandsvektors zu
Null gesetzt, da die tatsichlichen Anfangsbedingungen einer bestimmten Realisation vorab unbe-
kannt sind. Um das Uberschwingen durch den ,Einschaltimpuls® abzumindern, wird die
dynamische Last ,langsam hochgefahren®, indem die Zeitfunktion durch ein halbes Hanning-
Fenster iiberlagert wird. Dadurch ist ein stetiger Ubergang am Anfang und Ende des Fensters
sowohl im Weg als auch in der Geschwindigkeit gewihrleistet. Bei starkem Uberschwingen
plastizieren mehr Elemente, als bei rein stationirer Antwort. Fir die Effizienz des Verfahrens ist
jedoch eine geringe Anzahl an plastizierten Elementen von Vorteil.

Zur Uberpriifung, ob Plastizierung auftritt, misste die Kriimmung an jedem Element in jedem
Zeitschritt ausgewertet werden. Bei hoher Auflésung und hoher Elementzahl fuhrt dieser Auf-
wand zu einem Geschwindigkeitsverlust. Daher werden einzelne Bereiche vorausgewihlt, an
denen eine Plastizierung aufgrund einer empirischen Auswahl oder einer vorab durchgefithrten
Kapazititsberechnung auftreten kann. Weiterhin werden Intervalle Az, festgelegt, in denen die

Flie3funktion abgefragt wird, die aber nicht den hoch auflésenden Zeitintervallen Az der Zeitin-
tegration entsprechen miissen.
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Wird nun wihrend einer Simulation ein plastiziertes Element identifiziert, so werden die ent-
sprechenden plastischen Formfunktionen und die generalisierten Systemmatrizen neu berechnet.
Der Zeitaufwand fur die Matrizenmultiplikation ist auch fiir grof3e Systeme noch relativ gering.

Es ist darauf zu achten, dass die neuen Freiheitsgrade w, und Y}, die entsprechenden Anfangs-
bedingungen erhalten. Dabei wird davon ausgegangen, dass sich das Element zum
vorangegangenen Abfragezeitpunkt #, - Af, gerade noch im elastischen Zustand befand und
bisher an dieser Stelle keine Plastizierung aufgetreten ist. Um eine Wiederholung ab dem voran-
gegangen Abfragezeitpunkt zu ermdglichen, muss der jeweilige Zustandsvektor abgespeichert
werden. Die neuen Variablen des bezogenen hysteretischen Ruckstellmomentes Y, sind dann
proportional zu den Knotenkrimmungen. Die den neuen plastischen Formfunktionen zugeord-

neten Koordinaten w, werden zu Null gesetzt.
Y, (t,) =Kty Ky und wy(t,)=0 (4.52)

Zur Simulation wird ein periodisches Rauschen verwendet. Um Stationaritit zu gewahrleisten,
wird das Signal mit der Periode T einmal oder mehrmals wiederholt, solange bis der Einschwing-
vorgang abgeklungen ist. Zur Auswertung wird dann nur die Antwortfunktion aus der darauf
folgenden Periode verwendet.

4.2.4 Schitzung der stochastischen Parameter

Das Ziel der Monte Carlo Simulation ist nun, aus den Ergebnissen der deterministischen Berech-
nungen die gewtnschten stochastischen Parameter zu schitzen. Da es sich um simulierte Daten
handelt, konnen die Parameter nach der Schitztheotie der Statistik ermittelt werden.

Werden die statistischen Auswertungen fir eine Entwurfsstudie bendétigt, gentigt die Abschit-
zung der Standardabweichung. Als biasfreie, konsistente Schitzer stehen z.B. die
Momentenmethode oder die Methode der maximalen MutmafBlichkeit zur Verfugung. Letztere
legt die Kenntnis des Verteilungstyps zugrunde und scheidet daher aus, da die Verteilung der
nichtlinearen Antwort nicht bekannt ist.

Handelt es sich bei der Antwort um einen schwach stationiren ergodischen Prozess, so kann die
Standardabweichung tber die zeitliche Mittelung (<.>) der Quadrate geschitzt werden [132].

N 2 2
x(t,)—<x>
Var(x) =< x(t,)’— < x >*>= E X)) =<x>"

4.53
n=1 N _l ( )

Fur einen mittelwertfreien Antwortprozess wird das geschitzte Mittel < x(¢,) >zu Null.

Bei instationarer Antwort wird die Kovarianzmatrix der Antwort zeitabhingig, d.h. die Varianzen
miissen zu jedem Zeitpunkt 7 iber N Realisationen gemittelt werden.

Da die geschitzte Varianz &(t)” selbst wieder eine Zufallsvariable darstellt, kann die Wahrschein-
lichkeit, mit der ein geschitzter Parameter innerhalb eines gegebenen Konfidenzintervalles zu
liegen kommt, in Abhingigkeit von IN berechnet werden. Fiir eine gro3e Anzahl von Stichproben
kann auf der Basis des zentralen Grenzwertsatzes angenommen werden, dass die Zufallsvariable
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&(t)° normalverteilt ist. Handelt es sich um einen erwartungstreuen Schitzer, ist der Erwar-
tungswert der Standardabweichung die Standardabweichung selbst.

Die Intervallinge fur eine bestimmte vorgegebene Konfidenz, d.h. das Intervall, in das die Vari-
anz mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit (1-4) hineinfillt, ist [132]:

(1) —o, ()’

—ky, < ——2 <k, |=1-P 4.54
Vel o

Bei einer Konfidenz, die durch (1- f) vorgegeben ist, erhilt man das Konfidenzintervall in Ab-
hingigkeit der (groen) Stichprobenanzahl N, wenn X(7) eine normalverteilte Grundgesamtheit
darstellt [132]:

P

20 . 20
L+ky o 2/(N=1)" 1=k, 2/(N-1) )

o (07, { (4.55)

kg, ist der Wert der Normalverteilung bei vorgegebener Konfidenz: P(-£p, <x < kg, = 1- B.
Gibt man sich ein Konfidenzintervall entsprechend einer geforderten Genauigkeit vor, so kann
umgekehrt auf die erforderliche Stichprobenzahl N riickgeschlossen werden.

Soll z.B. der mittlere Fehler im Durchschnitt nicht groBer werden als 10 %, so ist eine Stichpro-
benanzahl von N = 32 erforderlich (8= 50%: £g,= 0,675 und o, (1)’1-p / 5(t)* <1,1” bzw.

o ()15 /G(t)* > 0,9%). Fiir eine Abweichung von 1% werden es N = ca. 2400 Stichproben.
Wird eine héhere Konfidenz verlangt, z.B. soll der mittlere Fehler zu 95% nicht gré3er werden
als 1%, so sind N = ca. 20.000 Stichproben erforderlich (8= 95%: £g,=1,96 und
o ()1p /(1) <10 bzw. 0, (t)1-5/5(t)" > 0,99%).

Ist die Antwort stationdr, so kann mit vergleichsweise geringem Aufwand eine hohe Gtte in der
Schitzung der Antwortvarianz erzielt werden, wihrend im instationdren Fall der Aufwand sehr
stark ansteigt. Fir die Beurteilung der Monte Carlo Simulation gegentiber anderen Verfahren ist
daher die Kenntnis tber die erforderliche Anzahl der Stichproben bedeutsam.
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4.3 Statistische Linearisierung ESL

4.3.1 Grundlagen der ESL

4.3.1.1 Grundlagen der ESL in der Literatur

Neben den Simulationsmethoden stellt die statistische Linearisierung die am weitesten verbreitete
Methode dar, um die Antwort nichtlinearer Systeme auf eine stochastische Anregung niherungs-
weise zu bestimmen. Allgemein ersetzt die statistische Linearisierung eine gegebene nichtlineare
Differentialgleichung durch eine dquivalente lineare Differentialgleichung. Die Methode wird
auch als dquivalente Statistische Linearisierung oder Stochastische Linearisierung bezeichnet. Die
gebriuchlichen Kirzel ,,ESL“ oder ,,EQL “ entstammen dem englischen Sprachgebrauch ,,Equi-
valent Statistical Linearization®.

Von Kazakov [84] und Caughey [33] wurden u.a. die Grundlagen zum Standardverfahren der
Statistischen Linearisierung erarbeitet. In [32] behandelt Caughey erstmals einen Einmassen-
schwinger mit Hysterese.

Eine ausfiihrliche Einfiihrung mit der Darstellung verschiedener Linearisierungsprobleme und
unterschiedlichen Losungsverfahren wurde durch Roberts und Spanos [126] erstellt. Ebenfalls
ein Uberblick iiber das Verfahren der Statistischen Linearisierung wird durch Socha und Soong in
[151] gegeben. Eine aktuellere Ubersicht iiber die Verfahren der Statistischen Linearisierung in
einer Gegeniiberstellung zur Monte Carlo Simulation geben Proppe, Pradlwarter und Schuéller
[120].

4.3.1.2 Formulierung der ESL

Allgemein wird ein nichtlineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
X(1) = g(X(1) + F(1) (4.56)
durch ein lineares System ersetzt [150]:
Y(t)=AY()+b+F(). 4.57)

g(X) bezeichnet eine beliebige nichtlineare Funktion, X(t) einen n-dimensionalen Zustandsvektor
des nichtlinearen Systems und Y(t) den Zustandsvektor des linearisierten Systems. F(t) ist der n-
dimensionale Vektor der stochastischen Anregung. A und b sind dabei eine # x n Matrix bzw. ein
n -dimensionaler Vektor, wobei die Elemente mit zunichst unbekannten Konstanten besetzt
sind. Um die Konstanten zu bestimmen, wird das lineare Gleichungssystem mit dem nichtlinea-
ren verglichen. Nahe liegend ist die Minimierung des Fehlerquadrates, das aus der Differenz des
nichtlinearen und des linearen Terms der beiden Gln. (4.56) und (4.57) entsteht. Der Fehlervek-

tor € ist die Differenz:

e=g(X(?))-(AX(?) +b). (4.58)
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Da es sich bei X(#) um einen stochastischen Vektorprozess handelt, wird der Fehler € im quadra-
tischen Mittel minimiert, d.h., es ist der Erwartungswert Ele'e] zu minimieren, was aus

stochastischer Sicht der Minimierung der Varianz von € entspricht. Die notwendigen Bedingun-
gen zur Bestimmung des Minimums lauten:

%E(Ja):o und a%E(sfs): 0, ij=1,... (4.59)

i i

Werden nun fiir die Elemente des Vektors € die Ausdriicke entsprechend Gl. (4.58) eingesetzt, so
ergeben sich aus den Gln. (4.59) nach Vertauschen von Erwartungswertbildung und partieller
Differentiation und unter Einfithrung von A'® fiir den /~ten Vektor der Matrix A" die Gleichun-
gen

b =E{g(X)}- AE{X} (4.60)
und
Ele, (X)X}~ Elg,(X)}E{X}=ZA™" (4.6
mit der Kovarianzmatrix
Z=E{X-EX}\X-E{X))}. 4.62)

Aus Gl. (4.60) ist ersichtlich, dass der Vektor b zu Null wird,
e wenn der Vektorprozess der Zustandsvariablen X mittelwertfrei ist und

e wenn die nichtlineare Funktion g(X) symmetrisch ist, so dass der Erwartungswert daraus
ebenfalls zu Null wird.

In diesem Fall entfillt Gl. (4.60), und Gl. (4.61) wird zu:

Elg,(X)X}=2zA™". (4.63)
Das Gleichungssystem kann nach den Linearisierungskoeffizienten aufgelost werden. Da sowohl
die Erwartungswerte des Vektors der Zustandsvariablen als auch deren Kovarianzmatrix Z zu-

nichst unbekannt sind, wird gewohnlich das nachfolgende Iterationsschema durchlaufen:

e Initialisierung: Vorbesetzen der Linearisierungskoeffizienten b und A z.B. mit den Ko-
effizienten des assoziierten linearen Systems;

e Berechnung der in den Gln. (4.60) und (4.61) benotigten Erwartungswerte mit Hilfe der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des linearen Ersatzsystems;

e Berechnung der Linearisierungskoeffizienten aus den Gln. (4.60) und (4.61) bzw. (4.63);

o Uberpriifung des Abbruchkriteriums.
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Ist der Lastprozess GauB3-verteilt, so sind die Prozesse der Antwortvariablen aus dem linearisier-
ten Gleichungssystem (4.57) in jedem Iterationsschritt ebenfalls Gaul3-verteilt. Hierin liegt der
konzeptionelle Widerspruch der statistischen Linearisierung. Wegen der Nichtlinearitit der Funk-
tion g(X) wird die Verteilung der Antwort X in der Regel nicht GauB-verteilt. Um dem
mathematisch gerecht zu werden, werden in Gl (4.56) und (4.57) bewusst zwei verschiedene
Prozesse X(t) und Y(t) verwendet [35]. Nun kann die Fehlerminimierung alternativ von den Gln.
(4.56) und (4.57) ausgehen. Der wesentliche Unterschied ist, dass im ersten Fall X(t) unabhingig
von den dquivalenten Koeffizienten in A und b ist, und damit die Koeffizienten nach der Stan-
dardmethode berechnet werden kénnen.

Socha und Pawleta [152], Elishakow und Colanjanni [38], Wu und Bernard [13] postulieren, dass
Gl (4.57) mit Y(t) als Ausgangsgleichung zur Linearisierung zu verwenden ist. Da Y(t) dann
jedoch abhingig von den Koeffizienten in A und b ist, muss in der Fehlerminimierung diese
Abhingigkeit berticksichtigt werden. Daraus resultieren fir die Berechnung der Koeffizienten in
A und b wesentlich lingere Ausdriicke als in der Standardversion mit Gl. (4.58). Die Diskussion
um die mathematischen Grundlagen der Standardmethode der ESL ist noch nicht beendet, wie
jungste Veroffentlichungen zeigen [14].

4.3.1.3 Eindeutigkeit der Lésung

Fir das Standardverfahren kann nun gezeigt werden, dass die Differentialgleichungen fiir die
ersten und zweiten Momente des linearen und des nichtlinearen Systems formal tbereinstimmen.
Werden die in Gl. (4.60) und (4.61) auftretenden Erwartungswerte mit der Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion des nichtlinearen Systems gebildet, so erhilt man bei gleichen
Anfangsbedingungen fiir beide Systeme die gleichen ersten und zweiten Momente. Dieses
Linearisierungsproblem wird daher als ,echte” Linearisierung (True Linearization) bezeichnet.
Pradlwarter [109] weist nach, dass fir jedes beliebige nichtlineare System bei Anregung durch
weilles Rauschen ein lineares System existiert, fiir das die ersten beiden Momente identisch sind.
Er kommt jedoch auch zu dem Schluss, dass dieses System nicht eindeutig ist, da beliebig viele
Dichtefunktionen konstruiert werden kénnen, mit denen die Gln. (4.60) und (4.61) erfillt werden
konnen.

Von Roberts und Spanos [126] wird wiederum der Nachweis erbracht, dass das aus den Gln.
(4.60) und (4.61) ermittelte linearisierte System Gl. (4.57) unter der GauBBannahme eindeutig ist,
und dass mit den ermittelten Koeffizienten in A und b das Fehlerkriterium in Gl. (4.58) mini-
miert wird.

Langley [90] beschiftigt sich mit Fillen, in denen die Eindeutigkeit der Lésung bei der statisti-
schen Linearisierung nicht gegeben ist. Fan und Ahmadi [55] konstruieren Fille, in denen die
zweiten Momente im instationdren Fall nicht eindeutig werden. Sie weisen jedoch nach, dass die
zweiten Momente im stationdren Fall in Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen eindeutig
sind. Weisen Systemen mehrere Minima der Potentiale der Ruckstellkrifte auf, konnen die Er-
gebnisse der Statistischen Linearisierung sehr stark von der exakten LLosung abweichen.

Lacquaniti und Riccardi [89] fihren u.a. die Gaul3sche Linearisierung eines Ein-Freiheitsgrad-
Systems auf die ,,Gaussian Closure® Methode zurtick. Bezogen auf das Verfahren der maximalen
Entropie, in der eine unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung durch Kriterien der maximalen
Entropie definiert wird, wird die statistische Linearisierung reinterpretiert. Werden nur Kriterien
bis zum zweiten Moment vorgegeben, so erfillt die Gaul3sche statistische Linearisierung unter
allen moglichen Linearisierungen diese Kriterien gemal3 der maximalen Entropie am besten. Die
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statistische Linearisierung kann nun dahingehend erweitert werden, dass Kriterien héherer Ord-
nung vorgegeben werden, so dass die echte Verteilungsdichtefunktion des nichtlinearen Systems
besser angepasst werden kann. Daraus resultiert letztendlich eine ,,stiickweise® Linearisierung.

4.3.1.4 Weitere Linearisierungskriterien

Kazakov [121] fuhrt neben der Minimierung des quadratischen Fehlermittels auch die Gleichheit
der ersten und zweiten Momente des nichtlinearen und des linearisierten Gleichungssystems als
Linearisierungskriterien ein. Zhang und Elishakoff [171], Elishakoff und Zhang [48] sowie Falso-
ne und Elishakoff [52] minimieren die Energiedifferenz im Quadrat bzw. die Erwartungswerte
der Quadrate der potentiellen Energien. Dies entspricht einer Minimierung des 4. Momentes also
des Exzesses des klassischerweise minimierten Fehlers, wodurch die Minimierung der unteren
Momente nur indirekt erfolgt. Durch das Hinzufiigen einer Gewichtungsfunktion des Fehlers
werden die Linearisierungskoeffizienten der echten Linearisierung bestimmt. Um wiederum die
Parameter der Gewichtungsfunktion zu bestimmen, muss die Losung der zweiten Momente
bekannt sein.

Casciati, Faravelli und Hashofer [29] beziehen ein Versagenskriterium als zusatzliches Linearisie-

rungskriterium ein. Dadurch wird die Statistik der Uberschreitensrate eines Versagenskriteriums
verbessert.

4.3.2 ESL am Ein-Freiheitsgrad-System mit Hysterese

4.3.2.1 Aufstellung des Gleichungssystems

Die linearisierte Bewegungsgleichung des Einmassenschwingers bei mittelwertfreier Anregung
und symmetrischer Nichtlinearitdt wird:

M()+(C+C,)a + (K +K,, )at) =F(r). (4.64)

Die Systemmatrizen sind:

M_m 0 C—C 0 C - 0 0 (4.65)
1o o 1o of “e, /w1 ‘

1 ak  (1-a)kw, 0 0
Fo=| /0, K= 0 o K=l | (4.66)

Der Vektor der Unbekannten q besteht aus der Verschiebung w sowie aus der bezogenen hyste-
retischen Ruckstellkraft Y7,

q) =[w@) Y, (4.67)

Das assoziierte lineare System ist durch die Federsteifigkeit &, die Masse m und die Dampferkon-
stante ¢ definiert. Die dynamische Last wird durch die Zeitfunktion f{#) beschrieben. wy ist
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wiederum ein geeigneter Bezugsfaktor, tber den z.B. die FlieB- bzw. Plastizititsgrenze definiert
werden kann.

Die Linearisierungsparameter hingen vom jeweiligen nichtlinearen Modell ab. Legt man die
bilineare Hysterese nach Suzuki-Minai (2.30) zugrunde, so wird im stationdren Fall:

_Al=p? - . -
i exp( . 2} zwf;exp[ N .
oy 20, (1—p ) o, 27 20y o,421-p

wobei die Fehlerfunktion erf(x) definiert ist als das Integral

tand

erf(x) = [ de. (4.70)

0

Die Standardabweichung o. bezieht sich auf die bezogene Schwinggeschwindigkeit

w(t) =w(t)/w, , der Korrelationskoeffizient p auf die Kreuzkorrelation zwischen w(¢) und (7).

:E{W-YH}’

0.0y

4.71)

Im Falle des Hysteresemodells von Bouc-Wen ergeben sich zumindest fir N = 1 einfachere
Ausdriicke:

2
keq =.,|—oy ()/p + v) s 4.72)
Vs

Cop = EO'W (7/ + Vp)— A. 4.73)
V4

Fir den instationdren Fall gelten die gleichen Formeln, mit dem Unterschied, dass dann die
Linearisierungskoeffizienten und die stochastischen Parameter zeitabhingig werden.

4.3.2.2 Untersuchung der Genauigkeit und Konvergenz am Ein-Freiheitsgrad-System

Um die Einsatzméglichkeit des Verfahrens auf Rahmentragwerke zu testen, wird zunichst ein
Ein-Freiheitsgrad-System untersucht (mit den dimensionslosen, bezogenen Parametern):

k=1;m =1 (daraus @ = 1) ;¢ = 0,01 und ¢ = 0,04 (= 0,005 und &= 0,02); & = 0,5; wy = 1

Auf das System wirkt ein Lastprozess f{?) in der Naherung eines Gaul3schen weillen Rauschens
mit konstantem Leistungsdichtespektrum S} bis /= 8 ein. Die Ergebnisse werden bezogen auf
die Last im Bereich von 5" = 10" ... 10" dargestellt.



Kapitel 4 Stochastische Verfahren 77

Abb. 4.3 und Abb. 4.4 zeigen die auf die Last bezogenen Standardabweichungen der Antwort in
Gegentberstellung zu einer Monte Carlo Simulation. Die Ergebnisse sind in dhnlicher Form in
[126] bzw. [167] enthalten und stimmen - soweit erkennbar — Giberein.

Das Systemverhalten kann bei Steigerung der Last in vier Phasen eingeteilt werden:

®  Dhase 1, Elastische Antwort bis zur FlieBgrenze:
Mit Suzuki-Minai (Abb. 4.3 bis §° = 2E-2) erscheint die FlieBgrenze als Knick, wihrend
der Ubergang zur elasto-plastischen Antwort im Bouc-Wen Modell (Abb. 4.4) nicht ein-
deutig ist.

e Phase 11, Bedimpfung durch Ausbildung einer Hysterese:
Durch die zunehmende Ausbildung der Hysterese wird das System bedidmpft, die reso-
nante bezogene Antwort nimmt in beiden Modellen bis ca. ;> = 2E-1 ab.

o  DPhase I1I, Zunahme der Amplituden durch Rickgang des Hysteresevolumens:
Mit weiterer Laststeigerung steigt die Amplitude der Antwort an, wihrend die hystereti-
sche Rickstellkraft |Y},| innerhalb der plastischen Grenzwerte wy, =1 eingeschrinkt
bleibt. Als Folge wird die Hysterese schmaler. Damit nimmt die bedimpfende Wirkung
wieder ab, die Amplituden steigen wieder an (§.° > 2E-1). Auch der Einfluss der Form
des Hysteresemodells nimmt ab. Die Antworten in beiden Modellen nihern sich an.

®  Phase I, Anniherung an das System mit Reststeifigkeit (nicht mehr im Bild dargestellt):
Die Kurve der Standardabweichung der Auslenkung o, nihert sich fiir S, > 1 asymp-

totisch der Antwort des linearen Systems mit der Steifigkeit ak an, da der Anteil der
hysteretischen Ruckstellkraft zum Gleichgewicht klein wird.

4.3.2.3 Vergleich mit der Simulationsberechnung

Die normierten Histogramme (o = 1) in Abb. 4.5 nehmen niherungsweise bis zu einer Laststufe
von etwa S’ = 10" die Form einer Normalverteilung an. Dementsprechend ist die Niherung
durch die ESL bis zu dieser Laststufe fir beide Hysteresemodelle unabhingig vom Dimpfungs-
grad in einem akzeptablen Rahmen.

Oberhalb dieser Laststufe driften die Losungen im Falle des Hysteresemodells nach Suzuki-Minai
zunehmend auseinander. Die weitere gute Ubereinstimmung im Bouc-Wen Modell kann aus dem
Vergleich der Histogramme mit der Normalverteilung nicht nachvollzogen werden. Da es sich
bei den aquivalenten Koeffizienten um Mittelungswerte handelt, kann sich durch Zufall ein
ahnlicher Wert ergeben, obwohl die zugrunde liegenden Verteilungen vollig verschieden sein
konnen. Bei der Anwendung der statistischen Linearisierung ist daher Vorsicht geboten. Die
Genauigkeit der Methode sollte immer unter Berticksichtigung der Form der echten Verteilungs-
dichtefunktion beurteilt werden.

In den Abbildungen 4.6 sind die Wertebereiche der dquivalenten Koeffizienten in Abhingigkeit
von der Last dargestellt. Die Werte der linearisierten Dimpferkonstante ¢, bewegen sich zwi-
schen ¢,y =-1 und c,; = 0. Die Werte der linearisierten Steifigkeit k,, verschwinden in der
Approximation des linearen Falles.

Die beschrinkte Oszillation der hysteretischen Riickstellkraft macht sich auch in der spektralen
Dichtefunktion Abb. 4.7 in einer kiinstlichen Resonanz bemerkbar. Dieses Phinomen ist spektral
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mit Statistischer Linearisierung nicht erfassbar. Ansonsten stimmen die spektralen Dichtefunkti-
onen im doppelt-logarithmischen Maf3stab gut tiberein.

20 10
IR | L [T
--e-—-w,MC H — —a --e--wMC H
RS --®--Y,MC N\ --=a--Y,MC
- w,ESL 4 w,ESL
15 . — - —-v.ESL | \ — - —-Y,ESL
° N\ A
N\ N
gu- L} gu- \'\ o
2 s 2 NN Ry
810 85 s k. =
b » 0 NS
S, LN S, AN
(7] = ~ o] (4 ‘\
— - L
& AN 3 6 o
5 \\! o 11 Tl N N
N Sy ~
LN Y ~r
a .
s L] 8
¥ .-
0 0
1.0E-02 1.0E-01 1.0E+00 1.0E-02 1.0E-01 1.0E+00
SFO'5 sFo,s
Abb. 4.3 Standardabweichungen der Auslenkung o, und der bezogenen hysteretischen Ruckstellkraft 6y bezogen
auf die spektrale Dichte der Last S, Vergleich ESL — MCS, Suzuki-Minai, & = 0,5; links: Ddmpfungs-
grad §'= 0,005; rechts: Dampfungsgrad £'= 0,02 .
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=1, 2= 0,5); &= 0,5; links: Dampfungsgrad §'= 0,005; rechts: Dimpfungsgrad {'= 0,02.
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Abb. 4.5: Normierte Histogramme (o = 1) der Auslenkung (links) und der hysteretischen Riickstellkraft (rechts),
Bouc-Wen Modell (4 =1; y= v=0,5, N = 1; a = 0,5); Dimpfungsgrad ¢ = 0,005; Abweichung von der
Normalverteilung in den Laststufen S =103 ; 519> =101 ; §;0° =10-95.

10°
SIAmIZETITAOr
[ I R T2IOmMZZCTI T a0
N | [N T
TOOT 3l T EESSE
[ I [
SO075-— T a7 hl mT T
R I A N R R TTE [RRLT 72 T T T ) N R i B B S 1Y B 9 = A N i
B | e e e e e R R e e Y~ - ++Hnyg e czodzgEo =L EDRE
R I A N R R TTE Lo
085 =+ At HIH - —l— AR - A —m A -~ HH E S IO FM T SE R R A AR [
R I A N R R TTE A0 r
0.9F — F A b e b R AHHi- — b 4 4y L
R R RTINS PR SEI3
10,950 — 4 I b = b b A HHI— b Y e e e e e o e —cIIomg
PN 1 eketd NN R RN ot At H = ==+ FHH I = 4 —I=I4 HHI= =+ + FH
-1 demm ol o \\HH[ 1 HHH4 L1011 \Hn 10‘4 1 \\HHHV3 1 “HHH,Q 1 \\\\\\\\4 1 \\\HHO
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
g0 ¢

Abb. 4.6: dquivalente Koeffizienten cgq (links) und &, (rechts) in Abhingigkeit von der spektralen Dichte der Last
Sy Bouc-Wen Modell (4 =1; y= v=0,5; N = 1; a = 0,5); Suzuki-Minai & = 0,5.

Abb. 4.7: Spektrale Leistungsdichte (PSD) der Wegauslenkung w (links) und der hysteretischen Riickstellkraft Y7,
(techts), Bouc-Wen Modell (4 = 1; y= v=0,5; N = 1; a = 0,5); Dimpfungsgrad {'= 0,005; 5% =101 .
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4.3.2.4 Konvergenz

Die Konvergenz des Verfahrens kann fiir alle getesteten Laststufen als gut bezeichnet werden,
die Zahl der Iterationen nimmt mit zunehmender Last erwartungsgemal3 zu. In [126] wurde

festgestellt, dass fiir bestimmte Kombinationen des Reststeifigkeitsfaktors & und der Dimpfung

¢ im bilinearen Modell keine Konvergenz erzielt werden kann. In den Ergebnissen mit Suzuki-
Minai ist dies fir §,° < 10" mit ¢ = 0,01 der Fall (Abb. 4.3 links).

Dieser Schwierigkeit kann, wie in [150] vorgeschlagen, durch eine einfache Relaxationsmethode
begegnet werden. In der Iteration wird der neue Wert der Linearisierungskoeffizienten nicht
durch das Ergebnis aus dem Erwartungswert (4.68) bzw. (4.69) unmittelbar ersetzt, sondern
durch eine Interpolation zwischen aktuellem und vorangegangenem Wert.

ky=(—-pk, +uk, ¢, =(-pe, +uc, (4.74)

Mit einem Relaxationswert von ¢ = 0,5 kann eine gute Konvergenz mit max. 15 Iterationen
erzielt werden. Die Werte weichen jedoch stark von der Losung mit MCS ab.

Es wurde gezeigt, dass die Genauigkeit der Statistischen Linearisierung abhingig ist
e vom Plastizierungsgrad (Lastniveau),
o von der Art der Nichtlinearitit,

e vom Faktor der Reststeifigkeit @ in Kombination zum Dimpfungsgrad &. Bei kleinen
Werten a < 0,1 in Verbindung mit kleinem Dampfungsgrad ¢ wird die Methode zuneh-
mend ungenauer [126]. Mit dem Standardverfahren treten Konvergenzschwierigkeiten
auf.

Wird einer dieser Parameter wihrend einer Untersuchung verindert, so muss die Genauigkeit der
Ergebnisse erneut tiberprift werden.

4.3.3 Weitere Literatur zur ESL

4.3.3.1 Erweiterungen des Standardverfahrens

Neben bereits genannten Beitrigen beschiftigen sich verschiedene Untersuchungen nun damit,
die nachteiligen Eigenschaften des Standardverfahrens der ESL zu kompensieren.

Hurtado und Barbat [77] verbessern die Approximation, indem sie eine gestutzte Normalvertei-
lung wahlen, welche auf den beschrinkten Wertebereich der Ruckstellkrifte im Bouc-Wen
Modell Riicksicht nimmt. Nicht-Gauf3sche Verteilungsdichten werden der Statistischen Lineari-
sierung von Kimura, Yasumuro und Sakata [86] zugrunde gelegt. Fiir die bessere Beschreibung
des elasto-plastischen Verhaltens werden ebenfalls gestutzte Normalverteilungen angesetzt. Das
tberstehende Volumen wird als Dirac Distribution dem plastischen Grenzwert als Gewichtung
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bei der Erwartungswertbildung zugeschlagen. Die Genauigkeit kann dadurch etwas verbessert
werden.

Elishakoff und Cai [49] untersuchen Fille, in denen die Nichtlinearitit getrennt fiir die Damp-
fung und die Steifigkeit behandelt werden kann, und in denen fiir die nichtlineare Elastizitit eine
geschlossene Losung in Bezug auf die gesuchten statistischen Parameter der Antwort gefunden
werden kann. Die dquivalente Dimpfung wird dann parallel durch partielle Linearisierung ge-
wonnen.

Grigoriu [60] entwickelt die Statistische Linearisierung fiir Anregungen in Form von Poisson-
schem weillen Rauschen und weillem Rauschen nach Lévy. Sobiechowski [150] stellt fir das
Poissonsche weil3e Rauschen die entsprechenden Formulierungen unter Verwendung des Hyste-
resemodells von Bouc-Wen auf. Gegentiber kontinuierlichem Rauschen eignet sich das
Poissonsche weille Rauschen fiir diskrete Prozesse, z.B. fir die Belastung einer Briicke durch
Strassenverkehr, fir Windbéen, unter gewissen Bedingungen auch fiir Erdbeben. Weiles Rau-
schen nach Lévy beschreibt Prozesse, deren Varianzen im Unendlichen liegen, z.B. die
Entwicklung der Erdtemperatur oder die Erst-Uberschreitenswahrscheinlichkeit bestimmter
Prozesse.

4.3.3.2 Erweiterung durch Statistische Nichtlinearisierung

Die Nichtlinearisierung beruht auf der gleichen Grundlage wie die Linearisierung, jedoch tritt an
die Stelle der linearen Gleichung eine nichtlineare. Sinnvollerweise wahlt man eine Ersatz-
gleichung, die zum einen der Originalgleichung nahe kommt und zum anderen eine vereinfachte
Losungsmoglichkeit bietet. Donley und Spanos [45] verwenden eine Potenzreihe fiir die Appro-
ximation, da sich Potenzreihen als Volterra-Reihen auffassen lassen und der Volterra-Kern
spektral behandelt werden kann.

Falsone und Sotera [54] setzen in Gl. (4.84) eine Gram-Chatrlier-Reihe zur Beschreibung der
Verbundverteilungsdichtefunktion des nichtlinearen Systems ein. Unter Anwendung der Moment
Closure Beziehungen fligen sie den Bestimmungsgleichungen der Linearisierungskoeffizienten
Gl (4.76) und (4.75) einen Summanden hinzu, der aus der Gram-Charlier Reihe abgeleitet wird.
Damit wird ebenfalls eine bessere Anniherung der Verbundverteilungsdichte des nichtlinearen
Systems erzielt. In die gleiche Richtung zielt die Arbeit von Lee [92], nur dass anstatt der Gram-
Charlier Reihen Edgeworth Reihen verwendet werden.

Auf eine stiickweise Linearisierung fihrt der Ansatz von Pradlwarter [115]. Die Verbundvertei-
lungsdichte der Antwort im Phasenraum wird diskretisiert. Jedem Knoten der Diskretisierung
werden normalverteilte Verteilungsdichtefunktionen zugeordnet, durch deren Uberlagerung die
echte Verbundverteilungsdichte angenihert wird.

4.3.3.3 Untersuchungen zur Genauigkeit der ESL

Die Genauigkeit der Statistischen Linearisierung wird in zahlreichen Arbeiten untersucht, so
durch Noori, Saffar und Davoodi [104] an einem Ein-Freiheitsgrad-System mit einer Nichtlinea-
ritat in der Form eines Tangens-Hyperbolicus. Der Vergleich wird zur exakten Losung (FPK)
und zur non-Gaussian Closure gezogen. Iwan und Yang [80] untersuchen Mehr-Freiheitsgrad-
Systeme mit kubischem Ansatz der Riickstellkrifte (hardening) bzw. in Form einer inversen
Tangensfunktion (softening). Fur beide Fille lassen sich exakte Ausdriicke fir die Linearisierung-
koeffizienten angeben.
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Die Schwankungsbreiten der Genauigkeit liegen je nach System und Nichtlinearitit zwischen 4 %
und 100 %.

4.3.3.4 Beispiele fiir Anwendungen

Marano und Greco [97] wenden die Statistische Linearisierung an, um die Energiedissipation in
nichtlinearen Isolatoren zum Erdbebenschutz in Gebauden zu ermitteln, wobei die Hysterese des
nichtlinearen Elements durch das Bouc-Wen Gesetz beschrieben wird. Dazu wird ein so genann-
ter Faktor der dissipierten Energie eingeftihrt, der das Verhiltnis der dissipierten Energie mit und
ohne Isolatoren angibt.

Zhang, Natke, Qui und Zhang [172] benutzen die Statistische Linearisierung zur Identifikation
nichtlinearer Systeme auf der Grundlage von mehrdimensionalen Frequenzgingen. Smyth und
Masri [148] berechnen die instationire Antwortstatistik eines Duffing-Schwingers anhand der
Liapunov-Differentialgleichung unter Erdbebenanregung mit Statistischer Linearisierung. Vorab
wird die Kovarianzmatrix eines gemessenen Erdbebensignals durch Chebychev-Polynome in
einer Karhunen-Loé¢ve Entwicklung durch die Methode der kleinsten Quadrate angenahert.

Grundmann und Waubke [70] wenden die Statistische Linearisierung auf Systeme mit streuenden
Parametern unter stochastischer Last an.

4.3.4 Anwendung der ESL auf Rahmentragwerke

4.3.4.1 Berechnung der Linearisierungskoeffizienten

Schon Kazakov [84] dehnt die Methode auf Nichtlinearititen mit mehreren Freiheitsgraden aus,
die allgemein in Differentialgleichungen mit Gaullschem weilem Rauschen als Lastterm be-
schrieben werden. Den Einmassenschwinger mit Hysterese verallgemeinert Caughey ebenfalls auf
Mehrfreiheitsgradsysteme [33], wobei die Nichtlinearitit nur von der Verschiebung abhingen
darf. Allgemeinere Nichtlinearititen bezieht Foster [83] in sein Verfahren ein, das von
Iwan/Yang [80] fiir kettenartige Systeme spezialisiert wird. Pradlwarter und Li [111] verwenden
die statistische Linearisierung, um grof3e Mehrfreiheitsgradsysteme zu untersuchen.

Im Rahmen der Newton-Raphson Iteration wurden bereits tangentielle Steifigkeits- und Damp-
fungsmatrizen (Gln. 4.29, 4.30) aus den nichtlinearen Zusatzgleichungen abgeleitet, die sich in
Abhingigkeit von der Beanspruchung dndern. Von Atalik und Utku [4] wurde erkannt, dass der
Erwartungswert dieser Tangentialmatrizen fiir eine linearisierte Bewegungsgleichung benutzt
werden kann:

K, =E{K

tan

sl ) | .

oY,

aK K

J= E{a(HY (k.’ Yy } : (4.76)
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ok
mit Gl (2.7): T =—. 4.77
(2.7) * T o (4.77)
Aus der Bewegungsgleichung (2.64) mit nichtlinearen Zusatzgleichungen wird ein linearisiertes
System:

Mg +(C+Cp Ji+(K+K,, Jg=F (4.78)
0 0 0
mit beq 0 0 4.79)
0 C, -I
0 0 0
und K, =0 -(-a)K, (-a)K,| (4.80)
0 0 K

Um zu tberpriifen, inwieweit dieses linearisierte System die nichtlinearen Zusatzgleichungen
ersetzen kann, wird wiederum der Erwartungswert des quadratischen Fehlers E{ETS} berechnet,

der sich aus der Differenz zwischen linearisiertem System und nichtlinearem System ergibt. Da
der Unterschied nur in den Zusatzgleichungen auftritt, gentigt es, diesen Teil der Gleichungssys-
teme zu erfassen:

g=(C K+ K Yy )-(Hy (Y, )K). (4.81)

Um den Erwartungswert des Fehlervektors € zu minimieren, werden die partiellen Ableitungen
nach Gl. (4.59) gebildet und zu Null gesetzt:

T T
8Ei£ 8}20 aEia 8}20' 4.82)
eqij OCeqij

Nach einigen Berechnungsschritten entsteht ein Gleichungssystem, das nach den unbekannten
Elementen K., und C,, aufgelost werden kann:

B 3t e = Sl e, 0

m

EN IS A IR } el 5 o,

m

(4.83)

Dieses Gleichungssystem entspricht Gl. (4.63) (unter der Annahme eines mittelwertfreien Last-
prozesses mit symmetrischer Nichtlinearitiit).

Der unmittelbaren Auflésung des Gleichungssystems steht wiederum entgegen, dass die Erwar-
tungswerte in Gl. (4.83) nicht bekannt sind. Die Erwartungswerte werden wie oben beschrieben
iterativ bestimmt, indem als Startwerte fur K, und C,, z.B. die Steifigkeit und Dimpfung im
clastischen Fall vorgegeben werden und die linearisierte Bewegungsgleichung damit gelést wird.
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Da aus dem linearisierten Gleichungssystem nur eine Gauliverteilung des Antwortprozesses
resultierten kann, kann die von Kazakov [84] nachgewiesene Beziehung, die fir Gaul3-verteilte

Vektorprozesse 1 gilt, eingesetzt werden:

E{/(m)n}=E{mm" |[v/()). (4.84)

Der Nabla-Operator V bezeichnet den Gradienten

T
vz[ 0 : 0 0 } . (4.85)
on, on,  om,

Wird n=[k Y] gesetzt, so geht aus dem Vergleich von Gl (4.84) und Gl. (4.83) unmittelbar
hervor:

OB (Y, ).

ok C,,
e [Tk -
Y,

Damit ist die Ubereinstimmung mit den mittleren Tangentenmatrizen in den Gln. (4.75) und
(4.76) hergestellt.

In allgemeiner Form hingt der Aufwand zur Bildung des Erwartungswertes von Gl (4.80) in
cinem Mehr-Freiheitsgradsystem stark von der Dimension der Verbundverteilungsdichte ab. Nur
in Ausnahmefillen kann eine geschlossene Losung gefunden werden. In der Regel sind Integrale
Uiber mehrere Dimensionen numerisch auszuwerten, was bei zwei Dimensionen noch mit vet-
tretbarem Aufwand moglich ist. Wie in Anhang B gezeigt wird, ist der Aufwand bei vier
Dimensionen bereits sehr hoch, dartiber ist eine numerische Losung praktisch nicht mehr sinn-
voll.

Von groBem Vorteil ist, dass die nichtlinearen Terme nur fir die Freiheitsgrade des jeweiligen
plastizierten Elementes gekoppelt sind. In diskreter Formulierung entkoppeln sich die Gleichun-
gen auch fur jeden Knoten eines Elementes. Die mehrdimensionale Verbundverteilung in den
Erwartungswerten reduziert sich damit auf die Randverteilungen der Zufallsprozesse pro plasti-
ziertem Element bzw. pro Knoten. Bei ebener Biegung enthalten die nichtlinearen Gleichungen
in der kontinuierlichen Formulierung jeweils vier unabhingige Zufallsprozesse bzw. zwei in der
diskreten Formulierung. Bei schiefer Biegung verdoppelt sich jeweils die Anzahl. Im Fasermodell
reduziert sich die Zahl wieder auf zwei Variable pro nichtlinearer Gleichung.

Die Formulierung ist in reduzierter modaler Basis identisch, da die nichtlinearen Zusatzgleichun-
gen nicht transformiert werden. Ein Unterschied ergibt sich lediglich darin, dass C,, noch von

rechts mit @, . multipliziert werden muss.

4.3.4.2 ESL bei ebener Biegung

In der diskreten Formulierung kénnen unmittelbar die fir das Ein-Freiheitsgrad-System berech-
neten Gln. (4.68) - (4.72) verwendet werden. Die Standardabweichung der Schnelle o wird
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durch die Standardabweichung der Krimmungsgeschwindigkeit o ersetzt, aus der Standardab-

weichung der bezogenen hysteretischen Ruckstellkraft wird die Standardabweichung des
bezogenen hysteretischen Riickstellmomentes.

Pro plastiziertem Element werden die Linearisierungskoeffizienten fur jeden Knoten getrennt

ermittelt.
K — kﬂ]ll O
eq 0 ke[m (4.87)
c, =| 0 (4.88)
“ 0 Corny

Die dquivalenten Matrizen in kontinuierlicher Formulierung werden in Anhang B aufgestellt. Der
Vergleich mit ESL in diskreter Formulierung erbringt keine nennenswerten Unterschiede.

4.3.4.3 ESL bei schiefer Biegung in diskreter Formulierung

Aufgrund der Kopplung der Riickstellmomente bei Plastizierung enthalt die nichtlineare Ent-
wicklungsgleichung bei diskreter Formulierung mindestens vier korrelierte Zustandsvariablen.
Park und Wen [106] vereinfachen die Gleichung durch eine Transformation, wodurch eine
Reduktion auf zwei Zustandsvariable und damit wieder eine Riickfihrung auf das Ein-
Freiheitsgrad-System méglich ist. Dadurch gelingt eine statistische Linearisierung niherungsweise
fir homogene Rechteckquerschnitte.

Im allgemeinen Fall, z.B. an Stahlprofilquerschnitten, ist diese Transformation nicht durchfithr-
bar. Die Bildung des Erwartungswertes tber die jeweiligen Ableitungen der Hysteresegleichung
erfordert im allgemeinen Fall die Auswertung eines Integrals tiber vier Dimensionen. Da eine
Moglichkeit der Vereinfachung des Integralausdrucks nicht gefunden wurde, bleibt fir eine
direkte Auswertung nur eine numerische Integration, die jedoch - wie in Anhang A gezeigt wird —
sehr aufwindig und schwerfillig werden kann.

Am Mehrfasermodell kann das Problem zwar wieder auf ein zweidimensionales Integral reduziert
werden, es mussen jedoch fir jede Faser einzeln zwei dquivalente Steifigkeiten und zwei dquiva-
lente Dampfungen ermittelt werden. Das Gleichungssystem kann damit wieder sehr grof3 werden.

(4.89)

C e C ]
€q1,i ek, €q1,i+1 €k ,i+1

Ce :diag[c ec

(4.90)

€q1,i ki €q1,i+1 €d k,i+1 ]

K, = diag[k ok

Die Linearisierungskoeffizienten der eindimensionalen Hysteresemodelle kénnen z.B. aus den Gl.
(4.68)-(4.73) berechnet werden. Statt o. wird die Standardabweichung der Dehnungsgeschwin-

digkeit 0. an jedem Knoten pro Faser eingesetzt.
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0 0 0
=00 0 (4.91)
0 C,T,T, -I

C

Peq

K

req 208 Gl (4.80) und K aus Gl. (2.56) bleiben unverindert. In reduzierter modaler Basis wird

der Term C, Ty Ty zusitzlich noch von rechts mit ®y , multipliziert.

4.3.5 Losungsschritte der ESL

4.3.5.1 Spektralverfahren

Im Spektralverfahren wird von der Matrix der spektralen Dichtefunktion der Anregung Sp(w)
ausgegangen und die Matrix der spektralen Dichtefunktion der Antwort S () aus der Ubertra-
gungsfunktion H*(a)) und deren konjugiert komplexer Form H” (a)) im Frequenzbereich
bestimmt:

S,(@)=H"(0)S;,, (@) (@) . (4.92)

Die spektrale Ubertragungsmatrix ist in reduzierter Basis:

H(0)= |- o’M}, +iaC, + K, ]’ (4.93)
. . I 0
mit M, = 0 ol (4.94)
C 0 0 0
C., = + ~ ; (4.95)
0 0 Ceqq)Bred -1
K 0 ~K® @, K
K., = +(l-a Jo T Brea Y (4.96)
0 0 0 K,
o' S P
und mit s’;m(a)){ ”*’SOF red g}. 4.97)

Die Invertierung in Gl. (4.93) erfolgt in jeder diskreten (Kreis-) Frequenz @, Ohne modale Re-
duktion wire die Invertierung eines Gesamtsystems mit einer hohen Anzahl an Freiheitsgraden in
jeder Frequenz sehr aufwindig.

Aus den Integralen iiber die Frequenz werden die Kovarianzmatrizen aus den spektralen Dichten
der Antwort q ermittelt:
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{q }js w)do, E{q } ioS,(0)do, E{q*q*T}=T—wZSZ(a))da). (4.98)

Fir die Auswertung des Erwartungswertes in Gl. (4.86) muss zur Bestimmung der neuen Lineari-
sierungskoeftizienten die Verbundverteilungsdichte der Prozesse in = [K YH] bekannt sein,

die im mittelwertfreien Fall wiederum vollstindig mit der Kovarianzmatrix E{m]T} beschrieben
ist. Um diese Matrix zu erhalten, werden die Kovarianzmatrizen in Gl. (4.98) durch die Vorschrift

transformiert:
K x w1 T
E [k Y,]t=T,Eq'q" |T,, (4.99)
Yy
T.® 0
mit Tn =| ¥ Bre . (4.100)
0 1

Aus den Elementen der drei nach dem Schema Gl. (4.99) transformierten Matrizen in Gl. (4.98)

kann wiederum E{nnT} tiir jedes plastizierte Balkenelement zusammengesetzt werden.

4.3.5.2 Loésung mit der Liapunov Matrix-Differentialgleichung
Kann die Anregung als weiles Rauschen beschrieben werden, wird alternativ die Kovarianz-

matrix Z(# des Zustandsvektors q(7) aus der Liapunov Matrix-Differentialgleichung (z.B. in
[126]) berechnet:

2Z() = ADOZW)" + ZOA®R)" +B(7). (4.101)

Der Zustandsvektor in reduzierter Basis ist:

=W v v,[ (4.102)
Damit ist die Kovarianzmatrix:
* )
7= E{q q } (4.103)
Die Systemmatrix A in Zustandsform ist mit normierten Basisvektoren (M* =M = I):
0 I
A =|-K +(1-a)K -C (l-a)®, K, | (4.104)
0 C.,OT @y K. )

Die Kovarianzmatrix
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0 0 0
B={0 @ I"(HDI()®,, O (4.105)
0 0 0

enthilt die Matrix D der Anregung, die im Falle weilen Rauschens mit Konstanten besetzt ist,
wobei gilt:

DS(t-7)=W,(t-1). (4.1006)

W (#7) ist die Korrelationsfunktion des weilen Rauschens. Im quasi-stationdren Fall wird D mit
einer Modulationsfunktion I(t) iiberlagert. Die Kovarianzmatrizen Z(t) sowie die Linearisierungs-
koeffizienten K, (t) und C,(t) sind zeitabhingig. Zur Losung kann ein konventioneller
Zeitschrittalgorithmus verwendet werden, wobei in jedem Zeitschritt die Linearisierungskoeffi-
zienten iterativ bestimmt werden mussen.

Im stationdren Fall werden Z, A und B unabhingig von der Zeit. Da sich die Kovarianzmatrix Z
nicht andert, wird deren zeitliche Ableitung Z zu Null.

Sowohl fiir die stationdre als auch fur die instationire Losung ist es bedeutsam, wenn nur eine
geringe Anzahl an Gleichungen zu behandeln ist. Auch wenn im Zustandsvektor zusitzlich die
Geschwindigkeiten als unbekannte Gréfen enthalten sind, ist die Losung der Liapunov-
Gleichung wesentlich weniger aufwindig als die Spektralmethode, da durch eine einmalige L6-
sung bereits der gesamte Frequenzbereich abgedeckt ist.

Anregespektren, die nicht einem weillen Rauschen entsprechen, kénnen tiber zusitzliche lineare
Filterterme in der Matrix A auf das Eingangssignal eines weilen Rauschens bezogen werden.

Zur Gewinnung der Kovarianzmatrix E{TmT} muss wiederum Z analog Gl (4.99) mit einer

Matrix Ty, transformiert werden. Ty, ist in diesem Fall:

0 T.® 0
T, - K Bred (4.107)
0 0 I

4.3.5.3 Weitere Losungsstrategien

Eine weitere klassische Losung basiert auf der Entwicklung mit komplexen Moden [126]. Aus
dem System in Zustandsform Gl. (2.68) werden die komplexen Moden berechnet und das System
transformiert. Die Kovarianzmatrix wird aus den entkoppelten Gleichungen bestimmt. Der
Nachteil jedoch ist, dass die Eigenvektoren in jedem Iterationsschritt neu bestimmt werden
missen, da sich die Linearisierungskoeffizienten jedes Mal dndern. Die Methode kann auch auf
den instationdren Fall tbertragen werden [110].

Um die numerische Integration bei der Erwartungswertbildung in Gl. (4.86) zu umgehen, schla-
gen Schuéller, Pandey und Pradlwarter [134] eine Monte Carlo Simulation von Gl (4.61) bzw.
Gl. (4.83) vor:
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Es wird eine Serie von #, Vektoren von 1= [K Y, ]T realisiert. Diese Werte werden in die
nichtlineare Gleichung Y,, = H, (%,Y, )k ecingesetzt und Y, bestimmt. Gleichzeitig gilt
Y, = C.k+K, Yy, womit nach den unbekannten Koeffizienten aufgelost werden kann. Um die

n unbekannten Linearisierungskoeffizienten zu bestimmen, sollte n, > n gewahlt werden. Fur
n = n, ergeben sich die Linearisierungskoeffizienten aus einem linearen Gleichungssystem, fur
ns > n wird die Methode der kleinsten Quadrate angewendet. Es kann nachgewiesen werden, dass
Gl (4.83 ) mit einer zunehmenden Anzahl n; an Realisierungen approximiert wird [110]. Fir die
Realisationen der Prozesse von 1 ist die Grundlage deren Kovarianzmatrix, die in jedem Itera-

tionsschritt bekannt ist. Die Realisationen kénnen gemal3 Abschnitt 4.2.2 generiert werden.

Der Algorithmus ist fiir jedes plastizierte Element anzuwenden. Er mag auf den ersten Blick
etwas schwerfillig wirken. Er ist aber andererseits im Vergleich zu Alternativen universell ein-
setzbar und in jedem Fall einer numerischen Integration tber mehr als 3 Dimensionen
vorzuziehen.

Geisenhofer [64] fasst den Erwartungswert des Fehlerquadrates E{STS} als mehrdimensionales

Paraboloid auf, dessen Minimum gesucht ist. Um das Paraboloid zu beschreiben, werden Stiitz-
stellen realisiert und daraus dessen Form bestimmt. Aus der Minimumsuche ergeben sich
wiederum die Linearisierungskoeffizienten. Die Methode ist jedoch sehr stark von der Wahl der
Stiitzstellen abhingig.

Grundmann, Hartmann und Waubke [71] verwenden zur Minimumsuche in den Gln. (4.75) und
(4.76) einen Evolutionsalgorithmus, um sowohl Konvergenzschwierigkeiten als auch aufwandige
numerische Integrationen zu umgehen.

Ein auf eine reduzierte Anzahl von Karhunen-Loéve Vektoren basierendes Verfahren der Monte
Carlo Simulation beschreiben Vasta und Schuéller [161]. Zunichst wird iber MCS bzw. ESL die
Kovarianzmatrix der Zustandsvariablen grob geschitzt, woraus die Eigenvektoren der Kovari-
anzmatrix der Antwort bestimmt werden. Weitere Realisationen werden dann in reduzierter Basis
berechnet. In Pradlwarter [118], Pradlwarter, Schuéller und Schenk [116],[117] wird diese Vorge-
hensweise auf die Statistische Linearisierung angewendet. Die zeitabhingige Kovarianzmatrix der
instationdren Antwort eines Mehr-Freiheitsgrad-Systems wird mit Karhunen-Loé¢ve Vektoren
entwickelt, die in jedem Zeitschritt angepasst werden mussen. Durch Reduzierung der Basis aus
Karhunen-Loéve Vektoren kann die Lésung der Liapunov Differentialgleichung optimiert wer-
den. In [118] wird ein Algorithmus zur Zeitintegration der Liapunov-Differentialgleichung
(4.101) beschrieben.

Schuéller und Schenk [131][141] wenden die Karhunen-Loé¢ve Entwicklung an, um ein eindimen-
sionales instationdres Erdbebensignal zu beschreiben. Die Kovarianzmatrix des zeitdiskreten
Signals mit 2000 Zeitschritten kann von einer Dimension von 2000 x 2000 auf 200 x 200 redu-
ziert werden.

Zur Aufbereitung der statistischen Linearisierung fiir kontinuierliche Systeme stellen Iwan Whir-
ley [81] die Linearisierungskoeffizienten als orts- und zeitabhingige Variable dar, die in eine
Summe aus Orts- und Zeitfunktionen entwickelt werden. Nach der Diskretisierung eines konti-
nuierlichen Systems in ein Mehr-Freiheitsgrad-System werden dann die generalisierten
zeitabhingigen Koordinaten der Linearisierungskoeffizienten in einem Zeitschrittverfahren nach
dem Standardverfahren der Statistischen Linearisierung berechnet.
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Casciati und Faravelli [26] ibertragen die Normalenhypothese der klassischen Plastizititstheorie
auf Momenten-Krimmungs-Beziehungen zur Untersuchung von 3-D Stahlbetonrahmen mit
Statistischer Linearisierung.

4.3.6 Genauigkeit der ESL bei ebener Biegung am Kragarmmodell

Zur Uberpriifung der Genauigkeit der ESL wird wiederum das Kragarmmodell nach Abb. 3.1
unter gleichverteilter stochastischer Last herangezogen.

Auf das System wirkt ein iber den Kragarm gleichverteilter Lastprozess F(?) in der Niherung
eines GaufB3schen weilen Rauschens mit konstantem Leistungsdichtespektrum Sy bis f= 8 Hz
ein. Wie am Ein-Freiheitsgrad-System wird die Standardabweichung der Krimmung & und des
bezogenen hysteretischen Riickstellmomentes Y; an Knoten 1 mit MCS verglichen. Als Varian-
ten werden wiederum die beiden Hysteresemodelle nach Suzuki-Minai (Abb. 4.9) und Bouc-Wen
(Abb. 4.8) herangezogen, wenn einmal Plastizierung nur an Knoten 1 (jeweils Bild links) auftritt
bzw. wenn alle Knoten plastizieren (jeweils Bild rechts). Die spektrale Dichte der Last wird
schrittweise im Bereich von S = 10° ... 10" erhéht und jeweils die stationire Antwort berech-
net.

Wie schon am Ein-Freiheitsgrad-System beobachtet, schneidet im Vergleich zur Referenzlosung
aus MCS die statistische Linearisierung mit Bouc-Wen Modell (Abb 4.8) besser ab als mit dem
Modell nach Suzuki-Minai (Abb. 4.9). Eine niherungsweise Ubereinstimmung ist bei Suzuki-
Minai nur im Bereich bis zur doppelten Last gegentiber der FlieBgrenze festzustellen.

Aullerdem ist die Genauigkeit offensichtlich von der Modellbildung abhingig. Die Naherung ist
in beiden Modellen besser, wenn die Plastizierung nicht auf den Knoten an der Einspannung
beschrinkt bleibt, sondern sich tber alle Elemente ausbreiten kann. Hingt die Antwort des
Gesamtsystems nur in geringem MalBle von der lokalen Ausbildung einer Hysterese aufgrund
Plastizierung ab, liefert die Statistische Linearisierung zunehmend ungenauere Werte.
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Abb. 4.8: Standardabweichung der Kriimmung & und des bezogenen hysteretischen Rickstellmoments Y} bezo-

gen auf die spektrale Dichte der Last S % an Knoten 1 (Finspannung); Vergleich ESL — MCS, Bouc-
Wen Modell (4 =1; y= v=05; Kk, =1; a = 0,5); links: Plastizierung von Knoten 1, rechts: Plastizie-
rung von Element 1 — 10.
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Abb. 4.9: Standardabweichung der Kriimmung x und des bezogenen hysteretischen Riickstellmoments Y, bezo-
Y H

gen auf die spektrale Dichte der Last Sy an Knoten 1 (Einspannung); Vergleich ESL — MCS, Suzuki-
Minai Modell (& = 0,5); links: Plastizierung von Knoten 1, rechts: Plastizierung von Element 1 — 10.

Um auch den spektralen Vergleich in den Abbn. 4.10 zwischen ESL und MCS zu ziehen, wird
wieder das Kragarmmodell mit Plastizierung von Element 3 unter stochastischer gleichverteilter
Last in Form eines weien Rauschens mit S = 10 s* betrachtet. Die spektrale Dichte (PSD)
geschitzt aus MCS (100 Spektren) kann gut mit ESL angenihert werden. Ahnlich wie am Ein-
Freiheitsgrad-System werden jedoch die typischen nichtlinearen Effekte im Spektrum durch das
linearisierte System nicht abgebildet.

Wiederum steht die gute Ubereinstimmung im zweiten Moment als auch in den spektralen Dich-
tefunktionen in Widerspruch zu den unterschiedlichen Verteilungen bzw. relativen Haufigkeit der
Antwort in Abb. 4.12. Die Werte des bezogenen hysteretischen Riickstellmomentes gruppieren

sich um die plastischen Grenzwerte | Y| = 1.
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Abb. 4.10a:  PSD der Kriimmung k; elasto-plastische Antwort an Knoten 3, Plastizierung an Element 3, Bouc-Wen
Modell (4 =1; y= v=0,5; k= 1; a = 0,5); Vergleich Statistische Linearisierung ESL. — Monte Catlo
Simulation (MCS) in doppelt-logarithmischem (links) und linearem MaGstab (rechts).
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PSD(Y,) [s]

Abb. 4.11b:  PSD des bezogenen hysteretischen Ruckstellmoments Y, elasto-plastische Antwort an Knoten 3,
Plastizierung an Element 3, Bouc-Wen Modell (A = 1; y = v =0,5; &= 1; a = 0,5), Vergleich Statisti-
sche Linearisierung ESI. — Monte Catlo Simulation (MCS).
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Abb. 4.12: Vergleich der Normalverteilung aus Statistischer Linearisierung ESL — normierte Histogramme aus
Monte Catlo Simulation (MCS) der Kriimmung x (links) und des bezogenen hysteretischen Riickstell-
moments Y} (rechts); elasto-plastische Antwort an Knoten 3, Plastizierung an Element 3, Bouc-Wen
Modell (A =1; y=v=0,5 &, =1; a=0,5).

Vergleich der ESL am gesamten Gleichungssystem mit ESL in reduzierter Basis mit
plastischen Formfunktionen

Die gezeigten Abbn. 4.8 - 4.9 sind mit der Lésung am vollstindigen Modell und am reduzierten
Modell unter Verwendung von plastischen Formfunktionen quasi identisch, auf eine explizite
Darstellung wird daher verzichtet.

Neben dem Vergleich der Standardabweichungen soll wiederum auch der spektrale Vergleich
zwischen den Losungen in vollstindiger und reduzierter Basis anhand des Kragarmmodells mit
Plastizierung von Element 3 gezogen werden. In Abb. 4.13 sind die entsprechenden Leistungs-
dichtespektren gegeniibergestellt. Zusitzlich sind die Spektren der linear-elastischen Antwort zur
Orientierung eingetragen. Die Spektren decken sich wie bei Anwendung der Monte Carlo Simula-
tion (Abb. 3.8). Dies gilt nur unter der Mal3gabe, dass das Spektrum der Anregung bei /= 8 Hz
begrenzt ist und damit die Moden 3 — 18 dynamisch kaum angeregt werden. Ein geringftgiger
Einfluss der 3. Resonanz ist in der Differenz der Spektren bei /= 8 Hz erkennbar.
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Abb. 4.13; PSD der Krimmung &, elasto-plastische Antwort an Knoten 3, Plastizierung in Element 3, Bouc-Wen
Modell (4 =1; y= v=0,5 &= 1; a = 0,5), Vergleich Ergebnis am vollstindigen Gleichungssystem
(Referenz ESL) — Ergebnis in reduzierter Basis mit 2 elastischen Moden + 2 plastische Formfunktionen
in doppelt-logarithmischem (links) und in linearem MaBstab (rechts).

Instationire Anregung am Kragarmmodell

Das in Abschnitt 4.2.3.2 beschriebene Prediktor-Korrektor Verfahren eignet sich zur Lésung der
Liapunov-Differentialgleichung (4.101) im instationdren Fall. Die Zustandsform GI. (2.68) bzw.
(4.16) wird durch Gl (4.101), und der Vektor q durch die Kovarianzmatrix Z ersetzt. Die Matrix
A(t) wird zeitabhingig, wobei in jedem Zeitschritt die darin enthaltenen Linearisierungskoeffi-
zienten neu bestimmt werden miissen. Dazu kann in einer Iteration der Korrektor verwendet
werden, indem in Gl (4.19) die jeweils aktualisierte Matrix A, 4, eingesetzt wird. Fir die Liapu-
nov-Differentialgleichung gilt jedoch auch, dass der Zeitschritt sich nach der héchsten
Eigenfrequenz des Systems richtet. Der Einsatz expliziter Algorithmen in grofleren Systemen
auch bei Verwendung von plastischen Formfunktionen ist daher ungeeignet.

Um trotzdem einen Vergleich zwischen Simulation und Statistischer Linearisierung im instationa-
ren Fall zichen zu kénnen, wurde wiederum das Beispiel Kragarm mit 18 Freiheitsgraden unter
transienter Erdbebenlast herangezogen. Die Modellierung der Erdbebenlast wird in Abschnitt
5.4.2 noch detaillierter behandelt.

Es plastiziert Knoten 1 mit einer Reststeifigkeit definiert durch a = 0,1. Die reduzierte modale
Basis besteht aus 3 elastischen + 2 plastischen Formfunktionen.

Das Kanai-Tajimi Filter [82], [158] der Erdbebenanregung wird in die Zustandsgleichung
Gl (2.68) eingegliedert. Die Filtergleichung ist in Zustandsform:

i I { 0} (4.108)
v |T|me2 —2¢@, x| (b))

4 4
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Die gefilterte FuBpunktbeschleunigung ist dann:
a,=—-Qx,-2{, Qv (4.109)
Dementsprechend wird aus der in Gl. (4.104) definierten Matrix A :
[ 0 I 0 0 |
~K'+(1-a)K —C ~(-a)®," K, ®' MT, (0}) &' MT,(2¢,2,)
Al = 0 C,OT®,, K, () 0 0
0 0 0 0 1
| 0 0 0 -Q; -2¢,9, |
.. (4.110)
mit dem Zustandsvektor:
* * T
a=[w v v, x, i] (4.111)
und der Kovarianzmatrix der Anregung mit moduliertem weillem Rauschen:
0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0
B(®)=(0 0 0 0 0 (4.112)
0 0 0O 0
0 0 0 0 2451 (i t)2 |

Die Transformationsmatrix T, ordnet die Beschleunigungen den Massenanteilen aus M in den
entsprechenden Achsrichtungen zu. Zur Modulation wird die Intensititsfunktion /(?) mit folgen-
der Aufteilung Gber die Erdbebendauer T, verwendet:

t

2
t<0,15Td:1(z):( j; 0157, <t <045T,: 1(t1)=1 ; 045T,<t:1(t)=e ¥ (4.113)

s d

Die Parameter der Erdbebenanregung sind: £, = 0,7, £ = 1,0 rad/s , T, =9 s; c =
rale Dichte des weillen Rauschens der Beschleunigung wird mit A 25 angesetzt.

= 0,4. Die spekt-

Die Ergebnisse der Monte Carlo Simulation wurden aus 10.000 Zeitschrieben gemittelt. Die
Abbn. 4.14a und 4.14b stellen die Zeitverldufe der Standardabweichungen der Krimmung und
des bezogenen hysteretischen Riickstellmomentes aus MCS und ESL gegeniiber. Abb. 4.14c zeigt
die entsprechende Entwicklung der Linearisierungskoeffizienten tber der Zeit. Fir die Berech-
nung der 10.000 Realisierungen werden ca. 84 h benétigt (800 MHz CPU), wahrend im Falle der
ESL wenige Minuten gentigen.
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Abb. 4.14b  Zeitverlauf der Standardabweichung des

bez. hyst. Rickstellmoment. Y;; (RMS),

Vergleich MCS - ESL

Abb. 4.14a  Zeitverlauf der Standardabweichung der

Krimmung & (RMS), Vergleich MCS — ESL

t[s]

Entwicklung der Linearisierungskoeffizienten k., und ¢, an Knoten 1 tiber der Zeit.

Abb. 4.14c
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5 Anwendungsbeispiele

5.1 Vorbemerkungen und Annahmen

Als Beispiel wird eine Rahmenkonstruktion gewahlt, die einmal unter Windlast anhand eines
ebenen Modells und zum zweiten als 3D-Modell unter Erdbebenbelastung untersucht wird. Die
Abbn. 5.1a - 5.1d zeigen das 3D-Modell eines Gebdudeabschnitts.

Aufgrund der Schlankheit der Konstruktion wird davon ausgegangen, dass die plastische Defor-
mationsarbeit im Uberwiegenden Anteil durch Biegung geleistet wird. Aus den Modenformen in
Abb. 5.15 sowie den linearen statischen Verschiebungslinien aus dynamisch einwirkender Last in
Abb. 5.11 und aus statischer Last Abb. 5.9 kann geschlossen werden, dass die Torsionsbeanspru-
chung klein gegeniiber der Biegebeanspruchung ist. Eine Interaktionsbeziechung von Biegung,
Querkraft und Torsion kann daher entfallen.

Die Merkmale der Untersuchung sind

e am 2D-Modell: ca. 1450 Freiheitsgrade, stationdre mittelwertbehaftete Anregung, ebene
Biegung;

e am 3D-Modell: ca. 93.000 Freiheitsgrade, mittelwertfreie instationire Anregung, schiefe
Biegung, Interaktion mit Normalkraft.

Die Gro3e des ebenen Modells erlaubt noch eine Lésung im vollstindigen Gleichungssystem im
Zeitbereich. Damit kann der Vergleich zur Losung in reduzierter Basis gezogen werden. Unter
stationdrer Anregung wird neben der Monte Carlo Methode auch die Statistische Linearisierung
angewendet.

Im 3D-Modell ist aufgrund der GréBe eine Monte Carlo Simulation ohne Reduzierung des Sys-
tems nicht mit vertretbarem Aufwand moglich. Das Beispiel dient zu zeigen, dass auch beliebig
gro3e nichtlineare Rahmensysteme mit stochastischen Methoden behandelt werden kénnen,
ohne dass der Aufwand gegeniiber kleinen Systemen betrichtlich ansteigt.

Um die Verfahren plausibel darstellen zu kénnen, werden sowohl die Lasten als auch die Modelle
geeignet modifiziert. Das ebene Modell wird biegeweicher gemacht, damit eine maligebende
resonante Anregung durch Windlast zustande kommt. Zudem wird die Windlast auf etwa das
doppelte der Bemessungslast erhoht. Ahnlich werden auch die Erdbebenbeschleunigungen in
einer Achsrichtung stirker gewichtet, um die Interaktionseffekte bei schiefer Biegung zu erzeu-
gen. Die LasterhShung zieht eine verstirkte Ausbreitung von Plastizierungen und damit ein
starkes Anwachsen der reduzierten Basis nach sich. Um die Anzahl der plastizierten Elemente zu
begrenzen, werden im Beispiel Exrdbebenlast die Bereiche eingeschrinkt, in denen Plastizierungen
auftreten durfen. In Analogie zur FlieBgelenktheorie wird nur ein plastiziertes Element in Folge
pro Stiitze zugelassen.
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5.2 Beschreibung der Konstruktion

Auf einer bestehenden Plattform mit den Abmessungen von / = 700 m und b = 54,4 m wird ein
mehrstockiges Gebaude mit einer Linge von 97,5 m geplant. Die Lasten der Plattform werden
tber Fischbauchtriger im Abstand von 15 m auf Stitzen abgetragen. Die Stutzen griinden auf
massiven Steifenfundamenten, die iiber die Plattformlinge durchgehen.

Die maximalen Lasten sind durch die Belastbarkeit der existierenden Plattform begrenzt. Um den
Bauraum optimal zu nutzen, wird eine optimierte leichte Rahmenkonstruktion mit Verbund-
decken geplant. Die Deckenstirke soll d = 16 cm betragen. Die Triger der Verbunddecke mit
einem Abstand von e = 2,20 m uberspannen das Achsmal3 von / = 15 m zwischen den Haupttri-
gern. Die ersten Deckeneigenfrequenzen liegen bei etwa f = 4 Hz.

Die Stockwerkshohe betrigt £ = 3.10 m. Die Rahmenstiitzen bestehen aus Profilstahl. Die grof3te
Spannweite in der Querachse betrigt / = 8,40 m. Die Materialdaten enthalten fiir

Stahl ST 52:  p = 7850 kg/m?, E = 210.000 MN/m?
Beton: p = 2350 kg/m?, E = 37.000 MN/m?>.

Plastizierungen treten nur in den Gebidudestiitzen auf. Die FlieBgrenze wird fur Stahl ST 52 bei
o, = 345 MN/m? entsprechend einer Dehnung von &, = 0,00164 angesetzt. Der Faktor der
Reststeifigkeit wird zu a = 0,1 angenommen.

Unter dynamischer Last soll eine homogen verteilte, viskose Materialdimpfung mit einem moda-
len Dampfungsgrad von ¢ = 0,5% wirken.

Abbn. 5.1: FE-Modell

1

Abb. 5.1a Isometrie von oben Abb. 5.1b Isometrie von unten
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Abb. 5.3 FE-Moden 1 — 3 bei /= 0.4 Hz (links), /= 1.6 Hz (Mitte), /= 3.2 Hz (rechts)

Die Profile sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.

Ebene Profil A [m? L, [m4] & [1/m]
1 — 7 Profile auflen HE-B 500 24E-2 1.26E-4 6.6E-3
8 — 11 Profile auBen  HE-B 400 2.0E-2 1.08E-4 8.2E-3
1 — 7 Profile innen HE-B 600 2.7E-2 1.35E-4 5.4E-3
8 — 11 Profile innen ~ HE-B 500 2.4E-2 1.26E-4 6.6E-3
Deckentriger 4.7E-2 2.14E-5

Tabelle 5.1:  Querschnittswerte der verwendeten Profile und Kriimmungen an der FlieBgrenze

Die Unterkonstruktion mit den Fischbauchtrigern wird gegeniiber der Windlast als steif ange-
nommen und wird im 2D-Modell nicht ibernommen.

Fir die Beschreibung der Hysterese bei Plastizierung der Stutzen wird das Bouc-Wen Modell
GL (2.45) mit den Parametern A4 =1, y= v= 0,32 und N = 2 verwendet.

5.3.2 Formulierung der Windlast

Die Windgeschwindigkeit v(#) teilt sich auf in einen statischen E{(r)}und einen mittelwertfreien
dynamischen Anteil vg,(9) (z.B. nach Ruscheweyh [128]). Die Windkraft ergibt sich aus:

W) =c,( f)gA[E{v(t)}z £ 2EW() () + vy (0] (5.1)

mit dem aerodynamischen Beiwert ¢,,(f), der Dichte der Luft p und der angestromten Fliche A.

Wird von einem GaulB3-verteilten Prozess der Windgeschwindigkeit ausgegangen, so wird wegen
der quadratischen Beziechung der Prozess der Windkraft nicht GauB3-verteilt. Fir eine genauere
Beschreibung schlagen Benfratello, Di Paola und Spanos [16] vor, die lineare Antwort eines
Systems in der Form eines Volterra-Kerns zweiter Ordnung anzusetzen. Um die Entkoppelung
im Volterra-Kern zu ermdglichen, wird die spektrale Dichte der Windanregung in ihre Eigenfor-
men entwickelt (Windeigenvektoren). Dadurch lassen sich pro Eigenform entkorrelierte
Gaullprozesse beschreiben. Die lineare Losung wird dann fir jeden Eigenvektor berechnet.
Benfratello und Muscolino [17] wenden ein Filter 2. Ordnung auf die Windeigenvektoren an. Das
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Ergebnis aus der Filterung wird in die quadratische Bezichung (5.1) eingesetzt. Die Verteilungs-
dichte der linearen nicht-Gaullschen Antwort wird iiber Momentengleichungen bestimmt.

Fir kleine bis mittlere Turbulenzgrade kann der quadratische Anteil niherungsweise vernachlis-
sigt werden [128]. Die Windkraft kann dann ebenfalls in einen statischen E{/(f)}und einen

mittelwertfreien dynamischen Anteil W, (9) zerlegt werden:
W (6) =B (1) }+ W, (1) (52)

Im stationdren Fall ist die nichtlineare dynamische Antwort unabhingig von der statischen Vor-
verformung [126]. Sind die plastizierten Elemente vorab bekannt, so kann die statische

Verschiebungsfigur E{W(t)} getrennt aus der verminderten Steifigkeitsmatrix in Gl (2.65) ermit-
telt werden:

-1
_ I<AA KAB

Koo Kyp—K (1-a) E{W()}. (5.3)

E{w(1)}

Im Falle, dass sich die Anzahl der plastizierten Elemente erst aus der Berechnung ergibt, missen
die statische und dynamische Last gemeinsam angesetzt werden. Da die Randverteilungen der
Auslenkungen bzw. der Krimmungen nicht beschrinkt sind, plastizieren theoretisch alle Ele-
mente. Zur Berechnung der dynamischen Antwort konnen trotzdem die meisten Elemente
linear-elastisch angesetzt werden, ohne die Genauigkeit wesentlich zu beeinflussen.

Im mittelwertbehafteten Fall jedoch ist der Unterschied in der statischen Verschiebungsfigur
groB3, je nachdem wie viele Steifigkeiten plastizierter Elemente in der Matrix K; von Gl. (5.3)
enthalten sind. Je mehr Elemente einbezogen werden, desto langsamer ist die Konvergenz zum
stationdren Zustand, wenn die Anfangsbedingungen zu Null gesetzt werden.

Fir das vorliegende Beispiel wird daher angenommen, dass fir die Ermittlung der statischen
Verschiebungsfigur die plastizierten Elemente angesetzt werden, die sich aus der mittelwertfreien
Berechnung als plastizierend herausstellen. Dabei wird die Tatsache vernachlissigt, dass Elemen-
te im mittelwertbehafteten Fall (z.B. wihrend einer Simulation) plastizieren, die im stationdren
Zustand aufgrund der Verschiebung der Flie3funktion bei kinematischer Verfestigung rein linear-
elastisch antworten.

Die Windlast wird als stationadrer, eindimensionaler Prozess angenommen. Uber die Gebdudehé-
he wird der Prozess als voll korreliert angesetzt. Die stochastische Windgeschwindigkeit wird
durch das Leistungsdichtespektrum nach Davenport S, Gl (5.4) beschrieben [100]. Um das
Leistungsdichtespektrum des Winddrucks zu erhalten, wird die Windgeschwindigkeit mit der
aeroelastischen Admittanzfunktion X . (Gl. 5.5) tuberlagert [132]. Durch die abnehmende Kurve
in der Admittanzfunktion bei héheren Frequenzen wird der abnehmenden Korrelation von
kleineren Windballen beim Auftreffen auf die angestromte Fliche Rechnung getragen. Lokale
Lasteinfliisse auf die Fassade sind vernachlissigbar.
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S,(f)=—" & (5.4)

X,(f)=——= (5.5)
214

2
{5
3
Die Parameter sind [39]: Charakteristische Linge L = 1200 m; Referenzwindgeschwindigkeit
Vier = 48,6 m/s; windbelastete (Gesamt-)Fliche: .4 = 3217 m? Gelinde- und Rauhigkeitsparame-
tet k, = 0,015; Windgeschwindigkeit v(2/3h) = 66 m/s; (die fur das Beispiel gewihlte

Windgeschwindigkeit liegt in etwa beim Doppelten der nach Norm [39] bzw. [41] anzusetzenden
Geschwindigkeit), auf das 2-D Modell bezogene Breite b = 15 m.

1+

Das in Abb. 5.4 dargestellte Leistungsdichtespektrum der tiber die Gebaudehohe verteilten Anre-
gung wird zu:

S,(N=8,(NX, ()b (5.6)

PSD(v) [m2s/s?], PSD(F) [N2s/m2],1 [-]

fIHz1

Fig. 5.4 Spektrale Dichtefunktion der verteilten Windlast §,, der Windgeschwindigkeit S, und Spektrum der
aeroelastischen Admittanz X,.

5.3.3 Monte Carlo Simulation

Eine Reihe von Realisationen wird aus einem gefilterten weillen Rauschen nach der in Abschnitt
4.2.2 beschriebenen Methode nach Shinozuka [144] als eindimensionaler stationdrer Prozess
generiert.

Die deterministische Antwort infolge vier periodischer Signalsequenzen mit T'= 128 [s] und
At = 1/64 [s]) wird mit der Newmark Zeitintegration berechnet. Zur Schitzung der stochasti-
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schen GroBen wird lediglich die Antwort der vierten Periode herangezogen, in der das Signal der
Antwort eine ausreichende Stationaritit erlangt.

Gegeniiber der Referenzberechnung am vollstindigen Gleichungssystem werden fir die Losung
im reduzierten System 17 elastische Moden (f < 9,9 Hz) herangezogen. Die Moden werden vorab
nach Signifikanz und nach dem Frequenzbereich in Bezug auf die Anregung ausgewahlt.

Wihrend der Simulation tritt in drei Zonen an sieben Elementen FlieBen ein (vgl. Abb. 5.2). Die
modale Basis wird sukzessive um 14 plastische Formfunktionen erweitert. Das Gleichungssystem
vergrofert sich entsprechend um 14 zusitzliche generalisierte Freiheitsgrade und 14 nichtlineare
Zusatzgleichungen. Das zu 16sende System reduziert sich damit von ca. 1450 Freiheitsgraden auf
45 Freiheitsgrade.

5.3.4 Statistische Linearisierung

In der Statistischen Linearisierung ist es nicht moglich, den Status der FlieBfunktion in den ein-
zelnen Elementen deterministisch abzufragen. Um nicht von vornherein alle Elemente als
plastizierend einzubeziehen, muss daher ein iteratives Schema installiert werden.

Zunichst wird die Kovarianzmatrix der linear-elastischen Losung aus den Auto- und Kreuzlei-
stungsspektren im Frequenzbereich ermittelt. Sukzessive werden die Elemente mit den hochsten
auftretenden Krimmungen identifiziert. Die plastischen Formfunktionen werden berechnet, die
modale Basis erweitert und die entsprechenden generalisierten Matrizen und Vektoren gebildet.
Das reduzierte Gleichungssystem vergroBert sich wiederum um die jeweiligen generalisierten
Freiheitsgrade und um die linearisierten Zusatzgleichungen zur Bestimmung von Y/,

Es folgt die iterative Bestimmung der Linearisierungskoeffizienten. Nach Erreichen der Konver-
genz wird wiederum das nichste noch als elastisch angenommene Element mit der héchsten
Krimmung gesucht. Dieses wird als plastizierend gekennzeichnet und das bisherige Schema
wiederholt. Die Berechnung wird solange fortgeftihrt, bis sich keine Verinderung in der Antwort
mehr ergibt bzw. bis die zuletzt ermittelten Linearisierungskoeffizienten niherungsweise gegen
die Werte des linear-elastischen Falls konvergieren.

Zur Beschleunigung dieses Schemas schlagen Casciati, Faravelli und Venini [31] bei der Untersu-
chung von Scherbalkensystemen mit FlieBgelenktheorie vor, eine Schranke der Deformationen
zu definieren, bei deren Uberschreitung das jeweilige Element als plastizierend gekennzeichnet
wird. Die Schranke kann in weiteren Schritten je nach Bedarf modifiziert werden.

Das Iterationsschema konvergiert gegen die Losung, als wenn von vornherein alle Balkenelemen-
te als nichtlinear betrachtet worden wiren. Fir Mehrfreiheitsgradsysteme wurde nachgewiesen
[126], dass ein dquivalentes System existiert und dass dieses System eindeutig ist. Nach Erreichen
der Konvergenz kénnen willkiirlich weitere Elemente oder auch alle restlichen Elemente als
plastizierend angesetzt werden, ohne dass sich die gesamte Antwort dndert. Aus diesem Grund ist
auch das sukzessive ermittelte dquivalente System eindeutig.
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5.3.5 Darstellung der Ergebnisse

Das Beispiel wird gewihlt, um die Berechnung im reduzierten Gleichungssystem mit der Berech-
nung auf der Grundlage des vollstindigen Gleichungssystems zu vergleichen. Die Antwort im
Zeitbereich stimmt mit hoher Genauigkeit tberein. Dies betrifft sowohl den Zeitverlauf (MCS)
der Verschiebungen als auch der Kriimmungen.

Exemplarisch sind in Abb. 5.5a die Kriimmungsverliufe und in Abb. 5.5b die Verliufe des bezo-
genen hysteretischen Rickstellmoments an Knoten A gegentibergestellt. Aus dem Zeitfenster
von 128 s ist ein Abschnitt von ¢ = 48 [s] bis t = 98 [s] vergroBert. Es ergibt sich eine nahezu
exakte Ubereinstimmung zwischen der Lésung am gesamten Gleichungssystem und am reduzier-
ten System. Geringfiigige Unterschiede ergeben sich lediglich in der zeitlichen Ableitung der
Krimmung (Abb. 5.5¢).

Die stochastische nichtlineare Antwort in Knoten A ist in den Abbildungen 5.7 spektral aufberei-
tet. Fur die Schitzung der spektralen Dichtefunktionen wurden jeweils 100 Spektren, die durch
FFT aus den Zeitverldufen der MCS erzeugt wurden, gemittelt.

In Abb. 5.7a werden die Leistungsdichtespektren der Krummung von MCS, ESL und linear-
elastischer Antwort gegentibergestellt. Durch das dquivalente lineare System werden die Zunah-
me des Rauschens und die Entstehung weiterer untergeordneter Resonanzspitzen nicht
abgebildet. Gut erfasst wird hingegen die Zunahme der Amplituden im tieferen Frequenzbereich
unterhalb der ersten Resonanz. Mit ESL wird ebenfalls die Bedimpfung der ersten Resonanzspit-
ze durch die Ausbildung der Hysterese gut angenahert. Der Unterschied ist im linearen Mal3stab
in Abbildung 5.7b besser zu erkennen.

Fir eine Schitzung der Varianzen aus MCS sind zum Erreichen einer hohen Konfidenz weniger
als ca. 10 Simulationsberechnungen erfordetrlich, wofir auf einem PC (500 MB ROM, 2 Giga-
Hertz CPU) ca. 20 Minuten benétigt werden. Abbildung 5.6 zeigt die Konvergenz der geschitz-
ten Standardabeichungen der Krimmung und des bezogenen hysteretischen Rickstellmomentes
mit zunehmender Anzahl an Realisationen.

Die Berechnung einer Realisation mit dem Gesamtgleichungssystem (1450 DOF) im Zeitbereich
erfordert hingegen mehr als sechs Stunden. Auch in der Statistischen Linearisierung verkiirzen
sich die Rechenzeiten in reduzierter Basis auf einen Bruchteil.
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Tabelle 5.2 stellt die aus der Simulation (MCS) geschitzten zweiten Momente den Ergebnissen
der Statistischen Linearisierung gegentiiber. Die normierten Histogramme der Krimmung und
des hysteretischen Ruckstellmomentes entsprechen niherungsweise der Form einer Normalver-
teilung (Abb. 5.8). Aus diesem Grund bewegen sich die Abweichungen der zweiten Momente in
einem akzeptablen Rahmen von maximal 7 — 8 %.

Plastiziertes Element 7. Knoten 7

J.i 1.1 1.2 2.1 22 3.1 3.2 4.1 4.2 5.1 5.2 6.1 6.2 7.1 7.2

Standardabweichung von & [1/m %o

MCS 52 3.7 3.6 52 4.1 2.9 3.7 2.8 2.7 3.6 2.4 2.0 2.3 1.9

ESL 49 3.6 3.5 4.9 3.8 2.8 3.6 2.8 2.6 3.5 2.1 1.9 2.1 1.8

Standardabweichung von Y}, & [1/m %o]

MCS 338 3.2 3.1 3.7 3.2 2.6 3.2 2.6 2.5 3.1 1.9 1.8 1.9 1.9
ESL 306 3.1 3.0 3.6 3.1 2.5 3.1 2.5 24 3.0 1.9 1.7 1.9 1.7

Tabelle 5.2:  Standardabweichung der Krimmung & und des bezogenen hysteretischen Riickstellmomentes Yy, &y
an den Knoten 7 7+1 des plastizierten Elements /.

Tabelle 5.3 enthilt eine Gegentiberstellung der aus der Monte Carlo Simulation geschitzten
mittleren Tangenten-Steifigkeiten und -Dimpfungen mit den dquivalenten Steifigkeiten und
Dimpfungen der statistischen Linearisierung. Die dquivalenten Diampfungswerte stimmen dabei
besser iiberein, die Steifigkeiten weichen etwas stirker ab. Je geringer der Plastizierungsgrad ist,
desto mehr nihern sich die Werte den im linearen Fall eingesetzten Initialwerten k., = O und
Ceq = 1 an.

Plastiziertes Element 7. Knoten /

Ji 1.1 1.2 2.1 22 3.1 3.2 4.1 42 5.1 5.2 6.1 6.2 7.1 7.2

Ceq

ESL 0.877 0917 0921 0.877 0915 0948 0.917 0946 0.952 0921 0.955 0.963 0.956 0.965

MCS 0.843 0904 0911 0.843 0.886 0.940 0.904 0.958 0.979 0911 0938 0.948 0.938 0.950

keg

ESL 0478 0299 0.283 0476 0.304 0.176 0299 0.183 0.163 0.283 0.143 0.118 0.141 0.111

MCS 0334 0209 0.192 0331 0236 0.127 0.208 0.091 0.045 0.192 0.124 0.105 0.123 0.100

Tabelle 5.3:  Aquivalente Steifigkeit k,, und Dimpferkonstante ¢,, an Knoten i und i +1 des plastizierten Elements .
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5.4 Erdbebenbelastung am 3D-Modell

5.4.1 Modellbildung in 3D, Diskretisierung

Das in den Abbildungen 5.1 dargestellte 3-dimensionale FE-Modell besteht aus 17044 Elemen-
ten. Davon sind 12196 Schalenelemente in den Deckenebenen und in der Plattform enthalten.
Die Fischbauchtrager und die Stiitzen sind mit 4848 Balkenelementen diskretisiert. Pro Stock-
werkshohe beinhalten die Stiitzen 6 Elemente. Insgesamt liegt ein Gleichungssystem mit 92964
Freiheitsgraden vor.

Die Parameter der Stitzenquerschnitte enthilt Tabelle 5.4. Neben Standardprofilen werden auch
Schweil3profile verwendet.

h b t ts A I, I,

[mm] [mm] [mm] [mm] [m?] [m?] [m]
HEB 400 400 300 24 13,5 0,02 557E4 1,05E4
Profil 500 500 400 28 20 0,031 139E-4 290E-4
Profil 600 600 600 30 25 005 324E4 105E4

Tabelle 54:  Querschnittswerte und Krimmung an der FlieBgrenze der verwendeten Profile.
Theorie 2. Ordnung

Werden starke Verformungen ausgeschlossen, lisst sich das linearisierte Gleichgewicht am
schwach verformten System ableiten. Die Steifigkeitsmatrix eines Euler-Bernoulli-
Balkenelementes erhilt folgende Eintrige, die von der elementweise konstanten Normalkraft N
abhangen:

72 -6l -72 -6l 72 6l -T2 6l
-6/ 8I° 6/ —8I° 6/ 8> -6 8*

KII :i KHZ :i . (5.7
Yo60l|-72 61 72 2 60/| =72 -6 =72 =2
-6/ 81> 21 8 6/ 8* =21 8

K;, wird jeweils fiir beide Biegeachsen zur Elementsteifigkeitsmatrix K hinzuaddiert. Wird ein
Element durch Druck belastet, wird N negativ und das System wird ,,weicher. Es wird ange-
nommen, dass die wesentlichen Normalkrifte in den Stiitzen durch die statischen Eigenlasten
erzeugt werden. Eine Anpassung der Matrix wihrend eines Rechenlaufes erfolgt daher nicht.
Vorab muss in einer statischen Berechnung die Normalkraft in den Stiitzenelementen bestimmt
werden. Die Abb. 5.9 zeigt die statische Verschiebungsfigur unter Eigenlast.
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Abb. 5.9: Verschiebungsfigur unter statischer Eigenlast.

5.4.2 Formulierung der Erdbebenlast

DIN 4149 [43] und Eurocode 8 [51] enthalten Vorgaben fiir den Nachweis gegentiber Erdbeben-
lasten nach dem Antwortspektrenverfahren. Plastisches Verformungs- und damit
Energieabsorptionsvermogen wird niherungsweise berticksichtigt, indem ein von der Duktilitat
des Tragwerks abhingiger Verhaltensfaktor im Bemessungsspektrum eingefiihrt wird.

Soll die Plastizierung einzelner Konstruktionsteile explizit erfasst werden, kommt die Zeitver-
laufsmethode zur Anwendung. Fir Zuverlassigkeitsaufgaben ist eine ausreichende Anzahl von
Beschleunigungsschrieben zu generieren. Die verschiedenen Schriebe sollen die in Bezug auf die
Magnitude, Herdentfernung und Abstrahlcharakteristik verschiedenen, dominanten Erdbeben
wiedergeben, die an einem bestimmten Standort zu erwarten sind [100].

Die Beschleunigungszeitverliufe werden aus der Realisation eines gefilterten weilen Rauschens
erzeugt. In der Filterfunktion werden naherungsweise die Eigenschaften eines geschichteten bzw.
eines mit der Tiefe verdnderlichen Halbraums wiedergegeben. Das einfachste Modell nach Kanai-
Tajimi [82],[158] beinhaltet die Filterkurve eines fulpunkterregten Ein-Massen-Schwingers, das
die oberste Bodenschicht als einfachen Schwinger auf starrem Grundgebirge modelliert (Abb.
5.10a):

ii, () + 28,9 11, () + QJu, () = =iy (1) . (5.8)

Der Einmassenschwinger wird durch die Parameter 3, und £2, beschrieben.

Das weille Rauschen der Beschleunigung #, () dient dabei als Eingangssignal, als Ausgangssignal

erhilt man gefiltert den Beschleunigungszeitverlauf #,(¢), der nun wiederum als FuB3punkterre-

gung fur ein dynamisches System angesetzt werden kann. Wird der Einfluss der Bauwerks-Boden
Wechselwirkung vernachlissigt, kann die Filtergleichung von den Systemgleichungen des Trag-
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werks entkoppelt werden und die gefilterten Realisationen im Zeit- oder Frequenzbereich ge-
trennt vorab berechnet werden.

Die Intensitit der Erregungsenergie ist von der Dauer eines Bebens abhingig. Das gefilterte
Beschleunigungssignal wird mit einer Intensititsfunktion im Zeitbereich moduliert. Fur prak-
tische Anwendungen wird eine konstante dquivalente Intensitit fur etwa 1/3 der Dauer des
Erdbebens T, mit einer relativ kurzen Aufbau- und lingeren Abklingphase verwendet. Die drei
Abschnitte konnen z.B. durch die folgenden Funktionen beschrieben werden (Abb. 5.10b):

t
0,157,

t <0,15T, : I(¢) =(

2
J ; 005T, <t <045T,: I()=1 ;3 045T, <t:I(t)=e 4% (59)

Abb. 5.10a  Kanai-Tajimi Filterspektrum Abb. 5.10b Intensititskurve I(?)

Fir mitteleuropdische Erdbeben wurden die Parameter des Kanai-Tajimi-Spektrums und die
Erdbebendauer fiir verschiedene Untergrundklassen angepasst [100]. Im Beispiel wird die Unter-
grundklasse “M* angesetzt. Die Parameter sind dann nach [100]:

B,=0,7,0 =24rad/s, T,;=9s;c= 04

Erdbebenereignisse werden hiufig als quasi-stationire Ereignisse durch die Uberlagerung der
stationiren Realisationen mit einer zeitabhangigen Intensititsfunktion simuliert. Aus der Analyse
von aufgezeichneten Erdbebenschrieben geht jedoch hervor, dass sich auch der spektrale Inhalt
der Erdbebenenergie iiber die Zeit dndert. Fir diesen Fall wird das Modell von Shinozuka [145]
erweitert, indem in Gl (4.2) C(f) durch eine Funktion C(f#) ersetzt wird. Darin kann die zeitliche
Anderung der spektralen Energieinhalte erfasst werden.

Spanos, Vargas und Loli [156] synthetisieren Prozesse aus mehreren Einzelprozessen mit jeweils
unterschiedlichem Frequenzgehalt und unterschiedlicher Zeitmodulation. Dies entspricht in etwa
der Vorgehensweise von Aghababaii, Mobarakeh, Rofooei, und Ahmadi [2], die zeitabhingige
Filterkoeffizienten in einem ARMA-Modell formulieren. Angesichts der relativ kurzen Dauer
eines Erdbebens muss in einer Zeitbereichssimulation beachtet werden, dass die Filter auch
eingeschwungen sind.

Lisst man die FuBlpunktbeschleunigung auf die Masse des Tragsystems wirken, so kann die
folgende (lineare) Gleichgewichtsgleichung formuliert werden:
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M(q+T.a, +Ta, +T.a,)+Cq+Kq=0. (5.10)

Die inneren Ruckstellkrifte sind proportional zum Vektor der Relativauslenkungen q, der Diffe-
renz zwischen Absolutverschiebung und Fulpunktanregung. Damit ldsst sich die mit der
Beschleunigung a angeregte Massenmatrix als Lastprozess formulieren:

F(/)=-MT,a(t) . (.11)

Die Transformationsmatrix T, ordnet die Beschleunigungen den Massenanteilen in den ent-
sprechenden Achsrichtungen zu.

Die statischen Verschiebungsfiguren aufgrund dieser Last (mit « = 1) sind in den Abbn. 5.11a
und 5.11b abgebildet.

Oft wird eine weitere Filtergleichung als Hochpass hinzugefiigt, um unrealistische tieffrequente
Anteile, die im Kanai-Tajimi Spektrum noch vorhanden sind, zu reduzieren.

Im Beispiel wird die spektrale Dichte des weillen Rauschens mit S, = 0,025 m?/s* angesetzt. Die
Standardabweichung des ungefilterten Prozesses betrigt (bei einer Begrenzung des Frequenzbe-
reiches bei f,,. = 64 Hz): 0, = 6,4 m/s? nach Filterung: 0, = 1,6 m/s%. Das Signal wird in
Querrichtung (global y) verdoppelt, um in den Rahmenstiitzen eine schiefe Biegung mit etwa
gleichen Krimmungsanteilen in den beiden Achsrichtungen zu erzeugen. Exemplarisch sind
Realisationen der Beschleunigungen in Abb. 5.11c und 5.11d dargestellt.

Abbn. 5.11:  Belastung durch Beschleunigung am Fu3punkt

Abb. 5.11a  Statische Verformung aus M Tyax Abb. 5.11b  Statische Verformung aus MTya,
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Abb. 5.11c  Beschleunigung Abb. 5.11d  Beschleunigung a4,

Ebenso wie bei Windeinwirkung kann die Verteilung der Erdbebenbeschleunigung an der Ober-
fliche wieder als kontinuietlich verteiltes mehrdimensionales Zufallsfeld beschrieben werden.
Verschiedene semiempirische Modelle aufgrund von Beobachtungsdaten stehen je nach Modell-
malistab zur Verfugung. Fir Distanzen unter 140 [m] wird z.B. von Kloker [87] eine
Kohirenzfunktion zur Berechnung von Briicken nach [1] angesetzt:

4
]/(a),dp)z 7c(wadp)4 eiw»5489<10’5[s/m]-dp +[0)[S]j o |
(a)[s]) 117,5
+ - = =
117,5

(-o.115-8,410%a, /Em)f2S] 1 o[s] 0,878
7.(0,d, )= tanh| | (2,54-0,012-d, /[m])e s +035| (5.12)
T

Die Variable 4, bezeichnet den Abstand zwischen zwei Orten projiziert auf die Senkrechte zur

Wellenfront, 7 ist eine gleichverteilte Zufallszahl, durch die eine mit der Frequenz zunehmende
Zufilligkeit der Phasenlage berticksichtigt wird.

Die Korrelation im Bereich der Abmessungen bezogen auf die mal3gebenden Frequenzinhalte

betrigt niherungsweise 100%. Daher geniigt die Simulation von eindimensionalen Prozessen fiir
jede Richtung der Anregung.

5.4.3 Biaxiales Hysteresemodell

Das Hysteresemodell bei schiefer Biegung kann durch das biaxiale Park-Wen Modell [106] in
modifizierter Form (Gl. 2.34) angenihert werden:
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1 ) , 1 . N .
) — [A + (— 7, sgn(Ky ) sgn(YHy) -V, )YHij" ] — (— 7z sgn(x,)sgn(Y, ) — V.. )YH]yV” YHiv"“ .
|:YHy i| Yy KYZ |:Ky :|
kZ

1 ) 1 .
— (— - sgn(Ky) sgn(YHy) -V, )YHi]" YHiV” . [A + (— 7, sgn(x,)sgn(Y, )—v, )YHiVZ ]

Yy Yz

.. (5.13)

Mit den Parametern

Azlaj/)’: V)’:OJ329 }/Z: VZ:O)24) YZy:VZy: O)SIZ/I > yyzZVyZ: 2'I)'/IZ,
Ny=4, N;=2,Npy=5 Ny = Ny, = N =1

wird z.B. die Ausbildung einer Hysterese eines Stahlprofils HEB-500 bei schiefer Biegung be-
schrieben. Die Hohe der Exponenten charakterisiert den Ubergang vom elastischen Zustand
zum voll-plastischen Grenzmoment. Bei Biegung um die Hauptachse y plastizieren die Flansche
an der FlieBgrenze bei nur geringer Zunahme der Krimmung. Daher wird ein hoher Exponent
gewiahlt (INy = 4). Bei Biegung um die schwichere Achse z plastizieren die Flansche kontinuier-
lich mit Zunahme der Krimmung, daher wird ein kleinerer Exponent (N, = 2) gewihlt. Die
Werte fiir die Parameter J, %, ¥, und Vv, bestimmen sich tber Gl. (2.33) aus den Duktilititsquo-
tienten
Mpy/ My, = 1,122 und Mp, /My, =15.

b

mit Mpy = 1610 kNm, My, = 1440 kNm, Mjp, = 435 kNm, My, = 290 kNm.

Interessanterweise kann festgestellt werden, dass die Plastizititsgrenze des Bouc-Wen Modells
Gl (2.33) fir die Parameter

A=1, %= 1 =032, N=4
den Wert Y, , = 1,122 ergibt. Mit den Parametern
A== 1v=032 N=4

ergibt sich entsprechend Y, , =15. Daraus lisst sich schlieBen, dass die Parameter des Bouc-
Wen Modells aus den Duktilititsquotienten abgeleitet werden kénnen.

Die Parameter der gemischten Terme p,y, V4, %, und V,, wurden durch manuelle Anpassung der
Hysteresen ermittelt, méglicherweise kann auch hierfiir eine Formel gefunden werden.

Der hohe Exponent N,y =5 wichtet den Einfluss der ,,stirkeren® auf die ,,schwichere® Quer-
schnittsachse. Plastizieren die Flansche bei Biegung um die ,,stirkere® Achse y, verschwindet
auch die Kapazitit, das Riickstellmoment bei Biegung um die ,,schwichere® Achse nach Ent-
lastung wieder aufzubauen. Umgekehrt ist der Einfluss weniger ausgeprigt (INy, = 1).
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Uberpriifung des biaxialen Hysteresemodells

Um das Modell zu testen, wird zunichst ein Querschnitt isoliert betrachtet und eine Kriimmung
K, und k. um beide Hauptachsen phasengleich aufgebracht (Abb. 5.13). Die Krimmungen wer-
den als sinusférmige Zeitverldufe in Gl. (5.13) eingesetzt. Die hysteretischen Rickstellmomente
werden unmittelbar tber eine explizite Zeitintegration berechnet. Als Referenz dient ein Faser-
modell mit bilinearer Hysterese nach Suzuki-Minai. Der HEB-500 Querschnitt ist mit 36 Fasern
diskretisiert.

Variiert wird die Belastungsrichtung, die durch das Verhiltnis der Krimmungsamplituden defi-
niert ist (vgl. linke Spalte Abb. 5.13). In jeder Belastungsrichtung wird die FlieBkrimmung &,
bestimmt und die Resultierende der Amplituden der Kriimmung radial mit &, = ak, angesetzt.
Die Krimmung an der FlieBgrenze x, wird um den Faktor a= 1,5 (linke Hysteresen in
Abb. 5.13) und den Faktor a =3 (rechte Hysteresen in Abb. 5.13) tiberschritten. Gegentiberge-
stellt werden die Hysteresen mit den bezogenen Rickstellmomenten aus beiden Modellen. Fiir
die beiden Laststufen ist pro Belastungsrichtung die Hysterese der Riickstellmomente um jeweils
eine Hauptachse dargestellt: jeweils links die Hysterese um die Achse y, jeweils rechts die Hyste-
rese um die Achse z. Die oberen Diagramme in Abb. 5.13 beinhalten die Hysteresen fiir den
ebenen Fall, wenn jeweils die Kriimmung um die andere Hauptachse Null ist.

Die Hysteresen konnen angesichts der komplexen FlieBregel des zusammengesetzten Profilquer-
schnitts Gberraschend gut nachgebildet werden. Fur eine Detail-Querschnittsuntersuchung ist das
Modell zwar weniger geeignet, um jedoch die gemittelte Antwort eines groB3eren Tragwerks zu
bestimmen, erscheint es durchaus tauglich.

Da unter gleichphasiger Sinuslast immer nur in einer Richtung be- und entlastet wird, soll ein
weiterer Test die Tauglichkeit unter stochastischer Last mit steigendem Lastniveau unter Beweis
stellen. Dafiir wird eine eingespannte Stitze HEB 500, / = 3,80 m aus dem Gesamtmodell he-
rausgeschnitten (Abb. 5.12). Die Deckenimpedanz wird tberschligig durch eine einfache Masse-
Feder-Impedanz in der horizontalen Abstimmfrequenz des Gebiudes ersetzt. Die Masse wird
von zwei Seiten stochastisch unkorreliert angeregt.

k.
7 %ﬁ;ﬁ Ft)

6
Fy®

5
4

3 i HEB 500

2

"
Abb.5.12:  Teilmodell zur Untersuchung des biaxialen Hysteresemodells, Diskretisierung des Querschnitts im
Fasermodell.
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Abb. 5.13: Hysteresen der bezogenen Riickstellmomente Y}y and Y}, unter biaxialer sinusférmiger Krimmung
und £, , biaxiales Park-Bouc-Wen Modell (—) — Fasermodell (--—--)
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Standardabweichung der Kriimmungen &, und &, und des bezogenen hyst. Ruckstellmomentes Y7,
bezogen auf die spektrale Dichte Sg, biaxiales Park-Bouc-Wen Modell (B-W) — Fasermodell (M-Fib)
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Zugelassen wird das Plastizieren aller Elemente. Die Graphen in Abb. 5.14 zeigen den Vergleich
der Standardabweichungen der Krimmungen und der hysteretischen Riickstellmomente am
Knoten an der Einspannung wiederum bezogen auf die Hohe der Anregung. Variiert wird das
Verhiltnis der Standardabweichungen der stochastischen Lasten (vgl. linke Spalte in Abb. 5.14).
Auch in diesem Test ergibt sich im relevanten Lastbereich eine sehr gute Ubereinstimmung
zwischen dem biaxialen Hysteresemodell und dem Fasermodell.

Es hat sich auch herausgestellt, dass der zeitliche Aufwand fir die Berechnung in beiden Model-
len nicht sehr unterschiedlich ist. Durch die Verwendung der bilinearen Hysterese in den Fasern
wird im Newmark Verfahren keine Iteration erforderlich. Die Iteration mit dem Hysteresemodell
nach Bouc-Wen ist bei gleichen Konvergenzkriterien zwar immer noch sehr schnell, die
Berechnung mit dem Fasermodell zeigt im Vergleich keinen entscheidenden Geschwindigkeits-
verlust. Zudem kann im Fasermodell die Interaktion der Biegespannungen mit den Normalkraft-
spannungen beriicksichtigt werden.

Wegen des fehlenden elastischen Astes bei Bouc-Wen in der Erst- und Wiederbelastung ist die
Abweichung zum elastischen Materialverhalten nur bis ca. 70 % der Flie3grenze klein. Obwohl
auf dem Niveau der FlieBgrenze der Fehler in der Bouc-Wen Hysterese zwischen 10 - 20 %
gegentiber dem Fasermodell betrigt, ist der Fehler in der dissipierten Energie und in den Mitte-
lungswerten gering. Damit beim Umschalten eines Elementes von linear-elastisch auf elasto-
plastisch in der Simulation kein plétzlicher Sprung in der Kriimmung auftritt, ist es sinnvoll, den
Grenzwert der Abfrage, ob ein Element plastiziert, auf ca. 70 % der FlieBgrenze zu legen.

5.4.4 Losungsschritte

Aufgrund der Rechnerkapazitit konnten nur die ersten linearen 299 Moden ermittelt werden. 89
elastische Moden wurden vorausgewahlt, um die linear-elastische Antwort bis zu /= 8 Hz mit
ausreichender Genauigkeit zu berechnen. Die Zahl kann weiter auf 29 signifikante Eigenformen
reduziert werden, indem Moden vernachlissigt werden, deren generalisierte Anregung vernach-
lissigbar ist.

An finf Elementen wird das Moment an der FlieBgrenze wihrend der Simulation tberschritten.
Infolge dessen werden 20 plastische Formfunktionen der modalen Basis hinzugefiigt. Die ent-
sprechenden Querschnitte werden in je 18 Fasern diskretisiert. Fir jede Faser wird eine
nichtlineare Zusatzgleichung formuliert. Insgesamt wird das System um 20 generalisierte Frei-
heitsgrade und um 360 bezogene hysteretische Spannungsvariable Y}, erweitert. Auf einem PC
wird fir die Berechnung der Antwort auf eine Erdbebenrealisierung ca. 2 Minuten benoétigt. Die
Berechnung einer Realisation am vollstindigen Gleichungssystem ist hingegen mit vertretbarem
Aufwand nicht sinnvoll.

Die Abbn. 5.15 zeigen die ersten drei Grundmoden sowie eine noch relevante Mode bei
f = 5,6 Hz, die eine héhere Biegeform des Gebidudes in Querachse darstellt. In Abb. 5.16a sind
die plastizierten Elemente eingetragen, in Abb. 5.16b ist eine orthogonalisierte plastische Form-
funktion in Bezug auf das plastizierte Element A4 dargestellt.
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Abbn. 5.15:  Eigenformen.

Abb. 5.15a Mode 1, = 0,8 Hz. Abb. 5.15b Mode 2, /= 0,9 Hz.

Abb. 5.15¢  Mode 3, f= 1,5 Hz. Abb. 5.15d Mode 138, f= 5,6 Hz.

Die Orthogonalitit in Bezug auf die Massenmatrix wurde vor und nach Orthogonalisierung
Uberprift. Die Abbn. 5.17 zeigen graphisch die Orthogonalitit der plastischen Formfunktionen

gegeniiber den clastischen Moden EVO =®"M®. Links in den Abbn. 5.17 sind lediglich die
ersten 29 elastischen Moden orthogonal in Bezug aut die Massenmatrix, rechts werden die Ne-
bendiagonalwerte nach Orthogonalisierung der plastischen Formfunktionen zu Null.
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Abbn. 5.16a plastizierte Elemente. Abb. 5.16b  Orthogonalisierte plastische Formfunk-
tion an Element A.

(1.29) 1o o
¢ 20 2

s o 13
¢(1~~29) FEA

5

Abb. 5.17:  Orthogonalitit der reduzierten Basis
vor Orthogonalisierung der plast. FF (links) nach Orthogonalisierung (rechts).

5.4.5 Darstellung der Ergebnisse

Die Abbn. 5.18a — r zeigen ausgewihlte Zeitverliaufe einer Realisation. Fur die Auswertung der
Relativverschiebungen wurde exemplarisch ein Eckpunkt (Knoten 93) der obersten Ebene des
Modells ausgewihlt, zur Auswertung der Krimmungen und der hysteretischen Riickstellmomen-
te das am stirksten plastizierte Element A. Dargestellt ist jeweils ein Zeitfenster von 0 — 32 [s]
bzw. hoher aufgelést von 0 — 16 [s].

Die linear-elastische Antwort des Systems wird zur Orientierung in den Abbn. 5.18a-b gezeigt.
Gegenitibergestellt sind die Antworten in den globalen Achsrichtungen bzw. in den Biegeachsen.
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Die Abbn. 5.18c-e dokumentieren die Zuldssigkeit der Reduzierung von 299 Moden auf 29 elasti-
sche Moden in der linear-elastischen Antwort. Die Verliufe werden genau abgebildet, lediglich in
der Krimmungsgeschwindigkeit sind geringfiigige Prizisionsverluste hinzunehmen (Abb. 5.18e).

Die Abbn. 5.18f-h stellen die elasto-plastische Antwort der linear-elastischen gegentber. Dabei ist
festzustellen, dass sich die lokalen Plastizierungen auf die gesamte Bewegungsenergie des Bau-
werks nur geringfiigig auswirken (Abb. 5.18f). Dadurch, dass sich die Gesamtantwort nur wenig
andert, werden bei Plastizierung hohere Ausschlige im Krimmungszeitverlauf freigesetzt (Abbn.
5.18¢g-h),

Um die Interaktion der Ruckstellmomente bei Plastizierung zu verdeutlichen, sind in den
Abbn. 5.18i-j jeweils die Krimmungen und die bezogenen hysteretischen Riickstellmomente um
beide Achsen gegentibergestellt. Im rechten Bild (Abb. 5.18j) ist die Interaktion der hystereti-
schen Rickstellmomente zu beobachten. Plastizieren die Flansche bei Biegung um die ,,stirkere®
Achse y, so geht das aufnehmbare hysteretische Moment um die ,,schwichere® Achse z bei
Umkehr der Belastung auf Null zuriick. Da die Kapazitit des Querschnitts durch das Riickstell-
moment um die andere Richtung y bereits ,,verbraucht ist, entsteht kein Riickstellmoment um z
nach Entlastung. Die Kurve verharrt in diesem Null-Zustand, bis eine Entlastung um die stirkere
Achse erfolgt. Erst dann kann wieder ein Moment um z aufgenommen werden, und die Kurve
steigt wieder an.

Die Abbn. 5.18 k-1 stellen die bezogenen hysteretischen Riickstellmomente den Kriimmungen fiir
Biegung um beide Achsen gegeniber. Das plastische Grenzmoment wird bei
Mp,= 2,16 E6 MN/m? bzw. Mp, = 7,73 E5 MN/m? erreicht. Dies entspricht einem bezogenen
hysteretischen Riickstellmoment von Yy &= 0,0074 bzw. Yy, k,= 0,012 bei einer FlieBgrenze
mit Ky, = 0,0066 bzw. &y, = 0,0082.

Die Abbn. 5.18m-n dokumentieren den Beitrag der orthogonalisierten plastischen Formfunktio-
nen Kg(f)= TK‘T’W:;; () an der Gesamtkrimmung. Verzichtet man auf die plastischen

Formfunktionen in der nichtlinearen Berechnung in reduzierter Basis, so entsteht der Fehler, der
aus der Differenz der Kurven in den Abbn. 5.180-p hervorgeht. Diesen Kurven liegt eine Be-
rechnung ohne zusitzliche plastische Formfunktionen zu Grunde.

In einer weiteren Berechnung werden anstatt der 20 plastischen Formfunktionen nur 10 Form-
funktionen hinzugefiigt. Jeweils ein Paar von Formfunktionen mit linearem Kriimmungsverlauf
am plastizierten Element wird durch eine Formfunktion mit konstantem Kriimmungsverlauf
ersetzt. Die Gegentiberstellung der Ergebnisse in Abbn. 5.18q-r weist nach, dass zwar der Fehler,
der ohne zusitzliche Formfunktionen entsteht, deutlich abgemindert werden kann. Es sind je-
doch noch Abweichungen zur Loésung mit “krimmungs-kompatiblen® Formfunktionen zu
verzeichnen.
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Zeitverldufe der Verschiebungsantwort an Knoten 93 und der Kriimmungen an Knoten A4 unter den

Lastfunktionen in Abbildung 5.11a und 5.11b.
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Die Abb. 5.19 schlieflich zeigt die Zeitverliufe der geschitzten Standardabweichungen (RMS)
der Krimmungen k; der bezogenen hysteretischen Ruckstellmomente Y, &, und der Beitrige
der plastischen Formfunktionen zur Krimmung k; gemittelt aus 10.000 Realisationen.

0.04 I I I I 0.04 I I I I
| | | | === K, 29+20 Moden | | | | -t K, 29+20 Moden
I I I I Y I I I I Y
| | | | 2y Lo | | vy
‘ ‘ ‘ ‘ __ x(¥), 20 PFF PN | | — x,(¥), 20 PFF
003F--—----q9---1r-----L T T sl 008 ----N1--—-1--—-r-—-4 T T sl
I I I I I I I { AV I I I I I
= | | | | | = H S| | | | |
= I I I I I I I = {0 [N I I I I
= | | | | | | | = Il | e | | | |
D e e R nily Il A e CL ] a7 R H iy e R
(2] [P | | | | | (2] ) | | A | | |
= 0 Shaag | | | | | = Fval T | et | |
14 /‘\ | ~aal | | | | 14 N | | | N | |
o1 Tm—n | | A | i | | TS=——) |
[ ey e e SU i ke S Ry El ey 0-01**‘1‘ ISt e e i Aty Al ey
;A | | 1T N - | o | | | ! [t Y
e | | P — e H | | S
¢ : L ) b p | | | | | T
| I I I | [ T I I I I I I I
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
0 4 8 12 16 20 24 28 32 0 4 8 12 16 20 24 28 32
t[s] t[s]
Abb. 5.19: Zeitverliufe der Varianz der Krimmungen (Beitrdge aus erweiterter reduzierter Basis und Beitrage der

plastischen Formfunktionen PFF) und der bezogenen hysteretischen Riickstellmomente um die z-Achse
(links) und um die y-Achse (rechts), Schitzung aus 10.000 Erdbebentealisationen.

Ermittelt man aus jeder Antwort z.B. die maximale Dehnung in einem Querschnitt, so kann aus
den einzelnen Werten ein Histogramm erstellt werden und daraus eine Extremwertverteilung
geschitzt werden. Liegt ein Versagenskriterium vor, kann damit eine Aussage dariiber getroffen
werden, bei wie viel Prozent aller Erdbeben die Konstruktion versagt. Abb. 5.20 enthilt das
Histogramm der maximalen Dehnung pro Erdbeben in Element A sowie die angepasste Vertei-
lungsdichtefunktion nach Gumbel:

S(x)=«a, exp[— Og (x - “G)_ eXp(_ qg (x —Ug ))] (5.14)

Die Parameter der Gumbelverteilung wurden aus den geschitzten Momenten ermittelt, besser
wire natirlich eine Anpassung mit einem Schitzer, der die gesamte Verteilung anpasst, z.B. der
X?*-Methode. Die geschitzten Momente sind der Mittelwert g, = 0,075 und die Standardab-
weichung o, = 0,0205. Daraus ergeben sich die Parameter der Gumbel-Verteilung z.B. nach [131]

20 @, = 62,7 und u; = 0.066 mit

1,2825487

0,5772156
Uy = p—— 2 und a, (5.15)
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Abb. 5.20: Histogramm und geschitzte Gumbel-Verteilungsdichtefunktion der Extremwerte der Dehnung in

Element A aus 10.000 realisierten Ereignissen.



Kapitel 5 Anwendungsbeispiele 125

5.5 Diskussion der Ergebnisse

Das Beispiel mit Windlast am ebenen Modell zeigt, dass durch den Einsatz von plastischen
Formfunktionen in der reduzierten modalen Basis eine hohe Genauigkeit in der Antwort ohne
Abweichungen gegeniber der Losung am vollstindigen Gleichungssystem erzielt wird. Die
Rechenzeiten verkiirzen sich dadurch drastisch. Dies gilt unabhingig von den jeweiligen Verfah-
ren, Statistische Linearisierung oder Monte Carlo Simulation.

Bei stationirer Anregung ist die Monte Catlo Simulation vom Zeitaufwand nahezu gleichwertig
mit der Statistischen Linearisierung. Vor allem vor dem Hintergrund der kontrollierbaren Ge-
nauigkeit ist daher der Monte Carlo Simulation der Vorzug zu geben. Dabei ist zu
berticksichtigen, dass bei der Statistischen Linearisierung die sukzessive Ermittelung plastizierter
Stellen zu einem zusitzlichen Aufwand fiithrt, wenn davon ausgegangen wird, dass die Stellen an
denen es zur Plastizierung kommt, vorab nicht bekannt sind.

Im Lastfall Erdbeben am 3D-Modell wird durch den Einsatz von plastischen Formfunktionen
nicht nur eine Simulationsberechnung mit vertretbarem Aufwand tberhaupt ermoglicht, der
zeitliche Aufwand bleibt in etwa in der gleichen Gréenordnung wie fiir kleinere Modelle, ob-
wohl mit dem Fasermodell ca. 400 zusitzliche Zustandsvariablen hinzukommen. Damit wird eine
Berechnung nahezu unabhingig von der Systemgrof3e. Es konnen beliebig grof3e Systeme behan-
delt werden. Voraussetzung ist, dass die Anzahl der generalisierten Freiheitsgrade gering bleibt,
die plastizierten Elemente sollten im Verhiltnis zum vollstindigen System in der Anzahl be-
schrankt sein.

Wegen der instationiren Anregung sind im Gegensatz zum stationdren Fall uberproportional
viele Realisationen zu berechnen, um eine Aussage iiber die zweiten Momente mit hoher Konfi-
denz zu erhalten. In diesem Fall kann die Statistische Linearisierung gegeniiber der Monte Catlo
Simulation Vorteile beztiglich des zeitlichen Aufwands bieten. Fir in etwa gleichwertige Ergeb-
nisse werden in Abhangigkeit vom Plastizierungsgrad schitzungsweise 500 bis 1000 Realisationen
benotigt, wofiir im vorliegenden Beispiel von einem Zeitaufwand von etwa ein bis zwei Tagen
auszugehen ist. Mit optimierten Algorithmen und verbesserter Rechentechnik lassen sich diese
Zeiten noch deutlich reduzieren.
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6 Zusammenfassung

Genauigkeit des Verfahrens

Die Beispiele zeigen, dass die Referenzlésungen aus Berechnungen im vollstindigen Gleichungs-
system mit den FErgebnissen in reduzierter modaler Basis erweitert mit plastischen
Formfunktionen sehr gut angenihert werden kénnen. Die Unterschiede sind numerisch klein
und in den graphischen Darstellungen nicht erkennbar.

Neben dem Abschneidefehler, der bei modaler Reduktion auch in einer linearen Berechnung zu
verzeichnen ist, tritt ein zusatzlicher Fehler bei Plastizierung auf. Je nach nichtlinearer Material-
formulierung entstehen Anteile der inneren Ruckstellkrifte im hoheren Frequenzbereich, durch
die Resonanzen der héheren Moden angeregt werden. Da die héheren Moden in den plastischen
Formfunktionen ,,eingefroren® sind, kann diese Resonanzanregung durch den Beitrag der plasti-
schen Formfunktionen nicht adiquat abgebildet werden. Insofern besteht eine Abhingigkeit zur
Wahl der nichtlinearen Materialmodelle.

Die hoheren spektralen Anteile der inneren Rickstellkrifte sind gegentiber den dufleren Lasten
im tieffrequenten Frequenzbereich klein. Sie kénnen daher meist vernachlissigt werden, wenn die
zu beurteilende GroBe wegproportional ist (z.B. Spannungen, Auslenkungen). Sind schnelle- bzw.
beschleunigungsproportionale Kennwerte zu ermitteln, muss diesem Effekt durch die Aufnahme
weiterer (weniger) elastischer Moden in die reduzierte Basis Rechnung getragen werden, um auch
den erweiterten Frequenzbereich der einwirkenden inneren Krifte abzudecken.

Anwendbarkeit von plastischen Formfunktionen

Einschrinkungen in der Anwendung ergeben sich lediglich aus den Annahmen, die auch im Falle
der Reduktion der modalen Basis im linearen Fall gelten. Die dynamischen Lasten sollten rdum-
lich moglichst gleichmiBig verteilt sein, und vom Frequenzgehalt her auf einen Bereich
beschrinkt sein.

Ansonsten ist der Finsatz von plastischen Formfunktionen universell mit verschiedensten, sto-
chastischen Lastmodellen, korrelierten wie nicht-korrelierten ILasten und probabilistischen
Verfahren moglich, mit denen im linearen Fall die modale Reduktion anwendbar ist.

Da die Generierung der plastischen Formfunktionen lediglich von den jeweiligen Ansatzfunktio-
nen der FE-Formulierung abhingt, ist auch eine Kombination mit verschiedensten nichtlinearen
Materialmodellen méglich.

Effizienz des Verfahrens

Die Effizienz des Verfahrens ist eng mit der Anzahl der plastizierten Elemente verkniipft. Da fiir
jedes plastizierte Element eine von der Elementformulierung abhingige Anzahl an zusitzlichen
Formfunktionen in der reduzierten Basis hinzukommt, wird auch der reduzierte modale Raum
um die entsprechenden generalisierten Koordinaten erweitert. Davon abgesehen steigt natiirlich
die Anzahl der nichtlinearen Zusatzgleichungen an, die jedoch ohnehin zu berticksichtigen sind.



Kapitel 6 Zusammenfassung 128

Plastizieren im Beispiel des ebenen Rahmens mit 1450 Freiheitsgraden ca. 10% der 524 Elemen-
te, so entstehen in der reduzierten Basis zusitzlich zu den 17 angesetzten elastischen Moden
noch ca. 100 generalisierte Freiheitsgrade, wodurch immer noch eine Reduktion der Anzahl der
Gleichungen auf ca. 8 % erzielt wird. Steigt die Anzahl der plastizierten Elemente jedoch auf
mehr als 50 % an, so nihert sich die GréBe des reduzierten Gleichungssystems dem des Aus-
gangssystems an, womit eine Reduktion hinfallig wird.

Solange die Anzahl lokaler Plastizierungen innerhalb eines Rahmentragwerks mit vielen Freiheits-
graden gering bleibt, ist die Effizienz der Reduktion der Basis enorm. Die Untersuchung grof3er
Systeme mit probabilistischen Verfahren wird dadurch tberhaupt erst erméglicht.

Anbindung an etablierte Algorithmen

Die Verwendung von plastischen Formfunktionen zur Beschreibung einer lokalen Nichtlinearitit
fiigt sich nahtlos in bestehende FE-Softwaresysteme ein. In MSC-Nastran® beispielsweise ist die
Methode die Erweiterung der modalen Basis mit statischen Formfunktionen bereits vorgesehen
[78].

In der Monte Carlo Simulation werden Zeitschrittalgorithmen als Standardverfahren verwendet,
die in den meisten Systemcodes enthalten sind. In der modifizierten Newton-Raphson Iteration
kann die Standardformulierung beibehalten werden, wenn die inneren hysteretischen Rickstell-
kriafte dem duBBeren Lastvektor zugeschlagen werden. Getrennt vom restlichen Gleichungssystem
konnen die nichtlinearen Zusatzgleichungen mit wenig Mehraufwand gel6st werden.

Die lineare spektrale Losung zur Ermittelung einer spektralen Dichtefunktion der Antwort ist
ebenfalls Bestandteil von vielen FE-Systemen. Damit ist auch ein wesentlicher Arbeitsschritt in
der Iteration der Statistischen Linearisierung abgedeckt. Die dquivalenten Koeffizienten mussen
in einem gesonderten Algorithmus bestimmt werden. Die Einbindung der linearisierten Zusatz-
gleichungen in das Gesamtgleichungssystem muss ermdéglicht werden.

Gegentiber zahlreichen anderen Verfahren ist der Einsatz von plastischen Formfunktionen in
Verbindung mit Monte Carlo Simulation und auch mit Statistischer Linearisierung besonders fur
den Einsatz in praktischen Aufgabestellungen geeignet. Die Verwendung von Verfahren, die dem
Ingenieur vertraut sind, lisst eine gute Akzeptanz erwarten.
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Anhang A
Kontinuierliche Formulierung des hysteretischen Riick-
stellmomentes bei ebener Biegung

A.1 Kontinuierliche Formulierung des Hysteresemodells nach Suzuki-Minai

In ebener Biegung ist das Integral der zeitlichen Ableitung der inneren virtuellen Arbeit auszu-
werten:

st = [ " le) v, (Do we)ae. A
G, (€) =1 -0, (&) )+ NN, ()-). a2

Die Einheits-Sprung (Heaviside-) Distribution H(&) ist tber & konstant (0 oder 1) in Abhingig-
keit davon, ob das Argument & kleiner oder gréBer Null ist. Dementsprechend ist im Integranden
entweder G(I'((f ), Y, (cf )) =0 oder G(k(f ), Y, (f )) =1. Der letzte Term existiert nur in Teilinter-

vallen (& ... &), die durch die Nullstellen der Verliufe von &(&) bzw. durch die Schnittpunkte
von Y, (&) mit Y;; = 1 und Y}, = -1 begrenzt sind.

Y, A

Abb. A.l: Abhingigkeit des Integrals der virtuellen Arbeiten von den Schnittpunkten & ... &, .

Die einzelnen Schnittpunkte sind durch die Knotenwerte bestimmt und in Abb. A.1 dargestellt:

A Y+l 49, + 29,
Sy = Sy = S =2 (A.3)
i Yz - Yi+1 6(01 + 6¢i+1

Das Integral tber die Zunahme der virtuellen Arbeiten fithrt zu einer Matrix, deren Elemente
von den Integralgrenzen &, ... £, abhingig sind, welche die Teilintervalle begrenzen. Die Ge-
samtmatrix ergibt sich als eine Summe von Teilmatrizen in Abhangigkeit von den Schnittpunkten

S ove G
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HY(‘):J'): [H(ng)_ H(§1)+ H(§4)_ H(égs )] (A4)

Die einzelnen Summanden gehen aus dem Integral
- 1lrx
5 (s = [ ae(cyas (A5
Y

hervor. Damit wird:

H(5)2L16§—24§2+12§3 8& —185% +12&°

i 3 . N (A.6)
Kkyl| 85 —188> +128°  4E 1287 +12&

Die Integrationsgrenzen & sind von den Knotenfreiheitsgraden @ and Yy, abhingig. Je nachdem

wie die Schnittpunkte &, &, und g% zu liegen kommen, ist eine Fallunterscheidung fir die

Integralgrenzen ¢, ... &, erfordetlich. Die Fallunterscheidungen sind in Tabelle A.1 schematisch
eingetragen.

Yz > _Yi+1 ; Yz < _Yi+1 ; Yz > _Yi+1 ; Yz < _Yi+1
¢;)i > (jnl: (71 > awl : ¢_)z <_(jz+l :¢_)1 <_¢;)i+1
g min(@j;)i 0 i 0 imm(gq,,g;)
+i§¢,V(;>5¢)i§;V(§¢>§;)i )
I R A R o
e V(e e )ie viE e
& U N , 0
L V(e >E) e Ve g )
&, 0 i 1 i 1 i 0

Tabelle A.1 Fallunterscheidung der Integralgrenzen (0 < & < 1).

Ist—1 < | Y}, (x)| <1 dann wird das Integral ,liickenlos*, aus der Matrix &, Hy wird die Matrix
H; des linearen Gleichungssystems aus Gl. (2.19).

A.2  Kontinuietliche Formulierung des Hysteresemodells nach Bouc-Wen

Das Integral tber die virtuelle Arbeit des hysteretischen Momentes nach Bouc-Wen enthilt
Signum-Funktionen, die wie bei Suzuki-Minai eine Unterteilung der Ableitung des Arbeitsinteg-

rals GL. (A.1) an den Nulldurchgingen von Y},(§) und K(é ) erforderlich machen.
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G} Y, (€)= 47 sen(k())sen(y, (€)™ —vsen(r, ()] 7, (&) (A7)

Die Schnittpunkte der linearen Verliufe von Y,(x) und &(x) tber die Elementlinge mit der
Abszisse Y,(&) = 0 und «(&) = 0 sind:

4+ 24, Y,
_ 9 +24,, g =i (A.8)

' 6;5["_65141 YHi_YHH—l

Je nach Exponent N ergeben sich unterschiedliche Ausdriicke fir Hy, fiir ungerade Exponenten
N :

Hy () = [AH, = /1LY, - 20, 7)) sen G+ ) + o)

—v(H(1,Y,)-2H(&,,Y,))-sgn (V1 = ¥y )]

und fiir gerade Exponenten N:

o1
H,(Y,,0) :—[AH$ ~vH(LY,)+
Kyl (A.10)

—r[L Y+ 2( M, V) - HE Y S &, + &) )sen @, +5) sen (8, - Y,
Die Teilmatrizen H(f LY, H) sind iiber das Arbeitsintegral definiert.

k(&)

Ky

SpTH(EY, Jp = [ =227, (£)" Sr(£)dg (A11)

Die Matrizen H(&Y;) sind nur dann von den Schnittpunkten &, und % abhingig, wenn diese

zwischen den beiden Elementknoten mit den lokalen Koordinaten & = 0 und &,; = 1 liegen.
Fir den Exponenten N = 1 wird:

0 VELO
PL(O)Yy PL(&Y,

P ()Y, PL(HY,
H(LY,) Vi<é

H(EY,) = [ } Vo< &<, (A12)

Die vier Vektoren P(&) setzen sich aus Polynomen von & zusammen:

Pn(g)::{—9§44—28§3——32§2—k16§}’

9L —16&° + 882
Pu@):l’zl(f){_%g ;2_452 - izfgf 8(1
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—9E* 42087 —14E7 +4¢

P, (&)= 954_853_’_252

(A13)

A.3  Vergleich kontinuierliche Formulierung — diskrete Formulierung

In den Abb. A.2 bis A.4 werden Ergebnisse aus kontinuietlicher Formulierung mit diskreter
Formulierung verglichen. Der Kragarm in Abb. 3.1 wird mit einer gleichverteilten, vollkorrelier-
ten, stochastischen Last belastet. Die Abb. A2 bis A3 zeigen den Vergleich der
Standardabweichungen der Krimmung und des bezogenen hysteretischen Riickstellmomentes an
Knoten 1 fiir Suzuki-Minai und Bouc-Wen. Mit der gewihlten Diskretisierung ist die Uberein-
stimmung bei Monte Carlo Simulation zur diskreten Formulierung gut.

Abb. A.4 zeigt einen Ausschnitt aus dem Zeitverlauf der Krimmung und des bezogenen hystere-
tischen Ruckstellmomentes einer Realisation bei Plastizierung an Knoten 3. Die Zeitverldufe der
Krimmung stimmen im Wesentlichen tberein. In den vergréBerten Zeitverldufen des bezogenen
hysteretischen Ruckstellmomentes ist zu beobachten, dass die Plastizititsgrenze (k, = 1) in kon-
tinuierlicher Formulierung berschritten werden kann (vgl. Abb. 2.5), wihrend in diskreter
Formulierung die Plastizititsgrenze an den Knoten nicht Gberschritten wird.

1000 1000
/ A
. 900 . 900 4
g / 3 )%
% 800 ‘% 800 e —IHN //‘
= 700 o 700 N Yo
3. L) =N
o 600 0 n 600 v /
2 < 1 )
8 500 x © 500 Y Ny v
o+ ¥ oF A
3, 400 . 3, 400 -
z z \
= 300 » = 300
2 | | — — — — kappa, kont. ) [ |- — - — kappa, kont. |\
& 200 [H- - = — Y, kont. & 200 H—— = — Y, kont -l
~ B kappa, diskret ~ | kappa, diskret =
6 100 4 — - — -V, diskret e 6 100 H— - — -V, diskret
[TTIIT 1 R e
0 -l 0 =X 54
1.0E-04 1.0E-03 1.0E-02 1.0E-01 1.0E-04 1.0E-03 1.0E-02 1.0E-01
SFO.S [NSO.S] SFO.S [NSD.S]
Abb. A.2: Standardabweichung der Kriimmung und des hysteretischen Riickstellmoments bezogen auf die spektra-

le Dichte der Last S an Knoten 1 (Finspannung): Vergleich kontinuierliche — diskrete Formulierung,
Suzuki-Minai, &y =1, a = 0,5; links: Plastizierung von Element 1, rechts: Plastizierung von Element 1 —
10, Monte Catlo Simulation
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1000 1000
— 900 — 900
O(/J cU)
Z 800 Z 800
. 700 Pt A . 700 A
n W TNl 0 e
2 600 2 s00
3 L\ z /
3 a s
" 500 500 ANiE o
5 N 3 \
27 400 g 400
(%) | AN » | M
Z — — -e— — kappa, kont. LN z — — -— — kappa, kont. S
S 300 — __a v kont N~ = 80— & ¥ kont. \
w0 ] kappa, diskret AN w0 [ kappa, diskret )
8, 200 = T _ e . 3, 200 — Tk
& || , diskre A\ » || Y, diskret w
= “ =
& 100 g 100 2
. 0 i
1.0E-06 1.0E-05 1.0E-04 1.0E-03 1.0E-02 1.0E-06 1.0E-05 1.0E-04 1.0E-03 1.0E-02
SF0.5 [NSD,S] SF0.5 [NSO,S]
Abb. A.3: Standardabweichung der Kriimmung und des hysteretischen Rickstellmoments bezogen auf die spektra-

le Dichte der Last Sy an Knoten 1 (Einspannung): Vergleich kontinuietliche — diskrete Formulierung,
Bouc-Wen, A= 1; y= v=0,5 &= 1; a = 0,5; links: Plastizierung von Element 1, rechts: Plastizierung
von Element 1 — 10.

« [1/m]
Y, [

t [s]

Abb. A.4: Knoten 3: Zeitverlauf der Krimmung (links) und des hysteretischen Ruckstellmoments (rechts), Ver-
gleich kontinuierliche — diskrete Formulierung, Bouc-Wen, 4 =1; y= v=0,5; x-=1; = 0,5;
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Anhang B

ESL bei ebener Biegung in kontinuierlicher Formulierung

B.1 ESL der Hysteresemodelle in kontinuierlicher Formulierung

Durch Einsetzen der kontinuierlichen Formulierung (2.39) bei ebener Biegung in Gl. (4.86)
entsteht aus dem Erwartungswert ein Integral Giber vier Koordinaten:

oY Hy, (7.7, )5,

Ceqjk =E 6@ = ]iz]iz “ ‘6@ f((ji’(jiﬂ’YH;"YHi+l)dgjid§ji+l’dYHi’dYHi+l

B.1)
az Hij (a’ YH )(ﬁm z HYA/m ((5: YH )(jm

keqik :E aYHk = J;_‘;J;_[O 8YHk f(¢i7¢i+l’YH;”YHi+1)d¢id(ji+l>dYHi’dYHi+l

Das Gleichungssystem dndert sich gegentiber der diskreten Formulierung in Gl. (2.42) durch
Ersetzen des Vektors der Krimmungsgeschwindigkeit kK dutrch den Vektor der Geschwindigkeit

der Relativverdrehungen @ sowie der Transformationsmatrix T, durch T;. Da die dquivalenten
Teilmatrizen K,, und C,, in den Knoten pro Element nicht entkoppelt sind, erhalten sie auch

Nebendiagonalwerte. In den einzelnen Kovatianzmattizen 1, der ; plastizierten Elemente werden
zusitzlich die Kovarianzen zwischen den Knotenwerten pro Element benétigt.

?;
P o =
n; =E y l [¢i D YHi YHM] : B.2)
Hi
Y Hi+l
B.2 ESL der Hysteresemodells nach Bouc-Wen in kontinuierlicher Formulierung

Angewandt auf das Bouc-Wen Modells Gl. (A.9) (fiir N ungerade) fihren die partiellen Ableitun-
gen der nichtlinearen Zusatzgleichungen zu:

0ty ,(6.Y, ),
P

= aH. — HOY,), —2| vy, + S e )0 O S
Kyt = qijjk ' (s H),fk (é:aa H)A/'k 656 aak ®, Sgn((pl,_*_1 gpl) (B3)

- V(H(ls YH)jk -2H(&,, Y, )_/k )Sgn(YHm =Y
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oH, , (5., )p, e {_ y( CH(LY,), , H(E5Yu)

-sgn(@.., + 9 )+
aYHk Y aY aY J g (¢z+l wl)

Hk Hk (B4)
_V(aH(l,YH),,n _ 2(6H(:,,YH),M JOHEY), 3¢, B_Sgn(YH_H . YH_)]@
oy, o, o8, oY, i
Ry n=1,i+1
Die einzelnen Ableitungsterme spalten sich fiir N = 1 auf in:
CH(E Y 0 VE<Oul<é
Fe {Pﬁ ©)Y, PL(:)'YH} Vo< izl ®.5)
P (&)Y, PLEY,
mit
r | =3687 +84E7 —64£ 416
Pll(f) = 3 2 >
36£° —48E% +16£
, P =368 + 7287 —44£+ 8
P —Pp = ,
N e
| =368 + 6087 —288 +4
P22(§) = 3 2 ‘ (BG)
367 — 2487 +4¢
Die weiteren partiellen Ableitungen in den Gln. (B.3) und (B.4) sind:
0 vE<O
OH(E,Y,) _J[(-96° +288" -3222 +16¢) (-05*+248"-228° 482 fel
oY, (-9£* +245° 2227 +82)  (-9&* +208° —1457 + 4¢) I
SH(LY,) Vi<s
Yy,
0 VE<O
4 3 2 4 3 2
oMY, _|[let 165 +82) 12 wd2]] 57
oY, (98" —128% +4£%)  (9£* -85 +2&7)
oH(LY,) oy
aYHiJrl
65@) P 65@) -9
aﬁ 3($i+l + (7:)2 aﬁ“ 3(?ﬁiﬂ + (7:)2
aé:(YH) _ _YHH—I aé:(YH) _ YHi
= s = (B.8)
aYH:’ (YHiH - YHi) aYH:’+1 (YHi+1 - YHi
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B.3 ESL des Hysteresemodells nach Suzuki-Minai in kontinuierlicher Formulie-
rung

Die partiellen Ableitungen der hysteretischen Entwicklungsgleichung kénnen in der folgenden
Form angegeben werden:

oHy ,(#.Y, o, Kyl:(aH(éz),.n 05, OH(&), 04 OH(E), o0&, OH(E), 0 j@ ®9)
Yy, o0&, oY, ~ 0& oY, o0& oY, o0& oY,

oH,,@.Y, ),  (0H(E), o&, OH(S), o0& OH(E), s, OH(E), 0&, )
0, o5, 0p, o0& O0p,  O& op, o5 op )" B10)
+H(§2)jk_H(gl)jk+H(§4)jk_H(§3)jk

mit

OH(&) {3652—48&16 —36§2+36§—8] B

O | -36£7+365-8 3657 -2485+4

Die weitere numerische Behandlung vereinfacht sich, wenn in Abhingigkeit der Fallunterschei-
dung (Tabelle A.1 eine Verschiebung der Koordinaten von Yy vorgenommen wird, um die
exzentrisch bei (1;1) bzw. (-1;-1) liegenden Pole in den Ursprung zu legen:

Zoy =Yy =V Z, =Y, =1 VE=& und Z, =Y, +L,Z =Y, +1 VE=§& (B.12)

i+1

&(Z) wird dann in beiden Fillen (& =&, ,E=¢&)):

A
$(Z,,2,,,)= l (B.13)
Zi~Z,
Die partiellen Ableitungen sind mit den Gln. (B.8) identisch.
Wird auf Polarkoordinaten (7”(z , 'Bi) tbergegangen, so wird:
. 2 _ . ] ]
oH(S;) _, 4 sin®(f;) sin(f3;)cos(f;) . B14)

o¢  lsin(p,)+cos(B,)f |~sin(Beos(B)  cos’(B))

Wird nun diese Matrix mit dem Vektor $(r5, ﬁg) =l cos( '85) s sin( ,Bq;)] ! multipliziert, ist

leicht zu erkennen, dass das Produkt zu einem Nullvektor fihrt. Insgesamt wird also der erste
Term im Klammern von Gleichung (B.10) zu Null.

Von den Gln. (B.3), (B.4) ist der Erwartungswert zu bilden. Da die Entwicklungsgleichung von
vier Variablen unabhingiger Zufallsprozesse abhingt (ohne die Abspaltung der Starrkérperanteile
wiren es achtl), entsteht ein Integral tiber vier Koordinaten.



Anhang B ESL bei ebener Biegung in kontinuierlicher Formulierung 138

B.4 Numerische Integration

Unter der Verwendung von vorhandenen Integrationsalgorithmen z.B. von Mathematiksoftware
konvergiert die Auswertung der Integrale nicht, da

e dic Integrale an den Unstetigkeitsstellen der Signumfunktionen unterteilt werden miissen,

e die Topologie der Verbundverteilungen eine Gewichtung der Stiitzstellen erfordert.
Erstens ist eine Gewichtung im Ursprung vorteilhaft, da die Randbereiche der mehrdi-
mensionalen Normalverteilungen kaum zum Volumen beitragen, zweitens sind die im

FE-Modell ,,benachbarten” Koordinaten Y}, ; mit Y ., und (Zl mit g?l L1, sehr stark korre-

liert, was zu einer starken Verzerrung der Verbundverteilungsdichte fiihrt.

Die uneigentlichen Integrale (B.1) werden numerisch ausgewertet. Aufgrund der vier Dimensio-
nen des Integranden scheiden numerische Verfahren aus, die an dquidistanten Stitzstellen
auswerten (z.B. ,,Midpoint®“-Verfahren). Der Polynomgrad n, steigt lediglich mit der Verdoppe-
lung der Stitzstellen n, (n, ~ log,(n,) ). Wird eine Gau3-Quadratur verwendet, sind fiir die gleiche
Fehlerordnung wesentlich weniger Stitzstellen erforderlich, da der Polynomgrad pro hinzukom-
mende Stiitzstelle ansteigt.

Pradestiniert fur die numerische Integration von Gl. (B.1) wire eine GauB3-Hermite Quadratur,
da die Wichtungsfunktion W(x) = ¢™ der mittelwertfreien normierten Dichtefunktion der Gauf3-
verteilung entspricht [119]. Nach Koordinatentransformation kénnte das uneigentliche Integral
von —© bis + tiber vier Dimensionen relativ problemlos ausgewertet werden. Der Nachteil der
GaulB3-Quadratur allgemein gegeniiber den auf der Trapezoid-Regel beruhenden Verfahren ist
jedoch, dass der Integrand eine glatte Funktion sein muss. Dies bedingt, dass das gesamte In-
tegral in Teilintegrale aufgeteilt werden muss, wobei sich die Integrationsgrenzen aus den
Fallunterscheidungen in Abhingigkeit der Signum-Fuktionen (Bouc-Wen) bzw. nach Tab. A.1

(Suzuki-Minai) ergeben (fir &> 0 oder & < 1).

Aus diesem Grund scheidet eine Gaul3-Hermite Quadratur aus, da diese nur fiir die Integrations-
grenzen von — bis +00 vorgesehen ist. Verwendet werden kann die Gauss-Legendre Quadratur,
fir welche die Integrationsgrenzen beliebig wihlbar sind. Die Wichtungsfunktion der Gaul3-
Legendre Quadratur ist W = 1.

Die Polynome in den Gln. (B.6), (B.7) und (B.11) bereiten weiter keine Schwierigkeiten. Um die
Charakteristik des Integranden zu untersuchen, werden die Nullstellen (Gl. A.8) bzw. deren
Ableitungen genauer untersucht. Da beide Nullstellen nicht voneinander abhingen, ist es mog-
lich, die Funktionswerte der Nullstellen sowie die Integrationsgrenzen in der Yy, ,, - Yy, (Zy, -

Z,;) -Ebene bzw. (Zi_l - ¢: Ebene darzustellen (Abb. B.1).
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v

Abb. B.1: Werte der Nullstellen & bzw. & in der Yy, ;, - Yy, (Zy, - Zy )-Ebene (links) und von r:(j in der

JH — ¢TI Ebene (rechts).

Die ebenen Darstellungen der Ableitungen der Nullstellen (Gl. B.8) sehen ahnlich aus, die Inter-
vallgrenzen bleiben dieselben.

Aus den folgenden Griinden ist nun eine Koordinatentransformation in der jeweiligen Ebene auf
Polarkoordinaten vorteilhaft:

e Aus den Darstellungen ist ersichtlich, dass die Integrationsgrenzen strahlenférmig vom
Ursprung aus verlaufen. Eine Unterteilung der Integralgrenzen ist dann nur tber die
Winkelkoordinate erforderlich. Das Integral in radialer Richtung reicht von » = 0 bis
r— 0,

e Sowohl der Wert der Nullstelle als auch der Wert deren Ableitung ist nur vom Winkel
abhingig, nicht vom Radius. Die Matrizen in den Gln. (B.6), (B.7) und (B.11) brauchen
dann nur noch in Abhingigkeit von zwei Koordinaten ausgewertet werden.

e Die Gradienten dndern sich um den Ursprung stirker als in weiterer Entfernung. Durch
den Ubergang auf Polarkoordinaten nimmt die Abtastung durch Stiitzstellen zum Utr-
sprung hin zu.

Die Transformation in Polarkoordinaten nur in der Ebene entspriche in 3D dem Ubergang auf
Zylinderkoordinaten. Im Gegensatz dazu ist die 3. Dimension wieder in zwei Koordinaten aufge-
spaltet, die ebenfalls in Polarkoordinaten transformiert werden. In der 4. Dimension kann die
Transformation in den beiden Ebenen mit zwei aufeinander senkrecht stehenden Polarkoordina-
tensysteme beschrieben werden.

Waurde bisher nur die Eigenschaft des ersten Faktors des Integranden betrachtet, so ist die nume-
rische Integration auch auf die Form der vierdimensionalen Verteilungsdichtefunktion
abzustimmen. Wihrend die Prozesse der relativen Knotenverdrehungen und der hysteretischen
Knotenmomente nur schwach korreliert sind, sind die beiden Zustandsvariablen untereinander
jedoch sehr stark korreliert. Der Korrelationskoeffizient zwischen Y}, und Y);; bzw. zwischen

», und (om ist meist | p| > 0,9. Dies bedeutet zum einen, dass die beiden Verbundverteﬂungen

der Y, ;, - Y, Ebene und der ¢l. . ¢ -Ebene nidherungsweise aufeinander senkrecht stehen.
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Zum anderen jedoch sind die Verteilungsdichten zu schmalen Ellipsen, die diagonal in den Ebe-
nen liegen, verzerrt (Abb. B.2).

Um eine gleichmal3ige Abtastung zu erzielen, ist eine Entzerrung der Ellipsen durch eine Trans-
formation mit den Eigenvektoren der invertierten Kovarianzmatrix erforderlich. Wiirde man hier
alle vier Dimensionen gleichzeitig transformieren, so wiirden aus den derzeit noch tbersichtli-
chen Integrationsgrenzen in den Ebenen dreidimensionale Volumina. Um dies zu vermeiden,
gentigt es, jeweils nur die Figenvektoren der invertierten 2 x 2 Teilmatrizen in den beiden Ebe-
nen zu ermitteln und deren Koordinaten unabhingig voneinander zu transformieren. In dieser
Form kann auch der Ubergang auf Polarkoordinaten in den Ebenen problemlos beibehalten
werden.

12, 2
77((01'2 +¢i§l )

N _L >
f('l,;)—zﬂ_e

_ 1 5 iztng)
S(my) "z |Z;| e’

Abb. B.2: Transformation in die Hauptachsen der invertierten Kovatianzmatrix in 2D zur Entzerrung der Form
der Verteilungsdichtefunktion.

In der Reihenfolge findet also zunichst die auf je zwei Koordinaten beschrinkte Hauptachsen-
transformation mit normierten Eigenvektoren statt, um die neu aufgespannte Ebene in
Polarkoordinaten abzutasten.

p=g, 0] y, =z, ) (5.1
*l . sinB, ) [ Y g sin(y)

—
—

[1]

s und E, sind die Matrizen mit den normierten Eigenvektoren der invertierten Teilmatrizen
1N, und My der Kovarianzmatrix 1, des plastizierten Elementes ;. Die zur Normierung verwen-

deten Transformationsmatrizen sind:

T, = EYTTIY%EY]»I ; T, = [E@T']{IE'@] ) (B.10)

Bei vollstindiger Entkoppelung der Randverteilungen zwischen den beiden Ebenen wire die
Transformation gleichbedeutend mit einer Riickfithrung auf eine GauB3normalverteilung mit der

Kovatianzmatrix 1, gleich der Hinheitsmatrix.
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Es sei angemerkt, dass die teilweise Transformation nicht grundsitzlich von der Voraussetzung
abhingt, dass die beiden Randverteilungen in den beiden Ebenen exakt aufeinander senkrecht
stehen. Es ist also zu beachten, dass die Verteilungsdichtefunktion nicht in den transformierten
Koordinaten, sondern in den Ausgangskoordinaten berechnet werden muss. Die Transformation
dient also lediglich fiir eine gleichmiBige Abtastung der gesamten Verteilungsdichtefunktion.

Die vollstindig transformierte Integration lautet schlieBlich:

Ceq ik

[1]

1@ BN, 0y, B s drsd B 1 dry B,

[1]

| Bl

ﬁyzﬂwlwﬂy:ﬂ’”wan($(r¢ﬁ,ﬂ¢i)’YH(rY’ﬂY))
1T

Bt 0 B 0 ( 2 | (B.17)
06, (60, 5 Yo 05 B) (.
- = ‘EY‘ Byr=Ppi '(')- ﬁ‘[ﬁ’. '([ j “’ ag’yk — f((P(%’ﬂﬁ?)’Y”(VY’ﬂY))rﬁdrgidﬂé’rYdrY’dﬂY

Im Unterschied zu den Integralen zur Entwicklungsgleichung nach Bouc-Wen sind fur Suzuki-
Minai die Integrationsabschnitte in den jeweiligen Ebenen tber die Fallunterscheidung in der
Tabelle in Abb. A.1 miteinander gekoppelt.

Beginnt man numerisch mit der Integration in der Y, ,, - Yy, (£, - Z, ) Ebene, so kann das
Integral Gber Gl (B.10) fiir Suzuki-Minai z.B. nach dem Schema in Abb. B.3 numerisch ausge-
wertet werden. Die numerische Integration von Gl. (B.9) lauft nach demselben Schema ab, es

miissen jedoch nur die Segmente ausgewertet werden in denen & =&, bzw. £ =&, ist.

Die Z,;;, - Z,,; Ebene wird zunichst in drei Segmente aufgeteilt, in denen der Wert von &, aus

&y und &, ermittelt wird. In Abhingigkeit vom Segment 1, 2 oder 3 in der Z,;;, - Z,; ; Ebene

muss in der @, | — ¢7, Ebene der Wert von & (fiur &, &, &, &,) ermittelt werden (Abb. B.3). Dabei

ist zu beachten, dass eine der Integrationsgrenzen in der @_, — @ Ebene von &, abhingig ist

1

(gestrichelte Linie). Die Geradengleichung der abhingigen Integrationsgrenze ergibt sich aus der
Gleichsetzung von &, mit &

= _(6'52_4).;

= . 18
D (6-(52—2) 0; (B.13)
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Insgesamt erfolgt die numerische Integration in den folgenden Schritten (Suzuki-Minai Modell):

Vorgabe der Anzahl der Stitzstellen der Gaul3quadratur (Ca. 10 — 12 Stiitzstellen pro Integra-
tionssegment gensigen).

Berechnung der Stitzstellen in Polarkoordinaten und Berechnung die Wichtungskoeftfi-
zienten der Gaullquadratur. Die Berechnung der Stiitzstellen muss nur einmal durchgefiihrt werden.

—

Berechnung der Transformationsmatrizen =, und EZ aus den invertierten Teilmatrizen

der Kovarianzmatrix Z.

Berechnung der konstanten Integrationsgrenzen f, und ﬂg in Polarkoordinaten.

Transformation der konstanten Integrationsgrenzen f, und ﬂE mit 2, und E«Z za By,

J

Segmentweise Integration iber £, inder Z,,,, - Z;;, Ebene.

o Integration tber 7., Berechnung von Z durch Ricktransformation der Stitzstellen
aus Polarkoordinaten und mit =, . Berechnung der variablen Integrationsgrenze

'B; (Z) und Transformation zu ﬁg (Z)

»  Segmentweise Integration tiber /?a in der 51‘71 - ¢7, Ebene. Bestimmung
von &(B,,B;) » 05(B,)/0Z und von Yy aus Zy gemild Fallunterschei-
dung nach Schema Abb. B.3. Berechung von H(é‘l) und 6H(§l_)/ o¢.

e Integration uber rg in der 5,._1 — ¢TI Ebene, Berechnung von 6
durch Rucktransformation der Stutzstellen aus Polarkoordinaten
und mit Z_ . Auswertung der Verteilungsdichtefunktion f(@,Yy).

Berechnung des gesamten Funktionswertes aus den Gln. (B.9)
und (B.10). Mulitplikation der Funktionswerte mit s und den

Wichtungskoeffizienten der Gaussquadratur.
* Multiplikation der Segmentintegrale mit den Wichtungskoeffizienten.
o Multiplikation mit den Wichtungskoeffizienten und mit 7.

Multiplikation der Segmentintegrale mit den Wichtungskoeffizienten und mit den Deter-

—
=
—_—

minanten

und |.:Y|.
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H(¢$) gﬁl —(?Hl Ebene
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Abb. B.3: Schema der numerischen Auswertung von Gl (B.1) fiir Suzuki-Minai mit Beginn in der Yy, - Yy, —
Ebene.
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B.5 Vergleich zwischen kontinuierlicher und diskreter Formulierung bei ESL

Ebenso wie in Anhang A wird die Losung in kontinuierlicher Formulierung mit der diskreten
Elementformulierung der Hysteresemodelle verglichen. Wie in Abschnitt A.3 wird einmal der
Fall betrachtet, dass nur Element 1 an der Einspannung plastiziert (plastisches Gelenk), und zum
zweiten der Fall, dass sich die Plastizierung bei Laststeigerung auf weitere Elemente ausdehnen
kann. Aus den Abbn. B.4 und B.5 geht hervor, dass mit der gewihlten Diskretisierung auch mit
ESL so gut wie keine Unterschiede zwischen den beiden Formulierungen bestehen, was die
Standardabweichungen betrifft.

War der Rechenaufwand in der Simulation noch in etwa fiir beide Formulierungen gleich, so ist
der Aufwand bei ESL in der kontinuierlichen Formulierung wegen der numerischen Auswertung
des Integrals tiber vier Dimensionen erheblich groBer als fur die diskrete Formulierung. Aus
diesem Grund ist es von groem Vorteil, wenn auf die diskrete Formulierung ohne mal3igebenden
Genauigkeitsverlust iibergegangen werden kann.
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Abb. B.4: Standardabweichungen der Krimmung & und des hysteretischen Riickstellmoments Y); bezogen auf die
spektrale Dichte der Last S an Knoten 1: Vergleich ESL kontinuierliche — ESL diskrete Formulierung,
Bouc-Wen; links: Plastizierung von Element 1, rechts: Plastizierung von Element 1 — 10.
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Abb. B.5: Standardabweichung der Kriimmung und des hysteretischen Riickstellmoments Y}, bezogen auf die

spektrale Dichte der Last S an Knoten 1 (Einspannung): Vergleich ESL kontinuierliche — ESL diskrete
Formulierung, Suzuki-Minai, xy = 1, a = 0,5; links: Plastizierung von Element 1, rechts: Plastizierung
von Element 1 — 10,
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