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Ein differentiell - algebraisches Simulationsmodell zur Fahrzeug -
Fahrweg Interaktion

Zusammenfassung

Zur Berechnung der dynamischen Fahrzeug - Fahrweg Wechselwirkung wird ein vielseitig einsetz-
bares Simulationsmodell entwickelt. Die Kopplung des Fahrzeugmodells mit dem Finite Element
Modell des Fahrwegs erfolgt iber zeitvariante Lagrangesche Nebenbedingungen und liefert eine
differentiell - algebraische Formulierung. Die malgebenden Effekte differentiell - algebraischer
Systeme werden analysiert und es werden Stabilitatskriterien zur Zeitintegration mittels Verfahren
2. Ordnung entwickelt. Stabile Losungsverfahren zu deren Integration werden angegeben. Ein
praktisches Anwendungsbeispiel zeigt die Einsatzmdglichkeiten des Simulationsmodells.

A differential - algebraic model for vehicle —road way interaction

Summary

A multifunctional applicable model is developed for the dynamic analysis of vehicle —road way
systems. The vehicle model and the Finite Element model of the road way are coupled by time-
dependent constraint equations. This provides a differential —algebraic system. The major effects
of differential —algebraic systems are analysed and stability conditions for the time integration by
second order methods are developed. Stable algorithms for the time integration are stated. A
practical example shows the applications of the model.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Prognosen zur Entwicklung des europdischen Gliterverkehrs sagen fiir die néchsten Jahre ein
deutliches Wachstum des Transportverkehrs und -volumens voraus. Fir Deutschland wird der
Zuwachs stark von der Schaffung des europaischen Binnenmarktes und von der Offnung der
Grenzen zwischen West- und Osteuropa beeinfluRt. Vor dem Hintergrund des lange erwarteten
Aufschwungs in den neuen Bundesldndern und aufgrund der mit den Wechselwirkungen zwi-
schen diesen Ereignissen verbundenen Unwadgbarkeiten sind die absoluten Steigerungsraten
schwer zu quantifizieren. Zusétzlich wirken sich Veranderungen im Bereich der Giiterproduktion
aus, namentlich die Verringerung der Giitertiefe und die ,just in time*“—Lieferung [Heitzer 1992],
[Baum 1990] und [Rothengatter 1991] unglinstig aus.

Einhergehend mit dieser Entwicklung fand in den letzten Jahrzehnten eine kontinuierliche Er-
hohung der zuldssigen Gewichtsgrenzen fiir Lastkraftwagen auf deutschen StralRen statt. Das zu-
lassige Gesamtgewicht von Lkws erhéhte sich von 32 t auf inzwischen 44 t, die zuléssige Achslast
fur Einzelachsen betragt 10 t, fur angetriebene Einzelachsen 11.5 t (834 [StVZO 2000]). Obwohl
die Bundesregierung eine weitere Erhdhung der zuldssigen Achslasten und Gewichte fir den
StraBRenguterverkehr ablehnt und deshalb auch keine Veranlassung sieht, das Bundesfernstral3en-
netz fiir hohere Achslasten auszubauen [Bundesregierung 2000], muf3 im Rahmen der europadi-
schen Harmonisierung der zulassigen Achslasten mit einer Erhdhung auf bis zu 13 t gerechnet
werden.

In Wirklichkeit sind diese Achslasten auf europdischen StraRen bereits jetzt vorzufinden. Die
Konkurrenzsituation im Transportgewerbe zwingt Unternehmen, den verfiugbaren Laderaum von
Lastkraftwagen maximal auszunutzen. Ein nicht unbetrachtlicher Teil der Lastkraftwagen uber-
schreitet so die zuldssigen Achslasten. So ergaben Messungen in den Niederlanden, dal3 dort 10-
15% der Achsen lberladen sind [Dijk 1999].

Das deutsche StraRennetz beinhaltet insgesamt 35272 Briicken mit einer Gesamtoberflache von
24.79 Millionen m? (Stand 31.12.1998). Aufgrund des zunehmenden Verkehrs und der erh6hten
Achslasten von Lastkraftwagen verscharft sich die Belastungssituation. Der damit in Zusammen-
hang stehende Bedarf an Finanzmitteln zum Unterhalt deutscher Briicken wird in Zukunft weiter
ansteigen. Nach Schatzungen der Bundesanstalt fiir StraBenwesen wird der Finanzbedarf fiir die
Instandhaltung und den Neubau der existierenden Briicken innerhalb des deutschen Stral3ennet-
zes von 800 Mio. DM im Jahr 1999 auf tber 1.2 Milliarden DM im Jahr 2012 ansteigen [Krieger,
Haardt 2000]. Dies entspricht einer Steigerungsrate von (ber 50 %. Demgegeniber standen in
den letzten Jahren Mittel fur den Unterhalt von 600 Mio. DM/Jahr. Vor dem Hintergrund der
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sich verknappenden finanziellen Ressourcen erscheint es dringend geboten, diese so effizient wie
maoglich einzusetzen.

Die dynamischen Wirkungen von Verkehrslasten auf Briicken werden in Deutschland im Rah-
men der Bemessung uber die DIN 1072 (Lastannahmen fiir StraBen- und Wegebriicken) geregelt.
So sind fir alle Briickenteile die Verkehrsregellasten der Hauptspur mit dem Schwingbeiwert j zu
vervielfachen, der von der ma3gebenden L&nge des betrachteten Bauteils abhéngig ist (1.0 £] £
1.4). In Beiblatt 1 zur DIN 1072 findet sich zusatzlich der Hinweis: ,Die wirklich auftretenden
Schwingwirkungen sind von einer Vielzahl von Faktoren abhéngig, die nicht ohne weiteres rech-
nerisch erfalst werden kénnen. Die deshalb vereinfachend anzunehmenden Schwingbeiwerte sol-
len nicht nur die Spannungsausschldge aus Schwingungen der Verkehrslasten, sondern auch
StoBwirkungen beim Uberfahren von Unebenheiten sowie den EinfluR mitschwingender Massen
des Bauwerks erfassen*:

Eine moglichst wirtschaftliche Bemessung von Briicken hingegen wie auch die Abschétzung deren
Ermudung erfordert eine genaue Kenntnis nicht nur der statischen, sondern auch der dynami-
schen Lasten speziell von Lastkraftwagen. Dabei besitzen speziell die gefederten und ungefederten
Massen, die Fahrgeschwindigkeit und das dynamische Verhalten der Lastkraftwagen sowie die
Rauhigkeit der Fahrbahnoberfliche groRen Einflul auf die dynamischen Achslasten. Die Ab-
schdtzung dynamischer Lasten und vor allem der an Briicken entstehenden dynamischen Span-
nungen infolge der Uberfahrt von Lastkraftwagen erfordert ein moglichst genaues Rechenmodell.

Zur Erfassung des Vekehrs- und Achslastaufkommens werden in den letzten Jahren verstarkt
Weighing —in - motion Systeme (Wim) entwickelt und eingesetzt. Bridge Weighing —in - motion
Systeme (B-Wim) verwenden an ausgewahlten Briicken gemessene Dehnungen, um daraus die Art
des Fahrzeugs, das Fahrzeuggewicht und die Achslasten zu ermitteln. Dynamische Simulationen
kdnnen bei der Auswahl geeigneter MelRpunkte im Vorfeld der Messung und zum Testen von B-
Wim Systemen eingesetzt werden.

Realistische, rechnerische Simulationsmodelle bieten daneben viele Vorteile. Konstruktionsvarian-
ten lassen sich im Planungsstadium kostengiinstig am Computer simulieren. IThre Wirkungsweise,
auftretende Effekte und Auswirkungen kdnnen anhand der Ergebnisse beurteilt werden. Kritische
Effekte kdnnen erkannt und behoben werden. Der Fortschritt der Computertechnologie ermdg-
licht es, immer komplexere Modelle immer schneller zu simulieren. So kdnnen die Simulations-
rechnungen im Rahmen dieser Arbeit problemlos an einem handelsiblichen PC durchgefiihrt
werden.

Die Bestimmung der maligeblichen Effekte bei der Fahrzeug-Fahrweg Interaktion und der sich
ergebenden Beanspruchungen an Fahrzeugen und Briicken erfordert detaillierte Modelle. Das
verwendete Interaktionsmodell mul3 komplex genug sein, um die bei der betrachteten Problem-
stellung auftretenden Effekte genau genug zu erfassen. Andererseits stellt das einfachste, kosten-
gunstigste und zeiteffizienteste Modell, welches diese Anforderungen erfiillt, die gunstigste LO-
sung dar. Mit Hilfe eines detaillierten Modells konnen vereinfachte Modelle auf ihre Eignung fir
konkrete Problemstellungen und ihre Grenzbereiche hin untersucht werden.
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Messungen an Briicken bei einer Fahrzeuglberfahrt erfassen lediglich eine konkrete Situation.
Prognosen beziiglich anderer Fahrzeug- und Briickentypen sind deswegen mit groRen Unsicher-
heiten behaftet. Auf der anderen Seite sind die Ergebnisse von Simulationsrechnungen den bei
der Modellierung getroffenen Annahmen und Vereinfachungen unterworfen. Erst der Abgleich
von Messung und Rechnung ermdglicht die Kalibrierung der Rechenmodelle und zeigt die in
den Modellen nicht enthaltenen Effekte auf. Die Rechenmodelle kdnnen verbessert werden. An-
hand der verifizierten Simulationsergebnisse lassen sich die Mel3ergebnisse besser erkldren, und es
kdnnen Prognosen beziiglich anderer Systeme getroffen werden.

Eine wichtige Fragestellung ist die Ermiidung von Briicken und die sich daraus ergebende Rest-
nutzungsdauer. Detaillierte Modelle kdnnen durch Einbeziehung verschiedener Fahrzeugtypen
helfen, Aussagen uber die Ermiidungsneigung einer Briicke zu treffen. Die Restnutzungsdauer
einer bestehenden Briicke kann jedoch am besten (iber Monitoring der kritischen Punkte (z.B.
Dauermessungen von Dehnungen) in Verbindung mit regelméfigen Inspektionen bestimmt wer-
den.

1.2 Zielsetzung und Aufgabenstellung

Bei der Uberfahrt eines Fahrzeugs Uber eine Briicke findet eine Wechselwirkung (Interaktion)
zwischen beiden Systemen statt. Dabei ergeben sich eine zeitverdnderliche Durchsenkung der
Briicke, sowie dynamische Spannungen an deren Komponenten. Gleiches gilt fur das Fahrzeug.
Ziel dieser Arbeit ist es, einen Algorithmus zu entwickeln, der die Simulation der Fahrzeug -
Fahrweg Interaktion ermdglicht und die dabei entstehenden Spannungen an beiden Systemen
berechnet. Dariiber hinaus wird besonderer Wert auf eine vielseitige Anwendbarkeit des Algo-
rithmus gelegt.

Abhéngig von der Aufgabenstellung kdnnen komplexe, nichtlineare und dreidimensionale Mo-
delle zur Bestimmung von Spannungen an Briickenkomponenten, ebenso wie vereinfachte zwei-
dimensionale Modelle zum Studieren von Effekten wichtige Simulationsmodelle sein. Deshalb
soll, neben der Mdoglichkeit verschiedene Briickentypen abzubilden, die Verwendung beliebig
komplexer Brickenmodelle méglich sein. Die dafiir bedeutendste Technik ist die Methode der
Finiten Elemente. Der Algorithmus muR deshalb mit FE - Modellen zusammenarbeiten.

Andere Anforderungen werden an die Fahrzeugmodelle gestellt. Hier ist die Abbildung verteilter
Steifigkeits- und Massenverhéltnisse von geringerer Bedeutung. Wichtiger ist statt dessen die reali-
stische Abbildung der Nichtlinearitdten des Fahrzeugs, die insbesondere aus den nichtlinearen
und plastischen Kennlinien der Fahrzeugfedern und StolRddmpfer resultieren. Geeignet formu-
lierte Fahrzeugmodelle missen in die Interaktionsberechnung integriert werden kdnnen.

Das zentrale Element der Interaktionsberechnung ist der Algorithmus selbst. Ziel ist es, einen
Algorithmus zu entwickeln, der eine moglichst genaue Simulation ermdglicht. Dazu muf bei der
Verknlpfung der Modelle der Krafteintrag vom Fahrzeug in die Bricke mdglichst genau erfol-
gen. Daneben muf eine Verschiebungskompatibilitat sicherstellen, dal die Radaufstandspunkte
des Fahrzeugs exakt der Briickenoberflache folgen.
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Eine wichtige dynamische Anregung des Fahrzeuges stellt die Fahrbahnrauhigkeit der Brik-
kenoberflache dar. An das Verfahren muf3 deshalb die Anforderung gestellt werden, dal3 beliebige
Rauhigkeitsbeschreibungen einbezogen werden konnen.

Die Zeitintegration der hier vorliegenden strukturdynamischen Problemstellung muf3 mittels
geeigneter Verfahren unbedingt stabil erfolgen.

Die Umsetzung des Algorithmus soll zum einen programmtechnisch mdglich sein, um einfache
Interaktionsmodelle ( z.B. zweidimensionale Beschreibungen) schnell und kostenguinstig zu simu-
lieren. Zum anderen soll die Umsetzung des Algorithmus ,angedockt** an beliebige vorhandene
FE - Programmpakete mdglich sein. Damit er6ffnen sich eine Vielzahl an Mdglichkeiten:
Beliebige Briicken- und Fahrzeugmodelle kdnnen verwendet werden. Die Modellierungstiefe
reicht dabei flr das Fahrzeug von der bewegten konstanten Einzellast bis zum dreidimensio-
nalen nichtlinearen Fahrzeugmodell. Die Briicke kann als Einfeldbalken ebenso wie als kom-
plexes realistisches und nichtlineares Briickenmodell beschrieben werden. Die Einbindung der
Modelle in das verwendete Programm ist (ber definierte Schnittstellen moglich. Damit kon-
nen auch FE - Modelle verwendet werden, die von anderen Institutionen und mit anderen FE
—Programmen entwickelt wurden.
Die in der Regel sehr hoch entwickelten numerischen Verfahren des verwendeten FE - Pro-
grammpakets kdnnen im Sinne einer zeiteffizienten und genauen Losung des Problem ver-
wendet werden.
Die im FE —Programm vorhandenen Methoden zur Spannungsermittlung kénnen genutzt
werden.
Im FE —Programm vorhandene Tools zur Visualisierung kbnnen genutzt werden.
Die Umsetzung ist damit nicht zuletzt anwenderfreundlich mdglich.

Weiterhin wird auf die Validierung der Interaktionssimulation anhand analytischer und numeri-
scher Vergleichslésungen grolien Wert gelegt.

Abschlieend soll die Umsetzung des Algorithmus anhand eines konkreten Anwendungsbeispiels
und die Vorgehensweise bei der Interaktionssimulation gezeigt werden.

1.3 Literatur

Grundlegende Literatur

Losungen flr grundlegende Probleme der Fahrzeug-Fahrweg Interaktion sind in [Fryba 1972]
dargestellt. Neben deterministischen Modellen zur Interaktion Fahrzeug - Briicke und Fahrzeug -
Halbraum beschaftigt sich der Autor mit stochastischen Lasten. Weitergehende Modelle speziell
zu Fragestellungen fur Eisenbahnbriicken finden sich in [Fryba 1996]. Eine umfassende Darstel-
lung zur Bestimmung der Bauwerksreaktion infolge dynamischer Lasten wird in [Clough, Penzi-
en 1993] und [Petersen 1996] gegeben. Mit der Methode der Finiten Elemente sowie mit Zeit-
schrittverfahren flr strukturdynamische Problemstellungen beschéftigen sich [Bathe 1986] und
[Hughes 2000]. Einen Uberblick tiber die Theorie der algebraischen Differentialgleichungen ge-
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ben [Hairer, Norsett, Wanner 2000], [Hairer, Wanner 2002] und [Brenan, Campbell, Petzold
1989]. Speziell mehrkorperdynamische Fragestellungen dabei behandeln [Eich-Soellner, Fihrer
1998] und [Arnold 2001]. Das experimentelle Messen wird in [Heymann, Lingener 1986], die
Mel3datenanalyse mittels der Fouriertransformation in [Bracewell 2000] und [Brigham 1974] aus-
fuhrlich dargestellt.

Nachfolgend wird die Literatur vorgestellt, welche sich speziell mit der Fahrzeug - Briicken Inter-
aktion beschéftigt.

Historische (analytische) Anséatze

Mitte des 19. Jahrhunderts lieR die englische Konigin Victoria eine Kommission zu Schadensfél-
len an Eisenbahnbriicken einsetzen. Der im Jahr 1847 vorgelegte Bericht der Kommission enthélt
einen von [Willis 1847] verfaliten Anhang, in dem es ihm gelingt, die Differentialgleichung fur
die Bewegung einer Einzelmasse Uber einen masselosen Balken aufzustellen. Willis gehdrte auch
zu den wenigen Forschern, welche theoretische Untersuchungen mit experimentellen Versuchen
kombinierten. 1849 gelang es erstmals [Stokes 1849], die Lésung des Problems zu finden.

Eine weitere vereinfachte Modellierung der Bewegung einer Last iber einen massebelegten Balken
ergibt sich aus der Vernachléassigung der Fahrzeugmasse. Der Trager besitzt dadurch feste Eigen-
frequenzen und Eigenformen. [Krylow 1905] und [Timoshenko 1911] gelang es als ersten, dieses
Problem zu I6sen. Timoshenko erweiterte seine Berechnungen 1922 [Timoshenko 1922] auf den
Fall einer pulsierenden Last.

Die Berucksichtigung der Fahrzeugmasse fuhrte zu dem Modell der bewegten Masse Uber einen
massebelegten Balken. Dieses Problem wurde erstmals von [Schallenkamp 1937] zufriedenstellend
gelost.

[Inglis 1934] verwendet eine harmonische Analyse, um die grundlegenden Modellierungen: Bewe-
gung einer konstanten/harmonischen Last, einer konstanten Masse, eines Einmassenschwingers
iiber einen massebelegten Balken zu l6sen. Mit Hilfe einer Eigenwertanalyse gelingt es [Odman
1948] und [Kolusek 1962], allgemeine und statisch komplexe Systeme zu behandeln. Das Fahr-
zeug wird vereinfachend als Einzelmasse behandelt.

Die Loésung, der bei der Fahrzeug-Fahrweg Interaktion entstehenden partiellen Differentialglei-
chung, bleibt jedoch aufgrund von Schwierigkeiten bei der Losung auf einfache Félle beschréankt.
Fir detaillierte Analysen wdre es jedoch erforderlich, komplexe Fahrzeug-/Briickensysteme, die
Démpfung von Fahrzeug und Bricke sowie die Rauhigkeit der Fahrbahn mit abzubilden. Weiter-
gehende Untersuchungen wurden erst ab Mitte des 20. Jahrhundert mit der Entwicklung des
Computers méglich.

Moderne deterministische Ansatze

In den letzten Jahrzehnten erschienen eine Vielzahl von Veréffentlichungen zur Interaktion Fahr-
zeug —Fahrweg. Um den Umfang dieser Arbeit nicht zu sprengen werden im folgenden ausge-
wahlte Publikationen aufgefiihrt, welche die verschiedenen Modellierungen der Bricke und des
Fahrzeugs sowie mogliche Ldsungsansétze zeigen.
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Eindimensionale Briickenmodelle:

[Zhu, Law 2001] berechnen die dynamische Antwort eines Euler Bernoulli Balkens unter einer
bewegten, konstanten Last. Dazu verwenden sie die Ritzsche Methode in Kombination mit dem
Hamiltonschen Prinzip. Weiter werden ein Integrationsverfahren 1. Ordnung sowie die Methode
nach Newmark zur LAsung der entstehenden Gleichung verglichen.

[Abu-Hilal, Mohsen 2000] betrachten einen elastischen, homogenen und isotropen Einfeldbalken
mit allgemeinen Randbedingungen. Die Anregung erfolgt dabei durch konstante Lasten. Die
Autoren gewinnen die Schwingungsantwort des Balkens in geschlossener Form durch Anwen-
dung der Eigenformmethode und unter Verwendung der Impulsantwortfunktion.

[Henchi et al 1997] untersuchen das dynamische Verhalten von Mehrfeldbalken unter bewegten
konstanten Lasten. Dazu beschreiben sie eine dynamische Steifigkeitsformulierung eines Bal-
kenelementes zur FE —Berechnung. Die Berechnung der Balkenantwort erfolgt unter Verwendung
der Eigenformen. Die Systemantwort wird zundchst im Frequenzbereich berechnet und anschlie-
Rend in den Zeitbereich rucktransformiert.

Die ldealisierung des Fahrzeugs als bewegte Masse anstatt als bewegte Last wird von [Lee 1995]
untersucht. Damit gelingt es dem Autor Auswirkungen der Massentrdgheit zu studieren. Die
Briicke wird durch einen Euler Bernoulli Balken idealisiert. Flr das gekoppelte System stellt der
Autor die Bewegungsgleichung nach Euler Lagrange auf und l6st diese unter Verwendung speziel-
ler Ansatzfunktionen. Die Losung des Problems wird damit ohne Integration mdglich.

Die Schwingung eines Balkens unter einer bewegten Masse beschreiben ebenfalls [Cifuentes, Her-
ting 1986]. Sie verwenden jedoch eine andere Vorgehensweise. Das verwendete FE — Modell des
Balkens und die Masse werden getrennt. Die Kopplung erfolgt tiber eine Lagrangesche Nebenbe-
dingung. Damit kann die Relativbewegung beider tber zeitliche Ansatzfunktionen beschrieben
werden.

Realistischer sind Beschreibungen, welche das Schwingungsverhalten des Fahrzeugs berticksichti-
gen. Exemplarisch werden folgende Veroffentlichungen genannt:

[Yang, Yau 1997] entwickeln ein ,Briicke - Fahrzeug Interaktionselement** fiir FE Berechnungen.
Dieses Element beinhaltet den Balken selbst, die Rauhigkeit der Fahrbahn sowie auf Fahrzeugseite
einen Einmassenschwinger. Das Gesamtsystem wird aus dem entwickelten Element und aus Bal-
kenelementen zusammengesetzt und iterativ gelést. Die Modellierung des Fahrzeuges ist auf den
Einmassenschwinger beschrénkt.

[Cheng, Au, Zheng u.a. 1999] verwenden als Briickenmodell einen mehrfeldrigen Euler Bernoulli
Balken sowie einen Einmassenschwinger als Fahrzeugmodell. Die Beschreibung der Briicke (unter
Verwendung modifizierter Balkenschwingformen) und des Fahrzeuges werden zu einem zeitinva-
rianten Gleichungssystem zusammengefal3t, das direkt integriert werden kann.
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[Green, Cebon 1994] beschrénken sich ebenfalls auf lineare Modelle, was eine Berechnung der
Systemantwort der Briicke im Frequenzraum ermdglicht. Die Fahrzeug — Fahrweg Interaktion
wird dadurch realisiert, da} zunéchst das Fahrzeug tber die StralRenrauhigkeit angeregt wird. Da-
durch ergeben sich dynamische Achslasten fiir die gesamte Uberfahrtsdauer die anschlieBend auf
die Briicke aufgebracht werden. Die sich ergebende Briickendeformation wird zusammen mit der
Rauhigkeit wiederum als Anregung flr das Fahrzeug verwendet. Das Problem der Interaktion
wird somit iterativ gelost. Als Fahrzeugmodelle kommen dabei ebene Modelle zur Anwendung.

Eine Losung unter Verwendung Finiter Elemente stellen [Lin, Trethewey 1990] vor. Die Bewe-
gungsgleichungen zur Beschreibung der Interaktion zwischen der Briicke (als Balken idealisiert)
und dem Fahrzeug (Feder —Dé&mpfer System) werden basierend auf einer FE — Beschreibung flr
das gekoppelte System aufgestellt. Damit ergibt sich ein Differentialgleichungssystem 2. Ordnung
mit zeitvarianten Koeffizienten, welches die Autoren mit dem Verfahren nach Runge — Kutta
IGsen.

[Chatterjee, Datta, Surana 1994] beschrénken sich ebenfalls auf eine zweidimensionale Modellie-
rung. Das Fahrzeug wird jedoch als nichtlinearer Einmassenschwinger abgebildet. Das Briicken-
modell besteht aus einem Euler Bernoulli Balken, die Fahrbahnrauhigkeit wird ebenfalls bertck-
sichtigt. Die L6sung der Interaktionsgleichung erfolgt iterativ im Zeitbereich.

[Wang, Huang 1992] bestimmen die dynamische Antwort einer Schrégseilbriicke. Dabei kommt
ein ebenes nichtlineares Fahrzeugmodell zum Einsatz. Die StraBenrauhigkeit wird beriicksichtigt.
Die Losung der Bewegungsgleichungen erfolgt ebenfalls iterativ im Zeitbereich.

Einen anderen Ansatz wahlt [Duffek 1991]. Der Autor entwickelt einen Fahrbahnoperator zur
Simulation der dynamischen Wechselwirkung zwischen Fahrzeug und Fahrweg. Dabei kdnnen
beliebige Fahrzeugmodelle mit einem Euler Bernoulli Balken gekoppelt werden.

[Drosner 1989] entwickelt ein Simulationsprogramm zur Fahrzeug-Fahrweg Wechselwirkung. Die
Briicke wird dabei Uber eine Finite Element Modellierung unter Verwendung von Balkenelemen-
ten beschrieben. Die verwendeten Fahrzeugmodelle sind eben und kdnnen Nichtlinearitaten ent-
halten. Die Vorgehensweise ist eine Verbesserung der Methode von [Green, Cebon 1994]. Die
Systeme werden zu jedem Zeitschritt getrennt geltst. Die sich ergebende Briickendeformation
dient zusammen mit der StraRenrauhigkeit als Anregung des Fahrzeugs. Die daraus berechneten
Achslasten werden als Belastung der Briicke im ndchsten Zeitschritt verwendet. Diese Vorgehens-
weise wird auch als Co - Simulation bezeichnet.

Zweidimensionale Briickenmodelle:

[Gbadeyan, Oni 1995] untersuchen die Interaktion anhand von Rayleigh Balken und Platten mit
willkdrlichen Randbedingungen. Als Fahrzeugmodelle verwenden die Autoren bewegte Massen.

[Marchesiello, Fasana, Garibaldi u.a. 1999] studieren in einer analytischen Vorgehensweise die
Interaktion anhand einer mehrfeldrigen isotropen Platte und eines dreidimensionalen Lkw Mo-
dells. Dazu berechnen die Autoren die Eigenformen nach Rayleigh Ritz. Die Berechnung der
Brickenantwort erfolgt dann unter Verwendung der Eigenformen. Das entstehende Gleichungssy-
stem wird iterativ gelost.
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Dreidimensionale Briickenmodelle:

Die Verwendung von dreidimensionalen Modellen fiir Fahrzeug und Briicke ermdglicht detailge-
treue Simulationen. Die Briicken werden dabei mittels der Methode der Finiten Elemente abge-
bildet, fiir das Fahrzeug kommen vertikaldynamische Beschreibungen als Mehrkorpermodell bzw.
als Finite Element Modell zum Einsatz.

[Kasif, Humar 1990] stellen einen der ersten FE basierten Ansatze vor. Das Finite Element Modell
der Bricke und ein Mehrkorper Fahrzeugmodell werden (ber Ansatzfunktionen, welche die
Position des Fahrzeuges beschreiben, gekoppelt. Damit wird eine zeitvariante Bewegungsgleichung
gebildet, die integriert werden kann.

[Fritsch 1994], [Collignon, Roux 1994] [Baumgértner, Fritsch 1995], [Lichte 1996] und [Neun
1998] beschreiben die Interaktion Fahrzeug —Fahrweg (ber die zeitvariante Kopplung von Finite
Element Modellen mittels Lagangescher Nebenbedingungen. Damit kdnnen beliebige FE-Modelle
unter einbezoiehung einer StraBenrauhigkeit gekoppelt werden. Die Umsetzung ist mittels eines
kommerziellen FE-Programms mdglich.

[Henchi, Fafard, Talbot u.a. 1998] stellen zwei verschiedene FE - basierte Formulierungen vor. Die
erste entspricht einer Co —Simulationstechnik. Bei der zweiten Formulierung werden die zeitvari-
anten Bewegungsgleichungen des gekoppelten Systems aufgestellt und integriert.

[Xia, Xu Chan 2000] betrachten das FE —Briickenmodell Gber seine Eigenformen. Damit formu-
lieren sie die Bewegungsgleichungen des gekoppelten Systems zeitvariant und integrieren diese
mit dem Newmark - b Verfahren. Damit berechnen Sie die Schwingungsantwort einer Hange-
brucke unter einem dartberfahrenden Zug.

[Guo, Xu 2001] beschreiben einen vollstdndig computerbasierten Ansatz. Mittels eines entwickel-
ten Programms werden die zeitvarianten Bewegungsgleichungen fur jeden Zeitpunkt aufgestellt.

[Dietz, Schupp 2000] entwickeln einen Algorithmus zur Co — Simulation von Mehrkorpersyste-
men und Finite Element Modellen. Dabei wird die mittels Finiter Elemente beschriebene Briicke
uber ihre Eigenformen beschrieben. In jedem Zeitschritt wird zundchst das Fahrzeug getrennt
betrachtet. Die berechneten Radlasten werden anschlieend auf die Briicke aufgebracht. Mit der
sich ergebenden Durchsenkung der Briicke werden nun verbesserte Radlasten des Fahrzeugs be-
rechnet. Dieser iterative Prozel} setzt sich solange fort, bis die geforderten Genauigkeitsschranken
eingehalten sind. Als Besonderheit kann die Simulation ,angedockt** an das Mehrkorperpro-
gramm , Simpack*“erfolgen.

Interaktion Eisenbahn- Briicke:

Bei der Interaktion Eisenbahn —Bricke treten vergleichbare Fragestellungen wie bei der Interakti-
on Lastwagen —Brlicke auf. Einige Losungsanséatze wurden daher bereits in den vorhergehenden
Abschnitten besprochen. Hier sei deshalb nur noch auf die Zusammenstellung wichtiger Pro-
blemstellungen in [Fryba 1996] verwiesen.
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Stochastische Beschreibungen

In der Regel sind die Eingangsparameter der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion keine deterministi-
schen Werte, sondern streuen innerhalb bestimmter Bereiche. Dazu z&hlen die Zusammensetzung
oder die Geschwindigkeit des StraBenverkehrs, Haufigkeit und Dauer von Verkehrsstaus, Zufal-
ligkeiten in der Verteilung der StraBenrauhigkeit oder auf der Briickenseite, Streuungen im Elasti-
zitdtsmodul des Betons. Die Eingangsgrofien konnen uber stochastische Verteilungsfunktionen
beschrieben werden. Verteilungsmodelle fiir Verkehrslasten geben z.B. [Bogath, Bergmeister 1999]
aufgrund von Weigh-in-motion Messungen sowie [Bruls, Jacob, Sedlacek 1989] an. Die Ausgangs-
groRen der (stochastischen) Berechnung ergeben sich ebenfalls Giber ihre stochastischen Parameter
(Verteilungsfunktion, Mittelwert, Standardabweichung usw.). Stochastische Schwingungen stehen
daher flr Schwingungen, deren Charakteristika lediglich mit einer bestimmten Wahrscheinlich-
keit bestimmt werden kdnnen. Eine umfassende Zusammenstellung der Sachverhalte findet man
in [Mehlhorn 1996].

Fryba [1972] untersucht die Uberfahrt einer Last mit zufélligen Amplituden Gber einen Balken.
[Geidner 1979] wendet dabei die Spektralmethode an. [Grol} 1988] und [Zibdeh, Rackwitz 1995]
untersuchen Balkenbriicken. Die Belastung wird dabei als gefilterter Poissonprozel3 betrachtet.
[Schiitz 1990] beschaftigt sich ebenfalls mit Verkehrslasten und deren Wirkung auf StralRenbriik-
ken. Er betrachtet dabei ein- und mehrachsige Fahrzeugmodelle. Die Berechnung der dynami-
schen Achslasten der Fahrzeuge infolge Anregung durch die StraBenrauhigkeit erfolgt dabei vor-
ab. Die bestimmten Achslasten werden anschlieend auf die Briicke aufgebracht. [Coussy, Said
und van Hoove 1989] untersuchen die Effekte zufélliger StraBenunebenheiten auf die dynamische
Antwort eines Fahrzeuges. Die Briicke wird dabei als Balken, das Fahrzeug als Starrkdrpermodell
mit mehreren Freiheitsgraden abgebildet. Beziiglich des damit ermittelten dynamischen VergroRe-
rungsfaktors stellen die Autoren fest, daR dieser stark von der Qualitdt der Fahrbahnoberflache
und in deutlich geringerem Umfang von der Briickenlange abhangt.

Verwandte Themenbereiche

Daneben spielt die Interaktion Fahrzeug —Fahrweg bei zahlreichen anderen Problemstellungen
eine grofRe Rolle. Dazu zdhlen die Interaktion Eisenbahn —Untergrund, Eisenbahn —Briicke, die
Magnetschwebetechnik sowie FulRgéngerbriicken.

Interaktion Eisenbahn- Untergrund:

Exemplarisch wird hier auf zwei Arbeiten eingegangen, in denen, wie in der vorliegenden Arbeit,
Finite Elemente Beschreibungen verwendet werden:

[Ripke 1995] simuliert die Fahrzeug —Gleis Dynamik unter Verwendung einer nichtlinearen Kon-
taktmechanik. Dabei erfolgt die Modellierung des Gleises unter Verwendung der Methode der
Finiten Elemente, das Fahrzeug wird als Mehrkorpersystem abgebildet. Die Beschreibung der
Kopplung Rad - Schiene erfolgt unter Verwendung einer nichtlinearen Kontaktmechanik. Zur
Losung des resultierenden Differentialgleichungssystems entwickelt Ripke ein modales Zeitinte-
grationsverfahren. Die Differentialgleichungen des Fahrzeugs und des Gleises werden dabei zu-
nachst auf ein DGL System erster Ordnung transformiert. Dann wird die Kontaktkraft aus vor-
hergehenden Zeitschritten extrapoliert und die Differentialgleichungen des Fahrzeugs und des
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Gleises in modalen Freiheitsgraden unter Beriicksichtigung der Rauhigkeit des Gleises mittels
Duhamel Integral gelost. Die damit berechenbaren Kontaktkréafte werden mit den geschétzten
verglichen und gegebenenfalls wird die Rechnung mit verbesserten Schatzungen der Kontaktkréf-
te verbessert.

[Diana, Bruni, Cheli u.a. 1999] entwickeln ein mathematisches Interaktionsmodell. Dabei wird
das Gleis mittels Finiter Elemente diskretisiert, fir das Fahrzeug kommt eine gemischt Mehrkor-
per- Finite Element Modellierung zum Einsatz. Die L6sung der Bewegungsgleichungen erfolgt
Uber eine Co Simulationstechnik. Beide Modelle werden in jedem Zeitschritt separat integriert.
Die Ergebnisse werden iterativ abgeglichen.

Eine semi - analytische Betrachtungsweise der Problematik findet sich z.B. in [Dinkel 2000].

Luft —und Raumfahrt:

[Messac 1995] untersucht die Problematik der Interaktion zwischen einem mobilen Transporter
einer Weltraumstation.

Magnetschwebebahnen:

Mit der Problematik der Magnetschwebetechnik beschéaftigen sich z.B. [Kortlim, Lugner 1994]
und [Popp1979]. Hierbei kommen regelungstechnische Fragestellungen zur Anwendung.

Interaktion FufRganger - Briicke:

Im weiteren Sinne z&hlt auch der Synchronisationseffekt bei FulRgédngerbriicken zur Interaktions-
problematik. Bei einer Gruppe von FulRgéngern, die eine Briicke uberschreiten, neigen die Fuf3-
ganger dazu, ihre Schrittfrequenz der Eigenfrequenz der Briicke anzupassen. Die Wahrscheinlich-
keit einer Synchronisation wachst mit grofRer werdenden Schwingungsamplituden. Hier findet
eine (unbewuf3te) Interaktion zwischen dem FuRgénger und der Briicke statt [Petersen 1996],
[Schneider 1991].

1.4 Vorgehen

Bei der Bearbeitung der vorliegenden Problemstellung traten eine Reihe von Schwierigkeiten auf,
die zum zielfuhrenden AbschuR der Arbeit untersucht werden muf3ten. Die Arbeit enthdlt deswe-
gen Seitenschritte. Um den Aufbau der Arbeit zu verdeutlichen und die Einordnung der einzel-
nen Kapitel zu erleichtern, wird der Aufbau der Arbeit sowie die Zuordnung der einzelnen Kapi-
tel zu den entsprechenden Themengebieten (Interaktion Fahrzeug- Fahrweg, Algebraische Diffe-
rentialgleichungen, Zeitintegration, Modellierung) in der nachfolgenden Abbildung skizziert.
Jeder Themenbereich wird eigenstandig beschrieben und kann unabhéngig von den anderen gele-
sen werden. Leser, die sich nur fir die Interaktionsberechnung interessieren, kdnnen die Lekttre
auf die Kapitel 2, 6 und 8 beschranken.
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Modellierung Interaktion Fahrzeug- Algebraische Differential-  Zeitintegration
Fahrweg gleichungen
Kapitel 2.

Entwicklung eines Algo-
rithmus zur Fahrzeug —
Fahrweg Interaktion

Kapitel 3:
Grundlagen algebraischer
Differentialgleichungen:
Problematik
Grundlegende Konzepte
Losbarkeit differentiell —
algebraischer Systeme

Kapitel 4.

Bestimmung grundlegender
Einmassenschwinger Modelle

Analyse strukturdynamische
und differentiell —
algebraischer Eigenschaften

Kapitel 5:

Stabilitat der Zeitintegration Erklarung
auftretender Stérungen und Instabilitdten

Entwicklung von Lésungsverfahren

Kapitel 6:
Anwendung der entwickelten Lésungsverfahren auf die Interaktionsproblematik
Durchflihrung von Vergleichsrechnungen zur Verifikation

Kapitel 7:
Modellierung von
Lkws

Identifikation maR-
gebender Effekte

Kapitel 8:
Anwendungsbeispiel.
Uberfahrt eines Lkws (iber die Bellevillebriicke

Anhang A: Anhang C:

EinfluRfunktionen fiir Eigenschaften von

Platten Zeitschrittverfahren
fur lineare Problem-
stellungen

Tabelle 1.1; Aufbau der Arbeit
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Der Einleitung folgend wird in Kapitel 2 ein Verfahren zur Simulation der Interaktion Fahrzeug-
Fahrweg hergeleitet. Im Gegensatz zu bisherigen Ansétzen soll der Algorithmus universell an-
wendbar, flexibel und anwenderfreundlich sein. Um dieses Ziel zu erreichen, wird eine spezielle
Formulierung unter Einbeziehung von Lagrangeschen Nebenbedingungen gewéhlt. Das Fahrzeug
und der Fahrweg werden dabei zundchst getrennt formuliert und anschlieBend Uber Nebenbedin-
gungen gekoppelt. Die Kopplung beinhaltet Kréftegleichgewichtsbedingungen sowie Verschie-
bungskompatibilitdten. Fur Balkenelemente ist diese mittels der Hermiteschen Polynome her-
stellbar. Flr Plattenelemente werden im Anhang A geeignete Formfunktionen ermittelt.

Der entwickelte Algorithmus erfillt die oben genannten Kriterien. Diese Vorteile werden jedoch
auf Kosten einer hybriden Formulierung erkauft. Im Gleichungssystem sind neben Weggrofien
auch Kraftgrofien enthalten. Die Zeitintegration dieses Gleichungssystems mit dem flir gewohnli-
che Differentialgleichungen unbedingt stabilen Newmark-b Zeitschrittverfahren mit b=% und
o=h zeigt hohe Stérungen und wird instabil. Mit der Zeitintegration dieses Gleichungssystems
beschéftigen sich die Kapitel 3-6

Die entstandene Bewegungsgleichung gehort einer speziellen Klasse von Gleichungssystemen, den
differentiell - algebraischen Gleichungen an. Diese sind in der Strukturdynamik weitgehend un-
bekannt. In Kapitel 3 wird deshalb versucht, diese Problematik aus einer mechanischen Sichtwei-
se darzustellen. Danach werden grundlegende Eigenschaften dieser Systeme gezeigt. Vor allem
wird auf die zu erflllenden Voraussetzungen eingegangen, damit diese Systeme analytisch l6sbar
sind. Weiterhin werden Probleme bei der numerischen LAsung aufgezeigt und dabei auftretende
Effekte werden besprochen.

Fir differentiell-algebraische Systeme existiert eine Vielzahl an Lésungsverfahren fur Mehrkorper-
systeme, jedoch kein geeignetes Verfahren fiir die hier vorliegende strukturdynamische Problem-
stellung. Als weiteres Ziel soll deshalb versucht werden, ein strukturdynamisches Verfahren zur
Zeitintegration von differentiell - algebraischen Systemen zu entwickeln.

Um die maRgeblichen Effekte bei der Zeitintegration mit Verfahren 2. Ordnung zu bestimmen,
werden in Kapitel 4 grundlegende Modelle des differentiell —algebraischen Einmassenschwingers
entworfen und analysiert. Die strukturdynamische und die differentiell — algebraischen Eigen-
schaften dieser Systeme werden analysiert. Die bei der Zeitintegration dieser Modelle auftretenden
Storungen lassen sich aus der Sichtweise von algebraischen Differentialgleichungen heraus gut,
aus der Sichtweise der Strukturdynamik zundchst nur teilweise erklaren.

Wichtige Fragestellungen bleiben noch ungeklart: Wie kdnnen die bei der Zeitintegration auftre-
tenden Stérungen erklart werden und welche VVoraussetzungen sind zur stabilen Integration dieser
Systeme zu treffen?




Kapitel 2 Interaktion Fahrzeug - Fahrweg 15

In Kapitel 5 wird deshalb eine Stabilitatsanalyse der Zeitintegration von differentiell — algebrai-
schen Systemen mit dem Generalized-a Verfahren durchgefuhrt. Mit Hilfe einer speziellen Trans-
formation kénnen derartige Systeme in Einmassenschwinger und gekoppelte 2° 2 Systeme aufge-
spalten werden. Die Stabilitatsanalyse der gekoppelten Teilsysteme erklért die auftretenden Stor-
frequenzen und ermdglicht die Bestimmung von Stabilitétskriterien. Weiterhin kann eine neue
Indexreduktionstechnik entwickelt und deren Wirkungsweise gezeigt werden. Abschlie3end wer-
den Kiriterien fur die Zeitintegration strukturdynamischer differentiell — algebraischer Systeme
angegeben und es werden Losungsverfahren entwickelt.

In Kapitel 6 werden diese Losungsverfahren auf die DAE der Interaktion angewendet. Anhand
von grundlegenden Modellen werden damit Vergleichsrechnungen durchgefiihrt. Die Ergebnisse
werden mit einer analytischen Losung bzw. mit den Ergebnissen einer anderen Interaktionstech-
nik verglichen. Damit kann die Leistungsfahigkeit der entwickelten Losungsverfahren gezeigt
werden.

Kapitel 7 beschéftigt sich mit der Modellierung von Lkws. Dabei werden verschiedene Modelle
zur Interaktionssimulation aufgezeigt. Diese Modelle unterscheiden sich in ihrer Detailtreue.
Weiter wird auf die Modellierung der mafigeblichen Bestandteile eines Lkw eingegangen.

AbschlieRend wird in Kapitel 8 die Anwendung des Verfahrens anhand einer konkreten Pro-
blemstellung gezeigt. Dazu wird der entwickelte Algorithmus mittels eines kommerziellen FE —
Programms umgesetzt und unter Verwendung der entwickelten Lésungstechniken gelst. Damit
kann die Uberfahrt eines Lkws (iber eine Briicke berechnet werden. Die Leistungsfahigkeit dieser
Umsetzung wird anhand von Berechnungsergebnissen gezeigt.
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2 Interaktion Fahrzeug-Fahrweg

2.1 Vorgehensweise

Im folgenden Kapitel soll ein Algorithmus entwickelt werden, der es ermdglicht, zwei Finite Ele-
ment Strukturen relativ zueinander zu bewegen. Damit kann die Bewegung eines Fahrzeugs Uber
eine Briicke bzw. einen Halbraum simuliert werden. Die hier vorgestellte Methodik basiert auf
Arbeiten von [Cifuentes, Herting 1986] [Fritsch 1994] [Baumgértner, Fritsch 1995] und [Lichte
1996].

Dabei stellt sich zundchst die Frage, wie die dynamische Kopplung beider Modelle bei deren Re-
lativbewegung hergestellt werden kann. Zum einen sind ndmlich die Radaufstandspunkte des
Fahrzeuges nicht fest mit Knoten des Fahrwegs verbunden, vielmehr &ndern sich die Koppel-
punkte mit der fortschreitenden Bewegung des Fahrzeuges. Zum anderen sind die Radaufstand-
spunkte nur selten ortsgleich mit einem Knoten des Fahrwegsmodells. Dies kénnte nur durch
eine extrem feine Diskretisierung des FE-Netzes erreicht werden, was aus praktischen Gesichts-
punkten nicht sinnvoll ist.

Zur Lésung dieser Probleme wird folgende Vorgehensweise gewahlt: Zundchst werden das Fahr-
zeug und der Fahrweg getrennt voneinander modelliert. Dadurch sind beide Modelle in der Ge-
samtsteifigkeitsmatrix separat enthalten und die Gesamtsteifigkeitsmatrix bleibt zeitinvariant. Die
Bewegungsgleichungen des Fahrzeugs werden nun unter Verwendung von Lagrangeschen Neben-
bedingungen als ,gonstrained System*“formuliert. Das Fahrzeugmodell wird Uber die Fahrzeug-
freiheitsgrade (Dof,), das Briickenmodell Uber die Briickenfreiheitsgrade (Dofg,) beschrieben. Die
Lagrangesche Nebenbedingung bezieht sich dabei auf die Durchsenkung der FahrzeugfuBpunkte.
Die Lagrangeschen Parameter gehen als weitere Unbekannte in das Gleichungssystem ein. Wird
nun die Lagrangesche Nebenbedingung so gewahlt, daR die FahrzeugfuRpunkte der Fahrwegober-
flache folgen (Durchsenkung der Briicke + Fahrbahnrauhigkeit), dann entsprechen die Lagrange-
schen Parameter den jeweiligen Kontaktkraften zwischen Fahrzeug und Fahrweg. Die Kontakt-
krafte sind direkt in der Beschreibung enthalten und kdnnen via Interpolationsfunktionen in die
benachbarten Knoten des Fahrweges eingeleitet werden. Die Durchsenkung der Fahrwegoberfla-
che unter den FahrzeugfuRpunkten kann dabei aus der Verschiebung und der Verdrehung der
angrenzenden Knoten des Fahrwegsmodells bestimmt werden Das Gesamtsystem kann nun durch
Losen eines Gleichungssystems vollstandig berechnet werden.
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Das Konzept der Simulation ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Dabei bezeichnen:

Laufvariablen:

i [L]]  durch Réder belastete Briickenknoten
j [, m] Radaufstandspunkte

k[1,n] Freiheitsgrade des Fahrzeuges

Bezeichnungen:

x(t) = x-Koordinate des j-ten Rades

xi(t) = x-Koordinate des i-ten Briickenknotens

Panj(t)=  Dynamische Radlast von Rad j zum Zeitpunkt t

Psatj(t)=  Statische Radlast von Rad j zum Zeitpunkt t

Pi(t) = Anteil der dynamischen Radlasten, die auf Knoten i zum Zeitpunkt t wirken
u(t) = Durchsenkung des Radaufstandspunktes von Rad j zum Zeitpunkt t

z (t) = Durchsenkung der Briicke unter j-tem Rad zum Zeitpunkt t

z (t) = Durchsenkung des Fahrwegsknotens i zum Zeitpunkt t

ri(t)y = Fahrbahnrauhigkeit unter j-tem Rad zum Zeitpunkt t

A(t) = Ansatzfunktion zur Last- und Verschiebungsinterpolation
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uj (t) = Zj(t)+ rj(t) l"12 (t) ul (t)

Abbildung 2.1: Prinzipskizze Vollsimulation
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2.2 Kraftwirkungen am Fahrzeug

Auf ein Fahrzeug wirken bei der Uberfahrt Gber eine Briicke nach [Cifuentes 1989] folgende
Krafte: Gravitationskraft mg, Massentragheitskraft mZ, ,Corioliskraft** 2mv z¢ und Zentrifu-
galkraft mv® z«.

Bei den vergleichsweise geringen Fahrgeschwindigkeiten und dem grof3en Radius der Fahrbahn-
krimmung (aus der Durchbiegung der Briicke) konnen Coriolis- und Zentrifugalkraft vernach-
lassigt werden.

Die Wirkungsweise der Gravitation wird folgendermal3en berticksichtigt: Die Erdbeschleunigung
selbst wird nicht angesetzt. Das Fahrzeug- und das Fahrwegsmodell schwingen dann um ihre un-
ausgelenkte Lage. Zwischen Fahrzeug und Fahrweg werden damit lediglich die dynamischen und
nicht die statischen Kontaktkréfte aus dem Eigengewicht des Fahrzeuges ubertragen. Zur Richtig-
stellung der Formulierung werden statischen Achslasten als &duf3ere Krafte mit eingefihrt, die sich
zeit- und ortsgleich mit den Radaufstandspunkten bewegen. Die Achslasten Pgesnj(t) ergeben
sich dann zu:

Pgeamt,j ® = Pstat,j + den,j (®) (2.1)

Die statische Durchsenkung der Bricke infolge ihres Eigengewichtes wird somit zunéchst nicht
fur die Berechnung berticksichtigt. Sie kann jedoch formal in die StralRenrauhigkeit mit einbezo-
gen werden.
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2.3 Formulierung des Fahrzeugs als , constrained system**

2.3.1 Herleitung der Bewegungsgleichung

Das Fahrzeug wird zundchst vom Fahrweg getrennt betrachtet. Daflr ist sicherzustellen, dal die
Radaufstandspunkte des Fahrzeuges der Briickenoberflache folgen. Hier wird aus Griinden der
Ubersichtlichkeit vereinfachend angenommen, daB sich die Radaufstandspunkte direkt Gber ei-
nem Knotenpunkt befinden. Der allgemeine Fall beliebiger Radstellungen wird in 2.7 (Verschie-
bungskompatibilitdt) behandelt. Weiterhin kann die Beschreibung der orts- und zeitabhdngigen
Gro6Ren in eine reine zeitabhangige Beschreibung transformiert werden (Kapitel 2.5.3).

S N zi(t) = Briickendurchsenkung
. unter Rad j
u;(t) = vertikale Durchsenkung o
desj.-ten Radaufstandspunkts r;(t) = Fahrbahnrauhigkeit
unter Rad j
A T e
NN LS e K,
~ Rl K yA——— " -
=" S

Abbildung 2.2: Kompatibilitdtsbedingung am Radaufstandspunkt

Fir den Fall daB die Radaufstandspunkte direkt der Durchsenkung der Briickenoberfléche folgen
ergeben sich die Koppelbedingungen g;:

g; =u) -z®=0 (2.2)

Wird zusatzlich die Rauhigkeit der Fahrbahn r(x) mit beriicksichtigt, so ergibt sich:
g;: y@®-z®-r®H=0 (2.3)
Diese Koppelbedingung kann formal als Lagrangesche Nebenbedingung in die Formulierung des

Fahrzeuges mit einbezogen werden. Systeme dieser Art werden aufgrund derart berticksichtigter
Zwangsbedingungen auch als ,gonstrained systems*“bezeichnet.
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Die Herleitung der Bewegungsgleichung gelingt dann tber das Hamiltonsche Prinzip nach:

L=T-U mt T=E U=E, (2.4)

Kin ?
f f

doLdt=dT-Udt=0 (25)

to fo

Damit ergibt sich die Euler-Lagrangesche Bewegungsgleichung:

ddL@.9)9 fL@.a) _, (2.6)
dg a g 99

Mit:

g := Vektor der unbekannten Lagekoordinaten der Systeme

Unter Berlcksichtigung der Nebenbedingungen g; kann die Euler-Lagrangesche Bewegungsglei-
chung erweitert werden zu:

doLdt dogaer U+a| —dt:O 2.7)
| entspricht hierbei den Lagrangeschen Multiplikatoren. Damit ergibt sich die Bewegungsglei-
chung des Systems mit Festhaltungen:

d &L (w,w) 0 L (w,w) _

— = (2.8)
dt w 4 Tw

Der Vektor der Freiheitsgrade g erweitert sich dabei um die Lagrangeschen Parameter | zum Vek-
tor aller Unbekannten des Systems w. Nichtkonservative Krafte R, konnen uber das Prinzip der
virtuellen Arbeiten in Gleichungen (2.6) bzw. (2.8) mit einbezogen werden:

R = Gy Wee @ ) (29)
Al (ww)o Uww) o 2.10)
dt w 4 Tw
Mit dem Differentialoperator s
S= d (2.11)
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ergibt sich im linearen Fall folgende allgemeine Beschreibung des Fahrzeugs:

é ui Dof,,, 0 1 0 i
é 0 a1 . T
é Gi . : i
é M Kfz SZ + C Kfz S+ K Kfz lfjll DOf Kfz,n T T O .|
é 1 Ot’jl' T 0 T
(E:l UI Uged 1 I ZIZ I
: G y=i : y (12
¢ o 14 i 0 i
9 l:II' uRad m T - i
< 1 0 U 1,0) v 1 z(j=L0)+n)
9 O . O l:||. . i i : i
¢ PR S SR
g 0 1 H1.0p fz2i=m)+rn0p

2.3.2 Anwendungsbeispiel

Als Anwendungsbeispiel wird die VVorgehensweise auf einen geddmpften Einmasseschwinger an-
gewendet:

Mo i z(t)

My T u(t)= zg,(t) + r(t) Fahrzeug
prrzriezs T Zeri (1 Briicke

Abbildung 2.3: Geddampfter Einmasseschwinger mit Festhaltung

Neben dem Freiheitsgrad z des Einmassenschwingers ist fur den Kontaktpunkt zwischen Fahr-
zeug und Fahrweg (Radaufstandspunkt) ein Freiheitsgrad u einzuftihren. Des weiteren ist der
Lagrangesche Parameter | als Unbekannte zu behandeln, so dal} der Einmassenschwinger drei
Freiheitsgrade besitzt.

Die Formulierung der Differentialgleichungen kann mittels des Hamiltonschen Prinzips erfolgen.
Die Entwicklung wird hier nur fur das obere System (Fahrzeug) dargestellt. Die Ableitung der
Bewegungsgleichung fur das untere System erfolgt im néchsten Abschnitt.
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Fir die kinetische Energie T
T=E, =%mo z +%mJ u? (2.13)

sowie flir die potentielle Energie U ergibt sich::

_ 1
U= Pot _Ek(z U) (214)

Die Lagrangesche Nebenbedingung lautet:

| (U- 2,-1)=0 (2.15)
Die nichtkonservativen Dampferkréfte:

Rnc,z =- C(Z- U)

Reu =-c(U-2) (2.16)

Rnc,l = O

Die Anwendung der Euler-Lagrange Gleichung (2.10) liefert die einzelnen Zeilen des Systems der
Bewegungsgleichungen:

d &L 0 1w

= = : % - = - 7 - U 2.17
dtg‘ﬂzg 2 =R,,: mz+k(z-u) c(z- u) (2.17)
d a&TL* (o} ﬂL* . ..
—CcC— - — = : k - - | = - - 218
dtg‘ﬂua fu Rew: Mu+k(u-2) c(d-2) (218)
d a&TL* (o} ﬂL*
— - — = . = ) 219
dtg‘ﬂl = Ry U=z, +r (2.19)

Damit die Hamiltonsche Formulierung (2.7) konsistent ist, muf3 folgender Zusammenhang zwi-
schen dem Lagrangeschen Parameter | und der dynamischen Radlast Pgyn gelten, wenn Py, als
Druckkraft definiert wird:

| =-P, (2.20)
Damit lautet die Bewegungsgleichung in Matrizenschreibweise:
ém,s’+cs+k - cs- Kk OUI 0
(2.21)

u
a
a
8

@ D> D

z g ¢
-cs-k  m,s?+cs+k 1 |Uy g 0
0 1 Ponh 8% O+1(
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2.4 Differentialgleichung der Briicke

Infolge der Trennung des gekoppelten Systems Fahrzeug —Fahrweg in zwei Teilsysteme kann
die Ableitung der beschreibenden Differentialgleichung der Bricke ebenfalls getrennt erfolgen:

Neben der mitgeflihrten statischen Achslast Pgatj €Xistiert mit der dynamischen Achslast Py ein
weiterer Lastanteil:

i Pa; I Briicke

Abbildung 2.3: Diskretisiertes Briickenmodell, Belastung

Die Formulierung der Differentialgleichungen mittels des Hamiltonschen Prinzips fir ein rdum-
lich diskretisiertes Briickenmodells liefert:

Briicke, belastet g

e s
A | DOfB lick belastet U __|
Q\AB +C S+KBr ,I rucke, un 3 :I,
g DOf T stat, j dyn j(t)g (2:22)

2.5 Eintrag der Koppelkréafte in den Fahrweg

Bis jetzt wurde vereinfachend davon ausgegangen, daf3 sich die Rader des Fahrzeugs zu jedem
Zeitpunkt ortsgleich zu einem Knoten des Briickenmodells befinden. Bei Finite Elemente Formu-
lierungen kdnnen die Lasten nur in Knoten des Modells eingetragen werden. Dies wiirde jedoch
eine extrem feine Diskretisierung der Fahrbahnoberflache erfordern, was wegen der groRen An-
zahl der daraus resultierenden Freiheitsgrade in der Praxis nicht realisierbar und sinnvoll ist. Zur
Umrechnung von Lasten innerhalb eines Elementes auf Knotenbelastungen bietet sich die Ver-
wendung von EinfluRlinien fir RandschnittgréRen an. Diese liefern die Randschnittgréf3en eines
Elements infolge einer ortsverdnderlichen Belastung im Inneren. Damit ist das Ziel erreicht, denn
diese RandschnittgréRRen fihren auf die gesuchten Knotenbelastungen.
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Zur Bestimmung der Knotenbelastungen einer sich tiber das gesamte FE Netz bewegenden Last
sind drei Bereiche zu unterscheiden:

1. Die Last befindet sich im EinfluRbereich vor dem betrachteten Knotens.

2. Die Last befindet sich im EinfluRbereich hinter dem betrachteten Knoten.

3. Die Last befindet sich auf3erhalb des EinfluRbereiches des Knotens.

Damit kann die globale EinfluRilinie fir Knotenlasten beschrieben werden.

Weiterhin wird zur dynamischen Berechnung eine Beschreibung im Zeitbereich benétigt. Alle
vom Ort abhéngigen Grolken wie z.B. die Ortskoordinate x; des j-ten Rades werden daher in den
Zeitbereich transformiert.

2.5.1 Lokale EinfluBlinien fir Randschnittgrolien

Die Ermittlung der Randschnittgréf3en von Balken- bzw. Plattenelementen kann mittels EinfluR3-
linien bzw. EinfluRflachen durchgefiihrt werden. Die Einflul3linien liefern die RandschnittgroRe
eines Elements infolge der Belastung durch eine ortsveranderliche Einzellast. Die Richtung der
Randschnittgrofie wird dabei so gewdhlt, dal sich die Knotenlasten entsprechend der positiven
Vorzeichendefinition ergeben.

Fir (Euler-Bernoulli) Balken kdnnen die EinfluBlinien fir RandschnittgréRen analytisch ermit-
telt werden. Diese entsprechen den Hermitschen Interpolationspolynomen.

Dy CTIZ,Xl tc 1o

Abbildung 2.4: Randschnittgrofien und Knotenbelastungen aus Last im Element

Fir den beidseitig eingespannten Stab ergeben sich mit:

X

= TX (2.23)
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die vier Hermiteschen Polynome:
A
1]
f1
. _ 2 3
o —> fl:=1- 3X"+2X (2.24)
X
0 X 1
f2
0.2*1 ] f2:=1 (-X+2X2- X3) (2.25)
Y
A
1 4
3
° > 2 3
0 « ! f3:=3x"- 2X (2.26)
0.2*]
4
"o L k2 53
« f4:=1 (X" - X7) (2.27)
Abbildung 2.5: Hermite Polynome
Mit dem Vektor der Ansatzfunktionen N
N :{1- X*+2x°  I(-x+2x%-x°)  3x*-2x*  I(x?- x3)} (2.28)
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berechnet sich der Vektor der RandschnittgréRen
a={Qq M Q M} (2.29)
zu
q=N"P(x,1). (2.30)

Sind im Fahrwegsmodell Gelenke oder freie Rénder enthalten, erfordert dies eine genauere Be-
trachtung. Hier ist es wichtig, da3 zur Bestimmung der Knotenlasten die gleichen Anstazfunktio-
nen wie bei der FE-Formulierung der betreffenden Elemente verwendet werden. Elemente, bei
denen das Kraftegleichgewicht am Gelenk bereits eingearbeitet ist, besitzen entsprechend weniger
Freiheitsgrade. Zur Berechnung der betreffenden Knotenschnittgrof3en sind dann entsprechende
Funktionen zu verwenden. So ergibt sich fur ein Balkenelementen mit einem Gelenk am rechten
Rand:

a={Q M Q} N={1-5x2+ix® -l(x- 3x2+ixY) 3x3-4x7 ) (23D)
Und fiir Balkenelemente mit einem Gelenk am linken Rand:
g ={Q Q M}, N={1-ax+ix® 2x-1x° I(x-3x%}. (2.32)

Analoges gilt fur freie Rander. Da nun in Abhdngigkeit vom Elementtyp verschiedene Lastinter-
polationsfunktionen nétig sind, erschwert dies die Umsetzung. Daneben gehen die Freiheitsgrade
der Randknotenverdrehung verloren, welche zur Verschiebungsinterpolation bendtigt werden.
Daher soll auf diese Variante verzichtet werden.

Fir Plattenelemente sind die EinfluRflaichen analytisch nicht mehr ermittelbar. In Anhang A
werden deshalb an einem FE-Modell die Einflufunktionen fur die RandschnittgroRen unter-
sucht.

Die Aufteilung der Last in Knotenkrafte und Knotenmomente sowie eine sinnvolle Wahl der
Ansatzfunktionen hat groRRen EinfluR auf die Genauigkeit der Interaktionssimulation.

2.5.2 Globale Einflulinien fir Knotenlastwirkungen

Bei der Bewegung einer Last tber ein FE-Netz ist jeder Knoten die meiste Zeit unbelastet. Knoten-
lasten ergeben sich nur, solange sich die Last im EinfluBbereich der KnotenschnittgréRe vor (bzw.
nach) dem Knoten befindet.

Bei Balkenelementen reicht der Einflubereich bis zum jeweils ndchsten Knoten. Jeder Knoten
wird belastet, solange sich die Last in den beiden angrenzenden Elementen befindet. Aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit werden im weiteren nur Balkenelemente behandelt. Analoges gilt je-
doch fur Plattenelemente. Ansatzfunktionen flr Plattenelemente werden in Anhang A ermittelt.
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Die Kraft am Knoten kann, wie in 2.5.1 hergeleitet, ausgedriickt werden durch:
Q(x,t) = P(t)A, (x,) = (P, + Py (1) A, (x,) (2.33)
) i A(Xj) fur Xi-1£Xj <Xi
mit A‘j(xj) =i A xJ) fir x £Xx, <X, (2.34)
0 0 sonst
aex o . 0
Ax) = ‘ 2. g 2
und 18 &X Xap (2.35)
_ X, o
A(x)=1-3 +2
gX X z gX
Das Moment am Knoten i ergibt sich aus:
Mi(Xj!t) = F)J(t) Bi,j(Xj) = ( stat, j dynj(t)) ( ) (236)
_ 1 B, {X; fir x.,£X,<X
mit Bi‘j(xj) =i B,\X fir x £X <X, (2.37)
0 0 sonst
X, - X, - x_,6U
B| (XJ)Z( - Xi-l)gxI X, gx. X_ : U
und o ' H (2.38)
Ealy Ky - o 2X.,- X, 0¥
B (x )= (X, - al +2 = U.
o ' g i+1 gxwl Xlﬂ gxwl XIQH
o i-1 i
P
1 | | I | |
-0.15 I+
0 J\
0.15 I} ! ! ! ! !

Abbildung 2.6: Ansatzfunktionen Ajj(x;), Bij(x;) entlang eines Abschnittes des Uberfahrweges
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2.5.3 Transformation in den Zeitbereich

Bisher sind in der Beschreibung der Interaktion neben ortsabhéngigen GréRen (Ansatzfunktio-
nen) auch zeitabhdngigen Groéf3en (Freiheitsgrade des Fahrzeug- und Briickenmodells) enthalten.
Diese sind vor der dynamischen Berechnung in eine zeitabhéngige Beschreibung zu tberfihren.
Dabei wird folgende Notation gewéahlt: Die ortsfeste Position der Briickenknoten x; wird uiber-
fihrt in den Zeitpunkt t;; (=Zeitpunkt an dem das Rad j den Knoten i an der Position x; er-
reicht). Genauso bezeichnen:

ti.=Zeitpunkt an dem die Last j den Knoten i-1 erreicht

ti+1/=Zeitpunkt an dem die Last j den Knoten i+1 erreicht

Die Transformation kann wie folgt durchgefuhrt werden. Ist die Geschwindigkeit des Fahrzeugs
ortsabhéngig durch v(x) gegeben, so folgt aus

v=— ® dt=— (2.39)
dt Y
die Transformationsbeziehung
L dx
t(x) =t +¢ : 2.40
(x) =1, % (2.40)

Fir eine konstante Fahrgeschwindigkeit vo und to=0, Xo=0 vereinfacht sich diese zu

t(x) = Vl (2.41)

0
Damit ergibt sich die ortsvariante Koordinate x; :

X =tv-d

j 0

(2.42)

Lj

mit di=Abstand zwischen Achse 1 und Achse j des Fahrzeugs, sowie fur die ortsfeste Koordinate
Xi

X =t v-d,,. 243)
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Die Lastwirkung auf den Briickenknoten i infolge der Radlast P;i(t) des j-ten Radaufstandspunktes
ist dann:

R(t)=Rt)A, 1) = (P, +Py. (1) A, () (2.44)
1 At)  fur ot £t<t,
mit AM0)=i Al fur t Etet,, (2.45)
f o sonst
A= it f L
und i~J 'U? i IlJ% . (2.46)
A1) =1-3 ] 2aet b, 9
élﬂj' i, ét.ﬂj' |B

Fir das Moment am Knoten i erhélt man

M, (t) = P(t) B(t) = B (t) (P, + Py, (1)
1 B(t) fur t, £t<t,

B

1
mit B ()=1B,{) fur t £tet, (2.47)
0 songt

. 1 g LY Ll =
s -1, ti-'ti_-+ ti-'ti_-+,
und =T g St ol C (248)

E@t-t, 0 @t-t ¢ @t-t, oU
B, (t)=(t., -t Jvé& E . -
I i+1,]j i,] ~ t _ t _ t - -
8 i+1, |Jﬂ i+1, |Jﬂ i+1,] |JQH

2.5.4 Superposition der Radlasten

Ein Fahrzeug mit mehreren Achsen belastet die Briickenknoten mehrmals hintereinander. Die
Einflisse der einzelnen Achsen sind hier zu superponieren. Befinden sich mehrere Radlasten
innerhalb eines Elements kdnnen nach dem Superpositionsprinzip fir lineare Systeme die Kno-
tenlastgréRen ebenfalls addiert werden. In der Regel wird jedoch die Elementlange des Fahrwegs
Kleiner als der minimale Radabstand des Fahrzeugs sein. Des weiteren werden zahlreiche Knoten
nicht direkt durch die Radlast belastet. Fir diese werden deshalb auch keine Ansatzfunktionen
bendtigt. Der Lastvektor fiir alle Briickenknoten ergibt sich in symbolischer Darstellung zu:
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0 oig ,
Qbelasteter knoten1 T T a (Pstat,j + Rjyn,j (t)) A,j (t)
P jm .
M belasteter Knotenl':' T a (Pstal,j + Fiiyn,j (t)) Bl,j (t)
. . j=1 .
|
T
[}
P(t) = y=ig y (2.49)
Qbelasteter Knotenl| : . a (Pstat J dyn j(t)) A ( )
- j:l .
rig :
Mbelasteter Knotenl| i M a (Pstat J dyn J(t)) B\ ( )
T i=1
T
DOfunbeIastet T 0
p

2.5.5 Formulierung der Brickenbelastung

Die Belastung der Briicke erfolgt durch die statischen und durch die dynamischen Radlasten. Im
Gegensatz zu den statischen Radlasten stellen die dynamischen Radlasten Unbekannte des Sy-
stems dar. Deshalb kann die Belastung sinnvollerweise in zwei Anteile aufgetrennt werden. Einen
Lastvektor Py, welcher die statischen Radlasten beinhaltet, sowie eine Interaktionsmatrix Kin;, wel-
che linear von den dynamischen Radlasten abhdngig ist und deshalb die Form einer Steifigkeits-

matrix besitzt;

P (1) = Pagy (1) + K g () W(E) = |

[ u é
i a Peat.j ,j(t)'l' e ALt)
e e
14 P Byl S BuO)
.I. j=1 . .I. g) 0 :
g [

(Y é
8 Pua, ,,(t){,/ 8 Al
(Y T
T é. Pstatj ,j(t)'l' (E:‘ a,l(t)
T e o
: 0 : §0 0
-I. 0 -I. e
f 0 b &

o o

Pon (V) 'y(z 50)

4 Pyl |o
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2.6 Fahrbahnrauigkeit

Die Fahrbahnrauhigkeit kann entweder real gemessen werden oder es wird ein statistisch generier-
ter Rauigkeitsverlauf verwendet. Ist die Fahrbahnrauhigkeit in diskreten Punkten gegeben
(r(x)=Rauigkeit an der Stelle des Rades j)so ergibt sich durch Transformation in den Zeitbereich
r(t) mit v=const:

X, =tv-d;,. (2.51)

Die von den Systemfreiheitsgraden unabhdngige Anregung r;(t) fur alle Réder j kann in den
Lastvektor Py eingebracht werden

o

u
|
|
|
le
POFZ,Rauhigkeit (t) = , y . (252)
|
|
|

2.7 Verschiebungskompatibilitat zwischen Fahrzeug und
Fahrweg

2.7.1 Allgemeine Formulierung

Wahrend der Fahrt eines Fahrzeuges Uber eine Briicke folgen die Rader der Briickenoberflache.
Im Rechenmodell wird dies Uber die Verschiebungskompatibilitdtsbedingung sichergestellt. Diese
bewirkt, daf} die Durchsenkung der Radaufstandspunkte der Summe aus Briickendurchsenkung
und Fahrbahnrauhigkeit entspricht (Abbildung 2.7)

Bei einer FE-Berechnung werden ausschlieRlich die Verschiebungen der FE-Knotenpunkte be-
rechnet. Befindet sich ein Rad zwischen zwei Knoten, ist die Briickendurchsenkung z(t) hier zu-
nachst unbekannt. Diese kann aber aus den KnotenweggrdRen der Nachbarknoten tber eine In-
terpolation berechnet werden.

z,(t) = f(z.,@).] ,..(1), z(0).,j (1)) (2.53)
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S N z; (t) = Briickendurchsenkung
u;i(t) = vertikale unter j.ten Rad
Durchsenkung des
j.-ten Radaufstandspunkts Q r; (t) = Fahrbahnrauigkeit

Abbildung 2.7: Kompatibilitdtsbedingung am Radaufstandspunkt

Als Nebenbedingung ergibt sich nun:
u(t) = 2(t)+1,0) (254)

Die Interpolationsfunktionen missen dabei folgende Anforderung erfiillen: Die mittels der In-
terpolationsfunktionen bestimmte Durchsenkung der Briickenoberfliche muB stetig differenzier-
bar sein. Unstetigkeiten ( Spriinge, Knicke) wirden fiir das Fahrzeug einen Anregungsmechanis-
mus darstellen und damit zu fehlerbehafteten Berechnungsergebnissen fiihren.

Die Durchsenkung eines Briickenelements selbst ergibt sich aus der Durchsenkung infolge der
Knotenverschiebung und der Deformation des Elements selbst infolge seiner direkten Belastung
durch &ufRere wie durch auftretende Trégheitskréafte:

Z,(t.X) = Z(t.X) + Z,(tX) + Z(t.X) (2.55)

Diese einzelnen Anteile werden in den nachsten Abschnitten néher erlautert.

2.7.2 Die Durchsenkung infolge Knotenverschiebung z,(t,x)

Die Durchsenkung infolge Knotenverschiebung beschreibt die Deformation eines Elementes in-
folge der Verschiebungen und Verdrehungen der angrenzenden Knotenpunkte. Sie entspricht
dem Verlauf der Biegelinie eines im Feld unbelasteten Elements infolge der Verschiebung der
Knotenfreiheitsgrade.
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Nach dem Prinzip von Miller-Breslau sind die Biegelinien infolge der Auslenkung einer Kno-
tenweggrole und die EinfluBlinie der korrespondierenden Knotenschnittgréf3e identisch. Damit
konnen hier die gleichen Ansatzfunktionen wie zur Lastinterpolation (2.5) angewendet werden.

2 ()=4 A, () 2044 B, ()i 0 (259

Dabei ist z die Durchsenkung und j ; die Verdrehung aller Fahrwegsknoten i. Flr Balkenelemente
entsprechen A;j(t) und B;j(t) den aus den Hermite Polynomen abgeleiteten Ansatzfunktionen.
Fir andere Elementtypen ist es wiederum erforderlich, geeignete Interpolationsfunktionen herzu-
leiten (siehe Anhang A). Wiederum sind die gefundenen Beziehungen in den Zeitbereich zu
transformieren:

A t)zt)+a B,()i ). (257)

i=1 i=1

iO:
z,(t)=2
Die Durchsenkung infolge Knotenverformung ist linear von den Verschiebungen/ Verdrehungen
der Briickenknoten abhéngig. Sie liefert daher einen weiteren Anteil zur Interaktionsmatrix:

_i_ _ZKnotenUberfahrt,l U
é 0 00y :J Knoth.Jberfahrt,l-:-
g 0 oodi, 1
u notenU re,l 1
Kinr: (0 W (1) = gA,(t) Bi(t) -+ AL(t) By() 0 iy (258)
a : : Lioog i KnotenUberfanrt,
& - : : Do Ty i
BAN() Binlt) - An(t) BW() O By T par
{ Rdyn,j b
Ein Beitrag zum Lastvektor ergibt sich nicht: P.=0 (2.59)

Bemerkung zum Zusammenhang der EinfluBlinie fir Randschnittgrofien und der Biegelinie in-
folge Knotenverformung: Nach dem Prinzip von Miiller-Breslau ergibt sich die EinfluBlinie fiir
eine Kraftgrofie durch Freischneiden dieser KraftgroRe und Aufbringen einer Einheitsverformung
entgegen der Richtung der gesuchten Kraftgrofie. Die sich einstellende Biegelinie entspricht der
EinfluRlinie der KraftgroRe. Damit sind die EinfluRlinie fir eine KraftgroRe und die Biegelinie
der korrespondierenden Knotenverformung identisch.

Qn Q1

T Bl

Wz 4 Wz,

Abbildung 2.8: EinfluBlinie Q.1 und Biegelinie w; i1
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2.7.3 Die Verformung des Elements aus seiner direkten Belastung z, (t)

Dieser Anteil erfal3t die Verformungen, die durch eine Belastung des Elements im Inneren an der
Stelle x; ¢ zusatzlich entstehen. Sie entspricht also der Biegelinie des durch eine zeitlich veranderli-
che Einzellast belasteten, beidseitig eingespannten Tragers:

Xie v Pi(t)

A I/

Zd (X, Xje )

Abbildung 2.9: Durchsenkung aus direkter Belastung

[Ripke 1995] gibt fir dieses Problem die folgende Losung an:

N V\4(x) fur x< X; o
Zd(Xl XJ 6)_,:\ Wr (X) fur X3 Xj,e (2 60)
mit
4 3 .2 .3 2
wlox t)= O 0T el 2.0 b o6l a0 (@0 g0 o)
he 6El gglgT |g3g|[a be'ﬂnglb%lﬂ ﬂbE]

P() x *é ; 5 5, U
P x, Slx. .- mgg_ (3x .- 61)Z2- 312 % 4 (262
elg a

und W, (x, Xj,e’t) = oE]
&

Wird nur die Durchsenkung unter dem Radaufstandspunkt gesucht, so vereinfachen sich die
Gleichungen (2.61) und (2.62) zu:

3

P(t X € ax .0 X, 0 X, ol
(ot)= Toe g el el ey 253)
BEl g elg élg el g
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Die Transformation in eine zeitvariante Formulierung liefert mit:

Xio =X =X =1V~ dl,j - ti‘jvo+d1‘j = (t- ti‘j)vo (2.64)
z(t)=P(t)C,(t) (2.65)
T[(t-t VP € g(t-t )i _&t-t vk _ét-t )vid .
C (t) = ! 3EJ| @" é IJ u +3e—| : a- Be%l_’kl fur ti'j £t£ti+1'j .
h ! [ e € u (] u e T3]
% 0 sonst
(2.66)

Die Ansatzfunktion C(t) ergibt sich aus der Summe der Ansatzfunktionen C;;(t) fir alle Knoten:

2, 0=P0)& ¢,0=.urP.l)d c,0. 287

i=1 i=1

Die Durchsenkung im Element infolge der statischen Radlast liefert einen Beitrag zum Lastvektor
des Systems, die Durchsenkung infolge der dynamischen Radlast liefert einen Anteil zur Inter-
aktionsmatrix:

P (1) = Po (0 + Ky () W(E) =

i O U ié) O l;] ‘I DOf Briicke U
i 0 i €0 0 ul Dof, |
i=l w é i=l ul |
1ACL0OPE, 6 ACLE) 0 GiPm® | (259)
SRR A TEE |
Bc 0Pl & o Hc (t)gl"P 0
1 i,j=m stat, j=m A i i=m ] | n,m I
(Rl b & A S lgL T b

Fir die Durchsenkung einer Platte unter einer Last hingegen existiert keine analytische Lésung
mehr. Eine Mdglichkeit besteht z.B. durch die Abschatzung einer mitwirkenden Plattenbreite.

Bei der hier verwendeten Vorgehensweise ist darauf zu achten, da sich nur ein Rad im betrachte-
ten Element befindet. Diese Forderung ist mit ausreichend kurzen Elementen erftillbar. Befinden
sich mehrere Radlasten innerhalb eines Elements ist eine Superposition der Verschiebungen er-
forderlich.

Bei einer ausreichend feinen Elementierung kann z, gegeniiber dem homogenen Anteil vernach-
lassigt werden. Dabei ist jedoch zu beachten, daf3 sich dadurch ein welliger Verlauf der Biegelinie
ergibt. Die Wellenldnge entspricht dabei der Ldnge der Fahrwegselemente (siehe Abbildung 2.9).
Dies kann eine zusétzliche Anregung des Fahrzeugs bewirken. Zur Vermeidung dieses Effekts
sollte der Anteil aus der direkten Belastung des Elements mit beriicksichtigt werden.
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2.7.4 Die Durchsenkung aus Tragheitkraften des Elements z(t)

Die Durchsenkung aus Tragheitkraften des Elements erfal3t zusétzliche Durchsenkungsanteile im
Element infolge der wirkenden Tragheitsbelastung. Die Tréagheitskraft ergibt sich nach d Alembert
aus der Massebelegung msowie der vorhandenen Beschleunigung. Die Tréagheitskraft kann als
dulere, den Beschleunigungen entgegenwirkende Kraft angesetzt werden.

=

i p=-n 7
Verlauf der Beschleunigung

Abbildung 2.10: Tragheitskréfte nach d Alembert

Die zusatzlich anzusetzende Belastung ergibt sich zu:

pa(;<,t)= - 2(;<,t)m: - m[zh (?(,t)+ Z (>_<,t)+ z, (Q,t)] =

é i _\'{f/i(t) g ;
S COCCYSOENOI R A L A
: {0 ;

Hierbei ist nur der erste Summand problemlos ermittelbar.

Hinweis: Mit der angegebenen Formulierung kann mittels des Hamiltonschen Prinzips uber die
Aufstellung der Potentialausdriicke die Massenmatrix hergeleitet werden.

Zur Ermittlung des zweiten Summanden kann dieser nach (2.63) wie folgt geschrieben werden:

z,(x . t) = f(x.) P.(1). (2.70)
Als Néherung zur Berechnung kann folgende Beziehung verwendet werden:
7,(x, ..t) = f(x..) B(t). (2.71)

P(t) entspricht der zweiten Ableitung der dyn. Last und kann durch numerische Differentiation
gewonnen werden [Ripke 1995].
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Der dritte Summand hingegen ist nur iterativ zu bestimmen, da er sich erst iber das gesuchte p
ergibt. Die Durchbiegung z, infolge der Belastung durch Tréagheitskréafte, kann deshalb nicht
mehr in geschlossener Form angegeben werden.

Im allgemeinen ist z, klein gegeniiber den anderen Durchsenkungen und kann daher vernachlds-
sigt werden.

2.8 Zusammenstellung der Systemmatrizen

In symbolischer Schreibweise besitzt die Differentialgleichung der Interaktion folgende Form:
M w(t)+C w(t) +K w(t)- K, (t) w(t) = P,(t). (2.72)
Die beiden Submatrizen fir die Briicke

N _I_ ZKnotenUberfahrt,l u
| |
lj . KnotenUberfahrt, 1+

2 ul !
MBrS +CBr S+KBr I ZK
notenUberfahrt,| | |

(2.73)

@D D> D> (D> (D

g |J KnotenUberfahrt,| |

1 Dof

unbelastet b
sowie das Fahrzeug

ui Dofy,. G
o uai :d
M S +C S+K UI DOfozn

Kfz | |
1 0gj Uraa j

Sal iy (2.74)
O 1u I uRad m T

1 X O l:I -I- I:Lyn 1(t) I

0 .1 u| dynm(t)b

@: D> D> D> D> D> D> (D> (D> D> (D~

sind dabei in der Gesamtsteifigkeitsmatix voneinander getrennt.




Kapitel 2 Interaktion Fahrzeug - Fahrweg 39

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K besitzt folgende Form:

¢ J %o O
g 3 i om :
a M, S +C, s+K,, 0 0 3 -
é l:J j Ul _|_
é u Dognbel-l-
é d Do;
e 0 d =y
é (S
é 0 M(f s +CKfzS+KKfz Oq DO&fzn : (2.75)
§ 1 : Lkadl |
é g
é ]
é O 1 Lkadm |.
a 10 dyrll(t) |_
& 0 0 0y
é O 1 ¢ dyr;m(t)b
Die Kopplung zwischen beiden Systemen ergibt sich (iber die Interaktionsmatrix K;(t)
Kint (t) = Kint Briicke (t) + Kint Fz (t) + Kint,zd Fz (t) (276)
é A,l (t) T A,m (t) l;l i Z KnotenUberfahrt,1 U
g Bll(t) o Blm(t) 3 : ] KnotenUberfahrt,1 :
e f g
g 0 A,l(t) A,m(t) 3: Z KnotenUberfahrt | :
2 3 1(t) tee 3 m (t) 3 : ] KnotenUberfahrt,| :
é 0 ai DOfBrUcke,unbelastety (277)
é 0 0 ai pof !
é igl l;|| 0 Fahrzeug T
¢A(t) Bu(t) - A:l) Bul) 0 & C ) 0 Ul p oy
e i=1 ul dyn,1 |
é : : 0 ' ai : i
: O
€A ,(t) B(t) - AL(t) BL(t) O 0 ac i p o
é i=1 ai ’ b
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und (ber den Lastvektor P(t):

P (t) = OBrucke(t) + 0z4 Fz (t) + POFZ,Rauhigkeit(t) (278)

:\{\—:: it N

(2.79)

=1

é. CI J—l( ) stat, j=1 rj:l(t)

c’CIJm s.tatJm Jmt'
1| t)P ()b

B e e e i e R e e e e e

2.9 AbschlielRende Bemerkungen

Bei der Differentialgleichung der Interaktion handelt es sich um ein lineares, inhomogenes Diffe-
rentialgleichungsystem 2. Ordnung mit nichtkonstanten Koeffizienten. Die Massen-, die Ddmp-
fungs- und die Steifigkeitsmatrix sind zeitinvariant. Die Interaktionsmatrix ist zeitvariant.

Durch die Einbeziehung der dynamischen Radlasten in die Formulierung entstehen singulédre
Matrizen. Die Massenmatrix und die Dampfungsmatrix sind singulér. Die Summe aus Steifig-
keitsmatrix und Interaktionsmatrix (ist der Form nach als Steifigkeitsmatrix zu behandeln) ist
regulér. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix ist immer reguldr. Das sich aus Differentialgleichungen und
algebraischen Gleichungen zusammensetzende System wird als System algebraischer Differential-
gleichungen bezeichnet.

Nach dem Prinzip von Miiller-Breslau (Abschnitt 2.7.2) sind die Lastinterpolationsfunktionen
und die Verschiebungsinterpolationsfunktionen identisch. Die Steifigkeitsmatrix ist daher sym-
metrisch.

Die in diesem Kapitel entwickelte VVorgehensweise kann als Vollsimulation bezeichnet werden,
d.h. es wird in jedem Zeitschritt das gekoppelte System Fahrzeug-Fahrweg betrachtet. Im Gegen-
satz dazu existieren zahlreiche Co-Simulationstechniken, welche beide Systeme getrennt behan-
deln. Die in beiden Teilsystemen vorkommenden Unbekannten werden bei der Co-Simulation
am Ende jedes Zeitschrittes verglichen. Falls erforderlich wird dieser Prozel} iterativ wiederholt.
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Ein Vorteil der hier entwickelten Beschreibung ist die breite Anwendungsméglichkeit. Beliebige
Fahrzeug-Fahrweg Interaktionen kdnnen damit simuliert werden. Lediglich der Fahrweg wie auch
das Fahrzeug missen als FE-Modell vorliegen. Da beide Modelle in der Steifigkeitsmatrix vonein-
ander getrennt sind, kdnnen sie mittels der Importierungsmoglichkeiten des verwendeten FE-
Programms zusammengebunden werden. Die zeitvariante Interaktionsmatrix sowie die Ansatz-
funktionen kénnen mit kommerziellen FE-Programmen (z.B. MSC Nastran) in der Regel be-
schrieben werden. Die Formulierung ist aullerdem zeiteffizient, da die Gesamtsteifigkeitsmatrix
zeitinvariant ist (und somit nur einmal bestimmt werden muf) und nur die schwach besetzte
Interaktionsmatrix fir jeden Integrationsschritt neu bestimmt werden muf.




Kapitel 3 Analyse des linearen, differentiell —algebraischen Einmassenschwingers 42

3 Algebraische Differentialgleichungen

3.1 Allgemeines

Algebraische Differentialgleichungen (differential algebraic equations, DAE §) sind Gleichungssy-
steme, in denen neben Differentialgleichungen zusétzlich algebraische Gleichungen auftreten. Fir
algebraische Gleichungen ist in diesem Sinne kennzeichnend, dal sie keine Ableitungen der Frei-
heitsgrade enthalten. DAE § treten in mehreren Bereichen wie der Simulation chemischer Prozes-
se, der Fluidsimulation, elektrischen Netzwerken und bei der Modellierung von Starrkérpersy-
stemen auf.

Die theoretische und numerische Behandlung von differentiell-algebraischen Systemen ist ein
junges Forschungsgebiet der Mathematik. Das Losungsverhalten dieser Systeme unterscheidet sich
in starkem Mafe von dem gewdhnlicher Differentialgleichungssysteme. Die zeitliche Diskretisie-
rung kann infolge schlecht konditionierter linearer Gleichungssysteme zu grofen numerischen
Schwierigkeiten flihren. Klassische Fehlerabschatzungsmethoden zur Schrittweitensteuerung sind
unter Umstdnden nicht mehr anwendbar. Unbedingt stabile Zeitintegrationsverfahren kdnnen
instabil werden [Eich, Fuhrer 1995]. Deswegen kdnnen klassische numerische Methoden zur nu-
merischen Losung von lediglich einiger Typen von DAE 3 verwendet werden [Brenan, Campbell,
Petzold 1989].

Die ersten Methoden zur L6sung von DAE § beruhen auf der Beobachtung, da BDF (backward
differentiation formulas) Methoden, dhnlich wie auf steife Differentialgleichungen, auf algebrai-
sche Differentialgleichungen angewendet werden kénnen. Erste Anwendungen waren Schaltkreise.
Spéter wurden DAE § mechanischer Systeme untersucht. Hier ergaben sich numerische Probleme,
da mechanische Systeme deutlich schwieriger als elektrische Netzwerke zu lésen sind. Dies fiihrte
zur Entwicklung komplizierter Losungstechniken. So setzen sich die bekannten Losungsverfahren
fur algebraische Differentialgleichungen neben der eigentlichen Zeitintegration oft auch aus an-
deren Komponenten (wie z.B. Projektionstechniken, Transformationsmethoden) zusammen. Je-
doch existiert bis heute kein Verfahren, welches alle Typen von algebraischen Differentialglei-
chungen zu integrieren vermag. Flr jede Technik mussen einige Bedingungen beziglich der
Struktur der DAE und der numerischen Methode erfillt sein. Da die Entwicklung noch nicht
abgeschlossen ist, stellen algebraische Differentialgleichungen einen aktuellen Forschungsbereich
der Mathematik dar.

Algebraische Differentialgleichungen fiir mechanische Probleme werden bislang nur in der ma-
thematischen Literatur behandelt. In diesem Kapitel soll ein Uberblick iiber DAE 3 aus einer me-
chanischen Sichtweise gegeben werden. Weiterhin werden die wichtigsten Grundlagen zu Lésung
differentiell - algebraischer Systeme zusammengestellt:
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Zunéchst soll beispielhaft aufgezeigt werden, welche numerischen Probleme bei der Zeitintegrati-
on von DAE 3 auftreten kdnnen. Danach wird die symbolische Darstellung mechanischer DAE 3
besprochen. Insbesondere wird zunéchst gezeigt, wie mechanische Systeme mit Lagrangeschen
Nebenbedingungen in der Formulierung fir differentiell-algebraische Systeme dargestellt werden
konnen. Deshalb soll, ausgehend von der Schreibweise mechanischer Systeme, deren Beschrei-
bung in die in der Literatur gebrduchliche Beschreibung der differentiell-algebraischen Systeme
Uberfuhrt werden. Danach schliel3t eine Zusammenstellung der wichtigsten, in dieser Arbeit ver-
wendeten Formen von DAE § an. Dies ist besonders wichtig, da zur Auswahl des Losungsverfah-
rens die Form der DAE bendtigt wird.

Das grundlegende Konzept zum Verstandnis von DAE 3 ist deren Index. Der Differentiationsin-
dex ist dabei ein Mal} flr die Schwierigkeit der Losung der DAE. Dieser kann zwar verringert
werden, auf der anderen Seite ergeben sich daraus neue Schwierigkeiten (Abdriften der Losung).

Damit eine algebraische Differentialgleichung losbar ist, miissen mehrere Voraussetzungen erfiillt
sein. Diese werden in Kapitel 3.7 zusammengefa3t. Hier sei besonders darauf hingewiesen, dal3
mit der Erfullung dieser Voraussetzungen lediglich die analytische Ldsbarkeit einer DAE gegeben
ist. Bei der numerischen LAsung ergeben sich weitere Probleme. Kennzeichnend daftr ist der Sto-
rungsindex.

Die oben angesprochenen Problempunkte ermdglichen einen Zugang zur Problematik der DAE 3
zu finden und analytische wie auch numerische Effekte in den Losungen zu erkennen. Ein Krite-
rium zur Wahl des Losungsverfahrens ist schlieBlich die Steifheit von Systemen. Weiterhin sollen
Losungsverfahren flr differentiell-algebraische Systeme in kurzer Form zusammengefalit und
hinsichtlich ihrer Eignung auf die vorliegende Problematik untersucht werden.

3.2 Beispiele flr Probleme bei der Zeitintegration von
DAE3

Obwonhl algebraische Differentialgleichungen (DAE) lediglich aus gewdhnlichen Differentialglei-
chungen (ODE) und zusétzlich einer oder mehreren algebraischen Gleichungen bestehen, unter-
scheidet sich ihr Losungsverhalten stark von dem gewdhnlicher Differentialgleichungen. Zeitinte-
grationsverfahren, die fir gewohnliche Differentialgleichungen entwickelt wurden, kénnen fir
DAE 3 nicht bedenkenlos angewendet werden.
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Das fiir gewohnliche Differentialgleichungen unbedingt stabile Newmark-b Zeitschrittverfahren
mit b=%2und g=%2 kann bei der Ldsung von DAE 3 instabil werden. Dies kann am Beispiel des
folgenden Einmassenschwingers gezeigt werden:

Mo T z(t)
-0.2
m,=7000 kg

k =25E6N/m K c 01}
c =1E5 Ngm E /
T u(t) = r(t) o ]

dt=0.001
den (t) T

0.1 : -
0 1 t[g 2 3

Abbildung 3.1: Einmassenschwingermodell, Anregungsfunktion r(t)

Der Einmassenschwinger entspricht dabei einem vereinfachten Modell eines Lkws, welches in der
Literatur haufig fur Simulationen verwendet wird. Da die GroRe der Stérungen von der Damp-
ferkonstante ¢ abhéangt, wurde diese zur Verdeutlichung der auftretenden Effekte sehr grol3 ge-
waéhlt.

Die Zeitintegration des Einmassenschwingers unter der Anregung r(t) liefert folgendes Ergebnis:

x 10
1.5 T T i
—— Pdyn, von Stérungen Uberlagert
—— Pdyn, exakte Lésung
1 |
—, 05r
Z
a® 0
-0.5
_1 L L L L L
0 0.5 1 1.5 Zeit [§ 2 2.5 3

Abbildung 3.2: Berechnete Radlast und exakte Losung

Es ergibt sich eine numerische Stérung mit einer extrem hohen Frequenz in der dynamischen
Radlast (Lagrangescher Multiplikator), welche die exakte Losung tberlagert.
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15000 ‘ :
—— P dyn, von Stérungen Uberlagert
—— P dyn, exakte Losung
10000 - EEEREE R
5000 |-
0 ERRRRR AR RN AN R
-5000 : ‘ :
0.98 1 1.02 1.04 Zeit [9]

Abbildung 3.3: Ausschnitt aus Abbildung 3.2

Wird statt des Einmassenschwingers eine Einzelmasse mit my=7000 kg verwendet, so wird die
Losung instabil:

x 10

L

0 0.5 1 15 76it [g 2 2.5 3

-3 L L

Abbildung 3.4: Dynamische Last zwischen Einzelmasse und Untergrund
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3.3 Symbolische Darstellung mechanischer DAE

Die Schreibweisen fir mechanische Differentialgleichungen und DAE3 unterscheiden sich in
einigen Punkten voneinander. Diese Unterschiede sollen hier aufgezeigt und erklart werden.

Fir mechanische Systeme besitzen die Bewegungsgleichungen die allgemeine Struktur

MW +CW + Kw =P, (3.1)

mit :
M:= Massenmatrix (positiv semidefinit) C:= Dampfungsmatrix, K:= Steifigkeitsmatrix,
P,:= Vektor der am System wirkenden Lasten, w:= Vektor der unbekannten Grof3en des Systems

Mechanische Systeme mit Zwangsbedingungen fuhren auf differentiell-algebraische Beschreibun-
gen. Werden die Kraftwirkungen am System unterschieden in Kréafte infolge Massentragheiten,
Zwangskréfte fc und sonstige Kraftwirkungen f so ergibt sich:

MW = f(w,W)+f,(w, W) (3.2)

f := Vektor aller innerhalb des Systems wirkenden, oder von aufRen auf das System
aufgebrachten Krafte mit Ausnahme der Lagrangeschen Multiplikatoren

f. ;= Vektor der Lagrangeschen Multiplikatoren (Zwangskrafte)
Die Trennung der Unbekannten w des Systems in die Lagekoordinaten g und die Lagrangeschen
Multiplikatoren | sowie die Abspaltung der algebraischen Gleichungen von den Differentialglei-
chungen ergibt:

Mg =f(q,0)+f:.(9,9,7?) (3.3)
0=g(a)
Mit:
g := Vektor der unbekannten Lagekoordinaten der Systeme
?:= Lagrangesche Multiplikatoren

g(q)=0 Zwangsbedingungen des Systems

Fir Zwangsbedingungen auf Lageebene (Verformungszwangsbedingungen) entféllt die Abhéngig-
keit der Zwangsbedingungen f.(q,q,?) von der Ableitung der Lagekoordinaten. fc(q,q,?) ver-
einfacht sich zu fc(q,?) . Daneben ist der Vektor der Zwangskréfte linear von den Lagrangeschen
Multiplikatoren abhangig. Somit kann fc geschrieben werden:

f(9,9,7) =G"(a)?. (34)

GT ist hierbei die Matrix der Zwangskrfte.
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Damit gilt insgesamt:

Mg = (q.6)+GT(q)? (35)
0=g(q)
mit;
9900 - g (qg) (36)
dq

Hinweis: Bei Zwangsbedingungen, welche neben den Freiheitsgraden des Systems zusdtzlich eine
Anregungsfunktione r(t) enthalten, kann r(t) formal in g(q)=0 mit einbezogen werden.

(3.6) gilt dann ebenfalls, da ? =0.

q

Da fur die weiteren Ableitungen die differentiell-algebraische Schreibweise bendtigt wird, soll die-
se am Beispiel des Einmassenschwingers aus Kapitel 2 verdeutlicht werden. Fir diesen Einmassen-
schwinger lauten die Bewegungsgleichungen in mechanischer Form:

ém, 0 OUE z U €c -cO€z U €k -kOUEz U €0 0
é ué .. u,é ué. u, é ué u_én
éo m, Ol}é.l.J (J+§ cCcC Ol}éy (J+§ k k 1a§ug—§0 l:J (3.7)
g0 0 OggF,.f &0 O Oggh,.H &0 1 OfeR,.f &0 g

Dabei sind zund u die Lagekoordinaten des Systems. Pgyn entspricht dem Lagrangeschen Multi-
plikator. Die Aufspaltung in die Kraftwirkungen f und fc ergibt:

§mo OUéZUu é& cs-k cs+k UéZt‘J+éOt‘J (38)
é ué .. u—e jé  uTé U Fayn :
60 m el 8os+k -cs-kfgug g-1g ”

g(@ =0 -ul+r@ (3.9)

3.4 Formen von DAE 3

Da algebraische Differentialgleichungen Sonderfélle gewohnlicher Differentialgleichungen sind,
werden zunéchst in kurzer Form die wichtigsten Typen gewohnlicher Differentialgleichungen
angegeben. Die Zusammenstellung der Typen algebraischer Differentialgleichungen ist aus Voll-
standigkeitsgriinden ausfthrlich. Von besonderer Bedeutung fur die Analysen in den folgenden
Kapiteln ist die semiexplizite Form.
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3.4.1 Gewohnliche Differentialgleichungen
Die allgemeine implizite Formulierung einer gewohnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung
lautet:

F[t, w(t), w(t),w(t)] =0. (3.10)

In ihrer expliziten Form kann (3.10) durch Aufldsung nach der héchsten vorkommenden Ablei-
tung wie folgt geschrieben werden:

w(t) = f[t,w(t), w(t)]. (3.12)

Jede Differentialgleichung 2. Ordnung 4Bt sich auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung trans-
formieren. Mittels der Hilfsfunktion z:

_éz,(Hu_ éw(t)u
M= g, 08~ av(g (312)

ergibt sich durch Ableitung nach der Zeit:

o _Gu_é  z,(t) U
M0 = &, 08 8f1t.2,(0). 2,01 (3.13)

und damit die explizite Form:

2(t) = f[t, z(1)] . (3.14)

3.4.2 Algebraische Differentialgleichungen

In einem System algebraischer Differentialgleichungen konnen die algebraischen Gleichungen
getrennt aufgefiinrt werden. Werden die Differentialgleichungen auf ein System 1. Ordnung
transformiert, kann die DAE wie folgt geschrieben werden:

F[t,z(t),2()] =0 (3.15)

glt,z()] =0
DAES3, bei denen ein Teil der Gleichungen in seiner expliziten Form und der andere Teil in sei-
ner impliziten Form angegeben wird, bezeichnet man als semiexplizite DAES. Die algebraischen

Gleichungen sind hier nicht explizit formulierbar, da sie keine Ableitungen enthalten.

2(t) = F[t,2(t)] (3.16)

0 =g[t,z(t)].
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Wird der Vektor der Unbekannten des Systems z in den Vektor der Lagekoordinaten u und in
den Vektor der Lagrangeschen Multiplikatoren | unterschieden, so lautet (3.16):

a(t) = ft,u(t), 2(t)] (3.17)
0 = g[t,u(t), ?(t)]
Analog zu gew6hnlichen Gleichungen kdnnen die DAE S in zeitinvariante
Az(t) + Bz(t) = f(t) (3.18)
zeitvariante
A(t)z(t) + B(t) z(t) = f(t) (3.19)
und (implizite) nichtlinear algebraische Differentialgleichungen unterschieden werden

Ft,z(t),2()] = 0. (3.20)

3.5 Differentiationsindex

Grundlegend fiir das Verstandnis von algebraischen Differentialgleichungen ist das Konzept des
Differentiationsindex. Der Differentiationsindex wird auch allgemein als Index bezeichnet.

Der Ausgangspunkt fur die Analyse und die numerische L6sung von algebraischen Differential-
gleichungssystemen ist die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen, denn einerseits
sind gewohnliche Differentialgleichungen analytisch sehr detailliert untersucht und andererseits
gibt es eine Vielzahl effizienter Verfahren fir ihre numerische Losung. Der Index eines algebrai-
schen Differentialgleichungssystems dient als ein qualitatives Mal3 fir den Unterschied dieses
Systems zu einem System gewdhnlicher Differentialgleichungen und ist damit ein qualitatives
MaR fir die Schwierigkeiten, die bei der numerischen Ldsung des algebraischen Differentialglei-
chungssystems zu erwarten sind [Arnold 2001].

Des weiteren &Rt der Differentiationsindex Ruckschllsse auf die Struktur der DAE zu und cha-
rakterisiert deren algebraischen Teil. Die Grundidee der Definition des Differentiationsindex ist
die Uberfilhrung des algebraischen Differentialgleichungssystems in ein System gewdhnlicher
Gleichungen.

Definition 3.1: Die minimale Anzahl an Differentiationen der Gleichung (3.5) oder eines Teils davon,
die nétig sind, um Gleichung (3.5) durch algebraische Umformungen in ein explizites gewdhnliches Glei-
chungssystem zu Gberflihren, entspricht dem Differentiationsindex d, .

Bei semi-expliziten DAE3 vereinfacht sich die Indexbestimmung. Hier geniigt es, den algebrai-
schen Teil zu differenzieren.
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Mechanische Systeme mit Zwangsbedingungen auf Lageebene besitzen, fir den Fall da M in
Gleichung (3.5) nichtsingular ist, den Index 3. Werden die Zwangsbedingungen auf Geschwindig-
keitsebene formuliert ergibt sich ein Index von 2, und mit Zwangsbedingungen auf Beschleuni-
gungsebene der Index 1. Die Bestimmung des Differentiationsindex wird anhand mehrerer Ein-
massenschwingermodelle in Kapitel 4 naher gezeigt.

3.6 Indexreduktion und Abdriften der Ldsung

Der Index einer DAE ist ein MaR fur die Schwierigkeiten, die bei deren Losung zu erwarten sind.
Je groRer der Index ist, um so schwieriger ist es, die DAE zu lésen. Deshalb ist es wiinschenswert,
den Index zu reduzieren. Mittels der Indexreduktionstechnik wird dies ermdglicht.

3.6.1 Indexreduktion und zugrundeliegende Differentialgleichung

Eine DAE mit dem Index 3 kann durch Reduktion des Index in eine DAE mit dem Index 2, eine
DAE mit dem Index 1 und in eine gewohnliche Differentialgleichung tberfuhrt werden. Die sich
aus der Indexreduktion ergebende gewohnliche Differentialgleichung wird ,zugrundeliegende
Differentialgleichung*“genannt.

Da der Index sich aus der Anzahl der Differentiationen ergibt, die nétig sind, um die DAE in
eine gewohnliche Differentialgleichung zu uberfiihren, kann der Index einer DAE durch die Ab-
leitung nach der Zeit reduziert werden. Um den Index um n zu verringern, ist die Zwangsbedin-
gung der semi - expliziten DAE n-mal zu differenzieren.

Ausgehend von der Index 3 DAE mit Zwangsbedingungen auf Lageebene:

Mg =f(a.q) + G'(a)? (3.21)
0=g(q(t))

liefert die Differentiation der Zwangsbedingung mittels der Kettenregel:

dy _dy du 622)
dx du dx’ '
dg(q() _1Tg(a) dg _ -
= — =G 3.23
ot q (@) 4 (3.23)
und damit die Index 2 Formulierung von (3.21):
Md =f(q,9) + G'(a)? (3.24)

0=G(a)q
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Eine weitere Differentiation der Zwangsbedingung liefert die Index 1 Formulierung

Mg =1(q,9) + G'(q)? (3.25)
0=0G(a(t) d + gq(a(®) (a(t),q(t)

Analog dazu kann die ,zugrundeliegende““gewohnliche Differentialgleichung abgeleitet werden.

Die zugrundeliegende Differentialgleichung, die Index 1-, die Index 2- und die Index 3 Formulie-
rungen sind dabei mathematisch dquivalent.

3.6.2 Abdriften der Loésung (, drift-off Effekt*?)

Bei der numerischen Lésung von algebraischen Differentialgleichungen ist die Index 1 Formulie-
rung am vorteilhaftesten. Sie besitzt aber den Nachteil, daf} statt der Lagenebenbedingung die
Beschleunigungsnebenbedingung erfullt wird. Die analytische Losung der Index 1 Formulierung
erflllt die Lagebedingungen zwar exakt, in der numerischen Losung werden infolge der im Inte-
grationsprozel’ auftretenden Rundungs- und Abbruchfehler die Lagebedingungen jedoch nicht
mehr exakt erfullt. Die Abweichungen wachsen mit der Zeit.

Der Fehler in der Lagenebenbedingung wird dabei von einer quadratischen, der Fehler in der
Geschwindigkeitsnebenbedingung von einer linearen Funktion der Zeit begrenzt. Die LAsung
driftet von der Lage- und Geschwindigkeitsmannigfaltigkeit ab. Der Drifteffekt ist von der
Schrittweite Dt abhédngig [Rentrop, Strehmel, Weiner 1996].

Im folgenden ist die Abweichung der Aufhdngung eines Pendels von der Lagerung bei Integration
der Index 1/2/3 Formulierung mittels der impliziten Eulermethode bei einer Schrittweite von
0.005 s dargestellt. Dabei ist gut zu erkennen, dal? die Index 3 Formulierung die Lagenebenbedin-
gung u=0 exakt erfillt. Die Index 2 Formulierung zeigt bereits ein Abweichen von der Nullage
des Auflagers. Bei der Index 1 Formulierung wird dies noch verstérkt.

0.1
Index-3
g 0
8-0'1 Index—2
:%.—0.2
‘_2-0‘3
-1
§ o Index:
g ¥
05y 1 2 3 4

Time

Abbildung 3.5: Abdriften der Pendelaufhdngung von der Ausgangslage
aus: [Eich-Soellner, Fiihrer 1998]

Aus mechanischer Sicht lalt sich dies dadurch erklaren, dal? die Differentiation der Nebenbedin-
gung Eigenwerte mit wW® ¥ auf Eigenwerte mit w=0 transformiert.




Kapitel 3 Analyse des linearen, differentiell —algebraischen Einmassenschwingers 52

3.7 Losbarkeit der DAE

Damit eine DAE analytisch l6sbar ist, miissen mehrere Voraussetzungen erflllt sein. Im folgen-
den wird zunéchst auf diese eingegangen. Aufbauend darauf kann auf die Losbarkeit der DAE
geschlossen werden [Arnold 2001].

3.7.1 Regularitat

Eine wichtige Voraussetzung bei der Lésung algebraischer Differentialgleichungen in der Mecha-
nik ist die sog. Gribler-Bedingung. Die Gribler-Bedingung fordert, dal3 die Matrix G(q) fir be-
liebige g Vollrang besitzt. Dies bedeutet, daB in den einzelnen Zeilen der Matrix keine linearen
Abhéngigkeiten voneinander enthalten sein dirfen. Die Gribler-Bedingung ist daher mit vonein-
ander unabhéngigen Zwangsbedingungen zu erfiillen. Uberfliissige (redundante) Zwangsbedin-
gungen kénnen durch eine geeignete Modellierung vermieden werden.

Weiterhin sei die (symmetrische) Massenmatrix M(q) auf dem Nullraum von G(q) positiv definit.
M(a) = M (q), G(a)x =0 P x" M(q)x>0 (3.26)

Lemma 3.1: Gegeben sei eine symmetrische, positiv semi-definite Matrix M T A "*™ und eine Matrix
GT A "*™dieVollrang hat (n £ n,). Gilt (3.26), so ist die Matrix

&M G

G 04¢
requldr.

Vereinfachend dazu kann man statt der Voraussetzungen in Lemma 3.1 fordern, daB M(q) fir
beliebige g I A ™ symmetrisch und positiv definit ist.

3.7.2 LOsbarkeit des Anfangswertproblems

Anfangswertprobleme fir Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen sind eindeutig I0sbar,
falls folgender Satz gilt:

Satz 3.1 (Satz von Picard-Lindelof): Gegeben sei eine Funktion j : [0,T]: " A™ ® A™ . Istj (x.)
stetig und beziglich x global Lipschitz-stetig:

[i %) -7 @x)[EL[% - %[, Oa,xT A™), (3.27)
s0 ist das Anfangswertproblem
(1) =] (LX), (T[0T]), x(0) =x (3.28)

eindeutig loshar.
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3.7.3 Konsistenz der Anfangswerte der DAE

Die Anfangswerte q(to) der Losung q(t) der DAE (3.5) werden konsistente Anfangswerte genannt.
Dies erfordert dafl3 die durch die Lagerung vorgegebenen Zwangsbedingungen q(to)= qo erfillt
sind:

g(a(®)) =0. (3.29)

In Kapitel (3.5) wurde weiterhin gezeigt, daf? sich aus dem vorliegenden Index 3 Problem durch
ein- bzw. zweimalige Differentiation nach der Zeit eine Formulierung mit dem Index 2 bzw. In-
dex 1 ableiten 143t. Durch dreimalige Differentiation ergibt sich die ,zugrundeliegende*“gewohn-
liche Differentialgleichung. Die Index 1, Index 2, Index 3 Formulierungen des zugrundeliegenden
mechanischen Systems sind dabei mathematisch dquivalent. Das bedeutet, daR fur einen konsi-
stenten Anfangswert q(to) die Losung q(t) der zugrundeliegenden Differentialgleichung auf den
durch die Lage-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsnebenbedingungen definierten Mannig-
faltigkeiten liegt.

Die analytische Losung von (3.5) erfillt damit neben der Lagenebenbedingung auch die Ge-
schwindigkeits- und Beschleunigungsnebenbedingungen. Die beiden letzteren Nebenbedingungen
werden auch ,yersteckte*“ Nebenbedingungen genannt, da sie in der Formulierung des Index 3
Systems nicht explizit auftreten [Rentrop, Strehmel, Weiner 1996]. Damit sind folgende Zwangs-
bedingungen zu erfillen:

Zwangsbedingungen auf Ebene der Lagekoordinaten:
g(q(t) =0 (3.30)
Zwangsbedingungen auf Ebene der Geschwindigkeitskoordinaten:

%g(q(t» = G(q(t)) g(t) =0 (331)

Zwangsbedingungen auf Ebene der Beschleunigungskoordinaten:

%G(Q(t)) =G(a(1) 4(t) + 94(a®) (a(®).q() =0 (3.32)

Definition 3.2: Konsistente Anfangswerte

Anfangswerte (q,,q,,7,) fur die Bewegungsgleichung (3.5) heiRen konsistent mit den Bewegungsglei-
chungen, wenn sie die Bedingungen (3.30), (3.31)und (3.32) erfiillen:

0 =9(d,) =G(d,) 9o = G(d,) M*(a,) [ F(d0:G0) + GT(qp) 26 ] + gqq(qo) (d0,9)
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Das folgende Beispiel zeigt die dynamischen Radlasten des Einmassenschwingers aus Abschnitt
3.2. Die Nebenbedingung ist als Geschwindigkeitsnebenbedingung formuliert. Das System wird
Uber eine Rampenfunktion angeregt. Die Integration erfolgt (iber 3 Zeitpunkte. Die Anregung
beginnt im ersten Beispiel mit t=0, so daB fur die Geschwindigkeitskoordinaten inkonsistente
Anfangsbedingungen vorliegen.

r(t)

-0.2

0.1F

]

r[m]

0.1
0

e 1
Abbildung 3.6: Anregungsfunktion r(t)

-1 -
0 Zeit [¢] 1

Abbildung 3.7: Dynamische Radlast, inkonsistente Anfangsbedingungen

Die nachste Abbildung zeigt die dynamische Radlast fur den Fall, daR die Anregung erst nach
dem 2. Zeitschritt beginnt. Die Anfangsbedingungen sind nun konsistent.

6000

4000

2000

den [N]

-2000
0 Zeit [9] 1

Abbildung 3.8: Dynamische Radlast, konsistente Anfangsbedingungen

Dies zeigt, dal3 inkonsitente Anfangsbedingungen ebenfalls Stérungen in den Lagrangeschen
Multiplikatoren hervorrufen kdnnen.
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3.7.4 Losbarkeit der DAE

Durch die Differentiation der DAE ergibt sich die ,zugrundeliegende““gew6hnliche Differential-
gleichung. Beide Formen sind mathematisch dquivalent. Fir die Losung eines Anfangswertpro-
blems der DAE (3.5) kann flr konsistente Anfangswerte die Existenz und Eindeutigkeit der Lo-
sung analog zu dem entsprechenden Satz fiir gewohnliche Differentialgleichungen gezeigt werden
[Arnold 2001].

Satz 3.2: Gegeben seien stetige Funktionen f: A"~ A™® A™ M:A™® A™” A" und
gAM® A" fir die gilt:

a) g(q) ist zweimal stetig differenzierbar,

b) M(q) ist fir beliebige g T A ™ symmetrisch, positiv semi-definit und auf dem Nullraum von G(q)
positiv definit

) G(q):= dg_éq) hat fiir beliebige g T A " Vollrang,

d) £ M und g, sind global Lipschitz-stetig beziiglich q.

Dann hat das Anfangswertproblem (3.5) mit den Anfangswerten q(0) =q,, M0) =v, | (0) =I ,eine
eindeutig bestimmte Losung auf [0,T], wenn die Anfangswerte q,, \4 ,I , Konsistent mit den Bewegungs-
gleichungen sind.

&M G'u

Hinweis: Aus den Forderungen b und c folgt die Regularitit der Matrix 8G 0

3.8 Storungsindex

Waéhrend der numerischen LAsung von Anfangswertproblemen entstehen infolge der Diskretisie-
rung des numerischen Verfahrens sog. Diskretisierungsfehler. Bei der Implementierung in Gleit-
punktarithmetik kommen Rundungsfehler und gegebenenfalls Fehler durch Abbruch der iterati-
ven Losung nichtlinearer Gleichungen hinzu [Arnold 1998].

Der Storungsindex pi mi3t die Sensitivitat der Losung z(t) der DAE gegeniber diesen unvermeid-
lichen Stérungen im algebraischen Differentialgleichungssystem sowie gegentiber Stérungen in
den Anfangswerten. Damit konnen die wéhrend der numerischen Integration einer DAE auftre-
tenden Storungen analysiert werden.
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Definition 3.2: Gleichung (3.5) besitzt langs einer Losung z(t) auf dem Intervall [t,; t,] den Storungsin-
dex p=k, wenn k die kleinste natirliche Zahl ist, so daf fur alle Funktionen Z(t), die einen Defekt

F(t,Z,79 = dt)

haben, im Intervall [t,; t.] die Ungleichung
J2®)- ZO] £ (20 - 2] + maxld )] + -+ + max]d* )

gilt, solange der Ausdruck auf der rechten Seite hinreichend klein bleibt. C bezeichnet hierbei eine Konstan-
te die nur von F und der Lange des Integrationsintervalls abhéngig ist.

Die héchste Ordnung der in der Ungleichung vorkommenden Ableitung der Defektes d(t) be-
stimmt den StOrungsindex. Der Storungsindex betrdgt damit fiir gewohnliche Differentialglei-
chungen pi=0 [Rentrop, Strehmel, Weiner 1996].

Fir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten entspricht der Stérungsindex dem Differentia-
tionsindex pi=d; [Hairer, Wanner 1996].

Eine genauere Betrachtung des Storungsindex gibt [Arnold 1995]. Fir Mehrkorpersysteme mit
dem Storungsindex 3 wird eine weitere Unterscheidung in den Storungsindex der Lage- und Ge-
schwindigkeitsvariablen g v und in den Stérungsindex der Lagrangeschen Parameter | getroffen.
Es wird gezeigt, da | den Stérungsindex 3 besitzt wahrend g und v den Stérungsindex 2 haben.
Daher sind i.A. die Fehler in den Variablen g und v wesentlich kleiner als die Fehler in den Va-
riablen | .

Die numerische Behandlung von DAE 3 mit einem Storungsindex pi>1 ist dadurch problema-
tisch, dal} nicht nur die Stérungen Q und d im Gleichungssystem, sondern auch deren Ableitun-
gen bis zur Ordnung pi-1 in die Losung eingehen. Diese kénnen normmaRig groR sein, auch
wenn die Stérung d selbst klein sind. Kleine Stérungen konnen durchaus beliebig groRe Ande-
rungen der Losung z(t) hervorrufen. In diesem Sinne gehdren DAE 3 vom Index >1 zu der Klasse
der schlecht konditionierten Probleme. Fir die numerische Lésung spiegeln sich die Ableitungen
der Storung d als Differenzenquotient in Dt wieder. In die Naherungslésung gehen Fehler der
GroRenordnung O(Dt ™) ein. Fiir kleine Schrittweiten Dt kénnen demzufolge Rundungs- und
Diskretisierungsfehler die N&herungslésung verfalschen [Rentrop, Strehmel, Weiner 1996].
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3.9 Steifheit

Fur steife Systeme gibt es in der Literatur keine einheitliche Definition, allerdings lassen sich eini-
ge charakteristische Eigenschaften steifer Systeme herausstellen. Steife Systeme enthalten Losungs-
komponenten, die sich nur langsam &ndern. Stérungen dieser langsam verdnderlichen L&sung
werden aber sehr schnell geddmpft. Vom praktischen Standpunkt aus kann man auch sagen, ein
System st steif, wenn bei Anwendung eines expliziten Runge-Kutta Verfahrens die Schrittweite
durch Stabilitatsanforderungen stérker eingeschrankt wird als durch die vorgegebene Genauigkeit.
AuReres Kennzeichen dafiir sind bei einer Implementierung mit Schrittweitensteuerung eine rela-
tive Unabhéngigkeit der Schrittzahl von der vorgegebenen Genauigkeit und hdufig eine grofie
Anzahl von wiederholten Schritten [Rentrop, Strehmel, Weiner 1996].

Unter steifen Systemen versteht man im allgemeinen ein System von Gleichungen, bei dem die
Losungsfunktionen des Anfangswertproblems z(t) ein stark unterschiedliches Wachstumsverhal-
ten zeigen: Fir wachsendes x gibt es z.B. stark abklingende und schwach abklingende oder zu-
nehmende Funktionen z(t).

Die erste und auch pragmatischste Definition lieferten [Curtis, Hirschfelder 1952]:

Definition 3.3: Steife Gleichungen sind Gleichungen, bei denen bestimmte implizite Methoden, insbeson-
dere BDF, ihre Aufgabe besser , im allgemeinen gewaltig besser erfiillen als explizite Methoden.

3.10 Zeitintegrationsverfahren fr algebraische Diffe-
rentialgleichungen

Fir algebraische Differentialgleichungen existiert eine Vielzahl von Losungsverfahren. DAE 3 fiir
schwingungsdynamische Problemstellungen beschranken sich bis jetzt jedoch auf den Bereich der
Mehrkorperdynamik. Diese Systeme zeichnen sich durch wenige Freiheitsgrade, geometrische und
physikalische Nichtlinearitdten sowie hohe Genauigkeitsanforderungen aus. Auf strukturdynami-
sche Problemstellungen (viele Freiheitsgrade, i.d.R. nur physikalische Nichtlinearitdten sowie ge-
ringere Genauigkeitsanforderungen) angepafite Verfahren sind dem Autor nicht bekannt. Zeitin-
tegrationsverfahren fur Mehrkorpersysteme beruhen in der Regel auf der Transformation des
Systems auf ein System 1. Ordnung, Indexreduktion, Transformation auf Zustandsform, oder
Projektion auf die Zwangsmannigfaltigkeit
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3.10.1 Algebraische DGL 1. Ordnung

3.10.1.1 DAES3 mit Index 1

Neben der Reduktion des Index kdnnen fir algebraische Differentialgleichungen 1. Ordnung
Losungsverfanren mit zwei verschiedenen Strategien unterschieden werden [Rentrop, Strehmel,
Weiner 1996].

1. Direkter Weg

Das Anfangswertproblem (3.5) wird in das singular gestérte Anfangswertproblem
u(t) = f[t,u,v]
ev(t) = g[t,u,v] (3.33)

mit 0<e<<1 eingebettet. Darauf wendet man ein Diskretisierungsverfahren fur steife Systeme an
und betrachtet anschlieRend den Grenzibergang e® 0. Daraus ergibt sich ein Diskretisierungsver-
fahren fur das Index 1 Problem.

2. Indirekter Weg

Die Losung der Nebenbedingung
v(t) = G[t,u(t)] (3.34)

wird in den Differentialgleichungsteil von (3.5) eingesetzt. Damit ergibt sich das Anfangswertpro-
blem:

a(t) = fLu,GUM),  ut) =u,, (3.35)

welches mit Standarddiskretisierungsmethoden gelst werden kann.
3.10.1.2 DAE3 mit hherem Index

Fir Systeme mit hoherem Index ergibt sich folgender Zwiespalt: Wird das System als Index 3
System betrachtet gehen Fehlerterme der Ordnung O(Dt ) in die L6sung ein. Wird das System
hingegen als indexreduziertes System betrachtet, driftet die Losung von der Lage- und Geschwin-
digkeitsmannigfaltigkeit ab.

Bei den bekannten Ldsungsverfahren konnen fir Mehrkorpersysteme nach [Rentrop, Strehmel,
Weiner 1996] zwei Arten unterschieden werden:

1. Stabilisierung durch Invarianten

Das mechanische Mehrkdrpersystem vom Index 3 wird unter Einbeziehung der Geschwindig-
keits- und/oder Lagenebenbedingung und Invarianten als indexreduziertes System formuliert. Auf
dieses System wird eine Standarddiskretisierungsmethode angewendet. Dazu zéhlen die Baumgar-
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te-Stabilisierung [Baumgarte 1972] und die Gear-Gupta-Leimkuhler-Formulierung [Gear, Gupta,
Leimkuhler 1985].

2. Stabilisierung durch Nebenbedingung

Die DAE vom Index 3, 2, 1 wird diskretisiert. AnschlieRend wird zu jedem Zeitpunkt eine Stabi-
lisierung durch Projektion der N&herungslésung auf die Zwangsmannigfaltigkeit vorgenommen.

Weiterhin lassen sich algebraische Differentialgleichungen auf gewdhnliche Differentialgleichun-
gen zurlckfihren, die dann mittels geeigneter Methoden geldst werden konnen. Bei der Trans-
formation auf eine gewohliche Differentialgleichung geht jedoch die physikalische Bedeutung der
Variablen verloren. Im Fall von computergenerierten, zeitinvarianten oder nichtlinearen Model-
len kann die Transformation auf ein explizites Modell zeitraubend oder gar unmaglich sein. Da-
neben kann die Anderung von Parametern in der urspringlichen DAE die Relation zwischen
Variablen &ndern und so andere explizite Modelle bedingen. Weiterhin funktioniert diese Tech-
nik nicht bei allen Arten von Zwangsbedingungen.

Auch existieren mehrere Programme zur Zeitintegration algebraischer Differentialgleichungen wie
der Code Radau 5 [Hairer, Wanner 1996], der auf einem impliziten Runge-Kutta Verfahren ba-
siert. Radau 5 sowie Vmultirad kdnnen algebraische Differentialgleichungen mit einem Index bis
zu 3 integrieren [Schneider 1995]. Aus praktischer Sicht sind BDF Methoden wichtiger.

3.10.2 Algebraische DGL 2. Ordnung

[Cardona, Geradin 1989] zeigen, dal} das Verhalten des Algorithmus bei unendlich hohen Fre-
quenzen eine entscheidende Rolle fiir die Qualitdt der numerischen Losung spielt. Um eine phy-
sikalisch sinnvolle Lésung zu erhalten, sollte der Algorithmus daher Komponenten mit unend-
lich hohen Frequenzen herausfiltern und dabei die Genauigkeit in der Berechnung erhalten. Aus
der Vielzahl der dafir in Frage kommenden impliziten Methoden mit einer Genauigkeit 2. Ord-
nung und numerischer Dissipation im hohen Frequenzbereich ( Houbolt, Park, Wilson, Hilber-
Hughes-Taylor) empfehlen sie die Methode von Hilber-Hughes-Taylor. Die St6rungen in der L6-
sung treten hier allerdings nach wie vor auf. Der Vorteil diese Vorgehensweise besteht darin, dal
die auftretenden Stérungen durch Einfiihren einer Dampfung abklingen.

Eine weitere Mdglichkeit besteht in der Transformation der algebraischen Differentialgleichung
auf die zugrundeliegende Differentialgleichung. Unter Verwendung der Nebenbedingung auf
Beschleunigungsebene kann die algebraische Differentialgleichung auf ihre zugrundeliegende
gewohnliche Differentialgleichung transformiert werden. Hier sind die Lagrangeschen Parameter
nicht mehr enthalten. Auf die zugrundeliegende Differentialgleichung kann jede numerische In-
tegrationstechnik angewandt werden. Da die Beschleunigungsnebenbedingungen und nicht die
Lagenebenbedingungen in die Formulierung eingehen, ergibt sich ein Abdriften der numerischen
Losung. Deshalb wird die numerische Losung auf die Lagemannigfaltigkeit projiziert. Das sich
ergebende Gleichungssystem kann tber eine Newton-Iteration gelost werden [Yen, Petzold, Raha
1996]. Unter Beibehaltung der Lagrangeschen Parameter entwickeln [Yen, Petzold, Raha 1996] die
obige Vorgehensweise weiter zur DAE-a Methode, die jedoch immer noch umfangreiche nichtli-
neare Ausdriicke enthélt.
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3.11 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein Uberblick Gber die mathematischen Grundlagen von DAE 3 gege-
ben. Neben der Herleitung der fiir algebraische Differentialgleichungen gebrduchlichen Schreib-
weise aus mechanischer Sicht wurden die wichtigsten Grundformen von algebraischen Differenti-
algleichungen aufgezeigt. Den bei der numerischen Losung auftretenden Probleme wie Storfre-
quenzen, Instabilititen oder Abdriften der Lagekoordinaten kdnnen prinzipiell zwei verschiede-
nen Ursachen zugeschrieben werden. Zum einen ist die analytische Ldsbarkeit fur algebraische
Differentialgleichungen nur unter bestimmten Voraussetzungen gegeben. Zum Anderen treten bei
der numerischen Lésung der DAE weitere Probleme auf. Die mathematischen Grundlagen daftr
wurden in diesem Abschnitt dargestellt.

Zur effektiven Losung der in dieser Arbeit entwickelten Interaktionsformulierung ist ein struk-
turdynamisches Integrationsverfahren vonnoten. Die bekannten strukturdynamischen Verfahren
sind jedoch flr die vorliegende Problemstellung nicht geeignet. Deshalb wurde weiterhin eine
Literaturstudie Uber Zeitschrittverfahren flr algebraische Differentialgleichungen durchgefihrt.
Jedoch sind bekannte Losungsverfahren fiir mechanische DAE3 fir Mehrkdrpersysteme opti-
miert. Diese Systeme zeichnen sich durch wenige Freiheitsgrade, geometrische und physikalische
Nichtlinearitdten sowie hohe Genauigkeitsanforderungen aus. Auf strukturdynamische Problem-
stellungen (viele Freiheitsgrade, i.d.R. nur physikalische Nichtlinearitdten sowie geringere Genau-
igkeitsanforderungen) kdnnen diese Verfahren nicht wirtschaftlich angewandt werden.

Als weiteres Ziel dieser Arbeit soll deshalb ein fir strukturdynamische Problemstellungen geeigne-
tes Integrationsverfahren flr algebraische Differentialgleichungen entwickelt werden. Als erster
Schritt werden im ndchsten Kapitel zunachst Studien an vereinfachten Modellen durchgefiihrt.
Dabei soll versucht werden die bei der Zeitintegration von DAE 3 auftretenden Effekte aus struk-
turdynamischer Sicht zu analysieren.
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4 Analyse des linearen, differentiell -
algebraischen Einmassenschwingers

In diesem Kapitel wird - als vereinfachtes Fahrzeugmodell - das Modell des fuBpunkterregten
Einmassenschwingers untersucht. Dieser Ansatz ist als erste Abschéatzung oftmals in der Literatur
anzutreffen. Ein groRer Vorteil davon ist, da} analytische Referenzlésungen einfach zu ermitteln
sind. Der Einmassenschwinger wird hier durch die Berticksichtigung seiner Zwangsbedingungen
uber die Lagrangesche Nebenbedingung als differentiell - algebraisches System modelliert. Ziel
dieses Kapitels ist es, die betrachteten Systeme hinsichtlich ihrer differentiell —algebraischen und
ihrer strukturdynamischen Eigenschaften zu analysieren. Die dabei gewonnenen Erkenntnisse
werden mit Ergebnissen einer numerischen Berechnung verglichen.

Die Modellierung des Fullpunktes des Einmassenschwingers kann dabei auf unterschiedliche
Arten erfolgen. Je nach betrachtetem Fahrzeugmodell kdnnen sich am FulRpunkt Aufstandsma-
ssen, Federn und D&mpfer oder lediglich Federelemente befinden. Weitere Modellvarianten erge-
ben sich durch ein- oder mehrmaliges Anwenden der Indexreduktionstechnik auf obige Modelle
(Verringerung des Index durch die Differentiation der Nebenbedingung; siehe Kapitel 3). In die-
sem Kapitel werden insgesamt sechs verschiedene Modelle untersucht. Jedes Modell zeigt bei sei-
ner numerischen Berechnung spezifische Effekte.

Die Modelle werden zundchst aus Sicht der DAE 3 analysiert. Als erstes werden die wichtigsten
kennzeichnenden Charakteristika bestimmt:

Der Differentiationsindex d; gibt an, wie viele Differentiationen notig sind, um das differentiell-
algebraische System in ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen zu tberfiihren. Er klassi-
fiziert die Schwierigkeiten, die bei der Lésung der DAE zu erwarten sind.

AnschlieBend wird untersucht, welche Probleme bei der numerischen Losung der DAE zu erwar-
ten sind. Hier treten, im Gegensatz zur analytischen VVorgehensweise, Diskretisierungs- und Run-
dungsfehler auf. Diese kénnen als Stérungen des Gleichungssystems interpretiert werden. Das
zweite wichtige Charakteristikum, der Stérungsindex p; , bewertet die Auswirkungen dieser Sto-
rungen auf die numerische L6sung w . Die Berechnung des Storungsindex erfolgt Gber eine Fou-
riertransformation der Bewegungsgleichungen 2. Ordnung in den Frequenzraum. Im Frequenz-
raum kann dann die Naherungsldsung w analytisch bestimmt werden. Nach einer Fourierriick-
transformation der N&herungsldsung in den Zeitbereich gelingt die Bestimmung des Stérungsin-
dex. Dieser zeigt, ob nur die Storung selbst, oder auch die Ableitungen der Stérung in die Losung
eingehen. Dies kann gravierende Fehler der numerischen Lésung zur Folge haben, da die Ablei-
tungen der Storung sehr gro werden kdnnen, auch wenn die Stérung selbst klein ist. Da nicht
alle Freiheitsgrade gleich stark davon betroffen sind, 1Bt sich dariiber hinaus erkldren, an wel-
chen Freiheitsgraden besonders groRRe Probleme zu erwarten sind.
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Mit Hilfe von Differentiationsindex und Storungsindex soll eine Erklarung der bei numerischen
Berechnungen der verschiedenen Modelle auftretenden Effekte ( Stérungen in der Losung, Insta-
bilitdt der Lésung, Abdriften der Losung nach Indexreduktion) versucht werden.

Zur Losung des Interaktionsproblems soll in dieser Arbeit versucht werden ein strukturdynami-
sches Verfahren zu entwickeln. Deshalb soll weiter versucht werden, diese Effekte auch aus Sicht-
weise der Strukturdynamik zu erklaren. Dazu werden die Eigenfrequenzen und Eigenformen der
DAE 2. Ordnung bestimmt. Mit ihrer Hilfe soll versucht werden, das numerische Lésungsverhal-
ten bei deren Zeitintegration zu erklaren.

Allen numerischen Berechnungen in diesem Kapitel liegen folgende Parameter zugrunde:
Einmassenschwinger: my=7000 kg, my=300 kg, k=2.5 10° N/m, c=1 10° Ngm

Der Einmassenschwinger entspricht dabei einem vereinfachten Modell eines Lkws, welches in der
Literatur haufig fur Simulationen verwendet wird. Da die GroRe der Stérungen von der Damp-
ferkonstante ¢ abhangt, wurde diese zur Verdeutlichung der auftretenden Effekte grol? gewahit.
Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark-b Verfahrens mit b=%2, g=% und dt=0.001 s
Die Anregung r(t) erfolgt tiber einen Knick in der Fahrbahn:

_30 tEls

'O =1ag- n*0.05m t>1s (4.1)

Als Anregung r(t) zur Untersuchung des Abdriftens wird das reale Rauhigkeitsprofil der Belleville
Briicke verwendet (vgl. Abschnitt 8.3).

4.1 Modell 1

Zunéchst wird der geddmpfte Einmassenschwinger mit der Aufstandsmasse m, untersucht. Die
Massen-, Dampfungs- und Steifigkeitsmatrizen sind bezuglich der Lagekoordinaten z und u regu-
lar. Die Nebenbedingung wird auf Lageebene formuliert.

Mo T z (1)

M u(®) = r(t)
Y

Payn(t) l

Abbildung 4.1: FuRpunkterregter Einmassenschwinger, Modell 1
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Das betrachtete Modell wird tber seine algebraische Differentialgleichung beschrieben:

ém,s’+cstk - cs-k OUI z u €0 u
g -cs-k m,s+cs+k 1 “. u y go 3 (4.2)
é 0 1 dynb g g

Die Zeitintegration des Modells 1 mittels des Newmark-b Verfahrens liefert folgendes Ergebnis
fr die Freiheitsgrade z u, Pgyn:
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Abbildung 4.2: Numerische LAsung der Freiheitsgrade des Einmassenschwingermodells 1

Aus der Graphik ist ersichtlich, dal u(t) exakt der Anregung r(t) entspricht. Dies wird durch die
Nebenbedingung sichergestellt. Da das betrachtete System sehr hoch geddmpft ist, fiihrt die obere
Masse (Freiheitsgrad z(t)) praktisch keine Schwingung aus. Die Lésungen fur u(t) und z(t) stim-
men mit der analytischen Ldsung tiberein. Die dynamische Radlast wird von einer Stérung mit
einer scheinbar unendlich hohen Frequenz tiberlagert. Die Losung flr Pgyn ist darlber hinaus
instabil (schwache Instabilitdt).
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4.1.1 Differentiationsindex

Mit den Hilfsvariablen z =z, u,=u kann das System 2. Ordnung Uber eine Transformation in
ein dquivalentes System 1. Ordnung berfihrt werden:

2z = g
u =y

My = -cz-kz+cuy +ku (4.3)
mu = cz+kz-cu-ku- PRy,

0 = u-r(t).

Das Gleichungssystem (4.2) stellt eine semiexplizite DAE dar. Der Differentiationsindex kann
deshalb (ber die Differentiation des algebraischen Teiles (Nebenbedingung g) sowie mittels alge-
braischer Umformungen bestimmt werden (siehe Kapitel 3):

d W ,

d—?: u-r(t)=u-r()=0 (4.4)
d’g . N | o

prexg U - 1(t) —E(czl+kz- cy - ku- Py )-1(t) =0 (4.5)
d® 1, . : :

g B Tkae e ki By)- 1) =0 (456)

By = (- c2- kz+ou, +ku) +kz,-
> M, 4.7)

- %(czﬁkz- cu - ku- Py )- ku - F(t)m, .

Nach drei Differentiationen der Nebenbedingung geht das System (4.2) in ein System gewohnli-
cher Differentialgleichungen uber. Dem Modell 1 kann daher der Differentiationsindex di=3
zugeordnet werden.

4.1.2 Betrachtung im Frequenzraum

Die Uberfiihrung von (4.2) in den Frequenzraum gelingt mittels einer Fouriertransformation:

¥

Fw) = of () e '™ dt (4.8)

f(t) ---o lwF W) (4.9)
f@)---o (1w)2FWw) (4.10)
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Damit ergibt sich:

- MW ZW) = - clw z(w)- k z(w)+clwu)+ku(w)
- m, W uiw) clwzw)+kzWw)- clwuw)- ku@Ww)- Py, W) (4.11)
0 u@) - r@w) .

Den nun drei unbekannten Freiheitsgraden des Systems stehen drei Gleichungen gegeniiber; die
Freiheitsgrade des Systems kdnnen analytisch bestimmt werden:
uw) = rw)
riw)(k+1wc)
(- mpw?+k+Iwc)

P ) = W W k(my+m,)- mym,w+ lwe(m, +m,)) (412)
on (- mow?+k+Iwc) ' '

zw) =

Anhand dieser Beschreibung kann die Sensitivitdt des Systems hinsichtlich Stérungen beschrieben
werden. Abschneide- oder Rundungsfehler wéhrend der numerischen Berechnung oder Stérungen
in den Anfangsbedingungen kdnnen als Stérungen in den analytischen Gleichungen angesehen
werden. Anstatt der analytischen Lésung w (w : Vektor der unbekannten GroRen des Systems)
wird dann nur noch eine Né&herungsldsung W berechnet. Ein System ist um so stérungsempfind-
licher, je starker die Storungen die N&herungslosung verfélschen.

Infolge einer Storung Q@) in der algebraischen Nebenbedingung wird nun statt der richtigen
Losung ufw) nur noch die Naherungslésung u(w) erfullt:

0=0W)- riw)+Qw) (4.13)
Die in den Differentialgleichungen auftretenden Stérungen werden mit d (w) bezeichnet:

-myw?Zw) = - clwZWw)- k'z”(w)+c|wﬁ(w)+kﬁ(w)+c11(w)

-mw2hw) = clwZw)+kZw)- clwiw)- kTW)- Py, W) +d, W) (4.14)

Wird das Gleichungssystem nach den Freiheitsgraden w, aufgel6st, so kann der storende Einflu
von QW) und dWw) auf Z,U sowie Py, beurteilt werden:

a@w) = rw) +Qw) (4.15)

Z(W) — (r(W) + Q(W))z(k+ | w C) - dl(W) (416)
(-myw +k+lwc)
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B <. W) OW)mmw | (rw) + Q) (Iw'c(mp+m,)
dyn (- mpw?® +k+1wc) (- myw? +k+1wc) -

W (k(r@v) + QW) (m, +m,)+d,W)my)  (d W) +d,W)) (I cw +Kk)
(- myw? +k+1wc) (- mpw?+k+1wc)

Als ndchstes ist zu bestimmen, Ableitungen welchen Grades in W eingehen. Der Beginn einer
Partialbruchzerlegung fur B,.w) fiihrt auf:

P, W) =- w? (r @) + QW) (m, m, w?- m, k- m, lwe+m, k+m, Iwc)+
y (- mpw? +k+1wc)
L (rw) + QW) (I w’c(m, +m,)) + (4.18)
(- myw?+k+1wc)

+W2 (k(rw) + QW))(m, +m,) +d,(W)m,)  (d,(w) +d,W)) (I cw +k)
(- mpw? +k+Iwc) (- mpw?+k+Iwc)
(r(w) +Qw)) Iw’cm, +
(- mpw?+k+Iwc)

LW (kmy(rgw) + Qw)) +d,w)my)  (d,(w) +d,W)) (I cw +k)
(- mpw? +k+lwc) (- mpw?+k+lwe)

Py () = W2 (rw) + Q) m, +
(4.19)

Damit ist erkennbar, da®  P,.(w) von w?QW), w QWw),... abhéngt. Dies zeigt sich auch durch
einen Vergleich der in den Stérungstermen vorhandenen maximalen Potenz von w im Zéhler
(W) und im Nenner (W?). Die Fourierriicktransformation liefert deshalb fiir B,.(t) einen Aus-
druck, der maximal von der zweiten Ableitung der aufgebrachten Storung Q@w) abhangt. Dem
Gleichungssystem kann entsprechend der maximal auftretenden 2. Ableitung der Stérung Q(w)
in den Lagrangeschen Multiplikatoren der Storungsindex pi=3 zugeordnet werden. P, ist sehr
empfindlich gegeniiber Stérungen. Das Problem ist schlecht konditioniert. In U gehen Stérun-
gen Q(w) lediglich in der O-ten Ableitung ein, in Z sogar in der —1-ten Ableitung. Hier haben
die Stérungen weit geringere Auswirkungen. Dartiber hinaus zeigt sich, daf} das System empfind-
licher gegen Stérungen in der Nebenbedingung als bei Stérungen in den Differentialgleichungen
ist.

Die Losung fiir B,.(w) héngt nicht mehr stetig von der Anregung r(w) ab. Statt dessen enthalt
P,»w) Komponenten die Gber die zweiten Ableitung von r(w) bestimmt werden. Deshalb mis-
sen an r(w) Anforderungen hinsichtlich der Differenzierbarkeit gestellt werden. Damit eine ana-
lytische Losung fir Py, existiert, muB r(w) mindestens 2-fach stetig differenzierbar sein.

Betrachtet man die Lésung fiir P,.(w)genau, so sieht man daR Storfrequenzen von QW) w® 0
praktisch keine Auswirkung auf P,, haben Die Amplituden hoher Frequenzen werden jedoch
mit W? verstarkt. Je héher die in der Stérung enthaltenen Frequenzen sind, um so gréRer sind die
Auswirkungen in P,,. Damit lassen sich die Stérungen mit w® ¥ in den numerischen Berech-
nungsergebnissen von P,, erkldren. Die in den Stérungen d (@) enthaltenen Frequenzen w® O
gehen linear in B, ein.
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Diese Problematik gilt speziell fur P,.. In die Naherungslésung T gehen nur die Stérungen
Q@) , und diese linear ein. In Z gehen die Storungen in Q(w) noch maximal linear ein. Der
Einflul von Storfrequenzen mit w® ¥ geht jeweils gegen Null.

4.1.3 Eigenwerte des Systems 2. Ordnung

In dem algebraischen Differentialgleichungssystem (4.2) sind Unbekannte mit unterschiedlichen
physikalischen Bedeutungen enthalten. Um dies zu beheben wird zundchst die Grolie ke und eine
fiktive Verschiebung we eingefihrt:

dyn = k WP (420)

Als Unbekannte im Gleichungssystem sind nun lediglich VerschiebungsgroRen vorhanden. Die
Symmetrie des Gleichungssystems geht dabei jedoch verloren:

ém,s’+cstk  -cs-k OUizp €0 U
g -cs-k  m, s*+cs+k k, 3: u ;, g 0 3 (4.21)
g O 1 ogwh g0g
Eine Fouriertransformation des homogenen Gleichungssystems liefert:

& myw?+lwc+k - lwe-k OU\Z}J €0 U

é : a

s “lwe-k  -mw 2+ lwe+k k [uy= g) i (4.22)

é 0 1 dweh &

Fir das gedampfte System der Dimension 3 ergeben sich sechs komplexe Eigenwerte. Nur die
beiden ersten Eigenwerte sind direkt bestimmbar:

é 1 u
| c+,/4m k- c? é a

Wy, = 2m, Yz = é 0 U (4.23)
& c2xcyc- dmok+2mK) / 2my koo

Die Eigenvektoren entsprechen einer Auslenkung der oberen Masse sowie der dadurch auftreten-
den dynamischen Aufstandskraft.

Die weiteren Eigenwerte ergeben {iber die Einfilhrung eines kleinen Parameters €® mit e<<1 , wel-
cher die Singularitat in der Massenmatrix behebt [Cardona, Geradin 1989].

& myw?+lwc+k -lwe-k 0O Uzp €u
S -lwe-k  -mwiHlwerk kg hblug,zgoﬂ (4.24)
8 0 1 -efw? gtwep &g
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Durch die Transformationen
z¢=z/e, ut=ule, wé¢ =w?e, (4.25)

sowie durch Division der letzten Zeile durch e ergibt sich:

& mwé+lwke+ke - Iwke- ke 0 G z¢; €0
g - lwlke-ke  -mwé+iwke+ke k, 3: u¢£’,z§03 (4.26)
& 0 1 -wé gweh & g

Damit ergeben sich fir e® O die 4 restlichen Eigenwerte:

Wy, ® +¥, Wg® - ¥ ? 346 = gu (4. 27)
8]

Das System enthélt neben den beiden komplex konjugierten Eigenfrequenzen des Einmassen-
schwingers auch 4 Eigenwerte mit w® +¥, welche lediglich die Lagrangeschen Multiplikatoren
beeinflussen. Dies vermag die in Simulationen auftretenden Stérungen in den dynamischen Rad-
lasten zu erkléren. Die Lagekoordinaten des Systems bleiben davon unbeeinfluBt. Warum die
Losung jedoch instabil wird, bleibt zunéchst unklar.

4.2 Modell 2

Dem Modell 2 liegt der gleiche Einmassenschwinger wie Modell 1 zugrunde. Hier soll jedoch der
Index des Systems durch die Differentiation der Nebenbedingung reduziert werden. Die Neben-
bedingung ist dann auf Geschwindigkeitsebene formuliert.

Mo T z (1)

A
Payn(t) I

m, T u@) = r @)

Abbildung 4.3: FuRpunkterregter Einmassenschwinger, Modell 2
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Die DAE 2. Ordnung fur das betrachtete Modell lautet:

7

ém,s’+cs+k  -cs-k Ou: z :J €0 u
& _ce 2 a ,L_éq
a ~¢s k m,s +cs+k 10'. uy é.0 i (4.28)
e O s O@Fmp &g

Die Zeitintegration mit den gleichen Parametern wie bei Modell 1 liefert folgendes Ergebnis:
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Abbildung 4.4: Numerische LAsung der Freiheitsgrade des Einmassenschwingermodells 1
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Abbildung 4.5: Abdriften des FuBpunktes u nach Anregung durch das Rauhigkeitsprofil Belleville
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Erwartungsgeméal verbessert die Differentiation der Nebenbedingung die Lésungsqualitdt. Die
dynamische Radlast wird nach wie vor von einer Stérung mit einer scheinbar unendlich hohen
Frequenz Uberlagert. Die LOsung ist jetzt aber stabil. Da statt der Lagenebenbedingung nun die
Geschwindigkeitsnebenbedingung erflllt wird, mufRte sich ein Abdriften des FulRpunktes ergeben.
Entgegen der Erwartungen entspricht die Lésung fir u(t) jedoch wiederum exakt der Anregung
r(t). Sogar nach der Anregung durch eine reale Fahrbahnunebenheit driftet die Fulpunktkoordi-
nate nicht von der Nullage ab. Auch fiir z(t) ergibt sich die richtige Losung.

4.2.1 Differentiationsindex

Das Modell 2 geht aus dem Modell 1 durch einmalige Differentiation der Nebenbedingung her-
vor. Damit sind nur noch zwei Differentiationen erforderlich, um (4.28) auf eine gewohnliche
Differentialgleichung zu tberfuhren. Damit betragt der Differentiationsindex dj=2.

4.2.2 Betrachtung im Frequenzraum

Wird das Gleichungssystem (4.28) Uber die Fouriertransformation in den Frequenzraum trans-
formiert, so ergibt sich

- MW’ ZW) = - clw zw)- k z{w) +c 1w u)+ku@)
-myw?uw) = clwzw)+kzWw)- clwu@)- kuw)- Pyyn (W) (4.29)
0 = lwuWw)- r(w).

Die Eingangsgrofie des Systems ist nun r. Wird nun wiederum das gestorte System betrachtet,
kann die Naherungslosung w berechnet werden:

0w) = W (4.30)

(Fw) + QW) (- I k+wc)- d,(w)w

Zfw) = W (- mo W2 +k+ TWO) (4.31)
5 = 00+ QW) Lwiemy m, , w(e(r @) + QU))(mh + M) +dytw) M) _
o (- mpw?+k+Iwc) (- myw? +k+1wc)
_ w(lc(d,(w) +d, W) + 1 k(m, +m, )(FW) +QW))) _(d,(w) +d,Ww))k
(- mw?+k+lwc) (-mpw?+k+Iwc)’
(4.32)

Die numerische Umsetzung des Modells 2 erweist sich im Vergleich zum letzten System als giin-
stiger. Storungen Q(w) in der Nebenbedingung gehen maximal noch in der ersten Ableitung in
die Naherungslosung P,. ein. Der Stérungsindex betragt nur noch pi=2.
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In B, werden die Amplituden hochfrequenter Anteile von Q(w) nur noch mit w verstarkt. Nie-
derfrequente Anteile (W® 0) aus Q(w),d, () undd, () gehen linear in die Naherungsldsung von
P, ein und beeinflussen diese daher kaum.

In U und Z verschwinden Storfrequenzen aus QW) mit w® ¥ . Storfrequenzen mit w® 0 fiih-
ren zu falschen Lésungen von U und Z . Dies erkldrt den Effekt des Abdriftens der Losung bei
einigen Zeitschrittverfahren. Warum bei der Zeitintegration mit Newmark-b kein Abdriften auf-
tritt ist hiermit nicht erklarbar.

4.2.3 Eigenwerte des Systems 2. Ordnung

Analog zum ersten Modell wird wieder die GroRe ke und eine fiktive VVerschiebung we eingeftihrt.
Damit treten im Gleichungssystem 2. Ordnung wiederum nur VerschiebungsgroRen auf. Die
Fouriertransformation des homogenen Gleichungssystems liefert:

& myw?+lwc+k - lwe-k OUzj €u
S -lwc-k -%Wmekkﬁhb ?3 (4.33)
é 0 | w 0 gT pr é) g
Daraus ergeben sich direkt die ersten drei Eigenwerte:
é 1 u
| c+,/4m k- c? é a
Wy = 2m, Yo = é 0 U (4.34)
& 2 xcyfc- dmok+2mK) / 2my koo
w, = 0. (4.35)

Die beiden ersten Eigenwerte sind denen der Modellierung 1 identisch. Sie entsprechen einer Aus-
lenkung der oberen Masse sowie der dadurch auftretenden dynamischen Aufstandskraft. Zur Be-
stimmung von y , steht folgendes Gleichungssystem zur Verfiigung:

€k -k 0Uzp €U
g-kk kptut._uy:gog (4.36)
g0 0 0gwp &g
Wird u zu 1 gewahlt, so ergeben sich aus den ersten beiden Zeilen z=1 und we=0:
élu
Y, =&l (4.37)

&%
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3
Die restlichen 3 Eigenwerte ergeben sich Gber die Einfihrung eines kleinen Parameters e?, wel-
cher die Singularitdt in der Massenmatrix behebt. Mittels der Transformationen z(= z/e,
=ul/e, we =w:ze, sowie durch Division der letzten Zeile durch /e ergibt sich:

& mwé+lwke+ke - Iwke- ke 0 Cr.zd:u é U
S -lwke-ke -mwé+iwkiVe+ke k u. ¢y eou (4.38)
§ 0 | we - wé g weh 0§

Damit ergeben sich fiir e® 0 die restlichen 3 Eigenkreisfrequenzen sowie die dazugehdrigen reel-
len Eigenwerte:

éu
W, 56 ® ¥ ? wsi6 = 600 (4.39)

el

Das System enthélt neben den herkémmlichen Eigenwerten der DGL einen Eigenwert mit w=0.
Die zugehorige Eigenform beeinflulit nur die Lagekoordinaten u und z des Systems und beide
dabei gleich stark. Dies kann als Abdriften des Systems gedeutet werden. Weiter ergeben sich 3
Eigenwerte mit w® +¥, welche lediglich die Lagrangeschen Multiplikatoren beeinflussen. Damit
lassen sich die Stérungen in den dynamischen Radlasten erklaren, wéahrend die Lagekoordinaten
des Systems davon unbeeinfluf3t bleiben.

Beide Ansétze konnen die Stérungen mit den unendlich hohen Frequenzen in den dynamischen
Radlasten erkldren. Unklar bleibt jedoch, warum bei der Integration des Systems nach Newmark-
b kein Abdriften auftritt.

4.3 Modell 3

Eine weitere Ableitung der algebraischen Gleichung fiihrt zur Nebenbedingung auf Beschleuni-
gungsebene. Mit dem ansonsten gleichen Einmasseschwinger ergibt sich folgendes System:

Mo T z(t)

my ) = ()
Y
Payn(t) I

Abbildung 4.6: FuBBpunkterregter Einmassenschwinger, Modell 3
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Die DAE 2. Ordnung fiir das Modell 3 lautet:

én,s’+cs+k  -cs-k Ouzu eo0 u
g -cs-k  mysP+cs+k 1 3: u ;'/:g 0 3 (4.40)
g 0 $  OHR.p §OH

Die Zeitintegration mit den ansonsten gleichen Parametern wie bei Modell 1 ergibt:
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Abbildung 4.7: Numerische Ldsung der Freiheitsgrade des Einmassenschwingermodells 3

Infolge des Knickes in der Anregungsfunktion tritt in der dynamischen Radlast ein Impuls auf.
Bei einer analytischen Betrachtung wiirde sich hier ein Dirac Impuls ergeben. Die Zeitintegration
mit der Anregung des Rauhigkeitsprofils Belleville ergibt fiir das Abdriften des Ful3punktes u:

x 10
0
21 Zdt [g 30

Abbildung 4.8: Abdriften des Fulpunktes u nach Anregung durch die Rauhigkeit Belleville

Abdriftenvonu [n]

Durch die zweimalige Differentiation der Nebenbedingung verbessert sich die Lésungsqualitat
weiter. Die Stérung in der dynamischen Radlast tritt nicht mehr auf. Die FulRpunktkoordinate
u(t) wie auch die Lagekoordinate z(t) zeigen ein extrem geringes Abdriften.
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4.3.1 Differentiationsindex

Das Modell 3 geht aus dem Modell 1 durch zweimaliges Ableiten der Nebenbedingung hervor.
Der Differentiationsindex verringert sich um 2. Damit betragt der Differentiationsindex dj=1.

4.3.2 Betrachtung im Frequenzraum

Wird nun das Gleichungssystem (4.40) in den Frequenzraum transformiert und werden Storun-
gen in das Gleichungssystem eingebracht, so ergeben sich die Freiheitsgrade zu:

—~_ FWw)+Q(w)
ufw) = — (4.41)
) = (Fw) +QW)) (- k- Twc)- dw? (4.42)

w? (- myw? +k+1wc)
W) = w?((Fw) + QW) my m, +d,(w) my) Lw(lc(d,(w)+d,Ww)) +1 c(my + m, )(Fw) + QWw))) _
(- myw? +k+1wc) (- mpw?+Kk+1wc)

_ (d,(w) +d, W) k+(m, + m, )(Fw) + QW) k)
(- mpw?+k+1wc)

I:iiyn

(4.43)

Die numerische Umsetzung des Systems ist noch einmal giinstiger als die von Modell 2. Storun-
gen Q@w),d.(w) gehen nun maximal in der 0-ten Ableitung in die Naherungslosung P,. ein.
Der Storungsindex betrdgt demzufolge nur noch pi=1. Im Rechengang auftretende numerische
Storungen werden nicht mehr verstarkt. Die Storungen in der Losung sind nun sehr klein.

Storfrequenzen mit w® ¥ und w® 0 gehen ebenfalls linear in die Néherungslosung P,.ein. Da
diese nicht verstérkt werden haben sie kaum Auswirkungen auf die N&herungslésung.

Storfrequenzen mit w® ¥ haben keine Auswirkung auf U und gehen linear in Z ein. Storfre-
quenzen mit w® 0 beeinflussen U und Z starker als beim Modell 2. Dies erkléart das Abdriften
von U und Z.

4.3.3 Eigenwerte des Systems 2. Ordnung

Analog zum ersten Modell wird wieder die GroRe ke und eine fiktive Verschiebung we eingeftihrt.
Damit treten im Gleichungssystem 2. Ordnung wieder nur Verschiebungsgroen auf. Die Fou-
riertransformation des homogenen Gleichungssystems liefert:

€ mw?+lwc+k - lwe-k 00 zp éou

S -lwe-k  -mwl+lwctk ky quy=%4Y (4.44)
e M P YTt |
8 0 -w? 0 gwep &g
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Direkt berechenbar sind die ersten vier Eigenwerte:

é 1 u
| c+,/4m k- c? é a
Wy, = 2m, Yo = é 0 U (4.45)
g 2 xc fc?- ampk+2myk) / 2my ke
éLu
Wy, =0 Yaq = €L (4.46)
&%

Die beiden ersten Eigenwerte sind denen der Modellierung 1 identisch. Sie entsprechen einer Aus-
lenkung der oberen Masse sowie der dadurch auftretenden dynamischen Aufstandskraft. Die Ei-
genwerte 3 und 4 mit den Eigenkreisfrequenzen ws,, = O beeinflussen lediglich die Lagekoordina-
ten und diese gleich stark.

Die restlichen 3 Eigenwerte ergeben sich tiber die Einfuhrung eines kleinen Parameters e, wel-
cher die Singularitit in der Massenmatrix behebt. Uber die Transformationen
2(=2z/e, ut=ul/e, we€ =w?e, und den Grenziibergang e® 0 ergeben sich die restlichen 2
reellen Eigenfrequenzen. Die dazugehdrigen reellen Eigenwerte sind:

é0u
—+¥ ? 56 = 600 (4.47)
elg

Das System besitzt zwei Eigenwerte mit w=0. Die zugehdrige Eigenform beeinflul3t nur die Lage-
koordinaten des Systems. Dies kann wieder als Abdriften des Systems gedeutet werden. Weiter
ergeben sich 2 Eigenwerte mit w® +¥, welche lediglich die Lagrangeschen Multiplikatoren beein-
flussen. Jedoch treten in den numerischen Simulationen keine Storungen in den dynamischen
Radlasten mehr auf.
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4.4 Modell 4

Bisher wurden algebraische Differentialgleichungssysteme untersucht, bei denen die Massenma-
trix der Differentialgleichung regulér ist. Ohne die untere Masse wird diese nun singuldr.

Mo T z (1)

u(t) = r(t)
den(t) T T
Abbildung 4.9: FuRpunkterregter Einmassenschwinger, Modell 4

Die DAE 2. Ordnung fr das Modell 4 ergibt sich zu:

ém,s’+cs+k -cs-k OUiz U &
€ _cs-k cs+k 1%y y=& 0 (4.48)
e u. 2 U
6 O 1 0P, &Wn

Die Zeitintegration des Einmassenschwingers liefert folgendes Ergebnis:

-0.1

z[n

o
[

4 N+
w

=
1 N
w

N

0 1 t[s] 2 3

Abbildung 4.10: Numerische Losung der Freiheitsgrade des Einmassenschwingermodells 4

Die Losungen fiir u(t) und z(t) sind richtig. Die dynamische Radlast wird von einer Stérung mit
einer scheinbar unendlich hohen Frequenz uberlagert, ist aber stabil.
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4.4.1 Differentiationsindex

Die Transformation auf eine algebraische Differentialgleichung 1. Ordnung sowie die Umfor-
mung auf ihre semiexplizite Form fihrt auf:

z =z
rrbzl = - I?;iyn

cu = cz+kz-ku-PR, (4.49)
0 = u-r(t).

Der Differentiationsindex kann wieder tiber die Differentiation des algebraischen Teiles sowie
Uber algebraische Umformung bestimmt werden:

. k. k. Py . : ak c0 Kk }
L +t—z-—Uu-——-ft)=0 ® P, = Py.6—- —=t—I(u- z)- cr(t 4.50
g+ 2 U- =R on = Ponfe o 3t (U 2)-ef) (450)

d®g
dt?

Das System (4.48) wird bereits nach 2-maliger Differentiation der Nebenbedingung in ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen uberfiihrt. Das Modell 4 besitzt den Differentiationsindex
di:2.

4.4.2 Betrachtung im Frequenzraum

Im Frequenzraum ergibt sich die N&herungslésung w von (4.48) zu:

aw) = rw) +Qw) (4.51)
) = (f(W)+Q(W))2(k+ lwc)- d,Ww) (452)
(-myw +k+lwc)
B, (W) = (r@) +Qw)) emyw’  ((r(w) + QW) km, +d, (W) my)w” _
o (- mow?+k+lwc) (- myw? +k+1wc)
_ (d,w) +d,w)) (I cw +k)
(- myw?+k+Iwc)

zw

(4.53)

Die numerische Umsetzung des Systems wird durch das Wegfallen der Aufstandsmasse my vor-
teilhafter. Storungen Q(w) in der Nebenbedingung gehen maximal in der ersten Ableitung in die
Naherungslosung P, ein. Der Storungsindex betragt demzufolge nur noch pi=2. Stérungsindex
und Differentiationsindex entsprechen einander.

In P,.werden die Amplituden hoher Storfrequenzen in Q@) mit w verstarkt. Stérungen in
d.(w),d.(w) mit w® 0 gehen linear in die Naherungslosung P,. ein. Die Stérungen in der Ne-
benbedingung bilden sich direkt in U ab. In Z geht der Einfluf von Stdrfrequenzen fiur w® ¥
gegen Null. Niedrige Frequenzen (W® 0) von Q@) und d.(w) gehen linear in die N&herungslo-
sung Z ein.
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4.4.3 Eigenwerte des Systems 2. Ordnung

Analog zum ersten Modell wird wieder die GroRe ke und eine fiktive VVerschiebung we eingeftihrt.
Damit treten im Gleichungssystem 2. Ordnung wieder nur VerschiebungsgroRen auf. Die Fou-
riertransformation des homogenen Gleichungssystems liefert:

€ mw?+lwc+k - lwe-k 0 UI zp &u
g -lwe-k  lwe+k kpﬁuy:gog (4.54)
é 0 1 0gwp &g
Wiederum sind die ersten beiden Eigenwerte direkt berechenbar:
é 1 u
| c+,/4m k- c? é a
Wy = 2m, Yo = é 0 U (4.55)
g 2 xc /- ampk+2myk) / 2my ke

Die Eigenvektoren entsprechen einer Auslenkung der oberen Masse sowie der dadurch auftreten-
den dynamischen Aufstandskraft.

Mit einem dhnlichen Vorgehen wie in den letzten Kapiteln konnte nur fiir drei weitere Eigenwer-
te eine analytische LAsung gefunden werden:

Wy ® ¥ ? 35 = €00. (4.56)

Deshalb wurde im Rahmen einer numerischen Untersuchung der Parameter e schrittweise gegen
null hin reduziert. Daraus war erkennbar, da w,® ¥ geht. Die zugehorige Eigenform konnte
nicht ermittelt werden.

Das System enthélt neben den herkdbmmlichen Eigenwerten der DGL drei Eigenwerte mit
W® =¥, welche lediglich die Lagrangeschen Multiplikatoren beeinflussen.

4.5 Modell 5

Nun wird der gleiche Einmassenschwinger wie im letzten Abschnitt untersucht. Durch einmalige
Differentiation der Nebenbedingung stellt diese einen Zusammenhang zwischen der Durchsen-
kungsgeschwindigkeit der Fulpunktes und der Anregung her.
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Mo T z (1)

T u) = r()
den(t) T
Abbildung 4.11: FuBpunkterregter Einmassenschwinger, Modell 5

Die DAE 2. Ordnung fiir das Modell 5 lautet:

én,s’+cs+k -cs-k OlUz U & U
& -cs-k  csvk 1gu y=9 (4.57)
g 0 s O0fR.p EOY

Die Zeitintegration unter gleichen Rahmenbedingungen wie bei Modell 4 ergab:

-0.1
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w

o
1R
N
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0
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Abbildung 4.12: Numerische Losung der Freiheitsgrade des Einmassenschwingermodells 5
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-12

x 10

Abdriftenvonu [n]
o

-1
21 Zeit [9 30

Abbildung 4.13: Abdriften von u nach Anregung durch das Rauhigkeitsprofil Belleville

Bei der numerischen Integration treten keine Probleme mehr auf. Die Losung fur u(t) entspricht
wiederum exakt der Anregung r(t), ein Abdriften findet nicht statt. Auch flr z(t) und Payn(t) er-
gibt sich die richtige Losung.

4.5.1 Differentiationsindex

Das Modell 5 geht aus dem Modell 4 durch einmalige Differentiation der Nebenbedingung her-
vor. Deshalb ist nur eine Differentiationen der Nebenbedingung erforderlich, um (4.57) auf eine
gewohnliche Differentialgleichung zu tiberfuhren. Der Differentiationsindex betragt di=1.

4.5.2 Betrachtung im Frequenzraum

Im Frequenzraum ergibt sich die N&herungslésung w von (4.57) zu:

aw) = S+ QW) (4. 58)
' w

w (- mpw?+k+Iwc)

W) = w((rw) + QW) cmy, +d, W) my)

)
on (- myw? +k+1wc)

(4.60)
_w(lc(d,(w) +d,W)) + 1 km,(r@w) + QW)))  (d,(w) +d,(w)) k
(- myw? +k+1wc) (- myw? +k+1wc)

Stérungen Q@w),d,(w) in der Nebenbedingung gehen maximal noch in der 0-ten Ableitung in
die Naherungslosung P,. ein. Der Storungsindex betragt nur noch pi=1 und entspricht wieder-
um dem Differentiationsindex.
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In P,. gehen die Amplituden hochfrequenter Anteile von Q@),d.(w) nur noch linear ein. Nie-
derfrequente Anteile (W® 0) aus d.(w),d.(w) gehen linear in die Néaherungslosung von P,, ein
und beeinflussen diese daher kaum.

Niederfrequente Anteile (W® 0) in den Storungen werden in den Ndherungsldsungen von u
und Z verstdrkt und flihren zum Abdriften der Losung.

4.5.3 Eigenwerte des Systems 2. Ordnung

Mit dem gleichen Vorgehen ergeben sich die Eigenwerte von Modell 5 zu:

é 1 u
| c+,/4m k- c? é a
V2 = 2m, Yo = é 0 U (4.61)
g 2 xc, /- ampk+2my k) / 2my ke
élu
w, =0 Y, = éla. (4.62)
&4
Weiterhin konnten nur fiir 2 weitere Eigenwerte analytische Losung gefunden werden:
é0u
W5 =0 ? a5 = €00 (4.63)
elg

Im Rahmen einer numerischen Untersuchung wurde der Parameter e wieder schrittweise gegen
null hin reduziert. Daraus war erkennbar, daR w,® ¥ geht. Die zugehorige Eigenform konnte
nicht ermittelt werden. Dies stellt jedoch keine Einschrankung fiir die weiteren Betrachtungen
dar, da sie im Folgenden nicht weiter bendtigt wird.
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4.6 Modell 6

Im Modell 6 befindet sich am Aufstandspunkt nur noch eine Feder. Neben der Massenmatrix ist
auch die Dd&mpfungsmatrix der Differentialgleichung singuldr.

M, T Z(t)

k

u(t) =r(t)

Pant®) | T

Abbildung 4.14: FuBpunkterregter Einmassenschwinger, Modell 6
én,s'+k -k Ol z U €0 U

“k k 1guy=g0

0 1 0P, &MY

Die Zeitintegration des Einmassenschwingers unter gleichen Bedingungen wie vorher ergibt:

Die DAE 2. Ordnung lautet: (4.64)

D> D> (D
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Abbildung 4.15: Numerische Losung der Freiheitsgrade des Einmassenschwingermodells 6

Auch fur Modell 6 ist liefert die numerische Integration die richtigen Ergebnisse. Die Losung fur
u(t) entspricht exakt der Anregung r(t). Auch fur z(t) ergibt sich die richtige Losung. Fur die dy-
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namische Radlast ist die Losung ebenfalls sehr gut. Da im betrachteten Modell kein Dampfer
enthalten ist, ergibt sich fur den Einmassenschwinger eine freie Schwingung.

4.6.1 Differentiationsindex

Nach algebraischen Umformungen fiihrt die Transformation auf eine DAE 1. Ordnung zu:

z = Z

myz = -kz+ku
0 = kz-ku-P, (4.65)
0 = u- r(t)

Sowohl Pgyn wie auch u treten nicht mehr in ihren Ableitungen auf. Der algebraische Teil besteht
damit aus 2 Gleichungen. Die einmalige Differentiation des algebraischen Teiles der semiexplizi-
ten DAE (2 Gleichungen) sowie algebraische Umformung ergeben eine gewdhnliche Differential-
gleichung:

dg 0= - ku+kz- B, u =11
@ o= urw o ® B, =-kurkz=- ki) +kz. (4.66)
4.6.2 Betrachtung im Frequenzraum
Die Néherungslésung w von (4.64) lautet:
aw) = rw) +Qw) (4.67)
zgw) = (@) + QU)K d, (W) (4.68)
(- myw”+k)
Py (W) = ((f(W)+Q(W))ka +d,@W)my)w* (dl(W)+d§(W))k . (4.69)
(- myw=+k) (- myw”+k)

Die numerische Umsetzung des Systems wird durch das Wegfallen des Aufstandsdampfers ¢ giin-
stiger. Stérungen Q(w),d.(w) in der Nebenbedingung gehen maximal der O-ten Ableitung in die
Naherungslosung P, ein. Der Storungsindex betragt demzufolge nur noch pi=1. Stérungsindex
und Differentiationsindex entsprechen einander.

In P, werden die Amplituden hoher Storfrequenzen in Q(w),d. (W) nicht mehr verstarkt, viel-
mehr gehen die Amplituden der Storfrequenzen nur noch linear ein. Stérungen in d.(w),d.(w)
mit w® 0 gehen ebenfalls linear in die Naherungslosung P, ein.

Die Storungen in der Nebenbedingung bilden sich direkt in U ab. In Z geht der Einfluf von
Storfrequenzen fir w® ¥ gegen Null. Niedrige Frequenzen (W® 0) von Q) und d.(w) gehen
linear in die Naherungslosung Z ein.
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4.6.3 Eigenwerte des Systems 2. Ordnung

Die ersten beiden Eigenwerte sind direkt berechenbar. Sie entsprechen einer Auslenkung der obe-
ren Masse sowie der dadurch auftretenden dynamischen Aufstandskraft:

/ k
Wy, =% E Yy =

In der Massenmatrix sind nun zwei Diagonalelemente unbesetzt. Die Singularitét kann durch das
Einflihren von e; sowie &, in der Massenmatrix behoben werden. Wird weiter a.=ei/e; (a! 0)
eingefuhrt, so ergibt sich:

1
0
Iks

(4.70)

(‘Q_) M (D> (D~
[co A} eny any end

& myw?+k -k 0 U}Z}J éu
g -k -a,ew’+k k, hb.uyzgoﬂ (4.71)
8 o0 1 -ew’ Wb &g

Durch die Transformationen z¢= z/e, w¢ =w?e, ergeben sich fiir e® 0 die 4 restlichen Eigen-
frequenzen. Die dazugehorigen Eigenwerte kdnnen nun jedoch nicht mehr eindeutig bestimmt
werden, da a. beliebig gewahlt werden kann.:

0 u
a
a. (472

1
gae/(ik+‘/k2+4ae kp)g

Das System enthélt neben den herkdmmlichen Eigenwerten der DGL auch Eigenwerte w® +¥,
welche neben den Lagrangeschen Multiplikatoren auch den Freiheitsgrad u beeinflussen. Da u
aber durch die Nebenbedingung festgehalten ist, kénnen die Eigenformen 3-6 nicht angeregt wer-
den. Zur Losung tragt nur die erste Eigenform bei. Die unendlich hohen Storfrequenzen treten in
der Losung der Bewegungsgleichungen nicht mehr in Erscheinung.

> (D> D D

Wy, ® ¥ ? a6 =
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4.7 Zusammenfassung, Schluf3folgerungen

Ziel diese Kapitel war es, verschiedene differentiell —algebraische Modellierungen fuBpunkterreg-
ter Einmassenschwinger zu untersuchen. Bei der Zeitintegration dieser Systeme ergaben sich Sto-
rungen und Instabilitdten. Fur diese Systeme sollten deswegen die maligebenden Charakteristika
von DAE3 bestimmt werden. Die Eigenwerte 2. Ordnung sollten Ansatzpunkte zur Erkldrung
der bei der Integration mit Verfahren 2. Ordnung auftretenden Effekte ergeben. Dieses Ziel wurde
teilweise erreicht.

Die Indexbestimmung der Modelle ergab, dal3 der Index mechanischer Systeme nicht zwangslau-
fig 3 betragen muB. Vielmehr ergibt sich der Index aus der Bestimmungsgleichung der Lagrange-
schen Multiplikatoren. Sind in dieser Gleichung Massentragheitskrafte enthalten und ergeben
sich deshalb Terme in Abhangigkeit der Beschleunigung von Lagekoordinaten, dann betrégt der
Index 3. Sind maximal Terme in Abhéngigkeit der Geschwindigkeiten von Lagekoordinaten ent-
halten betragt der Index 2. Ansonsten betrdgt der Index 1. Der Differentiationsindex und der
Stérungsindex sind dabei identisch (di=p;). Besonders gut kann dies an einem Einmasseschwinger
gezeigt werden. Befindet sich am Freiheitsgrad der Zwangsbedingung ( u(t) ) ein Massenelement,
S0 besitzt das System den Index 3. Sind am Freiheitsgrad der Zwangsbedingung lediglich Damp-
fer- Federelemente bzw. nur Federelemente angeordnet, so reduziert sich der Index auf 2 bzw. 1.
Die Singularitdt in der Massenmatrix wirkt sich hier positiv aus! Ist die Massenmatrix der Diffe-
rentialgleichung singuldr, so stellt die zusatzliche Singularitat in der D&mpfungsmatrix einen
weiteren Vorteil dar. Mit dieser Erkenntnis I3t sich erkldren, warum ein Einmassenschwinger mit
einer Aufstandsfeder bei der Zeitintegration mit dem Newmark-b Verfahren stabile Ergebnisse,
ein Einmassenschwinger mit einer Aufstandsmasse aber instabile Ergebnisse liefert.

Daneben zeigt sich, dal? die Anregungsfunktion r(t) nicht beliebig gewéhlt werden kann. Damit
fur ein Index 3 System eine Losung existiert, muf3 r(t) mindestens zweimal stetig differenzierbar
sein.

Eine wichtige Technik bei DAE3 ist die Indexreduktion. Die Auswirkungen der Indexreduktion
auf die Empfindlichkeit der Losung im Hinblick auf im Berechnungsverlauf auftretender Sto-
rungen konnte gezeigt werden. Die Indexreduktion verringert die Storungsanfélligkeit der La-
grangeschen Multiplikatoren, vergroRert zugleich aber die Fehler in den Lagekoordinaten. Die
extrem hochfrequenten Stérungen in Simulationsergebnissen der Lagrangeschen Multiplikatoren
kdnnen dadurch erklart werden, daR diese vor allem gegeniiber hochfrequenten Anteilen (W® ¥)
in den Stérungen empfindlich sind. Das Abdriften der Lagekoordinaten nach einer Indexreduk-
tion ist durch die Empfindlichkeit dieser gegeniiber tiefrequenter Stérungen (W® 0) erklarbar.

Aus strukturdynamischer Sicht besitzen Index 3 Systeme 4 Eigenwerte mit w® ¥ . Die dazugeho-
rigen Eigenwerte beeinflussen nur die Lagrangeschen Multiplikatoren, nicht aber die Lagekoordi-
naten. Dies erklart ebenfalls die hochfrequenten Storungen in den Lagrangeschen Multiplikato-
ren. Jede Indexreduktion bringt einen Eigenwert mit w=0 in das System ein und entfernt einen
Eigenwert mit w® +¥ . Die so entstandenen Eigenwerte mit w=0 beeinflussen nun nur die Lage-
koordinaten. Damit ist das Abdriften der Lagekoordinaten nach einer Indexreduktion erklarbar.
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Jedoch tritt bei einer Zeitintegration mit dem Newmark-b Verfahren mit b=%, g=%2 das Abdrif-
ten erst nach einer zweimaligen Indexreduktion auf.

UnkKlar blieb jedoch, warum nach einer zweimaligen Indexreduktion des Index 3 Systems (Modell
3) zwei Eigenwerte mit w® +¥ im System verblieben, die Integration aber stabil und stérungsfrei
erfolgte. Gleiches gilt fiir die einmalige Indexreduktion eines Index 2 Systems (Modell 5). Vor
allem konnte keine Erklarung fur die auftretenden Instabilitdten bei der Zeitintegration gefunden
werden. Es zeigte sich lediglich, dal3 diese nach der Reduktion des System auf den Index 2 ver-
schwinden (Modell 1).

Das Losungsverhalten von differentiell-algebraischen Systemen konnte in diesem Kapitel zum
Teil erklart werden. Mit den in diesem Kapitel angewandten Methoden sind einige Effekte jedoch
nicht deutbar. Um dieses Problem néher zu untersuchen, soll im néchsten Kapitel eine Stabili-
tatsanalyse differentiell - algebraischer System durchgefuihrt werden.

Die Ergebnisse der Untersuchungen in diesem Kapitel sind in der nachsten Abbildung in kurzer
Form zusammengefafit:

Modell d p. | Eigenwerte Eigenformen

z(t) 3 3 Wl/z — (I Ci l4n.bk_ CZ)/zn.b 1/2 [1 0 CliCZ]

? =
7 U= Wy 056 = T¥ T3/4/5/6 [O 0 1]

1 Payn(®)

=[1 1 0
U(t) U]

2 Rl =—+Y¥ ? wisis [O 0 1]

Tz(t) W1/2:(| ct.\4myk- CZ)/ZmO Yo = [1 0 Clicz]
=1 1
u(t) 0

3 PO =+¥ ? wisis [0 0 1]

120 Wy, = (I ct\4myk- CZ)/ZmO Yy = [1 0 Clicz]

=+ ¥ -3/4/5 [O 0 1]

U(l) =r()

Pyn(t)

% 120 2 2 Wy = (I cty4myk- CZ)/ZmO Yy, =[L 0 CxC)
? 5
T
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Yy, =1 0 C2C)]

m % 20
k }u‘(t)=r‘(t) w,; =0 ?3:[1 1 0]
5 . W, =¥, W, =¥ ?4/5=[0 0 1]’?6
" g T Wy, = (| C+,/4m, k- cz)/2mo Yy, =[1 0 ki/kp]
) T Lo Woe, =¥ Y. w56 = [10C,@)]
6 "

Abbildung 4.16: Charakteristika der untersuchten Modelle des Einmassenschwingers

Mit: C,£C, = (- c®£c/c’- 4mpk +2m, k) / 2myk,, C,@)=2a /(ik+1/k2+4a kp)
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5 Analyse der Zeitintegration
differentiell - algebraischer Systeme

Im vorangegangenen Kapitel wurden verschiedene Modellierungen des Einmassenschwingers un-
tersucht. Der Einmassenschwinger als vereinfachtes Modell eines Fahrzeugs hat den Vorteil, daf}
ubersichtliche, einfach zu interpretierende Ergebnisse gewonnen werden kénnen. Obwohl er ein
vereinfachtes Modell darstellt, zeigt er bereits alle wesentlichen Effekte differentiell - algebraischer
Systeme, die entsprechend bei umfassenden Fahrzeugmodellen auftreten. Anhand verschiedener
Einmassenschwinger wurde gezeigt, dal} der Index mechanischer Systeme den Wert 3,2 oder 1
annehmen kann. Damit konnten sechs grundlegende, differentiell - algebraische Systeme unter-
schieden werden:

Index 3 Systeme (Modell 1),

Index 3 Systeme, indexreduziert auf Index 2 (Modell 2)

Index 3 Systeme, indexreduziert auf Index 1 (Modell 3)

Index 2 Systeme (Modell 4),

Index 2 Systeme, indexreduziert auf Index 1 (Modell 5),

Index 1 Systeme (Modell 6),
Diese Systeme wurden sowohl aus Sicht der Theorie differentiell - algebraischer Gleichungen wie
auch aus Sicht der Strukturdynamik untersucht. Mehrere, bei der Zeitintegration dieser Systeme
mit Verfahren 2. Ordnung sich ergebende Effekte konnten damit erklart werden. Ungeklért blie-
ben die bei Simulationsrechnungen auftretenden Instabilitdten. Dariiber hinaus zeigte sich nach
einer Indexreduktion Uberraschenderweise nicht immer ein Abdriften der Lagekoordinaten.

Zur Erklérung dieser Phanomene wird in diesem Kapitel eine Stabilitatsanalyse der Zeitintegrati-
on durchgefuhrt. Vor allem soll versucht werden, das Auftreten von Instabilitdten zu erkléaren,
Stabilitatsgrenzen fir die Zeitintegration festzulegen und die Storfrequenzen in den Ergebnissen
zu deuten. Die Genauigkeit der Integration wird hier nicht untersucht. Dazu werden im folgen-
den Kapitel Vergleichsrechnungen mit analytischen Ldsungen und anderen Ldsungsverfahren
durchgefiihrt.

Im Abschnitt 5.1 wird zunéchst auf die Grundlagen zur Durchfiihrung von Stabilitdtsuntersu-
chungen eingegangen. Die Stabilitatskriterien bei der Zeitintegration gewéhnlicher Differential-
gleichungen mittels des Generalized - a Verfahrens werden zusammengefal3t. Mit den bei der
Stabilitatsanalyse differentiell — algebraischer Systeme auftretenden Schwierigkeiten befalit sich
Abschnitt 5.2. Danach wird eine Stabilitdtsanalyse ungeddmpfter differentiell — algebraischer Sy-
steme durchgefuhrt. Dabei wird versucht Stabilitétskriterien fur derartige Systeme herzuleiten.
Anschlie3end sollen die bei der Zeitintegration auftretenden Effekte interpretiert werden.

Die Stabilitatsuntersuchung in diesem Kapitel wird anhand des Generalized-a Verfahrens durch-
geflihrt. Das Generalized-a Verfahren ist eines der modernsten Verfahren und besitzt beste spek-
trale Charakteristika. Daruiber hinaus kénnen viele populére, strukturdynamische Verfahren di-
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rekt aus dem Generalized-a Verfahren abgeleitet werden. Die Interpretation der bei numerischen
Berechnungen auftretenden Effekte ist anhand des Generalized--a Verfahrens aufgrund der vielen
Parameter des Verfahrens schwierig und soll deswegen anhand eines einfacheren Verfahrens erfol-
gen. Das einfachste der aus dem Generalized--a Verfahren ableitbaren Verfahren ist das Newmark-
b Verfahren. Es wird lediglich tiber zwei Parameter beschrieben, was die Interpretation der Ergeb-
nisse vereinfacht. Dar(iber hinaus zeigt es die geringsten Fehler bei der Integration.

Weiterhin sollen Systeme mit Festhaltungen im Inneren untersucht werden (Abschnitt 5.5). An-
schlieBend soll versucht werden, Zeitintegrationsverfahren fur strukturdynamische DAEs zu ent-
wickeln (Abschnitt 5.6).

5.1 Stabilitatsuntersuchungen von Integrationsverfahren
2. Ordnung

Die Eigenschaften eines Zeitschrittverfahrens kdnnen fir lineare Berechnungen durch analytische
Untersuchungen bestimmt werden (siehe Anhang B). Zeitintegrationsverfahren fir Differential-
gleichungen 2. Ordnung werden dabei anhand der Eigenschaften der VergrofRerungsmatrix bewer-
tet. Derartige Systeme sind auf der Basis ihrer Eigenformen in Einmassenschwinger entkoppelbar.
Deshalb ist es ausreichend zur Stabilitdtsuntersuchung einen Einmassenschwinger mit einer va-
riablen Eigenkreisfrequenz wund einem variablen Lehrschen Dd&mpfungsmaR x zu betrachten:

W+ 2XW W +w?w=P. (5.1)

Nach Anwendung des Zeitschrittverfahrens auf diesen Einmassenschwinger kann die Gleichge-
wichtsbetrachtung auf die Form

Xoo = AX, +L(1g) (5.2)
gebracht werden. Dabei ist :
¢ i
X =€ Dt wU, A:=VergrélRerungsmatrix, L:= Lastoperator.
e wf

Die Stabilitdt und Genauigkeit eines Integrationsverfahrens bestimmt man durch Untersuchung
der Eigenwerte | ; der VergroRerungsmatrix [Hilber, Hughes, Taylor 1977]. Diese ergeben sich aus
der charakteristischen Gleichung:

det (A-11)=0. (5.3)
Der spektrale Radius r entspricht dem maximalen Eigenwert:

r =max{|l |} (5.4)
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Damit ein Zeitintegrationsverfahren stabil ist, muR nach [Hughes 1987] fiir den spektralen
Radius gelten:

r £1 "t fir einfacheEigenwerte

55
r <1 "t firmehrfacheEigenwerte . 52)

Falls die zweite Bedingung verletzt ist, wachsen die Schwingungsamplituden schwécher als bei der
Verletzung der 1. Bedingung und man spricht von schwacher Instabilitét.

Fir das Generalized--a Verfahren mit optimalen Eigenschaften lautet die Stabilitatsbedingung bei
der Integration gewohnlicher Differentialgleichungen [Chung, Hulbert 1993]:

0fr, £1. (5.6)

ry entspricht dabei dem spektralen Radius bei unendlich hohen Frequenzen. Die weiteren Para-
meter ergeben sich aus r y zu (siehe Anhang B):

2ry -1
ry+1

m

b=Z(@-a,+a,) g=-a,+a,. ()

Algebraische Differentialgleichungen sind schwieriger zu I8sen als gewohnliche Differentialglei-
chungen. Fur die einzelnen Modelle sollen entsprechende Stabilitatskriterien gefunden werden,

welche eine stabile Zeitintegration ermdglichen.

5.2 Entkopplung differentiell - algebraischer Systeme

Klassisch beginnt eine Stabilitatsanalyse mit der Entkopplung des Gleichungssystems (iber seine
Eigenformen. Fur differentiell - algebraische Systeme ist dies nicht maglich. Die Gleichungssy-
steme entkoppeln sich nicht mehr.

So ergeben sich fiir das Modell 3 (Index 3 indexreduziert auf Index 1) folgende generalisierte
Massen- Dampfungs- und Steifigkeitsmatrizen:

fm, m, + (- £c,c"- 4myk+2m, k)/(2m, k,) 02 éc 0 0y
* —_ A g * _A l:l
M = em, m, +m, 04 C =00
& " g0 0 0y
@O 1 OQ € 0 Og
P k 0 0@
€. c?+c,/c?- 4m k+2myk u
K" =za OkpU- (58)
& 2m, a
& 0 0 0§




Kapitel 5 Analyse der Zeitintegration des differentiell-algebraischen Einmassenschwingers 91

Hinweis: M* ist nicht einheitenrein, da in der Nebenbedingung (U = ") keine Masse enthalten
ist. Um dies herzustellen muf} die Nebenbedingung mit einer Einheitsmassse multipliziert wer-
den.

Dariiber hinaus besitzen Index 3 und Index 1 Systeme je Lagerung zwei identische Eigenvektoren
(mangelhafter Satz von Eigenvektoren, siehe Modell 1 und Modell 6, Kapitel 4). Eine Entkopp-
lung in Einmassenschwinger ist schon allein deshalb nicht mdglich. Die Entkopplung algebrai-
scher Differentialgleichungen erfordert deshalb eine andere Vorgehensweise.

Eine Mdglichkeit zur Entkopplung ungeddmpfter differentiell —algebraischer Systeme mit Index
3 zeigen [Cardona, Géradin 1989] und [Farhat, Crivelli, Géradin 1995]. Da diese Transformation
umfangreich ist, wird hier auf die Literatur verwiesen. Die Transformationsmatrix enthalt unter
anderem Eigenvektoren des ungeddmpften Eigenwertproblems. Eine Anwendung der Transfor-
mation auf geddmpfte Systeme ist nicht moglich, da differentiell —algebraische Systeme im all-
gemeinen keine Rayleigh —Démpfung (C = a M+b K) besitzen. Die Steifigkeitsmatrix enthalt
Beitrdge aus den Lagrangeschen Nebenbedingungen und den Lagrangeschen Parametern, flr die
in der Ddmpfungsmatrix keine dquivalenten Eintrége existieren. Dadurch wirde b zu O . In der
Regel ist C weiterhin nicht proportional zu M. C kann nicht proportional zu M und K ausge-
driickt werden. Fr die hier betrachteten Félle kann jedoch davon ausgegangen werden, dal3 sich
eine Ddmpfung nicht unginstig auf die Stabilitdt der Zeitintegration auswirkt, so dal3 die An-
nahme ungedampfter Systeme keine grof3e Einschrankung darstellt.

Mit Hilfe dieser Transformation kann eine DAE mit Index 3 in Teilsysteme entkoppelt werden.
Damit soll versucht werden Stabilitatskriterien fir derartige Systeme herzuleiten und die bei der
Zeitintegration auftretenden Effekte zu erklaren.

5.3 Stabilitatsuntersuchung ungedampfter Index 3 Systeme

Index 3 Systeme sind die am héufigsten auftretenden Systeme. Sie liegen vor, wenn sich an der
Lagekoordinate mit Festhaltungen Massenelemente befinden und die Nebenbedingung auf Lage-
ebene formuliert ist. Systeme dieser Art sind schwierig zu l6sen.

5.3.1 Entkopplung der Bewegungsgleichung

Auf ein System mit n-m Freiheitsgraden und m Festhaltungen kann die Transformation der Mas-
sen- und der Steifigkeitsmatrix [Cardona, Géradin 1989] angewendet werden. Damit kdnnen die
Massen- und die Steifigkeitsmatrix nach wie vor nicht gleichzeitig diagonalisiert werden. Das
Gleichungssystem kann jedoch in n-m Einmassenschwinger und in m Systeme bestehend aus den
Lagekoordinaten mit Festhaltungen und den dazugehdrigen Lagrangeschen Parametern (2° 2 Un-
termatrizen) aufgespalten werden:
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el 0 @
e -. u
e - 0
e 1 0
- Ve 0\~ é 7 O\ lj
gty e €W G (5.9)
oy &  BDOY G
é a
é N
@ o
8 & 0,
&y, 0 u
¢ G
e u
é Wn-m2 l;I
- &K G'us ¢ : u
VT Py -6 €0 1o . (5.10)
e u = ] >
& 0g ¢ &L oy d
e . u
é " e U
€o o1
& & o, 4

Die Lagekoordinaten ohne Festhaltungen kénnen dabei unabhéngig vom Gesamtsystem betrach-
tet werden. Sie kdnnen durch eine gewohnliche Differentialgleichung beschrieben werden. Die
Lagekoordinaten mit Festhaltungen und die dazugehdrigen Lagrangeschen Parameter bilden je-
weils gekoppelte 2" 2 Teilsysteme. Diese sind sowohl von den anderen Teilsystemen wie auch von
den restlichen Lagekoordinaten entkoppelt.

Die Stabilitdtsanalyse kann daher nicht mehr an einem Einmassenschwinger durchgefiihrt wer-
den. Statt dessen sind die beiden Systeme

y+wly=P (5.11)
und

él Ou €0 1u
~ o+ A v =P 5.12
g) OHy gl OHy i (5.12)

zu untersuchen. Die stabile Integration von (5.11) ist durch Erfillung der Stabilitatskriterien
fur gewohnliche Differentialgleichungssysteme gegeben. Daneben muf3 die stabile Integration
des gekoppelten Systems (5.12) sichergestellt sein.
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5.3.2 Stabilitatsanalyse der Zeitintegration

Zur Bestimmung der Vergré3erungsmatrix A des gekoppelten Systems wird, abweichend von
[Cardona, Géradin 1989], das Generalized-a Verfahren direkt auf (5.12) angewendet.

&Yl Y, é €Y, ..o U0
y2t Dtu eth ﬁl- y2tu+ y2t Dtu_u (513)
ey3t+Dt 0 é&Yst( eY3t G ey3t+Dt Og
ey2t+Dt u eth u ey2t d o€y, U ey2t+Dt UO
a=a., gtra. gD+ € brs gtbea.  @Dt® (5.14)

ey3t+Dtu aYst( QY3tu QQY3tu ey3t+Dt Ug

e U éY,, oU éy,
M - a,) & e, e K B1-a,) & e, = (-2, )Py +a, R
e ey3t+Dtu eystLg @ ey3t+Dtu ey Lg

(5.15)

Werden diese Gleichungen in die aus der Stabilitdtsanalyse bekannte Formulierung gebracht, so
ergibt sich:

Yoo =AY, +L(1,g). (5.16)

L wird dabei aus der Last gebildet. Damit erhédlt man die VergréRerungsmatrix A zu:

é a U
a— 0 0 0 0 (-
g @ -9 G
e J b-9 -9 0 o oY
€@, -1 b 2b v
g 1 1 2b-1 u
sb@,-) b 2b 0 0 0
e - u
A=g ! a (617)
a 1-a, a,-1 a,+2b-1 a 0 0 U
& C C, 2C, @, -1 a
gg(l a, g@n-) g@,*+2b-J g b-g 2b- 93
a C C, 2C, b@,-1) b 2b g
é1-a, a,-1 a,t2b-1 1 1 2b-14
g C C, 2C, b@,-) b 2b §

C,=Dt*b (1- 2a, +a,’)

mit:
C,=Dt’b@, -1
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Y,U
Dt Y,
t> y. U

Vot (5.18)

Y3lj

Dt y,u

u
sDt? Ys0

@ D D

A

S

und Y =

D D D D

Die Eigenwerte von A sind:

af
a,-1

|1,4:

_4b-2g- 1+\/1+4gz- 16b + 4g
25 = 4b

_4b-2g9-1- \/1+4gz- 16b +4g

I 5.19
0 (5.19)

Damit das Generalized-a Verfahren die Genauigkeit 2. Ordnung sowie eine maximale Ddmpfung
hoher Frequenzen besitzt, muR gelten (siehe (5.7)):

g=Z-a,+a, und b = 1(-a,+a,)" (5.20)

Damit ergeben sich die Eigenwerte (5.19) zu:

af
a, -1

_a,-a,;+1

| =
2,35,6 )
a,-a;-1

(5.21)

|1,4:

Das gekoppelte System besitzt dann einen doppelten Eigenwert | ,,; sowie einen vierfachen Ei-
genwert | ,,5/56. Eine minimale Ddmpfung niedriger Frequenzen erfordert (siehe (5.7)):

_2ry-1

a, = a : 522
oo 2 r,+1 (5.22)

Somit lauten die Eigenwerte (5.19) schlieBlich:
| 125456 = Ty (5.23)

Damit ist folgendes Stabilitatskriterium zu erfiillen:

r=max{|l ,[}<1. (5.24)
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Fur ungeddmpfte differentiell - algebraische Systeme mit Index 3 lautet die Stabilitdtsbedingung
bei der Zeitintegration mit dem Generalized-a Verfahren:

0fr, <1, (5.25)

Damit verbietet sich im Vergleich zu gewohnlichen Differentialgleichungen der nichtdissipative
Fall (ry = 1).

5.3.3 Analyse auftretender Effekte bei der Zeitintegration

Die Analyse der bei der Zeitintegration auftretenden Effekte wird hier anhand des Einmassen-
schwingermodells 1 durchgefuhrt. Das Modell 1 ist aufgrund seiner lediglich drei Variablen ein
sehr einfaches Modell. Dabei zeigt es alle bei derartigen Systemen auftretenden Effekte.

Die Zeitintegration erfolgt dabei mittels des Newmark-b Verfahrens. Das Newmark-b Verfahren
mit b=%2und g=Y2ist, wenn es auf das Index 3 Problem angewendet wird, instabil. Die Verwen-
dung gerade dieses Verfahrens ist aber wegen der wenigen beschreibenden Parameter vorteilhaft.
Aufbauend auf den hier gewonnenen Erkenntnissen lassen sich auch die Effekte bei der Integrati-
on der Index 3 DAE mit dem Generalized-a Verfahren erkléren.

Das ungeddmpfte Modell 1 sowie dessen algebraische Differentialgleichung sind in Abbildung 5.1
dargestellt:

mo Tz(t)
ém,’+k -k Ol z0G €0 U
K =0 € -k ms+k Lguy=g0 § (526)
g 0 1 OEI}denlo & f
Mo Iua):ra)
A
Payn(t) I

Abbildung 5.1: Einmassenschwinger Modell 1 und dessen DAE 2. Ordnung

Die VergroRerungsmatrix kann auf zwei verschiedenen Wegen gewonnen werden. Zum einen
kann zunéchst eine Entkopplung in Teilsysteme vorgenommen werden. Nach Bestimmung der
Vergrofierungsmatrizen fur beide Teilsysteme kann die VergrofRerungsmatrix des Modells 1 tber
eine Ricktransformation gewonnen werden. Zum anderen kann die Vergré3erungsmatrix direkt
aus der Diskretisierung der Bewegungsgleichungen des Einmassenschwingers ermittelt werden.
Zur Verdeutlichung der Transformationsbeziehungen aus Abschnitt 5.3.1 wird die erste Vorge-
hensweise gewahit.




Kapitel 5  Analyse der Zeitintegration des differentiell-algebraischen Einmassenschwingers 96

Die Transformationsbeziehungen sowie Y fiir das Modell 1 lauten:

z=Yy (5.27)
éz U ey, u el/,/ 0 0 u
: é u & U 5 a
mit z:(:au ( y=gy23 ? é 0 1/\m, 0 a (5.28)
&Fant] By, f &Im, - kr2m, Jm, 4
Damit ergeben sich die generalisierten Massen- und Steifigkeitsmatrizen zu:
él 0 Ou
M =Y"TMY =20103 (5.29)
& 00g
é/m, 0 0O
K =YTKY =g 0 01 (5.30)
g 0 10g
mit w? =k/m,. (5.31)

Damit sind die folgenden Systeme mit dem Zeitschrittverfahren zu diskretisieren:
Y +w?y, = R, (5.32)

und él Oueyzu €0 10éy,u _ éRu
g) OUGVsH gl OHgysa g%H

Nun koénnen fiir beide Systeme die VergrolRerungsmatrizen gewonnen werden. Diese kbnnen zur
VergroBerungsmatrix des Gesamtsystems A, zusammengesetzt werden.

yt+Dt = Ay yt (534)

(5.33)

Die VergréRerungsmatrix A in den Koordinaten z des Einmassenschwingers ergibt sich durch die
Ricktransformation der VergréRerungsmatrix. Mit:

Yoot =AY Ziy = Y Y Und z, = Y Y, (5.35)
folgt Zue =YA,Y 'z (5.36)

und damit: A=YA Y 5.37)
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Dabei sind
é Y U é Z, U
é .U é .U
<D p <Dt 2 p
&t Vi e t2 tua
éDt? y,.u ébt*z,
é u é u
& Yaq e U g
y, =€Dt y, Uund z,=€Dt u, U (5.38)
é ., u 33 5 u
éDt yz,t[] aDt” 0, G
? y3,tlﬁl ? I:)dyn,tl:I
é v é |
éDt y3,t lj éDt den,t lj
N p i
8Dt yst H th den,t H
Die VergroRerungsmatrix A lautet:
g4 L 4 L L 0 0 0 0 0 0:
e U
€ 4+w?Dt®  4+w?Di®  a+w?Di? v
e U
e U
g Dt2W2 -4+w2Dt2 5 1 0 0 0 0 o 0:
e - U
g 4+w2Dt2 4+W2Dt2 4+W2Dt2 U
e U
c%r D1 w? 4 D% w” D% w” 0 0 0 0 0 0:
e ) ) U
g 4+W2Dt2 4+W2Dt2 4+W2Dt2 "
e U
g 0 0 0 0 0 U
e U
A::g 0 0 0 -2 -1 U
e U
g 0 0 0 -4 -4 -1 ¥
e U
§4 K 4 K K 4 il 4 ikl il 0 0 0:
e U
§ a+w?D®  4+w?Di?  4+w’Di? D D D v
e U
gs K 8 K 2 K 8 il 8 ikl 2 il 2 -1 o:
e e T U
§ 4+w?Di?®  4+w?Di®  a+w?Di®  Di® D2 Dt? y
e U
e U
§16 K 16 K 4 K 16 il 16 ikl 4 il 4 -4 U
€ 4+w2Dt?  4+w?Di?  4+w?Di? D2 Dt D2 j

(5.39)
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Betrachtet man die Struktur von A, so ist gut zu erkennen, dal® der Vektor [u, U, U, ] Nach n
Zeitschritten nur von [ Uo Uo Uo1 abhangt. [ Puyno Pano Panol Wie auch [ zo 2o Zo3 haben keinen
EinfluR. Damit ergeben sich Unox, U,y UNd U, ZU:

Uy =0 (5.40)
U = (D" Gy (5.41)
U, =4n(- D" % +(-D" G,. (5.42)

Daraus laRt sich erkennen, daf3

- Up der Anregung r, im aktuellen Zeitschritt entspricht, welche hier jedoch nicht betrachtet
wird. uist stabil und frei von Stérungen.

- Die FuBpunktgeschwindigkeit u zeigt Oszillationen, indem sie in jedem Zeitschritt das
Vorzeichen wechselt. Die Berechnung von uist stabil, da u begrenzt ist.
Die Beschleunigung U zeigt sowohl Oszillationen wie auch eine schwache Instabilitét.

Die Grolen zwot, Z,,o UNd Z,,, sind nurvon z,, z, und Z, abhéangig. Dabei gilt:
lzt+Dt Dtz Dt? 2t+DtJ = Agus lzt Dt z, Dt th (5.43)

Zuo, Zo Und Z, werden deshalb storungsfrei und stabil berechnet.

Problematisch ist die Berechnung der Lagrangeschen Parameter P,.. P, ist an U, gekoppelt und
zeigt deshalb das gleiche Losungsverhalten (Oszillationen, schwache Instabilitat). In P,, und
P,.werden die auftretenden Storungen nochmals verstarkt. Beide sind instabil.

Diese Ergebnisse werden nun mit einer numerischen Vergleichsrechnung verglichen. Den durch-
gefuhrten ~ numerischen  Berechnungen  liegen  folgende  Parameter  zugrunde:
Einmassenschwinger; my="7000 kg, my=300 kg, k=2.5 10° N/m

Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark-b Verfahrens mit b=%4, g=%und dt=0.01 s

Die Anregungsfunktion r(t) lautet:

i0 tEls
(t) = i (5.80)
|

(0.1[g- t)*01m/s t>1s
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Die Zeitintegration des Modells 1 mittels des Newmark-b Verfahrens ergibt fir die Systemfrei-
heitsgrade (z, u, Pyn) sowie deren erste (Z,u, Pyn) und zweite Ableitungen (Z, U, Pyn):

-0.08 -0.2
or o
E E E
N XN ¥
0 0
0 t[s 0.8 0 t[g 0.8 0 t[s 0.8
-0.08 -0.3 -4000
or Sy
E E E
= E
=} *3
0 0.1 4000
0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8
x 10° x 10% x 10"
-1 -2 -2
— - &
= Z z
D..c xn_% in_-g‘
1 2 2

t[s t[s]

Abbildung 5.2: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Einmassenschwingermodells 1

Die Vergleichsrechnungen bestatigen die gewonnenen Erkenntnisse.

Die Storungen entstehen in der Koordinate u und breiten sich in die Lagrangeschen Multiplika-
toren (Payn) aus. In den Lagrangeschen Multiplikatoren entstehen zusétzliche Storungen bzw. die
bereits vorhandenen Storungen verstéarken sich. Da sich Pgyn aus den benachbarten Koordinaten
berechnet und nicht umgekehrt, breiten sich die Stdrungen von Py nicht weiter aus. Die Sto-
rungen in u wirken sich nicht in z,z und Zaus. Die Lagekoordinaten ohne Festhaltungen sind
stabil und storungsfrei integrierbar.

Wird statt des Newmark-b Verfahrens das Generalized-a Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration stabil. Die Stérungen mit den unendlich hohen Frequenzen treten ebenfalls auf. Da das
Generalized-a Verfahren jedoch flr hohe Frequenzen eine numerische Ddmpfung in das System
einbringt, werden die unendlich hohen Storfrequenzen gedampft.
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5.4 Stabilitatsuntersuchung ungedampfter Index 1 Systeme

Index 1 Systeme liegen vor, wenn sich an der Lagekoordinate mit Zwangsbedingungen lediglich
Federelemente befinden und die Nebenbedingung auf Lageebene formuliert ist. Die numerische
Losung von Index 1 Systeme ist einfacher als die von Index 3 Systemen.

5.4.1 Entkopplung der Bewegungsgleichung

Die Transformation aus [Cardona, Géradin 1989] kann ebenfalls zur Entkopplung von Index 1
Systemen verwendet werden. Dabei ergibt sich eine Anderung bei der Aufstellung der Transfor-
mationsmatrix Y , da hier die Masse an den Freiheitsgraden mit Zwangsbedingungen enthalten
ist. Bei Index 1 Systemen ist diese jedoch gleich null. Zur Bestimmung der Transformationsma-
trix muB flir die Masse an den Freiheitsgraden mit Zwangsbedingungen ein Wert 1 0 gewahlt
werden.

Fir ein System mit n-m Freiheitsgraden und m Festhaltungen ergibt die Entkopplung dann:

el 0 0
e -. u
& = a
& 1 a
- 7| 0\~ é 7| O\ lj
YTSM o o=é & ﬂ u (5.44)
oy &  BDOY G
é u
a e
@ &
g & 04, §
év,’ 0 o
e G
e u
é Wn-m2 l;I
~ &K G'u~ € 0 13 u
YT Py -6 €0 14 . (5.45)
e u < u p
& 0g @ & off ¥
e .. 8]
é IS
€0 0 13‘9
& & og, 4

Die Massen- und Steifigkeitsmatrix liegen nun in entkoppelter Form vor. Das Gleichungssystem
besteht aus n-m Einmassenschwingern und 2m masselosen Systemen mit einer Einheitsfederstei-
figkeit.
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Zur Stabilitatsanalyse sind deshalb die beiden Systeme
y+w?ly=0 (5.46)
y=0 (5.47)
zu untersuchen. Die stabile Integration von (5.46) ist durch Erfillung der Stabilitatskriterien

fur gewohnliche Differentialgleichungssysteme gegeben. Daneben muf3 die stabile Integration
der Gleichung (5.47) sichergestellt sein.

5.4.2 Stabilitatsanalyse der Zeitintegration

Zur Bestimmung der Vergré3erungsmatrix wird das Generalized-a Verfahren direkt auf (5.47)
angewandt. A ergibt sich zu:

é af 0 l;'
é a
é(af'l) U
_€é g b-g2b-gd
= 7 5.48
gb(af-l) b 2b 3 (548)
e 1 1 2b-1y
gb(af-l) b 2b8
und besitzt die Eigenwerte:
|, =2
'a, -1
| _4b-2g- 1+,/1+4g2- 16b +4g
? b
4b - 2g- 1- \/1+4g2- 16b +
| =402 Jbg 6b+4g 5.49)

Damit das Generalized-a Verfahren die Genauigkeit 2. Ordnung sowie eine maximale Ddmpfung
hoher Frequenzen besitzt muR gelten:

g=Z-a,+a, und b = 1(-a,+a,)" (550

Damit ergeben sich die Eigenwerte zu:

(5.51)
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Das gekoppelte System besitzt den einfachen Eigenwerte | 1 sowie die doppelten Eigenwerte | 3.
Die doppelten Eigenwerte | 53 diirfen nicht den Wert 1 annehmen, da sonst eine schwache In-
stabilitat auftreten wiirde. Damit ergibt sich als Stabilitatskriterium:

a,<a; E%. (5.52)

Analog zum Vorgehen beim Modell 1 lauten die Eigenwerte bei minimaler Ddmpfung niedriger
Frequenzen:

I 10 =- Ty (5.53)
Damit ist folgendes Stabilitatskriterium zu erftillen:
r=max{|l |}<1. (5.54)

Fir das ungeddmpfte differentiell-algebraische System mit Index 1 lautet die Stabilitatsbedin-
gung bei der Zeitintegration mit dem Generalized-a Verfahren:

0fr, <1, (5.55)

5.4.3 Analyse auftretender Effekte bei der Zeitintegration

Als einfach zu untersuchendes System wird Modell 6 gewahlt.

mo T Z(t) A n.bW2+k -k O “. A ()
k k, Juy J (5.56)
k Pre ¢ 1 e
T ut) =r(t)

Payn(t) T

: > D> P
]

© ~

'_\

o
S
'UE € N
oo

I
ROP B
GO\ C

Abbildung 5.3: Einmassenschwinger Modell 6 und dessen DAE 2. Ordnung
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Bei der Aufstellung der Transformationsmatrix Y kann my mit beliebigen Werten 0 versehen
werden. Flr das Modell 6 lautet Y mit my= 1.

é/J/m, 0 ou
2 =% 0 1 oY (5.57

é a
&/ ym, - k/2 1y
Mit dem gleichen Vorgehen wie in 5.3.3 kann die VergroRerungsmatrix A hergeleitet werden:

1 1 1

DD
e

g S 4 - > 0.0 0 0 O ot
S 4.+dt2W 4.+dt2W 4.+dt2W t
€ U
€ U
g dtzw2 -4.+dt2W2 1 t
& 2. > 2 -1. > 2 2. > 2 0O 0 0O 0 0 Oy
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(5.58)

In der VergroRerungsmatrix A sind [u u U] und [z z Z]vollstandig entkoppelt. U5, U,p
und U, ergeben sich wie in 5.3.3 zu:

Uy =0 (5.59)
U = (- D" (5.60)

Uy = 4n( " % N (5.61)
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Wiederum

- entspricht u, der Anregung r, im aktuellen Zeitschritt, welche hier jedoch nicht betrachtet
wird. u ist stabil und frei von Stérungen.

- zeigt die FuBpunktgeschwindigkeit u Oszillationen, indem sie in jedem Zeitschritt das
Vorzeichen wechselt. Die Berechnung von uist stabil, da u begrenzt ist.
beinhaltet die Fupunkbeschleunigung G sowohl Oszillationen wie auch eine schwache
Instabilitat.

Die GrolRen z, z und Z sind entkoppelt und entsprechen der VergréRerungsmatrix eines Ein-
massenschwingers. Damit sind z, z und Z storungsfrei und stabil.

Pyn, P, und P, sind nur noch an z, 2 und Z gekoppelt. Py» wird daher nicht mehr von
Ostzillationen Uberlagert, die Integration erfolgt stabil. In P,, entstehen Oszillationen, die Be-
rechnung ist aber stabil. P, ist von Oszillationen tiberlagert und schwach instabil.

Obwonhl die Zeitintegration von Modell 6 mit dem Newmark-b Verfahren instabil ist, ist die L0-
sung fir die Lagekoordinaten wie auch fir Py, und P, stabil. Lediglich ¢ und P, sind
schwach instabil, beeinflussen aber alle anderen Grélien nicht.

Die Zeitintegration des Modells 6 mittels des Newmark-b Verfahrens mit den gleichen Parame-
tern wie in 5.3.3 ergibt fir die Systemfreiheitsgrade (z, u, Pyn) sowie deren erste (Z,u, P,.) und
zweite Ableitungen (Z, U, P.):

0.08 0.3 2
or ™
E E £
N *N 3
0 0 2
0 t[s 0.8 0 t[s 0.8 0 t[s 0.8
0.08 0.3 -4000
o o'
= M
=} =}
0 0.1 4000
0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8
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o & x5
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Abbildung 5.4: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Einmassenschwingermodells 6
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ErwartungsgemaR zeigen sich Storungen in u und P,.. U und P, sind von Stérungen tberla-
gert und instabil. Die Stérungen in u wirken sich nicht in z, z und Z aus. Die Lagekoordina-
ten ohne Festhaltungen sind stabil und stérungsfrei integrierbar.

Wird statt des Newmark-b Verfahrens das Generalized-a Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration auch fir P,, und U stabil. Die Stérungen mit den unendlich hohen Frequenzen sind
nach wie vor vorhanden, werden aber durch die numerische Dissipation des Verfahrens gedampft.

5.5 Ubertragung auf Systeme mit Festhaltungen im Inneren

Bisher wurden nur Systeme mit Festhaltungen am Rand untersucht. In diesem Abschnitt sollen
aufbauend auf den dabei gewonnenen Erkenntnissen Systeme mit Festhaltungen im Inneren un-
tersucht werden.

Die kennzeichnende GrolRRe fir Systeme mit Festhaltungen im Inneren ist, wie flr die bisher be-
handelten differentiell —algebraischen Systeme, ebenfalls deren Index. Dieser kann wiederum den
Wert 1, 2 oder 3 annehmen und durch die Differentiation der Nebenbedingung reduziert wer-
den. Bei den bisher betrachteten Systemen war der Index von der Bestimmungsgleichung fiir Pgyn
abhdngig. Hier ergeben sich nun 2 oder mehr Gleichungen, in welchen Pgy, enthalten ist. Zu-
nachst wird deswegen untersucht, welche dieser beiden Gleichungen mafRgeblich zur Bestimmung
des Index ist. Dazu wird folgendes System betrachtet, das an der oberen Koppelstelle ein Mas-
senelement und an der unteren Koppelstelle lediglich ein Federelement besitzt:

Mo
ks
My

Payn(t)

z (1)

Payn(t)

!
|

Abbildung 5.5: System mit Festhaltungen im Inneren

b(t)

JI
T u(t)
I
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Wird weiter die Nebenbedingung auf Lageebene formuliert, so lautet die DAE 2. Ordnung:

érTBSZ+kf - ki 0 OUI ZU éol]

é -k ms+ke 0 10 uf éod

é i y:é a (5.62)

é 0 0 Ko 1UI b (E:.O (

€ o 1 -1 off denb & (1)8

Die Transformation auf DAE 1. Ordnung ergibt:

z =z
u =y
21 = (k u- k Z)/nb (563)
u = (k z- ke u- F>dyn)/mJ '
0 = k b - I:Lyn
0 = u-b-r(t)

Das Gleichungssystem stellt eine semiexplizite DAE dar. Der Differentiationsindex kann deshalb
uber die Differentiation des algebraischen Teiles sowie mittels algebraischer Umformungen be-
stimmt werden (siehe Kapitel 3):
?j_f: u-b=r(t) ®b=u.- ()

0=k, b- By ® Py, =k, (u- F(1) (5.64)

Nach einer Differentiation der Nebenbedingungen geht das System in ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen (ber. Das System besitzt daher den Differentiationsindex di=1. Der glei-
che Differentiationsindex ergibt sich, wenn die Masse m, statt am Freiheitsgrad u am Freiheits-
grad b angeordnet ist. Damit ergibt sich der Index zu 1, falls an mindestens einem Freiheitsgrad
der Kontaktbedingung lediglich Federelemente angeordnet sind. Besitzt kein Freiheitsgrad der
Kontaktbedingung lediglich Federelemente, aber mindestens ein Freiheitsgrad lediglich Feder-
und D&mpferelemente so betrégt der Index 2. In allen anderen Féllen betrégt der Index 3. Besteht
ein System aus mehreren Festhaltungen, so ist der groRte Index aller Festhaltungen mal3gebend.

Bei der Zeitintegration zeigen Systeme mit Festhaltungen im Inneren vergleichbare Effekte wie die
bisher untersuchten Systeme mit Festhaltungen am Rand. Hier nimmt nun die Nebenbedingung
im homogenen Fall die Form

g: u-b=0 (5.65)

an. b kennzeichnen die Lagekoordinaten, die neben u die Festhaltung im Inneren des Systems
bilden. Die Stabilitdtsaussagen in den Abschnitten 5.3.2 und 5.4.2 gelten dann sinngemal} fur
u-bi. Da in diesem Fall u-by stabil ist, wird angenommen, dal? u und by stabil sind. Die Storungen
in u-by; breiten sich tiber u und by in die weiteren Lagekoordinaten und die Lagrangeschen Multi-
plikatoren aus.
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5.6 Zeitintegrationsverfahren ftr strukturdynamische diffe-
rentiell —algebraische Systeme

Anforderungen an strukturdynamische Verfahren zur Integration von gewohnlichen Differential-
gleichungen wurden von [Hughes 1987] formuliert. Demnach sollte ein Zeitschrittalgorithmus
folgende Eigenschaften erflllen:

Unbedingte spektrale Stabilitat bei linearen Berechnungen.

Maximal ein Satz impliziter Gleichungen je Zeitschritt.

Genauigkeit 2. Ordnung.

Steuerbare numerische Dissipation hoher Frequenzen.

Selbststartend, d.h. es wird kein anderes Verfahren zur Gewinnung der Startwerte benétigt.

Es existiert eine Vielzahl an Verfahren, welche diese Anforderungen erfiillen. Bei der Zeitintegra-
tion von differentiell — algebraischen Gleichungen sind, zur Vermeidung von Instabilitaten, die
Stabilitatskriterien enger zu wdhlen. Daneben treten bei der Integration hdufig Storungen mit
unendlich hohen Frequenzen auf, welche die Losung (berlagern. Das Ldsungsverfahren muf}
deshalb zusétzlich mit diesen Storfrequenzen umgehen kdnnen. Verfahren wie das Generalized-a
Verfahren, welche eine numerische Dissipation besitzen, ddmpfen diese Storfrequenzen zwar, sind
aber nicht in der Lage, deren Entstehung zu verhindern. Die StOrfrequenzen treten in den Lage-
koordinaten mit Festhaltungen u und den Lagrangeschen Parametern | selbst, sowie in deren
Geschwindigkeiten u,| und Beschleunigungen i, | auf. Da von letzteren keine Riickkopplung
auf die Freiheitsgrade des Systems besteht und in der Regel lediglich u und| berechnet werden,
erscheint es ausreichend, die Storungsfreiheit der Freiheitsgrade des Systems zu gewahrleisten.
Damit ergibt sich folgendes Kriterium, das bei der Integration von differentiell —algebraischen
Systemen zusétzlich einzuhalten ist:
Storungsfreie Integration aller Freiheitsgrade.

Das maldgebliche Charakteristikum einer DAE ist ihr Index. Der Index stellt ein MaR flr die
Schwierigkeit der Lésung der DAE dar. In diesem Kapitel konnte gezeigt werden, wie sehr der
Index einer differentiell —algebraischen Gleichung das Losungsverhalten bei deren Zeitintegration
mit Verfahren 2. Ordnung bestimmt. Das Ldsungsverfahren fir eine DAE muR daher auf ihren
Index abgestimmt sein.

Der nachste Abschnitt fa3t deswegen in kurzer Form die Indexbestimmung sowie die verschiede-
nen Mdglichkeiten der Indexreduktion zusammen. Danach werden fur differentiell —algebraische
Systeme Losungsverfahren in Abhangigkeit von ihrem Index vorgeschlagen.
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5.6.1 Indexbestimmung, Indexreduktion

Der Index eines Systems ergibt sich zum einen aus der Lagrangeschen Nebenbedingung, zum
anderen wird er durch die Modellierung des Systems an der Kontaktstelle bestimmt. Der Index
betragt 1, falls an mindestens einem Freiheitsgrad der Kontaktbedingung lediglich Federelemente
angeordnet sind. Besitzt kein Freiheitsgrad der Kontaktbedingung lediglich Federelemente, aber
mindestens ein Freiheitsgrad lediglich Dampferelemente (bzw. zusétzlich Federelemente), so be-
tragt der Index 2. In allen anderen Faéllen betrdgt der Index 3.

Dieser Bestimmung liegt die Formulierung der Nebenbedingung auf Lageebene zugrunde. Durch
eine Differentiation der Nebenbedingung ergibt sich diese auf Geschwindigkeitsebene. Der Index
reduziert sich um 1. Nach einer weiteren Differentiation der Nebenbedingung ergibt sich diese
auf Beschleunigungsebene. Der Index reduziert sich um 2. Besteht ein System aus mehreren Fest-
haltungen, so ist der grof3te Index aller Festhaltungen maRgebend.

Die Tatsache, dal Systeme mit lediglich Federelementen an einem Freiheitsgrad den Index 1 be-
sitzen kann zur Indexreduktion eines System benutzt werden. Wird an der Kontaktbedingung ein
Federelement eingefiigt, so reduziert sich der Index des Systems auf 1. Die Grol3e der Federkon-
stante ist dabei groR genug zu wahlen, damit das Schwingungsverhalten des Systems nicht beein-
fluBt wird. Die Indexreduktion durch Einfuigen einer Zwischenfeder ist in der néchsten Skizze
dargestellt:

Tz(t) Tz(t)

u(t) u(t)
Pan(®) | I Pan(®) T I

Payn(t)
T by (t)

|

VZ\

Payn(t)

Abbildung 5.6: Index 3 System, Indexreduktion auf Index 1 durch Einfugen
einer Zwischenfeder.
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5.6.2 Zeitintegration von Index 1 Systemen

Am einfachsten I6sbar sind Systeme mit Index 1. Die Integration dieser Systeme kann unter Ein-
haltung der in Stabilitatskriterien (5.55) und (5.7) mit dem Generalized-a Verfahren erfolgen.
Samtliche Freiheitsgrade w des Systems bleiben stérungsfrei.

5.6.3 Zeitintegration von Index 2 Systemen

Systeme mit Index 2 kénnen unter Einhaltung der Stabilitatskriterien (5.55) und (5.7) mit dem
Generalized-a Verfahren integriert werden. Jedoch ergeben sich wéhrend der Zeitintegration Sto-
rungen in den Lagrangeschen Parametern (siehe Kapitel IV Modell 4). Deshalb ist es gunstig, zu-
nachst den Index des Systems auf 1 zu reduzieren. Dies gelingt durch eine einmalige Differentia-
tion der Nebenbedingung. Hier tritt kein Abdriften auf (siehe Kapitel 1V Modell 4). Daneben
kann der Index durch Einfiihren einer Aufstandsfeder reduziert werden. Hier ergibt sich ebenfalls
ein Index 1 System.

Damit sind folgende Vorgehensweisen fur Index 2 Systeme mdglich:

1. Indexreduktion durch Differentiation der Nebenbedingung und Zeitintegration mit dem
Generalized-a Verfahren unter Beriicksichtigung von (5.55) und (5.7).

2. Indexreduktion durch Einfuigen einer (steifen) Zwischenfeder. Zeitintegration mit dem Gene-
ralized-a Verfahren unter Berticksichtigung der Stabilitatskriterien (5.55) und (5.7).

5.6.4 Zeitintegration von Index 3 Systemen

Index 3 Systeme besitzen den grofiten Schwierigkeitsgrad bei der Lésung der hier betrachteten
Systeme. Sie kdnnen zwar unter Einhaltung der Stabilitatskriterien (5.25) und (5.7) mit dem Ge-
neralized-a Verfahren stabil integriert werden, jedoch ergeben sich wéhrend der Zeitintegration
wiederum StOrungen in den Lagrangeschen Parametern. Auch nach einer einmaligen Indexreduk-
tion verschwinden diese Stérungen nicht (siehe Kapitel 1V Modell 2). Eine weitere Indexredukti-
on beseitigt diese Storungen schliellich, fihrt aber zu einem Abdriften der Lagekoordinaten (sie-
he Kapitel 1V Modell 3). Dieses Abdriften ist bei Verwendung des Generalized-a Verfahrens je-
doch extrem gering (8 10™ nach 3000 Zeitschritten). Durch Einfligen einer Zwischenfeder redu-
ziert sich der Index des Index 3 Systems auf 1. Die Zeitintegration ist dann fur Freiheitsgrade w
des Systems ebenfalls storungsfrei.

Index 3 Systeme kdnnen damit folgendermalien gel6st werden:

1. Indexreduktion auf den Index 2 durch Differentiation der Nebenbedingung und Zeitintegra-
tion mit dem Generalized-a Verfahren unter Einhaltung der Stabilitdtsaussagen (5.25) und
(5.7). Es treten geringe Stérungen in den Lagrangeschen Parametern auf. Diese werden durch
die dissipativen Eigenschaften des Verfahrens gedampft. Ein Abdriften tritt nicht auf.
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2. Indexreduktion auf den Index 1 durch Differentiation der Nebenbedingung. Die Zeitintegra-
tion mit dem Generalized-a Verfahren ist storungsfrei aber instabil. Diese Instabilitat dulert
sich in einem extrem geringen Abdriften. Bei numerischen Berechnungen ergab sich hier ein
Wert von 8 10™ nach 3000 Zeitschritten.

3. Indexreduktion durch Einfligen einer (steifen) Zwischenfeder sowie Zeitintegration mit dem
Generalized-a Verfahren unter Beriicksichtigung der Stabilitatskriterien (5.55) und (5.7). Die
Zeitintegration ist stabil und stérungsfrei. Die GroRe der Federkonstante ist dabei so zu wéh-
len, dal3 das Schwingungsverhalten des Systems nicht beeinflul3t wird.

5.7 Zusammenfassung

Ziel dieses Kapitels ist es, Stabilitatskriterien fir die Integration mechanischer, differentiell —alge-
braischer Systeme mit Verfahren 2. Ordnung festzulegen. Darliber hinaus sollte eine Erklarung
fur die bei der Zeitintegration auftretenden Phanomene gefunden werden. Insbesonders die Stor-
frequenzen mit scheinbar unendlich hohen Frequenzen und auftretende Instabilitdten sollten
untersucht werden.

Dieses Ziel wurde groRtenteils erreicht. Fir ungeddmpfte Index 3 und Index 1 Systeme konnte
das malRgebende Stabilitatskriterium gefunden werden. Bei der Zeitintegration mittels des Genera-
lized-a Verfahrens lautet dieses:

Ofr,<1 (5.66)

ry a 2ry -1
ry+1

b=2(-a,+a,) g=Z-a,a, (567

Damit verbietet sich der nichtdissipative Fall (ry = 1) im Vergleich zu gewohnlichen Differential-
gleichungen. Hier zeigt sich auch, dall das Verhalten des Algorithmus bei unendlich hohen Fre-
quenzen von entscheidender Bedeutung fiir die Stabilitét der Zeitintegration ist. Dies bestatigt die
Erkenntnis aus dem letzten Kapitel, daR diese Systeme Eigenkreisfrequenzen mit w® +¥ besitzen.
Betrédgt der spektrale Radius des Verfahrens flir w® ¥ : ry=1 (keine numerische Disspation), so
wird die Zeitintegration instabil. Ist der spektrale Radius r y kleiner als 1 (numerische Dissipation
ist vorhanden), so ist die Integration stabil.

Mit Hilfe der VergroRerungsmatrix des Newmark-b Verfahrens konnten die bei der Zeitintegrati-
on auftretenden Phdnomene erklart werden. Die unendlich hohen Storfrequenzen entsprechen
einer Bildungsvorschrift:

Wope = (- D" wg. (5.68)

Die zusatzlich zu den Storfrequenzen auftretenden Instabilitdten ergeben sich durch:
W, = N(- )" Cwy. (5.69)
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Die Storungen und Instabilitdten betreffen nur Lagekoordinaten mit Festhaltungen und die La-
grangeschen Parameter. Die Lagekoordinaten ohne Festhaltungen werden stabil und storungsfrei
integriert. Die angesprochenen Probleme sind, falls nur die Lagekoordinaten ohne Festhaltungen
gesucht sind, mehr kosmetischer Natur. Sie haben aber fatale Auswirkungen, falls die Lagekoor-
dinaten mit Festhaltungen oder die Lagrangeschen Parameter bendtigt werden.

Index 2 Systeme konnten mit der hier vorgestellten Technik nicht untersucht werden. Da deren
Schwierigkeitsgrad zwischen dem von Index 3 und Index 1 Systemen liegt, kann angenommen
werden, dal} fur diese Systeme die gleichen Stabilitatskriterien gelten. Weiter konnten nur unge-
dampfte Systeme behandelt werden. Da eine Dampfung dissipative Eigenschaften besitzt, kann
angenommen werden daR sich eine zusétzlich vorhandene Ddmpfung nicht negativ auf die Stabi-
litét auswirkt. Die Wirkungsweise der Indexreduktion durch Differentiation der Nebenbedingung
konnte ebenfalls nicht gezeigt werden. Insbesonders das nach einmaliger Indexreduktion nicht
auftretende Abdriften der Lagekoordinaten bleibt ungeklart. Da diese Art der Indexreduktion ein
mathematisch bewahrtes Konzept ist, kann davon ausgegangen werden, dal} hier keine zusatzli-
chen Probleme entstehen. Diese Annahmen konnte durch Vergleichsrechnungen bestétigt werden.

Systeme mit Festhaltungen im Inneren zeigen die gleichen Effekte wie Systeme mit Festhaltungen
am Rand. Hier nimmt nun die Nebenbedingung im homogenen Fall die Form u-b; =0 an. Unter
Anwendung der ermittelten Stabilitétskriterien ist dann u-b; stabil. Deswegen kann angenommen
werden, daR auch u und by stabil sind.

Auf der Basis der in diesem und im letzten Kapitel gewonnenen Erkenntnisse wurden Zeitinte-
grationsverfahren fir strukturdynamische differentiell-algebraische Systeme entwickelt.

Im néchsten Kapitel werden diese Losungsverfahren auf die Interaktionsproblematik angewandt.
Dabei werden Vergleichsrechnungen mit zeitinvarianten Systemen (Betrachtung des Fahrzeuges
allein) und zeitvarianten Systemen (Interaktion Fahrzeug —Fahrweg) durchgefiihrt. Die hier auf-
gefiihrten Verfahren werden auf ihre Genauigkeit hin Gberpruft.
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6 Zeitintegration der differentiell —algebrai-
schen Interaktionsgleichung

In Kapitel 2 wurde ein differentiell —algebraisches Gleichungssystem zur Beschreibung der Fahr-
zeug-Fahrweg Interaktion hergeleitet. Dessen Zeitintegration ist deutlich schwieriger als die eines
Systems gewohnlicher Differentialgleichungen. Deshalb wurden in den Kapiteln 3-5 Studien zur
Struktur des Gleichungssystems vorgenommen. Zunéchst wurde das Gleichungssystem in Kapitel 3
als DAE charakterisiert. Umfangreiche Untersuchungen halfen bei der Interpretation der mal3geb-
lichen Effekte dieser Systeme (Stérungen, Instabilitaten). In Kapitel 5 wurde die Zeitintegration
von DAE 3 mit Verfahren 2. Ordnung untersucht. Dabei konnten Stabilitatskriterien fiir differen-
tiell —algebraische Systeme hergeleitet werden. Weiterhin konnten Verfahren zu deren Zeitintegra-
tion entwickelt werden. Stabilitatskriterien fur die Bewegungsgleichungen der Interaktion kdnnen
wegen der Komplexitdt und der Zeitvarianz der vorliegenden Problemstellung nicht mehr ermittelt
werden. Da die Interaktionsproblematik jedoch sehr &hnlich zu zeitinvarianten Systemen ist, wer-
den die ermittelten Verfahren auf die Interaktionsproblematik angewendet. Deren Eignung wird
durch Vergleichsrechnungen untersucht.

In diesem Kapitel wird zunéchst eine einfach anzuwendende Vorgehensweise zur Bestimmung des
Index der Interaktionsgleichung entwickelt. Danach wird die Reduktion des Index durch die Diffe-
rentiation der Nebenbedingung behandelt. AnschlieBend wird die Zeitintegration von Index-1
Systemen untersucht. Fir Systeme mit hoherem Index finden Ldsungsverfahren ihre Anwendung,
welche vor einer Zeitintegration den Index reduzieren. Fir Index-2 Systeme bzw. Index-3 Systeme
werden deshalb mdgliche Lésungstechniken untersucht.

Im Folgenden wird ein praxisnahes Fahrzeug-Fahrweg Interaktionssystem untersucht Bei den

durchzufiihrenden Vergleichsrechnung werden zwei Félle unterschieden:

- Befindet sich das Fahrzeug vor oder hinter der Briicke, so kann das Fahrzeug getrennt von der

Briicke betrachtet werden. Hier ist es ausreichend, ein Fahrzeugmodell mit einer Strallenrau-
higkeit als Anregung zu untersuchen. Das Fahrzeug entspricht dann einem System mit Festhal-
tungen am Rand. Die Stabilitat der Zeitintegration ist mit den Lésungsverfahren aus Kapitel 5
sichergestellt. Durch Vergleichsrechnungen mit einer extrem starken Anregung soll die Lo-
sungsgenauigkeit untersucht werden. Ferner wird betrachtet, ob und in welchem Male Stérun-
gen auftreten. In diesem Fall kdnnen analytische Vergleichslosungen hergeleitet werden (An-
hang C). Die Berechnungsergebnisse werden zur Verifikation mit diesen verglichen.
Befindet sich das Fahrzeug auf der Briicke, so mu3 das gekoppelte System Fahrzeug-Fahrweg
untersucht werden. Die Berechnungsergebnisse werden mit Ergebnissen der Co-Simulation
[Lang 2001] verglichen. Die Parameter der Co-Simulation (Schrittweite, Losungsgenauigkeit)
werden so gewahlt, dal diese sehr hohen Genauigkeitsanspriichen gentigen.
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Die numerischen Berechnungen in diesem Kapitel werden so gewahlt, dal3 extrem hohe Belastun-

gen auftreten. Das Abheben der Réder wird nicht berticksichtigt, da das Ziel dieser Vergleichsrech-

nungen ist, die Integrationsroutinen zu testen.
Als Fahrzeugmodell wird ein Einmassenschwinger mit: my=7000 kg, my=300 kg, k=2.5 10°
N/m und c=1 10° Ns/m betrachtet. Der Einmassenschwinger entspricht dabei einem verein-
fachten Modell eines Lkws, welches in der Literatur hufig fir Simulationen verwendet wird.
Da die GroRe der Storungen von der Ddmpferkonstante ¢ abhangt, wurde diese zum Testen
des Interaktionsalgorithmus sehr groRR gewdhlt. Die Geschwindigkeit des Einmassenschwingers
betrégt jeweils v=20mVs. Dies entspricht einer Geschwindigkeit von 72 knvh.
Die Zeitintegration erfolgt mittels des Generalized-a Verfahrens mit r y=0.5. Die zeitliche Dis-
kretisierung wird zu dt=0.001 s gewéhlt.
In einem ersten Fall wird das Fahrzeug allein betrachtet. Die Anregung des Fahrzeugs erfolgt
Uber eine Rampe. Diese ist ahnlich der im EU Projekt ,Copernikus*“fir Simulationsrechnun-
gen verwendeten Rampe [Vaculin, Valasek 1998]. Fir diesen Fall kann fir Index 1 und Index 2
Systeme eine analytische Vergleichsldsung hergeleitet werden (siehe Anhang C). Fur Index 3 Sy-
steme existiert an den Knicken der Rampe infolge der Aufstandsmasse keine analytische Lo-
sung fir Payn mehr. Hier mussen diese Zeitpunkte beim Vergleich ausgenommen werden. Die
Rampenfunktion stellt eine starke Anregung flr das Fahrzeug dar. Damit soll Gberprift wer-
den, ob die Integration bei scharfen Knicken in der Fahrbahn genaue Ergebnisse liefert. Rau-
higkeitsverldufe von StraBen sind wesentlich glatter im Verlauf. Der verwendete Rauhigkeitsver-
lauf soll daher auch die Belastbarkeit der Integrationsroutinen zeigen.
Im zweiten Fall wird die Interaktion Fahrzeug —Fahrweg betrachtet. Als Briickenmodell wird
ein aus der Bellevillebriicke abgeleiteter 2-dimensionaler Einfeldtrager der L&nge 50 m verwen-
det. Die Briicke wird dabei durch 10 Elemente diskretisiert. Bei der Brickeniiberfahrt wird
keine Stral’enrauhigkeit verwendet.

m, E— -0.11
I v=20 m/s
z (1) T
k c =
my i u(t) = r(t) 0

| I |
4 0 05 2 25 4 x [m] 10
den ,

Abbildung 6.1: Modell: Fahrzeug auBerhalb Briicke unter Anregung r(x)
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Abbildung 6.2: Modell: Fahrzeug tiberféhrt Briicke
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6.1 Bestimmung des Index

Der Index eines Systems ergibt sich zum einen aus den Kontaktbedingungen (Nebenbedingungen)
zwischen Fahrzeug und Fahrweg. Zum anderen wird er durch die Modellierung des Fahrwegs und
des Fahrzeugs am Aufstandspunkt bestimmt. Ist der Fahrweg masselos modelliert, so betrégt der
Index der differentiell —algebraischen Bewegungsgleichung 1. In der Regel ist der Fahrweg jedoch
massebehaftet. Der Index ergibt sich dann aus der Modellierung der Radaufstandspunkte. Befin-
den sich am Radaufstandspunkt des Fahrzeugs lediglich Federelemente, so ergibt sich der Index zu
1. Befinden sich am Radaufstandspunkt des Fahrzeugs Dampfer- aber keine Massenelemente, so
betrégt der Index 2. Sind schliellich am Radaufstandspunkt des Fahrzeugs Massenelemente vor-
handen, so betragt der Index 3. Besitzt ein Fahrzeug mehrere Aufstandspunkte, so ist der maximale
Index maRgebend.

Dieser Bestimmung liegt die Formulierung der Nebenbedingung auf Lageebene zugrunde. Durch
eine Differentiation der Nebenbedingung ergibt sich diese auf Geschwindigkeitsebene. Der Index
reduziert sich um eins. Nach einer weiteren Differentiation der Nebenbedingung ergibt sich diese
auf Beschleunigungsebene. Der Index reduziert sich um zwei.

6.2 Differentiation der Nebenbedingung

Die Nebenbedingung ist urspriinglich auf Lageebene formuliert. Sie stellt sicher, daf? die Rader des
Fahrzeugs der Fahrbahnoberflache der Briicke folgen. Die dazu erforderliche Briickendurchsen-
kung bestimmt sich aus den Knotenweggrofien der angrenzenden Knotenpunkte, sowie aus der
Deformation infolge der direkten Belastung und den Tragheitskraften des Elements (siehe Kapitel
2.7). Die beiden letzten Anteile kdnnen bei ausreichend kurzen Elementldngen in guter N&herung
vernachléssigt werden. Die Nebenbedingung auf Lageebene ergibt sich nach Transformation in den
Zeitbereich damit nach (2.57) zu:

20=8 A,020+& B,01,0- 10, 1)

Die Nebenbedingung auf Geschwindigkeitsebene ergibt sich aus der Nebenbedingung auf Lagee-
bene durch Ableitung nach der Zeit t:

40=8 A,050+& A,020+4 B,0/,0+a 8,0/,0-10. 62

Die Nebenbedingung auf Beschleunigungsebene lautet dann:

2,0=8 A,020+23 A 020+ A,020+
ii::|l ii::ll i:li:I ' (6'3)
a B0 (0+2a B0 0 +a 8,01 © - F©
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Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Hermite-Polynome sind jedoch nur C; stetig. Die zwei-
ten Ableitungen sind daher zwar noch stetig, aber nicht mehr stetig differenzierbar. Infolge der
auftretenden Knicke in A und B ergeben sich Stérungen in der dynamischen Radlast. Weiterhin
sind A und B, fur die Interpolation nicht mehr geeignet. Es tritt ein groBes Abdriften auf. Soll
die Nebenbedingung auf Beschleunigungsebene formuliert werden, so sind daher héherwertige
Ansatzfunktionen zu verwenden.

Die Differentiation der Rauhigkeitsfunktion r(t) kann z.B. Uber den Differenzenquotienten erfol-
gen. Damit ergibt sich bei dquidistanten Stutzstellen:

0 - (64)
f) » r(t+D0)- 2r(®) +r(t- DY) (6.5)

Dt2

6.3 Zeitintegration von Index 1 Systemen

Index 1 Systeme besitzen bei ihrer Zeitintegration den geringsten Schwierigkeitsgrad aller differen-
tiell —algebraischer Systeme. Wie in Kapitel 5 gezeigt wurde, kann ein System mit Festhaltungen
am Rand mittels des Generalized-a Verfahrens stabil integriert werden, falls gilt:

0fr, <1. (6.6)

_2ry-1
mor,+l

Mit: a, = v
ry+1

b=2@a,+a,)?  g=i-a.+a,  67)
4 2

Die Berechnung fast aller GrofRen erfolgt dann stérungsfrei und stabil. Lediglich in den Geschwin-

digkeiten und Beschleunigungen der Lagekoordinaten mit Festhaltungen und den Lagrangeschen

Parametern treten Storungen auf. Diese beeinflussen die anderen Groéf3en jedoch nicht und werden

durch die numerische Dissipation gedampft.

Die Zeitintegration mittels des Newmark-b Verfahrens mit b=%2 , g=%2 wird zwar instabil, diese
Instabilitat betrifft jedoch nur die Beschleunigungen der Lagekoordinaten mit Festhaltungen und
die 2. Ableitungen der Lagrangeschen Parameter. Deren Geschwindigkeiten werden stabil integriert,
es treten jedoch Stérungen auf. Beide beeinflussen die anderen Gréf3en jedoch nicht. Alle Weggro-
Ren und Geschwindigkeiten werden stabil und stérungsfrei berechnet. Werden nur diese benétigt,
so kann die Integration auch mittels des Newmark-b Verfahrens erfolgen.
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Zundchst wird die Genauigkeit der Zeitintegration bei der Rampeniberfahrt des Einmassen-
schwingers untersucht. Die Ergebnisse der Zeitintegration mittels des Generalized-a Verfahrens mit
r y=0.5 sowie die analytische Vergleichsldsung sind in Abbildung 6.3 dargestellt:

t[s P
o0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 —

T T
— Generalized-a L

-0.1- + Analytische Lésung
E »0.05/\ i
=
O t t t t t t t t ¢ ¢ ¢ ¢

ts

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Abbildung 6.3: Ergebnisse der Fahrt des Einmassenschwingers mit Index 1 tiber Rampe: Integra-
tion mit dem Generalized-a Verfahren und analytische Vergleichsldsung

Es ist zu erkennen, daf? die GroRen z u und Pgy, sehr genau mit der analytischen Vergleichslsung
Ubereinstimmen.

Als nichstes wird die Stabilitit und die Losungsgenauigkeit bei der Uberfahrt des Einmassen-
schwingers Uber die Briicke untersucht. Ein Ergebnisvergleich zwischen der Interaktionssimulation
und der Co-Simulation ist in der néchsten Abbildung dargestellt. Der Einmassenschwinger startet
dabei am linken Auflager der Briicke und verlédfi3t diese nach 2.5 s Es werden die Mittenduchsen-
kung der Briicke zy, die Durchsenkung des Radaufstandspunktes u sowie die dynamische Radlast
Payn Vverglichen. Bei der Co-Simulation werden beide Teilsysteme getrennt voneinander berechnet.
Die sich ergebenden Verschiebungen und Kontaktkréfte werden solange iterativ abgeglichen bis
vorgegebene Genauigkeitsschranken erflillt sind. Diese Genauigkeitsschranken wurden hier sehr
eng gewahlt. Die BewegungsgrofRen werden vom vorliegenden Programm zur Co-Simulation ledig-
lich bis zum Verlassen des Fahrzeugs der Bricke (t=2.5s) berechnet. Danach ist kein Vergleich
mehr moglich.
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Abbildung 6.4: Ergebnisse der Fahrt des Einmassenschwingers mit Index 1 uber Briicke: Integra-
tion mit dem Generalized-a Verfahren und Co-Simulation

Die Integration mit dem Generalized-a Verfahren ist hier stabil. Als nachstes wird die Losungsge-
nauigkeit betrachtet. Die Berechnung der Mittendurchsenkung der Briicke wird durch die statische
Radlast dominiert und ist relativ unsensibel. Wie erwartet stimmen beide L&sungen hier Gberein.
Sensible GroRen sind die Durchsenkung der Radaufstandspunkte und die dynamische Radlast.
Auch hier ist die Ubereinstimmung ausgezeichnet.

Die Integration der Bewegungsgleichung der Interaktion mit einem Index von 1 kann daher mit
dem Generalized-a Verfahren erfolgen. Mit den oben genannten Einschrankungen ist die Integra-
tion ebenfalls mittels des Newmark-b Verfahrens moglich. Da das Generalized-a Verfahren auf-
grund seiner dissipativen Eigenschaften jedoch besser geeignet ist, wird im Folgenden nur noch das
Generalized-a Verfahren betrachtet.
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6.4 Losungsverfahren flr Index 2 Systeme

Fir zeitinvariante Index 2 Systeme ist es sinnvoll, bei der Integration mittels des Generalized-a
Verfahrens das gleiche Kriterium (6.6) wie fir Index 1 Systeme einzuhalten. Deren numerische
Losung ist nicht ohne weiteres moglich. Waren bei Index 1 Systemen die Lagrangeschen Parameter
noch stérungsfrei, so sind diese jetzt von Storungen uberlagert. Daneben sind die Beschleunigun-
gen der Lagekoordinaten mit Festhaltungen und die ersten und zweiten Ableitungen der Lagrange-
schen Parameter ebenfalls von Stérungen tberlagert. Diese beeinflussen jedoch die anderen Gréien
nicht und werden durch die numerischen Dissipation geddmpft.

Problematisch sind hier vor allem die Storungen in den Lagrangeschen Parametern. Das Generali-
zed-a Verfahren dampft die Stérungen zwar, kann aber deren Entstehung nicht verhindern. Da
infolge der Strallenrauhigkeit permanent neue Storungen entstehen, sind die Lagrangeschen Para-
meter immer storungsbehaftet. Somit ist das Generalized-a Verfahren zur direkten Anwendung auf
das Index 2 System hier nicht geeignet. Deswegen ist es sinnvoll den Index des Systems vor dessen
Zeitintegration zu reduzieren.

Fir die Briickenuberfahrt des Index 2 System lag keine Referenzldsung vor. Da in diesem Kapitel
gezeigt werden konnte, dal? die Losung von Index 1 Systemen sehr genau und stabil mdglich ist,
werden die indexreduzierten Systeme miteinander verglichen.

6.4.1 Zeitintegration des Index 2 Systems nach Indexreduktion durch Diffe-
rentiation der Nebenbedingung

Infolge der Indexreduktion ergibt sich ein Index 1 System. Alle Lagekoordinaten sind, ebenso wie
die Lagrangeschen Parameter, storungsfrei. Sinnvollerweise ist wiederum das Kriterium (6.6) einzu-
halten.

Die Ergebnisse der Zeitintegration der Rampeniiberfahrt des Einmassenschwingers mittels des Ge-
neralized-a Verfahrens mit ry=0.5 sowie die analytische Vergleichslésung sind in der ndchsten
Abbildung dargestellt:
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Abbildung 6.5: Ergebnisse fir den Einmassenschwinger mit Index 2, indexreduziert auf Index 1:
Integration mit dem Generalized-a Verfahren und analytische Vergleichsldsung

Die numerische Losung stimmt sehr gut mit der analytischen Ldsung tiberein. Ein Abdriften der
Lagekoordinaten tritt erwartungsgemaR nicht auf.

Die Zeitintegration des gekoppelten Systems Fahrzeug-Fahrweg (Abbildung 6.7) erfolgt ebenfalls
stabil und storungsfrei. Anders als bei der Rampeniiberfahrt des fullpunkterregten Einmassen-
schwingers ergibt sich im Bereich der Briicke ein geringes Abdriften.

6.4.2 Zeitintegration nach Indexreduktion durch Einfligen einer Aufstands-
feder

Wird unter den Radaufstandspunkten des Einmassenschwingers eine Feder eingefugt, so betragt

der Index des Systems nur noch 1. Die Zeitintegration vereinfacht sich (siehe Abschnitt 6.3). Die
GroRe der Federkonstante ist dabei groRR genug zu wéahlen, so daR3 das Schwingungsverhalten des
Fahrzeugs nicht beeinfluRt wird. Diese wurde hier zu 540° gewahlt.

Die Ergebnisse der Zeitintegration mittels des Generalized-a Verfahrens mit r y=0.5 sowie die ana-
lytische Vergleichslosung sind in der ndchsten Abbildung dargestellt.
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Abbildung 6.6: Ergebnisse der Fahrt des Index 2 Einmassenschwingers mit Aufstandsfeder tGber
Rampe: Integration mit dem Generalized-a Verfahren und analytische Vergleichslésung

Daraus geht hervor, dal die Genauigkeit der numerischen Losung sehr gut ist. Lediglich an den
Knicken der Rampe treten kleine, schnell abklingende Stérungen in den Lagrangeschen Parame-
tern auf.

Der Vergleich beider Losungsmethoden fur die Briickenlberfahrt ist in der nachsten Abbildung
dargestellt:
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Abbildung 6.7: Zeitintegration der Fahrt des Einmassenschwingers tber die Briicke (Generalized-
a Verfahren): Index 2 System, indexreduziert auf Index 1; Index 2 System mit Aufstandsfeder

Wie daraus ersichtlich ist, stimmen beide Losungen sehr gut tberein. Im Fall der Aufstandsfeder
ergibt sich eine minimale, schnell abklingende Stérung am Ende der Briicke. Bei der Indexreduki-
on durch Differentiation der Nebenbedingung ergibt sich lediglich ein sehr geringes Abdriften von
540° nach der Briickentiberfahrt. Fiir Index 2 Systeme konnen deshalb beide Losungstechniken
sinnvollerweise angewendet werden.

6.5 Losungsverfahren flr Index 3 Systeme

Fir zeitinvariante Index 3 Systeme gilt bei der Integration mittels des Generalized-a Verfahrens das
gleiche Stabilitdtskriterium (6.6) wie fur Index 1 Systeme. Deren numerische Ldsung ist jedoch
noch einmal schwieriger als die von Index 2 Systemen, da die Lagrangeschen Parameter starker von
Storungen (berlagert sind. Das gleiche gilt fir die Beschleunigungen der Lagekoordinaten mit
Festhaltungen wie die ersten und zweiten Ableitungen der Lagrangeschen Parameter. Deswegen ist
es sinnvoll, den Index des Systems vor dessen Zeitintegration zu reduzieren.

Bei der Bestimmung von Vergleichsldsungen fur Index 3 Systeme ergab sich folgende Schwierigkei-
ten: Fur den fullpunkterregten Einmassenschwinger existiert eine analytische Vergleichslosung fir
Payn nur, wenn die Anregungsfunktion stetig differenzierbar ist. Dies ist an den Knicken nicht
gegeben. Die dynamischen Radlasten wiirden hier einem Dirac Impuls entsprechen und unendlich
groR werden. Fir alle anderen Stellen, wie auch fiir u und z kann die analytische Vergleichsldsung
ermittelt werden. Bei der numerischen Losung ergeben sich aufgrund der Integration tber ein Zei-
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tintervall statt der unendlich hohen Impulse an den Fahrbahnknicken in Pgyn nun Impulse von
endlicher Grolie.

Fir die Briickenuberfahrt des Index 3 Systems lag keine Referenzldsung vor. In diesem Kapitel
konnte jedoch gezeigt werden, dal3 durch das Einfiihren einer Aufstandsfeder stabile und genaue
Ergebnisse erzielt werden kénnen. Deshalb wird die Losung aus der Differentiation der Nebenbe-
dingung mit der Losung aus Einfiihren einer Aufstandsfeder verglichen.

6.5.1 Zeitintegration nach einmaliger Indexreduktion durch Differentiation
der Nebenbedingung

Infolge der einmaligen Indexreduktion ergibt sich ein Index 2 System. Die Zeitintegration sollte
unter Einhaltung des Kriteriums (6.6) erfolgen. Jedoch sind hier noch Stérungen in den Lagrange-
schen Parametern enthalten. Die Ergebnisse der Zeitintegration der Rampeniberfahrt des sowie die
analytische Vergleichslésung sind in der ndchsten Abbildung dargestellt:
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Abbildung 6.8: Ergebnisse der Fahrt des Einmassenschwingers mit Index 3, indexreduziert auf
Index 2 ber Rampe: Integration mittels Generalized-a und analytische Vergleichslésung

Die Ubereinstimmung zwischen beiden Losungen ist sehr gut. An den Knicken der Rampe treten
in den dynamischen Radlasten zunéchst die erwarteten Impulse auf. Im Anschluf3 daran ergeben
sich hier schnell abklingende Stérungen, welche die Ldsungsgenauigkeit kaum beeinflussen. Wird
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statt der Rampe, welche eine extrem starke Anregung darstellt, ein realistisches Rauhigkeitsprofil
verwendet, so sind diese Storungen deutlich kleiner. Weiterhin tritt ein Abdriften hier nicht auf.

Die Ergebnisse der Zeitintegration des gekoppelten Systems Fahrzeug-Fahrweg sind in Abbildung
6.10 dargestellt. Die Ergebnisse sind stabil und storungsfrei. Anders als bei der Rampenuberfahrt
des fuBpunkterreten Einmassenschwingers ergibt sich im Bereich der Briicke ein geringes Abdrif-
ten. Dies liegt wieder an den bei der Briickenuberfahrt verwendeten Interpolationsfunktionen.

6.5.2 Zeitintegration nach zweimaliger Indexreduktion durch Differentiation
der Nebenbedingung

Nach zweimaliger Indexreduktion durch Differentiation der Nebenbedingung entsteht ein Index 1
System. Die StOrungen in den Lagrangeschen Parametern verschwinden. Jedoch wird das System
bei Integration mittels des Generalized-a Verfahrens instabil. Diese Instabilitat dul3ert sich im Ab-
driften der Lagekoordinaten. Dieses Abdriften ist extrem gering. Bei der Interaktionsproblematik
sind die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Interpolationsfunktionen nicht geeignet. Deswegen
wird dieser Weg hier nicht weiter verfolgt.

6.5.3 Indexreduktion durch Einftigen einer Aufstandsfeder

Wird unter die Radaufstandspunkte des Fahrzeugs eine Feder eingefligt, so betrégt der Index des
Systems nur noch 1. Die GroRe der Federkonstante ist dabei grof3 genug zu wahlen, dal} das
Schwingungsverhalten des Fahrzeugs nicht beeinfluBt wird. Die Zeitintegration von Index 1 Sy-
stemen ist stabil und storungsfrei moglich ( siehe Abschnitt 6.3).
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Die Ergebnisse der Zeitintegration mittels des Generalized-a Verfahrens mit r y=0.5 sowie die ana-
lytische Vergleichsldsung sind in Abbildung 6.9 dargestellt:
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Abbildung 6.9: Ergebnisse der Fahrt des Einmassenschwingers mit Index 3 und Aufstandsfeder
Uber Rampe: Integration mit dem Generalized-a Verfahren und analytische Vergleichsldsung

Die Ubereinstimmung zwischen beiden Lésungen ist sehr gut. An den Knicken der Rampe treten
in den dynamischen Radlasten zundchst die erwarteten Impulse auf. Danach treten kurzzeitige
Storungen auf, welche die richtige Losung tberlagern. Bei realistischen Rauhigkeitsprofilen sind
diese Storungen deutlich geringer. Die Ldsungen fiir die Lagekoordinaten sind wiederum ausge-
zeichnet.
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Der Vergleich beider Losungsmethoden fur die Briickenlberfahrt ist in der nachsten Abbildung
dargestellt:
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Abbildung 6.10: Zeitintegration der Fahrt des EMS (ber die Briicke (Generalized-a Verfahren):
Index 3 System, indexreduziert auf Index 2; Index 3 System mit Aufstandsfeder

Beide Losungen stimmen sehr gut Gberein. Im Fall der Aufstandsfeder ergibt sich wiederum eine
minimale, schnell abklingende Stérung am Ende der Briicke. Bei der Indexreduktion durch einma-
lige Differentiation der Nebenbedingung tritt diese Stérung starker auf, klingt aber ebenfalls sofort
ab. Auch wenn die Storungen in den dynamischen Radlasten hier hoch erscheinen, sind sie im
Vergleich zu den dynamischen Radlasten bei Berticksichtigung der StraBenrauhigkeit sehr klein.
Auch das Abdriften nach der Briickeniiberfahrt ist mit 5 10° sehr gering. Fir Index 3 Systeme
kdnnen deshalb beide Lésungstechniken sinnvollerweise angewendet werden.

6.6 Zusammenfassung

Im letzten Kapitel wurden Losungsverfahren fir differentiell — algebraische Systeme mit Festhal-
tungen am Rand hergeleitet. Deren Eignung, fir die im Kapitel 2 hergeleitete Bewegungsgleichung
der Interaktion, wurde hier durch Vergleichsrechnungen untersucht. Dabei wurde speziell die Sta-
bilitat wie auch die Genauigkeit der Zeitintegration betrachtet.

Die Losungsverfahren beruhen darauf, dal} zundchst der Index des Systems bestimmt wird. Zur
Bestimmung des Index wurde eine einfach anzuwendende Anleitung gegeben.




Kapitel 6 Zeitintegration der differentiell —algebraischen Interaktionsgleichung 126

Die durchgeflihrten Vergleichsrechnungen ergaben, daf? fiir die differentiell —algebraische Interak-
tionsgleichung folgende Losungstechniken sinnvoll angewendet werden kénnen:

Fir Index 1 Systeme kann eine direkte Integration mittels des Generalized-a Verfahrens bzw.
des Newmark-b Verfahrens erfolgen.

Fir Index 2 Systeme ist es sinnvoll, zundchst den Index durch das Einflihren einer (steifen)
Aufstandsfeder bzw. durch die Differentiation der Nebenbedingung zu reduzieren. Die Inte-
gration kann mittels des Generalized-a Verfahrens erfolgen. Im ersten Fall ergibt sich dabei
kein Abdriften der Losung. Im zweiten Fall ergibt sich ein minimales Abdriften wéhrend der
Briickeniiberfahrt (5 10°).

Fir Index 3 Systeme ist ebenfalls zun&chst der Index des Systems zu reduzieren. Dies kann
gunstigerweise durch das Einfihren einer (steifen) Aufstandsfeder bzw. durch die einmalige
Differentiation der Nebenbedingung erfolgen. Die Integration kann mittels des Generalized-a
Verfahrens erfolgen. Im ersten Fall ergibt sich dabei kein Abdriften, im zweiten Fall ergibt sich
ein minimales Abdriften wahrend der Briickenuiberfahrt (5 10°). Ebenfalls tritt am Ende der
Briicke eine geringftigige, schnell abklingende Stérung auf.

Die Zeitintegration der differentiell — algebraische Interaktionsgleichung kann damit stabil, sto-
rungsfrei und mit einer hohen Ldsungsgenauigkeit durchgeftihrt werden.
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7/ Modellierung von Kraftfahrzeugen

Im Rahmen diese Kapitels wird auf die Modellierung von Fahrzeugen zur Interaktion Fahrzeug —
Fahrweg eingegangen. Unter Zuhilfenahme der mal3geblichen Literatur soll der prinzipielle Auf-
bau eines Lastkraftwagens und die Modellierung der maRgeblichen Komponenten besprochen
werden. Dabei ist zu untersuchen, in wie weit FE —Programme zur Modellierung von Fahrzeugen
geeignet sind.

7.1 Modellbildung

,Pie problematischste Aufgabe der Fahrzeug - Systemdynamik ist die Auswahl und die Erstellung
eines geeigneten Ersatzmodells*“[Kortiim, Lugner 1994].

Kraftfahrzeuge stellen extrem komplexe Systeme dar. Sollen alle Systemkomponenten mit einer
ausreichend feinen Diskretisierung beschrieben werden, so sind aufwendige FE - Modelle vonno-
ten. So wurde zur Berechnung der E-Klasse von Daimler Benz ein FE Modell mit ca. 1 Mio. Frei-
heitsgraden verwendet. Infolge der zunehmenden Rechenkapazitaten sind in Zukunft noch we-
sentlich groRere Modelle zu erwarten. Jedoch ist eine derart feine Modellierung nicht fiir alle
Problemstellungen erforderlich und sinnvoll, da:
- die Komplexitat einer sehr exakten Formulierung und die hohen Rechenzeiten einen enor-
men Kosten- und Zeitaufwand darstellen.
die Messung der im Modell verwendeten Parameter sehr aufwendig ist. Oftmals ist die Be-
stimmung der Parameter mit grofRen Unsicherheiten behaftet oder tiberhaupt nicht mehr
maglich.
die Auswirkungen von Parametervariationen an einem einfachen Modell einfacher studiert
werden kdnnen, vorausgesetzt die Modellkomplexizitét ist zur Darstellung der gesuchten Zu-
sammenhdange ausreichend.
je nach Aufgabenstellung und dem dabei betrachteten Frequenzbereich sich einzelne System-
komponenten wie starre Korper verhalten und daher vorteilhafter als solche modelliert wer-
den kdnnen.
Sinnvoll ist es daher, die Komplexizitat des physikalischen Ersatzmodells auf die im Rahmen der
theoretischen Untersuchungen zu beantwortenden Fragestellungen auszurichten. Die Modelle
mussen dabei eine vollstdndige und hinreichend genaue Erfassung der wesentlichen Systemeigen-
schaften des realen Systems im Sinne der Aufgabenstellung erlauben und damit die dominieren-
den Effekte abbilden. Fur die meisten Fragestellungen kann zur Beschreibung ein System mit
wenigen Freiheitsgraden verwendet werden.
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Bei der Modellbildung sind mehrere VVorgehensweisen gebrauchlich:

- Die physikalische Modellbildung (axiomatischer Weg) beruht auf der Erstellung von mecha-
nischen Ersatzmodellen. Das Rechenmodell beinhaltet sowohl die Systemstruktur wie auch
die Parameterzusammenhdnge.

Die experimentelle Modellbildung (empirischer Weg): Das zu modellierende Fahrzeug wird
dynamisch angeregt (Kraft- oder Weganregung). Dabei werden sowohl die Anregung wie auch
die Antwort des Fahrzeuges gemessen. Auf der Basis der ausgewerteten Melergebnisse werden
die mathematischen Modelle gebildet und deren Parameter bestimmt.

Die Kombination beider Methoden: Die Bewegungsgleichungen fiir das Fahrzeug werden
nach den Prinzipien der Mechanik aufgestellt. Die Modelle fiir die Feder- Dampfersysteme
oder andere Fahrzeugkomponenten kdnnen aus Messungen gewonnen werden. Werden ledig-
lich die Parameter der Systemkomponenten bestimmt, so spricht man von einer Parameter-
identifikation.

7.2 Fahrzeugmodelle zur Bestimmung von Radlastschwan-
kungen

Zur Ermittlung von dynamischen Radlastschwankungen werden in der Regel Vertikalmodelle
verwendet. Diese bilden das Schwingungsverhalten von Fahrzeugen in vertikaler Richtung ab. Die
vertikalen FahrbahnunregelmaRigkeiten als dominierende Anregungsquelle bewirken fast aus-
schliel3lich vertikale Bewegungen, Lateralbewegungen konnen vernachléssigt werden. Die Model-
lierung kann unter Verwendung von Mehrkorpersystemen (Multi body Modelle) und FE - Model-
len erfolgen.

Im niederfrequenten Bereich ist es ausreichend, Starrkdrpermodelle zu verwenden. Fiir Pkw reicht
dieser Bereich bis zu einer Frequenz von ca. 25 Hz. Darlber wird das Schwingungsverhalten
durch die elastischen Deformationen der Karosserie beeinflult. Fir Lkws beginnen die Eigenfre-
quenzen des Rahmens bei ca. 6 Hz. Bei den Starrkdrpermodellen werden der Rahmen und die
Achsen als starrer Korper mit der entsprechenden Masse und Rotationstragheit abgebildet. Thre
Elastizitatseigenschaften werden dabei vernachléssigt. Die Federung des Fahrzeuges und dessen
StoRdampfer werden, wie auch die Réder, mit Feder- Ddmpfermodellen abgebildet.

Fir Grundsatzuntersuchungen der niederfrequenten Vertikalschwingungen kann nach [Kortim,
Lugner 1994] ein ebenes lineares (zweidimensionales) Dreikdrpermodell mit 4 Freiheitsgraden
verwendet werden.
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Abbildung 7.1: Ebenes, vertikaldynamisches Ersatzmodell

Jede Achse und die dazugehorigen Ré&der werden zu je einem starren Kérper zusammengefafit.

Der Aufbau wird ebenso als starrer Korper durch seine Masse und seine Torsionstragheit be-
schrieben.

Bei vielen Fahrzeugen ist die charakteristische ,JKoppelmassse*; die sich aus der Massenverteilung
und den Abmessungen bestimmt, nahezu Null. Eine Anregung an der Vorderachse bewirkt keine

signifikante Schwingung an der Hinterachse. Als erster Ansatz 143t sich fiir Grundlagenuntersu-
chungen ein eindimensionales Viertel - Fahrzeug Modell verwenden.

i
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f Za Achsen,

Rader

Abbildung 7.2: Viertel - Fahrzeug Modell

Werden weiterhin die (kleinen) Achs- und Radmassen sowie die (hohen) Federsteifigkeiten der
Réder vernachléssigt, kann auch mit einem Einmassenschwingermodell gearbeitet werden.

.

Abbildung 7.3: Einmassenschwinger Modell
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Im héherfrequenten Bereich mulR zur Modellierung eines Lkws dessen Rahmen abgebildet wer-
den. Im Rahmen der Starrkorpersysteme erfolgt dies durch elastisch miteinander verbundene
Starrkdrper. Bei der Methode der Finiten Elementen kann der Rahmen tber Balkenelemente mo-
delliert werden.

Die realistischste Beschreibung ermdglicht ein rdumliches Modell. Nur hier kdnnen die fir die
Anregung mal3geblichen Vertikalverschiebungen beider Fahrspuren, sowie die daraus resultieren-
den Wankbewegungen des Fahrzeugs bericksichtigt werden.

7.3 Fahrzeugkomponenten

In diesem Abschnitt wird zunéchst der prinzipielle Aufbau eines Lkws erldutert. Danach wird auf
die mechanische Modellierung der wesentlichen Systembestandteile eingegangen.

7.3.1 Prinzipieller Aufbau eines Lkw

Das wichtigste Element eines Lastkraftwagens ist der Wagenkasten. Der Wagenkasten mit den
darin befindlichen Passagieren bzw. der Fracht wird durch das Trag- und Fuhrsystem gegen den
Fahrweg abgestutzt. Das Trag- und Flhrsystem gewéhrleistet dabei die Fiihrung des Fahrzeugs
entlang des Fahrwegs und isoliert den Wagenkasten gegeniber Stérungen durch Fahrweg-
unebenheiten. Diese Aufgaben stehen in einem gewissen Widerspruch zueinander: Zur Gewahrlei-
stung einer hohen Fahrsicherheit mul? das Trag- und Fiihrungssystem dazu eine méglichst steife
Anbindung an den Fahrweg bewirken. Ein hoher Fahrkomfort erfordert dagegen geringe Be-
schleunigungen des Wagenkastens und damit eine moglichst weiche Aufhédngung. Dieser Zielkon-
flikt wird bei den meisten Fahrzeugen durch ein Trag- und Flhrungssystem geldst, das aus zwei
Ebenen besteht: Der Priméaraufhdngung, sie umfalt Elemente in unmittelbarer Nahe des Fahr-
wegs, und der Sekundidraufhdngung zwischen Wagenkasten und Priméraufhdngung [Popp,
Schiehlen 1993].

Die Sekundarfederung dient bei Lastkraftwagen hauptséchlich zu deren Abfederung. Kurze Fahr-
bahnstolie werden dabei in lange Schwingungen umgesetzt. Als Federelemente kommen Luftfe-
dern und Blattfedern (Trapez- bzw. Parabelblattfederrn) zum Einsatz. Zur Dd&mpfung von Fahr-
zeugschwingungen werden Stol3ddmpfer verwendet. Demgegeniiber erfolgt die Anbindung an den
Fahrweg durch die Primarfederung (Réder). Da die Federkonstante der Reifen wesentlich groRer
als die der Aufbaufederung ist, spricht man auch von gefederten Massen (Aufbaumasse) und un-
gefederten Massen (Achsen, Réder). Der prinzipielle Aufbau ist in der ndchsten Abbildung darge-
stellt:
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Wagenkasten
J Sekunddrmasse: Wagenkasten, Last

| | (gefederte Masse)

Sekundérfederung:
Aufbaufederung,
StoRdampfer

Primarmasse: Achs- Radmasse
(ungefederte Masse)
Primdrfederung:

Réder Fahrweg

Abbildung 7.4: Prinzipieller Fahrzeugaufbau

7.3.2 Luftfedern

Luftfedern bestehen aus einem mit Druckluft gefullten Gummibalg. Thre Federkennlinie ist auf-
grund der adiabatischen Kompression der Luft nichtlinear. Luftfedern werden in der Regel zu-
sammen mit hydraulischen StoRdampfern ausgefuhrt. Hauptvorteil von Luftfedern ist die M6g-
lichkeit der Steifigkeitsanpassung an den Beladungszustand sowie eine automatische Hohenregu-
lierung. Da in dem im Rahmen dieser Arbeit modellierten Lkw keine Luftfedern eingebaut waren,
werden diese hier nicht nédher betrachtet.

7.3.3 Blattfedern

Blattfedern sind aus mehreren Schichten Stahlfedern aufgebaut. Die Reibung zwischen den Fe-
derblattern bewirkt dabei eine Ddmpfung der Fahrzeugschwingungen. Die Dampfung ist damit
einerseits von Vorteil, andererseits wegen des damit verbundenen Verschleil3es von Nachteil.

7.3.3.1 Statische Eigenschaften von geschichteten Blattfedern

Blattfedern zéhlen zu den biegebeanspruchten Federn. Die Eigenschaften der geschichteten Blatt-
feder kbnnen aus denen der einfachen Blattfeder abgeleitet werden. Hier ist das Konstruktions-
ziel, eine maglichst giinstige Werkstoffausnutzung zu erreichen. Einblattfedern werden so dimen-
sioniert, daR die maximale Biegebeanspruchung im Federblatt Uber die gesamte Federlange gleich
groR ist. Dies kann auf zwei verschiedenen Wegen erreicht werden: Zum einen ist flr eine Ein-
blattfeder mit konstanter Breite b eine parabolisch groRer werdende Hohe h erforderlich (Parabel-
feder). Zum anderen kann eine konstante Biegebeanspruchung fiir Einblattfedern tber eine kon-
stante Hohe h bei einer linear verdnderlichen Breite b erreicht werden. Die Grundform dieser
Feder ist damit dreiecksformig. Aus konstruktiven Griinden wird eine leicht abgewandelte
Grundform, das Trapez, verwendet. Diese Feder wird nach ihrer Grundform als Trapezfeder be-
zeichnet.

Um eine groBBere Variabilitat der Steifigkeit bei einer geringeren Breite realisieren zu kdnnen, wird
durch Ubereinanderschichten gleich breiter Streifen die geschichtete Trapezfeder gebildet:
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Abbildung 7.5: Entstehung Trapezfeder aus [Gross 1960]

Eine geschichtete Feder besitzt, vernachlassigt man die Reibung, die gleiche Steifigkeit wie die
Einblattfeder. [Gross 1960] bestatigt dies durch Versuche. Die Ersatzfederkonstante fir eine Tra-
pezfeder ergibt sich zu:

2cl®
= : 7.1

as nbh®E (71
Mit:
C@in: Beiwert zur Beriicksichtigung der Trapezform (7.2)

2+—

| = Ld&nge der Feder
n = Anzahl der Federbldtter
b = Breite eines Federblattes
E = Elastizitdtsmodul
B = Breite der Trapezgrundform in der Mitte
B(= Breite der Trapezgrundform am Rand.

Die einzelnen Federlagen werden durch Federschrauben oder einen aufgeschrumpften Federbund
zusammengehalten. Der versteifende EinfluR der Mitteleinspannung kann nach [Gross 1960]
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vernachlassigt werden, falls der Einspannungsbereich 1/10 der Federléange nicht uberschreitet. Das
Ausfachern der einzelnen Blatter wird durch Verwenden von Federklammern verhindert.

7.3.3.2 Reibung geschichteter Blattfedern

Bei der Durchbiegung einer geschichteten Blattfeder verschieben sich die Blatter in Langsrichtung
gegeneinander. Die Verschiebung ist an der Einspannstelle gleich null und nimmt gegen das Ende
eines jeden Federblattes hin zu. Infolge der Druckkréfte zwischen den Federbléttern (aus der Last
P sowie durch das Aufschrumpfen des Federbundes bedingt) werden Reibungskrafte geweckt,
welche die Verschiebung zu behindern versuchen.

Dadurch folgt die Feder im Betrieb nicht der theoretischen Kennlinie des Federdiagramms, son-
dern einer Hystereseschleife aus einer Belastungs- und Entlastungslinie.

Federdiagramm mit Hystereseschleife

theoretische

P ‘ //l . chgr{unnlmin‘.-
| £y
' xﬁ‘:?_/ :, R
: .'-Li.-" - __[
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e 48!:1“&%!)13'9!2“
P

Abbildung 7.6: Federdiagramm einer geschichteten Trapezfeder [Stahlwerke Briininghaus 1976]

Die theoretische Federkennlinie entspricht dabei nach [Gross 1960] ziemlich genau der Mittelli-
nie zwischen Be- und Entlastungskurve. Diese entspricht in guter N&herung einer Geraden. Die
Reibkraft wird prozentual zur aufgebrachten Last P angegeben [Gross 1960]. Fir die Reibkraft
wurden Werte zwischen 3% und 40% gemessen. Die Griinde flr die grof3e Bandbreite sind in der
Anzahl und der Dicke der Federblatter, der Lange der Feder [Gross 1960], der Schmierung und
der Oberflachenbeschaffenheit der Federblatter, dem Verschlei und nach [Stahlwerke Briining-
haus 1976] auch in der Witterung (feucht —trocken) zu suchen.

Bei Umkehr der Belastung verhdlt sich die Feder zunachst starr. Erst wenn die Stol3kraft die
Reibkraft R Uberschreitet, beginnt die Feder zu wirken. Darunter ,plockiert** die Feder und es
ergibt sich ein harter StoR3 im Wagenkasten.

7.3.3.3 Dynamische Eigenschaften geschichteter Blattfedern

Dynamische Messungen von [Kranz 1983] zeigten, dal sich bei dynamischer Belastung ein etwas
anderer Verlauf der Hysterese einstellt. Der Be- und der Entlastungsast weisen dabei verschiedene
Steigungen auf. Ideale Coulombsche Reibung tritt nicht auf. Vielmehr verringert sich die Reib-
kraft bald nach Umkehr der Belastung. Dieser Verlauf tritt bei allen Lastfrequenzen auf. [Cebon
1986] kommt zu dem gleichen Ergebnis.
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Abbildung 7.7: Dynamische Federkennlinie einer geschichteten Trapezfeder aus [Kranz 1983]

7.3.3.4 Modellierung von Blattfedern

Aufgrund der Form der Hysterese kann diese gut Uber eine Exponentialfunktion beschrieben
werden [Fancher et al 1980], [Popp, Schiehlen 1993] und [Cebon 1986]. [Cebon 1986] vergleicht
hieraus gewonnene Simulationsergebnisse mit Messergebnissen und kommt zu einer sehr guten
Ubereinstimmung. Die Modellierung ist auRerdem iber ein Jenkin-Element (Parallelschaltung

einer Feder und eines Reibelementes) oder (iber ein Prandtl/Reuss-Element mdglich.

Te

7.3.4 Stolidampfer

lF
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Abbildung 7.8: Prandtl/Reuss-Element und dessen charakteristische Hysterese

w

»

Der meist hydraulisch ausgefiihrte StoRdampfer stellt neben der Reibung in der Blattfeder das
wesentliche energiedissipative Element der Aufhédngung dar. Bei einer Relativbewegung zwischen
Aufbau und Achse wird Dampferdl durch eine Bohrung im Kolben gedriickt und dadurch kine-
tischne Energie in Warmeenergie umgewandelt. Abbildung 7.9 zeigt eine typische Kraft-
Geschwindigkeitscharakteristik eines Stof3dampfers.
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Abbildung 7.9: Kennlinie eines StolRdampfers aus [Vaculin, Valasek 1998].

Charakteristisch fiir den Verlauf ist das unterschiedliche Verhalten im Druck- und Zugbereich.
Nach [Kortiim, Lugner 1994] griindet diese Auslegung in der Tatsache, daR beim Uberfahren
eines Hindernisses das Rad theoretisch eine beliebig groRe Einfederungsgeschwindigkeit erreichen
kann, wahrend es beim Ausfedern héchstens durch das Eigengewicht und die restliche Federkraft
beschleunigt wird. Die deshalb beim Ausziehen geringere Einstellung des Dampfers flihrt auch zu
einer Verringerung der Radlastschwankungen bei kleineren Aufstandskréften. In der Literatur
wird der Stoliddmpfer h&ufig mit einer bilinearen Charakteristik fir den Druck- und den Zugbe-
reich modelliert, vielfach tiberdies noch mit gleicher Feder- Dampferkonstante fur beide Bereiche.

7.3.5 Rader

Das primare Trag- und Fuhrungselement wird durch den Reifen gebildet. Flr Reifen existieren
fur das Langs- und Querverhalten sehr komplexe Modelle. Dies ist auch Gegenstand zahlreicher
Forschungsaktivitaten. Zur Beschreibung der Kraftiibertragung in vertikaler Richtung kann der
Reifen im Frequenzbereich bis 25 Hz jedoch durch ein einfaches Feder- Dampfer Modell be-
schrieben werden [Vaculin, Valasek 1998]. Die Federkonstante ist hauptséchlich vom Luftdruck,
von der Fahrgeschwindigkeit, von der Radkraft und vom Schréglaufwinkel abhdngig [Fritz 1977].
Die D&mpfung ergibt sich aus den viskoelastischen Eigenschaften des Reifenmaterials und ist
hauptséchlich von der Fahrgeschwindigkeit abhéngig [Reimpell, Sponagel 1986]. Die Dampfer-
werte fallen mit steigender Frequenz auf ein Minimum ab, und steigen dann wieder an. Da die
Démpfung im Vergleich zur Aufbauddmpfung (StoRddmpfer) sehr klein ist, kann sie auch ver-
nachlassigt werden [Vaculin, Valasek 1998].

Aufgrund seiner Aufstandsflache besitzt der Reifen ein Schluckvermégen fur sehr kurze Wellen-
langen, das in der Simulation aufgrund der punktweise Abtastung der Rauhigkeit nicht mit be-
riicksichtigt wird. Aufgrund der kleinen Aufstandsflache der Lkw-Reifen zeigt das Reifenschluck-
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vermdgen keinen entscheidenden Einflu} auf die dynamischen Radlasten. Dies bestéatigen auch
[Vaculin, Valasek 1998].

7.3.6 Rahmen

Die zentrale Einheit bei einem Lkw ist der Rahmen. An ihm sind die Achsen, der Antriebsstrang
sowie der Kraftstofftank und alle Nebenaggregate befestigt. Das Fiihrerhaus und der Aufbau sind
oberhalb des Rahmens mittels Schraubverbindungen angebracht. Rahmen werden nach [Pippert
1998] in Leiterrahmenbauweise ausgefiihrt. Durch die Ausbildung der Langstréager mittels offener
Profile sind die Rahmen torsionsweich bei einer relativ hohen Biegesteifigkeit.

GeméR [Mitschke 1984] haben Lkw Rahmen Eigenfrequenzen ab 6 Hz. Die Biegeweichheit der
Rahmen hat dabei kaum Einflu auf die dynamischen Achslasten. Die Torsionsweichheit hinge-
gen wirkt sich bei unterschiedlicher Anregung beider Spuren auf die Achslasten aus [Vaculin,
Valasek 1998].

7.3.7 Achsen

Lkw besitzen vorwiegend Starrachsen [Pippert 1998], die Uber Blattfedern (bei neueren Lkw auch
Luftfedern) mit dem Rahmen verbunden sind. Die Achsen kénnen daher gut mittels starrer Kor-
per modelliert werden.

Abbildung 7.10: Vorder- und Hinterachse eines Lkws mit Blattfedern [Pippert 1998]
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7.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden verschiedene vertikaldynamische Modelle eines Lastkraftwagens darge-
stellt. Danach wurde auf Modellierung der wesentlichen Bestandteile eines Lkws eingegangen.
Dabei zeigte sich, dal3 diese tiber lineare/ nichtlineare Feder- und Dampferelemente, Balkenele-
mente und Massenelemente abgebildet werden kdnnen. Sehr gut kann ein Lkw unter Verwendung
von Multibody - Programmen modelliert werden. Die Modellierung ist ebenfalls mittels Finiter
Elemente m@glich, vorausgesetzt im dazu verwendeten Programm sind die entsprechenden nicht-
linearen Kennlinien der Systembestandteile abbildbar.
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8 Anwendungsbeispiel

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Algorithmus zur Fahrzeug —Fahrweg Interaktion entwickelt.
Ein wichtiges Ziel stellt die Umsetzung des Verfahrens, ,angedockt**an ein FE- Programmpaket
dar. Damit kann das FE - Programm zur Erstellung der Modelle verwendet werden. Ebenso kon-
nen auch die numerischen Algorithmen, die Methoden zur Spannungsermittiung und die Visua-
lisierungsmaoglichkeiten des FE — Programms flr die Interaktionsberechnung genutzt werden.
Damit kann die Interaktionssimulation anwenderfreundlich und komfortabel durchgefihrt wer-
den.

Fir die nachfolgende Interaktionsberechnung wird beispielhaft das FE —Programm MSC Nastran
verwendet. Die Modellierung von Fahrzeug und Briicke erfolgte unter Zuhilfenahme des Pre- und
Postprocessors FEMAP. Das gleiche Programm wurde zur Darstellung der Ergebnisse benutzt.

Im Folgenden wird die Simulation der Uberfahrt eines dreiachsigen Lkws iiber die Bellevillebriik-
ke gezeigt. Zunachst werden die FE —Modelle des Lkws und der Briicke vorgestellt. Danach wird
die Vorgehensweise bei der Simulation beschrieben, und es werden ausgewdhlte Simulationser-
gebnisse vorgestellt. Da sich die vorliegende Arbeit auf lineare Systeme beschrénkt, werden fiir die
Interaktionsberechnung lineare Modelle verwendet. Es ist aber ohne weiteres mdglich, Nichtlinea-
ritdten (z.B. aus der Federung des Fahrzeugs) zu berticksichtigen. Zur Interaktionsberechnung
mul} dann lediglich ein fur nichtlineare Problemstellungen geeigneter Lésungsalgorithmus ge-
wahlt werden.

8.1 Die Bellevillebricke

Die Bellevillebriicke befindet sich entlang der Autobahn A31 zwischen Metz und Nancy in
Frankreich. Die Vergleichsrechnungen erfolgten anhand der 2-feldrigen Zugangsbriicke Gber die
Gleise der SNCF. Die Spannweiten der Briicke betragen 54.9 und 51.7m. Uber diese Zugangs-
bricke fuhrt die zweispurige Autobahn in Fahrtrichtung Nancy.
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Abbildung 8.1: Bellevillebriicke

Die Briicke ist als Verbundbriicke, bestehend aus der Fahrbahnplatte aus Beton und einem Stahl-
kasten, konstruiert. Die Fahrbahnplatte wird mittig durch einen Stahltrdger unterstiitzt. Weitere
maligebliche Konstruktionselemente sind L&ngsrippen am Boden des Stahlkastens und Quer-
schotte. Eine Skizze des Querschnitts und die maligeblichen Abmessungen sind in der néchsten
Abbildung dargestellt:
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Abbildung 8.2: Querschnitt der Bellevillebriicke

Das FE - Modell der Briicke wurde anhand von Konstruktionszeichnungen und Messungen, die
vor Ort durchgefiihrt wurden, entwickelt. Es besteht aus Schalenelementen fiir die Betonplatte,
den Stahlkasten und die Querschotte sowie Balkenelementen fur den Léngstréger. Fur die Brik-
kenoberflache wurde ein Raster von ca. 3m * 3m gewdhlt. Damit kann die Interaktionsberech-
nung mit hoher Genauigkeit durchgefuhrt werden. Um eine mdglichst exakte Spannungsermitt-
lung durchfiihren zu kdnnen, muf im Bereich der MelRpunkte der Raster verfeinert werden. Aus
den gleichen Griinden wurde die verdnderliche Dicke der Betonplatte abgebildet. Das Briicken-
modell wird durch ca. 7000 Freiheitsgrade beschrieben.
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Abbildung 8.3: FE-Modell der Bellevillebriicke
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Zur Simulation wird das Modell eines dreiachsigen Lkws mit einem Gesamtgewicht von 22t ver-
wendet. Dieses Modell wurde dem Lkw des ,,Technischen Forschungszentrums von Finnland*“

(VTT) nachempfunden [Schmadl 2000]. Um das Modell {ibersichtlich zu halten wurden dabei
einige Vereinfachungen vorgenommen. Nichtlinearitdten wurden aufgrund der Eingangs geschil-

derten Griinde nicht berticksichtigt.

8.2 Lkw Modell

Abbildung 8.4: Abmessungen des Lkw
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Im Folgenden wird kurz auf die Modellierung der einzelnen Fahrzeugkomponenten sowie die
Ermittlung von deren Parametern eingegangen. Die verwendeten Fahrzeugparameter sind in der
unten aufgefiihrten Abbildung 8.5 zusammengefalt.

Der Lkw Rahmen besteht in Langsrichtung aus einem Z - Profil, die Querverstrebungen bestehen
aus geschlossenen Quadratrohren. Der Rahmen wurde mittels Balkenelementen abgebildet.

Die Aufbaumassen wurden als Massepunkte mit entsprechenden Massentragheitsmomenten mo-
delliert und direkt am Rahmen befestigt. Die starren Achsen des Lkws wurden durch Balkenele-
mente mit einer sehr hohen Steifigkeit abgebildet. Die StoRddmpfer wurden als viskose Dampfer
mit einer konstanten Dampfung abgebildet. Die Dampfungskonstante wurde als Mittelwert der
Démpfung im Zug- und Druckbereich angenommen. Die Blattfedern des Lkw wurden durch
lineare Federelemente abgebildet. Fir die Steifigkeit der Radfedern wurde ein Mittelwert aus der
Literatur [Cantieni 1991] verwendet. Die Steifigkeit der Zwillingsreifen wurde etwas geringer als
die der Einzelreifen angenommen.
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\orderachse Mittlere Achse Hinterachse
Aufbaumasse (gesamt): [ka] mg, = 3500 Mg,—=16 300
Massentragheit: [kgm?] J9 =550 J%= 60900
Aufbaufeder: kg [N/m] Kgy = 200000 Kg\—=600 000 Kgyy = 600000
StoRdampfer [Ns/m] Cgy = 10000 Cgy= 15000 Cgy = 15000
Achsmasse (gesamt) [ka] m,y, =700 M=1225 M,y = 500
Radsteifigkeit [N/m] | kg, =1'000000 Kgv=1'800 D00 Kgyy = 1'800 D00
Radddmpfung [Ns/m] Cry = 1000 Cayi=2 000 Cay = 2000
J, Rahmen: [m*] 54 105
J, Rahmen: [m*] 3,9 10
d;: [m] 3,6
d,: [m] 4,8

Abbildung 8.5: Prinzipskizze Lkw und charakteristische Parameter
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Das rdumliche FE - Modell des Fahrzeugs ist in Abbildung 8.6 dargestellt. Es besteht aus Bal-
kenelementen fur den Rahmen sowie Feder- und D&mpferelementen fiir die Federung, die Stol3-
dampfer und die Reifen:

Abbildung 8.6: FE- Modell des Lkw

8.3 Rauhigkeitsprofil

Das Rauhigkeitsprofil stellt die maligebende dynamische Anregung des Fahrzeugs dar. Die Ver-
wendung des gemessenen Rauhigkeitsprofils ist fir die Interaktionssimulation von herausragen-
der Bedeutung.

Das Rauhigkeitsprofil wurde vom Laboratoire Régional de I'Ouest (LROP) gemessen. Dazu wurde
das APL (Analyseur de profil en long) Melsystem zur Analyse des L&ngsprofils von Stra-
Renunebenheiten verwendet [LROP 1998]. Das APL System besteht aus einem MeRfahrzeug und
zwei einrédrigen Anhéngern. Damit ist die Messung des Rauhigkeitsprofils flr das linke und das
rechte Rad mdglich. In beiden Anhéngern ist ein Mefrad angebracht, das durch einen horizonta-
len Pendelstab sowie Uber eine Feder und einen StolRddmpfer gegeniiber dem Anhénger gelagert
ist. Dabei wird die sich infolge der Stralenrauhigkeit ergebende Winkeldnderung des Pendelstabes
gemessen.

Mittels des APL Systems kdnnen bei einer Fahrgeschwindigkeit von 20 mys Wellenldngen von 1 m
bis 40 m exakt gemessen werden. Dies entspricht einer Frequenz von 0.5 bis 20 Hz Kiirzere Wel-
lenlangen werden auch infolge der Aufstandsflaiche des Mefirades nicht mehr genau gemessen.
Dies ist flr die Simulation keine Einschrdnkung. Vielmehr ist dies von Vorteil, denn auch die
Lkw Réder besitzen vergleichbare Aufstandsflachen. Deren Filterwirkung ist dann bereits im
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Rauhigkeitsprofil enthalten.Das Fahrbahnprofil der Bellevillebricke ist in der ndchsten Abbil-
dung dargestellt:
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Abbildung 8.7: Fahrbahnprofil der Bellevillebriicke

Die malgebliche Anregung fr die Verschiebungsantwort des Fahrzeugs ist auf den Frequenzbe-
reich [2 Hz - 20 Hz] beschrénkt. Fir die dynamischen Achslasten ist der Frequenzbereich tber-
halb von 2 Hz mal3gebend. Zur besseren Interpretation des Rauhigkeitsprofils wurde eine Hoch-
paRfilterung durchgefihrt. Die Grenzfrequenz lag dabei bei 2 Hz

=
o

T
—— Rauhigkeitsprofil rechtes Rad (hochpaRgefiltert)
—— Rauhigkeitsprofil linkes Rad (hochpaRgefiltert)

'
(&2}
I

[&)]
T
|

Falbamprof il  [mm]
o

=
o
I

1 Briickenanfang Mittelauflager Briickenende
I I
100 150 Entfernung [m] 200

=
ol
o
[,
o

Abbildung 8.8: Fahrbahnprofil der Bellevillebriicke (hochpalgefiltert)

Damit ist gut zu erkennen, daR die maRgebliche Anregung des Fahrzeugs im Vorfeld der Briicke
sowie durch den Fugensprung am Beginn der Briicke erfolgt. Speziell der Fugensprung mit einer
Hohendifferenz von ca. 2 cm bewirkt starke Schwingungen und hohe Achslasten des Fahrzeugs
am Beginn der Briicke. Im Vergleich dazu ist die Fahrbahnoberflache der Briicke relativ eben.
Eine aus einer stochastischen Beschreibung erzeugte Rauhigkeitsfunktion bildet die vorhandenen
Fugenspringe am Beginn der Briicke nicht ab. Daher ist deren Verwendung hier nicht sinnvoll.
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8.4 Durchfihrung der Berechnung

Zur Interaktionsberechnung ist zunéchst der Index des Systems zu bestimmen. Da der Fahrweg
massebelegt ist, und an allen Aufstandspunkten des Fahrzeugs Feder-/Déampferelemente vorliegen,
betragt der Index des Systems 2. Das Index 2 System konnte durch Einfiihrung einer steifen Auf-
standsfeder (k=5 10°%) auf ein Index 1 System Gberfiihrt werden. Da in diesem Beispiel realistische
FE-Modelle fiir das Fahrzeug und den Fahrweg verwendet werden, erfolgt die Berechnung unter
Verwendung der FE-Programms MSC/Nastran. Die in dieser Arbeit gewéhlte Formulierung der
Interaktion ermdglicht es erstmals die Interaktionssimulation vollstdndig unter Verwendung eines
FE-Programms durchzufiihren. Die Umsetzung ist hierbei besonders anwenderfreundlich. Die
beiden FE-Modelle konnen in Nastran zu einem System zusammengebunden werden. Zur Um-
setzung mittels Nastran mul} die Interaktionsgleichung

M i (t) +C w(t) +K w(t)- K, (t) w(t) = Py(t). (8.1)

umgeformt werden. Werden alle, die Interaktion beschreibenden, Terme auf die rechte Glei-
chungsseite gestellt, so ergibt sich:

M i (t) +C w(t) +K w(t) = Py(t) + Ky, () w(t). (82)

Die linke Gleichungsseite beschreibt beide FE — Modelle. Der zeitabhéngige Lastvektor Po(t) und
die zeitabhdngige Interaktionsmatrix Ki.(t) kdnnen uber die ,Bulk Data Section““und die ,Case
Control Section““definiert werden. Hierbei handelt es sich um externe Dateien, die in die eigent-
liche Berechnung eingebunden werden. In diesen Dateien kdnnen mittels eines speziellen Nastran
Befehlssatzes die Nebenbedingungen definiert werden und die Ansatzfunktionen zur Formulie-
rung der Interaktion beschrieben werden. Nach dem Zusammenbinden der Modelle und der
,Lase Control*“und der ,Bulk Data Section““kann die Nastran Berechnungsdatei generiert wer-
den. Diese Datei enthdlt nun die gesamte Beschreibung der Interaktion. Die Berechnung kann
unter Verwendung, der im Programmumfang von Nastran zur Verfigung stehenden Lésungalgo-
rithmen, durchgefiihrt werden. Im Anschlu? daran kénnen die Berechnungsergebnisse (z.B.
Durchsenkungen, dynamische Radlasten, Spannungen und Dehnungen an Elementen) ausgege-
ben werden. Die graphische Visualisierung und die Darstellung der animierten Bewegung ist Gber
ein Post Processing Programm maglich.

8.5 Ergebnisse

Im Folgenden werden einige Ergebnisse der Interaktionsberechnnung dargestellt. Der Lkw er-
reicht die Briicke nach 0.53 s Das Mittelauflager wird nach 2.84 s tiberfahren und der Lkw ver-
lar3t die Briicke nach 5.02 s

Ein groRer Vorteil der entwickelten Methodik ist es, daf} die dynamischen Achslasten direkt be-
rechnet werden. Eine Nachlaufrechnung zu deren Bestimmung ist nicht erforderlich. Beispielhaft
wird in der n&chsten Abbildung die dynamische Radlast am linken Rad der Vorderachses des




Kapitel 9 Zusammenfassung 145

Lkws gezeigt. Die groRten dynamischen Radlasten treten am Beginn der Briicke infolge der hohen
Anregegung (Fugensprung) auf. Aufgrund der hohen D&mpfung des Lkw klingen die Schwingun-
gen relativ schnell ab.
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Abbildung 8.9: Dynamische Radlasten ersten Achse am linken Rad

AnschlieBend wurden die Durchsenkung der Belleville Briicke in der Mitte des 1. Feldes berech-
net. In der folgenden Graphik sind die Durchsenkung an 3 Punkten des Stahlkastens dargestellt:
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Abbildung 8.10: Durchsenkung des Stahlkastens in Mitte des 1. Feldes

Die Durchsenkung der Briicke setzt sich aus der statischen Durchbiegung sowie der Schwingung
der Briicke in ihren Eigenformen zusammen. Dabei wird hauptsachlich die erste Eigenform ange-
regt. Nach dem der Lkw die Briicke verlassen hat stellt sich eine freie Schwingung der Briicke ein.
In der Graphik ist auch die Torsion des Brilickenkasten infolge der unsymmetrischen Belastung
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gut zu erkennen. Die Abbildung dieses Effektes wird durch die dreidimensionale Modellierung
mdglich. Da die Mittenduchsenkung relativ unsensibel im Hinblick auf die Parameter der Inter-
aktionsberechneung ist, wird sie deswegen hier nicht weiter betrachtet.

In den néchsten Abbildungen werden berechnete Dehnungen und Spannungen dargestellt. Die
Ermittlung erfolgt fiir die Unterseite der Betonplatte (Element 1701: Dehnungen in L&ngs- und
Querrichtung) sowie auf die Innenseite des Stahlkastens (Element 3504: Spannungen in Langs-
richtung) in der Mitte des ersten Feldes.

&
| (Element 1701)
S,€ & |:| |:|
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(Element 3504)

Abbildung 8.11: Berechnete Spannungen und Dehnungen

Die Spannungen in Langsrichtung am Stahlkasten werden durch die globale Reaktion der Briicke
dominiert. Der Verlauf der Spannungen in Léngsrichtung wird hauptséchlich durch das Biege-
moment M, an der betrachteten Stelle bestimmt und ist damit &hnlich der MomenteneinfluRlinie
eines Zweifeldtrdges. Daneben bilden sich die Schwingungen der Briicke in den berechneten
Spannungen ab.
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Abbildung 8.12: Spannungen s, am Stahlkasten (Element 3504)
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Die Betonplatte wird direkt durch die R&der des Lkws belastet. AuRerdem liegt die Betonplatte
nahe der Spannungsnullinie des Querschnittes. Die (globale) Durchbiegung der Briicke spiegelt
sich deswegen kaum in den Berechnungsergebnissen wieder. Statt dessen zeigen die Dehnungen
an der Unterseite des Betons ausgepragte lokale Charakteristika. Zunéchst ergeben sich in Langs-
richtung infolge der Durchbiegung der Briicke geringe negative Dehnungen (Druck) im Beton.
Befindet sich ein Rad des Fahrzeugs an der Stelle des betrachteten Elementes, so treten an der
Unterseite der Betonplatte hohe Zugdehnungen auf. Der Verlauf der Dehnungen in Léngsrich-
tung ist &hnlich der Superposition von 4 Momenteneinflulilinien einer Platte.
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Abbildung 8.13: Dehnungen e an der Unterseite der Betonplatte unten (Element 1701)

Signifikante Dehnungen in Querrichtung ergeben sich ebenfalls nur solange sich der Lkw in der
Néhe des Sensors befindet. Die Dehnungen in Querrichtung sind betragsmaRig deutlich gréier
als in Langsrichtung.
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Abbildung 8.14: Dehnungen g, an der Unterseite der Betonplatte unten (Element 1701)
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Unter Verwendung des Postprocessors FEMAP kénnen die berechneten GréRen graphisch darge-
stellt werden. Dadurch ist es mdglich einen tieferen Einblick in bei der Interaktion auftretenden
Effekte zu gewinnen. Als Beispiel firr die Visualisierungsmdglichkeiten werden abschlieBend die
Spannungen auf der Unterseite der Betonplatte sowie die Deformation der Briicke gezeigt:

Abbildung 8.15: Spannungen s, auf der Unterseite der Betonplatte sowie die Deformation der
Briicke
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9 Zusammenfassung

Theoretischer Hintergrund:

Die vorliegende Arbeit beschreibt ein Simulationsmodell zur Berechnung der Fahrzeug —Fahrweg
Interaktion. Hierzu wurde ein leistungsféhiger differentiell —algebraischer Algorithmus entwik-
kelt. Damit kénnen beliebige Finite Element Modelle zur Interaktionsberechnung verwendet
werden. Die Zeitintegration der entstehenden Gleichungen ist stabil und stérungsfrei mdglich.
Sowohl fir das Fahrzeug wie auch fiir die Bricke konnen alle Verschiebungen, Spannungen
Schnittgréfien usw. bestimmt werden.

Das entwickelte Verfahren beruht auf einer Trennung der beiden Systembestandteile Fahrzeug
und Fahrweg. Die Kopplung gelingt Gber Lagrangesche Nebenbedingungen. Die Lagrangeschen
Nebenbedingungen gewéhrleisten dabei, daf3 sich die R&der des Fahrzeuges auf der Brickenober-
flache befinden. In diese Nebenbedingungen wurden zeitvariante Ansatzfunktionen eingearbeitet,
welche zusammen mit zeitvarianten Lasteinleitungsfunktionen die Relativverschiebung beider
Modelle bewerkstelligen.

Die damit formulierten Bewegungsgleichungen sind differentiell —algebraischer Natur. Da fir die
hier vorliegende strukturdynamische Problemstellung keine addquaten Losungsverfahren bekannt
waren, wurde im Rahmen dieser Arbeit ein Zeitintegrationsverfahren flr derartige Problemstel-
lungen entwickelt. Diese Verfahren beruht auf der Bestimmung des Index der algebraischen Dif-
ferentialgleichung. Dieser stellt das maligebende Konzept zu deren Verstdndnis dar und ist ein
MaR fur den Schwierigkeitsgrad zur Losung der DAE. Ebenso ist der Index kennzeichnend fur
die Probleme, die bei der numerischen Losung einer DAE im Unterschied zu deren analytischer
Losung auftreten. Die Mdglichkeit, diesen Index durch Differentiation der Nebenbedingung zu
reduzieren (was zu neuen Schwierigkeiten fihrt), fuhrt zu sechs verschiedenen Typen mechani-
scher differentiell —algebraischer Systeme.

Zur Bestimmung der maRgeblichen Effekte wurden sechs verschiedene Einmassenschwingermo-
delle formuliert. Jeder Einmassenschwinger entspricht dabei einem der oben genannten Typen.
Die strukturdynamische und die differentiell —algebraischen Eigenschaften dieser Systeme wur-
den analysiert, was einen Einblick in deren Wirkungsweise ermoglichte.

Ein tiefergehendes Verstandnis wurde erst nach der Stabilitdtsanalyse der Zeitintegration von dif-
ferentiell —algebraischen Systemen mit dem Generalized-a Verfahren moglich. Die groRe Schwie-
rigkeit dabei bestand darin die Bewegungsgleichungen zu entkoppeln. Dies gelang mit Hilfe einer
speziellen Transformation. Die Eigenformen selbst sind dazu ungeeignet, da die Massen und die
Steifigkeitsmatrix nicht positiv definit sind. Die Stabilitdtsanalyse erklart die auftretenden Stor-
frequenzen und ermdglicht die Bestimmung von Stabilitatskriterien. Weiterhin wurde eine neue
Indexreduktionstechnik entwickelt, die auf dem Einftigen einer steifen Zwischenfeder beruht. Die
Wirkungsweise dieser Indexreduktionstechnik konnte ebenfalls gezeigt werden. Damit gelang es
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Stabilitatskriterien flr die Zeitintegration struktudynamischer differentiell —algebraischer Systeme
anzugeben und Lésungsverfahren zu entwickeln.

Mit diesen Losungsverfahren wurden Vergleichsrechnungen durchgefuhrt. Damit konnte deren
Leistungsfahigkeit im Hinblick auf die Zeitintegration der Interaktionsgleichung gezeigt werden.
Der Interaktionsalgorithmus konnte damit als ausreichend erprobt angesehen werden.

Als letzter Schritt wurde die Anwendung des Algorithmus gezeigt. Dazu wurden zundchst die
maligebenden Modellierungen von Fahrzeugen besprochen. Zur Anwendung des Interaktionsal-
gorithmus wurde dieser mittels eines kommerziellen FE —Programms umgesetzt. Damit konnte
die Uberfahrt eines realistischen, dreidimensionalen Lkws (iber die Bellevillebriicke berechnet
werden. Die Leistungsfahigkeit dieser Umsetzung wurde anhand von Berechnungsergebnissen
gezeigt.

Anwendung:

Mit dem entwickelten Simulationsmodell zur Fahrzeug —Fahrweg Interaktion steht ein leistungs-
fahiger und effizienter Algorithmus zur Durchfiihrung von Interaktionsberechnungen zu Verfi-
gung. Als Besonderheit ist der Algorithmus universell fir alle Problemstellungen der Fahrzeug-
Fahrweg Interaktion einsetzbar.

In die Interaktionsberechnung koénnen alle Briickentypen (Balkenbriicken, Schrégseilbriicken,
Héngebricken...) einbezogen werden. Dabei kann ein komplexes dreidimensionales Modell eben-
so wie ein Einfeldbalken zum Einsatz kommen. Ebenso kdnnen nichtlineare Effekte mit abgebil-
det werden.

Auf Seiten des Fahrzeugs ist die Verwendung eines vertikaldynamischen Modells zur Interakti-
onsberechnung ausreichend. Fiir das vorliegende Simulationsmodell kénnen vertikaldynamische
Modelle von Lastkraftwagen genauso wie von Eisenbahnen bertcksichtigt werden. Wird zur In-
teraktionssimulation ein Finite Element Programm benutzt, so ist die Abbildung der Kennlinien
der Fahrzeugkomponenten von den zur Verfligung stehenden Elementen des Programms abhén-
gig. In der Regel steht eine ausreichende Anzahl verschiedener Elementtypen zur Verfugung. Soll-
te dies nicht der Fall sein, kann das FE —Programm i.d.R. dahingehend erweitert werden.

Der entwickelte Algorithmus ermdglicht die dynamische, zeitvariante Kopplung zweier FE - Mo-

delle. Dabei zeichnet er sich durch folgende Vorteile aus:

- Simulationsberechnungen sind mit hoher Genauigkeit mdglich.
Die StraRenrauhigkeit kann in die Berechnung mit einbezogen werden.
Die Umsetzung ist progammtechnisch in ein Fahrzeug — Fahrweg Simulationsprogramm
maglich.
Ebenso kann der Algorithmus ,angedockt*“an ein kommerziellen FE —Programm umgesetzt
werden. Damit konnen beliebige Fahrzeug und Fahrwegmodelle praxisgerecht Gber Schnitt-
stellen eingelesen werde. Diese Modelle kbnnen dabei auch von verschiedenen Institutionen
stammen. Weiter kénnen die in der Regel sehr hoch entwickelten numerischen Verfahren des
verwendeten FE - Programmpakets im Sinne einer zeiteffizienten und genauen LOsung des
Problem verwendet werden. Ebenso kdnnen die im FE —Programm vorhandenen Methoden
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zur Spannungsermittlung genutzt werden. Die Darstellung der Ergebnisse ist mittels vorhan-
dener Tools zur Visualisierung anwenderfreundlich méglich.

Die Simulation kann zeiteffizient durchgefiinrt werden. Die Interaktionsberechnungen im
Rahmen dieser Arbeit kdnnen auf einem handelstiblichen PC bei Modellen mit ca. 7000
Freiheitsgraden und 9000 Integrationsschritten in ca. 30 Minuten durchgeflihrt werden.

Der Algorithmus selbst basiert auf einer direkten Integration der gekoppelten Bewegungsglei-
chungen. Es konnen aber problemlos andere Ldsungstechniken wie modale Entkopplung oder
getrennte LAsung beider Systeme angewandt werden.

Der Algorithmus ermdglicht damit realistische Simulationsberechnungen unter Verwendung be-
liebiger Modelle. Er kann zum Studium aller Arten von Interaktionseffekten eingesetzt werden.
So kann der dynamische VergréRerungsfaktor auf der Basis von Durchsenkungen und Spannun-
gen an Brickenbauteilen bestimmt werden, die Auswirkung von identischen Frequenzen von
Fahrzeug und Briicke kann realitatsnah untersucht werden...).

Dabei ist nicht fur jede Fragestellung die gleiche Komplexizitat der Modelle erforderlich. Studien
zur Bestimmung der erforderlichen Komplexizitdt kdnnen durch schrittweises Vereinfachen der
verwendeten Modelle durchgeftihrt werden.

Auch wenn der Algorithmus selbst mit hohen Genauigkeitsanforderungen arbeitet, bleibt die
Frage, ob sich realistische Spannungen an Bricken (berhaupt berechnen lassen. Dies héngt in
erster Linie davon ab, in wie weit die verwendeten Modelle der Realitat entsprechen. Eine Ver-
gleich von berechneten Spannungen mit Mef3daten wére hierzu winschenswert.
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Anhang A

Einflulfunktionen, Biegelinien flr
Plattenelemente

Fir Platten existieren zur Beschreibung der EinfluRfunktionen fir KnotenschnittgroRen bzw. der
Biegelinie infolge einer Knotenverformung keine analytischen Lésungen mehr.

Nach dem Prinzip von Miiller-Breslau sind die Einfluflachen fir KnotenschnittgréRen und die
Biegeflachen infolge korrespondierender Knotenverschiebung identisch. Die weitere Uberlegung
soll sich daher auf die Bestimmung der Durchbiegung einer Platte infolge einer Knotenverschie-
bung beschranken. Diese Problematik kann mit der Methode der Finiten Elemente untersucht
werden. Dazu wird eine Platte, bestehend aus 16 Plattenelementen, betrachtet. Alle 16 Plattenele-
mente werden durch ein feines Finite Element Raster diskretisiert, um spéter keine Verfeinerung
im Bereich hoher Spannungsgradienten treffen zu mussen. Wird fur die Interaktionsberechnung
die Annahme getroffen, da sich das Fahrzeug nur entlang von Plattenkanten bewegt, so sind
lediglich die Biegelinien entlang der Kanten der einzelnen Plattenelemente zu ermitteln.

Zu ermittelnde
Biegelinien

o Ort der Knotenver-
formung

Abbildung A.16: FE Plattenstuktur
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Bei der Bestimmung der Biegelinien sind dann nur Punkte entlang der Kanten auszuwerten. Wei-
terhin kann sich die Betrachtung infolge Symmetrie auf die beiden oberhalb des EinfluRpunkts
liegenden Plattenkanten sowie die Plattenkante im Nachbarfeld beschranken.

Die Festhaltung der Knotenfreiheitsgrade (j x, j y und w) ergibt sich durch Einfiihrung von ent-
sprechenden Lagern an den Randknoten aller Plattenelemente. Die Durchbiegung der gesamten
Platte infolge einer Knotenverformung kann jetzt durch Aufbringen einer Einzelverformung
(Auflagerverschiebung) am gesuchten Knotenfreiheitsgrad berechnet werden. Die restlichen Kno-
tenfreiheitsgrade sind durch die Lagerung bereits festgehalten.

Da insbesondere die Plattendurchbiegung infolge von Zwangsverdrehungen von mehreren Fakto-
ren wie Form der Plattenelemente, GréRRe der Plattenelemente, Querdehnzahl usw. abhéngig ist,
wird ein realistisches Modell fur eine Betonfahrbahn verwendet. Die Ladnge der Quadratelemente
betragt 1=2.5 m die Plattendicke d=0.2 m Als Materialparameter werden E=34 000 10° N/n?
und n=0.2 angesetzt.

A.l  Durchbiegung infolge Knotendurchsenkung w,

Die Durchbiegung des Systems ergibt sich hier durch Einflihrung einer Einheitsauflagerver-
schiebung w, am Mittelauflager der Platte. Die sich ergebende Durchbiegung beschrankt sich
hauptsachlich auf die direkt angrenzenden Plattenelemente. Fir alle anderen Felder ist die
Durchbiegung vernachlassigbar klein.

na2

Abbildung A.17: Durchbiegung der Platte infolge Knotendurchsenkung w;,
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Da hier die Knotenpunktsverschiebung festgelegt wird, ist die entstehende Durchbiegung relativ
unsensibel im Bezug auf PlattengréRe sowie den Elastizitats Modul. Die Durchbiegung ist jedoch
sensibel beziiglich der Querdehnzahl und dem Verhaltnis Elementbreite zu Elementlange.

Die Auswertung der Biegeflache entlang der Kanten 1-3 ergibt folgende Biegelinien:

o
N
T
|

o
i
T
Il

—— Biegelinie Feld 1
—— Hermite Polynom

0 X L

Abbildung A.18: Biegelinie 1 infolge w;,

Die Biegelinie im Feld neben der Verformung (Kante 1) ist etwas steiler als das entsprechende
Hermite Polynom firr Balkenelemente. Die Biegelinie kann deshalb in guter Naherung durch die
Hermite Polynome angendhert werden.

—— Biegelinie Feld 2

-0.41 ]

-0.2} a

Abbildung A.19: Biegelinie 2 infolge w;,
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—— Biegelinie Feld 3

-0.8} h

-0.6f h

-0.2} 7

0 x L

Abbildung A.20: Biegelinie 3 infolge w;,

Die Biegelinien entlang der Kanten 2 ( Maximalwert: 0.057) und 3 ( Maximalwert: 0.019) sind
sehr Kklein. Sie kdnnen in guter Naherung vernachléssigt werden.

A.2  Durchbiegung infolge Knotenverdrehung j ,

Abbildung A.21: Durchbiegung der Platte infolge Knotenverdrehung j
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Da hier als Zwangsdeformation keine Verschiebung, sondern eine Verdrehung festgelegt wird,
reagiert die Durchbiegung sensibler als im obigen Fall auf die Wahl der Plattenparameter. Die
Auswertung der Biegeflache entlang der Kanten 1-3 ergibt fiir die verwendeten Parameter folgende
Biegelinien:

-0.5

rrrrrrrr Hermite Poynom Psi 2

rrrrrrr Biegelinie Feld 1
o4l — Hermite Pdynom Psi 2 skaliert
0.3f i

g™ ' ‘.
0.2 |
0.1r //H\‘\\\\ |
O i =
0 X -

Abbildung A.22: Biegelinie 1 infolge j

Die Biegelinie im Feld neben der Verformung (Kante 1) ist deutlich kleiner als das entsprechende
Hermite Polynom fir Balkenelemente. Die Biegelinie kann aber in guter Ndherung durch die
Hermite Polynome angenéhert werden, wenn diese zuvor mit dem Faktor %2 skaliert wurden. Die-
ser Skalierungsfaktor ist nur als Anhaltswert zu sehen, da er sich flr andere Plattenparameter
deutlich davon unterscheiden kann.

0.2r J

0.3r J

0.4r 7

’ —— Biegelinie Feld 2

0.5
0 X L

Abbildung A.23: Biegelinie 2 infolge j
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0.1r h

0.2r h

0.4r 7

] —— Biegelinie Feld 3

0.5
0

X L

Abbildung A.24: Biegelinie 3 infolge j

Die Biegelinien entlang Kanten 2 ( Maximalwert: 0.008) und 3 ( Maximalwert: 0.003) sind wie-
derum sehr klein. Sie kdnnen in guter Ndherung vernachléssigt werden.

A.3  Durchbiegung infolge Knotenverdrehung j ,

Abbildung A.25: Durchbiegung der Platte infolge Knotenverdrehung j x
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Aus Symmetriegrinden sind hier die Biegelinien entlang Kanten 1 und 2 identisch 0. Die Biege-
linie entlang der Kante 3 ( Maximalwert: 0.001) ist sehr klein und mul} deshalb nicht néher be-
trachtet werden.

So ergeben sich fur den Lastfall ,)Knotenverdrehung j «““entlang der betrachteten Plattenkanten
keine oder vernachléssigbar kleine Durchsenkungen. Diese Annahme ermdglicht daher eine deut-
liche Vereinfachung, da bei der Beschreibung der Interaktion weniger Ansatzfunktionen fr die
Durchsenkung der Radaufstandspunkte sowie zur Lastinterpolation bericksichtigt werden ms-
sen. Dies bewirkt auch eine erhohte Genauigkeit, da die tatsachliche Plattendurchbiegung ohne-
hin nur ndherungsweise ermittelt werden kann.

A.4  Zusammenfassung

Wird fiur die Interaktionsberechnung die Annahme getroffen, dal3 sich das Fahrzeug lediglich
entlang von Elementkanten bewegt, vereinfacht sich die Beschreibung der Interaktion. Fur die
Durchsenkung der Radaufstandspunkte wie auch flr die Lastinterpolation mussen weniger An-
satzfunktionen berticksichtigt werden. Dies erhdht auch die Genauigkeit, da die tatsachliche Plat-
tendurchbiegung ohnehin nur ndherungsweise ermittelt werden kann. Problematisch ist weiter-
hin, dal sich anders als fiir Balkenelemente keine allgemeingiltige Beschreibung finden [aft.
Vielmehr ist die gefundene EinfluBlinie von den Parametern der Platte abhangig. Auf der anderen
Seite spielen die hier ermittelten EinfluBlinien und Biegelinien bei einer nicht zu groben Elemen-
tierung des FE-Modells lediglich eine untergeordnete Rolle. Die Untersuchungen ergaben, daR fur
Plattenelemente (ebenso wie fir Balkenelemente) die Hermiteschen Ansatzfunktionen verwendet
werden kdnnen. Lediglich die EinfluBfunktionen fur die Durchbiegung infolge Knotenverdre-
hung sollte mit einem Skalierungsfaktor (z.B. %) belegt werden.
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Anhang B

Strukturdynamische
Zeitintegrationsverfahren

Strukturdynamische Fragestellungen erfordern eine Formulierung des Problems im Raum und in
der Zeit. Diese Probleme werden als Anfangs-Randwertprobleme bezeichnet. Nach der raumlichen
Diskretisierung mittels Finiter Elemente muf? die Lésung des Anfangswertproblems fir die Diffe-
rentialgleichung

MW + CW + Kw = P(t) (B.)

numerisch ermittelt werden. Dazu wird das zu untersuchende Zeitintervall mittels Stltzstellen
eingeteilt und das Differentialgleichungssystem numerisch ausgewertet. Das Gleichungssystem
wird nicht zu allen Zeitpunkten t, sondern lediglich zu diskreten Zeitpunkten n* Dt erflillt. Dieses
Verfahren wird als Zeitintegration bezeichnet.

Fir die Zeitintegration existiert eine Vielzahl an Verfahren. Eine sinnvolle Einteilung dieser Ver-
fahren kann anhand der Anzahl der bei einer Integration ber(cksichtigten Zeitschritte, hinsicht-
lich des Zeitpunktes des Aufstellens der Gleichgewichtsbedingung und in die Klasse der direkten
bzw. indirekten Verfahren erfolgen.

Jedes Zeitschrittverfahren besitzt individuelle Starken und Schwéchen, so dal} es von der Pro-
blemstellung abhé&ngt, welches Verfahren glinstigerweise zum Einsatz kommt. Wichtige Kriterien
hierflr sind der Aufwand eines Verfahrens (numerischer Aufwand, GréRe des Zeitschrittes Dt),
Genauigkeitsanforderungen sowie die erforderliche Stabilitat (unbedingt/bedingt).

Zu den Schwéchen von Zeitintegrationsverfahren zahlt, daR sie lediglich eine Ndherungslosung
liefern, die von der exakten Losung mehr oder weniger stark abweichen kann. Dabei kann die
Integration instabil werden, das Verfahren kann eine unerwiinschte (numerische) Dampfung des
Schwingungsverhaltens bewirken und die Periodendauer der Schwingung verldngern. Der Fehler
ist dabei von der Grol3e des Zeitschrittes Dt abhdngig. Anhand von Genauigkeitsanforderungen
kann damit eine sinnvolle ZeitschrittgréRe gewahlt werden.
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Eines der bekanntesten Zeitschrittverfahren wurde 1959 von Newmark entwickelt. Die fehlende
Maoglichkeit, eine numerische Ddmpfung bei Beibehaltung der Genauigkeit 2. Ordnung einzu-
fihren, fuhrte zur Entwicklung der sogenannten a-Verfahren [Hilber, Hughes, Taylor 1977],
[Chung, Hulbert 1993]. Hierbei wird innerhalb des Zeitschrittverfahrens eine numerische Damp-
fung in das System eingebracht, die hohe Eigenfrequenzen abklingen lait. Die a-Verfahren sind
Gegenstand der aktuellen Forschung, z.B. in [Rapolder 2001].

Verfahren, welche das Anfangswertproblem in Raum und Zeit gleichzeitig I16sen und hauptsach-
lich zur Berechnung der Wellenausbreitung eingesetzt werden (z.B. Time-Diskontinous-Galerkin
TDG), werden hier nicht betrachtet. Eine weitere Klasse von jungen Verfahren, die sog. Energie-
erhaltenden Verfahren werden ebenfalls nicht betrachtet, da sie fir energiedissipative VVorgange
spezielle Ansdtze erfordern.

B.1  Einteilung der Verfahren

B.1.1 Einschritt- Mehrschrittverfahren

Einschrittverfahren:

Zeitintegrationsverfahren, bei denen zur Berechnung der BewegungsgroRen im Zeitpunkt t+Dt
lediglich die BewegungsgrofRen im Zeitpunkt t verwendet werden, werden als Einschrittverfahren
bezeichnet.

Die Anderung der Schrittweite Dt kann bei Einschrittverfahren einfach durchgefiihrt werden. Der
Aufwand dieses Verfahrens ist gering.

Mehrschrittverfahren:

Im Gegensatz dazu verwenden Mehrschrittverfahren zur Berechnung der Bewegungsgrofien zum
Zeitpunkt t+ Dt neben der bereits berechneten Néherung im Zeitpunkt t zusatzlich die Naherung
weiterer vorausgegangener Zeitpunkte (z.B. t-Dt).

Mehrschrittverfahren sind nicht selbststartend, da sie zunéchst eine Anlaufrechnung mit geeigne-
ten Einschrittverfahren zur Gewinnung der Startwerte erfordern. Dies ist auch bei einer Ande-
rung der Schrittweite erforderlich, es sei denn die neue Schrittweite ist ein Vielfaches der alten
Schrittweite. [Stoer, Bulirsch 1973; Engelen-Miillges, Reutter 1987]. Die Analyse des Gesamtver-
fahrens durch die Aneinanderreihung von zwei verschiedenen Verfahren ist schwierig. Mehr-
schrittverfahren bendtigen einen héheren Aufwand zum Zwischenspeichern der Werte. Die ma-
ximal erreichbare Genauigkeit unbedingt stabiler Verfahren entspricht der von Einschrittverfah-
ren.
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B.1.2 Explizite —Implizite Verfahren

Explizite Verfahren:

Wird das Gleichgewicht eines Systems zu Beginn des jeweiligen Zeitinkrements also zum Zeit-
punkt t formuliert, handelt es sich um ein explizites Verfahren. Die BewegungsgroRen zum Zeit-
punkt t+ Dt lassen sich direkt durch Auflosen eines Gleichungssystems ermitteln. Zu den explizi-
ten Verfahren zéhlen z.B. das zentrale Differenzenverfahren und Verfahren nach Runge Kutta.

Explizite Verfahren sind einfach anzuwenden und erfordern nur wenig Rechenoperationen pro
Zeitschritt [Gross, Hauger, Schnell, Wriggers 1993].

Jedoch sind explizite Verfahren nur bedingt numerisch stabil, d.h. fiir zu grofRe Zeitschritte kann
die Losung exponentiell anwachsen und damit unbrauchbar werden. Sie missen daher auf die
hochste im System vorkommende Eigenfrequenz angepafRt werden. Die Schrittweite Dt des Ver-
fahrens ist entsprechend klein zu wéhlen.

Enthélt ein System neben niedrigen Eigenfrequenzen auch hohe Eigenfrequenzen und wird die
Schrittweite des Verfahrens lediglich auf die niedrigen Eigenfrequenzen abgestimmt, so kann die
Losung instabil werden. Man spricht dann von steifen Systemen.

Implizite Verfahren:

Bei impliziten Verfahren wird die Bewegungsgleichung fir den noch unbekannten Zustand zum
Zeitpunkt t+Dt mit in den Zeitintegrationsalgorithmus eingebracht. Hierbei kbnnen nichtlineare
Gleichungssysteme entstehen [Bjorck, Dahlquist 1972]. Implizite Verfahren sind das Verfahren
nach Newmark oder das Generalized-a Verfahren.

Ein Vorteil von impliziten Verfahren ist, dal sie unbedingt stabil sein kdnnen. Damit sind we-
sentlich groRere Zeitschritte als bei expliziten Verfahren moglich [Gross, Hauger, Schnell, Wrig-
gers 1993].

Diese groRe Gruppe von Verfahren ist in der Strukturdynamik sehr weit verbreitet, da sie insbe-
sondere bei Berechnungen mit Gberwiegend niederfrequenten Strukturantworten &uferst effektiv
und robust sind. Aber auch die sehr gute Einbindung von Elementformulierungen verschieden-
ster Art, wie sie bei der Berechnung gekoppelter Systeme auftreten, zeichnet implizite Verfahren
aus, da sie von der eigentlichen Elementformulierung meist vollig entkoppelt sind. Nicht zuletzt
ist der geringe numerische Aufwand dieser Algorithmen vor allem bei Systemen mit sehr vielen
Freiheitsgraden zu nennen [Rapolder 2001].
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B.1.3 Indirekte Verfahren

Bei indirekten Verfahren wird das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung erst nach einer
Transformation in eine andere Form numerisch geldst. Durch diese Umformung kann die ur-
spriingliche Struktur des Gleichungssystems vollig verdndert werden. Die Anzahl der zu I6senden
Gleichungen kann entweder reduziert werden (Modale Verfahren) oder stark anwachsen (Trans-
formation in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung).

Modale Verfahren:

Eine Moglichkeit der Reduktion der Anzahl von Unbekannten liefert die Modalanalyse. Bau-
praktische Systeme besitzen i.d.R. eine groRe Anzahl an Freiheitsgraden. Beschrankt man sich auf
die Betrachtung eines bestimmten Frequenzbereiches, ergibt sich jeweils ein Freiheitsgrad zugeho-
rig zu den im Frequenzbereich enthaltenen Eigenformen. In dem fir baudynamische Problem-
stellungen relevanten (unteren) Frequenzbereich sind meist nur wenige Eigenfrequenzen zu unter-
suchen. Hohe Eigenformen werden praktisch nicht mehr angeregt und kénnen auch infolge von
Problemen bei der Modellierung kaum noch realitétsgetreu abgebildet werden. Die Reduktion des
Ausgangssystems mit sehr vielen Unbekannten auf ein System mit wenigen charakteristischen
Frequenzen stellt eine enorme Rechenvereinfachung dar.

Die Entkopplung der Bewegungsgleichungen gelingt beim Vorhandensein einer Dampfung nur
uber komplexe Eigenformen. Oft wird die Dd&mpfungsmatrix C deswegen proportional zu
a M+b K (Rayleigh-D&dmpfung) angenommen.

Die modale Transformation ist jedoch nur fir linear elastische Systeme giiltig. Es gibt allerdings
auch Versuche, diese oder dhnliche Vorgehensweisen bei nichtlinearen Systemen mittels einer
stlickweisen Linearisierung anzuwenden. Hierzu ist immer dann eine aufwendige Transformation
vom Ausgangssystem zum reduzierten System notwendig, wenn sich die Struktureigenschaften
infolge von Nichtlinearitaten wesentlich dndern. Gerade bei stark nichtlinearen Berechnungen ist
dies mit einem erheblichen Aufwand verbunden, da sich die dynamischen Eigenschaften sehr oft
stark verandern [Rapolder 2000].

Transformation in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung:

Eine andere Mdglichkeit ist die Transformation des bestehenden Differentialgleichungssystems 2.
Ordnung in ein System 1. Ordnung. Da alle Differentialgleichungssystem hoherer Ordnung auf
ein System erster Ordnung transformiert werden koénnen, lassen sich Lésungsverfahren flir Sy-
steme 1. Ordnung auch flr Differentialgleichungen hoherer Ordnung anwenden. Die meisten
Zeitintegrationsverfahren fir gewohnliche Differentialgleichungen wie auch fiir algebraische Dif-
ferentialgleichungen wurden deswegen fur Systeme erster Ordnung entwickelt. Somit stehen fur
Systeme 1. Ordnung eine Vielzahl leistungsféhiger Verfahren zur Verfligung.

Bei der Transformation vom System 2. Ordnung zum System 1. Ordnung verdoppelt sich jedoch
die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems. AuRerdem erhélt man vollbesetzte, unsymmetrische
Systemmatrizen, die nur mit speziellen Gleichungslésern behandelt werden kénnen. Bei Mehr-
korpersystemen mit wenigen Freiheitsgraden werden i.d.R. die Bewegungsgleichungen 1. Ordnung
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integriert. Bei strukturdynamischen Problemstellungen mit vielen Freiheitsgraden ist dieses Vor-
gehen dagegen weniger sinnvoll.

Nach [Rutishauser 1960] ist aus Genauigkeitsgrinden die Transformation auf ein System 1. Ord-
nung der direkten Losung des Gleichungssystems vorzuziehen, falls neben Termen mit w auch
Terme mit W vorhanden sind. Die Genauigkeitsanforderungen strukturdynamischer Problemstel-
lungen kdnnen jedoch mit Integrationsverfahren fir Differentialgleichungen 2. Ordnung ausrei-
chend genau erfillt werden.

B.2  Eigenschaften von Zeitschrittverfahren ftr lineare
Problemstellungen

B.2.1 Modale Entkopplung

Zur Stabilitdtsuntersuchung von Zeitschrittalgorithmen ist es glinstig, das System (B.1) in seiner
modalen Form zu betrachten:

My, +Cy + Ky =P (B.2)

Die Systeme (B.1) und (B.2) sind dabei dquivalent. Die Bewegungsgleichung sind jedoch nun ent-
koppelt. (B.2) entspricht den Bewegungsgleichungen von n Einmasseschwingern mit den Eigen-
kreisfrequenzen w; und den Lehrschen DampfungsmaRen x; :

Y+ 2wy Hwy =P (B.3)

Mit: W, = K und x, = <
: i Taln i "5 ke
\M, 2JK, M.

Zur Stabilitdtsuntersuchung kann jetzt statt eines Bewegungsgleichungssystems mit vielen Unbe-
kannten ein Einmassenschwinger mit den Variablen w; ,d; und P; betrachtet werden. Damit kann
der Integrationsfehler, der bei der Losung von (B.3) auftritt als Funktion von Dt/T, d, P und den
Parametern des Verfahrens bestimmt werden.

B.2.2 Analyse von Zeitschrittverfahren

Die Eigenschaften eines Zeitschrittverfahrens kdnnen fir lineare Berechnungen durch analytische
Untersuchungen bestimmt werden. Zeitintegrationsverfahren fur Differentialgleichungen 2. Ord-
nung werden dabei anhand der Eigenschaften der VergroRerungsmatrix bewertet. Dazu wird ein
Einmassenschwinger mit der Eigenkreisfrequenz w und dem Lehrschen D&mpfungsmall x be-
trachtet:
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W+ 2XW W+ww=P. (B.4)

Wird das Zeitschrittverfahren auf diesen Einmassenschwinger angewandt, so kann die Gleichge-
wichtsbetrachtung nach einigen algebraischen Umformungen auf die Form

Xt+Dt = AXt + L(rt+Dt)

(B.5)
gebracht werden. Dabei ist :

wu

e
X =€ Dt WU, A:=VergroRerungsmatrix, L:=Lastoperator.
e uf

Die Stabilitdt und Genauigkeit eines Integrationsverfahrens bestimmt man durch Untersuchung
der Eigenwerte | ; der VergroRerungsmatrix [Hilber, Hughes, Taylor 1977]. Aus der charakteristi-
schen Gleichung fur A:

det (A-11)=0 (B.6)
lassen sich zwei komplex konjugierte Eigenwerte | ,, (,principal roots®)
|, =a%ib (B.7)

sowie der Eigenwert | , (,spurious root*) ermitteln.

Fir konvergente Algorithmen gilt dabei:

(RS \| 1,2\ £1.

Fur die Stabilitdt und die Genauigkeit sind der spektrale Radius, das algorithmische Ddmpfungs-
verhalten sowie die Periodenverldangerung maRgebend.

Der spektrale Radius r ist Uber den maximalen Eigenwert definiert als
r= max{|| i |}
Das algorithmische Dampfungsverhéltnis (,humerische Dampfung®) x ergibt sich zu:

In(a®+b?)

< (B.9)
2arctan ?;9
[0}

x|

Hinweis: x entspricht dabei nicht der physikalischen Dampfung x, da x tber die komplex kon-
jugierten Eigenwerte definiert ist. Eine &quivalente physikalische Ddmpfung kann deshalb nur
Uber die Losung eines Anfangswertproblems bestimmt werden. Dies erfordert die numerische
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Integration eines homogenen Schwingungsvorganges. Die Bestimmung der Dampfung ist dann
Uber die Analyse des so gewonnenen Schwingungsvorganges maglich (z.B. Hilberttransformation
oder Auslesen der Amplituden). Fiir kleine ZeitschrittgréRen Dt kann fiir das HHT-a Verfahren
ein Zusammenhang zwischen x und dem Lehrschen Ddmpfungsmal D hergestellt werden [Hil-
ber, Hughes, Taylor 1977]:

dt

?® 0 x @ (B.10)
mit:
T= 2—P (B.11)
w
Die Periodenverlangerung PV ergibt sich zu:
PV:T__I_T:- thpa@__-l. (B.12)
T arctan &2
gap

Fir ein gegebenes Zeitschrittverfahren hangen die kennzeichnenden GroRen r, x und PV von
der ZeitschrittgrofRe Dt und von den Parametern w, d des betrachteten Einmassenschwingers ab.
Jedes lineare System kann Uber eine modale Zerlegung in mehrere EMS, die getrennt voneinander
betrachtet werden konnen, unterteilt werden. Deshalb kdnnen damit die Stabilitats- und Genau-
igkeitsuntersuchungen des Algorithmus fiir beliebige Systeme durchgefiihrt werden.

Fir das Generalized-a Verfahren kann die VergrolRerungsmatrix durch Anwendung des Zeitinte-
grationsalgorithmus auf den Einmassenschwinger (B.3) und algebraische Umformungen be-
stimmt werden:

d+b A 1+b A 05- b (1- A)u
A=€gA 1+gA 1-g(l- A) U (B.13)
& A A A t
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_.1
A=-Lw

=-%(2xw+vv2(1-af))

A=1 SFroxWl-a,)+iwd-a,)?
Deé 2 @

mit: D=(l-a,)+2xW(1-a,)g+W (1- a,)b (B.14)
W=wDt

K
W= |—
M

C

2 /KM’

Mittels einer Eigenwertanalyse ergeben sich die drei Eigenwerte, wobei die beiden ersten Eigen-
werte komplex konjugiert sind:

X =

|, =a%ib,l,. (B.15)

B.2.3 Spektrale Stabilitat

Bei Zeitschrittverfahren lassen sich bedingte und unbedingte Stabilitdt unterscheiden. Bedingt
stabile Integrationsschemata, erfordern die Verwendung eines Zeitschrittes Dt, der kleiner als ein
kritischer Zeitschritt Dty ist. Wird ein Zeitschritt verwendet, der groRer ist als Dy, SO wéchst jeder
durch numerische Integration oder Rundung entstehende Fehler. Die berechnete Antwort wird in
den meisten Féllen wertlos. Die Integration wird als instabil, Dt als Stabilitdtsgrenze bezeichnet.
Dementsprechend ist ein Integrationsverfahren unbedingt stabil, falls die mit einem beliebig gro-
Ren Zeitschritt Dt ermittelte Losung fur beliebige Anfangsbedingungen nicht tiber alle Grenzen
wachst.

Die Beurteilung der Stabilitdt kann anhand der VergroRerungsmatrix A erfolgen. Um Instabilitat
zu vermeiden, darf sich fur eine groRe Anzahl n von Zeitschritten keine Vergrolierung von A"
ergeben. Dies ist eingehalten, falls folgende Bedingungen gelten [Hughes 1987]:

r £1 "t fir einfacheEigenwerte

. : (B.16)
r <1 "t fidrmehrfacheEigenwerte .
Falls Bedingung 2 verletzt ist, wachsen die Schwingungsamplituden schwécher als bei der Verlet-
zung der Bedingung 1 und man spricht von schwacher Instabilitdt. Die spektralen Radien fir
einige Zeitschrittverfahren sind in der folgenden Abbildung in Abhédngigkeit des Verhaltnisses
von ZeitschrittgroRe Dt zu Periodendauer der betrachteten Eigenfrequenz dargestellt.
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Abbildung B.1: Spektrale Radien einiger Integrationsmethoden fiir d=0

Die zentrale Differenzenmethode ist demnach nur bedingt stabil. Wéhrend bei der Trapezregel
(Newmark-b Zeitschrittverfahren mit b=% und d=% ) der spektrale Radius konstant 1.0 betragt,
nimmt er flr alle anderen Verfahren mit wachsendem Dt/T ab. Dies kann von Vorteil sein, da mit
abnehmendem spektralen Radius die numerische Ddmpfung steigt. Bei der Methode nach Ne-
wmark verringert das Einbringen von numerischer Ddmpfung jedoch auch die Genauigkeit. Dies
fuhrte zur Entwicklung der a-Methoden, welche bei steuerbarer numerischer Dissipation nach 2.
Ordnung genau sind. Die Parameter dieser Methoden kénnen so festgelegt werden, daf} unbe-
dingte Stabilitat erreicht wird.

B.24 Genauigkeit, Konvergenz

Der lokale Fehler eines Anfangswertproblems ist der Fehler, den man zum Zeitpunkt t+Dt erhal-
ten wiirde, wenn alle Grofzen zum Zeitpunkt t exakt waren [Bjorck, Dahlquist 1972].

X(t+Dt) - AX(t)- L, = Dtt (t). (B.17)

mit:

X(t+Dt) : Exakte Losung des Gleichungssystems zum Zeitpunkt tn.1
X() : Exakte Losung des Gleichungssystems zum Zeitpunkt t,

t () : Abschneidefehler

Die Genauigkeit eines Zeitschrittverfahrens wird iiber die Ordnung des Verfahrens O(Dt*) quanti-
fiziert. Sie ergibt sich durch die Potenz k von Dt im Abschneidefehler. Je grofer k ist, um so Klei-
ner wird der Abschneidefehler fir kleine Dt. Fir k > O wird der Algorithmus konsistent genannt.

Nach [Dahlquist 1963] kann die Genauigkeit eines unbedingt stabilen Zeitintegrationsverfahrens
maximal von 2. Ordnung sein.
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Oft kdnnen die Parameter des verwendeten Verfahrens so bestimmt werden, daf} das Verfahren
die Genauigkeit 2. Ordnung besitzt. Das Newmark Verfahren besitzt die Genauigkeit 2. Ordnung
nur fur g=0.5. Ansonsten liegt eine Genauigkeit 1. Ordnung vor. Das Generalized-a Verfahren
besitzt generell die Ordnung 2.

B.2.5 Numerische Dampfung (Dissipation)

Die numerische Dissipation ist eine besondere Eigenschaft mancher Zeitschrittverfahren, die zu
einer D&mpfung der Strukturantwort fiihrt, wobei insbesondere hohe Frequenzen beeinfluf3t wer-
den. Diese Dampfung ist rein numerisch bedingt und basiert nicht auf mechanischen Eigenschaf-
ten. Der Effekt ist also zunédchst unerwiinscht, da hierdurch das zu ermittende Ergebnis ver-
falscht wird [Rapolder 2001].

Die numerische Dampfung ist stark vom verwendeten Verfahren und dessen Parametern abhan-
gig. Werden beim Newmark Verfahren Parameter gewahlt, die auf der Stabilitdtsgrenze liegen
(,.Trapezregel*) so ergibt sich keine numerische Ddmpfung. Das Newmark Verfahren mit
b=0.3025, g=0.6 besitzt vor allem im unteren Frequenzbereich hohe Ddmpfungseigenschaften. Die
Methoden nach Houbolt und die Kollokationsmethode fiihren zu einer starken numerischen
Déampfung, welche auch niedrige Frequenzen beeinflut. Gute numerische Ddmpfungseigenschaf-
ten besitzt das Generalized-a Verfahren. Niedrige Frequenzen werden praktisch nicht beeinfluf3t,
wohingegen die Ddmpfung im hohen Frequenzbereich steuerbar ist.

Die numerische Dampfung ist um so grofier, je kleiner der spektrale Radius ist. Fir alle Verfah-
ren ist die Dampfung in hohen Frequenzbereich gréRer als im niedrigen. Obwohl die numerische
Dissipation ein Abweichen von der exakten Losung bewirkt, kann sie doch Vorteile bringen.
Hochfrequente Oszillationen infolge Stérungen in der numerischen Berechnung oder geometri-
schen Nichtlinearitdten [Wriggers 1981], [Belytschko, Hughes, 1983] konnen damit geddmpft
werden.

0.08 T T T T T T
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007 | — HHT-a, g=0.6 — B
rrrrrr WZB-a, g=0.6 -
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Abbildung B.2: Numerische Ddmpfung verschiedener Verfahren
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B.2.6 Periodenverlangerung

Ein weiterer Integrationsfehler von Zeitschrittverfahren ist die Verlangerung der Schwingungspe-
rioden. Fir einige Verfahren wurde dieser Zusammenhang in [Bathe 1986] untersucht. Bei transi-
enten, geddmpften Vorgéngen spielt dieser Effekt eine untergeordnete Rolle.

0.35 T T T T T
— Generalized-a, g=0.6
****** HHT-a, g=0.6

0.3H WZB-a,g=0.6 -
—+- Trapezregel A
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0.25

0.2

Peiodew el angeung (T-T)/ T

0.1

0.05F = .

L Il L L L
0 0.05 0.1 015 /1 02 0.25 0.3

Abbildung B.3:Periodenverldangerung verschiedener Verfahren

B.2.7 Wabhl der ZeitschrittgroRe Dt

In Abschnitt B.2 wurde zunéchst ein Einmassenschwinger mit variabler Eigenkreisfrequenz w
betrachtet. Werden auf diesen Einmassenschwinger Zeitschrittverfahren mit der Zeitschrittgrofiie
Dt angewendet, so kann deren Qualitdt nun in Abhdngigkeit der betrachteten Eigenfrequenz w
und der ZeitschrittgroRe Dt untersucht werden. Dabei verbessert sich die Ergebnisqualitdt mit
kleiner werdendem Dt. Die Effizienz eines Zeitschrittverfahrens ist jedoch indirekt von der Zeit-
schrittgroRe abhangig. Je kleiner der Zeitschritt gewéhlt wird, um so mehr Integrationsschritte
sind in einem Intervall [O,t] durchzufiihren. Bei bedingt stabilen Zeitschrittalgorithmen darf
dartiber hinaus eine kritische ZeitschrittgroRe nicht Giberschritten werden.

Unbedingt stabile Zeitschrittverfahren ermdglichen eine Zeitintegration Uber den gesamten Fre-
quenzbereich. In der berechneten Schwingungsantwort ist daher der gesamte Frequenzbereich
enthalten [Bathe 1986]. Der niedrige Frequenzbereich wird jedoch genauer integriert als der hohe
Frequenzbereich. Hohe Frequenzen werden in der Schingungsantwort des Systems ungenauer
abgebildet.

Als Faustregel zur ausreichend genauen Darstellung einer Schwingungsantwort wird haufig
Dt=10 Trin , Wobei Trin die minimale Periodendauer reprasentiert, die beriicksichtigt werden soll.
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Die Fehler des verwendeten Zeitschrittalgorithmus sollten daher fiir folgenden Bereich vernach-
lassigbar klein sein:

Deoa (B.18)
=

Bei der Bestimmung von T, ist zu beachten, dafll die Schwingungsantwort meist mit wenigen
Eigenmoden erfal3t werden kann. Zudem ist es schwierig, hohe Eigenmoden realititsgetreu abzu-
bilden. Auf der anderen Seite muf3 neben der dynamischen Antwort auch die statische Antwort
des Tragwerks genau berechnet werden. Bei Ber(cksichtigung der statischen Antwort sind deutlich
mehr Eigenmoden zu bericksichtigen.

B.2.8 Overshooting

Overshooting kennzeichnet ein ,JJberschieRen““ einer KenngroRe in den ersten Schritten einer
Berechnung unter bestimmten Ausgangsbedingungen. Dieses Phdnomen wurde in [Hilber, Hug-
hes 1978] ausfiihlich untersucht. Overshooting tritt hauptséchlich bei Verwendung einer Kolloka-
tionsmethode oder dem Wilson-q Verfahren auf. Speziell bei den a-Methoden kann Overshoo-
ting vernachléssigt werden.

B.3  Anforderungen an Zeitschrittverfahren

Nach [Hughes 1987] sollte ein Zeitschrittalgorithmus folgende Eigenschaften erfillen:
Unbedingte spektrale Stabilitat bei linearen Berechnungen.
Maximal ein Satz impliziter Gleichungen je Zeitschritt.
Genauigkeit 2. Ordnung
Steuerbare numerische Dissipation hoher Frequenzen.
Selbststartend, d.h. es wird kein anderes Verfahren zur Gewinnung der Startwerte ben6tigt.

B.4  Eigenschaften bekannter Zeitschrittverfahren

Die im folgenden aufgefiihrten Verfahren werden, soweit sie nicht in diesem Kapitel behandelt
wurden, u. a. in [Hughes 1987], [Bathe 1986] und in [Hilber, Hughes 1978] besprochen.

Trapezregel: (Newmark-b Zeitschrittverfahren mit b=%2 und d=%,, Methode der konstanten Be-
schleunigungen, Crank-Nicolson Methode, Chan-Cox-Boxfield Methode): Das Trapezregel Ver-
fahren besitzt die Genauigkeit 2. Ordnung und die kleinste Fehlerkonstante aller Verfahren
[Dahlquist 1963]. Das Verfahren ist unbedingt stabil (fir lineare Problemstellungen) und weist
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keine numerische Dampfung auf. Der spektrale Radius ist konstant (r =1). Overshooting tritt
nicht auf. Als Einschrittverfahren ist die Trapezregel selbststartend.

Die Wilson-Q Methode 16st die Bewegungsgleichung aul3erhalb des Zeitintervalls am sogenannten
Kollokations- oder Q Punkt. Das selbststartende Verfahren besitzt unbedingte spektrale Stabilitat
bei linearen Berechnungen. Maximal ein Satz impliziter Gleichungen ist dabei je Zeitschritt zu
I6sen. Die Genauigkeit ist 2. Ordnung, die numerische Dissipation hoher Frequenzen ist steuer-
bar. Ein Nachteil des Verfahrens ist die hohe Dd&mpfung niedriger Moden.

Houbolt: Das Houbolt Verfahren besitzt die Genauigkeit 2. Ordnung und ist unbedingt stabil.
Das Verfahren ist nicht selbststartend. Der spektrale Radius konvergiert fir Dt/T® ¥ gegen 0. Die
numerische Dissipation ist nicht steuerbar, niedrige Eigenfrequenzen werden relativ stark beein-
flult und die Periodenverldngerung ist hoch. Overshooting tritt nicht auf.

Das Verfahren nach Park besitzt die Genauigkeit 2. Ordnung und ist unbedingt stabil. Der spek-
trale Radius konvergiert fir Dt/T® ¥ gegen unendlich. Die numerische Dissipation ist nicht steu-
erbar. Niedrige Eigenfrequenzen werden schwécher als beim Houbolt Verfahren beeinflut, aber
starker als bei den a-Methoden. Ein Overshooting tritt nicht auf. Das Verfahren ist nicht selbst-
startend und es tritt ein relativ hoher periodenverlangernder Fehler auf.

Das HHT-a Verfahren besitzt die Genauigkeit 2. Ordnung und ist unbedingt stabil. Die numeri-
sche Dissipation ist steuerbar. Niedrige Eigenfrequenzen werden schwécher als bei den Verfahren
nach Houbolt und Park beeinflut. Overshooting tritt praktisch nicht auf. Das Verfahren ist
selbststartend.

Generalized-a Methode: Das Verfahren besitzt die Genauigkeit 2. Ordnung und ist unbedingt
stabil. Es besitzt von allen a Verfahren die geringste numerische Dissipation im niedrigen Fre-
quenzbereich und eine hohe, steuerbare numerische Dissipation im hohen Frequenzbereich. Als
Einschrittverfahren ist das Generalized-a Verfahren selbststartend. Dartiberhinaus zeigt es kein
Overshooting [Chug, Hulbert 1993].

Das Generalized-a Verfahren ist deswegen fiir die hier untersuchte Problematik die giinstigste
Methode. Daneben lassen sich aus dem Generalized-a Verfahren folgende Verfahren ableiten: Das
Newmark Verfahren, das Hilber-Hughes-Taylor-a Verfahren und das Wood-Bossak-Zienkiewicz-a.

Im Folgenden wird deshalb die Vorgehensweise beim Generalized-a Verfahren in kurzer Form
zusammengefalt.

B.5 Generalized-a Verfahren

Das Generalized-a Verfahren ist eine Weiterentwicklung des HHT-a und der WBZ-a Verfahrens.
Die unbekannten VerformungsgrofRen zum Zeitpunkt t+Dt werden unter Annahme eines Be-
schleunigungsverlaufs zwischen zwei Zeitschritten (iber eine Gleichgewichtsbetrachtung ermittelt.
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Durch die Wahl eines Beschleunigungsverlaufs wi(t) konnen die Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen am Ende eines Zeitschritts (W,, ,, W, ) durch die Startwerte am Beginn des Zeit-
schritts (W, w,) und einen integralen Ausdruck ermittelt werden. Das Vorgehen beim Generali-
zed-a Verfahren ist dabei identisch dem Verfahren nach Newmark [Newmark 1959]:

Wi = W +[(1- 9) W + g Vig, o ]DX (B.19)

W,p = W, + WDt +[(0.5- b) Wiy + b Vi, | DI, (B.20)

Dabei entspricht b=%2und g=%2 einem konstanten Verlauf der Beschleunigung und einem linea-
ren Verlauf der Geschwindigkeit zwischen zwei Zeitschritten (Trapezregel). b=1/6 und g=%2 ergibt
einen linearen Verlauf der Beschleunigung und einen quadratischen Verlauf der Geschwindigkeit

zwischen zwei Zeitschritten.

(B.19) und (B.20) kénnen umgeformt werden zu:

Wepr = (Weap - WKg - Wik, - Wik (B.21)
Wo = (Wi - WK, - Wk, - Wik (B.22)
: 1 1 1
mit: k. = k., = — k,.=—-1
' Dt?b > Dtb * 2b
g gDt g
k,=>-1 ky==>--Dt k,=——
“ b ° 2b ® Dtb

Die Gleichgewichtsbetrachtung wird, anders als beim Newmark Verfahren, nicht am Ende des
Zeitschritts sondern zwischen den Zeitschritten durchgefihrt. Dabei wird eine Linearkombinati-
on aus Anfangs- und Endzustand der jeweiligen GroRe verwendet. Fir die Beschleunigungen wird
dafir der Faktor a,,, flr die restlichen Groéf3en der Faktor a, verwendet:

M [(1- a,) W, o +a, Vi) + C |(1- a,) W, +a, W +

+K|1-a,)w,,+a, w|=@1-a,)P,,+aP (B.23)

Werden nun (B.21) und (B.22) in (B.23) eingesetzt, so verbleibt als einzige Unbekannte w,,p,. Das
Gleichungssystem kann nach w,,p, aufgelost werden:

AWepe = AW + AgW + A, W + A, (B.24)

mit;

A, =Mk, (1-a_)+Ck,(1-a,)-K(1-a,)

, = Mk;(1-a,)+Cks(1-a,)- Ka,
Mkz(l' am)+C(k4' ag- k4af)

M(k,-a,-kza,)+Ck,(1-ay)

2 Pt(l'af)'Pt+Dtaf

N

A
A3
A
A
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Nach [Chung, Hulbert 1993] besitzt das Generalized-a Verfahren die Genauigkeit 2. Ordnung
far:

g= % a,+a, (B.25)
und ist unbedingt stabil falls
1 11
a fa, £, b3 =-+=@:-a.,). B.26
m f 2 4 2( f m) ( )

Weiterhin sollte ein Zeitschrittalgorithmus niedrige Frequenzen mdglichst wenig, hohe Frequen-
zen jedoch moglichst stark ddmpfen. Damit lassen sich Zusammenhénge zwischen den Steuerpa-
rametern a;, a,,, b und dem Spektralradius r y (flir Dt/T® ¥) herleiten.

Eine maximale Ddmpfung hoher Frequenzen ist gegeben falls:
1 2
b = Z(1- a, +ta;)". (B.27)

Eine minimale D&mpfung niedriger Frequenzen erfordert:

r
a, = —~* B.28
i (B.28)
a =21 (B.29)
ry+1

Fir O£ ry £ 1 erfillen (B.27), (B.28) und (B.29) die Stabilitatsbedingungen (B.26).

Damit kann beim Generalized-a Verfahren der gewiinschte Wert fur ry (0£ ry £ 1) gewdhlt wer-
den. Aus (B.25), (B.27), (B.28) und (B.29) ergeben sich dann die Parameter (a;, a,,, b, g) des Ver-
fahrens.

Aus dem Generalized-a Verfahren lassen sich folgende Verfahren ableiten:
- Das Newmark Verfahren [Newmark 1959] fur a;=a,, =0
Das Hilber-Hughes-Taylor-a Verfahren (HHT-a) [Hilber, Hughes, Taylor 1977] fir a,, =0
Das Wood-Bossak-Zienkiewicz-a (WBZ-a) Verfahren [Wood, Bossak, Zienkiewicz 1980] ftir
a; =0

Dabei gelten folgende Grenzen, damit die Verfahren unbedingt stabil und nach 2. Ordnung ge-
nau sind:
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HHT-a:
1+a,)?
O£af£1, g:1+af, b:u (B.30)
2 4
WBZ-a:
ps9sl 5 4gsl 4 gl (B.31)
2 4 2 2
Newmark-b:
1 1
==, bh== B.32
9= 2 (B.32)
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Anhang C

Analytische Vergleichslosung fur den ful3-
punkterregen Einmassenschwinger

In Kapitel 6 wurden die Ergebnisse der numerischen Zeitintegration des fulpunkterregten Ein-
massenschwingers mit der analytischen Ldsung verglichen. In diesem Anhang soll die Vorgehens-
weise bei der Bestimmung einer analytischen Ldsung gezeigt werden. Dabei wird der ful3punkter-
regte Einmassenschwinger in den Koordinaten z und u formuliert und die so entstehende Bewe-
gungsgleichung mit dem Duhamel Integral gelst. Voraussetzung dafiir ist, da3 die Anregung r(t)
stetig ist.

Das Modell des Einmassenschwingers ist in der nichsten Abbildung dargestellt:

z (1)

Mo
k

J
o
lL ut) =r(t)

Payn(t)

Abbildung C.1: FuBpunkterregter Einmassenschwinger

Die Bewegungsgleichung lautet in den Koordinaten zund u:
myz2+cz+kz=kr +cr (C.1)
u=r (C.2)
Die L6sung ist mittels des Duhamel-Integrals méglich. Mit der Systemlast:

pt) =krg) +crt) (C3)
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ergibt sich die dynamische Antwort z(t) im aktuellen Abschnitt aus der dynamischen Antwort
Zy(t) infolge der Last im aktuellen Abschnitt a sowie aus den dynamischen Antworten z,(t) infol-

ge der Last in den vorhergehenden Abschnitten i:

2(t) = z,(t) + & zt)

t=t

2,0 =—— p) h(t-t) ct
2,0 = Pt h(t-t) ot
mit;
h(t-t ) = sin (w, (t-t))e

d

C k d /k —
d— = |—), X =—, = |— ./1- 2
W W Wd X

2m, m,
t, = Startzeitpunkt aktueller Abschnitt

t, = Startzeitpunkt des i-ten vorhergehenden Abschnitts

Die dynamische Aufstandskraft Pay, kann anschliefend aus u,u,z und z berechnet werden.

(C.4)

(C.5)

(C.6)

Fir den in Kapitel 6 verwendeten Einmassenschwinger mit my=7000 kg, k=2.5 10° N/m und

c=1 10° Ns/minfolge der Anregung durch die Rampenfunktion r(t):

1 0 t<.025
i; -1.333t +.03333 t<.1
r(t) 1=$ -1 t<.125
I . 2667+ 1.333t t<.2
% 0 t<.501

ergibt sich folgende L6sung fr z(t):
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t<0.025:
z:=0
t<0.1:

110 (-7.14t+.179) (-7.14 t+ .179)
e

z:=-1.33t+.0333- .490 10 cos(17.5t- .437) +.0762 e sn(17.5t- .437)

t<0.125:

-9 (-7.14t+.714) _ (-7.14t+.714)
z:=-.100+.110 ~cos(17.5t- 1.75) e - .07628n(17.5t- 1.75) e

10 (-7.24t+.179) (-7.14t+ .179) .
- 49010 e cos(17.5t- .437) + .0762 e sn(17.5t- .437)

t<0.2:

-9 (-7.14t +.893) i (-7.14t + .893)
z:=-.267+1.33t+.110 ~cos(17.5t- 2.19) e - .0762¢n(17.5t- 2.19) e

9 (- 7.14t + .714) _ (- 7.14t + .714)
cos(17.5t- 1.75) e - .0762€n(17.5t- 1.75) e

-10 (-7.14t+.179) (-7.14t+ .179)
- .49010 e cos(17.5t - .437) + .0762e sin(17.5t- .437)

+.110

t<0.5:

-10 (-7.14t +1.43) , (- 7.14t + 1.43)
z:=-.81610 " cos(17.5t- 3.50) e +.0762sn(17.5t- 3.50) e

9 (- 7.14t + .893) _ (- 7.14t + .893)
+.110 7 cos(17.5t - 2.19) e - .0762s8n(17.5t- 2.19) e

9 (- 7.14t + .714) _ (- 7.14t + .714)
+.110° cos(17.5t- 1.75) e - .0762sn(17.5t- 1.75) e

10 (-7.14t+.179) (- 7.14t + 179)
- 49010 e cos(17.5t - .437) + .0762¢e sn(17.5t- .437)

(C.8)
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