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Zusammenfassung

Es wurde ein Prognosemodell zur FErfassung der dreidimensionalen dynamischen Tunnel-
Halbraum-Interaktion entwickelt. Das Verfahren basiert auf einer Kopplung der Integraltrans-
formationsmethode (ITM) zur Erfassung der unendlichen Ausdehnung des Bodens und der
Finite-Elemente-Methode (FEM) zur Beschreibung beliebiger Tunnelgeometrien sowie innerer
Einbauten. Die Kopplung wird mit Hilfe der Substrukturtechnik im Wellenzahl-Frequenzraum
vollzogen. Das erfordert die Formulierung der FEM in entsprechend modifizierter Weise. Das
Vorgehen zeichnet sich durch ein hohes Mafl an Effizienz aus, da das dreidimensionale Problem
auf eine von den Wellenzahlen in Tunnelldngsrichtung abhéngige Serie von ebenen Problemen re-
duziert wird. Es erlaubt eine Prognose der Ausbreitung von Erschiitterungen und Korperschall
infolge von Zugverkehr in Tunnels. In einem Beispiel wurde die Interaktion eines nichtlinear
modellierten Fahrzeuges mit einem eingebauten Masse-Feder-System zur Korperschallisolation
untersucht.

Abstract

A model for the assessment of the three-dimensional dynamic tunnel-half-space interaction has
been established. The model is based upon a coupling of the integral transform method (ITM)
to take into account the infinite extensions of the soil with the finite element method (FEM) to
consider the arbitrary shape of the tunnel and interior constructional elements. The coupling
is performed using a substructuring approach in the wavenumber-frequency domain. Therefore
a modified FEM description is necessary. The procedure is very efficient, because the three-
dimensional problem is reduced to a series of plane problems depending on the wavenumbers in
the longitudinal direction of the tunnel. The method allows the prediction of the propagation of
vibrations and ground-borne sound due to moving trains in tunnels. In an example the interaction
of a nonlinear vehicle with a floating slab-track which has been installed in order to reduce the
emission of structure-borne sound has been investigated.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Das Verkehrsaufkommen hat in den letzten Jahren erhebliche Zuwéchse verzeichnet. Nicht nur
in Schwellenldndern mit ihren grofien Metropolen, sondern auch in den hoch entwickelten Staa-
ten ist vermehrter Zuzug in die Ballungsgebiete und besonders deren Zentren festzustellen. Das
stddtische Umland wird immer dichter besiedelt und die Verkehrsstrome in die Innenstédte neh-
men zu. Der in den entwickelten Staaten sehr gut funktionierende 6ffentliche Personennahverkehr
(OPNV) st68t dadurch an die Grenzen seiner Kapazitit: er mufl vielerorts ausgebaut werden.

In Grofstidten iibernimmt der schienengebundene OPNV meist den gréfiten Anteil des Fahr-
gastaufkommens. Foglich sind U- und S-Bahnen auszubauen, deren Strecken in Zentrumsnéhe
in der Regel nur unterirdisch gefithrt werden kénnen. Auf diesen unterirdisch gefithrten Verkehr
konzentriert sich diese Arbeit.

Alle Arten von Verkehr und Transport haben immer auch Auswirkungen auf die Umwelt. Obwohl
Ziige allgemein als unter Umweltaspekten vorteilhaft angesehen werden, werden ihnen oft die
Probleme im Zusammenhang mit Ladrm und Erschiitterungen als Nachteil angelastet. Dabei
steht bei oberirdisch fahrenden Ziigen die Problematik der Ausbreitung des direkten Zuglédrms
als sogenannter primdrer Luftschall in Gebdude hinein i.d.R. gegeniiber Kdrperschall infolge
von Bodenerschiitterungen im Vordergrund. Bei Ziigen hingegen, welche in Tunnels verkehren,
kommt diese Rolle dem Korperschall zu. Dieser wird infolge der Transmission durch den Boden
— was im Englischen durch den Begriff ground-borne noise anstelle des gewohnlichen structure-
borne noise besonders zur Geltung kommt — in Geb&dude eingeleitet.

Die fiir den Korperschall relevanten Frequenzen erstrecken sich iiber einen Bereich von 2 —
200 Hz [GrooTenHUls 1977]. Dabei fithren die niederfrequenten Anteile aus diesem Bereich
zu Erschiitterungen, wohingegen die hoherfrequenten Anteile fiir die Entstehung von Korper-
schall verantwortlich sind. Interagieren nun die Bodenerschiitterungen mit den Griindungen von
Gebéauden, so fiihrt dies zu stérenden Immissionen von fiir den Menschen spiirbaren Erschiitte-
rungen (im Bereich von 1 — 80 Hz) und sekunddrem Luftschall (im Bereich von 1 — 200 Hz)
in diese Gebdude [GUGGENBERCGER und MULLER 2004]. Wird ndmlich ein Geb#ude infolge der
Ausbreitung von Erschiitterungen zu Schwingungen angeregt und 16st diese Anregung ein star-
kes Eigenschwingverhalten von Bauteilen wie z.B. Decken aus, so kommt es zur Abstrahlung
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von sekundérem Luftschall, was ebenso zu vermeiden ist wie direkte, spiirbare Erschiitterungen.
Eine Ubersicht iiber die verschiedenen nach der Art ihrer Ubertragung bezeichneten Schallarten
kann Abbildung 1.1 entnommen werden.

Immission

Emission

Immission

Transmission

Emission

Abbildung 1.1: Emission, Transmission sowie Immission von zuginduziertem primérem und se-
kundarem Luftschall sowie von Koérperschall

Zur Beurteilung der Auswirkungen von unterirdischem Zugverkehr sind folglich baudynamische
Untersuchungen erforderlich, welche von der Emission der Erschiitterungen in die Tragstruktur
im Tunnel iiber die Transmission dieser Erschiitterungen durch den Boden bis hin zur Immission
in benachbarte Gebédude belastbare Prognosen liefern.

Eines der Probleme bei der Planung und Ausfithrung unterirdischer Bahnstrecken ergibt sich
dadurch, dafl der Untergrund unter dem Straflenraum héufig bereits fiir die bestehenden Tras-
sen verwendet wurde, wodurch vermehrt auch ungiinstige Trassenfithrungen gew&hlt werden
miissen. So kann z.B. ein Trassenverlauf in unmittelbarer Nachbarschaft zu historisch bedeutsa-
mer Bausubstanz erforderlich sein. Dies hat zur Folge, daf} in der Bauphase zur Vermeidung von
Setzungen verschiedenste geotechnische Bauverfahren wie z.B. die Bodenvereisung eingesetzt
werden miissen, wihrend in der Betriebsphase die Anforderungen an den Erschiitterungsschutz
besonders streng sind. Ahnliches gilt z.B. fiir unterirdische Bahnstrecken in der Nihe von Pro-
duktionsstandorten von Unternehmen aus Hochtechnologie-Bereichen wie der Chipindustrie oder
von Forschungseinrichtungen, wo erhchte Anforderungen an den Erschiitterungsschutz gestellt
werden.
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Da viele grofie Stadte Untergrundbahnen betreiben, gehoren besonders durch im Untergrund fah-
rende Ziige erzeugte Erschiitterungen im Boden zu den grofiten Problemen im Zusammenhang
mit der Immission von Larm und Erschiitterungen in urbanen Gebieten. Bei der Planung von
neuen Strecken sind die grundlegenden Zusammenhénge der Entstehung von Erschiitterungen
durch unterirdischen Zugverkehr von grofier Wichtigkeit, da die gréfiten Bedenken von Anwoh-
nern gegeniiber unterirdischen Ziigen gewthnlich mit erwarteten Erschiitterungen und Koérper-
schall sowie mit moglichen damit verbundenen Schéden an ihrem Eigentum zusammenhéngen.
Beide Effekte sind dabei stark von den Spektren der erzeugten Erschiitterungen abhéngig, welche
wiederum Funktionen der Parameter des Zuges, des Fahrweges, des Tunnels sowie des Bodens
sind.

Um die Mechanismen der Entstehung sowie der Fortpflanzung von Erschiitterungen zu ver-
stehen und die Wirksamkeit von erschiitterungsmindernden Mafinahmen an der Strecke
wie z.B. Unterschottermatten, elastischen Schwellenbesohlungen oder Masse-Feder-Systemen
[HEMsSWORTH 2000] beurteilen zu kénnen, sind vielfiltige Parameterstudien notwendig. Im Rah-
men von Messungen an bestehenden Strecken koénnen jedoch nur vorgegebene Konfigurationen
der Parameter sowohl des Bodens als auch der Struktur erfafit werden. Deshalb sind experi-
mentelle Beurteilungen von erschiitterungsmindernden Mafinahmen grundsétzlich nur schwierig
moglich. Stattdessen benétigt man ein realistisches mechanisches Modell. So ist im Fall von
Masse-Feder-Systemen vor allem eine genaue Kenntnis der Interaktion zwischen der elastisch
gebetteten Fahrbahnplatte und dem im Halbraum eingebetteten Tunnel von Interesse. Die Un-
tersuchung der Abstrahlung von Erschiitterungen und Korperschall im elastisch-isotropen Halb-
raum infolge von bewegten Lasten in Tunnels mit beliebiger Querschnittsform besitzt folglich
eine grofle Bedeutung fiir die Planung und den Bau von Untergrundbahnen im Hinblick auf die
Auslegung und Dimensionierung erschiitterungsmindernder Mafinahmen.

1.2 Berechnungsverfahren

An dieser Stelle soll eine Ubersicht iiber die fiir dynamische Untersuchungen des elastisch isotro-
pen Kontinuums etablierten Berechnungsverfahren mit ihren spezifischen Vor- und Nachteilen
gegeben werden. Dies sind vor allem die Finite-Elemente-Methode (FEM), die Randelemente-
methode (Boundary Element Method, BEM) und die Integraltransformationsmethode (ITM)
sowie auf Kombinationen von diesen Verfahren basierende hybride Methoden.

Finite-Elemente-Methode (FEM)

Die FEM ist die fiir strukturdynamische Untersuchungen am haufigsten verwendete Methode.
Die hohe Flexibilitdt, da sie fiir anndhernd jede noch so komplizierte geometrische Situation
angewandt werden kann, und der Umstand, dafl die meisten Benutzer mit dieser Methode ver-
traut sind, machen sie attraktiv. Auf der anderen Seite weist sie jedoch auch Nachteile auf. So
ist bereits fiir ein relativ eng begrenztes Gebiet die Anzahl der fiir ein dreidimensionales dyna-
misches Problem zu l6senden linearen Gleichungen verhéltnisméflig groff. Aulerdem vermogen
die FEM-Gleichungen nicht unmittelbar zu zeigen, welche Phdnomene fiir das vorliegende Pro-
blem charakteristisch sind. Dariiber hinaus kann das FEM-Netz nicht ins Unendliche ausgedehnt
werden; seine Grofle hidngt dabei von einer zulidssigen Anzahl von Unbekannten und den not-
wendigen Abmessungen eines einzelnen Elementes ab. Die Elementabmessungen sind iiberdies
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im Gegensatz zu einer statischen Berechnung im dynamischen Fall so zu wéhlen, daf3 die klein-
ste nicht vernachlédssigbare Wellenldnge mit den gewéhlten Elementen noch erfafit werden kann
[Zirwas 1996, HaLL 2000]. Es ist offensichtlich, daf man hierzu den Frequenzgehalt der Losung
hinreichend genau kennen mu$.

Nach der Zeit, welche die Kompressionswelle als die Welle mit der grofiten Wellengeschwindig-
keit ¢, benétigt, um sich bis zur kiinstlichen Berandung des FEM-Gebietes fortzupflanzen und
von dieser wieder zuriickzukehren, treten fehlerhafte Reflexionen auf. Da grundsétzlich nur ein
endliches Gebiet diskretisiert werden kann, sollte die Berandung des FEM-Netzes deshalb weit
genug vom interessierenden Bereich entfernt sein.

Um diese Fehler, welche durch die Diskretisierung unendlich ausgedehnter Gebiete mittels eines
FEM-Netz mit endlichen Abmessungen verursacht werden, zu minimieren oder gar zu vermei-
den, sind in der Zwischenzeit eine betriachtliche Anzahl von Forschungsarbeiten entstanden. Eine
Moglichkeit, um sicherzustellen, dafi keine Wellen mit einer signifikanten Amplitude an dieser
kiinstlichen Berandung reflektiert werden, besteht in der Einfiihrung spezieller Randbedingun-
gen, welche oft als ,,durchlissige Randbedingungen® bezeichnet werden. Im allgemeinen lassen
sich jedoch exakt durchlissige Randbedingungen fiir alle Wellenzahlen und damit Ausbreitungs-
richtungen sowie fiir alle Frequenzen nicht finden. Es ist zwar moglich, diese Randbedingungen
niherungsweise zu erfassen, dies setzt aber voraus, daf} sich die kiinstliche Berandung im Fernfeld
befindet, was wiederum die Grofle des FEM-Netzes und damit die Komplexitdt des Problems
erhoht.

Als Spezialfall der FEM sei an dieser Stelle die Thin Layer Method (TLM) genannt [WaAs 1972,
KauseL 1994, KauseL et al. 1995]. Diese erméglicht durch die Modellierung eines unendlich
ausgedehnten Mediums mittels horizontal liegender diinner Schichten, welche nur in vertika-
ler Richtung unter Verwendung von Ansatzfunktionen diskretisiert werden, die Abbildung des
Mediums ohne stérende Rénder in horizontaler Richtung.

Fiir dreidimensionale Finite-Elemente-Berechnungen einer grofien Struktur mit lokalen absorbie-
renden Randbedingungen iibersteigt die Anzahl der bendtigten Elemente in dem betrachteten,
sehr weiten Frequenzbereich, rasch vertretbare Groéflenordnungen, weil sie die Verwendung so-
wohl eines ausgedehnten FEM-Netzes als auch relativ kleiner Elemente verlangen.

Randelementemethode (Boundary Element Method - BEM)

Die BEM hat sich in den letzten Jahren ebenfalls gut fiir Berechnungen elastischer Festkorper
etabliert und ist prinzipiell auf Gebiete mit beliebigen Berandungen anwendbar. Im Vergleich
zur FEM wird die Dimension des Problems um eins verringert, das lineare Gleichungssystem
fiir die unbekannten Spannungen und Verschiebungen an den Réndern ist im Vergleich zur
FEM deutlich kleiner. Allerdings ist die zugehorige Matrix unsymmetrisch und weist keine
Bandstruktur auf. Dadurch gestaltet sich die Losung des algebraischen Gleichungssystems auf-
wendiger. Auflerdem besitzen die Elemente des Gleichungssystems eine deutlich kompliziertere
Form. Eine symmetrische Matrix 148t sich mit Hilfe des Galerkin-Verfahrens erreichen, jedoch
lediglich auf Kosten einer zusétzlichen Integration [Malrr et al. 1991, BoNNET et al. 1998].
Gegenstand aktueller Untersuchungen ist es, durch die Einfithrung der Waveletmethode fiir
die unbekannten Randgrofien in der entsprechenden Matrix zu einer Bandstruktur zu gelangen
[SCHMIDLIN und SCHWAB 2000).
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Die BEM ist im allgemeinen sehr gut an die Berechnung unendlicher Medien angepaf3t, da die
Wellenabstrahlung ins Unendliche implizit beriicksichtigt wird. Wendet man jedoch z.B. auf
den Fall der geschichteten Halbebene ebene Greensche Funktionen fiir die Vollebene an, so ist
neben der Diskretisierung der Oberflidche auch eine Diskretisierung der Schichtgrenzen erforder-
lich, welche auf einen endlichen Bereich beiderseits des betrachteten Systems beschrankt werden
[Brskos et al. 1986]. Aufgrund des bei der Diskretisierung solcher unendlicher Randfliichen er-
forderlichen Abbruchs der Diskretisierung entsteht jedoch bei der klassischen BEM — wenn die
Greenschen Funktionen fiir den Vollraum verwendet werden — auch ein Abschneidefehler. Wie
Berechnungen gezeigt haben, ist dieser Fehler allerdings im Gebiet der Halbraumdynamik auf-
grund der groflen Entfernungen zwischen dem betrachteten Gebiet und den Quellen fehlerhafter
Reflexionen infolge nicht korrekter Randwerte in der Néhe der Abbruchstelle nicht allzu schwer-
wiegend. Sollen derartige Abschneidefehler generell ausgeschlossen werden, so konnen entweder
Greensche Funktionen fiir den (homogenen oder geschichteten) Halbraum — welche jedoch nur
die Einfithrung horizontaler Schichtgrenzen erlauben — oder infinite Randelemente verwendet
werden [Firuziaan 2003]. Letztere beruhen auf Ortsansatzfunktionen, die mit zunehmender
Entfernung abklingen [ManOLIS und Brskos 1988]. Ein ,truncation element®* haben Sheng et
al. [SHENG et al. 2005a] entwickelt, welches den Abschneidefehler signifikant reduziert.

Greensche Funktionen liegen z.B. fiir den geschichteten Halbraum unter stationéren und beweg-
ten harmonischen Lasten [DE BARROS und Luco 1994, SuenG 2001] und fiir einen homoge-
nen, in horizontaler z-Richtung in den Wellenzahlraum transformierten Vollraum fiir stationére
[STAMOS und Beskos 1996, Tapeu und Kavusen 2000] sowie fiir bewegte harmonische Lasten
[SHENG et al. 2005a] vor.

Die Randelementemethode kann sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich angewandt werden.
Im ersten Fall ist zusétzlich zur Diskretisierung der Rénder auch eine Diskretisierung beziiglich
der Zeit notwendig. Im letzteren Fall sind die Ergebnisse — aufler fiir eine harmonische oder einfa-
che periodische Anregung — einer inversen Fourier- oder Laplace-Transformation zu unterwerfen.
Die BEM im Frequenzbereich beschreiben z.B. Banerjee et. al. [BANERIEE et al. 1992].

In den letzten fiinfundzwanzig Jahren sind umfangreiche Forschungsarbeiten zur Randelemente-
methode entstanden. Einen guten Uberblick bis zum Jahre 1996 gibt Beskos [Brskos 1987,
Brskos 1997]. Theorie und Anwendung sind ebenso in verschiedenen Biichern vorgestellt,
z.B. Manolis und Beskos [MANOLIS und Brskos 1988], Dominguez [DominGUEz 1993], Antes
[ANTES 1988] und Gaul [GAUL et al. 2003]. Eine Verallgemeinerung der Randelementemethode
auf der Grundlage der Fouriertransformation findet man bei Duddeck [DunDECK 2002].

Randelementemethoden kénnen zur Losung des vorliegenden Problems beitragen, da sie den
Diskretisierungsaufwand reduzieren. So haben Stamos und Beskos [STAMOS und Brskos 1996]
fiir die seismische Untersuchung grofler unterirdischer Strukturen im elastischen Halbraum eine
3D BEM-Formulierung verwendet. Im allgemeinen ist die BEM jedoch fiir diinne Strukturen wie
z.B. eine Tunnelschale nicht optimal geeignet, da beide Oberflichen der Struktur diskretisiert
werden miissen und die BEM dabei Probleme fiir diinne Bereiche aufweist.

Integraltransformationsmethode

Die Intgraltransformationsmethode (ITM) hat sich neben der Finite-Elemente-Methode und der
Randelementemethode als weitere Methode zur Beschreibung des elastischen isotropen Kontinu-
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ums etabliert [GRUNDMANN et al. 1999]. Sie ist weniger bekannt als die vorgenannten Methoden
und wird in der vorliegenden Arbeit angewandt, da sie verschiedene Vorteile zur Beschreibung
unendlich ausgedehnter Medien, besonders unter der Einwirkung von bewegten Lasten, bietet.
Bereits Lamb [Lavi 1904] hat das Problem des Halbraumes unter dynamischer Belastung mit
Hilfe von Integraltransformationen gelGst.

Die ITM beruht darauf, dafl sich die entkoppelten Wellengleichungen, bei welchen es
sich um partielle Differentialgleichungen handelt, mit Hilfe einer dreifachen Fouriertransfor-
mation in den Wellenzahl-Frequenzraum in gewchnliche Differentialgleichungen {iiberfithren
lassen. Dieses Verfahren geht auf Wolf [WoLr 1985] sowie Grundmann und Miiller
[GRUNDMANN und MULLER 1988, MULLER 1989] bzw. fir die Losung in Zylinderkoordinaten
auf Konrad [[KONRAD 1985] zuriick. Einen Uberblick gibt Grundmann [GruNDMANN 1999)].

L&t sich mit diesem Verfahren die Antwort infolge einer sowohl ortlichen als auch zeitlichen
Impulslast — sowie fiir einige spezielle Lasten durch Multiplikation mit der transformierten Last-
funktion, welche ebenfalls analytisch vorliegt — noch analytisch bestimmen, so muf} die Riick-
transformation jedoch numerisch erfolgen. Lieb [LLies 1997] diskutiert ausfiihrlich verschiedene
Riicktransformationsmethoden wie z.B. die Fast Fourier Transform (FFT). Er entwickelt ein sehr
effizientes, adaptives Verfahren fiir eine zweidimensionale Riicktransformation auf der Grundlage
der Wavelettransformation, welches Lenz [Lrnz 2003] fiir den dreidimensionalen Fall erweitert.
Damit besitzt die ITM fiir geometrisch regelméflige, unendliche Gebiete mit linear isotropem
Material wie den elastischen Halbraum ein hohes Maf3 an Effizienz. Deshalb wird dieses Verfah-
ren auch in der vorliegenden Arbeit zur Ermittlung der Impulsreaktionsfunktion des gekoppelten
Systems elastisch gebetteter Fahrweg - Tunnel - Halbraum angewendet.

Einerseits ist es fiir dynamische Untersuchungen bei der Behandlung der Boden-Bauwerk-
Interaktion von entscheidender Bedeutung, die geometrische Abstrahlddmpfung in den unendli-
chen Bereich richtig zu erfassen, was die Verfahren BEM oder I'TM implizit erfiillen. Andererseits
muf es natiirlich moglich sein, die mit dem Boden interagierende Struktur moéglichst genau ab-
bilden zu kénnen. Hierzu ist eindeutig die FEM am besten geeignet. Um die wichtigsten Vorteile
der jeweiligen Methoden bei gleichzeitiger Minimierung oder gar Beseitigung ihrer Nachteile zu
biindeln, sind hybride Verfahren entwickelt worden, in welchen die BEM oder die ITM mit der
FEM gekoppelt werden.

FEM-BEM Kopplung

Wie oben beschrieben, ist die FEM optimal zur Modellierung von Gebieten mit endlichen Ab-
messungen, die beliebige Geometrien, nichtlineare Materialeigenschaften, Anisotropie und In-
homogenitéiten aufweisen diirfen, geeignet. Die BEM hingegen ist optimal an die Beschreibung
unendlicher Gebiete angepafit, da sie implizit die Abstrahlbedingung erfiillt. Diese Eigenschaften
der FEM und der BEM legen fiir die Beschreibung von dynamischen Boden-Bauwerk Interakti-
onsproblemen eine Kombination dieser beiden Verfahren nahe. Da die BEM auf dem Superpo-
sitionsprinzip beruht und deshalb linear elastisches, isotropes Material fiir das zu modellierende
Gebiet vorauszusetzen ist, lassen sich Losungen fiir allgemeine Situationen wie z.B. nichtlineare
Materialeigenschaften, Anisotropie und Inhomogenitidt durch eine FEM-BEM Kopplung finden
[FIRUZIAAN 2003].
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Zur Modellierung eines Tunnels im unendlichen Halbraum wurden deshalb alterna-
tiv zu reinen BEM-Beschreibungen zweidimensionale FEM-BEM Kopplungen angewandt
[VON EsTORFE et al. 1991], wobei der Diskretisierungsaufwand auf das FEM-Gebiet des Tunnels
und das Randelemente-Netz beschrinkt ist. Benutzt man die Greenschen Funktionen fiir den
geschichteten Halbraum als Alternative zu den Vollraumlésungen, so kann dieses Randelemente-
Netz auf den Kopplungsrand zwischen dem Tunnel und dem Boden begrenzt werden. Zweidimen-
sionale Modelle erzwingen jedoch starke Vereinfachungen, um eine dreidimensionale (bewegte)
Last in eine gleichwertige Linienlast zu iiberfithren und unterschéitzen die Abstrahlungsdamp-
fung in den Boden.

Ein dreidimensionales FEM-BEM Modell zur Untersuchung eisenbahninduzierter Erschiitterun-
gen in Tunnels wurde von Andersen und Jones implementiert [ANDERSEN und JoNEs 2002].
Derartige Fragestellungen erfordern jedoch auch Berechnungen fiir hohere Frequenzen. Dies
1Bt dreidimensionale gekoppelte FEM-BEM Formulierungen aufgrund der grofien Dimension
der vollbesetzten BEM-Matrizen infolge der Kopplung aller Freiheitsgrade entlang des Randes
zwischen Tunnel und Boden im Hinblick auf den Berechnungsaufwand sehr aufwendig werden.
Fiir Parameterstudien im gesamten interessierenden Frequenzbereich sind diese Modelle daher
unpraktisch. Dies war die Motivation fiir viele Arbeiten, in denen die Unendlichkeit oder die Pe-
riodizitdt des Systems Oberbau - Tunnel - Boden fiir Ziige in Tunnels oder des Systems Oberbau
- Boden fiir Ziige auf der Halbraumoberfliche in Lingsrichtung ausgenutzt wird.

GeméB Stamos und Beskos [STAMOS und Brskos 1996] hat sich jedoch die Verwendung der
BEM sowohl fiir den Boden als auch fiir die Struktur fiir ein lineares Problem gegeniiber einer
hybriden FEM-BEM Kopplung als vorteilhafter erwiesen. Der Grund liegt in der genaueren
Kopplung zweier Korper bei der reinen BEM. Auflerdem sind in diesem Fall die unsymmetrischen
Matrizen des Systems im allgemeinen kleiner als die einer hybriden FEM-BEM Kopplung.

FEM-ITM Kopplung

In ihrem urspriinglichen Konzept ist die ITM lediglich fiir regelméflige Strukturen anwend-
bar, wie z.B. fiir den ungeschichteten oder den geschichteten Halbraum. Das Vorhandensein
des Tunnels macht jedoch ihre direkte Anwendung unmoglich. Eine Tunnelstruktur mit ihren
endlichen Abmessungen und ihrer beliebigen Querschnittsform verlangt in der Regel nach einer
FEM-Beschreibung. Da die das mechanische Problem beschreibenden Gleichungen im Rahmen
der ITM im beziiglich der Koordinaten in Léngs- resp. Querrichtung x o—e k;, y o—e k, sowie
der Zeit t o—e w dreifach fouriertransformierten Wellenzahl-Frequenzraum aufgestellt und gelost
werden, bietet sich die ITM-FEM Kopplung im Falle eines in Léngsrichtung als konstant ab-
bildbaren Querschnittes in besonderem Mafle an. Ebenso 143t sich im Rahmen einer ITM-FEM
Kopplung eine sich in Richtung der Tunnelachse bewegende Belastung sehr vorteilhaft in einem
bewegten Koordinatensystem beschreiben. Die Berechnungen des gekoppelten Systems erfolgen
dann im zweifach fouriertransformierten x o—e k,, t o—ew Raum. Dies erfordert die Verwen-
dung von adiquaten Finiten Elementen im fouriertransformierten Raum (k;, y, z, w). Dazu
sind die Gleichungen, welche das FEM-Gebiet beschreiben, einer zweifachen Fouriertransforma-
tion vom Orts- in den Wellenzahlbereich x o—e k, und vom Zeit- in den Frequenzbereich ¢t o—e w
zu unterwerfen, wobei x die Koordinate in Tunnelldingsrichtung bezeichnet. Im transformierten
Raum kann man nun, sofern die (y, z)-Ebene betrachtet wird, mit gewohnlichen FEM Diskre-
tisierungen arbeiten. Die zu verwendenden Finiten Elemente besitzen dabei wellenzahl- sowie
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frequenzabhéngige Eigenschaften.

Fin leistungsfihiges Verfahren unter Verwendung einer ITM-FEM Kopplung fiir den
Fall einer zweidimensionalen Aushebung an der Oberfliche des elastischen Halbrau-
mes hat Zirwas [Zirwas 1996] vorgestellt. Dieses ist von Grundmann und Dinkel
[GRUNDMANN und DinkeL 2000] fir den dreidimensionalen Fall eines in Léngsrichtung unendli-
chen Damms mit gleichbleibendem Querschnitt auf dem Halbraum verallgemeinert worden. Das
Verhalten des Damms wird dabei im (k,, y, z, w)-Raum durch ein FEM-Modell beschrieben, bei
welchem Finite Elemente mit linearen Ansatzfunktionen fiir die z-Richtung verwendet werden. In
der Querrichtung y werden Legendre-Polynome als Ansatzfunktionen eingefiihrt. Die Formulie-
rung der Vertriglichkeitsbedingungen fiir die Damm-Halbraum-Kontaktstelle (ks, y, 2 = 0, w)
erfordert eine Ermittlung der Halbraumantwort fiir die Koordinaten y entlang der Kontaktstel-
le mit Hilfe einer Fourierriicktransformation. Rastandi [RasTanDI 2003] hat darauf aufbauend
einen allgemeinen dreidimensionalen Fall betrachtet, bei welchem ein begrenztes Bodenvolumen
im Bereich der Halbraumoberfliche mit der FEM diskretisiert wird.

1.3 Literaturiiberblick Halbraum- und Tunneldynamik

In der Vergangenheit wurden einfache analytische Modelle, semianalytische Verfahren sowie
numerische Modelle von unterschiedlicher Komplexitédt entwickelt, um die Erschiitterungen
bzw. den Korperschall infolge von auf der Halbraumoberfliche oder in Tunnels verkehrenden
Ziigen zu prognostizieren. Im folgenden wird ein Uberblick iiber die Entwicklung und den
Stand der entsprechenden Forschung gegeben. Den aktuellen Stand der Normung gibt dabei
[[SO 14837-1 2005] wieder.

1.3.1 Literatur Halbraum

Fiir den Halbraum (ohne Hohlraum) unter dynamischer Belastung auf der Oberfléiche sowie fiir
die Interaktion des Halbraumes mit Geb&duden auf seiner Oberfliche wurde eine grofie Anzahl
von Lésungen publiziert. Einen Uberblick findet man bei Grundmann [GruNDMANN 1999].

Viele Forschungsarbeiten sind im Zusammenhang mit den Erfahrungen der staatlichen schwe-
dischen Bahngesellschaft (Banverket) mit ihrer im Jahr 1997 eroffneten Verbindung mit dem
X-2000 Hochgeschwindigkeitszug entlang der Westkiiste zwischen Goteborg und Malmé ent-
standen. Kurz nach Inbetriebnahme der Verbindung wurden extrem starke Erschiitterungen des
Bahndamms, des umgebenden Bodens und der Oberleitungsmasten an verschiedenen Stellen
mit weichen Béden (besonders bei Ledsgard) wéhrend Zugiiberfahrten mit einer Geschwindig-
keit von ungefihr 200 km/h festgestellt. Die Ergebnisse eines umfangreichen Mefprogramms
sind in [MADsHUS und Kavynia 2000] beschrieben und mit Hilfe eines Rechenmodells untersucht
worden.

Fiir Ziige, welche auf der Oberfliche eines geschichteten Halbraumes verkehren, sind ver-
schiedene Modelle entwickelt worden. Am einfachsten sind Verfahren zur Berechnung von
Erschiitterungen infolge von bewegten Achslasten. Besonders zu erwéihnen sind in die-
sem Zusammenhang die grundlegenden Untersuchungen von Fryba [Frviea 1972]. In der
Zwischenzeit sind jedoch viele weitere Arbeiten entstanden [[KrRvLOv 1995a, KrvLov 1996,
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Mabpsuus und KAynia 2000, DEGRANDE und LOMBAERT 2001]. Sheng et al. koppeln ein un-
endliches geschichtetes Balkenmodell fiir den Fahrweg mit einem geschichteten Halbraum unter
Verwendung der Haskell-Thomson-Ubertragungsmatrizen fiir den Boden fiir den Fall beweg-
ter statischer [SHENG et al. 1999a] wie bewegter dynamischer Achslasten [SHENG et al. 1999b,
Jongs et al. 2000a]. Ebenso sind Modelle entstanden, welche sowohl bewegte Achslasten als
auch Unebenheiten von Rad- oder Schiene berticksichtigen [SHENG et al. 2003a]. Diese Model-
le beruhen auf der Anwendung semianalytischer Verfahren im Wellenzahl-Frequenzbereich und
gehen von einem gleichbleibenden Querschnitt der Struktur in Langsrichtung aus.

Ein anderes Modell fiir die dynamische Oberbau-Boden-Interaktion wurde von Andersen und
Nielsen [ANDERSEN und NizLseN 2003] vorgestellt, welche die 3D-BEM fiir die stationére Ant-
wort eines elastischen Mediums infolge einer bewegten Last in einem mitbewegten Koordina-
tensystem anwenden. Ekevid und Wiberg [ExeviD und WiBErG 2002] verwenden die Scaled
Boundary Finite Element Method (SBFEM) und kombinieren die FEM und die Scaled Boundary
Element Method [WoLr und Sonc 1996, Worr 2003]. Damit ermitteln sie die quasi-statische
Antwort des gekoppelten Fahrweg-Boden Systems fiir einen Zug auf einem geraden Oberbau
sowie fiir die spezielle Situation, wenn der Zug z.B. vor einem Tunnel durch einen Felsbereich
einen Bereich mit abnehmender Dicke der Bodenschicht auf der ansteigenden Felsschicht erreicht
[EKEVID et al. 20006].

In der Realitéit werden die dynamischen Achslasten durch parametrische Anregung aufgrund der
diskreten Stiitzungen der Gleise durch Schwellen, transiente Anregung infolge von Schienenver-
bindungen und Radflachstellen und durch die Anregung durch Rad- und Schienenrauhigkeiten
sowie Unebenheiten des Fahrweges verursacht [HECKL et al. 1996]. Die Interaktion zwischen Zug
und Fahrweg kann bei der Berechnung der dynamischen Achslasten nicht vernachléssigt werden,
da besonders die sogenannte Rad-Schiene Resonanz (Resonanz der Radmassen gegeniiber der
Untergrundsteifigkeit, im Bereich von 30 — 100 H z) wichtig ist.

Deshalb sind einige Modelle entstanden, welche auch die dynamische Interaktion zwischen Zug
und Oberbau erfassen. Van den Broeck et al. [VAN DEN BROECK et al. 2002] untersuchen den
FEinflufl des Bodenmodells auf die Erschiitterungsausbreitung infolge von Zugverkehr und auf
die Rad-Schiene- sowie die Oberbau-Boden-Interaktionskréifte. Wahrend ein grofler Einfluf der
Bodenschichtung auf die Freifelderschiitterungen den Erwartungen entspricht, so ist es jedoch
bemerkenswert, dafl ein vergleichbar groflier Einflul auf die Interaktionskréfte besteht. Sheng et
al. [SHENG et al. 2003a, SHENG et al. 2004] haben ebenso ein Fahrzeugmodell mit dem Fahrweg
gekoppelt und zeigen, dafl im Falle relativ kleiner Geschwindigkeiten des Zuges verglichen mit
den Wellengeschwindigkeiten des Bodens der quasi-statische Beitrag zur Antwort im Freifeld
gering ist und der dynamische Anteil der Achslasten die Antworten im Freifeld bestimmt.

Madshus und Kaynia [MaDsHUS und Kaynia 2000] modellieren den Fahrweg mit Hilfe von
Balkenelementen und berechnen damit die Impedanz des gekoppelten Systems Balken-Boden
unter Verwendung diskreter Greenscher Funktionen fiir einen horizontal geschichteten Halb-
raum [KAavser und RoBsseT 1981]. Auersch [Avrrscir 2005] hat ein Finite-Elemente-Modell
fiir einen begrenzten Bereich des Fahrweges mit einem BEM Modell fiir den Boden gekop-
pelt. Mit diesem Modell hat er die Nachgiebigkeit des Fahrweges ermittelt, welche er anschlie-
Bend zur Losung des Fahrzeug-Fahrweg-Interaktionsproblems verwendet hat. Metrikine et al.
[METRIKINE et al. 2005] untersuchen die Stabilitét eines bewegten Drehgestells mit Hilfe eines
Zweifreiheitsgradmodells, welches mit einem unendlich langen Balken fiir den Fahrweg und dem
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Modell eines homogenen Halbraums fiir den Boden gekoppelt ist, wobei das von Metrikine und
Popp [MEeTRIKINE und Porp 1999] vorgestellte Verfahren zur Anwendung gelangt.

Wird in den vorgenannten Arbeiten fiir die Berechnung der Interaktionsspannungen zwischen
Oberbaustruktur und Boden von einer konstanten Spannungsverteilung ausgegangen, so nihern
Dinkel [DinkEL 2001] sowie Grundmann und Lenz [GrunDMANN und Lenz 2003] fiir die Unter-
suchung der Interaktion einer Oberbauplatte mit einem sich dariiber bewegenden Fahrzeug die
reale Verteilung der Interaktionsspannungen durch Legendrepolynome an. Dabei handelt es sich
um globale Ansatzfunktionen, welche {iber die gesamte Breite der Kontaktfliche definiert sind.
Eine Erhohung der Anzahl der Ansatzfunktionen fiihrt zur Verwendung von Polynomen hoherer
Ordnung, was in Anlehnung an die Netzverfeinerung bei der FEM als p-Methode bezeichnet
werden kann.

Als Erweiterung dieser Modelle fiir die Vertikaldynamik hat BoSkovié¢ [Boskovic 2007] den
EinfluB der Quer- und Léngsverschiebungsbehinderung durch den unendlich langen, in Quer-
richtung starren Balken auf der Halbraumoberfliche auf die Vertikalkomponente der Halbraum-
verschiebung untersucht. Dabei verwendet er ebenso Legendrepolynome zur Beschreibung der
Interaktionsspannungen.

Francois et al. [FraNCOIS et al. 2005] haben die Leistungsfihigkeit verschiedener Arten von
Ansatzfunktionen (konstant, Legendrepolynome oder Tschebyschewsche Polynome hoherer Ord-
nung) fiir die Spannungen an der Kontaktstelle zwischen einem als Balken modellierten Fahrweg
und dem Untergrund in Bezug auf die Genauigkeit sowie auf den Berechnungsaufwand unter-
sucht. Diese Ansatzfunktionen werden dann fiir die Diskretisierung der Randintegralgleichungen
verwendet, welche im Rahmen der BEM die Interaktion zwischen einer in Langsrichtung in-
varianten Struktur und einem elastischen, geschichteten Halbraum beschreiben. Aufgrund des
Vorhandenseins der Singularitét fiihrt die Verwendung konstanter Ansatzfunktionen mit kom-
paktem Triager — jede Ansatzfunktion ist nur in einem einzelnen Element ungleich Null — zu
einem Uberschiitzen der Spannungen im Bereich der Ecken und zu einem Unterschitzen der
Spannungen in den iibrigen Elementen. Fiir Berechnungen im Bereich hoherer Frequenzen — die
Netzgrofle wird vom Frequenzgehalt der Belastung bzw. der kleinsten Wellenlédnge im Boden
bestimmt — ist folglich eine grofle Zahl von konstanten Ansatzfunktionen und damit Elementen
fiir eine ausreichend genaue Berechnung notwendig, was in Anlehnung an die FEM als h-Methode
bezeichnet werden kann. Im Falle globaler Ansatzfunktionen haben sich die Tschebyschewschen
Polynome als den Legendrepolynomen iiberlegen erwiesen, da sie an den Ecken { = 7 = £1 die
Singularititen aufweisen, welche auch im statischen Fall eines starren Streifens auf der Halb-
raumoberfliche auftreten. Lombaert et al. [LOMBAERT et al. 2006a] verwenden dieses Modell
zur Untersuchung der Wirksamkeit von Unterschottermatten zur Korperschallisolation.

Gegenstand einer aktuellen Arbeit von Steenbergen und Metrikine
[STEENBERCGEN und MeTriking 2007] ist die Untersuchung des Einflusses der Beschrei-
bung des Oberbau-Boden-Kontaktes auf die dynamische Steifigkeit des Halbraums unter dem
Balken sowie auf die stationdre Antwort des Oberbaus und des Bodens infolge von bewegten
statischen oder bewegten harmonischen Lasten. Drei Fille werden betrachtet, eine gleichméflige
Spannungsverteilung mit Einhaltung der Kontinuitdt nur in Balkenmitte einerseits sowie der
Verschiebung in Balkenmitte und der durchschnittlichen Verschiebung des Halbraumes unter
dem Balken andererseits und der Fall, daf} die Verschiebungen unter dem Balken konstant sind.
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1.3.2 Literatur Tunnel

Obwohl eine grofie Anzahl von experimentellen Untersuchungen der von Untergrundbahnen ver-
ursachten Erschiitterungen durchgefiihrt wurde, hat es jedoch nur wenige theoretische Arbeiten
gegeben, die auf einer analytischen Losung der entsprechenden Gleichungen beruhen. Vielleicht
die friitheste Verdffentlichung eines analytischen Losungsansatzes fiir das Problem der Entste-
hung von FErschiitterungen durch im Untergrund fahrende Ziige war die Arbeit von Krylov
[[KrvLov 1995b]. Die Anwendung des vorgestellten Verfahrens war jedoch nur auf Erschiitte-
rungen in einem sehr niedrigen Frequenzbereich (1—4 H z) beschrinkt, da ein idealisiertes Modell
zur Anwendung kam, in welchem der Einflufy des Tunneldurchmessers unter der Annahme ver-
nachléssigt wurde, dafl er sehr klein sei im Vergleich zu den charakteristischen Wellenldngen
der erzeugten Erschiitterungsspektren. Tatsdchlich ist der Tunneldurchmesser jedoch nicht un-
bedingt sehr klein und hat i.d.R. einen erheblichen Einflufl auf die Entstehung sowie die Aus-
breitung von Erschiitterungen. Eine strenge Losung fiir das vorliegende Problem 148t sich durch
die Entwicklung der abgestrahlten Felder in Reihen von Zylinderfunktionen konstruieren. We-
gen des dazu erforderlichen Rechenaufwandes stellen Lin und Krylov [Lin und KryrLov 2000]
jedoch einen ndherungsweisen Ansatz auf der Grundlage des Reziprozitatsprinzips vor. Dabei
ergibt sich die Greensche Funktion fiir eine auf der Tunnelsohle wirkende Punktlast aus zwei
Anteilen: der eine Anteil ist unabhingig vom Tunneldurchmesser (und entspricht damit ex-
akt der in [[KryLOv 1995b] verwendeten Losung), der andere beinhaltet die Abhéingigkeit der
Losung vom Tunneldurchmesser. Damit zeigt er, daf§ der vom Tunneldurchmesser unabhéingige
Teil der Losung das Verhalten nur in einem sehr niedrigen Frequenzbereich von ca. 1 —4 Hz
wiederzugeben vermag und der Einflul des Tunneldurchmessers mit zunehmender Frequenz er-
wartungsgeméf steigt.

Riicker und Said [RUCKER und SaiD 1994] verwenden ein 2D-Finite-Elemente-Modell fiir
den ebenen Verformungszustand zur Losung des dynamischen (Oberbau-)Tunnel-Boden-
Interaktionsproblems, welches der unendlichen Ausdehnung des Bodens in vertikaler Richtung
durch lokale, absorbierende Randbedingungen Rechnung trigt. Diese werden mit Hilfe von vis-
kosen Déampferelementen unterhalb des FEM-Gebietes modelliert. Um den Boden auch in ho-
rizontaler Richtung als unendlich ausgedehntes 3D Kontinuum abbilden zu kénnen, werden die
Bereiche seitlich des FEM-Gebietes mit Hilfe der TLM durch horizontal liegende diinne Schichten
modelliert.

Hussein und Hunt [HusseiN und Hunt 2003, Hussein und HunT 2004] und Forrest und Hunt
[FOrREST und HunT 2006b, FOrrREST und HUNT 2006a] stellen ein halbanalytisches Modell
auf der Basis der Schalentheorie vor, welches die dreidimensionale dynamische Interaktion
zwischen Oberbau, Tunnel und Boden sowie die Erschiitterungsausbreitung im Boden ab-
bildet. Bei diesem Verfahren werden der Boden und der Tunnel als viskoelastischer Voll-
raum mit einer unendlich langen kreiszylindrischen diinnen Tunnelschale nach der Theorie von
Flugge [FrLUcGE 1957] abgebildet. Die Gleichgewichtsbedingungen werden im Wellenzahlen-
Frequenzraum aufgestellt, wobei das Gesamtsystem als invariant in Léngsrichtung angesehen
wird. Durch das Fehlen der Halbraumoberfliche werden jedoch weder von ihr zuriick zum Tunnel
reflektierte Raumwellen noch die an ihr entstehenden Oberflichenwellen berticksichtigt. Dennoch
kann dieses Verfahren zur Untersuchung verschiedener Fahrwegsysteme dienen, da zu diesem
Zweck hauptséichlich die Antworten im Nahfeld des Tunnels von Bedeutung sind. So wird zwar
auf Gebdude im Fernfeld mehr Energie von Oberflichenwellen als von Raumwellen — erstere
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klingen weniger schnell ab — {ibertragen, aber auf die Antworten in der direkten Ndhe des Tun-
nels besitzt die freie Oberfliche einen deutlich geringeren Einflul. Dies trifft mit zunehmender
Tiefe noch stiarker zu. Hussein hat mit diesem Modell die Einfiigeddmmung eines Masse-Feder-
Systems mit vier verschiedenen Lagerungen untersucht [Hussein und HunT 2003]. Ein solches
analytisches Modell ist in Bezug auf die Rechenzeit zwar sehr effizient, aber nichtsdestoweniger
ist seine Anwendbarkeit beschrinkt, falls der Tunnel keinen kreisférmigen Querschnitt besitzt,
falls er nicht sehr tief unter der Halbraumoberfliche liegt oder falls der Boden eine Schichtung
aufweist.

Ein anderes Modell [MeTRIKINE und VROUWENVELDER 2000] setzt sich aus zwei zweidimensio-
nalen viskoelastischen Schichten, welche den Boden oberhalb und unterhalb des Tunnels dar-
stellen, und zwei identischen Balken zusammen, welche den Tunnel repriasentieren. Die Balken
werden dabei durch kontinuierlich verteilte Federn verbunden. Dieses Modell kann zwar der
Bewegung der anregenden Last sowie der Wellenausbreitung in Tunnellingsrichtung Rechnung
tragen, die Wellenausbreitung in Querrichtung vermag es jedoch nicht zu berticksichtigen. Fin
gekoppeltes zweidimensionales FEM-BEM Modell fiir die Erschiitterungsausbreitung von Eisen-
bahntunnels haben Jones und Petyt entwickelt [JoNES et al. 2000b, JoNES et al. 2002].

All diese Modelle beinhalten jedoch Vereinfachungen, welche ihre Anwendbarkeit z.T. erheblich
einschrianken. So sind zweidimensionale Modelle nicht in der Lage, die Wellenausbreitung in der
dritten Richtung abzubilden. Wird der Boden als Vollraum behandelt, so kénnen Wellenrefle-
xionen an der Halbraumoberfliche nicht beriicksichtigt werden. Beinhalten sie Einschrankungen
beziiglich des Tunnelquerschnitts, so sind sie nicht in der Lage, Effekte und Einfliisse verschie-
dener Tunnelkonstruktionen zu untersuchen. Das verwendete Modell mufl nicht nur der Anfor-
derung geniigen, die Wellenausbreitung im Boden abbilden zu kénnen. Vielmehr mufl auch der
Bewegung der Ziige im Tunnel und der Wellenausbreitung in Tunnellingsrichtung Rechnung
getragen werden. Letzteres ist wichtig, da die Tunnelstruktur wie ein ,, Wellenleiter in dieser
Richtung wirkt. Deshalb benétigt man ein dreidimensionales Modell. Um beliebige Geometrien
abbilden zu kénnen, werden zur Berechnung von Erschiitterungen von Tunnels héufig numerische
Verfahren verwendet.

FEin reines 3D-FEM-Modell zur Berechnung der Erschiitterungsausbreitung von Tunnels haben
Gardien und Stuit [GArDIEN und STUIT 2003] vorgestellt. Ein dreidimensionales gekoppeltes
FEM-BEM Modell haben [AnDERSEN und Jones 2002] entwickelt, welches jedoch einen sehr
groflen Berechnungsaufwand erfordert.

In vielen praktischen Situationen kann jedoch die Geometrie sowohl des Bodens als auch der
Tunnelstruktur als in Langsrichtung invariant betrachtet werden (vgl. Abschnitt 1.3.1). Diese
Annahme ist ebenso zutreffend fiir den Fahrweg (Schienen, Schottertragschicht, Bahndamm)
wie fiir Bauteile zur Erschiitterungsminderung, wie z.B. Schlitze oder ,, Wave Impeding Blocks*
[Taxeniva 2002]. Diese Invarianz kann man sich durch ein Vorgehen zunutze machen, in wel-
chem das dreidimensionale Problem auf eine Folge von zweidimensionalen Modellen in der (y, z)-
Ebene reduziert wird, welche von der Wellenzahl in Tunnelléngsrichtung (z-Richtung) abhéingen.
Dieses Verfahren wird von Sheng et al. [SHENG et al. 2003Db] als Diskrete Wellenzahl-Methode be-
zeichnet und wurde z.B. von Aubry et al. [AUBRY et al. 1994] empfohlen, wobei das Problem in
eine Reihe von zweidimensionalen Modellen in Abhéingigkeit von der Wellenzahl in Tunnellangs-
richtung {iberfithrt wird. Dabei wird z.B. fiir jede diskrete Wellenzahl k, in Léngsrichtung der
Tunnelquerschnitt mit Finiten Elementen (Diskrete Wellenzahl-Finite-Elemente-Methode) und
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die Wellenausbreitung in den umgebenden Boden mit Hilfe der Randelementemethode (Diskre-
te Wellenzahl-Randelementemethode) abgebildet. Dieses Vorgehen wird als Diskrete Wellenzahl
FEM-BEM Methode bezeichnet und von Sheng et al. angewandt [SHENG et al. 2005a]. Nach der
Losung der gekoppelten FEM-BEM Gleichungen fiir jede diskrete Wellenzahl k, kann die Ant-
wort im Originalraum mit Hilfe der Fourierriicktransformation ermittelt werden. Dabei liegt die
Einfachheit dieses Vorgehens darin begriindet, dafl eine Diskretisierung lediglich fiir den Quer-
schnitt des Systems Tunnel-Boden notig ist, wodurch sich die Gesamtzahl der Freiheitsgrade
signifikant gegeniiber dem dreidimensionalen Modell reduziert. In der Literatur werden solche
Modelle hiufig als 2.5D-Modelle bezeichnet; es sei jedoch betont, dafl sie das dreidimensionale
Verhalten des Systems Oberbau-Tunnel-Boden komplett abbilden.

Vielleicht das fritheste Beispiel fiir die Anwendung der Wellenzahl-Methode fiir die
FEM ist im Zusammenhang mit nichtdeterministischen Bodenparametern von Grund-
mann und Waubke fiir den ebenen [GRUNDMANN und Wauske 1992] sowie den 3D Fall
[GrUNDMANN und WauBkE 1993] vorgestellt worden. Ahnlich frith wurde sie von Gavric an-
gewendet [GAavRrIC 1994, Gavric 1995], um die Dispersionskurven von diinnwandigen Wellen-
leitern und freien Schienen zu ermitteln.

Sheng et al. [SnEnG et al. 2003b] haben auf der Basis der von Luco und de Barros
[Luco und DE BArRROS 1993, Luco und DE BARROS 1994] angewendeten Methode der virtu-
ellen Krdifte ein Prognosemodell fiir Bodenerschiitterungen infolge von stationdren oder beweg-
ten harmonischen Lasten entwickelt, welche in einem kreiszylindrischen Tunnel mit oder ohne
Tunnelschale im geschichteten Boden angreifen. Auf der Basis von mitbewegten Greenschen
Funktionen einerseits fiir einen geschichteten Halbraum, andererseits fiir einen radial geschich-
teten Zylinder von unendlicher Linge, werden Randintegralgleichungen lediglich entlang des
Kontaktbereiches zwischen Tunnel und Boden formuliert. Anstatt einer FEM-BEM Kopplung
verwenden die Autoren dabei die Diskrete Wellenzahl-Virtuelle Krifte Methode. Dabei werden
im Gegensatz zur FEM-BEM Kopplung die Verschiebungen und Spannungen entlang des Ran-
des zur Uberfithrung der Randintegralgleichungen in ein System von algebraischen Gleichungen
nicht durch Polynome interpoliert, sondern in Fourierreihen entwickelt. Luco und de Barros
benétigen allerdings — wie fiir gewohnliche Randintegralgleichungen in der Elastodynamik —
nicht nur die Greenschen Funktionen fiir die Verschiebungen, sondern auch diejenigen fiir die
Spannungen. Sheng et al. geniigen jedoch durch die Behandlung des innenliegenden Gebiets (ei-
nes Zylinders von unendlicher Linge) als Substruktur lediglich die Greenschen Funktionen fiir
die Verschiebungen der einzelnen Substrukturen. Aufgrund des zur Ermittlung der Greenschen
Funktionen fiir den geschichteten Halbraum nétigen Zeitaufwandes hat sich jedoch die in Sheng
et al. [SHENG et al. 2005a] vorgestellte Diskrete Wellenzahl FEM-BEM Methode als effizienter
gegeniiber der Diskrete Wellenzahl-Virtuelle Krdfte Methode erwiesen.

Im Zusammenhang mit seismischen Berechnungen von unendlich langen Spundwénden konnten
grofle Fortschritte in der Losung dynamischer Boden-Struktur-Interaktionsprobleme periodischer
Bereiche durch die Verwendung von gekoppelten periodischen FEM-BEM Formulierungen er-
reicht werden [CLOUTEAU et al. 2000]. Im Rahmen des EU-Projektes CONVURT (CONtrol of
Vibrations from Underground Rail Traffic) wurde dieses Vorgehen angewandt, um ein modulares
numerisches Modell zur Prognose von Erschiitterungen infolge der Anregung durch Untergrund-
bahnen fiir neue und existierende Strecken zu entwickeln [CLOUTEAU et al. 2005].

Degrande et al. [DEGrANDE et al. 2006] konzentrieren sich auf das dreidimensionale dynami-
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sche Interaktionsproblem Oberbau-Tunnel-Boden, welches unter Verwendung einer Substruktur-
formulierung mit Hilfe der FEM fiir den Tunnel und der BEM fiir den Boden gel6st wird. Die
Periodizitdt des Tunnels und des Bodens wird durch die Anwendung der Floguet- Transformation
ausgenutzt, wodurch die Diskretisierung auf eine einzelne begrenzte Referenzzelle des Tunnels be-
schrankt werden kann. Bei diesem Verfahren kann man auf die bestehende 3D BEM-Technologie
fiir geschichtete Medien zuriickgreifen, da die Integrationskerne der periodischen Greenschen
Funktionen die gleichen Singularitdten wie diejenigen der 3D Greenschen Funktionen aufwei-
sen [CLOUTEAU et al. 2000]. Dies ist ein bedeutender Vorteil gegeniiber den sogenannten 2.5D
FEM-BEM Verfahren, welche auf der Annahme eines translationsinvarianten Modells beruhen
und die wiederholte Ermittlung aller Singularitéiten nach der Fouriertransformation entlang der
Tunnelachse erfordern, ausgenommen fiir Strecken auf der Oberfldche, bei denen die singulédren
Integrationskerne fiir die Spannungen verschwinden [AUBRY et al. 1994]. Dabei wird zur An-
kopplung eines Masse-Feder-Systems zur Korperschallisolation die Craig-Bampton Substruktur-
methode [CrAIG und BAMPTON 1968] verwendet.

Um dieses Verfahren jedoch auf bewegte Lasten anwenden zu konnen, werden die Ant-
worten fiir eine harmonische Last an verschiedenen Stellen entlang der Léngsachse in der
Referenzzelle resp. die Ubertragungsfunktionen benétigt. Dieses Vorgehen wurde allgemein
in [CLouTeAU et al. 2001] gezeigt und zur Ermittlung der Antworten sowohl fiir invariante
[LOMBAERT et al. 2006b, LOMBAERT et al. 2006a] als auch fiir periodische [SHENG et al. 2005b)]
Fahrwege auf der Halbraumoberfliche, jedoch noch nicht auf das Problem periodischer Tunnel-
Boden Systeme angewandst.

In [GrUNDMANN und MULLER 2005] haben Grundmann und Miiller die Erschiitterungen eines
Tunnels im Vollraum mit Hilfe von drei verschiedenen Vorgehensweisen ermittelt. Eine diinne
Tunnelschale wurde sowohl mit der Vollraumlosung fiir den radial geschichteten, unendlich lan-
gen Zylinder als diinne Schicht, als auch als diinne Schale gemaf der Fliiggeschen Theorie
[FLUGGE 1957] sowie mit Finiten Elementen modelliert. In [MULLER und GRUNDMANN 20006]
werden mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren Ubertragungsfunktionen zwischen ela-
stisch gelagerten Platten in Tunnels und Erschiitterungen an der Halbraumoberfliche numerisch
ermittelt.

1.4 Zielsetzung und Vorgehen

Ziel der Arbeit ist die Entwicklung eines effizienten Simulationsmodells zur Prognose der
Erschiitterungsausbreitung infolge von in Tunnels verkehrenden Ziigen. Dieses mufl dazu in
der Lage sein, das gesamte gekoppelte Fahrzeug-Fahrweg-Tunnel-Boden Interaktionsproblem
abzubilden.

Das entwickelte Modell basiert auf der Integraltransformationsmethode. Es handelt sich jedoch
um ein hybrides Modell, da es die I'TM mit der FEM koppelt. Dazu wird das auf der Basis der
ITM beschriebene System Halbraum mit zylindrischem Hohlraum entlang seiner zylindrischen
Berandung mit einem innenliegenden FEM-Gebiet gekoppelt.

Zur Losung fiir das System Halbraum mit zylindrischem Hohlraum unter dynamischer Belastung
werden in der vorliegenden Arbeit die Losungen fiir den Halbraum (homogen oder geschichtet)
und fiir den Vollraum mit einem unendlich langen zylindrischen Hohlraum iiberlagert.
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Dabei ist es sinnvoll, den Fall des unendlichen elastisch isotropen Kontinuums in Polarkoordina-
ten zu beschreiben, wobei der Koordinatenursprung in der Mitte des zylindrischen Hohlraumes
liegt. Eine allgemeine Form der Losung erhélt man, wenn man eine Fourierreihenentwicklung zur
Beschreibung der Verédnderlichkeit der Zustandsgrofien in Umfangsrichtung einfithrt. Dies fiihrt
zu einer Beschreibung des Verhaltens in Radialrichtung durch Zylinderfunktionen, deren spezifi-
sche Form von der Scher- resp. der Langswellengeschwindigkeit, der Frequenz w, der Wellenzahl
in Léngsrichtung k, sowie der Geschwindigkeit v der bewegten Last abhéngt [[LONRAD 1985].

Entlang der zylindrischen Berandung I's des Hohlraumes wird schliellich der Kontakt mit dem
innenliegenden FEM-Gebiet hergestellt. Damit ist das Verfahren nicht auf zylindrische Tun-
nelschalen — in diesem Fall stellt die Berandung I'g eine reale Berandung zum Boden dar —
beschrénkt, sondern es erlaubt die Modellierung beliebiger Tunnelquerschnitte und Einbauten.
Dann handelt es sich bei der Berandung I's nur um eine gedachte Berandung und mit dem
innenliegenden FEM-Gebiet wird nicht nur die Tunnelstruktur selbst, sondern auch ein Teil des
umgebenden Bodens zwischen dem Tunnel und der gedachten Oberfliche I'g modelliert.

In Kapitel 2 wird deshalb zuerst die Losung fiir den (homogenen oder geschichteten) Halbraum
unter dynamischer Belastung beschrieben. In Kapitel 3 folgt dann die Darstellung der entspre-
chenden Losung fiir den Vollraum mit einem unendlich langen kreiszylindrischen Hohlraum. Aus
diesen beiden Losungen wird in Kapitel 4 die Losung fiir das System Halbraum mit unendlich
langem, kreiszylindrischen Hohlraum hergeleitet. Dies geschieht durch den Ansatz unbekannter
Spannungszustinde sowohl auf der Halbraumoberfléiche als auch am Lochrand, die Beschreibung
dieser Groflen durch die Koeffizienten der numerischen Fourierintegrale auf der Oberfliche bzw.
die Koeffizienten ihrer Fourierreihenglieder am Lochrand und das anschliefende Aufstellen der
Gleichgewichtsbedingungen auf der Halbraumoberfliche und entlang des Randes I'g.

Kapitel 5 behandelt die FEM im transformierten Raum (k,, vy, 2z, w). Beispielhaft wird die Ele-
mentsteifigkeitsmatrix fiir ein lineares Dreieckselement im Wellenzahl-Frequenzraum hergeleitet.

Die Interaktion des Tunnels mit einem Fahrzeug auf einem Masse-Feder-System wird in Kapitel
6 behandelt. Als Fahrzeug wird sowohl ein Einmassenschwinger als auch ein Drehgestellmo-
dell mit anteiliger Wagenkastenmasse verwendet. Fiir den besonderen Fall, dal das Fahrzeug
nichtlineare Eigenschaften besitzt — im gezeigten Fall wird beispielhaft eine Primérfederung
mit nichtlinearer Federcharakteristik verwendet — mufl die Interaktionsberechnung im Zeit-
bereich erfolgen. Dazu wird mit dem entwickelten Verfahren die Systemiibertragungsfunktion
H(k;,w') und damit durch eine zweidimensionale Fourierriicktransformation die Impulsreakti-
onsfunktion h(Z,t) ermittelt. Diese beschreibt vollstéindig das Verhalten des gesamten gekop-
pelten Systems [GRUNDMANN und Lrnz 2003]. Dabei werden die bei der Kopplung von sich
relativ zueinander in Bewegung befindenden Systemen im Zusammenhang mit den sogenann-
ten Retardierten Differentiell-Algebraischen Gleichungen beim Zeitschrittalgorithmus auftreten-
den Probleme und deren Loésung aufgezeigt [GRUNDMANN et al. 2002, LUTZENBERCGER 2003,
LUTZENBERGER 2006].

Einige Vergleichs- sowie Anwendungsbeispiele werden in Kapitel 7 gezeigt.

In Kapitel 8 folgt schlulendlich eine kurze Zusammenfassung sowie ein Ausblick auf interessante
Fragestellungen, welche eine Grundlage fiir weitergehende Untersuchungen darstellen kénnen.



Kapitel 2

Der Halbraum unter dynamischer
Belastung

Den folgenden Betrachtungen liegt der linear-elastische, homogene und isotrope Halbraum zu-
grunde. Wenngleich diese Voraussetzungen bei realen Problemen in vielerlei Hinsicht nicht als
erfiillt angesehen werden kénnen, so haben sie dennoch ihre Berechtigung. So kénnen nichtlinea-
re Effekte fiir die in dieser Arbeit behandelten Fragestellungen wegen der auftretenden kleinen
Forménderungen im allgemeinen unberiicksichtigt bleiben. Soll ein inhomogenes, anisotropes
Materialverhalten einbezogen werden, so ist eine zuverlissige Quantifizierung der Bodenpara-
meter ohnehin kaum moglich, da diese in der Regel stark streuen. Hier kann die von Grund-
mann et al. [GRUNDMANN et al. 2001, GRUNDMANN et al. 2003] vorgestellte Modellierung mit
der Stochastischen Finite-Elemente-Methode (SFEM) Abhilfe schaffen, welche die Beriicksich-
tigung stochastischer Materialparameter erlaubt. Dabei werden z.B. in vertikaler Richtung An-
satzfunktionen auf der Basis einer Karhunen-Loeve-Zerlegung verwendet, wihrend in den beiden
horizontalen Richtungen eine Beschreibung auf der Basis der ITM erfolgt. Die entsprechenden
SFEM-Gleichungen werden dann mit Hilfe der Entwicklung in ein polynomes Chaos gelGst.
Trotz des hierzu erforderlichen hohen Aufwandes ist dieses Vorgehen gegeniiber einer Monte-
Carlo-Simulation vorteilhaft. Eine Moglichkeit der Erfassung des Halbraums als ein aus den
Phasen Feststoff und Wasser bestehendes Medium stellt die Theorie Poréser Medien (TPM) dar
[BoSKOVIC 2007].

2.1 Grundlegende Beziehungen der Elastizitidtstheorie

Zu den Grundgleichungen der linearen Elastizitdtstheorie gehort das Gleichgewicht des Konti-
nuums: - '

o”];+ Q" =0. (2.1)
Hierin ist ¢ der Cauchysche Spannungstensor und @’ sind die Volumenkrifte.

Das Werkstoffgesetz fiir linear-elastisches, homogenes und isotropes Material liefert den fol-
genden Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor ¢ und dem Green-Lagrangeschen-
Verzerrungstensor €:

o = 2p€" 4 Nl gl (2.2)

16
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Hierin ist g% der Metriktensor; A und u sind die Laméschen Konstanten, welche man aus dem
Schubmodul G bzw. dem Elastizitdtsmodul £ und der Querdehnzahl (Poissonzahl) v erhilt.

E
n= CEaay
2Gv FEv

A= 1—2v  (I+v)(1—2v)

(2.3)

Schluflendlich lauten die kinematischen Beziehungen, gegeben durch den linearisierten Verzer-
rungstensor, d.h. unter Vernachléssigung der gemischten Glieder fiir den Fall kleiner Verformun-
gen:

1
€ij = 5 (wilj + ujli) - (2.4)

Setzt man die kinematischen Beziehungen (2.4) in das Stoffgesetz (2.2) ein und fithrt die er-
haltenen Beziehungen wiederum in die Gleichgewichtsbedingung (2.1) ein, so erhélt man die
Naviersche Gleichung, welche die grundlegende Gleichung zur Beschreibung des homogenen,
isotropen Kontinuums in Abhiingigkeit von den Verschiebungen v’ in der Elastostatik ist.

p' 7+ (A + [+ Q1 =0 (2.5)

Fiihrt man in das Gleichgewicht (2.1) zusétzlich die D’Alembertschen Trégheitskriifte ein, so
geht die Naviersche Gleichung in die Lamésche Gleichung iiber, die Grundgleichung der Elasto-
dynamik. Unter der Voraussetzung, dafi die Belastung immer an einer Schichtoberfléiche angreift,
kénnen im folgenden die Volumenkriifte Q° — als solche werden innerhalb des Kontinuums an-
greifende Lasten bezeichnet — vernachléssigt werden. Damit lautet die Lamésche Gleichung

]+ O = piid = 0, (2.

wobei p die Materialdichte ist.

2.1.1 Beriicksichtigung der Materialdampfung

Um die innere Reibung des Bodens zu iiberwinden, wird ein Teil der Energie einer Welle im Bo-
den wihrend ihrer Ausbreitung in Warme umgesetzt. Bei diesem Effekt handelt es sich um die
sogenannte Materialdimpfung. Zu ihrer Beriicksichtigung gibt es mehrere Dampfungsmodelle.
Die hiufig verwendete viskose Dédmpfung besitzt den Nachteil, dafl der Energieverlust pro Zyklus
fiir eine feste Amplitude frequenzabhéngig ist, was im Widerspruch zu umfangreichen Meflergeb-
nissen steht [CLovucH und PenzieNn 1993]. Diese Frequenzabhéngigkeit wird durch den Ansatz
einer hysteretischen Démpfung anstatt der viskosen Dampfung beseitigt. Betrachtet man einen
Finmassenschwinger, so kann dessen hysteretische Dampfungskraft im Fall einer harmonischen
Anregung durch

Ip(t) =iCk'w(t) (2.7)

beschrieben werden, wobei ( der hysteretische Dampfungsfaktor ist, welcher die Dampfungskraft
fp(t) in Abhiingigkeit von der Federkonstante k' beschreibt. Damit 148t sich im Falle einer
harmonischen Anregung der Anteil der Feder sowie des Dampfers durch eine komplexe Steifigkeit
k berticksichtigen.

k=K (1+iC) (2.8)
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Die Bewegungsdifferentialgleichung des Einmassenschwingers lautet damit:
mai(t) + kw(t) = poe™". (2.9)

In [CLovcH und Penzien 1993] ist gezeigt, daf die hysteretische Ddmpfungszahl ¢ in folgendem
Verhiltnis zu der viskosen Dampfungszahl ¢ steht, welche dem Lehrschen Dampfungsmafl D
entspricht:

¢ =2¢n=2Dn. (2.10)

In diesem Zusammenhang besteht jedoch wieder eine Frequenzabhéngigkeit durch das Frequenz-
verhéltnis 7. In der Regel legt man die hysteretische Dampfungszahl ( im Resonanzfall n = 1
fest, wodurch die Frequenzabhéngigkeit beseitigt wird.

(=2{=2D (2.11)

Auf das vorliegende Problem angewandt, ergibt sich die Einfithrung eines komplexen Elastizitéts-
moduls zur Beriicksichtigung der zusétzlich zur geometrischen Abstrahldémpfung vorhandenen
Materialddmpfung:

E = E'(1 +isign(w) ¢). (2.12)

Bezeichnet man hierin den Dampfungsmodul mit E”
E =FE +isign(w)(E' = E' + isign(w) E”, (2.13)

so la8t sich die hysteretische Dampfungszahl ¢, welche haufig als Verlustfaktor bezeichnet wird,
als das Verhéiltnis zwischen dem Dampfungsmodul E” und dem Elastizitdtsmodul E’ definieren
[CREMER und HECKL 1996]:

E//

(=2 (2.14)

2.2 Losung mittels Helmholtzschem Satz

Die Lamésche Gleichung der Elastodynamik — hier in Indexschreibweise gegeben — beschreibt
drei gekoppelte partielle Differentialgleichungen. Eine Moglichkeit zur Losung dieses gekoppelten
Gleichungssystems besteht darin, die gekoppelten Gleichungen direkt mit einem Exponentialan-
satz zu losen (vgl. z.B. [LENz 2003]):

Gy = Aye™? Uy = Ayeﬁz i, = A,eP? (2.15)

Eine weitere, sehr elegante Moglichkeit, ist die Anwendung des Helmholtzschen Satzes (vgl.
z.B. [MULLER 1989]). Dieser erlaubt die Definition des Verschiebungsfeldes mit Hilfe von neuen
Feldern, fiir welche sich entkoppelte Differentialgleichungen formulieren lassen. Er besagt, dafl
ein hinreichend stetiges Vektorfeld in ein rotationsfreies Feld und ein quellenfreies Feld, dessen
Divergenz verschwindet, zerlegt werden kann. Wendet man diese Zerlegung auf das Vektorfeld
der Verschiebungen v’ an, so kann dieses durch die Superposition des wirbelfreien Anteiles
als dem Gradienten des skalaren Feldes ® und des quellenfreien Anteiles als der Rotation des
Vektorfeldes W), beschrieben werden.

u' = B+ Uy | ;e P (2.16)
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Driickt man nun die Verschiebungen v’ in (2.6) durch diese Uberlagerung aus, so erhilt man
aus den drei gekoppelten partiellen Differentialgleichungen vier entkoppelte partielle Differenti-
algleichungen.

1.

o - b =0 (2.17)
Cp
.

Uil - 50 =0 (2.18)

S
Hierbei kann eines der Potentiale ¥; zu null gesetzt werden (ein Beweis der Vollstéindigkeit dieses
Ansatzes ist in [LonG 1967] erbracht worden). Damit handelt es sich bei diesen Gleichungen
um eine Wellengleichung fiir das skalare Potential ® sowie um zwei Wellengleichungen fiir das
vektorielle Potential ¥; mit den Wellengeschwindigkeiten ¢, und c;.

Cp—

P (2.19)
2 M
cg = —

p

Gleichung (2.17) beschreibt Kompressionswellen oder wirbelfreie Wellen, welche Volumenénde-
rungen bewirken und sich mit der Wellengeschwindigkeit ¢, ausbreiten. Bei den durch Gleichung
(2.18) beschriebenen Wellen handelt es sich hingegen um Scherwellen, welche Gestalténderungen
hervorrufen und sich mit der Wellengeschwindigkeit c¢s ausbreiten.

Da im kartesischen Koordinatensystem die Christoffelsymbole verschwinden, entkoppeln sich

hier die in (2.18) angegebenen Wellengleichungen fiir das vektorielle Potential ¥;. Die Wellen-
gleichungen lauten in kartesischen Koordinaten:

W¢+W¢+W¢ 9’ 1

ox? = 0y 022 O ¢

W%+W%+W% 0%V, 1

ox? oy? 022 ot? 2

=0
(2.20)
=0

2.3 Fouriertransformation der Bewegungsgleichungen

Wie eingangs erwihnt, 148t sich der gegebenen Fragestellung mit verschiedenen Methoden begeg-
nen. In der vorliegenden Arbeit wird die Integraltransformationsmethode (ITM) zur Losung der
Aufgabenstellung verwendet. Diese beruht auf der mehrdimensionalen Anwendung der Fourier-
Transformation. Der Formelapparat dieses Transformationsalgorithmus kann Anhang A entnom-
men werden.

Mit der Fouriertransformation 1483t sich ein Differentialoperator im Originalraum in einen alge-
braischen Operator im transformierten Raum iiberfiihren. Auf das Problem des Halbraums unter
dynamischer Belastung findet das Verfahren insofern Anwendung, als das erhaltene System von
vier entkoppelten partiellen Differentialgleichungen sowohl beziiglich der beiden Ortskoordina-
ten x o—e k;, y o—e k, vom Orts- in den Wellenzahlenraum als auch beziiglich der Zeit ¢t o—ew
vom Zeit- in den Frequenzbereich transformiert wird. Man erhélt ein System von vier entkop-
pelten gewdhnlichen Differentialgleichungen. Die Ortskoordinate z bleibt bei diesem Vorgehen
untransformiert; dies erlaubt das Einfithren von Randbedingungen in z-Richtung, wie z.B. die
Einfithrung der freien Oberfliche.
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2.3.1 Losung der homogenen Laméschen Gleichung

Unterwirft man nun die in (2.17) und (2.18) angegebenen Wellengleichungen einer dreifachen
Fouriertransformation (x o—e k,, y o—e k,, t o—e w), so erhélt man das folgende System entkop-
pelter gewdhnlicher Differentialgleichungen

. 0%
2 2 2

. (2.21)
K22 k)i 4 2V
(_x_ y+ S) it 92
wobei k, und k, die Kompressions- respektive die Scherwellenzahl darstellen:
ky = —
Cp
w (2.22)
ks = —.
Cs

Fiir das skalare Potential ® sowie fiir das vektorielle Potential ¥; in diesem System gewohnlicher
Differentialgleichungen (2.21) lassen sich die folgenden Exponentialansitze fiir die Verédnderlich-
keit in z-Richtung finden

(i) = A1€>\1Z + Agei)‘lz

. 2.23
U; = Bj1e’?? 4 Bjge ?* (2.23)

mit 2 2 2 2
Al =ky+k; -k,
A3 =kI4 kK2
Die hierin enthaltenen unbekannten Koeffizienten A; und B;; kénnen mit Hilfe der Rand- und
Ubergangsbedingungen auf der Halbraumoberfliche bzw. an den Schichtgrenzen im Falle des
geschichteten Halbraums bestimmt werden. Damit erhdlt man den analytischen Verlauf der
Potentiale ® und ¥; und daraus die Verschiebungen u; im transformierten Raum.

(2.24)

2.3.2 Spannungen und Verschiebungen in kartesischen Koordinaten im fou-
riertransformierten Raum

Unter Verwendung kartesischer Koordinaten vereinfacht sich mit ¥, = 0 geméfl Abschnitt 2.2
der Helmholtzsche Ansatz fiir das Verschiebungsfeld nach Gleichung (2.16) zu:
Upg =P o — Wy
Uy =Dy — WV, (2.25)
U, =P, — Wy + V4.
Nach der dreidimensionalen Fouriertransformation vom Originalraum (z, y, z, t) in den

Wellenzahlen-Frequenzraum (k,, ky, z, w) erhélt man die entsprechenden Verschiebungen im
transformierten Raum:

ik, ® — U, , (2.26)
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Verwendet man nun die Losungen (2.23) fiir die fouriertransformierten Helmholtzschen Poten-
tiale, so lassen sich die Verschiebungen im fouriertransformierten Raum (2.26) folgendermafien

ermitteln:

iy iky ke 00 =Xy g
iy | = | iky iky A X2 0 0
i N =N —iky —iky ik ik,

A1€>\12
A2€—/\12
Bxle)\gz

BIQef)\gz

Byl 6)‘22

-
Byge 2%

(2.27)

Die zugehorigen Spannungen ergeben sich geméfi den in (2.2) und (2.4) angegebenen Gesetzen

der Festigkeitslehre zu

s [ —(2k2 + 2k)) —(2K2+2k2) O 0
Gy —(2ky + kp) —(2kp + k) 2ikyde —2iky
T o || (2k2—k2)  (2k2—k2)  —2iky,\s 2iky e
wl| Goy | 2k, ky 2k ky ikedy  —ikg)
Oyz 2iky A 2k, N+ Ry A+ k)
Oz | 2ik M —2iky A kyky Kk,

mit

k= \JK2 + k2

—2iky Ao 2ikz Ao
0 0
2iky o —2ik A2 |
—ikyAa iky o
—kyky —kyky
—(N k) —(A\3+E2)
(2.28)
(2.29)

und ¢ dem Vektor der unbekannten Koeffizienten nach Gleichung (2.27).

Um das Auftreten von numerischen Instabilititen aufgrund von zu grofien Argumenten der
Exponentialfunktion in (2.23) zu vermeiden, werden abklingende anstelle von aufklingenden

Exponenten verwendet [GRUNDMANN und MULLER 1988].

Ale)qz — (Ale)qh)ef/\lhe)\lz — Ale)\l(th)
Bile)\zz — (Bile/\zh)ef)\ghe/\zz — Bile)\Q(th)
h > =z

(2.30)

Die Grofie h entspricht hier der Dicke einer einzelnen Bodenschicht. Gemé$ (2.27) ergeben sich
nun die Verschiebungen im fouriertransformierten Raum in folgender Form

Ty ikgeM(E=h) ke M2 0 0
iy | = ik‘ye}‘l(z*h) z'k:ye*)‘lz Nget2(z=h) )\ e 22
i, MeMGEmh) N jemhE g ere(Eh) ik e A2z
mit
_ = = = T
€ = [A1 Ay By1 By By1 By

_)\26—)\2(z—h)

0

ikger2(z=h)

Die transformierten Spannungen ergeben sich analog aus Gleichung (2.28).

)\2€_>\2Z

0

¢

ikye 2%

(2.31)

(2.32)
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2.4 Randbedingungen

Die Losung des vorliegenden Problems erfolgt mit den oben hergeleiteten analytisch beschriebe-
nen Spannungen und Verschiebungen im fouriertransformierten (k;, ky, 2z, w)-Raum. Wie oben
erwahnt, bleibt die Koordinate z untransformiert, wodurch horizontale Schichtgrenzen beriick-
sichtigt werden konnen. Die Zustandsgrofien sind in Abhéngigkeit der unbekannten Koeffizienten
c gegeben, welche nach der Einfithrung der Randbedingungen durch die Losung des entstandenen
Gleichungssystems zu bestimmen sind.

Wie eingangs erwéhnt, kann auf den Ansatz von Volumenlasten verzichtet werden, da die Bela-
stung bei den untersuchten Problemstellungen stets an einer Schichtgrenze oder auf der Halb-
raumoberfliche angreift. Wie spéter gezeigt werden wird, kann es sich dabei auch um eine ge-
dachte Schichtgrenze innerhalb einer eigentlich homogenen Bodenschicht handeln. Eine an einer
Schichtgrenze angreifende Last kann einfach durch ihre transformierte Belastungsfunktion als
Spannungsrandbedingung in das Gleichungssystem eingefiihrt werden.

Die Belastungsfunktion im transformierten Raum kann dabei in vielen Fillen sogar analytisch
beschrieben werden, beliebige Lastgeometrien sind durch eine numerische Fouriertransformation
zu ermitteln.

Zur Ermittlung der unbekannten Koeffizienten € miissen nun neben den lokalen Rand- und
Ubergangsbedingungen der Spannungen und Verschiebungen an der Halbraumoberfliche sowie
den Schichtgrenzen auch nicht lokale Randbedingungen im Unendlichen eingehalten werden.

2.4.1 Lokale Randbedingungen

Im folgenden sind die Spannungen und Verschiebungen jeweils an der oberen (z = 0) sowie an
der unteren (z = h) Schichtgrenze einer Schicht mit der Dicke h angegeben.

Spannungen an der oberen Schichtgrenze z = 0:

L O ik Aie M 2k, N kpkye M kuky, —(A3+ E2)e Mt N3 — k2
—| 6,. | = 2ik,Me P —2ik N (A + k;)e_’\2h A3+ k; —kykye=2h —kzky | C
G (2k2 — k2)e MM 2k2 — k2 —2ikyhoe 2 2ikyNg  2ikghoe MM —2ik, Ao
(2.33)
Spannungen an der unteren Schichtgrenze z = h:
L [ Oa= ik N —2ikg e M kky,  kpkye 2P 02— k2 — (A3 + k2)e M2
—| 6,. | = 2ikyA1 —2ik e MM A3+ k:f/ (A3 + kg)e”?h —koky,  —kgkye A2k C
I 2 2 2 2\ ,—A1h ; ; —A2h ; ; —A2h
o, 2k7 — kI (2k; — kZ)em M =2iky Ny 2ikyAoe” 2tk o —2ikp oe 2
(2.34)
Verschiebungen an der oberen Schichtgrenze z = 0:
Uy ikge MM ik, 0 0 —deM2h )
dy | = | ikye MM ik, demMh - 0 0 |¢c (2.35)

Qi Ae M N —ikge M ik, ikgem M ik,
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Verschiebungen an der unteren Schichtgrenze z = h:

a(p)m iky ik:r,‘e_)\lh 0 0 -2 )\2€_>‘2h
iy | = | iky ikyeM A —Agemh 0 0 ¢ (2.30)
U(p)z A —Ae ™Mb —iky —il{:ye_)‘Qh iky ikye2h

2.4.2 Nicht lokale Randbedingungen

An der Oberfldche sind in der Regel Spannungsrandbedingungen gegeben, sei es anhand einer
Lastfunktion im transformierten Raum oder sei es aufgrund der Forderung, dafl eine freie Ober-
fliche vorliegt und folglich alle Spannungen an dieser Oberfliche verschwinden miissen. Im Falle
einer rein vertikalen, in positive z-Richtung wirkenden Belastung auf der Oberfliche (z = 0),
fiihrt dies zu den folgenden drei Randbedingungen:

é’zx(z = 0) 0
&Zy(z = 0) = 0 (2.37)
OA'z(Z = 0) _ZA)Z

Sofern keine Lasten an den Schichtgrenzen angreifen, liegen dort jeweils drei Spannungs- und
drei Verschiebungsiibergangsbedingungen derart vor, daf§ die Verschiebungen 4, iy, @, und die
Spannungen 6., 0.y, 0. beider Schichten an der Schichtgrenze gleich sein miissen.

Fiir den Fall des Halbraumes gestaltet sich die Beschreibung der Randbedingungen durchaus
schwieriger, da dieser eine unendliche Schichtdicke aufweist und somit Randbedingungen im
Unendlichen anzusetzen sind. Setzte man bei vorhandener Dédmpfung im Unendlichen die Span-
nungen oder die Verschiebungen jedoch einfach zu null, so ergébe sich einerseits ein singulédres
Gleichungssystem, andererseits tréaten an einem solchen Rand Reflexionen auf, die zu einfallen-
den Wellen fithrten, welche in der Realitét jedoch nicht vorkommen. Hier ist die Sommerfeldsche
Abstrahlbedingung einzuhalten, welche verlangt, daf§ die Wellenausbreitung nur in positiver z-
Richtung fortschreitet, keine Wellen von unten einfallen und die Amplituden der Wellen mit
zunehmender Tiefe abklingen.

Eine iibersichtliche Betrachtung ergibt sich, wenn man auf den Ansatz einer Materialdimpfung
geméfl Abschnitt 2.1.1 verzichtet, da die Laméschen Konstanten dann rein reelle Werte anneh-
men. Wie man leicht erkennen kann, sind A; und Mg in (2.24) dann fiir den Fall k2 + k; > k2
bzw. k2 + k‘g > k2 rein reellwertig. Die Faktoren e**1* bzw. e**2% sind in diesem Fall expo-
nentiell mit zunehmender Tiefe z auf- bzw. abklingende Funktionen; es handelt sich folglich um
Oberflichenwellen. Fiir den Fall k2 + k:; < k‘g bzw. k2 + k:g < k? nehmen sie hingegen rein

+A1z +Aoz

imagindre Werte an, e bzw. e beschreiben dann in positiver oder negativer z-Richtung

abgestrahlte Wellen; in diesem Fall handelt es sich um Raumwellen.

Erschwert wird diese einfache Betrachtung dann, wenn geméfl Abschnitt 2.1.1 eine Materi-
alddmpfung durch die Einfithrung eines komplexwertigen Elastizitdtsmoduls in Ansatz gebracht
wird. In diesem Fall sind k, und ks komplexe Grolen, so daBl A; und Ay ebenfalls komple-
xe Werte annehmen. Betrachtet man die Oberflichenwellen, so ist leicht zu erkennen, daf} die
Sommerfeldsche Abstrahlbedingung genau dann eingehalten ist, wenn die Exponenten negativ
sind. Miiller [MULLER 1989] hat den Zusammenhang zwischen der Ausbreitungsrichtung sowie
dem Abklingverhalten von Wellen und den Wellenzahlen sowie den Frequenzen untersucht. Da-
bei konnte er zeigen, dafl fiir negative Frequenzen w < 0 immer Wellen vorliegen, welche der



24 2. Der Halbraum unter dynamischer Belastung

Sommerfeldschen Abstrahlbedingung geniigen; eine sonst notwendige Fallunterscheidung kann
folglich dadurch vermieden werden, daf} alle Funktionsauswertungen ausschliefflich fiir negative
Werte von w erfolgen. Das Ergebnis fiir positive Frequenzen l&8t sich dann aus dem Ergebnis
fiir negative Frequenzen anhand von Symmetrieiiberlegungen als dessen konjugiert komplexe
Losung erhalten. Somit reduziert sich die Anzahl der Unbekannten von sechs auf drei, die Rand-
bedingungen im Unendlichen werden damit implizit im Gleichungssystem beriicksichtigt.

2.5 Belastung

2.5.1 Ortsfeste, zeitlich veridnderliche Belastung

Die Losung der Laméschen Differentialgleichung wurde in Abschnitt 2.3 im fouriertransformier-
ten (kz, ky, z,w)-Raum hergeleitet. Da diese Losung folglich im Frequenzraum vorliegt, ist es
moglich, fiir jede Frequenz eines gegebenen Frequenzspektrums die Losung zu ermitteln und mit
Hilfe der IFT in den Zeitbereich zuriickzufiihren. Liegt nun eine ortsfeste Belastung vor, die
jedoch zeitlich verdanderlich ist, so ist es vorteilhaft, den Belastungszeitverlauf unter Zuhilfenah-
me der Fouriertransformation in ein Frequenzspektrum zu iiberfithren. Fiir einige einfache Félle
kann die transformierte Lastfunktion analytisch gefunden werden, in den {ibrigen Féllen muf sie
durch eine numerische Fouriertransformation gewonnen werden.

Der fiir eine dreidimensionale inverse Fouriertransformation nétige Berechnungsaufwand
kann jedoch bei dem FEinsatz von herkémmlichen Transformationsverfahren wie der FE'T
[Bricuan 1987] sehr schnell stark anwachsen, was den Einsatz von Verfahren zur Datenkom-
pression sinnvoll werden 148t oder gar erfordert. Hierzu wurde von Lieb [LiEs 1997] ein adaptives
Verfahren fiir die zweidimensionale Fourierriicktransformation vom Wellenzahl- in den Ortsbe-
reich entwickelt, welches auf der in der Bildverarbeitung zur Datenkompression verwendeten
Waveletzerlegung aufbaut. Dieses Verfahren wurde von Lenz [Nz 2003] um die dritte Dimen-
sion Frequenz bzw. Zeit erweitert, was zu einer signifikanten Einsparung an Rechenzeit gefiihrt
und letztendlich eine mit vertretbarem Aufwand durchfithrbare dreidimensionale numerische
Riicktransformation erst ermoglicht hat.

2.5.2 Geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegte Belastung

In der vorliegenden Arbeit soll die ortliche Verdnderlichkeit der Belastung auf den Fall einer sich
geradlinig, mit konstanter Geschwindigkeit in Richtung einer Koordinatenachse bewegenden
Last beschriankt werden. Damit kann ein mit konstanter Geschwindigkeit auf einem geraden
Streckenabschnitt fahrender Zug abgebildet werden.

Ist eine Last po(z,y) in 2- und y-Richtung beliebig verdnderlich, bewegt sie sich mit der kon-
stanten Geschwindigkeit v fort und ist sie beziiglich der Zeit mit go(¢) verénderlich, so lautet
ihre Belastungsfunktion:

p(.%’, Y, t) = po(l‘ — vt, y)QO(t) (2'38)

Wendet man auf diese Lastfunktion nun eine zweifache Fouriertransformation vom Orts- in
den Wellenzahlbereich an, so ist bei der Transformation x o—ek, der Verschiebungssatz der
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Fouriertransformation (Anhang A) anzuwenden.
Pk, ky,t) = po(ka, ky)eiwtkzgo(t) (2.39)

Die Fouriertransformation vom Zeit- in den Frequenzbereich t o—e w ergibt:

“+o00
Poka, ky)e o go(t)  o—e  po(ka, ky) / go(t)e el dt =
“+o00
= polkz, ky) / go(t)e HoR)tay =
= ﬁO(km ky) gO(('u + ka)
Damit ergibt sich:
D(kz, ky,w) = po(kz, ky)go(w + vky) (2.40)

Im folgenden wird eine wellenzahl-frequenzabhiingige Steifigkeit K(k,, ky, z,w) eingefiihrt, wel-
che die Charakteristik des gesamten elastischen Halbraumes reprédsentiert und sich aus dem
Kehrwert der infolge einer ortlichen sowie zeitlichen Impulslast p(kz,ky,w) = 1 erhaltenen
Grundlosung G(kz, ky, z,w) ergibt:

. 1

Ky(kp, by, 2,0) = —— . 2.41

Mooy 20 = ey ) 240
Damit ergibt sich die Verschiebung im fouriertransformierten Raum fiir eine beliebig verénder-
liche Last p(ky, ky,w) zu
ﬁ(kmakyaw) ﬁO(kxaky)g()(w—’_vkx)

Uy (kg by, 2,w) = = = - . (2.42)
Ks(kz,ky,Z,W) Ks(k$7ky7sz)

Wie Miiller [MULLER 1989] zeigt, ist es vorteilhaft, auf ein mitbewegtes Koordinatensystem
iiberzugehen. Mit der Substitution w’ = w + vk, erhidlt man nach einer dreidimensionalen
Fourierriicktransformation (k, e—ox, k, e—oy, we—ot) das folgende Ergebnis im mitbeweg-
ten Koordinatensystem an der Stelle z = x — vt im Originalraum:

u, (fi’, Y, 2, t) _ / / / pO ) gO( ) e’L(I+’Ut)]€z 6’Lyky Gthdkxdkydw _
83 Ky(kg, by, 2,0 — vky)

—00 —00 —O0

T polkaky) e
= — / / / pO 5 gU( ) zzkz ezyky eztw dkxdk:ydw'. (243)
87 K (ks ky, 2,0 — vk )

—00 —00 —O0

Sonderfall der geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegten, harmonischen
Belastung

Hier soll der Sonderfall einer auf der Halbraumoberfliche angreifenden, sich geradlinig mit der
Geschwindigkeit v entlang der Koordinatenachse x bewegenden und harmonisch mit der An-
regungskreisfrequenz €2 oszillierenden Last untersucht werden, welche in z— und y—Richtung
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beliebig ist.
p(@,y,t) = po(z — vt,y)go(t) = po(z — vt,y) cos(t) (2.44)
Die Fouriertransformierte der Zeitfunktion go(t) = cos(€2t) lautet:
go(w) =7(6(w — Q) +d(w+Q)) (2.45)
Setzt man diese nun in (2.40) ein, so erhélt man die Belastung im transformierten Raum:

P(ka, ky,w) = Po(kz, ky)T(6(w + vhky — Q) + §(w + vk, + Q)). (2.46)

Nach Einsetzen der transformierten Lastfunktion in (2.43) erhélt man die Verschiebung im
Originalraum (z, y, z, t):

1 km,k Q)+ 6w +Q o
(I’ Y, 2, t 8 — / / / pO k (k )+ liw) + )) zxk,‘mezyk‘yeltw dkxdkydw/
d vy by, 2, 0" — v

—00 —00 —00

(2.47)
Die Fourierriicktransformation w e—ot kann in diesem Fall durch analytische Auswertung der
beiden Delta-Dirac-Distributionen erfolgen. Die Losungsfunktionen sind damit jeweils an den
Stellen ' = Q und ' = —Q bzw. w = Q — vk, und w = —O — vk, zu berechnen. Die Aus-
wertung der Verschiebungen im mitbewegten Koordinatensystem am Ort der Lasteinwirkung
erlaubt dabei ein Vorziehen der Terme e die sich aus der Riicktransformation ergeben. Die
beiden Fourierriicktransformationen vom Wellenzahlen- in den Ortsbereich (k, e—o x, k, e—oy)
konnen dann numerisch erfolgen. Die Verschiebung u(Z, y, z, t) ergibt sich damit als Summe
zweier Terme:

7 (ka, k) -
L(Z t) = % / / Po(ka, ¢! @hatyky) g dk
ual =) 82 K (kg, ky, 2,9 — vky) vt
+ e / / bo(ka, y) ei(i’kx”k?’)dkxdky.
82 K K (ka, ky, 2, =2 — vky)

Ohne die beiden Zeitfunktionen e*** stellen die beiden Summanden zwei konjugiert komplexe
Ausdriicke dar. In der komplexen Zahlenebene lassen sich diese als zwei konjugiert komplexe
Zeiger auffassen, weshalb es ausreichend ist, nur einen von diesen zu berechnen. Aufgrund des in
Abschnitt 2.4.2 erlauterten Zusammenhanges ist es zweckméflig, die Auswertung fiir den Zeiger
mit negativer Anregungsfrequenz vorzunehmen. Das Ergebnis, welches als physikalische Grofie
rein reell sein muf, ergibt sich dann als das Zweifache des Realteiles des Summanden mit der
Frequenz w = —Q — vk,.

(ki Ky -
uy(Z,y, z,t) = —% e M / / Do(kz, ky) ez($k$+yky)dkxdky (2.48)
K (kg, ky, 2, =2 — vky)
—0o0 =00
Die hiermit berechneten Verschiebungen im mitbewegten Koordinatensystem sind nun ledig-
lich noch unter Beriicksichtigung der Beziehung £ = x — vt in Verschiebungen im ruhenden
Koordinatensystem umzurechnen.
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2.6 Losung fiir den homogenen Halbraum

Zur Losung des Gleichungssystems im transformierten Raum sind nun die Spannungsrand-
bedingungen an der Halbraumoberfliche in (2.33) einzufiihren. Im folgenden sollen auf diese
Weise die Verschiebungen auf der Halbraumoberfliche infolge einer auf dieser wirkenden Last
p-(x, y) o—ep.(ks, ky) ermittelt werden.

L[ e 2k, N1 kok,  —(A\3 kD) A, oo
o &yz = _2“%)‘1 )‘% + k; _kxky By = — 0 (2.49)
6. %2 — k2 2k, Ny —2ikiAo Bys 1 —p,

Mit der Determinante der Matrix
A = —4!{:3)\1)\% + 214:3)\‘21 + 4k:22,>\%k:§ + 2]{:;‘:)\% — k:g)\é — kg)\%kz =

2.50
= (2k2 — k2)2A2 — 4k2A 3 (2:50)

ergibt sich nach Anwendung der Cramerschen Regel der analytische — sofern die Lastfunktion
analytisch beschrieben werden kann — Losungsvektor zu:

A, — 25 (2h2 — K2)N3
By | = Tﬁ—gzikyAlAg (2.51)
Bys Ix = 2iky M3

Mit (2.31) ergeben sich schlulendlich die transformierten Verschiebungen auf der Halbraum-
oberfliche (z = 0):

i = % (A3 4+ K202 — 2000)) (2.52)

dy, = —ZEO3 4R - 20 A)) (2.53)
HA

. P35

. ;2. 2.54

i K (2:54)

Die hergeleitete Losung gilt allerdings nur unter der Voraussetzung einer dynamischen Belastung,
d.h. fiir w # 0. Dies 148t sich an der Tatsache erkennen, daf fiir die statische Losung mit w =0
die Determinante in (2.50) verschwindet und die Verschiebungen in diesem Fall unendlich grofie
Werte annehmen. Die Ansétze (2.23) sind folglich fiir w = 0 nicht vollsténdig. Fiir die Losung
in diesem Fall wird auf die Arbeit von Lenz [[LENz 2003] verwiesen.



Kapitel 3

Der Vollraum mit zylindrischem
Hohlraum unter dynamischer
Belastung

Als néchste Teillosung, welche man zur Ermittlung einer Losung des Systems Halbraum mit ei-
nem zylindrischen Hohlraum unter dynamischer Belastung benétigt, wird nun nach der in Kapitel
2 hergeleiteten Halbraumlosung der Vollraum mit einem zylindrischen, unendlich langen Hohl-
raum behandelt. Auch dieses Problem wird mit Hilfe der Integraltransformationsmethode gelost.
Das gezeigte Vorgehen baut hierbei grundsétzlich auf der Arbeit von Konrad [[KONRAD 1985]
auf, der den Spannungs- und Verformungszustand des Kontinuums mit zylindrischem Hohlraum
unter einer beliebig verteilten, ruhenden oder sich mit konstanter, unterkritischer Geschwindig-
keit in Richtung der Zylinderldingsachse bewegenden statischen Belastung untersucht hat.

3.1 Allgemeine Grundlagen

Wie eingangs bereits erwihnt, stellt die Lamésche Gleichung die grundlegende Gleichung der
Kontinuumsdynamik dar. Sie ist in (2.6) in Tensornotation gegeben.

Im Gegensatz zum Halbraum, welcher als horizontal geschichtet abgebildet und natiirlicherweise
in einem kartesischen Koordinatensystem beschrieben wird, ist es sinnvoll, die geometrische
Situation des Vollraumes mit zylindrischem Hohlraum mit Hilfe von Zylinderkoordinaten zu
beschreiben. Hierzu bedarf es einer Transformation der Tensoren von der kartesischen Basis e;
hin zu einer Basis in Abhingigkeit von den krummlinigen Koordinaten 6% mit 8* = r, 2 = ¢
und 6% = xz, welche als g;» bezeichnet wird.

Fiir die Transformation der Basis gilt formal der Zusammenhang:
g = 0;e;. (3.1)

Die zu der Basis g; bzw. e; zugehorigen Koordinaten 2" bzw. 7 einer vektoriellen GréBe werden
geméf
x =23 (3.2)

28
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transformiert. Hierin entspricht ﬁf, der Jakobimatrix und ﬁ;l ihrer Inversen.

sl =[] ()= |35] - 0

Zur Veranschaulichung zeigt Abbildung 3.1 das gewéhlte Koordinatensystem sowie die Spannun-
gen und Verschiebungen an einem herausgetrennten Element. Fiir die vorliegende Betrachtung

ur
N\ A u,
.
— ]
(@) (c)

Abbildung 3.1: Koordinatensystem fiir das in Radialrichtung geschichtete Kontinuum mit zylin-
drischem Hohlraum (a), Spannungen am Element (b) und Verschiebungen am Element (c)

wurde jedoch anstelle der in der Mathematik iiblichen Vorgehensweise nicht der in Abbildung 3.2
eingezeichnete, in mathematisch positivem Sinne von der y-Achse zur z-Achse drehende Winkel
o verwendet, sondern mit dem ebenfalls eingezeichneten Winkel ¢ gearbeitet. Diese Definiton

X

d

e

Q p=yl+270°
A

Abbildung 3.2: Koordinatensystem fiir das Kontinuum

wird hier vor dem Hintergrund eingefiihrt, dafl die Gesamtlosung fiir eine beliebig verteilte Bela-
stung aus der Superposition von zur z-Achse symmetrischen und antimetrischen Spannungs- und
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Verschiebungszusténden berechnet werden soll. Bei dem dazu verwendeten Ansatz von beziiglich
der Umfangsrichtung harmonisch verdnderlichen Spannungszustianden kann das Argument der
entsprechenden trigonometrischen Funktionen mit einer Phasenverschiebung verwendet werden.
Es erscheint jedoch zweckméfiger, diese Funktionen auf einen Winkel zu beziehen, welcher an
der z-Achse beginnt. Deshalb wird im folgenden der Winkel 1) verwendet.

Der Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten x, y, z und den Zylinderkoordinaten
r, @, x bzw. r, ¢, x lautet:

r o= (3.4)
= rcos(p) = rsin(y) (3.5)
z = rsin(p) = —rcos(¢).

Aus diesem Zusammenhang ergibt sich nun die Jakobi-Matrix.

' 0 sin(y) —cos(¥)
J= W} = |0 rcos(y) rsin() (3.7)
10 0

] 0 0o 1
Il = [ﬁ;] = | sin(®) leos(w) 0 |. (3.8)
—cos(y) Zsin(y) 0

Unter Verwendung des Helmholtzschen Satzes kann man, wie in Abschnitt 2.2 gezeigt, das
Vektorfeld u durch die Superposition des Gradienten eines skalaren Feldes & und der Rotation
eines Vektorfeldes ¥ beschreiben.

u' = B+ Uy | ;P (3.9)

Nach Einsetzen des Ansatzes (3.9) in die Lamésche Gleichung (2.6) erhdlt man die schon in
(2.17) und (2.18) angegebenen Wellengleichungen.

1.

B — b =0 (3.10)
“p
1.

vl — b =0 (3.11)
S

Behandelt man nun ein spezielles Problem, so sind die Verschiebungsanséitze an die Randbe-
dingungen anzupassen. Im vorliegenden Falle ist es also zweckméfig, das Verschiebungsfeld u
in Abhéngigkeit von Zylinderkoordinaten zu beschreiben, da sich mit diesen die Berandung des
zylindrischen Hohlraumes besonders einfach beschreiben l&ft.

u=u'g; =u'gy (3.12)

Hierbei ist zu beachten, dafl die Beziehung (3.11) nur dann zu drei entkoppelten partiellen Diffe-
rentialgleichungen fiihrt, wenn die Christoffelsymbole der zu ¥; gehorigen Basis g* verschwinden.
Diese Forderung ist im allgemeinen Falle einer stationéren Basis, im besonderen im Falle einer
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kartesischen Basis, erfiillt. Daher ist es von Vorteil, die Komponenten ¥;, des beliebigen krumm-
linigen Koordinatensystems durch die Komponenten ¥; des kartesischen Koordinatensystems zu
ersetzen.

Bei der Ableitung der Rotation eines Vektorfeldes ist zu beriicksichtigen, dafl die kovariante
Ableitung eines Vektorfeldes (also eines Tensors 1. Ordnung) einen Tensor 2. Ordnung ergibt
und somit den entsprechenden Transformationsbeziehungen gentigt. Mit

Uyl = Wil 8,7 By (3.13)

ergibt sich dann fiir das Verschiebungsfeld u? g; unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB die
Christoffelsymbole in einem kartesischen Koordinatensystem verschwinden:

N

ul — (I),j’gj/ + \IJ |] ]ﬂkz Z‘]/k/
= @}j/g-jIZ + \I/ \I/kFZJ:| /8 jﬁkl K = (314)
= gl + \IJ”,ﬂk" eli'K

Die zu wihlenden Ansatzfunktionen ® und ¥; miissen dabei Losungen der in (3.10) und (3.11)

angegebenen Wellengleichungen sein. In Zylinderkoordinaten ergeben sich damit die physikali-
schen Komponenten u,, u, und u, des Verschiebungsvektors u zu

Uy = a—(I)—i—ai \I’ —l%sin 19V, cos 1)
T ox or r Oy r Oy
0P 10V, 8\I/y ov, .
U = E—i—; 0 —Ecosw—gsmw (3.15)

_ 109 0w, 0w,
W T Yey or | ox

Dabei miissen die Ansatzfunktionen ® und ¥; folgenden Bedingungsgleichungen geniigen, welche
sich durch den Ubergang von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten aus den in (3.10)
und (3.11) angegebenen Wellengleichungen ergeben:

” 10 18 &* _p O
or2  ror  r2oyY?  0x2 AN+ 2u0t?

3.16
[82 190 1 02 0? p@Z] (3.16)

o v Trae o uae) o T 0

Wie in [[KONRAD 1985] gezeigt, ist es von Vorteil, die trigonometrischen Funktionen sin ) und
cos v durch die komplexe Exponentialfunktion auszudriicken

1 , ,
siny = =i (e*“p — ew’>
2 (3.17)
costy = 5 (e_“p + e“p>
und die Funktionen ¢ und e~* unter den Differentialoperator zu zichen
o OV, 0 ; . ;
ei“/’a_w@ - %(eiwm) Fi (ei“/’\llz-) . (3.18)
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Damit ergeben sich folgende Verschiebungen:

Yo T B 2°¢ 87“ r r w
+ le*“ﬁ S| (L4 _io
2 or r r oY (3.19)
— 8_(I> _2 1 _g 1—“/)(\1/ +40,) _,_18\113’3 '
U= or ox 2e 8:6 2°¢ y T r oY
10d o [1 ov
= —— g — = \I’z i B2 T \I/ i} T
s r oY e [2 (¥ —i )} +Z [ ey i )] or
Fiir die Ausdriicke in eckigen Klammern werden nun neue Funktionen eingefiihrt.
1 .
M = [Eew (\I/y—i\Ilz)]
1 (3.20)
M} = [§e—iw (\Ifyﬂ'\lfz)}

Wie in Abschnitt 2.3.2 dargestellt, kann wieder eine Komponente des vektoriellen Potentials W;
frei gewéhlt werden. Stellt man nun die Forderung auf, dal das Potential ¥, verschwindet, so
erhélt man die folgenden Verschiebungen:

0P o 1 %)

Up = S (ar+?> [ M + M) +%@ [M] — M)
o® 0
109 0

W= g z%[Ml Mj) .

Die Bedingungsgleichungen (3.16) lassen sich mit (3.20) ebenso in Abhéngigkeit von den neuen
Funktionen M/ und M} angeben.

2 1 [ 02 2 2

or?2  ror o2 o o2 pot?
P10 A # 0 N 8 ] 52
or2  ror  r2 \ oyY? ! o o2 pot2| 2T

3.1.1 Bewegte statische Lasten (2 =0)

In der vorliegenden Arbeit geht es um die Erschiitterungsausbreitung infolge von bewegten dy-
namischen Lasten in Tunnels, welche z.B. von Ziigen erzeugt werden. Deshalb wird der Fall einer
sich geradlinig mit der Geschwindigkeit v in Tunnelldngsrichtung « bewegenden Last untersucht.

Wie in Abschnitt 2.5.2 fiir den Halbraum sowie in [[KONrAD 1985] fiir den Vollraum mit zy-
lindrischem Hohlraum gezeigt, ist es dazu vorteilhaft, auf ein mitbewegtes Koordinatensystem
iiberzugehen. Die Verschiebungen im ortsfesten Koordinatensystem (z, 7, 1) stehen dabei in fol-
gendem Zusammenhang zu den Verschiebungen im mitbewegten Koordinatensystem (z, r, ¢):

wi(z,ryh,t) = ui(x — vty ry ) = wi(Z, ) (3.23)
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Fiir die Ansatzfunktionen ®, M| und M} muf} der gleiche Zusammenhang gelten. Damit ergibt
sich der Verschiebungsansatz fiir das mitbewegte Koordinatensystem aus (3.21), indem z durch
T ersetzt wird.

0P a 1 i 0

Uy = %+<§+;> [M{+M§]+;%[M{—M§]
o 0
100 0

Die Bedingungsgleichungen fiir die Ansatzfunktionen (3.16) bzw. (3.22) lauten nun mit

8 e 9,
o2 "o or ~ oY) (3:29)

und den Definitionen der Wellengeschwindigkeiten ¢, und ¢, in (2.19) fiir den Fall der bewegten

Belastung;:
”# 19 109 v\ 9
[ﬁ+?§+ﬁ3_¢2+<1_%>$]® =0

? 10 1[0 9 v?\ 92
—t =+t ==—2i— -1 1—— ) == |M = 3.26
[8T2+rar+r2 <8¢2 Z@@Z) ) + ( c§> 83?2] ! 0 (3:26)
? 10 1[0 %) v?\ 0
ST AN,V S | 1—=|=—|M, = o
[8r2+7“87"+7“2 <5w2+ "0 >+< Cz2a> 8i2] ’
Da fortan nur noch das bewegte Koordinatensystem verwendet wird, wird im folgenden auf den

zur Unterscheidung zwischen dem ruhenden und dem mitbewegten Koordinatensystem verwen-
deten Balken verzichtet.

3.2 Losung der Bewegungsgleichung fiir eine dynamische Bela-
stung im Bildraum

Die im folgenden verwendeten Losungsansitze stellen zwar eine vollstindige Losung der
Laméschen Gleichung, jedoch nicht der Navierschen Gleichung dar, d.h. sie sind fiir den sta-
tischen Fall mit 2 = 0 und v = 0 nicht vollstindig. Fiir die Losung in diesem Fall wird auf
die Arbeit von Konrad [KONRAD 1985] verwiesen, der als Verschiebungsansatz im Fall einer
statischen Belastung den Ansatz von Papkovitch-Neuber verwendet.

Die Losung der gestellten Aufgabe soll im Bildraum erfolgen. Deshalb werden zunichst die
Funktionen ®, M{ und M} in Umfangsrichtung ¢ in eine Fourierreihe entwickelt. Wie in den
Abbildungen 3.3 und 3.4 dargestellt, hat man hierbei zwischen {iber den Umfang mit cosn-
und mit sinny-verteilten ZustandsgroBen zu unterscheiden. Grundsétzlich werden dabei zwei
Lastfiille getrennt behandelt: der beziiglich der z-Achse symmetrische und der antimetrische
Lastfall. Beliebige Lastzustéinde konnen dann durch die Superposition dieser beiden Lastfille
erzeugt werden. Je nachdem, welcher Lastfall betrachtet wird, ergibt sich die entsprechende
Verénderlichkeit der Spannungen und Verschiebungen {iber den Umfang geméafl Tabelle 3.1.
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O00OC

Abbildung 3.3: Uber den Umfang cos(n)-verteilte ZustandsgroBen fiir n = 0..4

O00QT

Abbildung 3.4: Uber den Umfang sin(ni)-verteilte Zustandsgrofen fiir n = 0..4

n=oo

O(x,r,0p) = Z @(x,r,n)emw

n=—oo
n=oo

M{(xﬂ”ﬂﬂ) = Z M{(ZL',’I“, n)eim/) (327)

n=—oo
n=oo

My(x,rp) = ) My(a,rn)e™

n=—oo

Symmetrischer Antimetrischer

Lastfall Lastfall
Verschiebungen
Uy cos nY sin ny
U sin nay cos N
Uy cos nY sin ny
Spannungen
Opr cos nY sin ny
Oynp cos N sin nay
Oz cos nY sin ny
Orep sin na cos ny
Org COSs N sin na
O sin na cos nyY

Tabelle 3.1: Verédnderlichkeit der Zustandsgrofien iiber den Umfang im beziiglich der z-Achse
symmetrischen und antimetrischen Lastfall

Aus den Gleichungen (3.16) bzw. (3.22) erhélt man damit die folgenden Bedingungsgleichungen
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fiir die Koeffizienten der Fourierreihe.
[ 0?2 10 n? 0?2 1 92

o7 i 2 W‘%@}q’(m’“”) =0

02 10 m-12 09> 19

[W ror 2 W_é@} () =0 529
2 190 (n+12 0 10

{arz ror % a‘at} e =0

Als néchster Schritt folgt die zweifache Fouriertransformation (x o—e k,, t o—e w) beziiglich der
Léngsrichtung und der Zeit. Dabei ist der bewegten dynamischen Last Rechnung zu tragen. Geht
man dazu, wie in den Abschnitten 3.1.1 und 2.5.2 beschrieben, nach der Substitution z = x — vt
auf ein mitbewegten Koordinatensystem iiber, so ergeben sich die Bedingungsgleichungen zu

[;—:2 %% + (—:—j +042k326>} @(km,r, n) = 0
[;:2 + 71“57“ - (+(”;21)2 + ﬁ%ﬁﬂ M (kg,7,n) = 0 (3.29)
[aa_; + %% + (—("j—Ql)Z + ﬁ%ﬁﬂ My(ky,r,n) = 0
mit den dimensionslosen Parametern
a2:§—;%—122—’§—1 und 52=C§;%—1=Z—§—1. (3.30)

Fiir eine geradlinig mit der Geschwindigkeit v bewegte und mit der harmonischen Zeitfunktion
cos(2t) verdnderliche Last miissen diese dimensionslosen Parameter a? und $? im Rahmen
der analytischen Fourierriicktransformation beziiglich der Zeit nur an den beiden Stellen w =
Q — vk, und w = —Q — vk, ausgewertet werden. Aufgrund der in Abschnitt 2.5.2 angestellten
Symmetrieiiberlegungen geniigt es jedoch, die Werte wieder nur an einer dieser beiden Stellen
zu berechnen.

Die erhaltenen Bedingungsgleichungen fiir die Funktionen @(kx, r,n), M{(k:x, r,n) und
Mﬁ(kx,r, n) im Bildraum sind Gleichungen vom Besselschen Typ. Losungen fiir diesen Glei-
chungstyp sind in [ABRAMOWITZ und STEGUN 1965, JAHNKE et al. 1966] angegeben und wur-
den im Anhang B fiir die im Zusammenhang mit dieser Arbeit benotigten Fille zusammengefaf3t.
Ein Fundamentalsystem zur Losung der Besselgleichung bilden demnach die Besselfunktionen
J und die Neumannfunktionen Y. Die Parameter dieser Funktionen sind neben der Wellenzahl
k., und dem Radius r durch o und g implizit nicht nur die Bodenparameter, welche sich in den
Wellengeschwindigkeiten ¢, und cs wiederfinden, sondern auch die Lastgeschwindigkeit v und
die Kreisfrequenz der Belastung 2. Somit ergibt sich folgende allgemeine Lésung:

i)(k:x, r,n) = Cipdp(akyr) + CypYn(akyr)
M/ (kg,7,n) Condn_1(Bker) 4+ CsnYn_1(Bkyr) (3.31)
Mé(k;:cu T, n) = C3an+l (ﬂer) + CﬁnYn—H (ﬁer)

Die allgemeine Losung enthélt nun fiir jedes n sechs unbekannte Konstanten Cj,, welche durch
das Einfithren von Randbedingungen zu bestimmen sind. Grundsétzlich gilt es, die fiir das
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vorliegende Problem gegebenen Randbedingungen im Unendlichen zu erfiillen: die Loésungen
miissen mit zunehmender Entfernung vom Lasteinleitungsort abklingen und diirfen nur vom
Ort der Lasteinleitung fortlaufende, jedoch keine dorthin zuriicklaufenden Wellen beschreiben.
Durch die Erfiillung dieser Abstrahlbedingung wird die geometrische Dampfung erfafit. Hinzu
kommt die gemé&fl Abschnitt 2.1.1 hysteretisch angesetzte Materialdampfung.

Dazu kénnen die Besselfunktionen J(z) und die Neumannfunktionen Y (z) fiir jedes beliebige
Argument z, = ak,r bzw. zg = (k.7 hinsichtlich dieser beiden Randbedingungen ausgewertet
werden. Das Abklingverhalten kann man anhand des Betrages der jeweiligen Besselfunktionen
fiir zwei ausreichend weit auseinanderliegende Punkte 7 und r + Ar untersuchen. Fiir die Uber-
priifung der Ausbreitungsrichtung kann man fiir zwei dicht beieinander liegende Punkte r und
r 4+ Ar die Lage eines Zeigers in der komplexen Ebene betrachten. Dabei zeichnen sich fortlau-
fende Wellen dadurch aus, daf in der komplexen Ebene der Zeiger an der Stelle r einen gréfieren
Phasenwinkel in Richtung von wt besitzt als der Zeiger an der Stelle r + Ar. Zunéchst muf
jedoch zwischen dem Fall positiver Werte fiir die Kreisfrequenz w und dem Fall negativer Werte
fiir w unterschieden werden, da sich dadurch die Laufrichtung der Zeiger im Zeigerdiagramm
dndert. Zur Veranschaulichung ist in Bild 3.5 fiir diese beiden Situationen jeweils die Lage der
komplexen Zeiger in den verschiedenen Quadranten der komplexen Ebene dargestellt.

Im

I r+Ar I I

r+Ar

\ 4

Re

r+A4r r+Ar

I r+Ar IV I r+ar v

Abbildung 3.5: Zeigerdiagramme in der komplexen Ebene fiir positive (links) und negative
(rechts) Kreisfrequenz w

Nun werden abhéngig vom Vorzeichen von w jeweils die Betrédge der Tangensfunktion, welche
sich in der komplexen Ebene als der Quotient des Imaginéirteiles und des Realteiles ergibt, an
den beiden Stellen 7 und r + Ar betrachtet. Fiir eine Funktion f(ak,r) sind den Diagrammen
folgende Zusammenhiinge zu entnehmen, die analog fiir eine Funktion f((Gk,r) gelten:
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e Fiir w > 0 liegen fortlaufende Wellen vor, wenn gilt:

Sk + AN |S(f(akr))
L+IIL Quadrant: ‘%( F(ak (7«+Ar)))‘ < ‘3%( (ozkw))‘

: S(f(aka(r + Ar))) | |S(f(aker))
IL.+IV. Quadrant: ’%( Flake(r + AT‘)))’ = ’%(f(ak:ﬂ))’

e Fiir w < 0 liegen fortlaufende Wellen vor, wenn gilt:

ot S(f(aks(r+Ar))) | | S(f(aker))

L. +III. Quadrant: ‘%(f(akz(r n Ar)))‘ > ‘?R(f(ak‘xr))‘
o |SUake(r+ AM))) | _ | S(f(aker))

IL.+1IV. Quadrant: ’%(f(akx(r n Ar)))’ < ’%(f(ak:zr))‘

Diese unterschiedlichen Félle konnen zusammengefafit werden, wenn man die Betrige weglifit:

e Fiir w > 0 liegen fortlaufende Wellen vor, wenn gilt:

S(f(aks(r + Ar))) _ 3(f(aker))
R(f(ake(r+Ar))) — R(f(aker))

e Fiir w < 0 liegen fortlaufende Wellen vor, wenn gilt:

S(f(akz(r + Ar))) > S(f (akzr))
R(f(aka(r+ Ar))) = R(f(okar))

Zusétzlich sind noch einige Sonderfille — wenn z.B. der Real- oder der Imaginérteil gerade
verschwindet oder rein abklingende Funktionen vorliegen, so dafl beide Zeiger iibereinander zu
liegen kommen — zu beriicksichtigen. Damit ist es nun moglich, das Abklingverhalten sowie
die Ausbreitungsrichtung zu untersuchen und fiir jedes Argument diejenige Losungsfunktion
auszuwéhlen, welche diesen Kriterien gerecht wird.

Wiinschenswert ist es allerdings, besonders auch in Hinsicht auf den Berechnungsaufwand, an-
hand der Eigenschaften der zu verwendenden Besselfunktionen in allgemeiner Form Losungs-
funktionen zu bestimmen, welche die gegebenen Randbedingungen erfiillen. Dabei lassen sich
jedoch fiir reelle Argumente der Besselfunktionen gewonnene Einsichten beziiglich deren Verhal-
ten nicht ohne weiteres auf den Fall komplexer Argumente, die sich durch die Beriicksichtigung
einer Materialdampfung ergeben, iibertragen. Deshalb wird der allgemeine Fall komplexer Argu-
mente im folgenden Abschnitt ausfiihrlich behandelt. Im Anschlufl daran wird ebenfalls der Fall
reeller Argumente untersucht, da dieser eine anschauliche Interpretation des Losungsverhaltens
anhand von Fallunterscheidungen gestattet.

3.2.1 Losung der Bewegungsgleichung fiir komplexe Werte von a? und /?
infolge des Ansatzes einer komplexen Steifigkeit

Wie in Abschnitt 2.1.1 gezeigt, wird eine Materialdimpfung als hysteretische Ddmpfung mit
dem Verlustfaktor ¢ durch die Einfithrung eines komplexen Elastizitdtsmoduls E beriicksich-
tigt. Infolgedessen nehmen die Laméschen Konstanten und damit die Kompressions- und die
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Scherwellengeschwindigkeit komplexe Werte an, wie sich anhand von (2.3) und (2.19) leicht
nachvollziehen 1&8t. Mit (2.22) gilt dies auch fiir die Kompressionswellenzahl k, und die Scher-
wellenzahl kg. Mit den Realteilen N und p/ der Laméschen Konstanten geméf (2.12) und (2.3)
ergeben sich diese Wellenzahlen zu:

P2 (W) (1+isign(w)¢) 1+ sign(w)C (3.32)
s 2 p(1+isign(w)¢) 141 sign(w)C’

Hierin sind D, = R(k2) bzw. Dg = R(k3) als die Realteile der Kompressions- bzw. der Scher-
wellenzahl definiert. Diese sind immer positiv.

Aufgrund der Beziehung (3.30) nehmen damit auch die Quadrate o? und 3% der Argumen-
te der Besselfunktionen komplexe Werte an. Dieser allgemeine Fall, der die Losungen fiir den
Sonderfall eines ungeddmpften Mediums mit einschlieit, soll im folgenden untersucht werden.
Dabei iibertrigt sich das durch das Vorzeichen der Kreisfrequenz w festgelegte Vorzeichen des
im Nenner der Kompressions- resp. der Scherwellenzahl vorkommenden Imaginérteils geméfl der

einfachen Beziehung
1 a—1b a—1b
— = 3.33
a+ib (a+ib)(a—1ib) a®+b? (3:33)

umgekehrt auf das Vorzeichen von o2 und $%. Damit nimmt das Argument z der jeweiligen
Besselfunktion die Werte

k2 D Dy (1 — isign(w)¢)
o= akyr =kyry[ 2 — 1=k, -~ — 1=k, “ -1
R [ T\/(l +isign(w)() k2 7”\/ 1+ k2

(3.34)
oder
B - K2 B Dj B Dg(1 — isign(w)()
(3.35)

an. Der Realteil des Argumentes z, ergibt sich dabei zu

1 D 2 D2(2 2D
R(zo) = —kgrr | 24/ | ——=—5 — 1 a T __ 92 3.36
(Fa) = ghar \/<<1+<2>k3 > v TR (3:36)
und der Imaginérteil zu

S(2q) = esgn(— Dy sign(w)¢ + i(— Dy + k2¢? + k2)) -

D
+ 2.

1 N 2
g 2\/(<1+c2>k3 B 1) T O I+ R

Dabei ist die komplexe Signumfunktion definiert durch:

csgn(z) = {1 falls R(z) >0 oder R(z)= (3.38)

-1 falls R(z) <0 oder R(z)=
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Fiir das Argument zg ergeben sich analoge Ausdriicke. Im folgenden wird a sowohl fiir R(z,) als
auch fiir R(zg) und b sowohl fiir J(z,) als auch fiir I(z3) verwendet.

Wie leicht zu erkennen ist, nimmt der Betrag des Realteiles a immer grofiere Werte an als der
Betrag des Imaginiirteiles b. Der Realteil a nimmt dabei immer positive Werte an'. Dahingegen
besitzt der Imaginérteil b der Argumente z, = ak,r und zg = Bk,r ein negatives Vorzeichen im
Falle positiver Werte fiir w und umgekehrt.

Da die Losungsfunktionen (3.31) ein Fundamentalsystem zur Losung der in (3.29) angegebenen
Besselgleichungen sind, miissen sie dazu in der Lage sein, sémtliche mathematisch moglichen
Losungen dieses Gleichungssystems darzustellen. Mathematisch moglich sind grundsétzlich auch
Funktionen, die, wendet man sie auf das hier vorliegende Problem an, physikalisch nicht sinnvoll
sind. Dies bedeutet, dafl dieses Fundamentalsystem sowohl ab- als auch aufklingende Funktionen
und ebenso sowohl vom Ort der Lasteinleitung fortlaufende als auch dorthin zuriicklaufende Wel-
len abzubilden imstande ist. Um die Anzahl der zu ermittelnden Unbekannten moglichst gering
zu halten, ist es daher von Vorteil, nur den Teil der Lésung zu verwenden, welcher fiir das unter-
suchte Problem physikalisch sinnvoll ist. Nun stellt sich also die Frage, ob die Losungsfunktionen
mit zunehmender Entfernung vom Lasteinleitungsort abklingende und von diesem fortlaufende
Wellen beschreiben. Wahrend durch die Erfassung der Wellenlaufrichtung die geometrisch be-
dingte Abnahme der Amplituden beriicksichtigt wird, fithrt der Ansatz komplexer Argumente
der entsprechenden Besselfunktionen zu einem zusétzlichen Abklingen der Amplituden aufgrund
von Materialddmpfung.

Zur Untersuchung der Laufrichtung ist es sinnvoll, das Verhalten der Funktionen fiir den Fall
grofler Argumente zu betrachten. Die asymptotischen Entwicklungen der Bessel- sowie der Neu-
mannfunktion lauten gem#f [JAHNKE et al. 1966] in erster Ndherung fiir |z| > 1, |z| > n:

2 1

B 3.39
—c (z mr 47T) (3.39)

\/7 (s — —m - iw) (3.40)

Es zeigt sich, dafl zwischen zwei verschiedenen Fillen zu unterscheiden ist, je nachdem, ob n
gerade oder ungerade ist.

(a) n gerade:

> (cos(z) +sin(z)) = £ i(cos(z:) + sin(z)) (3.41)

s

N

2 (st
2z \| /2
Yo(z) = % <:t%> (sin(z) —cos(z)) = £ i(sim(z) —cos(2)) (3.42)

3
N

Tn(z) = % (i%) (cos(z) — sin(z)) = + %(cos(z) _ sin(2)) (3.43)
Yo (2) = % <i%> (sin(2) + cos(2)) = + %(sin(z) + cos(2)) (3.44)

! Allgemein gilt, da8 man beim Radizieren einer komplexen Zahl grundsitzlich eine Wurzel mit positivem
Realteil erhilt.
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Sind J,,(z) und Y,,(2) von gleicher Ordnung n, so ergibt sich fiir beide Funktionen stets das gleiche
Vorzeichen, weshalb im folgenden alle Ausdriicke vereinfachend nur mit positivem Vorzeichen
verwendet werden.

Multipliziert man die beiden Besselfunktionen .J,,(z) und Y;,(z) mit Zeitfunktionen cos(wt) bzw.
sin(wt), so erhdlt man Funktionen, welche laufende Wellen beschreiben. Diese miissen im vorlie-
genden Fall mit der Zeit in positive Richtung r und damit mit zunehmendem Argument z vom
Ort der Lasteinleitung fortlaufende Wellen beschreiben. Fiir positive Kreisfrequenzen w liegen
diese vor, wenn im Argument der Kosinus- bzw. der Sinusfunktion die Differenz (z —wt) auftritt.
Tritt im Argument die Summe (z+wt) auf, so liegen mit der Zeit in negative z-Richtung zuriick-
laufende Wellen vor, die fiir das vorliegende Problem physikalisch grundsétzlich auszuschliefen
sind.

Im folgenden wird zur Untersuchung der Laufrichtung neben dem in 3.31 angegebenen Funda-
mentalsystem aus Besselfunktionen J, und Neumannfunktionen Y,, auch das Fundamentalsy-
stem aus Hankelfunktionen 1. Art Hfll) und 2. Art H,(LQ)7 welches ebenfalls eine Losung des in 3.29
angegebenen Gleichungssystems darstellt, verwendet. Wie sich zeigen wird, steht mit letzterem
eine deutlich elegantere Losung zur Verfiigung.

Fundamentalsystem aus Besselfunktionen J, und Neumannfunktionen Y,

Verwendet man das Fundamentalsystem aus Besselfunktionen J,, und Neumannfunktionen Y,,
so ist es zur Beurteilung des Laufverhaltens erforderlich, anstelle der einzelnen Funktionen .J,,(2)
und Y, (z) die folgenden Kombinationen zu untersuchen. Mit diesen werden alle mglichen Losun-
gen erfafit. Dabei bezeichnet a den Realteil (a = #(zq) bzw. a = R(25)) und b den Imaginérteil
(b = (2za) bzw. b = I(23)) eines aufgrund komplexer Argumente o und § nun komplexen
Argumentes z = a + ib:

1. fi(z,t) = Ju(z) cos(wt) 4 Yy, (2) sin(wt)

(a) n gerade

R(fi(z,t)) = +Ci[cos(a —wt) + sin(a — wt)] cosh(b) +
+Cs[cos(a — wt) — sin(a — wt)] sinh(b) csgn(b + ia) (3.45)
S(fi(z,t)) = —Cscos(a — wt) + sin(a — wt)] cosh(b) csgn(b + ia) +
+C1[cos(a — wt) — sin(a — wt)] sinh(b) (3.46)

(b) n ungerade

R(fi(z,1) = +Ch
Cy sinh(b) csgn(b + ia) (3.47)

S(filz1) = =G

(3.48)

|
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Y5 (2) cos(wt) — J,(2) sin(wt)

2. fg(z, t)

(3.50)

(b) n ungerade
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Jn(z) cos(wt) — Y, (2) sin(wt)

3. f3(z7t)

(3.54)

(b) n ungerade

(3.56)

Y, (%) cos(wt) + Jy(2) sin(wt)

4. f4(2:, t)

(3.58)
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Hierin sind die Vorfaktoren C; und C9 durch
VaZ + b2 +a
2m(a® 4 b?)
VTP —a
27t(a? 4 b?)
gegeben. In Verbindung mit (3.37) gilt fiir den Ausdruck csgn(b + ia) in (3.45) bis (3.60):

C, =
(3.61)

Cy =

1 falls w <0

(3.62)
-1 falls w >0

csgn(b+ia) = {
Daraus erkennt man, dafl unabhéngig von der Ordnung n der verwendeten Besselfunktionen
lediglich die in den Funktionen fi(z,t) und fa(z,¢) vorkommenden Kombinationen der Bessel-
funktion J,,(z) und der Neumannfunktion Y;,(z) mit den Zeitfunktionen cos(wt) und sin(wt) fiir
das vorliegende Problem physikalisch sinnvolle, vom Ort der Lasteinleitung fortlaufende Wellen
beschreiben. Die in den Funktionen f3(z,t) und f4(z,t) vorkommenden Kombinationen hinge-
gen weisen in den trigonometrischen Funktionen Argumente auf, welche zum Lasteinleitungsort
zuriicklaufende Wellen beschreiben. Dies gilt allerdings nur fiir den Fall positiver Werte der
Kreisfrequenz w. Nimmt w negative Werte an, so verhilt es sich genau umgekehrt.

Damit lassen sich nun zwei verschiedene Zeitpunkte — wie z.B. t = 0 und ¢t = %, so daf} je-
weils ein Losungsanteil verschwindet — betrachten. Zu diesen Zeitpunkten sind dann jeweils die
Losungsfunktionen am Lochrand an die durch die Spannungen o, 7, und 7., gegebenen Rand-
bedingungen anzupassen, welche ebenfalls mit cos(wt) bzw. sin(wt) zeitverdnderlich sind. Dieses
Verfahren ist jedoch nicht nur umsténdlich, sondern es erfordert grundsétzlich die Auswertung
beider Losungsfunktionen und die Bestimmung aller sechs unbekannten Koeffizienten Cj,.

Fundamentalsystem aus Hankelfunktionen 1. Art H,(ll) und 2. Art HT(?)

Einfachere Losungen erhélt man, wenn man die Hankelfunktionen 1. Art H,(ll) und 2. Art H,(f)
verwendet, welche ebenfalls ein Fundamentalsystem zur Losung der in (3.29) angegebenen Bes-
selgleichung darstellen und sich aus der Besselfunktion .J,, und der Neumannfunktion Y;, herleiten
(vgl. Anhang B.1).

HW(2) = Jo(2) + iY(2) (3.63)
HP(2) = Jo(2) — iY(2) (3.64)

n

Die Losung der Besselschen Gleichung (3.29) ergibt sich dann zu:
O(ky,r,n) = ClnHy(,,l)(ak‘wr) + C4nH,(12)(ozk‘xr)
Mj(kg,rn) = ConH (Bher) + CsuHE (Bar) (3.65)
Mj(ky.rin) = CsuH)(Bker) + ConH)2, (Bkar)

n

Im folgenden bezeichnen a1 = a — wt und as = a + wt die Argumente der Kosinus- bzw. der
Sinusfunktionen fiir fort- respektive zuriicklaufende Wellen. Multipliziert man die Hankelfunk-
tionen mit den Zeitfunktionen e™? resp. e~**, so lassen sich nun abhiingig von der Ordnung n
der Hankelfunktionen folgende Fille unterscheiden:
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1. n gerade
HWMet = (cosh b — sinh b) { Cy [(cosag + sinag) — i(cosay — sinag)] — (3.66)
— Cy[(cosag — sinag) + i(cos as + sinag)] csgn(b + ia)

H?) et = (cosh b+ sinh b)[ Cy [(cosay + sinay) + i(cosa; — sinay)] + (3.67)

HWVe=™t — (cosh b — sinh b)[ Cy [(cosay +sinay) —i(cosa; —sinay )] — (3.68)
— Cy[(cosay — sinay) + i(cosay + sinay )] csgn(b + za)

i )

( )

( )

+ Caf(cosar —sinay) — i(cos ar + sina)] esgn(b + ia) |

( )

( )

H®e ! = (coshb + sinh b) { C1 [(cos az + sinaz) + i(cos as — sinaz)] + (3.69)

i )

+ Ca[(cosag — sinag) — i(cos ag + sinaz)| csgn(b + za)

2. n ungerade
HWMet = (coshb — sinh b) _ C [(cosag — sinag) + i(cos as + sinag)] + (3.70)

+ Ca[(cosag + sinag) — i(cos ag — sinaz)| csgn(b + m)

H et = (cosh b+ sinh b) - Cy [(cosay —sinay) —i(cosaj +sinap)] — (3.71)

n

— Cy[(cosay + sinay) + i(cosa; — sinay)] csgn(b + za)

HPe ™t — (cosh b — sinh b) — C1 [(cosay — sinay

H?) ™™t — (cosh b + sinh b) _ C [(cos ag — sin ag

n

i )
i )
i )
i )
i(cosay +sinay)| + (3.72)
i )
i(cosag + sinag)| — (3.73)
i )

)+

+ Cy[(cosay +sinay) —i(cosaj — sinay)| csgn(b + ZCL)
) —
)

— Cy[(cosag + sinag) + i(cosaz — sinasg)] csgn(b + Za)

Dabei wird durch die vom Ort der Lasteinleitung weglaufenden Wellen die geometrische Damp-
fung erfafit. An dieser Stelle soll jedoch auch das Abklingen aufgrund der angesetzten Mate-
rialdémpfung untersucht werden. Dafiir sind, wie obige Gleichungen zeigen, unabhéngig von
der Ordnung n der verwendeten Besselfunktionen lediglich die Terme coshb — sinhb bzw.
cosh b + sinh b verantwortlich?. Allgemein lassen sich fiir die Betrachtung |b| — oo infolge von
r — oo folgende Fille unterscheiden:

0 fall 0 (b>0

coshb —sinhb{ alls w <0 (5>0) (3.74)
— 00 falls w>0 (b<0)
fall 0 (b>0

coshb+sinhpq o0 falls w <0 (b>0) (3.75)
—0 falls w>0 (b<0)

?Das Argument der cosh- bzw. der sinh-Funktion ist der Imaginirteil b des Argumentes der entsprechenden
Besselfunktionen. Dieser verschwindet im Falle von ungedampftem Material, weshalb es sich hierbei um das
Abklingen aufgrund der Materialdimpfung handelt.
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Daraus wird ersichtlich, dafl unabhéngig von der Ordnung n nur die Lésungen Hff)em (3.67 und

3.71) sowie Y et (3.68 und 3.72) abklingende Funktionen beschreiben. Dies sind auch die
Funktionen, welche als Argument der Kosinus- bzw. der Sinusfunktion a; = a —wt besitzen und
damit vom Ort der Lasteinleitung fortlaufende Wellen beschreiben. Bei den {ibrigen Funktionen
lautet dieses Argument ay = a4 wt; sie beschreiben damit fiir den vorliegenden Fall physikalisch
nicht sinnvolle, zum Ort der Lasteinwirkung zuriicklaufende Wellen.

Damit ist es nun moglich, abhéingig vom Vorzeichen der Kreisfrequenz w, lediglich eine Losungs-
funktion des in (3.65) gegebenen Fundamentalsystems zur Losung der Besselschen Gleichungen
(3.29) zu verwenden. Die Anzahl der unbekannten Koeffizienten Cj, reduziert sich damit von
sechs auf drei, so dafl die unbekannten Koeffizienten leicht durch die Randbedingungen fiir die
Spannungen o, T,y und 7,; am Lochrand bestimmt werden kénnen. Auch hinsichtlich des nu-
merischen Aufwandes ist diese Reduzierung der Unbekannten von groflem Vorteil.

An dieser Stelle soll erwéhnt werden, dafl die mit diesen Losungsfunktionen erhaltenen Ergeb-
nisse mit denjenigen Ergebnissen, welche mit der zu Beginn des Abschnittes 3.1.1 erlauterten
Methode ermittelt wurden, im Rahmen von numerisch durchgefiithreten Vergleichsberechnungen
bestétigt werden konnten.

Zum Zwecke einer grofleren Anschaulichkeit im Sinne einer mechanischen Deutung der zu ver-
wendenden Losungsfunktionen soll im folgenden der Sonderfall eines ungeddmpften Materials
untersucht werden. Dann nehmen die Quadrate o und 32 der Argumente der Besselfunktionen
rein reelle Werte an. Damit lassen sich drei Félle unterscheiden: a? < 0 und 3% < 0, o > 0 und
% >0 und o < 0 und 32 > 0. Da die Longitudinalwellengeschwindigkeit ¢, immer gréiere
Werte annimmt als die Scherwellengeschwindigkeit c¢g, nimmt § grundsétzlich groflere Werte an
als o; ein vierter Fall existiert folglich nicht. Der Fall, daB o < 0 und 3% > 0, ergibt sich dabei
aus einer Kombination der in den folgenden beiden Abschnitten fiir die Fille o? < 0, 5% < 0
und a? > 0, 3% > 0 hergeleiteten Losungen und wird deshalb nicht gesondert behandelt.

Die Abbildung 3.6 zeigt mit Hilfe der Linien fiir &« = 0 und S = 0 die Grenzen der Bereiche
mit unterschiedlichem Losungsverhalten. Aufgrund der Betrachtung im bewegten Koordinaten-
system sind diese Linien nicht symmetrisch beziiglich der w-Achse. Fiir einen gegebenenen Wert
von w gibt es in der Mitte einen Bereich, in welchem sowohl a? als auch 32 positiv sind (kleine
Werte von k), zwei Bereiche, in welchen sowohl a? als auch 32 negativ sind (groBe Werte von k),
sowie zwei Bereiche, in welchen a? negativ und 32 positiv ist (vgl. [GRUNDMANN et al. 1991]).

3.2.2 Losung der Bewegungsgleichung fiir reellwertige Gréfien o < 0, 2 <0

Im allgemeinen Fall stellt (3.29) ein System von Besselgleichungen dar. Im Sonderfall, dafl die
Quadrate der Argumente reelle, negative Werte a? < 0, 3* < 0 annehmen, #indern sich in (3.29)
die Vorzeichen derart, dafl die damit beschriebenen Besselgleichungen in Modifizierte Bessel-
gleichungen iibergehen. Ein Fundamentalsystem zur Losung der Modifizierten Besselgleichung
bilden die Modifizierte Besselfunktion I und die Macdonaldfunktion K. Somit ergibt sich die
folgende allgemeine Losung:

O(ky,ryn) = Ciplp(akyr) + CynKp(akyr)
M{(km,r, TL) = CQnIn_l(,Bkr?”) + C5nKn_1(,8]€m?") (3.76)
Mé(km T, n) = Csplpp1(Bker) + ConKing1(Bkar)
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Abbildung 3.6: Vorzeichen von o? und 3

Berticksichtigt man nun die im vorliegenden Fall zu erfiillenden Randbedingungen im Unendli-
chen, wonach nédmlich die Losungen mit zunehmender Entfernung vom Lasteinleitungsort abklin-
gen miissen, so kann das vorliegende Problem unter Beachtung der speziellen Eigenschaften der
Losungsfunktionen signifikant vereinfacht werden. Wéahrend die Modifizierten Besselfunktionen
I monoton aufklingen, sind die Macdonaldfunktionen K monoton abklingende Funktionen. Da-
mit sind die hier physikalisch sinnvollen Funktionen auf die Macdonaldfunktionen K beschrinkt,
was eine Reduzierung der insgesamt sechs Unbekannten Cj, auf nur noch drei Unbekannte zur
Folge hat. Diese lassen sich dann einfach mit Hilfe der drei Spannungsrandbedingungen fiir
Oy, Tryp Und 7, am Lochrand bestimmen.

Dies i3t auch eine anschauliche mechanische Deutung des Losungsverhaltens zu: da es sich bei
den Macdonaldfunktionen um monoton abklingende Funktionen handelt, beschreiben die Losun-
gen im untersuchten Fall o? < 0, 3% < 0 die Nahfeldlésungen, welche vom Ort der Lasteinleitung
aus monoton abklingen. Es werden jedoch keine Wellen in das Kontinuum abgestrahlt. Die Ge-
schwindigkeit des Abklingens ist dabei von der Ordnung n der Macdonaldfunktionen abhéngig.

3.2.3 Losung der Bewegungsgleichung fiir reellwertige Gréfien o > 0, 2 > 0

In diesem Fall wird wieder das in (3.31) angegebene Fundamentalsystem aus Besselfunktionen
Jn(2z) und Neumannfunktionen Y, (z) betrachtet. Um die geometrische Dampfung zu erfassen,
muf} wieder die Abstrahlbedingung erfiillt werden, d.h. es sind wieder nur vom Ort der Lastein-
leitung fortlaufende Wellen zu beriicksichtigen. Zu diesem Zwecke werden wie in Abschnitt 3.2.1
verschiedene Kombinationen dieser Funktionen mit den Zeitfunktionen cos(wt) und sin(wt) un-
tersucht. Da fiir ungeddmpftes Material der Imaginérteil b des Argumentes z = a + ib in (3.45)
bis (3.60) verschwindet, ergeben sich die Vorfaktoren C; und Cs aus (3.61) zu (vgl. (3.41) bis
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(3.44)):

1
Ci=1/—, Cy=0, (3.77)
Tz

Damit verschwindet in diesen Gleichungen jeweils der mit sinh b sowie der mit Cy multiplizier-
te Anteil der dort eingefithrten Funktionen fy(z,t) bis f4(z,t). Infolgedessen ergeben sich die
Funktionen f1(z,t) bis f4(z,t) im hier betrachteten Fall zu:

1. fi(z,t) = Jn(2) cos(wt) + Y, (2) sin(wt)

(a) n gerade
fi(z,t) = Cycos(z — wt) + sin(z — wt)]
(b) n ungerade
fi(z,t) = Cylcos(z — wt) — sin(z — wt)]
2. fa(z,t) = Y, (2) cos(wt) — Jp(2) sin(wt)
(a) n gerade
fa(z,t) = —Ci[cos(z — wt) — sin(z — wt)]
(b) n ungerade
fa(z,t) = Cilcos(z — wt) + sin(z — wt)]
3. fa(z,t) = Jn(z) cos(wt) — Yy, (2) sin(wt)

(a) n gerade
f3(z,t) = Cicos(z + wt) + sin(z + wt)]

(b) n ungerade
fa(z,t) = Cilcos(z + wt) — sin(z + wt)]

4. fa(z,t) = Yo(2) cos(wt) + Jp(2) sin(wt)

(a) n gerade
fa(z,t) = —Cicos(z + wt) — sin(z + wt)]

(b) n ungerade
fa(z,t) = Cicos(z + wt) + sin(z + wt)].

Fiir positive Werte von w handelt es sich bei den Kombinationen fi(z,t) und fa(z,t) wieder
um Losungen, welche die gesuchten fortlaufenden Wellen beschreiben, wohingegen die Kombi-
nationen f3(z,t) und fi(z,t) im vorliegenden Fall zu verwerfen sind. Fiir negative Werte von w
verhilt es sich genau umgekehrt.

Verwendet man als Fundamentalsystem fiir die in (3.29) angegebene Besselgleichung wieder die
Hankelfunktionen 1. Art H\" und 2. Art H (Anhang B.1), so erhédlt man unter Annahme
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positiver Werte von w:

HWV(2)e™t = (Ju(2) + iYp(2))(cos(wt) + isin(wt)) =
= Jycos(wt) — Y, sin(wt) +i (Y, cos(wt) + J,, sin(wt)) (3.78)

-~

3. Fall (zuriicklaufend) 4. Fall (zuriicklaufend)

HP (2)e™ = (Jn(2) — iYp(2))(cos(wt) + isin(wt)) =
= Jpcos(wt) + Y, sin(wt) —i (Y;, cos(wt) — J,, sin(wt)) (3.79)
1. Fall (fortlaufend) 2. Fall (fortlaufend)

Unter Annahme negativer Werte von w folgt sinngeméf:

HM(2)e ™ = (Ju(2) + i¥n(2))(cos(wt) — isin(wt)) =
= Jpcos(wt) + Y, sin(wt) 41 (Y3, cos(wt) — J,, sin(wt)) (3.80)
1. Fall (for?laufend) 2. Fall (fortlaufend)
H?) (2)e ™t = (J(2) — i¥n(2))(cos(wt) — isin(wt)) =
= Jycos(wt) — Y, sin(wt) —i (Y, cos(wt) + J,, sin(wt)) (3.81)

3. Fall (zuriicklaufend) 4. Fall (zuriicklaufend)

Hieraus ist erkennbar, dafl wieder fiir den Fall positiver Werte von w nur die Hankelfunktion
2. Art H,(f) fortlaufende Wellen und die Hankelfunktion 1. Art H7(11) nur zuriicklaufende Wellen
beschreibt. Im Fall negativer Werte von w verhélt es sich umgekehrt: in diesem Fall ist nur die
Hankelfunktion 1. Art H,sl) als Losung zu verwenden, die Hankelfunktion 2. Art H,(f) beschreibt
nun zuriicklaufende Wellen. Somit geniigt es fiir die Losung der in (3.29) angegebenen Bessel-
gleichung, in Abhéngigkeit des Vorzeichens von w jeweils wieder nur eine Hankelfunktion zu
verwenden. Die drei verbleibenden Unbekannten lassen sich nun wieder einfach durch die drei
Spannungsrandbedingungen fiir o, 7, und 7., am Lochrand bestimmen.

Die hier zu verwendenden Hankelfunktionen stellen dabei die Fernfeldlosungen dar, welche vom
Ort der Lasteinleitung ausgehend in das Kontinuum abgestrahlte Wellen beschreiben.

3.2.4 Sonderfall der geradlinig bewegten, statischen Belastung

Ebenfalls fiir ungeddmpftes Material soll abschliefend noch der von Konrad [[KONrAD 1985]
untersuchte Sonderfall einer geradlinig mit der Geschwindigkeit v bewegten, statischen (2 = 0)
Belastung untersucht werden. Fiir o und 32 ergibt sich dann:

2 2
d= o1, =1 (3.82)
s c2

Wie in Abschnitt 3.2.1 erliutert, nimmt 32 immer gréfere Werte an als . Deshalb sind wieder
nur die folgenden drei Félle zu unterschieden:
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e 0 <0,3 <0 = v<cs<cp: unterkritisch (subsonic)
e a?<0,3*>0 = c¢; <v<c: transkritisch (transsonic)

e a?>0,3 >0 = ¢, <c,<wv: iiberkritisch (supersonic)

In der englischsprachigen Literatur werden zu dieser Einordnung die in Klammern angegebenen
Begriffe verwendet (z.B. [KryLOV 1998, ANDERSEN und NIELSEN 2005]).

Hier erkennt man am eindriicklichsten, welche physikalischen Phinomene einer von a? und (32
abhingigen Anderung des Losungsverhaltens zugrunde liegen. Je nachdem, ob die Geschwin-
digkeit der Last bzw. des Fahrzeuges kleiner bzw. gréfier als die Langswellengeschwindigkeit re-
spektive die Scherwellengeschwindigkeit des untersuchten Mediums ist, dndert sich das Losungs-
verhalten. So kommen im unterkritischen Bereich nur Nahfeldlosungen vor, d.h. es findet keine
Wellenausbreitung in das unendliche Kontinuum statt. Es entsteht lediglich eine mitbewegte
Einsenkungsmulde. Wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben, sind ausschliefilich Macdonaldfunktio-
nen als Losungsfunktionen zu verwenden. Diesen Fall hat Konrad [KONrAD 1985] untersucht. Im
Bereich iiberkritischer Lastgeschwindigkeiten kommen hingegen ausschliefSlich Fernfeldlosungen
vor, die in das unendliche Kontinuum abgestrahlte Wellen beschreiben. Die hier zu verwendenden
Losungsfunktionen sind Abschnitt 3.2.3 zu entnehmen. Im dazwischen liegenden transkritischen
Bereich kommen sowohl Nah- als auch Fernfeldlésungen vor. Damit ist das Losungsverhalten
grundsétzlich dem fiir den Halbraum #hnlich, bei welchem entweder Oberflichen- oder Raum-
wellen bzw. im transkritischen Bereich beide Wellenarten angeregt werden. Eine anschauliche
Darstellung der Impedanzfunktion fiir einen auf seiner Oberfliche belasteten Halbraum mit
Kennzeichnung dieser drei Losungsbereiche ist z.B. bei [GUucCENBERGER und MULLER 2004]
zu finden.

3.3 Berechnung der Zustandsgroflen im Vollraum mit zylindri-
schem Hohlraum

Hat man mit Hilfe einer der oben dargestellten Methoden eine Lésung der vorliegenden Bessel-
gleichung (3.29) gefunden, welche die vorgegebenen physikalischen Randbedingungen befriedigt,
so kann man mit den in (3.31), (3.65) oder (3.76) gegebenen Losungen die Potentiale @, M
und M) berechnen. Sind diese Losungen bekannt, so lassen sich an jeder beliebigen Stelle im
Kontinuum in Abhéngigkeit der unbekannten Koeffizienten

Cp = {Cln CQn CBn}T (383)
alle Spannungen und Verschiebungen
T
Orr Oynp Ogx Oryp Orx Oy
= - T 5 5 o o 3.84
i {“"“w“z 2 2 2 o 2 2u} (3.84)

ermitteln in der Form
s=H(r,n, ky,v,w)cy. (3.85)

Die Division der Spannungen durch 24 in (3.84) dient dabei lediglich einer besseren Konditio-
nierung des Gleichungssystems.
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Mit einer Untermatrix HLS von H gemif (3.85) konnen nun die unbekannten Koeffizienten c,,
fiir einen beliebigen gegebenen Lastzustand

P = {prr DPry pra:}T (386)

am Lochrand ermittelt werden: .

c, = (HLS)  p. (3.87)
Hat man die unbekannten Koeffizienten c,, mit Hilfe der Randbedingungen an der Stelle r = a am
Lochrand berechnet, so kann man an jeder beliebigen Stelle r im Vollraum alle Zustandsgréfien

ermitteln, welche aus dem auf dem Lochrand herrschenden Spannungszustand resultieren.

Fiir das Fundamentalsystem aus Modifizierten Besselfunktionen I, (z) und Macdonaldfunktionen
K, (z) gemif Gleichung (3.76) sind alle Elemente der Matrix H bei [[KONrAD 1985] angegeben,
wobei lediglich die Geschwindigkeit ¢ durch ¢ = v— % zu ersetzen ist. Der Vollstdndigkeit halber
sind sie auch im Anhang C.1 dieser Arbeit aufgefiithrt. Fiir das Fundamentalsystem aus Bessel-
funktionen J,(z) und Neumannfunktionen Y;,(z) geméfi Gleichung (3.31) sind alle Elemente der
Matrix H im Anhang C.2 angegeben. Im Anhang C.3 findet man ebenso alle Elemente der Ma-

trix H fiir das in Gleichung (3.65) angegebene Fundamentalsystem aus Hankelfunktionen 1. Art
Hél)(z) und Hankelfunktionen 2. Art HT(?)(Z).



Kapitel 4

Der Halbraum mit zylindrischem
Hohlraum unter dynamischer
Belastung

In den beiden vorangegangenen Kapiteln wurden die Situationen eines Halbraumes ohne Hohl-
raum sowie eines Vollraumes mit zylindrischem Hohlraum behandelt. Dem eigentlichen Problem
der Berechnung eines oberflichennahen Tunnels unter dynamischer Belastung liegt jedoch die
geometrische Situation des Halbraumes mit der Tunnelstruktur zugrunde. Dazu wird in die-
sem Kapitel das System Halbraum mit zylindrischem Hohlraum untersucht. Hierbei kann die
zylindrische Berandung entweder die reale Berandung zu einer mit Hilfe der FEM modellierten
Tunnelschale oder — wie in Abbildung 4.1 — lediglich eine fiktive Berandung zum anschliefenden
FEM-Netz darstellen.

Da es, wie eingangs erléutert, fiir dieses Problem keine geschlossene Losung gibt, wird es durch ei-
ne Superposition der in Kapitel 2 hergeleiteten Losung fiir das System Halbraum ohne Hohlraum
und der in Kapitel 3 hergeleiteten Losung fiir das System Vollraum mit zylindrischem Hohlraum
beschrieben. Die zweifache Anwendung der Fouriertransformation (x o—e k,, t o—e w) erlaubt es
hierbei, lediglich eine Folge von wellenzahlabhéingigen, ebenen Problemen in der (y, z)-Ebene zu
betrachten. Das Ziel dieses Vorgehens ist es, das dynamische Verhalten dieses Systems vollstandig
durch eine Nachgiebigkeitsbeziehung am — realen oder fiktiven — Rand I'g als einzelne Substruk-
tur abzubilden. Damit kann das System Halbraum mit zylindrischem Hohlraum anschlieend im
Rahmen der Substrukturtechnik mit der Steifigkeitsmatrix des innenliegenden FEM-Gebietes
durch ein das gesamte System einschliellich des Tunnels beschreibendes Gleichungssytem erfaf3t
werden.
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Vollraumes mit zylindrischem Hohlraum o1
|
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e Fiktive 7 /
/‘/ /
SITTESD
~”/Boden %\L /
. /

Tunnelstruktur
\

|
|
|
|
|

§ 2 FEM
APAVAVAVAY
Halbraum

Abbildung 4.1: Halbraum mit einer fiktiven zylindrischen Oberfliche I'g, an welcher spéter
der Kontakt zu dem innenliegenden FEM-Gebiet (welches hier einen Tunnel mit rechteckigem
Querschnitt und einen Teil des umgebenden Bodens umfafit) beschrieben wird

4.1 Superposition der Losungen fiir das System des Halbraumes
und das System des Vollraumes mit zylindrischem Hohl-
raum

Um nun eine Losung fiir das System Halbraum mit zylindrischem Hohlraum zu erhalten, wird
die Losung des Teilsystems Halbraum ohne Hohlraum mit der Losung des Teilsystems Vollraum
mat zylindrischem Hohlraum in geeigneter Weise iiberlagert.

Dazu werden gedachte, unbekannte Spannungen auf der Halbraumoberfliche z = 0 und auf dem
Lochrand r = a aufgebracht. Eine Losung fiir das System Halbraum mit zylindrischem Hohlraum
unter dynamischer Belastung erhélt man nun durch Einfithrung der fiir dieses System geltenden
Randbedingungen an der Halbraumoberfliche z = 0 sowie am Lochrand r = a.

Hierzu sind zuerst die Spannungen im Vollraum an der dort einzufithrenden Halbraumoberflache
und im Halbraum am dort einzufiihrenden zylindrischen Lochrand zu ermitteln. Anschlielend
sind die Randbedingungen zu formulieren.
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4.1.1 Ermittlung der Zustandsgréflen und Formulierung der Randbedingun-
gen

Die in Kapitel 2 dargestellten Losungen fiir den Halbraum erlauben es, fiir einen gedachten
Spannungszustand o, 0., und 0., an der Halbraumoberfliche oder an einer Schichtgrenze im
geschichteten Halbraum alle Zustandsgrofien an jeder beliebigen Stelle innerhalb des Halbraums
zu ermitteln. Im besonderen gilt dies fiir die Spannungen und Verschiebungen am gedachten
Rand T'g des fiktiven zylindrischen Hohlraums. In Abbildung 4.2 ist diese Situation fiir den Fall
eines an der Halbraumoberfliche angesetzten Spannungszustandes o,, dargestellt.

VVVVVVVVVYVYVVVV
NYZ

[ . N T T IRIRY
| Reale Halbraumoberfldache /Q} {_ Fiktive Halbraumoberfldache /&}
l /| /
| _ - __ Fiktive / | Reale /
\\ e ~ Oberfliche I’ // \\ Oberfliche FS//
\ // \\ / \ /
\ '\ } / \ /
\ \ / // \ /
\\Halbraurn N N 7 / / \\Kontinuum //
AN S~ / AN /
\\ / \\ /
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Abbildung 4.2: Auf seiner Oberfliche belaste-
ter Halbraum mit fiktiver zylindrischer Ober-
flache FS

~— —

———— e

Abbildung 4.3: Auf der realen zylindrischen
Oberflache I'g belasteter Vollraum mit fikti-
ver Halbraumoberfléche

Ebenso ist es unter Verwendung der in Kapitel 3 fiir den Vollraum mit zylindrischem Hohlraum
hergeleiteten Losungen moglich, die Zustandsgrofien zu ermitteln, welche sich infolge eines ge-
dachten Spannungszustandes o, 0,4 und o0;, am Lochrand an einer beliebigen Stelle innerhalb
des Kontinuums ergeben. Dies gilt im besonderen wiederum fiir die Spannungen und Verschie-
bungen auf der gedachten Halbraumoberfliche z = 0. In Abbildung 4.3 ist diese Situation fiir
den Fall eines am Lochrand angesetzten Spannungszustandes o, dargestellt.

Nun werden gedachte, unbekannte Spannungen [of] an der Halbraumoberfliche z = 0 und

[UZ] am Lochrand r = a aufgebracht. An der Halbraumoberfliche sind die Randbedingungen
durch die Forderung gegeben, dafl alle dort freigeschnittenen Spannungen verschwinden miissen.
Analog sind die Randbedingungen an der Oberfliche des zylindrischen Hohlraumes durch das
Vorhandensein eines dufieren Lastzustandes [o}] gegeben. Eine Moglichkeit, sowohl die Randbe-
dingungen an der Halbraumoberfliche als auch diejenigen an der Oberfliche des zylindrischen
Hohlraumes zu erfiillen, besteht in einem iterativen Proze. Fiir Probleme unter dynamischer
Belastung ist ein solcher jedoch nicht nur aufwendig, sondern er birgt eventuell auch die Gefahr
einer schlechten Konvergenz, da ein aufgebrachter Zustand vielleicht Beitrige hervorruft, welche

im untersuchten Fall irrelevant sind.

Fin weitaus eleganteres Vorgehen auf der Basis der Fourierreihenentwicklung bzw. der nume-
rischen (diskreten) Fouriertransformation erlaubt es jedoch, implizit eine geschlossene Lésung
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zu erhalten. Fiir den zweidimensionalen Fall des Systems Halbscheibe mit Loch unter statischer
Belastung ist dieser Ansatz in [BucHscHMID 2002] zu finden.

Hierbei werden alle Spannungen an der Halbraumoberfliche durch die Koeffizienten ihrer nu-
merischen Fourierintegrale beschrieben, neben den Spannungen aus den dort angesetzten Last-

zusténden [o7,] auch die Spannungen [af,?n], welche sich infolge der am Lochrand angesetzten

Lastzustande [JZ] an der Halbraumoberfldche ergeben.
Auf analoge Weise werden am zylindrischen Lochrand neben den Spannungen [crm aus den
einzelnen am Lochrand aufgebrachten Spannungszustinden auch die Spannungen [afifn], welche

sich infolge der auf der Halbraumoberfliche aufgebrachten Spannungszusténde [of,] am Lochrand
ergeben, einer Fourierreihenentwicklung unterzogen.

Dabei bezeichnet n im Rahmen der Entwicklung der Spannungen am Lochrand in eine Fourier-
reihe das zugehorige Reihenglied. Im Rahmen der Beschreibung der Spannungen an der Halb-
raumoberfliche durch die Koeffizienten ihrer numerischen Fourierintegrale besteht zwischen den
Wellenzahlen k, und m der Zusammenhang k, = %Tm. Hierin bezeichnet B den Wiederholab-
stand des Lastbildes, welcher sich im Rahmen der diskreten Fouriertransformation ergibt.

Mit dem gezeigten Vorgehen 1483t sich ebenso der Fall behandeln, dal der Boden oberhalb und
unterhalb des Tunnels eine Schichtung aufweist. Dann sind neben den Randbedingungen an
der Halbraumoberfliche zusitzlich die Ubergangsbedingungen an den Schichtgrenzen einzuhal-
ten. Lediglich die Beriicksichtigung einer Schichtung im Bereich des Tunnels erfordert weiteren
Aufwand.

Grundsétzlich ist es hierzu sinnvoll, alle Spannungen an der Halbraumoberfliche in kartesischen
Koordinaten (o, 0., und o) und alle Spannungen am Lochrand in Polarkoordinaten (o, o,
und o,,) auszudriicken.

4.1.2 Transformation der Spannungen

Die Transformationsbeziehungen zwischen den Spannungen in kartesischen Koordinaten und
den Spannungen in Polarkoordinaten erhilt man, indem man die Gleichgewichtsbedingungen
am differentiellen Element aufstellt.

Ermittlung der Spannungen in Polarkoordinaten aus den Spannungen in kartesi-
schen Koordinaten

Wie man anhand der Abbildung 4.4 leicht nachvollziehen kann, erhélt man am Element in der
(y, z)-Ebene folgende Gleichgewichtsbedingungen:

Oppdr = 0., costdrcost) — 0.y sinidr cos) — oy, cospdrsin + oy, sindrsiny =
dr [azz cos? 1 + Oyy sin? 1) — (02y + 0yz) sin cos w]
—0, sindr cos ) — 0y cos Pdr cosp + oy sindr sin ) + oy, cos Pdrsiny =

= dr[(—0.. + 0yy)sinep cos ) — 0.y cos® P + oy sin 1] .

O'm/,dr
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dy
40
O-zy — —e—
7 W
r r
y y

dz

BV RRQ
Q

|
t

Abbildung 4.4: Spannungen am Element in Elementebene (links) und senkrecht dazu (rechts)

Daraus folgen die bekannten Beziehungen fiir den ebenen Zustand:

Oyy . 9 9 )
Irr | _ : _ sin“ ¢ cos” Y —2siny cos1)
{ G”/’ } - [T] Zi; mit [T] - sinw COS¢ _ Sinw cos w sin2 ¢ _ COS2 w . (41)

Diese sind im vorliegenden Fall noch um die Beziehungen fiir die Langsrichtung zu ergénzen:
Orgdr = oypdrsiny — o,,dr cos. (4.2)

Es folgt:

Org = Oyg SINY — 0,5 COSY. (4.3)

Ermittlung der Spannungen in kartesischen Koordinaten aus den Spannungen in
Polarkoordinaten

dy
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Abbildung 4.5: Spannungen am Element in Elementebene (links) und senkrecht dazu (rechts)
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Mit Hilfe der Abbildung 4.5 lassen sich am Element in der (y, z)-Ebene folgende Gleichgewichts-
bedingungen formulieren:

0..dy = 0ppcosthdycostp — oy sinPdy cos P — oy cos Pdy sin ) + oy sinpdy sinp =
= dy [UW cos? 1 + O sin? ) — 20, sin 1) cos 1/1}
Oydy = oppsinedycostp + oy cosPdy cosp — oy sinPdy sin ) — oy, cos Pdy sinp =

= dy [aw Sin 1 cos Y — oy sin cos P + oy cos? 1) — Oopr sin? 1/1] .

Es ergeben sich wieder die bekannten Beziehungen fiir den ebenen Zustand:

{ Oz }: {T} e mit [T] _ [ sin? ) cos® —2sin 1 cos

Oy g” siny cosy —sintcosty sin®1y —cos?y |-
T
(4.4)
Die Beziehungen fiir die Langsrichtung lauten in diesem Fall
O22dy = 0ypdysiny — op,dy cos 1, (4.5)
woraus folgt:
Org = Oyg SINY — 0,5 COS Y. (4.6)

4.1.3 Gleichgewichtsbedingungen

Nun werden die Gleichgewichtsbedingungen an der Halbraumoberfliche (z = 0) in kartesischen
Koordinaten, diejenigen am Lochrand (r = a) in Polarkoordinaten formuliert.

Herrscht am Lochrand infolge einer gegebenen dufleren Belastung ein Spannungszustand [0%], so
lassen sich die unbekannten Spannungszustdnde unter Beriicksichtigung der Bedingung ermit-
teln, dafl auf der Oberfliiche des Halbraumes alle Spannungen verschwinden miissen. Auf dem
Lochrand muf} aulerdem der duflere Lastzustand vorhanden sein. Diese Bedingung gilt fiir alle
Wellenzahlen k, = %Tm der numerischen Fourierintegrale auf der Halbraumoberfliche sowie fiir
alle Fourierreihenglieder n auf dem Lochrand.

Im folgenden wird mit Mmy,q, und 1,4, das jeweils hochste Reihenglied bezeichnet. Betrachtet
man den symmetrischen Lastfall gem&fl Tabelle 3.1, so sind unter Beriicksichtigung der Tat-
sache, daf} die nullten Glieder der Sinusreihe entfallen, die Gleichgewichtsbedingungen auf der
Halbraumoberfliche durch 3m,q,; + 2 Gleichungen gegeben; im antimetrischen Lastfall erhélt
man 3My,q; + 1 Gleichungen:

B/2

4 2mm
5 [ S loncm « onch 4 o Oy 4 o2 cos( )y = 0
O n

B/2
2mm

4
- / S (07 Cm + 0Oy + 02Oy + O] cos(C )y = 0 (4.7)
0 n

/2
. 2mm
> [emcm + ol Ch + o, Cry + o O] sin(=—y)dy = 0.
n

o

4
B
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Analog sind die Gleichgewichtsbedingungen am zylindrischen Lochrand I'g im symmetrischen
Lastfall durch 3n,q:+2 Gleichungen und im antimetrischen Lastfall durch 37,,4.+1 Gleichungen
gegeben:

™

%/Z (o O+ o1 O + o CLY + 07, CF ] cos(nap)dyp = %/Prr(lﬁ) cos(ny)dy
0 m

0
2 f m m m m m m n n : 2 [ :
- /Z (o7, CT + 0, CTh + o7y, Clo + 07, Cry | sin(ny)dyp = - /pw(zp) sin(nwy)diy (4.8)
o ™ 0

™

T 2
/ > [omCl 4+ 0T Ol + 1Oy + 07, O | cos(nip)dyy = = / Pro (1) cos(np)du.
0 m

0

2
T

Darin sind C7; die Koeffizienten der an der Halbraumoberfliche und C7} die Koeffizienten der
am Lochrand aufgebrachten Spannungszustéinde.

In Matrizenform lassen sich die Bedingungen wie folgt formulieren:

[ | [lem ) ] o)
o] lom] Cpl ] Llon] | '
Hieraus kann man fiir einen beliebigen Lastzustand — hier nur gezeigt fiir einen &dufleren Last-
zustand auf der Oberflache des zylindrischen Hohlraumes — alle unbekannten Koeffizienten [C}']
der gedachten Spannungszustinde auf dem Lochrand sowie die Koeffizienten [C7"] der gedach-
ten Spannungszustinde auf der Halbraumoberfliche ermitteln. Sind diese bekannt, so lassen
sich hiermit alle Zustandsgréfien an jeder beliebigen Stelle im Halbraum mit einem zylindri-
schen Hohlraum berechnen, im besonderen die Verschiebungen auf dem Lochrand infolge der
dort angreifenden Spannungszustédnde. Liegen diese Zustandsgréfien vor, so ist es unter Beach-
tung des Parsevalschen Satzes moglich, fiir den Halbraum mit einem zylindrischen Hohlraum
eine Matrix zu ermitteln, welche das Antwortverhalten des Systems infolge von Lastzustéinden
auf dem Lochrand beschreibt. Dieses Vorgehen wird im folgenden Abschnitt beschrieben.

4.2 Kraft-Verformungsverhalten am zylindrischen Rand I'g

Die unbekannten, in radialer, tangentialer sowie longitudinaler Richtung am zylindrischen Rand
I's angreifenden Zwangskrifte werden in eine Fourierreihe mit Ny = 3n,,q, + 2 (fiir den sym-
metrischen Lastfall gem&f Tabelle 3.1) Spannungszustéinden entwickelt.

Ny
pro = C"pn(T's) (4.10)
1

Wie Zirwas [Z1rwas 1996] zeigt, hat es sich im Hinblick auf die im Rahmen der spiteren FEM-
Implementierung zu verwendenden Freiheitsgrade als iiberaus vorteilhaft herausgestellt, als Frei-
heitsgrade fiir das Gesamtsystem deren N7 Ansatzkoeffizienten C" als generalisierte Freiheits-
grade zu verwenden. Damit lassen sich auch die Verschiebungen u(I's) und die Spannungen
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t(I's) = 0(I's) n mit dem Normalenvektor n am Lochrand I's durch eine Linearkombination
mit den Ansatzkoeffizienten C™ ausdriicken.

u(Ts) = Crug(Ts) (4.11)

t('s) = > _ C'ti(T's) (4.12)

Diese k Verschiebungsfelder u dienen hierbei als neue Basis, wodurch die Zustandsgrofien auf
einen der Art des vorliegenden Problems und der vorkommenden Lastfille angepafiten diskreten
Vektorunterraum beschrénkt werden.

Im Gegensatz zu dem von Zirwas [Zirwas 1996] behandelten Fall der Halbebene wird jedoch
im Rahmen der vorliegenden Arbeit die Situation des Halbraums mit zylindrischem Hohlraum
untersucht. Bei der Herleitung eines das Verhalten des umgebenden Halbraums beschreibenden
Arbeitsausdrucks ist folglich dessen dreidimensionaler Ausdehnung Rechnung zu tragen. Bei der
Bildung des Arbeitsausdrucks ist folglich nicht nur iiber die Fliche in der (y, z)-Ebene, sondern
iiber das gesamte Volumen zu integrieren. Dieses Integral 148t sich jedoch in das Integral iiber
die Fldche in der (y, z)-Ebene und ein zusitzliches Integral iiber die Léngsrichtung x aufspalten:

5Uoo:/5eadV://5eadAd:1:. (4.13)

In diesem Zusammenhang soll jedoch nochmals darauf hingewiesen werden, dafl die Anwendung
der Integraltransformationsmethode eine erhebliche Reduzierung des numerischen Aufwandes
zur Folge hat: durch die zweifache Fouriertransformation (z o—e k,, t o—e w) wird das tatséchlich
dreidimensionale Problem auf eine Serie von ebenen Problemen im Wellenzahl-Frequenzraum
reduziert. Um diesen Vorteil zu erhalten und das Integral beziiglich der Langsrichtung nicht
im Originalraum ausfithren zu miissen, ist eine gleichwertige Formulierung dieses Integrals im
Wellenzahlraum zweckméfig.

Dies kann wie in [PripsTrLEY 1981, GRUNDMANN und WAUBKE 1992] gezeigt mit Hilfe des Par-
sevalschen Satzes erreicht werden. Damit kann das Volumenintegral aus (4.13) auf das Integral
iiber die Flidche in der (y, z)-Ebene und ein zusétzliches Integral iiber die Wellenzahlen k, re-
duziert werden. Der Parsevalsche Satz besagt fiir die zwei Funktionen du(x) und t(z), welche
an dieser Stelle nur beziiglich ihrer Abhéingigkeit von der z-Koordinate betrachtet werden, dafl
der folgende Zusammenhang gilt:

+00 +o0 too .
_f ou(z)t(x)de = _f du(x) [%_f t(kx)emxdkx] dx =

+o0o | 400 ' )
= &/ |/ 6u<x>e““”“"d”] (ks )k, =

g (4.14)
= 5 [ |/ 511(33)6"'("“9”)%95] t(ky)dky =

+00 +00
= L sa(—k)E (ko) dhy = & [ 0a(ke)E(—ky)dk,.
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Der Arbeitsausdruck (4.13) kann folglich unter Verwendung des Parsevalschen Theorems im
fouriertransformierten (k, y, 2, w)-Raum fiir eine Serie von ebenen Problemen in der (y, 2)-
Ebene in Abhéngigkeit von den Wellenzahlen k, formuliert werden.

Treten keine Volumenkrifte auf, so kann das innere Potential aufgrund der durch das Gleich-
gewicht gegebenen Gleichheit der Variation des inneren Potentials und der virtuellen dufleren
Arbeiten 60U = §W,,; mit Hilfe der virtuellen dufleren Arbeiten auf der Oberfliche des zylin-
drischen Randes I'g bestimmt werden. Damit vereinfacht sich das Integral {iber die Fléiche in
der (y, z)-Ebene geméB (4.13) zu einem Integral iiber den Rand I'g des Zylinders. Variiert man
nun die Arbeiten der Spannungsverteilungen am Lochrand T'g, so 1d8t sich diese Variation in
Abhiingigkeit von den generalisierten Freiheitsgraden 6C* auf der Berandung I'g angeben.

SU(ky) = Jrs su(—k,) t(ky) Al =
) ou(-k)  Ou(k) _
= Jos SO R)FoR Ry BoA(R,C (Fe) AT =
= GCM(—hy) . ui(—ks) u(k,)  ds Cl(k) =
= 5Ck(—k:x) Nee O (k)

(4.15)

Dabei bezeichnet Npy die Elemente einer das Kraft-Verformungsverhalten des Systems Halb-
raum mit zylindrischem Hohlraum am zylindrischen Rand I'g charakterisierenden Matrix. Diese
vermag das Kraft-Verformungsverhalten des Systems Halbraum mit zylindrischem Hohlraum fiir
alle Lastfiille zu beschreiben, welche sich mit der beriicksichtigten Anzahl der Reihenglieder ab-
bilden lassen. Mit c,, als dem Vektor der Freiheitsgrade C* bzw. C! lautet der Zusammenhang
4.16 in symbolischer Notation :

SU (ky) = Scp(—ky) N ¢, () (4.16)

Fiir den symmetrischen Lastfall gemafl Tabelle 3.1 besitzt die Matrix N°° folgendes Aussehen:

farrr farrr "'farrr IUO wi "IUO ¢nf0rrr farrr "'fo-gru%n-
farr Uy farr Uy "'farr Uy fo-rruw "'fo-rrur fo-rr Uy fo-rr Uy "'fo-'rl'rufn

farr Uy farr Uy "'farr Uy fo.n 1:111‘0” ¢nfo-rr Uy fUZ}r ?1"'fo-rr Uy
fa-mpud) far¢ uly! ”'fo-rw rnfar¢u '”fo'rd)ud)nfo'rwulb famj) ! ”.fo'rw Uy,

N>*= : ) : . : . :
1

faf¢urofa?¢ Uy e Jopyuy f"w wl "'fafwuinfarw“ fgmp U "'farw uy"

farx :v fo-m: :1: T fgrw Uy, foer¢1 U fUSxU:c farz m farx x o farz Uy,

fo-rw Uy, farx Ug™ = v+ farx Uy, fo-mvuzp o fo-;muﬂf farm Uy, farr x U farm Uy,

farx Uy farx Uy "'fgrx Uy fo-:}a:u$l fo-:}zul‘n ;lm x farr Uy "'farm Uy |

(4.17)
Hierin sind o7, die Spannungen und u] (t =r 1, x; j =r, ¢, x) die Verschiebungen am Rand
I'g infolge der N1 = 3nmaz + 2 Spannungszustiande.



Kapitel 5

Finite-Elemente-Methode im
fouriertransformierten Raum

Wie bereits erwiihnt, besitzt der Tunnel im Gegensatz zum umgebenden Boden unterschiedliche
Charakteristika fiir die verschiedenen Koordinatenrichtungen. Sofern nicht besondere, in einem
Kurvenbereich auftretende Phinomene untersucht werden sollen, kann der Tunnelquerschnitt
als konstant in Langsrichtung angesehen werden. Der Tunnel zeichnet sich dann durch eine un-
endliche Erstreckung in der Langsrichtung x und einen Querschnitt mit endlichen Abmessungen
in horizontaler y- und vertikaler z-Richtung aus. Entsprechend ist beziiglich der Langsrichtung
x eine Beschreibung mit Hilfe von Integraltransformationen mdoglich. In der Querschnittsebene
ist jedoch eine Diskretisierung der Struktur mit ihren endlichen Abmessungen notwendig. Dazu
ist zweifelsfrei die Finite-Elemente-Methode (FEM) die am besten geeignete Methode. In der
vorliegenden Arbeit wird deshalb — wie in Abbildung 4.1 dargestellt — die FEM zur Modellierung
der Tunnelstruktur sowie eventuell auch eines Teiles des umgebenden Bodens herangezogen. Da-
durch lassen sich nicht nur beliebige Tunnelgeometrieen abbilden, sondern es kann auch einer im
Zuge der Bauausfiihrung erzeugten Storung des Bodens in der direkten Umgebung des Tunnels
Rechnung getragen werden.

Aufgrund der Behandlung des Problems im fouriertransformierten Raum (z o—e k) geniigt es,
zugehorig zu den verschiedenen Wellenzahlen k, ebene Zustédnde zu betrachten. Eine Diskretisie-
rung im Sinne der Finiten Elemente ist foglich nur in der Querschnittsebene (y, z) erforderlich.
Dies hat eine signifikante Reduzierung des Berechnungsaufwandes zur Folge, da jeder Zustand
nur fiir eine feste Wellenzahl k, berechnet werden mufl und das dreidimensionale Problem da-
durch auf eine Serie von zweidimensionalen Problemen in der (y, z)-Ebene reduziert wird.

Im folgenden wird nun ein Uberblick iiber die Darstellung der grundlegenden Beziehungen des
elastischen Kontinuums im Rahmen der FEM gegeben. Eine in dieser Arbeit auftretende Beson-
derheit ist dabei die Fouriertransformation in Koordinatenldngsrichtung und damit die Formu-
lierung der FEM im Wellenzahl-Frequenzraum (k,, w). Es werden die nétigen Beziehungen fiir
ein lineares Dreieckselement hergeleitet und die dynamische Steifigkeitsmatrix im fouriertrans-
formierten (k,, y, z, w)-Raum aufgestellt. Danach erfolgt mit Hilfe der Substrukturtechnik die
Beschreibung des gesamten gekoppelten Problems des Halbraums mit einem eingeschlossenen
FEM-Gebiet. Schlulendlich wird auf Fragen der Diskretisierung eingegangen, anhand deren eine
korrekte Erfassung der Wellenausbreitung im FEM-Gebiet sicherzustellen ist.

59
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5.1 Grundlegende Beziehungen des Elastischen Kontinuums

Das Stoffgesetz liefert den Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen (vgl. z.B.
[PEryT 1990]). In Abhéngigkeit des Elastizitdtsmoduls £ und der Querdehnzahl (Poissonzahl)

v ist dieser gegeben durch

( 3\

v

E v
(1+v)(1-2v) 0
0

0

wobeil D die FElastizitdtsmatriz ist.

-
|
o

<

O Ow

—
|

o O O O

o

0 €

0 €y

0 €,

0 Vay

0 Vyz
—2v

2 Vzx

/

(5.1)

Die Verzerrungen werden durch die folgenden kinematischen Beziehungen beschrieben, welche
sich in das Produkt der Operatormatrix G und des Verschiebungsvektors u aufspalten lassen:

€x U
€y Uy
e={ = Wy =Gu=
Yy Uy + Vg
Vyz Vy+wy
/Yza: J w,l‘ + u7Z

9
Ox
0

S”Qa o qSﬂ@; =)

0
0
dy
0
0
dx
)
dz

0

0

W@|e o Flo o

dx

Unter Beriicksichtigung der im Anhang A angegebenen Regeln fiir die Differentiation fithrt die
Anwendung der Fouriertransformation auf die Langsrichtung (z o—e k,) mit der transformierten

Operatormatrix G auf die Beziehung

iky
( ikyh 0

@7y 0

e={ W —Ga=1| 0
Uy + iky0 EW

U+ Wy Y

ikptd + 4, 0

)

L 0z

o Qoo

glo o Flo o o

.
5
8

ISSRESTIE

(5.3)
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5.1.1 Lineares Dreieckselement

Die einfachste Methode, ein ebenes Problem mit Finiten Elementen zu diskretisieren, ist die
Verwendung von linearen Dreieckselementen. Die Abbildung 5.1 zeigt ein Dreieckselement mit
drei Knotenpunkten 4, j, m in jedem Eckpunkt. An jedem Knoten existieren im vorliegenden

Abbildung 5.1: Ebenes Dreieckselement

Fall drei Freiheitsgrade: die Verschiebungen v in Léngsrichtung rechtwinklig zur (y, z)-Ebene, v
in horizontaler y- und w in vertikaler z-Richtung. Deshalb kann jede dieser Verschiebungskompo-
nenten durch Polynome mit drei Termen beschrieben werden. Das in Abbildung 5.2 dargestellte
Pascalsche Dreieck zeigt, dal ein vollstdndiges lineares Polynom — was die minimale Voraus-
setzung darstellt — gerade drei Terme besitzt. Unter ndherungsweiser Annahme eines solchen

1 Konstant
T Y Linear
x? Ty y? Quadratisch
3 %y zy? Y3 Kubisch

Abbildung 5.2: Vollstandige Polynome in Abhéngigkeit von zwei Variablen y und z

linearen Funktionsverlaufes kann die Veridnderlichkeit der Verschiebungen beziiglich der (y, z)-
Ebene durch die Verschiebungsfunktionen u(y, z), v(y, z) und w(y, z) beschrieben werden (vgl.
z.B. [ZIENKIEWICZ 1984, PETYT 1990)).

uw(y,z) = a1+ agy+ asz
v(y,z) = au+asy+asz (5.4)
w(y,z) = ar+agy+ agz
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Damit 148t sich der Zusammenhang zwischen den Verschiebungen u fiir einen beliebigen Punkt
des Elements und den Freiwerten o in Matrizenschreibweise wie folgt darstellen:

u(y, 2)

u = v(y,2) | =Ua (5.5)
L w(y, z)

ol = {a1 az a3 a4 a5 ag a7 ag ag} (5.6)
1y 200000 0

U= 1000192000 (5.7)
L0 000001y 2

Nun werden als Freiheitsgrade die neun unbekannten Elementknotenverschiebungen
Uj, Viy Wiy Ujy Vj, Wi, U, U, Wiy geWEIL.

ug = {u; v; W; Uj Vj Wj Uy Uy Win } (5.8)

Die Elementknotenverschiebungen ug lassen sich nun iiber eine Koordinatenmatrix A in
Abhéngigkeit von den unbekannten Freiwerten o ausdriicken, indem die Verschiebungen u durch
FEinsetzen der Knotenkoordinaten an den Knoten berechnet werden.

M1 Yi Z; 0 0 0 0 0 0 T (e73]
0 0 0 1 Yi Zi 0 0 0 a9
0 0 0 0 0 0 1 Y; Z Qa3
1 vy 2z 0 0 0 0 0 O oy
w=Aa=|0 0 0 1 yj 2z 0 0 O as (5.9)
0 0 0 0 0 0 1 y 2z o6
1 ym 2zm 0 O 0 0 O 0 ar
0O 0 0 1 9n 2zn 0 0 0 asg
L0 O 0O 0 O 0 1 ym 2zm | Qg

Die neun unbekannten Freiwerte o kénnen nun hieraus durch Inversion der Koordinatenmatrix
A und Multiplikation mit den Elementknotenverschiebungen ug bestimmt werden. Die hierzu
benétigte Inverse der Koordinatenmatrix A lautet

[a; O O a; O O ap O 0 7
b 0 0 b 0 O b, 0 0
¢ 00 ¢ 0 0 ¢ O 0
1 0 ag 0 0 a 0 O an O
At 54| 0 b 0 0 b 0 0 by 0 (5.10)
0 ¢ 00 ¢ 0 0 ¢ O
0 0 a 0 0 a; O 0 apm
0 0 b 0 0 b O 0 by
L0 0 ¢ 0 0 ¢ O 0 cm |
mit der Dreiecksflache
A= gdet | 1oy 2 | = E(yjzm — 2jYm — YiZm + ZiYm + YiZj — Ziyj) (5.11)
1 Ym "m
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und den Koeflizienten

;= Yjim — Ymzj
bz' == Zj — Zm (512)
G = Ym —Yj.

Die iibrigen Koeffizienten aj, bj, ¢; und apm, by, ¢, werden aus (5.12) durch zyklische Vertau-
schung der Indizes in der Reihenfolge i, j, m gewonnen.

Damit ergeben sich die Freiwerte a zu:

Ui + AjU; + AU,
biu; + bjUj + b um
cu; + cjuy + Cplm,
aiV; + ajV; + QmUm
a=A"1 uy = — biv; + ijj 4+ by Um (5.13)
CiVi + CjU; + CmnUm
QWi + AW + QWi
byw; + bjwj + bW,
\ CiWw; + Cjwj + CpWm

Der Zusammenhang zwischen den Verschiebungen u fiir einen beliebigen Punkt des Elementes
und den Elementknotenverschiebungen ug als den gewé&hlten Freiheitsgraden ergibt sich damit
unter Berticksichtigung von (5.5) und (5.13) zu

u=UA"1uy=Nuy, (5.14)

worin das Produkt aus U und A=Y der Matriz der Ansatzfunktionen N entspricht.

Li 0 0 Lj 0 0 Ly 0
N=UA'=[1L, IL; IL,]=|0 L; 0 0 L; 0 O Ly, 0 (5.15)
0 0 Li 0 0 L 0 0 Ly

GeméB (5.4) 1aBt sich damit die Verschiebung u(y, z) ausdriicken als:

u(y,z) = o1 +ogy+azz=
= ((a; + by + ciz)u; + (aj + bjy + cjz)uj + (am + by + cmz)um) /(24) = (5.16)
= Liju; + Lju; + Lyyup,

Dabei sind L;, L; und L, die Ansatzfunktionen, die fiir das betrachtete lineare Dreieck mit den
Flachenkoordinaten zusammenfallen.

Li = (ai+by+cz)/(24) (5.17)
Li = (aj+0bjy+ciz)/(24) (5.18)
Ly = (am+bny+cmz)/(24) (5.19)

In analoger Weise ergeben sich damit auch die Verschiebungsfunktionen v(y, z) sowie w(y, z).
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GeméB (5.3) erhélt man die Verzerrungen € im fouriertransformierten Raum als das Produkt
aus dem linearen Operator G und dem Verschiebungsvektor .

é=Gu=GNiuy =B (5.20)

Darin ist B die Verzerrungsmatriz, welche sich durch die Anwendung des linearen Operators G
auf die Matrix der Ansatzfunktionen N ergibt.

B = GN=
[ ik, L 0 0 ik, L 0 0 ikeLm 0 0
Zj — Zm Zm — % Zi TRy
0 24 y 0 » 0 2A ” Oy 0 24 on "
0 0 Im — Jj 0 0 JrIm 0 0 Jd) S
I R A Ay 264 Em T E 20A S ) 2(;4
24 v 24 v 24 e
0 Yn —Y; Zj — Zm 0 Yi —Ym 2m — % 0 Yi — Y Zi— Zj
S 24 24 B 24 24 24 24
_ —y’”2 - Yi ikeL; L 5 Aym 0 koL, %2 Ay’ 0 kLo,

(5.21)

5.2 Herleitung der dynamischen Steifigkeitsmatrix

Fine allgemeine Herleitung der Steifigkeitsausdriicke ist mit Hilfe des Prinzips der virtuellen
Arbeiten moglich. Diese lassen sich getrennt als innere virtuelle Arbeit §W;, virtuelle Arbeit
infolge von Trégheit §Wr und duflere virtuelle Arbeit §W, angeben:

oW, = — / SelodV = — / se' DedV
Wp = — / su” ptidV (5.22)

W, = / sul'pdA

Hierbei ist zu beachten, daf die Finite-Elemente-Berechnung im vorliegenden Fall fiir ein ebenes
Problem im (k;, vy, z, w)-Raum, d.h. an jeder Stelle k,, durchgefiihrt wird. Dies hat allerdings
Einflufl auf die Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrizen. Diese sind analog zu dem in Ab-
schnitt 4.2 gezeigten Vorgehen fiir den Fall des Halbraumes mit zylindrischem Hohlraum unter
Beriicksichtigung des Parsevalschen Theorems aufzustellen. Damit 148t sich nun das Prinzip der
virtuellen Arbeiten im transformierten (k,, y, z, w)-Raum formulieren. Dazu sind lediglich in
(4.14) die Funktionen du(x) durch de(x) und t(z) durch o(x) zu ersetzen. Mit der Elastizitéits-
matrix D, der Verzerrungsmatrix B und der Matrix der Ansatzfunktionen N, die in Abschnitt
5.1 eingefiihrt wurden, 1483t sich die virtuelle Arbeit der inneren Spannungen und die Arbeit der
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Tragheitskrafte anschreiben.

Wi = —70[5115 k) [ | / B (~k)DB(k) dy | = ()|
+;:O (5.23)
SWp = / [5110( / { / NTdey] dzug(ky )} dk,

Die duflere virtuelle Arbeit §W, infolge von Lasten, die an den Elementréindern angreifen, ergibt
sich in Abhéngigkeit einer parallel zum jeweiligen Rand definierten Koordinate s zu:

6Wa_//5u pdsdkw_//éuOTNTpdsdkx_
— /5u0T( UNT ds] dk, = /5u0 —kz)po (k) dky.

Darin ist pg der Vektor der dquivalenten Knotenlasten.

(5.24)

Das dynamische Gleichgewicht ist erfiillt, wenn die Summe der virtuellen Arbeiten null ergibt.

ow

SW; + Wi + 6W, =0 (5.25)

W = /5u0 ([ //BT B(k,) dydz +
+ w / / NTpN dydz] ug(k / NTp( ds> dky =0 (5.26)

Beriicksichtigt man, daf das virtuelle Verschiebungsfeld dul (—k,) beliebig und ungleich null
ist, kann es aus der Arbeitsgleichung eliminiert werden. Damit erhilt man nun die folgende
Darstellung der Arbeitsgleichung:

(_ / / B”(~k;)DB(k,) dydz +w? /y / NTPNdde>u0(km)+pO(km) =0 (5.27)

7Y

K M

Mit den oben angegebenen Abkiirzungen koénnen hieraus die klassischen Finite-Elemente-
Gleichungen angeschrieben werden:

[K —w’M]ug(ks) = pol(ks) (5.28)
Kayn uo(ks) = po(kz) (5.29)

Die programmtechnische Umsetzung erfolgte mit Hilfe des kommerziellen Programmpaketes
MATLAB in Anlehnung an eine einfach zu implementierende Routine aus [ALBERTY et al. 1999].
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5.3 Substrukturtechnik

Die Anwendung der Substrukturtechnik erlaubt es, das Verhalten verschiedener Teilstrukturen
mit Ans#tzen zu beschreiben, welche speziell an deren jeweilige Charakteristika angepafit sind.
Diese Eigenschaft 1483t sie fiir die vorliegende Fragestellung — wie fiir Fragestellungen der Boden-
Bauwerk-Interaktion iiberhaupt — als sehr vorteilhaft erscheinen.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird der unendliche Halbraum mit einem zylindrischen
Hohlraum gemé&fl Kapitel 3 mit Hilfe der I'TM, die Tunnelstruktur und gegebenenfalls ein Teil
des den Tunnel umgebenden Bodens gem#fl Abschnitt 5.2 mittels der FEM beschrieben. Die
Kopplung dieser beiden Substrukturen und damit die Beschreibung des gekoppelten Gesamtsy-
stems wird im folgenden erldutert.

In allgemeiner Schreibweise lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir das mit der FEM be-
schriebene Gebiet

Kayn ure = PFE. (5.30)

Wie bereits in Abschnitt 4.2 beschrieben, ist es im Rahmen der FEM-Implementierung nun
besonders vorteilhaft, als Freiheitsgrade fiir das Gesamtsystem die N1 = 3n4, + 2 (fiir den
symmetrischen Lastfall gemdfl Tabelle 3.1) Ansatzkoeffizienten c™ als generalisierte Freiheits-
grade zu verwenden. Bei diesen handelt es sich um die Koeffizienten der Reihenentwicklung
der unbekannten Zwangskréfte am zylindrischen Rand I'g. Zu diesem Zwecke ist es notwendig,
die Freiheitsgrade upg des Elementnetzes in diejenigen Freiheitsgrade ug,,, welche innerhalb
des mit Finiten Elementen beschriebenen Gebietes liegen, und in diejenigen Freiheitsgrade urg,
welche sich auf dem Lochrand I'g befinden, aufzuteilen.

upp = [ Here ] (5.31)
urg

Greift nur innerhalb des Gebietes Qpp eine Belastung an, so lassen sich die in Gleichung (5.30)

angegebenen Finite-Elemente-Gleichgewichtsbedingungen unter Verwendung der Freiheitsgrade

uq,, und urg folgendermaflen formulieren:

Kn Ki2 UQpp PQrg
= . 5.32
[ Ko Ko urg 0 (5.32)
Wie bereits im Zuge der Ermittlung der das Kraft-Verformungsverhalten des Systems Halbraum
mit zylindrischem Hohlraum am zylindrischen Rand I'g charakterisierenden Matrix N in Ab-
schnitt 4.2 beschrieben, werden nun die auf dem Lochrand liegenden Freiheitsgrade urg durch
die Ansatzkonstanten c, der unbekannten Spannungszustinde auf dem Rand I'g ersetzt. Bei

diesen handelt es sich um die Koeffizienten der iiber den Umfang des zylindrischen Hohlraums
in Form von Fourierreihengliedern angesetzten Spannungszusténde.

ur, =Ac, (5.33)

Dabei enthélt die Matrix A die sich infolge der am zylindrischen Rand I'g angesetzten Span-
nungszustinde ergebenden Verschiebungen. Durch diesen Basiswechsel werden die Zustands-
groflen auf einen der Art des vorliegenden Problems und der vorkommenden Lastfille ange-
pafiten diskreten Vektorunterraum beschriankt. Die Ansatzkonstanten c, vermogen folglich in
optimaler Weise als neue Basis zu dienen.
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Schreibt man nun die innere virtuelle Arbeit 6Wr ; und die virtuelle Arbeit infolge von Tragheit
dWrg r fiir die Freiheitsgrade auf dem Lochrand an, so lassen sich die Arbeitsausdriicke (5.23)
folgendermaflen formulieren:

+oo

Wrgi = — / [6c£(—kx>AT<—km> / [ / BT<—kI>DB(kx>dy} dzA(@)cn(kx)} dky
Wrer = 70w2 [&E(—kI)AT(—k:E)/Z [/NTdey} dzA(kx)cn(k:C)} dk,.

(5.34)

Als unabhéngige Freiheitsgrade ug des gesamten Gebietes 2 verbleiben nun die Knotenfreiheits-

grade ug,, im Inneren des Finite-Elemente-Netzes sowie die generalisierten Freiheitsgrade der
Reihenentwicklung c,,.

ug = [ Worp ] (5.35)

Cn
Der Zusammenhang zwischen den Freiheitsgraden ug und upp kann nun unter Verwendung
einer Transformationsmatrix
I 0
T= .
[ 0 A } (5.36)

beschrieben werden.
_ _ I 0 UOpg | _ | WQpp | _ | UQpg
urp = Tug = { 0 A] [ cn } - { Ac, | | wur, (5.37)

Mit dieser Transformationsmatrix wird nun die Steifigkeitsmatrix des mit Finiten Elementen
diskretisierten Gebietes auf die neuen unabhéngigen Freiheitsgrade ug transformiert:

K _ I 0 K11 K12 I O _ K11 K12A (5 38)

dyn 0 AT | | Ky Ko || 0 A ATKy; ATKgpA |- '
Dabei kann die Steifigkeitsmatrix K1 gemif (5.23) hergeleitet werden. Der Ausdruck ATKgs A
hingegen 148t sich mit Hilfe von (5.34) aufstellen. Die Untermatrizen K2 A und ATK, ergeben

sich analog, wobei darauf zu achten ist, da die Transponierte AT der Transformationsmatrix
an der Stelle (—k,) und die Transformationsmatrix A an der Stelle (k;) zu verwenden sind.

Schluflendlich 148t sich das Finite-Elemente-Gleichungssystem in Abhéngigkeit von den Frei-
heitsgraden ug aufstellen.

Ky Ki2A Uore | _ | PQrg (5 39)
ATKy ATKpA Cn 0 .

Das so erhaltene Gleichungssystem, welches nur das Gebiet €2 beschreibt, kann nun einfach durch
Addition der in Abschnitt 4.2 ermittelten, das Kraft-Verformungsverhalten des umgebenden Sy-
stems Halbraum mit zylindrischem Hohlraum charakterisierenden Matrix N auf den gesamten
unendlichen Bereich ausgedehnt werden.

Ky Ki2A Uorg | _ | POre (5.40)
ATK21 ATKQQA + N Cn 0 '
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Mit Hilfe des in Form von N*° zur Verfiigung stehenden Substrukturverhaltens des Systems Halb-
raum mit zylindrischem Hohlraum kénnen nun Parameterstudien im Bereich des mit Finiten Ele-
menten diskretisierten Gebietes mit vergleichsweise geringem Berechnungsaufwand durchgefiihrt
werden.

5.4 Diskretisierungsfragen

5.4.1 Abtasttheorem

Bei der Kopplung zweier Substrukturen wie dem auf Basis der ITM beschriebenen System
Halbraum mit zylindrischem Hohlraum und dem innenliegenden FEM-Gebiet am Rand I'g ist
es von groflier Wichtigkeit, eine unzuléssige Energieabsorption an diesem Rand zu vermeiden.
Diese tritt dann auf, wenn eine ungeniigende Abtastrate es nicht erlaubt, alle signifikanten
Spektralinhalte zu erfassen. Folglich mufl die Abtastung entlang des Randes I'g fein genug sein.
Gleichzeitig besteht jedoch das Interesse, die Abmessungen der Finiten Elemente so grofl wie
moglich zu wéhlen, um Rechenzeit einzusparen.

Im Falle des Halbraumes mit kreiszylindrischem Hohlraum wird die Kopplung im transformierten
(kz, w)-Raum entlang des in Abhingigkeit der Koordinaten r und v bzw. der Koordinaten y
und z beschriebenen Randes I'g fiir die verschiedenen Fourierreihenglieder in Umfangsrichtung
durchgefiithrt. Hierbei ist sicherzustellen, dafl das hochste zu verwendende Fourierreihenglied
durch eine ausreichende Anzahl von Knoten entlang des Randes I'g abgebildet werden kann. Dies
wird durch das Abtasttheorem nach Nyquist-Shannon sichergestellt. Dieses im Frequenzbereich
bekannte Theorem gilt im Wellenzahlraum analog. In Abhéngigkeit vom Abtastabstand Ap
lautet es: o

kabtast = AL > Q‘kmax|- (541)

Daraus ergibt sich der maximale Abtastabstand Ay, wenn die abzutastende Funktion durch das
Intervall [—Kpaz, kmaz] bandbegrenzt ist. Diese Bandbegrenzung entspricht dabei der Abbildung
einer kleinsten Wellenlénge \,,ip:

T Amin

Voraussetzung fiir eine Bandbegrenzung ist, dafl die Fourier-Transformierten fiir alle Werte
k > kmaer verschwinden. Diese Bedingung ist im allgemeinen jedoch nicht eingehalten; die
Fourier-Transformierte konvergiert zwar gegen null, eine Bandbegrenzung k., 148t sich je-
doch nicht angeben. Im Rahmen des hier verwendeten Vorgehens liegt eine Bandbegrenzung
durch die Begrenzung der Anzahl der Fourierreihenglieder in Umfangsrichtung sowie der Anzahl
der Knoten auf dem Rand I'g vor. Diese Begrenzung ist folglich derart an die wellendynami-
schen Verhiltnisse anzupassen, die unter einer gegebenen Belastung sowie den vorhandenen
Materialkenngréflen und geometrischen Verhéltnissen vorliegen, dafl alle signifikanten Beitrége
beriicksichtigt werden.

Werden Bodenerschiitterungen betrachtet, so konnen aufgrund der schon bei einem geringen
Bodenvolumen wirksamen Filterwirkung des Bodens kurzwellige Losungsanteile, welche z.B. aus
der Lasteinleitung herriihren, vernachlissigt werden. Fiir tiefliegende Tunnels ist die kiirzeste
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zu erfassende Wellenléinge folglich die Lange der Schwerwelle. Diese ist keine Materialkonstante,

sondern sie ergibt sich aus der Scherwellengeschwindigkeit c¢s geméfl (2.19) und der Frequenz f
Zu: .
S

As 3 (5.43)

Dabei ist in diesem Zusammenhang die grofite im System vorkommende Frequenz f mafigebend.

Fiir oberflichennahe Tunnels hingegen ist die Rayleighwellenliange Ag die kiirzeste zu erfassende

Wellenlénge.

Durch die Beziehung (5.42) in Verbindung mit (5.43) wird sichergestellt, da am Rand I'g
zwischen dem innenliegenden FE-Gebiet und dem angrenzenden unendlichen Halbraum eine
ausreichende Anzahl von Knoten vorhanden ist. Zu dem jeweiligen Fehlermafl, welches mit
einer bestimmten Diskretisierung im Spektralbereich korrespondiert, sei an dieser Stelle auf
[Z1rRwASs 1996] verwiesen.

5.4.2 FEM-Diskretisierung

Fin weiteres wichtiges Kriterium im Zusammenhang mit Fragen der Diskretisierung ist die
Erfassung der Wellenamplituden durch die Finiten Elemente. Werden wie in der vorliegen-
den Arbeit Finite Elemente mit linearen Verschiebungsansétzen verwendet, so geniigen geméf
[Lysver 1978] acht Elemente je Wellenléinge, um eine Genauigkeit der Abbildung der Amplitu-
den von iiber 90 Prozent zu erreichen. Hall [HALL 2000] zeigt hierzu anschauliche Ergebnisse fiir
ein FE-Netz mit fiinf sowie mit zehn linearen Elementen je Wellenldnge. Fiir die Kantenldnge
der Finiten Elemente ist demnach folgende Bedingung zu erfiillen:

As
Aabtast < § (544)



Kapitel 6

Dynamische Fahrzeug-Fahrweg
Interaktion

Der Korperschall entsteht im Rad-Schiene-Kontaktpunkt und pflanzt sich von dort in das Fahr-
zeug sowie in den Untergrund fort. Ursachen fiir die Entstehung des Koérperschalls im Rad-
Schiene-Kontaktpunkt sind gemédfl [WrTTscHUREK et al. 2004] vor allem Unebenheiten der
Schienen- und Radlaufflichen. Diese fithren zu Kontaktkriften, welche das gesamte System zu
Schwingungen anregen. Hierbei werden die Weg- oder Geschwindigkeitserrequng infolge von geo-
metrischen Formabweichungen bei Rad und Schiene und die parametrische Schwingungsanrequng
infolge von Ortlichen und damit aus der Sicht des bewegten Bezugssystems zeitlichen Steifigkeits-
wechseln des Gleis-Oberbau-Systems beim Uberrollvorgang unterschieden.

Eine sehr héufig verwendete Methode zur Beschreibung der dynamischen Fahrzeugwirkungen
sind jedoch (bewegte) harmonische Lasten, welche auf den Oberbau wirken. Dabei wird das
Fahrzeug nicht modelliert, sondern in Form von Einzellasten abgebildet. Vernachlédssigt man die
Interaktion derart, so konnen zwar einzelne Effekte studiert, jedoch keine umfassenden Aussa-
gen gemacht werden, da sowohl die Gréfle der einzelnen harmonischen Anteile als auch deren
Frequenzband geschitzt werden miissen. Eine Moglichkeit der Erfassung der auftretenden kom-
plizierten Effekte ist die Verarbeitung von detaillierten MeBergebnissen zur Generierung eines
Lastbildes fiir die Rad-Schiene-Kontaktkréfte [Lizs 1997]. Eine weitere Moglichkeit stellt die
Verwendung von Oberbau- und Fahrzeugmodellen dar, welche in der Lage sind, den komplizier-
ten Interaktionsvorgéingen Rechnung zu tragen. Als Anregung kénnen dabei z.B. Radunrund-
heiten [DinkeL 2001, LeENz 2003] oder gemessene Rauhigkeitsbinder der Schienenoberfliche
[LOMBAERT et al. 2006a] berticksichtigt werden. In der vorliegenden Arbeit soll der Oberbau
als elastisch gelagerte Platte und das Fahrzeug als Einmassenschwinger sowie mit Hilfe eines
Drehgestellmodells modelliert werden, wobei sinusférmige Schienen- bzw. Radoberflichenrau-
higkeiten angesetzt werden.

Als erster Schritt ist vor der eigentlichen Interaktionsberechnung die Durchsenkung der Fahrweg-
platte unter einer Einheitslast zu ermitteln. Daraus erhélt man eine Steifigkeit fiir das gekoppelte
System Platte-Tunnel-Halbraum im Wellenzahl-Frequenzraum, welche in der darauffolgenden In-
teraktionsberechnung benoétigt wird.

70
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6.1 Interaktion eines Masse-Feder-Systems mit dem Tunnel

Als Mafinahme zur Isolation von Erschiitterungen und Korperschall in Tunnels kommen héufig
sogenannte Masse-Feder-Systeme (MFS) zum Einsatz. Hierbei handelt es sich um eine elastisch
gelagerte Fahrwegplatte, deren Isolationswirkung auf der tiefen Abstimmung des Systems beruht.
In Abbildung 6.1 ist ein mit einem Masse-Feder-System ausgeriisteter Tunnel mit zylindrischer
Tunnelschale dargestellt.

Abbildung 6.1: Systemskizze fiir ein Masse-Feder-System in einem Tunnel

Wird die Platte als in Querrichtung starr angenommen, reduziert sie sich im Sinne der Me-
chanik zum elastisch gebetteten Balken. Als Euler-Bernoulli-Balken geniigt er der folgenden
Differentialgleichung:

ETwg (z,t) + mip(z,t) = p(z,t) + q(z,t) cosy (6.1)

Hierin ist p(z,t) die &uBere Belastung des Balkens und ¢(z,t) die resultierende Kontaktkraft in
den Bettungselementen zwischen der Platte und der Tunnelstruktur. Der Winkel v bezeichnet
hier die Neigung der Bettung gegeniiber der Vertikalen im Falle von in Radialrichtung mit einer
zylindrischen Tunnelschale gekoppelten Bettungselementen (vgl. Abbildung 6.2).

Nach einer zweidimensionalen Fouriertransformation (z o—e k,, t o—ew) erhilt man die Diffe-
rentialgleichung im Wellenzahl-Frequenzraum.

EIkMip(ky,w) — w?mivp(ky,w) = p(ky,w) + ¢(ke, w) cosy (6.2)

Wie man sieht, beschreibt die Differentialgleichung des elastisch gebetteten Balkens im fourier-
transformierten Raum einen Einmassenschwinger. Das Modell des Balkens reduziert sich folglich
im Wellenzahl-Frequenzraum auf das Modell einer Masse auf einer elastischen Bettung.

Wie Abbildung 6.2 zu entnehmen ist, ergibt sich die Kraft in den Bettungselementen in
Abhéngigkeit von der Differenz der Verschiebungen wp cosvy am oberen und w, am unteren
Ende der Bettungselemente.

Cj<kxaw) = kw(wo<kx7w) - wB(kacv w) COs 7) (6'3)
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Abbildung 6.2: Teilsystem Platte

Das gekoppelte System Halbraum-Tunnelstruktur wird im folgenden durch eine wellenzahl-
frequenzabhéngige Steifigkeit l%hs(k:x,w) reprasentiert. Diese wird aus dem Verhéltnis zwischen
den Verschiebungen am Fufle der elastischen Bettung und der Kraft in den Bettungselemen-
ten ermittelt. Unter Beriicksichtigung der Gleichheit der Verschiebungen wy, (kz,w) = Wo(kz,w)
ergibt sich die Kraft §(k;,w) fiir das aus der Tunnelstruktur und dem Halbraum bestehende
System gem#fl Abbildung 6.3 in Abhéngigkeit von der Steifigkeit l%hs(k:m, w):

Abbildung 6.3: Teilsystem Tunnelschale

(b, w) = —kps(ky, W)ty (kW) = —kns (ks )00 (K w). (6.4)
Hieraus 148t sich der Zusammenhang

q(ka, w)

Wo(ky,w) = —=
( ) khs(kxaw)

(6.5)
gewinnen, womit man in (6.3) eingesetzt die Kontaktkraft ¢(k,,w) nur noch in Abhéngigkeit
von der Balkenverschiebung wpg(k;,w) erhélt.

_kw U kx, 7 ~
Dp( k‘”) T — ey, w)iop (K, w) cos Y (6.6)
(1 5tes)

Hierin ist l%(k:x,w) die wellenzahl-frequenzabhéngige Steifigkeit des in Reihe geschalteten Sy-
stems aus der Bettung k,, und der fiir das System Halbraum-Tunnelschale ermittelten Steifigkeit

Q(kmw) =
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Fops (kay w):
) = 1  kwkps(kp,w)
v . 1 kw'*']%hs(kmaw).

(6.7)

ko * I%hs (kz 7‘*’)

Setzt man nun die Kontaktkraft ¢(k,,w) aus (6.6) in Gleichung (6.2) ein, so erhilt man die
Durchsenkung wp(k,;,w) des Balkens im transformierten Raum infolge einer dufleren Belastung
p(ky,w) zu
(ks (K,
(ke w) = Dk, w) _, Plhaw) (6.8)
EIk} —w?m + k(ky,w)cos?y  Dg(ky,w)

worin bg(k’m,w) = Bk} — w’m + l;:(km,w) cos?~ eine das gesamte System elastisch gebette-
te Platte-Tunnel-Halbraum charakterisierende wellenzahl-frequenzabhéngige Steifigkeit ist. Der
hier gebrauchte Terminus Steifigkeit im Wellenzahl-Frequenzraum wurde im Zusammenhang mit
der Kopplung des Halbraumes mit einem Balken auf seiner Oberfliche von Dietermann und Me-
trikine [DieTERMANN und MeTRIKINE 1990] als Halbraumsteifigkeit eingefiihrt. Wie man sieht,
setzt sich die Bettung der Masse aus zwei parallelgeschalteten Anteilen zusammen: zum einen
aus der Biegesteifigkeit E'I des Balkens und zum anderen aus dem in Reihe geschalteten System
mit der Steifigkeit k(ky,w).

Die Kontaktkraft zwischen der Tunnelschale und der elastischen Bettung der Platte — bzw. im
mechanischen Sinne des Balkens — kann man durch Einsetzen der in (6.8) ermittelten Durchsen-
kung wpg(k,,w) des Balkens in (6.6) berechnen.

R —Akx,wl%k:x,w cos —p(ky, w)ky, cos
05 (k) = B f))(li w)) L kp( ) kv (6.9)
S Ds (kz, w) <1 - ichs(km,w))

Bringt man schlufendlich diese Kontaktkraft im fouriertransformierten (k,, w)-Raum auf die
entsprechenden FE-Knoten auf, so lassen sich mit (5.40) die Koeffizienten der unbekannten
Zwangskrifte am fiktiven Lochrand I'g ermitteln. Kennt man diese Koeffizienten, so kann man
nach Aufbringen dieser Zwangskréfte alle Zustandsgréfien an einer beliebigen Stelle im Halbraum
berechnen, zum Beispiel die Verschiebungen auf der Halbraumoberflache.

6.1.1 Ermittlung der Fahrwegverschiebung im Originalraum

Soll der Fall der nichtlinearen Interaktion eines Fahrzeuges mit dem an das System Tunnel-
Halbraum angekoppelten Masse-Feder-System betrachtet werden, so mufl die Berechnung im
Zeitbereich erfolgen.

Wie in Abschnitt 6.1 gezeigt, ergibt sich die Durchsenkung der Platte als Quotient zwischen der
Lastfunktion p(k;,w) und der wellenzahl-frequenzabhéngigen Steifigkeit Dg(k,,w) aus (6.8).
Diese muf3 nun im Zeitbereich berechnet werden.

FEine beziiglich des Ortes punktférmige Last wie die Interaktionskraft zwischen den Rédern und
dem Fahrweg nimmt im Zeitbereich folgende Form an:

p(x,t) = P(t)o(x — vt) (6.10)
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Mit Hilfe einer zweidimensionalen Fouriertransformation (zo—ek,, to—ew) ergibt sich unter
Beachtung des Verschiebungssatzes der Fouriertransformation (vgl. Abschnitt 2.5.2, Anhang A)
die Lastfunktion im Wellenzahl-Frequenzraum.

Pz, w) = P(w + vky) (6.11)

Nach Einsetzen dieser Lastfunktion in (6.8) und anschlieender zweidimensionaler Fourierriick-
transformation (k, e—ox, w e—ot) erhilt man die Verschiebung des Balkens im Originalraum
an der Stelle x = vt.

H( ky)
rm = gy [ 200 gy T TP g g,
= 4n? Dg km,w T A2 Dg(ky,w)

—00 —O0 —00 —00
(6.12)
Mit der Substitution w’ = w + vk, ergibt sich die Verschiebung des Fahrweges zu:

1 [e.9] o0 o
w(r =vt,t) = — / / e“tdk,du’ (6.13)
CAr Dg km,w - Uk )

Dieser Ausdruck kann nun durch Einfithren der Ubertragungsfunktion H (W) fiir das gesamte
gekoppelte System Platte- Tunnel-Halbraum

. 17 1
H(W) = — - dk, (6.14)
2 Dg(ky,w'" — vky)

als inverse Fouriertransformation (IFT) des Produktes aus der Lastfunktion P(w’) und der
Ubertragungsfunktion des Systems H(w’) im Frequenzraum formuliert werden.

wp(t) = wz = vt, 1) = % / (P(w’)ﬁ(w')) e'tdw = TFT (P(w')fﬁr(w')) (6.15)

Im Falle der Interaktion mit einem Fahrzeug, welches nichtlineare Eigenschaften aufweist, ist
die Losung im Frequenzraum nicht moéglich. Die Berechnung der Verschiebung der Platte muf3
dann im Zeitbereich erfolgen. Dazu ist die Auswertung eines Faltungsintegrals notig, welches aus
der inversen Fouriertransformation des Produktes aus der Lastfunktion P (w') und der Ubertra-
gungsfunktion des Systems H (w') hervorgeht. Dabei ergibt sich die Impulsreaktionsfunktion des
gesamten Systems durch die inverse Fouriertransformation der Systemiibertragungsfunktion.

AP
ht) = & / A () (6.16)
2

Damit 148t sich nun die Verschiebung der Fahrwegplatte als Faltung der Impulsreaktionsfunktion
h(t) mit der Lastfunktion P(t) im Zeitbereich berechnen.

¢
/P h(t —7)dr (6.17)
0
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6.2 Fahrzeugmodell und Anregung

6.2.1 Fahrzeugmodell Drehgestell

Als Fahrzeugmodell fiir die numerischen Untersuchungen wird — wie auch bei Dinkel und Lenz
[DinkeL 2001, LeENz 2003] — das in Abbildung 6.4 dargestellte Drehgestellmodell von Ripke
[Ripke 1995] verwendet. Dieses besitzt mit den beiden Rédern zwei Kontaktpunkte zwischen

Abbildung 6.4: Modellierung des Fahrzeugs als Drehgestell auf einem Fahrweg mit der Schie-
nenoberflichenrauhigkeit Aw(x) (aus [LENZ 2003])

Fahrzeug und Oberbau. Mit dem Radabstand L ergibt sich die Lastfunktion unter Beriicksich-
tigung des Verschiebungssatzes der Fouriertransformation (Anhang A).

Dbz, w) = Fo(ky, w + vky) + F1 (ky, w + vky ) et (6.18)

Die geometrische Situation der Anregung der Fahrwegplatte infolge einer in Léngsrichtung
veradnderlichen Oberflichenrauhigkeit der Schiene Aw(x) ist ebenfalls in Abbildung 6.4 dar-
gestellt. Fiir den Fall eines sich mit konstanter Geschwindigkeit v bewegenden Zuges kann man
diese in eine zeitabhéngige Unebenheit Aw(t) umrechnen.

Die Verschiebung der Radaufstandspunkte wg;(t) unterscheidet sich demgeméifl von der Ver-
schiebung des Fahrweges wp(t) durch die Oberflichenrauhigkeit Aw(t).

wp(t) = wr(t) + Aw(t) (6.19)

Fiir die fiinf Freiheitsgrade des Drehgestells sowie die beiden Interaktionskrifte Fy und Fy zwi-
schen den R#dern und der Fahrbahn ergeben sich die folgenden fiinf Differentialgleichungen

mww + c2(—wp + ww) + ko(—wp +ww) = 0

mpip + c2(wp — ww) — c1(Wr1 + Wro — 2Wp)+

+k2(wp — ww) — k1(wr1 +wro — 2wp) = 0
. . L L2 L L L? L
Ippo + c1(wro— + 2¢00— — wr1—) + ki(wro= + 2¢p0— —wri—) = 0 (6.20)
2 4 2 2 4 2
.. . . . L L
meRo+Fo+C1(wRo—wD+¢0§)+k1(wRo—wD+¢0§) =0

. . ) . L L
mprwr1 + Fi + c1(wp1 — wp — ¢0§) + ki (wgr1 —wp — ¢0§) =0
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sowie zwei algebraische Integralgleichungen

wRo(t) + Awo(t) = /Ot(h()()(t — T)F()(T) + hOl (t — T)F1(T))d7‘
(6.21)

U)Rl(t) + Awl(t) = /Ot(hlo(t — T)F()(T) + hll(t - T)Fl(T))dT.

Mit h;; wird hier die Impulsreaktionsfunktion an der Stelle 7 infolge einer an der Stelle j einwir-
kenden Belastung bezeichnet.

6.2.2 Fahrzeugmodell Einmassenschwinger

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im folgenden teilweise auch der in Abbildung 6.5
dargestellte Einmassenschwinger als Fahrzeugmodell herangezogen, insbesondere fiir die Un-

Abbildung 6.5: Modellierung des Fahrzeugs als Einmassenschwinger auf einem Fahrweg mit der
Schienenoberflichenrauhigkeit Aw(x) (aus [Lrnz 2003])

tersuchung der Interaktion mit einem nichtlinearen Fahrzeug. Vernachldssigt man die Masse
des Rades, so wird das Interaktionsproblem vollstdndig durch folgende Differentialgleichungen
beschrieben:

mwww + c1(ww — wr) + k1 (wwy —wr) =0 (6.22)
F—Cl(ww—wR)—kl(ww—wR) =0 (623)
wr = [ F(r)h(t —7)dT — Aw (6.24)

/

Unter Beriicksichtigung der Beziehung zwischen der Radunrundheit Aw(t), der Radverschiebung
wr(t) und der Balkenverschiebung wp(t) aus Gleichung (6.19)

wp(t) = wr(t) + Aw(t)

stehen damit nun drei Gleichungen zur Ermittlung der drei Unbekannten (Verschiebung des
Wagenkastens wyy (t), Balkenverschiebung wg(t) und Kontaktkraft zwischen Rad und Balken
F(t)) zur Verfiigung. Dabei ist h(t) die in (6.16) unter Beriicksichtigung von (6.14) ermittelte
Impulsreaktionsfunktion fiir das gekoppelte System Fahrweg-Tunnel-Halbraum fiir eine Last,
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welche sich geméaf (6.10) mit der Geschwindigkeit v bewegt.

o0

1 1 7 1 o
h(t) = o o / - p dk, | €“'tdw’ =
™ ™ Dg(ky,w' — vky)

—00

1 )
= IFTy (IFTh 50| - _ IFT, (H(w'))
Dg(ky,w' — vky)

(6.25)

6.3 Lineare Interaktion

Betrachtet man den rein linearen Fall, so kann das vorliegende Problem der Interaktion des
Drehgestells mit dem Fahrweg vollstéindig im fouriertransformierten Raum gelost werden. Hierzu
sind die Differentialgleichungen (6.20) beziiglich der Zeit zu transformieren (¢t o—e w). Man erhilt
im Frequenzbereich folgende Bewegungsgleichung in Abhéngigkeit von den fiinf Freiheitsgraden
des Fahrzeugs

K (w)w(w) = p(w) (6.26)
mit der Impedanzmatrix
[ —w?my+ —iwes — ko 0 0 0 i
+iwes + ko
—w?mp+
+iw(2e1 + )+ 0 —iwey — ki —iwer — ky
+2k1 + ko
_ 2 Ly- Ly-
K(w) = —w4ly+ 5(iwey + k1) —F(iwey + k1) |,
—i—L;(iwcl + k1)
symm. —w?mp+ 0
+iwer + Kk
—w?mp+
L +iwey + k|
(6.27)
den Freiheitsgraden
wl(w) = [ ww(w) wp(w) ¢pw) wro(w) wri(w) | (6.28)
sowie dem Lastvektor
prw=[000 —Fyw -F)]. (6.29)

Dieses Gleichungssystem l&3t sich nun nach den Verschiebungen der beiden Réder wgy und wgry

auflosen.
A (w) ] { —Fy(w) } (6.30)

wWrw) = Aw)f(w) (6.31)
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Die Elemente der Matrix A(w) sind in [LENZ 2003] angegeben.

Dieses Gleichungssystem kann nun wiederum nach dem Vektor der gesuchten Interaktionskréfte
f(w) aufgelost werden.
f(w) = A w) Wr(w) (6.32)

Damit sind nun die Interaktionskréfte zwischen den beiden Rédern und der Fahrwegplatte in
Abhéngigkeit von den Verschiebungen der beiden Radaufstandspunkte gegeben.

Fiir das Gesamtsystem bestehend aus dem Fahrzeug sowie dem gekoppelten System Fahrweg-
Tunnel-Halbrawm kann man nun im fouriertransformierten Raum im mitbewegten Koordinaten-
system fiir £ = 0 ebenfalls eine lineare Kraft-Verformungsbeziehung zwischen den Interaktions-
kréaften an den Rad-Platte-Kontaktpunkten und dem Differentialoperator des Bodens, d.h. der
in (6.8) definierten wellenzahl-frequenzabhingigen Steifigkeit Dg(k,,w), formulieren.

Bll BlQ
X ~ 1 dk, : © 1 ethdk,
7 T — = —F —_—— _F I -
bp(7 =0,w) o) /oo 21 Dg (kg w — vky) 1) /oo 21 D (ke w — vky)
= Wro(w) + At (w) (6.33)
. o e~k g . R | dk,
vp(z = —L = —F —— —F ~o -
'U}B(.’E ’w> O(w> /;oo 27 DS(kxaw—’l}ka}) l(w) /—oo 27 Ds(kx,w—'l)kg;)
Boy Bao
= g (w) + A () (6.34)

Mit den oben eingefithrten Bezeichnungen, wobei By; = Bos gilt, ergibt sich in Matrixschreib-
weise folgendes Gleichungssystem:

ot oot | [ | = LG [500] e

B(w)f(w) = Wa(w)+AW(w)

Die Verschiebungen der beiden Réder wgy und wgy erhélt man nun, indem man die Interakti-
onskrifte aus (6.32) in das Gleichungssystem (6.35) einsetzt.

Wi = (BAT -1 Aw
_ 1

A11Bay — Ay1Age + A9 A9 — A19Bo1 — Ao1 Bia + Asa B — B11 B2 + B11 By
[ A11Agy — A11Bag — A12A21 + A12Ba A11Bia — A12B11 A

—A21 By + A22Boy A1 — A19 Aoy + Ao Bia — Ao B

ni(w) nia(w) .

AW 6.36
[ no1(w) mno2(w) ( )

Hierbei ist zu beachten, dafl die Abhéngigkeit von der Kreisfrequenz w in den obigen Gleichungen
zum Zwecke der Ubersichtlichkeit teilweise weggelassen wurde.

Mit dem gegebenen Gleichungssystem lassen sich nun die Radverschiebungen wpgy und wpy
in Abhéngigkeit von den Oberflichenunrundheiten der beiden Réder berechnen. Sinusférmige
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Radunrundheiten mit den Amplituden A; und den Frequenzen €); nehmen im Frequenzraum
folgende Form an:
A (w) = Ajim(d(w + Q) — d(w — Q)) (6.37)

Die inverse Fouriertransformation beziiglich der Zeit kann fiir die gegebene Lastfunktion analy-
tisch erfolgen. Hierzu sind die Verschiebungen lediglich fiir die zwei Frequenzen w auszuwerten,
bei welchen die Argumente der beiden Delta-Dirac Distributionen verschwinden. Dies ist der
Fall fiir w; = —Q und wy = Q. Dieses Vorgehen zum Ubergang vom Frequenzraum in den Zeit-
bereich wird im folgenden zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit fiir den Fall des in Abbildung
6.5 dargestellten Einmassenschwingers gezeigt. Da dieser nur ein Rad besitzt, entfallen in den
Gleichungen (6.33) und (6.34) die Terme Bj2, Bo; und Bgs. Die Interaktionskraft Fy (w) 148t sich

mit Hilfe der Impedanz k,,(w) des Einmassenschwingers

! (6.38)

1 1
—w2m + iwetk
berechnen, wobei hier die Definition der Interaktionskraft Fy (w) als Druckkraft zu beachten ist:

Fy(w) = —kuw(w)tbro(w) (6.39)

GeméB Gleichung (6.33) ergibt sich die Balkenverschiebung in diesem Fall mit der in (6.14)
definierten Systemiibertragungsfunktion H(z = 0,w) zu

Wp(E = 0,w) = —Fp(w) /_OO _%Dg(kxdff— - e (W)ibgo (W) H(Z = 0,0).  (6.40)

Unter Beachtung der Definition (6.19) kann man nun die Radverschiebung wpgg berechnen.
0,w) = —ku(W)hro(w)H(Z=0,w)— At(w) (6.41)
Add
0w) = - Avw (6.42)
1+ ky(w)H(z =0,w)

A~

WRo(

8l
Il

A~

WRo(

I
I

Betrachtet man den Fall einer sinusformigen Radunrundheit Awp(€2) mit der Amplitude Ay
geméB (6.37), so ist die Radverschiebung nun lediglich fiir die beiden oben ermittelten Werte
w1 = —O und wy = 2 auszuwerten.

. —iQt iQt
wro(F = 0,1) = —Ag L < ¢ ¢ ) (6.43)

2 \ 1+ ho(—Q)H(Z =0,-Q) 1+ ku(QH(z =0,Q)

Da das Ergebnis im Originalraum rein reell sein muf}, handelt es sich bei den beiden Summanden
um zwei konjugiert komplexe Losungen. Deshalb geniigt es, nur eine dieser beiden Losungen zu
berechnen. Die gesuchte Verschiebung ergibt sich nun als das Zweifache des Realteils eines der
beiden Summanden.

i eth
wro(Z = 0,1) = 240R | = —— . 6.44
ol ) =24 (2 1+/<:w(Q)H(:E:0,Q)> (6.44)

Nun wird wieder das Drehgestellmodell mit beiden Rédern betrachtet. Fiir den Fall zweier
sinusformiger Radunrundheiten Awg(Qro) und Awq(271) mit zwei verschiedenen Amplituden
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Ap und Ay sowie zwei verschiedenen Frequenzen 7o und 277 konnen die Verschiebungen der
Réder im Zeitbereich ermittelt werden.

[wRoa)} _ §R<[H11(QL1) n12<QL2>H7;Aoe?”L“D (6.45)

wr1(1) n21(Qr1) n22(Qr2) iA;eifiret

GeméB der Definition (6.19) ergeben sich hiermit die Verschiebungen des Balkens in den Rad-
aufstandspunkten.

[wBo(t)] _ %([nn(QLl) n12(Qr2) } [z’AoemLot]> +[AOSiH(QLot)] (6.46)

wp1(t) n21(2r1) n22(Qr2) Z'AleiQth Ay sin(Qpqt)

6.4 Nichtlineare Interaktion im Zeitbereich

Da im vorliegenden Fall eine analytische Auswertung des in (6.17) gegebenen Faltungsintegra—
les nicht moglich ist, wird es im folgenden numerisch aufbereitet (vgl. Lenz [LLEnz 2003]). Setzt
man eine dquidistante Abtastung mit dem Abstand At sowie einen konstanten Verlauf der Kraft-
funktion F'(t) sowie der Impulsreaktionsfunktion h(t) zwischen zwei Abszissenwerten voraus, so
erhélt man den Verschiebungswert am Ende des Zeitschrittes. Der Schritt ¢ + 1 entspricht dabei
dem aktuellen Zeitpunkt ¢ = (i + 1)At.

A

L g hist Tt [FO (R + h¥) + FHL (R 4 B0)] (6.47)

wy T =w
Durch die Bezeichnung w"*s* soll hervorgehoben werden, daf lediglich Beitrige der Kontaktkraft
F(t) aus fritheren (,,historischen®) Zeitschritten eingehen.

whist — % Z s (hi+1fk+1 1 opi—k+l 4 hiflkarl) (6.48)
k=1

Lenz [Lrnz 2003] hat die Antworten verschiedener Systeme — einer Masse, einer Feder und des
Systems Balken auf Halbraum — auf einen Impuls dargestellt. Er zeigt, daf§ die Impulsreaktions-
funktion fiir eine Masse zum Zeitpunkt ¢ = 0 den Wert null annimmt, daf} sie fiir das System
Balken auf Halbraum jedoch einen endlichen Wert ungleich null annimmt. Dies liegt in der
Balkentheorie begriindet. Fiir das gemifl Abschnitt 6.1 mit einem als Euler-Bernoulli-Balken
modellierten Masse-Feder-System zur Korperschallisolation gekoppelte Gesamtsystem kann der
Wert der Impulsreaktionsfunktion h? zum Zeitpunkt ¢ = 0 nicht zu null angenommen werden
und ist folglich zu berticksichtigen. Mit Hilfe des Zeitschrittverfahrens wird jedoch sichergestellt,
daB die Kontaktkraft FO zum Zeitpunkt ¢ = 0 den Wert null annimmt. Damit ergibt sich die
Balkenverschiebung aus (6.47) zu:

. At .
?1 whzst + I}WZ—H (hl + h()) (6.49)

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung erhélt man die im folgenden bendtigte Ab-
leitung der Balkenverschiebung. Zu ihrer Berechnung bedarf es der Ermittlung der Impulsge-
schwindigkeitsreaktionsfunktion A(t).

/F h(t — 7)dr + F(t)h(t = 0) (6.50)
0
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Bereitet man dieses Faltungsintegral ebenfalls unter Verwendung einer dquidistanten Abtastung
mit dem Abstand At sowie unter Annahme eines konstanten Verlaufs der Kraftfunktion F'(t) so-
wie der Impulsgeschwindigkeitsreaktionsfunktion h(t) zwischen zwei Abszissenwerten numerisch
auf, so erhilt man wieder unter Beriicksichtigung von F° = 0

Wi = @t 4 %F”l (hl - h“) + FHRY (6.51)
mit .
7
Whist — % Z k (hiJrlkarl Lokt }'liflkarl) ‘ (6.52)
k=1

Die Gleichungen (6.20) und (6.21) im Falle des Drehgestellmodells resp. die Gleichungen (6.22)
bis (6.24) im Falle des Einmassenschwingers besitzen jedoch eine ungewohnliche Form; es han-
delt sich hierbei nicht um reine Differentialgleichungssysteme. Im Falle des Drehgestellmodells
liegt ein Gleichungssystem vor, welches aus fiinf Differentialgleichungen (6.20) sowie zwei soge-
nannten retardierten Gleichungen (6.21) besteht, welche ein Integral enthalten. Im Falle des
Einmassenschwingers handelt es sich um ein System, welches aus zwei Differentialgleichun-
gen (6.22) und (6.23) sowie einer retardierten Gleichung (6.24) besteht. Es handelt sich hier-
bei um eine spezielle Klasse von Systemen, welche als Differentiell-Algebraische Gleichungen
(DAE) bzw. im vorliegenden Fall mit retardierten Gleichungen als Retardierte Differentiell-
Algebraische Gleichungen (RDAE) bezeichnet wird. Lutzenberger hat sich in seinen Arbeiten
[LUTZENBERCGER 2003, LuTzENBERGER 2006] ausfithrlich mit diesen Gleichungen und den da-
mit verbundenen Problemen im Zusammenhang mit der numerischen Lésung solcher Gleichungs-
systeme beschéftigt. Diese besitzen ausgesprochen unvorteilhafte Eigenschaften. So kénnen nu-
merische Berechnungen — selbst bei der Verwendung unbedingt stabiler Zeitschrittintegrations-
algorithmen wie dem Newmark-(3-Verfahren — zu fehlerhaften hochfrequenten Beitrdgen oder
gar Instabilitdten fithren, welche keinerlei mechanische Bedeutung besitzen. Diese hochfrequen-
ten Storungen kénnen jedoch nicht durch die Wahl kleinerer Zeitschritte beseitigt werden. Ohne
weiter ins Detail zu gehen, soll an dieser Stelle nur darauf hingewiesen werden, dafy das Verhalten
des Systems entscheidend vom sogenannten Indexr — dem Stirungsindex p;, welcher im Rahmen
der betrachteten mechanischen Anwendungen mit dem Differentiationsindex d; identisch ist —
abhéngt. Der Differentiationsindex wird aus der Anzahl der Differentiationen der algebraischen
bzw. der retardierten Gleichung bestimmt, welche notwendig ist, um das Gleichungssystem in
seine Normalform zu iiberfithren. Der Index erlaubt die Beurteilung, ob ein Zeitschrittalgorith-
mus stabil und storungsfrei ist.

Zur Losung solcher Gleichungssysteme gibt es grundsétzlich zwei verschiedene Wege. Einen Weg
stellt die Elimination der Interaktionskraft aus dem Gleichungssystem dar, sie wird in einem
Folgeschritt explizit ermittelt. Bei dem anderen Weg bleibt die Interaktionskraft im System
enthalten und wird damit implizit bestimmt.

6.4.1 Fahrzeugmodell Einmassenschwinger
Losung mit Elimination der Interaktionskraft

Wertet man das in (6.24) gegebene Faltungsintegral mit der in (6.49) angegebenen numeri-
schen Auswertung aus, so erhdlt man mit (6.19) die Radverschiebung wgr in Abhéingigkeit von
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der Interaktionskraft F' im aktuellen Zeitschritt und in vorherigen Zeitschritten sowie von der
Radunrundheit Aw im aktuellen Zeitschritt
. ) At . )
wg—l _ whlst + ZszJrl(hl + hO) _ sz+17 (653)
wobei mit w** wieder die Beitrige der Kontaktkraft F' aus zuriickliegenden Zeitschritten geméf
(6.48) bezeichnet werden. Lost man diese Gleichung nun nach der Interaktionskraft F' auf, so
erhélt man: . . .
Fi+1 _ U}gl + sz—‘rl o whzst
SL(h! + hO)
Die so bestimmte Kontaktkraft F*+! im aktuellen Zeitschritt kann somit aus dem Gleichungssy-

stem eliminiert werden, es gehen nun lediglich noch bekannte Beitréige von F' aus zuriickliegenden
Zeitschritten in das Gleichungssystem ein.

(6.54)

Das mit Hilfe des Zeitintegrationsalgorithmus zu 16sende Gleichungssystem besteht folglich nur
noch aus den beiden Gleichungen (6.22) und (6.23), wobei die in (6.54) ermittelte Kontaktkraft
in (6.23) eingesetzt werden muf.

k —k 0

d? [mw 0:| d [ Cc1 —Cl] ! ! |:'1U :| hi i+1

L4 + 1 W= | whst — Aw't (6.55)
2 — ki k1 + —_—

dt 00 dt c1 C1 1 /1 %(hl n ho) WR %(hl n ho)

Zur Berechnung von w™s* ist es hierbei erforderlich, am Ende eines jeden Zeitschrittes die

Kontaktkraft fiir den folgenden Zeitschritt gemaf (6.54) zu ermitteln.

Damit liegt nun ein Gleichungssystem vor, welches problemlos mit den bekannten Zeitintegrati-
onsalgorithmen gelost werden kann. In diesem Fall ist es auch numerisch unproblematisch, dem
Rad eine Masse zuzuweisen.

Losung ohne Elimination der Interaktionskraft

Ist das oben gezeigte Vorgehen mit Elimination der Interaktionskraft F'(t) auch grundsitz-
lich moglich, so muf3 jedoch das Ziel der Entwicklung eines Berechnungsverfahrens immer die
praktische Anwendbarkeit sein. Dazu ist allerdings eine einfache rechnerorientierte Aufberei-
tung wiinschenswert, weshalb eine vorhergehende analytische Bearbeitung der Gleichungen zum
Zwecke der Elimination von Interaktionskriften vor diesem Hintergrund als nicht sinnvoll er-
scheint. Deshalb wird im folgenden gezeigt, wie eine Losung ohne vorausgehende Elimination
der Interaktionskraft moglich ist.

Wie Lenz [LLEnz 2003] zeigt, mufl dazu die retardierte Gleichung im vorliegenden Fall zwei-
mal beziiglich der Zeit differenziert werden, damit das Gleichungssystem in seiner Normalform
vorliegt. Der Index des Systems ergibt sich folglich zu d; = p; = 2.

Damit das Newmark-3 = %—Verfahren stabil und storungsfrei arbeitet, ist geméfl Lutzenberger
[LuTzENBERGER 2003] eine Indexreduktion von zwei auf eins erforderlich; folglich muf (6.24)
zur Berechnung der Radverschiebung wg(t) einmal nach der Zeit differenziert werden.

g = | F(r)h(t —7)dr — A (6.56)
/
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Das mit Hilfe des Zeitintegrationsalgorithmus zu l6sende Gleichungssystem, welches nun aus der
einmal differenzierten Gleichung (6.56) und den beiden Differentialgleichungen (6.22) und (6.23)
besteht, kann nun unter Verwendung von (6.51) und (6.52) aufgestellt werden.

g2 | me 00 gl a —a 0 kv —ki 0 Way 0
3| 0 00|+ —c; ¢y 0|4~k k1 1 wg | = 0
0 00 0 10 0 0 -4 <h1+h0)—h0 Ja Whist — Agjyitt

(6.57)
Darin ist h(t) die Impulsgeschwindigkeitsreaktionsfunktion. Diese kann einfach aus (6.25) ermit-
telt werden, indem die Ubertragungsfunktion H (w’) im Frequenzraum geméifl den in Anhang A
angegebenen Differentiationsregeln der Fouriertransformation mit 7w’ multipliziert wird.

- !

h(t) = IFT,, (IFT;%JO (D : d ))) — [FT,, (z’w’ﬁ(w’)) (6.58)
S

/
ke, — vk,

Damit verliert die Ubertragungsfunktion jedoch ihr im Rahmen der Anwendung der Fourier-
transformation nétiges Abklingverhalten beziiglich der Frequenz w’. Wie Lenz [LLnz 2003] zeigt,
tritt dieses Problem zwar nicht infolge einer Impulseinwirkung auf eine Masse, jedoch z.B. infolge
der Einwirkung eines Impulses auf das von ihm untersuchte System Balken auf Halbraum auf,
da die Geschwindigkeit dieses Systems am Krafteinwirkungsort zum Zeitpunkt ¢ = 0 sehr grof3
bzw. unendlich ist. Da dies in der Balkentheorie begriindet liegt, kommt dieser Effekt auch bei
einem gem#fl Abschnitt 6.1 als Euler-Bernoulli-Balken modellierten Masse-Feder-System zum
Tragen. Eine elegante Methode zur Auswertung der Impulsgeschwindigkeitsreaktionsfunktion

h(t) im ersten Zeitschritt ist in [GRUNDMANN und Lunz 2003] gezeigt.

Soll dem Rad, welches im vorliegenden Fall als nicht massebehaftet betrachtet wurde, jedoch
eine Masse zugewiesen werden, dann handelt es sich um ein System mit dem Differentiations-
bzw. dem Storungsindex d; = p; = 3. Ohne Elimination der Interaktionskraft ist es in diesem
Fall notwendig, die Nebenbedingung durch eine zweifache Ableitung der retardierten Gleichung
auf Beschleunigungsebene zu formulieren. Die dann benétigte Impulsbeschleunigungsreaktions-
funktion weist jedoch ein Verhalten auf, das numerisch nicht mehr problemlos zu erfassen ist.

6.4.2 Fahrzeugmodell Drehgestell
Lésung mit Elimination der Interaktionskraft

Beim Drehgestellmodell soll im folgenden den Rédern eine Masse zugeordnet werden, weshalb
es sich wie im Fall eines Einmassenschwingers mit massebehaftetem Rad um ein System mit
dem Index d; = p; = 3 handelt. Aufgrund der kaum moglichen numerischen Generierung der
Impulsbeschleunigungsreaktionsfunktion wird diese Situation mit Hilfe der Elimination der In-
teraktionskraft aus dem Gleichungssystem untersucht.
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Analog zu (6.54) erhélt man die beiden Interaktionskrifte zu

Rt = 2L Gl 4 1) (it + b — Ao — o) —
= (b4 181) (s + bt~ A = )| (6.59)
= ;0 [ (hoo + hoo (w%sé +wil — Awr — 1) -
— (hig + hly (wgfsf + wagp — Awo — wRO)] (6.60)
mit
—(hgo + hoo)” + (ho1 + oy ) (Pig + hip)- (6.61)

Dabei ergibt sich w,’;l’i% gemdf (6.48), wobei die Impulsreaktionsfunktionen hy; und die Kraft

F}, an der Stelle m zu verwenden sind.
Nun kann das Gleichungssystem in Abhéngigkeit von den Freiheitsgraden

WT:[U)W wp gﬁD WRO le] (662)

aufgestellt werden. Bringt man dazu die von den Radverschiebungen wgrg und wg; abhéingigen
Anteile der in (6.59) und (6.60) angegebenen Kontaktkrifte auf die Seite der Steifigkeitsmatrix,
so lautet der Lastvektor

p’=[0 0 0 po p1 | (6.63)
mit

4
= (= (o + o) (wbisf +whis — Awo) + (b + 1y (whih + whit — Awn ) ) (6.64)

4
p= (= (o + ho) (whh + whist — Awn) + (hly + 1) (w{}ﬁ + wlii — Awy) ) (6.65)

Das Gleichungssystem ist nun durch die Massenmatrix

my 0 0 0 0
0 mp 0 O 0
M = 0 0 Iy O 0 , (6.66)
0 0 0 mg O
0 0 0 0 mg
die Dédmpfungsmatrix
(6] —C9 0 0
—cy 2c1 4 ¢y 0 —c1  —C
2
C=1| o0 0 Loy Lo —%5a |, (6.67)
0 —C1 %Cl C1 0
0 —C1 —%Cl 0 C1



6.4. Nichtlineare Interaktion im Zeitbereich 85

sowie die Steifigkeitsmatrix

ke —ko 0 0 0
—ky 2k1 + ko 0 —kq —kq
K=| 0 0 L L, —Lky (6.68)
0 —Fki sk k- (14_0 (hgo + o) aio (ho1 + Ngy)
0 —k1 =%k (hig+ b)) k= & (i + Po) |

gegeben.

6.4.3 Zeitintegration mit dem Newmark-3 = %-Verfahren

Als Verfahren zur Zeitintegration wurde das Newmark-3-Verfahren mit den Parametern § =
%, v = % gewihlt, welchem die Annahme einer innerhalb eines Zeitschrittes konstanten Be-
schleunigung zugrunde liegt. Dieses Verfahren besitzt zwar nicht die dissipativen Eigenschaften
des Generalized-a-Verfahrens — weshalb es z.B. in der Anwendung auf System mit dem In-
dex d; = p; = 3 instabil ist —, seine Anwendung erscheint aber geméf [LUTZENBERGER 2003]
aufgrund der wenigen beschreibenden Parameter vorteilhaft.

Ausgehend vom dem Verfahren zugrunde liegenden Ansatz nach Newmark erhélt man das
Kriftegleichgewicht zum Zeitpunkt ¢ + At

Mwyar + CWipnr + Kwipar = fiiae (6.69)
in der Form
Kt wiine = fryoae (6-70)
mit
K, - —~M+-2C+K (6.71)
LA At '
A 4 2 4 . .
ft+At = EM + EC Wi + EM + C Wi + MWt + ft+At~ (672)

Hiermit kann nun der Verschiebungsvektor im aktuellen Zeitschritt berechnet werden. Die Ge-
schwindigkeit ergibt sich dann durch Einsetzen des Verschiebungsvektors in:

2 2

WirAr = A VAL T AW Wy (6.73)

Schlulendlich kann damit die Beschleunigung im aktuellen Zeitschritt aus dem Kriftegleichge-
wicht (6.69) ermittelt werden.

6.4.4 Nichtlineare Iteration mit dem Newton-Raphson-Verfahren

Besteht kein linearer Zusammenhang zwischen den Lasten und den Verformungen bzw. den
Spannungen
K(w)w = f, (6.74)
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so ist nicht nur der Verformungsvektor w, sondern auch die Steifigkeitsmatrix K(w) unbekannt,
weshalb ein Iterationsverfahren zur Anwendung gelangen muf.

Im vorliegenden Beispiel wird die folgende nichtlineare Federkennlinie fiir die Primérfederung
des Drehgestells verwendet (vgl. [LEnz 2003]).

ko

. —
nl 1+ a|Aw|"

Va,n>0 (6.75)

Hierin ist kg die Grundfedersteifigkeit und Aw die Zusammendriickung der Feder. Die Parameter
a und n beschreiben die Stdrke der Nichtlinearitit, die grundsétzlich unterlinear ist, d.h. die
Feder reagiert auf grofie Verformungen weicher als eine lineare Feder.

Dabei wird das Residuum W(w) der Gleichgewichtsbedingung
U(w)=K(w)w—f (6.76)
in eine Taylorreihe entwickelt, welche nach dem Glied der Ordnung eins abgebrochen wird.

K (w'™)

K n+1 n+1_f:K n n_f
(w 1) w ) wh | (2

) W+ K(w”)} Aw" =0 (6.77)

Hieraus kann der Vektor des Verformungszuwachses ermittelt werden

Aw" = — [®'(w™)] " (K(w") w" — ) (6.78)
mit
P'(w") = (8K8(v‘::)> w" + K(w"). (6.79)

Damit ergibt sich der Ausgangsverschiebungsvektor fiir den folgenden Iterationsschritt.

wl = w4 Aw" (6.80)
Liegt der Wert des Verformungszuwachsvektors unter einer vorgegebenen Schranke, wird die
Iteration abgebrochen.

Fiir die untersuchten Fahrzeugmodelle Finmassenschwinger und Drehgestell konnen die fiir die
Newton-Raphson-Iteration benotigten Matrizen ®’'(w"™) der Arbeit [LENz 2003] entnommen
werden.



Kapitel 7
Beispiele

Die Formulierung des hybriden Verfahrens dient der ErschlieBung der Méglichkeit, komplizierte
geometrische Situationen zu untersuchen, fiir welche keine geschlossenen Lésungen vorliegen.
Im Rahmen dieser Arbeit wird eine Kopplung der beiden Verfahren I'TM und FEM gewéhlt,
da dadurch die Vorteile, welche die I'TM fiir die Abbildung unendlicher Gebiete mit regelmé&fi-
ger Geometrie wie des Kontinuums bzw. des Halbraums besitzt, mit denen der FEM fiir die
Modellierung endlicher Gebiete mit unregelméfiiger Geometrie vereinigt werden kénnen.

Das vorgestellte Verfahren setzt sich deshalb aus mehreren, fiir sich genommen bereits kom-
plexen Teilsystemen zusammen. Es ist wichtig, diese Teilsysteme soweit als moglich einzeln zu
iiberpriifen. Dazu wurden sowohl fiir die Halbraumlosung als auch fiir die Vollraumlosung mit
kreiszylindrischem Hohlraum sowie fiir die FEM-Losung Vergleiche mit bekannten Losungen
angestellt.

Um jedoch das entwickelte Verfahren — und nicht zuletzt dessen programmtechnische Umsetzung
— in seiner Gesamtheit auf seine Richtigkeit und seine Zuverldssigkeit hin zu iiberpriifen, ist es
von grofler Wichtigkeit, mit dem entwickelten Programmpaket einfache geometrische Situationen
zu untersuchen, fiir deren Losung moglichst analytische Vergleichsberechnungen herangezogen
werden konnen.

In den folgenden Abschnitten werden deshalb zuerst mogliche Vergleichsberechnungen beschrie-
ben und durchgefiithrt. Danach werden Anwendungsbeispiele behandelt, welche weitere Moglich-
keiten, die das hybride Vorgehen erschliefit, vor Augen fiithren.

7.1 Vergleichsberechnungen

In diesem Abschnitt werden fiir zwei verschiedene Fille Kontrollrechnungen durchgefiihrt, welche
die Uberpriifung der mit dem entwickelten Programmpaket erhaltenen Ergebnisse mit Hilfe von
vorhandenen, moéglichst einfachen Verfahren fiir besondere geometrische Situationen erlauben.

87
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7.1.1 Kontrollbeispiel einer kreiszylindrischen Tunnelschale

Als erstes Beispiel einer Kontrolle soll an dieser Stelle ein Tunnel mit einer kreiszylindrischen,
diinnen Tunnelschale unter dynamischer Belastung untersucht werden. Eine geschlossene Losung
fiir dieses Problem &8t sich dadurch erreichen, daff man einen in Radialrichtung geschichteten
Vollraum mit zylindrischem Hohlraum modelliert. Dazu weist man der innenliegenden Schicht
die Parameter der Tunnelschale und der nach auflen sich ins Unendliche erstreckenden Schicht
die Parameter des umgebenden Bodens zu. Um jedoch diesen Fall mit der hier vorgestellten
ITM-FEM Kopplung nachbilden zu kénnen, muf} in dieser die radialsymmetrische unendliche
Ausdehnung des Vollraumes berticksichtigt werden. Dies 148t sich jedoch leicht durch die An-
passung der Hohe der Uberdeckung erreichen, die entsprechend groB anzusetzen ist, so daf die
storenden Einfliisse der freien Halbraumoberfliche vernachléssigbar klein werden. Man betrach-
tet folglich einen tiefliegenden Tunnel.

Hierbei wird zum einen die ITM-FEM Kopplung tiberpriift, zum andern wird aber auch implizit
iiberpriift, ob die Losung fiir das System Halbraum mit zylindrischen Hohlraum bei ausreichend
grofler Uberdeckungshohe erwartungsgeméf in die Vollraumlésung iibergeht.

Fine weitere Vergleichsmoglichkeit erdffnet sich, wenn man den Sonderfall einer diinnen
Tunnelschale betrachtet. Die Schale kann nach der Theorie von Donnell-Marguerre oder
der hier verwendeten Theorie von Fligge [FLUGGE 1957] modelliert werden. Sie wird mit
dem Vollraum entlang dessen innerer Berandung gekoppelt. Dieses Vorgehen wurde in
[GrRUNDMANN und MULLER 2005] zu Vergleichszwecken angewandt und entspricht der von For-
rest und Hunt [ForresT und HunT 2006a] benutzten Methode. In [RunTEMUND 2006] wurden
damit dimensionslose Feder- und Dampfungskennwerte fiir eine Kreiszylinderschale im Vollraum
ermittelt.

Die einzelnen zu vergleichenden Losungen werden im folgenden detailliert beschrieben.

Modellierung des innenliegenden Zylinders nach der Kontinuumstheorie

Fiir den Vollraum ist es moglich, eine radiale Bodenschichtung beliebiger Dicke durch Einfithrung
der entsprechenden Rand- und Ubergangsbedingungen abzubilden. Das Vorgehen erfolgt hier
analog dem in Abschnitt 2.4 gezeigten Prozedere fiir den geschichteten Halbraum. Es liegen folg-
lich drei Spannungsrandbedingungen fiir o, o,y und o0,,; am inneren Rand, drei Spannungs-
und drei Verschiebungsiibergangsbedingungen an der Schichtgrenze und die nicht lokalen Rand-
bedingungen im unendlichen Raum vor. Da innerhalb der die Schale darstellenden Schicht sowohl
auf- als auch abklingende Losungsanteile vorkommen, ist hierfiir das vollstdndige Fundamental-
system — z.B. bestehend aus den Modifizierten Besselfunktionen I und den MacDonaldfunk-
tionen K — zu verwenden. Im auflenliegenden Vollraum wird hingegen zur Beriicksichtigung
der Randbedingungen im Unendlichen wie in Kapitel 3 vorgegangen. Insgesamt ist folglich ein
Gleichungssystem der Dimension 9 - 9 zu losen.

Das Verfahren zeigt jedoch numerische Probleme fiir den Fall diinner radialer Bodenschichten.
In diesem Fall sind die Nahfeldlosungen noch kaum abgeklungen, weshalb die Differenz zu den
Fernfeldlosungen in Abhéngigkeit von der Ordnung der Besselfunktionen sowie den Wellenzah-
len und Frequenzen Gréfienordnungen erreichen kann, welche eine mangelhafte Konditionierung
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des Gleichungssystems zur Folge haben. Dies erfordert Maf3inahmen zur Verbesserung der Kon-
ditionierung wie z.B. Spaltennormierungen.

Modellierung des innenliegenden Zylinders nach der Schalentheorie

Fiir den Fall diinner, flacher Schalen aus linear elastischem, homogenem und isotropem Mate-
rial eignet sich die Theorie von Donnell-Marguerre oder von Fliigge, wobei im folgenden die
Differentialgleichungen von Fliigge verwendet werden. Die entsprechenden Gleichungen kénnen
gewonnen werden, indem man die statischen Gleichungen von Fliigge [FLUCGE 1957] um die
Tragheitskrafte ergéanzt.

Zur Veranschaulichung zeigt Abbildung 7.1 das gewihlte Koordinatensystem (a) sowie die Rich-
tungen der in der Schalenmittelfliche angreifenden Lasten p,, py und p, (b) und der positiven
Deformationen u, v und w der Schalenmittelfliche (c) am herausgetrennten Element. Damit

p
p.
.
/
P,
(b)
w
u

(a) (c)

Abbildung 7.1: Koordinatensystem fiir die Kreiszylinderschale (a) sowie die Belastung (b) und
die Verschiebungen (c) der Schalenmittelfliche am Element

ergeben sich die folgenden Gleichungen fiir das dynamische Gleichgewicht in der Longitudinal-
richtung x, der Tangentialrichtung y sowie der Radialrichtung r
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ok [ 5 o5 " 08 5 “guasz| TP PP o —0 (T
(1+v) *u v (1-v) ,0*%v Ow
a — a5 + ot
2 0x0¢ 092 2 dz? = 0¢
31—-v) ,0%v  (3—v) 4 Pw a’ a? 0*v
k [—2 Tz T2 “auzag T Mo 0 (12
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Va@+@+w—|—k: (l_y)a Ou _‘13@—(3_1/)(12 v n
oz = 0¢ 2 “or092 " 03 2 92200
84w 84’1,[] 84’1,[) a2w (IQ aQ aQw
4 2 _at a?Pw _
o ks +2a 02202 + BrE + 28¢2 Twl =P +PhD Bon 0 (7.3)
mit 2 )
E
"z W P (7.4)

Auf diese Gleichungen wird nun — analog zum auf die Wellengleichungen des Kontinuums ange-
wandten Vorgehen in Kapitel 3.2 — eine Fourierreihenentwicklung in Umfangsrichtung v sowie
eine zweifache Fouriertransformation (x o—ek;, t o—ew) beziiglich der Léngsrichtung und der
Zeit angewendet.

n%a + vikyaw —

(1-v)
2

29, (1-v) (1+v)
kia”u 5 5

k,.natv+
2 2

1—
Mikxnzauﬁ} —|—pma— + wzpha—zl =0 (7.5)

2~ 2173 3 A~
k —
n u + 1k a”w D D

ri |-

(1+v)

1 —
kgnati — n*o — (QJkga% + ind+

3(1—v) (3—v) 2 2

2 24 7.2 2 - a 2 ,a”
+k‘[— 5 kza U+Tzk‘zna w] +py5 +w phﬁvzo (7.6)

(3-v)

ikyn?at + ik2aa + Tikinagﬁ—l—

1_
uikzaa+in@+w+k[—( 2”)

2 2
+ kiath + 262200 + n' — 2n20 + w] - pz% - w2ph%ﬁ) =0 (7.7)
In Matrizenform ergibt sich das Gleichungssystem wie folgt:
Kpifip = P (7.8)
mit
~T N A A AT a? ~ N o
uFl:[“ v w} und pFZZE[p:E Do pT].

Kopplung der Fliigge-Schale mit dem Vollraum entlang des Randes I'g

Nachdem nun die Fliiggeschen Gleichungen im fouriertransformierten (k;, r, n, w)-Raum als rein
algebraisches Gleichungssystem (7.8) vorliegen, wird die damit beschriebene Kreiszylinderschale
mit Hilfe der Substrukturtechnik mit dem unendlichen Kontinuum gekoppelt. Die Kopplung
erfolgt entlang des Randes I's. Hierbei sind die Verschiebungen tirg des Kontinuums am Rand
I's mit den Verschiebungen der Schalenmittelfliche tig; gleichzusetzen, wodurch die Schalenmit-
telfliche, wie in Abbildung 7.2 dargestellt, auf dem Rand I'g zu liegen kommt.

Up = g (7.9)

Loést man nun (7.8) nach den Verschiebungen tiy; auf, so erhélt man:
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WFl:ur,rs

Abbildung 7.2: Lage der Schalenmittelfliche auf dem Rand I'g mit Radialverschiebungen wpg;
der Schale resp. u, g des Kontinuums

A~

tp =Kz, Pri (7.10)

Mit einer Untermatrix HLS von (3.85) ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen den Span-
nungen im Kontinuum am Rand I'g und den Koeffizienten der entsprechenden Besselfunktionen
Cp:

p=Hlsg¢,. (7.11)

Ebenso gilt mit einer Untermatrix H, der folgende Zusammenhang zwischen den Verschiebungen
im Kontinuum am Rand I's und den Koeffizienten ¢&,:

g = H S &,. (7.12)
Lost man nun (7.12) nach den Koeffizienten ¢, auf
&n = (FI,5) g, (7.13)

so erhdlt man nach dem FEinsetzen dieses Zusammenhangs in (7.11) die folgende Beziehung
zwischen den Verschiebungen und den Spannungen im Kontinuum am Rand I'g

p = Al (ATS) ! ap, = Kg firg, (7.14)
wobei mit Kg die Steifigkeitsmatrix des Kontinuums

Ks = Hy*(H,%)~! (7.15)
bezeichnet wird, welche im fouriertransformierten (k,, r, n, w)-Raum die Steifigkeit des unend-

lichen Kontinuums beziiglich seiner inneren zylindrischen Oberfliche beschreibt.

Da gemiB den Ubergangsbedingungen (7.9) die Verschiebungen des Kontinuums und der Scha-
lenmittelfliche entlang des Randes I'g gleichzusetzen sind, ergibt sich fiir die Kopplung der
beiden Substrukturen Tunnelschale und Vollraum mit einem zylindrischen Hohlraum, dafl ihre
Steifigkeiten zu einer Gesamtsteifigkeitsmatrix fiir das gekoppelte System des Vollraumes mit
einer diinnen, kreiszylindrischen Tunnelschale zu addieren sind.

ngs = KFI + KS (716)
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Damit ergibt sich der Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Verschiebungen des
Gesamtsystems am Rand I'g.
f)l"s = ngs ﬁl"g (717)

Dieses Gleichungssystem léft sich nun nach den Verschiebungen des gekoppelten Systems am
Rand I'g auflésen.
ary = K., Prg (7.18)
Um nun die Zustandsgroflen an einer beliebigen Stelle im Kontinuum ermitteln zu kénnen,
sind zuerst mit Hilfe von (7.13) die Koeffizienten &, der entsprechenden Besselfunktionen zu
ermitteln.
¢p = (Hgs)il Urg = (Hgs)ilK;els Pry (7.19)
Sind die Koeffizienten &, bekannt, lassen sich mit der Beziehung (3.85) nun die gesuchten Zu-
standsgréfien, z.B. die Verschiebungen @" an einer beliebigen Stelle » im Kontinuum, ermitteln.

o =H e, (7.20)

Vergleichsergebnisse

Im Rahmen der Vergleichsberechnungen wurden die in Tabelle 7.1 angegebenen Bodenparameter
verwendet.

Boden Elastizitits- Querdehn- Dichte Verlust- P-Wellen- S-Wellen-
modul zahl faktor  geschwindigkeit geschwindigkeit
E[Nm™?] v-]  plkg/m’]  ¢[] vs [m/s] vp [m/s]
weich 50 - 10° 0.3 2000 0.10 183 98
steif 2000 - 106 0.3 2000 0.10 1160 620

Tabelle 7.1: Bodenparameter

Die verwendeten Materialkenngréfien sowie die Abmessungen der Tunnelschale sind in Tabelle
7.2 aufgefiihrt.

Elastizitdts- Querdehn-  Dichte  Verlust- Innerer Auflerer

modul zahl faktor Radius Radius
E[Nm~?| v[-] plkg/m?®| (=] ri[m] e [m]
30000 - 10° 0.2 2500 0 3.0 3.15

Tabelle 7.2: Parameter der Tunnelschale

Es wird die Einwirkung einer radial im Inneren der Tunnelschale angreifenden Ringlast mit der
Amplitude p,o = 0.5 N untersucht. Sie weist eine Verdnderlichkeit der Form cos(n¢) beziiglich
der Umfangsrichtung auf und bewegt sich mit einer Geschwindigkeit v = 20m/s. Dabei oszilliert
sie harmonisch mit einer Frequenz () = 27 f. Damit lautet die Lastfunktion im Originalraum:

pr(z, 7,0, t) = prod(x) cos(ng) cos(Ut) (7.21)
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Im fouriertransformierten (k,, 7, n, w)-Raum erhélt man daraus folgende Lastfunktion:
pr(ke, 7y ny w) =prom (0w — Q@+ vky) + 0w+ Q+vky)) V n#0 (7.22)

In den folgenden Abbildungen werden die mit Hilfe des entwickelten Verfahrens auf der Basis
der ITM-FEM Kopplung erhaltenen Ergebnisse fiir verschiedene Uberdeckungshéhen h den mit
der Vollraumlosung fiir eine nach der Kontinuumstheorie sowie nach der Schalentheorie mo-
dellierte Tunnelschale erhaltenen Ergebnissen gegeniibergestellt. Dabei zeigt Abbildung 7.3 die
Ergebnisse fiir einen weichen Boden geméfl Tabelle 7.1 und eine Last mit der Anregungsfrequenz
f =10 Hz, welche mit n = 1 kosinusférmig in Umfangsrichtung veridnderlich ist. Abbildung 7.4
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Abbildung 7.3: Vergleichsergebnisse fiir weichen Boden, n =1 und f =10 H~z

zeigt dhnliche Ergebnisse fiir einen weichen Boden geméfl Tabelle 7.1 und eine Last mit der An-
regungsfrequenz f = 50 Hz, welche mit n = 2 kosinusférmig in Umfangsrichtung verénderlich
ist.

Dabei ist jeweils die Verdnderlichkeit der Radialverschiebung w, iiber den Umfang in Abhéngig-
keit vom Winkel ¢ fiir die Zeitpunkte t = 0 (a) und ¢ = T'/4 (b) dargestellt. Zeigen die Ergebnisse
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fiir grofe Hohen der Uberdeckung einen kosinusférmigen Verlauf, so ist dies fiir oberflichenna-
he Tunnels nicht mehr der Fall. Hier wird der Einflul der spannungsfreien Halbraumoberfliche
deutlich erkennbar. Ebenso kann man erkennen, dafl die Ergebnisse an der Tunnelsohle (¢ = )
im Gegensatz zu denen am Tunnelscheitel (¢» = 0) nur wenig von der Méchtigkeit der iiber-
deckenden Bodenschicht abhéngen. Ebenso dargestellt sind die mit dem entwickelten Verfahren
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Abbildung 7.4: Vergleichsergebnisse fiir weichen Boden, n = 2 und f = 50 Hz

ermittelten Ergebnisse fiir die Verschiebung des Tunnelscheitels bezogen auf die fiir eine nach
der Kontinuumstheorie bzw. nach der Schalentheorie modellierte Tunnelschale erhaltenen Fr-
gebnisse. Die Auswertung erfolgt dabei an der Stelle z = Om fiir die Zeitpunkte ¢t = 0 (c)
und ¢t = T/4 (d) und ist in Abhingigkeit von der Uberdeckungshéhe des Tunnels bezogen auf
die Kompressionswellenldnge des Bodens dargestellt. Man erkennt deutlich die Annédherung der
Halbraumlésung an die beiden Vollraumlosungen mit zunehmender Méchtigkeit des sich iiber
dem Tunnel befindenden Bodens.

Wihrend allen iibrigen Ergebissen eine FEM-Diskretisierung der Schale mit Hilfe von zwei ,,Ele-
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mentringen® in Radialrichtung zugrunde liegt, zeigen die Abbildungen 7.4 (¢) und (d) auch
die Ergebnisse fiir eine nach einer Netzverfeinerung mittels vier ,Elementringen* (FEM4) dis-
kretisierte Schale. Erwartungsgeméfl zeigt sich ein weniger steifes Verhalten der Tunnelschale,
wodurch sich die Ergebnisse noch stérker an die beiden Vollraumlésungen annéhern.

7.1.2 Kontrollbeispiel eines ungestorten Halbraums

Die oben gezeigten Vergleichsberechnungen bestéitigen grundsétzlich die mit der I'TM-FEM
Kopplung ermittelten Ergebnisse. Allerdings 1i8t sich damit nur der Ubergang der Lisung fiir
das System Halbraum mit zylindrischem Hohlraum in das System Vollraum mit zylindrischem
Hohlraum mit zunehmender Méchtigkeit der den Tunnel iiberdeckenden Bodenschicht und damit
die Kopplung der Vollraumlosung mit dem FEM-Gebiet nachweisen. Der Nachweis der korrek-
ten Einbeziehung der freien Halbraumoberfliche kann mit diesem Vorgehen jedoch nicht gefiihrt
werden.

Es wird eine Kontrollmethode benétigt, welche, indem sie auch fiir beliebig kleine Uber-
deckungshchen herangezogen werden kann, die Maglichkeit der Uberpriifung der richtigen Er-
fassung des von der freien Halbraumoberfliche ausgehenden Einflusses auf die Antwortgrofien
bietet. In hervorragender Weise eignet sich hierzu der Fall einer Bodenschicht auf dem Halbraum,
welche mit den gleichen Bodenparametern wie der Halbraum modelliert wird. Die Schichtgrenze
ist folglich nur eine gedachte Grenze innerhalb des homogenen Halbraums. Auf dieser gedach-
ten Schichtgrenze innerhalb des Halbraums wird nun eine Lastfunktion angesetzt. Die Losung
dieses einfachen Falles kann mit Hilfe der ITM semianalytisch berechnet werden. Mit der hier
vorgestellten ITM-FEM Kopplung 148t sich diese Situation ebenfalls leicht abbilden, indem das
komplette Gebiet innerhalb des ebenfalls fiktiven Randes I'g mit Finiten Elementen diskreti-
siert wird, welchen die gleichen Bodenparameter wie dem umgebenden Halbraum zugewiesen
werden. Einen skizzenhaften Uberblick iiber die mit beiden Verfahren untersuchte Situation
gibt Abbildung 7.5. Im folgenden wird kurz auf die beiden Vergleichslésungen eingegangen.
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Abbildung 7.5: Halbraum mit gedachter Schichtgrenze sowie Vollraum mit gedachter Berandung
I's zum innenliegenden FEM-Gebiet
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Halbraumlésung mittels ITM

Um den oben beschriebenen Lastfall mit Hilfe der ITM geschlossen als geschichteten Halbraum
behandeln zu koénnen, wurde eine gedachte horizontale Schichtgrenze auf der Kote der Tunnel-
mitte z = d im Halbraum eingefiigt, d.h. oberhalb sowie unterhalb dieser Schichtgrenze liegen
die gleichen Bodenverhiltnisse vor. Die Schichtgrenze dient hierbei lediglich zum Eintragen der
Lasten auf dieser Kote. Die Belastung wird — im Falle der untersuchten Rechtecklast sogar
analytisch — als Flichenlast im fouriertransformierten (k,, ky, 2z, w)-Raum aufgebracht.

Fiir das in Abbildung 7.5 dargestellte System mit einer Schicht auf dem unendlich ausgedehn-
ten Halbraum liegen drei Spannungsrandbedingungen an der freien Oberfliche sowie je drei
Spannungs- und drei Verschiebungsiibergangsbedingungen an der Schichtgrenze vor. An der
Oberfléche miissen alle Spannungen verschwinden, wéhrend an der Schichtgrenze die Spannun-
gen in der oberen Schicht gleich den Spannungen in der unteren Schicht sein miissen, falls dort
keine dufleren Lastzustinde angreifen; im Fall der angreifenden Last p, muf} diese im vertikalen
Gleichgewicht beriicksichtigt werden. Alle Rand- und Ubergangsbedingungen lauten dann:

2=0: 60(z=0)= 6512)(2 =0)=6M(z=0=0
z=h: dM(z=h)=0d?(z=h)
6W(z=h)=6F(z=h) (7.23)
~(1 ~ (2
64 (z=h) =565 (z=h)
6 (z=h)=6(z=h) + 5.

Damit ergibt sich fiir eine Schicht auf dem unendlichen Halbraum ein System von neun Glei-
chungen im (k;, ky, 2z, w)-Raum. Nach der Losung dieses Gleichungssystems ist das Ergebnis
einer zweidimensionalen numerischen Fourierriicktransformation zu unterwerfen; die Transfor-
mation vom Frequenz- in den Zeitbereich kann im Falle der hier angesetzten, beziiglich der Zeit
harmonischen Lastfunktion wieder analytisch erfolgen.

Halbraumlésung mittels ITM-FEM Kopplung

Zur Modellierung des ungestorten Halbraums ist der zweidimensionale Tunnelquerschnitt
vollstandig mit Finiten Elementen zu vernetzen. Das FEM-Netz wird mit Hilfe des Prépro-
zessors GID vom CIMNE — International Center for Numerical Methods in Engineering der
Universitat Politecnica de Catalunya [R130 2006] — erzeugt, wobei im vorliegenden Fall ledig-
lich Dreieckselemente zur Diskretisierung verwendet werden (Abbildung 7.6). Die Geometrie-
sowie die Netzdaten werden mittels einer zu diesem Zwecke erstellten Schnittstelle aus GID in
das vorhandene Programmpaket iibernommen, welches ausgehend von diesen Daten die Element-
steifigkeitsmatrizen im transformierten (k,, w)-Raum erzeugt und zur Gesamtsteifigkeitsmatrix
assembliert.

Im vorliegenden Beispiel sind dem vernetzten innenliegenden FEM-Gebiet lediglich die Materi-
alparameter des angrenzenden Halbraums zuzuweisen. Die Lastfunktion mufl in Querrichtung in
Knotenlasten umgerechnet und so naherungsweise auf das System aufgebracht werden, wiahrend
sie in Langsrichtung mit der gleichen Genauigkeit wie im Fall der Halbraumlosung im fourier-
transformierten (k;)-Raum eingetragen wird.
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Abbildung 7.6: Finite-Elemente-Netz fiir das von der gedachten Berandung I'g eingeschlossene
Gebiet

Vergleichsergebnisse

Dem Beispiel liegen die in Tabelle 7.1 fiir den steifen Boden angegebenen Systemparameter zu-
grunde. Die Last bewegt sich mit einer Geschwindigkeit v und oszilliert harmonisch mit einer
Frequenz €2 = 27 f. Sie besitzt die Breite L, in Querrichtung sowie die Liange L, in Tunnellings-
richtung. Damit ergibt sich die Lastfunktion im Originalraum zu:

pel, y, = = h 1) = pen(H (ot =2 —vt)~ H(at 2 —ot)) (H (4 )~ H(y+ =2)) cos(2) (7.24)

Nach einer dreidimensionalen Fouriertransformation erhilt man hieraus die Lastfunktion im

fouriertransformierten (k,, ky, 2z, w)-Raum:

2sin(ky Ly /2) 2sin(kyLy/2)
k. ky

Dz (kzs ky, 2= h, w) = p.p, m(0(w—Q+vk,)+0(w+Q+vk,)) (7.25)

Grundsitzlich ist dem im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Vorgehen eine Inkonsistenz der
verwendeten Losungen fiir das System Halbraum einerseits und das System Vollraum mit zy-
lindrischem Hohlraum andererseits immanent. Diese Inkonsistenz liegt darin begriindet, dafl
die verwendete Losung fiir das System Halbraum auf der konventionellen ITM basiert. Die-
se zeichnet sich durch eine zweifache Fouriertransformation beziiglich der Ortskoordinaten
(x o—eky, yo—ek,) aus. Die Losung fur das System Vollraum mit zylindrischem Hohlraum
hingegen griindet zwar insofern auf der ITM, als in Léngsrichtung eine Fouriertransformation
x o—e k, erfolgt, jedoch wird fiir die Losung in Radialrichtung r eine Reihe von Besselfunktionen
verwendet.

Der grundsitzliche Unterschied dieser Ansétze liegt darin, daf§ durch die Fouriertransformation
in y-Richtung und die damit einhergehende Diskretisierung im Wellenzahlenbereich eine Peri-
odisierung im Originalraum hervorgerufen wird. Diese Periodisierung hat zur Folge, dafl sich,
wie in Abbildung 7.7 dargestellt, im System geschichteter Halbraum aufgebrachte Lasten mit
einer Periode B wiederholen. Dieser Effekt tritt jedoch im Fall des Systems Vollraum mit zy-
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Abbildung 7.7: Inkonsistenz der beiden verglichenen Modelle geschichteter Halbrauwm und Halb-
raum mit FEM-Gebiet

lindrischem Hohlraum nicht auf. Der Hohlraum und damit auch die innerhalb des Hohlraumes
mit Finiten Elementen abgebildete Struktur wiederholt sich nicht. Eine nicht ausreichend feine
Abtastung beziiglich der Wellenzahl k,, welche grundsétzlich fehlerhafte Ergebnisse nach sich
zieht, fithrt dadurch zu einer Uberschitzung der auftretenden AntwortgroBen bei der reinen
ITM-Halbraumlosung.

Eine Moglichkeit einer groben Abschétzung des zu wihlenden Wiederholabstandes B bietet das
logarithmische Dekrement, welches jedoch nur die Amplitudenabnahme fiir eine eindimensio-
nale Struktur beriicksichtigt, nicht jedoch der Verstirkung der Amplitudenabnahme durch die
dreidimensionale Wellenabstrahlung Rechnung zu tragen vermag.

n+1
A=mn|%

wn

| ~2nD (7.26)

Daraus kann man die Abnahme der Schwingungsamplitude nach k Schwingungszyklen berech-
nen.
[Wnii| = ] e ™A (7.27)

Wihlt man die Abtastwellenzahl Ak, bzw. den Wiederholabstand B z.B. derart, dafl er un-
gefahr der Lange von zehn Wellenléingen entspricht, so verringert sich die Amplitude bei einer
Dampfung von D = 5% auf ungefihr vier Prozent ihrer Ausgangsgrofie; wihlt man B zu zwan-
zig Wellenlédngen, so verringert sich die Amplitude bei gleicher Dampfung auf weniger als zwei
Promille ihrer Ausgangsgrofie. Diese Grofienordnungen kénnen toleriert werden.

In den Abbildungen 7.8 bis 7.11 sind verschiedene Antwortgrofien infolge einer Last mit der
Amplitude p.; = 0.5 M N/m? und einer quadratischen Grundfliche mit der Breite b = 5m und
der Lénge | = 5m, welche sich mit der Geschwindigkeit v = 20 m/s bewegt und harmonisch mit
der Frequenz f = 5 Hz (Abbildung 7.8) bzw. f = 50 Hz (Abbildung 7.9 bis Abbildung 7.11)
oszilliert, dargestellt.

Dabei sind jeweils die Vertikalverschiebungen u, auf der Halbraumoberfliche zum Zeitpunkt
t = 0 beziiglich der Léngsrichtung Z (a) sowie beziiglich der Querrichtung y (b) und zum
Zeitpunkt t = T'/4 ebenso beziiglich der Léngsrichtung z (c) sowie beziiglich der Querrichtung
y (d) gezeigt. Das Verhéltnis der Spannungen auf der Halbraumoberfliche zur Amplitude der
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eingetragenen Last 00/p? zeigt jeweils Abbildung (e). Das Wellenfeld mit den Nulldurchgéingen
der Wellen zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist in den Abbildungen (f) dargestellt.

Dabei greift die Last in einer Tiefe d = 13m (Abbildungen 7.8 und 7.9) sowie d = 8 m (Abbil-
dungen 7.10 und 7.11) an; der Radius der zylindrischen Berandung betragt immer rpy = 3.0m,
so daB die untersuchten Tiefenlagen jeweils einer , Uberdeckungshshe des zylindrischen Hohl-
raumes® gemafl Abbildung 7.5 von h = 5.0m bzw. h = 10.0 m entsprechen.

Allen gezeigten Fillen ist gemein, daf die Ubereinstimmung zwischen der semianalytischen und
der ITM-FEM-Losung sogar dann noch sehr gut ist, wenn eine nur geringe Anzahl von Fou-
rierreihengliedern in Umfangsrichtung beriicksichtigt wird. Dies liegt darin begriindet, daf3 zur
Abbildung der Erschiitterungen an der Halbraumoberfliche lediglich der Eintrag der resultie-
renden Kraft in der Tiefe z = d gewéhrleistet werden muf3. Im Falle der gew&hlten Lastfunktion
ergeben sich allerdings vergleichbar glatte Zustédnde entlang des Randes I'g. Bereits das Reihen-
glied n = 1, welches keinen statischen Gleichgewichtszustand abbildet, sondern eine vertikale
Resultierende aufweist, vermag einen grofien Beitrag des Lasteintrages abzubilden.

Zur Generierung der in den Abbildungen 7.8 bis 7.10 gezeigten Ergebnisse wurden 80 FE-Knoten
auf dem Rand I'g sowie Finite Elemente mit einer maximalen Elementkantenléinge von 30 cm
verwendet. Den in Abbildung 7.11 gezeigten Ergebnissen liegt hingegen ein Modell mit 40 FE-
Knoten auf dem Rand I'g und Finiten Elementen mit einer maximalen Elementkantenléinge von
60 cm zugrunde. Die kleinste in allen Fillen abzubildende Wellenlédnge ist dabei die Linge der
Rayleighwelle des steifen Boden fiir eine Frequenz f = 50 Hz. Diese betragt A\ = 11.5m, so
dal die in Abschnitt 5.4 angegebenen Kriterien fiir den maximalen Knotenabstand sowie die
maximale Elementkantenlénge in allen untersuchten Fallen erfiillt sind.

Bei einer solch geringen Anzahl zu beriicksichtigender Reihenglieder wirkt sich folglich die Re-
duzierung der Anzahl der auf der zylindrischen Berandung I'g liegenden Knoten von 80 auf 40
(Abbildung 7.11 im Gegensatz zu Abbildung 7.10) nicht aus, da diese mit nur wenigen Knoten
bereits ausreichend genau abgebildet werden kénnen.
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Abbildung 7.8: Verschiebungen auf der Halbraumoberfliche (semianalytische Losung (—) sowie
ITM-FEM Losung mitn =3 (---), n = 6 (--) und n = 9 (- -) Reihengliedern in Umfangsrichtung,
weicher Boden, f =5Hz, h =10m, 80 Knoten auf 1)
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Abbildung 7.9: Verschiebungen auf der Halbraumoberfliche (semianalytische Losung (—) sowie
ITM-FEM Losung mitn =3 (---), n = 6 (--) und n = 9 (- -) Reihengliedern in Umfangsrichtung,
steifer Boden, f =50 Hz, h = 10m, 80 Knoten auf rp)
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Abbildung 7.10: Verschiebungen auf der Halbraumoberfldche (semianalytische Losung (—) sowie
ITM-FEM Losung mitn =3 (---), n = 6 (--) und n = 9 (- -) Reihengliedern in Umfangsrichtung,
steifer Boden, f =50 Hz, h = 5m, 80 Knoten auf rr,)
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Abbildung 7.11: Verschiebungen auf der Halbraumoberfldche (semianalytische Losung (—) sowie
ITM-FEM Losung mitn =3 (---), n = 6 (--) und n = 9 (- -) Reihengliedern in Umfangsrichtung,
steifer Boden, f =50 Hz, h = 5m, 40 Knoten auf rr)
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7.2 Anwendungsbeispiele

Nach den oben durchgefithrten Vergleichsberechnungen werden im folgenden weitere Beispiele
gezeigt, welche durch einen stéirkeren Anwendungsbezug gekennzeichnet sind. Sie dienen dabei
ebenfalls der Hlustration der durch das hybride Verfahren erschlossenen Moglichkeiten.

Zunéchst wird die Kopplung mit einem Masse-Feder-System behandelt. Dabei wird insbesondere
dessen Wirksamkeit hinsichtlich der Isolation von Korperschall untersucht. Der darauffolgende
Abschnitt ist der Interaktion mit einem linear sowie einem nichtlinear modellierten Fahrzeug
gewidmet.

7.2.1 Prognose der Wirksamkeit von Masse-Feder-Systemen zur Korper-
schallisolation

Fahrende Ziige erzeugen Schwingungen, welche iiber das Oberbausystem in den Untergrund
eingeleitet werden und sich im umgebenden Boden ausbreiten. Diese werden dabei auch iiber
die Fundamente in benachbarte Gebédude iibertragen, wodurch jene ebenfalls zu Schwingun-
gen angeregt werden. Je nach Groflenordnung kénnen diese Schwingungen von Menschen in
Gebéuden als spiirbare Erschiitterungen wahrgenommen werden. Ebenso kénnen sie von schwin-
genden Gebdudeteilen wie z.B. Decken oder Wénden in die umgebende Luft abgestrahlt und
als sogenannter sekundérer Luftschall horbar werden (vgl. Abbildung 1.1). In der Literatur
wird héufig anstelle des Begriffs Erschiitterungen synonym der Begriff Korperschall verwendet,
obwohl dieser eigentlich fiir die Behandlung von Festkérperschwingungen im Bereich hoérbarer
Frequenzen (f > 16 Hz) reserviert ist, was auch in der Bezeichnung Schall zum Ausdruck kommt
[WETTSCHUREK et al. 2004].

Bei der Planung von Untergrundbahnen ist es deshalb von grofier Bedeutung, die Einleitung von
Korperschall in die Struktur sowie seine weitere Ausbreitung weitgehend zu verhindern. Eine
Moglichkeit, die Ubertragung von Kérperschall zu verringern, ist die Wahl einer moglichst grofien
Entfernung zwischen Sender und Empfianger. Man macht sich dabei die Tatsache zunutze, daf3
sich die Energie mit zunehmender Entfernung auf ein immer grofler werdendes Gebiet verteilt
und somit die Energiedichte kleiner wird. Dies ist auch der Grund dafiir, dal bei eindimensio-
nalen Strukturen wie z.B. Rohrleitungen kaum eine Abnahme des Korperschalls vorliegt; ohne
Mafinahmen wird er fast unverringert iiber lange Strecken iibertragen. Eine weitere Mo6glichkeit
besteht darin, die einzuleitenden Krifte zu reduzieren. Da sich jedoch die angreifenden Kréfte in
der Regel nicht signifikant verringern lassen und die Entfernung zwischen Quelle und Einleitungs-
ort nach Festlegung einer Trasse vorgegeben ist, stehen zu diesem Zwecke lediglich die Korper-
schallddmmung und die Kérperschallddmpfung zur Verfiigung [HeckL und NuTscn 2004].

Den grofiten Nutzen hinsichtlich der Isolation von Korperschall versprechen elastische Lagerun-
gen. Bei der Planung und Bemessung von Mafinahmen fiir den Fahrweg wie den Einbau von
Unterschottermatten, elastischen Schwellenbesohlungen oder elastisch gelagerten Platten spie-
len Untersuchungen der Anregung sowie der Abstrahlung von Erschiitterungen und Koérperschall
eine wichtige Rolle. Deshalb wird in diesem Abschnitt aufbauend auf der entwickelten Losung fiir
dynamisch belastete Tunnels im Halbraum das dynamische Verhalten von elastisch gelagerten
Platten in Tunnels untersucht. In der Literatur wird neben dem Begriff elastisch gelagerte Platte
hiufig die Bezeichnung Masse-Feder-System sowie im Englischen floating slab-track verwendet.
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Wirkungsweise und Auslegung eines Masse-Feder-Systems

Untersucht wird ein eingleisiger Tunnel mit Rechteckquerschnitt. Als schematische Darstellung
der untersuchten Gesamtsituation kann Abbildung 4.1 herangezogen werden. Das verwendete
Finite-Elemente-Netz fiir das innerhalb der Berandung I'g liegende Gebiet, welches in diesem
Fall nicht nur die Tunnelstruktur selbst, sondern auch einen Teil des umgebenden Bodens mit
einschliefit, ist in Abbildung 7.12 gezeigt. Darin ist auch das Masse-Feder-System eingezeich-

[ Boden
Y X ] Beton

Abbildung 7.12: Systemskizze fiir einen Tunnel mit Rechteckquerschnitt und Masse-Feder-
System

net, welches allerdings nicht mit Finiten Elementen, sondern, wie in Abschnitt 6.1 beschrieben,
analytisch erfaf3t wird.

Die Platte, welche im untersuchten Fall in Querrichtung als starr angenommen und damit im
mechanischen Sinne als Balken modelliert wird, ist im Beispiel auf zwei elastischen Bettungen
mit der Steifigkeit k,, gelagert, welche zur Beriicksichtigung der Ddmpfung gemafi Abschnitt
2.1.1 komplexwertig angesetzt wird. Die Bettung iibertrigt die Krifte iiber die Breite ihrer
Lagerung in die Tunnelstruktur.

Derartige elastische Lagerungen werden tief abgestimmt, wobei ausreichend weit oberhalb der
Abstimmfrequenz fy die anregenden Krifte verringert werden. Diese Reduzierung der einge-
leiteten Kréfte geht allerdings mit einer Erhohung im Resonanzbereich einher. Der wichtigste
Gesichtspunkt fiir die Dimensionierung einer solchen elastischen Lagerung besteht also darin,
die Steifigkeit der verwendeten Federn so auszulegen, dafl die Abstimmfrequenz fy unterhalb des
interessierenden Frequenzbereiches liegt. Dabei ist man jedoch hinsichtlich der Gebrauchstaug-
lichkeit an Untergrenzen fiir die Steifigkeit gebunden, welche anhand der ermittelten zuléssigen
Durchsenkung festgelegt werden.

Die Abstimmifrequenz fj fiir ein einfaches Masse-Feder-System ergibt sich dabei aus der Steifig-
keit k,, der verwendeten Federn und der wirksamen Masse m des elastisch gelagerten Systems.



106 7. Beispiele

w 1 ky
- *r _ - |hw 7.28
fo 2 2V m ( )

Je tiefer die Abstimmfrequenz gewéhlt wird, desto besser ist die erzielte Korperschallisolation.

Im Gegensatz zu kompakten Maschinen, bei denen die wirksame Masse m mit der Masse der
Maschine identisch ist, ist bei elastischen Schienenlagerungen, bei denen zwar die Federelemente
unter den Schienen durch die gesamte Masse des Zuges zusammengedriickt werden, wegen der
weichen Federn zwischen Drehgestell und Wagen fiir die Abstimmfrequenz nur die Masse des
Drehgestells und eines Schienenstiickes mafigebend. Man fiihrt hier eine dynamisch wirksame
Masse mgy, ein, welche nur den Massenanteil beriicksichtigt, der dieselben Bewegungsamplitu-
den wie die Oberseite der Federn besitzt.

Vernachlissigt man die Nachgiebigkeit des Bodens, so ergibt sich eine Frequenz von Biege-
wellen fiir den als elastisch gebetteten Balken modellierten Fahrweg bei der Resonanzfrequenz
des starren Fahrweges auf der flexiblen Bettung oder einer Unterschottermatte. Aufgrund der
zusétzlichen Flexibilitéit infolge der Kopplung des Fahrweges mit dem Boden tritt das Antwort-
maximum jedoch bei einer geringfiigig kleineren Frequenz als der Eigenfrequenz der gebetteten
Platte und damit der Abstimmfrequenz auf. Bei Frequenzen mit ausreichendem Abstand ober-
halb dieser Frequenz wirkt die Fahrbahnplatte entkoppelt vom Boden und bewegt sich frei unter
der Anregung.

Die wichtigste Grofle zur Kennzeichnung von Erschiitterungen resp. Korperschall ist
der Schwingschnelle- resp. Korperschallschnellepegel oder kurz der Schnellepegel L,
[WETTSCHUREK et al. 2004]

L, = 20log—|[dB]
v (7.29)
voo= 1020 vy

mit dem Effektivwert der Schwingschnelle v und der Bezugsschnelle vy = 5-10~8m/s.

Beispielhaft wurden fiir den in Abbildung 7.12 dargestellten Tunnel drei verschiedene Situationen
betrachtet: der unisolierte Fall, bei welchem die Last direkt in die Tunnelsohle eingetragen wird,
sowie die beiden Fille, dafy der Tunnel mit einem Masse-Feder-System mit der Abstimmfrequenz
fo =8 Hz sowie fy = 16 Hz ausgeriistet ist.

Die verwendeten Materialparameter sind Tabelle 7.1 fiir den steifen Boden und Tabelle 7.2
fiir den Tunnel und die Fahrwegplatte aus Stahlbeton zu entnehmen. Fiir letztere wurde eine
Materialddmpfung mit einem Verlustfaktor von ¢ = 0.02 gemfi [DIN 4178 2005] angesetzt. Der
Verlustfaktor der elastischen Bettung wurde in Anlehnung an in [WETTSCHUREK et al. 2004]
gegebene Werte zu ¢ = 0.2 angesetzt.

Dabei werden lediglich Einzellasten mit der Amplitude Fy = 2 - 10® N untersucht, welche sich
mit der Geschwindigkeit v = 20m/s geradlinig iiber die Platte bewegen und dabei harmonisch
mit der Frequenz f = % oszillieren; auf die Interaktion eines sowohl linear als auch nichtlinear
modellierten Fahrzeuges mit einem Masse-Feder-System in einem Tunnel wird in Abschnitt 7.2.2
eingegangen. Aus der Uberlagerung der zu verschiedenen Lastfrequenzen gehérenden Antworten

lassen sich schlufiendlich auch zeitlich beliebig verdnderliche Belastungen untersuchen.

In Abbildung 7.13 sind fiir die drei Situationen die Schnellepegel an der Halbraumoberfldche,
auf der Tunnelsohle sowie auf der Platte im mitbewegten Koordinatensystem jeweils an der
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Stelle £ = 0m, y = 0m dargestellt. Dabei wurden die Pegel aus den Absolutwerten der Schnelle
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Abbildung 7.13: Schnellepegel L, fiir den unisolierten Fall (*) bzw. die Fille mit Masse-Feder-
System mit fo =8 Hz (+) und fy = 16 Hz (o)

fiir diskrete Frequenzen f ermittelt. Fiir den Fall ohne Masse-Feder-System fallen dabei die
Verschiebungen der Platte mit denen der Tunnelsohle zusammen.

Die Abbildungen veranschaulichen die typischen Charakteristika von Masse-Feder-Systemen. So
fiihrt im Bereich niedrigerer Frequenzen die Nachgiebigkeit der elastischen Bettung zu einer
grofferen Durchsenkung der Fahrwegplatte und damit hoheren Schnellepegeln. Auf der Tun-
nelsohle treten jedoch geringfiigig niedrigere Antwortwerte auf, was sich ebenfalls auf die ela-
stische Lagerung der Fahrwegplatte zuriickfiithren 148t, da diese die Last iiber eine gréfiere Bal-
kenlinge verteilt [HETENYT 1946]. Im Bereich der Abstimmfrequenz sind die Schnellepegel auf
der Platte, auf der Tunnelsohle sowie an der Halbraumoberfléiche signifikant erhoht gegeniiber
dem Fall ohne MFS. Diese Uberhshung ist der Preis fiir die deutliche Reduzierung der Pe-
gel auf der Tunnelsohle sowie auf der Halbraumoberfliche im Bereich hoherer Frequenzen mit
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ausreichendem Abstand oberhalb der Abstimmfrequenz des Balkens.

Sind die Antworten der Platte selbst im Bereich kleiner Frequenzen sowie im Bereich der Ab-
stimmfrequenz besonders deutlich gegeniiber dem unisolierten Oberbau iiberhoht, so weisen sie
jedoch auch im Bereich hoherer Frequenzen noch signifikant gréflere Werte auf.

Man sieht auch, dafl die Isolationswirkung im ausreichend weit oberhalb der Abstimmfrequenz
liegenden Bereich auf der Halbraumoberfliche geringer ist als auf der Tunnelsohle und damit
einhergehend die Uberhéhung unterhalb der Abstimmfrequenz auf der Halbraumoberfliche die
groferen Werte annimmmt, wie man anhand der Flédche zwischen den Kurven des unisolierten
und des jeweiligen isolierten Falles sehen kann.

Als anschaulicheres Maf} fiir die Wirksamkeit einer Mafinahme zur Koérperschallisolation wird
das sogenannte Einfiigedimmaf (insertion loss) verwendet [HECKL und NuTscH 2004]. Dieses
wird definiert als der Quotient aus dem Korperschallschnellepegel vor und dem Koérperschall-
schnellepegel nach dem Einbau der Isolationsmafinahme

UunLSo

AL, =20log

[dB] (7.30)

,Uiso

UNLSO o

mit dem Effektivwert der Schwingschnelle v vor Einbau der MaBnahme und v**° nach
Finbau der Mafinahme. Positive Werte fiir das Einfiigeddmmafl entsprechen folglich einer ge-
ringeren Antwort des isolierten Systems. In der Literatur wird neben dem Finfiigedimmaf
[LOMBAERT et al. 2006b, WeTTSCHURECK und Kurze 1985] zum Teil auch der insertion gain
als negativer Wert des insertion loss verwendet [HUNT et al. 2003, Hussein und HunT 2003],
es wird also lediglich der Logarithmus des Kehrwertes gebildet.

In Abbildung 7.14 ist das durch den Einbau des Masse-Feder-Systems auf der Halbraumo-
berfliche bzw. auf der Tunnelsohle erreichte Einfiigeddmmafl fiir die beiden Abstimmungen
fo = 8Hz und fy = 16 Hz in Abhingigkeit von der Frequenz f dargestellt. Dabei wurden
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(a) Abstimmfrequenz fo = 8 Hz (b) Abstimmfrequenz fo =16 Hz

Abbildung 7.14: Einfiigeddmmaf auf der Halbraumoberfliche (*) bzw. auf der Tunnelsohle (+)

die Absolutwerte der Schnelle fiir diskrete Frequenzen f an der Stelle Z = Om, y = Om im
mitbewegten Koordinatensystem verwendet.
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Im Bereich niedriger Frequenzen nimmt das Finfiigeddmmafl bezogen auf die Tunnelsohle auf-
grund der oben erwihnten lastverteilenden Wirkung eines elastisch gebetteten Balkens positive
Werte an, wohingegen es in der Néhe der jeweiligen Abstimmfrequenz negative Werte annimmt.
Waihrend diese fiir beide Abstimmfrequenzen ungefihr die gleiche Grofle besitzen, ist das erzielte
Einfiigeddmmafl im Bereich hoherer Frequenzen fiir das System mit der niedrigeren Abstimm-
frequenz deutlich hoher. Eine dhnliche Charakteristik zeigt sich fiir die Halbraumoberfliche.

In den Abbildungen 7.15 bis 7.17 sind die Verschiebungen an der Halbraumoberfliche infolge
einer sich im Tunnel mit der Geschwindigkeit v = 20m/s bewegenden Last mit der Amplitude
Fy = 2103 N dargestellt. Diese oszilliert harmonisch mit der Frequenz f = 50 H z.

Dabei zeigen die Abbildungen jeweils die Verschiebungen zum Zeitpunkt ¢ = 0 sowie zum Zeit-
punkt ¢ = T'/4 fiir den unisolierten Fall sowie fiir den Fall, dafl der Tunnel mit einem Masse-
Feder-System mit der Abstimmfrequenz fy = 16 Hz ausgeriistet ist'.

Insgesamt werden drei verschiedene Situationen untersucht: ein im steifen Boden gemé&fl Ta-
belle 7.1 eingebetteter Tunnel mit dem in Abbildung 7.12 dargestellten Rechteckquerschnitt
(Abbildung 7.15), ein im weichen Boden gem#f Tabelle 7.1 eingebetteter Tunnel mit demsel-
ben Rechteckquerschnitt (Abbildung 7.16) sowie ein ebenfalls im weichen Boden eingebetteter
Tunnel mit einer diinnen Kreiszylinderschale mit der Dicke d = 0.15m (Abbildung 7.17).

In allen drei untersuchten Situationen erkennt man die deutliche Reduzierung der Verschiebun-
gen infolge der Isolationswirkung des eingebauten Masse-Feder-Systems. Jedoch ergeben sich
signifikante Unterschiede hinsichtlich der Lastverteilung und der angeregten Wellenmuster.

So zeigt Abbildung 7.15 ein sehr regelméfliges Wellenmuster. Die lastverteilende Wirkung der
Tunnelstruktur in Tunnelldngsrichtung ist auf einen vergleichsweise kleinen Bereich in der Néhe
der Lasteinleitung beschrankt. Schon in kurzer Entfernung vom Tunnel tritt ganz deutlich die
Rayleighwelle zutage. Im Gegensatz dazu erkennt man in Abbildung 7.16, daf§ der Tunnel die
eingeleitete Last iiber eine vergleichsweise grofie Linge verteilt. Auflerdem werden in diesem
Fall an der Oberfliche Kompressions- statt Rayleighwellen angeregt. Eine &hnliche Situation
zeigt Abbildung 7.17. Hier sind an der Oberfliche ebenfalls Kompressionswellen zu erkennen,
allerdings zeigt sich ein in den beiden anderen Féllen nicht aufgetretener Effekt: wahrend die
Amplituden im Falle des isolierten Systems zwar unter der Last und weit davon entfernt in
Querrichtung deutlich verringert werden, tritt in Tunnellingsrichtung eine deutlich geringere
Abnahme der Amplituden auf. Dies fithrt in weiter vom Ort der Lasteinwirkung entfernten
Bereichen zu gréfleren Amplituden als im Falle des unisolierten Systems.

Zur Erklarung dieser Effekte ist es sinnvoll, die Wellenldngen bzw. die Wellenzahlen der charak-
teristischen Wellen beider Béden zu betrachten. Einen Uberblick dariiber gibt Tabelle 7.3 fiir
die hier betrachtete Anregungsfrequenz f = 50 Hz.

! Aus Darstellungsgriinden wurden die jeweiligen Abbildungen fiir den isolierten und den unisolierten Fall
teilweise unterschiedlich skaliert.
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(a) unisoliert, t =0 (b) unisoliert, ¢t = T'/4

(c) isoliert (fo =16Hz),t =0 (d) isoliert (fo =16 Hz),t =T/4

X 10 ‘ ‘ ‘ 1xlO
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Abbildung 7.15: Verschiebungen auf der Halbraumoberfléiche, steifer Boden, Tunnel mit Recht-
eckquerschnitt
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(b) unisoliert, t = T'/4
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Abbildung 7.16: Verschiebungen auf der Halbraumoberfliche, weicher Boden, Tunnel mit Recht-

eckquerschnitt
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Abbildung 7.17: Verschiebungen auf der Halbraumoberfliche, weicher Boden, Tunnel mit diinner

Kreizylinderschale
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Boden p-Wellen- p-Wellen- s-Wellen- s-Wellen- R-Wellen- R-Wellen-

lange zahl linge zahl lange zahl

Aplm]  kpy[1/m]  As[m]  ks[U/m]  Ag[m]  kg[l/m]
weich 3.67 1.71 1.96 3.21 1.82 3.45
steif 23.20 0.27 12.40 0.51 11.50 0.55

Tabelle 7.3: Wellenléingen und Wellenzahlen fiir f = 50 Hz

Diese Wellenzahlen werden nun den Biegewellenzahlen des im Halbraum gebetteten Tunnels bzw.
des elastisch gebetteten Balkens gegeniibergestellt. Dazu sind in Abbildung 7.18 die Realteile der
Verschiebungen der Tunnelsohle in Abhéngigkeit von der Wellenzahl k, in Tunnellingsrichtung
angegeben. In beiden Abbildungen erkennt man eine dominante Wellenzahl der Biegewelle des

x10 " | | | | x10°

w [m]
w [m]

0
k, [1/m]

(a) steifer Boden (b) weicher Boden

Abbildung 7.18: Realteil der Verschiebungen an der Tunnelsohle fiir den unisolierten Fall (-)
sowie den Fall mit Masse-Feder-System mit fo = 16 Hz (- -)

im Boden gebetteten Tunnels im unisolierten Fall. Im isolierten Fall wird diese abgeschwécht,
hier tritt deutlich die zur Biegewellenldnge Ap der Fahrwegplatte des Masse-Feder-Systems zu-
gehorige Biegewellenzahl kp zutage. Diese ergibt sich in Abhéngigkeit von der Masse m, der
Kreisfrequenz w, der Federkonstante der elastischen Bettung k und der Biegesteifigkeit ET zu:

o Jmw? —k
kp = — =\ ————. .31
5= N\g El (7.:31)

Fiir das verwendete Masse-Feder-System liegt die Biegewellenzahl bei kg = 0.79 %

Insgesamt 148t sich anhand der in Tabelle 7.3 angegebenen Wellenzahlen erkennen, dafl im Falle
des weichen Bodens nur eine sehr geringe Anregung im kurzwelligen Bereich auftritt, weshalb
keine Rayleigh- oder Scherwellen angeregt werden. Deshalb bilden sich in diesem Fall an der
Halbraumoberfliche Kompressionswellen aus. Im Falle des steifen Bodens schliefit das angeregte
Wellenzahlband hingegen alle charakteristischen Wellenzahlen des Bodens ein, so dafl es an der
Oberflache zur Ausbildung von Rayleighwellen kommt. Dies liegt in der relativ hohen Steifigkeit
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der Tunnelkonstruktion begriindet: der dominante Wellenzahlbereich, in welchem der Tunnel
den Boden zu Schwingungen anregt, ist der Bereich kleiner Wellenzahlen.

Wie ein Vergleich der Abbildungen 7.15 und 7.16 zeigt, bilden sich im Bereich der Lasteinlei-
tung im Falle des weichen Bodens Wellen mit deutlich ldngeren Wellenléingen aus als im Falle
des steifen Bodens. Beide Situationen unterscheiden sich dabei lediglich durch den umgeben-
den Boden. Vergleicht man nun die im Halbraum gebettete Tunnelstruktur mit einem elastisch
gebetteten Balken, so wirkt sich die Steifigkeit des umgebenden Bodens fast ausschliefllich auf
die Steifigkeit k der elastischen Bettung in (7.31) aus, jedoch kaum auf das mitschwingende
Bodenvolumen und damit auf die Tragheitskréifte. Die im Bereich der Lasteinleitung signifikant
groBeren Wellenldngen im Falle des weichen Bodens zeigen, dafl in diesen Féllen der Einflufl der
elastischen Bettung k in (7.31) gegeniiber dem Einflufl der Triagheitskrifte dominant sein muf.
Setzt man dies voraus, so nimmt die Lénge der angeregten Wellen mit zunehmender Biegestei-
figkeit des Balkens und mit abnehmender Steifigkeit der Bettung zu. Vergleicht man jedoch den
in Abbildung 7.16 dargestellten Fall des Tunnels mit Rechteckquerschnitt mit dem in Abbildung
7.17 gezeigten Fall des Tunnels mit diinner Kreiszylinderschale, so besitzt letzterer eine geringere
Biegesteifigkeit, weshalb er kiirzere Wellen anregt. In diesem Fall tritt deshalb der Einflufl des
Masse-Feder-Systems deutlich zutage: es verteilt die an der Tunnelkonstruktion angreifenden
Krifte ebenfalls iiber eine groflere Linge. Dieser Effekt tritt jedoch im Falle des Rechteckquer-
schnittes nicht auf: in diesem Fall dominiert der Tunnel selbst aufgrund seiner hohen Steifigkeit
in Quer- sowie Lingsrichtung die Lastverteilung.

7.2.2 Interaktion eines Fahrzeuges mit einem Masse-Feder-System im Tunnel

Im folgenden wird die Interaktion eines Fahrzeuges mit der in Abbildung 6.1 dargestellten gekop-
pelten Struktur untersucht, welche aus dem Masse-Feder-System, der Tunnelschale sowie dem
Halbraum besteht. Das Fahrzeug wird, wie in Abschnitt 6.2 beschrieben, als Drehgestell mit
fiinf Freiheitsgraden modelliert. Die zugehorigen Fahrzeugparameter sind in Tabelle 7.4 angege-
ben. Die Bodenparameter fiir den hier gewéahlten steifen Boden kénnen Tabelle 7.1 entnommen

Achsabstand: Al 2.5 m
Wagenkastenmasse: myy 20300 kg
Drehgestellmasse: mp 2980 kg
Radsatzmasse: mpg 1760 kg
Steifigkeit der Primirfederung (Grundwert): ko  7.04-10° N/m
Dampfungszahl der Primérfederung: c1 2.02-10* Ns/m
Steifigkeit der Sekundarfederung: ke 19.44-10° N/m
Dampfungszahl der Sekundérfederung: c2 2.38-10* Ns/m
Rotationstrigheitsmoment des Drehgestelles: Iy 650 kgm?
Amplitude der Radunrundheiten: A 1.5-107° m

Tabelle 7.4: Parameter des Fahrzeuges

werden, wiahrend die Parameter der Tunnelschale in Tabelle 7.2 angegeben sind. Wie bereits in
Abschnitt 7.2.1 wird fiir die Platte ein Verlustfaktor von ¢ = 0.02 und fiir die elastische Bettung
ein Verlustfaktor von ¢ = 0.2 zur Beriicksichtigung der Materialdimpfung in Ansatz gebracht.
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Mit dem in Kapitel 6 dargestellten Vorgehen kénnte man nun, wie in Abbildung 6.4 gezeigt, eine
beliebige, synthetisch erzeugte oder gemessene Schienenoberflichenrauhigkeit beriicksichtigen. In
den folgenden Beispielen werden jedoch stattdessen zwei verschiedene Radoberflichenunrund-
heiten angenommen, wobei das gleiche Vorgehen in analoger Weise zur Anwendung gelangt. Fiir
derartige harmonische Lasten kann im linearen Fall eine analytische Losung im Frequenzraum
berechnet werden, welche dann als Vergleichslosung dienen kann. Die Frequenz einer harmoni-
schen Radoberflichenunrundheit, welche von der Geschwindigkeit v des Zuges abhéngt, wird
dabei wie folgt errechnet:

fs=—. (7.32)

Hierin bezeichnet s den Radumfang, der fiir iibliche Radreifen zu s = 2.883 m angenommen
wird.

Im folgenden wird zuerst der Fall der Interaktion eines linear modellierten Fahrzeuges mit dem
MFS im Frequenzraum untersucht. Anschlieend wird die Interaktion mit einem Fahrzeug be-
handelt, welches sich durch eine nichtlineare Primérfederung auszeichnet.

Interaktion eines linearen Fahrzeuges mit einem Masse-Feder-System im Tunnel

Fiir die Interaktion eines linearen Fahrzeuges mit dem Masse-Feder-System werden Berechnun-
gen durchgefiihrt, in welchen der gesamten Interaktion mit der Tunnelstruktur und dem Halb-
raum Rechnung getragen und folglich die auf der Unterseite der Bettung wirkende endlich grofie
Abschluiimpedanz der Tunnelsohle berticksichtigt wird. Zu Vergleichszwecken wird auch der Fall
eines Masse-Feder-Systems auf einer starren Unterlage untersucht, deren Abschluffiimpedanz un-
endlich grof} ist. Dabei wurde als Federsteifigkeit der linearen Feder deren Grundsteifigkeit kg
gemif Tabelle 7.4 verwendet.

Die Abbildung 7.19 zeigt Vergleichsergebnisse fiir die Verschiebungen der beiden Réder des
Drehgestells infolge eines sich mit einer Geschwindigkeit von v = 20m /s bewegenden Fahrzeuges,
dessen erstes bzw. zweites Rad eine harmonische Unrundheit mit der Frequenz f = 28 Hz
(entspricht der 4. harmonischen Unrundheit) bzw f = 56 Hz (entspricht der 8. harmonischen
Unrundheit) besitzt. Hierbei wird sowohl ein mit fy = 10 Hz tief als auch ein mit fo = 100Hz
hoch abgestimmtes MFS untersucht. Die Radoberflichenunrundheiten besitzen die Amplitude
A =1.5-107° m. Dabei ist jeweils der Fall mit Beriicksichtigung der endlichen Abschluiimpedanz
der Tunnelsohle sowie der Fall mit unendlicher Abschluffimpedanz dargestellt, bei welchem das
Masse-Feder-System auf einer starren Unterlage ruht.

Erwartungsgemif zeigt sich, dafl fiir das massebestimmte Masse-Feder-System mit der Ab-
stimmfrequenz f = 10 Hz der Einflufl des im Halbraum eingebetteten Tunnels im Vergleich zum
elastisch gebetteten Balken auf starrer Unterlage fiir den hier betrachteten Boden mit relativ
hoher Steifigkeit nur gering ist; er liegt sogar innerhalb der iiblichen Rechengenauigkeit. Fiir
das tief abgestimmte MFS lafit sich an der Stelle des ersten Rades die Dominanz seiner eige-
nen Anregungsfrequenz f = 28 Hz deutlich erkennen, wihrend ein hoherfrequenter Beitrag des
zweiten Rades kaum sichtbar ist. Bei dem zweiten Rad, welches aufgrund seiner Unrundheit mit
der Frequenz f = 56 Hz angeregt wird, tritt hingegen der Einfluf} des ersten Rades aufgrund
der groBleren Distanz der Anregungsfrequenz des zweiten Rades von der Abstimmfrequenz des
Systems deutlich zutage.
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Abbildung 7.19: Radverschiebungen wgro(fro = 28 Hz) und wgr1(fr1 = 56 Hz) fiir ein MFS mit
endlicher (—) und unendlicher Abschlufiimpedanz (---)

Fiir ein steifigkeitsbestimmtes Masse-Feder-System mit der Abstimmfrequenz f = 100 Hz — wo-
bei dieser Fall geméfl den in Abschnitt 7.2.1 angegebenen Prinzipien fiir die Auslegung solcher
Systeme rein akademischer Natur ist und nur dem Studium auftretender Effekte dient — sind
die Ergebnisse fiir das gesamte System unter Beriicksichtigung der endlichen Abschlulimpedanz
des Tunnels erkennbar hoher als die Ergebnisse fiir den elastisch gebetten Balken auf starrer
Unterlage. Ursache dafiir ist die Koinzidenz zweier Effekte: zum einen besitzt das in Reihe ge-
schaltete System zweier Federn, als welches man die Bettung sowie die Steifigkeit des Systems
Halbraum-Tunnelschale gemifl Abschnitt 6.1 ansehen kann, eine niedrigere Steifigkeit als die
Bettung des Balkens fiir sich alleine genommen; zum anderen geht mit der Abnahme der Stei-
figkeit eine Zunahme des Wertes der Vergroflerungsfunktion einher. In diesem Zusammenhang
muf} darauf hingewiesen werden, dafl die Abbildungen die Gesamtverschiebungen zeigen, welche
die Verschiebungen der Tunnelschale einschlielen.
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Aufgrund der Tatsache, dafl die Anregungsfrequenz f = 56 Hz des zweiten Rades niher an der
Abstimmfrequenz und damit der Systemeigenfrequenz liegt, kann ihr Einflufl auf die Verschie-
bungen des ersten Rades nun deutlich erkannt werden. Ein Einflufl der niedrigeren Frequenz des
ersten Rades auf die Antworten am zweiten Rad existiert in diesem Fall {iberhaupt nicht; dies
liegt an dem zugehorigen geringeren Wert der Vergroflerungsfunktion und den deutlich grofleren
D’Alembertschen Kréften infolge der hoheren Frequenz, welche mit der Potenz von zwei der
Kreisfrequenz w zunehmen.

Ahnliche Ergebnisse wie die in Abbildung 7.19 gezeigten sind in Abbildung 7.20 fiir den Fall dar-
gestellt, dafl das erste bzw. zweite Rad eine harmonische Unrundheit mit der Frequenz f = 21 Hz
(entspricht der 3. harmonischen Unrundheit) bzw. f = 28 Hz (entspricht der 4. harmonischen
Unrundheit) besitzt.
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Abbildung 7.20: Radverschiebungen wgro(fro = 21 Hz) und wgr(fr1 = 28 Hz) fiir ein MFS mit
endlicher (—) und unendlicher Abschlufimpedanz (- --)

In diesem Fall ist der gegenseitige Einflufl der beiden Réader auf die Antwort am Ort des jeweils
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anderen Rades deutlich hoher, da die beiden Frequenzen dichter beieinander liegen und deshalb
der Unterschied in den hervorgerufenen Tragheitskraften als auch in den Werten, welche die
Vergroflerungsfunktion annimmt, deutlich geringer sind.

Interaktion eines nichtlinearen Fahrzeuges mit einem Masse-Feder-System im Tun-
nel

Sollen nichtlineare Eigenschaften des Fahrzeuges im Modell beriicksichtigt werden, so muf die
Berechnung geméfB Abschnitt 6.1.1 mit Hilfe der Impulsreaktionsfunktion h(z,t) des gesamten
gekoppelten Systems MFES-Tunnel-Halbraum im Zeitbereich erfolgen.

Um die Impulsreaktionsfunktion h(z, t) zu ermitteln, muB die Ubertragungsfunktion des Systems
H (k,,w') mittels einer zweidimensionalen Fourierriicktransformation (k, e—o 2, w e—ot) in den
Originalraum transformiert werden. Da die Verwendung herkémmlicher Transformationsverfah-
ren wie sogar der FFT [Bricuan 1987] fiir eine mehrdimensionale Fourierriicktransformation
jedoch einen hohen numerischen Aufwand zur Folge hat, wurde fiir die im Rahmen der Untersu-
chung der nichtlinearen Fahrzeug-Fahrweg-Interaktion notige 2D-Fourierriicktransformation das
von Lenz [LENz 2003] aufbauend auf der Arbeit von Lieb [LirB 1997] entwickelte Programmpa-
ket fiir die adaptive numerische Fouriertransformation auf der Basis der Waveletdekomposition
verwendet. Dieses erlaubt eine sehr effiziente Riicktransformation.

Als Grundlage fiir die Ermittlung der Impulsreaktionsfunktion mufl in einem ersten Schritt die
Ubertragungsfunktion H (kz,w') des Systems berechnet werden. Die Abbildung 7.21 zeigt das
Raster der mit Hilfe des von Lenz [L.ENnz 2003] entwickelten Programmpaketes erhaltenen adap-
tiven Abtastung der Ubertragungsfunktion. Ein Detailausschnitt dieses Rasters ist in Abbildung
7.22 dargestellt. In dieser ist ebenfalls die Dispersionskurve des elastisch gebetteten Balkens
auf starrer Unterlage eingetragen, welche von der adaptiven Abtastung sehr gut erfafit wird; die
Abschluiimpedanz der Tunnelschale ist folglich vergleichsweise hoch.

In Abbildung 7.23 ist ein Ausschnitt des Realteils der Ubertragungsfunktion H (kz,w'") des Ge-
samtsystems dargestellt. Darin erscheint die Funktion nur deshalb als nicht glatt, weil sie zur
Erzeugung der Abbildung durch Interpolation auf dquidistante Stiitzstellen bezogen werden
mufBte.

Die Impulsreaktionsfunktion h(Z,t) ist in Abbildung 7.24 dargestellt.

Die Antworten an den Stellen Z = 2.5 m im mitbewegten Koordinatensystem , welche als hg ()
und hio(t) neben der Antwort an der Stelle Z = 0m als hoo(t) = h11(t) zur Interaktionsberech-
nung bendtigt werden, konnen der Abbildung 7.25 entnommen werden. Aufgrund der Bewegung
des Koordinatensystems in positiver z-Richtung nimmt die Amplitude der Balkenverschiebung
in dieser Richtung schneller ab. Deshalb ist in Abbildung 7.25 die Verschiebung an der Stelle

T = —2.5m grofler als die Verschiebung an der Stelle & = +2.5m.

Im betrachteten Beispiel soll in Anlehnung an [LENz 2003] eine nichtlineare Federcharakteristik
der Primérfedern des Fahrzeuges beriicksichtigt werden. Diese ist gegeben durch die Funktion

ko

k= ———
n 1+ alw|?

(7.33)
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Abbildung 7.21: Abtastraster im Wellenzahl-Frequenzraum
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Abbildung 7.22: Detail des Abtastrasters im Wellenzahl-Frequenzraum; iiberlagert dargestellt
ist die analytische Dispersionskurve fiir den elastisch gebetteten Balken auf starrer Unterlage

)

mit dem Parameter kg gemif Tabelle 7.4, a = 2-10° und n = 0.1. Die Abbildung 7.26 zeigt das
Ergebnis der nichtlinearen Berechnung fiir die Plattenverschiebung unter der ersten wpg und der
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Abbildung 7.23: Detail des Realteils der Ubertragungsfunktion des Systems H (kg ')
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Abbildung 7.24: Impulsreaktionsfunktion A(t)

zweiten Radachse wpgy, die Interaktionskraft Fjy zwischen Platte und erstem sowie I} zwischen
Platte und zweitem Rad, die Verschiebung wp und die Verdrehung ¢p des Drehgestells sowie
die Verschiebung wy des Wagenkastens.

Die Graphen (b) und (e) in Abbildung 7.26 zeigen Detailausschnitte der Plattenverschiebungen
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Abbildung 7.25: Impulsreaktionsfunktionen an der Stelle £ = —2.5m (-) und an der Stelle
z=425m (--)

unter den beiden Radachsen (a) und (d), welche im Rahmen der nichtlinearen Berechnung mit
Hilfe des Zeitschrittverfahrens im Zeitbereich berechnet wurden. Zum Vergleich sind in den Bil-
dern (a), (b), (d) und (e) auch die Ergebnisse einer fiir ein Fahrzeug mit linearer Primérfederung
im Frequenzraum durchgefithrten Interaktionsberechnung angegeben.

Man erkennt, daf sich trotz der starken Nichtlinearitit der Priméarfederung die fiir den nichtli-
nearen Fall im Zeitbereich erhaltene Losung kaum von der im Frequenzraum fiir den linearen Fall
erhaltenen Losung unterscheidet. Dies kann dadurch begriindet werden, dafl die Antwort des Ge-
samtsystems vom Massentréigheitsterm der Radmassen dominiert wird und der Steifigkeitsterm
kaum Einfluf} besitzt.

Die Radverschiebungen weisen jedoch zu sehr frithen Zeitpunkten einen homogenen Lsungsan-
teil auf. Dieser ensteht aufgrund des plétzlichen Anfahrens des Fahrzeuges zum Zeitpunkt ¢ = 0:
durch die sinusféormige Radunrundheit nimmt die Geschwindigkeit des Rades in Vertikalrichtung
plotzlich einen Wert ungleich null an, wozu streng genommen eine unendliche Beschleunigung
notwendig ist. Dieser homogene Losungsanteil dominiert im betrachteten Zeitraum die Verschie-
bungen des Drehgestells sowie des Wagenkastens.

Numerische Schwankungen sind lediglich bei den Interaktionskréften erkennbar, welche jedoch
weder die Stabilitdt noch die Genauigkeit der iibrigen Ergebnisse beeinflussen.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Verfahren entwickelt, welches das dynamische Verhalten
eines Tunnels infolge eines fahrenden Zuges der numerischen Berechnung zugénglich macht. Im
Gegensatz zu anderen, in der Einleitung vorgestellten Vorgehensweisen, beruht dieses Verfahren
auf der Anwendung der Integraltransformationsmethode. Dabei wird eine numerische Losung
fiir das System Halbraum mit Tunnel durch die Kopplung der Losung fiir das System Halbraum
mit zylindrischem Hohlrauwm mit einer innenliegenden, mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode
beschriebenen Struktur, im Rahmen der Substrukturtechnik erzielt. Zur Herleitung der hierzu
benétigten Losung fiir die Substruktur Halbraum mit zylindrischem Hohlraum, welche ebenfalls
nicht analytisch vorliegt, werden die bekannten, je nach Komplexitét semianalytisch vorliegenden
Losungen fiir die Systeme (geschichteter) Halbraum und Vollraum mit zylindrischem Hohlraum
in geeigneter Weise iiberlagert. Dabei liegt die Halbraumlosung im dreifach fouriertransformier-
ten (kg, ky, 2, w)-Raum und die Vollraumlésung im (k,, 7, n, w)-Raum vor, wobei mit n die
Reihenglieder der in Umfangsrichtung angewendeten Fourierreihenentwicklung bezeichnet wer-
den. Um jedoch die Randbedingungen des neuen Gesamtsystems Halbraum mit zylindrischem
Hohlraum beschreiben zu koénnen, mufl die Superposition dieser beiden Teillosungen jedoch im
(kz, y, z, w)-Raum erfolgen. Ebenfalls im (k,, y, z, w)-Raum findet auch die Kopplung mit der
innenliegenden FEM-Struktur statt, so dal die FEM hier in entsprechend modifizierter Weise
im Wellenzahl-Frequenzraum anzuwenden ist.

Dabei wird das Substrukturverhalten des Systems Halbraum mit zylindrischem Hohlraum an
der Berandung des zylindrischen Hohlraumes zur Verfiigung gestellt, weshalb Parameterstudien
im Bereich des mit Finiten Elementen diskretisierten Gebietes mit vergleichsweise geringem Be-
rechnungsaufwand ohne Neuberechnung des unendlichen Gebietes durchgefiihrt werden kénnen.

Da die Losung der gekoppelten ITM-FEM Gleichungen fiir jede diskrete Wellenzahl k, im fou-
riertransformierten (k,, y, z, w)-Raum ermittelt wird und deshalb lediglich eine Diskretisierung
des Querschnittes des Systems Tunnel-Halbraum erfolgt — was eine signifikante Reduzierung des
Berechnungsaufwandes zur Folge hat — werden solche translationsinvarianten Modelle in der
Literatur héufig als 2.5D-Modelle bezeichnet. Sie bilden jedoch das mechanische Verhalten des
Systems Oberbau-Tunnel-Boden vollstiandig dreidimensional ab.

Damit ermoglicht es dieses Verfahren, die infolge eines im Tunnel sich bewegenden Zuges hervor-
gerufenen Erschiitterungen bzw. den Korperschall im dreidimensionalen Halbraum numerisch zu

123
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ermitteln und fiir Prognosezwecke zu quantifizieren.

Neben bewegten dynamischen Lasten, welche hiufig zur Untersuchung einzelner Effekte ver-
wendet werden, kommen in der vorliegenden Arbeit auch Fahrzeugmodelle zur Anwendung,
mit welchen die Entstehung der dynamischen Krifte im Rad-Schiene-Kontaktpunkt infolge von
Schienen- bzw. Radoberflichenrauhigkeiten — im Sonderfall Radunrundheiten, welche zu einer
harmonischen Anregung fithren — abgebildet wird.

Als Mafinahme zur Korperschallisolation wurde der Einbau eines Masse-Feder-Systemes unter-
sucht und das zu erreichende Einfiigungsddammafl ermittelt, um das Anwendungsspektrum des
vorgestellten Verfahrens aufzuzeigen.

Auch der Fall eines Fahrzeuges, welches sich nichtlinear verhélt, wurde untersucht. In diesem
Fall muf3 die Interaktionsberechnung zwischen dem Fahrzeug und dem System Fahrweg - Tunnel
- Halbraum im Zeitbereich erfolgen. Die dazu notige Impulsreaktionsfunktion fiir das gekoppel-
te Gesamtsystem wurde aus der Systemiibertragungsfunktion H (kz,w) durch zweifache Fou-
rierriicktransformation mit Hilfe des von Lieb und Lenz [LLies 1997, LEnz 2003] am Lehrstuhl
fiir Baumechanik der TU Miinchen entwickelten Verfahrens auf der Grundlage der Waveletde-
komposition gewonnen. Damit konnte eine deutliche Effizienzsteigerung der mehrdimensionalen
Integraltransformationsmethode erreicht werden.

Dabei wird vor der numerischen Fourierriicktransformation ein Algorithmus zur adaptiven Ab-
tastung der Systemiibertragungsfunktion H (kz,w) im Wellenzahl-Frequenzraum verwendet. Es
soll allerdings darauf hingewiesen werden, daf} trotz des Einsatzes dieses Algorithmus der notige
Aufwand vergleichsweise hoch ist gegeniiber dem z.B. fiir den Halbraum im dreifach fouriertrans-
formierten (k;, ky, 2, w)-Raum erforderlichen Berechnungsaufwand. Dies liegt im Ubergang in
den (kz, y, z, w)-Raum und dem fiir die dort zu ermittelnde Losung des Gleichungssystems zur
Beriicksichtigung der Randbedingungen sowohl am Lochrand I'g als auch auf der Halbraum-
oberfliche notwendigen Berechnungsaufwand begriindet. Hier sollten weitere Untersuchungen
ansetzen, um die Effektivitat des vorgestellten Verfahrens deutlich zu erhéhen. Vorstellbar wére
hierzu eine Einschréinkung der an der Halbraumoberfliche auszuwertenden Wellenzahlen £, und
der zur Einhaltung der Randbedingungen zu verwendenden Koordinaten y in Abhéngigkeit von
den Amplituden der angeregten Wellenarten. Diese héngen von den Materialparametern, der
Geometrie der verschiedenen Strukturen sowie von der Tiefenlage des Tunnels ab.

Insgesamt wére ein Vergleich der numerisch ermittelten Ergebnisse mit anhand von Messungen
an real existierenden Zugstrecken vorliegenden Ergebnissen wiinschenswert. Die Fahrzeug- und
Oberbaumodelle — welche in folgenden Untersuchungen vor allem im Bereich des Fahrweges
noch erweitert werden miissen — sind ebenfalls auf ihre Fihigkeit hin, die jeweils vorliegende Si-
tuation abbilden zu kénnen, zu iiberpriifen. Besonderes Augenmerk ist dabei auf die Erfassung
der Bodenparameter zu legen, welche in rerum realitatis teilweise sehr grofien Streuungen un-
terworfen und infolgedessen nur schwierig zu quantifizieren sind. Letztendlich erlauben nédmlich
nur Ergebnisse, welche an in einer vergleichbaren Situation erhaltenen Meflergebnissen kalibriert
wurden, eine belastbare Quantifizierung von zu erwartenden Erschiitterungen bzw. Korperschall.
Aussagen iiber den Einfluf der Tunnelgeometrie (Kreisquerschnitt, ovaler Querschnitt, Recht-
eckquerschnitt, ein- oder zweigleisig) und des umgebenden Erdreichs, iiber die Auswirkung einer
Erhchung der Massen oder der Steifigkeiten oder zur Auslegung von Mafinahmen zur Koérper-
schallisolation sind jedoch nur anhand von numerischen Prognosemodellen méoglich. Dazu soll
das entwickelte Verfahren einen Beitrag leisten.
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Anhang A

Fouriertransformation

A.1 Definition

Fourierhintransformation

Die Fourierhintransformation (meist nur als Fouriertransformation oder kurz FT bezeichnet)
wird mit dem Symbol o—e gekennzeichnet und ist definiert durch:

fkg) = / - f(x) e ka® g (A1)

Transformierte Groflen werden mit einem Dach (.7.) gekennzeichnet.

Fourierriicktransformation

Die Fourierriicktransformation (kurz als FRT, hdufig auch als inverse Fouriertransformation oder
kurz IFT bezeichnet) wird mit dem Symbol e—o gekennzeichnet und ist definiert durch:

Fz) = % /_ " Bk e s, (A.2)

A.2 Rechenvorschriften

Multiplikation - Faltung

Eine Faltung wird mit dem Symbol % gekennzeichnet und ist definiert durch:
f@ g = [ 7 ol de . (A3)
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136 A. Fouriertransformation

Fine Multiplikation zweier Funktionen entspricht einer Faltung ihrer beiden Transformierten im
transformierten Raum. Im umgekehrten Fall gilt dieser Zusamenhang in analoger Weise.

F) - glr) o o flha) (k) (4.4)
f(x)xg(z) o—e  flks)-g(ks) (A.5)
Differentiation
i ko)™ f (K A6
ar . \n
d—kgf(kx) o (—ixz)"f(x) (A7)
Streckung oder Stauchung (Dilatation)

(%) (A.8)

) (A.9)

Verschiebung (Translation)

fx—b) o—e f(ky) e ke (A.10)
flky —b) o—o f(z) e (A.11)

Kombination aus Dilatation und Translation

flax —b) = f(a(xr —b/a)) o—e % f (%) e ka/a (A.12)
£ 1 z ibx/a
flaks =) o—o o (g) eibe/ (A.13)

Ausgewihlte Funktionen
Dirac-Distribution
Die Dirac-d-Distribution ist gewohnlich definiert durch [DubpECK 1997]
/Z d(x —x0) f(x) de = f(z0) (A.14)

und nimmt im fouriertransformierten Raum den Wert eins an.

d(z)o—el (A.15)
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Rechteckdistribution

Die Rechteckdistribution mit der Amplitude eins sowie der Lange L kann mit Hilfe von zwei
entgegengesetzten Heaviside-Distributionen (Einheitssprungfunktionen, bezeichnet mit H) be-
schrieben werden.

L L in(£k,
Ha+ L) - e — L)oo o S0ER) (A.16)
2 2 ko
Sinusfunktion
sin(Qt) o—e i T (d(w+ Q) — d(w —NQ)) (A.17)
Kosinusfunktion

cos(Qt) o—e 7 (d(w+ ) + d(w — Q)) (A.18)



Anhang B

Zylinderfunktionen

Als Zylinderfunktionen bezeichnet man im allgemeinen die Losungen der Besselschen Differen-

tialgleichung

0*w ow
20 W ow 22\,
z Z2+z Z+(z vi)w =0 (B.1)

mit dem komplexwertigen Argument z = x + iy.
Losungen dieser Differentialgleichung sind die Besselfunktionen erster Art Ji,(z), zweiter Art

Y, (z) (Neumannfunktionen) sowie dritter Art H,Sl)(z) und H,SZ)(Z) (Hankelfunktionen).

B.1 Besselfunktionen

Mit dem Potenzreihenansatz

w(z) = 2" Z cp” (B.2)
k=0

ergibt sich eine spezielle Losung der Besselschen Differentialgleichung (B.1). Nach Einsetzen
dieser Reihe in (B.1) und einem Vergleich der Koeffizienten erhélt man die sogenannten Bessel-
funktionen J, (z), die auch als Besselfunktionen erster Art und v-ter Ordnung bezeichnet werden.

N o) (_1)]€ (5)2k
Ju(2) = (5) ];)m (B.3)

Dabei ist die Gammafunktion I'(z) definiert zu
I'(z) = /e_ttz_ldt (z#0,-1,-2,...) (B.4)
0

und fiir ganzzahlige Argumente zu
Lk+1) =k (k#0,-1,-2,...). (B.5)

Im Falle nichtganzzahliger Ordnung v stellt auch
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Abbildung B.1: Besselfunktionen Jy(z), Ji(z) und Yy(2), Yi(z)

2\ —v e (_1)k (E)Qk
T()=(3) e (B-6)

eine von (B.3) linear unabhingige Losung der Besselschen Differentialgleichung dar, was sich
mit Hilfe der Wronskideterminante der beiden Funktionen J,(z) und J_,(z) nachweisen li8t,
welche nicht verschwindet (vgl. z.B. [[KOnNrAD 1985]). Die Funktionen J,(z) und J_,(z) bilden
foglich ein Fundamentalsystem.

Im Falle ganzzahliger Ordnung v = n hingegen ist dies nicht der Fall, da die beiden L&sungs-
funktionen dann nicht linear unabhéngig sind. Mit (B.5) gilt ndmlich:

N 00 (_1)k z 2k
0 = () L v ®7
X 1Vk (2 2k
1) = (3) Z%#—l)”h(z) (B.5)
k=0

Eine im Falle ganzzahliger Ordnung v = n von J,(z) linear unabhingige Losung ist die soge-
nannte Neumannsche Funktion oder Besselsche Funktion zweiter Art. Im Falle nichtganzzahliger
Ordnung v ist diese definiert zu:

Jy(z) cos(vm) — J_,(2)

sin(vm)

Y,(z) =

(B.9)

Als Linearkombination von J,(z) und J_,(z) ist sie fiir nicht ganzzahlige Ordnung v # n
auch eine Losung von (B.1). Beim Ubergang auf ganzzahlige Ordnung v = n nimmt Y,,(z) die
unbestimmte Form % an, mit der I’'Hospitalschen Regel ergibt sich jedoch

2 e 1 ayngs (—1)F gk (Gl Wy
V() = ZhE@ Wy = (5) Y o (3) (Zﬁi;; -
1

_ % (%)_"i W (g)%, (n=0,1,2,...) (B.10)
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wobei sich die Konstante

o0

Iny=C=— / e 'Intdt = 0.577215665 (B.11)
0
aus der Fulerschen Konstanten C' ergibt.
Weiterhin gilt:
Yo ,n(z) = (=1)"Y,(2) (B.12)

Da die Wronskideterminante der beiden Funktionen J,(z) und Y, (z) nicht verschwindet (vgl.
z.B. [KONRAD 1985]), erhélt man damit fiir beliebige Ordnung v die allgemeine Losung der
Besselschen Differentialgleichung als Linearkombination von J,,(z) und Y, (2).

w(z) = C1J,(2) + CRY,(2) (B.13)

Mit dieser Beziehung ergeben sich die Hankelfunktionen oder auch Besselschen Funktionen drit-
ter Art als weitere Losungen der Besselschen Differentialgleichung

—

HWV(z) = J,(2)+iY,(2) (B.14)
HY(z) = J,(2)—iY,(2), (B.15)

v
was fiir nichtganzzahliges v gleichbedeutend ist mit

HOD(2) = — 2 [eFv7 7, () — T ()] (B.16)

~ sin(vm)

Da diese Funktionen weder untereinander noch von der Bessel- oder der Neumannfunktion
abhéngig sind, stellt jede Linearkombination von zwei beliebigen der dargestellten Besselschen
Funktionen eine Losung der Besselschen Differentialgleichung dar. Die Auswahl des verwendeten
Fundamentalsystems kann schliefflich dem vorliegenden Problem angepafit werden.

Im folgenden bedeutet C,(z) eine beliebige der Funktionen J,,(z),Yl,(z),ngl)(z),Hy)(z) oder
eine Linearkombination dieser Funktionen mit konstanten (vom Index v unabhingigen) Ko-
effizienten. Zwischen den Besselschen Funktionen beliebiger Ordnung und ihren Ableitungen
bestehen nun folgende Rekursionsbeziehungen:

Coiz) + Cal) = )
CG(s) = Gl = 2050)
v (B.17)
) = Cal) - Z6)
Cz) = ~Conlz) + ZG)

B.2 Modifizierte Besselfunktionen

In Anwendungen wie in der vorliegenden Arbeit stoffit man auch auf die folgende Differential-
gleichung:
0? 0
228—;; + ZG_Z — (241w =0 (B.18)
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Diese Gleichung geht aus (B.1) dadurch hervor, dafl man z = iz setzt und anschlieBend Z durch
z ersetzt. Dies entspricht einer Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel von 90°.
Ausgehend von den speziellen Funktionen J,(iz) und H,Sl)(iz), welche deshalb auch ein Funda-
mentalsystem der modifizierten Besselschen Gleichung (B.18) bilden, erhélt man die modifizier-
ten Zylinderfunktionen:

I(z) = e72'J,(iz) (B.19)
K (z) = %Ze"%iHy)(iz):—%Ze—"%iHy)(—iz) (B.20)

Dabei gilt der Zusammenhang:

I n(2) = I(2) (B.21)
K_,(2) = K, () (B.22)

Hierin wird I,(z) als modifizierte Besselfunktion und K, (z) als modifizierte Hankelfunktion
oder auch als MacDonaldfunktion bezeichnet. Diese besitzen die Eigenschaft, daf} sie fiir reelle

Abbildung B.2: Besselfunktionen Iy(z), I;(z) und Ko(z), K1(2)

Argumente z und reelle Ordnung v selbst rein reelle Werte annehmen.
Die modifizierte Besselfunktion 7, (z) lautet damit:

s ()7
I(z) = (5) kzzom (B.23)

Im Falle ganzzahliger Ordnung v = n ergibt sich mit (B.5):

In(2) = (f)"i(ii)% (B.24)
" 2/ = kl(n+ k)! ’

Fiir nichtganzzahlige Ordnung v ergibt sich die Reihendarstellung der MacDonaldfunktion K, (z)

aus derjenigen von I,(z) -
K,(z) = [I_,(z) — 1,(2)], (B.25)

2sinvmw
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im Falle ganzzahliger Ordnung v = n gilt:

n z S ()" (Er vy
Kol2) = (-1 (o) (32) + C2 50 1) ' <§37+ 7)+

(n=0,1,2,...) (B.26)

Im folgenden bedeutet Z,(z) eine beliebige der Funktionen I,(z), e K,(z) oder eine Linear-
kombination dieser Funktionen mit konstanten vom Argument z und vom Index v unabhéngigen
Koeffizienten. Zwischen den modifizierten Besselschen Funktionen beliebiger Ordnung und ihren
Ableitungen bestehen nun folgende Rekursionsbeziehungen:

2v
Za() — Zea) = Za)
z = Z,,(2) - 2z,
) ()~ Yz0) o
Zoa(2) + Zenle) = 222)
2 = Zenl) + ZA()
B.3 Asymptotische Entwicklungen der Besselfunktionen
Fiir kleine Argumente |z| < 1 gilt:
G e 4 ) (B.25)
W T \2 V= ‘
2 2
r 2\"
v(s) ~ —LW () (v > 0) (B.30)
T o\z
Fiir grofie Argumente |z| > 1, |z| > v gilt als erste Ndherung fiir die angegebenen Winkelrdume:
2 vmwm
Ju(z) =~ — cos <z -5 Z> (—m <arcz <m) (B.31)
2
Y, (2) =~ 4/—sin (z e z) (—m <arcz <m) (B.32)
T2 2 4
Fiir positives reelles Argument z = z und 0 < x < 1 gilt:
1 T\Y
e ~ () b
(z) Tv+1) \2 (B.33)
2
Ko(x) = In o (B.34)
1 2\"
Ky(r) =~ 3 I'(n) (E) (n=1,2,..) (B.35)

Fiir x > 1 wéchst I, (z) exponentiell an, wéhrend K, (x) exponentiell abféllt (vgl. Abbildung
B.2).



Anhang C

Matrix H(r, n, k;,v,w) fiir dynamische

Belastung

C.1 Fundamentalsystem aus Modifizierten Besselfunktionen I,
und Macdonaldfunktionen X,

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Verschiebungskomponenten u, des Kon-

tinuums in (3.85):

Hyy
Hio
Hiys
Hyy
Hys
Hig

;In(aer) + aky I 1 (akyr)
kyln_1(Bkyr)

—ky 1 (Bkyr)

;Kn(akﬂ) — aky Kpyq(akyr)
ko Kp—1(Bkyr)

—ky Kpy1(Bkyr)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Verschiebungskomponenten u, des Kon-

tinuums in (3.85):

Hoy

Has
Hoaz

Hoy

Hog

i%[n(akrr)
ikyIn—1(Bkyr)
ikyIn1(Bkyr)
i%Kn(ock:xr)
iky K1 (Bkzr)
ik K1 (Bker)

143
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C. Matrix H(r,n, k;,v,w) fiir dynamische Belastung

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Verschiebungskomponenten u, des Kon-
tinuums in (3.85):

H31 = Z]fon(k‘xa’l“)
H3y = Zﬁkxln(ﬁer)

Hi3 = _Zﬁszn(ﬂkxT)
H34 = Z'k’a;Kn(akwT)
H35 - _Z/kaKn(/Bkmr)

H36 - Zﬁkchn(ﬁsz)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten "ﬁ des Konti-
nuums in (3.85):

Hy =

Hyy =

Hy3 =

Hyy =

Hys =

Hy =

1 {n(n — 1) + k2r? (oz2 + (a? — 1)%)] I (akyr) — ks nt1(akyr)
W r

r2

%(n — 1)1y (Bkyr) + BK2L,(Bkyr)

B (Bher) + 2+ Dl (Bhar)

2 {n(n — 1)+ kir (a + (a” — 1)5 Ky (akyr) + TKnH(akzr)

%(n - 1)Kn—1(ﬂkxT) - ﬁk;%Kn(ﬁer)

SR (k) + 2 (14 1) o ()

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten 02% des Konti-
nuums in (3.85):

Hsq

Hso

Hsy

Hss

1 A Kz
_ [n(n — 1) — kE2r?(a® - 1)5] I, (akyr) + aTInH(aer)

r2
ka

= — (= DIh1(Bkar)

_k_;lf(n + 1)In+1(/8kzr)

1 2.9/ 2 A ak,

= _7“_2 |:7”L(7”L - 1) - er (Oé - l)ﬂ Kn(akmr) - , Kn+1(04k‘$’l°)
kg

= _7(71 — 1)Ky 1(Bksr)

_%(n + 1)Kn+1 (ﬁk:pr)
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Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten "2% des Konti-

nuums in (3.85):

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten

nuums in (3.85):

Hgy

Hgs
Hgs

Hegy

Hgs
Hgg

= 1

(0 = DIn(aksr) + ako = L (ak,r)

1
|2
E(n — V) Ky (akyr) — akmgKnH(akﬂ)}
s

- i@ -5 -1 Lk

= —ﬁk?cln(ﬂer)
~ B, (Bk)
— 2] 13,

= BE K, (Bk.r)
—BE2K, (Bkyr)

- 1] Ko (akyr)

k;—x(n — 1)1 (Bkyr) + %ﬁki[n(ﬁer)-

SORTA(BRar) = " (1 4+ 1) L ()

"
i EﬂkiKn(ﬂer) + %(n + 1)Kn+1<5kw7’>}

(n — 1) K,,_1(Bkyr) — %ﬂkiKn(ﬂer)]

02“’ des Konti-
m

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten "ﬁ des Konti-

nuums in (3.85):

Hgo
Hags
Hg,

Hgs

% (K28 + 1) K1 (Bhar) + Bbe ™ Kon(Bkar)]

B K (Bhar) — K28+ 1) Ko (k)|

i [kngn(aer) + aki[nﬂ(aer)}
% [k?c(ﬂ2 + 1)In—1(ﬂer) - ﬁkxgln(ﬁkzr)}

5 [BR S0 (Bhr) + 25 + D) (30

i [km;Kn(aer) - akiKnH(aer)}
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Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten

nuums in (3.85):

Hgq
Hgys

Hgs

Hyy
Hgs

Hog

C.2

C. Matrix H(r,n, k;,v,w) fiir dynamische Belastung

Uéﬂ des Konti-
n

—ky %In(aer)
g [ a (k) + b " (k)|

% [ﬁkxgln(ﬁer) - kiln-i—l (ﬂer)}
—ky EK (akgr)

[ K2 K1 (Bt + Bl K (Bky r)}

-3 [,ka?Kn<ﬁk$T) + kK (57(6:57“)}

Fundamentalsystem aus Besselfunktionen .J, und Neu-

mannfunktionen Y,

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Verschiebungskomponenten u, des Kon-

tinuums in (3.85):

Hyq
His

Hyz
Hyy

His
Hg

gj (akiar) — kg1 (ctkeyr)
25 o (Bkar) = ko Jn i1 (Bhar)
—kyJns1(Bkzr)
Y (akyr) — kg Yo i1 (akar)
ﬁ” W (Bar) = kYo (Bkor)
—kyYny1(Bkor)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Verschiebungskomponenten u4 des Kon-

tinuums in (3.85):

Hoy
Has

Hog
Hoy

Hos
Hog

i;Jn(akmr)
2@%%(5@@
ikan+1 (ﬁkzr)
Y, (akyr)

2@%%(&@)

ikan+1 (5er)

- ik:}cjn—i-l (ﬁer)

.n
Z_
r

- ikan+1 (/Bkrr)
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Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Verschiebungskomponenten u, des Kon-
tinuums in (3.85):

Hsy = ikyJp(kgar)

Hsy = —ifkyJ,(Bkyr)
Hss = —ifkyJn(Bkyr)
Hsy = ik, Y, (akyr)

H3s = —iBkyY,(Bker)
Hys = —ifBkyYy(Bker)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten ‘;—Z des Konti-
nuums in (3.85):

Hy = Tiz [n(n —1) — k%2 <a2 + (a® + 1)%)] In(atkar) + aT]%JnH(OéW)
Hpp = % (=B%k.2r? + 2n(n — 1)) Jn(Bkyr) — %(n — 1) Jn41(Bkar)

Hyz = —Bk2J,(Bker) + %(n + 1) i1 (k)

Hy = %2 [n(n —1) — k22 <a2 + (@ + 1)%)] Yo (akyr) + afm Y1 (aker)
Hyy = _#(521@%7«2 —2n(n — 1)) Yy (Bk,r) — %(n — )Y 11(Bksr)

Hys = —Bk2Y,(Bk,r) + k—:(n +1)Y;41 (Bk,r)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten % des Konti-
nuums in (3.85):

1 2.2, 2 A ok
Hy = - [n(n— 1) + kor(a” + 1)5 In(akyr) — " Int1(akgr)
1 Ky
Hsy = —W2n(n — 1)Jn(Bkor) + 7(” = D) Jnt1(Bker)
ko
H53 = —7(71 + 1)Jn+1(5k$74)
1 2.2, 92 A ok
H54 = _7”_2 |:7’L(n - 1) + kajr (Oé + 1)% Yn(aer) - r Yn“"l(akwr)
1 Ky
Hss = —WQn(n — 1)Yn(ﬁk’x7“) + 7(” - I)Yn—&—l(ﬁkrr)

ky
Hss = —7(n+1)Yn+1(ﬁk’xT)
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C. Matrix H(r,n, k;,v,w) fiir dynamische Belastung

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten "2% des Konti-

nuums in (3.85):

Hg = —Fk? [(aQ + 1)% + 1} T (akeyr)
Hey = [k;Jo(Bkor)
Hes = [Bk2Jn(Bkar)
Hey = -k [(oz2 + 1)2; + 1} Y, (akyr)

Hes = BK2Y,(Bk,yr)
Hee = /Bkgyn(ﬁkm'r)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten 02_7:5 des Konti-

nuums in (3.85):

H7 =
Hpy =
Hzs =
H7zy =
Hzs =

H7g =

:%(n — 1) (akyr) — akIan-i-l(aer)}

' _w%un(n 1) = PR Ta(Bar) — " 1>Jn+1<ﬁ’“wr>]
%5;@2 T (Bt — ﬁ(n+ 1) o1 (Bt ]

: %(n — 1)y (akyr) — aky Yn+1 (k)|

. %ﬂkiYn(ﬂer) — %(n + 1)Yn+1(5kmr)}

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten C;T: des Konti-

nuums in (3.85):

Hg,
Hgo

Hgs

= 9 {kxﬁ,]n(akrr) — akiJn_i_l(aer)]
= 3 [k: 6_( B2+ 2) Ty (Bkyr) + K2(5% — 1)Jn+1(ﬂkmr)]

= 2 [BE T (BRar) + R 4+ 1) T (Bhar)]
= i [l Va(aker) — ak2Yi (ak,r)]

= g R B D) + R — Yo ()]

pr

_ _% [ﬁkz;Yn(Bkmr) + k(=5 + 1)Yn+1(ﬁkmr):|
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Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten 02% des Konti-

nuums in (3.85):

Hg,
Hgo

Hos

Hogy
Hys

Hgg

n
_k::c_ n kz
rJ (akyr)

1 n
~ |k —
1|

rf

(_/82 + 2)Jn(/8kmr) - k?ct]n—i-l(ﬁkzr)]

% [ﬂkx;Jn(ﬂkrr) - k'gjn—l—l(ﬁk’xr)}

—kngn(ocer)

1 [,{wi

2 Br

(-2 4 2)¥(Bhar) — kzmxﬁkm}

% [ﬁkx;Yn(ﬁer) - k?zyn—i-l(ﬁer)]

C.3 Fundamentalsystem aus Hankelfunktionen 1. Art Hr(Ll) und

2. Art HT(Z2)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Verschiebungskomponenten u, des Kon-

tinuums in (3.85):

n 1
= ;H,Sl)(aer) - akaflil

= oY, (B

= —k‘m

n-l—l(ﬁkfﬂr)

(akyr)

n
= ;HT(LQ)(aer) — akafi)l(aer)

= ol (k)

= —km

n-l—l(ﬁkmr)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Verschiebungskomponenten u,4 des Kon-

tinuums in (3.85):

iﬁHle)(akzr)
T

ik HY | (Bkyr)

ik HY) | (Bkyr)

iEHT(?) (akyr)
T

ik H | (Bkyr)

iko HC) | (Bkyr)

n
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C. Matrix H(r,n, k;,v,w) fiir dynamische Belastung

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Verschiebungskomponenten u, des Kon-
tinuums in (3.85):

H; = Z]{ZIH,((LI (kyar)
Hy = —ifk,H (Bkyr)
Hss = —ifk,H (Bkyr)
Hyy = ik HP (ak,r)
Hsys = —ifk,H® (Bkyr)
Hss = —ifk,H® (Bkyr)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten "ﬁ des Konti-
nuums in (3.85):

Hy

Hyo

Hys

Hyy

Hys

Hye

1
r2

[n(n —1) — kzr? (oz2 + (o + 1)%)] HW (akyr) + a—l%Hﬁgl(aer)
w r

R (1) Y, (k) — BRZHD (k)

ko

" (n+ DHY (Bhor) = SR (Bkar)

Tiz [n@ S 1) - 22 (a2 + @+ 1)%)] H® (akyr) + O‘TI%Hﬁl(aer)
ko

“E(n— D) HZ, (Bker) — BRLHD (Bkor)

ko

"2 (0 + ) H, (Bker) — BRZHP (Bkar)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten 02% des Konti-
nuums in (3.85):

Hsq

1

= —3 [n(n — 1) + k3r?(o® + 1)%] HWY (akeyr) — afz Hy(ll_gl(aer)
ks

= (- DH (k)
ky

—=E(n o DH, (Bkar)

i Hr(jzl (akyr)

[n(n —1) + E2r?(a® + 1)%] H? (akyr) — .
—(n = DH, (Bker)

ka
—"E(n o D, (Bker)
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Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten "2% des Konti-
nuums in (3.85):

Hg = —k? [(oﬂ“);u“] HWY (akyr)
Heo = PBEZHM (Bk,r)
Hes = PBEZHM (Bk,r)
Hgy = —Fk? {(oﬂ + 1)% + 1] H'?) (akyr)

Hes = BKZHS (Bk,r)
Hes = BEZHS (Bk,r)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten 02—:? des Konti-
nuums in (3.85):

Hy = i :—Q(n —1)HWM (akyr) — akm%H,(Llle(akmr)_

| Kz 1 |
Hyy = i |“2(n—DHD, (Bker) = 50KHLD (Bkar)

Hzy = i%ﬂkQ Y (Bka T)—k—( +1)H, 751421(5/%7“)_
Hry = i::;(n—l)H,?)(aer)—ak ngl(aer):
Hrs = | "0 - O HE, (5har) - SHHD (k)]
Hr = i | SBRHD (Bhr) - (4 1)EE, (k)

Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten "”” des Konti-
nuums in (3.85):

Hy = z’[k#H,gU(akzr)—akiﬂﬁl(akm]
Ha = 5 [-R( = DHY, (3har) + Bl HD (5|
Ho = 5[~k Bher) + K25 = DHL, (5]
Hyy = i [k HP (akor) — ak2H), (akor)|
Has = 5 [-R( = DH (3har) + Bl 1P (5hr)|
He = 5[~k HP (Gher) + (5 —1)H£2+)1(Bkm_
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Elemente der Matrix H zur Ermittlung der Spannungskomponenten

nuums in (3.85):

Hgo

Hos

Hoy
Hys

Hgg

C. Matrix H(r,n, k;,v,w) fiir dynamische Belastung

Uéﬂ des Konti-
n

—km;Hfll)(aer)
—R2H, (Bhor) + Bha ~HLD (Bh,)]
By H (Bker) = K2HY, (Bkar)|

[NCRIE ORI

N =N =

—km—H,(f)(ozer)

K2, (Bor) + B HP (Bk,)]

Bk ’;H (Bkar) ffﬁl(ﬁk )|
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