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1.

EINFUHRUNG
( z. T. Tafelanschrieb)

1.4 LITERATUR

Theorie der gekriimmten Flachentragwerke (Schalen)

(1]
(2]

Axelrad, E.: Schalentheorie. Teubner Stuttgart 1983

Basar, Y., Krdtzig, WB.: Mechanik der Flachentragwerke. Vieweg Braunschweig
1985

Fliigge, W: Statik und Dynamik der Schalen. Springer Berlin 1962 (3.Aufl.)
Fliigge, W: Stresses in Shells. Springer Berlin 1973 (2.Aufl.)

Girkmann, K.: Flachentragwerke. Springer Verlag Wien 1963 (6.Auflage)
Gould, Phillip L.: Analysis of Shells and Plates. Springer Verlag New York 1988

Hampe E.: Stabilitat rotationssymmetrischer Flachentragwerke. W.Ernst & Sohn
Berlin 1983

Kollar, L.: Schalenkonstruktionen. Betonkalender 1984 Teil 11.

Markus, G.: Theorie und Berechnung rotationssymmetrischer Bauwerke.
Werner Verlag Diisseldorf 1978 (3.Auflage)

Pfliiger, A.: Elementare Schalenstatik. Springer Berlin 1967 (4.Aufl.)
Pfliiger, A.: Stabilitatsprobleme der Elastostatik. Springer Berlin 1964 (2. Aufl.)

Rabich, R.. Statik der Platten, Scheiben, Schalen. in: Ingenieurtaschenbuch Bau-
wesen Band I Pfalz—Verlag Basel 1964

Worch, G.: Elastische Schalen. Betonkalender 1968 I1.Teil

Wunderlich, W.: Differentialsystem und Ubertragungsmatrizen der Biegetheorie
allgemeiner Rotationsschalen. Techn. Hochschule Hannover, Lehrstuhl fir
Stahlbau, Schriftenreihe Heft 4, Hannover 1966

Finite-Element-Methoden

Allgemeine Einfuhrungen siehe Literaturangabe zur Vorlesung Flachentragwerke 1

Version vom 30.04.1991
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1.2 Beispiele fur Schalentragwerke

1.2.1 Baugeschichte
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1.2.2 Moderne Architektur

Royan: Markthalle
(R. Sarger)
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Raleigh: Sporthalle
(M.Novicki )

Rom: Kleiner Olympiapalast (P.L.Nervi 1960)
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Paris : Ausstellungshalle (N.Esquillan 1957 -1958 )
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1.2.3 Konstruktiver Ingenteurbau
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1.2.4 Fahrzeugbau

e

Flugzeug {Druckkabine)
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e ——— e e ———
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Weitere Beispiele aus der Natur:

Schildkroten, Schnecken, Muscheln, -
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Flachentragwerke I1

BEZEICHNUNGEN BEI SCHALEN
1. Allgemeines
— Vektoren werden fettgedruckt ( bei Handschrift unterstrichen )

~ ein oberer Querstrich kennzeichnet GroBen, die auf Punkte auBerhalb der Schalenmit-
telflache (SMF) bezogen sind.

~ Ortsvektor der Mittelfliche in Parameterdarstellung: r = r ( @1, @%)

: : . a( ) a( )
— Partielle Ableitungen: ( )| = ot und ( )2 = ~57

— Schreibweise zur Unterscheidung oberer Index / Exponent:
©? oberer Index
(u))? Basis des Exponenten bei Verwechslungsgefahr eingeklammert

- Summationskonvention:
Uber gleiche Indizes in einem Produkt wird automatisch summiert, wenn ein Index oben
und der andere unten steht. Griechische Indizes ( «, 8 ) laufen von 1 bis 2, lateinische
Indizes von 1 bis 3. Beispiel Ortsvektor eines Punktes:

= X', = XVip + X%ip + X3 i3

- Bei Rotationsschalen wird grundsatzlich die globale X3-Achse als Drehachse und der
Umfangswinkel als erster Flachenparameter ©! gewiahlt.

Version vom 14.05.1990
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2. Geometrie

Rotationsschalen

globale Koordinaten ( kartestsch )
zugehorige globale Einheitsvektoren

Koordinatenlinien auf der SMF

Ortsvektor unverformte SMF
Ortsvektor verformte SMF

begleitendes Dreibein (keine Einheitsvektoren)
lokale Einheitsvektoren :
Tangentenvektoren an SMF
Normalenvektor auf SMF

Definition der Mafzahlen als
Bogenlingen eines diff. Fldchenelementes

daraus folgt :

Mafzukl in Richtung ©!

Mafizahl in Richitung ©*

Kriimmung ldngs ©!

Kriinumung lings ©?

Hauptkriimmungsradien

Gauf'sche Kriimmung

allgem. Schalen
X ,x,x
I, in 13
@1, o2
r =r ( @l , @2)
R
a,,a,,a;
‘l) t2
t; zt,,
ds, = A" dO!
ds; = B d@?
A= la,|
B = |a,|
A
B
R,
R,
R oo
Rmin
1
K = —
Rmax‘ijn

i, = Rotationsachse

O' = ¢ Umfungswinkel
@ Meridianw. von unten
G =g

¢ =n/2-¢

+ ty nach aufien

4 =R(O)

Breitenkreisradius

R, = zugleich
Hauptkrimmungsradius
in Umfangsrichtung

R, = Meridianradius

zugleich zweiter
Hauptkriimmungsradius

Version vom 19.06.1990
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3. Verschiebungen, Verdrehungen

allgem. Schalen Rotationsschalen
Verschiebungsvektor eines beliebigen Punktes u
- u?
auf der SMF u = |z
wl
@2
Komponenten :
Verschiebungen in der SMF W'y, u?
Verschiebung normal zur SMF u?
Verdrehungen der SMF @', ¢*
Radiale Aufweitung AR
Meridianverdrehung x in Richtung @

4. Dehnungen, Gleitungen eines beliebigen Punktes auflerhalb der SMF

Dehnung eines beliebigen Punktes

Gleitung eines beliebigen Punktes

5. Verzerrungen £ der SMF

allgem. Schalen

aap
Bap
Y a

Dehnungen und Gleitung
der Mittelfliche

(mit @y =2, = y,,)

Verkriimmungen der Smf

Schubverzerrungen aus
Querkrdften( Gleitungen )

aaﬂ

Bag

= |€n =

LV12

F”ll

&y =

Xn =

X2 =

Rotationsschalen
Umfangs - (Ring -)dehnung &,
Meridiandehnung £2;
Gleitung der Smf Yi2 = Ya
in ihrer Ebene
Ringverkriimmung Xy
Meridianverkriimmung X3
Verwindung iz = XUy
( Verdrillung )
Ringgleitung Y1
Meridiangleitung Y2

Version vom 19.06.13890
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6. Schnittgréflen (Spannungsresultierende) s

g B
S = Map
qa
allgem. Schalen Rotationsschalen
ny, Ringnormalkraft ny,
Membrankrdfie N, = |nn Meridiannormalkraft Ny
R Membranschubkraft Ny ; Ny
i, Ringmoment my,
Momente Map = |Mp Meridianmoment My
M Drillmoment my ; My
. R -
Querkrifte qs = [q‘] ingquerkraft g
92 Meridianquerkraft q

Version vom 14.05.1980
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2. TRAGVERHALTEN DER SCHALEN

2.1 Grundlagen und Spezialfille
(Tafelanschrieb)

2.2 Klassifikation nach Kriimmung
(Tafelanschrieb)

2.3 Losungsverfahren
(Tafelanschrieb)
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dF = AB defole® | AJror, ; B-Y1,%
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Beispiel Zylinderfliche

Ortsvektor: r = x}(09) iy + x¥(0%) iz + (09 i3

r = Rcos®! iy + Rsin@®! iy + @2 i3

R cos ©1
r = | Rsin ©!
@2
Ableitung: r, = ai(—;l_ = -Rsin®'! i; + RcosB! iy
- Rsin O
F,1 = 21 = | Rcos®!
0
Iy = o =i
2 662 3
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r, = - Rcos®! i;- Rsin®! iy

- Rcos B!
I = |-Rsin®!
0
L = 0
Skalarprodukt: r;'r,; = R%sin?®' + R%cos?@! = R?

T = arta; = R =42
rp'rp = 1

r2'Ty=a'a =1= B?

ryro=20 =  Orthogonale Koordinaten
iy —Rsin®! 0
Vektorprodukt: rpxr2=|i, Rcos®! 0
i3 0 1

riXrs=Rcos®! i + Rsin@®' iy

R cos ©1
r,1 X rp = a3 = | Rgin ®}
0
Flichenparameter: A*=R? , B?’=1
R R
Ri=- CRcosfOl-Risnte  RE R R
R
R2=_E:_°° (Rrmin )
1
Gauf}‘sche Kriimmung: K= = ()
RiR>

Die Zylinderfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.
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Fliachen beschreibbar durch:

A? A% AB
Ry = - = —
LT & rnc(rpxry)
X T,
Tangentenvektor: ty = D1 ABrz
Flachenparameter: A*=R? ; B*’=1
- RcosO!
Ableitung: ry = |-Rsin®!
0
R cos ©!
Vektorprodukt: rjXTr2=2a3=|RsinO!
0
Kriimmungsradius:
R3 R3
Ri = -—— T miaig — 72 — K
- R%cos*®"' - R*sin“© R
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3. Geometrische Grundlagen (im lokalen Koordinatensystem)

(z. T. Tafelanschrieb)

Zusammenfassung (nur orthogonale Koordinaten)

Koordinaten:

Ortsvektor:

oder

Begleitendes Dreibein:

Normierte Vektoren:

P (1 x%x% = P (x) Kartesische Koordinaten
P (©1,0% = P (0% Parameterdarstellung

r = x* i = x! i1+x2 i2+x3 i3

r = r(0%) = xNeY) i

ar
az = = Y a =12

904

a e
tg, = = Z.B.ld}' = Ja; ' a
|aq|
t; = t; X ty

Version vom 02.05.1991
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Bogenlange:

Flache:

Erste Grundform der Fliache:

Kriimmung;:

Zweite Grundform der Fliche;

ds; = Ja;-a; dO! = A4 46!

dSz = Jyaz ' ar d@z = B d@2
A, B = Metrikkoeffizienten

dA4 = dSl'd.S‘z = AB d@ldGZ

ds? = dr-dr = A? dOO! + B? d6%6>

r1ty dOMO! + r )ty dO%O?
A? 40140 + B? 46%d6?

L dOYde! + N doZde?
x fred
A? delde! + B? 40%1e?

1 dO¥e! + N 40%e?

L, N = Koeffizienten der 2. Grundform der Flache

langs®!:  4O?* =

lings®?:  dO! =

Gaufi’sche Kriitmmung:

AR
ALV
coo

Flachen beschreibbar durch:

A? A?
L =r, t3 = —— = Ry =~
! Ry r,it3
2 2
N~‘———I‘,22t3‘—‘—*§‘ = R, = - B
R> ront
K= .1
R R

Elliptische Krimmung (Kugel, Ellipse)
Parabolische Kriitmmung (Zylinder, Kegel)
Hyperbolische Kriimmung (Hyperboloid)

____B4B
ro2 (r; X ryz)

A%4B
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Beispiel Zylinderflache

Ortsvektor:

Ableitung:

r = x}(0% i + x*2(O0%) iy + (O i3

R cos ©!
Rsin O

92

or

00!

al] =

Rcos®! i; + Rsin®' iy + ©? i3

= ~Rsin®! i; + RcosO! i,

~ Rsin ®!
R cos ©!

0
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r = -ReosO i - Rsin®! iy

- Rcos©!
r = |- Rsin©!
0
rop = 0
Skalarprodukt: r,) 1, = R%sin?@®! + R%Zcos?2@! = R?

ry°ry =a;a; = R? = A2
rp rp =1

rp°'rp = az az; = 1= 32

rypro=20 =>  Orthogonale Koordinaten
il ~ Rsin @l 0
Vektorprodukt: rgXry=|i Rcos®! 0
i3 0 1

R cos ©!
ry X ry = ay = |RsinO!
0
Flachenparameter: A2=R?> . B’=1
R’ R?
Rl = - =— =R (Rm:n‘ )

- RZcos? @' - R%sin2®@!  R?

= - (Rein )

Gaul}sche Kriitmmung: K= 7 =0

Die Zylinderflache wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ helern.
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Fliachen beschreibbar durch:

AZ
R, = —————
ri b
Tangentenvektor:
Flachenparameter:
Ableitung:
Vektorprodukt:

Kriimmungsradius:

R, = -

~ R%c0s2@! - R%sin?©!

) XTIy
t; = L2
‘ AB
A2 — RZ . BZ —
- Rcos®!
rir = |- Rsin©!
0
R cos®!
r X r2 = a3y = |Rsin@!
3 R3
R = —“i‘ R
R
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3.3 Anderung der Tangentenvektoren
(z. T. Tafelanschrieb)

3.3.1 Berechnung des Vektors {33

dt

Fir infinitesimale Zuwichse gilt:  diy = |dt3] t;

el - o) = o= 202
mit |t3| =1 folgt
dts| b = dts = 4%1?1 )
%’ - %tl = 131
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3.3.2 Berechnung des Vektors t

a) Komponente in 6 - Richtung

(ti"t))) =t bttty =0

ti 1ty = -t ty,
—

(Projektion von ty) auf tp)

aus r 13 = ry; folgt eine Bestimmungsgleichung fiir t;1

ri=At ; r,12=A‘2 t1 + A4 t1o

rp=Bt; ; ryg=B1t+ Bt
1
tr) = E(A,z t) + A to-B; ty)
1
ty; tp = *E(A.z tit + A5 G - M)

=

1 (senkrecht zu t))

b) Komponente in & - Richtung

(tl : [3),1 = ty,;"tz3 + t;t3;

A .
tl_l't3 = —t; t3; = ——tl‘tl—ﬁ— (SZEI'IE (1))

t — __fl_’z ty — iq__t
L1 B * R @
B ; B
: thy = ——= t] — —t
tro @ (analog) | t22 7 U R 3
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3.3.3 Berechnung des Vektors t;

Komponente in #' - Richtung
ti'tp =0

(ti"t)1 = ti b+t g

1ty = -1t
As A
= + B 2t +/E*/t3/'t2
1
-
1
A
thy = Fz t
5 (3)
t1,2 : (analog) ti2 = T‘il ty

3.3.4 Zusammenfassung:

[ t1) ] [ 0 -A,/B —A/Ry]
) 0 B /A 0 ¢
tbi| | A2/B 0 0 tl
ta|  |-Ba/A 0 -B/R|
t31 A/R, 0 0

| t32 | i 0 B/Rz 0
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3.3.5 Herleitung der Gaull-Codazzi Gleichungen
Bei orthogonalen Koordinaten ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen
vertauschbar :

t312 = t321

A B
t = [t =|=t] =(t
(t3.1).2 R\ 72 (t32).1

Anwendung der Kettenregel und Einsetzen der Ableitungsgleichungen liefert:

A As B B
Rl 2 R2 R2 1 Rl
Da t; und t; orthogonal sind, muf} gelten :
A _ A, [ B B

]

RiJ2 R, \R ' R

Auf analoge Weise erhalt man aus

tii2 = ti21 oder tp1p = tp21

die dritte Beziehung :




2y 3.4 Spezielle Geometrien
A”gfemame Pb‘bH'Onsﬁ/dchew

- Y

l}xﬂe

\

Hevidiemnkurve R=R (62)

Breilenkreis
t.
t,
T
& K
x4

Ovtsveltoy v = R(6Y s 0 £, + R(O) 5in 0 L, * 92’113

Aoleitongen Y, = -R(8)sin®" [, + R(8)es®'s,

-~ 4 . - . 4 ¢ .
V= Ryem®' Lt B, sinD'l, + L

3

T = -R(E) 0O {, - RO g,

~M4

- Nt i
f,zz RIL.?. c>=0 L, 1 72/22 Sin O L,

S/ca/ofpro dolele; Y, P2<82)
AR A*(P,z)z

2 T
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R- BILET . pinRy
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g 2wl 1wy
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Basisvelctoven ; t,=-em0'(, + cos O L,
t “_im__ D @1. 4 ? , (91' PO
S TN S n STk T 2y

! - 4 K22
Gauvlb sche F o K= o5 = — —
xavul5 sche vummunﬁ 2.P, RV*(R:)T
/(ucml k(o')= P:"(az)z (A=R)
‘Xez 4 _éb& 9’- s
. k/z ‘EW ”"é‘ (B‘ R)
¥
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4. Membrantheorie
(Tafelanschrieb)

4.1 Voraussetzungen

4.2 Definition der Resultierenden

4.3 Kriftegleichgewicht an der Membranschale

4.4 Membrantheorie der Rotationsschalen

4.5 Spezielle Geometrien
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5. Kinematische Beziehungen der Schalentheorie

Die kinematischen Beziehungen stellen 1n allgemeiner Form den Zusammenhang
zwischen den Verzerrungen ¢ und den Verschiebungen u her. Sie werden zunichst
fur den Schalenraum entwickelt und anschlieend durch die Verschiebungen der

Schalenmittelfliche (Smf) ausgedriickt.

Dabei wird eine lineare Theorie zugrunde gelegt. Das bedeutet, daB3 die Produkte
aus Verschiebungen und ihren Ableitungen vernachlassigt werden.

5.1 Struktur der Grundgleichungen
(Tafelanschrieb)

5.2 Verschiebungsgriofien
(Tafelanschrieb)

53 Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen im Schalenraum

5.3.1 Anmerkungen zu den Verzerrungsgrofien

1. Dehnungen

0% A

- Ads
T o dS; —ds;

i=1,2,3
. ( )

dss

|
s, dF E
|

ds Ads o!

dS;

Die Dehnungen beschreiben die bezogene Abstandsinderung infinitesimal be-
nachbarter Punkte des Schalenkontinuums.

Version (05.06.91
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2. Gleitungen / Schubverzerrungen

orf

> Ad31'<)-

- / vie = ex + & | (k=123)
en| [ dF |/

vie =cosQ =T * T [ [ = k

wegen:
T .
cosQ = COS('E‘YIZ) = Smyi2 - Y12
Fiir kleine Winkel gilt :

tan ey = singy = €

Die Gleitungen beschreiben eine Winkeldnderung.
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5.3.2 Herleitung der kinematischen Beziehungen im Schalenraum

unverformte Lage

verformte Lage

i3 £

Abb.1

Der Ortsvektor eines Punktes P der unverformten Schalenmittelflache (Smf) 1aB8t
sich wie folgt darstellen :

r = r(0% (a = 1,2)

Mit einem Querstrich bezeichnet man den Ortsvektor eines Punktes P der unver-
formten Schalenfliche im Abstand ©3 von der Schalenmittelfliche (Smf) :

r=f0% =r+ 0> t3

Mit dem GroBbuchstaben R wird der Ortsvektor eines Punktes P des verformten
Schalenkontinuums bezeichnet :

R=RO)=r+7V=(r+03t3)+¥

Fir den Verschiebungsvektor ¥ der den Punkt P mit seiner verschobenen Position
verbindet gilt :

V=V g+ P L+ PG
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Zur Beschreibung der Bogenldangen d5; und dS; im Schalenraum wird die Ablei-
tungen des Ortsvektors R bendtigt.
Es gilt :

;£ dO'

!
dS‘-l = Vivl' Ki d@'
Ableitungen des Ortsvektors Fder unverformten Schale (vgl. Umdruck 3.3)

F1=A t1+(~93;;;1 t

V=91t + V[ =2ty - ot ]

+ Pt + P[22 ]

Einfiihrung der Abkiirzungen @ *:

1 A, A
Zl=— [V, + P24 S
¢ L ¥ B R, |
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Daraus ergibt sich mit der Umordnung nach den Tangentenvektoren t;:

wW=A[@d 4+ L +3 t3]

o B B
Analog gilt fiir v,, und v,3 mit b': Elz:lz[v%z + 282D
B A R,
- T Al 2 73 2 _ 1o o By
Vo=B[bl ti;+b2 t2+ 5 3] ==, -¢ ]
B A
V3= V,3 t1+V2,3 t2+v3,3 t3 b =::[V3,2—V2—-—
B R

Ableitungen des Ortsvektors R der verformten Schale

i

Ri=A[(Q+a) 1+ 6+3 3]

Ro=B[(Q+) 1+ 6+ 3]

3=Vt + %3 b+ (1+F3)t;

=

Dehnungen im Schalenraum

Bogenlangen der unverformten und der verformten Schale :
ds1 = JF1 i dol = 4 40!
dS'_l = \ll—i,l i,l d@l =Z (1 +51) d@l

Dehnungen im Schalenraum :

_ dSy-dsy; A (1 +a)del-A4d4de!
ds A de?

1 A, A
= al = vy + P24+ 8
11 V1 B R |
Analog gilt fir &, und &3 :

1 B B
£y = — \72, + gl 2L + V3— = pl
(%} B [ V22 v A R, 1=20

£33 = V3
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Gleitungen im Schalenraum

T = i
R,iva
a’ B2 a3 b
Vg =Ty - Ty = + +
Y= R T T Ay T (T4 by (1+a) (1+b0)
al=bl=0 ;: @ =p=0
V2 = @ + b?

Analog gilt fiir 733 und 753 :
i =i+ a

y: —VZ,3+b_3

5
!

5.3.3 Zusammenfassung (Schalenraum)

Beziehungen zwischen den Verzerrungen im Schalenraum und den Verschiebun-
gen im Schalenraum :

1. Dehnungen

== [V + P22+ P~
€11 1 [ Vo B Ry |
1 B B
By == | Py + ¥ 2L 4 B
B33 = V3

2. Gleitungen / Schubverzerrungen

= = - —2= + = 2 = v2 -
12 A [vl,l v B B [V 2 A
1 A
ia = - v’3, _ gl + ol
713 = = [ 1 -V R ] + 7.3
1 B
P3== [P -¥F =]+ &
ZX [ $o - ¥ R ] 3
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54

Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen bezogen auf die Schalenmittelfléiche

Die kinematischen Beziehungen der Schalenmittelfliche (Smf) gehen von der
grundlegenden Annahme der Normalenhypothese (Kirchhoff-Love Hypothese)
aus. Diese besagt, daB die Normale zur unverformten Schalenebene auch im ver-
formten Zustand normal zur Mittelflache der Schale steht.

Mit dieser Annahme werden die Gleitungen (Schubverzerrungen) 713 und 73
vernachlassigt.

Weiterhin wird angenommen, da8 die Schale in @ Richtung dehnungsfrei ist, das
heiBt die Schale erfiahrt keine Anderung der Dicke.

Mit der Kirchhoff-Love Hypothese lassen sich die Verschiebungen des Schalen-
raums durch die Verschiebungen der Smf ausdriicken.

F=v+0% (a=12)
F =

/

e 3D) = aap 2D)  fap (2D)
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Dehnungen und Verkriitmmungen in der Schalenmittelflache (Smf)

©

AR

=
i

(o, +2 22 4
B R

AN

[ 1’1+V2 +V3~—]+~——[(p,1 +¢2

]
Il
ANES

Einfithrung der Koeffizienten aqg und fag :

1
a11--;1. 1,1+V2 +V3—-] -
,811':i <P1,1+¢2—’2]

A B
g1 = ay + 638y

Analog gilt fiir £5; und &33 :

1 B B o3 B
By = — [ v, + 2l v+ = + @t =L
= ay + @3;322
£33=0

Gleitungen und Verwindungen der Schalenmittelfliche (Smf)

= = - —_— + — — —_—
1 A,z A,z
+ = V2 . + — —@!
) [ 1 v ] [ (pz’l @ B
= ap+ OB +ax + @3;921

Analog gilt fir 33 und 3 gemaB Kirchhoff-Love Hypothese :

y13 = 0
Y3 =0
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5.4.1 Zusammenfassung

Beziehungen zwischen den Verzerrungen im Schalenraum und den Verschiebun-
gen in der Schalenmittelfliche (Smf) :

1. Dehnungen und Verkrimmungen

1 A A e Ay
= = -_— — +—_.“ , + B
£11 A[V,1 +V2B+V3R1] 7 [(Pl (sz
_ 1 B, B o3 B
== [V, +vI 224V = 1+ = + @l 21
En B[ 2 v A R2] B [¢2v2 @ A ]
83 =10

gn = an + %8y

En = anp + 93[922

2. Gleitungen / Schubverzerrungen und Verwindungen

= - —VZ—-——- —— 1 - —"—1—
T2 =g [ Ve 2 ] T lee-9
1 Ay o3 A,

+= [V -VI=22 ] + = [ ¢ - =2
Flva-vEl Ao -9 5]

V2 = ap + 038 + ax + %6y
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5.42 Anmerkungen

e
Agf = £22
_)’12_A
_%11—
Pag = | %22
X1
13
Ya3 = [;sz
QAap
£ = ﬁaﬂ

Ya3

zur Schreibweise

aiy
=] azz
ai

11
= Bz
8

Dehnungen und Gleitung in der Smf

Verkriimmungen und Verwindung der Smf

Schubverzerrungen senkrecht zur Smf

Verzerrungen allgemein
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5.5  Matrizielle Darstellung der kinematischen Beziehungen der Schalenmittelflidche

Annahme:
A=A4 ; B=B
5 Az A [V [Aa]
1 B R1 . _
_Aan 31 0 : v Aan
B ! : 0 Dehnungen
B, ] Bay
62 —7'1“ 0 ': vs =
_Bi 7 E ! (pl Bay,
A R, :
------------ e A
A a4 o 7. "
Ry 1 Querschub
B : Byys
0 “R. g 0 B —
2 [}
---------- 1:314_’3 ABn
;' B ]
» Ap 3 AB1z
0 . B 1 Verkrimmung
] B, 3 D
Lo - /_11, BBy
B 92 | BB
_ + A J

ap = ap + dy = an
P12 = Bz + P21 = P

5.5.1 Sonderfall Platte / Scheibe (siche Vorlesung)

5.5.2 Sonderfall Rotationschale mit rotationssymmetrischer Last (siche Vorlesung)
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6. Werkstoffgesetz

Allgemeine Beziehung des dreidimensionalen Kontinuums (Verallgemeinertes

Hooke’sches Gesetz)

o1 (1-v) v v { rE1 ]
o9 v (1-v) v = €2
|
1-v) €33
033 v v ( f
- E | S ]
o1 1+ v)(1-2v) :_;_(1_2,,) 2817
| -
023 | La-a 282
| | i !
| O3 ] : 5_(1 - 21/)_‘ _283 .
28 =y =ap
Inverse Beziehung
[ 11 ] ( 1l -v -v : T o117
€22 -v 1 -v } 022
£33 1 -V v 1 g 033
261, = i Tt T
12 121 + v) 012
]
2853 : 2(1 + v) 023
| 28314 S ! 2(1 + v)] o3l

Bei orthogonalen Koordinaten treten die Metrikkoeffizienten gekriimmter Flichen oder
Volumina im Stoffgesetz nicht auf. Fir Schalen wird tiblicherweise ein ebener Spannungs-

zustand in Fliachen parallel zur Mittelebene angenommen:

o33 =0 = e33 = flen, en)

(0117 [ 1 v |' [ €117
05%) v 1 : €22

) S [ <
ol = —— I -(1-v) 213

1- | 2
o v ' ! 2
| 1

| 031 ] ! —2*(1 -v) _2531J

Version vom 05.06.1991
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Man erhalt ein Werkstoffgesetz fiur Schalen, wenn man die Gleichungen des ebenen Span-
nungszustands des Kontinuums in die Schnittkraftdefinition (Spannungsresultierende)
einsetzt:

=0
1/2 /2
6 E
.B. = 1+ de’ = | — - + de3
z nt fau ( ) f(l-vz) [811 VEzz]
-t/2 -1/2

Verzerrungen der Smf: Eap = Qap + O Bup

1/2
E
ny = j m[(an + ®3ﬂ11) + ((122 + @3/922)] d@3
~1/2
/2 1/2
ny = (1 EVZ) (a” + Vazz) J d®3 + (/311 + ‘Vﬂzz) f @3(1@3
-1/2 -1/2
LSS ——— Mg e
=t =)

n —-——-«—E—[——(a + )
11‘(1—1/2) 1T van;

~0
/2
’ et 9 3
z.B. niyy = 0110 1+ de
2
-1/2
/2 1/2
11 = (1 EVZ) ((111 + ‘V(122) J @3(1@3 + (611 + ‘Vﬂzz) J @3@3d®3
-1/2 ~1/2
f e r—— | R ————
=0 =3/12
Ep
my = ———s(f11 + v
T B + vB2)
~0
1/2
9 3
z.B.. nip = o |1+ doe
-1/2 2

mit €y = ap + @3312 bzw.

bzw yi2 = ap + O = (12 + d2) + OBz + Ba) = En + &y = 2612

t/2 1/2
E(1-v
nyy = 2((1—1/2)) aiy Ia’@l + B2 J 0363
-1/2 ~1/2
=G =t =0

np = Gtalz
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Zusammenfassung in matrizieller Form:

ny I v 0 ain
a2 Dl 1 0 a
ni2 0 0 1 ; d a12
mi 1 v 0 B
my| gy 1 O B
’ 1-»
n2 0 0 > Bz
7 5/6 0 13
Gt Y
7 0 5/6 v
- = - - X J
3 )
(1-v% 12(1 - v%) 2(1 + v)
@3
Aufgrund der Vernachlassigung der Terme | 1 + " sind Langskraft— und Biegean-
a

teil ( wie in der Scheiben- und Plattentheorie) entkoppelt.

— Der Faktor 5/6 im Stoffgesetz fur die Querschubverzerrung yqy3 ist der, auch in der
Stab- und Plattentheorie tibliche, Korrekturfaktor fiir Rechteckquerschnitte, zur Be-
rucksichtigung der quadratischen Spannungsverteilung tiber die Querschnittsdicke.
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7. BIEGETHEORIE DER SCHALEN

7.1 Allgemeines
(Tafelanschrieb)

7.2 Definition der positiven Schnittgrofien
(z. T. Tafelanschrieb)

Version vom 18.06.1991
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7.3 Momentengleichgewicht
(z. T. Tatelanschrieb)

ZM =0 = (-Bmpty+ B mpt ),1'd@2 do!
+(~Ampt+Amyt ),2'd@1 de?
+AdO Yty x (Bnyuty+Bnpty+ B gty )dO?

+BdO*ty x (Anyti +Anpty+A gyt ) dO!

Differentiale dritter Ordnung konnen gegeniiber solchen zweiter Ordnung vernachlassigt wer-
den. D. h. daB die Flachenbelastung und die Normalkraftzuwachse keinen Beitrag zum Mo-

mentenzuwachs liefern.

Ausschreiben der Kreuzprodukte:
A t1X(Bn11 ti +Bnpty+ Bag t3)
=AB[;111(t1><t1)+n]2(tlxt2)+q1(t1><t3)]

= AB [n12 t3-qg1 t2 J

Btyx(Anmity+Anpty+Aq t3)
=AB [ny (tpyxt1)+nn (b Xtr)+g2 (tXt3)]

=AB [ -ny; t3 + g2 t1 ]

>M =0=(-Bmpti+ B m t),1-d0! d©?
+ (=A my t + A my ty), dO! dO?
+ (AB nip t3-AB g t; ) +dO®! d©?
~(AB ny t3-AB g, t1 ) *dO! d6?

= —(Bmp)1 ti-(Bmp) tju+ (Bm ) 2+ (B my )ty

~(Amxy)r i-(Ampy)tint+t (Amy ) b+ (A my) ty

+AB nypy t3-AB g1 t
~-AB nyy t3 + AB g3 4
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Einsetzen der Ableitungsgleichungen fur die Tangentenvektoren (vergleiche Abschnitt
3.3) und Zusammenfassen der Richtungen ergibt die endgultige Momentengleichge-
wichtsbedingungen der technischen Schalenbiegetheorie:

B, A,
<anmuAmnm+um@>§i4Bmuy§~AB@=o

A, B,
(Bmu )a+ (Ama o+ (Bmy) 22 - (Amn) —% - AB g1 =0

A B
(Bmp )—~(Amy )—+(Bnyp)A-(Any)B=0
R, Ry
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7.4 Matrizielle Darstellung der Gleichgewichtsbedingungen

[ | | 11 Bru Pl
As . B, | A |
S R
o el |7
Ay B, l B |
- 01 d2 i 0 5 | A
B A { R> : 121 7
] | + AB =
Ao 0 By s Anzn
Ry R; : : 0
———————————————— T~ Bq
A, B,
0 -B | U 0
T 1
! | A B,
-A 0 9 22y, - L 0
| B T a4 ||Bmu
________________ I
0 A -B 0 0 0 0 — ~-— 0 B
: I| Ry R | e
Ama
| Am; |

Volistéindige Gleichgewichtsbedingungen der technischen Schalenbiegetheorie in Matrizen-
d
007 ).

schreibweise ( 9, =

6 Gleichungen fiir 10 Unbekannte =»> innerlich statisch unbestimmt.

Sonderfall Membrantheorie: 4 Gleichungen fir 4 Unbekannte = statisch bestimmit.

Sonderfall Scheibe, Platte: A = B = 1, R, — « = Gleichungen sind entkoppelt.

7.5 Biegetheorie kreiszylindrischer Behilter
(Tafelanschrieb)
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7.5 Biegetheorie rotationssymmetrischer Behalter

7.5.1 Lange Kreiszylinderschale

TN N !
R L
£ r~ +AR Ri =Ry

&a ZA X [ = JR1 ¢t

—_— -
M A ' A E=- (=ab)
| Randkraft H Randmoment M
2HR 2MR
&) hL > o
na( £) 0 0
2M
+ H M
9 £) (+) “ (+) L ¢
my( §) (:i-) vHL Bg (-j:) vM Ag
myp( §) &+ HL B M A
HL3 ML?
~Z= D _ =
AR (&) 2B 7t o 25
HL? ML
bl ~-Z= D
x (&) -) 2B A (+) B d
. . Er
Randverformungen der Einheitsspannungszustande : B = ————5-
12(1 -2
L3 L*
H=0,M=X =1 _L o _ L
ik 3 fix °B

Die Vorzeichen von fi = fi; sind im Sinne des KraftgroBenverfahrens festzulegen.
Die Vorzeichen sind fir Belastungen am Schalenrand §, = 0 angegeben, fur Belastungen
am Schalenrand §&, = 0 sind die in Klammern angegebenen Vorzeichen zu verwenden,
auBerdem ist &, durch &, zu substituieren.

Version 11.06.90
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7.5.2 Langer Kegel

> 4 30° = const
1
Ry = Rg—
sina
R2=> 00

L; =
43
Sv
& = Z‘:
Randkraft H Randmoment M
/. 2M cota
- o E £ _E)C
np( €) (+)2Hcosa (Li (+)§,) Dy 5 L: ( +)§) )3
2M cot a
na( §) (t)Hcosa Ce (-1:) __._“Z‘W B
. 2M
(]2( (’i’) Hsina C;; (+).4LT 3
my( €) = v my t+ ... =vmpt.....
my( §) & HLisina By M A
-
H L}sin’a 2 p M Ltsina ,
ARCE) | 5 28 I;? ( L; &P <) 2B 1?2 (f,- &%) G
HL? . ML;
x (&) Y sina Ag B
. . EP
Randverformungen der Einheitsspannungszustande : B = ——————
12(1 -+
L} L?
H=X=1, M=20 f,',-—-?g sina fk,~=—2§ sina
. L2
H=0,M=X, =1 _Li S
fi B fix B sina

Die Vorzeichen von fy = fi; sind im Sinne des KraftgroBenverfahrens festzulegen.
Die Vorzeichen sind fiir Belastungen am Schalenrand &, = 0 angegeben, fir Belastungen

am Schalenrand &, = 0 sind die in Klammern angegebenen Vorzeichen zu verwenden,
aullerdem ist £, durch &, zu substituieren.
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753 Kugel

— =>4 pr = 30°
/\ L
S :;‘v/’ﬂ—, Ry = Ry
Ry = Ry
€a « +AR Rg = Ry sin@g
I+
i +X L=-
H —7 3 (1-v%)
M s;
M ? El' = Z = avb)
Randkraft H Randmoment M
2HRy . . 2MRy
n — . -
1( &) L sin ¢; D 072 Ce
2M cot
na( &) ~ Hsin@; cot @ Ce % g
) ) L
2M
g &) + Hsing; Cg -2 B
’ (TSmO ) L ¢
mu( &) =vmp+ ...... =vmy+ ......
ma( € ) + HL sing; Be M A
H L3sin@; sin ¢ L?
- _ D _ =
AR (&) ® 2B : O 2p S Ce
2 ML
x (&) - in @& _ ML
O 2B SneiA: B °
L . Er
Randverformungen der Einheitsspannungszustande : B = 207
. (1-47)
H = X,' =1 , M=20 f,’,‘ = ﬁ}_ sSIn” @ EE Sin¢,'
2
H=0,M=X=1 fkk:% “£§Si“¢i

Die Vorzeichen von fix = fi; sind im Sinne des KraftgroBenverfahrens festzulegen.

Die Vorzeichen sind fir Belastungen am Schalenrand &, = 0 angegeben, fir Belastungen
am Schalenrand &, = 0 sind die in Klammern angegebenen Vorzeichen zu verwenden,
auBerdem ist &, durch &, zu substituieren.
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7.5.4 Paraboloid

1 L >4 ¢ =30°
Ve Hy, _ Ko
i3 3 B1= e
Sy T A{_ Rg’é’
éb RZ = K™ g
H, Cos™ @g
I"{ Rf = Ry tan @¢ = ‘/ZRO (Hz-2)
a
L
A A
H~—»
A
M
Randkraft H Randmoment
2HRysin ¢; 2MR
’711( 3 ) - __O__ﬁ D — __T__Q:_ C;;
(+) L;cos@g ) L cos @g
o _ 2M cot
na( §) b Hsin@; cot@g Cg + cot e
e L;
qA &) & Hsingi Gy O
my( &) =vmy+ ... = v my +
mxp( £ ) + HLisin¢; B M A
H L¥cos?@; . _ . . M L}singy
ekl Bl o3 ; D it Stk £ 4
AR (S) | (2B coste PSP e O 2B cos? G
x (&) AL g _ ML
O 2B NP +) B
L . ES
Randverformungen der Einheitsspannungszustande : B =
12(1-42)
L ., 2
H=Xi=1,M=0 fi=7psin’¢i fig=—p sing,
H=0,M=X;=1 Li L ino
=0, M=X = fue = 2 fie = 5p sing;

Die Vorzeichen von fi = fii sind im Sinne des KraftgroBenverfahrens festzulegen.
Die Vorzeichen sind fur Belastungen am Schalenrand §, = 0 angegeben, fir Belastungen
am Schalenrand &, = 0 sind die in Klammern angegebenen Vorzeichen zu verwenden
auBerdem ist &, durch &, zu substituieren. -
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7.5.5 Der kurze Kreiszylinder (//L. < 4) unter antimetrischen und symmetrischen
Randlasten (Biegetheorie)

Die Randstorungen beeinflussen sich.

T*’nzz T+n22 L< 4
~~+m X tmy,— L
+ 427 2 NG o )
Ri = Ry
[ —
R o0
&, R, +AR 2=

£, ! X
s z
[

> +QZ +q2<..~...
"+ my +mpy—"
l+ hn ' l+ N
1. = charakteristische Linge
- Rt
43 (1-v%)
p=t g =2 =2 5 g =Ad
L * a L 3 b L N b a
fir (i = a, b)
Ag, = €% (cos & + sin &)
By = e sin & siche Diagramme fiir den geraden

Trager auf elastischer Bettung
Ce = €% (cos & —sing;)

Dg = e cos§

Fir A — o und §; — « gehen die nachfolgenden Formeln in die des einseitig belasteten
Kreiszylinders tiber.
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Bumsejoq oyosiowuds ay (D -G + 1D+ (W-1) g =N .m =9 qlw =3 w =7
(1= - 1) + (T =)ty - D] (5 -"D) g - (3 -"ta + D] 8L (4579) ¥
TW . TH
[(Bg + 790 -1)-Ba + @)y -1)] @mm [(%g + g) g + (g + "aq)(*q + 1)] Nae (92°73) ¥V
N cTH
(g + )0 -1) + (3g + 3g)(ty - EW| (g + 3q) 1g-(3g + @) + 1)) q\M - (93+73) Qw
Qw A [£477 9] ?w éwv 1887,
[(By =20 -1)- (30 =) -1)] wﬂ - [(Bv-"p) 'g + (50 -")'q + 1] W- (%373) b
0 0 (% 73) T
[(Fg + 7)o -1 -Ga + q)(ty- 1)) mmm [(Fg + 3g) 'g + (g + a)(*a + 1)) NMNN (93'73) Tu
W, - —N He |vm
: Bg k e3 _ Bg P e 11eji1s8]
/ —b 4 ! i d
3 _ Gg 4a3 ' : 95 493
= ﬁ =t

dunjseq SYoSIIIWMWAG
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Suniselog syostewnue 1y (D + DIT-D + W+ 1) - ="N QM ey o+ Lows o Iy
s og ;]
5 L %9 5 L ’NET q - q o "NEZ
(%2 + 90)(0 + D) + Ty + )y + DI— (%0 + D) Yg + (3 + ('@ - 1] I (93°73) X
g ms Ny (85 "NET W57 (%57 _ .\ NET .
[(3g -a)(0 + 1) - Ga -3y + 1] W (g - 3g) Yg-(Fa - 7a)('a - 1)] I (3°73) ¥V
((1g =) g - N_ - - - DI
a-"a + 1 + (g -7ay + Dl (Pa-%a) vg + (g -"aX'a -1l ;- (95 75) TTw
w4 w4 (9529) T
ﬁAnww+ uw Y _ Qw uw Y GZ\N _ Qw u.m. _ q p5. - NVZ
V(D + 1)~ ( u.+ D)V + Dl [y + %) g - (0 + ")('a - DI~ (9525) b
0 0 (1379) wu
nw |uw _ D GZ \N q D q o b
[((Fg -3a)(00 + 1) - (g -"a)('v + 1)] EMN (Fg -g) g - (g -a)('a - 1)] xﬁw (93°73) 1
W, — N F H, H
Mo e M | =1 Nl ¥ _ ’s ' *3 sl
1 ' ds 493 ] '
: S~ ——” : — ‘Inm ﬁpw

Sunjsepyq YOSLITBWIIUY
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7 R 7
th = QM . ul.m. = .M =Y
- R4 _ (% 9525) X
[SW - IHd] o [Sd - [Hd] T (73'°3)
_ .8 .80 (9373) ¥V
(s -m] o [sd -] I
Sw-mwl- w- (Sd-wl.-TH- (97°73) Cw
(24779} w4 Qw swv Mw
1\ R
[sw -0l u [sd-01-H- (9525) b
0 0 (93'73) ©tu
g 1 v
s \E.MEN W&JE.% (95+75) 11y
W H H
0 =1
: NL ) . ’ Bg ﬁmw [18j3se’]
o1 ! ol X o 01 =1
X Qg »pw } X Qg » a3

sdunjse[ag INISLIJIMUWAS
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w= 0 m=t 4=y
- . - R 3
[y ~ 1Hd] lVd E&.N,E (92'°3) X
— 1. 2% ag?
(vd E.Em (12°3) ¥V
vw-wl-n- vd-ml-TH- (7373) T
(247707} . AQM Swv T
WVa-0]-H- (9575) b
0 (92'73) “u
:\E_\l\»\:. - |Nl <
(Vd -ml i (92°°7) u
___LH
0=1
_ NL v lepse]
h— A 01 =1
1 ! Dmanw
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0 0 (% 25) 7
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Numerisches Berechnungsverfahren flr Rotationsschalen

Die Grundgleichungen flir allgemeine Rotatlonsschalen k&nnen au:
Variationsprinzipien bestimmt werden. Diesen Variationsaussage:
liegen dabei verschiedene Schalentheorien zugrunde. Im weitere;
werden das Gleichgewicht, die Verzerrungs-Verschiebungs-~Bezieh

gen und das Werkstoffgesetz fir eine Theorie angegeben:

2
3 e
. 5
Meridiankurve T
Breiten-
kreis
Rotationsachse 61
Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehun 81'82: konvektive
yerzerrungs=y R2NEES ngs-tezichd 9 . Koordinaten
Verschiebungen u={u v v 9, ol
Verzerrungen e = lagy gz % % Byy Byp By Byp ¥y 15!
1 [ 1 R
ayq d1 r iq 0 0 u
Qqs - d1 0 0 0 v
‘ a8’ Dehnungen
921 d2 © o 0 © w 6a3: Verkriimmungén
4 ,
Ugp 0 d2 R, o) o) ?, Y, °© Gleitungen
B” } 0 0O o N cL' ‘Pu
512 O ) o d1 "'r r . AIZ _ AIZ
: R
Byy o 0 o) o d, AB 1
B,s o) o) 0 d, o mit A= R(¢)
1
Y o) o
13 R, \ 1
. - L. 7_ —




Flachentragwerke [
8. Numerische Berechnungsverlahren Seite 2

. . y 1
d,. d,: Aableitungen in Richtung cer Koorcinaten § und 52

10 %2 N

|Kreiszylinder| Kegel [ Kuagel _,b_ . 4 _Q _rc)_ 49
9s' ADE" O Bt
r o 1/82 cot 82/R 087" 5" B2%
1 .
43 1/R 1/R(6%) | 1/R
%z o 0 1/R
Werkstoffgesetz (isotrope, homogene Schalen)_
Schnittgrdgen s = {n11 Niy Nyq Doy Myy Mys Moy Mys 4 qz}
Verzerrungen g = {a,;y @5 G54 Q5 By Byy By By vy Y5}
[~ t ar ]
1/D, o o -D, O- ol o o | A
l
14+v
L 0
0 5 0 0 0 0 o | 2
1+ |
0 0 -5, O 0 o 0 ° 121
l
=v/D, 0 0 1w, O o _ o) 0 | o5
0 o) 0 O 1/B, o} o] -*v/B(: my
o)
- T+v
0 o 0 o o N 0 0 || m,
1+v
l
o o o O -~mB, O 0 1/8,] my 5
—_— e e, — — R —— —_— — — — —— —_— — ._i. — —
6
See 0T
© 6
o sGe (| 92
L | L
= g7 . s D = Et . _ Et? E
= — ’ e i BC— ']7 ! G,:————-
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Gleichgewicht

Schnitegrogen s = (npy nyy Aoy Rpp My M2 Mo Mz G %o
Belastung é = (51 52 53 }
A -~ 9 r~ -
[ d,+T0 0 0 0 o) o} . 9 |rie| |Ba
d 0 d,+C 0 O o P2 |5
1 a4 —
°© o -z O o o O dy d*TH O 1*|P3 | T
A -
0o o 0 d, y d,+T o) -1 © . o)
o o o T 4, o) d,+T o -1 . o)
o
T ot =

Prinzip der virtuellen Arbeiten

Das Prinzip der virtuellen Arbeiten 6A entspricht dem Gleichgewicht

in globaler Formulierung.

6A = -JSET s ds + f&gT év ds + fBET é ds = 0
S S

mit: € = auf der Fldche S

o
c

u - U =0 {ber den Rand s

Die Bedeutung der in abkilrzender Matrizenschreibweise angegebenen

GrdBen u, g, s und p ist den Abschnitten 1.1 und ‘1.3 zu entnehmen.

|0
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W'_':3

Verschiebungcn

Zustandsgroflen bei @2:- konst.

IN

e

It

-

1]

U- snnb

V - cos n®"
w - cos n®"
@, Cos no"
N, sin n®"
N,, cos n®’

Q, cos no'

i le cos n@:

Eveatzk rdﬁﬂe
am Schalenrand




Aufgrund der speziellen, rotationssymmetrischen Geometrie kann durch

Einflihren von globalen Ansatzfunktionen iiber den Umfang die Ver-
dnderlichkeit der unbekannten SchnittgrdBen in Ringrichtung be-
schrieben und somit das zweidimensionale Problem auf ein eindimen-
sionales zurilickgefiihrt werden. Als orthogonale Ansatzfunktionen
eignen sich trigonometrische Funktionen (Fourier-Zerlegung), wobei
fir den Verlauf rotationssymmetrischer GrdB8en der cosinus als
Ansatz gewdhlt wird und fliir antimetrische Gr&B8en der sinus.

Damit erhalten die Ansdtze filir die Verschiebungen der Schalen-
mittelfl&che folgende Form:

u(81, 82) = f u (82) sinne1
n=1 1

v(81, 82) =T v (82) cosne1
n=0 1

w(e1, 82) =% w (82) cosne1
n=0 I

Entsprechend ist auch fiir die Belastung die gleiche Zerlegung

durchzufihren:

p (91, 92) =% p (92) cosn e
Z n=0 Zn

Dabei ist 81 die Koordinate der Ring- und 92 die Koordinate der

Meridianrichtung.

Fir jedes n der Fourierentwicklung ergibt sich somit ein eindimen-
sionales Problem (Meridianrichtung, Unbekannte u.r Vo etc.) fir
deren L&sung zwei unterschiedliche Konzepte zur Verfligung stehen.
Entweder werden fiir die unbekannten Verschiebungen lokale Ansdtze
in Meridianrichtung gewdhlt und mit Hilfe des Prinzips der virtu-
ellen Arbeiten n Steifigkeitsmatrizen k  abgeleitet. Oder aus dem
vollstindigen Differentialgleichungssystem der Schale werden durch
Integration n Ubertragungsmatrizen gn erzeugt, welche abschlieBend

in Steifigkeitsmatrizen umgeformt werden kdnnen.
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8. Numerische Berechnungsverfahren Seite §

Eine
in der Integration des Differentialgleichungssystems,

Grundlage:

lokale Grundgleichungen

Mbglichkeit zur Ableitung der Elementmatrizen besteht

in dem Grund-

gleichungen wie Gleichgewicht, Verzerrungs-Verschiebungs Beziehung und

Werkstoffgesetz enthalten sind.

mit:

1=
i

e
<&
E

Verzerrungs-
Verschiebungs- | Werkstoffgesetz u
Beziehung .
= 0
o Gleichgewicht s
L. -~ L
2
8




Flichentragwerke 11 8. Numerische Berechnungsverfahrep Seite 7

§.31 Differentialgleichungssystem fiir den Spezialfall des
Kreiszylinders

Durch Einfihren der Geometriegr&B8en f& und [’ des Kreiszylinders

in die allgemeinen Grundgleichungen

Ubersichtlicher Form folgendes matrizielles Gleichungssystem.

ergibt sich in

Kinematik Werkstoffgesetz
fme tf - D — -
d 0 0 © o|-%;2 o o o 0 o0 o0 0o 0 ofu
1 v
| -1 v
© 4 o o olo-5 0 0 O 0 F 0 O O v
o 4 1 0l o o o o o o o o 0 w
4
O o o 4, ol o o o -3, © ; 0o 0o O o ©
I € e 2
o O o o d o o o Y o g o ol le
2| B, 4 1
v 4 -1
© 0o 0o 0o 4 0 ©0 0 - 0 -y o 0 0 0 n,,
1 v 1
d, o z © ol 5 0 0 o o-5 0 0o o n,,
© o o 4, ol o o o o o o X o oflq, |=c
1 l BC 2 -
ALY
0 d 0 0o 0,0 0 0 O 0 00 o0-F o0 L
1 :
" 0 4 _©0_ 1,0 ° o0 0 0 00 0 0 O0fmy
| 4, 0 o O o o0 4 o o | |m,
I| © d, 0 0 O 0 0 O d; O ny,
1
ol l © 0 d 0 O O0=-x O 0 4, |my,
| o o -1 d4 0 o0 o 4 0 O© n,,
i 3 ©o 0o 0 0 d 4,0 O O -1; [ |
Gleichgewicht

Das Gleichungssystem hat die Eigenschaft, da8 die Ableitungen in 6

und ez-Richtung getrennt werden k&nnen, so daB sich fiir den Kreiszylind

folgendes Differentialsystem ergibt: (Der Ubergang auf die

ange fithrten modifizierten SchnittgrdBen sowie die Einfiihrung der

Normalenhypothese ist dabei schon vollzogen)
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Umnstellung:

u,, ro o o o | o o o o r o o o-*Y g T[u
| De
I A v
v, o o o o °© 5 © O 0 % o o o v
W, o o o -1 Il 0 o ollo o o o o ”
1 J v
®2,20 | % ° % ° 12 ° ° &|°_° 8 °_°|°|
- - - -
l l 4 -1
21,2 O 0 0 o | 0 -4 F o0 o N21
- ) l o o o o ] o o o =41 o |[N,,
= 2 : 1 2
Q, , o 0o o oy o & 4 o o [lQ,
| - -
Mzz,z o o 1 ofl-a o o o -4 M,,
ey T — —— ——~] —_— —— pe———— -——-—-'I —— — m— —w——— Sanad
' i 1+n
0O o o d” o 0o o o 0 0 o0 zz-p=|imy,
1 v 1
d, 0 = 0 [, 0 5 0 0, 0-5 O 0 O n,,
d 2 v o 1
J91 - i\ 21
o = o -df ol o o o g | 40 o - 0 © m
F 14y +V
o 4, 0o o o, o o o | 3& o 0o 0 o ny,
1]lo o o 4a,0 o o o ¥ o o o o |lm
Jd L 11 B, JL IZL

Durch eine Matrizenmultiplikation eliminiert man die Schnittgr&Ben m,

bis m, und man erhdlt ein reduziertes Gleichungssystem der GréBe (8X3

[~ 0 d R
: Be “1 T+v
u, 0] -d 0 - = = 2—— O o} 0 u
2 1 ZQgR D 2
v =\
V'2 "Vd.l (0] --R' 0] (0] D& (0] O v
'w.z 0 0 o) -1 0 0 0O O W
2
© -V 2 1
2,2 ) _Rd1 o) v 4] o) o O o @,
B 2 - d, _ v
N21,2 _Qél © R= o O vdy 0 “§d1 N21
sz,z O 0 © 4, 0 0 0 N,,
2
d«] [D,_‘1/R + v 2
Q.. R O 2 2 0 O + © -vdy Qz
Bdy d4 5
~B 1. :
M22,2_J o) 0 o) O =20 1 o0 | Mzz_J

Dieses ist das Differentialsystem der Kreiszylinderschale, welches

als Grundlage der Elementberechnung dient.
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8.$Z Integration des Differentialsystems

In abgeklrzter Schreibweise hat das (8x8) - Differentialsystem

4d .

le Form: . - A -
Zro SRS

Die Koeffizientenmatrix A des Differentialgleichungssystems enthdlt

die Ableitungen in 81-Richtung. Bevor die Integration in 82—Richtung

vorgenommen werden kann, sind diese zu ersetzen. Dazu werden fiir den

Verlauf der ZustandsgrdBen Ansdtze in Ringrichtung gemacht, die ent-

sprechend differenziert werden kdnnen. FUr den Verlauf rotations-

symmetrischer ZustandsgréBen wdhlt man cos-Ansdtze und fir anti-
metrischen Funktionenverlauf sin-Ansdtze
1

a, 1 2 N a3 9
z (6, 67) nEIEﬂ (6%)sinne

s, .1 2. N g5 2 1
z° (8, 87) ‘nflzﬂ (8")cosne8
a = s _ - - -
28 ={u nynl  zi={vwoe, 0, q  my,!

Damit ist die Integration des Systems auf die Integration in eine

Richtung (BZ—Richtung) zurudckgefihrt. Fir jeden Term des Reihen-

ansatzes kann das Differentialsystem mittels einer Reilhenent-

wicklung von eBX geldst werden. Dabei wird das Differentialgleich-

ungssystem als Anfangswertproblem betrachtet, d.h. die gesuchte
L8sung wird aus der Menge der allgemeinen Ldsungen durch Vorgabe

von Anfangsbedingqungen bestimmt.

Eh(x) = U z(o) z(x): L8sungsvextc:
z(o): Anfangsvektor
U(x): Integralmatrix

fdr hcmogene Dgl.

Ldsungsansatz: gh(x) = X z (o)

Somit ist die Integralmatrix U durch die konvergente Matrizern-

reihe eéx definiert:

]
[,
.lx
[

Ax X 2 X
e— =_]_:‘+_.5T!+_1_\_ §T+ .....

[

& ™8

= U (x)

1>

po

i
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Bel geniigend feiner Unterteilung x empfiehlt sich hier die ndhe-
rungsweise Berechnung durch einige der Reihenglieder.

Dabei ist zu beachten, daf die Ubertragungsmatrix nur die Ldsung
fir einen Wert n der Reihenentwicklung enthdlt.

Somit ergibt sich:

2y = gi(n)éa + 3 z;: ZustandsgrdBen an der Stelle i

|94
Pavricolavantet 280 aus
Tiacevbelasruae
Ubergang auf die Steifigkeitsmatrix k

o

ltwt

Die Steifigkeitsmatrix Xk kann aus der Ubertraguhgsmatrix durch einfach

Matrizenmultiplikationen gewonnen werden.

Zp Zau

=

§b SJ—su

-1 -1 1 -
= - 4 o )
Za Yus Zuu Ya Jus 4y Ys i?

und durch Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt sich:

-~y - u BTy
~a —~us -—uu | —us —-a = Lus dp
I o Pt i B o f I S
=B —5u —5s —us “"U\ll —55 -—Us ‘Eb i_;%P—::JSS ZUS'LL‘J
E = l(_ ° .Y. - é

/‘I ‘; . * - “/;p.
L louer, .grarn Kra -T2 .
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Yoormnite wlement viode|le

Bewertung verschiedener Schalenelementtypen

Gekrummte |Gekrimmte |Ebene Degenerierte
Schalen-— "flache” Schalen- isoparametr.
elemente Elemente elemente Elemente
Theorie kompliziert | muittel einfach einfach
Geometrie exakt gute Nahe- |grobe Nahe- |gute Nihe-
rung rung rung
Lastmodell |exakt gute Nahe- |nur Knoten- |gute Nihe-
(Flachenlast) rung lasten rung
Kompatibili- |ja nein 1.A. keine ja
tat v-w Kompa-
tibilitat
Starrkorper- |Néaherung ja ja ja
bewegungen
Diskretisie- | hoch mittel niedrig hoch
rungsauf-
wand
Integrations- {hoch mittel niedrig hoch
aufwand zur
Elementer-
zeugung

Seite 7

Alle zur Zeit verfiigbaren Schalenelemente haben Vor— und Nachteile, die
bei der Auswahl bzw. Anwendung gegeneinander abzuwégen sind! Ebenso
sind die verschiedenen Elementeigenschaften bei der Interpretation der Er-
gebnisse zu beriicksichtigen.
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2 Vorgehen beim Beulsicherheitsnachweis

{201) I1deale Beulspannungen
Es sing dwe idealen Beulspannungen o,g,. 0, und Ig;
mi den in den Abschnitien 4 bis 7 angegebenen Gler-
chungen zu ermitiein. |
Die idealen Beulspannungen durfen auch durch geeignete
Berechnungsverfahren (z.B. Finite-Elemnent-Methode)
ermitiglt werden, sofern sichergestelll ist daB diese die
kriuschen Beulmusler (das heiBt die zum niedrgsten
Eigenwent lahrenden Eigenformen) zuverldssig auffinden.
Anmerkung: Die i den Abschnitien 4 bis 7 angegebenen
Gleichungen {0r die idealen Beulspannungen wur-
den Uberwiegend mut der klassischen linearen
Beultheone ermintell. Berechnungen, die den zur
Gleichgewichisverzweigung fuhrenden Beanspru-
chungszusiand der periekten Schale (Vorbeulzu-
stand) genauer erfassen, konnen auch kleinere

ideale Beulspannungen liefern. Diese brauchen
nicht angesetzt zu werden, da die Difierenz zu den

mit den Gleichungen der Norm ermitielten ideaten
Beulspannungen mit den Abmunderungstaktoren
nach Element 204 abgedeckl ist,

{202) Betogene Schalenschlankhelitsgrade

Mit den idealen Beulspannungen sind die bezogenen
Schatenschtankheitsgrade A mit den Gleichungen (1)
bis (3} zu bestimmen.

[«

ZS\-]'(Z: ()
i
/.Sv" lo"'i: (2)
1 f\l
A -[/Bf—;; (3)

{203) Reale Beulspannungen

in Abhangigkeil von den bezogenen Schalenschiank-
heitsgraden A¢ sind Abminderungsfakioren x Zu bestim-
men. Die realen Beulspannungen O,g g k. Ogs Ry und
T gk Ergeben sich durch Muhiplikation der Abminde-
rungsiakioren mit dem charakierisischen Wert der
Streckgrenze nach den Gleichungen (4) bis (6).

Ous. Ry ™ Ky " ()
mit k= f(lg,)

Ogsrk ™ N ° fyy ' (5)
mit  x = f(ds.)
Tsrx ™ X—'ﬁ- (6}

mit X = f(ZS')

rkung: Die Vorgehensweise mit Abminderungsfak-
toren, die au! die Streckgrenze bezogen sind und
it Abhingigkeit von bezogenen Schlankheitsgra-
den bestimmit werden, stimmi mit der Vorgehens-
weise bei anderen Stabilitatstallen in Stahlbauten

10. Beulen von Schalen Seite 6
(204) Abminderungslaktoren
Die Abminderungsfakioren x ergeben sich je nach Scha-
tenart und Beanspruchungstall aus den Gleichungen (7}
oder (B). Die Zuordnung erlolgl in den Abschnitien 43,
54,63und73.
Normal imperfektionsempfindiiche Schatenbeutane:
XSSO,A: Ky« 1 7a)
04< Ig<12: X, = 1274 - 0686 Xg b
2] x, = 065/X2 (Tc)
Sehr imperektionsemphindiiche Schalenbeutialie:
Igs025: %, =1 (8a)
025<Xg<10: x;=1233-0933%5  (8b)
10 <Ig=15: x;=03/23 {8c)
15 <Jg X, = 02113 (8.0)
l; 025 0L \
NN
o8| AN
\l N | Euler- Hyperbel
) Lx l
\WIANE |
\ i I\ I i
D,L M N, l I :
] ! I \ \ P\ I | 1 !
R ' i
NS T
i NGRS
RN
D __’ M | " i -
] 0L OB 12 16 20 o 28 A
Bild 2. Abminderungstakioren w (bezogene reale Beul-

spannungen) fur Schalenbeulen (Grundbeutkurven)

{207) Einzelnachweise .
Es sind je nach Beanspruchungstall einer oder mehrere

der folgenden Einzelnachweise zu fihren:

Hierin bedeuten:
mafgebende Membrandiuck- und -schub-
spannungen infolge der Bemessungswerle
der Einwirkungen, berechnet nach der Elasti-

0,.04,

zitatstheorie

a, .
— 51 (4
Oys R.6 !
0,
sy (15)
Oys R4
T
<1 (16}
Isp g

{(208) Nachweis bel kombinlerter Beanspruchung

aberein (siehe DIN 18800 Teite 2 und 3).

{205) Grenibeulspannungcn
Die Grenzbeulspannungen sind nach den Gleichun-
gen (S) bis (11) zu ermittein:

OisRd ® Ousr/ Y (9
O¢s.kd " Ogs r i Pu {10
Tsrd " Tsri/ M an

mil yy, nach Element 206

Bei Vorhandensein von mehr als einer der drei beulaus-
Iosenden Membranspannungen (Druck in Axial- brw,
Meridianrichtung, Druck in Umfangsrichtung, Schub) ist
auBer den Einzelnachweisen ein Nachweis unler kombi-
nierter Beanspruchung mit den jeweils angegebenen
maflgebenden Membranspannungen und Interaktions-
bedingungen zu fahren (siehe Abschnite 45, 556,65, 7.5).
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11.  Der diinne Kreisringbalken unter rotationssymmetrischer Belastung

11.1 Lasten und SchnittgréBen am differentiellen Element

:5yi

e/ I's  (Schwerlinie)
T
l‘, &
11.2 Allgemeines
Voraussetzungen:
b << ry re = Schwerpunktradius
h << rg ([h, b] <rs/5 +rs/10)

=> Berechnung als Balken

Die Verschiebungen und Verzerrungen sind klein im Sinne der Theorie [. Ordnung.

Rotationssymmetrie:

= N=const ; M, M,=const ; Q, Q, Mr=0 ; p.m =const
ve =0 ; v, = const ; @y, ;=10
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11.3 Lasten

i1

.
Randlasten: py,s = > gyi—
; r
/ §

2Py
i

T _ ri - Ti
Momente:  mg = 3Lt + 3Py zit = ) Pyt
{ § i $

rs

AT, AT,

T(y,z) = T, + by-y + hz-z
AT, =T,-T;
AT, =T,-T,

r, = Radius am Lastangriffspunkt

11.4 SchnittgréBen
N = Zﬁyi'ri = Pys ' Is (Kesselformel)
i

{

My = 3@z )= 2 @ayi ) + S n) =msrg

AT
MZ=_EIZ-aT-—EX

Wegen der Rotationssymmetrie des geschlossenen Ringes und der Voraussetzung kleiner
Verschiebungen sind die Spannungen infolge Lasten auch bei unsymmetrischen Stabquer-
schnitten in radialer Richtung (y-Richtung) konstant. Es ist keine Transformation auf die

Hauptachsen erforderlich. (Es wird ein Moment M, = M, - I,,/I, erzwungen). Ebenso ist
immer das Torsionsmoment M, = 0.

11.5 Dehnungen
- Ar(z) - Ary X

& + =z
Is s Is
o;
& = —bé + ar* T(y,z) (Materialgesetz)
DPys " Ts UTIRE ar: AT,
&y = + z+ar Ty + —-—-z
*""E4 ' EI T h
g =¢6=0 , ¥ =0

Durch eine in radialer Richtung veranderliche Temperatur A7, entstehen nur Zwangungs-
spannungen, jedoch keine Verschiebungen oder Verdrehungen.
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11.6 Spannungen

N | M, ar- AT,
_ __*_ 7 . . .
T4 b
Pys™Ts Mg’ rs ~ar- AT,
— -4~ _ E .
T4 I, b7
op=0,=0 , 1,=0

/
v, |
T

z

Ar(z) = Ar(s) + xz

—
~~_/
—
aEDEET O G © IRy © GO

A"(S)xA{.’s*{‘aT“Ts"rs:p)éAs+aT'TJ.rs
A Myrs | ar AT, _r;zsrs2+ay~-A7‘,w
AT T T TEL T TEL "R

11.8 Auflagerkrafte

DV=0: Apr= Z(ﬁzi'ri)
= Ay = Z(ﬁzi'rf)/rv = Zﬁzi

TAV Av

statisch bestimmte Lagerung statisch unbestimmte Lagerung
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Vorlesungsplan

SS 1999
Vorlesung Ubun%
Woche | Datum | \fj 8301000 Raum 2760 |Mi 10°-114° Raum 2760
1 5.Mai |1. Einfiihrung U 8.1 (FTW I): Kreis(ring)platten — Zu-
2. Tragverhalten der Schalen sammengesetzte Platten mit KGV unter
3.1 Geometrie, Tangentenvektoren Gleichlast und Temperatur
2 12. Mai | 3. Geometrische Grundlagen U 3.4 Spezielle Geometrien/
3.2 Kriimmung einer Flache Rotationsflichen
3.3 Anderung der Tangentenvektoren
3 19. Ma1 | 4. Membrantheorie U 4.4 Membrantheorie (SchnittgriBen)
4.1 Voraussetzungen Kegel mit Wasserfillung, Losung mit
4.3 Kraftegleichgewicht Membran Hilfe der GG-DGL
4 26. Mai | Pfingstferien Pfingstferien
2. Juni |4. Membrantheorie U 4.4 Membrantheorie (Spitzkuppel
5 4.4 Membrantheorie der Rotationsscha- ntheorie (Spitzkuppel)
le
6 9. Juni |5. Kinematische Beziehungen U 4.4 Nicht-rotationssymm. Belastg.
5.1 Struktur der Grundgleichungen Zylinder unter Randlasten, Wind
5.4 Verzerrungs—Verschiebungs- Bez.
7 16. Juni |5. Kinematische Beziehungen (5.5) U 5.Verformungen von Membransch
6. Werkstoffgesetz , 7. Biegetheorie, Zylinderbehilter unter Innendruck
(Kap. 7.1 Momentengleichgew..) Kegel mit Wasserfullung
8 23. Juni | 7. Biegetheorie der Schalen U 7.6 Biegetheorie
7.4 Matrizendarst. Gleichgewichtsgl. Formelsammlung fiir Rot.Schalen
7.5 Biegetheorie kreiszyl. Behalter Zylinder mit Wasserfillung
I 30. Juni | 8. Numerische Berechnungsverfahren | U 7.6 Zusammengesetzte Schale
fiir Rotationsschalen Zylinder unter Temperatur,
abgestufte Wanddicke
10 7. Juli |9. Finite Element Modelle fiir Schalen | U 7.6 Zusammengesetzte Schale
9.1 Grundlagen , Schalenelemente Naherungslésung f. Kugel-
Anhang: Herleitung GG-bez.: PvV u. Kegelschale, Kegel unter Randlast
1 1 14. Juli |10. Beulen von Schalen am Beispiel der | U Berechnung mit dem im CAL imple-
Zylinderschale mentierten Ringelement
Kegelschale mit Randlast
12 21. Juli |10. Beulen von Schalen (Film) U Zusammengesetzte Behilterschale
Kugel / Zylinder, Lastfille EG, Fil-
lung, Temperatur, Vorspannung
13 Eév jﬁi\) U Zus.gesetzte Schale, Kreisringbalken U Beulen von Schalen
) Berechnung mit dem Ringelement Zylinder unter Axiallast u. Manteldruck
(CAL) Wasserbehalter, Silo Anwendung der DIN 18800 Teil 4

Wunderlich / Eierle

Stand: 25.02.99
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Vorlesungsplan

SS 1994
Vorlesung Ubun%
Woche | Datum | \fj 830_1000  Raum 0606 |Do 81°-94 Raum 2120B
1 4. Mai |1 Einfiihrung 3. Geometrische Grundlagen
5. Mai | 2. Tragverhalten der Schalen 3.2 Kriimmung einer Flache
3.1 Geometrie, Tangentenvektoren 3.3 Anderung der Tangentenvektoren
2 11. Mai |U 3.4 Spezielle Geometrien/ Chr. Himmelfahrt
12. Mai Rotationsflichen
3 18. Mai |4. Membrantheorie 4. Membrantheorie
19. Mai |4.1 Voraussetzungen 4.4 Membrantheorie der Rotationssch.
4.3 Kriftegleichgewicht Membran
4 25. Mai | Pfingsten U 4.4 Membrantheorie (SchnittgroBen)
26. Mai Kegel mit Wasserfiillung
“Baustatische Methode™
5 1. Juni |U 4.4 Membrantheorie (Schnittgroien) | Fronleichnam
2. Juni Spitzkuppel
6 8. Juni |5. Kinematische Beziehungen U 4.4 Nicht-rotationssymm. Belastg.
9. Juni [3-1 Struktur der Grundgleichungen Zylinder unter Randlasten
5.4 Verzerrungs-Verschiebungs— Bez. Windbelastung
4
7 15. Juni ['5. Kinematische Beziehungen (5.5) U 5.Verformungen von Membransch
16. Juni | 6. Werkstoffgesetz Zylinderbehalter unter Innendruck
7 Kegel mit Wasserftillung
8 22. Juni | 7. Biegetheorie der Schalen 7. Biegetheorie der Schalen
23. Juni.l.7-1 Momenten-Gleichgewichtsgl. 7.5 Biegetheorie kreiszyl. Behilter
7.4 Matrizendarst. Gleichgewichtsgl. . {— ¢ &
N 29. Juni | U 7.6 Biegetheorie U 7.6 Zusammengesetzte Schale
30. Juni Formelsammlung fiir Rot.Schalen Zylinder unter Temperatur,
Zylinder mit Wasserfiillung abgestufte Wanddicke
10 6. Juli | 8. Herleitung der Gleichgewichtshezie— | 9. Numerisches Berechnungsverfahren
7. Juli hungen aus dem Prinzip der virtuel-| fiir Rotationsschalen
len Arbeiten ( PVA )
11 13. Juli |10. Finite Element Modelle fiir Schalen | U Zusammengesetzte Behilterschale
14. Juli Kugel / Zylinder, Lastfille EG, Fiil
lung, Temperatur, Vorspannung
12 20. Juli |U Zusammengesetzte Behilterschale | U CAL88 Berechnung eines Stahlwas-
21. Juli Fortsetzung, Modellerganzung mit | serbehilters,
Kreisringbalken
13 27. Juli |11. Beulen von Schalen am Beispiel der | 11. Beulen von Schalen
28. Juli Zylinderschale
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Anhang: Systematische Herleitung der Gleichgewichtsbedingungen und der
statischen Randbedingungen aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten (PvA)

oW = f (o Bej—k; du'y dV - f pi 0udO = 0

v 0,
\._...v__./ ~
SW* owe
innere Arbeit duflere Arbeit

Das Prinzip der virtuellen Arbeiten ist das globale Aquivalent der Gleichgewichtsbedin-
gungen (= lokale Differentialgleichungen fiir einen Punkt des Kontinuums).

Durch partielle Integration des Volumenintegrals fiir die innere Arbeit und Anwendung
des Fundamentallemmas der Variationsrechnung kann man das PvA direkt in die Gleich-
gewichtsbedingungen lberfithren. Als Nebenprodukt erhélt man zusatzlich die Definiti-
onsgleichungen fiir die statischen Randbedingungen.

Beispiel: Gleichgewichtsbedingungen des dreidimensionalen Kontinuums (in kartesi-
schen Koordinaten):

6W’ = [U[j 681]' av

V

1
gj = o (i + i)

1

oW = =

JO’,‘j d(u,-,j + uj,,‘) dVv

V

Partielle Integration:

JO’,‘,‘ upj dV = f oy nj éu,'dO—fU,-j,j ou; dV =0
v 0,+0, v

Einsetzen:

oW = [U,jn] Oou; dO + fa nj ou; dO -
0
—fUij,j ou; dV - f, ;dV - fp,'du,‘a'O =0
V V 0,

Der zweite Integrand entfallt unter der Voraussetzung, daBl die geometrischen Randbe-
dingungen erfiillt sind: 6u; = 0 auf O,

Version vom 06.02.97
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oW = J(a,j n;j-pi)ou; dO — I(aij,j + k) du; dV = 0
% pi v
Fundamentallemma der Variationsrechnung:

8W = 0 fiir beliebige virtuelle Verschiebungen 8u; (die allerdings die geometrischen
Randbedingungen erfiillen), ist nur erfillt, wenn die Klammerausdrticke im Integranden

selber Null sind;

o+ ki =0 inV Gleichgewicht

oynj = p; = p; auf Op  stat. Randbedgn.

Beispiel: Gleichgewichtsbedingungen des Stabes fiir Biegung und Lingskraft

PvA: O0W = f(Méx + Qdy + Nde - gow) dl—-[ﬁdgp + Oéw + Néu] = ()
!

Kinematik: y=¢@+w' =0 =¢ =-w'
(Vernachlassigung der Schubverzerrungen)

" "
= -w

Krimmung: # = ¢

Lingsdehnung: ¢ = u'

SW = f(—de" + Néu') dl
1

b
oW = _ fqaw dl - |- Fow' + Qow + Nou]
a
I
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Partielle Integration:
b
a) [—de"dl = [- Mdw'] - I—M’éw’a’l
I ‘o ,
b
[- M'dw] —[-M"(Sw dl
*

b
b) ] Néu'dl = [Ndu] - f N'6u dl
! a !

Einsetzen:

b b
OW = [-Mdéw'] - [-M'dw] + J—M"(Sw dl
a a !
b
+ [Ndu] -jN’(Su‘ dl—Jqﬁw dl
0 I

b b b
+ [Mdw'] -[00w] ~[Néu] =0

oW = f(_M" ~q)déw dl - fN'au dl
i I

b
+[T-M] 6w —[0-M] 0w+ [N-N] 6u = 0

Fir beliebige Variationen von 8w, bu muB} gelten:

M'+g=0

Gleichgewicht im Stab
N =0
M=M Stat. Randbedingungen
M =0 an den Stabenden
N=N

M " e ree?
Werkstoffgesetz: » = — = M'"" = Elx'"' = - Elw

EI
EIWIIII —_ '_q—
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Das Prinzip der virtuellen Arbeiten ist wegen seiner globalen Form (Integral iber das ge-
samte Korpervolumen) besonders geeignet zur naherungsweisen Losung der Gleichge-

wichtsbedingungen:

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung sagt, dafl der Arbeitsausdruck 8W = 0
fur beliebige virtuelle Verschiebungen erfullt werden kann, wenn der Klammerausdruck,
der die Gleichgewichtsbedingungen enthalt, zu Null gesetzt wird. Setzt man nun fur die
Verschiebungen eine Naherung ein, z.B. einen Polynomansatz, so erhalt man damit eine
Naherung fir die Gleichgewichtsbedingungen, die umso besser ist, je mehr der Ansatz mit
den wirklichen Verschiebungen ibereinstimmt.

Dieser Sachverhalt wird ausgenutzt, wenn

a) die Losung der Differentialgleichungen des Gleichgewichts analytisch zu schwierig ist:
(Bereichsweise) Verschiebungsansitze fiir die ganze Struktur = (Finite)- Element

Methoden

b) das Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen an einem infinitesimalen (gekrimmten
Schalen-) Element zu kompliziert und uniibersichtlich wird:
Ausgehend von bekannten Gleichungen (z.B. fiir das Kontinuum) wird ein Verschie-
bungsansatz in nur eine Richtung gemacht (z.B. uiiber die Schalendicke).
= Herleitung der Schalengleichungen direkt aus den Kontinuumsgleichungen.

Voraussetzung der Naherungsverfahren auf der Basis des Prinzips der virtuellen Verschie-
bungen:

- Die Verschiebungsansatze missen die geometrischen Randbedingungen und die kine-

matischen Grundgleichungen ( € = D u ) erfiillen.

— Bei den numerischen Losungsverfahren (FEM) wird auch die Kenntnis des Werkstoff-
gesetzes (o = E g ) vorausgesetzt,

Fir die Schalen wurden die kinematischen Grundgleichungen bereits in allgemeiner
Form aus den Verzerrungen des Kontinuums durch Verschiebungsansitze iiber die Scha-
lendicke hergeleitet (Kap. 5).

Damit stehen alle wesentlichen Informationen zur Verfligung, um die Herleitung der
Gleichgewichtsbedingungen der technischen Schalenbiegetheorie auf der Basis des PVA
zu wiederholen. Als Nebenprodukte ergeben sich auf natiirliche Weise die Definitions-
gleichungen fiir die zu den Verzerrungen korrespondierenden Schnittkrafte, und die stati-
schen Randbedingungen.
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Prinzip der virtuellen Arbeiten (im Kontinuum):

oW = J(ﬁnéfu + 0220822 + 033033

v
+ 0126712 + T130713 + 0230723)dV

OW?

—Jl?,-év" dv - Jp=,-(5\7" dO =0 }aWa
4 0,

Volumenelement im (gekrimmten) Schalenkontinuum:

o3 e’
AV =1+ —)Ade' (1 +—-) B deXde?
R, R,
o3 e?
= (1 +—) (1 +-—) AB dB'd6%63
R, R,

Massenkraft pro Volumeneinheit (z.B. Eigengewicht): k;

Vorschreibbare Randkrifte: p; = oy 1
(mit n; = Normalenvektor senkr. zum Schalenrand)

Verschiebungsansatz iiber die Schalendicke:

V= v + @%°
P =3
Verzerrungen:

Ya3 = Va3

£33 =0

Kinematische Grundgleichungen:

_ 1 A, 1 o3
apn = (Zvl,l + ;{B'.?"VZ + R—1V3)/(1 + R_1)

_ 1 B, 1 o3
Ty = (=v2y + v+ — + —
2= (gvia+ 2V R, )/ R;)
12 _ A2 1 1,1 B,
- AYl—agV BV 2~ 4p ~ -
app = + =dp+ a
12 1 + 8: 1 + 83 ( 12 21)
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o3
/911—( ¢! lﬁL 2)/(14 1)

B = Gooa+ S+ )

1,2 Aax 1 1.1 B,
= Eet1-2e +olo-h P -z
Bz = 4 o + 2 Y (= Bz + Bay)
L+ & +E

1 1
i3 = (@' + —v3, - —v)/(1 + —
o= @+ v/ + )
1 1 o3
Vo3 = + =)/l + —
7 = (¢ BV R )/( Rz)
( Kirchhoff — Love Hypothese : Y43 = 0)

Einsetzen der Schalenverzerrungen in die innere virtuelle Arbeit:

oW = f[o _dan 509 P
S 1+ 3

0
+ a‘zzm-m‘sazé, t oo’ P2 2z,
1+< 1+

+ 012 6(1123 + Oday 5| + 5:12@3 6'312 5 + 6'82:33
1+%) O+% 1+3) (O+x

+ 513%,— + 623—-—(5-}—,~2-3—~—] AQ+ ——) B (1+ —) d0'de%4e3
1+ 1+ 5 R
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Integration uber die Schalendicke:

. 3 93
oW = J{Bfau(l + % }©3%6a; A + Bfa‘uu + -1-%—)9341936/311 A
2 2 P
A W ~7

ni myy

+ A J on(l + ——-)d636a22 B+A J ol + —)e3d(—)36/322 B
\__._..V____/

na; m22

3
+ B f ol + —R?-—)de%a‘u A+ B 1+ )e3de3aﬁ A

[t
\_____V_Z_____/ -
ni2 m12
ol + ie%a 5 370
+A4 [ on(l+ R—)d@ Ody B + A | o1 + (‘3 d@ (5,521
1
\_____V______/ AN
nai mzl
+ B J o1 + ——)d836y13 A+A|oa(l + —)d836y B} d6%dO3
g1 a2

Die aus dem Volumenelement dVresultierenden Geometrieparameter miissen bei der In-

tegration iiber ©3 mitberiicksichtigt werden. Damit erhilt man exakt dieselbe Schnitt-
kraftdefinition wie im Kap. 3 bei der anschaulichen Herleitung der Gleichgewichtsbedin-

gungen.

W = j { Bnyy Aday + By ASPu

A .
+ Any Bbay; + Amy Bofy

+ Bnyy Addy, + Bmiyy APy,
+ Any; den + Amoy, B(SBZI
+ Bqy Abyis + Aqy Boyy } dOWO?
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Einsetzen der kinematischen Grundgleichungen:

W' = f { Bnyd[vly + —v2 + FVJ] + Bmydlehy + AB,z @]
J 1
+ Anzzé[vz,z + —v + V3] + Am226[<p2,2 + —@ ]
A Ry A
+ Bn 12(5[\12,1-’132—%] + Bmlzé[wz,l—%z-wll
1 Bvl
+ Angidlv' o= =1V + Am (g z———<p2]

+ Bq6[Ap! + &,1-%%] + Aq.0[Bg? + &,Z-Rﬁzvl] } dOdO?

‘M‘
Ausmultiplizieren und partielle Integration der Terme, die Ableitungen der virtuellen

Verschiebungen enthalten:

z.B.:
J(Bnaﬁ)évﬂ,a dA" = %(Bnaﬂ)n; &ds® - J (Bngg),a oPdA”
\_.__v.._/
.
Randkrifte pg A" = d0'de’

nads’ = d4

Normaleneinheitsvektor n,

(senkrecht zum Rand) (Flichen — und Linienelemente

. ohne Metrik !)
(weil Ov' = 0 auf (S,))
S =S
(d.h. Erfiillen der geom. RB.)



DTSRV TAN R N O S L L LT L

Prinzip der virtuellen Arbeiten Seite 9

lLecnnische universiat sviuancnert LCLILIDULL Al

Flaichentragwerke IT

. A
OW" = J { -Bn)aov' + (3"11)%2(5"2 + (Bnn)R—(Sv3
1
A

A, B,
~ (Bn2),1 6v* - (Bnp) _BE Ovl— (Anyy),a 6V - (Anyy) 713 ov?

— (Angp),, Ov* + Mnn)&évl + (Anzz)£(5v3
A R,

A, B,
2 6¢% - (Amz),2 6¢” + CAmzz)]‘ldq’l

— (Bmy),1 69! + (Bmyy) B

A, B,

- By 1697 ~ (Bmn) =22 8¢ = (Aman) 2 69" - (Amap) == 67
1 A 1
= (Ban)10v’ + (Bg:)4dp' - (Bg) -ov

- (A92),20v° + (Aq)BS¢’ - (Aq2) R% &v? } d0'de?
=

+ 3( { (Bni)niov! + (Bnp)niov? + (Ananadv + (Anp)nadv?
3
+ (Bm)n16gt + (Bmp)nidg? + (Ama)nadel + (Amxp)nade?

+ (Bq)n16v® + (Agona6v } ds”

FaBt man in dem Flachenintegral die Terme mit gleichen virtuellen Verschiebungen zu-
sammen, so erhdlt man mit Hilfe des Fundamentallemmas die Gleichgewichtsbedingun-

gen.
Aus dem Randintegral ergeben sich zusammen mit den Anteilen aus der auBBeren Arbeit

die stat. Randbedingungen.

3 3
OW? = - j ( j k; d©3o¥ A(1 ~—~)B(1//-‘i)deld92- J J p; dO36¥ds
“— R; R,

A e} S, e’

IN——

Volumenkrafte und Fla- p= = T

. i ey
chenlasten auf die Schalen- Am Schalenrand sol-
laibungen werden zu Fla- len AuBere Lasten
chenlasten p; auf die Smf zu- {iber Momente Quer—
sammengefaBt. und Normalkrifte in
die Schale eingeleitet

werden.

Zunachst wird das Flachenintegral der duBeren Arbeit SW? weiterverarbeitet:

oWy = - ] { [ k:0vd©? } ABdOY46?
A a3
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Verschiebungsansatz:  6v% = v + ©%3¢”

6P = oV

f kovde3 = [ [ka(6v* + ©36¢7%) + k30v°]dO3
o3 a3

= f ki d&36V + J k,©°d033¢”
e} e}
\'—V—;, \__V____./
Di =kt ;=0

Voraussetzung : k; = konstant iiber die Schalendicke
(konstantes Kraftfeld, z.B. Schwerkraft)

3
A = A; B = B: Vernachlissigung von (1 + I?—)
a

Damit ergibt sich endgiiltig:

SW? = — fp‘idviAB delie?
A

d.h. Eigengewichtslasten werden iber die Dicke integriert und auf die Smf wirkend ange-
nommen. Tangentiale und normale Flachenlasten auf die Schalenlaibungen (Reib-

krifte, Schnee etc.) werden naherungsweise hier miterfaBt.

Zusammenfassung der Flichenintegrale aus duBerer und innerer Arbeit und Sortieren
nach Termen mit gleichen virtuellen Verschiebungen:

' A, B, A
oW = [ {8 G- B - () + n) 22~ (Bay) - ABp]
A
B, A, B
+ OV (Ana) 2= (Ano) - (Brig)a + (Bra) 5> - (Ag) 1--ABp2]

+ 6v3[<Bnu>—§¥1 + (Am)%— (Bay)1 - (Aq2),2- ABp3]
+ 0@~ (Bmy),1 + CAmzz)%l— (Bm 12)145'72— (Am31),2 + (Bg1)A)

+ 892 (Amag)a + (Brnu) 22~ (Aman) 2L - (Bnia)s + (42B] } dd

— Randintegrale = 0

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung miissen fiir beliebige virtuelle
Verschiebungen 8v!, 8¢/ die Ausdriicke in den eckigen Klammern jeder fiir sich zu Null

werden, damit W = 0 gilt.
Diese Ausdriicke stellen, auf der Basis des Verschiebungsansatzes {iber die Schalendicke,
optimale Niaherungen der exakten Gleichgewichtsbedingungen des dreidimensionalen
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Schalenkontinuums dar.
Die ersten drei Gleichungen sind die Kraftegleichgewichtsbedingungen und die beiden

letzten sind die Momentengleichgewichtsbedingungen, die in diesem Fall identisch sind
mit den im Kap. 3 auf anschauliche Weise hergeleiteten Gleichungen.

Als Nebenprodukte ergeben sich, ganz automatisch, die Definitionen fur die Resultieren-
den der Spannungen und Verzerrungen, bezogen auf die Smf.

Esist offensichtlich, daB durch andere Zuordnungen der Metrikkoeffizienten aus dem Vo-
lumenelement dV andere Definitionen fir die Schnittkréfte nyg, mag, qog und die Ver-
ZEITUngen g, PBop moglich sind.

Diese Zuordnungsvielfalt und die unterschiedliche Behandlung der Terme (1+ @3/Ry, ),
die in der technischen Schalentheorie vernachlissigt werden, sind die Ursache fiir eine
Vielfalt existierender Schalentheorien, auf die im Rahmen dieser Vorlesung jedoch nicht
weiter eingegangen wird.

Als weiteres Nebenprodukt ergeben sich aus den Randintegralen die Definitionsgleichun-
gen fiir die vorschreibbaren RandgroBen (d.h. fiir die statischen Randbedingungen). Dies
ist vor allem wichtig, wenn die Querschubverzerrungen vernachléssigt werden sollen
(Kirchhoff-Love Hypothese). Dann kommt man, dhnlich wie bei diinnen Platten, auf so-
genannte Kirchhoff‘sche Ersatzquerkrifte, deren Herleitung bei beliebig gekriimmten
Schalen praktisch nur tiber die virtuellen Arbeiten moglich ist.

Statische Randbedingungen, Randkrafte und Randintegrale

Aus der partiellen Integration einiger Terme der inneren Arbeit W' ergab sich formal
ein Linienintegral iiber die Berandung der Schalenmittelfliche:

GW;[ = f { (Bn 1niov! + (Bnlz)nICSVZ + (An21)n5(5v1 + (Arzz;z)rzidv2
S

+ (Bminidg! + (Bmnidg? + (Ama)nde! + (Amxn)nsde?
-+ (Bql)n16v3 + (/16]2)7‘15(5V3 } ds®
mit n = ngt, .... Normalenvektor, senkrecht zum

Rand, tangential an die Smf
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@ schiefer Rand

t
Normalenvektor: n = [n; nz][ t; J

Sonderfall: Rander parallel zu den Koordinatenlinien ©%

5 Rt @ -@ tn=10 -1 §]
®@-Q@:n-n o]

efc.

Definition von Randkriften

Ahnlich wie bei der anschaulichen Herleitung der Gleichgewichtsbedingungen werden
die Schnittkrifte zu Kraftvektoren zusammengefaBt, diesmal jedoch fiir beliebige, schiefe
Réander:

p =pitids = (naﬁ ngtg + QanatB)ds
pity = (npny + nan)ty
patz = (npony + npnat

pats = (qin1 + gan)ts

Sonderfall: Rander parallel zu 6%

z.B. pos. Schnittufer - @! = konst.:
ng = [ny ny] =1 0]

P1L = (nutl + njoty + qlt3) ds, = Nj (siehe I{HP. 3, S. 4)
Gleichgewichtsbedgn.
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Fir die Randmomente ergeben sich analoge Gleichungen:

01
m = mgg ng(ty &gy) ds => ep, [_1 O:|
myty = (~mp ni-myp )ty (B = 2)

maty = (( myp ny + ma; na)ty (B = 1)

Sonderfall wie vor : ®1 = konst.:

ng =1 0]
my = (-my t; + myy t) dsy = My (fiir ©! = konst.)

m; = (~my ty + my ty) dsy = My (fiir ©% = konst.)

(Bei den Momenten ist die unterschiedliche Vorzeichenkonvention zu beachten, die hier
formal durch die Matrix &g, beriicksichtigt wird !)

Allgemein lassen sich also die Randkrifte bzw. Randmomente fiir beliebige schiefe Rin-
der mit Hilfe des Normalenvektors n = ny t, durch die Schnittkrafte ausdriicken:

Pg = Nag Na

P3 = qa Na Komponenten der Vektoren

mﬁ = maﬁ Na
Dies wurde durch die Reduktion auf orthogonale, koordinatenparallele Rinder als Son-
derfall verifiziert.

Bogenelement ldngs einer schiefen Randkurve

In dem Linienintegral aus der inneren Arbeit 6Wi; ersetzt man zweckmiBigerweise die
Bogenlinge in dimensionslosen Koordinaten ny"ds” durch die echte Bogenlinge nqds:

ny = d@f <> 1y = COSQ] _ ds2 _ Bd©?
ds ds ds
dsy = nids = do? = —ll?nl ds
Bd@?
n§=de.l <r>n2=cos¢2=£l=i€@-l—
ds ds ds
nids' =d@1= 1n2ds

A
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dl/le = f { nllnldvl + nunldvz + )721)126\/1 + nzz)’lzévz

S
+ mynidet + mlznlé(pz + mpyndt + mzznz(5<p2

+ q1n16v3 + q2n26v3 }ds

Durch die Transformation auf die echte Bogenlange ds entfallen die Metrikkoeffizienten

in dem Linienintegral.
Ein Vergleich der Randkriftedefinition mit dem Linienintegral aus der inneren Arbeit

zeigt, daB8 mit diesem Integral die Arbeit der (inneren) Schnittkrafte langs der Berandung

der Schale beschrieben wird.
Die inneren Krifte miissen ins Gleichgewicht gesetzt werden durch von auBen einwirken-

de Randlasten. Der entsprechende Arbeitsanteil lautet:

oW = - JF,- 67 dO = - J(JE,- 67 dO¥n; ds
o, Vv s, ©°

P_
pj = 0O nj

Die Kraft in einem Punkt auf der endlich ausgedehnten Flache O, : _i)_; dO setzt sich zu-

sammen aus den Komponenten des Spannungstensors :c_f,-j n; dO

Durch Integration {iber die Dicke werden die von au8en einwirkenden Randspannungen
wieder zu Resultierenden zusammengefaBt, d.h. am Schalenrand werden du3ere Einwir-
kungen (Auflagerkrifte, Linienlasten) durch Momente, Quer- und Normalkrifte in die
Schale eingeleitet.

Mit 67 = 6V + O3%¢° OV = &V folgt -

OWj = - f {( J Oap 4% ngdv¥ + ( f Oap ©°dO%) nyd¢f + ( f O3 dO3) ngdv3 } ds
S, e’ ) Q’ a?

Nag Map da
dW?[ = - J {ﬁnnlévl + ﬁmlévz + rT21n2(5v1 + ﬁzznzévz

Sp

+ 71

11 nldq}I + mn n16<p2 + mn nzd(pl + myy nzd(pz

+ g1 mov® + g2 n203 } ds
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Zusammenfassung der Randintegrale aus innerer und auBerer Arbeit und Sortieren:

OV = Volumenintegral

- - stat. Randbedingungen
+ % { dvl[(nu —Any + (na1 - ) (fir schiefe Rander)
Ry =>Umrechnen in Tan-

g - _ jal- d N 1-
+ OVi{(n2 - Az)ny + (naz - Aio)na) ii’rﬁﬁonen‘ig‘n orma
+ 0v[(q1- g + (g2 - G2)na) vV, V! bzw. ny,ny
. (plv (Pn mlv mn
+ 6@l [(myy - )Ny + (ma1 - ang) & i n

+ 8¢?((myz ~Fny + (mp - Mpng] } ds = 0

Sonderfall: Rénder parallel zu den Koordinatenlinien
ni=1[1 0] bzw. [0 1]

Vorschreibbare RandgroBen einer allg. Schalentheorie mit Querschubverzerrungen:

ny = iy oder vi= ¥
nyp = my oder v = ¥
g1=q1 oder V=
myy = my, oder @' = @'

myy = it oder @7 = @

Vernachlassigung der Querschubverzerrungen (Kirchhoff-Love Hypothese)

1 1 1 1
= 1 __...‘;3 s e le == 1=_“._~v3 + — 1
=@t VY 4 AVITRY

1 1 1 1
=@+ =V =0 = ?=-—vy+—V2
e TV R, 0 "B PR,

Die Verdrehungen sind keine unabhingigen Freiheitsgrade mehr, sondern abhingig von
den Verschiebungen und Verschiebungsableitungen.

Zur Vereinfachung erfolgt die weitere Herleitung nur fiir Rander parallel zu den Koordi-
natenlinien, und zwar speziell fir den Rand @ = konst. Damit sind wichtige Anwen-
dungsfille abgedeckt, eine Verallgemeinerung auf schiefe Rander ist problemlos moglich.

Schale tuiber RechteckgrundriB:
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Rand ©? = konst. n, =0 OW = Volumenintegral

ny = 1 - f { 6vY[(n21- 1))

SP
+ ov{(nn - )]

+ 0v’[(q2 - 32)]
+ Ol[(m21 - Ma1)]

+ (5(])2[(77’222——77‘722) }nz ds =0

Transformation des Linienelements: s.S. 13 n,ds = An," ds" = A d6O!

Einsetzen der Gleichungen fiir ¢*:

1 1
= ——&v3, + —0ov!
(5(]91 oV, RI(SV

§ {81 + 8P(-ma)) + 50((@2- )

+ (0 =0 ma1 - Ma0)] + S (s - ) ) AdE?
1

Ry
+ V(g2 - )] ~ 6V, [:} (a1 - Figy)] - 0@ [(mz - i) } AdO?

~ ~
N

= j( { ov[(na1 + “—l—mn)-'(f'fn + ﬁl?n_m)] + Ov2[(nz - )]

v3,1 ist eine abhingige
Grofe — part. integrieren

-~ §5V3,1—1- [ma1 - A4 dO?

= —(5v3[m21——n—121] + §6v3[m21—n—121],1 d@lé’
el A

a
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Zusammenfassung:

OW = Volumenintegral

- f { 6vi[(nyy + I—;—mzl) ~ N — Ersatzschubkraft
1
+ oV (ny) - mxn) — Ersatznormalkraft
+ 6V (q2 + i—mm,l ) - Q5] - Ersatzquerkraft
+ 8¢ (mz) -] } A dO1 - Randmoment
b
— V3 [my; — 1] =0 - Eckkraft (bei Schalen
a mit Ecken, nicht bei
Rotationsschalen)

Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeiten werden die finf wirklichen Randkraftgro-
Ben in ein energetisch dquivalentes Ersatzsystem transformiert. Als Folge der Abhéngig-

keit der Verdrehung ¢! von den Randverschiebungen 148t sich auch das Drillmoment my;

nicht mehr unabhangig vorschreiben, es kann nur implizit in den Ersatzkréften bertick-
sichtigt werden.

Korrespondierende Randgréfen einer Schalentheorie mit

vernachlissigbaren Schubverzerrungen :

Ny = ny + —1-le oder vl =+
R;

Ry = ny v =

— 1 -

Q2=q2+ = 1 =V

I
h S

W
M2 = my ¢ =@
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Typische Randbedingungen fur Rotationsschalen:

@2 = Vv’ 1. Eingespannter B

t3D Rand W=0#F=0|¥=0 §02=0

ty —
2. Gelenkig gelagerter My =0
Rand d=0|R=0|P=0

3. Membrangelagerter 0r=0|Mpn=0
'y,,% Rand d=0®=0

%L
i

S
f
o
S
!
[e)

5. Freier Rand Nyy =0/ Ny =0

4. Tangential Ny =0 My =
r&'{ﬂ verschieblich gt =0 0
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Verlauf der ZustandsgroBen eines unendlich langen Triagers mit einer
Einzellast:
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Technische Universitit Miinchen Lehrstuhl fur Statik o.Prof. Dr.~Ing. W. Wunderlich
Ubung Kuzyl Seite 1

Flichentragwerke Il

3. Lastspannungszustand

5—Werte infolge mj;,

N 14,167

- ©)
} BILEY S 1, AR
f——
' 14,167 52% ~__ A Xzyc
' oL T N xl VN
\ Eg V,/
5(% 4r‘\
 E—
, A 31875 ol +— —— AR},
]
Positive Richtung Positive Richtung
der §—Werte der Tabelle

Zylinder 1 A = 2,8054 L; = 0,7129m

Erstes Vorzeichen = Richtung der Last; zweite Vorzeichen = Richtung der Verschiebung

.72 . 2

B1+ 6y = (+)(©)B; wt=0 = -MzL (W-MS) = - 31,875 20’7129 +(0,92309) = - 17,4762

By-8Yy = (+)(+)By (- x5=0) = —M-QLE(PHI-MS) = 31’875;”7129 “(2,1575) = -24,513
.r2 . 2

By 8}y = (+)(+)B; w5=0 = MZL (W-MS) = 31,875 20’7129 -(0,92309) = 7,4762

Zylinder 2 A = 2,0616 1, = 0,5821m

By 03 = (+)(-)By }&=0 = —MZ'—L(PHI—MS) =14 167;”5821 *(1,8806) = ~7,7542
.72 . 2

By 0% = (+)(-)By w&=0 = -MZL (W-MS) = - 14,167 20’ 0821 - (0, 6285) = —1,5085
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4. Einheitsspannungszustiinde (einseitige Last)

l @——o
O

Positive Richtung

—— AR}

Positive Richtung

der 6—-Werte der Tabelle
Zylinder 1 A= 2,8054 L; = 0,7129m
8—Werte infolge X; = 1
By 61, = (4)(-)B; wk=0) = ﬂizfii(w- PR) = W- (1,0136) = 0,1836
By 68} = (-)(+)B; y&= = H'zl’z (PHI ~ PR) = _L_O_;Qz,,j/_@j.(o, 0802) = -0,0209
B1° 06}, = (-)(+)By k=8 = _ H '21’3 (W-PR) = _L-Q-'—Oéﬂz-gi-(- 0,1552) = 0,0292
§-Werte infolge X, = 1
By 6}, = (-)(-)B; w&=4 = M ;’2 (W_MR) = —1’—9-%-7—13?3- (- 0,0802) = —0,0209
By 0L, = (-)(+)B; (- ¥&=9) = M-é-li(PHI—MR) = W-(z, 0087) = + 0,7250
By 06y, = (-)(+)B; =0 = —M’LZ(W-MR) = _W-(l,omz) = -0,2549

2

2
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Technische Universitit Miinchen Lehrstuhl fir Statik

3(1 ~ _Flichentragwerke II

5-Werte infolge X3 = 1

.73 . 3
By 8l = (+)(-)B; w&=4 = _ H2L (W-PR) = _LL%ZL%&.(_ 0,1552) = 0,0292
.72 . 2 2
B1 63y = (+)(+)By(- 1&=0) = —%—(PHFPR) = ——119%1—1—9—~(1,0032) = -0,2549
.73 . 3
By 6l = (+)(+)B; wk=0 = 5{—25-(W— PR) = l’—9-%11—%2--(1,0136) = 0, 1836

Zylinder 2 A = 2,0616 1, = 0,5821m

8-Werte infolge X, = 1

By 63, = (-)(-)By y&=0 = «M»Z:—{‘—(PHI—MR) = 1’-9492—@31—- (2,1206) = 0,6171
.J2 . 2

By 6%, = (-)(-)By w=0) = M 2’“ (W-MR) = }19——92’-15&—1-—- (1,1098) = 0, 1880

8-Werte infolge X5 = 1
T2 . 2

By 8% = ()(-)B; 7&=0 = EEE—(PHhPR) - W (1,1098) = 0, 1880
.73 . 3

By 6% = (-)(-)B; w=0 = EEI:“(W- PR) = W'(l, 119) = 0,1103

2
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5. 6-Werte und Vertriglichkeit

Bleé = 17,4762

By 619 = BydYy + B,

-24,513-3,375-17,7542 = - 50, 6834

31'520 = Bldéo + ngzéz

7,4762 -3,375-1,5085 = 2,385

II

B
Bl . 630 = Bld%O + Bl Bzdz

B0 = Bldh + —ngzd%l = (), 1836

By- 415 = Byol, + 2132(52 = -0,0209
. 1 By 2
By 013 = B1d13 + B, Bzé = (.0292
B,
By 0y = 31(521 + B, Bzd = -(,0209

Il

Bi* 0z = B1oL, + 213252 0,7250 + 3,375-0,6171 = 2,808

B 03 = B16Y; + 2132(52 = -0,2549 + 3,375 -0, 1880 = 0,3796

By
—B = (),0292
B, 2%

B
31'632 = Bld:%z + Bl

Bi- 631 = Bld%l +
B2632 = ~0,2549 + 3,375-0,1880 = 0,3796

B 033 = Bld%:; + g1B2633 = (, 1836 + 3,375°0,1103 = 0,5559

Gleichungssystem:
0,1836 —-0,0209 0,0292] [X; 7,4762
~0,0209 2,8080 0,3796|-]|X2| = | 50,6834
0,0292 0,3796 0,5559] [X3 —-2,3850
Losung:

X = 46,5222 kN/m
21,2697 kNm/m
X3 = ~21,2582 kN/m

o
|
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$ANF: BEISPIEL WASSERBEHAELTER

START

OUTPUT WASSERBE.AUS

NODES XYZ NK =56

1 X=0.0Y=20 Z2=0.0
6 Y=20 Z=1.0

11 Y=20 Z=70
16 Y=2.0 Z=8.0
21 Y=2757=9.0
26 Y=42572=11.0
31 Y=50 Z2=12.0

46 Y=0.1 Z=14.4992

47 Y=05 Z=8.0
56 Y=1.85272=8.0

BOUND BC

2F=011100G=561=1

1F=000000
46F=001000

PROPS RING MAT NM =1
1 E=2.1E8§ NU=0.3 T=1.0E-5

[ZERO IPL Z=55S=3

RING GRP XYZ BC MAT IPL

1 K=16M=1G=5
TYP=2 T=.02

6 K=611 G=10
TYP=2 T=.02

11 K=1116 G=15
TYP=2 T=.02

16 K=1621G=20P=1
TYP=3 T=.01

P=0040.000030.00
21 K=2126G=25P=1
TYP=3 T=.01
P=0030.000010.00
26 K=2631G=30P=1
TYP=3 T=.01

P=0010000000

16 K=1621 M=1G=20NH=0TL=0P=1
TYP=3 T=.01,0.0 GEO=0.0
PG =0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0
P=0.0,0.0,40.0,0.0,0.0,0.0,30.0,0.0
T=0.0,0.0,0.0,0.0
B=0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0

21K=2126 M=1G=25NH=0TL=0P=1
TYP=3 T=.01,0.0 GEO=0.0
PG =0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0
P=0.0,0.0,30.0,0.0,0.0,0.0,10.0,0.0
T=0.0,0.0,0.0,0.0
B=0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0

26 K=2631 M=1G=30NH=0TL=0P=1
TYP=3 T=.01,0.0 GEO=0.0
PG =0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0
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31 K=3146 G=45
TYP=4T=.005.005 GEO=6.25

46 K=4756G=54P=1
TYP=1T=0.05

P=0040.000040.00

55 K=56 16 P = 1
TYP=1T=0.05

P=0040.000040.00

LOADS V BC REACT NL=1
47LC=1P=0.00.025.00.00.00.0

BADDSF KGES

BSOLVE KGES V

DISPL V BC DIS

FORCE GRP V FOR

IDENT ™** Beispiel Wasserbehaelterberechnung ***’
FIGUR 0.0 0.0

PROJ.XYZPLKO 1.0 0.0 0.0W=0
PSCAL,PLKO,4,1

PNODE,PLKO,1

PGRID,PLKO,IPL,0,0

BOX,1 *** Systemzeichnung ***'
ENDJOB

IDENT "** Beispiel Wasserbehaelterberechnung ***’
FIGUR 0.0 0.0

PROJ XYZPLKO 1.0 0.0 00W=0
PSCAL,PLKO 4,1

PNODE,PLKO,0

PGRID,PLKO,IPL,0,1

LOAD,FAK,1,1

1000.0

SCALE,DIS,FAK

ADD DIS XYZ

PROJ,DIS,PLKO 1.0 0.0 0.0W=0
PSCAL,PLKO 4,2

PNODE,PLKO,0

PGRID,PLKO,IPL,0,0

BOX,1 "™** Verschiebungsfigur ***’
ENDJOB

IDENT "***Beispiel Wasserbehaelterberechnung ***’
FIGUR 0.0 0.0
PROJXYZPLKO 1.0 00 00W=0



w"la..

PSCAL,PLKO4,1
PBEAM,PLKO,IPL,FOR,1 SF=2
PNODE,PLLKO,0

PGRID,PLKO,IPL,0,0

BOX,1 ™** Normalkraft N11 ***
ENDJOB

IDENT ™***Beispiel Wasserbehaelterberechnung ***’
FIGUR 0.0 0.0
PROJ,XYZ,PLKO 1.0 0.0 00W=0
PSCAL,PLKO,4,1
PBEAM,PLKO,IPL,FOR,2 SF=2
PNODE,PLKO,0

PGRID,PLKO,IPL,0,0

BOX,1 ™** Normalkraft N22 ***’
ENDJOB

IDENT "***Beispiel Wasserbehaelterberechnung ***’
FIGUR 0.0 0.0
PROJ,XYZ,PLKO 1.0 0.0 00W=0
PSCAL,PLKO 4,1
PBEAM,PLKO,IPL,FOR,4 SF=2
PNODE,PLKO,0

PGRID,PLKO,IPL,0,0

BOX,1 ™** Moment M11 ***’

ENDJOB

IDENT ™**Beispiel Wasserbehaelterberechnung ***’
FIGUR 0.0 0.0
PROJ,XYZ,PLKO 1.0 00 0.0W=0
PSCAL,PLKO 4,1

PBEAM, PLKO,IPL,FOR,5 SF=2
PNODE,PLKO,0

PGRID,PLKO,IPL,0,0

BOX,1 ™** Moment M22 ***’

ENDJOB

IDENT ™**Beispiel Wasserbehaelterberechnung ***’
FIGUR 0.0 0.0
PROJXYZ,PLKO 10 00 00W=0
PSCAL,PLKO 4,1
PBEAM,PLKO,IPL,FOR,7 SF=2
PNODE,PLKO,0

PGRID,PLKO,IPL,0,0

BOX,1 *** Querkraft Qres ***’
ENDJOB

RETURN
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>> DISPL V BC DIS

++ Matrix <DIS

Knoten
1

0~ D W

w

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
217
28
29

>

mit 56 Zeilen und

VX

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.O000E+00
.0O000E+00
.O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. 0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. 0000E+00
.0O000E+00
.0000E+00
.ODOOE+0D
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. 0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. 0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. 0O000E+00
.0000E+00
. 0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. 0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

i i e e T I I I T T U U TR

1 i 1 | H I
[ N ]

Vy

.0000E+00
.0726E-05
.6708E-05
.86821E-05
.8382E-05
.8305E-05
.6335E-05
.6335E-05
.8335E-05
.6335E~-05
.6332E-05
.5329E~-05
.4317E-05
.5383E-05
.1224E-0S5
.0489E-05
.0770E-04
.4665E-04
.4668E-04
.5156E-04
.5561E~04
.5998E-04
.5887E-04
.5091E-04
.3493E-04
.0998E-04
.3851E-0S
.5033E-05
.3203E-05
.4728E-05
.1818E-05
.5646E-06
.4945E-06
.6090E-06
.6769E-06
.7659E~08
.8731E-06
.0044E~06
.1671E-06
.3728E-06
.6399E-06
.8992E-06
.5007E-06
.3383E~06
.8671E-06
.0000E+00
.8760E~-06
.3747E-06
.4554E-086
.17351E-06
.1318E-06
.6031E-06
.1248E-~06
.6824E-086
.2683E-~08
.8700E-06

0.
-~5.

-1

~-1.
~2.
~2.
~5.
~9.
-1.
-1.
~1.
~1.
-2.
-2.
-2.
-2.
-3.
-3.
-3.
-4.
~4.
-4.
-4.
-4,
-4.
-4.
-4,
-4
-4,
-4.
-3.
~3.
-3.
-3.

-3

-3.
-3.

-3

-3.
-3.
-3.
-3,
-3.

-3

-3.
-1.

-4

-7.
-9.
-1.
-1,
-1.
-9.
-8.
-8.
~-4.

3 Spalten erzeugt

Vz
0000E+00
0834E-06
.0484E-05
5847E-05
1398E-05
6844E-05
9513E-05
2183E-05
2485E-04
5752E-04
9020E-04
9583E-04
0102E-04
0651E-04
1274E-04
1817E-04
2268E-04
6993E-04
B86829E-04
0459E-04
2081E-04
4681E-04
6377E-04
7187E-04
7051E-04
5835E-04
4997E-04
3792E-~04
2299E-04
0244E-04
7506E-04
6622E-04
6605E-04
6597E-04
.6583E-04
6568E-04
6550E-04
.6529E-04
6504E-04
6470E-04
6422E-04
6347E-04
6206E-04
.5814E-04
3652E-04
8773E-04
.5218E-04
0641E-04
0758E-04
0393E-03
0944E-03
0732E-03
8188E-04
3205E-04
4024E-04
2748E-04

1,

t 1 3 1 ] 1 1 1 t [l
H RN D OO D = N ®

= k= 0 000 N

1

| I B | | 1 i 1 I [ I T | | S T ro
® W H OO KM~ O K ©ANFE O S WK = N

PHIx

. 0000E+00
.5698E-05
.6848E-06
.8003E-06
,1158E-06
.7584E-08
.4908E-10
.8834E-12
.4537E-12
.8610E-10

8735E-06

.3018E-06
.5813E-06
.2416E-04
.5420E-04
.3107E-03
.5581E-04
.B215E-05
.5337E-05
.7891E-05
.5604E-05
.8165E-05
. 3549E-06
.4621E-05
.0083E-05
.6151E-05
.1973E-05
.6273E~-05
.1814E-04
.6746E-04
.6958E-04
.9076E-05
.4704E-06
.3584E-07
. 4500E-07
.8912E-07
.4288E-07
. 2540E-07
.5825E-07
.8796E-07
.1245E~086
.0672E-086
.77058E-086
.4072E-06
.9637E~-04
.0000E+00
.8150E-03
.5423E-03
.1218E-03
.2631E-04
.0834E-04
.8524E-04
.1961E-04
.1598E-03
1.
1.

3744E-03
4341E-03

Verbleibender Speicherplatz = 3791

03

0
o
0
(o]
(o]
0
(o]
o}
o}
(o]
o}
0
o}
o]
0
o]
(o]
o]
o}
(o]
(o]
0.
0
(o]
o]
o}
(o]
0
o}
0
0
o}
0
(o]
0
o]
o]
o]
(o]
o]
(o]
(o]
o]
0.

(o]
(o]
[o]
(o]
(o]
o]
0.
o}
o]
o}
0
(o]
2

9

PHIy

.0000E+00
. 0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. O0OOOE+00
. O000E+00
.0O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E +00
.0000E+00
.0000E+00
.0O000E+00
.O000E+00
.0000E+00

O000E+00

.O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0O000E+00
. 0O000E+00
. O000E+00
.0000E+00
.O0OOE+00
.0O000E+00
.O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

O0O00E+00

.0000E+00
.O000E+00
. O000E+00
.0000E+00
. 0000E+00

O00O0E+00

.0000E+00
. 0O000E+00

O000E+00
O000E+00
0000E+00

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

PHIz

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. 0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
. 0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0O000E+00
.O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.O000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
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>> FORCE GRP V FOR
++ Matrix <FOR > mit 55 Zeilen und 14 Spalten erzeugt

wewese-~- SCHNITTGROESSEN RING ——=—wmmem—n

EL.-NR LFN N11 N22 N12 M1l M22 M12 Q-RES.
1 1 -3.4303E+01 -1.1434E+02 0.0000E+00 -6.2284E-02 -2.0761E-01 O.0000E+00 2.6699E+00
-1 1778E+01 -1.1434E+02 O0.000CE+00 1.208BE-02 3.9037E-02 O.0000E+00C 2.0815E~01
2 1 -1.1778E+01 ~1.1434E+02 0.0000E+00 1.2086E-02 3.8037E-02 O.0000E+00 2.0815E-01
7.8338E-01 -1.1434E+02 0.000OE+00 7.2203E-03 2.2118E-02 0.0000E+00 -1.7148E-01
3 1 7.8338E-01 -1.1434E+02 O0.0000E+00 7.2203E-03 2.2118E-02 O0.0000E+00 -1.7148E-01
1.0215E+00 —1.1434E+02 O0.0O00OE+00 7.B091E-04 6.4054E-04 O.0000E+00 -4.2637E~02
4 1 1.0215E+00 -~1.,1434E+02 O0.0000E+00 7.8091E-04 6.4054E-04 O0.0000E+00 -4.2637E-02
9.9157E-02 -1.1434E+02 0.0000E+00 1.4854E-04 -1.4161E~03 O.00O0OE+00 6.4500E-03
5 1 9.9157E-02 -1.1434E+02 0.0000E+00 1.4854E~-04 -1.4161E-03 O.O0OO0OE+00 6.4500E-03
~-6.2857E-02 -1.1434E+02 O0.000OE+00 5.4180E-04 -9.6248E-05 O0.0000E+00 4.2625E-03
6 1 -6.2857E-02 -1.1434E+02 O0.000OOE+00 5.4180E-04 -9.6251E-05 O0.0000E+00 4.2625E~03
-3.3839E-04 -1.1434E+02 O0.0O00OOE+00 6.2831E-04 1.8863E-~04 O0.0000E+00 7.1823E-~08
7 1 ~3.3838E-04 ~1.1434E+02 0.000OE+00 6.2830E-04 1.8863E-04 0.0000E+00 -9.0180E~09
-3.1332E-04 -1.1434E+02 0.0O000OE+00 6.2B26E-04 1.8849E-04 O0.0000E+00 9.8447E-08
8 1 -3.1331E-04 -1.1434E+02 0.0000E+00 6.2826E-04 1.8848E-04 0.0000E+00 -2.6882E~08
-3.1301E-04 -1.1434E+02 O0.0000OE+00 6.2826E-04 1.8849E-04 O0.0000E+00 1.3142E~07
9 1 -3.1300E-04 ~1.1434E+02 0.0000OE+00 6.2826E-04 1.8848E-04 O0.0000E+00 -3.8324E-08
-4 .5535E-05 -1.1434E+02 O0.0000E+00 6.2835E-04 1.8875E-04 O0.00OOE+00 1.2177E-05
10 1 ~4.5528E-05 -1.1434E+02 0.0000E+00 6.2834E-04 1.8873E-04 O0.0000E+00 1.1863E-~0S5
~5.9579E-03 -1.1434E+02 O0.000OE+00 1.7299E-03 3.8610E-03 O.0000E+00 2.3395E-02
11 1 -5.9579E-03 -1.1434E+02 0.0000E+00 1.7299E-03 3.8610E-03 O.0000E+00 2.3395E-02
~2.1125E+00 -1.1434E+02 0.000OE+00 1.6820E-~-03 3.8183E-03 O0.0000E+00 -5.8782E~02
12 1 -2.1125E+00 —1.1434E+02 0.0000E+00 1.6820E-03 3.8183E-03 O0.0000E+00 -5.8782E~02
-4.2380E+00 -1.1434E+02 0.0000E+00 -1.1643E-02 -4.0482E-~02 O0.0000E+00 -4.2627E-~01
13 1 -4.2380E+00 -1.1434E+02 0.0000E+00 -1.1643E-02 -4.0482E-02 O.00O0OE+00 -4.2627E-01
1.9001E+01 -1.1434E+02 0.0000E+00 -3.8218E-02 -1.3035E-01 0.0000E+00 -1.0060E~01
14 1 1.9001E+01 -1.1434E+02 O0.0000E+00 -3.8218E-0G2 -1.3035E-01 O.0000E+00 -1.0060E-01
9.4267E+01 -1.1434E+02 O0.0OOOE+00 8.1889E-02 2.6615E-01 O0.0000E+00 5.3753E+00
15 1 9.4267E+01 -1.1434E+02 O0.0COOE+00 8.1888E-02 2.6615E-01 O.0000E+00 5.3753E+00
-5.6330E+01 -1.1434E+02 O0.000OOE+00 6.7528E-01 2.2522E+00 O0.0000E+00 1.22890E+01
16 1 -4,.2167E+01 -1.0384E+02 0.0000E+00 -2.5112E-01 -8.5989E-01 C©.OO0OE+00 1.0448E+01
7.6113E+401 ~9.6937E+01 O0.0000E+00 2.5836E-02 8.5710E-02 O.0000E+00 -1.3199E-01
17 i 7.6113E+01 -8.88375+01 O0O.0000E+00 2.5836E--02 9 5710E-02 O.0000E+00 -1.3199E-01
1.0872E+02 ~8.3940E+01 0.0000E+00 2.0902E-03 6.2245E-03 O0.0000E+00 -1.6404E-0O1
18 1 1.0872E+02 -8.3940E+01 0©0.0000E+00 2.0902E~03 6.2245E-03 0.0000E+00 -1.6404E~01
1.0403E+02 -7.2316E+01 0.0000E+00 -4.4569E-04 -1.8355E-03 0.0000E+00 1.7997E-02
18 1 1.0403E+02 -7.2316E+01 O.0OOOOE+00 -4.4569E-04 -1.8353E~03 0.0000E+00 1.7997E~02
1.0377E+02 -6.2151E+01 O0.0000E+00 3.3642E~04 8.5442E-04 O0.0000E+00 3.2316E-~03
20 1 1.0377E+02 -6.2151E+01 O.0O0OOE+00 3.3642E-04 8.5442E-04 O0.0000E+00 3.2316E-03
1.0289E+02 -5.3115E+01 O0.0O00OOE+00 4.1267E-04 8.9575E-04 0.0000E+00 -1.7242E-03
21 1 1.0289E+02 ~5.3115E+01 O0.0000E+00 4.1267E-04 9.9575E-04 O.0000E+00 -1.7242E-~03
9.8770E+01 -3.7943E+01 0.000OE+00 4.8815E-04 1.1593E-03 0.0000E+00 4.2977E-~04
22 1 9.8770E+01 -3.7943E+0) O.0000E+00 4.8815E-04 1.1593E-03 O0.00O0OE+00 4.2978E-04
9.1798E+01 -2.5982E+01 0.0000E+00 5.3082E-04 1.1964E-03 0.0000E+00 3.6720E-04
23 1 9.179BE+01 -2.5982E+01 0.0000E+00 &5.3092E~04 1.1864E-03 O.0000E+00 3.6721E-04
8.1820E+01 -1.6685E+01 0.0000E+00 5.7747E-04 1.2561E-03 0.0000E+00 3.5618E-04
24 1 8.1820E+01 -1.6685E+01 O0.0000E+00 5.7747E-04 1.2561E-03 0.0000E+00 3.5618E-04
6.8833E+01 —-9.6743E+00 O0.0000E+00 6.2570E-04 1.3269E-03 O0.0000E+00 2.3879E-04
25 1 6.8833E+01 -9.6743E+00 O0.0000E+00 6.2570E-04 1.3268E-03 O0.0000E+00 2.3880E-04
5.2944E+01 —-4.6759E+00 0.0000OE+00 6.4043E-04 1.3058E~03 0.0000E+00 1.2796E-~03
26 1 5.2944E+01 -4.6759E+00 0.000OE+00 6.4043E-04 1.3058E-03 O0.0000OE+00 1.2796E-03
4.3934E+01 ~-2.8624E+00 O0.0000E+00 6.3750E-04 1.2467E-03 0.0000E+00 -6.8517E-04
27 1 4.3934E+01 -2.8624E+00 O0.0000E+00 6.3750E-04 1.2467E-03 0.0000E+00 -6.9517E-04
3.4187E+01 -1.4783E+00 0.0000E+00 6.5044E-04 1.2584E-03 0.0000E+00 1.8516E-03
28 1 3.4187E+01 -1.4783E+00 O0.0000E+00 6.5044E~-04 1.2584E-03 0.0000E+00 1.8516E-03
2.3620E+01 -5.0530E-01 0.0000OE+00 1.0893E-03 2.6724E-03 O0.0000E+00 1.0218E-02
29 1 2.3620E+01 -5.0530E-01 O0.0000E+00 1.0893E-03 2,6724E-03 O0.0000OE+00 1.0218E-02
1.0722E+01 5.0679E-02 0O.0000E+00 1.7660E-03 4.6291E-03 0.0000E+00 -4.1700E-03
30 1 1.0722E+01 5.0879E-02 0.0000E+00 1.7660E-03 4.6291E-03 O0.0000E+00 -4.1700E-03
-4.9650E+00 1.3507E~01 0.0000E+00 =-2.4494E-03 -9.3296E-03 0.0000E+00 -1.3200E-01
31 1 -2.4530E+00 1.6603E-01 O0.000OE+00 -2.8442E-~-03 -9.3296E-03 O0.0000E+00 9.2707E-02
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Berechnung mit Programm 'maple’: Dioe
> restart; . | B
N22 ot Dl ﬁ/fa% /?034\6 v _17
> with (linalg):

Randbedingungen
> ma :=matrix([[1,0,1,0],[-n172,0,-n2/2,0],[cos(n1*l),sin(n1*l),cos(n2*I),sin(n2*])],[-

n122*cos(n1*l),-n1°2*sin(n1*[),-n242*cos(n2*l),-n2/2*sin(n2*1)]]); Romolbe dingumgon
[ 1 0 1 "0 1 C
-nl? 0 -n2? 0 (2)
ma =
cos(nl l) sin(nl 1) cos(n2 1) sin(n2 1) (3)
|-nltcos(nll) -nl?sin(nll) -n2%cos(n2l) -n2*sin(n2l)| (4)

> glei := det(ma);
glei := -sin(nl 1) n24 sin(n2 [) + 2 nI? sin(nl [) n2% sin(n2 1) - n1* sin(ni 1) sin(n2 I)
> n1 := sqri((N22+sqrt(N22+2-4*EI*k))/(2*El));

1 N22 + [N222 -4 El k
nl :=—j—2_ ‘/
2 Er

> n2 := sqrt((N22-sqrt(N2242-4*EI*k))/(2*El));

1 N22- {N222 -4 Elk
ol 7222
2V | EI

> El := Em*t*3/(12*(1-nue”2));
Em# A .
L BmEa g bp it o Shole
12 < 12 nue? i ﬂé}b
> K = Em*t/rr2;

> sols := simplify(solve({glei=0},{N22})):
> assign(sols);
> N22 := simplify(subs(sols,N22));

3 nue* -3 Em
- e——am
2P
N22 :=-

1
- 3 -1 + nue?

Auswertung fuer Stahlschalen:
> nue :=0.3:
> evalf(simplify(N22));

.6052275326 /;2—1;2— EmpP s DiN 8800, 7% (40¢):

t= . 4 .{:f
Auswertung fuer Beispiel (DIN 18800, T4 - Bemessung): Bas = 0605-€ x

> Em := 210000:r := 3:1:=0.005:

> evalf(N22);
1.059148182 ~v &, = N—ff'- = 282 Vi
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Formelsammiung zu
FTW Il (Schalen)

(Geometrie, Membrantheorie, Belastung, KGV)

Anm.: Die Tafeln fir den kurzen el. gebetteten Balken /
den kurzen Zylinder wurden bereits mit dem Skriptum
FTW | ausgegeben
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Flachenirapwerke [1 Formelsammiung Geometrie Seite 1

Allgemeine Rotationsschale mit @ =

=

Sh
R,
@
@
S z‘
——
b
Volumen: V=un f R(z)? dz
a

b b
Mantelfidche: M = anB "R(z) dz = ZJIJR(Z) /1 + (R(2).;)*dz

a a
b b
Bogenlange I [ = [B dz = f 1 + (R@),, )*dz
a a
Koordinate z: z = Q2
Radius: R(©% = R(z)
Winkel: Sin(p = —1— = 1 — R(Z)
B 1+ (R@),)? R
cos@ = R@).. _ R@)..
B L+ (R@)..
tang =
77 R@).

Version vom 25.06.1991
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Flachentragwerke 11

[CYFIeY R et e

Formelsammlung Geometrie Sejte 2

Ableitungen:

Ortsvektor:

Basisvektoren:

dR(z)
R@)a = R =
d*R(z)
R(Z),ZZ = R(Z)xZZ = dZZ
R(z)cos O!
r = R(@)cos®' i + R@)sin®' iz + 2 13 = | R(z)sin O!
VA
; — R(z)sin®!
ay=r, = @Ll = - R(2)sin@' i} + Rz)cosO! iy = R(z) cos O}

0

~sin©!
t; = _sin@1 i + COS@1 i = COS@I

0
or i, + R(@),sin © iy + i
a, =r, = PPy = R(z),,cos®" i} + R(z),,sin ip + i3
R(z),;cos O!
R(z2),;sin O!
1
S [R@).ccosO iy + RE@),sin @' iy + is]

1 R(z),;cos O!
' R(z),;sin ©!
Ji+ ®Ro, 2O

a3 = a; X a; = R(z)cos @' iy + R(z)sin®! i, - R()" R(),; i3

R(z) cos ©!
= | R@)sin®!
- R(z) " R(2),,

1

S e

[cos@1 i; + sin ©! ir - R(2)., i3]

) cos ©!
= in®!
L+ (R@2P |- Re),
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Skalarprodukt:

Bogenparameter:

Flachenparameter:

- R(z) cos ©!
i = - R(@)cosO' i1-RE)sinO' iy = | _ p(z)sin ©!
0
R(z),,,cos ®!
roa = R(Z)‘ZZCOS @l il + R(Z)azzSin(al iy = R(Z),ZZSiH @1
0
a‘a; = Az = R(Z)z
ay-a; = B2 =1+ (R(z),)*
z z
Sq = jB’dz = j /1 + (R@),,)* " dz
a a

z z
sp = —[B'dz = —[ /1 + (R(2),,)? dz

b b
A = R(z)
B = /1+(R@).)
Ri=A B =Rz /1+ (R@).)
o B (4R

? T R@w R(2).:
1 R(z)slz

Gaufi‘sche Kri : K= =
auf’sche Kriimmung R, R, R(z) " [1 + (R@2).,)*]?
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Allgemeine Rotationsschale mit ©% = ¢

Volumen:

Mantelflache:

Bogenlénge I:

Koordinate z:

Radius:

Winkel:

Db
Vi=mn fR((P)z'Z(@)@ de

Pa

Do
R(®) ' R(p),
CoS @
Pa
%R
l — J’ ((p)ﬂp al
cos @
Pa
z = z(p)
R(©? = R(p)
p =
. _ Rp)
sing = R,
tang = APy

- R(®).y
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Ableitungen:

Ortsvektor:

Basisvektoren:

dR(¢)
R(@)2 = R(@)y =~
<(p)12 (q))wp d(p
dz
2@l = 2(Q)y = 2\)
do
4’R(g)
R(@).22 = R(@)go = e
R(p) cos©'
r = R(p)cosO' iy + R(p)sin®' iy + z(p) i3 = [ R(¢)sin O
z(9)
o — R(p) sin @'
a1 =ry = oy = - R(p)sin®' i1 + R(p)cos O iz = | R(g)cos O!
0
—sin©®!
t; = ~sin®! i} + cosB! iy = | cpsO!
0
a, = rg = :9%—2 = R(@).pcosO! i} + R(@),,sin O i + 2(@).g i3

R(9),p cos ©1
= | R(¢),psin 61
2(@).p

t, = cosp [cosO! i} + sinO! iy + tan@ i3
cos ©!

= cos@ |sinO!
tan @

a3 = a; X a3 = R(®) "z(®).pcosO! i1 + R(@) " 2(9),psin O iz~ R()* R(@)p 13

R(@) - (). cos ©'
= | R(@) " 2(p).psin ©'
- R(@) R(P)sp

t3 = sin@ [cos@1 i; + sin ©1 ip—cotg i3
cos O1

= sing | sin ©!
~cot
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~ R(p)cos O
ri; = - R(@)cos @' iy- R(p)sin®! iy = - R(¢p) sin ®!
0

ro; = 1’?(q0),(,;§,)cos®l i1 + R(@).ppsin 0! iy + z(q)),w i3

R(®),pp cos O
= | R(®),pp sin O!
2(@).pp

Skalarprodukt: aj-a; =A% = R(p)*

a2y = B2 = (2(9)p)* + (R(@)p)* = R(@)p° colsw
@
Bogenparameter: s, = J B-dg = J %;){;p do
P s
f [ Ri@)g
Sb'—‘—jB'dqp:_j_co_sa do
@ @

Flachenparameter: A4 = R(¢) = R;sing

B = Je@g P+ K@)y P = Kby
1
Ry = R(p)- sing
1
Rz = R(p)g- o5

Gaul}*sche Kriimmung sin @ * cos @
u e Kriimmung: =
R(®) * R(@).p
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Umrechnung der Parameter @2 =

z und B = @

1
_ 2 _
B, = J1 + (R@).,)" = Sng

drR 1

—— = R(2)., =
dz tan @

dz = sing Ry dp = R(@)p tan g dp = z(@),pde

dp = —Ldz
2
4 _ R
do B,
dp 1 1 _ 1
dz sing Ry  R(@)p tang  z(@),e
1 R(gp). @
=R,dz= /1 + (R(z),)dz = dz = = B, d
dsy = By dz = JL+ (R@) Ve = dz = = W Rdg = By dp
) 1 1 R(z)
singp = — = =
B 1+ ®@.? R
_ R(Z),Z N R(Z)~z
cosQ = =
B, J1+ (R@).,)*
1
tan@ =

R(z)..
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Beziehungen zwischen verschiedenen Winkelangaben

dp = —dgp
@ = 180° -
¢ = 180" -¢
@ =90+ ¢
@ =90° -9

sing = + cosg
Cos® = -sing
tang = —cotgp

cotp = —tan@’

sing = + sing
COSQ = —COSQ
tang = —tan¢@
cotep = —cot@

sing = —cos@
cos@ = + sing
tan@ = —cote

cotg = -tang

sing = -+ sing
COSQ = —COSQ
tan@ = -tang
cotgy = —-cote
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Zylinderschale mit G2 = 2z

) _17'
t
Sh a,
R(G? ‘ a; |!=H
S, .
r(©)
\ e
| R

Volumen: V=R nH
Mantelfliche: M=2n"Ry H
Bogenlinge I: | =H
Koordinate z: z = ©?
Radius: R(®? = R(z) = Ry
Winkel: @ = 90° = const
Ableitungen: R,,=20

R, =0

Bogenparameter: Sqg = Z
sp = H-~z

Flichenparameter: 4 = Ry

B=1
R; = Ry
Ry = — o0
Gaufi‘sche Kriimmung: K= L _
Ry Ry

Die Zylinderfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.



Flachentragwerke I1 Formelsammlung Geometrie Seite 10

Ortsvektor: r = Rycos®O! ij + RysinO! iy + 7z i3
Basisvektoren: a; = -~ Rosin®! i; + RycosO! i,

t; = ~sin®! i} + cosO! iy

a = i3

ty = i3

a3 = RpcosO! i} + Rysin®! iy

i3 = cos O! iy + sin®! iz
Hohere Ableitungen:

r,;1 = —Rycos Ol i;—RysinO! i,

rn =0
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Aligemeine Kegelschale mit Q% = z

Volumen:

Mantelfidche:

Bogenléinge I:

n H
= 3 (Ra2+ Ry, Ry + sz)

M =7 Ry + Ry) JH? + (Ry - Ro)?

! = JH? + (Ry - Ro)?

Koordinate z: z = 62
- -R
Radius: R(©? = R(z) = (H,-2) RbHRa = R, + sz 2
Winkel: @ = 180° -a = const
) H H
sina = — =
! ‘/HZ + (Rb - Ra)z
-R -
cosa = _Ro-Ry Ry~ R
! \/H2+ (Rb“Ra)2
H, H
tang = =% = — = -
a Rb Rb - Ra
-R
Ableitungen: R, = Ry 7 a
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JH? + (Ry~ Ru)?

Bogenparameter: S§q = Z° 7

JH? + (Ry - Ra)?
H
Rp - Rq
H

JH? + (Ry—Ro)? \/ (R,, ~R, )2
_ 1+
H H

- H? + (Rp - Ry)*
R, = (Ra +szHRa)\/ ( :

sp = (H-z)

Flichenparameter: A = R(z) = R, +z

H

R2=-°°

1
Gauf}‘sche Kriimmung: K = R R =0
1 I3

Die Kegelfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.

Ortsvektor: r = (Ra + 25%53) cosOl ij + (Ra + sz;IRa> sin®l iy + z i3
Basisvektoren: a) = - (Ra + z&}}gﬂ) sin®! §; + (Ra + sz;IR“) cosO! i,
t] = -sin®! i} + cosOB! i,
a; = BP—};{& cosO! i; + BE—;I—RE sin ©? iy + i3
. R-Rq [cosel i, +sin@! iy + —1 i3]
JH? + (Ry - Ro)? Rp—R,
a3 = (Ra +'zR”"R“) [ cosO! i; + sin®! i2—¥ i3]

cos@! i; + sin®! i~ Ry - Rq i3
R, H

\/HZ + (Rb
Héhere Ableitungen:

Ry-R -
r = —(Ra+z bH “) cos B! ilu(Ra+z£2ﬁISﬂ) sin®! iy
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Allgemeine Kegelschale mit ©2 = s

Volumen: V= Zr--:;;{(Ra2 + Ry" Ry + Ry?)
Mantelfliche: M = (Ra+ Ryp) JH? + (Ry - R,)?
Bogenliinge I: [ = ‘/;12 + (Rs - R,)?

H
zZ =S5
JH? + (Ry— Ro)?

Koordinate z:

Radius: R(G? = R(s) = R, +s Ry~ Ra
\/HZ + (Rb = Ra)2
Winkel: @ = a = const
sina = 7_ H
! /Hz + (Rb—Ra)z
cosa = ~Fe~Ra _ _ Ry - Ry
: JH? + Ry~ RoY?
tana = -2 = Hy _ _H
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Ry~ R
Ableitungen: R, = b= a
,/HZ + (Rb = Ra)2
R, =20
Bogenparameter: Sqg =38
sp =1~s
Rp-R
Flichenparameter: A = R(s) = R, + s b-a

JH2 + (Ry - Ro)?

B =1
R R JHE 4+ (Rp - R,)? . .‘/H2+(Rb-—Ra)2+ Ry-R,
R2 = -
. 1
Gaubi‘sche Kriimmung: K= =0
R{ R,

Die Kegelfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.
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Ry~ R .
Ortsvektor: r= [Ra + 5 — b(R 2 % cosOl i) +
+ b~ Na
+ |R, + 5 Ry~ Rq sin®! iy + s H
JH + (Ry - Ro)? H? + (Ry— R,
Ry-R . . .
Basisvektoren: a; = [Ra + s /;12 b(R 4 = )2] [ -sin@®! i; + cosB! i, |
+ b~ Ra
t; = —-sin®! i; + cosO! iy
- _R )
a, = Ry - Ra cosO! i; + Ry~ Rq sin ©? i,
JH? + Ry~ Ro)? JH? + Ry~ Ro)?
+ H i
JH? + (Ry - Ro)?
t, = Ry—Rq cos®! ij + sin®! iy + H i3
‘/Hz + (Rb—Ra)z Ry-R,
83 = |R, +s Ry~ R H cos B! i;
JH + Ro=RaP| | [H2 + (Ry = R,)?
+ i in @2 iy — bR i
JH? + (Ry - RY? JH2 + (R~ Ro)?
t; = H cos@! i; + sin@! iz—&’—:—@i i3
JH? + (Ry~ R,y H
Hohere Ableitungen:
-R
r1 = |Rs+s Re—Ra [ ~cosO! i; - sin B! i |
/H2+ (Rb"Ra)2

ro =0
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Kegelschale mit ©% = 2z

Volumen:

Mantelflache:

Bogenlinge 1:

Koordinate z:
Radius:

Winkel:

Ableitungen:

Bogenparameter:

I = JH*+ Ry~ R,y

z = 6%

R(©®? = R(z) = (H,-z)cota

@ = a = const

H, H,

t B e IR e I —
ang R. R
R,, = —cota
R =0

Z
Sqg = —

sina

gy = H=2)

sina
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Flichenparameter: A = R(z) = (H,-z)cota

B = _1
sina
1 cosa
R: = R(z)- = (H. -
! @ sina (Ha-2) sin?a
RZ = — OO
1
GauB‘sche Kriimmung: K= =0
Ry Ry

Die Kegelfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.

Ortsvektor: r = (H,-z)cota cos®! i} + (H,-z)cota sin®' iy + z i3
Basisvektoren: a; = - (Hy-z)cota sin®! iy + (H,—-z)cota cosO! iy

t; = —-sin®! i; + cosB! iy

a; = —cota cosB! ij -~ cota sin B2 iy + i3

t, = —cosa [cos(—)1 i; + sin@! ir-tana i3]

a3 = (H,-z)cota cos B iy + (H,-z)cota sin@' iy + (H,~z)cota i
t; = sina [cos(—)1 i, + sinB! iy + cota i3]

Hoéhere Ableitungen:
r1 = - (Hz-z)cota cos®! ij - (H,-z)cota sin®! i,

l',22=0
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Kegelschale mit ©° = s

/
/
/
/\ ,
Sb
Sa
Volumen: V= ~JE—§:~I?~I~~(R,,2 + R, Ry + Rp?)
o H
Mantelfléiche: M = m (R, + Rp)* —
sina
Bogenliinge I: [ = .H = ‘/ H? + (Rp - R,)?
sina
Koordinate z: z =5 sina
o 2) Ha
Radius: R(©” = R(s) = (———-s)cosa = R,-s cosa
sina
Winkel: @ = a = const
H, H
tanp = % =2 = _
NP TR TRy Ry-R,
Ableitungen: R = -cosa
R =0

Bogenparameter: s, = s
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Flachenparameter: A = R(s) = Rz—s cosa

B =1
1 R
R, = R(s) —— = —%-_5 cota
sina sina
R2 = — 0
1
Gaul}sche Krim T K = =
u mung: Rl R,

Die Kegelfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.

Ortsvektor: r = (R,-s cosa) cos B! i; + (R, -5 cosa) sin®! iy + s sina i3
Basisvektoren: a; = —-(R;-s cosa) sin®! i; + (R, ~s cosa) cos el i

t) = ~sin@®! ip + cos Ol iy

a; = —cosa cosO! i;—cosa sin®? iy + sina i3

t, = - cosa [cos(—)1 ij + sin®! i, - tana i3]

a3 = (R,~s cosa) [ sina cos®! ij + sina sinB®! iy + cosa i3 ]
t; = sina [cos(—)1 i +sin®! iy + cota i3]

Héhere Ableitungen:
r, 1 = - (Rs—s cosa) cos Bl i;— (R, -5 cosa) sin@! i,

l',22=0
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Kegelschale mit 0% = z

Volumen:

Mantelfiiche:

Bogenlinge I:

Koordinate z:

Radius:

Winkel:

Ableitungen:

V= n‘i’%ﬁ(m? + Ry' Ry + R}
M==x (Ra'*"Rb)' H
sina

H
| = = [H®+ (R,-R,)?

sina \/ (b a)
z = @2

R(G? = R(z) = (H, + z)cota

@ = a = const

tan :&:.’:’l’.: H
=R, R R,-R,
R,, = cota




LEeCHIUSCIIC UInveLsSllal Ivauiuiea Y L T S - -

Flichentrapwerke I Formelsammlung Geometrie Seite 21
z
Bogenparameter: s, = —
sina
(H -2z)
Sp = —0——
sina

Flichenparameter: A = R(z) = (H, + z)cota

B = ,1
sina
1 cosa
Ri = R(z)" = (H, +
! @) sina (Ha +2) sin®a
Rz = - 0
GauBi‘sche Kriimmung: K = 1 = 0
Ri R,

Die Kegelfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.

Ortsvektor: r = (H, + z)cota cosO! i + (H, + z)cota sin®! iy + z i3
Basisvektoren: a; = —(H, + z)cota sin®! iy + (H, + z)cota cosB! i
t; = —sin@®! iy + cosBO! i,

a; = cota cos B! i; + cota sinB? iy + i3

t = cosa [cos ©'i; + sinO! i + tana i3]

a3 = (Hy + z)cota [ cos®! iy + sinB@! iz-cota i3 |
t; = sina [00391 i; + sin®! i - cota i3]

Hohere Ableitungen:
r1 = - (H; + z)cota cosO! iy~ (H, + z)cota sin@! i,

r =0
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Kegelschale mit ©% = s

Sb
Sa
Volumen: = %E(Raz + R, Ry + Rp?)
N : H
Manteifldche: M = m (R, + Rp) " —
sina
H
Bogenlinge I: [ = - = ‘/ H? + (Rp - Ra)?
sina
Koordinate z: z =5 sina
. 2) H,
Radius: R(®* = R(s) = (sina + s)cosa = R, + s cosa
Winkel: @ = a = const
Hy H
tanp = —* =~ =
“R. Ry, Ro-R,
Ableitungen: R, = cosa
R =0

Bogenparameter: s, = s
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Flichenparameter: A = R(s) = R, + s cosa

B =1
1
Ry = R(s) —— = .Ra + s cota
sina sina
R2 = - 00
Gaul}‘sche Kriitmmung: K = R11R2 = (

Die Kegelflache wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.

Ortsvektor: = (R; + s cosa) cos®! i; + (R, + 5 cosa) sin®! iy + 5 sina i3
Basisvektoren: a; = - (R, + 5 cosa) sin®! i, + (R, + s cosa) cosO! iy
t) = -sin®! i; + cosO! iz

a; = cosa cos B! i; + cosa sin®? iy + sina i3

t, = cosa [cos@1 i, + sin@! i + tana i3]

a3 = (R, + s cosa) [ sina cosO®! i + sina sin@®! i)~ cosa i3 |
t3 = sina [cos@1 iy + sin®! iy - cota i3]

Hohere Ableitungen:

r,;1 = —(R; + 5 cosa) cosB®! i;— (R, + 5 cosa) sinO! i

fl

O
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Kugelschale mit 0% = z

Sp ///’”""‘!:""R‘b\\\\h
ay 4 K
‘ az
za R(©?) H
l / l’(@a Hb
- _)
R, —

H,
-

Liegt der Kugelmittelpunkt nicht innerhalb der Kugelzone, so gilt:

H = [RE-R%- [RE-R? fiir (Rp < Ryp)
RZ-R2-H*\®
R() = RZ + ‘—-—é——l—{'—*— fur (Rb < Ra)
- H, 5 2

Volumen: V= —-—jé-~(3Ra + 3R; + H?)
Mantelfldche: M= 2n " Ro-H

. . . . . Hb . a
Bogenléinge 1: ! = Ry (arcsin— - arcsin—-)

Ry Ry

Koordinate z: z = ©°?

Radius: R(©®? = [R%-z?
/R%-22

Winkel: sing = 7
0
CoS = i
@ Ro
R%—z2
tangp = -
z
Ableitungen: R@,=-—ie =2
. ¥4 ,————-R(z)_zz R(z)
R(2)? — 72 2
R(z)yzz = - (Z) z - RO

R(z)3 - (R(Z) _22)3/2
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.z . H
Bogenparameter: Ry * (arcsin 7 arcsin —2%)
0 0

. H .z
Sp = RO'(arcsm~—b—arcsm——)
0

0
Flachenparameter: A4 = [R§-
R
go R
R%-22
R, = Ry
Ry, = Ry

GauB‘sche Kriimmung: K= _1_

R§
Die Kugelfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern

Ortsvektor: = JR%-z*-cos®! iy + [/R3-22"sinO iy + z i3
Basisvektoren: ay = - [R3-22 sin®! ij + /R%-2? cosO! iy
t; = -sin®! i; + cosO! i,
8; = — cos B! il-——"———z—-—- sin B1 ip + i3
R2-72 VRZ-22
2 2 JR
tp = |-— cos®lij—— sin®! i + Y—nuw
2 Ry "R 2
. . . zZ .
R3-z%|cos®! ij + sin B! iy + ——— i3
RZ - 22
! Vo 1
55T
\/RO—'ZZ 1 . . 1. z .
t3 = ———|cosO" i} +sin B! i) + ——=— i3
Ry /R3 - z?
L. J
Hohere Ableitungen:

ry = — /R(z,--z2 cos®! iy— /R3-2? sin®! i,

1 ) (R2 22)3/2 cosO! i) - (Ro z2)3/2 sin ©!
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Kugelschale mit 0% =

/\ n

Volumen:

Mantelflache:
Bogenlénge 1:
Kmﬁinate z:
Radius:
Winkel:

Ableitungen:

Bogenparameter:

.72'R3

V= Z20[3 (cos @, - cos @p) - (c0S @ - co’ )]

3
M = 27z R} (cos @, — cos gp)
['= Ro (¢b- @a
2(p) = —~ Ry cosg
R(p) = Rp-sing
¢ = 67
R(p),p = Rp*cosg
R(@),pp = —Ro"sing
z2(@).p = Ro-sing
2(@),pp = Rp* cos@

§q = Ro'((])~(Pa)
56 = Ry (¢p - @)

Flachenparameter: A = R(p) = Rpsing

B = R()

R1 =Ry

Rz = Ro
Gaufl‘sche Kriimmung: K= }}_
0

Die Kugelflache wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.
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Ortsvektor: r = Rpsing cos 6! i + Rysing sin 6li-Rgy cos@ i3
Basisvektoren: a; = — Ry singsin®! iy + Ry sin@cosB! i,
t; = —sin®! i + cos O} iy

a; = Ry cospcosB®! iy + Ry cos@sin®! i, + Ry sing i3

ty = cosQ [cos(t)1 ij + sin B! i; + tang i3]

a3 = R sin®@cos® iy + R% sin?psin®! iy~ R% sing cosg i3
t3 = sing [cos@1 i; + sin©! i;—cotg i3]

Hdéhere Ableitungen:

r,; = ~Rp singcosO! iy - Ry sinpsinB! iy

roz = -~ Ry singcosB! i)~ Ry sin@sin®! i + Ry cosg i3
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Rotationsparaboloid mit ®% = 2

LT WF'TF
//7' ‘ %\\ Hb
. VN
/\ // ' /4’ Rop N L4
/ e K i 3
Sh \\RO l 5 ¢ a
JRET Rl;)z o) /
| ( as H Ha
* (G
A
|¢_) Rla
@

Rg = R‘%—B_g_
2 H
R2
H, = g
2Ry
R?,
Hy = ——b_
57 2R,
Volumen:
Mantelflache:

H,
Bogenliinge I: / \:/ H? + R0—2’5~ \/ HZ + Ry

Koordinate z;

Radius:

Winkel:

Rg = Halbparameter der Parabel

= f’?@(Rng RY) = 7 H Ry (2H, - H)

27

= 2= @Ro " Hy + R - 2Ry Hy + RO

3 Ry

z = @2
R(©? = [2Ry(H, -z)
V2(H,-2)

MO He-2) + Ry

cosQ = R
J2Ro(Ha~2) + R}
J2Ro(H, -

tan(p — ____._g(._.a‘z)

Rp

H R ) 2H ) 2H
—29— + 70 arcsinh /—R—O‘l—arcsmh E-b-
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_ 3 Ro - ..z
Ableitungen: R@),; = - 2Ro(H, - 2) R(z)
R Rj

RO = = ey = QRoHa-2)

H, R . 2H, ]
Bogenparameter: [ -/ H2 + R0~2——— [2% + Ro% + —2~0 arcsinh /ﬁ—arcsmh /Rig
[ 2z
[ =/2* + Rg——— H2 + Rg—i—{—ll + =~ arcsinh — —arcsinh gﬁﬁ
‘/ ‘/ Ro Ro

Flichenparameter: A = J2Ry(H,-2)
B = \/1+ Ry _ J2(H,-2)+ Ro

2H,~2) V(Ha-2)

Ry = [2R(H,-2) + R}

[ZRg(Ha ~z) + R?
2= R%

]3/2

R§
[2Ro(H, -2) + RY[

Gaufl*sche Kriimmung: K =

Die Paraboloidfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.

Ortsvektor: r = J2Ry(H,-z) cos@! iy + J2Ro(H,-2) sin@®! i; + z i3
Basisvektoren: a; = - J2Ry(H, -2) sin®! i) + J2Ry(H,-z) cosO! i,

t, = ~sin 6! i) + cosO! i
RO 1. RO o 1 ¢
8y = - e €0SO! i} - ——=sinB! i, + i3
V2Ro(H, - 2) V2Ro(Hg - 2)
t) = 1 [-—- Ry cos @! iy— Rg sin o! ip + ‘/ZRO(Ha"Z) i3]

J2Ro(Hq-2z) + R}
a3 = a) X 83 = ,/2R0(Ha-—z) cos B! i1 + V2Ro(H,~2) sin ©! iz + Ry i3

= V2(Ha-2) cos®O! i} +sin®l iy + R i3
J2(H,-2z) + Ry V2Ro(H,-2)

Hohere Ableitungen:
ra1 = - J2Ro(H, ~z) cos®! ij— [2Ry(H,~z) sinO! i,
r = - Rg [cos ©! i) + sinB! iy]
[2Ro(Hq ~ )]/
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Rotationsparaboloid mit % = @

< | H
// J b
/\ / g :Y /4:: Ry .
Sh “\/RO
H H,

Rg = Halbparameter der Parabel

R3
Volumen: V = ”4 0 (tan"‘ P~ tan* ®p)

2 1 1
Mantelfléiches: M= -Zx R} 3Ty

3 cos’ @, Ccos’ @p

Bogenlange I: | = _I_Ro[wsmz% + ln[ L+ singe ]—~ sz(pb ~ln[ 1+ singy :H
2 COS“ @y COS @q COS” @p COS @Pp
: _ R
Koordinate z: z(p) = ——2—th @+ H,
Radius: R(p) = - Rptang@
Winkel: @ = 072
. 1 2
Ableitungen: R(@).p = - Ry o g = - Rg(1 + tan®q)
2Rpsing
R(@)ypp = ———=—
@0 cos @
tan @ sing
o = —-Rotang- (1 + tan?¢@) = - R = R
z(@)p otang - ( ®) os?e ~ R0 osie

1 + 2sin? ¢
costp

2(@)pp = *RO(
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1 i 1 + sin sin 1+ si 1]
Bogenparameter: [ = —RO( sz(p + In SI@ 2<Pb _in| |2 309
2 cos“ @ cosQ cos“ @y COS @p ]
rr 3
. 4 . 1+ si
1= LRy sm2<pa + In 1+ sing, _ sm2<p In sin @
Lcos Qa COS Py cos“ @ Cos @
Flachenparameter: 4 = - Rptan @
1
B = '“RO 3
cos” @
1
Ri = -Ry-
cos Q@
1
R2 = —R()' 3
cos” ¢
costg
GauB¥sche Krimmung: = R
0

Die Paraboloidflache wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.

Ortsvektor: r = Rytang cosO®! i; + Rytang sin B! iz—(%tanq)—Ha) i3
Basisvektoren: a; = ~ Rp tan @ sin eli, + Ry tan@ cosO! iy

t; = —-sin®! i; + cosO! iy

a; = ~ Ry p— cos @' i~ Ry— . sin®! iy - Ry ;’S‘zj is

t; = cos@ [cos Bli; +sin®i, + tang i3]

v 2 . 2 v

sin . sin : . sing
R} 4(7) cosO!i; + R%-———TQ sin®! iy - R3 ;p i3

cost @ cos* @ cos® @

as

t3 = sing [cos(?)1 i, + sin®! iy~ cotg i3]
Hohere Ableitungen:
r,1 = Rotang cos®! i;- Rotang sin®! iy

2Rgsi 2Rysing . ingp .
rn = ————-—wosgnwcosel il—M_ROS;n(pSlnel iz—RQ—-—-———-————l + 2§m (P 13
Cos™ @ Ccos™ @ Cos @
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Hyperpoloid, Ellipsoid, Kugel, Zylinder mit Q2 = z

Einheitliche Darstellung von Hyperpoloid, Ellipsoid und Kugel

S

Rg
b

Hyperbel Ellipse Kreis
2 2
P2 ROP, 2 _ LOME
R} H} R Hj 0 R
Aligemeine Gleichung:
RZ
R+ %22 = R}
Hj
RZ  R3-R(z)
Rz} + a2z = R? itq =0 =07
(@ +az i mit a 12 i
a < (0 Hyperbel
a >0 Ellipse
a =1 Kreis
o =0 Zylinder
R}  RI-RZ

Ermittlung von o durch Einsetzen eines beliebigen Punktes zB. a = — = 77
\] a
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L
i

a
Volumen: V= n[R%(Hb -H,) - §~(H,3, - H?,)]

R} . zVat-al|h
Mantelfliiche: M= JIIZ / R3-az? + a’* + —2—arcsinh —————~——~] fiir (@*>-a) > 0
a‘-a Ry g,

L

i 2 - a2

R . Z at |t
M = ﬂz/R%—az2+a222+ 0. arcsin fiir (a*~a) < 0
a-a? Ro |q,
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b b
R2_az? + a2
1=dez=j/0 dz

/R(%—az2

Bogenlinge I:

a a
Koordinate z: z = ©?
Radius: R(©®? = [R}-az?
R - az?
Winkel: sing =
JRe—az + a2
az
cosQ = —
JRe-a + a7
R%- az?
tangp = - o
az az
A i . R g = e T —
bleitungen @),z a2 RQ)
REZ).. = R(z)?*-az? _ aR}
\Z)’ZZ - - R(Z)3 - (R%_aZZ)J/Z

i

Bogenparameter: Sa

f z/R%maz2+a2z2
fgedz:f . dz

2_ 2
a a RO az
F4 r4
R~ az* + a%?
=
RZ_aZZ
b b 0

Flichenparameter: 4 = [R3-az?

5 [R3 - a’2? ‘/ R} - az? + a%?
R() /R% ~ az?

R| = ‘/R%-azz + a%?

_ (R3-az® + a%%?
aR3

Ry

aR3
(R} - az? + a%??
Die Hyperboloidflache wird Differentialgleichungen vom hyperpolischen Typ liefern.
Die Ellipsoidfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.

Gauf}sche Kriimmung: K =
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Ortsvektor: r= [R}-az’ cosO' iy + [Rj-az* sinBli; + 2 i3

Basisvektoren: a, = - /R3-az* sinB! i} + /R3—az? cosB! iy

t; = —sin®! i; + cosB! iy
az

az
82 . —— B —
/RE~ az? /R§ - az?
1 ;
t, = [—az cosO! ij-az sin®! ip + /R%-—azzig,]

/R% —az? + a%?

cos Q! i - sin Q! i, + i3

. . . az .
a3 = [R%Z-az*|cosB! i; + sin B! 12+‘/~—2___—2- i3
Rj-az
/R3 - az? az
cos®! i; + sinO®! iy + i

/R%—azz + a%? /R3 - az?
Héhere Ableitungen:

ra = —‘/R%—azz cos®! i~ /R%-az? sinB! i

aR} _ aR} a1
W COSE)l 11—-"‘*-*‘“-*0—-—"- sm@l I
i

(R - a7

&3

r,22=...
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Spitzkuppel, Torus, Kreis mit @2 = z

Torus le
-

Spitzkuppel

Volumen: V= n[(R% + R?) H + —31-(H,3, - H}) + ReRg(arcsin&— arcsin-Ii‘i)

Ry R
+ RHy JR3 - H2~R.H, /R%- H,%]

Mantelfliche: M=2r [Rg’ H + R, Ry (arasin—g—g— arcsin %):I
0 0
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. H . H
Bogenlénge I: [ =Rp- (arcsm——ﬁ— arcsin —2)
Ro Ro
Koordinate z: z =62
Radius: R(©? = [R3-z* + R,
Winkel i R-2
inkel: sing = ———
P Ro
cosp = ——
Ry
R3-2?
tang = ———
z
Ableitungen: R@),, = z =2
‘ * /R} - 22 R()
R@),m = R(z)*-2* _ R}
= R(z)* (RG-2%2

. . H
Bogenparameter: s, = Rp* (arcsmi - arcsin —%)
Ro Ro

. H .z
s = Rp* (arcsin—% - arcsin —)

Ry Ro
Flichenparameters: 4 = [R}-2z?
B = _Ro
/|R}-2%
Ry = Ry + Re Ry

/Rg——z2
K= /R%—z2

R} (/R%3-2% + R,)

R; = Ry

Gaufi‘sche Kriimmung:

Die Torus— bzw Spitzkuppelfliche wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ
liefern.
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Ortsvektor: r=( /R%»-az2 4+ R;)-cosB! ij + ( /R%~az2 + Re)-sin®! iy + 2z i3
Basisvektoren: a; = - (J/RE-2% + R, sin®! i} + (/R3-z* + R,) cosO! iy

t; = -sin®! i} + cosO! iy
z ) z . .
8y = — ————— c0sO! ij————= sinB®! iy + i3
RZ-2* R3-7*
)
t 2 05Ol iy~ 2 sin0l iy + L E
2 = |-— 1~ 2+ i3
Ro Ry Ry

. . ) z
az = (,/R%—z2 + R.)|cosO! i; + sin®O! iy + -——R—Z——2~ i3

0""2
R% - 22
t3 = vo© cosB! iy + sinO! i, + Z i3
Rg R%__ZZ
Héhere Ableitungen:
r, = —( /R%—Zz + Re) cos O! il-——(,/R%—Zz + R,) sin B! ir
R§ s R ol
ron = ———5—5575 C0SO" i~ ———557 sSinO" iy
(R% _22)3/2 (R% _22)3/2
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Spitzkuppel, Torus, Kreis mit 0% = 02

S

£
-

P

Torus i=

zZ
Spitzkuppel .
-Re
ac Rg , , 3

Volumen: V = [3 * (cos @, — cos @p) — (cos® @, - cos® (pb)]

+ #[R.R3(gs - sin @y cos @p) ~ RZRg cos gy,

- ReR3(<pa + sin @, Cos @g) + RezRO COS @q]
Mantelfliche: M = 27 R} (cos@a—cos@y) + 27 R.* Ry (@6~ @a)
Bogenldnge I: I = Ry (@5 — @a

Koordinate z: z(p) = -~ Ry cos@
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Radius:

Winkel:
Ableitungen:

Bogenparameter:

R(p) = Ry sing + R,

R(@) = Rq(sin @ - sin ¢g) fiir Spitzkuppel
p = 67

R(g).p = Ro-cos¢

R(¢).pp = -Ro"sing

2(@).y = Ro*sing

2(P).pp = Ro* cos@

Sa = Ro* (¢~ @a)

sb = Ro* (¢p- @)

Flichenparameter: A = R(¢) = Rpsing + R,

B =Ry
Ry = Ry + _Re
sing
Ry, = RO( 1- 31.n (Po) fiir Spitzkuppel
sin @
R+ = Ry
GauB‘sche Kriimmung: K sin @

- R%simp + R, Ry
sin @

K = fu itzk
R} (sin @ - sin gx) r Spitzkuppel

Die Spitzkuppelflache wird Differentialgleichungen vom parabolischen Typ liefern.

Ortsvektor:

Basisvektoren:

Hohere Ableitungen:

r = (Rosing + R)cosO! iy + (Rysing + R,) sinB®! i~ Ry cos@ i3
a; = —(Ro sing + R,)sin®! ij + (Rg sing + R,)cosB! i,

t; = ~-sinB! i; + cosO! i,

ay = Ry cos@pcosO! ij + Ry cospsin®! iy + Ry sing i3

t, = COsSQ [cos@1 i, + sin©! iy + tang i3]

a3 = (Rg sing + R)[Rysin pcos @' iy + Rysingsin B! i~ Rycos @ i3]

t3 = sing [cos@1 iy + sinB! iy - cote i3]

r,1 = —(Rg sing + R,)cos B! i; - (Ry singp + R,)sinB! i,

r2 = —~Rp singpcosB! i) - Ry sin@sin®! i; + Ry cosg i3
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Kraftegleichgewicht im Membranspannungszustand

Allgemeine Schalen:

—B,l + 361

24, + Ady ;S T [T
nn P
~A,2 23,1+Bd1 A,2+Ad2 nnl + AB [U_z = ()
_fé 0 _.’ﬂﬁ 122 73
L R Ry 1 L | L
Rotationsschalen:

Rotationssymm. Geometrie: 4 = R(©?)

(wegen ©! = §)
B»l =0

(keine Krimmungsinderung im Umfangsrichtung)

Gleichgewichtsbedingungen fiir beliebige ©% und beliebige Lasten:
" B,

2R, + Rd, VI T ]
nii Pl
-_ A + '
R, Ba, Ry + Ra; nul +RB || = 0
_.}E 0 _52 122 [73
L R R, L] |
Umgeformt und ausgeschrieben:
1 .
nypg *EE;(RZ nide + Rppo= 0 (1)
-—R,z ny + B ny.y t (R nzz),p_ + RB Py = 0 (2)
1 1
-—ny - —ny + p3 = 0 3
R, TR, TP 3)
Rotationsschalen mit rotationssymmetrischer Belastung:
Bei rotationssymm. Belastung gilt:
5% =0 (keine Anderung in Umfangsrichtung)
Gleichgewichtsbedingung fir beliebige ©%
Rnpo+2Ry nip+ RBp)p =10 (Torsion) (1a)
-Rony+ (Rnp)2+ RB Py =0 (2a)
1 1

——ny -~ =—ny +p3 =0
R, 3| R, 2 T P3

(3a)
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Rotationsschalen mit rotationssymmetrischer Belastung:

122(07%) 7,
\ P2 . :

! \/ 7 Meridianschnitt
R = A\

13267

lotrechte Komponente der Flachenlast

DySIN @ — J3C0S @

O
!

Allg. Ldsung fiir beliebige ©2 (0% muf zwechmiBig gewihlt werden):

Gleichgewicht £ V, = 0:

Rl Fz Fz Fz
62 —_— - _— =
"2(®7) R? 2n 2nRsing 27Rsin @

_ _ 2 F, = Resultierende
Fo=2n fpz RE d67+ € aller lotrechten Last-
o komponenten fiir den
betrachteten Bereich

- 27tf[172~R.2 p3) Rdz + € bzw. Schnitt)

Z
= ZHJ[ﬁzsin(p—ﬁ;cosqw] R Rydp + C
@

n(©?) = _% jp, RB dO? + C
E_)I
R, _ . np
Q%) = -—np+R = -
n(©°) R, ny 1 D3 1(1)3 R, )

n12(®2) = -—»1—;7 fﬁl R’B dO? + C

®?
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Losung fiir ©2 = 7

R .
noo (Z) = —R—éf[[fz—R,z /73] R dz + C

4

[1+ (R,)?
- __.,_g._i__f[pz_m 7] R dz+ C

Z

R n
ny (z) = —-R—zl”zz + Ry p3 = Rl(ﬁJ“Rzzz)

na ) = ’%Jﬁ‘ RB dz + C

Z

Losung fir ©2 = @

1 . _ .
np (p) = —mI[pzsnnw—p3cosm] R Rydp + C
@
= —mf[ﬁzsinm~ﬁ3cosq7] Ry Rysing dgp + C

4

R n;
niy (@) = *7{;”22 + R g3 = R,(p;—-;;—zz)

1

| 7y Ry R3sin*@ do + C
R%sinz(pfp1 2 NS @ a

4

np (p) =
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Kinematische Gleichungen im Membranspannungszustand
Allgemeine Schalen:

g AB] T 1
B3 A, — ]
-A,+ Ady -B, + Bo 0 v2| = AB |an
AB a
B,y A, A2V -
L Ryl L A
Rotationsschalen:
Rotationssymm. Geometrie: A = R(©?) (wegen O! = 19)
B, =0 (keine Krimmungsinderung im Umfangsrichtung)

Kinematische Gleichung fiir beliebige @2 und beliebige Lasten:

[ RB71 1 7
B3 R, — [ ]
' g Rl \/1 ayy
-R,+ Ro, Ba, 0 v2| = RB |an
RB| | ax
0 Ro —
, 2 R, | ] L

Rotationsschalen mit rotationssymmetrischer Belastung:
Bel rotationssymm. Belastung gilt:

«««««« == (keine Anderung in  Umfangsrichtung)

Kinematische Gleichung fiir beliebige @

-Ry vi+ R vy =RB ap (Torsion) (1a)
R, v+ BEV‘; = RB ay (Za)
R,

2 B

v, + —v2 = B ap (3a)
Ry

Ri R, vz—Rz R V2,2 = RB (Ria1; - Ryaz) (2b)

RB

R—~ v’ = RB a11—~R,2v2 (Sb)
l
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Rotationsschalen mit rotationssymmetrischer Belastung:

Meridianschnitt

yA
q AR
2/ 1 >
Werkstoflgesetz:
ey =ayn = E(nu—l’nzz)
1
£n = axp = E(nzz—wm)
a i a.« prnid «.._41,,..."_, n
12 21 =
Allg. Losung fiir beliebige ©2:
AR = v?cos@ + Vsing
= Ray = REI—[ (np-vny)
U = v?singp-v’cos g
= ,1 (v?-cos@p AR) = ——-ARcot g
sing sin @
1 vioo1 [ e
= eVt — = ———+ V?
x B 2 R> R, ap
KRR R

7B (an—azz)——B—an‘z
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Losung fiir @2 = 7:

2
v (z) = —%[%[Rla“ —Rzazz] dz + C

z

v (z) = Rjay —-R,V?
R [ B? :
= Rya; + ——24{——[R1011~R2a22] dz + C
B R>

Et AR =R(n11~vn22)

d
Ety = -R; (1+v)(ny-nyp) - Rgz‘(ﬂn—wizz)

U = B v’*-R,AR

Losung fiir @2 = ¢

5 . [Riay1 ~ Raan]

= _ dep + C
V() smgp}[ S @
@

VJ((;()) = Rija ——V2C0tq7

[Riay) - Ryaz;]) dp+ C

= Rla“ + COS(]JJ

Sin
Z
Et AR = R (ny -vny)
Et = ~cotg (1 + v)(n; —-ny) - B—l——i(n ~-vny)
X @ 11— 122 R, 3 11 22

2
U3 = _1 (v*-cos@ AR) = ————ARcot ¢
sin ¢ sin g
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Rotationssymmetrische Belastung
71, P2 P3 = Belastungsanteil in Richtung der Tangentenvektoren ty, tp, t3

Rotationssymmetrie: = p; = 0

) \ Dy = —gSin@ = —gsing

Drehachse

gdA p3 = ECOSP = —gCOS P

P2 = SSIN@COSQ = —sSIn ¢ coS @

Py = —5coS’p = —scos’ @

Drehachse

Version vom 24.07.1991
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¢) Hydrostatische Last (Flissigkeitsdruck) (Last L zur Wandung)

Drehachse

H P2=0
z p3=—H-2z) v

entgegen t3

5 P2=0
p3=H~2) v
in Richtung t3
d) Gasdruck (Last L zur Wandung)
@2
Aussendruck: -
p2=0
o D3 = -p
§ entgegen t3
A

(—);z z
Innendruck:
D=0
4.9 ‘ ps=p
E in Richtung t3
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Flichentragwerke Il

e) Ringvorspannung Zg

L = Verteilungsbreite
der Spannglieder

"kontinuierliche Verschmierung”,
da sonst Unstetigkeiten in der Last

Z 7 1
mit sin@! = B!

PR R dO! = ZpdO!

Drehachse

Z
PR = % [kN/m] (Umlenkkraft)
_ _ Pprecosp _ Zgcos@
bz L RL
_ PRSIN @ Zrsing
p3 = e ek T8 e s
L R L
f) Meridianvorspannung Zpg
0 =z
b = Verteilungsbreite ﬁ

der Spannglieder

"kontinuierliche Verschmierung”,
da sonst Unstetigkeiten in der Last

Z
M= —R& [kN/m] (Umlenkkraft)
2

Drehachse




Zylinderschale unter Innendruck

Zylinderschale Membrantheorie

Rechenbeispiel: Lastfall Innendruck

Geometrie und Belastung

Schalenradius a =10m
Wanddicke h=0,15m

Baustoff Stahlbeton
Elastizititsmodu!  E = 3.10* N/cm?

Belastung Po = 100 kN/m?

Berechnungsformeln

Lingskraft Ringkraft

Ne=0 N, = pa

Normalverschiebung

a?
W == Pp ER

Rechenbeispiel

= const

1000 £¥/m
max g, = 6660 kN/m?

w=22mm

= const




Zylinderschale unter Flissigkeitsdruck

Zylinderschale Membrantheorie

Rechenbeispiel: Lastfall Flassigkeitsdruck

Geometrie und Belastung

Schalenradius a=10m
Schalenlinge 1=20m
Wanddicke h=0,15m

Baustoff Stahlbeton
Elastizititsmodul E = 3. 10%* N/cm?

Belastung:
Flassigkeit mit y = 1,0 g/cm?
—_— -
Pet -
Berechnungsformeln
Lingskraft Ringkraft Normalverschiebung
at
Ny =0 Ny =pwa(l —§) w=py (10
Rechenbeispiel
£=0; N.=0 N, = 2000 kN/m v =44 mm
E=05; N,=0 N, = 1000 kN/m w=22mm
E=10; N, =0 =0 w=0

|
i”‘ é)
I

| |
|
I

= = 2000 kW/m
max o, = + {3300 kN/m?




Zylinderschale unter Eigenlast und vertikaler Randlast

Zylinderschale

Membrantheorie

Rechenbeispiel: Lastfall Eigenlast und obere Randlast

Geometrie und Belastung

Schalenradius a=10m
Schalenlinge {=20m
Wanddicke = 0,15 m

Baustoff Stahlbeton

Elastizititsmodul: E = 3. 10 Njcm?
Dichte e = 2,5 g/em?®
Querdehnzahl p=1/6

obere Randlast p = 100 kN/m

Berechnungsformeln

Langskraft

Ne=—gl(1 —§) —p

Normalverschiebung

Ke

W=a%l(l—€)+pm

Reochenbeispiel g = ph = 0,375 N/cm®

£ =0; N, = —175kN/m
§=056; N,= —137,5kN/m
E=1; N,=—100kN/m

100 k&/rmy

A
== 175 kN[m

max g, = —1170 kN/m*

w = 2,83 mm
w=143 mm

w = 0,03 mm




Abschétzung der Gliltigkeit der Membrantheorie flr
Belastung mit exponentiellem Verlauf

Zylinderschale

Membrantheorie

Vergleich Membrantheorie — Biegetheorie

pye s

Belastung

Membrantheorie  — —— Biegetheorie

ot
R
? (H = 3.2)

M,
(K = 3,2)

w

(Kl = 3,2)

[ 3

et




Kegelschale unter gleichméBig tber den Grundril3

verteilter Belastung

Kegelschale

Membrantheorie

Rechenbeispiel: gleichmi Big verteilte Belastung

Geometrie und Belastung

Schalenlinge T, =20m
Wanddicke = 0,15 m
Neigungswinkel &y = 60°
Baustoff Stahlbeton

Elastizititsmodul E = 3. 10* N/cm?
Querdehnzahl p=1/6
Belastung p = 100 kN/m?

Berechnungsformeln

Lingskraft Ringkraft Horizontalverschiebung

Voo ?2&.&2 L . msa“ Ar we e cosgﬁ‘“ 4 — e
Ne=—r 2 : B aina,,x f PEhsinuu 08 2
Rechenbeispiel
x = 0; N,=0 N, =0 Ar =0
z =052 N,= —280kN/m N', = —144 kN/m Ar = —0,11 mm
x = xy; N, = —577kN/m N, = —289 kN/m Ar = —0,44 mm

STTkN/m
max o, = —3850 kN/m?

L&
289kNIm

max g, = —1925 kN/m?




Kugelschale unter Flissigkeitsdruck

|
|

Kugelschale Membrantheorie %
Rechenbeispiel : Lastfall Flassigkeitsfillung
Geometrie und Belastung

Schalenradius a=11,55m

Wanddicke h=0,15m

Offnungswinkel 2y, = 120°

Baustoff Stahlbeton

Elastizititsmodul E = 3. 10* N/em?

Querdehnzahl p =18

Belastung:

Flissigkeit mit y = 1,0 gfem?
Berechnungsformeln
Meridiankraft Ringkraft Horizontalverschiebung

: cos® yp at 3 — 2costy &t

N, = -y ft—2g 2V Ny=yp—1 -2 —nrF— 1 Ar = —yp — —

v ye( l+008|p) v }'6( 1+ cosy r=Ygeinv|l—cosy

: 2
_l-r,u(l_2 cos? ¢
6 i cosy

Rechenbeispiel
v=20; N, =0 N, =0 dr =0
v =05y,; N, = —43,6kN/m N, = —135,0 kN/m dr = —0,67T mm
Y = ¥ N, = —148,2 kN/m N, = ~518,8 kN/m Ay = 1,06 mm

max g,"= —9830 kN/m?

Ny

g frqﬁm/m

max o, = —3460 kN/m?




Kugelschale unter Eigenlast

Kugelschale Membrantheorie M
Rechenbeispiel: Lestfall Eigenlast
Geometrie und Belagtung . g

8chalenradius a=1155m R

Wanddicke =0,15m

Offnungswinkel 2y, = 120°

Baustoff Stahlbeton

Elastizititsmodul K = 3.10% N/cm?

Dichte ¢ = 2,5 g/cm?®

Querdehnzahl n=1/6
Berechnungeformeln
Meridiankraft Ringkraft Horizontalverschiebung

a . o Adr = — a_!gin (coe _.__._l__tﬁ...)

Yo = ey Py = ga(ww 1+008!p) T BT Y T Y cos e

Rechenbeispiel g = ph = 0,375 N/cm?

v=0; N, = —21,6 kN/m
v =0,8p,; N, = —23,2kN/m
= i N, = —28,8 kN/m

26,8 kK{m

max ¢, = —192 kN/m?

N, = —21,6 kN/m
N, = —14,3 kN/m
N, = +72kN/m

max ¢, = —144 kN/m?

Ar =0
Adr = —0,013 mm
Ar = +0,027 mm
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Zur Formulierung der Vertriglichkeitsgleichungen des KraftgroBenverfahrens
bei zusammengesetzten rotationssymmetrischen Schalentragwerken

I. Die Wirkungsrichtung der statisch unbestimmicn Einheitsspannungszustinde X ist beliebig
wahlbar. Es ist zweckmafig, sie denen der Randkrdfte und Randmomente der verwendeten

Formelsammlung anzupassen.

2. Die Vorzeichen der §—Werte sind nur an diskreten Punkten, den Angriftspunkten der statisch
unbestimmten KraftgroBen der Einheitsspannungszustande zu definieren. Sie sind nicht zu
verwechseln mit den Funktionen x(§) und AR(E), die bauteilbezogen festgelegt werden ( sie-
he Spalte 1 im Beispiel Seite 2).

3 Die 8-Werte setzen sich i. a. aus zwer Anteilen zusammen, den Randverschiebun-
gen AR89 und den Randverdrehungen #8% benachbarter Bauteile.
Der hochgestellte Index m kennzeichnet das Bauteif bzw. Schalenelement.

Der erste tiefgestellte Index kennzeichnet Ort und Art der Verschiebung.
Der zweite tiefgestellte Index kennzeichnet die verursachende statisch unbestimmte Kraft-

grofe, bzw. die eingepragte Last.

Der obere linke Index AR oder y wird nur zur Verdeutlichung der Verschiebung oder Verdre-
hung verwendet. (Mitdem ersten Index des §-Wertes st die Art der Wegprof3e bereits festge-
legt).

4. Die positive Wirkungsrichtung der Randverschiebungen %82 und der Randverdrehun-
gen X05! ist durch die dem ersten tiefgestellten Index zugeordnete KraftgroBe bestimmt.
Der Wert eines Anteils 278% bzw. %8y ist positiv, wenn die durch den Einheitspannungszu-

stand Xy am Orti ( des Schalenelements m ) hervorgerufene Verschiebung (bzw. Verdrehung
) den gleichen Richtungssinn besitzt, wie die statisch unbestimmte KraftgroBe X; des Ein-
heitsspannungszustandes i am Element m.

Zur Unterscheidung der Vorzeichendefinitionen werden folgende Formelzeichen eingefihrt:

xR Verschiebung oder Verdrehung mit denVorzeichen aus der verwendeten For-
melsammlung.
ARgar | xoy! Veerschiebung oder Verdrehung mit den entspre-

chen Vorzeichen der zugeordneten statisch unbestimmten Kraftgrofie.
ARpor xpt vorzeichenlose Verschiebung oder Verdrehung.
Die Vorzeichen sind anschaulich nach der Wirkungsrichtung festzulegen, d.h. wirkt die Ver-
schiebung in Richtung der positiv definierten Richtung wird der Zahlenwert
positiv, wirkt die Verschiebung entgegengesetz der positiv definierten Rich-
tung wird der Zahlenwert negativ.

Version vom 10.07.1991
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- Schale 3 : -
. , . . 3
+ I Sa &a * + O
z z z
4k Ll
| o B
X4k/
X
‘ AR? ‘ > ' 2
3 Xz — X3 035 _ d%k
- Schale 2 “ - -
’ X2 \ ' 6%}(
* I Sas €a 2k k x
z z z
AR . X< . o
Xz\\./
X
' AR/ | [ ' o)
Ik — X Y e L
[} l ¢ i
Schale 1 X
l g I *“ l
1. Positive Wirkungsrich- 2. Positive Wirkungsrich- 3. Positive Wirkungsrich-
tung der Randkrafte und tung der statisch Unbe- tung der Anteile der
ZustandsgroBen 1t Ab- stimmten (zweckmaBig, 8—-Werte an den Bauteilen

schnitt 7.5, Biegetheorie aber nicht zwingend)
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Fur das oben angegebene Beispiel gile fir die Zustandsgrofien im Schnitt zwischen Schale 1

und Schale 2:

Lastspannungszustand:

ARSU  — Apl
Oig = ARy

! _ ol
Xézo =X
ARSs2 _ 2

0l = -ARYy

2 _

8% = ‘X%o

Einheitsspannungszustinde:

ARl = ARY = +8%r 1,
xdél = Xél = —Xfél
A 2 = AR{z = ”AR.Ez
3 = xm = +4f}
W= -ar = o
5 =-x = +%f3
Mol = -aRy, =+
%5 =-xn = Y%
Mt = -ARY = -2,
%% =-xy = Y5
fa =-ARY =+,

2 _ w2
X065, = -3 = -9
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5. Die Vertriglichkeitsgleichungen werden analog zur Stabstatik formuliert.
Z.B. gilt fur obiges Beispiel:
(Of) + STDX1 + (Ol + 61)Xa + O3 X3 + 0Ty X + Ojy + Sfg = 0
Si-Xy + dprXa + O Xz + S Xy + S =0

oder

(AR}, - ARZ)X| + (ARL ~ ARL)X2 - AR%, X3~ AR%, X4 + ARl - AR, = 0

(120X + (fl + )X -1 X3 +f34 Xa + ARy - ARy = O

(03, + 023X | + (0%, + 6%)Xa + 833 X3 + 834 Xa + 03y + 03 =0
d2) - X)) + 022 X> + O3 X3 + O Xg + Oyp=0

oder

O - B0X1 + (s~ 150X~ %3 X3— 2B Xa + xdy- 100 = 0
(=21 30X + (Fly + 30X + f33 Xa—f34 Xa + xan-230 = 0

Anmerkung: Die oben entwickelte Systematik weist folgende Eigenschaften auf:

1. Die KraftgroBen der Einheitsspannungszustande leisten auf eigenen Wegen stets positive
Arbeit. Diagonalglieder in der Koettizientenmatrix der Vertriglichkeitsbedingung wer-
den in allen Anteilen stets positiv erhalten.

2. Die Systematik und Entwicklung der Vertriglichkeitsgleichungen erfolgt in vollstandiger
Analogie zu den entsprechenden Gleichungen der Stabstatik.

3. Eine Zeile der Vertraglichkeitsgleichungen bleibt unmittelbar als Arbeitsgleichung deut-
bar. Entsprechend dem Prinzip der virtuellen Krifte gilt:
Die von einem beliebigem Gleichgewichtssystem von Kriiften und Spannungen ( die Ein-
heitsverschiebungszustinde sind Gleichgewichtszustinde ) auf einem System vertragli-
cher Verschiebungen und Verzerrungen ( denen der gegebenen Belastung ) geleistete Er-
ganzungsarbeit verschwindet.
Das System von Verschiebungen und Verzerrungen erfillt die vorgeschriebenen Randbe-

dingungen.
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Mogliche Vorgehensweise:
1. Tragwerke in seine Bauteile gliedern = Hauptsystem wahlen!
2. Statisch Unbestimmte mit ihrer positiven Wirkungsrichtung festlegen.

3. Verschiebungen AR} und Verdehungen x/ aus den Einheitsspannungszustanden und den

auBeren Lasten der einzelnen Bauteile an den Wirkungslinien der Einheitsspannungszu-
stande aus den Berechnungsunterlagen ermitteln. Lhre Vorzeichen entsprechen denen der
verwendeten Formelsammlungen (Vorzeichendefinition | bzw. Spalte 1 auf Seite 2).

4. Zusammenfassen der Verschiebungen ARY und % zu §-Werten AR5% und %879 . Dabei

sind die Vorzeichen entsprechend der Wirkungsrichtungen der statisch Unbestimmten ein-
zufiihren. Stimmen die positiven Wirkungsrichtungen der Verschiebungen am Schalenele-
ment von Spalte 1 und 3 liberein, so behalt der entsprechende §-Werte sein Vorzeichen,

andernfalls ist das Vorzeichen zu wechseln.

5. Koeffizientenmatrix der Vertraglichkeit aufstellen. Gleichungslosung.

6. Ermirtlung der endgiiltigen ZustandsgroBen = Uberlagerung,
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