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Literatur zu Baustatik 3/4

Lehrbiicher

Stabstatik:

[1]
2]

Pfliiger,A.: Statik der Stabtragwerke, Springer Verlag, Berlin 1978.

Pfliiger.A., Spitzer, H.: Beispielrechnungen zur Statik der Stabtragwerke,
Springer Verlag, Berlin 1984.

Rothe, A.: Stabstatik fir Bauingenieure, VEB Verlag fir Bauwesen, Berlin
1980. ‘

[4]  Lawo, M., Thierauf, G.: Stabtragwerke, Matrizenmethoden der Statik und
Dynamik, Teil 1 Statik, Vieweg 1980.

[S]  Rothert, H., Gensichen, V.: Nichtlineare Stabstatik, Springer Verlag, Berlin
1987.

[6] Timoshenko, S.P, Young, D.H.: Theory of Structures, McGraw Hill, 1965.

[7] Kritzig, WB., Wittek, U.: Tragwerke 1, Springer, 1990.

(8]  Kratzig, WB.: Tragwerke 2, Springer, 1990.

Flachentragwerke:

[9]  Girkmann, K.: Flachentragwerke. Springer Verlag Wien 1963 (6.Auflage)

[10] Marguerre, K., Woernle, H.T.: Elastische Platten, BI Wissenschaftsverlag,
Mannheim 1975.

[11] Timoshenko, S.P, Woinowsky-Krieger, S.: Theory of Plates and Shells,
McGraw Hill 1959.

[12] Gould, Phillip L.: Analysis of Shells and Plates. Springer Verlag, New

York 1988.

Nachschlage- und Tabellenwerke

[13]
[14]
[15]

[16]

Duddeck, H. ; Ahrens, H. : Statik der Stabtragwerke. Betonkalender 1988
Teil I (77. Jahrgang). Ernst und Sohn Berlin 1988, 295-429.

Ahrens, H.; Duddeck, H. : Berechnung von Stabtragwerken. Betonkalender
1980 Teil II (69. Jahrgang). Ernst und Sohn Berlin 1980, 511-618.

Hees, G., Pohimann, G.: Baustatik. In "Hiitte, Taschenbiicher der Technik”,
Bd. IV, Konstruktiver Ingenieurbau 1: Statik, Springer Verlag, Berlin 1988.

Schneider K.-J. (Hrsg.): Bautabellen. Werner Ingenieur-Texte, Diisseldorf
1988. _
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Literaturhinweise fiir Durchlauftrager und Rahmen

Standard-Tabellenwerke fir Durchlauftrager und ebene Rahmen :

[1]

2]
3]

[4]

[5]

[6]

[7]
8]

[9]

Duddeck H., Ahrens H.: Statik der Stabtragwerke. Betonkalender
1982,1985,1988 I. Berlin: Ernst u. Sohn

-> Nachschlagewerk : Einfeldtrager gelenkig gelagert oder eingespannt,
Volleinspannmomente, Belastungsglieder, Tafeln der w-Zahlen, Stabstei-
figkeiten Theorie I./II. Ordnung, elastisch gebettete Stabe, Durchlauftrager
mit 2 bis 6 Feldern und feldweiser Belastung, ein—- und mehrfeldrige Rah-
men, Kehlbalkendacher .

Kleinlogel A., Haselbach W.: Belastungsglieder. Ernst u. Sohn Berlin

Kieinlogel A.,Haselbach W.: Rahmenformeln. 14.Auflage Ernst u. Sohn Ber-
lin 1967 - > einhiiftige Rahmen, einfeldrige Rahmen mit verschiedenen
Steifigkeiten fiir geneigte, geknickte oder gebogene Stiele und Riegel

Kleinlogel A.,Haselbach A.: Mehrfeldrahmen. Ernst u. Sohn, Band I, 7. Auf-
lage 1959, Band II, 7.Auflage 1963, Berlin

Schneider K.-J. (Hrsg.): Bautabellen. Werner Ingenieur-Texte Dusseldorf
-> Einfeldtrager gelenkig gelagert oder eingespannt, Volleinspannmo-
mente, Belastungsglieder, Tafeln der w-Zahlen, Durchlauftrager mit 2 bis 5
Feldern und feldweiser Belastung, einfeldrige Rahmen

Szymczyk J.: Bogen. Arkady Warschau / Pergamon Press Oxford 1961
-> Parabel- und Kreisbogen mit Einzellasten, Einzelmomenten und ver-
teilten Lasten

Wolfer K.~H.: Elastisch gebettete Balken und Platten. Zylinderschalen.
4.Auflage Bauverlag Wiesbaden 1978

Zellerer E.: Durchlauftrager SchnittgroBen. 8.Auflage Ernst u. Sohn Ber-
lin 1964 -> Durchlauftrager mit 2 bis 5 Feldern mit unterschiedlichen
Stutzweiten und Steifigkeiten und feldweiser Belastung

Zellerer E.: Durchlauftrager, SchnittgroBen fir Kragarmbelastung. Ernst u.
Sohn Berlin 1969
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Einfiihrung

1. Einfithrung

1.1 ”Klassische Statik” - ”Computerstatik”
(Tafelanschrieb)

1.2 Modellbildung
(Tafelanschrieb)

1.3 Grundgleichungen
(Tafelanschrieb)

1.4 Methoden
(Tafelanschrieb)

1.5 Studienbegleitende Computerprogramme
(Tatelanschrieb)
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Anlage 1 zum Priifbescheid 3. P 30-237.4/84 vom 1.10.1984 % DSTV/DASt- Ausgabe August 1984

StiutzenfiiBe und -verankerungen’

, _ M
Kécherfundamente fir eingespannte Stitzen D"
: . . SFK E 1 7/Q‘\:1‘ v ,:\'/\\
4 ~
N 5
Erlauterungen sz

Copyright 1984 by Stahlbau-Verlagsgesellschatt mbH, KéIn

Printed in Germany

Bild 1 Kocherfundamente filr eingespannte Stiitzen

1. Voraussetzungen

K&cherfundamente finden im allgemeinen Stahlhochbau, speziell im Stahlhallenbau Verwendung, um
Stahlstiitzen irii Betonfundament biegesteif einzuspannen. Dabei wird nach Bild 1 im Betonfundament
eine Aussparung vorgesehen, in welche die Stahlstiltze eingesetzt und nach dem Ausrichten bei der
Montage mit Beton vergossen wird,-Bei-einer solchen Ausfilhrung:ist es gegeniiber sonst iiblichen
Lésungen mit Ankerbarren nicht erforderlich, Verankerungsmaterial und Montagepersonal fir den
ordnungsgemd#fien Einbau in die Betonfundamente weit vor Beginn der eigentlichen Stahlbauarbeiten
auf die Baustelle zu senden, was insbesondere bei Exportauftrigen sehr vorteilhaft ist.

Die Tabellen mit den fiir die angegebenen Fundamentlasten M, V und H erforderlichen Einspanntiefen {
gelten unter folgenden Voraussetzungen

Dl

- vorwiegend ruhende Beanspruchung der Stiitzen

- volle Einspannung des Stiitzenfufles im Betonfundament

- Walzprofile nach DIN 1025, Blatt 2;- 3 und 5, im Nennhthenbereich 200 bis 600 mm aus St 37 nach DIN 17 100

- Betongite fiir das Betonfundament B-25 nach DIN 1045

- Belastungen aus Lastfall HZ: éntsprechend DIN 18 801 (unter der Annahme, dafl die Fundamentlasten M und H
primér aus Zusatzlasten rést_l‘ltieren)

Ohneé ausdrockliche Genehmigung des Verlages ist es nicht
(Photokopie, Mikrokople) zu vervieltaltigen,

) gestattet, diese Seite auf photomechanischem Wege
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Bild 2 Verteilung der Betonpressung auf die Stiitizenflansche
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2.1

Raumliche Tragwerke
Raumliche Stabtragwerke

Koordinatensysteme

Bei aus mehreren Teilen zusammengesetzten Tragwerken ist zwischen einem glo-
balen und einem lokalen Koordinatensystem zu unterscheiden. Das lokale Koordi-
natensystem ist an ausgezeichneten Achsen des einzelnen Bauteils orientiert. Die
Hauptachsen eines Stabquerschnittes und die Stabldngsachse sind in der Regel
fur Stabsysteme die entsprechenden lokalen Koordinatenachsen.

Positive Lasten, Schnitt- und WeggroBen am positiven Schnittufer eines rdumlich
beanspruchten Stabelements (in lokalen Koordinaten)

rdumliche Darstellung :

Y X, U

Y,
yrd
Py

(spannungsorientiert)

Darstellung als Projektion in negativer y-Richtung :

. . M)’A
P T I I I T3 ™ @2 )M,
px(x)l-—t——p—p—o__z_l

x’u ﬁ mx(x) ’——ho——»—»—»-—l’bl =
px)[oee 06 60 0 0 o
zZ,w
. o mx) OO DHNHD )
% ’ Qy My
P l @—»——»
j74 AVQ N Mx
7 o : M,

(spannungsorientiert)

Stand 08.1996
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3. Freiheitsgrade eines raumlichen Systems
Ein Knoten im raumlichen System hat demnach 6 Freiheitsgrade der Verschie-
bungen und Verdrehungen. Diesen Weggroflen sind sechs KraftgroBen zugeord-
net (konjugiert). Zur statisch bestimmten Lagerung eines raumlichen Stabes sind
folglich 6 Kraftgrof3en erforderlich, die die sechs Verschieblichkeiten behindern.
Entsprechend lassen sich Abzédhlkriterien fiir rdumliche Systeme analog den ebe-
nen Systemen ableiten (siehe Vorlesung aus der Technischen Mechanik/Kapi-
tel A VII). Die Anwendung des Abzahlkriteriums wird jedoch im allgemeinen
. weniger empfohlen ! :

4. Symbole fir raumliche Tragwerke : Lager und Verschiebungsmechanismen

Bezeichnung
vorgegebene  sich einstellende

’ . y . KraftgroBe(n)
iy

. . s Drausi sich einstellende  vorgegebene
z Ansicht sicht raufsichg Verschiebungen

unversch. gelenkiges Auflager
M, M, M, | A Ay A,
t .o L@ u,v,w
einseitig versch. gelenkiges Aufl.
Ao M My M, | Ay A,
u, % @y @, v, w
allseitig versch. gelenkiges Aufl.
Ax Ay My My M, | A,
u.v, o, @, w

Yo

Yo

Po

starre Einspahnung
AXYAyvAZ' M\’n Mv.. MZ

u,v.w, %, @y ¢,
Gabellager

—
o
e @ anad
e

-

B
Kugelgelenk
Mx~MyaMz NXvvaQz
AT Ap, A, Au, Av, Aw
Torsionsgelenk

MX NX’ va QZ~ MvaZ
AP Au, Av, Aw, Ag,. A,

(siehe auch Vorlesung aus der Technischen Mechanik/Kapitel B VI)

ARSESRELRERE

Zum Torsionsmoment M,

Die Annahmen und Voraussetzungen der de St.Venant ’schen Torsion kénnen beis-
pielsweise den Vorlesungen aus der Technischen Mechanik und aus dem Stahl-
bau entnommen werden.

Die Differentialgleichung fiir die de St.Venant’sche Torsion lautet : M, = GI7¥' .

Dabei stellt %' die Verwindung und & die Verdrehung dar.
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7.2

7.3

Darstellung von Zustandslinien

Die Darstellung von Normal- und Querkrdften sowie Torsionsmomenten muf} stets
mit Vorzeichen erfolgen. Das Vorzeichen orientiert sich an der positiven
SchnittgréBendefinition. In welche Richtung positive bzw. negative Gré3en anzu-
tragen sind, ist damit nicht festschreibbar und somit jedem einzelnen freigestellt.
Im Gegensatz dazu sind die Biegemomente stets auf der Seite der gezogenen Faser
darzustellen. Die Angabe eines Vorzeichens eriibrigt sich damit in der rdumlichen
Darstellung. Wird dagegen eine projizierte Darstellung gewéhlt, so ist flir Biege-
momente, deren Drehvektor in der Projektionsebene liegt, die- Angabe eines Vor-
zeichens unter Angabe der positiv definierten Richtung unerldf3lich.

Beispiel : Y.V x,u

aumiiche Darstell :
‘p%ﬁk\ﬁ raumliche Darstellung
P M,

zZ,w
% Pyl
)& ) M,
+%< Ansicht : :
P _»

PVII\
r X
z
GrundriB :

X
Pyl L/
}’

Betrachtungen zum Tragverhalten

Allgemeines

Zur Beurteilung des Tragverhaltens eines Systems ist es sehr wichtig, Uberlegun-
gen zu dessen Verformungsverhalten anzustellen. Sie erleichtern beispielsweise
die Festlegung des statischen Hauptsystems bei der Berechnung mit Hilfe des
KraftgroBenverfahrens. Fiir die Wahl des Hauptsystems kann es ferner von Vor-
teil sein, durch Losen von Bindungen das System im Hinblick auf den Grad der
statischen Bestimmtheit soweit zu reduzieren, bis bekannte (ggf. statisch bes-
timmte) Teilsysteme erkennbar sind.

Ebene rdumliche Systeme

Bei ebenen rdumlichen Systemen 1463t sich die Belastung in einen Belastungsanteil
in der Tragwerksebene und einen Belastungsanteil senkrecht zur Tragwerksebene zer-
legen . Damit treten jeweils nur entsprechende Verformungen in bzw. senkrecht
zur Tragwerksebene auf. Der Belastungsanteil senkrecht zur Tragwerksebene
fihrt zur Tragwirkung eines Trdgerrostes.

Achsensymmetrische rdumliche Systeme

Die Belastung von achsensymmetrischen rdumlichen Systemen 1463t sich analog
der von ebenen Systemen in einen symmetrischen und einen antimetrischen
Beanspruchungszustand zerlegen. Fur die Berechnung der einzelnen Beanspru-
chungszustinde sind Uberlegungen zum Verformungsverhalten wiederum sehr
hilfreich. Es konnien analoge SchluB3folgerungen fiir den Ansatz von Kraft- und
Weggrdf3en wie bei ebenen Systemen aus dem Verformungsverhalten beziiglich der
Symmetrie~ bzw. Antimetrieachsen gezogen werden.
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Réaumliche Tragwerke:

Voraussetzung: Bezug auf Querschnittshauptachsen

Normalkraft Torsion Biegung zweiachsige
Biegung
Vv, w
Verschiebung u ) v @y
¢ @:
Q va Qz
Schnittkraft N Mr M M,
M,
e GA' ) EI,
Steifigkeit (
. kA Glr EI EL
(y=w +¢) o) =
Kinematik e = du =y o : Ky = @ "
dx K=¢ =-w =@ = -v"
Mr = GIt¥
= GA' M, = EI,
Stoffgesetz N = EAe (Q v) y &y
M = Elk M, = Elx,
My’ _Qz = 0
M-Q = Py =
Gleichgewicht N +p, =0 My + =0 Q Q. +p,=0
Ql+ﬁ2=0 Mz,_Q)::O
o +p, =0
DGL FAu" +p, =0 | GItt¥" +m, = 0| Ew'"' -p, =0 Elw™" -p: =0
Ely''-p, =0
oW, f SeN dx = J 5 My dx = f kM dx = J(‘S’CyMy + Ok M:)dx
(Vil‘tUC“e X X X — I (éwl rE[ywll +
innere Arbeit) Léu’EAu’ dx | Léﬁ’Glﬂ‘}’ dx L(Sw”Elw” dx ’; vELY"Y d
oW J ONe dx = f OM7¥ dx = f oMk dx = f oMy + ,ZM"CZW
(virt. innere x x X = J (M, —~ +
) M El
Ergapzungs— J'éNE]\,% dx JéMTCA;![T dx JGME dx x yMz
arbeit) x x T x + OM,—=) dx

El,







— v — — — — —— —— —

M
Kern &x ¥
M W grofBe
Kern \\ mders | vAuimlt‘te
glinstig 'W

Kern QSE\-——;— —i—

M geringe Ausmitte

——

W

Kernanordnungen mit verschiedenen
Ausmitten der Windlastresultierenden

© (BK 75, Teil II, Bild 2.12)

Bernhard Schrefler

Zur Berechnung aussteifender Systeme a“gcmeincr"An von Hochhausern [ 34 ] .
Mo0zn <o /] '
L--—T_.._ : te 4 [} etm§ o
rg e b/ T 2 r }
3 b ¢ i3 /
030 : 0307 = ;7 < - %
(s By | ]
J fv-IOMMkp b rw x 1V-10mmkp" : x
2000 —— 2000 2000 - 2000 —

Bild 4. Koordinaten und Querschnittswerie tum Zahlenbeispiel 1 Bild 7. Abmessungen sum Zahlenbeiapiel 2

b stockwerke -
A
Vergleich zwischen  ;
aussteifenden Systemen . g
. _ . ]
mit und ohne Kern oy
: 6
5 :

1 , L

4 : —

NIV a S B S

2 . g ___'___<____,: N

) W333m) ]

0 1 2 3 ] §-10°

H—-o-

Bild 11. Verlauf des. Drebwinkels mit der Hohe far Beispic! ] wad 8
Lartfall 2
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2.1.1 Grundlegende Beziehungen zur Torsion
(Torsion ohne Wdlbbehinderung)
(St. Venant’sche Torsion)

Voraussetzung: Unter Torsionslasten treten im Stab nur Schubspannungen,
jedoch keine Normalspannungen auf.

Normalspannungen treten nur dann nicht auf, wenn die Verschiebungen in
Léngsrichtung des StaBes (Verwdlbung der Querschitte) nicht behindert werden.

Behinderung der freien Verwdlbung kann durch Einspannungen, Verdnderung
des Torsionsmomentes (z.B. durch Angriff von Einzeltorsionsmomenten),
Querschnittsveranderungen etc. gegeben sein. In diesen Féllen ist die sogenannte
Wolbkraft-Torsion anzuwenden.

System und Bezeichnungen

Koordinaten

My
y,vA/‘L\gx,u = \,IJ 'VIJ -
zZ,w L | L
7 7
Spannungen
Ty /“
> | * o b M-
72 by r
v BPer >
o
'z '
4_

v~

Stand 11.1991
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Verschiebungen

A
.~ /
D D
| v
e
Verschiebung in y-z-Richtung : Verschiebung in x-Richtung :
Verdrehung + Verwolbung

Verdrehung 4 erfolgt um die Drillachse, die mit dem Schubmittelpunkt des
Querschnitts zusammenfallt. Ausnahme: durch konstruktive Mallnahmen (z.B.
Festhalten eines bestimmten Querschnittspunktes) erzwungene Drehachse.

Verwolbung u erzeugt eine allgemein gekrimmte Flache des verformten
Querschnitts; d.h. die Bernoulli-Annahme vom Ebenbleiben der Querschnitte
kann im Rahmen der Torsionstheorie nicht verwendet werden.

Bezeichnungen

X, Y, z
u, v, w
)

, _ dd
ﬁ—dx

w (y,2)
My

It

G

Glr

rechtwinkliges Koordinatensystem
Verschiebungen in x, y, z -Richtung
Stabdrehwinkel

Verwindung

Einheitsverwdlbung, durch 4 = -%w definiert
Torsionsmoment
Torsions--Tragheitsmoment

Schubmodul
Torsions-Steifigkeit
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Grundgleichungen (Langsrichtung):

Voraussetzungen
1. Querschnittsform bleibt erhalten (nur bei Biegung !)
. Linear elastischer Werkstoff

3. Linear geometrische Beziehungen; d.h. Verschiebungen sind klein gegen
Querschnittsabmessungen

4. Gerader Trager ohne Querschnittsanderungen

5. Torsionsmoment konstant

Annahme: Verschiebungszustand kann allein durch Verdrehung der

Stabachse beschrieben werden; die Verw{lbungen kdnnen
sich dabei frei ausbilden (kein Wdolbzwang).

Reine Torsionsbeanspruchung:

A_lr : Mt
<< >
a b
u = ~wy.z)y ¥
Kinematik: Vg = -0 (0, +2)
Ve = - (0z-Y)
Werkstoffgesetz: My = Gl &
Gleichgewicht: Mr + mr =0

oder als Prinzip der virtuellen Verschiebungen:

b

-O0W = JMrdﬁ'dx—jmrdﬁdx—A_drdﬂ| =0
. b

= fGlrﬁ’ (519’—fr’n‘r(5ﬁdx—Mr(5ﬁ| =0

a
X X



~4A-

17,50
5,00 0,80 5,90 0,80 5,00
+——t +—t
t = 0,35
LO
— — —  — : ] —  —  —}+
| 1
t . t = 0,80m 0
] | s S N
| | o
v ] |
Tt = 0,20
u
4,75 6,70 \ 4,75
; ]
16, 20
1. Hohlkasten:
2
4Fm
' . =
2. Bredt'sche Formel: T é QE
£
2
F, = 6,7 2,725 = 18,26 m
% %E = 2- 2,725/0,8 + 6,7/0,2 + 6,7/0,35 = 69,13
Y 18,262 .
T T T 69,13 = 19,29 m
. 1 3
2. Rechteckquerschnitte: Jp = 3 nqy b7 h
1 3 . 4
Fahrbahnplatte JTF = 5.1.0,35 -+ (5,0+5,9+5,0) 0,23 m
s g =2-1 0,83-0,8% 3,0 =o0,85 mt
teg. TS 3" ' ’ ' = '
Bodenplatt 7 =21 .7.0,23. 5,9 = 0,02 m®
enpa e TB_3 ’ ’ ’
Jp, = 0,23 + 0,85 + 0,02 = 1,10 m?

JT = JT1 t JTz = ZO,@H fo
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2.1.2 Raumlich beanspruchter Briickentriager

Kombinierte Biege— und Torsionsbeanspruchung

Lastannahmen fiir StraBen-und Wegbrucken nach DIN 1072

RERL

Schwingbeiwert ¢ = 1,40-0,008-45 = 1,04 in Langsrichtung
¢ = 1,40-0,008 -5,40 = 1,36 in Querrichtung
Hauptspur Pe = @5 kN/m?

auBerhalb der Hauptspur ~ p', = @3 kN/m?
510

Uberlast P = (p'—é—(600— 18-5,0) = ¢ — kN

Die zur Hohlkastenachse unsymmetrisch wirkende Belastung p(z) wird auf den
Schubmittelpunkt transformiert.
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Schnittgrofien

N, M,

Q.

Hauptzugspannung bzw.
Hauptdruckspannung

Oy

TT+8

Ox

Spannungen
N M,
___> Oy = Z + IZ
g = Q; S(Z)
» Jg b
Lo M
—» T Wy
A 0,
o1z = = + \/(;)2 + 1%,
o, + o, Oy — O,
o2 = XT) * \/('—2—y)2 + th,p
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Belastung Vorspannung

Ng+v+p + My,g+v+pz
A J

Oy =

Streckenbelastung:

3

Einzelbelastung:
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Ermittlung der Schnittkréfte:

Die Systemberechnung erfolgt unter Verwendung der Grundgleichungen der Bie-
gung und Torsion des Stabes

a) Bestimmung der Querschnittswerte fiir
Biegung Ip
Torsion It
Querkraft S(z)

b) Berechnung der Verformungen der Stabachse
Vertikalverschiebung w
Biegeverdrehung @,

Verdrehung der Stabachse @

c) Ermittlung der Schnittkrafte
Biegemoment M,
Querkraft Q,
Torsionsmoment Mt

mr = 164,10 KNm/m
p = 27.60 KN/m

Q:




A YpPlsSCn€ Kasienirager - Wuerscnnilie iur assivbrucken

b ‘ !
7 — 18,60
2 I 2 Al L L 7, e T,
Z A &,
7% L . /A
VZ / %
// ,// y//
. YAIKIRIPIIIAIAS ///’//// Z /// Ll
220 = '
Schiorkheit 18 | I
3 12,00 - L]

breizelliger Hohlkasten fiir vierspurige Strafie, Spannweite
bis rd. 39 m. Grenze der Schlankheit etwa 30

4 Spuren
g 18.30 —t

1 | | | |

150

++69
Schlankheit 25

~f — — 11,50 - o+

Zweizelliger, sehr flacher Hohlkasten fiir vierspurige Strafle,
-Spannweiten 36 - 38 m ' -

T2 Spuren « Gehweg
' ,i- — 13,05 .lk.. _

E‘\‘\“ .\\\\\\\\\\\\x

..u”iim',—'ﬁwmmﬁ,—,y—' TR AT I AL

150

Schlankheit 21

A 610 :

Einzelliger Hohlkasten fiir zweispurige Strafe, z.B. fiir Ab-
zweigung, Spannweiten rd. 32 m

L 21,60 k {

| |

1 T
N\ JL G = e S 3.

. S Lﬁ 1?’ | ‘, i, /4 pig

k ! / -1 -. X

Hum QT nuron Stitzen JH ‘[

Schlonkheit 18

Zwei einzellige Hohlkasten fiir zwei Stiitzenreihen

'IL 17.50 ' \
25% 7 7
// ////:7‘77?7%-

Schlanhe’nt 21

—“+—— 6.60 —.|L

Quelile: [12]
Schmaler Hohlkasten mit weit auskragéndef Platte, am
Rand ausgesteift durch hohen Gesimstriger




ke

1

Typischer Querschnitt fiir Taktschiebeverfahren, Spannwei-
ten 40 - 70 m ' _
Schlankheit 12 bis 16 ohne Hilfspfeiler, 16 bis 26 mit Hilfspfeiler in £/2,
geneigter Steg vermindert Spannweite der Bodenplatte und Pfeilerbreite.
Variable Stegdicke entspricht dem Verlauf der Querbiegemomente aus
Einspannung der Fahrbahnplatte. : :

N 30+32 m —

! Zwei Kastentriger durch Mittelfuge getrennt fiir Autobahnbrﬁcke.
Riistung und Schalung kann zweimal eingesetzt werden. Nachteilig sind die

Doppelpfeiler
31,00 L
© ¥ L .|
Q :
=

/'y

P‘,_, - - oo o A
y /

mox? =138 m
Schlankheit 21 _ A

———
6.50 '

~

w

N—

+ 8.60

Ein schmaler Kastentriger fir ganze Autobahnbreite, aus-
" kragende Fahrbahn mniit Prackstreben gestiitzt. -Nur fiir grofe Spannwei-
ten geeignet. (Kochertalbriicke Geislingen 1977 - 79, Entwur{ Wayss

& Freytag)
Querschnitt Uber der Stutze " Querschnitt im Feld
gl. 30,86
1} ‘é L J1 5 = %l 0 ; L,

Hos — .

]
4,00 —+—-

VA VA WA VAWA VA RA WA YA WA VA WA

¢
.
$|
Y
o i
o 1
H
=
-,
[ T\
=, 1

— Quelle: [12]

Querschnitte der Rheinbriicke Bendorf, max &4 = 205 m,
Zwei Hohlkasten nebeneinander, Stegdicke 370 mm (Entwurf Dywidag)



Typische Briickenquerschnitte mit Plattenbalken

Querschnitt einer ein-
fachen Fufgdngerbricke

~,min015 Tin 0.20

TITTY, Tt ___|
W FATII IR TN A NN Y Iy B N AT
-.‘{5;
7/ A 2
Z /
Z /

SN

”,
7,

|sarbricke

Minchen C I 170
-l— 9563 — ——F

ﬁ,L . e
ﬁz/// e 2 OXRoRmnLs /fﬂﬁ
/) . Z

] damit Bewehrung Fb-platte ganz
74 durchgleich bleibt und obere Ldngs-
Zugspannungen vermieden werden

T e Scmonkhenﬂz-ﬁTf;‘ o l 4 oussteit Scheibe von Fb getrennt,
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Abweichung Gleisachse ~ Briickenachse

Ellipse als senkrechte

Parallelprojektion a=261,5364
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i A - E a=68131°
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Ausgleichender Kreisbogen
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Querneigung und Verdrehung fiir Hohlkasten
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2.2 Tragerroste

Brickensystem im Schrigbild
(4 Haupttrager, 1 Quertriger)

Schrégoutaicht bel
abgenommener Fohr-
bahnplatte

Stabmodell eines Briickensystems
(4 Haupttrager, 1 Quertriger)

HT 4

HT 3

HY 2

FH-1 PHT-1 p z -¥
- 3
KI\ m : 1 ’ , Balken a

elastische Sfu/zcn - /

- I Quertroger
o Houphriger—3 k m \
‘ !

b
~—J Ly I I L__ 1 P=1
+ q; + —a
:f ' . ' \b Daverny \!)D-vw \,‘th \f/D’rw
T e % ao(ns éﬂuwv %Bmv %ﬂ-uw
i '

Iy I

e
1
]
|

‘v

Brickensystem im Querschnitt L
(4 Haupturager) i
Einflublinie ge- Auflogerkec!t B, ioey « fuerrerteiungshnie

0

Querverteilungslinien am Stabmodell : 3 » y—
Haupturdager durch Senkfedern ersetzt ’q,m, sory B Beren Birery
(4 Haupttriger)

Enflublinie der Auflogerkraft B, Querrerfeilungslinie

L SR .

. min/
Bury  bory  Burw Bixe
Einflublinue des Aufisgereinspannmomentes BDapiny
Quellennachweise :
Homberg, H.; Trenks, K. : Drehsteife Kreuz- houny
”aun/ ﬂ.ﬂlv 01!‘./:/

werke. Springer Verlag Berlin 1962

Leonhardt, F.; Andrid, W. : Die vereinfachte
Tragerrostberechnung . J. Hofmann Verlag
Stuttgart 1950

Trost, H. : Lastverteilung in Plattenbal-
kenbriicken. Werner Verlag Disseldor! 1961
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2.2.1 Idealisierung von Tragwerken im
Briickenbau und im Hochbau

§xstemex z.B.12

—— e = ——

o~
]
m/

. \.

\QT'(sehr dicht)

, | )

X \ =

8T {(toxrsionssteif)

im GrundriB

Verschiedene Bauwerke - z.B. woderne Brficken - sind genau nur
als zusammengesetzte Flichentragwerke ru berechnen. Zur Ver-

ringerung des Rechenaufwands werden solche Systeme haufig auf
eine Struktur fdealislert, die aus eindimensionalen Elementen

rusanmengesetrt ist.

Stand 11.1990
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Torsionssteifigkeit im gerissenen Zustand (Zustand II)

Entwicklung der Biege- und Torsionssteifigkeiten mit zunehmendem Beanspruchungsgrad
(Aus Leonhardt, Vorlesung tiber Massivbau, 4. Teil, Springer-Verlag 1976, Seite 140):
Zustand I:  Stahlbetonbauteil im ungerissenen Zustand.

Zustand II:  Stahlbetonbauteil im gerissenen Zustand. Unter Belastung kommt es im
Stahlbeton zur Rif3bildung. Durch die Rif3bildung wird die Tragwirkung
des Betonstahls aktiviert.

Kt und Kg: Torsions- und Biegesteifigkeit des Stahlbetonbauteils.

Kt und Kg': Torsions— und Biegesteifigkeit des Stahlbetonbauteils im Zustand I

M und T: Biege- und Torsionsmoment.

My und Ty: Biege- und Torsionsmoment im Bruchzustand.

[ThE Bewehrungsgrad der Biegezugbewehrung.

WBg: Bewehrungsgrad der Schubbewehrung (Biigelbewehrung).

Kol K und Kg/k)

10
08
06
Ok
02

[Ty

0 02 0k 08 08 10 M/ My

Aus dem Diagramm ist ersichtlich, dal3 Biegesteifigkeit und Torsionssteifigkeit mit wach-
sender Beanspruchung abnehmen. Grund dafir ist die fortschreitende Rif3bildung mit
zunehmender Beanspruchung. Allerdings félit die Torsionssteifikeit bis auf 10% von K1!
ab, die Biegesteifigkeit hingegen vermindert sich nur bis auf ca. 60% von Kgl.



So wird die tatsachlich Gber den Querschnitt ver&nderliche
Spannungsverteilung in einem Deckblech einer Bricke oder der
Deckplatte eines Plattenbalkens Uber den Begriff der mit-
tragenden>Breite zurlickgefthrt auf eine idealisierte konstante
Spannungsverteilung mit gleichem Maximalwert und geringerer

Plattenbreite.

N

#—2b — ¢

Berechnung wvon bm 2.8, nach DIN 1078

DIN 1045

(.) DeckbrGcke mit torsionsweichem HT

Querschnitt
1/1Lﬁngsr1ppen Fahrbahnquertr&ger
v VTR T T T T T T T 7T 1717 T 1
—~ BT
\




{dealisiert: (nur fOr Berechnung des Haupttragwerks)

i i

TT 1 1 1 Tr v T | v

Baupttr&ger (HT)

Querscheiben (QT)

Die Fahrbahnguertr3ger sind meist sehy viel weicher und werden
deshalb vernachlé&ssigt bzw. das Trdgheitsmoment dexr Querscheibe
wird erhSht (antelilig der Fahrbahnquertrdger, die im Bereich der

Querscheibe liegen)

idealisiertes Baupttragwerk:

o O

O )

—QT
O Sy )
BT Tr&gerrost torsionsweich
P P
l IIII Aufteilung der zwischen

Lo ) rew A

den Haupttrdgern an-

greifenden Belastung:




(2) DeckbriGcke mit torsionssteifem HT:

Querschnitt

%111111111111__1_,1__—-'

idealisierter Querschnitt:

torsionssteife HT

torsionsweiche QT

Aufteilung der Last

.- zT * y p - o =

¢ ¢ \ {
idealisiertes Haupttragwerk:

o= —

G 0




(3)

Bogenbricke mit arngehd&ngter Fahrbahn //r/T’T-T—T\T\T\>

5

(:)T(:) Querschnitt
k _?_
T T 1 i T 1 ] L T T 1
a b ¢ a e
duBere Haupttr&ger an Bogen aufgehé&ngt,
bilden im Verh&ltnis zu inneren HT
stelife Scheibe
JQ >> JB
@ ‘ég
¢- 3
¢ —

Tragwirkung f0r Lasten quer {(auf Bogen),
die darzwischen liegenden LBngstr&ger haben

funktional lastverteilenden Sinn

innere HT — QT des Trdgerrosts
QT —— BT des Tré&gerrosts



{4) Plattenbalkenbridcke

Querschnitt

idealisierter Querschnitt &hnlich 1, jedoch

torsionssteife HT.

OT =-~dicht

e

BT —

Fahrbahnplatte als =-dicht liegende QT

(5) Decke mit Unterzfigen (bzw. Plattenbalken)

[ e i | R W W W

Querschnitt idealigiert:BET, QT torsionsstelif
V- Von
j’ N
ﬁ}
Tr&gerrost
@ (ringsum aufgelagert)
& & -



- 9-

Wirkung

Lastverteilungsfaktoren Ny §

lastverteilend inshbesondere fir Verkehrslasten

die BT des Systems, erhalten ;z.B.:
k -1 P=1
L PR ERE
oT __—1/6 or
5/6//:/:1;/ 1/3 /3
d Ry

TYorsionssteife Balken:

2 ={ w ¢ 8

Yorgionsweiche Balken:

o )

-

£ ={ w ¢

|y
/

Ny LI

(SLW)

geben an, welchen .Lastanteil

1/3
ik

P

Biegung ¢ Torsion

(ohne ®WOlbkrafttorsion)

{(1.a.

Biegung
ohne Li&ngskraft)
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Anhang zu Kap. 2 Riumliche Tragwerke

2.2.2 Berechnung einer zweistegigen Plattenbalkenbriicke mit
einem Tragerrostmodell

Vergleich verschiedener Steifigkeiten von Lings- und Quertri-

gern.
Querschnitt
B T
IPL' PPL |
— |
—— e | , ] _J0.3
| B T
B _T |al ( P B G 1.92
Irye Ip [T | THETTH 1.62
I iy
¥ ]
1.985!(65L 2.675 2.675 65 1.985
L] % L * ra
2.31 6.00 2.31
*F — %
10.62
Querschnittswerte
Trdgheitsmoment des HT: I? ’ I?I
mitwirkende P_attenbreite: bm’ L/bo = 38/0.65 = 58
d/d = 0.30/1.92 = 0.156 - b.
o m1 = 1.00
b,/L = 1.985/38 = 0.052 b1 .
d/d_ = 0.30/1.92 = 0.156 b, = 5.3im
o bm2 - 1.00
b2/L = 2.675/38 = 0.07 b2 -
b
O _ 0.65 _
5 S T.37 - 0.122 »
u = 220-10 n. BK.
d _ 0.30 _
3 = 197 = 0-156
B _.B _ . 3 _ P I . 3 _ 4
II = III = u-b dO = 220°10 5.31-1.92° = 0.83m

Stand 11.1990



OAONO.

0.904

h/b

1.985/0.30 = 6.62 ~+ uP

h/b = 1.92/0.65 = 2.95 + nf 0.784

: h/b 2.675/0.30= 8.92 + 13 0.928

1= I = +(0.904-1.985°0.303+ 0.784°1.92°0.65%+ 0.928°2.675°0.3°
= 0.176 = 0.18 m*

B T

Plattentrdgheitsmoment: Iy, I,
B _ 1.00°0.303 _ 4
IPL =13 = 0.00225 m /m
h _ 1.00 _
B - 5.3 ° 3.333
12 =1 1.00:0.30%.0.807 = 0.00726 n?/m
PL 3
Wegen des Abfalles der Torsionssteifigkeit im Spannungszustand
. 7T _ 1 .T -
IT: IPL = 2 IPL 0.001815

Trdgheitsmomente flir einen 2m breiten Plattensteifen:

B 4
IPL 0.0045 m

T 4
IPL 0.00363 m

i

]

Materialdaten:

34 000 MN/m2
14 280 MN/m2

3.40 0.000 Mp/m>
G = 0.42 E

td
n

Die Endquertrdger bewirken eine torsionsstarre

Einspannung der Haupttrédger.



System und Belastung

Lastfall 1: Streckenlast g = 10 Mp/m = 0.1 MN/m
[ S S Y S S S Ik
- 1 T
A L =38m ZE - 3.0m
+* 1 +—
Lastfall 2: Einzellast P = 190 Mp = 1,9 MN
PP ¥
VA | £ B '

L L =38 m

i
|
A * H3 i

Berechnung als Tré&gerrost mit Plattenstreifen ~ QT

Ergebnisse der Trdgerrost berechnung fiir verschiedene

Steifigkeitsverhdltnisse

Variante I?L m4 IgL m4 IET m4 I§T m4
A 0.0045 0.00363 0.83 0.18
B 0.0045 0.00363 0.83 0.18/4
C 0.0045/1000 0.00363/1000| 0.83 0.18
E 0.0045*1000 0.00363*1000| 0.83 0.18
Bemerkungen:

Variante A beschreibt die tatsd@chlichen Verhdltnisse.
Variante B zeigt den Einfluf des Abfalles der Torsions-
steifigkeit im Zustand II auf die Schnittgr&B8en und Ver-
formungen.

Variante C zeigt das Tragverhalten bei sehr geringer Platten-
steifigkeit (1/1000).

Variante E zeigt das Tragverhalten bei sehr grofier Platten-

steifigkeit (*1000).

Darstellung der Schnitt- und Verformungsgré&fen bei den ein-

zelnen Varianten:
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2.2.3 Vergleich eines torsionssteifen Hohlkastens mit einem
torsionsweichen Plattenbalken gleicher Biegesteifigkeit.
(Es wird der Plattenbalkenquerschnitt aus Kap. 2.3.3.2 verwendet)

Bohlkasten als Einfeldtrdger, L = 38 m

Querschnitt
L " 10,62 L
'] T un
| ~
i T 1 T ] ~F
' . [} b
P | ' gl @
! ' P
B ! "’J:‘
s 2,06 50 2,75 2,75 50, 2,06
L | e O g
2,31 3,0 3,0 2,31
L |
q Pl
Querschnittswerte Biegung
2
b=« d F e e-F e °F Io
FbPL | 10,62-0,25 2,655 o} 0,0138
HT 2-0,50-1,40 1,40 0,828 1,155 0,9529 0,2287
BPL 5,5-0,15 0.825 1,45 1,1963 |1,7346 0,0015
4,88 2,3513 |2,6875 0,2440

= 2,3513/4,88 = 0,4818 m

1]
!

' 4
2,6875 +0,2440 ~0.4818 - 2,3513 = 1,798 m

4
1]

Zur Abdeckung der Steifigkeitsverluste infolge RiBbildung in der Boden-

platte wird mit den 0,9 - fachen Werten gerechnet

I_=0,9-1,798 n? = 1,62 n® (2 Plattenbalken) Sielie 2.3.2.2 (If*If ) '
. I

Querschnittswerte Torsion

2
; - —A6.0-1,95 = 302,76
T 6 6 1,40 29740+5,6

o,25+o,15+2' 0,5

= 4,35 m4

Stand 11.1990
I =O,85~IT=3,7m



Ermittlung der Belastung

~-—
Q
fie}
1]

10 Mp/m = 0,1 MN/m

m = 10-3 = 30 Mpm/m = 0,3 MNm/m
3,0 !
System L ¢ { { ¢ ¢ [&=
L ¢ | ! vy __Ja
A A
1[/ L = 38m %L

gabelgelagerter Einfeldtréger, Vernachldssigung von WOlbkrafttorsion

und Profilverformung.

Ermittlung der SchnittgrdBen und Verformungen

aus_Biegung

: - 10-38%/8 = 1,805 Mpm = 18,05 MNm
max
o ., =10-38/2 =190 Mp = 1,9 MN
.22
" _ _18,05-38 - 0,009 m

max 9,6°34000-1,62

aus Torsion

=
I

30:38/2 = 570 Mp = 5,7 MN

5,738 B . )
Sm = m = 0,00102 (0,0058 beim Plattenbalken)
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2.2.4 EinfluB der Laststellung in Querrichtung des Systems
Dreistegiger Plattenbalken als Einfeldtrdger, L = 38 m

Querschnitt
B T
o R AN . -
o
|l B i[.B _T gy
®‘ II' II I III 'III : IT 1.67 1.92
! ] III
1.oeﬂ4§, 3.55 45 3.55 45p.085
LI | 1L + 1"’*‘1
1'31, 4.00 4.00 1.31
. 10.62 ’

System und Belastung

Lingsrichtung:
T T 1 1 T ] a=10Mp/m=0.1M/n
£ A\
L L = 38m L
K 3
3.
Querrichtung: 2 20y
lq
Lastfall 1 : ~ l .
~ 4.0m
Lastfall 2 : ‘q |
T 1 |
|
: ¢

Lastfall 3

Berechnung als Tré&dgerrost mit Plattenstreifen - QT

Stand 11.1990
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i
8.887
T
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T -
0.887

LFI.VARIANTE R (0.02)

A
0.867
1
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0.667
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Ergebnisse der Berechnung eines Tréagerrosts : lokales Kog.

Ely =70 10° kNm?
Glr= 50 10° kNm?

p =20 kN/m

Biegelinie : emsemg; Belastung
symmetrische Belastung
antimetrische Belastung

wf= 23,36 mem

)
\Nf'\ = i,zll\? mm

Biegemomente : Tne]
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Anhang zu Kap. 2: Erganzung zum Kraftgrofienverfahren

2.3 Allgemeines zum Prinzip der virtuellen Arbeit

Das Prinzip der virtuellen Arbeit besagt, da fir hinreichend kleine (infinitesimale) Anderungen z.B.
des Verschiebungszustands sich der Kriftezustand in einem mechanischen System nicht dndert, und

umgekehrt:
OW = 6W; + oW, = 0.  Pw
oder OW = OW; + OW, = 0. PvK

" Dies ist aquivalent zum Energiesatz der Mechanik, nach dem die in einem abgeschlossenen mechani-
schen System aufgespeicherte Energie (oder Arbeit) E= Ek,,,+Epo,+Eel = konstant bleibt und deshalb
fiir die Anderung der Energie dE=0 gelten muB. Die in einem System zu Beginn eines Belastungsvor-
gangs vorhandene Energie kann Null sein (in der Statik @ibliche Annahme fir den Sonderfall in Ruhe
befindlicher, spannungsfreier Bauteile W=0), muB} aber nicht. Dies gilt z.B. fiir Bauteile mit Eigenspan-
nungen aus plastischen Vorverformungen oder ungleichméBiger Erwarmung.

2.3.1 Das Prinzip der virtuellen Krafte (PvK) fir den Balken

Lokale Formulierung (DGL'n) Globale Formulierung
l (Integral liber Gesamtsystem)

Geometrische Vertrdglichkeit Prinzip der virtuellen Krifte
+ < (Prinzip der konjugierten
Geom. Randbedingungen virtuellen Arbeiten)

OW" = OW, + OW, =Z(§Fk Wy - (( OM » + ON ¢ ) dx - Zéij wj =0
P J

J

eingeprigte Balken Federn
Verschiebungen

Die konjugierte virtuelle Arbeit dW* ist fiir beliebige virtuelle (dullere und
innere) Krafte dann, und nur dann gleich Null, wenn der Verschiebungszustand,
auf dem die Krafte Arbeit leisten, geometrisch vertrdaglich ist und die
geometrischen Randbedingungen erfullt.

Voraussetzung ist, dal3 die virtuellen Kréfte im Gleichgewicht sind und die
statischen Randbedingungen erfullen.

2.3.2 Anwendung des Prinzips der virtuellen Krifte in Gestalt
des Arbeitssatzes der Statik

(Zur Berechnung von Einzelverschiebungen w,,, siehe auch Baustatik 2)

OF = 0P + 0A Aus praktischen Griinden werden die virtuellen duBeren Krafte aufgeteilt in die
zur gesuchten VerschiebungsgroBe korrespondierende Kraft oFP und in

Reaktionskrafte d4an den Auflagern.

oP, w, = J éM(— + ®r) + éN(— + Er)

X

kwj

Balken Federn Stiitzensenkung

Stand 07/97
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Beispiel: Stabendverdrehungen infolge Randmomenten

M, My ry =1 Me Loy M,
A A M1 M
= - *.1.Ma, Soq.Mb
M foa = < 1 p o 12
—= in Matrizenschreibweise: v=fs
Ma ///’/ Mb

— Tab - _l_ 21 Ma
=1 __o===77 e | OGEI|1 2 || My
/; oM, =1 -

f ..Nachgiebigkeitsmatrix

2.3.3 Das Prinzip der virtuellen Krifte als Losungsverfahren

am Gesamtsystem

Das PvK lautet fiir ebene Rahmen gemaB Abschnitt 2.2.2, wenn vorgegebene
Verschiebungen nur an den Auflagern zugelassen werden:

SW* = _ J[aM ( M %) + ON ( N A )] dx (ohne Querkraftanteile)
EI EA
F _
- zdfﬁz + >oaw =10 (k)
i b !
Dabei bedeuten: 71 : eingepragte Verkrimmung des wirklichen = aoéz
Zustandes aus Temperatur
Er : eingepragte Verzerrung des wirklichen Zustandes
aus Temperatur =aT
SA . die der vorgeschriebenen Widerlagersenkung
zugeordnete Auflagerkraft des virtuellen
Kraftezustands

Der wirkliche Kraftezustand wird wie folgt aufgebaut:

M@ = M) + > ME)'X, : dazu  Fy = Fpo + » Fy X,

r r

N(x) = Nox) + ZNr(X)'-Xr ; A = Ay + ZAl,r'Xr

Die Kraftesysteme Mg(x) und Ng(x) sind mit der auBeren Last im Gleichge-
wicht. Daraus folgt, daBl die linear unabhangigen Gleichgewichtssysteme
M (x) und Ni(x) Eigenspannungszustinde sein mussen.

Stand 07/97
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Die gesamten Verkrummungen des wirklichen Zustands erhalt man also zu:

1 _ — M, M, =
x(x)=E(MO+ZM,X,)+xT— E+ZEI X, + Hr
Analog folgt fur die Verzerrungen:

1 N, N, = .
e) = oo+ SN-X)+8E = =t ZE'X' + &

Nunmehr wahlt man als virtuellen Kriftezustand:

oM = > M, 0X, ON = > N,"0X,

O0Fy = > Fg, 0X, 04, = > A, X,

Geht man damit in (), so folgt:

| Z(MiéXi)% ‘ Z(E%’-XJ v %)
s Z(N, ox) s + Z (o X,) + ) } dx

+ > [ > Fy. 6X,}%[ Fgo + > FF,,,-X,]
i r Y ,

- [ > A, 6X,} w o= 0
{ r

Umordnung ergibt:

Zéx, { [ Mi(zgr.x, + %+:~TT)
+Ni(Zg;'X,' + g_;J”ET) ]dx
+ Z Fg, kl [FF,-.O + Z FF,-,,‘X,]
J r
_ZA"’ ‘T’/}=D
!

Stand 07/97
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Das i-te Summenglied lautet ausgeschrieben:

M, M, M, M, —
; — + M; — + e+ M= + Mi— + M,
X, { [M, o Xt M X MiZE X, + Mz} + M%
: N, N, A Ny _]
- N, — + N— X, + . .+ N, X, N,— + Ni&
o Ngg X E4 7 EA EA ] &

' M, N, M, N, M N,
6X,-{X M,— + N, —)dx + ... + X, |(M,= + N, + o+ X, (M= + N
‘J( EI EA™ J( El E4 J( EI E4™
FFj,l FFj,r FEr.n
+ XIZFFJ,,.—/; + L+ X,ZFﬁvik—“j + .+ anFﬁ,,-k—uy
J J

MO — NO —
+ J'(ALE + Mxs + Nla + N,"ET)

X

+2FD¢£}:L'0‘ - Z‘A("m } = 0
; Wy I

Fiir beliebige 6X; missen die Klammerausdriicke fir sich verschwinden. Dies fithrt
auf folgendes lineare Gleichungssystem:

611X1 + 612X2 + e + 6lan + 610 = 0 N
621X1 + 622X2 + e + (SZ"X,, + 620 = 0 N
6n1X1 + 6n’.’-XZ + o + 6nan + 6110 = 0 y

In Matrizenschreibweise :

[ O ][ Xk ] + [ 0] =1[0]

FX + Fy =0

Stand 07/97
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2.4 Vergleich des Prinzips der virtuellen Verschiebungen (PvV)
mit dem Prinzip der virtuellen Krifte (PvK) am Balken

Grundgleichungen des Biegebalkens: Qa 1 My
M, ‘ V
Gleichgewicht: g +g=0
. , X
M-0=0
Wq \\\ W/a Qb
Werkstoffgesetz: M=EIx; Q=GA'y e Y
Kinematik: x=@'; y=¢+w w'p
oder
y=0 = @p=-w'; x=-w"
Randbedingungen: ,
Krafte: Q = g s M= M— Uberstrichene  Gréfien sind vorgeschriebene
. = _ oder eingeprigte Groflen (die auch Null sein
Verschiebungen: w =W ¢ =0Q kdnnen). Vorgeschriebene WeggroBen w un-

gleich Null sind z.B. Stiiizensenkungen, vorge-
schriebene Krafigréfien gleich Null entsprechen
eiem ,freien Rand”,

Am Rand kdnnen entweder Krafte oder Verschiebungen vorgeschrieben werden. Man kann die Berandung
also aufteilen in einen Teil mit Krafterandbedingungen und einen mit Verschiebungsrandbedingungen. Die
“Oberflache” eines Balkens zwischen den Lagern gehort auch zur Berandung, und zwar zu dem Teil, an dem
Krifte vorgeschrieben werden (Streckenlasten oder lastfrei).

Beispiele fiir verschiedene Arten von Randbedingungen:

. w=1_0

W= 0 v

7 R\ WAY D M=0

w=0"% Q=0

— Y

=00 w=ws=0
Ak M=o

Stand 07/97
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Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen: | oW = oW, + oW, = 0.

Mﬂ=—f@ﬁx+Q®ﬂx

b b
oW, = Jﬁzéwdx + > Pubw, + Qow| + Mog)
K a a

¥ Im Feld Knotenlasten vorgegebene Randlasten
v

AuBere Arbeit wird nur von eingeprigten Kriften auf den Wegen der virtuellen Verschiebungen gelei-
stet. Treten Einzellasten im Feld auf, mufl das Integral um die Summe der Einzelarbeiten erginzt
werden. Diese Anteile werden im Folgenden aber nicht weiter verfolgt und sind jeweils sinngemaif
Zu erganzen.

Anforderungen an die virtuellen Verschiebungen (Nebenbedingungen):

—_ " - ' im Feld Ein zuldssiger virtueller Verschie-
0z 6(]) ? 6}’ 6(;0 + ow : bungszustand muf vertrdglich sein und
— = dort, wo geometrische Randbedingun-
6(W + W) ow 0 am Auflager gen vorliegen, verschwinden.
g+ @ =dp =0

b b
- O0W = J[Méx%—Qdy—ﬁzéw]dx~§6w|—]\76(p| =0 PW

a a (am Balken)
x

ausgedriickt in WeggrofBen

Zur Ableitung der zugehorigen Grundgleichungen fithrt man die Nebenbedingungen des virtuellen Ver-
schiebungszustands als formale Erweiterung des Arbeitsprinzips ein (unierstrichene Terme):

b b
oW = J[Méx + Qby-p.owldx - Dow| - Mog)|

- [[M[éx—dqo’] + Q[by- 8¢ -dw'idx = 0

b b zur Elimination der Ableitungen bei
. . b den virtuellen GrdBen (siehe z.B.
Partielle In[egratlon. udv = UV| - | vdu Bronstein, Taschenbuch der Mathe-
a a

“ matik)

b b b b
oW = -jmw—@m - Mbp| + Még| -jM'équH Qow| —jQ'éwdx =0

Sortieren nach den virtuellen Verschiebungen:

b b
oW = _J[a(p M~ 0]+ 0w Q' + pil) dx + 0 [M-F]| + 6w [Q-D)| = 0

X Gleichgewichisbedingungen Krifterandbedingungen

Fir beliebige virtuelle Verschiebungen 8w ist die virtuelle Arbeit 8W nur dann gleich Null, wenn die
Ausdriicke in den eckigen Klammern jeder fir sich verschwinden. Das sind aber gerade die Gleichge-
wichtsbedingungen und statischen Randbedingungen. Man kann also folgern:

Ein Korper ist mechanisch nur im Gleichgewicht, wenn unter zulédssigen virtuellen Verschiebun-
gen die virtuelle Arbeit verschwindet.

Stand 07/97
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Das Prinzip der virtuellen Kriifte: | W = 6W; + W, = 0.

b b
oW = - J (6Mx + 8Qy) dx SW, = 60w| + M|
a a

x Im Feld Vorgegebene Auflagerverschiebungen

AuBere Arbeit wird nur auf den Wegen vorgegebener Verschiebungen von korrespondierenden virtuel-
len Kraften geleistet. Vorgegebene Verschiebungen sind EinzelweggréBen, z.B. Stiitzensenkungen von
Auflagern (“am Rand”), deshalb entfallt hier das Linienintegral.

Anforderungen an die virtuellen Krédfte (Nebenbedingungen):

Ein zuldssiger virtueller Kriftezustand
muf} im Gleichgewicht sein und dort,

oM' - (SQ =0 (SQ’ = ( im Feld wo statische Randbedingungen vorlie-
gen, verschwinden. Deshalb treten
5Q =0 OM =0 am Rand hier keine Lastterme auf ( Es handelt
sich also um eine Art Eigenspan-
nungszustand).

(am Balken)

b b
— oW = J[(SM;{ + 6Qy]dx - 60w ]| - SMg| = 0 PvK

ausgedriickt in Kraftgrofien

Zur Ableitung der zugehorigen Grundgleichungen fiihrt man die Nebenbedingungen des virtuellen Krafte-
zustands als formale Erweiterung des Arbeitsprinzips ein (unterstrichene Terme):

b b
oW = J[éMx + 60y Vdx- 60W| - M|

X

+ J[[éM' -3Q]g + 0Q'w] dx = 0

X

b b zur Elimination der Ableitungen bei

) . b den virtuellen Grdfen (siehe z.B.

Partielle Integration: J“d": g 'J"'d“ Bronstein, Taschenbuch der Mathe-
" < matik)

b b

LW = J[de + 60y Jdx- 60%| - M|
x s ¢ b
+ oMo - | oMy'ds- [ 60gdx + Qw] - [sQwax = 0

X

Sortieren nach den virtuellen Kraftgrofen:

b b
—OW = J[(SM (-] + 60 [y-@-w] dx + éM [@-7]| + 60 [w-w]| =0

X Vertraglichkeitsbedingungen geom. Randbedingungen

Fiir beliebige virtuelle Kraftzustiande ist die konjugierte virtuelle Arbeit 8W" nur dann gleich Null, wenn
die Ausdriicke in den eckigen Klammern jeder fur sich verschwinden. Das sind aber gerade die Vertrig-
lichkeitsbedingungen (Beziehungen zwischen Verzerrungen und Verschiebungen) und geometrischen
Randbedingungen. Man kann also folgern:

Die Forminderungen eines Korpers erfiillen nur dann die Vertridglichkeitsbedingungen, wenn
unter zuldssigen virtuellen Kriaften die konjugierte virtuelle Arbeit 8W™ =0 ist.

Stand 07/97



Technische Universitat Miinchen
Baustatik 3

Lehrstuhl fir Statik

o.Prof. Dr.-Ing. W. Wunderlich
PvV / PvK Seite 4

Die “Arbeitssitze” der Statik : Berechnung von Einzelverformungen bzw. -kriiften.

PvV

o n?
AA I éB éC

m

Gesucht ist das Moment an der Stelle m

Annahme: Die wirkliche Spannungsvertei-
lung im System sei bereits bekannt.

AN~
— ~

qry8 -~ T~
—

/\_‘_/MB =

~
~
~
~

g8 ~L—"
M(x)

PvK

e
A ‘ JAN JAY

m = =

Gesucht ist die Durchbiegung an der
Stelle m

Annahme: Die wirkliche Dehnungsvertei-
lung im System sei bereits bekannt.

AN

\_/

M(x)

) =g

Dann kann die Arbeitsgleichung nach den verbleibenden RandgroSen aufgelost werden. Dazu ist die ge-
suchte EinzelgroBe als duBere, eingepragte Grofe aufzufassen und der virtuelle Zustand in Abhangigkeit
von der zur gesuchten GroBe korrespondierenden Einzelgroe zu wéhlen.

b b
W = J[Max-qaw}dx-@sw[ _Mégp| =
zB.: M, 0¢p = J[xEde—(jdw]dx - M,

Freischneiden der gesuchten Kraftgrofie und
Ansetzen als atifere Last M=M.

onnOaan?

oo pa

M,

b b
LW = J (6Ms]dx - 50W] - oMgp| =
) M
. P = M—dx— @,
B.: oM, Jé ] 7

Die gesuchte Weggrofle kann als dubBere,
von den Lasten eingepragte aufgefallt wer-
den w=w.

KT~ 1

Wm

Dader virtuelle Zustand als Nebenbedingung nur die zugehdrigen Grundgleichungen (Vertriglichkeit oder
Gleichgewicht) erfiillen muB, sonst aber unabhéngig vom wirklichen Zustand sein kann, geniigt ¢s diesen
an einem moglichst einfachen (z.B. statisch bestimmten) Ersatzsysiem zu bilden - > Reduktionssatz !

Ansatz einer virtuellen Verschiebung mit zu
m korrespondierender Weggrofie dg :

Arbeitssatz:

2 2
Spl, aioe , y - 9L
22 8 2 16

J Owdx - Mpdg/2
1_
24

Ansatz eines virtuellen Kriftesystems mit zu
wm korrespondierender Krafigrofie 8P:

;ap

JA JAY JA
t "t B
%m = 6PI/4
Arbeitssatz:
2
pwy = SopLdl L Lypla L
4 8 EJ] 4 4 8 EJ
4
W, = iq/
384

Stand 07/97
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Das Ubertragungsverfahren fiir querbelastete gerade Stabziige

Einfiihrung

Bei statisch bestimmten Systemen lassen sich die SchnittgroBen aus den Gleichge-
wichtsbedingungen alleine ermitteln. Zur anschlieBenden Berechnung von Ver-
schiebungen sind kinematische Beziehungen und ein Stoffgesetz notwendig.

Zur Berechnung von Kraft - und WeggroBen statisch unbestimmter Systeme sind
die Beziehungen des Gleichgewichts, der Kinematik und eines Stoffgesetzes

~ gleichzeitig notwendig.

$ E =
i*;.
[i] ,
a b c
1. Gleichgewicht Q +p,=0

M-Q+m=0

2. Kinematik Q=-w
K=¢q
3. Stoffgesetz M = El(k-k)
K= a’:‘Y + K + K + Kpp

Komplexe Stabtragwerke sind fiir eine statische Berechnung gedanklich in Ele-
mente zu gliedern, deren Tragverhalten durch geeignete mathematische Formulie-
rungen erfaBBt werden kann. Fur die Systemberechnung stehen im wesentlichen fol-
gende Methoden zur Verfigung :

- KraftgroBenverfahren ( handrechnungsorientiert, in Baustatik 2 behandelt )
- WeggroBenverfahren  ( rechnerorientiert, in Baustatik 4 zu besprechen )
- Ubertragungsverfahren ( rechnerorientiert, im folgenden herzuleiten )

Bei den beiden ersten Verfahren verknupfen die Steifigkeits— bzw. Nachgiebig-
keitsmatrix die Schnittkrifte eines Stabelements mit den Verschiebungen . Im Ge-
gensatz dazu werden beim Ubertragungsvertahren alle ZustandsgroBen (Schnitt-
krafte und Verschiebungen) vom Elementende eines Stabes mit denen vom Ele-
mentanfang durch die sogenannte Ubertragungsmatrix verkniipft, das Randwert-
problem auf ein Anfangswertproblem zuriickgefiihrt.

Stand Dez. 90
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3.2  Ubertragungsmatrix und Lastvektoren des Balkenelements

3.2.1. Geometrie und Zustandsgréfen
“ X
M~ @ ®
LW M ' /
2 00 T o0 WNMO %)
L C? Balkenelement . *) k e A
-l - e — — - e enb enb e -l -~
=7 |
0 >

~ /

- Y
l /

Gleichgewicht : Q@) = Q(0)
M) = Q(0) I + M(0)

QO | _ |1 0] | 20
MO |1 1] | M©)

In Matrizenschreibweise :

sy, = Ug S,
Kinematik : Wp = Wa~@g [ + Awy
(pb = (pa + A(pel
1 -/ A
In Matrizenschreibweise : S Wa Wel

Der erste Antell liefert Starrkorperverschiebungen, der zweite die Verschiebungen
des Stabendes (bezogen auf den Stabanfang), die aus elastischen Formanderungen
stammen.



Technische Universitit Minchen Lehrstuhl fir Statik o.Prof. Dr.-Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4 3. Ubertragungsverfahren Seite 3

Ermittlung der elastischen Verschiebungsanteile Av mit Hilfe des Arbeitssatzes :

Awg und A, lassen sich als Verschiebung und Verdrehung des rechten Endes eines
links eingespannten Kragarms berechnen (Reduktionssatz) .

Der lineare Momentenverlauf am unbelaste-

' ten Trager setzt sich aus einem konstanten
M(0) | M(0) aBeT S aus ¢ .

und einem linear veranderlichen Anteil zu-

\ Q(0)! sammen. (Belastungen werden unter 3.2.3 er-

faBt.)
§4’ + 6P =1 Momentenﬂéche infolge 6P =1
l [\ 6MAW
oM=1 .
§| D Momentenflache infolge oM =1
1 ' M,
¢ "El ‘6 2

Ao = 2 (3 P00 +1MO))

-3 | 2
: ) . Awgy 6EI Skl 0(0)
In Matrizenschreibweise : =
[A(pel] i L M(0)
2EI El

Av = Uy, Sa



Technische Universitat Minchen Lehrstuhl fir Statik

0.Prof. Dr.~Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4

3. Ubertragungsverfahren Seite 4

3.2.2 Die Ubertragungsmatrix des im Felde unbelasteten Balkenelements

Die im Abschnitt 3.1.1 hergeleiteten Gleichungen lassen sich wie folgt zusammen-
fassen

z,,2p . Zustandsvektoren

U . Ubertragungsmatrix
Ausgeschrieben :
_ 3 5
R T
5 Kinematik
w(l) 0 1 R w(0) + Stoffgesetz
)| _ 2E1 EI @(0)
I [ == - 0(0)
M) 0 0 | 1 0 M(0)
| Gleichgewicht
0 o | ! 1]
Zp = U Zg

Anmerkung zur mechanischen Bedeutung der Untermatrizen von U :
U,, : Anteile der Starrkorperverschiebungen

U,; : Nachgiebigkeitsmatrix des links eingespannten Kragtragers
Uy, :hier = 0; sonst EinfluB einer Dreh - oder Senkbettung im Gleichgewicht
Uy : Gleichgewichtsbedingungen
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3.2.3 Lastspalten

Ist das Tragerfeld durch Einzel - oder Linienkrafte, Einzel - oder Linienmomente
oder durch eine eingepragte Krimmung ( aus Temperatur, Kriechen, Schwinden,
Plastizitat usw. ) belastet, so ist die Grundbeziehung des Abschnitts 3.2.2 um den
Lastvektor zx), bzw. z/) zu erweitern:

2, = Uz, +7

Den Zuwachs der ZustandsgroBen von x=0 nach x=1 ermitteit man durch Auf-
summieren der Zuwachse aus den einzelnen Belastungen, mit

wl), @), OU) . M() ... Zuwachse der ZustandsgroBen aus Belastung.
P. l MO 90
g MY,
on WO

Aus den Grundbeziehungen am Trager ( s. Abschnitt 3.1 ) erhalt man :

{

0+m=0 00 = - [ 7. w &
. 0
I}
M -0+ m=0: MO = [ 12w-m e e
0
M I}
. 1 —
0 =ir =[5 MO+xw &
0

I}
" w0 = - 7w
0
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Fir eine konstante Linienlast p, = p erhalt man :

o0 = -p!
!
M(l)=[—ﬁxdx =
0
!
0= [ g e ma =
0
!
W) = - | 3 PP @
0

L14

El24 P

Diese Ergebnisse finden sich (mitl = b ) in Zeile 3 der folgenden Tabelle der Last-
vektoren. (vgl. "Zusammenstellung zur Berechnung von Stabtragwerken™)

Belastung Komponenten des Lastvektors 7'
Stababschnitt | (! () o) M(l)
mawwwy _ _ _
; P i -pb _pb
+— b —+ 24E] 6EI 2
IS I L
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3.3 Rechengang des Ubertragungsverfahrens am Beispiel des Triigers mit ab-
schnittsweise konstanter Biegesteifigkeit

33.1 Grundgedanke der Ubertragung
Die ZustandsgroBen z, am Ende eines Tragerabschnitts werden ausgedriickt in

Abhéngigkeit von den Anfangswerten z, und einer eventuell vorhandenen Feld-
belastung z' :

ZbZUiZa-*-ii

Am Tragwerk:

NS
\\jo . 1 2 2 3 4 éﬁ

Anmerkung: Hochgestellte Indizes beziehen sich auf das Feld und tiefgestellte auf
den Knoten. Beginnt man die Knotennumerierung mit dem Index 0, so iibertragt
die Matrix U" auf das Abschnittsende z,,.

Ohne Feldbelastung ergibt sich das folgende typische Rechenschema:
zs = U U° U2 U 25 = Up 79

Die Ubertragungsmatrizen werden nur multiplikativ miteinander verkniipft. Auch
bei hochgradig statisch unbestimmten Problemen tritt keine VergroBerung des
Gleichungssystems auf, wie z.B. beim KraftgroBenverfahren. Stattdessen wird das
urspriingliche Randwertproblem durch mehrmaliges Losen des Anfangswertpro-
blems gelost.
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Erster Durchlauf

Der Zustandsvektor z des Biegebalkens enthalt stets paarweise konjugierte Gro-
Ben w-Q bzw. $-M, von denen nur jeweils eine als Randbedingung am Anfang des
Tragers vorgeschrieben werden kann. Der Anfangsvektor zg enthalt somit zu Be-
ginn der Berechnung noch zwei unbekannte GroBen.

Beispiele :

ILT
.
'
]
'
'
&
Il
pS)
S
I
O o
i
O = O O
)
1
» Q>
=)
| I |

oder wo 0 00
o] _[®0| _ |1 O]f @0
Jay “ 7 0 Qo 0 11| Qg
My 0 00
oder wo wo 10
o= | P0| = [Pof _ [0 1] o
"o 0 0 Of| @0
———— My 0 00

Beil inhomogenen Randbedingungen, z.B. Stutzensenkungen oder Randlasten, ist
der Anfangsvektor um diese Terme zu erganzen:

T A oo 7
wol — ~

‘10 <Po+0

— “7 o 1| @, 0

o 00 0

/\_0 10 0

5 0 1| w 0

P = Ol |

DA 3 R

00 _ M,

= A 29 + B
Im allgemeinen laBt sich der Anfangsvektor zy also aufteilen in die noch unbekann-

ten GroBen Agzy undeinen "Lastanteil” By, der bei homogenen Randbedingungen
entfallt.



Technische Universitdt Munchen Lehrstuhl fiir Statik 0.Prof. Dr.~Ing. W. Wunderlich

Baustatik 3/4 3. Ubertragungsverfahren Seite 9

Der Zustandsvektor am Ende des ersten Abschnitts kann jetzt mit Hilfe der Uber-
tragungsmatrix U! und des Lastvektors z! durch die am Anfang vorhandenen und

im Feld hinzukommenden Lasten und eingepragten WeggroBen ausgedriickt wer-
den:

) = UIZ{)+ il

UY(Agzo + Bo) + Z'

= (U'Ag) 2 + (U'Bg + Z')

A

= A zZp + B,

Am Ende des zweiten Abschnitts erhalt man analog

1 = U211 + 72
= UXAiZp+ B) + 7°

= A 7y + B,

Diese Entwicklung fithrt man in Schritten bis zum n-ten Abschnitt durch :
z, = ApZy + By,

Die Matrix A, besitzt dieselbe Ordnung wie die Matrix Ay (4x2) und 1aBt sich als
Folge von Matrizenprodukten darstellen :

A, = UrUTIgn2.  vUtAg

Fur den Lastvektor B, kann man schreiben :

B, = UU U2 [UU'By + Z] + 22| + ... + ") + 2V + 7"

Die Berechnung des Zustandsvektors z, wird wesentlich einfacher und tibersichtli-

cher, als es die allgemeine Form von A, und B, vermuten lassen, wenn man die

Ubertragungsmatrizen und Lastvektoren im folgenden Multiplikationsschema
ausschreibt:
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ZH
| = Ay + | Bo
Zy
VA = U1 v Aq + | By mit
Ay = UlAg
B, = UIBO + 7!
ZH
7 = U2 _ Az + Bz mit
Ay = U%A,
B; = UzBl + 72
ZH
Z, = U” A, + | B, mit
A, = UnAn—l
Bn = Uan—l + 7

Nach dem ersten Durchlauf erhalt man den Zustandsvektor z, am Ende des Trag-
werks in Abhangigkeit von den Anfangswerten A,zy und vom Lastvektor B,,. In z,
sind wie in zy zwei Komponenten unbekannt und zwei bekannt (aus den Randbe-
dingungen). Es stehen somit genau zwei Bedingungsgleichungen am Tragerende
zur Bestimmung der Unbekannten zg vom Trageranfang zur Verfiigung. Sortiert
man die Komponenten in z, so um, daB die bekannten GréBen in z, und die verblei-
benden unbekannten GroBen in z, zusammengefalt sind. so ergibt sich folgende
Darstellung der Gleichungen am Tragerende:

7. = in _ ay [ ”
n , a b>

Die unbekannten AnfangsgroBen errechnen sich aus
70 = aj' [Z,-bi],
damit folgen die verbleibenden Unbekannten am Tragerende direkt zu:
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Beispiel: )
F Wn ay ap by
_8 ...... I 0| lax axn|| % + by
0 W 0 az axn|| Qg b3
=2 7, = 8 M, as) ag by

Qo «

0 M Z, = Aﬂ Zg + Bn
Gleichungssystem fiir die unbe- 0 an an || @0 by
kannten Anfangsbedingungen: = ~ |t

8 EUng 0 asz axn || Qg b3
zZ, = a; g + by — 17
Uqbekannte RandgroBen am W, ay ap || o by
Tragerende O = Al =T
M, as as || Qg ba
In = ap g + by

Zweiter Durchlauf: Die ZustandsgroBen an allen Zwischenknoten konnen der Rei-
he nach durch Einsetzen der jetzt bekannten Anfangswerte zy in das Multiplika-
tionsschema gewonnen werden.

3.4  Trager auf nachgiebigen Lagern und mit eingeprigten Sprunggrifien

3.4.1 Ubertragung ortlicher Wirkungen mit Punktmatrizen

Durch eingepragte Einzellasten, Weg- und Drehfedern, sowie durch eingepragte
Verschiebungen treten in den Zustandslinien Sprunge auf. An diesen Orten wird
zweckmaBigerweise eine Abschnittsgrenze angeordnet. Die Unterscheidung der
Zustandsvektoren links und rechts einer Abschnittsgrenze mit SprunggréBen er-
folgt durch den hochgesteliten Abschnittsindex.

l 4\\
PR T I TR ) R ) R i =D
....... N
U221+22=4|z% :
[ .l
| Bi= T3
L e e o r"'—'1|
. .3
Uzz—:z3 l
| R= Ty
L—ed
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Der Zusammenhang zwischen den Vektoren beidseits einer Abschnittsgrenze wird
durch Gleichgewichts—-, bzw. kinematische Bedingungen gewonnen, die in einer so-
genannten Punktmatrix (oder Transformationsmatrix) T zusammengefa3t werden
konnen. Die ZustandsgroBen werden dabei stets im lokalen Koordinatensystem
des jeweiligen Abschnitts angeschrieben (betrifft vor allen geknickte Trager).

a) Federn

Ml+1

e 3 O O
+ * E;*{ﬂ *'-'

Qj *

Gleichgewicht am Knoten:
2V =0= 0" -0 -kuw
ZM =0 = M - M- kgpx
Kinematik:
we = wi, = wit]
i+1

Ok = Py = @

Zusammenfassung der Beziehungen in der Punktmatrix T:

wli+1 1 000 wli
1) 0100 1)
0 k, 010 0
M] 0 ko O 1fk M|,
i+1 !
Zk = Tk Z/\

b) Eingepragte SprunggroBen: Knotenlasten und gegenseitige Verschiebungen
bzw. Verdrehungen

M, /\M Mi+!
e 4D (* @ 9 R e B
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Knotenlasten:
SV=0=0'-0i + P
SM=0= MT"-M, + M,

Eingepragte gegenseitige Verschiebungen verwendet man zur Ermittlung der Ein-
fluBlinien fir KraftgroBen:

Kinematik: wit! = wi + AWy

[+ 1

gl = ¢ + AT

FaBt man die eingepragten SprunggroBen mit eventuell gleichzeitig vorhandenen
Federn zusammen, so erhalt man fir den Punkt eine analoge Ubertragungsbezie-
hung wie fur das Feld:

wli+1 1 000 wi Aw
@ 0 1060 @ AD
0 = |kw 010 ol Tl-p
M] 0 ke 0 11 & |M|p  |-Mlk
25(+1 T, Z; + i

Die elastischen Eigenschaften des Knotens (Federn) ubertragen sich mit einer
Transformationsmatrix Ty. Erganzt wird diese Ubertragungsbeziehung - wie im
Feld - durch eine Lastspalte fiir die eingepragten GroBen.

Nunmehr kann die globale Berechnung, wie in Abschnitt 3.3.1 gezeigt, durchge-
fiilhrt werden, wenn an den Abschnittsgrenzen mit ortlichen Wirkungen die Trans-
formation mit der Punktmatrix eingeschaltet wird.
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Am Beispiel des Tragers von Seite 6 wird jetzt noch gezeigt, wie eine Feder am Tra-
geranfang mit Hilfe einer Punktmatrix oder alternativ direkt im Anfangsvektor be-
ricksichtigt werden kann:

Fall 1: Anfangsvektor mit Federn

+F0 + B, wo 10 0
) e @ |0 1{|wo + 0
K, =0 o 7 2 Qo kw O} ®o -P
- My 00 0
Qo = kwwo zy, = Ay @ + 3
= AlZ + B} (Zustandsvektor des Abschnitts 1 am Knoten 1)

Die Auswertung der Glelchgemchtsbedmgungen am freien Rand liefert direkt den
richtigen Anfangsvektor.

Fall 2: Verwendung des Anfangsvektors fir den freien Rand und die Punktmatrix
fiir den ersten Ubertragungsschritt

10 0
s = = @ = = = 11w 0
’ 00 0
1000710 0
0100 0 1] wy + 0
kW 0 1 0 kW 0 @0 O_FO
0 001 00 0
7 =Ty ) = A} %3 + %

u.S.w,
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3.7  Ubertragungsmatrizen fiir spezielle Trigerarten

3.7.1 Balken auf elastischer Bettung

— T 11 b
Yy v YYYTY YD Y Po
(D
i § : 3 % '
O
w
A= 4 _k_ . charakteristische Ldnge des gebetteten Trdgers
4 EI
w(x) 0-100 w(x) 0
d | k) 00 0—| |e®) N R(x) z.B. Temperaturgradient
alow| T, B ew| T -
M(x) 0010 M(x) "’Wy (.X)
z'(x) = A Z(x) + F(x)

X
!
Allg. Losung : 7(x) = e 2(0) + eA‘Je“A’ () dt = Uk) 2(0) +z
0

z'(x) = Ae® z(0) + AeA"Je‘A’F(t)dt + eMeAE(x)
0

Nachweis der Richtigkeit (durch Einsetzen in das Dgl. System) :

z = A z(x) + Fx)

AM 2(0) + Ae™ [ eMi(t)dt + e Mr(x) = Ae*® 2(0) + Ae™ J e M) + Fx)
0 I 0

Version vom 28.01.97
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Numerische Losung durch Reihenentwicklung :

Somit folgt fiir z(x) = U(x) z(0) + Z(x) unter Verwendung der Reihenent-

wicklung fiir die Matrizenfunktion eA*:
1. Ux)=erM=1+ Lar+2aze s Laso g Lagey
' Bl 1! 2! 3! 4!

2. Fir r(x)=konst. (konstante Streckenlast im Feld) ergibt sich:

7(x) = e J e'A"F(t) dt = e [e'A’ (- A‘l)}(x) F o= —.(I —-e™AF
0

Die Lastspalte z kann ohne die Bestimmung der Inversen A~L ermittelt werden,
indem man die Reihenentwicklung firr e**mit der Inversen durchmultipliziert:

1 1 1 1 _
) = x| T+ A+ —A%? + A3 + A%+ )T
2! 3! 4! 5!
_ . -
0 —_
= 0 0
0-10 0 k
1 0 0 0 -—5
a4 = |00 0= P El
k000 0 0 0
0010 El .
| 00z 0]
) Lo
- 00 0 2
1?57 0 0~§ 0
A2=10 0 — 0 A% = 2
Ll 0 — 0 0
0-k 0 0 El
000 L
LEl A
[0 0 =L o] [0 0 =5 0]
EI I
k -k?
= =0 0 o0
A= Er 0 0 0 47 = Er
-k k2
00 0 % 00 0
L0 -k 0 0J L
L ¥ E _
k ) 2 T
_k . 0
& 0 0 0 7 Y 0
_.k k2
-k = 0
e 0 7z 00 45 0 Zp 0
0 0 -~ o 0 o X
El Er °
._k k2
0 0 0 — L
L E]- _0 0 E]2J

Version vom 28.01.97



Unter Verwendung der Reihenentwicklung ergeben sich fiir:

* k Bk 112 k3
AD = 1-—— + -
0 24 EI 40320 EI*? 479001600 EI’
Pk
Bh)=1-14+—"—+ .....
=1 120 EI
? 1 1 k
CH=1-——4+—"—=+ ...
@ 2 EI 720 EI?
A Ik
D(y=1-—"—+ C— +
0 6 EI 5040 EI?

Analytisch gelost ergeben sich folgende Elemente :
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Ubertragungsmatrix :
U= el =T+ Al+ LAY + S AY + L atps
1 2! 3! 4!
i D@ @
- B(l -—= -C—
A®) @ ! o £l
I
' &0) 0)
4 2* D( A(l } — B—
O O I El - EI
’ Ui - | T ——— e ————— —f—————————————
4 2* B() EI - 4 A* C() EI } Al - 4 2* DO
|
] 4 2* cl) EI - 4 2* D() EI { B(l) AQ)

1
—ﬂ(sinﬂx coshix + cosix sinhlx)

A(x) = cosAx coshAix Bx) =
1 . .
Clx) = Elz’smfhf sinh Ax D) = H(sm}x coshAx - cosAx sinhAx)
Lastvektoren :

konstante Streckenlast 2o

- —y

B 1-a0)
Po
~& PO

P
El
)
El

N
=)

Pr
!

P1
!

B(1)

c()

L 1

P
- B 1wy

)

D()

linear ansteigende Streckenlast i

Version vom 28.01.97
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3.7.2 Kreisringtrager

Grundlegende Beziehungen am differentiellen Element :

mit
..y .,
o= ()
Gleichgewicht:
___1.d0 —_ 1. (am, _L.(aM,
B b)) 0-l(S

Kinematik und Stoffgesetz:

Differentialgleichungen:

El
EI St + ZEIW”” + EI M= 4__—z
W W r G]Tp

GLw"" + (EI + 2GI;) w" -r*ZLp, - P (1 + 3’-T-> 7,

fj
-r (FE;]}’ + ].)

Gly ¢ =

Version vom 28.01.97
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Gewohnliches Differentialgleichungssystem fiir den Kreisringtrager :

0-10 00 01

@] (00 20 0| [w@] [ 0

o(a) ol 000 o (a) 0
i ﬁ(a) _ 7 T ﬁ(a) +' 0 ©ods =r-d
“dalo@|Tloo 000 0|0 _pfa) | T F T4

M@| o0 0 10 ZL||M@ 0

..Mx(a)_ 1 4 _Mx(a)_ .~ mx(a) J

00 00~ 0
z'(a) = A - z(a) + T(a)

a
!
Allg. Losung:  z(a) = e z2(0) + ¢ Je“"' ) dt = Ua) 2(0) + z
0

Ubertragungsrnatrix fiir ein Kreisringelement mit dem Offnungswinkel o

1 1 1 1
U=¢el =14+ —Aa+ —A%*+ —Aad + —A%"....
1! 2! 3! 4!
[ . | ]
1 -rsina  Fr (I-cosa) ‘ A A Ag
!
0 cosa + sina } Ay, A Aas
|
0 F sina cosa || Ay, As, Ass
U= |—m———————e—e e e e e e _1. ____________________
0 0 o | 1 0 0
]
0 0 0 | sina cosa = sina
|
0 0 0 { Fr (l1-cosa) F sina cosa
b ] -

Version vom 28.01.97
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Unter Verwendung der Reihenentwicklung fiir die Matrizenfunktion €A% = U(«)
ergeben sich z. B. fiir :

5
P, 1 aPQGI+ED 1 ,,(3GI+ 2]

A _l L p—
WT e Er T 1200 GIEI 5040 GI EI

y la¥ L1 a'PQGI + EI) 1 a**(3GI + 2EI)
2 2 El 24 GI EI 720 GI EI

PR & EI + GI) L1 aAGI+EDN 1 d'(GI + EI
13 = -7 -

6 GI EI 60 Gl EI 1680 GI EI

Analytisch gelost ergeben sich folgende Elemente:

GIr

e = 5 i@ im Bogenmaf3 einsetzen Ay = —E—é—]:[(l-—e)sina—(l + e)acosa)
Ay = 2217 [2a~ 3 + e)sina + (1 + e)acosal Ay =F ;;1: [rasina]

Ap = _ZGjl; [2(1 - cosa) - (1 + e)asinal Ay =F —’iz—lal;—fz[sma -acosal

A = =F‘ 12;1: r[sina - acosal Ay =+ 12;1: [rasina]

Ay = - Zglr [2(1 -cosa)- (1 + e)asina] Az = ﬁ[(l—e)sma + (1 + g)acosa]

oberes Vorzeichen = Linkskriimmung
unteres Vorzeichen = Rechtskriimmung

rechts

Version vom 28.01.97
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Lastvektoren :

- konstante Streckenlast p,

Y|

4
2(r?IT | 2 2+¢ (1-cosa)-(1 +¢) asina-a® |
- [ 3+ ¢) sina-(1+¢) acosa-2a |
2GIt
+ 12(-;1; P [ 2 (l-cosa)-asina |
-ra
- % (1-cos a)
+ r* (a-sin a)
1

— konstantes Streckentorsionsmoment 7,

+ .
+ 1261; P [ 2 (1-cosa)-asina ]
+ .
1261; 7 [ sina-acosa ]
r [ 2¢ (1-cosa)-(1+¢) asina |
2GIr
0
Fr (1-cosa)
-r sina
1

Version vom 28.01.97
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Anhang zu Kap. 3 Ubertragungsmatrizen

3.5  Hinweise zur Berechnung von Triigern mit Zwischenbedingungen

wswe! ) ooo

S — O— —} —e——

An Orten, an denen VerschiebungsgroBen (durch Lagerbedingungen) oder
Schnittgrofen (durch Gelenke) vorgeschrieben sind, weist die zugeordnete konju-
gierte GroBe einen Sprung auf. Die Sprunggrofie ist eine zusatzliche Unbekannte.

vorgegebene GroBe konjugierte GroBe
k
yAY v W, Wi = Wy AQx
/lr@‘ D = @i AM,
/ :
Ok _
** Ok = Ok Awy
M B
No (* My = My A

Die vorgeschriebenen Schnittgroien sollten nicht mit vorgeschriebenen (einge-
pragten) Knotenlasten verwechselt werden, die in den entsprechenden Lastvekto-
ren stehen missen. Hier sind vorgeschriebene Komponenten des Zustandsvektors
selbst gemeint, deren konjugierte Groen dann einen Sprung aufweisen (z.B. die
Querkraft an Auflagern), dessen Betrag zunachst noch unbekannt ist. Mit Hilfe der
im Knoten vorgeschriebenen Grofie 148t sich eine Eliminationsgleichung fiir die
zusatzliche Unbekannte aufstellen.
Beispiel:

I zp = Ap 79 + By

0

yAN L] (VAN ) wy 00 0
©o _ 10 @0 4 0
Qo 0 1| Gy 0
M, 00 0

= Ul(AQiO + Bg) + z! =
= Alz) + Bj
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Zustandsvektor am wl
. 1 ain an b
Ende des Abschnitts 1: 1 . 1
= | PL| o |92 azf| o | by
1 =3 -— ~
0l a1 ax|| Q b3
Ml a4 ada b4
Zwischenbedingung wl = anu@g + apQy + by = w1 (= 0)

Nutzt man diese Bedingungsgleichung, so 1aBt sich eine der beiden Unbekannten in
7y eliminieren. Da es im Prinzip egal ist, welcher Freiwert eliminiert wird, sollte

man systematisch vorgehen und z.B. immer den ersten Freiwert eliminieren. Es er-
gibt sich folgende Eliminationsgleichung:

. aip »  bi1-wp
@ =-—00-
an

an

Setzt man die Eliminationsgleichung in z! ein, so erkennt man, daB immer ein

Vielfaches der ersten Spalte von den verbleibenden anderen Spalten subtrahiert
wird. Die Faktoren ergeben sich aus der Eliminationsgleichung.
Die Ubertragung iiber den Auflagerpunkt mit der Gleichung
Q% = O} + AQ; fiihrt die SprunggréBe AQ; als neue Unbekannte ein. Damit
stellt sich der Zustandsvektor hinter dem Auflager wie folgt dar:

~ i b1 -w1
a
0 (er-Eay)] by~ a a”ﬂ
) an 11
w1 an b1 -w
0 (ap-—=ap) - by - ain)
2 2 12 2 12
ZU ai AQ\ au
2 a A -
1 1 (an-—ap)|| Qo b3 - bi-m ai3)
M% le an
12 —
0 (az;3-—=a b1-w
I (@33 a1 14)_ Lbli— ai4)
an -
7 = A i+ B?

Die weitere Ubertragung erfolgt wie unter Punkt 3.3.1 und 3.3.2 beschrieben. Tre-
ten neue Zwischenbedingungen auf, so ist statt der normalen multiplikativen Uber-
tragung der gerade beschriebene Eliminationsvorgang zu wiederholen. An jedem
Knoten mit einer Zwischenbedingung wird die aktuelle Unbekannte der ersten
Spalte durch die neue SprunggroBe ersetzt.

Am Ende der Ubertragung werden die dann aktuellen Unbekannten aus den Rand-
bedingungen bestimmt.

Der zweite Durchlauf mit den richtigen Anfangswerten liefert dann auch die Werte
der unterwegs ausgetauschten unbekannten Groen.
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3.6  Herleitung von Ubertragungsmatrix und Lastvektoren durch Integration des
Dgl.~-Systems 1.0rd.

(siehe Vorlesung Numerische Ingenieurmethoden)

3.6.1 Matrizen ; Matrizenfunktionen

AB=C=BA=D
A2=AA ; A3=AAA

AAT=ATA=1

'dall dalz daln'
day;
: dx
_C_i_A = A =
L dx dx

i
ay (x) dx

|/ —

b
ap @) dx ... jaln (@) dx

azi (x) dx

QN —_— VN ——

Ax)de =

D

ani (x) dx Ann (x) dx

—

[ —
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Erinnerung : Potenzreihenentwicklung von Funktionen

RS P NN L s
e* 1+Fx+2' +§x +Kx +5
- ! 3 L
Sin x Fx —ax +—5—'x
_ 1, 4 1 6
cosx =1 —2—!x +5x _ng

Festlegung : Reihen von Matrizenfunktionen

e =1+iA+iA2+lA3+iA4 L as
1! 2! 31 4! 51
_ 1 13 1 s
sin A = FA —a +-5—'A
_ 12 14 146
cos A = ——2—'-A + —EA —EA
Rechnen mit Matrizenfunktionen
1. efreB =
(1+iA+—1-A2+—1-A3 ) (1+iB+iBZ+iB3+...)
1! 2! 3! 1!
— I+iB4+ B4 BBy
1! 2! 3! 4!
1 1
+La+Llan+ —AB? + —AB3 + .
1! 1! 2!
r iy Lo Ll age Ll gops g
2! 20 2! 2! 213!
clae e L gy
3! 3t 3121
Ly

41
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= I+%(A+B)+%(A2+2AB+B2)
+ ng(B3 + 3AB? + 3A%B + AY)
+ 741—‘(134 + 4AB? + 6A7B? + 4AB + A%

+ ... .

= 1+%(A+B)+%(A+B)2+§17(A+B)3+...

2. Fir B = A7l gilt
AB = BA
wegen
AAl = ATIA =1

Formal: e? (eA)yl=1=¢te™?

3.  Die Entwicklung
Ax 1 Loy Loaaa, 1 ,as
eM =T+ —Ar+ —A%2 + — A% + —A%H + |
1! 2! 3! 4!

konvergiert fur konstante A und beliebige x.

d ax_ 4 1 Voo ss 144
d Ax

- = A M

dxe 4
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3.6.2 Dgl. System 1.0rdnung des Biegetrigers; Losung

w(x) 0-10 0 w(x) 0
_i o) _ 1000 é Px) K(x) z.B. Temperaturgradient
dx Q(X) 0000 Q(X) wZ (X)
M(x) 00 1 0] M& -, (x)
z'(x) = A Z(x) + T(x)

X
!
Allg. Losung : 2(x) = e z(0) + e’“Je*AI FH)dt = Ux) z(0)+ z
0

z'(x) = Ae® z(0) + AeAxJe"AIF(t)dt + eMeMr(x)
0

Nachweis der Richtigkeit (durch einsetzen in das Dgl. System) :
z’ = A z(x) + F(x)

Ae™ z(0) + AeM f M)t + eMeMF(x) = At z(0) + AeM f MNPt + Flx)
0 1 0

Numerische Losung durch Reihenentwicklung :

Somit folgt fur z(x) = U(x) z(0) + Z(x) unter Verwendung der Reihenentwick-

lung fiir die Matrizenfunktion eA*:
1. Ux)=eM=1+ Lav+taze s Lass g Laaey
1! 2! 3! 4!
2. Fiir r(x) =konst. (konstante Streckenlast im Feld) ergibt sich:
X
Z(x) = eAxfe'A’ ) dt = e [e"A’ (- A”I)E'F = —(I-eMA"IF
0

Die Lastspalte z kann ohne die Bestimmung der Inversen A~Lermittelt werden, in-
dem man die Reihenentwicklung fir e** mit der Inversen durchmultipliziert:

1
Zx) = x<l LA+ 2aze s Lans g Lagey ) F
2! 3! 4! 5!
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Die Durchfithrung der Reithenentwicklung ergibt':

[0 -1
00

00
L0 0

0 -1
00
00
0 0
0 -1
00

0 0
0 0

L

0-10 07

1

00 0—

0 0%

000 0

00 10.

ro 17

0(1) 000 ~—
0 — 1

EIl 00—= o0
00 El

10 000 O

000 O

0 0] - 1

00-—0

oL 0 EI

El 00 0 O

00 00 0 0

1 0. 00 0 O
0(1” 0000

0 — 0000 _

0%1 Loooo"
Lo 0000

+ LA] + _1_A2[2 + iA3l3 + —1—A4l4
1! 2! 3! 4!

3 P
Y QR

6El 2EI

2
o 1 = L

2EI EI

o 0 1 0

0 0 ) 1

vergl. Abschnitt 4.2.2

Im Sonderfall des Biegebalkens bricht die Reihenentwicklung nach dem vierten
Reihenglied ab, weil die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir Biegung
EI w*“ =0 eine Potenzreihe dritten Grades ist (kubisches Polynom).

Bei anderen Problemen (z.B. gebetteter Balken, Kreisringtrager etc.) 1aBt sich die
analytische Losung nur als unendliche Reihe darstellen, die in der Praxis aufgrund
eines Fehlerkriteriums abgebrochen werden muf. Die so gewonnenen Ubertra-
gungsmatrizen konnen als numerische Naherung der exakten Losung verwendet

werden.
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o} .
3.J Rechner-orientierte Aufbereitung
Trdgerbeschreibung durch Kennziffern:

KENN = 1 W= W -1 = Dehnfeder
2 p = 9 -2 = Drehfeder
3 Q=0
4 M=0
. - ~ P a I3
' PaN -~ %j o AN 2

3 ! 4 -12/-2 3 ! 1

4 2

Randbedingung bekannt unbekannt
1 v (=0), ¢ (=0) M, Q
<~ v : M CP, Q
M ¢+ Q v,

ﬁ P :» Q v, M

Lastanteile: I 614/24 EI— F«,IT N 0 |
-gi’76 EI 0 +1
-gl 0 0
:5192 | 0 | 0 |
Streckenlast EinfluBlinien

fir Q fir M



Programmablauf (einfacher Stabzug mit Zwischenstiitzungen)
Eingabe: Anzahl der Felder, Zwischenbedingungen
Anfangs- .
Bedingungen
Zwischen-
End-
je Feder: Federkonstanten
je Stilitze: Knoten-Verschiebungen (Stilitzensenkungen)
je Feld: Ldnge, Steifigkeit, Last

Erster Durchlauf

fiir alle Felder: Aufbau gl, Lastanteil
Multiplikation
je Stilitzung: wenn Feder: Aufbau Ic
(wenn Knick:- " T)
Multiplikation

wenn Bedingung: Abl&sen der Freiwerte

Umformen in V

D G e e o —— . —— — —— - —— — 3 D D - ——— 0 —— T —— ———— T —— D - Ge m = i T e T = A Gmn #Re Sam ——— e . G = —

Am Stabende: Gleichungssystem aufbauen und l6sen

( — vollstdndiger Anfangsvektor)



Zweilter Durchlauf und Ausgabe

z_, aufbauen

Ablauf wie 1. Durchlauf, jedoch mit

2 anstatt V

statt AblSsen: Zwischengrdfen bestimmen

Zwischengr6B8en ausdrucken

e o — — — . ———— - - . G jan e T A - A Gar M e 0 T S S G e W M S S Y N G = . S . ——

2.9.14 Programm DLTK aufgestellt fiir Stabziige

Streckenlasten
Einzellasten

EinfluBlinien

Liste des FORTRAN-Quellprogramms

Beschreibung der verwendeten
Bezeichnungen
Eingabe-Beschreibung



PROGRAM DLTK

P 2222222322222 222 2322222222232 22222222 222 Rt R R RRs R

*
*
*
*
*
*
x
*
*

»*

Programm zur Berechnung von Durchlauftraegern mit einachsiger
Biegung nach dem Uebertragungsverfahren.

*
*
*
TECHNISCHE UNIVERSITAET MUENCHEN *
LEHRSTUHL FUER STATIK ®*
*
*
*

Wilfried Ostermann, 29.11.1984

I R R 2 R 22222 22222222222 XEXZRR 222 R R Rt 222 22222 it s i s A2t s X

PARAMETER (LSPZ = 2000,Mz = 5,IN = 14,IDPW = 2)
DIMENSION INT(LSPZ),N(IN)

CHARACTER UEBS * 80

COMMON /EA/KEIN,KAUS,NST

DATA INT/LSPZ*0.0/

NST = 1

CALL DATEI (KEIN,KAUS,NST)

IF (NST .EQ. 999) GOTO 999

Das Unterprogramm PARAM liest die allgemeinen Parameter des
zu berechnenden Traegers.
CALL PARAM (NEL,NZW, KENN,KEFL,UEBS)

Das Unterprogramm SPEICH berechnet die aktuellen Adressen der
Felder im INT-Vektor.
CALL SPEICH (NEL,NZW,NZ,MZ,MS,LSPZ,N,IN,IDPW)

IF (NEL .EQ. 0) GOTO 999
CALL DLT (INT(N(1l)),INT(N(

2))
+ INT(N(6)),INT(N(7)),INT(N(8)
+ INT(N(12)),INT(N(13)), INT(N(

+INT(N(3)),INT(N(4)),INT(N(5)),
) INT(N(9)),INT(N(10)),INT(N(11)),
14)),NEL,NZW,NZ,MZ,MS, KENN, KEFL, UEBS)

CALL DATEI(KEIN,KAUS,NST)

999 STOP 'Hauptprogramm DLT'

END

SUBROUTINE DLT (ITB,EL,ELS,EI,QL,QR,EP,EM,SV,FS,U,2,G2W,H,NEL,NZW,
+ NZ,MZ,MS,KENN,KEFL, UEBS)

KA KA A A AR R AR A AR A A A AR A A AR R R AR R A AR A A AR AR AR R A AAARRNKAA AR RAR A AA AR R RAK

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
DIMENSION ITB(0:NZ+NEL+1),EL(NEL),ELS(0:NEL),EI(NEL),QL(NEL),
+ QR(NEL),EP(0:NEL),EM(0:NEL),SV(-1:N2+2),FS(Nz),U(MZ,MZ),

+ Z(MZ,MS),GZW(0:NZ,2),H(MZ)

CHARACTER UEBS*80

Das Unterprogramm EINGA liest die Beschreibung des Traegers.
CALL EINGA (ITB,EL,EI,QL,QR,EP,EM,SV,FS,NEL,NZW,NZ,KENN)

Das Unterprogramm PROTK schreibt ein Protokoll der
eingegebenen Werte.

CALL PROTK(ITB,EL,EI,QL,QR,EP,EM,SV,FS,NEL,NZW,NZ,KENN, KEFL,
+ UEBS)

IEL = 0

Das Unterprogramm ANFV baut die Zustandsmatrix am Anfang des
Traegers im ersten Durchlauf auf.
CALL ANFV (ITB,EP,EM,SV,Z,NEL,NZ,MZ,MS)

IZW = 0
DO 10-I = 1,NEL+NZW
IF (ITB(I) .EQ. 0) THEN
IEL = IEL+1

Das Unterprogramm FELD uebertraegt die Zustandgroessen vom
linken zum rechten Rand des Abschnitts.
CALL FELD (EL,ELS,EI,QL,QR,EP,EM,U,Z2,H,NEL,NZ2,MZ,MS,IEL,

+ KENN, KEFL)

ELSE IF (ITB(I) .LE. -1) THEN
IZW = IZW+1



*

* X %k

x Kk *

Das Unterprogramm FEDER uebertraegt die Zustandsgroessen
ueber ein elastisches Lager.
CALL FEDER (ITB,FS,U,Z,H,NEL,NZ,MZ,MS5,1I2W,I)

ELSE
IZW = IZW+1

Das Unterprogramm ZWIBED loest die Freiwerte an den
Zwischenbedingungen ab.
CALL ZWIBED (ITB,SV,U,Z,GZW,NEL,NZ,MZ,MS,IZW,I)

END IF
10 CONTINUE

Das Unterprogramm GLEILO loest das Gleichungssystem nach
dem ersten Durchlauf.
CALL GLEILO (ITB,SV,Z,NEL,NZW,NZ,MZ,MS,X1,X2)

Das Unterprogramm FREIWE berechnet die abgeloesten Freiwerte.
CALL FREIWE (ITB,GZW,NEL,NZW,NZ,MZ,6MS,6X1,X2)

IEL = 0
MS =1

Das Unterprogramm gibt den Kopf der Tabelle aus.
CALL AUSGAB (ELS,Z,NEL,NZW,MZ,MS,KENN,IEL,1)

Das Unterprogramm RANFV berechnet im zweiten Durchlauf den
Anfangsvektor.
CALL RANFV (ITB,EP,EM,SV,Z,GZW,NEL,NZ,MZ,MS,X1)

IF (ITB(1l) .EQ. 0)
+ CALL AUSGAB (ELS, Z,NEL,NZW,MZ,MS,KENN, IEL, 2)

IZW = 0
DO 20 I = 1,NEL+NZW
IF (ITB(I) .EQ. 0) THEN
IEL = IEL+1

Das Unterprogramm FELD uebertraegt die Zustandgroessen vcm
linken zum rechten Rand des Abschnitts.
CALL FELD (EL,ELS,EI,QL,QR,EP,EM,U,Z,H,NEL,NZ,MZ,MS, IEL,

+ KENN, KEFL)

ELSE IF (ITB(I) .LE. —-1) THEN
IZW = IZW+1

Das Unterprogramm FEDER uebertraegt die Zustandsgroessen
ueber ein elastisches Lager.
CALL FEDER (ITB,FS,U,Z,H,NEL,NZ,MZ,MS,IZW, 1)

ELSE
IZW = IZW+1

-Das Unterprogramm RZWIBE addiert die Frelgroessen an
Stellen mit Zwischenbedingungen.
CALL RZWIBE (ITB,Z,GZW,NEL,NZ,MZ,MS,IZW,I)

END IF

Das Unterprogramm gibt eine Zeile der Tabelle mit den
berechneten Ergebnissen aus.
IF (ITB(I) .EQ. 0 .OR. ITB(I+1l) .EQ. 0)

+ CALL AUSGAB (ELS,Z,NEL,NZW,MZ,MS,KENN, IEL, 2)

20 CONTINUE
RETURN
END
SUBROUTINE PARAM (NEL,NZW,KENN,KEFL,UEBS)
LA R AR SRR R R R R ER R R SRR RRRRR R R R R AR RS R R R R R R R R R R R R R R P R R AR R ]
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2Z)
CHARACTER *80 UEBS
COMMON /EA/KEIN,KAUS,NST
Lesen der Parameter von der Eingabedatei
READ (KEIN,10) UEBS,NEL,NZW,KENN,KEFL
10 FORMAT (AB0/4I5)
RETURN
END



SUBROUTINE SPEICH (NEL,NZW,NZ,MZz,MS,LSPZ,N,IN, IDPW)

P R R R R R R R R R s R Y EYER2A R R R RR SRR R SRR RS X2 RRRRRRRRRRtRRRtlllldtl s ER S

KW
L8 &
* KN

* KN

* XN
* % K
* RN
* KN
* % w
L B4
XK
xR R
***

* & Kk

10

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2Z)
DIMENSION N(IN)

MS = (MzZ-1)/2+1

IF (NZW .EQ. 0) THEN

NZ =1
ELSE

NZ = NZW
END IF
ITB(0:NZ+NEL+1) (I) Zuordnungsvektor
N(1l) = 1 *
EL(NEL) (DP) Laenge des Elements
N(2) = N(1)+(NEL+NZ+2)
ELS(0:NEL) (DP) Laengensumme
N(3) = N(2)+(NEL)*IDPW
EI(NEL) (DP) Biegesteifigkeit
N(4) = N(3)+(NEL+1)*IDPW
QL (NEL) (DP) Lastordinate links
N(5) = N(4)+NEL*IDPW
QR(NEL) (DP) Lastordinate rechts
N(6) = N(5)+NEL*IDPW
P (0:NEL) (DP) Einzellast im Knoten rechts
N(7) = N(6)+(NEL)*IDPW
EM(0:NEL) (DP) Einzelmoment im Knoten rechts
N(8) = N(7)+(NEL+1)*IDPW
SV(—-1:NzZ+2) (DP) Stuezenverschiebung
N(9) = N(8)+(NEL+1)*IDPW
FS(NZ) (DP) Federsteifigkeit
N(10) = N(9)+(NZ+4)*IDPW
U(MZ,MZ) (DP) Uebertragungsmatrix
N(11l) = N(10)+NZ*IDPW
Z(MZ,MS) (DP) "Zustandsvektor”
N(12) = N(1ll)+MZ=*MZ*IDPW
GZW(0:NZ,2) (DP) Gleichung der abgeloesten Freiwerte
N(13) = N(12)+MZ*MS*IDPW
H(MZ) (DP) Hilfsspeicher

N(14) = N(13)+(NZ+1)*2*IDPW
Berechnung des maximalen Speicherplatzbedarfs
NTOT = N(IN)+MZ=*IDPW
IF (NTOT .GT. LSPZ) THEN
WRITE(*,10) NTOT

FORMAT(///,50('8'),/,'# Fehler: Speicherplatzmangel !'',13X,
+ ',/ 8 Speicher INT(LSPZ) ist kleiner als ',I5,5X,'%#',/,
+ - 50('#'))
NEL = 0
END IF
RETURN
END

SUBROUTINE EINGA(ITB,EL,EI,QL,QR,EP,EM,SV,FS,NEL,NZW,NZ, KENN)

AR KA E KRR AL A AR AR A AR AR AR AR A A A AR A A AR AR AR A XA R AR R A AR R R R KR KRR RN KRR KRKRKN

* kx

10

20

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
DIMENSION ITB{0:(NZ+NEL+1l)),EL(NEL),EI(NEL),QL(NEL),QR(NEL),
+ EP(0:NEL),EM(0:NEL),SV(—-1:NZ2+2),FS(NZ),EIN(4)
COMMON /EA/KEIN,KAUS,NST
Lesen der Traegerbeschreibung von der Eingabedatei
READ(REIN,1000) LB1,LB2,SV(-1),SV(0)
ITB(0) = LB1*10+LB2
READ(KEIN,1000) LB1,LB2,SV(NZW+1l),SV(NZW+2)
ITB(NEL+NZW+1) = LB1*10+LB2
IF (NZW .EQ.0) THEN
DO 10 T = 1,NEL
ITB(I) = O
GOTO . 60
END 1IF
RNOA = O
IZW =1
I =1
CONTINUE
Lesen der Zwischenbedingungen
READ (KEIN,2000) KNOT,IZWIB,EIN(1l),KDIF,KANZ



30 IF (RNOT .EQ .KNOA) THEN
ITB(I) = IZWIB
IF (IZWIB .EQ. 1 .OR. IZWIB .EQ. 2) SV(I2ZW) = EIN(1)
IF (IZWIB .EQ.—-1 .OR. IZWIB .EQ. -2) FS(IZW) = EIN(1)
IZW = IZW +1
ASSIGN 20 TO J
IF (KANZ .NE. 0) THEN
RKNOT = KNOT+KDIF
ASSIGN 30 TO J
KANZ = KANZ-1
END IF
IF (IZW .GT. NZW) ASSIGN 40 TO J
GOTO 50
END IF
ASSIGN 30 TO J
RKNOA = KNOA+1
40 ITB (I) = O

50 I = I+1
IF (I .LE. NZW+NEL) GOTO J
* * % Lesen der Elemente
60 I =1

70 READ (KEIN,3000) IEL,EIN(1),EIN(2),EIN(3),EIN(4),IDIF,IANZ

IF (IANZ .EQ. 0) IANZ = 1

DO 80 J = 1,IANZ
EL(IEL) = EIN(1)
EI(IEL) = )
QL(IEL) = EIN(3)
QR(IEL) = EIN(4)
IEL = IEL+IDIF

80.I = I+1
IF(I .LE. NEL) GOTO 70
xxx Lesen der Knotenbelastung
IF (RENN .EQ. 0) THEN
I =20

90 READ(KEIN,4000) KNOT,EIN(1l),EIN(2),KDIF,KANZ
IF(RNOT .EQ. —1) RETURN
IF (KANZ .EQ. 0) KANZ = 1
DO 100 J = 1,KANZ
EP(KNOT) = EIN(1)
EM(KNOT) = EIN(2)
RNQOT = RKNOT+KDIF
100 I = I+l
IF (I .LE. NEL) GOTO 90
END IF
RETURN
1000 FORMAT(2I5,2F10.0)
2000 FORMAT(2I5,F10.0,T46,2I5)
3000 FORMAT(IS5,4F10.0,T46,2I5)
4000 FORMAT(IS5,2F10.0,T46,2I5)
END
SUBROUTINE PROTK (ITB,EL,EI,QL,QR,EP,EM,SV,FS,
+ NEL,NZW, NZ, KENN, REFL, UEBS)
AXK A KT KT KA KR KA KRR A A R AR R AR AR E R R R AR AT KA R AE R A R TR KA KRR KRR KKK R KRR R AR AR ARKRKRRRKR KRR KRR kKK
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
CHARACTER UEBS*80,EFL*3
DIMENSION ITB(O0:(NZ+NEL+1)),EL(NEL),EI(NEL),QL(NEL),QR({NEL),
+ EP(0:NEL),EM(0:NEL),SV(-1:NZ+2),FS(NZ)
COMMON /EA/KEIN, KAUS,NST
IF (KXENN .EQ. 1) EFL tw !
IF (KENN .EQ. 2) EFL ‘phi’
IF (KENN .EQ. 3) EFL ! !
IF (KENN .EQ. 4) EFL
falaled Ausgabe der Parameter
WRITE(KAUS,110) UEBS
IF (KENN ..EQ. 0) THEN
WRITE(KAUS, 120)
ELSE
WRITE(KAUS,130) EFL,KEFL
END IF
WRITE(KAUS,140) NEL,NZIW
xxx Ausgabe der Anfangsbedingungen
LBl = ITB(0)/10
LB2 = ITB(0)-LB1*10
WRITE(KAUS,150) LB1,SV(-1),Sv(0),LB2
x % % Ausgabe der Endbedingungen
LBl = ITB(NEL+NZW+1)/10
LB2 = ITB(NEL+NZW+1)-LB1=*10
WRITE(KAUS,160) NEL,LB1,SV(NZW+1l),SV(NZW+2),LB2

) M L



fallalel Ausgabe der zwischenpunkte
IF {NZW .NE. 0) THEN
WRITE(KAUS, 170)
KNQT = 0
IZW = 0
DO 10 I = 1,NEL+NZIW
IF (ITB(I) .NE. 0) THEN
IZW = IZW+1
WRITE(KAUS,180) KNOT,ITB(I),FS(IZW),SV(IZW)
ELSE
KNOT = KNOT+1
END IF
10 CONTINUE
END IF
* Kk Ausgabe der Abschnitte (mit Linienlasten)
WRITE(KAUS,190)
DO 20 IEL = 1,NEL
WRITE(KAUS,200) IEL,EL(IEL),EI(IEL),QL(IEL),QR(IEL)
20 CONTINUE
*xx Ausgabe der Knotenlasten
IF (KENN .EQ. 0) THEN
WRITE(KAUS, 210)
DO 30 IEL = 0,NEL
30 WRITE(KAUS,220) IEL,EP(IEL),EM(IEL)
END IF
110 FORMAT('1'/////,10X,40("'*'),/,10X,'*"', 38X, '*',/,
+ 10X,'~* Durchlauftraegerprogramm DLTK '/,
+ 10X,'*',7X,'-Uebertragungsverfahren-',7X,'*',/,
+ 10X,'=*',38X,'*'/10X,40('*"'y,///,10X,A80,///10X,
+ '*xx**x ETINGABEWERTE ***x')
120 FORMAT(//,10X,'**** Statische Berechnung =»#x*=x')
130 FORMAT(//,10X,'*** Einflusslinie fuer ',A3,' am Knoten ',bI4)
140 FORMAT(///,10X, 'Anzahl der Elemente',16('."'),I4,/
+ 10X, 'Anzahl der Zwischenbedingungen..... ', I4)
150 FORMAT(//,10X,'*** Randbedingungen **x'//, 10X,
+ 'Anfangsbedingqung:',//,10X, 'Knoten',5X, 'Typ',10X,
+ 'Lagerverschiebung', 4X, 'Lagerverdrehung'//,13X,'0',3X,16,15X,
+ F10.5,9X,F10.5,/,17X,1I6)
160 FORMAT(/,10X, 'Endbedingung:',//, 10X, 'Knoten’', 5X, 'Typ', 10X,
+ 'Lagerverschiebung', 4X, 'Lagerverdrehung'//,10X,14,3X,16, 15X,
+ F10.5,9X,F10.5,/,17X,16)
170 FORMAT(///,10X,'*** Zyischenbedingungen ***'//,SOX,'vorgegebene'
+ /10X, 'Knoten',5X, 'Typ',6X, 'Federkonstante',5X, 'Verschiebung'/)
180 FORMAT(10X,I4,4X,I5,9X,F12.3,5X,E12.5)
190 FORMAT(///,10X,'*** Elemente ***x'// 10X, 'Element',5X, 'Laenge', 12X,
+ 'EI',13X,'qr',11X,'ql'/)
200 FORMAT(10X,I4,4X,F10.2,5X,F12.1,3X,F10.2,3X,F10.2)
210 FORMAT(///10X,'*** Knotenlasten **x'//, 10X, 'Knoten',12X, 'P*,
+ 15X, 'M'/)
220 FORMAT(10X,I4,7X,F10.2,6X,F10.2)
RETURN
END
SUBROUTINE ANFV (ITB,EP,EM,SV,Z,NEL,NZ,6,MZ,MS)
R R RS RS A RS SRR RRERRRRRRRRRRRRERRRRRRRRERRRRRRSRERRRRRRRRRRERRERREERERERERYEZRERT
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION ITB(O0:(NZ+NEL+1)),EP(0:NEL),EM(0:NEL),SV(~1:N2+2),
+ Z(MZ,MS)
CALL MDCON (2Z,MZ,MS,0,0.0D0)
LB1 = ITB(0)/10
LB2 = ITB(0)-LB1*10

*x K Zustandsmatrix mit den Anfangsbedingungen besetzen
IF (LBl .LT. LB2) THEN
IH = LBl
LBl = LB2
LB2 = IH
END IF
IF(LB1 .EQ. 4 .AND. LB2 .EQ. 3) THEN
LBl = 3
LB2 = 4
END IF
J = NG(LB1)
K = NG(LB2)
Z(J,1) = 1.0
Z(K,2) = 1.0



*x % Lastspalte der Zustandsmatrix besetzen
zZ(1,3) = SV(-1)
Z(2,3) = SV(0)
Z(3,3) = ~EP(0)
7(4,3) = —EM(0)
2(5,3) = 1.0
RETURN
END
SUBROQUTINE FELD (EL,ELS,EI,QL,QR,EP,EM,U,Z,H,NEL,NZ,MZ,MS,IEL,
+ KENN, KEFL)

I L R R R R R R R R 22222222222 222222222 22 2R 22 Rt 22 2 82 222 i LR R R R S st £ R

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION EL(NEL), ELS(0:NEL),EI(NEL),QL(NEL),QR(NEL),EP(0:NEL),
+ EM(0:NEL),U(MZ,MZ),Z(MZ,MS) ,H(M3Z)

CALL MDCON (U,MZ,MZ,1,1.0D0

ELS(IEL) = ELS(IEL-1)+EL(IEL)

*xx Uebertragungsmatrix mit geometrischen Werten besetzen
U(1,2) = —-EL(IEL)
U(l,3) = —(EL(IEL)**3/(6.0*EI(IEL)))
U(1,4) = —(EL(IEL)**2/(2.0*EI(IEL)))
U(2/3) = —U(ll4)
U(2,4) = EL(IEL)/EI(IEL)
U(4,3) = EL(IEL)
* k% Lastspalte der Uebertragungsmatrix besetzen
IF (KENN .EQ. 0) THEN
U(1,5) = (4.0*QL(IEL)+QR(IEL))*EL(IEL)**4/(120.0*EI(IEL))
U(2,5) = —(3.0*QL(IEL)+QR(IEL))*EL({IEL)**3/( 24.0*EI(IEL))
U(3,5) = ~(1.0*QL(IEL)+QR(IEL))*EL(IEL)/(2.0)~EP(IEL)
U(4,5) = —(2.0*QL(IEL)+QR(IEL))*EL(IEL)**2/(6.0)-EM(IEL)
ELSE
* ok * Lastspalte fuer Einflusslinien besetzen
IF (IEL .EQ. KEFL) THEN
U(NG(KENN),5) = -1.0
IF (KENN .GE. 3) U(NG(KENN),5) = 1.0
END IF
END IF
CALL MDMUL(U,Z2,Z,H,MZ,MZ,MS)
RETURN
END

SUBROUTINE FEDER (ITB,FS,U,Z,H,NEL,NZ,MZ,MS,IZW,I)
IS SRR R R AR AR AR 2Rt Rttt RSt Ra Rl ll sl i il sl st iRttt sl Rl EER X R
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
DIMENSION ITB(O0:(NZ+NEL+1)),FS(NZ),U(MZ,MZ),Z(MZ,MS), H(MZ)
CALL MDCON (U,MZ,MZ,1,1.0D0)
IF (ITB(I) .EQ. -1) THEN
* % Stuetzfedern
U(3,1) = FS(IZW)
ELSE
* k% Drehfedern
U(4,2) = FS(IZW)
END IF
CALL MDMUL(U,Z,2Z2,H,MZ,MZ,MS)
RETURN
END
SUBROUTINE ZWIBED (ITB,SV,U,Z,GZW,NEL,NZ,MZ,MS,IZW,I)
IS 2RSS SRR RRARRRRRRRRESt R Rt EREt Rl llil il s iSRS RERSERRRERRRREREREERE
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION ITB(O0:(NZ+NEL+1)),SV(—1:N2+2),U(MZ,MZ),2(MZ,MS),
+ GZW(0:NZ,2)
* %k Berechnung der Gleichung zum Abloesen des Freiwertes
GZW(IZW,1) = Z(ITB(I),1)/Z(ITB(I),2
GIW(IZW,2) = —(SV(IZW) —Z(ITB(I),3))/Z(ITB(I),2)
* %k Umordnen der Zustandsmatrix

4
(J,1) -~ GZW(IZW,1l) *2(J,2)
(

zZ
Z2(J,3) — GZIW(IZW,2) *2(J,2)
0

ot

10 2(J3,2)

* %k % Besetzen der Zustandsmatrix mit neuem Freiwert

KI = NG(ITB(I)) .

Z(KI,2) = 1.0

RETURN

END

SUBROUTINE GLEILO (ITB,SV,Z,NEL,NZW,NZ,MZ,MS,X1,X2)
IS S S RS SRS RS RS SRR E SR REEES R R RS RS R RS RS R R RS R RS R SRR RS SR REEEREEEEREEIREEEERXS

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

DIMENSION ITB(O0:(NZ+NEL+1)),SV(—-1:NZ+2),2(MZ,MS)

COMMON /EA/KEIN,KAUS,NST



*x * X

*x X *

10

* * X

20

* Kk kKK

x % %

10
20

*x % kKX

*x % X

x x K
*x * X

* k% KK

Stuetzenverschiebung am Ende des Traegers

Z(1,3) = Z(1,3)-SV(NZW+1)

Z{2,3) = 2(2,3)-SV(NZW+2)

Berechnung der Determinante des Gleichungssystems
J = ITB(NZW+NEL+1)/10

K = ITB(NZW+NEL+1)-J*10

DET = 2(J,1)*Z(K,2)-2(J,2)*2(K,1)

IF (ABS(DET) .GT. 1.0D-10) GOTO 20

PRINT 10

WRITE(KAUS, 10)

FORMAT (° **xx*x Gleichungssystem singulaer ***x').
Berechnung der unbekannten Freiwerte

X1 = 2(J,2)*2(K,3)/DET-2(J,3)*Z(K,2)/DET
X2 = -2(J,1)*Z(K,3)/DET+%(J,3)*Z(K,1)/DET
RETURN

END

SUBROUTINE FREIWE (ITB,GZW,NEL,NZW,NZ,MZ,MS,X1,X2)
P R P R R R X R R R R R R R R R R R AR 2R R R R R R R R R R R R RRRRRRRRRRRRRR R R R R At R RS B R EE R
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
DIMENSION ITB(O0:(NZ+NEL+1)),GZW(0:NZ,2)
IG = 0
IZW = 0
Suchen der 2wischenpunkte mit Freiwerten
IF( NZW .EQ. 0) GOTO 20
DO 10 J = 1, NZW+NEL
IF (ITB(J) .NE. 0) IZW = IZW+1
Berechnen der Freiwerte
IF (ITB(J) .GE. 1) THEN
GZW(IZW,1l) = ~GZW(IZW,1)*X1-GZW(IZW,62)
GZW(IG,1l) = GZW(IZW,1)
IG = I2ZW
END IF
CONTINUE
GZW(IG,1) = X2
RETURN
END
SUBROUTINE RANFV (ITB,EP,EM,SV,Z2,GZW,NEL,NZ2,MZ,MS,X1)
IS SR SRR LSRR R RS RS R RRRRERRE R RS RRER RN E R AR REEEEEEEEEEE]
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
DIMENSION ITB(O0:(NZ+NEL+1)),EP(0:NEL),EM(0:NEL),SV(—-1:NZ+2),
+2(MZ,MS),GZW(0:NZ, 2)
CALL MDCON (Z,MZ,MS,0,0.0D0)
Belegen des Anfangsvektors mit den Lastgroessen

Z2(1,1) = SV(-1)

Z2(2,1) = SV(0)

z2(3,1) = -EP(0)

%2(4,1) = -EM(0)

2(5,1) = 1.0

Belegen des Anfangsvektors mit den berechneten Freiwerten am
Anfang

LBl = ITB(0)/10
LB2 = ITB(0)-LB1*10
IF (LBl .LT. LB2) THEN

IH = LB1
LBl = LB2
LB2 = IH
END IF
IF(LBl .EQ. 4 .AND. LB2 .EQ. 3) THEN
LBl = 3
LB2 = 4
END IF

J = NG(LB1)

K = NG(LB2)

Z(J,1) = Z(J,1)+x1

Z(K,1) = Z(K,1)+GZW(O0,1)

RETURN

END

SUBROUTINE RZWIBE (ITB,Z,GZW,NEL,NZ,MZ,MS, IZW,I)
R R RS RS R RS R E RS R LR R R RS R R R R R R R R R R R R R R R P P R R E R E R R 1
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

DIMENSION ITB(O0:(NZ+NEL+1l)),Z(MZ,MS),G2Zw(0:NZ,2)
KI = NG(ITB(I))

Z(KI,1) = Z(KI,1)+GZW(IZW,1)

RETURN

END
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SUBROUTINE AUSGAB (ELS,Z,NEL,NZW,MZ,MS,KENN,I,IAUS)
R R R R R R R R R R R R R XY EEEZE222222X2 222 2SR RRRERRRRRRR2RRRRRRRRRRRRRRERRRERREERERSE,
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
DIMENSION ELS(0:NEL),Z(MZ)
COMMON /EA/KEIN,KAUS,NST
GOTO (10,40),IAUS
10 WRITE(KAUS, 20)
20 FORMAT(////,T11l,'®**x* ERGEBNISSE *w**x')
WRITE(KAUS,30)
30 FORMAT(//,T10,5X,‘'x',5X,6X,'Q',6X,6X, 'M',6X,
+ 6X,'w',6X,5X,'phi'/)
RETURN
40 IF (KENN .EQ. 0) THEN
WRITE(KAUS,50) ELS(I),(Z(NG(J)).,J=1,4)
50 FORMAT(T10,2X,F7.2,2X,F11.2,2X,F11.2,2X,1PE11.3,2X,1PEl11l. 3)
ELSE
WRITE(KAUS,60) ELS(I),Z(1)
60  FORMAT(T10,2X,F7.2,28X,F11.4)
END IF
RETURN
END
SUBROUTINE MDMUL (A,B,C,H,L,M,N)
P R R R R R R R E R R EEEREEEEZSEEREER XSRS RS R R R R RRRRRRRRR R 2R Rt A R R Rt ARRSREREREER
* Das Unterprogramm fuehrt eine Matrizenmultiplikation aus
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION A(L,M),B(M,N),C(L,M),H(L)
DO 40 I = 1,N
pO 20 K = 1,L

SUM = 0.0
DO 10 J = 1,M
10 SUM = SUM + A(K,J) * B(J,I)
20 H(K) = S

DO 30 K = 1,L
30 C(K,I) = H(K)
40 CONTINUE
RETURN
END
SUBROUTINE MDCON (A,L,M,NST,ARKON)

R AR AT R AT AR R A A AT AR AR AR R ARNT AL A AR RAANAAAAAXRRADIAAAAARTARAAAANT AR R RN R R

* Vorbesetzen einer Matrix:
* NST <= 0 : A(i,k) = AKON
* NST > 0 : A(i,i) = ARON ,A(i,k) = 0.0

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0~Z)
DIMENSION A(L,M)
DO 30 I = 1,L
pO 30 K = 1,M
IF (NST) 10,10,20

10 A(I,K) = AKON
GOTO 30
20 A(I,K) = 0.0DO

IF (I .EQ. K) A(I,I) = AKON
30 CONTINUE
RETURN
END
INTEGER FUNCTION NG(I)

I R R RERERRERRREERERREREERE R RERRERRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRERRRRERRRRREERERXR]

* NG ermittelt den konjugierten Wert einer Bedingung.

* Zuordnung : Verschiebung ——-—— > Kraftgroesse

* Rraftgroesse ————— > Verschiebung
J = 2

IF (J-I) 10,20,20
10 NG = I-J
RETURN
20 NG = It+J
RETURN
END
SUBROUTINE DATEI (KEIN,KAUS,NST)
AKX AT A A A XA XX AR A AR AR IR AR AKX AR XA AR AR R RRARERRARREREARNRARRARARARRARANA RN AN RAANRRKR KRR AR
* Unterprogramm zum oeffnen und schliessen von Dateien.
CHARACTER*12 EINDAT, AUSDAT,EDA,ADA
LOGICAL EX
EDA = 'Eingabedatei’
ADA = 'Ausgabedatei’
IF (NST .EQ. 0) GOTO 70
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10 PRINT 20,EDA
20 FORMAT (///' Geben Sie den Namen der ‘',A,' ein :')
READ 30, EINDAT ’
30 FORMAT(AS8)
I = INDEX (EINDAT,' ")
EINDAT(I:I+3) = '.EIN'
INQUIRE (FILE = EINDAT,EXIST = EX)
IF (.NOT.EX) THEN
PRINT 40,EINDAT
40 FORMAT(///' Die Datei ',A,' ist nicht vorhanden,'

+ /' geben Sie die Datei neu ein!')
GOTO 10 .
END IF
OPEN (UNIT=5,FILE=EINDAT, ERR=80)
KEIN = 5
NST = 0

50 PRINT 20,ADA
READ 30,AUSDAT
I = INDEX (AUSDAT,' )
AUSDAT(I:I+3) = ', AUS'
INQUIRE (FILE=AUSDAT,EXIST=EX)
IF (EX) THEN :
PRINT 60 ,AUSDAT
60 FORMAT(///' Die Datei ',A,' ist schon vorhanden, '/
+ ' soll die Datei ueberschrieben werden?(ja = 1l/nein = 0)')
READ( *, *,ERR=50, END=50) ICLEAN
IF (ICLEAN .EQ. 0) GOTO 50
END IF
OPEN(UNIT=6, FILE=AUSDAT)
KAUS = 6
RETURN
70 CLOSE (UNIT= KEIN,STATUS='KEEP')
CLOSE (UNIT= KAUS, STATUS='KEEP')
RETURN
80 PRINT 90 ,EINDAT
90 FORMAT(///' Die Datei ',A,' konnte nicht bearbeitet werden.'
+ /' Ueberpruefen Sie die Datei!')
NST = 999
RETURN
END
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BESCHRETILIBUNSG 0 ER VERWENDETEN

BEZEICHNUNGEN

Variable Typ Beschreibung

DET DOUBLE Determinante des Gleichungssystems

EFL CHARACTER Beschreibung der gesuchten Einflusslinie

ET (NEL) DOUBLE Biegesteifigkeit des Elements

EIN (4) DOUBLE Hilfsspeicher fuer die Eingabe

EM CO:NEL) DOUBLE Einzelmoment in den Knoten

EP (O:NEL) DOUBLE Einzellast in den Knoten

EL (NEL) DOUBLE Laenge des Elements

ELS (0:NEL) DOUBLE Summme der Elementlaengen

FS (NZ) DOUBLE Federsteifigkeit

GZW (0:NZ,2) DOUBLE Gleichung zur Berechnung der Freiwerte ah
den Knoten mit Zwischenbedingungen

[ ANYZ INTEGER fnzah! gleicher Elemente bei der Generierung

IDIF INTEGER Differenz der Elementnummern bei der
Generierung

[DPW INTEGER Anzahl der INTEGER-Worte in einem
DOUBLE PRECISION-Wort

IEL INTEGER Zaehler fuer die Elemente

IN INTEGER Anzah{ der Felder in INT-Feld

INT (LSPZ) INTEGER INTEGER-Feld zur dynamischen Feldvereinbarung

ITB (0:NZ+NEL+1) INTEGER Traegerbeschreibung

1ZW INTEGER Zaehler der Zwischenpunkte

IZWIB INTEGER Kennzahl der Zwischenpunkte

KANZ INTEGER tnzahl|l der Knoten bei der Knotengenerierung

KAUS INTEGER UNIT-Nummer der Ausgabedate:

KDIF INTEGER Differenz der Knotennummern bei der
Knotengenerierung

KEIN INTEGER UNIT-Nummer der Eingabedate:

KENN INTEGER Kennzah! der Berechnung

KNCOA INTEGER Aktuelle Knotennummer

KNOT INTEGER Eingecebene Knotennummer



Variable

ALBl

LB2

LSPZ

MS

MZ

N (1)
NEL

KEFL

NST

NTOT

NZ

NZW

OL (NEL)
OR (NEL»
SV (-1:NZ+2)
U (MZ,MZ)
UEBS

X1

X2

7 (MZ MS)

INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
INTEGER
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
CHARACTER
DOUEBLE
DOUBLE

DOUBLE
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Beschreibung

Lagerbedingung 1 der Randbedingungen

Lagerbedingung 2 der Randbedingungen

Anzahl der INTEGER-Worte 1m INT-Feld

Anzah! der Spalten der Matrix 7

Anzah! der Zeilen der Matrix Z

Anfangspunkt der Teilfelder im INT-Feld

Anzah!l der Elemente

Knotennummer fuer die gesuchte Einflusslinie

Stevergroesse fuer die Dateienverwaltung

Anzahl der benocetigten Speicherplaetze

INT-Feid

Benoetiqte Feldgroesse fuer die
Zwischenpunkte

Anzah! der Zwischenpunkte

lLastordinate der Streckenlast am
Rand des Elements

Lastordinate der Streckenlast am
Rand des Elements

Vorgegebene Stuetzenverschiebung
Zwischenpunktes
Uebertraqungsmatrix

Ueberschrift-Text
Ungekannte XI
Unbekannte X2

Zustandsvektor

im

linken

rechten

des



-AY =
EITNGABE - BESCHRETBUMNGEG FUER D A S

DURCHLAUFTRAEGERPROGRAMM

KARTE SPALTEN FORMAT BESCHREIBUNG
* 1% 1 - 80 ABO Ueberschrift - Text
* 2 H 1 -5 15 NEL = Anzahl der Elemente
g - 10 15 NZW = Anzahl der Zwischenbedingungen
'Yt - 15 15 KENN = Art der Berechnung
KENN = 0 Berechnung fuer einen statischen
Lastfall
= 1 Einflusslinie fuer Verschiebung
= 2 Einflusslinie fuer Verdrehung
= 3 Einflusslinie fuer Querkraft
= 4 Einflussliinie fuer Biegemoment
16 - 20 15 KEFL = Knotennummer fuer den Ort der
Einflusslinie
+ 3+ 1 - 5 15 LBl = 1. Lagerbedingung am Anfang
& - 10 15 LB2 = 2. Lagerbedingung am Anfang
Folgende Lagerbedingungen stehen zur
Verfuegung:

LBn =1 Verschiebung w = const(=0,0)
= 2 Verdrehung phi = const(=0.0)
= 3 Querkraft @ =0.0
= 4 Moment M =20.0

11 - 20 F10.0 SV! = Lagerverschiebung am Anfang
21 - 30 F10.0 SV2 = Lagerverdrehung am Anfang
4 1 - 5 15 LBl = 1. Lagerbedingung am Ende
6 - 10 15 LB2 = 2. Lagerbedingung am Ende
Folgende Lagerbedingungen stehen zur
Verfuegung:

LBn =1 Verschiebunag w = ¢const(=0.0)
= 2 Verdrehung phi = const(=0.0)
= 3 Querkraft C = 0.0
= 4 Moment M= 0.0

11 - 20 F10.0 - SV! = Lagerverschiebung am Ende
21 - 30 F10.0 SV2 = Lagerverdrehung am Ende



Jede Zwischenbedingung I

FARTE SPALTEN
*5* Fuer

1 - 5

6 - 10

11 - 20

46 - 50

51 - 55

«B* Fuer gedes

1 - 5

& -~ 15

16 - 25

26 - 35

36 - 45

46 - 50

51 - 55

* 7 * Fuer Jjeden

1 - 5

6B - 15

16 -~ 25

46 - 50

51 - 55

— AT —

FORMAT BESCHREIBUNG

15 KNOT =

15 ITB =
ITB

F10.0 FS(I) =

Svl) =

IS KDIF =

15 KANZ =

*) Anmerkung:

Element I = 1...NEL

I5 IEL =
F10.0 ELCTDY =
F10.0 EIC(Il)Y =
F10.0 QLily =
F10.0 OR(1)Y =

15 IDIF =

IS [aANZ =

belasteten Knoten 1

15 KNOT =
F10.0 EP(I) =
F10.0 EM(I) =

15 KDIF =

I5 KANZ =

1...NZH

Knotennummer fuer den Ort der
Zwischenbedingung +)
Art der Zwischenbedingung

-2 Drehfeder
-1 Dehnfeder

1 Verschiebung w = const(=0.0)
2 Verdrehung phi = const(=0.0)
3 Querkraft g = 0.0
4 Moment M = 0.0

Federkonstante bzw.

vorgegebene Verschiebung/Verdrehung
Knotendifferenz bei gleichen
Zwischenbedingungen

Anzah| der gleichen Zwischen-
bedingungen

Die Knoten muessen in aufsteigender
Reihenfolge eingegeben werden.

Nummer des Elements

Laenge des Elements

Biegesteifigkeit

Lastordinate der Streckenlast |links
Lastordinate der Streckenlast rechts
Differenz der Elementnummern bei
gleichen Elementen

Anzah!l der gleichen Elemente

=1...K
Knotennummer des belasteten Knoten

Die Eingabe der Fnotenbelastungen
wird mit -1 abgeschlossen,

Einzellast am Knoten

Einzelmoment am Knoten

Differenz der Knotennummern bei
gleicher Knotenbelastung

Anzahl der gleichen Knotenbelastung
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Die Datei DLTK1.AUS ist schon vorhanden,
s0ll die Datei ueberschrieben werden?({ja = 1/nein = 0) 1

STOP Hauptprogramn DLT

OYTTPE.DLIXL.AUS C)>TYPE.DLTK2.AUS
1
HERRR AR AAARNAAR R R AR R AR R R AN A AN AN R AN AR AN AR RN
" - ® -
* Durchlauftraegerprogram ILTK  * " Durchlauftraegerprograms DLTK -
" —Uebertragungsverfahren- - - -Uebertragungsverfahren- -
# - " [ Y
i ' S23332333:133 2373330331323 332223 22222 d2 3]
BAUSTATIK 3 : UEBUNG 89/90 : BEISPIEL 1 : BAUSTATIK 3 : UEBUNG 89/90 : BEISPIEL 2 :
wwws EINGRBEWERTL e wxxs ETNGABEVERTE #%=+«
wanx Statische Berechnung **= v max» Statische Berechnung **** -
Anzahl der Elemente..... hetnsaneeen 2 ; Anzahl der Elemente.....cceevennnen 4
hnzahl der Zwischenbedingungen..... 0 ) Anzahl der Zwischenbedingungen..... b
==x Randbedingungen **x »2» Randbedingungen ***
Anfangsbedingung: Anfangsbedingung:
Knoten TP Lagerverschielnmg  Lagerverdrehung Knoten TYp Lagerverschiebung Lagerverdrehung
0 1 0.00000 0.00000 0 3 0.00000 0.00000
2 4
Endbedingung: Endbedingung:
Knoten Yp Lagerverschiebung  Lagerveraremmg Knoten TYp Lagerverschiebung Lagerverdrehung
2 2 ©.00000 0.00000 4 1 0.00000 0.00000
3 2
x=n Flemente *%% «xx Zwischenbedingungen %%
Flement Laenge EX @ q vorgegebene
Rnoten Typ Federkonstante Verschiebung
1 3.00 300.0 0.00 &  0.00
2 1.50 100.0 0.00 -~ 0.00 0 -1 20.000 0.00000E+00
1 -1 20.000 0.00000E+00
1 -2 10.000 0.00000E+00
==& Knotenlasten #&®
Fnoten P H %as Elemente *%*
0.00 0.00 Element Laenge EI qr ql
1 100.00 0.00
2 0.00 0.00 1 4.00 33.3 30.00 30.00
2 2.00 33.3 0.00 0.00
3 1.00 33.3 0.00 0.00
4 1.00 333 0.00 0.00
st FRGEENISSE ****
aw» Kpnotenlasten ***
S Q X v i
P Knoten P N
0.00 100.00 -240.00  0.000E+00  0.0O0E+00
3.00 0.00 60.00  2.1008400 ~9.00CE-OL Y 0.00 0.00
4.50 0.00 60.00  2.TTSEH00  1.3502-15 1 0.00 0.00
: 2 30.00 0.00
i 3 30.00 0.00
- 4 0.00 0.00
CAILIK
wane FRGEBNISSE w®=*
Geben Sie den Namen der Eingabedatel ein :DUTK
x Q M v phi
, L 0.00 54.07 0.00 '2.704E+00  -2.205E+00
Geben Sie den Namen der Ausgabedatei ein :ILTKL 4.00 -65.93 -23.70  3.820E+00  1.173E+00
4.00 10.47 -11.97 3.820E400 1.173E400
. 6.00 -19.53 8.98 1.774E+00 1.083E+400
7.00 -49.5) -~10.55 6.535E-01 1.059E+00
8.00 -49.53 -60.08 5.209E-15  -5.933E-16
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start

noecho

$ Uebung Statik 3 - Uebertragungsverfahren
$ Beispiel 1

$ Uebertragungsmatrix Feld 1 eingeben:
load,Ul,4,4

1l -3 -0.015 -0.015

0 1 0.015 0.010

0 0 1 0
0 O 3 1
print,Ul

$ Punktmatrix Knoten-1l (Einheitsmatrix)
zero,T1,4,4,1,0
print,T1

$ Lastspalte fuer Einzellast (am Knoten 1)
load,TLl,4,1

0

0

-100

0

print, TLl

$ Uebertragungsmatrix Feld 2 eingeben:
load,Uu2,4,4
1 -1.5 -0.005625 -0.01125

0 1 0.011250 0.01500
0 0 1 0

0 0 1.5 1
print,U2

$ Anfangsvektor W=0, phi=0
load,n0,4,2,

00

00

10

01

zero,B0,4,1,0,0,

print, A0

$ Erster Durchlauf des Uebertragungsverfahrens

mult,Ul,A0,All
mult,Ul,B0,B11

mult,Tl,al11,Al12
mult,Tl,B11,B12
add,Bl2,TL1

mult,U2,A12,A2
mult,U2,B12,B2

print, A2
print, B2

$ Bedingungsgleichungen am Traegerende
$ aus den Randbedingungen phi=0, Q=0

$ Aussortieren der entsprechenden Zeilen und
$ und Spalten aus z2 = A2 z04d + B2 mit Hilfe



$ der Matrix RB, die an den Stellen der vorge-—

$ schriebenen Randgroessen mit Einsen besetzt ist.

load,RB, 4,4
00O

[eNeoNoNo]
([@NeN ]
OO
[oNeoN o]

mult,RB,A2,AGL

mult,RB, B2, BGL

$ Lastspalte auf die rechte Seite bringen
scale,BGL,-1.0

PRINT, AGL

PRINT, BGL o -

$ Loesen des unsymmetrischen Gleichungssystems
$ Ermittel der unbekannten Anfangswerte ZO0D

$ Symmetrisieren
tran,AGL,AGLT
MULT,AGLT, AGL, AGLS
MULT,AGLT, BGL, BGLS

$ Loesen des Gleichungssystems
dup, BGLS, 20D

SOLVE, AGLS, 20D

PRINT, 20D

$ Aufbau des vollstaendigen Anfangsvektors
$ und zweiter Durchlauf

mult,A0,Zz0D,Z0
mult,Ul,20,211
mult,Tl,711,212
add, 212,TLl

mult,U2,7212,22

print, Z0
print, 211
print, 7212
print,Z?2

RETURN
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***x* Technische Universitaet Muenchen Lehrstuhl fuer Stati

**xx* CAL-Ergebnisprotokoll —- Seite 1 - Datum 14, 1.1991
—————————————————————————————— Verbleibender Speicherplatz = 200000
>> START
——————————————————————————————— Verbleibender Speicherplatz = 200000
>> NOECHO
AUSGAZBE D ER MATRTI X (Ul >
S—-Nr = 1 2 3 : 4
Z-Nr 1 1.0000 3.0000 -0.0150 -0.0150
Z-Nr 2 0.0000 -1.60600 - 0.0150 - 0.0100
Z-Nr 3 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
Z—Nr 4 0.0000 0.0000 3.0000 1.0000
A USGAZBRBE D ER MATRIZX «KT1 >
S—-Nr = 1 2 3 4
Z-Nr 1 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Z-Nr 2 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000
Z—-Nr 3 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
Z—-Nr 4 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000
A USGAZBE D ER MATRTIZX (KTL1 >
S—Nr = 1
Z-Nr 1 0.0000
Z-Nr 2 0.0000
Z—-Nr 3 100.0000
Z—Nr 4 0.0000
A USGAZBE D ER MATRTIZX <KU2 >
S=Nr = 1 2 3 4
Z—Nr 1 1.0000 -1.5000 -0.0056 -0.0113
Z—-Nr 2 0.0000 1.0000 0.0113 0.0150
Z—-Nr 3 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
Z—Nr 4 0.0000 0.0000 1.5000 1.0000
A USGABE D ER MATRTIX <AO >
S—=Nr = 1 2
Z-Nr 1 0.0000 0.0000
Z—-Nr 2 0.0000 0.0000
Z—-Nr 3 1.0000 0.0000
Z—Nr 4 0.0000 1.0000
A USGAZBE D E R MATRTIZX <A2 >
S—Nr = 1 2
Z—-Nr 1 -0.0769 -0.0413
Z—Nr 2 0.0712 0.0250
Z—Nr 3 1.0000 0.0000
Z—Nr 4 4.5000 1.0000



_.6_

x**%x%* Technische Universitaet Muenchen Lehrstuhl fuer Stati
**** CAL-Ergebnisprotokoll —-— Seite 2 —- Datum : 14. 1.1991
AUSGAZBE D E R MATRTIX <B2 >
S—Nr = 1
Z~Nr 1 0.5625
Zz-Nr 2 -1.1250
Z-Nr 3 —100.0000
Z—-Nr 4 -150.0000
A USGAZBE D ER MATRTIZX CAGL >
S—-Nr = 1 2
Z—-Nr 1 0.0000 0.0000
Z—Nr 2 0.0712 0.0250
Z—Nr 3 1.0000 0.0000
Z—-Nr 4 0.0000 0.0000
AUSGADBE D ER MATRTIIX <BGL >
S—Nr = 1
Z—-Nr 1 0.0000
Z-Nr 2 1.1250
Z—Nr 3 100.0000
Z—-Nr 4 0.0000
A USGAZBE D ER MATRTIX <Z0D >
S—Nr = i
Z-Nr 1 100.0000
Z—-Nr 2 -240.0000
AUSGAZBE D E R MATRTIZX <Z0 >
S—Nr = 1
Z-Nr 1 0.0000
Z-Nr 2 0.0000
Z—-Nr 3 100.0000
Z—Nr 4 -240.0000
A USGAZBE D ER MATRTIZX <zZ1l1l >
S-Nr = 1
Z-Nr 1 2.1000
Z—-Nr 2 -0.9000
Z-Nr 3 100.0000
Z—Nr 4 60.0000

AUSGABE D ER MATRTIZX (Z12 >



- Ao

*x*x* Technische Universitaet Muenchen Lehrstuhl fuer Stati
***x* CAL-Ergebnisprotokoll -— Seite 3 -—- - Datum : 14. 1.1991
Zz—-Nr 1 2.1000
Z-Nr 2 -0.9000
Z-Nr 3 0.0000
Z-Nr 4 60.0000
AUSGAZBE D ER MATRTIZX K22 >
S—-Nr = 1 .
Z-Nr 1 2.7750 - - s
Z—-Nr 2 0.0000
Z-Nr 3 0.0000
Z-Nr 4 60.0000
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4.1

411

Weggrofienverfahren mit einem Freiheitsgrad: Drehwinkelverfahren

Einfiihrung (Tafelanschrieb), Vergleich der Vorgehensweise beim
KraftgroBenverfahren mit dem Weggrofienverfahren

Vorgehensweise beim Kraftgrolenverfahren (siehe Baustatik 2)

1.

Modellbildung :

- Statisches System und Vorgaben, Elementeinteilung

- Geometrie und Stabkennwerte (Langen, Steifigkeiten EI, EA)

- Lasten, vorgegebene Verschiebungen, Temperaturbeanspruchungen u.4.

. Hauptsystem wihlen (i.d.R. statisch bestimmt)

- Statisch unbestimmte Krifte X, einfiihren

. Lastspannungszustand :

- muB Gleichgewicht erfiillen My, No, Qo

Qo » Up , W

. Einheitsspannungzustinde :

- miussen Gleichgewicht erflillen
- miissen voneinander linear unabhdngig sein My, N, O
—_—

Pk Uk, Wi

. Ermittlung der Nachgiebigkeiten und Lastanteile :

- mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Krifte
— ik, 09, (F.Fo)

Losen des algebraischen Gleichungssystems :
- geometrische Vertraglichkeit
mit [04][Xk] + [On] = [0] bzw.

i FX+F0=0

. Ermittlung der endgiltigen Kraftgrofien :

- Superpositionsprinzip
S=85+5SX;+8X+ ... =5+ szXk
k

zB: M=Myg+ MX;+ MX;+ ...

0 - MM gqy AL,

L

. Ermittlung der WeggriBlen (Formédnderungen) :

- Knotenwerte der Verschiebungen mit dem P.v.K. (Reduktionssatz)
- Verlauf im Feld ergdnzen (Teilbiegelinien “einhdngen”, w-Tafeln)

. Kontrollen :

- Gleichgewicht am Gesamttragwerk (Schnitte legen)
- Vertrédglichkeiten an den Stellen & : 8;=0 (mit Reduktionssatz)

10.Beurteilung und Weiterverarbeitung der Ergebnisse (Bemessung etc.)

Version vom 22.07.1997
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4.1.2 Vorgehensweise beim Weggrifenverfahren

1.

W]

Modellbildung : _

- System und Elementeinteilung

- Geometrie und Stabkennwerte (Langen, Steifigkeiten)

- Lasten, vorgegebene Verschiebungen, Temperaturbeanspruchungen u.4.

. Hauptsystem (System mit unverschieblichen Knoten) :

- geometrisch Unbestimmte Vi des Systems — V

. Lastzustand :

- Lasten, vorgegebene Verschiebungen, Temperaturbeanspruchungen u.a.
- mul} geometrische Vertrdglichkeit erfiillen e Y0 ®0, Up . Wo

Moy, No, Qo
Einheitsverschiebungszustinde :
- miissen geometrische Vertrdglichkeit erfillen
— miissen voneinander linear unabhdngig sein e VEI®r s Uk, Wk

My, Ny, Ok

. Ermittlung der Steifigkeiten und Lastanteile :

~ fiir jedes Stabelement (mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen)

e k’ﬁo

algebraisches Gleichungssystem (Gleichgewichtsbedingungen) :
- fir das System (Aufstellen und Losen) — KV =P

mit P=P - PY

— KV =P -P°

Ermittlung der endgultigen Weggréfien :
- Knotenwerte bekannt (durch V)
- Verlauf im Feld ergénzen

. Ermittlung der Kraftgriofien :

- Kraftgroflen an Stabenden aus p =Kk ¥ + p9

-~ Verlauf im Feld ergdnzen

. Kontrollen :

- "Vertr'aiglichkeit und Gleichgewicht am Gesamttragwerk
- Knotengleichgewicht (Schnitte), Vertraglichkeiten an den Stellen &

10. Beurteilung und Weiterverarbeitung der Ergebnisse (Bemessung etc.)

Version vom 22.07.1997
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4.2

4.3

4.4

Bezieh‘ungen und Definitionen
(Tafelanschrieb)

Durchlauftriager als Einfuhrungsbeispiel
(Tafelanschrieb)

Balkenelement mit verschielblichen Knoten
(Tafelanschrieb)

Version vom 22.07.1997
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5 Allgemeines WeggroBenverfahren (WGV)

5.1 Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV) als Grundlage des WeggroBen-

verfahrens
(Tafelanschrieb)

5.2 Steifigkeitswerte von Stiben -~ Steifigkeitsmatrix
Im folgenden Abschnitt sind alle GroBen im lokalen Koordinatensystem des Stabes dargestellt.

Herleitung der Biegeanteile mit Hilfe des Prinzips der virtuellenVerschiebungen:
(Exakte Losung auf der Grundlage der Differentialgleichung des Biegetrigers)

wn
o
—_

Anwendung der grundlegenden Beziehungen aus den Kapiteln 4 und 5.3
(ohne Lastanteile; Vorzeichen-Definition 2) :

T12EI - 6ET]
Qa {3 -'—2—— w,
[
P: = =Kaa V5 = 6
, M - /ZE 1 %5{ $e
p i 103 " -
" o 5 M'*’
@a I 12F] 6EI
Wy 07 N {T - —{3‘— Wa
Po =  Koa Va = 6EI  2EI
M, - - a
: 7 T e
~12EI -6E
Qn 13 T Wy
Pa = = Kan o = 6EI  2EI
Mn —/T~ __/'" q)h
0 ) 05
1
M’“Q I‘D M
V
w
Po b , 12EI 6
{.IJ 7" '—ﬁ— Wy
= = Koo o = 6E1 4EI
My ER R g

Version vom 22.01.1998



Technische Universitdt Miinchen Lehrstuhl fiir Statik 0.Prof. Dr.~Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4 5.2  Steifigkeitswerte von Stiben Seite 2

5.2.2 Herleitung der Biegeanteile aus der Ubertragungsmatrix :

(a) Ubertragungsmatrix U': 2 = U'zg + 7 (Vorzeichen-Definition 1)
W] f;a" AR LN
=" = 4 = U al 4 | X = a
" [5”] Os %1 |12 U, U [S} i M
Mb M M sV 55
(b) Steifigkeitsmatrix k' : p =KV + p? (Vorzeichen-Definition 2)
i Q.| i fw,| Al ! i i
pi — pa — Ma — k (Da + Mg = k“ ksb A7} + Pg
P | ot B 1 I O W I A R
5 Ds ) -

(c) Uberfiithrung der Ubertragungsmatrix U’ in eine Steifigkeitsmatrix k' :
(Vorzeichen-Definition 1)

vy, = UnV, + Uys, + ¥ s, = Usly, - UslUv, - Uil
sy = Unve + U,s, + § sp = UgVs + Ug(Uidvy - UpdUn v, - UsV) + §
i _ 1 i 1 T
Sa - Uvs1 Uw Uvs1 Vo - Uvslv
= +
Sh Usv - UssU;slUw UssU;s1 Yb §- UssU;slV

(d) Ubergang von Vorzeichen-Definition 1 zu Vorzeichen—Definition 2 :

-1 0] 0 O



Technische Universitdt Miinchen Lehrstuhl fiir Statik o.Prof. Dr.-Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4 5.2 Steifigkeitswerte von Stiben Seite 3

5.2.3 Niaherungsweise Ermittlung der Biegeanteile durch Ansitze :

Im folgenden werden Matrizen und Vektoren entweder durch Fettdruck oder durch Unterstrei-
chung gekennzeichnet.

Ermittlung der Steifigkeitsmatrix k’auf der Grundlage von Verschiebungsan-
satzen im Sinne der Methode der Finiten Elemente :

Diese Methode eignet sich auch fiir Stibe mit verdnderlichen Steifigkeiten.

Da die genaue Lasung des Problems haufig nicht bekannt ist, wird je Element ein
Néaherungsansatz fuir die Biegelinie w(x) gewahlt.

Wahl des Verschiebungsansatzes :

Fur den Verlauf von w(x) im Element 1 wird angenommen:

w(x) = Wy + w1 x + Wy X% + W3 x3

wo
w1
2 a1 |™2
wx) =11 x x* x } W3
Ny(x) W =W N
mit : Ny(x) : Ansatzfunktion (gewahlt)
w  : generalisierte Freiwerte des Ansatzes (unbekannt)

(allgemeine Konstanten, z.B. Koeffizienten eines Polynomansatzes)
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Ersetzen der allgemeinen Freiwerte des Verschiebungsansatzes durch die
Knotenverschiebungen:

Die Steifigkeitsmatrix stellt die Beziehung zwischen Knotenkriaften
und -verschiebungen her; deshalb soll w(x) als Funktion der Knotenver-
schiebungen dargestellt werden.

® i ®
- =

a _/ Bie gelinie im
‘ 2

Element i
— x
| 1 |
| !
" s 1
. Qo = '-H/Ia
Vektor der Knotenverschiebungen: vV =
W
| @ = -w'y]

Der Verlauf von w(x) soll jetzt in Abhidngigkeit der Knotenverschiebun-
genv (diskrete Werte) dargestellt werden.
Dazu sind die Ansatzfunktionen

Nu=[1 x x* x3]
N',,=[0 1 2x 3x2]

entsprechend umzurechnen. Zusitzlich werden die Werte der Koordinaten
der Knotenpunkte eingesetzt:

x=x,=0: we = Ny W Qg =-Nygw
x=xb=[: szNubW Q)I):"N’ubw
oder

. 1 0 O 0

| | 0-1 0 o[ .

wol =11 1 o2 Bl

b 0-1-21 -32

vV = N, w

v : Vektor der Weggrof3en w und @ an den Stabenden (diskrete Werte).
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Die inverse Beziehung ist :

w=Nlv=Gyv W... generalisierte Freiwerte des Ansatzes
V... diskrete Knotenverschiebungen

1 0 0 0
0 -1 0 0
-3/ 2/1 3/ 1/
2/P -1/12 =2/ -1/

G=N!=

Einsetzen in w(x) liefert:

w(x) = Nyx)'w = N,x)'G-v =N(x)'v

Diese Matrix N stellt die Interpolation zwischen den

Knoten dar. Ihre Komponenten werden auch als "Form-
funktion™ bezeichnet.

Alternative : ’anschauliche’ Wahl der Interpolationsfunktionen

Die Interpolation N kann nicht nur durch systematische Inversion von N,

gefunden werden. sondern in vielen Fillen auch aut anschauliche Weise,
z.B.:

w(x) = w, Hix) + [ @q Hox) + wp Hax) + 1 @p Halx)

H;(x) sind in diesem Fall Hermite’sche
Interpolationspolynome.
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Mit normierten lokalen Koordinaten ¢ = x/1 :

o
o
p
I
—1 %

o
%ﬂ__EL////;— w(E) = (1-38° + 28%) wq +

+ (-E+28-8 @, I +

& W= 1 + (352_253) wp +

+@E-) o !

w(&) = Hywy + Hy* (g l) + Hy wp + Hy (@p 1)

Die Hermite'schen Interpolationspolynome liegen tabelliert in mathemati-
schen Handbiichern vor.

Die gleichen Formfunktionen berechnet man mit einem Ansatz in normier-
ten Koordinaten wie folgt:

Der Ausdruck

1 0 0 0] W 1.0 0 0] |wa
0-1 0 0f.|ed| _ 0-/ 0 0].|%
-3 2 3 1| ™ -32 3 I |w
Nov=[1 e & 75 75 el eSS0 50 n

N
Nu(&) G

ISt einzusetzen in :

w(E) = N'v = NE)'v = N G¥
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Einsetzen des Verschiebungsansatzes in die Grundgleichungen
Mit w(x) = N,x) G v :

Kinematik : x=-w" (Krimmung)
Werkstoffgesetz : M = Elx

=> M =-FEIN,/)//x) G v

mit NS@®=1[0 0 2 6] =:Byx)

Mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen ( = Gleichgewicht ) :

- (0W; + 6W,) = 0 (virtuelle innere Arbeit + virtuelle duBere Arbeit) = 0

Virtuelle Arbeit am Gesamtsystem

b b
b
- > —!Elx6xdx+JEjzdwdx+[A_46(p+P—zde =0
Elemente a
a a N Y,
M(x) d

Streckenlasten Einzellasten an den
Stabenden a bzw. b

Anteil eines Elements i

b b
) o . b
—(OW; + oW, = JEI % Ox dx-fqz ow dx - [M 6 + P, ow]|
a L\(—J a a4
- _/
M(x) .
Streckenlasten Einzellasten an den
Stabenden a bzw. b
Nach Einsetzen von
On(x) = =ow'" = =N,/ x) G dv =-Byx)'G"v = ~ovl - GT - BI(x)

Ow(x) = Nux) G- ov = vl - GT - Nl(x)

(dabei wird die virtuelle Verschiebung affin zur wirklichen Verschiebung gewihlt)

folgt (ohne Randmoment M) je Element:

b b
—-(OW; + OW,) = f ovl GT BI(x) EI B,(x) G v dx - j ovi GT NI(x) g,(x) dx - ovT P,
a > J “ — as____ e

x(x) #(x) ow(x) ow
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Da v und G diskrete Werte und keine Funktionen in x enthalten, gilt fiir den Anteil
des Elements 1 an der gesamten virtuellen Arbeit :
b b i

~(6W; + oW = ov7T GTJBZ(x) EIB,(x)dx Gv - |GT J NI(x) Gx) dx + B,
\ ‘ J . ¢ J
e

. . g
K’ v + p’0

oder mit B(x) = N"'(x) = B,(x)G , N(x) = N,(x)6 und BT = G'B] NT = GTNI

b b i
- (OW; + W) = ovT f B(x) EI B(x) dx v - J NT(x) @(x) dx + G'P,
\a ~ J \ “ ~ J
K v+ p?
—(OW; + OW,) = 6viT[ki vV o+ pio] = oviT pf

Die wesentlichen Zusammenhdnge am Element lauten im lokalen Koordinaten-
system damit :

pl=Kv + p¥

ki

b
jBT(x) EI B(x) dx mit B(x) = N"'(x), wobei w(x) = NV = N,(x)GV

b
pl = — f NT(x) @) dx - GTP,
a

K Steifigkeitsmatrix des Elements i
v Spaltenmatrix der WeggroBen an den Stabenden des Elements i

Spaltenmatrix der KraftgroBen an den Stabenden
des Elements{ (in Vorzeichen-Definition 2)

p Spaltenmatrix der negativen Knotenlasten des Elements i
(enthilt Anteile aus Strecken- und Einzellasten (@, und P,);
entspricht den KraftgroBen an den Stabenden des geometrisch
bestimmten Systems)

N(x) Matrix der Ansatzfunktionen fir die WeggroBen im Element i

(Formfunktionen, Interpolationsfunktionen)

N, (x) Spaltenmatrix der Ansatzfunktion fur die Verschiebung w(x)
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Berechnung der Steifigkeitsmatrix K mit dem gewdhlten Verschiebungsansatz :

Ansatzfunktion :  w(x) = N,(x) G ¥ mit N,(x) = [1 x x? x3]

viT = [Wa q)a Wp (Pb]‘
!

kK =GT j {BZ EI B, dx] G Pl =KW =[0: M. QO M
O -
d*N,(x)
fiir EI=Kkonstant gilt : B.(x) = N/'x) = a,xﬂ(x’ - o 0o 2 bx |
(07 [0 0 0 0 T

Bl = =z 0 0 4 12

o @
ot

1 0 O 0] 0
B! EI B, dx =EIJ dx
0

| 6x 0 0 12¢r 362

= FI
0 0 4 6°
0 0 62 12 ]
, 10 0 07
k"=GT‘ﬁBZE]B,,dx]G ; 0 -1 0 0
° ¢G-]3 2 3 1
[ E ]
Multiplikationsschema : . [B] , ] 5 )
[A]  [AB] A e N O
"0 0 0 0 7. 0 0 0 0
!
0 0 0 0 g |0 0 0 0
[BZ EI B, dx = EJ =
) 0 0 4 67 1o 2 0 -2
L0 0 &2 127 ] 6 0 -6 -6

10 -3/ 2/

0 -1 2/t -1/2 | gr|-6 4 6 27
G” ’

I
|
[

5

o o0 3¢ o-zp | P|l-i2 e 12 e

Lo 0 1/ -1pP]: -6l 2 6 4P
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Berechnung der Steifigkeitsmatrix k' mit dem gewdhlten Verschiebungsansatz
(in normierten lokalen Koordinaten) :

Ansatzfunktion :  w(§) = N(&) G ¥ mit NJE) =[1 & & &)

vi=(wa 0o wo @f
!

kK = GT [ [B] EI B, d¥] G pPT=Wv¥ =0 Ma O M}
0

fiir EI=konstant gilt :

mit dr = [ dE : AN .
B®) = NJ®) = =l 0 2 e
Bi(§) = N./'(§)
r07 0 0 0 07
! 1
110 110 o o o0
-2 => JBZEIBL,dx =EIJ—4 I d&
2 Flo o 4 12
0 0
6% | 0 0 12 362
0 0 0 07
EI 0 0 0 0
P lo o 4 &
0 0 6 12
l | T 10 0 07
kf=GTJ[B[EIB,,dx]G : : 0 -/ 0 0
.G =
0 I8 : -3 3 I
Multiplikationsschema : [A] ' [AB] L 2 -1 -2 -1
"0 0 0 07 [0 0 0 0]
l 1
o 0 0 0 o | m |0 O 0 0
JB“ Bl By dv = 35 o o 4 el Flo 2z o -u
0
0 0 6 12 L6 0 -6 -6
10 -3 27 C 12 -6l -12 -6
- _1 | _ 2 2
o 0 -/ plj - RN y
. 13
0 0 3 -2 12 6 12 6
L 0 0 I -] -61 22 6 47
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S5.2.4 Herleitung der Langskraftanteile der Steifigkeitsmatrix :

(a)in Vorzeichen-Definition 1 :

- Normalkrafte infolge u,:

N, b Np
——) O -
| i |
>

U
L L
7 ; g

N, = N, = N(x) = EAe =51Aim=—%ua

- Normalkrafte infolge uy:

N a b N
2 o o) b>
| i |
c—p
Up
—+ -
/
N,,=Nb=N(x)=EA8=-—E;—4Al=£1A:ub

(b) in Vorzeichen-Definition 2 — Weggrofienverfahren :

~ Normalkrafte infolge u, und uy:

N, a b N,
P (s - O il
i
o—p o—p
Uy “p
—F ¢
/
EA EA
Na = == (ua~w) Ny = T(— Ug + Up)

- Normalkrafte infolge auerer Belastung :
siehe Kraftgrofen p° an den Stabenden aus Belastung des Elements in der
Zusammenstellung von Berechnungsunterlagen fur Stabtragwerke

- Normalkrifte im WeggroBenverfahren : ( p' = k' v/ + p0)

| [EA _EAT[ ,.
N, - l / Uqg + Ng
Ny _EA EA | | w N}

/ !

5.2.5 Zusammenfassung zur Steifigkeitsmatrix ki des Biegetragers unter Normalkraft-

beanspruchung (Theorie I. Ordnung) :
siehe "Zusammenstellung von Berechnungsunterlagen fiir Stabtragwerke’
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53  Transformation von ZustandsgroBien

Transformationen am Element { eines ebenen Rahmens
zwischen lokalem und globalem Koordinatensystem :

- lokale Kraft- und WeggroBen an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :

b _w N "N, Cu, 1’
M3 Os ub . Q Wa
& - i PG p = ?Vla L v= | P
— M b Up
N, (p: Qb Wp
Ha 8;‘ | M, | L @ |

— globale Kraft- und WeggroBen an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :

b3¢-—>Fxb -FXﬂ-l ‘uXa“’
F, 4w Fz, Uz,
My,
lizp i MYa . ; (pYa
Pyy pG = ; \“G =
MYa F/Yb Uxp
‘ Fz, uzp
Za _MYb 1 i (p)’b |

Uza
~ Transformation der Komponenten eines Vektors (an einem Knoten a oder b) :
) /7 x, u,N (lokal)

= Qy

X,uyF
= My = xLx (global)

X8
|

Zouzg Fr ¥sz

lokal -=— ojobal plobal -=— jokal

U = Uy COSa-—-uUz Sina Uy = U COSa + w sina

w = uy Sina + uz; COSa U; = -u sina + w cosa

@ = @y Py =@

N = F, cosa-F; sina Fy= Ncosa+ Q sina
Q = Fysina + F; cosa 'FZ=—N sina + O cosa
M=M, My=M

Version vom 08.03.1993
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~ Transformationsmatrix T*:

[cosa -sina 0 | O 0 0T
sina cosa 0 | O 0 0
0 0 1 | 0 0 0 Taa | Tap |
T =|---- ——-- ———- | === === ~——- =|---] ---
0 0 0 | cosa -sina O Toa | Tob
0 0 0 | sina cosa O
| 0 0 0 | O 0 1]

In anderen Ebenen oder im Raum (mit dem Koordinatensystem XYZ) ist die
Transformationsmatrix T mit anderen Werten besetzt.

Die Transformation der ZustandsgroBen ist orthogonal; damit gilt : T-! = T7 .

- Transformation vom globalen ins lokale Koordinatensystem (und umgekehrt)

@ x‘u/g ® ‘p}’p/\ X, uy

lokal : P global : !
zZ,w Z

WUz

Verschiebungsgrofien:

v = T'vi; (lokal <— global) vi. = TT v (global <€— okal)
Krafigroflen (Elementknotenkrifte, Stabendschnitigréfien):

p' = T' p. (lokal <€— global) p; = T7 p' (global <€— |okal)
Elementsteifigkeitsmatrix :

mit pi = K v o+ piO => TiT pi — "riT K T le + TiT piO

k' (lokal) ki; = T7 K T' (global)

Die vier Untermatrizen von k' konnen jeweils fiir sich transformiert werden (nur
fiir Handrechnung in dieser Form zweckmidfBig !) :

kan l kﬂb ‘ kn 0 0 '
kK =|--- | -—— - z.B. kK, = 0 Ky, Kas
l(ba | kbb 0 k32 k33
Kag | Kag |
k’G = |-=-= | ———
kbac; ' kbbG
kiicos’a + kypsina (kg - ky)cos asina kysina|
ZB kIaaG = (kzz— k“)Cosasi_na k“Sinza + kZZCOSZa k23COSa
k32 sina k32 cosa k3}

Anmerkung : In Rechenprogrammen wird die Elementsteifigkeitsmatrix ki im globalen
Koordinatensystem nicht nach den obigen Formeln besetzt, sondern durch
Matrizenmultiplikation in der Form ki; = T7 k' T' bestimmt.
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54

Knotengleichgewicht unter Beriicksichtigung der Systemgeometrie

Zur Berechnung der unbekannten Knotenverschiebungen (und Knotenverdrehun-
gen ) ist an jedem Knoten das Gleichgewicht in Richtung der nicht durch starre
Festhaltungen behinderten WeggroBen aufzustellen. Diese Knotenverschiebun-
gen ("Freiheitsgrade’) werden fortlaufend durchnumeriert; ihre Nummer bezeich-
net damit gleichzeitig die jeweilige Gleichgewichtsbedingung (Zeile des Glei-

chungssystems bzw. der Gesamitsteifigkeitsmatrix des Systems).

Die Gleichgewichtsgleichungen kénnen durch einen Rundschnitt um den Knoten
oder mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen ermittelt werden. Hierzu
wird als Information benotigt, welche StabendschnittgroBen (bzw. Elementkno-
tenkrafte) zu welchen Gleichgewichtsgleichungen einen Beitrag liefern. Diese Zu-
ordnung kann direkt aus der ’Systemgeometrie’ durch Zuordnen der einzelnen
Elemente zu den angrenzenden Knoten gewonnen werden ('Inzidenztafel Stab-
Knoten’).

Am folgenden Beispiel wird die der Verschiebung Uz zugeordnete Gleichge-
wichtsgleichung ¥ V = 0 aufgestellt (bezogen auf globale Koordinaten) :

%0, i' Py

Z, UZ * F%Z Stab-z---
Fl (Element 2)
Stab 1 22

(Element 1) /‘ Knoten 2

P _ rl 2 _ P
& SFy = Fzo+ Fz = Py
n

r'd

Summe tiber alle am Knoten k angeschlossenen Elemente

Fiir die Kraftgrofen p'; an den Element- bzw. Stabenden werden dann die Ele-
mentsteifigkeitsmatrix k;; . die Knotenverschiebungen vi,o und die Volleinspann-

schnittgroBen pid eingesetzt (siehe Abschnitt 5.4.2 ); dies erfolgt nach der Transfor-
mation in die globalen Koordinatenrichtungen (in Vorzeichen-Definition 2).

Durch Bildung des Gleichgewichts an allen Knoten ergibt sich das gesamte Glei-
chungssystem :

KV+Pl =P beziehungsweise : KV="F

Darin bedeutet:

K Gesamtsteifigkeitsmatrix des Systems

v Spaltenmatrix der Knotenverschiebungen (und —verdrehungen)

pPY Spaltenmatrix der KraftgroBen an den Elementenden aus Ele-
mentbelastungen

P Spaltenmatrix der direkten Knotenlasten

P =P -P° Summe aller Knotenlasten (rechte Seite).

Version vom 08.03.1993
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Starre Festhaltungen ( als Bestandteil der Auflagerbedingungen) des Systems kdnnen
bereits dadurch beriicksichtigt werden, daB in den Inzidenztafeln die zugehorigen
Verschiebungen (Verdrehungen) unterdriickt werden.

Alternativ hierzu konnen in den Inzidenztafeln zunachst alle Freiheitsgrade ent-
halten sein, so daB3 die Gesamtsteifigkeitsmatrix nach der Addition der Elemente
noch keine Randbedingungen enthalt (und somit noch singular ist). In einem zwei-
ten Schritt missen dann die globalen Festhaltungen dadurch eingebaut werden,
daB in der Gesamtsteifigkeitsmatrix (und in der Lastspalte) die entsprechenden
Zeilen und Spalten gestrlchen werden (vgl. Abschnitt 5.4.5).

Federn sind als eigene Elemente (nicht als Randbedingungen) bei der Bildung der
Gesamtsteifigkeitsmatrix zu beriicksichtigen.

Beispiel zur Erfassung der Systemgeometrie bei der Bildung der Gesamtsteifig-
keitsmatrix :

® ®
— X, Uy
‘., T—

(a) Zuordnungstafel Stab—Knoten (Inzidenztafel) :
Stab: | Knotena | Knotenb

1 1 2
2 2 3
(b) Numerierung der Fretheitsgrade (einschl. Randbedingungen) :
Knoten | Uxx Uz Py
1 1 0 2
2 3 4 5
3 0 0 6

(c) Zuordnungstafel Weggrofien an den Stabenden — Knotenfreiheitsgrade :
(aus a und b)

Uosass| 11 E ID, i ID; | D E IDs ! IDg

Sabi N6 Wk U owh L g wp Vw1 gl

I 1T 0 1 2 31 4 15

2 3 0 4 | s 0o { o ! 6
Stabanfang (Knoten a) Stabende (Knoten b)
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5.5 Systemberechnung am Beispiel eines ebenen Rahmens

Idealisierung :

Eingaben: |, o ,E, A\l
—lp-

I

Bild 1. Rahmen mit Idealisierung zum statischen System

Das System besteht aus drei Elementen und vier Knoten; gesucht ist der Verlauf
der Zustandsgrof3en iiber die Elemente und deren Werte an den Knoten. Die

SchnittgroBen eines Elements i sind in der Spaltenmatrix s' aufgelistet, ebenso
die zugeordneten Verzerrungen in & und die Verschiebungen bzw. die

Verdrehung in v . Diese ZustandsgroBen haben {iber das Element einen ver-
anderlichen Verlauf :

N®)T ex)| u(x)]

0F) | ¢——p |7*)| e—» [W)| Elementi

Mix) x(x) @)

s'(x) £'(x) u'(x)
Diskretisierung :

Als Unbekannte der Diskretisierung werden die Weggroen (Verschiebungen und
Verdrehungen) der Knoten gewahlt. Um den kontinuierlichen Verlauf liber das
Element mit den diskreten Knotengrof3en in Verbindung zu bringen, fiihrt man

die Randgrofen der Elemente ein; sie werden mit den Spaltenmatrizen p' fiir die

KraftgréBen und v fiir die WeggroBen am Elementrand bezeichnet. Die entspre-
chenden unbekannten Grof3en am Knoten werden mit P, bzw. V., die eingeprég-

ten mit P, bzw. Vi bezeichnet. (Siehe Abschnitt 5.4.1).

Elementrand : Knoten :
Fx1 ux\ Px Ux Ux Py
F7 — Uz FZ — UZ Uz — Pz
My, Py ly Myl, DOy, Ndp My ],
PkG kG Py Vi Vi Py
Kraftgroflen WeggroBen eingepragte  unbekannte eingeprdgte unbekannte

KraftgréBen WeggroBBen  WepggroBen KraftgroBen

Version vom 11.05.1994
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UL
v —pp ‘
Z,U; ’ < —b") S
globales LK T pﬂ( pﬂ( #
K.S. (\‘4_
(Pl
400
\ (Pl

Bild 2: Rundschnitt um den Knoten &, positive KraftgroBen p; am Elementrand und positive
Knotenlasten P;

Elementmatrizen :

Um den Zusammenhang zwischen Rand- und Feldgrof3en eines Elementes herzu-
stellen, macht man einen Ansatz N(x), der den funktionalen Verlauf im Element

erfaBt und der multiplikativ mit den noch unbekannten Randwerten v verkniipft
wird:

u(x) = Ni(x) v Interpolation

Die Elementeigenschaften lassen sich dann durch die Beziehung zwischen den
Kraftgroen und den Weggrofien an den Elementrandern angeben. Diese Koeffi-
zienten sind ein Mal3 fir die Steifigkeit des betreffenden Elements. Sie geben an,
welche Krafte fir eine Einheitsverschiebung des Elementrandes erforderlich sind.

In Matrizenanordnung spricht man von der Elementsteifigkeitsmatrix k'. Die Ele-

mentsteifigkeitsmatrix k' kann niherungsweise durch Einsetzen der gewihlten
Ansitze in die Grundgleichungen gewonnen werden und ist im allgemeinen noch
auf ein lokales Elementkoordinatensystem bezogen. (Siehe Abschnitt 5.4.2).

N1t ul!
R p}) = Q v}) = w
i v 1 0 1 b w b
RN :
Ps Vs P
1 3
a d p' = kivi + pi

lokale Elementsteifigkeiten k'

und 'VolleinspannschnittgroBen’ p®
Bild 3: Elementeigenschaften
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Transformation am Element :

Fir den Zusammenbau zum System ist noch die Transformation vom lokalen
Koordinatensystem des Elements auf ein einheitliches Gesamtkoordinatensy-

stem - das sog. globale Koordinatensystem - vorzunehmen. (Siehe Ab-
schnitt 5.4.3).

p' = kv + p0  (lokal)

v =T v (lokal <— global) v = TT v (global <€— Jokal)
p' =T p, (lokal <#— global)  p. = TT p'  (global <e— lokal)
K (lokal) ki; = TT k' T (global <¢— Jokal)

TiTpi — (TT kT )i v‘b + 7T piO (global <@ ]okal)

pi; = KoV + pl (global)

Im globalen Koordinatensystem lautet die grundlegende Beziehung des Weggro-
Benverfahrens am Element ; :

N {

Fl T T (T (F%
Fz Kaa | Kab Uz F%
Mrl, = |--= { | e ¥y 4 :M{})’.:a
e | (A
Fz Kba | Kob uz F%
(vl L ] Loy (MY,
PG = ke o v + pg

Die Elementsteifigkeitsmatrizen k’b (im globalen Koordinatensystem) und k' (im

lokalen Koordinatensystem) sind symmetrisch. Sie sind singuldr, wenn die Rand-
bedingungen noch nicht eingearbeitet sind.
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Gleichungssystem und Nachlaufberechnung :

In der weiteren Systemberechnung des WeggroBenverfahrens bildet man das
Gleichgewicht der Kraftgréffen im Knoten. Am Beispiel des Rahmens ist an alien
Knoten (vgl. Bild 2) die Summe der KraftgréBen an den Réandern aller benachbar-
ter Elemente und der Knotenlasten zu bilden. (Siehe Abschnitt 5.4.4).

Gleichgewicht am Knoten : Vertraglichkeit : Element - Knoten :
(Pdg = P ® © (Vg = Ve
d)g + (PP = P Vog = (V})g = Vb
(P2) + () = P- V) = (Vg = Ve
) = Pi Vs = V4

Bild 4: Zuordnung Stibe — Knoten und Zusammenbau der Elemente zum statischen System

Da das Bilden des Knotengleichgewichts grundsdtzlich in globalen Koordinaten erfolgt,
wird der Index (..); im folgenden Bild 5 weggelassen.

Die Gleichgewichts- und Vertraglichkeitsbeziehungen liefern mit Hilfe der grund-
legenden Beziehungen am Element fir die einzelnen Knoten des Systems :

S B | Lo lo 1 1 lo =
p, = kaa‘a + k'ab Vi b, = kaa Va +kab Vb *p, =Pa
L2 1 11, 1o
Pp + Pp =Ky Vot Ky vy v P
2 2 2 2 20 _ 1 1 lo
TRy v TR verp s = R, Vot kg Vot e
2 2 20 _'_*
etc. e Vo * Ky Ve * P =By
: ] Vj I?ﬂ p1o | P |
%L_ kl a a a
12 Y% [ B [ Po* Py _| b
— 20 30 —
k3—-— VC Pc C * pC Pc
7 D" 30 D
L (N | T O I - T B
K - v =P - F° = P

Bild 5: Singulares Gleichungssystem ohne Berucksichtigung der Randbedingungen

Mit dem Ersetzen der KraftgroB3en pg der Elementrdander durch deren korrespon-
dierende Weggro3en vg treten die Steifigkeitskoeffizienten kg in Erscheinung.
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Durch die kinematische Vertraglichkeit in den Knoten, verbindet man die Rand-
groflen pch und vch der Elemente mit den KnotenweggréBen Vi, den Unbe-

kannten des Gleichungssystems. Das Knotengleichgewicht stellt sich jetzt als eine
Uberlagerung der Steifigkeiten benachbarter Elemente zur Systemmatrix K dar.

Nach dem Einsetzen der Randbedingungen kann dieses lineare Gleichungssystem
nach den Unbekannten V. aufgelost werden. Fir die Bemessung sind jedoch die

. Schnittgréflen erforderlich. Diese sind noch iiber eine Nachlaufrechnung aus den
Verschiebungen iiber die KraftgréBen p’ = kiv'*p® (Vorzeichen-Definition 2)
zu bestimmen. Bevor der Verlauf im Feld ergéanzt wird, hat eine Umrechnung von

~ Vorzeichen-Defintion 2 in Vorzeichen-Defintion 1 zu erfolgen.

Schematische Darstellung der Bildung des mafigeblichen Gleichungssystems
(Gesamtsteifigkeitsmatrix) :

Der durch die Systemberechnung erfafite Zusammenhang der Knotenkrafigro-
fBen pg und der Knotenweggrdfien v mit der Uberlagerung der Elementsteifigkei-
ten kg zur Systemsteifigkeitsmatrix K ist in Bild 6 als Schema wiederholt. Dabei
“erfaf3t die Matrix a die Systemgeometrie (Topologie des Systems); sie gibt die
Zuordnung von Elementen und Knoten wieder. (Siehe Abschnitt 5.4.1).

k Ko
/\\ P Gleichgewicht E /\

P =a’ pg 3 v =ayV
Knotengleichgewicht Kinematik Knotenvertriaglichkeit
Elemente

Ps
po= | p? ist die Spaltenmatrix aller
G Kraftgro3en an den Elementrdndern
17
M
vo = | v2 ist die Spaltenmatrix aller
G Verschiebungen an den Elementrandern

Bild 6: Schema der Systemberechnung
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Beispiel der Berechnung eines ebenen Rahmens :

Allgemeiner Ablauf der Berechnung :

(a) System und Belastung — "Modellbildung’

(b) Ermittlung der Elementmatrizen k' und Lastvektoren p

0 aus Feldbelastung

(— Zusammenstellung von Berechnungsunterlagen fiir Stabtragwerke)

(c) Transformation der ElementgroBen vom lokalen ins globale Koordinatensystem
( ki,piO — le — TiTkiTi ; prO=TITp1'O)

(d) Aufbau des Gleichungssystems :

Zusammenstellung der WeggroBen V der Knoten

Zuordnung der ZustandsgroBen an den Stabenden und an den Knoten :
Systemgeometrie und Gleichgewicht — Gleichgewicht und Vertraglichkeit

Aufbau des Gleichungssystems ohne Berucksichtigung der Randbedingungen
durch Zusammenbau der Elementsteifigkeitsmatrizen ki; zur Gesamtsteifig-
keitsmatrix K (Gleichgewicht im globalen Koordinatensystem)

Aufbau des Lastvektors P aus Knotenlasten P und Feldbelastungen p%

Einbringen der Randbedingungen durch Streichen von Zeilen und Spalten
(sofern die Randbedingungen nicht bereits beim Aufbau des Gleichungssystems beriicksichtigt
wurden)

(e) Losungdesalgebraischen Gleichungssystems zur Ermittlung der unbekannten Weg-
groBen V der Knoten (im globalen Koordinatensystem)

(f)y Nachlaufberechnung zur Ermittlung der Kraft- und WeggroBen am Element

WeggroBen im lokalen Koordinatensystem des Elements : v/ = Tivi,

KraftgroBen im lokalen Koordinatensystem des Elements : p' = kiv' + p?
bzw. mit : p; = kv + p und daraus p' = T'py;

Berechnung der ZustandsgroBen im Feld :

Ubertragung der KraftgroBen an den Stabenden von Vorzeichen-Definition 2 in
Vorzeichen-Defintion 1. Anschliefend Verlauf im Feld erganzen (Baustatische
Methode bzw. Ubertragungsverfahren)

graphische Darstellung der Zustandsiinien

(g) Kontrollen der Berechnung :

Beurteilung der Ergebnisse — Plausibiltatsiberlegungen

Kontrolle des globalen Gleichgewichts am Gesamtsystem

Kontrolle des Gleichgewichts in einzelnen Knoten

Kontrolle von Gleichgewicht und Vertraglichkeit an einzelnen Elementen
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(a) System und Belastung — 'Modellbildung’
D, V, = 200 kN

= X,U _
Kg[ X @¢ Q@ H =50V

Z,U > <1—‘
y Uz X2, U2 ‘\
g— 23, W3
22, W2 v
s 5,0 m
7 =20Nm @ @
/ TTTITTT -
Wy
| | 1
2,89 m 5,0 m
E = 210 000 MN/m? Stab 1: I = 0.00025 m* A4 = 0.015m*> (HEB 300)
Stab 2: I = 0.00025 m* A = 0.015 m* (HEB 300)
Stab3: 1 = 0.00015 m* A = 0.012m* (HEB 260)

Berechnung des Systems fiir 2 Lastfalle :
LF1: 7= 20 kN/m

LF2:V,=200&N und H; = S0 kN

(b) Ermittlung der Elementmatrizen X' und Lastvektoren p® aus Feldbelastung :

lokale Steifigkeitsmatrix Element 1: k! (i=1.a=1,6=2) :
(1a) (Wa) (@a) (us) (Ws)

oA 54559 0000 0.000 -545.59  0.000
Q) 0.000 3274 -9.450 0.000 -3.274
M) i = 0.000 -9450 36.373 0.000  9.450
(N) -545596  0.000  0.000 545596  0.000
(Oh) 0.000 -3274  9.450 0.000 3.274
(M) | 0.000 -9.450 18.187 0.000 9.450

(@s)

0.000 |
-9.450
18.187
0.000
9.450

36.373 _|

Lastvektor aus Feldbelastung Element 1: p' (i=1,a=1,b6=2) :

(VD) C 000 ] (Lastfali 1)
(02) -57.74

MD) o | 5556

(ggz) PPl o

(%) -57.74

(M3) | 5556

lokale Steifigkeitsmatrix Element 2 : k* (i=2.a=2,b=3) :
(ua) (wa) ((pa) (ub) (wb)

(VD) ™ 630.000 0000 0000 -630.00  0.000
(04 0000 5040 -12.600  0.000 - 5.040
(M) i 0.000 - 12600 42000 0000 12.600
(NY) -630.000 0.000 0000 630.000  0.000
Q) 0000 -5040 12600 0000 5040
(M) L 0000 - 12600 21.000  0.000 12.600

(@s)

0.000 |
~ 12.600
21.000
0.000
12.600

42.000 _

103

103
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Lastvektor aus Feldbelastung Element 2 : p? entfallt (identisch 0) in Lastfall 1
und 2.

lokale Steifigkeitsmatrix Element 3 : K3 (i=3,0=36=4) :
(1a) wa) (@a) (us) (ws) (@s)

V) ™ 504000 0.000 0000 -504.00 0.000 0.000 ]
) 0.000 3.024 -7.560 0000 -3.024 -7.560

M) i _ 0000 -7.560 25200 0000  7.560 12600 |, g
™) ~504000 0.000 0.000 504000 0.000  0.000

(0 0.000 -3.024 7560  0.000 3.024 7.560

M) | 0000 -7.560 12600  0.000  7.560 25.200 |

Lastvektor aus Feldbelastung Element 3 : p?0 entfillt (identisch 0) in Lastfall 1
und 2.

(c) Transformation der Elementgrofien vom lokalen ins globale Koordinatensystem :
( k", p[() - le —_ TlTkiTi , plg=TtTpi0)

Transformationsmatrix Element 1: T! (o= 60°) :

™ 0.5000 - 0.8660 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.8660 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.5000 - 0.8660 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.8660 0.5000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Ti

Steifigkeitsmatrix k) und Lastvektor p¥ von Element 1 im globalen Koordinaten-
system : (i=1,a=1,b=2)
(xa) (1za) (¢ra) (1 x0) (Uzs) (®vs)

Fi) ™ 138.854 - 234.832 - 8.184 - 138.854 234.832 -8.184 ] [ - 50.00 ]
Fo) ~234.832 410015 -4.725 234.832 -410.015 -4.725 _28.87
MY ~8.184 -4.725 36373 8184 4725 18.187 ‘ 55,56

(. Yﬂ) I = 103 lO:

(Fys) G -138.854 234.832 8.184 138.854 -234.832 8.184 » PG - 50.00
Fo) 234.832 -410.015 4.725 -234.832 410015 4.725 2887
(M) | -8184 -4725 18187 8184 4725 36373 | - 55.56 ]

(Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrix im globalen Koordina-
tensystem siehe Multiplikationsschema auf Beiblatt)

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 2 entfillt, da lokales und globa-
les Koordinatensystem identisch sind.

Transformationsmatrix Element 3 : T? (= -90°) :

" 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000]
~1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0006 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 - 1.0000 0.0000 0.0000
| 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

=
Il
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Steifigkeitsmatrix Element 3 im globalen Koordinatensystem : k3G (i=3,a=3,b6=4)

(uxa) (Uza) (@va) (4xs) (uzs) (‘be)

) T 3024 0000  7.560 -3.024 0.000  7.560 ]
(Fyo) 0.000 504000 0000 0.000 -50400 0.000
My, _| 7560 000 25200 -7.560 0000 12600 |
(Foy KG=| -3024 0000 -7.560 3024 0000 -7.560 | 10°.
(Fyp) 0000 - 504000 0000 0.000 504000 0.000
(Mi) | 7560 0.000 12600 -7.560 0.000 25.200 |

(d) Aufbau des Gleichungssystems :
- Zusammenstellung der WeggroBen V der Knoten

V; Uxi Ux Uxz Uxs
V= v Vi =|Uzi| V2= |Uz2| V3= Uz Vs = |Uzs
3 Dy @ ®ys Dy

\Z

- Zuordnung der ZustémdsgréBen an den Stabenden und an den Knoten :
Systemgeometrie und Gleichgewicht — Gleichgewicht und Vertraglichkeit

Gleichgewicht am Knoten : Vertraglichkeit : Element - Knoten :

(PG = P1 ® © (VD = V1

(P + (0D = P> Ve = D) = V;
(P9 + (P = B3 M) = (W), = Vs
(P2 = Pa (vd)g = Va

Bild : Zuordnung Stabe - Knoten und Zusammenbau der Elemente zum statischen System

- Autbau des Gleichungssystems ohne Berucksichtigung der Randbedingungen
durch Zusammenbau der Elementsteifigkeitsmatrizen ki; zur Gesamtsteifig-
keitsmatrix K (Gleichgewicht im globalen Koordinatensystem)

Einsetzen der grundlegenden Beziehungen am Element in Gleichgewichts- und
Vertraglichkeitsbedingungen (der Index (..)c wurde hier wieder weggelassen) :
1 =
P, =kyv, * kK vi+p = ki V S A P> =P

1 1 1 1 1o

i

1 1 lo
k21V1 + kzzvz + P2 +

2 2 20
eic. thy, V) + K,V + Py =Py
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— Aufbau des Lastvektors P aus Knotenlasten P~ und Feldbelastungen pY

al v [E] [e
I | 1 ¢
[ ¥ 10 20
| — 20 30
ll{é—r \E P P35 P3g
| V ] p3O
I — Vel | Ya] [ Pag
K e VvV =P - F = P

Bild : Singulires Gleichungssystem ohne Berticksichtigung der Randbedingungen

- Einbringen der Randbedingungen durch Streichen von Zeilen und Spalten :

Vl = V4 =0
V) (V) (V) (V) o
ey frpel— VP U
— v, Uz
(Pl) [ V2 = P2 —> V = = (Dyz
P v.| | P Uxs
(P A% 7 V3 Uzs
(P.) o 4 ] | &y
K s YV = P
ko, + ki k33, Vs P,
= > =
k%, k33, + k33 |L V3 P;
Lastvektoren des Systems : P = P~ — PV
Fp) LE1:[ 7] [-s50007] [ +s0.00 LE2:[ o000 | [ 7
(Fz) _28.87 + 28.87 200.00
Mr) | o |- |00 o536 p=| 000 f_
(Fx3) 50.00
(Fz5) 0 0 0.00
(M) L 1L 4 L - [ 000 ]
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(e) Losung des algebraischen Gleichungssystems zur Ermittlung der unbekannten Weggro-
Ben Vder Knoten (im globalen Koordinatensystem)

Gesamtsteifigkeitsmatrix K :

(Ux) (Uz) (Pv2) (Uxs) (Uzs) (Pr3)
138.854] -234.832]  8.184 -630.000f 0 | 0
(Fr) +6300000 0 | 0 | | !
_—— 4 o R e Fom——
234.832] 410015 4725] 0 | -5.040] -12.600
(Fz) 0 | +5.040) -12.600] | |
————— N Sttt Sttt St Sttty At
8.184 I 4.725: 36.373 I 0 ! 12.600: 21.000
(My2) 0 1 -12.600! +42.000 'i 1 _l+
K= |77~ | 1~ [T T T
-630.000 0 | 0 I 630.000] 0 | 0
(Fxs) ! | | +3.024] 0 | +7.560
----- S S VRV SRS S S
0 | -5040] 12600} O | 5040 12.600
(Fz3) : I : 0 =+ 504.000} 0
————— Ao e e — ——
0 : —12.6OOI 21.000 { 0 : 12.600: 42.000
(My3) | | | +7.5601 0 1 +25.200
‘resultierendes’ lineares Gleichungssystem :
Ux)  (Uz) (®Pr)  (Uxs)  (Uz) (Pra) U
Fy) ™ 768.854 -234.832  8.184 -630.000  0.000  0.0007] W"'
(Fz) -234.832 415055 -7.875  0.000 -5.040 -12.600 2
(Mr) g3 8184 -7875 78373 0.000 12600 21000 D21
(Frs) 630000 0000 0000 633024 0000 7560 [|U3| = F
(Fz3) 0000 -5040 12600 0000 S09.040 12600 | |,
(Mys) 0.000 -12600 21000 7560 12600  67.200 f | g,
Vektor der unbekannten WeggroBen : V aus KV = P>V = K'IP
-UX2- 1: [~ “ LF?2: = -
LF1: 7.2190 o] 185128
Uzz 4.1572 10.9474
v =[P v | 0411153 v = | ~09160 | 443
Uxs 7.1865 18.5006
Uz 0.0350 0.1253
Dy | -0.1641_] | 0.2341_
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(f) Nachlaufberechnung zur Ermittlung der Kraft— und Weggrofien am Element

(exemplarisch hier nur fiir Lastfall 1 und Element 1)

~ WeggrdBen im lokalen Koordinatensystem des Elements 1 : v/ = Tivi,

(“1- [ux1] - - - -
w u
1 Z1 0 0
I L I L R L B L 100 = |-—==- 10-3
us Uxz 7.2190 0.0093
Wy Uz 4.1572 8.3304
4111 0.4111

~- KraftgroBen im lokalen Koordinatensystem des Elements 1 : p = kivi + p?
(Vorzeichen-Definition 2) :

B 7] ~ _505 ] T 000 | ~ 505 ]
0 -31.15 -57.74 - 88.89
1 o 3.plyl | 86:20 10 _ 55.56 1 _| 14175
v = 1077 k'v: = = =
0.0093 sos | P 000 | P 5.05
8.3304 31.15 -57.74 - 26.58
| 0.4111 | 9367 | | _55.56 | 3812

alternative Berechnung mit : p. = ki-vi- + p2 und pi = T'p};

- Berechnung der ZustandsgroBen im Feld (Vorzeichen-Definition 1) :

ﬁ 5.05
@Q38.12 281

-26.58

g = 20 kN/m

88.89 Q

Q - ~141.75
B S

505y M(x1) [kNm]

-~ Fuir Element 2 entfallen samtliche Transformationen; Weg- und Kraftgroen
sind daher im lokalen und globalen Koordinatensystem identisch

2 2 2 _ .2
Vo =Vs.pT = pg-

- Fir Element 3 konnen die SchnittgroBen in analoger Weise wie bei Element 1
ermittelt werden.

- Die Auflagerreaktionen sind in den Knoten 1 und 4 aus den Stabendschnittgro-
Ben in globalen Koordinaten zu berechnen.
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— graphische Darstellung der Zustandslinien im Lastfall 1:

-50.20 o
Q@ +12 _—10Q ~17.66 ©
" H
+20.49
+88.89 @
M [kNm] Q [kN]
Auflagerreaktionen [kN] [kNm]
0.411%o 0.164%o0
f“__» TN
l 7.22 l 7.19
A6 0.04 -20.49
@ © @ B ©
\ WP
8.33
WP +5.05 -17.66) —
WP
©) Q@ @ Q@

w [mm] N [kN]
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- graphische Darstellung der Zustandslinien im Lastfall 2 :

-63.14

@ / @ 14576 Q _ ©)

! X2
+169.92 22

186.57 +61.75
- . X1
@ 57.72 z +
— 7 +142.81 €
Q +57.72 ()
(A s s d_A
M [kNm] Q [kN]
Auflagerreaktionen [kN] [kNm]
0.916%o 0.234%o
S y
i 18.51 18.50
10.95 0.13
/> WP
0.22 21.51 _
WP WP -122.4 -63.14
@ © @ @

w [mm] N [kN]
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Programmtechnische Realisierung

Beispiel zur Erfassung der Systemgeometrie bei der Bildung der Gesamitsteifig-

keitsmatrix :

(a) Zuordnungstafel Stab—Knoten (Inzidenztafel) :

Stabi | Knotena | Knotenbd
1 1 2
2 2 3
() Numerierung der Freiheitsgrade (einschl. Randbedingungen) :

Knoten | Uy U, Dy
1 1 0 2
2 3 4 5
3 0 0 6

(c) Zuordnungstafel Weggrifien an den Stabenden — Knotenfreiheitsgrade :

(aus a und b)

Stabanfang (Knoten a) Stabende (Knoten b)
Nr. ID der ! : ! |
Weggro| D) 1 D, | ID; D, : 1D I D,
Stab i be Uxa ! Uza { Pra Uxs , Uz ! Pr
1 1 : 0 I 2 3 : 4 : 5
2 3 1 4 ! 5 o ! o ! 6

(d) Bildung von Gesamtsteifigkeitsmatrix und Lastvektoren :

Gesamtsteifigkeitsmatrix K und Lastvektoren P mit 0 besetzen

Schleife tiber alle Stabe bzw. Elemente !

Schleife uber alle Zeilen der Elemensteifigkeitsmatrix j=1,2,..,6
(Zeilen des Gleichungssystems - KraftgroBen)

Schleife tber alle Spalten der Elem.—steif.-matrix k =1,2,...,6
(Spalten des Gl.-systems - Weggroen)
Gesamtsteifigkeitsmatrix K :

Kle dDy - ij o, + K

Schleife uber alle Lastfalle /=12,.....
Lastvektoren aus Elementlasten p° ;

[ 0
F?D,-J'_ F?Dj.l +pj’J

Schleife uber alle Freiheitsgrade n=1.2,.....

Schleife Uber alle Lastfalle [=1,2,.....
gesamte Lastvektoren P = P -P°:

1_5,,_, = P_:IJ_I_)EJ

Version vom 26.03.1993
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Eigenschaften der Gesamtsteifigkeitsmatrix K :

K ist symmetrisch und positiv definit.

K weist eine Bandstruktur auf :

0 Bandbreite hangt von der
Numerierung der Knoten ab;

® ’halbe’
Bandbreite "\ | . .
3 N sie wird von dem Stab be-

AN stimmt, der den groBten Un-
0 N terschied der Knotenindices in
N\ der ID-Matrix aufweist.

- [

-+—— Bandbreite—+

Zur Einsparung von Speicherplatz ist von der Gesamtsteifigkeitsmatrix K nur die
halbe Bandbreite abzuspeichern.

i Losung des Gleichungssystems
% mit speziellen Routinen :
| . .. T
4 y — Gleichungsloser (haufig aus
; yd Programmbibliotheken)
1,7
:I// 0
1
’halbe’___f_
Bandbreite

Beispiel einer ginstigen und einer ungunstigen Numerierung der Knoten :

® ©

®

®

D ® DO

gunstig : — Bandstruktur (_) ungiinstig :

2 345 6 78 1+—>Weggrbﬁen 1 23456 178
Kraftgrofen

[

Untermatrix mit der Di-
mension der Anzahl der
Freiheitsgrade eines
Knotens

[o "I NV S O UC R O @
—

[= = B B U S N I S
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5.7 Kopplung von Freiheitsgraden (Teilelimination)

5.7.1 Kopplung auf Elementebene (Tafelanschrieb )
5.7.2 Kopplung auf Systemebene ( Tafelanschrieb )

5.7.3 Zwischenbedingungen bei Gelenken

Gelenke am Stabende :

Beispiel : unbelasteter Stab mit Gelenk in b :

[N T | 1T e ]
b a | Wa
M, | Pa
a My=0 |~7|=|"""" | == -
1 N1b ' Ub
Q;} ’ Wp |
LM})J L l . Lgab._ = 0
[ 7 T I
|
p1 ki | k2 V1
= l
|
R I [PV |.___ _———
Lp2 ] L ko1 | k2 | | v2 |

Auf Grund der Bedingung M, = p, = 0 laft sich die konjugierte Weg-
grofle vo = ¢, durch die Weggrofien v ausdricken :

Es ergibt sich fiir die unbekannte WeggroBe : vo = — k33 kp v)

Die unbekannten Kraftgroen an den Stabenden lauten damit :

p1 = (ki -k k3 Kop) v
b YT

krea’
Die grundlegende Beziehung am Element geht Uber in :

1

D1 kred

0 Vi

Version vom 29.04.1998
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Gelenk in einem Systemknoten :

Beispiel : Systemknoten mit Drehfeder:

o
®

dl ko Mi=-M =k, (G-

5.7.4 Kinematische Kopplung von Freiheitsgraden

am Element am System
< g O U,
Ua EFA - » Ub
O e h | El—> o
L @3 m
-U
Uy = up Q3 = Tz

Version vom 31.07.1996
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Darstellung des Problems am Beispiel

System und Belastung eines Hallenrahmens

50 kN
— O -0 >
4.0 m
mi /;7J,777 N
10.0 m
|74 i
L] 2
Querschnittswerte fiir Ausfihrung in Stahlbeton B35 :
Riegel: 515 »'/// 77777
18//// A = 1464 cm?
5,{: Ll LdS / L L2
7 [ = 843211 cm®
7 i
/7, E = 34000 —
/7, m
62 %
V7,
L/ = FEA = 4978 MN EA |
o4 — = 17,3
N fd 5 El
K El = 287 MNm

Stutze: A =900 cm*
& [ = 67500 cm*
E = 34000 Mj-
m

30

= EA = 3060 MN EA

4 —E—I— = 133
EI = 23 MNm?

Version vom 31.07.1996
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Berechnung des Systems mit dem Weggré8enverfahren :

+—o Ul +— Uy

0.050 MN __ppo
@ @

© ©

7 mnm

Der Riegel erhdlt in diesem Lastfall weder Biegemomente noch Querkrifte. Aus
Gleichgewichtsgrinden erhalten demnach die Stiele keine Normalkrifte, was dazu
fuhrt, daB in den Knoten 1 und 2 keine vertikale Verschiebungen auftreten.

Elementsteifigkeit der Stitzen : Elementsteifigkeit des Riegels :
I » Uy bzw. us l > U1 -«*——-’ Us
o) o— -0
Vi
EAR  EAR
1S = 3EF Koo | ! T
h3 EAR EAR
-

Gesamtsteifigkeitsmatrix, mit AR durchmultipliziert :

1 + ——-——E]S ﬂ 1 U 0 !
EAR h3 - 1 ,05 —E-AT
S
-1 1 _E_‘[__él_ U, 0
EAR B3
K : \% = P

Version vom 31.07.1996
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Determinante der Gesamtsteifigkeitsmatrix K fur

EAR = 108 MN:
3.5
3 _
v 2.5 -
o
@)
-
] —
c
<
E
E -
g 10,78125)2
a YR ) :

EIS =konst= 23 MNm? und

1 2 3 v 4 5 6 7 8
4978MN EA in 10° [MN]
Verschiebungen U; und U, fir EIS = konst = 23 MNm? und EAR = 108 MN:
0.032 ' ‘ ' ‘ T U,
U, ___
0.03 05 5390625 ]
i 10
| Ur =
. 0.028 e | 4 lomis)2 o -
& 10% -
£ 0.026 L -
o~
-
2 0024 ¢ .
= T
— / '
- 0.022 | Y ' 0s -
S 0F
gé)" 0.02 L / Vo= 10,78125 \?
Poom b LT T -
L . !
5 o018 L/ 5 -
o 1
~ 0016 | : i
1 2 3 1 4 5 6 7 8
4978MN EA in 10° [MN]
Folgerung:

1. Durch kinematische Kopplung: Rechenzeitersparnis
2. Nummerische Instabilitat fir detK—0

Version vom 31.07.1996
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Vorgehen bei der Berechnung: Einbau der kinematischen Abhangigkeiten auf Ele-
mentebene

Statisches System :

l—-P X @,
Z ‘ le

+— +—»
I M =
@

®
|-

EI = const
l I—é EA — o
o _
13

V4 |74
7 A
Elementsteifigkeiten :
Stab 1 :
@2
u) ‘ i - k\
L e, ! i l
uz
W2¢
u, = up; wegen EA4-— oo

wy = (0  wegen EA— o

75} 1 0
1 %2l _op11 1 0 ) Ui mit uy = Uy
Vges = W = R Vred = 0 0 ¢2 mit l127) = Py
@2 0 1

Version vom 31.07.1996
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Streichen der EA-Terme in der Elementsteifigkeit k':

u) uz w2 @2

EAEAIR

k! =

3E] 3EI

0 0 i 7

0 0 | 3£ | 3E

/2 !
le (DZ
0 0
klred = RIT k! R! =
3EI
O -
!
Stab 2 :
A
(sz\ uy = 0 wegen EA4 — o
w2
b
17%) 0 0 : . ~

U | mit wy = U
_ — R2-v2  — . x1 2 xl
i R i e

Version vom 31.07.1996
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Streichen der EA-Terme in der Elementsteifigkeit k2:

uz w2 %)
/Ez/ 0 0
I
12E1 6E]
0 & I?
k* =
o | S| eE
2 /
Un b,
12E1 6E]
& 2
kzred - R2T k2 R2 o
6EI | 4Bl
2 /
Feder :
u; = Uy
3}-\/\/\/\’ kF = E
u; = Uy A

Version vom 31.07.1996
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Aufstellen der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix aus den reduzierten Elementsteifig-

keiten :
Stab 1: Stab 2: Feder :
Un P, Uy ®,
12EI | 6EI Ux1
0 0 - 5
/ / EJ
klred = Kred = Kk = B
3E] 6EI 4E]
0 == ==L =L
/ 2 /
Y
13E1 6EI
I /2
Kred =
6EI | 7EI
2 !

Aufstellen des Knotenlastvektors :

P wirkt an Ort und in Richtung von Uy, . Wegen Uyxy = Uy ist somit die Plazierung von

P im Knotenlastvektor festgelegt.

UxZ = le wegen EA — o

Aufstellen und Losen des reduzierten Gleichungssystems :

13E]  6EI U, | P |
3 N
oF
2l TEI @, 0
I [ 1 L i L J
Krgd Vred lTrea’
Version vom 31.07.1996
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7P

55 EI

= Vg = -

N R

55 EI
Nachlaufrechnung :

Wegen EA — o« wurden in den Elementsteifigkeiten alle EA-Terme gestrichen. Aus die-

sem Grund ist es jetzt auch nicht moglich, mit Hilfe der Elementsteifigkeiten die Normal-

krafte zu berechnen.

Zur Berechnung der Normalkrafte miissen Gleichgewichtsbedingungen am System und

an den Knoten angestellt werden.

Stab 1 :

1 _ pl
Viges = R

N,

1
2

MYy

1 -
Vired &

o O O

2rP
55 EI

55 El

6 2P

55 EI

7 PP

7P
55 EI

6 2P

7P
55 EI
7P
55 EI

6 I°P

| 55 El

55 EI

185
55

18 —
2Pl
55

Version vom 31.07.1996
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Stab 2 :
_ oo - 0 | [,
0o o || 7rP -
, L, ssEl | | TFP
A\ ges = R Vired S 1 0 — - 55 EI = w2
_6rp
0 1| | SSEI _ 6P
- - - | TS5El | 2]
W TE o o] 0
,|=| o 12EI  6EI 7 PP _ 48 _
Q 2 3 2 ez 1 —=F
! ! 55 EI 55
, ‘ 2% 18
M| | 0SB 4EL| | 6 [P 7!
] L P | | TS5 Er B (VZ 1I)

Gleichgewicht am Knoten 2 zur Berechnung der Normalkrafte:

Bp
55
-g—
N2,
A
48 —
TP —»
55
S H = NL,=pP-Bp_T5p 5
5 55
18 —
SNV =0: N%p = - —
= 27 755

Version vom 31.07.1996
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5.7.5 Verschiedene Arten der kinematischen Kopplung

1. Fall : EA = =«

Ein dehnstarrer Stab koppelt die Langsverschiebungen an den Stabenden:

Ug ) up

Starrkorper—Verschiebung

=2 U; = U

2. Fall t El = =

Ein biegestarrer Stab koppelt die Querverschiebungen an den Stabenden mit den Kno-
tenverdrehungen an den Stabenden :

El - o
Wq "
1
¥ Y.
3 3
=> @, =@ = _(—W”—;—‘&’l Starrkorper-Verdrehung

Version vom 31.07.1996
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3. Fall : schrager Stab mit EI — o, EA — «

D,
r\ X, Uy
|
? {
Z sUZ, — . " | ?.. ______ ->x,ui b
B [1—~
! El = const A
¢ EA = const 84 W,
“ El — o
Z, W, EA —» o«
l 1zb
P,
8%
K
[ IXb v
g A
Al =1 Oy
_ ly _
Up = —~ Al cosa = —lq)b———— = "lzbq-)b
[
_ . — lxb
Wy =+ Alsina = + lq)b—l‘ = + lqu)b
" ] (1000 |
W, 0100 U
@, 0010 W
Uy = 00 0 -/, @,
W, 00 0 I, @,
®s 0001
v = R! v,lm,

Version vom 31.07.1996
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—— ) (J ” .

lzb
‘ijd B
| |
1 T
lxb
Moo = My + Ly Op - I Np
N
"1 0 00 0 0] N,
0100 0 of| M| _ |G
00 t 0 0 0f]|MNs M,
[ 000 0-Ly Iy 1 Qs Mea
RY P’ = Pl
vl = Rl.v}ed RlT.pl _ plred
plred — RlT.pl — RlT.kl.vl + RlT.i-)—l
plred — RlT.kl.Rl.vrled _*_ R].T.[j'l
—
klred
K., = RTK R
Formelzusammenstellung: i _ woiT =i
5 Prs = RO P
Vi = Rlvlmd

Version vom 31.07.1996
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4. Fall : starrer Hebelarm am Beispiel des Plattenbalkens

D A unabhingige Fretheitsgrade : [us, wi, @3]
vA
abhdngige Fretheitsgrade : (us4, wy, 4]
. —_
@
Usg = us+z'@;
W4 = W3
Py = @3
. @3
.-F___. @ ® (;;’ us
z W3
— ¢ @ (;_" u
4
P4
Wy

lineare Transformation :

Us 10z Us
Wq| = 010 * (W3
(2} 001] Lo

Version vom 31.07.1996



.:_\

iy

A = L0 o

N ;L ﬁ o ‘(; p, <) 'L- & 4[
Froeden ey Shber ohwd Coondfenlee  WETTTR ) = E/oy L oy,

I

v

P p— [ oy

——————

<

R == é/z . =1
e ST i - K
S N, = \g—‘%— /)u\._'uf f}ﬁ)-’—rﬁ)

/ w—e&’rf-éro 5 ;%W-':—;

~
cand Yot i - - -
F O . -~ - . 1II . .
¥ — e 2 |
R e L Y | o
oL P \ Frfdh -‘--,"\__ A Sl 3
L
- Ny -+ i . o Hi
2 ta & ": p ¢ v .T.,"/ Y Pl f— I' |
: & | f N
. (- . 1/
I %— i ol Liat { OLef \ |l
e & Sl £ s
: 2 s {ail | B )
,"{\.&r" g Ve T T - £
—— = i
= 3
N F

1 I T
opnpel trd esu
&, /

pad 4

3 s kW,

S 4
/é.c \"‘/;' //

YV / _ e/“)
A /e Actedfs

it

o

3 ’f\:

W o) SEae

Fryafadeole = kagén 72



Technische Universitit Minchen Lehrstuhl far Statik o.Prof. Dr.-Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4 5.7 Kopplung von Freiheitsgraden Seite 16

5.7.6 Anfederh, statische Kondensation

b

kkoppel

- o

Ersetzen eines Tragwerkteils durch eine Koppelfeder.

T
i

5.7.7 Substrukturtechnik ( Tafelanschrieb )

Version vom 31.07.1996
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6. Spezielle Tragsysteme
6.1 Ebene Fachwerke
6.1.1 Grundlegende Beziechungen und Lésungen

Grundlegende Beziehungen am differentiellen Element :

Dx
9 N(x) |—>—>—> ——» | N+dN
t/—|7——(> x,u -« —
z | E4 |
l dx 1
dN
De = o —— ; N = E,q '
Px e W' -%
Dgl. : (EA u'Y 4+ px-(EA €)' =0
(Losung der Differentialgleichung siehe Baustatik 1/2)
PWV. : Jéu’ EA u' dx - j[éu Py + 0u' EA &] dx + [bu(x) N(x)]fJ =0
) 0]

(p, k, v siehe Zusammenstellung von Ber.-unterlagen Baustatik 3/4)

Besonderheiten bei der Modellbildung bei Fachwerksystemen :

Beim idealen Fachwerk wird davon ausgegangen, daB alle Stabe gelenkig an den
Knoten angeschlossen sind. Fiir die konstruktive Ausbildung gilt allerdings :

(a) Die Gurte von Fachwerksystemen werden in der Regel durchlaufend ausgebil-
det.

(b) Die Anschliisse der Stibe an den Knoten von Fachwerken sind in der Regel
weder gelenkig noch starr. Sie sind je nach Art der Verbindungsmittel mehr
oder weniger nachgiebig. Es entstehen sogenannte 'Nebenspannungen’.

Verfahren zur Berechnung von Fachwerken :

(a) Statisch bestimmte Fachwerke : mittels Gleichgewichtsgleichungen
(— Ritter’sches Schnittverfahren; — Baustatik 1/2)

(b) WeggroBenverfahren
(— Baustatik 3/4 : Zusammenstellung von Berechnungsunterlagen)

(c) KraftgroBenverfahren (— Baustatik 2)

(d) Naherungslosung:
In den Gurten wird ndherungsweise die durchlaufende Wirkung von der Fach-
werkwirkung entkoppelt (Variante 2 in Abschnitt 6.1.2) :

- Berechnung der Normalkriéfte liber ein Gelenkfachwerk (Idealisierung)
- Berechnung der Momente in den Gurten am Modell des Durchlauftragers

Version vom 26.03.1993
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6.1.2 Beispiele zum Tragverhalten
Beispiel : Nagelbinder aus Holz :

(a) System :
bdd ey sl d el ddesdadiil

-I- g1 =g+s =156 kN/m

E = 10000 MN /m?

1,0 Gurte :
il A =0,05%0,15 m?
Qf's T = 0,5 kN/m

Diagonalen, Pfosten :
SRR NN TR A =0,05%0,10 m?

f 10m —

(b) Berechnungsmodelle :
Variante 1 : Berechnung mit durchlaufenden Gurten

Variante 2 : Berechnung der Normalkrifte am Gelenkfachwerk
Berechnung der Momente am Durchlauftrager

(c) Berechnungsergebnisse (Darstellung am halben System) :
Verschiebungen (Stabsehnenfigur ) : _—

unverformtes System
verformte Stabsehnen
wy = 4,36 mm wy = 4,43 mm
wy = 4,99 mm wy = 4,88 mm

w3 = 4,80 mm wiy = 4,75 mm
(Variante 1) (Variante 2)

durchlaufende Gurte
(Variante 1)

Ny = - 28,68 kN
N, = - 20,58 kN
N3 = - 10,50 kN
Gelenkfachwerk
(Variante 2)

Ny = - 28,42 kN
Ny = -19,46 kN
N3 = -10,50 kN

Momente : durchlaufende Gurte
(Variante 1)
M; = -0,10 kNm
My = - 0,45 kNm
M3 = + 0,14 kNm
My = -0,15 kNm
————— unversch. Durchlauftrager
(Variante 2)
My = -0,43 kNm
M; = -0,43 kNm
M3 = -0,14 kNm

My =-0,14 kNm
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6.2 Trager auf elastischer Bettung

6.2.1 Grundlegende Beziehungen und Lésungen
Grundlegende Beziehungen am differentiellen Element :

Biegung um die lokale y~Achse :
my

00 MR A AR AN M+ aM,

@ Pz
B T(Elyllllllllll)¢Q+dQ
&z,w

A I O Y
! dx |

M

Dgl.: (El,w")" + kww - p; ~ 7 + (El, ®)" = 0
(Losung der Differentialgleichung siehe Orlov, Saxenhofer [6.2 / 2] )

PvV.: J[dw” EL, w" + 0w ky, w] dx —J[dw p:-ow' my-ow'" El, %] dx
0] 0]
- [6w(x) Q(x)-ow'(x) Myx)], = 0 (p=-w,x=-w')
(p, k, v siehe Avramidis [6.2 / 1], Saal,G., Saal, H. [6.2 / 4])

Verfahren zur Berechnung von Tragern auf elastischer Bettung :

(a) Analytische Verfahren : KraftgroBenverfahren, WeggroBenverfahren, Uber-
tragungsverfahren (siehe Avramidis [6.2 / 1], Saal, Saal [6.2 / 4])

(b) Numerische Verfahren : Integration des Differentialgleichungssystems 1.0rd-
nung (siche Baustatik 3 : Ubertragungsverfahren fiir spezielle Probleme),
Methode der Finiten Elemente (siehe Duddeck, Ahrens [2.4 / 1] )

(c) Tafelwerke (siehe Wolfer [6.2 /5])

Anwendungsgebiete von Tragern auf elastischer Bettung :

(a) Berechnung von Griindungskdrpern
(Fundamentbalken, Fundamentplatten,Pfahlgriindungen)

(c) Berechnung von Gleiskorpern (Eisenbahnoberbau)
(d) Berechnung von U-Bahn-Réhren, Brunnen, Schichten

(e) Anwendung auf Probleme mit analogem Aufbau der Differentialgleichungen
(Querverteilung in Tragerrosten und Kastentragern, Schalenberechnungen)

Version vom 26.03.1993
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Losungen fiir den nach einer bzw. nach beiden Seiten unendlich langen Triger

00) M) P MO
4 x N( Gh:ﬂ ‘ EI o0
fomt R
zZ,w
| w |
1 I I
kennzeichnende GroBen :
El Biegesteifigkeit des gebetteten Tragers [ Kraft * Linge? |
/ Linge des gebetteten Tragers [Lange]
K Bettungsmodul [ Kraft/Linge? |
L = Y4El/k,, charakteristische Linge des gebetteten Tragers [Lénge]
I/[L z4 - ’langer’ Balken (Losungen siche unten) [-]
I/L =4 - ‘kurzer’ Balken [-]
= % dimensionslose Koordinate [-]
analytische Losungen fiir den ’langen’ Trager : I/L = 4 L = Y4EI/k,,
A =20Imp M

- M -
L+ q—+ *P fl'\ *P f\M
soime | | =B =

-p L* P -M 2P 2M
Dg - Dg_ye A B
W) \—ggr Pe-Der) | A %, ¢ | ThyE | T2,
-p L3 P M 2P 4M
-Ag_y B C ——A ——D
PO g YA | g B | S | e | D
p-L =P x _P M
Q@) == (Ce-Cey) | D¢ YRk PG T Bt
7] L2 PL -M = _
beidseits unendlich langer Trager einseitig unendl. langer T.
Hilfsfunktionen Ag ,Bg ,Cg ,Dg : Ag = e (cosE + sin§) B = e* sin¢
Ce = e*(cost - sin &) Dg = e* cosé

Losung fiur den unendlich langen Trager unter Gleichlast p :

w(€) = plkw ., @) =0, Q&) =0, M =0
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6.2 Trager auf elastischer Bettung

Verlauf der Hilfsfunktionen Ag ,Bg ,C¢ ,Dg :

61000 b1 61000 — 17 00000 o 7 61000 xg 76829
72000 $700°0 £000°0- 81000 1921°9
Y2000 Z£00°0 80000~ 91000 0696°S
L2000 0v00'0 Y1000~ £100°0 6118'S
8200°0 6v00°0 12000~ 80000 6Y59°S
62000 8500°0 6200°0- 0000°0 8LEY'S
82000 £900°0 6£00°0- 11006~ LOVE'S
7000 SL000 05000~ 7000~ 9€8T'S
02000 £800°0 7900°0- 000~ $920°S
21000 4 88000 2 9000~ | 2 & o000 2L 5698
0000°0 c 06000 [ ¢ 06000~ c 06000~ - AR
9100'0- L8000 Y0100~ 0z10°0- £ €555
8£00°0- 6L00°0 LI10°0- $S10°0- 786€'%
59000~ £900°0 82100~ 6100~ avey
66000 LE00'0 9€10°0- SET00- 1780°%
6€10°0- 00000 6€10°0- 6,700~ 0LZ6E
L8100~ 15000~ 9€10°0- 72600~ 669L°€
0vZ0'0- 81100~ ZZ10'0- £9€0°0- 8719¢
00£0'0- £020°0- r 86000~ 86£0°0- 85SY°€
S9£0°0- LOE0°0- 85000~ €00~ | L86T€
V00— 4 r ZEP0°0- x 00000 +— X V00~ r 9IYI'E
66v00- | 6L50°0~ 6L00°0 0zv00- | S86°C
£950'0- H 9PLO0- £810°0 08€0°0- LZ8T
L1900~ H 16600~ Y1€0°0 £0£0°0- YLOT
55900~ | €110 L0 6L100- €E1ST
0900~ [ OVET'0- 0L90°0 00000 295€T
zs9%00- 6YST°0- L680°0 SYZ0'0 1661C
68500~ SYLT 0 9110 £950°0 0TH0T
6900~ €161°0- w10 SL60'0 0588
8LZ0'0- Z £E0T0- Z SSLT0 Z LLYTO vé 6LTLT
0000'0 — 6L070- — 61070 — — 6L02°0 — 80LS'T
18€0°0 x 2020- x WY 0 x £€8L20 x LEIYT
6L80°0 LT81°0- L0LT0 985£°0 9957
ZIST'0 SSHT0- L9620 6LY¥0 9660'T
06220 79800~ ZSIE0 VPS50 STv60
YTTEo 00000 Y2ze o 8Y¥9°0 S8L0
91EY'0 0811°0 9E1E0 SHL0 £829°0
79550 87LT0 €80 96€8°0 LYo
LY69°0 68910 LSTT0 $026°0 A\ ZVIE0
80 \ YOIL'0 LEET'O 8LL60 A\ 1510
0000°T —~ 0000°T 00000 0000°T ] 00000
350099 = 3q (3ws-3s0)s3 =3) juisgd =3g  (3ws + 3500 )3 =3y 9
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Verlauf der ZustandsgréBen eines unendlich langen Tragers mit einer
Einzellast:

P

Durchbiegung w

Verdrehung ¢

Biegemoment M \ / Ce = €¥cost-sin¢)
wapesgee et 11 lmw e I —

Querkraft Q D; = ebcos ¢
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6.2.2 Beispiele zum Tragverhalten
Beispiel Kanalquerschnitt :
p+g=17,5kN/m?
Verkehrslast: 10 kN/m? KXXXEXXXTIXIZXTTINY
WQ’N ,,,,,,,,,,,, RS~ - = 65
a0 Y ’ v
¢ 20 kN/m? 9=625 N
% Y= m° |\ o]
Eg = 30000 MN/m? o v
2,80 ; ve = 25 kN/m? g ko = 0,5 I ¥ G
% g=75 ¥
430 | p YYVYYIVYVVIVYPYYVYIfY \
¥ 10 - $3333333333353 91
o |2 o |20 } b=385
(a) Modellbildung :

Bettungsmodul k,, : z.B. nach: Wolfer, Elastisch gebettete Balken und Platten

MaBe:

Lasten: Riegel

Stiele

Steifigkeiten:

Bodenplatte:

kw = 10 MN/m? fester Lehm oder Geschiebemergel
kw = 100 MN/m? dicht gelagerter Sand, Naturschotter
h = 280-2¢030/2 = 2,50 m
b=410-20252=3,85m
g = 03025 = 7,5kN/m?

= = 10,0 kN/m?

oben 0, = 10+0,15 20 = 13 kN/m?
=Ky 0, = 059 13 = 6,5 kN/m?
unten 0y = 13+25¢20 = 63 kN/m?
eo= Kg * 0, = 0,563 = 31,5 kN/m?
g = 025925 = 625kN/m?

EI; = 30000 » 0,25%/12 = 39,1 MNm?/m

EI, = 30000 « 0,30%/12 = 67,5 MNm?/m
elastisch gebetteter Balken

charakteristische Linge L = L. 4 4 £l

kw = 10: L=228m b/L = 3,85/2,28 = 1,69
ky = 100: L=128m b/L = 3,85/1,28 = 3,00
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(b) Berechnungsergebnisse :

ky =[ 10| MN/m?

_____ ky = 100MN/m?

14,6 qt? |
13,9 \ 8 32,4 ///
\‘ y) !
N P4 :

\\\\ ////

Biegemomente
M [KNm]

18,1 18,1

21.3

| 0,194 - 0,55
Sohleindrickung
w [mm]
\
36
Bettungsspannung 19,4
kw ¢ W [KN/m2] PN
Vd ~
. // \\
36,0] ——> TN —[360
V4
// \\
7/ \
|/ N
55,0 55,0



. ~8,00 , ~500 , .500 , ~800

~ 13,00

7,00

Bild 23: MeBquerschnitt im GroBraum Mannheim.

el b

e W e



Pv
Ty

NS2m
Py = Kg- Py

T

Lt 1]

| 7.5m ”Jl
(&) Complete excavation
Vollausbruch

Bild 7: Berechnungen nach dem Bettungsmodulverfahren,
statisches System.
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6.3 Ebene Rahmen
6.3.1 Grundlegende Beziehungen und Lésungen

Grundlegende Beziehungen am differentiellen Element :

Biegung um die lokale y—Achse J
1,
00 MO A AR A AR A ) M, + dM,

@ z
B T(lllllllllI)*QHjQ
5z,w Elly

1 dx —

Q=—=+m ; p‘z=—d—Q ; My =-EI, W' + %)

Dgl.: (EL w")' -p,-m, +(El, ®)" =
(Losung der Differentialgleichung siehe Baustatik 1/2)
PvV.: [dw” EL, w" dx -J[éw Dz~ 0w’ m, - ow"’ EI, %] dx

O 0
~ [6w(x) Q) - ow'(x) My®)]; = 0 (p=-w, x=-w"

(p, k, v sieche Zusammenstellung von Ber.—unterlagen Baustatik 3/4)

6.3.2 Beispiele zum Tragverhalten
Einfeldriger Rahmen : Auswirkungen verschiedener statischer Systeme :

System 1 : System 2 : System 3 :
VJ)V ’JW h
, ; 1
i ! ; ; ! - ! ;
eingespannter Rahmen Zweigelenk-Rahmen Dreigelenk-Rahmen
?—' X, U
ZW
Lastfall 1 : Lastfall 2 :
td b i de )@= 50kN/m 7. = 50 kN/m
e T TR TTT R T
[ | | |
| £l Eh EI, = 20,25 MNm® | Eh i 3m
A J_ EL = 93,75 MNm* -L _l,
5 6 m {
L h
k=22 =231
11 23

Version vom 25.03.1993
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Lastfall 1 :

eingespannter Rahmen l l l l l l l l 17, = 50 kN/m

———————— Zweigelenk-Rahmen r————El————ﬂ' "‘

. | 2
—_—+—-— D k-Rah

reigelenk-Rahmen } El, El, I Im
I
A L
- Lhkh_ 2,31 ; 6 m }
zZw

Momente in [kNm] :

225,0 Py

34,8

Biegelinien in [mm)] :
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Lastfall 2 :

eingespannter Rahmen
Zweigelenk-Rahmen
Dreigelenk-Rahmen

k—I—2£=2,31

A

Momente in [kNm] :

1296
12,5127

i El Els { 3m

o Lol

{ 6 m I 7 = 50 kN/m
?—v XU

24,9
95,4
112,5
100,6
Biegelinien in [mm] :
mmm T T e _ 24,43 4,73

e = e v

\ i

J t

AN )
% )
W N
W\ )
N\, N\
A\} W\
W\, N
N N
N N
N \
N ~
N ~
N h
N S
AN N
\«
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Einfeldriger Rahmen : Auswirkungen verschiedener Steifigkeitsverhaltnisse :

Lastfall 1 :
FEREEEREE eingespannter Rahmen
57 1 - .
| el B b .
| | Zweigelenk-Rahmen
- —:— —l— a a
|
| 1 | p =2k
MmN M A di

Hi—» M; My <+ H, Mi=M4=0,5 M=0,5 M;

M o
q,? — 1/8
0.10
0.08
] M, . eingespannter Ful
0.06 : 'gelenkiger’ Full
0.04 | M, : eingespannter FuB
: *gelenkiger’ FuBl
0.02
- —e 0
O.m T T v T T Ly k = ﬁl’l_
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 I !
zunehmende Stielsteifigkeit = --s————s== 7unehmende Riegelsteifigkeit
12 | 1072 5/384
Q! )
0.8
0.6 |
04 )
] Wp, : eingespannter Fu8
02 [~ 1/384 ———— : 'gelenkiger’ Full
0.0 - T T T T ™ SPseene k = ﬁﬁ
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il

zunehmende Stielsteifigkeit  -—=e————s= 7unehmende Riegelsteifigkeit
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zunehmende Stielsteifigkeit

Lastfall 2
_________ - ‘
r Ei, I T eingespannter Rahmen
: El, Elyl h a7 l
I
A1 -L _L
| I + g: Zweigelenk-Rahmen
A
_ Lk
I [
M  oa30 " 516 Il T she M, : eingespannter FuB
qxhz 0.25 _<::f~.~.:_ ———————————— Ik 5/24 ——— : ’gelenkiger’ FuB3
020 ~._,_4_‘.‘_“.'_'.__'.':."_7.;'.::'.._.;,'"_'_':_‘_;"__;'_::-_—-_-_ ............. M3 : eingespannter FuB
~— 3/16 s — 36— : ’gelenkiger’ FuB
0.15 | \
S — J-j- - ~*> 18 — — M, :eingespannter FuB
0.10
——--— M} : eingespannter FuB
— 1/8
0.05 | e B
00 il — bt
0.0 05 1.0 15 20 25 30 1
=—13/16
H 08 o — 3/4
T
91 06" ~ 34 1116 & Le
Hi :eingespannter FuB
0.4 o e e e : ’gelenkiger’ FuB
'r:__l/i_________(l_) _____.______.__..__—:__5_/1_6 ............. H4 :eingespannterFuB
0.2 » :
- -——- : ’gelenkiger’ Fufl
=— 3/16 (1)n — 4 & &
U, o0 _ Lk
-Ely Ue 0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 L
4
G \
0.20 } AN
] LR
0.16 AN
w B
o2y  TTTe-———__ = O — 5/48
0.08 —— Ue : eingespannter FuB
K= 1/16 -_ : 'gelenkiger’ Fufl
0.04
. — 1/48
0.00 - . S = Lh
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 1 1

~—-———gm==  zunehmende Riegelsteifigkeit
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Beispiel einfeldriger Rahmen - Untersuchung von Rahmenecken :

System :
+—3m — — 3m—+
Stabsystem und Belastung : Momentenverlauf in [kNm] :
7. = 30 kN/m

?jl I l3 199 \i()\ /

T El» T—’ XU NI —

3,5 - El El Z,W \ e 105 /

J, Al 4 \ /
99

e —

Das Stabmodell liefert bei den vorliegenden Abmessungen unzureichende Ergeb-
nisse, da in den Rahmenecken eine Scheibentragwirkung vorliegt.

Nach [3] lassen sich die Ergebnisse aus einer Berechnung ohne Beriicksichtigung
der Scheibentragwirkung in den Rahmenecken unter bestimmten Voraussetzun-
gen umrechnen.

MeEpno M

r "4“—-———“—74“7 Niherung :

[ (R~ I

(I | [ | l 2

w
4 Ly ! Mg =7 | ME
i l 1
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6.4
6.4.1

Tragerroste

Grundlegende Beziehungen und Lésungen
Grundlegende Beziehungen am differentiellen Element :

Biegung um die lokale y-Achse :
my
0O MO S A A AR DD M, + am,

@ A
B T(llllllllll)¢Q1+dQl
&Z,w EI,

| dx |

dQ.
Qz=w+’_"_y ; D= - deZ ;
Dgl.: (EL,w")' -p,-m/ +(EL =x)' =0

(Losung der Differentialgleichung siehe Baustatik 1/2)

M, = -EI, W' + %)

PVV.: J'dw” El, w'" dx —J[éw Dz— 0w’ my - ow'' EI, %] dx
O O
~ [Ow(x) Qx(x) - ow'(x) My(x)]i) =0 (p=-w, %=-w

(p, k, v siehe Zusammenstellung von Ber.—unterlagen Baustatik 3/4)

St. Venantsche Torsion (um die lokale x—-Achse) :

iy
g M) = Mr() | _ppe —por 0= 0> e | Ms+ dM,
P?;_'B(>)C,§Dx=ﬁ - Gl e
oY — |
i, = —ddAfx i M, = GIp

Dgl.: (GIp#) +m =0
(Losung der Differentialgleichung siehe Baustatik 3)

PV, : J &% Gl o dx - J 6 1 dv + [60x) M)]| = 0

O 0]
(p, k, v siehe Zusammenstellung von Ber.~unterlagen Baustatik 3/4)

Verfahren zur Berechnung von Tragerrosten :

(a) WeggroBenverfahren
(—> Zusammenstellung von Berechnungsunterlagen Baustatik 3/4)

b) KraftgroBenverfahren
g
(— Literatur zum KraftgroBenverfahren : Baustatik 3/4 Kapitel 2.4)

(c) Verwendung von Tafelwerken ( — Querverteilungszahlen [6.4 / 1] )

Version vom 25.03.1993
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6.4.2 Beispiele zum Tragverhalten:
Beispiel : Stadtische StraBenbriicke (mit 5 Langstragern) :

(a) System :

40 4,0

Schwerlastwagen nach DIN 1072 :

SLW 60 : P, = 600 kN

-+ 24+ 4+ 4+ 4+ 4+2
Berechnung fiir verschiedene Laststellungen in Feldmitte : Haupttrager 1,3

(b) Modellbildung : — Trigerrost mit 5 Langstragern (Plattenbalken)

Lt — Variante 1 : 11 Quertrager
Z Z 7 —» Variante 2 : 5 Quertrager
? ? —» Variante 3 : 3 Quertrager
Ay

3

+ 44 4+ 4+ 4+
Querschnittswerte (Berechnung mit Hilfe von Querschnittstabellen) :

5 Langstrager (HT) : I, = 0,0193*4,0*1,0° = 0,0772 m*
It = (4,0%0,33 + 0,8*0,4%/6 = 0,0265 m*

11 Quertrdger (QT): I, = (2,0*0,3%/12 = 0,0045 m*
It = (2,0*%0,3%/6 = 0,0090 m*

5 Quertrdger (QT): I, = (4,0%0,3%/12 = 0,0090 m*
It = (4,0%0,3%/6 = 0,0180 m*

3 Quertrager (QT): I, = (10,0*0,3%)/12 = 0,0255 m*
I = (10,0 *0,3%)/6 = 0,0450 m*

Endquertrager (EQT): I, = (0,5* 1,0%)/12 = 0,0417 m*
It = 0,246* 1,0 * 0,53 = 0,0308 m*

Anmerkungen : Beim Ersatzmodell des Trigerrostes fiir eine Platte ist die Drillsteifigkeit I des
Plattenquerschnitts mit der Dicke ¢ je zur Halfte auf Lings- und Quertrager zu
verteilen; es ergibt sich damit der oben verwendete Ausdruck : Iy = (b *#%)/6 .
Zur Beriicksichtigung des gerissenen Zustands II bei Stahlbeton ist die Biegestei-
figkeit I, und vor allem die Torsionssteifigkc‘itﬁ I abzumindern. R

Bei Variante 1 wird auch der Fall untersicht; daB fiir deii Biidquertrager zur Ver-
einfachung die selben Querschnittswerte wie im Feldbereich verwendet werden.
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(c) Berechnungsergebnisse Laststellung 1 : @ drillsteif O drillweich

Bei Variante 1 wird auch der Fall untersucht, da fiir den Endquertrager zur Vereinfachung die
selben Querschnittswerte wie im Feldbereich verwendet werden (EQT = QT).

Variante 1: 11 Quertriager (davon 2 Endquertriager)

Lastfall : P, = 600 kN in Feldmitte von Trager 1

Berechnungsart Auflagerkrifte [kN] Durchbiegung| Moment
HT| QT | EQT] 4 A, A A, As max w [mm] | max M [kNm]
m | B | m |2614( 454 12,7 -6,4| -12,8 25,67 2003,0
B | @ (=Q1(254,0| 56,1 12,1| -8,4| -13,8 27,22 2062,0
® | O 2573 49,8 15,0 -8,6] -13,5 26,90 2085,4
o| 0 219,21 106,21 11,7 -18,9 -18,3 33,82 2456,9

Variante 2 : 5 Quertrager (davon 2 Endquertrager)

Lastfall : P, = 600 kN in Feldmitte von Trager 1
Berechnungsart Auflagerkrafte [kN] Durchbiegung| Moment
HT | OT | BQT] 4, A, A A, As max w [mm] | max M [kNm]
B |® | 8 |2650( 43,1 9,1 -7,51 -9,7 26,58 2031,8
@ |0 | @ |262,7 46,0{ 10,0 -8,8 -99 27,33 2079,0
O o | 228,5] 98,1 5,11 =184 -13,2 34,59 2478,8
Variante 3 : 3 Quertrager (davon 2 Endquertrager)
Lastfall : P, = 600 kN 1n Feldmitte von Trager 1
Berechnungsart Auflagerkrafte [kN] Durchbiegung| Moment
HT | OoT | EQT] A A, A, A, As max w [mm] | max M [kNm]
| = 262,4 45,61 10,5 -74| -11,1 27,13 1974,2
®m | O | @ | 2624 456 10,5 -7.4|-11,1 27,13 1974,2
o 2344 87,11 8,0| -14,7| -14,7 33,67 23399

Die maximalen Durchbiegungen und Momente treten jeweils unter der Einzel-
last auf.
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Berechnungsergebnisse Laststellung 3 8 drillsteif O drillweich

Variante 1: 11 Quertrager (davon 2 Endquertrager)
Lastfall : P, = 600 kN in Feldmitte von Tidger 3
Berechnungsart Auflagerkrifte [kN] Durchbiegung| Moment
HT | QT | EQT| 4. A, As A,y As max w [mm] | max M [kNm]|
B | B -9,0]1104,7| 108,7| 104,7( -9,0 14,65 1328,9
B | ® (=QT| -5,6]|103,4| 104,4| 103,4] -5,6 15,22 1347,4
B |0 -7,6 (107,2| 100,8| 107,2| -7,6 15,18 1370.9
oo 11,5 93,8 89,4 93,8 11,5 18,18 1530,8
Variante 2 : 5 Quertrager (davon 2 Endquertrager)
Lastfall : P, = 600 kN in Feldmitte von Trager 3
Berechnungsart Auflagerkréfte [kN] Durchbiegung| Moment
HT| QT [ EQT| 4, A, A; A, As max w [mm] | max M [kNm]
B (® | m [-11,4]101,9| 118,9( 101,9| -11,4 15,37 1310,0
-10,9] 104,2| 113,5{ 104,2] -10,9 15,73 13323
] 49| 942( 101.9] 94,2 4,9 19,11 1514,8
Variante 3 : 3 Quertrager (davon 2 Endquertrager)
Lastfall : P, = 600 kN in Feldmitte von Tréager 3
Berechnungsart Auflagerkréfte [kN] Durchbiegung| Moment
HT | QT | EQT| 4, A, As Ay As max w [mm] | max M [kNm]
B B | = =591 88,9 1339 889 -59 14,95 1095,24
] -59| 88,9 133,9] 88,9 -59 14,95 1095,24
@] ] 7,9 80,1 124,0| 80,1 7,9 17,82 1238,6

Die maximalen Durchbiegungen und Momente treten jeweils unter der Einzel-

last auf.
Grenzbetrachtungen :
Lastfall : P, = 600 kN in Feldmitte von Trager 3
Auflagerkrifte [kN] Durchbiegung| Moment
Berechnungsart | A, A, A, A, As max w [mm] | max M [kNm]
QT = biegesteif | 60,0 60,0 60,0 60,0| 60,0 8,64 600,0
QT biegeweich| 0 0 |[300,0 0 0 4318 3000,0
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6.5 Kreisringtrager
6.5.1 Grundlegende Beziechungen und Losungen

Grundlegende Beziehungen am differentiellen Element :

Z,W L _ da M, + dM,
y i _Q.
M, + dM,
; 8\ y y
3 ®
_ 1,40,
z r da
- _EL (W
4 r r
Dgl.
Vi 1 _ _ 4Ll
EWT + 2EWY + EW! = -1 —p,
Glt
Glw'"" + (EI + 2GIp) "' -r*SZp, -1 (1 + %) m;
Glr-9% =
-r (-(%IT+ 1)
PvV.:

famﬁ”l L2 L dx+J o0 + 2NV Gl [ WY
r rt r r rt r
(s) (s)

-JPzGde—medﬁdx =0
) (s)
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Verfahren zur Berechnung von Kreisringtragern

(a) Analytisches Verfahren: Losung der Gleichung in G.Kiener/H.Kreuzinger: Differen-
tialgleichungen und Energieausdriicke fiir Tragsysteme, deren Tragverhalten durch
eindimesionale Berechnungsmodelle beschrieben werden kann, Mitteilungen aus
dem Institut fiir Bauingenieurwesen I, TUM, Heft 23.

(b) Ubertragungsverfahren:
(- > Baustatik 3/4 Kapitel 3.7)

(c) WeggroBenverfahren:
Waunderlich W., Beverengen G.: Geometrisch nichlineare Theorie und Berechnung
eben gekrimmter Stabe, Bauingenieur 52 (1977), Seiten 225-237.
Pilkey W., Formulas for Stress, Strain and Structural Matrices, (1994), John Wiley &
Sons, Inc.
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Baustatik 3/4

6.6 Kreisbogentriger

6.6.1 Grundlegende Beziehungen und Lésungen
Grundlegende Beziehungen am differentiellen Element :

mit
d(...) _ ,
d¢ - (' )
_ dN
ﬁ)“rﬁ--‘ig— Pt"”z‘“““f;";%'Q
’ EI 1]
" V =Wz (w' +w
=B Y N-E4 7ed | ) @M N
rt r d
Dgl.:
EWT + 20V + Wil = (p/" = p/')- 1
EAv' = EAw + %w”" + _2_r£;7_1w,, + %w-—p,'r2
PvV.:

j(dw” + 6w) % (W' + w) dx +J(év’—éw) EA (v'-w) dx - Jp, ow dx - Jp, ovdx =0
© © ) )

Version vom 31.07.1995
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Verfahren zur Berechnung von Kreisbogentrigern

(a) Analytisches Verfahren: Losung der Gleichung in G.Kiener/H.Kreuzinger: Differen-
tialgleichungen und Energieausdriicke fiir Tragsysteme, deren Tragverhalten durch
eindimesionale Berechnungsmodelle beschrieben werden kann, Mitteilungen aus
dem Institut fiir Bauingenieurwesen I, TUM, Heft 23.

(b) Ubertragungsverfahren:
(-> Baustatik 3/4 Kapitel 3.7)

(c) WeggroBenverfahren:
Wunderlich W,, Beverengen G.: Geometrisch nichlineare Theorie und Berechnung
eben gekriimmter Stidbe, Bauingenieur 52 (1977), Seiten 225-237.
Pilkey W., Formulas for Stress, Strain and Structural Matrices, (1994), John Wiley &
Sons, Inc.
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6.  Spezielle Tragwerke
6.2  Trager auf elastischer Bettung :

6.4

[1]

[2]
[3]
[4]

[5]

Avramidis, I. : Ubertragungs- und Steifigkeitsmatrizen fiir den elastisch ge-
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don 1966

Homberg, H.; Trenks, K. : Drehsteife Kreuzwerke. Springer Verlag Ber-
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Leonhardt, F.; Andrd, W, : Die vereinfachte Tragerrostberechnung . J. Hof-
mann Verlag Stuttgart 1950

Trost, H. : Lastverteilung in Plattenbalkenbriicken. Werner Verlag Diissel-
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7. Nichtlineare Berechnung von Stabtragwerken
(Theorie II. Ordnung)

7.1 Einfiihrung

7.1.1 Nichtlinearitiiten in den grundlegenden Beziehungen der Statik

AuBere Krifte SchnittgroBen Verzerrungen Verschiebungen
Spannungen
Gleichgewicht Stoffgesetz Kinematik

In Abhangigkeit von der Art der Grundgleichungen (linear bzw. nichtlinear) 1aBt sich
eine Gruppierung statischer Theorien bzw. Verfahren zur Untersuchung von Stab-
tragwerken angeben:

Gleichge- Stoffgesetz Kinematik THEORIE bzw.
wicht VERFAHREN
1 ] ] Theorie I. Ordnung
nl 1 1 Theorie II. Ordnung*
Geometrisch nichtlineare
nl 1 nl Theorie
1 nl ] Physikalisch nichtlineare
Theorie
nl nl nl Geometrisch und physikalisch

nichtlineare Theorie

* fiir Durchlauftrager, Tragerroste und (insbesondere verschiebliche) Rahmen mit
groBen Normalkriften.

Version vom 25.07.1994
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Einfiihrung

7.1
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7.1.2 Einfiihrende Beispiele (vgl. Vorlesung)

Beispiel: Ebener Rahmen (Alle Stibe sind dehnstarr, EA — o« ).

| 4 | 4 | 4
H - o O o
h
¥ (il Ty 3y
A | e l %
N=0 N=0
Theorie 1. O.
N=-V N=-V N=""V
M=H-'h
o —§p WR
Theorie L. O. A /7 N = + 2Vwg/h [ N=+vwg/h | |
/ / /
/ /
N--V [N—=-V [N--V
/ /

e
AM =Vwp+2hVwg/h =3 Vwg
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7.1.3 Grundlagen — Theorie II. Ordnung

Voraussetzungen :

Es gelten zunichst die iiblichen Voraussetzungen und Linearisierungen der Stabstatik
Theorie I. Ordnung : (Materialgesetz und Kinematik sind linear) :

— Querschnittsabmessungen klein gegentiber der Stabliange
— Material : homogen, isotrop, linear elastisch
— Belastung wirkt statisch und richtungstreu

— Forméinderungen sind klein : infinitesimal kleine, auf die Stabachse bezogene Ver-
schiebungen, Verdrehungen und Verzerrungen (Dehnungen, Verkriimmungen und
Gleitungen) : sing = tang = ¢; cosgp = 1

— Verformungen aus Querkraft (Gleitungen) werden vernachldssigt —Normalen-
hypothese, Ebenbleiben der Querschnitte : ¢ = — w';x = — w'’; (e = u')

— Linear verteilte Querschnittsspannungen werden durch dquivalente Schnittgro3en
ersetzt.

Im Gegensatz zur Theorie 1. Ordnung wird bei der Theorie II. Ordnung der Gleichge-
wichtszustand am verformten System betrachtet :

— Unterscheidung in Normal— und Querkrifte (N, Q) einerseits sowie Longitudinal —
und Transversalkrifte (L, T) andererseits.

— Damit die Differentialgleichungen fiir # und w entkoppelt sind, muf3 die Longitudi-
nalkraft L im Stababschnitt konstant sein und als bekannt angenommen wer-
den. — Die nichtlineare Gleichgewichtsaufgabe wird dadurch iterativ gelost.

— Vereinfachend gilt somit: L = N; T = Q + (W' + w')N (‘am pos. Schnittufer)

Anwendungsbereich :
— Systeme mit unverschieblichen Knoten und ’groen’ Normalkriften :
WT<L;,wQ<N,T<L; Q0 <N)

— Systeme mit verschieblichen Knoten, bei denen infolge Verschiebungen erhebliche
Zusatzmomente entstehen.

Folgerungen fiir die praktische Berechnung :

— Die Stabkennzahlen ¢ = [ % sind fiir alle Stdbe als bekannt anzunehmen. Hierzu
sind die Normalkréfte vorab nach Theorie I. Ordnung zu berechnen oder abzuschit-

zen.

— Lastfélle diirfen im allgemeinen nicht tiberlagert werden. Das Superpositionsprinzip
gilt im allgemeinen nicht mehr; es diirfen nur Lastfille mit gleichen Stabkennzahlen
tiberlagert werden.

— Lasten bzw. Lastfille sind zu maf3geblichen Lastkombinationen zusammenzufassen,
die jeweils getrennt zu berechnen sind. Bei den Lasten sind die baustoffspezifischen
Sicherheitsbeiwerte zu beriicksichtigen. Entsprechende Vorverformungen aus Im-

perfektionen sind gegebenenfalls zu berticksichtigen.
Version vom 21.10.1996
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— Beim WeggroBenverfahren nach Theorie II. Ordnung sind Weggréen die Rechen—
unbekannten. Diese geometrischen Unbekannten werden aus den Gleichgewichtsbe-
dingungen ermittelt. Einfliisse aus Normalkraftverformungen konnen héufig, wie bei
Theorie I. Ordnung, vernachldssigt werden.

— Fir Druckstébe ist die Theorie II. Ordnung ein Gebot der Sicherheit.
— Fiir Zugstébe ist die Theorie II. Ordnung eine Frage der Wirtschaftlichkeit.

— Fiir Stabkennzahlen ¢ < 0.5(1.0)geniigt es im allgemeinen nur die Schiefstellungen
(D), zu beriicksichtigen, jedoch Anteile aus Verkriimmungen beim Gleichgewicht
am verformten System zu vernachléssigen; d.h. es konnen die Werte A, B’, C’ nach
Theorie I. Ordnung verwendet werden.

— Fiir Stabkennzahlen ¢ < 1.0 ist im allgemeinen eine Berechnung mit der geometri-
schen Matrix ( 1. Reihenglied der Taylor—Reihe ) ausreichend.

— Beireiner Normalkraftbeanspruchung ohne Vorverformungen ist eine Stabilitdtsun-

tersuchung erforderlich; es liegt dann kein Spannungsproblem, sondern ein Verzwei-
gungsproblem vor.

Wesentlicher Vorteil des WeggroBBenverfahrens gegeniiber dem KraftgroBenverfahren bei
Berechnungen nach Theorie II. Ordnung :

1)  Die Berechnung ist leichter schematisierbar (Vertriglichkeit ist am Grundelement
einfacher zu erfiillen als Gleichgewicht)

2)  Die Iteration der Normalkrifte konvergiert im allgemeinen schneller als die der Ver-
schiebungen. (Normalkréfte sind einfacher abzuschétzen.)

Wesentliche Unterschiede beim WeggroBenverfahren der Theorie II. Ordnung gegeniiber
Theorie 1. Ordnung :

Zu grundlegenden Beziehungen fiir das WeggroB3enverfahren Theorie II. Ordnung
(in Vorzeichen—Definition 2) siche "Zusammenstellung von Berechnungsunterlagen
fiir Stabtragwerke’ (Formelsammlung).

Die Stabendmomente werden in Abhéngigkeit der Weggrof3en an den Stabenden und
der Stabkennzahl (Normalkraftbeanspruchung !) formuliert. Zur Abhéngigkeit der
dabeiverwendeten Hilfswerte A, B’, C’ von der Stabkennzahl ¢ siehe folgende Abbil-

dung :
5,0 S Ll AN
A U P R et e =1 ﬁ
4,0 A ------------- 4=’ i » I > £
AB.C *\\-{ .... A,B’,C’ fir N<0
30 C L .ceanpemmT T T~ (Druckstab)
B’ \\ >>< -———= ABC fir N>0
2,0 —
i iR SRR BT e (Zugstab)
1,0 \\
0.0 \\ 12
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0 D = g Iﬂ
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7.2 Grundgleichungen des ebenen Stabes (Theorie I1.Ordnung)

7.2.1 Definition von Transversal- und Longitudinalkriften

Im Gleichgewichtszustand sind die Normal- und Querkrifte N und Q gegeniiber der
Ausgangslage um den Winkel ¢ = -w' gedreht. Zusatzlich werden in der Theorie II.

Ordnung die Longitudinal- und Transversalkréfte T und L eingefiihrt, die in Rich-
tung der unverschobenen Systemlinie bzw. senkrecht dazu definiert sind.

Wegen der vorausgesetzten kleinen Verdrehungen gilt :

sinw’ = tanw’ = w'; cosw' =1

Der Zusammenhang zwischen N bzw. Q und T bzw. L ist durch eine lineare Transfor-
mation gegeben :

unverschobene

Systemlinie N = L cosw' + T sinw’
verschobene ,
Systemlinie 4, L N=L+Tw

4\3 Q =-L sinw + T cosw’

Q=-Lw+ T
T
. ) . N cosw' sinw’ 0 L
In Matrizenschreibweise : Q| =] -sinw cosw' 0 T
0 0 1 M
e o imtErSChGbEnE
Systemlinie ' T
verschobene L= Ncosw _Q Sinw
Systemlinie ' L= N-Qw
= N sinw' + Q cosw'
Q N T= Nw+ Q
) ) ) L cosw' -sinw' 0 N
In Matrizenschreibweise : T | =|sinw cosw 0 [0)
M 0 0 1||M

Wird ferner angenommen, daB gilt : Tw’ < L bzw. Ow’' < N, so lautet der Zusam-
menhang zwischen N bzw. Q und T bzw. L :

L=N

T=Q+w N
Q=T-wlLlL=T-wN=T+¢N

Werden Vorverformungen beriicksichtigt, so ist in obigen Beziehungen w' + w,' an-
stelle von w’' einzusetzen.

Version vom 12.06.1995
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7.2.2 Lokale Form (Differentialgleichung)

7.2.2.1 Gleichgewicht am differentiellen Element

i — Annahme:
Die Lasten behalten

_ bei der Verschiebung des
,j—_———/::: Pxlx) Tragers ihre Richtung bei

(richtungstreue Belastung).

" dx "
1 A
| |
| |
— - : o= —_ Ausgangslage
L — W | I ideal gerade
Wp | g
zZw I L e |
x| %o = wo | wo + dp
il |
| \\\\
! ds == |+ Ausgangslage
wo| | ul u+du : mit Vorverformungen
| |
|
|
|
, | w+dw
L |
M T :
) Verformte Lage

L+4dlL  (Grundzustand)
T+dT M+dM

SM=0—>-M+ (M+dM) - Tdx + Lidw +dwg) = 0

— +dM - Tdx + L(dw +dwg) = 0
dM dw + dmy

>+ 2 o Tax + L
dx dx dx 0
‘%4 ~(T-LWw +wg) = 0 mit
; L 7o = Lot
analog:
dL dT

2L=O—>E+p‘x 0 ZT:O—)TE-FP_‘Z:O



Technische Universitdt Miinchen Lehrstuh! fiir Statik o.Prof. Dr.-Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4 7.2 Grundgleichungen Seite 3

7.2.2.2 Kinematik

kK = @

e = u

y = w + o y = 0 : Bernoulli~Annahme liefert ¢ = -w’
kK = -w'

7.2.2.3 Stoffgesetz

M = Elk-x) = EI-w'-K) K  vorgegebene Verkrimmung
z. B. aus Temperatur
Schwinden
N = EA(e-t) = EA(u'-%© £ vorgegebene Dehnungen
Q = k;GAy Im Rahmen der Bernoulli-Hypothese
werden die Schubverzerrungen ver-
nachlassigt.
Fur T folgt aufgrund der Definition:
T = Q-Lp = Q-Np = ksGAy - (EAe)}p = -Np,
e g Nexcm )
y=0 - N©
(Bernoulli-  (N® wird im Rahmen der Theorie

hypothese) I1.Ordnung als bekannt vorausge-
setzt)
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7.2.2.4 Zusammenfassung der lokalen Grundgleichungen

a) als Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

durch direkte Zusammenfassung der Beziehungen unter
7.2.2.1 bis 7.2.2.3 und Umordnen folgt:

Langswirkung:

ST
| S —
s
[ I |
|
| S E— |
o o
o §3|
[ L
T 1
s
| I S |
+

{
PR
| I |

Querwirkung:
0 -1.,0 07
w ' 1 w 0
d ol _ |2 2.0 m| |o E
e B N RREEEE L ]+ -
M : M Lo’
| L 1 0 |
Z'(x) = A Z(x) + x)

b) als kondensierte Differentialgleichungen

Einsetzen von Kinematik und Stoffgesetz in die Gleichgewichtsbedingungen

liefert:
Langswirkung: (EAu) = -pr + EA¥ .
Querwirkung: (EIw'"))'-Lw' = p,-EIR'-L @ .

Die beiden Systeme bzw. Differentialgleichungen sind nichtlinear iiber
L - N = EAu' gekoppelt:
L@ — -EAu'w'.
Nyt
— NO

Im Rahmen der Theorie II. Ordnung wird eine Entkopplung und Lineari-
sierung dadurch erreicht, daB I — NUals bekannt angenommen wird.
Thr Wert wird i.a. durch Bestimmen der Normalkrafte aus einer linearen
Berechnung bestimmt. Reicht die Naherung nicht aus, kann in einer Itera-
tion die Rechnung mit jeweils dem Ergebnis aus dem vorherigen Schritt
solange wiederholt werden, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist.
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7.2.2.5 Losungen der Differentialgleichungen
a) Losung des Differentialgleichungssystems 1. Ordnung
Analog der Vorgehensweise aus Kap. 4.6.2 folgt direkt die
Losung in Form der Ubertragungsmatrix zu:
% !
z(x) = eA* z(0) + eA* Je‘A’ /) dt = Uk)z(0)+z
0
Ukx) =eM =1+ Lav+lanzs Lasss LAt 4
1! 2! 3! 4!

Lastanteile analog nach:

Zx) =x| I+ Lare Laze s Lase s Lase s g

2! 3! 4! 5!
b) Losung der kondensierten Differentialgleichungen

homogener Anteil der Querwirkung mit EI = const.:

EWY - N = 0
fir N0 = - P (Druck): A

wx) = Ci + szcl- + C3 cosa-)li + Cysin a%

. Y|
mit ¢ = 12-—|

. _ ‘ El
fir M = P (Zug):

W) = C1+ G + Gy cosh% + Cysinh a%

Lastanteile (= Partikularanteil der Dgl.) durch Variation der Konstanten,

vgl. Hohere Mathematik.
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7.2.3 Globale Form - Prinzip der virtuellen Verschiebungen
oW = j(Ldu’ + Tow' + Mog') dx
- J (F0u + pow - Limg'ow' + EIKO@') dx - [Tow + Moy ]Z =0 ;
Naherungen:

L=N-QOw - N = EAu (vgl. 7.2.1u. 7.2.2.3)

T =0 + Nw — Nw = EAu'w' vel. 7.2.2.3
) (vg )

nichtlinear

Theorie I.Ordnung: N9 wird als bekannt angenommen,
z.B. aus linearer Losung (vgl. 7.2.2.3)

Anteile der virtuellen inneren Arbeit, ausgedriickt in Weggro8en:
oW = J (Nou' + NOw'ow' + Mdg') dx

N = EAu’ M = Elg’ 9 = —w

W = J (O0u'EAu’ + Ow'NWw' + ow''Elw'"") dx
Dehnung Th. I1.O Biegung

Lastanteile aus vorgegebenen (bekannten) Einwirkungen:

oWt = -[(p‘xdu + pow - NY%'ow' + EIkdg' ) dx

horizontale  vertikale = Vorverformung Verkriimmung , z.B.
Streckenlast ~ Streckenlast Temperatur

a
- [Tow + Mdgp ]
b W b

Einzellasten an
den Rindern

W = O6W + 6WF = 0 Prinzip der virtuellen Verschiebungen
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Baustatik 3/4

7.2.4 Aquivalenz: Prinzip der virtuellen Verschiebungen - Differentialgleichung

Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Es wird nur die Querwirkung betrachtet.

!
oW = J(éw’Now’ + Ow"Elw'")dx Biegeanteile
0

!
- J(p‘,dw - N%y'dw' + EIzdq')dx Einwirkungen

o

- [Tow + Mbg ](I) =0 Randanteile
!
l
- f Nw''ow dx + [NOW'GW}O fﬁfﬁ‘;ﬁ?ﬁile
0 Integration
1 l l
+ [ EwWVow dx + [Ew'"'ow'] - [EIw'"'éw]
0 0 0
!
- fp‘,dw dx
0
1 l
-J Nz 'ow dx + [Nﬂwo'aw]o
0
! l l
+ J I ow dx + [EIR bw'] - [EIEon] mit 0p = - ow’
0

l
~[Tow + Mép ] = 0 ;
0
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1
J [ EWY - NS - 5, - N%,"" + EIE”] ow dx Umordnung
0

!
+ [( _Elw'" + N%' + N%y' - EIF) aw]

= —— = 0

Sy~

T

i
+ [( -EIw'" + EIF) 6¢)] mit dp = -ow’
| . 4 0
M

{
- [Tow + Mép] = 0 ;
0

Als globale Form von Gleichgewicht und stat. Randbedingungen

l
J[ EIWV - NOy' —ﬁz—NOWO" + EIE'| ow dx
0 = — —

N

Gleichgewicht (Dgl.)

— !
+[(T-Tow + (M-M)&P]0 =0 ;

e — —

R

stat. Randbedingungen
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7.3 Elementeigenschaften nach Theorie II.Ordnung

7.3.1 Ubersicht: Wege zur Ermittlung von Element-Eigenschaften
(Steifigkeits— und Ubertragungsmatrizen)

Definitionen:
e T T et T
Ubertragungsmatrix U : Steifigkeitsmatrix k
I
zb=Uza+i lp=kv+[_)0
| l |
- | -
Sa I Vb
_______________________ 4
Grundgleichungen:
Differentialgleichungen | Prinzip der virtuellen Verschiebungen
LoOsung mittels:
direkter analytischer Ansatzfunktionen
Reihenintegration Funktionen
l l \/

tber [Cy

U= et
genau: | U > | k

naherungsweise: U | =

Version vom 12.06.1995
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7.3.2 Ermittlung der Stabsteifigkeiten k mittels Anséitzen

Die Ermittlung der Stabsteifigkeiten nach Theorie II. Ordnung kann in
jedem Fall - also auch, wenn keine analytische Losung bekannt ist — durch
Einsetzen von Ansatzfunktionen in das Prinzip der virtuellen Verschiebun-
gen erfolgen. Mit geschiatzten Ansatzen ist dies ein Naherungsverfahren.
Sind in Spezialféllen die analytischen Losungen bekannt, ergeben sich die
genauen Steifigkeitsmatrizen.

Naherungsansitze fiir die Verschiebungen
(vgl. auch Kap. 5.4.2 fiir lineare Theorie)

linear
Wy
\/ q)b

kubisch (Naherung)

u(x) = Nyug+ Ny uyp w(x) = N3w;+ Ny @ + N5 wp + Ng @p
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Einsetzen in:

Ju'EAéu’de j( w'' EI dw'' + ) dx
x E x
und Auswerten der Integrale | BTEB dx ( B abgeleitete Ansdtze) liefert
die Steifigkeitsanteile (EA =const., EI=const.):
5 8 1, L6 1]
: 12 -6 -12 -6l 510 5 10
' 2 2 Ly 2p Ly dp
EA [ 1-1| : EI|-6 4* 6 2 N |~ 75 W "3
-1 1 Fl-z e 12 6|77 | & 1, s 1,
-6l 2° 6 42 5 10 5 10
Z Ly J1lp 1, 2Zp
; L 10 30 10 15
k (linear) k (linear) k (nichtlinear)
: Theorie I1.Ordnung
”geometrische
Steifigkeitsmatrix”

Langswirkung | Biegewirkung
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ZusammengefaBt:

Lokale Steifigkeitsmatrix fiir ein Balkenelement nach Theorie II. Ordnung aus
dem PvV mit kubischem Verschiebungsansatz

Ma Mb

L —’:\ p» L, u
k ¢ N = konst ¢ wrs‘p

Ta Tb

L=N

T=Q+Nw
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Analvtische Ansitze fiir die Verschiebungen

Fiir den Stab mit konstantem EI existiert die genaue Losung fiir die Theorie
I1.Ordnung nach Kap.7.2.

Die Einheitsverschiebungszustdnde fiir die Stabend-Weggrofen konnen aus
der genauen Losung in Form von analytischen Funktionen gewonnen wer-
den. Thr Verlauf ist nachstehend angegeben; (die Verlaufe infolge wp und @
sind analog):

Theorie 1.Ordnung
kubische Interpolation

Theorie 11.Ordnung

Theorie 1.Ordnung Theorie I1.Ordnung

analytische Losung

Reihe bis ¢°
Reihe bis £*

Reihe bis &2

Der Unterschied zum Verlauf aus kubischen Naherungsansitzen ist vor al-
lem bei den Einheitszustanden fiir die Stabend-Verdrehungen erkennbar.
Infolge der vorgegebenen Druckkraft wird die Kurve fiilliger. Die zusatzli-
chen Kurven e*und e®entsprechen den analytischen Losungen, wenn diese
in eine Reihe nach ¢ entwickelt werden und nach dem jeweiligen Glied ab-
gebrochen sind.

Einsetzen der genauen Losungen in das Prinzip der virtuellen Verschiebun-
gen liefert die auf der folgenden Seite dargestellten Steifigkeitsmatrizen.
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Die trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktionen sind in der Formel-
zusammenstellung auch in Reihendarstellung angegeben. Die Auswertung
dieser Reihen gestaltet sich wesentlich einfacher und numerisch stabiler als
die Auswertung der in Funktionen geschriebenen Ausdriicke. AuBerdem ist
fiir Druck und Zug nicht in trigonometrische und hyperbolische Funktionen
zu unterscheiden. Die jeweilige Reihendarstellung ergibt sich dadurch, daB
in ¢ die unbekannte Lingskraft N® mit dem zugehorigen Vorzeichen einge-
setzt wird.

Mit €2 = 12% (N mit Vorzeichen einsetzen, Druck negativ) folgt:

2 11

"= 4+ —fe——t+ .
A" =4+ 2 -mE

1 13

"= 2ot
B' = 2-5€ + e
A" +B = 6+t 4

10° " 1200

D' = ¢

Man erhilt noch eine sehr gute Nahrung, wenn man die Reihen nach dem
zweiten Glied abbricht, solange e < 1.0, zB.:

kp = [2(A' + B') + D']% = [12 + 0,2¢% + 52]% = 12%’ + 1,2#
exakt 1.+ 2. Reihenglied PvV mit kubischem

Verschiebungsansatz

Die beiden ersten Reihenglieder der exakten LOsung stimmen genau mit der
genaherten Steifigkeitsmatrix aus dem PvV iiberein. In der Praxis empfiehlt
sich eine Rechnung mit der geniherten Matrix, weil die Koeffizienten leich-
ter zu bestimmen sind. AuBerdem 148t sich die Berechnung von Verzwei-
gungslasten wesentlich vereinfachen.

Eine direkte Herleitung der Steifigkeiten aus den Losungen durch Umord-
nen ist in Kapitel 7.3.3 angegeben.
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7.3.3 Ermittlung von k und U mittels analytischer Lésung der Differentialgleichungen

Fiir den Spezialfall des Stabes mit konstanten Biegesteifigkeiten EI existiert
eine genaue Losung fiir die Theorie I1.0Ordnung, vgl. Kap. 7.2, Querwirkung.
Damit ist auch der Verlauf aller Zustandsgr68en bekannt:

[w(x)] I w 1 [ 1 % cx) s(x) re:
-1 € £
%) A I N S|
T(x) —EIw'"" + N%W' 0 ? 0 0 Cs
€ €
M) | cEmr ] |0 0 EICPw EIQRW®||c,)
Ny
_ e e - e e ——— e G . G G - — . S— ——— —— c
N;
L .
cosex sineZ Druck
mit ckx) = LY, s@) = L
cosheT sinh 87 Zug

Die in ¢ zusammengefaBten vier Freiwerte C; bis C4 konnen nun durch die
vier mechanisch anschaulichen Freiwerte der Stabenden v = [ Wa Qg Wp @p }

oder in anderer Anordnung direkt durch die vier ZustandsgroBen am Staban-
fangz, = {w @ T M, ersetzt werden.

/] Pz(¥)
A

M(O)(Tf——-bx M(1)
(15 - 3 - Vz.-Def. 1

T(0) T(1)

+ l %

7,

—-4 - -

| w(0) | w(l)

1 'Y

Le@] 20

: T(0) : T(1)

L M_(O)_l M)
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Damit erhdlt man durch Umordnen der bekannten Losung die Steifigkeits—
matrix k oder die Ubertragungsmatrix U. Dazu miissen die in N, und N; ent-
haltenen Funktionsverlaufe der Zustandsgr6Ben zunachst an den belden
Stabenden ausgewertet werden. Die diskreten Werte an den Stabenden sind

analog N, und N in N,bzw. N, und N; (Vorzeichendef. 1) bzw. N (Vorzei-
chendef. 2) zusammengefaBt

w(0)
Va o(0) u(O)
v = |=——— = -—-El)—— = - = ch
w
Vp o) - u(l)
~ 7(0)
P. - M(0) - s(U)
Sl e Bl ot el Bl i
Py M(l) s(l)
T(0) M(l)

(1)

& N

Vorzeichendefinition 1 und 2

Die Steifigkeiten sind definiert durch
p = kv,

oder ausgedriickt durch die Werte der analytischen Losung an den bei-
den Stabenden:

Npc = kNuc.

Daraus folgt:
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Die ﬂbertraggngsmatrix ist definiert durch:
, = Uz, ,

oder ausgedriickt durch die Werte der analytischen Losung an den bei-
den Stabenden:

Vs N, () N,(0)
-] =|-—==]l¢ = Ul-—=-|¢c = Uz, .
Sb N:() N;(0)
N p— N p—
N,() NA(0)

Daraus folgt:

U = Iqz([) N.;I(O)

Fiir die Ubertragungsmatrix gilt direkt die gleiche Form, wenn statt der
Gesamtldnge 1 eine beliebige Koordinate x langs des Stabes eingesetzt

wird.

Eine entsprechende Umformung ist mit den aus den Einwirkungen fol-
genden Partikularanteilen (inhomogene Anteile) durchzufiihren.

Die ausgeschriebene Form der Steifigkeitsmatrix k und der Ubertra-
gungsmatrix U sowie die entsprechenden Lastanteile fiir einige typische
Einwirkungen sind auf den folgenden Seiten sowie in der Formelzusam-
menstellung angegeben.

Der EinfluB der Theorie II.Ordnung wird durch den Parameter
[N

=l E

gekennzeichnet. Er enthilt die Schlankheit //; und die Langsdehnung
N/EA des betrachteten Stabes

|N°]
EA

!
i
mit dem Tragheitsradius i = \/; des Stabes.

Fur kleine Parameter ¢ weichen die Losungen nach Theorie II.Ordnung
nur wenig von denen nach Theorie 1.0rdnung ab, im Grenzfall gehen
z.B. die Koeffizienten von k in die der linearen Steifigkeitsmatrix uiber.

&
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Steifigkeiten und VolleinspannschnittgriBien

-~ Grundlegende Beziehung am Element i :

pi=K v+ p®

b\ N N, [ Ug
Up T, W,
M Ty
a b W, i Md . [ ¢a
1 @» p = N » V‘ -
— M b Up
N, @ Ty Wp
Ua 5: | M, | L @b
Druckstab (Theorie II. Ordnung)
- lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i : ¢ =/ % ; N <0
[2(A4' + B')- D]-—— —A’ +B’)£[2]- | 0 -[24 +B’)-D’]% ~(A' +B')%
El El El
AI — AI ’ —_— ! —_—
7 | 0 @'+ B) 5 B =
= e e e e e | ______________________________
symmetrisch | [2(4' + B')-D'] % (A" + B EF—I
El
A =
L | l

lokale Kraft- und WeggroB8en an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :

Hilfswerte A', B’, D' zur Berechnung der Steifigkeiten und Volleinspannschnitt-
groBen beim Druckstab Theorie II. Ordnung :

€ (sine-¢€ cose)

1400

4

AI = s ! —_—— 4_
2 (1-cose)~e sine A 15 82 6300
e (e-sine) 13
B = =2+
2 (1-cosg)-¢ sine ’ 2+ £2+ 12600
e (1-cose) 1 1
A + B = ; A + B =6-—¢g-
2 (1-cose)-¢ sine B =6 1062
N|
[ ] =[2| .
br=e El °
] ’ ' Ez Sine ’ ’
2(A4' +B)-D' = ; 24"+ B)-D' = 12——52——.9 -

2 (1-cose)-¢ sine

700

Zum Verlauf der Hilfswerte in Abhédngigkeit von¢ siehe nachste Seite

KraftgroBen an den Stabenden siehe z.B. Avramidis [2], Petersen [6]

bzw. Abschnitt 5.2 in der Zusammenstellung von Berechnungsunterlagen
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Z) ab (Theorie II. Ordnun

. . . N
- lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i : ¢ =/ ik N>0
I
[2(4’ + B') +D’]%’ —A +B')E?I | 0 -[24 +B')+D] % - +B’)%
EI El EI
A= A"+ B) = B =
] r 0 @57 1
e T [
EI EI
symmetrisch | 24"+ B)+ D' 5 (4 +B)
EI
A —
| | l d
Hilfswerte A', B', D' zur Berechnung der Steifigkeiten und Volleinspannschnitt-
groBen beim Zugstab Theorie II. Ordnung :
£ (sinhe-¢ coshe) 2 11
A = . = —_— e e—t .
2 (coshz-1)—¢ sinhe A=t an
£ (e-sinhe) 1 13
B = . "= —g? 4 cee
2 (coshe-T)-¢ sinhe B=2-55* 2o °
€ (1-cosh¢) 1 1
A +B = : P4 B =6 4 —g? ‘qo
T oshe-D-zsmhe * AP =0t f ot T
4 = = ﬁ
D' = ¢ FEI
- & sinhe 6 1
2(A' + B = . , D = S b o
( )t D = oshe-T)—esmne’ A HB-D = 12438
Verlauf der Hilfswerte in Abhangigkeit vone :
5,0 ead=="
- bo™ - 8 = l -W—I
A, _-----‘ o= ’,a"' EI
4,0 bgeo==mp=="""" P , .
AB,C’ — J 2o — AB,C firN<0
(o3 B e N (Druckstab)
T 3,0 ‘K\ \>< e ABCfir N>0
] s} ’ ’
2,0 B \
il i e T I (Zugstab)
1,0 \ 2
EI
0,0 N\
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

i £

- KraftgroBen an den Stabenden siehe z.B. Avramidis [2]
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Ubertragungsmatrix und Lastvektor des prismatischen Triigers

- Grundlegende Beziehung am Stababschnitt i : Z(x) = Uix) 7Z(0) + Z(x)

- ZustandsgroBen am Stababschnitt (Vorzeichen-Definition 1) :

T0) M) ) ME) T()
ﬂ@.T( . )i—»N(x) fw X,u
= ! = &L z,w
— Zustandsvektor z/(x) und Lastvektor Z'(x) am Stababschnitt i :

[ ux) T [ &) T
w(x) wx)
i _ (P(x) ; _ ?T(x)
“O = Ny 0= N
T(x) T(x)

| M(x) | | M(x) |

Druckstab (Theorie II. Ordnung)

- Ubertragungsmatrix des Stababschnittes i : e=1" % ;| N<O
(!= Linge des Ubertragungsabschnitts) :
R ! -
1 0 0 — 0
| =2 0
0 ) _Ising o0 - B (e~sing) 2 (1-cose)
£ EI & EI ¢
2 _ .
0 0 cose 0 I Q1 czos €) | sineg
Ux =) = | El € El ¢
0 0 0 | 1 0 0
0 0 0 | 0 1 0
0 0 ——?e sine | 0 IS]:E cose

- Lastvektoren siehe z.B. Avramidis [2], Petersen [6]
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Zugstab (Theorie II. Ordnun

. N
- Ubertragungsmatrix des Stababschnittes 7 : e=l [+ ;| N>0
(mit /= Linge des Ubertragungsabschnitts)
1 0 0 | é 0 0
0 ) Isinhe 0 B (g-sinhe) 1 (1-coshe)
£ EI & EI £
0 0 cosh e |0 _f_ (1-coshe) ! sinhe
U =1) = EI & El ¢
_______________ | ———e e - ——— e
0 0 0 | 1 0 0
0 0 0 | O 1 0
0 0 -—esinhe| O lsn;he coshe

- Lastvektoren siehe z.B. Avramidis [2]

Die unter 7.3.3 angegebenen Steifigkeiten k und Ubertragungsmatrizen U beruhen auf
den genauen Losungen des ebenen Stabes nach Theorie II.Ordnung ( EI =const.):

- zugrundeliegende Differentialgleichung:
EIw'"' -Nw' =p,+ m'y-EI&" - Nw,"’

X

l

X

+ C4sinhe ]

- Losungsansatz: w(x) = C; + Czilc- + Czcoshe + wpy(x)
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7.3.4 Ermittlung von k und U mittels direkter Reihenintegration

Fiir Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen 1.0rdnung kann
die Losung gemaB Kap.7.2.2.4 und Kap. 7.2.2.5 immer durch eine Reihen-
entwicklung gewonnen werden. Fiir mechanisch anschauliche Unbekannte
z, = { woTM ],, ist die Integralmatrix des Stabendes, die die Losungen
enthalt, als Ubertragungsmatrix deutbar.

Die Umformung in die entsprechende Steifigkeitsmatrix des Stababschnitts
ist aufgrund der jeweils anders angeordneten Freiwerte in einfacher Weise
moglich, vgl. Abschnitt 5.4.2.2. Das Ergebnis ist eine Reihenentwicklung
in £ und stimmt mit der unter 7.3.3 angegebenen Reihenentwicklung der
Steifigkeitskoeffizienten iiberein.
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7.4 Systemberechnung nach dem WeggriBenverfahren Th. II. O.

Die Uberlagerung der Stabsteifigkeiten zum Gesamtsystem erfolgt in gleicher Weise
wie fiir die lineare Theorie nach dem WeggréBenverfahren, vgl. Kap. 5.4.

Rechenablauf:

- System, Querschnittswerte, Langen etc. festlegen

— Theorie 1.0rdnun

Grundlastfalle auflisten,

ggf. als Haupt-, Zusatz- oder Sonderlast etc. (DIN 1052),

bzw. als standige, veranderliche oder auBergewohnliche Einwirkungen
(DIN 18800 Teil 1) einstufen

Berechnung linear (Grundzustand)

SchnittgroBen des Grundzustandes, z.B. N0

- Theorie 11.0Ordnung (Superpositionsgesetz gilt nicht)

Lastkombinationen, Sicherheitsbeiwerte, Teilsicherheitsbeiwerte nach der maB-
gebenden Norm entsprechend festlegen

y-fache Lastkombinationen mit Vorverformungen, Vorkrimmungen, Imperfek-
tionen aufbringen

Berechnung in Schritten je Kombinationslastfall

1. N® - ¢ (je Element)
2. Steifigkeiten, VolleinspannschnittgroBen (je Element)
k = Kin + Kgeole)
Steifigkeiten des Gesamtsystems bilden
Gleichungssystem 16sen
StabendschnittgroBen ermitteln
Vergleich mit Annahme aus Schritt 1
Falls erforderlich: Schritt 1-6 mit verbesserten Werten fiir N
(Iteration, z.B. bei Seilkonstruktionen)
8. Nachlaufrechnung im Feld: - max M, zugeh. Q, zugeh. N
- max N, zugeh. M, zugeh. Q, etc.

No AW

Version vom 25.07.1994
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7.5 Beispiele zum Tragverhalten

b

Einheitsverschiebungszustinde’ am beidseits eingespannten Trager :

N| I — — N 7
a m b 777
w

N =+ 1000 kN
Knicklast : Py = L7 - 4ELT
st 2

Stabkennzahl : ¢ =] «Lg-l— = 3,162

= 3948 kN

Verlauf des Biegemoments M [kNm] infolge

’Einheitsverschiebung’ w, = 1 mm ’Einheitsverdrehung’ @, = 1 %o

M,
0,4920
0,6000 M,
0,6936 2,4434
4,0000
5,1887
""" Theorie 1

—=—= Zugstab (TheorieII) N = + 1000 kN
— Druckstab (Theorie II) N = - 1000 kN

Folgerungen im Vergleich zur Theorie 1.Ordnung:

Druck volliger weicher
: Moment . Stab

Zug 7gezogener” steifer

Version vom 25.07.1994
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Beidseits eingespannter Trager unter Normalkraft und Querbelastung :

7. = 10 kN/m

llllllijm
m bm< P

+——1-6m ——+ EI = 36 MNm?

Verlauf des Biegemoments M bei Variation von P (g, =konstant) :

-1742 _ ,
Pin[kN] ¢
| 35000 5.9
-89.1 30000 5.5
62,6 i 25000 5.0
-43,1 | 16000 4,0
=322 4000 2.0
-30,0 0 00

156,4

Einspannmoment M, und Verschiebung w,, bei Variation von P (7, =konst.) :
P in [kN]

Per B 30475 <
35000 <7

Knicklast :
El ©* 4 Elx

Prry = — = 39 475 kN
Si / |
= _174,2 -30 0 034 8,16 B

Einspannmoment M, in [kNm] Verschiebung w,, in [mm]
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Einhiiftiger Rahmen : Variation der Stielnormalkraft

F+ 7. = 10 kN/m
o i et il
brb

’_._§ ' El; = 7,5 MNm?
El = 15 MNm?
h=5m 3 EA — o
a
%

Abhidngigkeit des Biegemoments M, und der Knotenverdrehung ®,
bei Variation von P (7, =konstant) :

' z 12
M}):%A o M%zE.II_th’OQ)b-i-ql—z ; ZMb=0—-bq)b
mit @ = Op ; e=1 ‘gj und A" = Z(EIS_inc;S-;_iOz;E
(I)b in [o/oo]

=== My/10 in [kNm] (+M erzeugt Zug an Innenseite)

M,/10 M/10
D, (I)b
-16 -16
-i2 -12 ]
-8 -8
-4 -4 |
0 T T T T T T T 1\\?\ T T s 0 T T T T IQ- T T T S
i 1 2 3 4 N5 el 2000 4000 6000 N1
A \
4 \ 4 | )
\ A
] ) . \
\
8 ‘| 8 | \

Mit zunehmendem ¢! wird der Stiel weicher und damit die elastische Einspannung
des Riegels durch den Stiel geringer . Ein Vorzeichenwechsel bei A’ bedingt den
Vorzeichenwechsel bei My, ; fir ¢! > 4,49 muB der Riegel den Stiel stabilisieren,

bevor das Eckmoment bei ¢! = 5,43 ins Unendliche ansteigt.
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Verschieblicher Rahmen: EinfluB der Vorverformung

P, = 1050kN =6 kN/m P,=2100kN
— R NI R IR R NN R
H=82,5kN' L
- O
T THle B ®
E g kN [3] |4m
g E=2,010— o
8m é EI_ H Iiieger = 8,7°10% m* &
[ -
® Isiiele = 4,8-10% m*
;: EA —» o
L Bl
L. 10.0 m N

System mit Vorverformungen (in ungiinstigster Richtung):

8l-

Yo =

(4
250

Wy =

1
Yo 200

Vorverformungen konnen fiir die Berechnung der Biegemomente auch durch sta-
tisch gleichwertige Ersatzlastgruppen ersetzt werden. Man beachte, daB dabei auf-
grund des Gleichgewichts sowohl die dquivalente Streckenlast als auch die Reakti-
onskrifte angesetzt werden miissen.

Vorverformung Ersatzlast

N parabolisch N E{E 8Nw,
I 7

w, f\ 4Nwo /}

l

N Schiefstellung

IS | B wy b v M

(4]
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Hieraus ergeben sich die Knotenkraftgro8en nach Theorie I1.Ordnung fiir N <0:

a a—E b  KnotenkraftgroBen
Vorverformung M M TS T3
parabolisch 4 4
Wo = W, | = N, 0 0
w A +B A +B
Schiefstellung
N 0 0 - Ny, Ny,
Vergleich der Ergebnisse:
Th. I. O. Th. II. O.
ohne Vorverf. mit Vorverf.

U, -0,07831 -0,15417 -0,17387
@2 0,00553 0,01210 0,013556
Mi 584,2 10555 1211,2
M} -363,8 ~704,8 ~780,0
T} -154,5 -233,9 ~-253,9
T} -82,5 -161,9 -181,9
T3 66,4 100,5 108,0
T2 6,4 40,5 48,00
Tg 0,0 79,4 99,4
N1 -1116,4 -1150,5 -1158,0
N2 0,0 -79,4 -99.4
N3 -2093,6 -2059,5 -2052,0
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SchnittgroBenverlauf:

-99.4

-1158,0

N «N)

-2052,0

-253,9

M (kNm)

"""" Theorie 1. Ordnung
==== Theorie II. Ordnung ohne Vorverf.

— Theorie II. Ordnung mit Vorverf.
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7.7 Verzweigungsprobleme

7.7.1 Bedingung fiir Gleichgewichtsverzweigung

Die Ermittlung von Verzweigungslasten des Gleichgewichts kann als Sonder-
fall der Berechnung nach Theorie I1.Ordnung angesehen werden. Das zum
Spannungsproblem Theorie II.Ordnung zugehorige Verzweigungsproblem er-
gibt sich aus der homogenen Losung der Systemgleichungen (Gleichgewicht):

KV =0

Eine Losung dieser Gleichungen ist nur fiir bestimmte Werte - die Eigenwer-
te — moglich, die sich aus der Bedingung

det K = 0

ergeben und mechanisch z. B. als Knickbedingung eines Stabes zu deuten sind,
woraus die Knicklast als niedrigster Eigenwert folgt. Die zugehorigen Eigen-
formen sind die Knickfiguren. Neben dem niedrigsten Eigenwert konnen auch
die hoheren von Interesse sein, z.B., wenn symmetrische und antimetrische
Knickfiguren zu unterscheiden sind.

7.7.2 Ermittlung der Verzweigungslasten

a) aus analytischer Losung

Werden die nach Kapitel 7.3 aus der analytischen Losung gewonnenen Ele-
mentsteifigkeiten verwendet, so fiihrt die Bedingung det K = 0 auf eine
transzendente Gleichung, die im allgemeinen unendlich viele Losungen hat.
Die Bestimmung der Eigenwerte ist relativ aufwendig und ist nur bei einfa-
chen Aufgabenstellungen noch gut tiberschaubar.

Version vom 25.07.1994
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Beispiel:
y@ El b < P Kinem. R.B.:
S é Wwag = @ =0
le-
t | ]
[T, [ [2(A—'—+--B"—)—DL}—-—(A’—+¢-B~3| L +—-[2(A—’—+--Bi’-}—DL]——€A4+-B’~)-F [ 07
| I [
Md|  pr| —e By —— AR A By =B | 0
=73 [ | | ) ;
T, U |-Ret—p-pt 4 my e ByDy — B |
| | |
LM, | - +B) 1 B A +5)1 Aar | el
detK = 0 = g 'EZI' 4 - A = . el(sme—ecoss.) _
(1-cose)-¢ sine
=0 - € sine - e2cose =0
tane = ¢
tane g
N
& = 7.725 5‘ A
-/ o~ =
I
ll E ! ! [ 5 = 0,699 ]
| | | 61 = 4493 § —~—~—~—__ _— A
| | ! | WP T
| | | |
{ | ! | £ El _ a2 El
| ! ! 2 (0,699
I l | ! b nd
! | [ | £ Sk
| 0 i /4 ; 27 ; > 0
! | | | =205 El
! | | | ’ 2
| | |
l | [ |
I | | [
l r | |
| | | |
' | | |
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Beispiel:
a El b < P Kinem. R.B.:
s D we = 0
| o
r l | wp, = 0

| |

" T, '-f?:(-AL-l-t-B’-)-D-]' ——A B9 -1-—-[2(A—’--+{-B’-)--D—]’ —4-+By [ 07
| |

M, El -(A'}-&-B')I Al A 413')1 B'P Pa
_——] = —3 | | H
T, | U |-Rety-p e+ By — BBy~ | |

| [

i Mb i i _(Ar =+ Br) ! B'P (AI _{_: BI) ! AP 1 Lo

EPR , ., . 1
detK = 0 = gy @ U2-BY | —
e —
= 0
. A’Z—'B’2 _ ¢ = — ¢? sine -
A SinE— € COSE

~  g2ging =0

sine =0

sin € A

Vo

p _ & El _ n*EI
krit = 2 - 2
S~

& = 27 A
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b) aus Néherungslosung

Statt der geschlossenen oder numerischen Losung der transzendenten Glei-
chung detK = 0 ist es meist einfacher, die Reihenentwicklung der Steifigkeits-
matrix zu verwenden. Aus den linearen Anteilen kj;, und "geometrischen” An-
teilen Theorie II. Ordnung kge, der Elementmatrizen ergibt sich durch Uberla-
gerung mit dem WeggroBenverfahren die Systemsteifigkeit

KV = (Klin + lngo)V =0

Die Anteile des Grundzustands (z. B. & = /2 NY/EI ) kann man fiir eine
bestimmte Lastkombination ausklammern (Lastfaktor \). Die obige Darstel-
lung entsteht, wenn man durch geeignete Wahl der Elementlange (¢2 < 1)
die Reihe nach dem zweiten Glied abbrechen kann. Dies entspricht der unter
7.3 beschriebenen Néaherung mit kubischen Ansatzen.

Beispiel:
2 EIl b P
3 A
l I
N ! “
EI f o422
det K = 0 =(prA — A _4_1_5 =0
w
= 0 — g2 =30 - g = 5,477
a El b P
AN A—
| |
! ! |
g B _ EP | . .,
etK = 0 = ¢ Pa (A'“~-B")
=v=ﬂ
= 0
— A?-B? = (4-—2—:;2)2 - (2+ie32)2 =0
15 30

1 4 6,
- —t——t+ 12 =
60° " 5° 0

— g2 =12 — g = 3,464
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Ergebnisse bei unterschiedlicher Elementeinteilung:

P P P P
A #  J Y
2 _ 1Py
£ E121
- =i iy -<|
a b c d
Anzahl der
a b ¢ d Elemente
- 30 2,486 12 1
40 20,686 2,480 9,945 2
39,775 20,323 2,467 9,874 4
39,478 20,191 2,467 9,870 exakt

c) Inverse Iteration fiir Systeme

Die kritische Belastung Ay, kann man als niedrigsten Eigenwert recht einfach
durch sog. Inverse Vektor - Iteration bestimmen

Kin Vi = =411 Kgeo Visg

die immer gegen den betragsmaBig kleinsten Eigenwert Anin konvergiert.
Die Iteration kann mit einem beliebigen Startvektor Vj und Ay beginnen. Au-
Berdem ist es zweckmaBig, den Vektor bei jedem Schritt auf eine konstante
Linge, z. B. |V; | = 1 zu normieren:

V; := Vi/a mit g = /VIT A7
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Beispiel:

@

®
£

;@\“’3 P

3

Startwerte: Vo = [

&WIZIA

W, 1,0
o, = [1,0
1,0

D,

Berechnung mit 2 Elementen

Iterations-
schritt

- 0,2243
0,2971
- 0,9281]

T~ 0,2206]
0,3025
-0,9272]

- 0,2196]
0,3040

- 0,9270,
- 0,2194]
0,3043

- 0,9269)]

11,1372

20,9943

20,7096

20,6877

20,6860

20,6859

Die Genauigkeit der Losung hingt von der Linge der Elemente ab (2 < 1),
wobei fiir die Berechnung der Verzweigungslasten meist ein wesentlich hoherer
Wert fir N einzusetzen ist als bei einer Spannungsberechnung nach Theorie

I1.Ordnung. Die Naherung liefert i. a. einen Wert, der hoher als die genaue kri-
tische Last liegt.
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7.8 Allgemeines Stabilitatskriterium

allgemein:
1. Festlegen eines ungestorten Zustandes (Grundzustand)

2. Storung —gestorter Zustand (Nachbarzustand)

3. Festlegen eines Merkmals ( das Zustand kennzeichnen soll)

4. Stabilititsverhalten = Verhalten des Merkmals bei Storung
(Festsetzung eines MaBes, das nicht liberschritten werden soll)

5. Ungestorter Zustand stabil: Merkmal darf festgelegtes MaB
nicht iiberschreiten
sonst instabil

speziell in der Statik:

kleine Storung des Gleichgewichis (des Grundzustandes)
—Nachbarzustand

Merkmal: Verschiebungen

stabil: Verschiebungen diirfen festgelegtes MaB nicht
uberschreiten (bautechnisch mogliches MaB)

Grenzzustand = kritische Last

Version vom 25.07.1994
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Beispiel zum allgemeinen Stabilitatsverhalten:

-P-1=>\"1050kN _ F2=>\"2100kN
3=\"6 kN/m
Fisce2 sy LTI

f:: ® =] B
= 5]
Gl o
e

=
- |

/LA

lineare
Theorie

2.250

Gleichgewichtsverzweigung

1.800

nichtlineare

1.350

cupvew it faktnr

)
1]
]
]
1]
1]
]
i
. Theorie H :
\
1 1
4 ]
§ ]
. 8
. l‘ 1
(]
1 \ ]
4 ] y
§ \
o
= ]
T —— ey LJEDRR A A IR A S L A SR S S Y
-0.98 -0.77 -0.55 -0.35 -0.14 0.07 0.28 0.49 .

Verschiebung



Technische Universitat Miinchen Lehrstuhl fiir Statik o.Prof. Dr.-Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4 7.8 Stabilititskriterium  Seite 3

Verlauf der Determinate des Spannungsproblems bei Laststeigerung:

8 det = 0 -
8. -
@ 4
g_ -
3 4
5t -
358. o
M '
a8 .
8 4
R 4
0 niedrigster .
. : Eigenwert A
~4.256+40  -3.00E+40  -1.75E+40  -5.00E+33  7.50E438  2.006+40 =|
Determinante

Als Grundzustand kann naherungsweise entweder die Verteilung nach Theorie
1.Ordnung (linearer Grundzustand) oder genauer nach Theorie II.Ordnung
(nichtlinearer Grundzustand) dienen:

~79.39%)\

N TH 1. O.

-2059.,47%\

~1150.54*X
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kleinster Eigenwert = 2,03

Das System wird instabil, wenn die Normalkraft um den Faktor 2,03 gesteigert wird,
daraus folgt:

Ni = -2,03-1150,5 = -2335,5 kN
N2 =-2,03:79,4 = -161,2 kN
N}, = -2,03-2059,5 = -4181,8 kN .

Wird die Normalkraftverteilung der Theorie I. Ordnung zugrunde gelegt, wird das System
instabil, wenn die Normalkraft um den Faktor 2,02 gesteigert wird, daraus folgt:

Ni = -2,02-1116,4 = -2255,1 kN
N% =-2,02:0,0 = 0,0 kN
N} = -2,02-2093,6 = -4229,1 kN .

Fiur die Abschédtzung des Stabilitatsversagens ist also die Normalkraftverteilung nach
Theorie I. Ordnung ausreichend.

Verlauf der Determinate bei Verwendung der analytischen Steifigkeitsbeziehung:

1

T ¥ ¥ V ¥ ) ¥ ¥ ¥ ¥ ] ¥ V ¥ ¥ ¥ ¥ v 8 ¥

)
~J

det =0 i

i
Wy

Lastfaktor

62 B3 104 125 146 167 188 208 230 251

v : M

41
w

20
| -

—8.40E+80  -6.40E+80  —4.40E+490  -2.40E+80  —4.00E+89 1. 60E+80
Determinante
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Eigenformen des Eigenwertproblems

p--— - -

J—

)

&

_ mit € = 0.60508
1. Eigenform bei A = 2.03

2. Eigenform bei A = 26.97
Eulerfall 2, n = 1 -> \ = 26.98

3. Eigenform bei A = 35.00 4. Eigenform bei A = 79.72

5. Eigenform bei A = 107.87

6. Eigenform bei A = 151.47

Eulerfall2,n = 2 -> A = 107.83

7. Eigenform bei A = 241.75

8. Eigenform bei A = 242.91

Eulerfall 2, n = 3 -> A = 242.61
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7.9 Geometrisch nichtlineare Theorie (Beispiele)

Elastika als Beispiel fiir Gleichgewichtsverzweigung:
L P AP

| I
A

Verzweigungspunkt

Ain % vonl

11

I
9
wy in % von |
a T T T T T T T
-40 -30 =20 -10 0 10 20 30 40
Flacher Bogen als Beispiel fiir Durchschlagproblem:
f_a1 d
—~ l 12
! 1
3 wo
I
L N
N l ™
AP I : Durchschlagspunkte

wy in % von f
T | | >
0 40 80 120
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Bogen als Beispiel fiir Verhalten im tberkritischem Bereich:

P .
1.Eigenform
wo
I
R
' r -
Priméarpfad

Sekundarpfad

III IIII
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8.  Theorie und Berechnung diinner Platten - Einfithrung
8.1  Definitionen und Tragverhalten
8.2  Grundgleichungen
8.2.1 Spannungen und Schnittkrafte
annungsverteilung tiber die Plattendicke ¢ :

T

— e — - - + - —_ t

1

allgemein Scheibenzustand  Plattenzustand

Positive Spannungen weisen am positiven Schnittufer in positive Koordinatenrichtung.

Plattenelement :

Mittelflache

Biegemomente :

-1/2 -t/2
=1 n =1

o =12 t—;z o =12 i

+1/2 +1/2
Drillmomente:  m,, = J Ty 2 dz my, = J Ty 2 dz
-1/2 ~-1/2
m
Ty = 12 —thyz T = 12 r;l’*—3z

wegenty = Ty, giltimy = my,

+t/2 +1/2
Querkrifte : g = J T, dz gy = J Ty, dz
-t/2 ~t/2
3 1242 3 P-4
i R S
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8.2.2 Einwirkende KraftgréBen am differentiellen Element

8.2.3 Gleichgewichtsbedingungen am differentiellen Element
Plattenelement :

Gleichgewicht in z-Richtung :

—qxdy + (gx + dgy)dy - gydx + (qy + de)dx + pdxdy = 0

. dqx 0qx oqy
t = —dx => — 4+ —= 4+ = (
mit dg, ax o Y P:
. . . omy, = dmy
Gleichgewicht um die x~Achse : — + —=-~q, =0
ay ax
. . . omy, | Omy
Gleichgewicht um die y~Achse : v + T—qx =0

Einsetzen der beiden letzten in die erste Gleichgewichtsbedingung :

Fmy Fmy P my | *m + o -
5~ + + D=
ox dy ox ox dy oy?
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8.2.4 Verschiebungs- Verzerrungs- Beziehungen
Unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungen gilt

8.2.5

8.2.6

allgemein: mit Normalenhypothese:
do d%w
Balken : » = — K= ——
* T de?
3 %
£l_a&;xx——§5=q)x,, = - = W
oy w
"y=g=‘i’y,y %y ‘V“‘W.yy
1,8 dpy. 1 %
—(gf EX) =s@yt oy K= “ay W
Stoffgesetz - Elastizitdit  (unter Vernachlassigung der Schubverzerrungen)
M AT
Balken : ®» = — + ar—
Sy SR .
' [ ]
Platte - x, = —é—tzj-(mx—v myy + aTATT= my = B| (e + v x)-(1+ v)aTATT
|
| - o
|
12 AT AT
%y, = E—t3(my-v myy + aTT= my = B| (%, +v %)~ (1 + v)aT—t—
|
6 | ) )
Ky = o3 My | My = B(1-v)xy
|
. EP ' E
mit e = e
12(1-) G 2(1 + v)

Differentialgleichung : Einsetzen in Gleichgewichtsbedingungen
- > Zusammenhang zwischen SchnittgroBen und Verschiebungen

ow 0w
- ‘B(ae *W)

B 8w 8w
Gy = - ays axz

%my B %w o%w ’m, 3% o'w
Y 7t ) - =Bl t v~
ox ay*ax % oyt
6°myy 'w 3%y d'w
= - B(1 —= = _B
axay 1-9) 5252 yax ~ BV g
0w 8w w  p
A = + 2 = £2
aw it a? o ot B

Dabei stellt der Laplace~Operator A eine Abkiirzung der folgenden Differential-

2
_ 9°.... +

82....

operation dar : A ..

a2 32
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8.2.7 Randbedingungen - Kirchhoff’sche Ersatzscherkréfte

Kraftg6Ben am Rand 7= const. WeggroBen am Rand  n= const.

Lings des Plattenrandes n =const. liegen drei Paare konjugierter RandgréBen vor:
w korrespondiert mit g,

@s korrespondiert mit my

@, korrespondiert mit m,
Wegen der Normalenhypothese (Vernachlassigung der Schubverzerrungen) sind
@s und w voneinander abhingig. Daher wird nach Kirchhoff die Wirkung von

Querkréften und Drillmomenten am Plattenrand zusammengefal3t. Aus der Be-

dingung &aquivalenter virtueller Arbeiten werden Ersatzscherkrifte eingefiihrt
-> Kirchhoff’sche Ersatzscherkrdfte.

Virtuelle Arbeit W der RandschnittgroBen am Rand s :
oW = f(d(ps Mps + 0@, my + 0w g,) ds

S
ow

Wegen der Vernachlissigung der Schubverformungen gilt : ¢; = s

oW = I(a(-%’f) M + Oy My + oW qy) ds

S
Mit Hilfe der partiellen Integration des ersten Ausdrucks :

_ow - O oo )
J((S( as)mmds J(Sw " ds - [6w mpl?

K

S
ergibt sich fiir die virtuelle Arbeit der RandschnittgroBen :

oW = J(éw 9—';—"’ + Ogp my + Ow gp)ds ~ [ow myfp =

K

= Jl:dw(q,, + Q%z;"i) + d¢, m,,] ds - [dw m,,s]if
Ay
Es werden eingefiihrt :

oMy
os

Gn = qn + als Kirchhoff’sche Ersatzscherkrifte und

[ als zusitzliche Eckkrifte je angrenzende Seite.
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Die Anderung der Drillmomente liefert einen Beitrag zu den Ersatz-
scherkriften g, bzw. g; .

Anschauliche Deutung der Kirchhoff'schen Ersatzkrifte :
Die Drillmomente am Rand n =const. lassen sich gedanklich durch Kraftepaare
im Abstand ds ersetzen

+ dmy,
Die Veranderlichkeit der Drillmomente m,; am Rand n =const. erzeugt in obiger
Darstellung Einzelkrdfte vom Wert dm,; im Abstand ds. Diese Einzelkrifte
konnen iiber den Rand n =const. und die jeweilige Lange ds verschmiert werden.
Sie bewirken gegeniiber den Querkréften g, verdnderte Randscherkrifte g, .
Analoges gilt fiir die Querkréfte g, und die Randscherkrifte g; am Rand
s =const., fiir den die Anderungen dmg, maBgeblich sind.

An den Ecken ergeben sich hieraus resultierende Eckkrdfte C

mgydn
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An der Ecke entstehen Einzelkrdafte C = m,, + my, = 2my, . Die positiv definier-

ten Eckkridfte C wirken an der Ecke der beiden positiven Schnittufer nach oben.
Ebenso wirken sie an der Ecke der beiden negativen Schnittufer nach oben; das
heiflt in diesen Ecken wird die Platte durch die positiven Eckkréfte gestiitzt. Tref-
fen an einer Ecke ein positives und ein negatives Schnittufer zusammen, so wirkt
das positiv definierte C' nach unten.

Darstellung unterschiedlicher geometrischer und statischer Randbedingungen :

gelenkig gelagerter Rand :
Eos e & oot ”ﬁz

;
77

w=20 m, =0

Drillmomente kénnen aufgenommen werden !
Auflagerkraft = Kirchhoff’sche Ersatzscherkraft

mp,=20 q,',=0

Die Summe aus der Querkraft g, und der

Anderung des Drillmoments a’:"“ muB ver--
s
schwinden !
] an
Die Drillmomente am Rand sind gleich 0,
da W _ 0
ason

Auflager- und Querkréfte sind identisch.
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8.2.8 Momententransformation - Hauptmomente

dy

ds dx = dssina
@/ dy = dscosa

Gleichgewicht in z-Richtung :

gnds = gxdy + gydx => ¢gp = gxcosa + gysina
Gleichgewicht um die s—-Achse :

muds = mycosa dy + mysina dx + my,sina dy + mycosa dx

muds = mycos?a ds + mysinfa ds + my,sina cosa ds + mycosa sina ds
mit my, = my, aus T, = Ty, ergibtsich:

m, = mycos’a + mysinfa + 2mysina cosa

2

m, = m.cos’a + mysin®a + my,sin2a

Aus dem Gleichgewicht um die n-Achse ergibt sich :

Mps = —mycosa sina + mysina cosa + mycos’a - mysin’a

sin2a
My = (my-mx)-—z-—— + mycos2a

Die Bedingung m,, = 0 liefert die Hauptmomentenrichtungen unter dem Win-
kel a, bzw. a, + 90° gegen die y-Achse :

2
tan(2a,) = e

mx_my

Obige Transformationsbeziehungen fiir m, liefern unter Verwendung von
a = a, bzw. a, + 90° die Hauptmomente m; und my;.

Sie ergeben sich zu :

1 1
mpy = E(m, +m)) % —2—‘/(m,(—my)2 + 4mfy
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8.2.9 Koordinatentransformation : kartesische Koordinaten -> Polarkoordinaten

T =X

X =T CoS¢ r=\/x2+y2

é_ ______ y =r sing tang = Yy ¢ = arctan?
x x

Mit £=L=—=COS¢
ax  2yx24y* T
1 = .._.2y— =X = Sin¢
o  2Vx2+y* T
o 1 -y -y _-rsing -sing
& 1+ @x)? x2 x2+y? r r
9 _ 1 1 _~x _rcos¢ cos¢
dy 1+ @x)P? x x*+y° r r
ergibt sich 8. cos ¢ 9... _sm¢ 9.
ax or r o¢
a—=sin¢ ey cos¢ d
oy ar r ¢
éﬁ: cos¢a_w._ Sln¢ a_w
ax or r o¢
W g 2, o5
dy ar r o
Durch weitere Differentiationen folgt fiir den Operator A in Polarkoordinaten
2 2 2 2
A P B P 18 T4

= + +
ox? ' ot 2 et roor
Fur den Fall der Rotationssymmetrie entfallen alle Ableitungen nach¢: 9

Die Differentialgleichung der Platte lautet in Polarkoordinaten fir den Fall der

* 3 1d
Rotationssymmetrie : | AAw = dw  2dWw _1dw + 25 p)

P T 22 T RAd B

Sie kann fiir diesen Fall auch wie folgt formuliert werden :

_1dfdi1g awll _pp L. _1d d.
AAw = rw{rw[rw(rw)]}_ B mit A... rdr(r dr).
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Die zugehorigen SchnittgroBen ergeben sich zu :

m, = —B|:d2w + vl dw + (1 + v)aTATT:|

dr? r dr
1 dw daw AT
m¢__B|i7?d-r_+vF+(l+v)aT—t—:|
dm, 1 1 dw 1 dw 1dw
r= +—-—m;-— - ——= t— -3
1 dr rm rm¢ B(dr's r dr r2dr)

Aus Griinden der Rotationssymmetrie gilt : myy = mg, = 0 und g9 = 0.

Die allgemeine Lésung fir die Biegefliche w einer rotationssymmetrisch belaste-
) ) ) ) r
ten Kreisplatte mit dem Radius a lautet mit g = —
a

w=Ci+C20°+C30%Ing+ Cqlng +w,

Dabei stellen die Losungsanteile mit den Konstanten C; bis C4 die homogene
Losung der Differentialgleichung dar. Sie sind aus den geometrischen und sta-
tischen Randbedingungen zu ermitteln.

Der Loésungsanteil wy, ist die partikuldre Losung der Differentialgleichung. Er wird

durch die Feldbelastung der Kreisplatte bestimmt und kann hier unmittelbar durch

Integration der Differentialgleichung gewonnen werden.
r r r r

1 (dr dr
Wp —EJTJTdTJTJPT dr.

0 0 0 0

Bei der Differentiation der allgemeinen Losung w = w(g) ist zu beachten :
d... d... do _1 d..
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8.3  Spezielle Losungen fiir Kreis- und Kreisringplatten

Die gelenkig gelagerte Kreisplatte unter Gleichlast

37 ¥ ¥ ¥ 37 ¥ 3»r __EP

& B 12(1-4%)

a } Q=L mt 0 <p=<1
a

Mit der allgemeinen Losung der DGL fiir die Biegeflache ergibt sich :

4
w(e) = %94 + C1 + C0**C30%Inp + Cslnp

dw(p) pa 3 1 1
= + = 2C0 + C30(1 + 2Inp) + C4—
e 6 5° p 20 + C30( 0) 45

dzw(g) 3pa2 2 1 1
= + = 2C, + C3(3 + 21 -Cs—
a2 16 B ° prl 3( n) 42

3
dwlo) _3pa, + 5 2c3l+2c4—13
a 0 0

dr 8 B
Da lim Inp = - o« und die Verschiebungen und SchnittgroBen in Plattenmitte
o0

endlich bleiben miissen, sind fiir den Fall o —» 0 die Konstanten C; bis C4

entsprechend zu bestimmen. Dabei kommt die Regel von LHospital zur Anwen-
dung :

In Q -
21 _ = —_—
11rn (0“Inp) 11 / rr(x) 203 1
ng

lim (olnp) = llm = lim =
00 1/ o0 - 1/0?

Die Randbedingungen lauten demnach :
firo =0: (1) w(p = 0) = endlich oder =>C4=0
(2) mdo = 0) = endlich oder g{0) =0 =>C3=0

aw(0) _

firo=1: 3) wee=1)=0
3+v pat
4 =1= = = -
@) mle=1=0 72 =T 3B
4
in (3) eingesetzt =>C1=5+v pa

14+ v 64B
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3 7 T ¥ ¥ 3 3»r po_E°
2 12(1 -7

a o Q=L mit 0<p=<1l
a

Die Losung fiir die Verschiebungen lautet demnach :

a* 3+ 54w
weo) =L% (94———292 + )

" 64 B 1+v 1+
dw(p) =pa3 3 3+
& 16B\° T++°

.o .odwl)  pa
fire=1: == = -3BA+)
Losung fir die SchnittgréBen

mAe) = —(3 +v)(1-0%)

my(0) = [(3 +¥) - (1 + 3v)¢?]

;.,,,E_‘i EE,&L
4qr 29 >

2
furo = 0 (Plattenmitte) : m, = my = p—lg—(3 + v)

v v ¥ v Vv v ¥ ¥7P

) <
2L +/v>-/

’ k /I—/ E—éq'z—(l"v)
2(3+v)-|
|
|
|
[
I
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Die gelenkig gelagerte Kreisplatte unter Randmomentenbelastung

(& R) L E7

m m r .
a t o=— mit O<sp<x<l
a

i

Da die Plattenflache selbst unbelastet ist, gilt : w, = 0

Die Randbedingungen lauten :

firo =0: (1) w(p = 0) = endlich oder@d—(;g-)-=0 =>C4=0

(@) mfo = 0) = endlich oder g{0) =0 =>C3=0
firo=1: 3 wp=1=0 =>C=-C

4 1) = C a

4) mle=1)=m == BTy
Die Losung fiir die Verschiebungen lautet demnach :

2
=2  1-o®
W) =2pa ey -e
dw(p) -a

dr B(L+v)°

Die Losung fiir die SchnittgréBen :
mA{Q) = M = const.
mg(Q) = 7 = const.

=20

(&

m

3 “SI PU/‘

3

T

® © ®
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8.4

8.6

Spezielle Losungen fiir Rechteckplatten

L5 it Reil " .
Die duBeren Lasten werden ebenso wie die Biegeflache als Fourierreihen ange-
setzt. Es ergeben sich Beanspruchungen und Verschiebungen in Fourierreihen-
darstellung. Dabei kann die Entwicklung der Last in nur einer Koordinatenrich-
tung (einfache Reihenldsungen) oder in beiden Koordinatenrichtungen (Doppel-
reihenldsung) erfolgen (-> siehe Vertieferausbildung).

Ndher. 1 ri OSU r_Differ, :

Die Losung der Differentialgleichung kann beispielsweise durch das Differenzen-
verfahren (Differentiale werden durch Differenzen ersetzt) oder sonstige nume-
rische Berechnungsverfahren erfolgen (-> siehe Vertieferausbildung). Ergebnisse
derartiger Berechungen sind beispielsweise in den im Literaturverzeichnis ange-

gebenen Tabellenwerken zu finden (sieche auch die folgenden Seiten dieses
Abschnittes).

Néherungsverfahren

Allgemein :

- Finite-Element-Methode
Methode der Rand-Elemente
Differenzenverfahren
Mehrstellenverfahren
Streifenmethode

Fiir zusa tzte P,

— Momentenausgleichsverfahren
- Einspanngradverfahren
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Auszige aus Tafelwerken :
Czerny, F. : Tafein fiir Rechteckplatten. z.B. Betonkalender 1987 Teil 1

Voraussetzung : drillsteife Platten. Querdehnzahl v = 0

Vierseitig gelagerte Platten ~ gleichmiBig vollbelastet 315
22  Tafeln fiir gleichmiBig vollbelastete vierseitig gelagerte Rechteckplatten
2.2.1 Einspannungsfreie Lagerung der vier Rinder '
L0, 1,00 | 1,05 | 1,00 {1,356 1 1,20 | 1,25 | 1,30 | 1,35 | 1,40 | 1,45 | 1,50
"y - 27,2 |25 |22,4 |20,7 |101 [17,8 168 (158 (150 (148 1187
Wymae™  Up.ps.| 272|275 (279 (284 |200 200 |300 |818 (328 (388 (347
it
Moy, = % 216 (206 [197 190 [184 [179 |125 |[1701 [168 (165 [168
R, = 108 (108 | 985 |95 [92 ]|s8985 |87 | 855 |84 | 82 | 815
o = % 206 (287 (278 | 271 | 264 | 258 | 252 | 247 | 243 | 2,80 | 2,38
bm = 1 .| 219 | 218 | 210 (207 | 204 | 202 | 200 [ 108 [ 207 | 1,06 | 1,85
Iyp - = % 206 | 292 [ 280 | 28 | 28¢ | 282 | 280 | 278 | 276 | 275 | 275
b = 210 | 214 | 200 | 205 [ 202 | 190 |1.96 | 1,0¢ | 2,02 | 1,00 | 1,8
p ‘ 4 )
fm - E,;.: 0,0487| 0,0536] 0,0584| 0,0831| 0,0678| 0,0728] 0,0767| 0,0809] 0,0850, 0,0890| 0,0827
L:l, 1,50 {155 | 1,60 | 165 | 1,70 | 1,75 | 1,80 ( 1,85 | 1,00 | 1,06 | 2,00
Mep = 13,7 132 j1ig,7 128 |1, |us 1,3 (1m0 ji08 (106 [104
Tomes™ bp.pe |847 (854 |381 (367 |873 s70 ss5 (380 |s04 [308 (403
Mgy, = 168 161 (150 (157 |15 155 156 (158 [158 (152 [151
R, = 815 | 805 | 795 | 78 |78 K975 |77 | 765 | 785 | 7.6 | 785
Gy = 280 |23 |23 [227 |22 |22 {221 |210 |218 | 216 | 216
L, = L 105 | 1,04 [1908 |12 |1902 {102 |192 | 192 |102 | 1,82 | 1,02
G == 276 | 274 |278 |278 |27 |272 |272 |2m | e | 270 | 270
by = 1,80 |188 |[187 |186 [185 |18¢ |183 |182 | 182 |1,82 | 1,82
-l
la = FTa" | 0.0927] 0,0083] 0,0897| 0,1020| 0,1060] 0,1008| 0,118 0,1145| 0,11260] 0,1205] 0,1215
e M -
¥ 2 : | H T TE .
Mo % 2 AR e
7l > 1 o il 1V
= - & -7 \ -
h i "P-Wf% ’ _.IE 15 E ! :’/ h\
Xk vl 4 ol i / \
] f = e i He 2le
" Tors T3 . 1o 785
+ +
.—u—;-/! - .‘? ll pll T ﬁ:'?
2y .1 H 1A AN ’
" 7 Ten® 1 7‘,_-%35 \ ’:'| Mz
2l \ /| !
oy 7 | - . \ A /
+ | ! - + §§ R \ / + /
+ x s ! « .7 T
B, — RebfNLA N By
{genouer Verlouf) Mm: " .
20 - b 189
(rereinfochier ¥erlouf) kil

Querkrafie (q) ung Aullogerkrafie (§)

Verlauf der SchnittgrdBen fiir das Seitenverhiltnis [ Ig=15



Technische Universitat Mtinchen Lehrstuhl fur Statik o.Prof. Dr.-Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4 8.4 Spezielle Losungen fir Rechteckplatten Seite 3

GleichmiBig voll belastete vierseitig gelagerte Rechteckplatten (ly:1; = 1,5):
gelenkige Lagerung der vier Rander :

L - "‘ ¢, =- 2
' 2 ot L ﬁ ol
1) Ry = P_l:- R"U e -~ &‘Zé
/V] ~ /V\ 5% [~ ~3
= 1) -7
- pid|* - - ) M / /’I \\
14 o ? vl |4 [ ," \
" 7 . i 2bf! i e W2
pe + T TR [~ Pl
2k T 2l pif s
. ) . K - p bt - N i
n T | . Mo 7 | e A 7;,;%:5'\\ ,l'| l"'-x#
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i."-’ézl - : LL!' \\\ H I /
. - N . e . 5 " ’ 7t /
L%bmmlr * 2 ~ ﬂ"g'ﬂl’[ 2 = \ﬁ:';g;
(penauer Ferlouf) — ' ey o Pk
Momenty q’;w S 18
(rereintochier Wrieel)

Querkrofte (q) und Auflogerkral?e (§)
starre Einspannung der vier Rinder :

v
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3 . 5
Al s 3 \
| AN T LA
) 7798 LA\ ot
s 7 notbF |
H M7 'h-??.ll"' / -
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starre Einspannung von zwei benachbarten Rindern und gelenkige Lagerung der
ybeiden anderen Rander :

8
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\" frez ™ e
\ o d
\ 2 - |
z 2k ot
’ A
gy e = Y
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starre Einspannung von zwei gegenuberhegenden Randern und gelenluge Lage-
rung der beiden anderen Rinder : .
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iglat, K., Wippel .. Platten. 3.Aufl m hn Berlin 1

Voraussetzung : drillsteife Platten. Querdehnzahl v = 0

Platte Nr. IT1/1/e K K-L
o s K = ¢ Ly M= » -
Linienlast g am Rand y =L, = ko N
Ly y Y
—_— W | Maem | Mpm Mem | W03 | Myem [ Mym | wiamy | myo3 lniaMyoy| — ko
L. L, Ly
025 | <396 | =150 312 | 936 755 | —5.03 | —6,06 | —11 8| — —. | =139 - - 260
030 | ~327( —~130] 188 | 53,2 55,0 | —4.95 | —6,43 | —122 | — = —i43 - - 180
040 | —247 | —116 | 108 | 285 412 | ~572 | =816 | ~143| -— - —16,5 - - 130
050 | —222 | —11.8| 845 | 224 | 394 | =776 | =18 | =167 | =— - —19,6 - - 110
060 | —204 [ =130 702 214 427. | =142 | =186 | —190| — - ~230 | —221 ] 0.5 100
050 | —202 | ~153 | 735 | 225 | 474 | —187 | —303 | —21,0] —200 | 063 | —264 | —22,2 | 0,69 95
0,80 =204 | —19,2 | 7.21 26,1 614 | —329 | —50,5 | —23.6 | —19,7| 068 | —306 | —224 | 0,73 95
090 | —2.16 [ <250 | 7,19 31,2 788 | —64.1 | — 114 | —268 | —19.5 | 0,73 | =355 | —22.6 | 0,7 90
100 | —2,09 | =335 | 7,08 | 386 102 | —130 | —250 | —30,7| —19,7( 076 | —41.6 | —229 | 0,79 90
110 | —221 | —463 | 719 | 483 135 | —270 | — 770 | =360 | ~200| 078 | —49,5 | —233 | o082 95
1,20 | —~2,24 | —66,3 | 720 | 63,0 185 - - —42,6 | ~203 | o080 | —59,5| ~23.6 | 085 95
130 | —227| —980 | 721 83.4 265 - - —510 | —20,6 | o082 | —725| ~240 | 087 95
140 | —2,31 | —155 | 7.23 111 385 - - —621 | —208 | 084 | —87,8 | —244 | 0,88 95
150 | —2,34 | — 250 | 1,25 150 595 - - =765 | —209 | 085 | —110| —250 | 090 95
LL 0;1,0 | 0;1,0 | o5 05 |03;07) 05 [03;07( o5 05 0,3; 0,7 0.3; 0,7 0.5
z 4 .
L 10 | o5 | 10 05 | 05 o ° 05 | verinderlich 05 | verinderlich 10
Y ‘
LA LI LAV 44
by §
| B3
}" iy — /{
max Mn = M:-
Platte Ne.
v, II/1/d x X e L
Rapdmoment mz am Rand ¥y = L, - M=-— by o
Ly y =
Te Mper Myem | max Moo t L P mia Mg L—‘ 50,3 BRyom My Mya Myo,3 ke
025 | —o61 | —59a | 300 0,14 5.40 16,9 R rea 168 | —1,52 | —2,05 | =132 | —149 | &4
030 | —057| —829| o090 | 0.9 4,00 123 | =700 | 0,05 log | —208 | =338 | —152 | —1,73| 37
0.95
040 | —054 | —4,76 | 232 0.29 L4 106 | —8.20 | 0,08 236 | ~605 | —19.2 | =201 | =236 | 33
, 0.92 )
050 | —0,55 154 | 12.2 039 3,07 141 ] =116 03 | -e671 29,2 140 | -260 | =320 | 33
0,87
060 | —0,56 791 | 1.82 0.47 318 294 | —185 | 050 | — 12 8.03 8,74 | =336 | —435 | 34
0.85
070 | —o.51 6.17 | 6,03 0,54 .29 o | —295 | 021 [ --284 6.90 885 | —4,39 | —595 | 35
0.79
080 | —0,60 5,59 | S0 0.59 340 | —-36,1 | —278 [ 027 | —24,7 155 10,3 | —6,07 | —855 | 36
0,7 :
090 | —o,62 556 | 472 | 0.63 34| —213 -253 9,00 129 | =862 | —127| 36
1,00 | —0.04 5.94 | 452 0,66 348 | —185 ~26,3 12,7 186 | =131 | <202 | 37
10 | —o,67 6,67 | 4,42 0.69 349 | —115 —21,0 18,5 274 | =217 | =39 | 37
L2 | —o0,69 755 | 437 0,72 350 | =179 e -303 278 | 408 | —100 | =715 | 38
130 | —o,72 8.66 | 433 0.74 352 | —187| . S - 41,7 667 | —100 | —285 | 139
140 | —0,74 102 ] 431 076 | 353 | —20.4 ’ —39,2 €6.7 110 o 250 | 39
1,50 | —o,77 124 | 43t 0,77 356 | —234 —459 115 190 130 125 | 0
% 0,10 | 0;1,0 0:1,0 05 0.5 verinderlich  [0,3;07] o5 |03;07 05 [03;07| 05
LL, 1,0 0.5 verinderlich | 1,0 05 05 05 o 0 05 o5 | 10
by
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3.5

e ——————

EinfluB3flachen

Analog den EinfluBlinien fiir Stabtragwerke gibt es fiir ebene 2D-Tragwerke Ein-
fluBfldachen, die SchnittgréBen, Verschiebungen oder Verdrehungen an einem
konkreten Tragwerkspunkt (EinfluBpunkt) infolge verdnderlicher Laststellungen
angeben. Die Ermittlung von EinfluBflichen beruht auf den selben Grundlagen
wie die von Einflullinien. Die Auswertung hat bei Flachenlasten zweidimensional
zu erfolgen; sie wird im allgemeinen numerisch durchgefuhrt Die EmfluBfelder
werden in der Regel in Hohenschichtlinien dargestellt.” -~ 7 -

Voraussetzung : Querdehnzahl v = 0
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Tafel 28. m,-Einflufifeld far die

Feldmitte esner Rechteckplatte it

vier frei aufliegenden Randermn
(a/b = 1.0, 8 n-fach)
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8.  Theorie und Berechnung diinner Platten - Einfiihrung
Literatur zur Theorie :

[1]
2]

[3]

[4]
[5]
[6]
[7]
[8]

Girkmann, K.: Flachentragwerke. Springer Verlag Wien 1963 (6.Auflage)

Gould, Phillip L.: Analysis of Shells and Plates. Springer Verlag New York
1988

Marcus, H.: Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Ber-
echnung biegsamer Platten unter besonderer Beriicksichtigung der trager-
losen Pilzdecken. Springer Verlag Berlin 1932 (2. verb. Auflage)

Markus, G.: Kreis- und Kreisringplatten unter antimetrischer Belastung.
W. Ernst Verlag Diisseldorf 1973

Markus, G.: Theorie und Berechnung rotationssymmetrischer Bauwerke.
Werner Verlag Diisseldorf 1978 (3.Auflage)

Rabich, R.: Statik der Platten, Scheiben, Schalen. in: Ingenieurtaschenbuch
Bauwesen Band I Pfalz-Verlag Basel 1964

Szilard, R.: Theory and Analysis of Plates. Classical and numerical Methods.
Prentice~Hall, Inc. Englewood Cilffs, New Jersey 1974

Zweiling, K.: Biharmonische Polynome. Verlag Technik Berlin 1952

Tabellenwerke :

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Bares, R.: Berechnungstafeln fiir Platten und Scheiben. Bauverlag Wiesba-
den 1979 (3. Auflage)
-> durchlaufende Platten, kreisformige Platten, elastisch gebettete Plat-

ten, orthotrope Platten, Eigenfrequenzen, Stabilitdt, Rechteckscheiben

Bruckner, H.: Elastische Platten. Vieweg Braunschweig 1977
- > Plattenstreifen, Rechteckplatten, punktgestiitzte Platten, Halbkreis-
platten mit Linien-, Einzel-, Teilflichenlasten

Czerny, E.: Tafeln fiir vierseitig und dreiseitig gelagerte Rechteckplatten.
Betonkalender 1978, 1984, 1987, 1990 1.Teil
- > drillsteife Platten mit Gleichlast und linear veranderlicher Last

Pieper, K.; Martens, P: Durchlaufende vierseitig gestiitzte Platten im Hoch-
bau. Beton- und Stahlbetonbau 6(1966) S.158-162.

Zuschrift und Erwiderung mit Erganzung: Beton- und Stahlbeton-
bau 6(1967) S.150-151

-> Schnelle, uberschlagige Berechnung mit Tabellen fiir Hochbauplatten

Pucher, A.: EinfluPfelder elastischer Platten. Springer Verlag Wien 1964
(3.Auflage)
-> EinfluBflachen fiir Rechteck- und Kreisplatten

Riisch, H.: Berechnungstafeln fiir rechtwinklige Fahrbahnplatten von
StraBenbriicken. Heft 106 DAfStb, Ernst u. Sohn Berlin 1981 (7. Auflage)
-> spezielle Lasten der DIN 1072 (Radlasten)

Riisch, H. : Berechnungstafeln fiir schiefwinklige Fahrbahnplatten von
StraBenbriicken. Heft 166 DAfStb, Ernst u. Sohn Berlin 1967
- > spezielle Lasten der DIN 1072 (Radlasten)
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[16]

[17]

[18]

[19]

Schleicher, C., Miiller, K.: Schiefe Einfeldplatten. Transpress VEB Verlag fiir
Verkehrswesen Berlin 1962
-> Zustandsflachen fiir Gleichlast: Maximalwerte, Héhenlinien, Trajek-

torien; EinfluBflachen

Schleicher, C., Wegener, B.: Durchlaufende schiefe Platten. VEB Verlag fiir
Bauwesen Berlin 1968
-> Zustands- und EinfluBflachen fiir Zwei- und Dreifeldplatten (Gleich-

lasten, Linienlasten)

Stiglat, K., Wippel, H.: Massive Platten. Betonkalender 1973, 1986,
1989 1. Teil

-> Momente und Lagerkréfte fir Rechteckplatten (u.a. drillweich) mit
Gleich- und Einzellasten; Platten mit unterbrochener Stiitzung, mit
Lochern, elastisch gebettete Platten, Bemessung von Bewehrungsnetzen,
Vorspannung, Durchstanzen von Flachdecken, deckengleiche Unterziige

Stiglat, K., Wippel, H.: Platten. Ernst u. Sohn Berlin 1983 (3.Auflage)

-> Momente und Lagerkrafte fiir Rechteckplatten, Plattenstreifen, punkt-
gestiitzte Platten, drillweiche Platten fiir Flachen-, Linien- und Einzel-
lasten, Randmomente

Literatur zur Theorie der Scheiben :

Worch, G.: Uber Zusammenhinge zwischen der technischen Balkenbiegungslehre

und der Scheibentheorie. Bautechnik Archiv (1949) 5

Worch, G.: Elastische Scheiben. Betonkalender 1963 I1.Teil S.355

Tabellenwerke zu Scheibentragwerken :

Pfeiffer, G.: Berechnung und Bemessung von wandartigen Trigern. Werner Verlag

Diisseldorf 1968

Schleeh, W.: Bauteile mit zweiachsigem Spannungszustand (Scheiben). Beton-

kalender 1978, 1983 I1.Teil
- > Krafteinleitungsprobleme, wandartige Tréger, Kreisscheiben
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Auszug aus: Stiglat, K., Wippel, H .: Platten. 3.Auflage Ernst & Sohn Berlin 1983
Voraussetzung : Querdehnzahl v = 0

8.4 Spezielle Losungen fiir Rechteckplatten
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Statik 4 Wunderlich/Rapolder

Vorlesungsplan

SS 1999
Woche| Datum| 1y; 930 \(’)'grlesung Ubun%/Seminar
D19°"-11"" Raum N 1179 | Dj 1590-16°Y Raum N1190
1 4.Mai| 5.7.7 Substrukturtechnik )
6. Spezielle Tragwerke Ul: WGV - Tragerrost
6.1  Fachwerke
2 11.Mai 6.2 El.?lStISChe Bettung U2: WGV - Stiitzensenkung und kinem.
-6.4 Tragerrost Koopl
(EBRAH, Dias, Kragarmmodell) ppiung
) | 6.5/6.6 Kreisring-/Kreisbogentr. (Dias
3 18.Ma . e 5 s ( ) S1: WGV - Rahmen, kinematische
7.Nichtlin. Berechn. v. Stabtragwerken Kobolun
7.1/7.2 Einfihrung/Grundgleichungen pplung

25.Ma

5 1 Juni| 72  Grundgleichungen (Fortsetzung) .
7.3  Elementeigenschaften n. Th. 1 O., U3: WGV - Theorie I11.Ordnung
7.4  Systemberechnung n. dem WGV (exakte Steifigkeitsmatrix)
8.Juni | 723 PvV (Fortsetzung) 1 :
6 e LY U4: WGV - Theorie II1.Ordnung
7.2.4 Aquivalenz: PvV - DGL ) oaigy :
7.5  Bspe. zum Traghalten (EBRAH) (genaherte Steifigkeitsmatrix)
15.Juni 7.6 Theorie II. Ordnung in den z TR R N
7 baustoffbezogenen Normen | Vertiefereinfiihrung (Dias) |
anhand von Beispielen US: WGV - Koppelfeder
22 Juni -
8 7.7  Verzweigungsprobleme . :
7.8  Allgemeines Stabilitatskriterium 82: WGV - Theorie II. Ordnung
7.9  Geometrisch nichtlin. Theorie
9 29.Junj U6: WGV - Theorie II. Ordnun S3: CAL88-Rechnerseminar —
g
(Eigenwert— und Spannungsproblem) (Beispiel Rahmen)
10 6.Juli | 8  Theorie und Ber. diinner Platten ‘
8.1 Definition und Tragverhalten S4: WGV - Theorie II. Ordnung -
8.2 Grundgleichungen (Dias, Modell)
11 13.Juli| 82 Grundgleichungen (Fortsetzung) | {j7. platten Tragverhalten
-8.2.7 Ersatzscherkrifte, (Czerny -, Stiglat/Wippel — Tafeln)
Randbedingungen (Modell)
12 20.Juli 828  Momententransformation U8: Berechnung durchlaufender Platten
8.3-8.5  Spezielle Losungen (Stiglat/Wippel, Pieper/Martens,
8.6 EinfluBfldchen Belastungsumordnung)
13 27.Juli S4: Berechnung durchlaufender Platten
(Stiglat/Wippel, Pieper/Martens)

Stand: April. 99
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Baustatik 3/4

Berechnung eines Tragwerks nach dem WEGGROSSENVERFAHREN (WGV)

System und Belastung:

_ -~ 0375 q=6,0kN/m
P=80“Nl ky= 1600kNm
[\| kg = 1000kN/m
Ts  EI=32000kNm? ” L
AT  EA=160000kN |
§ ar= 10* 1/K
6,0
] h=04m
5 T, = 20K
AT = 30K
_ Aw = 0,02 m
m

Lastfall 1: Gleichlastq = 6,0 kN/m auf dem Obergurt, P =80 kN auf dem Krzgarm, P = 15 kN auf
dem Diagonalstab.

Lastfall 2: gleichmaBige Temperatur Ty = 20 K im Obergurt.

Lastfall 3: Temperaturdifferenz AT = 30 K im Obergurt.

Lastfall 4: Stiitzensenkung Aw = 0,02 m am Auflager A.

Bemerkung: Die Berechnung dieses Beispiels wird zur Darstellung des Weggro8enverfahrens voll-
standig mit allen Zahlen durchgefiihrt. Diese Art der Berechnung ist nicht fiir die Hand-
rechnung geeignet und sollte mit einem Matrizenprogramm (z.B. CAL88) durchgefiihrt

werden.
Maogliche Vereinfachungen beziiglich der Handrechnung werden in einem weiteren Bei-

spiel gezeigt.



Technische Universitat Miinchen Lehrstuhl for Statik o.Prof. Dr.-Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4 Ubung WGV 1. Beispiel Seite 2
Berechnung:

1. Schritt: Untersuchen, ob Symmetrie oder Antimetrie vorliegt, dann neues System wihlen.

(in diesem Fall keine Symmetrie vorhanden).
Statisch bestimmte Teilsysteme durch ihre Wirkung ersetzen.

2. Schritt: Numerierung der Knoten und der Stabe
Wahl eines globalen (X, Y, Z) und fiir jedes Element ein lokales (x, y, z) Koordinaten—

systems
P=80kN q=6,0kN/m
B knt = 1600kNm
M '=30kNm' ' [\| k= 1000kN/m
mey Il
z P=15kN Zq}

<]

Antragen der globalen Knotenkrifte und Knotenverformungen

@3, M3 (8)
®y, M2 (5) Y/f’ Us, H3 (6)
W3, Vo (7)
Vi imo o

@ ®4, M4 (11)
77

(f’ Uy, Ha (9)

Wi V4(10)
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3. Schritt: Berechnen der lokalen Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren fir jedes
Element.

4, Schritt: Transformationsmatrix vom globalen ins lokale Koordinatensystem aufstelien.

5. Schritt: Transformation der Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren vom lokalen
ins globale Koordinatenssystem.

Steifigkeitsmatrix Element 1 (Fachwerkelement)

- Normalkrifte im WeggroB8enverfahren : ( pi = ki v + p0)

i [EA  EAY i i
Nol _ |71 U] 4| [ Me
N _EA EA | u N?
/ !
u
ﬁ Kl= [ 218700/6.5 -219700/5.5]
-218700/6.5 218700/6.6

lokal
X @ r Uy (3) @) () Stciﬁgzch:nmﬁx
kl= [ 33800 -ssaoo] (N1)
Z

Wa(4) ~ L -sseo0 33800 (N3)

ux w; = -—u'sina
Uy = u-‘cosa

U =uy cosa-wzsing
l= 65m -Wwz X -

u
EA=219700kN Uy
@ Uy() v = |¥=
ﬂ G Uxy
Y wi) Wat
™ =[cosa -sina | 0 0 ] wl _
0 0 coso -sino [Ub] -
¢ — Az cosa=%x- Ax = x,-x,
t = JA? + A2
. Az
—sma=7 Az = z,-2,
Ax
(Ax/t) (Az/t)
11— . . - . . .
T = [2 g{g ° Bé?ob z.s?e?s —et/)al.)s]

Transformationsmatrix

T!= [o.ssqsz -0.92308 0.00000 o.ooooo]
0.00000 0.00000 ©0.38482 -0.52308

k'&; = TTK'T' (Transformation auf plobale Koordinaten)

Tl= [o.auea -0.92308 0.00000 o.ooooo]
0.00000 O0.00000 0,.384682 ~D.B2308

kl= [ 338800 —ssaoo] [ 13000 -31200 -15000 uzoo] — kT =l
~33B00 33800 -13000 31200 13000  -31200 =
(uxy) (wz1) (1) (wz3)
0.3B462 0.00000 5000 -12000 -B000 120007 Fxv)
TIT = | -0.93308 0.00000 -12000 28800 12000 -28800 | (F%) _kl
0.00000 0.88482 -5000 12000 000  -12000 (r'
0.00000 ~0.82508 12000 ~28800  -12000 28800 | (p1
22
UM Wi(2) Ua(3) Wa(4) globale

Steifigkeitsmatrix
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Steifigkeitsmatrix Element 2 (Balkenelement)

r’ X q=6,0kN/m
y4

A | B / h 4 AR

®5) D3(8)
TORE [ox AT @K Ux(6)
Wy(4) Z W(7)
1= 8,0m = 0 -== 0 0o ]
I 4
EI=32000kNm? o 1Bl _(EL o _pE (E
EA=160000kN g g , EIP E’;
— —4 -6 — = = =
ar= 10*1/K . 0 -6 4= 0 65 25
h =0,4m -% 0 0 % 0 0
T, =20K _pEl (EI El _EI
A'ST 0K 0 V] 7 6 Z 0 12 7 6 7
= El _EI EI EI
T R
180000/8 0.0 0.0 -180000/8 0.0 0.0
0.0 12%32000/8/8/8 -6%32000/8/8 0.0  -12%32000/8/B/B -8%32000/8/8
K2~=| 0.0 -6+32000/8/8 4%32000/8 0.0 6+82000/8/8 2*32000/8
G~ | -180000/8 0.0 0.0 160000/8 0.0 0.0
0.0 -12%32000/8/8/8 6332000/E/8 0.0 12%32000/8/8/8  £¥82000/8/8
0.0 -6432000/8/8 2#32000/8 0.0 8¢82000/8/8 +%32000/8
(u2) (w2) (%2) (u3) (w3) (@9)
(@x2) (wz2) (o2 (ux3)  (wz3) (on3)
20000 0 o -20000 ) o] (ND (F3
0 760 -3000 0 -750 -8000 (Qg) (Fz)
K2 = 0 —3000 18000 o 8000 8000 | (M2 (Mz%q) lokale = globale
G~ | -20000 0 0 20000 0 0 (sz)) (FLy  Steifigkeitsmatrix
0 -750 3000 o 780 8000 | oh (fYy
0 -8000 BOOO 0 3000 1BOOC B2
) (M3)

U(3) Wa(4) @3(5) Usx6) Wi(7) o3(8)

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 2 entfallt, da lokales
und globales Koordinatensystem identisch sind.

Gleichlast 0 — 6.0 ™ o.07] (NZ (PR
20 -q*1/2 -6%8/2 _aa0 | @ (F%g

PG LF1= | arl*n2 = 6%828/12 _ 32.0 (ﬁ) (MP)

0 0.0 - 0.0 0

—q*1/2 -678/2 ~24.0 EQ%“; Eﬁ&‘;

-q*12/12 -8*B¥8/12 -82.0 | (4 (MZ,%,)

- - = Y3

Temperatur T EA vareT, [ 180000%10e-4#20 [ 320.0 7] (N®) (F2)
o 0.0 0.0 (Qz") (F‘g)

20 — ] = 0.0 — 0.0 (M220) M
P7GLR EA OrpeT -180000%10a-4s20[" = |-s20.0 | (vhy (pl3

o ? 0.0 0.0 | ok o

o 0.0 0.0 A0 MZ,JO

- - - - (M7 (MP)
Temperaturdiff. [ 0 B 0.0 T 0.0 ] D) (PR
20 0 0.0 0.0 (Q%‘;) Fp)
PYG1F3= | EI =aqrsAr/h| _ | $2000%10e-4%30/0.4 | _| 240.0 M) (My)

o - 0.0 = 0.0 ™y (F%

o 0.0 0.0 | (o) (oF)
| _EI sar*AT/h | -92000¢10e~4%30/0.4 | |-240.0 | (s (v
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Steifigkeitsmatrix Element 3 (Balkenelement)
dx(5) -18%8/10/2 [ -4.87] %)
~18%3/10/2 -8.0 1)
(- pl0= 158/10%10/8| — 1i-g M%)
Us(3 -15#8/10/2 ~4. (N
2() -15%8/10/2 -g-g (Q%O)
- -15.
15%8/10%10/8 | 1 )
0.8 -0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 " 0.0] (F%)
F 0.8 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 -7.5 (Fz)%)
T3T=| 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 15.0| (M _p G
P cosa = | 0.0 0.0 0.0 0.8 ~0.68 0.0 0.0 (Fﬁ’)
. 0.0 0.0 0.0 0.8 0.8 0.0 wd I ‘)
P-sina 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 -15.0] L&
RS e
Q=T ../
pe-T7p"
1= 10,0m
EI = 10000kNm? @ oa1
EA =100000kN ('
; U4(9)
Wy(10)
100000/10 0.0 0.0 -100000/10C 0.0 0.0
0.0 12910000/10/10/10 -6%10000/10/10 0.0 -12%10000/10/10/10 ~6%10000/10/10
k3= 0.0 -6%10000/10/10 4%¥10000/10 0.0 6010000/10/10 2%10000/10
— | -100000/10 0.0 0.0 100000/10 0.0 0.0
0.0 ~1210000/10/10/10 8%10000/16/10 0.0 12%10000/10/10/10  6%10000/16/10
0.0 -8%10000/10/10 2°10000/10 0.0 6¥10000/10/10 4%10000/10
(u2) (%q) (®2) {(wa) (wa) (94) ,
10000.0 0.0 0.0 -10000.0 0.0 c.0 (N})
0.0 120.0 -600.0 0.0 -120.0 -800.0 | &) lokale
k3= 0.0 -B00.0 4000.0 0.0 600.0 2000.0 (M1 Steifigkeitsmatrix
-10000.0 0.0 0.0 10000.0 0.0 0.0 | (VD
0.0 -120.0 800.0 0.0 120.0 600.0 (Qé)
0.0 -800.0 2000.0 0.0 800.0  4000.0 | (p3)
(Ax/t)  (Azjt) )
cosa -sina 0 0 0 o7 Ax
. l cosa =—  Ax=x-x,
sineg csa 0 | O 0 0 4
: 0 0 1 0 0 0 . Az
T =|—————————— I—————,————- -sina =— Az=2-2,
0 0 0 | cosa-sina 0 ¢
0 0 0 | sina cosa O t = /A2 + AZ
[ 0 0 0o | o0 0 1]
= TTKT (Transformation auf globale Koordinaten)
T o.8 0.6 ¢.0 0.0 0.0 0.0 |
-0.8 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0
TJ_ 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 | Transformations—
0.0 0.0 0.0 c.8 0.8 0.0 matrx
0.0 c.0 0.0 -c.8 c.B 0.0
| oo c.c 0.0 0.0 0.0 1.0
10000 ¢ 0 -10000 0 o] [~ 8000.0 £6000.0 0.0 -BODO.C -8000.0 0.0 |
0 130 -600 ¢ -120 -600 -72.0 88.0 -600.0 72.0 -P8.0 -800.0
K= 0 -800 4000 0 6800 2000 $80.0 -480.0 4000.0 -360.0  480.0 2000.0 | _ 1 3wp3 3
— |-10000 0 0 10000 0 o -B00O.0 -B000.0 0.0 B8D00.0 8000.0 o.o| -
o =120 800 0 120 800 72.0 -86.0 800.0 -72.0 96.0 600.0
B 0 -B00 2000 0 800 4000 360.0 -480,0 2000.0 -~8380.0 480.0 4000.0
ux2) (wz2) (pv2) (uxs) wza)  (pve)
B 0.8 -0.6 0.0 0.0 0.0 D.O_ 6448.2 4742.4 380.0 —-8443.2 -4742.4 380.0_ ()I:}i)
0.8 0.8 0.0 5.0 ©.0 0.0 4742.4 3676.8 -480.0 -4742.4 -3676.8 -480.0 (232)
AT _ 0.0 0.0 1.0 5.0 0.0 0.0 360.0 -4B0.0 4CCC.0 -360.0 4B0.0 2000.0 | (M) _
T = ) =k
0.0 0.0 0.0 0.8 -0.8 0.0 ~8443.2 —4742.4 -380.0 B8443.2 4742.4 -360.0 | (B, G
0.0 0.0 0.0 0.6 0.8 0.0 -4742.4 -8876.8 480.0 4742.4 B3676.8 480.0 (F!A)
5.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 350.0 -480.0 2000.0 -380.0 480.0 4000.0 (MZ.})
- - — -~ 4
Ux(3) Wad) ©2(5) Us9) Wi10) o4(11) globale

Steifigkeitsmatrix
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Steifigkeitsmatrix Element 4 (Balkenelement)

X V7771
z 2
X
S
EI=9000kNm
EA =90000kN
50000/6 0.0 0.0 -90
0.0 12%9000/8/6/86 ~89B000/6/6
Ké= 0.0 -6%5000/6/6 4¥0000/6
-50000/6 0.0 0.0 5o
0.0 -12%5000/6/6/8 &%8000/6/86
0.0 ~8+9000/8/8 2%5000/6
(u3) (w3) (93) (us) (wa)
15000 0 0 -15000 0
0 500 -1500 I -500
K = 0 -15D0 6000 0 1500
-15000 0 0 15000 0
0 -500 1500 ] 500
0 -1500 3000 o 1500
r—’ X Z<1‘€ z=-X (X)
T o
x=7Z
Z X @ | =
= o
(@) o
0
o
[~ 15000 0 ¢ -15000 0 o] 0
o 500 -1500 0 -500 -1500 ~500
K= 0 -1600 6000 O 1500 8DOO 1500
-15000 o 0 15000 o o 0
0 -500 1500 o 500 1300 500
0 -1500 3000 0 1500 6000 1500
~ (#x3)
o -1 0 0 0 0 500
1 0 0 0 0 0 0
T4T = 0 0 1 0 o ) 1500
0 0 0 0 -1 0 -500
0 0 0 1 0 0 0
0 o 0 0 o 1 1500
Us(6)

®+(8)
(“/ VflL Us(6)

Wi(7)

4(11)

b vf’mw)

Transformations—
matrix

=k4*T4=r*

(FL)

(P

gzw =kig
A

X

M)

W4(10)
000/8 0.0 0.0
0.0 ~12%9000/6/6/8 -8%9000/6/€
0.0 8%5000/8/8 2%5000/8
000/6 0.0 0.0
0.0 12%9000/6/6/6 6%B000/6/8
0.0 8*D000/8/6 4%0000/6
(pd)
0 (2?)
-1500 | {2y lokale
3000 (MY Sieifigkeitsmatrix
0 (VD
1 | @
CHE
[ _ il i
kg = T'K'T
(Transformation auf globale Koordinaten)
2z (@
1 0 0 0 0]
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 o
o o -1 o 0
0 0 0 0 1 J
15000 ) 0 -15000 67
o -1500 500 0 -1500
0 6000 -1500 0 8000
-15000 o 0 15000 0
0 1500 -500 0 1500
O 3000 -1500 0 8000
wz3)  (@n)  (uxe)  (wzd) (ova)
0 1500 -%00 0 1500
15000 0 0 -15000 o
0 6000 -1&00 0 3000
0 -1500 500 0D -1500
-15000 0 0 15000 0
0 3000 -1500 0 6000
me ® 3(8) U4(9) W4(] 0) ¢4(1.1)

globaie
Steifigkeitsmatrix
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6. Schritt: Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix (Uberlagerung)

Zuordnungstafel: | (uy,)| (wza) | (@va) | (uxs)| (Wzs)| (@vp)
Element 1 1 2 3 4
Element 2 3 4 5 6 7 8
Element3| 3 4 5 9 10 11
Element4| 6 7 8 9 10 11
Gleichgewicht an jedem Knoten k: ZFXk = 0 ZFZk =0 ZM‘m =0
1 { I
1 2 3 4 5 8 7 8 ] 10 11
Uy W) U, Wy Py | Uy | W3 | O3] Ug Wy (O
5000| -12000| -5000.0| 12000.0 El. 1
1 Hl El. 2
El. 8
El. 4
-12000| 28800| 12000.0|-28800.0 El. 1
2 Vi El. 2
El. 8
El. 4
-5000| 12000| 6000.0|-12000.0 El. 1
3 H, 20000. 0 0.0 o[ -20000 ol o El. 2
8443.2| 4742.4| 360 -8449.23| -4742.4| seo.o| El. s
El. 4
4 12000 -28800(-12000.0| 28800.0 El. 1
\%) 0.0 750.0(-3000 o| -750[-3000 El. 2
4742.4| 3678.8| -480 -4742.4| -s@76.8| -480.0| El. 8
. El. 4
. vl 1
5 M; o| -3000.0|18000 o| 3o000| Booo El. 2
39680.0 -4B0.0| 4000 -380.0 4B0.0| 2000.0 Ei. &
- El. 4
El. 1
-20000.0 0.0 o| zco00 o 0 . El. 2
6 Hj El. 8
500 o| 1500] -s00.0 0.0 | 1800.0| EIl. 4
1000 Fede °n
Vv El. 3}
7 3 0.0| -760.0| 3000 0 750| 3000 El. 2
El. 8
ol 1s000] 0.0 0.0|-15¢00.0 o.o| El1. 4
El. 1
0.0| -3000.0| 8000 o| sooo|1s000 El. 2
El. 8§
8 M; 1500 o| scoo|-1s00.0 0.0| scoo.o| El. 4
1800 Fadarn
E%. 1
El. 2
© Hg -8448.2| -4742.4| -360 €443.2| 4742.4| -ss0.0| E1. 3
-500 ol-1600] &0c.0 0.0|-1800.0| El. 4
El. 1
10 V, £l. 2
-4742.4| -3878.8| 48O 4742.4| s876.8| 4s80.0| E1. 3
o|-15000 0 0.0| 15000.0 0.0 El. 4
El. 1
11 M El. 2
4 380.0| -480.0| 2000 -360.0 480.0| 4oco.o| E1. g
1300 o| 3coo|-1500.0 0,0| 800o.0| E1. 4
™ 5000 -12000 -5000.0 12000.D 0 o 0 o 0.0 0.0 0.0
-12000 28800 12000.0 -28800.0 0 0 0 0 0.0 0.0 0.0
5000 1200C 831443.2 -7257.6 380 -20000 D 0 -B443.2 -4742.4  860.0
12000 —2B800 ~-7257.8 33228.8 -8480 0 -750 -3000 -4742.4 -3876.8B <~d480C.D
o 0 380.0 -3480.0 20000 0 3000 8000 -360.C 480.0 2000.0
K. .= o 0 -20000.0 0.0 0 21500 0 1500 -300.0 0.0 1800.0
Bes o 0 0.0 -750.0 3000 © 15750 3000 0.0 -15000.0 0.0
0 0 0.0 -3000.0 8000 1500 8000 23800 -1800.0 0.0 3000.0
0 0 -8443.2 -4742.4 -380 -500 0 -1800 8948.2 4742 .4 -1880.0
0 0 -4742.4 -23876.8 480 0 -15000 O 4742.4 18876.8B  480.0
| 0 0 360.0 —480.0 2000 1500 0 3000 -1880.0 480.0 10000.0 -
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Uberlagerung der Lastvektoren p = p°_ p?

p° -po
o - 0.0 7] - 0.0 [~ 0.0
o 0.0 0.0 0.0
0 0.0 -320.0 0.0
BO + 24 + 7.5 11%-: 0.0 0.0
80 - 82 - 156.0 -17. 0.0 -240.0
PL;?: 0 = 0.0 PLF2= 320.0 PLF3= 0.0
g 0 + 24 24.0 ges 0.0 ges 0.0
0 + 32 8a.0 0.0 240.0
] 0.0 6.0 0.0
0 + 1.8 7.5 0.0 0.0
| o + 15.0 15.0 | | 0.0 . o.0]
LF1 LF2 LF3
[~ 0.0 0.0 0.0 ]
0.0 0.0 0.0
0.0 -820.0 0.0
111.5 0.0 0.0
-17.0 0.0 -240.0
= 0.0 $20.0 0.0
PB“ 24.0 0.0 0.0
82.0 0.0 240.0
0.0 0.0 0.0
7.8 0.0 0.0
15.0 0.0 0.0
8. Schritt: Einarbeiten der Randbedingungen
U1=0 W|=0 U1=? W)—_—? ®2=? U_\=? WJ=? ®3=? U4=0 W4=0 ®4=0 _
= A A"A"d LD\G-\AJ SOUOVU LV L &UUV U v o G v o U J-G .U (zHl = 7)
2O e 00RO aReTe — e — e P h—0 @V =7
-sdco 12qool 31448.2 -7237.8 380 -20000 0 0|~84)$.2 -474p.4  36p.0 (EH; = 0)
12doo -284ool -7257.6 33228.8 -34BO O -750 -3000!-47f2.4 -3675.8 -48P.0 TV, = 0)
o ol 880.0 -3480.0 20000 o sooo aoool -spo.o 48p.0 200p.0 | {IM;=0
K...= o 0]-20000.0 0.0 0 21500 o 1500] -5po.0 b.0 150p.0 | (Hy=0)
ges 0 of 0.0 -750.0 3000 o 18760 8000| 0.0 -1500p.0 b.o | GFi=0)
o OL__ 0.0 _-3000.0 800D _31500 _ 3000 238004-15b0.0 b.o  soop.o | &My =0)
& PR R ST S —_— e O B B ——tp—taap-e- | (&= 7)
© — i G B ——15606 et torhe—ob—e- | EF. =)
- © 8OO0 26601500 —B0BE—ropo——tEp—o—rasep—o—— (M. = )
[ 31443.2 -7257.8 360.0 -20000.0 0.0 0.
-7257.68 93226.8 -3480.0 .0 -750.0 -8000.0
K= 380.0 -3480.0 20000.0 .0 3000.0 8000.0
= | -20000.0 a.0 0.0 21500.0 0.0 1500.0
0.0 -750.0 3000.0 0.0 15750.0 3000.0
0.0 -8000.0 BODD.O 1300.0 3000.0 23600.0
—trt ) o@ (ZH) = '7)
TS| (v =)
0.0 -320.0 0.0 4| (TH; = 0)
| 111.8 0.0 0.0 /| @V, = 0)
~17.0 0.0 -240.01 (M, = 0)
Pges= | o.c $20.0 c.o | (ZH; = 0)
| 24.0 0.0 .0 || (V3 =0)
L3820 0.0 _ 240.0 || (M3 =10)
o6 o e | EH. =)
5 &e 8o Vs = '?
| —5—8 &6 o—e- | (TM, = %)
0.0 -320.0 0.0
111.5 0.0 0.0
P= -17.0 0.0 -240.0
0.0 320.0 0.0
24.0 0.0 0.0
52.0 6.0 240.0

9. Schritt: Losen des Gleichungssystems K-V = P
LF1 LF2 LF3
2.014BE-D3 -1.0023E-03 -1.7520E-08 U2)
9.8791E-03 -4.8085B8E-D4 -B.4747E-04 (W;)
V= | -1.2201E-03 3.4822E~04 -1.8788E-02 | (®)
1.7378E-09 1.8186E-02 -2,7853E-03 (Us)
1.5701E-0S8 1.0740E-04 8.8564E-04 (W)
1.8556E-08 ~1.0295E-03 1.8582E-02 (D)
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10. Schritt: Emmittlung der Elementverschiebungen
11. Schritt: Ermittlung der Knotenkraftgré8en
Knotenkrifte Element 1
1
O] Fyi
f’ ;Fl -
NI Z1 Berechnung der globalen Knotenkrifte
[0.0000E400 0. 0000E+00 6. 0000E+06] ¥
= ki 1_ | 0.0000E4+00 ©.0000E+0C ©.0000E+00 | (¥Z1)
PG = kc G VG = |2.0148E-03 -1.9028E-08 —1.7520E-08 | (4x2)
8.8761E-03 -4.6856E-04 -8.4747E-04 | (wzy)
6000  -12000  -5000 12000 38,4752 3.B766 -1.40077] (F;\,,)
1_ | -12000 28800 12000 -28800 -87.5408 -9.3038 3.3882 (Fz,) i
kg = -5000 12000 5000 -12000 -38.4782 -3.87686 1.40087 =P s
12000 -28800  -12000 28800 87.3408 9.303p -9.3832 | (Fizn;)
Transformation der globalen Knotenkrifte in lokale Knotenkréfte
36.6762 3.8768 -1.4087 (F{n)
o 1 _ -87.3408 -9.3039 9.3832 (FF‘)
=T pg PG = -38,4782 -3.8788 1.4087 | (F
87.5408 9.3039 ~3.3832 | (FL)
Tl= [0.33432 -0.92308 0.00000 o.ooooo] [ 54.8356 10.0782 -s.eas1 ] (M) _
0.00000 ©0.00000 O.38482 -0.52308 -64.8366  -10.0792 s.eas1] (W) P

Transformation der globalen
der Knotenkrafte im lokalen

Verschiebungen in lokale Verschiebungen, Berechnung
System.

i i i 0.00C0E+00 ©0.00C0E+00 0.000DE+00 | (x1)
vV =T" v pr=k'-Vv ynl= | 0-0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 [ (wz))
G = | 2.0148E-08 -1.8028E-03 -1.7520E-08 | (uyy)
$.B791E-08 -4.8956E-04 -8.4747E-04_| (. )
T!= [o.susz -0.82308 ©0.00000 o.ooooo] [ 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 | (1) _ g
0.00000 O.D0000 0©0.38482 -0.82308 -2.BO5S8E-D3 -2.8820E-04 1.0844E-04 (ll;)
Kkl = [ 218700/8.6 -219700/&5] [ 84.8366 10.0792 _s.ae51] VD _ 4
-216700/6.5 218700/8.5 -84.8358 -10.0792 s.e651] (N) =P
Berechnung der lokalen Knotenkrafte mit Hilfe der Spannungsauswertematrix
_ 0.0000E+00 0.0000E+00 O.0OGOE+0G E““))
b Tl = -y I 0.0000E+00 0.000C0E+00 0©,0000E+00| (Wz1
P kT vg =r"vg VG = |2.0148E-08 -1.8023E-08 -1.7620E-08( (ux2)
3.8781E-03 —4.8D56E-04 -8.4747E-04d | (wzy)
IN)
1_ [ 13000 -31200 -13000 31200] [ B4.8356 10.0792 -s.e851] V) _ 4
=1 -13000 31200 13000 -31200 -64.8356  -10.0782 s.ess1l (N TP
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X q=6,0kNm ]
’ Knotenkrafte Element 2
Z
; ¥ y 4 2
M3 M3

V/
Q3

N} V/E’ F3
F2

R
n§®

i H
YA

i _ ) 10
PG = v t+ PG
pl = kl.v1+p10

20000 o 0 -20000

0 750 -8000 0

K2 0 -3000 16000 0

G —20000 0 0 20000

0 -750 3000 0

0 -3000 8000 0
5.5401 -301.7652 20.6654
-0.4479 1.8111 5.7845

-10.5470 -0.8334 -164.5815 |
-5,5401 301.76852 -20.8654
0.4479 -1.6111 -5.,7848%
14.5308 -11.85550 11B.3052

kc;'\%; +

k'-v +

30.

24
-6

-80.

-24
-3

ui 0

=K'V T PG
8443.2 4742.4
4742.4 38878.8
as0.0 -480.0
-8448.2 -4742.4
-4742.4 ~3676.8
860.0 -480.0
9352 —-14.3582
,4074 -10.9148
.05630 0.9334
9352 14.3582
.4074 10.9146
.5048 0.2870

380.
-480.
4000.
~360.

480.
2000.

OQooOoo0OO0O

-22.
-2.
~-75.
22.
. 40138
-37.

kG " Vg

-6443.
~4742.
-360.
8443,
4742.
-360.

0751
4013
4185
0751

8212

2.014BE-08 -1.8028E-08 -1,7620E-08
8.8791E-03 -4.6B56E-04 -8.4747E-04
2 _ | -1.2291F-08 $.4822E-04 -1.8796E-02
V'G= | 1.7378E-08 1.31BBE-02 -2.7853E-03
1.5701E-08 1.0740E~04 §.B8684E-04
| 1.866BE-08 -1.0295E-03 1.8562E-02 |
0 0 B 5.5401 -801.7652 20.6854 ]
~-750 -~3000 -0.4478 1.6111 5.7845
3000 8000 ~10.9470 -0.9534  -164.5B815
0 ) -5.5401 301.7652 -20.66854
750 3000 0.4478 -1.6111 -5.7845
3000 16000 14.5308 -11.6550 118.3052
0.0 820.0 0.0 5.5401 1B.2348  20.6654
-24.0 0.0 0.0 -24.4478 1.6111 5.7845
$2.0 0.0 240.0| _| 21,0580 -0.9834  75.4183
.0 -820.0 0.0| 7| -5.5401 -18.2848 -20.8854
-24.0 0.0 0.0 -28.5521 -1.8111 -6.7845
-32.0 0.0 -240.0 -17,4604 -11.8550 -121.68848
0 — i
PG = PG
i0 _ i
p = P

o~

360,
-480.
2000.
-380.

480.
4000.

OQoOoOCOoOOo

Q& @oococo0co

oo0oocooQo

M, M3
S P2 N2
@K @3 - 5">

Knotenkriafte Element 3

T ) (w2

(wzz) (w2)
(pv2) @)
(¥x3) (u3)
(wz3) (#3)
(&n) (%A)ﬂ)
( ) (
,) (QZ’) _
}) P Gv
(V) = v
(F,,) o P’
ML) (Mz)

(N’)
L.
(M2 ) MY _
(F) (M)
F ) (Q;)

1) (M3)

Berechnung der globalen Knotenkrifte

000 CGCO
coocooG

Fz.
3,
-1.2201E-03

C.

30.6362
24.4074
-8.0630
-30.8352
-24.4074
-3,5848

30.
18.
8.

B3s2
8074
84170
-30.838582
-381.8074
-18.3948

0148E-03 -1.
8791E-03 -4.

3.
O000E+0D0 O.
.0000E+00 0.
.0000E+0D O.

9023E-08 -1.7520E-03 | ‘X
8958E-04 -8.4747E-04 | (®z2d
4B22E-D4 -1.8799E-02 | (¢v2)
O000E+0OD 0.0000E+00 (ux4)
OOOOE+00  0.00C0E+00 | (wze)
ODDOE+0C  0.0000E+00 _| (pyy)
-14.3582 -22.0751 ] (F;p)
-10.9148 -2.4018 | Fx)
0.9394 -75.4186 | (My))_ .3
14.8582 22.0151 | (R~ PTG
10.98148 2.4013 (F§0
0.2370 37.3212 (MJY4)
-14.3582  -22.0781 U?ﬁ
-10.9148 -2.4013 | (F3,)
0.9334 ~76.4185 [ (M3} _ 3
14.3582 22,0761 | 'y = PG
10.9148 2.4013 (F§3
0.2370 -97.8212 2t
. (My,)
U
PG
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Transformation der globalen Knotenkrafte in lokale Knotenkrafte

)

Ocoooo0

16

CODO®E®

p'=T"pg

oOO0OGQGO0CO
OO0QO®»m

OCO0OO»Y DO
[« oMo NoleNo]

OoCcOoOO0OQGQO
OmemOOOo

(ool NeNe el

F 30.0352
16.0074
8.08470

~30.0852

-91.8074

| -18.5048

3

PG

34.8828
-$.0852
B.8470
-43.8828
-8.0648
-18.5948

HOOOODO
coooO0O0

-14.8582
-10.9149
0.9384
14.38582
10.8148B
0.2370

-18.
-0.
0.
18.
0.
0.

03558
1170
B384
0355
1170
2370

3

Transformation der globalen Verschiebungen in lokale Verschiebungen, Berechnung der
Knotenkrifte im lokalen System.

V=T v;
0.8 0.6
-0.6 0.8
3 — 0.0 0.0
T 0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
10000
o 1
3 o -6
k -10000
0 -1
0 -6
39.3528 -18.035%
0.04648 -0.1170
-6.0680 0.9334
~-88.3926 18.0355
~0.9648 0.1170
-3.5948 0.2370
ki v

pi — ki . vi + pfﬂ

0.0 0.0
0.0 0.0
1.0 0.0
0.0 0.8
0.0 -0.8
0.0 0.0
0 0 -10000
20 -800 )
0D 4000 0
) 0 10000
20 800 0
00 2000 0
-19.1008
11.3240
~75.4185| +
19,1008
-11.3240
-37.8212 -
+

ODOQDO
O, »0 00

-1

0
20

800

1

0
20

800

-4.95

-6.0

15.0
-4.5
~8.0
15.0

p

A

OoCcOoODO0OOD

.0148E-08
.87P1E-03
.2281E-03
.0000E+00
.0000E+00
. O000E+00

.9893E-03
.8944E-03
.2291E-03
.0000E+00
.000QE+0D0D
.OCOCE+00

HODOOO

30.3828
0.6648
-8.0530
-88.3826
-0.6848
-3.5B48

34.8928
-5.0382
8.08470
-43.8928
-6.9648
-18.5948

IOOOOOO

-1
-4.

,8023E-03
8056E-04
.4822E-04
.0000E+00
. O000E+0D
.ODOOE+00

(o w o 2]

. 8085E-~038
.8371E-04
. 4822E-04
. 0000E+00
. 0000E+00
.C00DE+0Q

DO OCw~ap

0355
1170
9334
0355
1170
2870

-18.
=0.
0.
18.
o8
0.

-18.0855
-0.1170
.B334
.03858
.1170
. 2870

1B

P

-).
-8.
-1.

Berechnung der lokalen Knotenkrifte mit Hilfe der Spannungsauswertematrix

i

p =
8000.0 B6000.0
~72.0 96.0
P= 360.0 -480.0
-B000.0 -B00C.0
72.0 -96.0
860.0 -480.0
30.3826 -18.0355
0.8848 -0.1170
-6.0830 0.9334
-39.3028 18.0355
-0.8848 0.1170
~3.5848 0.2370

-800.
4000.

800.
2000.

-19.
11,
-75.
19.
-11.
-37.

.0 -80D0.0 -8000.
0 72.0 .98,
0 -360.0  440.
0 B8000.0 €000.
o -72.0  @6.
0 -380.0  480.
1008 -4
8240 -6
4185 13
wos | T -a
3240 -6
8212 -15
+

KT v+ p0 = v + p?

[eReNe NN

OOWwOo O

OoO0OO0OO0OD

VG

2.0148E-03
3.8781E-03
-1,2281E-03
0.0000E+00
0.0000E+00
0.0000E+00

1=

B 39.3D28
0.9648
-6.0530
-85.3926
-0.9648
-3.5948

OO0O0OO0O0C

4.
-5,
8.

8926
0352
8470
-43.8828

-6.86848
-1B.5B48

j=R=1eNe e Nel
[« NeNeNeNeNe]

-1.
-4,

8956E-04
3.
0.000CE+00
0,0000DE+00
0.0CC0E+00
-18.
-0.
0.
18.
0.
0.

0358
1170
9334
0355
1170
2370

-18.0355

-0.1170
.B334
18.0355
L1170
.2370

BO23E-03 -1.
-8,
4822E-04 -1.
0.
0.

[o]

1 ()
-22.0751
-2.4018 (Fgg)
-75.4185 | (M3p)
22.0751 | (FL)
2.4018 (F;A)
-387.8212 Uuio
-16.1008 | (V3
11.8240 (ng
-75.4186 | (mdy —
15,1008 Ehﬁ? p
-11 azaoJ (Q%
-37.8212
M)
7520E-03 | “x2)
4747E-04 | (wz2)
8799E-02 | (py2)
.G000E+00 | (uys)
.000DE+00
. 0000E+00 2:3;
.9301E-08 ] 2)
.7322E-04 | (w2)
.8788E-02 | (@2) _v3
.0000E+00 | (ug —
.0000E+00 0”“
-0000E+00 | (0,
-16.1C008 | (AQ)
11.3240 | (@)
-75.4185 | (M3) _. 3
19.1008 (N% v
-11.9240 (Qﬁ)
~87.8212 A
J (M
-18.1008 (N%)
11.8240 G??
-75.4185 | (MY __ .3
19.1008 (Niz) =p
-11.3240 (Gg)
—-87.8212 wa
2820E-03 | (¥x2)
4747E-04 | (wzd
B788E-02 | (Pv2)
DO00E+C0 | (uys)
0000E+0Q0 (WZO
.O000E+00 (¢Y4)
-1p.1008] (N3)
11,3240 (Q3
-75.4185 | (M =P3v
10.1008 | (n§)
-11.3240 (Q§
-87.8212
(M)
19.1008 (“%)
11.8240 Q?
75,4185 (M}) _.3
19.1008 | (v =P
11.3240 (Q%
37.8212 (Mqi)
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M~ Fo M}
X o & I
F Q3 Vs Knotenkrifte Element 4
7 Z3 Zﬁ 3
X
Berechnung der globalen Knotenkrafte
[ S |
PG = kg Vo
4 4 B T (ux)
My, ® M, 1.7378E-08 1.3188E-02 -2.7853E-08 | ("
1711174 1,5701E-03 1.0740E-04 8.8564E-04 )
F 4 \ 4_ | 1.9556E-08 -1.0285E-08 1.8862E-02 | (P73
X4 Q4 4 VG = | 0.0000E+00 0.DOOOE+00 0.00CDE+00 | (Mx4)
74 N3 0.0000E+00 0.COOOE+DD 0.0000E+00 | (Wz4)
Z4 L 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0C000E+00  (®y4)
500 0 1500 -500 o 1s00] [ 9.8028 5.0488 28.4507 ] (;};)
0 15000 0 0 -15000 0 28,5521 1.68111 3.7845 | (F3y)
kG4= 1500 0 8000 -1500 0 3000 14.8404 13.8021 5.1063 | (MY;) _ 4
-500 0 -1500 500 0 -1500 -8.8028 -5.0488 -28.4807 | (Fi) PG
0 -15000 o 0 15000 0 -28.8521 -1.8111 -5.7845 (F'{)
1500 0 3000 -1500 0 6000 B.d4795 18.8808 45_5087 zZ4
- = (Myy)
Transformation der globalen Verschiebungen in lokale Verschiebungen, Berechnung der
Knotenkrafte im lokalen System.
. - (UX!)
1.7878E-08 1.31RB8E-02 -2.7B53E-03 (wz3)
1.5701E-08 1.0740E-04 3.8564E-04 2
i o ] o ved 1.9556E-09 -1.0295E-08 1,B8582E-02 EQ’W;
. i — Ll G = | ©.D00OE+00 ©0.COODE+00 ©.C0DGOE+D0 Lys
v=T VJG P kv 0.00COE+D0 0.0C0OE+00 0.0000E+00 (wz1)
| 0.0000E+00 0.0000E+00 0.00C0E+00 J (@ve)
0 1 ¢ 0 0 07 [1.5701£-03 1.0740E-04 3.8564E-04 ~| 9
-1 0 0 0 0 0 -1.737BE-08 -1.3188E-02 2.7B53E-03 (w3)
T = 0 0 1 0 o 0 1.9556E~08 -1.0285E-03 1.8882E-02 (p3) _—
o 0 0 0 1 0 0.0000E+00 0.0000E+00 0,00COE+00 (49)
0 0 0 -2 ) 0 0.0000E+0C 0.0000E+00 0.00COE+00 (wa)
0 0 0 o 0 1 0.0000E+00 0.DODOE+0C 0.000CE+00 | (g,
16000 0 0 -15000 o o] [ 28.832:1 1.6111 5.7845 | (M}
0 500 -1500 0 -500 -1600 -3.8023 -5.0488 -28.4507 (@) 4
Ké= 0 -1500 8000 0 1500 3000 14.38404 13.6021 55.1559 M) =p
— | -15000 0 0 15000 o 0 ~-29.6621 -1.8111 -5.7B45 )
0 -500 1500 0 800 1500 3.8028 5.0488 23.4507 (Qﬂ)
0 -1500 3000 0 1500 8000 8.4736 16.68908 46.5087 (M“)
— — - 4
Berechnung der lokalen Knotenkrafte mit Hilfe der Spannungsauswertematrix (
~ 1.7376E-08 1.8186E-02 -2.7853E-08 | (X
_ 1.5701E-08 1.0740E-04 S.B584E~04 | (*23)
p" =y 4 1.9658E-03 -1.0285E-03 1.85682E-02 | (#7)
G Vg =| 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 | (ua)
0.0000E+00 0.CO000E+00 0.0000E+00 | (wzy)
0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 (g,
0 16000 0 0 -15000 o [ 23.5521 1.6111 5.7845 (Ni)
-500 0 -1500 500 0 -1500 -3.8023 -5,04B8 -23.4507 3
= 1500 0 6000 -1500 0 3000 14.3404 19.6021 95.1053 | (M) —nd
- 0 -15000 0 0 15000 0 -23.5521 ~1.8111 ~5.7845 | (M P
500 0 1500  -500 0 1500 8.8028 5.0488 23.4507 4y
1500 (o] 3000 -1500 0 8000 8.4735 16.6D06 45.5087 (MD
[1.9556E-03 -1.029SE-03 1.83562E-02] Zum Auftragen der Schnittgrafien
. sind die Krifte von Vorzeichenkon-
pu=[1800] [ s.1200 -1.8472 28.4995] (My;) vention II nach Vorzeichenkonven-
tion I zu transformiern. Dazu miis-
[1.787BE-03 1.3186E-02 -2.7863E-03] sen die Vorzeichen der Krafte am
J\N\/-|| pr={1000) [ 1 7878 15 1860 _2.7858] (F5,) Stabanfang vertauscht werden.
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12. Schritt: Berechnung der Auflagerreaktionen
Kontrolle der Ergebnisse

1

: D.000CE+00 ] (v
Auflagerreaktionen (global) Lastfall 1 0-Oooox+00 EW'.))
2.0148E-03 | ()
8.87015-03 | (wy)
-1.2201E-08 | ¢
_ . Voo = 1.7378E-03 (33
Age: - ng: VgeS—PgeS ges 1.3701E-08 (WJ)
1.85858E-08 | ()
0.0000E+00 (U‘)
K - 0.0000E+00 Wa)
ges | 0.00COE+00 _| §¢4)
5000 ~12000 -5000.0 12000.0 ) 0 ) b) 0.0 0.0 0.0 | T _:s'::gz
-12000 28800 12000.0 -28800.0 0 0 0 0 0.0 0.0 0.0 0.0000
-5000 12000 81443.2 -~7257.8 360 -20000 0 0 -6448.2 -4742.4 360.0 111'5000
12000 -28800 -7257.8 33226.8 -3480 (o] -750 —-3000 -4742.4 -3876.8 -480.0 _17'0000
0 [d] 8360.0 —-3480.0 20000 (o] 3000 8000 -380.0 480.0 2000.0 0'0000
0 0 -20000.0 0.0 0 21500 0 1500 -500.0 0.0 1600.0 24'0000
0 0 0.0 -750.0 3000 0 15750 8000 0.0 -15000.0 0.0 SZlOOOO
0 0 0.0 -3000.0 8000 1500 3000 23800 -1500.0 0.0 3000.0 84.7876
0 0 -B8443.2 -4742.4 -8680 =500 0 -1500 68843.2 4742.4 -1860.0 "4_"9594
0 0 -4742.4 -3676.8 480 0 -15000 0 4742.4 18876.8 480.0 - 4.8787
L o] [d] 360.0 -480.0 2000 1500 0 38000 -1880.0 480.0 10000.0 ~ & ' -
36.47527] 0.0 ] 96.47527]
F —-87.5406 F 0.0 r -B7.5408 g:))
©.0000 0.0 0.0000 | (SH,)
111.5000 111.5 0.0000 ():Vz)
-17.0000 -17.0 0.0000 | (IM;)
0.0000 | — 0.0 = 0.0000 | (TH))
24.0000 24.0 0.0000 | (TV3)
32.0000 32.0 0.0000 (IM:)
~384.7375 0.0 -84.7875 ():H4)
-47,9584 7.5 -55.4584 ():V4)
[ <.8787_ [ 16.0 _ -10.1213 | (TMy)
Kges " Vger - Pges = Ages
T . . — vl . _
Kontrolle: Gleichgewicht am Knoten 2
El. 1 El. 2 El, 3
(CH)) = Fiya+ Fio + Fla =  -36.4752 + 5.5401 + 30.8352 = 0
GVy) = Fyy + Foy + Foy = 87.5406 - 24.4479 + 16.8074 = 80.0 = P
EMy) = MYy, + My, + M, = 21.0530 + 8.8470 = 30.0 =M
Kontrolle: Gleichgewicht am Knoten 3
El. 2 El. 4 Federn
(BH;) > Fin + Fys + Fiy = -5.5401 + 3.8023 + 1.7378 = 0
CVy) = Fiy + Fy = -23.5521 + 23.5521 =0

CEM3) = Miy + MY, + Ml =  -17.4694 + 14.3404 + 38.1200 = O
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Schnittgréfen
Lastfall 1

-17.47
D&”ﬁ /]

14.34

-18.69

N

Verschiebungsfigur
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-18.23
. v -18.23
Schnittgrofien
Lastfall 2
-10.08
1 -1.61
NLR !
18.04
18.0 i
-10.08 ]
H -1.61
18.

S T T ITTLT -

-13.60

Verschiebungsfigur
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] ) -20.67 -20.67
Schnittgrofien
Lastfall 3
3.67 — -5.78
Nim H
18.10 ]
19.10 ]
| -5.78
3.67 —
19.10
;11.32 ~5.78
-5.
Z3.45
-11.32 ) -
777
Q LEF3 48955
227 J11.32
‘{{‘//
.00 23.45
-121.69
-95.20
75.42
18.80
M LF3
-37.82
0.00 45.51 7

Verschiebungsfigur
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Berechnung Lastfall 4: Stiitzensenkung

1. Moglichkeit: Berechnung der Lastspalte durch Multiplikation der
bekannten Verschiebung mit der Steifigkeitsmatrix.

Koes ' (V+ AV)ges = Ages  Kpor Voo + Kgop AV = Ages

. K au,
mif 0 AW,
Us, 0
W, 8 _ _
_ O, X/ . — 0.0
Vsﬁ |l u Avgt‘—s‘ 0 Aw= 0.02
W, 0 0.0
o, : o:¢
0 AU, T - .
0 AW, Avgm— gg
| 0 | A® | 0.0
0.0
0.0
L o.0 ]
5000 -12000 -5000.0 12000.0 0 0 0 0 0.0 0.0 0.0 -240.0
’—-12000 28800 12000.0 -28800.0 0 0 0 0 0.0 0.0 0.0 578.0
—5000 12000 31443.2 =-7257.6 3680 —20000 0 0 -64438.2 -4742.4 880.0 240.0
12000 -28800 -7257.8 33226.8 -3480 0 -750 -3000 -4743.4 -3878.8 -480.0 -5178.0
0 0 360.C -3480.0 20000 0 3000 BOOC -3860.0 480.0 2000.0 0.0
K. = 0 0 -20000.0 0.0 0 21500 D 1506 -500.0 0.0 1500.0 6.0
ges 0 0 0.0 -750.0 3000 0 15750 8000 0.0 -15000.0 0.0 0.0
) ) 0.0 -3000.0 8000 1500 3000 28800 -1500.0 0.0 3000.0 6.0
0 0 —8443.2 -4742.4 -360 -500 0 ~1500 B8848.2 4&742.4 -1880.0 0.0
0 0 -4742.4 -3876.8  4BO 0 -15000 0 d742.4 18876.8  480.0 ¢.c
B 0 0 360.0 -480.0 2000 1500 0 3000 -1860.0 480.0 10000,0 -l L ©.0 ]
240.0 7]
-576.0
-240.0
576.0
0.0 _
Pges = 2-0 | Lastspalte aus Ve
0.0
0.0
0.0
| 0.0_|
[—deo—12400 OO0t T 17 o % O oG ~ O EHy = 7)
T2qo—28 Gor_A&ﬁ._H_aﬁLLL__\_.___H___V___ o0 Pr—tr ~0r (le = ")
~500 12000, 31443.2 -7257.8 360 -20000 0 0,-B4f3.2 -474p.4 86¢.0 | (TH, = 0)
12qoo -284ool -7257.6 33228.8 -34B0 0 -150 —3000'-47 2.4 -3687B.8 -48¢.0 = =0
0 ol 360.0 -3480.0 20000 o 3000 goool -3fo.0 4Bp.0 2000.0 XM, = 0)
K s = 0 0| ~20000.0 0.0 0 21500 ¢ 1500] -8p0.0 D.0 180¢.0 (ZH,y = 0)
8 0 0| 0.0 -750.0 8000 0 15750 8000| 0.0 -1500p.0 b.o | EV3=0)
0 OL____0.0_-3000 Q 8000 _ 1300 _ 3Q00 2380Q)-1590.0 b.0 300p.0 | (EM; = 0)
G O 2 i A A SOt —=1+500—08 %92~ vt oo (EHJ = ‘7)
© O——g 2t SO+—o—G ——tT000 e~ O e XV = )
- © ® ) +80—~o——roTT——t It 4080 —TEPOO——iP—6—1000¢0~- (IMy = 7)
[~ 31448.2 -7257.6 360.0 -20000 O 0.0 0.
-7257.6 98226.8 -3480.0 0.0 -7%0.0 -3000.0
K= 380.0 -3480.0 20000.0 0.0 3000.0 B00D.0
= | -20000.0 0.0 0.0 21500.0 0.0 1500.0D
0.0 -750.0 8000.0 0.0 15750.0 3000.0
0.0 -3000.0 BOOD.D 1300.0 S000.0 28600.0
—e o (ZH) = ‘_))
rm:uo oc-n Cvy=7)
| 576 0 | (}'_H;f(]) -240.0 -1.0183E-02 U
| 200 1l Eat ) 5780 2 2406508 | (o)
= . _ .1406E-
Pyes = | g-g : GH; = 0) P= 0.0 aus K-V=P—> V= | 'elior 05 gu,)
!— 0.0 g;, =_00)) 0.0 -2.3880E-058 (W)
. (T-H:= 7 0.0 1.B587E-03 (®s)
— 0= [ TV =17
|20 | GM, =7
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Berechnung der Schnittgréfien Lastfall 4

0.0000E+00 | (&x1)
. . . . 1— 2.0000E-02 | (wzy)
— !l . { — {. ==
Element 1 v=T"'v p=k"v VG -1.0188E-02 | (uyy)
1.8500E-02 | (,,,
T!= [o.susa -0.82308 0.00000 o.ooooo] [—1.34823—021 (u1) =yl
— Llc.oocooo 0.00000 0.38482 -0.62308 -31.8228E-02 ) (42
N
kl= [ 219700/8.5 -219700/5.5] [ -7.8738 | (N _ ¢
-218700/6.5 218700/8.5 7.8738 1 (N) =P
" _1.0183E-02 | (41D
_ o 0 1.5500E-02 (sz;
Element 2 [ = kl-y { 2 _ 2.1406E-08 | (P12
p +p VG -9.6116E-08 | (uys)
-2.83880E-05 | (45y)
1.8587E-03_] (ev3)
20000 0 0 -20000 0 0] -11.8288") (Ni)
0 760 -38000 0 -750 -3000 -0.3549 | (09
k2~ = 0 -3000 16000 0 3000 8000 2.5473 | (M3 — ,2
G -20000 0 0 20000 o 0 11.6288 (sz) P
0 -750 3000 0 750 3000 0.8548 (Qi)
0 -3000 8000 0 8000 18000 0.2819 (MSZ)
- - - 3
™ _1.0188E-02 | “x
1.5500E-02 | (wz2)
, . . . . 3 2.1408E-03 | (py2)
Element 3 vV =T"vg p =Kk v + p? VG™=| 0.0000E+00 | (uys)
0,0000E+00 (WZA)
0.0000E+00 | (5 )
0.8 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 1.1455E-08 | (2
-0.8 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 1.85168E-02 | (w2
T3 = 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 2.1408E-03 | (@2) _ 3
- 0.0 0.0 0.0 0.8 0.8 0.0 0.0000E+C0 | (4,)
0.0 0.0 0.0 -0.8 0.8 0.0 0.0000E+00 | ¢, s
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0000E+00
4 L < (p9)
10000 0 0 -1000D 0 o| [ 11.4550 7] (Ni)
0 120 -600 O -120 -800 0.6878 | (03
k3— 0 -800 4000 0 BOO 2000 -2.5473 (M%) — 3
— |-10000 0 0 10000 0 0 -11. 4560 (N3 =p
0 -120 800 0 120 600 ~0.8876 (Qag
0 -600 2000 0 800 4000 -6.8288 (M‘!,)
- = = 4
[ -p.6110E-03] E:*"J;
. - . . -2.3680E-05] W23
Element 4 v =T" vg p=k"-v 4 1.8587g-03| (¥v3)
Vg = 0.0000E+00] (wxs)
0.0000E+00| (wz4)
| 0.0000E400] (gy,)
) 1 0 0 ) o 7| [ ~2.3860E-087] (2
-1 0 0 o 0 o 9.8119E-03 | ()
Té = 0 0 1 ° ) 0 1.8687E-08 | (®) — 4
o o 0 0 1 0 0.0000E+00 | (u4)
0 o 0 -1 0 0 0.0000E+00 | (,,)
o] 0 0 0 [o] 1 0.0000E+0D0 (q)‘)
15000 0 0 -15000 0 o | [ -0.3548 (g})
0 £00 -1500 0 -500 -1500 2.0179 | (@
kb= 0 -1500 8000 0 1500 3000 -3.2858 | (M) _ 4
-15000 0 0 16000 0 o 0.3640 vy P
O -500 1500 0 500 1500 -2.0178 | (oh)
0 -1500 3000 0 1500 8000 -8.8418 | (p)
[1.B518E-02] Zum Auftragen der SchnittgréSen

2.8730) (ML) sind die Kréfte von Vorzeichenkon-

[\” py=[1800] |

pr={1000]}

sl

[-9.8118E~03]
{ -9.8118] (F§3)

vention II nach Vorzeichenkonven-
tion I zv transformiern. Dazn ms-
sen die Vorzeichen der Krifte am
Stabanfang vertauscht werden.
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Berechnung des Lastfall Stiitzensenkung durch Einbau einer steifen Feder und einer
zugehorigen Last, die in der Feder eine Verschiebung der Grofie Aw erzeugt.

PF = k}:' Aw ®(8)

w1
w(2) (10)
kg= 10%kN/m (Steifigkeit nicht zu gro8 wihlen)
5000_=12000 -5000.0 12000.0 o ) ) ) 0.0 0.0 0.0
-1200d 28800| 12000.0 -28800.0 ) 0 0 0 0.0 0.0 0.0
+108
-5000 12000 81448.2 -7267.6 360 -20000 0 D -6448.2 -4742.4 860.0
12000 ~28800 -7257.8 93228.8 -3480 0 -750 -3000 -4742.4 -3676.8 -480.0
ngs_ 0 0 360.0 -3480.0 20000 O 8000 BOOO -380.0 480.0 2000.0
) 0 -20000.0 0.0 0 21500 0 1500 -500.0 0.0 1500.0
) 0 0.0 -750.0 3000 0 15760 3000 0.0 -15000.0 6.0
0 0 0.0 -3000.0 8000 1500 3000 23800 -1500.0 0.0 8000.0
0 0 -844%.2 -4742.4 -360 =500 0 -1500 8943.2 4742.4 -1860.0
) 0 -4742.4 -3676.8 480 0 -15000 O 4742.4 186768.8 480.0
B ) ) $80.0 -480.0 2000 1300 0 3000 -1860.0 480.0 10000.0 =
JEOO _.tﬁﬁ"__Qﬁu.ﬁ_lhuyluﬁ.___v.___ﬂ____i____ﬁ ™) Y =Y
-12dod 1028800 12000.0 -2B800.0 0 ) 0 oI 0.0 ) .0
-5d0o0d 12000 81443.2 -7257.8 880 -20000 0 ol-s4hs.2 -474p.4 38p.0
12dod -28800 -7257.6 33228.8 -3480 o -760 -3oool-a7}2.4 -387b.8 -48h.0
0 3860.0 -34B0.0 20000 o] 3000 BOOOI -3p0.0 48p.0 200p.0
K,..= q 0 -20000.0 0.0 0 21800 0 1500| -5p0.0 b.0  150}.0
ges 0 0.0 -750.0 3000 0 15750 3000 0.0 -1500p.0 .0
g.__..9._._.___°.£_'_3‘20_0__39_02_1'&‘)__19@_3&02% -15p0.0 p. 0 p. 0
< TS ——A A5G0 556 U T e A A P ——— GO
& 5003 e — A gep———B e
- g o SGer—&r 42 OOO—45G S—a 0GB re—0 wipro—tecoi-o
1.0288E+08 1.2000E+04 -2.B800E+04 0.00COE+0D ©.0000E+00 O©.0000E+00 0.0000E+00
1.2000E+04 8.1443E+0d -7.2576E+03 3.B0COE+02 ~2.0000E+04 0.0000E+00 0.0000E+00
K = | ~—2-BBOOE+04 -7.2578E+03 $.3227E+04 -3.4B00E+03 0.0000E+00 -7.300CE+02 -3.0000E+0S
0.0DDDE+0D0 3.B000E+02 -3.4B00E+08 2.0000E+04 O.0000E+00 8.000CE+03 8,0000E+0S
0.0DDOE+00 -2.0000E+C4 ©O.0000E+00 0,0000E+00 2.1600E+04 O©.0000E+00 1,5000E+0S
0.00DDOE+00 O.DO0ODE+00 -7.5000E+02 3.0000E+0S 0.C000E+00 1.575CE+04 3.0000E+03
0.C000E+00 0.0000E+00 —-3.C00CE+03 8.0000E+0S 1,3000E+08 3.0000E+08 2.3B800E+04 |
2.0000E+04 1.89938E-02 | (W)
0.0000E+00 -1.0180E-02 | (Ua)
P= 0.0000E+00 V= 1.5495E-02 | (W)
0.0000E+00 = 2.1398E-038 | (®))
0.0000E+00 -D.8084E-03 (Uy)
0.0000E+00 -2.3851E-05 | (Wy)
0.0000E+00 1.B580E-08 | (Py)
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-11.45
Schnittgroflen
Lastfall 4 11.63
T 77 0.35
2.87 /%/& 77
442% ;4377
{ b, A/ />>'
11.63
~11.45
N LF4
0.
7.82
-0.94
035 AKIAPET T T T T TTTTTTTTT -2.02
0.35
-0.94
QLF4
y&4
.00 ¥4 -2.02
—2.55 3.27
2.558 0.23
M LF4
-5.83
0.00 -8.84

Verschiebungsfigur
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START

* Steifipgkeitsmatrix Element 1

FRAME K1 R1 E=l I=D A=219700 X=-2.6,0 Z=8,0
s Steifigkeitsmatrix Element 2

FRAME K2 R2 E=1 I=32000 A=160000 X=0,8 Z=0,0
* Lastspalte Element 2

LOAD P2 6 8

0.0 -180000#10E-5%20 0.0

6%8/2 0.0 0.0
-B8*3%8/12 0.0 -32000*10E-5%30/0.4
0.0 180000%10E-5%20 0.0

6%g/2 0.0 0.0

avgeg /12 0.0 32000*10E-5¢80/0.4

* Steifigkeitsmatrix Element 3

FRAME K3 RS E=1 I=10000 A=100000 X=0,8 Z=0,6

¢« Lastspalte Element 2

LOAD P3L 6 8
4.
8.

-15.
4.
8.

15.

LOAD
0.

-0.
0.
0,
0. .
0.0 0.

TRAN T3 T3T

MULT T3T PSL PJ3

= Steifigkeitsmatrix Element 4

FRAME X4 R4 E=1 I=p000 A=90000 X=8,8 Z=0,8

* Aufbau der Inzidenztafel

LOADID ID NE=4 NF=6

ooLoom

3 68

ccoooQC

T
0
0.
0
0
0

ccoocm®
COoOQOCmm
oOOO0OHOO
CCOO0OO0O0O
[oNeNeoNeNeNel
O®mtwOQOO
coooQoQC
CmmOOCO
rCaoQOQQoOoGCo

1
1 23 4
128290
4 580
* Aufbau der Gesamt-Steifigkeitsmatrix
ZEROC KGES 8 6
ADDK KGES K1 ID N=1
ADDK KGES X2 ID N=2
ADDK KGES K3 ID N=3
ADDK KGES K4 ID N=4
s Federn
LOADID IDF NE=2 NF=1
4

oOoON
coad

8

LOAD KF 1 1

1000

LOAD KK 1 1

1600

ADDK KGES KF IDF N=1}
jADDK KGES KM IDF N=2

* Aufbau des Gesamt-lLastvektors
LOAD PGES 8 38

o]

80

30

0

0

(o]

ADDK PGES P2 ID N=2 ST=1
ADDK PGES P3 ID N=3 8T=1
P PGES

* Loessn des Gleichungssystems
DUP PGES VGES

SOLVE KGES VGES

P VGES

* Berechnung der Elementschnittgroessen
MEMFRC R1 VGES ID F1 N=)
P F1

MEMFRC R2 VGES ID F2 N=2
SUB F2 P2

P F2

MEMFRC R8 VGES ID F3 N=3
SUB F3 PSL

P F3

MFEMPRC R4 VGES ID Fd4 N=4
P F4

MEMFRC KF VGES IDF F5 N=1
P F§

MEMFRC KM VGES IDF F8 N=2
P F8

RETURN
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¢ Lastfall Stuetzensenkung -
START

« Staifigkeitsmatrizen

FRAME K1 R1 E=1 I=0 A=219700 X=-2.5,0 Z=8.,0
FRAME K2 R2 E=1 1=32D00 A=180000 X=0,8 2=0,0
FRAME KS RS E=1 I=10000 A=100000 X=0,B 2=0,6
FRAME K4 R4 E=1 I=B000 A=90000 X=8,8 Z=0,6

+ Federelement fuer Verschiebungsberechnung
FRAME K5 RS E=1 I=0 A=1E+8 X=-2.5,-2.5 Z=6,7
% pAufbau der Inzidenztafel

LOADID ID NE=5 NF=8

0102230
234656817
234000
587000
000010

* Aufbau der Gesamt-Steifigkeitsmatrix
2ERO KGES 7 7

ADDK KGES K1 ID N=1
ADDK KQES K2 ID N=2
ADDK KGES K3 ID N=3
ADDR KGES K4 ID N=4
ADDK KGES K5 ID N=3%
* Federn

LOADID IDF NE=2 NF=1
5

7

LOAD KF 1 1

1000

LOAD KK 1 1

1800

ADDK KGES KF IDF N=1

ADDK KGES KM IDF N=2

+ Aufbau des Gesamt-Lastvektors
LOAD PGES 7 1

2F4

cooO0O0

(o]

» Loesen des Gleichungssystems

DUF PGES VGES

SOLVE KGES VGES

P VGES

* Berechnung der Elementschnittgroessen
MEMFRC R1 VGES 1D Fi N=1

P Fi

MEMFRC R2 VGES ID F2 N=2

P F2

MEMFRC R3 VGES ID F3 N=3

P F3

MEMFRC R4 VGES ID F4 N=4

P F4

MEMFRC KF VGES IDF FS N=1
P F&

MEMFRC KM VGES IDF FB8 N=2
P F6

RETURN
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
U | Wy U, Wy | Dy | Us | Wy | &3] Uy W, | @,

1 Hy

2V

3 Hp

4V,

5 M,

6 Hj

7 V3

8 M;

9 Hy

10 Vq4

11 M,
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Berechnung eines Tragwerks nach dem WEGGROSSENVERFAHREN (WGV)
2. Beispiel

System und Belastung:

q=6,0kN/m
- \ Y r A
H=10kN EI = 25000kNm?
< —
NE @}\.\
4 *3%
4,0
% EA = o <),
o D2
o)
mnr .
5,0 | 3,0 |

- T i
Berechnung:

1. Schritt: Untersuchen, ob Symmetrie oder Antimetrie vorliegt, dann neues System wahlen.
(in diesem Fall keine Symmetrie vorhanden).
Statisch bestimmte Teilsysteme durch ihre Wirkung ersetzen.

2. Schritt: Numerierung der Knoten und der Stdbe
Wah! eines globalen (X, Y, Z) und fiir jedes Element ein lokales (x, y, z) Koordinaten-
systems

l—v X
Z q=6,0kN/m

4 y AR y

@?x@
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3. Schritt: Antragen der globalen Knotenverformungen und feststellen der abhangigen Verschie-
bungen (evtl. mit Kinematik)

vf” @ g‘” Us=U)

U (1) -0 75U(4)

d)l_ 04=0
V/— Uy =0 V/-J;DW =0
W, =0 W4 =0

4. Schritt: Berechnen der lokalen Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren fir jedes
Element.

S. Schritt: Transformationsmatrix vom globalen ins lokale Koordinatensystem aufstellen.

6. Schritt: Transformation der Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren vom lokalen
ins globale Koordinatenssystem.

- Steifigkeitsmatrix Element 1 (Balkenelement)

< o F’Uz(l) I= 4,0m
‘ Wy = EJ =32000kNm?
z

[ . E] El EI EI T
2o 6o - 125 -6
p @Ry g
EJl EJ EJ EI
X -6— 4— 66— 2—/—
o | %7 ‘7 fE T
3 _pEl (Bl LE L EI
F 7 BF %%
El EJ EI El
= = 2= 6= 4=
@ ®1 |87 7 7 7
o U, =0
W, =0
12%32000/4/4/4 -6%32000/4/4 -12%32000/4/4/4 -6%32000/4/4
-8*32000/4/4 4*32000/4 8%32000/4/4 2¢32000/4
klcz -12%832000/4/4/4 6%32000/4/4 12+32000/4/4/4 8%32000/4/4
-6%32000/4/4 2%32000/4 8%82000/4/4 4%32000/4

(wy) (®1) (v3) (@)
(uxy) (v (o) (9v)

T #9%  -8000 -12000 (Q) (Fy

klg= W #¥8 12000 16000 ? (Mn) lokale = glabale
Y an 8000 12000 (Q,) (F',n) Steifigkeitsmatrix
11 #ev 12000 32000 (asdy (M)

Up=0 ©1=0 Uxl) @22

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 1 entfallt, wenn beachtet
wird, daBB w, = U ist.
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Steifigkeitsmatrix Element 2 (Balkenelement)

l_’x 3=6,0kN/m
Z 4

TT1 165

50 3 v o
uo o Bt [ us=u0
V/_ Uz(l) o = 3=U2

W3 =-0.75Uy(4)
1= 5,0m

EI=25000kNm?

©2%25000/6/5/5 -8%25000/5/5 -12035000/5/8/5 -8%28000/5/5

k2 _ -6%¥25000/5/6 4*25000/5 8%25000/5/5 2%25000/8
G -12¥25000/5/5/5 6%#25000/6/5 12%25000/5/5/5 8%25000/5/8
-8*25000/5/5 2725000/6 8¢25000/5/5 4#25000/8

(w2) (p2) (w3) (3)
(wz2) (¢ov2) (wzy)  (¢v3)
W84 —BOOD -2400 -6000 (Qz) (F"zp)

k3= #¥& 20000 6000 10000 22) (M})  lokale = globale
#4¥  BODO 2400 8000 qu Steifigkeilsmntrix l I
444 10000 6000 20000 (M) (M) Elementbelastung .
Wy=0 ©(2) -0.75U; OX(5) z‘\ =~ ’i\
Gleichlast -q*1/2 -8%5/2 -15.0 F?é)
_| qwlzs12 | _ gsssp/12 | _ 12,5 7"’) (M H—
PTG LFI=| ‘ge1/2 = -85/2 | -15.0 (Qﬁ K’ Knotenlasten 1
-q*12/12 -6*5%5/12 -12.5 (MN) (M ) (gleichwertige Wirkung)

Steifigkeitsmatrix Element 3 (Balkenelement)

HE
—» X r ©) 12¢25000/6/6/6 -6%25000/5/5 -12#25000/5/6/5 —B*26000/5 /5
l =Uy(3) k3=| -€+25000/6/5  4»26000/5 B*25000/6/5  2%25000/5
~12925000/5/6/6 8%26000/5/5 12%25000/5/5/5 825000/5/5
4 ® W —‘0 75Ux(4) -6725000/5/5  2026000/5 8*25000/5/5  4¥25000/5

(w3) G| (@0
2400 -BODD  WAA o] (@D

Z k3= | -0000 20000 w#s W (M-s) lokale
-2400 8000 1Y 177 Steifigkeitsmntrix
l 5 0 -8000 10000 wHH naw
= 5,0m
= 2
EI=25000kNm W= 06w
U=-08"w

w=-08-U+06"W

Us =0
| We =0 ©» W (@
(Transformation auf () —0.8 0.8 0.0  HHH AWK AHH
globale Koordmaten) ™= @ 0.0 0.0 1.c Hew Huy #44 | Transformations-
— TTKT = ] 7y 77 T TR T T A 77| matrix
AN L4 (21 v ana Hia
[ 2400 -8000 wew  wwwT] [T -1020 1440 -8000  Hew  A4N AAN |
k3= | -6000 20000 war  wes 4800 3800 20000  WAX  4AM  AAN | 4 3wrd 3
- sy v (21 e wina nan auy Hiw (114 Hoa - -
Wy N Hun Now LY2 v L XA (42 oW How

_ ()  wz3)  (Pv)  (wxa)  (wza)  (Pve)

-0.8 0.0 HHH wnd] (’ 1636 -1152  4&BOD T T, rTa (ﬁz)
0.8 0.0 KWk T -1152 884 -3600 [17] 7 wnw | ( ;?)
T3‘]‘= 0.0 1.0 177 'ZY 4800 -3800 20000 (77 77 avr | (Miy) _k3
1774 qan 'Y 'y 17 177 T Ty 177 pan (B =
774 T T Y Ty ik 77} 77} 1Ty 177 177 (ng)
7 (77 1Ty aiw | | 1T 77 ] 77} 1T 17 Koo | (le) globale

Uj; -0.75U2 @3(6) Us=0 W4=0 &;=0 Steifigkeitsmatrix
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7. Schritt: Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix (Uberfagerung)

Zuordnungstafel: | (xa)| Wza) | (Pya) | (uxp) | (Wzb)| (@yp)
Element 1 0 0 0 1 0 2

Element 2 0 0 2 0 4 5
Element 3 3 4 6 0 0 0

Gleichgewicht an jedem Knoten k:

SFa  SFx DMa

1 2 3 4 S 6
2 3
Uy | @ | Uz | W3 | @73 | 73

8000 12000 El. 1
1 Hz El. 2
El. S
12000 | 92000 El. 1
2 M 20000 6000 | 10000 El. 2
El. s
El. 1
3 Hj El. 2
1586 -1152 4800 | El. s
El. 1
4 V3 8000 2400 8000 El. 2
-1152 864 -3600 | E1. 3
El. 1
5 M2% 10000 8000 | 20000 El. 2
El. 8
El. 1
8 M33 El. 2
4800 -8600 20000 | El, 3

6000 12000 o 0 0 0

12000 52000 0 8000 10000 )

K g = 0 0 1538 -1152 0 4800

b O 6000 -1152 3284 6000 -380C0

0 10000 0 6000 20000 0

0 0 4800 -3600 6 20000

Uberlagerung des Lastvektors P = pP*—P?

[ ]

P po
-10.0 + 0.0 -10.0
0.0 - 12.5 -12.6
P — 0.0 + 0.0 - 0.0
ges 0.0 + 15.0 15.0
0.0 + 12.5 12.5
.0 + 0.0 0.0

Gleichunpgssystem nicht losbar, da die Freiheitsgrade abhangig sind.
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8. Schritt; Einbau der Nebenbedingung

T

Vertraglichkeit
wa) () @n) z) @ (P
Up = U, 8000 12000 0 0 o 0
_ > 12000 33000 O 8000 1000C 0
Pn 2 0 0 1538 -1152 0 4800
Uy, = U, 0 6000 -1162 3284 8000 -3600 | /..
- 075U 0 10000 O 6000 20000 0 .
“’223_" 2 D 0 4800 -8800 0 20000
— 2
Py = @3
3 k)
Pz = b3
Vgaf =R‘V
- . 2Fy P, =RT-P
Gleichgewicht 8es
>F, N? N SF, Kges ' Vges = Ppes
-
“lTe —° *© BAN Ko RV = P
RT'KM'R'V - RT.Pge_f
SH, - N* = 3P,
: N} K'V=P
2H3 - N2'+' 2Fx3—N3‘0-6 =0
) VARRK
EV_'; - EPZJ - N3‘0-8 >
- 0.6 U ®,) ®? @)
SHy, — N'+ 5Fp-3Fy 5o = 0 GG
. F 1.00 0.00 0.00 0.00| P
SH : C . _ 0.00 1.00 0.00 0.00
> 2P+ TFn-2F50075 =0 R= 1.00 0.0¢ 0.00 0.00 | (ux3)
- -0.75 0.00 0.00 0.00 | (wz3)
0.00 0.60 1.00 0.00 | (&
| 0.00 0.00 0.00 1.00_] (¢3)
BOOO 12000 o 0 0 0 8000 12000 ¢ 0
12000 52000 O 6000 1000C 0 7500 52000 10000 0
Kpes = 0 0 1536 -1152 0 4800 2400 0 0  4B0O
B 0 68000 -~1162 3264 6000 -3600 -380C 6000 8000 —3800
0 10000 0 6000 20000 0 -450C0 10000 20000 0
0 O 4800 -3800 0 130000_| 7500 o b 20000
I SFyy  SF _ }
YH| 1.00 0.00 1.00 -0.75 0.00 0,00 Fnloo 7500 -4500 7500
R’I‘_ 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 7500 52000 10000 bl =K
6.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 -4500 10000 20000 o
0.00 ©0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 | | 7500 o 0 20000 |
[~ -10,0 |
-12.8
— 0.0
chs_ 15.0
12.5
0.0
1.00 0.00 1.00 ~0.75 ©0.00 0.00 | [-21.25]
RT= 0.00 1.00 0.00 0.00 ©0.00 0.00 -12.50 | =P
0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 12.50
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 |
9. Schritt: Losen des Gleichungssystems K-V = P
-2.7808E-03 | (U2)
V= 1.7584E-04 | (I -
-8.8D17E-05 (d’i) [ _2.7808E-03
1.0387E-03 | (@) V= | 1.7584E-04
-B.8017E-05
| 1,0387E-03 |
1.00 0.00 0.00 0.00 _2.7888E-08 | X2
0.00 1.00 0.00 0.00 1.7564E-04 | (@¥2)
R= 1.00 0.00 0.00 0.00 -2.7808E-08 | (x3) =V,
-0.75 0.00 0.00 0©.00 2.0773E-08 | (wz3)
0.00 0.60 1.00 0.00 -8.8017E-05 (q:lp)
0.00 0.00 0,00 1.00 | 1.0387E-08 ] (9},)
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10. Schritt: Ermittlung der Elementverschiebungen
11. Schritt: Ermittlung der Knotenkraftgro8en
Knotenkrifte Element 1
Ml
Ly v/p | N%
FX2 1
X ® ‘ | \b 02
FZZ Ml
2
Z
X
f Z PG = ko' vG
Ml Ny p'= kv
Y1 1
® I
mnnr r FXI\D [ 5. 0000E+00 | E“Xlg
Fo mi io=| Szt ()
| 1.7584E-04_{ (¢v2)
_ 12000 5108 | @) (Fy) _
Klg=| s»e  ess 12000 16000 _30.4280 | (D) (41 p
T T 8000 12000 -14.5108 (Q;) (F,ln) =p!
Y #yy 12000 32000 || ~27-6186_ | (yly (M)
Knotenkrifte Element 2
X q=6,0kNm
' [TTIT] | Mz
M2 M
R '/‘ 2 2
2 ﬁr 2 r' Fis Nj
! DN Fx)_§® 6—l>x @E
z

PG = KoV * B o] ) o
p' = kv + p‘n v20= 2.0773E-08 | (3) (Wz3)
| -8.8017E-05 (®3) (¥v3)
X¥Y  _6000 -2400 ~-8000 | -5.5283 ] (Qz) F%)
k2 _ #74 20000 8000 10000 18.1188 | (MY (ML) _p Gv
G—= #N4  BOOO 2400 6000 5.5238 21) (FZJ) _p
7#% 10000  BOOC 20000 | 12.5000 | (Mz) ML)
-5.5283 -15.0 -20.5233 ] (@3 (F%) =p?
151188 | | 128 | 27.8186 M’) (ML) G
5.5298 -15.0 | T -9.4787 ;:%3) =p?
12.5000 -12.5 | ©0.0000]| ’:) M,
ki; vl + p2 = PG
ki-v  + piD = pi
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Knotenkrafte Element 3

PG = kg V6 + ¢

.7898E-03 | “x)

-2
2.07738-08 | (Wz3)
v3.=| 1.0887E-08 (®7)
G T 0.0000E+00 | (uys)
0.0000E+00 | (0,
| 0.0000E+00_| (g
-0.8 0.6 0.0 PTT, F17) w#a | [ 9.4822E-087] (w3)
T3 = 0.0 0.0 1.0 1T ITT] 71 1.0387E-08 | (@)
= 7 177 7Y Hah 177 7 0.00COE+00 | (wq)
11 1114 ey CHH Y2 X 0.0000E+00 (q)4)
2400 -8000 whE  BAH 2.07737] @)
k3= | -6000 20000  wa# 177 0.0000 (Mjg)___ 3
-2400 6000  MA4 1T -2.0778 | (0 p
-6000 10000 W4 eov || -10.3888 | (p

Normalkrifte aus Gleichgewicht an den Knoten (VZK 1)

Knoten 2
< C . SH=0 - M-H-0i=0
@ N3 Ni=+H+ 0
0)) N = 100~ 14.5] = -4.51
<
2V=0 =~ N+0i=
¢ N} Ny =-0}
N} = -20.52
Knoten 3
N3 SH=0 > N3"06-0}08-N =0
il , @ N = (0108 + M)
02 0.6
3
Q%ﬁl N2 = %(- 208" 0.8-4.51) = - 10.29

Mﬁ SV=0 > N-08+0106-0i=0

N =0i8(—Q§-o.6+Q§)

N} = ﬁ(o.s +2.08 - 9.48) = - 10.29
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SchnittgroBen
Lastfall 1 —4.51 -4.51 -10.29
FREERERRREN 11
_20.52 L
N LF1
-10.29
-20.52
-9.48
_14 .51 /rﬂ/T1 -2.08
20.52
QLr
-14.51 ;2-08
-27.62
_o7 62 < 0.00
é M LF1
\\
\ -10.39
1\ 30.43

Verschiebungsfigur
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Steifigkeitsmatrix fiir Stab mit Gelenk

O |
Mol

3 R 9 3
Yo YA
N Nebenbedingung My, = 0

[ 0 | [ _gEL _pEl (B [wa] [0
R -6 -2 | -6
El El _EI EI
—U=a - > - a M2
M, 6{2 4 7 6 [2 I 2 7 @
= El EIl _EI EI +
o | |7 7 PE ST lw| &
——————————————— | --- .
. El _El _E El --
| M, = L _6? 27 6 £ I 47 J Lol | M ]
- - [~ | ~ - - _ _
Pa kaz | Kap Va pS
Y N (R | ——=| |--- -~
-0- K Koa |kbb__Vb_ | Py
k- : 0 .
Pa = Kaa"a F kap "V + Pa (1) Matrix ausgeschrieben

Ps = Kpa"Va + Koo " Vo + P§ = 0 (2)
Umstellen der Gl. (2) auf die zu eliminierenden

vi =kl (DY + ke v v 3 Verschiebungen.
b oo ( Py Koa"Va ) ®) Berechnung von v, wenn v, bekannt.

Pa = Koz Va—Kap ' Kph ( Df + ksa' Vo ) + DY Einsetzen von Gl. (3)in Gl. (1)
Po = ( Kaa—kao " Kp} " ksa ) Va + D3 - kas * K5} - p) 4)
\. S \ J/
N A4

P = kg CovE P2
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Beispiel
—~ 0] [ 2E 6l _pE | 6B T Tw] [Lal]
3 Qa R -6 -5 | -6 w -5
El  EI _E EI P
M, —6= 4= 6= | 2= Pe ar
te s = = ’;l E; l;l | Elfl + 12
= = = = = 4
§ o 25 65 = | 65 Wy 'qT
I N v vl ISl
i o] [-7 7 ez 17 [ 1R
Nebenbedingung My, = 0 - -
. . K kg
Steifigkeitsmatrix: S -
1 _¢El LEI (EI
7 | £ 0 F
El  _El _EI El1 [ 37 El _El  EI El _El _EI
Ry -6 -7 87 B T e TF T T T
El  El _E El 1 El EI El El _EI _El
- B e 3 BE T | T T T
El El __EI El 3 El _EI El El _El _EI
L b U 2l Lzl P77l U7 7 %7
Kaa kv kao ' kG} Kab * Kpp * Koa Ker
k;}, Pg
Lastvextor fur Gleichlast: - ' ]
i [_u
_4Elj J.2J
.at SELT .37 -t _9t
2[2 Ell“ P 8 8’& Siehe Formelsammlung
a° = I at = ac ;
5 7 3 n 3 Drehwinkelverfahren
gt 6! £ _at 3t
2 £ L 2 8 8
- -l 0
P Kab  Kap Kpp  kao kph P P
Zusammenfassung:
(wa) () (ws)
3%-35,’-3E (eA)
3 ‘ BB g/
R i | LB B B,
16 Ing ® A Kgr= |37 37 37 |
El _El _El
y4 -3 3 3y (e
(wa) W) (@)
El _El _E
< 3T (o)
- El _EI _El|
k, = [-3= 3= 3=
I ® X o8 g~ |27 YF T | @
z SEL BB g
£ "8 Tt g

Die Lastvektoren entsprechen den EndschnittgroBen des einseitig eingespannten Stabes,
wenn die Vorzeichendefinition 2 beachtet wird.
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Berechnung eines Tragwerks nach dem WEGGROSSENVERFAHREN (WGV) mit Ge-
lenkelementen.

System und Belastung:

q="6,0kN/m
_ P e edd !
H=10kN EI=25000kNm?
« I
NS (t}\\
Z <
2 EA = o & 40
g \
o QP
o
777 -
5.0 | 3,0
| "]

Berechnung:

1. Schritt: Untersuchen, ob Symmetrie oder Antimetrie vorliegt, dann neues System wahlen.
(in diesem Fall keine Symmetrie vorhanden).
Stati:ch bestimmte Teilsysteme durch ihre Wirkung ersetzen.

2. Schritt: Numerierung der Knoten und der Stibe
Wiahl eines globalen (X, Y. Z) und firr jedes Element ein lokales (x, y, z) Koordinaten-

systems

l—b X
Z q=6,0kN/m

4 A 4 Y 3

777
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3. Schritt: Antragen der globalen Knotenverformungen und feststellen der abhéngigen Verschie—
bungen (evtl. mit Kinematik)

mnmr
Q) = o4 =0
YU =0 \@—Duﬁo
W] =0 W4 =0

3. Schritt: Berechnen der lokalen Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren fir jedes
Element.

4. Schritt: Traasformationsmatrix vom globalen ins lokale Koordinatensystem aufstellen,

5. Schritt: Transformation der Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren vom lokalen
ins giobale Koordinatenssystem.

Steifigkeitsma(rix Element 1 (Balkenelement)

93 (2)
W17
X ® U, (1) 1= 4,0m
l’ £w2 0 EI =32000kNm?
y4
- El El El El T
JocelY Sl ] Yo el
12 [ 6!’ £ 6!’
1 El El El El
X L L
A | %7 ‘7 %E T
E! EI El El
-12(3 67 127 672—
El El El El
= -0 2_ 6_ 4‘*
® ¢, =0 |07 2 SF AT
i U, =0
W, =0
12¢32000/4/4/4 =-8°32000/4/4 —-12%32000/4/4/4 -8%32000/4/4
-8%32000/4/4 4°32000/4 8632000/4/74 2%¥32000/4
le= -12*32000/4/4/4 6932000/4/4 12932000/4/4/4 6*32000/4/4
-8%32000/4/4 2932000/4 8¢32000/4/4 4#32000/4
(w1) (p1) (w) (#2)
(ux1) (ey1) ()  (pn)
sk wwr -8000 -12000 | (@D (Fxy)
k10 = T sy# 12000 16000 | (M]) (M}) lokale = globale

wa 1T 8000 12000 | (0)) (Fy) Steifigkeitsmatrix
wnu ¥r# 12000 32000 (Mly (M)

Uj=0 &;=0 Uy(1) &3(2)

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 1 entfdllt, wenn beachtet
wird, daB w, = U, ist.
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Steifigkeitsmatrix Element 2 (Balkenelement)

} > X q=6,0kN/m
v

\ \ 4 AR ]

®;(2) ¥
J Us=U,03)
ﬁ:‘»‘h(l) ® \ZDX [2] @Ar 3=42

W3 =-0.75U(4)

1= 5,0m

EI=25000kNm?
E] _El _EI
e T Yol
F VF T
> 8%25000/5/8/5 -9%25000/5/5 —3%25000/8/5/5 Ki=|-1E E EI
k°G=| -s=25000/5/5  3v25000/5  3%25000/5/5 I 7 £
~3%26000/5/5/5 8%25000/5/5 3225000/5/5/5 Bl JEL B
w) @) (w) e & e

(wz2)  (pv2)  (wz3)

444 -3000 -800 (Qz) (qu-)) _
k25= #4H# 15000 3000 ) (M) loknle = glabale
4HH 3000 600 f ,_%3) Steifigkeitsmatrix

Wa=0 @3(2) -0.75U,

Gleichlast
20 -5¢qr1/8 ~6%5/8+5 -18.75 32) %)
PUGLFI= | arli/s| | evsesso | _| am.7s | (M) (M)

-3%q*l/8 -8¢5/8*3 -11.25 | (03" Uﬂz&)

Steifigkeitsmatiix Element 3 (Balkenelement)

X F{b
@ U3_U2(3) k3_ 3¥25000/6/5/5 -3%25000/5/5/6 -3%25000/5/S
Z — | -3*%25000/6/5/5 3%25000/5/5/6 3+25000/5/6
E

WJ':_O 75U2(4) -3*%25000/5/5 9026000/6/5 3%25000/8

N e o
37 3F g )0 @
] El EJ EJ 600 (171 oy
z k' = —3? 3? 37 k3=[ -a00  #¥d  wwi | (@D lokale
El _EI _EJ -3000 hou #n¥_| (M}) Steifigkeitsmatrix
I= 5,0m e Ve 3T
EI=25000kNm?
W= 06w w
N W
s =0 U=-08"w 7l
w=-08"U+06"W
4 =0
W4 =0
(Transformation auf _ ) W) _
globale Koordinaten) 4 (] -0.8 0.8 17 177 17T .
; T i T = 177] 77 177 177] 177 Transformations—
kg = TK'T | saw wex wws wew e matrix
[~ s00 PTT waw | [ -480 360 7Y 1L T
kK3=| sus T waH suh 7 M7, 'L soy | =3T3 =13
17 T won | | www vy ) yaH YT

(ux3) (wz3)  (xxa) wza)  (Pvs)

F—o.a Ty TTa FSN -288 T 7] TTAK ﬁ
0.8 177 1T —288 2186 77 17} 17 z_))

T3 T =| s 1T L 177 iy T 177 'TTH W) =k3 G
177 Tz 1T vy 1T 117 HAN 117} Ff
7] 17 77 pay PIT] 77 T uy (Mn) globale

Uz —0.75U; Ug=0 W4=0 &4=0 Steifigkeitsmatrix
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7. Schritt: Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix (Uberlagerung)

Zuordnungstafel: | (uxz)| Wza)| (Pva) | (wxw)| (wzb)) (Pys)
Element 1 0 0 0 1 0
Element 2 0 0 2 0 4
Element3| 3 4 0 0 0

(e} Ne 3 I 8]

Gleichgewicht an jedem Knoten k:

> Fa > Fa > My

1 2 3 4
Uy | & | Us | Ws
8000 12000 El. 1
1 H; El. 2
El. 3
12000| 32000 El, 1
2 M; 16000 soco | El. 2
El. 8
El. 1
3 Hj El. 2
384 -288 | El. 8
El. 1
4 V; 3000 8oo| El. 2
-288 216 | El. 38
8000 12000 o )
K. —| 32000 47000 © 3000
. ges = 0 0 884 -288
0 8000 -288  B16

Uberlagzrung des Lastvektors P = P* - P?
PP P

-10.0 + 0.0 -10.00
P..= 0.0 -~ 18.75| — | -18.75
ges 0.0 + 0.0 0.00

0.0 + 11.25 11.25

Gleichungssystem nicht I6sbar, da die Freiheitsgrade abhangig sind.

8. Schritt: Einbau der Nebenbedingung

up = A T~ N\ s

Pr = P, () (PvD  (xs)  (wz3)
Ys = b, BOOO 12000 0 D
wzs = -0.75" U _ | 12000 47000 0 3000
Kges = 0 0 384 -2BB

0O $000 -2BB 816_| /g
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Baustatik 3/4

Uy (@)
[ 1.00 0.00]
— 0,00 1.00
R= 1.00 0.00
|-0.75  0.00]
8000 12000 o o] [ sooo 12000]
K. = 12000 47000 0 3000 9750 47000
ges — 0 0 384 -2B8 800 0
0 3000 -288 816 | | -900 3000 |
RT = 1.00 ©0.00 1.00 -0.75] [[7275 97507
0.00 1.00 ©0.00 0.00] | 8760 47000 |
~10.00
-18.76
= 0.00
Pges 11,26
RT 1.00 1.00 -0.78 -18.48758
0.00 1. 0.00 0.00| | -18.7500
. . \ K-V=P
9. Schritt: Losen des Gleichungssystems
V=|:—z.7ssas-oa (U2
1.7584E-04] (®2) V= I:—~2.7aasr:—03:|
1.7564E-04
1.00 0.00 | [-2.768BE-03
R=| 000 1.00 1.7564E-04
| 1.00 0.00 -2.7688E-03
-0.78 0.00 2.0773E-03
10. Schritt: Ermittlung der Elementverschiebungen
11. Schritt: Ermittlung a=r KnotenkraftgréBen
Knotenkrafte Element 1
M}Q ]
Ny
X ® Fl NS 2
2 Ml
7 2
X
[ — i .
iDZ PG = kg
I [ = ki
1 Nj p
My, 0!
® i |
T X1 [~ 0.0000E+00]
I 1__| o.coocE+00
Fz, M{ V'G= | -2.7698E-03
1.7884E-04
7] 444 -8000 -12000 14.5108]
kl — AR ave 12000 18000 ~30.4268
G™ | waw Qe 6000 12000 -14.5100
1T ¢¥¥ 12000 32000 -27.8168]|

{ux2)
(¥y2)
(ux3)
(wz3)

(wx)
{&v2)
(1x3)
(wz3)

V6

v

(ux1)

(ov1)

(u2)

(Oﬂn)

F,’n)
'p (M)
;) (F’n) =p

(M;) M)

1
1

G
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Knotenkrafte Element 2

q=6,0kNm

r’x
Z
) Y IR i

;

@Nzé%g@ fox U

F2
AY &: %
Z3

Q3
pi =ki.v.i +p1Q _ _
G ¢ 6" FG 0.0000E+00 | (w2) (wz2)
pl=K-v+ plD sz= 1.7564E-04 | (®) (oy2)
| 2.0773E-03 | (w3) (wz3)
gws -3000 -soo] [ -1.7738 | (@D (FL)
kz(_;= 444 15000 3000 8.88886 (Mz*) (Mzin) _pG
444 3000  800| | 1.7738] (QJ) (7%, =p%
B | 2
~1.7788 -18.75 ~20.5238
B.B88E |+ 18.75 | = 27.6188 7?) (Mr72 _p2
1.7733 -11.25 | -9.4767] (Qf) (Fﬁj) =p
) 0 — ]
ki.vi + piﬂ — pl
Knotenkrafte Element 3
X
3
AB/\Q ; F73
Q3 N3
' 2z x\[2]
MJ o vi 0
@ y4 PG = k6 v + PG
M3 r 3
4 Fyy, _ _
AN F3 -2.7888E-03 ] (¥x3)
24 2.0773E-03 | (wz3)
Y4 3“ Ni vig=| 0.0000E+00| (uxd)
Q4 0.0C00E+D0| (wzq)
| 0.0DOOE+0(II_ (Pya)
0.8 0.6 aex  wwh  wwd| [ 3.4822E-03]| (w3
T3= | wws 7 1T any WHH 0.0000E+00 | (w4)
HuH 177 AV 177} #4#] [ 0.00DOE+00 | (pa)
go0  wwe  wwd | [ 2.0778 | (@) 3
k3=| -eo00 uHy 7T -2.0773 | (@) =P
-3000 ’T] ] -10.3886 | (m3)
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Vergleichsrechnung mit Dehnsteifigkeit

q=6,0kN/m

RERRRRREEEY

H=10kN EI =25000kNm?

EA =120000kN

EI=32000kNm?2
EA=150000kN

CAL8S8 50

START

FRAME K1 Rl E=1 I=32000 A=150000 X=0,0 Z=4.0
P Kl
FRAME K2 R2 E=1 I=25000 A=120000 X=0,5 2=0,0
P K2

LOAD P2 § 1
0.0
825/2
—B4585/12
0.0
8*5/2
8%3¢5/13
P P2 B

FRAME K3 %8 E=1 I=25000 A=z100000 X=5,8 Z=0,4
P K3

LOADID ID NE=3 NF=8
000123
123458
457000

ZERO KGES 7 7

ADDK KGES K1 ID N=1
ADDK KGES K2 ID N=2
ADDK KGES K38 ID N=8
P KGES

LOAD PCES 7 1
-10

[+RNoNoleNele]

ADDK PGCES P2 ID 2 1
P PGES

DUP PGES VGES
SOLVE KGES VGES
P VGES

MEMFRC R1 VGES ID F1 N=1
P F1

MEMFRC R2 VGES ID F2 N=2
P F2

SUB F2 P2

P F2

MEMFRC R3 VGES ID F8 N=3
P FS

RETURN

4,0
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seve Taphnische Universitamet Muenchen

evees CAL-Ergebnisprotokoll

>> START

>>

>> FRAME K1 R} E=1 I=32000 A=16

++ Matrix <Ki > mit a4 Zel

++ Matrix <R1 > mit 6 2ol
E 1

1.0000E+00 3.23000E+04 1.5000

>> P K1
AUSGEAEBE DER M A
S5-Nr = 1 2
Z-Nr 1 8000.00D0 0.000
Z-Nr 2 0.0000 37500.000
Z-Nr 3 =12000.0000 0.000
Z-Nx 4 -8000.0000 0.000
Z-NY 5 0.0000 -87500.000
Z-Nr 6 -12000,0000 0.000

>> FRAME K2 R2 E=1 I=25000 A=12

++ Matrix <X2 > mit 8 Zpi
++ Matrix <R2 > mit 6 Zei
E I
1.0DCCE+00 2.5000E+04 1.2000
>> P K2
AUSCABE DER M A
S-Nr = 1 2
Z-Nxr 1 24000.0000 0.000
Z-Nr 2 0.0000 2400.000
Z-Nr 8! 0.0000 ~€8000.003
Z-Nx 4 -24000.0000 0.00¢
Z-Nrxr 5 0.0000 -2400.00C
Z-NY 8 0.0000 -68000.000
>>
>> LOAD P2 8 1
++ Matrix <P2 > mit 8 2ei
>> P P2
AUSGABE DER M A
S—-Nr = 1
2-Nr 1 0.0000
Z-Nr 2 15.0000
2-Nr k) -12.58000
Z-Nr q 0.0000
Z-Nr 5 15.0000
Z-Nr 8 12.5000
>>

>> FRAME K3 R8 E=1 I=23000 A=10

++ Matrix <K8 > mit 6 Zei
++ Matrix <R3 > mit 6 2ei
E I
1.0000E+00 2.5000E+04 1.0000
>> P K3
AUSGABE DER K A
S—Nr = 1 2
Z~Nr 1 87386.0000 844B.000
Z-Nr 2 8448.0000 13664.000
Z-Nr 3 4800.0000 -3600.000
Z-Nr 4 -8738.0000 -8448.000

Lehrstuhl fuer Statik »»ee

-~ Seitae 1 - Datum 4. B.1BB3 »ITCO
Verbleibender Speicherplatz = 358604
verbleibender Speicherplatz = 400000
Verbleibender Speicharplatz = 400000
0000 X=0,0 Z=4,0
len und 6 Spalten erzaugt
len und 6 Spalten erzeugt
A X 2 L
E+05 0.0000E+00 4.00C0E+00 4.0000E+00
0.0000E+00 O.0000E+Q0
Verbleibender Speicherplatz = 388816
TRIX «Ki >
3 4 5 é
0 -12000.0000 -6000.0000 0.0000 -12000.0000
0 0.0000 0.0000 -37600.0000 0.0000
0 82000.0000 12000.0000 0.0000 18000.0000
0 12000.0000 6000. 0000 0.0000 12000.0000
V] 0.0000 0.0000 87500.0000 0.0000
0 16000.0000 12000.0000 0.0000 32000.0000
Verbleibender Speicherplatz = 996516
0000 X=0,% Z=0,0
len und B Spalten erzeugt
len und 8 Spalten erzeugt
A X z L
E+05 0.0000E+00 0O.0000E+00 5.0000CE+00
5.0000E+4+00 0.0000E+00
Verbleibender Speicherplatz = 3pBgE32
TRIX «<K2 >
3 4 5 [}
0 0.0000 -24000.0000 0.0000 0.0000
0 -8000.0000 0.0000 -2400.0000 -68000.0000
0 20000.0000 0.0000 8000.0000 10000.0000
D 0.0000 24000.0000 0.0000 ©.0000
2 6000.0000 0.0000 2400.0000 8000.0000
¢ 10000.0000 0.0000 8000.0000 20000.0000
Virbleibendar Speicherplatz = 385832
Ve~bleibender Speicherplatz = 399832
len und 1 Spalten erzeugt
Verbleibender Spaicherplatz = 388820
TRI X «P2 >
Varblelbender Speicharplatz = 388820
Verbleibender Speicherplatz = 3859820
0000 X=5.8 2=0,4
len und 6 Sprlten erzeugt
len und 8 Spalten erzeugt
A X Z L
E+05 5.0000E+00 0O.0Q0000E+00 5.0000E+00
8.0000E+00 4.0000E+00
Verbleibender Speicherplatz = 388736
TRI X «<Kks8 >
3 4 5 8
0 4800.0000 -8735.0000 -B448.0000 4800.0000
0 -3600.0000 -8448.0000 -13884.0000 -3800.0000
0 20000.0000 -4800.0000 3800.0000 10000.0000
0 =-4800.0000 8736.0000 8448.0000 -4800.0000
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2Z-Nr 5 -8448.0000 -13884.0000 3600.0000 8448.0000 13884.0000 3600.0000
Z-Nr [} 4800.0000 -3600.0000 10000.0000 -4800.0000 3800.0000 20000.0000

e Verblaibender Speicherplatz = 366736

>>
- —————————— verbleibender Spelcherplatz = 399736

>>» LOADID ID NE=3 NF=§

++ Matrix <ID > mit 8 Zeilen und 3 Spalten erzeugt

Freiwert = 1: 2; 3: ' 5: 6:

Element 1: 0 0 o] 1 2 3

Element 2: 1 2 3 4 5 8

Element 3: 4 5 7 o] o] o]

gy verbleibender Speicherplatz = 388721
>>

e Verbleibender Speicherplatz = 388721
>> ZERO KGES 7 7

++ Matrix <KGES > mit 7 Zeilen und 7 Spalten erzeugt

- e Verbleibender Spsicherplatz = 399688
>> ADDK KGES K1 ID N=1

- e verbleibender Speicherplatz = 399688
>> ADDK KGES K2 ID N=2

------------------------------ verbleibender Speicherplatz = 399886

il

------------------------------ Verbleibender Speicherplatz - 388866
>> P KGES8

AUSQGABE DER MATRTIX <KGCES >

8-Nr = X 2 3 4 5 8 7
Z-Nr 1 30000,0000 0.0000 12000.0000 -24000.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Z-Nr 2 0.0000 89900.0000 -8000,0000 0.0000 -2400.0000 -6000,0000 0.0000
Z-Nr 3 12000.0000 -6000.0000 &2000.0000 0.0000 8000.0000 10000.0000 0.0000
Z-Nr 4 -24000.0000 0.2000 0.0000 32786.0000 B448.0000 0.0000 4800.0000
Z-Nr 5 0.0000 -2400.0000 8000.0000 8448.0000 16084.0000 6000.0000 -36800.0000
Z-Nr 8 0.0000 -8000,0000 10000.0000 0.0000 6000.0000 20000.0000 0.0000
Z-Nr 7, 0.0000 0.0C00 0.0000 4800.0000 -3800.0000 0.0000 20000.0000

------------------------------ Verblaibender Speicherplatz = 899888
------------------------------ Verblelbender Speicherpleatz = 399888
>> LOAD PGES 7 1

++ Matrix <PGES > mit 7 Zeilen und 1 Spalten erzeugt
------------------------------ verbleibender Speicherplatz = 3985858

—————————————————————————————— vVerbleibender Spsicherplatz = 399853

AUSGABE D ER MATRIYX <PGES >

S-Nr = : 1

Z-Nr 1 -10.0000

Z-Nr 2 15.0000

Z-Nr 3 ~-12.5000

Z-Nr 4 0.0000

Z-Nr 5 15.0000

Z-Nr 8 12.5000

Z-NYy 7 0.0000

—————— - - - Varbleibender Speicherplatz = 389853
>>

- - - Verbleibender Speicherplatz = 398653
>> DUP PGES VGES
++ Matrix <VCES > mit 7 2eilen und 1 Spalten erzeugt
—————————————————————————————— Verbleibender Speicherplatz = 3586840
>> SOLVE KGES VGES
wert der Dsterminate = 1,187850E+30
------------------------------ Verbleibender Speicherplatz = 388640

AUSCABE DER MATRIZX <VCES >

S-Nr = 1

Z~Nr 1l -2.6390E-08

Z~Nr 2 5.,4588E-04

Z~Nr 3 1.3443E-04

Z~Nr 4 —-2,.8148E-038

Z~Nr 6 2.7457E-03

Z-Nr 6 -1.0215E-04

Z~-Nr 7 1.1888E-03

______________________________ Verbleibender Speicherplatz = 886840
>>

----------------------------- Verbleibender Speicherplatz = 388640
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>> MEMFRC R1 VGCES ID F1 N=1
++ Matrix <F1 > mit 8 Zeilen und 1 Spalten erzeugt
B Verbleibender Spaeicherplatz = 368828

> P F1

AUSGABRBE DER MLATRIX <F1 >

S-Nr = 1
Z2-Nr 1 20.4732
Z-Nr 2 14.2208
Z-Nr 3 -25.51687
Z-Nr 4 -20.4732
Z—-Nr 5 -14.2208
Z-Nr (-] -27.3858

————————————— —=———=———~———-—-—- Verblelbender Speicherplatz = 355628
>> MEMFRC R2 VQES ID F2 N=2

+4 Matrix <F2 > mit 8 2eilen und 1 Spalten erzeugt
—————————————————————————————— Yerbleibender Spaicherplatz = 395818

AUSGABE DER MATRIX <F2 >

S—-Nr = 1
Z—Nr 1 4.2208
Z-Nr 2 -5.4782
Z-Nr 3 14.8658
Z-Nr 4 -4.2208
Z-Nr 5 65.4732
2-N1r ] 12.5000

—————————————————————————————— Verbleibender Speicherplatz = 368616

------------------------------ Verbleibender Speicherplatz = 358818

AUSGABE DER MA *RIX <F2 >

S-Nr = 1
Z-Nr 1 4.2208
Z-Nr 2 -20.4732
Z-Nr 3 27.3658
Z-Nxy 4 —4.3208
Z-Nr 5 ~9.5288
Z—Nr é 0.0000

------------------------------ Verbleibender Speicherplatz = 3986186
>> MEMFRC R3 VGES ID F3 N=3

++ Matrix «<F3 > mit 8 Zeilen unc 1 Spalten erzeugt
---------- —_—— Verbleiihender Speicherplatz = 888804

AUSGCABE DER M ATRIX <FS >

S-NT = 1

Z-Nr 1 10.15886

Z-Nr 2 2.83898

Z-Nr 3 0.0000

Z-Nr 4 ~10.158¢9

Z-Nr 5 -2.3396

Z-Nr 8 -11.68978

—————————————————————————————— Verbleibender Speicherplatz = 888804
>>

—————————————————————————————— Verbleibender Speicherplatz = 38p804
>> RETURN
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SchnittgroBen :
Lastfall 1 —4.22 —4.22 -10.15
AIENENNEREREARAREN
-20.47
N LF1
-10.15
=20.47
-9.53
—14.22 /ﬂ/l -2.34
20.47
QLF1
-14.22 [ 52-34
-27.37
0.00
-27.37 \J:Ll
M LF1
-11.70

Verschiebungsfigur
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Statische Kondensation (Anfedern)

Zur Vereinfachung der Berechnung kénnen Teilbereiche eines Tragwerks evtl. durch Fedemn ersetzt
werden.

Ein Teilbereich wird in eine Feder gleicher Steifigkeit und somit gleicher Wirkung umgerechnet.

Die Belastungen innerhalb des Bereichs miissen so umgerechnet werden, daB sie in ihrer Wirkung
Einzellasten an den Schnittstellen entsprechen.

Die Federsteifigkeit wird aus der Gesamtsteifigkeitsmatrix K des Teilbereichs gewonnen die dquiva-
lenten Knotenlasten aus der Gesamtlastspalte P des Teilbereichs.

. : AN 15 2
Ableitung von Makroelementen (Substrukturtechnik) ',
Mehrere Elemente werden zu einem Makroelement —
ZUSammengesetzt. a

/ 3 4

| 1
|

Pa - Kaa J Kab va 2
= | 3
| 4

P N I . _ - —
P ]| Kso | Kpp | LY ] 0

Po=Kgu Vo + KV, (D . :
a a b ¥b Matrix ausgeschrieben

Py = Kpa" Vo + Kpp* Vp (2)

Umstellen der Gl. (2) auf die zu eliminierenden

Vo = K3} (Po-Kea'Va) (3) Verschiebungen.
Berechnung von Vy, wenn V, bekannt.

P, =Ka' Vo+ Ko Kih (Po=-Kpa' V) Einsetzen von Gl. (3)in GI. (1)

P, = ( Kaa~Kap ' Kpp Ky ) Vo + Ko Ki) - Py

Pa‘Kab'KE};'Pb=(Kaa_Kab‘KEl];'Kba)'va (4)
N Y

"\ v
Vv —

P = Ko, .

auu
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Vorgehensweise

1 Koppelknoten

l—’X
. 7 q=6,0kN/m
! \ l l Yy VY \
® =

51@6:& B

1. Schritt: Loslosen des gewiinschten Teilbereichs und Anfiigen der Randbedingungen, die den
Verformungen entsprechen, die am Hauptsystemn behindert bzw. ibergeben werden,
d.h. es mussen die am Knoten auftretenden Verformungen als Systemfreiheitsgrade des
Teilsystems auftreten.
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Teilstrukturen (Substrukturtechnik)

l—» X
7 q=6,0kN/m

¥ I ¥ y 9 4 4 4

4N
03 (2)
(g’Uz(l)A— = ® —> %EAH_,

Koppelfedern

Makroelement

2. Schritt: Steifigkeitsmatrix und Lasispalte des Teilsystems durch Uberlagern ermitteln

5100 -4500 | -4300 7300 -11.25
-4500 20000 | 10000 0 ~12.50
K= | [$9%° 20000 )00 ° p= |23
-4500 10000 | 20000 0 12.50

7500 o | 0 200040 0.00

]
K—l ! | 5.0E-5 O0.DE+0
bb — | 0.0E¢0 5.0E-3

3. Schritt: Kondensation der unabhiingigen (nicht am Kopplungspunkt vorhandenen) Freiheits-
grade. (Umrechnen der Steifigkeitsmatrix in Koppelfedersteifigkeiten)

Kt_)é Kba .
5.0E-5 0.0E«0| [ -as00 10000 Koppelsteifigkeit fr die
0.CE«0 5.0E-8 7300 Berechnung des Hauptsystems

6100 -4500 | _ -4500 7500 -0.22% 0.378 3825 -2as0 1278 -2280
-4500 20000 10000 0.300 0.000 -2250 5000 _2350 1500

Kaa Kab Kan ' Kii  Kap Kib * Koa KSa

4. Schritt: Umrechnung der Belastung in Ersatzknotenlasten

-]
Kb
5.0E-3 0.0E+D l
0.0E+D S.0E-5
-11.26 -4500 7500_ -0.225 0,875 2.8128 ~8.4375
|:—1z.so:| - |:1oooo o'[ 0.500 o.ooo:| [s 2so¢;| -1&7500] Ersatzlasten

P, Kab Kio Kil  Kuo Kil'Py  P§
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Hauptsystem:

Die Federn ersetzen das Teilsystem

Berechnung des Hauptsystems

-8.4878 -10.0000 | — | -18.4373
[_1275 —2zsﬂ +|:18000 1zooo:| =..|:7275 97.so:| [_18‘7500] + [ o.oooo] _[_18‘7500

2250 1500 2000 32000 9750 47000
S L]
Kga k! Kneu Py P Pneu
Gleichungssystem Losen des Gleichungssystems
7275 9750 |y _ [-18.4375° V. = [-2.76s8E-03] (U
- 8750 47000 A~ | -18.7500_ a™ | 1.7564E-04 ]| (@)

Kncu Pncu

Riickrechnung der Verschiebungen des Teilsystems
Va

-2.7898E-03

1.7584E-04
12.50 -4500 10000 14,2203 = -1.7208
0.00 - 7500 0 ~20.7782 20.7782

P, Kps Kpa* Va Py - Kpa " Va

Py - Kpa- Vq
-1.7203]
20.7782

5.0E-6 0.0E+0 -8.8017E-05
0.0E+D 5.0E-3 1.0887E-08

_1
Kb Vy
-2.7898BE-03
V= | 1.7584E-04
-8.8017E-05

1.0387E-03
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Statische Kondensation zur Reduktion der Unbekannten

11100 7500 | -4800 17500
7600 52000 | 10000 0
K= | _
-4500 10000 | 20000 0
7500 0 20000
K_l _ | 5.0E-5 o0.0E+0
bb 0.0E+0 5.0E-5
-1
Ko
6.0E-5
0.0E+0
11100 7500 _ —4500 7500 -0.22%
7500 82000 10000
-l
Kaa Kab Kap l(bb

5.0E-5
0.0E+0

-21.257] _ [ -4500 7500
-12.50 10000 (]

Pﬂ Kab Kﬂb * Kgll)
Gleichungssystem
7275 8750y _ ~18.4875 "
9750 47000 a - —13.7sooJ
Kot Pire,
Riickrechnung . Va
~2.7698E-03
1.7564E-04
12.50 -4500 10000 14.2208
0.00 | ~ 7500 0 -20.7782
Py Koa Kpa 'V
Py - Kypa Va

-1,7203
20,7782

5.0E-5 O0.0E+0 -8.8017E-05
0.0E+0 5.0E-5 1.0387E-03

-1
Kgb Vg
~2.7898E-03
V= | 1.7584E-04
-8.6017E-05

1.0887E-03

0. OE+0
5.0E-

0.876

. 8825
0.500 0.000 || -2250
K

-4500
7800

1000%]
-2350 7275 9750
5000 8780 47000

ab’ KEtl) " Kba

l(ﬂan au

0 0E+0 12.50

5.0E-5 0.00
-0.228 0.375 -2.8125 -18.4376
0.500 0.000 6.2500 -1B.75800

Kab * Kgp - Po P,

Lésen des Gleichungssystems

(U2)

_ |-2.76B8E-08
Va= |: (@)

1.7664E-04

= | -1.7208
30.7732

Py~ Kps * Va
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Theorie II. Ordnung - (Vorlesung Abschnitt 7)
Grundlagen :

Voraussetzungen :
Es gelten zunichst die iblichen Voraussetzungen und Linearisierungen der Stabstatik
Theorie I. Ordnung : (Materialgesetz und Kinematik sind linear) :

Querschnittsabmessungen klein gegeniiber der Stablinge
Material : homogen, isotrop, linear elastisch
Belastung wirkt statisch und richtungstreu

Formanderungen sind klein : infinitesimal kleine, auf die Stabachse bezogene Verschie-
bungen, Verdrehungen und Verzerrungen (Dehnungen, Verkriimmungen und Glei-

tungen) : sing = tang = @ ; cosQ = |
Verformungen aus Querkraft (Gleitungen) werden vernachldssigt — Normalen-
hypothese, Ebenbleiben der Querschnitte : ¢ = -w' ;% = -w'"; (e = u’)

Linear verteilte Querschnittsspannungen werden durch aquivalente SchnittgroBen ersetzt.

Im Gegensatz zur Theorie I. Ordnung wird bei der Theorie II. Ordnung der Gleichgewichts-
zustand am verformten System betrachtet :

Unterscheidung in Normal- und Querkrifte (N, Q) einerseits sowie Longitudinal- und
Transversalkrafte (L, T) andererseits.

Damit die Differentialgleichungen fiir ¥ und w entkoppelt sind, mu8 die Longitudinal-
kraft L im Stababschnitt konstant se'n und als bekannt angenommen werden. — Die
nichtlineare Gleichgewichtsaufgabe w.rd dadurch iterativ gelost.

Vereinfachend gilt'somit: L = N ; T = Q + (W' + wp')N (am pos. Schnittufer)

Anwendungsbereich :

Systeme mit unverschieblichen Knoten u.1d ’groBen’ Normalkréften :
(WT<L;wQ<N;T<L;Q<N)

Systeme mit verschieblichen Knoten, be: denen infolge Verschiebungen erhebliche
Zusatzmomente entstehen.

Folgerungen fiir die praktische Berechnung :

Die Stabkennzahlen ¢ =1 /% sind fir alle Stabe als bekannt anzunehmen. Hierzu

sind die Normalkrifte vorab nach Theorie I. Ordnung zu berechnen oder abzuschatzen.

Lastfalle diirfen im allgemeinen nicht iiberlagert werden. Das Superpositionsprinzip gilt im
allgemeinen nicht mehr; es durfen nur Lastfalle mit gleichen Stabkennzahlen iiberlagert
werden.

Lasten bzw. Lastfélle sind zu maBgeblichen Lastkombinationen zusammenzufassen, die
jeweils getrennt zu berechnen sind. Bei den Lasten sind die baustoffspezifischen Sicher-
heitsbeiwerte zu beriicksichtigen. Entsprechende Vorverformungen aus Imperfektionen
sind gegebenenfalls zu beriicksichtigen.

Beim WepggroBenverfahren nach Theorie II. Ordnung sind WeggréBen die Rechenunbe-
kannten. Diese geometrischen Unbekannten werden aus den Gleichgewichtsbedingungen
ermittelt. Einfliisse aus Normalkraftverformungen kénnen haufig, wie bei Theorie I. Ord-

nung, vernachlassigt werden.
Version vom 21.06.1993
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- Fiir Druckstibe ist die Theorie II. Ordnung ein Gebot der Sicherheit.
- Fiir Zugstibe ist die Theorie II. Ordnung eine Frage der Wirtschaftlichkeit.

— Fiir Stabkennzahlen ¢ < 0.5(1.0) geniigt es im allgemeinen nur die Schiefstellungen (D),

zu beriicksichtigen, jedoch Anteile aus Verkrummungen beim Gleichgewicht am verform-
ten System zu vernachlassigen; d.h. eskénnen die Werte A, B’, C’ nach Theorie 1. Ordnung
verwendet werden.

— Fiir Stabkennzahlen ¢ < 1.0(2.5) ist im allgemeinen eine Berechnung mit der geometri-
schen Matrix ( 1. Reihenglied der Taylor-Reihe ) ausreichend.
- Beireiner Normalkraftbeanspruchung ohne Vorverformungen ist eine Stabilitatsuntersu-

chung erforderlich; es liegt dann kein Spannungsproblem, sondern ein Verzweigungspro-
blem vor.

Wesentlicher Vorteil des WeggriBBenverfahrens gegeniiber dem KraftgroBenverfahren bei Be-
rechnungen nach Theorie II. Ordnung:

1)  Die Berechnung ist leichter schematisierbar (Vertraglichkeit ist am Grundelement einfa-
cher zu erfiillen als Gleichgewicht)

2) Die Iteration der Normalkrafte konvergiert im allgemeinen schneller als die der Verschie-
bungen. (Normalkrafte sind einfacher abzuschatzen.)

Wesentliche Unterschiede beim Weggréficnverfahren der Theorie II. Ordnung gegeniiber
Theorie 1. Ordnung :

1)  Zu grundlegenden Beziehungen fiir des Weggrofienverfahren Theorie II. Ordnung (in
Vorzeichen-Definition 2) siehe 'Zusamm enstellung von Berechnungsunterlagen fiir Stab-
tragwerke’ Abschnitt 5.3.

Die Stabendmomente werden in Abhangijkeit der Weggré8en an den Stabenden und der
Stabkennzahl (Normalkraftbeanspruchung !) formuliert. Zur Abhéngigkeit der dabei ver-
wendeten Hilfswerte A, B’, C’ von der Stabkennzahl ¢ siehe folgende Abbildung :

5)0 '''''' de="" _ l m
A I ) s el El
apc 0 < R : T AB',C’ fiir N<0
Y , P el o
3pl & | ooaop=mt ] (Druckstab)
’ -—n-k
B’ \\ .......-\--'>'< ———— AB,CfirN>0
0 ]
> B il RS - (Zugstab)
(wird im Rahmen der
1,0 ™~ Ubungsveranstaltun-
\ gen nicht behandelt)
0,0
0,0 05 1,0 1,5 20 25 30 O = g= NI

EI
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Definition von Transversal- und Longitudinalkriften
Die Normal- und Querkrafte N und Q sind gegeniiber der Ausgangslage u.n den Winkel
@ = -w' gedreht. Aus rechentechnischen Griinden werden bei Theorie II. Ordnung die auf
die unverschobene Systemlinie bezogenen Transversal- und Longitudinalkrifte 7 und L
eingefiihrt.

Wegen der vorausgesetzten kleinen Verschiebungen gilt :

’

sinw’ = tanw’ = w'; cosw’' = 1

Der Zusammenhang zwischen N und @ und T und L 1ist durch eine lineare Transforma-
tion gegeben :
unverschobene

Systemlinie N= L cosw + 7T sinw’

verschobene
Systemlinie ) L N= L+Tw
\,3? Q = -L sinw’ + T cosw’
OQ=-Lw+T
T

N cosw' sinw' 0] | L
In Matrizenschreibweise : Q| =|-sinw cosw 0| | T

M 0 0 M

unverschobene

————— A e et St

Systemlinie L = N cosw' -Q sinw'

verschobene
Systemlinie ' L = N—Q W'
T = N sinw + Q cosw’
o N = Nw+ Q
L cosw’ -sinw' 0] | N
In Matrizenschreibweise : T | =|sinw cosw 0| QO
M 0 0 1| M

Wird ferner angenommen, daB gilt : 7w’ < L bzw. Ow’ < N, so lautet der Zusammen-
hang zwischen Nund Q und Tund L:

N=1L
T=Q+w N
Q=T-wL=T-w N=T+¢N

Werden Vorverformungen berucksichtigt, so ist in obigen Beziehungen w’ + wp' anstelle
von w' einzusetzen.
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Steifigkeiten und VolleinspannschnittgréBen

- Grundlegende Beziehung am Element ; :

bﬂ) u [ N [ u, ]
Up
Tb Ta W,
M W i M, . i | Pa
1 p = y v =
)& M ) N, Uy
Na a T, Wy
Ug T, $a | M, | L s
Wq
Druckstab ohne Bettung (Theorie II. Ordnung) | N < 0

p= K v+ pi

lokale Kraft- und WeggréBen an den Stabenden (Vorzeichen—Definition 2) :

Stabkennzahl ¢ :
|N|

=/
¢ EI

Hilfswerte A", B', C’, D’ zur Berechnung der Steifigkeiten und Volleinspannschnittgré8en
beim Druckstab Theorie II. Ordnung@ <0 | :

£ (sine-gcose)

A =
2 (l-cose)-¢ sine
B = e (e-sing)
2 (1-cose)-e sine
Ct = Ar-Br  glsine
A’ Sing-¢ cos¢
N|
D = 2 _ 12'_ .
£ EI
2 —
4+ B = e” (1 coss)l
2 (1-cosg)-¢ sing
3
C_p = L cose ._
SINE—-¢€ COSE
£ sine
2(A'+ B)-D' =

2(1-cosg)-¢ sine

2

2 4

A = —Ee -we -...

B = 2+3—loe’+ 121;005‘+

C = —%ez—i%e“-

A+ B =6~%£’—ﬁe‘—...
Cc-D =3—g32—%e“-...

2A' + B)-D' = 12-%3-%5“-

Fur ¢ — 0 ergibt sich der Grenziibergang zur Theorie I. Ordnung :

B’

A =4 2

C'=3

D =0
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lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i (Druckstab Theorie II. Ordnung) aus der analytischen
Losung der Differentialgleichung: N<O

Steifigkeitsmatrix fiir den beidseitig eingespanten Stab:

y 0 &
G > ® 8

[T, ] [ [2A' + B)-D'] —(4'+B')! | -[2A' + B')-D') -(4' + B) [] 2 [ 72" ]

M, 2 W AR : (A' + B') ] B Pa M
T e w0 et | om0y aamyi| | m | |
| M, ~(A"+ B! BP : (U +B)! ar | L® -‘ | M |

Steifigkeitsmatrix fiir den links eingespannte, rechts gelenkig gelagerten Stab:

T, C'-D -C!l | -(C-D) Wa hd
|
ﬂi % M, | = E—3I -l cro | C'l | P |+ | MY
® %‘D X _— P . __ [R—— ——— ——
z T, -(c'-py ¢t | C-D ) 7o
Steifigkeitsmatrix fir den rechts eingespannte, links jelenkig gelagerten Stab:
m T, c'-D | -(C-D) -Cl W, 7"
W S | —omoeete e
g> @ X OL T, | = ¥ -(c'-D) | C'-D CL || ws |+ | o0
\; |
2 M, o [ C'! c'P Ps Mol

Steifigkeitsmatrix fiir den beidseitig gelenkig gelagerten Stab:

A ® g»lx@,,éby [Z]=%[D:D“]

b D) =D
3 0 EI| e
O ek =~,3—[—£ /2]~[¢a]+[M2"]

Steifigkeitsmatrix fir den Kragarm:

COSE
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Berechnung eines Tragwerks nach Theorie II. Ordnung (WGY)

System und Belastung:

P, =700kN _ P,=1400kN
q=4kN/m
_ rdidbrbebdboridyridevbivd
H=355kN v L |
=T [ ] — o} .
- 1=0.00087m* E
e S .
e |5 = i
= ] < Il
8m 2 ] § ;;/;};; 1
il = E=20"10°
iz < | EA
E:_ y=15
T == E

| 10.0 m

1. Berechnung nach Theorie I. Ordnung:

\

1. Schritt: Numerierung der Knoten und der Stibe.
Wah] eines globalen (X, Y, Z) und fiir jedes Element eines lokalen (x, y, z) Koordina-

tensystems. :
Multiplizieren der Lasten mit dem Sicherheitsbeiwert y

X _ _
P1=1.5*700=1050kN _ P,=1.5*1400=2100kN
7 q=1.5%4 kN/m

H=15%55 oot bbttiabbitdeddidbqtosee

= 825kN ¥ v
bl @ ‘B'Dx (2] @‘_>
=1 3|
g =
}2:: @37;‘»77
.&% ﬁ‘lz
== [
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Lehrstuhl fiir Statik

2. Schritt: Antragen der globalen Knotenverformungen und feststellen der abhangigen Ver-
schiebungen (evtl. mit Kinematik)

X 02 (2)
Iz '/'
é L0 le | X
W =0 I,
)
o/
!
!
/
!
/"
!
I, ’
,@ ¢1=0

3. Schritt:
jedes Element.

4, Schntt:
5. Schritt:

Berechnen der lokalen Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren fiir

Transformationsmatrix vom globalen ins lokale Koordinatensystem aufstellen.
Transformation der Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren vom

lokalen ins globale Koordinatenssystem.

Steifigkeitsmatrix Element I (Balkenelement)

) 1= 8.0m
L—'X = |e 2(1) EI = 90000k}m?
. = W, =0
E [+ - _El _El __El _EI
Z 2 6 Ly by
N EJ EI EI Er
2 = X -6 4— 6— 2=
‘ﬁ( [ QD‘Z ki — Iz ¢ £ ¢
1Z | ElI _EI El El
< S22 60 1245 64
] ET
W, =0 - -
12%50000/B/8/8 —8%¥BOODO/8/8 ~12%80000/8/8/8 -8%90000/8/8
—6%90000/8/8  4*BOODO/8 §*20000/8/8 2%50000/8
k1 =|-12%80000/6/8/8 6+*30000/8/8 12%80000/8/8/8  6+90000/8/8
—8%90000/8/8  2¥80000/8 £¢80000/8/8 4*80000/8
W) (p) (w1 (¢2)
Ux))  (Pry) (ux2) (¢v2)
408 @de  -2108.8375 -8437.600 | (@) (F%)
klig=| ##¢ #es  8437.500 22500.000 [ (M) MY  lokale = globale
YA T 2108.875  8437.500 | (Q)) (Fin) Steifigkeitsmatrix
T2 1T 8437.500 45000.000_] (M}) (M)
Ui=0 &1=0 Ux(1) &2
Gleichlast
—gq»1/2 p¥B/2 36.0 7] @ FQ)
10_ | qeizsi2| _ | -9%e*8/12 _ | -48.0 | (MIyMY)
PG| “_gaisz| T | eresz = 38.0 | (09 (Fj,'!ﬁ)
-q*l?/12 8%B*8/12 18.0 [ (MO (M)

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 1 entfillt, wenn beachtet

wird, daBB wy, = U, ist.
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Steifigkeitsmatrix Element 2 (Balkenelement)

‘ >X g=1.5*4.0kN/m
z

1 3 3 4

®2(2) 3§
J; Uz (D) §@ 5“>x [2] @%\; Us=U2()
W, =0 Z W3=0
]= 10.0m
El=174000kNm?
El EI Er
3 -3 i
3%174000/10/10/10 -8%174000/10/10 -3%174000/10/10/10 _ B E El
k2G= —8%174000/10/10 8%174000/10 3%174000/10/10 ki =|-3= 3= 3=
~3%¥174000/10/10/10 8*174000/10/10 $4174000/10/10/10 & 4 £
JEL JEl
(w2) (@) (w) A 7 2

wz2) (ovd)  (wz3)
- 2y (F%
1374 5220 RER (Q;) ( ZZ) lokale = globale

ks = #44 52200 k&K | (M3) (M3) ifigkei i
G vk 5920 a4 (Q;f) (]_%’;7) Steifigkeitsmatrix

Wy=0 d3(2) W3=
Gleichlast _swq¥l/8 T g%10%5/8 ~37.5 (on) (on?)
p20(3= q*l2/8| = | 6%10*10/8 = 75.0 | (M%) (Mzg‘;)
_3xq#l/8 —-8%10%3/8 -22.5 (Q§2‘-‘) (F2)

6. Schritt: Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix (Uberlazerung)

Zuordnungstafel: | (xa)| Wza) | (@va) | (uxs) | (Wz)| (Pre)
Element1| 0 0 0 1 0 2
Element2| 0O 0 2 0 0 0

Gleichgewicht an jedem Knoten k:

SFa  SFa DMy

1 2
Uy )
23109.3875 8437.5 El. 1
1 Hp El. 2
8437.5 45000 | F1. 1
2 M, 52200 | g1. 2

K — 2109.875 8437.80
Bes 8437.500 87200.00
Uberlagerung des Lastvektors P = P'—P0
P.
P =|:—szs-seo- :| |:113:|
ges 0.0 - 48.0 - 75.0 123.0
7. Schritt: 1.osen des Gleichungssystems K'V =P

V= |: -0.07830544 (Uz)
0.0056819
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8. Schritt: Ermittlung der Elementverschiebungen

9. Schritt: Ermittlung der KnotenkraftgréBen

Knotenkrifte Element 1

M 1
(n M
y7177177) F 1
X :: @ ‘ 1 & &b Q2
zZ ~ 2
£
% [
©
» | ep—|
el i X
~— | —
I e ?—Dz i KV i0
1z 2] PG = kg V6 * PG
: i=ki.vi+ {0
| D i [ Q1 P P
7 r’ Fx - 0.8 @xy)
vl = 0.0| (@v1)
F7 G= | -0.07830544| (x2)
| 0.00553191 (py)
w40 #4  -2109.375 -8437.5 118.50007] (@) (Fyy) _ 1
Kl.— | ##4- ##s  8437.500 22500.0 -536.2340 | (M) ML) TP Gv
G~ | 4s# 4##  2109.375 84387.5 -118.6000 | (Q)) (Fip) =plv
A#E AN 8437.500 45000.0 | | —411.7860_| (al) (ML)
118.5000 36.0 154.500 | (@) (Fyp
-538.2940 | 4 | -48.0 |= —584.234 (M}) (M‘n) =p
~118.5000 38.0 ! -82.500 (Q,) (Fn) =plg
-411.7880 48.0 | | -363.766 | (M}) (M),)
kg vg + p’g =: PG
Kevi o+ pl = pi
Knotenkrifte Element 2
‘ >X q=1.5*4.0kNm
Z
2 A A
M Mn
R 2
2 N Fx3
( N r; ng@ X @»&7 ;
F2 2
z Z3 03
L= k" v + _ -
Pc = kg VG 34 \ 0.0] ) (wz3)
pi = ki'v + p? VG =| 0.00553101 | (¥ (9v)
| 0.0 (w3) (wz3)
ess 5220 wwe | [ -28.8786 | (.Qz) (Fy) =
kZG= HAE 52200  AHA 288.7660 )(M27 PGv
##4 5220 4##_| | 28.8766 %) (F’zj) —Dv
~28.8766 -37.5 [ _s6.3788 | ;2 F) =ps
288.7860 |+ 715.0 | = | 383.7860 21 M) .2
28.8766 -22.5 6.3788 | (@) (Fpy P
o 0 .
ke ve + P = PG
kKv + piO = pi
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Normalkrifte aus Gleichgewicht an den Knoten (VZK I)
Knoten 2 P, Knoten 3 ¢F3
Hy & %
<+ » <
@ i N2 , ®
1 Q3
0> Q%
<+ <

v M

>H=0 - NM-H-0{=0
N; = 82.5-82.5 =0

SV-0 = M+0i+F=0

SV=0 > M-0i+F=0

N3 = - 1050 - 66376 = - 1116.376 N} = 6.3765-2100 = -2093.623

-2083.62

-1116.38

Schnittgrofien

Theorie 1. Ord.

N1H1I O.

—2083.82

-1116.38

-82.50

-154.50

-363.77

66.38

QTHI O

-363.77 X |

MTHL O.

584.23
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2. Berechnung nach Theorie II. Ordnung mit analytischer Steifigkeitsmatrix

1. Iterationsschritt:

3. Schritt: Berechnen der lokalen Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren fiir
jedes Element.

4, Schritt: Transformationsmatrix vom globalen ins lokale Koordinatensystem aufstellen.

5. Schritt: Transformation der Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren vom
lokalen ins globale Koordinatenssystem.

Steifigkeitsmatrix Element 1 (Balkenelement)

Dy (2
]
] W, =0 EI = 90000kNm?
Z g N=-1116.376kN
S | r—|
1

g O =1 /I~ (.89099
- e=1_[—==0.
A e El
n 12 X
-
T % Z AC = 3.89303
kS B’ = 2.02713

et —] A+ B” = 5,82018

-] D’ = 0.78388

—| @ @1 =0 2% (A’+ B”)-D”= 11.04848

i U; =0
W, =0
11.04648%90000/8/8/8 ~5.92018%90000/8/8 —11.04648%90000/8/8/¢t —5.082018%0000/8 /8
Kl —| - 5-92016%00000/8/8 3.89303%90000/8 5.92016¢90000/8/8  2.02713%80000/8
G ™| —11.04646%90000/8/8/8 5.962016%90000/8/8 - 11.04646%90000/8/8/8 5.92016*80000/8/8
—5.62018%90000/8/8 2.02713%00000/8  , 5.92018%90000/8/8  3.B9303*90000/8
1
) (@) (w2) (2
(wxy)  (ev1) (ux2) (9v2)

#W8  eEg  -1041.7605 -8325.22507] (T) (Fk)
Kl = #A0 484 8325.2250 22805.2125 | (M1) (Ml,)  lokale = globale
G ARk h#¥  1041.7605  8325.2250 | (TY) (Fl,)  Steifigkeitsmatrix
#re  w#n 8326.2260 43706.5875_| (Mly (Ml

Uy=0 @®1=0 Uy(1) ®3(2)
Der Elementlastvektor dndert sich durch die Normalkraft

Gleichlast
—q*1/2 9%8/2 38.0000 | (710 (FY¥)
10_ — qQ*1l2/2(A’+ B”) _- | —9«8*8/2/5.02016 _ | -48.8473 (Mm)(M;,l'l)
P G= -ql/2 | evar2 = | s3s.0000 (r;b) (F)
-q*12/2(A°+ B”) P¥8*8/2/5.82016 48.8473_| (M10) (M12)

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 1 entféllt, wenn beachtet
wird, daBB wy, = Uj; ist.
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Steifigkeitsmatrix Element 2 (Balkenelement)
N= (0 -> Berechnung nach Theorie I. Ordnung

| > X q=1.5%4.0kN/m
z

1 \

)
®(2) §
[Tuo 35 o Oy ) 0=0200)
Wy =0 7 W3=0
I= 10.0m
EI = 174000kNm?
ET EI EI
373——3? -3-[3—
2 3%174000/10/10/10 -3%174000/10/10 —8%174000/10/10/10 ; EJ EI EJ
kG= -3%174000/10/10 3%174000/10 3%174000/10/10 k' = —3? 37 3?
—8%174000/10/10/10 §8*174000/10/10 8%¥174000/10/10/10
El EI EI
W) (@ (%) F YE 3F

(wzz)  (@y2)  (wz3)

www 6220 ##s | (0D (F%)
k2= pH¥ 52200  HAK (Mzz) (M1  lokale = globale
ine 5220 iy (Q;Z) (F§J) Steifigkeitsmatrix
Wo=0 ©3(2) W3=0

Gleichlast ~Bx*qrl/8 ~8%10%5/8 -37.5 | (OF) (FZ)
pPa=| “ar12/8| =| s=10v10/8] = 75.0 | (M) (M)
-8%q%1/8 ~6%10%3/8 -22.5 [ () (7%

Steifigkeitsmatrix Element 3 (Fachwerkelement)

X of =00 1= 40m
7 W3 =0 El= 90000kN:n2
73 % N =-2093.623:kN
X [N
e =] /== = (.61008
s = :
Us =0 D’ = 0.37220
W4 =0
P
K3~ = [ -0 37220%90000/4/4/4  0.37220%80000/4/4/4
G| 0.37220%00000/4/4/4 -0.37220%80000/4/4/4 -
<t ——- —> N
D) (we) T P
(ux3) (Lxq)
K3 = [—523.4083 sa87] (TD (F¥)  lokale = globale
— L s523.4063 wre | (Y (Fy) Steifigkeitsmatrix T
Us(1) Ug=0

N

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 3 entfallt, da mit der negativen
Einheitsmatrix tranformiert wird. ( X = -z)
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6. Schritt: Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix (Uberlagerung)

Zuordnungstafel: | (uxa) | Wza) | (@ya) | (Uxp) | (Wzb)|(@yp)
Element 1| 0 0 0 1 0 2
Element2| 0 0 2 0 0 0
Element3| 1 0 0 0 0 0

Gleichgewicht an jedem Knoten k:

SPe  SFa oM

1 2
U, P,
1941.76805 | 8825.2250 | El. 1
1 Hp El. 2
-523.40838 El. 8
8325.2250 | 48796.5875 | £1. 1
2 My £2200.0000 [ gy 2
El. 8
K. = [ 2416 3643 8326.2250 |
Bes ™ [ 8325.2250 95996.6875
Uberlagerung des Lastvektors P = P - PO
P’ po
p,.—[-82:5 - 880000 - o.0] _ [-118.5000
ges 0.0 - 48.6473 - 75.0| ~ | -i28.t473

7. Schritt: Losen des Gleichungssystems  K-V'= P
V= [-0.15477254 (1)

0.01213448 | (@)

8. Schritt: Ermittlung der Elementverschiebungen

9. Schritt: Ermittlung der KnotenkraftgroBen

Knotenkrifte Element 1 p' = kv + p?

1 _ 0.0 | (ow)
ViG= | -0.15477264 | (ux2)

| 0.01213448 | (gyy)
199.5080 | (T (Fiy) —pl

oH H##  -1041.7605 -8325.2250 |[

Kla=| ##*  ##4  8325.2350 22805.2125 || -1011.7868 M) My —P Gy
G~ 177 #HY  1941.76056  8325.2260 -198.5089 | (T) (Fi) =p1v
117 ##W  B8325.2280 43706.5875_|| -767.0673 | (M}) (M)

199. 5089 38.0000 ~ 235.5089] (T (Fyy) 1
-1011.7868 | | -48.6473 | _ | -1080.4341 MH M) =p
-198.6089 38.0000 -183.5088 | (T} (Fip) =D1G
-767.0673 48.6473 | -708.4200] (M) (ML)

ke've + P§ = PG
Kvi o+ p0 = D
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Knotenkrifte Element 2

i 0
PG = kg Vo + PG B (w2) (wz2)
p=k-v+ pio vg=| o.0121 @) (py2)

(w3) (wz3)

[X]
O-bO

tb
||° |

k2 =

bbR 52200  #w# 888.4200 )(M ) _ .2
k4w 5220 444 B3.3420 (QJ)( =P

-63.3420 -37.8 [ —100.8420 | (0D (F’Zz) =p%
838.4200{ + | 76.0 | = 708.4200 | (M} (M%) _ 2
40.8420 | (ng) Ay =P

|:/mv -5220 #ujl ™ _83.3420 7;) (Fzz) =132Gv

83.3420 -22.6 |
ke'vg + Pg = P
ki.vi + pi[) — pi
Knotenkrifte Element 3
r. Lqu Fis ]
X ® T3
F3 3
z Z3 N
2 v|BE]
X
®
e r 52 1)
4
F24 N
Pe = kG Vo
U Y 3 _[-0.154772547| (ux3) (-w3) (siche Transformation)
p' =k v G_[ 0.0 (wxa (-wo
 Flsas, s1.00807 (Fhp (-TH =P
o= [iitees ] [ -eioses] ¢iy iy weopd
kg Vg = Je
Normalkrifte aus Gleichgewicht an den Knoten (VZK I)
Knoten 2 - Knoten 3 .-
_ P " P3
oy 03 N2
— 7, S
® ¢ N3 , ®
T} Q3 -
<4+ <’
3
\ B L N3
SH=0 - M-H-T}=0 SH=0 - M+T=0
N} = 82.5-163.5089 = - 81.0089 N? = -81.0089
DV=0 - N+ Q3+ P =0 Sv=0 > M-Q}+P =

N; = - 1050 - 100.842 = -~ 1150.842 N3 = 40.842-2100 = -2059.158
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2. Iterationsschritt:

Steifigkeitsmatrix Element 1 (Balkenelement)

]= 8.0m
EI =90000kNm? .  seses
N=-1150.842kN B = 2.02798
A+ B’ = 5.91768
|N| D’ = 0.81838
=1 = 0.90464 2¢(A’+ B’)-D’= 11.01688
11.01888«B0000/8/8/8 —5.81768%50000/8/8 —11.01698¥B0000/8/8/8 -5.91768%90000/8/8
Kkl = -5.91768%80000/8/8 3.880608#90000/8 5.91768%90000/8/8 2.02799%90000/8
G 7| -11.01688%50000/8/8/8 &5.91768%50000/8/8 11.01688%50000/8/8/8 §.81788%90000/8/8
-5.91788%50000/8/8 2,02799%80000/8 5.91788%20000/8/8 $.88866%90000/8
(w1)) (w0 (w2) (%2)
ux) (pv)) (ux2) (®v2)
BAK  #HH  -1836.5785 -8821.78757) (T (Fj\,l)
le= 7T 7] 8821.7375 22814.8875 (M) (M} vi) lokale = plobale

1] I'17 1538.5785 8321.7875 (7‘5) (Fn) Steifigkeitsmatrix
L2 HHk 8321.7875 48759.0125 UW) UW )

Up=0 &;=0 Ux(Q1) ®2(2)

Gleichlast
-q*1/2 9%8/2 35.0000 (T1°) (
10 | q=l2/2(A“+ B")| _ | —9%8¥8/2/56.91768 - -48.6877 Mo 1)
P7c= -qrl/2 T | erss2 36.0000 (715) (Flo
-q*12/2(A"+ B") 9%B*8/2/5.91788 48.6677_ (Mm) M0

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 1 entfallt, wenn beachtet
\vird, daB Wy = 1}2 ist.

Steifigkeitsmatrix Element 2 (Balkenelement)

A = 8.9987¢

]= 10.0m ¢’ = 2.88008

D - 0.04658

EI = 174000kNm? £ =1 IN] _ 021577 C’- D = 2.04412
N =-81.0089kN

~2.99068%¥174000/10/10 2.99068174000/10 2.98068¥174000/10/10

k2 2.94412%174000/10/10/10 -2.69088¥174000/10/10 ~-2.84412%174000/10/10/10
G=
-2.94412%174000/10/10/10 2.89068%174000/10/10 2.84412%174000/10/10/10

(wa) () (%)
(wz2)  (pv2)  (wz3)

#hs -5203.7832  waw | (T)) (Fp) _
k2C,= ##g  52087.8320 #aw | (M) (Mn) g::iaf:ek;ilfjn?:larlli
Y7’ 5203.7832  aww_| (T (F,) &
W2=0 @5(2) W3=0
Lastvektor Theorie II. Ordnung siehe Formelsammlung
Cleichlast
20 —q¥1/2% (141/4°) -B%10/2%(1+1/3.99879) -37.6117] (T3 (FR)
PrG= q*l2/24° =| 6%10%10/2/3.99379 =| 7s.1188| (MP) (M20)

—q*1/2% (1-1/A" -8%10/2*(1-1/8.99379 -22.4883) (73" (F%)
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Steifigkeitsmatrix Element 3 (Fachwerkelement)

[= 4,0m
EI = 90000kNm? =
N =-2059.158kN

D’ = 0.36607

|~

= 0.60504

K3 -0.38807%00000/4/4/4  D.38607%80000/4/4/4
G~ | 0.38607%90000/4/4/4 -0.36607%80000/4/4/4
(w3) (wa)
(ux3) (uxa)
K3~ = [-514.78568  sow] (1) (F) lokale = globale
G 514.7850  #w¥_| (T3) (F},) Steifigkeitsmatrix
Uj(1) Us=0

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 3 entfillt, da mit der negativen

Einheitsmatrix tranformiert wird. ( X

_Z)

6. Schritt: Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix (Uberlagerung)

Uz D,
16836.5785 | 8321.7375| El. 1
H, El. 2
-514.7859 El. 3
8821.7875 | 43759.0125 | F1. 1
M, 52087.8320 [ p1. »
El. 8
K...= | 1421.7828  8321.7875
ges 8321.7375 ©5796.8445
Uberlagerung des Lastvektors P = P*_ PO
PO
-82.5 - 36.0000 - 0,000 -118.5000
ges 0.0 - 48,6877 - 75.11686 -123.7843
7. Schritt: Losen des Gleichungssystems K-V =P
V= [-0.13413711 (U
0.01210018_] (¢2)
8. Schritt: Ermittlung der Elementverschiebungen
9. Schritt: Ermittlung der KnotenkraftgroBen
Knotenkrifte Element 1
; iy 0 B 0.0] (Hxn%
= KA +p 1. — 0.0| (pn
pGl. ‘G G DG V6= | Jo.15416771 | (ux2)
p=k"'v+yp | 0.01210018] (Pr2)
ses  sre -1038.5785 -8321.7875 | [ 107.8834 ) (7D (Fx) _ |
Kl~=| ##¢ wwr 83217875 22814.8875 || ~1008.8790 | (M) (M) Ple
G BEE wHe 1836.5785  B321.7375 -107.8834 | (TY) (Frp =Py
YT 2NTY 8321.7375 43758.0125_| | ~763.4514] (M) (M)
107.8634 38.0000 F 233.8884 | (T (Fy) L
-1008.8790 [ 4 | -48.6677 [ _ | -1065.5487 M}y MYy p
-187.8634 36.0000 -181.8884 (Tg) (Fh) =PlG
-753.4514 48,6677 | -704.7838 ] (M) M)y
[ i0 — i
kc'vg + PG = PG
kK'vV + pﬂ) = pi
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Knotenkrafte Element 2
N T S + i0 _
pG. k.G ‘.’IG PG 5 0.0| (w2) (wz2)
pP=k"v+ p® VG = 0.01210018 | (2 (o’n)
0.0] (w3) (wz3)
5 484 —5208.78B32  HAN ~82.9667 | (7'%) (? =szv
k‘G= | #s» 52087.8320 a4 829.6670 2
448 S203,7832 WA 62.9667 ] (T‘i) ( =Py
-62.5887 87.5117 -100.4784] (7D (quz) =pG
629.6870| + | ~75.1188 | = 704.7888 (W) (M )
62.9687 22. 4883 40.4784 (T’_{) (23) =p
Kz vg + pE = PG
K-v + plU = pi
Knotenkriafte Element 3
Pe = kg V6 s )
R T AN 3 . —| -0.15418771 (ux3) (-3 (siehe Transformation
p' =k vJ VG [ 0.0) (uys) (-wa)
k3~ = [—514.7859 ﬂ |: 78.8634 | (F) -7 =pg
G 514.7859 -19.3834 (Fy (-7 =-p3

Normalkrifte aus Gleichgewicht an den Knoten (VZK 1)

Knoten 2

>H=0 - M-H-T{=0
N} = 82.5- 161.8636 = - 79.3634

DV=0 > M+Tj+P=0

N} = -1050-100.4784 = - 1150.4784

Vergleich der Ergebnisse

Th. L O.

U ~0.07830544
o? 0.00553191
Mi 584.2340
M) -363.7660
T -154.5000
1 -82.5000
g 66.3766
72 6.3766
73 0.0000
N -1116.3760
N? 0.0000
N -2093.6230

Knoten 3

N} = -79.3634

dDV=0 - M-Ti+P, =0

= 40.4784 - 2100 =

Th. II. O. Th. II. O.
1. Iteration 2. Iteration
-0.15477254 -0.15416771
0.01213448 0.01210018
1060.4341 1055.5467
-708.4200 -704.7836
-235.5089 —233.8634
~-163.5089 -161.8634
100.8420 100.4784
40.8420 40.4780
81.0089 79.3634
-1150.8420 -1150.4784
-81.0089 -79.3634
-2059.1580 -2059.5216

- 2059.5216
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Berechnung des Verlaufs der Zustandsgrofien

1. Ubertragungsverfahren
(eb)-singe) (€7 1-cos(ed) (£ ]

_sin(eé) "

! €39 (e€)? EI (k) EI
1-costed) (&) sin(eb) I
7(x) = ° cos(ec) (£ EI (&) EI
0 0 1 0
0 -EhsEH sf—;‘f—)zg cos(et)

Berechnung der ZustandsgroBen in der Mitte des Element 1 (£=0.5)

[ q (e£)" - 2{1 - cos(ef)) (¢£)']

[ 2cE) El
@ _(e8)-sin(e}) (&)
+ ey E
Ta -ql¢
1 -cos(es) .
_M nj i q ( & 5)2 (IE) i

Q(0.5) = -233.8634/2~ 161.8634/2 = — 116.9317 - 80.9317 = - 197.8634

0.0000]
_ 0.0000
0= | _233.8636
| 1055.5487
1.0000 -5.B650 —0.00011731 -0.00008738| [ -0.08480254 -0.00105942 ~0.085861967] (w))
[l=| 0-0000 ©0.89943556 0.00008738 0.00004284 0.02486392 0.00105581 0.02594973 | (py) _
] 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 ~288.8836 36.0000 | =| -197.8636 | (1)) ~ ZI
0.0000 —-4447.9768 3.8660 0.80943556 45.5151 | 70.7808 116.2956_| (M)
Ul g + 7! = 21
Berechnung der Querkraft
OQ=T-N'w =T+ N-¢p
Q = -167.8636 - 1150.4784*0.02594973 = -227.7182
Berechnung der Zustandsgréfen am Elementende 1 (£=1.0)
[-0.068588196 |
_ | 0.02504973
21=|  _197.8s30 .
116.2056 | (Siehe Knoten 2)
1.0000 -3.8850 -0.00011781 -0.00008738| [-0.15310806 | -0.00105042 ~0.154287487] (w2)
2= | 0-0000 ©0.89943556 ©0.00008738 0.00004204 0.01104431 0.00105581 0.01£10012 | (¥2) —
| 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 -167.88386 36.0000 | = -181.88368 | (T9) 2
0.0000 -4447.9788 3.8860 ©0.80043558 -775.5647 | 70.7808 -704.7838_| (My)
Uz + 72 = 7]
2. Berechnung nach Formelsammlung
M, My, sin(g&’) sin(eé) M, ¢ cos(e£’) M, e cos(ef)
ME) = M,~—==L + My——2 =y
© sin € * sine e I sing ! sine
gl* | cos[e (0.5-§)] sinfe (0.5~ &)]
IO e -5 0s-6] - gl 036
© ' [ cos(0.5 ¢) ) =4 e cos(0.5 ¢)
M(0.5) = 586.7828 - 391.7922 - 78.6947 = 116.2959
0(0.5) = - 136.5522~91.1753 - 0.0000 = —-227.7274
Q(1.0) = —151.8130 - 62.6516 + 38.6733 = - 175.791
Berechnung nach Theorie I. Ordnung
M(0.5) = 1055.5467/2~704.7836/2-9 "8 * 8/8
M(0.5) = 527.773 -352.3919-72.0 = 103.3815 falsch
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- e e — - — —

Verformungen
Theorie II. Ord.

-79.36
~1150.48
Schnittgrofen
Theorie I1. Ord.
NTHI O.
-2056.52
_____ Theorie I. Ordnung
-1150.48
-181.86 | 7 I_ T+ 40.45
100.48
] TTHILO
79.38
————— Theorie I. Ordnung
~233. 88

keine Parabel

~4-4.l_
-dad
-t

_____ Theorie I. Ordnung

1055.55
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Berechnung des Systems mit der geometrischen Steifigkeitsmatrix

lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i nach Theorie II. Ordnung mit gendherter Losung
(Geometrische Matrix):

Steifigkeitsmatrix fir den beidseitig eingespannten Stab:

0 N mit Vorzeichen einsetzen
3 E Druck -
® x ®
) Zug +
"7 ( [ 12 -6 | -12 -6 ] 6 1, 6 1.0y rwq [T
| 5 10 5 10
M, -6 &4 |« 2 Ly 2 L 1, P M
_Jﬂ el LN 1 10030 , ol
I R N D ! 6 1 6 1 (|77~
T, -12 6 | 12 6 o 1—01 3 EI W 70
| L 2e Ly Zp
M) L L-e 2 | & 4 " % 1 15l RS

Steifigkeitsmatrix fiir den links eingespannten, rechts gelenkig gelagerten Stab:

7, 3 -3 | -3 6 1, 6 w, T

N o El | N 15 15 15
NIO) X@;; M = 1—3-31 | N + T3t 5t S _<i>x_+ M
v, B I el s 1 s
T, -3 3 | 3 -3 -5-1 3 1, 7

Steifigkeitsmatrix fiir den rechts eingespannten, links gelenkig gelagerten Stab:

Te 3 | -3 -3 [ 6 6 __l[- w, "t 7
E] . £l | ~om === 5 5 5 . o
N| 6. 6 1
=<—| -3 3 A j+=]-= = = +
@ roc O ARG IR
X 1, 1, 1,
z M, -3 3a 3¢ -5 30 5T @ Mo

Steifigkeitsmatrix fiir den beidseitig gelenkig gelagerten Stab:

s [

Steifigkeitsmatrix fur den Kragarm:

R 1] _ Nip2].

CI M) = T17] (g + 1]
Z

Ein Vergleich mit der analytischen Steifigkeitsmatrix ist moglich, wenn man in diese die Reihe-
nentwicklung fur die Koeffizienten 4’ und B’ einsetzt.

Man erhilt noch eine sehr gute Ndhrung, wenn man die Reihen nach dem zweiten Glied ab-

bricht, solange €2 < 1.0 ist. Dies kann man praktisch immer erzwingen durch eine Verkiirzung

der Elementlange / = 1.0 %




Technische Universitat Minchen Lehrstuh! fiir Statik 0.Prof. Dr.-Ing. W. Wunderlich

Baustatik 3/4

Ubung Theorie 0. Ordnung Seite 21

3. Berechnung nach Theorie II. Ordnung mit genfiherter Steifigkeitsmatrix

Berechnung nach Theorie 1. Ordnung wie vorher!

1. Iterationsschritt:

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

4. Schritt:
5. Schritt:

System
P;=1.5*700=1050kN P,=1.5*1400=2100kN
q=1.5*4 kN/m
H=15*55 HHHWHHHMHHHL{'
= 82.5kN v
S o
=] 1=0.00087m* =
b 2
b 2
E 1 <, 8
z2E |5 I
2=l s
2 | S E =20"10°
I
1B | — EA4A —» =
b y =135
:mnm

Numerierung der Knoten und der Stibe
Wahl eines globalen (X, Y, Z) und fiir jedes Element eines lokalen (x, y, z) Koordina-

tensystems.
Multiplizieren der Lasten mit dem Sicherheitsbeiwert y

Antragen der globalen Knotenverformungen und feststellen der abhéngigen Ver-
schiebungen (evtl. mit Kinematik)

Berechnen der lokalen Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren fur
jedes Element.

Transformationsmatrix vom globalen ins lokale Koordinatensystem aufstellen.

Transformation der Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren vom
lokalen ins globale Koordinatenssystem.
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Steifigkeitsmatrix Element 1 (Balkenelement)

®; (2)
“4 ( Uz (1)

X [
|
] Wy = [= 8.0m
5 | EI=90000kNm
ett—
- Iil
ol e | N=-1116.376kN
#*
e X
— |— N|
= , e =1 [ = 089099
1B ] EI
|s—
|t —
[~— —
o o o0
— U) =0
W, =0
[~ 12%00000/8/8/8 -6*80000/8/8 —~12%90000/8/8/8 -B*BOO0O/8/B
kl.,=| -e6=00000/8/8 4%30000/8 6*80000/8/8 2%90000/8
el | _12%00000/8/8/8 6790000/8/8 12%30000/8/8/8  B400000/8/8
_ -8%90000/8/8 2%950000/8 8%80000/8/8 4€90000/8
[~ waw #4# -2109.3750 -B437.5000
KL, = T K#¥  B437.5000 22500.0000
el 1T, w44  2109.3750 B8437.5000
| ¥4»  B437.5000 45000.0000

8/5/8 -1/10 ~8/5/8 -1/10

1 —_ -1/10  2/15e8 1/10 -1/30*8
kzco 1116.376 -6/5/8 1/10 6/5/8 1/10

-1/10 -1/80°8 1710 2/15¢8

Y dun 187.4565 111.6377
k1 =] was s48 -111.6377 297.7004
geo Tz #48  -187.4565 -111.83877
(XX vya -111.6377 -1190.8017

(W) (@) (w2) (o))

(uxs}  (@r1} (uxn) (@y2)

F71, #00  -1041.0165 -8325.8823 | (7)) (;5
1 _ul 1 — rTy #es  B323.8823 22797.7004 (M‘) (M
k G_kel+kgeo Frr; #00  1041.D188  8325.8623

Lz ans 8325,8823 43808.168B3 (Al» (h;?

Up=0 &,=0  Ux()) ®3(2)

lokale = globale
Steifigkeitsmatrix

Der Elementlastvektor andert sich nicht!

Gleichlast

-q*l/2 9*8/2 36.0000 | (T (F})
10 . —| qel2/12| _ |-9e+8eB/12 _ | -48.0000 M‘“)(M‘,)
P G= —qrls2 | T | @82 - 38.0000 (le) (Fi)
-q¥l2/12 QeBwla /12 48.0000 (Mm)(M{%)

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 1 entfallt, wenn beachtet
wird, daB wy = U, ist.
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Steifigkeitsmatrix Element 2 (Balkenelement)
N= 0 -> Berechnung nach Theorie 1. Ordnung

‘ >X g=1.5%4.0kN/m
z Iy

®3(2) §
Fuo g = @;},E“:’ Us=Ua )
Z 3=

W, =0
1= 10.0m
EI = 174000kNm?
EJ EI EI
37“‘37"3?
2 § 3¢174000/10/10/10 —3¥174000/10/10 -3%174000/10/10/10 i ET El EJ
kG= -3%174000/10/10 3¢174000/10 3%®174000/10/10 k' = 37,— 37 37
—-34174000/10/10/10 §8¥174000/10/10 38%174000/10/10/10,
) 3EL JEL G
W) (@) () S3F 3p 3F

(wzz2)  (pva)  (wz3)

[ www 5220  wes | (@) (FE)
kg = w4 52200  Aan | (MD) (M2 ) lokale = globale
M ale = plobal

wrw 5220 4w QD) ( Steifigkeitsmatrix

Wo=0 @,(2) W3=0
Cleichlast swqrl/8 T8%1075/8 -37.5 <on) (,_-220)
PmG= qrlz/g| = | 6v10%10/8[ = 75.0 (M”) M
—3%qe1/8 -6¢1073/8 ~22.5 (Q3 Fﬁ’

Steifigkeitsmatrix Element 3 (Fachwerkelement)

X o 5"’U3=U2<1)
2 W3=0 1= 4.0m ,
f".\I] B EI=90000kNm
N =-2093.6234kN
@ =7 [/INL _
JJ ﬁw— e=1 /1o = 061008
W4 =0

K3geo=-2093.6234[ 174 174]

(w3) {ws)

(ux3) (uxq)

k3~ = [—623.4059 gar | (7D (Fxs)  Iokale = globale
523.4056 weo | (T (Fy,) Steifigkeitsmatrix
Us(1)  Ug=0

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 3 entfallt, da mit der negativen
Einheitsmatrix tranformiert wird. ( X = -z )
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6. Schritt: Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix (Uberlagerung)

(Pva) | (wxp)| Wzb)| (@vd)
0 1
2 0 0

0 0

(Wza)
0
0
0

(4x2)
Element 1 0
Element2| 0
Element 3 1

Zuordnungstafe]:

Gleichgewicht an jedem Knoten k:

SFe  2Fa
! 1]

2. Min

1 2
U, ®,

1641.9185 8325.8623

El.
El.
El. 3

N =

1 H,

-5238.4059

8325.8823 | 43809.1983

52200.0000

El.
El.
El. 8

[

2 M>

o

— | 14318.5127

8325.8623
83825.8623

96000.1988

Uberlagerung des Lastvektors P = P"—p?

P’ Po
Pges = l:_

82.5 ~ 36.0000 - 0.0
0.0 ~ 48.0000 - 75.0
7. Schritt: Losen des Gleichungssystems
v=[

K-v="p
8. Schritt: Ermittlung der Elementverschiebungen

-118.5000
-123.0000
Lastspalte wie vorher

(U2

0. 15432223]
(7))

0.01214497

9. Schritt: Ermittlung der KnotenkraftgréBen

. . 0
. pl — kl .vl +pl
Knotenkrafte Element 1 G,- ,G © ,-OG
pP=kv+p
( 0.0] guxng
1 — 0.0]en
V6= | Jo.15482228 | (uxd)
| 0.01214407 | (¢v2)
#EH  HEH  -1041.9185 —B325.8623 106.5349 | Tli) <FJ‘n) =l
le= P #44  8326.8623 22797.7004 || -1012.1515 | (M}) (M) pl v
FYy 489  1041.9185 B325.8833 -188.5349 (Té) (Fin) =Py
#id evy  8325.8823 48809.1983 ) L -758.9875_) (M) (ML)
199.5349 46.0000 235.5349 | <Ti) (F,‘n) 1
-1012.1515 | o | _4g.0pp0| = | -1080.1518 | (M}) (My) =P
~188.5349 38 . DOOO -183.5348 (Té) (an) =plg
~766.8875 48.000 | -703.9375J (MY (ML)
ool 0 — i
ks'vg + p; = PG
K-y + plT) = pi
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Knotenkrifte Element 2
R R R _ _
pG. kG YJG T .pG 5 o.0| (#) (wz2)
p' =K v+ p? VG =| 0.01214487 | (@) (ov2)
| 0.0 (w3) (wz3)
ser 5220 wee’| [ _e3.aves | () (F) =plg,
sz= e#d 52200  HHH 833.8875 (Mf) (M) 2
##s 5220 wwd | | 63.3988 | (QJ) 7y PV
-63.3088 -37.5 [ ~100.8568 ] Fi) =p2
633.0875] +| 75.0 | = 70s.8875 i%) (Mir) =pZG
63.3988 -22.8 40.8868 | Fﬁ;) P
kKo'vo + Pe = PG
ki v+ pi0 = pi
Knotenkrifte Element 3 >y 4 r Fs 7G<1—J7
@ F3 3 A
Vz 23 N3
g
X
@
3
i | > Fxy 73 3 !
4
] ] ' 3
PG = kG Vg Fz4 N
pi — klvl
—[ -0.15482228] () (W)
v36 _I: 0.0] (uxs) (-wg)
K3~ = [-523.4059 w#:l l: 81. 0349] (Fe) (-TD =p’ G
G 523.4080  ##E -81.0348 | (F}) (-1 =-p°
ks ve = PG

Normalkrifte aus Gleichgewicht an den Knoten (VZK I)

Knoten 2 =
P,
H 3
< —>
@ ¢ N2
T;
e
\ A%
ZH——O - N:-H-T} =0

N’2 = 82.5-163.5349 = -81.0349

SV=0 > N+0}+P=0
Nj = - 1050 - 100.8968 = - 1150.8968

Knot -
oten 3 P,
N3
< ®
03 ,
T3
<—
SH=0 —» NM+T=0
N3 = - 81.0349

N3} = 40.8869 - 2100 = -2059.1032
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2. Iterationsschritt:

Steifigkeitsmatrix Element 1 (Balkenelement)

[~ 12¢00000/8/8/8 -8%B0000/8/8 ~12%80000/8/8/8 ~8%90000/8 /8
1= 8.0m kl,=| -e*00000/8/8  4¢g0000/8 8%80000/8/8 2+50000/8
~12#80000/8/8/8 6%30000/8/8 12%00000/8/8/8  8%90000/8/8
EI =90000kNm? | _8%80000/8/8  2%80000/8 8%90000/8 /8 4%90000/8
N =-1150.8968kN [~ wae ### -2109.3750 -8437.5000
kl,=| ##  ###  8437.5000 22500.0000
el T 484  2108.3750  8437.5000
| s## ### 8437.5000 45000.0000

8/5/8 -1/10 -8/5/8 -1/10
1 —_ -1/10 2/15%8 1/10  -1/80%8
|N k geo 1150.8968 -6/5/8 1/10 6/5/8 1/10
£ =1 N33 = (.90466 -1/10  -1/30®8  1/10  2/15%8

FTYy #HY 172.6346 115.0897

KL =| ## #84  -115.0807 306.9058
geo T #H#  -172.6345 -115.0897
HEH ##¥  -115.0807 -1227.6232

W) () (w2) (1)
(ux1) (v (1x2) (Pv2)
HHH péK  —1038.74056 -8322.a108 | (7D (Fiy)
Klr=KkL,+kl . =| ##  #st 8322.4103 22808.9058 (M}) (MY,) lokale = globaje
G el geo ¥H# AWK 193B.7405  8322.4103 (TZ) (FL,) Steifigkeitsmarrix

Iy (77} 8322.41083 48772.3768 (M)(M,.Z)
Up=0 @1=0  Ux1) Do(2)

Gleichlast
—q*1/2 Be8/2 86.0000 | (T1% (FY)
10 | qewlzsa2 | _ | -8«8%8/12 _ | -48.0000 ‘°)(Ml
PG= ~q*1s2 | | Br8/2 ~ | ss.o00c (Tl)(F‘K
—q*12,12 geg¥8/12 48.0000 (Mm)(Mno)

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 1 entfallt, wenn beachtet
wird, dafl Wy = U2 ist.

Steifigkeitsmatrix Element 2 (Balkenelement)

5 [~ $7174000/10/10/10 -3%174000/10/10 —8%174000/10/10/10
k e] = | —3¢174000/10/10 3*174000/10 3%174000/10/10
-3»174000/10/10/10 3%174000/10/10 8%*174000/10/10/10

B [ ave  -s220 - #ss
1= 10.0m K%)= | wer s2200 400
EI= 174000kNm2 L HRy 5220 Ny
N =-81.0349kN 6/6/10 -1/5 -8/5/10
K2 geo =— 81.0349| -1/5 1/6*10  1/6
~6/5/10 1/5 8/5/10
N e 18.2070 HAK
e =1 IEII = (0.21580 kzgw:l: #O4  -162.0608 Mr:l
#o8 -16.2070  A#A
(w2) (@) (wa)

(wz2) (o) (wz3)

w48 -56203.7830 #u4 | (T (Fh)
K2 G= | #s# 52037.0302 4ss | (M) (Aﬁ,iq) é‘:f;;;k;iél{g:ﬂi
#ee 5208.7930  wan] (T (

Wi=0 @(2) W3=0
Gleichlast _5eq*1/8 _8*10*5/8 -37.6 (QZ;20
szG= qxl2/8 = 6%¥10*10/8 75.0 ) (Mn
as | @B 2

—3*q1/8 —6*%10%3/8
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Steifigkeitsmatrix Element 3 (Fachwerkelement)

l= 4.0m

k3,0 =-2059.1032| /4 -1/4 EI=90000kNm?

- [ ] N=-2059.1032kN

o) e=1_[W = 060503
(ux3) (uxs) EI

K3~= l:~514.7758 see | 7D (Fp)  lokale = globale

G 514.7758 ppe | (T (F,) Steifigkeitsmatrix

Uxl) Us=0

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 3 entfallt, da mit der nega-
tiven Einheitsmatrix tranformiert wird. ( X = -z)

6. Schritt: Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix (Uberlagerung)

Uy ®,
19368.7405 | 8322.4108 | El. 1
H2 El. 2
-514.7758 El. 3
8322.4103 | 43772.3768 | 1. 1
M; 52037.8802 | g1 o
El. 38
K,. = | 1421.0847  8322.4303
ges 8322.4108 95810.3070
Uberlagerung des Lastvektors P = P* - P!
*
P PY
P = -82.5 - 36.0000 - 0.0000| _ | -118.5000
ges 0.0 - 48.0000 - 75.0000 ~123.0000

7. Schritt: Losen des Gleichungssystems K-V = P

v_[—o.15423151 U
T L 0.012112828_| ()

8. Schritt: Ermittlung der Elemenrverschiebungen

9. Schritt: Ermittlung der KnotenkraftgroBen

Knotenkrifte Element 1

pL = ki v + p‘g 0.0] (ux1)
f P 0 vl = 0.0 | (@v)
p=k"v+p G~ | —0.15423151 | (uxp)
| 0.01211328 | (py3)
17T #kF  ~1036.7405 -8322.4103 | [  187.8pa7] TV Fy) _ 1
klg=| "  #»s  8322.4103 228068058 || -1007.3113 | (M} (My) —ple
Ty 444 1836.7405 8322.4103 ~187.8047 | 7)) (Fyy) =Py
FYY, ##¥  8322,4103 43772.3788_| | -753.3508] (M) (ML)
197.8947 36.0000 [ 233.89477] (T (Fyp) 1
-1007.8118 | 4 | -48.0000 [ — | -1055.3128 | (MD (M}) =
-187.8047 36.0000 -161.8947 | (7T} (Fi) =PlG
-758.3505 48.0000 | -705.3505_| (M) (ML)
[ 0 — i
ks've + p; = PG

K'v + plT) = pi
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Knotenkrifte Element 2
I kl' vl + 0 _ _
pG. G G PG 2 0.0 (%2 {(wz)
p=k-v+ pm V6= 0.01211928 | @2 (¥72)
| 0.0 (wy) (wz3)
wow  -5208.7030 444 | [ —ss.oss0| (7D (Fh) =p2
k20= 444 52037.9302  H4H 830. 3505 | (MD (ML) =p20"
w64  5203.7030  AH¥ 63.0350 ) (T3 (F%y) Py
-63.0350 -37.5 [ _100.5350 | (7D (F) =p2
630.8505| + 75.0 | = | 705.3505 | (M3) (M) =sz
83.0350 -22.5 10.5350_| (T (Fy) —P
g 0 .
keve + PG = PG
ki - Vl + px'O — pi
Knotenkrifte Element 3
Pc = kg V6
T T A 3 _[-0.15428151 | (ux3) (-w3)
p=k"Vv V'G |: 0.0 (uxs) (-w)
—n3
k3 - [-514.?753 IUM:I 79.3947 P (-T§) =PG
G 514.7758 bay -19.3947] (F) -TH =_p3
kc've = PG

Normalkrifte aus Gleichgewicht an den Knoten (VZK I)
Knoten 2 Knoten 3

SH=0 - Ni-H-Ti=0

ZH =0 > M+T3=0
NI = 82.5-161.8947 = -79.3947

N} = —79.3947
dDV=0 > M+Ti+F=0

Nb = - 1050 - 100.5350 = - 1150.5384 DV=0 > M-Ti+F =0

N3 = 40.5350- 2100 = - 2059.46S

Vergleich der Ergebnisse

Th. 11. O. Th. ITI. O.
Th. L. O. 1. lteration 2. Iteration

analytisch Niherung analytisch Niherung
U, -0.07830544 015477284 0.15482228 -0.15416771  -0.15423151
o? 0.00553191 0.01213448  0.01214497 0.01210018  0.01211329
M; 584.2340 1060.4341 1060.1515 1055.5467 1055.3113
M) -363.7660 ~708.4200 ~708.9675 ~704.7836 ~705.3505
T ~154.5000 -235.5089 -235.5349 -233.8634 —233.8947
T -82.5000 -163.5089 ~163.5349 -161.8634 -161.8947
73 66.3766 100.8420 100.8968 100.4784 100.5350
T 6.3766 40.8420 40.8968 40.4780 40.5350
T 0.0000 81.0089 81.0349 79.3634 79.3947
N ~1116.3760 -1150.8420  -1150.8968 -1150.4784  -1150.5350
N? 0.0000 -81.0089 ~81.0349 -79.3634 —79.3947
N? -2093.6230 -2059.1580  -20$9.1032 -2059.5216  -2059.4650
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CAl ~Eingabedatei zur Berechnung des vorherigen Beispiels

START
NOECRO N=0
#ev BEYSPIEL : RAHMEN ALS SPANNUNGSPROBLEM ¥%¥
LOADID L NE=8 NF=8

0 [¢] [¢] 1 2 3

1 2 3 4 5

4 5 7 [¢] 0 8
LOAD N1 Z=1 8=1
0.000001
LOAD N2 Z=1 8=1
0.000001
LOAD N3 Z=) 8=1
©. 0000012
LOOP $¥BEG N=4
SMBEG
FRAME K1 Sl KG1 8Gl1 E=2.0E8 A=1.8E2 1=4.5E-4 X=0,0 Z=8,0 N=N1(1) ST=1
FRAME K2 S2 KG2 $G2 E=2.0E8 A=2.0E2 I=8.7E-4 X=0,10 Z=0,0 N=N2(1) ST=1
FRAME K3 §3 KG8 SG8 E=2.0E8 A=1.6E2 I=4.5E~4 X=10,10 2=0,4 N=N3(1) ST=1
FRAMEQ Pl PL1 PQ=-8 X=0,0 2=8,0 E=2.0E8 I=4.5E~4 N=N1(1l) 8T=1
PRINT P1
PRINT PL1
FRAMEQ P2 PL2 PQ=6 X=0,10 2=0,0 E=2.0E8 I=8.7E-~4 N=N2(1) ST=1
PRINT P2
PRINT PL2
ADD K1l KG1
ADD S81 SG1
ADD K2 KG2
ADD §2 SG2
ADD K3 KG3
.ADD 83 8G3
ZERO K Z=8 §
ADDK K K1 L
ADDK K K2 L

L
8

(-]

ADDK K K3

ZERO PP Z= =
ADDK PP P1 L N=
ADDK PP P2 L N
PRINT PP

LOAD 2=8 §=1
-82.

1050.

o
CCoCGOoOauT

ADD P PP
PRINT P
DUP P V
ECHO
SOLVE K V
NOECHO N=0
MEMFRC 81 Vv L F1 N=1
MEMFRC S2 V I, F2 N=2
MEMFRC 88 V L F3 N=3
ADD F1 PL1
ADD F2 PL2
PRINT Vv
PRINT F1 L=1
«»3» Schnittgroessen Element 1 *»e
PRINT F2 L=1
**» Schnittgroessen Element 2 =xxx
PRINT F38 L=1
*##% Schnittgroessen Element 3 «sw*
DUPSM F1 Ni 11 41
DUPSM F2 N2 1 1 4 1
DUPSM FS N3 1 1 4 21
NEXT $MBEG
RETURN
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4. Vorverformungen bei Druckstiben Theorie II. Ordnung N<QO

System mit Vorverformungen

P;=1.5*700=1050kN _ P,=1.5*1400 =2100kN
q=1.5*4kN/m |
H=15*55 |[4oidotdabdtbietobosidtioey
= 82.5kN y
< [—1
] 1
E = Yo = ——
. 200
5 |
v [T w _ ¢
W |- * 250
Il [~
-4 =] Y =ﬁ
= 7
Belastung aus Vorverformungen : N<O0
2 ———V » KnotenkraftgroBen
Vorverformung M M T; 7;
parabolisch 4 4
<<—T=> | FeEe | aeEte | O 0
Schiefstellung
Py | 0 0 -~ Ny N,

Vorverformungen konnen fiir die Berechnung der Biegemomente auch durch statisch
gleichwertige Ersatzlastgruppen ersetzt werden (beachte, daB3 sowohl die Streckenlast
als auch die Reaktionskréfte angesetzt werden miissen, wegen XV =0) :

Vorverformung Ersatzlast
N parabolisch N T3v v v 8Nw,
-— 1> ™ 7
Wo {\ ANw, /}
/
N Schj_efitilling +—+
¥ 4 N Nye
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Berechnung nach Theorie II. Ordnung mit analytischer Steifigkeitsmatrix
1. Iterationsschritt:

Steifigkeitsmatrix Element 1 (Balkenelement)

@3 (2) 1= 8.0m
x 3 /@ 2 (1) EI =90000kNm?
‘ ot W, =0 N=-1116.376kN
7 |
E —7 JIN[ _
E ~— m e =1 £l 0.89099
ﬁ B Wo = 2_50(_) AC = 3.863803
— t: 1 B = 2.02718
= A’y B = 5.820186
Ig :: ¥ 200() 2%« (A°+ B’)-D’= 11.04646
— (:) oy =0
L] U; =0
W1 =0

Der Elementtastvektor andert sich durch die Normalkraft

Gleichlast

B —q*l/2 N [~ 9%8/2 36.0000 (Tio) (F}°.)

10 . —| aq*l2zs2¢a’+ B*) | _ | -9%8%8/2/5.82018 _ | -48.8473 [ (MO (M

PGg~— —q*1/2 ~ | o%g/2 - 88.0000 (T%b) (FiY)

| ~q*12/2(A"+ B”)_| | 9¥8%8/2/5.62016 48.8473 | (M0 (M)

Vorverformung

B -N ¥y ] B -1118.878%1/200 -5.5818] (T)9) (F¥))
10 |-4*Newg/(A'+ B) | _ | -4%1116.876¢8/250/5.02028 | _ | -24.1372[ (MM}
PG Ny = 1116.376%1/200 5.5818) (T (FIQ)
| d¢Néwy/ (A°+ B7) | | 4%1118.378%8/250/5.92018 24.1372] (M1°) (M1D)

Transformation von Element 1 entfallt, wenn beachtet wird, daB w, = U, ist.

Steifigkeitsmatrix Element 3 (Fachwerkelement)

Us=Uz (D)
7 W;3=0 = 4.0m
) EI = 90000k Nm?
Yo = 2—00(—) N =-2093.6234kN

e =1 [N _ 061008

! U =0 EI

Wy =0

p¥ ___|: -N %:| 2[—2093.6284*1/200] - [—10.4331 T Fr)
G N wo 2003.8284%1,200 10.4881 ] (T (FLy)

Transformation mit der negativen Einheitsmatrix ( X = -z )

p30 =[ 10.46817] M) Fl)
G -10.4881_| (T3 (F%)

Beim ersten Iterationsschritt ist die weitere Rechnung mit den neuen Lastvektoren und den glei-
chen Steifigkeitsmatrizen, wie im vorherigen Fall durchzufiihren. Beim zweiten Iterationsschritt

andern sich durch die Normalkrafte und die Verschiebungen sowohl Lastvektoren als auch die
Steifigkeitsmatrizen. Die Ergebnisse der Rechnung sind auf der folgenden Seite dargestellt.
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Baustatik 3/4
Vergleich der Ergebnisse
gl g Th. II. O.
Th. 1. O. 2. Iteration

ohne Vorverf. mit Vorverf.
U, -0.07830544 ~0.15416771 -0.17387302
? 0.00553191 0.01210018 0.01355568
M 584.2340 1055.5467 1211.2237
M, -363.7660 ~704.7836 -779.9844
T -154.5000 -233.8634 -253.9269
T ~82.5000 -161.8634 -181.9269
72 66.3766 100.4784 107.9984
2 6.3766 40.4780 47.9984
73 0.0000 79.3634 99.4269
N -1116.3760 -1150.4784 ~1157.9984
N? 0.0000 ~79.3634 -99.4269
N? -2093.6230 -2059.5216 -2052.0016

-90.43
-1158.00
Schnittgrofien

Theorie II. Ord.
mit Vorverf.

-253.93

-181.93

N TH 1. O. mit Vorverf.

-20562.00

Ordnung
Ordnung ochne Vorverf.

------- Theorie I.
==== Theorie II.

48.00

[T TS

] . Il
5 —

108. 00 i

Q TH 1. O. mit Vorvert.

89.43

Theorie I. Ordnung
==== Theorie II. Ordnung ohne Vorverf.

Ordnung
Ordnung ohne Vorverf.

----- Theorie I.
—==== Theorie II.

1211.22
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5. Berechnung eines Tragwerks nach Theorie II. Ordnung (WGV)
Instabilititsfall, Stabilitdtskriterium, Knicklastberechnung (Eigenwertproblem)

Motivation: Abgrenzung des zuldssigen Bereiches vor dem Versagen des Systems

r’ X - —
P;=A*1050kN  _ P;=\*2100kN
Z

g=A*6 kN/m
H=\"825kN |1t diddoovdvetdoeqrvtviveis
< Y Y
1 |® rx ©‘P
< |- o
=N
> Gt
1 =
iz ] | X
) (L
= h
'
§ ".l Versagen des Systems i
) "'-. -

0.800
L 1 A

0.450
L 1 L

0.000

-0.88

T | T T ™ ~
0.77 -0.56 -0.35 -0.14 0.07 0.28 0.49
Verschiebung

Verlauf der Verschiebung U, bei Steigerung der Last
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2.250
L
* .
4
rd
'd
U d
U4
rd
I'd
rd
/
‘
.
4 ]

Lastfaktor
ll.F) 1.800

0.450 0.900
A L L i 1 2

\\
oy =1
. Versagen des Systems -
\\
‘\
\~s
\\\ -
\\'
\\

0.000

—3600.00 -3000.00 -2400.00 -1800.00 -1200.00 -600.00

Normalkraft Stab 1

Verlauf der Normalkraft im Stab 1 bei Steigerung der Last

2.250
A 1 L

1.350 1.800
L ] L L L L

Lastfaktor

0.500
A [l L

0.450
PR |

Versagen des Systems i

0.000
] "

-9100.00

-6300.00

-3500.00 -700.00  2100.00
Moment Stab 1 Anfang

4900.00  7700.00

Verlauf des Einspannmoments im Stab 1 bei Steigerung der Last
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-‘-J

2.250
M |

Versagen des Systems
Determinante = 0

1.350 1.800
L 1 A " L L

Lastfaktor
0.900

0.450
L 1

0.000
A L

— —_— —_—
-1 .60E+39 0.00E+00 1.60E+29 3.20E+39 4 .B0E+38 B.40E+38

Determinante

Die Determinate gibt an, wann das System versagt.

Lastfaktor
1522253643505:1647178859295

r—— ———r——_————r——v—r—
—-4.25E+40 -3.00E+40 -1.75E+40 -5.00E+389

Determinante

Verlauf der Determinate des Spannungsproblems bei Laststeigerung
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Das statische Indifferenzkriterium besagt:

Existiert neben dem Grundzustand bei gleicher Last ein Nachbarzustand, der sich ebenfalls
im Gleichgewicht befindet, so ist der Grundzustand im indifferenten Gleichgewicht (Knick-
last, Verzweigungspunkt)

Das Gleichgewicht des Grund- und Nachbarzustands wird durch die Steifigkeitsbeziehung be-
schrieben:

Grundzustand: K VG =P,
Nachbarzustand: K:VN = P,
Differenz; KAV =0

Der Verzweigungspunkt wird somit durch den homogenen Fall der Gleichgewichtsbedingungen
beschrieben. Ein nichttrivialer Fall liegt dann vor, wenn die Determinante der Steifigkeitsmatrix
verschwindet (detK = 0 ). Es wird deshalb der Lastfaktor A gesteigert und die Determinante be-
obachtet. Die Auswertung der Determinante kann iiber die charakteristische Gleichung der Stei-

figkeitsmatix erfolgen. Die erste Nullstelle zeigt den kritischen Wert Py, = A, * P an. (Dieses Vor-
gehen ist sehr aufwendig.)

Eigenwertuntersuchung:

In der Naherungsidsung ist der Langskraftanteil iiber die geometrische Matrix K., abgespalten.
Damit kann der fiir alle Stabnormalkrafte gemeinsame Lastfaktor A herausgezogen werden

(K + 2 Kggo] AV = 0.

Keo enthilt die Stabnormalkraft fiir die Referenzlast P ( A=1).

Die Gleichung stellt ein allgemeines Matrizeneigenwertproblem dar und 128t sich mit bekannten
Methoden berechnen.

Es fihrt auf:
- den kritischen Lastfaktor A, als niedrigsten Eigenwert des Systems. (Es kdnnen soviel
Eigenwerte berechnet werden wie Freiheitsgrade vorhanden sind.)
— die Knickfigur als zugehorige Eigenform AV . (Ihre Amplitude ist unbestimmt und kann
nach verschiedenen Regeln normiert werden.)
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System und Belastung:

-79.30%)\
Normalkraft
Theorie I1. Ord.
nach 2. Iteration NTtHI O.
-2059.47*\
-1150.54*X\
Steifigkeitsmatrix Element 1 (Balkenelement)
o & 022
X 5 U, (1)
. Wy = 1= 8.0m
EI=90000kNm?
E:l N=-1150.5350kN
X — [INl _
Q . e =] I 0.90452
@ {- oy =
6 Ul —0
12-90000/3/8/3 -8%00000/8/8 ~12¢50000/8/8/8 —68%80000/8/8
Kkl =| —6*800CC/8/8 4%90000/8 6%50000/8/8 2%60000/8
€17 | _12000000/8/8/8 6=80000/8/8 12%60000/8/8/8  6%80000/8/8
~8#80000/8/8 2%00000/8 8€50000/8/8 4*80000/8
w) (@) (w2) €]
(Ux) (ov) (ux2) (ev2)
PTT PTT 'L, T T Fy
Kl,=| v 1T YT (M) (My)  lokale = globale
el — 177 WE¥  2109.8750  B487.6000 Ty Fl) Steifigkeitsmatrix
7l #4¢  B487.5000 45000.0000 | (M) (Ml
U1=0 ;=0 Ux(1) 2(2)
6/5/8 -1/10 -8/5/8 =-1/10
1 = % -1/10 2/15%8 1/10 -1/30%8
k 850—_1150'5350 A -8/5/8 1/10 8/5/8 1/10
-1/10  -1/30%8 1/10 2/15%8
wp (o) (w2) (@)
(x1)  (py) () (C2%)]
488 wap wHH T Ty Fyy
KL, = #ea wue 117 77 (M) (My))  lokale = giobale
geo w4e  aa#  ~172.68B08 -115.0585 (T (Fip) Steifigkeitsmatrix
44k ge#  ~115,05686 -1227.2874 M) (M)
Ui=0 @1=0 Ux(3) 2(2)

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 1 entfilit, wenn beachtet
wird, daB wy, = Us ist.
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Steifigkeitsmatrix Element 2 (Balkenelement)

| > X 1= 10.0m
z EI=174000kNm?

¢2(2) § PJ==-79J3947RPJ
Uy(1) S, Oy b Us=la() T _
é_v; 20 e 5?" {:,;0 e =1 [l = 021361

-3%174000/10/10 3%174000/10 3%174000/10/10

5 3%174000/10/10/10 -3%174000/10/10 -3%174000/10/10/10
ke =
el

—~3%174000/10/10/10 3%174000/10/10 8%174000/10/10/10

(w2) (@2) CZY
(wz2) (ov2) (wz3)

dgee  Eaw gus | T FL)
k2= | w#v szo00 ses | (MY (M3  lokale = globale
Qa8 i Y (T%) (qu) Steifigkeitsmatrix
Wi=0 @®3(2) W3=0
8/6/10 -1/5 -8/5/10
](2geo=_79_394,7"‘)L -1/6 1/5%10  1/5
-6/5/10 1/ 8/5/10
(w2) (@2) (w1)
(wz2) (ev2) {(wz3)
7Y any ey | (T (F3y
K%eo=| ¢os -182.0808  wan | (M) (Ml  lokale = globale
g e Ve vor | (TD (2 Steifigkeitsmatrix

W2=0 @32) W;3=0

Steifigkeitsmatrix Element 3 (Fachwerkelement)

X @3"‘””{7—%3:112(1)
Iz _

X
1= 4.0m
® EI=90000kNm?
! Uy =0 - N=-2059.4650kN
W4 =0
e =1 1L = 0.60508
Kgeo =-2059.4650"\[ 24 114 ]
(w3) (wq)
(ux3) (uxq)
K3 =|:—514.easz wsn ] 0D (Fy)  lokele = globale
geo a0d wie] (T FL Steifigkeitsmatrix
Uyl)  Us=0

Transformation der Steifigkeitsmatrix von Element 3 entfallt, da mit der nega-
tiven Einheitsmatrix tranformiert wird. (X = -z )
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Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix (Uberlagerung)

Zuordnungstafel: | (uxd) | Wza) | (@va) | (n) | (Wzs) | (@)
Element 1| 0 0 0 1 0 2
Element2| 0 0 2 0 0 0
Element3| 1 0 0 0 0 0

Zusammenbau der elastischen Steifigkeitsmatrix:

U; )
2109.8750 8487.5000 El. 1
Hj El. 2
El. 8
M 8487,5000 | 45000.0000 El. 1
2 52200.0000 El. 2
El. 3
K, = [ 2109.3750  8437.56000]
) | 8437.5000 67200.0000 |
Zusammenbau der geometrischen Steifigkeitsmatrix:
Uy )
~172.5808 -115.0838 El. 1
H; El. 2
~-514.8882 El. 3
M -115.0585 | —1227.23874 El. 1
2 -158.7883 | El. 2
El. 8
— ) & — - .
Kyomh [ 211508 00

Homogenes Gleichungssystems (Ko + 4" Kgep) " AV = 0

nur nicht triviale Losung, wenn det K = 0
2108.3750 8437.5000 Yy -887.4485 -115.0588
det 8437.5000 87200.0000 -115.0535 —1836.0287_ =0
‘:keu +Akgy  kept 2 k@u} -0

ke;l + /{ kgu keu + /{ kgn

(keyy + A kgyy) " (keyy + A kgn) - (kegy + 2 kgyy) ' (keyy + A kga)) = 0

keyy "key + A keyy kgy + A kg key + A1 kgy kg - keyytkey —A ke kg - A kgyy ken -4t kg kg = 0
At (kgy kg - kg kga) + A (ke kgy + kgy keyn - ke kgy —kgv t keay) + (key, ~ kep - keyy * keyy) = 0

A (kgys kg —kgys) + A (keyy "kgy + kgyy kesn -2 keyy kgin) + (key " ken—kely) = 0

939581.8950%\2 — §7801922.06%\ + 133839843.8 = 0O | : 938581.8059
quadratische Erginzung (a-b)? = a*-2ab + b?
A - 72,1618\ + 142.4462 = 0 =-72.1818/2=-36.0809

b2=1301.8314

A2 - 72.1618\ + 1301.8314 - 1159.3852 = 0
(A - 36.0808)2 = 1158,3852

X\ — 36.0800 = +-34.04987
A1 = 36.0809 - 34.0497
A3 = 36.0809 + 34.0497

2.0312
70.1306
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kleinster Eigenwert = 2.0312

Das System wird instabil, wenn die Normalkraft um den Faktor 2.0312 gesteigert wird.
daraus folgt:

Ni = -2.0312-1150.54 = -2336.98kN

NE, = -2.0312-79.39 = - 161.26kN

N}, = -2.0312-2059.47 = - 4183.20kN

Wird die Normalkraftverteilung der Theorie I. Ordnung zugrunde gelegt, wird das System
instabil, wenn die Normalkraft um den Faktor 2.0236 gesteigert wird.
daraus folgt:

NL = -2.0236"1116.38 = - 2259.08kN
N, = -2.0236 0.0 = 0.0kN
N;, = -2.0236-2093.62 = — 4236.60kN

daraus folgt, daB fiir die Abschidtzung des Stabilitatsversagens die Normalkraftverteilung
nach Theorie I. Ordnung ausreicht.

1

1

104 125 146 1657 188 209 230 251

Lastfaktor

62 83

41

{1

-

S
1 .60E+90

) ettt e Mt ‘
-6.40E+90 -4, 40E+90 -2 .4DE+90 -4.00E+89
Determinante

-B.LdE-t-Sb

Verlauf der Determinate bei Einteilung in mehr Elemente und analytische Steifigkeitbeziehung
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Eigenformen des Eigenwertproblems

1. Eigenform bei A = 2.03542

3. Eigenform bei A = 35.002

5. Eigenform bei A = 107.871
Eulerfall 2, n = 2 -> \ = 107.829

EJ
Pk, = nz‘.ﬂll—z
EJ]
/1 = Il2 JZZW
nlAJTZ

2
mit £ = 0.60508

2. Eigenform bei A = 26.966
Eulerfall 2,n = 1 -> \ = 26.957

4. Eigenform bei A = 79.716

6. Eigenform bei A = 151.472

7. Eigenform bet A = 241.745

8. Eigenform bei A = 242.905
Eulerfall 2, n = 3 -> A = 242.614
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CAL-Eingabedatei zur Berechnung des vorherigen Beispiels

START
es¥ BEISPIEL RAHMEN ALS VERZWEIGUNGSPROBLEM sss
LOADID L NE=8 NF=8

0 0 o] 1 2 3

1 2 L 4 &

4 6 7 o] 0 8
LOAD N1 2=1 8=1
-1180.886
LOAD N2 Z=1 S=1
-78.3947
LOAD N3 Z=1 §=1
-2068.4850
FRAME K1 81 KG1 S01 E=2.0E8 A=1,68E2 I=4.5E-4 X=0 0 Z=8 0
FRAME K2 S2 KG2 SG2 E=2.0E8 A=2.0E2 I=B.7E-4 X=0 10 2Z=0 0
FRAME K3 S3 KG3 SG3 E=2.0E8 A=1.6E2 I=4.5E-4 X=10 10 Z=0 4
2ERO KE Z=8 S=8
ADDK KE
ADDK KE
ADDK KE
ZERO KG 8
ADDK KG KG1
ADDK KG KG2
ADDK KG KG3

=N1(1) ST=1
=N2(1) §T=1
NS (1) ST=1

zZ 2z <

w oy M

L
L
L

I o =

N
N=
N

2ANR AKX
@ 8

8
N
N
N

Frorrw

s Inverse Iteration zur Ermittlung des kleinsten Eigenwertes und
« Eiganvektoren des Matrizenpaars (Kel + lam * Kgso) dX = O

* Die Matrizen KE und XG muessen in der CAL-Datenbasis vorhanden sein

DUPDG KE XT : Startvektor ( willkuerlich gewmehlt)
TRAN XT X
DUP KE KEX
ZERO EP8 2=1
ZERO LAM 2=1
IZERO ITER 2=
IZERO EINS Z
SOLVE KEX ST=2 : pur dresieckszerlegen der Matrix
LOOP $RECIN N=100 : Anfang der inversen Iteration
$BEGIN

DUF LAM LAM1

MULT KG X KoX

SCALE KGX LAM

DUP KGX X : neue rechte Seite kKgx = -lam * KG * X
S0LVE KEX X ST=8 : Gleichungaloesung ~> neuer Eigenvektor
TRAN X XT

MULT XT KGX XTKEX
MULT XT KG XTKG
MULT XTKG X XTKGX
SCALE XTKGX SF=-1.0
INVEL XTKGOX

MULT XTKEX XTKGX LAM : neuer Eigenwert
PRINT LAM

SUB LAM1 LAM : Konvergenzkontrolle
DUP LAM LINV

INVEL LINV

MULT LAM1 LINV FEHLER

NORM FEHLER FNORM ST=1

IF $END FNORM LT EPS : gehe bei Konvergenz nach 8BEND
ADD ITER EINS

SQREL XTKGX

SCALE XTKGX S§F=-1.0

SCALE X XTKGX

NEXT S$BEGIN : Sohleifenende, gehe nach $BEGIN
S$END

PRINT LANM : endgueltipger Eigenwert

PRINT X : Eigenvektor

PRINT ITER : Anzahl der Iterationsachritte

RETURN
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DUPDG KE XT : startvaktor ( willkuerlich pgewaehlt)
TRAN XT X

ZERO EPS
ZERO LAM
IZERO IT
IZERO EINS

E—‘U’NN

2 . nur dreieckszerlegan der Matrix
LOOP $BEGIN N=100

$BEGIN : Anfang der inversen Iteration
DUP LAM LAMY

MULT XG X KGX

SCALE ¥XGX LAM

DUP KGX X : neue rachts Seits kgx = -lam % KG ¢ X
SOLVE KE X ST=3 : Gleichungeloesung -> neuer Eigenvektor
TRAN X XT

MULT XT KG XTKG

MULT XTKG X XTKGX

INVEL XTKGX

MULT XTKGX XTKGX LAM : neuer Eigenwert
S8QREL LAM

SQREL LAM

PRINT LAM

SUB LAM1 LAM : Konvergenzkontrolle
DUP LAM LINV

INVEL LINV

MULT LAM1 LINV FEHLER

NORM FEHLER FNORM ST=1

IF $END FNORM LT EPS : gehe bei Konvergenz nech $END
ADD ITER EINS

NEXT 3BEGIN : Schleifenende, gehe nach $BEGIN
$END

PRINT LAM : endgueltiger Eigenwert

PRINT X : Eigenvektor

PRINT ITER : Anzahl der Iterationsschritte
RETURN
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Zusammenstellung von Berechnungsunterlagen
fiir Stabtragwerke - Baustatik 3/4

Definitionen und grundlegende Beziehungen

Stand Aug. 95
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Bemerkungen zu Festlegungen und Bezeichnungen :

1.

Koordinatensysteme :

' Es werden stets rechtshéndige Koordinatensysteme verwendet. Die Achsen werden

mit lateinischen oder griechischen Buchstaben bezeichnet. Die Unterscheidung
zwischen lokalen und globalen Koordinatensystemen erfolgt mit Klein— und Gro83-
buchstaben.

Unterscheidung von Zustandsgrofien am Element und im System :

ZustandsgroBen konnen Verschiebungs— und/oder Kraftgréflen sein. Auf Element-
ebene werden die zugehdrigen Spaltenvektoren und Matrizen mit Kleinbuchstaben
beschrieben, auf Systemebene sind Gro3buchstaben zu verwenden.
ZustandsgroBen am Element, die auf die globalen Systemkoordinaten transfor-
miert werden, werden ebenfalls klein geschrieben, erhalten aber zusédtzlich den
Ful3zeiger (..)g.

Die GréBen N, Q und M7 fiir Normalkrifte, Querkrifte und Drillmomente sind
nur im lokalen Koordinatensystem der Stabelemente definiert.

Allgemeine Regeln fur das Setzen von Zeigern :

Der Bezug einer Grofe auf ein Element (Abschnitt) wird durch einen hochgestell-
ten Zeiger, der Bezug auf einen Knoten (Abschnittsgrenze) durch einen tiefgestell-
ten Zeiger gekennzeichnet.

Bezeichnungen und positive Wirkungsrichtungen vom Last- und
Zustandsgroflen :

Hinsichtlich der positiven Wirkungsrichtung von Zustandsgréf3en ist zwischen Vor-
zeichen-Definition 1 und Vorzeichen-Definition 2 unterschieden :

Vorzeichen-Definition 1 : Es werden spannungsorientierte Schnittgroflen verwendet.
Diese Definition kommt stets bei der Beschreibung am differentiellen Element
bzw. bei der Formulierung in Abhingigkeit von der unabhédngigen Ortsvariablen
zur Anwendung. Die Weggrof3en sind wie die SchnittgroBen des positiven Schnitt-
ufers orientiert.

Vorzeichen-Definition 2 : Es werden koordinatenorientierte Zustandsgro3en verwen-
det. Die Vorzeichen der Zustandsgréf3en sind verfahrensbezogen bestimmt und nur
an diskreten Punkten eines Tragwerks definiert.

Lasten und eingeprigte Weg- und Verzerrungsgro3en werden durch einen oberen
Querstrich gekennzeichnet. Die positiven Vektoren von eingeprigten Kraft- und
WeggroBBen sind wie die Achsen des Koordinatensystems orientiert.
Vereinbarungen fiir das Rechnen mit Matrizen :

Matrizen sowie Spalten- und Zeilenvektoren werden fett dargestellt.
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Technische Universitat Miinchen
Baustatik 3/4

1. Fachwerk

1.1 Globales Koordinatensystem, Knotenfreiheitsgrade und Knotenlasten :

‘L—|> X £—4> Ux I—» Py
VA Uz P,

1.2 Grundlegende Beziehungen im WeggréBenverfahren (Vorzeichen-Definition 2) :

- Grundlegende Beziehung am Element i :

p =Kk v+ p?®
- ZustandsgroBen am Element
. _ o . . N a b N
(Vorzeichen-Definition 2) : a : L) T
1 .
S 4 o
Uy J Up

—-  lokale Kraft- und WeggroBen an den Stabenden :

- i =i i
pi = Na p? = Ne vi= |
Np Ng Up
L. -
- lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i :
[ EA  EAY
T T
i -]
L 1]

~  KraftgréBen an den Stabenden p® aus Belastung des Elements (VK 2) :

Last : =%;/3=? N? N{g
_ B _pd
— — —p| Px 2 2

l
_?(Zﬁxl + Dx2 )

Dxi|—p —p —p| Px2
P,
—— -F.p -Fia
a b
£ =arl g EA -F EA
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- Transformation vom globaien ins lokale Koordinatensystem (und umgekehrt) :

X
lokal
¥/
+ o
X
global
VA
v, = TT vi (global w—1lokal) Vv = T vj (lokal <— global)
; uXa ‘
. u : cosae -sina 0 0 . Uz
v’ = a T’ = . V’G = a
Up 0 0 cosa -sinq Uxp
Uzp

1.3 Grundlegende Beziehungen im Ubertragungsverfahren (Vorzeichen-Definition 1):

- grundlegende Beziehung am Stababschnitt i :

Z(x) = Ux) Z(0) + Z(x)

~  ZustandsgroBen am Stababschnitt (Vorzeichen-Definition 1) :

N(©) i N(x)

< O O =P
Oo—= 4 (0) o—= u(x)
O—

—  Zustandsvektor z‘(x) und Lastvektor Z(x) am Stababschnitt i :
i i
o _ | 4@ L | A
7 [N(x)] 7e) [N‘(x)

—  Ubertragungsmatrix des Stababschnittes i :

. [ ! _1_]
Uk =1) = EA
0 1
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- grundlegende Beziehung an der Abschnittsgrenze « :

z}c+1 =T Z,'; + zx

~  Zustandsvektoren z, , z,"' und Lastvektor z an der Abschnittsgrenze k :

Py
—_—

o— yy
([) i (0) i+1 _
R i+1 - | ¥ 7= | ¥
%= N % N(0) L

~  Punktmatrix an der Abschnittsgrenze k :

1 0

Te=1g 1

~  Lastvektor infolge Lasten in Stabrichtung zwischen zwei Abschnittsgrenzen :

a b
Last : o= 7 = 7 @& @)
_ Py I _
= — —p| Px "2 EA i
Pu1|—p —p —| P2 6 EA T TP 2
f:?& P P
a b EA *
€ =arl €l 0

1.4 Ubergang von Vorzeichen-Definition 2 zu Vorzeichen-Definition 1 :

NG = 0) = -N,

NE=1)= +N,
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2. Ebener Rahmen in der X—~Z-Ebene

2.1 Globales Koordinatensystem, Knotenfreiheitsgrade und Knotenlasten :

o
X '/_ Ux = Py

z Uy P

2.2 Grundlegende Beziehungen im WeggroBenverfahren (Vorzeichen-Definition 2) :

- Grundlegende Beziehung am Element i :

pi =K v + p®

— lokale Kraft- und WeggroBen an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :

" N, ¢ .'ua”"
Q. Wa
( Ma . | Pa
p= Nb i ’ V= Up
Q» Wy
| M} | L @b |

— globale Kraft- und WeggroBen an den Stabenden (Vorzeichen—-Definition 2) :

b“ o Fis [ Fx | Cuxa ]
" Fy, Uxsp Fz, Uz,
a b Uzp Ma i ¢a
— 1 b p; = ;v =
FXa Ma FXb uxp
Uxa F ¢a FZb qu
uZ B My J | &b |

- KraftgroBen an den Stabenden p aus Belastung in Stabrichtung siehe 1.2

— KraftgroBen an den Stabenden p® aus Belastung quer zur Stabachse siehe 2.3
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- lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i (Theorie I. Ordnung) :
_ EA EA 7

- o - 0 0
12EI, 6EI, 12EI,  6EI,
0 13 12 | 0 - 13 - 12
0 _6EL,  4EI, | 0 6EI, 2FI,
_ 2 [ 2 I
K =] eme e e | __________________
EA
- 0 o | % 0 0
12EI,  6EI, 12E], 6EI,
0 - 13 12 l 0 13 12
0 _6EL,  2EI, | 0 6EI, AEI,
i 2 l 2 T

~ Transformation vom globalen ins lokale Koordinatensystem (und umgekehrt) :

v =T v (lokal <&— global) v =TT vt (global <e— lokal)
p' =T p.  (lokal < global) p =TT p  (global <— lokal)
K (lokal) k; =TT K T (global <— lokal)

X
/{@{om
4
+Q
@ r X
global
Z

[cosa -sina 0 | O 0 o T
sina cosa | 0 0 0
0 0 1 | © 0 0
T =|---« -0 o——- | ~~ == —mem e
0 0 0 | cosa -sina 0
0 0 0 | sina cosa O
| 0 0 o | 0 0. 1 ]
[ cosa sina 0 | 0 0 0o 7
-sina cosa 0 | O 0 0
0 0 1 | 0 0 0
T = | oo o ____ | mmmm e e
0 0 0 | cosa sina 0
0 0 0 | -sina cosa
| 0 0 0 | O 0 1 |
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~ lokale Steifigkeitsmatrix des Biegestabes fiir unterschiedliche Randbedingungen :

Steifigkeitsmatrix fiir den beidseitig eingespannten Stab:

st
@ >, ©
i

Q. 12 -6 | -12 -6 7 prw,q [2]
l
- . M
M, gr| -6 4 e o ®
e =?’— ________ | ________ e+ -~
0, -12 6 | 12 6 Wp 0
|
| M, | - 22 | & 4 LI | g

Steifigkeitsmatrix fir den links eingespannten, rechts gelenkig gelagerten Stab:

0. 3 -3 | -3 w, (0]

0, -3 3 | 3 Wp o

Steifigkeitsmatrix fiir den rechts eingespannten, links gelenkig gelagerten Stab:

Q. 3 | -3 -3 W, %

o S O . e

m E‘ =E£ —3| 3 3/ wy + 0

A ® rox O “1E T o
X

z M, ~3 | 3% 3] Lo M

Lastspalten wie beim Drehwinkelverfahren, siehe Seite 11 bzw. S. 13 !
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Transformation der Steifigkeitsmatrix von lokalen auf
globale Koordinaten

u M, ux My,
@ I{\ No ) oy ’/\
w 4 wz Fxp
M 2 Q M Ya
b Fzy
97l ¥ A,
F, Xa
N,
C K = TR T| Fr
Lokale Steifigkeitsmatrix
Ug Wq Pa Up Wp Do
)/12 0 0 — '}’12 0 0 N, a
12 | -6/ 0 -12 | -6/ Oq EA
0 | -6l 4)% 0 6! 28 | M, =
K =25 VTR
) - '}’12 0 0 ’}/12 0 0 Ny
~-12 6l 0 12 6 | O
0 -6l | 272 0 6/ 4% | M,

Transformationsmatrix

[cosa -sina 0 | O 0 0o T
sina cosa 0 | O 0 0
0 0 1 ] 0 0 0
T = | o - | ~omm e e
0 0 0 | cosa -sina O
0 0 0 | sina cosa O
| 0 0 o | O 0 1]
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Spannungsauswertematrix fiir ein ebenes Stabelement r = K T
UXa WZza PYa Uxp Wzp Py
yI2 cosa ~yl?sina 0 —yl%cosa yl2sina 0
12sina 12cosa -6l -12sina -12cosa -6/
y gr| -6lsina -6lcosa 4/2 6lsina 6l cosa 212
B ~y?cosa y2sina 0 W2 cosa -y%sina 0
- 12sina -12cosa 6/ 12sina 12 cosa 6/
-6lsina —-6lcosa 22 6lsina 6lcosa 42
Transformierte Steifigkeitsmatrix fiir ein ebenes Stabelement ki = TT K T
s = sina
C = CcoSa
UXa WZa PYa Uxp WZzb Prp
W% + 125% | -yl%s + 12sc| - 6ls | -p2c?-125% | yl%cs—12s¢ | - 6ls
~yl%cs + 12sc| yi%s% + 12¢? | -6lc | ylPcs—12s¢ | - yP%s%-12¢% | - 6lc
. _ EI — 6ls ~6lc 42 6ls 6lc 22
¢ P — %2~ 125% | ylcs - 12sc 6ls | %2 + 1252 |—yl%cs + 12sc |  6ls
s - 12s¢ | -yi%%-12¢% | 6lc [-ylcs + 12sc| yi%% + 12¢2 | 6lc
- 6ls - 6lc 212 6ls 6lc 412
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2.3 Grundlegende Beziehungen im Drehwinkelverfahren (Vorzeichen-Definition 2) :

- Grundformeln des beidseits biegesteif angeschlossenen Stabes i :

| M . M, Drehwinkel : _
o l + I;I } )$ 0 N\ ¢ Knotendrehwinkel
i b
.a I i 7~y Stabsehnendrehwinkel
I !
1
Y= T(Wb ~W,)
Mj = —E£(4¢a + 2y + 6y;)+ MY
i
M = l(z% + 4y + 6y;)+ MY Y it g i
i
. EIL . . Mi+ M
0h = -Ti(op+ om+ 12p) 0 Oh= TRy,
I
. : ; ; M, '
0= Zifop+oprrm)rop o= Ty,
i
— KraftgroBen an den Stabenden des beidseits biegesteif angeschlossenen Stabes i :
Last ;a = —le; = % M? M’t? 4 QZO
M
S S _ M 7
- . - MBBa-1) | Ma(38-1) | -—6aB Z6ap
- art— : :
l t P . P_aﬂz 2 , _P"BZ * _P’aZ *
' ' ! -Hba *A+2a) | *(1+
+—a—— » +®
L S S S S ) )
— — @ _@ _Z _Z
' ] ; 12 12 2 2

T3 ¥ ¥ 37 £ £
% =% _t % b=
7 2 60 ) 20 20

I *(Bqy + 232) | * (231 + 3q) |*(Tqa + 32) |* Bq1 + Tq2)

K = h : AT =T,-T,

| g El% _Elf 0 0

X 1 AT
AW = Wy~ Wa . 6EI . _ 6EI . 12EI | 12EI
__ . —Z_AW _ZAW - 3 AW _—TAW
A lw,, ] J ] ]
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2. EinfluBlinien von Rahmen in der X-Z-Ebene

Berechnung von EinfluBlinien mit dem Drehwinkelverfahren (Vorzeichen—Definition 2) :

) o

li
- Kraftgr6Ben an den Stabenden des beidseits biegesteif angeschlossenen Stabes i :
Last ;q = %; = % MP M 0 o
a b
2EI 2EI 6EI 6EI
% 1 —1‘(3.3— D ——l—(3a~ 1) l—z(a-ﬂ) Tz a-p)
a—t b !
,_41&17_' 6EI 6EI 12E1 12E1
7 T 3 T
a— b— ! ! ! !
P 4EI 21 _6EI oI
! I 5 I
N 281 a1 61 651
i N ! T 2 Nz
= i 6EI 1
/ l / /
i -{ 6EI
Aw L/ ' -—A -ﬂfiA 1211351A - 121‘3EIA

Die Biegelinien aus Moment (z.B. w-Tabelle) und den Knotenverschiebungen sind mit der
EinfluBlinie des statisch bestimmten Einfeldtragers zu tiberlagern.
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- Grundformeln des einseitig gelenkig, einseitig biegesteif angeschlossenen Stabes i :

@

M M;
ol p i ; 0i i | o
'l O | O al O + Qp
a 2 b /w\ a El; b
t : - +—  —+
M:;=£l,1~"(3<pa+3w,-)+M};° M =0
]
, . EIL .
M, =0 M})=%(3¢b+3¢i)+M’bO
]
. EI ) . El .
Qi = _1—2‘(3% + 3y;)+ 0F 0y = ~l—2'(3¢b + 3yi) + QF
) i i
. EI . . EI )
0} = + 27 (39 + 3ui)+ OF 0} = + 2 (305 + 3ui) + 0F
] I

~ Kraftgro8en an den Stabenden des einseitig gelenkig, einseitig biegesteif ange-
schlossenen Stabesi: (® Fir das Gelenk am Stabende @ gilt das umgekehrte Vorzeichen.)

a b| . . .
Last a=-l—;ﬂ=‘l‘ Aﬂ? ik = a bzw. b Q;CO ik =abw. b Q}? sk =b bzw. a

M
P KN 71-3 _M30-p) M3(1-p)
gt p| 2 2 T2,
Ve 5 g (L+B) 5385 5o B
| ! O Pap-——= -P= -Pla->)
+—a—— b o
Fr 11179 )
= O L 7 2
+ I : 8 o 8 8
o Tz 2, L, L,
QIf;ﬁ Y v v OQZ m —40 —26

“8q + 172) o] *(16q1 + 972) *(4q1 + 1)

K= ThAT_AT=Tu—T,, 3 3 5
- o) —2—EIIT ~—2-1-EITC‘ EEITC‘
y.d YAT °
AW = Wy —W,
| O 3l —3—?&7 K2y
Wa 1 W [ l [
® ®
Grundformeln fir Drehfedern am Knoten k :
__.|£_ @
Mo o’ & N @ am Knoten Mro = Ko

<D’-Q_¢ K(D
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i m : i i M}; :
Qa¢(-l————o¢Qz | Qa‘c —!—)‘Q;,

i
A El; b . EI;
i I i +— i —t

- KraftgroBen an den Stabenden des einseitig gelenkig, einseitig biegesteif ange-
schlossenen Stabes i : :

a b ) ; i
Last a =T;ﬁ=7 M;? sk =abw b g] le()
a b
P‘V@ 3—E—‘:ﬁ _3El 3EL
L2 1b ! 2 2
a 1

3EI 3EI 3E]
G‘\l Aw —12— Aw - T Aw 'IT Aw
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2.4 Grundlegende Beziehungen im Ubertragungsverfahren (Vorzeichen-Definition 1):

- Grundlegende Beziehung am Stababschnitt 7 :

Z(x) = U'kx) Z(0) + Z'(x)

- Zustandsgréfen am Stababschnitt (Vorzeichen-Definition 1) :

20) M) Mx) O@)

N(©) i @
-— ?( . )¢ —» N() f x,u

zZ,w

- Zustandsvektor Z(x) und Lastvektor Z'(x) am Stababschnitt i :

u() T [ wx) T
w(x) wx)
i — (p(X) = . ¢(X)
0= N =) N
k) Q)
| M(x) | | M(x) |
- Ubertragungsmatrix des Stababschnittes i :
2 / -
1 0 0 | 7 0 0
13 P
LG 6EI, ~ 2EI,
12 !
‘ 0 0 1 ] 0 25, EL
vx=H= | cmm e e e —mem
0 0 0o | 1 0 0
0o 0 0 | © 1 0
| 0 0 0 | 0 l 1 ]

~ Grundlegende Beziehung an der Abschnittsgrenze k :

Ztl =Ty 2L + %

— ZustandsgroBen an der Abschnittsgrenze :

r\Mk

M) M*(0)

—— ) d——=p ¢ s

Q‘(l) Q'”(O)
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- Zustandsvektoren z, , z;*! und Lastvektor 7, an der Abschnittsgrenze k :
(Lt(l)-i u(O)"H-l r LTk -
w(l) w(0) Wi
; _ |0 +1 _ | 90) _ Px
%=  ngy %= INO) %7 | -Pu
o) Q(0) P
(M) ] | M(©0)] - M,
-~ Punktmatrix an der Abschnittsgrenze & :
"1 0 0 | 0 0 07
0o 1 0 | 0 0 0
0 0 1 | 0 0 0
Ty=|--——--7--- | ~== ==~ -=~-
K. 0 0 | 1 0 0
0 K, 0 ] 0 1 0
0 0 kK, | 0 0 1|

~ Lastvektor infolge Lasten quer zur Stabachse zwischen zwei Abschnittsgrenzen :

Belastung Komponenten des Lastvektors #
Stababschnitt ; w(l) 0] o0 2 ()
(0) M
) £\ . M b Mo _
0 i 1 SE “E 0 -M
| y :
vV’r
3 D K2
; i Pb _2h P ~Pb
— p —] 6EL, 2EI,
O
: g b* v _7b v
— b —+ 24EL 6EL 7 2
Aﬂ q — 14 — 13 - — 32
| gb _gqb gb _ghb
| b —+ 120EI, 24EI, 2 6
; ! zb s _gb gy
G4 —+ 30EI, 8EI, 2 3
AT AT = T,-T,
. ar 2
K 7 | - ph —t - %_ b 0 0
A AT

- Lastvektor infolge Lasten in Stabrichtung siehe Abschnitt 1.3
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2.5 Ubergang von Vorzeichen-Definition 2 zu Vorzeichen-Definition 1 :

~ lokale Schnittgr6Ben an der Stelle x in Vorzeichen—Definition 1 :
N(x)

s(x) = | Q)
M(x)

— lokale KraftgroBen an den Stabenden in Vorzeichen—Definition 2 :

i Na Nb
i_|Pa i i
P=1 Pz =|Ca| Pp=|0

Py M, M,

- TUbergang von Vorzeichen-Definition 2 zu Vorzeichen-Definition 1 :

-1 0 0

s(x = 0) = T, pg T,=-1=| 0-1 0
| 0 0-1]

[ 1 0 0]

s(x=l)=prb Tb= I = 010
| 00 1

N0 -1 0 07 [N,

sx =0)={Q0){ ={ 0-1 0]{Q.

M(0)] | 0 0-1] [IM,]

NOT [ 1 0 07[Ns]

se=0) =100 =| 0 1 0O

Mol Lo o 1][m
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3. Triagerrost in der X-Y-Ebene

3.1 Globales Koordinatensystem, Knotenfreiheitsgrade und Knotenlasten :

X -
Y Px
/ 2, Uz M, 'p
Py z

3.2 Grundlegende Beziehungen im WeggroBenverfahren (Vorzeichen-Definition 2) :

-~ Grundlegende Beziehung am Element ;i :

pi =K v + p

~ lokale Kraft- und WeggroBen an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :

Psa
Qu p Pya - o = i
® xa Mya Qza Wa
M., Pra
. M,, - a
\ p, — 3/ ; Vo= Dy
O Wp
g ey M, Pxp
Dra = A My = My, Myb M. ® _Myb- . Pys |
@,
Qu =D My = My ” Po ?v;b

— globale Kraft- und WeggréBen an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :

FZa
Uz gXa MYa ) )
Xa a [ F. a T i Uza T
® b - Mj{ wj
i MYa i Pya
i o= ; v‘ =
\ P sz G Uz
® My, Pxs
M My, F.
Y2 Zb _MYb | | @y |
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- lokale Steifigkeitsmatrix des Elements ; :

ki

T 12EI,
13

6EL, 12EI,
r s
0 | 0
‘El, | GEL
] I2
—————— l
6EI, 12EI,
z | B
0o | o
2EL, | 6EL,
] 2

6EIL, |

12

~ KraftgroBen an den Stabenden p aus Belastung quer zur Stabachse siehe 2.3

KraftgroBen an den Stabenden p® aus Torsionsbelastung des Elements :

b

-M, B

Last:oz=—zll;ﬂ=—lll M, Mo,
- 7 _md
L:»;nz_:nz T 2 2
! . ! _
n_'lem niyn '"";'(2 Myl + i ) -?( M+ 2 Fn—xz)
—.»Mx 7
—
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- Transformation vom globalen ins lokale Koordinatensystem (und umgekehrt) :

V=T v (lokal <¢— global) v =TT v  (global < lokal)
p' =T p,;  (lokal < giobal) p5 =TT p'  (global <— Iokal)
K (lokal) k; = T7T K T (global <e— lokal)

@ o

y Y x @
T 1 0 0o | o 0 0
cosa sina | O 0 0
0 -sina cosa | 0 0 0
T = | e | e e -
0 o 0 | 1 0 0
0 0 0o | O cosa sina
0 0 0 | 0 -sina cosa,
T 1 0 o | O 0 o7
0 cosa -sina | O 0 0
0 sina cosa | O 0 0
Tl = oo o | cmmm oo -
0 0 o | 1 0 0
0 0 0 | 0 cosa -sina
- 0 0 0 | 0 sina cosa |
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3.3 Grundlegende Beziehungen im Ubertragungsverfahren (Vorzeichen-Definition 1):

- grundlegende Beziehung am Stababschnitt i :

Z(x) = Uix) Z(0) + Z(x)

~  ZustandsgroBen am Stababschnitt (Vorzeichen—-Definition 1) :

20) 4 M)

-
M0) My(x) x4 =q
y 4 ¢y
Ty

M.(x)

@ =1 M. = Mz 0.(x)

- Zustandsvektor z'(x) und Lastvektor Z(x) am Stababschnitt i :

[ wix) T [ W)
Hx) Hx)
z,-(x) - @y(x) i‘(x) — Py(x)
Q:Ax) 0.(x)
Mi(x) M(x)
-M}’(x) J | My(x) |

~  Ubertragungsmatrix des Stababschnittes i :

[ 13 12 i
0 = | -— -
1 6B, ° T2EI
[
1 0 60 —
0 | Gl 0
12 [
0 0 1 | — 0 —
. 2
Uit = 1) = | El, EI,
| 1 0 0
0 I 0 1 0
| 7 0o 1 |
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- grundlegende Beziehung an der Abschnittsgrenze & :

7 =T, z, + %

~  Zustandsvektoren z. , z.*! und Lastvektor z an der Abschnittsgrenze k :

“w(l) i " w(0) i+t W
N0 H0) i)
4 - | PO g+1_ |90 s | P
S [ X() SN (X () AP
M) M(0) -M;
My(0) | | My(0)] - M),
~  Punktmatrix an der Abschnittsgrenze k :
[ 1 0 o | O 0 0 7
0 1 0 | O 0 0
0 0 1 | O 0 0
Ty = |--—= ———= ———— [ = m o -
K,y 0 0o | 1 0 0
0 Ky 0 | 1 0
| 0 0 Ky | O 0 I
- Lastvektor infolge Torsionsbelastung zwischen zwei Abschnittsgrenzen :
a b _ —
Last : o= 7; = T Hx) M)
_ i, 12 _
L:»_-hr_-:z My X ~
I e+ B i + Ty
Tx1| i —pp pp-| 72 6 GIT( ATy | T
"':'»Mx M -M
a b Glr *

- Lastvektor infolge Lasten zwischen zwei Abschnittsgrenzen quer zur Stabrichtung
(das heiBt senkrecht zur Trigerrostebene) siche Abschnitt 2.4
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3.5

Ubergang von Vorzeichen-Definition 2 zu Vorzeichen-Definition 1 :

lokale SchnittgroBen an der Stelle x in Vorzeichen—Definition 1 :
Q,(x)
s(x) = | My(x)
My(x)

lokale KraftgroBen an den Stabenden in Vorzeichen-Definition 2 :

; Qza sz
{3
p = [p‘-’] ph = M| pl = |Ms

1
Py Mya Myb

Ubergang von Vorzeichen-Definition 2 zu Vorzeichen-Definition 1 :

-1 0 07

six = 0) =T, pg T,=-1=| 0-1 0
0 0-1]

1 0 0]

sx =10) =T, pp T, = 1= 010
0 0 1]
Q001 [-1 0 07 [Qu]

sx =0) = |MA0)| =1 0-1 0] [Mx

M| | 0 0-1]|My

Qz(l)— 1 0 0] —sz—

se=0 =MD = 01 0|Muw

M@D] [0 0 1] My

Version vom 13.02.1990
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4.

4.1

Raumlicher Rahmen

Globales Koordinatensystem, Knotenfreiheitsgrade und Knotenlasten :

4.2

Ux,Fx (I)XyMX

(I)Z’ A_[Z

(I)Yv MY

Grundlegende Beziehungen im WeggroBenverfahren (Vorzeichen—Definition 2) :

Grundlegende Beziehung am Element i :

p =K v + p?

lokale Kraft- und WeggréBen an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :

"N, T [ u, T
O Va
QZH wa
M, Qua
M,, Dye
; M, . P
pr=|[-—~; v=|"""
N, Up
be Ve
0 wy
M, Pu
Myb (pyb
Pra = 041 an = ~MTa L Mll’J L (prJ
@ = M,, = Mgy

globale Kraft— und WeggroéBen an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :
p; und vy analog mit den KraftgroBen Fy ,Fy ,Fz ,Mx ,My ,Mz und
den WeggrdBlen Uy ,Uy ,Uz ,®x ,Py ,Pz an den Stabenden a und b

KraftgréBen an den Stabenden p* aus Belastung in Stabrichtung siche 1.2

KraftgroBen an den Stabenden p aus Belastung quer zur Stabachse siehe 2.3

KraftgroBen an den Stabenden p¥ aus Torsionsbelastung siehe 3.2
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lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i (Theorie I. Ordnung) :

“h

47

¥

im

i

in

o)

b

g

0 qm@ -0 “ NMM 0 0 0 NMa o | [ ew]
emo 0 0 m 0 FMN 0 m.o -0 0 W
0 0 0 m 0 0 %, 0 0 0 W
ﬁwﬁ 0 0 m 0 Mo 0 ﬁws -0 0 0
0 %ﬂ 0 m qm@ -0 0 0 %H -0 “0
0 0 W m 0 0 0 0 0 W- ‘N
|||||||||||||||||||||||| e P
0 NME -0 m Hme 0 0 0 NMa 0 W
Ma 0 0 m 0 @m.v 0 owo -0 0 W
0 0 0 m 0 0 MW 0 0 0 oy
Fmﬁ -0 0 m 0 M@ -0 Fmﬁ 0 0 0
0 &W- 0 m NM@ 0 0 0 ﬁwﬁ 0 "0
0 0 ﬂw- I 0 0 0 0 ﬂw I
i 9 n = L) e M %A ’n M

: (BunupiQ ] SU0SYL) 7 SIUSWS[T USYDI[INEI SOP XIewsiay3yIolg areyoj -
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4.3 Grundlegende Beziehungen im Ubertragungsverfahren (Vorzeichen-Definition 1):

- Grundlegende Beziehung am Stababschnitt i :

Z(x) = U'(x) Z(0) + Z(x)

- ZustandsgroBen am Stababschnitt (Vorzeichen—Definition 1) :

wv X, u
/}‘5%\\"’ *MZ(O)

, M0) 0
9 $ 0 \\*Qz( )/ﬁly(O)
N(0) 0,(0)

N
/ 0.%) \\A{x(x)
o= M, = My My (x) *
Mz(x)

- Zustandsvektor z/(x) und Lastvektor Z(x) am Stababschnitt i :

[ u(x) '
v(x)

w(x)
(%)
@yx)

i Z(X) i
o vl | ® o [
- [S(x)] ) }v[x} "= [5(")]

O,(x)
Q:x)

e
M,(x)
M, (x)

- Lastvektor infolge Lasten in Stabrichtung siehe Abschnitt 1.3
- Lastvektor infolge Lasten quer zur Stabachse siehe 2.4

- Lastvektor infolge Torsionsbelastung siehe 3.3

-~ Grundlegende Beziehung an der Abschnittsgrenze & :

4t =T, Z + 7
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Ubertragungsmatrix des Stababschnittes i :

1
1 0 0
0 1 0
0 0 I
0
yel
N 0 0
£
o
1
£L
1
£
ITC
0 -0
7
T
- 0 0
7
0 0 0

—-———————-—I-—————-—.——-———I-—-—————-—-———J-———_._.____

0 1 0
1 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 I
0 I 0
d
£
JE{4 0 0
o
0 0 0
——————
139 0 0
¢
I
0 R 0
e
Ve
0 0 -

J
_ m
_ |
! |
“ !
|
| 0 , 0
| |
| _
| ~
e e
| _
| |
_ |
| “
| 0 _ 0
[ |
| |
" “
Lo l =0=9n
_ |
| |
i 1 0 0 i
| _
[ |
“ 0 I o ! 0
| |
! _
| G 0 I [
_ |
T T T T T T T T T T T T
“ 0 - 0 _ I 0 0
| |
| |
“ I~ 0 0 “ 0 I 0
| _ _
_ 0 0 0 " 0 0 I

: I sanmuydsqeqels uayorwnes sap xewssungeniaqn -
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4.4 Ubergang von Vorzeichen-Definition 2 zu Vorzeichen-Definition 1

- lokale SchnittgroBen an der Stelle x in Vorzeichen—Definition 1 :
[ N(x)
Qy(x)
0x)
Mx)
My(x)
| M(x),

s(x) =

. — lokale KraftgroBen an den Stabenden in Vorzeichen—Definition 2 :

[N, [N

_ an be

pi = pf‘z p[,'z - QO p,' — O
P;, M, b My
Mzl .Mzb-

- Ubergang von Vorzeichen-Definition 2 zu Vorzeichen-Definition 1 :
s = 0) = Tz pa
sk =1) =Ty py

T 0] 0 0 0]
N(O) ~Ne 0 -1 0] 0 0 0
Qy(o) —an 0 0 _1 | 0 0 0
o= = | Bl [EEE—— P}
M.(0) 'ffl‘“ 0 0 0] -1 0 0
%,Eg) B M’J 0 0 0] 0 -1 0
MOt 0 0 o0 0O 1]
U 0] 0 0 0
NG N 0 1 0| 0 0 0
20 O 0 1| 0 0 o0
S(x — 1) — Qz(l) — sz S I _________ p,‘
M) My 0 0 0| 1 0 0 '
M, My 0 0 0 0 1 0
MDD Mad ) g 0 0 0 0 -1
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5. Ebener Rahmen - Theorie II. Ordnung

5.1 Globales Koordinatensystem, Knotenfreiheitsgrade und Knotenlasten :
Wie bei Theorie I. Ordnung:

I——ox Froq) U /\rM P,
Z |24 P,

5.2 Grundlegende Beziehungen im WeggroBenverfahren (Vorzeichen~Definition 2) :

- Grundlegende Beziehung am Element i :

pi =K v + p?

~ lokale Kraft—- und WeggroBen an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :

- Nb BAE [ u, ]
T, Wo
xg/ . M, = Pa
N, up
T, W
| M, | | @b |

wa

Die Transversalkraft T wirkt rechtwinklig zur unverschobenen Stabachse.
Die Querkraft Q wirkt rechtwinklig zur verschobenen Stabachse.

Fir Q(x) ergibt sich in Vorzeichen-Definition 1 fiir den Druckstab mit
N = Ny = =N, < 0 sowie T,, Tp in Vorz.-Def. 2 und T(x) in Vorz.-Def. 1 :

Ox) =TEx)-Nw' : Qx=0=Tx=0-N(-@) =-T, +N ¢,
Q=0 =Tx=0)-N(-@p) = + Tp + N ¢

— globale Kraft- und WeggréBen an den Stabenden (Vorzeichen-Definition 2) :

b ‘-—-—»Fx& -FXa-lt -uXa-i
a u, VEn Fz Uza
— L i D “zb pi = FA‘la ; Vo= Pa
FXa Ma Xb qu
Uxe Pa Fz Uzp
FZa M
Uzq - b L P

Stand Aug. 1991
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lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i (Druckstab Theorie II. Ordnung) :

|N<O‘

P +B)-D1E ey E | 0 e B)-D1 S By
EI El El
A== 0 'A' + By — il
r @57 7T
____________________________ l_.___-_._.___._—-_-—_—_— e
EA
T 0 0
symmetrisch | [2(4" + B')-D’] %I ' + B %I
| EI

A
5 | l J

Hilfswerte A, B’,C’, D' zur Berechnung der Steifigkeiten und Volleinspannschnitt-
gréBen beim Druckstab Theorie II. Ordnung| N <0 | :

- (sins—scoss.) : A __2_82_ 11 .
2 (1-cose)-¢ sing 157 6300
€ (e-sing) 1 13
B' = - ; B =2+-—&+———¢&+
2 (1-cosg)~-¢€ sing 30 12600
., A?-B7? % sine
C' = — = =
A Sing—& cosé€
Nj
pr=e =¥
EI
2
e“ (1-cose) 1 1
A' +B = : A +B =6-—g- .
2 (1-cosg)-¢ sing 10° "1400°
& cose
C'-D' = -_
SINE—€ COSE
& sine
2"+ B)-D' =

2 (1-cos¢g)-¢ sine

Die Werte A',B',C' entsprechen den Zahlen a,f,y in:
Duddeck, Ahrens : Statik der Tragwerke , Betonkalender 1985 I bzw. 1988 I.

Stabkennzahl ¢ :

= [
e =15
Fir ¢ — 0 ergibt sich der Grenziibergang zur Theorie I. Ordnung :

A =4 B' =2 C'=3 D' =20
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Hilfswerte zur Berechnung der Stabendmomente in Abhangigkeit der Stabkennzahl

_ [N| . . . o !
e=1 A fiir Druckstabe Theorie II. Ordnung : I N <O
€ A’ B’ A + B’ C C'-D' 24"+ B)-D'

0.00 4.0000 2.0000 6.0000 3.0000 3.0000 12.0000

0.05 3.9997 2.0001 5.9997 2.9995 2.9970 11.9970
0.10 3.9987 2.0003 5.9990 2.9980 2.9880 11.9880
0.15 3.9970 2.0008 5.9977 2.9955 2.9730 11.9730
0.20 3.9947 2.0013 5.9960 2.9920 2.9520 11.9520
0.25 3.9917 2.0021 5.9937 2.9875 2.9250 11.9250
0.30 3.9880 2.0030 5.9910 2.9820 2.8920 11.8920
0.35 3.9836 2.0041 5.9877 2.9754 2.8529 11.8530
0.40 3.9786 2.0054 5.9840 2.9679 2.8079 11.8080
0.45 3.9729 2.0068 5.9797 2.9593 2.7568 11.7569
0.50 3.9666 2.0084 5.9750 2.9496 2.6996 11.6999
0.55 3.9595 2.0102 5.9697 2.9390 2.6365 11.6369
0.60 3.9518 2.0121 5.9639 2.9272 2.5672 11.5678
0.65 3.9434 2.0143 5.9576 2.9145 2.4920 11.4927
0.70 3.9342 2.0166 5.9508 2.9006 2.4106 11.4117
0.75 3.9244 2.0191 5.9435 2.8856 2.3231 11.3245
0.80 3.9139 2.0218 5.9357 2.8696 2.2296 11.2314
0.85 3.9027 2.0246 5.9274 2.8524 2.1299 11.1322
090 - 3.8908 2.0277 5.9185 2.8341 2.0241 11.0271
0.95 3.8782 2.0309 5.9092 2.8147 1.9122 10.9158
1.00 3.8649 2.0344 5.8993 2.7940 1.7940 10.7986
1.05 3.8508 2.0380 5.8889 27722 1.6697 10.6752
1.10 3.8360 2.0419 5.8779 2.7492 1.5392 10.5459
1.15 3.8205 2.0460 5.8665 2.7249 1.4024 10.4105
1.20 3.8043 2.0502 5.8545 2.6993 1.2593 10.2690
1.25 3.7873 2.0547 5.8420 2.6725 1.1100 10.1215
1.30 3.7695 2.0594 5.8289 2.6443 0.9543 9.9678
135 3.7510 2.0644 5.8153 2.6148 0.7923 9.8082
-~ 1.40 3.7317 2.0695 5.8012 2.5839 0.6239 9.6424
1.45 3.7116 2.0749 5.7865 2.5516 0.4491 9.4705
1.50 3.6907 2.0806 5.7713 2.5178 0.2678 9.2926
1.55 -3.6690 2.0865 5.7555 2.4825 0.0800 9.1085
1.60 3.6466 2.0926 5.7392 2.4457 -0.1143 8.9184
1.65 3.6233 2.0990 5.7223 2.4072 -0.3153 8.7221
1.70 3.5991 2.1057 5.7048 2.3672 -0.5228 8.5197
1.75 3.5741 2.1127 5.6868 2.3253 -0.7372 8.3111
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€ A’ B’ A + B C’ C'-D' 24 + B)Y-D’

1.80 3.5483 2.1199 5.6682 2.2818 -0.9582 8.0964
1.85 3.5216 2.1275 5.6491 2.2364 -1.1861 7.8756
1.90 3.4940 2.1353 5.6293 2.1891 -1.4209 7.6486
1.95 3.4655 2.1434 5.6090 2.1398 -1.6627 7.4154
2.00 3.4361 2.1519 5.5880 2.0884 -1.9116 7.1761
2.05 3.4058 2.1607 5.5665 2.0349 -2.1676 6.9305
2.10 3.3745 2.1699 5.5444 1.9792 -2.4308 6.6788
2.15 3.3422 2.1794 5.5217 1.9211 -2.7014 6.4208
2.20 3.3090 2.1893 5.4983 1.8606 -2.9794 6.1566
225 3.2748 2.1996 5.4743 1.7974 -3.2651 5.8862
2.30 3.2395 2.2102 5.4498 1.7316 -3.5584 5.6095
235 3.2032 22213 5.4245 1.6629 -3.8596 5.3266
2.40 3.1659 2.2328 5.3987 1.5911 -4.1689 5.0373
2.45 3.1274 2.2447 53722 1.5162 -4.4863 4.7418
2.50 3.0878 2.2572 5.3450 1.4379 -4.8121 4.4400
2.55 3.0471 2.2701 5.3172 1.3560 -5.1465 4.1319
2.60 3.0052 2.2834 5.2887 1.2702 -5.4898 3.8174
2.65 2.9622 2.2974 5.2595 1.1804 -5.8421 3.4965
2.70 29178 2.3118 5.2297 1.0862 -6.2038 3.1693
2.75 2.8723 2.3268 5.1991 0.9873 ~6.5752 2.8357
2.80 2.8254 2.3425 5.1679 0.8833 -6.9567 2.4957
2.85 2.7772 2.3587 5.1359 0.7739 -7.3486 2.1493
2.90 2.7276 2.3756 5.1032 0.6586 -7.7514 1.7965
2.95 2.6766 2.3932 5.0698 0.5369 -8.1656 1.4371
3.00 2.6242 24115 5.0357 0.4082 -8.5918 1.0713
3.05 2.5703 2.4305 5.0007 0.2720 -9.0305 0.6990
3.10 2.5148 2.4503 4.9651 0.1273 -9.4827 0.3201
3.15 2.4577 2.4709 4.9286 ~-0.0266 -9.9491 -0.0653
3.20 2.3990 2.4924 4.8914 -0.1906  -10.4306 -0.4572
3.25 2.3385 2.5148 4.8533 -0.3660 -10.9285 -0.8558
3.30 2.2763 2.5382 4.8145 -0.5540 -11.4440 -1.2610
3.35 2.2122 2.5626 4.7748 -0.7562  -11.9787 -1.6729
3.40 2.1463 2.5880 47343 -0.9744 -12.5344 -2.0914
3.45 2.0783 2.6146 4.6929 -1.2109 -13.1134 -2.5166
3.50 2.0083 2.6424 4.6507 -1.4682 -13.7182 -2.9486
3.55 1.9362 2.6714 4.6076 -1.7495 -14.3520 -3.3874
3.60 1.8618 2.7017 4.5636 -2.0587 -15.0187 -3.8329
3.65 1.7851 2.7335 4.5186 -2.4005 -15.7230 -4.2853
3.70 1.7060 2.7668 4.4727 -2.7811 -16.4711 -4.7445
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: A’ B A+B C' C-D 24" +B)-D
375 16243 28016 44259  -32079 -172704  -5.2107
380  1.5400 28382 43781  -3.6908 -18.1308  -5.6837
385 14528 28765 43203 42427 -19.0652  -6.1638
390 13627 29168 42796  -4.8806 -20.0906  -6.6509
395 12695 29592 42287  -5.6280 -212305  -7.1450
400 11731 3.0037 41769  -6.5179 225179  -7.6463
405 10732 3.0507 41239  -7.5981 -24.0006  -8.1547
410 09698  3.1001 40699  -8.9407 -25.7507  -8.6703
415 08624  3.1523 40147 -10.659 -27.8821  -9.1931
420 07510 32074 39584 -12.9468 -30.5868  -9.7232
425 06353 32656 39009 -161515 -342140 -10.2607
430 05149 33273 38422 -209842 -39.4742 -10.8056
435 03897 33926 37823 -29.1462 -48.0687 ~113579
440 02592 3.4619 37211 -459814 653414 -11.9178
445 01231  3.5356  3.6586 -101.4543 -121.2568 -12.4852
450 00191  3.6140 35949 6837877 663.5377 -13.0603
455 -0.1678  3.6975 35297 813246  60.6221 -13.6431
460 -03234 37866  3.4632  44.0079  22.8479 -14.2337
465 -0.4867  3.8819 33952 304751 88526 -14.8321
470 06582  3.9839 33257 234559 13659 -15.4385
475 -08387 40934 32548 191413 34212 -16.0529
480 -1.0289 42112  3.1823 162070 -6.8330 -16.6754
485 -12299 43381  3.1082 140714  -94511 -17.3061
490  -14427 44751  3.0324 124389 -11.5711 -17.9451
495 -1.6685  4.6235 29550 111435 -133590 -18.5925
500 -1.9087 47845  2.8758  10.0844 -14.9156 -19.2484
505 -2.1651 49599 27948  9.1974 -163051 -19.9129
510 -2.4394 51514 27120 84389 -17.5711 -20.5861
515 27340 53613 26272 7.7790 -18.7435  -21.2681
520 -3.0516 55921  2.5405  7.1959 -19.8441 -21.9590
525 33953 58470 24517  6.6738 -20.8887 -22.6591
530 -3.7688 61296 23608 62004 -21.8896 -23.3684
535 41770 64447 22677 57666 -22.8559 -24.0871
540 -46253 67977 21724 53651 -23.7949 -24.8152
545 -51210  7.1956  2.0747 49899 247126 -25.5531
550 56726  T.6472 19746 46364 -25.6136 -26.3009
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- lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i (Zugstab Theorie II. Ordnung) :

N>0
[ E
T o o 1T : :
[2(A’+B)+D]— - +B’)% | 0 -[2(A’+B’)+D’]% -(A’+B')%
EI EI EI
A == ! B — ¢ =
7 | 0 A"+ B") 7 B ;
= | e i mm - | mm e e mmm e
EA
T 0 0
symmetrisch | [2(4’ + B") + D'] —i—l (4" + B) %I
El
A —
| | r

Hilfswerte A’, B', D’ zur Berechnung der Steifigkeiten und Volleinspannschnittgro-
Ben beim Zugstab Theorie II. Ordnung| N > 0

¢ (sinh ¢ ~ ¢ cosh¢) 2 11
A’ = ; A' ___4 o2 4
2 (coshe-1)-¢ sinhe T 15° T00°
¢ (e -sinhe) 1 13
B = ; B =2 —g? 4_
2 (coshe-1)-¢ sinhe 30° " 12600 °
2
e (1-coshe) 1
A +B = ; A +B = Ty
2 (coshe-1)-¢ sinhe i 10 1400° *
N
D =g =7>2—
T UE
- & sinhe
2A +B)Y+D' =

2 (coshe-1)—¢ sinhe

Die Werte A', B’ entsprechen den Zahlen a,8 in:
Duddeck, Ahrens Statik der Tragwerke , Betonkalender 1985 I bzw. 1988 I.

Stabkennzahl ¢ :

N

=1
¢ EI

Fiir ¢ — 0 ergibt sich der Grenziibergang zur Theorie I. Ordnung :
A =4 B =2 D' =0
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P ' —_p b P
. > = - 1 b
- KraftgroBen an den Stabenden p? : ai L
aus Belastung quer zur Stabachse : | N<0 ]
a b a b a b
Momente M3 M3 M3
VY s | e i
. 2@ +B) 2 (4' + B) 2 A4
pr ' o p pl
+ B'-24 - '_ A4 Wall
le_ 652(6 ) 682(23 A) 332(3 C)
pIZ ] ' pﬂ ] ' _Iﬁ 3—8.2__ ! »
e | QB4 | g6+ B-24) | Sl 6 420
Transversalkrifte 137 T3 17
‘ o 2 L pl
I 2 2 2 24
pl_pl . p b ol . p pl_pl
2 Ea+p-6)|-E+E U +B-6 L g ¢
2 e 3 ez @ T B -0 |-t gl ) 3 320" C)
PP ey PP gy LR P36 2C
¥ P| g T B0 g 2 A R

aus Vorverformungen : N<O0
a b a b a b
Momente MY M3 Mj
sinusférmig A'-B) c
w -B')n 7
~TTor | w2 ~Me g
parabolisch 4 .
Qi'v[}y 4+ B - M a7 e
Schiefstellung
————— 0 0 0
v —2
Transversalkréfte T3 T3 T3 T
sinusférmig )
w, 0 0 'Eygl?)l)w" - Ty
g -
parabolisch 4
Wo 0 0 - HP Wo - TZ
1= .
Schiefstellung
N P Yo ~-P Yo P Yo ~P Yo
(o}
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- Vorverformungen bei Druckstdben Theorie II. Ordnung

Vorverformungen konnen fiir die Berechnung der Biegemomente auch durch sta-
tisch gleichwertige Ersatzlastgruppen ersetzt werden (beachte, daBl sowohl die
Streckenlast als auch die Reaktionskrafte angesetzt werden miissen, wegen

2V=0):
Vorverformung Ersatzlast
P =-N  sinusformig p @/ 7*Pw, sin 2%
—» <7 2 l
wo \ .7th0 /
o
P parabolisch P $ I3 31 8w
— W -— —_— 7
Wo *\ 4P1Wo /*
p  Schiefstellung p
— ~———— -
N Py, + + Py,

- Transformation vom globalen ins lokale Koordinatensystem (und umgekehrt) :
(Wie bei Theorie 1.0rdnung)

v =T v (lokal <e— global) v, = TT ¥ (global <€— |okal)
p' =T pi;  (lokal <— global) pr =TT p  (global <— Jokal)
K (lokal) kK, = TT kK T' (global <e— Jokal)

X
zZ z
[cosa -sina 0 | O 0 o T
sina cosa 0 | O 0 0
0 0 1 | O 0 0
A P | cmmm mmmm —mm
0 0 0 | cosa -sina O
0 0 0 | sina cosa O
| 0 0 0o | O 0 1 |
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— lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i (Druckstab Theorie II. Ordnung) aus der
analytischen Losung der Differentialgleichung fiir verschiedene Randbedingungen :

[ n<o ]

Steifigkeitsmatrix fiir den beidseitig eingespannten Stab:

O
N® g-«>x ®8

" T, [ [2(4" + B')-D'] —(A'+B) I | -[2A" + B)-D'] -(A'"+BYI[ rw,~ [T
M, gf| @ +B)1 Al : A +B)I B'l @ My

P Rl IS S I il R g

| M, | - +B)1 Bl : A+ B)I ap L& | g

Steifigkeitsmatrix fiir den links eingespannten, rechts gelenkig gelagerten Stab:

T, c'-D -C'l | -(C-D" W, y il
|
y 0l EI
, M, | = —1 -Cl c'r | C'l Q|+ MY
§@ ! > X ®A e — 13 ______________ ' ________ e e
z T, (C'-D") C'l | C'-D’ wp ToH

Steifigkeitsmatrix fiir den rechts eingespannten, links gelenkig gelagerten Stab:

o T, C-D | -(C'-Dy -Cl7 w, Ton
A@ g‘bx @E Tb = 1_3 _(C _'D) : C "D Cl M Wy + Tg”
z M, -C'l | C'l c'P @s Mo

Steifigkeitsmatrix fiir den beidseitig gelenkig gelagerten Stab:

#>© gx@,@ H : %1[:?: | ][]

T, D' | -D’ W

Steifigkeitsmatrix fiir den Kragarm:

COS €

3 L | EI'l ¢-sineg
b - ] 2 ] e
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Losung (Geometrische Matrix) fiir verschiedene Randbedingungen:

Steifigkeitsmatrix fiir den beidseitig eingespannten Stab:

S m K N mit Vorzeichen einsetzen
3 3 Druck —
Yo NCL
z Zug +
r,] ([ 12 -6 | -12 -6 ] [ 6 1, 6 _ 1,1V rw -
| 5 10 5 10
1 2 1 1
Ma "61 4[2 61 2[)' - —_ ——— —_—— a
EI | N o' 15° W 3¢ v
- = L= |- = = —— | ———————— + -l EE
B il e 1, 6 1
T, -12 & | 12 6! 3 1—01 3 El w;
l 1 1 1 2
] | L-e 22 | & a4 W wt W BEh ) Le

Steifigkeitsmatrix fiir den links eingespannten, rechts gelenkig gelagerten Stab:

T, 3 -3 | -3 6 1, 6 W,
S [7] £l | ( 5 75073
Nl 1, 1, 1
e | =<—=|-3 3 A | +=--1 =2 = Pa
g@ X @A J& 330 | 1 51 5[Z 51 L
v, ol I B ey sl
T, -3 3 | 3 s L3 b

T, 3 | -3 -3
_— S [
El § T, | = -Eg -3 | 3 3 j+—
»Qr@ 5“>x ®F ! |
z M, -3 | 3 3P
Steifigkeitsmatrix fiir den beidseitig gelenkig gelagerten
o III T, N 1 | -1 W
&5 | ]
7 b

Steifigkeitsmatrix fiir den Kragarm:

) = X170+ [

6 6 _1,] w,
5 5 5 o
6 6 1, w
5 5 5 b
1.1, 1
—l =l =p

"5 5 5" @

Stab:

lokale Steifigkeitsmatrix des Elements i nach Theorie II. Ordnung mit gendherter

a3

M

T3

L.

a3

T T

M

Anwendung der geometrischen Matrix fur:

e =1 '_]‘;l_'sl.oo
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5.3 Grundlegende Beziehungen im Drehwinkelverfahren (Vorzeichen—Definition 2) :
Druckstab Theorie II. Ordnung : N, = -Ni = N mit N <0 I

- Grundformeln des beidseits biegesteif angeschlossenen Stabes i :

. Iy Drehwinkel :
) M, ) b N
N ¢ (‘l i I_)i > & ¢ Knotendrehwinkel
El
t b
‘ N . : 7~y Stabsehnendrehwinkel
T, ] L | T;
1
Y= T(wb_wa)
] - A'+B A +B 24 +B)-D'] _
[T, I 1 I o] [T
a
Ms| EIl A B’ A’ + B L M
T,| || A+B A +B 24 +B)-D %ol | 1o
M, ! l l v M} |
i B’ A’ A+ B") i

Q(x) in Vorzeichen-Defintion 1: Q(x = 0) = -T, + N ¢,
Qx=0)=+Tp, + N @
- KraftgroBen an den Stabenden aus Feldbelastungen siehe 5.2

- Grundformeln des einseitig gelenkig, einseitig biegesteif angeschlossenen Stabes :

. M T z
NZ a a i 4 N'lb r\
LIS ¢ + o‘—»
a ElL b /;)\
i A t
- ' C'-D' T
T Tl Y
a EI ,l , a a
M,| = I C C : v + | MY My =20
l l

—  Grundformeln des beidseits gelenkig e;ngeschlossenen Stabes i (Fachwerkstab ohne
Feldbelastung) :

N i ° N;
e H Bion-
‘ a EL b‘ o
T, -+ L =T
EI _,
Tb=+N1/;=—E—ID'1/; Ox) =0

12



Technische Universitat Miinchen Lehrstuht fiir Statik o.Prof. Dr.~Ing. W. Wunderlich
Baustatik 3/4 Zusammenstellung zur Berechnung von Stabtragwerken Seite 40

5.4 Grundlegende Beziehungen im Ubertragungsverfahren (Vorzeichen—Definition 1):

~ Grundlegende Beziehung am Stababschnitt i :

Z(x) = Uix) Z(0) + Z(x)

- ZustandsgréBen am Stababschnitt (Vorzeichen-Definition 1) :

0 M) _ ME)  T(x) @

i@_?( . )‘-—’N(x) f‘[—> X,u

———x=—+

~ Zustandsvektor z{(x) und Lastvektor Z*(x) am Stababschnitt i :

Cu) | ) T
o s
s _ | o) Sirn | P&
Z (x) - N(X) Z (x) - N(x)
Tx) T(x)
| M(x) | | M(x)

— Ubertragungsmatrix des Stababschnittes i (Druckstab Theorie II. Ordnung) :

(/= Linge des Ubertragungsabschnitts) : e=1- l}—g'— N<0
[ 1 o0 0o | = 0 o |
EA
0 . _Isine 0 _ P (e-sine) P (1-cose)
€ El ¢ El ¢
2 _ .
0 0 cosé 0 Rl ¢ czos €) | sine
U = 1) = | ElI ¢ El ¢
0 0 0 | 1 0 0
0 0 0 | 0 1 0
00 —Tla sine | 0 ls‘:a cose
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~ Ubertragungsmatrix des Stababschnittes i (Zugstab Theorie II. Ordnung) :

(I= Liange des Ubertragungsabschnitts) :

Ux =1)

/
1 0 —

0 | £

0 1 _ [sinhe 0

€
0 0 coshe | 0
_______________ | ———-

0 0 0 | 1

0 0 0 | O

0 0 -—e¢sinhe | O

zli:+1

=Tszc+—ik

|V
=7 (220
€ El N>0
0 0
P (e~sinhg) 2 (1-coshe)
ElI & EI g2
__{i(l—coshe) [ sinhe
EI ¢ EI ¢
0 0
1 0
Isinhe cosh e j
€

Grundlegende Beziehung an der Abschnittsgrenze £ (analog Theorie I. Ordnung) :

Lastvektor Z{x) infolge Lasten zwischen zwei Abschnittsgrenzen (siehe z.B. Peter-

sen : Statik und Stabilitat der Baukonstruktionen) :

Z(x) infolge einer Gleichlast g, :

(!= Linge des Ubertragungsabschnitts) :

" ) |
wix)
Pix)
N(x)
T(x)

| M(x) |

;8D =g

EI

_ ;. [IN]
€ FoTi N<O0
0 )
I e2-21-cose)
L 2
3 QG —
B R N = w =
EI £ o ] —— - N(])
+— 1 —+
0
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5.5

Ubergang von Vorzeichen-Definition 2 zu Vorzeichen-Definition 1 :

Analog Theorie 1. Ordnung:

lokale SchnittgroBen an der Stelle x in Vorzeichen—Definition 1 :
N(x)
s(x) = | Tkx)
M(x)

lokale Kraftgr68en an den Stabenden in Vorzeichen—Definition 2 :

i Na Nb
i |Paf . i R
| ; > pz = | T, » Pp T Ty

i
Pb M M,

Ubergang von Vorzeichen-Definition 2 zu Vorzeichen—-Definition 1 :

-1 0 07
sx=0)=T, ps ; T,=-I=| 0-1 0
| 0 0-1]
1 0 07 .
sk =10) =Ty ps ; Tp,= I=] 010
| 0 0 1]
NO)T [-1 0 0[N,
sk =0)={TO)|=| 0-1 0| ]|T,
M@O) | 0 0-1]|M,]
NOT [ 1 0 O07[N]
s =0 =[{TO| =101 0}|Tp
MO L0 0 1]]|M
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Nﬂ + |A7W wvaO - N@ = AMV@ \MI A\M qumw NNN|® A.sz ”_ — b
3 3urs 3 | auts 3
.NH|| Gaysoo | P = @0 TG s MN|@ on b U“q
(3 c‘0)s0o 3 (3 g“Q)sod 3
G-sooms” = @0 " TGc0 apes | 75~ O b
aurs i aurs i aurs uls
(3 3)s00 3 "Iy + (3 3)s00 3 Pl =0 (3 3)urs W+ (,3 3)urs W+ =@n AQE PN v
Ve t—
m-.ﬂn%usm mum (DN (90 _mlm mﬁ_
v (=% <« (] )+
0 W W 0 "0 "W
]=3 0>N (SunupiQ °I1 21109y [ ) saqeisyonI uaitadelsd Figarfeq soute  PIog W uagoIFNUYdS 9'C




	Statik 3+4_VorlesungOpt
	Statik 3+4_ÜbungBeispieleOpt
	Statik 3+4_ZusStOpt



