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2.  GRUNDLAGEN UND RECHENGANG DER FINITE-ELEMENT-METHODE

2.1 Tragwerk und Element
Das Finite-Element-Verfahren hat seinen Namen aufgrund des Rechenmodells erhalten:

» Das zu untersuchende Gesamtsystern (Tragwerk, Struktur) wird in eine
Anzahl von Tragelerenten endlicher GroBe zerlegt. Diese Elemente sind
je nach Tragwerk ein-, zwei- oder dreidimensional.

e N NN T N TN

[ J »®

——— Element————

1-D

- Die verschiedenen Elemente besitzen eine endliche Anzahl von gemeinsamen Knotenpunkten.
Die Knoten und die Lage der Elemente werden in einem globalen Koordiatensystem X.Y,Z

beschrieben.

An jedem Knoten werden Verschiebungs— und Kraftgrofen ais sogenannte diskrete Zustands-
groBen definiert. Es ist das Ziel mit Hilfe dieser diskreten GroBen das mechanische Verhalten
des Gesamtsystems naherungsweise (oder evtl. auch exakt) zu beschreiben.

[ Fx] Uy
Fy Uy
KraftgroBen Fz WeggroBen Uz
am Knoten k: Fx = My am Knoten k: Yk = Dy
My| by
[Mz] | Dz

WS Y5/90
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2.2 Finite-Element-Methode auf der Grundlage des WeggréBenverfahrens

Eine Methode zur Berechnung diskreter Kraft—- und WeggroBen an den Tragwerksknoten (st
das aus der Statik bekannte WeggroBenverfahren.

Die Elementeigenschaften werden bei diesem Verfahren durch die Steifigkeitsmatrix k be-
schrieben, die die Knotenkrafte und -verschiebungen miteinander verknipft.

P =K v+ pl

Pa | _ | Kaa Kab || Va

Ps Kpa Ko || vp

Die Verkniipfung der Elementeigenschaften geschieht in der Systemberechnung durch Bilden
von Knotengleichgewicht. Da die Weggro8en die primaren Unbekannten sind, addiert man da-
- bei die Steifigkeiten benachbarter Elemente.

; 7 [, ] [ =] e [ — 7]

1 kl Va Pa pa Pa
vV % 10 20 =

12 ey | Pet Py _| b
— 20 30 _

k3 VC c P. * Pe ¢
- 30 _

Ll [V al | Pg | | Py

K « v =P - 7r° = P

Diese Elementeigenschafien nun ganz genau anzugeben, ist schon be relativ einfachen prakti-
schen Problemen nicht mehr moglich. Es missen Nédherungen gemacht werden, und hier ist die

Finite-Element—Methode einzuordnen.

Sie ist ein Naherungsverfahren, bei dem man tlir'den unbekannten Verlauf einer gesuchten Zu-
standsgrofe einen Ansatz im Element macht: man rat den qualitativen Verlauf. Die unbekannte
Amplitude der Ansatzfunktion berechnet man aus geeigneten Bestimmungsgleichungen, hier
den Gleichgewichtsbedingungen an den Knoten. Esist einzusehen, dal die Naherung umso bes-
ser ist, je kleiner der Bereich ist, iiber den sich der Ansatz erstreckt.

' k
w X : Py

Wi
w Vi =
Pk
w(x) = N,V Co w(x,y) = Nuv Co
— 2 c C,
—[1xxx3]cl =[1xyx2xyy2...
C_] C"‘

Bereichsweise Polynomansatze am Beispiel von Staben bzw. Platten
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Allgemeiner Ablauf von Berechnungen nach dem WeggréBenverfahren :

(siehe auch Vorlesung Statik 1V, Kap. 5)
(a) System und Belastung — ‘Modellbildung’

(b) Ermittlung der Elementmatrizen k' und Lastvektoren p® aus Feldbelastung
(¢) Transformation der Elementgroen vom lokalen ins globalé Koordinatensystem
(ki.p® — ki = TTKT | pl=TTpi)
(d) Aufbau des Gleichungssystems :
« Zusammenstellung der Weggr('jBeﬁ V der Knoten

» Zuordnung der ZustandsgroBen an den Elementenden und an den Kno-
ten — Vertraghchkeit

» Aufbau des Gleichungssystems ohne Bericksichtigung der Randbedin-
gungen durch Zusammenbau der Elementsteifigkeitsmatrizen ki zur
Gesamtsteifigkeitsmatrix K (Gleichgewicht im globalen Koordinatensy-
stem)

+ Aufbau des Lastvektors P aus Knotenlasten P und Feldbelastungen P

+ Einbringen der Randbedingungen durch Streichen von Zeilen und Spal-

ten
(sofern die Randbedingungen nicht bereits beitm Aufbau des Gleichungssysterns berlick-

sichugt wurden)

(e) Losung des algebraischen Gleichungssystems zur Ermittlung der unbekannten Weg-
groBen V der Knoten (im globalen Koordinatensystem)

(f) Nachlaufberechnung zur Ermittlung der Kraft- und WeggroBen am Element
« WeggroBen im lokalen Koordinatensystem des Elements : v/ = T'vi

» KnotenkraftgroBen im lokalen Koordinatensystem des Elements :
(Alternative : piG = k'bv‘b + p‘g und daraus p' = T"piG)

» Berechnung der ZustandsgréBen — insbesondere der Schnittkrafte — im
Feld '
(Schnittkrafte summen nur in Sonder{dllen mit den KnotenkrafigréBen iberein - 2.B.
bei Stiben)

+ graphische Darstellung der Zustandslinien
(g) Kontrollen der Berechnung :
¢ Beurteilung der Ergebnisse - Plausibiltatsuberlegungen
« Kontrolle des globalen Gleichgewichts am Gesamtsystem
» Kontrolle des Gleichgewichts in einzelnen Knoten

+ Kontrolle von Gleichgewicht und Vertraglichkeit an einzelnen Elemen-
ten
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2.3 Ermittlung von Steifigkeitsmatrizen mit Verschiebungsansitzen am Beispiel des
elastisch gebetteten Balkens (mit Linien- und Temperaturbelastung)

(siehe auch Vorlesung Statik IV, Kap. 6.2)

Q@) MO 2 F, M
® ) (,)_[1: 2 VE! §)¢Q(1)

_x K
foeet e
zZ,w
| S
! { |
" Bezeichnungen :
EI Biegesteifigkeit des gebetteten Trigers [ Kralt * Lange? |
[ Lange des gebetteten Tragers [Lange]
k., Bettungsmodul [ Kraft/Lange? |
r vorgegebene Verkriimmung aus Temperatur '
L = Y4El/k, charakteristische Linge des gebetteten Tragers [Lange]
Grundlegende Beziehungen am differentiellen Element :
. 00 M) p. M, + dM,
S T<51111T141111)¢Q”Q
§y— X E?
LW
0 O A A A O Y
1' dx -+
Gleichgewicht. Q +p.-kw=20

M-Q =20

. Werkstoffgesetz: M=ENx-iy); OQ=GA'y

Kinematik: xk=@'. y=@p+w

oder .

y=0 = @=-w=-w"
Randbedingungen:
Krafte-R.B.: Q=0; M=M
Verschiebungs~-R.B.. w = W ; =0

Resultierende Dgl. : (El, w'')"' + kyw - p, + (El, &) = (

(Losung der Differentialgleichung fiir den Sondertall konstanter Steifigkeit £/ und kon-
stanter Bettung k,, noch moglich - > Referenzlosung fur Naherungen nach der FE-Me-

thode, siehe Statik V)
WS 95796
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Néaherungslosung fiir die Elementmatrizen ‘mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebun
gen

(siehe auch Vorlesung Statik 1V, Kap. 5.4)

oW = W, + oW, = 0.

W= > J [6kM + 6yQ - dwp, - dw(=kyw)ldx - > [8UxPy + M) = 0

Elenitente Knoten

Einsetzen des Werkstoffgesetzes und der Kinematik fiihrt auf eine reine WeggroBenformulie-

rung als Ausgangspunkt fur die Ermittlung der Steifigkeitsmatrizen. Beil Vernachlassigung der
Schubverzerrungen (y = 0, = -w',«x = -w'’) ergibt sich:

Llemente Knoten
X

w= 3 J[éw”El(w” + &r) - Owpy + Owkwldx — > [8UyP, + 604 My] = 0

Wah! eines Verschiebungsansatzes

z. B. ein viergliedriger Polynomansatz (fiir ein Element mit vier Knotenfreiheitsgraden)

D

@

e ¢J11111111)$

L/—‘> h—

Zow a b
I A A Y A
|- = —

wx) = Cp+ Cpx + Cyx + Cyd = Nw

mit  Ny(x) = [1 x x2 x3]
N = [0 1 2¢ 3]
N (x) = [0 0 2 6xf

Ansatzfunktionen und ihre Ableitungen

wi=[Cp C (3 Gy Generalisierte Freiwerte

Umrechnung der generalisierten Freiwerte in mechanisch sinnvolle Knotengrofien v

wex =0)] 1 0 0 0] [Co
ex =0 [o-1 0 o] |
wex =8| |1 ¢ 2 Bl |G
Pp(x = &) 0-1-22_372] [C3

v=N,w - w=N;'"v=0Gyv

wx) = Ny(e) W = Nu(x) Gv = N(x) v
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Einsetzen des Verschiebungsansatzes in die Grundgleichungen

W(x)p__ Nux) G v eix) = -w'(x) = -N,(x) G v
K.'(X) = 'W”(x) = —N””(X) Gv M(x) = E[(K—E_T) = -F] N”u(x) G V—E[ET

Da die Matrizen G und v nur diskrete Werte enthalten, kdnnen die ZustandsgréBen im innern
des Elements allein als Funktionen des Verschiebungsansatzes und seiner Ableitungen darge-
stellt werden. Im allgemeinen mussen insbesondere die Schnittkrafte im Element aus den Ver-
formungsableitungen berechnet werden, da nur in Sonderfallen die Knotenkrafte mit den
Schnittkraften (bereinstimmen (z. B. beim Stab).

Einsetzen des Verschiebungsansatzes in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen

oW = Z J[dw"E](w” + K1) - Owp, + dwkww]dx - Z [6UuPy + 6DMy] = 0

Elemente Knoten
X

Die virtuelle Arbeit des Gesamisystems setzt sich zusammen aus der Arbeit der Einzelelemente.
Fur den Anteil eines Elements ergibt sich also

b b
SW = ov'GT j NPy EIN"(x) dx G v + ovIGT J NT(x) ky Nyx) dx G v
a

(N J 4 J
Y . . Y
ki Elemenrtsteifigkeilsmalrizen ki
B w

5 b
+ ov/'G7 j N"Ix) Elfr dx - 6vIGT J,N;],'(X) Pa(x) dx

J w )

Y 0 Y ]
P -pY

Lastspalten avs Temperatur vnd Linicalast

\

Die Addition aller Arbeitsanteile ("Uberlagerung™ der Elementmatrizen) liefert
das Gleichungssystem des Weggroenverfahren (Knotengleichgewicht).

W= Y W+ Y o= 3 oVl + ) v+ p?) - ovTP’

FElemente Knoten Llemenie

= oVI{K v+ PO-P'} = 0

Bezeichnungsen
k' Steifigkeitsmatrix des Elements { (Biege- und Bettungsanteil)
v Spaltenmatrix der WeggréBen an den Stabenden des Elements ¢
P’ Spaltenmatrix der Einzelkrafte und Momente an den Systemkno-
ten
p? Spaltenmatrix der negativen Knotenlasten des Elements i

(nach Vorzeichen-Definition 2, enthilt Anteile aus Strecken- und
Temperaturbelastung)
N,.(x) Spaltenmatrix der Ansatzfunktion fiir die Verschiebung w(x)
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Berechnung der Bettungssteifigkeit ki, mit dem gewdhlten Verschiebungsansatz .

Ansatzfunktion :  w(x) = Ny(x) G v mit N, (x) = [1 x x? x3]
V” = Iwn WDa Wy quIl
{
4= o7 [Nk N & 6 oT =100 M, Qb Myl
0
[dr k.. = konstant gilt :
N = {1 x X X2
1] [ | x x X
! !
X x XX ¥ x
NI(x) = => j NIk, N, dx =k, J dx
2 2 £ x4
0. 0
Fd [F ¥ P X
" I B/ P3O 14T
P2 P/ PBja /S
= > = kw
BI3F/4 185 BJ6
T Y ]
, E
. - ] 0 0 0
k.’,,‘=GTjNZ-kwNud-xG :
' 0 -1 0 0
0 G =
: S/ 2N 3 U
Multiplikationsschema : ~ 8] : Y Y IRy
___________________________ o
[ 1 2 P3O R T2 =32 12 112
! R/2 BJ3 0 Ea o Sis|r [32720 -P/30 TR/20 P/20
[NszNud’f‘k v Ky
X A7 S LY S B o Y B/1S -1/60 4P/1S 14/30
0 1
(f/4 B85 k6 /7] I{f28 -15/10S 3i'/14 5 /42]
I 0 -3/ -2/ E 156 -2 54 13/
-1 2 _1/12. X k. -22 a? -3 -3
G’ :m = ky
0 3/ -2/’ | 54 -13 156 22
i o iy o—yp| o Lo- 2w ar
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2.4 Numerisches Losungsverhalten am Beispiel eines gebetteten Fundamentbalkens
unter Einzellasten '

System und Belastung: |
Py = 2.5MN P, = 5.0MN Py = 3.5MN

2.0 {‘ 6.0 10.0 ( 3.0
| 21.0 )
Querschnitis— und Materialkennwerte:
Elastizitatsmodul E =21 10°MN/m?
Tragheitsmoment ] =1.08 m*
Bertungsziffer ko = 3.2 10°MN /m?

charakteristische Lange L = ¥4EIl/k, = 410 m

Im Folgenden soll das Losungsverhalten der Finiten Elemente bei verschiedenen
Elementeinteilungen untersucht werden.

Wegen der Lagerung auf Federn sind keine weiteren Randbedingungen erforder-
lich. An jedem Knoten treten also zwei unbekannte Verschiebungsfreiheitsgrade w

und @ auf.

Elementeinteilung A

| 2 |3 4 5 6 a 9

r : ! ', 8 Elemente
9 Knoten

18 Unbekannte

-

Elementeinteilung B

| 2 |a 4 5 6 7 8 g 1o 1 12

) ! ,L f F ! f 11 Elemente
12 Knoten

24 Unbekannte

Elementeinteilung C

10 1132 33 (4 1516 17 (8 P 202122 (23

9
! | | | I | | { 1 | ) ] ] ]| |
1 T ! m— G G — ™1 22 Elemente

23 Knoten
Biegelinie 44 Unbekannte

—l— N
R )
- o
w
RN
~
@
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Die Konvergenz der numerischen Losung gegen die analytische Losung bei feinerer Ele-
menteinteilung wird dargestellt, indem man den Wert charakteristischer Zustandsgro8en
z.B. 0ber der Zahl der Unbekannten auftragt. In den folgenden Bildern wurden als cha-

rakteristische ZustandsgroBen das Biegemoment und die Durchbiegung unter der Last

P; gewahlt.

Moment

_'_23L79_(analyliscm_' v wmme tmm e B
unter der v == g~ — 4
Last ;2307 X8 C
[MNm] 7 M aus p = kv + p°
2,20+ M= Elw
Miticlwert am Knolen
2,10 T T T T T T I T T T
0 10 20 30 40 50
Anzahl der Unbekannten
Durch- 1587¢0—+o—r—— —— —
biegung r o EE T
unter der . B C
Last P; L5
[num) 261 A
J
1,55‘ T T T Y T T T T T —
0 10 20 30 40 50

Anzahl der Unbekannten

Esist zu beachten, daB Konvergenz bej feinerer Elementeinteilung beim WeggréBenver-
fahren nur fur die Knotenverschiebungen und Knotenkrafte mathematisch gesichert ist!
Die Systemgleichungen erfiillen das Gleichgewicht nur an den Knoten!

Kubischer Verschiebungsansatz: Nur die Ver-
schiebung und Verdrehung an den Knoten sind
stetig. Entsprechend enthalten die hdheren
Ableitungen Knicke und Sprunge.

=-@
1ck
"
) Mx) = Elx = -Elw"”
Linearer Momentenverlauf im Element

W’” Sp
Qkx) = M'(x) = -Elw""’

Konstanter Querkraftverlauf im Element

Obwohl die Bettung im Element wie eine negative Linienlast wirkt, und der Momenten-
verlauf somit parabolisch sein muBte, liefert das Stoffgesetz bei einem kubischen Ver-
schiebungsansatz nur einen linearen Momentenver|auf und Spriinge an den Elementgren-
zen, d.h. durch die Ableitungen wird die Approximation der Schnittkrafte schlechter.

Im Element wird das Gleichgewicht nur im Mittel erfullt!
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Biegemomente des elastisch gebetteten Balkens unter Einzellasten

Ermittlung aus den Knotenkriften: p = kv + p®

Die Knotenwerte werden willkirlich linear verbunden, der genaue Verlaufl zwischen den Knoten
kann nur mit Hife des Stoffgesetzes ermittelt werden (s.u.)

A

-2.08 -2.08

. 2 ) /N . 0 o

0.3 -0.0&
—th_ 6 _
1.10 1.10 0. 0.61
2.0 2.31
3.ed .68

-2,06 -2.0d
B.

-1.12 -1.12
-0.40 -0.48 —O.Em
{ 2 3 P B 10 1" 12
0.

5 8
o ~1l 10 \g40 0.5~ 0.8
1.10 1.10
' R 2.m
3.8 3.08

-2.08 -2.08

C -0.48 -0.48
1 23146 i 12 3 14 16 |18 1 10 19 20 2l 2 A

g —1+—48 _ 9
1.8 2.2 2.3

10
.01
3.8 3.8

Ermittlung aus dem Stoffgesetz: M = E1-(-w"

Da fiir die héheren Verschiebungsableitungen keine Stetigken des Verlaufs iiber die Flemenl-
prenzen gewahrleistet wird, treten Spriinge an den Elementgrenzen auf. Insgesamt wird die Ap-
proximauon der Schnittkrdfte mit Hilfe der Verschiebungsableitungen schlechter, Gleichgewicht
wird im Element nur im Mittel erfiilh.

-0.B1 -0,

2 3
ZD\ 5
a. 0.48
1.4
2.2
2.7 -
3.3¢

A
{ Z 3
e

-2.28 -2.2¢4
-(.91 -1.34
B -0.68 -0.88 0.B4 -0
| 3 g P N [} 7 B [:] 10 11 12
2.08 2.2
a.eg 3.67

-2.10 -2.10

C .8 0.5

20 21 « 2D
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Querkrafte des elastisch gebetteten Balkens unter Einzellasten

Ermittlung aus den Knotenkriften: p = kv + pl

Die Knotlenwerte werden willkiirlich linear verbunden, der genaue Verlauf zwischen den Knoten
kann nur mit Hife des Stoffgesetzes ermittelt werden (s.u.)

-2.69

-1.08
IAI 2 IN ‘ 4 & 3—0.0‘7 i 8 9
ST —

[~}

Ermittlung aus dem Stoffgesetz: @ = E/-(-w'")

Da [ir die hoheren Verschiebungsableitungen keme Stetigkeit des Verlaufs iiber die Element-
grenzen gewahricistet wird, treten Spriinge an den Elementgrenzen aul. Insgesam wird die Ap-
proximation der Schnittkrafte mit Hilfe der Verschiebungsableitungen schlechter. Gleichgewicht
wird im Element nur im Mittel erfullt. :

-1.46 -1.16
A -0.49 .49
{ 2 3 4 & 8 7 3 |9
|
0.68 0.08
1.41 1.41
-1.8y -1.81
B °» ' -0.58 -0.58
Y 2 3 4 [ 8 l 8 i 10 11 |12
| 0. 0.57 0.97
1.7 1.97
174
- .
C % - -1.36 -
.68 w
L‘z 3 48 6 i 8 9 30 |11 12 13_|-rl—|16 16 127 1B 18 |20 |21 z-23
UL?L? ] T
.97
1.8
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2.5 Erweiterung der FEM auf andere Aufgabenstellungen

2.5.1' Naherungslosung fiir ein Balkenelement nach Theorie II. Ordnung
(siehe auch Statik 1V Kap. 7.3)

P L, u,
T B [
L?l(a$ ) = b)lﬁbL o= | Ml o] @
u M, N = konst. b Ly uy
’ T 2 M, T, T, W,
W, 2 W, M, o |

Virtuelle Arbeit am verformten System:

W= 5 oW+ 5 oWi=0  OWi=-[0UxPx + Uy Py + 60 My]

Elepiente Knoten

SW = ﬁéq}’M + 090 + ow'T + Su’L - dwp, ldx

X
Mit den Naherungen der Theorie II. Ordng. L =N ; T = Q + Nw'
und bei Vernachlassigung der Schubanteile (Normalenhypothese) folgt:

W = J[d(p'M +ow'Nw’ + 6u'N - Owp, Jdx

Durch Einsetzen der Kinematik und des Stoffgesetzes erhalt man
endgultig das Arbeitsprinzip in WeggroBen:

oW =[5 B + 6w+ u'EAu’ - bup i
kg’ ke kg" Lasispalie

X

Mit einem kubischen Verschiebungsansatz fir w und einem linearen Verschie-
bungsansatz fur u erhalt man Naherungen fur die Steifigkeitsmatrizen (und Last-
spalten) der Theorie II. Ordnung:

Tk 0 0-« 0 07 0 0 00 0 0]
0 12-6/ 0-12-6/ 0 1.2 -010 0-12 -0.1/
Lo E 0-6/ 42 0 6 28 +_§1_ 0-0.1/ 2%/15 0 0.1 -12/30
P l-«x 0 0x 00 ;[0 o0 00 0 0
0-12 6 0 12 6 0-12 01 0 12 01U | mi .
| 0-6/ 22 0 6l 4 [0-0.1/ -/7/30 0 0.1/ 22/1S |« =5

ks ‘Antell Theorie . ks ‘Anteil Theorie II. Ordnung =
Ordnung geometrische Steifigkeitsmatrix

Zusdtzlich zu den Naherungen des Stabmodells nach Theorie I1. Ordnung (ge-
schatze Normalkraft N im Stab, kleine Winkel etc.) kommt hier noch die Nahe-
rung aus der Diskretisierung mit den Verschiebungsansatzen. Bei feinerer Ele-
menteinteilung konvergieren die Ergebnisse jedoch gegen die exakte Lasung der
zugehorigen Differentialgleichung.
Vorteilhaft ist die einfachere rechentechnische Handhabung der geometrischen

. Steifigkeitsmatrix (gilt fur Druck und Zug) in allgemeinen FE-Programmen.
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2.5.2 Ndherungslosung fiir dynamische Probleme

Das Vorgehen fur dynamische Probleme soll am Beispiel des schwingenden Balkens ohne
Dampfung skizziert werden, eine Erweiterung um die Dampfungsanteile ist problemlos mog-
lich.

Man erhalt die Bewegungsdifferentialgleichung von Systemen mit kontinuierlicher Massen-
und Steifigkeitsverteilung in derselben Weise wie beim Einmassenschwinger, indem zusatzlich
zu den statischen Lasten die Tragheitskrafte gemall dem D’Alembert’schen Prinzip in die Be-
rechnung einbezogen werden. An jeder Stelle des Tragwerks ist, der positiven Beschleunigungs-
richtung entgegenlaufend, eine Kraftwirkung als Streckenlast einzusetzen, die aus dem Produkt
Beschleunigung des betrachteten Punktes mal Masssenbelegung des Elementes je Langenein-

heit gebildet wird.

lF (t) | K“) Gleichgewicht:

EF = F-—F/—ka =0

M 4 —I . Mo
W, W, w TFI:M.W Mw+ K, w=F{)
TFkh-= Kw'w

Die Bewegungsgleichung schwingender Systeme ist eine Gleichgewichtsbedingung.
Ausgangspunkt fur eine Diskretisierung ist dementsprechend das den Gleichgewichtsbedingun-
gen aquivalente Prinzip der virtuellen Verschiebungen, in diesem Fall erganzt um die Arbeitsan-

teile der Tragheitskrafte.

LT T T T T
A A I I e |
it )
da b M,, t/’" ‘P.
X L : V = g (l
s L [ R B
g: o. ' b W, M, . @s &,

S = J[é¢’M - ow(- m(x)w) - éwﬁ,]dx

X

J[éw”Elw” + ow m(xw - Swp, ldx

X

oW

Anders als in der Statik treten als WeggroBen nicht nur die Knotenverschiebungen und -verdre-
hungen auf, sondern auch noch deren Zeitableitungen. Fiir eine Naherungsiosung miissen also
Ansatze fir die Verschiebungen und fur die Beschieunigungen gemacht werden, iiblicherweise
wahlt man fur beide denselben Ansatz (z.B. ein kubisches Polynom bei Staben). Fiir harmoni-
sche Schwingungen ist das noch exakt - die Beschleunigungen als zweite Ableitungen einer Si-
nusschwingung verlaufen ebenfalls sinusformig, nicht jedoch bei beliebigen aperiodischen
Schwingungsvorgingen. Im allgemeinen Fall wird der Fehler intolge dieser Naherung nur bel
feinerer Elementeinteilung kleiner werden.
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Ansatz fiir Verschiebungen und Beschleunigungen

w(x) I\.J,,(x) Gv
wx) = Nyix) G v

Die Formfunktionen N sind nur von der Ortskoordinate abhangig, die Zeitableitungen betref-
fen die unbekannten Knotenverschiebungen.

Einsetzen der Ansatzfunktionen in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen

b b
W = VG J NT) EI N0 dx G v + &vGT f NI(x) mx) Nu@) dx G v

. _ . )
Y 4
f .
L m'’ .
Steifigkeitsmatrix Massenmalax

b
- oviGT j NI(x) Pylx) dx
a

— )
0
Pq
Lastspal(e

\

Die Addition aller Arbeitsanteile ("Uberlagerung™ der Elementmatrizen) liefert
die Bewegungsgleichungen eines Stabsystems (Knotengleichgewicht).

W= S W+ S-eWe= S av"T[m"v"+k"v"+p"O]_év’fP‘

Elernente Knoten Elemente

= avT[M V+KV+P-P| =0

Man erhalt jetzt statt eines algebraischen Gleichungssystems fur die Verschiebungen ein von
der Zeit abhangiges Differentialgleichungssystem mit einer Massenmatrix und einer Steifig-
keitsmatrix, das als Glerchungssystem eines diskreten Mehrmassenschwingers gedeutet werden
kann. Die kontinuierliche Massenbelegung der Stabe wird durch die Nebendiagonalglieder der

Massenmatrix reprasentiert.

Stabendkrifte eines Stabelements mit kubischem Ansatz fur Verschiebungen und Be-

schleunigungen (fur konstantes £/ und konstante Massenbeleglung m)
Beachte: Die Massenmatrix ist bis auf den Vorfaktor identisch mit der Bettungsmatrix

C 0, (156 -2 54 13 T [w,] [12 -6 -12 -6 T [w] [ Q9
M| ot 220 4 -1 32 || g, JE -6l 4 6 2| |q. . Mo
Ol 920 sa iy ose 22 [fw| P -2 e 12 8| |w oo

| M, | I VA R N 7 A/ ar | Losl | M3

Die Uberlagerung der Massenmatrix erfolgt genauso wie die det Steifigkeitsmatrix. Fir freie
und erzwungene, harmonische oder transiente Schwingungen konnen die in der Dynamik ibli-
chen Losungsverfahren fur Mehrmassenschwinger angewandt werden.
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2.5.3 Balkenelement mit‘Schubverformungen

Gleichgewichl: Q' +p,=0 M-Q=0
Werkstoffgesetz: M=FEJx; Q=GA'y
Kinematik: x=¢'s y=@+w
PVV:

oW = J[éfcM + 6yQ ~ dwpldx
d .
= j[é(p'E](p' + (6@ + ow')GA'(p + w') - Swp, Jdx

Konnen die Schubverzerrungen y nicht mehr vernachlassigt werden, treten w und ¢ als unab-
hingige Funktionen auf, fir die jeweils eigene Ansatzfunktionen gewihlt werden miissen. Da
in den kinematischen Grundgleichungen nur erste Ableitungen der Verformungsgréen auftre-
ten, geniigen lineare Ansdtze mit zwel Freiwerten pro Element und Funktion. Damit konnen
also Stabelemente erzeugt werden, die wie gewohnt Verschiebungen und Verdrehungen als un-
bekannte Freiwerte an den Stabenden haben.

D:
4
e ¢ I_Luﬁltﬁ>¢
. a X b
|« ¢ —A
wx) = Cg+ Cxx = N,W px) = Dy + Dy = N,®

mit  N,(x) = [l x] Ansatzfunktionen und'ihre Ableitungen

N;l(x) = [0 1]
B . B T - -
| Wwax=0) |10 Co . B 10 ‘ ~
Y = Wb(x = {) - 1 /¢ Cl G = _ I/é’ 1/[’ . W(x) = Nu(X) G Vi
_ —‘pa(x = 0)_ _ ”1 0 | _ —DO— . B [ 1 0— '_ _
V(p - qpb(x = Z)J - 1 7 ) DIJ G - _ 1/[ ]/£J ) @(X> N{[(X) G Vq;

Einsetzen des Verschiebungsansatzes in das Stoffgesetz

K(x) = ') = Nux) G v ¥x) = N®)Gvyp + Ny(x)Gv,,
M(x) = EI N,(x)Gvy Q(x) = GA’ (N (x)Gvyp + Ny(x)Gvy,)

Die Momente verlaufen im Element konstant, die Querkrafte sind linear veranderlich!
Diese Approximation widerspricht der gewohnten mechanischen Anschauung. Sie zeigt-beson-
ders deutlich den Naherungscharakter der Methode. insbesondere daB das Gleichgewicht im
Element nur im Mittel erfillt wird. Die tatsichlichen Schnittkraftverlaufe missen durch Inter-
polation geschitzt werden.
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Einsetzen des Verschiebungsansatzes in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen

b
oW = SvIGT ( NJ(x) EI Nj(x) dx G v,
\ J
Y
‘b ki b
+ OviGT JNZ(x) GA' Nyx) dx G v, + IN;{(X) GA' Ny(x) dx G v,
J:b b
+ OvEiGT f NJ(x) GA' N(x) dx G v,, + J NJ(x) GA’ Ny(x) dx G v,
N ~ i -

ko

Durch die Integration der einzelnen Terme erhalt man Untermatrizen der Stei-
figkeitsmatrix, die nach Biege- und Schubanteilen sortiert.werden konnen:

. 0 O ko, ko., Vi
oW = [6Vw 6‘!’(;;}{ 0 kBW + onw kQW v(0

K h
Damit erhalt man fir die Steifigkeitsmatrix endgiltig:
0000 1/0% 1/ -1/20-1/2¢
, , : 0 0 0 0L/ -1/ 1702 12\ Ju
(= kb + ks = = + !
K=ks+ ko 00 1-1{¢ ~|-1/2¢ 1/2¢ 1/3 16|94 ¢
0 0-1 1 -1/2¢ 120 1/6 1/3

Zugehdriger Vektor der Knotenverschiebungen: vi7 = [w, wy @, )

Die Addition der Arbeitsanteile aller Elemente ("Uberlagerung” der Element-
matrizen) liefert wieder das Gleichungssystem des WeggroBenverfahren (Kno-

tengleichgewicht).
W= 5 oW+ T W= > v+ Ky v+ pOl-ovTe
Elernente * Knoten Elemente

If

csvT{K V+ P0_P'] =0

Wegen der einfachen (nur linearen) Verschiebungsansatze ist das Verhalten dieses Elements nicht besonders gut,
d.h. es sind sehr viel Elemente zur Erzielung einer konvergenten Lisung erforderlich. Insbesondere ist das Miver-
haltnis zwischen der Abbildung der Querkrifte und Momente dallir verantwortlich. Mit besonderen MaBinahmen
|48t sich das Element jedoch verbessern (siehe Kapitel: Numerische [ntegration).

Zusammenfassung zu den erweiterten Stabmodellen:

* Einfache Modellerweiterung — Arbeitsanteile addieren - beliebige Kom-
binationen moglich

* Bei mehreren unabhangigen Variablen im Arbeitsprinzip flr jede Varia-
ble eigenen Verschiebungsansatz verwenden

* Treten nur erste Ableitungen im Arbeitsprinzip auf, reichen Polynome
mit niedrigerer Ansatzordnung - weniger Freiwerte pro Element
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2.5.4 Allgemeine (matrizielle) Schreibweise der lokalen und globalen
Grundgleichungen

Lokale Gleichungen:

Gleichgewicht Do+ p, =0
statische Randbedingungen p=No=p
Kinematik E=Du
geom. Randbedingungen u=1ia
Werkstoffgesetz O=EE¢

Globale Gleichungen (PVA):

j SETO dV - j suTp, dV - f SuTp 4O = 0

% Vv 0,
mit 6& = D du
2.5.5 Scheiben
innere ZustandsgroBen:
. /Y, 7 g

Py Exx
*—»nxx O=|my| < &=|&
nxy ' Py Vxy

aufere Zustandsgrofen:

Y. vi Myx A
G R
p Py u

KnotengroBen fiir die Diskretisierung, z.B.:

i j X
_ F| Uy
pk = Fy <> Vk = uy
I k p=kv helent keine Schnitikrafe!
Y b oPeve
PVV: 6W = J[és,anxx + Bty + Syt — Oupy, — Ovpy,) dV
g - j [6up, + 0vB,] dO = 0

O,

Die angegebene Diskretisierung ist nur eine von vielen Moglichkeiten. Man kann die Anzahl
der Knoten andern, die Form der Berandung (Dreieck, Viereck, gekriimmte Rénder) und dre
Art der Knotenfreiwerte (Verschiebungen, Krafte, hohere Ableitungen etc.).
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2.5.6 Platten

/l Z,w X
My
T m
Y / ' Yy XX qxz
My dyz

1 J

~X

<t

“/l Phs Vi

PVV: oW =

innere ZustandsgroBen:

My Ky
O = |my| <> K=/|K,
My 24cy
auBere ZustandsgroBen:
p=1[p] < u={[w]
F, w
Pe = My < Vi = |Ox
M, Py
Knotenkraite

p= kv hetert keule Schastkeifte!

j [0k + Okymyy, + Ok 2myy, — Owpy ] dV
Vv

_ f [6wp, + S, + 6@, dO = 0

O,

2.5.7 Feldprobleme (am Beispiel der Wirmeleitung)

— X
0(x, y)
Temper;turfeld —» Oy
(Skalarfeld)
Yv ‘
9y

KnotengroBen fur die Diskretisierung, z.B.:

- X

]

k
Pk, Vi

¥y

ST = j[ae,x o, + 00,0y~ 865,] dV - Randrerme

1%

Randlas(en

innere ZustandsgroBen:

— UX — 9!X

Warmeflul Temperaturgradient

g

aullere ZustandsgroBen:

p=lp] < u={g

im Volumen oder Temperatur
am Rand zugefiihrte
Wiarme
P =[p] < v =[]
Wirmeflu8 am Temperatur
Knoten am Knoten
=0
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3,  FINITE-ELEMENT-METHODE FUR SCHEIBENPROBLEME
3.1 Rechengang der Methode '

Die Herleitung eines Finite-Element-Modells wird am Beispiel
eines rechteckigen Scheibenelements nach dem WeggroBenver-
fahren gezeigt. Gfund]age der Methode ist hier-das Prinzip
der virtuellen Arbeiten,

Der Rechengang der Methode wird fir das gegebene System, einer
Wandscheibe mit linear verdnderlicher Streckenlast, gezeigt, ‘Aus
Symmetriegriinden ist es ausreichend, bei der Berechnung nur das
halbe System zu berlicksichtigen.

(a) Problemstellung (B) Finite-Element-Modell
“ y
g oo e/ Tm—qo
7¢ I _\T @ g
| b
I -L:O'lor—\ @
Z0m = h | - \“w ok J\EB ol
2:3-}0 ™
l A =0.0 b K @
71; K II _\_.(_ f\z/ 3 g > X
77 7777 /777 .
L 1/2 N\1/2 L
/I :Z-(Of"\ 1 \ % 1 | —}
: . L),
Symmetrieachse ~ Busprl ¢ azbrAoon

Bild i : Idealisierung
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Bild 2 Elementkoordinaten am Rechteckelement

Die gewihlten Koordinaten sind auf das lokale Koordinatensystem
bezogen und gelten nur fiir das betreffende Element. k1 bis k4
sind die Knotennummern der vier Knoten des Elements.



B.1.1

Wahl des Verschiebungsansatzes

Zur Beschreibung des Verformungszustandes des Elements wird
ein Verschiebungsansatz mit 8 Freiheitsgraden eingefiihrt.
Bei gleicher Form des Ansatzes fUr die Verschiebungen in

x- und y-Richtung erhdlt man unter Verwendung bilinearer

Polynomansdtze die Beziehung:

o) = Ny(ng)e & bow| w= Mo ¢ 1
’; (mt" S' ;:- wnd 7 -:L ) u,
.f
) ( 2)
Uy ! 4 $n n : 0
= I . ’
uy _0 : ! g §7? n i &0_

Die im Vektor ﬁ zusammengefafBten Freiwerte, Unbekannte des
Problems, werden auch als generalisierte Verschiebungen bezeich-
net. Der durch die Matrix N, beschriebene Verlauf moglicher -

Verformungen ist parallel zu den Koordinatenachsen linear

veranderlich, in anderen Richtungen parabolisch.
An Stelle generalisierter Freiwerte werden in der Finite-Element-

Methode lblicherweise mechanisch sinnvolle GréBen als diskrete
Freiwerte gewdhlt. Filir das Scheibenelement kGnnen das z.B. die
Knotenverschiebungen u, und uy der vier Eckpunkte sein.

Im folgenden wird der Obergang zu den neuen Unbekannten, den

8 Knotenverschiebungen, gezeigt.

Allgemein gilt:
- »

ve=HY 5 ovsug sl o wggiuyg] ¢ 3

s>

Der Vektor v enthdlt die Knotenverschiebungen, die Matrix H

stellt die Beziehung zu den generalisierten GrdBen her. Sie
wird aus den diskreten Werten der Ansatzfunktionen der Matrix

Nu(xy) an den Knoten abgeleitet:

Die Hatx N fad  dicsebe Bedeuwtuny ol e Mabdx M



X H 2
u, ] [1 o0 o0 0 171 4
u 1 ! o0 0 a
x2 | 0 2z ( 4)
u,, 1 1 ! ] | UJ
U, 10 0 11 u,
ay | Ty o 0 o) |
Uy, 'y 1 o0 o0 G,
0 "y 1 &
Uy, | 7
| e ] . 10 0 ! | 8 |

Filr die einzelnen Verschiebungen des Vektors v werden die E-
und n- Werte des betreffenden Knoténs eingesetzt. So erhilt
man z.B. fir u, am Knoten K4 (Bild- 2 ) mit € =0und n = 1:

el ~ la oy
Uyq = 1'uy +0-u2+0-u3+ 1‘u4 ( 5)
Um die FreigroBen U in Gl. ( 1) durch die diskreten Ver-
schiebungen v ersetzen zu kdnnen, ist die inverse form der

Gl. [ 3 ) erforderltich

’E\:.}i—ql=§1 ( 6)
_t‘l,# [ 0 0 OE : ] —u”
a, -1 1 0 0. 0 u,, |
a, R B TS B = u, ( 7)
I B e A A T _ e
4y | - ‘1 0 0 o0 uy,
qs 0 :—7 1 0 0 u,
Uy - =1 -1 Uy,
_<% i i -1 0 0 1| Y,

Aus G1. ( 1) und G1.( 6 ) folgt die Bezfenung



Die gewdhlten diskreten Knotenverschiebungen sind iiber ein

Matrizenprodukt mit den Elementverformungen verknipft. Diese
Matrizenoperation wird im folgenden fiir die in G61. (. 2)°
angegebenen Ansatze ausgefiihrt
(1 0 0 o0, PEad.)
- - I
r 1 0 O | 0
1t -1 1 -1 -
1
M. =Ny G _i_g_q__LF_____“__ (9
1 0 0 0
|
0 |_1 7 0 0
- | 7 -7 ! -1
B 7 0 0 1
: r I f- | 0
1 £ & n, 0 l-!:)(’n) £(1-n), &n “n( £), 0
_____ r_____,__‘_____l__.._J_.___.____.I___l__:_,__
0 "1 E Enon 0 :(7-5)(1-77);5(7—77): En na-§)
1 L 1
/
“ Di hieb i 1b d ly
ie Verschiebungen “x(g,n)‘ uY(E.n) innerha es
Elementes lauten in Abhidngigkeit der Knotenverschiebungen
Uyy Uy
u==RNYy ( 10)
u:)
ux?
u, (1-E)(1- n) g(l n). &n m(l §) )| Q Y,
u, 0 (1-8)00- n)' 51- n). £ .nrr O Y| C1D)
u,,
Uy,
u
L J‘....
ulg = N (57)



Die anschauliche Deutung der Elemente der Ansatzmatrix N (xy)
zeigt, daB es sich um die Einheitsverschiebungszustinde

der Knotenverschiebungen handelt. Werden die in der Schei-
benebene liegenden Verschiebungen u wegen der besseren
Darstellbarkeit senkrecht zur Elementebene auvufgetragen,

so erhdlt man 2.B. fir die Knotenverschiebung u das

folgende Bild:

x1

Die eingezeichneten Kurven verbinden die Punkte der Scheibe,

fir die der Einheitsverschiebungszustand le den gleichen
Wert besitzt. (. Noheasticnilnien)

Sind bei der Herleitung eines finiten Elementes fur ein belie-
biges mechanisches Problem Einheitszustdande fir diskrete Zu-
standsgroBen-Verformungen, bzw. Spannungen oder Krdfte -
bekannt, so kdnnen sie direkt verwendet werden. Die hier ge-
zeigte Vorgehensweise- (Inversion und Produktbildung) ist

dann nicht erforderlich (vgl. Hermite'sche bzw. Lagrange'sche

Interpolationsploynome}).

8.1.2 Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeiten

Unter Verwendung von Matrizen lautet das Prinzip der virtu-

ellen Arbeiten:

IS
I
Q
o

[$
Q

64:[6 € o dv-[64 p av - [b
v 0

‘V /A ;) WP ;
g o I QV... Volumer whes
A, Bamenty
40 .. ORP‘WC)\( ewned
Aifl. Erements
-EV .- \Jol.wlas“‘“‘
5 ... Hadw\aven

P



Im Rahmen dieses Umdrucks werden nur die Integrale I und III
behandelt. Entsprechend dem gewdahlten Variationsprinzip
(WeggroBenmethode) miissen die Ansatze fiir die unbekannten Ver-
formungsgrdoBen geometrisch zuldssig sein,

Kinematik : e = Du din vV,
( 13)

| ==
1l
|~

Randbedingungen: auf 0,-

Um eine finite Berechnungsmethode zu erhalten, muB die fir
einen Gesamtbereich geltende G1. ( 12) in eine Aussage fiir
Teilbereiche (finite Elemente) umgeformt werden. Das Integral I
kann direkt fir ein Element verwendet werden. Das Integral III
ist fir die Elementrdnder des untersuchten Tragwerks, auf
denen Lasten vorgegeben sind, alUszuwerten.

Die finite Obersetzung des Arbeitsprinzips lautet:
Voumum‘tﬁ atdnl paker Lok i bt uq-d.u\\)

( witaAa
R 7 T -
-8A :E;[fég o dVv -fég P dO_L = 0 ; n: Anzah)} {14)
&1 Ve , O, der Elemente .
4 W, — v /
I III

Filr die Herleitung eines Scheibenelements sind die Vektdren.
bzw. Matrizen der Gleichungen{ 13) und ( 14) wie folgt ein-

zusetzen:
Kinematik:
CTT - _
€, 3, 0 U,
Jy =
aJdE
£ - Q u Ey =10 Oy 5 ( 15)
D, - Y _
7T b-on
Jny_ _Qy 9,_ __UL




Werkstoffgesetz:
—q._ ) 1 v 0- _e; |

og=:-F € o, | = T_E—v—; v ! 0 E, ( 16)
_Tu_‘ _0 0 %/4 i 7;,,J

Unter Verwendung des Werkstoffgesetzes,der Kinematik und der’
Verschiebungsansdtze (Kap. 3.4.1.) 18Bt sich das Volumenintegral 1
nach G1. ( 14) flr ein Element e wie folgt umformen:

e g:-;_)g wAd Q‘EE_ (Lftu\ g_T:.gT.ET)

b £ € dv

[ec"a av
v

' D'E D u dv

<&' <—

Unter der Vereinfachung D N =B erhdlt man schlieBlich fiir die
diskreten Knotenverschiebungen die Gleichung {md mo= Ny )
(‘Md L_A“‘ !‘. T)

Jo. D ED udv - [6,/8E 8 v av (wobed ( 18)
v A}

T

v 2 )

o

Die Matrix 8, gewonnen aus dem Matrizenprodukt DN, hat fir die

hier eingeflihrten Matrizen die Form
(Uyd ) () () (aga)  tag2) (ag3) (age)_

- 1-
(Ex(S\"Z) ) 'TTI T’; g' —_CZIZ. 0 O ;1 0 0
1- -
() 20 [0 |0 o -5 |5 |3 [F (19
Ik E |5t | Fn| o |_n
(3““.-7)) b b b a a a aJ

Wie aus Gleichung*( 17) und { 18) ersicht]ich,gﬂtA fir die
Elementspannungen die Beziehung:

o=EFEe=EBV. ( 20)
‘G»\? du D“""“’SQA 5\\#

€3y



B.1.3  Bildung der Elementsteifigkeitsmatrix

Die Elementsteifigkeitsmatrix wird aus der Auswertung des
Integrals I gewonnen. Fir das Scheibenproblem muB zuerst das
Volumenintegral in ein Flachenintegral umgewandelt werden.
Unter Verwendung von

dvV = t-dfA = t-dx-dy = t-a-b-dg . dn ( 21)

i

fiir Elemente mit konstanter Dicke t kann Gleichung ( 1§)
Uberflhrt werden in:

71
6vrabtJfB’7§§d§dng ( 22)
0

)

Steifigkeitsmatrix k

Nach Ausfiihrung der Matrizenmultiplikation BT E 8 und der an-
schlieBenden Integration erhdlt man als Ergebnis die Tokale
Elementsteifigkeitsmatrix k mit den Abkirzungen o = % und

B = §. Die Steifigkeitsmatrix ist auf der nichsten Seite

als Gleichuny ( 23) aufgefiihrt.

Die Koeffizienten der Steifigkeitsmatrix -sind so ange-

ordnet, daB in den erstenvier Spalten die Anteile der u- Ver-
schiebungen, in den restlichen die v- Verschiebungen stehen.
Fiir den computerorientierten Rechenablauf ist es gilnstiger,

die Matrix knotenweise aufzubauen.

Die Integration kann fir das Beispiel wegen der gegebenen
rechteckigen Geometrie des Elements in geschlossener Form
erfolgen. Fir Elemente mit beliebiger viereckiger Gestalt, bzw.
mit mehr Freiheitsgraden, z.B. durch die Einflhrung weiterer
Knoten auf den R&ndern, ist eine numerische Integration zu

empfehlen.
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J.1.4

i0

Bildung des Lastvektors p

Die Berechnung der Lastspalte erfolgt fir vorgegebene Randlasten
durch die Auswertung des Integrals IIl der Gleichung ( -14)
Wie im Kapite1_6;1_2 erlautert, werden die Randlasten - als eine
Moglichkeit des Vorgehens - einem der angrenzenden Elemente
zugeordnet. Dadurch kann die Integration elementweise ausge-

fihrt werden.

.Allgemein gilt fir ein Element die Beziehung (ohne Element-

index e geschrieben):

—_ *_nob(r(\dd\u\-:lc&*ufs dus
6_VTE = él’rfﬂré d0 e [lameats ( 24)

Durch die Verwendung von E£inheitszustanden fir die Knotenver-
schiebungen sind die durch GI. ( 24) wiedergegebenen Gleichungen z.T.
entkoppelt. Arbeiten konnen nur von Randlasten mit den Verschie-
bungen Yy der Knoten geleistet werden, die den jeweiligen Rand
begrenzen. Auferdem lassen sich die Anteile der x- und y-
Richtung getrennt berechnen. Der Lastvektor eines Elements
ergibt sich dann aus der Summe der Einzelergebnisse aller
belasteten R&nder.

Die Berechnung wird exemplarisch fUr einen Rand durchgefihrt.

Auf dem durch die Knoten (:) und (:) begrenzten Elementrand
greift eine Streckenlast in y- Richtung an.

] k)
94 93 P3g = a(n)

NG ©

| —

Xs§
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Fiir den Verlauf der Randlast kann hier direkt ein diskreter
Ansatz gewdhlt werden., Mit den Ordinaten der Last in den Knoten

erhalt man:

i _ . 7
%;;:Npﬂ"lg"-;][;] ( 25)

/]
Aus der Gleichung { '25) sind nur die Anteile erforderlich, die
den betrachteten Rand, bzw. die Knoten (:) und C) betreffen.

In der Matrix N der Verschiebungen ist n = 1 zu setzen (n3=nu=11
- ’ vg). (1)
r = r 4 —
( v f)y,u (6¥cyj.— AN dga)y_?‘ ‘ ( 26)
ol sto w1 TLE |re q,
Y4 0 ‘
N /
—Py34
Die Auswertung des Integrals ergibt:
-Z J _
3 q
y3 | . 5 6 a 3 ( 27)

s |
i ’,SW é 3l 64

Entsprechend erhdlt .man die Beziehung fiir den Teillastvektor

Ey12 sowie fir eine Belastung der Rander in x-Richtung.



3.1.5

12

Gesamtsteifigkeitsmatrix

Im folgenden werden die einzelnen Berechnungsschritte dargestellt
und parallel dazu am Beispiel des Programms CAL die programmtech-
nischen Bearbejtungspunkte verfolgt. Die Problemstellung sowie die
Knoten- und Elementnumerierungen sind in Bild .1 angegeben. Da fir
das gewahlte Beispiel lokale (elementbezogene) und globale Verschie-
bungen und Belastungen Ubereinstimmen, entfdllt die sonst erforder-
liche Transformation der Elementmatrizen und Lastspalten. Fiir die
Berechnung sind folgende Daten erforderlich:

a=b=1.00m
Abmessungen:
«=2_g-28_19
a b ’
‘ t=0,20m
Materialdaten: E = 3.0-107 kN/mz
v=10.0

Die §cheibensteifigkeit ergibt sich daraus zu

E'= ?%%§j327 - 2.5-10° kN/m
Mit den vorgegebenen Abmessungen und der gewdahlten Netzeinteilung von
Bild 1 sind die Koordinaten (xi, yi) samtlicher Knotenpunkte bestimmt,
Die Koordinaten sowie die Matgria]daten werden zur Ermittlung der
Elementsteifigkeitsmatrizen 5} benttigt und milssen zur elektronischen
Berechnung in entsprechenden Fe]dernlbereitgestel1t werden.

CAL :

NODES XYZ NK=9
1 X=0 Y=0 Z=0
2 X=1

—

PROPS PLANE SMAT NM-=1
1 E=3,0E7 NU=.0 T=.20 M=0
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Die vier Steifigkeitsmatrizen missen entsprechend der Anordnung der
zugehorigen Elemente im System zur Gesamtsteifigkeitsmatrix Uberlagert
werden. Die hier gewghlte Form der Bildung des Gleichungssystems st

dadurch gekennzeichnet, daB:

a) die Bandbreite des Gleichungssystem nicht ausgenltzt wird, und
b} die geometrischen Randbedingungen als vorgegebene GrdBen nicht im
Gleichungssystem enthalten sind.

Zur Steuerung der Oberlagerung sind zwei Inzidenzmatrizen, INZ1 und
INZ22, erforderlich. '

In der ersten Matrix, INZ1, erfolgt die Zuordnung der globalen Freiheits-

| grade (hier: unbekannte Knotenverschiebungén) zu den Systemknotenpunkten.
Diese Information ist erforderlich, da die vorgegebenen Randbedingungen im
Zu erstellenden Gesamtgleichungssystem nicht enthaiten sein sollen. Dadurch
ist die Zah! der Unbekannten an den einzelnen Knoten unterschiedlich. ‘In
der Matrix werden die Freiwerte knotenweise durchnumeriert. Die Rand-
bedingungen werden nicht mitgezdhlt; um sie zu kennzeichnen, wird hier

eine Null gesetzt.

{ u v ) globale Knoten-

nummer:

1] o B
2 | 3 2
0 | 4 3
5 | 6 4

ﬂ:

7| 8 5
0| 9 6
10 | 11 7
12 | 13 g8
|0 14 | | 9 |

Tafel 1: Fortlaufende Numerierung der Freiwerte entsprechend
der Reihenfolge der §1oba1en Knotennummern



Eingabe der-1. Inzidenztafel (Tafel 1) in CAL:

CAL:

BOUND RANDB

1100000 : Jede "1" in diesem Feld wird in

2110 . .
000 _ eine Gleichungsnumner umgewandelt.

u)( uy uz ‘Px 9y ?z

Erlduterung: O : fest
1 : frel

Die Matrix INZ2 enthdlt die geometrische Anordnung (Topologie) der
einzelnen Elemente im Gesamtsystem. Ihre Lage ist durch die 4 globalen
Elementknotennummern festgelegt, deren Reihenfolge im negativen Uhr- .
zeigerdrehsinn verlduft. (vgl. Tafel )

globale Knotennummern: Element CAL:
{kl ky kg kg ] ' PLANE SCHEIB XYZ RANDB}
B T, SMAT IR=2 [S=2
1 e 5 4 1 1 K=1 2 5 4 M=l
INZ2 =
4|5 |8 |7 3
5 6 9 8 4

Tafel 2 :Globale Knotennummern der Elemente

Aus den Eingabedaten von Tafel 2 werden unter Zuhilfenahme der
Knotenkoordinaten und der Materialdaten die Elementmatrizen gebildet.

Bei knotenweiser Anordnung der Elementverschiebungen und der Ein-

fuihrung der Bezeichnungen

u=1u
X

vV=u
y

erhdlt man nach G1.( 23) die Elementsteifigkeitsmatrix K, die
hier fiur alle vier Elemente identisch ist:
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12 3|-6 -3|-6 -3|/0 3° v

3 12| 3 0|-3 <6|-3 -6 vy

6 3|12 -3|0 -3|-6 3 U,

3 0|-3 12|33 6|3 -6 v,
£ v8 = k¥ vE- R = ( 29)
- - = = 6 -3| 0 3|12 3|6 -3 Uy .

3 -6 |-3 -6|3 123 0 vy

0 -3|-6 3]|-6 3|12 -3 u

i 3 6|3 -6|-3 of-3 12 | V4

Durch den Inhalt der Inzidenzmatrizen ist der Ort der Koeffizienten der
Elementsteifigkeitsmatrizen im Gesamtg]eichundssystem festgelegt,

Die Anordnung der Koeffizienten eines Elements im Gleichungssystem wird
hier fir das Element 2 gezeigt. Der einzelne Wert ist dabei durch 4
Indizes gekennzeichnet. Die hochgestel1fen Zahlen geben die Stellung in
der Elementmatrix, die tiefgestellten die Stellung im globalen Gleichungs-
system an, jeweils in der Reihenfolge Zeile/Spalte

k;% : K = Koeffizient der Elementmatrix
i, J = Zeile/Spalte der Elementmatrix
n, m = Zeile/Spalte im Gleichungssystem (Gleichungsnummern)

Ober den laufenden lokalen Knotenmindix (K1 bis K4) findet man in Tafe) 2
die globale Knotennummer und weiter in Tafel 1 die globalen Freiverte,

| | In Bild 3 ist der Einbau des Ele-
ments 2 im Gesamtgleichungssystem dargestellt. Die Oberlagerung aller
Elemente erfolgt additiv:

iJ
Kim <= Kom * Kom

Bild 4 zeigt die Gesamtsteifiokeitsmatrix K fiir das gegebene Beispiel



Element @
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INZ2 K1 K2 K3 K4 Elementknoten
INZ1 2 . 3 0 6l ;5 Systemknoten
anLl , | :
2 ;3 L 4 . 3 7 . 8 Gleichungsnummern
11,12 14 6 .17 [.18
2 k22 k23 k24 l(129 k2'7 kze
K1 |2 ——
21 |, 22 24 26 27 |,.28 NP X
3 1ky; K53 K34 k3o [¥37 |¥3e € ahdw
i Koe{li 2itaken  om-
0 6"%!‘\.&‘ et A
K2 13-- : Ge-
PRRECIR IV (44 W46 |47 | 48 Balreg & dv
42 |43 44 49 | 47 |48 Som skl
0 Potrn  \iekera )
K3. 16 —~ :
61 |,62 64 66 67 | 68
9 k92 k93 k94 k99 k97 kge
7 71 72 74 76 77 |,78
Kqg |5 _ _ k77 k'n k7 kvg k77 k‘)ﬂ
B1 | 82 84 B6 87 (.88
8 kez ka3 ks4 k89 ka') ksa
Gleichungsnummern
— 9
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1
11 12 14 17 |18 [ 16
2 kzz k2:4 k24 k27 kze k29
21 [, 22 24 27 |28 |_.26
3 k32 k33 k31;» |'(37 k39 l'(:49
41 | 42 44 47 (|, 48 |, 46
4 k42 k43 k44 k47 k4s k49
5
6
71 (.72 4. 77 |78 [,76
7 k72 k73 }?74 k'n k7&; k79
81 | 82 84 87 88 [, 86
8 kaz kaa k84 k87 kaa k89
61 [, 62 64 67 | 68 [,66
9 k92 k93 k94 k97 kge k99
10
UsSW. -
14
Bild 3 Einbau des Elements 2 indie Gesamtsteifigkeitsmatrix

{Suamm qh'q: uwer dov cwhl'dll\
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. = 57 {8
wio: O @B @ B g 5
GeNn: 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 11 12 13 14
1] 12| -6/ -3 o | 3 |-6 | -3
N\
2| -6 26| 0 |-3/-6 | 3| ol ol -3 N
3| <3| ol28| o3 |-61 0 |-12] -6 ™
AN
BN
4 3 o | 12 3| -6 | -6
AN
5| 0 | -6| 3 24| 0 |-12 | © o | 3| -6-3 |
6 | 3 3| -6 0o |22 |0 0 23 | -6 | -3|-6
7 |-6 ol o| 3|-12( 0 |48 | olo |-6| 3| ol o |-3
8 |-3 ol-12| <6 |0 (0| o |4 | 0| 3 |-6]| 0|-12]-6
9 -3 | -6| -6 0| o 24 30-6 | -6
10 0 |-3 | -6 | 3 12 | -3 | -6 3
\
11 3 |-6 | 3| -6 3 12| -3 0
12 6 |-3 | o 0| 3 |-6|-3|24|0] 3
13 | 3 |-6 | ol-121-6 | 3] o] o0l2a | o
14 ~3 | -6 |-6 3| o |12
CAL:

ADDSF , GSTEIF
Bilden der Gesamteteifigkeits-
matrix mit Namen GSTEIF.

Bild 4 Gesamtsteifigkeitsmatrix K




B.1.6 Lastvektor P am Gesamtsystem

Als Belastung der zu untersuchenden Scheibe ist eine linear-verinderliche
Streckenlast des oberen Randes vorgegeben.(Bild 5 ).

9%
a=l0m
7 9 7 q,= 100 BN'/m'

y
L_"@ 9
| a a

| J.

—

Bild 5 Belastung am Gesamtsystem

Unter Verwendung derGleichung( 27) werden zuerst die Lastvektoren der Elemente
(8] und [@ ermittelt. Entsprechend den Steifigkeitsmatrizen sind auch die
Koeffizienten der Lastvektoren knotenweise anzuordnen.

Elementlastvektoren fiir das Element (8] (hochgestellter Index): |

A k! K2 K3 k4
e -{p ' pp P b P P "

- X 'y x 'y x 'y x 'y (. 30a)
53 1 1 13 a-qqg

Pefo 0o 0 0 0 3 0 ¢} 5 ( 30b)
4 5 2 14 2%

FPefo o 0 0 0 5 0 35 52 gy

Der globale Lastvektor des Gesamtsystems kann analog zur Bildung der Gesamt-
steifigkeitsmatrix (vgl. Kap.3.1.5) aus den Elementlastvektoren aufgésteﬂt
werden. Eine Oberlagerung der Belastung ist fur die globalen Knoten 7, 8
und 9, jeweils in y-Richtung, vorzunehmen. Aus der Tafel 4 erhdlt man
Uber die entsprechende Unbekan:\te u_y die gesuchte Gleichungsnummern der

Lastkomponenten im Lastvektor P.
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Element 3:
- { 31)
K4 = 7 P11 = By7
lokaler globaler globaler
Elementknoten Freiwert
(Tafel 2) (Tafel .1)
Etement 4:
K3 = 9 P14- = ?yg
5 _ ( 32)
K4 = 8 13 = ?ya

Damit ergibt sich der Gesamtlastvektor zu:

1 2 3456 7 89 10 11 12 13 14

P=-fooocooo0o0000 § o1 2]ik

_ 50 250
=={0 000000000 % 0 5 5=} ki

CAL:

LOADS PLAST RANDB NIL=I]
7 LC=f P=-0 -8.333330
8 LC=1 P=0 -50 0
9 LC=1 P=0 -41.66666 0

Erlduterung:
1OADS: Bilden des Gesamtlastvektors mit Namen PLAST
(nur Einzellasten méglich)
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8.1.7  Knotenverformungen des Gesamtsystems

Dié globalen Knotenverformungen {Verschiebungen und Verdrehungen) erhalt man

aus der Beziehung
Kv=»9 ( 33)

Mechanisch gesehen stellen die einzelnen Gleichungen die Gleichgewichts-
bedingungen an den Knoten dar. Durch ihre Lﬁéung werden das Gleichgewicht
und die statischen Randbedingungen flir das Gesamttragwerk im bestmtglichen
Sinne approximiert, und zwar beziiglich der gewdhlten (kinematisch zuldssi-
gen) Ansidtze und der Berechnungsmethode (hier: WeggroBenverfahren).

Die Steifigkeitsmatrix K ist symmetrisch und positiv definit (vgl. dazu:
Gl. ( 17) und ( 18). . Es kdnnen somit Losungsalgorithmen verwendet.
werden, die diese Eigenschaft ausnutzen {z.B. Verfahren nach Cholesky, GauB).
AuBerdem kann eine normalerweise gegebene Bandstruktur des Gleichungs-
systems, die von der Reihenfolge der globalen Knotennummern/-freijwerte
abhangt, beriicksichtigt werden. Bei Bandigsern ist zur Berechnung von
Gleichung { 33)nurein Teil der Matrix K erforderlich (vgl.®ild6 )

halbe Bandbreite MBAND . MBAND

Pt
I .
nggig_‘> : Spalte
K = BK = |
» ' Matrizengestalt
: [ durch erganzen-

-
Hauptdiagonale
Bild g : Gleichungssystem mit Bandatruktur K und Bandmatrix BK

Die Bestimmung von MBAND erfolgt elementweise mit Tafel 3 aus der maxi-
malen Differenz der Gleichungsnummern plus eins. Fiir das Beispiel erhalt
man dje groBte Bandbreite am Element 3 zwischen u, am Knoten K1 und uy

am Knoten K3:

MBAND =13 - 5 + 1 = 9

AR

u, bei K3 u bef KI Hauptdiagonalkoeffizient
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- Die Berechnung des Beispiels erfolgtr mit dem Programm CAL. Die LGsung
des Gleichungssystems steht in Tafel 4,

Tafel 4 :Knotenverschiebungen
Knoten- ,
nummer Uy Uy
CAL:
1 -0.3976E-4 0.0
DUP PLAST VGES
3 0.0 -0.8754E-4
Erliuterung:
4 0.4568E-5 | -0.3287E-4 VGES = PLAST <~ E
GSTEIF <= K
5 0.1913E-5 | -0.7037E-4 Losung X => VGES
6 0.0 -0.9028e-4\ \__ __ __ _ _ _ _ _
7 0.3062E-4 | -0.425%E-4 DISPL VGES RANDB
8 02309E'4 ;0.7757E-4 ku-geben der Vernchlcbuug.rw
9 0.0 -0.9951E-4
Im Bild 7 ist das unverformte und verformte System dargestellt.
7 g 91(1[
1r\d)
4 5 A
l.-H_“_m————ﬁ.
18 2 3

Bild 7 : Verformungsfigur
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+

3.1.8 Berechnung der §pannungen

Die Spannungen konnen nur unter Yerwendung des Werkstoffgesetzes berechnet
werden. Auf Elementebene gilt nach Gleichung (. 20)

o =E ¢ =E B ' ( 34)

Der Vektor v enthdlt alle Knotenverschiebungen eines Elements e, also auch

die Randbedingungen und vorgegebene Verschiebungen Vj

Aus der Matrix B, Gleichung ( 1g), ist ersichtlich, daB bei dem gewdhlten
Ansatz N, filr die Verschiebungen der Dehnungsverlauf e(x,y) = e(g,n) durch
finf unabhdngige Werte festgelegt ist.

Die Starrkdrperanteile des Verschiebungsansatzes gehen nicht in dije

Rechnung ein. Die Dehnung €, ist in x-Richtung Konstant und in y-Richtung
linear verdnderlich.

Die Berechnung der Spannungen erfolgt ebenfalls mit dem Programm CAL
Jeweils fiir die Elementmitte: é{ = 0,5 und n; = 0,5.

Die entsprechende Beziehung fir ¢ lautet dann bei knotemweiser Anordnung
der Verschiebungen:

e=Bv

u
e | = 0,5 -0,5 0,5 0,5/ 2 ( 35)

[ v
Die Hauptspannungen werden bezogen auf das lokale Koordinatensystem der

E1ementé. Sie sind in Tafel . % zusammengestellt und fm Bild 8 dargestellt.

CAL: )
FORCE SCHEIB VGES SPANN

Bearechnung und Ausgabe der Element-

spannungen cxx cl'yy ny
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Tafel &: Hauptspannungen in Elementmitte

Element o ~MAX o-MIN Winkel
1 0.2522E+3 | -0.5753E+3| -20.28
2 0.3820E+3 | -0.3106E+2 | - 7.47
3 -0.7267E+1 | -0.3992E+3 | -37.54
4 -D.1427E+3 | -0.4786E+3| -56.27

N :0.0

q = Aco RN Im
0
\ ) l __]__
€= 3@0““’"\1

/ t= O‘ZOM
MO &
\ .

/

\ \2\ Ao m

/

Aom A

Bild 8: Hauptspannungen

3

X
b
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B2. Verhalten der numerischen Losungen

xaX H3ILSAS STILHNGIYIAA aax IISSIAEBNIBIIHIS anx
4v¥3-1v2

Aaa JZZIASHILSAS wax 1I1JSIIENIEIIHIS aax

3Y¥3-1v¥3
X
A

F T
Z 12

5 y
ks £

] L

iLx3L "N38
*IWVYN N19207

Wwizyeo

"WNLVO

*L13Z4HN 68770, 01

axx {5V '1830N3V83¢ HYINIT ¥3LNN JEL3HIS N31dSI3IB amx
92:758+1
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‘3.3 Ubersicht: Scheibenelemente

-.}4_1 -

@

2 an HZEZ n2£3

3 ﬂ3£ HSEZ n3£3

|
FreiwerteAnzahl Ansatz (Schema)
Element Je | Je Bemerkungen
Knoten |Element (fdr ux und u.'r')
[
; 1| ¢
u | 6
| n
| 1| g | &
/\ | LSsT
/. o\ u uy :12 n|n¢g
o | T
|
u u' ! 8 1 3
X Y I
| n|ng
I
|
e | 6 »
| 1| ¢ | &
Ux UY
T ' :(13) n(nglné
Sl
T ' | PefPE
L l[ o .
¥ ——e— | £ 52 53
; ‘ |
o v, u 26 ng |ng? [ngd
q q Y |
- | 2 | n2¢| &
- T | 3 1135
L
1
o—o— | E|eg?|¢gd
[ 0O 0 | 2 3
“ u 37 nkEnegyng
¢ © o ¢ X Yy |
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4. FINITE-ELEMENT-METHODE FUR PLATTEN PROBLEME

4.1 Vierknoten-Rechteckelement mif Schubverzerrungen
(SRI-Element : shear reduced integration)

-+
-+

normierte Koordinaten:

+ x,E
1 2
| FEPRE

b y:n
' ) ; Ldngenverhdltnisse:
J— b a
=3+ b=y
(analog rechteckigern Schejbenelement
mit blinearem Ansatz)
Knotenfreiheitsgrade ;
V= {w, wo wo Wl 0k o 0, ot o o' o )
- 172 73 74,71 "x2 "x3 Vx4 | "yl “y2 %y3 Vy4
— A I
bilinearer Ansatz:
p— -_ p— 1
Oy Y Ny Ny Ny Ny, 8
$
E = (p =
y 0 g Ny Ny Ny Ny |y

Ny = (1-E)(1-m) | w G N(R) v |

Ny = E(1-m)
\ (s. auch Scheibenelement)
3 En vgl. Gll.;t\'\k'\j (1AY in Kapdhd 6 .44
N = -
P n(1-E)
virtuelle innere Arbeit: (vt \epiddl S.2)
_ T _ T . T
5wi—jc5§ _E_QdA*JBE EBﬁdAw“Jél Ey X dA
A A
\ v Vg [N ~— /
I ) 11

I ergibt Steifigkeitsmatrix aus Bilegung kg

II ergibt Steifigkeitsmatrix aus Querkraftverformung EQ
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I) Steifigkeitsanteil aus Bie
Kinematik :
W ax (0] |
H =] u o) p: * = A
2K 0 p) ¥
y x [| %y

| XY
Operatormatrix D wie Operatormatrix D der Scheibe
vgl. Umdruck zu Kapitel 3.2 )

Werkstoffgesetz :  (vet. aphd 3.3)
allgemein : s = E¢ e Veraldiche
Platte (skn Sdubuerrumamses) Scheibe (ebener Spamungstechand)
O,eT, =T, = (4}
m, 1 v 0| X n, 1 v 0 €,
m |-Bl¥ ?» © x, n, |=D| v ! 0 €,
m,, 0 o L¥||x, n, o o L %,
3 o EB- £ s s E o 2 )
, .
Plettenste{figkeit: B = ﬂf—,' Dehnsteffigkeft: D= Tf'—v,
! ) =2 23
virtuelle Arbeiten : “
Platte Scheibe
JW1=I53_T§BZ¢_¢3A tJb_s_ngdA
A A
£3 f T T
=ﬁf6(§g2) E D o dA =t[6(Du) E D u dA
A A
i u =
u
wY Y
=== Steifigkeitsmatrix fir —> Steifigkeitsmatrix fiir
den Blegeanteil k, die Scheibe k_ (wl. Wbung)
- £
—B 12 =s
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oSy WIIBIU iU JUIWI]ILAQIYIS SATD0I1Yd23 [da

ﬂa.cuv‘ ]

gJa
(A =(JRy-|(A-1)07*

ur go
(A~{nZ-|(A=-¢{)nZ¢| (A-1]n Y cumtjEEAu

dr- ge- e
(A-1)RZP((A-1)RZ| (A~(p)-|(n 1)Dy*

g8- - gy [9F]

)I
(s tg-|tag-tg | (aesle | tagpg-|" hmq.v..
(ag-Ug-| (avoylg |(ag-)g | (A o1ic- (A-t)gze o..-cq?.
0g - rg

. (a=1)ge-| (A~1)g2-|(n -t
(aet)C |(AE-L)E-| (A*g)E~|(nE-1)E v v Q.

. . - -} 4 b3}

) N\AIN\ = - - - ¢ - »
O S By Rl L L
o7 07- ng- ng
0 ila|o|a

- B

d y ¥ y z,
ﬁ.us _ u$ unu -_9 “5 _ us ns hs us_ 0, h Z,, _ .\xg
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II) Steifigkeitsanteil avs Querkraftverformung :

Kinematik :
Yy 1 (0] ]
= ) 1 9
Y yz o
Querschnittsdrehwinkel ;

Drehwinkel der Plattenmittelflache
= Neigung der Biegefliche w{x,y):

Schubverzerrung aus Querkraft :

‘D' *
X baw . D= -W,y ¥ Xxz
e | = x
%y By = Bty iy
w
1 =1
L aE' ay b an

vgl. Umdruck zu Kapitel 3.2

@x O Yo I x
Zw
Werkstoffgesetz :
q, Gt 1 © X2z
g = o = --—-1'2 o ] = E-Q 1
y yz

virtuelle Arbeit

&w; @
A A
T
[sto, L w7 By D
A
' T
ko =[BT Eg R
A
mit B =

Version vom 30.01.1991

H us&-auscl\sd"f-
ol.o2. 4231
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LJuoTaeabajur 8aT3IHIATIS.,

® IpF 93xd-"2Ba3uI § O
28, I3 93Yg-"IbajzuI Z x

2%\ ap3 e3Nd-+xba3uUI 7 +

a1jejueqnyss I3p L uoyaeabajur ajaavznpay,

0 + 0 u IABXI,,
Wik
X x
zK
0 + 0

UyofleIbajul SYDSTIsUMmN

% I3 "INd-"2Ibs3uUI p O
A 1Z*% ap3 cx3a--xbaquI | +

X' -—

1 I o _ [ !
_|£w-:w L3} (U-1)F [ (U=1) (31 | o Jaz@=11 a/30 a/3 -ra/ia-1)-
_. o _pom.\.:" U3 H(U-1)F (U=L) (31 | B/Le 1 B/G TR/ (L) B/ (Um) -
. ! | _ . |
ARg ¥ < ] -
[ — ﬁ g 3 1 L 7 0
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Plattenelenente .
Freiwerte‘hnzahl .
Element Je { je Ansaty (Schema)” Bemerkungen
Knoten Illement
—
oW I 1 |¢ B2 g Der innere Knoten
Ow v I 9 n Intln e (Sehwarpunkt) wird
'x 'y | durch Xondensation
' |(10) ? [rPE eliminiert
I »
| - (i Rpalocma Elnanl )
ow 1| € 2| e|e
X ow, U'Ylls n [ng|n&neg
7 .
v, 7 [we|ee
- L LS
b
|
.l.
) : e | eeefe]] e et
. W, . (vl Ritham /8eh)
e Y | aa|ln [ngnénehng 8l
\ | = Y i |Fg] e de
W,
xy ‘ v ng|né
~ cw'
n | g
. | 5
. |'
]
w | 1 le || e
. (vgl. SRI-Elomant
" “ | 122 (|5 |nelnfng bo @mearvm Antab)
' Ty | ? | e
| rP rP( . (n'lcﬂ" Bondocmes E,lu-‘_nl)!
8 v ; e | glé
Voo Wi |26 || " |nEln Bng (va?. Schafer)
v, BN (EIEREELT:
o xy
| r | g rre
]




Technische Unmiversitat Manchen Lehrstuhl far Statik o.Prol.Dr.-Ing.W.Wunderlich
FEM 5. Erganzende Kapitel Seile 1

5. ERGANZENDE KAPITEL

5.1 Interpolation (Wahl von Ansatzfunktionen)

Bei der Aufstellung von Finite-Element-Modellen werden die iiber
das Element verlaufenden Funktionen der Verschiebungen oder
Spannungen durch gewdhlte Ansatze bereichsweise angendhert.

Da man bei der FEM mit Knotengr&B8en operiert, stellt man den
jeweiligen Funktionsverlauf durch diskrete Werte an ausgezeichne-
ten Khotenpunkten des Elementes dar. Diese Funktionen, die den
Verlauf einer ZustandsgrdfBe in Abhdngigkeit von Knotengrdfen dar-
stellen, nennt man InterpolationsfunktionenN . Anschaulich sing

sie z.B. als Einheitsverschiebung iiber das Element zu deuten.

Am Knoten i : N.(E., n,) =1,

it=i i
am Knoten j#i: N.(E., n.) = O.
37 i EJ 5
Beispiel: Durchbiegung w W10, Wy 0,

——

‘Ill ! / 2
__,,///j; {x}=Cinheitsver-

schiebung

[ N1 w‘l +N2 C'l +N3 w2 +N4 ]

2 ke

]

An die Interpolationsfunktionen werden folgende Forderungen gestellt:

1. Die Funktion muB bis zum Grad (m-1) stetig differenzierbar sein.
Debei bLedeutet m die hbOchste Ableitung, die im Veariationsprinzip
auftritt. Ebenso muB auf den Riandern die Ableitung von der
OCrdnung m-1 stetig sein. Erfilillt werden diese Bedingungen z.B.

durch vollstdndige Polynome des Grades m.

2. Der Ansatz muB in der Lage sein, Starrkdrperverschiebungen

richtig wiederzugeben.

3. Die gewahlten Funktionen sollten von so hoher Ordnung sein,
dafl der Verlauf der Spannungen bzw. Dehnungen wenigstens

konstant angendhert wird.

4. Der Ansatz mubB vollstindig sein, 4.h. alle Glieder der Polynome

bis 2ur Ordnung m missen vorhanden sein.

) . ) m n
5. Der Ansatz soll drehdinvariant sein, d.h. wenn Terme £ n

. . . n m
verwendet werden, dann missen auch die Terme £ n mitgenommen

werden.
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6. Der Ansatz muB linear unabhdngige Funktionen enthalten.
Oft ist die Drehinvarianz der Ansdtze wichtiger als die Voll-
stédndigkeit, z.B. bei Polynomansdtzen flr dreieckftrmige Elemente.
Dann missen die Ansétze‘*i zumindest linear unabhdngiqg sein, d.h.
es mQB gelten:
ﬁ a; Ni # O wobei nicht alle a; Null sein diirfen

7. Die Anzahl der Terme sollte durch die Anzahl der Knoten teilbar

sein.

Diese Bedingungen kdnnen nicht immer befriedigt werden, bzw. werden
bewuit verletzt, um eine einfachere Formulierung zu erhalten. Es
besteht dann jedoch die MOglichkeit, daB die Ldsung nicht mehr gegen

den richtigen Wert konvergiert.

5.7.1 Polynomansstze

Die einfachste Methode, Interpolationsfunktionen zu entwickeln, 1st
durch die Wahl eines Polynomansatzes gegeben. Im weiteren wirgd

das Vorgehen anhand von Ansdtzen fiir WeggroB8en veranschaulicht.

Do onzley faornn fivoagle Vercoilermg w(t)
v o= u1-+u2 £ +u3 g -+u4 E- + .....
Ko
mit ‘
3
Ne= (7 e g2 e’ ... )
Y4
=0 U; generalisierte Parameter (Freiwerte)

2 ‘ i

Die Anzahl n der generalisierten Freiwerte a entspricht in der

Regel der Anzahl aller Knotenfreiheitsgrade.
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FEM

Die generalisierten Freiwerte u besitzen keine mechanische Bedeutung.

Deshalb werden sie durch die Knotengr&Gen vy als neuve, mechanisch’

sinnvolle Unbekannte ersetzt
v="H

Die Matrix H erh&lt man, indem die Polynome an den Knoten ausge-

cH

wertet werden. Es ergeben sich so viele Gleichungen, wie Freiheits-
grade (unbekannte Knotengrdfien) vorhanden sind. Somit ist & von der

Gr&éBe (nXn) und mit diskreten Werten belegt.
s=Hlv =Gy

Einsetzen in die Ansatzfunktion ergibt:
u = t‘iqu v = N v mit ﬂ(E,n) =N_MH—1 = BKQ

In dieser Gleichung erkennt man die Kcpplung zwischen der Verschiebunc

u und einzelnen Knotengr&fien vi, also ist!ﬁ unsere gesuchte Inter-

polationsfunktion.

Beispiel: Fachwerkstab
V2

:
s Sy £-31
- 2 E=|o0, 1]
4 1 -

- n =2
u
-2 ~ _ 1] ~
u=upiu, £ =1 E]L = Nag
42
. . u = = . o
E=0 E=1 (E=0) ~ "x1 Thy +oru,
F ' u u = 1°'G,+1°0
1 2 (E=1) X2 ) U2
v1 ) 1 6] u1 ) H G
v2 1 1 u2
1 (@) 1 v1
u=[1¢g] = [(1-€) E] =Ny v
-1 v2 v2
=H_1
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Das Beispiel zeigt, daB die Forderung nach der Darstellbarkeit
von Starrkdrperverschiebungen durch Polynome erfillt wird, die
konstante und lineare Terme enthalten. Der erforderliche Grad

eines Polynoms ist abhi&ngig von dex hdchsten bendtigten Ableitung.

Zwetdimensionaler Ansatz fiir Verschiebung u (£ n)

A ~ ~ 2 A
u = u, +u, £ +u n+u, E -+u5 En + .....

172 3
= N
: N = A
mit Nu= {1 E n .E ng ... )
a, |
R P

Die Vollstindigkeit eines Polynoms in 2zwei Variablen kann mittels

des Pascal'schen Dreiecks verdeutlicht werden:

konst. linmear quadrat. kubisch 4.Grades

/ / o “etzc.

3 4
210" 15N

a

Die Anzahl n der vorhandenen
Terme eines Polynoms vom Grad m
ermittelt man aus:

n = %(m-ﬂ) (m+2)

Analog wird fiir Polynome in Abhdngigkeit von drei Variablen cin

"Pascal 'scher Tetraeder entwickelt.
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5.1.2 Lagrange'sche Interpolaticn

Bei der Lagrange'schen Interpolation wird der Verlauf der Zustands-

groBen direkt in Abhédngigkeit von den Knotenfreiheitsgraden definiert

Lindimensionaler Fall in kartesischen Xoordiriaten:

m+ | .. )
u =1 N (E) Vl :N v fir m+ 1 Knoten:
l) i=1 1 2 i m  mtl
o D) Tk
Vi V2 Yy Y Vim+)

. _(E-E1) (E-Ep) .. . (E-E5_9) (E-E541) ... (E-ER+1)
mit N(E,) = — _C - -
i (€4 Ey)(E5-5,). - (-8, )(ﬁl §1+1 (8 )

1

An der Stelle E=Ei hat Ni(ﬁ) den Wert 1, an allen iibrigen Stitz-
stellen §=§k, k#i erhalt man den Wert O. Ni(g) reprdsentiert also

wieder die Einheitsverschiebungszustéande.

FUr recnteckioe ebene und prismatische Elemente sind die Interpola-

tionsfunktionen entsprechend zu erwelitern:

e lginersionagley Tgll o keritesicriey Koordisaien:

n=m-=2

Beispiel: ebenes Element:

= N N vy NN Vo NN vy
*“15“2&’4 NNy v +NeN, v

Ny N3y 7*“25’,“3:1"8*“35“3&’9

1
| 2=
I

Punkte fir biguadratischc
Form von N (E,n)

ViV Yy [Ny
u =[“1§ N2§}43§] Vi Vs Vg [Nonl T Eg RN

V2. Vs Y9 |[N3n
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Zweidimensionale Lagrange'sche Interpolationen enthalten das Polynom
vom Grad m vollstdndig, ebenso aber noch weitere Terme Bis zum Grad
2m. Da die Konvergenz des Veréahrens vom vollstdndigen Polynom mit
dem hochsten Grad bestimmt wird, ist es zweckmdfig, entsprechende
Terme zu eliminieren (z.B. Innenknoten), so daB8 die Interpolations-

funktionen nur von Eck- und Randpunkten abhingen.

Da es sinnvoll ist, bei Dreiecks— und Tetraederelementen homogene
Koordinaten zu verwenden, sollen die Interpolationsfunktionen auch

fir diese Fidlle angegeben werden.

Eindimensionaler Fall in homogenen Koordiraten:

Y

X = L1 x1 + L2 x2 r r {
1 i 2
= + B — —
1 L1 L2
X - -
L1 - x2-: und L2 - i -21
2 1 2 1

Im weiteren wird folgende Knotenbezeichnung verwendet:

z2.B.: m = 2 .0 1' ?

Damit ergibt sich fiur die Lagrange'sche Interpolationsfunktion
bei dguidisternter Unterteilung:

NA:mL1~_1+1_mL]~2+1‘mL]—3+1 -m]_‘]—i+1
1 { 2 3 i
i nL4 -3 +1
= (23Tl fir i 2 1
j=) J
=1 fir i =0

\Ji(Lz) analog

Wird mit p und g jeweils die Anzahl der Knoten bezeichnet, die
rechts bzw. links vom betrachteten Punkt liegen, so erhdlt man dic

vollstdndige Funktion zu:

Npqu1,L2) =NP(L]) Nq(Lz)
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Beispiel: p=2;9=0 g=p=1 p=0;g=2
20 11 02
£ X |
m=2 v =Ny, + N qugy #NG U0,
NO(L1) =1 NO(Lz) =1
Ng (L)) = 2L, N1(L2) =21,

N, (L) =L, (20,-1) Nz(L2)2=L2(2L1—1)

T A
Nog (LysLy) =N, (L) Ny (L) 1
=L, (2L, - 1) b
Noq Ly Ly) =Ny N (L) ;
= 4L, L, e
Ny (Ly o) =NG (LT N, (L) T

= - 1

y = L1(2L1—‘l)u20 + 4L1L u +L2(2L

ully, L 2 U1

2 IRy

Zwerdimensionaler Fall in homogenen Koordinaten:

Homogene DreiecksXoordinaten: Lineare Beziehung zu kartesischen

Koordinaten -
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Flidcheninhalt: A = % det 1

Aus obigem Gleichungssystem folgt:

_ 1 ,
L1-§K(a1-+b1x-+c1y) mit
L. == (a.+b.x+c.y)

2" 241875, 2Y
L =-l—(a +b.,x+ )
3 - 28183 T D3R T CyY

Xy Y

X2 Y

X3 Y3

81 T X¥3 T X3,
by =y; my3

C =X3 —X2

1

2yklisch weiter

Fuir Dreieckselemente werden dhnliche Interpolationsfunktionen

abgeleitet. Die Knotenbezeichnung wird folgendermaBen aufgebaut:

Es werden m dgquidistante Parallelen zu einer Seite des Dreiecks

gezogen und beil der Dreieckseite mit Null beginnend durchnumeriert.

z.B. fllr Seite 1

Geschieht dies fir jede Seite, so ergeben sich
die Knoten als Schnittpunkte der Parallelen und
Dreiecksseiten und die dreistelligen Knocten-

- pummern aus den entsprechenden Einzelziffern.
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N

Die Verwendung von Dreieckskoordinaten hat den Vorteil, daB sich
immer vollstdndige Polvnome des entsprechenden Grades als Inter-
polationsfunktionen ergeben. Analoges Vorgehen gilt flir Tetra-
ederelemente. Ein weiterer Vorteil bei der Herleitung der Stei-

figkeitsmatrizen ist, dal die Integrale geschlossen ausgewertet werde.

k&nnen:
a .,b _c _ a! b! c!
JI‘“I Ly b3 dF = 53 b+cs 07 F

F

5.1.3 Hermite'sche Interpolation

Die Hermite'sche Interpolation'berﬁcksichtigt zusdtzlich noch die
erste Ableitung an den‘StUtzstelleq, desweiteren kdnnen aber auch

hohere Ableitungen eingefilhrt werden. So bendtigt man z.B. be1

Biegeproblemen die Durchbiegung und die Verdrehung als Knotenfrei-

heitsgrade.
Der Ansatz lautet somit in allgemeiner Form:

Eindimensionaler Fall in kartesischen Koordinaten:

B ' " (m-1)
u —}41 v1;¥N2 ViaNg Vi e vy

’ , (m-1)
+N v, +Nm+2 v, +... +}42m v,

m+1
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Fiir die 2m Interpolationsfunktionen Ni wird ein Polynomansatz vom
Grad 2m-1 (2m Koeffizienten) gemacht:

N. =32 +a

P (2m~1)
5 ] 2 E-+a3 E"+ ...+ a2m E

Wird die Verformung u oder eine entsprechende Ableitung als der
Einheitsverformungszustand eines bestimmten Freiheitsgrades v
konstruiert (u=Nivvi), S0 muBiJi den Wert 1 annehmen. Gleichzeitig
nimthi bei der Entwicklung nach den {ibrigen (2m-1) Freiheitsgraden
den Wert O an. Diese 2m Gleichungen bestimmen die Interpolations-

funktionen. Die Herleitung soll an einem Biegeelement als Beispiel

verdeutlicht werden.

4—\
‘”1/;>x,§ ) aw
« — 3 ©= "3 v
1 i 12
W, w E = X
{. L ._._._.._41.2 L

w(E) =N, w 4N, 0, +Ny wy +N, o,

Bestimmung vonﬁJ’:

—— 1 2
2 3 '
= £ =
N1 a;+ta, S+ay; £ +a, E 11; L.~///////”_
-
E:O N‘|=1 —> ]:a‘[
_ - _az
E =0 Nj =0 — 0=
£ =1 N1 = 0 —_— O'=.31+a2+a3+a4
Vo =1
E =1 N1 = 0 — 0 = L(a2-+2a3-+3a4)
a, = 1 a, = o) a3 = -3 a, = 2
2 3

Z
1l
1
w
m
+
N
m
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_ 1 2
o T
analog: N2 = -E L(E-1) -
1 2
—’(—
Ny = 38° - 28° \__’ !
| +
2 P
N, = “E“L(E-1)
1 2 .
W(E) = (1-387+ 287w, = E(E-1)7L o, + BE - 267wy - E (E-1)L o,

Zueidimensionaler Fall in kartesischen Koordinaten:

Ahnlich wie fir die Lagrange'sche Interpolation kann avch hier

die Erweiterung fiir Rechteckelemente vorgenommen werden. Der Ansatz

lauvtet dann:

R’1 Va1 Va4 Vng ﬁNm
\Y \% \Y \Y
_ 1 Ven1t Vea Vensa | [MNan | T
UM Nge N gl T T T - RN,
2 n2 3 Va3 | |Nan
N
v \Y \Y% Y 4
4 3 ng En2 €3 EnBJ N
v _ Bzv
n _ En 8% 9n
1 Freiheitsgrade je Knoten:
> v
v, = =
_ > V, Vo, V_, V £ 0§
g > E n En

Das zugehdrige Polynom.enthdlt 16 Terme und ist eine bi-kubische
Entwicklung, d.h, es entsteht durch die Multiplikation zweier

eindimensionaler kubischer Polynome.
Kubisch-Grad m Grad 2m

~ s

. 3
aE  agtn aggr‘/z" ay3En //

2 2 2.2 2 3
a4E 386 n alZE n alSE n

3 3 3 2 3.3 7
y{ng noa,Etn a]/En//
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Ansatzfunktionen verschiedener Elementfamilien
(aus: Hughes, Th.: The Finite Element Method. Prentice Hall, 1987)

Sy lomdy 0! qumtiemy men Scrondipity quadrilaterals )
£ L
¢ én '
¢ t'n ' n'
& €n &' n*
' (3] ' :
- n
Cn ™

L7ZZZZ LTI T
‘ - Ny
22 2 ST

Loy iy o oy ety e Lagrange quadrilaicrals |
(& "
(& & "’
. : s 'n & »
LI (3 t'n ' ' n
C'n ¢'n’ Oo’ &
il ' On t'n Lt
€n ('Y n 3
7 €'n’ €'
<—r‘) (‘n
' €a
2

Trangdes (inemal nodu
funcuoen included) |

¢ & n'




Technische Universitit Miinchen Lehrstuhl fiir Statik 0.Pro[.Dr.-Ing. W.Wunderlich
FEM 5.2 Erginzende Kapitel Seite 13

5.2  Numerische Integration

Die numerische Integration dient der niherungsweisen Berechnung
bestimmter Integrale. Da die exakte Integration der Ausdriicke fiir die
Elementsteifigkeitsmatrizen oft Schwierigkeiten aufwirft, wird hier
ein zweckmdfiges Verfahren zur numerischen Integration von Funktionen

einer oder mehrerer Variablen behandelt.

Gaul'sche Quadraturformel

Bel der“GauB'schen Integrationsmethode wird das Integral einer
gegebenen Funktion f£(E) als Linearkombination von diskreten Funktiors-
werten f(Ei) dargestellt. Dabei wurden die Stiitzstellen 51 aus der
Forderung bestimmt, daB ein Polynom von mdglichst hohem Grad m exakt
integriert wird. Bei n Stiltzstellen ist m = 2n-1.

+1 .
I =[f<§)dx=w1‘“’ £ +wi™ £(E,) + v Wi £(E ) +RIE)
-1

(n)
) W f(Ei)-+ R{f)

1

n et

Ei: Stitzstellen
n : gewdhlte Anzahl der Stiitzstellen

win): Gewichtskoeffizienten fiir n Stiitzstellen

R(f): Restglied

Dabei sind die Stiitzstellen Ei und die Koeffizienten win) symmetrisch

verteilt.
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GauB'sche Quadraturformeln
Figqur Pkt. Ei W Fehler
Y
a 0 2 1 g2y
—:l 1\ 3 Q
a i
Y a Y % 1
-1 1
1 > _ /1 1 (4)
b a £l b 3 1 135 £ (o)
3 5
a 3 ]
Yy
. 8
-1 Y ) b o 5 L ¢ 06)
¢ I —— 15750
"e b a & c - /}T\ e
5 9
y a 0.8B6113 63116.. 0.34785 48451..
b 0.33998 10436.. | O.65214 51549..
Lt e ]-0.33998 10436.. | 0.65214 51549.. | yragrct 0 @)
dc ba g4 |_5.86113 63116.. | 0.34785 4B451..
a 0.90617 98459.. | 0.23692 68B851..
y b 0.53846 93101.. 0.47862 86705..
128
o [ . c 0 35¢ 1 9f(10)
S d cb apl d |-0.53846 93101.. | 0.47862 86705. 1.2377-10
-0.90617 98459.. 0.23692 68851..
Die Niherungsformel kann auf Integrale iUber rechteckige Bereiche
oder rechteckig begrenzte Volumen (bertragen werden:
+1 +1 i
m n
f ff(E.n)dE én =jfl 121 Wio¥y £(E /y) . .
-1 -1 n
. _1 L v 1
) £
4141 #1 -1 n s m s 3

I f JE(E,n.i)dE an df =

-1 -1-1

e~
g
™~

k
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Integrationsformel Uber Dreiecksbereiche:

1 (1-1y) #
I = J [f(L.l,Lz,LB)dL.I sz:kZ:1 Wi £(Lqy LoDy
(0] .

(o]

. Filir dieses Integral existiert auch eine geschlossene Integrationsformel.

a . b _ al!b! a_b _c _ a'blc!
IL1 Ly ds = 755+ 171 ¢ [L1 LyLydA = m3prcr2)?®
1 A

Numerische Integrationsformeln filr Dreiecke

Grad Figur Pkt. izgigglr(\z’;e'n Gewichte Fehlex
Linear % a % %i % 1 R = 0(h?)
1 1 1
a 20 31 0 3
1 1 1
Quadra- b 0. 5+ 3 3 R==O(h3)
tisch 1 o 1 1
¢ 20 P 3 3
a 11 1 27
3’ 3’ 3 60
1 1
b _2_0 5[ 0
1 1 8 _ 4
Kubisch C o, 315 %0 R=0(h")
1 1
ad 31003
e 1, 0, O } 3
f o, 1, 0O —-—
g 0, 0, 1 60
. T 1 1
a ‘3'_' j, 3 0-225
b’ 0-1161'51
C 81_-0.1,81 0.13239415 6
5. Grades e ayiBy.8,
f 62'u2'6 0.12593918
2
g 6216210-2
mit

a, =0.05971587
B1 =0.47014206

o, =0.79742699

B, =0.10128651
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Integrationsformel iiber Tetraederbereiche

1]

0

N~

(1-L1-L2)
f(leL20L3'L4) dL1 dL2

aL., =

i=1
Geschlossene Integrationsformel: [La Lb LS Ld av = ~5— a!b!c!dltv
‘ v! 23 4 (atb+c+d+3) !~
Numerische Integrationsformeln fir Tetraeder
Grad Figur Pkt. Tetraeder Gewichte L pjer
koordinaten :
1111 _ 2
Linear a Yy, 1 R=0(h")
1
a  a,B,B.B 3
1
Quadratisch D b B,0.8,8 4 ' 3
1 R =
¢ B,B.a,B 3 O(h™)
' 1
d BIBIBIG' z
a=0.58541020
B=0.13819660
, 1111 _4
474'4" 4 5
p + 111 3
Kubisch 3'6’6'6 20
1111 9 - 4
C 313’_6_'? —26 R O(h)
a 1111 3
6'6'3'6 20
e 1111 9
66’6’3 30
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6 _DAS VERFAHREN VON GALERKIN ALS EINE BASIS DER METHODE DER

FINITEN ELEMENTE

6.1 Das klassische Galerkin-Verfahren

Dieses Verfahren ist auf jedes Problem anwendbar, das in Form von Differentialgleichun-
gen formuliert werden kann, also auch auf die fiir den Bauvingenieur besonders interessan-
te Gebiete wie Elastizititstheorie oder Feldprobleme (Temperaturausdehnung, Sicker-

stromung):
So lautet z.B. das Gleichgewicht in allgemeiner matrizieller Darstellung

Dlo+p=0.
Mit dem Stoffgesetz und den kinematischen Gleichungen
o= Eé&=EDu

ergibt sich die in WeggréBen formulierte Gleichgewichtsbedingung zu :
DTEDu+p=0.
Diese Beziehung ist nur fur bestimmte Funktionen uexae namlich fiir die Losungen der

Differentialgleichung, exakt erfiillt. Beliebige zur Approximation von U,k Verwendete
Ansatzfunktionen Ugpproximativ = U werden also zu einem Residuum fithren, welches mit

R bezeichnet set.
DTEDu + p = R

Um eine optimale Losung zu erhalten, versucht man, das Integral des Residuums uiber das
gesamte Gebiet des gegebenen Problems zu minimieren. Diese globale Formulierung for-
dert also:

J(DTEDU +p)dV = > Min.
4

Man kann den Bereich der Moglichkeiten zur globalen Erfiillung des Gleichgewichts da-
durch erweitern, daB ein gewichteter Wert des Residuums innerhalb des gesamten Be-
reichs minimiert wird.

,fqﬁ(DTEDu + p)dV = 0

vV
Grundsitzlich kénnen diese Gewichtsfunktionen @ beliebig angesetzt werden. Wahlt
man fir ¢ und ud identische Ansétze, so gelangt man zum klassischem Galerkinschen Ver-
fahren, dessen Grundgleichungen im Gebiet mit jenen der herkdmmlichen Energieme-
thode Ubereinstimmen.

Fur
&7 = juT

wird diese Ubereinstimmung besonders augenfallig:

JéuT(DTED u+p)dV =0
14

Obige Gleichung bezieht sich auf Punkte innerhalb eines Gebietes, ohne speziell auch
Randbedingungen zu berlicksichtigen, wie etwa vorgegebene Lasten oder eingeprégte
Verschiebungen.
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Die gewihlten Ansitze: ~ mit
i = N,d Ny : generalisierte Ansatzfunktionen
u : generalisierte Freiwerte

missen also im Gegensatz zu den Energieverfahren siamtliche Randbedingungen (stati-
sche und kinematische) a prior erfillen.

6.2 Beispiel & Balken unter Dreieckslast

Zur Erlduterung des Verfahrens soll obiges Beispiel dienen. Zu beachten sind folgende
Randbedingungen:

E=0:w=w =0
E =
Die globale Formulierung der Differentialgleichung (Gleichgewichtsbedingung) der Auf-

gabenstellung lautet:
L

tw=w'=0

—

f(E]w"” -g)0w dx = (
0 A

Es sei nochmals explizit darauf hingewiesen, daB der zu wahlende Ansatz
w = NWw '

samtliche Randbedingungen erfiillen muB.

Es ergibt sich:

L .
JMTNT [EI N,V ~qp (1-&)}dx = 0
0

Einsetzen des Ansatzes liefert:

L L
ow’ fNZ‘E] NS W dx-INZ' go (1 -E)dx
0 0

Aufgrund der Randbedingungen bei £ = 0 darf der gesuchte Ansatz keine konstantenund
linearen Terme enthalten und muB wegen des im obigen Ausdruck auftauchenden Ablel—
tungsgrades mindestens ein Polynom 4. Grades sein.
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- Als Beispie! soll hier ein solches Polynom 4.Grades verwendet werden:
w = wi{a:\£? + a8 + a:t)
Mit den zwei restlichen Randbedinguﬁgen bei £ = 1 kdnnen nur zwei der drej freien Parameter festgelegt
werden, der dritte wird beliebig gewdhlt.
wé=D=w(a+a+a)=0ea +a,+a,=0
w'(E =1)=wQa, + 6a; + 120;) =0« 20, + ba, + 12a, =0
So folgt z.B. mit @, = 3
a, = -5 und a; =

und somit

w = w362~ 5E + 2£%) .
Dieser Ansatz erfilllt samtliche statischen und kinematischen Randbedingungen.

Die zur Bestimmung von w, notwendige, oben angeschriebene Integration vereinfacht
sich mit

W””(E) — \":’148
Zu:

1

[ T80 a1~ &) |8 58 + 269 L a =

) .
Hieraus folgt nun

. L*

w1 = A0 08T

und als Nﬁh’erungslésung

- 2 3
W= G B8 -S54 28

Zum Vergleich wird an dieser Stelle die exakte Losung angegeben:

2 3 S
Wexakt = 120El (457 -8E° + 5‘54 £%) .

Die abschlieBende Gegenuberstellung charakteristischer Systemwerte zeigt , daB die Ver-
schiebungen — analog zur Methode der Finiten Elemente — wesentlich besser approximiert
werden als die Schnittgrofen.

. Durchbiegung in Feldmitte (¢ = 0,5), Skalierungsfaktor 1;)1151

= (,23148148 Wm eakt = 0,234375
Einspannmoment (¢ = 0,0), Skalierungsfaktor quL’
M = 0,05555 M par = - 0,0666
Querkraft am gelenkigem Auflager (=1, b), Skalierungsfaktor;lo%:

Q =-1,66 Qewat = - 1,00
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w
6.3 ZusammenhKg zwischen dem Verfahren von Galerkin und dem Prinzip der

virtuellen Verschiebungen

Man kann das Galerkinsche Verfahren durch Erweiterung um die statischen Randbedin-
gungen in das PvV lberfiihren. Dies soll analog zum vorigen Abschnitt am Beispiel des
Balkens verdeutlicht werden. Die globale Formulierung der grundlegenden Differential-
gleichung, erweitert um die statischen Randbedingungen

M-M=0 0-0=0 auf O,

lautet:

J(Elw”"(x)—cj(x))éw dx + (M-Mbplo, + (Q-D)wlo, =0 a<x<b

X

Hierbei sind die Wichtungsfunktionen fiir die statischen Randbedingungen im mathemati-
schen Sinne als Lagrange-Multiplikatoren aufzufassen, die die naherungsweise Erfullung
eben dieser Bedingungen ermoglichen. Die Deutung der Lagrange—Multiplikatoren als
virtuelle VerschiebungsgroBen ergibt sich durch nachstehende Ableitung und wird hier
von vornherein vorausgesetzt.

Einmalige partielle Integration liefert:

—JEIW"’(x)dw'dx + EW'"'(x)ow|p - ch(x)éw dx +

+ (M-M)dplo, + (Q-0)w|o, =0

Nach nochmaliger partieller Integration ergibt sich:

fEIw“(x)cSw"dx - Elw'(x)ow'|p + EW’(x)ow|p - Jc’i(x)éwdx+
X

+ (M-M)dplo, + (Q-Q)wlp, = 0.

Obige Gleichung wird nun unter Beriicksichtigung der Zusammenhinge

Q = —-Elw"’(x) M = -Ew"(x) =-w
und nach Aufspaltung der Randterme iiber O in O, und O, (d.h Rénder, an denen entwe-
der Verschiebungen oder Krafte vorgeschrieben werden)

M-M)dplo = M-M)dplo, + (M-M)p|o,
(Q-0Q)wlo = (Q-Q)¥wlo, + (@-Q)wlo,

ausgewertet:

| f (Elw"' (x)éw"’ — g(x))dx -~ MMOP _ Ma/p{;uo-g}%op - 00 0u0+

X

+ M3dlo, ~ Méplo, +Q%o,, - Qdw|p,

Hierbei ist zu beachten, daB die kinematischen Randbedingungen von vornherein erfiillt
werden:

ow =0 ow' =0 auf O,
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Somit zeigt sich die Identitdt mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen:

oW = de”EIw”(x)—Q‘(x) dx - oM - &wQ = 0.
X
In dieser Formulierung brauchen die gewahlten Ansatze die statischen Randbedingungen
nicht zu erfiillen; diese werden deshalb in diesem Zusammenhang auch als patdrliche
Randbedingungen bezeichnet. Die kinematischen Randbedingungen, die von den Ansit-
zen a priorl eingehalten werden miissen, sind dagegen auch als wesentliche Randbedin-
gungen definiert,

Zum Vergleich kann das allgemeine WeggroBenverfahren herangezogen werden: Aufge-
brachte Lasten und eingepragte Verzerrungen (Temperaturdehnungen) konnen direkt in
der Lastspalte berlicksichtigt werden( @ natiirliche Randbedingungen), wahrend Aufla-
gerbedingungen bzw. vorgegebene Lagerverschiebungen (Stitzensenkungen) durch Mo-
difizierung der in der Steifigkeitsmatrix enthaltenen Ansatzpolynome eingearbeitet wer-
den miissen( ¢z wesentliche Randbedingungen).
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7. STATIONARE FELDPROBLEME

7.1 Uberblick

Neben Aufgabenstellungen der Tragwerksanalyse sind auch viele andere im Ingenieurwesen
haufig vorkommende Anwendungsgebiete fiir die Methode der Finiten Elemente auf einfa-

chem Weg erschlieBbar. Dies sind u.a.:
Warmeleitung
Sickerstromung durch porose Medien
Stréomung idealer Fluide

Verteilung des elektrischen und magnetischen Potentials

Die Lehrverahstaltung soll sich auf stationire, also von der Zeit als Variable unabhingige, Pro-
bleme in homogenen und isotropen Medien beschranken. Hauptunterschied zu der bisherigen
Formulierung ist die Tatsache, daB nunmehr jedem Knoten nur eine gesuchte skalare GrofBe 8
zugeordnet ist, wihrend zuvor mehrere, durch den Verschiebungsvektor ausgedriickte Knoten-
werte als Unbekannte erforderlich waren.

Finite-Element Modell
X _ X FIELD-Element

[ 6, 6,

CONVEC-Element

[ 61
1

Symmetrieachse
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7.2 Wirmeleitung
7.2.1 Zusammenstellung der charakteristischen GriBen
Bevor die globale Formulierung in die Formulieru;ug eines finiten Elementes mundet, sollen

zuvor noch die fiir die Aufgabenstellung relevanten GréBen in einer Ubersicht zusammenges-
tellt und einige Besonderheiten des Temperaturproblems erlautert werden..

0 Temperatur des Korpers [°C |
6’ Temperaturgradient
o4 WiarmefluB im Koérper, Warmestromdichte [ — } .
m
_ . o .. . . 114
}2% Warme, die mnerhalb des Korpers zugefiihrt wird 3
b der durch die Oberflache des Korpers zugefuhrte Warmestrom [ 12 ]
m
-
koo Ky K Warmeleitfahigkeiten d
RGO & m°C
. - 14
h(0) Warmeubergangszahl | ———
m* °C
O Temperatur des umgebenden Mediums
Randbedingungen:

Temperaturbedingung: In bestimmten Punkten oder auf bestimmten Oberflichen vorgeschrie-
bene Temperatur ‘

=28 auf Oy
Wiarmestrombedingung: In bestimmten Punkten oder auf bestimmten Oberflachen vorgeschrie-
bener Warmeflu3

p=nlo=p auf O,
Konvektionsbedingung: Vorgeschriebener Warmefluf in bestimmten Punkten oder auf bestimm-
ten Flachen durch Konvektion:

nTo=p =hes-0) auf O,
Diese natiirlichenen Randbedingungen existieren nur bei Problemen der Warmeleitung und der
Gasdiffusion.
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7.2.2 Die Herleitung der Gleichungen fiir die Warmeleitung

Bei vielen Aufgabenstellungen werden wir mit der Diffusion oder dem FluB irgendeiner physi-
kalischen GroBe, z.B. der Warme konfrontiert. So a8t sich der WarmefluB3 o je Flacheneinheit
in kartesischen Koordinaten wie folgt angeben:

ol =0 0 a

Bezeichnet man die je Volumeneinheit erzeugte oder verschwindende Warmemenge mit g,

dann liefert die Energiebilanz nach obenstehender Skizze:

00y + 90y + 90,

- - = O d 0"__ = 0 | = 3 ) s
I ay az v oder Li—pPv (l X,y Z)

Mit Hilfe des Differentialoperators V7 = [ 9/ax 8/ay 8/6z ] kann man die Energiebilanzin

folgender Form schreiben:
Vig-pyr =0

In den meisten Fallen werden die DurchfluBgroBen o durch die Gradienten einer Potentialfunk-
tion 6 bestimmt, d.h. im konkreten Fall der Warmeleitung ist der Warmestrom zwischen zweli
Punkten abhangig von der Temperaturdifferenz zwischen eben diesen beiden Punkten. Damit
laBt sich das Fourier'sche Gesetz der Warmeleitung wie folgt formulieren:

Ox ke 0 07 [06/0x

o= -K Vd o = -|  ky 0|]|a6/sy
o, k| |80/0z
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wobei K bei der Temperatur die jeweiligen Leitfahigkeiten enthalt. Diese Matrix ist aus energe-
tischen Grunden symmetrisch und nur auf der Diagonalen besetzt. Es sei explizit darauf hinge-
wiesen, daf§ 8 eine skalarwertige Funktion ist.

Nun erhalt man die endgiltige, die Potentialfuntion 6 bestimmende Differentialgleichung:

VIKVE + py =0 Differentialgleichung der Warmeleitung

Diese Gleichung muB fiir ein gewisses Gebiet V geldst werden. Auf den Randern eines solchen
Gebiets konnen wir im allgemeinen eine der folgenden Bedingungen formulieren:

a) vorgegebene Randtemperatur
Auf einem Randabschnitt Oy ist die Temperatur @ vorgegeben:

6=29
b) vorgegebener Wirmezuflul
Auf einem Randabschnitt O,, ist der WarmefluB o vorgegeben:

p=p =ng

n” = [ ny ny nz] : Normalenkomponente eines Punktes auf der Oberflache

¢) konvektive Randbedingung
Bei vielen Anwendungen missen Rander O,, berlcksichtigt werden, bei denen die Oberflache

des FestkOrpers eine angrenzende Flissigkeit oder ein Gas (z.B. Luft) berithrt. An diesen
Oberflachen wird Warme in das Gas , in dem eine mittlere Temperatur von 6y herrschen soll ,
iber eine Randschicht abgefihrt.

Der WiarmefluB in das Gas wird durch das Newton‘sche Gesetz bestimmt ( h=Warmeiiber-
gangskoeffizient ).

Rar?dschiCht pr = h(6 - 0x)

Dabeil mufl die aus dem Festkorper

Gas ausstromende Warme p gleich derjenigen
sein , die dem Gas zugefuhrt wird.
> p =n"g =p = h®- ba)

Festkérper

6
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Beispiel: Warmetransport in einer Wand

Konvektion Konvektion
+ +
Strahlung Strahlung
/2[ hA
—> —>
Wiarmeleitung
k \
P =—A(6-6;)! [ Wh]  Wattstunden
Ky

k  Wirmeleitzahl (Beton & =2.10 W/m;’C, Dammstoff & =0.020 W/m*°C )

) Dicke der Wand
A Flache

6  Temperatur

Konvektion und Strahlung

P=hA(6h-0s)t [ Wh ]  Wattstunden

h Wérmeﬁbérgangskoefﬁzient

Warmeleitung: Temperaturkoeffizient erzeugt einen Warmestrom
Konvektion: ~ Wiarmeinhalt wird mit dem Medium transportiert
Strahlung: Warmeaustausch durch Emission und Absorption

Diffusion: Konzentrationsgradient erzeugt einen Massenstrom
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Analogie zwischen den Grundgleichungen der Warmeleitung und der
Elastizitatstheorie

Die im vorigen Abschnitt hergeleitete Differentialbeziehung setzt sich — vollkommen analog zu
den Gleichungen der Elastizititstheorie - aus einzelnen fundamentalen Bestandteilen zusam-

men:

Energiebilanz ( i Gleichgewicht )
FaBt man den Gradienten V als speziellen Differentialoperator auf, so kann man schreiben:

VTg -py =0 pr: Quellen oder Senken

Anmerkung: Wegen der erstrebten Kompatibilitait mit der gangigen physikalischen Literatur
wird im weiteren Verlauf nicht der aligemeine Differentialoperator D, sondern der spezielle Na-

bla~-Operator V verwendet.

Fourier‘sche Warmeleitung ( o Stoffgesetz )
Wie die Spannungen uber das Werkstoffgesetz mit den Verzerrungen verknupft sind, so werden
hier die Fliisse p = 7 = n’g mit den Richtungsableitungen der skalaren ZustandsgroBe 8 in
Verbindung gebracht.

g=-K Vg

Temperaturgradient ( = Kinematik )

Ebenso wie im Falle der Elastizitatstheorie die Spannungen nicht durch die Verschiebungen,
sondern durch die Verschiebungsableitungen — namlich die Verzerrungen - hervorgerufen wer-
den, resultieren die Flisse ¢ (Spannungen) nicht aus den Zustandsgro8en 6 (Verschlebungen)
sondern aus den Gradienten dieser ZustandsgrdBe (Verzerrungen).

8’ = Vg

" Randbedingungen _

Die notwendigen Randbedingungen lassen sich ebenso einfach mit schon bekannten Begriffen
vergleichen:

geometrische Randbedi’ngung: vorgegebene Temperatur 6 = 8 auf Oy

statische Randbedingungen: vorgegebener Wiarmeflu p = 5 = n'g

durch die Oberflichen auf O,

gemischte Randbedingungen :  konvektiver Warmeflull p = h(6s - 6)
( = Bettung) auf Op,
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A
7.3 Globale Formulierung mit Hilfe des Galerkinschen Verfahrens bzw. dem
Prinzip der virtuellen Arbeiten

Die globale Formulierung des Problems soll hier mit der im vorigen Kapitel kennengelernten
Galerkinschen Methode erfolgen, da die Anwendung von Energieprinzipien bei Feldproble-
men nicht in jedem Fall moglich ist.

Somit lautet die mit der Gewichtungsfunktion 6 multiplizierte und iber das Gebiet V inte-
grierte Differentialgleichung:

JdG[VTKV9+ﬁV]dV+ faé[p—p]do
v Op,
+ Jde[h(()m—é)—p]dO =0
Op,

Hierbei wurden wieder die natiirlichen Randbedingungen mit dem Multiplikator 68 eingear-
beitet. Die Randbedingungen 8 = 8 auf Oy sind direkt zu erfif{len. Umformung mit dem Satz

von Gauf liefert die gleichwertige Form:

Jcse[vTKveJrﬁv]dV:_f(ave)7‘xved1'/+ fcsenngo+

1% 1% (0]

+J(56p‘de+ JéG[p‘—p]dO + Jdﬁ[h(Gm—G)—p]dO =0
v 0, Oy,

Fir die weitere Umformung gilt:
Ty auf O

So ergibt sich das Prinzip der virtuellen Arbeiten fiir das Feldproblem zu:

J(ave_)TKvedV-fae Py dV - Jao 7do + Jae [h (6-6.)1d0 = 0

4 v 0,, 0y,

Die wesentlichen Randbedingungen § = 8 miissen dabei von den gewéhlten Ansatzfunktionen
wieder a priori erfiillt werden.
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7.4 Herleitung eines linearen Dreiecks-Elements fiir Feldprobleme

Fiir den weiten Bereich der Feldprobleme wurden in den letzten Jahren eine Vielzahl von sehr
spezialisierten Elementen entwickelt; hier soll nur ein einfaches Dreieckselement mit linearem
Ansatz erlautert werden.

AY

3 X

Gewihlt wird der lineare Ansatz:

a)
oE.n =1 & nl]jaa| =Ngé
as

Auswertung des Ansatzes an den Knoten:
9| 1 0 0 a|

92=110a2
05 ]01_03

~

9|( = H d
Transformationsmatrix G = H™! :
1 00
G=|[-110
-1 01

Ansatz bezogen auf die Knoten:

9
BEm) = Ng GOy = NO = [1l~E—n & rz]gi
. 3
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Transformationsgleichungen zwischen den beiden Koordinatensystemen:
x=x1+ (x2-x)E + (x3-x1)y
y =y1+ 2-yé + (a-yn

Partielle Ableitungen des Potentialfeldes 6 nach £ und n mit der Kettenregel:
06 _ 36ax 63

ERCT TS
69_66<3Jc_+_293y~

on dx dn  dy dn
In Matrizenform geschrieben erhilt man die sogenannte Jakobi-Matrix:

) e e | 2
OF | _ |96 o0& | fox| _ | Ga=x1) (y2—y1) || ox
99| 7 |x ) |98 (x3-x1) (3-y1) |[9¢
on on 8n] Lay oy

Mit den folgenden Abkirzungen

Qg = X3-X2 ba = y2-y3

ap = x1-x3 bp = y3-yi

a = X3-X| be = y1~y2
und

a;+ap+a, =0 byt by + b, =0

vereinfacht sich die Jakobi-Matrix J und ihre Determinante zu:

= (xa-x1) (y2-y1) _ a. -b, ) _ )
J [(xa—xl) ()’3*)’1)} [_ab by | detJ = a.by-ay b,

Die Inverse der Jakobi-Matrix ergibt sich zu:

J = 1 by b
det J ap ac

Sie ist zur Berechnung der Elementmatrizen fir die Beziehung zwischen den beiden Koordina-
tensystemen xy und §,v erforderlich:

o] [ot an] [

ax| _ lox ax| |9
98|~ |98 9n| |30
| dy | dy 9] Lon
(30 96

x| | by be | |9
ﬁ det]J a, ac 8_9

| dy |
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Fir die Integration wird das differentielle Flachenelement dA zu:
dA = dx dy = det] dE dn

Anschauliche Uberlegung zur Beriicksichigung von detJ bei der Integration:

In &-n-Koordinaten ergibt sich der Flacheninhalt des Parallelogramms, das der doppelten Dreiccksfliche ent-
spricht, zu:
1

”ldgdq=1

0

Der tatsichliche Flachinhalt des Parallelogramms 18t sich durch die Koordinatendifferenzen beschreiben und ent-
spricht in der GroBe der Determinante der Jakobi-Matrix.

2Py = (xp=x)(yy =y) - 0= X) -y
= a, bb-a, bc = dC(J
Die Integrationsgrenzen fiir ein beliebiges Dreieck vereinfachen im natdrlichen Koordinaten zu:

1-y

{J;ixdy=[ljdet‘ld§dn

Ty

Gradient 0 ':
O =Vo=VN©6bgk =B 6

Auswertung der Matrix B:

_ ox _ 1 b bc a§
B=1 oy | N=GetT |as a||on|lC-E-m & 7]

1 bbbc -1 10 I ba by b

T ety lasa | |-1 01 det] | a2 ab ac
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Volumenintegral der Leitfahigkeiten:
f 3(8 VYKV dV = MIJBTKB dV 6, = 307 kP

v %
ky = [BTKB av :Konduktivitatsmatrix aus Leitfahigkeit
v
1t 1- ~ -
b, a
1 a"al ks O ba by b
kp = — | al a ¢ d
L {f det J Li’ Zﬁ |:0 kw] I:aa ap aC:| d& dn
00 - L
1 bg bby bb| a% agdpy adc|
= 27| fox |boba b} bbgc + ky |apa, a? ane
A bba bbby b: acidy agp 4ag

Volumenintegra]'der Ouellen/Senken:
JdeﬁvdV=MkﬁVJNT dV = 86x py

% 1%
Pk = 'VJNT av :Elementlastspalte aus Quellen/Senken
v
{ 1-p
1 - E -7 5, F 1
m=ﬁvjj 3 }det.}d!jdn=p—v—al
00 n 3 1

Oberflichenintegrale des Flusses durch die Oberfliche:

Jdgﬁd0= Jé@ﬁldo + Jéep_zdo
0, - On ) O;2

p1 direkter FluB P2.= h(0w - 6) :Konvektion

Obertliche O, fir p, (direkter FluB):

Jaepl 40 = 807 JNTdO = 86 i
O O,

Auswertung des Integrals fiir alle drei Kanten des Dreiecks:
Kante 1-2: Kante 3-1: Kante 2-3:

_ ] = 1 — 0

— Pl — Pl _ Pl
. =— Lpp |l -1 =*_ L3 |0 3 == Loy |
Pki-2 5 12 [0} Pxi-1 5 31 [J Pk2-3 2 23 L}
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Oberflache Oy fir pn = A(G-0,) (Konvektion):

faepz 40 = faeh (o - 8) 4O
Op) Op2

Die Integrale J 06 h 6. dO entsprechen den Integralen fur pj :
0,
Kante 1-2: . Kante 3-1: Kante 2-3:

1 ) 0

hls hé hO
Y - —_— D = —_— D, = 1
Pky-2 > Ly, [é] Pra-1 2 L3 [0] Pk2-3 > L3 l: ]

Das Integral j 86 h 0 dO wird auch fur die Kanten einzeln ausgewertet. Zum Beispiel ist auf
O
der Kante 1-2 die Ansatzfunktion N3 = 0, d.h es sind nur Nyund N; vorhanden.
8! JhNTN dO6y = 80} kyby
OF

?

kg = Jh NTN do :Konduktivitatsmatrix aus Konvektion
O,

Das Oberflachenintegral wird wieder fur alle drei Kanten des Dreiecks ausgewertet:

Kante 1-2: Kante 3-1: Kante 2-3:

e 201 h 000
kka-t == L3 |0 0 Of  kygy3 =— L3 |0 21
- 1 2 12

S —_ N
S oo

1
2
0

SO O

A
ko = = L
K1-2 6 12 l: 6 6

Zuysammenfassung:

Elementkonduktivititsmatrix:

k = k. + kg = JBTKB av + Jh NN d0| 1= Steifigkeits— + Bettungsmatrix
% 0,,

Elementlastspalte:

Pk = ﬁyJNT dV + p JNT dO + hb, [NT d0| © Volumen- + Randlasten
Vv O : O -
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7.5 Beispiel : Fubodenheizung

Als einfaches Einfuhrungsbeispiel soll die Temperaturverteilung in einem beheizten Fuboden
mit Hilfe des Programmsystems CAL 88 berechnet werden.

Querschnitt

W.

2_'0 diskretisierter Bereich
cm* 'C

b, = -50C h=S5

w .
p = 200— ( Heizungsrohre )
cm

Isolierung

Hinweise zur FEM-Diskretisierung:
Durch Symmetrieuberlegungen 1aBt sich der zu berechnende Bereich auf den oben eingetrage-
nen reduzieren.

Der Wiarmeubergang durch Konvektion wird bei den Elementen 22 und 24 durch Addition der
Elementkonduktivitatsmatrix aus Konvektion k¢ auf die Elementkonduktivitatsmatrix aus der

Leitfahigkeit k, bericksichtigt. ’

Die Warmezufuhr durch die Heizungsrohre wird durch eine Einzellast g = 100% im Knoten
13 eingearberitet .

Ansonsten ergibt sich der Losungsweg aus dem unten angegebenen CAL-Programm und den
ebenfalls abgedruckten Plots.
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FEM

Verwendete Elemente:

AY AY

1 cm

1 cm j

1 ¢cm

ungeradzahlige Elementnummern geradzahlige Elementnummern

1 bis 23 2 bis 24
Netzeinteilung:
] ] n
2
2
»
18 ©
17 18
»n
1“4 18
13 16
1
10 12
] 11
1
] 8
5 7
L]
2 4
Y 1 Y
L. -
g
Belaplel 20 burwmmbertregnuw Finits — Element - Nuta

CAJL~Programm:
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START : Beispiel 2-D Waermeuebertragung

LOAD KL] Z=38=3 : Leitfaehigkeitsmatrix Knoten [-2-5
5-50

-510 -5

0-55 »

LOAD KLL2Z=38=3 : Leitfaehigkeitsmatrix Knoten {-5-4
50-5 '

05-5

-5-510

LOAD KK2Z=3S8=3 : Leitfachigkeitsmatrix Knoten 12-20-19
000

0 1.6667 .8333

00.8333 1.6667

ADD KK2 KI1.2

NODES X NK=2] : Knotenkoordinaten des Modells

I X=0Y=02=0

19X=0Y=6Z=01=3

2 X=1Y=0Z=0

WX=1Y=6Z=01=3

3 X=2Y=02={

21 X=2Y=62=01=3

ITOPOL LN1 NE=12 NEK=3 : Elementtopologie ungerade Elementnummer
fKN=123 A=1IK=1,3NM=261=2

[TOPOL LN2 NE=12 NEK=3 : Elementtopologie gerade Elementnummer
2KN=134 A=[IK=13NM=261=2

ITOPOL LN4 NE=[2 NEK=4 : Elementiopologie fuer Isoliniendarstellung
I1KN=4 A=]IK=13NM=261[=1

BOUND ID DOF =1
I|F=1G=21[=1

IDEST ID LNI! ID1 : Elementweise Zuordnung der Gleichungsnummem
IDEST ID LN2 ID2

PRINT ID1

PRINT ID2

DEFBK KGES : Gesamtkonvektionsmatrix

GENER 'N'A=1E=12 : Elemente mit ungeraden Nummern aufaddieren
BADDK KGES KL1 ID1 '
GENER 'N' A=1E=10 : Elemente mit ungeraden Nummern aufaddieren
BADDK KGES K12 ID2

GENER’N’ A=11E=12 :Elemente am oberen Rand aufaddiéren
BADDK KGES KK2 ID2

PRINT KGES

LOADS PGES ID NL =1 : Erstellen der Lastspalte

13LC=1P=100.0

19LC=1P=-12.5

20LC=1P=-250

2l LC=1P=-125

PRINT PGES
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BSOLVE KGES PGES : Glejchungssystem loesen
DUP PGES THETA

DEL PGES
DISPL THETA ID XYZVER LC=1 :Temperatur in den Knotenpunkten ausdrucken

IDENT ’*** Beispiel Fussbodenheizung Finite - Element - Netz ***’
FIGUR X=00Y=0.0

PROJ X XPX=0Y=0Z=1

PSCAL XP 4

PNODE XP 2

PGRID XP LN11

PGRID XP LN2 1

BOX | Beispiel 2-D Waermeuebertragung Finite - Element - Netz’
ENDJOB '

IDENT '*** Beispiel Fussbodenheizung Temperaturverteilung ***
FIGUR

LOAD ALFA Z=18=]

0.1

SCALE XYZVER ALFA

PROJ X XP X=3.0Y=-1.52=50

PSCAL XP 4 1

PNODE XP |

PGRID XP LN10 1

PGRID XP LLN20 ]

2ZERO U213

STOSM U XYZVER 13

PROJUUP X=30Y=-15Z=50

PSCAL UP 43

ADD XP UP

PNODE XP 2

PGRID XP LN1

PGRID XP LN2 BOX 1 "*** Beispiel 2-D Waermeuebertragung Temperaturvertedung& Theta ***’
ENDJOB '
IDENT ’Bsp. Fussbodenheizung’

FIGUR X=0.0Y=0.0

PROJXXPX=0Y=0Z=1

PSCAL XP 4 1

PNODE XP 1

PGRID XP LN4 0

LOAD ALFAZ=18=1

10.0

SCALE XYZVER ALFA

‘PLINE XP LN4 XYZVER M=300 N=20: L=148.0 200.0
BOX 1 '*** Beispiel 2-D Waermeuebertragung Isolinien ***'
ENDJOB

RETURN

Ergebnis:
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FEM
_________ KNOTENVERSCHIEBUNGEN
Knoten LFN 1
1 1 L1L5031E+0]
2 1 1.4998E+01l
3 1 1.4972E+01
4 1 1.5064E+01
5 1 [4995E+01
6 1 1.4945E+0I
7 | 1.5235E+01
8 1 1.4974E+01
9 1 14817E+01
10 1 1.5928E+01
11 1 1.4848E+01
12 1 1.4375E+ 01
13 1 1.8781E+01
14 1 14115E+01
15 | 1.2988E +01
6 1 1.0967E+01
17 1 9.8444FE+ (00
18 1 93445E+ 00
19 1 5.398E+00
20 1 4.9509E+00
21 1 4.7015E+00

Graphische Darstellung der Temperaturverteilung:

ooe Beieplal 2-D Naerweuvabarirugung Tesparaturverteilung Thata eee
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Isoliniendarstellung: '

Il

® FF pLXCZCLLN

il

i

~

T
/7
L S

~

-

CAL-GRAF

ooe Heiaplel 2D Kasrmeushartragung Isalinien esee

Anmerkung: Die Darstellung der Struktur mit Rechteckelementen wurde nur aufgrund der bes-
seren Ubersichtlichkeit der Graphtk gewahlt.
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Isoliniendarstellung einer konvergierten FE-Losung:

e
P .
7?2 NN\
—T / N T~

—
-—-""'--.-_/

——]

~
1

CAL-GRAF
see Beiaplel 2-D Waermeuebertragung Isglinien see
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7.6 Sickerwasserstromung
7.6.1 Zusammenstellung der charakteristischen Griflen

Die fundamentalen Gleichungen haben die gleiche Struktur wie die der Warmeleitung. Den
einzelnen Vanablen missen nur andere physikalische GréB8en gemaB nachfolgender Tabelle zu-
geordnet werden.

Standrohrspiegelhohe

[ Gradienten der Standrohrspiegelhéhe
o Filtergeschwindigkeiten [ﬂ]
)
g=-Ké' linéares Filtergesetz nach Darcy
. . . m1
ke Ky Durchlassigkeitsbeiwerte g
k

K = XX

HORIZONTAL VERTIKALEBENE

Grundwasserentnahme Dammdurchstromung
gemessen von der Grundwassersohie gemessen von einem Referenzhorizont

)

Pv Grundwasserregenerierung Quellen oder Senken [ mT J
b Zu- oder AbfluB durch die Zu- oder AbfluB durch die

3 3
Seitenflachen des Bodens | —— Bereichsgrenzen | — }

§m sm
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7.6.2 Grundgleichungen der Sickerstrémung

Ahnlich wie bei der Warmeleitung die Energiebilanz, liefert bei der Sickerstromung die Mas-

senbilanz die Gleichung
00y n 90y 4 90,
ax ay 0z

_ﬁV':O

bzw.

Vig-py = 0
Hierin beschreibenoy,0,,0, die Geschwindigkeit ( Filtergeschwindigkeit ) der durch ein
poroses Medium stromenden Flissigkeit.

Die Flussigkeit ist als inkompressibel mit konstanter Dichte vorausgesetzt und py stellt die von
auBen zugefihrte Flussigkeitsmenge dar.

Auch hier sind die DurchfluBgroBen ( Geschwindigkeiten) wiederum von den Gradienten der
Potentialfunktion &, der hydraulischen Hohe abhangig.

Diese Beziehung wird mit Hilfe der Durchlassigkeiten durch das Gesetz von Darcy angegeben.
Oy ke 0 07 [06/6x
g = -K V8 oyl = - ky 0] ]06/0y

0, k| |06/0z

Hiermit ergibt sich in analoger Weise zur Warmeleitung die Differentialgleichung der
Sickerstromung:

VIKVO + py = 0 Differentialgleichung der Sickerstromung

Diese Differentialgleichung muB wiederum unter Berucksichtigung der Randbedingungen fiir
ein Gebiet gelost werden.

Zur Verdeutlichung der Randbedingungen soll hier noch auf die Definition der hydraulischen
Hohe und der damit zusammenhangenden physikalischen Zusammenhange eingegangen wer-
_den. .

Die hydraulische Hohe 6 ergibt sich aus dem Flissigkeitsdruck s ( Druck positiv) und dem in
( negativer ) z-Richtung wirkenden Eigengewicht ( Erdbeschleunigung ) der Flissigkeit zu:

o = (+x + )

Eingesetzt in das Gesetz von Darcy ergibt sich nach einer Umformung

Y

-7, + -~0, =0
X kn X
Y -
—7[,}, + -k;Uy =0
—my + Lo, -y =0
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Man erkennt, daB diese Gleichungen als Gleichgewichtsbedingungen deutbar sind mit

oj = -nd; - Die Anteile Y-q, , kla, und =g, stellen Krifte dar, die sich aufgrund der
XX yy 2z )
Viskositdt der Flussigkeit und der Haftung an dem umgebenden Medium, dem Boden, ergeben.

Die ersten beiden Arten von Randbedingungen, die bei Sickerstromungen auftreten sind wied-
erum analog zu denen der Warmeleitung.

a) Rander mit vorgegebener hydraulischer Hohe: 6 =86 auf Oy
b) Rander mit vorgegebener Zufilhrung von Flissigkeit: no = p =p auf Op
H,
OF
O
8 Os
H,
Oy —»

Daneben gibt es noch zwei weitere Arten von Randbedingungen. Diese und die oben angegebe-
nen Randbedingungen sollen am Beispiel der Durchstromung eines Erddammes erlautert wer-

den.

a) Links und rechts des Dammes gibt es je einen Rand Oy , auf dem die Hohe des Wasserspie-
gelsmit 6 = Hy bzw 8 = H; gegeben ist.

b) Zufihrung einer Wassermenge von aulen tritt hier nicht auf.
c) Die Flissigkeit stromt durch den Damm , wobei sich eine von vornherein nicht bekannte freie
Oberflache einstellt, fir die gilt :
p =n'g =0 auf Of
7 =pmW8-2) =0 => 6 =z
Es ist hier zu bemerken , daB hier zwei Bedingungen zu erfillen sind , wobei die zweite jedoch

die zunachst nicht bekannte Berandung des Gebietes festgelegt , die danniterativ bestimmt wer-
den muB.Die erste entspricht dann dem Fall b).
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d) Unterhalb der freien Oberfliche kann Sickerwasser auf dem Rand O; austreten. Hier gilt die

Randbedingung
=p9Y0-2) =0 => 6 =z auf O

wobei jedoch p = n’o > 0 erfiillt sei muB, d.h es darf keine Fliissigkeit von auBen zugefiihrt
werden.

Diese Randbedingung entspricht mit & = 2 dem Fall a) , wobei jedoch mit der Ungleichung
nachtraglich zu prifen ist , ob der Fall d) zutrifft. Andernfalls gilt Fall ¢).

Moglichkeiten zur iterativen Berechnung der freien Oberflache:

Die freie Oberflache des Grundwasserleitersist eine vorgegebene Stromlinie, deren Lage a pri-
ori nicht bekannt ist. Der Verlauf der unbekannten Gebietsberandung kann iterativ ermittelt
werden: -Im ersten Schritt mmmt man einen Verlauf der freien Oberflache z(s) an. Als
zusatzliche Randbedingung wird z(s) = @ gesetzt. Damit setzt man die Oberkante des Grundwas-
serleiters gleich der Standrohrspiegelhohe. Den Verlauf der Sickerlinie ermittelt man schritt-
weise: Man gibt sich im Iterationsschritt 1 entlang der angenommenen freien Oberflache den
Zustrom p vor und berechnet entlang dieser Linie die zugehorige Standrohrspiegelhohe 8(i).
Daraus folgt die neue Lage der Oberflache und somit die Gebietsberandung fur den nachsten
Schritt zu z(i + 1) = 6(i). Die [teration wird solange fortgesetzt, bis sich die Lage der Oberflache
nicht mehr andert, d.h. man rechnet in jedem Iterationsschritt mit einem neuen Finite-Ele-

ment-Netz. .
Giinstiger ist jedoch eine Formulierung, bei der sich die Diskretisierung des durchstromten Ge-
biets nicht andert. Die ermittelte Oberflache verlauft dann durch das Elementnetz. Dabei darf
die Integration des Variationsproblems nicht mehr ber die gesamte Elementflache, sondern
nur noch tber die benetzte Flache durchgefihrt werden.

Bei linearen Funktionsansatzen im Element kann dies liber eine Wichtung der benetzten und
freien Elementflache ausgefihrt werden:

_ F 1(1‘)bcnetzl

a(l) =

( FEIem.f:n(
a=1 Element unterhalb freier Oberflache
a=10 Element oberhalb freier Oberflache

0<acxl Freie Oberflache verlauft durch das Element
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8.2 Netzverfeinerung (Adaptive Verfahren)

Die folgenden Beispiele wurden entnommen aus:
Proceedings of the Third International Conference on Numerical
Methods in Engineering: Theory and Applications (NUMETA 90),

7-11 January, 1990, University College of Swensea, Swansea,
Wales, U.K. -

NUMERICAYL METHODS IN ENGINEERING:

THEORY AND APPLICATIONS

VOLUME IYX
Edited by
G.N. PANDE and J. MIDDLETON

University College of Swansea

Elsevier Applied Science

London and New York

(1) ADAPTIVE MESH REFINEMENT WITH THE MORLEY PLATE
ELFMENT

W. Atamar-Sital and E. Hinton

{2) AN ADVANCING FRONT ALGORITHM FOR THREE DIMENSIONAL
MESH GENERATION

H. K Rudd and §. ©. Wilie

(3) QUALITY CHECKING AND OPTDAZED MESHES FOR FINITE
ELEMENT COMPUTATIONS :
P. Ladcvize, J-P. Pele and Ph. Roogeot

(4) ADAPTIVE FE-ANALYS!S PROCEDURE AND ERROR ESTIMATION
FOR 2D LINEAR ELASTIC PROBLEMS
1-F. Zrng and N-E. Wiberg
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Figure 1(a) Symmetric segment of a simply supported square
plate under a central point load: initial mesh (9 elements) and
final mesh (1114 elements) — 7j = 5%, c = 1.3 — mesh (a).
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Figure 1{b) Symmetric segment of a simply supported square g
plate under a central point load: initial mesh (36 elements) \
and final mesh (1743 elements) — ij = 5%,c = 1.3 — mesh

(b).

Figure 1{c) Symmetric segment of a 'simp[y supported square )
plate under a central point load: initial mesh (13 elements)
and Final mesh (859 elements) — i = 5%,¢ = 1.3 — mesh

(9)- ”
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Figure 2 Symmetric segment of a simply supported square
plate under a central point Joad: initial mesh (9 elements).
intermediate meshes (67 and 499 elements) and final mesh
{711 elements) — i = 5%,c = 0.3 — mesh (a).
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Figure 1.a The initial front and surface mesh for a section of the North
Sea, viewed from nearly directly above. The ocean depth is exaggerated by

a factor -of 200.
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5.1 example 1
We consider a circular elastic holed plate. submitted to the loading shown

in figure 1, and discretized with 6 nodes elements. The initial mesh includes 127

elements and 284 nodes (figure 2). The computed error is € = 6.2%. Figure 3
shows the local error contributions.

figure 2 : Initial mesh
127 elements , 284 nodes

WA,

VAV
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tigure 3 : Iso-error map figure 5 : Optimized mesh
D 0.00070  © 0.01120

m 0.00332 e 0.01382
s 0.00595 X 0.01645
a 0.00857 z 0.01807

ovs [3)]
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figure 11 : Optimzed mesh, 849 elements, 473 nodes
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(b) Initial Mesh

(c)-(e) Meshes Obtained in the Computational Process.

Fig.1 (a) A L-Shape Domain with a Plane Stress Condition;
avs [4]
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83 Ubersicht: Dreidimensionale Elemente
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Finite Element Methoden 1

Vorlesungsplan

WS 98/99
Vorlesung Ubung/Seminar
Woche |Datum |Mo 100-11% Raum 2770 Mo 10°-1145 Raum 2770
1 2. Nov. |1. Einfiihrung
2. Grundlage und Rechengang der FEM
Beispiel: Gebetteter Balken
2 9. Nov. |2.6 Erweiterungen der FEM
Ubergang auf Fliachentragwerke und Feldpro-
hleme
3 16. Nowv. zu Kap.2:Elementmatrizen des gebetteten Bal-
kens - Steifigkeiten, Lastpalten fiir Gleichlast
und Temperatur
4 23. Nov. | 3. Scheiben: Grundgleichungen, Ansatzwahl,
Elementsteifigkeiten und Lastspalten
5 30. Nov. zu Kap.3: Bilineares Scheibenelement:
Elementmatrizen, Spannungsberechnung
Beispiel fiir Handrechnung mit 2 Elementen
6 7. Dez. |Fortsetzung 3. Scheiben: Uberlagerung,
num. Losungsverhalten
7 14. Dez. | !! Woche CAL-Seminar !! zu Kap.3: .
Beispiel eingespannte Rechteckscheibe -
SEMINAR: CAL-FEM und CAL-GRAF
21. Dez. |11 Woche CAL-Seminar !!
28. Dez.
4. Jan.
| 8 11. Jan. zu Kap.5: Isoparametrisches Elementkonzept
am Beispiel des Dreieckscheibenelements
Beisniel: wandartiger Trager
9 18. Jan. |4 Ubersicht Platten — SRI-Element
5. Erganzende Kapitel: Interpolation, allgemei-
nes zur Ansatzwahl, Numerische Integration
10 25. Jan. zu Kap.5: Spannungsauswertung, reduzierte In-
tegration, Locking
11 1. Feb. | 6. Verallgemeinerung der FEM - Galerkin Verf.
7. Einfiihrung in stationire Feldprobleme am
Beispiel der Wérmeleitung
12 8. Feb zu Kap.7: stationare Feldprobleme am Beispiel
der Warmeleitung
13 15. Feb. |!! Rosenmontag !! allg. Vortrag FE
14 22. Feb. | 7.3 Stationare Feldprobleme ,Sickerstromungen Klausur: Dienstag, 23.2.99
8. Ausblick AUDIMAX 17.00 - 18.00 Uhr
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