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1. Einleitung

Das durch die Massenverteilung der Erde bestimmte Gravitationsfeld ist eine der grund-
legenden physikalischen KrÄafte aller dynamischen Prozesse in der Erde und auf ihrer
Ober°Äache. Seit Beginn des Zeitalters der Raumfahrt wird die Bestimmung des Gravita-
tionsfeldes der Erde als eine zentrale Aufgabe angesehen. Erst mit einem genauen und
hochauflÄosenden Gravitationsfeld kÄonnen viele geodynamische Prozesse besser verstanden
werden. Neben der Geophysik mit all ihren Disziplinen wird auch die GeodÄasie von diesen
Kenntnissen pro¯tieren. So stellt das Gravitationsfeld die Basis fÄur globale geodÄatische
Bezugssysteme zur Bestimmung von horizontalen und vertikalen Bewegungen und zur Ver-
einheitlichung von HÄohensystemen dar. Nur mit seiner Kenntnis kÄonnen Satellitenbahnen
besser berechnet werden. Zudem ist ein genau bestimmtes Geoid die Voraussetzung fÄur
ein Nivellement mit GPS.

Moderne Me¼methoden der SatellitengeodÄasie haben wesentlich zu den momentan vor-
handenen Modellen fÄur das Gravitationsfeld beigetragen. Diese Modelle enthalten das
statische Gravitationsfeld und ein Mittel seiner zeitlichen Variationen. Die Variationen
sind durch Massenverlagerungen in der Erde sowie auf und oberhalb ihrer Ober°Äache
verursacht und treten in den unterschiedlichsten GrÄo¼enordnungen, rÄaumlichen Ausdeh-
nungen und Zeitskalen auf.

Zur Verbesserung der Modelle des Gravitationsfeldes sollen drei Satellitenmissionen die-
nen: das momentan bereits laufende Projekt CHAMP1 sowie GRACE2 und GOCE3, die
sich in der Vorbereitungsphase be¯nden. Mit ihnen soll der statische Anteil des Gra-
vitationsfeldes erheblich genauer und in besserer AuflÄosung erfa¼t werden. Gleichzeitig
werden lange Zeitreihen von konsistenten, globalen und hochgenauen Beobachtungen zur
VerfÄugung stehen, die es erlauben, Teile der zeitvariablen E®ekte zu messen.

1 CHAMP: Challenging Mini-Satellite Payload for Geophysical Research and Applications [1]
2 GRACE: Gravity Recovery And Climate Experiment [2]
3 GOCE: Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Explorer Mission [3]
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Es ist daher notwendig, sich mit den zeitlichen Variationen des Gravitationsfeldes der
Erde auseinanderzusetzen. Dabei mu¼ geprÄuft werden, ob die auftretenden E®ekte mit
den Satellitensensoren und der gewÄahlten Bahnkon¯guration innerhalb der Missionsdauer
me¼bar sind und vor allem, ob sie vom statischen Feld trennbar sind oder nicht. Da immer
nur die Summe aller E®ekte gemessen wird, benÄotigt man in jedem Fall Daten aus anderen
Me¼verfahren, um die Satellitendaten mit Modellen korrigieren zu kÄonnen. Andernfalls
wird die angestrebte Genauigkeit fÄur das statische Feld nicht erreichbar sein und kein
RÄuckschlu¼ auf einzelne E®ekte mÄoglich sein.

Vor diesem Hintergrund behandelt die vorliegende Arbeit die zeitlichen Variationen des
Gravitationsfeldes der Erde. Da es sich hier um ein sehr umfassendes Thema handelt,
kÄonnen nicht alle Aspekte gleicherma¼en berÄucksichtigt werden. Das Ziel ist vielmehr
eine grundlegende Darstellung, die einen vollstÄandigen Formelsatz zur Berechnung und
Analyse der zeitvariablen E®ekte sowie ihrer Auswirkungen auf die erwÄahnten Satelli-
tenmissionen enthÄalt. Die Anwendung dieses Formelsatzes wird dann am Beispiel des
AtmosphÄarenbeitrags ausfÄuhrlich demonstriert. Hierbei wird auf Fallstudien fÄur speziel-
le Annahmen und ModellierungsansÄatze verzichtet. Die Arbeit soll damit als Basis fÄur
weitergehende Untersuchungen dienen. Sie gliedert sich in die folgenden Abschnitte:

1. Ausgehend vom Newton'schen Gravitationsgesetz wird in Kapitel 2 die Frage nach
der mathematischen Beschreibung der Schwerevariationen und den dabei mÄoglichen
Annahmen erÄortert.

2. Kapitel 3 gibt eine ÄUbersicht Äuber die Ursachen fÄur Schwerevariationen und ihre
jeweiligen Eigenschaften, wie sie in der Literatur zu ¯nden sind.

3. Kapitel 4 zeigt am Beispiel der AtmosphÄare ausfÄuhrlich die Anwendung der Model-
lierung nach Kapitel 2 sowie die Analyse der erhaltenen Ergebnisse mit Hilfe einer
Fouriertransformation.

4. AnsÄatze, mit denen die Auswirkungen der zeitvariablen E®ekte auf die Messungen
der Satelliten ÄuberprÄuft werden kÄonnen, ¯nden sich in Kapitel 5.

5. Abschlie¼end werden eine Zusammenfassung und ein kurzer Ausblick gegeben.

6. Der Anhang bietet neben ergÄanzenden Bemerkungen vor allem eine Formelsamm-
lung zu den verwendeten Rechenoperationen.
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2. Mathematische Beschreibung der
Schwerevariationen

Massenverlagerungen im System Erde verursachen zeitliche Schwankungen im Schwerefeld
der Erde. Ziel dieses Kapitels ist es, den RÄuckschlu¼ von einem Datensatz mit Informatio-
nen Äuber Massentransporte auf ein Schweresignal zu erhalten und die dabei getro®enen
Annahmen sowie mÄogliche Fehlerquellen zu erkennen.

2.1. Gravitationspotential

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das Gravitationsgesetz von Newton, ausgedrÄuckt
durch das zugehÄorige Potential:

V (P ) = G
ZZ

§

Z ½(Q)
`PQ

d§Q : (2.1)

Das Gravitationspotential V am Beobachtungsort P ist bestimmt durch das Integral Äuber
alle Volumenelemente d§ mit der Dichte ½ am Punkt Q. Der rÄaumliche Abstand zwischen
P und Q ist mit `PQ bezeichnet, G ist die Gravitationskonstante.

FÄur die Gleichung (2.1) gilt:

r2
PV = ¢PV =

8
<
:

0 fÄur P au¼erhalb §
¡4¼G½ fÄur P innerhalb §

: (2.2)

Im Falle der Berechnung im Au¼enraum bezeichnet man die Gleichung als Laplace-
Gleichung, im Falle des Innenraums als Poisson-Gleichung. FÄur den Au¼enraum ist V
also eine harmonische Funktion und kann daher nach dem Theorem von Stokes eindeutig
aus Randwerten bestimmt werden (siehe z.B. [Heiskanen und Moritz, 1967]).
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Da die Erde in hier genÄugender NÄaherung kugelÄahnliche Gestalt hat, wird im folgenden
ein sphÄarisches Koordinatensystem gewÄahlt, dessen Ursprung beispielsweise in das Mas-
senzentrum der Erde gelegt wird (vgl. Kapitel 2.4). Das Volumenelement im Punkt Q
ergibt sich dann zu (Abb. 2.1):

d§Q = r2
Q sin µQ d¸Q dµQ drQ : (2.3)

Die jeweiligen AbstÄande der Punkte P bzw. Q vom Ursprung des Koordinatensystems
sind mit rP bzw. rQ bezeichnet, µ steht fÄur die Kobreite, ¸ fÄur die LÄange, Ã im folgenden
fÄur den sphÄarischen Winkel zwischen P und Q.

Abb. 2.1.: Beliebige Lage von P und Q, `PQ und d§Q in Kugelkoordinaten
(Quelle: [Rummel, 2000])

Im folgenden soll fÄur die Berechnung von (2.1) ein anderer Ansatz als der der Determinie-
rung Äuber die Randwerte gewÄahlt werden. ZunÄachst wird der inverse Abstand 1

`PQ
durch

Legendre-Polynome Pn (s. Anhang A.1) in eine Potenzreihe fÄur 1p
1¡x entwickelt:

1
`PQ

=
1q

r2
P + r2

Q ¡ 2rP rQ cosÃPQ
=

8
>><
>>:

1
rP

1P
n=0

³
rQ
rP

´n
Pn(cosÃPQ) fÄur rP > rQ

1
rQ

1P
n=0

³
rP
rQ

´n
Pn(cosÃPQ) fÄur rP < rQ

: (2.4)
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Der sich hieraus nach Vertauschen von Integration und Summation ergebende Ausdruck
fÄur das Gravitationspotential V im Au¼enraum

V (P ) = G
1X

n=0

1
rn+1
P

ZZ

§

Z
rnQ Pn(cosÃPQ)½Q d§Q (2.5)

ist umstÄandlich zu berechnen, da der Winkel ÃPQ direkt mit dem Berechnungspunkt
verknÄupft ist. Eine Auftrennung in einen von P und einen von Q abhÄangigen Teil kann
durch Anwendung des sich aus

cosÃPQ = cos µP cos µQ + sin µP sin µQ cos(¸P ¡ ¸Q) (2.6)

mit
cos(¸P ¡ ¸Q) = cos¸P cos¸Q + sin ¸P sin¸Q (2.7)

ergebenden Additionstheorems fÄur Kugel°Äachenfunktionen erreicht werden:

Pn(cosÃPQ) =
1

2n+ 1

nX

m=0

¹Pnm(cos µP ) ¹Pnm(cos µQ)[cosm¸P cosm¸Q + sinm¸P sinm¸Q] :

(2.8)
Dabei bezeichnet ¹Pnm die vollstÄandig normierten, assoziierten Legendre-Funktionen vom
Grad n und der Ordnung m (s. Anhang A.3).

Die Anwendung dieses Additionstheorems liefert fÄur den inversen Abstand fÄur rP > rQ
den Ausdruck:

1
`PQ

=
1
rP

1X

n=0

µrQ
rP

¶n 1
2n+ 1

¢

¢
nX

m=0

¹Pnm(cos µP ) ¹Pnm(cos µQ) [cosm¸P cosm¸Q + sinm¸P sinm¸Q] : (2.9)

Einsetzen von (2.9) anstelle von (2.4) in (2.1) ergibt nach Vertauschen von Integration
und Summation:

V (P ) = G
1X

n=0

nX

m=0

1
rn+1
P

¹Pnm(cos µP ) ¢

¢
·
cosm¸P

1
2n+ 1

ZZ

§

Z
rnQ ¹Pnm(cos µQ) cosm¸Q ½(Q) d§Q +

+ sinm¸P
1

2n+ 1

ZZ

§

Z
rnQ ¹Pnm(cos µQ) sinm¸Q ½(Q) d§Q

¸
: (2.10)

Betrachtet man nun den von Q abhÄangigen Teil separat und multipliziert ihn mit 1=(M ¢
R n) (M : Masse der Erde, R: Radius, meist gro¼e Halbachse des GRS80-Ellipsoids), so
entsteht die De¯nitionsgleichung fÄur die dimensionslosen Potentialkoe±zienten:

¹Cnm
¹Snm

9
=
; =

1
2n+ 1

¢ 1
M

ZZ

§

Z µrQ
R

¶n
½(Q) ¹Pnm(cos µQ)

8
<
:

cosm¸Q
sinm¸Q

9
=
; d§Q : (2.11)
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Die notwendige Multiplikation des von P abhÄangigen Teils mit M ¢ R n fÄuhrt schlie¼-
lich zu der aus der LÄosung der Laplace-Gleichung in sphÄarischen Koordinaten bekannten
spektralen Darstellung fÄur das Gravitationspotential:

V (P ) =
GM
R

1X

n=0

µR
rP

¶n+1 nX

m=0

¹Pnm(cos µP )
h

¹Cnm cosm¸P + ¹Snm sinm¸P
i
: (2.12)

Die Informationen Äuber die Dichteverteilung im Erdinneren sind in den Potentialkoe±zi-
enten verborgen.

2.2. Modellierung zeitlicher Variationen

Schwankungen im Gravitationsfeld werden durch Schwankungen in der Massenverteilung
und damit in der Dichteverteilung verursacht. Da diese in das Potential eingehen, werden
die Potentialkoe±zienten ¹Cnm und ¹Snm zeitabhÄangig. Bezeichnet man mit ¢½ die ÄAnde-
rung der Dichte am Ort Q und mit ¢ ¹Cnm bzw. ¢ ¹Snm die ÄAnderung in den Koe±zienten,
so kann statt (2.11) geschrieben werden:

¢ ¹Cnm
¢ ¹Snm

9
=
; =

1
2n+ 1

¢ 1
M

ZZ

§

Z µrQ
R

¶n
¢½(rQ; µQ; ¸Q) ¹Pnm(cos µQ)

8
<
:

cosm¸Q
sinm¸Q

9
=
; d§Q : (2.13)

Zur Berechnung dieser Gleichung gibt es nach [Chao, 1994] zwei unterschiedliche, in erster
NÄaherung gleichwertige AnsÄatze, den Euler'schen und den Lagrange'schen. Die grundle-
genden Unterschiede dieser beiden AnsÄatze sollen nun kurz skizziert werden, anschlie¼end
wird nÄaher auf die Anwendung auf das Schwerefeld eingegangen. Welcher von beiden
AnsÄatzen gewÄahlt wird, entscheidet sich nach der Eignung fÄur den betrachteten E®ekt.

Massenverlagerungen in und auf der Erde ¯nden immer in einem bestimmten Gebiet
statt, das im Extremfall auch die ganze Erde umfassen kann. Beim Ansatz nach Euler
werden die MassenverÄanderungen an allen Punkten dieses Gebiets betrachtet. Der Ansatz
nach Lagrange hingegen verfolgt die Wege (Trajektorien) aller Masseteilchen des Gebie-
tes wÄahrend des Transports. In der Praxis wird natÄurlich diskretisiert und es werden
ausgewÄahlte Punkte bzw. bestimmte Wege betrachtet.

Zur Verdeutlichung sei das Beispiel der MeeresstrÄomungen erlÄautert. Betrachtet man
nach Euler die Massenverlagerung an bestimmten Punkten, so bedeutet dies, an diesen
raumfesten Punkten mit geeigneten Sensoren die StrÄomung nach Richtung und StÄarke
zu gleichen Zeitpunkten zu messen. Beim Lagrange'schen Ansatz hingegen werden die
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Wege von an der Wasserober°Äache treibenden GegenstÄanden erfa¼t (vgl. Abb. 2.2). So-
lange die StrÄomung nicht zeitabhÄangig ist, entsprechen die StrÄomungsvektoren des Eu-
ler'schen Ansatzes den Tangenten an die Wege nach Lagrange. Treten zeitliche ÄAnderun-
gen der StrÄomung auf, stellt die Abb. 2.2 nur eine Momentaufnahme dar, die StrÄomungs-
vektoren Äandern laufend Richtung und Betrag und die Wege des Lagrange'schen An-
satzes ergeben sich aus der schrittweisen Summation der Äortlichen StrÄomungsvektoren
[Pond und Pickard, 1983].

Abb. 2.2.: MeeresstrÄomungen beschrieben nach Lagrange (a) und Euler (b)
(Quelle: [Pond und Pickard, 1983])

Analog kann man sich den spÄater betrachteten Fall der AtmosphÄare vorstellen, bei dem
der Luftdruck die zu beobachtende GrÄo¼e darstellt. Nach Euler beobachtet man z.B. mit
einem Barographen den Luftdruckverlauf an bestimmten Orten, nach Lagrange verfolgt
man die Wege der Hoch- und Tiefdruckgebiete mit ihren Frontsystemen oder bestimmter
Isobaren.
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2.2.1. Ansatz nach Euler

Wie bereits festgestellt, geht man von der MassenverÄanderung an bestimmten Punkten
aus. Anders ausgedrÄuckt wird die Umverteilung der Masse durch die rÄaumliche Dichte-
verteilung als Funktion der Zeit t dargestellt, ½(r; µ; ¸; t). Die Berechnung nach (2.13)
erfordert damit eine Integration Äuber den verformten KÄorper. Zur Vereinfachung der No-
tation wird im folgenden auf die Zeit t verzichtet, die dargestellten Formeln sind nur fÄur
einzelne Zeitpunkte gÄultig.

In der Gleichung (2.13) treten innerhalb des Integrals zwei von der HÄohe des Punktes
Q abhÄangige Funktionen auf: zum einen das VerhÄaltnis von rQ zum Erdradius R und
zum anderen die DichteÄanderung ¢½. Die Integration Äuber r kann wegen ¢½ nicht direkt
ausgefÄuhrt werden. Daher tri®t man folgende Annahme: Alle Dichteschwankungen ¢½
¯nden in einer dÄunnen Schicht der Dicke H nahe der Erdober°Äache statt, innerhalb dieser
Schicht jedoch nicht in radialer Richtung. Darunter und evtl. auch darÄuber habe die Erde
eine konstante mittlere Dichte ¹½ (ca. 5517 kg/m3). Die radiale Integration beschrÄankt sich
damit auf die Dicke der Schicht. FÄur die Masse der Erde ergibt sich die Annahme:

M ¼ 4
3
¼R3¹½ : (2.14)

Nach Einsetzen in (2.13) und Aufspalten der Integration in Lage und HÄohe erhÄalt man:

¢ ¹Cnm
¢ ¹Snm

9
=
; =

3
4¼R¹½(2n+ 1)

Z

¾

Z
¢½̂(µQ; ¸Q) ¹Pnm(cos µQ)

8
<
:

cosm¸Q
sinm¸Q

9
=
; ¢

¢
R+HZ

r=R

µrQ
R

¶n+2
drQ d¾Q : (2.15)

Eine eventuelle Variation von ¢½ in radialer Richtung innerhalb der Schicht wurde ver-
nachlÄassigt, die Dichteschwankung bleibt aber lageabhÄangig, ¢½̂(µQ; ¸Q). Das Volumen-
element wurde ersetzt durch ein sphÄarisches Ober°Äachenelement Äuber die Beziehung

d§Q = r2
Q drQ d¾Q mit d¾Q = sin µQ dµQ d¸Q : (2.16)

Dieser Ansatz eignet sich v.a. fÄur Massenverlagerungen, die an der Ober°Äache der Erde
statt¯nden, wie sie in AtmosphÄare und HydrosphÄare auftreten. FÄur Prozesse im Erdinne-
ren bietet sich dagegen der Ansatz von Lagrange an.

Die Dicke der Schicht H ist im Falle der AtmosphÄare durch die MÄachtigkeit der Tro-
posphÄare bestimmt und liegt folglich im Bereich von 10{15 km [Wahr et al., 1998]. Man



2 Mathematische Beschreibung der Schwerevariationen
2.2 Modellierung zeitlicher Variationen 9

kann sich die Schicht auch zusammengesetzt aus vielen Schichten der Dicke ¢H denken.
Im weiteren wÄare dann H durch ¢H zu ersetzen mit anschlie¼ender Summation Äuber die
einzelnen Teilschichten, was hier jedoch unterlassen werden soll.

Nun kann nach [Rummel et al., 1988] und [Verhagen, 2000] die radiale Integration Äuber
rQ(µQ; ¸Q) = R +H(µQ; ¸Q) durchgefÄuhrt werden. Es folgt mit H = H(µQ; ¸Q):

R+HZ

r=R

µrQ
R

¶n+2
drQ =

R
n+ 3

"µR +H
R

¶n+3

¡ 1
#

: (2.17)

Zur Vereinfachung und aus numerischen GrÄunden (H ¿ R, (R + H)=R ¼ 1 auch fÄur
Potenzen) entwickelt man (2.17) in eine binomische Reihe und formt um:

(2:17) =
R

n+ 3

"n+3X

k=0

Ã
n+3
k

!µH
R

¶k
¡ 1

#

=
R

n+ 3

"
1 +

Ã
n+3

1

!
H
R

+
Ã
n+3

2

!µH
R

¶2

+
Ã
n+3

3

!µH
R

¶3

+ : : :¡ 1
#

= H
"
1 +

(n+ 2)
2

H
R

+
(n+ 2)(n+ 1)

6

µH
R

¶2

+ : : :
#

: (2.18)

FÄur eine vereinfachte Berechnung ohne Glieder in AbhÄangigkeit vom Grad n bricht man
nach dem linearen Term ab. Um die dadurch gemachten Fehler abzuschÄatzen, kÄonnen die
restlichen Glieder mit der binomischen Reihe 0:5H[(1 + H=R)n+2 ¡ 1] majorisiert oder
durch Vergleich mit der exakten Formel (2.17) berechnet werden. Die relativen Fehler ±r
je Grad n ergeben sich im zweiten Fall zu:

±r =
R

(n+ 3)H

"µ
1 +

H
R

¶n+3

¡ 1
#
¡ 1 : (2.19)

Der weitaus grÄo¼te Anteil stammt dabei vom quadratischen Glied (n + 2)H=(2R). Die
Fehler nehmen mit der Dicke der Schicht und dem maximalen Grad nmax zu. Dieser hÄangt
mit der rÄaumlichen AuflÄosung L auf der Erde Äuber die einfache Beziehung

L =
U

2nmax
(2.20)

zusammen, wobei U = 2¼R fÄur den Erdumfang steht. Die AuflÄosung wird in der Praxis
meist durch die AuflÄosung der verfÄugbaren DatensÄatze festgelegt. Eine AbschÄatzung fÄur
die Obergrenze von ±r mit nmax = 72 fÄuhrt bei einer Schichtdicke von H = 15 km zu Feh-
lern von ±r = 9:2 %, bei allerdings entsprechend dem hohen Grad sehr geringen BetrÄagen.
Der Anteil des quadratischen Terms am gesamten Relativfehler liegt mit 8:7 % bei Äuber
94 %. Es emp¯ehlt sich eine Betrachtung im Einzelfall.
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Durch Abbruch von (2.18) nach dem linearen Term bleibt von der radialen Integration
lediglich die HÄohe H selbst Äubrig, und (2.15) wird zu:

¢ ¹Cnm
¢ ¹Snm

9
=
; =

3
4¼R¹½(2n + 1)

Z

¾

Z
¢½̂(µQ; ¸Q)H(µQ; ¸Q) ¹Pnm(cos µQ)

8
<
:

cosm¸Q
sinm¸Q

9
=
; d¾Q :

(2.21)

Das Produkt aus horizontaler DichteÄanderung ¢½̂ und HÄohe H ist eine Ober°Äachendichte
¢¾ einer einfachen Schicht , also Masse pro FlÄache [kg/m2]. Im spÄater betrachteten Fall
der AtmosphÄare verwendet man auch das Produkt einer konstanten Dichte von Wasser
½w (1000 kg/m3) mit Äaquivalenten WasserhÄohen hw(µQ; ¸Q). Die gemessenen Luftdruck-
schwankungen sind sowohl in Ober°Äachendichten als auch in Äaquivalente WasserhÄohen
umrechenbar. Es gilt somit:

¢¾(µQ; ¸Q) = ½whw(µQ; ¸Q) = ¢½̂(µQ; ¸Q)H(µQ; ¸Q) : (2.22)

Nun kann (2.21) geschrieben werden als

¢ ¹Cnm
¢ ¹Snm

9
=
; =

3
4¼R¹½(2n+ 1)

Z

¾

Z
¢¾(µQ; ¸Q) ¹Pnm(cos µQ)

8
<
:

cosm¸Q
sinm¸Q

9
=
; d¾Q : (2.23)

Die Gleichung (2.23) beschreibt den direkten Anteil der gravitativen Anziehung der Ober-
°Äachenmasse.

Bei Massenverlagerungen an der Erdober°Äache, wie sie z.B. in AtmosphÄare und Hydro-
sphÄare vorkommen, mÄussen wir auch die zusÄatzlichen Lasten oder Auflasten betrachten,
die auf den ErdkÄorper wirken. Die Erde ist kein starrer KÄorper. Deshalb verformt eine
Auflast die darunterliegende massive Erde, was sich zusÄatzlich zur Massenverlagerung
auf das Gravitationspotential auswirkt. Man spricht hier von einem indirekten E®ekt
[Tomaschek, 1957].

In Abb. 2.3 wird dies durch die ÄAquipotential°Äachen fÄur drei Situationen veranschaulicht:
zunÄachst ohne Auflast (V = const.), dann mit Auflast (V +¢V = const.) und schlie¼lich
mit Auflast und Deformation (V +¢V +¢Vindirekt = const.). Es entsteht ein zusÄatzlicher
indirekter Beitrag zu den Potentialkoe±zienten, der aus einer elastischen Verformung des
ErdkÄorpers resultiert und durch eine ProportionalitÄatskonstante k0n ausgedrÄuckt werden
kann:

¢ ¹Cnm
¢ ¹Snm

9
=
;

indirekt

=
3k0n

4¼R¹½(2n+ 1)

Z

¾

Z
¢¾(µQ; ¸Q) ¹Pnm(cos µQ)

8
<
:

cosm¸Q
sinm¸Q

9
=
; d¾Q : (2.24)
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Abb. 2.3.: Direkte und indirekte Verschiebung der Niveau°Äache V = const.

Die Konstante k0n wird als Love'sche Zahl fÄur Auflast vom Grad n (siehe Kapitel 2.3)
bezeichnet. Die GesamtÄanderung der Koe±zienten ergibt sich aus der Summe des direkten
und des indirekten Anteils:

¢ ¹Cnm
¢ ¹Snm

9
=
; =

3(1 + k0n)
4¼R¹½(2n+ 1)

Z

¾

Z
¢¾(µQ; ¸Q) ¹Pnm(cos µQ)

8
<
:

cosm¸Q
sinm¸Q

9
=
; d¾Q : (2.25)

Wenn die Funktion ¢¾ mit Messungen erfa¼t oder aus Me¼daten abgeleitet wird, so lassen
sich jetzt die zeitabhÄangigen E®ekte berechnen (vgl. [Chao et al., 1987]). Wie man von
Me¼daten auf Ober°Äachendichten Äubergeht, ist bei jedem E®ekt gesondert zu betrachten.
Bei der AtmosphÄare sind beispielsweise Luftdruckdi®erenzen die Me¼grÄo¼e, aus ihnen
kann ¢¾ abgeleitet werden. NÄaheres hierzu in den Kapiteln 4.1 und 4.4.2.

FÄur die weitere Berechnung der zeitabhÄangigen E®ekte wird die dimensionslose GrÄo¼e
¢¾=(R½w) in Kugel°Äachenfunktionen entwickelt (siehe AnhÄange A.4 und A.5). Dies fÄuhrt
zu den Koe±zienten:

¢Ĉnm
¢Ŝnm

9
=
; =

1
4¼R ½w

Z

¾

Z
¢¾(µQ; ¸Q) ¹Pnm(cos µQ)

8
<
:

cosm¸Q
sinm¸Q

9
=
; d¾Q : (2.26)

Der Faktor 1=R½w wird eingefÄuhrt, damit auch die neuen Koe±zienten dimensionslos
sind. Dies mu¼ bei der Synthese (siehe Anhang A.5) von ¢¾ berÄucksichtigt werden (vgl.
[Wahr et al., 1998]):

¢¾(µQ; ¸Q) = R½w
1X

n=0

nX

m=0

¹Pnm(cos µQ)
³
¢Ĉnm cosm¸Q + ¢Ŝnm sinm¸Q

´
: (2.27)

Ein Vergleich von (2.25) und (2.26) fÄuhrt zu den folgenden einfachen Beziehungen zwischen
den jeweiligen Koe±zienten:

¢ ¹Cnm
¢ ¹Snm

9
=
; =

1 + k0n
2n+ 1

¢ 3½w
¹½

8
<
:

¢Ĉnm
¢Ŝnm

(2.28)

¢Ĉnm
¢Ŝnm

9
=
; =

2n+ 1
1 + k0n

¢ ¹½
3½w

8
<
:

¢ ¹Cnm
¢ ¹Snm

: (2.29)
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Angewendet auf (2.27) ergibt sich

¢¾(µQ; ¸Q) =
R¹½
3

1X

n=0

nX

m=0

2n+ 1
1 + k0n

¹Pnm(cos µQ)
³
¢ ¹Cnm cosm¸Q + ¢ ¹Snm sinm¸Q

´
:

(2.30)
Hiermit kÄonnen die Variationen in der Ober°Äachendichte aus gemessenen oder mit Hilfe
eines Modells berechneten Kugel°Äachenfunktionen rÄuckgerechnet werden.

Die ÄAnderung im Gravitationspotential kann zusammen mit (2.28), (2.26) und (2.12)
berechnet werden zu:

¢V (P ) =
3GM
R

¢ ½w
¹½

1X

n=0

1 + k0n
2n+ 1

µ R
rP

¶n+1

¢

¢
nX

m=0

¹Pnm(cos µP )
h
¢Ĉnm cosm¸P + ¢Ŝnm sinm¸P

i
: (2.31)

Alternativ kann mit (2.26) und (2.28) auch geschrieben werden (vgl. 2.12):

¢V (P ) =
GM
R

1X

n=0

µ R
rP

¶n+1 nX

m=0

¹Pnm(cos µP )
h
¢ ¹Cnm cosm¸P + ¢ ¹Snm sinm¸P

i
: (2.32)

Diese Form ist praktikabler fÄur die Berechnung, da bei der Synthese dann auf eventuell
vorhandene Programme zurÄuckgegri®en werden kann. Analog lassen sich die Variationen
beliebiger anderer GrÄo¼en ermitteln, die aus den Potentialkoe±zienten berechnet werden,
beispielsweise GeoidhÄohen oder Schwereanomalien.
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2.2.2. Ansatz nach Lagrange

Anders als beim Ansatz nach Euler wird hier die Massenumverteilung durch das Verfol-
gen des Massentransports beschrieben, also in Form eines Geschwindigkeitsvektorfeldes.
Legt man das Prinzip der Massenerhaltung zugrunde, so kann die Integration Äuber den
undeformierten KÄorper ausgefÄuhrt werden. Dieser Ansatz eignet sich nach [Chao, 1994]
fÄur Massenverlagerungen aufgrund von Prozessen im Erdinneren. Beispiele sind Erdbe-
ben, postglaziale Hebungen, Mantelkonvektion oder StrÄomungen im Erdkern. Angemerkt
sei noch, da¼ es fÄur diese Ereignisse sehr schwierig ist, die fÄur den Euler'schen Ansatz
benÄotigte entsprechende ÄAnderung der Ober°Äachendichte zu ¯nden.

Folgt man [Chao und Gross, 1987] und kÄurzt ab

r = (rQ; µQ; ¸Q) und (2.33)

Qnm(r) = rnQ ¹Pnm(cos µQ)

8
<
:

cosm¸Q
sinm¸Q

9
=
; ; (2.34)

so folgt fÄur eine Verschiebung u = (±r; ±µ; ±¸) fÄur die ÄAnderung der Potentialkoe±zienten
aus (2.11):

¢ ¹Cnm
¢ ¹Snm

9
=
; =

1
(2n+ 1)M Rn

ZZ

§

Z
½(r) [Qnm(r + u)¡Qnm(r)] d§Q : (2.35)

Unter der Annahme, da¼ u klein ist, kann mit dem linearen Term einer Taylorreihe
genÄahert werden

Qnm(r + u)¡Qnm(r) = u ¢ rQnm(r) + (0)2 : (2.36)

r steht fÄur den Nabla-Operator, hier in sphÄarischen Koordinaten. Aus (2.35) wird damit:

¢ ¹Cnm(t)
¢¹Snm(t)

9
=
; =

1
(2n + 1)M Rn

ZZ

§

Z
½(r)u(r; t) ¢ rQnm(r)d§Q : (2.37)

Die zeitabhÄangigen Glieder sind durch den Zusatz t gekennzeichnet.

Auch diesem Ansatz liegen Annahmen zugrunde, insbesondere Äuber die (ungestÄorte) Dich-
teverteilung im Erdinneren, da sie fÄur die Berechnung benÄotigt wird. HierfÄur wird ein
einfaches Kugelschalenmodell oder ein komplizierteres Modell wie etwa das PREM (Pre-
liminary Reference Earth Model, vgl. [Dziewonski und Anderson, 1981]) herangezogen.
FÄur die Berechnung des StÄorungsfeldes u fÄur jeden E®ekt sei auf die Literatur verwiesen
(z.B. [Chao und Gross, 1987]).
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2.3. Au°ast und Love'sche Zahlen

Im Abschnitt Äuber die Modellierung des Ein°usses von Ober°Äachenmassen wurde das
indirekte Potential aufgrund von Auflast erwÄahnt. Nun soll anhand des Gezeitenpotentials
etwas genauer auf diesen Sachverhalt eingegangen werden. Die anschlie¼end abgeleiteten
Formeln gelten aber fÄur jedes gravitative Potential, das eine elastische Verformung der
Erde verursacht.

Die Reaktionen der Erdkruste auf den direkten Ein°u¼ der astronomischen GezeitenkrÄafte
werden als feste Erdgezeiten bezeichnet. Sie wirken auf die feste Erde und damit auch auf
den Ozeanboden, ohne BerÄucksichtigung der darÄuberliegenden Wassermassen. Es gÄabe
dort also auch ohne Wasser die Erdgezeiten.

Die Schwankungen des Wasserspiegels aufgrund der GezeitenkrÄafte nennt man Ozeange-
zeiten. Sie kÄonnen entweder mit Pegeln an der KÄuste oder mit Drucksensoren am Ozean-
boden gemessen werden.

Die Deformation des Ozeanbodens und auch der KÄustenregionen durch die Umverteilung
der Wassermassen infolge der Ozeangezeiten wird unter dem Begri® Auflast der Ozeange-
zeiten subsummiert. Die wichtigsten E®ekte hierbei sind die Massenanziehung des Wassers
auf die umliegenden Massen, die Deformation der Erdkruste sowie eine Variation des Gra-
vitationspotentials der Erde. Um die Auflaste®ekte berechnen zu kÄonnen, wird ein Modell
des Ozeans und der Eigenschaften der festen Erde benÄotigt.

Die Summe aus Ozeangezeiten und Auflast nennt man elastische Ozeangezeiten. Diese
GrÄo¼e erhÄalt man aus den meisten Ozeangezeitenmodellen. Die z.B. mit Schweremessun-
gen auf der Erde beobachteten Erdgezeiten beinhalten die festen Erdgezeiten und die
Auflast der Ozeangezeiten. DarÄuberhinaus gibt es noch die geozentrischen Gezeiten, die
mit Altimetern beobachtet werden kÄonnen. Sie setzen sich aus Ozeangezeiten, Auflast
und festen Erdgezeiten zusammen ([Pail et al., 2000], [Zahran, 2000]).

FÄur die mathematische Formulierung nach [Lambeck, 1988] schreibt man das Gravita-
tionspotential in der verkÄurzten Form

V =
1X

n=0

nX

m=0
vnm ¹Pnm(cos µ) (2.38)

mit
vnm = ¹Cnm cosm¸+ ¹Snm sinm¸ : (2.39)
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Love [Love, 1927] nahm an, da¼ die Deformation u an der Erdober°Äache durch ein Po-
tential in der obigen Form beschrieben werden kann mit

u =
1
g

" 1X

n=0

nX

m=0
hnmvnm ¹Pnm(cos µ)er +rt

1X

n=0

nX

m=0
`nmvnm ¹Pnm(cos µ)et

#
(2.40)

und das zusÄatzliche Potential als

¢V =
1X

n=0

nX

m=0
knmvnm ¹Pnm(cos µ) : (2.41)

Dabei bedeuten er und et die Einheitsvektoren in radialer und tangentialer Richtung,
rt steht fÄur den Gradienten an der Ober°Äache und die drei GrÄo¼en hnm, `nm und knm
werden als Love'sche Zahlen bezeichnet. Manchmal ¯ndet man fÄur `nm auch die Be-
zeichnung Shida'sche Zahl. Die Indizes n und m deuten dabei auf die AbhÄangigkeit von
Grad und Ordnung hin. Die AbhÄangigkeit von der Ordnung ist sehr gering und wird
meist vernachlÄassigt. In der Folge wird dementsprechend nur hn, `n und kn geschrieben
[Pail et al., 2000].

Diese Formeln werden verwendet, wenn die Ursache der Deformation eine Kraft wie etwa
die Zentrifugalkraft ist, die keine Auflaste®ekte verursacht. Im Falle der spÄater genauer be-
trachteten AtmosphÄare oder auch der Ozeangezeiten treten solche, wie oben beschrieben,
jedoch auf. Deshalb werden nach [Munk und MacDonald, 1960] anstelle der Love'schen
Zahlen die Love'schen Zahlen fÄur Au°ast h0n, `0n und k0n in die Gleichungen (2.40) und
(2.41) eingesetzt. Diese Zahlen beschreiben radiale und tangentiale geometrische E®ekte
(h0n und `0n) sowie indirekte E®ekte auf das Potential (k0n).

Um Deformationen aufgrund von horizontalen ReibungskrÄaften wie Wind oder Ozean-
strÄomungen, die auf die Erdober°Äache einwirken, zu beschreiben, benÄotigt man einen drit-
ten Satz von Love'schen Zahlen. Sie werden mit h00n, `00n und k00n bezeichnet und Love'sche
Zahlen fÄur Scherung genannt. Von den insgesamt 9 SÄatzen von Love'schen Zahlen sind
nur 6 unabhÄangig voneinander. Es gelten nach [Molodenski, 1977] die Beziehungen:

k0n = kn ¡ hn
k00n = `n = h00n + `0n (2.42)

h00n = `n ¡ `0n = k00n ¡ `0n :

Die Love'schen Zahlen werden mit Hilfe von Erdmodellen berechnet. Ein Beispiel hierfÄur
bei Verwendung des PREM ¯ndet sich in [Han und Wahr, 1995].
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2.4. Massenerhalt und Massenzentrum

Trotz aller Prozesse, die zu zeitlichen Variationen im Schwerefeld fÄuhren, sollte die Ge-
samtmasse der Erde einschlie¼lich der Ozeane und der AtmosphÄare unverÄandert bleiben.
Da der Term fÄur den Grad n = 0 proportional zu dieser Gesamtmasse ist, wird auch er
nicht zeitabhÄangig sein. FÄur Satellitenmessungen gilt also: ¢ ¹C00 = 0. Dies kann dahinge-
hend interpretiert werden, da¼ z.B. bei Schneefall (Massenzuwachs) sich die Ozeanmasse
reduziert. Durch den Wasserkreislauf ist die Massenbilanz ausgeglichen, die Summe aller
ÄAnderungen ergibt Null.

Betrachtet man nur einen einzelnen E®ekt und will dessen Auswirkungen ermitteln, so
kÄonnen hier sehr wohl MassenÄuberschÄusse oder -de¯zite auftreten. Die Masse der Atmo-
sphÄare etwa ist zeitlich nicht konstant. Damit ist das betre®ende ¢Ĉ00 ungleich Null.
Die Auflast des einzelnen E®ektes verursacht aber keine ÄAnderung der Gesamtmasse der
Erde. Daher folgt: k00 = 0.

Die Terme vom Grad n = 1 sind proportional zu der Beziehung zwischen dem Massen-
zentrum und dem Ursprung des gewÄahlten Koordinatensystems und hÄangen folglich von
dessen Wahl ab. Legt man den Ursprung des Koordinatensystems so, da¼ er stets mit dem
momentanen Massenzentrum der Erde Äubereinstimmt, dann verschwinden alle Terme mit
n = 1, es gilt also ¢ ¹C10 = ¢ ¹C11 = ¢ ¹S11 = 0. Auch hier kÄonnen bei Betrachtung einzelner
E®ekte Abweichungen auftreten, beispielsweise kann das Massenzentrum der AtmosphÄare
variieren. Dies wirkt sich jedoch auf das Massenzentrum der festen Erde aus, so da¼ in
der Summe das Massenzentrum ortsfest bleibt. FÄur eine solche Wahl des Bezugssystems
gilt demnach: k01 = ¡1, d.h. hier treten keine zeitlichen Variationen auf.

Eine andere Wahl des Ursprungs des Bezugssystems ist die als Mittelpunkt des KÄorpers
der festen Erdober°Äache, wie sie durch Messungen auf der Erdober°Äache realisiert wird. In
diesem Fall sind die n = 1 Terme ungleich Null und die Love'sche Zahl fÄur Auflast k01 wird
bestimmt durch den Unterschied zwischen dem Massenmittelpunkt der Ober°Äachenmasse
zuzÄuglich der deformierten festen Erde und dem Mittelpunkt des KÄorpers der deformierten
festen Erdober°Äache. Es ergibt sich k01 = ¡(h1 + 2 `1)=3, wobei h1 und `1 fÄur den Fall des
Ursprungs im Massenzentrum der deformierten Erde berechnet werden.

Entsprechende Zahlenwerte fÄur k0n bei Verwendung des PREM-Erdmodells ¯nden sich in
[Wahr et al., 1998] und sind hier numerisch und graphisch wiedergegeben (Tab. 2.1 und
Abb. 2.4). Weitere Zwischenwerte bis zum Grad 200 kÄonnen linear interpoliert werden.
Dadurch entstehende Fehler liegen im Bereich von weniger als 0:05%.
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n k0n n k0n
0 0.000 12 ¡0.064
1 +0.027 15 ¡0.058
2 ¡0.303 20 ¡0.051
3 ¡0.194 30 ¡0.040
4 ¡0.132 40 ¡0.033
5 ¡0.104 50 ¡0.027
6 ¡0.089 70 ¡0.020
7 ¡0.081 100 ¡0.014
8 ¡0.076 150 ¡0.010
9 ¡0.072 200 ¡0.007

10 ¡0.069

Tab. 2.1.: Love'sche Zahlen fÄur
Auflast k0n Abb. 2.4.: Love'schen Zahlen k0n je Grad n

2.5. Eigenschaften der Kugel°Äachenfunktionen

In Kapitel 2.1 werden fÄur die Berechnung des Gravitationspotentials Kugel°Äachenfunk-
tionen verwendet. Die Reihenentwicklung in Kugel°Äachenfunktionen entspricht einer Fou-
rierreihe auf der Kugel. Die damit berechneten Ergebnisse sollten identisch mit denen aus
der direkten Integration (Gleichung (2.1)) sein.

Kugel°Äachenfunktionen sind orthonormale Basisfunktionen, die kontinuierliche globale
DatensÄatze benÄotigen. Probleme treten daher bei diskret gemessenen Daten auf, wenn
DatenlÄocher oder DiskontinuitÄaten vorliegen oder die DatensÄatze inhomogen in der rÄaum-
lichen AuflÄosung oder der QualitÄat sind.

Die Wirkung der DatenlÄocher (meist aus nicht polaren Satellitenbahnen resultierende Pol-
kappen) besteht darin, da¼ die OrthonormalitÄat der Kugel°Äachenfunktionen verloren geht.
Durch eine rechenintensive Orthonormierung kann die OrthogonalitÄat zwar wiederherge-
stellt werden, allerdings geht dabei die strenge Beziehung zu bestimmten WellenlÄangen
verloren. Um die gewÄunschte hohe rÄaumliche AuflÄosung zu erhalten, wird zur klassischen
Berechnung geraten [Pail et al., 2000].

HÄau¯g treten am ÄUbergang vom Ozean zum Land, also an KÄusten, SprÄunge in den Da-
tensÄatzen auf. Diese fÄuhren ebenso wie die DatenlÄocher zu Oszillationen der Fourierreihe,
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deren rÄaumliche Ausdehnung vom maximalen Berechnungsgrad abhÄangt. Diese Erschei-
nung wird Gibbs-PhÄanomen1 genannt.

Das Gibbs-PhÄanomen kann sichtbar gemacht werden, indem man eine Land-Ozean-Maske
(Ozean = 0, Land = 1) wie in Abb. 4.3 zunÄachst in Kugel°Äachenfunktionen entwickelt,
mit den Koe±zienten in einer Synthese wieder zurÄuckrechnet und schlie¼lich die Di®erenz
mit der Ausgangsmaske bildet. Die Ergebnisse solcher Simulationen fÄur zwei unterschied-
liche Entwicklungsgrade zeigt Abb. 2.5. Die Auswirkungen sind in beiden FÄallen Äahnlich,
es treten gro¼e maximale Abweichungen bis fast §1 auf. Je hÄoher jedoch der Entwick-
lungsgrad, desto kleinrÄaumiger werden die E®ekte. Es handelt sich dann um Fehler in
den Koe±zienten von hohem Grad und hoher Ordnung. In [Pail et al., 2000] ¯nden sich
weitere Untersuchungen zu diesem Thema, dessen Auswirkungen im Einzelfall studiert
werden sollten.

Abb. 2.5.: Auswirkung des Gibbs-PhÄanomens (Simulation mit Land-Ozean-Maske),
Reihenentwicklungen bis Grad und Ordnung 72 (oben) und 360 (unten)

1 Nach Gibbs, der das PhÄanomen 1899 in einem Brief an Nature beschrieben hat.
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2.6. Schwere und Gravitation

Das Schwerefeld der Erde besteht aus zwei Komponenten: der Gravitation und der durch
die Erdrotation erzeugten Zentrifugalbeschleunigung.

W = V + Z = G
ZZ

§

Z ½(Q)
`PQ

d§Q +
1
2
!2r2 cos2 ' (2.43)

Das Schwerepotential W setzt sich aus der Summe von Gravitationspotential V und
Zentrifugalpotential Z zusammen; ! steht fÄur die Rotationsgeschwindigkeit der Erde,
' fÄur die Breite des betrachteten Ortes.

Wenn bisher von den Schwankungen des Schwerefeldes die Rede war, wurden streng
genommen jedoch nur die Variationen des Gravitationsfeldes betrachtet. Dies kann da-
mit erklÄart werden, da¼ das VerhÄaltnis der beiden Beschleunigungen bei etwa 1:300 in
der GrÄo¼enordnung der Abplattung der Erde liegt. Die durch die VernachlÄassigung von
Schwankungen in Z gemachten Fehler werden also gering sein.

Eine einfache AbschÄatzung fÄur die Variation der Erdrotation zeigt die beim Zentrifugal-
potential in etwa zu erwartenden GrÄo¼enordnungen. Eine durchschnittliche TageslÄangen-
schwankung ¢LOD von 1 ms [Lambeck, 1988] fÄuhrt zu einer maximalen Abweichung am
ÄAquator von ¢Z = 0:0025 m2/s2, was etwa 2 ¢ 10¡8 des Gesamtbeitrags von Z entspricht.
Der Beitrag der Polbewegung erreicht bei einer Schwankung der Rotationsachse von 0:300

seinen Maximalwert ¢Z = 0:16 m2/s2 fÄur Breiten von 45 ±, was etwa 3 ¢ 10¡6 von Z ent-
spricht. Der relative Anteil am Gesamtbeitrag steigt in den Polbereichen auf ca. 2 ¢ 10¡5

an, allerdings bei sehr geringen Absolutwerten.

Alle Massenverlagerungen, die das Schwerefeld der Erde beein°ussen, fÄuhren gleichzeitig
zu Schwankungen in der Erdrotation. Dies wurde im Rahmen dieser Arbeit ausgeklam-
mert. Einen Einstieg in dieses Thema ¯ndet man z.B. in [Chao, 1994]. Die Auswirkungen
auf die Variationen des Schwerefelds der Erde werden nach obigen AbschÄatzungen sehr
gering sein und im weiteren vernachlÄassigt.
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3. Ursachen fÄur Schwerefeldvariationen

Nachdem in Kapitel 2 mÄogliche mathematische Beschreibungen zur Berechnung der Schwe-
refeldvariationen aufgezeigt wurden, sollen nun die tatsÄachlich vorhandenen Ursachen
fÄur die Variationen mit den dabei auftretenden GrÄo¼enordnungen kurz vorgestellt wer-
den. Da bereits einige VerÄo®entlichungen zu jedem einzelnen E®ekt vorliegen, wird auf
Details verzichtet und im wesentlichen nach der umfassenden Darstellung des National
Research Council [NRC, 1997] und der Zusammenstellung der bisherigen Ergebnisse in
[Verhagen, 2000] vorgegangen.

3.1. Das dynamische System Erde

Die Erde ist ein dynamisches System, in dem stÄandig Prozesse der Massenumverteilung
ablaufen. Da das Gravitationsfeld der Erde von der Massenverteilung abhÄangt, unterliegt
es fortwÄahrenden Schwankungen. Nun soll zunÄachst unterschieden werden, welche Prozesse
auf der Erde signi¯kante ÄAnderungen in der Gravitation verursachen und welche nicht.

Nach [Chao, 1994] bedarf es einer ausreichend gro¼en Menge an Masse, die einem Trans-
port Äuber eine hinreichend gro¼e Distanz unterliegt, damit die ÄAnderungen im Gravitati-
onsfeld signi¯kant sind. Beispiele fÄur nicht signi¯kante Massentransporte sind:

² ÄOl- und GÄutertransport durch Schi®e, da zu geringe Massen bewegt werden,

² Eisbildung und -verteilung in den Polarmeeren,

² Sterische1 ÄAnderungen des Meeresspiegels, weil hier nur VolumenÄanderungen und
keine Massentransporte statt¯nden,

1 Dichtevariationen aufgrund von ÄAnderungen in der Temperatur oder im Salzgehalt [Wahr et al., 1998]
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² Einzelne VulkanausbrÄuche, da zu geringe Distanzen des Massentransportes vorlie-
gen.

Im Gegensatz hierzu stehen die E®ekte, die signi¯kante Variationen im Gravitationsfeld
hervorrufen [NRC, 1997]:

² FlÄussige und bewegliche AtmosphÄare und Ozeane

² StÄandig sich Äandernde Verteilung von Eis, Schnee und Grundwasser

² FlÄussiger Erdkern mit hydromagnetischen Bewegungen

² Erdmantel mit WÄarmekonvektion und postglazialen Hebungen

² Plattentektonische Bewegungen

Die durch diese E®ekte verursachten Schwerevariationen treten in den unterschiedlichsten
rÄaumlichen Ausdehnungen und zeitlichen Perioden auf, wobei erstere von einigen Kilo-
metern bis zu mehr als 10 000 km und letztere von wenigen Stunden bis zu hunderten
von Jahren reichen kÄonnen. ÄUber 99 % der Abweichungen des Gravitationsfeldes der Erde
von einer rotierenden °Äussigen Figur mit der Masse der Erde, ihrem mittleren Radius
und TrÄagheitsmoment kÄonnen jedoch als statisch angesehen werden. Dieses statische Feld
ist bestimmt von UnregelmÄa¼igkeiten der festen Erde durch Konvektionsprozesse, die die
Erde in geologischen ZeitrÄaumen deformieren. Alle Betrachtungen in dieser Arbeit zielen
lediglich auf das eine verbleibende Prozent ab.

Neben den oben genannten E®ekten auf der Erde selbst kommen noch weitere wichtige
Ein°Äusse von au¼en hinzu. Dies sind insbesondere die Gezeiten aufgrund der Anziehung
von Sonne und Mond. Die nachfolgende Tabelle 3.1 aus [Chao, 1994] gibt einen ÄUberblick
Äuber alle relevanten E®ekte. Als GrÄo¼enangabe dient dabei die Angabe in den Koe±zien-
ten J2 und J3, die sich aus den ¹Cnm ergeben nach:

Jn = ¡
p

2n+ 1 ¢ ¹Cn0 : (3.1)

Die beiden angegebenen Koe±zienten beschreiben gro¼e WellenlÄangen des Gravitations-
potentials, stehen also fÄur gro¼e rÄaumliche Ausdehnungen. Deshalb sind Ursachen, die eine
geringere rÄaumliche Ausdehnungen besitzen (z.B. tektonische Bruchzonen, Erscheinungen
an PlattenrÄandern) hier ebenso wie die noch nicht bestimmten E®ekte (z.B. AktivitÄaten
des Erdkerns) mit einem Fragezeichen versehen.
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Ursache zeitliche Periode ¢J2[10¡10] ¢J3[10¡10]
Feste Erdgezeiten langperiodisch bis zu 20 ?

tÄaglich 0 0
halbtÄaglich 0 0

Ozeangezeiten alle Gezeitenperioden bis zu 4 ?
AtmosphÄare, Fall IB tÄaglich{jahreszeitlich 8 (max.) 10 (max.)

3 (jÄahrlich) 5 (jÄahrlich)
AtmosphÄare, Fall NIB tÄaglich{jahreszeitlich 15 (max.) 20 (max.)

5 (jÄahrlich) 6 (jÄahrlich)
Schnee jahreszeitlich bedingt 2 (jÄahrlich) 1 (jÄahrlich)
Regen jahreszeitlich bedingt 1 (jÄahrlich) 1.7 (jÄahrlich)
Gletscher sÄakular 0.02 pro Jahr 0.01 pro Jahr
Stauseen kumulativ seit 1950 ¡0.4 0.3
Eisdecken sÄakular ? ?
Grundwasser jahreszeitlich bedingt ? ?
Meeresspiegel sÄakular 0.03 pro Jahr ¡0.02 pro Jahr
Ozeanzirkulation jahreszeitlich bedingt ? ?
Erdbeben nach Ereignis 0.5 (Alaska '64) 0.3 (Chile '60)

kumul. sÄakular (77{90) ¡0.002 pro Jahr 0.008 (max.)
Postglaziale Hebungen sÄakular ¡0.3 pro Jahr ?
Gezeitenreibung sÄakular ¡0.005 pro Jahr ?
Mantelkonvektion, sÄakular ? ?

Plattentektonik
AktivitÄaten im Erdkern sÄakular ? ?

Tab. 3.1.: Globale geophysikalische Massentransporte und deren vorhergesagte Auswir-
kungen auf das Gravitationsfeld (Quelle: [Chao, 1994])

WÄahrend die grÄo¼ten E®ekte mit jÄahrlicher und kÄurzerer Periode von der AtmosphÄare
und HydrosphÄare verursacht werden, sind die grÄo¼ten langperiodischen Schwankungen auf
postglaziale Hebungen zurÄuckzufÄuhren. Insgesamt liegt die GrÄo¼enordnung der zeitlichen
Variationen bei etwa 10¡8 des statischen Feldes (siehe auch Abb. 3.1).

Neben diesen Ergebnissen aus Modellierungen gibt es auch Zahlenwerte fÄur die jÄahrlichen
und halbjÄahrlichen Schwankungen von J2 und J3 aus SLR-Beobachtungen, die mit obigen
Werten recht gut Äubereinstimmen. Problematisch ist jedoch, aus den mit SLR gemesse-
nen Variationen, die aus der Summe der einzelnen Glieder bestehen, RÄuckschlÄusse auf
einzelne E®ekte zu ziehen. Eine ÄUbersicht hierzu mit Quellenangaben zu den einzelnen
Untersuchungen kann [Verhagen, 2000] entnommen werden.
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3.2. Geophysikalische Prozesse

In diesem Kapitel werden die E®ekte aus Tabelle 3.1 sowie die Gezeiten in bezug auf
ihre GrÄo¼e und spektralen Eigenschaften etwas nÄaher betrachtet. Auch die Frage nach
der MÄoglichkeit einer Messung der E®ekte mit zukÄunftigen Schwerefeldmissionen soll
jeweils kurz angesprochen werden. Eine Liste von relevanten Internetseiten mit weiter-
gehenden Informationen sowie DatensÄatzen zu den einzelnen E®ekten ¯ndet man in
[Rummel und Sneeuw, 2000].

Abb. 3.1 gibt eine ÄUbersicht zu den erwarteten Frequenzen und rÄaumlichen Ausdehnungen
der einzelnen E®ekte mit der jeweils zu erwartenden GrÄo¼enordnung in Einheiten von
g = 9:8 m/s2. Die Gezeiten sind nicht dargestellt, da sie in nahezu allen Frequenzen und
rÄaumlichen Ausdehnungen auftreten.

Abb. 3.1.: Erwartete Perioden, WellenlÄangen und GrÄo¼enordnungen der zeitlichen Varia-
tionen des Gravitationsfeldes fÄur jeden geophysikalischen Proze¼
(Quelle: [Verhagen, 2000], Angaben nach [Torge, 1989] und [NRC, 1997])
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3.2.1. Gezeiten

Die Gezeiten auf der Erde werden durch die Anziehung von Sonne und Mond verursacht,
man spricht deshalb auch von lunisolaren Gezeiten. Andere HimmelskÄorper haben einen
hier vernachlÄassigbaren Anteil. Die lunisolaren Gezeiten sind folglich von der Position
der drei beteiligten HimmelskÄorper zueinander abhÄangig. Eine Unterscheidung bezÄuglich
der Auswirkungen auf die Erde gibt Kapitel 2.3. Alle Gezeitenerscheinungen treten in
halbtÄaglichen, tÄaglichen und lÄangeren Perioden auf. Da die kurzperiodischen E®ekte auf
niedrig °iegende Satelliten wie ein Rauschen wirken kÄonnen, emp¯ehlt es sich, sie nicht
mit Satelliten zu beobachten, sondern vorhandene Modelle zu verwenden, um die Satelli-
tenmessungen damit zu korrigieren.

Unter der in Tabelle 3.1 genannten Gezeitenreibung versteht man die Wirkung des auf-
grund der Schiefstellung der Erdachse von Sonne und Mond ausgeÄubten Drehmomentes
auf die Erdrotation. Sie besteht in einer stetigen Verlangsamung der Erdrotation (Anstieg
der TageslÄangen). Daraus wiederum resultiert eine geringere Abplattung der Erde, was
sich in einer Abnahme des Koe±zienten J2 Äau¼ert. Diese Auswirkung auf das Schwerefeld
ist gering und sÄakular.

3.2.2. AtmosphÄare

Die Masse der AtmosphÄare betrÄagt etwa 10¡6 der Masse der Erde. Trotzdem ist die Atmo-
sphÄare eine der Hauptursachen fÄur jÄahrliche und kÄurzer periodische Schwerevariationen.
Dies rÄuhrt daher, da¼ die Massen in den LuftsÄaulen in der TroposphÄare um bis zu 10 %
variieren. Die Auswirkungen sind mit einer Me¼genauigkeit von etwa 10¡8 folglich me¼bar.

Die AtmosphÄare ist zugleich von den hier betrachteten E®ekten derjenige, der am besten
mit Messungen (vor allem des Luftdrucks) erfa¼t werden kann. Daher ist es wichtig, diesen
E®ekt mÄoglichst genau zu bestimmen, um andere schwÄachere Signale Äuberhaupt erkennen
zu kÄonnen. Teilweise sind die Unsicherheiten in den meteorologischen Daten die grÄo¼te
Fehlerquelle fÄur hydrologische und glaziologische Berechnungen.

Aufgrund dieser herausragenden Stellung gab es bereits einige Studien zu diesem E®ekt.
Auch in dieser Arbeit soll die AtmosphÄare als Beispiel fÄur das Vorgehen bei der Berechnung
und Analyse der Schwerefeldvariationen dienen. Probleme resultieren bei der AtmosphÄare
daraus, da¼ die Massenverteilung Äahnlich wie das Wettergeschehen starke Abweichungen
von festen Perioden und Amplituden zeigt. So kann die rÄaumliche Ausdehnung der E®ekte
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von 100 bis 10 000 km reichen bei halbtÄaglichen bis mehrjÄahrigen Perioden. Im Hinblick
auf zukÄunftige Schwerefeldmissionen ist somit ein mÄoglichst dichtes globales Netzwerk an
Barometern erstrebenswert, um das AtmosphÄarensignal aus den Messungen heraus¯ltern
zu kÄonnen.

3.2.3. HydrosphÄare

Unter den Begri® HydrosphÄare fÄallt die Verteilung des Wassers auf den Kontinenten, in
den Ozeanen und in der Luft. Der Massentranport ¯ndet hier im Rahmen des Wasserkreis-
laufs durch Verdunstung und Niederschlag sowie Flie¼bewegungen statt. FÄur eine bessere
Unterteilung der HydrosphÄare wird sie in einzelne Bereiche gegliedert: das Wasser auf
den Kontinenten, die Ozeanmassen und die Eismassen, die aufgrund ihres vÄollig anderen
Verhaltens in einem eigenen Kapitel behandelt werden.

Wasser auf den Kontinenten

Die Variationen im kontinentalen Wasser bestehen im wesentlichen aus den Schwankun-
gen im Grundwasserspiegel, in der Bodenfeuchtigkeit, im Ober°Äachenwasser von Seen und
FlÄussen aufgrund von Regen, Ab°u¼ und Verdunstung sowie in der Schneebedeckung. Es
treten gro¼rÄaumig vor allem jahreszeitlich bedingte und niedrigere Frequenzen auf (z.B.
Schneeauflast), bei Hochwasserereignissen kann es aber auch zu kurzfristigen kleinrÄaumi-
gen E®ekten kommen. Von den in Tabelle 3.1 genannten Stauseen wird angenommen,
da¼ in Zukunft keine weiteren sÄakularen kumulativen E®ekte mehr auftreten, unter der
Voraussetzung, da¼ keine bedeutenden neuen Projekte mehr realisiert werden.

Auch zur HydrosphÄare auf den Kontinenten gibt es bereits mehrere Untersuchungen,
etwa die von [Chao et al., 1987], [Wahr et al., 1998] und [Pail et al., 2000]. Sie ergaben
Äahnlich wie bei der AtmosphÄare eine jÄahrliche und eine halbjÄahrliche Hauptfrequenz, deren
SignalstÄarken sogar noch Äuber denen der AtmosphÄare liegen. Probleme gibt es sowohl
bei der VerfÄugbarkeit (z.B. Antarktis und GrÄonland oder Grundwasserdaten allgemein)
und QualitÄat der DatensÄatze bezÄuglich der Verdunstung, der Bodenfeuchtigkeit oder des
Grundwasserstandes als auch bei der Modellierung mit dem Tre®en von Annahmen wie
beispielsweise der Äuber die Dichte von Schnee. Es wird daher mit einer Kombination
verschiedener Parameter wie der Temperatur und dem Niederschlag gearbeitet.
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Aufgrund dieser ganzen Probleme wird versucht, die Wassermassenverteilung mit Schwe-
remessungen zu erfassen. Bei einer Schwerefeldmission mit Satelliten sind nicht die einzel-
nen E®ekte me¼bar, sondern nur die ÄAnderungen in vertikal integrierten Wassermassen.
Trotzdem scheint ein RÄuckschlu¼ auf Erscheinungen wie die ErschÄopfung von Grundwas-
serreserven mÄoglich [NRC, 1997].

Ozeanmassenverteilung

Der Ein°u¼ der Ozeanmassen auf das Gravitationsfeld kann in zwei Komponenten auf-
geteilt werden: zum einen in den Anstieg des Meeresspiegels und zum anderen in die
OzeanstrÄomungen. Der erste E®ekt steht in Zusammenhang mit Klimamodellen, die noch
erhebliche Unsicherheiten aufweisen, wird aber auch mit Pegelmessungen nachgewiesen
und liegt bei 1.0 - 2.5 mm/Jahr. Schwierig ist die Trennung zwischen thermaler Ausdeh-
nung und echtem Massenzuwachs. Die DichteÄanderung durch ErwÄarmung fÄuhrt ebenso
wie die durch einen anderen Salzgehalt nicht zu horizontalen Massentransporten, sondern
nur zu einer VerÄanderung des Volumens bei gleicher Masse und hat keinen Ein°u¼ auf
das Gravitationsfeld (sterische ÄAnderungen).

Die OzeanstrÄomungen fÄuhren zu Variationen im Gravitationsfeld mit sehr hohen (Tage)
bis jahreszeitlichen (z.B. El Ni~no) Perioden bei einer rÄaumlichen Ausdehnung von 100
bis 10 000 km. Die SignalstÄarke ist etwas unsicher, liegt aber deutlich unterhalb der der
kontinentalen Wassermassen oder der AtmosphÄare. Dennoch sind die E®ekte bei einer
Ausdehnung von mindestens 100 km mit Schwerefeldmissionen me¼bar. Vielversprechend
scheint die Kombination eines gemessenen zeitvariablen Schwerefeldes mit Altimetriedaten
wie denen der Mission TOPEX/Poseidon im Hinblick auf eine Verbesserung der Modelle
Äuber die Ozeanzirkulation (OGCM2, z.B. POP3).

3.2.4. KryosphÄare

Die KryosphÄare setzt sich aus den Eismassen an den Polkappen und den kontinentalen
Gletschern zusammen. Auch sie unterliegen stÄandigen Masse- und Dichtevariationen durch
Abschmelzung und Niederschlag sowie Kompaktierung. Der Ein°u¼ des Abschmelzens der
Eismassen GrÄonlands und der Antarktis auf den Anstieg der Meeresspiegel liegt bei etwa

2 OGCM: Ocean General Circulation Model
3 POP: Parallel Ocean Program des Los Alamos National Laboratory, USA
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§0.4 bzw. §1.4 mm fÄur das vergangene Jahrhundert. DarÄuber hinaus ist relativ wenig
bekannt Äuber die Auswirkungen des Verhaltens der Eismassen auf das Gravitationsfeld.

Die kontinentalen Gletscher zeigen individuell sehr unterschiedliches Verhalten, was eine
Modellierung erheblich erschwert. Die Modelle Äuber die gro¼en Eismassen in den Polre-
gionen sind ebenfalls noch mit grÄo¼eren Unsicherheiten behaftet (z.B. isostatischer Aus-
gleich). In jedem Falle sind die Auswirkungen auf das Gravitationsfeld im Bereich der
sÄakularen Perioden und eher kleinrÄaumig mit geringen Folgen (etwa 10¡12) fÄur die nied-
rigen zonalen Koe±zienten. Aus den Schwerefeldmissionen werden aufgrund der °Äachen-
deckenden und direkten Messung der Massenverteilung und deren ÄAnderungen erhebliche
Fortschritte fÄur die Glaziologie erwartet.

3.2.5. Postglaziale Hebungen

In Zusammenhang mit dem Abschmelzen der Eismassen stehen immer die isostatischen
Reaktionen der visko-elastischen Erdkruste auf den Wegfall der Eisauflast, die postglazia-
len Hebungen. Sie sind in Bereichen wie Kanada und Skandinavien mit Modellen erfa¼t,
in gegenwÄartig vergletscherten Gebieten wie der Antarktis hingegen schwer von den Ef-
fekten der Eisabschmelzung zu trennen. Nach Tabelle 3.1 sind sie die grÄo¼te Ursache fÄur
langperiodische Variationen im Gravitationsfeld. Da sie gro¼rÄaumig auftreten und inner-
halb weniger Jahre nur geringe Variationen hervorrufen, sind sie nur mit im Bereich der
niedrigen Koe±zienten hochsensitiven, mehrjÄahrigen Satellitenmissionen me¼bar.

3.2.6. Vulkanismus und Erdbeben

Vulkanismus und insbesondere Erdbeben sind nur sehr kurzzeitig auftretende Erschei-
nungen, fÄuhren aber dennoch zu enormen Massenverlagerungen und DichteverÄanderun-
gen. Sie kÄonnen im Falle der Erdbeben Signale von bis zu 3 mGal oder 3 cm Gei-
odhÄohenÄanderung bei einer WellenlÄange von bis zu 100 km hervorrufen ([NRC, 1997],
[Chao und Gross, 1987]). Diese rÄaumliche Ausdehnung ist jedoch so gering, da¼ die E®ekte
mit Satellitenmissionen nicht me¼bar sind. Daneben besteht praktisch keine MÄoglichkeit
einer Vorhersage, so da¼ auf Äortliche (hÄau¯g terrestrische) Messungen zur Erfassung von
bereits erfolgten VerÄanderungen zurÄuckgegri®en werden mu¼.
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3.2.7. Prozesse der festen Erde

Neben den bereits gesondert angefÄuhrten Erscheinungen des Vulkanismus und der Erd-
beben kÄonnen weitere Prozesse der festen Erde wie die Mantelkonvektion, die davon an-
getriebene Plattentektonik mit ihren Verwerfungszonen und GrÄaben sowie AktivitÄaten
im Erdkern unterschieden werden. Sie verursachen Massenverlagerungen Äuber sehr lange
ZeitrÄaume. Die Auswirkungen auf das Gravitationsfeld sind jedoch ungewi¼. FÄur jeden
dieser Prozesse gibt es Modelle, die noch gro¼e Unsicherheiten aufweisen und bisher nicht
fÄur Vorausberechnungen zu gebrauchen sind. Da die E®ekte auf das Gravitationsfeld Äuber
der Me¼genauigkeit der geplanten Schwerefeldmissionen liegen, ist es eines der Hauptzie-
le, aus diesen Messungen Erkenntnisse Äuber die Eigenarten der VorgÄange in der Erde zu
erhalten, was angesichts einer MissionslÄange von z.B. 5 Jahren fÄur GRACE jedoch nicht
leicht sein wird.
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4. E®ekt der AtmosphÄare

In Kapitel 2 wurde die mathematische Modellierung mit ihren Annahmen und Proble-
men beschrieben, in Kapitel 3 waren kurz die Ursachen fÄur die zeitlichen Schwankungen
des Erdschwerefeldes dargestellt. Nun soll anhand des Beispiels der AtmosphÄare die Be-
rechnung mit Ergebnissen und deren Analyse im einzelnen erlÄautert werden. Zuvor wird
eine kurze einleitende Darstellung Äuber die hier relevanten Eigenschaften der AtmosphÄare
gegeben.

4.1. MassenverÄanderung und AtmosphÄare

Die Eigenschaften der AtmosphÄare kÄonnen mit Parametern wie Luftdruck, Wasserdampf-
gehalt, Dichte, Re°ektivitÄat und Temperatur sowie mit deren vertikaler Verteilung be-
schrieben werden. Dabei kÄonnen in vertikaler Richtung z.B. nach der Temperatur be-
stimmte Schichten wie TroposphÄare, Tropopause, StratosphÄare, Stratopause, MesosphÄare
und ThermosphÄare unterschieden werden. Solche Einteilungen sind auch nach anderen
Parametern mÄoglich und teilweise Äublich. Die HÄohe der AtmosphÄare wird mit insgesamt
etwa 200 km angegeben [Bergmann-SchÄafer, 1997].

FÄur die Untersuchung der Variationen des Schwerefeldes benÄotigt man Informationen
Äuber Massentransporte, in diesem Fall die der AtmosphÄare. Die Masse der AtmosphÄare
hÄangt von deren Dichte ½ ab, die wiederum dem Luftdruck p proportional ist. Dieser
Zusammenhang soll kurz erlÄautert werden. Es gelte die hydrostatische Grundgleichung:

dp = ¡g½ dh : (4.1)

Sie beschreibt die Druckabnahme dp fÄur einen HÄohenunterschied dh (dh positiv nach oben)
in di®erentieller Form fÄur eine in¯nitesimale Schicht und gilt fÄur ein ruhendes Geo°uid
exakt, fÄur ein bewegtes in sehr guter NÄaherung [Bergmann-SchÄafer, 1997].
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Durch vertikale Integration von zs bis z (z vertikal nach oben positiv) kann hieraus die
DruckÄanderung fÄur beliebige HÄohenunterschiede ermittelt werden:

p(z)¡ p(zs) = ¡
zZ

h=zs

g(h)½(h) dh : (4.2)

Der Index s steht hierbei fÄur die Erdober°Äache (surface), g bezeichnet die Schwerebe-
schleunigung. Aus dem Dichtefeld kann folglich durch Integration das Druckfeld gewonnen
werden. Schreibt man diese Gleichung fÄur ein festes g

p(zs)¡ p(z) = g
zZ

h=zs

½(h) dh ; (4.3)

so wird aus dem Integral das VerhÄaltnis der Masse je HÄohe z zur FlÄache F und man
kommt fÄur p(1) = 0 zu der Aussage: der Bodenluftdruck p(zs) ist der Gesamtmasse der
Luft in der AtmosphÄarensÄaule mit der Grund°Äache F proportional. Anders ausgedrÄuckt:
der Luftdruck p ist das Gewicht der LuftsÄaule senkrecht Äuber einem Punkt relativ zur
Boden°Äache F , das aus der Wirkung der Schwerkraft auf die Masse der Luft resultiert.
Die physikalische Dimension ist demnach N/m2 = kg

ms2 = Pa (pascal) und der Luftdruck
wird auch als Schweredruck bezeichnet.

FÄur die Massenverlagerungen in der AtmosphÄare genÄugt damit die Betrachtung der Luft-
druckschwankungen auf der Erdober°Äache. Hieraus kÄonnen die letztlich benÄotigten ÄAnde-
rungen der Ober°Äachendichten abgeleitet werden kÄonnen (siehe Kapitel 4.4.2).

Um eine Vorstellung von der Massenverteilung in der AtmosphÄare zu bekommen, seien
der Luftdruck- und Dichteverlauf einer sog. StandardatmosphÄare betrachtet. Sie ergeben
sich aus der Barometerformel fÄur eine polytrope1 AtmosphÄare:

H ¡H0 =
T0

°

2
41¡

Ã
p
p0

!R°=g03
5 : (4.4)

Es ist [Bergmann-SchÄafer, 1997]: p der Luftdruck in der geopotentiellen HÄohe H 2 Äuber
der MeereshÄohe H0, T0 = 288:15 K die Temperatur und p0 = 1013:25 hPa der Luftdruck
auf Meeresniveau, ° der Temperaturgradient je Schicht, R die spezi¯sche Gaskonstante
(bei trockener Luft: 287.04 J/(kg K)) und g0 = 9:8 m/s2 eine genÄaherte mittlere Schwe-
rebeschleunigung in der TroposphÄare. Die Temperatur nimmt bis 11 km HÄohe linear um
6.5 K/km ab, anschlie¼end ist sie bis 20 km HÄohe konstant bei ¡56:5±C, darÄuber nimmt
sie wieder zu. Ein typischer Wert fÄur den Exponenten ist R°=g0 ¼ 0:19.

1 Polytrop: konstantes TemperaturgefÄalle je Schicht
2 H = C=g0, C: geopotentielle Kote, g0: genÄahertes weltweites Mittel von g in der TroposphÄare
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Abb. 4.1 zeigt den sich daraus ergebenden Luftdruck- und Dichteverlauf. Es kann leicht
gesehen werden, da¼ in HÄohen Äuber 15 km, also etwa oberhalb der Tropopause, nur noch
geringe Massen vorkommen, deren Verlagerungen kaum Auswirkungen auf das Schwerefeld
haben. An dieser Stelle sei nochmals auf die getro®ene Annahme einer dÄunnen Schicht im
Ansatz nach Euler hingewiesen.

Abb. 4.1.: Luftdruck und Dichte in der StandardatmosphÄare

Die weitaus grÄo¼ten Luftmassen sind in geringen HÄohen anzutre®en. In diesen HÄohen tri®t
man auf der Erde vielerorts auf Topographie. Der am Boden gemessene Ober°Äachendruck
("surface pressure\) ist somit von der Topographie abhÄangig. Dieser Luftdruck ist es,
der in unserem Fall benÄotigt wird. Daneben gibt es fÄur verschiedenste Anwendungen
insbesondere der Meteorologie den auf ein bestimmtes HÄohenniveau, zumeist Meeresni-
veau bezogenen Luftdruck. Er wird reduzierter Luftdruck ("sea level pressure\) genannt
und entsteht durch Anbringen einer HÄohenkorrektur an die gemessenen Werte. MÄogli-
che AnsÄatze fÄur die RÄuckrechnung sind in Kapitel 4.4.1 angegeben. In Bereichen ohne
nennenswerte Topographie, also auf allen Ozeanen, ist diese Unterscheidung natÄurlich
hinfÄallig.

Ziel der folgenden Kapitel ist es nun, aus DatensÄatzen mit Angaben Äuber den Ober°Äachen-
druck zunÄachst die Abweichung ¢p vom langjÄahrigen Luftdruckmittel festzustellen, diese
GrÄo¼e in Ober°Äachendichten ¢¾ umzuwandeln und darauf die Formeln des Kapitels 2.2.1
anzuwenden, um das von der momentanen Luftdruckverteilung erzeugte Gravitationssi-
gnal zu erhalten. Besonderes Augenmerk wird dabei auf die Wechselwirkung mit dem
Ozean durch Auflaste®ekte gelegt. Die zu erwartenden GrÄo¼enordnungen liegen fÄur die
Luftdruckdi®erenzen ¢p bei etwa §40 hPa, was zu Variationen in den GeoidhÄohen ¢N
von etwa §10 mm fÄuhrt.



4 E®ekt der AtmosphÄare
4.2 Daten 32

4.2. Daten

Wie oben festgestellt, werden DatensÄatze mit der Luftdruckverteilung fÄur die gesamte
Erde in einem bestimmten Zeitintervall benÄotigt. Dabei mÄussen folgende allgemeine Ge-
sichtspunkte berÄucksichtigt werden:

² Je hÄoher die rÄaumliche und zeitliche AuflÄosung, desto genauer werden die damit
ermittelbaren Schwerefeldschwankungen, allerdings bei immer grÄo¼erem Rechenauf-
wand.

² Da Luftdruckschwankungen auch Perioden von Äuber einem Jahr aufweisen kÄonnen,
sollte sich die Zeitreihe fÄur die spÄatere Analyse Äuber mehrere Jahre erstrecken.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden Daten des National Center for Environ-
mental Prediction (NCEP) aus dem "Reanalysis project\ des NOAA-CIRES3 Climate
Diagnostics Center (CDC), Boulder, Colorado, USA verwendet. Hier4 sind DatensÄatze
fÄur reduzierten Luftdruck und fÄur Ober°Äachendruck jeweils mit einem oder mit 4 Werten
pro Tag, beginnend mit dem 1. Januar 1948 frei erhÄaltlich. Die Daten liegen in einem
((N + 1)£ 2N){Gitter von 2.5±£ 2.5± Äuber die Bereiche 90±N { 90±S und 0±{ 357.5± Äostli-
cher LÄange im Format "NetCDF\ vor. Die Me¼werte entsprechen momentanen Ablesun-
gen, die Tageswerte sind gemittelt aus den 6-stÄundigen Ablesungen. Als Me¼stationen
dienen neben terrestrischen meteorologischen Stationen auch Bojen auf den Ozeanen. Die
Abdeckung ist dennoch nicht ideal, Problemzonen stellen die polaren Meere, die Antarktis
und die gro¼en WÄustengebiete dar. Die Gitterwerte sind aus den Me¼werten interpoliert,
die in der Einheit Pa gegeben und laut Angabe des CDC auf 10 Pa signi¯kant bestimmt
sind. Weitere Angaben zu den Daten kÄonnen im Anhang C nachgelesen werden.

Bei der vorliegenden Arbeit wurden nur die Daten fÄur den Ober°Äachendruck verwendet,
da es sich hier abgesehen von der Interpolation um die originÄaren Me¼werte handelt und
da der Schwerpunkt dieser Arbeit nicht auf der HÄohenkorrektur des Luftdrucks liegen soll.
Ein DGM fÄur die RÄuckrechnung vom reduzierten Luftdruck auf den Ober°Äachendruck wird
vom CDC nicht vorgehalten und mÄu¼te aus anderen Quellen bezogen werden. Zudem ist
bei verschiedenen Datenquellen auch von unterschiedlichen Korrekturmodellen auszuge-
hen, die dann entsprechend wieder rÄuckgerechnet werden mÄu¼ten. Um den Rechenaufwand
zu begrenzen, kamen nur die tÄaglichen Werte und daraus abgeleitete Monatsmittel aus
dem Zeitraum vom 1. Januar 1990 bis zum 31. Dezember 2000 zum Einsatz.

3 NOAA: National Oceanic and Atmospheric Administration, USA
CIRES: Cooperative Institute for Research in Environmental Sciences, University of Colorado, USA

4 Download Äuber http://www.cdc.noaa.gov/Datasets/ncep.reanalysis.dailyavgs/surface/
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4.3. Wechselwirkung mit dem Ozean

Wenn man davon ausgeht, da¼ sich der Ozean wie ein starrer KÄorper verhÄalt und keinerlei
Reaktion auf Luftdruckschwankungen zeigt, kÄonnen die Daten Äuber den Ober°Äachendruck
direkt fÄur die Berechnung der Ober°Äachendichten verwendet werden. Dann ist keine weite-
re Unterscheidung zwischen Land und Ozean notwendig. Dieser Fall wird in der Literatur
als "non-inverted barometer\ bezeichnet und im folgenden mit NIB abgekÄurzt.

Dieser Ansatz entspricht jedoch nicht der Wirklichkeit. RealitÄatsnÄaher ist die Annahme,
da¼ das Verhalten des Ozeans hydrostatisch ist: Ein Luftdruckanstieg von 1 hPa verursacht
ein Absinken des Meeresspiegels um etwa 1 cm. Das Verhalten ist also umgekehrt zu dem
eines Barometers, weswegen man von einem "inverted barometer\ (IB) spricht. Dieser
Regel liegen die folgenden Annahmen zugrunde (nach [Verhagen, 2000]).

Es gelte wiederum die hydrostatische Grundgleichung:

dp = ¡g½ dh : (4.5)

Desweiteren geht man von einer ÄAquipotential°Äache in einer bestimmten Tiefe D unter
der Meeresober°Äache aus, bei der der Druck konstant sei (vgl. Abb. 4.2). Dieser Druck
pD berechnet sich nach:

pD = pi +
hiZ

D

dp(h) = pi ¡ g
hiZ

D

½(h) dh i = 1; 2 : (4.6)

Der Ober°Äachendruck in den Punkten 1 und 2 wird dabei mit p1 und p2 bezeichnet. Die
Druckdi®erenz zwischen diesen beiden Punkten kann abgeleitet werden zu:

¢p = p2 ¡ p1 = ¡g
0
@

h1Z

D

½(h) dh ¡
h2Z

D

½(h) dh

1
A : (4.7)

Abb. 4.2.: Druckdi®erenz zweier Punkte und
Reaktion des Ozeans

Nimmt man nun noch an, da¼ die
Dichteverteilung zwischen der Tiefe D
und h2 fÄur beide Punkte identisch ist
und die Dichte bei 1 zwischen h2 und
h1 konstant ist, gelangt man zu ei-
ner einfachen linearen Beziehung zwi-
schen der Luftdruckdi®erenz ¢p und
der daraus resultierenden Meeresspie-
gelschwankung ¢h:

¢p = ¡ g½ (h2 ¡ h1)

) ¢h = ¡ ¢p
g½

: (4.8)
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Setzt man g = 10 m/s2 und ½ = 1000 kg/m3, so erhÄalt man obige Aussage: eine Luft-
druckÄanderung um 1 hPa fÄuhrt zu einer Schwankung der Ozeanober°Äache von 1 cm. Das
Vorzeichen ist im Sinne der Situation der Abb. 4.2 zu verstehen.

Da nach der Annahme in der Tiefe D keine tatsÄachlichen DruckÄanderungen mehr festge-
stellt werden kÄonnen, ist dies im allgemeinen am Ozeanboden auch nicht mÄoglich. Anders
ausgedrÄuckt: es ¯nden keine VerÄanderungen der Gesamtmasse bei vertikaler Integration
Äuber Ozean und darÄuberliegende AtmosphÄare statt. Daher kÄonnen hier die Luftdruck-
schwankungen ¢p ebenso wie der daraus abgeleitete Beitrag zu den Schwankungen des
Schwerefeldes zu Null gesetzt werden, wenn die Auflaste®ekte der AtmosphÄare auf dem
Ozean bei der Betrachtung von Schwerefeldvariationen durch Ozeanmassenverlagerungen
ebenfalls zu Null gesetzt werden [Wahr et al., 1998].

Es ist bekannt, da¼ diese Annahmen in der RealitÄat nicht exakt erfÄullt sind. So treten bei
langfristigen Betrachtungen Abweichungen durch Massenerhalt der Ozeanmasse, Massen-
anziehung der Ozeanmassen untereinander und durch E®ekte der Auflast der AtmosphÄare
auf der festen Erde sowie durch indirekte E®ekte auf. Es werden auch keine Reaktionen
des Ozeans auf Luftdruckschwankungen mit kÄurzeren Perioden als 3{4 Tage erwartet. Da-
neben ergaben Pegelmessungen grÄo¼ere Abweichungen in den Tropen, in KÄustenbereichen,
Meerbusen und in Flachwasserbereichen. Nicht zuletzt treten auch auf den Kontinenten
geringe Deformationen durch die Auflast auf, sie kÄonnen jedoch vernachlÄassigt werden
[Pail et al., 2000].

Es gibt mehrere AnsÄatze, alle Abweichungen zu berÄucksichtigen. Da sie zumeist sehr
aufwendig in der Berechnung sind, die Abweichungen selbst aber nur gering und trotzdem
Restfehler Äubrig bleiben, wird im Rahmen dieser Arbeit darauf verzichtet und auf die
Literatur verwiesen ([Wunsch und Stammer, 1997], [Wahr et al., 1998], [Pail et al., 2000],
[Verhagen, 2000]). Es soll lediglich noch der einfache Ansatz zur BerÄucksichtigung des
Massenerhalts der Ozeanmasse vorgestellt werden.

Hierzu wird die mittlere Luftdruckschwankung ¢¹p0(t) Äuber den Ozeanen verwendet. Die
Idee ist, da¼ nur der mittlere Luftdruck Äuber den Ozeanen auf den Grund Äubertragen
wird. Bezeichnet man mit ¹p0 den (konstanten) langfristigen mittleren Luftdruck aller
Ozean°Äachen und mit ¹p0(t) den momentanen mittleren Luftdruck aller Ozean°Äachen, so
berechnet sich die Luftdruckdi®erenz fÄur Ozeangebiete nach:

¢p = ¢¹p0(t) = ¹p0(t)¡ ¹p0 : (4.9)

Im folgenden sei dieser Ansatz mit IBcon ("inverted barometer + conservation of mass\)
bezeichnet.
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Bei den Berechnungen wird im folgenden zumeist nur der Fall IB betrachtet, da alle wei-
teren Zusatzmodelle erhÄohten Rechenaufwand mit relativ geringem Informationsgewinn
bedeuten und der Fall NIB eine zu unrealistische Annahme darstellt. Die Wirklichkeit
liegt irgendwo zwischen IB und NIB, eher nÄaher bei IB als bei NIB.

4.4. Berechnung

Alle im Rahmen dieser Arbeit gemachten Berechnungen erfolgten mit MATLAB. Hinweise
zum Einlesen der Daten aus dem NetCDF-Format ¯nden sich im Anhang C.

4.4.1. HÄohenkorrektur des Luftdrucks

FÄur die RÄuckrechnung des reduzierten Luftdrucks auf den Ober°Äachendruck gibt es mehre-
re Formeln mit unterschiedlichen Vereinfachungen. Sie wurden im Rahmen dieser Arbeit
nicht benÄotigt, sollen hier dennoch kurz wiedergegeben werden. Die genauesten Ergeb-
nisse liefert die temperaturkorrigierte barometrische HÄohenformel , die in physikalischen
Nachschlagewerken zu ¯nden ist:

p(h) = p0 exp
Ã
¡g (h¡ h0)

R ¢ Tm

!
; (4.10)

bzw. unter Anwendung eines Temperaturgradienten von¡0:0065 K/m fÄur die TroposphÄare:

p(h) = p0 exp
Ã
¡ g (h¡ h0)
R(T0 ¡ 0:00325(h¡ h0))

!
: (4.11)

Der Luftdruck p in einer beliebigen HÄohe h Äuber einem Bezugsniveau h0 kann damit aus
p(h0) = p0, der mittleren Schwere g, der spezi¯schen Gaskonstanten R (287.04 m2/(s2K))
und der mittleren Temperatur Tm zwischen h0 und h bzw. einem linearen Temperatur-
gradienten und der Temperatur auf Bezugsniveau T0 berechnet werden. Obwohl diese
Formeln nahezu exakte Ergebnisse liefern, liegen doch einige idealisierende Annahmen
zugrunde:

² Die Schwerebeschleunigung g sei in Lage und HÄohe konstant.

² Die Gaskonstante R sei konstant.

² Luft sei ein ideales Gas.
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² Vorhandene Luftfeuchtigkeit habe keinen Ein°u¼.

² Der Temperaturgradient in der TroposphÄare sei konstant und besitze obigen Wert.

Problematisch bei der Anwendung dieser Gleichungen ist die Bestimmung der Tempera-
tur. In der Praxis ist es oft ausreichend, den temperaturabhÄangigen Teil im Exponenten
durch eine Konstante a zu ersetzen. DafÄur gibt es verschiedene AnsÄatze.

Geht man von der barometrischen HÄohenformel fÄur eine isotherme AtmosphÄare aus:

p(h) = p0 exp
Ã
¡½0 g
p0

h
!

und ½(h) = ½0 exp
Ã
¡½0 g
p0

h
!

; (4.12)

so kann mit h1=2 diejenige HÄohe eingefÄuhrt werden, bei der Luftdruck und Dichte auf ihre
halben Werte abgefallen sind. Die HÄohenformel vereinfacht sich dann zu:

p(h) = p0 ¢ e ah mit a = ¡½0 g
p0

¼ ¡ ln(2)
h1=2

: (4.13)

Beispielhafte Zahlenwerte fÄur eine NormatmosphÄare nach DIN 5450 (T0 = 0±C, p0 =
1013:25 hPa, ½0 = 1:293 kg/m3) wÄaren h1=2 = 5540 m und daraus a = ¡1:256 ¢ 10¡4.

Eine weitere MÄoglichkeit zur Berechnung der Korrektur bis zur Tropopause (ca. 11 km
HÄohe) bietet sich durch Annahme einer konstanten Temperatur von 15±C auf Bezugsni-
veau mit:

p(h) = p0 ¢
µ
1¡ 6:5

288
h
¶5:255

(4.14)

Dies ist die internationale HÄohenformel mit Temperaturkorrektur. Die HÄohe h ist dabei in
km einzusetzen [Hering et al., 1997]. Eine Betrachtung der Unterschiede und eventueller
Fehler bei den jeweiligen Formeln ¯ndet sich in [Verhagen, 2000].

FÄur die Berechnung des Ober°Äachendrucks benÄotigt man bei beiden AnsÄatzen lediglich
noch ein digitales GelÄandemodell (DGM) in der gleichen GittergrÄo¼e und -art wie das
der Luftdruckdaten. Die RÄuckrechnung darf natÄurlich nur mit einem DGM vorgenommen
werden, das fÄur Ozean°Äachen die HÄohe 0 m aufweist anstatt der Meerestiefen. Punkte an
Land kÄonnen evtl. negative HÄohen haben.

4.4.2. Berechnung der Ober°Äachendichten

Bei der Ableitung eines mathematischen Modells fÄur den Ansatz nach Euler wurde die
Auswirkung einer Variation der Ober°Äachendichte ¢¾ auf die Potentialkoe±zienten ge-
zeigt. Die Ober°Äachendichte konnte durch das Produkt einer konstanten Dichte von Was-
ser ½w mit Äaquivalenten WasserhÄohen hw(µ; ¸) ausgedrÄuckt werden, vgl. Gleichung (2.22).
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Das Problem besteht nun darin, Luftdruckschwankungen ¢p in diese GrÄo¼en umzuwan-
deln.

Wie in Kapitel 4.1 bereits festgestellt, erhÄalt man durch radiale Integration aus dem
Dichtefeld das Druckfeld (Gleichung (4.3)). Dies gilt ebenso fÄur Dichteschwankungen. Bei
Verwendung von sphÄarischen Koordinaten entsteht:

¢p(µ; ¸) = g
Z

r

¢½(r; µ; ¸) dr : (4.15)

Ein Vergleich von (4.15) mit (2.22) fÄuhrt sofort auf die einfache Beziehung:

¢¾(µ; ¸) = ½whw(µ; ¸) =
¢p(µ; ¸)

g
: (4.16)

Mit g wird die mittlere Schwere bezeichnet, hier kann ein NÄaherungswert oder die Normal-
schwere verwendet werden. Im Zuge der folgenden Berechnungen wurde g mit 10 m/s2

angesetzt. Das EinfÄuhren einer BreitenabhÄangigkeit hÄatte geringfÄugig grÄo¼ere Werte in
den hÄoheren Breiten zur Folge. FÄur die BerÄucksichtigung einer ebenfalls vorhandenen
HÄohenabhÄangigkeit von g wÄare wiederum ein DGM nÄotig.

Dieses Vorgehen liefert Ergebnisse fÄur ¢¾, die sowohl ÄAnderungen im Wasserdampfgehalt
wie auch in der Masse der trockenen Luft enthalten. Die Gesamtmasse der LuftsÄaule
be¯ndet sich also nahezu im hydrostatischen Gleichgewicht [Wahr et al., 1998].

LÄost man (4.16) nach hw auf, so ergibt sich:

hw(µ; ¸) =
¢p(µ; ¸) [Pa]

g½w
¼ 0:01¢p(µ; ¸) [hPa]: (4.17)

Diese Gleichung stellt nichts anderes als die vertraute 1 cm / 1 hPa Beziehung dar, die
schon in Kapitel 4.3 aufgetaucht ist.

4.4.3. Zusammenstellung des Rechenweges

In den vorangegangenen Kapiteln wurden alle Einzelschritte fÄur die Berechnung der ÄAnde-
rung der Potentialkoe±zienten des Erdschwerefeldes ¢ ¹Cnm und ¢ ¹Snm erlÄautert, nun sol-
len sie noch einmal Äubersichtlich zusammengestellt werden. Ausgangspunkt ist die Luft-
druckverteilung zu einem bestimmten Zeitpunkt p(µ; ¸; t), von der zunÄachst ein langjÄahri-
ges Mittel ¹p(µ; ¸) abgezogen wird, anschlie¼end wird ¢¾ nach (4.16) berechnet.

Bei Verwendung von reduziertem Luftdruck ("SLP\) mu¼ im Schritt 3 fÄur Landgebiete
die Luftdruckdi®erenz wie angegeben oder durch eine andere Formel nach Kapitel 4.4.1
hÄohenkorrigiert werden.
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1. Luftdruckdi®erenzen

¢p(µ; ¸; t) = p(µ; ¸; t)¡ ¹p(µ; ¸)

2. Ozean

a) Fall NIB: ¢p(µ; ¸; t) = ¢p(µ; ¸; t)
b) Fall IB: ¢p(µ; ¸; t) = 0
c) Fall IBcon: ¢p(µ; ¸; t) = ¢¹p0(t)

3. Land

a) Ober°Äachendruck: ¢p(µ; ¸; t) = ¢p(µ; ¸; t)
b) reduz. Luftdruck: ¢p(µ; ¸; t) = ¢pSLP (µ; ¸; t) ¢ eah

4. Ober°Äachendichten
¢¾(µ; ¸; t) =

¢p(µ; ¸; t)
g

5. Koe±zienten aus Entwicklung in Kugel°Äachenfunktionen

¢Ĉnm(t)
¢Ŝnm(t)

9
=
; =

1
4¼R½w

Z

¾

Z
¢¾(µ; ¸; t) ¹Pnm(cos µ)

8
<
:

cosm¸
sinm¸

9
=
; d¾

6. ÄUbergang auf Potentialkoe±zienten mit Auflaste®ekt

¢ ¹Cnm(t)
¢ ¹Snm(t)

9
=
; =

1 + k0n
2n+ 1

¢ 3½w
¹½

8
<
:

¢Ĉnm(t)
¢Ŝnm(t)

Bei der Berechnung der FÄalle IB und IBcon sowie bei der HÄohenkorrektur bei Verwendung
des reduzierten Luftdrucks ist eine Unterscheidung zwischen Ozean und Land bzw. ein
DGM notwendig. Verwendet man fÄur die Unterscheidung eine mit den Luftdruckdaten
erhÄaltliche Maske, so kÄonnen Di®erenzen mit dem verwendeten DGM auftreten.

So ist es mÄoglich, da¼ Punkte mit negativen HÄohen existieren, die nach der Maske auf
Land liegen. Umgekehrt kÄonnen Punkte mit positiven HÄohen nach DGM im Bereich Ozean
nach Maske zu liegen kommen. In diesen FÄallen ist eine mÄoglichst gute ÄUbereinstimmung
von Maske und DGM anzustreben. Im Rahmen dieser Arbeit kamen nur Daten mit Ober-
°Äachendruck zum Einsatz, folglich wurde auch ausschlie¼lich die dort erhÄaltliche Maske
verwendet (vgl. Abb. 4.3).
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Abb. 4.3.: Land-Ozean-Maske des CDC

Die Abb. 4.4 zeigt das verwendete langjÄahrige Mittel der Jahre 1990 - 2000. Da es sich um
Ober°Äachendruck handelt, ist es einem DGM Äahnlich. Auf den Ozeanen treten nur leichte
Unterschiede auf, insbesondere in der Westwindzone rund um die Antarktis ist ein tieferer
Wert zu sehen. Die jeweiligen Jahresmittel weichen im Äubrigen an manchen Punkten bis
zu §6 hPa vom langjÄahrigen Mittel ab.

Abb. 4.4.: Mittlerer Ober°Äachendruck der Jahre 1990{2000
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4.5. Ergebnisse

Die Berechnung nach dem in Kapitel 4.4.3 vorgestellten Schema fÄuhrt zu einem Feld von
Potentialkoe±zienten zu jedem Berechnungszeitpunkt. Um den Rechenweg deutlich zu
machen, werden zunÄachst die Ergebnisse pro Berechnungsschritt anhand eines willkÄurlich
gewÄahlten Tages (1. Januar 2000) gezeigt. Im Anschlu¼ daran ¯nden sich die Ergebnisse
fÄur Monatsmittel fÄur den Zeitraum von 1990 - 2000.

Als ErgebnisgrÄo¼e fÄur die Schwerefeldschwankungen wurden GeoidhÄohen N gewÄahlt, da
diese wohl am ehesten anschaulich und vorstellbar sind. Sie ergeben sich aus den ¢ ¹Cnm
und ¢ ¹Snm zu:

¢N(µ; ¸; t) = R
1X

n=0

nX

m=0

¹Pnm(cos µ)
h
¢ ¹Cnm(t) cosm¸ + ¢¹Snm(t) sinm¸

i
: (4.18)

4.5.1. Teilschritte fÄur einen Tag

Betrachten wir zunÄachst die Ausgangsdaten (Abb. 4.5). Da es sich um Ober°Äachendruck-
werte handelt, ist hier, wie schon beim langjÄahrigen Mittel, nichts wirklich anderes als ein
DGM in einem 2.5±£ 2.5±{Gitter zu sehen. Die Werte liegen im Bereich zwischen 505.7
hPa und 1087.2 hPa, sind also entsprechend den HÄohenlagen sehr weit gestreut.

Abb. 4.5.: Luftdruckverteilung am 1.1.2000

Zieht man im ersten Schritt das langjÄahrige Mittel ab, so entsteht die Luftdruckdi®e-
renz (Luftdruckanomalie) ¢p mit Werten im Bereich von ¡44:3 hPa bis 32.5 hPa (Fall
NIB) bzw. ¡43:3 hPa bis 31.4 hPa bei Weglassen der Di®erenzen auf den Ozean°Äachen
(Abb. 4.6). Letzteres ist der Fall IB, der im folgenden weiter betrachtet wird. Diese Luft-
druckdi®erenzen haben ihre Ursachen in den Hoch- und Tiefdruckgebieten, die auch das
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Wettergeschehen bestimmen. Deutlich zu sehen ist, da¼ diese vor allem in den mittleren
Breiten (Westwindzonen) vorkommen, am ÄAquator und in der sÄudlichen Polarregion hin-
gegen nur geringe Di®erenzen entlang der Breitenkreise erscheinen. Auf der Nordhalbkugel
dominieren die Polarbereiche mit einem ausgeprÄagten Hoch Äuber Sibirien und einem Tief
Äuber Kanada und GrÄonland . Dies ist nicht immer so, hÄau¯g sind auch hier nur geringe
Luftdruckschwankungen anzutre®en. Der Fall NIB wird im weiteren nicht mehr behandelt,
er ist hier nur zum besseren VerstÄandnis angegeben.

Abb. 4.6.: ¢p am 1.1.2000, links Fall NIB, rechts Fall IB

Das Bild im Fall IBcon gleicht dem des Falls IB mit dem Unterschied, da¼ auf den Ozea-
nen nicht 0 hPa, sondern der konstante Wert von ¢¹p0(t) = ¡1:2 hPa gesetzt wird. Ebenso
sind je nach Fall die Bilder fÄur die Ober°Äachendichte ¢¾ und die Äaquivalente WasserhÄohe
hw identisch mit Abb. 4.6. FÄur die Ober°Äachendichten ist mit dem Faktor g (genÄahert 10)
zu multiplizieren und die Einheit auf kg/m2 zu Äandern. Um Äaquivalente WasserhÄohen zu
erhalten, braucht lediglich die Einheit auf cm geÄandert zu werden. Alle weiteren Berech-
nungen erfolgen ausschlie¼lich nach dem in Kapitel 4.4.3 angegebenen Schema Äuber die
Reihenentwicklung von ¢¾ fÄur den Fall IB und Ober°Äachendruck als Ausgangsdaten.

Der folgende Rechenschritt ist die Entwicklung in Kugel°Äachenfunktionen (globale sphÄa-
risch-harmonische Analyse { GSHA) bis zu dem der Gitterweite entsprechenden maxima-
len Entwicklungsgrad 72. Um einen Eindruck von den Auswirkungen der in Kapitel 2.5
beschriebenen Eigenschaften der Kugel°Äachenfunktionen, wie etwa des Gibbs-PhÄanomens,
zu bekommen, wird, Äahnlich wie in Abb. 2.5, gleich nach der Analyse wieder eine Synthese
(GSHS) ausgefÄuhrt. Die dabei entstehende Di®erenz in ¢¾ ist in Abb. 4.7 dargestellt. Es
zeigen sich erschreckend gro¼e Maximalwerte. Sie liegen in etwa in der GrÄo¼enordnung
des Ausgangssignals selber.
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Abb. 4.7.: Fehler in ¢¾ nach GSHA und GSHS, Fall IB

Die AbweichungenbeschrÄanken sich allerdings auf sehr kleine Gebiete insbesondere an
den KontinentalrÄandern. Der Mittelwert hingegen ist nahezu Null und die Standardab-
weichung bewegt sich im Rahmen von umgerechnet 1 hPa, also dem zehnfachen Wert des
Signi¯kanzniveaus der Daten selbst. Dies hÄangt mit der enormen GrÄo¼e der Extremwer-
te zusammen. Abhilfe wÄurde ein hÄoherer Entwicklungsgrad nmax scha®en. Da die Fehler
kleinrÄaumig sind, beschrÄankt sich ihre Auswirkung auf die hÄoheren Terme der Potential-
koe±zienten. Sie werden in den weiteren Betrachtungen daher vernachlÄassigt.

Weitere Zwischenergebnisse sind die Koe±zienten bis zu Grad und Ordnung 72, einmal
fÄur die Reihenentwicklung der Ober°Äachendichten ¢Ĉnm;¢Ŝnm und, daraus abgeleitet,
die ÄAnderungen der Potentialkoe±zienten ¢ ¹Cnm;¢ ¹Snm. Die Maximalwerte ¯nden sich
bei den zonalen Termen niedrigen Grades, etwa bei ¢Ĉ20, ¢Ĉ30 und ¢Ĉ40. Bei Zunahme
von Grad und Ordnung ist eine Abnahme der BetrÄage zu erkennen. Deutlich sichtbar ist
auch die Wirkung des Skalierungsfaktors (1 + k0n)=(2n+ 1). Hiermit und mit dem Faktor
3½w/¹½ sind die insgesamt kleineren Werte der ¢ ¹Cnm und ¢ ¹Snm zu erklÄaren.

Abb. 4.8.: 1.1.2000, links: BetrÄage von ¢Ĉnm;¢Ŝnm, rechts: BetrÄage von ¢ ¹Cnm;¢ ¹Snm
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Da in beiden Feldern sowohl positive wie auch negative Werte auftreten, ist jeweils nur
der Betrag dargestellt. Es sei noch angemerkt, da¼ nach den ÄUberlegungen des Kapitels
2.4 weder die Terme vom Grad 0 noch die vom Grad 1 zu Null gesetzt wurden, also kein
Mittelwert abgezogen ist.

Durch die abschlie¼ende Synthese nach Gleichung (4.18) ergeben sich ÄAnderungen in den
GeoidhÄohen ¢N im Bereich von ¡7 mm bis 15 mm. Diese GrÄo¼enordnung ist reprÄasen-
tativ. Um den Anteil des indirekten E®ektes aufzuzeigen, sind die Komponenten des
Gesamte®ekts auch getrennt dargestellt. Dabei liegt der direkte Anteil mit ¡8.6 mm bis
16.4 mm etwa fÄunf- bis zehnmal hÄoher als der des indirekten E®ektes mit ¡2.0 mm bis
1.4 mm. Dies ist die Wirkung der Skalierung mit den Love'schen Zahlen fÄur Auflast.

Abb. 4.9.: ¢N am 1. Januar 2000
oben: direkter E®ekt, Mitte: indirekter E®ekt, unten: Gesamte®ekt



4 E®ekt der AtmosphÄare
4.5 Ergebnisse 44

4.5.2. Zeitreihe von 1990 - 2000

Nach der Betrachtung der einzelnen Berechnungsschritte sollen nun die zeitlichen Varia-
tionen genauer angesehen werden. Dies geschieht mittels einer Zeitreihe Äuber 11 Jahre vom
1. Januar 1990 bis zum 31. Dezember 2000, entsprechend 4018 Tagen. Um die Berechnung
angesichts der 10512 Punkte des weltweiten Gitters pro Tag nicht allzu aufwendig werden
zu lassen und die Ergebnisse auf Papier darstellen zu kÄonnen, werden zunÄachst aus den
Luftdruckdaten Monatsmittel gebildet und anschlie¼end nur noch diese weiter betrachtet.

Aufgrund der LinearitÄat der angewendeten Rechenoperationen Analyse und Synthese
erhÄalt man das gleiche Ergebnis wie bei einer Berechnung pro Tag mit anschlie¼ender
Mittelung der Ergebnisse.

In den Abb. 4.10 und 4.11 auf den folgenden beiden Seiten sind die Geoidschwankungen
unter der IB-Annahme fÄur jeden Monat in Form einer Weltkarte dargestellt. Die Werte
liegen im Bereich von ¡9.8 mm bis 13.8 mm. In den Abbildungen sind jedoch nur Werte
zwischen ¡8 mm und 8 mm farblich unterschieden.

Eine jÄahrliche Periode ist vor allem im Bereich des asiatischen Kontinents gut zu erkennen.
In den Monaten November bis Februar treten zumeist gro¼e positive Werte auf, wÄahrend
sie von Juni bis August stark negativ sind. Einzelne Monate wie der April 1998 oder
der Dezember 2000 zeigen wiederum starke Abweichungen von allen anderen Monaten.
Dies hÄangt nicht direkt mit den Luftdruckwerten zusammen, hier bietet sich vor allem
aufgrund der IB-Annahme ein teilweise sehr unterschiedliches Bild im Vergleich zu einer
Bilderserie mit den Luftdruckdi®erenzen. Ein Äahnliches Bild zeigen die Ergebnisse fÄur den
Fall NIB. Meistens treten dort etwas grÄo¼ere Werte auf, die Perioden und die rÄaumliche
Verteilung sind weitgehend Äahnlich.

Versucht man, die Bereiche mit gro¼en und kleinen Schwankungen rÄaumlich zuzuordnen,
so kÄonnen besonders Eurasien und hier vor allem Zentralasien sowie die Antarktis zu
den Gebieten mit gro¼en Schwankungen gerechnet werden, wÄahrend auf den Ozeanen,
insbesondere dem Pazi¯k, nur kleine Werte auftreten. Auch dies rÄuhrt zum Teil von der
IB-Annahme her.
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Abb. 4.10.: Monatliche GeoidhÄohenvariationen ¢N von 1990 - 1995
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Abb. 4.11.: Monatliche GeoidhÄohenvariationen ¢N von 1996 - 2000
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4.6. Analyse

Ziel der Analyse ist es, die Schwankungen des Schwerefeldes der Erde modellieren zu
kÄonnen. Eine Analyse verschiedener Zeitreihen soll die auftretenden Amplituden und Pe-
rioden aufzeigen, um sie vorhersagbar zu machen. Wichtig sind dabei die rÄaumliche und
die zeitliche AuflÄosung. Zur Berechnung der Amplituden und Frequenzen wird eine Dis-
krete Fouriertransformation vorgenommen. Anmerkungen hierzu ¯nden sich im Anhang
B.2. Analysiert werden einerseits Luftdruckschwankungen selber und andererseits die re-
sultierenden Potentialfelder.

4.6.1. RÄaumliche Unterschiede im Luftdruck

Wie aus den Ergebnissen fÄur die Zeitreihe bereits ersichtlich war, gibt es Regionen mit
gro¼en und solche mit kleineren Geoidschwankungen. Daneben erkennt man teilweise
sehr geringe Variationen entlang der Breitenkreise. Deshalb werden nun vier ausgewÄahlte
Punkte, vier Meridianschnitte, ein Mittel Äuber die Breitenkreise und ein weltweites Mittel
in den Ausgangsdaten ¢p hinsichtlich ihrer Frequenzen und Amplituden untersucht. FÄur
eine mÄoglichst hohe zeitliche AuflÄosung werden tÄagliche Daten verwendet, die sich auf
einen Zeitraum von drei Jahren vom 1. Januar 1998 bis zum 31. Dezember 2000 beziehen.

In Abb. 4.12 ist die Lage der vier
Punkte auf der Erde dargestellt.
Wie bereits festgestellt, liegen sie
in Gebieten mit gro¼en (Antark-
tis, Himalaya), mittleren (Nord-
amerika) und mit kleinen (am
ÄAquator im Pazi¯k) Variationen
des Schwerefeldes, deren Minima
und Maxima zu unterschiedlichen
Zeitpunkten auftreten. Abb. 4.12.: Lage der vier Punkte auf der Erde

Die Variationen im Luftdruck bewegen sich allgemein im Bereich von §20 hPa, einzelne
Ausrei¼er haben auch doppelt so gro¼e Werte. An den vier ausgewÄahlten Punkten zeigen
sich sehr unterschiedliche LuftdruckverlÄaufe von nahezu konstant (Pazi¯k) Äuber deutlich
periodische Kurven mit geringem Rauschen (Himalaya) bis zu stark schwankenden Signa-
len (Nordamerika), vgl. Abb. 4.13.
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Abb. 4.13.: Luftdruckverlauf an den vier ausgewÄahlten Punkten (cpa: Perioden pro Jahr)

Es treten jedoch in allen FÄallen die maximalen Amplituden bei der jÄahrlichen Frequenz
auf, daneben gibt es vor allem noch eine halbjÄahrliche Frequenz. Die Amplituden sind nur
bis 5 hPa dargestellt, betragen teilweise aber bis zu 6.8 hPa. Weitere markante Frequenzen
wie etwa eine monatliche oder 14-tÄagige sind nicht feststellbar.

Ein Äahnliches Bild zeigt sich bei Betrachtung der Meridianschnitte entlang der Meridiane
von Greenwich, 90±, 180± und 270± Äostlicher LÄange (Abb. 4.14). Der Schwankungsbereich
des Luftdrucks liegt bei etwa §40 hPa mit Einzelwerten bis §60 hPa. In den Tropen fÄallt
er wesentlich kleiner aus. Die Amplituden liegen mit Ausnahme der jÄahrlichen Frequenzen
{ hier gehen sie bis zu 10 hPa { immer unter 5 hPa. Die halbjÄahrliche Frequenz ist zumeist
nicht so stark ausgeprÄagt, daneben gibt es teilweise noch grÄo¼ere Werte bei der 3-Jahres-
Frequenz. Markant ist au¼erdem die Jahresfrequenz beim Meridian von 90 ±LÄange auf einer
geringen nÄordlichen Breite, die vom bereits betrachteten Gebiet des Himalaya stammt.
Signi¯kante hÄohere Frequenzen sind insbesondere in den Tropen nicht vorhanden.
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Abb. 4.14.: Meridianschnitte bei 0±, 90±, 180± und 270± LÄange (von oben nach unten)

Trotz der recht unterschiedlichen Ergebnisse fÄur jeden Meridianschnitt soll auch ein Blick
auf die Mittel Äuber die Breitenkreise von ¢p und der Amplituden geworfen werden (vgl.
Abb. 4.15 und 4.16). Sehr deutlich ist wieder die Jahresfrequenz mit bis zu 5.4 hPa
Amplitude. Alle anderen Frequenzen scheinen ebenso wie die Luftdruckschwankungen
geglÄattet zu sein.
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Abb. 4.15.: Mittel der Druckschwankungen ¢p Äuber Breitenkreise

Abb. 4.16.: Mittel der Amplituden Äuber Breitenkreise

Abb. 4.17.: Standardabweichung der mittleren Druckschwankungen Äuber Breitenkreise



4 E®ekt der AtmosphÄare
4.6 Analyse 51

Auch in den Äuber die LÄangen gemittelten Standardabweichungen ist eine Jahresperiode
zu erkennen (vgl. Abb. 4.17). Ebenso treten in den Breiten von 30± bis 80± sehr gro¼e
Abweichungen vom Mittel Äuber die Breitenkreise auf mit Maximalwerten in den jewei-
ligen Wintermonaten, was angesichts des Wechsels von meist westziehenden Hoch- und
Tiefdruckgebieten in den mittleren Breiten nicht anders zu erwarten war.

Eine rÄaumliche AuflÄosung
der Abweichungen vom
Mittel Äuber die Breiten-
kreise ist in Abb. 4.18 zu
sehen. Die Maximalwerte
des zeitlichen Mittels der
Abweichung pro Ort liegen
mit §3 hPa erheblich
niedriger als die Stan-
dardabweichung aus Abb.
4.17. Eine Zuordnung zur
Topographie der Erde ist
jedoch nicht mÄoglich.

Abb. 4.18.: Zeitmittel der Abweichung vom Mittel Äuber
Breitenkreise in ¢p

Insgesamt kann damit festgestellt werden, da¼ eine Mittelung Äuber die Breitenkreise nur
eine grobe NÄaherung darstellt. Sie wird deshalb im weiteren nicht vorgenommen. DafÄur
scheint es ohne grÄo¼eren Informationsverlust mÄoglich zu sein, sich auf Monatsmittel zu
beschrÄanken. Eine solche Verringerung der zeitlichen AuflÄosung macht jedoch eine im Rah-
men der Modellierung der E®ekte erforderliche RÄuckrechnung fÄur hochfrequente Schwan-
kungen unmÄoglich. Nach dem Abtasttheorem mu¼ fÄur eine fehlerfreie Rekonstruktion ein
Signal mit einer Frequenz abgetastet werden, die mehr als doppelt so gro¼ ist wie die
hÄochste im Signal vorkommende Frequenz. Andernfalls kommt es zu einer ÄUberlappung
der Teilspektren und damit zu fehlerhaften Ergebnissen insbesondere in den hohen Fre-
quenzen (auch "Aliasing\ genannt). Durch die BeschrÄankung auf Monatsmittel sind also
hÄochstens zweimonatliche Schwankungen rekonstruierbar.

Zu bedenken ist auch, da¼ bisher weltweite Luftdruckschwankungen untersucht wurden,
deren Erscheinungsbild in den abzuleitenden Ober°Äachendichten ¢¾ dem Fall NIB ent-
spricht. FÄur den realistischeren Fall IB ergeben sich teilweise leicht andere Amplituden
und Frequenzen.

Der Ansatz einer Mittelung Äuber die gesamte Erde macht angesichts der obigen Ergeb-
nisse nur eingeschrÄankt Sinn. Die dabei erzielten Ergebnisse sollen trotzdem in Abb. 4.19
kurz gezeigt werden. Interessant ist, da¼ die weltweite Schwankung des Luftdrucks pro
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Tag nahezu bei Null liegt, allerdings mit einer um ein Vielfaches hÄoheren Standardab-
weichung. Die Amplituden zeigen entsprechend kleine Werte, spiegeln aber recht gut die
GrÄo¼enverhÄaltnisse der Frequenzen zueinander wieder.

Abb. 4.19.: Weltweite Mittel von ¢p, zugehÄorige Standardabweichung und Amplituden

4.6.2. Weltweite Schwerefeldschwankungen

Weltweite Schwerefeldvariationen, wie sie in Kapitel 4.5.2 gezeigt wurden, bestehen im-
mer aus zwei rÄaumlichen Dimensionen, nÄamlich Breite und LÄange, sowie der Zeit als
dritter Dimension. Dieser Umstand erschwert ihre Darstellung. Da eine BeschrÄankung der
rÄaumlichen AuflÄosung auf eine Dimension nicht zweckdienlich ist, sollen nun kurz weitere
GrÄo¼en fÄur die Analyse weltweiter Schwerefeldvariationen vorgestellt und hierfÄur Ergeb-
nisse gezeigt werden. Das Ziel ist eine eventuelle BeschrÄankung auf die Frequenzen mit
den grÄo¼ten Amplituden.
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Eine Äubliche GrÄo¼e sind die Gradvarianzen ¾2
n der Potentialkoe±zienten. Sie ergeben sich

durch Summation Äuber die Ordnung m:

¾2
n =

nX

m=0
( ¹C 2

nm + ¹S 2
nm) : (4.19)

Eine daraus abgeleitete, nicht quadratische GrÄo¼e ist der Grad-RMS, RMSn. Dabei wird
durch Division mit der Anzahl der Koe±zienten 2n + 1 je Grad n der Mittelwert der
Gradvarianzen gebildet. Dessen Quadratwurzel reprÄasentiert einen Durchschnittswert fÄur
die Einzelkoe±zienten je Grad:

RMSn =

s
1

2n+ 1
¾2
n : (4.20)

Beide GrÄo¼en kÄonnen je nach EingangsgrÄo¼e sowohl in AbhÄangigkeit der Zeit t als auch
der Frequenz und damit der Wellenzahl k (s. AnhÄange B.1 und B.2) angegeben werden.
In unserem Fall sind die EingangsgrÄo¼en nicht die Potentialkoe±zienten selber, sondern
deren ÄAnderungen aufgrund von AtmosphÄarene®ekten ¢ ¹Cnm und ¢ ¹Snm.

Summiert man weiter auch Äuber den Grad n, erhÄalt man Varianzen. Dies soll hier jedoch
nicht getan werden, sondern nach [Pail et al., 2000] eine GrÄo¼e ¡t gezeigt werden, die sich
berechnet gemÄa¼:

¡t(k) =
1
4¼

nmaxX

n=0
RMSn(k) : (4.21)

Sie enthalte Äahnlich einer Leistungsspektraldichte (PSD) Information Äuber die durch-
schnittliche StÄarke des Signals pro Frequenz. Es handelt sich mathematisch jedoch nicht
um eine PSD, da kein ÄUbergang auf eine Dichte gemacht wird. Diese GrÄo¼e soll daher
vornehmlich zum Vergleich der Ergebnisse mit anderen Studien verwendet werden. Wie
dem auch sei, nun sollen Ergebnisse fÄur die Grad-RMS der ¢ ¹Cnm und ¢ ¹Snm betrachtet
werden (Abb. 4.20 und 4.21).

Es handelt sich zum einen um die gleichen Daten wie in Kapitel 4.5.2, also um Monatsmit-
tel Äuber 11 Jahre (Abb. 4.20). Um eine hÄohere zeitliche AuflÄosung zu erreichen, besteht
eine zweite Zeitreihe aus Tageswerten des Jahres 2000 (Abb. 4.21). In beiden FÄallen ha-
ben die niedrigen Koe±zienten weitaus grÄo¼ere Werte als die mit hÄoheren Graden. Bei
den Frequenzen ist in Abb. 4.20 erneut eine deutliche Jahresperiode fÄur cpa = 1 und
eine Halbjahresperiode fÄur cpa = 2 zu sehen. Weder die lÄangeren Frequenzen bis zur
11-Jahresperiode noch die kÄurzeren bis zur zweitÄagigen Periode treten ansonsten hervor.
Die Werte der beiden Hauptfrequenzen liegen fast immer mindestens um den Faktor 10
Äuber allen anderen Frequenzen. Au®Äallig ist noch die relativ gleichmÄa¼ige Abnahme des
Signals bei Perioden, die kÄurzer als ein Monat sind, die bei den vergleichsweise niedrigen
Frequenzen in Abb. 4.20 nicht festgestellt werden kann.
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Abb. 4.20.: Grad-RMS der Zeitreihe Äuber 11 Jahre

Abb. 4.21.: Grad-RMS der Zeitreihe Äuber 1 Jahr
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Ein Äahnliches Fazit kann aus Abb. 4.22 fÄur die dimensionslose GrÄo¼e ¡t mit den identi-
schen Eingangsdaten wie oben gezogen werden. Wiederum sind die Jahres- und Halbjah-
resfrequenz dominant und mit Zunahme der Frequenz geht erneut wie in Abb. 4.21 eine
deutliche Abnahme des Signals einher.

Abb. 4.22.: ¡t(k) fÄur Monatsmittel 1990-2000 (links) und Tageswerte 2000 (rechts)

Interessant ist hier, da¼ bei Verwendung von Tageswerten wesentlich hÄohere Amplituden
fÄur die gleichen niedrigen Frequenzen wie bei den Monatsmitteln auftreten. Dies kann ei-
nerseits damit erklÄart werden, da¼ durch die Mittelung Information verlorengeht (Faltung
mit Monatsfenster im Ortsbereich, entspricht Multiplikation mit sinc-Funktion5 im Spek-
tralbereich). Andererseits wird bei der Fouriertransformation von diskreten Daten stets
das Spektrum der periodisch fortgesetzten Daten berechnet (vgl. Anhang B.2), was bei
einer Zeitreihe von nur einem Jahr zu Fehlern fÄuhrt, da der Luftdruckverlauf aperiodisch
ist. Im letzteren Fall entspricht die BeschrÄankung auf ein Jahr einer Multiplikation mit
dem Zeitfenster im Ortsbereich, was einer Faltung mit der sinc-Funktion im Spektral-
bereich gleicht. Man spricht hier von "Leakage\: der Signalinhalt wird verschmiert auf
die benachbarten Frequenzen. WÄahlt man im Äubrigen die Zeitreihe mit den Tageswerten
doppelt so lang, so nÄahert man sich bei den niedrigen Frequenzen wieder deutlich dem
Fall mit den Monatsmitteln an (ohne Abb.).

Es kann somit festgehalten werden, da¼ die SignalstÄarke wesentlich von der Wahl der
LÄange und der AuflÄosung der Zeitreihe abhÄangt. Dies ist insbesondere beim Vergleich der
Ergebnisse mit anderen Studien zu beachten.

5 sincx = sinx/x
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Eine rÄaumliche Betrachtung zeigt fÄur die Jahresperiode maximale Amplituden von 6 mm
im Bereich Zentralasiens, bei der Halbjahresperiode liegen sie mit knapp 3 mm im Bereich
der Antarktis. Neben diesen beiden Gebieten kÄonnen keine signi¯kanten Erscheinungen
der Topographie zugeordnet werden (Abb. 4.23).

Abb. 4.23.: Amplituden der beiden Hauptfrequenzen, Zeitreihe der Monatsmittel

FÄur eine bessere Vorstellung der Variationen des Signals sei abschlie¼end noch eine Art
RMS-Wert der Schwerefeldvariationen aus der Di®erenz zwischen den Potentialkoe±zien-
ten und ihrem zeitlichen Mittel betrachtet. Das zeitliche Mittel entspricht dem Fourierko-
e±zienten a0, also den ¢ ¹Cnm(k = 0) und ¢ ¹Snm(k = 0). Dieser RMS-Wert der Streuung,
bezeichnet mit ~rnm und ~snm, ergibt sich aus [Pail et al., 2000]:
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Abb. 4.24 zeigt das Zeitmittel der Potentialkoe±zienten fÄur die beiden bisher betrachteten
Zeitreihen, Abb. 4.25 die obigen RMS-Werte.

Abb. 4.24.: Zeitmittel der ¢ ¹Cnm und ¢ ¹Snm

Abb. 4.25.: RMS der Streuung der Schwerefeldvariationen

In Abb. 4.24 sind in beiden FÄallen die Werte fÄur die niedrigen Grade und Ordnungen
erwartungsgemÄa¼ am hÄochsten. Zonale und auch tesserale Koe±zienten zeigen hÄohere
Werte als sektorielle. Interessant ist auch hier wieder das wesentlich stÄarkere Signal bei
den Tageswerten mit den gleichen Ursachen wie oben bei der GrÄo¼e ¡t.

Die RMS-Werte haben in beiden FÄallen ein Äahnliches Erscheinungsbild, jedoch um 2-3
Zehnerpotenzen hÄohere Werte als das zeitliche Mittel. Es kommen also gro¼e Variationen
innerhalb beider Zeitreihen vor.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, da¼ die durch die AtmosphÄare verursachten
Schwerefeldschwankungen hauptsÄachlich eine Jahresperiode und eine etwa halb so starke



4 E®ekt der AtmosphÄare
4.7 Vergleich der Ergebnisse mit anderen Studien 58

Halbjahresperiode aufweisen. Die grÄo¼ten Amplituden dieser Frequenzen treten in Zen-
tralasien auf. DarÄuberhinaus scheint der Gebrauch von Daten mit mÄoglichst hoher zeit-
licher AuflÄosung sowie ausreichender LÄange der Zeitreihe wichtig, andernfalls wird der
Informationsgehalt und die StÄarke des Signals reduziert und es kommt zu Fehlern in den
spektralen Darstellungen.

FÄur eine AbschÄatzung des Ein°usses des AtmosphÄarene®ektes auf niedrig °iegende Satel-
liten wie GRACE und GOCE kann eine BeschrÄankung auf die beiden Hauptfrequenzen
in Betracht gezogen werden. Es ist jedoch zu beachten, da¼ die Summe der SignalstÄarken
der anderen Frequenzen auch im Bereich der Amplituden der Jahresfrequenz liegt.

4.7. Vergleich der Ergebnisse mit anderen Studien

Will man die Ergebnisse verschiedener Studien miteinander vergleichen, so sind zunÄachst
einmal die jeweils getro®enen Annahmen sowie die verwendeten DatensÄatze hinsichtlich
ihrer rÄaumlichen und zeitlichen AuflÄosung zu betrachten. BezÄuglich der Modellierung
sollte ÄuberprÄuft werden,

² ob der Ansatz von Euler oder der von Lagrange gewÄahlt wurde,

² wie mit dem Problem der dÄunnen Schicht beim Euler'schen Ansatz umgegangen
wird,

² welche Love'schen Zahlen fÄur Auflast verwendet werden und auf welches Erdmodell
sie sich beziehen,

² ob das Prinzip des Massenerhalts auf der Erde zugrunde gelegt ist (Koe±zient vom
Grad 0),

² wie mit den Termen vom Grad 1 umgegangen wird,

² und fÄur den E®ekt der AtmosphÄare vor allem, welches Modell fÄur die Wechselwirkung
von Ozean und AtmosphÄarenauflast verwendet wird (NIB, IB, IBcon, weitere).

GrÄo¼ere Unterschiede in den Ergebnissen bei gleicher oder Äahnlicher Modellierung sind
wohl zumeist auf Unterschiede in den verwendeten Daten zurÄuckzufÄuhren. Wichtige Fra-
gen hierzu sind:
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² Daten: wird reduzierter Luftdruck zurÄuckgerechnet oder direkt Ober°Äachendruck
verwendet?

² Datenquelle: wo liegen die Me¼stationen, welche Gebiete werden gro¼°Äachig inter-
poliert?

² DatensÄatze: liegen sie weltweit vor oder gibt es LÄocher in den Daten?

² RÄaumliche AuflÄosung der Daten und deren Gitterart: Gitterweite, Punktgitter oder
Blockmittelwerte?

² Zeitliche AuflÄosung der Daten: 6-Stundenwerte bis Monatsmittel?

² LÄange der untersuchten Zeitreihe: ein Jahr bis mehrere Jahrzehnte?

² Zeitraum: welche Jahre werden betrachtet?

Angesichts dieser vielen MÄoglichkeiten der Berechnung ist nicht zu erwarten, da¼ sich
die Ergebnisse verschiedener Studien vollkommen gleichen. ÄAhnliche GrÄo¼enordnungen
und gleiche Hauptfrequenzen sollten jedoch immer festgestellt werden kÄonnen. Mit die-
sen ÄUberlegungen im Hinterkopf soll nun ein Vergleich mit den Ergebnissen der Arbeiten
von [Chao und Au, 1991], [Wahr et al., 1998], [Pail et al., 2000] und [Verhagen, 2000] ge-
macht werden.

In [Chao und Au, 1991] werden Tageswerte Äuber 9 Jahre reduzierten Luftdrucks des ECM-
WF6 zur Bestimmung der zonalen Koe±zienten mit niedrigem Grad verwendet.

FÄur den Fall IB treten vor al-
lem jÄahrliche und halbjÄahrliche
Perioden mit den Amplituden aus
Abb. 4.26 auf. Zum Vergleich sind
die GrÄo¼en aus der Zeitreihe der
Monatsmittel angegeben. Es ist
eine deutliche ÄAhnlichkeit zu se-
hen, wobei die NCEP-Zeitreihe
insbesondere beim Koe±zienten
J5 in der Jahresfrequenz eine ge-
ringere SignalstÄarke aufweist. Die
geringere SignalstÄarke kann wohl
wie oben bei der GrÄo¼e ¡t auf die
Mittelung zurÄuckgefÄuhrt werden. Abb. 4.26.: Variationen in Jn in Einheiten von 10¡10

6 ECMWF: European Centre for Medium-Range Weather Forecasts, http://www.ecmwf.int/



4 E®ekt der AtmosphÄare
4.7 Vergleich der Ergebnisse mit anderen Studien 60

Die Arbeit von [Wahr et al., 1998] verwendet ebenso wie die von [Pail et al., 2000] 6-
stÄundliche ECWMF-Ober°Äachendruckdaten. Im ersten Fall werden jedoch Monatsmittel
fÄur drei Jahre gebildet, wÄahrend im zweiten Fall zum einen 4 Wochen der Originaldaten
und zum anderen monatliche Mittel Äuber 2 Jahre die Grundlage der Berechnung darstel-
len.

Als Ergebnis geben [Wahr et al., 1998] Amplituden pro Grad dn fÄur eine Jahresfrequenz
an, die sich aus den Gradvarianzen ¾2

n berechnen gemÄa¼

dn(k) =
Rp
2

q
¾2
n(k) ; (4.23)

wobei R fÄur den Erdradius steht und k fÄur cpa=1 gewÄahlt werden mu¼. Zum Vergleich sei-
en in Abb. 4.27 die entsprechenden Werte fÄur die langjÄahrige Zeitreihe mit Monatsmitteln
angegeben, zusÄatzlich ist noch das Ergebnis fÄur die halbjÄahrliche Frequenz abgebildet. Die
KurvenverlÄaufe Äahneln sich erneut sehr stark, auch hier ist eine, diesmal nur geringfÄugig
kleinere SignalstÄarke als in [Wahr et al., 1998] (¯gure 1) zu erkennen (Vergleich mit den
Werten fÄur die ganze Erde einschlie¼lich der Antarktis).

Abb. 4.27.: Amplituden pro Grad dn fÄur die beiden Hauptfrequenzen

In der Arbeit von [Pail et al., 2000] wird eine Äahnliche ErgebnisgrÄo¼e angegeben, der Grad-
RMS fÄur mehrere Frequenzen. Die Werte kÄonnen verglichen werden mit Abb. 5.1 in Ka-
pitel 5.1. Wiederum ist eine hÄohere SignalstÄarke au®Äallig, was wohl vor allem an der
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unterschiedlichen zeitlichen AuflÄosung liegen dÄurfte. Bei Vergleich mit einer zweijÄahrigen
Zeitreihe aus Tageswerten sind die Unterschiede schon wesentlich geringer (ohne Abb.).

Nahezu alle abgebildeten GrÄo¼en aus Kapitel 4.6.2 kÄonnen mit [Verhagen, 2000] verglichen
werden, die ebenfalls Daten des NCEP, allerdings fÄur reduzierten Luftdruck, verwendet
hat. Es treten im Rahmen des bisher Festgestellten keine grÄo¼eren Abweichungen auf.
HÄau¯g sind die Ergebnisse sehr Äahnlich, beispielsweise fÄur die GrÄo¼e ¡t.

Insgesamt mu¼ festgestellt werden, da¼ es nicht ausreicht, einen beliebigen Datensatz mit
seiner spezi¯schen rÄaumlichen und zeitlichen AuflÄosung zu betrachten. Die Ergebnisse fÄur
die SignalstÄarke des AtmosphÄarene®ektes sind relativ stark von den oben aufgelisteten
Vorgaben bei der Berechnung abhÄangig. Die einzelnen Kurven sollten folglich immer als
ein Wert aus einer gewissen Bandbreite, also als sehr dicke Linien verstanden werden.
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5. Schwerefeldvariationen und
Satellitenmissionen

Der Nutzen der Untersuchung zeitlicher Variationen des Schwerefeldes der Erde besteht
zu einem gro¼en Teil darin, ihre Auswirkungen auf die Messungen zukÄunftiger Satelliten-
missionen zur Schwerefeldbestimmung abschÄatzen zu kÄonnen. In der ÄUbersicht in Kapitel
3 sind Angaben zur Me¼barkeit der einzelnen E®ekte aufgrund der auftretenden GrÄo¼en-
ordnungen gemacht. Kapitel 4 beschÄaftigt sich ausgiebig mit den Folgen der Luftdruck-
schwankungen fÄur die Potentialkoe±zienten und den daraus abgeleiteten GeoidhÄohen.
In diesem Kapitel sollen nun hauptsÄachlich am Beispiel der Gradiometriemission GOCE
AnsÄatze vorgestellt werden, die einen genaueren Vergleich zwischen der Me¼genauigkeit
der Satellitensensoren und der SignalstÄarke der zeitvariablen E®ekte erlauben.

GOCE verfÄugt Äuber einen Gradiometer, mit dem Schweregradienten in alle drei Raum-
richtungen gemessen werden kÄonnen. Me¼grÄo¼e sind Di®erenzen in der Beschleunigung
von Testmassen, die in einer speziellen Diamantkon¯guration angeordnet sind. Aus ihnen
kÄonnen Komponenten des Gravitationstensors V abgeleitet werden, der aus den zweiten
Ableitungen des Gravitationspotentials V besteht.

5.1. Vergleich der Grad-RMS

Eine erste MÄoglichkeit fÄur den Vergleich bieten die Gradvarianzen ¾2
n aus Gleichung (4.19).

Sie reprÄasentieren die totale Leistung pro Grad n. Besser geeignet als nicht-quadratische
GrÄo¼e ist der daraus abgleitete Grad-RMS:

RMSn =
s

1
2n+ 1

¾2
n :
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Er gibt die GrÄo¼enordnung der Einzelkoe±zienten pro Grad an. Damit kÄonnen die Signale
der zeitvariablen E®ekte fÄur bestimmte Frequenzen dem entsprechenden Grad-RMS der
erwarteten Me¼genauigkeit der Satelliten gegenÄuber gestellt werden. Dies soll hier fÄur
die jÄahrliche und die halbjÄahrliche Periode der AtmosphÄare gemacht werden, da dort die
stÄarksten Signale dieses E®ektes auftreten. Die Kurven entsprechen den Spektrallinien fÄur
die beiden Frequenzen aus Abb. 4.20. Es sind sowohl der erwartete Grad-RMS fÄur GOCE
als auch der fÄur GRACE angegeben.

Abb. 5.1.: RMSn der Hauptfrequenzen des AtmosphÄarene®ektes, von GOCE und GRACE

Das Signal fÄur die Jahresperiode liegt etwa um den Faktor 3{5 Äuber dem der Halbjah-
resperiode. Abgesehen von den Absolutwerten sind die Kurven denen aus Abb. 4.27 sehr
Äahnlich. Solange das Signal des AtmosphÄarene®ekts grÄo¼er als die Me¼genauigkeit des Sa-
telliten ist, kann es gemessen werden. Liegt es darunter, geht es im Rauschen des Sensors
unter. Der Schnittpunkt mit den erwarteten GOCE-Genauigkeiten liegt etwa bei Grad
10 bzw. 15, wÄahrend er fÄur GRACE aufgrund der hÄoheren Me¼genauigkeit fÄur niedrige
Grade erst bei Grad 22 bzw. 32 erscheint. In [Wahr et al., 1998] und [Verhagen, 2000]
wird der Schnittpunkt fÄur das jÄahrliche Signal im Falle von GRACE etwa fÄur den Grad
40 erwartet, was jedoch stark mit den Annahmen Äuber die Me¼genauigkeit von GRACE
zusammenhÄangt. Da stets nur die Summe aller E®ekte gemessen wird, sollte in jedem Fall
eine Korrektur durch Modelle angebracht werden. Andernfalls kÄonnen keine RÄuckschlÄusse
aus den Messungen auf einzelne E®ekte gezogen werden.
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Alle Äubrigen hier nicht dargestellten Frequenzen haben eine wesentlich geringere Signal-
stÄarke. Mit GOCE werden diese E®ekte deshalb kaum me¼bar sein, was aber auch nicht
den Hauptzweck dieser Mission darstellt. Die Mission GRACE hingegen eignet sich auf-
grund ihrer lÄangeren Missionsdauer von fÄunf Jahren und den hÄoheren Me¼genauigkeiten
fÄur niedrige Grade wesentlich besser, um zeitliche Variationen im Schwerefeld der Erde
zu messen.

5.2. Ein°u¼ auf GOCE-Me¼grÄo¼en

Will man den Ein°u¼ von Schwerefeldvariationen auf die direkten Me¼grÄo¼en von GOCE
ermitteln, so mu¼ man die Schwerevariationen aufgrund der geophysikalischen Prozesse
entlang der Satellitenbahn berechnen. Dies kann beispielsweise durch eine Darstellung des
AtmosphÄarene®ektes als ein StÄorpotential T in Form dessen zweiten radialen Ableitung
Trr geschehen. Diese GrÄo¼e ergibt sich aus den ¢ ¹Cnm und ¢ ¹Snm zu:

Trr(µ; ¸) =
2GM
R3

1X

n=0
2(n+ 1)(n + 2)

µR
r

¶n+1

¢

¢
nX

m=0

¹Pnm(cos µ)
h
¢ ¹Cnm cosm¸+ ¢ ¹Snm sinm¸

i
: (5.1)

FÄur eine SatellitenhÄohe von h = 250 km, also r = R+h (R: Erdradius) in Gleichung (5.1),
ist fÄur den bereits in Kapitel 4.5.1 betrachteten 1. Januar 2000 der E®ekt exemplarisch
abgeleitet und in Abb. 5.2 wiedergegeben.

Abb. 5.2.: Trr fÄur h = 250 km am 1. Januar 2000, links: Fall NIB, rechts: Fall IB
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Die dargestellte Einheit ist mE (1 E = 1 EÄotvÄos = 10¡9 s¡2). Auftretende GrÄo¼enord-
nungen sind in der Abb. erkennbar und kÄonnen rÄaumlich zugeordnet werden. Abb. 5.2
ist jedoch weiter nicht aussagekrÄaftig, da hiermit kein Vergleich mit einer Fehlerspektral-
dichte von GOCE mÄoglich ist.

Abb. 5.3.: Bahn- und erdfestes Koordi-
natensystem
(Quelle: [Sneeuw, 2000])

ZielfÄuhrender ist der Ansatz einer Trans-
formation der Schwerefeldvariationen in das
Bahnkoordinatensystem des Satelliten. De¯-
niert man dieses gemÄa¼ der Abb. 5.3 mit der
x-Achse in Flugrichtung, der y-Achse senk-
recht dazu und der z-Achse radial nach au¼en,
so kÄonnen Vergleiche mit den Fehlerkurven fÄur
die drei mit GOCE me¼baren Komponenten
Vxx, Vyy und Vzz des symmetrischen Gravi-
tationstensors V im Bahnkoordinatensystem
angestellt werden.

V hat das Aussehen:

V =

0
BB@

Vxx Vxy Vxz
Vyx Vyy Vyz
Vzx Vzy Vzz

1
CCA (5.2)

und erfÄullt die Laplace-Gleichung, d.h. es gilt:

¢V = Vxx + Vyy + Vzz = 0 : (5.3)

Die benÄotigte Transformation ist beispielsweise in [Sneeuw, 2000] ausfÄuhrlich abgeleitet,
fÄur eine Darstellung mit reellwertigen Formeln kann [Karrer, 2000] herangezogen werden.
Im folgenden sollen nur die wichtigsten Schritte davon wiedergegeben werden.

ZunÄachst wird das Gravitationspotential V in AbhÄangigkeit der Kepler'schen Bahnele-
mente ausgedrÄuckt. Macht man dies fÄur eine nominelle Bahn, d.h. eine durch die Abplat-
tung der Erde sÄakular gestÄorte Kreisbahn mit konstanter Inklination, so kann anstelle von
Gleichung (2.12) fÄur V (µ; ¸) geschrieben werden:

V (r; u; I;¤) =
GM
R

1X

n=0

µR
r

¶n+1 nX

m=0

nX

k=¡n(2)

¹Fnmk(I) [®nm cosÃmk + ¯nm sinÃmk] : (5.4)

Es bedeuten R den Erdradius, r den Bahnradius, u = !+ f das aus der PerigÄaumslage !
und der wahren Anomalie f zusammengesetzte Argument der Breite, I die Bahnneigung
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und ¤ = ­¡£ steht fÄur die Di®erenz aus der Rektaszension des aufsteigenden Bahnkno-
tens ­ und der als Winkel ausgedrÄuckten Sternzeit Greenwich £. Die Funktionen ¹Fnmk(I)
sind Neigungsfunktionen nach [Kaula, 1966] und Ãmk ist de¯niert als:

Ãmk = ku+m¤ : (5.5)

Diese Glieder beinhalten auch die ZeitabhÄangigkeit der Darstellung nach (5.4):

Ãmk = _Ãmk ¢ t+ Ã0
mk = (k _u+m _¤) ¢ t+ ku0 +m¤0 ; (5.6)

wobei der Index 0 fÄur einen Startwert steht. Schlie¼lich verbergen sich hinter den ®nm und
¯nm die bekannten ¹Cnm und ¹Snm gemÄa¼ den Fallunterscheidungen:

®nm =

8
<
:

¹Cnm fÄur n¡m gerade
¡ ¹Snm fÄur n¡m ungerade

(5.7)

¯nm =

8
<
:

¹Snm fÄur n¡m gerade
¹Cnm fÄur n¡m ungerade

(5.8)

Nun kÄonnen ebenso wie das Potential selbst auch dessen zweite Ableitungen Vij mit
i; j 2 fx; y; zg im Bahnkoordinatensystem beschrieben werden. DafÄur zerlegt man die
Berechnung analog zur Synthese von Kugel°Äachenfunktionen (vgl. Anhang A.5.2) in zwei
Schritte und leitet zunÄachst zweidimensionale Fourierkoe±zienten Amk und Bmk ab. Es
entsteht fÄur Vij der Ausdruck:

Vij =
NX

m=0

NX

k=¡N
Aij
mk cosÃmk +Bij

mk sinÃmk : (5.9)

Die Berechnung lÄauft nun bis zu einem maximalen Grad N . Die Fourierkoe±zienten Amk

und Bmk werden auch als lumped coe±cients bezeichnet. Sie bilden je Ordnung m eine
Linearkombination der Potentialkoe±zienten Äuber die Grade n.

EingeschrÄankt auf die drei mit GOCE me¼baren GrÄo¼en Vxx, Vyy und Vzz gilt fÄur die
Koe±zienten Amk und Bmk:

Aij
mk

Bij
mk

9
=
; =

NX

n=nmin(2)

Hij
nmk

8
<
:
®nm
¯nm

; (5.10)

wobei
nmin = max(jkj;m) + ±

und

± =

8
<
:

0 fÄur k ¡max(jkj;m) gerade
1 fÄur k ¡max(jkj;m) ungerade

:
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Mit Hnmk sind sog. Transferkoe±zienten bezeichnet, die den ÄUbergang von den Poten-
tialkoe±zienten auf die lumped coe±cients leisten. FÄur den Fall einer nominellen Bahn
sind sie konstant und kÄonnen aus den Neigungsfunktionen ¹Fnmk gewichtet mit spezi¯schen
Transferkoe±zienten ¸ijnk berechnet werden zu:

Hij
nmk =

GM
R3

µR
r

¶n+3

¸ijnk ¹Fnmk(I) (5.11)

mit

¸xxnk = ¡(k2 + n+ 1)

¸yynk = k2 ¡ (n+ 1)2 (5.12)

¸zznk = (n+ 1)(n+ 2) :

Bildet man nun noch die Frequenzen des zweidimensionalen Signals der AtmosphÄare _Ãmk
auf die eindimensionale Bahn ab und multipliziert die BetrÄage der lumped coe±cients
mit der Wurzel aus der Missionsdauer, um auf eine Spektraldichte Äuberzugehen, so wird
das AtmosphÄarensignal als PSD entlang der Bahn abgebildet. Diese GrÄo¼e kann mit der
Fehler-PSD der Gradienten von GOCE verglichen werden. Die Abbildungen 5.4, 5.5 und
5.6 zeigen einen solchen Vergleich fÄur die drei Komponenten Vxx, Vyy und Vzz. FÄur GOCE
wurde eine FlughÄohe von 250 km und eine Missionsdauer von 3 Monaten gewÄahlt. Das
AtmosphÄarensignal ist erneut das vom 1. Januar 2000, Fall IB.

Abb. 5.4.: AtmosphÄarensignal und Gradienten Fehler-PSD in Flugrichtung
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Abb. 5.5.: AtmosphÄarensignal und Gradienten Fehler-PSD quer zur Flugrichtung

Abb. 5.6.: AtmosphÄarensignal und Gradienten Fehler-PSD, radiale Komponente
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Die dargestellten Einheiten sind normierte Frequenzen in Perioden pro Umlauf (cpr: cycle
per revolution) und mE/

p
Hz. WÄahrend in Flugrichtung das AtmosphÄarensignal verein-

zelt oberhalb der Fehler-PSD von GOCE liegt und damit me¼bar wÄare, ist dies quer zur
Flugrichtung nicht der Fall. In radialer Richtung ist das AtmosphÄarensignal am stÄarksten
und liegt des Äofteren im me¼baren Bereich. Zu beachten ist jedoch, da¼ hier die Tageswerte
vom 1. Januar 2000 als reprÄasentativ fÄur eine Missionsdauer von 3 Monaten angenommen
wurden. Einerseits sind damit hochfrequente Luftdruckschwankungen vernachlÄassigt, an-
dererseits kÄonnen erheblich stÄarkere und schwÄachere SignalstÄarken durch die AtmosphÄare
verursacht werden.

Die gezeigten Abbildungen kÄonnen trotzdem als Beispiel fÄur eine AbschÄatzung des Ein-
°usses des AtmosphÄarene®ektes auf die Me¼grÄo¼en von GOCE und als Anhaltswert fÄur
dessen GrÄo¼enordnung angesehen werden. DarÄuberhinaus kann festgehalten werden, da¼
mit der Mission GOCE nur Teile des AtmosphÄarene®ektes gemessen werden kÄonnen und
eine Korrektur durch eine Modellierung angebracht werden sollte. ÄUber die Frage, wel-
che dieser Teile des E®ektes gemessen werden kÄonnen, entscheidet letztlich die endgÄultig
realisierbare Me¼genauigkeit der Sensoren im Satelliten.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Dieses abschlie¼ende Kapitel enthÄalt eine kurze Zusammenfassung der zentralen Punkte
sowie der Ergebnisse der einzelnen Kapitel. Gleichzeitig gibt es eine ÄUbersicht Äuber die in
dieser Arbeit behandelten Themen. Der abschlie¼ende Ausblick weist auf weiterfÄuhrende
Problemstellungen in Zusammenhang mit den zeitlichen Variationen des Gravitationsfel-
des hin, ohne Anspruch auf VollstÄandigkeit zu erheben.

6.1. Zusammenfassung

Das Ziel der Arbeit ist eine grundlegende Darstellung zu den zeitlichen Variationen des
Gravitationsfeldes der Erde. Von entscheidender Bedeutung sind daher die vier Themen:

² Mathematische Formulierung der ZeitabhÄangigkeit des Gravitationsfeldes

² ÄUbersicht Äuber Prozesse im dynamischen System Erde, die signi¯kante zeitliche
Variationen verursachen

² Berechnung und Analyse der E®ekte auf das Gravitationsfeld

² Ein°u¼ der Schwankungen auf Satellitenmissionen zur Schwerefeldbestimmung

Die Diskussion ¯ndet am Beispiel der AtmosphÄare statt. FÄur diesen E®ekt werden auch
Ergebnisse abgeleitet und prÄasentiert. Im folgenden sei die Kurzfassung der wichtigen
Punkte fÄur die obigen vier Themenbereiche gegeben.
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6.1.1. Mathematische Formulierung

Die Beschreibung erfolgt durch eine spektrale Darstellung des Gravitationspotentials
der Erde in Form einer Kugelfunktionsreihe. Die ZeitabhÄangigkeit schlÄagt sich in der
ZeitabhÄangigkeit der Reihenkoe±zienten des Potentials nieder. FÄur die Ableitung des Zu-
sammenhanges zwischen der Massenumverteilung und den Potentialkoe±zienten gibt es
zwei alternative AnsÄatze, den Euler'schen und den Lagrange'schen. Die Wahl des Ansatzes
entscheidet sich nach der Art, wie die Information Äuber die Massenverlagerungen vorliegt.

Beim Ansatz nach Euler wird der Massentranport an bestimmten ortsfesten Punkten
beispielsweise durch eine zeitabhÄangige Ober°Äachendichte oder Äaquivalente WasserhÄohen
ausgedrÄuckt. Dem liegt die Darstellung der MassenverÄanderung als dÄunne Schicht zugrun-
de, was zu Fehlern fÄuhren kann. Da die Massenumverteilung an der Ober°Äache statt¯n-
det, kommt es zu zusÄatzlichen Auflaste®ekten, die mit den Love'schen Zahlen fÄur Au°ast
modelliert werden. Ihnen liegt ein Modell Äuber das elastische Verhalten des ErdkÄorpers
zugrunde.

Beim Ansatz nach Lagrange wird die Massenumverteilung durch das Verfolgen der Mas-
seteilchen wÄahrend des Transports beschrieben, d.h. in Form eines Geschwindigkeitsvek-
torenfeldes. FÄur die Berechnung benÄotigt man dann die Dichteverteilung innerhalb der
Erde, die Äublicherweise aus einem Erdmodell wie dem PREM abgeleitet wird.

Weitere wichtige Punkte fÄur beide AnsÄatze sind:

² Umgang mit den Termen vom Grad 0 und Grad 1: Massenerhalt und Massenzen-
trum.

² Verwendung von Kugel°Äachenfunktionen als orthonormale Basisfunktionen: Proble-
me bei InhomogenitÄaten, DatenlÄochern und SprÄungen in den Daten (Gibbs-PhÄano-
men).

Der Ein°u¼ von Schwankungen des Zentrifugalpotentials aufgrund von Polbewegung und
TageslÄangenschwankung auf das Schwerepotential ist gering. Die Auswirkungen der Mas-
sentransporte auf die Erdrotation sind in dieser Arbeit nicht behandelt.
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6.1.2. ÄUbersicht der Ursachen

Ursachen fÄur signi¯kante, d.h. mit Satelliten me¼bare Schwerevariationen sind:

² Lunisolare Gezeiten

² AtmosphÄare: Luftdruckschwankungen

² HydrosphÄare

{ Wasser auf den Kontinenten: Grundwasserspiegel, Bodenfeuchtigkeit, Ober-
°Äachenwasser und Schneebedeckung

{ Ozeanmassenverteilung: OzeanstrÄomungen (Meerestopographie) und Anstieg
des Meeresspiegels

² KryosphÄare: Massenhaushalt der kontinentalen Gletscher und der Polkappen

² Postglaziale Hebungen

² Vulkanismus und Erdbeben

² Prozesse der festen Erde

{ Mantelkonvektion

{ Plattentektonik

{ AktivitÄaten im Erdkern

Die grÄo¼ten E®ekte mit jÄahrlichen und kÄurzeren Perioden verursachen Hydro- und At-
mosphÄare, langfristige Schwankungen haben vor allem in postglazialen Hebungen ihren
Ursprung. Im Hinblick auf die Satellitenmissionen gilt: Gezeitene®ekte sind mit Model-
len zu korrigieren, der AtmosphÄarene®ekt aus barometrischen Luftdruckmessungen zu
erfassen. Auch die HydrosphÄarene®ekte sollten mit Daten oder durch Modelle korrigiert
werden, wobei die bisher verfÄugbaren DatensÄatze noch sehr mangelhaft sind. Durch Erd-
beben und Vulkanismus bedingte Massentransporte sind zu kleinrÄaumig und daher mit
Satelliten nicht me¼bar. Aussagen Äuber die E®ekte der KryosphÄare und der festen Er-
de sind mit gro¼en Unsicherheiten behaftet. Hier erho®t man sich ebenso wie fÄur die
HydrosphÄare Erkenntnisse aus den Satellitenbeobachtungen.
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6.1.3. Berechnung und Analyse der E®ekte

Die Genauigkeit der Berechnung der E®ekte hÄangt vor allem von der AuflÄosung und
Genauigkeit der verfÄugbaren Daten ab. Daneben ist auf eine mÄoglichst realitÄatsnahe Mo-
dellierung des Zusammenhanges zwischen den gemessenen GrÄo¼en und dem tatsÄachlichen
Massentransport zu achten. FÄur den Fall der AtmosphÄare bedeutet dies z.B. eine Ver-
besserung der Annahme eines "inversen Barometer\-Verhaltens fÄur Gebiete, in denen
Abweichungen davon auftreten. NÄotig wÄaren au¼erdem bessere Daten fÄur die Antarktis.

Als ErgebnisgrÄo¼e der Berechnung eignen sich ÄAnderungen in den GeoidhÄohen. FÄur die
AtmosphÄare kÄonnen hier Variationen von etwa §10 mm festgestellt werden. Interessant
ist auch eine rÄaumliche Betrachtung, da nicht Äuberall gleich starke E®ekte auftreten. Die
grÄo¼ten Variationen der AtmosphÄare treten im Bereich Zentralasiens auf.

FÄur eine Analyse der zeitlichen Variationen bietet sich eine Fouriertransformation an. Sie
liefert die auftretenden Amplituden, Phasen und Frequenzen. Dabei ist sicher zu stellen,
da¼ die Zeitreihe hohe zeitliche und rÄaumliche AuflÄosung sowie ausreichende LÄange hat.
Andernfalls sind die Ergebnisse nicht reprÄasentativ oder kann es zu Fehlern durch Aliasing
und Leakage kommen sowie SignalstÄarke verlorengehen. ErgebnisgrÄo¼en sind hier meist
Gradvarianzen und daraus abgeleitete RMS-Werte.

Die AtmosphÄare zeigt fÄur jeden Ort auf der Erde ein so unterschiedliches Verhalten, da¼
eine Mittelung Äuber Breiten- oder LÄangenkreise nicht sinnvoll ist. FÄur weltweite Luftdruck-
daten kann eine jÄahrliche und eine schwÄachere halbjÄahrliche Periode festgestellt werden
mit Amplituden von etwa 6 bzw. 3 mm Geoidschwankung. Daneben treten sowohl lÄangere
wie auch kÄurzere Perioden mit geringerer SignalstÄarke auf. Die Signale nehmen mit zuneh-
mendem Grad ab, kleinrÄaumige E®ekte haben folglich geringere Auswirkungen. Markant
ist auch die hohe VariabilitÄat des Signals, was seine Vorhersagbarkeit erheblich erschwert.

6.1.4. Ein°u¼ auf Satellitenmissionen

Einer der HauptgrÄunde fÄur die Untersuchung der zeitvariablen E®ekte ist die Frage nach
ihren Auswirkungen auf bzw. ihrer Me¼barkeit mit den Satellitenmissionen CHAMP,
GRACE und GOCE. Dies kann durch einen Vergleich der Grad-RMS der Signale mit
denen der Fehler der Satellitensensoren beantwortet werden. FÄur die Gradiometriemissi-
on GOCE kann auch direkt die Anziehungswirkung durch den E®ekt in SatellitenhÄohe
berechnet werden. DrÄuckt man dazu das Signal im Bahnkoordinatensystem aus, so kann
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die Wirkung auf die einzelnen Komponenten ermittelt und mit deren Fehler-PSD vergli-
chen werden.

Von ihrer Konzeption her eignen sich die beiden Missionen CHAMP und GRACE fÄur die
Messung der zeitvariablen E®ekte. Ihre Missionsdauer ist auf mehrere Jahre geplant und
sie besitzen hohe Me¼genauigkeit im Bereich der niedrigen Grade. So wird das jÄahrliche
AtmosphÄarensignal mit GRACE etwa bis zu Grad 40 me¼bar sein, mit GOCE ist dies
hingegen nur bis Grad 10 mÄoglich. Die AtmosphÄarene®ekte wirken sich hier vor allem in
Flugrichtung und in radialer Richtung aus.

FÄur alle Missionen ist bei jedem E®ekt eine Korrektur mit Modellen und den hierfÄur
erforderlichen Daten notwendig, um einerseits die zeitvariablen Anteile vom statischen
Feld trennen zu kÄonnen und andererseits RÄuckschlÄusse auf einzelne E®ekte ziehen zu
kÄonnen. Nur so kann auch die hochauflÄosende Messung des statischen Feldes mÄoglichst
fehlerfrei realisiert werden.

6.2. Ausblick

Aus den Ergebnissen dieser Arbeit folgt, da¼ auch weiterhin Bedarf an Forschung besteht,
um die zeitlichen Variationen des Erdschwerefeldes genauer vorhersagen zu kÄonnen.

Im Bereich der Modellierung kann der Einsatz anderer Basisfunktionen als der Kugel-
°Äachenfunktionen Äuberlegt werden. Mit Wavelets lie¼en sich eventuell besser regionale
Betrachtungen wie fÄur den Bereich Zentralasiens anstellen oder Probleme mit LÄochern in
den DatensÄatzen wie in der Antarktis in den Gri® kriegen.

Die Annahme einer dÄunnen Schicht kÄonnte auch im Sinne eines Schichtenmodells durch
mehrere Schichten aus einem AtmosphÄarenmodell oder Luftdruckdaten in verschiedenen
HÄohenschichten erweitert werden. Zu prÄufen wÄare auch die MÄoglichkeit einer radialen
Integration mittels der hydrostatischen Gleichung. ÄAhnliche ÄUberlegungen kÄonnen auch
fÄur die HydrosphÄare angestellt werden.

FÄur alle E®ekte benÄotigt man eine Verbesserung der Informationen Äuber Massentransporte
in den polaren Gebieten, insbesondere fÄur GrÄonland und die Antarktis. Dies ist vor allem
fÄur GRACE wÄunschenswert, da diese Mission eine polare Bahn aufweist. Daneben besteht
Bedarf an besseren Daten Äuber die Wasserverteilung auf dem Land und an Fortschritten
bei der Modellierung und Erfassung des Massenhaushalts von Gletschern und der polaren
Eisschilde.
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Im weiteren kann der in Kapitel 5 nur kurz angedeuteten VerknÄupfung der Schwerevaria-
tionen mit den Me¼grÄo¼en der Satellitenmissionen grÄo¼ere Beachtung geschenkt werden.
Dies kann von Umrechnungen der Signale der Hauptfrequenzen in das Bahnkoordinaten-
system bis hin zur Untersuchung von Aliasinge®ekten der zeitlichen Variationen mit der
Umlau®requenz des Satelliten reichen.

Ein weiterer Themenbereich, der in Zukunft gro¼e Bedeutung gewinnen wird, ist die
RÄuckrechnung von gemessenen Daten der Satellitenmissionen auf die einzelnen Massen-
verlagerungen. Das Problem liegt hier in der Auftrennung der Signale und der Zuordnung
zu den einzelnen Ursachen, was zur Gewinnnung neuer Erkenntnisse beispielsweise Äuber
Prozesse im Erdinneren erforderlich ist. Auch eine Veri¯kation der bisherigen Modelle mit
Daten der CHAMP-Mission wÄare sehr erstrebenswert. Eventuell kÄonnen die Modelle fÄur
die Missionen GRACE und GOCE damit verbessert werden.
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A. Legendre-Polynome und
Kugel°Äachenfunktionen

A.1. Legendre-Polynome

Der Grad der Legendre-Polynome Pn sei mit n, das Argument zunÄachst mit t = cosÃ
bezeichnet (Ã: Zentriwinkel zwischen P und Q).

Charakteristische Di®erentialgleichung:

(1¡ t2)P 00n (t)¡ 2tP 0n(t) + n(n+ 1)Pn(t) = 0 (A.1)

In der Form von Rodriguez:

Pn(t) =
1

2nn!
dn

dtn
(t2 ¡ 1)n (A.2)

Dabei gilt mit Ã 2 [0; ¼] und t 2 [¡1; 1]:

Pn(¡t) = (¡1)nPn(t) (A.3)

Pn(1) = 1 (A.4)

Pn(¡1) = (¡1)n : (A.5)

OrthogonalitÄat:
+1Z

¡1

Pn(t)Pl(t) dt =
2

2n+ 1
±nl (A.6)

Rekursion:
(n+ 1)Pn+1(t)¡ (2n+ 1)tPn(t) + nPn¡1(t) = 0 (A.7)

mit P0 = 1 und P1 = t.

Legendre-Polynome werden auch als zonale Kugel°Äachenfunktionen bezeichnet.
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A.2. Assoziierte Legendre-Funktionen

Zusammenhang mit den Legendre-Polynomen:

Pnm(t) = (1¡ t2)m=2 d
mPn(t)
dtm

(A.8)

Pn0(t) = Pn(t) (A.9)

Das Argument ist jetzt t = cos µ (µ: Kobreite von Q), n steht fÄur den Grad, m fÄur die
Ordnung.

Charakteristische Di®erentialgleichung:

(1¡ t2)P 00nm(t)¡ 2tP 0nm(t) +
"
n(n+ 1)¡ m2

1¡ t2
#
Pnm(t) = 0 (A.10)

In der Form von Rodriguez:

Pnm(t) = (1¡ t2)m=2 1
2nn!

dn+m

dtn+m (t2 ¡ 1)n (A.11)

Symmetrie und maximale Ordnung:

Pnm(¡t) = (¡1)n+mPnm(t) (A.12)

Pnm(t) = 0 fÄur m > n (A.13)

OrthogonalitÄat:
+1Z

¡1

Pnm(t)Plm(t) dt =
2

2n+ 1
(n+m)!
(n ¡m)!

±lk (A.14)

und damit auch:
+1Z

¡1

Pnm(t) dt = 2 ±n0 : (A.15)

Rekursionen, geschrieben mit Argument cos µ:

¹Pnn(cos µ) = (2n ¡ 1) sin µ ¢ ¹Pn¡1;n¡1(cos µ) (A.16)
¹Pn;n¡1(cos µ) = (2n ¡ 1) cos µ ¢ ¹Pn¡1;n¡1(cos µ) (A.17)

¹Pnm(cos µ) =
(2n ¡ 1)
n¡m

cos µ ¢ ¹Pn¡1;m(cos µ)¡ n+m¡ 1
n¡m

¢ ¹Pn¡2;m(cos µ) (A.18)

mit P00 = P0 = 1.
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A.3. Normierte assoziierte Legendre-Funktionen

VollstÄandige Normierung:

¹Pnm(t) = HnmPnm(t) (A.19)

mit

Hnm =

8
><
>:

p
2n+ 1 fÄur m = 0r
2(2n+ 1) (n¡m)!

(n+m)! fÄur m 6= 0
: (A.20)

OrthogonalitÄat:
+1Z

¡1

¹Pnm(t) ¹Pkm(t)dt =

8
<
:

2±nk fÄur m = 0
4±nk fÄur m 6= 0

(A.21)

Rekursionen, geschrieben mit Argument cos µ:

¹Pnn(cos µ) = Wnn sin µ ¢ ¹Pn¡1;n¡1(cos µ) ; (A.22)

¹Pnm(cos µ) = Wnm

"
cos µ ¢ ¹Pn¡1;m(cos µ)¡ 1

Wn¡1;m

¹Pn¡2;m(cos µ)
#
; (A.23)

wobei

W1;1 =
H1;1

H0;0
=
p

3 ; (A.24)

Wn;n = (2n ¡ 1)
Hn;n

Hn¡1;n¡1
=

s
2n + 1

2n
fÄur n > 1 ; (A.25)

Wn;m =
2n ¡ 1
n¡m

Hn;m

Hn¡1;m
=

vuut(2n + 1)(2n ¡ 1)
(n+m)(n¡m)

(A.26)

und ¹P00 = H00 ¢ P00 = 1.

Anmerkung: Assoziierte Legendre-Funktionen werden auch als zugeordnete Legendre-
Funktionen bezeichnet.
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A.4. Kugel°Äachenfunktionen

a) Reelle Notation

Kugel°Äachenfunktionen sind Funktionen f (µ; ¸) auf der Kugelober°Äache.

¹Y c
nm(µ; ¸)

¹Y s
nm(µ; ¸)

9
=
; = ¹Pnm(cos µ)

8
<
:

cosm¸
sinm¸

(A.27)

OrthogonalitÄat:

1
4¼

¼Z

µ=0

2¼Z

¸=0

¹Pnm(cos µ) ¹Plk(cos µ)

8
>>>>><
>>>>>:

cosm¸ cos k¸
cosm¸ sin k¸
sinm¸ cos k¸
sinm¸ sin k¸

9
>>>>>=
>>>>>;

sin µ d¸ dµ = ±nl ±mk ±c;s (A.28)

Dabei soll analog zum Kroneckersymbol fÄur ±c;s mit c; s 2 fcos; sing gelten:

±c;s =

8
<
:

1 fÄur c = s
0 fÄur c 6= s

:

b) Komplexe Notation

In komplexer Notation mit i =
p
¡1 gilt:

¹Ynm(µ; ¸) = ¹Pn;jmj(cos µ)eim¸ = ¹Pn;jmj(cos µ)[cosm¸ + i sinm¸] (A.29)

OrthogonalitÄat:

1
4¼

¼Z

µ=0

2¼Z

¸=0

¹Y ¤
nm(µ; ¸) ¹Ykl(µ; ¸) sin µ d¸ dµ = ±nk ±ml (A.30)

Das Sternchen ¤ steht fÄur die konjugiert Komplexe.

c) Zusammenhang zwischen den beiden Schreibweisen

<( ¹Ynm) = ¹Y c
nm

=( ¹Ynm) = ¹Y s
nm

(A.31)

< steht fÄur den Realteil, = fÄur den ImaginÄarteil.
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A.5. Rechenoperationen

Die beiden grundlegenden Rechenoperationen Synthese und Analyse werden in reeller und
in komplexer Notation analytisch fÄur kontinuierliche Kugel°Äachenfunktionen dargestellt,
anschlie¼end wird der Zusammenhang zwischen beiden Schreibweisen angegeben. Die Be-
weise erfolgen mit der OrthogonalitÄatsrelation; auf sie wird hier verzichtet. Im folgenden
Kapitel wird das Vorgehen bei der diskreten Berechnung von Analyse und Synthese aufge-
zeigt, ohne dabei auf Probleme mit unterschiedlichen Gitterarten und Analysemethoden
einzugehen. Eine Äubersichtliche Darstellung hierzu enthÄalt [Sneeuw, 1994].

A.5.1. Kontinuierliche Darstellung

a) Reelle Notation

Synthese:

f(µ; ¸) =
1X

n=0

nX

m=0

¹Pnm(cos µ)
h

¹Cnm cosm¸ + ¹Snm sinm¸
i

(A.32)

Analyse:
¹Cnm
¹Snm

9
=
; =

1
4¼

¼Z

µ=0

2¼Z

¸=0

f(µ; ¸) ¹Pnm(cos µ)

8
<
:

cosm¸
sinm¸

9
=
; sin µ d¸ dµ (A.33)

b) Komplexe Notation

Synthese:

f (µ; ¸) =
1X

n=0

nX

m=¡n
¹Knm ¹Ynm(µ; ¸) (A.34)

Analyse:

¹Knm =
1
4¼

¼Z

µ=0

2¼Z

¸=0

f(µ; ¸) ¹Y ¤
nm(µ; ¸) sin µ d¸ dµ (A.35)

¹Cnm und ¹Snm bzw. ¹Knm sind die jeweiligen in der Regel dimensionslosen Kugelfunktions-
koe±zienten.

c) Zusammenhang zwischen den beiden Schreibweisen

¹Kn;m = 1
2( ¹Cnm ¡ i ¹Snm) fÄur m ¸ 0

¹Kn;¡m = 1
2( ¹Cnm + i ¹Snm) fÄur m < 0

(A.36)
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A.5.2. Diskrete Rechenoperationen

ZunÄachst wird die Reihenfolge der Summationen gemÄa¼
1X

n=0

nX

m=0
¡!

1X

m=0

1X

n=m

vertauscht, damit die LÄangen- und Breiteninformation unabhÄangig voneinander behan-
delt werden kann. Die Berechnung erfolgt dann in zwei Schritten. Als Zwischenergebnis
entstehen die Fourierkoe±zienten Am und Bm.

Kontinuierliche Synthese in zwei Schritten:

Am(µ)
Bm(µ)

9
=
; =

1X

n=m

¹Pnm(cos µ)

8
<
:

¹Cnm
¹Snm

(A.37)

f(µ; ¸) =
1X

m=0
Am(µ) cosm¸ +Bm(µ) sinm¸ (A.38)

Kontinuierliche Analyse in zwei Schritten:

Am(µ)
Bm(µ)

9
=
; =

1
(1 + ±m0)¼

2¼Z

¸=0

f (µ; ¸)

8
<
:

cosm¸
sinm¸

9
=
; d¸ (A.39)

¹Cnm
¹Snm

9
=
; =

1 + ±m0

4

¼Z

µ=0

¹Pnm(cos µ)

8
<
:
Am(µ)
Bm(µ)

9
=
; sin µ dµ (A.40)

Da Am und Bm Fourierkoe±zienten sind, kÄonnen die Gleichungen (A.38) und (A.39) als
(inverse) Fouriertransformationen entlang der Breitenkreise berechnet werden.

In einem zweiten Schritt folgt die Diskretisierung. Die Reihenentwicklung endet dann bei
einem maximalen Grad L. Bei einer BeschrÄankung auf ein gleichabstÄandiges Gitter mit
diskreten Punktwerten sei das Diskretisierungsintervall in Breitenkreisrichtung mit ¢¸ =
¼=L bezeichnet. Die Punkte haben dann die LÄangen ¸j = j¢¸ mit j = 0; 1; : : : ; 2L ¡ 1.
Ebenso seien die Meridiane gleichabstÄandig diskretisiert in einem Intervall ¢µ fÄur Punkte
mit den Kobreiten µi; i = 1; 2; : : : ; N , wobei N ¸ L+1. Es entstehen damit die folgenden
Gleichungen:

Diskrete GSHS:

Am(µi)
Bm(µi)

9
=
; =

LX

n=m

¹Pnm(cos µi)

8
<
:

¹Cnm
¹Snm

(A.41)

f (µi; ¸j) =
LX

m=0
Am(µi) cosm¸j +Bm(µi) sinm¸j (A.42)
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Diskrete GSHA:

Am(µi)
Bm(µi)

9
=
; =

1
L(1 + ±m0 + ±mL)

2L¡1X

j=0
f (µi; ¸j)

8
<
:

cosm¸j
sinm¸j

(A.43)

¹Cnm
¹Snm

9
=
; =

1 + ±m0

4

NX

i=1

¼
N

sin µi ¢ ¹Pnm(cos µi)

8
<
:
Am(µi)
Bm(µi)

(A.44)

Hier kÄonnen die Gleichungen (A.42) und (A.43) mit einer Diskreten Fouriertransformati-
on, beispielsweise nach dem FFT-Algorithmus, berechnet werden (vgl. Anhang B.2). Bei
der Analyse gehÄort zu jedem Breitenkreis ein Gewicht proportional zur Kobreite.

Die hier vorgestellte Methode des zweiten Schrittes der Analyse wird als genÄaherte Qua-
dratur ("approximate quadrature\) bezeichnet. Daneben gibt es fÄur diesen Schritt weitere
Methoden, die auf Gau¼ und Neumann zurÄuckgehen, wie z.B. die AuflÄosung des linearen
Gleichungssystems in (A.41) nach den ¹Cnm und ¹Snm (siehe [Sneeuw, 1994]).
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B. Fouriertransformation

B.1. Kontinuierliche periodische Signale

Jede kontinuierliche periodische Funktion x(t) kann in eine Fourierreihe entwickelt werden.
Diese Reihe entspricht einer Zerlegung in Cosinus- und Sinusfunktionen, die mit jeweiligen
Koe±zienten ak und bk multipliziert werden:

x(t) = a0 +
1X

k=1
ak cos(k!0t) + bk sin(k!0t) : (B.1)

Dies wird auch als Synthese bezeichnet. Umgekehrt ergeben sich die Fourierkoe±zienten
zu:

a0 =
1
T

TZ

t=0

x(t) dt

ak =
2
T

TZ

t=0

x(t) cos(k!0t) dt; k 6= 0 (B.2)

bk =
2
T

TZ

t=0

x(t) sin(k!0t) dt :

Die geraden Anteile von x(t) bestimmen die Cosinus-Glieder ak, die ungeraden Anteile
die Sinus-Glieder bk. Der Koe±zient a0 ist das arithmetische Mittel von x(t), T = 2¼=!0

die Grundperiode oder Periodendauer von x(t) und k die Wellen- oder Ordnungszahl der
Spektrallinien. Das Fourierreihenspektrum ist ein diskretes und aperiodisches Linienspek-
trum im Sinne einer unendlichen Reihe mit dem Linienabstand 1=T .

Der ÄUbergang von den Fourierkoe±zienten zur Darstellung mit Amplituden Ak und Pha-
sen 'k geschieht durch die Umstellung der Gleichung (B.1) auf:

x(t) = A0 +
1X

k=1
Ak cos(k!0t+ 'k) : (B.3)
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Die Amplituden (BetrÄage) und Phasen sind unter BerÄucksichtigung einer Quadrantenab-
frage fÄur den Arcustangens damit:

A0 = a0

Ak =
q
a2
k + b2k (B.4)

'k = arctan
Ã
¡bk
ak

!
:

FÄur die folgenden ÄUberlegungen bietet sich die Verwendung der komplexen Darstellung
an, die sich aus der Euler'schen Formel

eix = cosx+ i sinx (B.5)

bzw.

cosx =
eix + e¡ix

2
und sinx =

eix ¡ e¡ix

2 i
(B.6)

mit i =
p
¡1 ergibt. Hier entfÄallt die Spezialbehandlung des Gliedes a0 und es entsteht

x(t) =
1X

k=¡1
ck eik!0t (B.7)

fÄur die Synthese und die Koe±zienten berechnen sich nach:

ck =
1
T

TZ

t=0

x(t) e¡ik!0t dt : (B.8)

FÄur die Umrechnung zwischen den Koe±zienten gilt:

a0 = c0
ak = ck + c¡k (B.9)

bk = i(ck ¡ c¡k) :

Die Amplituden und Phasen folgen aus:

Ak = 2pck ¢ c¡k
'k = arctan

³
¡ i ck¡ c¡kck+ c¡k

´
:

(B.10)

Im Falle eines aperiodischen kontinuierlichen Signals strebt die Periode T gegen 1 und
es entstehen leicht abgewandelte Formeln. Man spricht dann von einer (inversen) Fourier-
transformation. Mit dem GrenzÄubergang der Periodendauer verschmelzen die Spektralli-
nien zu einem kontinuierlichen Spektrum, dem Fourierspektrum [Meyer, 1998].
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B.2. Diskrete periodische Signale

Bei der Analyse von gemessenen Zeitreihen liegt keine kontinuierliche Funktion, sondern
ein abgetastetes und damit diskretes Signal vor. Dieses Signal kann als eine Folge von
Werten angesehen werden, die in einem bestimmten Intervall abgetastet wurden. Aufgrund
der DualitÄat der Fouriertransformation haben diskrete Signale ein periodisches Spektrum.

In der Praxis ist die Abtastung nur an endlich vielen Stellen und nur wÄahrend einer be-
stimmten Zeitdauer (LÄange der Zeitreihe, auch Zeitsequenz) mÄoglich. Bezeichnet man mit
¢t das Abtastintervall und mit N die Anzahl der abgetasteten Werte, so hat die Zeitreihe
eine LÄange von N ¢¢t. Aus N Werten kÄonnen hÄochstens N Spektralwerte berechnet wer-
den, da nicht mehr Informationsgehalt vorliegt. Die Frequenzachse wird deswegen diskret
und der Abstand zwischen zwei mÄoglichen Frequenzen auf ihr zu 2¼=(N¢t). Die Spek-
tralfunktion ist nun ebenso wie das Signal eine Folge von Werten, beide sind diskret und
periodisch.

Schreibt man fÄur die Folge der Abtastwerte x[n] und fÄur die Folge der Spektralwerte X[k],
so ist die Diskrete Fouriertransformation (DFT):

X[k] =
N¡1X

n=0
x[n]e¡i2¼kn=N (B.11)

und die inverse DFT:

x[n] =
1
N

N¡1X

k=0
X[k]ei2¼kn=N ; (B.12)

mit n = 0; 1; : : : ; N¡1 der Nummer der Abtastwerte und k = 0; 1; : : : ; N¡1 der Nummer
der Spektrallinien oder Ordnungszahl. Der Zusammenhang mit dem Abtastintervall ist
! = 2¼k=(N¢t).

Die Verwandtschaft mit der komplexen Fourierreihe aus Kapitel B.1 ist klar zu erkennen,
wenn man in Gleichung (B.8) das Integral durch eine Riemann'sche Summe ersetzt. Dann
wird x(t) zu x[n], dt zu ¢t, t zu n¢t und T zu N¢t:

ck =
1

N¢t

N¡1X

n=0
x[n]e¡i2¼kn¢t=(N¢t) ¢¢t =

1
N

N¡1X

n=0
x[n]e¡i2¼kn=N (B.13)

Es bleibt nach Gleichsetzen von (B.13) und (B.11) der Zusammenhang zwischen den
komplexen Fourierkoe±zienten und der DFT:

ck =
1
N
X[k] : (B.14)
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Dies gilt nur unter der Voraussetzung, da¼ das Abtasttheorem1 eingehalten wird. Der
konstante Faktor 1=N enthÄalt keinerlei Information, so da¼ gilt: die Folge der komplexen
Fourierkoe±zienten und das DFT-Spektrum sind vom Informationsgehalt her absolut
gleichwertig [Meyer, 1998].

Eine weitere Voraussetzung fÄur eine fehlerfreie Berechnung ist die PeriodizitÄat des Aus-
gangssignals. Da die DFT das Spektrum der periodischen Fortsetzung des abgetasteten
Signals berechnet, kann es bei einem nicht-periodischen Signal zu Sprungstellen an den
RÄandern des Zeitfensters kommen, was zu Fehlern fÄuhrt. Weitere FehlermÄoglichkeiten
liegen in der Quantisierung des Signals bei der Abtastung, je nachdem, wie stark die
Stellenzahl fÄur den abgetasteten Wert beschrÄankt ist.

FÄur eine mÄoglichst schnelle und e±ziente Berechnung der DFT wurden verschiedene Al-
gorithmen entwickelt. Ein hÄau¯g verwendeter ist der FFT-Algorithmus ("Fast Fourier
Transformation\), der die Zeitsequenz immer wieder halbiert. Dies geschieht so lange,
bis die zu berechnende BlocklÄange N eine Zweierpotenz ist. Nach diesem Algorithmus
arbeiten auch die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten MATLAB-Routinen.

Abschlie¼end sei noch eine weitere MÄoglichkeit zur Berechnung der Fourierkoe±zienten
ak und bk erwÄahnt, die auch zu Kontrollzwecken verwendet werden kann. Dies ist der
Ansatz einer vermittelnden Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Dabei
werden die Beobachtungen x(t) als Funktion der Unbekannten (ak und bk) ausgedrÄuckt
und entsprechende Gleichungssysteme aufgestellt. Ein Beispiel hierfÄur kann zusammen mit
einem entsprechenden MATLAB-Programmcode [Verhagen, 2000] entnommen werden.

1 Nyquist-Theorem: Ein kontinuierliches Signal der Bandbreite B kann aus seiner abgetasteten Version
(Abtastfrequenz fA) nur dann fehlerfrei rekonstruiert werden, wenn fA > 2B ist.
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C. Anmerkungen zu den verwendeten
Daten

Die verwendeten Luftdruckdaten stammen aus dem NCEP/NCAR Reanalysis project des
Climate Diagnostics Center (CDC), Boulder, Colorado, USA. Sie kÄonnen Äuber die Websei-
te http://www.cdc.noaa.gov/Datasets/ncep.reanalysis.dailyavgs/ (via FTP eben-
so mÄoglich) frei bezogen werden. Im Unterverzeichnis : : :/surface/ sind unter den Namen
pres.sfc.jjjj.nc Daten mit Ober°Äachendruck und unter slp.jjjj.nc Daten mit re-
duziertem Luftdruck zu ¯nden, wobei jjjj fÄur die vierstellige Jahreszahl steht. Weitere
Informationen zu den Daten kÄonnen unter : : :dailyavgs/README nachgelesen werden.

Wie die Dateiendung ".nc\ bereits andeutet, handelt es sich um Daten, die im Format
NetCDF (Network Common Data Form) abgespeichert sind. NetCDF ist eine Schnitt-
stelle fÄur vektororientierte Datenverwaltung und beinhaltet Programmbibliotheken fÄur C,
Fortran, C++, JAVA und PERL, die eine Implementierung der Schnittstelle bereitstel-
len. Diese Bibliotheken de¯nieren ein rechnerunabhÄangiges Format fÄur die Speicherung
von und den Zugri® auf wissenschaftliche Daten. ZusÄatzlich werden auch Metadaten ab-
gespeichert. Der Quellcode ist frei verfÄugbar und im WWW erhÄaltlich1. Er wurde vom
Unidata Program Center in Boulder, Colorado, USA entwickelt.

FÄur das Einlesen der NetCDF-Daten in MATLAB emp¯ehlt sich die Verwendung der

"MexCDF and NetCDF Toolbox for MATLAB 5\ von Dr. Charles R. Denham vom
US Geological Service. Sie ist zusammen mit einer Installationsanleitung im WWW frei
erhÄaltlich2. Um die Daten im Batchbetrieb lesen zu kÄonnen, kann zusÄatzlich zur obigen
Toolbox eine weitere Schnittstelle benutzt werden, das "CSIRO matlab/netCDF interface\
von Jim Mansbridge, Australien. Auch diese Schnittstelle ist zusammen mit ErlÄauterun-
gen frei verfÄugbar3, kann aber nur als Zusatz zur Toolbox verwendet werden.

1 Einstieg Äuber http://www.unidata.ucar.edu/packages/netcdf/
2 Download Äuber http://crusty.er.usgs.gov/»cdenham/MexCDF/nc4ml5.html
3 Download Äuber http://www.marine.csiro.au/sw/matlab-netcdf.html
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Abschlie¼end drei praktische Hinweise zum Umgang mit der im Rahmen dieser Arbeit
vorwiegend genutzten Funktion getnc.m der letztgenannten Schnittstelle:

² Die Funktion erzeugt beim Einlesen weltweiter Daten fÄur mehrere Zeitpunkte stand-
ardmÄa¼ig dreidimensionale Matrizen. Da diese schnell gro¼e Mengen an Speicher-
platz belegen, sollten die entprechenden Variablen vorinitialisiert werden.

² Es kÄonnen nur Dateien gelesen werden, die im aktuellen Verzeichnis stehen. Es reicht
nicht aus, wenn das Verzeichnis mit den nc-Dateien im Pfad angegeben ist. Die
entsprechende Fehlermeldung im MATLAB-Workspace lautet (leicht verwirrend):

** ERROR ** ncopen: rcode = -1

² Das Argument change miss mu¼ gleich 1 gesetzt werden (return missing values
unchanged), andernfalls erhÄalt man keine Luftdruckwerte in der Ausgabevariablen.
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D. ÄUbersicht Äuber verwendete
Programme

Die Berechnungen wurden ausschlie¼lich mit MATLAB 5.3 gemacht. Alle folgenden Pro-
gramme sind die verwendeten Erweiterungen des Standardumfanges von MATLAB, zu-
meist sog. "function m-¯les\. Weitere Toolboxen werden nicht benÄotigt. Die Programme
sind nach Einsatzbereichen gegliedert. Zu dem jeweils links stehenden Namen wird rechts
die Anwendung genannt. Nicht aufgefÄuhrt sind sÄamtliche Plotdateien.

1. Daten einlesen, zusÄatzlich zu Toolbox und Interface

jahresp.m
Steuerung der Berechnung von Monatsmitteln fÄur ein Jahr mittels
p quer.m

nc2mat.m MenÄusteuerung fÄur Anwendung von getnc.m auf Luftdruckdaten
p quer.m Batchbetrieb fÄur Mittelung der Daten beim Auslesen

2. Berechnungen

2.1 SH-Tools: Paket fÄur sphÄarisch-harmonische Berechnungen (Dr. Nico Sneeuw)
cs2sc.m Konvertierung von jCnSj in /SjCn-Format fÄur Koe±zienten
gsha.m Diskrete globale sphÄarisch-harmonische Analyse
gshs.m Diskrete globale sphÄarisch-harmonische Synthese
isotf.m Isotroper spektraler Transfer je Schwerefeldfunktional
plm.m Normalisierte assoziierte Legendre-Polynome
sc2cs.m Konvertierung von /SjCn in jCnSj-Format fÄur Koe±zienten
2.2 AtmosphÄare
dg atm.m ¢¾(µ; ¸) aus p(µ; ¸) und ¹p(µ; ¸), FÄalle IB, NIB und IBcon
dgrav.m Variationen im Gravitationsfeld aus ¢¾(µ; ¸) je Funktional

3. Analyse

cs2sc3.m cs2sc.m fÄur 3D-Matrizen, Zeit ist dritte Dimension
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csrms.m RMS-Werte ~rnm und ~snm aus 3D-Koe±zientenfeldern

fit.m
ak und bk sowie Ak und 'k fÄur 3D-Matrizen Äuber Ausgleichung nach
kleinsten Quadraten (Sandra Verhagen)

gradvar3.m Gradvarianzen und Grad-RMS fÄur 3D-Matrizen
ispec.m Inverse DFT fÄur EingangsgrÄo¼en ak und bk (Dr. Nico Sneeuw)
psd gam.m ¡t(k) aus RMSn(k), verschiedene Berechnungsarten
sc2cs3.m sc2cs.m fÄur 3D-Matrizen, Zeit ist dritte Dimension
spec.m Koe±zienten ak und bk aus FFT-Berechnung (Dr. Nico Sneeuw)
spec3.m Anwendung von spec.m auf 3D-Matrizen

4. GOCE-Vergleich, zusÄatzliche Programme von Dr. Nico Sneeuw

betamk.m Normierte Frequenzen ¯mk einer gestÄorten Satellitenbahn
cs2ab.m Konvertierung von ¹Cnm und ¹Snm nach ®m und ¯m
degmedian.m Medianwert pro Grad eines Koe±zientenfeldes
gradpsd.m Fehler-PSD fÄur Schweregradienten
klm2amk.m Amk und Bmk fÄur eine nominelle Bahn aus ¹Cnm und ¹Snm
omegas.m SÄakulare StÄorungen der Keplerelemente durch J2

repeat.m VorschlÄage fÄur Wiederholungsbahnen nach Vorgaben
sunsync.m Bahnneigung fÄur eine sonnensynchrone Bahn je Halbachse

5. Visualisierung, von Dr. Nico Sneeuw

logstem.m Logarithmische diskrete Folge, logarithmischer "stem{plot\
statsleg.m Legende mit statistischer Info zu Feld, mit Breitenkorrektur
suptitle.m ÄUberschrift fÄur mehrere Subplots

6. Sonstige

const.m Konstanten fÄur Berechnung: R, ¹½, ½w, g, a, k0n
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