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Kapitel 1

Einleitung

Im Frithjahr 2007 soll der Satellit GOCE, als erste Mission des ESA |, Living Planet “Pro-
gramms gestartet werden. Der Name GOCE steht dabei fiir ,Gravity field and steady-state
Ocean Circulation Explorer Mission“, was zu Deutsch bedeutet: ,Mission zur Erforschung
des Schwerefeldes (der Erde) und der mittleren Ozeanzirkulation“. Mit Hilfe von GOCE
soll also der mittlere bzw. statische Anteil des Erdschwerefeldes und des Geoids mit der
bestmoglichen rdumlichen Auflosung und Genauigkeit bestimmt werden. Bei GOCE steht
somit vor allem das Messen der bisher nicht genau bekannten mittleren bis kurzen Wel-
lenléngen im Vordergrund. Die Missionsdauer von GOCE betrégt insgesamt 20 Monate.
Die eigentlichen Messphasen dauern allerdings nur zweimal sechs Monate. Es wird deshalb
nicht mdglich sein zeitliche Verdnderungen im Schwerefeld der Erde zu analysieren. Es soll
ein quasi - stationdres, sprich mittleres Geoid abgeleitet werden. Die optimale Ergédnzung
zu GOCE stellt somit seine Vorgéngermission GRACE dar, welche die langen und mitt-
leren Wellenldngen des Erdschwerefeldes und seine zeitlichen Verdnderungen hochgenau
bestimmt. Das neue, von GOCE abgeleitete Schwerefeldmodell und Geoid wird nicht nur
in der Geodésie, sondern auch in den Bereichen der Geophysik, Ozeanographie und Gla-
ziologie wertvolle neue Erkenntnisse liefern. So wird es z.B. moglich sein, Hohensysteme
global mit anndhernd c¢m-Genauigkeit zusammenzuschliefen. Ausgehend von der Bedeu-
tung der Abkiirzung GOCE kénnen zwei Hauptanwendungen unterschieden werden. Das
sind zum Einen, die direkt aus dem Erdschwerefeld erkennbaren Dichteanomalien der Li-
thosphéare und des Oberen Mantels, welche auf Massenanomalien schliefsen lassen. Zum
Anderen wird es moglich die detaillierte Geoidoberfliche von der aus Satellitenaltimetrie
gewonnenen Ozeanoberflache zu trennen. Die Differenz dieser beiden Flachen wird als mitt-
lere Ozeantopographie bezeichnet und lasst direkte Riickschliisse auf die Ozeanzirkulation
zu. Voraussetzung fiir das Erreichen dieser eben genannten wichtigen wissenschaftlichen
Ziele ist die Bestimmung des Schwerefeldes auf 107¢ g (bzw. 1 mGal) und des Geoids
auf 1-2 em genau. Die rdumliche Auflésung muss gleichzeitig mindestens 100 km betragen
und die Ergebnisse miissen frei von systematischen Fehlern in den langen Wellenldngen
gehalten werden. Ob es mit GOCE tatséchlich moglich sein wird dementsprechend gute
Ergebnisse zu liefern, hingt v. a. vom Schwere-Sensorsystem an Bord des Satelliten ab.
Das Herzstiick dieses Systems stellt ein hochgenaues Gradiometer dar. Dieses Instrument
besteht aus sechs Akzelerometern und erméglicht es die Gradienten des Erdschwerefel-
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des aus den gemessenen Beschleunigungsdifferenzen zu bestimmen. Mit GOCE wird zum
ersten Mal ein Gradiometer im Weltraum eingesetzt. Auch das komplette System, welches
das Gradiometer, einen GPS-Receiver, sowie ein aktives drag-free - und Lagekontrollsystem
miteinander verbindet stellt eine absolute Neuentwicklung dar. Es miissen daher im Vorfeld
der Mission neue Algorithmen zur Datenauswertung entwickelt werden. Um das komplexe
Messsystem verstehen zu konnen, ist es besonders wichtig das GOCE-Gradiometer, mit
seinen Messergebnissen und erreichbaren Genauigkeiten genau zu kennen. Die Analyse der
Gradiometergleichungen, welche den Zusammenhang zwischen den Messungen des Gradio-
meters und den gesuchten Grofen darstellen, ist das Thema der vorliegenden Arbeit. Diese
gliedert sich in die folgenden Abschnitte:

In Kapitel 2 wird neben dem Zusammenwirken von Gradiometrie und satellite-to-satellite
tracking bei GOCE v.a. das Schwere-Gradiometer selbst, mit seinen Bestandteilen und
deren Anordnung behandelt.

Nach einer kurzen Einfiihrung in das Prinzip der Gradiometrie im Weltraum werden in
Kapitel 3 ausgehend von der grundlegenden Gradiometer-Beobachtungsgleichung wichtige
Grofen, wie Winkelbeschleunigungen und Schweregradienten im fehlerfreien Messsystem
abgeleitet.

In Kapitel 4 werden alle wichtigen Grofsen des Gradiometers aus Daten des GOCE end-
to-end Simulators berechnet und mit Referenzwerten verglichen, welche sich aus dem vor-
handenen Schwerefeld ableiten lassen.

Die in Kapitel 3 hergeleiteten Gradiometergleichungen fiir das fehlerfreie Messsystem, wer-
den in Kapitel 5 um verschiedene Fehlerterme erweitert. Dabei wird v.a. auf die Instru-
mentenfehler von GOCE eingegangen.

In Kapitel 6 werden verschiedene Fehlerfortpflanzungen fiir das GOCE-Messsystem (sowohl
mit, als auch ohne Instrumentenfehler) durchgefiihrt. Dies ermoglicht es, die Auswirkung
der einzelnen Instrumentenfehler auf die Genauigkeiten der Schweregradienten zu untersu-
chen.



Kapitel 2

Instrumente

Um die GOCE-Gradiometergleichungen analysieren und sinnvoll interpretieren zu kénnen,
was ab Kapitel 3 geschieht werden zunéchst in diesem Kapitel die wichtigsten Instrumente
von GOCE vorgestellt. Nach der Beschreibung des Zusammenspiels der beiden Hauptin-
strumente des Satelliten, also des Gradiometers und des GPS-Empfingers (Abschnitt 2.1)
wird auf drag control*- und das angular control*-System von GOCE eingegangen (Abschnitt
2.2). Die beiden letzten Abschnitte dieses Kapitels (2.3 und 2.4) dienen der Beschreibung
des Schweregradiometers selbst, welcher das Herzstiick der GOCE-Mission darstellt. Nur
mit der Kenntnis {iber seine Funktionsweise und seinen Aufbau koénnen spéter die Gra-
diometergleichungen verstanden werden. Der Hauptzweck des Schweregradiometers ist die
Bestimmung der drei Hauptdiagonalelemente des Schwere-Gradienten-Tensors, was durch
Messung der Differenz zwischen Beschleunigungen moglich wird. Das Gradiometer besteht
deshalb aus mehreren Beschleunigungsmessern, deren Anordnung in Abschnitt 2.4 gezeigt
wird und auf deren Prinzip in Abschnitt 2.3 eingegangen wird.

2.1 Schweregradiometer und GPS-Empfanger

Bei GOCE kommen zwei Messtechniken zur Bestimmung des Schwerefeldes zum Einsatz.
Diese sind zum Einen Satellitengradiometrie und zum Anderen satellite-to-satellite tracking
(SST* ) mit Hilfe des GPS-Empfiangers (vgl. [ESA, 1999]).

Bei der Gradiometrie werden mit drei Beschleunigungsmesser-Paaren, welche sich in ei-
nem gewissen Abstand voneinander entfernt befinden und so das 3-D Gradiometer formen
(siche Abschnitt 2.4) Beschleunigungsdifferenzen gemessen. Diese stellen die grundlegen-
den Beobachtungen der Messmission dar und sind proportional zum Schweregradienten in
Richtung der Verbindungslinie der je zwei Sensoren. Das GOCE-Gradiometer ermdglicht
es das Schwerefeld erstmals direkt aus dem Weltraum zu beobachten. Aufgrund der niedri-
gen Flughohe (ca. 250 km) und durch das drag control System (siehe Abschnitt 2.2) wird
es moglich, das Schwerefeld mit einer weit hoheren Auflésung zu berechnen als es bisher
global moglich war. Das Schweregradiometer kann aber, aufgrund seiner kurzen Basislini-
en und seiner beschrankten Messbandbreite nur die mittleren bis kurzen Wellenléngen des

*Alle Begriffe die mit diesem Symbol gekennzeichnet sind, sind im Glossar aufgefiihrt.



4 2.1. SCHWEREGRADIOMETER UND GPS-EMPFANGER

Erdschwerefeldes hoch genau bestimmen. Die obere Grenze der Messbandbreite liegt bei
100 mH z, was einer Aufldsung® von ca. 80 km und einem maximalen Entwicklungsgrad
der Kugelfunktionskoeffizienten von ca. L = 250 entspricht. Die untere Grenze wird mit
5 mH z definiert, was bedeutet, dass das Gradiometer erst ungefihr ab Grad? L = 13 der
Kugelflichenfunktion verwertbare Beitrdge zum Schwerefeld liefert.

Das ist der Grund, weshalb zusétzlich satellite-to-satellite tracking im high-low Modus
(SST-h1*) angewandt wird. Bei dieser Methode erfolgt die Positionsbestimmung eines tief-
fliegenden Satelliten (low), hier GOCE, durch Empfang von Mikrowellensignalen, welche
von GPS-Satelliten auf weit hoheren und bekannten Bahnen (high) ausgesandt werden. Die
Schwerefeldinformation wird aus der anschlieffenden Bahnanalyse gewonnen und kann bis
zu einem Grad von mindestens L = 60 der Kugelflichenfunktion verwendet werden. Bei der
Festlegung des Schwerefeldes wird deshalb {iber einen relativ grofsen Wellenléngenbereich
Information aus beiden Messmethoden herangezogen.

Abbildung 2.1 zeigt das GOCE Messprinzip mit Kombination aus satellite-to-satellite
tracking (SST-hl) und satellite gravity gradiometry (SGG*). Weil die Schwere nach Au-

GPS - Satelliten
. ~

/// “‘ // N
\ /" SST-hl

@ SGG

Erdoberflache

Massen-
anomalie =
S g

Abb. 2.1: SST-hl und SGG

Ken quadratisch abnimmt, bedeutet eine niedrige Flugbahn ein starkes Signal und damit
auch eine hohe Genauigkeit. Mit Abnahme der Flughohe steigen allerdings auch die Stor-
effekte durch den Luftwiderstand. Dies gilt sowohl fiir Gradiometrie als auch fiir SST.
Beim SST-hl bené6tigt man unabhéngige Messungen der nicht-gravitativen Krafte um das
Schweresignal vom Gesamtsignal trennen zu kénnen. Bei GOCE wird ohnehin mit Hilfe
des drag control Systems versucht den Satelliten frei vom Einfluss nicht-gravitativer Kréfte
zu halten. Es verbleibt jedoch ein gewisses Storsignal, welches das drag control System
nicht beseitigen kann. Dieses zeigt sich in den common mode Beschleunigungen (siehe 3.4),
welche das Gradiometer als eine Art Nebenprodukt liefert. Des Weiteren miissen auch in
der Gradiometrie die gewonnenen Schweregradienten einer genauen Position zugeordnet
werden kénnen, was mit der Bahnbestimmung aus den SST-hl-Daten moglich wird.

L Auflésung [km| ~ Fluggeschwindigkeit [kTm] / Frequenz [H z]; Fluggeschwindigkeit GOCE ~ 7.8 kjm
Zmaximaler Entwicklungsgrad L ~ (20000 km) / Auflésung [km)|
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2.2 Drag control- und angular control- System

In diesem Abschnitt wird das Gesamtmesssystem von GOCE mit allen wichtigen Instru-
menten vorgestellt. Abbildung 2.2 soll dabei das Zusammenwirken der einzelnen Instrumen-
te veranschaulichen. Da im vorigen Abschnitt bereits das Zusammenwirken von Gradiome-
ter und GPS-Empfanger behandelt wurde, soll nun speziell auf die beiden Kontrollsysteme
von GOCE (drag control und angular control) eingegangen werden. Diese beiden Systeme
werden benotigt, da auf den Satelliten sowohl translatorische, als auch rotatorische Kréfte
wirken.

translatorische rotatorische
Krifte Krifte
I I
\f ~ ~
| GPS - Empfanger Stern- A
SST - hl sensoren

i a — S~ 4
(1T 1)

Schweregradiometer

Messung von:
Schweregradienten

Magneto-
torquers

Winkelbeschleunigungen

A

[Common-Mode Beschleunigungen

Drag - Control Angular - Control
System System

/'\ /\

Tonen - Steuerdiisen

Abb. 2.2: Gesamtmesssystem

Im Folgenden sind die einzelnen Instrumente mit ihren wesentlichen Aufgaben aufgefiihrt:

e Schweregradiometer:

— Messung der Schweregradienten (v.a. Hauptdiagonalelemente der Gradientenma-
trix) im Instrumentensystem (GRF*) und innerhalb der Messbandbreite (MBW*)

— Messung der Winkelbeschleunigungen (hochgenau um y-Achse; weniger genau
um x- und z-Achse) (u.a. fir das angular control System)

— Messung der common mode Beschleunigungen fiir das drag control System
e GPS-Empfinger:

Messung der Position entlang des gesamten Orbits mit cm-Genauigkeit



6 2.2. DRAG CONTROL- UND ANGULAR CONTROL- SYSTEM

e Sternsensoren:

Messung der Orientierung im Inertialsystem (hochgenau fiir niedrige Frequen-
zen)

e Drag Control System mit zwei Ionen-Triebwerken:

— Verwendung der common mode Beschleunigungen des Gradiometers als Kon-
trollsignal

— Nachsteuerung mit Hilfe der beiden Ionen-Triebwerke

e Angular Control System mit magnetotorquers* (Magnetfeldresonanzspu-
len):

— Basierend auf Winkelbeschleunigungen der Sternsensoren und des Gradiometers

— Nachsteuerung mit Hilfe der magnetotorquers

Wie bereits im vorherigen Abschnitt erklart, sind die beiden wichtigsten Instrumente des
Systems das Gradiometer und der GPS-Receiver. Das Gradiometer dient vor allem der Be-
stimmung der Schweregradienten. Zusétzlich liefert es aber auch wichtige Information fiir
das aktive Lagekontrollsystem von GOCE (angular control) und das drag control System.

Letzteres soll den Satelliten mit Hilfe von zwei lonen-Triebwerken in Flugrichtung drag-free,
also frei vom Einfluss nicht-gravitativer Krafte halten. Das System basiert auf den soge-
nannten common mode Beschleunigungen® (siehe Abschnitt 3.4), welche das Gradiometer
liefert. Diese Form der Beschleunigungen ist deshalb enorm wichtig fiir die gesamte GOCE-
Messmission und wird unter anderem in Abschnitt 3.4 noch ausfiihrlicher behandelt. Hier
sei noch erwihnt, dass laut [ESA, 1999] die genannte drag-Kontrolle in Flugrichtung (x-
Achse) iiber alle Frequenzen benétigt wird, da in dieser Richtung die meisten Storkréfte
auftreten. Auch entlang der y-Achse (also senkrecht zur Flugbahn) wird das drag control
System, aufgrund der Kopplung mit der x-Achse geringfiigig ben6tigt. In radialer Richtung
(z-Achse) sind die auftretenden Abweichungen auch ohne drag-Kontrolle vernachléssigbar
klein.

Wie bereits erwahnt, liefert das Gradiometer ebenfalls Information fir die angular con-
trol des Satelliten, also fiir das Lagekontrollsystem. Die Information besteht in diesem Fall
aus Winkelbeschleunigungen, welche sich aus den Gradiometermessungen ableiten lassen
und deshalb nur innerhalb der Messbandbreite (MBW) des Gradiometers die gewiinschte
Genauigkeit gewéhrleisten. Genaue Winkelgeschwindigkeiten in den Frequenzen unterhalb
der MBW liefern die Sternsensoren von GOCE. Die Information aus dem Gradiometer und
aus den Sternsensoren wird deshalb in einem komplexen Algorithmus (angular rate recon-
struction) gemeinsam verarbeitet um die Winkelgeschwindigkeiten iiber alle Frequenzen
bestmoglich rekonstruieren zu kénnen. Die eigentliche Steuerung bzw. Drehung erfolgt mit
Hilfe von Magnetfeldresonanzspulen (magnetic torquer bzw. magnetotorquer).
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Um die Funktionsweise dieser magnetic torquer zu verstehen, wird an dieser Stelle kurz das
Prinzip einer stromdurchflossenen Spule im Magnetfeld (nach [Bergmann-Schéfer, 1987]),

mit Hilfe von Abbildung 2.3 erklirt. Jede
stromdurchflossene Spule besitzt ein so ge-
nanntes magnetisches Moment m. Im Ma-
gnetfeld der Flussdichte B wirkt auf die Spu-
S le das Drehmoment M = m x B, (vgl
“Rechte-Hand-Regel“) welches versucht den
Vektor des magnetischen Moments in Rich-
tung der Feldlinien auszurichten. Stimmen
diese beiden Richtungen bereits iiberein er-
gibt sich kein wirksames Drehmoment. Sind

Abb. 2.3: stromdurchflossene Spule die beiden Richtungen dagegen orthogonal,
im Magnetfeld so ergibt sich das maximale Drehmoment.

*) m zeigt in Zeichenebene hinein

An Bord von GOCE befinden sich drei solche stromdurchflossene Spulen (magnetic tor-
quer). Diese sind parallel zu den drei Achsen des GRF ausgerichtet. D.h. also es gibt einen
z-Torquer in x-Richtung (annéhernd Flugrichtung), einen y-Torquer in y-Richtung (anné-
hernd senkrecht zur Flugbahn) und einen z-Torquer in z-Richtung (annéhernd radial). Die
Moglichkeit ein Drehmoment zu erzeugen und damit den Satelliten nach zu steuern besteht
nur dann, wenn die Feldlinien des Erdmagnetfeldes mit dem magnetischen Moment einer
der Resonanzspulen senkrechte Komponenten aufweisen.

Z z z
B '/ B m B
) |/ | I
m
Y Y Y
(a) x-Torquer (b) y-Torquer (¢) z-Torquer

Abb. 2.4: magnetic torquer im Magnetfeld (B) der Erde im Bereich der Pole

In Abbildungen 2.4 und 2.5 ist die Lage der Magnetfeldlinien der Erde beziiglich der Aus-
richtung des Satelliten (x-Achse: Flugrichtung; y-Achse: senkrecht zur Flugbahn; z-Achse:
radial) dargestellt. Abbildungen 2.4 zeigen die Situation fiir den Uberflug iiber einen der
Pole3. In diesem Bereich sind die Feldlinien nahezu radial gerichtet. Abbildung 2.4(a) zeigt

3Nach [Bergmann-Schifer, 1987] ist die Verbindung der Magnetpole der Erde (= magnetische Achse)
gegeniiber der Rotationsachse der Erde um ca. 20° verkippt. Wird hier von den Polen der Erde gesprochen,
so handelt es sich also genau genommen nicht um die geographischen, sondern um die magnetischen Pole
der Erde.
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den in x-Richtung angeordneten magnetic torquer (mit magnetischem Moment m). Es er-
gibt sich in diesem Fall ein Drehmoment M um die y-Achse (pitch). Der magnetic torquer
in y-Richtung erzeugt ein Drehmoment M um die x-Achse (r0ll), (siche Abbildung 2.4(b)).
Wie in Abbildung 2.4(c) verdeutlicht, kann der z-Torquer im Bereich der Pole nicht zur
Lagekontrolle verwendet werden. Sein magnetisches Moment m zeigt in z-Richtung und
fallt somit mit den Feldlinien der Erde (anndhernd) zusammen. Im Bereich der Pole ist
also die Korrektur um die z-Achse (yaw) nicht moglich.

Z Z
m
B B
X X
—
m /
M
Y Y
(a) x-Torquer (b) y-Torquer (¢) z-Torquer

Abb. 2.5: Magnetic Torquer im Magnetfeld (B) der Erde im Bereich des Aquators

Im Bereich des Aquators verlaufen die Feldlinien annéhernd parallel zur x-Richtung (Flug-
richtung). Es ergibt sich also in diesem Fall kein Drehmoment fiir den z-Torquer (siehe
Abbildung 2.5(a)) und die Korrektur um 7oll ist im Bereich des Aquators unméglich.
Wiéhrend nun der y-Torquer ein Drehmoment um yaw (z-Achse) erzeugt (vgl. Abbildung
2.5(b)), ergibt sich fiir den z-Torquer ein Drehmoment um pitch (vgl. Abbildung 2.5(c)).
Mit Hilfe der einfachen “Rechte-Hand-Regel“ kann also bereits abgeschétzt werden, wann
der Einsatz der magnetic torquer zur Lagekorrektur von GOCE prinzipiell moglich bzw.
unmoglich ist.

Abbildung 2.6 zeigt die Winkel zwischen den einzelnen Achsen des instrumentenfesten Sys-
tems (GRF) und dem nominellen Bahnsystem (LORF*) als Ergebnis einer ESA end-to-end
Simulation fiir gut zwei GOCE Umléaufe, [VISSER (pers. Mitteilung)|. Die geographische
Breite ist im Bogenmafl angegeben, die Winkel selbst dagegen in Grad. Wie man sieht
wurde in der Simulation fiir die Drehung um die z-Achse der gréfste Wert von ca. 3° zu-
gelassen. Roll schwankt ungefdhr zwischen —1° und +0.5°, wiahrend die Drehung um pitch
mit maximal +0.5° am kleinsten ist. Es fillt auf, dass die maximale Ablenkung von yaw
stets im Bereich des Aquators auftritt. Roll und pitch haben die maximalen Abweichungen
dagegen kurz nach dem Uberflug iiber den Aquator.

Eine Auswirkung dieser kontinuierlichen Lagednderung des Satelliten beziiglich seiner Bahn
erlautert Abschnitt 3.6. Laut [ESA, 1999| wird das angular control System in den niedrigen
Frequenzen, d.h. unterhalb der Messbandbreite und um alle drei Achsen benéotigt.



2.2. DRAG CONTROL- UND ANGULAR CONTROL- SYSTEM
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Abb. 2.6: Abweichungen des GRF zum nominellen Bahnsystem
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2.3 Beschleunigungsmesser

Wie in Abschnitt 2.1 bereits erwdhnt, besteht das Gradiometer aus mehreren Beschleuni-
gungsmessern. In diesem Abschnitt soll deshalb ihre Funktionsweise erlautert werden. Ein
Beschleunigungsmesser besteht vereinfacht aus einem Gehéuse, in dessen Mitte sich eine
Testmasse befindet, (vgl. [ESA, 1999]). Das Prinzip der Beschleunigungsmessung beruht
auf der Messung der Krifte, die notig sind, diese Testmasse beriithrungsfrei im Zentrum
des Gehéauses zu halten.

Eine servo-gesteuerte elektrostatische Aufhéngung mit sechs Freiheitsgraden kontrolliert
dabei die Testmasse in Bezug auf Translationen und Rotationen. Die eigentliche Messung
erfolgt iiber das Abgreifen von Kapazitdtsunterschieden, welche direkt von Bewegungen
der Testmasse hervorgerufen werden. Nach Verstirkung dieser Unterschiede, werden sie
korrigiert indem das elektrische Potential der Elektroden so lange angepasst wird, bis kein
Kapazitatsunterschied mehr vorhanden ist.

A e U _obere
e _0_ =)+ Elektrodenplatte

—Testmasse ; obere Platte

e

i -
S oder z Sto
Ringplatte ¥ v

j’ x Stop

gl % ~“untere
Ry {9:6 " Elektrodenplatte - untere Platte

' Bodenplatte

Abb. 2.7: GOCE Akzelerometer schematisch (links) und real (rechts)

Abbildung 2.7 zeigt einen GOCE-Beschleunigungsmesser. Gut zu erkennen ist die 4 x4
x 1 em grofe Testmasse aus Platin-Rhodium in der Mitte, deren Masse 0.32 kg betrdgt. Die
Elektroden sind Titanglass Keramikscheiben, wohingegen das Gehéuse aus Invar besteht.
Die Formgenauigkeit eines solchen GOCE-Beschleunigungsmessers liegt bei ca. 1 um. Weil
bei Tests auf der Erde stets eine Achse der Schwerkraft unterliegt, besitzt jeder GOCE-
Beschleunigungsmesser nur zwei hochgenaue Achsen von 10*128%. Fiir die dritte Achse,
welche sich senkrecht zur Bodenplatte befindet und somit die Testmasse auf ihrer schma-
len Seite (1 ¢m) durchstoft ergibt sich eine geringere Genauigkeit von 10_108%. Im néchsten
Kapitel wird aufgezeigt wie die einzelnen Beschleunigungsmesser innerhalb des Gradiome-
ters angeordnet sind, um fiir die wichtigen Messgrofsen die besten Ergebnisse zu erzielen.
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2.4 Konfiguration der Beschleunigungsmesser

In diesem Abschnitt soll die Anordnung der Instrumente innerhalb des GOCE-Gradiometers
dargestellt werden. Abbildung 2.8 zeigt die Konfiguration der sechs Beschleunigungsmes-
ser Al bis A6. Jedes Paar identischer Instrumente, welche von einer 50 c¢m langen Ba-

AZGRF

Abb. 2.8: Anordnung der Akzelerometer des GOCE-Gradiometers

sislinie getrennt werden bilden einen sogenannten Gradiometerarm oder ein einachsiges
Gradiometer. Dies sind also die Paare A1 und A4, A2 und A5, sowie A3 und A6. Die
drei Gradiometerarme stehen nominal senkrecht aufeinander und haben ihren Ursprung
nominal in einem gemeinsamen Punkt, welcher wiederum nominal im Massenzentrum des
Satelliten liegt. Das Koordinatensystem, welches durch die Basislinien der drei einachsi-
gen Gradiometer aufgespannt wird bezeichnet man als Gradiometer Referenz System oder
kurz GRF (gradiometer reference frame). Das GRF ist das Koordinatensystem in dem
alle Beobachtungen des Gradiometers stattfinden. Dabei zeigt die x-Achse annéhernd in
Flugrichtung, die y-Achse ist anndhernd senkrecht zur Flugbahn und die z-Achse ergénzt
das Rechtssystem, ist also nahezu radial nach auften. Neben dem GREF besitzt jeder Be-
schleunigungsmesser auch ein eigenes Koordinatensystem, das so genannte Akzelerometer
Referenz System, kurz ARF* (accelerometer reference frame). Dieser hat seinen Ursprung
in der Mitte des jeweiligen Beschleunigungsmessers und stimmt stets in einer Richtung mit
der Basislinie eines einachsigen Gradiometers iiberein. Die restlichen zwei Achsen bilden
ein Rechtssystem und sind parallel zu den zwei verbleibenden Gradiometerarmen. Ab-
bildung 2.8 zeigt auch die Lage der zwei hochgenauen und der weniger genauen Achse.
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Letztere ist jeweils als gestrichelte Linie dargestellt. Diese Anordnung wurde gewahlt um
nicht nur die drei Hauptdiagonalelemente des Gradiententensors sondern auch die Win-
kelgeschwindigkeit um die Achse senkrecht zur Flugbahn moglichst genau bestimmen zu
kénnen. Die numerische Untersuchung der Auswirkung der unterschiedlichen Sensitivitaten
der Beschleunigungsmesserachsen stellt einen wesentlichen Teil dieser Arbeit dar und wird
in Kapitel 6 behandelt. Bevor eine solche Analyse moglich wird, muss zunéchst der ana-
lytische Zusammenhang zwischen den Messgréfien und den gewiinschten Ergebnisgrofen
hergeleitet werden. Dies passiert im folgenden Kapitel.



Kapitel 3

Fehlerfreies Gradiometer-Messsystem

Nachdem nun die Funktionsweise der wichtigen Instrumente an Bord von GOCE bekannt
ist, soll in diesem Kapitel das Formelwerk vorgestellt werden, welches das ,fehlerfreie*
Gradiometer-Messsystem beschreibt. , Fehlerfrei soll in diesem Zusammenhang zum Aus-
druck bringen, dass es sich hierbei um Formeln handelt, welche nur dann Giiltigkeit be-
sitzen, wenn die nominelle Konfiguration der Beschleunigungsmesser (vgl. Abschnitt 2.4)
innerhalb des Gradiometers eingehalten wird. Ergeben sich Abweichungen von dieser idea-
len Anordnung miissen die Formeln erweitert werden, was in Kapitel 5 geschieht. Fiir die
Herleitung und das Verstdndnis der grundlegenden Beobachtungsgleichung der Gradiome-
trie im Weltraum dient nachfolgender Abschnitt 3.1.

3.1 Prinzip der Gradiometrie

Wie in [Rummel, 1985] gezeigt wird, kann das Prinzip der Gradiometrie im Weltraum mit
Hilfe einer einfachen Messanordnung (siehe Abbildung 3.1) erklirt werden. Noch ausfiihr-
licher wird dieses Thema in [Rummel, 1986] behandelt.

P4
P2

2N

o

Abb. 3.1: Vertikale (links) und horizontale (rechts) Messan-
ordnung von zwei mit einer Feder verbundenen Probemassen

13
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Zunéchst sei die linke Abbildung, also die vertikale Anordnung betrachtet. Es handelt sich
dabei um zwei im Abstand d durch eine sehr empfindliche Feder getrennte Testmassen. Auf
den Schwerpunkt S der Messanordnung, welcher sich im freien Fall um die Erde befindet
wirkt die Schwerebeschleunigung

b(S) =VV =

(3.1)

S

v oy v
Br’vy_(‘)y

und V, = %—‘:. In diesem Abschnitt sei fiir das Gravitationspotential V' der Erde stets die
Néherung

also der Gradient des Gravitationspotentials V' mit den Komponenten V, =

V() = (3.2)

verwendet, was der Annahme eines homogenen, kugelférmigen Schwerefeldes entspricht.
GM steht fiir die Gravitationskonstante mal der Masse der Erde und r, beschreibt den
Radialabstand von S vom Schwerpunkt der Erde. Mit dieser Annahme wird Gleichung 3.1
zZu

e, . (3.3)

Hierbei ist e, ein radial von der Erde weg gerichteter Einheitsvektor in S. Ist die Mess-
anordnung beziiglich der Erde radial orientiert, so wirkt auf die Testmasse in P, die Be-
schleunigung

|
Q(Pl) NZ_)(S)"— ari STZ-

P =pS)+ G-t (3.4)

Es handelt sich hierbei um eine Taylorentwicklung mit S als Entwicklungspunkt, wobei 7;
die Koordinatenunterschiede in x, y und z-Richtung von P; beziiglich des Schwerpunktes
beschreiben.

oy [ Ver Vi Vs
G=pm=| Vi Viy Vi (3.5)
o\ Ve VL, Ve

ist die Matrix der zweiten Ableitungen des Gravitationspotentials V' oder auch der Gradient
der Schwerebeschleunigung b. Dies ist der Grund weshalb G auch haufig mit Gradienten-
matrix bezeichnet wird und das Messsystem den Namen Gradiometer tragt. Auf Grund
der gewahlten Orientierung, sowie der Annahme eines kugelférmigen Schwerefeldes ergeben
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sich sowohl die Koordinatenunterschiede r, und r,, als auch alle Elemente der Gradienten—
matrix, mit Ausnahme von V,, zu Null. Mit V,, = 2GM
in P1

GM | 2GM ()

2
s

b(P) = b(S)+G-rf) =—

: (3.6)

3
T ry

Fiir die Probemasse in P, lautet der analoge Ausdruck fiir die dort wirkende Schwerebe-

schleunigung
b(Py) =~ b(S)+ G- ™). (3.7)

Der Beschleunigungsunterschied zwischen P, und P, namlich

db=b(P) —b(P) =G (r™) — r™) (3.8)

ergibt sich somit in dem gewéhlten Beispiel zu

2GM

db, = .~

d. (3.9)

D.h. die Feder wird mit der Kraft mG¥ ffl gedehnt, wobei m = m; = my die Masse der
beiden Testkorper sei. Es zeigt sich also dass die lokale Verdnderung im Erdschwerefeld
nachgewiesen werden kann durch Kopplung zweier sich urspriinglich im freien Fall befindli-
chen Probemassen. Nur der Schwerpunkt der Anordnung befindet sich tatsdchlich im freien
Fall.

Wird die Messanordnung aus Abbildung 3.1 (links) nicht vertikal, sondern horizontal aus-
gerichtet, wie in Abbildung 3.1 (rechts) , so ergibt sich eine differentielle Kraft zum Schwer-
punkt hin, ndmlich die Projektion von b(P;) bzw. b(FP») auf die x- und y- Achse. In y-
Richtung gilt

db, = b(P)-(—¢g,) —b(P) ¢,

GM GM ([ § %\ GM
~ 2 (—cosa; —cosag) = 2 (—i—i) = 7 d. (3.10)

Fiir die Orientierung in x-Richtung lasst sich ein analoger Ausdruck finden. Es folgt, dass
bei horizontaler Orientierung eine Kontraktion der Feder eintritt, welche halb so grofs ist
wie die Dehnung in vertikaler Lage.

Gleichung 3.8 kann somit allgemein geschrieben werden als

-1 0 0
GM
db=G (r™) — p(P)) = - 0 -1 0 | (" —rP)) (3.11)
"s 0 0 2
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Zusétzlich kann eine Drehung der Messanordnung um die x-Achse, um einen beliebigen
Winkel a zugelassen werden. Die zugehorige Drehmatrix lautet:

1 0 0
R (a)=1] 0 cosa sina | . (3.12)
0 —sino cos«

G wird in gedrehter Lage mit Gleichung 3.12 zu

aM -1 0 0
G =R,(a)G Rl (0)=—-| 0 —(1-3sin’a) 3 sin 20 . (3.13)
"s 0 3 sin 2a —(1 = 3cos? )
Bei Betrachtung von V..., = —%/[ (1 — 3cos? @), erhilt man fiir die Ausgangslage o = 0°:
Vg =V, = 207,]3” und fiir o = 90°: V1 =V, = —ij .

Fiir eine komplette Rotation von a = 0° iiber 90°, 180°,
270° und schliefslich wieder 0°, ergibt sich eine Ellipse
oder raumlich ein Ellipsoid. Abbildung 3.2 soll dieses
durch die Gezeitenwirkung der Erde im Schwerpunkt
S verursachte Gezeitenellipsoid (bzw. -Ellipse) veran-
schaulichen. Es befinden sich vier identische Massepunk-
te P; bis Py im selben Abstand vom Schwerpunkt S.
Die beiden entlang der x-Achse angeordneten Punkte
P; und P, werden zum Schwerpunkt S hingezogen. Die
beiden Punkte P, und P, dagegen, welche in radialer
Richtung (z-Achse) angeordneten sind, erfahren eine Be-
schleunigung von S weg, welche doppelt so grof ist wie
die Anziehung der Massen in P3 und P;. Man kann sich
also die gesamte Geometrie des Erdschwerefeldes veran-
schaulicht denken durch ein System von Gezeitenellip-
soiden im Aufenraum der Erde mit verdnderlicher Form
Abb. 3.2: Gezeitenellipse und Orientierung.

Das Gedankenexperiment hat gezeigt, dass der Schweregradient aus der Differenz zweier
Beschleunigungen im Abstand d abgeleitet werden kann. V,, ergibt sich z.B. zu

db.(P1) — db.(Py) _ GM

V.. & =
d 3

Die Messung der Diagonalglieder von G, also von V,,, V,,, und V., erfolgt durch die longi-
tudinale Anordnung zweier Beschleunigungsmesser lings der Basis P;Py. Abbildung 3.3(a)
zeigt dieses Messprinzip.
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Die gemischten Ableitungen V,,, V,, und V,, kénnen durch eine transversale Anordnung
beziiglich der Basis, wie sie Abbildung 3.3(b) zeigt gemessen werden. Abbildungen 3.3(a)
und 3.3(b) stellen den Sachverhalt stark vereinfachend dar.

:W Lx :lw P3 m I_’X m Py

Ps Ps

(a) Bestimmung von V, (b) Bestimmung von V,

Abb. 3.3: Messanordnung fiir die Bestimmung der Schweregradienten

Im Falle der GOCE-Akzelerometer werden keine Federn zur eigentlichen Messung ver-
wendet, sondern es handelt sich um kapazitive Beschleunigungsmesser, wie in Kapitel 2
Abschnitt 2.3 erklart. Das Grundprinzip der Messung ist in beiden Féllen aber das Glei-
che.

Bei den bisherigen Betrachtungen zur Gradiometrie im Weltraum wurde von drei wesent-
lichen Vereinfachungen ausgegangen. Zum einen wurde fiir das Schwerefeld der Erde das
Zentralfeld einer homogenen Kugel mit dem Potential V' = C‘;—M verwendet. Fiir die Realitat
ist dieses Modell allerdings viel zu ungenau. Schlieftlich sollensgerade die Abweichungen da-
von und somit die regionalen Variationen im Erdschwerefeld untersucht werden. Es ergibt
sich somit insbesondere eine volle Gradientenmatrix G.

Zum zweiten wurde davon ausgegangen, dass das Gradiometer nur gravitativen Einfliissen
ausgesetzt ist. In der Wirklichkeit wirken allerdings stets eine Reihe von nicht-gravitativen
Kréften auf den Satelliten, wie Luftwiderstand und Strahlungsdruck der Sonne. Bei GO-
CE wird deshalb versucht die Gradiometermessungen mit Hilfe des aktiven drag control
Systems frei von diesen stérenden Kréften zu halten.

Auferdem wurde als dritte Vereinfachung bisher angenommen, dass das Gradiometer seine
Orientierung im Raum beibehélt, obwohl sich das Messsystem in Wirklichkeit in Rotation
befindet. Es ist deshalb nétig die Beschleunigungsmessung im bewegten Koordinatensys-
tem zu betrachten. Es sei ein lokales, bewegtes Bezugssystem mit den orthogonalen Basis-
vektoren e, e5 und e3 definiert, wobei ein Paar von Beschleunigungsmessern P und () des
gesamten Gradiometersystems z.B. entlang e, der Richtung der y-Achse orientiert sei. Diese
Anordnung ist in Abbildung 3.4 dargestellt. Das Dreibein rotiert beziiglich eines raumfes-

€a=1

Abb. 3.4: Paar von Beschleunigungsmessern im
bewegten Koordinatensystem

ten Bezugssystems um den Vektor w. Es spielt dabei keine Rolle, ob der Schwerpunkt S,
so wie in Abbildung 3.4 auf der Verbindungslinie PQ) liegt.
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Fiir den messbaren Beschleunigungsvektor in P ergibt sich somit im bewegten System

b(P) = VpV —=VsV —wXxrp—wX(wxrp)=
= VsV+G 1rp—VsV—-—wxrp—wx(wxrp) .

= G rp—wxrp—wx (wWxrp) . (3.14)

Diese Gleichung besagt, dass nicht nur der Unterschied im Gradienten des Gravitations-
potentials beziiglich des Schwerpunktes gemessen wird, sondern auch die Zentrifugalbe-
schleunigung —w X (w X rp) und die Kreiselbeschleunigung —w x rp aufgrund der raschen
Veranderung des Drehvektors w.

3.2 Beobachtungsgleichung

Wie bereits in Abschnitt 2.4 erwéhnt, finden alle Beobachtungen des Gradiometers im GRF
statt. Innerhalb dieses Rahmens gilt die Beobachtungsgleichung 3.14 fiir ein bewegtes Sys-
tem, wie sie im vorhergehenden Abschnitt hergeleitet wurde. Auch die abgeleiteten Grofen,
welche in diesem Kapitel behandelt werden gelten im GRF. Auferdem wird die Annah-
me getroffen, dass keine Fehlereinfliisse, wie Verschiebungs- und Skalierungsfaktoren der
Beschleunigungsmesser, Fehlausrichtungen, Ablagen zum Massenzentrum, o.4. vorhanden
sind. Erst in Kapitel 5 erfolgt eine Erweiterung des Formelwerks um die genannten Fehler.
Im Fall von GOCE ist noch zu beachten in welche Richtung, d.h. mit welchem Vorzeichen

Z,

Gehéduse

Richtung zum
Schwerpunkt

Abb. 3.5: wirksame (b ,) und gemessene Beschleunigung (a; ;)

die Beschleunigungen abgegriffen werden (vgl. dazu auch Abschnitt 2.3). Abbildung 3.5
soll dies am Beispiel des GOCE-Akzelerometers Al veranschaulichen.

Es wirkt die gravitative Beschleunigung b0; , zum Schwerpunkt des Messsystems, was die
Testmasse geringfiigig in eben diese Richtung auslenkt. Gemessen wird aber nicht diese
Auslenkung selbst, sondern die Krifte die notig sind, um die Testmasse in die Ausgangs-
position zuriickzufiihren. D.h. die eigentliche Messung erfolgt in die entgegengesetzte Rich-
tung der Beschleunigung, ndmlich fiir A1 weg vom Schwerpunkt des Systems. Der GOCE
Akzelerometer liefert somit die Beschleunigung ay , = —b; ;. Durch Vorzeichenwechsel in
Gleichung 3.14 erhélt man also die grundlegende Beobachtungsgleichung fiir die GOCE
Akzelerometermessungen
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a=-G r+wxr+wx (wxr) (3.15)
mit:

Vektor der gemessenen Beschleunigung auf die Testmasse
Gradienten-Matrix

Vektor des Abstands zum Massenzentrum
Winkelgeschwindigkeits-Vektor
Winkelbeschleunigungs-Vektor

- lg 15 Qe

und:

Term 1: lineare Beschleunigung der Testmasse, hervorgerufen durch Schwerepotential
Term 2: lineare Beschleunigung der Testmasse, verursacht durch Winkelbeschleunigung
Term 3: Zentrifugalbeschleunigung, hervorgerufen durch Winkelgeschwindigkeit

Mit der vollen Darstellung der einzelnen Komponenten von Gleichung 3.15

sz*x vay ‘/a:z Ty wac Wy
G=| Ve Vg Vie |5 2= n |5 2= w |; w=| w (3.16)
‘/;x ‘/zy szz Tz wz Wy

lasst sich Term 2 folgendermafien umformen

WyT, — W,Ty 0 —W, Wy Ty
wXr=| wr,—w,r, | = w, 0 —w, || my ) (3.17)
WyTy — WyTy —Wy Wy 0 T,

Mit der analogen Umformung fiir Term 3,

Wy Wy T
WX (wxr) = wy | X wy | x| 7y =
Wy WyTs — Wy
= wy | X | wery —w,r, | =
W, WeTy — Wyl

2

Y
2

WalyTy — Wy Ty — wgrgc + W, T,
= Wyl Ty — Wiy — wgry + Wy Ty

WeW Ty — Wir, — wf/T’Z + wyw, Ty
—wl — Wl wewy Wy, T
= wwy  —w2—w? wyw, N (3.18)
Wels Wyw, —w — W r,
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welcher die Zentrifugalbeschleunigung beschreibt ergibt sich die Gleichung

Ay Vi vxy Vie 0 —W, wy
ay | = L Vie Vi Ve |+ @ 0 s
Q ‘/;'x ‘/zy ‘/zz _wy wa: 0
—wZ —w? Way Wrls T
+ Wy —w? —w? wyw, oy |, (3.19)
Wrls Wyw —w? — wz r,
oder kurz
a=(-G+0+009) 1. (3.20)

Aus ihr kénnen die einzelnen Beschleunigungen in den je drei Richtungen pro Beschleuni-
gungsmesser abgelesen werden, was das Thema des ndchsten Abschnitts ist.

3.3 Beschleunigungen in den je drei Richtungen pro Be-
schleunigungsmesser

Wie in Abschnitt 2.4 bereits erwéhnt, bilden im GOCE Gradiometer je zwei gegeniiberlie-
gende Akzelerometer einen Gradiometerarm (siehe Abbildung 2.8). Mit den Basislinienlédn-
gen L, L,, L. der drei einachsigen Gradiometer ergeben sich fiir die Beschleunigungsmesser
Al bis A6 die folgenden Abstandsvektoren r zum Massenzentrum.

- Le Y L
Al . Ty = 0 ) A4 . Ty = 0
r, 0 T, 0
T 0 T 0
AQ N T’y = % 5 A5 ’["y = _%
Tz 0 Tz 0
Ty 0 Ty 0
As: | ry | = 0 |5 As: | 7y | = 0 (3.21)
r. L r. L

Aus Gleichung 3.19 des vorherigen Abschnitts erhédlt man durch Einsetzen der jeweiligen

Absténde 3.21 die insgesamt 18 Beobachtungsgleichungen fiir die sechs GOCE-Beschleuni-
gungsmesser.

L, L,
Y & ST SR VR e
) L, , L,
ary = (—Viys +w, + wxwy)7 : gy = —(—Vyp —w, + wxwy)7
) L, . L,
= (Ve —wy + wxwz)7 : =—(—Ve —wy + wxwz)7 (3.22)
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. L _ L
= (Vo —w. + way)jy ; = —(—Vay —w. + way)jy
L L
— (V- — e
. L, ) L,
as, = (—Vuy +wy + wywz)7 : as, = —(—Voy +we + wywz)7 (3.23)
) L, ) L,
= (_sz + Wy + wx“&*)? ; - _(_V‘tpz + Wy + wm“&)?
) L, . L,
asy = (Vo —wy + wywz)7 : agy = —(—Vyo —wy + wywz)?
L, L,
= (Vemd DT we=—(Va-wd-ud)e (320

Den Messungen a;, bis ag. wurden dabei die Farben griin und rot zugewiesen, um auf
einfache Weise zu sehen, welche Achsen hoch genau (griin) und welche Achsen weniger
genau (rot) gemessen werden. Diese Farbgebung wird bei der nachfolgenden Ableitung
weiterer Groken fortgesetzt und ermdglicht so bereits erste Uberlegungen zur Genauigkeit
des Messsystems. In Kapitel 6 werden diese Uberlegungen schliefslich numerisch iiberpriift.
Wie in Abschnitt 3.1 bereits erwahnt, benotigt man fiir die Messung der Hauptdiagonal-
elemente der Gradientenmatrix eine longitudinale Messanordnung. V., tritt deshalb in den
Gleichungen 3.22 in den Beschleunigungen a, , und a4, ldngs der x-Achse, V,, in ay, und
as, (Gleichungen 3.23) entlang der y-Achse und V,, in a3, und ag. entlang der z-Achse
auf (Gleichungen 3.24). Die Messung von V,,, V.., und V,, erfolgt nach Abschnitt 3.1 iiber
eine transversale Anordnung beziiglich der Basislinie. So tritt z.B. V;, zum Einen im Gra-
diometerpaar 1-4 (x-Achse) jeweils in y-Richtung (a;, und a4, in Gleichungen 3.22) und
somit senkrecht zur Basislinie 1-4 auf. Zum Anderen findet man V,, auch transversal zur
Basislinie 2-5 (y-Achse) in den Beschleunigungen as, und a5, der Gleichungen 3.23.

3.4 Common mode Beschleunigungen

Es wurde bereits in Abschnitt 2.2 erwihnt, dass fiir das drag control System von GOCE
common mode Beschleunigungen des Gradiometers benotigt werden. Diese Form der Be-
schleunigungen lésst sich direkt aus den Akzelerometermessungen (Formeln 3.22 bis 3.24)
ableiten. Es gilt dabei die

Ausgangsgleichung: a.;;; = % (ar; + ag.;)

mit:

[ Nummer des ersten Beschleunigungsmessers
k Nummer des zweiten Beschleunigungsmessers
i Richtung (x, y, z)
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Die common mode Beschleunigungen sind also der Mittelwert der gemessenen Beschleu-
nigungen entlang der drei Achsen des GRF. Gemittelt wird dabei jeweils zwischen den
Beschleunigungen auf einem Gradiometerarm. Es ergeben sich also insgesamt neun com-
mon mode Beschleunigungen:

1
= §( + ) —
— 5(—Vm—wy—wz)7+§(—‘/;x—wy—wz) —7 =
L,
= (Ve —wy Wl Ver twy +07) =0 (3.25)
1
Qe,1,4,y B (a1,y + asy) =
=5 (—Vyo + 0, + wywy) 5 + 3 (—Viye + @, + wywy) (—7) =
L, . .
= Z (_Vyz T W, + wawy + ‘/yx — Wy — wmwy) =0 (326)
1
= 5( + ) =
= 3 (Ve — Wy + wyw,) > + 5 (Ve + Wy + wyw,) (—7) =
L, ) )
1
= 5( +a5,)=0 (3.28)
1
= 5(az, +as,)=0 (3.29)
1
Ac25> = 5 <a‘2,z + a5,z) =0 (330)
1
= 5( + ag,) =0 (3.31)
1
Qe 3.6,y = B ((lzs,y + Clo‘,y) =0 (3.32)
1
= B ( + )=0 (3.33)

Wie man sieht ergeben alle neun common mode Beschleunigungen per Definition Null.
Dies gilt hier allerdings nur, weil die angegebenen Formeln lediglich das Schwerefeld und
die Drehkréfte enthalten. Das soll heifsen, es wird angenommen, dass keinerlei Storkréfte
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auf den Satelliten wirken. Weil dies aber in der Realitdt der Fall ist, kann man davon
ausgehen, dass die detektierten Signale in den common mode Beschleunigungen gerade die
nicht-gravitativen Krafte widerspiegeln.

Abbildung 3.6 soll veranschaulichen welche Auswirkung das Auftreten von translativen
Storkréften (z.B. aufgrund von Luftwiderstand) auf das Messsystem hat. Der Satellit be-
wegt sich (annéhernd) in x-Richtung des GRF. Der grofste Luftwiderstand tritt somit genau
entgegen der x-Richtung auf, wodurch GOCE leicht ,abgebremst* wird. (In Wirklichkeit
sinkt der Satellit ab und wird dadurch sogar schneller.) Der Einfachheit halber kann man
sich vorstellen der Satellit erfahrt eine leichte Verschiebung in negativer x-Richtung, ge-
gentiber seiner urspriinglichen Position. (Die urspriingliche Position ist die Position, in der
sich GOCE ohne translative Kréfte befande. Sie ist in Abbildung 3.6 schwarz dargestellt.)
Die translativen Kréfte wirken auf die Aufsenhaut des Satelliten, wodurch dieser komplett,
d.h. inclusive seiner Akzelerometer nach hinten versetzt wird. (Die Situation nach der Ver-
schiebung ist in der Abbildung griin dargestellt.)

aZar
Satellit _
T I
I
V4
| AZ A% 2
")'_)| Gehduse : - Gehii}use : -, /:/Steuerdl'ise
: ! \ [ I ' T
| I by I I by \': I !
< —— Car : -<-—l—*‘f—'_-)-—--—l—————:————
Xer | Xl an | Xal | day : |
I : as| ! A 1 | .
: \:\Steuerduse
R I
I
. =
| nach Verschiebung I

vor Verschiebung

Abb. 3.6: Common mode Signal aufgrund translativer Kréfte

Entscheidend fiir die Messung ist das Verhalten der beiden Testmassen innerhalb der Ak-
zelerometer. Diese versuchen zunéchst in ihrer urspriinglichen Position zu verbleiben bzw.
ihre Geschwindigkeit beizubehalten (Tragheitsgesetz, erstes Newtonsches Axiom). Wah-
rend sich der Satellit und damit auch die Gehéduse der Beschleunigungsmesser bereits in
der ,griinen* Lage befinden, sind die Testmassen der Akzelerometer (hier A1 und A4) noch
in ihrer Ausgangslage (schwarz). Aus der Sicht des Geh&uses bewegen sich die Testmassen
also in x-Richtung und es wirken die scheinbaren Beschleunigungen b; , und by ., wobei gilt
b1z = by,. Die Akzelerometer messen, wie in Abschnitt 3.2 bereits erklart (vgl. Abbildung
3.5) nicht die eigentliche Auslenkung einer Testmasse, sondern die Kréfte, welche notig
sind um die Testmasse in das Zentrum des Gehéuses zuriickzufiithren. Akzelerometer Al
und A4 detektieren deshalb jeweils die Beschleunigungen a; , und a4, welche gleich groft
sind. (Es gilt aukerdem ay , = —by, und a4, = —by,.)
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Durch Mittelung erhélt man die zugehorige common mode Beschleunigung

Qel4x = 3 (al,z + a4,z) =3 (al,;U + al,x) =Aai1x -
2 2

e 4, ergibt sich also nicht wie in Gleichung 3.25 zu Null, sondern entspricht der trans-
lativen Kraft, welche auf den Satelliten wirkt. Mit der common mode Beschleunigung als
Eingangsinformation kann das drag control System den Satelliten mit Hilfe der Ionen-
Diisen entsprechend nachsteuern.
Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass in x-Richtung die gréfsten Storkréfte auftreten.
Es ist deshalb in dieser Richtung besonders wichtig den Satelliten drag-free zu halten.
Die Farbgebung in den Formeln 3.25 bis 3.33 weist darauf hin, dass alle common mode
Beschleunigungen in Flugrichtung (x-Richtung) mit den hoch sensitiven Beschleunigungs-
messerachsen bestimmt werden. In dieser Hinsicht wurde die Anordnung der Akzelerome-
terachsen also optimal gewahlt.
Zu beachten ist auch, dass der Luftwiderstand nicht nur in Flugrichtung wirkt (z.B. , lift“
in z-Richtung). Es ist deshalb nétig, den common mode auch in die restlichen beiden Rich-
tungen hoch genau bestimmen zu konnen. Fiir die y-Richtung ist dies nur einmal, ndmlich
entlang Gradiometerarm 2-5 (Gleichung 3.29) méglich. In z-Richtung kann der common
mode zweimal hoch genau gemessen werden (Gleichungen 3.27 und 3.33).
Man darf bei den Uberlegungen die Abweichung des GRF vom nominellen Bahnsystem, die
bereits in Abschnitt 2.2 in Abbildung 2.6 gezeigt wurde nicht vernachléssigen. Aufgrund
dieser Abweichung werden in den common mode Beschleunigungen in y- und z-Richtung
(des GRF) ebenfalls Teile der Storkrafte, welche in Flugrichtung (x-Richtung des LORF)
wirken gemessen. Die Bestimmung dieser Komponenten wird dadurch deutlich wichtiger
und stellt moglicherweise einen einschriankenden Faktor des Gesamtmesssystems dar.

3.5 Dzifferential mode Beschleunigungen

Wie das Gedankenexperiment (siche Abschnitt 3.1) mit der Messanordnung von zwei mit
einer Feder verbundenen Probemassen (vgl. Abbildung 3.1) gezeigt hat, stellen in der Sa-
tellitengradiometrie Differenzen zwischen Beschleunigungen die wesentlichen Messgrofen
dar. Um spéter die Schweregradienten berechnen zu kénnen, miissen also zunéchst die rich-
tigen Differenzen, oder differential mode Beschleunigungen® gebildet werden. Zu beachten
ist in ihrer

Ausgangsgleichung: a4 x; = % (ar; — ag;)

mit:

[ Nummer des ersten Beschleunigungsmessers
k Nummer des zweiten Beschleunigungsmessers
i Richtung (x, y, z)
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dass nicht nur die Differenzen zwischen den gemessenen Beschleunigungen entlang der drei
Achsen gebildet werden, sondern dass das Ergebnis zusétzlich halbiert wird. Wie man sieht
unterscheidet sich die Ausgangsgleichung der differential mode Beschleunigungen lediglich
um ein Vorzeichen von der Formel fiir die common mode Beschleunigungen. Die insgesamt
neun differential mode Beschleunigungen ergeben sich zu:

1
— 5( — ) —
1 L, 1 9 L,
= 5 (Ve —wy—wl) 5 = 5 (Ve —wy — ) (—7) =
_ L (—2Vie — 2w) — 2w7) = L (Voo —w) — w?) (3.34)
= 4 Tx y z — 2 Trxr y z .
1
Ad14y = 5 (a1y = asy) =
= 5 (Ve tws twawy) o = o (Vi + s +wiwy) <—7) =
L, . L, )
= — (—2Vie + 20, + 2w,wy) = — (= Vi + W, + wywy) (3.35)
1
= 5( — ) =
= 5 (_sza: — wy -+ wxwz) 7 — 5 (_‘/zx + wy + wxwz) (—7) =
L, . L, )
= T4V — LW Wely) = —— (= Ve — W Wal .
4( 2V, — 2w, + 2 ) 2( V. y + ) (3.36)
1 L .
= 3 ( — )= 7@; (—Vay — W, + wywy) (3.37)
1 L
= Sy =) = 2 (Vyy — R = ) (339)
1 L .
Ad25~ = 5 (az 2 (15’Z> = ?y (—V;;y + Wy —+ wywz) (339)
1 L, .
1 LZ .
Clrd73‘6’y = 5 (Clgﬂ — (16’,‘,/) = 7 (_‘/yz — Wy + wywz) (341)
1 L,
= (o —ag) = 5 (Ve —wl — ) (3.42)

Analog zum common mode erhdlt man auch hier sechs hochgenaue Beschleunigungen
(griin) und drei weniger genau bestimmbare (rot). Letztere sind fiir Gradiometerarm 1-4 die
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y-Komponente, fiir Gradiometerarm 2-5 die z-Achse und fiir Gradiometerarm 3-6 erneut die
y-Komponente. Die Beschleunigungen aq1 4,4, @425, und aq36 ., welche longitudinale Mes-
sungen entlang der Gradiometerarme darstellen und somit die wichtigen Hauptdiagonalele-
mente der Gradientenmatrix V,,, V,, und V., beinhalten, setzen sich also ausschliefslich aus
hochgenauen Messungen zusammen. Auch in dieser Hinsicht ist die gewéhlte Anordnung
der Akzelerometerachsen also optimal.

3.6 Winkelbeschleunigungen

Mit Gleichung 3.15 (Term 2 und Term 3) ist bereits bekannt, dass die Komponenten
des Schweretensors nicht direkt beobachtet werden konnen, sondern zusatzlich Anteile der
Kreisel- und Zentrifugalbeschleunigung gemessen werden. Um letztendlich die Schweregra-
dienten berechnen zu kénnen werden zunéchst Beschleunigungsdifferenzen gebildet, vgl.
Abschnitt 3.5. Der Vektor der Beschleunigungsdifferenz zwischen Akzelerometer [ und &
lautet in Matrizenschreibweise (vgl. Gleichung 3.20)

Q — a = <—Q +Q+ m> (=) - (3.43)
Fir den Grenziibergang dr = r; — r, — 0 folgt
. T —rg :
lim =A=-G+Q+00. (3.44)
dr—0 dr

 ist schiefsymmetrisch, wihrend sowohl G als auch QQ symmetrisch sind (vgl. Gleichung
3.19). Damit wird eine Trennung in den symmetrischen Anteil

A= % (A+A")=-G+00 (3.45)

und den schiefsymmetrischen Anteil

2= % (A-A") =0 (3.46)

A
moglich. Aus Gleichung 3.46 erhélt man also die Winkelbeschleunigungen des GOCE
Gradiometers. Diese werden im Folgenden komponentenweise, unter Beachtung der un-
terschiedlichen Sensitivitdten der Beschleunigungsmesserachsen angegeben.

Fiir die Winkelbeschleunigung um die x-Achse erhélt man aus 3.39 und 3.41 zunéchst

20425,

/ 204,36,
Wy = I —

L.

Vi —wyw, und w, = — Vi +wyw, . (3.47)

Y

Fiir die endgiiltige Berechnung von w, werden diese beiden Formeln addiert

2ad 3.6 2a
,3,6,y vV d,2,5,z
- - - yz _|_ wywz —"_
L, L,

2w, = + Vi — wyw, (3.48)
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und durch 2 geteilt (Mittelbildung):

_ d36,y Aq25 >

L. L,

Wy =

(3.49)

Analog lasst sich die Winkelbeschleunigung um die y-Achse aus den Gleichungen 3.36 und
3.40 ableiten:

2 2
20, = 2 Ve + + 2 +V, (3.51)
= ng zz T WrlWz Lz zz T WglWz .
= — 3.52
L, * L, ( )

Die Winkelbeschleunigung um die z-Achse erhélt man aus den Formeln 3.35 und 3.37:

2041 4.4 2
b, = A Ly, ) = — — Vi + Wy (3.53)
L, L,
. 2a/d,174,y
2w, = — Ve — Wewy — ——— — Vi + wywy, (3.54)
L, L,
. QAd 1,4,y
L = — 3.99
G, = Sty _ 0 (3.55)

Wie man durch die Farbgebung in Gleichungen 3.49 und 3.55 sieht, fliefst in die Berechnung
von w, (rot) und w, (rot) jeweils mindestens eine ,schlechte” (rote) differential mode Be-
schleunigung mit ein, welche somit die Genauigkeit des Ergebnisses mafsgeblich bestimmt.
Nur w,, (griin) (Gleichung 3.52) berechnet sich aus ausschlieklich hochgenauen differential
mode Beschleunigungen (griin).

Diese Tatsache, d.h. die hochgenaue Bestimmung von w, innerhalb der Messbandbreite
des Gradiometers ist einer der Hauptgriinde fiir die gewahlte Konfiguration der Akzele-
rometerachsen (siehe Abschnitt 2.4). Die Winkelbeschleunigung w,, ist besonders wichtig,
weil sich der gesamte Satellit bzw. der GRF pro Umlauf einmal um die y-Achse dreht.
Gébe es keine Abweichungen zwischen GRF und LORF, wiirden auch die y-Achsen der
beiden Koordinatensysteme zusammenfallen und es wiirden folglich nur sehr kleine Win-
kelgeschwindigkeiten um die x- und z-Achse auftreten.

Wie Abbildung 2.6 aber zeigt, existieren Abweichungen zwischen GRF und LORF. Die
Verkippung um die z-Achse (yaw) weist dabei die grofte Schwankung, zwischen £3° auf,
wihrend die roll-Komponente (Drehung um x-Achse) stets zwischen £1° liegt. Um die
Geschwindigkeit der Drehung um die y-Achse des nominellen Bahnsystems (LORF) zu be-
stimmen, benotigt man daher auch die beiden schlechter bestimmten Komponenten (roll
und yaw). Die genaue Rekonstruktion dieser beiden Winkelgeschwindigkeiten (w, und w,)
spielt daher eine grofere Rolle, als bei Annahme des Idealfalls, bei dem GRF und das
nominelle Bahnsystem zusammenfallen.
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Bei der Rekonstruktion der Winkelgeschwindigkeiten (angular rate reconstruction) wird
deshalb versucht alle drei Komponenten bestmdglich zu bestimmen. Die angular rate re-
construction stellt einen Algorithmus dar, welcher die Winkelbeschleunigungen des Gra-
diometers gemeinsam mit den Winkelgeschwindigkeiten der Sternsensoren verarbeitet.
Die Information des Gradiometers liefert dabei wertvolle Beitriage fiir die mittleren bis ho-
hen Frequenzen (innerhalb MBW), wohingegen die Information der Sternkameras fiir die
Bestimmung der niedrigen Frequenzen benotigt wird.

3.7 Schweregradienten

Sind die Winkelgeschwindigkeiten w,, w, und w, (bzw. 2) durch Integration der Winkel-
beschleunigungen oder aus der angular rate reconstruction bekannt, lassen sich die Schwe-
regradienten im GRF durch Einsetzen in Gleichung 3.43 berechnen.

Fiir die drei Hauptdiagonalelemente der Gradientenmatrix V., V,, und V., entspricht dies
einer Umformung der Gleichungen 3.34, 3.38 und 3.42 :

2 ‘

=7 T w? (3.56)
2 ,

= — I, — w0 (3.57)
2

=1 w2 — (3.58)

Vzy erhalt man durch Umformung der Gleichungen 3.35 und 3.37 und anschliefende Mit-
telung:

20414y . 2 .
V;/I = _Ty+wz+wx ; = - Ly —Ww; + Wy
1 Qd,1,4,y
‘/1 - = ‘/IJ = ——= — Wy 3.59
Analog ergibt sich V., aus den Formeln 3.36 und 3.40:
2 + 2 +w, +
= — — WeWy = - WrlWy
L, L,
1
_ = - _ — )Wy 3.60
(Ve 4 V) = - 2ds L0302 (3.60)
V. erhélt man aus Gleichungen 3.39 und 3.41:
20425: . 204,36, .
sz = - Ly + w, + Wy s %Z:_L—Zu_wx+ Wy
1 Ad,25, 2 4d,3,6,
Vg = 5(Vay+ V)= e Wy (3.61)

2 L, L.

Die drei Hauptdiagonalglieder (griin) kénnen also hochgenau bestimmt werden. Dies gilt
allerdings nur, wenn alle Winkelgeschwindigkeiten nach der angular rate reconstruction
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entsprechend genau bekannt sind. Ware keine Zusatzinformation aus den Sternsensoren
vorhanden, und die Schweregradienten kénnten nur aus den mit dem Gradiometer be-
stimmten Winkelgeschwindigkeiten festgelegt werden, wéren alle sechs Komponenten des
Schweretensors rot und damit nur unzureichend genau. Man sieht also bereits jetzt, dass die
genaue Bestimmung aller drei Komponenten des Winkelgeschwindigkeitsvektors von ent-
scheidender Bedeutung fiir das gesamte Messsystem ist. Dieser Gedanke wird in Kapitel
6 noch eingehender untersucht. Bei Annahme genau bekannter Winkelgeschwindigkeiten
kann neben V., V,, und V., auch der Gradient V,, hochgenau bestimmt werden. Nur die
restlichen zwei Elemente von G, nédmlich V,, und V,, erscheinen in den Formeln rot und
sind somit schlechter bestimmt.

Die numerische Betrachtung dieser und weiterer Genauigkeitseigenschaften ist Thema von
Kapitel 6.

Es wurden nun bereits sdmtliche Formeln hergeleitet, welche die Berechnung der Schwe-
regradienten aus den gemessenen Beschleunigungen im ,fehlerfreien System ermoglichen.
Zum Abschluss dieses Kapitels soll mit Hilfe der folgenden zwei Tabellen ein Uberblick
gegeben werden, welche Grofsen zunéchst auf die Berechnung der drei Winkelbeschleuni-
gungen (Tabelle 3.7) und anschliefend auf die Berechnung der einzelnen Schweregradienten
(Tabelle 3.8) Einfluss haben. Die Symbole in den Tabellen haben dabei folgende Bedeutung:

+ direkte Beziehung zwischen Einfluss- und Berechnungsgrofe
X Einfluss {iber Rotationsterm
griin (z.B. ) hochgenau bestimmbare differential mode Beschleunigung
rot (z.B. ag1.4,) weniger genau bestimmbare differential mode Beschleunigung

Zusétzlich sind die hochgenau bestimmbaren Gréfen (z.B. w, oder V) gelb hinterlegt.

Stern-
a Aq14v | A a425x | ad2s aA4257 | Ad3.6,x | Ad36.v | Ad3
ad,14x [Ad,14y | ad,14,2|Qd25x | @d.2,5y | Qd25,2 | 3d3.6x | Ad36y | Ad36,z | Ly Ly | La o
.
Wx y ' + +
L]
Wy + + - +
®
, < + +

Tab. 3.7: Einfluss auf Winkelbeschleunigungen

In [Bouman, 2006 befindet sich eine &hnliche Tabelle zur Darstellung des Einflusses auf die
Schweregradienten. Es soll damit ein Zusammenhang zwischen der externen Kalibration,
wie sie fiir die Gradienten verwendet wird und der internen (in-flight) Kalibration fir
die differential mode Beschleunigungen hergestellt werden. Im Rahmen dieser Arbeit soll
nicht weiter auf die verschiedenen Kalibrationsmethoden eingegangen werden. Es sei nur
darauf hingewiesen, dass die nachfolgenden Aussagen durchaus auch fiir die Kalibration
von GOCE von Bedeutung sind.
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’ Stern-
Ad,14x |Ad,14y | Ad,14,2|Ad25x | @d25y | Q4252 | Ad3.6x | Ad3ey | Ad36,z | Ly L

‘ y Sensoren
Ve + X X X X +/x | X X X
Vyy X X + X X x [+x | x X
V5 X X X X + X X | +/x X
Viy X + X X X +x | +x | x X
Vs X + X X £ X +Hx | x | +x X
Vyz X X X X X +/x | +/x X

Tab. 3.8: Einfluss auf Schweregradienten

Mit Tabellen 3.8 und 3.7 kénnen folgende Aussagen getroffen werden:

e Eine der hochgenauen differential mode Beschleunigungen aq 14,4, G425, und agse .
hat jeweils nur Einfluss auf V,,, V,, oder V,, (hochgenau). Es besteht kein Einfluss
auf die Winkelbeschleunigungen.

e Die hochgenauen differential mode Beschleunigungen ag; 4, und a436, haben direk-
ten Einfluss auf V. (hochgenau) und auf w, (hochgenau). Deshalb indirekter Einfluss
auf V., V.., Vo, und V,;, vgl. Gleichungen 3.56, 3.58, 3.59 und 3.61.

e Differential mode Beschleunigungen aq2 5, (hochgenau) und aq 4, (ungenau) haben
direkten Einfluss auf V,,, (ungenau) und auf &, (ungenau). Deshalb indirekter Einfluss
auf Vg, Vyy, Vi und V., vgl. Gleichungen 3.56, 3.57, 3.60 und 3.61.

e Die ungenauen differential mode Beschleunigungen aq 25 . und aq 36, haben direkten
Einfluss auf V. (ungenau) und auf &, (ungenau). Deshalb indirekter Einfluss auf
Viyy, Vez, Viy und V., vgl. Gleichungen 3.57, 3.58, 3.59 und 3.60.

e Basislinienldnge L, hat direkten Einfluss auf V., V,, und V., sowie auf w, und w,.
Uber diese Rotationsterme besteht indirekter Einfluss auf alle Schweregradienten.

e Basislinienldnge L, hat direkten Einfluss auf V,,,, V,, und V,.., sowie auf w, und w,.
Uber diese Rotationsterme besteht indirekter Einfluss auf alle Schweregradienten.

e Basislinienldnge L, hat direkten Einfluss auf V.., V,. und V., sowie auf w, und w,.
Uber diese Rotationsterme besteht indirekter Einfluss auf alle Schweregradienten.

e Die Messungen der Sternsensoren haben Einfluss auf alle Winkelgeschwindigkeiten
und somit auch indirekt auf alle Schweregradienten.

Im nachfolgenden Kapitel werden die bisher hergeleiteten Formeln auf zweierlei Datensétze
angewandt. Dies ermoglicht den Vergleich der Daten und soll zum allgemeinen Verstandnis
des GOCE-Messsystems beitragen.



Kapitel 4

Allgemeine Uberlegungen zum
fehlerfreien Gradiometer-Messsystem

In diesem Kapitel finden allgemeine Uberlegungen zu den bisher aufgestellten Gradiome-
tergleichungen statt. Betrachtet werden dazu zwei unterschiedliche Datensétze.

e Der erste Datensatz basiert auf Schweregradienten, welche direkt aus einem bekann-
ten Schwerefeldmodell berechnet wurden und deshalb naherungsweise als fehlerfreie
oder ideale GOCE-Gradiometermessergebnisse angesehen werden koénnen. Aus die-
sen Gradienten wurden die wichtigen Grofen des Messsystems, also die einzelnen
Beschleunigungen pro Akzelerometer, sowie die common- und differential mode Be-
schleunigungen riickgerechnet. Dieser Datensatz wird im Folgenden mit ,,CS-S* be-
zeichnet und dient als Referenz fiir den zweiten Datensatz.

e Beim zweiten Datensatz handelt es sich um common- und differential mode Beschleu-
nigungen aus dem GOCE end-to-end Simulator der ESA. Ausgehend von diesen Da-
ten konnen wieder die restlichen wichtigen Grofsen, also in diesem Fall die einzelnen
Beschleunigungen pro Akzelerometer und die Schweregradienten berechnet werden.
Man kann davon ausgehen, dass diese Ergebnisse sehr gut die kiinftigen echten GOCE
Messungen repréasentieren. Der Einfachheit halber werden diese Daten nachfolgend
stets mit ,,E2E* bezeichnet.

4.1 Beschleunigungen in den je drei Richtungen pro Be-
schleunigungsmesser

4.1.1 CS-S-Beschleunigungen aus ’Referenzgradienten’
Es sollen hier zunéchst die einzelnen CS-S-Beschleunigungen je Akzelerometer betrachtet
werden, welche von den ’Referenzgradienten’ abgeleitet wurden. Die Berechnung erfolg-

te mit Hilfe der Beobachtungsgleichungen 3.22, 3.23 und 3.24. Da in diesen Gleichungen
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4.1. BESCHLEUNIGUNGEN IN DEN JE DREI RICHTUNGEN PRO
BESCHLEUNIGUNGSMESSER

nicht nur die gegebenen Gradienten vorkommen, sondern auch Winkelgeschwindigkeiten,
Winkelbeschleunigungen sowie die Basislinienldngen, mussten fiir diese Grofen realistische
Werte gefunden werden. Es wurden folgende Annahmen verwendet:

Wy 0
1. Winkelgeschwindigkeiten | w, | = | 1.17- 10—3%1
Wy 0
Wy 0
2. Winkelbeschleunigungen | w, | = | 0
o, 0

3. Basislinienldngen L, = L, = L, = 0.5 m

Diesen Annahmen liegen folgende Uberlegungen zugrunde:

(Annahme 1) GOCE soll sich wihrend eines Umlaufs genau einmal um sich selbst,
genauer um die Achse senkrecht zur Bahnebene (y-Achse) drehen. Damit wird er-
reicht, dass stets dieselbe Seite des Satelliten der Erde und die gegeniiberliegende
Seite stets der Sonne zugewandt ist. Hauptgrund fiir die Wahl dieser erdgerichteten
Orientierung (im Gegensatz zu einer inertialen Orientierung, vgl. [Miiller, 2001]) ist
die Moglichkeit die drei Hauptdiagonalterme im ,lokalen System®, mit V,, ~ 1500 E,
Vyy = 1500 £ und V., =~ 3000 E sauber messen zu konnen. Die konstante Winkelge-
schwindigkeit um die y-Achse berechnet sich ndherungsweise aus der GOCE-Flughthe
von ca. 250 km mit Hilfe der Formel

GM

mit:

GM Produkt aus Gravitationskonstante mal Masse der Erde ~ 3.988 - 1()147:—23
R mittlerer Erdradius ~ 6380 km
h GOCE-Flughohe =~ 250 km

(Annahme 1) Neben der Drehung um die y-Achse sollen nominell keine weiteren
Drehungen auftreten. Dass dies in der Realitdt nicht ganz zutrifft wurde bereits in
Abschnitt 2.2 mit Abbildung 2.6 gezeigt. Die auftretenden Winkelgeschwindigkeiten
um die x- und z-Achse sind allerdings sehr viel kleiner als w, und wurden fiir die
Berechnung deshalb gleich Null gesetzt.

(Annahme 2) Da alle Winkelgeschwindigkeiten als konstant bzw. Null angenommen
werden, miissen als Konsequenz die Winkelbeschleunigungen gleich Null gesetzt wer-
den.



4.1. BESCHLEUNIGUNGEN IN DEN JE DREI RICHTUNGEN PRO
BESCHLEUNIGUNGSMESSER

33

e (Annahme 3) Der Wert von 0.5 m fiir die Basislinienldngen entspricht der nominellen

Vorgabe des GOCE-Gradiometers. Es werden hierbei also jegliche Fehljustierungen
oder mogliches Dehnungsverhalten bei Temperaturschwankungen vernachlassigt.

In Abbildungen 4.1 bis 4.6 sind die einzelnen CS-S-Beschleunigungen fiir alle sechs Akze-
lerometer graphisch dargestellt.

x10

Abb. 4.1: Beschleunigungen A1l (ideal)

a [m/sz]
)

— a
X

Jim s m : : P P T

-5
o]

x 10

I I I I I I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]

Abb. 4.2: Beschleunigungen A4 (ideal)

a [m/sz]

-5
0

I I I I I I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000

zeit [sec]

| Mittelwert | RMS' |
iz [sz] -107Y 1.395827 1.515018
a4 [S%] -1077 || —0.023109 0.100876
ar. [%]-107° || —1.499003 | 1.783860

H Maximum ‘ Minimum ‘
al . [S%] .10~ 4.484517 | —0.402654
a1y [S%] -107° 0.157904 | —0.213915
ay [S%] -107° 1.732565 | —4.112600

'RMS: root mean square

H Mittelwert \ RMS ‘
4z [sz] 21077 || —1.395827 1.515018
A4y [S%] -107° 0.023109 0.100876
ay [S%] -107° 1.499003 1.783860

H Maximum ‘ Minimum ‘
a4 5 [S%] -107? 0.402654 | —4.484517
gy [5%] -107° 0.213915 | —0.157904
ay [S%] -107° 4.112600 | —1.732565
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a [m/sz]

a [m/sz]

35

25

15

051

-0.
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-05r

-1.51

-25F

-35
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0

x 10

Abb. 4.3: Beschleunigungen A2 (ideal)

zeit [sec]

x 10

I I I I I I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000

Abb. 4.4: Beschleunigungen A5 (ideal)

— a
X

-a

H Mittelwert \ RMS ‘
2107 || —0.023109 0.100876
21079 || 342.763543 1.540950
210792 || —=7.924718 18.093131

H Maximum ‘ Minimum ‘
-107? 0.157904 | —0.213915
<1079 || 345.702170 | 340.552232
-107° 24.170541 | —36.777497

H Mittelwert \ RMS ‘
-107° 0.023109 0.100876
-107° || —342.763543 1.540950
-1079 7.924718 18.093131

H Maximum ‘ Minimum ‘
21077 0.213915 —0.157904
2107 || —340.552232 | —345.702170
-107? 36.777497 | —24.170541

zeit [sec]
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Abb. 4.5: Beschleunigungen A3 (ideal)

S IR S B N P S S B ’ H Mittelwert ‘ RMS ‘
az, [3]-107° —1.499003 1.783860
| T sy, [B]1070 —7.924718 18.093131
as. [%]-107° | —1028.609370 3.030816
% e aX
T o Zy 1 ’ H Maximum ‘ Minimum ‘
0 as. [%5] - 1077 1.732565 —4.112600
iy, [%]-107° 24.170541 | —36.777497
O] g (2] 1070 || —1024.741661 | —1034.636176

I I I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]

Abb. 4.6: Beschleunigungen A6 (ideal)

Gon [B]-10 0| 1499003 |  L.783860
R T S | Do, [B].107° || 7.924718 | 18.093131
. ~a g, [S%] -1079 || 1028.609370 3.030816
' e a
Tal az ] ’ H Maximum ‘ Minimum ‘
) ag. %] - 1077 4.112600 | —1.732565
Go, [2]-1070 || 36.777497 | —24.170541
O RE——s SRR g - [S%] 21079 || 1034.636176 | 1024.741661

2 I I I I I I I I I I
[ 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]



4.1. BESCHLEUNIGUNGEN IN DEN JE DREI RICHTUNGEN PRO
36 BESCHLEUNIGUNGSMESSER

Zu sehen sind jeweils Zeitreihen von 11000 Sekunden, was ca. zwei Umléufen des Satelliten
entspricht. Die genaue Umlaufsdauer? von GOCE betrigt bei einer Flughdhe von 250 km
5370 Sekunden. Auch alle weiteren Darstellungen dieses Kapitels beziehen sich auf den ge-
nannten Zeitraum um einen Vergleich der Ergebnisse zu ermoglichen. Im Folgenden seinen
verschiedene Aspekte der Abbildungen 4.1 bis 4.6 diskutiert:

e Nach Abschnitt 3.1, in dem bereits das Prinzip der Gradiometrie im Weltraum erklart
wurde, treten nur Beschleunigungen relativ zum Schwerpunkt auf. Deshalb, und auf-
grund der gewidhlten Anordnung und Orientierung des Gradiometers unterscheiden
sich die einzelnen Beschleunigungen x, y und z der Gradiometerpaare 1-4, 2-5 und
3-6 in Abbildungen 4.1 bis 4.6 erwartungsgeméf jeweils nur durch das Vorzeichen. Es
gilt also z.B. a1, = —a4,. Beschleunigungsmesser 1, 2 und 3 sind jeweils in positive
Achsrichtung um die halbe Basislinienldnge vom Ursprung entfernt; A4, A5 und A6
dagegen in die negative Richtung, vgl. Formeln 3.21.

e In den Beobachtungsgleichungen der einzelnen Beschleunigungen (Gleichungen 3.22
bis 3.24) treten die Hauptdiagonalterme der Gradientenmatrix jeweils in der longi-
tudinalen Anordnung auf (siehe auch Abschnitt 3.1). Das ist fir Gradiometerarm
1-4 die x-Richtung, fiir Achse 2-5 die y-Richtung und fiir Beschleunigungsmesserpaar
3-6 die z-Richtung. Weil die Hauptdiagonalelemente von G sehr viel grofer sind als
die restlichen Elemente der Gradientenmatrix, liegt die Vermutung nahe, dass gerade
diese longitudinalen Messungen auch deutlich die groften Messsignale liefern.

Bei Betrachtung der Abbildungen 4.1 bis 4.6, insbesondere der von 4.1 und 4.2 f&llt
jedoch auf, dass dies nicht immer der Fall ist. Grund dafiir ist Term 3 der grund-
legenden Beobachtungsgleichung 3.15, d.h. es wird neben dem Gravitationspotential
relativ zum Schwerpunkt zusétzlich die Zentrifugalbeschleunigung gemessen. Letz-
tere driickt sich aus in wf,. (w; und w, wurden gleich Null angenommen.) Durch

Quadrieren der Formel 4.1 erhélt man w; ~ % ~ 1368.9 - 1079%. AuBerdem
~ _GM

ist aus Abschnitt 3.1 bereits bekannt, dass ndherungsweise® gilt V., ~ V,, ~ =5,
V., ~ 2%—@4. Daraus folgt W; NV =V, ® %sz. Die Zentrifugalbeschleunigung
wirkt sich deshalb folgendermafen auf die drei longitudinalen Messungen aus:

— x-Richtung (Abbildungen 4.1 und 4.2, Gleichungen 3.22):
a1 betrdgt dem Betrag nach maximal nur ca. 4.5 - 10*9%2 und besitzt somit
dieselbe Grofenordnung wie a;,. Grund dafiir ist die Grofse von V,,. Dieses
schwankt namlich zwischen —1386.8 E' und —1367.3 E und besitzt somit dem
Betrag nach dieselbe Gréfenordnung wie wg, jedoch mit entgegengesetztem Vor-
zeichen. Fiir a; , und a4, (vgl. Gleichungen 3.22) ergibt sich so die Grofenord-

nung von 10*98%.

— y-Richtung (Abbildungen 4.3 und 4.4, Gleichungen 3.23):
In Gleichungen 3.23 fiir die Berechnung von as, und as, geht wz nicht ein.

2Umlaufsdauer T[s] = ﬁ

3Als Niherung wurde das Schwerefeld der Erde mit dem Zentralfeld einer homogenen Kugel ersetzt
und angenommen, dass keine nicht-gravitativen Kréfte auf den Satelliten wirken.



4.1. BESCHLEUNIGUNGEN IN DEN JE DREI RICHTUNGEN PRO
BESCHLEUNIGUNGSMESSER 37

Die Grofse der genannten Signale, von maximal ca. 346 - 10_95@2 spiegelt deshalb

direkt die GréRe von Vj, mal { (% = 0.25 m) wider. (Maximaler Betrag von
Vyy =~ 1386 E, sieche Abschnitt 4.3, Abbildung 4.19)

— z-Richtung (Abbildungen 4.5 und 4.6, Gleichungen 3.24):
In as, und ag, in Gleichungen 3.24 geht wz mit gleichem Vorzeichen ein wie
der Gradient V.., welcher ungefihr doppelt so grof ist wie V,, oder auch wf,. Es
ergibt sich somit fiir as, und as . eine Grofenordnung von 10_68%. (Maximaler
Betrag von asz , ~ 1035 E)

e Alle restlichen Signale, also die transversalen Messungen der Nicht-Hauptdiagonal-
elemente der Gradientenmatrix sind von Gréfenordnung 10_8?2 oder kleiner.

4.1.2 Beschleunigungen aus E2E-Simulation

Nachdem nun mit Abbildungen 4.1 bis 4.6 das Aussehen der ’idealen” CS-S-Beschleunigun-
gen bekannt ist, sollen in diesem Abschnitt die E2E-Beschleunigungen gezeigt werden,
welche aus den common- und differential mode Beschleunigungen des GOCE end-to-end
Simulators berechnet wurden. Die Riickrechnung erfolgte dabei durch Addition bzw. Sub-
traktion der Formeln 3.25 bis 3.33 (fiir die common mode Beschleunigungen) mit den
Formeln 3.34 bis 3.42 (fiir die differential mode Beschleunigungen).

Die einzelnen Beschleunigungen der Akzelerometer A1, A2 und A3 erhélt man dabei iiber
Addition, gemaéfs:

1
Qe l ki = §(al,i + ag;)
1
Adl ki = 5( li — ak,i)
1 1 1
Gel ki T Qdiki = éahi + éa'l,i + 5611”‘ — §ak,z‘ = (4.2)

Durch Subtraktion lassen sich die einzelnen Beschleunigungen der Akzelerometer A4, A5
und A6 wie folgt berechnen:

1
Gel ki = §(al,i + ag;)
o )
Qdl ki = 5 Qr; — Ak
1 1 1 1
Qehi = Qdlki = 5010 — 500 + o ki + ki = Qi (4.3)

Es gelten dabei die Abkiirzungen der Abschnitte 3.4 und 3.5, also

[ Nummer des ersten Beschleunigungsmessers
k Nummer des zweiten Beschleunigungsmessers
i Richtung (x, y, z)
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Die folgenden Abbildungen 4.7 bis 4.12 zeigen die aus den E2E-Simulationsdaten riickge-
rechneten Beschleunigungen fiir alle sechs Akzelerometer.

Abb. 4.7: Beschleunigungen Al (real)

x 10
3

etV [ Mittelwert | RMS |
\\_,/“", N a1 4 [9%] -107? 6.286918 20.927137
il | [S%] -107° || 2518.349094 | 251.353821
. | a . [%] 21077 198.478342 53.011010
a S az 1 ‘ H Maximum ‘ Minimum ‘
osl | a1z [%] 2107 90.901149 | —69.220102
I S PR S P N L U S S [S%] -107° || 2957.240144 | 2061.187978
O MOy imanipriolorsa ekl e m -
a; [5—2] -107° 337.462532 120.632610

-05 I I I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]

Abb. 4.8: Beschleunigungen A4 (real)

»~w“*~»’»m ’ H Mittelwert ‘ RMS ‘
c NS ————— (7] 107 3.953188 20.926036
[2]-107° || —1462.896759 |  251.761397
: — as, [%]-107 199.501957 54.460702
--- ay
"l e az 1 ‘ H Maximum ‘ Minimum ‘
\ N\ e | [an, [3]-10° 82.178075 | —73.131132
SERN . (2] 107 | —1015.573060 | —1939.597130
Y L (g [2]-107° 348.673996 119.790009

I I I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]
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Abb. 4.9: Beschleunigungen A2 (real)

X
14

| | Mittelwert |  RMS |

%] - 1079 41.942763 35.784907
(%] - 1077 816.141134 | 250.985054

]-1072 || 804.388563 71.942903

a [m/sz]

‘ H Maximum‘ Minimum‘

11077 || 227.765523 | —74.212332
[]-1079 || 1257.448851 | 350.324132
m].1079 || 1090.577056 | 638.107431

2 I I I I I I I I I I
[ 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]

Abb. 4.10: Beschleunigungen A5 (real)

x 10

’ H Mittelwert ‘ RMS ‘

as 4 [Sﬂ?] 21079 || —31.892211 35.866644

oy \\%ﬂx’émwww “\«_,vf’ﬁl,mw-«,w [9—”;] 21079 119.713342 251.790117

as . [S%] <1079 || 1572.410439 88.823272

Ng 1 — aX

’ H Maximum ‘ Minimum ‘

as g [Sﬂ?] -107° 90.090118 | —224.080924

[%] -107° 564.276571 | —348.207683

as . [Sﬂz] -107? || 2000.136587 | 1441.357818

I I I I I I I I I I
[ 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]
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a [m/52]

a [m/sz]

Abb. 4.11: Beschleunigungen A3 (real)

% . o] ‘ H Mittelwert ‘ RMS ‘
A\ o7 N~ (w3107 1293512 | 20.000247
I Bl ] [2].1079 || 2590.081360 | 239.297487
as. []-1079 | —835.634638 | 50091657
— aX
T ' S D . | | Maximum |  Minimum |
0'57 azz (3] - 1079 81.965556 | —68.122871
s s e e e e (5] 1079 || 3019.695794 | 2117.063378
I | as. (3] 1070 | —705.152385 | —911.020291

-1 I I I I I I I T I I
[ 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]

Abb. 4.12: Beschleunigungen A6 (real)

1 R w~ ’ H Mittelwert ‘ RMS ‘
a6 z [Sﬂz] -107° 6.693479 21.012936
oer ' A S [S%] 21079 || —1449.127339 271.563847
op——————————— | 05> [5] 1077 || 1235.707287 57.283955

osr _ :; 1 ’ H Maximum ‘ Minimum ‘
af . - az o ag z [Sﬂ?] 21077 90.531161 —68.501766
”‘\ ,,Iv \\ ,/‘M“M\, [SﬂQ] -107° —983.395210 | —1978.402175
B /\// ’ \\ m’/\’// o ag - [S%] -107? 1386.074976 1153.522757

2 I I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]
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Bei Betrachtung der Darstellungen 4.7 bis 4.12 fillt Verschiedenes auf:

e Die Messungen mit den weniger genauen Akzelerometerachsen, also fiir A1, A4, A3
und A6 die y-Achse und fiir A2 und A5 die z-Achse sind nicht wie bei den einzelnen
CS-S-Beschleunigungen klein gegeniiber den restlichen Komponenten. Sie iiberschrei-
ten die Beschleunigungen entlang den Gradiometerarmen teilweise um mehrere Gro-
fenordnungen, wobei sie im Bereich von 10—68% liegen. Dies lasst bereits an dieser
Stelle die Vermutung zu, dass die schlechteren Achsen die Genauigkeit des Gesamt-
messsystems erheblich beeintriachtigen konnten. Die Anordnung der Akzelerometer
des Gradiometers wurde so gewahlt, dass diese schlecht bestimmten Beschleunigun-
gen zumindest moglichst wenig Einfluss auf die wichtigen zu bestimmenden Grofsen,
also die Winkelgeschwindigkeit um die y-Achse und die drei Hauptdiagonalterme der
Gradientenmatrix haben.

e Auferdem erkennt man, dass die Beschleunigungen entlang der x-Achsen fiir alle
Akzelerometer relativ klein sind (maximal 228 - 102 fiir a,,) und 'verrauscht’ aus-
sehen. Dieser Verlauf ist auf den Einsatz des drag control Systems zuriickzufiihren,
welches basierend auf den common mode Beschleunigungen fortlaufend der Ablen-
kung des Satelliten in x-Richtung durch dufsere Storkrafte entgegensteuert. Trotz die-
ses Systems bleibt die maximale Beschleunigung in x-Richtung von ca. 228 - 10_9?2
zwei Grokenordnungen iiber der maximalen CS-S-Beschleunigung, gerechnet aus den
'Referenzgradienten’.

e Bei den besagten CS-S-'Referenzgradienten’ hat man gut die symmetrische Vertei-
lung der Beschleunigungen um Null erkennen kénnen, (vgl. Abschnitt 4.1.1). So liegt
z.B. in Abbildungen 4.3 und 4.4 a5, im Mittel bei ca. 3.4-10""% und as,, im Mittel
bei ca. —3.4 - 10*78%. Die beiden Werte liegen somit ca. 6.8 - 10*7%2 auseinander. In
den E2E-Beschleunigungen betrégt as, im Mittel ca. 8.2 - 10‘7;”—2 und as, im Mit-
tel ca. 1.2 - 10_78%. D.h. der Unterschied zwischen diesen beiden Beschleunigungen,
von ca. 7 - 10_7Sm2 ist gerundet gleich dem Unterschied der entsprechenden CS-S-
'Referenzbeschleunigungen’. Es sind diese Differenzen der Beschleunigungen, oder
auch differential mode Beschleunigungen (siehe Abschnitt 4.2) welche benétigt wer-
den zur Bestimmung der Schweregradienten. D.h. also die Gradienten kénnen, trotz
des Versatzes, oder auch bias der Beschleunigungen korrekt bestimmt werden. Der
genannte Versatz, welcher auf duflere Storkréafte zuriickzufiihren ist zeigt sich expli-
zit bei Mittelung der beiden jeweiligen Beschleunigungen, also in den common mode
Beschleunigungen. Dies ist allerdings bereits Thema des néchsten Abschnitts.
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4.2 Common mode und differential mode Beschleu-
nigungen

4.2.1 Common- und differential mode aus Referenzdaten

Zunéchst soll an dieser Stelle auf die ’idealen’ (CS-S) common mode Beschleunigungen
eingegangen werden. Die Berechnung dieser common mode Beschleunigungen erfolgt mit
den Formeln aus Abschnitt 3.4 durch Mittelbildung der einzelnen Beschleunigungen. Laut
Formeln 3.25 bis 3.33 sind die common mode Beschleunigungen stets Null. Es sei nochmals
erwahnt, dass alle Gleichungen des Kapitels 3 nur fiir den 'Idealfall’ gelten, d.h. die Formeln
beriicksichtigen weder dufsere Storkrifte, die auf den Satelliten wirken, noch irgendwelche
Instrumentenfehler.

Die CS-S common mode Beschleunigungen wurden aus den Referenzdaten und somit letzt-
endlich aus dem idealen Schwerefeld berechnet. Sie enthalten deshalb ebenfalls keine solchen
Fehler und ergeben sich tatséchlich zu Null. Auf ihre Darstellung konnte deshalb verzichtet
werden.

Als néchstes seien die differential mode Beschleunigungen, also die wichtigen Beschleuni-
gungsunterschiede ndher betrachtet. Abschnitt 3.5 liefert die Formeln zu ihrer Berechnung.
Aus diesen Formeln wird bereits ersichtlich, dass die differential mode Beschleunigungen
im Idealfall nichts anderes sind, als die einzelnen Beschleunigungen der Akzelerometer Al,
A2 und A3. So sind z.B. Formel 3.34 zur Berechnung von aq; 4, und die erste Gleichung
von 3.22 zur Berechnung von a, , identisch. Die differential mode Beschleunigungen aus
den Referenzdaten weisen auch tatséchlich denselben Verlauf auf wie die einzelnen Be-
schleunigungen der Akzelerometer A1, A2 und A3. Zur Anschauung von aq1 4., @425, und
@436, konnen somit a; ;, as; und as; in Abbildungen 4.1, 4.3 und 4.5 dienen.

4.2.2 Common- und differential mode aus E2E-Simulation

In diesem Abschnitt werden die common- und differential mode Beschleunigungen, wel-
che aus dem ESA end-to-end Simulator stammen dargestellt und diskutiert. Wie bereits
erwahnt, spiegeln diese Gréfsen die kiinftigen echten GOCE-Messungen sehr realistisch wi-
der. Abbildungen 4.13, 4.14 und 4.15 zeigen zunéchst die common mode Beschleunigungen
fiir die drei Gradiometerpaare 1-4, 2-5 und 3-6. Im Anschluss folgen die differential mode
Beschleunigungen in derselben Reihenfolge (Abbildungen 4.16, 4.17, 4.18).
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Abb. 4.13: common mode Achse 1-4 (real)

,a'“")' % T e d ‘ H Mittelwert ‘ RMS ‘
I TN L e A [dera. (B]-109 | 5120053 | 20.863856
S I (m]-1079 || 527.726168 | 251.387482
' / Tl acias [2]-107° || 198.990150 | 53.670920
% \\ ,/ “ l"

PR An N ‘ H Maximum ‘ Minimum ‘
NN e M o [aera, [B]-1070 [ 85.884876 | —68.674398
m [1]-107° || 970.695225 |  60.911823
’ Qo1 4. [%]-107° || 338.400724 | 120.211309

2 I I I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]

Abb. 4.14: common mode Achse 2-5 (real)

2 «\ _,MMW_“,,ff/m\\“\ A | | Mittelwert | RMS |
~ T [as. [B]10°]| 5025276 | 20.863766
A | eass [2]-1079 || 467.927238 | 251.384646
h SN By o] Laezse [2]-107% || 1188.399501 |  53.646612
SR K Voo €25z | AN L \
’ A \‘\ /I ‘\‘. ,// ‘ H Maximum ‘ Minimum ‘
. / VoS eos. (3] -1077 [ 85.777592 [ —68.808901
IR | [2]-107° | 910.862711 1.058225
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Abb. 4.15: common mode Achse 3-6 (real)
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Abb. 4.16: differential mode Achse 1-4 (real)

’ H Mittelwert ‘ RMS ‘
T T T T T T, [B]-1070 1.166865 1.619121
i ‘ o ] adiay [B] 1072 || 1990.622926 9.252349
ag1az [3)- 107 —0.511808 2.738602
% — aax| )
) o ajiji ’ H Maximum ‘ Minimum ‘
i ag140 [53] - 1077 5.796334 —0.880678
i g4y (5] 1077 || 2011.861577 | 1947.423345
Ad,1,4,z [sﬂ?] -1079 3.996037 | —12.232250
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Abb. 4.17: differential mode Achse 2-5 (real)

""" T [TT] [ Mittelwert | RMS |
L P d,2,5,2

| | [ aazs. [B]-107° 36.917487 [ 29.123721
\/\//\f—\/\/\f—»\ oo, [3]-107° || 348.213896 1.280696

]-107% || —384.010938 60.454267
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~

/e }, ) | | Maximum [ Minimum |
TN S LTINS .10 [ 160.836904 | —30.455620
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Abb. 4.18: differential mode Achse 3-6 (real)

N S i [ Mittelwert | RMS |
Wl | 4,36,z [s%] 21079 —1.199984 1.971069
—y— 3.6,y [S%] -107? 2019.604350 48.086138
il : S - ad'g'ﬁ'; o aq36.: [8%] -107? || —1035.715962 4.034707
B A S S S ICTE ad,3,6,z :
) , ’ H Maximum Minimum ‘
m ad3.6.0 [s%] -1079 5.421218 —5.618695
' ad.3.6.y [g”—g] -107? 2254.804488 1881.527896
B e AR NNt SO By aq36, [S%] -107? || —1031.655307 | —1047.243096
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zeit [sec]
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Wie man sieht weichen die realistischen E2E common mode Beschleunigungen deutlich von
ihrem Referenzwert Null ab. Auch die realistischen E2E differential mode Beschleunigungen
weisen andere Werte als ihre Referenz (CS-S) auf. Im Folgenden sei der Verlauf der in
Abbildungen 4.13 bis 4.18 gezeigten Signale genauer diskutiert:

e Alle common mode Beschleunigungen weisen in x-Richtung einen ’verrauschten’ Ver-
lauf, analog dem Verlauf der einzelnen Beschleunigungen in x-Richtung (vgl. Ab-
bildungen 4.7 bis 4.12) auf. Es kommt somit erneut die Aktivitit des drag control
Systems in x-Richtung zum Ausdruck. Dieses hélt die Beschleunigungen a. 1 4.4, @c 252
und a3 6, mit maximal 86 - 10*9?2 eine ganze Grofenordnung kleiner als die iibrigen
common mode Beschleunigungen. Ein ’ideales’ drag control System wiirde sdmtliche
translative Kréifte auf den Satelliten sofort und restlos und in alle drei Richtungen
kompensieren. Der common mode wiirde in diesem Fall stets Null ergeben. Da der
Satellit allerdings nur in x-Richtung kontrolliert wird, ergibt sich der relativ grofe
Mittelwert der common mode Beschleunigungen in x-Richtung von ca. 5 - 10*95%.

e Der in Abschnitt 4.1.2 angesprochene bias der einzelnen Beschleunigungen, zeigt sich
explizit in den common mode Beschleunigungen. So kann man ihn z.B. in Abbildung
414 mit acps, = 4.7 10_7Sm2 direkt ablesen, wéahrend er aus Abbildungen 4.9 und 4.10
lediglich geschétzt werden konnte. Alle translativen Kréfte, welche auf den Satelliten
wirken spiegeln sich im bias wieder.

e Der Mittelwert des common mode in y- und z-Richtung liegt im Bereich von 1()*7%2
bis 10*6?2 und ist damit um zwei bis drei Grofsenordnungen gréfer als in x-Richtung
(10_98%). Grund dafiir ist, dass das drag control System nur in x-Richtung arbeitet
und damit auch nur den common mode in dieser Richtung klein h&lt. Am groften
sind stets die Signale in den Richtungen der schlechteren Achsen. Dies sind fiir Gra-
diometerarm 1-4 und 3-6 die y-Achse und fiir Gradiometerarm 2-5 die z-Achse.

e Im differential mode fallt der bias der common mode Beschleunigungen weg. So be-
tragt z.B. aq 25, durchschnittlich 3.5- 10*7%2 und kommt damit dem CS-S ’Referenz-
wert’ von ag, = 3.4- 1()_78m2 sehr nahe. Ein Versatz sollte somit keinen Einfluss auf die
letztendlich gesuchten Gradienten, welche sich aus den differential mode Beschleuni-
gungen berechnen haben.

e Man erkennt in den y- und z-Komponenten der common mode Beschleunigungen
eine gewisse Periodizitdt pro Umlauf. Wahrend die Messungen in y-Richtung bei
ca. 4500 sec und ca. 9800 sec fiir alle drei einachsige Gradiometer ein Maximum
aufweisen, ergeben sich die Maxima der z-Komponenten jeweils bei ca. 1000 sec und
ca. 6300 sec. Der Abstand zwischen diesen Extremalwerten betragt damit stets ca.
5300 sec, was in etwa der Umlaufszeit von GOCE entspricht.

e Noch deutlicher als in den common mode Beschleunigungen, erkennt man diese Pe-
riodizitdt im differential mode. Grund fiir dieses deutliche Muster kénnte die Ab-
weichung GRF - LORF (siche Abschnitt 2.2) sein. Auch die in Abbildung 2.6 dar-
gestellten Verdrehungen, welche die Projektion von Messsignalen in unerwiinschte
Achsen bewirken, weisen Perioden von einem GOCE-Umlauf auf. Es sei allerdings
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nochmals deutlich darauf hingewiesen, dass es sich hierbei lediglich um eine mégliche
Begriindung und nicht um eine fundierte Tatsache handelt.

4.3 Schweregradienten

In diesem Kapitel werden die Hauptzielgrofen der gesamten GOCE-Mission, also die Schwe-
regradienten genauer betrachtet.

4.3.1 Referenzschweregradienten
In diesem Abschnitt werden die CS-S Schweregradienten, welche aus dem bekannten Schwe-

refeld berechnet wurden behandelt. Abbildungen 4.19 bis 4.21 zeigen die drei Diagonalele-
mente Vi, Vy, und V... Vo, Vo, und V,, folgen in den Darstellungen 4.22 bis 4.24.

Abb. 4.19: Gradient V., (ideal) Abb. 4.20: Gradient V,,, (ideal)
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Abb. 4.21: Gradient V., (ideal)

| ‘ H Mittelwert ‘ RMS ‘
Voo E] || —1374.483307 6.060073
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Abb. 4.22: Gradient V, (ideal) Abb. 4.23: Gradient V., (ideal)
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Abb. 4.24: Gradient V,,, (ideal)

| | Mittelwert | RMS |
me[E] 0.092438 0.403505
Vo[ F] 5.996012 7.135440
V;,Z[E] 31.698871 72.372525

‘ H Maximum ‘ Minimum ‘
V@[E] 0.855660 —0.631618
Vo[ F] 16.450400 —6.930260
VyZ[E] 147.109986 | —96.682165
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1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]

Die Darstellungen zeigen die Grofenordnungen der einzelnen Gradienten entlang der GOCE-
Flugbahn (Flughdhe ca. 250 km). V,, betrdgt im Mittel fiir die Zeitreihe von gut zwei
GOCE-Umléaufen ca. —1374 E; V,, betrigt ca. —1371 E; V., ca. 2746 E. Die Nicht-Diagonal-
elemente von G sind, wie erwartet sehr viel kleiner. V,,, bleibt stets unter einem E, V,,
schwankt um weniger als 25 F und V), liegt im Maximum knapp unter 150 £.

Diese Werte konnen bei der Analyse der E2E Simulationsgradienten (Abschnitt 4.3.2) als
Referenz dienen.
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Weil die Gradientenmatrix spurfrei ist (siche Abschnitt 3.1) soll der Betrag der Summe
von V,, und V,, gleich dem Gradienten in z-Richtung sein. V,, (Abbildung 4.19) betrégt
im Mittel ca. 2746 E, was ungefahr der Summe aus Mittelwert von V,, und V,, entspricht.
Um zu iiberpriifen, ob die Spurfreiheit tatséchlich zu jedem Zeitpunkt gegeben ist, geniigt
nicht die Betrachtung der Mittelwerte, sondern es muss die gesamte Zeitreihe betrachtet
werden. Dies geschieht in Abbildung 4.25. Wie man sieht liegt die Spur der Gradienten-
matrix im Bereich weniger 1071° E. Diese extrem kleinen Werte, welche auf numerische
Rechenungenauigkeiten zuriickzufiithren sind, bestétigen also die Annahme der Spurfreiheit.

I I I I I I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
zeit [sec]

Abb. 4.25: Spur der Referenzgradienten

4.3.2 Schweregradienten aus E2E-Simulation

In diesem Abschnitt werden die Schweregradienten aus der E2E-Simulation gezeigt. Diese
Ergebnisse sind besonders wichtig, da die Schweregradienten, v.a. die Hauptdiagonalele-
mente die letztendlich gesuchten Gréfen darstellen. Thre Ubereinstimmung mit der Referenz
bzw. ihre Fehler zeigen somit die Moglichkeiten und Grenzen des Gesamtmesssystems.
Die Berechnung der E2E-Gradienten erfolgte iiber die Formeln 3.56 bis 3.61 unter Verwen-
dung folgender Werte:

o differential mode Beschleunigungen aus E2E-Simulation
e nomineller Wert von 0.5 m fiir die Basislinienlangen L,, L,, L,

e nominelle Werte fiir Winkelgeschwindigkeiten*: w, =0, w, = 1.17- 1073224, =0

1Alternativ kénnte man die Winkelgeschwindigkeiten durch Integration der Gradiometer-Winkel-
beschleunigungen berechnen. Die auf diesem Weg berechneten Winkelgeschwindigkeiten weichen allerdings
so stark von ihren nominellen Werten ab, dass eine sinnvolle Analyse unmoglich wird. Grund dafiir ist die
Vernachlassigung der Zusatzinformation aus den Sternsensoren, welche in die korrekte Berechnung der
Winkelgeschwindigkeiten (angular rate reconstruction) miteinfliefst.
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Die schwarzen Kurven in Abbildungen 4.26, 4.27 und 4.28 zeigen die E2E-Gradienten V,,,
Vyy und V... Die Nicht-Diagonalelemente der E2E-Gradientenmatrix sind in Abbildungen
4.29 bis 4.31 schwarz dargestellt. Um den direkten Vergleich mit ihren Referenzwerten zu
ermoglichen, wurden die E2E-Gradienten jeweils gemeinsam mit den entsprechenden CS-

S-Gradienten (blau, gestrichelt) dargestellt.
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Abb. 4.26: Gradient V,, (real)
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Abb. 4.28: Gradient V., (real)
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Abb. 4.27: Gradient V,,, (real)
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Abb. 4.29: Gradient V, (real)
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Abb. 4.30: Gradient V., (real)
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Abb. 4.31: Gradient V. (real)
| | 1 | Mittelwert | RMS |
OF et Tai e P TT T g et TN ny[E] —3946.642223 48.635075
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zeit [sec]

Bei der Betrachtung dieser Schweregradienten und dem Vergleich mit den CS-S-Gradienten
als Referenz fallt Folgendes auf:

e Die Mittelwerte der drei Hauptdiagonalelemente (V,, ~ —1373 E; V,, =~ —1393 E;
V.. &~ 2774 F) stimmen gut mit den CS-S Referenzwerten iiberein. Schon in Ab-
schnitt 3.7 wurde festgestellt, dass sich diese Elemente nur aus Messungen der hoch-
genauen Achsen ableiten lassen (griine Darstellungen in Formeln 3.56 bis 3.58) und
deshalb sehr genau bestimmbar sind. (Als Voraussetzung dafiir wurde genannt, dass

die Winkelgeschwindigkeiten genau genug rekonstruiert werden konnen.) Diese An-
nahme bestéatigt sich somit.

e V.. wurde in Formel 3.60 ebenfalls griin dargestellt. D.h. es wurde davon ausgegangen,
dass auch dieser Gradient hochgenau bestimmbar ist. In Abbildung 4.29 sieht man,
dass beide Kurven (V,, E2E-Simulation (schwarz); V,. Referenz (blau, gestrichelt)

einen dhnlichen Verlauf aufweisen und beide um gut 20 £ schwanken. Damit bestétigt
sich auch diese Annahme.
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o V,, und V,, aus der E2E-Simulation haben viel zu grofe Werte. Sie liegen im Be-
reich von mehreren 1000 E. Die Referenzkurven zeigen aber, dass diese Elemente
sehr viel kleiner (V,, unter einem E und V. unter 150 £) liegen sollten. Die schlech-
tere Messgenauigkeit je einer Achse pro Beschleunigungsmesser ist Grund fiir diese
erhebliche Beeintriachtigung des Messergebnisses. Die Ungenauigkeit in V,, und V.
wurde bei der Konfiguration der Akzelerometerachsen bewusst in Kauf genommen
(rote Darstellung in Gleichungen 3.59 und 3.61) um die hohe Genauigkeit der rest-
lichen Gradienten zu ermoglichen. Die Kenntnis der Hauptdiagonalelemente ist am
wichtigsten, da diese Gradienten die meiste Information enthalten.

e In den Abbildungen 4.26 bis 4.31 erkennt man deutlich ein Muster mit Periode der
GOCE-Umlaufszeit. Dieses Muster war bereits in den differential mode Beschleuni-
gungen (z.B. in Abbildung 4.17) sichtbar. In Abschnitt 4.2.2 wurde dazu ein Erkla-
rungsversuch, welcher auf der Abweichung GRF-LORF basiert geliefert.

e Als Kontrolle fiir die Hauptdiagonalelemente der Gradientenmatrix kann ihre Spur
(Abbildung 4.32) betrachtet werden. Die Betrachtung der Mittelwerte der Zeitreihen
ist dafiir nicht ausreichend. Laut Abbildung 4.32 betrigt die Spur der Simulationsgra-
dienten zeitweise mehr als 50 E. Man sieht also, dass sogar die hochgenau bestimmten
Hauptdiagonalelemente noch Fehler enthalten. An dieser Stelle sei noch einmal darauf
hingewiesen, dass bei der Berechnung der E2E-Schweregradienten Naherungswerte
fir die Winkelgeschwindigkeiten (nominelle Werte: w, = w, =0, w, = 1.17- 10_3%)
verwendet wurden. Die grofsen Fehler in der Spur der Simulationsgradienten lassen
sich zum Teil auf diese Vereinfachung zuriickfiihren.

[E]

i I I I I I I I I I
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Abb. 4.32: Spur der Simulationsgradienten
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Kapitel 5

Instrumentenfehler von GOCE

In Kapitel 3 wurde das ,fehlerfreie* GOCE-Messsystem beschrieben. In diesem Kapitel
findet nun eine Erweiterung um die unterschiedlichen Fehlerquellen, welche bei der Gra-
diometrie auftreten statt. Betrachtet werden hierbei v.a. die instrumentenspezifischen Feh-
lerquellen, wie bias (Abschnitt 5.1) und Skalierungsfaktor der Beschleunigungsmesser (Ab-
schnitt 5.2), sowie Misalignment /Misorientation (Abschnitt 5.3) und Nicht-Orthogonalitét
der Akzelerometerachsen (Abschnitt 5.4). In Abschnitt 5.6 wird zusétzlich der Versatz
(offset) zwischen dem Mittelpunkt des Gradiometers und dem Massenzentrum des Satel-
liten (COM, center of mass) untersucht. Dieser Fehler zahlt nach [ESA, 1999] zur Grup-
pe der instrument-satellite coupling errors, also den Fehlern, welche durch die Kopplung
Gradiometer-Satellit zustandekommen. In [ESA, 1999| werden noch zwei weitere Fehlerar-
ten, ndmlich die satellitenspezifischen, sowie die post-flight Fehler genannt. Auf diese wird
im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter eingegangen.

Die in diesem Kapitel angegebenen Grofenordnungen der einzelnen Fehlerterme sind, so-
weit nicht anders angegeben [Miiller, 2001] entnommen.

5.1 Bzas

Der bias der Beschleunigungsmesser ist der Versatz einer bestimmten ,,Soll-“Beschleunigung
um eine unbekannte Konstante. Es handelt sich dabei um einen Fehlerbeitrag, welcher sich
iiber den gesamten Frequenzbereich erstreckt. Er kann entlang der je drei Achsen der
sechs GOCE Beschleunigungsmesser unterschiedlich sein. Es ergeben sich somit insgesamt
18 Grofsen by;, wobei [ = 1...6 fiir die Nummer des Beschleunigungsmessers steht und
t = z,y, 2z die Richtung angibt. Im ,fehlerfreien Idealfall sind alle b;; = 0.

Addiert man die bias B, zu den tatsichlichen, fehlerfreien Beschleunigungen a}*, so erhélt
man die messbaren, wegen bias verfalschten Beschleunigungen a;“™:

bl,m a’?frt
gem __ tat __ tat =
o =B+at = by |+ | ay |- (5.1)
tat
bl7z al,Z

23
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Diese Gleichung ldsst sich auch fiir die messbare, differentielle Beobachtung a,, , (kurz a,)
und den messbaren common mode (a,) umformulieren. In Abschnitt 4.1.2 wurde bereits
gezeigt, dass gilt ¢; = a. + g, (Gleichung 4.2) und g;, = a, — a, (Gleichung 4.3). Fiir den
bias B gilt analog B, = B, + B, und B, = B, — B,;. Mit diesen Beziehungen, Gleichung
5.1 und unter Beachtung der Definitionen fiir common- und differential mode gilt fiir die
differentielle Beobachtung

i = S
= %(ﬁz +a" = By — ") =
_ %(50 +B,+a{" — B, + B, —ai") =
= B+ %(@f“t —a") =
= B;+aj". (5:2)

Nach analoger Rechnung erhalt man fiir den common mode

1
Qgcjem = 5(@;}6771 + Qiem) =...= Ec +Qiat . (53)
Gleichungen 5.2 und 5.3 zeigen, dass der differentielle Anteil der bias B, komplett und
ausschlieklich in die differential mode Messung einfliefit. Der gemeinsame Anteil der bias
B, verfélscht dagegen ausschlieflich den messbaren common mode.

Im Folgenden werden Spezialfille behandelt, bei denen eine oder mehrere der Grofen in
Gleichungen 5.2 und 5.3 zu Null werden. Zunéchst ist eine getrennte Betrachtung von
gravitativen Messsignalen, wie die CS-S-Beschleunigungen (Fall (a)) und translativen Be-
schleunigungen (Fall (b)) sinnvoll. Diese Einteilung wird nicht nur fiir den bias getroffen,
sondern gilt auch in den nachfolgenden Abschnitten, in denen Spezialfille anderer Instru-
mentenfehler besprochen werden.

In Fall (a) werden stets die ,idealen* CS-S-Beschleunigungen (sieche Abschnitt 4.1.1)
als tatsichliche, unverfilschte Beschleunigungen a!* (bzw. a}**) verwendet. Fiir sie gilt
a, = —a,,. Fiir die Einteilung in common mode und differential mode Anteil lasst sich dar-

. Ltat __ tat __ tat __
aus folgern: a;™ = 0 und ai"* # 0 = ¢ = g

Fiir Fall (b) wird stets eine translative Kraft a;, = a,,, fiir ¢f* (bzw. @;*) verwendet.

Eine solche translative Beschleunigung wird z.B. durch nicht-gravitative Kréfte auf den
Satelliten erzeugt und kann auch mit dem aktiven drag control System nicht vollstandig
beseitigt werden. In diesem Fall gilt schlieslich fiir den common mode a!** # 0 = ¢ = a;,

und fiir den differential mode a4 = 0. Zusammenfassung:

Fall (a): (CS-S-Beschleunigungen: g, = —a,, = a!** = 0 und d/f* =
Fall (b): translative Beschleunigung: g;, = a;,; = ¢/ = ¢;;, und af"* = 0
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Dariiber hinaus ist es sinnvoll zwischen den Fehlern mit gleichem Betrag und in gleiche
Richtung (Fall 1) und den Fehlern mit gleichem Betrag und in entgegengesetzte Richtung
(Fall 2) zu unterscheiden, weil Fehler mit beliebigen Werten stets auf diese Spezialfélle
zuriickgefithrt werden kénnen. Dies gilt nicht nur fiir den bias, sondern auch fiir die Instru-
mentenfehler in den nachfolgenden Abschnitten. Die Spezialfille des bias lauten somit:

und bias B, = B,
und bias B, = B,
und bias B, = —B,,
und bias B, = —B,,

Fall B1(a): Bedingungen von Fall (
Fall B1(b): Bedingungen von Fall (
Fall B2(a): Bedingungen von Fall (
Fall B2(b): Bedingungen von Fall (

Die vier Fille werden am Beispiel des Gradiometerarms 2-5 in y-Richtung besprochen.

Fall B1(a):

ZgRrr
A
Zs ! L)
Ys 1.7 ’ \C
"""""" s B e S
N e Yerr
5 P ' X2
.
XGRF

(a) Akzelerometer A2 und A5 mit bias bs,, = b5,

x 7
x10
5 T T T T T T T T T T 45

ac25y (ohne bias)

o ] o i
2y o He) — acooy (mithian)
_af —— aby (ohne bias o o
% ! — a2y (mit bias) g 2r ad25y (mit bias)
E L —— aby (mit bias) ] E 18
b i
05r-
ol
]
-3 ] -05F
7‘10 IO‘DD 20‘00 30‘00 40‘00 50‘00 L ED]‘OO 70‘00 SD‘GO 90‘00 10800 11000 7]0 10‘00 ZD‘OU 30‘00 AO‘DO 50‘00 60‘00 70‘00 QO‘OD 90‘00 10&00 11000
eeeeeeeeeee [sec]
(b) Beschleunigungen a2y und a5y mit (¢) Auswirkung auf common mode Si-
und ohne bias gnal; differential mode unverandert

Abb. 5.1: Fall Bl(a) - bias mit gleichem Betrag und in gleiche Richtung

Abbildung 5.1(a) zeigt bias by, und bias bs, der Akzelerometer A2 und A5, welche gleich
groft sind und jeweils in positive y-Richtung wirken. Um die Wirkung der bias auf die
gemessenen Signale zu zeigen, wurden die ,jidealen” CS-S-Beschleunigungen (Fall (a)) ver-
wendet. Diese wurden in Abbildung 5.1(b), wie in Kapitel 4 fiir den Zeitraum von gut
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zwei GOCE Umlédufen (11000 sec) dargestellt (ag, grin, as, rot). Zusétzlich wurde auf
die beiden Beschleunigungen ein konstanter bias von 1 - 10*7?2 addiert. Den Versatz um
eben diesen Betrag zeigen die schwarze (ag, mit bias) und die blaue Kurve (a5, mit bias)
in Abbildung 5.1(b).

Interessant ist vor allem die Auswirkung des bias auf die common- und differential mode
Beschleunigungen. Diese zeigt Abbildung 5.1(c). Ohne bias sind alle common mode Be-
schleunigungen Null (griine Kurve), da fiir die CS-S-Beschleunigungen gilt as, = —as,,.
aly in Gleichung 5.3 ist damit Null und aff’} (Gleichung 5.2) ist gleich ay,. Da in diesem
Fall zusatzlich gilt by, = b5, wird By, zu Null und B, ist gleich b, ,. Berechnet man den
common mode aus den Beschleunigungen mit bias, ergibt sich die schwarze Kurve. Diese
entspricht a9 in Gleichung 5.3 und betrégt genau B, ,. Der bias zeigt sich also in diesem
Fall eins zu eins in den common mode Beschleunigungen.

Im Gegensatz dazu bleiben die differential mode Beschleunigungen von den gleichméafsi-
gen bias unberiihrt. @ZC,Z dndert sich nicht, da B;, = 0. In Abbildung 5.1(c) liegt deshalb
die blaue Kurve (ag25, mit bias) genau iiber der roten (aq 25, ohne bias), welche dadurch
nicht sichtbar ist. Fiir Fall B1(a) gilt demnach, dass die Winkelbeschleunigungen und letzt-

endlich die Schweregradienten trotz bias theoretisch fehlerfrei berechnet werden kénnen.

Zusammenfassung:

CS-S-Beschleunigungen: ap; = —ag; = ayy =0 und ajff = ay;
gleicher bias: byy =bsy = Bey =byy und By, =0
(Gleichung 5.3) common mode: ad)" = Bey + aldy = by +0 = by,

(Gleichung 5.2) differential mode:  aj," = By + ajf, = 0+ az,y = g,

Fall B1(b):

In diesem Fall wirken wieder zwei gleiche bias by, = b5, in gleiche Richtung (vgl. Abbil-
dung 5.1(a)). Diese werden nun an die translatorische Beschleunigung a; angebracht. Weil
gilt By, = 0und B, = by, ergibt Gleichung 5.2 aj;" = 0, d.h. der differential mode bleibt
unverdndert gleich Null. Gleichung 5.3 lautet dann af™ = by, + a;. Der bias schlégt sich
in diesem Fall also komplett im common mode nieder.

Zusammenfassung:
translative Beschleunigung: gy = A5y = Gy = aiy = az, und afl =0
gleicher bias: bii =0br; = Bey=0bgy und By, =0
3 . gem __ tat __
(Gleichung 5.3) common mode: afy" = Bey +al; =byy + agy

(Gleichung 5.2) differential mode: — aj" = Bay + ajf, =0+0=0
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Um moglichen Verwechslungen vorzubeugen sei an dieser Stelle noch kurz ein Zusam-
menhang zu Abschnitt 4.1.2 hergestellt, in dem bereits ein bias erwiahnt wurde. Dabei war
allerdings nicht, wie hier der bias der einzelnen Beschleunigungsmesser b; ; gemeint, sondern
es ging um den Versatz in den einzelnen E2E-Beschleunigungen aufgrund von translativen
Kriften, welche auf den gesamten Satelliten wirken. Dieser Versatz entspricht in Fall B1(b)
dem common mode Anteil ¢’ in Gleichung 5.3.

Fall B2(a):

ZgRF
A

Zs i Z;

/<L>Y5-r- ———————— I—»—»Y 2 >
» A~} » ! YGerr
Xs P Xs
S
XGRF

a2y (ohne bias)
—— aby (ohne bias)

< — a2y (mit bias) b ac25y (ohne bias)
g or —— aby (mit bias) 1 2,0 —— ad25y (ohne bias)
= = —— ac25y (mit bias)

i 1 —— ad25y (mit bias)

b 1

4l

0 10‘00 ZD‘DQ 30‘00 AD‘DD 50‘00 GD‘OD 70‘00 BC:DD 90‘00 10600 11000 710 10‘00 ZD‘OD 30‘00 AG‘DD 50‘00 BO‘DD 70‘00 90‘00 BD‘BD 10C‘!00 11000
eeeeeeeeeeeeeeeeee

(b) Beschleunigungen a2y und a5y mit (¢) Auswirkung auf differential mode
und ohne bias Signal; common mode unverdndert

Abb. 5.2: Fall B2(a) - bias mit gleichem Betrag und in entgegengesetzte Richtung

In diesem Fall haben die bias by, und b5, den selben Betrag, wirken jedoch in die entge-
gengesetzte Richtung. by, tritt also z.B., wie in Abbildung 5.2(a) in positive y-Richtung
auf, wihrend b5, in negative y-Richtung zeigt. Abbildung 5.2(b) zeigt neben den CS-S-
Beschleunigungen ohne bias (as, griin, as, rot) auch die Beschleunigungen mit bias (as,,

schwarz, as, blau), wobei gilt by, = —bs, = 1- 10774,
Es gilt (Fall (a)) agy = —as, und damit af) = 0 und aff’} = ay,. Weil nun zusétzlich gilt
by, = —bs, ist B., = 0 und By, = by,. Fiir Fall B2(a) &ndern sich die common mode

Beschleunigungen also nicht. In Abbildung 5.2(c) sind deshalb die beiden Kurven fiir den
common mode a5, ohne und mit bias (griin und schwarz) stets Null. Im Gegensatz zu
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Fall B1(a) schldgt sich der bias nun im differential mode nieder. ags 5, mit bias (blau)
ist genau um den Betrag des bias (1-1077%) von aqz5, ohne bias (rot) verschoben. Ein
solcher Instrumentenfehler flieft somit auch eins zu eins in die Berechnung der Winkelbe-

schleunigungen mit ein.

Zusammenfassung:

CS-S-Beschleunigungen: a; = —ap; = ay = 0 und afi‘ff = ay,
entgegengesetzter bias: byy = —bsy = B.y =0und By = b,
(Gleichung 5.3) common mode: ad = Bey +aly =0+0=0

(Gleichung 5.2) differential mode:  aj," = Bay + alf', = by, + azy

Fall B2(b):
In diesem Fall werden die translativen Beschleunigungen as,; = as,: = a; mit bias
by, = —bs, verfdlscht. In diesem Fall ergibt sich analog zu Fall B2(a) B., = 0 und

By, = bs,. Der common mode bleibt also unverandert, wahrend der bias eins zu eins in
die differentielle Beobachtung einfliefst.

Zusammenfassung;:
translative Beschleunigung: gy = A5y = Gy = aly = ag, und af =0
entgegengesetzter bias: by = —byr; = B.y=0und By, = by,

: . em __ tat __ —
(Gleichung 5.3) common mode: afy" = Bey +al, =0+ agy = ag,

(Gleichung 5.2) differential mode:  aj)," = Bay + alf'y = ba,0 = by,

Im Allgemeinen trifft keiner der soeben besprochenen Spezialfélle exakt zu, sondern es
treten bias auf, die unterschiedliche Betrige (ungleich Null) aufweisen und die entweder in
gleiche Richtung oder entgegengesetzte Richtung wirken. Dieser allgemeine Fall ldsst sich
jedoch stets auf eine Kombination der Félle B1 mit B2 zuriickfiihren.
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Die Untersuchungen haben bisher gezeigt, dass der bias unter gewissen Voraussetzungen
keinen Einfluss auf die differential mode Beschleunigungen hat. Da es sich dabei allerdings
um einen Spezialfall handelt, kann im Allgemeinen davon ausgegangen werden, dass sich
jeder bias nicht nur direkt auf die jeweilige gemessene Beschleunigung, sondern auch auf
die zugehorige differential mode Beschleunigung auswirkt. Um zu veranschaulichen, welche
differential mode Beschleunigungen das konkret sind wurde Tabelle 5.3 angefertigt. Der
Zusammenhang ist auch ohne die Tabelle sofort klar, da schon an den einzelnen Bezeich-
nungen der differential mode Beschleunigungen, z.B. a4, 4, abgelesen werden kann, welche
Beschleunigungen und damit auch welcher bias bei der Berechnung mit eingehen (hier a; ,
und a4, bzw. by, und by, ). Die Farben geben dabei wieder die Genauigkeiten an. Griin
steht fiir die hochgenauen Messungen, rot fiir die weniger genauen.

bl,x b4,x bl,y b4,y bl z b4,2 b2,x bS,x b2,y b5,y b2,z b5 z b3,x b6,x b3,y bé,y b3,z b6,z

¥ ’

add1ax| + | +

dd. 1.4,y

ad, 14,z + | +

ad,3,6,x s +

‘1\1 3.6,y

a4d,3,6,z - -+

Tab. 5.3: Einfluss auf differential mode Beschleunigungen

Tabellen 5.4 und 5.5 zeigen, auf welche Winkelbeschleunigungen und Schweregradienten
sich die bias des Weiteren auswirken. Diese beiden Tabellen werden hier der Ubersichtlich-
keit halber angefiihrt. Es wire auch moglich den Einfluss der bias auf die Winkelgeschwin-
digkeiten und Schweregradienten den Tabellen 3.7 und 3.8 mit der Zusatzinformation aus
Tabelle 5.3 zu entnehmen.
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Die Symbole haben folgende Bedeutung:

+ direkte Beziehung zwischen Einfluss- und Berechnungsgrofse
X Einfluss iiber Rotationsterm

Die hochgenau bestimmbaren Grofsen sind wiederum gelb hinterlegt.

>

bl X b4,x bl,y b4,y bl,z b4z b2,x b5,x b2,y b5,y b2,z bS,z b3,x b6,x b3,y b6,y b3,z bé,z

o, } } + | =

Tab. 5.4: Einfluss auf Winkelbeschleunigungen

bl,x b4,x bl,y b4,y b]’z b4,z bz’x b5,x b2,y bs,y b2,z b5,z b3,x b6,x b3,y b6,y b3,z b6,z
Vil + |+ | X | X | X | X | X |X X | X
Vyy X | X X | x|+ ]+ ]|x [X X | X
Vo X | X X X | X [X | X | X |+ |+
Viy X | X |+ |+ X | X | X [X | x [X
Vi, X | x [+ |+ [X [X X loe |+ |4+ |X | X
V. X | X X | x

Tab. 5.5: Einfluss auf Schweregradienten

Laut [Miiller, 2001] gelten fiir den bias dhnliche Werte wie fiir das Instrumentenrauschen
der GOCE Beschleunigungsmesser, also 4 - 10713 82\7/”@ innerhalb der Messbandbreite und
1077 % im sehr niederfrequenten Bereich. Das Instrumentenrauschen spiegelt die innere

Genauigkeit der Beschleunigungsmesser wider.
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5.2 Skalierungsfehler

Nachdem nun der bias behandelt wurde, wird als néchstes auf den Skalierungsfehler der
Beschleunigungsmesser eingegangen. Durch den Skalierungsfehler werden ,,Soll“-Beschleuni-
gungen mit einer unbekannten Konstanten (S = s+ 1) multipliziert. Auch dieser Fehler
kann entlang jeder der drei Achsen der sechs Beschleunigungsmesser unterschiedlich sein.
Es ergeben sich also, analog zum bias, insgesamt 18 Skalierungsfaktoren s;;, mit [ =1...6
(Nummer des Akzelerometers) und i = x,y, z (Richtung), welche im fehlerfreien ,Idealfall
stets Null sind.

Unter der Annahme, dass neben den Skalierungsfaktoren keine anderen Fehler wirken, kon-
nen die gemessenen Beschleunigungen a/“" je Akzelerometer [ mit Hilfe der Diagonalmatrix
der Skalierungsfehler £} dargestellt werden als :

Sl.x 0 0 a% azlfint

gem __ s tat s tat tat __ tat tat
o =(I+F})-a" = F] =1 0 sy 0 |- af [+ ay | (54

tat tat

O 0 Sl721 CLl z CLZ 2

I ist dabei eine 3x3-Einheitsmatirx und £ beschreibt die Fehler fiir einen einzelnen Be-
schleunigungsmesser [. Gleichung 5.4 soll nun wieder fiir differential mode und common
mode umformuliert werden. Fiir einen Fehlerterm F (hier F°) gilt F, = F.+ F, und
F,=F —F,; mit

1 Se,x 0 0 1 Sdx 0 0
F; = §(Ez +Fy) = 0 sy O , = 5(21 —a;) = 0 sS4y O
0 0 Se,z 0 0 Sd,z

Mit diesen Beziehungen, Gleichung 5.4 und den Definitionen fiir common- und differential
mode gilt fiir die differentielle Beobachtung

1

Qgem — 2 (_;}em . Q%em) _
1 a ]‘ a ]- a ]_ a
= §'El tt+2aft—§ E, - al" — 2a2t_
= §(F + Fd) tat __ 5 (F Fd) tat + = 5 (azltat azat) _
g 5 EC _;/(lt + 5 Fd atat 2 . EC . Ql];at + 5 . F tat + alzlat —

_ F (CL?lfat tat) 5 + Fd( tat + CLZat> ;

— Foaft 4y (55)

C

tat __
+Qd =

und analog fiir den common mode

1
— 2 ( gem + agem) - = Ec _Qiat +Ed mt + amt . (56)

qdem

Wie man sieht, kdnnen bei vorhandenen Instrumentenfehlern auch translatorische Be-
schleunigungen a at“t einen Fehlerbeitrag in der differential mode Beschleunigung (Gleichung
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5.5) erzeugen. Analog gilt fiir den common mode (Gleichung 5.6), dass hier nun auch die
differentielle Beobachtung a’** einen Fehlerbeitrag erzeugt.

Die Aufteilung in je einen common mode und einen differential mode Anteil geméfs Glei-
chungen 5.6 und 5.5 macht nicht nur fiir die Skalierungsfehler Sinn, sondern ebenfalls
fiir alle anderen Fehler die als Produkt mit den tatsédchlichen Beschleunigungen in die
Messungen einflieen. Bei den Uberlegungen zum Misalignment (Abschnitt 5.3) und zur
Nicht-Orthogonalitéit der Akzelerometerachsen (Abschnitt 5.4) wird deshalb noch einmal

darauf zuriickgegriffen.

Auch fiir die Skalierungsfehler sind spezielle Ausnahmefélle denkbar. Diese sind meist gut
mit den Spezialfillen des bias vergleichbar. Es wurde folgende Einteilung getroffen:

Fall S1(a): wirksame Beschleunigung ¢; = —a, und £} = Fj

Fall S1(b): translative Beschleunigung a; auf Satellit und £} = F7,
Fall S2(a): wirksame Beschleunigung ¢; = —a;, und £} = —F}

Fall S2(b): translative Beschleunigung a; auf Satellit und £} = —F

Diese vier Fille werden wieder am Beispiel des Gradiometerarms 2-5 in y-Richtung erklért.

Fall S1(a):
ZGRF
Zs E Z;
’,_I_,Y5+ ____________ Y2
‘/’ y g ‘/’ 15,°S YGRF
Xs A X2
' ‘
XGRrF
Abb. 5.6: Fall S1(a) - wirksame Beschleunigung as, = —as, und sg, = ss,

In den Spezialféllen des bias wurden die roten Pfeile in Abbildungen 5.1(a) und 5.2(a) stets
als bias interpretiert. Bei den Uberlegungen zum Skalierungsfehler wird den roten Pfeilen
in Abbildungen 5.7 bis 5.6 zum Teil unterschiedliche Bedeutung zugewiesen. Dies ist notig,
da die Skalierungsfaktoren stets als Produkt mit Beschleunigungen auftreten. In diesem
Fall sind die roten Pfeile in Abbildung 5.6 als CS-S-Beschleunigungen mal die zugehdrigen
Skalierungsfaktoren zu interpretieren und es gilt s, , = s5,. Die roten Pfeile sind also dem
Betrag nach gleich und zeigen in die entgegengesetzte Richtung, genau wie in Fall B2.
Fiir die Darstellung in Abbildung 5.2(b) wurde ein bias von 1~10*7sﬂ2 festgesetzt. Um durch
Skalierungsfaktoren einen Effekt ahnlicher Grofie zu erzielen muss gelten s, = 55, ~ 0.29.
Fall S1(a) bewirkt somit, genau wie Fall B2 keine Anderung der common mode Beschleu-
nigungen, sondern schlégt sich komplett in den differentiellen Beobachtungen nieder.
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tat

Wegen ay,, = —as, gilt in Gleichungen 5.5 und 5.6 a;% = 0. Aufgrund der Bedingung
Sgy = S5 gilt Fy,y = 0 und F,, = sy,. In Gleichung 5.5 verbleibt der erste Term, wel-
cher den messbaren differential mode vertilscht. Der common mode dagegen bleibt Null.
Zusammenfassung:

: . _ tat __ tat __
CS-S-Beschleunigungen: ai = —ak; = ay =0 und agy = ai;

gleiche Skalierungsfaktoren: sy, = s5, = F., = s2, und Fy;, =0
(Gleichung 5.6) common mode:
ad™ = Fey - alh + Fay - afh +al = 85, -0+ 0-ag, +0=0

(Gleichung 5.5) differential mode:

gem __ tat tat tat __ _
dy — Fey- Agy T+ Fay - App T gy = S2,y * A2y + 0-0=1s53y" a2y + agy
Fall S1(b):
ZgRF
A
Zs L
Ys |7 ’ Y
—————————————— L»5+, B
‘/ as | ‘/ a. s YGRF
Xs g X2
.
XGRF

Abb. 5.7: Fall S1(b) - translative Beschleunigung a; auf Satellit und sy, = s5,

In diesem Fall werden die Beschleunigungen hervorgerufen durch translative Kréfte auf die
Aufsenhaut des Satelliten. In Abbildung 5.7 wirkt deshalb jeweils die gleiche Beschleunigung
a; auf Akzelerometer A2 und A5. Es gilt auferdem s,, = s5,. Die roten Pfeile haben
somit gleichen Betrag und zeigen in die gleiche Richtung (positive y-Richtung), genau wie
in Fall B1. Die Verschiebung der Kurven in Abbildung 5.1(b) (Fall B1) aufgrund der bias
by, bzw. bs, entspricht nun der Verschiebung aufgrund der skalierten translativen Kraft
at - S2,, (griine Kurve zu schwarzer) bzw. a; - s5, (rote Kurve zu blauer). Fiir Fall S1(b)
ergibt sich, wie fiir Fall B1 keine Auswirkung auf den differential mode. Beim common mode
ist zu beachten, dass dieser sich schon aufgrund der translativen Kraft allein, (wenn also
gelten wiirde sy, = s5, = 0) entsprechend Fall B1(b) um a; dndert. Sind nun zusétzlich
die Skalierungsfehler sy, = s5, # 0 vorhanden, ergibt sich ein Versatz im common mode
um das Produkt a; - s2,.

Dieses Ergebnis lésst sich auch mit den Formeln 5.5 und 5.6 bestétigen. Da dieselbe Kraft
a; auf A2 und A5 wirkt, gilt a’) = 0. Aukerdem gilt wegen sy, = s5, auch I, = 0. Der

einzige Fehlerterm ungleich Null in den beiden Gleichungen ist also F, - a’;.
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Zusammenfassung:
translative Beschleunigung: Ay = A5, = Ay = ai?yt = a; und aﬁf; =0
gleiche Skalierungsfaktoren: Soy = S5y = Foy =59, und Fy,, =0

(Gleichung 5.6) common mode:
_ tat tat | tat _ _
ag:eym _FC,y'ac?y—i_Fd:y'ad?y_'—ac?y —52,y'at+0'0+at = S2y A +

(Gleichung 5.5) differential mode:

gem __ tat tat tat __ _
ad,y —Fc,y'a/d7y+Fd7y'ac’y+ad7y—827y'0+0'a/t+0—O

Fall S2(a):
ZGRF
Zs E Z>
_______‘i___;/L’Y_S__:/_E(_:_/_’_’ ______ ; L’I@_-_.’Y
» A &GS GRF
X5 o i X2

r'e

XGRF

Abb. 5.8: Fall S2(a) - wirksame Beschleunigung as, = —as, und sg, = —ss5,

In diesem Fall stellen die roten Pfeile in Abbildung 5.8 die CS-S-Beschleunigungen as,
und a5, mal die zugehorigen Skalierungsfaktoren s;, und ss, dar. Es gilt bekanntlich
asy = —as,. In diesem Fall gilt zusétzlich s, , = —s5 , fiir die Skalierungsfaktoren. Dadurch
wird die Messung des Akzelerometers A2 im selben Mafs , gedehnt”, wie die Messung von
Ab ,gestaucht” wird. Die gemessenen Signale verschieben sich dadurch erneut beide, wie in
Fall B1 in dieselbe Richtung. Um einen Versatz von ca. 1- 10*78%, ahnlich wie in Abbildung
5.1(b) zu erzeugen muss gelten sy, ~ 0.29 und s;5, ~ —0.29.

Analog zu Fall Bl ergibt sich keine Anderung der differentiellen Beobachtung, wohl aber
ein Versatz im common mode. Dieser betrigt ca. 1-1077% und schwankt leicht, da as,
selbst nicht konstant ist.

Das Ergebnis wird nun wieder mit Gleichungen 5.5 und 5.6 tiberpriift. Wegen as, = —as,
gilt @’ = 0 und wegen s, = —s5, wird Fy, zu sa,. F., ist dagegen gleich Null. Gleichung

c7y
5.5 wird damit zu a," = alf'}, d.h. der differential mode bleibt unverandert. In Gleichung

5.6 bleibt nur der zweite Term stehen, welcher die Anderung des common mode bewirkt.
Zusammenfassung:

CS-S-Beschleunigungen: a; = —ag; = af =0 und aff = ar;

entgegengesetzte Skalierungsfaktoren: s, , = —s5, = Fr, = 0 und Fy, = 59,
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(Gleichung 5.6) common mode:

gem __ . Atat . Htat tat _ . . — .
a’c,y - Fc,y ac,y + Fd,y ad7y + ac,y =0-0 + 52,y - A2,y + 0= S2,y - A2,y

(Gleichung 5.5) differential mode:

gem at

— t tat tat __ —
ad,y - FC:y ’ a/d7y + Fd»y ’ aC,y + ad,y - 0 : a2»y + 827:'/ ’ 0 + a/27y - a27y

Fall S2(b):

ZgRrr
A
Zs o 2 L2
.............. R R
e & s YGrr
Xs p X2
&
XGRF

Abb. 5.9: Fall S2(b) - translative Beschleunigung a, auf Satellit und sy, = —s5,

In Abbildung 5.9 stellen die roten Pfeile die translative Beschleunigung a;, mal den Skalie-

rungsfaktor sy, bzw. s5, dar. Fir die tatsichlichen Beschleunigungen gilt a!® = a; und

cy
afi‘f;j = 0. Es gilt zusitzlich sy, = —s5,. Damit ist F.,, = 0 und Fy, wird zu ss,. Der com-
mon mode andert sich in diesem Fall nicht. Die differentielle Beschleunigung (Gleichung
5.5) dagegen wird zu sg, - a;, also mit dem Skalierungsfaktor gedehnt (bzw. gestaucht).

Zusammenfassung:

translative Beschleunigung: gy = G5y = @y = iy = a; und aff =0
entgegengesetzte Skalierungsfaktoren: s, = —s5, = F,., =0 und Fy, = 59,

(Gleichung 5.6) common mode:

gem __ . Atat . otat tat _ (). . —
alt = Fe.y Ay + Fy, ag, tag, = O-a;+824-0+ar =y

(Gleichung 5.5) differential mode:

gem __ tat tat tat __ —
gy = Fey-aghy + Fay-aly+agy, =0-0452,-ar+0=s2,

Im Allgemeinen gelten die Bedingungen der Spezialfille nicht. Die Skalierungsfehler wirken
sich dann stets sowohl auf die common-, als auch auf die differential mode Beschleunigungen
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aus. In Tabellen 5.3, 5.4 und 5.5 ist dargestellt, welche differential mode Beschleunigungen,
Winkelbeschleunigungen und Schweregradienten von den einzelnen bias beeinflusst werden.
Diese Tabellen gelten ebenfalls fiir die Skalierungsfaktoren, wenn darin lediglich die bias
mit den entsprechenden Skalierungsfaktoren ersetzt werden, (also b;; ersetzt mit s;;).

5.3 Misalignment

Ein Misalignmentfehler tritt auf, wenn die Beschleunigungsmesserachsen (ARF) nicht exakt
achsenparallel, sondern leicht verdreht zu den Gradiometerachsen (GRF) liegen. Die mess-
baren Beschleunigungen af“™ fiir Beschleunigungsmesser [ erhélt man mit der Misalignment-
Matrix F}™* gemif:

0 (I)l,z _®l7y aff;t CLZaZt

gem mis tat tat __ tat tat
a " =F" " +aq" = — Dy, 0 D, : agy + Al y . (5'7)

tat tat

®l7y _®l7$ 0 al,Z al,Z

Die Winkel @; in der Misalignment-Matrix geben die Verdrehungen in den drei Raumrich-
tungen an. Aufserdem kann auch F}™® in einen common mode Anteil

s ]_ . . 0 ¢C,Z _¢va
Ezms = i(Elmw + Ezms) = _(I)c,z 0 (I)c,x
o, —®., O

C7y

und einen differential mode Anteil

. 1 i . O (bd,z _q)d,y
i =g\ )= —®a. 0 Pas (5.8)
Dy, —Pun 0

aufgeteilt werden. F beschreibt dabei Misalignments in gleicher Richtung, F7"* Mi-
salignments in unterschiedlicher Richtung. Aus Gleichung 5.7 folgt fiir die differentielle
Beobachtung (Berechnung analog zu Gleichung 5.5)

Qs = Fmis . glat | pmis | gtat | gtat (5.9)
und fiir den common mode (Berechnung analog zu Gleichung 5.6)
al™ = F7™ - al™ + Fp™ - alf" + al™ . (5.10)
Multipliziert man Gleichung 5.9 (differential mode) aus, ergibt sich z.B. in y-Richtung
aff)" = alfly — P alft + o - alft — g - alls + Py - al’t . (5.11)
Fiir den common mode erhélt man aus Gleichung 5.10 in y-Richtung

gem __ _tat . tat . tat . ,tat . ,tat
a’c,y _a’c,y (I)QZ ac,x—i_q)C@ ac,z (I)CLZ ad,z—i_q)d@ ad,z . (512)
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Fiir die Misalignmentfehler sind folgende Spezialfille interessant:

Fall M1: wirksame Beschleunigung a; = —q;, und F' lm’s = Fps .
Fall M2: wirksame Beschleunigung ¢; = —a;, und £} = —F"°

Diese Falle werden fiir Gradiometerarm 2-5 in y-Richtung und fiir Misalignmentwinkel ®, ,
bzw. ®5 , besprochen. Es wird angenommen, dass alle anderen Winkel ®;; bzw. ®;; gleich
Null sind. Die Uberlegungen finden somit ausschlieflich in der y-z-Ebene statt.

Fall M1:

Zs ARF Zy ARF

D; .- As,

% a,
(DS,X cI)Z.x
az,

2]
YS,ARF Y2,ARF

Abb. 5.10: Fall M1 - Misorientation um den Winkel @, in gleicher Richtung

In Fall M1 sind die Beschleunigungsmesserachsen hinsichtlich der Verbindungslinie zwi-
schen ihrem Mittelpunkten jeweils in die gleiche Richtung um einen Winkel ®, verdreht.
Dieser Effekt wird auch als Misorientation bezeichnet. Abbildung 5.10 zeigt diesen Fall
anhand der CS-S-Beschleunigungen as, und as, (rot). Bei idealer Konfiguration werden
diese Beschleunigungen, welche entlang der y-Achse des GRF auftreten, auch exakt in die-
ser Richtung gemessen. GRF und ARF stimmen dann iiberein. Wie in Abbildung 5.10
dargestellt, tritt nun aber eine Verdrehung um @5, = &5, der y-Achse des ARF gegeniiber
der y-Achse des GRF auf. Von as, bzw. a5, kann also nur die Komponente entlang der
y-Achse des ARF gemessen werden. Weil es sich bei @, , bzw. @5, um sehr kleine Winkel
handelt, kann die Anderung des Betrags von as, bzw. as, durch die Drehung vernachléssigt
werden. Nicht vernachlassigt werden darf jedoch die Komponente von as ., bzw. as ., wel-
che in die y-Achse des ARF koppelt und somit in die Messung mit einflieftt. Diese hellblau
dargestellten Beschleunigungen vergrofern im konkreten Fall den Betrag der Messungen
um jeweils @y, - as .. Die Misorientierung zeigt sich nicht im common mode, jedoch im
differential mode.
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Zusammenfassung:

CS-S-Beschleunigungen: a; = —ag; = af =0 und ajff = ar;
gleiche Misalignmentwinkel ®,: @5, = ®5, = ®., = P, und ¢4, =0
restliche Misalignmentwinkel: O =0, =0= P, =Py, =0

(Gleichung 5.12) common mode:

gem __ tat __ . Htat . qtat . Htat . qtat
ac,y _ac,y CI)C,Z ac,x+(1)8,$ ac,z (I)d»z ad,x+q)d7$ ad,z_

:O—O'O—Fq)gw'O—O'CLQJ—{—O'QQVZ:O
(Gleichung 5.11) differential mode:

gem __ _tat tat tat tat tat __
ad,y - ad,y - ®Cyz ’ ad,a: + (I)C,I ’ ad,z - (I)CLZ ’ ac,x + ®d7'r “ley =

¢,z

:a2’y_0'a2’x+®2’r'a2’2_0’0+0'0:a2’y+®2’x'CLQ,Z

Fall M2:
Z5,ARF Z2,ARF
s Y5ARF
as (DS,X /s a,
v as, a, !
Tk a e~

Y2,ARF

Abb. 5.11: Fall M2 - Misalignment um den Winkel ®, in entgegengesetzten Richtungen

Auch in diesem Fall wird die Auswirkung des Misalignment auf die CS-S-Beschleunigungen
untersucht. Es gilt nun aber ®3, = —®; ., d.h. Beschleunigungsmesser A2 ist um densel-
ben Winkel nach rechts verdreht, wie A5 nach links verdreht ist. Insgesamt unterscheiden
sich die beiden Achsen also um den Winkel 2®, ,. Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich
O, =0und 4, = P, ,. Fiir die CS-S-Beschleunigungen gilt bekanntlich a;; = —ay; und
damit /% = 0 und ajf{ = a;;. Der mit Akzelerometer A2 messbare Betrag in y-Richtung
wird um die Komponente von ay ., in y-Richtung des ARF, also ®;, - as . (hellblau in Ab-
bildung 5.11) vergrofert. Die Messung von Akzelerometer A5 wird dagegen um denselben
Betrag verkleinert. Der Misalignmentfehler fliefst deshalb in diesem Fall voll in den common

mode und tiberhaupt nicht in die differentielle Beobachtung ein.
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Zusammenfassung:

CS-S-Beschleunigungen: a; = —ag; = ayy = 0 und afff = ag;
entgegengesetzte Misalignmentwinkel ®,: &5, = —®5, = ¢., =0 und ¢4, = Dy,
restliche Misalignmentwinkel: ;=D =0= 0 ;, =Py, =0

(Gleichung 5.12) common mode:

em __ ,tat tat tat tat tat __
ag,y - ac,y - (I)C,Z ’ ac,a: + (I)C@ ’ ac,z - (I)d,z ' ad,:r + q)dﬂ? ’ ad,z -
:0_0'0+0'0_0'a2,m+q)2,m'a2,z:q)2,m'a2,z

(Gleichung 5.11) differential mode:

gem __ _tat tat tat tat tat __
a’d,y - ad,y - (I)QZ ’ ad,:c + q)C;lB ’ ad,z - (I)dv’«’ RO + (I)d@ “le, =
:a27y—0-a27x+0-a2,z—O-0+<I>27$-0:a27y

In Tabelle 5.12 ist zusammengefasst, welche Falle den common mode und welche den dif-
ferential mode beeinflussen. Die ersten beiden Spalten bezeichnen den jeweiligen Fall und
beschreiben noch einmal kurz die vorausgesetzten Bedingungen. Die letzten beiden Spalten
zeigen, ob ein Einfluss auf den common mode (com.) bzw. auf den differential mode (diff.)
besteht (ja) oder nicht (nein). Im allgemeinen Fall kann stets davon ausgegangen werden,
dass die Fehler bias, Skalierungsfaktor und Misalignment die differentiellen Beschleunigun-
gen verdndern. Besonders interessant sind deshalb die Fille B1(a), B1(b), S1(b), S2(a) und
M2 in denen sich die Fehler nicht auf den differential mode und damit auch nicht auf die

weitere Berechnung der Winkelbeschleunigungen auswirken.

’ Fall H Bedingungen H com. ‘ diff. ‘
Bil(a) || a; = —ak, boy = bs,y ja | nein
B1(b) || asy =asy =ai | bay =bsy ja | nein
B2(a) Ar; = —Qk; bgyy = —b57y nein Ja
B2(b) || asy = a5y =a; | by = —bs, nein | ja
S1(a) || a; = —ak, Say = S5y nein | ja
S1(b) || azy = asy = a; | S2y = S5 ja | nein
S2(a) || a; = —ak, Soy = —S5y ja | nein
S2(b) || asy =asy =a¢ | S2y = —S5, || nein | ja

M1 A = —Qk; @27:3 = @571 nein ja
M2 ap; = —Qp; Dy, = —P5, ja | nein

Tab. 5.12: Einfluss auf common- und differential mode in den Spezialfillen fiir bias (B),

Skalierungsfehler (S) und Misalignment (M)
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5.4 Nicht-Orthogonalitat der Akzelerometerachsen

Sind die Akzelerometerachsen nicht exakt orthogonal zueinander, koppeln Signale einer
Achse als Messung in eine andere Achse. Die messbaren Signale /" erhélt man, indem
man zu den tatsachlichen, unverfélschten Beschleunigungen a/* das Produkt aus der sym-
metrischen Matrix £} mit a{* addiert:

tat tat

. O nl,z Tllvy al,l‘ al,m

gem nior tat tat __ tat tat
o =" "+ = me 0 o || @y | @l |- (5.13)

tat tat

nl7y nl7$ 0 al,Z al,Z

Mit der Matrix F}"" konnen auch elektronische Kopplungen zweier Akzelerometerachsen
erfasst werden. Dieser Effekt wird laut [Miiller, 2001] auch haufig “Querkopplung® oder
“Ubersprechen® genannt.

Eine Zerlegung in common mode Anteil

, 1 . . 0 TNz Ney
E?’LOT’ — §(E;L’LOT’ + E'Z’LOT) — 1767z O nc’x
Ney Mew 0
und differential mode Anteil
. 1 ) ) 0 Nd,= MNdy
EZZL’LOT' — 5(E;L’LO?" _ Ezﬂo’l") — /r’d’z O /]7d7x
77d,y Nde,x 0

ist wieder moglich.

Analog zur Herleitung in Abschnitt 5.2 fiir die Skalierungsfaktoren (Gleichungen 5.5 und
5.6) ergeben sich die messbaren differential mode Beschleunigungen unter Beachtung der
Nicht-Orthogonalitéten zu

gem __ rnior tat nior tat tat
ag " =FUat + FY e a” +ag (5.14)

und die common mode Beschleunigungen zu

gem __ nior tat nior tat tat
al" = FU - a M + Y gt +al (5.15)

Die Fehler aufgrund von Nicht-Orthogonalititen sind gut mit den Misalignment-Effekten
vergleichbar. Um Wiederholungen zu vermeiden wird deshalb an dieser Stelle auf die expli-
zite Angabe von bestimmten Komponenten oder die Unterteilung in Spezialfélle verzichtet.
Auch fiir die Genauigkeitsschranken gelten etwa dieselben Werte wie fiir das Misalignment.
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5.5 Zusammenfassung der Instrumentenfehler

An dieser Stelle soll eine kurze Zusammenfassung der bisher einzeln betrachteten Instru-
mentenfehler von GOCE stattfinden. Die allgemeine Beobachtungsgleichung eines Akzele-
rometers [ lautet bei vorhandenen Instrumentenfehlern

ngem — Q}fat +Bl +E? . Qllfat +E?113 . Qzlfat _'_E;Lior . Q;at ) (516)

Die drei Matrizen fiir Skalierungsfehler, Misalignment und Nicht-Orthogonalitét der Akze-
lerometerachsen kénnen zu einer Matrix F zusammengefasst werden

Sl q)l,z + M,z _q)l,y + nl,y
o =" + B+ | Pt Sty Dyt | -al. (5.17)
(I)l,y + Ny _(I)l,x + Nz Sl,z

Nach der Einteilung der Fehler in common mode- und differential mode-Anteil, lasst sich
eine messbare differential mode Beschleunigung allgemein schreiben als

Qi]lem — Qzlat +§d 4 (Ei _i_Ezms _i_Ezior) 'Qtdat + (E(Si +E7dnls _i_Egior) .th ) (518)

C

Der messbare common mode lautet

Qgem — Qiat +§C + (Ei _'_Egus +E?ior) 'Qiat + (E; +E;ms _i_Egior) 'Qﬁlat ) (519)

Die Matrizen fiir Skalierungsfehler, Misalignment und Nicht-Orthogonalitéit konnen wieder
zusammengefasst werden. Es ergibt sich also F, fiir die gemeinsamen Fehler und F, fiir
die differentiellen Fehler.

In [Alenia, 2004] wird auf die so genannte gradiometer calibration eingegangen. Bei dieser
Form der Kalibration, welche sowohl am Boden als auch im Weltraum (Interne Kalibrati-
on) stattfindet, werden gewisse Parameter des Gradiometers genauer bestimmt. Die ange-
sprochenen Parameter stehen in der sogenannten Kalibrationsmatrix, sowie der Quadratic
Faktor Matrix. Sie gibt die Nichtlinearitdt des Systems ndherungsweise wieder. Die Para-
meter der Quadratic Faktor Matrix kénnen durch Spannungskorrekturen nahezu eliminiert
werden. Dies ist bei den Elementen der Kalibrationsmatrix nicht moglich. Es handelt sich
dabei um die in den vorigen Abschnitten beschriebenen Skalierungsfehler, Misalignments
und Nicht-Orthogonalititen der Akzelerometerachsen. Genau genommen enthélt die Ka-
librationsmatrix Elemente aus F', und F,, also die common mode- und differential mode-
Anteile der genannten Instrumentenfehler.
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5.6 Versatz zwischen Mittelpunkt Gradiometer und Mas-
senzentrum Satellit

Wie bereits erwahnt, konnen Fehler auftreten obwohl das Gradiometer fehlerfrei arbei-
tet. Dies ist z.B. der Fall, wenn der Mittelpunkt des Gradiometers nicht exakt mit dem
Massenzentrum des Satelliten zusammenféllt. Dieser Versatz (offset) kann mit den drei
Komponenten o,, o, und o, entlang der drei Achsen des GRF angegeben werden. Der Vek-
tor o beschreibt also die Lage des Ursprungs des GRF in Bezug auf das Massenzentrum
von GOCE.

Die Beobachtungsgleichung 3.19 des fehlerfreien Systems kann auch fiir die Berechnung
der messbaren Beschleunigungen bei vorhandenem offset verwendet werden. Lediglich der
Abstandsvektor r muss fiir jeden der sechs Akzelerometer um den offset ergénzt werden,
also

L L
T 2o T B
Ay | my = +oy |3 As:i| ry | = + o,
T +0; T + o
Tz + 0z T + 0,
L L
Ay | ry = Fdo, |5 Asi| oy | = —F Aoy,
TZ —I— Oz Tz + Oz
Ty + 0z Ty + 0z
As: | ry = +o, |; As:| ry | = +o, | . (5.20)
L L
T TZ + 0 T _TZ + 0

Laut [Floberghagen (pers. Mitteilung)| wird fiir GOCE der offset zwischen Mittelpunkt
Gradiometer (Oggrr) und Massenzentrum Satellit (CoM) mit maximal

0x —0.0993198478594 m
o, | = 0.0207904575393 m (5.21)
0, —0.0282438172959 m

angegeben. Der deutlich grofite offset kann demnach in (negativer) x-Richtung auftreten.

5.6.1 Offset in x-Richtung

Um moglichst realitdtsnahe Folgerungen zu ermoglichen und die Ausfiihrungen dennoch
moglichst einfach zu halten, wird in diesem Abschnitt angenommen, dass nur ein offset
o, in negativer x-Richtung auftritt. Die beiden anderen Komponenten o, und o, sind also
gleich Null. Abbildung 5.13 soll diesen Fall, in dem das komplette Gradiometer um o, vom
Massenzentrum des Satelliten (CoM) verschoben ist veranschaulichen.
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Abb. 5.13: Offset o, zwischen Mittelpunkt des Gradiometers Ogrr und Massenzentrum
des Satelliten CoM

Die Beobachtungsgleichungen fiir Akzelerometer A1, A2 und A3 ergeben sich dann durch
Einsetzten der richtigen Abstandsvektoren (Gleichungen 5.20) zu

o Ve —w? — w? ~Veo —wy W
a; = 7:6 —ny —i—wz —G—a)xwy + Oy _me —H-Uz +wxwy (522)
_‘/mz _wy +Wacwz _‘/:pz _wy _H'Umwz
o Ve @ ww ~Vaa —wy — W
ay = 711 —Viy —wi—wl | top | Vi o twwy (5:23)
_‘/yz —HUm —HUsz _‘/zz _wy +wxwz
o Ve @y tww ~Viw ~wy — w?
as = 72 _‘/zy —d)m —I—wzwy “+ 0, —ny +wz +way (524)
V.. —w? — wg Vi —wy  Fww,

Die Gleichungen fiir Akzelerometer A4, A5 und A6 unterscheiden sich von Gleichungen
5.22 bis 5.24 lediglich durch die Verwendung von —% anstatt %

Die Beschleunigungen auf der linken Seite stellen also die Messgrofsen, bei vorhandenem
offset o, dar. Die Matrizen, welche mit der halben Basislinienldnge multipliziert werden
sind die fehlerfreien Beschleunigungen, geméaf Gleichungen 3.22 bis 3.24. Nur durch den
letzten Term, welcher fiir jeden der sechs Akzelerometer gleich lautet, verfilscht also der
offset o, die gemessenen Beschleunigungen. Die Beobachtungsgleichung unter vorhandenem
offset o, lautet damit allgemein

af™ = aj" + FIT (5.25)

Wie bereits erwihnt, fliekt der Fehler £/ bei jeder Messung gleichermafen ein. Der
offset o, hat deshalb keinen Einfluss auf die differentielle Beschleunigungsmessung. Im
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common mode schlagt sich der Fehler F°// dagegen komplett nieder. Die common mode
Beschleunigungen werden bekanntermafsen fiir die drag control des Satelliten verwendet,
bei der die nicht-gravitativen Kréfte (a,,) kompensiert werden sollen. Addiert man in
Gleichungen 5.22 bis 5.24 die nicht- grawtatlven Krifte a,,,, d.h. man nimmt an, dass diese
nicht gleich Null sind, so lautet die Gleichung fiir den common mode

1
Sl +a) = an + + FoIT (5.26)

Es wire wiinschenswert die Beschleunigungen a,,, trotz des offset o, bestimmen zu kénnen.
Aus diesem Grund werden in [Bouman, 2006| Linearkombinationen angegeben, welche die
Fehler ng T im common mode beseitigen. Fiir die Herleitung dieser Linearkombinationen
miissen die Akzelerometer A1 und A4, welche auf der x-Achse liegen und die restlichen
Akzelerometer, welche auf der y- bzw. z-Achse liegen getrennt betrachtet werden.

Akzelerometer auf der x-Achse:

Normalerweise Werden bei der Bildung des common mode die beiden beteiligten Messungen
jeweils mit Faktor 1 5 gewichtet. Jetzt soll allerdings eine geeignete gewichtete Summe ge-
funden werden, bei der alle Terme aufier den nicht-gravitativen Beschleunigungen beseitigt
werden. Es soll also gelten:

fiag + foay = g 3 fi+fa=1 (5.27)

Um die gesuchten Gewichtsfaktoren f; und f; zu finden, wird zunéchst a, (Gleichung 5.22)
und a, in die linke Formel von 5.27 eingesetzt,

L,
flamng+fl_ +f10xM +f2axng+f2(_7)M +f20x _ax,ng (528)

wobei M, bzw. M, abkiirzend fiir die erste bzw. zweite Matrix in Gleichung 5.22 steht.
Es fallt auf, dass gilt M, = M,(= M). Durch Kombination dieser Bedingung, sowie der
rechten Gleichung von 5.27 mit Gleichung 5.28 erhélt man schliefslich

Azng = flazng+f1 M+f10xM+<1_f1)afEng (1_f1>( >M+(1_f1)090

L, L, L,
Qrng = fla'a:,ng + fl_M + floa:M + Agng — flaac,ng 2 M + fl?M + OxM floar

Ly Ly Ly
a:p,ng = fl (az,ng + EM + OxM - ax,ng + 7M - OxM) + az,ng - ?M + OIM

L,

L= 2 (5.29)
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und

E_Ox_Lm_%+Ox_&+ox

_ _ —1_ 2 —
for = 1-fi=1 I T I (5.30)

Man erhélt demnach die nicht-gravitativen Beschleunigungen entlang der x-Achse mit

L L
_I_IE _Z_i_x
ax,ng=<2LO>@1+<2LO>Q4. (5.31)

Man sieht, dass beide Gewichtsfaktoren im fehlerfreien Idealfall (0o, = 0), wenn also der
Mittelpunkt des Gradiometers exakt mit dem Massenzentrum des Satelliten zusammen-
fallt % betragen. Im Spezialfall o, = —% wird nur Akzelerometer A1, mit Gewichtsfaktor

1 verwendet. Al befindet sich in diesem Fall genau im CoM.

Akzelerometer auf der y- und z-Achse:

Auch fiir die y- und z-Achse kann nach [Bouman, 2006] eine Linearkombination gefunden
werden, welche den Fehler £ gf I aufgrund des offset o, im common mode eliminiert. Dazu
wird Gleichung 5.26 fiir die x-Achse formuliert, a,,, aus Gleichung 5.31 eingesetzt und
nach F°/7 aufgelost:

(Ql + Q4) = Qgng + ngf

L L
Zx - _Z_|_ -
(@) +a,) = <2L0)91+<2L0>Q4+E3ff
Lo Ly
ngf = (%—TL_OJE>Q1+<%—?;%)Q4
] L, — Ly + 20, L, — L, — 20,

o OI' 01:
FIT = (L—) a, — (L—) a, (5.32)

Nun kann der Fehler %/ im common mode (Gleichung 5.26) der y- und z-Achse einfach
abgezogen werden, um die nicht-gravitativen Beschleunigungen in diesen Richtungen zu
erhalten:

N~ DN~

1 0x 0

Ayng = 5(@2 +Q5) - (L_) a; + (L_> ay (5.33)
1 Ox 0,

g = (a3 +ag) = (L—) a, + (L—> a, (5.34)
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5.6.2 Offsets in allen drei Richtungen

Bei den bisherigen Uberlegungen wurde angenommen, dass nur ein offset in x-Richtung
auftritt, welcher den Fehler F’ ;f I erzeugt. Mit Gleichung 5.21 ist allerdings bereits bekannt,
dass bei GOCE tatséchlich offsets in allen drei Richtungen vorhanden sind. Es wird des-
halb in diesem Abschnitt der allgemeine Fall, in dem sowohl o, o,, als auch o, ungleich
Null sind behandelt.

Die Fehler F' Zf fund F 2f F erhdlt man (analog zu F' Zf f ) durch Einsetzen der richtigen
Absténde (Gleichungen 5.20) in die Beobachtungsgleichung (3.19),

—Vin —wg—wg
Foff = o, | Vo 44, Hwawy : (5.35)

_‘/acz _d)y +wa:wz
Vi —W. Wy
FoIl = o, =V, —wl—w? |, (5.36)
_V;'y +WJ: +Wywz
_‘/zz —H")y —H‘Uzwz
FIr = o, | -V, —dn Hww. : (5.37)

2 2

Der gemeinsame Fehler F°// kann als Summe der Fehler der einzelnen offsets geschrieben
werden,

Folf = pett y polt  poit (5.38)

Die Beobachtungsgleichung unter vorhandenem offset lautet allgemein (vgl. Gleichung
5.25)

" = a" + P (5.39)
Der Fehler F°// flieft gleichermafien in alle Messungen ein. Es gilt deshalb auch im allge-

meinen Fall, dass die differential mode Beschleunigungen trotz offset fehlerfrei berechnet
werden koénnen. In den common mode fliekt F°/7 dagegen voll ein.

Im Folgenden soll durch Einsetzen der offset-Werte aus Gleichung 5.21 in Gleichungen 5.35
bis 5.37 gezeigt werden, wie grof der Fehler F°// bei GOCE tatsichlich werden kann. Fiir
die Berechnung werden die CS-S-Schweregradienten, sowie die nominellen Werte fiir die
Winkelgeschwindigkeiten und Winkelbeschleunigungen (Definition siehe Abschnitt 4.1.1)
cingesetzt. Zunichst werden die Fehler Fo// F zf I und F%7 einzeln und anschliekend
gemeinsam betrachtet.
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Abb. 5.15: Fehler aufgrund offset o,
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Abbildung 5.14 zeigt den Fehler F%/7
wie er allein aus dem offset o, =
—0.0993198478594 m resultiert. (Be-
rechnung mit Gleichung 5.35.) Die rote
Kurve zeigt den Fehler in x-Richtung,
dessen Betrag maximal 1.8- 10*9?2 grofs
ist. Der Fehler in z-Richtung (blau)
liegt mit maximal 1.6 - 10‘*9?2 in der-
selben Grofenordnung. Nur der Fehler
in y-Richtung (griin) ist mit maximal
8.5-107 73 zwei Grokenordnungen klei-
ner.

In Abbildung 5.15 ist der Fehler
F fo aufgrund von offset o, =
0.0207904575393 m dargestellt. (Be-
rechnung mit Gleichung 5.36.) In die-
sem Fall ist der Fehler in x-Richtung
(rot) am kleinsten (Betrag maximal
1.8 - 107" %). Der Betrag des Feh-
lers in z-Richtung (blau) ist maximal
3.1-1077% groR. Wie erwartet, ist bei
vorhandenem offset o, der Fehler in
y-Richtung (griin) mit maximal 2.9 -
1075% am groRten.
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Fehler F°// aufgrund offset in z-Richtung:
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Abb. 5.16: Fehler aufgrund offset o,

Abbildung 5.16 zeigt den Fehler F%/7
welcher auftritt, wenn nur der offset
in z-Richtung (0, = —0.0282438172959
m) vorhanden ist. (Berechnung mit
Gleichung 5.37.) Der Fehler in x-
Richtung (rot; maximal 4.6 - 10719%)
und der Fehler in y-Richtung (griin;
maximal 4.2 - 107°%) sind in diesem
Fall deutlich kleiner als der Fehler in z-
Richtung (blau; maximal 1.2 - 10~7%).

Fehler F°// aufgrund offset in x-, y- und z-Richtung:

X
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Abb. 5.17: Gemeinsamer Fehler aufgrund off-

set o,
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Abbildung 5.17 zeigt den Fehler F°/7
aufgrund der offsets o,, o, und o, von
GOCE. Wie mit Gleichung 5.38 bereits
bekannt ist, miissen lediglich die ein-
zelnen Fehler F ;f ! ng 7 und ng I ad-
diert werden um F°// zu erhalten. Wie
man sieht, ergibt sich fiir GOCE so-
mit insgesamt der kleinste Fehler in x-
Richtung (rot; maximal 1.7 - 1079%),
obwohl der offset in dieser Richtung am
groften ist. Der Fehler in y-Richtung
(griin) betréigt maximal 3.3-107%%. Der
grofste Fehler ergibt sich in z-Richtung
(blau; maximal 1.2 - 1077%).
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In Abschnitt 4.1.1 (Item 2; Seite 36) wurde bereits das Zustandekommen der Grofenord-
nungen der einzelnen CS-S-Beschleunigungen mit Hilfe der Formeln 3.22 bis 3.24 diskutiert.
Wesentlich ist dabei, dass das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit um die y-Achse (wz) mit
ca. 1368.9%2 dieselbe Grofenordnung wie die Schweregradienten V,, und V,, besitzt. V.,
ist bekanntlich dem Betrag nach doppelt so grofs wie z.B. V.

Die Formeln zur Berechnung von Fo// F Zf I und F%/7 (Gleichungen 5.35, 5.36 und 5.37)
entsprechen genau den Formeln (3.22, 3.23 und 3.24) zur Berechnung der einzelnen CS-S-
Beschleunigungen. Es wurden lediglich andere Abstandsvektoren (offset statt halber Basis-
linienléinge) eingesetzt. Die Uberlegungen zu den Grokenordnungen der CS-S-Beschleuni-
gungen (Abschnitt 4.1.1) gelten somit auch fiir die Fehler aufgrund von offsets. So geht
2.B. in die z-Komponente von F%// (Formel 5.37) w; und V., mit gleichem Vorzeichen ein.
Das ist der Grund, weshalb die z-Komponente in Abbildung 5.16 (blau) um zwei Grofen-
ordnungen grofer ist, als die Fehler in die beiden anderen Richtungen und damit auch die
einzige Fehlerkomponente in der Gréfsenordnung von 10_7Sm2 ist.

Die z-Komponente von F°// (Abbildung 5.17; blau) liegt deshalb ebenfalls in der Groken-
ordnung von 10_7Sm2 und stellt somit den grofsten Fehler aufgrund offset bei GOCE dar.
Die Untersuchung hat somit gezeigt, dass ein gewisser offset in x-Richtung einen wesentlich
kleineren Fehler erzeugt als derselbe offset in y- oder v.a. z-Richtung. Im Fall von GOCE
bewirkt der offset 0, den groften Fehler (stets in z-Richtung), obwohl o, nicht den grofiten
offset darstellt.
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Kapitel 6

Fehlerfortpflanzung

In diesem Kapitel wird eine einfache Fehlerfortpflanzung ausgehend von den GOCE-Mess-
grofsen bis hin zu den Schweregradienten durchgefiihrt. Zu beachten ist dabei, dass die
angegebenen Genauigkeiten der Akzelerometerachsen von 1 - 10—12822 fiir die beiden hoch
sensitiven Achsen und 1 - 1()*10%2 fiir die weniger genaue Achse nur innerhalb der Mess-
bandbreite von 5 mHz bis 100 mHz gelten. Die Formel zur Fehlerfortpflanzung in ihrer
allgemeinen Form lautet:

K, =A- K, A" (6.1)

Ly
mit

A: Jakobi-Matrix
K, Kovarianzmatrix der Messgrofsen
K, Kovarianzmatrix der Zielgrofsen

Die Jakobi Matrix A enthélt dabei spaltenweise die partiellen Ableitungen der Beobach-
tungsgleichung nach allen Messgrofsen. Existieren mehrere Beobachtungsgleichungen wird
die A-Matrix um die entsprechenden Zeilen erweitert.

K., also die Kovarianzmatrix der Messgrofen enthélt die Varianzen der Messgrofen auf
der Hauptdiagonale. Zu beachten ist hierbei, dass die Reihenfolge der Messgrofen in K,
und A gleich sein muss. Die restlichen Elemente von K, stellen die entsprechenden Kovari-
anzen zwischen den Messgrofsen dar. Sind die Genauigkeiten aller Messgrofen unabhéngig

voneinander gibt es keine Kovarianzen und K, ergibt sich zu einer Diagonalmatrix.

Um letztendlich Genauigkeitsangaben iiber die Schweregradienten (siche Abschnitt 6.4)
treffen zu konnen, miissen zunéchst die Fehler der differential mode Beschleunigungen
berechnet werden (Abschnitt 6.1). Sind diese bekannt, erreicht man durch erneutes An-
wenden des Fehlerfortpflanzungsgesetzes (kurz FFG; Formel 6.1) die Genauigkeiten der
Winkelbeschleunigungen, wie sie das Gradiometer liefert (siche 6.2). Die Genauigkeiten
der Winkelgeschwindigkeiten ergeben sich entweder aus Integration der Winkelbeschleu-
nigungen und erneute Anwendung des FFG (siehe 6.2) oder werden aus anderen Quellen
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verwendet. (Mehr dazu in Abschnitt 6.5.) In Abschnitt 6.5 werden die Genauigkeitsei-
genschaften der Schweregradienten und der anderen abgeleiteten Grofen (des fehlerfreien
Systems) verschiedenen Analysen unterzogen. Um abschliefiend festzustellen, wie sich die
einzelnen Instrumentenfehler auf die Genauigkeiten der Schweregradienten auswirken, wird
die Fehlerfortpflanzung in Abschnitt 6.6 um die Instrumentenfehler aus Kapitel 5 erweitert.

6.1 Genauigkeiten der common mode- und differenti-
al mode Beschleunigungen

Das Gesetz der Fehlerfortpflanzung wird in diesem Abschnitt zunéchst auf die differential
mode Beschleunigungen angewandt. Ausgehend von ihrer allgemeinen Formel

g ki = %(am — ag;) ergibt sich die zugehorige Jakobimatrix A und die Kovarianzmatrix
der Messgrofen K, zu

oz 0

2

201 Also die Varianz der jewei-

Als Ergebnis der Fehlerfortpflanzung erhélt man K, = o
ligen differential mode Beschleunigung ag . ;.

Unter Verwendung von o,,, = 10—123% als Genauigkeitsmafs fiir die hochgenauen Achsen
und o,,, = 107'°% fiir die weniger genauen Achsen wurden die Standardabweichungen'
der differential mode Beschleunigungen berechnet. Tabelle 6.1 zeigt die Ergebnisse der
Berechnung.

Genauigkeiten differential mode
(%] - 1077
Tagr s 0.00071
Tagrny 0.07071
Tag s 0.00071
Tagns. 0.00071
Tagns, 0.00071
Tagas . 0.07071
Tagson 0.00071
Tagse 0.07071
Tag s 0.00071

Tab. 6.1: Genauigkeiten der differential mode Beschleunigungen

'Die Standardabweichung ist die Wurzel der Varianz.
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Wie man sieht, liegt die Genauigkeit der differential mode Beschleunigungen, welche sich
aus den weniger genauen Messungen zusammensetzen (ag41.4.y, @425, und agzs6,) und des-
halb bereits in Abschnitt 3.5 rot dargestellt wurden, wieder ungefdhr bei 10*108%. Die
restlichen differential mode Beschleunigungen, welche in Abschnitt 3.5 griin dargestellt
wurden konnen wieder auf ca. 107122 genau bestimmt werden. Die exakten Zahlenwerte
in Tabelle 6.1 zeigen sogar eine geringe theoretische Genauigkeitssteigerung durch die Bil-
dung des differential mode. So ergeben sich z.B. o,,,,  mit ca. 0.7-107"°% und o, , .
mit ca. 0.7 - 10*12?2 im Rahmen der Fehlerfortpflanzung durch Division der Genauigkeiten
der einzelnen Beschleunigungen (107'°% und 107'2%) durch v/2.

Bei der Fehlerberechnung der common mode Beschleunigungen (ac;x,; = %(alﬂ- + ak;))
ergibt sich dieselbe K,,-Matrix wie fiir die differential mode Beschleunigungen. Auch die
A-Matrizen der beiden Grofen sind bis auf ein Vorzeichen gleich (A = ( 4 3 ) fiir common

mode). Weil die Elemente der A-Matrix bei der Fehlerfortpflanzung quadratisch eingehen,
hat das unterschiedliche Vorzeichen keinen Einfluss auf K, . Die Genauigkeiten der com-
mon mode und differential mode Beschleunigungen sind somit identisch.

6.2 Genauigkeiten der Winkelbeschleunigungen

Sind die Genauigkeiten der differential mode Beschleunigungen bekannt, kann auf ihrer
Grundlage die Fehlerfortpflanzung fiir die Winkelbeschleunigungen erfolgen. Im Folgenden
sei fiir das Beispiel der x-Komponente

_ 4d36,y Ad 25,z
L, L

W, =
y

die Jakobi-Matrix A und die Kovarianzmatrix der Messgrofen K, mit

A=(—1 5 -t (63)
und
Ugd&&y 0 0 0
K, = 8 U“dg“ 0(%)2 8 (6.4)
0 0 0 o2

angegeben. Die Kovarianzmatrix der Zielgrofsen K 4y entspricht in diesem Fall aiz. Fiir die
Berechnung der Genauigkeiten azy und o7 der restlichen Winkelbeschleunigungen sei auf
die partiellen Ableitungen in Anhang A.1 verwiesen.
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Wie man an K, sieht, hangt die Genauigkeit der Winkelbeschleunigungen neben den in
vorigen Abschnitt berechneten Genauigkeiten der differential mode Beschleunigungen auch
von der Genauigkeit der Basislinien ab. An den zugehorigen Stellen in der A-Matrix fliefen
die differential mode Beschleunigungen selbst ein und werden deshalb zur Berechnung der
Genauigkeiten der Winkelbeschleunigungen benétigt. Im Folgenden werden stets die ’idea-
len” CS-S differential mode Beschleunigungen aus Abschnitt 4.2.2 (Zeitreihe mit 11000 sec)
verwendet.

Unter der Annahme, dass die Basislinien mit ihren nominellen Werten fehlerfrei gegeben
sind (o7, = 0), haben die differential mode Beschleunigungen keinen Einfluss auf die Er-
gebnisse. Weil aufserdem alle restlichen Gréften der A- und K,.,-Matrix konstant sind, sind
in diesem Fall auch die Genauigkeiten der Winkelbeschleunigungen (Tabelle 6.2) konstant.

Genauigkeiten Winkelbeschleunigungen
) 107"
‘aLi[m] H O'LZ.IO
o 0.20000
T, 0.00200
O, 0.14143

Tab. 6.2: Genauigkeiten der Winkelbeschleunigungen

Wie in Abschnitt 3.6 bereits gezeigt, fliefen in w, (rot) zwei ungenaue (rote) differential mo-
de Beschleunigungen und in w, (rot) eine ungenaue differential mode Beschleunigung ein.
Dem entsprechend liegen die Genauigkeiten o, und o, auch nur im Bereich von 10_108%.
Die schlechte Genauigkeit von aq1,4, bestimmt die Genauigkeit von w, also mafgeblich.
Nur w, (griin) setzt sich aus zwei hochgenauen (griinen) differential mode Beschleunigun-
gen zusammen und besitzt deshalb eine Genauigkeit im Bereich von 10724

6.3 Genauigkeiten der Winkelgeschwindigkeiten

Wie bereits erwéhnt, werden bei GOCE die Winkelgeschwindigkeiten nicht allein durch
Integration der Winkelbeschleunigungen des Gradiometers berechnet, sondern es findet
die so genannte angular rate reconstruction statt. Dieser Algorithmus bezieht zusétzlich
Information aus den Sternsensoren mit ein und nimmt Riicksicht auf die jeweiligen emp-
findlichen Frequenzbereiche der Instrumente. Auf die angular rate reconstruction wird im
Rahmen dieser Arbeit nicht weiter eingegangen. Um selbsténdig Genauigkeiten fiir die
Winkelgeschwindigkeiten berechnen zu kénnen, kann an dieser Stelle also nur eine Fehler-
fortpflanzung auf die Winkelbeschleunigungen des Gradiometers angewandt werden.

Im Folgenden sei die Fehlerfortpflanzung wieder am Beispiel der x-Komponente explizit
angegeben. Die Berechnung fiir die y- und z-Komponente verlduft analog.
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Ausgehend von der Formel

We(tiv1) = we(t;) + we(t;)At  mit i =t + At; i=1...11000 sec (6.5)

konnen die Jakobi-Matrix A und K, abgeleitet werden,

A=(1 At), (6.6)
2 0
sz("wi’ : ) (6.7
0 0t
x\li+1

K, entspricht in diesem Fall Uiz (tisn)"
At beschreibt dabei das Zeitintervall zwischen zwei Messungen. Im Fall der CS-S-Beschleu-
nigungen und damit auch der in Abschnitt 6.2 berechneten Winkelbeschleunigungen gilt

At =1 sec.

Tabelle 6.3 zeigt die maximalen Fehler der Winkelgeschwindigkeiten, wie sie sich aus der
Fehlerfortpflanzung am Ende der verwendeten Zeitreihe (nach 11000 sec) ergeben. Die Ba-
sislinienléngen wurden fiir diese Berechnung wieder als fehlerfrei (o, = 0) gegeben an-
genommen. Die bendtigten Startwerte fiir die Genauigkeiten der Winkelgeschwindigkeiten
Tua(ty)s Owy(tr) PZW. 04, (1) Wurden ebenfalls gleich Null gesetzt. Man geht also davon aus,
dass zum Zeitpunkt ¢ = 1 die Winkelgeschwindigkeiten (idealerweise) fehlerfrei (z.B. aus
den Sternsensoren) gegeben sind. Unter diesen Voraussetzungen liegen die Fehler der Win-
kelgeschwindigkeiten w, und w, im Bereich von 10_8%. w, kann um zwei Grofenordnungen
besser, also auf 1071°7%¢ genau bestimmt werden.

Genauigkeiten Winkelgeschwindigkeiten
(Maximalwerte) [%4] - 10~
2ol n 0 |
Ou, 20.97522
Ou, 0.20975
Ou, 14.83246

Tab. 6.3: Maximale Fehler der Winkelgeschwindigkeiten

Es sei noch einmal ausdriicklich erwéhnt, dass sich diese Werte nur unter den genann-
ten, theoretischen Voraussetzungen ergeben. In der Realitéit ergénzt Information aus den
Sternsensoren die Winkelbeschleunigungen des Gradiometers. Wéahrend bei der hier be-
schriebenen Vorgehensweise ein quadratisches Wachsen der Fehler mit der Zeit entsteht,
findet in Wirklichkeit ein regelméfiges up-date {iber die Sternsensoren statt und es kénnen
so teilweise hohere Genauigkeiten fiir die Winkelgeschwindigkeiten erzielt werden. Darauf
wird in Abschnitt 6.5 noch genauer eingegangen.
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6.4 Genauigkeiten der Schweregradienten

Mit den bisher abgeleiteten Genauigkeiten ist es moglich eine Fehlerfortpflanzung fiir die
gesuchten Schweregradienten selbst durchzufiihren. Im Folgenden sei je ein Beispiel fiir die
Berechnung eines Hauptdiagonalelementes und die Berechnung eines Nicht-Hauptdiagonal-
elementes gegeben. Die partiellen Ableitungen fiir die Fehlerfortpflanzung aller Schwere-
gradienten sind in Anhang A.2 angegeben.

Beispiel Hauptdiagonalelement: Viw = —% — wz —w?
Die wichtigen Grofsen der Fehlerfortpflanzung ergeben sich zu
A= (- e 0, 2w ), (6.8)
o2 wis. 0 0 0
K, = 8 “gz U%y 8 und (6.9)
0 0 0 o2
K, = 0‘2/11 :

Die Genauigkeit eines Hauptdiagonalelements héangt jeweils von der Genauigkeit einer dif-
ferential mode Beschleunigung, einer Basislinienldnge und zweier Winkelgeschwindigkeiten
ab.

Qd1.4,y Ad2.5

Beispiel Nicht-Hauptdiagonalelement: Vyz = T 1 + Wawy
@ y
Die wichtigen Grofsen der Fehlerfortpflanzung sind in diesem Fall
A = ( — —Liy —“dzg‘"y —“dfg”z Wy Wy > , (6.10)
2 iy 0 0 0 0 0
0 o2 . 0 0 0 0
0 0 o2 0 0 0
K, . = La 11
S 0 0 0 o2 0 0 und (6.11)
0 0 0 0 o2 0O
0 0 0 0 0 O'E)y
_ 2
Kyy - O—Va:y :

Die Genauigkeit eines Nicht-Hauptdiagonalelements hingt jeweils von der Genauigkeit
zweier differential mode Beschleunigungen, zweier Basislinienldngen und zweier Winkel-
geschwindigkeiten ab.
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Fiir die numerische Berechnung der Genauigkeiten der Schweregradienten werden die Er-
gebnisse aus Abschnitt 6.1 fiir die Genauigkeiten der differential mode Beschleunigungen
verwendet. Die Basislinienldngen werden zunédchst wieder fehlerfrei angenommen und fiir
die Genauigkeiten der Winkelgeschwindigkeiten werden die Ergebnisse von Abschnitt 6.3
eingesetzt. (In Abschnitt 6.5 werden zum Vergleich auch Werte aus anderen Quellen heran-
gezogen.) Tabelle 6.4 zeigt die maximalen Fehler der Schweregradienten, die sich am Ende
der Zeitreihe (nach 11000 sec) mit dieser Berechnung ergeben.

Genauigkeiten Schweregradienten
(Maximalwerte) [FE]
Lowlm] | o, =0 |
ov,. 0.00287
av,, 0.00283
ov.. 0.00287
ov., 0.14354
ov,. 0.00200
av,. 0.20075

Tab. 6.4: Genauigkeiten der Schweregradienten

Den grofiten Einfluss auf die Genauigkeiten der Schweregradienten haben dabei die Feh-
ler der differential mode Beschleunigungen. o, ,,, (siche K,,-Matrix 6.9) hat also z.B.
den gréften Einfluss auf den Fehler von V.. 04,,,, und 04, (siche K ,-Matrix 6.11)
bestimmen mafsgeblich die Genauigkeit von V,,. In Abschnitt 3.7 wurden bereits die drei
Hauptdiagonalelement der Gradientenmatrix sowie V., griin dargestellt, da in diese Gro-
fsen nur hoch genaue (griine) differential mode Beschleunigungen einfliefen. Die Annahme,
dass diese Elemente deshalb genauer bestimmbar sind bestétigt sich nun numerisch (vgl.
Tabelle 6.4). Die genannten Elemente haben jeweils Genauigkeiten in der Gréfenordnung
von mkE. Die Genauigkeiten der restlichen Elemente, V,, und V,, liegen dagegen im Be-
reich von % E. Am schlechtesten bestimmbar ist nach Tabelle 6.4 V,,,. Grund dafiir ist der
Einfluss von zwei ungenauen (roten) differential mode Beschleunigungen (vgl. Formel 3.61).

6.5 Fehleranalyse

Zu Beginn dieses Abschnitts seien noch einmal die Voraussetzungen, die bei den bisherigen
Berechnungen dieses Kapitels gelten zusammengestellt:

i. Fehlerfreie Basislinien o, = o, =07, =0

ii. Winkelgeschwindigkeiten wie bei Berechnung der CS-S-Beschleunigungen, d.h.
w;=0;w,=117-10"%;w, =0
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iii. Genauigkeiten der Winkelgeschwindigkeiten aus FFG (Abschnitt 6.3)

Die Berechnung mit diesen Voraussetzungen wird im Folgenden stets als Fall 1 bezeichnet.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.5 (Fall 1) noch einmal zusammengestellt.

In diesem Abschnitt wird erneut das FFG zur Berechnung der Genauigkeiten der Winkel-
beschleunigungen, Winkelgeschwindigkeiten und Schweregradienten angewandt. Es werden
dabei die fiir Fall 1 giiltigen Voraussetzungen abgeéndert, um verschiedene Analysen durch-
fithren zu konnen. Es werden konkret folgende Fragen untersucht:

1. Wie grof diirfen die Fehler der Basislinienldngen o, theoretisch sein, um die Haupt-
diagonalelemente der Gradientenmatrix auf ﬁ £, ﬁ E bzw. 1—10 E genau bestimmen
zu kénnen?

2. Wirkt sich die Verwendung von realistischen Werten fiir die Winkelgeschwindigkeiten
w, und w,, statt dem nominellen Wert Null merklich auf die Ergebnisse aus?

3. Welche Genauigkeiten erhdlt man fiir die Schweregradienten bei Verwendung (Fest-
setzen) von realistischen Werten (aus angular rate reconstruction) fiir die Genauig-
keiten der Winkelgeschwindigkeiten?

zu Frage 1)

Im Rahmen dieser Untersuchung soll festgestellt werden, mit welchem Fehler die Basisli-
nienliingen gegeben sein diirfen, um die gewiinschten Genauigkeiten - E, 2~ E bzw.

1
1000 '+ 100 10
FE fiir die Hauptdiagonalelemente der Gradientenmatrix zu erhalten.

Tabelle 6.5 zeigt neben Fall 1, die Ergebnisse dreier weiterer Berechnungen. Die Voraus-
setzungen ii. und iii. von Fall 1 gelten dabei stets. Lediglich fiir die Genauigkeiten der
Basislinienldngen (op,) gelten unterschiedliche Werte.

In Fall 2 sind die Basislinienlangen mit pm-Genauigkeit gegeben. Auch wenn V,, in diesem
Fall mit ca. 9 mE schon nahe an 1(1)—0 E liegt, so sind V., V,,y, V.. und V,. doch immer noch
im Bereich von mFE. Nur V,, und V,; liegen, wie auch schon in Fall 1 im Bereich von 1—10 E.
Bei GOCE konnen nach diesen Berechnungen also alle wichtigen Hauptdiagonalelemente
der Gradientenmatrix theoretisch auf mFE genau gemessen werden.

In Fall 3 gilt o7, = 1-107° m. Nur V,, und V., haben jetzt Fehler von wenigen mFE. Die
Genauigkeiten der wichtigen Hauptdiagonalelemente V,,, und V,, liegen bereits im ﬁ E
Bereich.

In Fall 4 haben die Basislinienléingen die Fehler 1-10~* m. Wihrend Vyy und V. in diesem
Fall nur auf % E genau bekannt sind, liegt V., noch immer im m E-Bereich. V., besitzt diese
gute Genauigkeit, weil in seine Berechnung a4 .4, einflieft, sobald die Basislinienlangen
nicht fehlerfrei gegeben sind und ag;.4, wesentlich kleiner ist als ag25, (fiir Berechnung
von V,,) oder aq3¢.. (fiir Berechnung von V).
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‘ H Fall 1 ‘ Fall 2 ‘ Fall 3 ‘ Fall 4 ‘

or, [m] O'LZ.IO O'Li:1'10_6 UL¢:1'10_5 O'Li21'10_4
We/z [%] W)z = 0 Wg/z = 0 W)z = 0 Wg/z = 0
awz[%l] -107Y 0.20000 0.20000 0.20001 0.20108
awy[?—;l] -107° 0.00200 0.00200 0.00201 0.00307
awz[%d] -107° 0.14143 0.14143 0.14143 0.14143
awz[%l] -107° 20.97522 20.97523 20.97555 21.00793
o, [*] - 1077 0.20975 0.20976 0.21021 0.25121
awz[%l] -107° 14.83246 14.83246 14.83246 14.83247
ov,,|F] 0.00287 0.00287 0.00288 0.00459
ov,, [E] 0.00283 0.00396 0.02780 0.27658
ov..|E| 0.00287 0.00875 0.08282 0.82771
ov,, [ L] 0.14354 0.14354 0.14354 0.14355
ov,.|E] 0.00200 0.00200 0.00201 0.00307
oy, E] 0.20075 0.20075 0.20075 0.20175

Tab. 6.5: Auswirkung der Fehler der Basislinienléngen

Tabelle 6.6 fasst zusammen mit welchen Fehlern die Basislinienléngen L; hochstens behaftet
sein diirfen, um alle Hauptdiagonalelemente der Gradientenmatrix V;; mit den gewiinschten
Genauigkeiten zu erhalten. (i = x,y, 2)

T T T
1000E‘ 1_00E ‘ 1_0E ‘

‘ 1075 m ‘ 107> m ‘ 107 m ‘

Ovy

Lo,

Tab. 6.6: Zusammenfassung - Frage 1

zu Frage 2)

Es soll die Frage gekldart werden, ob sich die Genauigkeiten der Gradienten wesentlich &an-
dern, wenn im Rahmen der Fehlerfortpflanzung statt der nominellen Werte (w, = w, = 0)
realistischere Werte fiir die Winkelgeschwindigkeiten verwendet werden.

[Alenia, 2005] kann entnommen werden, dass bei Tests mit dem GOCE E2E-Simulator w,
und w, maximal 1 - 10*4% betragen. Mit diesen Werten (und w, = 1.17 - 10*3%1) wurde
die Fehlerfortpflanzung weitere zweimal durchgefiihrt. Das Ergebnis dieser Berechnungen
zeigt Tabelle 6.7 unter Fall 5 und Fall 6.

In Fall 5, wie auch schon in Fall 1 wurden die Basislinienldngen fehlerfrei vorausgesetzt
(Voraussetzung i.). Die beiden genannten Fille konnen somit gut miteinander verglichen
werden. Die Winkelgeschwindigkeiten flieflen sowohl bei der Berechnung der einzelnen Be-
schleunigungen (und damit auch in die differential mode Beschleunigungen), als auch bei
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der Fehlerfortpflanzung fiir die Gradienten selbst ein. Da allerdings nur bei fehlerbehafte-
ten Basislinienldngen die differential mode Beschleunigungen fiir die Fehlerfortpflanzung
eine Rolle spielen (vgl. Formeln 6.3 und 6.4, sowie 6.8, 6.9, 6.10 und 6.11), ergibt sich fiir
Fall 5 und Fall 1 kein Unterschied in den Genauigkeiten der Winkelbeschleunigungen und
Winkelgeschwindigkeiten. Die Winkelgeschwindigkeiten fliefen direkt erst bei der Anwen-
dung des FFG auf die Schweregradienten ein (Abschnitt 6.4). Tabelle 6.7 zeigt, dass sich
die Genauigkeiten der Schweregradienten zwischen Fall 5 und Fall 1 nur um wenige mFE
unterscheiden und somit die Schweregradienten auch in Fall 5 auf mFE genau bestimmbar
sind.

In Fall 6 wurden, wie auch schon in Fall 2 die Genauigkeiten der Basislinien auf 1 um
gesetzt. Es macht deshalb Sinn diese beiden Félle miteinander zu vergleichen. Die auf-
grund unterschiedlicher Winkelgeschwindigkeiten ebenfalls unterschiedlichen differential
mode Beschleunigungen von Fall 6 und Fall 2 flieken nun bereits bei der Anwendung des
FFG auf die Winkelbeschleunigungen ein (vgl. Abschnitt 6.2). Deshalb sind die Genauig-
keiten der Winkelbeschleunigungen und Winkelgeschwindigkeiten in diesen beiden Fallen
nicht identisch. Die Genauigkeiten der Schweregradienten unterscheiden sich allerdings auch
bei Basislinienfehlern von 1 gm nur um wenige mFE und sind auch noch immer auf mFE
genau bestimmbar.

] H Fall 1 \ Fall 5 \ Fall 2 \ Fall 6 ‘

or, [m] o, =0 or, =0 op,=1-10°%| o7, =1-107°

wyy» [F24] Wyyz =0 Wy, =1-1074 Wy, =0 Wy =1-1074
0, [ - 1077 0.20000 0.20000 0.20000 0.20000
oo, (4] - 1070 0.00200 0.00200 0.00200 0.00200
0o, [ - 1077 0.14143 0.14143 0.14143 0.14143
0o, [29] 1077 20.97522 20.97522 20.97523 20.97523
R (U 0.20975 0.20975 0.20976 0.20976
o, ["]-107° 14.83246 14.83246 14.83246 14.83247
ov,, [E] 0.00287 0.00413 0.00287 0.00413
oy, |E] 0.00283 0.00587 0.00396 0.00646
ov..[E] 0.00287 0.00508 0.00875 0.00971
ov,, [E] 0.14354 0.14354 0.14354 0.14354
ov,.|E] 0.00200 0.00326 0.00200 0.00326
ov,.|E] 0.20075 0.20075 0.20075 0.20075

Tab. 6.7: Verwendung von realistischen Werten fiir die Winkelgeschwindigkeiten

Die Untersuchungen haben insgesamt gezeigt, dass sich die Genauigkeiten der Schwere-
gradienten nur unwesentlich &ndern, wenn w, und w, nicht exakt gleich Null, sondern auf
1- 10*4%1 gesetzt werden.
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zu Frage 3)

Mit der dritten und letzten Untersuchung soll gezeigt werden, welche Genauigkeiten sich
fiir die Schweregradienten ergeben, wenn die Genauigkeiten der Winkelgeschwindigkeiten
auf realistische Werte festgesetzt werden.

Tabelle 6.8 zeigt die laut [Alenia, 2005 maximalen Fehler der Winkelgeschwindigkeiten
nach angular rate reconstruction in den jeweiligen Frequenzbereichen.

‘ Frequenzbereich ‘ Fall H O, ‘ T, ‘ Ou. ‘

100 mH >z (oberes Ende MBW) | 7 |/ 1.0-107° | 1.7-10"" | 7.0- 107
5 mHz (unteres Ende MBW) | 8 |/ 85-107%| 4.1-107° | 3.2-1078
< 5 mHz (unterhalb MBW) 9 5-1077 | 5-1077 5-1077

Tab. 6.8: Genauigkeiten der Winkelgeschwindigkeiten

Mit diesen Werten kénnen die Félle 7, 8 und 9 (siche Tabelle 6.9) berechnet werden. Die
restlichen Parameter werden dabei wie fiir den bereits bekannten Fall 6, welcher als Ver-
gleich dieser Untersuchung dienen soll festgesetzt. Es gilt also w, = w, = 10~ 4”” und
or, = 1 um. In Fall 6 (vgl. Tabelle 6.9) werden die Genauigkeiten der kaelgeschwm—
digkeiten w, und w, auf wenige 10787%¢ und o,,, auf wenige 10719724 geschitzt. Fiir die
Hauptdiagonalelement der Gradientenmatrix und V., ergeben sich so nur Fehler im Bereich
von mE.

| [ Fall 6 | Fall 7 | Fall 8 Fall 9 |
or, [m] OLZ.:1'10_6 ULl.Zl'lo_G O'Li:1-10_6 O'Li:1'10_6
wese [P || wepe =1-107 | wyye =1-107" | w,), =1-107* | w,. =1-107*
0w, "] || 20.97523 -107° 1.0-1077 8.5-1078 5-1077
0w, ["] 0.20976 -10~* 1.7-1071 4.1-107? 5-1077
0, [M4] || 14.83247 -1077 7.0-1071° 3.2-107% 5-1077
ov,.[F] 0.00413 0.00283 0.01187 1.17427
ov,,[E] 0.00646 0.00394 0.01858 0.14148
ov..[E] 0.00971 0.00877 0.02140 1.17430
ov,,[E] 0.14354 0.14143 0.17289 0.60393
ov,.[E] 0.00326 0.00200 0.00930 0.07074
ov,.|E] 0.20075 0.20000 0.20347 0.62026

Tab. 6.9: Festsetzen der Genauigkeiten der Winkelgeschwindigkeiten auf realistische Werte

Neben Tabelle 6.9 soll Abbildung 6.1 die Ergebnisse der Falle 7, 8 und 9 zusétzlich veran-
schaulichen. Die Abbildung zeigt die Genauigkeiten der Schweregradienten am oberen Ende
der MBW (100 mH z, Fall 7), unteren Ende der MBW (5 mHz, Fall 8), sowie unterhalb
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der MBW (< 5 mHz, Fall 9). Fur die Darstellung von Fall 9 wurde als Frequenz unter-
halb der MBW 1 mH z festgesetzt. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass in [Alenia, 2005]
nicht explizit angegeben wird, bei welcher Frequenz (< 5 mHz) die Angaben fiir diesen
Fall gelten. Aufserdem wurden in Abbildung 6.1 fiir eine moglichst einfache und dennoch
realitdtsnahe Darstellung die Ergebnisse zwischen den drei berechneten Frequenzen linear
verbunden.

10° b

107

Sigma V [E]

10°F

10°

|
10° 107 10"
Frequenz [Hz]

Abb. 6.1: Genauigkeiten der Schweregradienten fiir Fall 7, 8 und 9

Bei 100 mH z, dem oberen Ende der MBW (Fall 7) sind die Fehler der Winkelgeschwin-
digkeiten jeweils um eine Grofsenordnungen kleiner als in Fall 6. Die Genauigkeiten der
Schweregradienten sind in diesem Fall um weniger als 3 E kleiner als in Fall 7 und liegen
somit noch immer im Bereich von mFE.

In Fall 8, welcher am unteren Ende der MBW (bei 5 mH 2) gilt, liegt nur o,,, im Bereich von
10_9%1. Die restlichen beiden Winkelgeschwindigkeiten sind dagegen um eine Gréfsenord-
nung schlechter bestimmt. In diesem Fall haben alle drei wichtigen Hauptdiagonalelemente
der Gradientenmatrix bereits Fehler von wenigen ﬁ E.

In Fall 9 werden die Genauigkeiten der Winkelgeschwindigkeiten mit 5- 10_7%[ festgesetzt.
Diese Werte gelten unterhalb der MBW des GOCE-Gradiometers, also fiir Frequenzen klei-
ner als 5 mHz. In diesem Fall sind V,, und V,, nur auf ganze E bekannt. Diese geringe
Genauigkeit wird mafgeblich durch den Einfluss von w, bestimmt (vgl. Jakobi-Matrix 6.8).
Vyy kann noch auf 1—10 E genau bestimmt werden, weil bei der entsprechenden Fehlerfort-
pflanzung nur die Winkelgeschwindigkeiten w, und w, einfliefsen, welche eine Grofsenord-
nung kleiner sind als w,,.

In Tabelle 6.10 sind die Grofenordnungen der maximalen Fehler der Hauptdiagonalelemen-
te V;; der Gradientenmatrix, fiir die drei untersuchten Frequenzbereiche zusammengefasst.
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‘ Frequenzbereich ‘Fall H oV, ‘

100 mH z (oberes Ende MBW) | 7 || o5 E
5 mHz (unteres Ende MBW) 8 = E
< 5 mH z (unterhalb MBW) 9 1 E

Tab. 6.10: Zusammenfassung - Frage 3

6.6 Fehlerfortpflanzung mit Instrumentenfehlern

Bisher wurden die Formeln aus Kapitel 3 zur Fehlerfortpflanzung verwendet. Es werden
darin neben dem Instrumentenrauschen selbst, keine weiteren Instrumentenfehler bertick-
sichtigt. In diesem Abschnitt soll untersucht werden wie sich die Instrumentenfehler bias,
Skalierungsfaktor, Misalignment und Nicht-Orthogonalitédt der Akzelerometerachsen auf
die Genauigkeiten der Schweregradienten auswirken. Es wird deshalb eine Fehlerfortpflan-
zung, mit den genannten Instrumentenfehlern als Eichgrofsen durchgefithrt. Mit Gleichung
5.17 ist bereits der Zusammenhang zwischen unverfilschten und messbaren Beschleuni-
gungen bei vorhandenen Instrumentenfehlern® bekannt. (Im fehlerfreien Fall sind beide
Beschleunigungen identisch.) Durch Anwendung des FFG auf diesen Zusammenhang, er-
halt man zundchst Genauigkeiten fiir die einzelnen messbaren Beschleunigungen. Diese
konnen in zweiten Schritt verwendet werden, um die Genauigkeiten der Schweregradienten
bei vorhandenen Instrumentenfehlern geméf den Abschnitten 6.1 bis 6.4 zu berechnen.

Die Fehlerfortpflanzung der Instrumentenfehler auf die einzelnen messbaren Beschleunigun-
gen wird im Folgenden fiir die x-Komponente explizit dargestellt. (Komplette Darstellung
siche Anhang A.3). Die erste Zeile von Gleichung 5.17, welche die messbare Beschleunigung
je Akzelerometer [ in x-Richtung wiedergibt lautet ausmultipliziert:

alt" = f =% + b+ Si0 - iy + (Prs ) - arly + (= Py +my) - (6.12)

lLe

Fiir die Jakobi-Matrix werden die partiellen Ableitungen nach allen Messgrofen gebildet:

=1 j—f =@ g = ) (013
aéz;i = agszjy -0 aii - o1

2Der Ausdruck Instrumentenfehler wird in diesem Abschnitt nicht fiir das Instrumentenrauschen, son-
dern stets als Uberbegriff fiir bias, Skalierungsfaktor, Misalignment und Nicht-Orthogonalitat der Akzele-
rometerachsen verwendet
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K, ist eine Diagonalmatrix mit den Varianzen der Messgrofen. Die Reihenfolge muss da-
bei der Anordnung in der Jakobi-Matrix entsprechen. Als Ergebnis der Fehlerfortpflanzung
erhélt man die durch Instrumentenfehler beeinflussten Genauigkeiten der Beschleunigun-
gen in x-Richtung, K, = Jiiqezm.

Die Genauigkeiten in y- und Q—Richtung lassen sich auf analogem Weg, durch Anwendung
des FFG auf die zweite und dritte Zeile von Gleichung 5.17 finden. Wie bereits erwahnt,
konnen die so berechneten Genauigkeiten verwendet werden um geméfs Abschnitt 6.1 die
Genauigkeiten des differential mode bei vorhandenen Instrumentenfehlern zu berechnen.
Zur Ableitung der wichtigen Genauigkeiten der Schweregradienten, kann wieder geméf den

Abschnitten 6.2 bis 6.4 verfahren werden.

Das in diesem Abschnitt beschriebene Verfahren zur Fehlerfortpflanzung mit Instrumenten-
fehlern wird mehrmals durchgefiihrt, um die Auswirkung der einzelnen Instrumentenfeh-
ler zu untersuchen. In den Ableitungen nach den Skalierungsfaktoren (Ableitungen 6.15),
Misalignment-Winkeln (Ableitungen 6.16) und Nicht-Orthogonalitéts-Winkeln (Ableitun-
gen 6.17) treten die unverfdlschten Beschleunigungen af?f auf. Als Zahlenwerte fiir diese
unverfalschten Beschleunigungen dienen die 'idealen” CS-S-Beschleunigungen aus Abschnitt
4.1.1 mit den Genauigkeiten 107'*% (hochgenaue Achsen) bzw. 107'°% (weniger genaue

Achsen). Die Basislinien werden als fehlerfrei (o7, = 0) bekannt angenommen.

Bias

Tabelle 6.11 zeigt die Genauigkeiten der Schweregradienten fiir den Fall, dass neben bias
keine anderen Instrumentenfehler vorhanden sind. Da der bias linear in die Fehlerfortpflan-
zung eingeht (vgl. Ableitungen 6.14), werden keine Werte fiir den bias selbst benétigt.
Lediglich die Genauigkeit mit der der bias bekannt ist, beeinflusst die Genauigkeiten der
abgeleiteten Grofen.

| [ Fallbl | Fallb2 | Fallb3 | Fallb4 |

o 2] [ 1-102 [ 1-102 [ 1-10 1 1-10°1
o, [%] ] 1-1072 | 1107 | 1-107M 1-107°
ov. [E] || 0.00503 | 0.00584 0.02901 0.04149
av,,[E] || 0.00651 | 0.00829 0.02889 0.05894
ov._[E] || 0.00584 | 0.00719 0.02916 0.05109
ov,[E] | 0.14356 | 0.20300 0.14495 1.44258
ov..[E] | 0.00382 | 0.00460 0.02027 0.03272
ov,.[E] | 0.20076 | 0.28391 0.20176 2.01753

Tab. 6.11: Genauigkeiten der Schweregradienten bei vorhandenem bias

In Fall bl wird angenommen, alle bias seien mit der Messgenauigkeit der guten Achsen,
also 1- 10_125@2 bekannt. Nach Anwendung des FFG auf Gleichung 5.17 ergeben sich die Feh-
ler entlang aller hochgenauen Achsen zu 1.41425 - 10_125% und zu 1.00005 - 10_10?2 entlang
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der weniger genauen Achsen. Alle Hauptdiagonalelemente der Gradientenmatrix, sowie V.,
sind in diesem Fall noch auf mE genau bestimmbar. Dennoch werden die Genauigkeiten
gegeniiber dem fehlerfreien Fall (vgl. Fall 1; Abschnitt 6.5) um wenige mE verschlechtert.
In Fall b2 werden die Fehler der bias entlang der guten Achsen (o3, ) wieder auf 1 - 10—125%
gesetzt. Die Fehler der bias entlang der schlechten Achsen (o3,) werden, analog zu den
Fehlern der Beschleunigungen selbst um den Faktor 100 grofer gewéhlt. Die Genauigkei-
ten der weniger genauen Achsen verschlechtern sich in diesem Fall auf 1.41421 - 10*108%.
(Die Genauigkeiten der hochgenauen Achsen verdndern sich gegentiber Fall b1 nicht.) Auch
unter diesen Voraussetzungen bleiben die Standardabweichungen aller wichtigen Schwere-
gradienten im mE-Bereich.

Fall b3 und b4 zeigen, dass eine Verschlechterung der Kenntnis der bias um den Faktor 10
(gegeniiber den Féllen bl und b2) auch die Fehler der Schweregradienten ungefiahr um den
Faktor 10 vergrofert.

Skalierungsfaktor

Die Genauigkeiten in Tabelle 6.12 ergeben sich, wenn ausschlieflich Skalierungsfaktoren
vorhanden sind. Da die Skalierungsfaktoren in Gleichung 5.17 als Produkt auftreten, werden
zur Fehlerfortpflanzung Werte fiir die Skalierungsfaktoren selbst benotigt (vgl. Ableitungen
6.13). Der in [Miiller, 2001] angegebene Wert von 1072 fiir die Skalierungsfaktoren wird
auch in dieser Arbeit verwendet.

‘ H Fall s1 ‘ Fall s2 ‘ Fall s3 ‘ Fall s4 ‘
Os, 1-107 1-107° 1-107° 1-107°
Os, 1-1076 1-1074 1-107° 1-1073

ov,.|E] 0.00417 0.00417 0.00417 0.00426
v, [E] 0.00600 0.00600 0.01125 0.01140
ov,.[E] 0.00591 0.00591 0.02964 0.02969
ov,, [E] 0.14498 0.14504 0.14498 0.15104
ov,.|E] 0.00329 0.00329 0.00329 0.00341
av,. [E] 0.20276 0.20290 0.20276 0.21670

Tab. 6.12: Genauigkeiten der Schweregradienten bei vorhandenem Skalierungsfehler

Sind alle Skalierungsfaktoren auf 1-107% bekannt (Fall s1), konnen alle wichtigen Gradien-
ten Vz, Vi, und V., auf mE genau bestimmt werden. Wie Fall s2 belegt, andern sich die
Genauigkeiten der Schweregradienten nur unwesentlich, wenn die Fehler der Skalierungs-
faktoren (analog zum Fehler der bias) entlang der schlechten Achsen (o,,) um den Faktor
100 grofer gewéhlt werden.

In den Féllen s3 und s4 werden die Fehler der Skalierungsfaktoren gegeniiber den Féllen sl
und s2 jeweils um den Faktor 10 vergrdfert. Die Fehler von V,,, und V,, liegen dann immer

i

noch im mE-Bereich. Der Fehler von V., dagegen liegt bei wenigen 155 £. Grund dafiir ist
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der Einfluss der CS-S-Beschleunigungen aj und ag*, welche bekanntlich weitaus gréfer

sind als die Beschleunigungen in x- oder y-Richtung. 5% und ag fliefen zunéchst in die
Genauigkeiten der messbaren Beschleunigungen a3" und a§?” (vgl. Ableitungen 6.15) und

letztendlich in die Genauigkeit von V. ein.

Misalignment und Nicht-Orthogonalitit

Bei der Berechnung der Félle m1 und m2 (Tabelle 6.13) wird angenommen, dass aus-
schlieklich Misalignmentfehler vorhanden sind. Weil diese in Gleichung 5.17 als Produkt
einfliefsen, werden zur Fehlerfortpflanzung Werte fiir die Misalignmentwinkel selbst beno-
tigt (vgl. Ableitungen 6.13). Diese werden [Miiller, 2001| mit 10~* rad entnommen.

Die Fehlerfortpflanzung bei ausschliefslich vorhandener Nicht-Orthogonalitat der Akzelero-
meterachsen erzielt dieselben Ergebnisse wie die Félle m1 und m2, da sich die Ableitungen
6.16 und 6.17 lediglich um ein Vorzeichen unterscheiden und die Nicht-Orthogonalitéits-
winkel laut [Miiller, 2001] ebenfalls bei 10~* rad liegen.

‘ H Fall m1l ‘ Fall m2 ‘
| oo frad] || 1-10° | 1-100*% |
ov,.|F] 0.00553 0.03706
ov,, [E] 0.00603 0.01518
ov,.|E] 0.00632 0.03794
ov,, [E] 0.14363 0.15257
ov,.|E] 0.01497 0.14618
ov,. [E] 0.20134 0.25289

Tab. 6.13: Genauigkeiten der Schweregradienten bei vorhandenem Misalignment

Wie Fall m1 zeigt kénnen die wichtigen Schweregradienten V,,, V,, und V., auf mE ge-
nau bestimmt werden, wenn die Misalignmentwinkel mit einer Genauigkeit von 107° rad
bekannt sind. In Fall m2 sind die Fehler der Winkel um den Faktor 10 gréfser als in Fall

m1l. Die Schweregradienten V,,, und V., sind so nur noch auf 1—(1)0 E genau bestimmbar.

Gesamteffekt aller Instrumentenfehler

Mit den Untersuchungen zu den Instrumentenfehlern ist nun bekannt, wie grofs die Stan-
dardabweichungen der einzelnen Instrumentenfehler sein diirfen, um die wichtigen Haupt-
diagonalelemente der Gradientenmatrix auf mE genau bestimmen zu kénnen. Die Félle
b2, s2 und m1 erfiillen jeweils diese Bedingung. Tabelle 6.14 zeigt abschlietend die Genau-
igkeiten der Schweregradienten, wenn alle Instrumentenfehler gleichzeitig vorhanden sind
und die Werte der Falle b2, s2 und m1 gelten. Wie man sieht, bleiben unter diesen Vor-
aussetzungen, als Gesamteffekt aller Instrumentenfehler die wichtigen Schweregradienten
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Viz, Vyy und V., auf mE genau bestimmbar.

| [ Fallz |

Op, [S%] 1-10712
on, [2] || 1-10710

Os, 1-107°

74y 1-10-
og [rad| || 1-107°
o, [rad] 1-107°
ov,, | E] 0.00785
ov, [E] || 0.00862
ov. [E] || 0.00944
o, [E] | 0.20419
ov. |E] | 0.02118
oy, |E] || 028626

Tab. 6.14: Genauigkeiten der Schweregradienten bei aus-
reichend bekannten Instrumentenfehlern



98




Kapitel 7

Zusammenfassung und
Schlussbemerkungen

In diesem letzten Kapitel wird zunéchst kurz das Ziel dieser Arbeit wiedergegeben. Im
Anschluss folgt eine Zusammenfassung der einzelnen Kapitel dieser Arbeit. Abschliefsend
werden mogliche weiterfithrende Arbeiten genannt.

Ziel der Arbeit war die vollstandige Darstellung der Gradiometergleichungen unter Be-
riicksichtigung der Instrumentenfehler und unter Beriicksichtigung der jeweiligen Messge-
nauigkeit der einzelnen Beschleunigungsmesserachsen. Des Weiteren sollte eine numerische
Fehleranalyse durch Fehlerfortpflanzung der einzelnen Effekte durchgefiihrt werden. Zu-
sammenfassend kann festgestellt werden, dass diese konkreten Ziele erreicht wurden und
die Arbeit damit sowohl zum allgemeinen Verstédndnis des GOCE-Gradiometers, als auch
des gesamten GOCE-Messsystems beitragt.

Die ESA-Mission GOCE stellt die erste Satellitengradiometriemission dar. Ziel der Mission
ist die Messung der Gravitationsgradienten auf mF genau, um daraus bei einer rdumlichen
Auflésung von mindestens 100 km auf der Erdoberfliche das Geoid mit einer Genauigkeit
von 1-2 em bestimmen zu konnen.

In dieser Arbeit wurde gezeigt, welche Instrumente benotigt werden und wie sie ange-
ordnet sein miissen um dieses Ziel zu erreichen. Da das GOCE-Schweregradiometer
aufgrund seiner kurzen Basislinien und seiner beschrankten Messbandbreite nur die mitt-
leren bis kurzen Wellenléngen des Erdschwerefeldes mit der geforderten Genauigkeit von
wenigen mE bestimmen kann, ist die Kombination mit kontinuierlichen GPS-Messungen
(SST-hl, fiir den langwelligeren Anteil) nétig. Neben den beiden Hauptinstrumenten von
GOCE (Gradiometer und GPS-Empfénger) werden v.a. das drag control- und das angu-
lar control-System bendtigt. Letzteres sorgt dafiir, dass der Satellit die nominelle Lage,
erdgerichtet, einhélt. Verwendet wird dazu sowohl Information des Gradiometers (inner-
halb MBW), als auch Information aus den Sternsensoren (fiir niederfrequenten Anteil).
Die eigentliche Steuerung erfolgt mit Hilfe von drei Magnetfeldresonanzspulen (strom-
durchflossene Spulen mit magnetischem Moment), welche im Magnetfeld der Erde ein
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Drehmoment erzeugen. Das drag control-System sorgt dafiir, dass der Satellit die Flug-
hohe beibehilt. Die common mode Beschleunigungen des Gradiometers werden dabei als
Kontrollsignal verwendet und nachgesteuert wird mit Hilfe von zwei Ionentriebwerken. Das
GOCE-Gradiometer selbst, besteht aus sechs kapazitiven Beschleunigungsmessern mit
folgender Konfiguration. Jedes Paar von Beschleunigungsmessern bildet einen Gradio-
meterarm. Die drei Gradiometerarme stehen nominell senkrecht aufeinander und bestim-
men die Lage des instrumentenfesten Koordinatensystems (GRF, x-Achse (annéhernd) in
Flugrichtung, y-Achse (annidhernd) senkrecht zur Bahnebene, z-Achse (anndhernd) radial
nach aufen), in dem alle Messungen des Gradiometers stattfinden. Die einzelnen GOCE-
Beschleunigungsmesser besitzen jeweils nur zwei hoch sensitive Achsen und eine schlech-
tere Achse. Um die drei Hauptdiagonalelemente der Gradientenmatrix, sowie die grofite
auftretende Winkelgeschwindigkeit (w,) ausreichend genau bestimmen zu kénnen, wurden
die einzelnen Akzelerometer folgendermafen angeordnet:

e Gradiometerarm 1-4 (entlang x-Achse): schlechte Akzelerometerachsen in y-Richtung
e Gradiometerarm 2-5 (entlang y-Achse): schlechte Akzelerometerachsen in z-Richtung
e Gradiometerarm 3-6 (entlang z-Achse): schlechte Akzelerometerachsen in y-Richtung

Fiir das Verstdndnis der mathematischen Zusammenhénge wurde auferdem das Prinzip
der Gradiometrie im Weltraum erklért. Ausgehend vom Potential einer homogenen Ku-
gel konnte gezeigt werden, dass die Geometrie des Erdschwerefeldes durch ein System von
Gezeitenellipsoiden veranschaulicht werden kann. Die Schweregradienten konnen aus der
Differenz zweier Beschleunigungen abgeleitet werden. Eine longitudinale Anordnung dient
dabei der Messung der Diagonalglieder von G. Die Nicht-Hauptdiagonalelemente kénnen
mit einer transversalen Anordnung beziiglich der Basis gemessen werden. Durch den Uber-
gang ins bewegte Koordinatensystem wurde die grundlegende Beobachtungsgleichung
des fehlerfreien Gradiometer-Messsystems (ohne Instrumentenfehler) hergeleitet. An-
hand dieser Gleichung wurde festgestellt, dass neben der gravitativen Beschleunigung auch
Rotationsterme, namlich Zentrifugalbeschleunigung und Kreiselbeschleunigung gemessen
werden. Durch Einsetzen der richtigen Abstandsvektoren konnten die Gleichungen fiir die
einzelnen messbaren Beschleunigungen in den je drei Richtungen pro Beschleu-
nigungsmesser aufgestellt werden. Unter Beachtung der unterschiedlichen Sensitivitdten
wurde der common mode, also der Mittelwert der Beschleunigungen entlang den Gradio-
meterarmen gebildet. Aus den Formeln geht hervor, dass der common mode im fehlerfreien
System stets Null ist. Dank dieser Erkenntnis konnte veranschaulicht werden, dass der
common mode mogliche translative Beschleunigungen auf den Satelliten misst und des-
halb als Eingangsinformation fiir das drag control-System dient. In Flugrichtung, in der
die meisten translativen Storkréfte auftreten und es deshalb besonders wichtig ist den Sa-
telliten drag-free zu halten kénnen alle drei common mode Beschleunigungen hochgenau
gemessen werden. Der differential mode berechnet sich aus der halben Differenz der
Beschleunigungen entlang den Gradiometerarmen und wird zur weiteren Ableitung der
Schweregradienten benotigt. Es wurde gezeigt, wie durch Trennung des symmetrischen
vom anti-symmetrischen Teil der Messungen die Winkelbeschleunigungen aus dem dif-
ferential mode berechnet werden konnen. In w, fliefen, wie gewiinscht, nur hochgenaue
Messungen ein. Mit den Winkelgeschwindigkeiten (aus der angular rate reconstruction oder
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Integration der Winkelbeschleunigungen) kénnen schlieflich die Formeln zur Berechnung
der gesuchten Schweregradienten aufgestellt werden. Bei der Analyse dieser Gleichun-
gen konnte u.a. festgestellt werden, dass sowohl in V,,, V,, und V.., als auch in V,, nur
hochgenaue differential mode Beschleunigungen einfliefsen.

Im Rahmen der allgemeinen Uberlegungen zum fehlerfreien Gradiometer-Mess-
system wurden die einzelnen Beschleunigungen pro Akzelerometer, sowie die Schwe-
regradienten aus den common mode und differential mode Beschleunigungen einer
E2E-Simulation berechnet und mit Referenzwerten verglichen. Die Referenzwerte, wel-
che aus Schweregradienten riickgerechnet wurden, die auf einem bekannten Schwerefeldmo-
dell basieren liefern selbst bereits wichtige Erkenntnisse, wie z.B. die Gréfenordnungen der
einzelnen messbaren Beschleunigungen. Der Verlauf der E2E-Schweregradienten V,, Vi,
V.. und V., stimmt im betrachteten Zeitraum relativ gut mit den Referenzwerten iiberein.
Die E2E-Gradienten V,, und V.., in die jeweils mindestens eine ungenaue differential mode
Beschleunigung einflieftt weichen dagegen stark von ihren Referenzwerten ab.

Um die erforderlichen Messgenauigkeiten (mFE) einzuhalten miissen gewisse Fehlereinfliis-
se beachtet werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde deshalb das fehlerfreie Messsys-
tem um die Instrumentenfehler bzas, Skalierungsfaktor, Misalignment und Nicht-
Orthogonalitat der Akzelerometerachsen erweitert. Die einzelnen Fehler wurden da-
bei jeweils in einen common mode Anteil und einen differential mode Anteil aufgeteilt, was
die Untersuchung von verschiedenen Spezialfillen ermoglichte. Fiir alle Instrumentenfehler
aufker dem bias gilt, dass gleichartige (common mode) Fehler (in zwei Akzelerometern, die
zur Ableitung eines Gradienten benétigt werden) den differential mode von Beschleunigun-
gen, die mit unterschiedlichem Vorzeichen detektiert werden (rotatorische Kréfte) verfil-
schen. Umgekehrt verfilschen entgegengesetzte (differential mode) Fehler den differential
mode von Beschleunigungen, die mit gleichem Vorzeichen detektiert werden (translatori-
sche Kréfte), vgl. [ESA, 1999]. Neben den Instrumentenfehlern wurde ein weiterer Fehler,
namlich der offset zwischen dem Mittelpunkt des Gradiometers und Massen-
zentrum des Satelliten analysiert. Es wurde gezeigt, dass dieser Fehler grundsatzlich
keinen Einfluss auf den differential mode hat. Nur die common mode Beschleunigungen
sind davon betroffen. Fiir den Fall, dass nur ein offset in x-Richtung vorhanden ist, wur-
den Linearkombinationen hergeleitet, die den Fehler aufgrund offset auch im common mode
eliminieren und damit die fehlerfreie Messung der nicht-gravitativen Kréfte ermdoglichen.
Realistische Maximalwerte fiir die offsets bei GOCE sind bekannt und wurden verwendet
um den Fehler im common mode zu berechnen. Dabei konnte festgestellt werden, dass ein
kleiner offset in z-Richtung grofere Fehler erzeugt, als ein grofser offset in x-Richtung.

Schliefslich war es moglich die Genauigkeiten des common mode, des differential mo-
de, der Winkelbeschleunigungen, der Winkelgeschwindigkeiten, sowie der Schwe-
regradienten numerisch zu untersuchen. Als Missionsziel von GOCE wird die Bestimmung
der Schweregradienten auf mFE genau angegeben. Im Rahmen einer Fehlerfortpflanzung
konnte ausgehend von den Messgenauigkeiten der hoch sensitiven und weniger sensitiven
Akzelerometerachsen bestétigt werden, dass die Diagonalelemente von G (ohne Instrumen-
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tenfehler aus Kapitel 5) tatséchlich auf mE genau bestimmbar sind. Zum Schluss wurde
die Fehlerfortpflanzung um die verschiedenen Instrumentenfehler aus Kapitel 5 erwei-
tert. Es wurde untersucht wie genau die einzelnen Instrumentenfehler bekannt sein miissen,
um die Schweregradienten immer noch mit der geforderten Genauigkeit (m£E) bestimmen
zu konnen. Abschliefend wurde dieselbe Untersuchung fiir den Gesamteffekt aller Instru-
mentenfehler durchgefiihrt.

Auf Basis dieser Arbeit ware es sinnvoll folgende weiterfithrende Arbeiten durchzufiih-
ren:

e Analyse der Fehlerquellen durch dufiere Kréfte: Neben den in dieser Arbeit behandel-
ten instrumentenspezifischen Fehlern konnten die Fehlerquellen durch dufiere Kréfte
untersucht werden. Zu den &ufseren Kréften zdhlen gravitative Stérungen (Gravi-
tationsgradient der Erde, Einfluss durch Drittkorper, Eigengravitation) und nicht-
gravitative Storungen, wie atmosphérische Einfliisse oder Krifte, die durch das Steue-
rungssystem verursacht werden.

e Untersuchung des spektralen Verhaltens der verschiedenen Grofen: Fehler wie Akze-
lerometerrauschen, Skalierungs- oder Misalignmentfehler konnten frequenzabhéngig
betrachtet werden, um die Auswirkung der einzelnen Fehler auf die Schweregradien-
ten besser untersuchen zu konnen. Als Maf fiir die spektrale Aufteilung der Fehler
konnten Fehlerspektraldichten berechnet werden.

e Fehlerfortpflanzung ausgehend von Fehlermafen fiir die Gradienten: In dieser Arbeit
wurden mit Hilfe einer Fehlerfortpflanzung aus vorgegebenen Fehlern der Eichgro-
fsen (Instrumentenfehler aus Kapitel 5) die Genauigkeiten der Schweregradienten be-
stimmt. Um Grenzwerte fiir die zuléssigen Genauigkeiten der Eichgrofen abschéatzen
zu kénnen miisste man umgekehrt vorgehen. D.h. es miisste eine Fehlerfortpflanzung
ausgehend von vorgegebenen Fehlermafen fiir die Gradienten gerechnet werden.



A. Partielle Ableitungen

A.1 Fehlerfortpflanzung auf Winkelbeschleunigungen
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104 ANHANG A.2: FEHLERFORTPFLANZUNG AUF SCHWEREGRADIENTEN

A.2 Fehlerfortpflanzung auf Schweregradienten
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ANHANG A.3: FEHLERFORTPFLANZUNG AUF MESSBARE
BESCHLEUNIGUNGEN (MIT INSTRUMENTENFEHLERN) 105

A.3 Fehlerfortpflanzung auf messbare Beschleunigungen
(mit Instrumentenfehlern)
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Glossar

angular control Lagekontrolle bzw. Lagekontrollsystem von GOCE. Das System arbeitet
mit den Magnetfeldresonanzspulen und basiert auf Information (Winkelbeschleuni-
gungen) des Gradiometers sowie der Sternsensoren. S.3

ARF Accelerometer Reference Frame. Dieses Koordinatensystem hat seinen Ursprung im
Mittelpunkt des jeweiligen Beschleunigungsmessers. Die drei Achsen sind nominell
stets parallel zu den Achsen des GRF (x-Achse parallel Verbindungslinie A4-Al;
y-Achse parallel zur Verbindungslinie A5-A2; z-Achse parallel zur Verbindungslinie
A6-A3) und fallen in je einer Richtung sogar mit der entsprechenden Achse des GRF
zusammen. S.11

common mode Beschleunigungen Mittelwert der Beschleunigungen entlang der drei
Achsen des GRF. Gemittelt wird dabei jeweils zwischen den Beschleunigungen auf
einem Gradiometerarm; es ergeben sich somit insgesamt 9 common mode Beschleu-
nigungen (jeweils 3 fiir die 3 Gradiometerarme). S.6

differential mode Beschleunigungen Hiélfte der Differenz der Beschleunigungen ent-
lang der drei Achsen des GRF. Abgezogen wird dabei immer die Beschleunigung des
Akzelerometers, welcher sich in negativer Richtung vom Ursprung des GRF befin-
det (A4, A5, A6). Es ergeben sich insgesamt 9 differential mode Beschleunigungen
(jeweils 3 fiir die 3 Gradiometerarme) S.24

drag control Kontrollsystem von GOCE, mit dem der Satellit mit Hilfe von Ionentrieb-
werken frei vom FEinfluss nicht-gravitativer Kréfte gehalten werden soll. Als Ein-
gangsinformation dienen GPS-Daten sowie die common mode Beschleunigungen des
Gradiometers. S.3

GRF Gradiometer Reference Frame. Dieses instrumentenfeste Koordinatensystem hat
seinen Ursprung nominell im Mittelpunkt des dreiachsigen Gradiometers. Die x-Achse
zeigt (nominell) in Richtung der Verbindungslinie A4-A1, die y-Achse in Richtung
A5-A2 und die z-Achse in Richtung A6-A3. S.5

LORF Local Orbit Reference Frame Dieses Koordinatensystem hat seinen Ursprung im
aktuellen Massenzentrum des Satelliten. Die x-Achse zeigt in Richtung des momenta-
nen Geschwindigkeitsvektors, die y-Achse steht senkrecht zur Bahnebene. Die z-Achse
erginzt das Rechtssystem und ist deshalb annédhernd radial. S.8
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magnetotorquer Magnetfeldresonanzspule. Stromdurchflossene Spule mit magnetischem
Moment m, welche im Magnetfeld der Erde (mit Flussdichte B) ein Drehmoment
M = m x B erzeugt. Dieses Drehmoment wird zur Lagekorrektur (angular control)
von Satelliten verwendet. GOCE besitzt drei magnetotorquer. S.6

MBW Measurement Bandwidth. Frequenzbereich von 5 mHz bis 100 mHz in der das
GOCE-Gradiometer hochgenau messen kann (Messbandbreite). S.5

SGG Satellite Gravity Gradiometry. Methode zur Bestimmung des Erdschwerefeldes durch
Messung von Beschleunigungsunterschieden, welche den Ableitungen (Gradienten)

des Schwerefeldes entsprechen. Diese Methode kommt mit GOCE erstmals zum Ein-
satz. S.4

SST Satellite-to-Satellite Tracking. Positionsbestimmung eines Satelliten relativ zu einem
oder mehreren anderen Satelliten. Unterschieden wird zwischen Satellite-to-Satellite
High-Low Tracking (SST-hl) und Satellite-to-Satellite Low-Low Tracking (SST-11).
In ersten Fall befinden sich die Bezugssatelliten auf weit hoheren (GPS-)Bahnen
(z.B. CHAMP). Im zweiten Fall befindet sich der Bezugssatellit ebenfalls auf einer
niedrigen Flugbahn (z.B. GRACE). S.3

SST-hl Satellite-to-Satellite High-Low Tracking. Positionsbestimmung eines tieffliegen-
den Satelliten (z.B. GOCE), durch Empfang von Mikrowellensignalen, welche GPS-
Satelliten auf weit hoheren Bahnen aussenden. S.4
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