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Abstract Mit Hilfe von nichtlinearer Modellordnungsreduktion ldsst sich die Rechenzeit zur
Losung von nichtlinearen Bewegungsgleichungen mechanischer Strukturen deutlich reduzieren.
Ein entscheidender Bestandteil solcher Methoden ist die Berechnung einer geeigneten Reduk-
tionsbasis. Dabei sind vor allem solche Verfahren gefragt, welche ohne die Ausfiihrung von
Trainingssimulationen des unreduzierten Modells — simulationsfrei — auskommen. Der vorlie-
gende Beitrag beschreibt ein verallgemeinertes Verfahren zur simulationsfreien Berechnung von
Reduktionsbasen mittels Taylorreihenentwicklung, leitet das weit verbreitete Verfahren der mo-
dalen Ableitungen als Spezialfall ab und erweitert das lineare moment matching durch Krylow-
Ableitungen auf nichtlineare Systeme. Daneben gibt der Beitrag einen Uberblick zu Hyperre-
duktionsmethoden, die eine weitere zentrale Rolle bei der Reduktion des nichtlinearen Kraft-
terms, welcher den geometrischen Nichtlinearitdten der mechanischen Struktur entstammt, ein-
nehmen. Reduktionsverfahren mit Beriicksichtigung von Parameterabhdngigkeiten werden in
diesem Beitrag nicht im Detail betrachtet. Die vorgestellten Methoden konnen jedoch unmittel-
bar auf eine Teilmenge vorhandener Ansdtze zur Modellordnungsreduktion von parametrischen
Systemen iibertragen werden. Dies bildet ein weiteres Ziel des gemeinsamen Forschungsprojek-
tes der beiden Autoren.
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1 Einleitung

In den letzten Jahren finden sich in der Technik zunehmend leistungsfiahigere mechanische
Komponenten, wie zum Beispiel die in Automobil-, Luft- und Raumfahrtanwendungen ein-
gesetzten Leichtbaustrukturen, wieder. Auch aktive Strukturen, die iiber geeignete Sensoren,
Aktoren und Regler wihrend des Betriebs gezielt beeinflusst werden kdonnen, etwa um Schwin-
gungen aktiv zu ddmpfen, sind Trend jiingerer Entwicklungen. Insgesamt lassen sich diese
Strukturen unter dem Begriff der smart structures zusammenfassen.

Fiir Entwurf, Auslegung und Analyse solcher Strukturen kommen héiufig Simulationen basie-
rend auf Finite-Elemente-Methoden zum Einsatz. Die dabei zu 16senden Gleichungen sind im
Allgemeinen nichtlinearer Natur und besitzen eine grofle Anzahl von Unbekannten. Dies bedeu-
tet fiir das Losen dieser Gleichungen zumeist einen groBen Rechenaufwand, den es vor allem
bei Optimierungsaufgaben sowie Echtzeitanwendungen zu vermeiden gilt.



Um den Rechenaufwand zu verringern, konnen Verfahren zur Modellordnungsreduktion (eng-
lisch model order reduction oder kurz MOR) eingesetzt werden. Wihrend MOR-Verfahren fiir
lineare Systeme bereits gut verstanden sind, besteht fiir die Reduktion von nichtlinearen Syste-
men noch weiterer Forschungsbedarf. Hierbei miissen drei Hauptaspekte berticksichtigt werden:
Wie bei linearen Systemen kann die Anzahl der Unbekannten fiir nichtlineare Systeme iiber
eine Projektion auf einen durch eine Reduktionsbasis aufgespannten Unterraum verringert wer-
den. Die Herausforderung hierbei besteht darin, eine geeignete Reduktionsbasis zu ermitteln,
welche sowohl die relevante nichtlineare Systemdynamik abbilden als auch leicht berechnet
werden kann. Bisher benotigen viele solcher Methoden aufwiindige Trainingssimulationen des
unreduzierten Modells. Ziel ist es daher, Methoden zu entwickeln, die von Simulationen des
unreduzierten Modells unabhingig — simulationsfrei — sind. Dies brichte die Vorteile mit sich,
dass die hohe Rechenzeit fiir Trainingssimulationen wegfallen und die Reduktionsbasis von den
vom Benutzer gewihlten Trainingsbedingungen unabhingig wiirde.

Eine weitere Herausforderung besteht in der Reduktion des nichtlinearen Terms, welcher der
geometrischen Nichtlineartitit des Systems entstammt. Eine reine Projektion reicht hier nicht
aus, um die Rechenzeit fiir seine Auswertung signifikant zu verringern. Stattdessen wird auf
sogenannte Hyperreduktionsmethoden zuriickgegriffen. Auch hier sind Verfahren gefragt, die
ohne Trainingssimulationen des unreduzierten Modells auskommen.

Zuletzt sollen die entwickelten simulationsfreien MOR-Verfahren auch auf parametrische Sys-
teme erweitert werden. Parameter konnen dabei Geometrie-, Material- oder sonstige Systemei-
genschaften widerspiegeln, die zur Auslegung dienen. Damit wire auch die Moglichkeit ge-
schaffen, Optimierungsaufgaben, zum Beispiel von Geometrie oder idealen Sensor- und Aktor-
platzierungen, bei deutlich verringertem Rechenaufwand durchzufiihren.

Fiir die genannten Herausforderungen werden im Forschungsprojekt Model Order Reduction of
Parametric Non-Linear Mechanical Systems for Influencing Vibrations, welches zum Schwer-
punktprogramm 1897 Calm, Smooth and Smart — Novel Approaches for Influencing Vibrati-
ons by Means of Deliberately Introduced Dissipation der Deutschen Forschungsgemeinschaft
(DFG — SPP 1897) gehort, Losungen erarbeitet.

Der vorliegende Beitrag wird nédher auf die genannten Herausforderungen eingehen und einige
Losungsansitze vorstellen. Abschnitt 2 fiihrt dabei in die projektive Modellordnungsredukti-
on ein, indem die Vorgehensweise zundchst fiir lineare Systeme dargestellt und anschlielend
auf nichtlineare tibertragen wird. Abschnitt 3 beschreibt ein verallgemeinertes Verfahren zur
simulationsfreien Ermittlung von Reduktionsbasen mittels Taylorreihenentwicklung. Beispiel-
haft wird das Verfahren auf das moment matching und das modale Abschneiden angewandt und
durch ein Anwendungsbeispiel illustriert. Abschnitt 4 beschreibt schlieBlich Hyperreduktions-
methoden, wobei auf zwei bekannte Verfahren genauer eingegangen wird. Abschnitt 5 fasst die
Ergebnisse zusammen und gibt einen kurzen Ausblick.

2 Projektive Modellordnungsreduktion fiir parametrische mechanische Sys-
teme

2.1 Lineare Systeme

Klassisch werden die in der Strukturdynamik auftretenden Probleme mit linearen Finite-Ele-
menten ortsdiskretisiert. Dies fiihrt auf das von den Designparametern p € D C R¢ abhiingige
Anfangswertproblem mit semidiskreter Systemdynamik zweiter Ordnung (inklusive Ausgangs-



gleichung) [1,2]
(D

mit den generalisierten Koordinaten bzw. Knotenverschiebungen q(t) € R”, externen Krif-
ten F'(t) € R™, Systemausgidngen y(¢) € RP, Massen-, Ddmpfungs- und Steifigkeitsma-
trix M (p), D(p), K(p) € RY*Y, Eingangsmatrix B(p) € RY*™ sowie Ausgangsmatrix
C(p) € RPN, N € N ist hierin die Problemdimension bzw. die Anzahl an unbekannten
Knotenverschiebungen. Die Designparameter p konnen Geometrie-, Material- oder sonstige
Systemeigenschaften wie Randbedingungen widerspiegeln.

Laplace-Transformation von Gleichung (1) und Auflésen nach dem Laplace-transformierten
Systemausgang Y (s) liefert die Ubertragungsfunktion

1 o

B(p) =) —M>({p) (s —s)" @

=0

G(s:p) = C(p) (K (p) + sD(p) + s*M(p)) "

mit den sogenannten Momenten

3)

S0

Héufig werden zur Auflosung der Systemgeometrie wesentlich mehr Finite-Elemente bendtigt
als zur Erfassung der eigentlichen Systemdynamik. Daher kann angenommen werden, dass sich
die Losungstrajektorie q(t) V ¢ € [0,7T] nur in einem Unterraum V(p) = colspan{V (p)} C
RY bewegt. Das Originalsystem (1) kann also auf diesen Unterraum projiziert werden,

q(t) = V(p) q.(t) + ) = V(p) q,(t). 4)

V(p) wird dabei von den Spalten der Matrix V' (p) € RY*", der Reduktionsbasis, aufgespannt.
Die reduzierten Koordinaten q,(t) € R™ approximieren mit wesentlich geringerer Problemdi-
mension n € IN, n < N, die Dynamik des Originalsystems. €(t) € R" erfasst den dabei
gemachten Approximationsfehler.

Einsetzen von Ansatz (4) in Gleichung (1) fithrt zu einem iiberbestimmten Gleichungssystem
mit n Unbekannten und NV Gleichungen,

M(p) V(p) 4.(t) + D(p) V(p) ¢.(t) + K(p) V(p) q.(t) = B(p) F(t) + (1),
y(t) = y,(t) = C(p) V(p) q.(1),

wobei alle in Zusammenhang mit dem Approximationsfehler £(¢) entstehenden Terme im Re-
siduum 7(¢) € RY zusammengefasst werden.

Zur Berechnung einer Losung wird Gleichung (5) auf den allgemeinen Unterraum W(p) =
colspan{W} mit W (p) € RV*" projiziert. Die spezielle Wahl W (p) = V/(p) fiihrt zu einer
orthogonalen Projektion, welche die Galerkin-Bedingung 7(t) L V' (p) bzw. V¥ (p) r(t) = 0
erfiillt und damit variationale Konsistenz? garantiert.

&)

!Taylorreihenentwicklung der Ubertragungsfunktion um den komplexen Entwicklungspunkt so € C.
2Durch Variation von Gleichung (4), q(t) = V' (p) q,(t), folgt direkt 5¢™ () = 3¢ (t) V" (p). Daher verlangt
0q" (t) Fine(t) q" (¢) direkt 6g () V™ (p) Fine(t) V(p) ¢ (1).



Reduzierte Systemdynamik und -ausgang ergeben sich damit zu

V'i(p) M(p) V(p) 4.(t) + V"' (p) D(p) V(p) ¢.(t) + V"' (p) K(p) V(p) q.(1)

g g g

=:M(p)=const. =:D,(p)=const. =:K.(p)=const.
=V'(p) B(p) F(1),
—_— (6)
=:B;(p)=const.
y(t) = y,(t) = Clp) V(p) q.(t)
N———
=:C(p)=const.
Auch hierfiir lassen sich Ubertragungsfunktion
3 oo
-1 s 7
G:(s;p) = C.(p) (K.(p) + sDy(p) + M.(p))” B.(p) = Y _ —M(p) (s — s0)’, (7)
i=0
und Momente HG(s:p)
1 ! r S’ p
M:* = —— : 8
r,z( ) Z' ds? . ( )

berechnen.

Die Modellordnungsreduktion von linearen mechanischen Systemen lisst sich somit auf die Be-
rechnung der Reduktionsbasis V' (p) reduzieren. Auf zwei hierfiir mogliche und in der Literatur
etablierte Ansitze wird in Abschnitt 3 im Zuge der Erweiterung auf nichtlineare Systeme néher
eingegangen.

2.2 Geometrisch-nichtlineare Systeme

Die Beriicksichtigung von geometrischen Nichtlinearititen in der Modellierung durch quadra-
tisches Green-Lagrange Dehnungsmal3 (mit zweitem Piola-Kirchhoff Spannungsmal) in der
FE-Formulierung ermoglicht es, auch grofle Verformungen von mechanischen Strukturen ab-
bilden zu kdnnen. Als Beispiel wire hier die Durchbiegung einer Platte, um mehr als ihre Dicke
anzufiihren. Die nichtlineare Systemdynamik (inklusive Systemausgang) erweitert sich zu [1,2]

M(p) q(t) + D(p) q(t) + f(q(t);p) = B(p) F(t), y(t)=C(p)q(t) ©)

mit den nun nichtlinearen internen Kriften f(q(¢); p) € RY.

Diese kann um einen beliebigen Verschiebungswert g, — moglicherweise handelt es sich hier-
bei um den stationdren Endwert, also den statischen Verschiebungsanteil g, =: q,(p) — linea-
risiert werden,

M(p) Aq(t) + D(p) Aq(t) + K(qo;p) Aq(t) = B(p) F(t) - f(go,p)  (10)
mit Aq(t) := q(t) — q, und tangentialer Steifigkeitsmatrix

8f(q;p)_

K(g;p) = 9

Fiir das linearisierte System (10) lassen sich ein reduziertes System (6) sowie entsprechend
Gleichungen (2) und (3) bzw. (7) und (8) Ubertragungsfunktionen und Momente an der Stelle
g, formulieren.

3Taylorreihenentwicklung der Ubertragungsfunktion um den komplexen Entwicklungspunkt so € C.



Unter Beriicksichtigung einer entsprechend erweiterten Basis V(p) soll Ansatz (4) auch auf
die Reduktion der Problemdimension des nichtlinearen Modells (9) von N € IN auf n € IN,
wobei auch n < N, angewendet werden. Die Systemgleichung wird dazu mit Hilfe der Re-
duktionsbasis V( ) RY*™ und den reduzierten Koordinaten g () € R” auf den Unterraum
V(p) = colspan{V( )} projiziert,

alt) = V(p)&,(1) + (1) ~ V(p) a&.(0). an
~T, Iy
Orthogonale Projektion mit Erfiillung der Galerkin-Bedingung, V' (p) 7(t) = 0 bzw. 7(¢) L
V (p), garantiert abermals variationale Konsistenz®. Im Residuum 7(¢) € R”" wurden dabei
wiederum alle in Zusammenhang mit dem Approximationsfehler €(¢) € R” entstehenden Ter-
me zusammengefasst. Reduzierte Systemdynamik und -ausgang ergeben sich damit zu

A~

V' (p) M(p) V(p) 4,(1) + V' (p) D(p) V(p) 4,(t) + V (p) £(V (p) 4(¢); p)

~ N ~

=:M(p)=const. =:D.(p)=const. =:£(q,(¢);p)
~T
=V (p) B(p) F(t), (12)
—_—
=:B;(p)=const.
y(t) = y.(t) = C(p) V(p) q.(1).
—_——
=:C;(p)=const.

Der Vergleich von nichtlinearer (12) und linearer Projektion (6) zeigt die beiden grundsétzlichen
Unterschiede und damit neuen Problemstellungen auf:

1. Die entsprechend erweiterte Reduktionsbasis V(p) muss gefunden werden.

2. Die Auswertung der nichtlinearen Krifte f,(q (t);p) := VT(p) f(V(p) q,(t); p) muss
dariiber hinaus beschleunigt werden, da diese nach wie vor iiber die vollstindige Element-
domine (Dimension V) assembliert und ausgewertet werden miissen — und dies sowohl
in jedem Zeit- als auch Iterationsschritt.

Modellordnungsreduktion fiir nichtlineare Systeme verlangt also nach Kombination von Pro-
jektion mit sogenannter Hyperreduktion. Auf beide Aufgabenstellungen wird im Folgenden
genauer eingegangen.

2.3 Kommentar zur Beriicksichtigung von Parameterabhingigkeiten

Die Beriicksichtigung von Parameterabhingigkeiten -(p) fiithrt auf das Problem sogenannter
parametrischer Modellordnungsreduktion, kurz pMOR. Eine umfassende Zusammenfassung zu
diesem Thema kann in [3] gefunden werden. Moglich sind sowohl die Berechnung von globalen
als auch lokalen Reduktionsbasen und bei Letzterem die Interpolation zwischen lokal berechne-
ten Basen oder den bereits lokal reduzierten Systemen (siehe z.B. [4-6]). Viele Methoden sind
unmittelbar mit den nachfolgend prisentierten Ansédtzen kombinierbar und verwenden (meist)
fest gewihlte Parameterstiitzstellen p = p,, ¢ = 1,2, ..., ina. Daher kann im Folgenden auf
die explizite Darstellung von Paramterabhéngigkeiten verzichtet werden. Eine detailliertere Be-
trachtung ist fiir einen spéteren Zeitpunkt geplant.

), folgt direkt 6q™ (t) = &4, (1) VT(p). Daher

3Durch Variation von Gleichung (11), q(¢ ) ‘7( ) q,(¢
Fin(t) V() G (¢).

verlangt 3™ (t) Fin (t) ¢" (t) direkt 5g, (t) v (P) Fins(t



3 Simulationsfreie Berechnung von Reduktionsbasen

Im Folgenden wird von einem fest gewéhlten Parametersatz p = p, ausgegangen und damit auf
die explizite Darstellung von Paramterabhédngigkeiten verzichtet.

3.1 Ansatz zur Erweiterung linearer auf nichtlineare Basen

Aktuell werden zur Identifikation von nichtlinearen Reduktionsbasen meist simulationsbasier-
te Methoden, sogenannte proper orthogonal decomposition (POD)-Methoden verwendet (siehe
z.B. [7]). Sehr intuitiv konnen diese als Minimierungsprozess interpretiert werden. Im Gegen-
zug sind jedoch numerisch und zeitlich aufwindige Trainingssimulationen bei voller Ordnung
N und fester Wahl des Krafteingangsignals F'(t) = F(t) erforderlich. Die Qualitit der Re-
duktion kann nur fiir diesen Eingang garantiert werden.

Ziel dieses Projekts ist daher die Entwicklung von simulationsfreien Methoden, welche voll-
standig auf Trainingssimulationen und die damit verbundene Wahl des Eingangs verzichten
und eine allgemeinere Qualititaussage zulassen. Zentrale Idee hierfiir ist eine Erweiterung der
Basen fiir das lineare bzw. linearisierte Modell um zusétzliche nichtlineare Information.
Ansatz (4), fiir das linearisierte System (10) als

A()quo Aqr Z'Um% nm

T
mit reduzierten Koordinaten Aq,(t) = [771 (t) ma(t) --- nn(t)} formuliert, wird unter Be-

2
riicksichtigung einer veridnderlichen Basis V' (g(t)) auf das nichtlineare System (9) iibertragen,

Aq(t) ~ V(q(t) Ag, (1) va )t ().

Dieser Ansatz kann in einer Taylorreihe um den zuvor fiir die Linearisierung (10) gewéhlten
Punkt g, entwickelt werden,

Agq(t) = )1 +Z ! 6A(.1 ‘ ZZ 211 877? Agnk )‘ i (E)ne(t)

J j=1 k=1

o’ Aq( )
+
j=1 k= 1; 31 On; (£)Oni(t)om(t) [,

n i dv;i(q Ovi(q(t
S NICTIIONS 3) SE anif)” )

j=1 =1 k=1 a9

n; () (E)m(t) + . ..

(13)



Die Ableitungen hierin ergeben sich zu

0Aq(t) 0 (<&
-9 ) et
oni(t) lg, — Omi(t) <mzlv (a(t)) n ()) .
— Z <an(t)+v,n(q(t))%?;@,((tt))> — v;(q0)
m=1 J y @
9?Aq(t) o n
Oy (O)On(t) |, On;Om (;’Um(q(t)) %(t)) q

& Punla) 00,0(a(t) I(t) . Pv.n(a(t)) It
> (am)ank(t)” OF 0@ one)) T~ om(n) om0

; 021 (1) _ (0v;(q(t)) a'vk(q(t)))
+on(a) ol ) 0—( o ).
P Aq(t) 9, -
o, (Oom (), %MMA;UM»MO%
& Punla) 020, (q(1) Fn(t) | Dv,0(a(t)) F(t)
> (aw)ank(t)am(t) T8 ¥ G o) om(t) T omam(t) Fmel)
OV (q(t)) 0% (t) 0?0, (q(t)) Onm (1) +5vm(Q(t)) %1 (1)
On;(t)  Onr(t)om(t) — Onw(t)Omi(t) On;(t) One(t)  Om;(t)om(t)

() Ona(t) P (1)
oty o am@ I gy Ham tom >>

( Pvya() a®) | Pulg(t)
‘(mmmw+%ma@+%wmw)

wobei es zu beachten gilt, dass hier eine Auswertung an der Stelle g(¢) = g, den reduzierten

Koordinaten 7, (t) = n2(t) = ... = n,(t) = 0 entspricht und die Ableitungen die Werte
M) _ 1 fiir 11 — 4 Onm(t) _ Pnm(t) - pm () —
o 1 fiir m = j sonst o) 0, o, OO = 0 sowie I DI O IE) — 0 annehmen.

Der Abbruch der Reihenentwicklung (13) nach Termen erster und zweiter Ordnung fiihrt auf
die Niherung

Nik(t)-
90

t) ~ Zvj(QO) n;(t) + ZZ agjﬁk i

7=1 k=1

Basierend hierauf wird die erweiterte Reduktionsbasis mit entsprechenden reduzierten Koordi-
naten definiert,

~ 9 ) Ovn(q
P [ i i S]] s ]
0 0
T
q.(t) = [m(t) () ot | ) ma(t) - nnn(t)} :

Die erweiterte Basis V' kombiniert somit die Basisvektoren des linearen bzw. linearisierten

Systems V' und deren Ableitungen, was zu zusitzlichen Freiheitsgraden 7, (¢) fiihrt. Die Ba-

sisvektorableitung 81’](‘1((5)) !q erfasst hierin die Anderung des Basisvektors v;(q,) bei geringer
0




Auslenkung des Systems in Richtung von Basisvektor v;(q,) und somit den Verhaltensanteil

zweiter Ordnung.
Anmerkung Ein Abbruch der Reihenentwicklung (13) nach den Termen dritter Ordnung,

ist ebenfalls moglich. Die erweiterte Basis und die reduzierten Koordinaten werden dementsprechend als

9v1(q(t))

v (q(t)) 9v1(q(t) i
On2()0m (t) | g

M) g, Im®Im) |g

ann (t)

=5 ov v,
7 = [t 802, ),
0

T
ar(t):[nl(t) ""ﬂll(t) ""77111@) miz(t) - mar(t) - nnnn(t)}

definiert, was zu einer zusitzlichen Beriicksichtigung des Verhaltensanteil dritter Ordnung durch die zweiten Ba-
82v;(q(1))
Ok (t)Omi(t) Iq

bei geringer Auslenkung des Systems in Richtung von Basisvektor v;(q).

sisvektorableitungen fiihrt. Die zweite Basisvektorableitung
8’% (q(t)) ’

. erfasst die Anderung der ersten Basis-
vektorableitung
Niherungen, Basen und entsprechende reduzierte Koordinaten noch hoherer Ordnung wéren ebenfalls denkbar.
Der vorgestellte, allgemein formulierte Ansatz wird im Folgenden zur Erweiterung von moda-
lem Abschneiden und linearem moment matching genutzt, kann aber ohne Einschrinkung auch
auf alle weiteren Methoden zur Basisberechnung iibertragen werden.

3.2 Anwendung auf modales Abschneiden

Die Losungen des quadratischen Eigenwertproblems fiir das linearisierte System (10)

(K(qy) —wi(gy) M) vj(qy) =0, j=1,...,n (14)

mit Wahl
”;‘F(QO) Mwj(q,)) =1 ~ UJT(QO) K(qy) vj(qy) = W?(Qo)

liefern die n linearen Basisvektoren.

Durch Ableitung von Gleichung (14) nach der entsprechenden reduzierten Koordinate, aG] ((;‘),
erhélt man unter Vernachlédssigung von Trigheitseffekten die unter dem Namen modale Ablei—
tungen bekannten Basisvektorableitungen [7-13]

0 0K (q(t
K( O)ﬁ(())) :_ﬁ v](q0)7 j:]‘7"'7n7 kzl)"'?j’
q0 Mk 90
e Ovi(g(t) _ O9vr(a(?) A : ; :

wobei hier o, ) ‘qo = o (t) ‘40 YV j,k = 1,...,n symmetrisch sind und daher die Wahl
k =1,...,7 ausreichend ist. Dies fiihrt zu @ weiteren Basisvektoren zweiter Ordnung.
Es ergeben sich die erweiterte Reduktionsbasis und entsprechende reduzierte Koordinaten

O 9v1(q(t)) dva(q(t) Ovn(q(t))

V = {01((10) v2(qy) - va(qy) a%fét) @ 6371(1(15) @ T o) ‘qo]

T
G.(t) = [m®) mt) -~ ml) [t mi(t) o pnt)

n(n+1)

mit einer reduziertern Ordnung von n = n + =5



3.3 Anwendung auf moment matching

Wird der lineare Unterraum als Krylow-Unterraum, also die linearen Basisvektoren als Krylow-
Richtungen [14-19]

Kso(%) Vl((IO) = —-B,
KSO(QO> V2(‘10) = _D80V1<q0)7 (15)
KSO(qO) VJ(QO) = _DSOVj_l<qO) - MVj—z(Qo)a J=3,...,q

bei allgemeiner Dampfung (D # 0) bzw.

K. (q) Vi(qy) = —B,
K (q0) Vj(ay) = —MV;i(qy), j=2,---,q

und bei proportionaler (D = oM + 5K/(q,)) oder fehlender Dampfung (D = 0) gewihlt,
so konnen in Abhiéngigkeit des Parameters g, die in Tabelle 1 genannte Anzahl an Momenten
(3) und (8) des linearisierten Systems (10) zur Ubereinstimmung gebracht werden. Hierin sind

Basisblock V';(q,) = [v(j—l)m+1(q0) v(j—l)m—i—m(qo)]’ K., (qy) = K(qy) + soD +
s2M und D, := D + 2soM mit dem zu wihlenden komplexen Entwicklungspunkt s, € C.
m ist die Dimension des Eingangs F'(t) € R™.

(16)

Tabelle 1: Anzahl tibereinstimmender Momente

. einseitig L
Ddémpfung o 6] 50 zweiseitig
unsymmetrisch ~ symmetrisch”

allgemein (D #0) — — Qo 2qo0 2qo
>0 >0 qo 2qo 2q0
proportional

D=aoM K 0 2 2
( aM+BK)  _ 50 7 o 0 o
=0 2qo 4qo 4qo

0 2 2
keine (D = 0) —_ — 7 0 o o
=0 2qo 4qo 4qo

*MT=M,D"=D,K"=K,C"=B

Die Basisvektorableitungen — Krylow-Ableitungen — berechnen sich bei allgemeiner Damp-
fung (D # 0) durch 2805 7y

Ok (t)
oVi(q(t)| = 0K(q(t))
K, (q,) “om(t) . =T Tom) . Vi(qo),
oViy(q(t)| IV i(q(t)) 0K (q(t))
K, (q0) 0N . =—-D,, “om(t) . T o) . Va(qo),




oV,(q(t)) OV i1(q(t)) OV ;-2(q(t))

KSO == _DSO - M
@) Z@ |, ont) |, om(®) |,
0K (q(t)) .
I Vi), =300, k=1,...,
ank (t) o J (qO) J do n

bzw. bei proportionaler (D = aM + K (q,)) oder fehlender Dampfung (D = 0) durch
dGL. (16)

one(t) 21
6V1(Q( ) 0K (q(t))
Kso(qO) (t) . = - 877k(t> a V1<q0)7
(fI( Dl IV ;-1(q(t)) 0K (q(?))
Kso (‘JO) ( ) “ =-M 3nk(t) . - 3%(15) . Vj (qo)u

i=2,...,q, k=1,...,n.

Daraus ergeben sich Basis und entsprechende reduzierte Koordinaten

~ o) v Ovn
Vo fotan e ola | ] ] ] ]
o do 90
T
G0 = [m(®) mt) o m®) [t molt) o )

mit redzierter Ordnung 7 = n + n? = mqo + (mqo)>.
Anmerkung Die zweiten Basisvektorableitungen — zweite Krylow-Ableitungen — ergeben sich bei allgemei-

ner Dampfung (D # 0) durch 67?16 (% a(;lszt) zu

PViaw) | PKla) 0K(a(t)| OVila(t)
Koo (o) Ik (B)om(t) g, Om(D)Om(t) |, Vo) Oi(t) g, Om@) g,
OK(a)| OVi(a)
Om(t) g, Om(t) g,
PVaa)| - PViWw)|  0PK(al)
Koolao) 5o om@ |, ~ P om@on |, ~ omt >am<>q Vo)
C0K(a(t)| oVala)|  OK(a()| 0Vala®)
Ome(t) g, Om@®) g, 3m(t) @ 577k() @
PVia®)| _ . PViaa®)| . PVia(a) K(a®) |
Ka(90) Grton® |, = P ommon@ |, ™ omdonw |, am( oo, Vi)
L OK(a(t)| ovia®t)|  OK(at)| 9V la(t)
Ome(t) g, Om@) g Om@) |g  Om(t) g~

j=3,...,q, k=1,....n

und bei proportionaler (D = oM + SK(q,)) oder fehlender Dimpfung (D = 0) durch % zu

PViat) | _ PK(a®) OK(a()| OVi(a(t)
Keolto) 50 om |, =~ eon Vilao) = g0 @ |, "o |,
K(a(t)| 9Vi(alt)

3771(t) @ O g,
PVia) | Vi) | K@) | o
Keolao) 3 onty |, = ™ om®on |, ommon),, "%
COK(@()| oVilat)| | OK(a(®)| V(e
o) |, o) |y om) |y 0w |,

i=2,...,q9, k=1,...,n



Die zusitzliche Beriicksichtigung von zweiten Krylow-Ableitungen resultiert in der erweiterten Basis und entspre-
chenden reduzierten Koordinaten

U _. dv1(q(t)) dvn(q(t)) *v1(q(t)) %vn(a(t))
V =: [m(%) vn(qo) ) g, O (t) qo‘ ETHONN a2 (£) qJ
T
q,(t) = [m(t) o) [ ) nea®) [ @) nmm(t)}

mit einer redzierten Ordnung von 71 = n + n? + n = mqy + (mqo)? + (mqo)>.

3.4 Implementierung

Fiir die Implementierung ist entweder eine exakte Berechnung und Assemblierung der Ablei-

tungen der tangentialen Steifigkeitsmatrix 8;(}:1((;;)) a auf Elementbasis oder aber, wie in dieser
0

Arbeit angewandt, eine numerische Approximation iiber einen zentralen Finite-Differenzen-

Quotienten moglich,

0K (q(t))| _ Kl(go+ dmvi(qo)) — K(qo — dmkvi(go)) (17)
87]k (t) 2 2(577k
Anmerkung Selbiges gilt fiir die zweiten Ableitungen der tangentialen Steifigkeitsmatrix % |q . Auch
i 0

hier ist eine exakte Berechnung auf Elementbasis oder eine numerische Approximation iiber zentrale Finite-Diffe-
renzen-Quotienten moglich,

9K (q(t)) ~ 1 <K(QO + onkvi(qo) + dmvi(qy)) — K(qo — dnkvi(qo) + omvi(qp))
O (t)0m(t) g, 20m 207, (s)
_ K(qy + dnkvi(ge) — dmvi(g)) — K(go — 6mkvi(go) — 5mvz(qo)))
20m ’

3.5 Beispiel Dreifachbogen

Zur Veranschaulichung werden im Folgenden die Ergebnisse bei rein projektiver Reduktion —
ohne Hyperreduktion — fiir das zweidimensionale Finite-Elemente-Modell eines Dreifachbo-
gens, wie in Abbildung 1 zu sehen, gezeigt. Durch eine Diskretisierung mit 2024 Dreiecks-
elementen, Total Lagrangian-Formulierung und quadratische Ansatzfunktionen, ergeben sich
N = 2690 Knotenverschiebungen in z- und y-Richtung. Die Abmessungen des Dreifachbo-
gens betragen 31.0m in der Breite und 11.0 m in der Hohe. Als Material wurde Stahl mit den
Eigenschaften p = 7.9e3k8/m?, E' = 2.1e11 N/m? und v = 0.3 gewihlt. Das Modell beriicksich-
tigt keinerlei Dampfung, D = 0. Es liegt lediglich numerische Ddmpfung vor, bedingt durch
numerische Zeitintegration mit dem generalized-a-Schema und Wahl von dessen Parameter zu
Poo = 0.9.

Ergebnisse werden fiir die beiden Lastfille

F(t) = [:ﬂ - AX10"N - o (t) und Fy(t) = [:ﬂ AX108N - o (¢)

présentiert, wobei die Sprungfunktion o (¢) hierin durch o(t) =0Vt <Ound o(t) =1Vt >0
charakterisiert ist. Belastung, F'(t) = F'i(t) bzw. F(t) = F5(t), und Messung der jeweili-

T T
gen Verschiebung, gp(t) = [qu(t) qpy(t)] bzw. gp,(t) = [qpm(t) qpyr(t)} , erfolgen am
Punkt P. Statische Netzkonvergenzstudien wurden fiir beide Lastfille durchgefiihrt. Bei der ge-
wihlten Diskretisierung mit 2024 Elementen liegen noch Abweichungen von —0.06 % in x—
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Abbildung 1: Statischer Verschiebungsanteil des Dreifachbogens bei F'(t) = F(t).

bzw. —0.26 % in y-Richtung bei F = F';(0c0) und —0.73 % in x- bzw. —3.85 % in y-Richtung
bei F' = F5(c0) vor.

Moden (M0), Modale Ableitungen (M1), Krylow-Richtungen (K0), Krylow-Ableitungen (K1)
und zweite Krylow-Ableitungen (K2) wurden fiir die beiden Linearisierungspunkte g, = q,,
was dem stationdren Endwert, also dem statischen Verschiebungsanteil entspricht, und g, = 0,
was der unbelasteten Ausgangskonfiguration entspricht, berechnet und damit Reduktion und
Simulation durchgefiihrt. Als komplexer Entwicklungspunkt fiir das moment matching wurde
so = 0 gewihlt. Die notwendigen Parameter d7); und d7; der genutzten Finite-Differenzen-Ap-
proximationen (17) und (18) wurden dabei auf den fixen Wert 10~ gesetzt. Es erfolgte jeweils
erst die Berechnung der linearen Basisvektoren, anschlieBend die der ersten Basisvektorablei-
tungen und dann gegebenenfalls noch die der zweiten Basisvektorableitungen. Neu berechnete
Vektoren wurden jeweils beziiglich allen vorhergend berechneten Basisvektoren orthogonali-
siert. Am Ende erfolgte eine Orthogonalisierung der gesamten Basis beziiglich der Massenma-
trix M.* Als Vergleichsbasen dienen die jeweils zur tatséchlichen Belastung F'; () bzw. Fy(t)
ermittelten optimalen POD-Basen (P).

Abbildungen 2 und 3 veranschaulichen beispielhaft die zu F'(t) = F';(¢) und q, = g, gehorigen
Moden und Modalen Ableitungen bzw. Krylow-Richtungen und -Ableitungen mit 500-facher
Uberhshung. Abbildungen 5-8 (Legende sieche Abbildung 4) zeigen die Entwicklung der rela-
tiven Fehler bei Erhohung der reduzierten Ordnung 7 fiir mdgliche Kombinationen.

Es lassen sich folgende Beobachtungen machen:

* Die Wahl rein linearer Basen, MO oder KO, fiir die Reduktion des nichtlinearen Systems
ist nicht ausreichend. Zugehorige Fehler nehmen kaum ab bzw. stagnieren bei unbrauch-
baren Werten nahe 100 %.

* Bei ausreichend hoher reduzierter Ordnung eignen sich sowohl die Kombination von
Moden und Modalen Ableitungen MO + M1 sowie auch von Krylow-Richtungen und
-Ableitungen KO + K1 als Reduktionsbasis.

“Die gemischte Basis MO + M1 + KO + K1 wurde durch Vereinigung der Basen MO + M1 und KO + K1 vor der
endgiiltigen Orthogonalisierung beziiglich Massenmatrix M gebildet.



* Die Kombination von Krylow-Richtungen und -Ableitungen KO + K1 weist im Allgemei-
nen geringere Fehlerwerte auf als die Kombination Moden und Modale Ableitungen KO
+ K1.

* Geeignet ist die Wahl g, = q,. Dies setzt jedoch entsprechende Kenntnisse beziiglich
der tatsdchlichen spiteren Belastung F'(¢) voraus. Damit wiederum konnte auch versucht
werden eine POD-Basis zu ermitteln. Weniger geeignet ist die Wahl g, = 0. Der Ent-
wicklungspunkt sollte daher moglichst nahe am spiteren statischen Verschiebungsanteil
gewihlt werden.

* Die Beriicksichtigung von Termen hoherer Ordnung, wie z.B. die Kombination von Krylow-
Richtungen, ersten und zweiten -Ableitungen KO + K1 + K2 bringt keine nennenswerte
Vorteile. Auch miissen die numerischen Approximationen der zweiten (18) und hoheren
Ableitungen der tangentialen Steifigkeitsmatrix kritisch gesehen werden.

Fiir weiterfithrende Aussagen sind tiefergehende Untersuchungen notwendig, welche zukiinftig
geplant sind.

N
UAVYAVVAY.
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(d) Som(t) gy

b(e) ovi(q f) Jdva(q(t))
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9773 ons(t) lgo° 8’73

Abbildung 2: Moden und modale Ableitungen bei F'(t) = F(t) und q, = q, mit 500-facher
Uberhshung.

4 Hyperreduktion zur beschleunigten Auswertung des nichtlinearen Kraft-
terms

Die Projektion der nichtlinearen Bewegungsgleichung auf einen Unterraum verringert zwar die
Anzahl der Unbekannten, reduziert jedoch nicht den Rechenaufwand, der fiir die Auswertung
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Abbildung 3: Krylow-Richtungen und -Ableitungen bei F'(t) = F';(t) und g, = g, mit 500-
facher Uberhohung.
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Abbildung 4: Legende zu Abbildungen 5 bis 8.
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des nichtlinearen Terms benotigt wird. Der nichtlineare Kraftterm f(q) hidngt implizit von den
Verschiebungen ¢ = Vg, ab und muss in der vollen Elementdomine ausgewertet werden. Um
den Rechenaufwand zu verringern werden sogenannte Hyperreduktionsmethoden angewendet.

4.1 Die Idee der Hyperreduktion
Der projizierte nichtlineare Kraftterm

V't(vg,) =Y V B'L.(B.Vq,)

ecE

ist eine Assemblierung aller Elementkrifte fe(Be‘/}ar). Hierbei ordnet B, die globalen Frei-
heitsgrade den lokalen Element-Freiheitsgraden zu.
Methoden zur Hyperreduktion verringern den Rechenaufwand, indem sie die Elementkrifte
f.(B.V{q,) nur auf einer Untermenge £ C E aller Elemente auswerten und diese iiber den
gesamten Kraftvektor extrapolieren.

~T~ ~ ~T ~

Vi(Vg)= ) V BILAf(B.Vq,)

e€ECE

beschreibt den hyperreduzierten nichtlinearen Kraftterm mit Extrapolation durch Operator L..
Die verschiedenen Hyperreduktionsmethoden unterscheiden sich in der Wahl der Elementunter-
menge [/ und des Extrapolationsoperators L.. Im Folgenden werden zwei verbreitete Methoden
vorgestellt: die Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM) und die Methode Energy Con-
serving Sampling and Weighting (ECSW).

4.2 Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM)

Die Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM) nach [20, 21] wird nur auf den nichtli-
nearen Teil des projizierten Kraftterms angewendet. Das heif3t, dass der nichtlineare Kraftterm
zundchst in den linearen und den nichtlinearen Teil aufgespalten wird,

~T o~ ST 5 ST S
V f(Vq,)=V KVq,+V £,(Vq,).

Die Idee bei der DEIM ist, den nichtlinearen Kraftterm fnl(‘A/ar) durch eine Linearkombination
von Kraftbasisvektoren U, welche den Vektorraum U/ = colspan{U } aufspannen, zu approxi-

mieren, R
f.(Vaq,) = Uc(q,) .

Diese Gleichung fiir c(g,) ist iiberbestimmt. Anders als bei Minimierung der kleinsten Fehler-
quadrate wird hier nun eine boolesche Matrix P" vormultipliziert, so dass PTU regulir ist

und R
PTfnl(VzI\r) = PTUC(ar)

fiir c(q,) gelost werden kann.
Der projizierte nichtlineare Kraftterm wird dann iiber

~ ~ T~

VEVa)~V E(VG) =V KV§,+V U (PU)" <PTfn1(17ar)) (19)

T

approximiert.



Die boolesche Struktur von P sorgt dafiir, dass der letzte Faktor, PTfnl(f/ar), nur einigen
wenigen Zeilen von £,,(Vq,) entspricht. Anstatt die Operation P™f,,(V'q,) vollstindig ausfiih-
ren zu miissen, geniigt es, nur diejenigen Elementkrifte f, (B, Vﬁr) auszuwerten, die zu diesen
Zeilen beitragen. Die zu diesen Elementkriften zugehorigen Elemente ergeben die Element-
menge F C E. Durch die verringerte Anzahl an auszuwertenden Elementkriften f.(B. Vqr)
kann die Rechenzeit des reduzierten Systems deutlich verringert werden.

Um die Methode anwenden zu konnen, gilt es noch zwei offene Fragen zu kldren: Wie kann
eine gute Kraftbasis U bestimmt und wie eine gute Elementmenge £ ausgewihlt werden?
Eine Kraftbasis U kann mit Hilfe einer Proper Orthogonal Decomposition von Trainingssimula-
tionen ermittelt werden. Dazu werden zuerst nichtlineare Kraftvektoren f (‘A/?j”) von verschie-
denen Zeitschritten aus Simulationen am nicht hyperreduzierten Modell aufgezeichnet und als
Spaltenvektoren in eine Matrix gespeichert. Mit Hilfe einer Singuldrwertzerlegung dieser Ma-
trix ldsst sich dann eine orthogonale Kraftbasis U bilden, welche die dominantesten Teile des
Kraftraums enthilt. B
Nachdem eine geeignete Kraftbasis bestimmt worden ist, kann die Elementmenge F gewdhlt
werden. In [20] wird dazu ein iterativer Greedy-Algorithmus (siehe Algorithmus 1) vorgeschla-
gen, welcher eine Moglichkeit darstellt P aus einer gegebenen Kraftbasis U = [ug,...,ur] zu
bestimmen. AnschlieBend kann der nichtlineare Kraftterm fnl(‘A/Z]\r) mit Gleichung (19) appro-
ximiert und die Rechenzeit fiir dessen Auswertung verkiirzt werden.

Require: {u;,...,us}
: 1 = argmax(|u,|)
U=w], P= [em]v p = [p1]
for [ =2to L do
solve(PTUc¢ = P"w))
r=u;—Uc
o1 — argmax(|r|)
U=[Uuw], P=[Peyl,p" =I[pg]
end for

—

“Die Notation [A b] steht hier fiir die Erweiterung von Matrix A um die zusitzliche Spalte (= Vektor) b.

Algorithmus 1: Iterativer Algorithmus zur Bestimmung von E fiir DEIM

4.3 Energy Conserving Sampling and Weighting (ECSW)

Die Energy Conserving Sampling and Weighting (ECSW) Methode [22,23] ist eine Hyperre-
duktionsmethode, welche den nichtlinearen Kraftterm iiber

ViVa)~V'i@) = > ¢V BIL(B.Vq,)
ecECE
mit positiven skalaren Gewichtungsfaktoren £ approximiert. Die Gewichtungsfaktoren & wer-

den nach zwei Kriterien gewihlt: Erstens sollen moglichst viele Gewichtungsfaktoren null sein,
so dass nur wenige Elementkrifte f, (Vqr) ausgewertet werden miissen. Zweitens soll die virtu-

elle Arbeit fiir ein Set von N Trainingsverschiebungen {Vqr 1 Vq N} im hyperreduzierten
System erhalten bleiben. Formal lésst sich dies als M1n1m1erungsproblem

. .
£ = arglgggllﬁ”o



mit der Nebenbedingung
¢ ={¢c R |GE b, <clb]>, € >0},

beschreiben, wobei

gu g1k T
G = : mit g, =V B!f.(B.Vq,,)
9 9N el
by ~ 15
b= mit bl = f<Var,l) = Zgle'
e=1
b]\~,_

Da dieses Problem nur schwer gelost werden kann, wird in [22] vorgeschlagen, es durch das
leichtere Optimierungsproblem

¢ =argmin [GE —bl5, T ={¢cR":¢>0}

zu ersetzen und mit dem ebenfalls in [22] beschriebenen sparse non-negative least squares
solver, kurz sparse-NNLS solver, zu 16sen.

5 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurden die Herausforderungen der Entwicklung eines Gesamtkonzepts zur
projektiven Modellordnungsreduktion von nichtlinearen mechanischen Systemen herausgear-
beitet. Eine Herausforderung ist dabei die Bestimmung geeigneter Reduktionsbasen, welche
auch die dominierende nichtlineare Systemdynamik erfassen und simulationsfrei, unter Verzicht
auf Trainingssimulationen des unreduzierten Modells, berechnet werden kdonnen. Dazu wurde
ein allgemeines Verfahren vorgestellt, bei welchem lineare Reduktionsbasen durch den An-
satz einer Taylorreihenentwicklung um nichtlineare Information erweitert werden konnen. Zwei
Spezialfille, nimlich die Verwendung von modalem Abschneiden, erweitert mit wohl bekann-
ten modalen Ableitungen, und die des moment matching, erweitert um Krylow-Ableitungen,
wurden abgeleitet und am Beispiel eines Dreifachbogens illustriert. Zukiinftig soll zusitzlich
eine Optimierung bzw. gezielte Auswahl von Basisvektoren durch eine Reihe von charakteristi-
schen Testlasten, Hs- oder H..-Fehlerbetrachtung (siehe z.B. [19]), subspace angles [24] oder
Singuldrwertzerlegung erfolgen. Das Verfahren soll ebenfalls fiir nichtlineare Zustandsraum-
modelle formuliert und erprobt werden.

Neben der Bestimmung von Reduktionsbasen ist die Hyperreduktion des nichtlinearen Kraft-
terms der wichtigste Bestandteil nichtlinearer Modellordnungsreduktion. Sie ermoglicht eine
schnellere Auswertung des projektiv reduzierten nichtlinearen Kraftterms und ist damit es-
sentiell fiir die Reduktion der Rechenzeit. Der vorliegende Beitrag erlduterte allgemein die
Funktionsweise von Hyperreduktionsmethoden und ging dabei detaillierter auf den Unterschied
zweier spezieller Hyperreduktionsmethoden, DEIM und ECSW, ein. Beide Methoden sind nach
wie vor auf Trainingssimulationen mit unreduziertem Modell angewiesen. Der hyperreduzier-
te Kraftterm hingt damit von den Trainingsbedingungen ab. Es ist geplant, im Rahmen des
Forschungsprojekts DFG — SPP 1897 auch simulationsfreie Hyperreduktionsmethoden zu ent-
wickeln.



Das entwickelte Gesamtkonzept soll auerdem auf die in diesem Beitrag angesprochenen para-
metrischen Systeme erweitert werden.
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fiir die Forderung dieser Arbeit im Rahmen des Projekts Model Order Reduction of Para-
metric Nonlinear Mechanical Systems for Influencing Vibrations innerhalb des Schwerpunkt-
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