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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Methoden für die Optimierung mechanischer Struktu-
ren entwickelt und untersucht, die auf die Verbesserung der Recheneffizienz und die Be-
rücksichtigung von Fertigungsrestriktionen abzielen.
Anhand generischer mechanischer Systeme werden projektive Modellordnungsreduktions-
verfahren betrachtet und deren Zusammenwirken mit gradientenbasierter Optimierung be-
wertet. Ausgehend von den Erkenntnissen aus diesen Voruntersuchungen wird ein Opti-
mierungsvorgehen entwickelt, welches eine hohe Rechenzeitersparnis im Kontext evolu-
tionärer Algorithmen ermöglicht. Dies wird durch die Identifikation und Ausnutzung von
Synergien des Optimierungsverfahrens und der Reduktionsmethodik erreicht.
Eine weitere Herausforderung bei Strukturoptimierungen ist die Überführung von Topo-
logieoptimierungsergebnissen zu herstellbaren Konstruktionen. Oft erfolgen die dazu not-
wendigen Anpassungen manuell und sind damit einerseits zeitaufwändig und machen an-
dererseits erneute Analysen zur Absicherung der Festigkeit notwendig. Um diesen Proble-
men zu begegnen, wird die direkte Einbettung von Fertigungsrestriktionen in das Optimie-
rungsproblem am Beispiel der additiven Fertigung näher untersucht. Dieser Fertigungspro-
zess ermöglicht die Herstellung komplexer Geometrien, wie es Topologieoptimierungser-
gebnisse im Allgemeinen sind. Damit ergeben sich für die Kombination von Optimierungs-
und Herstellungsverfahren vielversprechende Potentiale. Einschränkungen liegen allerdings
für geometrisch überhängende Bereiche vor, die die Verwendung von Stützstrukturen not-
wendig machen können. Auf Grundlage der Materialverteilung im Bauraum werden drei
Penalisierungsverfahren zur Steuerung der Hilfsstrukturen entwickelt. In Folge kann die
Ergebnistopologie in die gewünschte Richtung im Entwurfsraum gelenkt und die Vor- und
Nachteile des jeweiligen Ansatzes können aufgezeigt werden.
Anhand der Optimierung der Tragstruktur des Elektrofahrzeugs VisioM, das in Zusammen-
arbeit mit der BMW GROUP entwickelt wurde, werden Aspekte der Konzeptoptimierung
bei sehr vielen Optimierungsvariablen und Restriktionen aufgezeigt. Zur Lösungsfindung
wurde eine sukzessive Optimierungsstrategie entwickelt und angewendet, die Topologieop-
timierungen und Dimensionierungen beinhaltet und so dem Konkretisierungsgrad in den
Projektphasen folgt. Durch die feine Diskretisierung des Bauraumes und die vielen Last-
fälle ergeben sich grundlegende anwendungsspezifische Herausforderungen wie beispiels-
weise die schlechte numerische Konvergenz hin zu einer Lösung und Ergebnistopologien,
für deren Interpretation aufwändige Vergleiche von Einzellastfallergebnissen erforderlich
sind. Für die genannten Aspekte werden Möglichkeiten aufgezeigt, wie die Optimierungs-
resultate für die praktische Strukturkonzeptermittlung nutzbar gemacht werden können.
Abschließend werden die Möglichkeiten der Anwendung von Resultaten der vorangegan-
genen Untersuchungen der Modellordnungsreduktion und der additiven Fertigung für den
praktischen Anwendungsfall diskutiert.
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Abstract

In this work, methods in the context of optimization of mechanical structures are developed
and investigated, which aim at improving the efficiency of the numerical calculation and
taking manufacturing constraints into account.
With regard to improving the efficiency of numerical calculations, generic models were used
in combination with chosen projective model order reduction methods to investigate their
interaction with optimization. Starting from this initial experiments, an optimization pro-
cedure was developed, which led to a substantial decrease of computational time in the
context of evolutionary algorithms. This was achieved by identification and exploitation of
synergies between both the optimization method and the model order reduction procedure.
Another challenge of structural optimization is the transfer of topology optimization re-
sults into producible structures. Typically, the necessary adaptions are performed manual-
ly and thus are time consuming and lead to new simulations for verifying the stability of
the construction. To cope with this problem, the attempt was made to include manufactu-
ring constraints from the additive manufacturing process directly into the optimization. The
production process enables the creation of complex geometries as they occur with topolo-
gy optimization. In this way, promising potentials arise from the combination of topology
optimization and additive manufacturing. However, due to accuracy reasons, there are al-
so restrictions for geometrical overhangs, which require support structures. Based on the
material distribution within the design space, three penalization methods to control these
support structures were implemented and investigated. In this way, the resulting topologies
could be forced towards the preferred geometrical features. In accordance with the results,
the advantages and disadvantages of this approach are demonstrated.
Within the project VisioM an electrical vehicle’s spaceframe was developed. This develop-
ment was supported by optimizations, in which specific practical challenges were identified
and addressed accordingly. The used model is characterized by a fine finite element mesh
and numerous technical requirements. For the solution process a successive strategy was
applied, which contained topology and sizing optimizations, following the developments
during the project phases. Because of the high number of optimization variables and load
cases, fundamental application-specific challenges such as bad numerical convergence and
difficult-to-interpret solutions occurred. For the identified challenges methods were develo-
ped to successfully apply the optimization’s results to the mechanical construction. In the
end, based on the above-mentioned application scenario, the investigated model order re-
duction procedures and the integration of manufacturing constraints into the optimization
are discussed.
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1

Kontext der Forschungsarbeit

1.1 Kontext und Motivation der Forschung

Zu verbessern oder idealerweise zu optimieren ist ein natürliches Bedürfnis des Menschen,
das es ermöglicht, Fortschritt sicherzustellen. Gerade im technischen Bereich unterliegen
Neuentwicklungen der Forderung nach Verbesserung gegenüber Vorgänger- und Konkur-
renzprodukten. Die Weiterentwicklung kann sich dabei auf unterschiedliche Produktmerk-
male, wie Konstruktions-, Fertigungs- und wirtschaftliche Aspekte beziehen. Der Grad der
Verbesserung ist dabei noch nicht quantifiziert und sollte so groß wie möglich ausfallen, was
zum Begriff der Optimierung führt. Hierbei erfolgt eine Suche nach dem bestmöglichen Ent-
wurf, wobei dieser bestimmte Bedingungen erfüllen muss.
Diese Suche erfolgt durch die Veränderung meist einer Vielzahl von Systemparametern so-
wie bei nichtlinearem Systemverhalten. Um hierbei zu brauchbaren Ergebnissen zu gelan-
gen ist die Anwendung strukturierter, numerischer Verfahren unabdingbar, die nach dem
optimalen Design suchen.
Auch wenn sich dabei teilweise aufgrund mathematischer Eigenschaften der Optimierungs-
aufgabe oder berechnungstechnischer Schwierigkeiten Hürden ergeben, ist die Anwendung
von Optimierungsmethoden fast immer eine vorteilhafte Vorgehensweise. So geht mit der
Suche nach dem Optimum in aller Regel eine Verbesserung des Entwurfs einher. Weiter er-
gibt sich durch die Implementierung der Optimierung ein Lernprozess, der das Verständnis
für die untersuchte Struktur erheblich erweitert und somit den Entwicklungsprozess unter-
stützt. Die Optimierung bietet einen standardisierten Rahmen, durch den die Zusammen-
hänge und Eigenschaften des Anforderungsprofils verdeutlicht werden und bietet Maße
für die Bewertung der Güte von Entwürfen. Deshalb hat sich in den letzten Jahren die An-
forderung an den Berechnungsingenieur immer mehr von der reinen Strukturanalyse zur
Strukturoptimierung verschoben. Die große Bedeutung der Optimierung ergibt sich auch
aus der häufig positiven Wechselwirkung von Entwurfseigenschaften. Die Verbesserung ei-
nes Merkmals zieht oft die Verbesserung weiterer Kennwerte des Systems nach sich. Dies
lässt sich am Beispiel der Verringerung des Strukturgewichts eines Flugzeugs aufzeigen, aus
der sich eine widerstandsärmere Aerodynamik ergibt, da weniger Auftrieb erzeugt werden
muss und der Luftwiderstand sinkt. Wegen der akkumulativen Kerosineinsparung, die über
die Lebensdauer gesehen einen besonders wichtigen ökonomischen Faktor im Betrieb des
Flugzeugs bedeutet, kann der Wert des Entwurfs durch die Optimierung der Masse erheb-
lich gesteigert werden.
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1. Kontext der Forschungsarbeit

Die Potentiale für technische Entwicklungsprozesse, die sich aus der Anwendung der Opti-
mierung ergeben, führen dazu, dass sich ein dynamischer Forschungs- und Anwendungsbe-
reich auf diesem Gebiet entwickelt hat. Die große Zahl verschiedener Einsatzszenarios führt
zu einer Vielzahl von Forschungsaufgaben, die beispielsweise in den Bereichen der Optimie-
rungsalgorithmen oder Berechnungsvorgehen für Systemantworten liegen. Die vorliegende
Arbeit bewegt sich dabei stets im Bereich der Optimierung mechanischer Strukturen, die im
Weiteren als Strukturoptimierung bezeichnet wird.
In der Strukturoptimierung führt die Berechnung der Systemantworten fast immer zum Ein-
satz der Finite Elemente Methode (FEM), die die näherungsweise Berechnung von Feldglei-
chungen ermöglicht. Damit steht ein Berechnungswerkzeug zur Bestimmung des mecha-
nischen Verhaltens bereit, das aus der Ingenieurspraxis nicht mehr wegzudenken ist. Die
Notwendigkeit in der Strukturoptimierung Systemantworten zu beschreiben führt zu ei-
ner engen Kopplung von Optimierungsalgorithmen und Struktursimulationen. Die Berück-
sichtigung von Aspekten der Numerik und FEM sind für die erfolgreiche Anwendung der
Strukturoptimierung essentiell. Durch das iterative Vorgehen bei der Optimierung wird eine
häufige Neuauswertung und Berechnung von Strukturantworten notwendig. Weiter wer-
den immer höhere Ansprüche an die Genauigkeit und Aussagekraft der zu berechnenden
Modelle gestellt, die die Systemauswertung zunehmend aufwändiger machen. So bedingt
eine hohe Zahl an Restriktionen und Lastfällen, die im Optimierungsproblem formuliert
werden, die Berechnung von vielen Systemantworten. Die Kombination dieser Einflüsse
führt in der Praxis schnell zu Berechnungsaufwänden, die in einem vernünftigen Zeitrah-
men nicht mehr zu bewältigen sind. Lösungen können der Einsatz von mehr Rechenkapa-
zität, die Parallelisierung der Berechnung oder modifizierte Berechnungsverfahren sein.
Die Modellordnungsreduktion (MOR) stellt eine besondere Modifikation der Berechnungs-
methodik dar, die durch Approximation von Systemantworten den Berechnungsaufwand
signifikant verringern kann. Die Genauigkeit des approximierten Rechenergebnisses darf
dabei offensichtlich nicht zu stark verringert werden, was in der Praxis jedoch oft gewähr-
leistet werden kann. Einen akzeptablen Kompromiss zwischen Rechengenauigkeit und Re-
chenaufwand zu finden ist die große Herausforderung bei der Modellordnungsreduktion.
Dabei haben sich unterschiedliche Verfahren entwickelt, unter denen die Projektionsverfah-
ren einen besonders aktuellen Ansatz darstellen. Obwohl einige MOR-Methodiken bereits in
kommerzieller Software eingebettet sind, erfordert der Einsatz stets große Erfahrung seitens
des Anwenders und es besteht Forschungsbedarf, um weitere Einsatzbereiche zu erschlie-
ßen und numerische Schwierigkeiten zu beheben. Im Hinblick auf die Optimierung muss
dabei immer die Notwendigkeit der parametrierten Formulierung des zu optimierenden
Systems berücksichtigt werden. Der Einfluss dieser Bedingung auf den Reduktionsprozess
führt zum Begriff der parametrierten MOR (PMOR).
Das Ziel der Ingenieursarbeit ist die Entwicklung realer Produkte und die Simulation und
Optimierung ist kein Selbstzweck. Folglich stellt sich die Frage nach der praktischen Umset-
zung von Optimierungsergebnissen in fertigbare Konstruktionen. Dabei zeigt sich, dass bei-
spielsweise aufgrund spezieller Anforderungen aus Fertigungsverfahren zeit- und resour-
cenaufwändige Interpretationen und Neuerstellungen von Modellen notwendig werden.
Somit ist die Vermeidung derartiger Aufwände ein lohnendes Forschungsziel, das beispiels-
weise durch die Berücksichtigung der Fertigungsaspekte im Optimierungsprozess verfolgt
werden kann.
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1.2 Stand der Technik

Wie eingangs beschrieben gehen technische Entwicklungen mit Optimierungsprozessen ein-
her. Für die angesprochene strukturierte Suche nach dem optimalen Entwurf ist die mathe-
matische Beschreibung der Zusammenhänge der Optimierungsaufgabe notwendig. Dabei
fallen viele Parallelen mathematischer Fortschritte mit Ideen und Verfahren der Optimie-
rung auf und es lässt sich eine lange gemeinsame Geschichte feststellen. Einen guten Über-
blick darüber vermittelt Kiranyaz [48].
Optimierung an sich ist nicht auf eine bestimmte Disziplin beschränkt und ihre mathema-
tischen Prinzipien sind allgemein. Die Anforderungen an einen Entwurf können aus unter-
schiedlichsten Bereichen stammen und vereinigen diese im Rahmen der Optimierungsauf-
gabe. Der Fokus der vorliegenden Arbeit liegt auf der strukturmechanischen Optimierung
und betrachtet in erster Linie Struktursteifigkeiten, -festigkeiten und Fertigungsaufwände.
Die Anwendung der Optimierung auf unterschiedlichste reale Systeme enthüllt immer neue
Herausforderungen an Berechnungsmethoden, Optimierungsalgorithmen und die gegebe-
nen Rechenkapazitäten. Der Einsatz unterschiedlicher Optimierungsalgorithmen hängt stark
von der jeweiligen Optimierungsaufgabe ab, deren Charakterisierung anhand der verwen-
deten Optimierungsvariablen möglich ist. Wurden in der Anfangszeit der Strukturoptimie-
rung hauptsächlich Dimensionierungen mit Balkenelementen betrachtet, so ging die Ent-
wicklung weiter zur Formparametrierung und Topologieoptimierung (vgl. [9], [77], [10]).
Einen guten Überblick gibt auch die Veröffentlichung von Deaton [25]. Die Verwendung von
Elementdichten als Optimierungsvariablen in der Topologieoptimierung zeigt, dass auch
die Anwendung sehr theoretischer Ideen, die nicht unbedingt reale Verhältnisse widerspie-
geln, wichtige Ergebnisse liefern kann und sich die Strukturoptimierung hin zu neuen An-
wendungsbereichen entwickelt.
Durch die numerische Rechnung mit ihrer begrenzten Darstellungsgenauigkeit der Zahlen
können theoretische Erkenntnisse in der Praxis oft nicht vorausgesetzt werden. Dies kann
sich auf die Optimalität von Entwürfen, die Einhaltung von Restriktionen oder die Berech-
nung von Systemantworten beziehen. Derartige Aspekte finden sich eingehend diskutiert
unter anderem bei [5], [46], [62] und [68]. Eine wichtige Folge der Anwendung der FEM für
die Berechnung der Strukturantworten ist der hohe Rechenaufwand, der sich als limitieren-
der Faktor in der Optimierung herausstellen kann. Der Rechenaufwand ergibt sich in erster
Linie aus der Berechnung von Strukturantworten und der Sensitivitätsanalyse im Rahmen
der FEM-Berechnungen. Von Bathe [7] und Betten [12] sind Grundlagen und weiterführen-
de Konzepte des Verfahrens umfassend beschrieben. Moderne FEM-Programme beinhalten
hocheffiziente Lösungsverfahren für lineare und nichtlineare Gleichungssysteme sowie Ei-
genwertprobleme. Wichtige Programmumgebungen sind Nastran, Abbaqus oder Ansys, die
jeweils durch Prae- und Postprocessingsoftware die Berechnung und Auswertung unter-
stützen. Einen Überblick über die grundlegenden Aufgaben und Lösungsalgorithmen der
Numerik geben [22], [69] und [76].
Wie im Abschnitt 1.1 bereits erwähnt, stellt die MOR eine Möglichkeit zur Steigerung der
Recheneffizienz dar. Die Anfänge der Modellordnungsreduktion gehen auf Überlegungen
zum Eigenraum dynamischer Systeme zurück. Die Idee der modalen Reduktion sind eng
mit der Bestimmung des dynamischen Verhaltens mechanischer Systeme verbunden, deren
Grundlage die Lösung des Eigenwertproblems ist. Die Transformation auf einen Hauptraum
führte zur Überlegung, eine Projektion auf einen Haupt-Unterraum durchzuführen, was
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von Davison [24] vorgestellt wurde. Weitere Entwicklungen sind die sogenannten Kondensa-
tionsverfahren nach Guyan [44]. Dabei werden die Freiheitsgrade eines Systems in „Master“-
und „Slave“-Knoten aufgeteilt. Das ursprüngliche System wird dann auf ein System in
Abhängigkeit der Masterknoten transformiert, was eine deutliche Verringerung der Größe
des zu lösenden Systems bedeutet. Aufbauend wurde die „Improved Reduced System“-
Methode von O’Callhan [63] entwickelt, bei der Masseneffekte ausgeglichen werden, die
bei der reinen Guyan-Reduktion vernachlässigt werden. Substrukturtechniken wurden in
[6] von Craig und Bampton eingeführt, wobei die Ideen von Guyan kombiniert mit moda-
len Freiheitsgraden angewendet werden. Die dynamische Kondensation stellt ein weiteres
Verfahren dar, das die Probleme der statischen Kondensation wie beispielsweise Vernach-
lässigung von Strukturmasse der „Slave“-Freiheitsgrade, behebt. Einen Überblick liefert die
Gegenüberstellung mehrerer genannter Verfahren in [84]. Vorangetrieben wurde die Ent-
wicklung von MOR-Verfahren vor allem durch die Regelungstechnik, in der die zeitkriti-
sche Zustandsschätzung für die Fehlerberechnung entscheidend ist. Anhand von reduzier-
ten Systemen können Regler hierbei viel schneller reagieren, was die Qualität der Regelung
verbessert. Die Methoden wurden mittlerweile in vielen weiteren Disziplinen angewendet
und auch in der Strukturberechnung ist es sinnvoll und naheliegend, Möglichkeiten zu un-
tersuchen, wie weit die Methodik die Recheneffizienz steigern kann (vgl. [54]).
Neben den genannten Verfahren haben sich später vor allem krylov-raumbasierte Verfahren
bei Systemen mit sehr großer Freiheitsgradzahl durchgesetzt [32] [72]. Ein weiteres nen-
nenswertes Vorgehen ist das balancierte Abschneiden, das das Ein- Ausgangsverhalten dy-
namischer Systeme betrachtet und Zustände aussortiert, deren Änderung zum einen viel
Energie benötigt und andererseits wenig Energie auf den Ausgang überträgt. Näheres da-
zu findet sich bei Antoulas [1] und Volkwein [82]. Im Zusammenhang mit parametrierter
Modellordnungsreduktion ist Daniel [23] zu nennen, der ein Verfahren beschreibt, wie para-
metrierte Ersatzsysteme mit Hilfe von Krylov-Räumen erstellt werden können. Einen guten
Überblick über den Stand der Technik der parametrierten Modellordnungsverfahren stellt
die Veröffentlichung von Benner, Gugercin und Willcox [11] dar. Hierin werden parametrierte
Verfahren in „Data fit models“ und „Projection based reduced models“ unterteilt. Die Inter-
polation von lokal reduzierten Systemen ist bei Degroote [26] und Panzer [65] beschrieben.
Eine „Sampling“-basierte Untersuchung mit vielen Parametern findet sich in [19].
Ein mathematisch definierter Optimalentwurf ist nur hilfreich, wenn eine Möglichkeit zur
Fertigung besteht. Daher ist es wichtig, Kriterien für die Fertigbarkeit zu ermitteln, mathe-
matisch zu formulieren und in den Optimierungsprozess einzubringen. In der vorliegenden
Arbeit wurde die generative Fertigung betrachtet und ihre Grenzen und speziellen Leis-
tungsmerkmale berücksichtigt. Von Gebhardt [40] wird ein umfassender Überblick über die
Eigenschaften der generativen Fertigung gegeben. Die Interaktion von Topologieoptimie-
rung und generativer Fertigung wurde unter anderem von Gaynor [39] untersucht.
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1.3 Vorgehensweise und Arbeitsschritte

Nach der Darstellung des Standes der Technik, werden zu Beginn der Arbeit die Grund-
lagen aus Optimierung, Numerik, linearer Algebra, Systemtheorie und MOR dargestellt.
Aufbauend darauf werden zunächst die Eigenschaften der MOR anhand generischer dy-
namischer Modelle untersucht, wodurch Einblicke in allgemeine Eigenschaften der projek-
tiven MOR-Verfahren entstehen. Die Ergebnisse fließen dabei zur Verdeutlichung in den
Grundlagenteil ein. Nach diesen Voruntersuchungen werden in Kapitel 3 ausgewählte pa-
rametrierte MOR-Verfahren angewendet. Die Rückschlüsse daraus münden im Vorschlag
eines effizienten Verfahrens zur Strukturoptimierung, das auf den Ideen evolutionärer Al-
gorithmen aufbaut und durch das ein vorteilhafter Einsatz der MOR in der Optimierung
erfolgen kann. Dazu wird mittels der Programmiersprache PYTHON ein umfangreicher For-
schungscode auf Basis verschiedener existierender Module aufgebaut.
Wie in Abschnitt 1.1 erläutert, stellt die Umsetzbarkeit von Optimierungsergebnissen eine
große Herausforderung dar. Daher wird die Berücksichtigung von Fertigungsanforderun-
gen in der Optimierung näher betrachtet. Es wird ein Forschungscode entwickelt, der einen
tiefreichenden Zugriff auf alle wichtigen Variablen des Berechnungsprozesses und eine ma-
ximale Flexibilität bezüglich der auszuführenden Rechenschritte erlaubt. Als Herstellungs-
verfahren wird die additive Fertigung betrachtet, die im Zusammenwirken mit der Topolo-
gieoptimierung ein hohes Potential zur Steigerung der mechanischen Leistungsfähigkeit der
Bauteile aufweist. Zunächst werden Grenzen und Anforderungen des Fertigungsverfahrens
identifiziert, die in der Optimierung zu berücksichtigen sind. Dies führt zum Bestreben, geo-
metrische Überhänge der Zielstruktur zu vermeiden, da diese einen erheblichen Mehrauf-
wand bei der Herstellung des Bauteils bedeuten. Die aktuelle Dichteverteilung im Bauraum
wird für drei unterschiedliche Vorgehensweisen als Ausgangspunkt für die Penalisierung
der Zielfunktion verwendet. Dabei können der Einfluss der Gewichtung, die im Rahmen
der Mehrzieloptimierung zu wählen ist und die verschiedenen Wirkungsweisen der drei
Penalisierungsansätze gezeigt werden.
Im abschließenden Kapitel 5 wird der praktische Einsatz verschiedener Strukturoptimie-
rungsmethoden während der Entwicklung einer Fahrzeugstruktur für einen elektrischen
Kleinwagen für das urbane Umfeld untersucht. Dazu wird ein relativ großes Finite-Elemente-
Modell zur Berechnung der Strukturantworten aufgebaut, das durch die Berechnungssoft-
ware OPTISTRUCT ausgewertet wird. Beginnend mit einer Topologieoptimierung für die
Gesamtstruktur, werden globale Lastpfade im verfügbaren Bauraum identifiziert. Anhand
dieser Erkenntnisse können weitere, höher detaillierte Konstruktionsschritte unternommen
werden. Seitens der Optimierung können dann durch einen Modellneuaufbau und anschlie-
ßende Dimensionierungen weitere Auslegungsschritte unterstützt werden. Auf diesem Weg
werden die speziellen Herausforderungen deutlich und es ergibt sich die Möglichkeit, Maß-
nahmen zu deren Lösung zu ergreifen.
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2

Grundlagen

2.1 Optimierung

2.1.1 Die Optimierungsaufgabe - Mathematische Formulierung

Optimierung bedeutet die Auffindung eines Systemzustandes, der bezüglich eines Bewer-
tungsmaßes ideal ist, wobei vorgegebene Bedingungen eingehalten werden müssen. Die
allgemein gehaltene Definition zeigt, dass Optimierung nicht auf bestimmte Disziplinen be-
schränkt ist. Eine übliche mathematische Standardformulierung der Optimierungsaufgabe,
wie sie für die eingangs erwähnten drei Untersuchungsbereiche der vorliegenden Arbeit
von zentraler Bedeutung ist, ist in Beziehung (2.1) gegeben.

min
x

(
z(x)

∣∣ gj(x) ≤ 0
)

mit xm ∈ Xm j ∈ {1, . . . , nrs} m ∈ {1, . . . , nov} (2.1)

Die Optimierungsvariablen sind im Vektor x zusammengefasst, der die Systemkonfigura-
tion festlegt und unterschiedlichste Größen beinhalten kann. Mit z wird die Zielfunktion
bezeichnet, die ein Gütemaß für die Systemkonfiguration darstellt und minimiert werden
soll. Die Bedingungen, die an das System gestellt werden stecken in den nrs Ungleichungen,
die durch die Funktionen gj beschrieben werden.
Diese Formulierung definiert die Optimierungsaufgabe sehr allgemein, da die Optimie-
rungsfunktionen z, gj und die Optimierungsvariablen x noch nicht näher spezifiziert sind.
Erst die Verknüpfung der Optimierungsfunktionen und Optimierungsvariablen mit Sys-
temantworten rk und Systemparametern stellt die Verbindung zum jeweiligen betrachteten
System her.
Eine exemplarische Darstellung dreier Optimierungsaufgaben ist für je zwei Optimierungs-
variablen in Abbildung 2.1 gegeben. Hierin sind jeweils die Optimierungsfunktionen an-
hand von Isolinien verdeutlicht, wobei für die Restriktionen nur die wichtige Konturlinie
gj = 0 dargestellt ist. Anhand der drei Beispiele werden Eigenschaften und Zusammenhän-
ge bei Optimierungsproblemen im Weiteren diskutiert. Der Vergleich von 2.1(a) und 2.1(b)
macht den Unterschied zwischen einer reinen Minimierungsaufgabe (minx (z(x))) und re-
stringierten Optimierungsaufgaben deutlich. Im ersten Fall ist die Lösung durch das Mini-
mum der Zielfunktion bestimmt, im zweiten Fall durch das Zusammenspiel von z und den
Restriktionen.
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x2

x1z=konst.

lokal

global
∆z<0

(a) Minimierungsaufgabe

global

g1=0

g2=0

∆z<0

z=konst.x2

x1

(b) Lin. Optimierungsaufgabe

x1

x2

global

lokal

g1=0

z=konst.

∆z<0

(c) Nichtlin. Optimierungsaufgabe

Abbildung 2.1.: Varianten von Optimierungsaufgaben

Optimierungsvariablen Die Optimierungsvariablen x, die eine bestimmte Systemkonfigu-
ration beschreiben und über die Einfluss auf das System genommen werden kann, entspre-
chen in Abbildung 2.1 den Koordinaten. Die Optimierungsvariablen müssen nicht mit den
Systemparametern p übereinstimmen, die für die Definition der Entwurfskonfiguration ver-
wendet werden. Durch bijektive Abbildungen x = x(p) von Optimierungs- auf Systemva-
riablen kann der Einfluss der Wahl von Einheiten auf den Optimierungsverlauf behoben
werden und die Optimierungsvariablen in einem bestimmten Definitionsbereich gehalten
werden. Dies trägt zur Standardisierung der Formulierung bei, durch die die Programmie-
rung von Algorithmen vereinfacht wird. Die xj können kontinuierliche und diskrete Werte
annehmen, was jeweils vom betrachteten System abhängt. Die Verwendung von diskreten
Werten macht die Ermittlung brauchbarer Gradienteninformationen meist unmöglich, wes-
halb sich daraus schwieriger zu handhabende Probleme ergeben. In der Praxis treten dis-
krete Optimierungsprobleme häufig auf.
Für die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene Optimierungsvaria-
blen wie beispielsweise Bauteilgeometrieparameter oder Elementmaterialdichten verwen-
det. Auf Grundlage der Optimierungsvariablen lassen sich die strukturmechanischen Opti-
mierungsprobleme unterteilen, wie es in Abschnitt 2.1.4 diskutiert wird. Auf die speziellen
Konsequenzen der Wahl der jeweiligen Parameter wird an den entsprechenden Stellen ein-
gegangen.

Restriktionen Die Restriktionen gj legen in Form von Ungleichungen die Anforderungen
an den Entwurf fest. Wie bereits erwähnt erfolgt deren Definition anhand der Systemant-
worten rk, sodass gj = gj(rk(x)). Die Restriktionen sind in Abhängigkeit vom Entwurf ent-
weder inaktiv (g < 0), aktiv (g = 0) oder verletzt (g > 0), wobei diese Definition als Kon-
vention für diese Arbeit anzusehen ist. Ferner ist eine normierte Form der Restriktionen für
die Verwendung in verschiedenen Algorithmen und für eine bessere Übersichtlichkeit bei
der Optimierungsauswertung von Vorteil. Für eine obere Schranke r beziehungsweise eine
untere Schranke r ergeben sich dann die Gleichungen in (2.2).

g =
r

r
− 1 für r ≤ r g = 1− r

r
für r ≥ r (2.2)
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Sind die Ungleichungen inaktiv oder aktiv, nennt man einen Entwurf zulässig, sonst unzu-
lässig. In den Abbildungen 2.1(b) und 2.1(c) sind die Konturlinien gj = 0 gezeigt, wobei die
Schraffur den unzulässigen Bereich anzeigt. In der Praxis erfolgt diese Bewertung aufgrund
der begrenzten Darstellungsgenauigkeit der Rechensysteme meist anhand von Toleranzbe-
reichen. Für |gj| < εact wird die Restriktion als aktiv angesehen.
Gleichheitsrestriktionen der Form hi = 0 sind nicht explizit in Beziehung 2.1 aufgenommen
worden, da sie auch als Ungleichung formuliert werden können (h = 0 ↔ 0 ≤ h ≤ 0)
und somit von den Ungleichheitsrestriktionen abgedeckt sind. Auch der Definitionsbereich
der Optimierungsvariablen, der durch die Zusammenhänge x ≤ x ≤ x beschrieben wer-
den kann, ist auf diese Weise berücksichtigbar. Bei der Algorithmenimplementierung ist
die getrennte Übergabe der unterschiedlichen Restriktionstypen jedoch von Vorteil, da die
getrennte Behandlung die Recheneffizienz steigert. Der Definition der Restriktion ist zu ent-
nehmen, dass eine Multiplikation mit einer positiven Zahl die Bedingung nicht ändert. Dar-
aus ergibt sich die Möglichkeit, die numerische Kondition der Optimierungsaufgabe durch
Skalierungen zu verbessern.
Die Bedingungen an ein System können unterschiedlichster Art sein. Bei mechanischen Sys-
temen, wie beispielsweise in Abschnitt 5.1.2, werden häufig Verschiebungen und Spannun-
gen restringiert, um Funktionalität und Festigkeit sicherzustellen.

Zielfunktion Die Standardformulierung dieser Arbeit geht von einer Minimierung der Ziel-
funktion aus. Generell können Maximierungsprobleme durch die Multiplikation mit −1
(min (z) =̂ max (−z)) ohne weiteres in Minimierungsprobleme transformiert werden. Auch
die Zielfunktion kann wie die Restriktionen durch Multiplikation einer positiven Zahl ska-
liert werden, ohne dass dies den Optimalentwurf der Optimierungsaufgabe ändert. Zusätz-
lich ändert auch eine Addition z(x) + c das Optimum nicht, was wiederum für die Verbes-
serung der numerischen Stabilität genutzt werden kann.
Im Rahmen von Penalisierungsverfahren, wie sie in Abschnitt 4 angewendet werden, wer-
den Bedingungen der Fertigung nicht durch Restriktionen, sondern durch gezielte Modifi-
kation der Zielfunktion in den Optimierungsprozess eingebracht. Dabei wird die Zielfunk-
tion im Falle der Verschlechterung des Bewertungsmaßes für die Fertigbarkeit vergrößert.
Dies ist in Abschnitt 4.5.2 näher beschrieben.
Die Zielfunktion z(x) ist in Gleichung (2.1) als skalarwertig beschrieben. Im Allgemeinen
kann jedoch auch eine Mehrzieloptimierung definiert werden (siehe Abschnitt 2.1.8), de-
ren Handhabung auf unterschiedliche Weisen erfolgen kann. Derartige Methoden sind bei-
spielsweise die Gewichtung und Summation der Ziele, oder die Formulierung von Restrik-
tionen aus einzelnen Zielen. Näheres zu den üblichen Ansätzen kann beispielsweise bei [56]
nachgelesen werden.

Systemantworten Wie bereits erwähnt, wird das betrachtete System, das optimiert werden
soll, durch die Verwendung von Systemantworten für die Zielfunktion und die Restrikti-
onsfunktionen sowie die Verknüpfung von Optimierungsvariablen mit den Systemparame-
tern in die Optimierungsaufgabe eingebunden. Wenn alle verwendeten Systemantworten
von den Optimierungsvariablen einen linearen Zusammenhang der Form r(x) = cTx + t
aufweisen, spricht man von einem linearen Optimierungsproblem, wie es in 2.1(b) darge-
stellt ist. Im Gegensatz dazu zeigt 2.1(c) ein nichtlineares Optimierungsproblem, da hier
mindestens eine Funktion nichtlinear von x abhängt. Im technischen Kontext treten lineare
Optimierungsaufgaben nur sehr selten auf, allerdings führen lineare Approximationen, die
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durchaus zum Einsatz kommen, auf diese Problemklasse. Für die verschiedenen Fälle müs-
sen dann jeweils Optimierungsalgorithmen ausgewählt werden. Dazu mehr in Abschnitt
2.1.5.
In der Strukturoptimierung erfolgt die Ermittlung der System- beziehungsweise Struktu-
rantworten meist mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM). Die Anwendung der FEM,
die in 2.2 näher besprochen wird, beinhaltet die Modellierung und Diskretisierung des rea-
len Systems und somit eine Abstraktion von der Wirklichkeit. Der Grad der Vereinfachung
bestimmt die Modellgüte und Aussagekraft und limitiert somit auch die Qualität der Simu-
lationsergebnisse und folglich der Optimierung.
Die Systemantworten liegen in einer bezüglich der Optimierungsvariablen impliziten Form
vor, da die Inverse Systemmatrix sich im Allgemeinen nicht analytisch beschreiben lässt.
Daraus ergibt sich die Notwendigkeit oftmals sehr große lineare Gleichungssysteme nu-
merisch zu lösen. Dieser Aufwand stellt für die Optimierung meist den größten Teil der
Berechnungszeit dar.
Die Optimierungsaufgabe lässt sich gemäß der vorangegangenen Erläuterungen in drei
Hauptsäulen unterteilen, die in Tabelle 2.1 dargestellt sind.

Tabelle 2.1.: Bestandteile der Optimierungsaufgabe nach [29]

Optimierungsaufgabe

Systemmodell Optimierungsmodell Optimierungsalgorithmus

Geometriedaten

Vernetzung

Randbedingungen

Definition von
Systemparametern

Berechnungsprogramm

Defninition der
Optimierungsvariablen

Normierungen/
Skalierungen

Zielfunktions- und
Restriktionsdefinition

Algorithmusparameter

Konvergenzkriterien

Numerische Toleranzen

2.1.2 Das duale Problem - Die Lagrange-Funktion

Ausgangspunkt für viele theoretische Überlegungen und Optimierungsalgorithmen, wie
beispielsweise der in Abschnitt 4.4 für die Lösung von Topologieoptimierungsaufgaben,
ist die duale Beschreibung des Optimierungsproblems (2.1) in Form der Lagrange-Funktion
(2.3).

L(x,λλλ,w) = z(x) +

nrs∑
i=1

λi
[
gi(x) + w2

i

]
mit λi ≥ 0 wi ∈ R (2.3)

Hierin sind die λi die Lagrange-Multiplikatoren und wi sogenannte Schlupfvariablen, die
die Ungleichheits- in Gleichheitsrestriktionen überführen. Dies ist notwendig, da nicht alle
Restriktionen im Optimum aktiv sein müssen. Ein stationärer Punkt von Gleichung (2.3) ent-
spricht dabei dem Optimum in (2.1). Folglich ist die Auffindung eines stationären Punktes
der Lagrange-Funktion eine Optimierung von (2.1) und umgekehrt. In Abbildung 2.2(b) ist
für ein einfaches Optimierungsproblem die Lagrange-Funktion dargestellt. Dabei sind zum
einen für λ = 0 die Optimierungsfunktionen zu erkennen, zum anderen wird die Dimensi-
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2.1. Optimierung

onserweiterung durch die zusätzliche Variable λ deutlich.
In den Gleichungen (2.4) bis (2.7) sind die Bedingungen für die Optimalität eines Entwurfes
x dargestellt.

∂L

∂xj
=

∂z

∂xj
+

nrs∑
i=1

λi
∂gi
∂xj

= 0 (2.4)

∂L

∂λi
= gi + w2

i = 0 (2.5)

∂L

∂wi
= 2λiwi = 0 (2.6)

λi ≥ 0 j ∈ {1, . . . , nov} i ∈ {1, . . . , nrs} (2.7)

Die Schlupfvariablen wi werden meist aus den Stationaritätsbedingungen eliminiert. Dies
kann durch quadrieren von (2.6) und auflösen von (2.5) nach−gi = w2

i sowie anschließendes
einsetzen erfolgen. Daraus resultiert der Zusammenhang−giλ2

i = 0, was auf die sogenannte
„Switching Condition“ λigi = 0 führt. Diese äquivalente Form, in der die Schlupfvariablen
wi nicht mehr enthalten sind, wird durch die Beziehungen (2.8) bis (2.11) gezeigt.

∂L

∂xj
=

∂z

∂xj
+

nrs∑
i=1

λi
∂gi
∂xj

= 0 (2.8)

giλi = 0 (2.9)
gi ≤ 0 (2.10)
λi ≥ 0 (2.11)

Die Bedingungen lassen sich geometrisch anschaulich interpretieren. Die gewichteten Re-
striktionsgradientenvektoren müssen dabei im Gleichgewicht mit dem Gradientenvektor
der Zielfunktion stehen, was in Abbildung 2.2(a) für zwei Restriktionen dargestellt ist.

∇z

∇g1

∇g2

λ2∇g2

λ1∇g1

−∇z

(a) Lagrange-Multiplikatoren (b) Lagrange-Funktion

Abbildung 2.2.: Lagrange-Funktion und Lagrange-Multiplikatoren

Wird die Zielfunktionsänderung in die Richtungskomponenten der aktiven Restriktions-
gradienten zerlegt (rote Pfeile in Abbildung 2.2(a)), wird deutlich, dass der Lagrange-Multi-
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2. Grundlagen

plikator die Ableitung der Zielfunktion nach den Restriktionen ist. Es gilt λi = ∂z/∂gi. So-
mit lässt sich anhand der λi bewerten, welche Restriktionsänderung eine besonders große
Verbesserung der Zielfunktion zur Folge hat. Allerdings hat diese Aussage nur einen einge-
schränkten Gültigkeitsbereich bezüglich der Optimierungsvariablen, da der Gradient eine
lokale Linearisierung ist.
Der stationäre Punkt der Lagrange-Funktion ist ein Sattelpunkt und somit kein Extremum,
wodurch sich die Lösung verkompliziert. Dazu werden zunächst die Bezeichnungen „pri-
male Variablen“ für x und „duale Variablen“ für λ eingeführt. Am Sattelpunkt muss gleich-
zeitig L(x,λλλ) über den primalen Variablen minimal und über den dualen Variablen maxi-
mal werden. Damit ergeben sich zwei Lösungsstrategien. Zum einen kann zuerst die Maxi-
mierung von L(x,λλλ) über λ bestimmt werden, sodass man zunächst L̄(x) erhält. Anschlie-
ßend wird durch die Minimierung von L̄(x) über x die Lösung gefunden. Dieses Vorge-
hen wird primale Methode genannt und führt direkt auf die Lösung des Optimierungs-
problems 2.1. Die zweite Möglichkeit ist das umgekehrte Vorgehen. Man minimiert dabei
zuerst L(x,λλλ) über x und maximiert dann über λi [74, S.85]. Dies wird als duale Strategie
bezeichnet. Für die Wahl des Vorgehens sind Eigenschaften des Optimierungsproblems ent-
scheidend. Der effiziente Einsatz der dualen Methode ergibt sich beispielsweise für den Fall
separierbarer und konvexer Optimierungsfunktionen (vgl. 2.1.3), bei denen deutlich mehr
Optimierungsvariablen als Restriktionen vorliegen. Dadurch sind für die Minimierung im
ersten Schritt nov eindimensionale Minimierungen und im Maximierungsschritt eine nrs-
dimensionale Optimierungsaufgabe zu lösen. Näheres dazu bei [5, S.106] und [46, S.70].

2.1.3 Eigenschaften von Optimierungsproblemen

2.1.3.1 Optimalität

In Abbildung 2.1 sind lokale und globale Optima markiert. Dabei ist das globale Optimum
als Lösung der Optimierungsaufgabe zu sehen. In der Praxis ist es allgemein nicht möglich
einen Entwurf, der als Optimum identifiziert wurde, bezüglich der globalen Optimalität zu
bewerten. Dies liegt daran, dass die Systemantworten in der Regel als implizite Gleichungen
vorliegen und die Informationen über einen Entwurf nur in der nächsten Umgebung des
Entwurfs bekannt sind. Beispielsweise werden in der Strukturmechanik die Systemantwor-
ten meist mittels der FEM berechnet, wobei iterative Lösungsverfahren eingesetzt werden.
Die Kuhn-Tucker-Bedingungen in den Gleichungen (2.4) stellen für allgemeine restringier-
te Optimierungsaufgaben deshalb ein notwendiges, jedoch nicht hinreichendes Kriterium
für ein globales Optimum dar, da sie auch von lokalen Optima und Sattelpunkten erfüllt
werden.

2.1.3.2 Konvexität

Konvexität einer Menge bedeutet mathematisch nach [17, S.244], dass für jedes Punktpaar
aus der Menge alle Punkte der Verbindungsgeraden ebenfalls Teil der Menge sind. In der
Optimierung wird mit dieser Definition bewertet, ob mehrere Optima vorliegen oder im
konvexen Fall nur eines, welches entsprechend das globale ist. Die Konvexität beziehungs-
weise Nichtkonvexität ergibt sich aus dem Zusammenspiel von Zielfunktion und Restrik-
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tionen wie in Abbildung 2.1 durch Vergleich deutlich wird. Die Graphik 2.1(b) zeigt ein
konvexes Optimierungsproblem, das nur ein globales Optimum aufweist. Die Konvexität
ist im Allgemeinen für Optimierungsprobleme nicht feststellbar, was gleichbedeutend mit
den Aussagen in Abschnitt 2.1.3.1 bezüglich der Bewertung von globalen und lokalen Opti-
ma ist.
Für Optimierungsalgorithmen spielt die Konvexität bei approximationsbasierter Optimie-
rung eine wichtige Rolle. Durch die geschickte Wahl von Approximationen, die die Konve-
xität sicherstellen, ist es möglich, Subprobleme mit einer einzigen Lösung zu definieren. Die
sequentielle Optimierung der Subprobleme erleichtert die iterative Suche nach einer Lösung
der ursprünglichen Optimierungsaufgabe, bedeutet jedoch nicht, dass die Suche auf eine
globale Lösung führt. Ein Beispiel dafür ist der MMA-Algorithmus, der für die im Rahmen
dieser Arbeit betrachtete Topologieoptimierung eine wichtige Rolle spielt und in Abschnitt
4.4.2 noch genauer beschrieben werden wird.

2.1.3.3 Separierbarkeit

Eine Systemantwort wird nach [5, S.106] separierbar genannt, wenn sich die Funktion als
Summe von Funktionen beschreiben lässt, die jeweils nur von einem Parameter abhängen.
Dies ist in Gleichung (2.12) beschrieben.

r(x) =

nov∑
k=1

rk(xk) (2.12)

Die Separierbarkeit spielt vor allem im Kontext von dualen Lösungsverfahren eine wichti-
ge Rolle, da durch sie das Problem minx {L(x, λ)} in eindimensionale Optimierungen zer-
fällt [46, S.73]. Im Allgemeinen sind die Funktionen von Optimierungsproblemen nicht se-
parierbar. Durch bestimmte Approximationen der Systemantworten kann die Separierbar-
keit jedoch in einem ersten Schritt hergestellt werden. Das nov-dimensionale Optimierungs-
problem lässt sich dann analytisch lösen. Dies ist beispielsweise beim Einsatz des MMA-
Algorithmus in der Topologieoptimierung, die ein zentraler Untersuchungsgegenstand der
vorliegenden Arbeit ist, der Fall.

2.1.4 Arten von Strukturoptimierungsaufgaben

In Abb. 2.3 sind wesentliche Strukturoptimierungsarten dargestellt, die durch die jeweili-
gen Optimierungsvariablen voneinander abgegrenzt sind. Sie sind in eine Reihenfolge ge-
bracht, wie sie beispielsweise in einem realen Entwicklungsprozess vorliegen könnte. Da
zu Beginn des Entwicklungsprozesses nur wenige Informationen vorliegen, bietet sich der
Einsatz von Konzeptoptimierungen, wie der Topologieoptimierung, an. Das Ergebnis wird
in einem zweiten Schritt in eine fertigbare Konstruktion umgesetzt, deren Form dann noch-
mals optimiert wird. Eine Dimensionierung kann dann noch eine weitere Feineinstellung
von Konstruktionsparametern ergeben. Weiter sind in der Abbildung noch diskrete Opti-
mierungsaufgaben angedeutet, bei denen beispielsweise verschieden Profile oder Materia-
lien ausgewählt werden.
Die Grafik gibt nur einen groben Überblick und es ist beispielsweise möglich, eine Dimen-
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Topologie Form Dimension

Entwicklungsphase

Profil/Material

Abbildung 2.3.: Unterscheidung von Strukturoptimierungsaufgaben

sionierung und eine Formoptimierung gleichzeitig durchzuführen. Auch ist die angedeute-
te Reihenfolge nicht obligatorisch. In Abschnitt 5.2 folgte beispielsweise der Topologieop-
timierung direkt eine Dimensionierung, um eine Fahrzeugwannenstruktur zu optimieren.
Im Folgenden werden die Optimierungsarten mit ihren Eigenschaften und Einschränkun-
gen der Vollständigkeit halber kurz diskutiert.

Dimensionierung Bei der Dimensionierung werden geometrische Parameter variiert, die
Wandstärken von Strukturen repräsentieren. Beispielsweise werden in Abschnitt 5.2.3 dünn-
wandige Verstärkungsrippen optimiert, die aus Schalenelementen modelliert sind und de-
ren Dicke damit sehr leicht zu definieren ist. Dieser Parameter geht hierbei in die Element-
eigenschaften ein ohne das FEM-Netz zu verändern und macht die Dimensionierung aus
numerischer Sicht zu einer stabilen und relativ leicht zu handhabenden Optimierungsart.

Formoptimierung Für die Beschreibung der Bauteilform stehen unterschiedliche Herange-
hensweisen zur Verfügung. Die Geometrieparametrierung kann auf Grundlage des CAD-
Modells (Computer Aided Design) oder direkt anhand des FEM-Modells erfolgen. Die ers-
te Möglichkeit hat den Vorteil, dass man Konstruktionsparameter direkt ansteuern kann,
führt jedoch zur Notwendigkeit der Neuvernetzung für die Berechnung. Die Zuordnung
von FEM-netzbasierten Größen zu dem neuen Netz kann dabei Probleme bereiten.
Wird die Veränderung anhand des FEM-Modells parametriert, so geschieht dies meist mit
Hilfe von Formbasisvektoren (vgl. Abschnitt 3.3.1). Dabei werden die Netzknotenpositionen
gemäß k = k0 + Bx berechnet, worin B die Formbasisvektoren bn enthält, die durch die
Systemparameter xn skaliert werden. Die Formbasisvektoren werden auf die Ausgangskno-
tenpositionen k0 addiert. Probleme können bei diesem Vorgehen durch starke Netzverzer-
rungen auftreten. Weiter ist die Erstellung der Formbasisvektoren aufwändig, auch wenn
dafür spezielle Programme zur Verfügung stehen. Der Vorteil besteht in einer aus Sicht des
Berechnungsprozesses relativ stabilen Vorgehensweise.

Topologieoptimierung Die Topologieoptimierung verteilt eine vorgegebene Menge an Ma-
terial in einem definierten Bauraum. Diese Materialverteilung wird durch eine Parametrie-
rung auf Elementebene erreicht. Dieses Optimierungsvorgehen kann verschiedenste Ziele
und Restriktionen berücksichtigen, wie es bei [10] ausgiebig diskutiert wird. Die Topolo-
gieoptimierung wird näher in Abschnitt 2.1.9 beschrieben und findet im Rahmen der Un-
tersuchungen in den Abschnitten 4 und 5 Anwendung. Die Ergebnisse des Verfahrens hän-
gen stark von der Diskretisierung ab und die Topologien nehmen organische, mehrfach ge-
krümmte Oberflächenformen an. Dies stellt eine große Herausforderung für Konstruktion
und Fertigung dar, wie es auch in Kapitel 4 dargestellt wird.
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2.1. Optimierung

Materialzuweisung Eine weitere Optimierungsaufgabe besteht in der Zuweisung des bes-
ten Materials für eine Struktur oder für verschiedene Strukturbereiche. Dabei ergeben sich
diskrete Optimierungsvariablen, da sich in der Regel keine kontinuierlichen Übergänge zwi-
schen Materialien realisieren lassen. Die Lösung diskreter Optimierungsaufgaben stellt be-
sonderes hohe Anforderungen, da unter anderem mit den Optimierungsvariablen mehrere
Eigenschaften sich gleichzeitig ändern können und keine Kontinuität in den Systemantwor-
ten gegeben ist.

2.1.5 Einordnung und Unterteilung von Optimierungsalgorithmen

Die Lösung der mathematischen Optimierungsaufgabe in 2.1 wird in der Regel iterativ auf
numerischem Weg durch Algorithmen ermittelt. Eine mögliche Unterteilung von Optimie-
rungsalgorithmen kann gemäß Abbildung 2.4 erfolgen.

Optimierungstechniken

Direkt Indirekt

Stochastisch Deterministisch 1. Ordnung 2. Ordnung

SQPMFDSimplex (Nelder)Evolutionäre
Strategien

0. Ordnung 1. Ordnung 2. Ordnung

Mathematische Programmierung

Abbildung 2.4.: Mögliche Unterteilung von Optimierungsalgorithmen angelehnt an [60]

Darin unterscheiden sich direkte und indirekte Optimierungsvorgehen durch den Verzicht
auf beziehungsweise die Verwendung von Gradienteninformationen. Die stochastischen
Verfahren beinhalten zufällige Parameter, wodurch keine Reproduzierbarkeit von Optimie-
rungsläufen gegeben ist. Von diesem Optimierungsprinzip lässt sich die mathematische Pro-
grammierung abgrenzen, die rein deterministisch vorgeht. Zur Verdeutlichung sind einige
bekannte Optimierungsalgorithmen in das Schema eingeordnet.

Direkte deterministische Methoden Das Prinzip der direkten deterministischen Methoden
ist die lokal begrenzte Berechnung von Systemantworten, durch die eine Suchrichtung er-
mittelt wird. Anhand der Optimierungsfunktionen erlaubt dies eine Bewertung, in welcher
Richtung des Entwurfsraumes weiter gesucht werden sollte. Dabei wird die Schrittweite
meist noch dynamisch anhand vorheriger Berechnungen angepasst. Diese Klasse von Such-
verfahren ist im Allgemeinen mit einem relativ hohen numerischen Berechnungsaufwand
verbunden.
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Gradientenbasierte Verfahren Das grundsätzliche Vorgehen bei einem gradientenbasier-
ten Verfahren ist als Pseudocode in Algorithmus 2.1.1 skizziert. Die Beschreibung lässt das
Konvergenzkriterium offen. Möglichkeiten dieses zu beschreiben werden noch in Abs. 2.1.6
vorgestellt.

Algorithmus 2.1.1: Grundprinzip von Gradientenverfahren
Daten: x0

k = 1, xk = x0

solange keine Konvergenz tue
Systemantworten berechnen: rn(xk)
Optimierungsfunktionen berechnen: z(ri), gj(rl)
Gradienten bestimmen:∇z(xk), ∇gj(xk)
Suchrichtung ermitteln: s = s(∇z,∇gj)
Liniensuche: minα {z(xk + αs) | gj(xk + αs) ≤ 0} ⇒ α∗

Entwurf ändern xk+1 = xk + α∗s
k = k + 1

Ergebnis: x∗ = xk

Dieses Vorgehen setzt voraus, dass sich die Gradienten bestimmen lassen. Für diskontinuier-
liche, diskrete oder verrauschte Funktionen kann dies den Einsatz verhindern. Im Allgemei-
nen führt die Verwendung von Gradienteninformationen zu sehr effizienten Algorithmen.
Für die Topologieoptimierung lässt sich das Gradientenverfahren sehr günstig anwenden
und das Prinzip spielt daher eine sehr wichtige Rolle.

Stochastische Verfahren - Evolutionäre Strategien Die evolutionären Strategien (ES) ge-
hören zu den stochastischen Heuristiken und verwenden in der Regel keine Gradienten-
informationen. Die zugrunde liegende Idee ist die Abbildung der natürlichen Auslese und
die damit einhergehende Verbesserung von Spezies in natürlichen Evolutionsprozessen. Ei-
ne Auswahl von Entwürfen, die Individuen genannt werden, bildet eine Population. Den
Individuen wird anhand ihrer Ziel- und Restriktionsfunktionswerte eine Fitness zugeord-
net. Durch die Weitergabe der guten Eigenschaften fitter Individuen an die Individuen der
nächsten Generation wird eine sukzessive Annäherung an immer bessere Designs im Ent-
wurfsraum erzielt. Dieses iterative Verbessern ist im Flussdiagramms 2.5 zu erkennen, durch
das auch die Begrifflichkeiten der ES geklärt werden.

Initiale
Population

Fitness
Bewertung Selektion

Reproduktion
Rekombination

Mutation

Fitness
Bewertung

Ersetzung
der alten

Population

Abbruch-
kriterium

Bestes
Individuum

Optimum
Systemanalyse Systemanalyse

El
te

rn

K
in

de
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nicht erfüllt

erfüllt

Abbildung 2.5.: Ablaufprinzip evolutionärer Strategien
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Darin sind die wichtigsten Einzelschritte einer ES dargestellt. Bei der Selektion werden
durch zufällige Auswahl die Individuen (Eltern) bestimmt, aus denen im Reproduktions-
schritt die neuen Entwürfe (Kinder) berechnet werden. Für die Reproduktion gibt es unter-
schiedlichste Strategien, die zufallsbehaftete Prozesse einschließen. Nach der Auswertung
der Fitness der so erzeugten Individuen, erfolgt ein Ersetzungsprozess, an dessen Ende die
Individuen für die nächste Generation feststehen. Für die einzelnen Schritte stehen eine gan-
ze Reihe von Verfahren und Vorgehen zur Verfügung. Einen Überblick über die Details ge-
ben beispielsweise [2] und [20].
Der Erfolg der Optimierung mittels ES hängt stark von einem guten Kompromiss zwischen
Diversität und Selektionsdruck ab. Eine hohe Diversität sichert die gute Durchsuchung des
Entwurfsraumes, die nötig ist, um die Wahrscheinlichkeit für das Auffinden eines globa-
len Optimums zu erhöhen. Der Selektionsdruck bewirkt, dass weniger fitte Individuen ge-
ringere Chancen zum Fortbestand haben, wovon die Konvergenzrate der Optimierung ab-
hängt. Die beiden Pole, Durchsuchung des Entwurfsraumes und Konvergenzgeschwindig-
keit, müssen für eine erfolgreiche Optimierung in Einklang gebracht werden.
Im Allgemeinen sollte aus Effizienzgründen gradientenbasierten Optimierungsverfahren
der Vorzug vor evolutionären Strategien gegeben werden. Gerade bei einer großen Anzahl
von Entwurfsvariablen kann der Entwurfsraum mit ES oft gar nicht mehr effizient durch-
sucht werden, da die Auswertungsdauer inakzeptabel wäre. Dies schränkt den Einsatz von
evolutionären Strategien ein. Allerdings gibt es auch Problemstellungen, die die Anwen-
dung von gradientenbasierten Verfahren erschweren oder sogar ausschließen. Dann kann
auf die einfachen und robusten evolutionären Strategien zurückgegriffen werden. Nach [46,
S.269] sind zerklüftete oder unstetige Systemantwortflächen oder diskrete Entwurfsräume
typische Anwendungsbereiche für evolutionäre Algorithmen.

2.1.6 Konvergenz

Aufgrund des iterativen Berechnungsvorgehens bedarf es mathematischer Bewertungskri-
terien, ab wann die Optimierungsaufgabe als gelöst angesehen werden kann. Dabei ist zu
bedenken, dass eine exakte Lösung in den allermeisten Fällen nicht ermittelt werden kann.
Je nach Anwendung sind die berechneten Näherungslösungen jedoch vollkommen ausrei-
chend. Einige typische Konvergenzkriterien sind in (2.13) bis (2.16) gegeben.

‖xj − xj−1‖ ≤ tx Änderung des Entwurfs (2.13)

|zj − zj−1| ≤ tz Änderung der Zielfunktion (2.14)

‖∇zj −∇zj−1‖ ≤ t∇z Änderung des Zielfunktionsgradienten (2.15)
j = nit Bestimmte Anzahl an Iterationen (2.16)

Bei kleinen Änderungen der Zielfunktion (2.13) oder des Entwurfs (2.14) bei aufeinander-
folgenden Iterationen j und j−1, kann man davon ausgehen, dass keine relevanten Verbes-
serungen mehr zu erzielen sind und man sich an einem Optimum befindet. Bei unrestrin-
gierten Problemen kann der Gradient der Zielfunktion herangezogen werden (vgl. (2.15))
und bei evolutionären Strategien wird oft eine bestimmte Anzahl an Iterationen vorgege-
ben (vgl. (2.16)). Es sind dabei auch Kombinationen der Kriterien denkbar und die jeweilige
Verwendung hängt stark von Optimierungsproblem und Algorithmus ab.
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2.1.7 Sensitivitätsanalyse

Im Kontext der Optimierung ist mit Sensitivitätsanalyse die Bestimmung von Gradienten
gemeint, die eine lokale Information über das Änderungsverhalten von Systemantworten
bezüglich bestimmter Systemparameter darstellen. In der Ingenieurspraxis können System-
antworten nur in den seltensten Fällen in globalem Sinne analytisch beschrieben werden.
Gerade beim praktischen Einsatz der FEM, bei der die Gleichungen implizit in Form eines
linearen Gleichungssystems (LGS) gegeben sind, können analytische Gradienten nicht als
Funktion des Parameters ermittelt werden.
Für die Optimierung mithilfe von Gradientenverfahren, die im Rahmen der Topologieopti-
mierungen in den Abschnitten 4 und 5 eine wichtige Rolle spielen, stellt die Sensitivitäts-
analyse meist einen sehr aufwendigen Teil der Berechnung dar. Es kann dabei zwischen
verschiedenen Möglichkeiten zur Berechnung der Gradienten unterschieden werden:

Finite Differenzen Methode Ein Ansatz ist die Anwendung der finiten Differenzen Metho-
de (FD), bei der die Ableitung nach einem Parameter durch die Approximation des Diffe-
renzenquotienten ermittelt wird. Das Vorgehen wird anhand von Gleichung (2.17) deutlich.

∂r(x)

∂x

∣∣∣∣
x0

= lim
∆x→0

∆r

∆x
≈ r(x0 + ∆x)− r(x0)

∆x
(2.17)

Für die Berechnung nach (2.17) ist für jede Variable x eine zusätzliche vollständige System-
auswertung notwendig, weshalb dieses Vorgehen oft ineffizient ist. Der Vorteil liegt auf der
anderen Seite in der einfachen Implementierbarkeit. Aus numerischer Sicht ist bei der Wahl
von ∆x Vorsicht geboten, da der Wert weder zu klein (Überbewertung von Rundungsfeh-
lern aufgrund finiter Rechenarithmetik) noch zu groß (ungenaue Approximation) gewählt
werden darf.

Analytische und semianalytische Berechnung Ein spezieller Fall liegt vor, wenn die Sys-
temantworten mittels FEM berechnet werden. Dabei kann die Gradientenberechnung ent-
scheidend vereinfacht werden. Betrachtet man die statische FEM-Grundgleichung Kd = f
(vgl. Abschnitt 2.2.1) und leitet die Größen nach dem Systemparameter ab, so ergibt sich der
Zusammenhang 2.18, wobei hier angenommen wird, dass der Lastvektor von den System-
parametern unabhängig ist. Nach Anwendung der Kettenregel bei der Differentiation lässt
sich der Gradient des Verschiebungsvektors angeben.

∂

∂x
Kd =

∂f

∂x
= 0 ⇒ ∂d

∂x
= −K−1∂K

∂x
d (2.18)

Der Vorteil des Vorgehens liegt darin begründet, dass durch eine vorangehende Systemlö-
sung mit direkten Verfahren bereits die Faktorisierung K = LU und der Verschiebungsvek-
tor d vorliegen. Dies erlaubt eine kostengünstige Berechnung (Näheres später in Abschnitt
2.2.2). Folglich muss nur noch die Ableitung der Steifigkeitsmatrix ∂K/∂x gebildet werden.
Ist dies analytisch möglich, so spricht man von analytischer Gradientenberechnung, wo-
bei nur die Rundungsfehler aus der Computerarithmetik Abweichungen bedingen. Für die
analytische Berechnung müssen programmintern die Ableitungen der Elementsteifigkeits-

18



2.1. Optimierung

matrizen nach den jeweiligen Parametern vorliegen.
Mit semianalytischer Gradientenberechnung bezeichnet man die Anwendung von (2.17) auf
die Ableitung ∂K/∂x in (2.18), die auf Beziehung (2.19) führt.

∂K

∂xj

∣∣∣∣
x0

≈
K
(

[x01 + δj1∆x1, . . . , x0i + δji∆xi]
T
)
−K(x0)

δj1∆x1 + · · ·+ δji∆xi
mit i ∈ {1, . . . , nov} (2.19)

Diese Ableitung ist oftmals auch mit Hilfe des FD-Schemas leicht zu berechnen. Beispiele
für die Sensitivitätsanalyse verschiedener wichtiger strukturmechanischer Systemantwor-
ten finden sich bei [5] und [46].

Adjungierte Gradienten Bei Sensitivitätsanalysen mit mehreren Restriktionen und Opti-
mierungsvariablen ist aus Gründen der numerischen Effizienz das Verhältnis aus der An-
zahl der Optimierungsvariablen und der Restriktionen zu beachten. Zusammen mit (2.18)
lässt sich die Gradientenberechnung der Restriktionen durch das Gleichungssystem (2.20)
beschreiben.

dgk
dxi

=
∂gk
∂xi

+
∂gk
∂dj

∂dj
∂xi

=
∂gk
∂xi

+
∂gk
∂dj

K−1

(
∂f

∂xi
− ∂K

∂xi
d

)
(2.20)

Eine explizite Abhängigkeit der Restriktionen von den Optimierungsvariablen besteht meist
nicht oder gestaltet sich einfach, sodass nur noch die Diskussion des letzten Summanden in
Gleichung (2.20) bleibt. Das Matrizenprodukt ist in Abb. 2.6 schematisch dargestellt und
zeigt die unterschiedlichen Dimensionen in Abhängigkeit der Anzahl der Restriktionen nrs

und der Optimierungsvariablen nov.

nrs

nfhg nov

K−1

∂g
∂dj

K−1 K−1
(
∂f
∂xi
− ∂K

∂xi
d
)

adjungierte Methode direkte Methode

nrs
nfhg

nfhg

nov

Abbildung 2.6.: Dimensionen der unterschiedlichen Teile der Ableitung

Dabei wird deutlich, dass die Berechnung auf zwei unterschiedliche Weisen durchgeführt
werden kann, wobei die Multiplikation der Inversen prozedural zu verstehen ist (vgl. Ab-
schnitt 2.2.2). Wie in Gleichung (2.21) beziehungsweise Gleichung (2.22) zu erkennen, liegt
der Unterschied darin, mit welcher Seite die Inverse zuerst multipliziert wird. Dies ist in der
Grafik farblich markiert.

∂gk
∂dj

K−1 für nrs ≤ nov ⇒ adjungierte Methode (2.21)

K−1

(
∂f

∂xi
− ∂K

∂xi
d

)
für nrs > nov ⇒ direkte Methode (2.22)

Dabei ist zu beachten, dass die Multiplikation zur blauen Matrix in Abb. 2.6 führt, die für
die beiden Fälle im Allgemeinen unterschiedliche Dimension aufweist. Daher sollte die Be-
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2. Grundlagen

rechnung gemäß der Unterscheidung in Gleichung (2.21) und Gleichung (2.22) erfolgen, da
dies den Lösungsaufwand drastisch senken kann. [45, S.263]
Im Rahmen der Topologieoptimierung hat die adjungierte Methode eine besonders große
Bedeutung, da das Verhältnis nov zu nrs meist sehr groß ist, woraus sich ein erhebliches Ein-
sparpotential durch adjungierte Gradienten ergibt.

2.1.8 Mehrzieloptimierung

Wie in 2.1.1 bereits erwähnt, können auch mehrere Ziele berücksichtigt werden, wodurch
sich ein Zielfunktionsvektor ergibt. Zu dieser Situation kann es beispielsweise kommen,
wenn in einer Topologieoptimierung, wie in Abschnitt 5.1.1, mehrere Lastfälle gleichzeitig
berücksichtigt werden, die alle Beiträge zur Zielfunktion liefern. Bei der Minimierung der
unterschiedlichen Ziele entsteht der Konflikt, dass mit der Verringerung einer Zielfunktion
eine andere ansteigt. Dieses konkurrierende Verhalten der Ziele ist typisch für die Mehr-
zieloptimierung und führt auf den Begriff der Pareto-Optimalität. Ein Optimum hängt dabei
immer von der Gewichtung der einzelnen Ziele ab. Bei der Definition des Optimierungspro-
blems muss entsprechend diese Priorisierung vorgenommen werden, die eine große Her-
ausforderung darstellen kann. Mit Hilfe von Gewichtungen ωi lässt sich eine Ersatzfunktion
der Form f(x) =

∑
i ωizi(x) definieren, deren Minimum die Lösung der Mehrzieloptimie-

rung ist. In Abbildung 2.7 sind zwei Zielfunktionen z1 und z2 über zwei Optimierungsva-
riablen dargestellt.

Abbildung 2.7.: Zwei Ziele bei unterschiedlichen Gewichtungen

Für drei unterschiedliche Gewichtungen sind in den rechten drei Graphiken die resultie-
renden gewichteten Zielfunktionen zu sehen. Dabei wird deutlich, wie sich die optimale
Lösung durch die Gewichtung verschiebt. Keine der drei Lösungen kann als besser oder
schlechter bezeichnet werden, da es sich stets um ein Optimum für eine anwenderdefinierte
Priorisierung handelt.
Die Menge aller Lösungen der Mehrzieloptimierungsaufgabe wird als Pareto-Front (vgl.
[90]) bezeichnet. Für das gegebene Beispiel sind in Abbildung 2.8(a) die Isolinien der Ziel-
funktionen abgebildet. Die an den cyanfarbig markierten Punkten ausgewerteten Zielfunk-
tionswerte sind in 2.8(b) aufgetragen, wodurch die Pareto-Front beziehungsweise das Pare-
to-Set deutlich wird.
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2.1. Optimierung

(a) Pareto-optimale Lösungen über x (b) Pareto-Front über dem Wertebereich der Zielfunk-
tionen

Abbildung 2.8.: Beispiel zur Mehrzieloptimierung

In Abbildung 2.8(a) liegen die Pareto-optimalen Lösungen auf der schwarzen Linie. Wegen
der diskreten Auswertung an den Stützstellen liegen die tatsächlichen Punkte der Pareto-
Front in Abb. 2.8(b) neben dieser Linie. Für nähere Informationen zur Mehrzieloptimierung
und Lösungsansätze sei auf [56] verwiesen.

2.1.9 Grundlagen der Topologieoptimierung

2.1.9.1 Optimierungsaufgabe

Klassischerweise wird bei der Topologieoptimierung die Nachgiebigkeit minimiert, wobei
eine bestimmte Masse zur Verfügung steht. Dieser Fall ist in den Gleichungen (2.23) bis
(2.26) nach [10] beschrieben. Die Massenrestriktion ist dabei immer aktiv, da grundsätzlich
bei Einsatz allen Materials die höchste Struktursteifigkeit erzielt wird. Eine andere Möglich-
keit ist das umgekehrte Vorgehen, wobei die Masse minimiert wird und Steifigkeitsrestrik-
tionen eingeführt werden. Meist ist es jedoch einfacher eine bestimmte Masse vorzugeben,
da dabei die physikalische Anschaulichkeit höher ist.

min
x

(
dTK(x)d | g(x) ≤ 0, ρmin ≤ xi ≤ 1

)
(2.23)

mit i ∈ 1, . . . , nel und K(x)d = f → d = d(x) FEM-Gleichung (2.24)

und g(x) =

∑nel
i mi(xi)

m̄
− 1 Massenrestriktion (2.25)

und xi =
ρi

ρ0

Systemparameterzusammenhang (2.26)
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2. Grundlagen

Die Bedingungen in (2.24) fordern zum einen die Lösung des linearen FEM-Gleichungs-
systems, die Einhaltung der Massenrestriktion und legen die Definition der Optimierungs-
variablen fest. Es können grundsätzlich weitere Restriktionen berücksichtigt werden, wor-
auf hier aus Gründen der Übersichtlichkeit verzichtet wird.

2.1.9.2 Optimierungsvariablen in der Topologieoptimierung

Für die Lösung des Topologieoptimierungsproblems stehen unterschiedliche Strategien zur
Verfügung, die von Deaton in [25] in vier Methoden unterteilt werden. Dies sind:
(1) „ Density“- (2) „Hardkill“- (3) „Boundary variation“- und (4) „Cellular division me-
thods“. Je nach Verfahren werden dabei unterschiedliche Parametrierungen eingesetzt, über
die hier ein kurzer Überblick gegeben wird.
Bei den Dichtemethoden wird die Materialverteilung über Elementdichten gesteuert. Wich-
tige Grundlagen wurden dabei von Bendsøe in [10] gelegt, der durch die Entwicklung des
SIMP-Ansatzes eine Möglichkeit schuf, die Dichte mit der Steifigkeit in Verbindung zu brin-
gen. Die Dichtemethode ist wegen ihrer Anschaulichkeit und guten Anwendbarkeit weit
verbreitet und findet auch in der vorliegenden Arbeit Anwendung.
Bei den „Hard kill“-Methoden wird nicht die Dichte kontinuierlich verändert, sondern es
werden Elemente aus dem Bauraum entfernt. Die Optimierungsvariablen stehen entspre-
chend für „Element liegt vor“ beziehungsweise „kein Element liegt vor“. Nach verschie-
denen heuristischen Kriterien werden die zu entfernenden Elemente anhand des jeweiligen
Spannungszustandes ausgewählt. Die Verfahren werden meist unter dem Oberbegriff „Evo-
lutionary Structural Optimization“ (ESO) nach [85] zusammengefasst. Dazu zählen auch die
„Softkill“-Varianten, bei denen die Elemente als sehr weich angenommen werden und nicht
komplett entfernt werden, um numerische Probleme zu vermeiden. Weiter wurde das Lö-
sungsvorgehen um das „Bidirectional-ESO-Verfahren“ (BESO) erweitert, bei dem nicht nur
Material weggenommen, sondern auch hinzugefügt werden kann. ([46, S.77], [57])
Ein weiterer Ansatz ist die „Boundary Variation Method“, bei der die Topologie anhand
von Isolinien skalarwertiger Funktionen beschrieben wird. Diese werden im Laufe der Op-
timierung angepasst, wodurch sich die jeweilige Topologie ergibt. Für Details sei auf die
Übersicht in [27] verwiesen.
Bei den „Cellular division“-Methoden entsteht die Topologie durch eine schrittweise Auf-
teilung des Bauraumes, wobei biologische Wachstumskonzepte berücksichtigt werden. Das
Vorgehen steht noch am Anfang der Entwicklung und die Optimierung erfolgt mit Hilfe
von evolutionären Algorithmen.
Im weiteren werden die etablierten Dichtemethoden betrachtet. Dabei handelt es sich um
eine mathematische Modellvorstellung, da in der Realität Materialien nicht mit stark un-
terschiedlichen Dichten vorliegen können. Ausgangspunkt ist der diskretisierte Bauraum,
in dem den einzelnen Elementen unterschiedliche Dichten zugewiesen werden. Dadurch
ändert sich gleichzeitig ihr strukturmechanisches Verhalten. Der Grad der Befüllung der
einzelnen Elemente steuert dann global gesehen die Verteilung der zur Verfügung stehen-
den Masse. Für Details und weitere Parametrierungsvorgehen sei auf [9] und die folgenden
Abschnitte verwiesen. Die Optimierungsvariablen x sind die gemäß der Gleichung (2.26)
normierten Dichten der Elemente wobei ρ0 der realen Dichte des Werkstoffs entspricht. Die
Anzahl aller Elemente des Bauraumes ist nel und nimmt in der Regel einen sehr großen Wert
an.
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2.1. Optimierung

2.1.9.3 Zusammenhang von Dichte und Steifigkeit - SIMP-Ansatz

Die Nachgiebigkeit fTd wurde hier mit Hilfe der Steifigkeitsmatrix in der Form dTK(x)d
formuliert, um den Zusammenhang der Zielfunktion mit den Optimierungsvariablen auf-
zuzeigen. Die Änderung der Dichte muss auch eine Änderung des strukturmechanischen
Verhaltens nach sich ziehen, da sonst kein Einfluss auf die Zielfunktion, die hier die Nach-
giebigkeit ist, vorliegen würde. Die Verbindung zwischen Dichte und Steifigkeit wird dabei
in der Regel durch den SIMP-Ansatz („Solid Isotropic Material with Penalization“) in Glei-
chung (2.27) beschrieben [8]. Dabei ist zu verhindern, dass die Steifigkeit bei der minimalen
Dichte auf null abfällt, da sonst die Steifigkeitsmatrix singulär wird. Deshalb wurde von
Sigmund eine modifizierte Formulierung in [77] vorgeschlagen, bei der die untere Grenze
direkt berücksichtigt wird (vgl. (2.28)). Dabei gilt xi ∈ D = [0, 1].

Ei
E0

= xpi mit p ∈ R+ p ≥ 1, i ∈ 1, . . . , nel (2.27)

Ei
E0

=
Emin
E0

+ xpi

(
1− Emin

E0

)
mit Emin ≈ 0.001E0 (2.28)

Für den Penalisierungsparameter p lässt sich nach [46] zeigen, dass im 2-dimensionalen Fall
für p ≥ 3 und im 3-dimensionalen für p ≥ 2 ein physikalisches Materialverhalten vorliegt
(vgl. [9]). Die Abbildung 2.9 zeigt die Verläufe des Steifigkeits- Dichtezusammenhanges für
die beiden Ansätze.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Normierte Dichte xi = ρi
ρ0

St
ei

fig
ke

it
E

i

E
0

p = 1
p = 2
p = 3
p = 4
p = 5

Emin
ρmin

(a) SIMP-ansatz nach Gleichung (2.27)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Normierte Dichte xi =
ρi
ρ0

St
ei

fig
ke

it
E

i

E
0

p = 1
p = 2
p = 3
p = 4
p = 5

Emin

(b) SIMP-ansatz nach Gleichung (2.28)

Abbildung 2.9.: Beschreibung des Dichte- Steifigkeitsverhältnisses

Oft zeigen sich breite Dichteübergangsbereiche in Ergebnistopologien. Dies ist unerwünscht,
da eine klare Abgrenzung zwischen Material und Hohlraum im Bauraum die Ergebnisin-
terpretation vereinfacht und Zwischendichten physikalisch nicht interpretierbar sind. Durch
den Penalisierungsfaktor p in Gleichung (2.27) kann erreicht werden, dass die Übergangsbe-
reiche der Dichte eingedämmt werden. Betrachtet man den Zusammenhang von Dichte und
Steifigkeit in Abbildung 2.9 ist zu erkennen, dass bei größeren Werten von p die Steifigkeit
sich für niedrige Dichten kaum und für hohe Dichten stark ändert. Für niedrige Dichten er-
gibt sich nur ein geringer Steifigkeitsvorteil bei Erhöhung der Dichte, gleichzeitig kann aber
viel Material gespart werden. Für höhere Dichten hingegen bringt schon ein kleiner Anstieg
große Steifigkeitsgewinne. Auf diese Weise ergibt sich für große Werte von p ein sogenann-
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2. Grundlagen

tes „0-1 Design“, bei dem die Elementdichten bei ρmin oder ρmax liegen. Oftmals wird dieser
Parameter während der Optimierung schrittweise erhöht, um eine deutliche Materialver-
teilung zu erhalten und das Konvergenzverhalten zu verbessern. Dies wird in Abs. 4.4.4.3
deutlich.

2.1.9.4 Optmierungsalgorithmen

Zur Lösung werden unterschiedlichste Verfahren eingesetzt. Für das dichtenbasierte Vor-
gehen mittels SIMP-Ansatz werden vor allem das Optimalitätskriterienverfahren (OC) von
Bendsøe (vgl. [10]) und der MMA-Algorithmus (vgl. [81]) angewendet, die in Kapitel 4.4.3
näher untersucht und anhand eines Beispiels gegenübergestellt werden. In der Praxis ist
der MMA-Algorithmus der Standard für die Lösung von Topologieoptimierungsproble-
men. Sein großer Vorteil ist die hohe Flexibilität bei der Lösung unterschiedlichster Opti-
mierungsprobleme.

2.1.9.5 Instabilität der Lösung - „Checkerboarding“

Werden keine speziellen Maßnahmen ergriffen, dann ergeben sich Ergebnistopologien, die
den sogenannten „Checkerboard“-Effekt zeigen. Diese Schachbrettmuster beziehen sich auf
abwechselnd befüllte und leere Elemente, die so ein schwarz-weißes Schachbrettmuster er-
geben. Die befüllten beziehungsweise leeren Elemente teilen sich also jeweils Randknoten,
jedoch keine Randkanten. Der Effekt erklärt sich nach Bendsøe durch numerische Instabili-
täten bei der FEM-Rechnung, die die Steifigkeit derartiger Schachbrettmuster überschätzt
(vgl. [10, S.39]). Um diesem Effekt zu begegnen, müssen in jeder Iteration der Optimierung
Filter angewendet werden. So wurde durch Bendsøe [10] eine Filterung des Dichtefeldes vor-
geschlagen, bei der die Dichte jedes Elementes aus den Dichten der in einem vorgegebene
Radius umliegenden Elemente gemittelt wird. Die Dichte weiter entfernter Element wird
dabei geringer gewichtet. Eine andere Möglichkeit besteht in der Filterung der Gradienten
[10, S.19]. Näheres dazu wird in Abschnitt 4.4.4.1 diskutiert.

2.2 Finite Elemente Methode

Die Berechnung von Systemantworten in der Strukturoptimierung wird standardmäßig mit-
tels der Finite-Elemente-Methode durchgeführt. In den folgenden Abschnitten werden Glei-
chungen und Eigenheiten der numerischen Lösung angesprochen, deren Verständnis wich-
tig für Aspekte der Optimierung und der Modellordnungsreduktion ist. Auch wenn der
Ingenieur sich heutzutage durch die hochentwickelten Berechnungsprogramme mit dem
Lösungsprozess nicht näher befassen muss, so trägt das genaue Verständnis des Numerik
dazu bei, dass Rechenergebnisse besser verstanden werden. Für Ordnungsreduktionsme-
thoden, die in Kapitel 3 untersucht werden, muss der Zugriff auf den Lösungsprozess gege-
ben sein, da beispielsweise der Projektionsunterraum für die Reduktion auf Grundlage der
FEM-Matrizen ermittelt wird.
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2.2.1 Diskretisierte Feldgleichungen und Gleichungssysteme

Die Finite-Elemente-Methode ist eine Berechnungsmethode für partielle Differentialglei-
chungen (PDGL). Da diese nur für einfache Sonderfälle analytisch lösbar sind, ist eine ap-
proximative Lösung notwendig. Für mechanische Problemstellungen sind die Feldgleichun-
gen über den Raumkoordinaten und der Zeit definiert. In diesen Parametern müssen die
Gleichungen diskretisiert werden. In (2.29) bis (2.35) ist das dynamische, kontinuumsmecha-
nische Randwertproblem beschrieben, worin Ω das Rechengebiet und t die Zeit ist. Durch
(2.31) ist die Dehnung hier als linear beschrieben und in (2.30) ist die Konstitutivgleichung
gegeben. In (2.32) bis (2.35) sind die Rand- und Startwerte definiert, die für die spezielle
Lösung der Differentialgleichung (DGL) notwendig sind.

∂σij
∂x̂j

+ bi = ρai in Ω, ∀t (2.29)

σij = Cijklεkl in Ω, ∀t (2.30)

εkl =
1

2

(
∂uk
∂x̂l

+
∂ul
∂x̂k

)
in Ω, ∀t (2.31)

ui = ui0 auf Γu, ∀t (2.32)
σijnj = ti0 auf Γσ, ∀t (2.33)

ui(x̂j, t0) = u0,i in Ω (2.34)
vi(x̂j, t0) = v0,i in Ω . (2.35)

Dabei werden Feldgrößen wie σij und ui näherungsweise durch Formfunktionen N i nach
dem Prinzip (2.36) beschrieben, woraus sich die Diskretisierung der PDGL ergibt.

uj(r) =
∑
i

N i(r) d ij mit N i = 0 falls r /∈ Ωi
el (2.36)

Dies führt je nach Diskretisierungsgrad auf Gleichungssysteme mit oft sehr vielen Unbe-
kannten. Für lineare dynamische und statische Systeme sind in (2.37) und (2.38) die Diffe-
rentialgleichungen gegeben.

Md̈ + Dḋ + Kd = f = Fu mit M ,D,K ∈ Rnfhg×nfhg (2.37)
Kd = f mit d,f ∈ Rnfhg (2.38)

Die Anzahl der Freiheitsgrade (FHG) wird mit nfhg bezeichnet. Es entsteht also eine DGL
zweiter Ordnung beziehungsweise ein lineares Gleichungssystem (LGS).
In Tabelle 2.2 ist ein grober Überblick über die Arbeitsschritte im FEM-Prozess gegeben.
Darin werden ausgehend von der Modellgeometrie (1), der Elementtechnologie (2), Mate-
rialeigenschaften (3) und dem Analysetyp (4) die Lösungsschritte (5)-(8) aufgezeigt. Diese
Aufteilung erfolgt hier in Hinblick auf die MOR-Methoden, die in Abschnitt 2.5 näher dar-
gelegt werden. Die Vielzahl an Aspekten der Numerik und verschiedener Anwendungen
macht hier eine breitere Diskussion der Methode unmöglich. Für Grundlagen und weiter-
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führende Informationen sei auf beispielsweise [7], [13] und [12] verwiesen.

Tabelle 2.2.: Rechenschritte bei der FEM

Finite Elemente Methode

Geometrie (1) Elementtechnologie (2) Material (3) Analysetyp (4)

- Knoten

- Elemente

- Ansatzfunktionen

- Freiheitsgrade

- Dichte

- Steifigkeit

Elementmatrizen berechnen (5)

- Lasten

- Zwangsbedingungen

- Lastfalltyp

Assemblieren (6)

Gesperrte Freiheitsgrade entfernen (7)

Lösung je nach Lastfall (8)

2.2.2 Lösung linearer Gleichungssysteme - Inverse Matrizen

Für die Lösung des LGS, wie in Gleichung (2.38), sind die Dimension des Gleichungssys-
tems und die Dichte der Belegung der Matrix K entscheidend für den Berechnungsaufwand
und die Wahl des Lösungsverfahrens. Die Ermittlung erfolgt theoretisch über die Invertie-
rung der Steifigkeitsmatrix K, da sich mit deren Hilfe die explizite Form d = K−1f schrei-
ben lässt. In der Praxis ist die tatsächliche Ermittlung von A−1 oft aus Speicherbedarfsgrün-
den nicht möglich, meist aber auch gar nicht nötig. Im Folgenden sollen kurz Grundlagen
praktisch relevanter Lösungsvorgehen dargestellt werden.

Direkte Lösungsverfahren Unter direkter Lösung werden Verfahren verstanden, die auf
dem Gauß-Algorithmus basieren. Dieser Algorithmus faktorisiert die Systemmatrix in ei-
ne obere und eine untere Dreiecksmatrix, sodass K = LU gilt. Ein wichtiger Spezialfall
davon ist die Cholesky-Zerlegung, die auf eine Faktorisierung der Form K = GGT führt.
Sie ist anwendbar bei symmetrisch, positiv-definiten Matrizen, wie es beispielsweise Stei-
figkeitsmatrizen sind. Die Cholesky-Zerlegung weist einen halb so großen Aufwand wie die
LU-Zerlegung auf.
Liegt die Faktorisierung in Dreiecksmatrizen vor, so kann durch Vorwärts- Rückwärtseinset-
zen die Lösung ermittelt werden. Bis auf Rundungsfehler auf Grund endlicher Rechenge-
nauigkeit ist das Verfahren exakt. Der Hauptaufwand liegt bei der Faktorisierung, nach der
beliebige Lastfälle durch den Einsetzprozess sehr effizient berechnet werden können. [22]

Indirekte Löser Ein anderes Vorgehen sind indirekte Lösungsverfahren, die iterativ die Lö-
sung annähern. Der Ausgangspunkt für das Verständnis der meisten indirekten Verfahren
ist die Überführung der Gleichung (2.38) in eine Fixpunktgleichung d = d + C(f −Kd) =
Φ(d), worin C frei gewählt werden kann. Die Fixpunktiteration folgt dem Schema xk+1 =
Φ
(
xk
)
. Das Verfahren konvergiert nach [22, S.50] für Φ′(d) < 1. Aus dieser Form lässt sich

das Jacobi-, das Gauß-Seidel- beziehungsweise das SOR-Verfahren herleiten.
Ein anderes Vorgehen besteht in der Minimierung der Funktion f(x) = 1

2
dTKd−fTd, wor-

aus folgt, dass f ′(d) = Kd − f = 0 gelten muss und somit für positiv definites K das
Minimum die Lösung des Gleichungssystems repräsentiert. Auf Grundlage dieser Idee las-
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sen sich Verfahren wie „Steilster Abstieg“ und „ Konjugierte Gradienten“ ableiten.
Die Wahl des Lösungsverfahrens hängt stark von der Struktur der Systemmatrix ab. Ist die-
se dünn besetzt, wie dies in der FEM normalerweise der Fall ist, lohnt sich der Einsatz von
iterativen Verfahren. Für nähere Informationen sei auf die Fachliteratur verwiesen [22].

Aufwände Abbildung 2.10(a) gibt einen Überblick über die Speicheraufwände für dünnbe-
setzte und dichtbesetzte Speicherung der Steifigkeitsmatrix und ihrer Inversen sowie der
LU-Faktorisierung. In Abb. 2.10(b) sind die Berechnungszeiten für die Inverse, die LU-
Faktorisierung sowie das Vorwärts- Rückwärtseinsetzen gegenübergestellt.
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Abbildung 2.10.: Aufwände bei der Lösung linearer Gleichungssysteme (nfhg = 600)

Die Grafiken machen deutlich, dass die Ermittlung der Inversen vermieden werden sollte,
da sie einerseits einen sehr hohen Speicherbedarf und zum anderen einen großen Berech-
nungsaufwand bedingt. Häufig ist die Inverse in mathematischen Herleitungen prozedural
zu verstehen, was bedeutet, dass die praktische Lösung tatsächlich über die weiter oben
beschriebenen Lösungsverfahren erfolgt. Für Systemmatrizen, wie sie bei der Berechnung
mechanischer Strukturen auftreten, kann der Speicherbedarf für die Inverse schnell den zur
Verfügung stehenden Speicher überschreiten. Schon für Systeme moderater Größe ist somit
die Invertierung der Steifigkeitsmatrix in Abhängigkeit der Rechenanlage unmöglich. Die
Systemmatrizen, die sich aus strukturmechanischen Problemen ergeben, sind in der Regel
positiv definit und somit kann das Cholesky-Verfahren mit seinem geringeren Aufwand und
der höheren Stabilität für die LU-Zerlegung genutzt werden.

2.3 Systemtheoretische Grundlagen

Die Systemtheorie ist ein sehr weites Feld, dessen detaillierte Darstellung den Rahmen die-
ser Arbeit sprengen würde. Es werden jedoch einige wichtige Grundlagen vorgestellt, die
für das Verständnis der Ideen der Modellordnungsreduktion von Bedeutung sind.
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2. Grundlagen

2.3.1 Lineare Bewegungsdifferentialgleichung - Zustandsraummodell

In Gleichung (2.39) ist für ein lineares, dynamisches System das Gleichgewicht zwischen
den massen- dämpfungs- und steifigkeitsproportionalen Kräften sowie dem Lastvektor be-
schrieben. Der Kraftterm auf der rechten Seite wird alternativ durch die Eingangsmatrix F
und die Eingangsgrößen u beschrieben. Zusätzlich wird eine Gleichung für Systemausgän-
ge y definiert, die als Linearkombination des Zustandsvektors d und seiner Zeitableitung
formuliert ist.

Md̈ + Dḋ + Kd = f = Fu y = Cvḋ + Cpd (2.39)

Durch die Zustandsraumtransformation lässt sich ein lineares DGL-System beliebiger Ord-
nung in ein DGL-System erster Ordnung transformieren, was auf einen hohen Standardi-
sierungsgrad führt. In (2.40) ist das sogenannte Deskriptorsystem dieser Transformation
dargestellt, bei dem die Matrix N beliebig gewählt werden kann (In der Regel: N = I).

[
0 M
N 0

]
︸ ︷︷ ︸

Ê

[
ḋ

d̈

]
︸ ︷︷ ︸
ż

=

[
−K −D
0 N

]
︸ ︷︷ ︸

Â

[
d

ḋ

]
︸ ︷︷ ︸
z

+

[
F
0

]
︸ ︷︷ ︸
B̂

u y =

[
Cp

Cv

]T
z (2.40)

Ist Ê invertierbar, kann die Form des Zustandsraummodells (ZRM) in (2.41) hergestellt
werden.

ż = Az + Bu und y = Cz mit

A =

[
0 I

−M−1K −M−1D

]
, B =

[
0

−M−1F

]
, C =

[
Cp Cv

] (2.41)

Die Invertierbarkeit der Massenmatrix ist offensichtlich Grundvoraussetzung für diese Trans-
formation. Die tatsächliche Berechnung der Inversen sollte vermieden werden, da sie sehr
rechenintensiv und speicheraufwändig ist. Allerdings lässt sich dieser Schritt nicht immer
vermeiden.
Die Invertierbarkeit der Massenmatrix ist nicht immer gegeben. Beispielsweise vernachlässi-
gen FEM-Programme häufig die Trägheit von Freiheitsgraden senkrecht zu Schalenelemen-
ten. Dadurch entstehen Nullspalten in der Massenmatrix die dazu führen, dass M nicht
mehr invertiert werden kann. In [78] sind die Zusammenhänge für differentialalgebraische
Systeme dargelegt und wie diese behandelt werden können.

2.3.2 Systemeigenschaften

Linearität Ein DGL-System wird als linear bezeichnet, wenn sich das Systemverhalten ge-
mäß Gleichung (2.40) schreiben lässt. Daraus folgt, dass die Matrizen nicht von den Zustän-
den abhängen. Lineare Systeme können im Vergleich zu nichtlinearen Systemen einfacher
gelöst werden und beschreiben dynamische Systeme oft hinreichend genau. Der Zugang
zum Systemverhalten mittels der Modalanalyse, die von linearen Systemen ausgeht, bringt
gerade im strukturmechanischen Bereich Vorteile mit sich. In der Realität sind die meisten

28



2.3. Systemtheoretische Grundlagen

Zusammenhänge tatsächlich nichtlinear und werden für die Analyse extra linearisiert.

Stabilität und Passivität Ein System wird als stabil bezeichnet, wenn dessen Ausgangsgrö-
ße bei begrenztem Eingangssignal ebenfalls begrenzt bleibt. Dafür müssen die Pole der Sys-
temdynamik in der linken komplexen Halbebene liegen und folglich negative Realteile auf-
weisen. Der zugehörige Eigenmode klingt entsprechend mit der Zeit ab. Die physikalische
Aussage der Pollage ist somit die der Energieerhaltung. Passivität ist damit eng verknüpft.
Sie beschreibt die Eigenschaft eines Systems, keine Energie zu produzieren und entspricht
somit der Forderung aus dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik. Dies führt beispielsweise
dazu, dass ein System, das aus einer Ruhelage ausgelenkt wird, in eine Ruhelage zurück-
kehrt. Detailliertere Erläuterungen finden sich beispielsweise in [55].

2.3.3 Übertragungsverhalten

Die Übertragungsfunktion in Abhängigkeit der Matrizen des Deskriptorsystems (2.40) be-
ziehungsweise des Systems 2. Ordnung (2.39) können durch Laplace-Transformation in der
Form (2.42) beziehungsweise (2.43) geschrieben werden. Die Beschreibung anhand des De-
skriptorsystems ist allgemeiner und wird daher der Beschreibung mittels der ZRM-Matrizen
vorgezogen.

G(s) = C
(
Â− sÊ

)−1

B̂ Deskriptorsystem (2.42)

G(s) = (Cp + sCv)
(
s2M + sD + K

)−1
F System 2. Ordnung (2.43)

Das Übertragungsverhalten lässt sich elegant auch im modalen Raum beschreiben. Dies
wird in Abschnitt 2.4.5 aufgezeigt. In Abbildung 2.11 ist für ein einfaches proportional ge-
dämpftes Schwingersystem die Transferfunktion (TF) dargestellt.

(a) TF im Laplace-Raum (b) TF im Fourier-Raum

Abbildung 2.11.: Übertragungsfunktion
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Dabei wird das typische Verstärkungsverhalten bei den Systempolen deutlich. Während in
Abbildung 2.11(a) die TF über der komplexen Viertelebene (Laplace-Bereich) gezeigt ist, wird
in 2.11(b) die gleiche TF nur über der imaginären Achse (Fourier-Raum) gezeigt. Dies ist in
der Regel die übersichtlichere Darstellung, die bereits viele wichtige Informationen über
die Systemdynamik zur Verfügung stellt. Für nähere Informationen zur Beschreibung und
Auswertung von dynamischen Systemen sei auf [61] verwiesen.

2.4 Vektorräume und Grundlagen der linearen Algebra

2.4.1 Matrizeneigenschaften

Durch Matrizen lassen sich lineare Gleichungssysteme der Form Mu = f mit M ∈
Kn×m und u, f ∈ Km beschreiben, die in vielfältigsten Anwendungen eine Rolle spielen.
Für n = m ist das System bestimmt und es ergibt sich eine quadratische Matrix M , wie sie
bereits in Gleichung (2.38) verwendet wurde. Wenn n > m ist das System überbestimmt und
führt auf ein Ausgleichsproblem.
Eine wichtige Matrizeneigenschaft im Kontext der projektiven Modellordnungsreduktion
und der numerischen Mathematik ist die Orthogonalität. Dabei gilt für eine orthogonale
Matrix MTM = δijvij , worin δij das Kronecker-Delta ist (siehe auch (2.44)). Dieses Konzept
lässt sich auf komplexe Matrizen erweitern. Man spricht dann von einer unitären Matrix,
wenn die konjugiert komplexe Transponierte M ∗ = R

(
MT

)
+ (−1)I

(
MT

)
im Produkt

(2.45) die Einheitsmatrix ergibt.

MTM = M−1M = I für M ∈ Rn×m (2.44)
M ∗M = M−1M = I für M ∈ Cn×m (2.45)

Daraus wird eine wichtige Eigenschaft orthonormaler Matrizen deutlich. Ihre Invertierung
entspricht der viel einfacheren Transposition. Eine weitere im Kontext der linearen Algebra
wichtige Eigenschaft ist die positive Definitheit, bei der vTMv > 0 ∀ v 6= 0 gilt. In der
Optimierung kann man anhand der Definitheit der Hesse-Matrix bewerten, ob Lösungen tat-
sächlich Minima sind.
Der Rang einer Matrix macht Aussagen darüber, wie viele linear unabhängige Vektoren in
einer Matrix enthalten sind. Bei linearer Unabhängigkeit aller Vektoren ist die Matrixdeter-
minante ungleich null und die Matrix hat vollen Rang. Dies hat Auswirkungen darauf ob
das Gleichungssystem lösbar ist [33].
Weitere Eigenschaften betreffen die Belegungsstruktur von Matrizen. Beispielsweise spricht
man von einer symmetrischen Matrix wenn mij = mji für alle Indizes gilt. Die Symmetrie
lässt sich bei den Systemmatrizen physikalischer Systeme in Verbindung mit der Energie-
erhaltung bringen, da sie beispielsweise bei mechanischen Systemen Kräftegleichgewichte
widerspiegelt. Enthält die Matrix viele Nulleinträge spricht man von dünnbesetzten Matri-
zen, deren numerischer Lösung andere Strategien zugrunde liegen als bei dichtbesetzten
Matrizen (vgl. Abschnitt 2.2.2).
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2.4.2 Basisdarstellungen und Vektorräume

Die Ideen der Modellordnungsreduktion basieren auf der Verwendung von Untervektor-
räumen, zu denen hier einige Definitionen diskutiert werden sollen. Zunächst wird die
Basis- Komponentendarstellung in (2.46) eingeführt, worin die kij eine vollständige Basis
des Rn×n ist und vj die Vektorkomponenten enthält. Die Basisvektoren müssen linear unab-
hängig sein.

v = kijv
j =

ndim∑
j=1

kjvj mit i, j ∈ {1, . . . , ndim} (2.46)

Die Umrechnung der Koordinaten eines Vektors für verschiedene Basen erfolgt gemäß
(2.47). Dabei sind die Basisvektoren durch die Spaltenvektoren in bik und kij gegeben sowie
die Komponenten bk. Die Berechnung der Koordinaten kj erfolgt dann durch Invertierung
von kij , was in (2.48) dargestellt ist.

kijk
j = bikb

k (2.47)

kj = kjibikb
k = qjkb

k (2.48)

Ein Vektorraum V wird durch eine Reihe von Vektoren V = [v1,v2, . . . ,vn] aufgespannt.
Dies kann durch den Spann-Operator V = Span (v1,v2, . . . ,vn) ausgedrückt werden. Die
allgemeine Definition sowie die Anforderungen an Vektorräume sind in [17, S.140] nach-
zulesen. Ein Untervektorraum U liegt vor, wenn U = Span (v1, . . . ,vk) mit k < n gilt. In
Abbildung 2.12 ist der R3 durch die Vektoren bi aufgespannt und ein Untervektorraum V
mit den beiden Basisvektoren v1 und v2 gezeigt.

v1

v2

V

b1

b2b3

B = R3

B ⊃ V = Span (v1,v2)

B

Abbildung 2.12.: Prinzipskizze eines Untervektorunterraumes des R3

Unterschiedliche Vektorräume können durch den Zassenhaus-Algorithmus verglichen wer-
den. Das Verfahren ermittelt Basisvektoren für den Untervektorraum V = S+T und gleich-
zeitig die Basis für den Schnittraum der Vektorräume V = S ∩ T . Damit sind Bewertung
und Vergleich unterschiedlicher Vektorräume möglich [33]. Sind Basen S und T der Vek-
torräume gegeben, so wird die Blockmatrix B gemäß (2.49) aufgebaut. B wird durch Gauß-
Elimination auf Zeilenstufenform gebracht und erhält BGauß. Die Basisvektoren des Verei-
nigungsraumes B∪ ∈ Rn×m und Schnittraumes B∩ ∈ Rb×m können darin direkt abgelesen
werden.

B =

[
ST ST

T T 0

]
→ BGauß =

[
B∪

T ?
0 B∩

]
(2.49)
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2.4.3 Projektionsabbildungen

Die Projektion ist eine lineare Abbildung eines Vektorraumes Rn auf sich selbst, die hier
durch die Abbildungsmatrix P beschrieben wird. Diese wird als Projektor bezeichnet. Für
eine Projektionsabbildung muss P = P 2 gelten. Eine wiederholte Abbildung verändert folg-
lich das Ergebnis nicht. Durch die Projektion werden Vektoren des Vektorraumes Rn entlang
des Kerns der Abbildung auf das Bild abgebildet.
Der Bildraum wird durch die Vektoren in V aufgespannt und der Kern durch das orthogo-
nale KomplementW⊥ von Span (W ). [33]

Bild (P ) = Span (V ) (2.50)

Kern (P ) =W⊥ (2.51)

Der Projektor ist in (2.52) in Abhängigkeit der Basisvektormatrizen V und W beschrieben,
die die Untervektorräume Bild (P ) und Kern (P ) festlegen.

P = V
(
W TV

)−1
W T (2.52)

Die Eigenwerte von P können nur 1 oder 0 sein. Dies bedeutet, dass manche Komponenten
durch die Abbildung erhalten bleiben, andere jedoch ausgelöscht werden. Entsprechend ge-
hen durch die Projektion die Komponenten des abgebildeten Vektors, die in Kern (P ) liegen,
verloren.
Wenn neben P = P 2 noch P = P T gilt, dann spricht man von einer orthogonalen Projekti-
on, sonst von einer schiefen. Der Unterschied ist in der Abb. 2.13 für den R3 dargestellt.

xpro = V W Tx

V = W

xpro = V
(
W TV

)−1
W Tx

xpro

e1

e2

e3

v1

v2 w1

w2

x ∈ R3

xpro
x ∈ R3

WV

W

V

Abbildung 2.13.: Projektionsprinzip: orthogonal und schief

Werden für die Definition der Unterräume orthonormale beziehungsweise biorthonormale
Basen verwendet (2.53), dann vereinfacht sich der Projektor zu P = V W T . Im Falle der or-
thogonalen Projektion ist V = W und es gilt P = V V T . Die schiefe Projektion ermöglicht
die Berücksichtigung von mehreren Vektorräumen.

W TV = I Biorthogonalität (2.53)

V TV = I Orthogonalität (2.54)
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Die Verwendung von orthonormierten Basen ist gerade bei numerischen Berechnungen
wichtig, um die Rechenstabilität zu gewährleisten. Wenn die Basis noch nicht in Form or-
thonormaler Vektoren vorliegt, kann immer ein Satz orthogonaler Vektoren aus den vorlie-
genden Basisvektoren berechnet werden. Drei wichtige Verfahren dazu werden im nächsten
Abschnitt beschrieben.

2.4.4 Wahl des Orthonormierungsverfahrens

Die Ermittlung von orthonormalen Basen für eine Matrix M ∈ Rn×m aus Basisvektoren
bi i ∈ 1, . . . , nb ist für die MOR auf Grundlage von Projektionsverfahren essentiell. Für die-
se Aufgabe liegen unterschiedliche Algorithmen und Methoden vor, die die Faktorisierung
M = QR liefern, wobei Q eine orthonormale Matrix ist. Die Verfahren sind iterativ und
basieren auf Folgen von Ähnlichkeitstransformationen. Im Folgenden wird ein Überblick
über die wichtigsten Algorithmen gegeben.

Givens-Rotationen Durch die Givens-Drehungen werden die Unterdiagonalelemente der
Matrix M zu null gesetzt. Dies wird iterativ über Drehmatrizen TGIV erreicht, die mit M
linksmultipliziert werden, wodurch sich die Folge TGIV(1) . . .TGIV(N)M = R ergibt. Wegen
der Orthonormalität der TGIV kann die gesuchte orthonormale Basis durch Transposition in
der Form T T

GIV(N) . . .T
T
GIV(1) = Q geschrieben werden. Das Vorgehen ist im Detail bei [22,

S.95] beschrieben.

Householder-Spiegelungen Das Householder-Verfahren basiert auf der sukzessiven Spiege-
lung der Vektoren von M auf die kartesischen Basisvektoren, was in Abbildung 2.14 zu
sehen ist.

e2

H1

e1

v
x

xspg

H2

Abbildung 2.14.: Prinzip der Householder-Spiegelung

Mathematisch erfolgt dies durch die Definition einer Spiegelebene H , die durch den Nor-
malenvektor v gegeben ist. Die Transformationsmatrix der Spiegelung erhält man durch:

THHT = I − 2
vvT

vTv
(2.55)

Darin ist v durch m1 + Sign (m11)‖m1‖e1 definiert. Die Anwendung der Transformations-
matrizen erfolgt auf die gleiche Weise wie bei den Givens-Rotationen und man erhält die
gewünschte QR-Zerlegung A = T T

HHT(N) . . .T
T
HHT(1)R = QR.
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Gram-Schmidt-Verfahren Der Gram-Schmidt-Algorithmus ist in seiner ursprünglichen Ver-
sion numerisch instabil, weshalb in der Praxis das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren
(MGS) anzuwenden ist. Bei Saad [69, S.12] sind die beiden Varianten gegenübergestellt. Der
Algorithmus ist in 2.4.1 in Pseudocode dargestellt, wobei die drei Rechenschritte Projektion,
Orthogonalisierung und Normierung deutlich werden.

Algorithmus 2.4.1: Modifiziertes-Gram-Schmidt-Verfahren MGS
Daten: x1,x2, . . . ,xi
r11 = ‖x1‖, q1 := x1/r11

für jedes j ∈ 2, . . . , i tue / Schleife über die Basisvektoren
qj = xj
für k ∈ 1, . . . , j − 1 tue / Schleife über bereits vorliegende qk

rkj = qTk qj / Projektion
qj = qj − rkjqk / Orthogonalisierung

rjj = ‖qj‖
qj = qj/rjj / Normierung

Ergebnis: qn n ∈ 1, . . . , i

Das Vorgehen lässt sich für den R3 grafisch veranschaulichen, wie es in Abbildung 2.15 zu
erkennen ist. Dabei ist auf der rechten Seite die orthonormale Basis qj j ∈ {1, 2, 3} zu sehen,
die aus den Vektoren x1, x2 und x3 berechnet wird. Auf der linken Seite sind die ersten
beiden Orthonormierungsschritte für die Vektoren x1 und x2 zu erkennen. Auf der rechten
Seite die Orthonormierung von x3, die von den beiden ersten Vektoren abhängt.

x1

x2

x3

q1 = x1

|x1|(
xT1 q1

)
q1 = x2p

x2 − x2p = q2p

q2p
|q2p| = q2

x3

q1

q2

(
xT3 q1

)
q1 = q1p

(
xT3 q2

)
q2 = q2p

q1p + q2p

q3p = x3 − (q1p + q2p)

q3 = q3p
|q3p|

Abbildung 2.15.: Grafische Veranschaulichung des Gram-Schmidt-Verfahrens

Vergleich der Orthonormierungsverfahren Die Givens-Rotationen sind nach Dahmen [22]
ein stabiles Verfahren, jedoch relativ aufwändig. In der Praxis spielen sie eine untergeordne-
te Rolle. In [37] findet sich ein Überblick über Varianten des Gram-Schmidt-Prozesses. In [14]
sind das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren und die Householder-Transformation gegen-
übergestellt. Aus dieser Untersuchung geht die Empfehlung von Householder-Spiegelungen
aus Sicht der numerischen Stabilität und Effizienz hervor. Wird jedoch eine iterative Ortho-
normierung benötigt, ergeben sich Vorteile für das MGS-Verfahren, da der orthonormale
Faktor Q der Zerlegung direkt berechnet wird. Dies ist für das Householder-Verfahren nicht
der Fall. Bei der sukzessiven Ermittlung der Basisvektoren durch den Arnoldi-Algorithmus,
der für die Krylov-Raumverfahren eine wichtige Rolle spielt, bringt dies Vorteile.
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2.4.5 Modaler Raum - Modale Reduktion

Der folgende Abschnitt zielt darauf ab, das Konzept von Vektorräumen weiter zu verdeutli-
chen und die Grundzüge der projektiven Modellordnungsreduktion, die in Kapitel 3 ange-
wendet werden, einzuführen. Dies geschieht anhand des Eigenwertproblems, das im struk-
turmechanischen Kontext eine hohe Anschaulichkeit besitzt.

2.4.5.1 Eigenraumtransformation - Entkopplung

Für die DGL in Formel (2.39) kann der Eigenraum durch den Ansatz d(t) = φφφeλt ermittelt
werden, der einer Aufspaltung in einen Geometrischen- und einen Zeitanteil gleichkommt.
Durch Einsetzen in (2.39) ergibt sich das Eigenwertproblem in Gleichung (2.56). Dies ist für
das Zustandsraummodell aus (2.41) und die DGL zweiter Ordnung formuliert.(

λ2M + λD + K
)
φφφ = 0 ⇔ (λI −A)θθθ = 0 mit θθθ = [φφφ, λφφφ]T (2.56)

Mit der notwendigen Forderung det (λI −A) = 0 ergeben sich zunächst die Eigenwerte
(EW) λj mit j ∈

{
1, . . . , nfhg

}
und in einem weiteren Schritt die Eigenvektoren (EV) φφφj , die

ein Amplitudenverhältnis der Freiheitsgrade untereinander beschreiben. Sie spannen den
Eigenraum auf und werden in der Modalmatrix ΦΦΦ zusammengefasst. Die Zahl der EV und
EW entspricht dabei der Anzahl der FHG des Systems und sie liegen jeweils konjugiert kom-
plex vor. Dadurch reellifiziert sich die Lösung bei der Superposition der Moden, die für die
Lösung der DGL nötig ist. Dies ist notwendig, da eine komplexwertige Systemantwort nicht
physikalisch deutbar ist. In (2.57) bis (2.60) ist davon ausgehend die modale Übertragungs-
funktion hergeleitet, die das gesamte dynamische Verhalten des linearen Systems beinhaltet.

Transformation auf modale Koordinaten mit d = ΦΦΦq und ΦΦΦTMΦΦΦ = I (2.57)

ΦΦΦTMΦΦΦq̈ + ΦΦΦTDΦΦΦq̇ + ΦΦΦTKΦΦΦq = ΦΦΦTf

Iq̈ + diag (2ζkωk)q̇ + diag
(
ω2
k

)
q = ΦΦΦTf k ∈ {1, . . . , nFHG} ⇒ Entkopplung

Laplace Transformation mit q = q̂est f = f̂est s ∈ C (2.58)

diag
(
s2 + s2ζkωk + ω2

k

)
q̂est = ΦΦΦT f̂est

Invertierung und Rücktransformation mit q = ΦΦΦTd = q̂est f = f̂est (2.59)

ΦΦΦTd = diag
(
s2 + s2ζkωk + ω2

k

)−1
ΦΦΦTf

Übertragungsfunktion in modaler Form mit ΦΦΦTΦΦΦ = I (2.60)

d = ΦΦΦ diag
(
s2 + s2ζkωk + ω2

k

)−1
ΦΦΦTf

G(jn)(s) =
m∑
k=1

ΦjkΦnk

s2 + s2ζkωk + ω2
k

=
dj(s)

fn(s)
mit j, n ∈ {1, . . . , nFHG}

Hierin ist ωk die Eigenfrequenz und ζk das Lehrsche-Dämpfungsmaß der Mode k. Die Ent-
kopplung ist für die Annahme proportionaler Dämpfung, wie sie in (2.61) definiert ist, be-
schrieben. Bei allgemeiner Dämpfung kann die Transformation die Dämpfungsmatrix nicht
diagonalisieren. Allerdings reicht die Annahme proportionaler Dämpfung oft aus, um das
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reale Systemverhalten ausreichend anzunähern.

D = M

N∑
k=0

αk
(
M−1K

)k ⇒ α0M + α1K (Rayleigh-Dämpfung für N = 1) (2.61)

In (2.60), ist eine zu (2.42) und (2.43) alternative Beschreibung des Nachgiebigkeitsfrequenz-
ganges gegeben, die ohne die Invertierung der Systemmatrix auskommt und numerisch
deshalb vorteilhaft ist. Allerdings ist dafür die Lösung des Eigenwertproblems notwendig,
die numerisch ausgeklügelter Algorithmen bedarf und wieder eigene Probleme aufwirft.
Die Transferfunktion (2.60) beschreibt die Systemdynamik komplett und die Betrachtung
im Frequenzbereich ermöglicht meist bessere Einblicke in das Systemverhalten als die Be-
schreibung in zeitlicher Abhängigkeit. Dies zeigt sich besonders bei der Untersuchung des
Resonanzverhaltens. Die Herleitung der Übertragungsfunktion in (2.60) ist hier dargestellt,
da sich aus der physikalisch anschaulichen Definition der Eigenvektoren und Eigenfrequen-
zen ein intuitiver Zugang zur Modellordnungsreduktion ergibt. Dies ist auch der Grund
dafür, dass die modale Reduktion der Ausgangspunkt für die Entwicklung der modernen
Reduktionsverfahren ist.
Betrachtet man ein reales mechanisches Schwingungssystem, ist die Tendenz zu erkennen,
dass die Beiträge von hochfrequenten Schwingungsanteilen zur Amplitude, beziehungs-
weise der Schwingungsenergie, gering sind. Daraus lässt sich ableiten, dass für eine appro-
ximative Lösung eine Auswahlmenge der vorliegenden Eigenmoden ausreicht. Das Über-
tragungsverhalten wird durch die Reihe in (2.60) beschrieben und hängt offensichtlich von
allen Moden ab. Nach den vorangegangenen Überlegungen führt eine Verwendung einer
begrenzten Anzahl von Moden schnell zu hohen Rechenzeitverkürzungen, da die Lösung
auf einem Unterraum des Systemraumes Rnfhg ermittelt werden kann. Für eine verrippte
Platte sind in Abbildung 2.16 die ersten drei Eigenformen φφφi dargestellt. Hierbei wird die
gute geometrische Anschaulichkeit deutlich.

(a) EW: 0.8895i (b) EW: 1.5275i (c) EW: 2.3176i

Abbildung 2.16.: Darstellung der ersten drei Eigenvektoren

Anhand der Zeitintegration des FEM-Systems lässt sich der Einfluss der Reduktion gut er-
kennen. Die numerische Zeitintegration solcher Systeme stößt schon bei relativ kleinen Di-
mensionen an ihre Grenzen, da für die Auflösung von Schwingungsamplituden bei hohen
Frequenzen extrem kleine Zeitschritte nötig wären. Man spricht dabei von einer hohen Stei-
figkeit des DGL-Systems. Die modale Reduktion kann dabei Abhilfe schaffen. Die Eigen-
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2.4. Vektorräume und Grundlagen der linearen Algebra

frequenzen können als Kriterium verwendet werden, anhand dessen die EV ausgewählt
werden, wobei die Auswahl von Moden vor allem im Bereich von Anregungsfrequenzen
wichtig ist. Im Allgemeinen empfiehlt sich für Schwingungssysteme aber vor allem die Be-
rücksichtigung der ersten Moden, die mit den niedrigsten Frequenzen korrespondieren, da
hier mit besonders hohen Amplituden zu rechnen ist. Durch Projektion auf den Unterraum
der berücksichtigten Moden gemäß Abs. 2.5.1.1 erhält man das reduzierte System, das sich
zeitintegrieren lässt. In 2.17 ist der numerisch integrierte zeitliche Verlauf der lateralen Eck-
position der verrippten Platte für verschiedene Reduktionsdimensionen dargestellt.
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Abbildung 2.17.: Schwingung des Eckpunktes bei verschiedenen Reduktionsdimensionen

Es ist zu sehen, wie bei steigender Anzahl von Moden beziehungsweise höherdimensiona-
lem Unterraum die Lösungsgenauigkeit steigt und höher frequente Anteile in der Schwin-
gungsamplitude auftreten. Bei niedrigerdimensionalen Lösungen ist zu erkennen, dass die
hochfrequenten Anteile, die ihren jeweiligen EV zugeordnet sind, nicht mehr darstellbar
sind und folglich eine Glättung über der Zeit eintritt. Die unterschiedlichen Startwerte der
Verläufe ergeben sich aus der Projektion des originalen Startvektors auf den Unterraum,
wobei manche Anteile bei der Projektion verloren gehen. Diese Zusammenhänge lassen sich
auch auf andere Projektionsverfahren anwenden, wobei deren Unterräume meist weniger
anschaulich sind wie bei der modalen Reduktion.

2.4.5.2 Bemerkungen zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Die analytische Lösung des Eigenwertproblems kann nur für sehr niedrigdimensionale Pro-
bleme, beispielsweise über die Lösung des charakteristischen Polynoms, bestimmt werden.
Die in der Praxis auftretenden, sehr großen Systeme werden mittels numerischer Appro-
ximationsverfahren gelöst. Die Lösung anhand iterativer Verfahren stellt eine der größten
numerischen Herausforderungen dar. Ein sehr häufig eingesetztes Verfahren ist der QR-
Algorithmus. Nach [22] verwendet dieser die Potenziteration von Richard von Mises als Aus-
gangspunkt. Dabei ist zu beobachten, dass die wiederholte Abbildung eines Vektors, der
kein Eigenvektor ist, in Richtung des Eigenvektors strebt, der dem betragsmäßig größten
Eigenwert zugeordnet ist. Auf diese Weise kann aus dem ermittelten approximierten Eigen-
vektor der zugehörige größte Eigenwert bestimmt werden. Für Berechnungen der linearen
Algebra stehen effiziente und weit entwickelte Pakete wie LAPACK zur Verfügung, die auch
die Lösung des Eigenwertproblems durch FEM-Software ermöglichen. Der Anwender muss
sich dadurch meist nicht auf die Details des Lösungsprozesses einlassen.
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Die Berücksichtigung der Dämpfung kann dabei die Berechnung destabilisieren, sodass die
berechneten EV zu ungenau sind. Oft ist die Änderung der EV durch die Dämpfung gering,
sodass diese auch aus dem ungedämpften System ermittelt werden können. Der Einfluss
auf die EW ist demgegenüber groß und die Dämpfung kann nicht vernachlässigt werden.
Im Allgemeinen sind die Eigenvektoren und Eigenwerte komplex (λ ∈ C und φφφ ∈ Cn). Für
verschiedene Dämpfungsansätze sind die Räume der EV und EW in Tabelle 2.3 zusammen-
gestellt.

Tabelle 2.3.: Zahlenkörper der EW und EV in Abhängigkeit der Dämpfung

ungedämpft proportional gedämpft beliebig gedämpft
EV ∈ Rn ∈ Rn ∈ Cn

EW R(EW ) = 0 ∈ C ∈ C

Die Projektionen in Gleichung (2.57) zeigen die Diagonalisierung durch Projektion auf den
Eigenraum, der für einfache Eigenwerte dem Hauptraum entspricht. Die Transformation
kann auch als Faktorisierung einer Matrix S gemäß Gleichung (2.62) angesehen werden, die
für quadratische Matrizen definiert ist.

S = ΦΦΦΛΛΛΦΦΦT (2.62)

Diese modale Faktorisierung wird durch die Singulärwertzerlegung auf Matrizen beliebiger
Form erweitert, die in vielen numerischen Anwendungen eine wichtige Rolle spielt und im
nächsten Abschnitt beschrieben wird.

2.4.6 Singulärwertzerlegung

Die Singulärwertzerlegung (SVD), deren effiziente numerische Durchführung von Golub in
[41] beschrieben wurde, ist in Gleichung (2.63) als Zerlegung in die unitären Matrizen U
und N , sowie Σ dargestellt.

A = UΣΣΣN ∗ A ∈ Cm×n ΣΣΣ ∈ Rm×n U ∈ Cm×m N ∈ Cn×n (2.63)

Die Matrix ΣΣΣ hat dabei d Diagonalelemente σi, wobei d = Rang (A) ≤ min {n,m} ist. Bei
den Spaltenvektoren der Matrizen U und N spricht man von den „Links-“ beziehungsweise
„Rechtseigenvektoren“. Die Zerlegung von A in (2.63) zeigt den Zusammenhang zu der
modalen Faktorisierung in (2.62). Für die „Links-“ „Rechtseigenvektoren“ gilt (2.64):

Ani = σiui und ATui = σini (2.64)

Weiter sind die Vektoren ni und ui die Eigenvektoren von Mn = AAT beziehungsweise
Mu = ATA mit den Eigenwerten λni = σ2

ni und λui = σ2
ui.

Der iterative Charakter des numerischen Berechnungsprozesses hat zur Entwicklung einer
sogenannten „Economy“-Variante geführt, bei der die Basisvektoren einzeln hintereinander
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bestimmt werden. Dabei kann der Algorithmus nach einer beliebigen Zahl von Vektoren
abgebrochen werden, was für die Ermittlung von Vektorräumen einen wichtigen Aspekt
für die Effizienz bedeutet. Dabei ändern sich die Dimensionen der in (2.63) beschriebenen
Matrizen zu: ΣΣΣ ∈ Rk×k, U ∈ Cm×k, V ∈ Ck×k, wobei k der Anzahl an berücksichtigten Singu-
lärwerten entspricht. Da der Algorithmus immer zuerst die größten Singulärwerte mit den
dazugehörigen Basisvektoren berechnet, werden automatisch die wichtigsten Hauptrich-
tungen bestimmt.
Beispielsweise kann durch die SVD die Pseudoinverse A+ = NΣΣΣ+U ∗ ermittelt werden,
mit deren Hilfe Ausgleichsprobleme gelöst werden können. Dies spielt für die vorliegende
Arbeit im Rahmen der sogenannten „Proper Orthogonal Decomposition“ (POD) oder auch
Hauptraumanalyse (näheres in Abs. 2.5.2) eine wichtige Rolle.

2.4.7 Definition des Krylov-Raumes

Ein Krylov-Raum (KR) Km ist ein Vektorraum, der durch einen Vektor q und eine Matrix P
gemäß (2.65) definiert ist.

Km(P , q) = Span
{
q,Pq,P 2q, . . . ,Pm−1q

}
= Span {z1, z2, . . . ,zk−1} (2.65)

Rekursiv: zj = Pzj−1 z1 = q j ∈ {2, 3, . . . ,m− 1} (2.66)

Die Stufe m gibt die Dimension des Vektorraumes an. Dieser Vektorraum tritt im Kontext
von Beobachtbarkeits- und Steuerbarkeitsuntersuchungen in der Regelungstechnik und bei
verschiedenen Reihenentwicklungen auf. Durch den Satz von Cayley-Hamilton (vgl. (2.67))
lässt sich der Krylov-Raum (KR) mit dem Lösungsraum eines linearen Gleichungssystems
Kd = f in Verbindung bringen. Der Satz besagt, dass eine reguläre Matrix ihrer charakte-
ristischen Gleichung genügt:

nfhg∑
j=0

ajK
j = 0 (2.67)

Durch einfache Umformungen lässt sich diese Gleichung auf die Form

−I + c1K + · · ·+ cndof−1K
ndof−1 + cnfhgK

nfhg = 0 (2.68)

bringen. Multiplikation von rechts mit f und von links mit K−1 sowie Auflösen nach K−1f
ergibt dann die Gleichung (2.69).

d = K−1f = c1f + · · ·+ cnfhg−1K
nfhg−2f + cnfhgK

nfhg−1f (2.69)

Die Lösung des Systems liegt folglich im Krylov-Raum der Stufe nfhg. Dadurch, dass der
Einfluss der Momente mit größer werdendem Index abnimmt, ergeben sich Möglichkeiten
der approximativen Beschreibung der Lösung durch Begrenzung der Reihe. Somit kann ein
KR niedriger Stufe als Projektionsunterraum genutzt werden, was später diskutiert wird.
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2.4.8 Taylor-Reihenentwicklung

Ausgangspunkt der Herleitung für viele Reduktionsmethodiken ist die Entwicklung von
Funktionen mehrerer Parameter in Taylor-Reihen. Durch diese Reihe kann der Parameter-
einfluss explizit mittels der Ableitungen der hier matrixwertigen Funktion K(p) formuliert
werden (2.70). Dabei hängt die Reihe von ihrem jeweiligen Entwicklungspunkt (EP) pEP ab.
In der Praxis gewinnt das Verfahren erst durch die Beschränkung der Reihe an Bedeutung,
da die unendliche Reihe nicht zu ermitteln ist. Die Verkürzung der Reihe bringt einen Feh-
ler εt mit sich, der der Summe der Terme höherer Ordnung entspricht. In (2.70) ist die Reihe
zweiter Ordnung.

K(p) ≈K0 +

np∑
j=1

dK (p)

dpj

∣∣∣∣
pEP

·∆pj +
1

2

np∑
j=1

np∑
k=1

d2K (p)

dpjdpk

∣∣∣∣
pEP

·∆pj∆pk + εt (2.70)

Jeder Summand der Reihenentwicklung entspricht hier einer Matrix, weshalb der Speicher-
bedarf in Abhängigkeit der Anzahl der Parameter und der Stufe der Entwicklung sehr
schnell zunehmen kann. Die Anzahl der Summanden steigt mit der Ordnung der Taylor-
Reihe gemäß der Formel (2.71), die über die Anzahl von Kombinationen aus den np Para-
metern mit Wiederholung aber ohne Reihenfolge summiert.

nt =
ns∑
j=0

(
np + j − 1

j

)
=

ns∑
j=0

(np + j − 1)!

(np − 1)!j!

nt = Anzahl der Reihenmatrizen
ns = Berücksichtigte Ableitungen
np = Anzahl der Variablen

(2.71)

In Abb. 2.18 ist die Anzahl der Matrizen der Reihe in Abhängigkeit der Anzahl der Para-
meter und der berücksichtigten Ableitungsstufe dargestellt.
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Abbildung 2.18.: Anzahl der Matrizen in der Taylor-Reihe

Wegen des starken Anstiegs des benötigten Speicherplatzes ist eine Entwicklung mit Stufen
höher 2 in der Praxis nur bei wenigen Parametern oder kleinen Systemen durchführbar.
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2.5 Verfahren zur Modellordnungsreduktion

Das Grundprinzip der Modellordnungsreduktion (MOR) ist immer die Verringerung von
Rechenaufwand bei einem möglichst geringen Verlust von Rechengenauigkeit und oft auch
der Erhaltung von Systemeigenschaften. Hierbei gestaltet sich die Bewertung der Genauig-
keit oft schwierig und erfordert hohe Erfahrung seitens des Anwenders. Der Aufwand für
die Reduktion ist häufig sehr hoch und es muss folglich in Abhängigkeit des Anwendungs-
falls entschieden werden, ob sich der Einsatz der MOR überhaupt rentieren kann.
Im weiteren soll ein Überblick über wichtige Verfahren der MOR gegeben werden, bevor
der Einsatz der MOR in der Optimierung diskutiert wird.

2.5.1 Überblick und Einteilung der Modellordnungsreduktionsverfahren

Die Unterteilung von MOR-Verfahren ist nicht trivial, da es oftmals Überschneidungen in
deren Ideen und dem Vorgehen gibt. Nach Koutsouvasilis [49] werden die MOR-Verfahren
häufig in die drei folgenden Kategorien unterteilt.

1. Modales Abschneiden, Substrukturverfahren und Kondensationsverfahren

2. Padé-approximationsbasierte Vorgehen

3. Abschneiden balancierter Systeme

Im weiteren werden allgemein Möglichkeiten aufgelistet, durch die der Berechnungsauf-
wand beeinflusst wird und die nicht unbedingt der MOR zuzuordnen sind. Dabei werden
auch Vorgehen erwähnt, die aus der gerade gegebenen Unterteilung herausfallen. Es wer-
den Verfahren auf physikalischer und mathematischer Ebene, sowie direkt auf dem Modell
angesprochen.

2.5.1.1 Projektive Modellordnungsreduktion

Bei Projektionsverfahren wird ein Variablenvektor hoher Dimension auf einen Vektorun-
terraum geringerer Dimension projiziert. Dabei kann die physikalische Bedeutung der re-
duzierten FHGe verloren gehen. Die Details dieser Operation wurden in Abschnitt 2.4.3
diskutiert. Für Gleichungssysteme resultiert aus der Projektion auf einen Unterraum ein
verringerter Berechnungsaufwand. Der Projektionsschritt ist anhand des ZRM in Gleichung
(2.72) dargestellt.

V żred = AV zred + Bf V ∈ Rnfhg×nred (2.72)

Dabei ergibt sich zunächst ein überbestimmtes Gleichungssystem, weshalb in Gleichung
(2.73) von links mit der Projektionsmatrix W T multipliziert wird, die die selbe Dimension
wie V besitzt.

W TV żred = W TAV zred + W TBf V ,W ∈ Rnfhg×nred (2.73)
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Damit ist die Projektion des Systems auf den Unterraum Span (V ) orthogonal zu Span (W )
beschrieben. Einen Überblick über die Matrizendimensionen verschafft Abb. 2.19.

V żredW T W T A V zred W T B u y CT V zred

Abbildung 2.19.: Projektion eines ZRM

Die Lösung kann nun auf dem Unterraum erfolgen, wobei in der Regel nfhg >> nred gilt,
mit der Folge, dass der Berechnungsaufwand stark sinkt. Gleichzeitig erfolgt durch die Pro-
jektion gemäß Abschnitt 2.4.3 ein Informationsverlust, mit dem eine Abnahme der Rechen-
genauigkeit einhergeht. Dabei hängt der Betrag des Fehlers entscheidend vom gewählten
Unterraum ab und somit liegt die Kunst der projektiven Modellordnungsreduktion im Auf-
finden eines geeigneten Vektorunterraumes. Die Definition von praktischen Vektorunter-
räumen erfolgt beispielsweise anhand von Systemeigenvektoren (vgl. Abs. 2.4.5), Krylov-
Raumvektoren (vgl. Abs. 2.4.7) oder auch mittels POD (vgl. Abs. 2.5.2) berechneter Unter-
raumvektoren.
Der Projektionsprozess lässt sich in den Simulationsprozess gemäß Abb. 2.20 einordnen,
wobei auch gezeigt wird, an welcher Stelle die Validierung der Reduktion mittels Projekti-
onsverfahren ansetzen muss.
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Abbildung 2.20.: Projektionsbasierte modellordnungsreduzierte Simulation

2.5.1.2 Kondensationsverfahren

Bei Abschneideverfahren erfolgt die Reduktion der Systemdimension durch die Vernach-
lässigung bestimmter Freiheitsgrade des Systems. Die Anfänge der Abschneideverfahren
liegen bei der statischen Kondensation, die von Guyan [44] entwickelt wurde. Dazu wer-
den die d ∈ Rnfhg Freiheitsgrade in „Master-“ und „Slave-“-Freiheitsgrade (Index m bzw. s)
aufgeteilt und gemäß (2.74) sortiert.[

Kmm Kms

Ksm Kss

] [
dm
ds

]
=

[
fm
fs

]
(2.74)

Mit regulärem Kss lassen sich in der zweiten Gleichung die Freiheitsgrade ds durch die
„Master“-FHGe dm ausdrücken:

ds = −K−1
ss Ksmdm + K−1

ss fs (2.75)
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Mit dieser Gleichung werden die „Slave“-FHGe in (2.74) eliminiert und es ergibt sich für die
„Master“-FHGe die Gleichung (2.76).

(Kmm −KmsK
−1
ss Ksm)dm = fm −KmsK

−1
ss fs (2.76)

Die Lösung für die „Master“-FHGe erfolgt dann auf dem oftmals wesentlich kleineren Raum
Rnred wodurch sich der Rechenzeitgewinn ergibt. Die Reduktion erfordert allerdings die In-
vertierung von Kss und die Bildung der Produkte dichtbesetzter Matrizen in (2.76).
Das für statische Systeme exakte Verfahren zeigt bei dynamischen Systemen Schwächen,
weshalb es durch Leung [52] dahingehend erweitert wurde, dass auch Masseneffekte mit
hoher Genauigkeit berücksichtigt werden können. Weitere wichtige Entwicklungen auf dem
Gebiet erfolgten durch Zhang [87] und Craig, Bampton [6].

2.5.1.3 Reduktion balancierter Systeme

Das balancierte Abschneiden lässt sich sowohl zu den Projektionsmethoden als auch den
Abschneideverfahren zählen und wird daher separat diskutiert. Das balancierte Abschnei-
den (eng. Balanced Truncation), das von Moore [59] entscheidend entwickelt wurde, basiert
auf der Idee, Zustände zu entfernen, die gleichzeitig schlecht steuer- und beobachtbar sind.
Die Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsmatrizen P und Q können durch die Lösung der
Lyapunov-Gleichungen ermittelt werden:

AP + PA∗ + BB∗ = 0

A∗Q+QA∗ + C∗C = 0

Die Sortierung der Zustände nach diesen Kriterien erfolgt durch die Balancierungstransfor-
mation, deren Transformationsmatrix T in (2.79) beschrieben ist.

P = UU ∗ und Q = LL∗ Cholesky-Zerlegung
U ∗QU = U ∗LL∗U = KΣ2K Eigenwertzerlegung (2.77)
U ∗L = WΣV ∗ Singulärwertzerlegung (2.78)

T = Σ−1/2V ∗L∗ und T−1 = UWΣ−1/2 Transformationsmatrizen (2.79)

Durch den Balancierungsschritt finden sich die Singulärwerte auf der Diagonale von Σ, so-
dass die großen und damit wichtigen Singulärwerte zuerst aufgelistet werden. Die Redukti-
on erfolgt durch die Vernachlässigung der Vektoren [vj . . .vk] und [wj . . .wk] mit j = nred +1
und k = nfhg der orthogonalen Basen V und W . Zuletzt wird das System wie in Abschnitt
2.5.1.1 mit T und T−1 reduziert, wobei die Transformationsmatrizen dann entsprechend die
Dimension reduzieren und gleichzeitig für die Balancierung sorgen.
Für praktische Aspekte bei der Durchführung sei auf Antoulas [1, S.220] verwiesen. Vor al-
lem die Berechnung der Steuer- und Beobachtbarkeitsmatrix ist numerisch aufwändig und
macht bei hohen Systemdimensionen den Einsatz des Verfahrens unmöglich. Der Vorteil
ist die Erhaltung der Systemstabilität während der Reduktion und die Existenz von Fehler-
schranken.
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2.5.1.4 Antwortflächenmodelle

Bei der Verwendung von Antwortflächenmodellen oder RSA (eng. Response Surface Ap-
proximations) werden Systemantworten rj durch vordefinierte Modelle r̃j angenähert. Dazu
müssen Stützwerte S = [s1, . . . , snst ] der Systemantworten für bestimmte Systemkonfigura-
tionen berechnet werden, wobei der Wahl der Stützwertkonfiguration eine entscheidende
Rolle zukommt. Je nach Verwendung eines Interpolations- beziehungsweise Regressions-
modells müssen für die Festlegung des Ersatzmodells lineare Gleichungssysteme oder Aus-
gleichsrechnungsprobleme gelöst werden.
Die verwendeten Modelle sind sehr vielfältig, wobei sich vor allem das Kriging-Verfahren
[50] etabliert hat. Hierbei wird in der Praxis meist eine Interpolation mit einer Approxima-
tion von Werten an bestimmten Stützstellen durchgeführt. Beim Kriging wird das Ersatz-
modell so definiert, dass meist ein polynomielles quadratisches Modell mit einer Reihe von
Gauß-Glockenkurven kombiniert wird. Das Vorgehen wird in der Regel nicht zu den MOR-
Verfahren gezählt, da die Gleichungsstruktur durch den Einsatz der Ersatzmodelle nicht
erhalten bleibt.

2.5.1.5 Modellierungsansätze

Als Modellierungsansätze werden hier Vorgehen bezeichnet, die eine Reduktion auf Basis
des FEM-Modells ermöglichen. Eine Vergröberung der Diskretisierung führt auf eine gerin-
gere Anzahl an Elementen und damit weniger Freiheitsgrade des Systems. Gerade bei drei-
dimensionalen Strukturen lässt sich auf diesem Weg der Rechenaufwand häufig drastisch
verringern, da die Elementanzahl qualitativ mit der dritten Potenz von der Elementgröße
abhängt. Meist ist dieser Weg jedoch keine Option, da die Genauigkeit der Ergebnisse stark
von der Diskretisierung abhängt.
Ein weiter Modellierungsansatz ist die Verwendung von Superelementen. Hierbei werden
geometrische Modellbereiche, die als linear in ihrem Verformungsverhalten angesehen wer-
den können, auf ein einziges Element reduziert. Es wird das Steifigkeitsverhalten des ge-
nannten Bereichs auf die Anbindungsknoten an andere Systemkomponenten abgebildet
und somit die entsprechenden Freiheitsgrade aus dem Gleichungssystem herausgelöscht.
Dieses Vorgehen ist eng mit den Kondensationsverfahren in Abschnitt 2.5.1.2 und dessen
Weiterentwicklungen verbunden.
Ein weiterer Weg um die Freiheitsgradanzahl zu minimieren ist die Ausnutzung von Sym-
metrien. Durch die Definition von Symmetrierandbedingungen kann somit auf die Model-
lierung eines Teils der Struktur verzichtet werden. Dazu muss die Symmetrie der Geometrie
und der Lasten gegeben sein. Die Verwendung von Symmetrierandbedingungen führt zu
keinem Approximationsfehler.
Wie schon bei den RSA-Verfahren werden auch die genannten Modellierungsansätze nicht
zu den MOR-Verfahren gezählt und dienen hier der Einordnung von Ansätzen, durch die
die Rechendauer verringert wird.
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2.5. Verfahren zur Modellordnungsreduktion

2.5.2 Proper Orthogonal Decomposition - Hauptraumanalyse

Ausgangspunkt bei der „Proper Orthogonal Decomposition“ (POD) sind Stützstellen (eng.
Samples) in einem Parameterraum der Dimension npar. Der Parameterraum, über dem die
Stützpunkte definiert sind, kann dabei beliebig definiert sein. Beispielsweise können Zeit-
punkte oder Systemparameter gewählt werden. Für die Stützstellen wird das System aus-
gewertet, wobei die Lösungen im Zustandsraum der Dimension nori liegen. Aus diesen Vek-
toren wird eine Sammelmatrix S = [s1, . . . , ss] (auch Snapshot-Matrix) zusammengesetzt,
wobei ns � nori die Zahl der Stützstellen ist. Die Lösungen S zu den jeweiligen Samples
ergeben im Modellraum Rnfhg eine Punktewolke, die Vorzugsrichtungen in ihrer Verteilung
aufweist. Durch die Identifikation der dominantesten Richtungen u1, . . . ,unred kann ein Un-
tervektorraum ermittelt werden, der für die MOR verwendet werden kann.
Für die Ermittlung der wichtigsten Richtung im Lösungsraum, kann die Forderung in Glei-
chung (2.80) verwendet werden.

max
u1

{
ns∑
i=1

|sTi u1|2
}

mit ‖u1‖ = 1 (2.80)

Für alle weiteren Hauptrichtungen muss dann Orthogonalität gegenüber allen bereits be-
rechneten Hauptrichtungen gefordert werden. Daraus ergibt sich das Maximierungspro-
blem in (2.81).

max
u1,...,us

{
l∑

j=1

ns∑
i=1

|sTi uj|2
}

mit uTi uj = δij (2.81)

Die Lösung des Maximierungsproblems (2.81) entspricht nach [71] einer SVD der Matrix
S = UΣΣΣN ∗. Als Projektionsbasis wird eine Auswahl der Linkssingulärvektoren U gewählt.
Dabei ist zu beachten, dass die ersten Vektoren [u1, . . . ,unred ] mit den wichtigeren, zu großen
Singulärwerten gehörigen, Unterraumvektoren korrespondieren.
Das Vorgehen ist in Abbildung 2.21 graphisch verdeutlicht, wobei die Lösungen hier im R2

liegen.

d1

d2

y1

y2

y3

y4

y 1
· u 1

y 2
· u 1

y 4
· u 1

y 3
· u 1

u1 (normiert)

Abbildung 2.21.: Ermittlung der ersten Hauptrichtung bei der POD
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Durch die SVD der Matrix S wird die Bedingung an die Hauptrichtungen berücksichtigt,
die fordert, dass der quadratische Abstand der Punkte si zu einer Richtung u minimal wird.
Dies ist gleichbedeutend mit der Maximierung der Projektionslängen auf die Hauptrichtun-
gen.
Dieses Vorgehen kann sich speicherkritisch verhalten. Allerdings ist die Faktorisierung ge-
rade bei der MOR nicht vollständig zu berechnen. Ein Vorteil ist die Existenz einer Fehler-
schranke, die sich durch die doppelte Quadratsumme der unberücksichtigten Singulärwerte
definieren lässt. Dies ist nach Benner, Gugercein und Willcox [11, S. 502] in Gleichung (2.82)
beschrieben.

min
V ∈Rn×r

nred∑
j=1

‖sj − V V ∗sj‖2
2 =

nfhg∑
j=nred+1

σj
2 (2.82)

Der große Vorteil des Vorgehens ist die hohe Flexibilität bei der Berechnung von Unterräu-
men. Auch die Anwendung bei stark nichtlinearen Systemen ist leicht möglich. Entschei-
dend ist beim Einsatz die Lage der Samples im Entwurfsraum und die Dimension des Pro-
jektionsunterraumes. Zusammen legen sie das Approximationsvermögen des Verfahrens
fest, wie es sich auch in Abschnitt 3.3 zeigen wird.

2.5.3 Momentenabgleich

Die Approximation eines Systems wird oft anhand des Momentenabgleichs durchgeführt.
Die Idee ist dabei, eine Funktion durch eine Reihenentwicklung zu beschreiben, die nach
einer definierten Anzahl an Summanden abgebrochen wird. Dieses Prinzip ist als Padé-
Approximation bekannt [80, S.127]. Die Glieder einer solchen Reihe verlieren mit zuneh-
mender Ordnung an Bedeutung für die Systemantwort.
Als Beispiel wird in Gleichung (2.83) die Übertragungsfunktion des Deskriptorsystems (vgl.
(2.40)) um den Frequenzbereichspunkt s0 ∈ C formuliert und als Neumann-Reihe (vgl. [83])
entwickelt.

G(s0 + σ) = C
[
(s0 + σ)Ê − Â

]−1

B̂

= C
[
σÊ −

(
Â− Ês0

)]−1

B̂ = Ausklammern von
(
Â− Ês0

)
= −C

[
I −

(
Â− Ês0

)−1

Êσ

]−1(
Â− Ês0

)−1

B̂ Umformen zur Neumann-Reihe

= −
∞∑
k=0

C

[(
Â− Ês0

)−1

Ê

]k(
Â− Ês0

)−1

B̂︸ ︷︷ ︸
Moment Hk(s0)

σk (2.83)

Die Momente hängen hierin jeweils vom Entwicklungspunkt ab und das Übertragungsver-
halten wird an der Stelle s0 exakt abgebildet. Wie bereits in Abschnitt 2.4.7 erwähnt, ist
durch die ersten nfhg Vektoren, die durch die Momente gegeben sind, die maximale An-
zahl an möglichen linear unabhängigen Vektoren erreicht. Daher kann (2.84) geschrieben
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2.5. Verfahren zur Modellordnungsreduktion

werden, wobei die Summe beschränkt wird ohne die Genauigkeit der Beschreibung einzu-
schränken. Wird jedoch die Anzahl der Summanden weiter begrenzt, stimmen nur noch die
ersten nred Momente überein, was die Reduktion des Systems bewirkt (vgl. (2.84)).

nfhg∑
k=0

Hkσk Reduktion⇒
nred∑
k=0

Hkσk (2.84)

In den Anfängen des Verfahrens wurden die Momente „explizit“ abgeglichen (vgl. [67]),
wobei die Berechnung der Momente aufwändig und numerisch instabil ist. Der implizite
Momentenabgleich wird im weiteren beschrieben und führt auf Krylov-Räume (KR), an-
hand derer die Reduktion durchgeführt wird.
Anhand von (2.83) lässt sich der Eingans-KR in (2.85) und der Ausgangs-KR in (2.86) defi-
nieren.

K(Pe,Qe) : Pe(s0) =
(
Â− Ês0

)−1

Ê Qe(s0) =
(
Â− Ês0

)−1

B̂ (2.85)

K(Pa,Qa) : Pa(s0) =
(
Â− Ês0

)−∗
Ê∗ Qa(s0) =

(
Â− Ês0

)−∗
C∗ (2.86)

Dadurch, dass die Eingangs- beziehungsweise Ausgangsmatrix Blockform haben können,
ergeben sich für jede Stufe des KR mehrere KR-Vektoren, weshalb man von einem Block-KR
spricht.
In den Gleichungen (2.85) und (2.86) ist die allgemeine Form für das Deskriptorsystem bei
einem beliebigen Punkt s0 dargestellt. Es ergeben sich offensichtliche Vereinfachungen für
s0 = 0. Ferner lassen sich Pe und Pa für reguläres Ê durch die ZRM-Matrizen schreiben.
Meist ist es jedoch geschickter, diese Invertierung zu vermeiden und die Form in (2.85) und
(2.86) zu verwenden.
Werden die Projektionsmatrizen V und W als orthonormale Basen der beiden beschrie-
benen KR gewählt und das betrachtete System durch die Vektorräume gemäß Abs. 2.4.3
projiziert, dann können durch diese Petrov-Galerkin-Projektion laut Feldmann [31] die ersten
2nkr Momente der approximierten Übertragungsfunktion zur Übereinstimmung gebracht
werden. Die Ermittlung der biorthogonalen Projektionsmatrizen W und V kann durch den
Lanczos-Algorithmus [72][51] erfolgen.
Eine andere Möglichkeit ist die Verwendung von Projektionsbasen W = V , was der Galer-
kin-Projektion entspricht. Dadurch wird die Anzahl übereinstimmender Momente zwar auf
nKR verringert, die Stabilität des Originalsystems bleibt jedoch nach Salimbahrami [73] un-
ter gewissen Voraussetzungen erhalten. Man spricht dabei von einseitigen Verfahren, deren
Projektionsbasen durch den Arnoldi-Algorithmus ermittelt werden können. Dieser ist nu-
merisch stabiler und einfacher zu implementieren als der Lanczos-Algorithmus. Für die hier
untersuchten Verfahren wurde dieses Vorgehen gewählt, das in Abs. 2.6.3 noch eingehend
dargestellt wird.
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2.6 Eigenschaften von Krylov-Unterräumen

2.6.1 Krylov-Raumreduktion bei mechanischen dynamischen Systemen

In der vorliegenden Arbeit werden Krylov-Räume (KR) für die Reduktion im Kontext der
Strukturoptimierung betrachtet, da sie auch bei hohen Systemdimensionen anwendbar sind,
bei denen andere Verfahren, wie das „balancierte Abschneiden“, versagen würden. Um die
Vor- und Nachteile der Reduktion mittels KR unter gleichzeitiger Berücksichtigung der Sy-
stemparametrierung (PMOR) verstehen zu können, sollen zunächst wichtige Eigenschaften
des KR diskutiert werden. Im folgenden Abschnitt werden praktische Aspekte bei der An-
wendung und Ermittlung von Krylov-Räumen anhand eines Schwingersystems, das im An-
hang A.1 beschrieben ist, aufgezeigt. In Abschnitt 2.5.3 wurden die Grundlagen zur MOR
mittels KR bereits beschrieben.

2.6.1.1 Krylov-Raum zweiter Ordnung

In der Strukturdynamik wird die Gleichung (2.37) für die Ermittlung der zeitlich abhängi-
gen Bewegung gelöst. Im vorangegangenen Abs. 2.6.1 wurde das Prinzip zur Ermittlung
des KR anhand des allgemeineren Falls des Deskriptorsystems aufgezeigt. Dazu sind die
Transformationen aus Abs. 2.3.1 notwendig, um von der Differentialgleichung 2. Ordnung
auf die verwendeten Matrizen zu kommen. Dieser Zwischenschritt kann durch sogenannte
Krylov-Räume 2. Ordnung vermieden werden. Daraus resultiert eine Erhöhung der nume-
rischen Effizienz, da weniger Speicher gebraucht wird und die betrachteten Matrix-Vektor-
Produkte nur noch die halbe Systemdimension aufweisen [3].
Das Prinzip wird hier für reguläre Ê und den EP s0 = 0 dargestellt. Der Eingangs-KR lässt
sich dann anhand der Matrizen M ,D, K und F in der Form (2.87) beschreiben, die die
Submatrizen P1, P2 sowie q2o verwendet.

Km(A,B) = Km
([

P1 P2

I 0

]
,

[
q2o

0

])
mit

P1 = −K−1D
P2 = −K−1M
q2o = −K−1f

(2.87)

Die Anwendung der KR-Definition (2.65) auf diese Matrizen führt zu:

Km = Span

( [
q2o

0

]
,

[
P1q2o

q2o

]
,

[
P 2

1 q2o + P2q2o

P1q2o

]
, . . .

)
=

Span

( [
zo1
0

]
,

[
zo2
zo1

]
,

[
zo3
zo2

]
, . . .

) (2.88)

Die Basisvektoren können in die Teilmatrizen Zo und Zu aufgeteilt werden (siehe (2.89)).
Dadurch zeigt sich, dass Span (Zu) ein Unterraum von Span (Zo) ist. Zusammen mit der Zu-
standsraumtransformation (2.41), die die Partitionierung des Zustandsvektors festlegt, kann
man erkennen, dass die Geschwindigkeiten in einem Unterraum der Positionsfreiheitsgrade
liegen. Für die Projektion des DGL-Systems zweiter Ordnung kann also der Untervektor-
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raum verwendet werden, der durch Span (Zo) gegeben ist.[
Zo

Zu

]
=

[
zo1 zo2 zo3 . . .
0 zo1 zo2 . . .

]
mit Span (Zu) ⊂ Span (Zo) (2.89)

Somit ergibt sich die rekursive Formulierung der Basisvektoren des Krylov-Raumes zweiter
Ordnung in (2.90).

zj = P1zj−1 + P2zj−2 z1 = q2o z2 = P1q2o j ∈ {3, 4, . . . ,m− 1} (2.90)

Auf diese Weise ist es möglich, direkt eine Projektionsbasis für die Systemmatrizen M , D
und K zu ermitteln, anstatt der Projektionsmatrix für die Zustandsraumgrößen A, B. Dies
vereinfacht den Reduktionsprozess, da weniger Speicher und Rechenoperationen notwen-
dig sind.
Der Krylov-Raum zweiter Ordnung und Stufe m wird häufig in der Form (2.91) geschrieben.

Km(P1,P2, q2o) (2.91)

Die Verallgemeinerung für beliebige EP kann durch die Betrachtung der Übertragungsfunk-
tion erfolgen, die in Abhängigkeit der Systemmatrizen des Systems 2. Ordnung in (2.92)
formuliert werden [72, S.42].

G(s0 + σ) =
∞∑
k=0

Hk(s0)σk mit (2.92)

Hj(s0) =
(
C̃p + s0Cv

)[(
−s2

0M − s0D̃ − K̃
)−1

M

]k(
−s2

0M − s0D̃ − K̃
)−1

F (2.93)

mit K̃ = s2
0M + s0D + K D̃ = 2s0M + D C̃p = Cp + s0Cv

Für den allgemeinen Fall ergeben sich die KR-Matrizen 2. Ordnung für den Eingangs-KR
gemäß (2.94).

P1e =
(
−s2

0M − s0D −K
)−1

(D + 2s0M )

P2e =
(
−s2

0M − s0D −K
)−1

M

Q2e =
(
−s2

0M − s0D −K
)−1

F

(2.94)

Für den Ausgangsraum die in (2.95).

P1a =
(
−s2

0M − s0D −K
)−T

(D + 2s0M )T

P2a =
(
−s2

0M − s0D −K
)−T

MT

Q2a =
(
−s2

0M − s0D −K
)−T

CT

(2.95)

Für die Wahl des Projektionsverfahrens gelten die selben Überlegungen wie in Abs. 2.5.3.
Die Ermittlung der Projektionsmatrizen auf Grundlage von Systemen 2. Ordnung kann
durch den SOAR-Algorithmus [4] erfolgen, dessen Prinzip in Alg. 2.6.2 dargestellt ist. Die
Vorteile der Betrachtung des Systems zweiter Ordnung gegenüber dem ZRM sind der nu-
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merisch geringere Speicher- und Rechenaufwand (keine ZRM-Transformation, Matrizen hal-
ber Dimension) und die Tatsache, dass ein beliebiger EP wieder auf eine symmetrische Ver-
teilung der EW des reduzierten Systems führt (vgl. Abb. 2.22). Ferner bleibt die Struktur des
DGL-Systems erhalten. [72]
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(a) EW-Verteilung bei System 1. Ordnung
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Abbildung 2.22.: Verteilung der EW bei Reduktion des Systems 1. bzw. 2. Ordnung

Die Asymmetrie der Eigenwertverteilung in Abb. 2.22(a), die sich aus der Verwendung des
Arnoldi-Algorithmus 1. Ordnung in Alg. 2.6.1 ergibt, kann durch die Reellifizierung der Pro-
jektionsmatrix vermieden werden. Nach Soppa [80] folgt daraus jedoch eine größere Unter-
raumbasis. Der zugehörige Frequenzgang ist in Abb. 2.23 zu sehen, wobei die physikalisch
unsinnige Asymmetrie deutlich wird. Aus physikalischer Sicht ist die Sicherstellung einer
symmetrischen Transferfunktion unverzichtbar, da sich sonst komplexwertige Systemant-
worten ergeben.
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Abbildung 2.23.: Vergleich der TF für Verfahren 1. und 2. Ordnung
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2.6.1.2 Einfluss der Wahl des Entwicklungspunktes

Die Wahl des Entwicklungspunktes (EP) ist im Grunde beliebig, jedoch ist zu beachten,
dass der Übertragungsfunktionswert am EP exakt und die Approximation mit größer wer-
dendem Abstand vom EP schlechter ist. Dies wird durch den Vergleich der zwei Spektren
in Abb. 2.24 für unterschiedliche EP deutlich, die für einen KR der Stufe 20 ermittelt wur-
den. Gemäß der Legende ist die Position des Entwicklungspunktes zu sehen, sowie die hohe
Approximationsgüte in der Umgebung.
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Abbildung 2.24.: Einfluss der Entwicklungspunktlage s0

Entsprechend muss die Wahl des EP den Verwendungszweck des reduzierten Modells wi-
derspiegeln. Beispielsweise sind in der Strukturmechanik in der Regel die tiefen Frequenzen
wichtiger als die hohen, weshalb mögliche EP im niederfrequenten Bereich liegen sollten.
Besondere Entwicklungspunkte liegen bei s0 = 0 (Maclaurin-Reihe vgl. (2.96)) und s0 = ∞
(Markov-Reihe (vgl. (2.97)).

GT (s) = −C
∞∑
k=0

(
Â−1Ê

)k
Â−1B̂sk Maclaurin-Reihe s0 = 0 (2.96)

GT (s) = −C
∞∑
k=0

(
Ê−1Â

)k
Ê−1B̂s−k+1 Markov-Reihe s0 =∞ (2.97)

Vergleicht man (2.97) mit (2.83) ist der etwas geringere Berechnungsaufwand gegenüber der
allgemeinen Wahl des EP für die Berechnung der KR-Matrizen zu erkennen.

2.6.1.3 Bessere Approximation bei mehr Momenten

Abhängig von der Stufe des Krylov-Raumes und der Blocklänge von Q (Anzahl der Spal-
tenvektoren von Q) ergibt sich die Dimension des Vektorunterraumes. Große Unterraumdi-
mensionen führen zu besseren Approximationen und entsprechend höherem Berechnungs-
aufwand. Die Auswirkungen auf das Übertragungsverhalten eines reduzierten Systems ist
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in Abbildung 2.25 mittels des Übertragungsfrequenzganges gezeigt.
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Abbildung 2.25.: Approximationsgüte bei unterschiedlicher Krylov-Raumstufe

Es wird deutlich, wie mit steigender Momentenzahl die Approximationsgüte in einem weit-
räumigeren Bereich ansteigt. Anhand der Markierung der ersten acht Eigenwerte von redu-
ziertem und originalem System wird deutlich, wie bei der Annäherung der Transferfunktion
die Eigenwerte durch die Reduktion verschoben werden. Diese Eigenschaft ist ein wichti-
ger Unterschied zur modalen Reduktion, bei der die EW der berücksichtigten Moden gleich
bleiben. Das bedeutet, dass das krylov-raumreduzierte System teils auch hohe Verstärkungen
in Bereichen aufweisen kann, in denen das Originalsystem keine Resonanzstelle besitzt.

2.6.2 KR-Projektionsmatrizen bei statischen parametrierten Systemen

Anders als bei den eben betrachteten dynamischen Systemen liegen für statische Systeme
keine Frequenzparameter vor, um die sie entwickelt werden können. Für die Reduktion
statischer Systeme kann jedoch nach Daniel [23] ein KR ermittelt werden, indem die System-
matrix, die für statische Betrachtungen die Steifigkeitsmatrix K ist, um eine Systemparame-
terkonfiguration p0 als Taylor-Reihe entwickelt wird.

K(p) =K0 +
∑
i

∂K

∂pi

∣∣∣
p0

∆pi +
∑
j,k

1

2!

∂2K

∂pj∂pk

∣∣∣
p0

∆pj∆pk+ (2.98)

+
∑
l,m,n

1

3!

∂3K

∂pl∂pm∂pn

∣∣∣
p0

∆pl∆pm∆pn + . . .

i, j, k, l,m, n, · · · ∈ {1, . . . , np}
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Fasst man die skalarwertigen Faktoren der Parametervariationen zu ∆p̃i zusammen, kann
man die Reihe gemäß Gleichung (2.99) schreiben.

d =

(
K0 +

∞∑
j=1

Kj∆p̃j

)−1

f mit (2.99)

Kj : Ableitungsterme der Steifigkeitsmatrix aus der Taylor-Reihe,
∆p̃j : Produkt aller Skalare des j-ten Summanden

Die Gleichung (2.99) beschreibt gewissermaßen das Übertragungsverhalten der Kraftein-
gänge auf den Verschiebungszustand über dem Systemparameterraum.
Für praktische Berechnungen muss die Taylor-Reihe auf eine endliche Anzahl Summanden
beschränkt werden. Die Anzahl der Matrizen ist durch die Anzahl der Parameter und die
Anzahl der berücksichtigten Ableitungen bestimmt und wird mit nt bezeichnet. Durch diese
Beschränkung liegt nur mehr eine Approximation vor, die mit größer werdendem Abstand
vom Entwicklungspunkt ungenauer wird. In der Praxis ist bei hochdimensionalen Syste-
men eine Berücksichtigung von Ableitungen höher als zweite Ordnung fast nicht möglich.
Dies liegt am schnell steigenden Speicher- und Rechenkapazitätsbedarf (vgl. Abs. 2.4.8).
Ausklammern von K0 aus der Summe ergibt (2.100).

d =

(
I +

nt−1∑
j=1

K−1
0 Kj∆p̃j

)−1

K−1
0 f =

(
I −

nt−1∑
j=1

Ej∆p̃j

)−1

K−1
0 f (2.100)

Die Matrizen Ej werden als Einflussmatrizen bezeichnet, da sie den Einfluss der Parameter
auf die Steifigkeitsmatrix beschreiben. Mittels der Neumann-Reihe

(I − T )−1 =
∞∑
k=0

T k (2.101)

wird die Summe weiter zu (2.102) umgeformt. Hierin ist zusätzlich die Neumann-Reihe
beschränkt, da mit nfhg Basisvektoren bereits der gesamte Vektorraum aufgespannt werden
kann.

d =

nfhg∑
k=0

(
nt−1∑
j=1

Ej∆p̃j

)k

K−1
0 f =

nk∑
k=0

(E1∆p̃1 + · · ·+ Ent−1∆p̃nt−1)kf̃ (2.102)

Anhand von (2.102) ist zu erkennen, dass der Verschiebungsvektor d in einem Vektorraum
liegen muss, der durch die Summanden der Reihe multipliziert mit dem Vektor der Eingän-
ge gegeben ist. In der gegebenen Gleichung ist die Struktur des KR zu erkennen, wobei die
Abbildungsmatrix aus mehreren Summanden besteht. Man spricht dabei von einem multi-
variaten KR.
Die Momente der Reihe können noch in Abhängigkeit der skalaren Koeffizienten ∆p̃ sortiert
werden. Für gleiche Koeffizientenkombinationen bei Momenten höherer Ordnung können
dann entsprechend die Vektoren aufaddiert werden. Dies ist anhand des einfachen Beispiels
in (2.103) dargestellt, bei dem die Matrix K in zwei Parametern linearisiert ist und ein Kry-
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lov-Raum zweiter Stufe betrachtet wird.

d =
2∑

k=0

(E1∆p̃1 + E2∆p̃2)kf̃ = 0.︷︸︸︷
I +

1. Stufe︷ ︸︸ ︷
E1∆p̃1 + E2∆p̃2 +

2. Stufe︷ ︸︸ ︷
E2

1∆p̃2
1 + (E1E2 + E2E1)︸ ︷︷ ︸

Addition

∆p̃1∆p̃2 + E2
2∆p̃2

2

f̃

(2.103)

Sortiert man nach den einzelnen skalarwertigen Skalierungsfaktoren, die sich aus den Kom-
binationen der ∆pi in (2.103) ergeben, wird erkennbar, dass d im Vektorraum

Span
{
f̃ ,E1f̃ ,E2f̃ ,E

2
1 f̃ , (E1E2 + E2E1)f̃ ,E2

2 f̃
}

(2.104)

liegt. Die Addition, die in (2.103) markiert ist, muss bei der Implementierung durch die Be-
rücksichtigung der zugehörigen Parameterkombination identifiziert werden.
In [30] findet sich eine eingehende Diskussion der verschiedenen univariaten und multi-
variaten KR und deren verallgemeinerten Bildungsvorschriften. Es wird deutlich, dass die
Dimension der Projektionsbasis stark ansteigt, wenn viele Parameter, höhere Ableitungs-
stufen der Taylor-Reihe oder hohe KR-Stufen verwendet werden sollen. Die Dimension ni
des KR in Abhängigkeit der genannten Größen ist durch die geometrische Reihe in (2.105)
gegeben.

ni =

nk∑
j=0

(
nt + j − 1

j

)
=

nk∑
j=0

(nt + j − 1)!

(nt − 1)!j!

nt = Anzahl der Einflussmatrizen Ei

nk = Stufe des Krylov-Raumes
ni = KR-Dimension

(2.105)

In Abb. 2.26 wird der schnelle Anstieg der KR-Dimension über der Stufe des KR und für
eine größer werdende Anzahl von Systemparametern deutlich.
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50

100
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n
i
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nt = 2
nt = 3
nt = 4

Abbildung 2.26.: KR-Dimension bei verschiedenen nk und nt

Der schnelle Anstieg der KR-Dimension hat zur Folge, dass die Reduktionsdimension eben-
falls schnell ansteigt und der Reduktionsgrad sinkt. Dies kann das Verfahren schnell limitie-
ren, wenn viele Parameter oder hohe Stufen des KR berücksichtigt werden sollen.
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2.6. Eigenschaften von Krylov-Unterräumen

Die hier dargestellten Methoden wurden für statische Systeme hergeleitet. Für dynamische
Systeme können ähnliche Überlegungen angestellt werden und auf Grundlage der Krylov-
Räume zweiter Ordnung Unterräume hergeleitet werden [23]. Dabei verschärft sich das Pro-
blem, dass mit steigender Anzahl Parameter die Basisdimension äußerst schnell wächst und
somit keine brauchbaren Reduktionsgrade erreicht werden können.

2.6.3 Berechnung der Basisvektoren - Arnoldi-Algorithmus

Betrachtet man die Bildungsvorschrift für den KR in Gleichung (2.65), so fällt auf, dass für
den Vektor q eine Potenzreiheniteration mit der Matrix P durchgeführt wird. Somit führt
die wiederholte Abbildung mit P zu neuen Vektoren, die sich immer mehr dem dominan-
ten Eigenvektor von P annähern (vgl. die Ausführungen zu Potenziteration in Abschnitt
2.4.5.2). Gleichzeitig wird der abgebildete Vektor je nach Eigenwert gelängt oder verkürzt.
Aus diesen beiden Eigenschaften der linearen Abbildung Pq ergibt sich zusammen mit der
Darstellungsgenauigkeit der Rechenanlage, dass für steigende Stufen des KR die aufspan-
nenden Vektoren nicht mehr unterscheidbar sind.
Deshalb wird für die Bestimmung der Basis nicht die Folge (2.65) berechnet, sondern ein re-
kursives Verfahren angewendet, das auf der Definition des Krylov-Raumes in (2.66) basiert.
Der Arnoldi-Algorithmus, der als Pseudocode in Alg. 2.6.1 zu sehen ist, umgeht das genann-
te Problem und ermittelt stabil eine Basis des KR.

Algorithmus 2.6.1: Arnoldi-Algorithmus mit Deflation
Daten: P , q,m, ε
Z[:,1] := q

H[1,1] := ‖q‖ ,
V[:,1] := q/H[1,1]

j := 2

solange j < m tue / Schleife über KR-Stufe
V[:,j] := PV[:,j−1] / Neue KR-Vektoren berechnen
k := 1

solange k < j tue / Orthogonalisierungsschleife
H[k,j] := V ∗[:,k]V[:,j] / Projektion
V[:,j] := V[:,j] −H[k,j]V[:,k] / Orthogonalisierung
k := k + 1

H[j,j] :=
∥∥V[:,j]

∥∥ / Norm des neuen Vektors
wenn H[j,j] > εlin dann / Test linearer Unabhängigkeit

V[:,j] := V[:,j]/H[j,j] / Normierung des neuen Vektors
sonst

Algorithmus bricht ab!
j := j + 1

Ergebnis: V mit V ∗V = I und V H = Z

Die beiden Operationen Orthogonalisierung und Normierung verändern den Vektorraum
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Km(P , q) nicht. Die Orthogonalisierung entfernt Anteile des neuen Vektors, die durch die
bereits vorliegenden Basisvektoren V[:,1:n] darstellbar sind. Auch die Normierung verändert
den KR offensichtlich nicht. So wird die Parallelisierung der Basisvektoren und deren starke
Längenänderung vermieden, woraus sich eine stabile numerische Ermittlung der orthonor-
malen Basis ergibt. Dennoch kann es passieren, dass die Länge eines neuen Vektors unter
die Toleranz εlin fällt und der Vektor somit als linear abhängig im Sinne der Toleranz anzu-
sehen ist. In diesem Fall wird der Algorithmus beendet.
Die in Alg. 2.6.1 gezeigte Version des Algorithmus verwendet das Prinzip des modifizierten
Gram-Schmidt-Verfahrens, das in Abs. 2.4.4 bereits diskutiert wurde. In der beschriebenen
Form ermittelt der Algorithmus eine QR-Zerlegung der Krylov-Raumbasismatrix Z in die
Matrizen V und H , die in Abbildung 2.27 dargestellt ist und die jeweilige Belegungsstruk-
tur zeigt.

Z V
H

Abbildung 2.27.: QR-Zerlegung durch Arnoldi-Algorithmus

Der Arnoldi-Algorithmus findet auch Einsatz bei der Eigenproblemlösung, die in Abschnitt
2.4.5.2 angesprochen wurden. Dabei kommt ein im Vergleich zu Algorithmus 2.6.1 leicht
modifiziertes Schema zum Einsatz, das beispielsweise in [70, S.172] beschrieben ist. Dabei
wird keine obere Dreiecksmatrix erzeugt, sondern eine Hessenberg-Matrix, die eine Beset-
zungsreihe unter der Diagonalen aufweist. Das Ergebnis des Arnoldi-Algorithmus ist dann
die Faktorisierung in Abb. 2.28.

A V V
H

R

vm+1H[j+1,j+1]

Abbildung 2.28.: Hessenberg-Form durch Arnoldi-Algorithmus

Die Projektion V ∗AV entspricht wegen der Orthonormalitätseigenschaften von V der Hes-
senberg-Matrix, deren Eigenwerte für genügend große Dimension des Unterraumes gute
Approximationen der Eigenwerte von A sind. Bei Wahl einer kleinen aber ausreichenden
Unterraumdimension kann so sehr viel Rechenzeit bei der Eigenwertbestimmung gespart
werden.
Für die in Abs. 2.6.1.1 beschriebenen Krylov-Räume zweiter Ordnung muss die Ermittlung
neuer Vektoren im Arnoldi-Algorithmus entsprechend angepasst werden. Algorithmus 2.6.2
zeigt das Prinzip des SOAR-Algorithmus (Second Order ARnoldi), das von Bai [4] maßgeb-
lich entwickelt wurde.
Es ist zu erkennen, dass im Falle der linearen Abhängigkeit des orthonormierten Vektors
V[:,j] das Verfahren nicht zwangsläufig abbricht sondern ein neuer Vektor mittels Vu[:,j] be-
rechnet werden kann. Zum Abbruch kommt es hier nur, wenn sowohl

∥∥Vo[:,j]∥∥ und
∥∥Vu[:,j]

∥∥
kleiner als die Toleranz εlin sind. In [4] sind Möglichkeiten aufgezeigt, wie die Hilfsvariable
Vu eingespart und so der Speicherbedarf reduziert werden kann.
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2.6. Eigenschaften von Krylov-Unterräumen

Algorithmus 2.6.2: Arnoldi-Algorithmus 2. Ordnung mit Deflation
Daten: P1,P2, q,m, ε

H[1,1] := ‖q‖ ,
Zo[:,1] := q, Zu[:,1] := 0

Vo[:,1] := q/H[1,1], Vu[:,1] := q/H[1,1]

j := 2

solange j < m tue / Schleife über KR-Stufe
Zo[:,j] := P1Vo[:,j−1] + P2Vu[:,j−1]

Zu[:,j] := Vo[:,j−1]

k := 1

solange k < j tue / Orthogonalisierungsschleife
H[k,j] := V ∗o[:,k]Zo[:,j] / Projektion
Zo[:,j] := Zo[:,j] −H[k,j]Vo[:,k] / Orthogonalisierung
Zu[:,j] := Zu[:,j] −H[k,j]Vu[:,k]

k := k + 1

H[j,j] :=
∥∥Zo[:,j]

∥∥ / Norm des neuen Vektors
wenn H[j,j] > εlin dann / Test linearer Unabhängigkeit

Vo[:,j] := Zo[:,j]/H[j,j] / Neuen Basisvektor anfügen
Vu[:,j] := Zu[:,j]/H[j,j]

sonst wenn
∥∥Zu[:,j]

∥∥ > εlin dann / Bei Deflation
Vo[:,j] := 0 / Neuen Basisvektor anfügen
Vu[:,j] := Zu[:,j]/H[j,j]

sonst
Algorithmus bricht ab!

j := j + 1

Entfernen von Nullspalten aus Vo
Ergebnis: Vo mit V ∗o Vo = I

Für die Anwendung auf multivariate KR, wie sie in Abs. 2.6.2 angesprochen wurden, ändert
sich nur die Bildungsvorschrift neuer Vektoren. Dies ist in Algorithmus 2.6.3 aus Gründen
der Übersichtlichkeit für ein Verfahren erster Ordnung dargestellt.

Algorithmus 2.6.3: Rekursive Bildungsvorschrift für neue multivariate KR-Vektoren

Daten: V / Bisher orthonormierte KR-Vektoren
P = [E1, . . . ,Ent ] / Einflussmatrizen
T / Information zu den zu V gehörigen Parameterkombinationen

k := 1

solange k ≤ nt tue / Schleife über die Matrizen Ej

Z[:,k] := E∗kV[:,j]

Finde gleiche Parameterkonfigurationen mittels T
Addiere die Vektoren mit gleichen Parameterkombinationen
Speichere neue zu den Z[:,j] gehörigen Parameterkombinationen in T

Ergebnis: Z: Matrix der neuen KR-Vektoren, T : Parameterkombinationen
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Die zusätzliche Herausforderung ist implementierungstechnisch hierbei in erster Linie, die
Vektoren gleicher skalierender Parameterkonfigurationen gemäß Gleichung (2.103) aufzu-
summieren. Durch die Tabelle T , die für jeden Vektor in V die Parameterkombination ent-
hält, kann dies bewerkstelligt werden. In [23] und [30] finden sich Abbildungsvorschriften
für diese Aufgabe.
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3

Untersuchung des Einsatzes von
MOR-Verfahren für die Optimierung

3.1 Interaktion von MOR und Optimierung

Bei Benner [11] werden unterschiedliche Optimierungsaufgaben als Motivation für die Ver-
wendung parameterabhängiger MOR-Verfahren (PMOR-Verfahren) aufgezählt. Die Grund-
lage der Optimierung ist, wie in Abschnitt 2.1 dargelegt, die parameterabhängige Beschrei-
bung von Systemen. MOR-Methoden müssen dies auf die ein oder andere Weise berück-
sichtigen, um in der Strukturoptimierung eingesetzt werden zu können. Im Weiteren wer-
den daher zwei MOR-basierte Verfahren in der Optimierung eingesetzt und verglichen. Im
ersten Fall werden KR im Kontext eines gradientenbasierten Optimierungsverfahrens un-
tersucht. Die Ergebnisse werden analysiert und die Erfahrungen fließen in die Entwicklung
des zweiten Ansatzes ein. Dabei handelt es sich um eine evolutionäre Strategie, die die Ei-
genschaften der MOR besser auszunutzen vermag.

3.2 Optimierung eines Balkenfachwerks bei Verwendung
eines reduzierten polynomiellen Ersatzmodells

Die in [23] beschriebene Methode ermöglicht die Formulierung eines mittels Krylov-Räumen
reduzierten Ersatzmodells in Abhängigkeit von den Parametern. Das Gleichungssystem der
FEM für statische Systeme aus (2.38) nimmt dabei die Form K(x)d = f an, wobei x die Op-
timierungsvariablen sind. Die Verwendung eines solchen reduzierten Modells in der Struk-
turoptimierung wird hier anhand eines einfachen Balkenmodells aufgezeigt.

3.2.1 Modell und Optimierungsaufgabe

Das Balkenfachwerk mit einer Länge von 2 m und einer Höhe von 1 m und die aufgebrachte
Last ist in Abb. 3.1 gezeigt. Die Optimierungsvariablen sind für die erste Untersuchung die
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3. Modellordnungsreduktionsverfahren für die Optimierung

x1 x2

x3

Abbildung 3.1.: Generisches Optimierungsmodell Balkentragwerk

drei Balkenhöhen der in Abbildung 3.1 zugeordneten Balken. Das System hat 24 FHG, wobei
die Lagerung bereits berücksichtigt ist. Die Optimierungsaufgabe ist in (3.1) beschrieben.

min
x
{z(x) | g(x) ≤ 0, xi ≤ xi ≤ x̄i} mit i ∈ 1, 2, 3 (3.1)

z = m(x) = ρb(x1l1 + x2l2 + x3l3)

g(x) =
dEcke

1.05[mm]
− 1 (3.2)

x = [1, 1, 1][mm] und x̄ = [50, 50, 50][mm] (3.3)

Es wird die Masse des Systems minimiert, wobei nur eine Verschiebungsrestriktion einge-
halten werden muss. Festigkeits- oder Stabilitätsaspekte werden zur Vereinfachung nicht
berücksichtigt. Die geringe Systemdimension lässt den Vergleich von Rechenzeitgewinnen
durch die Reduktion kaum zu, da die Hauptaufwände bei administrativen Aufgaben wie
dem Laden von Modulen und Lizenzen liegen. Die Untersuchung dient der Veranschauli-
chung der praktischen Durchführbarkeit der Optimierung anhand des reduzierten Systems
und der Genauigkeit des Ersatzmodells. Der Vorteil ist die kurze Ausführungsdauer, die ein-
fache Änderungen und Tests des Verfahrens zulässt. Die Gradienten wurden aus Gründen
einer einfacheren Implementierung mittels finiter Differenzen berechnet. Der Parameterein-
fluss auf die Steifigkeitsmatrix wurde in der Taylor-Reihe linear approximiert, was gemäß
Abschnitt 2.6.2 entsprechenden Einfluss auf die ermittelte KR-Basis hat.

3.2.2 Optimierungsergebnisse bei reduziertem Modell

Anhand des beschriebenen Systems wurde ein Krylov-Unterraum der Dimension 5 gemäß
den Methoden in Abschnitt 2.6.2 ermittelt und die statische FEM-Gleichung auf diesen
projiziert. Damit beträgt der Reduktionsgrad circa 80%. Für die Optimierung wurde der
„fmincon“-Algorithmus von MATLAB verwendet. Dabei handelt es sich um eine Variante
des SQP-Algorithmus, der ein bewährtes Lösungsverfahren für strukturmechanische Opti-
mierungsprobleme ist. Vom Startwert x0 = [40, 41, 42][mm] ausgehend, wurde der in Abb.
3.2 gezeigte Optimierungsverlauf erreicht.
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3.2. Optimierung eines Balkenfachwerks mit reduziertem Ersatzmodell
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(b) Reduziertes System der Dimension 5

Abbildung 3.2.: Konvergenz von originalem und reduziertem System der Dimension 5

Die beiden Optimierungsweisen ergeben weitestgehend die selben Ergebnisse, wobei im
Falle der Optimierung des reduzierten Systems die Konvergenz bei weniger Iterationen er-
reicht wird. Dies dürfte an einer geringeren Sensitivität des reduzierten Modells gegenüber
Parameteränderungen liegen. Die Verläufe der Optimierungsvariablen in Abb. 3.3 zeigen
ebenfalls sehr ähnliche Verläufe.
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Abbildung 3.3.: Vergleich des Verlaufs der Optimierungsvariablen

Die Gegenüberstellung der Unterschiede in den Systemantworten und den Optimierungs-
variablen ist in Abbildung 3.4 dargestellt und es ist zu erkennen, dass die Genauigkeit, die
das reduzierte parametrierte Modell aufweist, für eine erfolgreiche Optimierung des gege-
benen, mechanischen Systems hoch genug ist.
Die Dauer der Optimierung des reduzierten Systems beträgt 7.2 Sekunden. Dabei entfällt
der Hauptteil auf den Reduktionsschritt, der vier Systemaufrufe benötigt, um die Lineari-
sierung der Steifigkeitsmatrix nach den Optimierungsvariablen zu formulieren. Die Ermitt-
lung der Unterraumvektoren und die anschließenden Auswertungen der Systemantworten
fallen hingegen kaum ins Gewicht. Die geringe Dauer der Berechnung der Systemantwor-
ten liegt vor allem daran, dass die Systemmatrizen programmintern geladen sind und das
lineare Gleichungssystem ohne den Assemblierungsschritt aufgestellt werden kann.
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(b) Optimierungsfunktionen

Abbildung 3.4.: Abweichungen in den Optimierungsvariablen und Systemantworten bei
Basisdimension 5

Die Optimierung des originalen Systems bedarf 150 Sekunden, wobei das wiederholte La-
den des verwendeten FEM-Programms zur Berechnung der Systemantworten stark ins Ge-
wicht fällt. Würde dieser Schritt implementierungstechnisch vermieden, ließen sich die Be-
rechnungszeiten erheblich verringern. Dazu bedarf es jedoch tiefgehender Eingriffe in die
FEM-Software, die den Rahmen der Untersuchung überstiegen hätten. Die Zeitersparnisse
zwischen den beiden beschriebenen Optimierungen müssen folglich unter diesen Gesichts-
punkten bewertet werden und haben nur sehr eingeschränkte Aussagekraft.
Um die Grenzen der Genauigkeit zu untersuchen wird der Reduktionsgrad gesteigert. Der
Projektionsunterraum für das reduzierte System besteht jetzt aus drei KR-Vektoren. Der Ver-
gleich der Optimierungsfunktionen und -parameter ist dafür in Abb. 3.5 gezeigt.
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Abbildung 3.5.: Abweichungen in den Optimierungsvariablen und Systemantworten bei
Basisdimension 3

Hierbei ist zu sehen, dass die Unterschiede zwischen den Ergebnisentwürfen deutlich an-
gestiegen und nicht mehr ohne weiteres für die mechanische Struktur zu akzeptieren sind.
Die Differenz der Optimierungsvariablen liegt im Bereich von über einem Millimeter und
der Gewichtsunterschied der Entwürfe liegt bei circa 10%. Die Ergebnisse zeigen, dass die
Verkleinerung der Dimension der Reduktionsbasis starken Einfluss auf die Genauigkeit des
reduzierten Ersatzmodells hat.
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3.2. Optimierung eines Balkenfachwerks mit reduziertem Ersatzmodell

3.2.3 Einfluss der Anzahl der Optimierungsvariablen

Im nächsten Schritt wurde die Parametrierung des Systems erweitert, sodass alle zehn Bal-
kenprofilhöhen als Optimierungsvariablen definiert sind. Die Optimierungsaufgabe blieb
ansonsten gleich. Das Ersatzmodell muss folglich in der Lage sein, mehr Informationen der
Parametrierung abzubilden.
Dabei ergaben sich für eine Unterraumdimension von 12 die in Abb. 3.6 dargestellten Un-
terschiede zwischen der Optimierung des originalen und des reduzierten Systems.

10 20 30

−2

0

2

4

·10−2

Iteration

x
o
r
i
−

x
r
e
d

[m
m

]

(a) Differenz von Optimierungsvariablen

10 20 30
−2

−1

0

1

2

3
·10−3

Iteration
z o

ri
(x

)
−
z r

ed
(x

)

10 20 30
−6

−4

−2

0

2

4
·10−5

g o
ri
(x

)
−

g r
ed
(x

)

(b) Differenz von Optimierungsfunktionen

Abbildung 3.6.: Abweichungen in den Optimierungsvariablen und Systemantworten bei
Basisdimension 12

Zwar ist hierbei ein deutlich oszillierender Verlauf zu erkennen, aber die Ergebnisabwei-
chungen bewegen sich wieder in einem akzeptablen Rahmen. Anhand von Abb. 3.6(a) ist
ein gewisser Unterschied des Entwurfs für das originale und das reduzierte System erkenn-
bar. Die Optimierungsfunktionen ergeben im konvergierten Endzustand jedoch quasi die
selben Werte.
Die Änderung der Basisdimension auf 5, die für 3 Optimierungsvariablen noch akzeptable
Resultate lieferte, führt zum Optimierungsverlauf in Abb. 3.7.
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Abbildung 3.7.: Abweichungen in den Optimierungsvariablen und Systemantworten bei ei-
ner Basisdimension von 5

Bei diesem höheren Reduktionsgrad zeigt sich, dass die Genauigkeit, die mit der KR-Basis
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erzielbar ist, nicht mehr ausreicht. Die Abweichungen sowohl des Entwurfs als auch der
Optimierungsfunktionen sind zu groß. Dies liegt zum einen daran, dass die Basisraumdi-
mension kleiner geworden ist, als die Anzahl der Optimierungsvariablen. Der Vektorunter-
raum, der die geometrischen Informationen beinhalten muss, die sich für die Lösung bei
verschiedenen Systemkonfigurationen ergeben, kann wegen der geringeren Dimension hier
nicht mehr die Einflüsse der zehn Parameter ausreichend berücksichtigen, wodurch sich die
starken Abweichungen erklären. Daher ist das Verfahren praktisch auf sehr wenige Parame-
ter beschränkt, wobei die genaue Anzahl an Parametern von der Systemdimension abhängt.
Zum anderen besteht eine Abhängigkeit des Modells von der Lage des Entwicklungspunk-
tes, sodass beim iterativen Voranschreiten der Optimierung mit größeren Ungenauigkei-
ten zu rechnen ist. Um dem zu begegnen wäre es vorstellbar, nach einigen Iterationen das
System neu zu entwickeln und einen neuen Unterraum zu ermitteln. Dies bedingt jedoch
wieder die mehrfache Auswertung des Originalsystems und verringert stark die Effizienz-
zuwächse durch die Reduktion. Ferner ist die Quantifizierung ausreichender Modellgenau-
igkeit schwierig, da diese nur anhand einer Auswertung des Originalsystems und des Ver-
gleichs möglich ist.
Ein dritter Punkt ist die Formulierung der Systemmatrix auf Grundlage der in den Para-
metern linearisierten Steifigkeitsmatrix. Der Grad der Nichtlinearität beschränkt den Gül-
tigkeitsbereich der taylor-entwickelten Steifigkeitsmatrix. Die Berücksichtigung von Sum-
manden höherer Ordnungen in der Reihe bedingt wiederum einen signifikant ansteigenden
Speicherbedarf, da die Anzahl der Systemmatrizen exponentiell steigt. Ein weiterer Aspekt
die Reihenentwicklung betreffend ist der stark steigende Implementierungsaufwand.
Trotz der teils erheblichen Zeitersparnisse hat sich gezeigt, dass wegen der genannten Punk-
te zusammen mit der Vielzahl an Parametern aus dem Reduktionsprozess, die viele Probe-
läufe zur Einstellung bedingen, das Verfahren viele deutliche Einschränkungen und Proble-
me mit sich bringt. Vom Prinzip der Verwendung von reduzierten Ersatzmodellen wurde
daher abgerückt und ein anderes Reduktionskonzept verwendet, das auf Grundlage dieser
Untersuchung entwickelt wurde und im Folgenden aufgezeigt wird.

3.3 Optimierungsvorgehen mittels MOR-basierter
evolutionärer Strategie

Wie sich gezeigt hat, stößt die Verwendung von lokal approximierten parametrierten Ersatz-
modellen, wegen ungenügender Genauigkeit bei großen Entwurfsänderungen für die Opti-
mierung schnell an Grenzen. Das Vorgehen, wiederholt lokale Ersatzsysteme zu erzeugen,
scheitert am hohen Aufwand bei deren Erzeugung. Daraus folgt, dass zum einen Informa-
tionen aus dem gesamten Entwurfsraum gesammelt werden sollten, die in der Projektions-
basis berücksichtigt werden. Damit kann für den Projektionsunterraum eine Gültigkeit über
dem gesamten Entwurfsraum unterstellt werden. Zum anderen muss ein Weg gefunden
werden, wie die Parameterabhängigkeit für die reduzierten Modelle berücksichtigt wird.
Diese Erkenntnisse führten zur Entwicklung des im Weiteren diskutierten Optimierungs-
vorgehens, das auf den Prinzipien evolutionärer Strategien, wie sie in Abs. 2.1.5 vorge-
stellt wurden, basiert. Es wird sich zeigen, dass die Effizienz durch den Einsatz von MOR-
Verfahren erheblich gesteigert werden kann, ohne dass parametrierte Ersatzmodelle zum
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Einsatz kommen.
Die Ermittlung der Unterraumbasis führt bei diesem Verfahren zu sehr geringen, zusätzli-
chen Rechenaufwänden, die sich schnell amortisieren. So wird bei evolutionären Strategi-
en eine Initialgeneration ausgewertet, deren Individuen im Parameterraum meist zufällig
verstreut liegen. Anhand deren Auswertung können die benötigten Informationen für die
Ermittlung einer Unterraumbasis gewonnen werden, wobei der zusätzliche Mehraufwand
sehr gering ist. Das Einsparpotential ist durch die meist sehr hohe Anzahl an Auswertun-
gen gleichzeitig sehr groß. Die so ermittelte Projektionsbasis wird dann in den weiteren
Generationen verwendet. Eine dynamische Anpassung der Projektionsbasis wird ebenfalls
vorgestellt, durch die Genauigkeitssteigerungen erzielt werden können. Ein Überblick über
das Optimierungsvorgehen und die Einbindung des Reduktionsprozesses wird durch den
Flussplan 3.8 gegeben.
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Abbildung 3.8.: Ablauf der MOR-basierten ES

In Abb. 3.8 deuten die gestrichelten Pfeile zum Lösungsschritt die Lösung anhand des origi-
nalen Systems an. Mit blauem Rahmen sind die Berechnung des Unterraumes und die Aus-
wertung des reduzierten Systems gekennzeichnet. Grün unterlegt sind die Rechenschritte,
die im Rahmen der Fitnessanalyse auszuführen sind und in denen die Rechenzeiterspar-
nis durch die Ordnungsreduktion erzielt wird. Innerhalb des gestrichelten Rahmens ist der
bereits in Abbildung 2.5 vorgestellte Ablauf der evolutionären Strategie zu erkennen.

3.3.1 Modell und Optimierungsaufgabe

Modellparametrierung Als Beispielmodell wurde eine generische Schalenstruktur verwen-
det, die in Abbildung 3.9 dargestellt ist.
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Abbildung 3.9.: Verripptes Tragwerk zur Analyse der Optimierungsstrategie

Als Systemparameter wurden die Wandstärken der Rippen (rot), der Bodenplatte (grün)
und des Riegels (blau) gewählt. Zusätzlich wurde die Geometrie parametriert, wobei die
drei in Abbildung 3.10 dargestellten Formänderungen unabhängig voneinander möglich
sind. Die Parametrierung erfolgte dabei gemäß der Beschreibung in Abschnitt 2.1.4 zur
Formoptimierung mittels Formbasisvektoren.

1. Formbasisvektor (b1) 2. Formbasisvektor (b2) 3. Formbasisvektor (b3)

Abbildung 3.10.: Formbasisvektoren des Modellproblems

Optimierungsaufgabe Die Optimierungsaufgabe lautet konkret:

min
x
{m(x) | g(x) ≤ 0, xmin ≤ xi ≤ xmin} mit i ∈ 1, . . . , 6 (3.4)

sodass gj(x) =
‖dmax‖
1mm

− 1 mit ‖dmax‖ = max
k
{‖dk‖} (3.5)

und xmin = [0,−100, 0, 1mm, 1mm, 1mm] und (3.6)
xmax = [150, 100, 150, 5mm, 5mm, 5mm] (3.7)

Dabei hängt die Verschiebungsrestriktion jeweils von der betragsmäßig größten Knotenver-
schiebung ‖dmax‖ auf der Struktur mit k ∈ {1, . . . , nkn} ab, die im Eckbereich auftritt.
Spannungs- oder Stabilitätsrestriktionen wurden zur Vereinfachung nicht formuliert, da die-
se die Fragestellungen der Untersuchung nicht grundsätzlich ändern und die Übersichtlich-
keit der Ergebnisse vermindern würden. Die Berechnung der Spannungen aus dem Deh-
nungsvektor nach Gleichung (2.30) kann nicht auf dem Unterraum erfolgen, da die Ablei-
tung der Verschiebungen nach dem Ort auf dem Unterraum nicht ermittelt werden kön-
nen. Daher bedarf es zur Spannungsberechnung der Rückprojektion in den Originalraum.
Ob die Spannungsantworten mittels der reduzierten Modelle ausreichend genau berechnet
werden, ist eine interessante Fragestellung für fortführende Arbeiten.
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Berechnung mittels MOR Die parameterabhängige Berechnung der Systemantworten mit-
tels FEM wird durch einen Eingriff in das FEM-Lösungsvorgehen realisiert. Der einzige
Schritt, der verändert wird, ist die Lösung des linearen Gleichungssystems. In der Über-
blickstabelle 2.2 entspricht dies dem Schritt (8), der dann durch die folgenden Schritte er-
setzt wird:

1. Projektion mit V zu K̃ = V TKV und f̃ = V Tf ,
2. Lösung d̃ = K̃−1f̃ und
3. Rückprojektion d = V d̃

Der Rechenzeitgewinn pro Systemauswertung ergibt sich folglich als Differenz von System-
lösung des originalen Systems und den beschriebenen Schritten. Das Verfahren lohnt sich,
wenn sich die Rechenzeitgewinne über den Aufwand für die einmalige Ermittlung der Pro-
jektionsbasis akkumuliert haben.
Es ist herauszustellen, dass der Einsatz von Gradientenverfahren für die gegebene Opti-
mierungsaufgabe aus Effizienzgründen erste Wahl ist. Allerdings soll hier der Einsatz der
beschriebenen ES dargestellt werden, dessen Anwendung keine technischen Aspekte entge-
gen stehen.

Lastfälle Reale Optimierungsprobleme sind meist durch mehrere Lastfälle und eine Viel-
zahl von Restriktionen gekennzeichnet. Für die Untersuchung der entwickelten Methodik
spielt dies bei der Ermittlung der Unterräume eine Rolle. Für jeden Lastfall liegen dann un-
terschiedliche Verschiebungsvektoren d und somit unterschiedliche Unterräume vor. Um
diese zu berücksichtigen, können verschiedene Strategien angewendet werden. Zum einen
ist die Ermittlung einer größeren Basis aus allen Lösungen denkbar. Zum anderen kann ein
Unterraum für jeden Lastfall ermittelt werden. Beim ersten Vorgehen wird die Unterraum-
dimension vergrößert und beim zweiten fällt für jeden Lastfall eine eigene Bestimmung des
Projektionsraumes an. Somit steigt jeweils der reduktionsseitige Aufwand. Im Rahmen die-
ser Arbeit wurde das System nur mit der in Abbildung 3.9 gezeigten Last gerechnet.

Berechnungswerkzeuge Die Assemblierung der benötigten Systemmatrizen und Lastvek-
toren erfolgt mittels des FEM-Solvers NASTRAN. Die Systemmatrizen und Vektoren werden
noch auf die Lagerungssituation angepasst und dann abgespeichert. Dies wird durch die
Programmiersprache DMAP in der Input-Datei des Solvers definiert. Dadurch kann der wei-
tere Rechenprozess auch gestoppt werden, um die Lösung extern zu berechnen. Mittels des
PYTHON Paketes PYNASTRAN werden sie in die PYTHON-Umgebung eingelesen und stehen
so für die MOR und die Lösung im passenden Format zur Verfügung. Die Lösung erfolgt
anhand des PYTHON-Pakets SCIPY. Für die Datenverwaltung wird PYSPARSE verwendet,
wobei für dünnbesetzte Matrizen des Originalsystems die Lösung mittels der SUPERLU Zer-
legung ermittelt wird. Die reduzierten Systeme werden durch das NUMPY-Modul namens
LINALG.SOLVE gelöst.
Den Optimierungsalgorithmus stellt das Paket DEAP (Distributed Evolutionary Algorithms
in Python) [36] zur Verfügung. Es wurde verwendet, da es durch seine Konzeption eine
sehr hohe Freiheit bei der Implementierung von ES bietet. So können Algorithmen aus
verschiedenen Modulen selbst zusammengestellt werden. Die Details zu der eingesetzten
Computerhard- und Software sind Anhang A.3 zu entnehmen.
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3.3.2 Design of Experiments und Projektionsbasis für die Reduktion

Die erste Generation in der evolutionären Optimierung hat für das hier präsentierte Vor-
gehen besondere Bedeutung, da sie die Qualität der Projektionsbasis festlegt. Die Wahl der
initialen Individuen wird auf unterschiedliche Arten bestimmt, die hier verglichen werden.
Dazu gehören zwei vollfaktorielle Versuchspläne (VFV), zwei Latin-Hyper-Cube-Samplings
(LHS) und zwei Central-Composit-Designs (CCD). Näheres zu Versuchsplänen findet sich
beispielsweise bei [75].
Dabei ist der Kompromiss zwischen viel Information und wenig Rechenaufwand zu finden,
was im Vorhinein eine große Herausforderung ist. Die initiale Population wird im Original-
raum des Modells evaluiert. Mit Hilfe der Lösungen, die zu verschiedenen Entwürfen gehö-
ren, wird durch eine Hauptraumanalyse, wie sie in Abs. 2.5.2 vorgestellt wurde, die Projekti-
onsbasis berechnet. Aus der Singulärwertzerlegung Ss = UsΣΣΣsVs in der Ss = [d1, . . . ,dn] die
Verschiebungsvektoren enthält, lässt sich direkt die Projektionsbasis bestimmen. Die Spal-
ten von Us spannen den Projektionsraum auf, wobei hier noch Basisvektoren verworfen
werden, deren zugehörige Singulärwerte sehr klein sind. Für die Projektionsbasis V gilt
V = Us[ : ,1: nred] mit nred gleich der Anzahl an Projektionsbasisvektoren.
Die Verwendung von Versuchsplänen ist dem Umstand geschuldet, dass eine konsequente
Untersuchung des Entwurfsraumes durch einen Vollfaktorplan nur für wenige Parameter
bestimmbar ist. Im vorliegenden Fall mit 6 Optimierungsvariablen ergeben sich gemäß Ta-
belle 3.1 für einen dreistufigen Plan bereits 729 Auswertungen. Die Genauigkeitsuntersu-
chungen erfolgen gemäß der in 3.1 beschriebenen Versuchspläne.

Versuchsplan Kurzbezeichung Anzahl Stützstellen

3-stufiger Vollfaktorplan 3-stufig VFV 729
2-stufiger Vollfaktorplan 2-stufig VFV 64
Central-Composite-Design 1. und 2. CCD 77
Latin-Hypercube Design 1. und 2. LHS 64

Tabelle 3.1.: Liste der betrachteten Versuchspläne

Die Wertebereiche für das Sampling der einzelnen Parameter sind in A.4 zusammengefasst.
Dabei müssen nicht unbedingt zulässige Entwürfe vorliegen. Wichtiger ist eine positive Be-
einflussung der Modellgenauigkeit durch die gewählten Stützstellen. Die hier gewählten
Stützstellen entsprechen dennoch zulässigen Entwürfen.
Die beiden Varianten des CCD unterscheiden sich durch die Lage der „Stern“-Stützstellen,
die für Version 1. innerhalb und für Version 2. flächenzentriert liegen. LHS 1. und LHS 2.
wurden wegen des stochastischen Vorgehens beim Verteilen der Stützstellen als Vergleichs-
referenz gewählt.
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3.3.3 Genauigkeitsuntersuchungen

Die Genauigkeit der Lösung hängt davon ab, ob und wie gut der gewählte Unterraum die
tatsächliche Lösung repräsentieren kann (vgl. Argumentation 2.4.5). Die Approximation der
Zielfunktion ist dabei weniger kritisch, da die Qualität ihres Verlaufs in der Regel erhalten
bleibt. Der Fehler bei Systemantworten, durch die Restriktionen definiert werden, führt hin-
gegen leicht zur Verschiebung des optimalen Entwurfs gegenüber der Lösung des originalen
Systems.
Zur Bewertung wurden direkt die Verschiebungen der Struktur betrachtet und der Fehler
gegenüber dem Originalmodell nach Beziehung (3.8) definiert.

ea,k =
∥∥d̃k − dk

∥∥
2

êa = max
k
{ea,k} (3.8)

Darin beschreibt dk die Verschiebung am Knoten k. Da dieses Fehlerfeld unübersichtlich ist,
wurde der maximal auftretende absolute Fehler êa definiert. Ein weiterer wichtiger Aspekt
ist die Auswertekonfiguration. Hierfür wurden die Punkte

xA = [0, 0, 0, 1, 3, 1]

xB = [116.1, 65.7, 93.8, 4.0, 3.8, 2.8]

gewählt. Liegen die betrachteten Punkte nahe an Stützstellen, steigert dies die erreichbare
Genauigkeit. Um diesen Einfluss bewerten zu können, wurde der Abstand der Stützstelle
zum nächstliegenden Punkt des Versuchsplans gemäß (3.9) definiert.

∆xmin(x) = min
s

{
‖x− xs‖2

}
(3.9)

In Tabelle 3.2 sind die resultierenden Werte abgebildet. Für den 3-stufigen VFV ist für xA
zu erkennen, dass die betrachtete Konfiguration einer Stützstelle entspricht und folglich mit
guten Approximationswerten zu rechnen ist. Der Punkt xB entspricht einer Stützstelle des
1. LHS. In den beiden letzten Spalten von Tabelle 3.2 sind für den jeweiligen Entwurf für
alle Versuchspläne die Normen der orthogonalen Anteile der Verschiebungsvektoren d⊥V
aufgelistet, die den Abstand ∆xmin in Verbindung zu der Strukturverschiebung bringen.
Diese Berechnung kann mit Hilfe des MGS-Verfahrens erfolgen (vgl. Abschnitt 2.4.4). Die
Abweichungen sind bei einer Unterraumdimension von nred = 64 berechnet.

Versuchsplan ∆xmin(xA) ∆xmin(xB) ‖d⊥V(xA)‖2 ‖d⊥V(xB)‖2

[mm] [mm] [mm] [mm]

3-stufig VFV 0 51.720 2.386 · 10−13 3.021 · 10−5

2-stufig VFV 100.020 74.090 0.203 1.773 · 10−2

1. CCD 75.050 30.880 0.162 1.113 · 10−3

2. CCD 75.050 56.760 0.062 2.264 · 10−3

1. LHS 38.330 0 0.190 4.280 · 10−8

2. LHS 26.720 18.610 0.049 8.493 · 10−4

Tabelle 3.2.: Abstand ∆xmin der Designs xA und xB zum nächstgelegenen Sample xs und
Verschiebungsfehler
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Durch Tabelle 3.2 wird deutlich, dass sich die Approximationsfehler über mehrere Größen-
ordnungen erstrecken und dass jeder der beiden Entwürfe jeweils einmal als Stützstelle vor-
liegt. Die zugehörigen Abweichungen ‖d⊥V‖ werden für diese Fälle minimal. Allerdings
müssen sie nicht auf null abfallen, da der Lösungsvektor durch die POD nicht zwangsläufig
im Unterraum enthalten ist. Dennoch ist der positive Einfluss der Nähe zu einer Stützstelle
unverkennbar.
Für die Bewertung der Brauchbarkeit der ermittelten Unterräume für die Optimierung wur-
de zunächst der Einfluss der Projektionsraumdimension auf die Approximationsgenauig-
keit untersucht. Dazu wurde für die verschiedenen Versuchspläne der Fehler êa über dem
Rang der Projektionsbasis nred aufgetragen (vgl. Abb. 3.11).
Da die beiden unterschiedlichen Entwürfe xA und xB betrachtet werden, liegen die Stei-
figkeiten in sehr unterschiedlichen Bereichen und somit auch die betrachteten Fehler. Die
qualitativen Aussagen der beiden Untersuchungen bleiben dabei jedoch die gleichen. Es
wird deutlich, dass je nach Projektionsbasis eine Sättigung der Approximationsgüte eintritt.
Dabei ist der Verlauf des Fehlers für die verschiedenen Versuchspläne qualitativ gleich und
zwischen nred gleich 20 bis 30 kann von einer guten Approximation ausgegangen werden.
Offensichtlich sind für xA das 1. LHS Design und das 2. CCD eher nachteilig, da der Abfall
des Fehlers erst bei höheren Unterraumdimensionen eintritt. Für die Untersuchung an der
Stelle xB schneiden das 1. CCD und der 2-stufige VFV tendenziell am schlechtesten ab, wo-
bei der Nachteil relativ gering ist.
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Abbildung 3.11.: Absoluter maximaler Verschiebungsfehler für verschiedene Versuchspläne

Für eine genauere Untersuchung des Einflusses auf das tatsächliche Strukturverhalten wur-
de eine Parameterstudie durchgeführt, in der die maximale Verschiebung an der Struktur
über ausgewählten Parameterkombinationen aufgetragen wurde. Dies ist durch die Ant-
wortflächen in Abbildung 3.12 für verschiedene Projektionsbasisdimensionen gezeigt. Die
Projektionsbasis für diese Untersuchung wurde aus dem 3-stufigen VFV ermittelt, dessen
Stützstellen durch blaue Quadrate markiert sind. Die nicht variierten Parameter werden
gleich dem Punkt xA = [0, 0, 0, 1, 3, 1] gewählt.
Es ist zu erkennen, dass für die relativ niedrigen Projektionsraumdimensionen deutliche
Fehler auftreten, die eine Versteifung der Struktur verursachen. Grund ist der eingeschränk-
te Lösungsraum, durch den die Verschiebungsmöglichkeiten der Struktur eingeschränkt
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werden. Für nred gleich 4 oder 8 kann man nicht von einer ausreichenden Güte der Ap-
proximation sprechen. Für eine Basisdimension von 20 sind die Approximationen hingegen
sehr gut, was die Ergebnisse in Abbildung 3.11 stützt.
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Abbildung 3.12.: Antwortflächen in Abhängigkeit der Reduktionsdimension nred

Der 3-stufige VFV, der für die vorangehende Untersuchung verwendet wurde, stellt die um-
fangreichste Informationssammlung unter den präsentierten Versuchsplänen dar. Im Weite-
ren soll der Einfluss anderer Versuchspläne auf die Qualität der Projektionsbasis bewertet
werden, wobei das 1. LHS nicht betrachtet wird, da es den untersuchten Punkt enthält.
Für die beiden relativ sensitiven Parameter x4 und x5, die Wandstärken parametrieren, wur-
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den wieder die maximalen Verschiebungen berechnet. Die Ergebnisse sind in Abbildung
3.13 zu sehen. Die Darstellung erfolgt im Wertebereich von x4, x5 ∈ [1, 2], wodurch die Ef-
fekte ausreichend verdeutlicht werden können. Für die konstanten Systemparameter gilt
x1 = x2 = x3 = 0 und x6 = 1.
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(b) 2. CCD
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(c) 2-stufig VFV
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(d) 2. LHS

nred = 20 nred = 32 nred = 44 nred = 64 original

Abbildung 3.13.: Verschiebungsantworten für verschiedene DOEs

Für die recht kritischen Parameter wird deutlich, dass der Fehler relativ groß ist und sich
durch Erhöhung der Projektionsbasis nur bedingt verringern lässt. Für den 2-stufigen VFV
liegen die Verschiebungen für alle betrachteten Reduktionsdimensionen nah zusammen,
wobei der Fehler etwas über 10% liegt. Für die anderen Versuchspläne sind die Verbesse-
rungsmöglichkeiten größer und ähnlich, wobei das 2. CCD am besten abschneidet. Anhand
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von Tab. 3.2 kann dies mit dem Abstand ∆xmin in Verbindung gebracht werden, der bei-
spielsweise für den 2-stufigen VFV am größten ist. Trotz des kleinsten Abstands des 2. LHS
weist dieses nicht die kleinsten Fehler auf, sondern das 2. CCD. Dies zeigt, dass eine Vielzahl
von Einflüssen auf die Genauigkeit vorhanden und eine Vorabfestlegung des Versuchsplans
schwer möglich ist. Die Untersuchungen zeigen jedoch klar, dass die erreichbaren Genauig-
keiten für den Einsatz in der Optimierung groß genug sind.

3.3.4 Effizienzbewertung

Das Ziel der MOR ist die Steigerung der Recheneffizienz. Dazu wird in Abb. 3.14 die Dauer
einzelner Rechenschritte gegenübergestellt, die bei der Lösung anfallen. Wichtig ist dabei
die Vergleichbarkeit der Berechnungssequenzen. Um diese sicherzustellen, erfolgt die Lö-
sung jeweils durch das PYTHON-Modul SCIPY.

0 2 · 10−2 4 · 10−2 6 · 10−2 8 · 10−2 0.1 0.12

MOR nred = 20

MOR nred = 40

ohne MOR

Zeit [s]

V einlesen (3) Projektion (4) Lösen (5) Rückproj. (6)

Abbildung 3.14.: Vergleich der Berechnungsdauern für einzelne Rechenschritte

Die Zeitmessung erfolgt anhand des PYTHON-Modules TIMEIT, das die verstrichene Pro-
zessorzeit misst und eine Auflösung von 10−6[s] besitzt. Da das Betriebssystems durch Re-
sourcenzuteilung die Rechendauer beeinflusst, wurde für die Zeitmessung jede gemessene
Funktion mehrfach ausgeführt und der Minimalwert verwendet.
Der Lösungsalgorithmus hängt nach Abschnitt 2.2.2 von der Besetzungsstruktur der Matrix
ab, die für die beiden Gleichungssysteme unterschiedlich sind. So wird das voll besetzte
reduzierte Gleichungssystem durch eine LU-Faktorisierung und das dünnbesetzte origina-
le System durch die SUPERLU Funktion des PYSPARSE-Moduls berechnet. Hierbei weist das
originale System 5604 Freiheitsgrade auf. Zu Vergleichszwecken wurden die Rechenzeiten
für reduzierte Systeme mit 20 und 40 Unbekannten bestimmt.
Die Abb. 3.14 zeigt, dass sich in Summe ein erheblicher Rechenzeitgewinn gegenüber dem
originalen Modell durch den Einsatz der MOR ergibt. Für das reduzierte System stellt das
Einlesen der vollbesetzten Projektionsbasis V ∈ Rnori×nori und die Projektion auf den Unter-
raum den Hauptaufwand dar. Die Lösung und Rückprojektion sind hingegen verschwin-
dend geringe Anteile am Gesamtaufwand. Weiter ist ein stärkerer Anstieg des Aufwandes
für die Projektion bei steigenden Reduktionsdimensionen zu erkennen. Wie dieses Verhält-
nis für verschiedene Reduktionsdimensionen aussieht, wurde in einer weiteren Untersu-
chung getestet, die in Abb. 3.15 dargestellt ist.
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Abbildung 3.15.: Zeiten der Rechenschritte der MOR in Abhängigkeit von nred

Es wird deutlich, dass vor allem die Projektion mit steigender Unterraumdimension an-
steigt, jedoch nicht in entscheidendem Maße. Da eine Unterraumdimension von 60 bereits
relativ groß ist, kann man sagen, dass man bei der Wahl der Unterraumdimension recht frei
ist.
Soweit wurde der Rechenzeitgewinn nur für ein System mit 5604 FHGs beschrieben. Um die
Abhängigkeit des Verfahrens für verschiedene Systemdimensionen zu untersuchen, wurden
feinere Diskretisierungen angewendet, die auf jeweils 22 314, 89 034 bzw. 355 674 Freiheits-
grade führten. Um Einflüsse des verwendeten Solvers auszuschließen, wurden die Syste-
me auch mittels des MATLAB-Gleichungslösers MLDIVIDE berechnet. Dabei ergaben sich für
die Rechenzeiten die Ergebnisse in Abb. 3.16. Die Projektionsbasis besteht in diesem Ver-
gleich aus nred = 40 Vektoren. Der Wert für das Modell mit nfhg = 355 674 ohne MOR in
der PYTHON Implementierung fehlt, da eine Lösung wegen der hohen Systemdimension
mit SUPERLU nicht möglich war. Der Gleichungslöser von MATLAB schneidet bei diesem
Vergleich besser ab als der von SCIPY. Dies gilt sowohl für die absoluten Rechendauern, als
auch für deren Abhängigkeit von der Systemgröße, was sich durch die eingezeichneten Ge-
raden abschätzen lässt. Interessant ist vor allem, dass die interpolierende Gerade durch die
doppellogarithmisch aufgetragenen Rechenzeiten für die MOR jeweils flacher verläuft als
für die Lösung des originalen Systems. Daraus lässt sich ableiten, dass das MOR-Verfahren
zumindest über einen großen Systemdimensionsbereich zu Rechenzeiteinsparungen führt
und der Einsatz folglich gerechtfertigt ist.
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Abbildung 3.16.: Rechenzeit in Abhängigkeit der Systemdimension

3.3.5 Vorgehen bei der evolutionären Strategie

Die Populationsgröße muss so gewählt werden, dass sich ein möglichst guter Kompromiss
aus Rechendauer und Entwurfsraumdurchsuchung ergibt. Im hier vorgestellten Optimie-
rungsvorgehen spielt die initiale Populationsgröße eine besonders wichtige Rolle, da aus ihr
die Projektionsbasis bestimmt wird. Die erzielbare Genauigkeit wird somit an dieser Stelle
bestimmt. Für die Initialgeneration wurde ein LHS mit 64 Individuen gewählt, während die
Populationsgröße 15 Individuen betrug. Wie die Untersuchung in Abs. 3.3.3 zeigte, sind Pro-
jektionsbasisdimensionen im Bereich von 30 bis 60 nötig um ausreichende Genauigkeiten zu
erzielen. Es wird dabei deutlich, dass durch die hohe Zahl von Individuen in der Initialge-
neration circa 4 Generationen im Originalraum gerechnet werden. Rechenzeitersparnisse
ergeben sich folglich durch den MOR Einsatz erst in der fünften Generation. Es wurden 30
Generationen angesetzt und die Elternmenge auf 20 gesetzt. Die einzelnen Einstellungen
der evolutionären Strategie sind detailliert im Anhang A.5 zusammengefasst. Die Dimensi-
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on des verwendeten reduzierten Modells betrug 40.

Selektion Die Bestimmung der Eltern erfolgt durch eine Turnierselektion, bei der zufällig
eine Untermenge aus der Population ausgewählt wird. Aus dieser wird das beste Indivi-
duum in die Menge der Eltern gewählt. Das Vorgehen wird sooft wiederholt, bis die vor-
gegebene Menge an Eltern vorliegt. Dabei kann der Selektionsdruck durch die Größe der
Turniermenge gesteuert werden. Hier wurde eine Turniergröße von 3 gewählt. Der Vorteil
des Vorgehens ist seine Einfachheit. Einen Überblick zu möglichen Selektionsverfahren lie-
fert [79].

Reproduktion Für den Reproduktionsschritt (vgl. Abb. 2.5) erfolgt die Findung neuer Indi-
viduen durch Crossover und Mutation. Dabei tauschen zunächst je zwei Elternindividuen
xI und xII zwei Optimierungsvariablenwerte aus. In Abb. 3.17(a) ist dies für die vierte und
fünfte Optimierungsvariable skizziert. Die so entstandenen Individuen yI und yII ersetzen
die Eltern und es wird für diese zusätzlich eine Mutation durchgeführt. Die Streuung erfolgt
anhand einer Normalverteilung, die durch die Standardabweichung σ definiert ist. Um eine
Konvergenz des Algorithmus zu erzielen, wird die Standardabweichung gemäß dem Ver-
lauf in Grafik 3.17(b) gewählt, sodass am Ende der Optimierung noch eine gründliche lokale
Suche durchgeführt wird.

xI

xII

yI

yII

(a) Crossover von Eltern

0 5 10 15 20 25
0

1

2

3

Generation

σ

(b) Standardabweichung für den
Mutationsoperator

Abbildung 3.17.: Parameter im Reproduktionsschritt

Die initiale Standardabweichung von 3 ist relativ zum Entwurfsraum zu sehen, der durch
den Wertebereich von [−10, 10] begrenzt ist. Es ist anzumerken, dass eine Kombination aus
Crossover und Mutation nicht unbedingt notwendig ist. Allerdings hat jeder der Operato-
ren seine Vorteile. So sind durch den Crossover große Sprünge im Entwurfsraum möglich,
wohingegen durch die Mutation die Konvergenzsteuerung und die lokale Suche besser ge-
steuert werden können.

Ersetzung Für den Ersetzungsschritt wird eine begrenzte Auswahl der besten Individuen
aus der Elterngeneration zusammen mit den besten der aktuellen Population verglichen.
Aus dieser Menge bilden die besten 15 Entwürfe die neue Generation. Durch dieses Vor-
gehen, das mit „Elitismus“ bezeichnet wird, wird sichergestellt, dass gute Lösungen nicht
verloren gehen.

Berücksichtigung von Restriktionen Für die Berücksichtigung von Restriktionen müssen
diese bei ES in der Fitnessfunktion berücksichtigt werden. Mögliche Verfahren sind inter-
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ne oder externe Penalisierungsvorgehen. Das Prinzip basiert auf der Idee, zur Zielfunktion
Strafterme zu addieren, die unzulässige Entwürfe stark verschlechtern und so deren Re-
produktion äußerst unwahrscheinlich machen. In Abbildung 3.18(a) und 3.18(b) sind die
Verläufe solcher Strafterme zu sehen. Für die hier diskutierten Optimierungen wurde die
externe Penalisierung verwendet, da sie sich als numerisch stabiler erwies. Für dieses Vor-
gehen wurde die Fitness gemäß (3.10) gewählt, wobei die Gleichheitsrestriktionen der Voll-
ständigkeit halber mit aufgenommen sind. Details zu möglichen Verfahren finden sich unter
anderem bei Coello [20].

F (x) = z(x) +

ng∑
i=1

ci max(0, gi(x))a +

nh∑
j=1

cj|hj(x)|b (3.10)

Für die vorliegende Optimierung wurde ci = 1 und a = 1 gewählt. Die Zulässigkeit neu-
er Individuen wird direkt im Reproduktionsschritt berücksichtigt, sodass die Grenzen der
Optimierungsvariablen nicht als Restriktionen behandelt werden müssen.
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Abbildung 3.18.: Penalisierungsfunktionsverläufe

In Abb. 3.18 sind die zulässigen Bereiche in grau dargestellt, wobei für die externe Penali-
sierung gemäß Formel (3.10) die Parameter c1 = c2 = 50 und a = 2 gewählt wurden.

3.3.6 Optimierungsverläufe und Diskussion

Aufgrund des stochastischen Charakters der ES sind für die Bewertung mehrere Läufe not-
wendig. In Tabelle 3.3 sind die Ergebnisse von drei Läufen zusammengefasst, wobei für die
grafische Bewertung repräsentative Verläufe ausgewählt wurden.
In Abb. 3.19(a) ist die beste und die durchschnittliche Fitness über den Generationen dar-
gestellt. Abb. 3.19(b) zeigt die Masse des besten Entwurfs und den Fehler ‖d‖. Um den
Einfluss der MOR auf die Optimierung abschätzen zu können, wurden die Optimierungen
parallel auch ohne MOR durchgeführt und die Ergebnisse jeweils durch kreuzförmige Mar-
kierungen kenntlich gemacht. Für die verglichenen Läufe wurde dabei immer die gleiche
Initialisierung des Zufallsgenerators verwendet.

77



3. Modellordnungsreduktionsverfahren für die Optimierung

3.5

4

4.5
·10−2

K
os

te
nm

it
te

lw
er

t

0 10 20 30

3.5

4

4.5
·10−2

Generation

K
os

te
nf

un
kt

io
n

ohne MOR
mit MOR

(a) 1. Lauf: Kosten

0 10 20 30

3.5

4

4.5
·10−2

Generation

M
as

se
be

st
er

En
tw

ur
f[
t]

ohne MOR
mit MOR

0.8

0.9

1

‖d
‖b

es
te

r
En

tw
ur

f[
m
m
]

(b) 1. Lauf: Systemantworten

Abbildung 3.19.: Konvergenz der Optimierung

In Abb. 3.19 ist zu sehen, dass der Einfluss der MOR zu leichten Abweichungen gegen-
über der Optimierung mit dem originalen System führt. In Tabelle 3.3 sind die Zahlenwerte
für die Lösungen aufgetragen, aus denen leichte Verletzungen der Restriktion im Falle des
MOR-Verfahrens hervorgehen. Ferner kommt es durch die MOR zu anderen lokalen Lösun-
gen, obwohl die Strukturmasse nur geringfügig unterschiedlich ist. Die lokale Optimalität
der jeweiligen Lösungen wurde durch Anwendung eines gradientenbasierten Algorithmus
auf die Lösungspunkte bestätigt. Die beiden weiteren Konvergenzverläufe finden sich im
Anhang A.2.

Lauf MOR/Basis-
update

Optimierungsergebnis Masse ‖d̂‖

x1 x2 x3 x4[mm] x5[mm] x6[mm] [kg] [mm]

1 nein/nein 56.05 18.64 149.43 1.01 3.00 3.46 34.850 0.9993
1 ja/nein 108.95 100.0 142.08 1.00 3.11 1.00 34.235 1.0044
1 ja/ja 52.39 23.01 149.56 1.00 3.05 3.35 34.820 0.9987

2 nein/nein 50.37 0.27 149.51 1.00 3.03 3.59 34.879 0.9984
2 ja/nein 47.33 −8.64 150.00 1.00 3.08 3.30 34.813 1.0046
2 ja/ja 54.00 1.04 149.77 1.00 2.99 3.65 34.868 0.9997

3 nein/nein 110.80 42.57 89.15 1.00 3.24 1.00 34.701 0.9972
3 ja/nein 51.49 94.68 148.89 1.00 3.31 1.45 34.420 1.0059
3 ja/ja 113.57 40.06 89.37 1.00 3.21 1.16 34.882 0.9997

Tabelle 3.3.: Lösungen der verschiedenen Versionen des Optimierungsvorgehens

In Abb. 3.20 sind für die drei Vergleichsläufe die Lösungen für x4, x5 x6 erkennbar. Die
optimalen Entwürfe weisen dabei vor allem bezüglich der Riegelhöhe Unterschiede auf.
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(a) 1. Lauf Optimum (b) 2. Lauf Optimum (c) 3. Lauf Optimum

Abbildung 3.20.: Optimale Form bei Anwendung der MOR und Basis-Update

Um die Genauigkeit zu steigern und damit den beschriebenen Abweichungen zu begegnen,
wurde eine Modifikation des Vorgehens implementiert. Dabei wird die Projektionsbasis V
modifiziert, falls ein besseres Individuum als die vorliegenden gefunden wird. In diesem
Fall wird dieser Entwurf nochmals im originalen Raum ausgewertet und die so erhaltene
Lösung wird der bestehenden Basis hinzugefügt. Dazu muss der Lösungsvektor durch das
MGS-Verfahren orthonormiert und der Basis angehängt (Vn = [Vn−1,vn]) werden. Auf die-
se Weise wird in guten Bereichen die Modellgenauigkeit erhöht. Die Ergebnisse für dieses
modifizierte Vorgehen sind in Abb. 3.21 zu sehen.
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Abbildung 3.21.: Konvergenz der Optimierung mit modifizierter Projektionsbasis

Die Abweichung der Ergebnisse der MOR-gestützten Optimierung von denen mit dem ori-
ginalen System werden offensichtlich deutlich verringert. Dies geschieht zum Preis einer
zusätzlichen Evaluation des Originalsystems im Falle einer Verbesserung der Lösung. Wei-
ter wird auch die Dimension der Projektionsbasis vergrößert, wodurch sich die Rechendauer
verlängert. Somit wird die Effizienz insgesamt gesenkt, die Approximationsgenauigkeit je-
doch erheblich verbessert. Gerade bei Annäherung an die tatsächliche Lösung unterstützt
dieser Automatismus den Optimierungsprozess erheblich. Die Gegenüberstellung aller Op-
timierungsläufe findet sich im Anhang A.3.
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3.3.7 Diskussion der POD-basierten Reduktion und Ausblicke

Im Rahmen des „Proper Orthogonal Decomposition“-basierten Optimierungsvorgehens in
Abschnitt 3.3.4 wurde die mögliche Einsparung pro Systemanalyse untersucht, die für das
verwendete System bei 0.10 s liegt. Im Kontext der Optimierungsrechnung zeigt sich jedoch,
dass bei der vorliegenden Implementierung die Einsparungen aus der MOR nur einen ge-
ringen Anteil ausmachen. Viel entscheidender sind in der Anwendung die Zeiten für das
Laden von Lizenzen der beteiligten Software und das jeweilige Laden der benötigten Pro-
gramme. Im vorliegenden Fall lässt sich durch Addition der in Abs. 3.3.4 ermittelten Erspar-
nisse im Lösungsprozess ein Rechenzeitgewinn von 2s bei der Auswertung einer Generation
ermitteln. Da die Gesamtdauer jedoch bei 294 Sekunden liegt, ist die Effizienzsteigerung hier
marginal.
Gründe sind vor allem in der Implementierung zu suchen. Das wiederholte Starten von
NASTRAN verursacht im Verhältnis zur eigentlichen Lösung deutlich größere zeitliche Auf-
wände. Der MOR-Einsatz fällt folglich erst entscheidend ins Gewicht, wenn das Verhältnis
aus administrativen Aufwänden des Programmcodes zu der eigentlichen Berechnung klein
ist. Dies kann beispielsweise durch die Integration der MOR-Funktionalität in ein FEM-
Programm erreicht werden. Dabei ergibt sich auch der Vorteil, dass das wiederholte Laden
der Projektionsmatrix vermieden werden kann.
Durch die SVD der Samplematrix, werden Ausgleichsrichtungen ermittelt, die anschließend
als Unterraum verwendet werden. Liegen viele Samples in einem bestimmten Bereich kann
der Einfluss von anderen Stützstellen auf die Projektionsbasis sehr gering ausfallen, obwohl
sie für die Systemapproximation wichtig wären. Entsprechend könnte eine Berücksichti-
gung von abgelegenen Punkten in der Projektionsmatrix vorteilhaft sein. Solche Ausreißer-
punkte könnten der Basis durch einen einfachen Orthonormierungsschritt hinzugefügt wer-
den.
Vorteil der POD-basierten MOR ist die einfache Erzeugung der Projektionsbasis des Vek-
torunterraumes und die Anschaulichkeit der Grundidee. Im Vergleich mit den in Abs. 3.2
eingesetzten Vorgehen, bei dem ein parametriertes Ersatzmodell verwendet wurde, erfolgte
die Parametrierung direkt durch die jeweilige Assemblierung der Systemmatrix. Dies lässt
eine deutlich bessere Rechengenauigkeit zu, senkt jedoch die Effizienz bei der Systemaus-
wertung. Durch das Sampling für die POD können nichtlineare Systeme in der Regel besser
approximiert werden als durch KR-basierte Verfahren.
Beim Einsatz von POD-basierter Reduktion für Gradientenverfahren kann der Effizienzvor-
teil viel schlechter abgeschätzt werden, da die Erzeugung der Basis die Auswertung einer
großen Anzahl von Stützstellen voraussetzt. Anders als bei evolutionären Strategien kön-
nen diese Offline-Kosten nicht als Teil des Verfahrens angesehen werden. Wird eine globale
Suchstrategie mit Gradientenverfahren eingesetzt, so können unter Umständen die verwen-
deten Startpunkte der Optimierungen für die Ermittlung einer Projektionsbasis verwendet
werden. In diesem Falle könnte sich der Einsatz der POD-basierten Reduktion lohnen, wo-
bei die Anzahl der verschiedenen Startwerte und die damit einhergehende Approximati-
onsgüte entscheidend für den Einsatz sein dürften.
Bei der analytischen Sensitivitätsanalyse für die gradientenbasierte Optimierung können
sich durch projektionsbasierte MOR-Verfahren Effizienzsteigerungen ergeben. Betrachtet
man das statische FEM-System kann der analytische Gradient nach (2.18) berechnet wer-
den. Da die Lösung anhand des projizierten Systems erfolgt, liegt die LU-Faktorisierung
der reduzierten Steifigkeitsmatrix K̃ = L̃Ũ vor. Die benötigte Ableitung der Steifigkeits-
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matrix ∂K/∂x kann auf dem Unterraum nicht direkt ermittelt werden, da die Beschreibung
der Parameterabhängigkeit bei der Projektion verloren geht. Deshalb muss diese Ableitung
anhand des originalen Systems berechnet werden. In (3.11) ist das Schema erkennbar, nach
dem der Verschiebungsgradient gemäß Abs. 2.1.7 berechnet wird.

∂d̃

∂xi
= −K̃−1V T ∂K

∂xi
V d̃ ⇔ ∂d

∂xi
= V

∂d̃

∂xi
(3.11)

Der Vergleich der Gradientenberechnung mit dem reduzierten und dem originalen Mo-
dell zeigt, dass Einsparungen beim Lösungsprozess, also der LU-Faktorisierung und dem
Vorwärts- Rückwärtseinsetzen möglich sind. Hierbei ist gemäß Abschnitt 3.3.3 mit sehr klei-
nen Systemen zu rechnen, deren Lösungsaufwand quasi vernachlässigbar ist. Allerdings
sind für die semianalytische Berechnung jedes Gradienten ∂K/∂xi zwei Matrix-Matrix-
Produkte für die Unterraumprojektion und nach der Berechnung von ∂d/∂xi die Rückpro-
jektion nötig. Betrachtet man die Berechnungskostenanteile in Abb. 3.14, so ist erkennbar,
dass sich trotz der zusätzlichen Aufwände bei der Projektion eine Zeitersparnis gegenüber
der Lösung des originalen Systems ergibt.

3.4 Vergleich der eingesetzten MOR-Verfahren und Ausblick

Es wurden zwei Optimierungsstrategien auf Grundlage von modellordnungsreduzierten
Systemen untersucht. In beiden Fällen wurden Projektionsverfahren verwendet, wobei im
ersten Fall ein reduziertes Ersatzmodell ermittelt wurde und im zweiten Fall die Parameter-
abhängigkeit durch erneute Assemblierung der Systemmatrizen abgebildet wurde.
Für das erste Vorgehen wurde nach Daniel [23] ein KR verwendet, und die Taylor-Reihe ers-
ter Ordnung nach den benötigten Parametern entwickelt. Auf diese Weise lag ein System
vor, das im Falle sehr weniger Parameter ausreichende Genauigkeit für das Balkenfachwerk
bot und eine erfolgreiche Optimierung ermöglichte. Wie weitere, hier nicht präsentierte Ver-
suche der Anwendung des Prinzips auf Schalenstrukturen und Systeme mit vielen Parame-
tern zeigten, ist dieses Verfahren jedoch auf sehr einfache Systeme und wenige Parameter
beschränkt. So zeigte sich für Schalenstrukturen eine inakzeptable Ungenauigkeit der Sys-
temantworten, wodurch die Ergebnisse der Optimierung unbrauchbar wurden.
Aufbauend auf diesen Erfahrungen wurde als nächstes versucht, die Genauigkeit der re-
duzierten Modelle zu steigern. Dazu wurde auf den Ansatz übergegangen, kein Ersatzmo-
dell zu verwenden, sondern die Parameterabhängigkeit durch erneute Assemblierung der
Matrizen abzubilden. Somit entstehen Approximationsfehler nur durch die Projektion und
nicht mehr durch die unzulängliche Parametrierung.
Weiter wurde der hohe Aufwand zur Ermittlung der Projektionsbasis durch die POD be-
rechnet und im Kontext evolutionärer Strategien betrachtet. Dabei wird klar, dass der nu-
merische Aufwand für die Ermittlung der Projektionsmatrix zum größten Teil ohnehin auf
Grund der Optimierungsstrategie vorliegt. Weiter rentiert sich der MOR-Einsatz durch die
naturgemäß hohe Anzahl an Systemauswertungen im Rahmen der evolutionären Strategie
in besonderem Maße.
Für dieses Verfahren wurde zunächst die Approximationsgüte untersucht und für die
Dimensions- und Formoptimierung einer Schalenstruktur als ausreichend eingeschätzt. Dies
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wurde durch Praxistests in der Optimierung bestätigt. Die Untersuchung der Effizienz zeig-
te auch in Abhängigkeit von der Systemdimension große Vorteile beim Vergleich der Reduk-
tions- und Lösungsdauern. Die Reduktionsstrategie wurde noch durch dynamische Anpas-
sungen der Reduktionsbasis während der Optimierung erweitert und es konnten hohe Ge-
nauigkeitssteigerungen erzielt werden. Dabei wurde der Berechnungsaufwand nur gering-
fügig vergrößert.
Die entwickelte Strategie zur Berücksichtigung der Parameterabhängigkeit stellte sich als
effizienzsteigernd heraus und dürfte durch die Ermittlung der Projektionsbasis mittels POD
sehr flexibel bezüglich des Einsatzes bei unterschiedlichsten Systemen sein. Die MOR mit-
tels Krylov-Unterräumen bedarf deutlich komplizierterer Vorgehensweisen und Erfahrung,
bietet aber in der Regel Vorteile bei Systemen mit sehr vielen Freiheitsgraden. Parametrie-
rungen sind dabei auf sehr wenige Variablen und kleine Entwicklungsordnungen der Tay-
lor-Reihe beschränkt. Die Beschränkung auf wenige Systemparameter gilt wegen des star-
ken Anstiegs von Stützstellen im DOE auch für das POD-basierte Verfahren. Allerdings lässt
sich die Approximationsgenauigkeit besser steuern und weitere Gültigkeitsbereiche erzie-
len. Die durchgeführten Untersuchungen zeigten, dass die unzulängliche Approximations-
genauigkeit das Haupthemmnis für den Einsatz von MOR-Verfahren in der Optimierung
darstellt. Die POD-basierte Optimierung bietet diesbezüglich gemäß den vorangehenden
Untersuchungen das größere Potential.
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4

Restriktionen der additiven Fertigung in
der Topologieoptimierung

Die Verwendung von Optimierungsergebnissen für die Konstruktion von Bauteilen bedarf
der Interpretation des optimalen Entwurfs im Hinblick auf die Fertigbarkeit mit Hilfe des
vorgesehenen Verfahrens. Dabei kommt es oft zu aufwändigen Neuerstellungen von Mo-
dellen und Analysen, um die Festigkeit der Struktur zu garantieren. Durch die zwangsläufi-
gen Abänderungen des Entwurfs, muss ein Verlust an mechanischer Leistungsfähigkeit des
Bauteils in Kauf genommen werden. Um die genannten Nachteile zu vermeiden, werden
im Weiteren Versuche unternommen, die direkte Berücksichtigung von Fertigungsrestrik-
tionen in der Optimierung umzusetzen. Dazu wird die Wechselwirkung von Topologieop-
timierung und additiver Fertigung betrachtet.
Die Topologieoptimierung spielt als Konzeptfindungsverfahren eine immer größere Rolle
und ist bereits in vielen verschiedenen kommerziellen Optimierungsprogrammen umge-
setzt. Wie in Abschnitt 2.1.9 beschrieben, ist das Ergebnis der Topologieoptimierung eine
räumliche Materialverteilung im Bauraum, die durch Elementdichten beschrieben wird. Da-
her ergeben sich organisch gewachsen anmutende Bauteilgeometrien, die sehr komplexe
Formen annehmen und deshalb mit konventionellen Verfahren schlecht oder gar nicht zu
fertigen sind. Ein Fertigungsverfahren das eine entsprechende Freiheit im Geometrieaufbau
mitbringt, ist die additive Fertigung.
Die additive Fertigung ist ein vielversprechendes Fertigungsverfahren, das sich in den letz-
ten Jahren vom Rapid Prototyping zu einer für Funktionsbauteile geeigneten Fertigungstech-
nik entwickelt hat. Additiv gefertigte Komponenten werden heute bereits in unkritischen
Bereichen von Flugzeugen eingesetzt und es werden große Anstrengungen unternommen,
um die Wirtschaftlichkeit des Verfahrens für den Einsatz in weiteren Branchen zu erhöhen.
Durch die Entwicklung von Strukturoptimierungsmethoden, die die Eigenschaften von To-
pologieoptimierung und generativer Fertigung gezielt berücksichtigen, können Bauteile viel
schneller in die Produktion gebracht werden und Aspekte der Fertigung im Rahmen der
Optimierung in die Bauteilgeometrie einfließen. In diesem Kapitel sollen daher Methoden
untersucht werden, die eine Synergie der beiden Verfahren bewirken und damit Wettbe-
werbsvorteile schaffen können.
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4.1 Einordnung des Fertigungsverfahrens

Der Begriff additive Fertigung grenzt das Herstellungsverfahren nach Gebhardt [40] von den
subtraktiven (beispielsweise Fräsen, Drehen) und den formativen (beispielsweise Tiefzie-
hen, Schmieden) ab und bezeichnet die Fertigung durch Materialhinzufügung für die Bau-
teilerzeugung. Generative Fertigung wiederum meint speziell den schichtweisen Aufbau
der Geometrie, der in Abb. 4.1(a) im Bauteilschnitt angedeutet ist.

Baurichtung

Grenzwinkel

α

(a) Schichtbauweise

Stützstruktur

Übertretung des Grenzwinkels

Weite des Überhangs

αmax

(b) Überhang und Grenzwinkel

Abbildung 4.1.: Schichtaufbau der Geometrie bei generativer Fertigung

Eine weitere Einteilung kann durch die Abgrenzung der gefertigten Produkte bezüglich des
Verwendungszwecks erfolgen. In der Anfangszeit zielte die Fertigung vor allem auf die re-
lativ schnelle Erstellung von Prototypen ab, woher die Bezeichnung „Rapid Prototyping“
stammt. Die Entwicklung führte dann über die Erstellung von Werkzeugen für die Bauteil-
fertigung zu der direkten Fertigung von Zielbauteilen.

4.1.1 Unterschiedliche Materialapplikation bei generativen Verfahren

Nach [40] können drei grundlegende Fertigungsvorgehen unterschieden werden. Bei Frei-
raumverfahren wird schichtweise Material appliziert und es müssen bei Überhängen Stütz-
strukturen erstellt werden. Ein Vertreter ist das „Fused Deposition Modeling“ für Kunst-
stoffwerkstoffe, bei dem das flüssige Material durch eine Düse aufgetragen wird.
Bei Flüssigmaterialverfahren erfolgt der Geometrieaufbau aus einem flüssigen Grundstoff.
Typischer Vertreter ist die Stereolithographie, bei der photosensitive Polymere durch Anre-
gung mittels eines Lasers schichtweise ausgehärtet werden. Der Schichtaufbau erfolgt dabei
an der Oberfläche des Fluids und das Bauteil muss im Prozess entsprechend positioniert
werden.
Als dritte Gruppe sind die Pulverbettverfahren zu nennen. Hierbei wird die Geometrie
durch das wiederholte Aufrakeln von Pulver und anschließendes Verschweißen des Gra-
nulats mit darunter liegenden Schichten erzeugt. Ein bedeutender Vertreter ist hier das se-
lektive Lasersintern (SLS), das bezüglich der Erstellung von Zielbauteilen im Rahmen des
„Rapid Manufacturing“ am fortgeschrittensten ist und das auch für die Herstellung mecha-
nisch belasteter Komponenten geeignet ist.
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4.2. Wechselwirkung von Topologieoptimierung und additiver Fertigung

4.1.2 Leistungsfähigkeit und Grenzen der generativen Verfahren

Bauteilgeometrie und Baugeschwindigkeit Die Fähigkeit, äußerst komplexe Geometrien
zu erzeugen, wurde bereits angesprochen. Weiter ist eine einfache Berücksichtigung von in-
dividuellen Merkmalen für eine Serienfertigung gegeben, da kein Werkzeug- oder Formbau
erfolgen muss. Auch die Problematik, das Werkstück für die Bearbeitung aufzuspannen,
entfällt. Die Bauteilgröße ist jeweils durch die Fertigungsanlage beschränkt. Für das Laser-
sintern betragen die Maße dabei heute circa 30[cm]× 30[cm]× 20[cm]. Eine hohe Hürde für
einen kostengünstigen Einsatz stellt immer noch die relativ lange Fertigungsdauer dar, die
in Volumen pro Zeit angegeben werden kann. Aktuell können von sehr starken Anlagen
bis zu 100[cm3/h] erreicht werden, was jedoch auch von der Bauteilgeometrie abhängt. In
Maschinen mit durchschnittlicher Leistungsfähigkeit werden eher Werte in der Größenord-
nung 10[cm3/h] erzielt. Die durch die generative Fertigung erzielbaren Wandstärken liegen
beispielsweise für das SLS-Verfahren bei 0.5[mm]. Das Auflösungsvermögen hängt von der
Pulverfeinheit ab und beträgt dabei ungefähr 0, 15[mm]. [40]

Materialeigenschaften Die verarbeitbaren Materialien reichen von Metallen über Keramik
bis hin zu Kunststoffen. Die Materialeigenschaften, die sich für das im Metallverarbeitungs-
bereich besonders bedeutende SLS ergeben, liegen im Bereich der Werkstoffeigenschaften
bei Anwendung herkömmlicher Fertigungsverfahren. Der schichtweise Aufbau kann jedoch
zur Anisotropie (Orthotropie) bezüglich der Baurichtung führen. Dabei liegt in Baurichtung
eine höhere Steifigkeit und Festigkeit vor. Die Produktion der verarbeiteten Pulver ist kost-
spielig und kompliziert. Beim Verschweißen des Granulats werden nicht alle Körner zur
Gänze eingeschmolzen. Durch anhaftende teilweise verschweißte Partikel kann es zur Ver-
pelzung der Oberfläche kommen.

Stützstrukturen In Abbildung 4.1(a) wird anhand der Stufenform, die sich aus der Schicht-
bauweise ergibt, deutlich, dass mit steigendem Konturwinkel α die Überhänge aufeinan-
derfolgender Schichten immer größer werden. Bei Pulverbettverfahren werden diese Stufen
an sich durch das Granulat gestützt. Dennoch werden bei metallischen Strukturen meist
Stützstrukturen benötigt, um die geometrische Genauigkeit und die Stabilität des Prozesses
zu sichern. So können thermische Verzüge aus den großen Temperaturgradienten resultie-
ren, die sich aus den hohen lokal eingebrachten Energien ergeben. Neue Schichten, zeigen
beispielsweise beim Abkühlen die Tendenz, sich nach oben aufzurollen.

4.2 Wechselwirkung von Topologieoptimierung und
additiver Fertigung

Im weiteren werden anhand ausgewählter Beschränkungen der generativen Fertigung und
der Topologieoptimierung Möglichkeiten diskutiert, wie die beiden Prozesse gekoppelt wer-
den können, sodass sich eine möglichst positive Synergie ergibt. Das Darstellungsvermögen
und der Rechenaufwand in der Topologieoptimierung werden stark durch die Bauraumdis-
kretisierung bestimmt. Im Allgemeinen ist die räumliche Auflösung der generativen Fer-
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tigung deutlich höher als die der Topologieoptimierung, da sich bei zu feiner Vernetzung
inakzeptable Rechenzeiten ergeben würden.
Die Vorgabe von minimalen Strukturdurchmessern in der Topologieoptimierung kann sinn-
voll sein, wenn für die Struktur Stabilitätsanforderungen bestehen. Beispielsweise kann für
Nachbearbeitungsprozesse wie Reinigung oder Fräsen (vgl. [38]) von Funktionsflächen ein
wesentlich größerer Strukturdurchmesser erforderlich sein, als er sich aus den oben erwähn-
ten Grenzen des Prozesses ergibt. In diesem Fall wird die Integration dieser Forderung in
die Topologieoptimierung relevant.
Eine weitere Einschränkung für die Topologie ergibt sich für die Ausbildung von Hohlräu-
men. Je nach Prozess muss loses Granulat oder Stützstruktur nach dem Bauteilaufbau ent-
fernt werden, was im Falle von Hohlräumen nicht mehr möglich ist. Entweder verbleibt also
überflüssiges Material im Bauteil oder der Hohlraum muss geöffnet werden. Beides verrin-
gert die mechanische Leistungsfähigkeit des Bauteils, da entweder das Gewicht steigt, oder
die Struktur geschwächt wird. Ferner bedarf es zusätzlicher Nachbearbeitung, wenn der
Hohlraum entleert wird, was den Fertigungsaufwand steigert.
Wie in Abschnitt 4.1.2 erwähnt, müssen Überhänge bei manchen Verfahren durch Hilfs-
strukturen abgestützt werden. Diese Stützstrukturen müssen zunächst konstruiert und nach
der Bauteilerstellung entfernt werden. Neben diesen Nachteilen bedeuten Überhänge zu-
sätzlichen Material-, Energie- und Zeitaufwand bei der Fertigung. Somit können nach Bracket
[16] durch Vermeidung von Überhangbereichen mehrere Aspekte der Fertigung positiv be-
einflusst werden.
Folgend werden zum einen Möglichkeiten behandelt, wie die Forderung nach minimalen
Strukturdurchmessern in der Topologieoptimierung umgesetzt werden kann. Zum anderen
werden Vorgehen entwickelt und getestet, um Überhänge zu Vermeiden.

4.3 Virtuelles Testmodell und Berechnungsimplementierung

4.3.1 Implementierungsaspekte

4.3.1.1 Verwendete Software und grundsätzliches Vorgehen

Für die notwendige Flexibilität und den Zugriff auf alle wichtigen Parameter während der
Optimierung wurde ein Forschungscode zur Topologieoptimierung in PYTHON implemen-
tiert. Die FE-Systemmatrizen wurden einmalig zu Beginn des Rechenprozesses mit NA-
STRAN ermittelt. Dabei werden die Elementsteifigkeitsmatrizen Ke sowie die Elementori-
entierungsinformationen durch DMAP Befehle abgespeichert. Das Einlesen in die PYTHON-
Umgebung erfolgt anschließend durch PYNASTRAN [28]. Die Ke werden dann in das glo-
bale Koordinatensystem transformiert und abgespeichert. Im Optimierungsverlauf werden
die Ke durch die Optimierungsvariablen skaliert und assembliert. Die Lösung erfolgt mit-
tels des PYTHON-Moduls SCIPY.SPARSE.LINALG. Als Optimierungsalgorithmus wurde der
MMA-Algorithmus von Svanberg [81] verwendet, der über das PYTHON-Modul PYOPT [66]
zur Verfügung steht.
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4.3.1.2 Optimierungsstrategie - Äußere Iterationen

Wie schon in Abs. 2.1.9.3 beschrieben, baut sich der Topologieoptimierungsprozess aus meh-
reren äußeren Iterationen auf. In den Konvergenzverläufen sind diese anhand der Numme-
rierung über dem Graphen kenntlich gemacht. In jeder äußeren Iteration wird das Optimie-
rungsproblem (2.23) gelöst. Von einer äußeren Iteration zur nächsten wird zum einen das
Ergebnis der vorangegangenen Optimierung als Startvektor verwendet, zum anderen wer-
den bestimmte Parameter, wie beispielsweise der SIMP-Wert verändert. Auf diese Weise
lässt sich der Optimierungsprozess und das Optimierungsergebnis günstig beeinflussen.

4.3.1.3 Optimierungsvariable

In Abschnitt 2.1.9.2 wurden Ansätze zur Materialverteilung angesprochen. Im konkreten
Fall wurde der herkömmliche Fall implementiert, bei dem die Elementdichte direkt durch
die Optimierungsvariable definiert ist. Nach Guest [42] besteht eine andere Möglichkeit dar-
in, sogenannte Knotendichten einzuführen, die sich aus den umliegenden Elementdichten
berechnen. Diese Knotendichten, die keine physikalische Bedeutung mehr haben, führen
wegen der Mittelung zu einem besser konditionierten Optimierungsproblem. Dies bedingt
in einem gewissen Rahmen Vorteile in der numerischen Robustheit. Allerdings geht ein
deutlich höherer Implementierungsaufwand damit einher, weshalb der Ansatz nicht ver-
folgt wurde.

4.3.2 Modellgeometrie - MBB-Balken

Als einfaches Modell für den Test wurde der sogenannte MBB-Balken (Messerschmidt-Bölkow-
Blohm-Balken) verwendet, der in Abb. 4.2 gezeigt ist. Das Modell ist zweidimensional, wo-
durch die Rechenzeiten ausreichend kurz sind, um auch aufwändige Methoden zu erpro-
ben.

Bauraum Last

Lagerung Symmetrieachse

Abbildung 4.2.: Generisches Optimierungsmodell MBB-Balken

Der Bauraum wurde durch ein reguläres Netz aus quadratischen Elementen diskretisiert.
Dies ist aus Sicht der Diskretisierungsanpassung und der generellen Implementierung vor-
teilhaft. Als Last wird eine normierte Kraft verwendet. Durch Ausnutzung der Symmetrie
kann das Rechengebiet auf eine Hälfte des Biegebalkens beschränkt werden. Im Weiteren
werden auch die Ergebnisse nur anhand einer Modellhälfte präsentiert. Es wurde ein generi-
scher Wert von eins für den E-Modul und die Materialdichte im jeweiligen Einheitensystem
gewählt.
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4.3.3 Systemantworten und Sensitivitätsanalyse

Für die Untersuchung der Fertigungsrestriktionen in der Topologieoptimierung wurde als
Optimierungsziel die Minimierung der Nachgiebigkeit bei einer maximal zulässigen Masse
gewählt. Die beiden Systemantworten werden hier kurz zusammen mit deren jeweiliger
Gradientenberechnung vorgestellt.

Nachgiebigkeit Die Nachgiebigkeit ist für die Topologieoptimierung bei mechanischen Sys-
temen die klassische Zielfunktion. Sie ist in Gleichung (4.1) anhand der Verschiebungen d
und der Steifigkeitsmatrix K definiert.

N(x) = dTKd = dTf (4.1)

Die Ableitung nimmt die Form in (4.2) an.

∂dTKd

∂xi
= 2dTK

∂d

∂xi
+ dT

∂K

∂xi
d (4.2)

Zusammen mit den Ideen der analytischen Gradientenberechnung aus Abschnitt 2.1.7 lässt
sich dann (4.3) schreiben.

∂N

∂xi
= dT

[
2K

(
−K−1∂K

∂xi
d

)
+
∂K

∂xi
d

]
= −dT ∂K

∂xi
d (4.3)

Die Ableitung der Steifigkeitsmatrix kann dann anhand des Assemblierungsoperators in
Abhängigkeit der Elementsteifigkeitsmatrizen dargestellt werden (vgl. (4.4)).

∂K

∂xi
=

nel

A
k=1

∂Ke
k

∂xi
mit

∂Ke
k

∂xi
= 0 für k 6= i (4.4)

Dabei ist jedes Element nur von einer Optimierungsvariable abhängig. Zusammen mit der
linearen Abhängigkeit vom E-Modul und dem SIMP-Ansatz aus Abschnitt 2.1.9 ergibt sich
die Ableitung in der Form (4.5).

∂Ke
k

∂xi
= pxp−1

i Ke
k0 mit Ke

k = xpkK
e
k0 (4.5)

Bei Kenntnis der Elementsteifigkeitsmatrizen Ke kann dann durch den einfachen analyti-
schen Term die Ableitung der Nachgiebigkeit angegeben werden.
Die Berücksichtigung mehrerer Lastfälle führt auf eine Mehrzieloptimierung, wobei meist
eine Gleichgewichtung der Nachgiebigkeiten jedes Lastfalles sinnvoll ist. Die Nachgiebig-
keit nimmt dann die Form (4.6) an, worin die wi die Gewichtung beschreiben. Die Ableitung
verkompliziert sich durch dieses Vorgehen nicht. Es müssen für jeden Lastfall nur die ent-
sprechenden Lastvektoren berücksichtigt werden

Nges(x) =

nlf∑
k=1

wkNk(x)
∂Nges

∂xi
=

nLF∑
k=1

wk
∂dk
∂xi

T

fk (4.6)
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Masse: Die Beschreibung der Systemmasse erfolgt durch (4.7) in Abhängigkeit der Element-
volumen und der jeweiligen Dichte.

m(x) =

nel∑
i=1

Viρixi ⇒ g(x) =
m(x)

mmax
− 1 (4.7)

Die Ableitungen nach den Optimierungsvariablen xj sind in (4.8) gegeben.

∂m

∂xj
= Vjρj ⇒ ∂g

∂xj
=

Vjρj
mmax

j ∈ {1, . . . , nel} (4.8)

4.4 Lösung von Topologieoptimierungsaufgaben

In Abschnitt 2.1.5 und 2.1.2 wurden Prinzipien von Optimierungsalgorithmen und Lösungs-
strategien bereits diskutiert. Für die Lösung der Topologieoptimierungsaufgabe lassen sich
prinzipiell verschiedenste Verfahren verwenden [10, S.19], allerdings gibt es klar zu bevor-
zugende Algorithmen, die speziell angepasst wurden. Hier werden zwei besonders eta-
blierte gegenübergestellt. Dies sind das Optimalitätskriterienverfahren von Bendsøe und der
MMA-Algorithmus von Svanberg.

4.4.1 Optimalitätskriterienverfahren

Von Bendsøe wurde ein Algorithmus für die Lösung des Materialverteilungsproblems ent-
wickelt [9, S.28], der das Optimalitätskriterium (OC) des dualen Problems verwendet. Das
Iterationsschema ist in (4.9) skizziert.

ρek+1 =


xe falls xek · (Be)η ≤ xe

xek · (Be)η falls xe < xek · (Be)η < x̄e

x̄e falls xek · (Be)η ≥ x̄e
(4.9)

für e ∈ {1, 2, . . . , nel}, k : aktuelle Iteration
xe = max{xek − δ, xmin}
x̄e = min{xek + δ, 1}

Darin ist δ eine vordefinierte Schrittweite und η ∈ [0, 1] ein Dämpfungsfaktor. Die Para-
meter werden gemäß der Literatur meist zu 0.2 und 0.5 gewählt, was stabile und schnelle
Konvergenz ermöglicht. Die xe legen die Dichte jedes einzelnen Elementes fest. Der Verän-
derungsfaktor Be ist in (4.10) definiert:

Be = − ∂z(x)/∂xek
λ∂g(x)/∂xek

(4.10)

Für die Lösung wird der Lagrange-Multiplikator λ durch ein Bisektionsverfahren so einge-
stellt, dass die Volumenrestriktion erfüllt ist.
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4.4.2 Method of Moving Asymptotes - MMA

Entscheidende Vorarbeit zum MMA-Algorithmus wurde von Fleury mit dem CONLIN-
Algorithmus [35] geleistet, bevor Svanbarg [81] darauf aufbauend das Verfahren entwickelte.
Der gradientenbasierte Algorithmus zeichnet sich in erster Linie durch die Art der Appro-
ximation der Systemantworten aus. Mit diesen werden Subprobleme definiert, die dann
sequentiell gelöst werden. Die Approximationsmethodik des MMA ist in (4.11) nach [46]
dargestellt. Sie verallgemeinert die Ideen des CONLIN-Algorithmus, durch die Einführung
flexibler Asymptoten Uik und Lik. Darin bezeichnet k das Subproblem und i die Entwurfs-
variable sowie xik den Entwicklungspunkt (EP) der Approximation.

r(x) ≈ r̃(x) = r(xk) +

nov∑
i=1

Γi
∂r

∂xi
(xk) · (xi − xik) (4.11)

für
∂r

∂xi
(xk) ≥ 0 : Γi =

Uik − xik
Uik − xi

für
∂r

∂xi
(xk) < 0 : Γi =

xik − Lik
xi − Lik

Die in (4.11) beschriebene Approximation hängt von der oberen beziehungsweise unteren
Asymptote ab, wobei Lik < xi < Uik gelten muss. Die Grenzen werden während der Op-
timierung angepasst und erlauben reziproke bis lineare Approximationen. Details des Ak-
tualisierungsschemas für die Asymptoten sind in [46] und [81] nachzulesen.
Zur Verdeutlichung des Approximationsfunktionsverlaufs r̃ sind in Abbildung 4.3 Nähe-
rungen einer quadratischen Systemantwort r mit den unteren Asymptoten bei -2 und -100
dargestellt.
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Abbildung 4.3.: Approximationen von r(x) bei unterschiedlichen Asymptoten
Diese Art Approximation ist für mechanische Systeme vorteilhaft, da nach [46, S.88] häufig
lineare bis reziproke Verläufe von Systemantworten auftreten. Die Definitionslücke bei Lik
beziehungsweise Uik sowie der Gültigkeitsbereich der Approximation werden algorithmus-
seitig durch vorgegebene Schrittweiten berücksichtigt. Weitere Approximationsschemata
sind in [18] diskutiert. Eine Erweiterung des Schemas wurde in [88] vorgestellt, bei der die
Asymptoten nicht nur für jede Optimierungsvariable festgelegt werden, sondern auch für
jede Systemantwort und so die Flexibilität des Verfahrens weiter gesteigert wird.
Durch die Approximation entstehen separierbare und konvexe Einzelprobleme (siehe Ab-
schnitt 2.1.3), die für die dualen Lösungsstrategien bestens geeignet sind. Aus der Definiti-
on des MinMax-Problems in Abs. 2.1.2 folgt, dass die Minimierung bezüglich der Optimie-
rungsvariablen analytisch in Abhängigkeit der Ableitungs- und Asymptotenwerte in (4.11)
erfolgen kann. Nach dem Einsetzen des Ergebnisses aus der Minimierung erfolgt die Maxi-
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mierung bezüglich der Lagrange-Multiplikatoren, die analytisch erfolgen kann [34].
Die Ableitungen der approximierten Systemantworten nach den Optimierungsvariablen
lassen sich analytisch beschreiben und sind in (4.12) gegeben.

∂r̃

∂xi
= Ψi

∂r

∂xi
(xk)(xi − xik) + Γi

∂r

∂xi
(xk) (4.12)

für
∂r

∂xi
(xk) ≥ 0 : Ψi =

Uik − xik
(Uik − xi)2 Γi =

Ui − xik
Ui − xi

für
∂r

∂xi
(xk) < 0 : Ψi = − xik − Lik

(xi − Lik)2 Γi =
xik − Li
xi − Li

Es liegen so viele Lagrange-Multiplikatoren wie Restriktionen vor, wobei deren Anzahl meist
gering ist. Dies führt zu einem effizient zu lösenden Optimierungsproblem.

4.4.3 Vergleich der Lösungsverfahren

Die Gegenüberstellung von MMA und OC zeigt für das Optimalitätskriterienverfahren Vor-
teile bezüglich Rechengeschwindigkeit (siehe Abbildung 4.4) und Implementierungsauf-
wand.
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Abbildung 4.4.: Vergleich der Berechnungsdauer bei OC und MMA

Der Vergleich der Konvergenzverläufe von OC und MMA in Abb. 4.5 zeigt zudem, dass
beim OC-Verfahren die Zielfunktion monoton fällt und eine stabilere Konvergenz hin zur
Lösung stattfindet. Weiter ist anhand der geringeren Iterationsanzahl die effizientere Be-
rechnung erkennbar. Beim MMA-Algorithmus in Abb. 4.5(b) zeigt sich, dass die Restriktion
immer wieder inaktiv ist, was zu einem weniger effizienten Suchverfahren führt.
Diese Ergebnisse würden klar für die Verwendung des OC sprechen. Allerdings ist das OC
nur für ein bestimmtes Optimierungsproblem formuliert, wodurch die Flexibilität bei der
Definition der Optimierungsaufgabe eingeschränkt wird. Diese Anpassung ist jedoch für
die Implementierung von Fertigungsrestriktionen notwendig. Der MMA-Algorithmus hin-
gegen bietet diese Flexibilität und wurde daher für die Lösung der Optimierungsaufgaben
im Weiteren verwendet.
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(b) Konvergenz MMA

Abbildung 4.5.: Vergleich der Konvergenz von OC und MMA

4.4.4 Konvergenzverhalten und Einfluss von Parametern

Die Ergebnisse von Topologieoptimierungen hängen stark von den Einstellungen des Opti-
mierungsalgorithmus und der Definition der Optimierungsaufgabe ab. Im Weiteren werden
ausgewählte wichtige Einflüsse auf den Optimierungsprozess und das Optimierungsergeb-
nis, die für die Topologieoptimierung typisch sind, diskutiert. Dies ist zum einen für das
Verständnis von Phänomenen notwendig, die bei der Anwendung der Methoden zur Ver-
meidung von Überhängen auftreten. Zum anderen konnte so das implementierte Optimie-
rungsvorgehen validiert werden.

4.4.4.1 Checkerboarding - Filterungsmethoden

An sich führt die numerische Lösung der Optimierungsaufgabe in (2.23) auf ein Ergebnis,
bei dem sich völlig befüllte Elemente mit leeren Elementen abwechseln. Dies führt auf ei-
ne schachbrettartige Struktur (eng. Checkerboard) der Dichteverteilung im Bauraum. Durch
die Untersuchungen in [9] ist dieser Effekt als numerische Instabilität identifiziert, bei der
die Steifigkeit von Elementen mit freien Kanten überschätzt wird. Dem kann durch Element-
ansatzfunktionen höherer Ordnung entgegengewirkt werden oder durch Einsatz sogenann-
ter Filter.
Die Dichtefilterung wurde von Bourdin [15] und Guest [42] und die Gradientenfilterung von
Bendsøe [8] entwickelt. Dabei wird jeweils ein skalarwertiges Feld durch eine auf ein lokales
Gebiet beschränkte Mittelung geglättet (vgl. Abb. 4.6).
Für die vorliegende Arbeit wurde die Filterung der Gradienten gewählt, da sich dabei die
Implementierung einfacher gestaltet. In jeder Iteration wird nach Gleichung (4.13) das Feld
∂z/∂xj auf ein neues geglättetes Feld ∂z/∂xj|filt umgerechnet.

∂z

∂xj

∣∣∣∣
filt

=

∑
i∈I

∂z
∂xi
w(di)xj

xi
∑

i∈I w(di)
mit I = {i ∈ N | di ≤ rmin, i ≤ nel} (4.13)

di = ‖ri − rj‖ (4.14)
w(di) Funktion gewichtet den Abstand (4.15)

Dabei erfolgt die Filterung in einem vorgegebenen Umkreis um das jeweilige Element mit
der Dichte xj , wie es in Abb. 4.6 skizziert ist. Die Gewichtungsfunktion w kann unterschied-
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lich definiert sein, wobei eine lineare Abnahme mit zunehmendem Abstand verwendet wur-
de. Weitere Details sind bei [46, S.212] und [42] zu finden.

rmin

gefilterter Gradient
Abstandsabhängigkeit der Filterung

w(r)

r

Abbildung 4.6.: Filterungsprinzip und Gewichtung

In Abb. 4.7 ist das gleiche Optimierungsproblem einmal ohne und mit Filterung gelöst wor-
den. Die Größe des Filterungsgebietes ist anhand des roten Kreises neben dem jeweiligen
Bild erkennbar.

(a) Ohne Filterung (N = 184.5[mm/N]) (b) Mit Filterung rmin = 2 (N = 192.9[mm/N])

Abbildung 4.7.: Effekt der „Checkerboard“-Filterung (Auflösung: 120×40)

In Abb. 4.7(a) ist deutlich das Schachbrettmuster erkennbar, das in Abschnitt 2.1.9.5 be-
schrieben wurde. Die Filterung vermeidet den Effekt, wie es durch Abb. 4.7(b) deutlich wird.
Gleichzeitig zeigt der Vergleich der beiden Fälle, dass feinere Strukturen zu Ergebnissen mit
niedrigerer Nachgiebigkeit führen.

4.4.4.2 Netzabhängigkeit von Ergebnissen

Ein typisches Problem der Topologieoptimierung ist die Abhängigkeit der Lösung von der
Diskretisierung des Bauraums. Der Netzeinfluss auf die Topologie ist dabei sehr groß, so-
dass teilweise komplett andere Strukturen entstehen. In Abbildung 4.8 sind dazu zwei Er-
gebnistopologien gegenübergestellt, die bei unterschiedlicher Vernetzung und einem Filter-
radius von 1,5 Elementlängen ermittelt wurden.
Anhand Abb. 4.8(b) ist wieder zu erkennen, dass feinere Strukturen auch zu besseren Nach-
giebigkeiten führen, da das Material differenzierter an kritische Stellen angelagert werden
kann.
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(a) Auflösung: 30×90 (N = 217.6[mm/N]) (b) Auflösung: 240×80 (N = 189.9[mm/N])

Abbildung 4.8.: Einfluss des Netzes auf Ergebnistopologie und Nachgiebigkeit

4.4.4.3 Einfluss der SIMP-Strategie

Die in Abschnitt 2.1.9.3 bereits vorgestellte Strategie zur Erhöhung des Penalisierungswertes
p wird hier bezüglich ihres Einflusses auf die Optimierungsergebnisse untersucht. Konkret
wird der Wert pro äußerer Iteration um 1 erhöht. In Abb. 4.9(a) wird dazu mit p = 1 und in
Abb. 4.9(b) mit p = 2 gestartet. Der Endwert ist für beide Optimierungen p = 4, sodass im
zweiten Fall 3 äußere Iterationen vorliegen.

(a) SIMP-Werte 1,2,3,4 (N = 188.8[mm/N]) (b) SIMP-Werte 2,3,4 (N = 188.2[mm/N])

Abbildung 4.9.: Einfluss der SIMP-Wert Abfolge (Diskretisierung: 300×100)

Entgegen der Erwartung, dass eine langsame Steigerung von p über den äußeren Iterationen
einen positiven Einfluss auf den Optimierungsverlauf hat, zeigt sich für den konkreten Fall
in Abb. 4.9(b) eine größere Ähnlichkeit der Topologie mit den idealen Michell-Strukturen
[58]. Auch ist der Zielfunktionswert dieses Ergebnisses tendenziell besser. Dies zeigt die
hohe Sensitivität des Verfahrens gegenüber den Parametereinstellungen und verdeutlicht,
dass oftmals auch lokale Optima gefunden werden.

4.4.4.4 Konvergenzverhalten

Die Definition der Konvergenztoleranz tz für die Zielfunktionsänderung ist entscheidend
für die numerische Effizienz einerseits aber auch für die Ergebnistopologie andererseits.
Die Gegenüberstellung von Lösungen für unterschiedliche Toleranzen ist in Abb. 4.10 zu
sehen.
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(a) Zieltoleranz: 1e-2 (N = 196.5[mm/N]) (b) Zieltoleranz: 1e-4 (N = 188.3[mm/N])

Abbildung 4.10.: Einfluss der Konvergenztoleranz (Diskretisierung: 300 × 100 )

Für die beiden Optimierungen sind in Abb. 4.11 die Konvergenzverläufe gezeigt, wobei drei
äußere Iterationen gerechnet wurden.
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(a) Konvergenzverlauf bei Toleranz tz = 1E − 2
(vgl. 4.10(a))
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(b) Konvergenzverlauf bei Toleranz tz = 1E − 4
(vgl. 4.10(b))

Abbildung 4.11.: Einfluss verschiedener Konvergenztoleranzen

Der Konvergenzverlauf in Abb. 4.11(a) lässt nicht unbedingt vermuten, dass das Optimie-
rungsproblem noch nicht auskonvergiert ist. Betrachtet man jedoch die zugehörige Ergeb-
nistopologie in Abb. 4.10(a) wird deutlich, dass das Ergebnis unbefriedigend ist, da sich
gekrümmte Streben ausbilden und einzelne Elemente mit hohen Dichten ergeben, die nicht
mit der Struktur verbunden sind. Es muss also eine niedrigere Schranke tz gewählt wer-
den.

4.4.4.5 Schlussfolgerungen zu den Parameteruntersuchungen

Die vorangehenden Studien zeigen, dass sowohl die Ergebnistopologie als auch der Opti-
mierungsverlauf stark von den gewählten Parametern und der Vernetzung abhängen. Zwar
gibt es für die verschiedenen Einstellungen durchaus Richtwerte in der Literatur, allerdings
hängen diese meist von Implementierungsdetails ab und müssen somit dennoch für jeden
Einzelfall angepasst werden. Der große Einfluss von Parametern auf das Optimierungsver-
halten und das Optimierungsergebnis erschwert die Entwicklung neuer Methoden für die
Topologieoptimierung, da kaum abschätzbar ist, welche Wechselwirkungen sich aus den
Änderungen ergeben.
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4.5 Mathematische Formulierung von
Fertigungsrestriktionen

Fertigungsrestriktionen ergeben sich aus den Eigenheiten des jeweiligen Fertigungsverfah-
rens. In kommerzieller Software bereits implementierte Verfahren sind beispielsweise Aus-
zugsrichtungen für gegossene Bauteile oder die Bedingung von gleichen Profilquerschnitten
für Extrusionsverfahren. Einen Überblick dazu gibt [89].
Die Formulierung von geometrischen Bedingungen in der Topologieoptimierung erfordert
zuerst die Detektierung der aktuellen Topologie. Es muss folglich die Grenze zwischen
Struktur- und Leerbereichen im Bauraum ermittelt werden. Die mathematische Formulie-
rung dieser Grenzen kann auf unterschiedliche Weise erfolgen. Es existieren Ansätze, die
Ergebnisse in parametrierte CAD-Konstruktionen überführen, wobei diese Methoden noch
Gegenstand aktueller Forschung sind. Einen Überblick gibt beispielsweise [86].
In dieser Arbeit wurde der Ansatz verfolgt, auf Grundlage der Entwurfskonfiguration, also
den Dichtewerten im Bauraum, die Restriktionen zu formulieren. Dies erscheint als beson-
ders direktes Vorgehen, da die Dichteverteilung in jeder Iteration ohnehin vorliegt. Die auf-
wändige und oftmals instabile Methode der Transformation in ein CAD-Modell kann somit
eingespart werden.
Für die generative Fertigung wurden Eingangs von Abschnitt 4.2 einige Randbedingungen
für das Herstellungsverfahren genannt, von denen eine Auswahl hier untersucht wird. Die
Umsetzung in der Topologieoptimierung bedarf der mathematischen Formulierung der Be-
dingungen, die im Weiteren näher beleuchtet werden.

4.5.1 Beschränkung der minimalen Dicke von Strukturbereichen

Die in Abschnitt 4.1.2 erwähnte Vorgabe von Mindeststrukturdurchmessern in der Topolo-
gieoptimierung lassen sich anhand der Filterungen, die in Abschnitt 4.4.4.1 diskutiert wur-
den erreichen. In Abbildung 4.12 wird der Begriff Strukturdurchmesser anhand der Kreise
mit Radius r deutlich. Die Notwendigkeit minimale Strukturdurchmesser in der generati-
ven Fertigung vorzugeben wurde in Abschnitt 4.2 diskutiert. In Abb. 4.7 ist der Einfluss
der Gradientenfilterung auf die Strukturdurchmesser erkennbar, weshalb es naheliegend
ist, diese Methodik für die Steuerung minimaler Strukturdurchmesser zu nutzen.

r

Abbildung 4.12.: Radien für Strukturdurchmesser

Das Vorgehen dabei bedingt, dass der kleinste erzielbare Strukturdurchmesser ungefähr drei
Elementlängen beträgt. Für die Ergebnisse in Abb. 4.13 sind zwei unterschiedliche Filterra-
dien verwendet worden.
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(a) Radius rmin = 4 (N = 201.5[mm/N]) (b) Radius rmin = 8 (N = 217.9[mm/N])

Abbildung 4.13.: Ergebnisse bei verschiedenen Filterradien (Diskretisierung: 80×240)

Der größere Filterradius stellt eine stärkere Anforderung an den Entwurf dar und bedingt
eine höhere Nachgiebigkeit, da er die mögliche Geometrie stärker einschränkt. Es ist zu
erkennen, dass es für den größeren Filterradius zu verstärkten Graubereichen und breiten
Dichteübergängen kommt. Dies ist unerwünscht, da klar abgegrenzte Bereiche besser zu
interpretieren sind. Methoden, die dem entgegenwirken sind bei Sigmund [77] zu finden.

4.5.2 Beschränkung der maximalen Dicke von Strukturbereichen

Auch die Beschränkung maximaler Strukturdurchmesser basiert auf der Betrachtung eines
lokalen Gebietes um ein Element. Die Vorgabe maximaler Strukturdurchmesser ist im Kon-
text der generativen Fertigung von untergeordneter Bedeutung, da aus Fertigungssicht kei-
ne zwingenden Gründe vorliegen, eine derartige Vorgabe zu machen. Vielmehr wird die
Methode hier vorgestellt, da sie Ausgangspunkt für die Implementierung von Vorgehen
zur Vermeidung von Überhängen ist.
Für die Vorgabe maximaler Strukturelemente wird gefordert, dass ein kugelförmiges Prüf-
gebiet um jedes Element nicht vollständig ausgefüllt ist. Die Masse im Prüfgebiet muss also
unter einem Grenzwert liegen. Intuitiv scheint die Einführung von Restriktionen für die-
se Forderung ein sinnvoller Weg. Allerdings lässt sich sofort erkennen, dass die Anzahl der
Restriktionen um die Anzahl der Elemente erhöht wird, wodurch die Effizienz des Lösungs-
algorithmus stark beeinträchtigt wird. Daher wurde ein alternatives Vorgehen gewählt, bei
dem die Forderung durch die Penalisierung der Zielfunktion umgesetzt wird. [43, S.3]

Penalisierungsverfahren Die Idee der Bestrafung der Zielfunktion für schlechte Erfüllung
der Forderungen wird durch Hinzufügen von Straftermen Sk erzielt, die anwachsen, je nach-
dem wie schlecht die Forderung erfüllt ist. Die Zielfunktion hat dann die Form in Gleichung
(4.16), während die Optimierungsaufgabe sonst gleich bleibt.

zpen(x) = z(x) +

nel∑
k=1

wkSk(x) = z(x) + wk

nel∑
k=1

Sk(x) (4.16)

Die Gewichte wk können verwendet werden, um die Stärke der Bestrafung einzustellen. Da
normal keine Bevorzugung einzelner Elemente vorliegt, wird der Faktor ausgeklammert.
Durch die Gewichtung liegt eine Mehrzieloptimierung vor, auf deren Paretofront Lösungen
liegen, die die Fertigungsrestriktionen mehr oder weniger gut berücksichtigen. Anders als
beim Einsatz von Restriktionen wird eine Lösung die jeweilige Anforderung nicht zwangs-
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läufig in vollem Umfang erfüllen. Die Penalisierung drängt vielmehr den Entwurf in eine
gewünschte Richtung.

Strafterm bei Vorgabe maximaler Strukturdurchmesser Das Leervolumen cv◦ innerhalb des
kreis- beziehungsweise kugelförmigen Prüfgebiets Ωe

◦ mit Radius r̄◦ ist in Beziehung (4.17)
nach [43] beschrieben.

cv◦(x) =
V v
◦ (x)∑

j∈Ωe◦

vj
mit V v

◦ (x) =
∑
j∈Ωe◦

vj · (1− xj)η◦ (4.17)

Große Exponenten η◦ bewirken, dass Elemente mit Zwischendichten weniger zum Leer-
volumen beitragen. Der Parameter kann dafür beispielsweise über den äußeren Iterationen
der Optimierung vergrößert werden. Die Straffunktion ist in (4.18) beschrieben.

Se◦(x) = [(1 + cv◦ − α1)(1− cv◦(x))]α2 (4.18)

Darin wird der prozentuale Mindestanteil an Leervolumen mit cv◦ beschrieben. Der Straf-
term wird hier anhand mehrerer Parameter definiert, die für das jeweilige Problem ange-
passt werden müssen. Die in der Optimierung benötigten Gradienten des Strafterms in
(4.18) lassen sich analytisch beschreiben und sind im Anhang A.6 zu finden. In Abb. 4.14
sind die Verläufe von vj · (1− xj)η◦ sowie der des Strafterms Se◦ dargestellt.
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Abbildung 4.14.: Einflüsse auf die Straffunktion

Anhand der beschriebenen Penalisierung wurden die Topologien in Abbildung 4.15 ermit-
telt. Die Abb. 4.15 zeigt die Auswirkungen der Maximaldurchmessersteuerung, wobei der
blaue Kreis neben der Darstellung den Radius r̄◦ hat. Die Materialkonzentrationen, die den
vorgegebenen Radius überschreiten, werden offensichtlich aufgeteilt, sodass die Forderung
nach einem minimalen Leervolumen um jedes Element eingehalten wird. An der qualitati-
ven Massenverteilung ändert dies im Prinzip nichts, da die aufgeteilten Streben ungefähr
gleich positioniert werden. In 4.15(b) zeigt sich der markanteste Unterschied anhand der
aufgeteilten zum Lagerpunkt reichenden Strebe, die weiter auseinandergezogen ist. Die For-
derung nach einem kleineren Maximaldurchmesser stellt eine stärkere Anforderung an die
Struktur dar, was die höhere Nachgiebigkeit im Falle von r̄◦ = 3 erklärt.
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(a) r̄◦ = 5, (N = 199.53[mm/N]) (b) r̄◦ = 3, (N = 209.35[mm/N])

Abbildung 4.15.: Vorgabe von maximalen Strukturdurchmessern (Auflösung: 100×300)

Wie erwähnt stellen für die additive Fertigung große Strukturdurchmesser keine starke Ein-
schränkung dar. Im Weiteren werden jedoch die Prinzipien des Vorgehens verwendet, um
Methoden zur Vermeidung von Überhängen zu entwickeln.

4.6 Vermeidung von Bauteilüberhängen in der
Topologieoptimierung

Die Vermeidung von flachen Überhängen großer Länge ist aus Sicht der Fertigung mit ge-
nerativen Verfahren ein lohnendes Ziel. In Abb. 4.16 ist eine Prinzipskizze für den hier ver-
wendeten MBB-Balken abgebildet, der eine mögliche Materialverteilung zeigt, die dieses
Kriterium berücksichtigt. Man erkennt, dass an den Überhängen der Grenzwinkel von 45◦

nicht überschritten wird.

Baurichtung

Abbildung 4.16.: Prinzipskizze eines theoretisch idealen Entwurfs

Es werden im Folgenden zunächst Möglichkeiten beschrieben, wie sich die benötigten Sys-
temantworten beschreiben lassen und anschließend werden drei Ansätze präsentiert, die
die Ausbildung von zu steilen Überhängen vermeiden sollen.

4.6.1 Charakterisierung von Überhängen

4.6.1.1 Berechnung des Dichtegradienten

Zunächst müssen Überhänge in Abhängigkeit der Dichteverteilung definiert und mathe-
matisch formuliert werden. Für die Bewertung ist der Gradient der Dichteverteilung die
Grundlage. Durch seine Richtung kann die Orientierung des Überhangs bestimmt werden
und durch seinen Betrag der Übergangsbereich von gefüllten zu leeren Gebieten detektiert
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werden. Dies ist anhand von Abb. 4.17(a) zu sehen, wobei die roten Gradientenvektoren nur
an den Strukturkanten relevante Beträge aufweisen.
Die Berechnung des Dichtegradienten ∇xe für ein Element gestaltet sich bei beliebiger Ver-
netzung schwierig und muss näherungsweise durchgeführt werden. Die Dichten xe werden
an den Elementmittelpunkten betrachtet, wie es in Abb. 4.17(b) zu erkennen ist.

(a) Dichtegradientenfeld bei regel-
mäßigem Netz

x1

x2

x3

xe

ve1

ve2 ve3

ve4

∂xe
∂ŷ

∂xe
∂x̂

(b) Berechnung bei unregelmäßigem Netz

Abbildung 4.17.: Dichtegradient der Topologie und Approximationsschema

Die Elementmittelpunkte liegen beliebig zueinander, sodass ein konkreter Differenzenvek-
tor ∆x̂ nicht definiert werden kann. Für die Ermittlung der Gradienten werden für das be-
treffende Element e an dessen Knoten die Dichten xek berechnet, die sich als Mittelwert der
Dichten angrenzender Elemente berechnen:

xek =
1

nel

nel∑
i=1

xi für alle Elemente i des Knotens k (4.19)

Darin ist nel die Anzahl der Elemente, die sich den Knoten teilen. Durch Betrachtung der
Verbindungsvektoren vek = [∆x̂ek,∆ŷek,∆ẑek]

T vom Elementmittelpunkt zu den Element-
knoten kann dann nach [21] das Ausgleichsproblem in (4.20) aufgestellt werden.


∆x̂e1 ∆ŷe1 ∆ẑe1
∆x̂e2 ∆ŷe2 ∆ẑe2

...
...

...
∆x̂enkn ∆ŷenkn ∆ẑenkn


∂xe/∂x̂∂xe/∂ŷ
∂xe/∂ẑ

 =


xe1 − xe
xe2 − xe

...
xenkn − xe

 (4.20)

Xe ∇xe = be(x) für jedes Element e

Die approximative Berechnung von∇xe erfolgt dann durch die Berechnung in (4.21).

∇xe =
(
XT

e Xe

)−1
XT

e be(x) = Aebe(x) (4.21)

Darin lassen sich die Matrizen Ae mit den jeweiligen konstanten, geometrischen Größen in
einem Initialisierungsschritt berechnen und abspeichern. Der approximierte Gradient ∇xe
kann durch Bestimmung von be und ein einfaches Matrix-Vektorprodukt errechnet werden.
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4.6.1.2 Überhangneigung

Mit dem eben eingeführten Dichtegradientenfeld lassen sich über das Skalarprodukt in For-
mel (4.22) die Elemente ausschließen, die zu den nach oben orientierten Strukturkanten
gehören (|α| ≥ π/2 mit dem Winkel α gegenüber der Baurichtung nbr) und für die der
Grenzwinkel unterschritten wird (|α| < α). Siehe dazu Abb. 4.18.

cos (α) =
∇xTe nbr

‖∇xe‖
mit ‖nbr‖ = 1 (4.22)

α

α∇xi

Aufwärts orientiert

Überhangsbereich

nbr

Abbildung 4.18.: Definition von Baurichtung und Grenzbereichen

Dabei kann durch Vorgabe eines Grenzwinkels α bestimmt werden, ab welcher Steigung die
Überhänge kritisch sind und in die Betrachtung mit einbezogen werden.

4.6.1.3 Überhangbereiche

Als letztes wird noch ein Grenzwert x für die Elementdichten gesetzt, ab dem die Elemente
als Struktur angesehen werden. Über die Information zu benachbarten Elementen können
dann Elementsets definiert werden, die einen Überhangbereich bilden. Diese Analyse führt
auf die farbigen Bereiche in Abb. 4.19, die auf dem beschriebenen Weg als Überhänge iden-
tifiziert wurden.

Abbildung 4.19.: Identifizierte Überhänge ( ‖∇x‖ ≥ 0.105, α = 45◦, x = 0.45 )

Anhand der Sets lässt sich dann beispielsweise die jeweilige Überhanglänge L berechnen.
Wie der beschriebene Analyseweg zeigt, hängt das Elementset von gemittelten Gradienten
ab, die unstetige Größen über den Optimierungsvariablen sind. Dies macht eine analytische
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Ableitung von Systemantworten, die auf Grundlage der Sets definiert sind, problematisch.
Auch die große Anzahl an Variablen, von denen diese Systemantworten abhängen, verkom-
pliziert den Ableitungsvorgang stark. Daher wurden im Weiteren nur Ansätze verfolgt, die
auf lokalen Größen basieren und nicht auf ganzen Sets. [16]

4.6.2 Elementbasierter Ansatz

Der erste untersuchte Ansatz geht von einem regelmäßigen Netz würfelförmiger Elemen-
te aus. Die ebene Balkengeometrie wird durch eine Einzelschicht dieser Elemente gebildet.
Bei dem Verfahren wird die Stützung für jedes Element durch die bezüglich der Baurich-
tung darunterliegende Elementreihe berücksichtigt, indem deren Füllgrad betrachtet wird.
Dieses Prüfgebiet ist in Abb. 4.20 blau markiert.

Gestütztes Element

Baurichtung
α�

L�

Ωe
�

Abbildung 4.20.: Geometrische Situation des elementbasierten Ansatzes

Anders als in Abschnitt 4.5.2 wird hier nicht ein prozentualer Mindestanteil an Leervolumen
gefordert, sondern ein Mindestmaß an Füllung des Prüfgebietes. Liegt also der prozentuale
Anteil an Leervolumen cv� des Prüfgebietes Ωe

� eines Elementes über einem Schwellenwert
c̄v�, so wird die Zielfunktion durch einen Strafterm Se� vergrößert. In Beziehung (4.23) ist der
prozentuale Anteil an Leervolumen im Prüfgebiet gegeben.

cv�(x) =
V v

� (x)∑
i∈Ωe

�

vi
mit V v

� =
∑
i∈Ωe

�

vi

(
1− xη�

i

)
(4.23)

Der Strafterm für jedes Element ist in Gleichung (4.24) definiert.

Se�(x) = [(1 + cv� − α1) cv�(x)]α2 (4.24)

Dabei ist wichtig, dass sich die Gradienten des Strafterms analytisch beschreiben lassen (sie-
he Anhang A.7), um die Effizienz bei der Sensitivitätsanalyse sicherzustellen.
In Abb. 4.21 sind die Verläufe von cv� und dem Strafterm Se� gegeben.
Die Erhöhung von η� bewirkt, dass Elemente mit Zwischendichten weniger zur Befüllung
beitragen und somit weniger stützend wirken. Der Parameter wird in den aufeinanderfol-
genden äußeren Iterationen der Topologieoptimierung vergrößert. α1 und α2 wurden ge-
nutzt, um den Penalisierungsterm einzustellen.

102



4.6. Vermeidung von Bauteilüberhängen in der Topologieoptimierung
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(a) Füllgrad für ein Element im Prüfgebiet
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(b) Verlauf des Strafterms (cv� = 0.2)

Abbildung 4.21.: Steuerung des Strafterms

Die Ergebnisse bei Anwendung der penalisierten Zielfunktion ist in Abb. 4.22 dargestellt.

(a) Ohne Überhangsrestriktion (N = 190.8[mm/N]) (b) L� = 3, (N = 211.5[mm/N])

(c) L� = 6, (N = 197.5[mm/N]) (d) L� = 10,(N = 196.5[mm/N])

Abbildung 4.22.: Ergebnisse bei verschiedenen Überhanglängen L� und Mindestfüllgrad
80% (Filterradius: rmin = 2, Diskretisierung 80× 240)

In dieser Untersuchung wurde die Anzahl an Elementen im Prüfgebiete Ωe
� verändert, so-

dass verschiedene Überhangwinkel angestrebt werden. Die Vermeidung von Überhängen
durch die Selbstabstützung der Struktur wird dabei grundsätzlich erreicht. In Abb. 4.22(b)
wird an der Lagerstelle des Balkens deutlich, dass in Bereichen steiler Überhänge möglichst
feine Stützstrukturen entstehen. Horizontale Überhänge werden durch Y-förmige Streben
abgestützt. In Abb. 4.22(c) sind die Forderungen an die Struktur durch das vergrößerte
L� geringer, weshalb auch flachere Streben auftreten und die Nachgiebigkeit kleiner aus-
fällt. Die Struktur weist deutlich geringere Steifigkeitseinbußen auf und kommt der Michell-
Struktur sehr nahe. Durch die feinere Ausbildung der Streben können mehr davon einge-
bracht werden und eine bessere Abstützung größerer Überhanglängen erzielt werden. Al-
lerdings werden einige Streben nur bis zu einer bestimmten anderen Strebe geführt, sodass
der Kraftfluss abknicken muss. Für L� = 10 ergab sich die Struktur in Abb. 4.22(d). Hierin
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sinkt die Nachgiebigkeit abermals, wobei sich Einschnürungen einzelner Streben zeigen.
Die Konvergenz ist für die Optimierung in Abb. 4.22(c) in Abb. 4.23(b) gezeigt und für die
Referenzoptimierung in Abb. 4.22(a) in Abb. 4.23(a).
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(a) Konvergenz der Referenz in Abb. 4.22(a)
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(b) Konvergenz bei Penalisierung in Abb. 4.22(c)

Abbildung 4.23.: Vergleich der Konvergenz ohne und mit Penalisierung

Für Abb. 4.23(b) ist ein oszillierendes Konvergenzverhalten bei gleichzeitig vielen Iteratio-
nen zu erkennen. Die Verwendung der Filterung muss also in diesem Fall durch einen circa
doppelt so großen numerischen Aufwand erkauft werden. Ein weiteres Problem der Be-
trachtung eines Prüfbereichs ist, dass unverbundene Elemente die Penalisierung vermeiden
können, obwohl keine Stützung besteht. Dies zeichnet sich ansatzweise in Abb. 4.22(b) im
Bereich der Lagerung ab.
Die Ergebnisse zeigen jedoch, dass das Ziel, Überhänge zu vermeiden und selbststützende
Strukturen zu generieren mit dem gegebenen Ansatz erreicht werden kann.

4.6.3 Kegelförmiges Prüfgebiet

4.6.3.1 Prüfgebiet und Strafterm

Das Verfahren aus Abs. 4.6.2 soll nun weiterentwickelt werden. Dazu wird das Prüfgebiet,
das aus einer Elementreihe besteht, modifiziert, um den Ansatz auf unregelmäßige Vernet-
zungen zu verallgemeinern und gezieltere Einflussnahme auf die Ergebnistopologie zu er-
möglichen. Die hier gezeigten Ergebnisse wurden jedoch auf Grundlage eines regelmäßigen
Netzes ermittelt, um in der Testphase Effekte besser einschätzen zu können.
Das Prüfgebiet Ωe

4, das von Gaynor [39] übernommen wurde, wird im zweidimensionalen
Fall gemäß Abb. 4.24 gewählt und ist im dreidimensionalen Fall kegelförmig. Wie in Ab-
schnitt 4.6.2 wird eine Penalisierung für den Fall vorgenommen, dass nicht ausreichend
Masse zur Stützung von Elementen im Prüfgebiet vorliegt.
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Gestütztes Element⇒

Baurichtung
r4

α4

Abbildung 4.24.: Kegelförmiger Prüfbereich

Die Zielfunktion, die sich aus der Nachgiebigkeit und den Straftermen zusammensetzt, ist
in Gleichung (4.25) angegeben.

z(x) = N(x) + k4 S4(x) = N(x) + k4

nel∑
i=1

Se4(x) (4.25)

Hierin wird die Summe mit k4 gewichtet, um den Strafterm auf die Nachgiebigkeit abzu-
stimmen. Der Penalisierungsterm Se4 für das jeweilige Element wurde anders als in Ab-
schnitt 4.6.2 gewählt und ist in (4.26) formuliert.

Se4(x) = Se4x(x) · Se4p(x) = (xi − xmin)q ·
[
1− φe4(x)

]
(4.26)

Darin wird durch Se4x berücksichtigt, dass Elemente mit geringer Dichte auch keine Stüt-
zung benötigen. Durch Se4p erfolgt die Bewertung der im Prüfgebiet vorliegenden Masse.
Dieser Term hängt von der Funktion φe4 ab, die in (4.27) definiert ist.

φe4(x) =
tanh(β4T4) + tanh(β4(cs4(x)− T4))

tanh(β4T4) + tanh(β4(1− T4))
(4.27)

Darin wird der prozentuale Anteil befüllten Volumens cs4 in Abhängigkeit vom Abstand
zum stützenden Element berechnet. Der Zusammenhang ist in (4.28) beschrieben, wobei
dist(i, j) den Abstand zwischen dem stützenden Element j und dem zu stützenden Element
i bedeutet. Durch die Gewichtung wird Masse stärker bewertet, die sich nah am abgestütz-
ten Element befindet.

cs4(x) =

∑
j∈Ωe

4

vj Ĥ
s
ij xj

η4

∑
j∈Ωe

4

vj Ĥ
s
ij

mit Ĥs
ij =

{
r4 − dist(i, j) falls dist(i, j) ≤ r4

0 sonst
(4.28)

Der Straftermanteil Se4p ist in Abb. 4.25 dargestellt. Darin wird der Verlauf der kontinuierli-
chen Stufenfunktion im Bereich von T4 deutlich, die durch den Parameter β4 gesteuert wird.
Die Ableitungen für die beschriebene Funktion sind im Anhang A.8 zu finden. Der Vorteil
dieser Funktion gegenüber der Formulierung in (4.24) besteht darin, dass sich der Schwel-
lenwert T4 einfach einstellen lässt, ohne einen ganzen Satz von Parametern neu einzustellen.
Der Nachteil ist die annähernde Gleichgewichtung von sehr großen Überschreitungen des
Grenzwertes, da die Kurve ein Sättigungsverhalten aufweist.
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Abbildung 4.25.: Se4p(x) zur Penalisierung einer unzureichenden Stützung (T4 = 0.15)

Enthält das Prüfgebiet Ωe
4, das von r4 und β4 abhängt, viele Elemente, dann kann der Auf-

wand bei der Berechnung der Gradienten stark ansteigen, obwohl analytische Beschreibun-
gen zur Verfügung stehen.

4.6.3.2 Ergebnisse und Diskussion

Mit dem beschriebenen Vorgehen wurden die Ergebnisse in Abb. 4.26 erzielt.

(a) Ohne Penalisierung, (N = 200.014[mm/N]) (b) Stützkegelverfahren, (N = 238.012[mm/N])

Abbildung 4.26.: Ergebnistopologie bei Stützkegelverfahren (Diskretisierung 120× 40)

Durch den grünen Kegel neben der Abb. 4.26(b) ist die Dimension des Prüfgebietes erkenn-
bar. Die verwendeten Parameter sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Das Ergebnis wurde
ohne Abstandsgewichtung ermittelt.

Tabelle 4.1.: Parameter für das Ergebnis in Abb. 4.26(b)

Geometrie Ωe
4 Parameter Top. Opt. Parameter von Se

4

r4 α4 p rmin β4 T4 η4 k4

2
√

2mm 45◦ 2, 3, 4, 5 2mm 10 0.138 2, 3, 4, 5 0.25

Es bilden sich Y-förmige Tragstrukturen, die größere Überhänge abstützen. Die grundsätz-
liche Verstrebung weist Michell-strukturähnlichen Charakter auf. Auffallend ist, dass die
Oberkante des Trägers über einen weiteren Bereich abfällt und so die langen horizontalen
Bereiche vermieden werden, die in Abb. 4.26(a) zu erkennen sind.
Wichtig ist bei der Bewertung des Vorgehens nicht nur die Ergebnistopologie, sondern auch
die numerische Effizienz, die hier anhand des Konvergenzverlaufs in Abb. 4.27 diskutiert
werden soll.
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Abbildung 4.27.: Konvergenzverlauf während der Optimierung von 4.26(b)

Wie zu erkennen steigt die benötigte Anzahl an Iterationen und damit der Rechenaufwand
drastisch an. Dies liegt vor allem daran, dass das Konvergenzkriterium wegen des oszillie-
renden Verlaufs der Zielfunktion nicht aktiviert wird und teils die maximale vorgegebene
Anzahl an Iterationen gerechnet wird. Eine Vergrößerung der Toleranz brachte keine Vortei-
le, da dies wiederum die Qualität der Ergebnistopologie verschlechterte.
Für eine nähere Betrachtung der Schwankungen wurden die Verläufe von Nachgiebigkeit
N und Strafterm Se4 getrennt betrachtet. In Abb. 4.28 sind die beiden Größen über den Ite-
rationen gegenübergestellt.
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Abbildung 4.28.: Nachgiebigkeit N sowie Strafterm k4 · Se4

Dabei ist nicht zu erkennen, von welcher der beiden Funktionen die Störung ausgeht. Es
ist zu vermuten, dass sich die beiden Funktionen gegenseitig beeinflussen, da sie über den
Gradienten im Optimierungsprozess gekoppelt sind. Die Dämpfung der genannten Störun-
gen wäre vermutlich ein wichtiger Schritt, um die Effizienz des Vorgehens zu steigern. Der
Vergleich der Rechenzeiten für die Ergebnisse in Abb. 4.26(a) und Abb. 4.26(b) zeigt eine
Steigerung der Dauer um das sechsfache.
Im Weiteren werden noch die Einflüsse ausgewählter Parameter untersucht. In Abb. 4.29
sind zwei weitere Pareto-Lösungen der Zweizieloptimierung gezeigt. Dabei wurden die Ge-
wichtungen k4 = 0.125 und k4 = 0.1875 verwendet, die also die Strafterme niedriger ge-
wichten als in der zuerst gezeigten Untersuchung in Abb. 4.26(b). Die weiteren Parameter
sind in Tabelle 4.2 angegeben.
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(a) k4 = 0.125; (N = 218.053[mm/N]) (b) k4 = 0.1875; (N = 229.830[mm/N])

Abbildung 4.29.: Einfluss unterschiedlicher Gewichtungen k4

Die Verringerung der Gewichtung führt zum einen zur Erhöhung der Struktursteifigkeit.
Zum anderen treten allerdings auch vermehrt Streben auf, die nur einseitig mit der Struktur
verbunden sind und somit keine Kraftleitung gewährleisten können. Dadurch geht Materi-
al verloren, das weder dem Erreichen einer niedrigen Nachgiebigkeit noch einer Stützung
dient und somit unbedingt einzusparen ist.

Tabelle 4.2.: Parameter für das Ergebnis in Abb. 4.29

Geometrie Ωe
4 Parameter Top. Opt. Parameter von Se

4

r4 α4 p rmin β4 T4 η4 k4

2
√

2mm 45◦ 2, 3, 4, 5 2mm 10 0.138 2, 3, 4, 5 variiert

Der Einfluss der Stufenfunktion des Strafterms wurde durch die Variation von β4 unter-
sucht. Die Ergebnisse dieser Studie sind in Abb. 4.30 dargestellt, wobei der Parameter nied-
riger gewählt wurde als bei der Optimierung in Abb. 4.26(b). Die Parameterkonfiguration
der Optimierung ist in Tabelle 4.3 gegeben.

(a) β4 = 5; (N = 250.819[mm/N]) (b) β4 = 7.5; (N = 249.764[mm/N])

Abbildung 4.30.: Einfluss von β4 (Diskretisierung: 120x40)

Es ergeben sich annähernd gleiche Nachgiebigkeiten und die Ergebnistopologien sind quali-
tativ sehr ähnlich. Gegenüber der Referenz in Abb. 4.26(b) sind diese Ergebnisse als schlech-
ter zu bewerten, da auch hier wieder freistehende Streben auftreten.

Tabelle 4.3.: Parameter für das Ergebnis in Abb. 4.30

Geometrie Ωe
4 Parameter Top. Opt. Parameter von Se

4

r4 α4 p rmin β4 T4 η4 k4

2
√

2mm 45◦ 1, 2, 3, 4, 5 2mm variiert 0.138 1, 2, 3, 4, 5 0.25
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4.6.4 Dichtegradientenbasiertes Penalisierungsverfahren

4.6.4.1 Gradienten und Strafterm

Die bisherigen Untersuchungen basierten auf den Dichtewerten der Elemente und deren
Massenbeitrag in einem Prüfgebiet. Ein weiterer Ansatz verwendet den Gradienten der
Dichteverteilung aus Abschnitt 4.6.1.1, um wieder anhand einer Penalisierung eine Vermei-
dung von Überhängen zu erzielen. Die geometrischen Zusammenhänge dabei sind in Abb.
4.31 dargestellt.

Baurichtung

−∇xi
(a) Prinzipskizze mit Dichteverteilung

α⇒

α⇒∇xi

Aufwärts orientiert

Überhangsbereich

nbr

(b) Bereiche und Grenzwinkel

Abbildung 4.31.: Geometrische Situation des gradientenbasierten Ansatzes

Die Berechnung des Dichtegradienten in Abschnitt 4.6.1.1 führt dazu, dass es lokal zu star-
ken Änderungen der Vektoren ∇x von angrenzenden Elementen kommt. Da dies die Op-
timierung destabilisierte, wurde das Gradientenfeld zunächst gefiltert, um weichere Über-
gänge und eine Stabilisierung der Konvergenz zu erzielen. Diese Filterung erfolgte ähnlich
der aus Abschnitt 4.4.4.1 zur Filterung der Gradientenvektoren ∂z/∂xi nach den Optimie-
rungsvariablen. In Beziehung (4.29) ist das Filterungsschema zu erkennen.

ge⇒(x) =

∑
j

Ĥg
ej∇xj∑

j

Ĥg
ej

Ĥg
ej =

{
r̄⇒ − dist(e, j) falls dist(e, j) ≤ r̄⇒

0 sonst
(4.29)

Darin erfolgt mittels Ĥg
ej eine Gewichtung des Abstandes vom betrachteten Element e zu

den Elementen j in der kreisförmigen Umgebung mit Radius r̄⇒. Neben den positiven Effek-
ten dieses Vorgehens verkompliziert es die Berechnung der Gradienten. In Abb. 4.32 ist ein
Gradientenfeld vor und nach der Filterung dargestellt. Der Winkel α⇒ wird von der Baurich-
tung und dem Gradientenvektor eingeschlossen und ist in (4.30) formelmäßig beschrieben.

α⇒(x) = arccos

(
gT⇒nbr

‖g⇒‖ ‖nbr‖

)
(4.30)

Anhand des Winkels soll die Penalisierung definiert werden, wozu die Formulierung (4.31)
definiert wurde.

c⇒(x) =
1− cos(α⇒(x))

2
(4.31)
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4. Restriktionen der additiven Fertigung in der Topologieoptimierung

(a) Ermittelt nach Abschnitt 4.6.1.1 (b) Gefiltert

Abbildung 4.32.: Vergleich des gefilterten mit dem ungefilterten Gradientenfeld

Der Wertebereich von c⇒ ist [0, 1] und somit durchgehend positiv, wodurch die Definition
des Penalisierungsterms (4.32) erleichtert wird. Der Verlauf von c⇒ ist in Abb. 4.33(a) zu se-
hen.
Die penalisierte Zielfunktion hat wieder die Form (4.16), wobei die elementspezifischen
Strafterme in Gleichung (4.32) gegeben sind.

Se⇒(x) = Se⇒l(x) · Se⇒d(x) = ‖g⇒(x)‖η⇒ ·
[
1− φe⇒(x)

]
(4.32)

Hierin wird durch Se⇒l der Betrag des Gradienten berücksichtigt, um nur Elemente an Struk-
turkanten zu penalisieren. Der Term Se⇒d bestraft Elemente, bei denen der Gradient einen
Überhang beschreibt. Die Gradienten des Penalisierungsterms können analytisch angege-
ben werden und sind im Anhang A.9 ausformuliert.
Die Funktion φe⇒ ist in (4.33) definiert und beschreibt die gleiche, angenäherte Stufenfunkti-
on wie in Abschnitt 4.6.3.

φe⇒(x) =
tanh(β⇒T⇒) + tanh(β⇒(c⇒(x)− T⇒))

tanh(β⇒T⇒) + tanh(β⇒(1− T⇒))
(4.33)

Der Grenzwert für den minimal zulässigen Winkel α⇒ muss wegen der Definition von c⇒
in (4.31) gemäß (4.34) erfolgen.

T⇒ =
1− cos(α⇒)

2
(4.34)

Für den richtungsabhängigen Strafterm ist in Abb. 4.33 der Verlauf über dem Winkel α⇒ für
verschiedene Werte β⇒ gezeigt.
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Abbildung 4.33.: Funktionen zur Definition des Strafterms
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4.6.4.2 Ergebnisse und Diskussion

Die Anwendung der beschriebenen Methode führte auf die Topologie in Abb. 4.34(b). Für
die erfolgreiche Anwendung waren viele Versuchsläufe notwendig, um eine zielführende
Parameterkonfiguration zu finden. Die Parameterkonfiguration für die Ergebnisse findet
sich in Tabelle 4.4. Neben der Abbildung ist durch den grünen Kreis der Filterungsbereich
für das Gradientenfeld nach Gleichung (4.29) gezeigt.

(a) Referenztopologie, (N = 200.01[mm/N]) (b) Mit Penalisierungsmethode, (N = 225.52[mm/N])

Abbildung 4.34.: Topologien ohne und mit Penalisierung, (Diskretisierung: 120×40)

Das Ergebnis zeigt zum einen eine Fachwerkstruktur aus Trägern, deren Neigung dem
Grenzwinkel α⇒ entspricht. Ungünstigerweise bilden sich jedoch viele Stützstreben aus, de-
ren Dichte ausläuft, also von schwarz über grau nach weiß. Diese Streben können weder
Kräfte ableiten noch die Struktur stützen und sind somit wirkungslos. Der Effekt ergibt sich
aus dem Sachverhalt, dass durch das leichte Auslaufen der Gradientenbetrag herabgesetzt
wird und damit der Strafterm fällt.

Tabelle 4.4.: Parameter für das Ergebnis in Abb. 4.34(b)

Grenzwinkel Parameter Top. Opt. Parameter der Penalisierung
α⇒ p rmin β⇒ η⇒ k⇒ r⇒
45◦ 2, 3, 4, 5 2mm 10 0.5, 0.5, 0.5, 0.5 0.5 2mm

Auch für dieses Verfahren wird die Effizienz anhand des Konvergenzverlaufs, der in Abb.
4.35 gezeigt ist, diskutiert.
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Abbildung 4.35.: Konvergenzverhalten der Optimierung in Abb. 4.34(b)

Jede innere Iteration erreicht hierbei die volle Anzahl der 500 maximal zulässigen Iteratio-
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4. Restriktionen der additiven Fertigung in der Topologieoptimierung

nen und konvergiert nicht im Sinne der Konvergenztoleranz tz. Es besteht dabei das gleiche
Problem wie bei der Optimierung in Abschnitt 4.6.3, dass sich kleine Oszillationen der Nach-
giebigkeit und des Strafterms ergeben. Die beiden Größen sind in Abb. 4.36 aufgetragen und
verhalten sich qualitativ gleich. Dadurch wird die Feststellung der Konvergenz verhindert,
obwohl die beiden Verläufe von ihrer Tendenz her konvergieren.
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Abbildung 4.36.: Nachgiebigkeit N und Strafterm k⇒S⇒

In Abbildung 4.37 ist die Auswirkung einer stärkeren Gewichtung des Strafterms Se⇒ für das
Beispielmodell dargestellt.

(a) k⇒ = 1; (N = 256.097[mm/N]) (b) k⇒ = 1.5; (N = 270.683[mm/N])

Abbildung 4.37.: Topologien bei höherer Gewichtung des Strafterm durch k⇒

Es ist zu erkennen, dass die Tendenz zur Einhaltung des Grenzwinkels erwartungsgemäß
zunimmt, je höher k⇒ gewählt wird. Einhergehend damit steigt entsprechend die Nachgie-
bigkeit an. Auffallend hierbei ist die zunehmende Tendenz, die auslaufenden Streben zu
verbinden. In Abb. 4.37(b) sind dadurch fast alle Streben angebunden.
Um den Einfluss weiterer wichtiger Parameter abzuschätzen wurden die Werte β⇒ (Abb.
4.38), η⇒ (Abb. 4.38) und r⇒ (Abb. 4.38) variiert.
Die Ergebnisse für die Variation von β⇒ sind in Abb. 4.38 abgebildet. Durch die Erhöhung
von β⇒ wird der Übergang der Stufenfunktion, durch die die Befüllung des Prüfgebietes be-
wertet wird, steiler (vgl. Abb. 4.33(b)) und die Penalisierung steigt im Bereich des Grenzwin-
kels α⇒ schneller an. Hierbei fällt die global gesehen deutlich unterschiedlich ausfallende
Struktur in Abb. 4.38(b) auf, sowie eine Erhöhung der Steifigkeit der Struktur. Gleichzeitig
werden hier teilweise die horizontalen Überhänge überhaupt nicht verhindert, wie am obe-
ren Rand erkennbar.
Das Problem besteht scheinbar darin, dass durch die wirkungslosen, auslaufenden Streben
die Überhänge aus Sicht der Penalisierungsformulierung sehr gut verhindert, beziehungs-
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(a) β⇒ = 30; (N = 238.66[mm/N]) (b) β⇒ = 90; (N = 230.21[mm/N])

Abbildung 4.38.: Topologien bei Variation von β⇒

weise abgestützt werden. Dies ist natürlich aus mechanischer und aus Fertigungssicht nicht
gegeben, weshalb die Penalisierungsformulierung hier klare Schwächen aufweist.
In Abb. 4.39 wurde die Gewichtung der Gradientenlänge, die durch den Strafterm Se⇒ ein-
fließt, variiert. Bei Erhöhung von η⇒ werden die Gradienten auf den Strukturkanten stärker
bewertet und der Straftermwert steigt generell an.

(a) η⇒ = 0.5; (N = 230.357[mm/N]) (b) η⇒ = 0.125; (N = 257.950[mm/N])

Abbildung 4.39.: Topologien bei Variation von η⇒

Auch für diese Parameterkonfiguration ergeben sich die auslaufenden Strukturen, durch die
die Überhänge abgestützt werden sollen. Die Streben der Fachwerkstruktur in Abb. 4.39(a)
weisen relativ steile Winkel auf, wie dies aus Fertigungssicht gewünscht ist. Für den Fall
in Abb. 4.39(b) fallen zum einen die Graubereiche innerhalb der Trägerelemente auf, zum
anderen wird die Struktur flacher. Aus diesen Ergebnissen lässt sich ableiten, dass höhere
Werte von η⇒ einen positiven Einfluss haben und entsprechend eingestellt werden sollten.
In Abb. 4.40 ist der Einfluss der in Beziehung (4.29) beschriebenen Filterung der Dichtegra-
dienten ∇x zu erkennen. Die Vergrößerung des Filterradius r⇒ wirkt sich erheblich auf den
Berechnungsaufwand aus, da mehr Elemente bei der Mittelung berücksichtigt werden.

(a) r⇒ = 0mm; (N = 247.44[mm/N]) (b) r⇒ = 4mm; (N = 223.97[mm/N])

Abbildung 4.40.: Topologien bei Variation von r⇒

Der vergrößerte Filterradius für das Dichtegradientenfeld, der in Abb. 4.40(b) Anwendung
gefunden hat, verhindert zwar die feinen Streben aus Abb. 4.40(a), kann aber offensichtlich
das Problem der auslaufenden Streben auch nicht verhindern.
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4.7 Vergleich der untersuchten Lösungsansätze und Ausblick

Eingangs von Kapitel 4.4.4 wurden zunächst umfassend die Besonderheiten und Randbe-
dingungen der Topologieoptimierungsaufgabe, wie beispielsweise notwendige Filterungen
und Lösungsstrategien, vorgestellt. Für die Berücksichtigung von Fertigungsrestriktionen
wurden Methoden entwickelt, die auf der Penalisierung der Zielfunktion beruhen, wodurch
ein Mehrzieloptimierungsproblem zu lösen ist. Es wurden weiter Möglichkeiten zur Be-
schreibung und Identifikation von Überhangbereichen der Topologie aufgezeigt, die auf
dem Gradienten der Dichteverteilung im Bauraum basieren. Dabei wurden Approximati-
onsvorgehen für die Berechnung dieser Gradienten auch bei unregelmäßigem FE-Netz dis-
kutiert. Schließlich wurden drei Herangehensweisen entwickelt und untersucht, durch die
Überhänge in Ergebnistopologien vermieden werden können.
Die Ergebnisse der drei implementierten Ansätze führten zu teils stark unterschiedlichen
Ergebnistopologien und Konvergenzeigenschaften. Trotz der identifizierten Probleme der
Verfahren zeigen die Resultate, dass die gewählten Ansätze prinzipiell funktionieren. Wie
in Abb. 4.22(c) zu erkennen, bilden sich deutlich feinere Strukturen, die dadurch Überhänge
besser abstützen können. In Abb. 4.26(b) sind viele nach oben orientierte y-förmige Streben
zu erkennen, wodurch die Überhänge abgestützt werden können. Dies entspricht weitge-
hend dem Stützprinzip in Abb. 4.16, welches eingangs als mögliche Lösung der Überhang-
problematik gezeigt wurde. Die Prüfgebietverfahren in Abschnitt 4.6.2 und 4.6.3 erwiesen
sich als robuster und zielführender als der Ansatz in Abschnitt 4.6.4, bei dem der Dichtegra-
dient penalisiert wird.
Der Kompromiss, der durch die Mehrzieloptimierung auf Grund des Penalisierungsvorge-
hens eingegangen werden muss, berücksichtigt das mechanische Verhalten und die günstige
Fertigbarkeit. Die Untersuchungen zeigten die Wechselwirkung der verschiedenen Zielvor-
gaben. Die teils großen Unterschiede der Ergebnisse verdeutlichen, dass die Steuerung die-
ses Kompromisses von elementarer Bedeutung ist, da nicht nur der Gewichtungsfaktor der
Mehrzieloptimierung eine Rolle spielt, sondern sich auch entscheidende Wechselwirkungen
mit anderen Parametern des Strafterms ergeben.
Für die Weiterentwicklung des Zusammenspiels von Topologieoptimierung und additiver
Fertigung, ist die Berücksichtigung von Überhanglängen ein wichtiger Schritt. Dazu kann
das Verfahren in Abschnitt 4.6.1 verwendet werden, das in der vorliegenden Arbeit nicht
weiter verfolgt werden konnte. Ferner dürfte es von Interesse sein, die Baurichtung als Op-
timierungsvariable zu betrachten. Diese Optimierung könnte einer normalen Topologieop-
timierung folgen und Hinweise für die Positionierung des Bauteils in der Fertigungsanlage
geben. Auch für diese Optimierungsaufgabe kann die Überhangdetektion in Abschnitt 4.6.1
helfen. Das Vorgehen hat den Vorteil, dass die aus mechanischer Sicht beste Topologie gefer-
tigt würde. Aus Fertigungssicht hingegen wäre nicht sichergestellt, dass Überhänge generell
vermieden würden. Es muss also abgewogen werden, wie wichtig die völlige Vermeidung
von Überhängen ist.
Für die beiden letzten vorgestellten Vorgehen anhand eines kegelförmigen Prüfgebietes und
mittels des Dichtegradienten wurden Stufenfunktionen für die Penalisierung gewählt. Diese
sind leichter bezüglich des angestrebten Grenzwertes für den Überhangwinkel zu definie-
ren, weisen aber auch Nachteile auf. Die bisherigen Erfahrungen bei der Optimierung lassen
vermuten, dass eine andere Wahl der Straffunktion zu einer Verbesserung der Konvergenz
der Optimierung führt.
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5

Optimierungsmethodik für die
Fahrzeugstruktur des Elektrofahrzeugs
VisioM

Wie in Abschnitt 1.3 erwähnt, ergeben sich bei der praktischen Anwendung der Optimie-
rung oft Herausforderungen, die erheblichen Einfluss auf die Durchführung und limitieren-
den Charakter für die Optimierung haben. Derartige Hemmnisse entspringen beispielswei-
se dem Grad der Abstraktion in der Modellierung der Realität, begrenzten Rechenkapazi-
täten oder auch der Dynamik des Informationsstandes und des Lastenheftes während des
Projektverlaufs. Die Aufdeckung solcher Problematiken und die Erweiterung von Metho-
den zu deren Lösung und einer erfolgreichen Durchführung der Optimierung erfolgte im
Rahmen des Projektes VisioM.
Das Projekt, geleitet vom Lehrstuhl für Fahrzeugtechnik und der BMW Group, zielte auf die
Entwicklung einer zukunftsweisenden Studie für ein elektrisch angetriebenes Fahrzeug für
den urbanen Raum. Der Fokus lag darauf, ein möglichst seriennahes Konzeptfahrzeug zu
konstruieren, auszulegen und zu bauen, anhand dessen zukunftsträchtige Technologien de-
monstriert und erprobt werden können. Seitens des Lehrstuhls für Leichtbau wurde dieser
Prozess durch Optimierungen der Fahrzeugstruktur unterstützt.

5.1 Topologieoptimierung der Gesamtstruktur

Ausgangspunkt der Optimierung ist eine Reihe von Lastfällen und ein Bauraum, innerhalb
dessen sich die Rahmenstruktur befinden muss. Beides ist in Abschnitt 5.1.1 näher beschrie-
ben. Wegen der hohen Gestaltungsfreiheit und der frühen Phase des Projektes bietet sich
dabei der Einsatz der Topologieoptimierung an, um die Lastpfade für die Gesamtstruktur
des Fahrzeugs unter den verschiedenen Randbedingungen zu identifizieren und davon eine
günstige Rahmenkonstruktion abzuleiten. Wie in Kapitel 5.1.2 beschrieben, handelt es sich
bei der Optimierungsaufgabe um eine Mehrzieloptimierung, da die Nachgiebigkeiten der
einzelnen Lastfälle gewichtet und zur Zielfunktion zusammengefasst werden. Für die Op-
timierung liegt eine große Zahl an Restriktionen und viele Lastfälle vor, die zu einem sehr
großen Optimierungsproblem führen, dessen Lösung teilweise mehrere Tage Rechenzeit in
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Anspruch nahm. Auf Grund der Größe und Komplexität der Optimierungsaufgabe traten
Schwierigkeiten bei der Optimierung auf, die im Weiteren aufgezeigt werden und für die an
der jeweiligen Stelle Lösungsansätze präsentiert werden.

5.1.1 Modell und Lastfälle

Topologieoptimierungsbauraum: Die Topologieoptimierung erfolgt gemäß den Ausfüh-
rungen in Abschnitt 2.1.9 anhand eines Bauraumvolumens, in dem die Materialverteilung
stattfindet. Für den vorliegenden Fall ergab sich der Bauraum zum einen in Folge der Forde-
rung, dass die Außenkontur des Vorgängermodells Mute (vgl. Abb. 5.1) beibehalten werden
soll, um Werkzeuge wiederverwenden zu können und das Design zu pflegen.

(a) Seitenansicht (b) Isometrische Ansicht

Abbildung 5.1.: Mute Fahrzeugkarosserie

Zum anderen mussten die unterschiedlichen Aggregate des Fahrzeugs und Leerbereiche
berücksichtigt werden, die in Abb. 5.2(a) dargestellt sind. Berücksichtigt wurden dabei der
Antriebsstrang und das Fahrwerk, der Energiespeicher, die Klimaanlage und der Passagier-
raum. Weiter konnte das Bauraumvolumen zugeschnitten werden, da im Vorder- und Hin-
terwagenbereich eine Betrachtung der Crash-Struktur in der Topologieoptimierung nicht
sinnvoll ist, da die Zielsetzungen hinsichtlich Struktur und Absorber unterschiedlich sind.
Für den Fahrzeugrahmen wird nach einer möglichst steifen Struktur gesucht, wohingegen
bei den Aufprallabsorbern ein gleichmäßiges Beschleunigungsniveau bei der Deformation
gefordert wird. Deswegen musste die Auslegung der beiden Komponenten entkoppelt be-
trachtet werden. Der Kraftangriff für die Aufpralllasten wurde daher erst ab den Montage-
punkten für das Aufprallsystem betrachtet (vgl. Abb. 5.2(b)). Die Vernetzung des Modells
erfolgte anhand von Tetraederelementen und führte bei einer durchschnittlichen Element-
kantenlänge von 1.5 cm zu knapp 1.6 Millionen Elementen. Die Verwendung dieses Solid-
Elementtyps ist numerisch gesehen nicht die beste Wahl, bringt aber die nötige Flexibili-
tät und Robustheit mit, die für die Vernetzung der komplexen Geometrie notwendig ist.
Der Grad der Ansatzfunktionen wurde linear gewählt, um die Anzahl der Freiheitsgrade
in einem vernünftigen Rahmen zu halten. Die Berücksichtigung der Türsteifigkeit erfolgte
anhand eines Balkensystems aus CBEAM-Elementen. Diese verbinden die Türscharniere je-
weils mit dem Türschloss. Über diese Verbindung ist ein erheblicher Kraftfluss möglich, der
gerade für die Aufpralllastfälle wichtig ist. Die Steifigkeitseinflüsse anderer Komponenten
wurden hingegen nicht modelliert. Dazu zählen beispielsweise die Front- und Heckscheibe,
die vor allem Einfluss auf die Torsionssteifigkeit haben.
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(a) Berücksichtigte Aggregate (b) Bauraum

Abbildung 5.2.: Bauraum für die Topologieoptimierung

Lastfälle Für die Auslegung der Fahrzeugstruktur waren Steifigkeitslastfälle, Aufpralllast-
fälle und Fahrdynamiklastfälle zu berücksichtigen. Die Vollständigkeit der Lastfälle ist für
die Strukturauslegung entscheidend, da nur so die notwendigen Nachweise der Strukturin-
tegrität erbracht werden können. In der Optimierung mussten diesbezüglich Kompromisse
eingegangen werden, da zum einen nicht ausreichend Informationen vorlagen und zum an-
deren das Zusammenspiel aus Modellierung und Festigkeitskennwerten die Stabilität der
Optimierung verringerte. Weiter steigert das Vorliegen vieler Restriktionen, deren Zahl mit
der Anzahl an Lastfällen stark steigen kann, den numerischen Aufwand erheblich.
In Tabelle 5.1 sind die Lastfälle aufgelistet.

Tabelle 5.1.: Übersicht über die Lastfälle

Lastfall Art Lastangriff Last [kN] Restriktionen

1 Steifigkeit/Biegung Federbeindome 0, 5 Verschiebung
2 Steifigkeit/Torsion Federbeindome 0, 5 Verschiebung
3 Aufprall/Seite Türrahmenbereich 150 -
4 Aufprall/Dach Lokal auf Dach 10 Verschiebung
5 Aufprall/Heck Absorber hinten 100 -
6 Aufprall/Front Absorber vorn 100 -
7 Fahrdyn./Bremsen Vorderachsfahrwerk 50 Verschiebung
8 Fahrdyn./Beschleunigen Hinterachsfahrwerk 40 Verschiebung
9 Fahrdyn./Überlagert Vorderachsfahrwerk 70 Verschiebung

10 Fahrdyn./Überlagert Hinterachsfahrwerk 60 Verschiebung

Einen Überblick über die Kraftangriffspunkte und die Vernetzung bietet Abb. 5.3. Wegen
der teils komplizierten Verteilung der Kräfte auf mehrere Angriffspunkte sind die Werte in
der Tabelle nur zur Abschätzung der Größenordnung gedacht. Auf einige Besonderheiten
bei der Berechnung der Lastfälle wird im weiteren genauer eingegangen.
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(a) Vernetzungsgrad (b) Kräfte und Angriffspunkte

Abbildung 5.3.: FEM-Modellierung

Aufpralllasten und Trägheitsausgleich Die transiente nichtlineare FEM-Analyse von Auf-
pralllasten ist bei der gegebenen Modellgröße und der großen Anzahl an Optimierungsva-
riablen zu teuer, um sie für die Berechnung von Systemantworten in der Optimierung zu
nutzen. Daher wurden diese Lastfälle durch Ersatzlasten berücksichtigt. Diese wurden auf
Grundlage der Euro-NCAP-Testfälle definiert.
Auf Grundlage der Geschwindigkeit (64 km/h), des Stauchweges (0.5 m) der Absorber und
der Fahrzeugmasse (800 kg) konnten so die Lasten in Tabelle 5.1 abgeschätzt werden. Für
den Heck- und Frontcrash ist diese Näherung zulässig, da im Rahmen des Euro-NCAP nur
die Absorber plastifizieren dürfen.
Für eine möglichst realitätsnahe Simulation des Aufpralls muss ein ungelagertes System be-
trachtet werden. Problematisch ist dies zunächst aus Berechnungssicht, da ein unrestringier-
tes FEM-Modell auf eine singuläre Steifigkeitsmatrix führt. Daher ist der Einsatz des Träg-
heitsausgleichs (eng.: Inertia Relief) notwendig, bei dem die aufgebrachten Lasten durch ein
Kraftfeld auf der Struktur kompensiert werden. Dafür werden für die translatorischen und
rotatorischen Richtungen jeweils drei Beschleunigungsunbekannte hinzugefügt. An einem
einzelnen Lagerpunkt, der das System restringiert, treten somit quasi keine Lasten auf. Nä-
heres zur Methode findet sich bei [53].
Für den Seitenaufprall kann nicht davon ausgegangen werden, dass kein Plastifizieren auf-
tritt. Aus Gründen der Einfachheit wurde dieser Lastfall hier dennoch als statischer Lastfall
beschrieben. Der Dachaufprall wird in der Praxis statisch getestet und kann daher sehr ein-
fach modelliert werden. Die Kraft verteilt sich dabei auf einen lokalen Bereich des Daches
oberhalb der A-Säule, wie es in Abb. 5.3 zu erkennen ist.

Steifigkeits- und Fahrdynamiklastfälle Die Steifigkeit der Struktur wird durch die Vorga-
be einer Verschiebung bei einer bestimmten Kraft sichergestellt. Wegen der linearen Berech-
nung kann das Verhältnis von Verschiebung zu Kraft beliebig skaliert werden. Die Vorgabe
der relativ kleinen Kräfte hängt daher von den vorgeschriebenen Verschiebungen ab. Für die
Berechnung der Nachgiebigkeit in der Topologieoptimierung ergeben sich daraus allerdings
sehr kleine Energiebeiträge aus diesen Lastfällen. Die fahrdynamischen Lasten stammten
aus einer Mehrkörpersimulation, die für das Vorgängerfahrzeug durchgeführt wurde und
hier übernommen wurden.
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Modellierung der Masseneinflüsse Die Aggregatmassen, für die die Aussparungen im
Bauraum vorgesehen wurden, werden durch Punktmassen modelliert, um deren Kraftwir-
kung bei der Berechnung mittels Trägheitsausgleich zu berücksichtigen. Die Anbindung
der Personenmassen stellte eine besondere Herausforderung dar, da die Wirkung lastfall-
abhängig ist. Im Fall des Frontaufpralls wird die Kraft über das Gurtsystem abgetragen und
beim Heckaufprall über die Sitze. Diese Unterscheidung ist im Rahmen linearer Berechnun-
gen und Modellierung mittels Punktmassen für den Trägheitsausgleich nicht beschreibbar.
Deshalb wurde aus den Personenmassen und der als konstant angenommenen Abbremsbe-
schleunigung eine Ersatzlast berechnet. Um die Verteilung der resultierenden Massenkraft
durch das Gurtsystem abzubilden, wurde ein Modell des Gurtsystems erstellt und anhand
dessen die Lagerreaktionen abgeschätzt. Die ermittelten Kräfte wurden dann in den jewei-
ligen Lastfällen berücksichtigt.

5.1.2 Topologieoptimierung in OptiStruct

Optimierungsaufgabe Die Optimierungsaufgabe ist in (5.1) beschrieben:

min
x

(
z(x) =

nlf∑
k=1

wkf
T
k dk | gj(x) ≤ 0, ρmin ≤ xi ≤ 1

)
(5.1)

mit i ∈ {1, . . . , nel} mit K(x)dk = fk mit k ∈ {1, . . . , nlf} (5.2)

und g1(x) =

∑nel

i mi(xi)

120kg
− 1 (5.3)

g3(x) =
|σvonMises|
250 N

mm

− 1 In kritischen Lastfällen (5.4)

g2(x) =
‖dKr‖

127mm
− 1 Für Lastfall 4 (5.5)

Dabei ist die Zielfunktion z in der Definition 5.1 die mittlere Strukturnachgiebigkeit, die sich
aus den mit wk gewichteten Nachgiebigkeiten der einzelnen Lastfälle ergibt. Die Minimie-
rung der Nachgiebigkeit N beziehungsweise Maximierung der Steifigkeit S entspricht einer
Minimierung der Deformationsenergie für das lineare System.
Durch die Gewichtung wird den Lastfällen unterschiedlich starke Priorität eingeräumt und
entsprechend wird die Massenverteilung im Bauraum auch unterschiedlich erfolgen. An-
schaulich lässt sich diese Argumentation so deuten, dass höher priorisierte Lastfälle die
Masse zur Versteifung von weniger stark priorisierten abziehen. Die Zielfunktion setzt sich
somit aus konkurrierenden Einzelfunktionen zusammen. Dies entspricht einer Mehrziel-
optimierung, wie sie im Abschnitt 2.1.8 eingeführt wurde. Die globalen Optima der Opti-
mierungsaufgaben liegen also für unterschiedliche Gewichtungen auf einer Pareto-Front im
Raum Rnlf .
Eine geeignete Gewichtung zu finden stellt eine große Herausforderung dar, da eine Priori-
sierung zwischen den Einflüssen der vorliegenden Lastfälle schwer vorzunehmen ist. Dies
führt zur Frage, welche Beiträge die einzelnen Lastfälle tatsächlich liefern. Offensichtlich
sind die Lastbeträge für die einzelnen Lastfälle sehr unterschiedlich und reichen gemäß Ta-
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belle 5.1 größenordnungsmäßig von 0.5 kN bei den Steifigkeitslastfällen bis hin zu 150 kN im
Falle eines Aufpralls. Dadurch wird bereits deutlich, dass mit Nachgiebigkeiten zu rechnen
ist, die sich um Größenordnungen voneinander unterscheiden. Für eine detaillierte Unter-
suchung der Beiträge der Lastfälle wurden die Untersuchungen in Kapitel 5.1.3 durchge-
führt.

Algorithmus Die Größe der Berechnungsaufgabe bedingt die Verwendung hocheffizienter
Optimierungsalgorithmen. Dies schließt den Einsatz des in Kapitel 4 verwendeten und im-
plementierten Topologieoptimierungsprogramms aus, bei dem der Fokus auf der maxima-
len Flexibilität und dem einfachen Zugriff auf Berechnungsparameter lag. Das beschriebene
Optimierungsproblem wird daher mit OPTISTRUCT von ALTAIR berechnet. Diese Software
ist in erster Linie auf einfache Anwendbarkeit hin entwickelt und hat sich als sehr robust er-
wiesen. Nachteil ist die geringe Verfügbarkeit von Informationen zu den vorhandenen Opti-
mierungsalgorithmen. Es können die drei Optionen „MFD“ (Method of Feasible Directions),
„SQP“ (Sequential Quadratic Programming) und „DUAL“ ausgewählt werden. In [64, S.789]
wird für Konzeptoptimierungen der „DUAL“-Algorithmus empfohlen, der standardmäßig
gesetzt ist. Tests der Algorithmen zeigten schon für sehr kleine und einfache Topologieopti-
mierungsprobleme, dass die „SQP“- und „MFD“-Option zu keinen brauchbaren Ergebnis-
sen führen. Somit ist man bei der Algorithmuswahl auf die „DUAL“-Option beschränkt.
Dabei handelt es sich mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit um den MMA-Algorithmus von
Svanberg [81] der in Kapitel 4 vorgestellt wurde.

Startwert Bei den praktischen iterativen Optimierungsvorgehen spielt die Wahl des Start-
werts eine große Rolle, da davon die Konvergenzgeschwindigkeit und die Lösung abhän-
gen. Die Anzahl benötigter Iterationen bis zur Konvergenz ist umso geringer, je näher der
erste Optimierungsvariablenvektor an der Lösung liegt. Die Ergebnistopologie wird da-
durch beeinflusst, dass vom Startwert ausgehend meist die nächstliegende lokale Lösung
gefunden wird. Das Standardvorgehen ist es, die Bauraumdichten konstant auf einen Wert
zu setzen, sodass bei gegebenem Bauteilvolumen die Massenrestriktion aktiv ist. Diese Re-
striktion wird für die Lösungskonfiguration immer aktiv sein, da die Verwendung aller zur
Verfügung stehenden Masse immer die maximale Steifigkeit zur Folge hat.

Restriktionen An die Konfiguration wurden Steifigkeits- und Festigkeitsrestriktionen ge-
stellt. Die Restriktion der Spannung stellt dabei besondere Herausforderungen und wird
programmintern anders als andere Systemantworten behandelt. Die Restriktion gilt für alle
Lastfälle und alle Elemente des Modells. Dies würde zu einer immensen Anzahl an Re-
striktionen führen und wäre in der Praxis nicht zu bewältigen. Daher werden seitens der
Optimierungssoftware die Spannungen gefiltert. Näheres dazu findet sich im Handbuch zu
OPTISTRUCT [47, S.592].
Das Material wurde mit den Kennwerten von Aluminium modelliert, wobei die Materi-
alwahl den Zielfunktionswert aber nicht die Ergebnistopologie beeinflusst. In Tabelle 5.2
sind die berücksichtigten Restriktionen zusammengefasst. Der Restriktion des Dachauf-
pralls mit einem relativ großen Verschiebungswert liegt die Annahme eines nichtlinearen
Verformungs- und Materialverhaltens zugrunde. Da alle Lastfälle linear gerechnet werden,
wird die Restriktion nicht in das Optimierungsproblem aufgenommen. Die Beschränkung
der Verschiebungen an Fahrwerkspunkten basiert auf groben Schätzungen und stellt sicher,
dass im Fahrwerksbereich ausreichend Masse angelagert wird. Teilweise waren unzulässig
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Tabelle 5.2.: Grenzen für die Restriktionsdefinition

Systemantwort Art Wert Lastfall

Spannung Maximal 250 MPa Alle
Masse Maximal 0.12 t unabhängig
Biegeverschiebung Maximal 0.1 mm 1
Dachaufprallverschiebung Maximal 127 mm 4
Verschiebung Vorderachse überlagert Maximal 10 mm 9
Verschiebung Hinterachse überlagert Maximal 10 mm 10
Verschiebung Vorderachse bremsen Maximal 10 mm 7
Verschiebung Hinterachse beschleunigen Maximal 10 mm 8

große Verschiebungen am Fahrwerk zu erkennen, da das geringe Lastniveau wenig zur ge-
samten Verformungsenergie beitrug.
Die Abstimmung von Restriktionen, Lastniveaus und Optimierungsparametern beeinflusst
erheblich das Konvergenzverhalten und die Ergebnistopologie. Deshalb mussten teilweise
Lastfälle ignoriert oder einzelne Restriktionen vernachlässigt werden. Die Diskussion dazu
findet sich am Ende des Abschnitts.

Geometriesteuerung und Netzunabhängigkeit Die Form der Ergebnistopologie kann
durch Symmetriebedingungen gesteuert werden, wobei dadurch gleichzeitig die Anzahl
der Optimierungsvariablen verringert wird, da diese dann teils voneinander abhängig sind.
Im vorliegenden Fall wurde eine Symmetrieebene durch die Fahrzeuglängs- und Hochachse
definiert. Diese Bedingung wurde für ein möglichst gleichmäßiges und vorhersehbares Ver-
halten beim Aufprall und bei den Fahrdynamikeigenschaften gestellt. Die Dichtefelder sind
somit auf den beiden Fahrzeugseiten annähernd gleich und die Anzahl der Optimierungs-
variablen halbiert sich theoretisch. Dabei muss für OPTISTRUCT das FE-Netz nicht symme-
trisch sein. Es werden also vermutlich geometrische Bereiche miteinander verknüpft. Die
Ergebnisse zeigen, dass Symmetrie lokal nicht vollständig gegeben ist.
Es können weiter Filterungen verwendet werden, die in gewissem Umfang die Netzabhän-
gigkeit der Ergebnistopologie eindämmen. Damit werden die Ergebnisse für unterschied-
liche Netze vergleichbar. Hierbei ist die Forderung nach minimalen Teilstrukturdurchmes-
sern zu nennen, die als „Minimum Member Size Control“ bezeichnet wird und in Abschnitt
4.4.4.1 eingehend erläutert wurde. Durch diese Funktion werden zu feine Ausbildungen in
der Topologie vermieden, die bei der Ergebnisinterpretation zu Schwierigkeiten führen kön-
nen. Die Beschränkung der maximalen Teilstrukturdurchmesser aus Abschnitt 4.5.2, wurde
in der betrachteten Optimierung nicht verwendet.

Konvergenz Nach [47, S.587] liegen für die Konvergenzbewertung in OPTISTRUCT zwei Ar-
ten von Kriterien vor. Diese werden als „Regular“- und „Softconvergence“ bezeichnet. Bei
der regulären Konvergenz muss die Zielfunktionsänderung für zwei aufeinander folgende
Iterationen unterhalb einer definierten Toleranz (tz = 5·10−3) liegen und die Restriktionsver-
letzung kleiner als 0.1% sein. Bei der „Softconvergence“ wird die Optimierungsvariablenän-
derung zwischen zwei Iterationen betrachtet. Der Entwurf wird als konvergiert betrachtet,
wenn die Änderung unterhalb eines Schwellenwertes liegt. Wie in Abschnitt 2.1.9 beschrie-

121



5. Optimierungsmethodik für die Fahrzeugstruktur des Elektrofahrzeugs VisioM

ben, wird der SIMP-Parameter über den äußeren Iterationen erhöht, wobei er die Werte 1, 2
und 3 annimmt.

5.1.3 Untersuchung der Einflüsse einzelner Lastfälle

Wie sich zeigte, ist die Ergebnistopologie unter Berücksichtigung aller Lastfälle sehr kom-
plex und die Einflüsse von Optimierungsparametern und Lastfällen nur schwer daraus er-
sichtlich. Deshalb wurde die Struktur für alle Lastfälle einzeln optimiert. Die Konvergenz
der Optimierungen der einzelnen Lastfälle erfolgte qualitativ gleichartig. In Abbildung 5.4
ist das Konvergenzverhalten für Lastfall 1 dargestellt.
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Abbildung 5.4.: Konvergenz für Lastfall 1

Dabei fällt die hohe Spitze der Nachgiebigkeit auf, die der Auffindung eines zulässigen Ent-
wurfs durch den Optimierungsalgorithmus geschuldet ist. Auch zeichnen sich deutlich die
zwei Anhebungen des SIMP-Parameters ab, durch die die Zielfunktion jeweils einen Sprung
macht, da dadurch dem System Masse entzogen wird.
In Abbildung 5.5 sind die optimalen Topologien für den Lastfall eins und zwei (vgl. Tabelle
5.1) abgebildet. Die Topologien sind jeweils mit den Dichtewerten in Farbkodierung darge-
stellt. Für die Verdeutlichung von Bereichen besonders hoher Dichte werden die Elemente
ausgeblendet, deren Dichte unter einem zu definierenden Grenzwert liegen. Es ist bei der
Darstellung zu beachten, dass eine blau gefärbte Strebe im Inneren durchaus Vollmaterial
aufweisen kann.
Die beiden Steifigkeitslastfälle weisen gemäß ihrer Last- und Lagerungsdefinition ihre Struk-
tur nur zwischen den Federbeindomen auf. Während für die Torsion das Schubfeld im Dach
essentiell ist, liegt im Biegefall erwartungsgemäß dort nur eine Verstrebung von den A-
Säulen zu den B-Säulen vor. Die schalenartigen Strukturen im Bodenbereich für den Biege-
lastfall resultieren aus dem flächigen Kraftangriff.
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(a) Lastfall 1 Torsion (b) Lastfall 2 Biegung

Abbildung 5.5.: Optimale Topologien für die Lastfälle 1 und 2

In Abbildung 5.6 sind die Topologien für die Lastfälle Front- und Heckaufprall dargestellt.

(a) Lastfall 4 Frontaufprall (b) Lastfall 5 Heckaufprall

Abbildung 5.6.: Optimale Topologien für die Lastfälle 4 und 5

Im Falle des Frontaufpralls wird deutlich, dass ausgehend von den Anbindepunkten des
Aufprallsystems die Lasten über die A-Säulen und vor allem auch über den Mittelbereich
des Fahrzeugbodens abgetragen werden. In Abb. 5.6(b) fällt auf, dass sich die Struktur auf
den Hinterwagenbereich beschränkt. Dies folgt daraus, dass nur die Massenkräfte von Bat-
terie, Insassen und Motor zu den hinteren Anbindepunkten der Absorber abgeleitet werden
müssen.
Der Seiten- und Dachaufpralllastfall, deren Ergebnistopologien in Abbildung 5.7 zu sehen
sind, sind jeweils asymmetrisch. Durch die Symmetriebedingung für die Topologie, erge-
ben sich erkennbar dennoch symmetrische Entwürfe. Für den Dachaufprall wird am oberen
Ende der A-Säule eine Last flächig aufgebracht und das Modell ist über die gesamte Bo-
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denfläche gelagert. Die Lastabtragung erfolgt dann über die vier abgebildeten Lastpfade.
Beim Seitenaufprall ist offensichtlich vor allem die Querrichtung von Bedeutung, was der
Belastungsrichtung in diesem Lastfall entspricht.

(a) Lastfall 3 (b) Lastfall 6

Abbildung 5.7.: Optimale Topologien für die Lastfälle 3 und 6

Ferner sind hier zwei Fahrdynamiklastfälle in Abbildung 5.8 gezeigt. Diese ähneln den Er-
gebnissen für die Lastfälle 7 und 9 sehr stark, weshalb diese hier nicht extra dargestellt
werden. Auch hier ist wieder der zuvor beschriebene Sachverhalt erkennbar, dass die Mas-
senkräfte der Punktmassen im Heck für die Kräfte im vorderen Fahrwerksbereich abgetra-
gen werden müssen. Dem gegenüber bedarf es nur Materials im Heck um die Kräfte auf das
hintere Fahrwerk zu übertragen.

(a) Lastfall 8 (b) Lastfall 10

Abbildung 5.8.: Optimale Topologien für die Lastfälle 8 und 10

In Tabelle 5.3 sind die Nachgiebigkeiten der einzelnen Lastfälle nach ihrem jeweiligen Wert
sortiert dargestellt.
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Tabelle 5.3.: Sortierte Nachgiebigkeiten der einzelnen Lastfälle

Lastfall # Nachgiebigkeit [mm/N] Iter. Art Trägheitsausgleich

4 8.067E+04 55 Frontaufprall Ja
6 5.446E+04 68 Seitenaufprall Ja
5 7.384E+03 48 Heckaufprall Ja
8 4.635E+03 68 Vorderachse Ü. Ja
3 2.577E+03 45 Dachaufprall Nein
7 2.246E+03 60 Bremsen Ja
10 1.157E+03 54 Hinterachse Ü. Ja
9 8.312E+02 47 Beschleunigen Ja
1 2.685E+01 50 Torsion Nein
2 1.204E+01 58 Biegung Nein

Die Tabelle zeigt, dass der Einfluss der unterschiedlichen Lastfälle durch ihre jeweilige Nach-
giebigkeit sehr verschieden ausfällt. Dies liegt sowohl am jeweiligen Lastniveau, aber auch
an der Strukturverformung. Besonders hohe Bedeutung haben demnach die Aufpralllast-
fälle, während die Steifigkeitslastfälle sehr geringe Beiträge liefern.

5.1.4 Ergebnistopologie unter Berücksichtigung aller Lastfälle

Die Materialverteilungsaufgabe unter Berücksichtigung aller Lastfälle ist optimierungstech-
nisch schwieriger und numerisch aufwändiger, als die Betrachtung jeweils nur eines Last-
falls. In Abb. 5.9 ist das Ergebnis für diesen Fall zu sehen, wobei die Einflüsse der verschie-
denen Lastfälle durch die vorangegangenen Untersuchungen klar werden. Die vorgegebene
Strukturmasse ist dabei die selbe wie in den Optimierungen in Abschnitt 5.1.3.

(a) Dichten (b) Geometrie

Abbildung 5.9.: Ergebnistopologie

125



5. Optimierungsmethodik für die Fahrzeugstruktur des Elektrofahrzeugs VisioM

Besonders fällt das Schubfeld und die relativ flächige Schalenstruktur im Bereich des Fahr-
gastraumes auf. Die fast vollkommene Belegung der A-Säulen mit Material verdeutlicht
deren Bedeutung für die Abtragung der Lasten des Frontaufpralls (Lastfall 6). Der Vorder-
und Hinterwagenbereich ist von fachwerkartigen Strukturen dominiert. Diese Erkenntnisse
stützten im Rahmen des Projektes die Konzeption der tragenden Struktur als Mischbau-
weise aus Gitterrohrrahmen und einem Monocoque aus carbonfaserverstärktem Kunststoff
(CFK) im Fahrgastbereich. Für die Unterstützung der Auslegung der Fahrgastzelle, wurden
weitere Optimierungen vorgenommen, die im folgenden Abschnitt 5.2 beschrieben sind.
Betrachtet man den Konvergenzverlauf 5.10 der Optimierung ist die relativ hohe Anzahl an
Iterationen zu erkennen, die zu einer Rechenzeit von über 35 Stunden führt (Hardwarekon-
figuration siehe A.4). Weiter fällt der erhebliche Anstieg der Nachgiebigkeit in der letzten
äußeren Iteration auf. Das Ziel, die Nachgiebigkeit zu minimieren, muss hier der Einhaltung
der Restriktionen unterstellt werden, die erst gegen Ende der Optimierung zufriedenstel-
lend erfüllt sind.
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Abbildung 5.10.: Konvergenzverlauf der Optimierung

Um einen Eindruck von der Bedeutung der äußeren Iterationen für das Optimierungser-
gebnis zu vermitteln, ist in Abb. 5.11 anhand der Dachansicht das Ergebnis der drei äußeren
Iterationen gezeigt. Auffallend ist, dass weite Teile der Struktur schon bei der ersten Kon-
vergenz nach 39 Iterationen in ihrer endgültigen Form vorliegen. Somit könnten ungefähr
zwei Drittel des Rechenaufwandes eingespart werden, wenn kein Bedarf an der Eliminie-
rung von Dichtezwischenwerten besteht.

(a) Iteration 39 (b) Iteration 74 (c) Iteration 121

Abbildung 5.11.: Konvergierte Dichteverteilung bei verschiedenen SIMP-Parametern
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5.2 Optimierung der Wannenstruktur des Fahrgastraumes

5.2.1 Modell und Optimierungsvorgehen

Modell Aus Kostengründen konnte die Monocoque-Struktur nicht für den gesamten Fahr-
gastbereich umgesetzt werden, wie es aus mechanischer Sicht sinnvoll gewesen wäre. Statt
dessen wurde nur der untere Bereich als CFK-Konstruktion gebaut. Die Gitterrohrrahmen
wurden aus Aluminium gefertigt. Basierend auf dieser Projektentscheidung wurde ein FEM-
Modell aufgebaut, anhand dessen die Konzeption und Auslegung der Wannenstruktur un-
terstützt wurde. Eine Beschränkung auf die Wannenstruktur war jedoch nicht möglich, da
die Lastverteilung über den Aluminiumrahmen nicht bekannt war. Deshalb wurde die Rohr-
rahmengeometrie gemäß Abb. 5.12(a) modelliert. Das FEM-Modell enthält dabei das ver-
netzte Wannenvolumen aus 1564978 Tetra-Elementen, die Wannenoberfläche aus 217042
Schalendreieckselementen. Das Oberflächen- und Wannennetz sind dabei miteinander ver-
bunden und können je nach Untersuchung kombiniert oder einzeln verwendet werden.

(a) Geometrische Komponenten (b) Vernetzung der Wanne

Abbildung 5.12.: Modell und Vernetzung

Das Material wurde wiederum als Aluminium angesetzt, wodurch die anisotropen mecha-
nischen Eigenschaften des CFK nicht berücksichtigt werden. Diese Vereinfachung muss-
te vorgenommen werden, um den Aufwand bei Modellierung und vor allem Berechnung
überschaubar zu halten. Die Identifikation von besonders belasteten Bereichen und Positio-
nen für mögliche Versteifungen ist auch mit diesem Ansatz durchführbar.

Lastfälle und Optimierungen Ausgehend vom vorliegenden Lastenheft (vergleiche Ab-
schnitt 5.1.1) wurde zunächst versucht, die Optimierung strikt unter Einhaltung der An-
forderungen durchzuführen. Wie sich zeigte, war dabei die Einhaltung der Verschiebungs-
restriktionen für die Steifigkeits- beziehungsweise Fahrdynamiklastfälle nicht möglich, was
an fehlenden Informationen zu konstruktiven Details und der approximativen Geometrie-
modellierung im FEM-Modell lag. Daher wurden diese Lastfälle nicht weiter berücksichtigt.
Dies ist vertretbar, da die detaillierte Erfüllung des Lastenheftes in späteren Projektphasen
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erfolgen kann, wenn mehr Informationen über die Konstruktion vorliegen. Beispielsweise
kann dieser Auslegungsschritt in Dimensionierungsoptimierungen umgesetzt werden, die
anhand einer auskonstruierten Geometrie erfolgen sollten.
Um die Steifigkeits- und Aufpralleigenschaften der Wanne zu verbessern, wurde versucht,
durch die Ermittlung von Versteifungen eine Steigerung der Leistungsfähigkeit zu errei-
chen. Dazu wurde in einem ersten Schritt nur die Wannenhülle betrachtet und einmal die
Schalenelementdicken und einmal die Elementdichten als Optimierungsvariable definiert.
Im nächsten Schritt wurde das vernetzte Volumen einbezogen, mit dessen Elementen eine
Topologieoptimierung durchgeführt wurde. Die daraus gewonnenen Informationen wur-
den in eine Schalenkonstruktion umgesetzt, die Verstrebungen an stark belasteten Stellen
aufwies. Für diese Versteifungsstrukturen wurde dann eine Dimensionierung durchgeführt.
Die Besonderheiten der einzelnen Schritte und die Ergebnisse werden im Folgenden vorge-
stellt.

5.2.2 Lastabtragung in der Schalenstruktur

Analog zur Topologieoptimierung lässt sich ein Materialverteilungsproblem auch anhand
von Elementwandstärken definieren. Ein Unterschied liegt darin, dass die Wandstärke die
Biegesteifigkeit überproportional stark beeinflusst, wohingegen bei der Topologieoptimie-
rung die Elementsteifigkeitsmatrix komplett skaliert wird.
Anstelle der Vorgabe eines Volumenanteils, der bei der Wandstärkenoptimierung nicht sinn-
voll ist, wurde die Masse der Schalenstruktur restringiert. Dazu wurde eine Restriktion auf
169[kg] vorgegeben, sodass die beiden Optimierungen vergleichbar sind. Der Definitionsbe-
reich für die Optimierungsvariablen wurde von 10−3[mm] bis 50[mm] festgelegt. Ebenfalls
wurde die Symmetrie des resultierenden Entwurfs gefordert. In Abbildung 5.13 lassen sich
die Ergebnisse der beiden Vorgehen vergleichen.

(a) Wandstärkenoptimierung (b) Topologieoptimierung

Abbildung 5.13.: Topologie- und Elementdickenoptimierung der Schalenstruktur
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Hierbei wird deutlich, dass bei der Interpretation sehr zu differenzieren ist und viele Details
der Topologie auszuwerten sind. Während sich in Abb. 5.13(a) einige wichtige Lastpfade er-
geben, zeigt das Resultat der Topologieoptimierung in Abb. 5.13(b) eine Konzentration der
Masse im hinteren Bereich des Monocoques. In beiden Fällen treten abgelöste Strukturbe-
reiche auf und der Kraftfluss kann an einigen Stellen nur erahnt werden. Erkennbar sind
jedoch in beiden Fällen die Bedeutung der Aufpralllasteinleitung in die A-Säulen und den
Seitenschweller.
In Abbildung 5.14 ist das Konvergenzverhalten der Wandstärkenoptimierung zu sehen.
Die Topologieoptimierung benötigte 13 Iterationen wobei sich eine Berechnungsdauer von
knapp 10[min] ergab (Hardware siehe A.11). Bei der Wandstärkenoptimierung ergaben sich
hingegen 20 Iterationen, die 23[min] dauerten. Dabei ergaben sich als optimale Zielfunkti-
onswerte 1.01 · 106[mmN−1] für die freie Wandstärkenoptimierung und 3.81 · 106[mmN−1]
für die Topologieoptimierung. Die höhere Nachgiebigkeit bei der Topologieoptimierung ist
dabei wohl auf den Unterschied durch die Biegesteifigkeitseigenschaften zurückzuführen.
Der genaue Wert spielt wegen des konzeptionellen Charakters der Optimierungen aller-
dings eine untergeordnete Rolle.
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Abbildung 5.14.: Vergleich der Optimierungen der Schale

Trotz der Probleme bei der Interpretation der Ergebnisse in Bereichen des Wannenvolumens,
gibt die Optimierung einen Eindruck von kritischen Bereichen und es lassen sich beispiels-
weise durch zusätzliche Laminatschichten günstige Versteifungen der Wannengeometrie
erzielen. Im nächsten Schritt wurde versucht, nicht nur die Wannenoberfläche zu nutzen,
sondern auch Versteifungen im Wannenvolumen zu identifizieren. Da das Volumen um-
schlossen wird, steht dieser Bereich mehr oder weniger uneingeschränkt für konstruktive
Maßnahmen zur Verfügung.

5.2.3 Lastabtragung im Wannenvolumen

Bei dieser Optimierung wurde die Oberfläche der Wanne an das vernetzte Volumen ge-
koppelt, um die innere Positionierung der Lastpfade zu untersuchen. Unter Verwendung
aller Lastfälle, die jeweils ihre Nachgiebigkeiten zur Zielfunktion beitrugen und einzig der
Restriktion der zur Verfügung stehenden Masse, ergab sich die Ergebnistopologie in Abbil-
dung 5.15.
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5. Optimierungsmethodik für die Fahrzeugstruktur des Elektrofahrzeugs VisioM

(a) Sicht von Oben (b) ISO Ansicht

Abbildung 5.15.: Ergebnisse der Versteifungsidentifikationsrechnung

Es ist erkennbar, dass wiederum die Seitenschweller und der Mitteltunnel eine wichtige
Rolle spielen, um Lasten in Fahrzeuglängsrichtung abzuleiten. Aufpralllasten werden in
den Mitteltunnel und die A-Säule eingeleitet. Auch in der Fahrzeugquerrichtung zeigt sich
auf Grund des Seitenaufpralllastfalls eine Tendenz zur Materialanlagerung. Im Rückbank-
bereich ist eine Dreiecksverstrebung zu erkennen.
In Abb. 5.16 ist wiederum der Konvergenzverlauf der Topologieoptimierung zu sehen, der
sehr stabil verläuft. Dies ist vor allem auf das Vorgehen zurückzuführen, nach dem die Last-
fälle nur über die Nachgiebigkeit Einfluss auf das Optimierungsproblem nehmen, aber nicht
zur Definition von Restriktionen verwendet werden.
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Abbildung 5.16.: Konvergenzverhalten der Volumentopologieoptimierung

Anhand der Ergebnisse wurde eine Versteifungskonstruktion abgeleitet, die durch die Er-
gebnisdarstellungen in Abb. 5.17 ersichtlich ist. Für die Versteifungsrippen wurde eine Di-
mensionierung durchgeführt, bei der die Summe der gewichteten Nachgiebigkeiten der
Lastfälle minimiert wurde. Die Gesamtmasse aller Versteifungsteile wurde auf 6 kg restrin-
giert. Wegen des fortgeschrittenen Detaillierungsgrades der Konstruktion wurde versucht,
alle Restriktionen zu berücksichtigen. Dabei zeigte sich sehr schnell, dass die Erfüllung der

130



5.2. Optimierung der Wannenstruktur des Fahrgastraumes

Restriktionen für die Steifigkeitslastfälle 1 und 2 ein Problem darstellt. Dies lag an der Mo-
dellierung der Aluminiumrahmenstruktur. Daraus resultierte zunächst das unzulässige Op-
timierungsergebnis in Abb. 5.17(a). Daher wurde wiederum davon abgesehen, die Vorga-
ben aus dem Lastenheft im Detail einzuhalten und es wurde versucht, eine möglichst steife
Struktur für die gegebenen Lasten zu finden. Somit blieb nur die Beschränkung der verwen-
deten Masse als Restriktion über, wodurch sich das Resultat in Abb. 5.17(b) ergab.

(a) Unzulässig durch Torsionsrestriktion (b) Mit Massenrestriktion

Abbildung 5.17.: Dimensionierungsergebnisse

In beiden Ergebnissen wird die hohe Bedeutung der Verstrebung durch die niedrigen Rip-
pen im Vorderwandbereich der Wanne deutlich. Die verhältnismäßig geringe Fläche dieser
Verrippung erlaubt schon mit wenig Materialeinsatz große Reduktionen der Nachgiebig-
keit und liegt folglich beim Maximalwert der Optimierungsvariablen. Die Quertunnelver-
strebungen spielen hingegen eine untergeordnete Rolle und weisen relativ geringe Dicken
auf. Auffallend beim Vergleich der beiden Ergebnisse ist, dass sie in einigen Bereichen völ-
lig gegenläufig sind. So liegt in Abb. 5.17(a) die hintere Verstrebung des Mitteltunnels bei
minimaler, in Abb. 5.17(b) hingegen bei maximaler Wandstärke. Für die Einordnung der
widersprüchlichen Resultate bedürfte es weiterführender Untersuchungen, um die exakten
Einflüsse der Lastfälle und jeweiligen Restriktionen zu verstehen und etwaige geometrische
Probleme des Modells modellierungsseitig zu beheben. Dennoch wird die hohe Bedeutung
der Verrippung im vorderen und hinteren Wannenbereich deutlich. Die Berücksichtigung
derartiger Versteifungen verbessert die Leistungsfähigkeit der Struktur deutlich und bringt
wenig Zusatzgewicht in die Konstruktion ein.
In der Praxis wird der zusätzliche Fertigungsaufwand eine wichtige Rolle spielen, da die
Verklebung der Segmente die Fertigung deutlich verkompliziert, wenn die Versteifungs-
konstruktionen eingebracht werden. Im Rahmen der vorgestellten Untersuchung wurden
diese Einflüsse nicht weiter betrachtet.
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5.3 Diskussion der Ergebnisse und Ausblicke

Die praktische Anwendung der Topologie- und Dimensionsoptimierung hat gezeigt, wel-
che Herausforderungen deren Einsatz bei einer größeren Anzahl von Anforderungen nach
sich ziehen kann. Grundsätzlich ist die Berücksichtigung der Restriktionen für das Ergebnis
einer Optimierung essentiell, da nur so ein Entwurf gefunden werden kann, der tatsächlich
alle Lastszenarios aushält. Dies setzt jedoch auch eine äußerst exakte Modellierung voraus,
sodass Modellierungseffekte, die beispielsweise schnell starken Einfluss auf die Spannun-
gen nehmen, die Optimierung nicht zu stark beeinflussen. Für die vorgestellten Optimie-
rungen wurden die Anforderungen an den Entwurf daher modifiziert, da die Ergebnisse
der Topologieoptimierung ohnehin nicht mit der tatsächlichen Konstruktion zu vergleichen
sind. Auch waren die Grenzwerte, die Bauraumgeometrie und Parameter der Konstruktion
nicht final festgelegt und unterlagen teils starken Veränderungen über die Projektdauer. So-
mit ist eine detaillierte Erfüllung von Restriktionen in der frühen Projektphase gar nicht not-
wendig. Trotz der Vernachlässigung von Restriktionen können wertvolle Erkenntnisse zu
Lastpfaden gewonnen werden. Durch die Beiträge der Lastfälle zu der gewichteten Summe
der Nachgiebigkeit kommt es zu einer lastniveauabhängigen Ausbildung der Struktur, die
entscheidende Hinweise für den Konstrukteur liefert. Dabei darf aber keinesfalls übersehen
werden, dass die Konstruktion am Ende das Lastenheft erfüllen muss und die Vernachlässi-
gung von Restriktionen die Aussagekraft der Optimierungsergebnisse verringert. In jedem
Fall ist dann für den Festigkeitsnachweis eine weitere Berechnungsiteration notwendig.
Die Erfüllung des Lastenheftes sollte im vorliegenden Fall eher konstruktionsseitig sicherge-
stellt werden, da beispielsweise die Topologieoptimierung diskretisierungsbedingt gar nicht
die Möglichkeit hat, wichtige konstruktive Merkmale wie Hohlprofile darzustellen. Schluss-
folgerung ist hier also, dass der Einsatz der Optimierung nicht die finale Konstruktion lie-
fern kann, sondern auf dem Weg dorthin wertvolle Hinweise an den Ingenieur liefert. Der
Einsatz der konzeptionellen Optimierungsverfahren bedarf dabei einiger Erfahrung, um die
Ergebnisse richtig zu interpretieren und sie in eine fertigbare Konstruktion umzusetzen.

Der hohe Aufwand, der sich bei der Berechnung von Strukturantworten bei der gewähl-
ten Diskretisierung ergibt, macht einen möglichen Einsatz von Reduktionsverfahren, wie
sie in Kapitel 3 dargestellt wurden, erstrebenswert. Die Topologieoptimierung ist jedoch
besonders durch eine sehr hohe Anzahl an Optimierungsvariablen gekennzeichnet. Wie in
Abschnitt 3.2.3 gezeigt, spielt gerade dieser Faktor eine entscheidende Rolle für die An-
wendbarkeit der Reduktion, da das Approximationsvermögen und die Unterraumdimensi-
on entscheidend von der Zahl der Variablen abhängt. So ergibt sich für den Projektionsraum
gemäß der Darstellungen in Abschnitt 2.6.2 eine äußerst hohe Anzahl an Basisvektoren, die
in der Größenordnung der Freiheitsgrade liegt. Daraus folgt, dass kein nennenswerter Re-
duktionsgrad und folglich keine Effizienzsteigerung erzielt werden kann. Ferner steigt der
Speicherbedarf für die Einflussmatrizen, die die Parametereinflüsse auf die Systemmatri-
zen beschreiben, auf eine Weise, die die Durchführung des Verfahrens nur für Sonderfälle
zulässt. Aus diesen Gründen sind die Verfahren aus Kapitel 3 bei Topologieoptimierungen
praktisch nicht anwendbar.
Für die Dimensionierung der Versteifungskonstruktion lagen hingegen nur sieben Para-
meter vor. Allerdings müsste der Unterraum hier komplexe Biegungen der Versteifungen
abbilden können und daher wären höhere Stufen des Krlyov-Raumes notwendig, was wie-
derum die Dimension des Projektionsraumes vergrößert. In diesem Anwendungsfall ist ein
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5.3. Diskussion der Ergebnisse und Ausblicke

Einsatz von projektiven Reduktionsmethoden jedoch nicht ausgeschlossen. Die nähere Un-
tersuchung der Durchführbarkeit setzt den Export der Systemsteifigkeitsmatrizen voraus,
was für die verwendete Software gerade bei der gegebenen, großen Systemdimension nicht
ohne weiteres möglich ist. Deshalb konnte die Anwendung der in Abschnitt 2.5 beschriebe-
nen projektiven Reduktionsmethoden in dieser Arbeit nicht durchgeführt werden, erscheint
jedoch als interessanter Gegenstand weiterer Forschung.
Wie beschrieben handelt es sich bei der Fahrzeugstruktur von VisioM um eine Metall-CFK-
Mischbauweise. Die dafür einzusetzenden, unterschiedlichen Fertigungsverfahren bringen
jeweils ganz eigene Herstellungsrestriktionen mit sich, deren Berücksichtigung im Optimie-
rungsprozess ähnlich den in Abschnitt 4 dargestellten Methoden erfolgen könnte. Beispiels-
weise wäre es in der Topologieoptimierung denkbar, Forderungen an die Form der Metall-
streben des Rahmens zu stellen. Die Schweißkonstruktion soll in den meisten Fällen aus ge-
raden Profilen aufgebaut sein, sodass es sinnvoll ist, diese Forderung bei der Optimierung
zu berücksichtigen. Im Falle einer CFK-Bauweise wäre eine flächige Struktur mit linien-
haften Verbindungen der Baugruppen erstrebenswert. Die Ausbildung solcher Geometrien
ist jedoch stark von der zur Verfügung stehenden Auflösung des Bauraumes mit Finiten-
Elementen abhängig. Auf welche Weise solche Anforderungen mathematisch für die Op-
timierung zu formulieren sind, muss im einzelnen untersucht werden. Die Beschreibung
geradliniger Rahmenstreben könnte beispielsweise anhand von Dichtegradientenvektoren
erfolgen, wie sie in Abschnitt 4.6.1.1 beschrieben wurden.
Aufgrund des Prototypencharakters von VisioM wäre der Einsatz additiver Fertigungsver-
fahren für geeignete Strukturbauteile denkbar. Dabei liegen unter anderem Größenbeschrän-
kungen vor, die sich aus den Dimensionen der Fertigungsanlagen ergeben. Ein mögliches
Einsatzgebiet ist die Herstellung von Rahmenknotenpunkten mittels additiver Fertigung,
was zu einer zusätzlichen Gestaltungsfreiheit für die Gesamtkonstruktion führt. Bei der
Auslegung dieser Verbindungselemente ist die Anwendung der in Abschnitt 4.6 vorgestell-
ten Verfahren zur Vermeidung von Überhängen eine Möglichkeit, den Fertigungsprozess
nach Gesichtspunkten der Herstellungskosten zu beeinflussen.
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6

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit werden Strukturoptimierungsmethoden hinsichtlich Recheneffi-
zienzsteigerung sowie Verbesserung der praktischen Anwendbarkeit untersucht, erweitert
und bewertet. Abschließend wird ein praktischer Anwendungsfall vorgestellt und eine Lö-
sungsstrategie entwickelt, durch die die Herausforderungen aus der Modellierung berück-
sichtigt werden können.
Die Untersuchung des Zusammenwirkens von Strukturoptimierung und Modellordnungs-
reduktion erfolgte zunächst durch Optimierungen auf Grundlage von projizierten, parame-
trierten Differentialgleichungssystemen. Dazu wurden die Systemmatrizen in den Optimie-
rungsvariablen linearisiert und ein Krylov-Raum als Projektionsbasis abgeleitet. Anschlie-
ßend erfolgte die Reduktion des parametrierten Systems durch Projektion auf den ermittel-
ten Vektorunterraum. Dabei zeigte sich, dass die Genauigkeit der reduzierten Modelle nur
in einfachen Fällen hinreichend war. Der Reduktions- und Rechenprozess setzte des weite-
ren viel Erfahrung und Parameteranpassungen seitens des Anwenders voraus.
Um diese Probleme zu lösen und ausreichend genaue Approximationen berechnen zu kön-
nen, wurde eine Methodik entwickelt, nach der zunächst die parameterabhängigen System-
matrizen zu assemblieren waren. Die Lösung erfolgte auf einem Vektorunterraum, der durch
die Hauptraumanalyse eines Versuchsplans ermittelt wurde. Während der Optimierungsi-
terationen konnten durch die Verwendung von neu gewonnen Informationen aus dem Opti-
mierungslauf dynamische Modifikationen der Projektionsbasis vorgenommen werden. Dies
führte zu erheblichen Genauigkeitssteigerungen bei den Systemantworten.
Der Aufwand für die Bestimmung der Reduktionsbasis ist bei diesem Vorgehen sehr gering,
da die Auswertungen des Versuchsplans als Initialgeneration der evolutionären Strategie
verwendet werden. Die Abweichung vom ursprünglichen Berechnungsprozess umfasst je-
weils die Projektion auf den Unterraum, die Lösung des reduzierten linearen Gleichungs-
systems und die Rückprojektion in den physikalischen Raum. Die Gegenüberstellung der
Rechenzeiten dieser Schritte und der Dauer des Lösungsprozesses ohne Reduktion ergab
ein großes, zeitliches Einsparpotential.
Bezogen auf die Gesamtberechnungsdauer fiel die Einsparung jedoch geringer aus, da ad-
ministrative Prozessschritte einen erheblichen Anteil an der Rechenzeit hatten. Dieser Nach-
teil kann durch eine enge Verknüpfung von Optimierungsalgorithmus, Finite-Elemente-
Programm und Reduktionssoftware behoben werden. Dies sollte Gegenstand weiterer For-
schung sein.
Mit jeder weiteren Systemauswertung innerhalb der evolutionären Strategie, akkumuliert
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6. Zusammenfassung und Ausblick

die Rechenzeitersparnis. In Abb. 6.1 ist erkennbar, wie sich der hohe anfängliche Redukti-
onsaufwand durch die wiederholte Verwendung der Reduktionsbasis ab dem Kostengleich-
gewichtspunkt lohnt.
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Abbildung 6.1.: Prinzipskizze des Aufwandsvergleichs mit und ohne Reduktion

Eine Abschätzung, ob dieser Punkt während der Optimierung überschritten wird, ist bei
Gradientenverfahren schwerer vorhersagbar als bei den reduktionsbasierten, evolutionären
Strategien. Dies folgt aus der einfacheren Abschätzbarkeit der Anzahl der zu berechnenden
Systemauswertungen bei den stochastischen Verfahren und daraus, dass die Anzahl ver-
gleichsweise groß ist.
In einer zweiten Untersuchung wurde die direkte Berücksichtigung von Fertigungsanfor-
derungen in der Optimierung betrachtet. Dieser Forschungsgegenstand bekommt seine Be-
deutung daher, dass mit dem Übergang vom Optimierungsergebnis zum fertigbaren Bauteil
ein sehr hoher Aufwand und eine Verschlechterung des Bauteils in Bezug auf dessen me-
chanische Leistungswerte einhergeht. Die Untersuchungen hierzu erfolgten am Beispiel der
Topologieoptimierung im Zusammenspiel mit der generativen Fertigung, die bereits indus-
triell für die Herstellung von Zielbauteilen eingesetzt wird.
Das betrachtete Herstellungsverfahren zeichnet sich durch seine große Flexibilität bei der
Fertigung komplexer Geometrien aus und ist daher besonders für die Umsetzung topologie-
optimierter Bauteile geeignet. Durch den schichtweisen Aufbau ergibt sich aus Genauigkeits-
und Baubarkeitsanforderungen jedoch auch die Notwendigkeit, Stützstrukturen für Berei-
che mit überhängender Geometrie zu verwenden. Diese Überhänge der Topologie lassen
sich anhand des Winkels der Strukturoberfläche gegenüber der Baurichtung und der Krag-
weite charakterisieren. Da diese unterstützenden Hilfsstrukturen wieder entfernt werden
müssen, ergeben sich Material- und Zeitverluste, die die derzeit noch teure und langsame
generative Fertigung gegenüber anderen Verfahren benachteiligen.
Daher wurden Optimierungsmethoden entwickelt, die durch die Penalisierung der Ziel-
funktion Entwürfe bevorzugen, die weniger ausgeprägte geometrische Überhänge aufwei-
sen. Die Methoden verwenden jeweils die Dichteverteilung, die durch die Optimierungs-
variablen gegeben ist. Zum einen werden Verfahren angewendet, die für jedes Element ein
bestimmtes Prüfgebiet betrachten und anhand des Materialinhalts bewerten, wie gut das
Element auch ohne Hilfsstruktur abgestützt wird. Daraus ergibt sich von jedem finiten Ele-
ment des Bauraumes ein Beitrag zum Strafterm der Zielfunktion. Zum anderen wird eine
Methodik betrachtet, die den Dichtegradienten bestimmt und auf Grundlage dieser Infor-
mation die Penalisierung ermittelt.
Es konnte gezeigt werden, dass mit den vorgestellten Lösungsansätzen die Ergebnistopolo-

136



gie in erwünschter Weise beeinflusst werden kann. Über die Gewichtung von Nachgiebig-
keit und Strafterm im Rahmen der Mehrzieloptimierung wird Einfluss auf die Ausprägung
der Struktur genommen und der Grad der Einhaltung von Forderungen an die Geometrie
beeinflusst. Dieser Kontrollgewinn muss jedoch durch oft erhebliche Rechenzeitzuwächse
erkauft werden. Diese ergeben sich in erster Linie aus kleinen Oszillationen des Konver-
genzverlaufs, auf Grund derer das Konvergenzkriterium nicht aktiv wird. Kann dieses Ver-
halten der Zielfunktion unterdrückt werden, so wird auch die Anzahl an Iterationen und da-
mit der Berechnungsaufwand viel geringer ausfallen. Möglicherweise lässt sich dies durch
dämpfende Filter erreichen, die Untersuchungsgegenstand weiterer Forschung sein sollten.
Trotz der Herausforderungen, die bei der praktischen Anwendung der Ansätze identifi-
ziert wurden, zeigten die verwendeten Penalisierungsmethoden zielführende Ergebnisse,
um geeignete Topologien im Hinblick auf die Anforderungen der generativen Fertigung zu
ermitteln.
Nach der Untersuchung von Methoden für die Effizienzsteigerung und der Integration von
Fertigungsrestriktionen in der Strukturoptimierung, wird zuletzt ein praktischer Anwen-
dungsfall der Strukturoptimierung im Rahmen des Projektes VisioM vorgestellt. Das me-
chanische System unterlag einer großen Anzahl von Anforderungen und der Bauraum wies
eine sehr feine Diskretisierung auf. Daraus ergaben sich Herausforderungen bei der Durch-
führung der Optimierung und es konnte unter strenger Berücksichtigung aller Restriktionen
keine Lösung des Topologieoptimierungsproblems gefunden werden. Der Grund hierfür
war das Zusammenwirken von hohem Rechenaufwand und dem Abstraktionsgrad der Mo-
dellierung. Beispielsweise mussten dynamische Lastfälle, wegen ihres hohen Berechnungs-
aufwandes, durch statische Ersatzlastfälle näherungsweise berücksichtigt werden. Die Limi-
tierung des Auflösungsgrades der Diskretisierung durch den Rechenaufwand führte dazu,
dass Spannungseffekte nicht genau genug zu ermitteln waren und zu einem unzulässigen
Entwurf führten. Daher wurde unter Einschränkung der Aussagekraft der Optimierung das
Anforderungsprofil dahingehend modifiziert, dass Restriktionen abgeschwächt oder ver-
nachlässigt wurden.
Speziell durch die Topologieoptimierung, die konzeptionelle Resultate liefert, konnten trotz
des Verlustes an Aussagekraft hilfreiche Ergebnisse erzielt werden, die die Ermittlung einer
günstigen Rahmenstruktur unterstützen. Die geringe Robustheit führte zwar zu abweichen-
den Optimaltopologien. Jedoch konnten durch den Abgleich mit Einzellastfallergebnissen
die wichtigsten Lastpfade identifiziert werden. So stützten die Erkenntnisse aus der Opti-
mierung die Entscheidung für den Einsatz einer Monocoque-Struktur im Fahrgastraum des
Elektrofahrzeugs.
Für die sich daraus ergebende Wannenstruktur wurde die Lastabtragung in der Strukturau-
ßenhaut und dem umschlossenen Raum untersucht, um optimale Dickenverteilungen und
Versteifungspositionen im Inneren zu finden. Es wurde wiederum deutlich, dass für die ge-
gebene Aufgabenstellung die Durchführung der Optimierung mit den detaillierten Restrik-
tionen aus numerischen Gründen weder möglich noch aus Sicht der Interpretation sinnvoll
war. Die ingenieurmäßige Anpassung ausgewählter Anforderungen und der Abgleich der
Optimierungsergebnisse unterschiedlicher Optimierungsverfahren war für den vorliegen-
den Anwendungsfall zielführend, um konzeptionell die optimalen Versteifungsmaßnah-
men an der Struktur zu identifizieren.
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Anhang

A.1 Generisches Testmodell: Schwingerkette

Die Schwingerkette ist ein sehr einfaches Modell, das für schnelles Rechnen und einfache
Variation der Systemdimension konzipiert ist. Die Definition der Freiheitsgrade ist Abb. A.1
zu entnehmen. Jeder Punktmasse ist ein FHG in x-Richtung zugewiesen. Die Punktmassen
sind durch viskose Dämpfer und Federn miteinander gekoppelt.

f1

k1

d1

x1 x2 xn
d2 dn

k2

f2

m1 m2 mn

fn

kn

Abbildung A.1.: Aufbau der Schwingerkette

Das Modell ist als MATLAB Funktion implementiert und Parametrierungen können belie-
big für Dämpfer oder Federelemente eingebracht werden. Beispielhaft sind in Abb. A.2 die
Eigenformen und ein Nachgiebigkeitsfrequenzgang dargestellt.

(a) Die ersten 4 Eigenformen (b) Übertragungsverhalten

Abbildung A.2.: Dynamisches Verhalten der Schwingerkette
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A.2 Vergleichsläufe der ES (vgl. Abbildung 3.19)
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(b) 1. Lauf: Systemantworten
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Abbildung A.3.: Konvergenz der Optimierung
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A.3. Vergleichsläufe mit modifizierter Projektionsbasis

A.3 Vergleichsläufe mit modifizierter Projektionsbasis
(vgl. Abbildung 3.21)
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(f) 3. Lauf: Systemantworten

Abbildung A.4.: Konvergenz der Optimierung mit modifizierter Projektionsbasis
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A. Anhang

A.4 Werte des Modellproblems in Abschnitt 3.3.1

Parameter Standardwert Beschreibung

E 210 GPa Elastizitätsmodul
ν 0.30 Poisson-Zahl

ρ 7.80 g cm−3 Dichte
F 100 N Betrag der Knotenkräfte je belastetem Eckknoten

dmax 1 mm Maximalbetrag der Verschiebung am Eckknoten
xmax,1 150 mm Max. Skalierung des 1. Formbasisvektors
xmax,2 100 mm 2. Formbasisvektor
xmax,3 150 mm 3. Formbasisvektor
xmax,4 5 mm Maximale Dicke der Rippen
xmax,5 5 mm Maximale Dicke der Bodenplatte
xmax,6 5 mm Maximale Dicke des Riegels

xmin,1 0 mm Min. Skalierung des 1. Formbasisvektors
xmin,2 −100 mm 2. Formbasisvektor
xmin,3 0 mm 3. Formbasisvektor
xmin,4 1 mm Minimale Dicke der Rippen
xmin,5 1 mm Minimale Dicke der Bodenplatte
xmin,6 1 mm Minimale Dicke des Riegels

Tabelle A.1.: Parameter des Modellproblems mit Kurzbeschreibung.

A.5 Algorithmusparameter für Abschnitt 3.3.5

Parameter Standardwert Beschreibung

µ 15 Populationsgröße
κ 10 Anzahl der Eliten
λ 20 Anzahl der Kinder
rd 1 Penalty Parameter für Verschiebungsrestriktion
nτ 3 Turniergröße für Elternselektion

Pµ+λ
m 1 Mutationswahrscheinlichkeit bei (µ+ λ)-Strategie

Pµ+λ
c 0.20 Wahrscheinlichkeit für Crossover

Pµ,λ
m 0.30 Mutationswahrscheinlichkeit bei (µ, λ)-Strategie

Pµ,λ
c 0.20 Wahrscheinlichkeit für Crossover

Tabelle A.2.: Parameter des eingesetzten evolutionären Algorithmus
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A.6. Gradient aus Gleichung (4.18) für maximale Strukturdurchmesser

A.6 Gradient des Strafterms aus Gleichung (4.18) für
maximale Strukturdurchmesser

Durch den Einfluss mehrerer Elemente auf den Wert der Straffunktion verkompliziert sich
die Gradientenberechnung. Im Weiteren ist die Ableitung des Strafterms für die Elemente
des Bauraumes gegeben.

∂S◦j
∂xi

=
∂S◦j
∂cv◦j

· ∂c
v
◦j

∂xi
mit j, i ∈ {1, . . . , nel} (A.1)

Die jeweiligen Ableitungen sind durch

∂S◦j
∂cv◦j

= −α2(1 + cv◦ − α1)
[
1− cv◦j

]α2−1 (A.2)

und

∂cv◦j
∂xi

=
1∑

j∈Ωj
◦

vj

∂

∂xi
V v
◦ (x) =

1∑
j∈Ωj

◦

vj

∂

∂xi

∑
j∈Ωj

◦

vj(1− xj)η◦ =

=
1∑

j∈Ωj
◦

vj

∂

∂xi
vi(1− xi)η◦ = − 1∑

j∈Ωj
◦

vj
viη◦(1− xi)η◦−1 (A.3)

gegeben.
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A. Anhang

A.7 Gradient des Strafterms aus Gleichung (4.24)

Da sich das jeweilige Element i, nach dessen Dichte abgeleitet wird, in mehreren Prüfge-
bieten Ωe

� befinden kann, sind entsprechend alle betroffenen Strafterme Se� zu berücksichti-
gen.

∂S�

∂xe
=
∑
j∈Ω

∂Sj�
∂xe

Schleife über alle Strafterme

Für die jeweiligen Strafterme müssen dann die im Prüfgebiet enthaltenen Elemente betrach-
tet werden.

∂Sj�
∂xe

= α2

[
(1 + c̄v − α1) cv�j(x)

]α2−1

· (1 + c̄v − α1)
∂cv�j
∂xe

∂cv�j
∂xe

=
∂V v

�j

∂xe
/
∑
i∈Ωj

�

vi

∂V v
�j

∂xe
= −η� (xe)

(η�−1)ve für e ∈ Ωj
�

A.8 Gradient des Strafterms aus Gleichung (4.26)

Für das Stützkegelverfahren gelten die gleichen Rahmenbedingungen wie in Abschnitt A.7.
Für den Strafterm Se4 in Beziehung (4.26) ergibt sich die Ableitung gemäß den Folgenden
Formeln.

∂Se4(x)

∂xk
=
∂Se4x(x)

∂xk
Se4p(x) + Se4x(x)

∂Se4p(x)

∂xk
mit e, k ∈ {1, . . . , nel} (A.4)

Die beiden Ableitungen in den Summanden ergeben dann:

∂Se4x(x)

∂xk
=

∂

∂xk
(xi − xmin)q =

{
q(xi − xmin)q−1 falls i = k

0 sonst

∂Se4p(x)

∂xk
=

∂

∂xk

(
1− φe4(x)

)
= −∂φ

e
4(x)

∂ce4(x)

∂ce4(x)

∂xk
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A.9. Gradient des Strafterms aus Gleichung (4.32)

Die Ableitung der kontinuierlichen Stufenfunktion ergibt:

∂φe4(x)

∂ce4(x)
=

1

tanh(β4T4) + tanh(β4(1− T4))

[
1−

(
tanh

(
β4(ce4(x)− T4)

))]
β4

∂ce4(x)

∂xk
=


η4vkĤ4x

η4−1

k∑
j∈Ωe

4

vj Ĥij

falls k ∈ Ωe
4

0 sonst

(A.5)

A.9 Gradient des Strafterms aus Gleichung (4.32)

Die analytische Formulierung der Ableitungen des Penalisierungsterms S nach den Opti-
mierungsvariablen xk hat die Form in Gleichung (A.6).

∂Se⇒(x)

∂xk
=
∂Se⇒l
∂xk

Se⇒d + Se⇒l
∂Se⇒d
∂xk

mit e, k ∈ {1, . . . , nel} (A.6)

Der Straftermanteil Se⇒l in Gleichung (A.6) hängt vom Betrag des Dichtegradientenvektors
ab.

∂Se⇒l(x)

∂xk
= η⇒ ‖g⇒e‖(η⇒−1) ∂g

e
⇒

∂xk
(A.7)

Die Herleitung der Ableitung nach ∂ge⇒/∂xk wird später noch beschrieben.
Die Ableitung des Straftermanteils Se⇒d berücksichtigt die Orientierung des Gradientenvek-
tors und wird in mehrere partielle Ableitungen aufgegliedert.

∂Se⇒d
∂xk

=
∂

∂xk

(
1− φe⇒

)
= −∂φ

e
⇒

∂ce⇒

∂ce⇒
∂ cos (αe⇒)

∂ cos(αe⇒)

∂xk
(A.8)

∂φe⇒
∂ce⇒

=
1

tanh(β⇒T⇒) + tanh(β⇒(1− T⇒))

[
1−

(
tanh

(
β⇒(ce⇒ − T⇒)

))]
β⇒ (A.9)

∂ce⇒
∂ cos(αe⇒)

= −1

2
(A.10)

Die letzte der drei partiellen Ableitungen hängt von den gefilterten Gradienten ab.

∂ cos(αe⇒)

∂xk
=

∂

∂xk

(
ge⇒ · nbr

‖ge⇒‖

)
= nbr ·

∂

∂xk

(
ge⇒
‖ge⇒‖

)
=

nbr

‖ge⇒‖2 ·
(
∂ge⇒
∂xk
‖ge⇒‖ − ge⇒

∂ ‖ge⇒‖
∂xk

)
(A.11)
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A. Anhang

Hierin ist die Filterung der Dichtegradienten in Gleichung (4.29) zu beachten, was mit den
folgenden Gleichungen erfolgt.

∂ge⇒
∂xk

=
∂

∂xk


∑
j

Ĥg
ej∇xj∑

j

Ĥg
ej

 =


∑
j

Ĥg
ej

∂∇xj
∂xk∑

j

Ĥg
ej

 (A.12)

Zuletzt muss noch die approximative Berechnung der Dichtegradienten in Abschnitt 4.6.1.1
berücksichtigt werden. Daraus ergeben sich die folgenden Gleichungen.

∂∇xj
∂xk

=
∂

∂xk

(
Ajbj(x)

)
= Aj

∂bj(x)

∂xk

= Aj
∂

∂xk


xj1 − xj
xj2 − xj

...
xjnkn − xj

 = Aj


∂xj1
∂xk
− ∂xj

∂xk
∂xj2
∂xk
− ∂xj

∂xk
...

∂xjnkn
∂xk
− ∂xj

∂xk

 (A.13)

Die Ableitung der Knotendichten xjn kann dann geschrieben werden:

∂xjn
∂xk

=
∂

∂xk

(
1

nel

nel∑
l=1

xl

)
=

{
1
nel

für alle Elemente l des Knotens n
0 sonst

(A.14)

∂xj
∂xk

=

{
1 falls j = k

0 sonst
(A.15)

Zuletzt bleibt noch die Herleitung der Ableitung der Norm des Dichtegradienten

∂ ‖ge⇒‖
∂xk

=
∂

∂xk

(
ge⇒

T · ge⇒
) 1

2

=
(
ge⇒

T · ge⇒
)− 1

2
(
ge⇒

T ∂g
e
⇒

∂xk

)
(A.16)

Die benötigte Ableitung ∂ge⇒/∂xk wurde bereits in Zusammenhang (A.12) beschrieben. Die
Gleichung (A.16) bringt das Problem mit sich, dass für Dichtegradientenvektoren mit ‖ge⇒‖ =
0 durch Null geteilt wird. Das heißt, dass in Bereichen gleichmäßiger Dichteverteilung die
Ableitung gegen Unendlich gehen kann. Für die Implementierung wurde daher der Vektor
mit einem finiten kleinen Betrag und einer Ausrichtung entgegen der Baurichtung definiert,
sodass Elemente dieser Bereiche keinen Beitrag zum Strafterm liefern. Dieses Vorgehen ist
legitim, da Überhänge penalisiert werden sollen und diese sich in Bereichen großer Dichte-
änderung befinden.
Bei diesem Vorgehen ist zu beachten, dass für größer werdende Filterungsgebiete Ωe

f mit
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A.10. Hardwarekonfiguration 1 und Programmversionen

zugehörigem Radius rfl der Rechenaufwand stark ansteigt. Trotzdem die Ableitungen ana-
lytisch vorliegen und die geometrischen Zusammenhänge abgespeichert sind, ergibt die
Verkopplung eine sehr große Anzahl an auszuführenden Rechenschritten, die die Gesamt-
rechenzeit dominieren kann.

A.10 Hardwarekonfiguration 1 und Programmversionen

Prozessor Intel Core i5-3570 @ 3.4 GHz (4 CPUs)
Speicher 16 Gb DDR3 SDRAM @ 1600 MHz
Hauptspeicher 7200 RPM HDD

Betriebssystem Windows 7 Enterprise 64-bit V. 6.1
MSC.NASTRAN 2012
PYTHON 2.7.6 32-bit
NUMPY 1.8.1
SCIPY 0.13.3
DEAP 1.0
MATLAB R2015b

Tabelle A.3.: Für die Benchmarks des MOR-Verfahrens verwendetes Setup.

A.11 Hardwarekonfiguration 2

Art Bezeichnung
Prozessor 4x Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2637 v2 3.50GHz
Speicher 64482 MB RAM, 2054 MB swap

Tabelle A.4.: Hardwarekonfiguration für die Berechnung in Abschnitt 5.1.4
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