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Dieser Artikel beschdiftigt sich mit der Modellordnungsreduktion von linearen Systemen mit
zeitvarianten Parametern. Zur Reduktion solcher Systeme kann der herkommliche projektions-
basierte Reduktionsansatz aufgrund der expliziten Abhdngigkeit der Parameter von der Zeit
nicht unmittelbar verwendet werden, weshalb in diesem Beitrag ein zeitvarianter parametri-
scher Modellreduktionsansatz zur Behandlung derartiger Systeme vorgestellt wird. Darauf ba-
sierend wird das bekannte parametrische Verfahren der Matrixinterpolation auf den parameter-
varianten Fall angepasst, wodurch neue Terme im reduzierten Modell auftauchen. Diese ange-
passte Reduktionsmethode wird abschlief3end auf ein System mit wandernder Last angewandt.

1 Einleitung

Bei der Modellierung dynamischer Systeme werden Finite-Elemente-Methoden (FEM) haufig
eingesetzt, um die aus der Modellbildung gewonnenen partiellen Differentialgleichungen mit-
tels ortlicher Diskretisierung in Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen umzuwandeln.
Ublicherweise fiihrt eine sehr feine ortliche Diskretisierung zwecks eines genauen Modells
zu hochdimensionalen Systemen, deren Simulation, Analyse und Regelung aufgrund der ho-
hen Dimension bzw. Ordnung erschwert wird. Die Modellordnungsreduktion (MOR) kann in
diesem Fall Abhilfe schaffen durch die Approximation des Ubertragungsverhaltens des Origi-
nalmodells durch ein reduziertes Modell viel niedriger Ordnung. Dadurch kann der numerische
Rechenaufwand bei der Behandlung solch gro3er Systeme erheblich vermindert und somit u.a.
eine schnelle und effiziente Simulation erméglicht werden.

In zahlreichen technischen Anwendungen, wie z.B. in der Strukturmechanik oder etwa bei
der Designoptimierung integrierter Schaltkreise (ICs) oder mikroelektromechanischer Systeme
(MEMS), werden typische Designparameter (wie Materialeigenschaften, Abmessungen, etc.)
als offene Variablen ins Modell iibernommen. Solche hochdimensionale parameterabhdiingige
Systeme konnen mittels Verfahren der parametrischen Modellordnungsreduktion (pMOR) der-
art reduziert werden, dass die Parameter des Originalmodells ebenfalls im reduzierten System
erhalten bleiben. Das berechnete parametrische reduzierte Modell approximiert das hochdimen-
sionale Originalmodell iiber die gesamten betrachteten Parameterbereiche und vermeidet dem-
zufolge, eine neue Reduktion bei jeder Verdnderung eines Parameters durchfiihren zu miissen.
Es existieren viele verschiedene Verfahren der parametrischen Modellordnungsreduktion, die je
nach Art der Projektion in globale und lokale Methoden eingeteilt werden kénnen (siehe [6]).
Bei den globalen Verfahren (z.B. [8] und [4]) werden globale Projektionsmatrizen, die jeweils
fiir den gesamten Parameterraum giiltig sind, fiir die Reduktion verwendet. Diese Methoden
erfordern eine analytische oder sogar eine affine Abhédngigkeit der Systemmatrizen von den
Parametern, welche in der Praxis jedoch hidufig schwierig zu erhalten ist. Bei den lokalen Me-
thoden wird der Parameterraum in mehreren Stiitzstellen diskretisiert, an denen lokale Modelle
aufgebaut werden konnen, die anschlieend mittels individueller Projektionsmatrizen separat
reduziert werden. Um ein reduziertes Modell fiir einen beliebigen Parameter zu erhalten, kann



entweder zwischen den Ubertragungsfunktionen der lokal reduzierten Modelle [5], den lokalen
Projektionsmatrizen [1] oder den reduzierten Systemmatrizen [15, 17, 2] interpoliert werden.
Das letztere Verfahren mit der Interpolation der lokal reduzierten Matrizen hat gegeniiber der in
[5] vorgestellten Methode den Vorteil, dass die reduzierte Ordnung des interpolierten Systems
unabhiingig von der Anzahl der in Betracht gezogenen lokalen Modelle ist. Aulerdem erfordert
dieses Verfahren — im Gegensatz zu den genannten globalen Ansitzen — keine explizite oder
affine Parameterabhéngigkeit und ist aufgrund der Interpolation vorausberechneter reduzierten
Matrizen hinsichtlich dem Rechenaufwand besonders effizient.

Viele technische Systeme konnen nicht nur von mehreren Modellparametern abhéngen, sondern
von Parametern, die mit der Zeit variieren konnen. Solche Systeme, deren Dynamik von zeit-
verdnderlichen Parametern beeinflusst wird, werden lineare parametervariante Systeme (LPV)
genannt und stellen einen Spezialfall der nichtlinearen bzw. der linearen zeitvarianten Syste-
me dar. Dieser Beitrag befasst sich mit der Reduktion von hochdimensionalen LPV-Systemen
aufbauend auf der lokalen pMOR-Methode der Matrixinterpolation. Dafiir wird im néchsten
Abschnitt dieses Verfahren zur Reduktion von parametrischen Modellen kurz eingefiihrt. Das
Konzept der zeitvarianten parametrischen Modellordnungsreduktion — die wir in analoger Weise
p(tYMOR bezeichnen — wird im Abschnitt 3 zusammen mit der auf den parametervarianten Fall
angepassten Matrixinterpolation vorgestellt. Simulationsergebnisse der neu vorgestellten Me-
thode an einem System mit wandernder Last werden abschlieBend im Abschnitt 4 prisentiert.

2 Parametrische Modellreduktion mittels Matrixinterpolation

Im Folgenden werden zunéchst hochdimensionale parametrische Systeme der Form
E(p)x(t) = A(p)x(t) + B(p)u(?),
y(t) = C(p)x(1),

betrachtet, wobei E(p), A(p) € R™", B(p) € R™™ und C(p) € R?*" die vom Parame-
tervektor p € D (mit Parameterbereich D C RY) abhiingigen Systemmatrizen darstellen. Die
Vektoren x(t) € R™, u(t) € R™ und y(¢) € R? kennzeichnen jeweils die Zustands-, Eingangs-
und Ausgangsvariablen des Systems. Die Dimension des Zustandsvektors n € N wird als Ord-
nung des Modells bezeichnet und wird hier als sehr gro3 angenommen (bspw. Ordnungen von
102 bis hin zu 10°). AuBerdem wird angenommen, dass E(p) fiir jedes p € D nichtsingulir ist.
Das Ziel der parametrischen Modellordnungsreduktion besteht darin, das hochdimensionale
Modell (1) auf ein niedrigdimensionales Modell zu reduzieren, das die wichtigste Dynamik des
Originalsystems approximiert und die Parameterabhédngigkeit der Matrizen bewahrt. Zu diesem
Zweck wird im néchsten Abschnitt der projektive Modellreduktionsansatz auf das parametri-
sche System (1) angewandt.

o))

2.1 Projektionsbhasierte pMOR

Bei der projektionsbasierten pMOR wird der hochdimensionale Zustandsvektor x(¢) in einen
niedrigdimensionalen Unterraum ) projiziert. Der Zustandsvektor wird demzufolge durch
x(t) =~ V(p)x,(t) approximiert, wobei x,.(t) € R" eine niedrigere Dimension r < n auf-
weist und V(p) € R™*" eine Basis des Unterraums ) darstellt. Die Projektion wird entlang des
orthogonalen Komplements eines weiteren Unterraums }V durchgefiihrt, der von den Spalten
von W(p) € R"*" aufgespannt wird. Wendet man also eine weitere geeignete Projektionsma-
trix W(p) auf (1) an, die die sog. Petrov-Galerkin Bedingung erzwingt, dann erhélt man das



reduzierte, parametrische Modell

2)

mit den reduzierten Matrizen
E.(p) = W(p)"E(p)V(p), A.(p)=W(p)"A(p)V(p),
B.(p) = W(p)"B(p), C.(p) = C(p)V(p).

Wie bereits oben eingefiihrt, gibt es unterschiedliche Moglichkeiten, um ein parameter-
abhdingiges, reduziertes Modell (2) zu erhalten. Eine Moglichkeit besteht darin, im gesamten
Parameterraum global giiltige Projektionsmatrizen V (p) und W (p) zu berechnen (z.B. mittels
Verkettung von mehreren an verschiedenen Parameterstiitzstellen berechneten lokalen Basen)
und diese anschlieBend fiir eine globale Projektion zu verwenden. Eine andere Moglichkeit
beruht auf der lokalen Reduktion des Originalmodells an mehreren Parameterstiitzstellen mit
Hilfe eines gingigen MOR-Verfahrens und anschlieBend auf einer Interpolation, um ein re-
duziertes Modell fiir einen neuen Parameterwert zu bekommen. Das lokale pMOR-Verfahren
der Matrixinterpolation soll spiter in diesem Beitrag fiir die Reduktion von hochdimensiona-
len LPV-Systemen angepasst und verwendet werden, weshalb diese Methode zur Reduktion
linearer, parametrischer Systeme im nichsten Abschnitt erlautert wird.

3)

2.2 pMOR mittels Matrixinterpolation

Bei dem Verfahren der Matrixinterpolation werden zunéchst & geeignete Parameterstiitzstellen
pi,t = 1,...,k gewdhlt, an denen das Originalmodell (1) evaluiert wird, um lokale (para-
meterunabhingige) Systeme aufzubauen. Jedes aufgebaute Modell wird anschlieend separat
auf die gleiche Ordnung r reduziert mittels individuelle Projektionsmatrizen V; := V(p;) und
W, := W(p;). Diese Projektionsmatrizen konnen mit einem beliebigen (nicht-parametrischen)
Reduktionsverfahren berechnet werden, wie z.B. mit modaler Reduktion, Balanciertes Ab-
schneiden, Krylow-Unterraum-Methoden (auch Moment Matching Methoden genannt) oder
Proper Orthogonal Decomposition (siehe [3]).

Da die Projektionsmatrizen V; im Allgemeinen unterschiedlich sind und dementsprechend die
reduzierten Zustandsvektoren nicht die gleiche physikalische Bedeutung haben, werden die in-
dividuell reduzierten Modelle

Er,ixr,i (t) — Ar,ixr,i(t) + Br,iu(t)7

Yri (t) = Cr,ixr,i(t)a

“4)

vor der Interpolation derart modifiziert, dass die reduzierten Zustandsgrofien x, ;(¢) in einer
Reihe von generalisierten Koordinaten X, ;(t) beschrieben werden. Dies geschieht durch die
Anwendung von Zustandstransformationen der Form x, ;(t) = T;x,;(¢) auf (4) mit reguldren
Transformationsmatrizen T; := T(p;). Diese Zustandstransformationen entsprechen einer An-
passung der unterschiedlichen lokalen Basen V,;. Um eine physikalisch sinnvolle Interpolation
der reduzierten Matrizen zu ermdglichen, miissen auch die Basen W;, die im Allgemeinen
unterschiedlich sein konnen, auch angepasst werden. Hierfiir werden die reduzierten Modelle
(4) von links mit M7 := M(p;)? multipliziert. Damit erhilt man die lokal reduzierten und



transformierten Systeme
Er,i Ar,i B'r,i
—— ——— —
M?ET’zTZ }A(T’Z' (t) = M?AT’ITI )Aini (t) + M?Br,i U(t),
Yri (t> = Cr,iTi fcr,i(t%
——

C’r‘,i

(&)

die in den gleichen Koordinaten x, ;(¢) beschrieben sind [17, 2]. Die Verwendung der reguliren
Transformationsmatrizen T;, M; € R"*" verdndert das Ein-/Ausgangsverhalten der lokal redu-
zierten Modelle nicht.

Nach der Transformation auf gemeinsame Koordinaten kann ein reduziertes Modell fiir einen
neuen Parameterwert p

E,(p)%.(t) = A (p)x.(t) + B,(p)u(t),

. (6)
yr(t) = C.(p)x, (1),
berechnet werden, indem zwischen den reduzierten Matrizen aus (5) gemil3
. k . . k .
Er(p) = Zi:l Wi (p)Er,ia Ar(p) = Zi:l Wi(P)Ar,z‘7 (7)

k ~ k ~

B.(p)=)  wilBu Ci(p)=) wi(p)Cr

und mit Gewichtungsfunktionen w;(p,) mit 2?21 wi(p) = Lwi(pj) = 0;; fire,j =1,...k
interpoliert wird. Offen bleibt noch die Frage, wie die Transformationsmatrizen T; und M,
gewihlt werden sollen.

Anpassung der lokalen Basen V;

Das Ziel der Zustandstransformationen mit den Matrizen T); ist die Einfiihrung von generalisier-
ten Koordinaten, die beziiglich einem von den Spalten einer orthogonalen Matrix Ry € R™*"
aufgespannten Referenzunterraum in gewisser Hinsicht kompatibel sind. Hierfiir werden die
rechten lokalen Basen durch V,; = V,T; angepasst, wobei angestrebt wird, dass durch die ge-
eignete Wahl von T; die Vektoren in V; und Ry eine moglichst hohe Korrelation zueinander
aufweisen. Fine mogliche Losung fiir T;, die eine maximale Korrelation liefert und bei der
kein niedrigdimensionales Optimierungsproblem geldst wird, ergibt sich zu T; := (RLV;)™?
(s. [17, 13]). Fiir die Berechnung der Matrix Ry, kann entweder eine lokale Basis V; eines
reduzierten Systems verwendet werden oder die » wichtigsten Richtungen der Matrix

Var=[Vi Vy ... V], 8)

aus einer Singulirwertzerlegung von V; = UXNT berechnet und in Betracht gezogen werden.

Anpassung der lokalen Basen W

Die linken lokalen Basen werden beziiglich einem von der orthogonalen Matrix Ry, € R™*"
aufgespannten Unterraum durch die Basiswechsel W, = W, M; angepasst. Die Matrizen M,
werden, dhnlich wie zuvor, durch die Maximierung der Korrelation zwischen den Vektoren in
W, und Ry gewihlt. Eine mogliche Losung lautet M; := (R%, W,)~!. Die Matrix Ryy kann
in analoger Weise wie R, ermittelt werden oder diese ergibt sich bei Verwendung der gleichen
Referenzunterrdume zur Anpassung der linken und rechten Basen zu Ry, = Ry [13].



3 Zeitvariante parametrische Modellreduktion mittels Matrixinterpolation

Nachdem im vorherigen Abschnitt parametrische Systeme und deren projektionsbasierte Re-
duktion mittels Matrixinterpolation behandelt wurden, sollen nun hochdimensionale lineare pa-
rametervariante Systeme der Form

€))

untersucht werden. Die Systemmatrizen hidngen jetzt von einem zeitverdnderlichen Parameter-
vektor p(¢) ab. Aufgrund dieser expliziten Abhingigkeit der Parameter von der Zeit wird in
diesem Abschnitt ein projektionsbasierter zeitvarianter parametrischer Modellreduktionsansatz
zur Reduktion von LPV-Systemen hergeleitet und darauf basierend das Verfahren der Matrixin-
terpolation angepasst. Das Zeitargument ¢ des Zustands-, Eingangs- und Ausgangsvektors wird
nachfolgend der kiirzeren Darstellung halber ausgelassen.

3.1 Projektionsbasierte p(t)MOR

Im Fall einer zeitvarianten parametrischen Modellordnungsreduktion wird der hochdimensio-
nale Zustandsvektor x mit Hilfe einer zeitabhéngigen Projektionsmatrix V (p(¢)) in einen nied-
rigdimensionalen, verdanderlichen Unterraum projiziert. Fiir die Approximation des Zustands-
vektors werden die folgenden Gleichungen verwendet

x ~ V(p(t))x,,
. (10)
x ~ V(p(t))x, + V(p(t))%,,

wobei in diesem Fall die Produktregel (oder Leibnizregel) der Differentialrechnung bei der
Bildung der zeitlichen Ableitung des Zustandsvektors beriicksichtigt werden muss. Setzt man
die beiden Approximationsgleichungen in (9) ein und wendet man darauf folgend eine weitere
zeitvariante Projektionsmatrix W (p(t)) an, die die Petrov-Galerkin Bedingung erzwingt, dann
erhilt man das reduzierte, parametervariante Modell

E,(p(1)% = (A(p(1) — WD) Bp@)V(R(1) ) %, + B, (p(H)u,

(11)
Yr = Cr(p(t))xra
mit den reduzierten Matrizen
E/(p(t) = W(R(0) BRIV, Ap(t) = WO AROVEO.

B, (p(t)) = W(p(t))"B(p(t)), C,(p(t)) = C(p(t))V(p(t)).

Bemerkenswert an dem erhaltenen reduzierten Modell (11) ist, dass die Dynamikmatrix nicht
lediglich aus der reduzierten Matrix A, (p(t)) besteht, sondern sich aus einem weiteren Term
zusammensetzt, der von der zeitlichen Ableitung der zeitabhingigen Projektionsmatrix gemif
V(p(t)) abhiingt. Dieser zusitzliche Term beeinflusst die Dynamik des reduzierten Modells
und folglich auch die Approximation des Ubertragungsverhaltens des originalen LPV-Systems.
Daher darf dieser bei der Ubertragung des lokalen pMOR-Verfahrens der Matrixinterpolation
auf den parametervarianten Fall nicht unberiicksichtigt bleiben.



3.2 p(t)MOR mittels Matrixinterpolation

Ahnlich wie davor fiir die Reduktion linearer, parametrischer Systeme wird das originale LPV-
System (9) zunéchst an unterschiedlichen diskreten Parameterstiitzstellen p;,2 = 1, ...,k eva-
luiert. Die an den diskreten Stiitzstellen aufgebauten Modelle werden anschlieBend mittels in-
dividuellen Projektionsmatrizen V; := V(p;) und W; := W(p;) auf die gleiche Ordnung r
reduziert, wobei auf die konkrete Berechnung der Matrix V (p(t)) spiter eingegangen wird. Da
die reduzierten Zustandsvektoren x,; der erhaltenen reduzierten Modelle

E,i% = (A = WIEV(p(1)) ) X, + By,
(13)
Yri= Cr,ixr,i

im Allgemeinen in unterschiedlichen Unterrdaume enthalten sind und aus diesem Grund eine
direkte Interpolation nicht physikalisch sinnvoll ist, miissen diese zuerst auf die gleichen Koor-
dinaten transformiert werden. Dies geschieht mittels Zustandstransformationen der Form

Xri = Tif(r,i )
(14)

Xri = LiXpi + TiX, 4,

wobei an dieser Stelle erneut die Produktregel bei der Differentiation von x,; beriicksichtigt
werden muss. Die reduzierten Modelle aus (13) werden darauf folgend von links mit MZT mul-
tipliziert, um die Anpassung der Basen W; vorzunehmen. Die lokal reduzierten und transfor-
mierten Systeme ergeben sich im parametervarianten Fall demnach zu

Anew T,
Er,i Ar,i - B'r,i
M/E,;T;%,;= | M{ A,;T; =M W/E;V(p(t))T; - M{E,; T; [ X, + M{B,;u,

(15)

yri= Cm'Ti X
——

C'r,i

Die resultierende Dynamikmatrix Anew ri setzt sich neben der aus dem Abschnitt 2.2 bereits
bekannten Matrix Am- auch aus zwei neu dazugekommenen Terme zusammen, die jeweils von
den Matrizen V(p(t)) und T; abhingen. Deren Berechnung wird in den nichsten beiden Ab-
schnitten behandelt.

Um schlieBlich ein reduziertes Modell fiir einen neuen Parameterwert p

Er(p(t))xr = Anewr,i(p(t))xr + Br(p(t))ua

. (16)
yr = Cr(p(t))xra
zu erhalten, wird zwischen den reduzierten Matrizen aus (15) folgendermallen interpoliert:
. k . - k .
E.(p(t) =) wilp))Ew, Auw(p0)=) wipl)Awer .



3.2.1 Zeitliche Ableitung von V

Die zeitliche Ableitung der Projektionsmatrix V kann mittels finite Differenzen approximiert
werden. Eine Moglichkeit besteht darin, die zeitliche Ableitung, die sich unter Beriicksichtigung
der Kettenregel ergibt, mit Hilfe einer finiten Differenz zu berechnen:

oV V,—-V._ —p,
:a_p:— Vi1 P¢ ptl‘ (18)
P p,—p,, At

-

V(p(t))

Dabei kennzeichnet p,; die obere Intervallgrenze im Intervall p, € [pi,ﬁi], in dem sich
der Parametervektor zum Zeitpunkt ¢ befindet. Fiir die lokalen Basen in diesem Intervall
gilt: 'V, € [V,,V,]. Andererseits kennzeichnet p, , die untere Intervallgrenze im Intervall
Pi-1 € [Ei_pﬁi—l]’ in dem sich der Parametervektor zum Zeitpunkt ¢ — 1 befindet. Fiir die

lokalen Basen in diesem Intervall gilt in analoger Weise:V, 1 € [V, ,,V;_1]. Abbildung
1 veranschaulicht die genannten Intervalle. Diese erste Methode erfordert keine weitere
Berechnung von lokalen Basen und ist daher besonders effizient, aber hat den Nachteil, dass es
sich um eine Approximation der zeitlichen Ableitung handelt.

Eine andere Moglichkeit zur Berechnung von V(p(t)) besteht darin, direkt die totale
Ableitung folgendermaflen zu ermitteln:

. dvV. V, -V,

V(p(t) = — = ————. 19
(1) = o =~ (19)
Dieser zweite Vorschlag erfordert die zusétzliche Berechnung der lokalen Basen an den Para-
meterwerten p, und p;_i, liefert jedoch eine bessere Approximation der zeitlichen Ableitung
von V.

Abbildung 1: Illustration der verschiedenen Parameterstiitzstellen und deren lokalen Basen

3.2.2 Zeitliche Ableitung von T

Die Transformationsmatrizen T; sind, unter Verwendung der gleichen Referenzunterriume
Ry = Ry := R, gegeben durch: T; = (RTV,;)~! := K~L. Fiir die Berechnung der zeitlichen
Ableitung wird der folgende Satz aus [9, S. 457] verwendet:

Satz 1. Ist K invertierbar, so ergibt sich die Ableitung der Inversen als dIfi: = —K‘ldd—IfK_l.

Damit resultiert folgendes:

£, = BRIV IRIVEO)IRIV) T = —TRIVEEO)T, 0




4 Anwendungsbeispiel: Systeme mit wandernder Last

Ein mogliches Beispiel fiir Systeme, deren dynamisches Verhalten sich mit der Zeit verindert,
sind Systeme mit wandernder Last. Solche Systeme treten in zahlreichen technischen Problem-
stellungen auf, wie z.B. in der Mehrkorperdynamik, bei der Modellierung von Zahnrider, bei
Friasprozessen oder Verladebriicken. Bei diesen Systemen variiert der Angriffspunkt der ein-
wirkenden Lastkraft mit der Zeit. Um dieses durch die wandernde Last verursachte zeitvariante
Verhalten im Modell zu integrieren und diese Modelle im Anschluss daran zu reduzieren, gibt es
unterschiedliche Ansitze: Eine mogliche Methode besteht darin, Systeme mit wandernder Last
als lineare schaltende Systeme zu modellieren und anschlieBend etwa Balanciertes Abschnei-
den zur Reduktion der einzelnen linearen zeitinvarianten Subsysteme anzuwenden [14]. Eine
andere Vorgehensweise basiert auf der Interpretation der Lastposition als ein zeitveridnderlicher
Systemparameter, so dass ein Modell mit parametervarianter Eingangsmatrix B(p(t)) entsteht.
Bei vielen Publikationen (beispielsweise [10, 11, 14, 12]) wird der Parameter als zeitunabhéngig
angenommen. Daher wird ein beliebiges pMOR-Verfahren auf das resultierende parametrische
System angewandt (z.B. Matrixinterpolation in [10, 11, 12] zur Reduktion eines diinnwandigen
Zylinders mit rotierender Kontaktkraft oder globale Projektionsmatrizen berechnet mit IRKA in
[14] zur Reduktion eines thermo-elastischen Maschinenstinders mit beweglichem Werkzeug-
schlitten).

In diesem Beitrag soll der Parameter, der die Position der beweglichen Last beschreibt, nicht
als zeitunabhingig angesehen werden. Daher wird im Folgenden die im Abschnitt 3.2 fiir den
zeitvarianten Fall angepasste Matrixinterpolation mit den beiden neu dazugekommenen Terme
zur Reduktion eines Systems mit wandernder Last verwendet.

4.1 Timoshenko-Balken mit wandernder Last

Beim betrachteten Beispiel handelt es sich um ein Finite-Elemente-Modell, das das dynamische
Verhalten eines einseitig eingespannten Timoshenko-Balkens mit wandernder Last beschreibt.
Hierfiir wird das Modell aus [16] mit NV Finite Elemente und einer Balkenldnge von L = 1m
verwendet. Die Eingangsgrofle des Systems ist die in negativer z-Richtung einwirkende Kraft
F(t), die in unserem Fall von rechts nach links wandert (s. Abb. 2). Die AusgangsgroBe ist die
vertikale Auslenkung an der Balkenspitze.
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Abbildung 2: Timoshenko-Balken mit wandernder Last

Je nachdem, wo die Kraft F’ (t) auf dem Balken wirkt, ergibt sich ein unterschiedlicher Ein-
gangsvektor b mit einer einzigen Eins an der entsprechenden Position. Fiir den Fall z.B., dass
die Kraft auf die Balkenspitze wirkt, beeinflusst dies lediglich den translatorischen Freiheitsgrad



in z-Richtung des /NV-ten Knotens, weshalb der dazugehorige Eingangsvektor durch
—bL=¢"=[0, ... 0,00 100 0] @1

gegeben ist. Dieser Vektor entspricht dem Ausgangsvektor ¢, da wie bereits erwihnt die 2-
Position der Balkenspitze als Ausgangsgrofe des Systems gewéhlt wird.
SchlieBlich erhdlt man folgendes LPV-System zweiter Ordnung

~

M #(t) + D a(t) + K z(t) = b(p(t)) F(t),
(22)

mit Massen-, Dimpfungs- und Steifigkeitsmatrix M, D, K € R6¥*6N ynd Ausgangs- und

Eingangsvektor ¢7, b(p(t))T € ROV, wobei der zeitvariante Parameter p(t) die aktuelle Po-
sition der wandernden Last beschreibt. Die Ordnung des obigen Systems entspricht 6V, da jeder
Knoten sechs Freiheitsgrade hat (3 translatorische und 3 rotatorische). Dieses erhaltene System
zweiter Ordnung wird in ein LPV-System erster Ordnung umformuliert

E % A x b(p(t))

TSI s
o w) [0S D] [0 gt 7o

(23)

wobei F € ROV*6V eine beliebige nichtsinguldre Matrix ist und ¢, b(p(t))T € R*26N In
unserem Fall wird F = K gewihlt, da durch diese Wahl E positiv definit und A dissipativ (d.h.
A + AT < 0) wird. Dies garantiert bei der Anwendung einer einseitigen Projektion bei der
Reduktion (d.h. V = W) stabile reduzierte Systeme (5) (s. [16, 7]). Durch die Umformulierung
in ein LPV-System erster Ordnung lautet die Originalordnung des Systems n = 2 - 6NV.

Im Vergleich zu dem in (9) betrachteten LPV-System stellt das im Folgenden untersuch-
te Beispielmodell (23) einen Spezialfall dar:

1. Es handelt sich um ein EingroB3ensystem, das jeweils nur eine Eingangs- und eine Aus-
gangsgrole besitzt (engl. single-input, single-output, SISO-System).

2. Es wird lediglich ein einziger zeitvarianter Parameter p(t) betrachtet (entspricht in unse-
rem Fall der variierenden Lastposition).

3. Nur der Eingangsvektor b hingt von dem zeitvarianten Parameter p(¢) ab. Die Matrizen
E und A sowie der Ausgangsvektor ¢’ sind konstant bzw. parameterunabhiingig.

4.2 Parametervariante Transformation des Timoshenko-Balkens mit wandernder Last

Bevor das beschriebene Beispielsystem mit Hilfe der angepassten Matrixinterpolation reduziert
wird, wird zunéchst eine parametervariante Zustandstransformation auf das Modell angewandt,
um die Wichtigkeit der Beriicksichtigung von der zeitlichen Ableitung V (p(t)) zu verdeutli-
chen. Zu diesem Zweck wird das Modell lediglich mit N' = 10 Finite Elemente ortlich dis-
kretisiert (Originalordnung entspricht folglich n = 120). Die einwirkende Kraft F'(¢) hat eine
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Abbildung 3: Zeitvariante Zustandstransformation des Balkens mit wandernder Last, v = 57

Amplitude von 20 N und wandert von der Balkenspitze bis zur Anspannung und bleibt dort
wirkend bis zum Simulationsende. Fiir die Zustandstransformation der Form x = V(p(t))z
wird eine parametervariante Transformationsmatrix V (p(t)) verwendet, die aus der Multipli-
kation einer zufélligen orthogonalen und konstanten Matrix V mit einer analytischen Funkti-
on von dem veriinderlichen Parameter p entsteht. Die notwendige zeitliche Ableitung V (p(t))
fiir x = V(p(t))z + V(p(t))z wird aus der analytischen Funktion von p ebenfalls explizit be-
rechnet. In Abbildung 3 ist der simulierte Verlauf der z-Position der Balkenspitze des Origi-
nalmodells (engl. Full Order Model, FOM) und des transformierten Originalmodells ohne und
mit Beriicksichtigung der zeitlichen Ableitung V (p(t)) dargestellt. Die Last wandert exem-
plarisch mit einer Geschwindigkeit von v = 5 und fiir die Simulation wird ein implizites

Euler-Verfahren mit einer Schrittweite von dt = 0.001s verwendet. Es lisst sich erkennen,

dass der Verlauf des zustandstransformierten Modells bei der Beriicksichtigung der zeitlichen

Ableitung der Transformationsmatrix (FOM transf., V) mit dem Verlauf des Originalmodells
iibereinstimmt, wihrend es beim Auslassen von V (p(t)) zu Abweichungen kommt.

4.3 Reduktion des Timoshenko-Balkens mit wandernder Last

Zur Reduktion des beschriebenen Beispielmodells mit der im Abschnitt 3.2 vorgestellten Ma-
trixinterpolation werden im Folgenden k = 75 gleichmifig verteilte Parameterstiitzstellen ver-
wendet, an denen lokale Modelle aufgebaut werden. Diese lokale Modelle werden anschlieBend
auf die Ordnung r = 10 reduziert mit einer einseitigen rationalen Krylow-Unterraum-Methode
mit Entwicklungspunkte s, = 0. Die einwirkende Kraft weist eine Amplitude von 20 N auf und

wandert mit der Geschwindigkeit v. Zur Simulation wird im Folgenden wiederrum ein implizi-
tes Euler-Verfahren mit einer Schrittweite von dt = 0.001 s benutzt.

4.3.1 Reduktion mit p(t)MOR mittels Matrixinterpolation und Eingangs-Krylow-Raum

Zundchst werden zur Reduktion der lokalen Modelle Basen von FEingangs-Krylow-
Unterrdaumen berechnet von der Form

Vip(t) = [Ab(() ALJEA D) ... (AJE) A b(p(?))], (24)



wobei A, := A — soE ist. Aufgrund der einseitigen Reduktion gilt fiir die linken Basen:
W(p(t)) = V(p(t)). In diesem Fall hingen also sowohl die rechten als auch die linken Basen
explizit von der Zeit ab. Die numerische Berechnung der zeitlichen Ableitung der Projektions-
matrix V (p(t)), die fiir die p(t) MOR mittels Matrixinterpolation benétigt wird, erfolgt gemif
(19). Die Berechnung von T, wird ferner nach (20) durchgefiihrt. In den folgenden Abbildungen
sind die Simulationsergebnisse des Original- und des reduzierten Modells (engl. Reduced Order
Model, ROM) ohne (ROM) und mit Beriicksichtigung der zeitlichen Ableitungen (ROM V, T)
fiir verschiedene Geschwindigkeiten der Last dargestellt. Man kann erkennen, dass sowohl die
urspriingliche als auch die fiir den p(t)-Fall angepasste Matrixinterpolation gute Reduktionser-
gebnisse liefern. Die Beriicksichtigung der zeitlichen Ableitungen bringt in unserem Fall dem-
nach nicht den erwarteten Vorteil auBler fiir die Geschwindigkeit v = 20, wo die angepasste
Matrixinterpolation leicht bessere Ergebnisse liefert. Trotz der Abhédngigkeit der Projektions-
matrizen von der Zeit scheint die urspriingliche Matrixinterpolation, die diese Zeitabhingigkeit
bei der Reduktion nicht beriicksichtigt, dennoch gut zu funktionieren.
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Abbildung 4: Simulationsergebnisse bei einseitiger Reduktion mit Eingangs-Krylow-Raum



4.3.2 Reduktion mit p(t)MOR mittels Matrixinterpolation und Ausgangs-Krylow-Raum

Nun werden zur Reduktion der lokalen Modelle Basen von Ausgangs-Krylow-Unterrdumen
berechnet von der Form

W= [A;Tch A TETA Tc” ... (ATET) A TcT] (25)
mit V := W. Bemerkenswert an dieser Stelle ist, dass die Basen jetzt zeitunabhdingig sind,
da zur Berechnung von W der (in unserem Spezialfall parameterunabhéngige) Ausgangsvek-
tor ¢!’ verwendet wird. Abbildung 5 zeigt die Simulationsergebnisse, die sich bei der Anwen-

dung einer einseitigen Reduktion mit Ausgangs-Krylow-Unterrdume ergeben. Aufgrund der
Unabhingigkeit der rechten Basen von der Zeit ist nun V = 0, so dass die beiden neu da-
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Abbildung 5: Simulationsergebnisse bei einseitiger Reduktion mit Ausgangs-Krylow-Raum



zugekommenen Ableitungsterme bei der angepassten Matrixinterpolation entfallen. Aufgrund
dessen stimmt der Verlauf des mit Ausgangs-Krylow-Unterrdume reduzierten Modells (ROM-
W) sehr gut mit dem Originalmodell iiberein, wihrend das mit Eingangs-Krylow-Unterrdume
und urspriinglicher Matrixinterpolation reduzierte Modell (ROM) eine leicht schlechtere Ap-
proximation liefert, da die zeitlichen Ableitungen nicht beriicksichtigt werden.

5 Zusammenfassung

In diesem Artikel wurde eine projektionsbasierte zeitvariante parametrische Modellordnungsre-
duktion zur Behandlung von LPV-Systemen vorgestellt und darauf basierend das lokale Reduk-
tionsverfahren der Matrixinterpolation auf den parametervarianten Fall angepasst. Aufgrund der
expliziten Abhédngigkeit des Parametervektors von der Zeit werden zur Reduktion parameterva-
riante Projektions- und Transformationsmatrizen angewandt. Dadurch entstehen im reduzierten
Modell zwei zusitzliche Terme, die jeweils von zeitlichen Ableitungen abhingen und wéhrend
der Reduktion berechnet und beriicksichtigt werden miissen. Die neu eingefiihrte Matrixinterpo-
lation wurde anschliefend auf ein Timoshenko-Balken mit wandernder Last angewandt. Dieses
Beispielsystem zeichnet sich insbesondere durch einen parametervarianten Eingangsvektor aus,
der je nach Lastposition ein anderes dynamische Verhalten hervorruft. Nach der Anwendung ei-
ner parametervarianten Zustandstransformation auf das Originalmodell, die die Wichtigkeit der
Beriicksichtigung von der zeitlichen Ableitung gezeigt hat, hat sich dieses Ergebnis bei der
Anwendung von Eingangs-Krylow-Unterraumen zur Reduktion des Timoshenko-Balkens nicht
wirklich bestitigt: Die urspriingliche Matrixinterpolation ohne Beriicksichtigung der zeitlichen
Ableitungen hat — genauso wie die fiir den parametervariaten Fall angepasste Matrixinterpo-
lation — zufriedenstellende Reduktionsergebnisse geliefert. Es ist also im Einzelfall zu priifen,
ob die neu hinzugekommenen Ableitungsterme mit V und T wesentlich zur Dynamik eines
reduzierten Modells beitragen. Bei der Anwendung von Ausgangs-Krylow-Unterrdumen zur
Reduktion haben sich beim betrachteten Beispiel besonders gute Ergebnisse ergeben, die durch
die Benutzung des in unserem Fall parameterunabhingigen Ausgangsvektors und der damit
resultierenden zeitunabhédngigen Projektionsmatrizen zu erkldren sind. Grundsétzlich kann des-
halb folgendes festgehalten werden: Zur Reduktion eines LPV-Systems mit parametervariantem
Eingangsvektor b(p(¢)) und sonst nur konstanten Matrizen eignet sich eine einseitige Projek-
tion mit Ausgangs-Krylow-Unterrdumen besonders gut. Umgekehrt sollten Systeme mit nur
parametervariantem Ausgangsvektor c(p(t))? vorzugsweise mittels einseitiger Projektion mit
Eingangs-Krylow-Unterraumen reduziert werden.
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