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Abstract

Since its first description in the year 1930, the Traveling Salesman Problem is one of
the most prominent examples of combinatorial optimization. It asks for the shortest
Hamiltonian cycle on a complete, symmetric graph.

In the first part of this thesis, basic methods for solving this problem are presented.
These include the two heuristics nearest-neighbor and multiple-fragment. Representing
exact algorithms, a Lagrangian relaxation method based on 1-trees is examined in
connection with a branch-and-bound algorithm.

These methods are part of the web application, which was developed during the creation
of this thesis and is described in the second part. It is meant to depict the presented
algorithms in order to give students an understanding of combinatorial optimization
methods. The application therefore uses state-of-the-art web-based technologies such
as HTML 5 and jQuery.

Zusammenfassung

Seit seiner ersten Beschreibung im Jahr 1930 ist das Traveling Salesman Problem eines
der prominentesten Beispiele ungeloster Probleme der kombinatorischen Optimierung.
Es fragt auf einem vollstandigen, symmetrischen Graphen nach einem kiirzesten Ha-
miltonkreis.

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit werden grundlegende Verfahren zur Losung
des Problems vorgestellt. Dazu zdhlen die beiden Heuristiken Nearest-Neighbor und
Multiple-Fragment. Als Vertreter exakter Losungsverfahren wird eine auf Eins-Bdumen
basierende Lagrange-Relaxierung in Verbindung mit dem Branch-and-Bound-Algorithmus
betrachtet.

Diese Verfahren sind Teil der in der zweiten Hélfte beschriebenen Webapplikation, die
im Zuge der Arbeit erstellt wurde. Sie dient der anschaulichen Darstellung der Algorith-
men mit dem Ziel, Schiilern und Studenten Methoden der kombinatorische Optimierung
ndherzubringen. Die Applikation bedient sich dabei neuester Webtechnologien wie
HTML 5 und jQuery.
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Kapitel 1

Das Traveling Salesman Problem

1.1 Entstehung

Das Traveling Salesman Problem oder Problem des Handlungsreisenden, wie es auf
deutsch heifit, beschéftigt sich mit der Frage, wie eine Rundtour durch eine gegebene
Menge Stadte geplant werden muss (ohne eine Stadt doppelt zu besuchen), damit der
insgesamt zuriickgelegte Weg moglichst kurz ist.

Dieses Problem taucht in der Literatur zum ersten Mal im Jahr 1831 in einem Buch von
Voigt auf. Es tragt den Titel Der Handlungsreisende wie er sein soll und was er
zu thun hat, um Auftrige zu erhalten und eines gliicklichen Erfolgs in seinen Geschiften
gewiss zu sein. Von einem alten Voyageur. Entscheidend ist darin ein Ausschnitt auf
den letzten Seiten:

[...] Durch geeignete Auswahl und Planung der Tour kann man oft so viel
Zeit sparen, dafl wir einige Vorschldge zu machen haben. [...] Der
wichtigste Aspekt ist, so viele Orte wie moglich zu erreichen, ohne einen
Ort zweimal zu besuchen. [...]

Obgleich diese beiden Sétze die Fragestellung des Traveling Salesman Problems in-
haltlich sehr gut treffen, wird der Einzug des Problems in die Mathematik auf einen
Beitrag Karl Mengers im Rahmen des Mathematischen Kolloquiums in Wien 1930

zuriickgefiihrt [Men32]:

Wir bezeichnen als Botenproblem (weil diese Frage in der Praxis von
jedem Postboten, tibrigens auch von vielen Reisenden zu l6sen ist) die
Aufgabe, fiir endlich viele Punkte, deren paarweise Abstdnde bekannt sind,
den kiirzesten die Punkte verbindenden Weg zu finden.

Natiirlich stimmt auch diese Formulierung nicht exakt mit dem Problem des Hand-
lungsreisenden iiberein, da hier nur nach dem kiirzesten Weg, nicht aber nach der
kiirzesten Rundtour gefragt ist.

Trotzdem gelangte es von Wien aus 1931/1932 zu Hassler Whitney , der es
unter dem heutigen Namen 1934 an der Universitdt Princeton vorstellte.

Ein weiterer Meilenstein war die Einordnung des Traveling Salesman Problems in die
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Komplexitétsklasse der NP-schweren Probleme [Kar72|. Damit war bewiesen, dass die
Losung des Problem weit schwieriger ist, als zundchst angenommen.

Doch auch nach dieser Erkenntnis wurden unablédssig neue Losungsmethoden entwickelt
- bis heute.

1.2 Definition

Zunéchst ist es notwendig, grundlegende Begriffe zu kldren, die im Zusammenhang mit
der mathematischen Modellierung des Traveling Salesman Problems unabdingbar sind.

Sie orientieren sich an [Diel0)].

Definition 1.1 (Graph)

Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) Mengen V und E C {{v,w} : v,w € V}. Elemente
von V heiflen Knoten, Elemente von E nennt man Kanten des Graphen G.

Ein Graph heifit vollstindig, falls E = {{v,w} : v,w € V}.

Definition 1.2 (Gewichteter Graph)
Ein Graph G = (V, E,c) mit einer Gewichtsfunktion ¢ : E — R heifit gewichteter
Graph.

Man kann nun Stiddte mithilfe von Knoten und direkte Strecken zwischen zwei Stadten
durch Kanten beschreiben. Die Kantengewichte sind die jeweiligen Distanzen zweier
Stidte zueinander. Diese werden der Ubersichtlichkeit halber im weiteren Verlauf mit
Cow = c({v,w}) abgekiirzt.

Definition 1.3 (Inzidenz, Grad)
Ein Knoten v und eine Kante e sind inzident, wenn v € e. Die Anzahl der mit v
inzidenten Kanten wird Grad dg(v) des Knotens v beziiglich G genannt.

Definition 1.4 (Weg)

Ein Weg ist ein nichtleerer Graph P = (V' E’) mit V' = {vg,v1,...,vx} € V und
E' = {{vo,v1}, {v1,v2}, ... {vg_1,vk}} C E, wobei die v;, i € {1,...,k} paarweise
verschieden sind.

Eine Tour kann in der Graphentheorie mithilfe eines Kreises modelliert werden:

Definition 1.5 (Kreis)

Ist P = (V' E’) ein Weg mit E' = {{vg,v1},{v1,v2},...,{vk_2,vk_1}} und k > 3, so
nennt man C' = (V', E' U {vg_1,v0}) Kreis.

Enthélt ein Kreis alle Knoten des Graphen, nennt man ihn Hamilton-Kreis

Es ist sehr intuitiv, anzunehmen, dass der direkte Weg zwischen zwei Stadten automa-
tisch kiirzer ist, als ein ,,Umweg* iiber eine dritte Stadt. In der Graphentheorie heifit
diese Eigenschaft Dreiecksungleichung.
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Definition 1.6 (Dreiecksungleichung)
Seien u, v, w € V. Dann gilt

Cuv < Cuw + Cows Cuw < Cup + Cow U Cyyy < Cup + Cyp-

Nun kann das Traveling Salesman Problem definiert werden.

Definition 1.7 (Traveling Salesman Problem)

Das Problem, auf einem Graphen einen kiirzesten Hamilton-Kreis zu finden, wird
als Traveling Salesman Problem bezeichnet. Es heif3t metrisches Traveling Salesman
Problem, falls fiir jedes Knotentripel des Graphen die Dreiecksungleichung erfiillt ist.

In der vorliegenden Arbeit soll ausschlieflich das metrische Traveling Salesman Problem
auf einem ungerichteten (aber nicht zwangsléufig vollsténdigen) Graphen betrachtet
werden.

An dieser Stelle sei bemerkt, dass folgender Satz gilt:

Satz 1.8
Sei G = (V, E,c) ein vollstindiger Graph, der die Dreiecksungleichung erfillt.
Dann gibt es einen kiirzesten Weg durch alle Knoten, der keinen Knoten doppelt enthdlt.

Beweis. Angenommen der kiirzeste Weg P = (V' E’) enthalte einen Knoten doppelt,
dann gibt es Knoten vy, va, v3, v4, v5 € V' und Kanten {v1, va}, {va, v3}, {vs, va}, {va, v5} €
E’, wie in Abbildung dargestellt.

Die Kanten {v4,v2} und {vs,vs} kénnen dann durch die Kante {v4, v5} ersetzt wer-
den. Der neue Weg ist aufgrund der Dreiecksungleichung héchstens so lang wie der
urspriingliche und damit ebenfalls ein kiirzester Weg durch alle Knoten. O

Abbildung 1.1: Ausschnitt einer kiirzesten Tour, die den Knoten vy doppelt besucht.
Das Traveling Salesman Problem, wie es oben definiert wurde, kann auch als lineares
Optimierungsproblem dargestellt werden:

Definition 1.9 (Lineares Optimierungsproblem)
Sei G = (V,E,c), 0.B.d.A. V ={1,...,n}. Dann wird das Problem

min Z Zcijxij (11)

i€V j>i
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unter den Nebenbedingungen

Yowji+> =2 VieV (1.2a)
j<i j>i
i€S jes:
71>
vy €{0,1} i jeV,ji>i (1.2¢)

als das zum (symmetrischen) Traveling Salesman Problem gehorige lineare Optimie-
rungsproblem bezeichnet.

Zum besseren Verstédndnis der Definition sollen die Gleichungen néher erldutert werden.
Die Funktion (/1.1)) minimiert die Linge der benutzten Kanten unter den folgenden
Voraussetzungen:

e Jeder Knoten ist inzident zu genau zwei Kanten. (|1.2al)

e Auf keiner (echten) Knotenteilmenge existiert eine Tour. Daraus folgt, dass in
einer Tour auf der gesamten Knotenmenge keine Subtouren enthalten sind. (|1.2b))

e Die Kante {i,j} ist entweder in der Losung enthalten (= x;; = 1) oder nicht

(= =5 =0). (L2J)

Es soll schlieBlich ein Beispielgraph G = (V, E, ¢) auf fiinf Knoten eingefithrt werden,
auf den die in den folgenden Abschnitten beschriebenen Algorithmen exemplarisch
angewandt werden. V sei dazu die Knotenmenge {A, B,C, D, E} und E die Kanten-
menge {{v,w} € V xV : v # w}. Die Kantengewichte seien die in Abbildung
angegebenen.

Abbildung 1.2: Vollstdndiger, ungerichteter Beispielgraph



1.3 Zielsetzung

1.3 Zielsetzung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist zunédchst die Préasentation grundlegender Losungs-
verfahren des Traveling Salesman Problems und anschlieend ihre Darstellung in
einer Webapplikation. Zu diesem Zweck ist sie in zwei Teile unterteilt. Da sowohl
Nearest-Neighbor- als auch Multiple-Fragment-Heuristik sehr anschauliche Beispiele
fiir heuristische Losungsalgorithmen darstellen, sollen beide zundchst unter mathemati-
schen Gesichtspunkten vorgestellt werden. Als Vertreter der exakten Losungsverfahren
wurde eine Lagrange-Relaxierung gewéhlt, die Eins-Badume als Losungsmenge benutzt.
Ihr Grundprinzip, sowie das der Branch-and-Bound-Methode lassen sich ebenfalls
sehr gut darstellen. Natiirlich stellen diese Verfahren keinesfalls den heutigen Stand
der Forschung dar, sondern sind vielmehr erste erfolgreiche Anndherungsversuche an
das Traveling Salesman Problem. In einem kurzen Ausblick zu weiteren Verfahren
werden schliefilich modernere Lésungsmethoden vorgestellt, zu denen auch sogenannte
Verbesserungsverfahren zahlen.

Im zweiten Teil wird eine Webapplikation prasentiert, die im Zuge dieser Arbeit er-
stellt wurde. Thre Berechnungsalgorithmen beruhen in modifizierter Form auf einer
Java-Implementierung aus dem Jahr 2004, die aber aufgrund fehlender Unterstiit-
zung heutiger Browser praktisch nicht mehr verwendbar ist. Die erstellte Applikation
hingegen befindet sich nun auf dem Stand aktueller Webtechnologien wie HTML5
und jQuery. Ihr Aufbau, sowie ihre Funktionsweise sind in Kapitel [3] erklart. Dabei
wird insbesondere auch auf ihre Erweiterbarkeit eingegangen, um das Implementieren
zusétzlicher Algorithmen zu vereinfachen.






Kapitel 2

Losung des Traveling Salesman Problems

2.1 Heuristische Losungsverfahren

FEine Klasse der Losungsalgorithmen ist die Klasse der sogenannten Heuristiken. Sie
garantieren nicht, dass eine optimale Losung gefunden wird, sondern versuchen diese
mithilfe von Entscheidungsregeln moglichst , klug“ anzunahern. Im Falle des Traveling
Salesman Problems beschreibt ihre Ausgabe einen Hamilton-Kreis, der mindestens die
Léange der optimalen Losung hat.

Im folgenden Abschnitt sollen zwei dieser Heuristiken néher vorgestellt werden.

2.1.1 Nearest-Neighbor-Heuristik

Eine sehr intuitive Herangehensweise an das Problem ist der sogenannte Nearest-
Neighbor-Algorithmus:

Zunéchst wird ein Knoten (beispielsweise v1) ausgewéhlt. Anschlieflend wird in jedem
Iterationsschritt der Knoten v; ausgewéhlt, der dem zuletzt ausgewahlten Knoten v;_1
néchstgelegen und noch nicht im bereits gefundenen Weg enthalten ist. Die Kante
{vi—1,v;} wird dann in den Weg eingefiigt. Der Algorithmus ist beendet, sobald alle
Knoten besucht wurden. Dieses Vorgehen ist formal in Algorithmus [1] beschrieben.

Algorithmus 1 : Nearest-Neighbor-Heuristik

Eingabe : G = (V, E, c)
Ausgabe : Kreis V¢, der alle v € V' besucht

z1 < v € V beliebig

V'« V\ {v}

14— 2

while V' # () do
zi <— argmin, ey c({vi—1,v})
V' V'\{v;}
t1+1

end

Vo < (v1, .., Un,01)

© 0w N OO W N =
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Man kann sich leicht vorstellen, dass die Kanten ohne die letzte einen relativ kurzen
Weg beschreiben, wihrend die letzte Kante (fast) beliebige Lange haben kann und die
gefundene Losung deshalb héufig alles andere als optimal ist.

Zu bemerken ist aber, dass diese letzte Kante tatséichlich in ihrer Lange nach oben
beschrankt ist, da sie die direkte Verbindung zwischen erstem und letztem Knoten
darstellt, die geméafl der Dreiecksungleichung zwangslaufig kiirzer ist als der ,,Umweg*
iiber die restlichen Knoten. Sie kann also nicht langer als der Rest des Weges sein.
Trotzdem ist die Losung des Nearest-Neighbor-Verfahrens beliebig schlecht, wie folgen-
der Satz zeigt.

Satz 2.1 ([RSI77])

Sei NN(I) die Linge einer von der Nearest-Neighbor-Heuristik gefundenen Liosung
und OPT(I) die optimale Losung des Problems I, dann gilt: Fir alle r > 1 gibt
es eine Konfiguration I des Traveling Salesman Problems auf n Knoten, die unter
Voraussetzung der Dreiecksungleichung die Ungleichung

NN(I) > r- OPT(I)
erfillt, wenn n nur ausreichend grof§ ist.

Beweis. Fiir den Beweis dieses Satzes wird ein geeigneter Graph F; konstruiert, der
folgendermafen entsteht: Der vollstandige Graph Fj enthélt drei Knoten Ay, Eq und Cf,
die paarweise den Abstand 1 haben, wie in Abbildung zu sehen ist. F; = (V;, E;, ¢;)
wird anschliefend rekursiv mithilfe folgender Vorschrift generiert:

F; besteht aus zwei Kopien von F;_1, die iiber zusétzliche Kanten miteinander verbun-
den sind. Zum besseren Verstandnis werde der linke Knoten A; 1 der ersten Kopie
mit A; bezeichnet und der der zweiten Kopie mit A}. Analog dazu wird der mittlere
Knoten E;_; mit B; bzw. B} und der rechte Knoten C;_1 mit C; bzw. C/ benannt.
Anschliefilend werden drei neue Knoten D;, E; und D! hinzugefiigt. Mithilfe zusétzlicher
Kanten entsteht wieder ein vollstandiger Graph. Alle bisherigen Kantengewichte bleiben
unverindert. Die Kanten {C;, D;}, {D;, E;}, {E;, D.}, {D}, A} erhalten das Gewicht 1,
{B;, D!} und {D;, B!} das Gewicht 2=1. Alle weiteren Kantengewichte sind durch die
Lénge des kiirzesten Weges zwischen den Endknoten der jeweiligen Kante gegeben.
Die Rekursionsvorschrift ist in Abbildung 2:1D] grafisch dargestellt, ebenso F» und F3

(Abbildung bzw. [2.1d)).

Behauptung 1: Die Anzahl der Knoten im Graphen F; betrigt 3(28 — 1).

Die Behauptung lasst sich mittels Induktion beweisen. Sei dazu n(F;) die Anzahl
Knoten des Graphen F;.

Induktionsanfang:
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1

VAN

(a) Iy | | | (b) Gel;erieru;lg voni F; | | |
o AN e
(c) F»
D A A
(d) Fs

Abbildung 2.1: Sukzessive Konstruktion des Graphen F;

Induktionsschritt:

n(Fiy1) = 2n(F;) + 3
=2(3(2"-1))+3
=3.2"1 3
= 3(27 — 1)

Behauptung 2: OPT(I) < 6(2) — 8

Durch Ablaufen des Graphen von links nach rechts und anschliefender Riickkehr zum
Startpunkt auf direktem Weg erhélt man eine Tour, die aufgrund der Dreiecksunglei-
chung hochstens von der Lénge

2(n(F;) — 1) =2(3(2" — 1) — 1) = 6(2) — 8
sein kann, woraus die Behauptung folgt.

Nun wird eine Tour T; konstruiert, die ein mogliches Ergebnis der Nearest-Neighbor-
Heuristik darstellt. Auch diese Tour wird rekursiv mithilfe der in Abbildung [2.2a] und
abgebildeten Vorschrift generiert. In F; startet der Algorithmus im Knoten 41 und
kehrt iber die Knoten C] und E; wieder zu diesem zuriick. Um T; zu erzeugen, wird
zunéchst die Tour T;_1 in der ersten Kopie von F;_1 bis einschliefllich der vorletzten
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Kante durchlaufen. Statt nun zum Startknoten A; zuriickzukehren, wird iiber die Kan-
ten {B;, D;} und {D;, A;} der linke Knoten der zweiten Kopie von F;_; erreicht. Auch
diese wird analog zu T;_; durchlaufen ohne zu A} zuriickzukehren. Von B; aus fiithrt der
generierte Weg schliellich iiber D; und E; zum Startknoten A; zuriick. Offensichtlich
gilt also fiir jeden Teilgraphen Fy, k < i, dass die erstellte Tour am linken Knoten
beginnt und nach Besuch aller Knoten von Fj, in der Mitte endet.

1

VAN

A Eq elf A; B; Ci D; E; D Al B! c!

(a) Tour auf F; (b) Generierung einer ,schlechten® Tour auf F;

(c) Tour auf Fy

(d) Tour auf F3

Abbildung 2.2: Worst-Case-Verhalten der Nearest-Neighbor-Heuristik auf F;

Behauptung 3: Die Linge einer Kante vom mittleren Knoten des Graphen F; zu
einem der beiden duferen Knoten betrigt 20 — 1.

Um die Lénge einer solchen Kante zu beweisen, soll zunéchst allgemein die Distanz
2(F;) = 27 — 3 der beiden duBeren Knoten A; und C/ eines Graphen F; zueinander
gezeigt werden:

Induktionsanfang:

10
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Induktionsschritt:

2(Fi1) = 2(Fi—1) + 242"+ 1+ 2(F))

A;—B; Bi—A; Al—=C
_ 9li+D+1 _ g

Aus der ermittelten Distanz folgt nun fiir den Graphen F; die Lange des Weges von
A; nach C; mit z(F,_1) = 2° — 3. Addiert man nun die Distanz zwischen den Knoten
C; und E; hinzu, erhélt man mit z(F;_1)+2 = 2/ —1 die Linge des Weges von A; nach E;.

Behauptung 4: Der konstruierte Weg ist ein mogliches Ergebnis der Nearest-Neighbor-
Heuristik.

Dass es sich bei der konstruierten Tour tatsédchlich um eine giiltige Losung des Ver-
fahrens handelt, kann man sich leicht klarmachen, wenn man davon ausgeht, dass
wegen der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung eingezeichnete Kanten bevorzugt oder
zumindest gleichberechtigt zu den nicht eingezeichneten Kanten ausgewéhlt werden.
Die Tour T in F ist offensichtlich ein mégliches Ergebnis. Fiir jeden Rekursionsschritt
gilt als Induktionsvoraussetzung, dass die Wege auf den beiden enthaltenen F;_; mogli-
che Losungen der Nearest-Neighbor-Heuristik darstellen, wenn man die letzte gefundene
Kante (zurtick zum Startpunkt) entfernt. Es bleibt also zu zeigen, dass die Verbindung
dieser beiden Wege ebenfalls Teil einer solchen Losung ist.

Ist der Algorithmus bei B; angekommen, hat er zwei Moglichkeiten fortzufahren. Er
kann entweder die Kante {B;, D;} oder die Kante {B;, D} benutzen, alle weiteren
verbleibenden Kanten von B; aus sind offensichtlich langer und kommen deshalb fiir
den Algorithmus nicht in Betracht.

Aufgrund von Behauptung 3 gilt: cg,p, = cp,c;, + coyp; = 2071 — 14+ 1 = 2771 Die
Kante {B;, D;} ist also genauso lang wie die Kante {B;, D.} und der Algorithmus kann
sich an dieser Stelle tatséchlich fiir letztere entscheiden.

Analog dazu ist die Distanz zwischen B! und D; mit 2¢~! kleiner als die Distanz
zwischen B! und E; mit 27! + 1. Von B aus muss der Algorithmus also die Kante
{Bl, D;} in seine Losung aufnehmen. AnschlieBend bleiben nur die Knoten E; und A4;
iibrig, die er in dieser Reihenfolge besucht.

Behauptung 5: Der konstruierte Weg hat die Linge (i + 2)2¢ — 3.

Die Lange des generierten Weges vom linken bis zum mittleren Knoten, I(F;) =
(i 4+ 1)2° — 2, kann ebenfalls mittels Induktion nachgewiesen werden.
Induktionsanfang:

I(Fy) =2

11
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Induktionsschritt:

I(Fiypqp) = 21(F;) +2-2"+2
2((1 +1)2" —2) + 211 2
(i + 1)21+1 49+l _9
=((i+1)+1)2" —2

Aus den beiden vorangegangenen Behauptungen 3 und 5 folgt
NN =U(F)+2(F)=(i+1)2"—2+2" —1= (i +2)2' - 3.

Daraus folgt fiir das Verhéltnis zwischen gefundener und optimaler Tour

NN(I) (i+2)20 -3
OPT(I) = 6(2¢) -8

Die rechte Seite ist fiir ¢ > 1 streng monoton steigend, sie kann also jeden Wert r > 1
iiberschreiten. O

Dieser Beweis zeigt, dass die Nearest-Neighbor-Heuristik das metrische Traveling
Salesman Problem unter entsprechenden Umstédnden beliebig schlecht 16st. Es gibt aber
auch Graphen in der euklidschen Ebene, die zu solch schlechten Lésungen fithren kénnen.
Hurkens und Woeginger [HWO04] konnten eine Instanz I des euklidschen Traveling
Salesman Problems auf n Knoten finden, fiir die gilt:

NN([I) 3

— > (/3 - 2)(1 -2

OPT(I) = (V3= 5)(logn ~2)
Abbildung [2:3] zeigt schliefllich eine Rundtour, die durch Anwendung der Nearest-
Neighbor-Heuristik auf den Beispielgraphen entstanden sein konnte.

Abbildung 2.3: Mogliche Losung der Nearest-Neighbor-Heuristik mit Startknoten A und
Lange 13

12
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2.1.2 Multiple-Fragment-Heuristik

Statt lokal von einem Knoten aus eine moglichst optimale Kante zu suchen, ist es
ebenso moglich, das Problem ,,globaler” zu betrachten und in jedem Schritt aus allen
verfiigbaren Kanten die kiirzeste zu wahlen. Dazu bietet es sich an, alle Kanten zunéchst
ihrer Lange nach aufsteigend zu sortieren und anschliefend in dieser Reihenfolge in den
Losungsgraphen einzufiigen. Um nun tatséchlich eine Tour zu erhalten, muss die ,,neue*
Kante in jedem Schritt jedoch zwei Bedingungen erfiillen. Nach ihrem Einfiigen darf
der Graph weder eine (echte) Subtour noch Knoten von Grad groflier als 2 enthalten.
Diese sogenannte Multiple-Fragment-Heuristik ist in Algorithmus [2] dargestellt.

In der Literatur ist das Verfahren hiufig unter dem Namen Greedy-Algorithmus zu
finden. Um Verwechslungen mit dem Oberbegriff fiir Greedy-Verfahren, zu denen die
Nearest-Neighbor-Heuristik beispielsweise auch zahlt, zu vermeiden, wird hier der von
Bentley gepragte Name gebraucht .

Das Verfahren dhnelt grundsétzlich dem Kruskal-Algorithmus, der einen kiirzesten
Spannbaum sucht und deshalb an die eingefiigten Kanten nur die Bedingung stellt,
keine Kreise zu erzeugen.

Ebenso wie die Nearest-Neighbor-Heuristik kann auch die Multiple-Fragment-Heuristik
zu beliebig schlechten Ergebnissen fithren, wie der folgende Satz von Frieze
zeigt:

Satz 2.2

Sei MF(I) die Linge einer maéglichen Losung der Multiple- Fragment-Heuristik zu einer
Instanz I des Traveling Salesman Problems und OPT(I) die Linge seiner optimalen
Lésung. Dann gibt es einen Graphen G auf n =m™ Knoten, sodass fiir m > 3 gilt:

MF(T) S logy n
OPT(I) — 3log,logyn

B

Abbildung 2.4: Eine mogliche Losung der Multiple-Fragment-Heuristik mit Lénge 14
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Kapitel 2 Lésung des Traveling Salesman Problems

Algorithmus 2 : Multiple-Fragment-Heuristik

Eingabe : G = (V, E, ¢)
Ausgabe : Kreis (V) E¢, ¢), der alle v € V' besucht

1 21 < argmin,c g c(e)
2 B+ E\{x}
3142
an+|V|
5 while 1 <n do
6 2« argmin,p c(e)
7 G+ (V,{z1,...,2zi-1,2'},¢)
8 {z,y} + 2/
9 if de/(z) < 3 and dg/(y) < 3 and not G’ enthilt Subtour then
10 2 — 2
11 1 1+1
12 end
13 E' + FE'\{}
14 end
15 Ec < {z1,...,2n}

2.2 Exakte Losungsverfahren

Heuristische Verfahren liefern mitunter gute, teilweise sogar optimale Losungen, dafiir
aber keinen Beweis fiir die Optimalitdt der gefundenen Losung. Sie dienen deshalb
héaufig nur als obere Schranke fiir andere, exakte Lésungsverfahren. Letztere ndhern
sich sukzessive einer optimalen Losung an.

Im Folgenden sollen zwei anschauliche dieser Verfahren vorgestellt werden.

Um sie beschreiben zu kénnen, miissen zunéchst aber noch einige Begriffe definiert
werden.

Definition 2.3 (Baum)

Sei T'= (V, E) mit |E| = |[V| — 1 ein Graph, der keinen Kreis enthélt. Dann heifit T
Baum.

Definition 2.4 (Eins-Baum)

Sei G = (V, E) ein Graph mit einer Kantenmenge F, die alle Knoten verbindet und
genau einen Kreis enthélt. Dann heifit G Eins-Baum.

Definition 2.5 (Minimaler Spannbaum)
Sei G = (V, E,¢) ein Graph und T' = (V, E’, ¢) ein Baum mit £’ C E. Dann heifit T
minimaler Spannbaum von G, falls gilt

> cle) = I{pcl% > cle).

eeE’ ~  e€eF
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2.2 Exakte Lésungsverfahren

2.2.1 Lagrange-Relaxierung

Um das Traveling Salesman Problem zu 16sen, bedient man sich héufig einer Technik, die
die Menge der Losungen zunéichst erweitert, indem man Nebenbedingungen verédndert
oder entfernt. Sie heifit Relaxierung oder Relaxation. Eine Losung des urspriinglichen
Problems wird anschlieBend durch Einbringung der weggefallenen Nebenbedingungen
in die Zielfunktion versucht zu erreichen.

Die hier betrachtete Form einer Lagrange-Relazierung benutzt als zulissige Menge die
Menge der Eins-Baume.

Offensichtlich ist auch eine Rundtour auf allen Knoten (und damit auch die gesuchte
Losung) in dieser Menge enthalten. Die Erzeugung eines minimalen Eins-Baums erfolgt
in zwei Schritten:

e Entferne einen Knoten v* aus dem Graphen und finde auf dem entstandenen
Graphen einen minimalen Spannbaum. Zu diesem Zweck eignen sich géngige
Algorithmen, wie z.B. Kruskal oder Prim.

e Finde die zwei kiirzesten Kanten zwischen dem entfernten Knoten v* und dem
Restgraphen und fiige sie dem Spannbaum hinzu.

Der gefundene minimale Spannbaum auf der Knotenmenge V' \ v* ist per Definition
hochstens so lang wie eine optimale Tour, aus der die beiden zu v* inzidenten Kanten
entfernt wurden. Da aber auch die im zweiten Schritt hinzugefiigten Kanten héchstens
die Lange der zwei an v* anliegenden Kanten der optimalen Tour haben kénnen, ist der
gesamte Eins-Baum ebenfalls hochstens so lang wie eine optimale Losung des Traveling
Salesman Problems. Mit v* = 1 erhélt man folgende Definition [Law+-85[:

Definition 2.6 (Relaxiertes lineares Optimierungsproblem)
Sei G = (V,E,c), 0.B.d.A. V ={1,...,n}. Das relaxierte Problem von Definition |1.9
hat dann folgende Form:

min Z Z c,'jx,-j (21)
i€V j>i
unter den Nebenbedingungen
SN w+ Y Y21 VSV =V\{l} S#0 (2.2a)

€S jeV\S: i€V/\S jES:
7>t 7>t
DD wig=n (2.2b)
i€V j>i
> w1 =2 (2.2¢)
JjEV
zij €{0,1} 4, jEV,j>i (2.2d)
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Kapitel 2 Lésung des Traveling Salesman Problems

Die erste Nebenbedingung fordert, dass alle Knoten in V' \ 1 iiber mindestens einen
Weg miteinander verbunden sind. Dartiber hinaus soll eine Losung genau n Kanten
enthalten , von denen zwei inzident zu Knoten 1 sein miissen . Geméf
Nebenbedingung kann eine Kante entweder in der Lésung enthalten sein (z;; = 1)
oder nicht (z;; = 0).

Das Ausmaf} dieser Erweiterung der Losungsmenge macht folgende Rechnung deutlich:
Die Anzahl aller Spannbédume auf der Knotenmenge V' \ {v*} betrdgt nach der Formel
von Cayley (n —1)"~3 . Der Knoten v* kann nun auf (") verschiedene Weisen
mit zwei unterschiedlichen Knoten des Spannbaums verbunden werden. Die Anzahl
moglicher Eins-Baume auf einem ungerichteten, vollstdndigen Graphen ist demnach

nes [n—1 e n—1)!
(n—1) ( 2 >=<”—1> BB

w3 (n=1)(n—2)

=(n—1
(n-1) :
1 n—2
= tn—2)(n—1)
Es gibt dagegen aber nur (n — 1)! (ungerichtete) Rundtouren. Fiir einen Graphen auf
beispielsweise 20 Knoten ist geméfl des errechneten Verhiltnisses
%(n—l)! _ (n—=23)!
fn=2)(n—-1)n2  (n—1)n3

also nur etwa jeder 15-millionste Eins-Baum eine Tour.

Ein so definiertes Verfahren fithrt nur in seltenen Fillen zu einem befriedigenden Ergeb-
nis. Um eine tatsdchliche Losung des Traveling Salesman Problems zu erzielen, wird nun
die Zielfunktion so erweitert, dass sie Abweichungen von Nebenbedingung , also
von einer Tour, minimiert. Dies geschieht mithilfe eines Lagrange-Multiplikators A € R™.

Die neue Zielfunktion ist nun mit X (I) := {z : = erfllt (2.2a) - (2.2d)} als Menge
aller Inzidenzvektoren zulédssiger Kantenmengen

L(}\) = min Z Zcijxij + Z by Za}ji + inj -2 (2.3)
zeX(I)

i€V g>i eV 1<t 7>
= min Z Z(Cij + X\ + )\j)l‘ij -2 Z A (2.4)
2€X(D) | jev > iev

Da L(\) < OPT(I), wie oben bereits bemerkt, versucht man die Lagrange-Funktion
zu maximieren um eine Rundtour zu erhalten.

L) = max{L(A)} (2.5)
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2.2 Exakte Lésungsverfahren

Dies erreicht man mithilfe eines Subgradientenverfahrens. Das hier dargestellte von
Held und Karp ist eines der ersten, die fiir das Traveling Salesman Problem
entwickelt wurden.

In jedem Schritt wird zunéchst L(A) berechnet. Die Kantenmenge des resultierenden
Eins-Baums sei mit H(\) bezeichnet. Dann ist der durch die Komponenten

0 == (dpamy(i) —2); Vi€ V

7

gegebene Vektor ein Subgradient von L()) an der Stelle A*.
Sei U eine bereits gefundene obere Schranke des Problems und 0 < of < 2. Dann ist
die Schrittweite t* des Verfahrens definiert durch

R U — L)
Yiev(0])?

th =

Durch Addition von A* und dem mit der Schrittweite t* skalierten Subgradienten erhlt
man nun den Lagrange-Multiplikator A**1 des nichsten Schritts:

ML=\ thsk viev

In einer ndheren Untersuchung des Verfahrens konnten Held, Wolfe und Crowder
IHWC74] folgende hinreichende Bedingung fiir seine Konvergenz zeigen:

Satz 2.7 (Konvergenz des Subgradientenverfahrens)
Das beschriebene Subgradientenverfahren konvergiert gegen eine Lisung, falls

(0.)
Z t* = 0o und limy oo t* =0
k=1

erfillt sind. Dies ist der Fall, wenn U die Linge einer optimalen Lisung ist und o so

gewdhlt ist, dass o® =2 und lim o = 0.
k—o0

Das Verfahren ist in Algorithmus [3] dargestellt, wo die schrittweise Reduzierung von «
iiber einen konstanten Vorfaktor 0 < w < 1 erreicht wird. H(\*) bezeichnet wiederum
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Kapitel 2 Lésung des Traveling Salesman Problems

den im k-ten Schritt des Verfahrens gefundenen Eins-Baum.

Algorithmus 3 : Subgradientenverfahren

Eingabe : G = (V, E, ¢), maximale Anzahl Iterationen I, obere Schranke U,
Nullvektor A2, 0 < a <2, 0<w < 1
Ausgabe : Eins-Baum (V, T, ¢), der alle v € V' besucht
T0 « H(\?)
k+0
while k < I and not drx(i) =2 Vi € V and not ) 7 c(e) > u do
th = a(u—Yeerr c(e))/ ey (dpx (i) — 2)°
ANFL = \E Ltk (dpu (i) —2) VieV
Tk+1 — H()\kJrl)
a+—w-a
k—k+1
end
T+ T*

© 00 N O s W N =

[y
o

Fiir die Implementierung des Verfahrens im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde
fiir die Berechnung des Lagrange-Multiplikators die folgende Regel verwendet, wie sie
urspriinglich von Volgenant und Jonker [VJ82] stammt:

ft AF falls dpr (i) =2
A= APtk (0.6 6P +04- 55_1> sonst

Trotz seiner garantierten Konvergenz ist das Subgradientenverfahren nicht dazu ge-
eignet, Losungen auf groffen Knotenmengen zu finden, da es héufig nur sehr langsam
konvergiert und deshalb zu hohen Rechenzeiten fithren kann. Es gibt daher verschiedene
Abbruchkriterien, wie beispielsweise eine vorab festgelegte Differenz zwischen oberer
Schranke und Zwischenergebnis des Verfahrens, die nur einmalig unterschritten werden
darf. Die hier dargestellte Version des Verfahrens bricht die Berechnung nach einer
bestimmten Anzahl Iterationen ab.

In Abbildung ist das Subgradientenverfahren aus Algorithmus [3| mit Schrittweite
tk = 1 Vk dargestellt. In Abschnitt die einen minimalen Eins-Baum darstellt,
gilt A% = (0,1, —1,-1,1) und damit L(A\’) = 11. Fiir die Losung in Abbildung [2.5d
nehmen A\* und L(A\¥) die Werte A! = (0,0,0,0,0) und L(A') = 12 an. Dies ist die

optimale Losung.
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2.2 Exakte Lésungsverfahren

(c) Graph mit modifizierten Kan-
tenldngen (d) Minimaler Eins-Baum mit eingezeichneten &}

Abbildung 2.5: Subgradientenverfahren aus Algorithmus [3| mit Schrittweite t* = 1 in jedem
Schritt k

2.2.2 Branch-and-Bound

Um die Knotenmenge zu reduzieren und so die Wahrscheinlichkeit einer schnellen Kon-
vergenz des Subgradientenverfahrens zu erhéhen, eignet sich das sogenannte Branch-
and-Bound-Verfahren. Es besteht grundsétzlich aus drei Schritten, die mehrmals hin-
tereinander ausgefithrt werden:

e Teile das Problem in mehrere disjunkte Subprobleme, indem fiir jedes Subproblem
eine zusétzliche Nebenbedingung hinzugefiigt wird. (Branching)

e Versuche eines der Subprobleme zu l6sen.

e Ist die Losung nicht besser als eine bereits gefundene, bilde zum aktuellen Problem
keine neuen Subprobleme. Suche stattdessen ein Problem, das noch ungeltste
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Kapitel 2 Lésung des Traveling Salesman Problems

Subprobleme enthélt und wiederhole den zweiten Schritt. (Bounding)

Wie die Bezeichnung ,,Branching“ bereits verrit, entsteht durch das Unterteilen von
Problemen in Subprobleme ein Entscheidungsbaum. Dieser Baum hat die essentielle Ei-
genschaft, dass die Losungen des Subgradientenverfahrens vom Startknoten in Richtung
der Bléatter monoton steigend sind. Diese Tatsache begriindet den Bounding-Schritt.
Ist eine aktuelle Losung also ldnger als eine gefundene obere Schranke, kann keiner der
folgenden Knoten diese obere Schranke unterbieten, weil diese ausschliefllich léngere
Losungen als die aktuelle enthalten.

Obere Schranken kénnen zu Beginn des gesamten Verfahrens relativ schnell mithilfe
der in Abschnitt [2.] vorgestellten Heuristiken gefunden werden. Man bezeichnet sie
deshalb haufig auch als Erdffnungsverfahren.

Fiir das Branching existieren zahlreiche Entscheidungsregeln. Sie funktionieren nach
dem folgenden Prinzip: In jedem Branch-and-Bound-Schritt & wird die Menge der
ausgeschlossenen Kanten Ej, und/oder die der erzwungenen Kanten [}, erweitert. Alle
Kanten, die weder in Ej, noch in Ij enthalten sind, nennt man frei. Die in 2.2] definierten
Nebenbedingungen werden um

(o (,jeE
Tij = { 1 (i,5) € Ikk (2:6)

erweitert.
Eine gingige Branching-Regel fiir das Traveling Salesman Problem ist die folgende:

Definition 2.8 (Entscheidungsregel nach Volgenant und Jonker [VJ82])

Sei i ein Knoten, dessen Grad im aktuellen Eins-Baum grofier als 2 ist und seien {4, j; }
und {i, jo} zwei freie Kanten in demselben Eins-Baum. Dann werden folgende drei
Subprobleme gebildet:

By = Ex U{{i,5} :J € {1,523} I = Te U{{d, 01} {52} (2.7a)
E=FE, U {{Z,]g}} Lio =1, U {{Z,]l}} (27b)
Ekg = Ek @] {{Z,]l}} Ikg = Ik (2.7(3)

Ist der Knoten ¢ bereits inzident zu einer Kante in [, wird das Problem k1 nicht
erstellt.

Man wéhlt in einem Eins-Baum also einen Knoten aus, an dem mindestens drei Kanten
anliegen. Das erste Subproblem erhélt man, indem zwei dieser Kanten fiir die folgenden
Losungen erzwungen werden und alle restlichen fiir eine mogliche Lésungen nicht mehr
in Betracht kommen. Waren im ersten Subproblem die beiden Kanten {7, j; } und {i, j2}
verpflichtend, wird zur Bildung des zweiten Problems die Kante {7, j1 } erzwungen und
{i, jo} verboten. Das Problem k1 ist damit offensichtlich disjunkt zum Problem k2,
denn die Kante {3, jo} ist im ersten vorhanden, im zweiten jedoch nicht. Verbietet man
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2.3 Weitere Verfahren

im dritten Subproblem nun {3, j2}, erhélt man ein Problem, das zu den anderen beiden
wiederum disjunkt ist, denn diese Kante war in beiden anderen vorgeschrieben. Doch
das ist nicht der einzige Vorteil des Verfahrens. Auch die letzte Losung, die aufgrund
des Knotens von Grad grofler als 2 nicht optimal gewesen sein kann, ist nicht mehr
in der Menge der Subprobleme enthalten. Seien {i, 71}, {7, jo} und {4, j3} drei der zu
diesem Knoten inzidenten Kanten. Dann ist {4, j3} nicht im ersten Subproblem, {7, jo}
nicht im zweiten und {7, 71 } nicht im dritten Subproblem enthalten. Eine solche Losung
wurde also erfolgreich ausgeschlossen.

In Abbildung ist exemplarisch das Ergebnis der Branching-Regel (mit i = A) auf
einem Ausschnitt eines Eins-Baums dargestellt. Schwarze Kanten stellen erzwungene
Kanten dar, graue symbolisieren ausgeschlossene und unterbrochene sind freie Kanten.

A A A
]
W AN
[N RN
[N NN
RN / \
e o e o o e o L)
B C D E B C D E B C E

(a) (b) (c) 2.7

Abbildung 2.6: Entscheidungsregel nach Volgenant und Jonker

2.3 Weitere Verfahren

Die hier vorgestellten Verfahren stellen natiirlich nur einen Bruchteil der heute exis-
tierenden Algorithmen zur Losung des Traveling Salesman Problems dar. Sie sind
gewissermaflen ein Grundstock auf dem die Entwicklung effizienterer Verfahren aufbau-
en konnte. Nichtsdestotrotz zeigt sich in ihnen ein Grundprinzip, das sich bis heute
bewéahrt hat: Die Lange einer optimalen Tour wird mithilfe von Heuristiken von oben
und unter Zuhilfename von exakten Losungsverfahren von unten beschréankt.

Zwei wichtige Heuristiken diirfen nicht ungenannt bleiben:

Die erste der beiden heiflit Minimal-Spanning-Tree-Heuristik. Sie sucht auf einem
Graphen zunéchst einen minimalen Spannbaum, verdoppelt anschlieflend alle darin
enthaltenen Kanten und lduft die dadurch entstandene Tour ab, indem sie jede Kante
exakt einmal benutzt. Eine solche Tour, in der dariiber hinaus Knoten beliebig hiufig
besucht werden diirfen, nennt man Fuler-Tour. Statt auf dieser Tour nun Knoten
doppelt zu besuchen, erstellt sie jeweils eine Abkiirzung zwischen dem letzten ,,neu*
besuchten Knoten und dem néchsten Knoten, der noch nicht Teil der entstehenden
Rundtour ist.

Die andere ist die Christofides-Heuristik, die ebenfalls einen minimalen Spannbaum
sucht und anschlieffend auf allen Knoten ungeraden Grades ein minimales Matching
ermittelt, also je zwei dieser Knoten paarweise durch eine Kante verbindet, sodass
das Gesamtgewicht dieser Kanten minimal ist. Das minimale Matching wird dann
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in den minimalen Spannbaum eingefiigt und die entstandene Euler-Tour wie im Fall
der Minimal-Spanning-Tree-Heuristik durch das Benutzen von Abkiirzungen in eine
Rundtour umgewandelt.

Das Bemerkenswerte dieser beiden Verfahren ist der Grad der Optimalitit, den sie
garantieren konnen:

Satz 2.9 (Giite der Minimal-Spanning-Tree-Heuristik [Law+385|])
Sei MST(I) die Lange einer Losung der Minimal-Spanning-Tree- Heuristik und OPT(I)
die Liange einer optimalen Lésung. Dann gilt fiir jede Instanz I des Traveling Salesman
Problems, die die Dreiecksungleichung erfillt:

MST(I) <9

OPT(I) —
Diese Schranke lésst sich mithilfe des Algorithmus selbst einfach beweisen. Ein minimaler
Spannbaum ist offensichtlich hochstens so lang wie eine kiirzeste Rundtour, da er alle
Knoten auf optimale Weise durch n—1 Kanten verbindet. Der ,, gedoppelte* Spannbaum
hat also ein Gesamtkantengewicht von hoéchstens 2 OPT(I). Durch die anschlieSende
Ersetzung einiger Kanten durch Abkiirzungen kann die Lange der Tour aufgrund der
Dreiecksungleichung nicht ldnger werden.

Satz 2.10 (Giite der Christofides-Heuristik [CN78))
Sei C(I) die Linge einer Losung der Christofides-Heuristik und OPT(I) die Lange
einer optimalen Losung. Dann gilt fiir jede Instanz I des Traveling Salesman Problems,
die die Dreiecksungleichung erfillt:
C(I) 3

OPT(I) = 2
Weitere bekannte Heuristiken sind die sogenannten Insertion-Heuristiken. Dort wird in
jedem Schritt ein bisher nicht enthaltener Knoten zur aktuellen Subtour hinzugefiigt.
Die Auswahl dieses Knotens richtet sich je nach Version Nearest, Farthest, Cheapest
oder Random nach ihrer Entfernung zu den Knoten der aktuellen Tour, den ,,Kosten*
ihrer Aufnahme in die Tour oder wird dem Zufall iiberlassen.
Ein Beispiel einer Metaheuristik, also einer Heuristik, die nicht auf ein bestimmtes,
sondern viele verschiedene Probleme angewendet werden kann, ist die Ant-System-
Heuristik mit ihren diversen Weiterentwicklungen . Sie orientiert sich an
Ameisen-Kolonien, die auf der Suche nach Futter ausschwiarmen und auf ihrem Weg
einen Duftstoff hinterlassen. Die Ameise mit dem kiirzesten Weg erreicht den Aus-
gangsort als erste und hat ihren doppelt zuriickgelegten Weg auch doppelt markiert.
Alle weiteren Ameisen lassen sich nun von diesem Duftstoff leiten. Auf das Traveling
Salesman Problem tibertragen funktioniert dieser Algorithmus wie folgt: Zunéchst wer-
den verschiedene Touren auf dem Graphen erstellt. Dabei erhalten alle Kanten kurzer
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2.3 Weitere Verfahren

Touren eine gute Wertung, Kanten langerer Touren eine entsprechend schlechtere. Bei
der Generierung neuer Touren werden nun Kanten mit héherer Wertung bevorzugt.
Um den Einfluss ,alter”, wenig optimierter Touren auf die Erstellung neuer Touren zu
verringern, werden Wertungen weit zuriickliegender Schritte langsam ,,vergessen“.

Statt mit neuen Heuristiken zu versuchen, bessere Losungen zu finden, bieten so-
genannte Verbesserungsverfahren die Mdoglichkeit, bestehende Losungen nachtréiglich
zu optimieren. Eines der ersten solchen Verfahren ist die k-Opt-Heuristik. Sie entfernt
k > 2 Kanten aus einer gefundenen Tour und fiigt die gleiche Anzahl Kanten nachtrig-
lich so wieder ein, dass das Kantengewicht der neuen Kanten insgesamt minimal ist.
Sie entfernt, angewandt auf einen Graphen in der euklidschen Ebene, beispielsweise
Kreuzungen von Kanten, die nicht Teil einer optimalen Losung sein kénnen. In ihrer
urspriinglichen Form rét Lin in [Lin65] zum 3-Opt-Verfahren, um mit wenig Zeitauf-
wand moglichst gute Ergebnisse zu erzielen. Dieser Algorithmus wurde von ihm und
Kernighan zur Lin-Kernighan-Heuristik erweitert, die k nicht starr festlegt, sondern in
jedem Iterationsschritt anpasst . In der Version Chained-Lin-Kernighan-Heuristik
wird abwechselnd die Lin-Kernighan-Heuristik zum Auffinden einer (lokal) optimalen
Loésung und typischerweise ein zufalliger 4-Opt-Schritt ausgefithrt. Auf diese Weise
wird versucht, eine global optimale Lisung zu finden. Ein solches Verfahren, das lokale
Optima wieder verldsst und nach besseren Losungen sucht, gehort zur Klasse der
Simulated Annealing-Verfahren [Cooll].

Als Vertreter weiterer exakter Losungsverfahren sei die Klasse der Schnittebenenverfah-
ren genannt . Im allgemeinen Fall des Schnittebenenverfahrens wird zunéchst
der Losungsraum der ganzzahligen Losungen durch eine sogenannte LP-Relazierung er-
weitert, indem alle Ganzzahligkeitsbedingungen aus dem linearen Optimierungsproblem
entfernt werden. Auf dieser Menge wird nun eine Lésung gesucht, die im Optimalfall
als Losung des originalen Problems zuléssig ist. Ist das nicht der Fall, wird unter den
entfernten Nebenbedingungen eine gesucht, die durch die aktuelle Losung verletzt ist.
Diese wird wieder in das Optimierungsproblem aufgenommen und nach einer neuen
Losung gesucht. Diese Schritte werden nun solange wiederholt, bis alle urspriinglichen
Nebenbedingungen erfiillt sind. Ist die Losung schliellich nicht ganzzahlig, kann auf
eine Branch-and-Bound- bzw. hier Branch-and-Cut-Methode zuriickgegriffen werden.
Die Nebenbedingungen bezeichnet man in diesem Zusammenhang mit dem Begriff
der Schnittebene. Er verdeutlicht eine bildliche Vorstellung, die hinter dem Verfahren
steht: Hat das Optimierungsproblem n Variablen, dann kann die Menge der zuldssigen
Losungen des relaxierten Problems durch einen n-dimensionalen Polyeder dargestellt
werden. Alle ganzzahligen Punkte dieses Polyeders stellen nun ganzzahlige Losungen
dar. Mithilfe der Nebenbedingungen werden Teile des Polyeders ,herausgeschnitten*
und so der Losungsraum wieder verkleinert.

Fiir das Traveling Salesman Problem gibt es verschiedene Relaxierungen, die fiir ein
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solches Schnittebenenverfahren zur Verfiigung stehen. Eine davon ist die degree LP
relaxation, bei der Graphen in der Lésungsmenge enthalten sind, die Subtouren enthal-
ten. Diese werden im Schnittebenenverfahren sukzessive entfernt . Eine weitere
Art der Nebenbedingungen, sind die in [GP79] beschriebenen Comb Inequalities, die
Anfang der 7Oer-Jahre dem Schnittebenenverfahren zu einer neuen Hochzeit verholfen
haben [Cooll].

Die Liste der entwickelten Verfahren ldsst sich beinahe endlos fortsetzen. Die hier
beschriebenen sind also nur eine Auswahl der bekannteren und hiufig eingesetzten.
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Kapitel 3
Darstellung in einer Webapplikation

Das Traveling Salesman Problem ist ein sehr anschauliches mathematisches Problem,
da es sich mit der ganz alltédglichen Frage einer optimalen Tourenplanung beschéftigt.
Viele Losungsverfahren lassen sich dariiber hinaus sehr gut illustrieren und vermitteln
so in kurzer Zeit ihre Funktionsweise. Aus diesen Griinden ist das Problem sehr gut
dazu geeignet, vor allem Schiilern und Studenten im Rahmen einer Webapplikation
grundlegende Konzepte der kombinatorischen Optimierung ndherzubringen. Gerade
die spielerische Komponente vermittelt dem Benutzer die Schwierigkeit derartiger
Probleme, da ihm héufig bereits das Finden einer optimale Tour auf beispielsweise nur
30 Knoten bereits eine schwierig zu losende Herausforderung bietet.

3.1 Applikationsstruktur

Die gesamte Anwendung ist in zwei Teile geteilt. Der Client, typischerweise ein Browser,
ist fur die Anzeige des Programms zusténdig. Er nimmt dariiber hinaus Eingaben
eines Benutzers entgegen und verarbeitet diese. Demgegeniiber steht ein Server, der
Anfragen des Clients entgegennimmt und intern verschiedene Programme ausfiihrt. In
den meisten Féllen wird anschliefend eine Antwort des jeweiligen Programms zuriick
an den Client geleitet. Die Webapplikation wird in diesem Zusammenhang auch als
Front-End bezeichnet, wahrend die Serveranwendung das Back-End darstellt. Dieses
Client-Server-Modell bietet die Moglichkeit, aufwiandige Rechenoperationen auf dem
Server durchzufiihren und die Anwendung somit auch fiir portable Endgerédte nutzbar
zu machen, die in ihrer Rechen- und Speicherleistung meistens sehr eingeschréinkt sind.

3.2 Front-End
3.2.1 Allgemeiner Aufbau

Um im Webangebot der Technischen Universitdt Miinchen einen hohen Grad an Kon-
sistenz zu erhalten, orientiert sich das Layout der Applikation am Interdisziplindren
Projekt von Richard Stotz [Stol3], in dem der Bellman-Ford-Algorithmus implemen-
tiert wurde. Auch auf technischer Ebene wurden einige Konzepte iibernommen um
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die verschiedenen Projekte durch eine einheitliche Vorgehensweise leichter wartbar zu
machen.

Die Kopfzeile der Website zeigt auf der linken Seite das Bild einer Landkarte von
Deutschland, auf der eine kiirzeste Rundtour durch alle 107 verfiigharen Stadte zu
sehen ist. Daneben befinden sich untereinander die Schriftziige ,, Traveling Salesman
Problem“ und in kleinerer Schriftart ,Das Problem des Handlungsreisenden®, sowie das
Emblem der Technischen Universitdt Miinchen. Darunter ist eine Navigationszeile ange-
bracht, die eine Tabstruktur aufweist. Die darin enthaltenen Reiter sind von links nach
rechts mit den Titeln ,Einfithrung®, , Spiel erstellen, ,,Spiel spielen“, ,,Optimale Tour*,
,Beschreibung des Algorithmus®, ,,Berechnungsschritte* und ,,Weiteres“ beschriftet. Je
nach Auswahl des Tabs 6ffnet sich unterhalb der Navigation eine Box, die eines von
zwei moglichen, grundlegenden Layouts aufweist. In den meisten Tabs ist sie in zwei
Teile geteilt: Im linken Teil werden Inhalte wie Graphen und wichtige Informationen
dargestellt, wihrend der rechte Navigations- und Hinweiszwecken dient. Alternativ
wird die gesamte Breite zur Darstellung vorrangig textuellen Inhalts genutzt.

Die Anordnung der Tabs ist bewusst gewéahlt. Der Aktionsablauf des Nutzers verldauft
idealerweise linear in der dargestellten Reihenfolge. Nach einer kurzen Heranfithrung an
die Problematik erstellt der Nutzer im zweiten Tab ein Spiel durch Angabe der notwen-
digen Parameter und versucht anschliefend im folgenden Tab eine optimale Rundtour
zu finden. Zur Uberpriifung seiner eigenen Losung wechselt er nun in den néchsten Tab,
wo er die optimale Tour angezeigt bekommt. Bevor er sich die Berechnungsschritte
ansieht, die zum optimalen Ergebnis gefiihrt haben, erhélt er im néchsten Tab zunéchst
die Moglichkeit, sich iiber die Funktionsweise der Algorithmen néher zu informieren.
Im letzten Tab bekommt der Nutzer weitere Informationen zu verschiedenen Themen
rund um das Traveling Salesman Problem.

Gleichzeitig wird der Anwender jedoch nicht zu diesem starren Vorgehen gezwungen. FEr
kann sich (soweit dies inhaltlich sinnvoll ist) frei zwischen den Tabs hin- und herbewegen
und sich zum Beispiel nur informieren, ohne das Spiel selbst zu spielen. Andersherum
ist es aber genauso méoglich, mehrmals ausschlielich Touren zu erstellen und sich
die dazugehorigen Losungen anzeigen zu lassen, ohne sich die Berechnungsschritte
anzusehen.

Die Fufizeile bietet schlieflich allgemeine Nutzungshinweise des Internetangebots und
die Moglichkeit, zwischen den Sprachen Deutsch und Englisch zu wechseln. Neben der
Beschreibung der dargestellten Arbeit befinden sich dort auch Links zu Rechtshinweisen,
Impressum und ein Mailing-Link zum Systemadministrator.

3.2.2 Aufbau der einzelnen Tabs

Einfiihrung: Im ersten Tab soll der Benutzer an das Thema ,, Traveling Salesman
Problem“ herangefiihrt werden. Dazu wird das Problem auf allgemeinverstandlichem
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Niveau beschrieben und so seine Komplexitat aufgezeigt. Der Benutzer kann anschlie-
Bend mittels der ihm dort angebotenen Buttons in den Spiel erstellen-Tab wechseln
oder sich direkt weiterfiihrende Informationen im Beschreibung des Algorithmus-Tab
ansehen.

% Traveling Salesman Problem '|'|_|'|'|

Das Problem des Handlungsreisenden

Abbildung 3.1: Kopfzeile der Applikation

Einfahrung I Spiel erstellen | Spiel spielen 1 Opiimale Tour l Beschreibung des Algorithmus | B 1 —

Abbildung 3.2: Menii der Applikation beim Start

Spiel erstellen: Hier kann der Benutzer ein neues Spiel konfigurieren oder ein bereits
gespieltes Spiel wiederholen.

Zur Konfiguration stehen ihm drei modifizierbare Parameter zur Verfiigung: Verschie-
dene Karten, die Anzahl der Stddte auf der Karte und die verwendete Metrik. Mit
Auswahl der Karte werden gleichzeitig auch die Auswahlmoglichkeiten der anderen
beiden Grofien beschrankt. Auf der Karte ,,Afrika“ beispielsweise sind bis zu 95 Stadte
und ausschlielich die Euklidsche Metrik verfiigbar.

Zum besseren Verstiandnis der auswahlbaren Metriken hélt die Infobox auf der rechten
Seite zusétzliche Informationen zu ihren Berechnungsvorschriften und entsprechende
Bilder zur Veranschaulichung bereit.

Hier kannst du ein Spiel erstellen!

Wahle dazu eine Karte und die Anzahl der Stadte, die
besuchtwerden sollen. Falls deine Wahl auf die Karte "Grid”
gefallen ist, kannst du dir anschliefend eine aus drei
verschiedenen Metriken aussuchen. Sie gibt an, wie
Distanzen zwischen zwei Stadten berechnet werden sollen

Eukiidsche Metrik /

Vo (xx) 2 4 (yimya)2

Eins-Metrik: °_i

12,23 1 +1y,-721

¢
Maximum-Metrik: ——

max{lx, %1, lyi-v21}

Abbildung 3.3: Beschreibung der verfiigharen Metriken

Spiel spielen: In diesem Tab versucht der Benutzer eine kiirzeste Rundtour durch
die ihm angezeigten Stadte zu zeichnen. Dazu wahlt er per einfachem Linksklick eine
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Stadt aus, bewegt den Zeiger zur néchsten gewiinschten Stadt und klickt ein weiteres
Mal. Zwischen beiden Stadten wird so eine Kante eingezeichnet und ausgehend von
der zuletzt gewahlten Stadt befindet sich eine neue Kante in Vorbereitung. Ein Rechts-
oder Doppelklick beendet das Zeichnen der aktuellen, unfertigen Kante. Ist keine Stadt
ausgewahlt und befindet sich der Zeiger iiber einer bestehenden Kante, kann diese
ebenfalls durch Rechts- oder Doppelklick wieder entfernt werden. Die farbliche Fiillung
der Stadte gibt Auskunft dariiber, ob an der jeweiligen Stadt bereits genau zwei Kanten
anliegen oder nicht. Es ist dariiber hinaus nicht moglich, mehr als zwei Kanten an
eine Stadt anzulegen. Eine entsprechende Anzeige auf der rechten Seite informiert den
Benutzer jederzeit iiber seine aktuelle Tourlédnge.

Hier wird ihm dariiber hinaus auch der GameCode angezeigt, den er dazu nutzen kann,
dieselbe Spielkonfiguration zu einem spéteren Zeitpunkt erneut zu laden.

Bei Bewegung des Zeigers auf eine Stadt wird ihr Name eingeblendet, sofern dies von
der Konfiguration vorgesehen ist.

Sobald die eingezeichnete Tour eine Rundtour darstellt, kann auf der rechten Seite ein
Button gedriickt werden, der den Optimale Tour-Tab o6ffnet. Ist dies nicht der Fall,
kann dieser Tab ausschlieflich iiber die Tableiste getffnet werden. Vor dem Wechsel
wird in diesem Fall auf die unvollstdndige Tour aufmerksam gemacht mit dem Hinweis,
dass nach Verlassen des Tabs im laufenden Spiel nicht mehr in diesen zuriickgewechselt
werden kann. Der Benutzer soll also nicht die Moglichkeit erhalten, seine Tour nach
Bekanntwerden der Lésung zu dndern.

Vor Tabwechsel wird dariiber hinaus gepriift, ob auf dem Server die entsprechende
Losung bereit liegt. Ist ihre Berechnung noch nicht abgeschlossen oder wurde sie nach
Uberschreiten eines bestimmten Zeitfensters abgebrochen, wird der Benutzer iiber den
aktuellen Stand informiert.
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Abbildung 3.4: Ein laufendes Spiel mit angefangener Route

Optimale Tour: Bei der ersten Offnung des Tabs im laufenden Spiel wird der Benutzer
mit der Bewertung seiner erstellten Tour begriifit. Hier bekommt er neben der Léange
seiner eigenen Tour auch die Lénge einer optimalen Losung angezeigt.

Im Tab selbst sieht der Benutzer nun die optimale Tour. Ein Klick auf den ,,Deine Tour
einblenden“-Button auf der rechten Seite legt den zuvor vom Benutzer erstellten Gra-
phen farblich abgehoben unter die Losung, sodass dieser nun beide Touren vergleichen
kann. Auch hier hat der Benutzer Zugriff auf den GameCode und bekommt aulerdem
die zum Finden der Losung benétigte Rechenzeit in Zehntelsekunden angezeigt.

Beschreibung des Algorithmus: Zur Vorbereitung auf den folgenden Tab wird
dem Benutzer hier die Funktionsweise der verwendeten Algorithmen dargelegt. Ziel
dieses Tabs ist das Verstdndnis der grundlegenden Idee jedes Lésungsverfahrens, ohne
durch zu viele Details zu verwirren. Um die Verfahren zu beschreiben, werden zunéchst
die Begrift Kante, Knoten, Graph, sowie Heuristik und Fxaktes Lisungsverfahren geklart.

Berechnungsschritte: In diesem Tab wird der Ablauf des gesamten Lsungsalgo-
rithmus am konkreten Beispiel des laufenden Spiels illustriert. Ahnlich dem Optimale
Tour-Tab befindet sich auf der rechten Seite wieder eine Navigationsbox, aus der sich
der linksseitige Graph steuern lasst. In dieser sind alle Berechnungsschritte aufgelistet,
die wahrend der Ausfiihrung des Algorithmus zu einer neuen oberen bzw. unteren
Schranke gefithrt haben. Die nebenstehende Zahl gibt die gefundene Schranke an.
Mit Klick auf einen der Berechnungsschritte wird der Graph angepasst und die ent-
sprechende Struktur eingeblendet. Die Lagrange-Relaxierung ist hier ein Sonderfall.
Der dort angegebene Wert beschreibt nicht die tatsédchliche, sondern die gewichtete
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Lénge des Eins-Baums. Diese resultiert aus der unterschiedlichen Kantengewichtung
je Berechnungsschritt, die sich mafigeblich aus dem Lagrange-Multiplikator ergibt. In
diesem Zusammenhang sind auch die verschiedenen Groéflen der ,,Stadte“ zu verste-
hen. Je hoher der Lagrange-Multiplikator des Knotens durch die Anzahl inzidenter
Kanten im Algorithmus, desto grofler auch der Radius des entsprechenden Knotens.
Aus Konsistenzgriinden sind auch hier nur die Knoten ausgefiillt, an denen genau
zwei Kanten anliegen. Dies ist fiir den Anwender ein zusétzliches Indiz, an welchen
Stellen der Algorithmus im aktuellen Schritt noch Optimierungsbedarf hat. Um das
Ergebnis des Nearest-Neighbor-Verfahrens schneller nachvollziehen zu kénnen, ist bei
Auswahl des korrespondierenden Berechnungsschritts der Startknoten des Algorithmus
rot dargestellt.

Fiir eine bessere Benutzerfreundlichkeit kann der Anwender die Berechnungsschritte
alternativ mit den Navigationsbuttons im oberen Teil der Box steuern ohne seinen Blick
vom Graphen nehmen zu miissen. Um aktuellen Schritt und fertige Losung optisch
schnell vergleichen zu kénnen, bietet die Oberfliche auch hier die Moglichkeit, sich den
Losungsgraphen farblich verschieden anzeigen zu lassen.

Abbildung 3.5: Das Ergebnis des Nearest-Neighbor-Verfahrens mit rotem Startknoten
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14 Zuruck & Losung einblenden =1 Weiter

Berechnungsschritte Wert +
Erste Schranke: Nearest-Neighbor-Heuristik 24876
MNeue Schranke: Multiple-Fragment-Heuristik 22737
Erste untere Schranke: Lagrange-Relaxierung 18879
Neue untere Schranke: Lagrange-Relaxierung 19434
MNeue untere Schranke: Lagrange-Relaxierung 20444
Neue untere Schranke: Lagrange-Relaxierung 20481
Meue untere Schranke: Lagrange-Relaxierung 20883
Meue untere Schranke: Lagrange-Relaxierung 20936
Meue untere Schranke: Lagrange-Relaxierung 20940
Neue untere Schranke: Lagrange-Relaxierung 20942
MNeue Schranke: Lagrange-Relaxierung 20942

Abbildung 3.6: Gefundene Losungen mit Angabe ihrer (gewichteten) Linge

Weiteres: Im letzten Tab erhalt der Nutzer zusatzliche Informationen zu den Themen
,Geschichte des Traveling Salesman Problems*, ,Die Applikation“ und ,Mathestudium
an der TUM*.

3.2.3 Technische Umsetzung

Der initiale Zugriff des Benutzers auf die Webapplikation erfolgt in der Traveling-
Salesman-Problem.html, die als einzige HTML-Datei das Grundgeriist des Front-
Ends bildet. Sie bestimmt die Struktur der Internetseite und importiert alle erforderli-
chen JavaScript-Methoden und CSS-Dateien.

FEine aktuelle jQuery-JavaScript-Bibliothek wird in Form der jquery-1.10.2.js ein-
gebunden. Sie ermdglicht auf sehr einfache Weise Manipulationen am Document
Object Model (DOM). Das in jquery-ui-1.10.4.custom.min.js, sowie jquery-ui-
1.10.4.custom.min.css definierte jQuery User Interface versieht bestimmte HTML
Elemente mit einem neuen Layout. Insbesondere wird darin die Optik der Buttons
und Tabs generiert. Das User Interface wurde zuvor im sogenannten ”ThemeRoller”
des jQuery-UI-Projekts konfiguriert!. Nachtrigliche Anderungen kénnen sehr einfach
iiber den im Kommentar der jquery-ui-1.10.4.custom.min.css angegebenen Pfad
vorgenommen werden. Alle drei vorangehenden Dateien sind im Rahmen der "MIT-
Lizenz” verfiigbar, eine Kopie befindet sich im Ordner tum-theme2.

Das kaskadierende Stylesheet style.css beschreibt alle weiteren Website-spezifischen
Layoutregeln.

In der config.js-Datei sind zuséatzliche Parameter wie die URL und der Port hin-
terlegt, unter der der Server zu erreichen ist. Auch die Anzahl Stiadte, die maximal fiir
ein Spiel ausgewdhlt werden kann, wird hier festgelegt. Dariiber hinaus kann mithilfe

"http://jqueryui.com/themeroller/
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der Variable language die Standardsprache gesetzt werden. Derzeit kann zwischen
Deutsch (de) und Englisch (en) gewihlt werden.

Die siteAnimation.js-Datei ist Dreh- und Angelpunkt aller durch JavaScript indizier-
ten Manipulationen an der Oberfliche. Zunéchst wird die Methode initializeSite-
Layout aufgerufen, die Elemente wie Tabs, Buttons und Meniis in jQuery-UI-Objekte
umwandelt und so die Anpassung ihres Layouts anst6f8t. Auch werden hier viele der
Texte in die Oberfliche eingefiigt. Dies wurde in JavaScript umgesetzt, da dort der
direkte Zugriff auf den Inhalt der durch das jQuery-UI manipulierten HT'ML-Tags
leichter fallt. Das JSON-Objekt nameMappings enthélt zu diesem Zweck sdmtliche Texte
in den Sprachen Deutsch und Englisch und kann sehr einfach durch weitere Sprachen
erganzt werden. Fiir lingere Texte und einige andere Elemente wird die Anzeige der
gewahlten Sprache iiber die CSS-Selektoren .languageDE bzw. .languageEN gesteuert.
Anschlielend werden mithilfe einer entsprechenden Methode aus der 1loadUtilities. js
die verfiigbaren Spielparameter in den Spiel erstellen-Tab geladen. Zuletzt wird das
Verhalten bei Tabwechseln festgelegt. Im activate-Handler der Tabs wird die jeweils
erforderliche der "GraphDrawer”-Klassen instanziert, die weiter unten néher beschrie-
ben sind, und diese als data-Attribute im HTML-Element des Tabs abgelegt. Dabei
wird ihre run-Methode ausgefiihrt. Im beforeActivate-Handler wird die aktuelle
"GraphDrawer”-Instanz des Quelltabs gestoppt, da sie fiir den Zieltab keine Funktion
hat und dort definierte Verhaltensweisen sogar "iiberlagern” kénnte.

Klicks auf den Spiel starten-Button werden ebenfalls in der siteAnimation. js abge-
fangen. Dazu werden die bestehenden Graphen des potenziell ausgefithrten vorherigen
Spiels mitsamt seiner geladenen Losung gel6scht und je nach Auswahl ein neues Spiel
generiert und geladen. Alternativ wird die Losung zu einem bereits gespielten Spiel aus
dem Back-End geholt und in das data-Attribute des body-Tags geschrieben. Die beiden
dazugehorigen Lade-Methoden werden im weiteren Verlauf dieses Abschnitts vorgestellt.

Die Klasse CanvasDrawer ist in der canvasDrawer.js beschrieben. Sie enthélt einen
Grundstock an Funktionen, die im Zusammenhang mit allen Tabs benotigt werden,
die das HTML 5-Element canvas nutzen. Im Wesentlichen fiigt sie bei Aufruf das
Hintergrundbild ins Canvas ein und zeichnet bei entsprechenden Nutzeraktionen die
ihm iibergebenen Graphen neu. Beginnt der Benutzer mit der Erstellung einer Kante,
so wird der gesamte Graph im Takt von zwanzig Millisekunden neu gezeichnet um
beim Anwender den Eindruck zu erzeugen, er ,ziehe“ die Kante von einem Knoten
zum nachsten.

Die Anzeige der Stadtenamen beim Platzieren der Maus iiber einem Knoten wurde eben-
falls hier umgesetzt, da diese fiir jeden Tab identisch erfolgen soll. Bei Aufruf und Verlas-
sen des aktiven Tabs konnen iiber (CSS-)Selektoren festgelegte HTML-Blocke als Dialog
geladen werden. Der tabIntroDialog wird einmalig beim Offnen eines Tabs geladen
um eine kurze Einfiihrung in den neuen Tab zu bieten. Der tabChangeWarningDialog
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wird hingegen nur dann beim Tabwechsel angezeigt, wenn er erforderlich ist. Im Fall
des Spiel spielen-Tabs beispielsweise wird ein solcher Warndialog geladen um darauf
hinzuweisen, dass nach Verlassen des Tabs dieser im laufenden Spiel nicht erneut
gebffnet werden kann.

Eine vom CanvasDrawer erbende Klasse ist der GraphDrawer (zu finden in der graph-
Drawer.js), der im Tab Spiel spielen alle notwendigen Methoden zur Interaktion
des Anwenders mit der Oberflache bereitstellt. Dazu gehoren alle Mouse-Handler,
die das Positionieren der Maus iiber einer Stadt erkennen und das Zeichnen einer
Kante initialisieren oder eine Kante im Graphen festschreiben. Auch das Léschen von
Kanten wird in dieser Klasse verarbeitet. Eine Uberpriifung der Grade aller Kno-
ten ermoglicht das Aktivieren des Lésung anzeigen-Buttons, sowie gegebenenfalls den
Hinweis bei Verlassen des Tabs, dass die eingezeichneten Kanten keine Tour beschreiben.

In der solutionGraphDrawer.js wird eine weitere Klasse definiert, die vom Canvas-
Drawer erbt. Sie wertet bei Eintritt in den Optimale Tour-Tab die vom Anwender ein-
gezeichnete Tour aus, indem sie ihre Lange mit der Lange der optimalen Tour vergleicht.
Ein Dialog informiert den Spieler iiber seinen Erfolg. Uber eine entsprechende Metho-
de kann der Superklasse mitgeteilt werden, dass die Kanten eines zweiten Graphen,
in diesem Fall des vom Benutzer erstellten, unter den Losungsgraph gelegt werden sollen.

Fiir den Berechnungsschritte-Tab wird die Klasse CalculationGraphDrawer aus der
calculationGraphDrawer.js instanziert, die zunéchst alle Berechnungsschritte in die
Navigationsbox schreibt und dort auch ihre Indizes hinterlegt. Der erste Schritt wird
initial iiber die Methode updateEdgesFromSolution geladen, die als Parameter den
Index des gewlnschten Berechnungsschritts akzeptiert. Sie verdndert die Knotenradien
und tiiberschreibt die Kanten im Graph-Objekt.

Alle Methoden, die physisch auf das Canvas zeichnen, sind in der canvasUtilities.js
statisch in der gleichnamigen Klasse definiert. Dies sind zum einen drawNode, die einen
Knoten zeichnet und zum anderen drawEdge, die je nach Metrik in verschiedener Weise
Kanten in das Canvas einfiigt.

Die Schnittstelle zwischen CanvasDrawer und den Zeichenbefehlen der CanvasUtilities
stellt gewissermaflen die canvasElements.js-Datei dar. Hier werden alle Elemente,
die auf dem Canvas dargestellt werden, auf JavaScript-Objektebene definiert. Diese
sind zunéchst der Graph als Ganzes (Graph) und darunter seine Knoten (Node) und
Kanten (Edge).

Die Klasse Node nimmt die "physischen” Koordinaten entgegen und berechnet mithilfe
der hinterlegten Randkoordinaten der Karte und dem Abstand des Kartenbilds vom
Rand der Client-Anwendung die Position des Knotens auf dem Canvas. Zu beachten
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ist bei der Umrechnung, dass im Fall der Verwendung von Kugelkoordinaten je nach
Projektion der Karte unterschiedliche Transformationsvorschriften zu verwenden sind.
In der aktuellen Version sind zwei verschiedene Projektionen implementiert. Um die Um-
rechnungsformeln anzugeben sei die geographische Breite durch ¢ und die geographische
Léange durch A im Bogenmaf} gegeben.

e Plattkarte/Rektangularprojektion:
T=A
y=9

e Mercator-Projektion:
T =M\
y = arcsinh(tan ¢) = In (tan(qﬁ) + /tan?(¢) + 1)

Alle Methoden, die Daten aus dem Back-End laden, sind in der loadUtilites.js
zusammengefasst. Diese sind checkCalculationFinished, die den Status der aktuel-
len Berechnung abfragt, sowie loadSolution, die anschlieend eine Losung aus dem
Back-End anfordert und in ein solution-Objekt speichert. Dariiber hinaus werden mit-
hilfe der Methode loadAvailableSettings mogliche Konfigurationsparameter geladen
und im mapConfig-Objekt abgelegt. Als letzte verfiighbare Methode l4dt loadNewGame
die Spielparameter eines neuen Spiels aus dem Back-End und speichert sie in ein
gameConfig-Objekt.

Die metrics.js enthélt die Implementierung aller auswéahlbarer Metriken. Jede dieser
Metriken muss in der Methode registerMetrics registriert werden und selbst in
einer separaten Klasse definiert sein. Diese muss die drei in Tabelle dargestellten
Methoden zur Verfiigung stellen. Um die korrekte Funktion der Metriken zu garan-
tieren, miissen sie mit den im Back-End implementierten Metriken konsistent sein.
Insbesondere ihr Registrierungsname und die calculateDistance-Methode diirfen
sich nicht von dieser Implementierung unterscheiden.

3.3 Back-End

3.3.1 CherryPy-Server

Die Kommunikation zwischen Front- und Back-End-Anwendungen iibernimmt ein
CherryPy-Server. Der auf der Programmiersprache Python basierende Server ist mit
knapp 2,3 MB sehr schlank und wegen seiner Beschrankung auf die n6tigsten Funktionen
schnell einzurichten. Die Serveranwendung selbst wird mit Ausfihrung des Skripts
Tsp_CherryPy.py gestartet und ist anschlieend auf dem in der Tsp_Config.conf-
Konfigurationsdatei deklarierten Pfad backend_path verfiigbar. Sie hélt drei Methoden
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bereit, die vom Front-End per GET erreichbar sind.
Beim Laden der Website wird iiber die URL

<backend_path>/tsp/availableSettings

eine erste Serveranfrage eingereicht, die nach den derzeit verfiigbaren Landkarten fragt.
Der CherryPy-Server fithrt daraufthin die parameterlose Anwendung AvailableSettings. jar
aus, die fiir jede Karte die drei Eigenschaften

e Kartenname
e Anzahl der verfiigharen Stadte
e Verwendbare Metriken

ausgibt. Verschiedene Karten sind durch ein Rautenzeichen (#) getrennt. Eine exem-
plarische Riickgabe ist

Afrika|95|Euklidsche Metrik#Italien]|107|Euklidsche
Metrik#Deutschland|107|Euklidsche Metrik#Grid|100|all#

Die Anwendung TspApp. jar bildet das Kernstiick der gesamten Applikation. Sie nimmt
die vom Endanwender festgelegten Parameter Kartenname, Anzahl der Stadte und
eine ausgewihlte Metrik entgegen, liefert erste fiir das Spiel notwendige Informationen
an den CherryPy-Server und stoft die interne Berechnung der kiirzesten Rundtour an.
Dazu verarbeitet der CherryPy die GET-Anfrage

<backend_path>/tsp/initiateCalculation/<Kartenname>/<Anzahl
Stadte>/<Metrik>

und wandelt sie in den Kommandozeilenbefehl
java —-jar TspApp.jar <Kartenname> <Anzahl Stadte> <Metrik>

um.
Die Antwort ist nun abhéngig davon, ob die von der Anwendung generierte Spielkonfi-
guration bereits frither schon einmal gelést und anschlieend gespeichert wurde. Sie
besteht aus den in Tabelle [3.2] dargestellten Komponenten, von denen nur die ersten
beiden in jedem Fall, also unabhéngig von der Existenz fritherer Losungen zuriickgege-
ben werden. Auch hier werden die Informationen durch ein Rautezeichen (#) getrennt.
Die Ergebnisse beider Anfragen werden jeweils von CherryPy aus der Kommandozeile
ausgelesen und direkt an das Front-End weitergeleitet.

Dem GameCode kommt in der gesamten Applikation eine besondere Bedeutung zu.
Er setzt sich aus der Kartenkennung, der Anzahl Stddte und dem Code der Metrik
zusammen. Anschlieend wird die Ziffer 0 und ein Hash angehéngt. Dieser entsteht
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durch das Aneinanderreihen der (dreistelligen) Stadtindizes in aufsteigender Reihenfolge
und der anschlieBenden Berechnung des MD5-Hashwerts. Die Verwendung des stets
32-stelligen Hashs hat zur Folge, dass selbst Spiele mit iiber 100 Stéddten einen Ga-
meCode bekommen, der gegebenenfalls sogar manuell ohne iiberméfigen Zeitaufwand
eingegeben werden kann. In erster Linie ermdglicht aber die (Pseudo-)Eindeutigkeit
der Zuordnung der ausgewéhlten Stiddte zum GameCode das Wiederverwenden von
vorhandenen Losungen bei neu generierten Spielen.

Der CherryPy fiihrt intern eine Liste aller in der aktuellen Server-Sitzung angestoflenen
Berechnungen, die jedem GameCode einen Status zuordnet. Dieser ist zu Beginn 0.
Sobald die laufende Berechnung {iber die offene Verbindung ein FINISHED sendet, wird
dieser Status auf 1 gesetzt. Lauft die Berechnung nach einer bestimmten Zeit (derzeit
60 Sekunden) immernoch, wird die Berechnung abgebrochen und ihr Status auf 2
gesetzt.

Uber die Anfrage

<backend_path>/tsp/checkCalculationFinished/<GameCode>

kann dieser Status abgefragt werden.
Anschlieflend kann mihilfe des GameCodes iiber die GET-Anfrage

<backend_path>/tsp/fetchSolutionFile/<GameCode>

auch die Losung vom CherryPy aus dem Back-End geholt und an den Client iibertragen
werden. Dies geschieht in Form einer entsprechenden <GameCode>.txt-Datei, die mit
Ende der Berechnung in den Ordner \solutions\ geschrieben wurde. Dabei kann
es sich entweder um eine unmittelbar zuvor erstellte oder im Zuge einer fritheren
Berechnung bereits gespeicherte Losung handeln. Sie enthélt die folgenden Attribute:

e Kartenname

e Metrik

e Verwendete Langeneinheit

e Anzeige der Stddtenamen (true/false)
e Randkoordinaten der Karte

e Kugelkoordinaten (true/false)

e Verwendete Stadte

e Benotigte Rechenzeit in Zehntelsekunden

e Optimale Tourlédnge
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e Optimale Tour

e Berechnungsschritte in der Form <Art der Schranke>|<Algorithmus>|<Lénge
des Graphen>|<Knotenradien>|<Kanten>

3.3.2 Karten

Alle auswéahlbaren Karten liegen in einer bestimmten Datenstruktur im Back-End
und werden zu Beginn jeder Anwendungsausfithrung von der Klasse MapManager neu
ausgelesen, der anschlieflend fiir jede Karte eine Map-Instanz erstellt. Neben dem
Eintrag des (kleingeschriebenen) Kartennamens in der Datei \maps\maps.txt miissen
zur erfolgreichen Konfiguration drei weitere Dateien im Ordner \maps\<Kartenname>\
vorliegen.

In der config.txt-Datei werden grundlegende Konfigurationsparameter festgelegt,
die in Tabelle aufgefithrt sind. Die Stddte der Karte werden in der separaten
Datei towns.txt konfiguriert, die zusammen mit der config.txt zum Zeitpunkt der
Instanzierung der Klasse Map ausgelesen und gespeichert werden. Dort findet sich fiir
jede Stadt ein Eintrag der Form

<Name>|<Vertikale Koordinate>|<Horizontale Koordinate>|<Ist bevorzugt>

Die konkrete Auspriagung der Koordinaten ist dabei abhéngig von der Art der Karte.
Landkarten verwenden Kugelkoordinaten zur Angabe von Breiten- bzw. Liangengrad,
wéahrend ebene Karten wie das implementierte Gitter Grid einfache y-x-Koordinaten
benétigen. Zudem miissen sie dezimal vorliegen, Nachkommastellen beschreiben also
im Fall der Kugelkoordinaten keine Minuten, sondern Zehntelgrad.

Die letzte Komponente enthélt schliellich die boolschen Werte 0 oder 1 und bewirkt die
bevorzugte Auswahl der jeweiligen Stadt bei Initialisierung des Spiels. Die bevorzugten
Stadte sind dabei so gewéhlt, dass sie zu einer guten Streuung iiber die Karte fiithren.
Kurze Touren in einem kleinen Bereich der Karte werden so vermieden.

Die Grafik selbst muss im Front-End unter der Adresse /maps/<Kartenname>.png
gespeichert sein und darf eine Gréfle von 700x500 Pixeln nicht iiberschreiten. Bei der
Auswahl der passenden Grafik fiir Landkarten muss auflerdem darauf geachtet werden,
dass die verwendete Projektion bekannt ist. Der Grund dafiir ist die clientseitige
Umrechnung der Kugelkoordinaten in Ebenenkoordinaten (siehe Abschnitt . Die
bestehenden Landkarten benutzen Bilddateien der Wikimedia Commons-Datenbank,
deren Lizenzbestimmungen eine derartige Verwendung erlaubt.

Aufgrund der geringen Anzahl erforderlicher Anpassungen ist die Integration neuer
Karten in die Applikation also sehr einfach und kann schnell durchgefiihrt werden.
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3.3.3 Metriken

Zur Berechnung der Strecke zwischen zwei Stddten kénnen drei verschiedene Metriken
verwendet werden, deren Eigenschaften in Tabelle beschrieben sind.

Auf Serverseite sind die Metriken in den Klassen EuclideanMetrics, MaximumMetrics,
sowie OneMetrics implementiert und werden vom MetricsManager verwaltet. Dieser
stellt verschiedene Methoden fiir den Zugriff auf die Metriken zur Verfiigung.

Das Hinzufiigen neuer Metriken im Back-End ist ebenfalls sehr einfach mdoglich. Die
neue Klasse <Name>Metrics muss von der Metrics-Klasse erben und eine konkrete
Implementierung der getDistance-Methode enthalten. Abschlieflend wird sie manu-
ell im MetricsManager registriert. Die notwendigen Schritte im Front-End sind in
Abschnitt und Tabelle 3] beschrieben.

3.3.4 Berechnung der Losung

Sind alle erforderlichen Parameter gesetzt und ist die Losung nicht bereits bekannt,
startet die Anwendung Tsp_App die Calculation-Routine. Diese st6ft nacheinander
verschiedene Algorithmen an, die alle in der Klasse TSPProcedures definiert sind.
Zur Bestimmung einer oberen Schranke fiihrt die Methode calculateUpperBound zu-
néchst den Nearest-Neighbor- (nNeighbour) und anschliefend den Multiple-Fragment-
Algorithmus (greedy) aus. Beide sind in den vorangehenden Kapiteln in Abschnitt
bzw. Abschnitt néiher beschrieben.

Die Berechnung einer moglichst optimalen unteren Schranke ist dagegen aufwandiger.
Sie beginnt mit dem Aufruf der Lagrange Relaxation (lagrangeRelaxation), die in
Abschnitt dargestellt wurde. Wird auf diese Weise keine optimale Rundtour ge-
funden, geht das Programm in den Branch-and-Bound-Algorithmus (branchAndBound)
iiber. Dabei generiert es mithilfe der Branchingregel von Volgenant und Jonker aus
Abschnitt einen Branching-Baum, der nach dem Prinzip der Tiefensuche durch-
wandert wird.

3.4 Erweiterungsmoglichkeiten

Die Applikation ist bewusst so gestaltet, dass sie auf einfache Weise erweitert werden
kann. Das Hinzufiigen von Karten und Metriken wurde in den vorangegangen Abschnit-
ten bereits auf Server- und Client-Seite erldutert. Man kann sich in der Applikation
auch Stadtkarten vorstellen, in denen der Benutzer nach optimalen Lésungen sucht.
Interessant wére diesbeziiglich beispielsweise das Anwenden der Eins-Metrik auf dem
Stadtplan Manhattans.

Da im Back-End alle Algorithmen zentral aus der Calculation-Klasse ausgefiihrt
werden, konnen dort ohne groflen Aufwand weitere Verfahren ,eingehdngt® werden,
deren Darstellung sich fiir die Applikation eignen wiirde.
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3.4 Erweiterungsmoglichkeiten

Auch das Front-End ist leicht erweiterbar. Zusétzliche Algorithmen bedirfen zur
Darstellung fast ausschlieSlich Anderungen im CalculationGraphDrawer.
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calculateDistance - Berechnung der Kantenldnge

Eingabe: Quellkoordinaten
Zielkoordinaten
Ausgabe: Berechnete Kantenlidnge

drawEdge - Zeichnen einer Kante

Eingabe: Kontext des canvas
Layout-Objekt der Kante
Quellkoordinaten
Zielkoordinaten

contains - Lage ibergebener Koordinaten zu einer Kante

Eingabe: x-Koordinate
y-Koordinate
Quellkoordinaten
Zielkoordinaten
Layout-Objekt der Kante
Ausgabe: Ist Koordinate im Bereich der Kante? (true/false)

Tabelle 3.1: Die drei bereitgestellten Methoden einer Metrik-Klasse



3.4 Erweiterungsmoglichkeiten

Datentyp Erklarung

Boolean Flag, das die Existenz einer fritheren Losung indiziert

String GameCode, der sich eindeutig einer Spielkonfiguration zu-
ordnen lasst

String Verwendete Langeneinheit: km oder pixel

Boolean Flag, das die Anzeige der Stddtenamen auf der Spieloberfla-
che steuert

String Randkoordinaten der Karte in Grad oder Pixeln
in der Form  <"Nordliche" Grenze>|<"Sidliche"
Grenze>|<"Westliche" Grenze>|<"Ostliche" Grenze>

Boolean Flag, das die Art der Koordinaten beschreibt: true fiir Ku-
gelkoordinaten in Grad, false fiir Ebenenkoordinaten in

Pixeln
String Ausgewihlte Stadte
String STOP: Steuerbefehl fiir den CherryPy

Tabelle 3.2: Komponenten der Serverantwort

Parameter Wert

MapName Name der Karte

MapCode Schliissel der Karte, der unter anderem zur Generierung des
GameCodes verwendet wird

ForceMetrics (optional) Einzig erlaubte Metrik

ShowCityNames Flag, das die Anzeige der Staddtenamen auf der Spieloberfla-
che steuert: true oder false

LengthUnit Verwendete Langeneinheit: km oder pixel

Projection Verwendete Kartenprojektion: mercator oder rectangular
PhysicalBorderN ”Nordliche” Randkoordinate der Karte in Grad oder Pixeln
PhysicalBorderS ”Siidliche” Randkoordinate der Karte in Grad oder Pixeln
PhysicalBorderW "Westliche” Randkoordinate der Karte in Grad oder Pixeln
PhysicalBorderE ”Ostliche” Randkoordinate der Karte in Grad oder Pixeln

Tabelle 3.3: Parameter der config.txt

Metrik Rechenvorschrift Verwendung
Euklidsche Metrik +/(z1 —22)2+ (y1 — y2)2 In allen Karten
Maximum-Norm max{|z1 — 2, |y1 — y2|} In der Karte Grid
1-Metrik |z1 — za] + |y1 — Y2 In der Karte Grid

Tabelle 3.4: Die verschiedenen Metriken
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Kapitel 4
Ausblick

Nach mathematischer Betrachtung der verschiedenen Losungsalgorithmen wurde in den
vorangehenden Kapiteln versucht, die Grundlage fiir eine Webapplikation zu legen, die
einfache Losungsalgorithmen anschaulich darstellt und fiir zukiinftige Projekte leicht
erweiterbar ist.

Mithilfe neuerer Technologien konnte dieses Ziel umgesetzt werden. Sie ist jetzt dafiir
ausgelegt, sich dynamisch zu verdndern und sukzessive weiter zu wachsen. Unter den
in Abschnitt [2:3] dargestellten Algorithmen befinden sich auch solche, die fiir eine
Darstellung im Browser geeignet sind, wie beispielsweise das k-Opt-Verfahren. Es ist
aber durchaus auch denkbar, kompliziertere Algorithmen darzustellen, beispielsweise
indem auch die Oberflache verdndert wird.

Die Applikation kann so gewissermaflen dem Weg der Forschung rund um das Traveling
Salesman Problem nachgehen, dessen ,,Fangemeinde“ unaufhorlich versucht, bessere
und vor allem schnellere Losungen zu finden und die Anzahl effizienter Algorithmen
dadurch zu erweitern.
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