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Kurzfassung

Diese Arbeit stellt eine adaptive Backsteppingregelung zur Trajektorienfolge fiir die
Position und das Heading eines Quadrokopters vor. Der Regelalgorithmus ist dafiir
entwickelt, schnelle Flugmandver zu realisieren und alle Modellunsicherheiten sowie
eine Vielzahl an Storungen zu kompensieren. Dazu greift der Entwurf einen Ansatz
der Li-adaptiven Regelung fiir nichtlineare und zeitvariante Referenzsysteme auf,
passt ihn an das Backsteppingschema an und modifiziert ihn, so dass die nomina-
le Regelung von der Adaption entkoppelt. Es werden zwei Nachweise gefiithrt und
verglichen, welche die Beschrénktheit aller Systemsignale zeigen. Simulationen und
Experimente verifizieren den vorgestellten Ansatz und veranschaulichen dessen hohe
Leistungsfihigkeit.

Abstract

This thesis presents an adaptive backstepping controller for the position and heading
trajectory tracking of a quadrotor. The controller is designed to enable tracking of
fast trajectories and to compensate for all model uncertainties as well as for a wide
range of disturbances. The design adopts and modifies the £; adaptive control ap-
proach for nonlinear and time-varying reference systems to fit into the backstepping
design and to decouple the nominal controller from the adaptation. Two different
methods are derived and compared that verify the boundedness of all control signals.
Simulations and experimental tests verify the presented controller and demonstrate
its high performance.
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Notation

Vektoren und Matrizen

Fett gedruckte Symbole kennzeichnen einen Vektor bzw. eine Matrix, wobei Vektoren
klein geschrieben werden und Matrizen grof3. Beispiele sind b und A.

Koordinatensysteme

Ein Vektor x, dargestellt in einem Koordiantensystem bezeichnet als /-System, wird
geschrieben als ;x. Zur besseren Ubersicht wird bei hdufig auftretenden Vektoren auf
diesen Index verzichtet.

Zeit- und Frequenzbereich

Fiir Signale im Zeitbereich wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf das Argu-
ment t verzichtet. Zur eindeutigen Unterscheidbarkeit wird das Argument s im Fre-
quenzbereich explizit verwendet. £[(.)] bezeichnet die Laplace-Transformation in den
Frequenzbereich und £7*[(.)] die Riicktransformation in den Zeitbereich.

Euklidische Norm
Die Darstellung ||(.)|| bezeichnet die Euklidische Norm.

Hochstellungen

Die Darstellung (.) bezeichnet einen Schiitzwert und (.) den dazugehdrigen Schiitz-
fehler, der definiert ist als @ := a — a. Die Darstellung (.)" wird aus Griinden der
Ubersichtlichkeit dazu benutzt, einen transponierten Vektor bzw. eine transponierte
Matrix zu kennzeichnen ((.) = (.)T).

Funktionen

Eine Funktion f:X — Y mit + € X und y € Y wird in dieser Arbeit entweder
mit Argument als f(z) oder ohne Argument als f geschrieben. Eine Verkettung von
Funktionen, beispielsweise (f o ¢)(z) = f(g(2)) mit g : Z — X, z € Z, wird fir
eine bessere Ubersicht durch eine Vertauschung der Argumente, im Beispiel als f(z),
dargestellt.
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1. Einleitung

Der technische Fortschritt auf dem Gebiet des Leichtbaus, der Motorentechnik und der
Elektronik erméglicht es heutzutage, elektrisch betriebene, unbemannte Flugobjekte
(Unmanned Aerial Vehicles, kurz UAV) zu realisieren und kostengiinstig am Markt
anzubieten. Durch den leichten Aufbau und die in Relation starke Motorisierung,
sind diese Systeme sehr wendig und agil. Zudem ist der Betrieb eines elektrischen
UAV im Vergleich zur bemannten Luftfahrt um ein Vielfaches giinstiger. Daher sind
diese Systeme flexibel einsetzbar und deren Anwendung reicht von Uberwachung,
Fernerkundung sowie Fernwartung und Inspektion iiber Luftfoto- und filmographie
hin zur Verwendung als Modellbausatz und Spielzeug fiir Hobbypiloten.

Neben Starrfliiglern eignen sich hierzu insbesondere Senkrechtstarter bzw. Dreh-
fliigler, oft als Vertical Takeoff and Landing Vehicles kurz VTOL bezeichnet, da diese
die Vorteile des Langsamflugs, Schwebeflugs und senkrechten Startens und Landens
mit sich bringen, was fiir die bereits erwdhnten Anwendungen besonders niitzlich
ist. Der Quadrokopter aus der Gruppe der Multikopter, zu sehen in Abbildung 1.1,
ist neben Modellhubschraubern der bedeutendste Vertreter dieser Art von elektrisch
betriebenem VTOL UAV.

Abbildung 1.1.: Quadrokopter ” Hummingbird”der Ascending Technologies GmbH.*

Ein Vorteil liegt bei diesem System in seiner robusten und kostengiinstigen Bau-
weise. Im Vergleich zu Hubschraubern, deren Rotoren durch aufwéndige Verstellme-
chanismen verkippt werden miissen, sind beim Quadrokopter alle vier Rotoren direkt
auf biirstenlose Gleichstrommotoren montiert, deren Achsen senkrecht auf dem Rah-
men fixiert sind. Somit miissen keine weiteren beweglichen Teile verbaut werden, was
zu geringen Kosten und hoher Zuverléssigkeit fithrt. Dadurch entsteht jedoch auch
ein Nachteil hinsichtlich der Steuerung und Manovrierfihigkeit, denn die Richtung
des Vorschubs eines Quadrokopters steht durch diese Bauweise stets senkrecht auf
dessen Rahmen. Somit entscheidet die aktuelle Fluglage, die Verkippung des Rah-
mens im Raum, in welche Raumrichtung der Vorschub wirksam ist. Um ein gewisses

nternetadresse: http://www.asctec.de/



1. FEinleitung

Ziel anzufliegen, muss der Quadrokopter zunéchst durch Verkippung in eine entspre-
chend Fluglage gebracht werden. Es kénnen daher nicht alle 6 Freiheitsgrade eines
Quadrokopters, diese sind 3 translatorische und 3 rotatorische Freiheitsgrade, un-
abhéngig voneinander eingestellt werden: Der Quadrokopter ist folglich unteraktuiert
und dessen Stabilisierung stellt in Kombination mit seiner hohen Dynamik eine her-
ausfordernde Aufgabe fiir die Regelungstechnik dar. Dies wird durch eine im letzten
Jahrzehnt entstandene Fiille an Publikationen auf diesem Gebiet deutlich.

1.1. Anwendungen fiir Quadrokopter

Je nach Anwendungsfall werden Quadrokopter mit unterschiedlichem Grad an Auto-
nomie betrieben: Im Fall des Modellflugs mochte der Hobbypilot meist noch méglichst
viel von Hand steuern. Daher bedient er sich oft nur einer regelungstechnischen Sta-
bilisierung einer Sollfluglage, welche iiber eine Fernsteuerung vorgegeben wird, und
regelt den Vorschub manuell. Fiir hochdynamische Fliige von Hand, wird eventuell
auch auf diese Unterstiitzung verzichtet und stattdessen eine gewiinschte Drehra-
te des Quadrokopterrahmens vorgegeben und eingeregelt. Fiir eine direkte Vorgabe
der Drehmomente und einen dadurch vollstéindigen Verzicht auf regelungstechnische
Unterstiitzung, hat auch ein sehr geiibter Hobbypilot kein ausreichend gutes Reak-
tionsvermogen. Fiir eher ungeiibte Hobbypiloten gibt es dagegen bei kommerziell
erhéltlichen Systemen zusétzlich zur Stabilisierung der Fluglage auch die Moglichkeit
eine gewiinschte Flughthe oder Steigrate regelungstechnisch stabilisieren zu lassen.
Dadurch muss sich der Hobbypilot nur noch auf die Bewegung in der horizontalen
Ebene konzentrieren. Eine weitere Moglichkeit mit noch mehr Autonomie, welche
gerne im Bereich der Luftfotographie eingesetzt wird, ist das autonome Anfliegen
und Einhalten einer gewiinschten GPS-Position. Der Luftfotograf muss sich somit
nicht um die Stabilisierung des UAVs kiimmern. Zusétzlich zur Position kann er auch
einen gewiinschten Kurswinkel, der oft mit dem englischen Begriff Heading bezeichnet
wird, vorgeben. Fiir Luftfilmographie und Anwendungen in der Fernerkundung und
Uberwachung ist es oft zusitzlich von Interesse, welche Flugbahn auf dem Weg zum
Ziel realisiert und wie schnell und mit welchem Verlauf des Headings diese abgeflogen
wird. Je nachdem ob der exakte zeitlich Verlauf von Bedeutung ist oder nicht, kann
diese Anwendung regelungstechnisch als ein Pfad- oder Trajektorienfolgeproblem be-
handelt werden. In diesem meist noch wissenschaftlichen Anwendungsfall iibernimmt
der Mensch nur mehr die Rolle des Pfad- bzw. Trajektorienplaners und das geregelte
UAV realisiert die Vorgaben autonom mithilfe eines Pfad- oder Trajektorienfolgereg-
lers. Ebenso Gegenstand aktueller Forschung ist eine Anwendung in der der Mensch
nur noch ein Missionsziel definiert und ein oder mehrere UAVs im Schwarm ihre
Flugbahn und deren zeitlichen Verlauf selbst planen und mithilfe eines Pfad- oder
Trajektorienfolgereglers umsetzen.
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1.2. Anforderungen an ein Trajektorienfolgeproblem

Diese Arbeit greift einen der beiden letztgenannten Anwendungsfille mit hoher Auto-
nomie auf Seiten des UAVs auf, in dem der zeitliche Verlauf der Flughahn von Bedeu-
tung ist und der Mensch nur noch die Aufgabe der Trajektorienplanung iibernimmt.
Fiir diese Anwendung ergeben sich die folgenden zwei Fragestellungen:

1. Wie ist die Trajektorie zu wahlen, damit diese physikalisch realisierbar und
zugleich zweckméfig fiir die vorliegende Anwendung ist?

2. Wenn eine zweckméflige und realisierbare Trajektorie gefunden wurde, welcher
Trajektorienfolgeregler kann diese Trajektorie am besten umsetzen?

Damit eine Trajektorie realisierbar ist, muss diese einerseits aufgrund der Physik
des Quadrokopters hinreichend glatt sein — im Allgemeinen muss die Trajektorie fiir
die Position vierfach stetig differenzierbar sein — und andererseits einen an die Lei-
stungsfahigkeit der Motoren angepassten Zeitverlauf aufweisen. Ob eine Trajektorie
zweckmiéfig ist, liegt an der jeweiligen Zielsetzung der Anwendung. Es gibt beispiels-
weise Anséitze, mit welchen eine moglichst schnelle und hochdynamische Trajekto-
rie generiert werden kann, siche beispielsweise [39, 81], aber auch die Erstellung ei-
ner moglichst energieeffizienten Trajektorie oder einer Trajektorie mit der geringsten
zuriickzulegenden Flugstrecke ist denkbar.

In dieser Arbeit wird die zweite der oben aufgelisteten Fragestellung behandelt
und somit angenommen, dass bereits eine zweckméflige und realisierbare Trajektorie
generiert wurde. Ein hierfiir entwickelter Trajektorienfolgeregler sollte moglichst vie-
le Trajektorien, darunter hochdynamische und auch unkonventionelle Manover wie
Loopings, realisieren konnen. Dabei stellt sich die iibliche regelungstechnische Forde-
rung nach einer schnell und schwingungsarm abklingenden Regelabweichung. Beides
ldsst sich als die Forderung nach einer moglichst hohen Performanz zusammenfassen.
Ebenso entscheidend fiir die Giite einer Trajektorienfolgeregelung ist die Qualitat und
Zuverlassigkeit mit der die Trajektorie realisiert wird, wenn Storungen wie ausfallen-
de Komponenten oder Windturbulenzen auftreten oder sich Unsicherheiten im Re-
gelungsentwurf auf das Flugverhalten auswirken. Daher sollte ein Trajektorienfolge-
regler den Einfluss von moglichst vielen Unsicherheiten und Stérungen kompensieren
konnen, was der Anforderung nach einer moglichst hohen Robustheit gleichkommt.
Die Forschung der vergangen Jahre hat sich intensiv mit der ersten Forderung nach
einer moglichst hohen Performanz beschéftigt und diese scheint heute weitestgehend
erfiillt zu sein. Aktuelle Arbeiten greifen daher zunehmend die zusétzliche Forderung
nach einer méglichst hohen Robustheit auf. Bevor aber ndher auf die Details hierzu
eingegangen wird, soll zunéchst ein kurze Einfithrung in die Dynamik von VTOLs
erfolgen.

1.3. Beschreibung der Dynamik eines VTOLs

Die grundlegende Dynamik eines VT'OLs kann ohne Einbeziehung von dufleren Sto-
rungen und hochdynamischen Effekten, wie beispielsweise Strukturdynamik, durch
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folgende Gleichungen beschrieben werden:

X =w, (1.1a)
v="f(x,v,0,T 1), (1.1b)
0=10,w), (1.1c)
w="1F,(w,1). (1.1d)

Dabei wird das Flugobjekt als ein Starrkoérper mit 6 Freiheitsgraden behandelt, dessen
Position und Geschwindigkeit in einem kartesischen Koordinantensystem mit x € R?
und v € R? bezeichnet ist. Die Beschreibung der Fluglage bzw. der riumlichen Aus-
richtung erfolgt iiber den Zustand 0. Dieser kann beispielsweise iiber die Rotationsma-
trix, einem Quaternion oder durch Eulerwinkel parametriert sein, fiir Details hierzu
siehe beispielsweise [15, 111]. w € R? ist die Rotationsgeschwindigkeit des Korpers
und bildet zusammen mit den zuvor erwdhnten Gréflen @, v und x den Flugzustand.
f;, fp und £, sind nichtlineare Funktionen der Zustéinde und der Systemeingénge, wel-
che durch den Vorschub 7' € R und das Drehmoment 7 € R?® gegeben sind. Der
Vorschub und das Drehmoment werden je nach Art des VTOLs {iber unterschied-
liche Antriebe realisiert: Beispielsweise mit einem Haupt- und Heckrotor und deren
Rotorblattverstellung am Helikopter, einem Treibwerk und dessen Ausrichtung am
Ducted Fan VTOL oder iiber mehrere Rotoren mit einstellbaren Drehzahldifferenzen
am Multikopter. Um die entsprechenden Vorgaben fiir die jeweiligen Aktoren aus dem
gewiinschten Vorschub und Drehmoment zu berechnen, gibt es je nach Bauart des
VTOLs einen eindeutigen und meist umkehrbaren mathematischen Zusammenhang.
Bei Vernachlassigung der Aktuatordynamik ist dieser durch eine statische Funktion
darstellbar.

Die Dynamik, beschrieben durch Gleichung (1.1a) und (1.1b), wird meist als trans-
latorische Dynamik oder Positionsdynamik bezeichnet, welche durch den Vorschub T’
und durch zwei der drei Freiheitsgrade des Lageparameters @ beeinflusst werden kann.
Diese zwei Freiheitsgrade der Lage ermoglichen eine Verkippung der Schubrichtung
im Raum, wohingegen der dritte Freiheitsgrad eine Verdrehung des Koérpers um die
Schubrichtung herum zulésst, welche keinen Einfluss auf die Positionsdynamik hat.
Daher ist es moglich diesen dritten Freiheitsgrad unabhéngig von der Positionsdyna-
mik zu regeln. Je nach Art der gewihlten Lageparametrierung, ergeben sich hierfiir
unterschiedliche Mo6glichkeiten: Bei der Verwendung von Eulerwinkeln bietet sich eine
Regelung des Gierwinkels, im Englischen als Yaw Angle bezeichnet, an, um diesen
Freiheitsgrad auszunutzen. Bei Quaternionen bzw. der Drehmatrix gibt es andere
Ansitze, dazu mehr in Abschnitt 1.4.2. Grundsétzlich wird dieser weitere Freiheits-
grad in dieser Arbeit unabhéngig von der jeweiligen Beschreibungsform als Heading
bezeichnet.

Die Dynamik beschrieben durch Gleichung (1.1¢) und (1.1d) wird oft als rotatori-
sche Dynamik oder Lagedynamik bezeichnet, welche {iber das Drehmoment 7 steu-
erbar ist. Die direkte Wirkung des Drehmoments 7 auf die translatorische Dynamik,
wie in Gl. (1.1b) gegeben, ist nicht bei jedem VTOL vorhanden. Fehlt diese Kopplung,
wie beispielsweise bei einem Quadrokopter, weist (1.1) eine untere Dreiecksstruktur
auf, im Englischen als Strict-Feedback Form oder Lower Triangular Form bezeichnet,
und ermoglicht die Anwendung von Kakadenregelungen [101] und Backstepping [60].
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1.4. Stand der Technik

Dieser Abschnitt beschreibt den aktuellen Stand der Forschung zur Trajektorienfol-
geregelung fiir die Position und das Heading eines VTOLs. Es sei angemerkt, dass
der folgende Uberblick aufgrund der Fiille an Arbeiten auf diesem Gebiet keinen
Anspruch auf Vollstiandigkeit erheben kann. Es werden jedoch die wichtigsten Ent-
wicklungschritte auf diesem Gebiet bis zum heutigen Stand dargestellt:

1.4.1. Trajektorienfolgeregelung fiir die Position und das Heading
eines VTOLs

Bevor die erste Trajektorienfolgeregelung fiir VI'OLs erschien, beschéftigte sich die
Forschung in diesem Bereich mit linearen und teils robusten Regelungen fiir die Stabi-
lisierung des Schwebezustands an bemannten Senkrechtstartern und Hubschraubern,
siche Hyde und Glover [46], Weilenmann et al. [110] und Bendotti und Morris [6].
Man erkannte, dass die Einzugsbereiche dieser Regelungen fiir hochdynamische Flug-
manover nicht ausreichen und suchte nach Methoden den nutzbaren Flugraum zu
erweitern. Ein Ansatz dazu war das Gainscheduling [68], mithilfe dessen La Civi-
ta et al. [61] den Flugbereich fiir einen Modellhubschrauber erweitern und dadurch
schnellere Flugmanover ermoglichen konnte. Die erste Trajektorienfolgeregelung zu
diesem Zweck stellt Hauser et al. [38] fiir ein planares VTOL vor und nutzt dafir ei-
ne Ein-Ausgangs-Linearisierung [50]. Ein entscheidendes Kriterium fiir das Gelingen
dieser Ein-Ausgangs-Linearisierung war die Vernachlissigung der am Hubschrauber
und weiteren VI'OLs auftretenden kleinen Volumenkréfte:

Problem der kleinen Volumenkrifte

Wie in Abschnitt 1.3 bereits erwdahnt, gibt es eine Reihe von VTOLs, beispielswei-
se Hubschrauber und Mantelpropeller (Ducted Fan) VTOLSs, bei welchen sich das
gewiinschte Drehmoment nicht entkoppelt von der Schubkraft erzeugen lésst. Da-
durch wirkt das erzeugte Drehmoment direkt in die translatorische Dynamik ein. Die
Ursache dafiir liegt in der Art des Antriebs und dessen Wirkung wird als kleine Vo-
lumenkraft, im Englischen als Small Bodyforce bezeichnet. Da diese Eigenschaft die
Dynamik der betroffenen VTOLs nicht-minimalphasig macht, ist die Regelung die-
ser Systeme besonders herausfordernd und hat aus diesem Grund eine Vielzahl von
Veroffentlichungen hervorgebracht. Da der Einfluss dieser Kopplung laut Hauser et al.
[38] jedoch gering ist, war einer der ersten Ansétze diese zunéchst zu vernachléssigen.
Dadurch erhielt die modellierte Dynamik eine untere Dreiecksstruktur und wurde
minimal-phasig, so dass ein flacher Ausgang angegeben werden konnte und eine Ein-
Ausgangs-Linearisierung zum gewiinschten Ziel fithrte. Viele weitere Arbeiten folgten
dem von Hauser et al. vorgeschlagenem Ansatz, siehe [56], [102], [57] und [31]. Es
wurden aber auch zahlreiche Ansétze entwickelt, mit dem Hintergrund die Nichtmi-
nimalphasigkeit am VTOL explizit zu beriicksichtigen bzw. die kleinen Volumenkrifte
elegant in den Regelungsentwurf miteinzubeziehen. Da dieser Aspekt jedoch fiir den
Regelungsentwurf am Quadrokopter nicht von Interesse ist — der Quadrokopter ist
von dieser Kopplung nicht betroffen, wird dies hier nicht weiter ausgefiihrt. Bedeu-
tende Arbeiten in diese Richtung sind [79, 86, 78|.
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Es folgt ein nach Methoden sortierter Uberblick iiber Ansitze explizit fiir den
Quadrokopter als auch solche VT OLs, welche durch eine Vernachléssigung der kleinen
Volumenkrifte die gleiche Modellstruktur wie der Quadrokopter aufweisen:

Ein-Ausgangs-Linearisierungen

Die erste Trajektorienfolgeregelung fiir die Position in allen drei Dimensionen und
fiir das Heading eines VIT'OLs wird von Koo und Sastry [56] am Hubschrauber vor-
gestellt. In diesem Beitrag wird, analog zur Arbeit von Hauser et al. [38] fiir ein pla-
nares VTOL, eine Ein-Ausgangs-Linearisierung durchgefiihrt und dafiir die Strecke
beziiglich des Schubeingangs T zweifach dynamisch erweitert. Die Lage wird {iber
Eulerwinkel parametriert und das Heading dementsprechend iiber den Gierwinkel ¢
beschrieben. Das erweiterte System lasst sich mit der Nomenklatur von (1.1) darstel-
len als

(4) ) .
[X] =f(x,v,0,w)+ G(x,v,0,w,T,T) {ﬂ . (1.2)
¥

Durch die Streckenerweiterung gelingt eine exakte Fin-Ausgangs-Linearisierung fiir
das dynamisch erweiterte System mit einer vierfach stetig differenzierbaren Tra-
jektorie fiir die Position und einer zweifach stetig differenzierbaren Trajektorie fiir
das Heading. Diese Anforderungen an die Trajektorien sind systeminhérent und un-
abhéngig vom gewéhlten Regelungsansatz. Ebenso systeminhérent ist die Forderung,
dass der Vorschub stets ungleich Null sein muss, da sonst das Trajektorienfolgepro-
blem unlosbar ist. Dies zeigt sich in (1.2) dadurch, dass G bei T' = 0 singulir wird.
In der Arbeit von Koo und Sastry [56] wird zusétzlich gefordert, dass die Rahmen-
verkippung stets kleiner 90° ist. Diese Einschrinkung existiert in der Form nur durch
die Lageparametrierung mit Eulerwinkeln, da diese bei 90° Verkippung eine Singu-
laritat aufweisen [15]. Das Auftreten dieser Singularitét sowie der Singularitét bei
T = 0 wird von Koo und Sastry nicht aktiv verhindert, sondern muss durch eine vor-
ausschauende und mit Sicherheiten behaftete Trajektorienwahl umgangen werden.
Mistler et al. [83] wendet dieses Vorgehen etwas spiter in vergleichbarer Weise am
Quadrokopter an. Weitere Ein-Ausgangs-Linearisierungen am Quadrokopter werden
in [24, 65] angewandt und dabei die Strecke ebenso dynamisch erweitert. Ohne dy-
namische Erweiterung gelingt nur eine quasi-statische Ein-Ausgangs-Linearisierung
[99], wie von Buhl et al. [10] und Fritsch et al. [32] gezeigt wurde. Dieser Ansatz
erzeugt jedoch eine Singularitédt bei einer Verkippung von 90° unabhéngig von der
Lageparametrierung.

In den Arbeiten [56, 102, 65] wird erwéhnt, dass eine Ein-Ausgangs-Linearisie-
rung Defizite beziiglich Modellunsicherheiten und Stérungen aufweist. Eine Regelung
basierend auf Lyapunovfunktionen wére nach Ansicht einiger Autoren eine sinnvolle
und robustere Alternative. Der Grund dafiir ist, dass ein solcher Ansatz im Gegensatz
zur Ein-Ausgangs-Linearisierung nicht zwangsldufig alle stabilisierenden Nichtlinea-
ritdten tilgt und das System dazu zwingt, sich linear zu verhalten. Diese Meinung
deckt sich mit der gidngigen Ansicht vieler namhafter Autoren auf dem Gebiet der
nichtlinearen Reglung, siehe beispielsweise Sepulchre et al. [101], Krstic et al. [60] und
Slotine und Li [103].
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Kaskadenregelungen

Ein Regelungsverfahren das besonders gut zu Systemen in unterer Dreiecksstruktur
passt, ist die Kaskadenregelung. Hamel et al. [37] stellt erstmals einen kaskadierten
Ansatz zur Trajektorienfolge fiir die Position und das Heading eines Quadrokopters
vor. Dabei werden drei Kaskaden bestehend aus der geregelten translatorischen und
rotatorischen Dynamik sowie der geregelten Dynamik fiir die Aktuatoren gebildet.
Dies ist eine der wenigen Arbeiten, welche die Dynamik der Motoren beriicksichtigen.
Haufig wird diese als vernachldssigbar schnell angenommen und dementsprechend
oft nur zwei Kaskaden gebildet, beispielsweise [66, 95]. Eine Unterteilung der rota-
torischen Dynamik in eine weitere Kaskade fiir den kinematischen und eine fiir den
kinetischen Teil ist ebenso denkbar, wird jedoch selten durchgefiihrt, um die Anzahl
der Kaskaden und die mit jeder Kaskade verbundene Zeitskalentrennung zu reduzie-
ren [101]. Die Herleitung des Regelgesetzes erfolgt in den meisten Ansétzen dieser
Art mithilfe von Lyapunovfunktionen, die zunéchst fiir jede Kaskade einzeln aufge-
stellt und danach zu einer Lyapunovfunktion fiir das Gesamtsystem vereint werden.
In der Arbeit von Hamel et al. kommt innerhalb der ersten beiden Kaskaden jeweils
Backstepping zur Anwendung. Die Lyapunovfunktionen dieser ersten beiden Kaska-
den wird mit einer weiteren Lyapunovfunktion fiir die dritte Kaskade vereint. Mithilfe
der Gesamtfunktion kann fiir das Trajektorienfolgeproblem asymptotische Stabilitéat
nachgewiesen werden. Dafiir sind gewisse Bedingungen an die Anfangswerte und an
die Reglerverstiarkungen zu erfiillen, zudem muss eine Ober- und eine Untergrenze
fiir den Sollschub existieren und der Lagefehler muss kleiner 180° sein. Die zu reali-
sierenden Stellgroffen werden in dieser Arbeit wie auch in anderen Arbeiten direkt an
die Aktuatoren kommandiert. Eine dynamische Erweiterung ist fiir die Anwendung
einer Kaskadenregelung generell nicht notwendig und bringt keine Vorteile. Weitere
Kaskadenregelungen zur Trajektorienfolge sind beispielsweise [57, 35, 53, 94, 33].

Ein Nachteil der Kaskadenregelung ist ein vergleichsweise umsténdlicher Weg um
Stabilitét nachzuweisen. Sepulchre et al. [101] behandelt zwar dieses Thema ausfiihr-
lich, trotzdem zeigt sich die Uberpriifung der Bedingungen fiir Stabilitéit am VTOL
um einiges schwieriger als bei anderen nichtlinearen Regelungsverfahren. Im Gegen-
zug erhdlt man bei der Kaskadenregelung zusétzliche Freiheitsgrade, die geschickt
ausgenutzt werden konnen. So zeigt Wood und Cazzolato [113] eine kaskadierte Po-
sitionsregelung fiir ein planares VTOL, welche die Kopplung der beiden Kaskaden
aus der Positions- und Lagedynamik minimiert und somit eine schnellere Konvergenz
trotz geringem Stellaufwand ermoglicht. Einen Ansatz mit vergleichbarer Motivation
fiir die rédumliche Trajektorienfolge eines Quadrokopters, in dem diese zusétzlichen
Freiheitsgrade dargestellt und geschickt ausgenutzt werden, stellt Falconi et al. [28§]
VOr.

Backstepping

Das Backstepping passt ebenso so gut wie die Kaskadenregelung zum VTOL, bringt
jedoch den Vorteil eines konstruktiven Stabilitédtsnachweises mit sich [60]. Zwar nutzen
einige Autoren das Backstepping, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, in jeder
Kaskade einer Kaskadenregelung, darunter [37, 35, 95|, wenden dies aber nicht auf
das Gesamtsystem an, wodurch der konstruktive Stabilitdtsnachweis verloren geht.
Der erste Ansatz zur Trajektorienfolge, der das Backstepping auf das Gesamtsy-
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stem anwendet, wurde von Frazzoli et al. [31] fir die Position und das Heading
eines Hubschraubers vorgestellt. Mithilfe einer konstruierten Lyapunovfunktion fiir
den gesamten Regelkreis kann asymptotisch stabiles Folgeverhalten nachgewiesen
werden. Die Autoren nutzen eine Lagebeschreibung mithilfe der Drehmatrix, wel-
che sdmtliche Singularitéiten vermeidet und global eindeutig ist [15], wodurch sich
keine Einschrinkungen beziiglich der Fluglage ergeben. Das erste in diesem Sinne
vollstandige Backstepping fiir einen Quadrokopter wird von Madani und Benallegue
[74] présentiert. Auch hier wird asymptotisch stabiles Folgeverhalten fiir die Position
und das Heading nachgewiesen und bis auf die systeminhédrenten und parametrie-
rungsbedingten Einschrinkungen — die Autoren verwenden Eulerwinkel als Lagepa-
rameter — fordert der Ansatz keine zuséitzlichen Bedingungen. Die meisten auf dem
Backstepping basierenden Arbeiten nutzen eine dynamische Streckenerweiterung fiir
den Vorschub, da diese das Vorgehen erheblich erleichtert. Cabecinhas et al. [12]
gelingt es ein statisches Backstepping zu realisieren, indem der zu stellende Schubbe-
trag durch das Skalarprodukt aus dem Soll- und dem Ist-Schubvektor berechnet wird.
Dadurch entsteht allerdings eine Singularitét bei einem Winkelfehler von 90°.

Ein Nachteil des Backsteppings am VTOL ist die Berechnung der fiir das Stellgesetz
notwendigen analytischen Ableitungen. Dies liegt daran, dass je nach Streckenmo-
dell vier bis fiinf Backsteppingschritte notwendig sind und die abzuleitenden Terme
sehr lang und kompliziert werden kénnen. Die Autoren Madani und Benallegue [73]
erwiahnen diese Problematik erstmals und verwenden fiir ihre praktischen Versuche
notgedrungen numerische Ableitungen. In einer spéteren Arbeit schlagen die Autoren
einen Schétzalgorithmus zur ersatzweisen Generierung der analytischen Ableitungen
vor [75]. Wood [112] stellt in seiner Arbeit ein approximatives Backstepping vor, durch
das eine analytische Berechnung der Ableitungen umgangen werden kann. Farrell et al.
[30] entwickelt schliefllich zu diesem Zweck ein Command Filtered Backstepping. Hier
dienen in jedem Backsteppingschritt eingefiigte Tiefpassfilter dazu, die Ableitungen
im niedrigeren Frequenzbereich approximativ nachzubilden. Dennoch berechnen eini-
ge Autoren diese Ableitungen analytisch. Beispiele hierfiir sind [97, 18, 91].

Sliding Mode Control

Ein weiteres eher selten angewandtes Regelungsverfahren fiir die Trajektorienfolge
ist Sliding Mode Control [108]. Xu und Ozguner [114] wenden dieses Verfahren am
Quadrokopter an, mit der Motivation die Robustheit des Verfahrens bzgl. Modellun-
sicherheiten und Storungen am Quadrokopter auszunutzen. Das Problem des Chat-
terings, das beim Sliding Mode Control durch ein Schalten entlang des Sliding Modes
entsteht, wird durch eine glatte Approximation der Signumfunktion verhindert. Si-
mulationsergebnisse weisen ein robustes und praxistaugliches Verhalten nach. Weitere
robuste Folgeregler werden in [84, 64, 67] vorgestellt.

1.4.2. Weiterentwicklung der Regelungsansatze

Die Hauptmotivation fiir die Autoren der bisher niher beschriebenen und fritheren
Arbeiten auf diesem Gebiet war hauptséchlich der nominale Regelungsentwurf selbst.
Durch die intensive Forschung und einer Vielzahl an entstandenen Arbeiten auf die-
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sem Gebiet, scheint diese Fragestellung mittlerweile hinreichend gut beantwortet zu
sein. Nachfolgende und aktuellere Arbeiten haben daher zunehmend das Ziel, die
vorhanden Ansétze durch Feinheiten in der Parametrierung oder einer besonders ge-
schickten und performanten sowie robusten Wahl des Stellgesetzes weiter zu verbes-
sern. Nachfolgend sind diese Weiterentwicklungen beschrieben, wobei ein Grofteil
der Erweiterungen dazu dient, den Einfluss von unsicheren Systemparametern und
Storungen zu kompensieren. Als Beispiele werden nicht nur Ansétze zur Trajektori-
enfolge, sondern auch Sollwertregelungen fiir die Position und das Heading herange-
zogen.

Integration von Sattigungsfunktionen

Durch eine Integration von Séttigungsfunktionen, wie von Teel [107] fiir ein planares
VTOL angeregt, lassen sich die im Stellgesetz verarbeiteten Regelabweichungen und
somit Zustands- bzw. StellgroBenverldufe beschranken. Von Guenard et al. [35] wird
diese Methode bei einem Trajektorienfolgeregler fiir die Geschwindigkeit eines Qua-
drokopters genutzt, um die Verkippung des Rahmens nachweislich innerhalb eines
angebbaren Kegels zu halten. Somit konnen durch die Lageparametrierung existie-
rende Singularitdten im Betrieb umgangen werden. In der Arbeit von Cabecinhas
et al. [12], wird mit dieser Erweiterung der im Regler verarbeitete Positions- und Ge-
schwindgkeitsfehler beschrénkt, so dass eine obere Schranke fiir den kommandierten
Vorschub existiert. Eine untere Schranke fiir den Schubbetrag kann Wood [112] fiir
eine Sollwertregelung der Position am planaren VITOL angeben. Dadurch verhindert
Wood einen Nulldurchgang der Schubkraft und die damit verbundene Singularitét.
Weitere Arbeite mit dieser Erweiterung sind [29, 116, 94, 33].

Parametrierung und Regelung des Headings

Zur Beschreibung und Regelung des Headings bietet sich bei der Verwendung von
Eulerwinkeln intuitiv der Gierwinkel und somit eine Gierwinkelregelung an. Auf-
grund der bereits bei 90° Fehlstellung auftretenden Singularitit, versuchen immer
mehr Autoren Eulerwinkel als Lageparameter zu vermeiden. Bei der Verwendung
von Quaternionen oder einer Parametrierung mit Drehmatrizen, kann das Heading
auf verschieden Arten beschrieben und geregelt werden und es stellt sich die Frage,
welche davon besonders vorteilhaft ist:

Von Lee et al. [66] wird aus der Sollschubrichtung und einer Sollvorgabe fiir eine
zweite korperfeste Koordinatenachse eine vollstéindige Wunschlage fiir den Flugkorper
bestimmt und eingeregelt. Der Freiheitsgrad dieser zweiten korperfesten Koordina-
tenachse ist somit indirekt als das Heading definiert. Bei dieser Definition muss al-
lerdings sichergestellt werden, dass beide Wunschrichtungen stets linear unabhéngig
sind. Wiahlt man die Sollvorgabe fiir die zweite korperfeste Koordinatenachse hori-
zontal zum Boden, muss gewéhrleistet sein, dass der Sollschub stets in der oberen
Halbkugel verbleibt.

Einen weiteren Ansatz bei dem ein Hubschrauber stets in Richtung der horizon-
talen Fluggeschwindigkeit ausrichtet werden soll, stellt Olfati-Saber [87] vor. Hier
wird aus der Sollschubrichtung und der Richtung der aktuellen Geschwindigkeit eine
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Wunschlage derart erstellt und eingeregelt, so dass der aktuelle Geschwindigkeits-
vektor immer in der Ebene liegt, die von der Sollschubrichtung und einer weiteren
korperfesten Koordinatenachse aufgespannt wird. Hier muss ebenfalls sichergestellt
werden, dass die vektorielle Sollschubrichtung und der Geschwindigkeitsvektor stets
linear unabhéngig sind. Im Fall des Schwebeflugs ist der Geschwindigkeitsvektor un-
definiert, was entsprechend behandelt werden muss. Cunha et al. [18] integriert einen
vergleichbaren Ansatz in die Regelung fiir einen Quadrokopter.

Eine Lageparametrierung, welche sich besonders vorteilhaft fiir die Regelung des
Headings erweist, wird von Buhl et al. [10] und Fritsch et al. [32] vorgestellt. Die Au-
toren definierten eine passend zum VTOL gewéhlte zweigeteilte Drehreihenfolge und
parametrieren diese mit zwei Quaternionen. Die erste Drehung beschreibt dabei die
Verkippung des Schubvektors im Raum und umfasst zwei Freiheitsgrade. Die zweite
Drehung beschreibt die Verdrehung des Flugkorpers um den Schubvektor herum und
umfasst somit exakt den Freiheitsgrad, der keinen Einfluss auf die Positionsdynamik
hat, siehe Abschnitt 1.3. Bei den zuvor angefithrten Ansétzen ist das Heading stark
von der Sollschubrichtung abhéngig. Daher kénnen bei diesen Ansitzen Anderungen
in der Sollschubrichtung zu schnellen Anderungen des Headings fithren und bei ent-
sprechender Regelung dieses Freiheitsgrads in anspruchsvollen Stellgréflenverldufen
resultieren. Bei dem zweigeteilten Ansatz von Buhl et al. ist jedoch der Verlauf der
zweiten Drehung, sprich der Verlauf des Headings, weitestgehend unabhéngig von
Anderungen der Schub- bzw. Sollschubrichtung und fiihrt zu milden Anforderungen
an die Stellgréflen, auch bei aggressivem Flugverhalten bzgl. der Position. Dafiir ist
die geometrische Anschaulichkeit dieser Definition nicht so transparent, fillt jedoch
fiir kleine Verkippungen mit der des Gierwinkels zusammen. Ein entscheidender Vor-
teil gegeniiber anderen Parametrierungen ist zudem, dass erst bei einer Verdrehung
von 180° eine Singularitdt auftritt.

Ausgangsregelungen

Die meisten Regelungsentwiirfe fiir VIT'OLs benutzten den vollstédndigen Zustandsvek-
tor im Stellgesetz. Dies ist bei Flugzeugen durchaus legitim, denn durch die vielseitige
und oft redundante Sensorik lésst sich der Flugzustand gut rekonstruieren. Dabei wer-
den Position, Geschwindigkeit, Drehbeschleunigungen sowie die Erdanziehung meist
direkt mit Sensoren gemessen. Zuséatzlich kann eine Magnetfeldmessung der Erde ge-
nutzt werden um die gesamte Fluglage, welche nicht direkt messbar ist, mithilfe einer
Beobachterstruktur zu schétzen. Fiir den Stabilitdtsnachweis wird die Dynamik des
Beobachters bisher nur selten beriicksichtigt. Daher ist ein Entwicklungstrend in den
letzten Jahren, eine Ausgangsregelung zu realisieren, bei welcher entweder auf die
Beobachtung der Fluglage durch geschickte Wahl der Regelung verzichtet wird [96],
oder diese explizit in den Stabilitdtsnachweis aufgenommen wird [100].

Modellbasierte Kompensation von aerodynamischen Effekten

Eine Beriicksichtigung der Aerodynamik im Regelungsentwurf fiir VTOLs wurde bis-
her oft vermieden, vermutlich aufgrund der ohnehin hohen Komplexitéit der Rege-
lungsaufgabe. Da diese Effekte durchaus erheblichen Einfluss auf das Flugverhalten

10



1.4. Stand der Technik

haben konnen, siehe beispielsweise [9, 44], lohnt es sich diese fiir eine prézise und
hochdynamische Flugregelung zu berticksichtigen. Einige Arbeiten verfolgen zu die-
sem Zweck eine modellbasierte Strategie:

Wood [112] entwickelt erstmals eine Folgeregelung fiir die Position eines VTOLSs
basierend auf dem Backstepping, fiir welche aerodynamische Effekte modelliert und
kompensiert werden kénnen. Um die notigen Ableitungen fiir das Backstepping trotz
des komplexeren Streckenmodells zu generieren, stellt Wood zwei Ansétze vor: Einer-
seits einen Ansatz dhnlich dem des Command Filtered Backsteppings, bei dem die
Ableitungen im niedrigen Frequenzbereich numerisch bestimmt werden, andererseits
einen Ansatz, der die Aerodynamik approximativ beschreibt und dadurch das Entste-
hen von komplexen und nicht handhabbaren Ausdriicken vermeidet. Huang et al. [44]
untersucht und beriicksichtigt ebenfalls den Einfluss von aerodynamischen Effekten
in einem Ansatz zur Trajektorienfolge am Quadrokopter. Die Autoren schlagen eine
modellbasierte Kompensationsstrategie vor und zeigen die effektive Kompensation
der betrachteten Storeffekte im realen Flugversuch.

Adaptive Kompensation von allgemeinen Unsicherheiten und Stérungen

Eine weitaus héufiger genutzte Methode um aerodynamische Effekte und auch den
Einfluss von allgemeinen Unsicherheiten in der Modellierung sowie Storungen zu kom-
pensieren, ist die adaptive Regelung: Die erste adaptive Regelung fiir VIT'OLs wurde
von Mahony und Hamel [77] fiir einen Modellhubschrauber vorgestellt, in welcher der
Einfluss des Untergrunds bei Start und Landung adaptiv kompensiert wird. Die Ar-
beit nutzt ein unsicheres Modell fiir diesen aerodynamischen Effekt, dessen unsichere
Parameter iiber ein Adaptive Backstepping with Tuning Functions [59] geschétzt wer-
den. Mahony und Hamel regen eine weitere Entwicklung in diese Richtung an, da
diese Effekte fiir eine préizise Regelungen nicht vernachléssigbar seien. Weitere adap-
tive Regelungsansitze fiir VT'OLs lassen sich nach dem zu kompensierenden Effekt
folgendermaflen gliedern:

e Kompensation von konstanten Storungen: Einige Arbeiten nutzen die
Methoden der adaptiven Regelung um konstante duflere Einfliisse, wie bei-
spielsweise den Einfluss von konstantem Wind, zu kompensieren. Pflimlin et al.
[92] wendet fiir eine Positionsregelung am Ducted Fan VTOL zu diesem Zweck
ebenfalls ein Adaptiv Backstepping with Tuning Functions an. Diese Methode
erweitert die klassische Lyapunovfunktion des Backsteppings um einen positiv
definiten Term, bestehend aus der Differenz der tatséichlichen Stérung und de-
ren Schétzung. Damit lédsst sich eine Vorschrift zur Schiatzung der Stérung sowie
ein Regelgesetz herleiten, das einen asymptotisch abklingenden Regelfehler si-
cherstellt. Pflimlin et al. [92] verifiziert den Ansatz mithilfe von realitdtsnahen
Simulationen und beabsichtigt, eine Erweiterung fiir ein robusteres Verhalten
zu entwickeln. Weitere Arbeiten mit vergleichbaren adaptiven Erweiterungen
sind beispielsweise [13, 18, 95].

e Kompensation von parametrischen Modellunsicherheiten: Andere Ar-
beiten beschéftigen sich mit der Kompensation von unsicheren Streckenpara-
metern. Huang et al. [45] nutzt ein Adaptive Backstepping [59] zur Kompen-
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sation einer unsicheren Masse fiir eine Trajektorienfolgeregelung am Quadro-
kopter. Die Autoren integrieren einen robustifizierenden Mechanismus, bekannt
unter dem Begriff Parameter Projection [48], welcher den Schétzwert fiir die
Masse innerhalb einer gewissen Zahlenmenge hélt und somit eine Nullstelle der
Schétzung und die damit verbundene Singularitét im Regelgesetz verhindert. Es
wird prinzipiell ein asymptotisch abklingender Folgefehler nachgewiesen, dabei
bleibt jedoch ungeklart, auf welche Weise die Ableitungen fiir das Backstepping
berechnet werden und ob der Nachweis auch bei aktiv werdender Parameter
Projection gilt, da diese nicht stetig differenzierbar ist. Einen vergleichbaren
Ansatz fiir einen Modellhubschrauber stellen Bing und Wei [8] vor. Hier werden
die Ableitungen der Reglersignale mittels eines Differenzierers bestimmt. Der
Projektionsoperator ist jedoch ebenfalls nur stetig.

Eine Einschrankung bei der alleinigen Kompensation von parametrischen Mo-
dellunsicherheiten ist, dass die Modellstruktur als exakt bekannt angesehen wer-
den muss. Zudem setzen die meisten der existierenden adaptiven Methoden vor-
aus, dass der zu schitzende Parameter linear in einen bekannten funktionalen
Ausdruck eingehen muss, was im Englischen als linear-in-the-parameters Un-
certainties bezeichnet wird und die Menge der kompensierbaren Parameterun-
sicherheiten weiter einschrankt, siehe [59, 48, 85]. Daher erscheint die folgende
Zielsetzung flexibler und praxisrelevanter zu sein:

Kompensation von unstrukturierten Modellunsicherheiten: Ein erwei-
tertes Model Reference Adaptive Control [85] zur Kompensation von Modell-
unsicherheiten, deren Struktur nicht genauer bekannt sein muss, prisentieren
Johnson und Kannan [51] fiir eine Trajektorienfolgeregelung am autonomen
Helikopter. Die Positions- und Lagedynamik werden in kaskadierter Form unter
Vernachldssigung deren Kopplung mithilfe einer Ein-Ausgangs-Linearisierung
geregelt und dabei Sollwertverlaufe realisiert, die durch ein Referenzmodell er-
zeugt werden. Ein neuronales Netz, ein Single Hidden Layer (SHL) Perceptron
[70], schitzt die Modellunsicherheiten und Stérungen, die zu einer Abweichung
der realen Strecke gegeniiber dem Referenzmodell fithren. Unabhéngig von der
Struktur der Unsicherheiten, wird deren Schétzung mit steigender Neuronenan-
zahl immer genauer, jedoch nie nachweislich exakt. Ist eine obere Schranke fiir
den zu schétzenden Term bekannt und sind gewisse Bedingungen an die Lern-
geschwindigkeit des neuronalen Netzes erfiillt, kann fiir den Regelkreis Uniform
Ultimate Boundedness gezeigt werden, was im Unterschied zur Uniform Boun-
dedness definiert ist als:

Definition 1. /54, Def.4.6] Die Lisungen des Systems
x = f(t,x), (1.3)

wobei f : [0,00) x D — R™ stiickweise stetig in t und lokal Lipschitz-stetig in x
auf [0,00) x D ist und D € R™ den Ursprung enthdlt, werden als Uniformly
Bounded (UB) bezeichnet, wenn eine Konstante ¢ unabhingig von der An-
fangszeit to > 0 existiert und fir jedes a € (0,¢) ein b = b(a) > 0 ebenfalls
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unabhdngig von der Anfangszeit ty existiert, so dass gilt
Ix(to)|| <a=||x(t)]| <b, VEt>t,. (1.4)

Existieren die Konstanten b und ¢ unabhdngig von to > 0 und existiert fiir jedes
a € (0,c) eine Zeit T = T(a,b) > 0 unabhingig von ty, so dass gilt

[x(to)ll < a = [x(B)|| <b, VE=to+T, (1.5)

werden die Lisungen von (1.3) als Uniformly Ultimately Bounded (UUB)
mit der Schranke b bezeichnet.

Diese Systemeigenschaften garantieren zwar nicht die asymptotische Konver-
genz der Zustdnde gegen Null, der Ansatz von Johnson und Kannan deckt
jedoch wesentlich mehr Modellunsicherheiten ab und ist dadurch realitdtsnaher
als die zuvor diskutierten Ansétze, welche die asymptotische Konvergenz der
Fehlerzustinde nachweisen. Mithilfe von Experimenten, fiir welche das Hub-
schraubermodell um den Schwebeflug linearisiert und sdmtliche Nichtlinearitaten
und Unsicherheiten geschétzt werden, verifizieren die Autoren ihre Regelung.

Madani und Benallegue [76] nutzen ebenfalls ein neuronales Netz, ein Multi-
layer Perceptron, um Modellunsicherheiten mit unbekannter Struktur fiir eine
Trajektorienfolge am Quadrokopter zu kompensieren. Die Autoren kombinieren
das neuronale Netz mit einem Backstepping, wodurch keine strukturbedingten
Kopplungen zwischen Positions- und Lagedynamik geschétzt und ausgeglichen
werden miissen, da diese bereits vom nominalen Regler getilgt werden. Un-
sicherheiten, welche als Eingangsverstirkung wirken, dies sind die Masse, die
Massentriagheit und unsichere Groflen im Antrieb, kann der Ansatz jedoch nicht
kompensieren. Unter der Bedingung, dass die virtuellen Stellgrofien, die Flugge-
schwindigkeit und die Drehrate, sowie die Einzelschiibe der Rotoren beschréankt
sind, kann mit ausreichend schneller Adaptionsgeschwindigkeit Uniform Ultima-
te Boundedness fiir den geschlossenen Regelkreis nachgewiesen werden. Dabei
ist jedoch sehr fraglich, ob die gestellten Bedingungen ohne weiteres iiberpriift
bzw. sichergestellt werden konnen. Der Ansatz wird anhand von Simulationen
verifiziert.

Wie in diesem Abschnitt beschrieben, existieren mittlerweile einige Ansétze fiir
VTOLs um parametrische, sowie auch unstrukturierte Unsicherheiten und konstante
auflere Storungen zu kompensieren. Hierfiir wurden oft klassische adaptive Ansétze
verwendet, die auf dem Certainty Equivalence Principle aufbauen [48]. Bei diesem
Prinzip, dem die meisten adaptiven Regelungen angehoren, wird der Regler fiir den
nicht-adaptiven Fall entwickelt; die unbekannten Parameter des Reglers (direkte Ver-
fahren) oder der Strecke (indirekte Verfahren) werden durch einen Parameterschétzer,
dem Adaptionsgesetz, geschétzt und im Regler derart verwendet als wéren es die
tatséchlich richtigen Werte. Ein oft zur adaptiven Folgeregelung angewandte Methode
dieser Art ist das Model Reference Adaptive Control (kurz MRAC) [85]. Ebenso ver-
wenden einige Arbeiten fiir VTOLs, aufgrund der unteren Dreiecksform der Strecke,

13



1. FEinleitung

das Adaptive Backstepping [59], was auf dem Certainty Equivalence Principle auf-
baut, diesem jedoch nicht mehr exakt entspricht, da der Regler durch die Integration
eines Adaptionsgesetzes im Zuge des Backsteppings verandert wird.

Dass jedoch derartige adaptive Regelungen ohne Modifikationen sensibel gegeniiber
Modellabweichungen, nicht modellierter Dynamik, externen Stérungen und Messrau-
schen sind und leicht an die Stabilitédtsgrenze gelangen, ist mittlerweile bekannt
98, 48, 59] und hat die Entwicklung von robusten adaptiven Regelungsverfahren mo-
tiviert. Ebenso ist bekannt, dass herkommliche auf dem Certainty Equivalence Prin-
ciple aufbauende Adaptionsverfahren nicht nur Defizite bzgl. der Robustheit sondern
auch schlechtes Einschwingverhalten, sprich lange Einschwingvorgéinge mit groflen
Uberschwingern, aufweisen [115, 20, 105]. Daher wird auf dem Gebiet der adaptiven
Regelung seit einigen Jahren intensiv daran gearbeitet, diese Nachteile durch Erwei-
terungen und Neuentwicklung zu beseitigen, was nachfolgend kurz dargestellt werden
soll:

1.4.3. Entwicklung auf dem Gebiet der adaptiven Regelung

Eine Motivation zur Entwicklung von verbesserten, robusten adaptiven Regelungsver-
fahren und einen Einblick in die damit verbundenen Herausforderungen und Problem-
stellungen gibt Anderson in [4, 3] sowie loannou und Sun [48]. Ein bedeutendes Defizit
herkémmlicher adaptiver Regelungen ist die Notwendigkeit eines hinreichend hohen
Informationsgehalts der anregenden Signale (Notwendigkeit von Persistant Excitation
[48]). Denn ohne ausreichendem Informationsgehalt, kann ein Drift des Schitzwertes
und in dessen Folge plotzlich eintretende, groe Signalschwankungen ( Bursting [2, 4])
sowie plotzliche Instabilitdt auftreten. Es wurden einige Erweiterungen entwickelt die
das Problem zwar nicht strukturell beheben, dieses jedoch im Betrieb teils auf Ko-
sten der Performanz unterdriicken. Dazu zahlt das Konzept der Deathzone, des Lea-
kage und der Parameter Projection [103, 48, 85], welche Abhilfe schaffen indem sie
einen iiberméfBigen Drift der Schétzwerte im Betrieb verhindern. Das Robustheits-
defizit gegeniiber nicht-modellierter Dynamik und externen Stérungen wurden mit
einer Dynamic Normalization [49, 58, 93] adressiert. Diese verlangsamt im Grunde
den Adaptionsmechanismus wenn die Schiatzwerte iiberméfiig anwachsen.

Diese Mafinahmen verbessern jedoch nicht des Einschwingverhalten [48]. Dies-
beziiglich fand folgende Entwicklungen statt: Datta und loannou [20] entwickelten
ein Modified MRAC, bei welchem der adaptive Reglerteil des MRACs unveréndert
iibernommen wird und eine weitere nicht adaptive Riickfithrung fiir besseres Ein-
schwingverhalten sorgt. Wie spéter gezeigt wurde [19], resultiert diese Verbesserung
wie auch bei weiteren Ansitzen dieser Art [106, 48] aus einem nicht-adaptiven High-
Gain Regelanteil. Lavretsky [62] entwickelte ein Combined/Composite MRAC' kurz
CMRAC, ahnlich dem von Slotine und Li [103] etwa zeitgleich vorgeschlagenen Com-
posite MRAC, das zusitzlich zum Folgefehler auch den Schétzfehler als Informati-
onsquelle nutzt und dadurch eine schnellere Parameterkonvergenz erreicht. Ein ver-
gleichbarer Ansatz wurde ebenso von Duarte und Narendra [25] vorgeschlagen. Fiir
das Adaptive Backstepping with Tuning Functions kann bereits eine bessere Perfor-
manz gegeniiber dem nichtadaptiven Backstepping nachgewiesen werden [60]. Wie
beim nichtadaptiven Backstepping besteht aber auch bei der adaptiven Variante der
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bereits im vorherigen Abschnitt diskutierte Nachteil, dass die Berechnung der Ablei-
tungen bei grofleren Systemen sehr umfangreich und komplex werden. Um dies zu
umgehen, entwickelte Dong et al. [23] ein Adaptive Command Filtered Backstepping,
basierend auf der nicht-adaptiven Variante von Farrell et al. [30]. Mit zunehmender
Filtergeschwindigkeit kann hiermit ebenso eine zunehmend genaue Approximation der
Ableitungen erreicht werden. Eine weitere Entwicklung fiir ein besseres Einschwing-
verhalten ist eine Abwandlung des MRACs, welche von Lavretsky et al. [63] unter
dem Begrift Predictor-Based MRAC kurz PMRAC vorgestellt wurde. Dieser Ansatz
nutzt den Schatzfehler anstatt dem Folgefehler als Triebfeder der Adaption. Die Para-
meterschitzung erfolgt hier durch einen Zustandsschétzer, der im Gegensatz zu einem
Zustandsbeobachter, den zukiinftigen Zustand basierend auf der jetzigen Zustands-
anderung schétzt. Dieser Schéitzer kann eine Vielzahl an Unsicherheiten der Strecke
sowie auch nonlinear-in-the-parameters Unsicherheiten darstellen, bei welchen der un-
bekannte Parameter nichtlinear in einen bekannten funktionalen Ausdruck eingeht.
Ebenso wirkt sich dieser erhthte Informationsgehalt im Schétzsignal positiv auf die
Robustheit aus. Die £ -adaptive Regelung [42] nutzt ebenfalls einen Zustandsschétzer
und kann als Erweiterung des PMRACs angesehen werden. Dieser Ansatz kann ebenso
eine Vielzahl von Unsicherheiten, nicht modellierter Dynamik und externen Stérungen
aber auch Totzeiten und Aktuatorlimitierungen abdecken. Der entscheidende Unter-
schied zum PMRAC ist ein zusétzlich eingefiigter Tiefpassfilter, der fiir eine Entkopp-
lung der Adaptionsdynamik von der Folgedynamik sorgt. Dadurch kann die Adapti-
onsdynamik sehr schnell gestaltet werden, was zu ziigig abklingenden und geringen
Schatzfehlern fiithrt, ohne dass die Robustheit des Folgeregelkreis negativ beeinflusst
wird. Wie beim PMRAC gilt auch hier, dass kleine Schatzfehler zu kleinen Folgefeh-
lern fithren, wodurch dieser Ansatz sowohl robust als auch performant ist [55]. Der
Kompromiss aus Robustheit und Performanz wird iiber die Architektur der Regelung
zudem transparent und kann iiber die Schnelligkeit des eingefiigten Filters gesteuert
werden. Mit zahlreichen Anwendungen im Luftfahrtbereich, z.B. [14, 22, 69, 34, 52],
scheint dieser Ansatz eine Liicke zwischen den bisher verfiigharen theoretischen ad-
aptiven Regelungsverfahren und den Anforderungen einer praktischen Anwendung,
gerade im Bereich der Luftfahrt, zu schlieen [80], [90].

Anwendung aktueller verbesserter adaptiver Verfahren am VTOL

Nur vereinzelt finden die im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen, verbesserten
adaptiven Verfahren Anwendung im Bereich der Regelung von VTOLs. Zu diesen
gehort die Arbeit von Dydek et al. [27], in der das Combined/Composite MRAC
fiir eine Trajektorienfolge am Quadrokopter angewandt wird. Das CMRAC wird in
kaskadierter Form mit einer linearen LQ-Regelung verwendet, welche beide fiir ein
um den Schwebeflug linearisiertes Modell der Form

x = Ax+Bu=Ax+B,Au (1.6)

entworfen sind. Mit dem Ansatz lassen sich Unsicherheiten in der Systemmatrix A
sowie in der Eingangsmatrix B kompensieren. Die Unsicherheiten in der Eingangs-
matrix miissen sich dafiir in eine bekannte Matrix B, beliebiger Struktur und eine
unbekannte positiv definite Matrix A aufteilen lassen. Welche physikalischen Para-
meter des Quadrokopters hiermit abgedeckt sind, bleibt in der Arbeit offen. Fiir den
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Ansatz kann asymptotisches Folgeverhalten nachgewiesen werden, hierfiir wird auf
den in der Literatur [62] angegebenen Beweis verwiesen. Da das CMRAC zwar eine
verbesserte Performanz aufweist, aber ebenso wie das MRAC Defizite hinsichtlich
der Robustheit hat, integriert Dydek eine Deathzone sowie eine Parameter Projecti-
on. Praktische Versuche, durchgefiihrt in der Nahe des Linearisierungspunkts, zeigen,
dass das CMRAC gegeniiber dem MRAC eine bessere Performance aufweist und ei-
nem Rotorschaden erfolgreich ausgleichen kann.

Ein weiteres verbessertes adaptives Verfahren namens Concurrent Learning [16]
wird von Chowdhary und Johnson [17] zur Trajektorienfolge am Helikopter ange-
wandt. Dieser Ansatz erweitert die von Johnson und Kannan [51] entwickelte ad-
aptive Regelung zur Kompensation von unstrukturierten Unsicherheiten, sieche Ab-
schnitt 1.4.2, so dass die Konvergenz der Schitzparameter und somit das Einschwing-
verhalten verbessert wird. Hierfiir werden zusétzlich zu der Information aktueller Si-
gnale auch Informationen vergangener Signale genutzt, um die Parameterkonvergenz
iiber einen lingeren Zeitraum hinweg konsistent zu halten. Somit wird eine loka-
le Parametrierung und die Notwendigkeit von Persistant Excitation vermieden. Es
konnen samtliche zustandsabhéngige Unsicherheiten behandelt werden, wenn hin-
reichend viele Neuronen verwendet werden und eine obere Schranke fiir die idealen
Gewichtungsfaktoren der Neuronen bekannt ist. Es sind jedoch keine dufleren zeit-
verénderlichen Storungen iiber diesen Ansatz kompensierbar. Die nominale Regelung
wird ebenfalls aus der Arbeit von Johnson und Kannan [51] iibernommen, welche
die Positions- und Lagedynamik weitestgehend unabhéngig voneinander behandelt.
Die Abweichungen, welche durch die vernachlissigte Kopplung der beiden Dynami-
ken entstehen, miissen daher von der Adaption kompensiert werden. Dies koénnte
durch einen vollstandig nichtlinearen Regelungsansatz vermieden werden. Die Auto-
ren weisen fiir den geschlossenen Regelkreis Uniform Ultimate Boundedness nach und
verifizieren den Ansatz mithilfe von Experimenten.

Eine Variante der L£;-adaptiven Regelung zur Ausgangsregelung wird von Michini
und How [82] am Quadrokopter angewandt. Die Adaption wird mit einer kaskadierten
Sollwertregelung fiir die Position ohne Vorsteuerung fiir die innere Geschwindigkeits-
regelung kombiniert, fiir welche alle Freiheitsgrade entkoppelt voneinander behan-
delt werden und das System nahe der schwebenden Ruhelage betrachtet wird. Die
Regelung wird nicht modellbasiert, sondern anhand von experimentell bestimmten
Ubertragungsfunktionen entworfen. Experimente zeigen ein verbessertes Verhalten
bei simulierten Totzeiten und Rotorschéden.

Guerreiro et al. [36] verwendet die Li-adaptive Regelung fiir linear zeitvariante
Systeme [42] zur adaptiven Folgeregelung fiir die Geschwindigkeit am Helikopter.
Dazu wird das Modell entlang der gewiinschten Trajektorie linearisiert. Die zu kom-
pensierenden Unsicherheiten und Stérungen aber auch alle zeitvarianten Anteile des
linearisierten Systems miissen fiir diesen Ansatz im Bildraum der Eingangsmatrix lie-
gen. Die Struktur der Eingangmatrix muss folglich bekannt sein, es kann jedoch ein
unsicherer skalarer Vorfaktor kompensiert werden. Welche physikalischen Parameter
mit diesen Voraussetzung kompensierbar sind und welche Trajektorien trotz dieser
Einschrankungen umgesetzt werden koénnen, bleibt in der Arbeit offen. Die Auto-
ren weisen fiir den geschlossenen Regelkreis Uniform Boundedness nach und zeigen
in Simulationen eine gute Kompensation von gréfferen Parameterunsicherheiten und
Stérungen.
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1.5. Ziel und Beitrag der Arbeit

Wie in den vorangehenden Abschnitten erldutert, sind die Anforderungen an eine
Trajektorienfolgeregelung fiir VIT'OLs einerseits eine hohe Performanz, um hochdy-
namische Flugmanoéver und schnelle Einschwingvorgidnge zu realisieren, und ande-
rerseits eine hohe Robustheit, um trotz des Einflusses von zahlreichen Stérquellen
und Unsicherheiten in der Modellierung, ein stabiles und performantes Flugverhalten
sicherzustellen.

Die Forschung der letzten Jahrzehnte hat zahlreiche Ansétze hervorgebracht, um
eine hochdynamische Trajektorienfolge fiir die Position und das Heading eines VTOLs
zu realisieren. Dazu gehoren Regelungen, welche das nichtlineare Verhalten eines
VTOLs vollstéandig beriicksichtigen und im besten Fall derart vorsteuern, dass nur
noch Modellabweichungen vom Regler kompensiert werden miissen. Aber auch Re-
gelungen, welche moglichst wenig parametrierungsbedingte Singularitdten mit sich
bringen und somit grole Winkelverlaufe fiir hochdynamische Fliige zulassen, gehoren
zum derzeitigen Stand der Technik.

Aufgrund der speziellen Streckenstruktur von Quadrokoptern (untere Dreiecks-
form) haben sich kaskadierte bzw. auf dem Backstepping basierende Regelungen als
besonders geeignet erwiesen, da sie ein transparentes systematisches Entwurfssche-
ma und im Gegensatz zu anderen Methoden, wie der Ein-Ausgangs-Linearisierung,
eine leichte Erweiterbarkeit mit Sattigungsfunktionen und adaptiven Komponenten
ermoglichen.

Die Forderung nach einer moglichst hohen Performanz ist durch den derzeitigen
Stand der Technik grofitenteils abgedeckt, weshalb sich die Forschung in den letz-
ten Jahren vermehrt der zusétzlichen Forderung nach einer hohen Robustheit wid-
met. Ansétze fiir eine verbesserte Robustheit sollen eine schnelle Trajektorienfolge
mit prazisem Flugverhalten trotz Modellunsicherheiten und Storungen erméglichen.
Neben robusten Regelungsmethoden wurden hierfiir weitaus haufiger Methoden der
adaptiven Regelung verfolgt und angewandt, welche den Einfluss von Storquellen ak-
tiv kompensieren konnen. Trotz der bemerkenswerten Fortschritte auf diesem Gebiet,
gibt es den Bedarf die existierenden Ansétze weiter zu verbessern:

Verbesserungspotential der adaptiven Regelung am VTOL

Wie bereits im vorhergehenden Kapitel detailliert beschrieben, wurden bisher haupt-
séchlich herkémmliche adaptive Methoden am VTOL angewandt, welche restriktive
Annahmen an die Modellstruktur und an die Art der Storung stellen. So kénnen
hiufig benutzte Methoden, darunter das MRAC [85] sowie das Adaptiv Backstep-
ping [59], nur sogenannte ,linear-in-the-parameters“ Unsicherheiten und konstante
Storungen kompensieren. Dies deckt jedoch bei weitem nicht alle in der Praxis auf-
tretenden Unsicherheiten und Stérungen ab. Vereinfachungen und Ungenauigkeiten in
der Modellierung verursachen beispielsweise auch unsichere Funktionsverlaufe, welche
nicht {iber unsichere Parameter erfasst werden kénnen. Ebenso sind zeitverdnderliche
Storungen wie Windbden am VTOL sehr wahrscheinlich. Daher ist die Aussagekraft
der theoretischen Stabilitdtsnachweise dieser Verfahren hinsichtlich einer praktischen
Anwendung eher gering. Erschwerend kommt hinzu, dass sich diese Ansitze sen-
sibel gegeniiber zusétzlichen und nicht iiber den Ansatz abgedeckten Unsicherhei-
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ten verhalten und nur durch spezielle Modifikationen (Deathzone, e-Modification,
o-Modification [103, 48, 85]) praxistauglich gemacht werden konnen. Zudem ha-
ben herkémmliche adaptive Verfahren, wie das MRAC, Defizite bzgl. der Perfor-
manz, welche sich in langen und oszillierenden Einschwingvorgidngen widerspiegeln
[115, 20, 105]. Verbesserte adaptive Regelungsverfahren, welche diese Nachteile besei-
tigen, haben bereits vereinzelt ihre Anwendung im Bereich der Regelung von VTOLs
gefunden. Diese ersten Anwendungen [17, 36, 82, 27], fiir Details siche Abschnitt 1.4.3,
beinhalten jedoch einerseits restriktive Voraussetzungen und andererseits starke Ver-
einfachungen im Regelungsentwurf, welche dazu fithren, dass nur ein Teil der auftre-
tenden Modellunsicherheiten und Stérungen kompensiert werden kénnen und hoch-
performante Flugmanover jenseits des Schwebeflugs nicht optimal unterstiitzt wer-
den. Es ist daher noch keine Anwendung am VTOL bekannt, bei der ein verbessertes
aktuelles adaptives Regelungsverfahren mit einem hochperformanten Trajektorienfol-
geregler kombiniert wurde, so dass schnelle Trajektorien in weiten Bereichen des Zu-
standsraums trotz zahlreicher Modellunsicherheiten und zeitverdnderliche Storungen
préazise realisiert werden koénnen.

Schwierigkeiten und Hindernisse

Der Grund weshalb eine derartige Kombination bisher noch nicht entwickelt wurde
mag darin liegen, dass sich eine hochperformante nichtlineare Regelung am VTOL
nicht ohne weiteres durch eine adaptive Regelung erweitern lésst. Insbesondere dann
nicht, wenn moglichst viele Unsicherheiten und Stérungen abgedeckt werden sollen
und ein bei hochdynamischen Fliigen zwangsldufig nichtlineares und zeitvariantes
Folgeverhalten bestmdglich unterstiitzt werden soll:

Viele adaptive Verfahren sehen nur die Kompensation von sogenannten Matched
Uncertainties [59] vor, bei welchen die Unsicherheiten im Bildraum der Eingangs-
verstiarkung liegen und somit direkt vom Aktuator getilgt werden konnen. Fiir ein
unteraktuiertes System reicht dies nicht aus, um Unsicherheiten in allen Systemglei-
chungen kompensieren zu kénnen. Eine Erweiterung auf Unmatched Uncertainties, bei
welchen ein hoherer Differenzgrad zwischen Systemeingang und Unsicherheiten beste-
hen darf, schafft diesbeziiglich Abhilfe, schrankt jedoch den Kreis der verwendbaren
Verfahren ein [59]. Hinzu kommt, dass die meisten adaptiven Verfahren ein lineares
Referenzverhalten fordern [85, 5], was mit dem Ziel einer hochperformanten Regelung
am VTOL nicht sinnvoll ist, da eine Trajektorienfolge am VTOL systembedingt zu
nichtlinearem und zeitvariantem Verhalten fiihrt. Ein Verfahren, dass sowohl Unsi-
cherheiten in jeder Gleichung des Modells behandeln und gleichzeitig ein nichtlineares,
zeitvariantes Systemverhalten unterstiitzen kann, ist das Adaptive Backstepping [59].
Dieses kann jedoch nur linear-in-the-parameters Uncertainties kompensieren und ist
nur mit speziellen Erweiterungen robust und somit praxistauglich. Daher besteht die
Herausforderung der Aufgabe darin, ein adaptives Regelungsverfahren, das moglichst
viele Unsicherheiten behandelt und sich sowohl robuster als auch performanter im
Vergleich zu herkémmlichen Verfahren zeigt, in eine Struktur wie die des Adaptive
Backstepping zu iiberfithren. Die dabei im Zuge des Backstepping entstehenden kom-
plexen und schwer handhabbaren Ableitungen stellen ein zusétzliches Hindernis dar.
Dies kann jedoch vermieden werden, wenn eine Strategie dhnlich der des Adaptive
Backstepping with Tuning Functions [59] oder des Command Filtered Backstepping
[30] verfolgt wird.
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Vorteile der £-adaptiven Regelung

Fiir die Entscheidung, welches der aktuellen und verbesserten adaptiven Verfahren
sich am besten eignet, die diskutierten Anforderungen zu erfiillen, kann die L£;-
adaptive Regelung [42] mit folgenden Argumenten iiberzeugen:

1. Die £;-adaptive Regelung kann eine Vielzahl an unterschiedlichen Unsicherhei-
ten und Storungen behandeln. Darunter sind lineare sowie nichtlineare Para-
meterunsicherheiten, unsichere Funktionsverlaufe, zeitveranderliche duflere Sto-
rungen, nichtmodellierte Dynamik, Totzeiten und Aktuatorlimitierungen.

2. Die Robustheit und die Performanz des Ansatzes sind intensiv untersucht und
durch viele Beispiele und Anwendungen bestétigt worden, wodurch das Verfah-
ren einen vergleichsweise hohen Reifegrad besitzt.

3. Der Kompromiss zwischen Robustheit und Performanz, dem alle adaptiven Ver-
fahren unterliegen, ist bei keinem anderen Verfahren derart transparent und
leicht einstellbar.

4. Die Li-adaptive Regelung hilt eine duflerst einfaches und praktisches Adapti-
onsgesetz bereit, das ohne die Forderung nach Persistant Excitation auskommt
und im Vergleich zu gradientenbasierten Adaptionsgesetzen keine eigene Dyna-
mik und keine weiteren Anpassungen wie beispielsweise einen Projection Ope-
rator [48] benétigt um praxistauglich zu werden.

5. Bei der Uberfithrung des Ansatzes in eine Struktur dhnlich die des Adapti-
ve Backstepping, kann ein von der L;-adaptiven Regelung vorgesehener Tief-
passfilter gleichzeitig als ein Command Filter agieren, wodurch sich automatisch
der Vorteil des Command Filtered Backstepping [23] ergibt und somit die Be-
rechnung von langen und komplexen Ableitungen bzw. die Verwendung von
Differenzierern umgangen werden kann.

6. Das Verfahren ist seit einigen Jahren durch zahlreiche erfolgreiche Anwendungen
im Luftfahrsektor bekannt [14, 22, 69, 34, 52| und hat seine Praxistauglichkeit
bereits bewiesen.

Dennoch besteht auch bei der Li-adaptiven Regelung im Hinblick auf die Ziel-
stellung dieser Arbeit die Schwierigkeiten, dass dieses Verfahren grundsétzlich fiir
lineare Systeme entwickelt wurde. Daher fordern auch entsprechende Erweiterungen
fiir mehrdimensionale nichtlineare Systeme, darunter auch solche in unterer Drei-
ecksform, ein lineares zeitinvariantes Referenzverhalten [42]. Eine Erweiterung der
Theorie, bei welcher ein nichtlineares, zeitvariantes Referenzverhalten realisiert wer-
den kann, wurde bisher nur fiir Systeme mit skalarem Eingang (SIMO) entwickelt
[109].

Unter der Voraussetzung, dass eine Erweiterung dieser Theorie auf mehrdimensio-
nale Systeme (MIMO) gelingt, erscheint die Kombination der £;-adaptiven Regelung
mit einem hochperformanten Folgeregler nicht nur die strukturell vorteilhafteste, son-
dern auch die praktikabelste zu sein und soll daher in dieser Arbeit verfolgt werden.

19



1. FEinleitung

Beitrag der Arbeit

In dieser Arbeit wird ein hochperformanter Trajektorienfolgeregler fiir die Position
und das Heading eines Quadrokopters entwickelt und mit der leistungsfihigen L;-
adaptiven Regelung kombiniert. Dadurch erhélt das geregelte System nicht nur eine
hohe Dynamik, um schnelle Flugmanover zu absolvieren, sondern auch die notige
Robustheit, um mit einer Vielzahl von Unsicherheiten und Stérungen umzugehen.
Folgende Eigenschaften und Vorziige sind dabei von besonderer Bedeutung und ma-
chen in ihrer Kombination den Unterschied zu bisher verfiigharen Regelungsansétzen
aus:

— Global giiltige und eindeutige Lageparametrierung, weitestgehend
frei von Singularitédten - Fiir das Streckenmodell des Quadrokopters wird in
dieser Arbeit eine Lageparametrierung mit Drehmatrizen und eine Headingdefi-
nition nach Buhl et al. [10] gewahlt. Dadurch kann die Fluglage global eindeutig
und weitestgehend frei von Singularitdten beschrieben werden.

— Beriicksichtigung aller Nichtlinearititen des Systems - Die Trajekto-
rienfolgeregelung wird basierend auf dem Backstepping entworfen, da dieses
Verfahren besonders gut zur Streckenstruktur von VTOLs passt, zudem alle
Nichtlinearitédten des Systems beriicksichtigten kann und global giiltig ist. Da
es das Ziel ist, die £i-adaptive Regelung in die Struktur des Adaptive Backstep-
pings zu bringen, bietet es sich auch aus diesem Grund an, den nominalen (ba-
seline) Regler basierend auf dem Backstepping zu entwickeln. Dariiber hinaus
bietet das Backstepping ein konstruktives Vorgehen, dass sich gerade fiir die
Kombination mit der £;-adaptiven Regelung als sehr vorteilhaft erweist.

— Adaptive Kompensation aller Parameterunsicherheiten und zeitvari-
anter Storungen - Die £;-adaptive Regelung wird mit dem nominalen Back-
steppingregler derart verzahnt, so dass Unsicherheiten sowohl in der translato-
rischen als auch in der rotatorischen Dynamik sowie im Antrieb kompensiert
werden kénnen. Der Ansatz versucht moglichst alle denkbaren Unsicherheiten
zu erfassen und deckt daher alle modellierten Parameterunsicherheiten und zeit-
varianten Storungen ab. Eine detaillierte Behandlung von nichtmodellierter Dy-
namik, Totzeit und Aktuatorlimitierung iibersteigt jedoch den Rahmen dieser
Arbeit. Da aber diese Unsicherheiten mit der Theorie der £;-adaptiven Rege-
lung abgedeckt werden kénnen, siehe [42, 71], erscheint eine erweiterte theore-
tische Behandlung dieser Unsicherheiten bei diesem Ansatz durchaus moglich.
Fiir die praktische Anwendung wird man daher von einer gewissen Robustheit
des Ansatzes gegeniiber diesen zusatzlichen Unsicherheiten ausgehen kénnen.

— Einfach umzusetzendes, robustes und schnelles Adaptionsgesetz - Als
Adaptionsgesetz wird das statische Piecewise-Constant Adaptation Law [42],
kurz PCAL, verwendet, da es durch seine einfache Umsetzbarkeit und Robust-
heit aber auch durch seine Schnelligkeit fiir eine praktische Anwendung sehr
vorteilhaft ist.
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— Trennung des nominalen Reglers von der Adaption: Realisierung ei-
ner fiir die Praxis vorteilhaften Baseline-Error-Struktur - Die Stan-
dardstruktur der £;-adaptiven Regelung, aber auch die des Command Filtered
Backstepping, sieht vor, alle Ableitungen durch Tiefpassfilter zu schéitzen und
somit alle Reglersignale zu filtern. In dieser Arbeit werden jedoch die nomina-
len Reglersignale des Backstepping von den Reglersignalen der Adaption ge-
trennt und nur letztere durch Tiefpassfilter gefiltert, was zu einer sogenannten
Baseline-Error-Struktur fithrt. Dieser Schritt ist aus folgendem Grund fiir die
Praxis sehr wichtig: Fiir hochdynamische Flugmand&ver miissen die Zeitkonstan-
ten der Filter bei Verwendung der Standardstruktur sehr klein gewihlt werden,
was zu einer hohen Rauschverstarkung fiihrt. In ersten praktischen Versuchen
hat sich gezeigt, dass diese Rauschverstarkung bei hinreichend schneller Filter-
einstellung nicht hinnehmbar ist und eine Erhéhung der Filterzeitkonstanten
zwar zu ruhigerem Verhalten fiihrt, die dadurch verlangsamte Filterdynamik
jedoch keine schnellen Manovern zulédsst. Durch die Trennung der Signale und
durch die Realisierung einer Baseline-Error-Struktur, wird dieses Problem um-
gangen. Dadurch miissen jedoch die Ableitungen des nominalen Backstepping
analytisch berechnet werden. Die Schéitzung der Ableitungen der Adaptions-
dynamik wird dabei durch die Tiefpassfilter iibernommen, welche dafiir um
einige Groflenordnungen langsamer eingestellt werden kénnen, ohne dass Ein-
buflen in der Performanz hingenommen werden miissen. Ein Nachweis fiir die
Beschrianktheit der Systemsignale wird fiir eine derartige Aufteilung (Baseline-
Error-Struktur) von der bestehenden Theorie der £;-adaptiven Regelung nur
bei exakt bekannten Eingangsparametern unterstiitzt, da damit beide Regler-
teile, sprich die Adaption und die nominale Regelung, entkoppelbar sind. Um
unsichere Eingangsparameter abdecken zu konnen, wird in dieser Arbeit die exi-
stierende Beweisfithrung erweitert und zwei Beschranktheitsnachweise fiir eine
Baseline-Error-Struktur trotz unsicherer Eingangsparameter gefiihrt.

— Nachgewiesene Beschrianktheit aller Systemsignale - Fiir die Beschriankt-
heit aller Signale des geschlossen Regelkreises werden zwei Nachweise erbracht,
welche unterschiedliche Beweistechniken anwenden und sich in den gestellten
Annahmen und in den theoretisch abgesicherten Flugbereichen unterscheiden.
Der erste Nachweis basiert auf der fiir die £;-adaptive Regelung iiblichen Be-
weisfithrung im Frequenzbereich und stellt geringe Anforderungen an das Vor-
wissen iiber die Beschaffenheit der Unsicherheiten, behandelt jedoch den nicht-
linearen, zeitvarianten Anteil der Dynamik, der fiir eine hochdynamische Tra-
jektorienfolge notwendig ist, als Storung. Da dies eine konservative Behandlung
der nichtlinearen Terme ist, fithrt dies zu einem konservativ abgesicherten Flug-
raum. Als Alternative dazu wird in einem zweiten Nachweis die Modifikation der
Lq-adaptiven Regelung fiir nichtlineare Referenzsysteme von Wang und Hova-
kimyan [109] fiir eine Anwendbarkeit auf MIMO-Systeme erweitert. Mit dieser
Erweiterung kann ein nichtlineares, zeitvariantes Referenzverhalten ohne Ein-
schriankung behandelt und ein gréferer Flugraum theoretisch abgesichert wer-
den. Bei dieser zweiten Beweisfiihrung, durchgefiihrt im Zeitbereich, entstehen
jedoch restriktivere Annahmen an die theoretisch behandelbaren zeitvarianten
Storungen.
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— Anhand von Simulationen und praktischen Versuchen verifiziert - Im
Rahmen von simulativen Untersuchungen wurde die Robustheit und Performanz
des entwickelten Ansatzes mithilfe von verschiedenartigen Unsicherheiten und
Storungen getestet. Dabei konnten die Grenzen des Ansatzes aufgezeigt und
die Ergebnisse mit den theoretischen Aussagen hinsichtlich der Beschrinktheit
der Systemsignale verglichen werden. Anhand von Laborversuchen wurde die
Umsetzbarkeit und die Leistungsfahigkeit des Ansatzes in der Praxis {iberpriift
und dabei bewusst auf eine Modellidentifikation verzichtet.

1.6. Gliederung der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Kapitel 2 beschreibt das fiir den Regelungsentwurf verwendete Streckenmodell. Da-
bei werden die zugrundeliegenden Modellannahmen, die Beschaffenheit der beriick-
sichtigten Unsicherheiten und die Besonderheiten der Lageparametrierung diskutiert.

In Kapitel 3 erfolgt die Reglersynthese, in der das Backstepping mit der £;-adap-
tiven Regelung kombiniert wird, so dass eine Baseline-Error-Struktur entsteht und
trotzdem alle modellierten Unsicherheiten und Storungen kompensiert werden kénnen.

Die Analyse des geregelten Gesamtsystems erfolgt in Kapitel 4. Es werden zwei Me-
thoden zur Analyse vorgestellt, welche die Beschrinktheit aller Systemsignale nach-
weisen. Die erste Methode arbeitet im Frequenzbereich und stellt milde Anforderun-
gen an das Vorwissen iiber die Stérungen. Dafiir erbringt sie eine eher konservative
Abschétzung der Systemeigenschaften. Die zweite Methode arbeitet im Zeitbereich
und stellt restriktivere Anforderungen an das Vorwissen iiber die Storungen, kann
jedoch eine verbesserte Abschitzung der Systemeigenschaften erbringen.

In Kapitel 5 wird der Ansatz anhand von Simulationen verifiziert. Schnelle Flug-
mandver kombiniert mit zahlreichen Parameterunsicherheiten und Stérungen fordern
die Performanz und Robustheit des Ansatzes heraus und zeigen dessen Grenzen auf.
Ebenso werden beiden Analysemethoden numerisch ausgewertet und verglichen.

Die tatséchlich reale Leistungsfihigkeit des Ansatzes wurde in Experimenten unter-
sucht. Kapitel 6 zeigt die Ergebnisse von Testfliigen durchgefiihrt an einem Priifstand

fiir UAVs, fiir welche keine Modellidentifikation vorgenommen wurde.

Die Arbeit schlieft mit Kapitel 7, in dem die Ergebnisse resiimiert und mogliche
Themen fiir die weitere Forschung vorgeschlagen werden.

1.7. Eigene Publikationen

Im Rahmen dieser Arbeit sind folgende weitere Veroffentlichungen entstanden, welche
Teilaspekte und Zwischenergebnisse des hier publizierten Reglungsansatzes vorstellen:
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2. Modellbildung

In diesem Kapitel werden zunéchst die Eigenschaften eines Quadrokopters nédher
dargestellt. Danach wird das fiir den Regelungsentwurf entwickelte Streckenmodell
prisentiert und die dafiir gewéhlte Modellierungstiefe und die Modellannahmen dis-
kutiert.

2.1. Eigenschaften von Quadrokoptern

Quadrokopter besitzen ein mittig angeordnetes Gehéduse und einen symmetrischen
und kreuzférmigen Rahmen, siehe Abbildung 2.1. Im Gehé&use sind die Sensorik, Re-
cheneinheit und Stromversorgung untergebracht und an den Enden des kreuzférmigen
Rahmens sind vier Rotoren mit parallel verlaufenden Drehachsen montiert. Diese
symmetrische Anordnung sorgt fiir einen zentrisch liegenden Schwerpunkt und fiir
ausgeglichene Tragheitsmomente. Die Summe der vier Einzelschiibe der Rotoren er-

Abbildung 2.1.: Quadrokopter "Hummingbird”der Ascending Technologies GmbH
mit dargestellter Drehrichtung der Rotoren.

geben einen Gesamtschub, der stets senkrecht auf den Rahmen wirkt. Uber den Be-
trag des Gesamtschubs und durch eine gezielte Verkippung des Rahmens, kann eine
gewiinschte Beschleunigung im Raum erzielt werden. Fiir die Verkippung des Rah-
mens sorgt ein Drehmoment, das sich durch unterschiedliche Einzelschiibe der Rotoren
erzeugen lasst.

Zusitzlich wirkt an jedem Rotor ein durch Luftwiderstand erzeugtes Reibmoment
entgegen der jeweiligen Drehrichtung. Da die jeweils gegeniiberliegenden Rotoren die
gleiche Drehrichtung aufweisen und das eine Paar entgegengesetzt zum anderen Paar
rotiert, kann die Summe der Reibmomente gezielt {iber den Drehzahlunterschied der
Paare eingestellt und eine gewiinschte Verdrehung des Quadrokopters um die Hoch-
achse realisiert werden.

Der fiir ein gewiinschtes Mandver notwendige Gesamtschub- und Momentenver-
lauf muss folglich durch die vier Einzelschiibe erzeugt werden, zu deren Einstellung
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in den meisten Systemen unterlagerte Motordrehzahlregler vorsehen sind. Die An-
forderungen an den Gesamtschub und an das Moment miissen daher in geforderte
Rotordrehzahlen iibersetzt und dem Motordrehzahlregler kommandiert werden.

Wird ein Quadrokopter von Hand mit einer Fernsteuerung geflogen, kommandiert
der Pilot in den meisten Fillen den Gesamtschub und eine gewiinschte Fluglage. Ein
Lageregler stellt in diesem Fall die erforderlichen Momente fiir die Einstellung der
gewiinschten Fluglage. Im autonomen Betrieb wird zu dem auch der Gesamtschub
vom Positions- bzw. Trajektorienfolgeregler vorgegeben.

2.2. Gewaidhlte Modellierungstiefe und
Modellannahmen

Das fiir den Regelungsentwurf verwendete und im Folgenden beschriebene Modell
soll die wesentlichen dynamischen Effekte eines Quadrokopters beinhalten, den Rege-
lungsentwurf jedoch nicht durch unnétige Komplexitit erschweren. Daher orientiert
sich das in dieser Arbeit genutzte Modell an einer in der Literatur fiir die Regelung
von VTOLs iiblichen Modellierungstiefe. Als Beispiele seien [38, 56, 95, 83, 66, 11]
genannt.

Bezugsysteme

Es bietet sich an, ein kérperfestes Koordinatensystem zu verwenden, das in der Mitte
des Rahmens liegt und an der kreuzformigen Struktur orientiert ist. Dies ist in Ab-
bildung 2.2 mit einem korperfesten Koordinatensystem B, kurz B-System, zu sehen.
Die Beschreibung der Fluglage und Position des Quadrokopters im Raum erfolgt in
Bezug auf ein inertiales Koordinatensystem, kurz I-System, dessen ;z-Achse Rich-
tung Erdmittelpunkt, dessen jz-Achse nach Norden und dessen jy-Achse nach Osten
zeigt, in der Luftfahrt oft als North-FEast-Down System bezeichnet.

I
S

Iz

Abbildung 2.2.: Quadrokopter mit kérperfestem B-System {pz,py,pz} und inertia-
lem [-System {;x,;y,rz}.

Tragheiten, Krafte und Momente

Die meisten Arbeiten sowie auch diese behandeln den Quadrokopter als Starrkorper
und nehmen an, dass dessen Schwerpunkt im Ursprung des korperfesten Koordinaten-
systems liegt und der Massentrégheitstensor durch die symmetrische Geometrie nur
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auf der Diagonalen besetzt ist. Beziiglich der Einzelschiibe der Rotoren wird in den
meisten Arbeiten ein proportionaler Zusammenhang zwischen der Rotordrehzahl und
dem erzeugten Schub angenommen, wodurch sich folgender Zusammenhang ergibt:

fi=krn?, i€{l1,2,3,4}. (2.1)

Dabei bezeichnet f; den jeweilige Einzelschub, kr die Proportionalitéitskonstante und
n; die jeweilige Rotordrehzahl. Die Konstante kp ist hauptsichlich durch die Pro-
pellerform und die Propellersteifigkeit definiert. Das Giermoment um die Hochachse
eines Rotors, verursacht durch Luftreibung, wird ebenso proportional zur Rotordreh-
zahl bzw. proportional zum jeweiligen Einzelschub angenommen, so dass

Tzi = km fiu (S {1727 374}7 (22)

gilt, wobei 7, ; das jeweilige Giermoment und k,, wiederum die Proportionalitétskon-
stante bezeichnet. Der gyroskopische Effekt der rotierenden Propeller wird haufig
vernachléssigt, da dieser einen eher geringen Einfluss auf die Dynamik des Qua-
drokopters hat. Dies liegt daran, dass sich die entstehenden Kippmomente durch
die gegenldufigen Propeller grofitenteils ausgleichen und die Drehzahlunterschiede im
Verhiiltnis zur rotierenden Masse eher gering sind. Mithilfe des Hebelarms r, der zwi-
schen jedem Rotor und dem Schwerpunkt als identisch lang angesetzt wird, und den
zuvor definierten Konstanten, konnen der Gesamtschub 7" und die drei Komponenten
des Drehmomentenvektors T = |7, 7, 7.]" beschrieben werden als

T 0 —r 0 T fi
T, r 0 - 0 fa
e e A (2.3)
T 11 1 1] |A

Rotordynamik

Um die zu kommandierenden Rotordrehzahlen fiir einen gewiinschten Schub und
Momentenverlauf zu berechnen, wird (2.1) und (2.3) héaufig invertiert und die Dy-
namik der Rotoren vernachléssigt. Man nimmt somit an, dass die kommandierten
Solldrehzahlen unmittelbar die berechneten Einzelschiibe ergeben. Nur wenige zeit-
lich sehr frithe Arbeiten, beispielsweise [77, 37, 74], beriicksichtigen die Rotordynamik
explizit und betonen dessen Notwendigkeit. Der Grund warum sich jedoch eine Ver-
nachlassigung der Dynamik bis heute weitestgehend durchgesetzt hat, mag einerseits
daran liegen, dass die Dynamik der verwendeten Motoren heutzutage sehr hoch ist.
Andererseits miissen fiir eine explizite Beriicksichtigung dieser Dynamik, die Rotor-
drehzahlen bzw. als Alternative die Motorstrome gemessen oder geschétzt werden. Ob
eine hinreichend gute und vor allem schnelle Messung bzw. Schiatzung diesbeziiglich
gelingt, so dass sich eine Beriicksichtigung in einer verbesserten Performanz wider-
spiegelt, ist jedoch auch bei den heutzutage verfiigharen Systemen fraglich. Daher
wird die Rotordynamik auch in dieser Arbeit vernachléssigt.

Unsicherheiten
Da es ein Ziel der Arbeit ist, moglichst viele Modellunsicherheiten mithilfe der Rege-
lung zu kompensieren, wird die modellierte Dynamik generell als unsicher betrachtet.
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Zudem sind zusétzliche Storeingéinge vorgesehen, um den Effekt von vernachléssigter,
nicht modellierter Dynamik, welche einen vergleichsweise geringen Einfluss haben soll-
te, sowie die Wirkung von dufleren Storungen zu erfassen.

StellgréBen

Da die Umrechnung der gewiinschten Schubkraft 7" und die des Momentenvektors T
in die dafiir nétigen Rotordrehzahlen durch Invertierung von (2.3) bekannt ist, kann
dquivalent zu den Rotordrehzahlen auch die Schubkraft und die Komponenten des
Momentenvektors als StellgroBen fiir den Regelungsentwurf genutzt werden. Um die
Unsicherheiten in (2.3) trotz dieser Wahl der Stellgrofen kompensieren zu kénnen,
werden unsichere Eingangsverstirkungen fiir die Schubkraft und den Komponenten
des Momentenvektors eingefiihrt.

2.3. Mathematisches Modell

Die zuvor beschriebenen Modellannahmen fiithren zu dem folgenden mathematischen
Modell. An dieser Stelle sei auf den einleitenden Abschnitt 1.3 verweisen, in welchen
die grundlegende Struktur der Dynamik von VTOLs allgemein dargestellt ist und
deshalb hier nur noch kurz in ein paar Sétzen wiederholt wird: Die Gleichungen von
VTOLSs weisen eine kaskadierte Form auf, auch als untere Dreiecksform bezeichnet,
wobei die translatorische Dynamik, beschrieben durch den Impulssatz, beeinflussbar
ist durch die Richtung und den Betrag des Gesamtschubs. Die Richtung des Gesamt-
schubs ist durch die Orientierung des Rahmens im Raum gegeben und diese lasst sich
wiederum iiber die rotatorische Dynamik, beschrieben durch den Drallsatz, verédndern.
Es bietet sich dabei an, die translatorische Dynamik im /-System und die rotatorische
Dynamik im B-System zu beschreiben. Zusétzlich zur Position und zur Richtung des
Gesamtschubs, ist durch das Heading ein weiterer Freiheitsgrad des Quadrokopters
gegeben. Dieser Freiheitsgrad ist als Orientierung des Rahmens um die Schubrichtung
herum zu interpretieren.

2.3.1. Translatorische Dynamik

Die translatorische Dynamik, oft auch als Positionsdynamik bezeichnet, wird beschrie-
ben iiber den Impulssatz, dargestellt im I-System, und ist gegeben durch

X=uv, (2.4)
v="Ff+gre.+r,t+¢,, (2.5)

wobei x = ;x = [ryz] € R® und v = ;v = |2y 2] € R? die Position und die Ge-
schwindigkeit im Raum beschreiben, ¢g die Gravitationskonstante und e, = [00 1]’
ein Einheitsvektor in Richtung der ;z-Achse dargestellt im I-System ist. t = ;t =
Tt, € R? ist der Gesamtschubvektor im I-System mit dem Gesamtschub 7' = ||t]|
und der Schubrichtung t, = ;t.. Die Unsicherheit in der Aktuierung wird in der un-
sicheren Eingangsverstirkung k, erfasst. Die Funktion f, = ;f,(x, v) deckt unsichere
zustandsabhéngige aerodynamische Effekte ab, deren Struktur nicht ndher bekannt,
jedoch mindestens einfach stetig differenzierbar sein soll. Der zusétzliche Eingang
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¢, = 1€, (t) erfasst unbekannte zeitvariante Storungen, welche mindestens stetig und
fiir alle Zeit begrenzt sein sollen.

2.3.2. Parametrierung des Gesamtschubvektors

Der Gesamtschubvektors t = Tt lésst sich mithilfe der Drehmatrix Rz € SO(3),
welche einen Vektor aus dem B-System in das I-System transformiert, und einem
Einheitsvektor ge, entlang der pz-Achse darstellen als

t=-T RIB BE. . (26)

Die Drehmatrix, verwendet als Lageparameter, ist zwar eine hochgradig redundante
Beschreibungsform — R;p ge, beschreibt in diesem Fall nur zwei tatséchliche Frei-
heitsgrade — ist jedoch global eindeutig und frei von Singularitdten, siehe [111, 15],
und soll daher in dieser Arbeit zur Anwendung kommen. Die zeitliche Anderung der
Rotationsmatrix R;p lautet

. 0 —w., wy
Rip=Ripw=Rip | w. 0 —wl , (2.7)
—Wy Wy 0

wobel w = pw = |w, w, w,]’ € R?* der Vektor der Drehgeschwindigkeiten des Qua-
drokopters ist, dargestellt im B-System. Die Abbildung  : R® — S transformiert
einen Vektor aus dem R? in den Raum der schiefsymmetrischen Matrizen S := {S €
R3*3|S = —S} s0 dass ab = a x b gilt. Die zeitliche Anderung des Gesamtschubvek-
tors ergibt sich durch Differentiation von (2.6) und lautet mit (2.7)

t=—TRyp ge, — T'Ripw pe, = ~TRyp e, + T'Rp pe, w
=R [The,, —pe.] [we w, T] = MRz T)w , (2.8)

worin die Matrixfunktion M definiert ist, to := [w, w, T’ gilt, pe.,, die ersten beiden
Spalten von ge, sind und fiir die dritte Spalte ge,; = [0 0 0] gilt. In (2.8) ist ersicht-
lich, dass sich © einerseits iiber eine Veriinderung des Betrags von 7" und andererseits
iiber die ersten beiden Komponenten der Drehrate w, definiert als w,, = [w, wy],
beeinflussen und im Zuge des Backstepping gezielt ausnutzen lasst.

Fiir die Analyse des geschlossenen Regelkreises ist es vorteilhaft die Groéfenord-
nungen innerhalb des Ausdrucks (2.8) anzugleichen, indem die Drehraten w,, w, und
die Schubdnderung 7" wie folgt normiert werden:

nWg 1= "%;1 Wz , (29)
Wy 1= Ry T Wy (2.10)
W=7 T (2.11)

Ry und ¢ sind darin Schéitzwerte fir x, und g aus (2.5). Damit erhélt man fiir Glei-
chung (2.8)

£ = RIB I:’%’UTBQZIQ - g Bez] [nwm nWy nT]/ = nM(RIBa T) nt0 , (212>
mit der Definition der Matrixfunktion ,,M und der normierten Grofie ,to = [,w/, T]/

Ty N
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2.3.3. Rotatorische Dynamik

Die rotatorische Dynamik, auch als Lagedynamik bezeichnet, wird beschrieben durch
den Drallsatz. Dieser lautet dargestellt im B-System

w=f,+ K, 7+, - (2.13)

Darin ist w = pw = [w, W, w,| die absolute zeitliche Anderung der Drehraten und
f, = pf.,(s) eine unsichere zustandsabhingige Funktion, welche den Beitrag der Co-
riolisbeschleunigung und zustandsabhéngige aerodynamische Effekte abdeckt. Der
Zustandsvektor s wird in Abschnitt 2.4 definiert. Die Struktur von £, muss nicht nidher
bekannt, jedoch mindestens einfach stetig differenzierbar. Mithilfe der drei Kompo-
nenten des Momentenvektors 7 = g7 = [1, 7, 7,|’, kann die zeitliche Anderung der
Drehraten beeinflusst werden. Die Unsicherheiten im Antrieb sowie in der Umrech-
nung (2.1) und (2.3) sind iiber die Eingangsverstirkung K, € R**3 abgedeckt. Der
zusétzliche Eingang ¢ =p5(,(t) ermoglicht die Erfassung einer unbekannten und zeit-
varianten Storung, welche mindestens stetig und fiir alle Zeit begrenzte sein sollen.

2.3.4. Definition des Headings

Der im vorherigen Abschnitt definierte Einheitsvektor to = —R;p ge. beschreibt
nur zwei der drei Drehfreiheitsgrade eines Starrkorpers im Raum. Der dritte Frei-
heitsgrad ist durch die Drehung des Quadrokopters um den Schubvektor herum ge-
geben und wird als Heading bezeichnet. Im Abschnitt 1.4.2 wurden bereits mehrere
Moglichkeiten diesen Freiheitsgrad mathematisch zu beschreiben sowie deren Vor- und
Nachteile diskutiert. Die Beschreibungsform mithilfe von zwei Quaternionen von Buhl
et al. [10] hat den entscheidenden Vorteil, dass nur eine Singularitiat bei 180° Verdre-
hung existiert, wohingegen bei alternativen Parametrierungen, sieche Abschnitt 1.4.2,
bereits bei Fehlstellungen von 90° Singularitéiten auftreten. Zudem ist diese Heading-
definition weitestgehend unabhiingig von Anderungen der Schub- bzw. Sollschubrich-
tung, was im Gegensatz zu anderen Definitionen zu ruhigeren Stellverlaufen fiihrt.
Daher soll diese Parametrierung genutzt werden, um den verbleibenden Freiheitsgrad
in dieser Arbeit zu beschreiben.

Bevor auf die Details dieser Headingdefinition eingegangen wird, erfolgt ein kurze
Einfithrung in die Lageparametrierung mit Quaternionen, siehe auch [111]:

Lageparametrierung mithilfe eines Quaternions
Mittels eines Einheitsquaternions q € R*, ||q|| = 1, darstellbar als

/
a !
q= [Ch 42 g3 C_I4]/: {a’sing cosg} ) (2.14)

lasst sich die Rotation von einem Koordinatensystem [ in ein Koordinatensystem B
parametrieren. Dabei beinhalten die vier Eintrige des Quaternions die Information
iiber den Drehwinkel o und die Drehachse a € R? der Rotation. Fiir die Trans-
formation eines Vektors px, gegeben im B-System, in das [-System, angebbar als
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2.3. Mathematisches Modell

1x = Rp px, lautet die Drehmatrix, beschrieben durch das Quaternion q:

G- —a 2(1g2 — ¢3q4) 2(q143 + G2q4)
Rz =R(Q)=|2((1¢2 + $301) ©G— C+B—G 2(q2q3 — q1q4)
200143 — ©q1) 2(R@ + Q@) G—G—d+¢

(2.15)

Die Ableitung von q nach der Zeit ist gegeben durch

qes  —q3 Qq2 G
q3 qa@ —q1 g2 |W w

= , 2.16
—q2 Q1 d4 g3 [0] Qla) [0] ( )
—q1 —Qq2 —q3 qi

N | —

q=

wobel w = [wx Wy wz]/ die Winkelgeschwindigkeit des B-Systems gegeniiber dem I-
Systems angegeben im B-System ist. Handelt es sich beim /-System um ein inertiales
Koordinatensystem, ist w die absolute Winkelgeschwindigkeit des B-Systems.

Zweigeteile Lageparametrierung mithilfe von zwei Quaternionen

Die Besonderheit der Headingdefinition von Buhl et al., ist eine zweigeteilte Beschrei-
bung der Rotation vom [-System in das B-System mithilfe von zwei Quaternionen.
Dabei beschreibt ein erstes Quaternion q,, die Drehung vom /-System in ein Zwi-
schensystem A, kurz A-System. Ein zweites Quaternion q, beschreibt die verbleiben-
de Drehung vom A-System in das B-System. Die gesamte Drehung wird durch das
Quaternion q beschrieben, das durch folgende Verkettung definiert ist:

q=dzy © 9z = Q(qu) g - (2.17)

Das A-System ist gegeniiber dem B-System derart gewéhlt, so dass die z-Achsen
beider Systeme fluchten, siehe Abbildung 2.3. Dadurch beschreibt die Drehung vom

AR
BR

Iz

Abbildung 2.3.: Darstellung der Rotation vom inertialen /-System iiber das A-System
in das korperfeste B-System. a,, beschreibt die Drehachse der ersten

Rotation und a, die Drehachse der zweiten Rotation. (Als Vorlage
diente Bild 2 aus [10])
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2. Modellbildung

I-System ins A-System die Verkippung der korperfesten z-Achse und somit die Ver-
kippung des Schubvektors t. Diese Rotation kann durch eine Drehung um die Achse
a,, dargestellt werden, welche in der inertialen xy-Ebene liegt. Daher hat q, einen
Nulleintrag an der dritten Position und lautet

Gy = [0 a5 0 q) . (2.18)

Da q,, ein Einheitsquaternion ist, gilt qf, +q+ qs = 1 und zeigt, dass q,, zwei Frei-
heitsgrade besitzt. Diese beiden Freiheitsgrade sind dquivalent zu den Freiheitsgraden
beschrieben durch R;pe, in (2.6). Die verbleibende Drehung vom A-System in das
B-System findet um die korperfeste z-Achse statt, weshalb q, folgende Struktur

aufweist. Fiir q, gilt ¢2 +¢? = 1 und zeigt, dass q, nur einen Freiheitsgrad hat. Dieser
Freiheitsgrad ist definiert als das Heading. Mithilfe von (2.17) ldsst sich q mit q,, und
q. schreiben als

/
q= [qu:v + 49y Gy — @9 99 Qpr] . (2'20)

Um eine vollsténdige Drehung, definiert durch q, durch die beiden Quaternionen qy,
und q. zu beschreiben und somit das Heading aus dieser Drehung zu extrahieren,
konnen die Eintrége von q,, gewéhlt werden, so dass

w=\B+E (2.21)
qa q3
o= — —F———= G2, (2.22)
V& +ai V& +ai
44 o+ a3 (2.23)

Qy = —F7—FF— —F 1
Va3 +a V@& +ad

gilt. Mit dieser Wahl sind die Elemente von q, gegeben durch

q3 _ 4
QQu = s q. = Sgn(Q3 . Q4) ' S5 . 9 (224>
s+ aq 4+ aqi

worin 5gn(0) = +1 eine modifizierten Signumfunktion ist.

Anmerkung 1. Mit (2.21) und (2.24) gilt ¢, > 0 und g, > 0. Durch diese Wahl wird
der Nachteil der Zweideutigkeit in beiden Quaternionen beseitigt und es lisst sich ein
Regelgesetz formulieren, das unerwiinschte Drehungen durch grofse Winkel, bekannt
als das Unwinding Phenomenon [7], verhindert. Das q., Quaternionen besitzt mit
dieser Definition genau dann einen kontinuierlichen Verlauf wenn g, > 0 gilt. Dies
ist erfillt solange der Quadrokopter nicht vollstindig auf den Kopf gedreht ist bzw.
der Schubvektor nicht in die interialen z-Richtung zeigt. Eine fir die Praxis relevan-
te Vorgabe des Headings ist ohnehin nur nahe der aufrechten Flugstellung gegeben.
Zudem unterscheidet sich diese Headingdefinition bei grofsen Verkippungen stark von
der in der Luftfahrt iiblichen Definition des Yaw- bzw. Gierwinkels. Daher erscheint
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2.3. Mathematisches Modell

eine Deaktivierung der Zerlegung (2.23) und (2.24) zur Vermeidung der Singularitdt
bei sehr grofien Verkippungen nahe g, = 0 als durchfiihrbar und wenig einschrinkend.
Das q. Quaternion weist durch die gewdhlte Zerlegung eine Unstetigkeit im Verlauf
auf, welche als Sprung im spdter definierten Winkel p, siehe (2.29), von —m auf ™
interpretierbar ist. In Kapitel 4 wird gezeigt, dass sowohl die Singularitit bei q, = 0
als auch die Unstetigkeit bei p = 7w durch die Erfillung entsprechender Bedingungen
vermeidbar sind und somit keinen FEinfluss auf das Verhalten der in dieser Arbeit
vorgestellten Regelung haben.

Fiir die Verwendung dieser Headingdefinition im Regelungsentwurf, werden zudem
folgende Zusammenhénge benotigt:

Kinematik des q,, Quaternions
Die Zeitableitung von q,, ist nach (2.16) gegeben durch

o = 5Qa) 5] (2.25)

2
mit w als absolute Winkelgeschwindigkeit des A-Systems angegeben im A-System.
Mit der Tatsache, dass die dritte Komponente von q,, konstant gleich Null ist ldsst,
sich die dritte Komponente von w als
o, = e T &y (2.26)
dp

schreiben. (2.26) eingesetzt in (2.25) liefert

B L[ ] o] .

(jy Ap 2 —(qzqy I_Qy d)y

Da die z-Achse des A-Systems identisch ist mit der z-Achse des B-Systems, sind
die ry-Komponenten der Winkelgeschwindigkeit beider Systeme gleich. Daher re-
prisentierten @,, = [@, @,]" und w,y = [w, w,]" die gleiche Winkelgeschwindigkeit,
sind jedoch in unterschiedlichen Systemen angegeben und w,, kann mit w,, geschrie-
ben werden als

2 2
~. _ qu] - qz _2QZQw _
Wyy = { g G qz} way = Ry(q,) wyy - (2.28)

R;(q.) ist dabei die entsprechende nordwestliche Untermatrix von R(q.).

Parametrierung des Headings - Kinematik des q. Quaternions
Es bietet sich an den Freiheitsgrad des Quaternions q., definiert als das Heading,
mithilfe eines Winkels ¢ zu beschreiben. Mit der Definition

¢ = 2arcsin g, (2.29)

ist (o der Drehwinkel zwischen dem A-System und dem B-System. Dies folgt aus der
Definition (2.14). Fiir dessen Zeitableitung gilt ¢ = w, — @,. Mit (2.26) und (2.28)
erhélt man

1 -
W, = C_I_ [Qy _qgc} Way = l(q:cy),Rs(qz) Wy (230)
p
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2. Modellbildung

und damit lésst sich die Zeitableitung ¢ schreiben als

()b =W, — l(q:cy)/Rs(qz)wxy . (231)

In (2.31) ist zu erkennen, dass das Heading bzw. der Winkel ¢ mithilfe von w, direkt
beeinflusst werden kann.

2.4. Zustandsraummodell

Die Modellbildung in diesem Kapitel fiithrt auf folgendes Zustandsraummodell. Fiir
die reine Positionstrajektorienfolge folgt aus (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) und (2.13)

X=v, (2.32a)
v="f,+gre. -k, TRippe. +(,, (2.32b)
Rip=Ripw, (2.32¢)
w==Ff,+K,m+(,, (2.32d)

wobei s = [x' v 1] r) 1y o }/ als Zustandsvektor definiert werden kann, wenn
r;, i € {1,2,3} die Spalten von R;p beschreiben. Die Systemeinginge fiir dieses
Modell sind T und 7, wie bereits in (2.3) in Bezug auf die realen Systemeingénge, die
vier Drehzahlen der Rotoren, definiert. Der Regelungsentwurf in dieser Arbeit nutzt
eine dynamische Streckenerweiterung fiir den Eingang T, so dass T und T weitere
Zustédnde und

T =ur (2.33)

der neue Eingang des erweiterten Systems wird. Zudem soll mit dem Ansatz in dieser
Arbeit zusitzlich zur einer Positionstrajektorie auch eine Headingtrajektorie eingere-
gelt werden. Daher bietet es sich an, den Schubvektor t und den Winkel ¢ anstatt R;p
als Zustidnde zu verwenden, was zusammen mit der in (2.12) eingefiihrten Normierung
zu folgendem System der Ordnung n = 14 fiihrt

Xx=v, (2.34a)
b="F 1+ gre. +rt+C,, (2.34D)
t =, M(t, p)nt0, (2.34c¢)
w="f,+K,7+C,, (2.34d)
T=ur. (2.34e)

Wie ,M als Funktion von t = T't, und ¢ geschrieben werden kann, zeigt Anhang A.1.
Die Gleichungen in (2.34) sind zudem mit (2.25), (2.28), (2.29), (2.30) und (2.31) zu
ergiinzen, was aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht explizit angegeben werden soll.
Der Zustandsvektor sq fiir dieses erweiterte System lautet schliefllich

Sext = X ¥t ¢ T w’}/. (2.35)
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Dieses Kapitel stellt die Reglersynthese vor, in der ein Trajektorienfolgeregler ba-
sierend auf dem Backstepping entworfen und mit der £;-adaptiven Regelung kom-
biniert wird. Das erste Unterkapitel geht zunéchst auf das Konzept der Regelung,
die Besonderheiten und die Reglerstruktur ein. Danach erfolgt die Entwicklung des
Backsteppingreglers. Im dritten Teil des Kapitals werden die zur Adaption benétigten
Komponenten, darunter ein Zustandsschéitzer und das Adaptionsgesetz, definiert.

3.1. Regelungskonzept

Wie bereits in Kapitel 1.5 erldutert, eignet sich das Backstepping einerseits besonders
gut fiir nichtlineare Systeme in unterer Dreieckstruktur und erméglicht die Entwick-
lung eines hochperformanten Trajektorienfolgereglers, anderseits begiinstigt es auch
die Integration der Li-adaptiven Regelung. Die Li-adaptive Regelung wiederum ist
als performante und besonders robuste adaptive Regelungsmethode bekannt. Dies
liegt daran, dass Unsicherheiten und Stérungen bewusst nicht in allen Frequenzbe-
reichen kompensiert werden. Gerade herkommliche adaptive Anséitze wie das MRAC
[85] sowie das adaptive Backstepping [59] haben implizit den Anspruch, Unsicherhei-
ten in allen Frequenzbereichen zu tilgen. Dies ist bedingt durch die Aktuatorik phy-
sikalisch unmoglich und fiihrt dazu, dass die Schnelligkeit der Parameterschiatzung
reduziert werden muss, damit hochfrequente Stérungen nicht in hochfrequenten und
destabilisierenden Stellsignalen resultieren [4]. Die £;-adaptive Regelung entkoppelt
die Adaptionsdynamik von der Regelschleife und erreicht dadurch eine schnelle und
genaue Schitzung der Unsicherheiten im niedrigeren Frequenzbereich [42]. Die hoch-
frequenten Anteile der Unsicherheiten werden mithilfe eines Tiefpassfilters, in dieser
Arbeit als L;-Filter bezeichnet, getilgt und somit nicht im Stellgesetz verarbeitet.
Somit haben hochfrequente Storungen trotz schneller Parameterschéitzung keine de-
stabilisierende Wirkung. Die Dynamik des L;-Filters ist dabei ein entscheidender
Parameter, um die wirksame Bandbreite der Adaption einzustellen und den Kompro-
miss zwischen Robustheit und Performanz gezielt zu beeinflussen.

Fiir die Integration der £;-adaptiven Regelung in das Backstepping, wird im Fol-
genden ein Vorgehen &hnlich zu dem des Adaptive Backsteppings verfolgt [59]. Dabei
wird die translatorische Dynamik mit zwei Backsteppingschritten behandelt, in die
ein erster adaptiver Regelanteil zur Kompensation von Unsicherheiten eingebunden
ist. Fiir die rotatorische Dynamik werden ebenfalls zwei Backsteppingschritte durch-
gefithrt und ein zweiter adaptiver Regelanteil hinzugefiigt. Dabei wire es denkbar,
alle Ableitungen der virtuellen Stellgroffen mithilfe der £;-Filter zu bestimmen, was
dem Konzept des Adaptive Command Filtered Backsteppings [23] entspréche und die
Berechnung von aufwéndigen und komplexen Termen eriibrigen wiirde. Wie jedoch
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3. Regelungssynthese

schon in Kapitel 1.5 erwahnt, reicht diese Vorgehen nicht aus um ein schnelles und
gleichzeitig ruhiges Flugverhalten zu erhalten. Fiir schnelle Flugmanover ist eine hohe
Filterdynamik der £;-Filter gefordert, um die Ableitungen mit hinreichend geringer
Verzogerung bereit zu stellen. Eine hohe Filterdynamik fiithrt jedoch zu nicht hin-
nehmbarer Rauschverstirkung, was zu unruhigem Flugverhalten fiithrt. Daher wird
in dieser Arbeit der nominelle Folgeregler von der Adaption getrennt und die nomi-
nellen Ableitungen analytisch berechnet sowie die Ableitungen der adaptiven Anteile
iiber die £;-Filter approximiert.

Ein Strukturbild des Regelkreises, in dem die Trennung der beiden Teile deutlich
wird, zeigt Abbildung 3.1. Darin sind die beiden adaptiven Regleranteile vektoriell zu
einem Adaptionsteil zusammengefasst. Dariiber hinaus sind folgende Zusammenhénge
dargestellt: Als Sollvorgabe fiir die Regelung dient eine Positionstrajektorie und eine
Headingtrajektorie, was aus Griinden der besseren Ubersicht mit der Sollposition
xr = Xr(t) und dem Sollwinkel ¢ = p7(t) angedeutet ist. Der nominale Folgeregler
berechnet aus den Messwerten s, = [s,, ¥']' und der Grofie t; das nominale Stell-
signal o,, die Stellgréfe uy und einen Folgefehler z. Dabei sind s die Zustédnde
der erweiterten Strecke aus (2.35), ¥ eine Messung der Beschleunigungen, welche
ebenfalls fiir die Regelung verwendet wird, und t,; ein Sollwert fiir den Schubvektor
t. Das Stellsignal o, := [o7,07,,]" beinhaltet eine nominale Sollbeschleunigung o,

und eine nominale Solldrehratendnderung o,,, welche von den Aktuatoren erzeugt
werden sollen.

v v

Nominaler Folgeregler

—» GL (3.6), (3.29), (3.41)

Erw. Strecke
Gl. (2.34)

_2 Zp | Zustandsschétzer
Gl. (3.65)

Z Adaptationsgesetz o,
Gl (3.71)

Adaption (Li-adaptive Regelung)

Abbildung 3.1.: Darstellung des geschlossenen Regelkreises, in der die Trennung der

nominalen Regelschleife von der Adaption sowie die wichtigsten Kom-
ponenten mit Verweisen auf die jeweiligen Gleichungen gezeigt sind.

Der Vektor z, ist ein Teil der Folgefehlerzustinde z, fiir welchen Schétzwerte z,
von einem Zustandsschitzer berechnet werden. Der Schétzfehler z, = z, — z, wird
anschlieBend im Adaptionsgesetz verarbeitet, um ein Schétzsignal &, = [0, o/,
zu berechnen, das den Einfluss der Unsicherheiten sowohl in der translatorischen
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Dynamik (&,,) als auch in der rotatorischen Dynamik (&,) beinhaltet. Wie zu-
vor erwahnt, ist ein Grundsatz der Li-adaptiven Regelung, eine schnelle Adaption
zu realisieren, wodurch &, auch hochfrequente Stoéranteile beinhalten kann. Da die-
se nicht gestellt werden koénnen, tilgt der nominale L£;-Filter C(s) die hohen Fre-
quenzanteile und erzeugt das Kompensationssignal 7% = £1[C(s)&,(s)], das zu der
nominalen Sollbeschleunigung sowie zu der nominalen Solldrehratenéinderung addiert
wird. Die Summe aus beidem wird mithilfe der geschéitzten Eingangsverstarkungen
K = diag(k, I3, K ») in den Sollschubvektor t; und in die Stellmomente 7 umge-
rechnet.

Da der Quadrokopter unteraktuiert ist, kann der geforderte Schubvektor t; im All-
gemeinen erst durch eine Verkippung des Rahmens und nicht direkt realisiert werden.
Daher muss diese Grofle zuriickgefiihrt werden und in die Berechnung der gewiinschten
Solldrehratenénderung o, sowie der gewiinschten Schubbetragsdnderung ur ein-
flieBen. t; ist folglich ein virtuelles Stellsignal des nominalen Backsteppingsreglers
(fiir den zweiten Backsteppingschritt) und die durch diese Riickfiihrung entstehende
Schleife ist Teil des nominalen Folgereglers.

Wird C(s) = 0 gesetzt und somit der adaptive Regelanteil deaktiviert, entspricht
die Regelschleife einer klassischen Backsteppingregelung zur Trajektorienfolge mit
vollstandig analytisch berechnetem Stellgesetz. Ohne die Trennung der Adaption von
der nominalen Regelung wire dies nicht moglich, denn das Signal o, wiirde nicht
existieren und dessen Informationsgehalt miisste durch die Adaption erzeugt und von
C(s) gefiltert werden. Dies entspriiche einer klassischen Anwendung der £;-adaptiven
Regelung (21, 42|, welche hier bewusst umgangen weden soll, um eine niedrige Band-
breite von C(s) und gleichzeitig eine hohe Flugdynamik zu erméglichen.

Im Folgenden wird das Stellgesetz hergeleitet, die Definition des Zustandsschétzers
sowie die des Adaptionsgesetzes erfolgt in den darauffolgenden Abschnitten.

3.2. Herleitung des Stellgesetzes

1. Schritt des Backstepping

Im ersten Backsteppingschritt wird ein virtuelles Stellgesetz fiir den ersten Teil der
translatorischen Dynamik, gegeben in (2.34a), entwickelt. Dies soll den Unterschied
zwischen der aktuellen Position x und der Sollposition der Trajektorie xr, definiert
als Positionsfolgefehler z, = x — xp, abbauen. Eine moglicher Kandidat fiir eine
Lyapunovfunktion und dessen Ableitung ist

d
1 ! dt

Vi Z, -~y V, =z (v—%r). (3.1)

= -z
21‘

Damit die Ableitung V, auBerhalb der angestrebten Stelle z, = 0 stets negativ ist,
bietet sich folgende Sollgeschwindigkeit als virtuelles Stellgesetz an:

vy = X7+ A,Z,, (3.2)
wobei A, < 0 gewahlt wird. Die resultierende Fehlerdynamik lautet
Zy =V —Xp = A, 2, + 2, (3.3)
mit dem Geschwindigkeitsfehler z, = v — v, =v — xp — A, 2,.
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2. Schritt des Backstepping
Um im néchsten Backsteppingschritt auch den Geschwindigkeitsfehler z, abzubauen,
wird V. erweitert, so dass gilt
1 d .
V, =V, + iz;zv RN Vo=2 A2, + 7 (2, +0—vy). (3.4)
Darin kann © durch den Gesamtschubvektor t beeinflusst werden, siehe (2.34b). Daher
bietet sich ein virtuelles Stellgesetz fiir den Gesamtschubvektor bezeichnet als t; an.
Um alle Unsicherheiten und Stérungen in (2.34b) kompensieren zu kénnen, wird die
Fehlerdynamik fiir z, wie folgt dargestellt:

Ty =V — Vg = AyZy — Zg + K224 + Fptyg + Oun + Oa - (3.5)

Dabei wird A, negativ definit gewiihlt und z; := &;'(t — t;) als eine normierte
vektorielle Abweichung im Gesamtschub mit &, als eine Schitzung fiir x, definiert.

Anmerkung 2. Der Unterschied zwischen dem gewiinschten und dem tatsdchlichen
Schubvektor, t — tq, wird mit &, skaliert um z; an die Gréfenordnung der anderen
Fehlerzustinde anzugleichen. Fir die in Kapitel 4 durchgefiihrten Abschditzungen ist
diese Normierung vorteilhaft.

Die GroBe o, in (3.5) ist die erste Komponente des nominalen Stellgesetzes o,
siche Abschnitt 3.1, und enthélt alle bekannten Signale sowie Schitzwerte fiir unbe-
kannte Signale und lautet

Oy = £, + gre, — vy — Az, + 2z, . (3.6)

Dabei ist f, = Dwv eine Schitzung fiir £, und die konstante Matrix D < 0 be-
schreibt lineare Dadmpfungskoeffizienten. Alle unbekannten Signale, also Storungen
und Schiétzfehler, sind in

Oyq = _f‘v - glez + CU - '%v'%v Zy (37)
enthalten, mit k, = K, — K.

Anmerkung 3. Das unbekannte Signal o,, wird von der Adaption geschitzt und die
Schitzung wird mit &,, bezeichnet. Fin nicht adaptives Backstepping wiirde nur den
Term o, beriicksichtigen und o,, = 0 annehmen. Durch die Aufteilung in o, und
O q kann in dieser Arbeit eine Entkopplung der Adaptionsstruktur von der nominalen
Regelung erreicht werden, was wie bereits erwdhnt fir die praktische Realisierung der
Regelung besonders wichtig ist.

Geméf der Aufteilung in o, und o,, wird der Sollschub t,; ebenfalls aufgeteilt in
tg=1ty, +tun . (38)
Fiir beide Anteile wiirden die folgenden, jedoch nicht erfiillbaren Sollvorgaben

tan, = —/-glo'm, ty, = —m;lo'va (3.9)
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dazu fiihren, dass V, in (3.4) auBerhalb der Stelle z, = z, = 0 negativ wird. Da jedoch
nur die Schiatzungen &,, und &, bekannt sind und es das Konzept der L£;-adaptiven
Regelung ist, Unsicherheiten nur in einem gewissen Frequenzbereich zu kompensieren,
werden folgende erfiillbare Sollvorgaben gemacht:

~

ta, = _I%;lo-vn ) tda(s) = _’%JICU(S%&UG(S) : (310)

Der Filter Cv(s) ist der nominale £,-Filter der translatorischen Dynamik und wird als
ein exponentiell stabiler Tiefpassfilter mit stationirer Ubertragung von CU(O) =154
ausgelegt, dessen Anfangswerte zu Null gesetzt werden. Die Bandbreite des Filters
ist ein freier Regelparameter, auf den spéter genauer eingegangen wird. Das Signal
0., sowie i1 sind exakt bekannt und &, ist die bekannte Schétzung fiir o,,. Da-
her konnen beide Schubanteile wie in (3.10) gegeben im Regler implementiert werden.

Fiir die néchsten Schritte werden beide Schubanteile in einer Schreibweise benotigt,
welche die tatsédchliche Eingangsverstirkung s, und den Schétzfehler k, = &, — Kk,
benutzt und mit (3.10) jeweils lautet
(3.11)

tyn = —/%leam = —m;l(am— (/%v—mv)/%glam) = —m;l(am—i—%vtdn) =: —m;lﬁvn

und
taa(s) = =5 Cyl(s) Goa(s) ==k H(Co(S) Gval(s) +Rotaa(s)) = —ky H(s). (3.12)

Die darin definierten GréSen, 7, und 7,,, beschreiben die tatséchlichen durch tg,
und tg, erzeugten Beschleunigungen.

Anmerkung 4. Fir die Analyse der Systemeigenschaften werden zwei Darstellungs-
formen fiir den Schubanteil tq4, bendtigt. Die erste Darstellungsform in (3.12) enthdlt
den bekannten nominalen L,-Filter Cv(s), der tatsdchlich in der Regelung implemen-
tiert wird. In der zweiten Darstellungsform wird ein nicht exakt bekannter Tiefpassfil-
ter C,(s) definiert, welcher fir die Analyse des Regelkreises von hoherer Bedeutung
ist, denn innerhalb dessen Bandbreite ist die Adaption tatsdchlich wirksam.

Eine zweite ebenfalls benotigte Darstellungsform fiir den Schubanteil t4, ergibt sich
durch die folgende, fiir die £;-adaptive Regelung iibliche, implizite Schreibweise

taa(s) = —dy(8)(Rotaa(s) + Gua(s)) . (3.13)
Darin ist d,(s) eine skalare Ubertragungsfunktion und (3.13) lisst sich umformen zu

taa(s) =—dy(3)(Kutaa(s)+0va(S) +Rutaa(s)) (3.14)
= _'KLJICU(S) [60a(8) FRutaa(s)] = —m;lﬁva(s) .

Uber die implizite Schreibweise in (3.13), erhilt man fiir beide Tiefpassfilter, mit
dessen Anfangswerten gleich Null,

Co(s) = frpdy(s) (1 + dy(s)y) " Iaus (3.15)
C,(s) =k
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3. Regelungssynthese

Ebenso wie C,(s), muss auch C,(s) exponentiell stabil sein und C,(0) = Iss gelten.
Beide Filter miissen zudem eine Ordnung von mindestens drei besitzen. Um dies si-
cherzustellen wird die Funktion d,(s) entsprechend gewéhlt. Durch die Filterordnung
von drei gelingt es, vorausgesetzt das Eingangssignal ist stiickweise stetig, differen-
zierbare Signale fiir ty, und tg, zu erzeugen, welche im weiteren Verlauf benotigt
werden.

Das virtuelle Stellgesetz fiir den Schubvektor ldsst sich mit (3.10) darstellen als

b= =, ', = — i, (£7C(5) Gua(s)] + on ) (3.17)

wobei 0, := 1,, + M, gilt. Gleichung (3.17) eingesetzt in (3.5) mit der Definition
o, = O, + 0,, ergibt folgenden Fehlerdynamik fiir z,

Zy =0 — Vg = AyZ, — 2, + K22 + 0, — 7, (3.18)

und die Ableitung von (3.4) lautet somit

Vo, =27z Az, +7 Az, +2z(o,—7,). (3.19)

Der Term, z! (o, —7,), ist nicht gesichert negativ auierhalb der Stelle z, = z, = 0,
da er den verbleibenden Schétzfehler bzw. die hochfrequenten Anteile enthélt, die
bewusst nicht getilgt werden. Dieser wird im weiteren Verlauf des Backstepping un-
verindert mitgezogen und in Kapitel 4 im Rahmen der Analyse der Systemeigen-
schaften ndher untersucht.

3. Schritt des Backstepping
Das Ziel im néchsten Schritt ist es, zusétzlich zu z, und z, auch die Abweichung des
Schubvektors z; abzubauen. Deshalb wird V, aus (3.4) wie folgt erweitert

d
Vi=V,+ %z;zt oY, = 72 Az, + 7 Az, + 2Rz, + Ry L (E—t0)) + 2 (0, —7,) -
(3.20)
Aus (2.34c) geht hervor, dass t durch eine Veréinderung von w,, und 7' und somit
durch die normierte Grofle ,tv beeinflusst werden kann. Daher wird das folgende
virtuelle Stellgesetz verwendet

g = M (b0 + Az - ) (3.21)
worin A; < 0 gilt.

Anmerkung 5. Da in der Abbildung: ,M™" = [, T ' ge., —g 'se]Rpy, der
inverse Schubbetrag enthalten ist, siehe (2.12), muss dafiir gesorgt werden, dass stets
T > Twin > 0 gilt. Dies ist eine allgemein bekannte und systeminhdrente Hiirde,
die alle Positionsfolgeregelungen am VTOL umgehen miissen. In dieser Arbeit wird
vorausgesetzt, dass die Solltrajektorie fiir die Position hinreichend glatt, d.h. xp € C4,
und begrenzt ist, so dass mit moderaten Folgefehlern gilt: Thax > T > Thin > 0.
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3.2. Herleitung des Stellgesetzes

Die Grofie Ed in (3.21) ist eine Schatzung fir die tatsdchlich bendtigte Sollschub-
anderung t; und lautet

A

ty= —A! (Q_I[SCU(S) Goa(5)] + an) , (3.22)

wobei &, wiederum eine Schiitzung fiir &, ist. Durch Ableitung von Gleichung (3.6)
und Einsetzen der Gleichung (3.3) bzw. der Ableitung von (3.2) erhélt man

Gon = (DALA,+2A,— A, A, A,—D+A,)z, + (D—A,—A,)i’z, + Dx; — X
+ (DA, +DA,+I535— A, A, —A,A,+A,A,)z,
+ (D=A,—A,) (Ot T +kota) . (3.23)

Darin ist der exakte Wert fiir x, nicht bestimmbar und o,, ware nur durch Ver-
wendung der Beschleunigungsmessung berechenbar, o,, = v — o,, was jedoch im
néchsten Schritt zu Problemen fithren wiirde. Daher kann &, nicht exakt angegeben
werden. Die Schéitzung &Un nutzt daher den gefilterten Schatzwert o, sowie &, und
lautet

Ton = (DALA,+2A,— A, A, A,—D+A,)z, + (D—A,—A,)i’z, + Dx; — X
+(]f)Ax+]f)Av+I3><3_AxAx_AvAv+AxAU)ZU
+ (D=A,—A)(L7[Co(5)Ga(5)]+0pn+inba) - (3.24)

Mit der Definition K, := D — A, — A, lisst sich der hiermit entstehende Schétzfehler
At angeben als

Aty = tg—tg = —7, (Eon—Em) =R, Ko (o,—1,). (3.25)
Mit (2.12), (3.21) und der Definition der Fehlergrofe
Zp = 10 — 104, (3.26)
stellt sich die Fehlerdynamik fiir z; folgendermaflen dar
7=k (t—tg) = Az + A, WMz, — &2z, + A, Aty (3.27)

Anmerkung 6. Die Ableitung &, kinnte analytisch exakt bestimmt werden, wenn
anstatt der Schiitzung &, die zur Verfiigung stehende Beschleunigungsmessung
genutzt und Gleichung (3.5) nach &, aufgelist wird. Verwendet man jedoch in die-
sem Schritt die exakte Ableitung & ,,, entsteht der Nachteil, dass die im weiteren
Vorgehen bendtigte zweite Ableitung &, nicht mehr exakt bestimmbar ist. Auch diese
konnte geschdtzt werden, nur wirde der entstehende Schdtzfehler im darauffolgenden
Backsteppingschritt nichtlinear in die Systemdynamik einwirken. Dies hdtte zur Fol-
ge, dass die in dieser Arbeit vorgestellte Analyse der Systemeigenschaften unmdglich
wdre, welche einen linearen Eingriff der Unsicherheiten in die Fehlerdynamik voraus-
setzt. Durch die Verwendung der Schitzung 6., kann jedoch die zweite Zeitableitung
der Schiitzung &, exakt bestimmt werden. Somit erméglicht diese, bewusst einen
Schritt friher als notwendig gemachte Approzimation, das weitere Vorgehen und ist
ein entscheidender Schritt um die Signale der Adaption sauber von der nominalen
Regelung zu trennen.

41



3. Regelungssynthese

4. Schritt des Backstepping
Im letzten Schritt soll zusétzlich der Fehler z, abgebaut werden. Hierfiir wird V;
erweitert, so dass gilt

1 4
V.=V, + §z;zr X V,=2z Az, +72 Az, +72,Az, + 7 (0, —7,)
+ Zt 1Atd +z ( Ry nM/ Zy + nm — nmd) . (328)

Damit der letzte Summand von V; negativ definit wird, bietet sich die folgende Soll-
wertvorgabe an. Da ,t0 = [,W), W1 ] gilt, siehe (2.12), wird einerseits mittels ,7" ein
Sollwert fiir die StellgroBe ur = §,71 festgelegt und andererseits eine virtuelle Varia-

ble ,w,, definiert, welche mithilfe der Stellmomente 7 eingestellt werden soll, so dass
nWay - nWoy gilt. Diese Sollwertvorgabe lautet:

[, T = atog+ Az, — i) M 2, (3.29)
Darin gilt A, < 0 und ,tv,; = nM_lnM g + nM_l(i:.d + /%UA?Zt #3%,). Die Ablei-
tung z; erhdlt man aus (3.27) mit exakter Bestimmung von At,, wofiir die Beschleu-

nigungsmessung v ausgenutzt wird. Die Ableitung z, berechnet sich ebenso durch
Ausnutzung der Beschleunigungsmessung wie folgt: z, = v — xp — A,z,. Mit diesen

beiden Ableitungen lisst sich die exakte Zeitableitung von t4 aus (3.22) angeben:

~

ta(s) = AT (L7 [2C () Goa(5)] + Fon) - (3.30)
Dafiir folgt aus (3.24)

é'zm :(]ijAx+Ax_AxAxAx_Ke)(Ax Zy + Zv) + Ke /%?)Zt

F D%y — %+ K, (£7[5C(8)F0a(5)] + Gon + futa) (3.31)

wobei die Tatsache ausgenutzt wurde, dass &, + fpty = G pn + /%U’Ed gilt, siehe (3.25).
Der Ausdruck nM_lnM lasst sich darstellen als, siehe (2.12),

ML M = — diag (T T O)

— [T " pe.y, pe.97'| RprwRip [RoT pe.n —pe.g] . (3.32)

Integration des Heading

An dieser Stelle soll das Heading miteinbezogen werden, mit dem Ziel, den Unterschied
zwischen der Solltrajektorie ¢ und dem Winkel ¢ abzubauen. Es bietet sich an, die
beiden Winkel ¢ und @7 auf den Winkelbereich [—7, 7| zu beschrénken. Fiir den Fall,
dass @7 oder ¢ einen Sprung zwischen =+ erfahrt, sollte eine Drehung durch den
groBeren Winkel vermeiden werden. Dies kann mit einer Projektion des Folgefehlers
auf den Winkelbereich [—m, [ geschehen, wofiir der Folgefehler wie folgt zu definieren
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3.2. Herleitung des Stellgesetzes

ist: z, = mod(yp — ¢+, 2m) —m, mit mod(x,y) als die Modulo Funktion. Um diesen
Fehler abzubauen wird folgender Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion gewahlt:

1 o : L
= 2@2 AN Vo = 2,(0 — ¢1) . (3.33)

Mit (2.31) kann das folgende virtuelle Stellgesetz fiir die Drehrate in z-Richtung
Wea = @1+ ay 2, + 1 Ry wyy, (3.34)

definiert werden, wobei a, < 0 gewéhlt wird. Mit dem Fehler 2. := &, Yw, — w.q)
erhdlt man fiir V,,

Vi, = a2, 4 Zpfio2us (3.35)
und die resultierende Fehlerdynamik lautet
Zp = QpZp + RyZys - (3.36)

Anmerkung 7. Um zu zeigen, dass sich das System problemlos durch die Sprungstel-
le in z, bei £ bewegen kann, bietet es sich an die Fehlerdynamik aus Gleichung (3.36)
néher zu analysieren: Die Sprungstelle tritt auf wenn sich z, auf dem Rand von
[—m, [ befindet und %, aus der Menge [—m,m| hinaus zeigt. Mit (3.34) ldsst sich
(3.36) schreiben als 2, = w, — ¢r — V' Rywy,. Dies zeigt, dass , nicht vom Sprung
in 2z, betroffen ist. Somit wird sich das System nach einem Sprung in z, von der
Sprungstelle wegbewegen und nicht fir immer dort verweilen.

Um weiterhin den Fehler z,, abzubauen, wird V,, aus (3.33) wie folgt erweitert:

a4
2 dt

1 .
Vs = Vgo + B) Zwz — Viz = Q@Z<p2 + zwz(’%vzap + ’%;l(wz - wzd)) : (337>

Dies fiihrt zu folgendem virtuellen Stellgesetz bzw. der Forderung

|
S A ~D
Wy = Wy 1= Waq + Rypluz 2wz — RiZ0 (3.38)

welche durch die Stellmomente 7 realisiert werden soll. Dabei ist w, eine Hilfsvariable
und a,,, < 0. Der Wert w,,4 stellt sich durch Ableiten von (2.30) wie folgt dar:

g = 1 + ap 2 + (IRy + TR )w,y + IR,y - (3.39)

Da w,, sowohl Unsicherheiten enthélt als auch eine Funktion der Stellmomente T
ist, siehe (2.34d), wird der Ausdruck 'R w,, als unsicher angenommen und von der
Adaption geschétzt. Dies umgeht einen sonst entstehenden algebraischen Zusammen-
hang fiir die Stellmomente, der mit unsicheren Parametern behaftet wire und nicht
exakt aufgelost werden konnte.

Zusammenfiihrung von Position und Heading
Um die bisher entwickelten virtuellen Stellgesetze aus (3.29) und (3.38) zusammen-
zufiithren, bietet es sich an, die Forderung w, L W, und Wy, L nW gy mit der Umrech-

o N o [ o/ o .
NUNG Wyy = Ry nWay 20 W = W = W, w.|" zusammenzufassen. Um diese Forderung
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3. Regelungssynthese

schliefllich zu erfiillen, wird die rotatorische Dynamik aus (2.34d) analog zu (3.5)
geschrieben als

w ;d’J+KW‘r+an—l—awa. (3.40)

Dabei sind die bekannten Signale in o, und alle Schéitzfehler und Storungen in o,
enthalten, welche somit lauten:

Oun = fw - ‘:Jna Oua = _fw + Cw - ‘:Ja . (341)

Darin ist f, = J7'(Jw x w) eine Schitzung fiir den Coriolisterm. Da der Ausdruck
I'Rsw,y in &, von der Adaption geschétzt werden soll, wurde w in einen bekannten
Teil w, und einen unsicheren, zu schitzenden Teil w, = [00I'R,w,,| aufgeteilt.
Analog zur Definition des Sollschubs in (3.8), werden auch die Komponenten des
Moments in zwei Anteile geteilt, so dass gilt

T=T,+Ta. (3.42)

Die Anteile sind vergleichbar zu t, und t, in (3.11) und (3.12) gewihlt, so dass gilt

Tn:—K;lawn:—Kujl(awnij{an)::—K;lﬁwn, (3.43)
To(8)= _Kllcw@) Gual(5) :_Kojl(éw(s) &wa(s)"‘kwTa(s)) = _Kojlﬁwa(5> .

(3.44)

Die darin definierten Grofen, 7),,, und 7),,, beschreiben die durch 7, und 7, er-
zeugten Drehbeschleunigungen. Der Anteil 7, kann auch durch die folgende, fiir die
Li-adaptive Regelung {ibliche, implizite Schreibweise

T4(8) = =D, (8) (K Ta(s) + 6ua(s)) (3.45)

dargestellt werden. D,,(s) ist eine Ubertragungsfunktion, welche analog zu d, (s) in
(3.13) als Parameter genutzt wird, um die gewiinschten Eigenschaften von C,(s)
einzustellen. Gleichung (3.45) ldsst sich umschreiben zu

To(5) = —Do(8) (K oTa(s) 46 ua(s)+ Kuta(s)) = —K-'Cu(s) (awa(s)ﬁ(m(s))

= _Kojllf’wa(s) : (346>

Die Filter C,,(s) und Cy(s) sind gegeben durch
Cu(s) = K, (Iys + Dy(s)K,) 'Dy(s), (3.47)
C,,(s) = Ku(Iss + Dy(s)K,) 'Dy(s), (3.48)

wobei die Anfangswerte der beiden Filter zu Null gesetzt sind. Die Funktion D, (s) ist
derart zu wiihlen, dass C,,(s) und C,(s) exponentiell stabile Tiefpassfilter von min-
destens erster Ordnung mit stationéirer Ubertragung gleich Iy sind. Die Bandbreite
der Filter sind ebenso wie die Bandbreite von C,(s) und C,(s) freie Reglerparameter.

Die Filterordnung von mindestens eins sorgt dafiir, vorausgesetzt der Filtereingang
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ist stiickweise stetig, dass 7, und somit auch 7, Lipschitz-stetige Funktionen sind.
Diese Eigenschaft wird fiir die Analyse der Systemeigenschaften benotigt.

Der Momentenvektor stellt sich mit 1, = 0, + 7,,, (3.43) und (3.44) folgender-
maflen dar

T =K', = K, (£7Cu(s) Gua(s)] + 0un) (3.49)

Mit (3.49), der Definition o, := 0.+ 0, und den Umrechnungen w,, = Ay nWay
und W,y = Ay Wy kann (3.40) geschrieben werden als

[hwl, @) =[w, @] +diag(k,* &1 1) (0w —17,) . (3.50)

n>zy n>xy v oY v )

Durch Ableiten von (3.26) und Einsetzen von (3.29), sowie mit den ersten beiden
Zeilen von (3.50) erhélt man

2, = Az, — k' Mz, + diag(k, ", k1, 0) (0, — 7). (3.51)

v v

Mit 2., = Ry (W, — w.q) und (3.38), sowie der dritten Zeile von (3.50) folgt
e = Qi 2z — Fozy +[00 5, (0, — 7, - (3.52)

Mit (3.29) und (3.49) sind die Stellgroen uz und 7 definiert und das Backstepping
abgeschlossen. Auf welche Weise die Schétzungen &, = [o7,, &7,,]' berechnet werden,
folgt in Abschnitt 3.4 und 3.5. Zuvor wird ein Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion fiir
das Gesamtsystem definiert und das Fehlersystem fiir den geschlossenen Regelkreis
formuliert, mithilfe dessen in Kapitel 4 die Eigenschaften der Regelung untersucht
wird.

3.3. Formulierung des Fehlersystems

Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion
Ein Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion fiir das gesamte System kann durch Addition
von (3.28) und (3.37) gewonnen werden und lautet

d .
Vi=Vi+V,. % V=£Ayz+7B,(o,—0,)+2B,(0,—7,), (3.53)

mit z’ = (2}, 2,2}, 2], 2y, 2..] und
Ay =diag(As, Ay, Ay Ay ay, ay), (3.54)
B; = [03><3 ngg I%;2Ke 03><3 ngg}, 5 (355)
o 017
B, := |033 033 Oss diag(i,', #,',0) |0 01 : (3.56)
0 A,

v

Die Struktur von B, und B, folgt aus (3.19), (3.28), (3.25), (3.51) und (3.52). Fiir
eine iibersichtlichere Darstellung im weiteren Verlauf der Arbeit, wird die Ableitung
von V aus (3.53) mit B := [B, B, ] umgestellt, so dass

V=2zAyz+7zB(o,—n,+0,—1,), (3.57)
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wobei aus (3.14) und (3.46) folgt

oa(s) — Ma(s) = [aﬂ B [ina(s)} (3.58)

Moo (5)
o158 gl e+ (o S [s]
= 0a(s) — C(s)[6a(s) — KK "7, (s)].

Dabei wurde definiert: , = [7)), 71.,]/, C(s) := diag(C,(s), C,(s)) und K :=
diag(kyIze, K,,). Mit (3.12) und (3.44) kann (3.58) auch dargestellt werden als

Ta(s) — 71,(s) = 04(s) — C(s)6a(s) + KK 'q,(s) . (3.59)

Ebenso gilt mit (3.11) und (3.43)

o owm| ([ Ten| _ [RoIss Oses| tan | popt
O — iy = L} {nm}_ [ogxg K} [TJ_KK on  (3.60)

worin 7),, = [71,,, 7.,,) ¢ilt. Folglich kann (3.57) geschrieben werden als

. - 1

V=72ZAyvz+72B(o,—1,+ KK o,). (3.61)

Wiirden alle Unsicherheiten im gesamten Frequenzbereich kompensiert werden, d.h.
es wiirde o, = 7, und K = 0 gelten, dann lieBe sich Gleichung (3.61) schreiben als
V = z/Ayz. Da Ay < 0 gilt, wire somit asymptotische Stabilitit des geschlosse-
nen Regelkreis nachgewiesen. Da dieser Ansatz jedoch nur Unsicherheiten in einem
gewissen Frequenzbereich kompensiert, genauer innerhalb der Bandbreite von C(s),
verbleibt ein gewisser Anteil der Unsicherheiten und wirkt weiterhin auf das System

ein. Dieser Anteil lautet: oy — 7, + KK _la'n. Um trotzdem eine Aussage iiber das
Verhalten des geschlossenen Regelkreis zu erhalten, werden in Kapitel 4 zwei Analy-
semethoden vorgestellt, fiir welche die folgende Fehlerdynamik benétigt wird:

Fehlerdynamik
Die Fehlerdynamik des geschlossenen Regelkreises kann mit (3.3), (3.18), (3.27),
(3.36), (3.38), (3.51) und (3.52) zusammenfasst werden zu

Az, + z,

—Z; + Az, + K224
—R2Z, + Ayzi + Ryt Mz,
—k; Mz, + Az,
ApZp + FKyZyz
_"%vch + Az 2wz

—f(t,2,7,,)+B (aa—ﬁa+kk‘1an> . (3.63)

4B (Ja—ﬁa—l—f{f{_lan) (3.62)

Der Grund warum die nichtlineare und zeitvariante Funktion f(¢,z,7,,) auch die
Argumente t und 7),, besitzt, liegt an der Tatsache, dass ,M eine Funktion von t4
und ¢ ist und einerseits beide Argumente von der Zeit abhéingig sind und andererseits
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3.4. Definition des Zustandsschétzers

die Funktion t; wiederum von dem Signal 7, abhéngt, was zu ,M = ,M(t,, ¢) =
"M(t,z,m,,) fiihrt, siche (3.17) und Anhang A.1 fiir mehr Details.
Alternativ kann (3.62) auch geschrieben werden als

A, Zy 03x3 03x3 03a  0O3a 031
~2
—Zy A, Hvlsxs 033 03a  0O3a 031
~2 ~—1 ~—1
. | 033 —RyIsg A, Ry Mg 03q  0sq K, Maz, 4
“T 055 O My A Opq Ogq| 2T [ =iV (3.64)
3x3 3x3 —Ry H re 3x1 3x1 —Ry AZt
Oz Ouas 013 013 ap Ry 0
_01><3 013 013 013 —Ry  Quz | L 0 i

+B (aa—ﬁa+KK_lan> =:Az+fA(t,2,7,,)+B (Ja—ﬁa—l—f{f{_lan) ,

wobei ,M = Mpy + M gilt und My eine konstante Matrix ist, welche ,,IM im sta-
tiondren Schwebeflug entspricht. Somit gilt M & 03,3 im stationdren Schwebeflug
und bei Mandvern nahe dieser Ruhelage.

3.4. Definition des Zustandsschatzers

Der Zustandsschétzer basiert auf dem Teil der Fehlerdynamik (3.62), auf den die
unsicheren Anteile o, = [0, o] direkt einwirken. Dieser Teil ist gegeben durch die
Dynamik fiir den Zustand z, aus (3.18), fiir den Zustand z,. aus (3.52) und durch
die Dynamik fiir die ersten beiden Komponenten von z,, bezeichnet als z,15 € R,
gegeben in (3.51). Somit lautet der Zustandsschétzer

' —Z; + Az, + K224

S | / A - “11A ) A

Zp=|—F, oMoz + Ari2Zr12 + Aszzps | £0,— L7 [C(5)F4(s)]
_fivzap + Quzlwz

=:£p(t,2p, 2, 1,,) +6a— £ [C(s)84(5)], (3.65)
wobel 2, = [Z,,7.,5, 2,.] die Zustéinde des Schitzers sind und mit ,Mj; € R3*2

A,p € R?*2 A3 € R?*! die entsprechenden Untermatrizen von ,M’ und A, be-
zeichnet sind. Die Zustédnde der nicht im Zustandsschéitzer beriicksichtigen Dynamik,
welche jedoch im beriicksichtigten Teil der Dynamik enthalten sind — diese sind z,,
z:, Zr3 und z, — konnen durch die entsprechenden Messwerte ersetzt werden. Anstatt
der Unsicherheiten o, in (3.62), wird fiir den Zustandsschitzer die Schitzung &,
verwendet.

Der Schatzfehler des Zustandsschétzers wird definiert als zZ := zp — zp mit zp :=
2], 25, 2] Um die Dynamik fiir diesen Schétzfehler anzugeben, wird zunéchst der
Teil fiir zp aus (3.62) mit (3.59) umgeschrieben, so dass

ap=Fp(t,zp,2,0,,)+ 00— Co(s)6u(s)| + KK ', + KK 'o,.  (3.66)
Durch Subtraktion der Dynamik (3.66) von (3.65) erhélt man

L1

z=Ai+6,—KK'n,-KK o,, (3.67)
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wobei A, = diag(A,, A,12, a,.) gilt. Die Anfangswerte des Zustandsschitzers werden
gesetzt, so dass gilt

Gp(t=0)=zp(t=0) — &t=0)=0. (3.68)

Die ersten drei Zeilen aus (3.67) konnen mit (3.14) im Frequenzbereich geschrieben
werden als

[sIs — Ay 03] 2(s) = H,,'(5)Z(s) = G a(8)+Futaa(s) —Fohty, 'oun(s),  (3.69)

ev

worin H_!(s)z(s) die anregenden Anteile der translatorischen Dynamik beschreibt.
Ebenso lassen sich die unteren drei Zeilen von (3.67) schreiben als

A I - - - ~ S o —
|i03><3 Sngg — |:]:1T122 CL2X1:|:| Z(S) =: H;}(S)Z(S) = Uwa(S)+KTa(S)+KK laum(S) s
X wz
(3.70)

worin H_ ! (s)z(s) die anregenden Anteile der rotatorischen Dynamik beschreibt. Die
Reglerverstirkungen in A, = diag(A,, A2, ) sind so zu wihlen, dass beide Uber-
tragungsfunktionen H., und H,, keine Nullstellen in der rechten komplexen Halb-
ebene aufweisen.

3.5. Definition des Adaptionsgesetzes

Fiir die Schiatzung der Unsicherheiten o, wird in dieser Arbeit das Piecewise-Constant
Adaptation Law (PCAL) verwendet [55, 43]. Die L£i-adaptive Regelung erméglicht
zwar auch die Anwendung eines gradientenbasierten Adaptiongesetzes [42], ein Vor-
teil des PCAL ist jedoch, dass es keine eigene Dynamik besitzt und nur durch eine
Matrix-Vektor-Multiplikation realisierbar ist. Die Adaptionsgeschwindigkeit ist zu-
dem direkt von der Schrittweite der Recheneinheit abhingig und kann bei ausrei-
chender Rechenleistung beliebig schnell sein.

Angewandt auf die bisher entwickelte Reglerstruktur, stellt sich das PCAL wie folgt
dar. Der Schitzwert &, wird fiir jeden Zeitschritt aufs neue aus dem Schétzfehler z
berechnet und bis zur néchsten Berechnung im néchsten Zeitschritt konstant gehalten.
Die Rechenvorschrift dazu lautet:

60 = 64(iTy), teiT, (i +1)T,), (3.71a)
a'a(iT‘s) = _(I)_l(TS)I‘l’(iTs) ) (371b)

mit ¢ € Ny und der Schrittweite T, wobei mit A, aus (3.67) gilt

e

wn(iT,) = ez (iT,) . (3.71d)

®(T,) = A (e — 1), (3.71c)

Die Idee des Adaptionsgesetzes ist es, &, derart zu wihlen, dass der Schéatzfehler
z in erster Ndherung innerhalb eines Zeitschritts zu Null wird. Dazu wird fiir den
Zeitraum eines Zeitschritts angenommen, dass & (i7s) = 6 (i) und somit o (i7s) = 0
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unverindert gilt. Ebenso wird der Einfluss der unsicheren Eingangsverstirkung K
vernachléssigt. Mit diesen Annahmen erhélt man fiir (3.67)

z=Az+6,, (3.72)

womit der Schitzfehler zum Zeitpunkt (i 4+ 1)7, angegeben werden kann als

(i4+1)T% '
i((l + 1)Ts) _ eAeTsi(’iTs) ‘l'/ eAe((z-i-l)Ts—T)a_a(Z-TS)dT
= ATz (iT,) + A7 (e —1)6,(iT)) . (3.73)

o (iTs) aus (3.71b) eingesetzt in (3.73) ergibt z((7 + 1)7s) = 0. Da die hierfiir ge-
troffenen Annahmen nicht der Realitét entsprechen, bleibt ein restlicher Schétzfehler
erhalten, fiir den gezeigt werden kann, dass er mit abnehmender Schrittweite T belie-
big klein wird. Mit ausreichend hoher Rechenkapazitit kann folglich der Schétzfehler
beliebig klein gemacht werden, siche Bedingung 2 und Anmerkung 20 auf Seite 63
sowie Lemma 3.3.1 in [42] fiir mehr Details.

In diesem Kapitel wurde die Reglersynthese fiir den adaptiven Trajektorienfolge-
regler gezeigt. Alle zur Implementierung des Regler notwendigen Rechenvorschriften
wurden in diese Kapitel definiert. Einige Teile, darunter die Formulierung des Fehler-
systems, wurden bereits in Vorbereitung auf des folgende Kapitel angegeben, in dem
zwei Methoden vorgestellt werden, um das Verhalten des geschlossenen Regelkreises
zu analysieren.
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4. Analyse des geschlossenen
Regelkreises

Dieses Kapitel stellt zwei Methoden vor, um die Eigenschaften des geschlossenen Re-
gelkreises zu analysieren und die Beschréanktheit aller Systemsignale nachzuweisen.
Die erste Methode arbeitet im Frequenzbereich und nutzt das fiir die £y-adaptive
Regelung iibliche Vorgehen [42], welches Werkzeuge zur Analyse von linearen zeitin-
varianten Systemen anwendet. Dafiir wird der nichtlineare und zeitvariante Anteil
der Dynamik als duflere Storung betrachtet. Dies fithrt zwar zu einer konservativen
Abschatzung der Systemeigenschaften, dafiir stellt jedoch dieses Vorgehen nur geringe
Anforderungen an das Vorwissen iiber die wirksamen Unsicherheiten und Stérungen.
Die zweite Methode arbeitet im Zeitbereich, orientiert sich an dem Vorgehen aus [109]
und bedient sich Werkzeugen fiir die Analyse nichtlinearer Systeme. Dieses Vorgehen
fiihrt zu einer weniger konservativen Abschitzung der Systemeigenschaften, stellt je-
doch etwas mehr Anspriiche an das Vorwissen iiber die wirksamen Unsicherheiten
und Storungen.

Im Folgenden werden zunéchst fiir beide Methoden benotigte Definitionen gemacht
und Voraussetzungen definiert, anhand dieser Aussagen bzgl. des Systemverhaltens
getroffen werden konnen. Danach wird ein Referenzsystem formuliert, das dem in
Kapitel 3 entwickelten Regelsystem entspricht, jedoch eine perfekte Schitzung der
Unsicherheiten annimmt. Die Analyse der Eigenschaften dieses Referenzsystems ist
die Basis fiir die Untersuchung des tatsdchlichen Systemverhaltens. Dieses lédsst sich
dann iiber den zusétzlichen Einfluss des Schétzfehlers analysieren.

4.1. Mengendefinitionen

Fiir die Analyse der Regelung werden folgende Mengendefinitionen benétigt:

Menge Z,: Eine Konstante p,¢ sei definiert, so dass
pra = 70l] + € (4.1)

gilt, wobei ||Zy|| eine frei zu wihlende obere Schranke fiir die Anfangswerte der Feh-
lerdynamik (3.62) ist, so dass ||z(t=0)|| < ||Zo]|| erfiillt werden kann. Der Wert € ist
ebenso eine frei zu wihlende Konstante, dessen Wahl eine gewisse Anforderung an
ein noch zu definierendes Referenzsystem stellt, so dass dessen Zustidnde z, mit
|| Zret(t=0)|| < ||zo|| fiir alle Zeit Elemente der Menge

Zref = {Zref S R14 | ||Zref|| S pref} (42)

sind.
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Menge Z: Eine weitere Konstante p sei definiert, so dass

P = Pref T (43)

gilt, wobei v eine ebenso frei zu wihlende Konstante ist. Die Wahl der Konstante
stellt eine gewisse Anforderung an den geschlossenen Regelkreis, so dass die Zustédnde
des geschlossenen Regelkreises z mit ||z(t=0)| < ||zo| fur alle Zeit Elemente der
Menge

Z={zeR"| |zl < p} (4.4)

sind.

Menge G: Eine weitere Konstante 7 sei definiert, so dass

(1 —c1)
Co

gilt, wobei ¢y und ¢; im spéteren Verlauf definiert werden. Die Wahl der Konstante
o stellt eine gewisse Anforderung an die Giite der Adaption, so dass der Schétzfehler
z fiir alle Zeit Element der Menge

G:={z€R’| |zl <7} (4.6)

ist.

4.2. Voraussetzungen

Um mithilfe der in dieser Arbeit vorgeschlagenen Methoden die Eigenschaften des
geschlossenen Regelkreis zu analysieren, sind folgende Voraussetzungen notwendig.
Zunichst wird auf einige besondere Voraussetzungen und Eigenschaften im Detail
eingegangen. AnschlieBend werden alle notwendigen Voraussetzungen aufgelistet:

Notwendige Struktur der Eingangsverstarkungen: Fiir die Eingangsverstéarkung-
en des nominalen Systems gilt K = diag(R, - Isus, Kw), mit &, = m " und K, = j_l.
Die Masse m und die Massentrigheit J sind stets positive Werte und physikalisch
nach unten begrenzt. Daher ist K reguldr und sgn(k;;) = +1 sowie &;; = 0 mit 7 # j.
Es ist folglich sinnvoll anzunehmen, dass eine

Menge K existiert, so dass folgende obere Schranken

max{[| K[} < Bs, max{| KK ||} < B;. (4.7)

max{|[s, (|} < By, max{|Ff, |} < By, (4.8)
— w o 71 w

max{ | K|} < B max{| KK} < B2 (4.9)

angebbar sind.
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Eigenschaften der Funktionen o,,, o,, und 7,,: Da die Funktionen o,, und o,
aus (3.6) und (3.7) stetige Funktionen von ¢, X1, X7, 2, Z, und z; sind, siehe hierzu
Abschnitt A.5 fiir mehr Details, konnen fiir diese Funktionen unter den Annahmen,
dass z € Z fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0, ] gilt und ¢, Xy und %X fiir
dieses Zeitintervall beschrankt sind, folgende Schranken gefunden werden

lowall < By, llowl < B, Vi el0,ty]. (4.10)

Fiir Details zur Berechnung dieser Schranken siehe ebenfalls Abschnitt A.5. Mit
(3.14), (3.69) und &, = 6y — 04, lésst sich schreiben

Ma(5) = Cu(5)[00als) + He, (5)2(s) + Rufty, un(s)] (4.11)

Mit den oben getroffenen Annahmen, sowie der zusétzlichen Annahme z € G,Vt €
[0,¢f] und den Schranken aus (4.8) und (4.10) gilt

1700l < Be(Bg" + By Bg") + BeweYo = py' s VE€[0,84] (4.12)
mit BE > [|Cy(s)]|z, und By, > ||Co(s)HL, (5)]|z,, siehe Lemma 1.
Lemma 1. Fiir ein MIMO LTI System gegeben durch
¥(s) = G(s)u(s) | (4.13)

mit Ubertragungsfunktion G(s) € R>*™ und Impulsantwort I(t) € R™™, sei die £,
Norm definiert als

G ey = [ 1Tt < o, (4.14)
wobei ||I(t)|| die induzierte euklidische Norm von I(t) beschreibt [54, 5.1]. Angenom-
men es gilt I(t) € L1 — ||G(3)||z, < oo und der Systemeingang u(t) € R™ erfillt die
Bedingung ||u(t)|| < By, Vt € [0,t;], dann folgt fiir den Systemausgang y(t) € R':

ly@l < 1G(s)llz, Bu, Yt €[0,24]. (4.15)

Beweis. Fiir den Systemausgang y () gilt mit dem Systemeingang u(t) fiir ¢ € [0, /]

y(0) = [Tt - e (4.16)

Das fiihrt zu
ty
[y (®)]] S/ 1L = ) [[a(&)] € (4.17)
< sw @l [ -

0<e<ty
und mit I(t) € £ = ||G(s)||lz, < oo und [|u(?)| < B, Vt € [0, tf] folgt
[yl < G(s)llz, Buy Yt € [0,]. (4.18)
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Zusammenfassung der notwendigen Voraussetzungen: Fiir die Anwendung der
im folgenden vorgeschlagenen Methoden zur Analyse der Regelung wird grundsétzlich
vorausgesetzt, dass

V1:

V2:

V3:

V4.

Vb:

Vo6:

o4

die gewiinschte Position der Trajektorie x; und das gewiinschte Heading der
Trajektorie o7 hinreichend glatt gewiihlt sind, so dass x; € C* und o € C?
gilt und x7 bis zu dessen vierter Zeitableitung sowie @7 bis ¢ fiir alle Zeit
geschrankt sind,

die Funktionen f, = f,(x,v) und f, = f,(s) aus (2.5) und (2.13) stetig differen-
zierbar in ihren Argumenten sind und die Stérungen ¢, = ¢, (t) und ¢, = ¢,,(t)
aus (2.5) und (2.13) stetig und fiir alle Zeit begrenzt sind,

die Menge K fiir die Eingangsverstirkung K existiert und die Schranken (4.7)
bis (4.9) angebbar sind,

die Funktionen d,(s) und D,(s) aus (3.15) und (3.47) so gewéhlt sind, dass
C,(s) und C,(s) Tiefpassfilter dritter Ordnung, C,,(s) und C,,(s) Tiefpassfilter
erster Ordnung und alle vier eine stationire Ubertragung gleich I aufweisen,
zudem alle vier Tiefpassfilter und sC,(s), s2°C,(s) VK € K exponentiell sta-
bil mit Zahlergrad < Nennergrad sind und deren Anfangswerte initial zu Null
gesetzt sind,

der Wert p aus (4.1) kleiner 7 gewihlt ist, da mit der Annahme ||z« < ||z|| <
p < m Vt > 0 folgt, dass z, < m, Vt > 0 und somit ein Sprung bei z, = £
sowohl fiir das noch zu definierende Referenzsystem in (4.29) sowie fiir den
geschlossenen Regelkreis ausgeschlossen werden kann, siche Anmerkung 7 auf
S. 43,

der Verlauf der gewiinschten Positionstrajektorie in ;z-Richtung so gew#hlt ist,
dass mit den Annahmen z € Z, z € G und K € K fiir ein beliebig langes
Zeitintervall t € [0,¢/] und der Erfiillung von V1 gilt
Rop + k71 (B —23) + BUpb®
le3 max ‘= pA (A g) Py <0, Vte [Oatf] ) (419)
| Rop + iy By + Bypyy

wobei BY eine Schranke fiir die dritte Komponente von o, analog zu By"
aus (4.10) ist und ?.3max einen Maximalwert fiir die dritte Komponente von
te = [te1teates]” definiert in Abschnitt 2.3.1 beschreibt. Mit dieser Vorausset-
zung ist sichergestellt, dass stets ein negativer Schubanteil in ;z-Richtung ent-
gegengesetzt der Schwerkraft — t ist stets in Richtung t. orientiert, siehe (2.6)
— vorhanden ist und somit fiir die dritte Komponente von t = [t; ty t3]" gilt:
t3 < t3max < 0. Daraus folgt 7" = ||t|| > 0 und ¢, > 0 fiir das gesamte Zeitinter-
vall £ € [0, 7], siehe hierzu auch Anmerkung 1 auf S. 32, Anmerkung 5 auf S. 40
und Anmerkung 8 auf S. 55. Zusétzlich wird vorausgesetzt, dass mit tes max aus
(4.19) und mit BE > ||Cu(9)]|z, gilt

11— te3,max

B < .
¢ 1 + teB,maX

(4.20)
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Diese Voraussetzung ist notwendig um die Beschrénktheit des Headings zu ge-
wahrleisten, fiir mehr Details hierzu sieche Anhang A.5.

Weitere Voraussetzungen: Die bisher angefithrten Voraussetzungen V1 bis V6
ermoglichen die Durchfithrung der ersten Analyse im Frequenzbereich. Fiir die zweite
Analyse im Zeitbereich wird zusétzlich zu V1 bis V6 vorausgesetzt, dass

V7: die gewiinschte Position der Trajektorie x; und das gewiinschte Heading der
Trajektorie 7 hinreichend glatt gewiihlt sind, so dass x; € C® und o € C3
gilt und x7 bis zu dessen fiinfter Zeitableitung sowie 7 bis @ fiir alle Zeit
geschrankt sind,

V8: die Zeitableitungen von f, = f,(x, v) und f,, = f,(s) aus (2.5) und (2.13), d.h. f,
und f,, stetig differenzierbar in ihren Argumenten sind und die Zeitableitungen
von ¢, und ¢, aus (2.5) und (2.13), d.h. ¢, und ¢, stetig und fiir alle Zeit
begrenzt sind,

V9: die Funktionen d,(s) und D, (s) aus (3.15) und (3.47) so gewahlt sind, dass
C,(s) und C,(s) Tiefpassfilter vierter Ordnung, C,(s) und C.,(s) Tiefpassfilter
zweiter Ordnung und alle vier eine stationére Ubertragung gleich I3 aufweisen.
Zudem miissen diese vier Tiefpassfilter und zusitzlich sC,(s), s2C,(s), s°C,(s)
und sC,,(s) VK € K exponentiell stabil mit Zihlergrad < Nennergrad sein,
woraus folgt, dass &,(s) := s (I35 — Cy(s)) und &, (s) := s (I3 — C,(s))
exponentiell stabil mit Zahlergrad < Nennergrad sind. Ebenso miissen die An-
fangswerte der aufgefiihrten Filter initial zu Null gesetzt sein.

Anmerkung 8. Um sicherzustellen, dass q, > 0 und T' = ||t|| > 0 fir ein beliebiges
Zeitintervall t € [0,ty] gilt, geniigt es zu fordern, dass

t
tes < max —— <0, (4.21)
teelo,ts] |||

worin tz die dritte Komponente von t bezeichnet, siehe auch Anhang A.4. Mit den
Annahmen in V6 und dem Zusammenhang

t = Rz +tg = Rypzy — /%ljlo'm — m;lﬁm , (4.22)

der mit z; = k' (t — tg) aus (3.8), (3.11) und (3.12) folgt, ist der Schubbetrag ||t||
firt €[0,ts] folgendermafen nach oben hin begrenzt

61 < fup+ i B + Blpe (4.23)
Zudem gilt t5 < 0 und |[t|| > 0 firt € [0,ts] nur, wenn
ty = RoZs(3) — Ry PO pn(3) — K, 1,,(3) <0, Vt€[0,t]. (4.24)

Da im stationdren Schwebeflug o,,(3) = g gilt, siche (3.6), muss der von der Ge-
wichtskraft bereinigte Schubanteil in ;z-Richtung kleiner sein als die Gewichtskraft
selbst und somit gelten

bty + 715 = hmi(3) — iy (00n(3) — §) — K e (3) < 705, VEE (0,8, (4.25)
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wobei die linke Seite firt € [0,t¢] durch
ts+ Ryt g <Ryt p+ i, (Be —9) + Biplt (4.26)
nach oben hin begrenzt ist und somit folgt

!
ty < Rop+ Ry (Bor —29) + Bipy® <0, Vte[0,t]. (4.27)
(4.23) und (4.27) eingesetzt in (4.21) ergibt die Bedingung (4.19).

4.3. Analyse eines Referenzsystems

Beide in dieser Arbeit vorgestellten Methoden zur Systemanalyse nutzen die Eigen-
schaften eines Referenzsystems als Basis fiir die Untersuchung des tatséchlichen Sy-
stemverhaltens. Dieses im Folgenden definierte Referenzsystem beschreibt die Feh-
lerdynamik (3.62) mit perfektem Adaptionsverhalten innerhalb des gewiinschten Fre-
quenzbereichs. Fiir dieses System werden ein hinreichendes Kriterium fiir Beschréankt-
heit der Systemsignale hergeleitet. Zusammen mit einer Schranke fiir den maxi-
malen Adaptionsfehler kann im Anschluss ein hinreichendes Kriterium fiir die Be-
schrinktheit der Systemsignale des tatsédchlichen Systems angegeben werden.

Die Struktur des Referenzsystems leitet sich aus (3.62) mit dem bestmdoglichen
Adaptionsergebnis, d.h. z = 0, ab und mit (3.67) und G ef = aret + FTarer gilt
folglich

Oaref = Oaref + IN{K_lnwef + I}'IA(_lo'n’ref ) (4.28)
Somit hat das Referenzsystem die Struktur
et = (1, Bt Moe) + B (Tpet = Mg + KK 0 ) (4.29)
= AZret + £a ref(ts Zrots Myarer) TB(Taret — M per + KK_lan,ref) ; (4.30)
mit z..¢(0) = z(0) und
Moe(8) = C(5) (@ures(s) + KK o) | (4.31)

wobei (4.31) mit (4.28) aus (3.58) folgt.

Anmerkung 9. Setzt man (4.31) in (4.29) oder (4.30) ein, ist zu erkennen, dass die
vorgeschlagene Adaptionsstruktur in dem fiir die Kompensation vorgesehen Frequenz-
bereich, C(s) = gy, in der Lage ist, den Einfluss der unsicheren Eingangsverstirkung
K wvollstindig zu kompensieren, und dies obwohl der nominale Regler vom Adaptions-
teil getrennt wurde.

Anmerkung 10. In diesem und den darauffolgenden Kapiteln wird eine Schreibweise
mithilfe der Indizes k € {v,w} und | € {a,n} gewdhlt, um diverse Signale, beispiels-
weise alle vier Grifien O yq, Ouvn, Owa Und o, kurz mit oy zu bezeichnen. Ebenso
werden beispielsweise die Filter C,(s) und C,(s) mit Ci(s), k € {v,w} bezeichnet.
Auch diverse Schranken werden mithilfe dieser Darstellung kompakt dargestellt, so
beschreibt beispielsweise BX k € {v,w} | € {a,n} alle vier Schranken B*, B, B¥
und B&". Siehe hierzu auch das Symbolverzeichnis auf Seite 143.
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Eigenschaften von o f und 7, o, k € {v,w}, [ € {a,n}: Alle vier Funktionen
O i ref des Referenzsystems, welche sich durch Auswertung von (3.6), (3.7) und (3.41)
mit (4.31) ergeben, sind Funktionen der gewiinschten Trajektorien x7 und ¢, der
Fehlerzustédnde z,., der Storeingénge ¢, und ¢, und mit £ = w auch von der Grofie
Nyarer- Durch die Voraussetzungen V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 ist sichergestellt,
dass die Funktionen oy, er stetig differenzierbar in den genannten Argumenten sind.
Siehe Anhang A fiir eine detaillierte Darstellung dieser Zusammenhénge. Mit diesen
Eigenschaften und der Annahme z..; € Z. fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ €
0,%¢], kénnen die Schranken B¥ mit k € {v,w}, | € {a,n} angegeben werden, so
dass

| i rel| < BE, Vt € [0,t;]. (4.32)
Ebenso kénnen Schranken fiir die folgenden Anfangswerte angegeben werden:
|0 kivetli—o| < BE (4.33)

und da ok refli—0 = Orili=o gilt, sind dies auch Schranken fiir den Anfangswert der
Funktionen o;. Aus (4.31) mit k£ € {v,w} folgt

|
Miare($) = Cr(8)[Thaet(s) + KpK ), Opn ret(s)] (4.34)
und mit den oben getroffenen Annahmen, Lemma 1, (4.32) und B& > ||Cy(s)]|z, gilt
Mhaseel] < BE(Bgy + BiBgy) = plyt vt € [0, 4] (4.35)

Anmerkung 11. Da p > py; und somit B? > B2 und py* > pyt gilt, siehe (4.3),

ozTr

wobei By, eine Schranke fir die z-Komponente von oy, s ist, tdbertrigt sich das

Resultat von V6 (g, > 0 und ||t]| > 0) auf die entsprechenden Grifien des Referenz-
systems in (4.29).

4.3.1. Analyse im Frequenzbereich

Die Eigenschaften des Referenzsystems konnen anhand der ersten Methode wie folgt
analysiert werden:

Eigenschaften der Funktion fa st Die Funktion fa ,or des Referenzmodells (4.30),
welche sich durch Auswertung von (3.64) mit (4.31) ergibt, ist eine Funktionen der
gewiinschten Trajektorien x7 und ¢, der Fehlerzustinden z..; und der GroBe 1, -
Durch die Voraussetzungen V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 ist sichergestellt, dass fa yer
eine stetig differenzierbare Funktion in den genannten Argumenten ist. Siehe An-
hang A.6 fiir eine detaillierte Darstellung dieser Zusammenhénge. Somit kann mit
der Annahme z,.¢ € Z, fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0, ], eine Schranke
Bea, angegeben werden, so dass

[faretl| < Bear, V€ [0,2y]. (4.36)
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4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

Eigenschaften der homogenen Losung:  Sei z;, () die Losung des Anfangswertpro-
blems

Zref =A Zyef Zref(t:O) = Zy, (437)

mit A € R aus (3.64), dann gilt
t
zin = ez = / F(7)dr zo, (4.38)
0

wobei die zur Funktion F(t) gehorende Ubertragungsfunktion im Frequenzbereich
H;,(s) = s(slipas — A) " (4.39)
lautet und somit z;, fiir alle Zeit beschrinkt ist durch
|Ziall < lls(sTisas — A) 7 e, llZoll (4.40)
siehe Lemma 1. Mit diesen Eigenschaften kann folgende Aussage getroffen werden:

Lemma 2. Angenommen V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 sind erfillt und die Ubertra-
gungsfunktionen d,(s) und D (s) sind zudem so gewdhlt, dass fiir das Referenzsystem
aus (4.30) gilt

pret > |H(5)lc, Bear + > 1G(8) . (Bie+BEBE) + [[sH(s) |z, |7l ,  (4.41)
k=v

mit k € {v,w}, Gg := H(s5)Bi (I3 — Ci(s)) und H(s) = (sIipas — A)™, wobei By,
aus (3.55) und (3.56) stammen und A aus (3.64), dann sind die Losungen von (4.30)
Uniformly Bounded, siehe Definition 1 auf Seite 12, und mit ||z,s(t = 0)|| < ||Zo]| gilt

||Zref|| < Pref — Zrof € Il’lt(me) , Vt>0. (442)

Ebenso gilt dann Yt > 0 fir den Schubvektor des Referenzsystems tio und fiir die
kommandierten Drehmomente Tyef -

[tretl] < Fopret + Ry Boy + Biphe =t pret (4.43)
[tretll > Aopret + &, (29 — Bot,) + Bippy (4.44)
| 7retll < BEBgy + B oot = preet s (4.45)

. 1
mit BY = | K, ||. Der Beweis ist im Anhang B.1 gegeben.

Anmerkung 12. Um die Bedingung (4.41) fir ein gegebenes zg und pret zu erfillen,
kann mit d,(s) und D (s) die Bandbreite von Cy(s), k € {v,w} erhiht oder verringert
werden. Fine Erhohung, d.h. Ci(s) — I, fiihrt zu einer schnelleren Dynamik von
Gy (s) und verringert den Wert von ||Gg(s)||z,. Ebenso kinnen die Eigenwerte in A
aus (3.64) mithilfe der Reglerverstirkungen in Ay aus (3.54) erhdoht werden, um die
Werte von |H(s)||z, und ||Gk(s)||z, zu verringern [42].
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4.3. Analyse eines Referenzsystems

Anmerkung 13. Fir diese Aussage von Lemma 2 wird die attraktive Wirkung des
linearen Anteils der Dynamik gegeben durch Az ausgenutzt. Der michtlineare An-
teil £ ver wird als destabilisierend aufgefasst, was zu einer konservativen Abschitzung
fiihrt, da auch der nichtlineare Anteil attraktive Wirkung haben kann.

Anmerkung 14. Die Stellgréfie fir die erweiterte Strecke ur ., welche sich aus
(3.29) ausgewertet mit (4.31) ergibt, ist mit der Erfillung von V1 bis V6 aus Ab-
schnitt 4.2 eine stetig differenzierbare Funktion der gewiinschten Trajektorien xp und
o7, der Fehlerzustinde z,.s, der Storeingdnge ¢, und ¢, sowie der Zeitverliufe der
Kompensationsgrofen 1, vep, Mwa,reps Siehe (A.29) fiir mehr Details hierzu. Somit folgt
aus (4.42), dass ur f fiir alle Zeit beschrankt ist.

4.3.2. Analyse im Zeitbereich

Die Eigenschaften des Referenzsystems kénnen alternativ auch anhand der zweiten
Methode wie folgt analysiert werden:

Eigenschaften von 6 ef, k€ {v,w}, [€{a,n}: Alle vier Zeitableitungen der Funk-
tionen oy e sind Funktionen der gewiinschten Trajektorien xr und ¢p bis zu de-
ren fiinften bzw. dritten Zeitableitung, der Fehlerzustéinden z,.f, der Stoéreingénge ¢,
und ¢, deren Zeitableitungen ¢, und ¢, und der GréBen Noaret WA 7,4 o Sind
die Voraussetzungen V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 erfiillt, ist sichergestellt, dass die
Funktionen &y er stetig differenzierbar in den angegebenen Argumenten sind. Siehe
Anhang A fiir eine detaillierte Darstellung dieser Zusammenhénge. Mit diesen Eigen-
schaften und der Annahme z,.s € Z fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0, ],
konnen die Schranken BY mit k € {v,w}, | € {a,n} angegeben werden, so dass

|Gt < BEL, YVt e [0,ty]. (4.46)

Lemma 3. Angenommen V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 sind erfullt und d,(s) und
D, (s) sind zudem so gewdhlt, dass fir das Referenzsystem aus (4.29) gilt

Pref > \/Ilioll2 + 27 ([80(s)ll21 [18u(8)ll,) - mit (4.47)

r([[Gu(s)]l 215 [Gu(s)]l2,) = (4.48)
Pref ka | pkpkn | nka | pkpkn
ﬁ ;HBkH 1G%(s) ], (Bm + Bz Boi + B, +BF@Bm~) g
wobei k € {v,w}, Br(s) := s I3z — Ci(s)) gilt, By, aus (3.55) und (3.56) stammen
und oy, der kleinste Singuldrwert von Ay aus (3.54) ist, dann sind die Losungen von

(4.29) Uniformly Bounded, siehe Definition 1 auf Seite 12, und mit ||z.¢(t=0)| <
1ol gilt

||Zref|| < Pref <> Zref € Int(Zref) , Vit >0. (449)
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4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

Die Lésungen von (4.29) sind dann zudem Uniformly Ultimatly Bounded mit der
beliebig zu wahlenden Zeit T und der Schranke £(T') definiert als

(1) = \Je2nT |20 + 2018, (3) v, 1B (5) ) (4.50)
so dass mit ||zw.t(t=0)|| < ||Zo]| gilt
|Zpet]| < e(T), VE>T. (4.51)

Ebenso qgilt Vt > 0 fiir den Schubvektor des Referenzsystems t.o¢ und fiir die komman-
dierten Drehmomente Tyt -

||tref|| < '%vpref + /%;1337; + B:ng = Ptref » (452)
[beetll > Ropres + Ry (29 — Byl,) + Byojyy (4.53)
[ Teetll < BE By + B oyt =2 prvet s (4.54)

1
mit BY = | K, ||. Der Beweis ist im Anhang B.5 gegeben.

Anmerkung 15. Das Resultat in (4.51) zeigt, dass mit ||z,s(t=0)| < ||Zo|| eine
attraktive Menge

Zref,s = {ZrOf S Rls ‘ ||Zr0f|| S \/2T(H®U(S)H£17 ||®w(3)||[,1) } (455>

fiir den Fehlerzustand z.s existiert, welche mit limp_, o (T') aus (4.51) folgt.

Anmerkung 16. Die Beweisfiihrung fir Lemma 3 nutzt im Gegensatz zu der von
Lemma 2 auch die attraktive Figenschaft der nichtlinearen Anteile der Referenzdyna-
mik aus. Dadurch ist diese Abschdtzung weniger konservativ, durch die zusdtzlichen
Voraussetzungen V7 bis V9 jedoch etwas restriktiver.

Anmerkung 17. Um die Bedingung (4.47) fiir ein gegebenes zo und pyer zu erfillen,
kann mit d,(s) und Dy (s) die Bandbreite von Ci(s), k € {v,w} erhoht oder verrin-
gert werden. Fine Erhohung, d.h. Ci(s) — Iz, fiihrt zu einer schnelleren Dynamik
von B(s) und verringert den Wert von ||&y(s)|z,- Um diesen Zusammenhang zu
veranschaulichen, kann der skalare Fall C(s) = Q(s + Q)™! betrachtet werden, bei
dem |B(8)|lz, < (s + Q)7 e, = Q71 gilt, siehe auch [42, Lemma 2.1.5]. Zusitzlich
konnen die Reglerverstirkungen in Ay erhdéht werden, um einen gréfseren Wert fiir
om 2u erzielen. Andererseits kann auch ein grofierer Wert fir pys gewdhlt und eine
geringere Bandbreite fiir Cy(s) sowie geringere Reglerverstirkungen in Ay realisiert
werden. Letzteres fiihrt zu einer geringeren Performanz jedoch zu héherer Robustheit
im Vergleich zu Ersterem.

Anmerkung 18. Ebenso wie in Anmerkung 14 fiir das Resultat von Lemma 2 be-
schrieben, fiihrt das Resultat von Lemma 3 auch zur Beschrinktheit von urp .
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4.4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

4.4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

Basierend auf den Aussagen iiber das im vorherigen Abschnitt analysierten Referenz-
systems kann im Folgenden durch eine Abschétzung des Fehlers, der durch die Adapti-
onsdynamik verursacht wird, das Verhalten des geschlossenen Regelkreises analysiert
werden. Dabei kommen wiederum beide Analysemethoden im Frequenzbereich und
im Zeitbereich zum Einsatz.

Eigenschaften der Funktionen o und 7)., mit k € {v,w}, [ € {a,n}: Alle vier
Funktionen oy des geschlossenen Regelkreises (3.62), gegeben durch (3.6), (3.7),
(3.41) sind ebenso wie o er Funktionen der gewiinschten Trajektorien xr € o
und o7 € C3, der Fehlerzustinde z, der Stéreingéinge ¢, und ¢, sowie fiir k = w auch
Funktionen der Groen n,, und 7,,. Durch die Argumente n,, und 7, sowie deren
Zeitableitungen, ist o, auch vom Schétzfehler z abhéingig, siehe hierzu Anhang A.
Mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 ist jedoch sichergestellt, dass alle vier Funktionen
stetig differenzierbar in den angegebenen Argumenten und mit der Annahme z € Z
und z € G fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢t € [0,¢f] beschrinkt sind. Daher
konnen fiir die Funktionen selbst, sowie auch fiir die Differenzen oy — 0 rer, mit den
Konstanten L’;fy, L’;%O sowie mit den Werten B* und v definiert in (4.3), Schranken
angegeben werden, so dass V¢ € [0, /]

lowll < By, (4.56)
|kt — O riret]| < ngﬂ + ng-yo%a (4.57)

wobei L%O = 0. Hierfiir wurde die Tatsache ausgenutzt, dass mit diesen Annahmen
ebenso 1), und die Differenzen 1y, . := 7., —Myq.e¢ Mit & € {v, w} fiir das Zeitintervall
t € [0,s] beschrénkt sind. Denn mit (4.11) sowie mit (3.46), (3.70) und (4.34) folgt

Ma(5) = Cr(5)[oha(s)+ H (5)2(5) + KL K, on(s)] (4.58)
Miae(s) = Cr(8)[0ra(8) — T panet(s) + H ' (s)Z(s) +I~{kf{;1 (Okn(8) = Okn ret(5))]
(4.59)

und mit den getroffenen Annahmen und Bgy, > [|C,, (s)H_ ! (s) ]|z, gilt Vi € [0, ]

171l < B&:(BE*+ BEBE") + BigeYo =: pi°, (4.60)
| Mae || < BE(LE 4+ BELE )y + (BE(LES + BELEL )+ B ) o = Lty + Lyt 5o =: it
(4.61)

Fiir Details zur Berechnung dieser Schranken siehe Anhang A.5.

4.4.1. Analyse im Frequenzbereich

Eigenschaften der Funktion fi: Die Funktion fo des geschlossenen Reglerkrei-
ses (3.64) ist eine Funktionen der gewtiinschten Trajektorien x und ¢, der Fehler-
zustdande z und der Kompensationsgrofle 7),,,. Durch die Voraussetzungen V1 bis V6
aus Abschnitt 4.2 ist sichergestellt, dass fa eine stetig differenzierbare Funktion in
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4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

den angegebenen Argumenten ist. Siehe Anhang A.6 fiir eine detaillierte Darstellung
dieser Zusammenhénge. Somit kann mit der Annahme z.s € Z., z € Z und z € G
fiir ein beliebig langes Zeitintervall t € [0, ¢f], eine Schranke Bga und mit den Kon-
stanten Lg,, und Lg,5, eine Abschétzung der Differenz fo — fa of angegeben werden,
so dass Vt € [0,1y]

[fall < Bea (4.62)
1fa — fAvetl] < Leyyy + LegsoTo - (4.63)
Mit diesen Eigenschaften kann formuliert werden:

Hinreichende Bedingungen fiir die Beschranktheit der Systemsignale

Zusétzlich zu den Voraussetzungen V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2, sind die folgenden
zwei hinreichenden Bedingungen fiir die Beschrénktheit der Systemsignale zu erfiillen.
Fiir die Auswertung der Bedingungen wird angenommen, dass z € Z und z € G fiir
ein beliebig langes Zeitintervall ¢t € [0, /] gilt — was es jedoch noch zu zeigen gilt — und
somit die in den vorhergehenden Abschnitten definierten Schranken im Zeitintervall
t € [0, 1] existieren.

Bedingung 1: Mit den bisher definierten Schranken muss gelten

|
cr = [[H(s) e, Legy + ) Grls) ]l (L + BELEY) < 1, (4.64)
k=v

mit Lgy,, L% und LY aus (4.62) und (4.57). Diese Bedingung stellt sicher, dass der
moglicherweise destabilisierende Einfluss der Unsicherheiten langsamer mit dem Feh-
ler e anwachsen als der Einfluss der attraktiven Anteile. Daher sorgt diese Bedingung
fiir eine positiv-invariante Menge, welche den Gleichgewichtspunkt z = 0 enthélt. Mit
der Definition von ¢; in (4.64) und mit

co:=|H(s) 2, Lesso + Y 1Gu(s)ll, (L, + BELgs,) — I[H(s)BC(s)H, ()],

Y0 R0
k=v
(4.65)
wobei H, = (sIgg — A.) ™! gilt, ist die obere Schranke fiir 4 aus (4.5) auswertbar.

Anmerkung 19. Die obere Schranke fiir 5y aus (4.5) ist zwar von 7o abhdngig, der
Wert der oberen Schranke verschwindet jedoch nicht mit 5o — 0. Dies liegt daran, dass
die Werte co und c; mit 49 — 0 zwar kleiner werden, jedoch nach unten beschrinkt
sind durch

lim ey = ¢y = [H(s)lle, Ley, + ST IGK() ey (LE + BELE?) (4.66)
k=v
und
i : = ka k1kn
7101?0 Cop =:Cy = ||H(3)||E1LfAfyo + kz_: ||Gk(8)||£1 (LU’_YO -+ BELG%) (467)

— [ (s)BC(s)H ' (s)l|, -
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4.4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

Die Werte Lg,,, Lg,s,, L’jfy und L'jf_yo mit k € {v,w}, I € {a,n} lassen sich analog zu
den Werten aus (4.63) und (4.57) berechnen, wenn das Vorgehen fiir die Berechnung,
gezeigt im Anhang A.5, mit g = 0 durchgefithrt wird. Somit ergibt sich folgender
Zusammenhang:

i 2E—a) _l-a) Ald-a) (4.68)

Jo—0 Co Co Co

Somat wird klar, dass 7g stets hinreichend klein gewdhlt werden kann.

Bedingung 2: Die Abtastzeit T, der Adaption, definiert in Abschnitt 3.5, muss
klein genug gewéhlt werden um

Y0(T%) <o (4.69)
zu erfiillen. Dabei gilt
Yo(15) = (a1(T) + aa(T5)) ki (T5) Ay + ag Ay (4.70)
mit
aq(t) == HeAet , (4.71a)
t
Oég(t) ::/ HeAe(t—T)@fl(Ts)eAeTs dr, (471b)
0
t
as(t) ::/ HeAe(t_T)HdT, (4.71c)
0
_i TS = i it ) 1,2, y 4.72
a;(Ty) téﬂ{&)ﬂi}a mit € {1,2,3} (4.72)
Ts
a (1) = / AT dr (4.73)
0
A= r}(lgI)C{{K}pu + B + B", (4.74)

worin A, und @ '(7}) aus (3.67) und (3.71c) stammen und p, definiert sind mit

B = | K, als
pu =/ p; +p%, mit (4.75)
py = ky By + Blp," (4.76)
pr = BBS" + By pp*. (4.77)
Anmerkung 20. Die Definition von ~o(Ts) in (4.70) ist ein Sonderfall der in [42,
Kap. 3.3] gegebenen Definition. Daher kann mit Lemma 3.3.1 aus [42] nachvollzogen

werden, dass imr, _07v0(Ts) = 0 gilt und somit Ty stets hinreichend klein gewdhlt
werden kann.

Mit dieser Bedingung ldsst sich dhnlich zu Lemma 3.3.3 aus [42] zeigen:
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4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

Lemma 4. Sind V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 und die Bedingung (4.69) erfillt und
gilt z € Z fir ein gewisses Zeitintervall [0, 7], dann folgt

|Z|| <70 +— z € Int(G), Vtel0,7]. (4.78)
Der Beweis ist in Anhang B.2 gegeben.

Bisher wurde stets angenommen, das z € Z und z € G fiir ein gewisses Zeitinter-
vall gilt. Dies wurde jedoch bisher nicht sichergestellt und ist daher Gegenstand des
folgenden Theorems und Hauptergebnisses dieser Analyse:

Theorem 1. Sind V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2, die Bedingung (4.41) fir das Re-
ferenzsystem (4.30) und die Bedingungen (4.64) und (4.69) fir den geschlossenen
Regelkreis (3.64) erfillt, dann sind die Losungen von (3.64) Uniformly Bounded, sie-
he Definition 1 auf Seite 12, und mit ||z(t = 0)|| < ||zo]| gilt

lz|| <p <+— zeInt(2), vVt >0. (4.79)

Ebenso gilt dann ¥t > 0 fiir den Schubvektor t und die Stellmomente T, sowie fiir
den Schitzfehler z und fir € := z — Zyes:

[t]] < Aup + ps (4.80)
1t]l > Fup + Ayt (20 — ByZ) + Bipy® (4.81)
Il < pr (4.82)
1zl <% <«— ze€nt(G), (4.83)
el <. (4.84)

Der Beweis ist im Anhang B.6 gegeben.

Anmerkung 21. Analog zur Anmerkung 14, impliziert das Resultat von Theorem 1
die Beschrdnktheit der Stellgrofie der erweiterten Strecke up. Siehe Anhang A.4 fiir
mehr Details hierzu.

Alternativ kann die Analyse des geschlossenen Regelkreises auch auf folgendem
Weg geschehen:

4.4.2. Analyse im Zeitbereich

Eigenschaften der Funktionen &, mit k€ {v,w}, [€{a,n}: Alle vier Funktionen
des geschlossenen Regelkreises (3.62), gegeben durch die Zeitableitungen von (3.7),
(3.6) und (3.41), sind ebenso wie 6 er Funktionen der gewiinschten Trajektorien
x7 und @7 bis zu deren fiinften bzw. dritten Zeitableitung, der Fehlerzustédnden z,
der Storeingénge ¢, und ¢, deren Zeitableitungen C"U und é’w sowie der Zeitverlaufe
von 1), und 7. Durch die Argumente 7,, und 7, sowie deren Zeitableitungen, ist
o, auch vom Schétzfehler z abhéngig, siche hierzu Anhang A.5. Mit V1 bis V9 aus
Abschnitt 4.2 ist jedoch sichergestellt, dass alle vier Funktionen stetig differenzierbar
in den angegebenen Argumenten und mit der Annahme z € Z und z € G fiir ein
beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0, ¢;] beschrankt sind. Daher gilt fiir die Funktionen
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4.4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

selbst, sowie auch fiir die Differenzen &y — Gy rer, mit den Konstanten L’;fy und L’;%O,
mit den Schranken B% und mit v definiert in (4.3), Vt € [0, ¢/]

ol < BY, (4.85)
16kt — G rapetl] < LE Y+ LE Ao - (4.86)

Eigenschaften der Funktion f(¢,z,7,,): Auch die Funktion f(¢,z,7n,,) aus (3.62)
ist eine Funktion der gewiinschten Trajektorie x bis zu deren zweiten Zeitableitung,
der gewiinschten Trajektorie ¢p, der Fehlerzustinde z und der Grofle 7, siche hierzu
Anhang A.6. Mit V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 ist sichergestellt, dass f in diesen Ar-
gumenten beliebig oft stetig differenzierbar ist. Um die Argumente z und 7, in einen
Vektor mit Komponenten gleicher Gréflenordnung zu schreiben, wird 7, normiert
und damit an die Groflenordnung von z angeglichen, so dass gilt

n'f’va = nzalf’wz . (487>

Hiermit lésst sich schreiben: f(¢,z,) = f(¢,2,,7,,) mit z, = [Z,,7,,]". Gilt z € Z,
Zref € Zyer und z € G fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0,t/], existiert eine
Konstante Ly, derart dass

IDE(,2) — DE(E, Zret) | < Log 12y = Znpetl| - VE € [0, 8], (4.88)
wobei Zn,ref = [Z;ef’ ngan;a,rof]/ = [Zi“of? nn;a,rof]/ und
f
pf .= K20 (4.89)
0z,

der Teil der Jacobimatrix von f passend zu z, ist, siche hierzu auch Lemma 5 auf
S. 113. Siehe zudem Anhang A.6 fiir die Berechnung dieser Konstante.

Mit diesen Eigenschaften kann formuliert werden:

Hinreichende Bedingungen fiir die Beschranktheit der Systemsignale

Zusétzlich zu den Voraussetzungen V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2, sind die folgenden
zwei hinreichenden Bedingungen und zudem Bedingung (4.69) aus dem vorherigen
Abschnitt fiir die Beschréinktheit der Systemsignale zu erfiillen. Fiir die Auswertung
der Bedingungen wird angenommen, dass z € Z und z € G fiir ein beliebig langes
Zeitintervall ¢ € [0, ] gilt — was es jedoch noch zu zeigen gilt — und somit die in den
vorhergehenden Abschnitten definierten Schranken im Zeitintervall ¢ € [0, ¢/ existie-
ren.

Bedingung 1: Sei k(t) definiert als

E(t) == 2Lor(y + n%) + Lor(=(t) + nile) (4.90)

mit

e(t) := \/ff‘z""“tHZ(MI2 + 27180 (s) [ 24, [|6 () 24) (4.91)
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4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

wobei ny?, 7, und p)¢ aus (4.87), (4.61) und (4.35) stammen. Dann muss zu dem frei
zu wahlenden Zeitpunkt ¢t = T gelten:

om > k(T) , (4.92)

worin mit oy, der kleinste Singuldrwert von Ay aus (3.54) bezeichnet ist. Diese Bedin-
gung limitiert den Unterschied zwischen dem Funktionsverlauf von f des geschlossenen
Regelkreises aus (3.62) und dem Funktionsverlauf von f,.; des Referenzsystems aus
(4.29). Dadurch kann der Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion aus (3.53) zur Ana-
lyse der Fehlerdynamik fiir € := z — 7., welche man durch Subtraktion von (4.29)
von (3.62) erhilt, herangezogen werden. Sind beide Systeme linear, gilt f = Az und
f.t = Az.r und somit Lge = 0, wodurch diese Bedingung auf triviale Weise erfiillt
ist, siche auch [109].

Bedingung 2: Weiterhin muss gelten:

2§

i e Ly + Z 1Bl 184(s) 12, (LS5 + BiLg:)) < 1, (4.93)

=v

C1 ‘=

mit 7%, Ly, Lg% und L aus (4.87), (4.60) und (4.86) sowie mit &:=exp (2LagpreiT),
A= —2(0p+k(T)) und k = k(0). Diese Bedingung stellt in vergleichbarer Weise
zur Bedingung (4.64) sicher, dass der moglicherweise destabilisierende Einfluss der
Unsicherheiten langsamer mit dem Fehler e anwéchst als der Einfluss der attraktiven
Anteile. Daher sorgt diese Bedingung fiir eine attraktive Menge, welche den Punkt
z = 0 enthilt. Mit der Definition von ¢; in (4.93) und mit

2
Al

co := —=(||B|| Bcue + k:n”“BCBCHe) , (4.94)

wobei Bepe > ||C(s)H_(5)||z, gilt, ist die obere Schranke fiir 4y aus (4.5) auswertbar.

Anmerkung 22. Die obere Schranke fiir 5y aus (4.5) ist zwar von 7 abhdngig, der
Wert der oberen Schranke verschwindet jedoch nicht mit 4y — 0. Dies liegt daran,
dass die Werte cy und c; mit 7y — 0 kleiner werden, jedoch nach unten beschrinkt
sind durch

7111’_1)1000 G = |)\|(||BHBCH6+anaBC %He) (495)
und
6 va T va ka k1kn
T o1 = e = (b Ly +Z||Bk|| 164(s)llea (L5 + BELED)) . (4.96)

Der Wert k ergibt sich als unterer Grenzwert von k und ist gegeben durch

lim k =: k = 2Lae(y4n," Ly ) + Lo (€(0)+ 0y pi) - (4.97)

Yo—0
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Die Werte Lye und ngﬁf mit k € {v,w}, | € {a,n} lassen sich analog zu den Werten
aus (4.88) und (4.86) berechnen, wenn das Vorgehen fiir die Berechnung, gezeigt in
Anhang A.5 und A.6, mit ||,/ < Ba(By+ BiBy") anstatt mit [|n,,|| < v,* =
BY(By+BY By )+ By o durchgefihrt wird. Somit ergibt sich folgender Zusammen-
hang

lim 7(1 B Cl) _ 7(1 B ﬁ) > 7(1 B Cl) > O, (498)

Fo—0 Co (&) (&)

und es wird klar, dass 7y stets hinreichend klein gewdhlt werden kann.

Anmerkung 23. Die Bedingung in (4.69) muss ebenfalls fiir diese Analyse erfiillt
werden, damit Lemma 4 anwendbar ist. Die Zusammenhdnge in (4.70) bis (4.77)
gelten dabei unverdindert.

Bisher wurde stets angenommen, das z € Z und z € G fiir ein gewisses Zeitinter-
vall gilt. Dies wurde jedoch bisher nicht sichergestellt und ist daher Gegenstand des
folgenden Theorems und Hauptergebnisses dieser Analyse:

Theorem 2. Sind V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 erfillt und gilt die Bedingung (4.47)
fir das Referenzsystem (4.29) sowie die Bedingungen (4.92), (4.93) und (4.69) fiir
den geschlossenen Regelkreis (3.62), dann sind die Losungen von (3.62) Uniformly
Bounded, siehe Definition 1 auf Seite 12, und mit ||z(t=0)|| < ||Zo|| gilt

lz|| <p <+— zelnt(2), YVt > 0. (4.99)

Die Lésungen von (3.62) sind dann zudem Uniformly Ultimatly Bounded mit der
beliebig zu wihlenden Zeit T und der Schranke €(T') 4, so dass mit ||z(t=0)|| <||Zo||
qilt

lz|| <e(T)+~, YVt>T. (4.100)

Ebenso gilt dann ¥t > 0 fir den Schubvektor t und die Stellmomente T, sowie fiir
den Schdtzfehler z und fiir € == z — Zef:
6] < &op + pt (4.101)
6]l > fop + &51(2 — BaY) + Brp)" (4.102)
Il < pr (4.103)
|1zl <% <«— z€nt(G), (4.104)
lell <. (4.105)
Der Beweis ist im Anhang B.6 zu finden.

Anmerkung 24. Das Resultat in (4.100) zeigt, dass mit ||z(t=0)| < ||zo|| eine
attraktive Menge

z.:= {2 eR®| 2] < V2r([&.)er, [6u()er) +7 b (4.106)

fiir den Fehlerzustand z existiert, welche mit limy_,o. €(T") aus (4.100) folgt.

Anmerkung 25. Analog zur Anmerkung 14, impliziert das Resultat von Theorem 2
die Beschrdnktheit der Stellgrofie der erweiterten Strecke up. Siehe Anhang A.4 fiir
mehr Details hierzu.
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4.5. Numerische Auswertung und Vergleich beider
Methoden

In diesem Abschnitt sollen die beiden zuvor beschriebenen Methoden zur Analyse des
Systemverhaltens numerisch ausgewertet und verglichen werden.

4.5.1. Analyse im Frequenzbereich

Fiir die Analyse im Frequenzbereich wird fiir die Solltrajektorien einerseits hinrei-
chende Differenzierbarkeit, d.h. x; € C* und ¢ € C?, vorausgesetzt und anderseits
folgende Beschréankungen vorgeben, um damit die Erfiillung von V1 in Abschnitt 4.2
sicherzustellen:

Ixr|| <24, |%r|| <012, ||%¢|| €0.018, ||X7] <0.011, ||X 7| < 0.005,
lor| < 1.0, |7 <0076, |Sr| < 0.036. (4.107)

Diese und alle weiteren Werte in diesem Abschnitt sind in SI-Einheiten gegeben. Die
Reglerverstarkungen in (3.54) werden gewihlt, so dass gilt

Ay =-12-133, Ay=-12-I35, Ar=-15-Izs, A, =-15 Iz,
a,=—12, g, = —15. (4.108)
Die Ubertragungfunktionen aus (3.13) und (3.45) sind mit

6.23-108
(s% + 3110s + 3.22-109) ’

1
duls) = - D,(s) = diag (157, 1.57,2.51) - = (4.109)

eingestellt und sorgen fiir die Erfiillung von V4 aus Abschnitt 4.2. Es werden die
folgenden nominalen Parameterwerte gewahlt

=056, §=98, k, =18, ||J]|=0.004, |D| =08, ||K,| =400 (4.110)

und die folgenden prozentualen Abweichungen als Parameterunsicherheiten betrach-
tet:

m = 1+ 0.2% g=§+01%, Ko =R £0.1%,  (4111)
[P =1I1+1%, Dl =IDl+1%,  [|K.|=[K.]+1%.
Dabei wurden f, =Dwv und f, =J ' (Jw x w) gewihlt. Fiir die Stérungen in (2.34b)

und (2.34d) wird angenommen, dass diese stetig sind, d.h. ¢, € C° und ¢, € C°, und
folgende Beschriankungen gelten:

1€, ]I < 3.8-107, ¢l < 741072, (4.112)

wodurch V2 aus Abschnitt 4.2 erfiillt ist. Die Einstellung der £;-Filter aus (4.109)
fithrt mit den in (4.111) gegeben Werten auf

- 1.12-10° - 630

C,(s) = Tag, Cuols) = ——— Ipg. (4113
(5) (s -+ 1005)(s + 1050)(s + 1060) > ()= S5gap Tve- (4113)
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Die Eigenwerte von C,(s) und C,(s) liegen bei den Unsicherheiten in (4.111) in den
Bereichen

Re(A:(Cy(s))) € [—1555,—930], i € [1,2,3], Re(A(C.(s))) € [-635, —622].
(4.114)

Durch die Wahl
|Zo]| = 0.001,  prer=0.02, p=pres+1.0- 1007, ~y=10-10"" (4.115)

sind die Mengen Z., Z und G in (4.2), (4.4) und (4.6) definiert. Mit den bisher
angegebenen Werten sowie den Annahmen z.. € Z., z € Z und z € G fiir ein
beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0, ], lassen sich die Schranken

By=0010, By=0016, By'=0.017,  Ly=010, Ly =0, (4.116)
By=99,  By=127, By'=126, Loy=128,  Lo5,=0,

va va __ va __ -5 va __ va __
pLe=0.050, p=0.051, ~9=3.9-10°, LY9=039, L =0.14,

sowie By, =12.9 und BY! =13 fiir das Zeitintervall ¢ € [0, ;] analytisch berechnen,
sieche Anhang A.5. Alle im weiteren Verlauf des Abschnitts gemachten Aussagen gel-
ten, falls nicht explizit gekennzeichnet, stets fiir dieses Zeitintervall [0,t¢]. Mit den
Schranken aus (4.116) erhélt man fiir die Bedingung (4.19):

tesmax = —0.54 < 0 (4.117)

und ebenso fiir die Bedingung (4.20)

11— te3,max

Bé=17<182= (4.118)

1 + te3,max .

Somit sind V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 und alle hinreichenden Voraussetzungen
erfiillt, damit mit z,.s € Z.er, 2 € Z und z € G folgende Schranken existieren:

BL=0.020 B2=0.0331 B2=0.0332 L[2=020 L[ =0.073 (4.119)
Ber=20  BYr=253  BY"=254  L2"=256 LY =935
ngIOE)O p;’“2051 BfAT =0.14 LfA»Y =238 LfA»—YO =21.

Die Zahlenwerte dieser Schranken lassen sich nicht mehr analytisch bestimmen, da
fiir die Berechnung dieser Werte umfangreiche Optimierungsprobleme zu l6sen sind,
siche hierzu Anhang A.5. Fiir die Werte Bga,, Lgyy und Lg,5, konnen numerische
Optimierung durchgefiihrt und somit die oben angebenden Anhaltswerte gewonnen
werden. Fir die restlichen Schranken in (4.119) ist eine numerische Optimierungen
aufgrund der hohen Anzahl an Variablen und der hohen Komplexitét der Ausdriicke
wenig sinnvoll. Daher wurden die Werte geschétzt und dabei eine maximale Drehbe-
schleunigung von 25 rad /s> angenommen, was bei den in (4.107) gegebenen Sollwerten
und den in (4.111) angegeben Unsicherheiten eher konservativ erscheint. Die Zahlen-
verhéltnisse dieser Schranken zueinander wurden vergleichbar zu den Schranken in
(4.116) gewéhlt.
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4. Analyse des geschlossenen Regelkreises

Aussage iiber das Referenzsystem

Mit den Schranken in (4.116) und (4.119), den Werten in (4.115), den Reglerpara-
metern in (4.108), den Filtereinstellungen in (4.109), den Unsicherheiten in (4.111)
und (4.112), sowie mit BY= 0.001, BY =0.01 erhélt man ||G,||z, < 0.067, ||Gy|lz, <

0.0029, ||H(s)||z, = 0.35, ||sH(s)||z, = 4.7 und fiir die Bedingung (4.41):

Pret = 0.020 > 0.014 . (4.120)
Daher gilt mit Lemma 2 fiir das Referenzsystem V¢ > 0:
| Zret| < 0.020 = pres (4.121)
4.0 < |[tre]|| < 7-2 = piret (4.122)
|7 set]| < 0.065 = pret - (4.123)

Aussage iiber den geschlossenen Regelkreis
Weiterhin erhélt man fir (4.64) und (4.65): ¢; = 0.998 < 1 und ¢y = 0.80. Mit einer
Schrittweite von Ty = 1077 lautet die Bedingung (4.69):

(1 =)

8.1-107% = (Ty) < %o < .
0

=25-10"". (4.124)

Somit sind alle Bedingungen fiir Theorem 1 erfiillt und es gilt V¢ > 0:

|z|| < pref +1.0-107* (4.125)
40451073 < ||t|| < peret + 7.0 - 1073, (4.126)
7]l < prret + 7.0-1077 . (4.127)

4.5.2. Analyse im Zeitbereich

Fiir die Analyse im Zeitbereich sollen die gleichen Unsicherheiten, gegeben in (4.111)
und (4.112), und die gleiche Adaptionsgeschwindigkeit, gegeben durch T, = 1077, wie
zuvor angesetzt werden, um eine gute Vergleichbarkeit zu erhalten. Fiir die Stérungen
wird zusitzlich angenommen, dass diese stetig differenzierbar sind, d.h. ¢, € C! und
¢, € C', und folgende Beschrinkungen gelten

1<, < 1.0-1077, IC, I <3.0-107%, (4.128)

wodurch V8 in Abschnitt 4.2 erfiillt wird. Fiir die Solltrajektorien wird vorausgesetzt,
dass x7 € C® und @1 € C? und folgende Beschrinkungen gelten, damit die Erfiillung
von V7 sichergestellt ist:
x|l < 2.4, |%r| <16, |[%r <18, |[%7]<3.0, |[%X7]<51, (4.129)
()

Fiir diese Beschrankungen konnen deutlich héhere Werte als zuvor in (4.107) ange-
setzt werden und gleichzeitig konnen deutlich geringere Reglerverstirkungen gewahlt
werden, so dass gilt

Am — —20 . 13><3 y Av - —20 . ngg y At - —25 . ngg y AT - —25 . 13><3,
a, =—2.0, Uy = —2.5. (4.130)
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Die Ubertragungsfunktionen d,(s) und D,,(s) werden folgendermaBen eingestellt

19107 384
D.(s) = diag (1.0, 1.0, 1.6)- — =
8602+ 8564s 2368107 ¢ Dw(s) = diag( ) 505+ 7%5)
(4.131)

d,(s) = i

und erfiillen V9 aus Abschnitt 4.2 mit den in (4.111) gegebenen Unsicherheiten. Beide
L-Filter lauten

C,(s) = 3.40 - 10'° . i
v o (S -+ 377)(8 + 408)(8 -+ 440)(8 + 503) 3x3 5 .
2 1.54-10°
C.(s) = L
(S) (S + 385)(8 +400) 3x3

Die Eigenwerte von C,(s) und C,(s) liegen bei den in (4.111) gegebenen Unsicher-
heiten in den Bereichen

Mi(C,) € [~864,—343] ,i € [1,2,3,4], \;(C,) € [-785,-351] , j € [1,2]. (4.133)
Durch die Wahl
Zo|| = 0.05, pres=0.06, p=prs+1.0-107*, ~=1.0-10"", (4.134)

welche deutlich hohere initiale Abweichungen als in (4.115) berticksichtigt, sind die
Mengen Z,, Z und G in (4.2), (4.4) und (4.6) definiert. Mit der Annahme z,os € Z,f,
z € Z und z € G fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0,¢s], lassen sich die
Schranken
B =0011, BX=00276, B=0.0277, L2=0.021, L% =0, (4.135)
Bm=99,  B™=139, Br=14, Lr=26, L2 =0,
PLe=0.0720, pl*=0.0721, °=5.0-10"°, LW=0.041, L =0.86,

sowie B2 =11.59 und By = 11.60 fiir das Zeitintervall ¢ € [0, ] vergleichbar zu

ozT

(4.116) analytisch berechnen, sieche Anhang A.5. Alle weiteren Aussagen in diesem
Abschnitt gelten stets fiir dieses Zeitintervall ¢ € [0, t¢]. Mit den Schranken aus (4.135)
erhédlt man fiir die Bedingung (4.19):

tesmax = —0.54 < 0 (4.136)

und ebenso fiir die Bedingung (4.20)

11— te3,max

Bé=17<182= (4.137)

1 + te3,max .

Somit sind V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 und alle hinreichenden Voraussetzungen
erfiillt, so dass mit z,.f € 2., 2 € Z und z € G folgende Schranken existieren:

B;'=0.022, Bg'=0.0553, Bj"=0.0554, Lg9=0.042, Ly =0.89, (4.138)
By'=20, By=279, By"=28.0, Lﬁfy‘ =5.2, Lz—% =108.6,
P =0.59, Pyt =0.59, Los = 16
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und
B =0.020, Bl'=6.4, BZ*=0.040, BZ'=13, (4.139)
LE=0076,  Ly=91,  L=0.15, Ly =18,
Lgf”_YO:O.87, L£0:3.4, L‘;’,_‘:O:lj, L£0:6.9.

Die Zahlenwerte der Schranken By, Lg und L lassen sich analytisch bestimmen,
siche Anhang A.5. Alle weiteren Schranken in (4.138) und (4.139) kénnen nicht mehr
analytisch bestimmt werden, da fiir die Berechnung dieser Werte umfangreiche Op-
timierungsprobleme zu l6sen sind. Fiir die Schranken Ly, Bg, Lg und Lg2 konnen
numerische Optimierungen durchgefithrt und somit die oben angebenden Anhalts-
werte gewonnen werden. Fiir die restlichen Schranken in (4.138) und (4.139) ist eine
numerische Optimierung aufgrund der hohen Anzahl an Variablen und der hohen
Komplexitit der Ausdriicke wenig sinnvoll. Daher wurden die Werte ebenso wie die
Schranken fiir die erste Methode in (4.119) geschétzt und dabei eine maximale Dreh-
beschleunigung von 28 rad/s? angenommen. Die Zahlenverhéltnisse dieser Schranken
zueinander wurden vergleichbar zu den Schranken in (4.135) gewihlt.

Aussage iiber das Referenzsystem

Mit den Schranken in (4.135), (4.138) und (4.139), den Werten in (4.134), den Reg-
lerparametern in (4.130) und Unsicherheiten in (4.111) und (4.128), sowie mit BY =
0.001, B2 = 0.01, |B,|| = 1.28, |[Bu|| = 0.56, o0 = 2.0, [|S,]lz, < 0.016 und
18|z, < 0.0089 erhdlt man fiir die Bedingung (4.47):

pret = 0.060 > 0.051 . (4.140)

Daher gilt mit Lemma 3 fiir das Referenzsystem Vt > 0:

||Zref|| < 0.060 = Pref (4141)
4.6 < |[bret]] < 8.0 = pever (4.142)
HTrofH < 0.072 = Prref - (4143)

Weiterhin ist sichergestellt, dass der Zustand z,.f gegen die Menge
{Zret € R™ | ||Zyet]] < 0.0094 } (4.144)

strebt, was mit r = 4.4 - 107° aus (4.55) folgt.

Aussage iiber den geschlossenen Regelkreis
Weiterhin erhélt man mit den Schranken in (4.135) und (4.138) sowie mit 7" = 0.5
und n;* = 0.3 fiir die Bedingung (4.92)

Om =2.0>0.69 = k(T). (4.145)

Weiterhin gilt fiir die Bedingung (4.93): ¢; = 0.037 < 1 und mit ¢ = 5.1 aus (4.94)
und der Schrittweite T, = 1077 folgt fiir Bedingung (4.69):

(1 =)

9.0-1077 = 5(T;) < 5o < .
0

=19-107°. (4.146)

72



4.5. Numerische Auswertung und Vergleich beider Methoden

Somit sind alle Bedingungen fiir Theorem 2 erfiillt und es gilt V¢ > 0:

|z|| < pref +1.0- 1074 (4.147)
4.644-107° < [|t|| < pgrer +3.0- 107, (4.148)
7|l < preet +1.0-1076 . (4.149)

Ebenso strebt der Zustand z nachweislich gegen die Menge
{z € R” | ||z]| <0.0095 } , (4.150)

welche sich mit r = 4.4 - 107> und dem Wert fiir v in (4.134) aus (4.106) ergibt.

4.5.3. Vergleich beider Vorgehensweisen

Die Analyse im Zeitbereich fordert, dass die Stérungen ¢, (¢) und ¢, (t) einfach und
die Solltrajektorien x7 und @7 um eine weitere Ordnung stetig differenzierbar sind,
und ist daher restriktiver als die Analyse im Frequenzbereich. Dafiir konnen bei ver-
gleichbaren Unsicherheiten und mit identischen Adaptionsgeschwindigkeit deutlich
schnellere Trajektorien und gleichzeitig deutlich geringere Reglerverstarkungen ver-
wendet werden. Ebenso kann die Bandbreite der £;-Filter auf etwa ein Drittel re-
duziert und groflere Anfangswerte und grofiere zuldssige Abweichungen vorgegeben
werden. Obwohl durch diese Verdnderungen eine Vergroflerung der attraktiven Um-
gebung plausibel wire, kann durch das Resultat in (4.100) und (4.106) eine kleinere
attraktive Umgebung um z = 0 gefunden werden. Dies zeigt, dass die Analyse im
Zeitbereich eine deutlich préazisere Aussage erméglicht.

Der Grund dafiir ist, dass die Analyse im Zeitbereich einerseits eine Trennung der
homogenen von der partikuldren Losung erreicht und andererseits die attraktive Wir-
kung der nichtlinearen Anteile der Dynamik beriicksichtigt. Die Analyse im Frequenz-
bereich kann dagegen nur die attraktive Wirkung des linearen Anteils beriicksichtigen,
wodurch dieser deutlich dominanter, sprich groflere Reglerverstiarkungen in (3.54)
gewahlt werden miissen, siehe auch (3.64). Ebenso miissen langsamere Trajektorien
und kleinere Anfangswerte angesetzt werden, welche ndher an der Ruhelage liegen
und somit fiir ein anndhernd lineares Systemverhalten sorgen.

Fiir beide Methoden miissen jedoch vergleichsweise kleine Unsicherheiten und klei-
ne Regelabweichungen angesetzt werden, um die geforderten Bedingungen zu erfiillen.
Zudem fithren diese theoretischen Analysen zu geforderten Adaptionsgeschwindigkei-
ten, welche jenseits der technischen Realisierbarkeit liegen. Dies liegt daran, dass
die verwendeten Abschitzungen auf Normen basieren und daher die Struktur der
Dynamik nicht berticksichtigen, was zu einer konservativen Abschétzung fithrt. Dies
bestétigen insbesondere die im folgenden Kapitel gezeigten Simulationsergebnisse, fiir
welche weitaus grofiere Unsicherheiten und realisierbare Adaptionsgeschwindigkeiten
verwendet wurden.
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5. Verifikation anhand von
Simulationen

Dieses Kapitel zeigt eine Verifikation der vorgestellten Regelung anhand von Simu-
lationen und weist die gewiinschte Funktionalitdt der Regelung, ein robustes und
préazises Folgeverhalten, trotz zahlreicher Modellunsicherheiten und Stérungen nach.
Hierfiir wurde das in Kapitel 2 vorgestellte Streckenmodell, sprich die Gleichungen
(2.32), implementiert sowie der in Kapitel 3 beschriebene Regelungsentwurf mit dyna-
mischer Erweiterung der Strecke durchgefiihrt. Die in Gleichung (2.1), (2.2) und (2.3)
gegebenen Zusammenhénge fiir die Aktuatoren wurden zusétzlich im Simulationsmo-
dell beriicksichtigt. Die zur Simulation verwendeten Trajektorien, Streckenparameter
und Reglereinstellungen sind im Folgenden beschrieben:

Trajektorien

Die Funktionalitit der Regelung wurde mithilfe von zwei unterschiedlichen Trajek-
torien verifiziert, welche in Abbildung 5.1 dargestellt sind. Die Trajektorie A sieht
ein Punkt-zu-Punkt Mandver in allen vier Freiheitsgraden vor und testet das Ver-

2.5m/s
4 2.0 m/s
= \
N
~
‘o \\\ 1.0m/s
-2
0 0.5 m/s
-2 . -2 2 .
Iyinm 7T 1IN 1m Iyinm 7T 11 m
a) Positionsanteil der Trajektorie A b) Positionsanteil der Trajektorie B
J J
0.5 :
i
£
g 0
S-
_05 1 1 1 i J
5 10 15 20 25
Zeit in s
— pp fir A o7 fiir B

(c) Headinganteile der Trajektorien A und B

Abbildung 5.1.: Darstellung der verwendeten Trajektorien
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halten bei Beschleunigungs- und Bremsvorgéingen sowie Schwebeflugphasen, siehe
Abbildung 5.1(a) und 5.1(c). Die Trajektorie B umfasst ein ovalférmiges Manover
beziiglich der Position und einen sinusformigen Sollverlauf des Headings, siehe Ab-
bildung 5.1(b) und 5.1(c). Diese Trajektorie testet das Folgeverhalten bei nahezu
gleichméBig schneller Bewegung. Beide Trajektorien halten folgende Schranken ein

x| <3.1, lxrl| <2.7, (%] <51, [Xrf| <20, [[Xof| <262, (5.1)
®)

Diese sowie alle weiteren Angaben in diesem Kapitel sind in SI-Einheiten gegeben.

Streckenparameter und Unsicherheiten

Um die Leistungsfahigkeit der Adaption zu testen, wurden vergleichsweise hohe Para-
meterunsicherheiten mit Abweichungen von bis zu 10 % der Nominalwerte verwendet.
Fiir das Streckenmodell in (2.32) sind f, =Dwv und f, =J ' (Jw xw) gewihlt, sowie
folgende nominale Streckenparameter angesetzt worden

~

m=056, §=98, J=diag(25,254.0)-107%, D=-08-Is33, (5.2)

9
Ry =m"', K,=J"1.

Des weiteren kamen fiir den Antrieb, gegeben in (2.1), (2.2) und (2.3), folgende Werte
zum Einsatz

kri = 5.6, i€ {1,2,3,4}, ke = 0.016 r=0.17. (5.3)

Fiir diese Streckenparameter wurden folgende Unsicherheiten angenommen

€ 0.50,,0.62,] , € [8.80,,10.76,], Ky € [1.62,,1.93,], (5.4)
1K, || € [528,,618,] , ||D|| €[0.72,,0.88,],  ||T] € [3.60-107,,4.40-107%,] ,
kr1 € [5 041, 6162] , ]{ZTQ c [5 042, 5601] , ]{ZT3 S [4.482, 6721] ,
[ €|

krs € [5.04,,6.16,], € [0.014,,0.018,] .

Dabei sind Werte am Rand der jeweiligen Bereiche in der Simulation verwendet
und mit diesen zwei gegensétzliche Streckenkonfigurationen gebildet worden, welche
moglichst ungiinstige Wertepaarungen fiir das Flugverhalten ergaben. Diese sind in
(5.4) mit den Indizes 1 und 2 fiir die jeweilige Streckenkonfigurationen 1 und 2 ge-
kennzeichnet.

Reglereinstellung und Adaptionsgeschwindigkeit
Die Reglerverstiarkungen wurden wie folgt gewéhlt

A'SC - _2.0 * ]:3><3 3 A"U - _4.0 * :[3><3 3 A.t - _2.5 * :[3><3 3 A‘T - _3.8 * ]:3><3,
=20, (s = —3.8. (5.5)

Die Schrittweite des Adaptionsgesetzes und somit die Geschwindigkeit der Adaption
wurde mit 7, = 1072 angesetzt.
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5.1. Simulation mit niederfrequenten Stérungen ohne Messrauschen

Im Folgenden zeigt zunéchst ein idealisierter Testfall die grundlegende Funktion
des Ansatzes bei Storungen im niedrigeren Frequenzbereich ohne Messrauschen. Da-
zu wurde eine hochperformante Auslegung verwendet, deren Defizite hinsichtlich der
Robustheit bereits sichtbar wurden. AnschlieBend zeigt ein praxisnaher Testfall die
Leistungsfihigkeit des Ansatzes bei Messrauschen und grofleren Storungen im gesam-
ten Frequenzbereich. Dazu musste die Auslegung robuster gestaltet und ein geringer
Verlust an Performanz hingenommen werden.

5.1. Simulation mit niederfrequenten Stérungen ohne
Messrauschen

Stérungen
Fiir den idealisierten Testfall wurden folgende Funktionen fiir ¢, (¢) implementiert

2 —sint + 0.5 cosdt + 0.2 sin 10t

C’Ul — 3 y (56)
1 —cos ot
-3
Coo= | —2—sint—0.5sin5t — 0.2 cos 10t | . (5.7)
—1 —sint

Die Funktion in (5.6) ist fir die erste Streckenkonfiguration in (5.4) und die Funktion
in (5.7) entsprechend fiir die zweite Streckenkonfiguration verwendet worden. Fiir die
Storung ¢, (t) wurden jeweils folgende Funktionen verwendet

2 —2cos3t
Co1=|2—3cos3t+ 0.8 sinbt + 0.1 sin 10¢ | | (5.8)
2 sindt — 2
—2
Coo=|cost—21 . (5.9)
2 —cost

Diese Funktionen sowie deren Zeitableitungen sind beschrinkt durch
[€uill < 7.4, [€uill <18, (5.11)
mit ¢ € {1,2}.

Filtereinstellung

Dieser Testfall wurde mit einer Filterauslegung durchgefiihrt, welche V4 aus Ab-
schnitt 4.2 erfiillt und eine Filterordnung von drei fiir C,(s) und eins fiir C,(s) rea-
lisiert. Dafiir wurden die Ubertragungsfunktionen d,(s) und D, (s) folgendermafien
eingestellt

8.55 - 10°
(s% + 7465 + 1.85-10°)

Du(s) = diag(1,1,1.6)——,  (5.12)

dv = )
() s 6.37s
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5. Verifikation anhand von Simulationen

welche mit den Werten in (5.2) zu den nominalen £;-Filtern

. 1.53 - 107 ) 62.8
C\(s) = Tpa,  Culs)= — o
) = GG oG ) B ()= s6as e

fithren. Fiir die Eigenwerte der Filter C,(s) und C,(s) gilt fiir beide Streckenkonfi-
gurationen
A(Cy) € [-373,—136) i € [1,2,3,4],  M\(C.) € [=77,-50] , j € [1,2].  (5.14)

Mit dieser Einstellung liegen die Bandbreiten beider Filter deutlich niedriger als bei
der Einstellung in Abschnitt 4.5. Welche Auswirkung eine Filterauslegung fiir V9,
folglich eine Filterordnung von vier fiir C,(s) und zwei fiir C,(s), im Vergleich dazu
auf das Folgeverhalten hat, wird in Abschnitt 5.3 gezeigt.

(5.13)

Simulationsergebnisse
Das Folgeverhalten wurde fiir beide in Abbildung 5.1 dargestellten Trajektorien je-
weils mit der Streckenkonfiguration 1 und 2 simuliert. Als Regeltakt sind 1kHz

-7z in m

[T in m

7y in m
Trajektorie =~ ———— mit Adaption ——— ohne Adaption

Abbildung 5.2.: Rdumliche Darstellung der Simulationsergebnisse beziiglich der Po-
sition fiir die Trajektorie A und den Testfall mit niederfrequenten
Storungen ohne Messrauschen. Dargestellt ist das Folgeverhalten im
Simulationszeitraum von 6s bis 12.5s.

78



Winkel in rad

Lange inm

5.1. Simulation mit niederfrequenten Stérungen ohne Messrauschen

Position jx

Breite in m

Hohe in m

Zeitin's

Trajektorie

—— Konfiguration 1 ohne Adaption

Schubkraft T'

12

=z

£

S

X

2 L L
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Drehmoment ||7||

0.15
E
=z
£ .
g 0.1 \
§ |
o —
p= - i

/
\/ ,
0.05 | ; |
0 2 4 6 8 10 12

Distanz in m

—— Konfiguration 1 mit Adaption

Zeitin's

—-— Konfiguration 2 mit Adaption
—— Konfiguration 2 ohne Adaption

Abbildung 5.3.: Darstellung der Simulationsergebnisse iiber der Zeit fiir die Tra-
jektorie A und den Testfall mit niederfrequenten Storungen ohne

Messrauschen.

verwendet worden. Bei beiden Trajektorien erfolgte zunéchst eine Flugphase ohne
Storung und erst ab dem Zeitpunkt ¢ = 4s wurden die Stérungen ¢, und ¢, auf-
geschaltet. Um die Leistung der Adaption ersichtlich zu machen, wurden beide Tra-
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5. Verifikation anhand von Simulationen

jektorien zum Vergleich sowohl mit dem vorgestellten adaptiven Regler als auch mit
einer nicht-adaptiven Reglervariante simuliert. Diese nicht-adaptive Variante weist
exakt die gleiche Struktur wie die adaptive Variante auf, jedoch gilt &, = 6, = 0,
womit die Adaption deaktiviert ist.

Die Ergebnisse fiir die Trajektorie A sind in Abbildung 5.2 bis 5.5 dargestellt. Fiir
die Trajektorie B sind die Ergebnisse aus Platzgriinden in Abbildung C.2 bis C.4
im Anhand der Arbeit gegeben. Im Verlauf der nicht-adaptiven Reglervariante, siche
Abbildung 5.3 und C.2 zeigen sich jeweils grofie Abweichungen vom Sollwertverlauf
aufgrund der hohen Modellunsicherheiten und der starken Stérungen. Dies wird auch
in den Abbildungen 5.2 und C.1 deutlich, worin das Folgeverhalten beziiglich der
Position rdumlich dargestellt ist. Der adaptive Regler ist in der Lage die eingebrach-
ten Storungen und Modellunsicherheiten fiir beide Streckenkonfigurationen effektiv
auszugleichen und ein prézises Folgeverhalten sicherzustellen. Die Einwirkung der
Storung ist hier im Verlauf der Position und des Headings kaum zu sehen. Dies zeigt
sich auch im Verlauf der Fehlerzusténde z, und z, welche fiir die adaptive Regelung
wesentlich kleinere Werte annehmen. Um der Trajektorie zu folgen und gleichzeitig
die eingebrachten Stérungen auszugleichen, werden dem Quadrokopter kurzfristige
Verkippungen von etwa 50 ° bei beiden Trajektorien abverlangt. Dies zeigt, dass die

Zustandsverlaufe weit von der Ruhelage entfernt sind und von einem hohen Einfluss
der nichtlinearen Anteile auszugehen ist.

Kompensationssignal 7;,,

[e)]

Kompensationssignal 7,

o

o
Drehratenéanderung in rad/s?
L b
o O

I 2 V2 VA Y VaVal

N

j

|
N
o

Beschleunigung in mis?
N

|
N

|
al
o

o
N
o
(o]
[ee]

10 12 0 2 4 6 8 10 12

Storung ¢,

‘ ‘ ‘ %

NQ 3 L %
E £
2 2| g
> =
2 g
21 :
ey Q
3 g
@ 0 %
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ a

0 2 4 6 8 10 12
Zeitin's

Zeitins

z-Komponente

y-Komponente

z-Komponente

Abbildung 5.4.: Darstellung der eingebrachten Storungen sowie der Signale zur Kom-
pensation der Unsicherheiten fiir die erste Streckenkonfiguration.

Der Grund fiir diese hohe Adaptionsleistung liegt darin, dass die einbrachten Sto-
rungen innerhalb der Bandbreiten der £;-Filter liegen und somit sehr gut durch die
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5.1. Simulation mit niederfrequenten Stérungen ohne Messrauschen

Kompensationssignale 7%, = £7[C,(5)6a(5)] und 7, = £7[C,(5)F.a(s)] darge-
stellt werden konnen. Die Zeitverlaufe dieser beiden Grofien sind in den Abbildung-
en 5.4 und C.3 zusammen mit den eingebrachten Stérungen ¢, und ¢, fiir die erste
Streckenkonfiguration zu sehen. In der Zeitphase vor Eintritt der Storung (¢ < 4s)
sorgen die Kompensationssignale dafiir, dass die von den Modellunsicherheiten ver-
ursachten Fehlbeschleunigung ausgeglichen werden. Hierbei ist zu erkennen, dass die
Anteile von 7, in x- und y-Richtung zu Null abklingen, wenn keine Beschleunigung
in die entsprechende Richtung auftritt. Der Anteil in die z-Richtung kompensiert da-
gegen zu jeder Zeit den Unterschied zwischen der angenommenen und tatséchlichen
Erdbeschleunigung. Die Groe 7)), kompensiert in der Phase vor Eintritt der Stérung
hauptséchlich diejenigen Drehbeschleunigungen, welche durch die Unsicherheiten im
Antrieb verursachst wurden. Zum Eintritt der Storung sieht man deutlich wie beide
Kompensationssignale dem Verlauf der Stérung schnell und prézise folgen und diese
somit effektiv kompensieren.

Schétzsignale Schitzfehler ||z||

50 w w w 0.5 " . .

451 0.45¢

401 0.4}
T 35 T 0351

30 0.3

257 0.25}

20 : . : : : 0.2

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Zeitins Zeitins

Abbildung 5.5.: Zeitlicher Verlauf der Betridge der Schatzsignale und des Schéatzfehlers
fiir die erste Streckenkonfiguration.

In Abbildung 5.5 sind die Betridge der Schétzsignale fiir die erste Streckenkon-
figuration dargestellt und es wird darin deutlich, dass das Kompensationssignal 7,
einen nahezu identischen Verlauf zur Schétzgrofle o, aufweist. Dies zeigt, dass die Fil-
terbandbreiten der £;-Filter derart hoch eingestellt wurden, so dass nahezu alle Fre-
quenzanteile in &, die £;-Filter passieren. Somit enthélt i) alle Informationen, welche
durch die Zustandsschiatzung erzeugten werden, und leitet diese an die Aktuatoren
weiter. Um die Performanz der Adaption weiter zu steigern, kann folglich nur noch
die Adaptionsschrittweite verringert werden. Mit der gewéhlten Adaptiongeschwin-
digkeit von Ty, = 0.01s ist die Reaktion des Zustandsschétzers jedoch bereits sehr
schnell. Dies zeigt sich an der nahezu sprunghaften Verdnderung der Schétzsignale
bei Eintritt der Stérung, welche ebenso in einem schnell ansteigendem Drehmoment
zur Kompensation der eintretenden Stérung resultiert, siehe Abbildung 5.3. Eine
Verringerung der Adaptionsschrittweite wiirde diesen Anstieg weiter verschirfen und
moglicherweise zur Destabilisierung des Systems fiihren.

Dies zeigt, dass die hier gewéhlte Auslegung bereits den Kompromiss aus Per-
formanz und Robustheit zugunsten der Performanz ausreizt. Diese Auslegung lasst
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5. Verifikation anhand von Simulationen

sich mit zusétzlichen hoherfrequenten Storungen und Messrauschen nicht mehr stabil
realisieren. Fiir eine praktische Anwendung empfiehlt sich daher eine robustere Ausle-
gung, welche dadurch zustande bekommt, dass die Bandbreite der £,-Filter reduziert
und somit derart sprunghaften Schétzsignale hinreichend gut gefiltert werden. Diese
Auslegung soll im folgenden Abschnitt gezeigt werden.

5.2. Simulation mit hoherfrequenten Stérungen und
Messrauschen

Fiir diesen Testfall wurden die gleichen Trajektorien, Parameterunsicherheiten und
Reglerparameter sowie die gleiche Adaptionsgeschwindigkeit wie zuvor verwendet.
Die Unterschiede zu den im vorherigen Abschnitt gezeigten Simulationen sind die
eingebrachten Storungen und eine Filterauslegung mit geringerer Bandbreite. Beide
wurden wie folgt gewahlt:

Stérungen und Messrauschen
Fiir ¢,(t) wurden, wiederum fiir beide Streckenkonfigurationen mit den Indizes 1 und
2 gekennzeichnet, die Funktionen

2 —sint + 0.5 cos 20t + 0.2 sin 25¢

Cpp = 3 , (5.15)
2 — cos 20t
-3
Cpo= | =2 —sint — 0.5 sin 25¢ — 0.2 cos 30t (5.16)
—2 —sint

implementiert, sowie fiir {,,(¢) die Funktionen

2 —2cos3t
Co1= | 2—3cos3t+0.8sin25¢t+ 0.1 sin30¢ | (5.17)
2 sin 25t — 2
—2
Co=|cost—21. (5.18)
2 —cost

Diese Funktionen enthalten bis zu dreifach hohere Frequenzanteile als die zuvor ein-
gebrachten Storungen und sind zusammen mit ihrer Zeitableitung beschrinkt durch

1€, ]I < 5.6, 1€, <71, (5.19)
16,1l < 25.6, 1€, Il < 60 (5.20)

Zusétzlich wurden die im Regelgesetz verwendeten Signale mit Messrauschen ver-
sehen, welches mithilfe von Messungen an einem Quadrokopter der Fa. Ascending

82



5.2. Simulation mit héherfrequenten Stoérungen und Messrauschen

Technologies GmbH abgeglichenen wurde. Dies ist wie folgt gewéhlt worden:

t
x=Xx4+0.1- / T(t)dt']:gxl, (521)
0
t
v=v+04- / ’l“(t)dt : I3><1 s (522)
0
t
R;s = Ryp +0.05- / r(t)dt - Tag (5.23)
0
w=w+0.03- T(t) : 13><1 y (524)
v ="20+0.087(t) I3 . (5.25)

Darin sind die mit - gekennzeichneten Signale diejenigen ohne Messrauschen und r(t)

ein gleichverteilter Rauschprozess zwischen den Werten —1 und 1. Da in der Praxis
nur die Signale w und v direkt gemessen werden konnen und alle weiteren mittels
Beobachtung geschiitzt werden, ergibt eine Integration des Rauschprozesses fiir die
verbleibenden Signale ein realistisches Abbild.

-7z in m

7x in m

7y in m
Trajektorie ~————— mit Adaption ———— ohne Adaption

Abbildung 5.6.: Raumliche Darstellung der Simulationsergebnisse beziiglich der Po-
sition fiir die Trajektorie A und den Testfall mit hoherfrequenten
Storungen und Messrauschen. Dargestellt ist das Folgeverhalten im
Simulationszeitraum von 6s bis 18.5s.
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5. Verifikation anhand von Simulationen

Filtereinstellung

Fiir diesen Testfall wurde ebenfalls eine Filterauslegung gewéhlt, welche V4 aus Ab-
schnitt 4.2 erfiillt, jedoch zu einer niedrigeren Bandbreite der £;-Filter fiihrt, um ein
robustes und praxistauglicheres Systemverhalten zu testen. Die Ubertragungsfunk-
tionen d,(s) und D,(s) wurden daher folgendermafien eingestellt

422

dy(s) = , D, (s) = diag(1,1,1.6) - , 2
() = S T 27 45 + 29) (s) = diag(1, 1, 1.6) - 352 (5.26)
was zu den Filtern

. 752 - 1.10

CU(S) = : ngg s CW(S) = . ngg (527)

(s +8.29)(s + 9.12)(s + 9.95) s+ 1.10

fithrt. Fiir die Eigenwerte der Filter C,(s) und C,(s) gilt fiir beide Streckenkonfigu-
rationen

A (C,) € [—14,-5.0] ;i € [1,2,3,4] . A\(Cy) € [-1.3,-0.90] , j € [1,2]. (5.28)

Die Bandbreiten der zuvor in Abschnitt 5.1 gewéhlten Filter waren um den Faktor
30 fiir C,(s) bzw. 60 fiir C,(s) hoher.

Simulationsergebnisse

Das Folgeverhalten wurde mit diesen verdnderten Einstellungen und Stérungen fiir
beide in Abbildung 5.1 dargestellten Trajektorien jeweils mit der Streckenkonfigura-
tion 1 und 2 simuliert. Als Regeltakt wurden wie zuvor 1kHz verwendet. Ebenso ist
zunéchst eine Flugphase ohne Storung und fiir die Zeit ¢ > 4 s eine Flugphase mit
Storung simuliert worden. Das Messrauschen war zu jeder Zeit aktiv.

Die Simulationsergebnisse sind in Abbildung 5.6 bis 5.9 fiir die Trajektorie A und
aus Platzgriinden in Abbildung C.5 bis C.8 im Anhang der Arbeit fiir die Trajekto-
rie B gegeben. Auch bei diesem Test sind fiir die nicht-adaptive Variante deutliche
Abweichungen von der Solltrajektorie aufgrund der Unsicherheiten und Storungen
zu erkennen, sieche Abbildung 5.6 und 5.7 bzw. C.1 und C.6. Durch die reduzier-
ten Filterbandbreiten zeigen sich nun auch kurzzeitig Abweichungen bei Verwendung
der adaptiven Regelung. Besonders fillt dies am Einschwingvorgang in der ;y- und
1z-Komponente der Position nach Eintritt der Stérung zum Zeitpunkt ¢ = 4s auf.
Dieser Vorgang war im Testfall zuvor aufgrund der schnellen Filterdynamik kaum
sichtbar und ist nun ebenso im Verlauf der Fehlerzustidnde z, und z zu erkennen.
Abgesehen von dieser kurzfristigen Uberh6hung nimmt der Regelfehler z, einen ver-
gleichbaren Verlauf mit etwa den gleichen Werten als im Testfall zuvor und weist
keine hochfrequenten Anteile auf. Diese haben einen deutlich hoheren Einfluss auf die
Fehlerzustidnde der Lagedynamik, was im Betrag des Regelfehlers ||z||, aber auch im
Verlauf des Stellmoments deutlich wird. Diese hoherfrequenten Anteile treten sowohl
bei der adaptiven als auch bei der nicht-adaptiven Reglervariante auf, was zeigt, dass
diese Frequenzanteile jenseits der Bandbreite der £;-Filter liegen und somit nicht von
der Adaption kompensiert werden.

In Abbildung 5.8 sind die eingebrachten Storungen und der Verlauf der Kompensa-
tionsgroBen 7);, und 0, fiir die erste Streckenkonfiguration zu sehen. Hier wird deut-
lich, dass die hochfrequenten Anteile der Stérung von den L;-Filtern getilgt werden
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5.2. Simulation mit héherfrequenten Stoérungen und Messrauschen

und nur noch ansatzweise in den Kompensationssignalen enthalten sind. Die nieder-
frequenten Stéranteile sind jedoch in den Signalen 7, und 7, erkennbar. Der Verlauf
der Schitzsignale und des Schétzfehlers sind in Abbildung 5.9 dargestellt. Da die Ad-

Winkel in rad

Lange in m

Breite in m

Hohe in m

Position jz

Zeitins

Trajektorie

—— Konfiguration 1 ohne Adaption

Moment in Nm

Distanz in m

Schubkraft T

12

Kraftin N

0.15

0.05

o

—— Konfiguration 1 mit Adaption

Zeitins

— — Konfiguration 2 mit Adaption

- — Konfiguration 2 ohne Adaption

Abbildung 5.7.: Darstellung der Simulationsergebnisse iiber der Zeit fiir die Trajek-
torie A und fiir den Testfall mit hoherfrequenten Stérungen und

Messrauschen.
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Abbildung 5.8.: Darstellung der eingebrachten Storungen sowie der Signale zur Kom-
pensation der Unsicherheiten fiir die erste Streckenkonfiguration.

Schéitzsignale Schétzfehler ||z|
60 ‘ | ‘ . | ‘ |
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Abbildung 5.9.: Zeitlicher Verlauf der Betridge der Schétzsignale und des Schéatzfehlers
fiir die erste Streckenkonfiguration.

aptionsgeschwindigkeit wie zuvor gewahlt wurde, ist die Reaktionsgeschwindigkeit des
Zustandsschétzers gleichbleibend schnell und dessen Reaktion auf die hochfrequenten
Anregungen entsprechend groff. Diese Reaktion wiirde zusammen mit der vorherigen
Filtereinstellung zu instabilem Verhalten fithren. Hier wurden die Filterbandbreiten
jedoch hinreichend gering gewihlt, so dass das Kompensationssignal 7 kaum noch

hochfrequente Anteile enthélt. Dadurch ist der Verlauf der Stellgrofien gerade bei
Eintritt der Storung deutlich ruhiger.
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5.3. Auswirkung einer Filterauslegung mit héherer Ordnung

Aufgrund des anndhernd gleichen Verlaufs des Folgefehlers, abgesehen vom kurzzei-
tigen Einschwingvorgang zum Eintritt der Storung, und dem wesentlich robusterem
Verhalten gegeniiber hochfrequenten Anregungen empfiehlt sich die hier getestete
Filtereinstellung mit niedrigerer Bandbreite fiir eine praktische Anwendung.

5.3. Auswirkung einer Filterauslegung mit héherer
Ordnung

Beide zuvor gezeigten Untersuchungen wurden mit einer Filterauslegung durchge-
fithrt, welche die Voraussetzung V4 in Abschnitt 4.2 erfiillt und Filterordnungen von
drei fiir C,(s) und eins fiir C,(s) realisiert. Welche Auswirkung eine Filterauslegung
mit hoherer Filterordnung auf das Folgeverhalten hat, wird in diesem Abschnitt ge-
zeigt. Dazu wurde eine Filterauslegung gewéhlt, welche V9 in Abschnitt 4.2 erfiillt
und Filterordnungen von vier fiir C,(s) und zwei fiir C,(s) realisiert. Diese Ausle-
gung wurde mit beiden Streckenkonfigurationen und der in Abbildung 5.1 gezeigten
Trajektorie A simuliert und mit den Ergebnissen der zuvor gewéahlten Auslegung aus
Abschnitt 5.2 verglichen.

Folgefehler ||z, || - Streckenkonfig. 1 Folgefehler ||z, - Streckenkonfig. 2

0.5

041 1 041

0.3}

Distanz in m
Distanz in m

Zeitins Zeitins

Filterauslegung fiir V4 - — - Filterauslegung fiir V9

Abbildung 5.10.: Verlauf des Folgefehlers ||z, || fiir eine Filterauslegung mit hoherer
und niedriger Filterordnung fiir die Trajektorie A und beiden
Streckenkonfigurationen.

Um eine gute Vergleichbarkeit zu erhalten, wurden die Funktionen d,(s) und D,(s)
fiir Filterauslegung mit hoherer Ordnung so gewéhlt, dass sich identische Bandbreiten
zu den Filtern in (5.27) ergeben. Dies sind 4.6 rad /s fiir C,(s) und 1.1rad /s fiir C,,(s).
Die Funktionen d,(s) und D, (s) lauten dafiir:

7382 1
D..(s) = diag(1, 1, 1.6) -
s+ 21.5)(s2 + 21.55 + 230) ’ (s) = diag( ) 13356 1 3.07)
(5.29)

d,(s) = o
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5. Verifikation anhand von Simulationen

und fithren zu den Filtern

R 1.32- 10"

Culs) = (s +9.36)(s + 10.3)(s + 11.2)(s + 12.2) Lo (5-30)
. 3.0

Cols) = e ie B¢ (5:31)

Fiir die Eigenwerte der Filter C,(s) und C,(s) gilt fiir beide Streckenkonfigurationen
M(Cy) € [<22,—4.8] i € [1,2,3,4],  A(C.) € [-3.5,-0.90], j € [1,2]. (5.32)

Fiir die Simulation wurden die Reglerverstarkungen, die Adaptionsgeschwindigkeit,
das Messrauschen und die Stérungen beibehalten. Die Simulationsergebnisse zeigen,
dass sich beide Reglervarianten sehr dhnlich verhalten. Die wesentlichen Unterschie-
de sind in Abbildungen 5.10 und 5.11 dargestellt. Im Verlauf des Folgefehlers z,
zeigen sich etwas hohere Abweichungen fiir die Reglervariante mit hoherer Filterord-
nung. Diese Abweichungen treten besonders dann auf, wenn es zu einer sprunghaften
Verdnderung der Schétzsignale kommt. Diese sind in Abbildung 5.11 zu sehen. Der
Verlauf von &, ist fiir beide Varianten nahezu identisch und daher nur einmal darge-
stellt. Der Verlauf der Kompensationssignale 7, weist fiir die Filterauslegung hoherer
Ordnung einen sichtbaren Phasenverzug auf, welcher durch die héhere Filterordnung
bedingt ist. Dieser Verzug fiithrt zu den in Abbildung 5.10 sichtbaren Abweichungen
und zeigt, dass sich eine hohere Filterordnung nachteilig auf das Systemverhalten
auswirkt. Daher empfiehlt sich eine Auslegung mit niedriger Filterordnung fiir eine
praktische Anwendung.

Schétzsignale fiir Streckenkonfig. 1 Schétzsignale fiir Streckenkonfig. 2
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Abbildung 5.11.: Verlauf der Schéitz- und Kompensationssignale fiir eine Filterausle-
gung mit hoherer und niedriger Filterordnung fiir die Trajektorie A
und beiden Streckenkonfigurationen.

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass die vorgeschlagene adaptive Regelung mit
groflen Unsicherheiten und Stérungen umgehen und diese auch bei grofien Kippwin-
kelverlaufen effektiv kompensieren kann. Im Unterschied zum ersten Testfall mit nie-
derfrequenten Storungen, bei welchem die Filterdynamik relativ schnell und die Per-
formanz sehr hoch eingestellt werden konnte, war bei dem Testfall mit hochfrequen-
ten Storungen und Messrauschen eine Reduzierung der Filterbandbreite notwendig,
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5.3. Auswirkung einer Filterauslegung mit héherer Ordnung

um ein stabiles Verhalten zu erzielen. Dies fithrte zu einem geringfiigig schlechte-
rem Folgeverhalten, dafiir jedoch zu mehr Robustheit. Hier zeigte sich der klassische
Kompromiss zwischen Robustheit und Performanz, der sich durch eine Verdnderung
der Filterbandbreite transparent behandeln lédsst. Es hat sich zudem gezeigt, dass
fiir die £;-Filter eine niedrige Filterordnung vorteilhaft ist, da diese einen geringeren
Phasenverzug mit sich bringt.
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6. Verifikation anhand von
Experimenten

In diesem Kapitel wird eine Verifikation der vorgestellten Regelung anhand von Ex-
perimenten gezeigt. Diese sind mit einem Quadrokopter , Hummingbird“ der Firma
Ascending Technologies GmbH!, siehe Abbildung 6.1, in einem Messlabor der Na-
nyang Technological University? in Singapur durchgefiihrt worden. Das Messlabor
war dazu mit einem Kamerasystem der Firma Vicon® ausgestattet, das eine inertiale
Messung der Position und der Fluglage bei einem Flugraum von 4m x 6m x 2m
(B x T x H) ermdglichte. Die gemessene Position und der vom Kamerasystem errech-
nete Gierwinkel wurde iiber eine Funkverbindung mit 50 Hz auf den Quadrokopter
iibertragen. Zusammen mit den Messwerten der Beschleunigungs- und der Drehbe-
schleunigungssensoren, welche auf dem Quadrokopter verbaut waren, wurden diese

Abbildung 6.1.: Quadrokopter ,,Hummingbird*“ der Firma Ascending Technologies
GmbH!, bestiickt mit reflektierenden Markierungspunkten, welche
die Erkennung durch das Kamerasystem ermdoglichen.

thttp://www.asctec.de
http://www.ntu.edu.sg
3http://www.vicon.com
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6. Verifikation anhand von Experimenten

Messwerte mithilfe einer Datenfusion verarbeitet und somit alle fiir die Regelung
benotigten Signale bereitgestellt. Der Regelalgorithmus ist auf einem ARM Cortex-
A8 Prozessor mit einem Regeltakt von 1kHz ausgefiihrt worden. Die dazu bendotigte
Rechenleistung lag bei 20 % der verfiigharen Kapazitit.

Verwendete Trajektorien

Die verwendeten Trajektorien sind in Abbildung 6.2 gezeigt. Die Trajektorie C be-
steht aus Punkt-zu-Punkt Manovern in allen vier Freiheitsgraden und sollte des Ver-
halten bei Beschleunigungs- und Bremsvorgédngen sowie Schwebeflugphasen testen,
siche Abbildung 6.2(a) und 6.2(c). Um diesem Sollverlauf zu folgen, sind kurzzeitige
Kippwinkel von 27° gefordert. Die Trajektorie D besteht aus einem spiralférmigen
Manover beziiglich der Position und einen sinusférmigen Sollverlauf fiir das Heading,
siche Abbildung 6.2(b) und 6.2(c). Diese Trajektorie wurde verwendet, um das Folge-
verhalten bei nahezu gleichméfig schneller Bewegung in allen vier Freiheitsgraden zu
testen. Die dabei geforderte Verkippung des Quadrokoptes betrigt bis zu 18°. Beide
Trajektorien halten folgende Schranken ein:

%l <3.1, x| <27, (%ol <41, (%o <14, [ X7| <260, (6.1)
(®)
[xr[ <2500, [eor| <03, [or[ <06,  [pr[<26, |Pr[<18.

Diese sowie alle weiteren Angaben in diesem Kapitel sind in SI-Einheiten gegeben.

2.5m/s
2 \j P ) 2.0m/s
= < g
=i =R 1.5m/s
‘i N
I 0 I 0 1.0m/s
0.5m/s

. 2 2 . . 2 -2 :
7y in m 7T in m 7y in m 7T inm
(a) Positionsanteil der Trajektorie C (b) Positionsanteil der Trajektorie D

1
=)
3
—~
g 0
S-

_1 L i
30 35 40 45 50
Zeit in s
—— ¢ fur C w7 fir D

(c) Headinganteile der Trajektorien C und D

Abbildung 6.2.: Darstellung der vorgegebenen Trajektorien
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6.1. Ergebnisse fiir ein Punkt-zu-Punkt Manéver (Trajektorie C)

Angenommene Streckenparameter

Um die Leistungsfihigkeit der adaptiven Regelung zu zeigen, wurde keine Strecken-
identifikation durchgefithrt und ersatzweise folgende Annahmen getroffen. Fiir das
Streckenmodell in (2.32) wurde einerseits f,=Dwv und f,=J ' (Jw xw) gewihlt und
andererseits angesetzt:

8, J=diag(5.0,5.0,8.0)-107%, D =—-0.1 I3, (6.2)

Des weiteren kamen fiir den Antrieb, gegeben in (2.1), (2.2) und (2.3), folgende Werte
zum Einsatz

~ ~

kri = 5.6, i€ {1,2,3,4}, km = 0.016, r=017. (6.3)

Diese Werte sind weitestgehend identisch mit den nominalen Werten fiir die Simu-
lationsuntersuchungen in Kapitel 5 und entsprechen erfahrungsgeméif den zu erwar-
tenden Parametern.

Regelparameter
Die Verstarkungen des Regelgesetzes wurden wie folgt gewéhlt

Am - —20 . 13><3 y Av — —40 . ngg 5 At — —25 . ngg 5 AT - —38 . ngg,
a, = —2.0), Ay, = —3.8 (6.4)

und entsprechen ebenfalls den Werten, welche fiir die Simulationsuntersuchungen in
Kapitel 5 verwendet wurden.

Mit diesen Einstellungen wurde das Folgeverhalten bei beiden Trajektorien getes-
tet. Um die Auswirkung verschiedener Adaptionsschrittweiten und Filterbandbreiten
der L£;-Filter auf das Flugverhalten zu zeigen, sind diesbeziiglich unterschiedliche Ein-
stellungen fiir die beiden Versuche gewéhlt worden. Im Folgenden werden zunéchst die
Ergebnisse fiir die Trajektorie C gezeigt, fiir welche eine geringe Adaptionsschrittwei-
te bei moderaten Filterbandbreiten gewéhlt wurde. Anschliefend sind die Ergebnisse
fiir die Trajektorie D dargestellt, fiir welche die Adaptionsschrittweite erhoht und die
Filterbandbreite etwas verringert wurde.

6.1. Ergebnisse fiir ein Punkt-zu-Punkt Manover
(Trajektorie C)

Fiir die Trajektorie C, sieche Abbildung 6.2, ist eine Adaptionsschrittweite von Ty =
1072 verwendet worden. Die Testfliige sind jeweils mit der vorgestellten adaptiven
Regelung und mit einer nicht-adaptiven Reglervariante durchgefithrt worden, um
die Leistungsfahigkeit der Adaption zu veranschaulichen. Die nicht-adaptive Vari-
ante besafl eine identische Struktur und eine identische Parametrierung, jedoch galt
o, = o, = 0, womit die Adaption deaktiviert war. Die £;-Filter fiir die adaptive
Reglervariante wurden fiir dieses Experiment mit einer etwas hoheren Bandbreite als
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6. Verifikation anhand von Experimenten

zuvor in Kapitel 5.2 eingestellt, da mit weniger starken Storungen gerechnet wurde.
Die Funktionen d,(s) und D, (s) sind wie folgt gewéhlt worden

2258

du(s) = : D, (s) = diag(1,1,1.6) - .
) s(s% + 48s + 764) (5) = diag( 6) e6s (6.5)
und fiihrten zu den Filtern
2 4032 . 6.0
CU g . I s Cw — . I . )
(s) (s + 18)(s+ 16)(s + 14) 3 (s) s160 (6.6)

Diese weisen eine Bandbreite von etwa 8.0rad/s fiir C,(s) und 6.0rad/s fiir C,(s)
auf.

Die Ergebnisse dieses Versuchs sind in Abbildung 6.3 bis 6.6 dargestellt. Fiir die
nicht-adaptive Reglervariante sind deutliche Abweichungen beziiglich der Position
aufgrund der Unsicherheiten und Storungen zu erkennen, siehe Abbildung 6.3 und 6.4.
Ebenso wird fiir die nicht-adaptive Variante eine Wechselwirkung zwischen den Po-
sitionskomponenten zum Zeitpunkt ¢t = 40s sichtbar, an dem eine Bewegung entlang

-7z in m

7y in m 7z in m

Trajektorie —————— mit Adaption ———— ohne Adaption
Abbildung 6.3.: Rdumliche Darstellung der Versuchsergebnisse beziiglich der Position

fiir die Trajektorie C. Dargestellt ist das Folgeverhalten im Zeitraum
von 35 s bis 47, siehe Abbildung 6.4.
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6.1. Ergebnisse fiir ein Punkt-zu-Punkt Manéver (Trajektorie C)
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Abbildung 6.4.: Darstellung der Versuchsergebnisse iiber der Zeit fiir die Trajekto-
rie C.

der jz-Achse erfolgte. Die adaptive Regelung zeigt hingegen ein préazises Folgeverhal-
ten mit deutlich geringeren Abweichungen und kann die Wechselwirkung zwischen
den Positionskomponenten effektiv ausgleichen, was ebenfalls im Verlauf des Folge-
fehlers z, in Abbildung 6.4 deutlich wird. Dieses gute Folgeverhalten betrifft auch
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6. Verifikation anhand von Experimenten

den Verlauf des Headings, fiir den jedoch die nicht-adaptive Reglervariante ebenfalls
ein gutes Resultat erzielen konnte.

Im Verlauf der Schubkraft 7" sind fiir beide Varianten regelméfiige Schwankungen
mit etwa 2 Hz sichtbar, welche fiir die adaptive Regelung etwas stérker ausfallen und
auf die Kompensation einer Storung mit dieser Frequenz hindeuten. Im Verlauf des
Moments sowie im Verlauf des Folgefehlers z werden mit aktiver Adaption zudem
die hoherfrequenten Anteile etwas deutlicher, was auf eine erhchte Verstarkung von
Messrauschen zuriickzufiihren ist.

Die Kompensationssignale 7%, = £ 1[Cy(s)Fua(s)] und 7, = £ 1Co(s)Fwa(s)],
welche zu diesen Unterschieden in den Stellgréfien fithrten, sind in Abbildung 6.5
dargestellt. Hier zeigt sich der Einfluss verschiedener Unsicherheiten und Stérungen.
In Beschleunigungs- und Bremsphasen (zur Zeit 36s, 40s und 44s) ist eine deutli-
che Verédnderung in den Komponenten von 1), ersichtlich, welche auf eine zu geringe
Tilgung der Stromungskréifte in f, von Seiten der nominalen Regelung hinweisen.
Dies steht im Einklang mit der in Abbildung 6.4 sichtbaren Abweichung der nicht-
adaptiven Regelung, welche in Beschleunigungs- und Bremsphasen stets etwas in
Verzug gerit. Zudem ist in den Komponenten von 7, auch die Kompensation von
iiberwiegend gleichméfig wirkenden Storungen zu sehen, was sich in konstanten Ab-
weichungen von der Nulllage in Phasen ohne Bewegung bzgl. der Position (zur Zeit
38s und 42s) zeigt.

Kompensationssignal 7);,, Kompensationssignal 7,

2 20
N
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E 1} £ 1of
£ >
g 05 5 5
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é 0 :§ Ok
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-1.5 ’ ; : ; : : -15 - ' ’ ; : :
35 37 39 41 43 45 47 35 37 39 41 43 45 47
Zeitins Zeitins

z-Komponente y-Komponente z-Komponente

Abbildung 6.5.: Darstellung der Signale zur Kompensation der Unsicherheiten fiir die
Trajektorie C.

Ein &hnliches Bild ergibt sich fiir das Signal 7, in Abbildung 6.5, dessen Kompo-
nenten in z- und y-Richtung ebenso deutliche Schwankungen zu den Zeiten 36, 40 s
und 44 s aufweisen. Diese gehen mit der Verkippung des Quadrokopters einher und las-
sen auf eine zu gering kommandierte Drehbeschleunigung von Seiten der nominalen
Regelung schliefen. Diese Komponenten besitzen auch eine konstante Abweichung
von der Nulllage und kompensieren damit eine iiberwiegend gleichméflig wirkende
Storung in der Lagedynamik. In z-Richtung waren nur geringe Stérungen wirksam,
wodurch die nicht-adaptive Regelung ebenfalls ein gutes Folgeverhalten beziiglich des
Headings erzielen konnte. Im Verlauf von 7, féllt im Vergleich zu dem von 7, ein
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6.2. Ergebnisse fiir ein spiralférmiges Mandver (Trajektorie D)

hochfrequenter Anteil auf, der durch Messrauschen verursacht wird und Ursache des
im Momentenverlauf sowie im Verlauf des Folgefehlers z sichtbar starken Signalrau-
schens ist, siche Abbildung 6.4.

In Abbildung 6.6 sind die Schétzsignale sowie der Schétzfehler dargestellt und hier
wird ersichtlich, dass das Messrauschen bei der gewédhlten Adaptionsschrittweite einen
starken Einfluss auf die Schéitzsignale und den Schétzfehler hat und sich dieser Einfluss
bei der gewihlten Filterbandbreite ebenfalls im Signal 7)) bemerkbar macht. Dies
ldsst auf eine etwas zu hoch eingestellte Bandbreite der L;-Filter schliefen. Daher
wurde fiir den im Folgenden gezeigten Versuch eine sowohl geringere Schrittweite
fiir die Adaption als auch eine geringere Bandbreite gewéhlt, um einerseits einen
geringeren Rauschanteil im Schétzsignale zu erhalten und andererseits den Einfluss
auf die Kompensationsgrofie zu reduzieren.

Schiitzsignale Schétzfehler ||z]|
40 : : : : : 1 T T T T
&

nal | 0.8}

301
0.6}
& 20f
0.4

’” Wl HM i i ”2

0 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
35 37 39 41 43 45 47 3 37 39 41 43 45 47

Zeitins Zeitins

Abbildung 6.6.: Zeitlicher Verlauf der Betridge der Schatzsignale und des Schéatzfehlers
fiir die Trajektorie C.

6.2. Ergebnisse fiir ein spiralformiges Mandver
(Trajektorie D)

Fiir die Trajektorie D, siehe Abbildung 6.2(b), wurde die Adaptionsschrittweite des
zuvor beschriebenen Versuchs auf ein Viertel reduziert und somit 7T, = 0.025s ver-
wendet. Die Bandbreiten der L£i-Filter wurden fiir dieses Experiment ebenso etwas
reduziert und die Funktionen d,(s) und D, (s) wie folgt gewahlt:

940.8
dy(s) = . Du(s) = diag(1,1,1.6 6.7
() = 757 365 + 129) () = diag( ) 305 (6.7)
was zu den Filtern
. 4032 . 5.0
Co(s) = Lys,  Cu(s)= 2.1 6.8
&) = G061 (8) = S50 Do (6:8)

mit den Bandbreiten von etwa 6.0rad/s fiir C,(s) und 5.0rad/s fiir C,(s) fiihrte.
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6. Verifikation anhand von Experimenten

-7z in m

7x in m

7y in m

Trajektorie ~———— mit Adaption ———— ohne Adaption

Abbildung 6.7.: Rdumliche Darstellung der Versuchsergebnisse beziiglich der Position
fiir Trajektorie D. Dargestellt ist das Folgeverhalten im Zeitraum von
43 s bis 49s, siche Abbildung 6.8.

Die Ergebnisse dieses Versuchs sind in Abbildung 6.7 bis 6.10 dargestellt. Fiir die
nicht-adaptive Regelung zeigen sich auch bei diesem Experiment deutliche Abwei-
chungen vom Sollwertverlauf der Position. Dies wird besonders in Abbildung 6.7
deutlich, in der das Folgeverhalten rdumlich dargestellt ist. Die adaptive Regelung
erzielt im Gegensatz dazu ein préizises Folgeverhalten mit geringen Abweichungen,
was auch im Verlauf der Folgefehler in Abbildung 6.8 erkennbar ist. Dem Sollverlauf
des Headings konnten wiederum beide Reglervarianten gut folgen. Durch die redu-
zierte Filterbandbreite der L£q-Filter und der erhchten Adaptionsschrittweite ergab
sich folglich keine nennenswerte Verschlechterung des Folgeverhaltens.

Im Verlauf der Schubkraft T ist fiir beide Reglervarianten erneut der Einfluss ei-
ner Storung mit etwa 2 Hz sichtbar. Dieser fillt im Vergleich zum zuvor gezeigten
Versuch in Abbildung 6.4 etwas geringer aus, was einerseits auf die vorgegebene Tra-
jektorie und andererseits beziiglich der adaptiven Regelung auf die verringerte Fil-
terbandbreite zuriickzufithren ist. Im Verlauf des kommandierten Drehmoments und
des Folgefehlers z machte sich auch bei diesem Versuch ein Einfluss von hochfrequen-
ten Storungen bemerkbar. Dieser war jedoch fiir beide Varianten gleich, was zeigt,
dass die Adaption keine Verstdrkung von hochfrequenten Storanteilen verursachte.
Dies bestétigt ebenso der Verlauf des Signals 7, in Abbildung 6.9, welcher durch die
verringerte Filterbandbreite keine hochfrequenten Anteile mehr enthélt.
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6.2. Ergebnisse fiir ein spiralférmiges Mandver (Trajektorie D)
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Abbildung 6.8.: Darstellung der Versuchsergebnisse iiber der Zeit fiir die Trajekto-
rie D.

Die niederfrequenten Anteile im Signal 7)), gehen wie im zuvor beschriebenen Ver-
such mit den Verkippungen des Quadrokopters einher und gleichen eine zu geringe
Drehbeschleunigung des nicht-adaptiven Systems aus, vergleiche Abbildung 6.5. Die
z-Komponente ist keinen nennenswerten Stérungen ausgesetzt, was das gute Ergebnis
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6. Verifikation anhand von Experimenten

der nicht-adaptiven Variante beziiglich des Headings erklart. Im Verlauf der Kompo-
nenten von 17),, ist ebenfalls deutlich zu erkennen, wie der adaptive Regler eine zu
geringe Sollbeschleunigung ausgleicht und dafiir sorgt, dass die ohne Ausgleich zu tief
und zu weit nach innen verschobene Flugbahn ihr Soll erfiillt, siche Abbildung 6.7.

Abbildung 6.10 zeigt den Verlauf der Schétzsignale. Hier wird ersichtlich, dass
durch die reduzierte Adaptionsschrittweite ein wesentlich geringerer Rauschanteil im
Schétzsignal &, und im Schétzfehler z vorhanden war, vergleiche Abbildung 6.6.
Dadurch sowie auch durch die etwas verringerte Bandbreite der £,-Filter, konnte der
Einfluss des Messrauschens minimiert werden ohne nennenswerte Einbuflen in der
Adaptionsleistung hinnehmen zu miissen.

Kompensationssignal 7, Kompensationssignal 7,
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Abbildung 6.9.: Darstellung der Signale zur Kompensation der Unsicherheiten fiir die
Trajektorie D.

Schétzsignale Schétzfehler ||z]|
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Abbildung 6.10.: Zeitlicher Verlauf der Betrdge der Schétzsignale und des
Schétzfehlers fiir die Trajektorie D.

Die in diesem Kapitel gezeigten Experimente haben die gewiinschte Funktion der
Regelung verifiziert und nachgewiesen, dass durch den adaptiven Regelanteil eine
deutliche Verbesserung des Folgeverhaltens realisiert werden kann. Ebenso wurde die
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6.2. Ergebnisse fiir ein spiralférmiges Mandver (Trajektorie D)

Auswirkung der Adaptionsschrittweite und der Filterbandbreiten der L£;-Filter auf
das Folgeverhalten gezeigt und somit ein Einblick in die praktischen Aspekte der
Reglereinstellung gegeben. Die Versuche habe diesbeziiglich gezeigt, dass eine gerin-
ge Adaptionsschrittweite eine Verstirkung von hochfrequenten Stérungen verursacht
und zu verrauschten Schétzsignalen fithrt. Durch hinreichend geringe Bandbreiten der
Lq-Filter kann dieser Rauschanteil zwar getilgt werden, was jedoch auch die Perfor-
manz der Adaption durch die verringerte Bandbreite schmélert. Die Versuche haben
gezeigt, dass der tatsédchlich vom Regler nutzbare Informationsgehalt im Schéitzsignal
auch mit geringeren Schrittweiten erreicht werden kann. Dies bestéitigt das ebenso
gute Folgeverhalten des zweiten Versuchs, bei welchem eine vierfach grofiere Adap-
tionschrittweite verwendet wurde. Es empfiehlt sich daher, wie hier dargestellt, eine
etwas hohere Adaptionsschrittweite zu wihlen, wodurch die Verstarkung der hochfre-
quenten Storungen verringert wird und dadurch keine Reduktion der Bandbreite fiir
die £;-Filter notig ist.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

7.1. Ergebnisse der Arbeit

In dieser Arbeit wurde eine nichtlineare adaptive Regelung zur Trajektorienfolge fiir
die Position und das Heading eines Quadrokopters vorgestellt. Die Zielsetzung fiir
diesen Ansatz war ein moglichst prézises Folgeverhalten trotz zahlreicher Unsicher-
heiten und Storungen auch bei hochdynamischen Manévern mit grofien Kippwinkeln
zu ermoglichen. Dafiir wurde das Backstepping, als nichtlineares und besonders fiir Sy-
steme in unterer Dreiecksform geeignetes Regelungsverfahren, mit der £i-adaptiven
Regelung kombiniert. Die Entscheidung fiel auf die £i-adaptive Regelung, da sich
diese durch die Moglichkeit auszeichnet, zahlreiche Unsicherheiten und Stérungen
zu kompensieren und einen robusten sowie auch performanten Regelungsentwurf zu
ermoglichen, wodurch sich ein hoher praktischer Nutzen ergibt. Fiir die Kombina-
tion der beiden Verfahren musste die Theorie der £i-adaptiven Regelung fiir nicht-
lineare zeitvariante Systeme erweitert und an den Quadrokopter angepasst werden.
Dadurch konnte ein Regelsystem geschaffen werden, das nachweislich alle Parame-
terunsicherheiten und eine Vielzahl an Storungen kompensieren kann und gleichzeitig
die nichtlineare Systemeigenschaft ausnutzt, um hochdynamische Man6ver mit grofien
Kippwinkelverlaufen zu ermoglichen.

Der entwickelte Ansatz realisiert dariiber hinaus eine Trennung der nominalen Re-
gelung von der Adaption, welche fiir die praktische Umsetzbarkeit erforderlich ist,
da sie L;i-Filter mit geringer Bandbreite und gleichzeitig eine hohe Flugdynamik
ermoglicht. Durch eine Modifikation des Referenzverhaltens und einer entsprechend
angepassten Beweisfithrung, konnten trotz dieser Trennung, bekannt als Baseline-
Error-Struktur, alle Parameterunsicherheiten und insbesondere unsichere Eingangs-
verstarkungen abdeckt werden. Die Beschrinktheit aller Systemsignale konnte mit-
hilfe von zwei unterschiedlichen Nachweisen gezeigt werden. Ein Nachweis nutzt her-
kommliche lineare Methoden im Frequenzbereich und kann mit geringen Anforderun-
gen an das Vorwissen iiber die Unsicherheiten die Beschranktheit der Signale nach-
weisen. Der zweite Nachweis nutzt Methoden im Zeitbereich und ist im Gegensatz mit
etwas hoheren Anforderungen an das Vorwissen iiber die wirkenden Storungen in der
Lage, den nichtlinearen Charakter der Strecke auszunutzen und eine préazisere Aussa-
ge iiber den Einzugsbereich zu machen. Die numerische Auswertung beider Nachweise
anhand eines rechnerischen Beispiels hat ergeben, dass die gestellten Bedingungen fiir
hinreichend grofile Adaptionsgeschwindigkeiten erfiillt werden, die damit abgedeckten
Unsicherheiten jedoch zu gering und die notwendige Adaptionsgeschwindigkeit zu
hoch fiir eine praktischen Anwendung sind. Dies liegt an der Verwendung von Nor-
men in der Beweisfithrung, welche die Struktur der Dynamik missachten und zu einer
konservativen Abschéatzung fiithren.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Anhand von Simulationen wurde gezeigt, dass der entwickelte Ansatz bei realisier-
baren Adaptionsgeschwindigkeiten grofle Unsicherheiten und Storungen kompensie-
ren und ein prézises Folgeverhalten erzielen kann. Dabei wurde veranschaulicht, wie
mit dieser Regelung der Kompromiss aus Robustheit und Performanz transparent
behandelt werden kann. Mithilfe praktischer Versuche konnte das gewiinschte Regel-
verhalten verifiziert und eine prézises Folgeverhalten bei Trajektorien mit grofleren
Kippwinkelverldufen nachgewiesen werden. Die durchgefiihrten Experimente zeigten,
wie der Entwurf durch geschickte Wahl der Adaptionsgeschwindigkeit und der Filter-
bandbreiten verbessert werden kann.

Abschlieflend sei erwihnt, dass dieser Ansatz ohne weitere Anpassung auch fiir an-
dere VTOLs anwendbar ist, wenn diese eine Streckenstruktur in unterer Dreiecksform
aufweisen, siehe Abschnitt 1.3.

7.2. Weitere Forschung

Folgende Themen werden fiir die weitere Forschung vorgeschlagen:

Behandlung von Totzeiten und Aktuatorlimitierungen

Die Theorie der L£i-adaptiven Regelung erlaubt es auch Totzeiten und Aktuatorlimi-
tierungen zu behandeln, siehe [42, 71]. Gerade bei einer Anwendung am Quadrokopter
sind auch diese Aspekte von Interesse, waren jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht
mehr zu beriicksichtigen. Daher wird eine diesbeziigliche Analyse fiir die weitere For-
schung angeregt.

Nutzung des erweiterten Piecewise-Constant Adaptation Law

Inzwischen ist eine erweiterte Version des hier genutzen Piecewise-Constant Adaptati-
on Law publiziert worden [72], welche eine hohere Performanz bei gleicher Adaptions-
schrittweite verspricht und auch fiir diese Anwendung gewinnbringend sein konnte.
Fiir eine weitere Entwicklung wird daher die Integration dieses Adaptionsgesetzes
empfohlen.

Entwicklung eines adaptiven Backsteppings ohne dynamische Erweiterung
Bisher ist keine Anwendung des Backsteppings am Quadrokopter bekannt, die keine
dynamische Erweiterung der Strecke benttigt und gleichzeitig Fehlstellungen in der
Lage grofer gleich 90° abdecken kann. Da der Verzicht auf eine dynamische Erweite-
rung diverse Vorteile héitte, einerseits eine Dynamik geringerer Ordnung in z-Richtung
und andererseits die Einsparung von zwei Integratoren im Regelalgorithmus, wird eine
weitere Entwicklung diesbeziiglich vorgeschlagen.

Untersuchung einer Ubertragbarkeit der aktuellen Erkenntnisse zur
L-adaptiven Regelung auf diese Arbeit

In den letzten Jahren gab es eine rege Diskussion iiber den Ansatz der L£i-adaptiven
Regelung. Kritiker, darunter namhafte Autoren im Bereich der adaptiven Regelung,
stellen die wissenschaftliche Berechtigung des Verfahrens in Frage, siehe loannou et al.
[47], Ortega und Panteley [88], [89]. Entsprechende Antworten mit entkréftigenden
Argumenten sind in Hovakimyan [41] und in Souanef und Fichter [104] zu finden.
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7.2. Weitere Forschung

Diese kritische Fachdiskussion hat bereits zu der Erkenntnis gefiihrt, dass sich im
Fall einer linearen Ausgangsregelung eine dquivalente PI-Regelung zur £i-adaptiven
Regelung finden lasst, siche van Heusden und Dumont [40]. Ortega und Panteley [88]
sind der Ansicht, dass dies auch fiir den allgemeinen Fall einer linearen Regelung
gilt, wenn ein Grenziibergang mit einer unendlich schnell werdenden Adaptionsge-
schwindigkeit durchgefiithrt wird. Dies hétte zur Folge, dass der Adaptionsmechanis-
mus iiberfliissig wird und eingespart werden kann. Aus Sicht des Autors dieser Arbeit
ist dies jedoch auch als maximale Leistungsfihigkeit des Ansatzes interpretierbar,
welche durch den L£;-Filter begrenzt ist und ihren Grenzwert in der dquivalenten PI-
Regelung findet. Mit geringerer Adaptionsgeschwindigkeit wird diese volle Leistung
nicht abgefragt und fithrt vermutlich zu mehr Robustheitsreserven, was im Einklang
mit den Ergebnissen dieser Arbeit stehen wiirde.

Unbestreitbar sind jedoch die guten praktischen Ergebnisse, welche sich mit diesem
Ansatz erzielen lassen, sieche Pettersson et al. [90]. Daher wire die Berechnung eines
aquivalenten PI-Reglers und die Einsparung des Adaptionsmechanismus aus prakti-
scher Sicht durchaus von Vorteil. Die grundsétzliche Idee der £;-adaptiven Regelung,
nur Unsicherheiten in einem niederfrequenten Bereich zu tilgen, wiirde in diesem Fall
bestehen bleiben und daher konnte dieses Verfahren als Entwurfsvorschrift fiir einen
sehr performanten und robusten PI-Regler gelten.

Bisher ist nicht bekannt, ob sich diese Erkenntnisse auch auf den nichtlinearen Fall
und somit auf diese Arbeit iibertragen lassen. Daher konnte eine diesbeziigliche Unter-
suchung durchaus lohnenswert sein und zu einer weiteren Verbesserung des Ansatzes
fithren.
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A. Funktionseigenschaften

A.1. Eigenschaften der Matrixfunktion ,M

Die Matrixfunktion ,M = Ryp [ATse,;; —§ pe:| definiert in (2.12) ist eine Funk-
tion der Drehmatrix R;p sowie des Schubbetrags T'. Da die Drehmatrix R;p iiber
die Information der Schubrichtung t. und des Blickwinkels ¢ eindeutig bestimmt ist,
kann ,M auch als Funktion von (7', t., ¢) bzw. von (t,¢) und somit als Funktion der
Fehlerzustéinde z geschrieben werden, was im Folgenden gezeigt ist. Zunédchst muss
hierfir die Drehmatrix R;p mit den gewiinschten Argumenten (7, t., ¢) bzw. (t, ¢)
parametriert werden. Es bietet sich an die Zerlegung des Quaternions q aus (2.17) zu
nutzen, mit welcher es moglich ist die Richtung des Schubvektors t allein durch das
Quaternion q, zu beschreiben. Der Schubvektor im /-System ist parametriert durch
das q,,-Quaternion gegeben durch

0 —2q,qp
t=Rsa(qy) | 0 | =t =] 2,0, | T, (A.1)
=T 1-— 2q12,

mit dem Schub 7" und der Rotationsmatrix R;4(qy,) vom A-System in das /-System.
Zudem erhélt man aus (2.12) mit (2.15) ausgewertet fiir q,, und q_

. n@Wg ~ ~ nWy
t = nM [ nTy:| = RIB [KJUTBgzlz — gBez] |: nTy:| (AQ)
~ ~ nWazy
- RIA(q:cy)RAB(qz)[K'vTBng —9g Bez] T
1=2g; 200y 2009y | g0 —@ —2¢:q0 O] [ 0 —&T 0]
= | 2¢:9y 1-2¢7 —20p0:| | 2¢:0w i —¢ O| |&,T 0 0 {” :,fy}
20,0 20:Gy  2¢7 — 1 0 o 1]]o o —g|ln
Der Zusammenhang t. = [—2¢,q, 2¢,q, 1 — 2q§]’ aus (A.1) fiihrt einerseits zu
\/§ \/5 te2 \/§ tel
_ 1 . te , r — —— —F—— , = —-— 5 A3
b= Vitle =y W=ty MY

wobel te = [te1 tea te3)'; und anderseits mit t, = Tt = ||1:||_1 t zu

t 1 t

1 1 ) X
y Qy = — ,
TV =6 " V2Rl Vel =t (A9

¢ = ——
SERVAI]

||t|| - t37 qe =
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A. Funktionseigenschaften

wobei t = [t t5t3]). Somit kann die Drehmatrix R;4 durch den Schubvektor t darge-
stellt werden. Fiir die Drehmatrix R4p kann der Zusammenhang ¢2 — ¢* = cos(¢p)
und 2¢.q, = sin(p) aus (2.19) mit (2.14) genutzt werden, womit gilt:

. nw:c nw:c
E= M) [ = M) Mt ) M) [] L (49
mit
fo (12 sin(@)—t1 ta cos(p) N .
(1 ||<tp||_t3 - <p) - HtH Ry Sln(‘P)
2Mi(t, ) = . foo (2% cos(p)—t1 to sin(p) , A.6
1t0) = | g fo cos(ip) - L . ?) (A.6)
Ry (t2 cos(p) — 11 sin(p))
oy (cos(p) t12 412 sin(p) ¢ R
( ? ||'i||—t32» ? 1) - ||t|| Ry COS(SO)
nM t’ — o (sin() ta?+t1 cos(p) t ~ . , A7
() = | o et) ek ginp) (A7)
—Ry (t1 cos(p) + o sin(p))
t1g
i
t3g

Mit t = Rp2Zi + tag = RoZe — Ky 'Tye — Ry Oy aus (4.22) und ¢ = z, + @r kann
M mit o, = o, (X7, X1, 2, 2,), siche (A.61), als Funktion folgender Argumente
geschrieben werden:

nM - nM(XTa}“(TaQpTaZxazvaZtafflva’ZsD) . (Ag)

Mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 ist ,M beziiglich dieser Argumente beliebig oft
stetig differenzierbar. Die inverse Abbildung kann analog als Funktion mit folgenden
Argumenten geschrieben werden

M= [—i T e, — 0 e |Rp; (A.10)
- nM_l(XTa }“(Ta PT, Ly, Ly, Zt, 'f?vm Zcp) 5

und ist mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 beziiglich dieser Argumente ebenfalls beliebig
oft stetig differenzierbar. Ebenso gilt

nM = Ripwlk,Tpe,15 — gpe.|+Rip [’%UTBQZH — § B€.3] (A.11)
= nM(XTa )“(Ta .X.Ta T, @Ta z, 7Af’va? fﬁva)

und

-1 e L T o
TLM = [HU lTT 239212 -9 13223]1:{31 - [’%v IT 139212 g lBeZ]RBIQ (A12)
R . . ~ A
- nM (XTaXTa XTa(pTangaZanvmnva) .

Beide Funktionen sind mit V1 bis V6 beliebig oft stetig differenzierbar bzgl. der
angegebenen Argumente, da w und 7' = ¢, T, siehe (A.19), beliebig oft stetig diffe-
renzierbar in diesen Argumenten sind.
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A.2. Die Zustédnde als Funktionen der Folgefehler

Ebenso gilt (A.13)

. 1 e . o e o
nM :['%vl(TT 2_2TT 3)39212 -9 13923]RBI+["€U 1TT 239212 -9 13923]1:{’312

- [f%;lT_lBsz Q_lBez](RBIQ +Rpww)

e —1 . .. . . A A ~ A~
= nM (XT7 X7, X1, XT7,07, 9T, PT5 Z; MNyas Movas Moas nwa)

und ist ebenfalls mit V1 bis V6 beliebig oft stetig differenzierbar bzgl. der angegebenen
Argumente, da w und T' = ¢, T, siehe (A.29), beliebig oft stetig differenzierbar in
diesen Argumenten sind.

A.2. Die Zustdnde als Funktionen der Folgefehler

Die Zusténde der erweiterten Strecke aus (2.35):
Sext = X Ut @ T w’]/ (A.14)

kénnen mit dem Folgefehler z, der Trajektorien x und @7 sowie deren Ableitungen
und den virtuellen Stellgesetzen aus Kapitel 3 als Funktionen folgender Argumente
geschrieben werden. Dabei gilt

X = 2z, + X7 = X(X7, Z) (A.15)

und mit (3.2) folgt
V=127, + Vg =2, + Xy + Az, = 0(X7, 24, 2,) - (A.16)
Mit (3.8), (3.11), (3.12) und (A.61) gilt (A.17)

t = RoZi + ta = RoZy — Ky Ty — Ry Oun (X7, X7, By Z) = (X7, X7, Zg, By, it Ty
und ebenso fir —7 <z, <7
o =2z, + or = 0(pr, 2p) - (A.18)
Mit (2.12), (A.39) und (A.10) folgt
oo = Rl G = 2, 4 0y = 7+ M (b + R Az — R7,) (AL19)
= w00 (%, X, X1, 01, B By 21, Ty 2y Tl o)
und mit (3.34), (A.42) und (A.45) gilt ebenfalls
Wy = RpZws + Wad = RyZws + 01 + Apzp + IRy (A.20)
= w.(%p, X7, X7, 07, D7, 2, g M) -

Zusammengefasst ldsst sich der Zustand s. als eine Funktion mit den folgenden
Argumenten schreiben

Sext = Sext(xT75{T7 §T7¢T7¢Tazuﬁva7';70a) . (A21)

Sind V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 erfiillt, ist diese Funktion in den angegebenen
Argumenten beliebig oft stetig differenzierbar.
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A. Funktionseigenschaften

A.3. Zeitableitungen der Fehlerzustdnde

Die Zeitableitungen der Fehlerzustdnde konnen als Funktionen folgender Argumente
geschrieben werden. Mit (3.3) gilt

Zy = ApZy + 2y = 2,(Zy, Z) (A.22)
und mit (3.18), (A.61) und (A.85) folgt
(A.23)
%y = AyZy — 2y + RofoZi + ok ' Ton+ T va— Ty = 20(Coy X7, X7, Zas oy, Bty Tlyy) -
Mit (3.27), (A.48) und (A.9) gilt
7y = Ayzy + Mz, — fyhinzy + Aty = 2,(Cy, X1, X7, 2, Zyy Zi, Zons Ty ) (A.24)
und mit (3.36)
2o = QpZp + Ry = 2p(24, Zwz) - (A.25)
Ebenfalls gilt mit (3.51), (A.133), (A.93) und (A.5)

v v

2y = Ayzp— il Mz, diag(AT, 7Y, 0) (KoK Gont ol (A.26)
= Zr(cm Cwa XT) }“(Ta “X.Ta .i.Ta P, @Ta ()bTa Z, 'f?va? hvaa ,;]vaa 'f?wa) ’

und mit (3.52), (A.133) und (A.93)
é@z - awz sz - ’%UZQD + [0 0 I%;l]/(KWK;law”—i_awa_'f’wa) <A27>
= Z'wz(Cvu Cw7 XT7 )"{T7 .X.T7 .X.Tu er, @T7 SbTu z, f’vm ﬁvav I;:’UHJ If’wa) .

Sind V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 erfiillt, sind diese Funktionen beliebig oft stetig
differenzierbar in den angegebenen Argumenten.

A.4. Eigenschaften von wichtigen Ableitungen

Einfache Zeitableitungen von ,tvo,; und o
Mit (A.26), (A.12), (A.39), (A.40), (A.24) und (A.23) eingesetzt in die Zeitableitung
von (3.21)

nf0g = nM_l(Ed + RoAyzy — RoZ,) + nM‘l(Ed + Ry Az — RoZy) (A.28)
- nt:od<Cv7 XTa )“CTa “xTa .k.T7 2 (th7 Z, 'f’vav ;’vm :’A;’Ua) )
folgt
a0 = [ T =AM, 7T = 2, + 1oy (A.29)

n Ty n v Ty

= nlo (Cv? Cun XT» BRI .i.Ta 2 @Ta ()bTa Z, 'f?va? ﬁvaa ﬁvaa 'f?wa) :
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A.4. Eigenschaften von wichtigen Ableitungen

Fiir die Stellgrofie der erweiterten Strecke gilt ur = .1 und daher ist ur eine Funktion
der hier angegebenen Argumente und mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft
stetig differenzierbar in diesen Argumenten.

Einfache Zeitableitung w,
Mit (A.25), (A.42), (A.43), (A.45), (A.46) und (A.29) eingesetzt in die Zeitableitung
von (3.34)

G.q = Pr + ay 2y + (TR, + VR w,y + TRy, (A.30)
- wzd(Cva Cwa XT) ceey 'i.Ta oT, ()bTa SbT? Z, ff'va? hva? ;]va? 7A/Iwa) )

folgt

LL)Z = ’%UZWZ + de = wZ(Cm Cw? XTa ERER .X.Tu YT, ¢T7 SbTa z, If?vm ﬁvm :’A;’Uav If’wa) (A?)l)

und ist mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar in diesen
Argumenten.

Zweifache Zeitableitungen
Mit (A.5), (A.11), (A.24), (A.74) und (A.83) eingesetzt in die Zeitableitung von (A.26)
Gy = Az — i Mz — i Mzt diag(A L AL 0) (KWKo Gont-Gon—1,)
.. ; L. (5) . SN x

= ZT’(C@? Cm Cwa Cw7 X7y, X707, -4 0y (pTa z, nwm ey nvm nwaa nwa) (A32)
und mit (A.13), (A.39), (A.12), (A.40), (A.24), (A.23), (A.10) und (A.41) eingesetzt
in die Zeitableitung von (A.28)

0y = oM (b + FoAgze — #32,) + 2, M (b + foAgz — #32,) (A.33)

oMt g+ RyAggy — 757,

. ; . (5) .. .2 P A
= nmd(cvv Cm va X7y oo s X7, 07, 0T PT 25 Myas Muas Moas Moas nwa) 9

wobei mit (A.26), (A.5), (A.11), (A.23) und (A.49) fiir die Zeitableitung von (A.24)
gilt
7y = Avzy + ) L Mz, + i) Mz, — 22, + AT At, (A.34)
= 2(Cy Gy S X1, K, X, X, 07, 7, B2 2 Pl T T )
und ebenso mit (A.22), (A.24), (A.74) und (A.83) fiir (A.23)
By = Ay — 2 + Ry + Rl Gon (G X, Ry, X, 2, 20, 21, 11,0 (A.35)
+60a(Cor Con X1, X7, 2y 2, 20, B W) =T
= %y(Cy oo X, R, X7, B By 24, 21, Tl M)
folgt fur die Zeitableitung von (A.29)

. ; L (5) N DA X
- nm(Cm Cva Cun CwaXTa ey X, 0T SOT» Z,MNyas -+ Moar Mwas nwa)
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A. Funktionseigenschaften

und ist mit V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar in diesen
Argumenten.

Zweifache Zeitableitung w.
Mit (A.27), (A.42) bis (A.44), (A.45) bis (A.47), (A.19), (A.29) und (A.36) eingesetzt
in die Zeitableitung von (A.30)

g = Pr + api, + (TR + TR)w,y, + (IR, + 2R, + IR, )w,, + IR, (A.37)

. ; . (5) . DA 2
= wzd(Cm Cvu Cun CwuxTa e X7, 07, S0T7 Z, MNygs 5 Myas Mwas nwa)
folgt

Gy = RyZu + (ug (A.38)
.. ; L (5) N A 2
= wz(Cm Cw Cwu Cw7XT7 sy X7, Py ()OT, Z, Myas -+ Moas Mwa> nwa>

und ist mit V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar in diesen
Argumenten.

Zeitableitungen t,, t, und t )
Auch die geschiitzte Zeitableitung des Sollschubvektors t, sowie dessen Zeitableitun-

gen sind mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbare Funktio-
nen in den folgenden Argumenten. Mit (3.22) und (3.12) folgt

b= =i (87 5Cu(s) Grals)) + o) = taller, Kr, 20 20,200 1,0) (A39)
und mit (3.31) und (A.24) gilt (A.40)
ta= —A, (L7 [2Co () Gua(8)] + Eun) = 6alCor X K1, 2 By B0, B Tl T)

was mit (A.22), (A.23) und (A.34) zu

"E.d = —&! <£_1[s3év(s) Oua(s)] + %3’1)”) ,

. ; . (5) .. .~ PN
=1t d(Cm Cm Cwu XTyeoos X7, @797 PT Zy My Moas Movas Moas nwa) (A41>

fiihrt. "E'd ist mit V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar in den
angegebenen Argumenten.

Funktion 1(qy,)
Mit (A.4) ldsst sich 1(q,,) aus (2.30) wie folgt schreiben

1 151 to - A
l=— Qy —qz| = l(t) = |~ - - I(XT>XT> ZyyZy,Z anva)
@ ] [t =25 el — s :
(A.42)
und mit der Ableitung von (A.17), (A.24) und (A.74) folgt
1=1(t,t) = 1(kp, %1, X1, 0T, Za, Z, Zts 2, Zy s Moa) (A.43)
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A.5. FEigenschaften der Funktionen o, und oy,

und mit der Ableitung von (A.22), (A.23), (A.35) und (A.34)

1= 1(t7 £7 t) = I(Cvu Cun XT7 R .k.T7 or, @Ta ¢T7 z, 'flvav 1;7va7 I;.7va7 'f’wa) : (A44)

Mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 sind auch diese Funktionen beliebig oft stetig diffe-
renzierbar in den angegebenen Argumenten.

Rotationmatrix R,

R; aus (2.28) und deren Zeitableitungen lassen sich mit (A.18) als beliebig oft stetig
differenzierbare Funktionen bzgl. der folgenden Argumente schreiben. Mit (A.18), der
Zeitableitung von (A.18) mit (A.25) und der Zeitableitung von (A.25) mit (A.27) folgt

R, = Ri(p) = Rs(pr, 2,) , (A.45)

Rs = Rs(‘Pa 90) = RS(SDTa OT» 2y sz) ) (A'46)
Rs - Rs((pa ()ba ()0) = Rs(Cw Cwa XT) RS 'i.Ta o, ()bTa @Ta z, ff'va? ﬁva? ﬁva? 7A/Iu.za) : (A47)

Schitzfehler Aty

Aty aus (3.25) und dessen Zeitableitungen lassen sich mit (A.67) und (A.61) sowie
(A.83) und (A.74) als Funktionen der folgenden Argumente schreiben. Mit (A.61),
(A.67), (A.74) und (A.83) gilt

Ai‘3d - f%;lKe(’%v'%glo'vn (XT7 j.{Ta Zy, ZU) +UUG<CU7 XTv Zyy Zy, Zt) _'f’va> (A48)
- At‘d(Cva XT7 j.{T7 Zy,Zy, Zg, If’va) )
Aty = ity K (0 uq + Rufiy ' Gun + Fuly,) (A.49)

= Atd(Cvu Cm XT7 j.{T7 ‘X‘T7 Zy,Zy,Z¢, 2y, 'f’vm "Aflva) .

Mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 ist At, und mit V1 bis V9 auch Aty beliebig oft
stetig differenzierbar in den angegebenen Argumenten.

A.5. Eigenschaften der Funktionen o;; und oy,

In diesem Abschnitt wird auf die Berechnung der Schranken aus (4.10), (4.32), (4.33),
(4.56), (4.57), (4.85), (4.86) néher eingegangen. Fiir die Bestimmung dieser Schranken,
wird Gebrauch von folgendem Lemma gemacht:

Lemma 5. Angenommen die vektorielle Funktion f:D — R™ ist eine stetig diffe-
renzierbare Funktion auf D, wobei D offen ist und D C R™ gilt, dann nimmt die-
se Funktion auf der abgeschlossenen Menge S C D ein Mazimum an. Gilt a =
z,... 22 ...z, xp) € S, i € [1,2,... k], wobei xp = xp(t) als Funktion
der Zeit geschrieben werden kann, ldsst sich das Maximum der Funktion £ auf S
abschdtzen durch

Of (a)

|z:]] - (A.50)

k
< _
[f(a)] < I?fbx |f]z,=oll + z;r;lggc
1=
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Ebenso kann eine Differenz zweier Funktionswerte von f, ausgewertet an zwei ver-

schiedenen Punkten ay = [zyy, ..., 2}y, Z(; 1), - - - 2y, Xp| € S und
Ay 1= [Zly, ..., Zig, B(yy 1)y - - - By, Xp]' € S abgeschiitzt werden durch
i of (a)
I£(az) — f(a)|| < ;mggc o | 172 =7l (A.51)

Beweis. Der Mittelwertsatz fiir vektorielle Funktionen mehrerer Variablen, siehe bei-
spielsweise [1], besagt, dass eine stetig differenzierbare Funktion f:D — R™, D C R"
und offen, mit x € D, x + h € D, 0 < XA < 1 geschrieben werden kann als

1
f(x+h)="f(x)+ (/ Df(x + )\h)d)\) h, (A.52)
0
wobei Df die Jacobimatrix von f ist und somit gilt
I£Ge + h) — £(x)]] < sup [|Df(x + Ab)[| |[b] (A.53)

Weiterhin gilt mit der abgeschlossenen Menge S C D,
a, = [z),...,2,,2,,,...,2,,0) € S, i € [1,2,... k], a, = [0,...,0,x}] € S,
a,t+ta,=acSund < A<1

f(a) =f(a,) + (/01 Df(a, + )\az)d)\) a, (A.54)

k

= f(a,) + ; < /0 1 5—;<aw + )\az)d)\) z; . (A.55)

Die Werte f(a,) und g—zfi(ax + Aa,) nehmen iiber der abgeschlossenen Menge S ein
Maximum an und daher folgt

k
of(a)
(@) < max [f(ar)]| + > max ] (A.56)
az — a
Ist zudem x7 = xp(t) eine Funktion der Zeit, dann gilt
k
of(a)
< _ i .
£(2)ll < max||f]s,—ol| + ;Iggg oz, || %1 - (A.57)

wodurch die Aussage in (A.50) gezeigt ist.
Weiterhin gilt mit a; = [z}, .., 231, Z{; 1y, -, 241, 0] € S, i € [1,2,... k], Aa = [z}, —
Zy1s s Zin B0, Bl e~ (i 0 Dk 21, 0] € S,artAa=ra; € Sund0 <A< 1

f(ay) — f(a;) = (/01 Df(a; + )\Aa)d)\) Aa (A.58)

k

> ( /0 1 g; (s + AAa)dA) (22 — 211) - (A.59)

i=1
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Da die Werte %(al + AAa) iiber der abgeschlossenen Menge S jeweils Maxima an-
nehmen, folgt

of(a)
_ < , ]
I£(as) — f(ay)] nggg |(zi2 = za1)]| (A.60)
wodurch die Aussage in (A.51) gezeigt ist. O

Eigenschaften der Funktion o,

Die Funktion o, aus (3.6) ldsst sich mit (3.2) und (3.3) schreiben als

Uvn(ta Zg, Zv) - o-vn(XTa )“(Ta Zg, Zv)

= (DA, + I35 — A,A)z, + (D — A, — A,)z, + DXy — X7 + jre, . (A.61)

o ., ist beliebig oft stetig differenzierbar in den angegebenen Argumenten und fiir ein
beliebig langes Zeitintervall ¢t € [0, ¢;] begrenzt, wenn V1 aus Abschnitt 4.2 erfiillt
ist und in diesem Zeitintervall ¢ € [0,tf], Zyer € Zrer und z € Z gilt. Daher kénnen

mit Lemma 5 die Werte By, Byt', By und Ly} aus (4.32), (4.33), (4.56) und (4.57)
gewahlt werden, so dass gilt

L =||[DA,+136—A,A, D—A,—A|, (A.62)
max oo | < Bl = max HDXT‘ + max ]| + 3] (A.63)
By = O + I+ gl (Ao
Bu = L2 pres+ Bly (A.65)
By =LY p+ Bl . (A.66)
Eigenschaften der Funktion o,
Die Funktion o, aus (3.7), gegeben durch
Ova = —f, — re, + ¢, — Rvhozy | (A.67)

lasst sich mit f, = f,(z,, z,, X7), siche (A.16), als Funktion mit folgenden Argumenten
schreiben:

Ova = ava(Cva XT7 Zy, Zy, Zt) = O-Ua(t7 Zy, Zy, Zt) . (A68)
O st mit V1, V2 und V3 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar in den
angegebenen Argumenten. Gilt z,.f € Z.f und z € Z fiir ein beliebig langes Zeitinter-

vall t € [0,tf], dann ist o, in diesem Zeitintervall begrenzt und die Schranken B2,
By BY* und LY aus (4.32), (4.33), (4.56) und (4.57) kénnen mit Lemma 5 unter
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Verwendung einer Schiitzung fiir f,(z,, z,, Xr), §, ¢, und K gewiihlt werden, so dass
gilt

o,

| B Rk (A.69)

LY = max
TV z2eZ,t>0

e o o-ol| < Bog = max |£ o[ + 3] + max ¢,

Bgi = Ly 1Zoll + 1191l + (1€, (O] ,
ng = Lgpref + ng s
B = Lip+ Bl .

Eigenschaften der Funktion &,

Die Funktion &, aus (3.23), gegeben durch

Gon = (DALA,+2A,— A, A, A, —D+A,)z, + K i’z + D&y — X7 (A.74)
+<]f)Am+]f)Av+I3><3 _ALEALE_AUAU+ALEAU)ZU + Ke(’%vl%glo-vn_'_o-va _'flva) )

lésst sich mit den Zusammenhéngen aus (A.61) und (A.68) als Funktion mit folgenden
Argumenten schrieben:

dvn = dvn(cva XT7 j.{T7 ‘X‘T7 Zy,Zy, Zg, If?va) = dvn (tv Zy, 2y, Zg, 'f’va) . (A75)

O, ist mit V1 bis V4 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar in den
angegebenen Argumenten. Gilt z..s € Z.r, z € Z und z € G fiir ein beliebig langes
Zeitintervall ¢ € [0,¢;], dann ist &, in diesem Zeitintervall begrenzt und die Schran-
ken By, By", Ly und Lgh - aus (4.32), (4.85) und (4.86) konnen mit Lemma 5 wie
folgt gewéhlt werden. Zunéchst gilt

DA, A, +2A,—A,A,A,—D+A, 7 A.76)
Ly = || | DA +DA, +155— A A, — A A+ AA, | || + Kl (BELY + ng )
(D—A,—A, )R>

Ly =K.l . (A.77)
. [|6rvala,,of| < By = max||Dstr | +max %] + K. || (BLByg + Big)
(A.78)
Bg-? = LZzn Pref + L% pf]? + ng ) (A79)
B = L& p+ Lgy )" + Bég (A-80)

wobei ppt und pp® aus (4.35) und (4.12) stammen. Damit und mit der Schranke
fir 1,0 = Toa — Moarer aUs (4.61), kann mit Lemma 5 auf die Differenz 6, — 6 on ret
abgeschétzt werden, so dass gilt

||0'vn - dvn,ref“ < Lzzn'}/ + L%'ﬁ;a (A81)
= (L + L Lot )y + L Lot Yo =2 Ly + Lgh o (A.82)
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Eigenschaften der Funktion o,

Die Funktion &, ist gegeben durch die Zeitableitung von (3.7) und lautet mit (3.25)
und (3.27)

O'W —_ f.v_‘_éy_'%v’%’UAtZt _RvnM ZT_I_I%’U’%?)ZU (A83)
_Rv'%zjl(f)_Av_A:c)('%v'%qjlo'vn‘l’o'va_ﬁva)) :
Mit den Zusammenhéngen aus (A.9), (A.61), (A.67) und sowie mit

f = f(zgca Zy,XT, Zma Zva XT) = fv(Cm XT; )"(Ta Zy, 2y, Zg, If?va) ’ (A84)

siehe hierfiir (A.22), (A.23), (A.24), kann &, als Funktion mit folgenden Argumenten
geschrieben werden:

Oya = o'va(cm CvaXTaXTa P15 Ly Loy Lty Zpy Ly nva) = o'va(ta Zyy Ly Lty 2y Ly nva) :

(A.85)

Mit V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 ist &, beliebig oft stetig differenzierbar in den
angegebenen Argumenten. Gilt z,.s € Z.f, 2 € Z und z € G fiir ein beliebig langes

Zeitintervall t € [0,], dann ist &, in diesem Zeitintervall begrenzt und die Schran-
ken Bgt, By, Lgt und L aus (4.32), (4.85) und (4.86) konnen mit Lemma 5 und

%0
mit By", By, Ly, und L7 sowie mit einer Schétzung fiir f,, C"U und der Menge K
folgendermaflen gewéhlt werden. Zunéchst gilt

y of,
LY = max
2€Z, 71,4 <py, 20 || Oz
B o[22 —iiles moA 2N M 2|
2EZ, ||71,,]1<pye, 120, KEK ’ N ’
+ (BLBiLy + BiLs) [D-A,- A (A.86)
of .
va *1+B! |D—A,—A,
o zez,llﬁ?jﬁ%(pga,tzo M ya 5%
0nMz,
max /%vAiZ : (A.87)
2€Z, |[f,,]l<pya, >0, K€K My
B = max [Fulaz,, || + max ¢, | + (BiB:Bg + BBz [D-A,-A|
B B (A.88)
B = Lagpres + Lggpyr + Bég (4.89)
By = Lip+ L + B (A.90)

wobei ppl und pp* aus (4.35) und (4.12) stammen. Mit diesen Schranken und mit
der Schranke vp® fiir 1,, . =7, —Myarer aUs (4.61), kann mit Lemma 5 die Differenz
O pa — Oyaref abgeschétzt werden, so dass gilt:

||d-va - dva,ref“ < Lﬁ'}/ + L%'ﬁ;a (Agl)
= (L% + L%L;ﬂ,‘fy)y + Lgg Loz 30 =2 Ligy + L o - (A.92)
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Eigenschaften der Funktion o,

Die Funktion o, aus (3.41) ist mit der Definition von ,w,, = &, 'w,, aus (2.12) und
mit (3.29), (3.38) gegeben durch

/%v(nwxyd + 12X3(ATZT’ —_ /%;lnM/Zt))

B+ 0y 2o + (IR, + VR )Wy + Aous 2us — A22, (A.93)

OTom = I (Jw x w) —

und lasst sich mit den Zusammenhéngen aus (A.28), (A.5), (A.25), (A.42), (A.43),
(A.45), (A.46), (A.19) und (A.20) als Funktion folgender Argumente schreiben:

Own = o'wn(cva XT) }“(Ta ”X'Ta 'i.Ta ©oT, @Ta ()bTa z, ff'vaa hva? ;'A:'va) . (A94)

Mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 ist o, beliebig oft stetig differenzierbar in den
angegebenen Argumenten, da mit V1 bis V6 alle zu substituierenden Funktionen
beliebig oft stetig differenzierbar in den angegebenen Argumenten sind. Gilt z.f €
Zef, 2 € Z und z € G fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0,tf], dann ist o, in
diesem Zeitintervall begrenzt und die Schranken By, By, By", Lg7 und Lz aus
(4.32), (4.33), (4.56) und (4.57) kénnen mit Lemma 5 folgendermaflen gewihlt werden.
Hierzu werden Schranken fiir 7,,, M4, Mvas Moarets Moarets Toarer PENOtIgE, welche
einerseits fiir 7,,, und 1, ¢ durch py* und p; aus (4.12) und (4.35) gegeben sind und
andererseits aus den entsprechenden Zeitableitungen von (4.58) und (4.34) gewonnen
werden konnen. Fiir diese gilt mit den oben getroffenen Annahmen V¢ € [0, /]

Nua| < Bic(By' + BLBY") + Blonedo =: pj (A.95)
I;’va < B;)ZC(BZG + B£B2n> + B§2CHef_}/0 = pza’ (A96>
Mal| < Blac(By' + BEBY') + Blagydo =: % (A.97)
mit
Bie = [[sCu(s)lle, Bieye 2 [[sCu(s)H, ()]ley (A.98)
wo 2 [Is*Culs)ley s eore 2 157 Co(s)He, (5) 2 (A.99)
wo 2 15°Cu(8)ley wore = 15°Col(s)He, (5) ., - (A.100)

Ebenso gilt mit den oben getroffenen Annahmen V¢ € [0, /]

[ Mvaet|| < Bec(Boy + BiByy) =: piy (A.101)
[ Tvaret]| < Blc(Bar + BEByt) =t piiy (A.102)
Hﬁva,ref“ S B;)?’C(ng + Bng:}) = pyﬁa‘r : (A103)

Mit diesen Schranken und mit arg := {2, 71,,. Ty, Ty, K, 1} und
8 1= 2 (il Il < 23} 5 A1l ||| < 0573 5 Gl || < o0} IO xR gt
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on oo, on 0o, on oo, on oo,
Ly} =max , LY = max || — , LYY =max ||——||, Loh = max ||— ,

argeS 0z N arges 8’]7va N argeS aﬂva N arges af?m
(A.104)
B%L - tZ]é]ryl?géK Ho-wn|zzi7va:';7va:;7va:0 ! (A105)
] L (4100
By = L o+ Lol + Limolhe + Linpi + B (A.107)
Bg" = Lgy p+ Loppy" + Loy py + Lo pi® + Bag' (A.108)

Die Differenz o, — 0 wn ref kann mit Lemma 5 und mit den oben getroffenen Annah-
men und angegebenen Schranken, der Schranke v, fiir 1,, , =7, —Myqrer aUs (4.61)
und zusétzlich mit Schranken fiir 7,, . und 7, . folgendermafien abgeschéitzt werden.
Die Schranken fiir 7,, . und 7,,, kénnen mit den entsprechenden Zeitableitungen
von 1, aus (4.59) gewonnen werden, so dass gilt V¢ € [0, /]

| Moae |l <Bio(Li + BELE) v+ Blondo = Lyt + Lyt Ao = 75", (A.109)
Hﬁva,eH <Bpo(Lgy + BiLyy ) v+ Bacu o = Lipyy + Lk o =: 75" (A.110)
Hﬁva,eH <Bio(Ley + BELg) v+ By o = Ly + Lt Jo =1 9% . (A111)

Mit diesen Schranken folgt Vt € [0, ]

1T un — Tumpetl] < L2 o 4 LEngse 4 Lemype 4 [0t (A.112)
= (L + Ly + L Lty + Lo Ly )y + (L i, + LanLig, + L Lt ) %o
= L;},r;’)/ + Lﬁ%% .

Eigenschaften der Funktion o,
Die Funktion o, aus (3.41) ist mit der Definition von ,w,, = &, 'w,, aus (2.12)

gegeben durch

Owa = —Fu+ ¢, — L/R 0 } (A.113)

shy nWey

und lasst sich mit dem Zusammenhang aus (A.29), (A.42) und (A.45) sowie mit

fw = fw(XTap) = fw<XT7 )“CTa “xTa YT, SbTv z, lflvm ;’va) ) (A114>
siehe hierzu (A.21), als Funktion mit folgenden Argumenten schreiben:
Owa = UWG(CW Cw? XTa )“CTa .X.Ta .X.Tv 2 @Ta ()bTv z, 'f’vav Iﬁvav ';;’vav 'f’wa) : (A115>

Mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 ist o, beliebig oft stetig differenzierbar in den
angegebenen Argumenten, da mit V1 bis V6 alle zu substituierenden Funktionen
beliebig oft stetig differenzierbar in den angegebenen Argumenten sind. Gilt z.s €
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Zet, 2 € Z und z € G fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0,f], dann ist o,
in diesem Zeitintervall begrenzt und die Schranken By, By, B;", Lgy und Lgg aus
(4.32), (4.33), (4.56) und (4.57) konnen mit Lemma 5 folgendermaﬁen gewahlt Werden
Mit einer Schiitzung von f,, und ¢, sowie mit arg = {2, 71, Myes Ty Moas K1} und
S = Zx{Nual 1Ml < 23" X AM000l |10 || < 25" H¥ATM0al || 00 ‘ < 25" XA Mal 11100l <
P} x KK x Ry, wobei pi®, pi*, pi* und pi® aus (4.60), (A.95) und (A.96) stammen,
gilt

wa 80-40[1 wa aawa wa 80-40[1 wa aawa
Ly, = max , LYY = max - L% = max - , LY% = max .
argesS 0z an argeS 8771)11 an argeS a?’va o argeS aﬂva
(A.116)
0o, 1 0 0 0
Lﬁ,‘f, = ma>§ o7 = ma>§ — 0 0 0
w arge arge . .
PNl o= 1| g, cos(p) — gusin(p) =gz cos() — gy sin(ip) 0

1 1 + te3 1 + teS max
= ma — 2 + 24 = ma = —_— , A117
%yX{qp Vi qy} teax{ 1- tes} 1- (A-117)

teB,maX

Mit fe3 max definiert in (4.19). Weiterhin gilt

Bog = max Hffwa\z:mfmzma:ﬁwzo ) ) (A.118)
By = I,?g‘,%‘ Tl 20,t=o,ma=v‘zm=%m=m=0H ' (A.119)

Ebenso gilt mit p;, pit, pir und piot aus (4.35), (A.101) und (A.102)
B = Ly pret + Liomppr + Logpiy + Lgpie + Lon_ P + Beg (A.120)

= ngza pref + Lwapm“ + Lwapm‘ + Lwapm“ _'_ Lwa (BC(Bwa+Bwan)) + B:(;L
worin B2 implizit definiert ist. Explizit gilt

B;U?fb :(1 _L;[;WBEJ')_I(LL;ZCL pref + Lﬁng +Lwapm" +Lwap17r +Lwa BGBH Bwn +Bwn)
(A.121)

und mit der Voraussetzung V6 aus Abschnitt 4.2 gilt Lyp Bg < 1, da mit (A.117),
(4.19), (4.20) und (A.3) folgt

1 te max 1 te max - te max
L@ g = [ ledmax \/ + b, \/ Smax _ (A.122)

63 max 63 max 1 + te3 max

Somit kann auch Bg" explizit angegeben werden und lautet mit p;?, pp?, pi* und pr®
aus (4.60), (A.95) und (A.96):

Byt =(1—Lgy Bg) - (A.123)

(Lgap + Lynoie + Laapie + Loy + Ly (B2BBs" + BéuGo) + Baa) -
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Die Differenz o, —0 wa rer kann mit Lemma 5 und mit den oben getroffenen Annahmen
und angegebenen Schranken, der Schranke ¢ fiir 1, . = 7,4, —Marer aUs (4.61) und
zusitzlich mit den Schranken ¢, 43¢, 3¢ aus (4.61), (A.109) und (A.110) abgeschétzt
werden, so dass gilt V¢ € [0, /]
[0we = Twaretll < Loy v+ Lon¥n™ + Logvi® + Laivi" + Lon 75" (A.124)
= (Ligg + LonLy+ Lﬁf,L%‘i/ + L L + Ly L““)%L
(LLUCLLUG +LW[1LU[1 _I_LLUCLL’UCL _I_LLUCL Lw[l ),7

om0 an = mnmo on M7 7o

=: L%y + L% 7.

Eigenschaften der Funktion &,

Die Funktion &, ist gegeben durch die Zeitableitung von (A.93) und lautet mit der
Definition von ,w,, = &, 'w,, aus (2.12)

Tom = J (T X w4 Jw x &) (A.125)

"%v (n"bxyd + I2><3(A7’Zr - /%;lnM/Zt - /%;lnM/Zt))
Prtayzy,+(VRs+VR,) Rynway+ YR+ 2VR+VR) Ry + Koz 2o — R22

Mit (A.33), (A.29), (A.19), (A.26), (A.5), (A.11), (A.24), (A.25), (A.27), (A.42) bis
(A.44), (A.45) bis (A.47) lasst sich (A.125) als Funktion mit folgenden Argumenten
schreiben:

. . ; . (5) P S SN
Oun = U'wn(cm Czn Cwa XTyeooy X7y QT -0 vy S0T7 Z, MNya> Mvas Moas Moas nwa) : (A126)

0., ist mit V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar in den
angegebenen Argumenten, da mit V1 bis V9 alle zu substituierenden Funktionen
beliebig oft stetig differenzierbar in den angegebenen Argumenten sind. Gilt z,s €
Zet, z € Z und z € G fiir ein belicbig langes Zeitintervall ¢ € [0,¢], dann ist
O un in diesem Zeitintervall begrenzt und die Schranken Bg!*, Bg", Lgh und Lz aus

&0
(4.32), (4.85) und (4.86) kénnen mit Lemma 5 wie folgt gewahlt Werden Mit arg =

{2, Toas Moas Moas Moas T Ko 1} und S = Z x {10l i1all < 223 X {Tual ||710a

05 % Al el | < o % il [710all < 053 % Dl Il < 057} % K RE,
wobei pp?, pp?, pi?, pti und pi® aus (4.60), (A.95), (A.96) und (A.97) stammen, gilt

oo oo oo oo

LY = max ‘ aw" , Lﬁ?’?‘ = max af‘m Lﬁ:]‘ — max || —22 L;J?’?‘ = max “n

argesS Z argesS Mo argesS 8771)(1 argesS 8nva
(A.127)

Jo Jo
Ly = max =\, Lgp = max =20 (A.128)
argeS afnva w argeS anwa
wn —_— 3 . . e

B;«n - Lgl Pref + Lumpm« + Lumpm" + Lwnpm* + pﬂ?" + L%pr:f + B:(;L ) (A]'?)O)
B = L8 p+ Lot + Lnol® + L0 ot + Lk o + Lgn o + Bap (A.131)
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mit ), pir, pie, pHF, und pint aus (4.35), (A.101), (A.102) und (A.103).

Die Differenz &, — G wnref kann mit Lemma 5 und mit den oben getroffenen An-
nahmen und angegebenen Schranken sowie der Schranke " fiir 1, . = My = Myyq et
aus (4.61) folgendermaflen abgeschétzt werden, so dass gilt Vt € [0, /]

||0'wn an ref” < Ler oz ) -+ L‘;Z’Y:;a -+ Lwn')/n -+ Lwn')/n -+ L ’}/77 + Lwn ;}a (A132)
= (Ln + DL + DL + LI + LY LY + L L)y
+ <Li:2L:;%O R U L L L

Eigenschaften der Funktion &,

Die Funktion &, ist gegeben durch die Zeitableitung von (A.113) und lautet mit der
Definition von ,w,, = K, 'w,, aus (2.12)

. B . 0
Tua = ho 60 =1 TR, 4 VR fncay + VRefruntony (A-133)
Mit (A.42), (A.43), (A.45), (A.46), (A.29) und (A.36) sowie mit
fw - fw(Cva Cw> XTa R .k'Ta P, QbTa @Ta z, ﬁva’ hva? ff?va? ff?wa) ) (A134)

was aus der Zeitableitung von (A.15) bis (A.20) mit (A.22) bis (A.27) und (A.74),
(A.12), (A.43) und (A.46) folgt, kann &, als Funktion mit den folgenden Argumenten
geschreiben werden:
. . ; o ®) R S L
Owa = U'wa(cm Cm va Cw? X1,y X797+, PT, 24 Nva> Mvas Mvas Mvas Nwas nwa> .
(A.135)

O, ist mit V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar in den ange-
gebenen Argumenten, da mit V1 bis V9 alle zu substituierenden Funktionen beliebig
oft stetig differenzierbar in den angegebenen Argumenten sind. Gilt z,of € Zof, 2 € Z
und z € G fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0,t;], dann ist &, in diesem Zei-
tintervall begrenzt und die Schranken Bg?, Bg®, Lg7 und LgS aus (4.32), (4.85) und
(4.86) konnen mit Lemma 5 wie folgt gewahlt Werden Hierzu wird zusétzlich zu den

blsherlgen Schranken in den vorangegangen Abschnitten, Schranken fiir 7,,,, 7,4 rer
und 7, . nwa,e Nwarer PENGLigE. Diese kémnen durch die Zeitableitung von (4.58),

(4.34) und (4.59) gewonnen werden und lauten mit den oben getroffenen Annahmen
Vt € [0,

hase]| < Bic(Bsi+ By Bst) =: pise (A.136)
f'%'wa sC(B:;)a_I_B;:B;n) + B;UCHC'?O = P%)a, (A137)
Nuac|| < Bic(Lig + Be L)+ Bienedo = 75" (A.138)

mit By > [|sCy(s)|z, und By, > [sCul(s )H (s )H£1 Mit diesen Schranken, einer
Schatzung von fwa C und mit arg = {Z nva’nva’nvm hva?nwa’nme t} und § =
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A.6. FEigenschaften der Funktion f

Z X {fflva| ||fflva|| < p;a} X {f'%'wz| f'%'wz < pza} X {;]Ua| ;Iva < p%a} X {ff'va| ﬁvaH <
P} X Al [l < 2} X il ||| < 7} 1 X R gt
8‘&)[1 a'wa 8‘&)[1 a'wa
L¥% = max i , LY = max 0: , L¥8 = max il , LYY = max il ,
argesS 0z 9N arges 877@[1 N argeS aﬁva 9N arges afﬁva
(A.139)
a 3 wa a 3 wa a 3 wa
Yo = max (T , LY = max 7 , LZ! = max 7 : (A.140)
n argesS anva w argesS anwa M argesS 8'f7wa
B:;g - tzrolil?l(}(elc Hdwa|z:ﬁua:";?/ua:;ﬁva:‘ﬁ‘/ua:ﬁwa:'hwa:oH ’ (A141)

Bt = L5z pras + Liapis + Liapie + Lsapt + L', + Lgn poc + Lo ot + B

an
(A.142)
By = L, p+ Lgnpy' + Lagoy” + Lapi + Lg% + Ly 03" + Ly i + Bég
(A.143)

mit pp?, pp?, P, P4, P und pif® aus (4.60), (A.95), (A.96), (A.97) und (A.137) und

U
mit ppt, Pt Pies Py P und pgt aus (4.35), (A.101), (A.102), (A.103) und (A.136).
Die Differenz &, — 0y ref kann mit den oben getroffenen Annahmen mit Lemma 5

und den angegebenen Schranken folgendermafien abgeschitzt werden, so dass gilt
Vt € [0, ty]

6 ua—Grerll < Loy + Lgas® + Lgans® + Lians® + Ly + L 5% + L A5

= (L Ly Lis, + L L, + LIRS + L L, + L, L+ L L3
+ (L, + Ly Ly, + Lo L, + Ly L, + Lin, L, + L35, Lyt Vi

=: Lg%y + L2 5. (A.144)

A.6. Eigenschaften der Funktion f

Die Funktion f definiert in (3.62) ldsst sich mit dem Zusammenhang aus (A.9) als
Funktion der folgenden Argumente schreiben

f= f(XT7 )n{Tu $r, %, 'flva) (A145>

und ist mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar bzgl. der
! o

angegebenen Argumente. Mit z, := [2',7,,]" besitzt f(x¢, X7, o1, 2,0,,) = £(t,2,7,,)
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A. Funktionseigenschaften

folgenden Anteil der Jacobimatrix bzgl. z,

A‘Z'ZCC _I— Z'U
—Z, + Az, + A2y o
N A 0z,
. 8f(t, Z’?) - 0 —K%ZU + A4z + R, ' Mz, _ .ZI —
Di(t,7,) = - M Az | | T A1
0z, 0z, —ky, Mz + A2, df1a
UpZp + FyZus 0z
i —RyZp + Q2202 |
f%UAx ’%UI3><3 0 0 0 0 0
—FRyplaa Ry A, K313 0 0 0 0
.Mz, 23 oMz, OnMaz, Mz, OnMazy
] EEn K'UI3><3+ 0z, /vat‘l’ 2z, nM Dz, 0 My
Ky | 0,M'z _ 0uM'z _ OnM'z; AA. Mz g .Mz
8Zx 8Zu 6Zt v 8259 8';]710,
- 2
0 0 0 0 mvaf K 0
I 0 0 0 0 —hRy Ky 0 |

Da die vektoriellen Funktionen Of; := (%)’, i€ {1,2,...,14} mit V1 bis V6 aus
Abschnitt 4.2 beliebig oft stetig differenzierbar sind, gilt mit e, = 2, — ;) ref, Zyref :=
[Z;eﬁ n;a,ref]/ und 0 S A S 1

1
OE (1, 7,) — OE(t, 7y pet) = ( / Dok ¢, )\e)d)\) . (A.147)
0
mit
0 (ofY
DOk = 5 - ( 82,7) , (A.148)

siehe hierzu auch Lemma 5 auf S. 113. Gilt Z,ef € Zier, 2 € Z und z € G fiir ein
beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0,¢/], folgt e € Z und || A, || < Pyt Vt € 10,ty].
Somit gilt mit arg := {z,7,,, K,t} und S := Z x {n),,| [|0,.] < pi*} x K x Ry fiir
te [0, tf]

10fFi(t, 2) — OFi(t, 2 rer) || < max |[DOfi(arg)l| el =: Lo,

Z, — Zoyef]| . (A.149)

Somit kann auch eine Schranke fiir Df(¢, z,)) — Df(¢, 2, ,¢r) gefunden werden, so dass
mit den oben getroffenen Annahmen Vt € [0, ;] gilt

IDE(t, 2) — DE(L, Zyret) | < Lo |2y — Zn,vee| (A.150)

wobei

Los = (A.151)
Eigenschaften der Funktion Af
In diesem Abschnitt wird die Abschétzung der Funktion
Af =1(t,z,) — £(t, 2, ) — £(t,€,) (A.152)
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A.6. FEigenschaften der Funktion f

detailliert gezeigt. Zunéchst gilt mit 0 < A\ <1,

of
f(t, Zn) — f(t, Zn,ref) = ( 8 (Zn ref + Alen)d)\l) (377 s (A153)
0

und mit der Tatsache dass f(¢,0) = 0, folgt mit 0 < Ay < 1,

£(t,e,) = ( /0 1 ag(zté)@gen)dxg) ey, (A.154)

siehe hierzu auch Lemma 5 auf S. 113. Damit gilt fiir die Funktion Af
Lot bof
fr— (/ 87(t, Zmrof _'_ Alen)d)\l) en - (/ a7(t7 )\2€77>d)\2) e777 (A155>
0 n 0 n

ofi(t,.)
= : . (A.156)
ofi4(t,.)".

wobel

of
0z, oz ()

Analog zu (A.147) gilt mit 0 < X\ < 1

of;(t, \1ey + 2y ref) (/ Dof;(t, Ao (\e, + 2, rCf))c1l>\2) e, + Ofi(t, zyref)

(A.157)
und mit 0 < \3 <1

DL, (t, 7 re) ( / DOk (£, Mgz, mf)dxg) 2y ret + 6 (1,0) (A.158)
und mit 0 < Ay <1

DL, (1, Mve,) — < /0 Dot A4A2en)dA4> Noe, + OE(1,0) (A.159)

Daraus folgt

1 1
= (/ 8f2(t, Zn,rof + Alen)/d)q) en — (/ 8f1 (t, )\28,7>/d)\2) en (A160)
0 0

1 1
_ ( / e, < / Dok ¢, )\2()\1e77+z77,mf))’d>\2) d)\1> , (A.161)
0 0
1 1
+ (/ Z;,rof </ Dafl(t, )\3Z,77r0f)/d)\3) d)\l) €, (A162)
0 0
1 1
— (/ )\ge;7 </ D&fl(t, )\4)\2€n>/d)\4) d)\g) €. (A163)
0 0

Gilt Zyef € Zyer, z € Zund z € G fiir ein beliebig langes Zeitintervall ¢ € [0, ¢ ;] und sind
V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 erfiillt, folgt Ao(A1€ + Zyer) € Z, A3Zper € Z, MAoe € Z,
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A. Funktionseigenschaften

H)Q()‘l'f’va,e + nva,ref)” < /)Zaa H)‘3nva,refH < /)Zav H)‘4)‘2'f’va,eH < /)Za vt € [07tf] Somit
gilt mit arg := {2z, 7,,, K,t} und S := Z X {7),,| [|1,0]| < pi*} x K xRy fiir t € [0, 1]

|AL]| < 2max |[Dof;(arg)| le* + max [[DOfi(arg)|l 1znetll lleq]  (A-164)
= Log, (2 lley|| + [z ret]) [len]] - (A.165)

Daraus folgt
[AL]| < Log(2 [lenl] + llznretl]) lle (A.166)

mit

14

Z Log?. (A.167)

i=1

Loe =

Eigenschaften der Funktion fs
Die Funktion fa aus (3.64) gegeben durch

fo = [03q0 O3q A;'Maz, —i,'Myz, 0 0] (A.168)
ldsst sich mit M := ,M — My, wobei

0
My=g|1 0 0], (A.169)
0 0

und dem Zusammenhang fiir ,M aus (A.5), als Funktion der folgenden Argumente
schreiben

fA = fA(XTa}“(Ta@Tazxazvaztazraﬁvaazw) . (A].?O)

Mit V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 ist fo beziiglich dieser Argumente beliebig oft stetig
differenzierbar und mit der Annahme z,.; € Z.r, 2z € Z und z € G fiir ein beliebig
langes Zeitintervall ¢ € [0, ], konnen mit Lemma 5 fiir dieses Zeitintervall folgende
Schranken gewéhlt werden. Mit arg := {z,n,,, K,t} und S := Z X {7, M.l <
Py} x KK x Ry und der Tatsache fal,—o = 0 gilt Vt € [0, /]

ofp 1) N
L¢y, = ;{1% B2 Ly = ﬁﬁ}é on. || (A.171)
BfAr - LfAzprof + LfAnp:;? s (A172)

mit pp und pp® aus (4.35) und (4.60).

Damit kann die Differenz fA —fa ,er mit den oben getroffenen Annahmen abgeschétzt
werden, so dass Vt € [0,tf] gilt

||fA - fA,ref“ S Lfsz + LfA'r]’Y:;a (A174)
= (LfAZ + LfATIL:;CfLyyY + (LfATI + LfAnLZCfL‘y())’?O (A'175>
=1 Lgyyy + Lenso o0 (A'176)

wobei 77 aus (4.61) stammt.
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B. Beweise

B.1. Beweis von Lemma 2

Folgender Beweis basiert auf der {iblichen Beweisfithrung fiir die £;-adaptive Rege-
lung, siehe [42]:

Beweis. Angenommen die Schranke (4.42) wiirde nicht existieren, V1 bis V6 aus
Abschnitt 4.2 und |[|z,¢(t = 0)|| < ||Zo|| sind jedoch erfiillt, dann wiirde es eine Zeit
T* < 00 geben, 80 dass ||Zyet|| < pres, VE € [0, 7] und ||Zet(7%)|| = pret, da ||2zret(t = 0)|| <
Pref gilt und der Zeitverlauf z,. stetig ist. Dies impliziert, dass || Zyef|| < prer, ¥t € [0, 7*].
Daher existieren die Schranken |fa el < Biar, |G riret]] < BEL mit k € {v,w}, L€
{a,n} aus (4.36) und (4.32) fiir dieses Zeitintervall ¢t € [0, 7*]. Die Transformation
von (3.64) in den Frequenzbereich lautet

i ~ ~ —1
Zref(5> - H(S)g[fA,ref] + Z H<3)Bk(I3><3 - Ck(s))g[aka,ref—i_KkKk o-kn,rof] + Zin(s)
k=v

2 U |
= H(s)L[fA rer] + Z Gi(3) Lo karet+ KK ), O ref] + 2Zin(s) (B.1)

k=v

wobei der Ausdruck zi,(s) die Laplace-Transformierte von z;, aus (4.38) ist. Damit
gilt fiir das Zeitintervall ¢ € [0, 7]

[Zeetl| < IH(5)l| 2, Bear + D I1Gk ()], (Boyr+BiBay) + lIsH(s)llz, l1zo]l - (B.2)
k=v
Mit der Bedingung (4.41), erhéilt man
||Zref|| < Pref 5 % € [077-*] ) (B3)

was der Annahme ||Zyf(7%)|| = pret Widerspricht und (4.42) beweist. Mit diesem Re-
sultat folgt (4.43) aus (4.22) mit (4.32) und (4.35). (4.44) folgt aus (4.27) und die
Schranke (4.45) folgt aus (3.43) und (3.44) mit (4.32) und (4.35). O

B.2. Beweis von Lemma 4

Folgender Beweis basiert auf dem Beweis fiir Lemma 3.3.3 aus [42]:

Beweis. Angenommen die Schranke (4.78) wiirde nicht fiir das Zeitintervall [0, 7]
existieren, V1 bis V6 aus Abschnitt 4.2 sind jedoch erfiillt, dann wiirde es eine Zeit
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B. Beweise

7% < 7 geben, so dass ||z|| <7, Vt € [0,7*[ und [|z(7*)|| =0, da ||Z(0)|| = 0 gilt und
der Zeitverlauf z stetig ist. Dies impliziert, dass ||z|| <7y — z € G, Vt € [0,7"]. Gilt
zudem z € Z fir t € [0, 7] und somit auch fiir ¢t € [0, 7%], existieren die Schranken
|ow|| < B mit ke {v,w} aus (4.56) fiir ¢ € [0,7*] und ebenso folgt mit z € Z,Vt €
[0,7*] und z € G,Vt € [0,7*] aus (4.60), (4.7) und (4.56), dass

u:=-K'n — K_lan B.4
N

fiir t € [0, 7*] beschrénkt ist durch ||ul| < p,, mit p, gegeben in (4.75). Es folgt aus
(3.67) mit (B.4) und i € R7, dass gilt

t t
Z(iT,+t)=e*"'Z(iT,) +/ A, (iT,)dy —l—/eAe(t_”) <I('u(iTS +v)—o,(iTs+ 1/)) dv.
0

0
(B.5)
Mit den Definitionen
t
G (iT, +t) := e*'%(iT,) + / A G, (iT,)dv, (B.6)
0
t
G (iT, + 1) == /eAe(t_”) <Ku(iTS +v)—o.(iTs + 1/)) dv (B.7)
0
wird zunéchst im Folgenden gezeigt, dass
|z(iT)|| < k1(Ts) Ay, ViT, <717 (B.8)

mit k1 (7s) und Ay aus (4.73) und (4.74) gilt.

Da z(0) = 0 ist, gilt [|2(0)|| < x1(Ts)Ay. Man betrachte nun das Zeitintervall
i Ts, (5 + )T mit j € Ry und (j + 1)T, < 7. Der Schiitzfehler zum Zeitpunkt
(7 + 1)Ty ist gegeben durch

72((j+ D7) = ((G+ DT, + w(( + DT, (B.9)

mit
a((j+ DT, := e2Tz(5T,) +/TseAe<Ts—V>&a(st)dy, (B.10)
G ((+ 1)) == /TZA6<TS—V> <I~(u(st ) —al (T, + y)) dv | (B.11)

Mit dem Adaptionsgesetz (3.71b) eingesetzt in (B.10), siche auch (3.73), erhilt man
G1((7+1)Ts) = 0 und es folgt z((j +1)7s) = 2((j +1)7s). Da die Schranken BY*, BL*
und |[ul| < p, fiir das Zeitintervall [0, 7*| gelten, impliziert die Definition von x4 (7)
und Ay in (4.73) und (4.74), dass gilt

12((7 + DT < k1 (T5) A, (B.12)
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B.3. Beweis von Theorem 1

wodurch die Schranke (B.8) fiir beliebige (j 4+ 1)7, < 7* und somit fiir alle iTy < 7*
gilt.

Da (B.5) fiir alle i7s +t < 7%, mit ¢t € [0, 75|, gilt, implizieren die Schranken BY*
B« und ||u|| < p, mit den Definitionen von Ay(Ts), ay(t), as(t) und as(t) in (4.74)
und (4.71), dass gilt

12( T + )| < an(t) 12(T5) || + cz () [[2(T5) | + cs(t) As - (B.13)

Fiir alle Zeiten ¢ < 7* fiihrt die Schranke (B.8) und die Definition von &4 (75), aa(T%)
und a;(7s) in (4.72) zu

12]] < (an(T) + (1)) k1 (T) Ar + as(Ty) Ay (B.14)

Weil die rechte Seite in (B.14) gleich der Definition von ~o(7s) aus (4.70) ist, gilt
|1Z|| < vo(T%) fiir das Zeitintervall [0, 7*] und mit der Bedingung 3 aus (4.69) folgt

1zl <50, Vtel0,77], (B.15)
was der Annahme ||z(7%)| = 4o widerspricht und da 7* < 7 gilt, beweist dieser
Widerspruch das Resultat von Lemma 4 in (4.78). O

B.3. Beweis von Theorem 1

Folgender Beweis basiert auf der iiblichen Beweisfithrung fiir die £;-adaptive Rege-
lung, siehe [42]:

Beweis. Angenommen die Schranke (4.84) wiirde nicht existieren, V1 bis V6 aus
Abschnitt 4.2 sind jedoch erfiillt, dann wiirde es eine Zeit 7 < oo geben, so dass
le|| <~,¥t € [0,7] und |le(7)]| =", da |e(0)|] = 0 gilt und der Zeitverlauf e stetig
ist. Dies impliziert, dass |le|| <7, V¢t € [0,7]. Ist zudem Bedingung (4.41) fir das
Referenzmodell in (4.29) erfiillt, gilt V& > 0, ||Z.ef]| < prer und es folgt, dass Vt € [0, 7]

2l < pes+7=p — zEMt(Z). (B.16)

Um zu zeigen, dass dieses Resultat fiir alle Zeit ¢ > 0 gilt, wird im Folgenden die
Differenz von (3.64) und (4.30) analysiert, welche mit e = z — z,. im Frequenzbereich
lautet

e(s)=2(5) —Zrer(s) =H(s) L[fa — farer] Y Gi(8) L[Oha— T paret + (B.17)
k=v

+ KK (01— 0] ~H(s)BC(5)(84(s) — KK ' (s) - KK 0,(s)).

da H(s) = (sIipas — A)~! und z;, aus (4.40) fiir beide Systeme identisch sind. Die
Dynamik des Schétzfehlers aus (3.67) liefert hierfiir

C(s) (6’(3)—R’K‘lﬁa(s)—f{f{_lan(s)> — C(s)(sI—A)Z(s) = C(s)H: L (5)a(s) .
1
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B. Beweise

Da im Zeitintervall ¢t € [0, 7], z,f € Int(Z,) und per Annahme z € Int(Z) gilt,
folgt mit Lemma 4, dass z € Int(G) und somit die Schranken (4.56), (4.57), (4.62)
und (4.63) fiir ¢ € [0, 7] existieren. Damit folgt aus (B.17) Vt € [0, 7]

lell <TH(s)[] 2, (Lexyy+Leazo o) +Z||Gk M ey (Lgay+ L2 o) + B LE Y+ Lk 3o))
k=v

— [IFL(s)BC(s)He(s) ™| 2,70 (B.19)

<||H( )IlcleﬂLZIIGk e, (Ley+BiLe ))

k=v

(HH( )HzlLmeJrZHGk ||cl(L'§5'—§O+B§L§1%O)—!\H(S)BC(S)He(S)‘Wl) o

k=v

Mit der Definition von ¢y und ¢; in (4.64) und (4.65) und der Schranke fiir 7, aus
(4.5) folgt

1—c
lel| < coYo+ary = Coy +oay <7, (B.20)
0

was der Annahme ||e(7)|| = 7 widerspricht und dadurch die Existenz der Schranke
aus (4.84) beweist. Aus (B.16) folgt damit die Existenz der Schranke (4.79), was
wiederum ermoglicht Lemma 4 mit beliebig langem Zeitintervall anzuwenden, was
somit die Schranke (4.83) beweist. Die Existenz der Schranke (4.80) folgt aus (4.22)
mit (4.56) und (4.60). (4.81) folgt aus (4.27) und die Schranke (4.82) folgt aus (3.43)
und (3.44) mit (4.56) und (4.12). O

B.4. Hilfssatz

Lemma 6. Sind VI bis V9 aus Abschnitt 4.2 erfillt und gilt z € Z und z € G fiir
ein beliebig langes Zeitintervall t € [0,t¢], dann gilt fir das folgende nicht-autonome
System mit A < 0

r=Ar+7Z[B,B.][X,x.], z({t=0)=0, (B.21)
Xi(8) = (Isxs — Ci(8))ori(s), ke {v,w}, l€{a,n}, (B.22)

dass der Zustand x fir das Zeitintervall t € [0,t¢] beschrinkt ist und mit
p w
l@)] < o > IBull 18k (s)llc, (Bsi + BE) (B.23)
k=v

abgeschitzt werden kann, wobei By (s) = s (I3 — Ci(s)) gilt.

Beweis. Die Groie x;, kann im Frequenzbereich als Ausgang des folgenden Systems
geschrieben werden

X5 (8) = 61(5)[501(5) = Tki|t=0+ O rili=0] = Br(s)[Tri(s)+0Owi|i=o] - (B.24)
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Vorausgesetzt V1 bis V9 aus Abschnitt 4.2 sind erfiillt und z € Z, z € G gilt fir
ein gewisses Intervall ¢ € [0,¢;], dann ist &(s) = s (I3 — Ck(s)) ein exponentiell
stabiler Tiefpassfilter mit Zahlergrad < Nennergrad und die Schranken (4.33) und
(4.85) existieren fiir dieses Zeitintervall ¢ € [0,f], so dass folgende Abschétzung mit
Lemma 1 gilt

Ikl < 1Bk (s)lley (BS + Bg), vt € [0,7]. (B.25)
Weiterhin gilt mit dieser Abschétzung fiir t € [0, ¢/]

[z S/O X 211 1Bl ()| dv (B.26)

t w
<y / Ay S BG4 (5) e BE -+ BY)
0

k=v
p w
SWZ IBx[[165 ()]l 2 Boi + B (B.27)
k=v
was die Aussage von Lemma 6 beweist. U

Anmerkung 26. Lemma 6 kann so wie hier dargestellt sowohl mit dem Fehlerzustand
z und den Funktionen oy des geschlossenen Regelkreis (3.62) als auch mit z,f und
O e das Referenzsystem (4.29) formuliert werden. Fiir Letzteres muss ebenso V1
bis V9 aus Abschnitt 4.2 gelten, jedoch nur z..; € Z, firt € [0,ty] erfillt sein. Das
Resultat fiir das Referenzsystem ist identisch zu (B.23) mit p und B ersetzt durch
Pref UNd B'gvln.

B.5. Beweis von Lemma 3

Folgender Beweis orientiert sich an der Vorgehensweise in [109]:

Beweis. Angenommen die Schranke (4.49) wiirde nicht existieren, V1 bis V9 aus
Abschnitt 4.2 und ||z,¢(t = 0)|| < ||Zo|| sind jedoch erfiillt, dann wiirde es eine Zeit
T < 00 geben, 80 dass ||Zyet|| < pres, VE € [0, 7] und ||Zyet(77)|| = pret, da ||2zret(t = 0)|| <
pref gilt und der Zeitverlauf z,of stetig ist. Dies impliziert, dass ||zref]| < pref, VE €
[0, 7*]. Daher existieren die Schranken ||y ef] < B und [|6 g et < BY mit k €
{v,w}, le{a,n} aus (4.32) fir das Zeitintervall ¢ € [0, 7*]. Mit dieser Tatsache kann
der Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion aus (3.53) auf das Referenzsystem (4.29)
angewandt werden, so dass Vies = V(2yef) = 1/22]; Zrer gilt und fiir dessen Ableitung,
mit oy, als der kleinste Singuldrwert von Ay aus (3.54), folgt

: |
Viet <—0m ||Zref||2+ Z;ofB(o'a,ref_na,ref“’KK O 1. ret) (B.28)

L1
- _2O-mv;ef +Z;efB(a'a,ref_'r’a7rof +KK a'n,ref)~

Im Folgenden werden alle Aussagen fiir den Zeitraum t € [0, 7*] gemacht. Mit (B.28)
erhélt man

V;ef S ¢(t) ' ‘/ref(zref(t - O)) + ‘/;’a (B29)
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B. Beweise
wobei ¢(t) := e 2=t und

t
V;’ = / ¢(t - 7—)Zi“ofB(o-a,ref — Naref +KK 10'n7ref)d'7' :
0

Mit (4.31) kann V. als die Losung der folgenden Dynamik angegeben werden
V= =200V, + 214 [B.Bu] XL Vi(0) =0, (B.30)

-1
Xk(s) - (13><3 _Ck(s))g[aka,ref+KkKk o'kn,ref] )

wobei k € {v,w}. Mit Lemma 6 und der Definition von 7(||&,(s)||z;, [|®w(s)|z,) aus
(4.48), erhélt man [[V.|| < r([[&u(s)z,, [[Gu(s)]le,) und

Viet < €727 Viet(21et(0)) + (1| & ()1, 180 (5) ) - (B.31)

Zrof 1St demnach beschriankt durch

1 Zret] < \/6_2"“” 1Z0]1* + 2 (1Gu(5) 1, [Bu(s)l2,) (B.32)
und mit Bedingung (4.47) gilt
||Zref|| < Pref (B33)

was der Annahme ||Z,of(7%)|| = pref widerspricht und (4.49) beweist. Ebenso gilt

|Zrerl| < \/6‘2"‘“T 12Zo||* + 2r (|8 ()21, 1€u(s) | 2,) = e(T), VE =ty +T, (B.34)

was die Aussage in (4.51) beweist. Mit diesem Resultat folgt (4.52) aus (4.22) mit
(4.32) und (4.35). (4.53) folgt aus (4.27) und die Schranke (4.54) folgt aus (3.43) und
(3.44) mit (4.32) und (4.35). O

B.6. Beweis von Theorem 2

Folgender Beweis orientiert sich an der Vorgehensweise in [109]:

Beweis. Angenommen die Schranke (4.105) wiirde nicht existieren und V1 bis V9 aus
Abschnitt 4.2 sind erfiillt, dann wiirde es eine Zeit 7 < oo geben, so dass ||e|| <7, Vt €
[0, 7[und |le(7)|| =", da ||e(0)|| = 0 gilt und der Zeitverlauf e stetig ist. Dies impliziert,
dass |le]| <7, Vt € [0, 7]. Ist zudem Bedingung (4.47) fiir das Referenzmodell in (4.29)
erfiillt, gilt Vt > 0, ||zyef|| < pref und es folgt, dass V¢ € [0, 7]

J2ll < prs+v=p — zent(Z). (B.35)

Um zu zeigen, dass dieses Resultat fiir alle Zeit ¢ > 0 gilt, wird im Folgenden die

Differenz von (3.62) und (4.29) analysiert, welche mit e, = 2z, — Zyref = [€/,n7,0.']

3 P / 2 an — / N’
wobei Zy = [Z >nnva] und Zyref = [Zref> nnva,ref] ) lautet

e=1(t,e;) + Af(t, e, Zyre) + B(dy + & + @3), (B.36)
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B.6. Beweis von Theorem 2

Af(t, e, 2y rer) =F(, 2y et +€) —£(E, 2y o) — £ (2, €))
$1(s) = —C(s) (a(s) — KK '1,(s) - KK ' 0u(s)) |
$2(5) = (Tes — C() KK (0(5) — T yea(s))

b3(5) = (Toes — C(5))(0al5) — Tarer(s))

Die Dynamik des Schétzfehlers aus (3.67) liefert (B.37)

C(s) (6‘(3) _ KK ', (s) - kK_lan(s)> — C(s)(sI — A.)z(s) = C(s)H:Y(s)a(s)

und da f(t, z,=0) =0 gilt und f stetig differenzierbar ist, kann Af(¢, e,, z, f) mithilfe
des Mittelwertsatzes, sieche Lemma 5 auf S. 113, geschrieben werden als

Af — /1ﬁ(ue+z A —/1ﬁ(uem e (B.38)
= ; 8Z77 ; N1€n n,ref 1 08Z77 s 29 2 no .

mit 0 <\ < 1,4 € {0,1}.

Im Folgenden werden alle Aussagen fiir das Zeitintervall ¢t € [0, 7] gemacht. Da
in diesem z,ot € Int(Z,er) und per Annahme z € Int(Z) gilt, folgt mit Lemma 4 auf
Seite 64, dass z € Int(G) und somit die Schranken (4.56) - (4.86) und (4.88) existieren.
Mit (B.38) und diesen Schranken erhélt man

IAE]| < 2Log lleg|I” + Lot llzasecll llegll < &(2) (lell + [lamuacll) - (B.39)

wobei k(t) in (4.90) definiert ist und die Herleitung dieser Schranke in Abschnitt A.6
detailliert gezeigt ist. Im néchsten Schritt wird der Kandidat fiir eine Lyapunovfunk-
tion aus (3.53) auf das Fehlersystem in (B.36) angewandt (V. = V(e) = /2 €’e) und
dessen Ableitung mit k& = k(0) folgendermafien abgeschitzt:

V. < —20,V. + (Af + B(¢, + ¢, + ¢3))
< =20 — k())Ve + 7 (k |[n0uae|| + 1Bl Beneto) + €B(dy + ¢3) -

Da e(0) = 0 gilt, kann geschrieben werden
V. < /Otw(ta V) (7 (k |nTae || + 1Bl BoneTo) + €Bl(gs + ¢3)) dv,
mit  p(t,v) ;== exp (—QUm(t —v)+2 /t k()\)d)\) :

Der Ausdruck ¢(t,v) ist nach oben hin beschriankt durch

t
o(t,v) <exp (—QUm(t—V)+2Laf(27+2n:;“75“+n§’7“p2i)(t—u)) + 2Laf/ ||sz||dy)

<exp (20w (t—v)+2Loe (27+2n, v +n, " pur) (t—v)+2Laee(T)(t—v)+2LogpreiT)
=exp (—20m(t —v) + 2k(T)(t — v) + 2Lst pref])
=& exp (X(t — 1/)) ,
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B. Beweise

mit £(¢), A und ¢ definiert in (4.91) und (4.93). Ist die Bedingung (4.92) erfiillt, gilt
om > k(T) und

Vo < S (1B Benro + ) +6 [ @4 0B, + o). (B0

7

'

Vn
Der Ausdruck V,, in (B.40) ist die Losung von
V.=V, +€[BB.] X)X, Va(0) =0,
-1
X (8) = (33— Ci(8)) (Llo ke — Thanet + Kr K, (Okn—Cknser)]) , kE{v,w}.

Mit Lemma 6 und der Tatsache dass || — G g rer|| < LA o+ Lc,_y Yo aus (4.85) und
O kilt=0 = Okl ref|t=0, erhilt man

Vall <re = |MZHBkII 184 ()], (LG + BLEy)

L . n
MFZHBMI 1Bk (s)lle, (Lg5, + BELE, ) - (B.41)

Ungleichung (B.41) eingesetzt in (B.40) zusammen mit der Schranke (4.61) ergibt

57_’70
R

1 1
(IBI Beo + 2 L% ) + S ko120 1 g, = Legygo + Lern?,  (Ba2)

Ve < =
N 2 2

wobei ¢y und ¢; in (4.94) und (4.93) definiert sind. Mit der oberen Schranke fiir 7
aus (4.5) folgt

1
Ve<3? = el <y, vteloq], (B.43)

was der Annahme ||e(7)|| = v widerspricht und dadurch die Existenz der Schranke aus
(4.105) beweist. Aus (B.35) folgt damit die Existenz der Schranken (4.99) und (4.100),
was wiederum erméglicht Lemma 4 mit beliebig langem Zeitintervall anzuwenden und
somit die Schranke (4.104) beweist. Die Existenz der Schranke (4.101) folgt aus (4.22)
mit (4.56) und (4.60). (4.102) folgt aus (4.27) und die Schranke (4.103) folgt aus (3.43)
und (3.44) mit (4.56) und (4.12). 0
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C. Weitere Simulationsergebnisse

Nachfolgend sind weitere Simulationsergebnisse fiir Kapitel 5 gezeigt, welche aus
Platzgriinden in den Anhang verschoben wurden.

-7z in m

-3 3 7T in m

7y in m

Trajektorie ——— mit Adaption ohne Adaption
Abbildung C.1.: Rdumliche Darstellung der Simulationsergebnisse beziiglich der Po-
sition fiir die Trajektorie B und fiir den Testfall mit niederfrequenten

Storungen ohne Messrauschen. Dargestellt ist das Folgeverhalten im
Simulationszeitraum von 10s bis 16.5s.
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Position rz

Schubkraft T

12

10t

[ee]

Lénge in m
Kraft in N

0.15¢

0.1}

Breite in m
Moment in Nm

0.05}

Hohe in m
Distanz in m

Winkel in rad

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

Zeitin s Zeitin s
Trajektorie ——— Konfiguration 1 mit Adaption - - Konfiguration 2 mit Adaption
—— Konfiguration 1 ohne Adaption - —-—- Konfiguration 2 ohne Adaption

Abbildung C.2.: Darstellung der Simulationsergebnisse iiber der Zeit fiir die Trajek-
torie B und fiir den Testfall mit niederfrequenten Stérungen ohne
Messrauschen.
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Kompensationssignal 7}, Kompensationssignal 7,

6 N,
o T O
e e
E 7 O~ TN
2 g
3 g 20 ’
o
2 ;§ _30 F\V\JW
5 g
g % -40 1
-2 : : : : : 8 50 : : : : :
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Storung ¢, Storung ¢,
‘ ‘ ‘ % 6 ‘ ‘ ‘
(\l2 37 %
E c
£ =
[}
2 g
51 g
ey Q
g g
@ 0 %
‘ ‘ ‘ ‘ a
0 2 4 6 8 10 12
Zeitins Zeitins
z-Komponente —— y-Komponente z-Komponente

Abbildung C.3.: Darstellung der eingebrachten Stérungen sowie der Signale zur Kom-
pensation der Unsicherheiten fiir die Trajektorie B und fiir den Test-
fall mit niederfrequenten Storungen ohne Messrauschen. Dargestellt
ist der Verlauf fiir die erste Streckenkonfiguration.

Schétzsignale

Schitzfehler ||z||

Zeitins Zeitins

Abbildung C.4.: Zeitlicher Verlauf der Betrdge der Schétzsignale und des
Schétzfehlers fiir die Trajektorie B und fiir den Testfall mit nieder-
frequenten Stérungen ohne Messrauschen. Dargestellt ist der Verlauf
fiir die erste Streckenkonfiguration.
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C. Weitere Simulationsergebnisse

-7z in m

-3 3 7x in m

7y in m

Trajektorie ——— mit Adaption ————— ohne Adaption

Abbildung C.5.: Rdumliche Darstellung der Simulationsergebnisse beziiglich der Po-
sition fiir die Trajektorie B und fiir den Testfall mit hoherfrequenten
Storungen und Messrauschen. Dargestellt ist das Folgeverhalten im
Simulationszeitraum von 10s bis 22s.
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Zeitins Zeitins
Trajektorie ——— Konfiguration 1 mit Adaption - - Konfiguration 2 mit Adaption
—— Konfiguration 1 ohne Adaption - —-—- Konfiguration 2 ohne Adaption

Abbildung C.6.: Darstellung der Simulationsergebnisse iiber der Zeit fiir die Trajek-
torie B und fiir den Testfall mit hoherfrequenten Storungen und
Messrauschen.
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Kompensationssignal 7;,,

Kompensationssignal 7,
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Abbildung C.7.: Darstellung der eingebrachten Stérungen sowie der Signale zur Kom-
pensation der Unsicherheiten fiir die Trajektorie B und fiir den Test-
fall mit hoherfrequenten Storungen und Messrauschen. Dargestellt
ist der Verlauf fiir die erste Streckenkonfiguration.

Schétzsignale
50 :

Schétzfehler ||z]|
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o
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0.45¢
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T 35 T 0.35
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30 i W« I y : 03
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0 4 8 12 0 4 8 12
Zeitins

Zeitins

Abbildung C.8.: Zeitlicher Verlauf der Betrdge der Schétzsignale und des
Schétzfehlers fiir die Trajektorie B und fiir den Testfall mit

hoherfrequenten Storungen und Messrauschen. Dargestellt ist der
Verlauf fiir die erste Streckenkonfiguration.
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Symbolverzeichnis

nto

Sext

XT
YT

Absolute Position des Quadrokopters dargestellt im inertialen Ko-
ordinatensystem (I-System), x = ;x = [z y 2]’ € R3.

Absolute Geschwindigkeit des Quadrokopters dargestellt im inertia-
len Koordinatensystem (/-System), v = ;v = [2 y 2]’ € R5.
Schubvektor des Quadrokopters dargestellt im inertialen Koordina-
tensystem (I-System), t = 1t = [t; t5 t3]' € R3.

Richtung des Schubvektors, als Einheitsvektor dargestellt im iner-
tialen Koordinatensystem (I-System), t, = jte = [to1 teo tes) € R3.
Absolute Drehgeschwindigkeiten des Quadrokopters dargestellt
im korperfesten Koordinatensystem (B-System), w = pw =
[we wy w,]" € R3.

Vektor bestehend aus den ersten beiden Komponenten der absoluten
Drehgeschwindigkeit des Quadrokopters dargestellt im korperfesten
Koordinatensystem (B-System), w, = [w, w,]’ € R%

Dritte Komponente der absoluten Drehgeschwindigkeit des Quadro-
kopters dargestellt im korperfesten Koordinatensystem (B-System).
Vektor bestehend aus den ersten beiden Komponenten der Drehge-
schwindigkeit und der zeitlichen Anderung des Schubbetrags, to =
|we wy T

Normierte Version des Vektors v, ,10 = [,w, nwy nT]’ )
Winkelparameter zur Beschreibung des Headings.

Zustandsvektor des Quadrokopters.

Zustandsvektor des erweiterten Streckenmodells.

Position x der Positionstrajektorie.
Winkel ¢ der Headingtrajektorie.

Virtuelles Stellgesetz fiir die Geschwindigkeit v.

Virtuelles Stellgesetz fiir den Schubvektor t.

Adaptiver Anteil des virtuellen Stellgesetzes fiir den Schubvektor t.
Nominaler Anteil des virtuellen Stellgesetz fiir den Schubvektor t.
Virtuelles Stellgesetz fiir die normierte Grofle 1.

Virtuelles Stellgesetz fiir die Grofie w,.

Virtuelles Stellgesetz fiir die Grofie w,,.

Normiertes virtuelles Stellgesetz fiir die Grofle w,,,.

Virtuelles Stellgesetz fiir die Grofle w,.

Schubbetrag T = ||t]|.
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T
T
i
-

Tn
Ta
ur

Zeitliche Anderung des Schubbetrags T'.
Normierte zeitliche Anderung des Schubbetrags 7.
Zweifache Zeitableitung des Schubbetrags T
Momentenvektor T = p7T = [, 7, 7.]".

Nominaler Anteil des Momentenvektors 7.
Adaptiver Anteil des Momentenvektors 7.
Stellgrofle fiir den Schubbetrag.

Folgefehler in der Position definiert als z, := x — x7.

Folgefehler in der Geschwindigkeit definiert als z, = v — v,.
Normierte vektorielle Abweichung im Gesamtschub definiert als
7, = Ry Lt — ty).

Folgefehler beziiglich der ersten beiden Komponenten der normierten
Drehrate sowie der zweiten Schubédnderung definiert als z, := ,t0 —
W10

Bezeichnung der ersten beiden Komponenten von z,.

Folgefehler im Heading definiert als z, = ¢ — ¢r.

Normierter Folgefehler in der Drehrate in z-Richtung definiert als
Zus 1= Ry N (W, — wag).

Teilmenge der Folgefehlerzustinde 1z, fiir welche der Zu-
standsschétzers Schéatzwerte z, berechnet, was zu dem Schétzfehler
Z, = Z, — 2z, fiihrt.

Zusténde des Zustandsschétzers definiert als zp = (2], Z).15, 2.
Signal definiert als z, = [Z/, ,7,,]".

Gesamter  vektorieller — Folgefehler — definiert als 2z’ =
22 T 2 2]

Zeitvariante Storung der translatorischen Dynamik ¢, = ;{,(t), dar-
gestellt im inertialen Koordinatensystem (/-System).

Zeitvariante Storung der rotatorischen Dynamik ¢, = 5¢,(t), dar-
gestellt im korperfesten Koordinatensystem (B-System).

Funktion von unsicheren zeitabhéngigen aerodynamischen Effekten
der translatorischen Dynamik f, = ;f,(x, v), dargestellt im inertialen
Koordinatensystem (/-System).

Funktion von unsicheren zeitabhéngigen aerodynamischen Effekten
der rotatorischen Dynamik f, = gf,(s), dargestellt im korperfesten
Koordinatensystem (B-System).

Nichtlineare und zeitvariante Funktion der Fehlerdynamik, f =
£(t,2,1,0).

Nichtlineare und zeitvariante Funktion der Dynamik des Zu-
standsschatzers, fp = f(t,2pz,7,,)-

Nichtlineare und zeitvariante Funktion, welche die Abweichung von
f zu Az beschreibt, f = Az + fa.

Matrixfunktion der Drehmatrix Rj;p und des Schubbetrags
M(R;p,T).
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Normierte Version der Matrixfunktion M.

Konstante Matrix, welche ,M im stationdren Schwebeflug be-
schreibt.

Matrixfunktion, welche die Abweichung zwischen ,,M und My be-
schreibt, ,M = My + M.

Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion fiir den geschlossenen Regel-
kreis.

Inverse Ubertragungsfunktion der Fehlerdynamik bzgl. der transla-
torischen Anteile der Dynamik.

Inverse Ubertragungsfunktion der Fehlerdynamik bzgl. der rotatori-
schen Anteile der Dynamik.

Einheitsvektor im R? in Richtung der ;z-Achse dargestellt im iner-
tialen Koordinatensystem (/-System).
Einheitsvektor im R? in Richtung der pz-Achse dargestellt im iner-
tialen Koordinatensystem (B-System).

Drehmatrix welche einen Vektor aus dem B-System in das I-System
transformiert.

Negativ definite Parametermatrix zur Verstarkung von z, im virtu-
ellen Stellgesetz v,.

Negativ definite Parametermatrix zur Verstirkung von z, im virtu-
ellen Stellgesetz tg.

Negativ definite Parametermatrix zur Verstdrkung von z; im virtu-
ellen Stellgesetz ,tv,.

Negativ definite Parametermatrix zur Verstiarkung von z, im virtu-
ellen Stellgesetz [,wh, 17"

Negativ definite Parametermatrix, welche alle Parameter der virtu-
ellen Stellgesetze vereint, Ay = diag(A,, Ay, Ay, Ay, ay, ay).
Negativer Parameter zur Verstdrkung von z, im virtuellen Stellge-
setz w.q.

Parametermatrix, definiert als K = D— A, —A,.

Nordwestliche Untermatrix der Drehmatrix R g vom korperfesten
Koordinatensystem in das Zwischensystem mit der Dimension R?*2.
Vektor zur Berechnung der Drehrate um die z-Achse des Zwischen-
systems.

Eingangsmatrix fiir die Schétzfehler in den translatorischen Teil der
Fehlerdynamik.

Eingangsmatrix fiir die Schétzfehler in den rotatorischen Teil der
Fehlerdynamik.

Eingangsmatrix fiir die Schétzfehler in die Fehlerdynamik, zusam-
mengesetzt aus B := [B, B,].

Ortsfaktor (Erdbeschleunigung).
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Zref

On

Geschétzte lineare Dampfungskoeffizientenmatrix fiir die Schatzung
f, = Dv.

Unsichere Eingangsverstarkung fiir den Schubvektor t.

Unsichere Eingangsmatrix fiir den Momentenvektor 7.
Trégheitstensor des Quadrokopters gegeben im korperfesten Koor-
dinatensystem (B-System).

Masse des Quadrokopters.

Kompakte Menge, der die Zustdnde des Referenzsystems angehoren,
definiert als Zyef := {Zret € R | [|Zet]| < pret}-

Kompakte Menge, der die Zustédnde des geschlossenen Regelkreises
angehoren, definiert als Z := {z € R | ||z|]| < p}.

Kompakte Menge, der die Zustédnde der Fehlerdynamik angehoren,
definiert als G := {z € R% | ||z|| < 7}

Schitzfehler definiert als Aty := Ed—fd.

Schitzung der Sollschubinderung t4.
Schéatzfehler des Zustandsschétzers definiert als z = zp — zp.

Gesamter Li-Filter bestehend aus den L;-Filtern der translatori-
schen und rotatorischen Dynamik, C(s) = diag(C,(s), Cy(s)).
L1-Filter der translatorischen Dynamik.

Lq-Filter der rotatorischen Dynamik.

Gesamter nominaler £;-Filter bestehend aus den nominalen £;-
Filtern der translatorischen und rotatorischen Dynamik, C(s) =

~

diag(Cy(s), Cu(s)).
Nominaler £;-Filter der translatorischen Dynamik.
Nominaler £;-Filter der rotatorischen Dynamik.

Signal das die bekannten und unbekannten Beschleunigungen
enthélt, o, = 0y, + Oun.

Durch Unsicherheiten und Stérungen verursachte unbekannte Be-
schleunigung.

Vom der Regelung realisierte nominale Sollbeschleunigung.

Signal das die bekannten und unbekannten Drehratendnderung
enthilt, o, = 0, + Oun.

Durch Unsicherheiten und Stérungen verursachte unbekannte Dreh-
ratendnderung.

Von der Regelung realisierte nominale Drehratendnderung.

Signal das die durch Unsicherheiten und Stoérungen verursachten
unbekannten Beschleunigungen und Drehratenédnderungen enthélt,
Oa = [o-gja UZua],’

Signal das die bekannten von der Regelung realisierten nomina-
len Beschleunigungen und Drehratendnderungen enthilt, o, =

(0 Tl
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Schétzsignal generiert von der Adaption, das den Einfluss der Unsi-
cherheiten beinhaltet und besteht aus o, = |6, 6.,,]"

Schéitzsignal generiert von der Adaption, das den Einfluss der Unsi-
cherheiten in der translatorischen Dynamik enthalt.

Schétzsignal generiert von der Adaption, das den Einfluss der Unsi-

cherheiten in der rotatorischen Dynamik enthélt.

Beschleunigung welche durch t; erzeugt werden soll.
Beschleunigung zur Kompensation von Unsicherheiten und
Storungen in der translatorischen Dynamik welche durch tg,
erzeugt werden soll.

Beschleunigung welche durch tg, erzeugt werden soll.
Drehbeschleunigung welche durch t; erzeugt wird.
Drehbeschleunigung zur Kompensation von Unsicherheiten und
Storungen in der rotatorischen Dynamik welche durch 7, erzeugt
wird.

Drehbeschleunigung welche durch 7, erzeugt wird.

Beschleunigung zur Kompensation von Unsicherheiten und
Storungen in der translatorischen und rotatorischen Dynamik,
bestehend aus 1, = [, 7I..)'-

Signal das die durch t, und 7, erzeugte Dreh-/Beschleunigungen
beschreibt, 7, = [7,. 7.,.]'.

Normierte Variante des Signals 7,,,, definiert als ,7),, := 1,7,
Normierungsfaktor fiir das Signal ,7,, := 1,7,

Signale definiert als die Differenz von: ny, . = 7y, — My rof Mit dem
Index k € {v,w}.

Kompensationssignal fiir Unsicherheiten und Stérungen in der trans-
latorischen Dynamik. Es gilt 777, = £7'[C, ()G va(s)]-
Kompensationssignal fiir Unsicherheiten und Stérungen in der rota-
torischen Dynamik. Es gilt 71, = £7[Co(8)6wa(s)].
Kompensationssignal, das die beiden Signale 7, und 7, vektoriell

zusammenfasst. Es gilt 77 =[5, 77,

Schranke fiir die Zustdnde des Referenzsystems, derart dass
||Zref|| S Pref-

Schranke fiir die Zustdnde des geschlossenen Regelkreises, derart
dass ||z|| < p.

Konstante Grofle fiir die Definition der Schranke p,.¢, derart dass
Pref = ||ZO|| +e

Konstante Grofle fiir die Definition der Schranke p, derart dass p :=
Pref + -

Schranke fiir die Zusténde der Fehlerdynamik, derart dass ||z] < 7.
Schranken fiir die Signale 1, -

Schranken fiir die Grolen 7, mit dem Index k € {v,w}.
Schranken fiir die GroBen 1, . = 7, — Mgarer Mit dem Index £k €

{v,w}.
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Schranke fiir das Stellmoment 7.
Schranke fiir das virtuelle Stellgesetz des Schubvektors tg.

Schranke fiir die Eingangsverstiarkung K .
Schranke fiir die Eingangsverstirkung x!.
Schranke fiir die Eingangsverstirkung K.

Schranke firr den Ausdruck KK .
Schranke fiir den Ausdruck &,f, "

Schranke fiir den Ausdruck K, K §

Schranke fiir die £;-Norm des Filters C,(s), derart dass
B > Cy(s)llcy.

Schranke fiir die £;-Norm des Filters C,(s)H_!(s), derart dass
By > [|Co(s)HZ (5)] 2,

Schranke fiir die £;-Norm des Filters C,(s)H_!(s), derart dass
Bt > | Co(s)HL (3)] v

Schranke fiir die Funktion fa yef.

Schranke fiir die Funktion fa.

Schranken fiir die Anfangswerte der Signale oy e und oy mit k €
{v,w} und [ € {a,n}.

Schranken fiir die Signale oy e mit k& € {v,w} und [ € {a,n}.
Schranken fiir die Signale 6y e mit k& € {v,w} und [ € {a,n}.
Schranken fiir die Signale o}, mit k € {v,w} und [ € {a,n}.
Schranken fiir die Signale &y mit k € {v,w} und [ € {a,n}.

Konstante zur Abschitzung des Signals fa.
Konstante zur Abschitzung des Signals fa.
Konstanten zur Abschiitzung der Signale n;,, ..
Konstanten zur Abschitzung der Signale n;,, ..
Konstanten zur Abschitzung der Signale o;.
Konstanten zur Abschitzung der Signale o;.
Konstanten zur Abschitzung der Signale oy;.
Konstanten zur Abschitzung der Signale &;.
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