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1 Einleitung

In allen Bereichen des Maschinenbaus werden Getriebe in unterschiedlichsten Auspra-
gungen zur Drehzahl- und Momentenwandlung verwendet. Lederriemen, Seile und Zahn-
rdder aus Holz, angeschlossen an Wasserrdder oder Tiergopel, dienten den Menschen
schon sehr lange zum Bewéssern von Feldern, beim Heben von Lasten und bei der Ver-
richtung von schweren Arbeiten. Im 15. Jahrhundert wurden von dem genialen Architekt,
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Bild 1.1 Skizze epizyklisch umlaufender Rédder von Leonardo da Vinci

Maler und Ingenieur Leonardo da Vinci Getriebe mit epizyklisch umlaufenden Elemen-
ten skizziert (Bild 1.1). Dies ist der wahrscheinlich erste schriftliche Nachweis der Idee
von Getrieben mit mehreren Freiheitsgraden. Die Vorziige dieses Typs liegt jedoch nicht
nur in der einfach zu integrierenden koaxialen Lage von An- und Abtriebswelle, son-
dern auch in deren kleinerer und leichterer Bauweise, welche durch die Aufteilung der
Leistung auf mehrere Planeten erreicht wird. Mit Planetengetrieben bekommt man, ver-
glichen mit herkémmlichen Stirnradketten, die hochsten Ubersetzungen, bei geringstem
benotigtem Volumen. Im folgenden Bild 1.2 sieht man dies an der Darstellung einer
ein bis dreistufigen Stirnradkette im Vergleich zu mehreren verschiedenen Umlaufgetrie-
ben. Verglichen wird dabei jeweils das Verhéltnis des grofiten benotigten Durchmessers
zum Durchmesser des Ritzels iiber der jeweils erreichbaren Ubersetzung. Bei rechteckiger
Form des Getriebes (z.B. bei den Stirnradketten), wird dazu der flichengleiche Kreis zur
Bildung des Verhéltnisses herangezogen.

Die wichtigste Eigenart der so genannten Umlaufgetriebe liegt jedoch in der Moglich-
keit Drehzahlen von zwei oder mehr Wellen zu iiberlagern, was durch die zuséatzlichen
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Bild 1.2 Platzbedarf verschiedener Getriebebauarten, ausgedriickt durch den Ver-
gleich der bezogenen Durchmesser D /d, bei gleichem Antriebsmoment in
Abhéngigkeit von der Ubersetzung, Quelle [MUE]

Freiheitsgrade erméglicht wird. Auch das Schalten zwischen zwei Géngen unter Last
ist dadurch machbar. Anwendung finden diese speziellen Eigenschaften zum Beispiel im
Differenzial von Hinterachsen, in der variablen Ventilsteuerung von Motoren, in Fahr-
radschaltungen, Radnaben von Land- und Baumaschinen, in Windkraftanlagen oder in
Kombination mit stufenlos verstellbaren Hydrostaten und hydrodynamischen Wandlern
in Automatikgetrieben, Servolenkungen und vielen Bereichen des Schwermaschinenbaus,
Schiffsbaus und der Luftfahrt. Trotz all dieser zahlreichen Einsatzgebiete gelten die Re-
chenmethodiken fiir Planetengetriebe als schwierig und als Gebiet fiir Spezialisten, in
denen ohne eine Einarbeitungszeit von mehreren Wochen nicht mehr als die allgemeins-
ten Fille berechnet bzw. konstruiert werden kénnen. So ist trotz eines abgeschlossenen
Maschinenbaustudiums fiir viele bereits die Bestimmung der Ubersetzungen bei Getrie-
ben mit mehr als zwei Freiheitsgraden eine unlésbare Aufgabe. Auch Aussagen iiber
Selbsthemmung werden oft nur bestimmten Getriebetypen, wie z.B. dem Wolfromsatz
zugeordnet, anstatt diese Eigenschaft von den Standiibersetzungen der verwendeten Ele-
mentargetriebe [MUE] abhéngig zu machen. So meint auch Hugo Klein [[KXLLE] im Vorwort
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seines Buches ,,Die Planetenrad-Umlaufradergetriebe®:

,Der Verfasser glaubt, mit Recht annehmen zu konnen, dass es zahlreiche
Fille gibt, in denen das Umlaufradergetriebe nur deshalb nicht zur Anwen-
dung kam, weil man nicht in der Lage war, die Kinematik des Getriebes zu
bestimmen.*

Was die Nomenklatur der Planetengetriebe angeht, finden sich in der Literatur zahl-
reiche Varianten fiir Kategorien von Umlaufgetrieben (Ein-/Zweisteg-Umlaufgetriebe,
Plus-/Minusgetriebe, elementare / reduzierte Koppelgetriebe, usw.), je nachdem, was
fiir den Autor als gemeinsame Eigenschaft einer Gruppe wichtig war. Der Begriff der
,mehrwelligen* Planeten-Koppelgetriebe wurde fiir diese Arbeit deshalb als Titel ge-
wahlt, weil die meisten Verfahren zur Berechnung von Planetengetrieben sich auf die
Bestimmung von Systemen mit drei aktiven Anschlusswellen beschrénken, d.h. es gibt
meistens einen An- und Abtrieb, eine Welle wird festgehalten und alle anderen laufen
im Betrieb frei um. Getriebesysteme mit vier oder mehr Anschlusswellen miissen fiir
die Berechnung aus diesen grundlegenden Féllen zusammengesetzt werden. Systeme mit
mehreren An- und Abtrieben werden dadurch vorallem in der Bestimmung ihres Wir-
kungsgrades besonders kompliziert.

Diese Arbeit soll neben der Herleitung der grundlegenden Gleichungen zu Planetenge-
trieben ein Verfahren zeigen, das es jedem Ingenieur ermdglicht, auf einfache Art und
Weise alle Drehzahlen und Momente, also auch Ubersetzungen jedes Ganges, die Sprei-
zung und den Freiheitsgrad von beliebigen Réderkombinationen bestimmen zu kénnen.
Dabei ist es egal, ob das Getriebe aus bekannten Komponenten, wie einem einfachen
Plus- oder Minusgetriebe, einem Ravigneaux- oder Wolfromsatz, miteinander gekoppel-
ten Umlaufgetrieben, reduzierten Koppelsétzen, Getriebe mit Doppel- und Stufenplane-
ten oder sonstigen Spielarten von Zahnréddern besteht. Aulerdem wird die Integration
des Wirkungsgrades aufgrund der Daten von empirischen Gleichungen oder Messungen
fiir Verzahnungs- und Lagerverluste gezeigt. Im zweiten Teil der Arbeit wird vorgestellt,
wie diese Berechnungsmethode mithilfe der Graphentheorie auf einem Rechner umgesetzt
werden kann. Dafiir werden alle Wege, welche die Leistung durch ein Getriebe nehmen
kann, zum Aufbau eines Graphen verwendet, dessen Form dann die zu verwendenden
Gleichungen angibt. Am Ende der Arbeit finden sich Hinweise, wie der gegebene Algo-
rithmus zusammen mit einer automatischen Getriebesynthese zur Getriebeanalyse und
damit zur computergesteuerten Konzeptfindung verwendet werden kann. Die dazu am
besten geeigneten Methoden / Algorithmen zur Generierung und Auswahl von sinnvollen
Losungen werden kurz erklédrt und ihre Verwendung fiir diesen Zweck erldutert.
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2 Theoretische Grundlagen von
Planetengetrieben

2.1 Grundlegende Gleichungen

Planetengetriebe gehoren zur Gruppe der Umlaufgetriebe. Diese Getriebeart besitzt im
Gegensatz zu den normalerweise bekannten Standgetrieben ein umlaufendes Gehiuse.
Getriebe dienen der mechanischen Wandlung von Drehzahl oder Momenten. Betrachtet
man ein Industriegetriebe, achtet man nur auf die bewegten Teile und iibersieht leicht,
dass das Gehéduse des Getriebes bei der Momentenwandlung eine wichtige Funktion er-
fiilllt, indem es das Abstiitzmoment von den Lagerstellen auf den Boden iibertragt.
Beispiel:

Bei einer Momentenerhohung von 1:10 und einem Antriebsmoment von 100 Nm wer-
den rein rechnerisch 1000 Nm am Abtrieb abgenommen. Dabei miissen jedoch 900 Nm
iiber das Gehduse abgestiitzt werden (nach dem alten Lehrsatz der Mechanik, dass die
Summe der Momente immer Null ergibt, ¥M = 0). Betrachtet man nun das dufiere Ge-
hiuse ebenfalls als Welle und lagert es drehbar (siehe Kreise als Symbolik fiir Kugellager
um das Gehéuse in Bild 2.1, rechts), muss man dieses Abstiitzmoment von auflen z.B.
iiber eine eingeschnittene Keilwelle aufbringen. Aus dem Standgetriebe ist damit ein
Umlaufgetriebe geworden. Diese Art von Getriebe hat gegeniiber Standgetrieben durch
ihren Freiheitsgrad von mindestens F = 2 einige spezielle Eigenschaften, die durch die
nun folgenden Gleichungen n&her beschrieben werden. Diese Gleichungen beschreiben
alle moglichen Bewegungszustinde, Momentenverhiltnisse zwischen den einzelnen Wel-
len und Freiheitsgrade des gesamten Getriebes und sind damit auch unabhéngig von
ihrer konstruktiven Ausfithrung anwendbar. Beispiele dafiir sind, bei Verwendung von
hydraulischer Leistungsiibertragung ein Hydrostat - unter Vernachléssigung seiner Leck-
verluste, ein Exzentergetriebe, ein Reibradgetriebe - unter Vernachlassigung von Schlupf,
oder ein Harmonic Drive.

2.1.1 Drehzahlen

Bei einer einfachen Stirnradstufe, wie sie in einem Standgetriebe enthalten ist (Bild 2.2),
ist die Ubersetzung (i) eines Getriebes aus den Verhéltnissen seiner Wellendrehzahlen
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Bild 2.1 Ableitung eines Umlaufgetriebes aus einem Standgetriebe
(n) wie folgt definiert:

. n1

= — 2.1
112 g ( )

Diese Ubersetzung, also das Drehzahlverhiltnis der beiden Wellen, lisst sich bei einem
solchen Standgetriebe sehr leicht aus dem Verhéltnis der Zéhnezahlen oder Walzkreise
der beteiligten Zahnrader bestimmen. Ein einfaches Stirnradgetriebe, Antrieb an Wel-
le 1, Abtrieb an Welle 2, mit einer Ubersetzung von |i;s] > 1 bedeutet demnach eine
Ubersetzung ins Langsame, eines mit 0 < |ij5| < 1 ins Schnelle. Ublicherweise wird eine
Drehrichtungsumkehr durch einen Vorzeichenwechsel der Drehzahlen zum Ausdruck ge-
bracht. Eine Stirnradstufe mit zwei gleichen Zahnridern hat demnach eine Ubersetzung
von -1. Nichtparallele Wellen werden dabei rechnerisch nicht unterschieden und wie par-
allele Wellen gehandhabt.

Ein Umlaufgetriebe besitzt jedoch nicht nur zwei, sondern drei nach auflen gefiihrte
Wellen:

e zwei Zentralrdder (Sonnen- bzw. Hohlrdder mit dem Index 1 bzw. 2)

e cine Stegwelle mit den auf ihr gelagerten und eventuell umlaufenden Planeten (mit
dem Index s)
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Bild 2.2 FEinfaches Standgetriebe aus zwei Keilwellen und Stirnrédern

Alle drei Wellen konnen dabei eine Drehzahl besitzen, d.h. auch, dass an einem der-
artigen Getriebe, bei nur jeweils zwei drehenden Wellen, bereits sechs Ubersetzungen
(Drehzahlverhéltnisse) moglich sind. Es existieren die Moglichkeiten Zentralrad 1 zum
Steg (1-s, s-1), Zentralrad 1 zu Zentralrad 2 (1-2, 2-1) und Zentralrad 2 zum Steg (2-s, s-
2). Dieses scheinbar sehr uniibersichtliche Drehzahlverhalten hat bereits Willis um 1840
leichter versténdlich gemacht, indem er es als Uberlagerung von zwei Teilbewegungen
beschrieb [MUE]:

e dem Wilzfall (im folgenden mit ’ bezeichnet)

e dem Kupplungsfall (im folgenden mit ” bezeichnet)

Jeder beliebige Bewegungszustand eines Planetengetriebes kann durch die Addition die-
ser beiden Zusténde mit dem entsprechend richtigen Betrag und der korrekten Richtung
des jeweiligen Geschwindigkeitsvektors abgebildet werden. Im linken Teil von Bild 2.3
sieht man die Geschwindigkeitsverteilung im Wilzfall. Der Steg steht still (n, = 0) und
der Antrieb erfolgt iiber eines der Zentralrdder (Sonne oder Hohlrad). Im rechten Teil
ist der Kupplungsfall dargestellt: Das Getriebe lauft als Block um, so als sei es mit Sand
gefiillt. Dazu miissen alle drei Wellen des Planetengetriebes mit derselben Drehzahl um-
laufen (n] = ny = n.). Jeder beliebige Drehzahlzustand (ny, ny, n,) ist nun immer die
Summe aus diesen beiden Féllen. Mit diesen Vorraussetzungen ergibt sich:

"

’ " !
n]_ :n1+n1 — n1+n8

’ " / 1"
Ng =MNg+ Ny = Ny + Ny

/ " " "
ng =ng,+n, = 0+n, =n,

aus der dritten Zeile folgt dann fiir n; und no:

’
Ny = Ny + N

/
Ny = MNg+ Ny
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Diese Gleichungen kann man nach n; und ny, auflésen. Nimmt man nun die Gleichung des
Ubersetzungsverhéltnisses einer Stirnradstufe (Gl. 2.1), die hier ja auch fiir den Standfall
gilt, folgt fiir das Ubersetzungsverhéltnis eines Planetengetriebes die Willis- Gleichung:

!
n, _onp—

T = l12 =
Ty Ng — N

(2.2)

umgeformt ergibt sich daraus
ny —no - ilg — Ng - (]_ - ilg) =0 (23)

Das Verhéltnis der Relativdrehzahlen n’l = n; — n, und n'2 = ng — n, ist also immer
konstant und gleich der Ubersetzung des Getriebes im Standfall. Dieses wiederum lisst
sich einfach aus den Z#dhnezahlen oder Walzkreisdurchmessern bestimmen. Die Rela-
tivdrehzahlen werden héufig auch als ,Wélzdrehzahlen“ bezeichnet. Entsprechend wird
die Stegdrehzahl ng auch die ,,Kupplungsdrehzahl“ jeder Welle 1, 2 oder s genannt.

2

Bild 2.3 Der Wilzfall (*) (links) und der Kupplungsfall (”) (rechts) eines Umlaufge-
triebes

Kutzbach [KZB] hat ein sehr einfaches graphisches Verfahren zur Visualisierung der
Drehzahlen nach Gréfle und Richtung aus den verwendeten Zahnraddurchmessern ent-
wickelt, auf das jedoch hier nicht ndher eingegangen werden soll, da seine Erstellung im
Kapitel 3.2 anhand eines Beispieles gezeigt wird.

2.1.2 Ubersetzungen und Standiibersetzung

Die Standiibersetzung eines Planetengetriebes ist, wie der Name schon sagt, die Uber-
setzung zwischen den zwei Wellen des Planetengetriebes bei stehendem Steg. Da es sich
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bei der Standiibersetzung um eine zentrale Grofle zur Berechnung der Drehzahlen und
Momente handelt, soll die Bestimmung dieser Grofle aus der vorhandenen Geometrie an
zwei Umlaufgetrieben gezeigt werden. Es handelt sich dabei um ein Plus- und ein Minus-
getriebe. Bei einem Plusgetriebe drehen sich bei stillstehendem Steg die Antriebs- und
Abtriebswelle in die selbe Richtung. Bei einem Minusgetriebe drehen An- und Abtrieb
in gegensétzliche Richtung. Es existieren in der Literatur mehrere Arten der Kategori-
sierung von Planetengetrieben [VDI2157], z.B. nach

e Zahl der Stege: Hauptkategorien Ein-, Zwei und Mehrsteggetriebe, Unterkategorien
einfache und zusammengesetzte Getriebe

e Zahl der laufenden Anschlusswellen: Zwei-, Drei- Mehrwellengetriebe

e Nutzungsweise: Ubersetzung, Uberlagerungs-, Schalt-, Wendegetriebe, Summier-
und Differenzgetriebe

e Stegbewegung: Stand- und Umlaufgetriebe (stehender bzw. mitdrehender Steg)

Die Unterteilung der Planetengetriebe in die zwei Hauptkategorien ,,Plus-“ und ,,Minus-
getriebe“ hat sich jedoch gerade fiir Aussagen iiber Wirkungsgrad, Selbsthemmféihigkeit
und Leistungsfliissse bewéhrt [MUE], [STR].

Im Bild 2.4 sieht man ein Minusgetriebe. Die Leistung flieit von der Sonne (1) iiber die
Planeten (p) (nur einer dargestellt) zum Steg (s) hin ab. Das Hohlrad (2) ist im Gehause
fixiert.

Fiir die Bestimmung der Standiibersetzung geht man Stufe um Stufe von einem Zentral-
rad zum anderen und multipliziert jeweils das negative Zahnezahlverhéltnis der betei-
ligten Réder miteinander entgegen der Bewegungsrichtung.

(Egal wie die eigentliche Kinematik der Konstruktion aussieht, so wie hier auch das
Hohlrad stillsteht, wird ganz stur nach diesem Verfahren vorgegangen).

Die Gleichung fiir die Standiibersetzung dieses Minusgetriebes wiirde also hier lauten:

. Z 2y %
p=—-2.-2=2 (2.4)
21 Zp Z1

Da man fiir das Hohlrad eine negative Zihnezahl einsetzen muss, ergibt sich insgesamt
also eine Standiibersetzung < 0 (die Paarung Planet/Zahnrad zu Hohlrad erzeugt keine
Drehrichtungsumkehr!).

Fiir das Plusgetriebe im folgenden Bild 2.5 ergibt sich demnach:

. Zpl z9 Zpl * 22
P P

fg= 2.2 17 (2.5)
21 Zp2 21 Zp2
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—

Bild 2.4 Minusgetriebe

Wie man sofort sieht, ist diese Zahl > 0, da kein Hohlrad beteiligt ist und kein negati-
ves Vorzeichen vorkommt. Auch hier flieft die Leistung von der ersten Sonne iiber die
Planeten zum Steg hin ab. Das zweite Zentralrad ist wiederum im Gehéuse fixiert.

Mit der Kenntnis der Standiibersetzung, dieses festen Verhiltnisses eines Planetenge-
triebes, konnen nun alle fiinf anderen moglichen Ubersetzungen aus der Willisgleichung
(Gl 2.2) errechnet werden. In dem obigen Beispiel wird fiir die Bestimmung der Ab-
triebsdrehzahl die Ubersetzung von Zentralrad 1 zum Steg bendtigt. Aus Gleichung 2.3
ergibt sich:

nt — nNo- i12 — Ng - (1 — i12) =0 |Z Ng (26)
n1 ng . .

= E = (1= =0 =0 2.7
. T i1z — ( i12) | n2 (2.7)
ils == 1 - ’ilg (28)

Die in beiden Beispielen vorliegende Ubersetzung von einer Sonne zum Steg ist demnach
immer 1 minus der Standiibersetzung. Man kann auch erkennen, dass, falls nicht der
Fall von lediglich zwei drehenden Wellen vorliegen wiirde (ny # 0), noch mindestens
ein Drehzahlverhéltnis zwischen zwei Wellen bekannt sein miisste, um alle Drehzahlen
bestimmen zu kénnen.

Drehzahlverhéltnisse bei drei drehenden Wellen bezeichnet man iiblicherweise mit einem
anderen Buchstaben (z.B. k) um sie gegen das Verhéltnis bei nur zwei drehenden Wellen
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P,

Py

i =l
|_

—

Bild 2.5 Plusgetriebe

abzugrenzen, die ja aus den Zahnezahlen berechnet werden kénnen. Drehen drei Wellen
gleichzeitig, miifite man die Ubersetzung von Sonne zu Steg folgendermafien schreiben:

ny — MNgo- ilg — Ng * (1 — ’i12> =0 ‘Z Ng (29)
n n . .
]ﬁs - 1 - le2 . (1 - kgs) (211)

2.1.3 Kupplungsleistung und Waélzleistung

Die beiden von Willis definierten Teilbewegungen zur Berechnung der Drehzahlverhélt-
nisse konnnen auch zur Verdeutlichung der inneren Leistungsfliisse eines Umlaufgetriebes
verwendet werden. Die Betrachtung dieser Leistungen ist hilfreich fiir die Interpretation
der Gleichungen zur Bestimmung der Momente an den Einzelwellen und des Wirkungs-
grades. Wie bereits in Kapitel 2.1.1 geschildert, kann jeder mogliche Bewegungszustand
aus der Uberlagerung von Wilz- und Kupplungsfall beschrieben werden.

Im Wilzfall wird die gesamte von auflen anliegende Leistung bei stehendem Steg iiber die
Planeten von einem Zentralrad (1, z.B. der Sonne) zum anderen (2, z.B. einem Hohlrad)
iibertragen. Die Leistungsiibertragung erfolgt verlustbehaftet durch das dabei zwischen
den Z&hnen auftretende Gleiten. Die dabei auftretende Wilzleistung ist definiert durch
die Umfangskraft der Zdhne im Walzkreis und der zwischen dem jeweiligen Rad und
dem Wilzpunkt auftretenden Relativgeschwindigkeit. Da der Wélzpunkt immer in einer
konstanten Lage zum Steg liegt, ist die Relativgeschwindigkeit zwischen der Stegwelle
und dem Waélzpunkt immer Null. Deshalb kann Wiélzleistung auch nur zwischen den
beiden Zentralwellen iibertragen werden (siehe auch Bild 2.6), nicht jedoch zwischen
einer Zentralwelle und der Stegwelle. Die Gleichungen dafiir lauten:

PWl = M1 . (w1 — ws) (212)
PW2 = Mz . (w2 — ws) (213)

11
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In Bild 2.6 werden durch die in Form eines Dreiecks angeordneten Kreise die Ein-
gangswellen symbolisiert. Alle von auflen kommenden Pfeile stellen dufere eingeleitete
Leistungen dar, wiahrend alle Pfeile innerhalb des Dreiecks den Leistungsfluss im Inne-
ren des Getriebes bezeichnen. Lat man nun den Steg aus dem Standfall heraus immer

S S

---- Walzleistung

Bild 2.6 Alle moglichen Leistungsfliisse der Wilzleistung

schneller drehen, bis alle drei Wellen die selbe Drehzahl bei gleicher Drehrichtung erreicht
haben, spricht man vom Kupplungsfall. Die gesamte vom Getriebe iibertragene Leistung
wird dann ohne Abwélzen der Zahnriader weitergegeben, wird also verlustfrei iibertra-
gen. (Das dabei auftretende Planschmoment des Steges im Ol und die lastunabhingigen
Lagerverluste der dusseren Wellen werden dabei vernachléssigt). Die dann iibertragene
Leistung ergibt sich aus dem Produkt von anliegendem Moment und der Stegdrehzahl,
die dann an allen Wellen anliegt, oder in 2.15 - 2.16 mathematisch formuliert:

PKl = M1 *Wg (214)
PK2 = M2 * Wy (215)
Px. = M, w, (2.16)

Die Kupplungsleistungen stehen damit immer im selben Verhiltnis zueinander wie die
Momente der Wellen, was man leicht durch Kiirzen mit w, feststellen kann. Ein inter-
essanter Punkt dieser Beziehung ist - da die Summe der Momente immer 0 ergeben und
deshalb immer eines der Momente so grof3 wie die beiden anderen sein muss, dass die
Kupplungsleistungen zweier Wellen immer zu einer hinfliefen miissen oder von einer weg
zu beiden anderen.

Bild 2.7 zeigt alle moglichen Arten von Kupplungsleistungen, die innerhalb eines Um-
laufgetriebes auftreten konnen. In jeden Fall fliefen beide Kupplungsleistungen immer
zu einer Welle hin oder von einer Welle weg.

Die dusseren Leistungen eines beliebigen Bewegungszustandes ergeben sich nun aus der
Addition dieser beiden Arten von ,inneren Leistungen®:

P1: PW1 +PK1:Ml-(wl—ws)+M1-w8:M1-w1 (217)
PQ = PW2 —|—PK2 = M2 . (u}Q - ws) + M2 cWg = Mg ) (218)
P= 0 +Pxy=M,- w, (2.19)

12
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S S
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1 2 2
S S

-
VAR VAN

1 2 2

Kupplungsleistung

Bild 2.7 Alle moglichen Leistungsfliisse der Kupplungsleistung

Aus der Vorstellung, dass Kupplungsleistung verlustlos iibertragen wird und Waélzleis-
tung nur zwischen den beiden Zentralwellen flieflen kann, lassen sich manche Phéanomene
bei bestimmten Arten von Umlaufgetrieben leichter erkldaren, z.B. dass der Umlaufwir-
kungsgrad von Minusgetrieben immer besser sein muss als ihr Standwirkungsgrad, da
sich die Kupplungs- und Wailzleistungen nie ungiinstig iiberlagern kénnen. Die Sum-
menwelle bei Minusgetrieben ist immer ihre Stegwelle (Erkldrung siehe Seite 18), also
flielen die Kupplungsleistungen von Minusgetrieben immer von einer der beiden Zen-
tralwellen zur Stegwelle oder zuriick. Der verlustbehaftete Anteil der Wélzleistung flief3t
immer von Zentralwelle 1 zu 2 oder umgekehrt. Im Standfall flieBt immer die gesam-
te dussere Leistung als Wilzleistung, also verlustbehaftet. Im Falle einer Uberlagerung
wird ein Teil der Leistung als Kupplungsleistung iibertragen, d.h. der Wirkungsgrad
eines Minusgetriebes wird sich dadurch auf jeden Fall verbessern. Bild 2.8 zeigt alle
moglichen Félle von Leistungsflisssen, die bei einem Minusgetriebe auftreten konnen.
Man kann erkennen, dass Kupplungsleistung und Wiélzleistungen nie zusammenfallen,
also auf demselben Pfad verlaufen. Bei einem Plusgetriebe wird immer eine der beiden
Zentralwellen die Summenwelle sein, d.h. die Kupplungsleistung wird immer von/zu 1
oder 2 flielen und sich mit der Wilzleistung iiberlagern.

13
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aulere Leistung
- Kupp|ungsleistun9
----- Walzleistung

1 2 1 2

Bild 2.8 AuBere und innere Leistungsfliisse eines Minusgetriebes bei Leistungstei-
lung

2.1.4 Momente und Momenten-Verhiltnisse

Im folgenden Abschnitt soll die Beziehung fiir das Momentenverhéltnis zwischen den
drei Wellen eines Umlaufgetriebes hergeleitet werden. Dabei geht man von der Tatsache
aus, dass alle Leistungen, die an einem System angreifen, Null ergeben miissen.

NAn N Ab

iP:ZPAn—i—ZPAb—l—ZP‘/:O (2.20)
=1 =1 i=1

Alle Leistungen an den Antriebswellen sind gleich der Summe der Verlustleistungen
plus der Abtriebsleistungen. Daraus folgt mathematisch, dass die Abtriebs- und Verlust-
leistung sinnvollerweise als Zufiihrung negativer Leistung interpretiert wird. Falls also
die Leistung an einer (Keil-) Welle positiv ist, handelt es sich um eine Antriebswelle
(P4, > 0), falls diese negativ ist, um eine Abtriebswelle (P4, < 0).

Im folgenden geht man zur Bestimmung der Beziehung zwischen den Momenten der An-
und Abtriebswelle und des Wirkungsgrades des Getriebes wieder von einer vereinfachten
Betrachtung aus:

Ein beliebiges Getriebe mit genau einer Antriebs- und einer Abtriebswelle, dargestellt in
Bild 2.9 als Blackbox. Der Wirkungsgrad eines solchen Getriebes bestimmt sich nach
der generellen Beziehung Nutzen durch Aufwand:

— Py,
PAn

n= (2.21)
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I"]12 I"]21

—> > - -
P, P P, P

2

2

Bild 2.9 Getriebe als Blackbox. Gleichung des Wirkungsgrades ist abhéngig von
der Flussrichtung der Leistung

Das negative Vorzeichen dient lediglich dazu, aus der negativen Abtriebsleistung eine
positive Zahl zu machen, um nicht mit negativen Wirkungsgraden rechnen zu miissen.
FlieBt die Leistung nun von Welle 1 nach Welle 2 (also ist P, > 0 und P, < 0), ergibt

sich:
—P2 _M2 * Ny o M2 1

Mo = = = —— T
P M -ny M, 19

M, —1
- = - 2.22
(M2) A0 212 - T2 ( )

Fliesst die Leistung aber von Welle 2 nach Welle 1 (also ist P, < 0 und P, > 0), ergibt
sich:

daraus folgt:

—-P —M; -ny M, .
= = = —— -1
21 P, My - 1a M, 12

M, —7121
_ 2.23
<M2> 112 ( )
P <0

Beide Formeln sind nicht identisch! (Lediglich bei n = 1). Das heifit aber:

daraus folgt:

e Um zu wissen, wie grof§ der Wirkungsgrad eines Getriebes ist oder um das Ver-
héltnis der Momente zwischen An- und Abtriebswelle berechnen zu kénnen, muss
man wissen, in welcher Richtung die Leistung durch das Getriebe fliefit

e Verlustsymmetrie eines Getriebes, also derselbe Wirkungsgrad beim Durchlaufen
der Leistung von Welle 1 zu 2 oder umgekehrt, ist keineswegs selbstverstandlich.
(Es gilt m12 # 191 bis das Gegenteil bewiesen ist).

Um nicht jedes Mal zwei Formeln fiir das Momentenverhéltnis zweier Wellen angeben zu
miissen und dazu die Bedingungen zu ihrer Verwendung, wurden die Gleichungen 2.22
und 2.23 von [BRA] zusammengefasst zu

e B (2.24)
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wobei gilt:
wh=+1 — g =y
wl=-1 — n¥'=1/ny

w1 bestimmt man dabei aus der Flussrichtung der Wélzleistung an Welle 1. Mathema-

tisch formuliert heif3t das:
M - (nl - ns)

|My - (n1 — ny)|

wl =

Um nun von dieser einfachen Stirnradstufe auch auf die Momentenverhéltnisse eines Um-
laufgetriebes schliessen zu konnen, bedient man sich der Formel des Momentengleichge-
wichtes

> M =M+ M+M=0 (2.25)
i=1
Daraus lassen sich die beiden noch fehlenden Beziehungen fiir die Momentenverhéltnisse
zur Stegwelle ableiten:

M, . 1

= | 2.26
M, 112 * 7], ( )
M, 1

=——1 2.27
My i - mut ( )

Damit kann man nun alle Momente an den Wellen eines Umlaufgetriebes durch die
Gleichungen 2.24, 2.26 und 2.27 berechnen, sobald man dessen Standiibersetzung (is)
und Standwirkungsgrad (712 oder 791) kennt. Es ist festzuhalten, dass die Momentenver-
héltnisse demnach lediglich von den Zahnezahlen des Getriebes abhéingig sind und nicht
von dessen Drehzahlen. Der Leistungsfluss wird iiber die Drehzahlverhéltnisse bestimmt,
nicht jedoch die Momentenverhéltnisse.

2.1.5 Standwirkungsgrad und Umlaufwirkungsgrad

Im vorhergehenden Abschnitt wurden die Gleichungen fiir die Momentenverhaltnisse
zwischen zwei der drei Wellen eines Umlaufgetriebes hergeleitet, ausgehend von einem
einfachen Standgetriebe. Diese Gleichungen kénnen auf einfache Weise auf ein Umlauf-
getriebe mit stehendem Steg iibertragen werden. Der dabei auftretende Wirkungsgrad
wird auch als Standwirkungsgrad bezeichnet, da der Steg steht. Dabei wurde aulerdem
gezeigt, dass die Richtung des Leistungsflusses ausschlaggebend fiir die Wahl der rich-
tigen Gleichung ist. Fiir zwei drehende Wellen gab es den einfachen Ansatz, dass das
Getriebe einmal von rechts nach links oder umgekehrt von der Leistung durchlaufen
wird. Aufgrund der sich ergebenden Gleichungen fiir die Momentenverhéltnisse (Glei-
chungen 2.24, 2.26 oder 2.27) ist die Berechnung des Wirkungsgrades fiir diese Fille
relativ einfach.

Bei drei gleichzeitig drehenden Wellen gibt es nicht mehr nur diese zwei, sondern sechs
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Leistungsteilung
Leistungssummierung

/&

Pl P2
&

P P

Bild 2.10 Alle Moglichkeiten der Leistungsteilung und Leistungssummierung an
einem Umlaufgetriebe

ﬁ ﬁ

Pl P2 Pl PZ
A A

P P, P, P,

mogliche Fille (siehe Bild 2.10):

Drei Falle zur Leistungssummierung und drei zur Leistungsteilung. In jedem der drei
genannten Fille ist jeweils eine der drei Wellen alleiniger Eingang oder Ausgang fiir die
Leistung. Bei diesem Betriebsfall spricht man nicht mehr vom Stand- sondern vom ,,Um-
laufwirkungsgrad®“. Im folgenden soll nun die Gleichung fiir einen dieser Félle hergeleitet
werden: Der Fall Leistungsteilung von Zentralrad 1 zu Steg und Zentralrad 2 (Bild 2.10,
oben Mitte) . Aus dem Leistungsansatz und den Gleichungen fiir die Momentenverhlt-
nisse ergibt sich:

P2+Ps_ MQ'n2+Ms'ns

— 2.28
<2 P, M, -1y ( )
— My - ite - VL. M (iyg - n*t — 1) - n,
_ 1012 - & - ng + My (g - nd )-n (2.29)
M1 A

nach Kiirzen mit M; und der verkiirzten Schreibweise von k fiir die Drehzahlverhéltnisse
bei drei drehenden Wellen erhélt man:

Mez =iz 02" kor — (2 02 — 1) - kg (2.30)

Da es einfacher ist nur ein Drehzahlverhiltnis in die Gleichung einsetzen zu miissen,
macht man sie nur von z.B. k5 abhéingig.
1 1 — 119k
]{721 = — und ksl = &
12 I —i9
durch Einsetzen dieser beiden Beziehungen ergibt sich schliefflich fiir den Wirkungsgrad

dieses Falles: )
kig — d1g + t12my " (1 — ko)
— ° 2.31
7]1<S k12(1 _ 212) ( )
Die anderen Félle kann man dquivalent bestimmen. Alle diese Falle wurden von Miiller
in einer sehr tibersichtlichen Tabelle zusammengefasst [MUE].
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Bei Minusgetrieben ist dieser Umlaufwirkungsgrad immer besser als der Standwirkungs-
grad, was sich aus der Uberlegung der giinstigen Uberlagerung von Wilz- und Kupp-
lungsleistung ergibt (siehe Bild 2.4), oder dem Vergleich des Ergebnisses der Gleichung
2.31 bei ihrem Verhalten von n, gegen die Extremwerte (0/00).

2.2 Definition und Verwendung der
Getriebesinnbilder nach Wolf

Bei der Bestimmung der elementaren Grofien Drehzahl, Momente und Leistungen eines
Umlaufgetriebe beschrankt man sich auf einige wenige Eingangsparameter (Standiiber-
setzung und Standwirkungsgrad), wie im vorhergehenden Kapitel erlautert wurde. Nach
Erhalt dieser Grolen ist die konstruktive Ausfithrung fiir die Rechnung tiberhaupt nicht
mehr relevant. Deswegen wurde schon recht bald eine Darstellungsform erdacht, wel-
che lediglich die wesentlichen Gréflen und Eigenschaften darstellen soll. Wolf hat 1958

Symbole eingefiihrt, die ein Umlaufgetriebe durch einen Kreis mit drei nach auflen gehen-
den Linien (den drei Anschlusswellen) darstellen. Diese Symbole, Art und Verwendung
werden z.B. in der VDI Richtlinie [VDI672] genauer definiert. Auch die wichtigsten Be-
grifflichkeiten werden dort ndher erlautert. Im folgenden soll deshalb nur kurz auf die
wichtigsten Merkmale bei dieser Darstellungsform eingegangen werden, um die Grund-
lagen fiir das folgende Kapitel zur Bestimmung des Freiheitsgrades in der Darstellung
nach Wolf zu liefern.

Die Stegwelle wird immer besonders gekennzeichnet, indem diese Linie etwas in den
Kreis hineinreicht, wihrend die beiden anderen am Rand enden. Wolf hat ausserdem
die ,,Summenwelle®, also die Welle mit dem grofiten Moment, durch einem Doppelstrich
gekennzeichnet. So kann man bereits auf den ersten Blick erkennen, ob es sich um ein
Plus oder Minusgetriebe handelt.

Bei einem Minusgetriebe ist ndmlich immer die Stegwelle auch gleich die Summenwelle,
wéahrend hingegen bei einem Plusgetriebe immer eine der beiden Zentralwellen die Sum-
menwelle sein muss. Dies kann man leicht an folgender Uberlegung nachvollziehen:

Hat man ein Minusgetriebe vorliegen, dann muss bei stehendem Steg die eine Zentral-
welle, W1 (z.B. eine Sonne), anders herum drehen als die andere, W2 (z.B. ein Hohlrad),
denn so ist ja die Definition eines Minusgetriebes. Legt man nun ein positives Antriebs-
moment an W1 (die Sonne), ergibt sich mit der positiven Drehzahl eine Antriebsleistung.
Da der Steg steht, muss der Abtrieb iitber W2 (das Hohlrad) nach auflen gefiithrt wer-
den. Da aber die Drehzahl dieser Welle negativ ist, muss das an W2 anliegende Moment
ebenfalls positiv sein, da sich sonst aus dem Produkt von Drehzahl und Moment keine
negative Abtriebsleistung ergeben wiirde. Wenn jetzt die Summe der Momente am Um-
laufgetriebe Null ergibt, M; > 0 und M, > 0 ist, muss das Stegmoment M, negativ sein
und so grofl wie diese beiden zusammen. Folglich muss die Stegwelle bei einem Minus-
getriebe die Summenwelle sein. (siehe Bild 2.2). Eine entsprechende Uberlegung kann
man fiir ein Plusgetriebe vornehmen. Dabei ergibt sich dann, dass bei einem Plusgetrie-
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be immer eine der beiden Zentralwellen die Summenwelle sein muss. Dies ist dann die
Welle mit dem Zahnrad, das die grossere Zahnezahl aufweist.
Besonders interessant ist diese Darstellung nach Wolf fiir die Vernetzung oder Verschal-

©

> [—1/0/

1 1] Moment

@ £—~7 Drehzahl

+ |/ +/ O Leistung

Lt/ -/

Bild 2.11 Minusgetriebe - der Steg ist immer Summenwelle, Momente, Drehzahlen
und Leistungen

tung mehrerer Elementargetriebe (hohere Koppelgetriebe), um den Uberblick zu bewah-
ren. An den einzelnen Wellen kénnen die Momente oder Drehzahlen notiert werden, um
so auch komplexere Probleme nach und nach aufzulésen. Auflerdem gibt es Symbole fiir
das Festlegen einer Welle im Geh&duse oder den Anschluss einer Kupplung oder Bremse.
Zusammen mit einer Schaltlogik konnen mehrere Génge erzeugt werden. (z.B. bei einem
Planeten-Schaltgetriebe, dargestellt in Bild 2.12). Je nach Schaltzustand kann man

Gg | B1 | B2 | K1 | K2 1
1 ° ° 2.5
2 ° ° 1.5

dir ° ° 1.0
ri ° o | -20

Tabelle 2.1 Schaltlogik des Simpsonsatzes von Bild 2.12

dadurch die einzelnen Momente und Drehzahlen visualisieren und das Zusammenspiel

19



KAPITEL 2: THEORETISCHE GRUNDLAGEN

=
I\
I
IR
' |
| Lo

777, = KZ)\ gBl

Z

Bild 2.12 Simpsonsatz als Beispiel fiir ein schaltbares Umlaufgetriebe, Konstrukti-
on und Symbolik nach Wolf

der Einzelkomponenten besser erfassen, dhnlich wie bei Plénen in der Hydraulik oder
bei elektrischen Schaltungen. Die Wolfsymbolik ist sowohl am Beginn der Konstruktions-
phase, zur Bestimmung der richtigen Gréfienordnungen der Ubersetzungen, als auch zur
Nachrechnung bestehender Getriebe sehr gut geeignet. Wenn die Anzahl der verwendeten
Umlaufgetriebe und alle ihre Standiibersetzungen (Z&hnezahlen) feststehen, kann mit-
hilfe eines angenommenen Standwirkungsrades fiir jedes Elementargetriebe sehr einfach
iiberschlégig der Wirkungsgrad des Gesamtsystems in jedem Gang bestimmt werden.
Auch Aussagen iiber Selbsthemmung sind sehr gut aus diesen Planen ableitbar.

2.3 Freiheitsgrade von Getrieben

,Der Freiheitsgrad eines physikalischen Systems ist gleich der Anzahl der Bestimmungs-
grofen, welche ihm beliebig und unabhdngig voneinander vorgegeben werden konnen und
miissen, um seinen Zustand eindeutig festzulegen.“[MUE].

Ein Getriebe besitzt als relevante Bestimmungsgrofen Drehzahlen [s™!] und Momente
[Nm], die nach der Anforderung an die Konstruktion bestimmt werden. Beim Freiheits-
grad eines Getriebes wird deshalb auch unterschieden zwischen seinem kinematischen
(Drehzahlen) und seinem statischen Freiheitsgrad (Momente). Der Gesamtfreiheitsgrad
eines Getriebes muss alle notigen Bestimmungsgréfien zum Betrieb eines Systems ent-
halten und wird oft auch als ,,Betriebsfreiheitsgrad Fg“ bezeichnet. Er ist definiert durch
die Summe aus kinematischem und statischem Freiheitsgrad

Fp = Fgat + Flin (2.32)

Um eine gewisse Anzahl von Betriebsgrofien vorgeben zu kénnen, benotigt man genauso-
viele Krafteinleitungspunkte in das Getriebe wie Vorgaben existieren. Wenn man davon
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ausgeht, dass ein Wellenende genau einen Krafteinleitungspunkt darstellt und keine Ver-
luste im System auftreten, muss die Anzahl der nach aufien gefithrten Wellen (W) mit
den Freiheitsgraden iibereinstimmen.

W — Fstat + Fkln — FB (233)

Daraus folgt auch: Will man mit dem Getriebe auch Leistung iibertragen, ist zu be-
achten, dass mindestens eine Welle mehr existieren muss, als das System kinematische
Freiheitsgrade besitzt, da sonst der statische Freiheitsgrad Null ist und kein Moment
eingeleitet werden kann. Ein Getriebe mit genau einer Eingangswelle und dem Betriebs-
freiheitsgrad 2 ist nur denkbar, wenn innerhalb des Getriebes nur Verluste und Warme
produziert wird.

Im folgenden sollen lediglich die abstrakten Formen der Planetengetriebe nach Wolf,
also ohne Geometrie, Lagerstellen, Kupplungen und Bremsen betrachtet werden, da je-
der Schaltzustand und Gang eines Getriebes auch in einem eigenen Modell nach Wolf
beschrieben werden kann. Auch die Definition der Freiheitsgrade wird von diesen ausge-
hend abgeleitet, da das spéter vorgestellte Rechenmodell von der wirklichen Geometrie
ausgeht und neben den Drehzahlen und Momenten auch die Freiheitsgrade bestimmt.
Selbst wenn Kupplungen und Bremsen in der Symbolik nach Wolf dargestellt werden,
muss fiir die Berechnung eines Ganges immer ein konkreter Schaltzustand angenommen
werden.

2.3.1 Statischer Freiheitsgrad

Geht man im folgenden davon aus, dass Standiibersetzung i1, und der Standwirkungs-
grad 1, bekannt sind, hat man bei den Momenten an einem Umlaufgetriebe immer drei
unbekannte Grofen:

Das Moment

e am Steg (Mj)
e am Zentralrad 1 (M)
e und am Zentralrad 2 (M,)

Zur Bestimmung dieser Grofien stehen zwei Gleichungen zur Verfiigung:

e Summe der Momente (Gleichung 2.25):
M + My + My =0

e das Verhiltnis zweier Momente (Gleichungen 2.24 oder 2.26 oder 2.27)

] wl _ g M, 1 ]
=1 . — p— _
1277 My iy -t
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Es existieren also zwei Gleichungen und drei Unbekannte, folglich ist der statische Frei-
heitsgrad eines einfachen Umlaufgetriebes = 1, d.h. ein Moment muss vorgegeben wer-
den, um alle anderen berechnen zu kénnen.

Der sich ergebende Freiheitsgrad eines kompletten Getriebes ist nicht immer sofort er-
sichtlich. Bereits bei einem einfachen Stirnradgetriebe kann man durch ein paar kon-

7.

Bild 2.13 Stirnradgetriebe mit statischem Freiheitsgrad 2

struktive Anderungen mehrere Momente an einer Welle angreifen lassen, so dass sich
der statische Freiheitsgrad erhoht (siehe Bild 2.13 Stirnradgetriebe mit stat. Fi,; = 2).
Nur durch eindeutige Vorgabe der Groflen an jedem Krafteinleitungspunkt (und wenn
es M, = 0 ist) konnen An- und Abtriebsleistung oder die fehlenden Momente berech-
net werden. Bei der Kombination von z.B. zwei einfachen elementaren Umlaufgetrieben
kann je nach Art des Zusammenschlusses der Einzelwellen die Wahl der Bindungen den
statischen Freiheitsgrad stark verdndern (Bild 2.14 Vierwellengetriebe). So besitzt das

-0 GO

Bild 2.14 Zwei Vierwellengetriebe mit Unterschiede in ihrer innerer Vernetzung
und ihrem Freiheitsgrad

linke Getriebe einen einfachen, das rechte einen zweifachen statischen Freiheitsgrad. Zur
genauen Bestimmung des Freiheitsgrades einer bestimmten Getriebekonstruktion abstra-
hiert man dieses Verfahren in die Darstellung nach Wolf und geht dann am einfachsten
mit dem in Abschnitt 2.3.4 erklédrten Verfahren vor. Auch bei Anwendung des in dieser
Arbeit vorgestellten alternativen Rechenverfahrens erhilt man selbstverstandlich eine
Aussage iiber den Freiheitsgrad der gesamten Konstruktion. (An diesem Beispiel sieht
man auch, dass eine Kategorisierung von Umlaufgetrieben nach der Anzahl ihrer An-
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schlusswellen keinen Sinn machen wiirde, wenn man die Zusammenfassung von generellen
Aussagen im Auge hat).

2.3.2 Kinematischer Freiheitsgrad

Hier werden ebenfalls Standiibersetzung 715 und der Standwirkungsgrad 7, als bekannt
vorrausgesetzt. Auch bei Bestimmung der Drehzahlen sind drei Wellen beteiligt, also
drei Groflen unbekannt: Die Drehzahl

e am Steg (ng)
e am Zentralrad 1 (n)

e und am Zentralrad 2 (ng)

Allerdings steht hier lediglich die sog. Willisgleichung (Gleichung 2.2) zur Verfiigung, die
auf Seite 8 hergeleitet wurde.

nl—nQ-ilg—nS-(l—im):O

Eine Gleichung fiir drei Unbekannte ergibt einen kinematischen Freiheitsgrad von 2 fiir
ein einfaches Umlaufgetriebe, d.h., dass zwei Drehzahlen bekannt sein miissen, um die
fehlende Dritte berechnen zu kénnen.

Auch der Standfall eines Umlaufgetriebes, wenn die Stegwelle steht, ist eine Drehzahlvor-
gabe, namlich n, = 0. Eine Anderung der Bindungen und des statischen Freiheitsgrades
bedeutet automatisch auch eine Anderung des kinematischen Freiheitsgrades.

2.3.3 Zwanglaufige und zwanglose Getriebe

Anstatt des Begriffs , Freiheitsgrad” findet man in der Literatur zur allgemeinen Getrie-
belehre haufig auch den Begriff |, Laufgrad“. Da dort iiblicherweise die Beweglichkeit eines
Getriebes untersucht wird, ist damit in der Regel dessen kinematischer Freiheitsgrad ge-
meint. Reuleaux [REU] bezeichnet ein Getriebe mit dem Laufgrad, also kinematischen
Freiheitsgrad, Fy;, = 1 als zwanglaufig. Demnach werden Getriebe mit dem Freiheits-
grad von 2 als zweilaufige, bei hoheren als mehrlaufige Getriebe bezeichnet. Dies Art von
Unterscheidung ist hauptséchlich wichtig, durch das sich in der Praxis sich ergebende
unterschiedlichen Betriebsverhalten:

Zwangliaufige Getriebe bekommen genau eine Drehzahl vorgegeben, kénnen jedoch meh-
rere An- oder Abtriebswellen und damit einen hoheren statischen Freiheitsgrad aufwei-
sen. Erst durch die Kenntnis jedes Momentes an allen Anschlusswellen (diese kénnen
selbstverstandlich auch 0 sein!) kann der komplette Leistungsfluss bestimmt werden.
Es drehen jedoch immer alle Wellen des Getriebes in direktem Zusammenhang mit
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der Antriebsdrehzahl (einem Vielfachen der Antriebsdrehzahl, je nach ihrem Uberset-
zungsverhiltnis). Als Beispiel fiir ein zwangldufiges Getriebe nennt Mueller [MUE] ein
Verteilergetriebe eines Bohrers mit mehreren Bohrspindeln (Bild 2.15). Bei zwanglosen

Bild 2.15 Bohrer als Beispiel fiir ein zwangliufiges Getriebe, Quelle [MUL]

Getriebe konnen und miissen jedoch mehrere Drehzahlen vorgegeben werden, wahrend
die Momente an allen Wellen in einem unabénderlichen Verhéltnis zueinander stehen,
das durch die verwendeten Zahnezahlen vorgegeben ist. Dies fiihrt zu einem anderen
Betriebsverhalten als bei zwanglaufigen Getrieben:

Liegt nun an einer der Abtriebswellen kein Moment an, kann das komplette Getriebe
plotzlich keine Leistung mehr iibertragen, da alle Abtriebswellen ebenfalls das Moment
0 erhalten. Die Abtriebswelle ohne Moment dreht jedoch leer hoch, bis sie ihre hochste
Leerlaufdrehzahl erreicht hat. Als Beispiel fiir ein zwangloses Getriebe ist das Hinter-
achsdifferential (Bild 2.16) eine PKW’s zu nennen.

2.3.4 Bestimmung des Freiheitsgrades aus den
Getriebesinnbildern nach Wolf

Aufgrund der Schnittzeichnung der Konstruktion ld8t sich selbst fiir den erfahrenen
Konstrukteur nicht immer sofort eine Aussage iiber den Freiheitsgrad eines kompletten
Getriebes ableiten. Gerade bei Automatikgetrieben, die aus mehreren elementaren Plus-
oder Minusgetrieben bestehen, ist die Vernetzung der einzelnen Komponenten essentiell
fiir den entstehenden Freiheitsgrad. Kommen Kupplungen, Bremsen und Freildufe hin-
zu, die von Gang zu Gang geschlossen, offen oder aktiv sind, ist es oft sehr schwer und
uniibersichtlich, die Leistungsfliisse, Drehzahlen und Momente eines anliegenden Ganges
zu sehen. Hier ist es von Vorteil, jeden Gang eines Getriebes in der Symbolik nach Wolf
zu notieren und darin alle nur moglichen Schaltzustéinde des Systems darzustellen. Aus
dem Schaltplan nach Wolf lésst sich nun auch mit der Kenntnis der nétigen Gleichungen
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Antrieb

\

rechts

Bild 2.16 Differential einer Hinterachse als Beispiel fiir ein zwangloses Getriebe

sehr einfach eine Aussage iiber das Betriebsverhalten und den Freiheitsgrad eines Getrie-
besystems ableiten. Man nimmt dazu die Risszeichnung des Getriebes und abstrahiert
daraus alle vorhandenen Elementargetriebe. Nun werden die Striche aller Elementarge-
triebe, die in der Realitéit als Sonne, Hohlrad oder Steg gemeinsam auf einer Welle liegen,
iiber einen Knoten miteinander verbunden. Alle Kreise der Umlaufgetriebe sind am Ende
so angebunden, dass immer genau ein Knoten zwischen ihnen und dem néchsten Kreis
liegt. Jetzt kann man den Freiheitsgrad des jeweiligen Systems bestimmen:

Dies ist so einzurichten, dass ein Kreissymbol eines Umlaufgetriebes genau eine Glei-
chung fiir die Drehzahlen (die Willisgleichung 2.2) und zwei fiir die Momente enthélt
(Momentenverhéltnis ist Zahnezahlverhéltnis , Gleichung 2.24 und Summe der Momen-
te ist Null, Gleichung 2.25). Also ergibt sich fiir das Symbol eines Umlaufgetriebes das
folgende Bild mit den zugehérigen Gleichungen wie es in Tabelle 2.2 aufgelistet ist.

Symbol | M | n
EM == 0 ,L‘12 — ny—ns
) ]\42 na2—mns
—l12 ’n:1 = ﬁ
1

Tabelle 2.2 Notige Gleichungen an einem Umlaufgetriebe

Ein Knoten, der z.B. n Elementargetriebe verbindet (also n Striche, die zusammenlau-
fen), besitzt immer genau eine Gleichung fiir das an ihm geltende Momentengleichge-
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wicht (Summe der Momente ist Null) und n — 1 Drehzahlgleichungen. Bei einem Knoten
mit vier Anschliissen ergeben sich demnach die Gleichungen fiir Momente und Drehzah-
len, wie sie in Tabelle 2.3 dargestellt sind.

Symbol | M | n

ny = Ny
_+_ XM =0 Nng = ng

ng = Ny

Tabelle 2.3 Notige Gleichungen an einem Knoten mit vier Anschliissen

Im folgenden Abschnitt soll nun an zwei Beispielen die Anwendung dieser beiden Regeln
fiir die Bestimmung des Freiheitsgrades gezeigt werden. Es wird dabei von einem fertig
vorhandenen Modell des Getriebes in der Symbolik nach Wolf ausgegangen. Generell
wird dabei das folgende Vorgehen zur Bestimmung des Freiheitsgrades von Umlaufge-
trieben empfohlen:

1.
2.

26

Nummerierung der Wellen jedes Elementargetriebes von 1 bis Ny cyen

Erstellung einer Tabelle mit je einer Spalte fiir alle Drehzahlen und Momente nach
dem Beispiel von Tabelle 2.4 auf Seite 27

Zahlung aller Umlaufgetriebe und Eintrag dieser Ziffer Nypmiqufgetricve i die erste
Zeile von beiden Spalten

Zéahlung aller Verbindungsknoten und Eintrag in die Momentenspalte der zweiten
Zeile

Z#hlung aller Verbindungsknoten mit gleicher Anzahl von Anschliissen und Eintrag
in die Drehzahlenspalte der zweiten Zeile und deren folgende

. Bestimmung der Anzahl der gegebenen Gleichungen durch Multiplikation jeder

Ziffer mit der zugehorigen Wertigkeit:

e die Zeile mit der Anzahl der Umlaufgetriebe bekommt den Multiplikator 1 in
der Drehzahlenspalte und 2 in der Momentenspalte

e die Zeile jedes Knotens bekommt den Multiplikator (Nansenisse — 1) in der
Drehzahlenspalte und 1 in der Momentenspalte

Summiere die Zahlen in jeder Zeile und vergleiche sie mit der Anzahl der numme-
rierten Wellen. Die Differenz ergibt die fiir die Rechnung noch fehlenden nétigen
Vorgaben, also deren Freiheitsgrad (in der linken Spalte den statischen, in der
rechten Spalte den kinematischen).
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M n
Symbol ‘ Anzahl ‘ Faktor ‘ Ergebnis Symbol ‘ Anzahl ‘ Faktor ‘ Ergebnis

b— -2 b— -1
o 1 —0— -1
_< 9
_+_ 3
Ve .

Summe: Summe:

stat. Freiheitsgrad: = kin. Freiheitsgrad: =

Tabelle 2.4 Tabelle zur Feststellung des Freiheitsgrades eines Getriebes aus den
Getriebesinnbildern nach Wolf
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Im folgenden wird die Anwendung dieses Verfahrens fiir die beiden genannten Beispiele
(Bild 2.14) von Vierwellengetrieben gezeigt.

Als erstes Beispiel sollen zwei an einer Welle zusammengeschlossene Umlaufgetriebe die-
nen. Links ist die zugehorige Wolfsymbolik dargestellt und daneben eine der moglichen
Konstruktionen fiir diese Art von Koppelung (siehe Bild 2.17)

Alle Wellen der Wolfsymbolik werden durchnummeriert. Es ergeben sich sechs Wel-

1] | 5

3 2 b— 6

] O
| |

Bild 2.17 Vierwellengetriebe aus der einfachen Zusammenbindung zweier elementa-
rer Umlaufgetriebe, links Wolfsymbolik, rechts eine mégliche Konstrukti-
on

len. Anschliefend wird die Tabelle mit der Anzahl der jeweiligen Elemente gefiillt. Hier
existieren zwei Getriebesymbole und ein Knoten mit zwei Anschliissen. Anschliefend
werden die Ergebnisse jeder Zeile berechnet und die Summe fiir die Drehzahlen und die
Drehmomente ermittelt. Aus der Differenz der Wellenanzahl zur Summe ergibt sich der
jeweilige Freiheitsgrad. Dieses Getriebe besitzt demnach den statischen Freiheitsgrad
von 6 —5 = 1 und den kinematischen Freiheitsgrad von 6 — 3 = 3 (Tabelle 2.5).

28



2.3: FREIHEITSGRADE

M n

Symbol ‘ Anzahl ‘ Faktor ‘ Ergebnis Symbol ‘ Anzahl ‘ Faktor ‘ Ergebnis

b 9 2 4 2} 9 1 )

o 1 -1 1 —0— 1 -1 1
Summe: 5 Summe: 3
stat. Freiheitsgrad: 6-5= 1 kin. Freiheitsgrad: 6-3= 3

Tabelle 2.5 Freiheitsgrad eines Getriebes aus zwei Elementargetrieben mit einer
Koppelung

Nun die andere Variante zur Erzeugung eines Vierwellengetriebes durch Zusammenbin-
dung von zwei Umlaufgetrieben durch zwei Koppelungen:
Es existieren 8 Linien in der Wolfsymbolik. Nach Eintragung aller beteiligten Kompo-

I 8

2

AHL

1 — 6
™

(L1

Bild 2.18 Vierwellengetriebe aus der zweifachen Zusammenbindung zweier ele-
mentarer Umlaufgetriebe, links Wolfsymbolik, rechts eine mogliche Kon-
struktion

nenten und Berechnung dieser Anordnung ergibt sich in Tabelle 2.6 ein statischer und
kinematischer Freiheitsgrad von 8 — 6 = 2.
Besonders interessant sind diese Uberlegungen fiir die Herstellung verschiedener Génge
oder beim Anschluss mehrerer Motoren an ein Getriebe, z.B. bei Hybridkonzepten. So
kann man feststellen, ob ein angeschlossener Elektromotor iiberhaupt im gewiinschten
Sinn als Motor oder als Generator arbeitet.
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M n

Symbol ‘ Anzahl ‘ Faktor ‘ Ergebnis Symbol ‘ Anzahl ‘ Faktor ‘ Ergebnis

2} ) 2 4 b 2 1 9

o 2 1 2 —0— 0 1 0
—( 2 2 4

Summe: § Summe: §

stat. Freiheitsgrad: 8-6= 2 kin. Freiheitsgrad: 8-6= 2

Tabelle 2.6 Freiheitsgrad eines Getriebes aus zwei Elementargetrieben mit zwei
Koppelungen

2.4 Einbaukriterien

Als Einbaukriterien von Umlaufgetrieben gelten:

e Bedingungen zur Wahl der Durchmesser

e Bedingungen zur Wahl der Zahnezahlen und Eingriffsteilung von Sonne, Hohlré-
dern und Planeten

Bedingungen fiir die Durchmesser: Bei Festlegung der Zahnezahlen sollte man auf
die Zusammenhéinge zwischen den ineinander kimmenden Réadern achten. Bei einem
Minusgetriebe miissen die Sonne und Planeten in das Hohlrad passen. Folglich gilt als
geometrische Bedingung:

dHohlrad = dSonne +2- dPlanet (234)

Wird lediglich ein Hohlrad mit umlaufenden Planetenréddern ohne eine zentrale Sonne
verwendet, sollte die geometrische Beziehung eingehalten werden, dass die Wélzkreise
aller Planeten in den Wilzkreis des Hohlrades einbeschrieben werden kénnen, ohne sich
gegenseitig zu iiberschneiden. Bei drei Planeten ergibt sich dadurch ein gleichseitiges
Dreieck auf denen die Achsen der Planeten umlaufen. Die maximale Grofie von a ist
nach Gleichung 2.37 beschriankt durch den Durchmesser des Hohlrades (bei einem Pla-
netenradius von 0, siehe (Bild 2.19)).

Die minimale Lange von a ist beschrankt auf die Gréfle des Planetendurchmessers, an
dem sich alle Planeten innerhalb des Hohlrades gerade beriihren (Bild 2.20). Zwischen
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30°

~N_

Bild 2.19 Beziehung zwischen gleichseitigem Dreieck (Kantenlédnge a) und dessen
Umbkreis (Radius r)

der Seitenléinge a eines gleichseitigen Dreiecks und seinem einbeschreibenden Kreis ergibt
sich generell:

aT/Q = c0s(30°) (2.35)
g = co0s(30°) -r = % 3-r (2.36)
. = V3o (237

Als mazimale GroBle fiir die Kantenlédnge a des dreiseitigen Planetentrégers folgt also:
a = \/g * "Hohlrad (238)

Fiir die minimale Gréfle der Kantenldnge a des Planetentrigers ergibt sich nach Bild
2.20:

dSteg+dPlanet = dHohlr(zd (239>
a = dPlanet (240)

aus Gleichung 2.37 folgt mithilfe von Gleichung 2.39, aufgelost nach dem Stegdurchmes-

SEer:
V3
a = \/g * T'Steg = 7 . (dHothad - dPlanet) (241)

Setzt man nun Gleichung 2.40 in 2.41 und eliminiert dadurch den Durchmesser des
Planeten, ergibt sich fiir die minimale Kantenldnge a:

a = (2v3—=3) - dionirad = 0.46410 - donirad (2.42)

Mochte man nun noch das Durchmesserverhéltnis zwischen der kleinstmdoglichen Sonne
und dem Hohlrad bestimmen, benotigt man die Beziehung in Gleichung 2.43:

dSonne +2- dPlomet = dHohlrad (243>
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. Planet |
-—

- d Hohlrad

-l P

Bild 2.20 Beziehung zwischen Steg-, Planeten-, Hohlraddurchmesser und Abstand
der Planetenmittelpunkte bei maximaler Planetengrofie

Fiir das Verhéltnis der kleinsten méglichen Sonne zum Hohlrad folgt dann:

dso V3 _yomis (2.44)

dir 2-(2+3)

In der Praxis wird bei Bestimmung dieses Minimums normalerweise die Mindesthche
von 2 - Modul auf die einbeschriebenen Radien aufaddiert, da sich sonst die Ziéhne der
Planeten durchdringen wiirden. Dasselbe gilt auch bei der Verwendung von nur einem
exzentrisch umlaufenden Planeten, wie man es bei Getrieben besonders hohen Uberset-
zungen findet. [MUE] bestimmt deshalb ein maximales Verhéltnis von ca. 11,37! fiir ein
derartiges Minusgetriebe.

Bei fiinf Planeten bildet diese Figur ein gleichseitiges Fiinfeck, bei n ein n-Eck usw.. Die
Herleitung fiir alle Félle mit der Anzahl der Planeten > 3 erfolgt nach demselben Prin-
zip, es ist lediglich in Formel 2.37 anstatt von cos(30°) der Ausdruck cos(90° — %))
einzusetzen.

Bedingung zwischen Zdihnezahlen und Planetenanzahl: Einer der Vorteile der Planeten-
getriebe liegt in der Leistungsteilung. Deshalb achtet man darauf, wenn mdoglich einen
Steg mit symmetrisch {iber den Umfang verteilten Planeten zu besitzen, da sich dadurch
keine Biegemomente auf Sonne oder Hohlrdder ergeben. Dies ist jedoch nur gewéhrleis-
tet, wenn bei festgestellter Sonne durch eine Drehung des Steges, jeder Planet von seiner
urspriinglichen Ausgangslage in genau die selbe Eingriffstellung gelangt wie sein Vorgén-
ger an dieser Stelle. Bei z.B. drei gleichméfig iiber den Umfang verteilten Planeten, wére
dies nach einer Drehung des Steges um 360°/3 = 120° der Fall. Dies ist in der folgende
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Gleichung formuliert:
¢St6g =2- 7T'/nPlaneten (245)

Damit dies moglich wird, muss der vom Planet am Hohlrad (Rad 2) und der Sonne
(Rad 1) zuriickgelegte Weg ein ganzzahliges Vielfaches Z; bzw. Zy der Teilung p sein.
Mathematisch formuliert heif3t dies:

ro - ¢Steg = ZQ P (246)
ry- ¢Steg = Zl P (247>

Aus der Verzahnungsgeometrie kennt man die beiden Beziehungen zwischen Modul m,
der Teilung p und Durchmesser d:

p = m-7 (2.48)
d = m-z (2.49)

Addiert man nun beide Gleichungen 2.46 und 2.47, ergibt sich

(11 4+72) Psteg = (Z1+Z2) - p=2-p

Bei der Addition zweier ganzer Zahlen Z; und Z; entsteht wieder eine ganze Zahl Z.
Mit ¢, ersetzt durch den Ausdruck von Gleichung 2.45 und p in Gleichung 2.48 entsteht

daraus: 5
T
(ri4+ry) ——=2Z-m-7
N planeten

Kiirzt man diesen Ausdruck mit 7 und eliminiert mit Gleichung 2.49 die Radien r durch
die Zahnezahlen z, ergibt sich schlieSlich:

Fatan o, (2.50)

N Planeten
In Worten ausgedriickt, sollte die Summe der Zdhnezahlen der beiden beteiligen Zentral-
riader eines Minusgetriebes immer ganzzahlig teilbar durch die Anzahl der verwendeten
Planetenrider sein.
Bei einem einfachen Plusgetriebe, bestehend aus einem Stufenplaneten, dessen erster
Planet p; mit der linken Sonne z; und dessen zweiter Planet p, mit der rechten Sonne
2o kdimmt (siehe Bild 2.5), ergibt sich nach demselben Ansatz:

(2p1 - 22) — (21 2p2)

q * NPlaneten

=7z (2.51)

Dabei ist q der groite gemeinsame Teiler von z,; und z.
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3 Bisheriges Verfahren zur
Berechnung von
Planetengetrieben

Die Getriebesinnbilder von Wolf und die davon abgeleiteten abstrakten Rechenmetho-
diken dienen vor allem der Auslegung von Getrieben in der Vorentwicklung, also noch
vor der Konkretisierung der geometrischen Gréflen wie Zahnezahlen, Zahnbreite, Modul,
Profilverschiebung oder selbst dem Verzahnungstyp wie Kegel- oder Stirnradverzahnung.
Mit dieser Technik ist es moglich die Eckdaten eines Getriebes wie Spreizung, Freiheits-
grade, Wirkungsgrad, und Ubersetzung jedes Ganges eines oder einer Kombination von
Umlaufgetrieben festzulegen.

Als Grundlage auch komplexerer Anordnungen dient dabei dieselbe Vorgehensweise, wie
sie auch zur Auslegung eines einfachen Umlaufgetriebes entwickelt wurde. In zahlrei-
chen Biichern und Veroffentlichungen wurden im Laufe der Zeit immer mehr Spezialfille
zu diesem Thema (z.B. Rechnungsmethodiken fiir reduzierte Koppelsitze oder Vernet-
zung zweier Elementargetriebe [SCHTZ1], [SCHTZ2]) untersucht und deren Ergebnisse
schliefllich in einigen VDI Richtlinien festgeschrieben. Die Begriffe und grundlegenden
Gleichungen sind in [VDI2157] zusammengefasst. Auflerdem wird darin ein 10 Punkte
Vorgehen vorgestellt, das sich fiir die Berechnung von Planetengetrieben als giinstig her-
auskristallisiert hat, da es in dhnlicher Form bereits in zahlreichen Biichern angewandt
wurde, allerdings oft in anderer Reihenfolge und ohne die einzelnen Schritte explizit als
solche zu benennen. Die Anwendbarkeit dieses Verfahrens wurde von Prof. Looman allge-
mein in [VDI672] und speziell fiir reduzierte Planetengetriebe in [VD11460] demonstriert.
Die empfohlenen Arbeitsgénge sind:

1. Getriebeschema, Bezeichnungen
2. Kutzbach’scher Drehzahlplan
3. Vorzeichen von n, T und P

4. Zerlegung in Teilgetriebe

5. Standgetriebeiibersetzungen

6. Drehzahlgrundgleichungen — Ubersetzung des Getriebes
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7. Drehmomente
8. Leistungen
9. Wirkungsgrad

10. Einbaukriterien

7
cC .
3
1 F
4
A F—— = —— B
1

Bild 3.1 Wolfromsatz als Beispiel fiir ein reduziertes Planetengetriebe

Im folgenden sollen nun anhand eines Beispiels (ein Wolfromsatz, siche Bild 3.1, ent-
nommen aus [VDI1460]) diese 10 Arbeitsschritte erlautert werden, um im folgenden
Kapitel besser die Unterschiede zu dem neuen vorgeschlagenen Verfahren deutlich zu
machen.

3.1 Getriebeschema, Bezeichnungen

Zuerst wird das Getriebe in seiner Rader- und Wellengeometrie im Schnitt gezeichnet.
Dabei werden alle Rader von 1 aufsteigend nummeriert. Anschlieffend wird das Getrie-
beschema nach Wolf abgeleitet. Dazu wird jedes Umlaufgetriebe, gekennzeichnet durch
seinen immer jeweils genau einmal vorhandenem Steg und seiner auf ihm gelagerten
Planetengruppe durch einen Kreis ausgedriickt. Alle Wellen mit den in diesem Planeten
oder dieser Planetengruppe kimmenden Zentralridern (Hohl- oder Sonneréder) werden
durch einen Strich an diesen Kreis gezeichnet. Handelt es sich um ein Umlaufgetriebe
mit vier oder mehr Wellen, kann dieses aus einer Kombination seiner elementaren, in ihm
enthaltenen Umlaufgetriebe mit genau drei Anschliissen zusammengesetzt werden. Ein
Umlaufgetriebe mit vier Wellen, also drei Zentralwellen und einer Stegwelle enthélt z.B.
drei mogliche Elementargetriebe: 1-2-s, 1-3-s, 2-3-s (Bild 3.2). Allen Elementargetrieben
ist dabei immer der Steg gemein. Die anderen beiden Wellen werden aus jeweils zwei der
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10 PUNKTE VORGEHEN

restlichen vorhandenen Zentralrider zusammengesetzt. Ein Umlaufgetriebe bestehend
aus fiinf Anschlusswellen kénnte demnach durch (g) mogliche Elementargetriebe zusam-
mengesetzt werden (1-2-s, 1-3-s, 1-4-s, 2-3-s, 2-4-s und 3-4-s), die zum wirkungsgleichen
Ersatzbild zusammengestellt werden miissten.

Bei der Kombination beider (oder mehrerer) Elementargetriebe miissen dann immer

I II II1

1 3 \
Q J

3

s s s

1 1 2

2 3 3

2 3 3
s S s

Bild 3.2 Alle Elementargetriebe eines Vierwellengetriebes

die Wellen miteinander verbunden sein, die in beiden Elementargetrieben gemeinsam
vorhanden sind, also z.B. bei der Kombination von I mit /1 die beiden Stege s und die
Wellen 1 (siche Bild 3.2). Fiir die Berechnung der Drehzahlen und Momente ohne Ver-
luste ist es egal, welche Kombination welcher Elementargetriebe verwendet wird. Erst
bei Beriicksichtigung eines Standwirkungsgrades von 1 < 1 bei den Elementargetrieben
miissen die Richtungen der wahren Leistungsfliisse bestimmt werden um die richtigen
Gleichungen wéhlen zu kénnen. In Bild 3.3 wurden alle Moglichkeiten fiir die Kop-
pelung der Elementargetriebe dargestellt, wenn man von der Kombination der gleichen
Wellen beider ausgeht.

Besteht das Getriebe wirklich aus mehreren einfachen Minus- oder Plusgetrieben, wer-
den die Linien der Wolfymbole so miteinander iiber ihre Knoten verbunden, dass diese
Vernetzung die Koppelung der Réader in der Realitdat widerspiegelt, also z.B. bei zwei in
Serie geschalteten Minusgetrieben, der Steg des ersten Getriebes zum Antrieb der Son-
ne des zweiten Umlaufgetriebes wird (siche Bild 2.18). Die Nummerierung der Réder
des Getriebeschnitts kann danach von der Realitdt in das Ersatzschaltbild iibertragen
werden.
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Bild 3.3 Alle Kombinationsmoglichkeiten der Elementargetriebe zum Ersatzmodell
fiir das eigentliche Getriebe

3.2 Kutzbach’scher Drehzahlplan

Um alle Drehzahlen des Getriebes zu bestimmen bedient man sich des Drehzahlplans
nach Kutzbach, der auf der Ahnlichkeitsbeziehung zwischen den Zéhnezahlen / Durch-
messern der beteiligten Zahnréader und deren Relativbewegungen beruht (siehe Gleichung
2.3). Wichtig dabei ist, dass zuerst die bekannten duBeren Drehzahlen (kinematischer
Freiheitsgrad) vorzeichenrichtig angetragen werden, da sich von diesen aus die restlichen
Drehzahlen aller inneren Komponenten wie z.B. der Planeten ableiten lassen.

Fiir die Zeichnung des Bewegungsplanes selbst beginnt man mit dem Koordinatensys-

- +
o/
5
3
e
) o
4
A F——— =1 — &
1
B

Bild 3.4 Koordinatensystem und Konstruktionsgerade fiir den Drehzahlplan nach
Kutzbach

tem, das auf Hohe der zentralen Achse liegen muss. Anschlieend zeichnet man durch
jeden Zahneingriff und die Stegachse des Getriebes eine zur x-Achse parallele Gerade
(siche Bild 3.4). Auf diesen Hohen kénnen spéter die absoluten Drehzahlen der jewei-
ligen Komponente abgegriffen werden. Zum moglichst genauen Vergleich aller Drehzah-
len/Winkelgeschwindigkeiten, wéhlt man nun eine Gerade, die moglichst weit von der
Zentralachse entfernt liegt; zweckméfigerweise ist dies diejenige, welche durch das Rad
mit dem gréften Durchmesser geht. Nun kann man auf dieser Gerade alle bekannten
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Drehzahlen (hier ny4, ne) bezogen auf diesen Durchmesser antragen. Durch die Verbin-
dungslinie, welche sich durch das Ende des Drehzahlvektors (z.B. n4) mit dem Ursprung
ergibt (siehe z.B. die Gerade von A nach 0, Bild 3.5), ist die Winkelgeschwindigkeit
dieser Welle festgelegt. Nun spannen die Schnittpunkte der Linien durch den gréfieren
Planetendurchmesser mit den Verbindungsgeraden C0O und A0 das Geschwindigkeitsfeld
des Planeten auf. Auf Hohe der Parallelen durch den Steg, wird die Gerade zur Be-
schreibung der Winkelgeschwindigkeit des Steges 0S gezeichnet (siehe Bild 3.5, Mitte).
Entsprechend geht man bei den restlichen Eingriffen vor. Im Kutzbachplan wird die
Uberlagerung der einzelnen Geschwindigkeiten aller beteiligten Wellen dargestellt. Es
konnen nun sowohl die Absolutwerte aller Drehzahlen abgelesen werden (r - w am zu-
gehorigen Radius), als auch ein Vergleich aller Winkelgeschwindigkeiten untereinander
(Lénge der Vektoren am &ussersten Radius) vorgenommen werden.

Bild 3.5 Entwicklung des Drehzahlplanes

3.3 Vorzeichen von n, T und P

Fiir die Bestimmung der Vorzeichen der Drehzahlen verwendet man die Richtungsvek-
toren des erstellten Kutzbachplanes. Besonders angenehm ist dabei das von Loomann
verwendete Késtchentriple (siehe Bild 3.6), in das jeweils die Vorzeichen von Drehzahl,
Drehmoment und Leistung eingetragen werden. Dabei verzeichnet er in die obere Zeile
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diese Groflen absolut, wéihrend er in der zweiten Zeile Relativdrehzahl, Moment und
Wilzleistung verwendet. Die Absolutdrehzahl der drei Zentralwellen kann einfach aus
der Richtung des Drehzahlpfeiles abgelesen werden. Beim Erstellen des Kutzbachplanes
wurde bereits rechts als positiv und links als negativ festgelegt. Die Richtung der Rela-
tivdrehzahlen kann an der Lange und Richtung der Drehzahlen am gréfiten Durchmesser
abgelesen werden. Die Vorzeichen der angreifenden Momente kénnen in der Regel auch
aus der Kenntnis der Leistung an An- und Abtriebswellen oder der Art des Getriebes
(Minus-/Plusgetriebe, Summenwelle) gewonnen werden.

cC 7 n|T|P
5
3
o[+Jo] | H Sl
” - - |-+
. —1 2 /
4
A = —
1
B
+ [+ [+
+ [+ |+

Bild 3.6 Vorzeichen von Drehzahl, Drehmoment und Leistung an den Anschluss-
wellen, obere Zeile absolut und untere Zeile relativ

3.4 Zerlegung in Teilgetriebe

Die im Kutzbachplan erstellten Drehzahlen sind nun wichtig fiir die Vorzeichen der
Wilzleistungen, da aus diesen die wirklich beteiligten Elementargetriebe identifiziert
werden. Wilzleistungen kénnen bekanntlich nur zwischen zwei Zentralwellen auftreten
(siehe auch Bild 2.6). Durch die Betrachtung der Vorzeichen der Wailzleistung (rechte
untere Ecke der Vorzeichenkisten), kann man nun sehen, dass die Wélzleistung in A und
B hineinfliefit, aber nur in C herauskommt. Es existieren demnach nur Leistungsfliisse von
A nach C und B nach C, d.h. das Teilgetriebe von B nach A, oder genauer: B-5-4-2-1-A
nimmt nicht am Leistungsfluss teil. Demnach kommt fiir die Wahl des wirkungsgleichen
Ersatzmodells fiir das Getriebe nur die Kombination von A-C-s mit B-C-s in Frage.
In Bild 3.7 ist die das wirkungsgleiche Planetenkoppelgetriebe ,auseinander gezogen*
dargestellt.
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3' 3"

2 o

Bild 3.7 Wirkungsgleiches Ersatzmodell des Vierwellengetriebes

3.5 Standgetriebeiibersetzungen

Die Bestimmung der Standgetriebeiibersetzungen beider Einzelgetriebe erfolgt nun wie
bei einem normalen Umlaufgetriebe. Man hélt in Gedanken den jeweiligen Steg fest und
bewegt sich von einer Zentralwelle zur anderen. Wéhrenddessen multipliziert man in
Bewegungsrichtung das reziproke negative Zahnezahlverhéltnis der beteiligten Zahnréder
auf. Als Ergebnis fiir die Standiibersetzung jedes Elementargetriebes erhilt man die
folgenden Gleichungen:

Z9 z3 Z3

gy =——. 2= = 3.1

s <1 %) <1 ( )

G =— 2. _B_ A& (3.2)
25 Z9 Z5 * 29
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3.6 Drehzahlgrundgleichungen, Ubersetzung des
Getriebes

Aus der Willisgleichung folgen iiber die Standiibersetzung sofort die Drehzahl Grund-
gleichungen fiir beide Teilgetriebe:

. ny—n
113y = 2 (33)

ny —n’

3 s

"

. Ny — Ny
253// = m 7 (34)

ng — Ny

Aus dem Zusammenschluss beider Elementargetriebe zum wirkungsgleichen Ersatzbild,
jeweils aufgelost nach den dufleren Anschlusswellen, ergeben sich die folgenden Bezie-
hungen:

ng = m (3.5)
ng = ns (3.6)
nc = ny =n3 =0 (3.7)
Ng = MNgr = Ng (3.8)

Die Gleichungen 3.3 und 3.4, umgeformt mit 3.5, 3.6 und 3.7, aufgelost nach den Dreh-
zahlen der Anschlusswellen ergeben:

napa = i13/ . (’I’Lg — ns) +MNg = MNg- (1 — ’i13/) (39)

np = i53// . (ng - ns) +nNng = Ng- (1 — i53//) (310)

Aus Gleichungen 3.9 und 3.10 folgt fiir die Gesamtiibersetzung des Getriebes:

i
it 1ohy 2 (3.11)
AB np 1-— i53// 1— <4 ° =3 '

Z5 " 22

Da es sich bei Rad 3 und 5 um Hohlrdder handelt, muss man fiir z3 und z; negative
Zghnezahlen in die Gleichung einsetzen. Geht man davon aus, das die {ibrigen Zéhne-
zahlen positiv sein werden, ergibt sich daraus auf jeden Fall ein positiver Zahler. Wird
das Produkt der Zdhnezahlen im Nenner kleiner 1, ergibt sich ein Plus-, anderenfalls ein
Minusgetriebe.

3.7 Drehmomente

Fiir die Bestimmung der Momente fiir n = 1 folgt man den Vorschriften XM = 0 an je-

der Welle und 715 = —% an jedem Umlaufgetriebe. Ausgehend vom Antrieb A (Moment
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und Drehzahl sind positiv — Antriebsleistung), ergibt sich fiir die Sonne ein negatives
Moment. Bei einem Minusgetriebe ist die Summenwelle immer der Steg, d.h. S” muss
dem Moment der beiden Zentralwellen 1 und 3’ entgegengesetzt sein, also positiv. Fiir
das rechte Getriebe erhélt man die Vorzeichen auf die selbe Weise, mit dem Unterschied,
dass man vom Abtrieb B ausgeht.

Die Gleichungen fiir die Momente an den Anschlusswellen erhédlt man durch die Bestim-
mung der Ubersetzung von A nach B mithilfe der Umformung der Standiibersetzungen
beider Elementargetriebe:

Durch die Herleitung von Gleichung 2.8 wurde gezeigt, wie aus der Standiibersetzung

- - + n|T|P

[ [-]]

7
/3 3"
+
+

\ B
+ -
+ -

Bild 3.8 Momente am auseinander gezogenen Wolfromsatz

jede beliebige andere Ubersetzung eines einfachen Umlaufgetriebes hergeleitet werden
kann (Tabelle nach Miiller sieche Anhang C).

11y = 11—
1

1 —119

ls1 =

Bezogen auf die beiden Standiibersetzungen i,y und 45 heifit das:

iy = 11—y
1
1— ingr

is”5 -
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Bestimmt man nun die Momenteniibersetzung von Welle A nach B , ergibt sich fiir das

T
Momentenverhéltnis p = T_B = —iap - Nap des Gesamtsystems:
A
Ts . . (1— i) 1
= — = —1l1g " lgry * = — — 1137) * - .
% T, 1 5 TAB 13 1 — ingr NAB

fiir nap = 1 ergibt sich demnach:

_Ts_ 1-hw (3.12)
Ty 1 — 530 '

0

3.8 Leistungen

Da die Richtung der Wilzleistung ausschlaggebend ist fiir die Wahl der richtigen Glei-
chung zum Wirkungsgrad (siehe Erkldrung in Bild 2.9), muss zuerst deren Verlauf fiir
das auseinander gezogene Ersatzgetriebe bestimmt werden. Nachdem man die Drehzah-
len aus dem Drehzahlplan iibertragen hat, kann man die Absolut- und Walzleistungen
bestimmen und den eigentlichen Leistungsfluss der Wélzleistungen eintragen (siehe graue
Pfeile in Bild 3.9). Auch die Existenz von Blindleistung (wenn die Konfiguration eine
solche besitzt) kann dabei nachgewiesen werden. Durch die Richtung der Pfeile sieht
man, dass lediglich Leistungsfliisse von 1 nach 3’ im linken Teilgetriebe und von 5 nach
3”7 im rechten Teilgetriebe auftreten.

3.9 Wirkungsgrad

Da man nun die Richtung der Wélzleistung kennt (von Sonne zu Hohlrad), kann man
die korrekten wirkungsgradbehafteten Gleichungen fiir jedes Teilgetriebe in Abhéangigkeit
von der Standiibersetzung angeben:

Ty
s = —— 3.13
L1z * s T, ( )
T+ Ty +Tg = 0 (3.14)
Ty
) I/ 11 — — 3.15
U537+ 153 T ( )
Tg// + T5 + TS“ = 0 (316)
Die Verbindungen der beiden Knoten erzeugen:
T3 + Tg/ —|— TC == 0
TS/ =+ TS" =0
Als verlustbehaftetes Momentenverhéltnis ergibt sich demnach:
T 1 — 1 /ot /
_iB t13 " Th3 (3.17)

Ta L —i537 - M50
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Bild 3.9 Drehzahlen, Momente und Leistungen am auseinander gezogenen
Wolfromsatz; der Fluss der Wilzleistung sind in den Pfeilen dargestellt

3.10 Einbaukriterien

Als Einbaukriterien gelten die bereits im vorhergehenden Kapitel angesprochenen Be-
ziehungen fiir die Wahl der Durchmesser

mit drei Planeten gelten als Grenzen fiir deren Durchmesser:

dy < (2V3 —3) - ds (3.19)
dy < (2V/3 = 3) - ds (3.20)

und der Zusammenhang der Ganzzahligkeit 7Z zwischen Zidhnezahlen und Planetenan-

zahl:

I (3.21)
N planeten
(o-20) = (252 20) _ (3.22)

q * NPlaneten

Dabei ist q der grofite gemeinsame Teiler von 2o und z4. Die konkreten Werte zur Er-
fiilllung dieser Beziehungen werden normalerweise in einem iterativen Prozess durch den
Konstrukteur bestimmt. Dabei ist die Vorgabe einer minimal umsetzbaren Zihnezahl
(z.B. 13) und ein maximales Durchmesserverhéltnis fiir eine Stufe als Ausgangspunkt
iiblich.
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4 Schwiachen und Grenzen der
bestehenden Rechenverfahren

Auch wenn mit dem im vorhergehenden Kapitel erlauterten Verfahren prinzipiell jede
Art von Umlaufgetriebe, deren Kombinationen oder reduzierter Koppelsatz berechnet
werden kann, also auch komplexere Getriebe, die aus den grundlegenden Arten von
Umlaufgetrieben zusammengesetzt sind, zeigen sich fiir diese Verfahren in der Praxis
doch einige Schwéchen, die in den folgenden Abschnitten angesprochen werden.

4.1 Komplexitit und Spezialkenntnisse

Generell ist fiir die Berechnung der Eckdaten von Umlaufgetrieben sicher ein gewisses
Verstéandnis {iber deren grundlegende Zusammenhénge nétig. Ohne die Kenntnis der Be-
stimmung der Standiibersetzung als zentrale Grofie oder der Besonderheit der gréfleren
Anzahl von Freiheitsgraden dieser Form von Getriebe ist eine produktive Umsetzung
oder Beschiftigung mit diesem Thema sicher nicht maglich. So ist eine Ubersetzung und
damit der Leistungsfluss in einem Getriebe mit drei Wellen keine feste Grole mehr, son-
dern ein Zustand, der sich aufgrund der anliegenden Drehzahlverhéltnisse einstellt. Diese
Grundlagen koénnen jedoch an einem einfachen Umlaufgetriebe innerhalb relativ kurzer
Zeit verstanden und angewandt werden, so dass wenigstens eine Aussage iiber die Uber-
setzung (Drehzahlverhiltnis) und Momente einer Anordnung bei einem angenommenen
Wirkungsgrad von 100% bestimmt werden kénnen. Diese Kenntnisse sind nicht gemeint,
wenn nun im Folgenden von Komplexitdt und der Notwendigkeit von Spezialkenntnissen
die Rede ist.

Es ist jedoch unbestritten, dass die Auslegung eines oder mehrerer Konzepte, z.B. eines
grofleren Automatikgetriebes, sich nach diesem Vorgehen als sehr aufwendig herausstellt.
Der Konstrukteur hat nicht nur mit der kombinatorischen Explosion zu kimpfen, die sich
aus der steigenden Anzahl aller Vernetzungsmoglichkeiten der beteiligten Elementarge-
triebe ergibt. Als Beispiel sind in Bild 4.1 die Kombinationsmoglichkeiten von zwei
Umlaufgetrieben dargestellt. Geht man davon aus, dass jedes Getriebe in seiner Stand-
iibersetzung variiert wird, und der reziproke Wert einem Austausch beider Zentralwellen
entspricht, geniigt es fiir die Unterscheidung zweier kinematisch dhnlicher Konzepte die
Vernetzung der Stegwellen besonders zu betrachten. Wiirde man nun noch ein weiteres
Umlaufgetriebe an diesen Koppelsatz anschliefen und dabei die momentan frei umlau-
fende Koppelwelle als zusétzliche Moglichkeit mit einbeziehen, steigt diese Anzahl noch
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S
sl
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Bild 4.1 Alle 9 Kombinationsméglichkeiten von zwei Umlaufgetrieben. Eine voll-
standige Benennung der Zentralwellen der Elementargetriebe und Bennen-
nung der Hauptwellen mit I IT und S ist zur besseren Ubersicht nur in der
Mitte der Schemata vorgenommen

sehr viel starker an. Schon innerhalb eines Konzeptes muss der Konstrukteur, wenn er
nach dem 10 Punkte Schema vorgeht, sehr viele aufwendige Schritte vollziehen, die je-
doch fiir eine korrekte Losung unbedingt notwendig sind und die man zum Teil durchaus
als Spezialwissen bezeichnen kann. Zu nennen sind dabei besonders:

e Die Erstellung des Getriebeschemas nach Wolf

e Der Kutzbachplan

e Berechnung des Wirkungsgrades

Die Aneignung dieser Methoden und der sichere Umgang setzt Zeit und Interesse fiir
dieses Themengebiet voraus. Das 10 Punkte Vorgehen ist kein einfaches Schema, das
ohne Nachdenken ausgefiihrt werden kann und dabei sicher zum richtigen Ziel fiihrt.
Diese Art von Komplexitéat und die Notwendigkeit von Spezialwissen ist als Schwiche zu
sehen, da sich dadurch nur ein kleinerer Kreis von Personen damit eingehender befassen
kann.
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4.1.1 Erstellung des Getriebeschemas nach Wolf

Die Vorgehensweise bei der Erstellung der Getriebesinnbilder nach Wolf wurde bereits
in Kapitel 2.2 erldutert. Sie ist der erste Schritt des Verfahrens. Handelt es sich dabei
um ein einfaches Getriebe mit zwei Zentralwellen und einem Steg, ist das Ersatzbild sehr
einfach festzustellen (Minusgetriebe mit Steg als Summenwelle, Plusgetriebe mit einem
der beiden Zentralwellen als Summenwelle). Will man das Schema eines 5-, oder gar 7-
oder 9-Gang Automatikgetriebes aufstellen, muss das Ersatzbild fiir jeden Gang aufge-
baut werden. Bei Verwendung von Spezialfédllen von Umlaufgetrieben als Komponenten,
wie z.B. reduzierten Koppelsédtzen mit mehr als zwei Zentralwellen, gestaltet sich eine
Losung schwieriger. Erst durch weiterfithrende Literatur (siehe das verwendete Beispiel
in Kapitel 3) oder grundlegenden Uberlegungen kann man diese Spezialfille integrieren.

E L
A b—— ——1 B

Bild 4.2 Problem der Erstellung der Wolfsymbolik eines Fiinfwellengetriebes

4.1.2 Der Kutzbachplan

Der Kutzbachplan ist im 10 Punkte Vorgehen der zweite Schritt. Auf den Ergebnissen
des Kutzbachplanes beruhen alle folgenden Berechnungen. Die Vorzeichen von Drehzahl
und Moment ergeben An- oder Abtriebsleistung. Auch fiir die Bestimmung der Wélzleis-
tungen und Relativdrehzahlen ist ein vorzeichenrichtiger Drehzahlpfeil notwendig. Die
Erstellung des Kutzbachplanes ist vor allem bei grofleren Riaderketten sehr fehleranféllig.
Auch nichtparallele Achsen wie z.B. bei einem Differential sind gesondert zu beriicksich-
tigen. Eine weitere Schwéche beim graphischen Verfahren des Kutzbachplanes ist die
Tatsache, das bei einer Drehrichtungsumkehr oder gréfieren Verdnderung der Drehzahl
bei einer der beteiligten Wellen sich die Vorzeichen der Wilzleistung umdrehen kénnen,
so dass dann plotzlich das Getriebe in einen anderen Betriebszustand wechseln kann,
z.B. von Leistungsteilung zu Leistungssummierung. Wenn also Aussagen fiir eine Va-
riation der beteiligten Drehzahlen getroffen werden sollen, muss der Konstrukteur alle
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moglichen auftretenden Drehzahlvarianten durchspielen. Die Aufstellung einer analyti-
schen Gleichung ermdoglicht leichter eine derartige Variation, was jedoch nur fiir bekannte
Kombinationen in der Literatur existiert. Alle anderen miissen selbst (z.B. aus den Be-
ziehungen des Strahlensatzes) hergeleitet werden.

2 F, g f ed cba
C ~ h
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Bild 4.3 Alle moglichen Drehzahlvarianten einer Hohlrad-Planeten Paarung in ei-
nem Kutzbachplan

4.1.3 Berechnung des Wirkungsgrades

Im 10 Punkte Vorgehen findet sich als vierter Punkt die ,Zerlegung gréferer Getriebe
in Teilgetriebe®. Dies ist einer der wichtigsten Punkte zur Bestimmung des Wirkungs-
grades. Es darf dabei jedoch immer nur das Teilgetriebe verwendet werden, das auch
Wilzleistung fiihrt. Erst wenn man die Richtungen des Leistungsflusses kennt, konnen
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die Gleichungen fiir den Wirkungsgrad aufgestellt werden. Wahlt man die falschen Teil-
getriebe, konnen sich plotzlich Wirkungsgrade grofier als 100% oder kleiner 0% ergeben.
Soll nun z.B. ein reduzierten Koppelsatz direkt in der Symbolik nach Wolf dargestellt
werden, ohne vorher die eigentlich vorhergehenden Schritte der Erstellung des Kutz-
bachplanes, der Bestimmung der Vorzeichen usw. vorzunehmen (was anhand der Form
der Symbole moglich ist), setzt dies wiederum eine Art Spezialwissen voraus. Es muss
von den moglichen Varianten die korrekte Kombination ohne Blindleistung verwendet
werden. Dies wire von Bild 4.4 die erste der drei Varianten.

— T

S S S S

Bild 4.4 Konstruktion und die zugehorige Wolfsymbolik der Varianten des Ersatz-
bildes fiir ein reduziertes Koppelgetriebe

S S

Ein weiteres Problem in der Bestimmung des Wirkungsgrades nach den in Kapitel 2.1.5
hergeleiteten Gleichungen besteht darin, dass man dabei von einem festen Standwir-
kungsgrad ausgeht, unabhingig vom verwendeten Ol und der Betriebstemperatur oder
verdnderlicher Lagerwiderstédnde iiber der Drehzahl. Der Standwirkungsgrad eines Um-
laufgetriebes wird gewonnen, indem die gesamte anliegende Leistung als Walzleistung
von einem Zentralrad zum anderen iibertragen wird. Dabei ist nicht festgelegt, unter
welcher Last und bei welcher Drehzahl dies passiert. Dieser Standwirkungsgrad wird
in Folge fiir jeden Betriebszustand als konstant angenommen. Durch die Gleichungen
wird lediglich errechnet, welcher Anteil der Leistung als Kupplungsleistung und damit
verlustlos iibertragen wird, so dass sich fiir den jeweiligen Betriebszustand ein ,,Um-
laufwirkungsgrad® einstellt. Dies deckt sich jedoch nicht mit der Realitét, in der die
lastunabhéngigen Verluste im Normalfall einem Polynom iiber der Drehzahl folgen.

o1



KAPITEL 4: SCHWACHEN BESTEHENDER VERFAHREN

4.2 Getriebe mit vier oder mehr drehenden Wellen

In der Literatur zu Umlaufgetrieben wird fast immer von Getriebekombinationen oder
Réderanordnungen ausgegangen, die im Betriebszustand einen Gesamtfreiheitsgrad von
zwei oder hochstens drei aufweisen. Meistens werden bei Uberlagerungsgetrieben zwei
kinematische und ein statischer Freiheitsgrad verwendet. Bei Automatikgetrieben mit
5,6 oder mehr Géngen werden normalerweise immer genau so viele Kupplungen oder
Bremsen betétigt, dass sich fiir jeden Gang genau ein kinematischer und ein statischer
Freiheitsgrad einstellen. Selbst bei vier oder mehr Anschlusswellen wird immer eine freie
umlaufende und eine angeschlossene Koppelwelle zwischen den beiden Umlaufgetrieben
definiert. Auf diese Weise entstehen bei einem Vierwellengetriebe 24 magliche Uberset-
zungen, siehe [SCHTZ2]. Aber wie soll man vorgehen, wenn alle vier Wellen gleichzeitig
an einen An- und Abtrieb angeschlossen werden, also nach auflen Leistung iibertragen?
Gerade fiir Schiffsgetriebe und Hybridkonzepte mit mindestens zwei Motoren, Hinterach-
sen mit einem / zwei Antrieben und zwei Hinterrddern als Abtrieb oder aber vierrddrigen
Allradkonzepten, werden Getriebe mit hoherem Freiheitsgrad benotigt. Trotzdem wer-
den Rechenverfahren fiir Drehzahlen, Momente und Wirkungsgrad dieser Kombinationen
sehr selten in der Literatur behandelt. Sicher konnen derartige Konzepte geldst werden,
indem man sie in mehrere Teilgetriebe zerlegt und dann nach den herkémmlichen Ver-
fahren 16st. Dies bring jedoch die im vorherigen Abschnitt erwéhnten Probleme mit sich:
Bestimmung des richtigen Ersatzmodelles nach Wolf, des Kutzbachplanes und vor allem
des korrekten Wirkungsgrades, was einen bekannten Leistungsfluss voraussetzt.

4.3 Selbstdurchdringung

Die Erstellung der Ersatzbilder nach Wolf bilden den grofien Vorteil, schnell grundlegen-
den Aussagen iiber ein Getriebekonzept ableiten zu kénnen. Allerdings ist es leider damit
auch durchaus moglich, Getriebe zu entwerfen, die in der Realitdt nie umgesetzt werden
konnen, da sich dafiir einige Bauteile selbst durchdringen miissten. Dies ist zum Beispiel
der Fall, wenn man, wie in Bild 4.5, jeweils ein Zentralrad mit dem Steg des Gegeniibers
und gleichzeitig ein inneres mit einem &usseren Zentralrad verbinden will. Eine Wellen-
verbindung zwischen der rechten und linken Sonne der Konstruktion ist nicht méglich,
wegen der notigen Anbindung der Bremslamellen an das Gehéuse. Ein Ersatzbild ist je-
doch definierbar und rechnerisch darstellbar. Die Ersatzbilder haben nur bedingt etwas
mit der Realitdt zu tun. Auch bei der Vernetzung mehrerer Elementargetriebe werden
an den Knoten zwischen den Elementen Momente aufaddiert, die so in der realen Kon-
struktion vielleicht nie auftreten werden. Bei der Konzeptionierung von Getrieben allein
mithilfe dieser Symbole ist darauf besonders zu achten und diese Losungen vor einer
Auslegung zu eliminieren.
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Bl B2 B3

Z

Bild 4.5 Getriebe mit Selbstdurchdringung: Wolfsymbolik und Konstruktion

4.4 Rechnerfihigkeit bestehender Verfahren

Jedes manuelle Rechenverfahren basiert auf Regeln, dhnlich einem Kochrezept, deren
Anwendung zum gewiinschten Ziel fithrt. Wenn dieser Algorithmus vom Menschen aus-
gefithrt und gelést werden kann, ist er auch auf einen Computer iibertragbar. Es ist
also moglich, die bisher vorgestellten Verfahren von einem Programm losen zu lassen.
Allerdings ist der dazu notige Aufwand manchmal nicht unerheblich. Erstellt man nun
aufgrund der Wolfsymbolik ein Programm zur Bestimmung aller Drehzahlen, Momente
und des Wirkungsgrades eines Umlaufgetriebes, ist dies ist fiir ein Elementargetriebe
noch leicht 16sbar. Muss man jedoch die Gleichungen aller moglichen Spezialfille, alle
Kopplungsmoglichkeiten zwischen zwei oder mehr Elementargetrieben, alle Ausnahmen
oder Regeln zur Berechnung, in dieses Programm integrieren, wird dies aufgrund der
kombinatorischen Explosion sehr schnell nicht mehr umsetzbar. Besser ist es in jedem
Fall, ein allgemeingiiltiges Verfahren zu verwenden um nicht viele Ausnahme- oder Spe-
zialfélle beriicksichtigen zu miissen, was sonst dessen Fehlerwahrscheinlichkeit erhoht.
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5 Erklirung einer alternativen
Rechenmethodik anhand von
Beispielen

In Kapitel 3 wurde ein Beispiel fiir ein gingiges Rechenverfahren anhand eines reduzier-
ten Koppelsatzes aufgezeigt. Sicher existieren fiir bestimmte Probleme auch andere Lo-
sungsmoglichkeiten, beispielsweise zur Bestimmung der Momente ein Gleichungssystem
aus Kréftegleichgewichten, wie sie in der klassischen Mechanik {iblich sind. Fiir diesen
Fall miissten jedoch auch alle Winkelbeziehungen zwischen den Rédern fiir die Vektoren
der Kréifte im Raum genau erfasst werden, was normalerweise auch eine Einbeziehung
der verwendeten Verzahnungsgeometrie (Stirnrad-, Kegelrad-, Hypoidverzahnung) vor-
aussetzt. Das folgende Verfahren ist ein Kompromiss zwischen der Vorauslegung mit rein
abstrakten Modellen aus Symbolen nach Wolf und der Auslegung der detaillierten Ver-
zahnungsgeometrie, die erst gegen Ende des Konstruktionsprozesses fiir die Bestimmung
der Lebensdauer und Tragfiahigkeit benotigt wird. Zudem kann es fiir die Vorauslegung
und Konzepterstellung genauso verwendet werden, wie fiir eine Ansteuerung von de-
taillierteren Methoden im Rechner. Im folgenden Abschnitt wird das Verfahren zuerst
an einigen einfachen und einem komplexeren Beispiel angewandt, bevor es allgemein
formuliert wird. Im darauf folgenden Abschnitt wird erklért, wie man die aufgrund em-
pirischer Gleichungen oder Versuche gewonnenen Verluste in das verlustlos gerechnete
Modell integriert.

5.1 Beispiele

5.1.1 Schaltbare Stirnradstufe

Auch wenn die Berechnung der Drehzahlen und Momente an einfachen Stirnradstufen
trivial erscheint, kann man daran einige grundlegende Beziehungen sehr gut erkennen.
Das folgende Beispiel in Bild 5.1 wurde wegen vorhandener Losrdder ausgewihlt. Es
besteht aus zwei Wellen mit je einer Keilwelle und zwei Zahnréddern, von denen je eines
als kuppelbares Rad ausgefiihrt ist. Im folgenden soll das Getriebe im ersten Gang, also
mir der Kupplung K5 geschlossen, betrachtet werden.

Als erstes werden alle Elemente des Getriebes, die ein Moment auf die Welle einleiten

%)



KAPITEL 5: NEUE RECHENMETHODIK
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5

Bild 5.1 Symbolische Schnittzeichnung eines schaltbaren Stirnradgetriebes, mit
eingekuppelter erster Stufe

konnen, durchnummeriert. Anschliefend werden die Gleichungen (Drehzahlen und Mo-
mente) aller Stufenbeziehungen und dann fiir alle Elemente aufgestellt, die gemeinsam
auf einer Welle sitzen. Als letztes miissen die noch fehlenden Gleichungen durch Vor-
gaben erginzt werden (entsprechend vorhandener Losrdder und des Freiheitsgrades der
gesamten Réderanordnung). Als Grundlage fiir die Beziehung der Drehzahlverhéltnisse
einer Stirnradstufe zwischen Rad 2 und Rad 4 mit festen Achsen im Raum, dient dabei
Gleichung 2.1. Fiir das Verhéltnis der Momente zwischen Rad 2 und Rad 4 verwendet
man Gleichung 2.22 bei n = 1.

Alle Stufenbeziehungen dieses Getriebes konnen durch die vier folgenden Gleichungen
beschrieben werden:

N9 24 M4 Z4
R 5.1 g 5.3
Ty z9 ( ) MQ Z9 ( )
n3 <5 M, Z
o (5.2) = (5.4)

Dabei stellen die Gleichungen 5.1 und 5.3 die Beziehung fiir die erste, die Gleichungen
5.2 und 5.4 die zweite Stufe dar. Des weiteren gilt fiir alle Elemente, die gemeinsam auf
einer Welle sitzen, Drehzahlgleichheit und XM = 0. Daraus folgt:

N1 = N9 (55) M1 + M2 + M3 =0 (58)
No = N3 (56)

Fiir die obere Welle dienen die beiden Gleichungen 5.5 und 5.6 zur Beschreibung deren
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Drehzahl, Gleichung 5.8 fiir die darauf anliegenden Momente. Die untere Welle wird
durch die Drehzahlgleichung 5.7 und das Momentengleichgewicht von Gleichung 5.9 be-
schrieben.

Nun existieren fiinf Gleichungen fiir die Drehzahlen und vier fiir die Momente des Ge-
triebes. Da man aber bei der Nummerierung aller Kraft einleitender Elemente sechs
Unbekannte identifizieren konnte, wird auf der linken Seite der Drehzahlen noch eine
Grofle, auf der rechten Seite der Momente jedoch noch zwei benotigt. Zur Berechnung
eines Getriebes ist immer mindestens eine An- oder Abtriebsleistung vorzugeben, da
sonst keine Momenten- und Drehzahlwandlung stattfinden kann. Deshalb muss auf je-
den Fall noch wenigstens ein Moment und eine Drehzahl ungleich 0 angegeben werden.
Die scheinbar noch fehlende Gleichung auf der Seite der Momente ergibt sich aus der
Tatsache, dass Rad 5 im aktuell dargestelltem Zustand nicht eingekuppelt wurde, also
keine Leistung iiber die Stufe von Rad 3 zu Rad 5 fliefit. Folglich ist das an Rad 5 anlie-
gende Moment gleich 0, es ist ein mitlaufendes Losrad. Es ergeben sich:

ng = X (5.10) M,=Y (5.12)

Die Gleichungen der Vorgaben (5.10 und 5.12), kénnen an irgendeinem der Elemente
angeben werden. Gleichung 5.11 beriicksichtigt den auflerhalb des Hauptstranges liegen-
den Leistungszweig des Getriebes, wie er durch die Schaltstellung vorgeben wurde. Die
aufgefiihrten Gleichungen kann man auch, wie in Tabelle 5.1 fiir die Drehzahlen und
in 5.2 fiir die Momente ausgefiihrt, in einer Matrix schreiben, um sie leichter nach dem
Gauss-Jordan Verfahren zu losen:

Drehzahlen Ursache
0 2z 0 2z 0 0 nq 0 Stu fenbeziehungen
0 0 zZ3 0 zZ5 0 N9 0
1 -1 0 0 0 0 ns| |0 Wellenbeziehungen
0O 1 -1 0 0 O ng| | O
o 0 0 1 0 -1 ns 0
= 0 0 0 0 0 ne X Vorgabe

Tabelle 5.1 Gleichungsmatrix fiir die Drehzahlen eines schaltbaren Stirnradgetrie-
bes im ersten Gang

Da die Vorgaben an einem beliebigen Element angegeben werden konnen, ist in die-
sem Beispiel anstatt der Ziffer 1 der Stern (x) in die Matrix geschrieben worden. Dies
soll verdeutlichen, dass nicht zwingend die erste Spalte als Vorgabe gewihlt werden
muss, sondern eben das Element, fiir das Daten vorliegen. Dieses Getriebe benotigt eine
Drehzahl- und Momentvorgabe, hat also einen kinematische Freiheitsgrad (kin. FG) von
1, einen statischen Freiheitsgrad (stat. FG) von 1 und einen Gesamtfreiheitsgrad von 2.
Das Moment des Losrades ergibt sich aus der aktuellen Schaltsituation und ist daher
eher als Randbedingung der Schaltlogik zu bezeichnen. Es wird nicht explizit von auflen
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Momente Ursache
0 24 0 —2z 0 O M, 0 Stu fenbeziehungen
0 0 zz 0 —z 0 M, 0
11 1 0 0 0 Mgl 10 Wellenbeziehungen
0O 0 0 1 0 1 Myl 10
00 0 0 1 0 M; 0 Losrad
* 0 0 O 0 0 Mg Y Vorgabe

Tabelle 5.2 Gleichungsmatrix fiir die Momente eines schaltbaren Stirnradgetriebes
im ersten Gang

in das Getriebe eingepragt.

5.1.2 Minusgetriebe

Das elementare Minusgetriebe in Bild 5.2 wurde zur Demonstration des Rechenverfah-
rens an einem Umlaufgetriebe gewéhlt, da es zwei Stufen an einem Element enthélt:
Die Paarung von Planet zu Sonne und von Planet zu Hohlrad.

Stellt man nun die Gleichungen fiir die Momente wie im vorherigen Beispiel auf (Mo-

4 ] s

1

Bild 5.2 Symbolische Darstellung eines Minusgetriebes

mentenverhéltnisse aufgrund der Zahnezahlen an den Stufen, Summe der Momente an
den Wellen und am Umlaufgetriebe an allen Ausgéangen M; + Ms + M, = 0), ergibt sich
interessanterweise fiir den Planeten das Moment von M3 = 0. Dies erscheint auf den
ersten Blick etwas seltsam, da sich die iibrigen Momente korrekt bestimmen lassen und
das Getriebe Leistung iibertrégt, wobei Kupplungs- und Wilzleistung iiber den Planeten

o8



5.1: BEISPIELE

fliefen miissen. Der Planet sollte also ein Moment besitzen. Der Grund liegt darin, dass
man bei dieser Vorgehensweise eigentlich eine Gleichung unterschlégt, da der Planet ja
zwei Eingriffe besitzt, also auch fiir jeden Eingriff eine Unbekannte benotigt. Am ein-
fachsten erreicht man dies, indem man das Getriebe vor Bestimmung der Momente an
den Réadern ,,auseinander zieht“, die mehrere Eingriffe mit anderen Zahnrédern besitzen.
Dadurch ergibt sich das folgende Bild 5.3. Element 8 ist dabei dasselbe wie Element 3.

4 |5
o I
8
1|— 7
6

(I

Bild 5.3 Minusgetriebe bei dem jedes Rad genau einen Eingriffspartner besitzt

Beide Elemente werden jedoch fiir die Bestimmung der Momente an den Stufen unter-
schieden. Wenn man den Betrag und das Vorzeichen der Momente von Sonne zu Planet
bestimmt, verwendet man die Ergebnisse von Stufe 2-3, jedoch bei der Bestimmung von
Planet zu Hohlrad Stufe 8-4. Wenn man nach diesem Kriterium eine Konstruktion vor
der Berechnung verédndert, erhélt man immer eine korrekte Aussage iiber alle notwendi-
gen Gleichungen und den Freiheitsgrad der Anordnung.

Alle Stufenbeziehungen des Minusgetriebes kénnen nun durch die vier folgenden Glei-
chungen beschrieben werden:

M.
Bs _ =2 (5.13) = = (5.15)
N2 — Ng <3 2 )
N3 24 M z
= —— 5.14 e
Ny — Ng z3 ( ) M, o 23 (516)

Fiir alle Komponenten auf den Wellen des Minusgetriebes gilt wiederum Drehzahlgleich-
heit und XM = 0:
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ny = ng (5.17) M+ My =0 (5.21)
ns = ng (5.18) Ms + Mg = 0 (5.22)
ny = ns (5.19) My+ M5 =0 (5.23)
neg = ny (5.20) Ms+ M; =0 (5.24)

Fiir die Sonnenwelle gilt die erste Zeile des Blocks, also Gleichung 5.17 und 5.21, fiir die
Planetenwelle die zweite Zeile, Gleichung 5.18 und 5.22, fiir die Hohlradwelle schlieSlich
Gleichung 5.19 und 5.23. Die Stegwelle wird durch die letzte Zeile, Gleichung 5.20 und
5.24 beschrieben. Die einzige noch fehlende Gleichung auf der Seite der Momente ist
eine Angabe zur Festlegung des Stegmomentes. Alle Momente an einem Umlaufgetrie-
be werden durch die Stufenbeziehungen und Z#&hnezahlen festgelegt. Das Stegmoment
erhélt man aus der Tatsache, dass alle Momente an einem Umlaufgetriebe zusammen 0
ergeben miissen (Gleichung 5.27):

My+ My+ Mg =0 (5.27)
Nge =X (5.25)
ny =Y (5.26) M, =X (5.28)
Die restlichen Gleichungen erhélt man durch Auffiillen des Gleichungssystems mit den
notigen Vorgaben. Da acht Unbekannte existieren, miissen auch acht Gleichungen exis-
tieren. Dies ergibt fiir das Minusgetriebe einen kinematischen Freiheitsgrad von 2 (Glei-
chung 5.25 und 5.26) und ein statischen Freiheitsgrad von 1 (5.28). Die Gleichungen

kénnen nun sehr einfach durch Substitutions- oder Additionsverfahren von Hand gelost
werden. In Tabelle 5.3 und 5.4 sind diese noch einmal in einer Matrix zusammengefasst.

Drehzahlen Ursache

0 20 23 0 0 —2 0 O n 0 Stu fenbeziehungen
0 0 23 24 0 —z O 0 No 0

1 -1 0 0 O 0 0 O ns 0 Wellenbeziehungen
0O 0 1 0 O 0 0 -1 ng| |0

00 01 —1 0 0 0] |ns| |0

0O 0 0 0 O 1 -1 0 ng 0

* 0 0 0 0 0 0 0 ny X Vorgabe

0 = 0 0 O 0 0 0 ng Y

Tabelle 5.3 Gleichungsmatrix fiir die Drehzahlen eines einfachen Minusgetriebes
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Momente Ursache
0 23 —2 0 00 0 0 M,y 0 Stu fenbeziehungen
0 0 Z4 —2Z3 0 0 0O M2 0
1 1 0 0 00 00 Ms 0 Wellenbeziehungen
0 0 1 0 00 01 Myl 10
0 0 0 1 1.0 00 Ms| | O
0 0 O 0 0110 Mg 0
01 0 1 0100 M- 0 Stegsumme
* 0 0 0 0000 Mg X Vorgabe

Tabelle 5.4 Gleichungsmatrix fiir die Momente eines einfachen Minusgetriebes

5.1.3 Fiinfwellengetriebe: Kombination von Ravigneaux- und
Wolfromsatz

Ein Ravigneaux-Wolfromsatz mit fiinf Anschlusswellen (Bild 5.4) soll als letztes Bei-
spiel dienen, um zu zeigen, dass die vorgestellte Vorgehensweise auch bei komplexeren
Getrieben Anwendung finden kann und ein allgemeingiiltiges Verfahren ableitbar ist.
Auflerdem erkennt man daran auch, dass der Freiheitsgrad eines Systems - der hier nicht
unbedingt auf den ersten Blick bestimmbar ist - als Ergebnis aus dem Verfahren entsteht.
Ein Ersatzschaltbild nach Wolf muss nicht mehr erzeugt werden. Damit wird die in Bild
4.2 verdeutlichte Schwierigkeit beseitigt. Als erstes wird die bisherige Rédderanordnung
yauseinander gezogen“, um fiir das Moment jedes Eingriffs eine eigene Unbekannte zu
erhalten. Das Ergebnis ist in Bild 5.5 dargestellt. Jedes Rad wird so oft auf seiner Welle
dupliziert, bis es noch genau ein Gegeniiber in einer einzigen Stufe besitzt. Jedes Ele-
ment, das ein Moment in eine Welle einleiten kann, erhélt eine fortlaufende Nummer.
Nun werden wie in den beiden vorigen Beispielen alle relevanten Gleichungen zur Be-
schreibung der Drehzahlen und Momente aufgestellt. Fiir die Stufen gelten die folgenden
Beziehungen:

MQ Z9

n3 _ <2 — = — (5.34)
_ = —— 5.29
No — N5 zZ3 ( ) %3 z3
Ng 29 9 <9
— - 2 5.30 T o 535
Ng — N5 26 ( ) Mﬁ <6 ( )
T o A (531 _]‘A@” _ (5.36)
ni1 — Nas Z7 7 27
ng . <13 M. >
_— = —— (5.32) 13 <13 (5.37)
N1z — Nis 28 My 2z '
Ty z5
— = —— (5.33) M Z5
n zZ — = — 5.38
5 4 M, 24 ( )

Zwel miteinander kiaimmende Planetenrader werden dabei wie zwel im Raum feststehen-
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Bild 5.4 Ravigneaux-Wolfromsatz mit fiinf Anschlusswellen (I-V)

de Stirnradstufen betrachtet (Gleichung 5.33). Da beide zusammen auf demselben Steg
umlaufen miissen, kann zwischen ihnen keine Uberlagerungsdrehzahl auftreten. Fiir die
Wellen gelten die folgenden Beziehungen:

ny = ng (5.39) M, + M, = 0 (5.48)
Ny = ng (5.40) My+ M, = 0 (5.49)
ns = Ng (5.41) Ms+ Mg + M; + Mg = 0 (5.50)
ne = ng (5.42)

ny = ng (5.43)

ne = muo (5.44) Mo+ My = 0 (5.51)
nip = N (5.45) My + M, = 0 (5.52)
ns = nu (5.46) My + My = 0 (5.53)
ns = g (5.47) M+ M = 0 (5.54)

Das Moment am Steg (M;5) erhélt man aus der Summe der Momente an allen Rddern
die mit einem Planeten kdmmen:

M5 + My + Mg + Myy + M3 =0 (5.55)

Es existieren nun 14 Drehzahl- und 13 Momenten - Gleichungen, d.h. es sind zur Losung
der jeweils 16 Unbekannten 2 Drehzahlvorgaben (Gleichung 5.56 und 5.57) und 3 Mo-
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Bild 5.5 Auseinander gezogener Ravigneaux-Wolfromsatz

mentenvorgaben notig (Gleichung 5.58, 5.59, 5.60). Fiir die vorgestellte Konstruktion
bedeutet dies, dass die Momente von zwei Wellen des Fiinfwellengetriebes immer be-
stimmt sind, sobald an drei Wellen ein Moment anliegt. Der kinematische Freiheitsgrad
unterscheidet sich damit nicht von einem einfachen elementaren Planetengetriebe, was
man auf dem ersten Blick nicht vermutet hétte.

ne =X (5.56) M, =X (5.58)
n, =Y (5.57) M,=Y (5.59)
M, = (5.60)

Auf die Darstellung der Gleichungsmatrizen wurde verzichtet, da sie sich vom Aufbau
nicht von denen des Minusgetriebe unterscheiden.

5.2 Allgemeine Formulierung der Bestimmung von
Drehzahlen und Momenten

Die drei vorgestellten Beispiele dienten als Grundlage fiir eine allgemeine Vorgehenswei-
se zur Berechnung der Drehzahlen und Momente, und damit auch fiir den Leistungs-
fluss, die Ubersetzung und den Freiheitsgrad von beliebigen Réideranordnungen. Das
standardisierte Verfahren zur Berechnung von Mehrwellengetrieben gliedert sich in drei
Abschnitte:
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1. Aufbereitung der geometrischen Vorgaben

a) Auseinanderziehen des Getriebes: Teilung von Rédern die mehr als einen Ein-
griffspartner besitzen, bis jedes Zahnrad in genau einer Stufe Verwendung
findet

b) Feststellen der Anzahl der existierenden Unbekannten: Durchnummerierung
aller Zahnrader, Keilwellen etc., also aller Elemente auf den Wellen, die ein
Torsionsmoment einleiten

2. Aufstellung aller beschreibenden Gleichungen

a) Notation der Gleichung(en) der Stufenverhéltnisse
b) Aufstellen der Gleichung(en) fiir jede Welle

¢) Beriicksichtigung der Spezialfille bei den Momentengleichungen:
Stegsumme und Losradvorgabe

d) Ableiten des kinematischen, statischen und allgemeinen Freiheitsgrades:
Zahlen der aufgestellten Gleichungen, Vergleich mit den Unbekannten und
Ergénzen mit den nétigen Vorgaben

3. Bestimmung der Groéflen

a) Losen des Gleichungssystems fiir Drehzahlen und Momente

b) Bestimmung aller An- und Abtriebsleistungen, der Spreizung und Uberset-
zung des Getriebes

Die Punkte 1 und 3 kénnen allgemein beschrieben werden. Fiir das Aufstellen der Glei-
chungen im zweiten Abschnitt wird jeweils fiir Drehzahlen und Momente unterschieden.

5.2.1 Aufbereitung der geometrischen Vorgaben
Auseinanderziehen der Konstruktion

Das ,,Auseinanderziehen“ der Zahnrader geht der Rechnung voran, um festzustellen, wie
viele Unbekannte das aktuelle Getriebe wirklich enthélt. Dazu wird jedes Zahnrad, das
einen Eingriff zu zwei oder mehreren anderen Zahnradern besitzt, auf seiner Welle so
oft dupliziert, bis es nur noch einen Eingriffspartner hat. Dies ist in Bild 5.6 an zwei
Beispielen dargestellt. Damit kann bei der Berechnung der Momente deren Gréfle an
jeder beteiligten Stufe eindeutig identifiziert werden.
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Bild 5.6 Aufbereitung der Geometrie der Konstruktion: Auseinanderziehen der Ré&-
der mit mehreren Eingriffen

Nummerierung aller beteiligten Elemente

Nach der geometrischen Verédnderung, so dass jeder Zahneingriff eindeutig angesprochen
werden kann, miissen alle Elemente, die ein Moment in eine Welle einleiten konnen,
durchnummeriert werden. Daraus ergibt sich die Anzahl der Gleichungen, die zur Be-
schreibung des Gesamtsystems mindestens notwendig sind. Dies ist im rechten Teil des
Bildes 5.6 dargestellt.

5.2.2 Aufstellung aller beschreibenden Gleichungen
Notation der Gleichung(en) der Stufenverhiltnisse

Drehzahlen

Die Drehzahlen einer einzelnen Stufe eines epizyklisch umlaufenden Planetenrades (sie-
he Bild 5.7) kann durch Gleichung 5.61 ausgedriickt werden. Sie ergibt sich aus den
Drehzahlbeziechungen des Kutzbachplanes. Die Moglichkeit der Drehzahliiberlagerung
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——

X

Bild 5.7 Stirnradstufe mit epizyklisch umlaufenden Rad (p), Zentralrad (x) und
Steg (s)

von Zentralwelle (n,) mit Stegwelle (ns) ergeben auch hier einen zweifachen kinemati-
schen Freiheitsgrad zur Bestimmung der Planetendrehzahl (n,), gegebene Zéhnezahlen
des Zentralrades (z,) und des Planeten (z,) vorausgesetzt.

ny 2y

_ (5.61)

Ng — Ny Zp

Handelt es sich beim Zentralrad um ein Hohlrad, erhélt man die richtige Drehrichtung
durch Einsetzen einer negativen Zdhnezahl.
Die Rédderanordnung in Bild 5.7 ist die minimalste Konfiguration nur zur Darstellung
der Drehzahlverhéltnisse an einem Umlaufgetriebe. Eine Leistungsiibertragung ist durch
diese Réderanordnung (bei n = 1, also ohne Reibung oder Triagheitsmoment) nicht
moglich, da das Planetenrad keine Méglichkeit zur Weitergabe des Moments besitzt. Man
kann demnach kein Moment an einer der Keilwellen einpriagen, da das Planetenrad hier
immer das Moment 0 besitzen wird. Der statische Freiheitsgrad der gesamten Anordnung
in Bild 5.7 ist deshalb ebenfalls 0.
Handelt es sich um eine Stufe mit zwei zueinander im Raum festen Achsen, setzt man
die Drehzahl des Steges in Gleichung 5.61 einfach zu 0. Man erhélt dadurch Gleichung
5.62, mit Index x fiir das Rad und Index y fiir das Gegenrad der Stufe.

o ® (5.62)

Ny 2y
Momente
Die Gleichung fiir die Momente an einer Stirnradstufe ist abhéngig von der Flussrichtung
der Leistung, wie bereits in Gleichung 2.23 und 2.22 nachgewiesen wurde. Diese wiederum
errechnet sich erst aus den Vorzeichen der anliegenden Drehzahlen und Momente, d.h.
es muss in jeden Fall eine Rechnung des Getriebes mit n = 1 vorgenommen werden,
bevor eine weitere Aussage moglich ist. Die Integration von Verlustleistungen in das
Gleichungssystem und damit die Bestimmung des Wirkungsgrades, wird im folgenden

66



5.2: ALLGEMEINE FORMULIERUNG

Abschnitt beschrieben. Fiir die erste Rechnung gilt fiir die Bestimmung der Momente
Gleichung 5.63 mit M, und M, als Momente der Elemente X und Y.

M, z.
— = 5.63
= (5.63)

Y

Aufstellung der Gleichung(en) fiir jede Welle

Bild 5.8 Eine Welle mit n Elementen

Drehzahlen

Fiir alle Elemente die fest iiber eine Welle miteinander verbunden sind (Bild 5.8),
herrscht Drehzahlgleichheit. Fiir eine Welle mit N Kraft einleitenden Elementen gilt
allgemein formuliert:

ny = ny
N9 = N3
ny—-1 = NN (564)

Momente
Fiir die Momente an einer Welle mit N Kraft einleitenden Elementen gilt XM = 0.
Allgemein:

My +My+---+My_1+My=0 (5.65)

Beriicksichtigungen der Spezialfille bei den Momentengleichungen

Wie im Beispiel des Kapitels 5.1.1 anhand einer schaltbaren Stirnradstufe gezeigt wird,
ist bei mitlaufenden Losriddern ohne Reibung oder Belastungen nétig, die Vorgabe des
Momentes von 0 in das Gleichungssystem einzufiigen.

Miosraqa =0 (5.66)

Dies ist bei Getrieben mit Synchronisierungen, Kupplungen oder Bremsen von Gang zu
Gang unterschiedlich, je nachdem welche Stufe unter Last 1auft und welche Losréder sie
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enthélt.
Der andere Spezialfall tritt beim Vorhandensein eines Stegs auf. Ein Steg ist nie direkt
iiber eine Welle mit den anderen Anschliissen des Umlaufgetriebes verbunden, sondern
stellt das Abstiitzmoment des Gehduses dar (siche auch Bild 2.1). Das Stegmoment,
errechnet sich deshalb aus der Summe aller Momente der Zentralwellen und des Steges.
Die zugehorigen Réader der Zentralwellen eines Umlaufgetriebes konnen dadurch identi-
fiziert werden, dass sie immer mit einem Planeten kdmmen, der auf dem gesuchten Steg
umléuft.

Mg+ Mg+ -+ Mg, + Mg =10 (5.67)

Ableiten des kinematischen, statischen und allgemeinen Freiheitsgrades

Man vergleicht die Anzahl der im ersten Schritt durchnummerierten Unbekannten mit
der Anzahl der erhaltenen Gleichungen. Die Differenz stellt die nétigen Vorgaben dar.
Fiir die Drehzahlgleichungen ist dies der kinematische, bei den erhaltenen Momenten-
gleichungen der statische Freiheitsgrad. Beide Freiheitsgrade sind nétige Vorgaben zur
vollstdndigen Losung des Gleichungssystems. Zur Kontrolle der erhaltenen Vorgaben
kann man noch priifen, ob die Summe von kinematischem und statischem Freiheitsgrad
gleich der Anzahl der Anschlusswellen des Getriebes ist.

5.2.3 Bestimmung der Groéfien
Losen des Gleichungssystems fiir Drehzahlen und Momente

Die Bestimmung der Drehzahl und des Momentes jedes Elementes erreicht man mit
dem Losen des jeweiligen linearen Gleichungssystems durch die klassischen Methoden
des Additions-, Substitutions- und Gleichsetzungsverfahren. Hat man die entsprechen-
den Koeflizienten in einer Matrix mit dem zugehorigen Ergebnisvektor, bieten sich zur
Losung direkte oder iterative Verfahren an. Als direkte Verfahren gilt z.B. das auf dem
Additionsverfahren basierende Gauf3’sche Eliminationsverfahren oder die Cramer’sche
Regel, die mit Determinanten arbeitet. Zu den iterativen Verfahren zéhlen z. B. das
GauB3-Seidel und das Jacobi Verfahren. Da es sich bei den aufgestellten Matrizen meist
um sehr grofle, diinn besetzte Matrizen handelt, bieten sich fiir die rechnerische Um-
setzung vor allem modernere Verfahren wie das vorkonditionierte Krylow-Unterraum-
Verfahren an [BRO].

Bestimmung der Leistungen, Spreizung und Ubersetzung

Mithilfe der gewonnenen Drehzahlen kann nun jede Ubersetzung (zwischen allen An-
und Abtriebswellen) und aus allen Géngen auch die maximale Spreizung des Getriebes
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bestimmt werden. Ob die an den Keilwellen angreifenden Momente An- und Abtriebs-
leistungen ergeben, lésst sich aus den Vorzeichen ablesen. Negative Leistung ist Abtrieb,
positive Leistung ist Antrieb. Auch die notigen Leistungsfliisse im Getriebe lassen sich
damit einfach bestimmen, indem man diese Regel auf jedes Element im Getriebe oder
direkt auf jede Welle anwendet.

5.3 Integration der Verluste, Berechnung des
Wirkungsgrades

Es treten generell zwei Arten von Verlustleistung in einem Getriebe auf:

e Verluste, die an Elementen auf der Welle wirken (Bsp: Dichtungsverluste, Plansch-
verluste oder Ventilationsverluste von Rédern, Reibung einer Lamellenkupplung
im Geh&use)

e Verluste, die zwischen zwei Elementen wirken (Lagerverluste zwischen Innen- und
AufBlenring, Verzahnungsverluste in der Stufe zwischen Ritzel und Rad)

Verluste konnen in das vorgestellte Berechnungsmodell als virtuelle Bremsen oder durch
Momentvorgaben an Einzelelementen integriert werden. Die Hauptschwierigkeit besteht
dabei in der Vorgabe der Verluste zwischen zwei Elementen, da dafiir die Flussrichtung
der Leistung bekannt sein muss. Dabei wird nicht beriicksichtigt, wie diese Verluste
bestimmt werden, also welche theoretischen oder empirischen Gleichungen hinter deren
Absolutwerten stehen oder ob diese aus Messungen gewonnen wurden. Die Verluste
miissen dabei immer so angesetzt werden, dass sie ihrer Ursache entgegenwirken. Zur
Verdeutlichung soll im folgenden die Integration von Verlusten an Einzelelementen sowie
Verzahnungs- und Lagerverluste als Beispiel fiir Verluste zwischen Elementen dargestellt
werden.

5.3.1 Verluste an Einzelelementen

Jedes Kraft einleitende Element an einer Welle kann auch Verluste in diese Welle ein-
pragen. Ein Zahnrad kann also nicht nur zur Leistungsiibertragung durch seine Stufe
genutzt werden, sondern erzeugt auch durch sein Planschen im Ol oder seine Ventilation
ein Verlustmoment, das auf die Welle weitergegeben werden mufl. Das Vorzeichen des
Verlustmoments richtet sich dabei nach der Drehzahl der Welle. Eine Verlustleistung
muf} wie eine Abtriebsleistung immer negativ angesetzt sein, da sie dem Leistungsfluss
abgefiihrt wird und dem System nicht mehr zur Verfiigung steht. Auch bei einem Lager,
bei dem ein Lagerring im Gehéuse festgelegt ist, muss dessen Schleppmoment {iberwun-
den werden. Es wirkt also in dieser Situation auch wie ein eingepragtes Verlustmoment
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Bild 5.9 Antriebs- und Verlustmomente an einer drehenden Welle (oben) und dar-
aus resultierender Leistungsfluss (unten)

eines einfachen Elementes auf der Welle. In Bild 5.9 sieht man den Leistungsfluss einer
einfach gelagerten Welle, die im Ol planscht. Es wird iiber die Keilwelle von links genau
so viel Kraft eingeleitet, dass sich die Welle dreht.

5.3.2 Verzahnungsverluste

In Bild 5.10 ist eine einfache Stirnradstufe mit den Betrédgen ihrer Drehzahlen und

Momente fiir n = 1 dargestellt, die in Folge als Grundmodell dienen soll. In den Rauten
ist die jeweilige Wellendrehzahl eingetragen. Die Rechtecke enthalten das vom entspre-
chende Element auf die Welle eingepriagte Moment. Unten bzw. Rechts im Bild ist der
Fluss der Leistung eingezeichnet.

Verzahnungsverluste treten zwischen zwei Zahnréddern durch die Reibung im Flanken-
kontakt auf. Wie gross ist allerdings das tatséchlich {ibertragene Moment auf die Ab-
triebswelle der Stirnradstufe, wenn man nur eine Verlustleistung zwischen zwei Elemen-
ten kennt? Dieses Problem wurde in Bild 5.11 visualisiert.

Am einfachsten kann man sich dies {iber die Leistungssumme verdeutlichen. Geht man
von Verzahnungsverlusten von 10% der Antriebsleistung aus, kann nur noch 90% am
Abtrieb ankommen. (Die Verzahnungsverluste sind hier nur zur Verdeutlichung so grof
gewéhlt, normalerweise betragen diese selbstverstiandlich maximal 1-2% der iibertrage-
nen Leistungen). Um das iibertragene Moment auf der Abtriebsseite der Stufe zu er-
rechnen, muss man also iiber die Leistungssumme auf das eigentliche Abtriebsmoment
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Bild 5.10 Drehzahlen, Momente (links) und Leistungen (rechts) an einer verlust-
freien Stirnradstufe mit der Ubersetzung 2:1
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Bild 5.11 Reales Verhalten der Verlustleistung: Problem bei Errechnung der Mo-
mente an einer verlustbehafteten Stirnradstufe. Losung durch Umweg
iiber die Leistung

und davon auf das wirklich am Rad ankommende Moment schliessen. Wenn jedoch auf
dieser Abtriebswelle noch mehrere ,Verbraucher* liegen oder mit Kreisfliissen und den
Einfliissen anderer Stufen zu rechnen ist, kann man dabei schnell den Uberblick verlie-
ren. Ausserdem sollte die Integration der Verluste durch eine genauere Vorschrift auch
rechnertauglich sein. Deswegen wird in Folge das Moment am Rad in Leistungsrichtung
weiterhin so berechnet, als wiirden bei der Ubertragung keine Verluste auftreten, die
Verluste jedoch iiber ein neu eingefiihrtes Element, eine , virtuelle Bremse® in die Rech-
nung integriert.

Rechnerisch kann diese Verlustleistung immer als Verlustmoment auf Ritzel- oder Rad-
welle umgerechnet werden. Sinnvoll anzurechnen ist dieses Verlustmoment jedoch nur
auf die Welle, zu der die Gesamtleistung flieit: Am Abtrieb dieser Welle darf diese Leis-
tung nicht mehr ankommen, und iiber die Stufe selbst sollte die volle Leistung fliessen,
da sonst die anteiligen lastabhéngigen Verluste zu klein ermittelt wiirden.
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Erreicht wird dieses Ergebnis, indem man der Vorstellung nach eine Bremse auf der
Welle anbringt, die in Leistungsflussrichtung liegt und genau das umgerechnete Verlust-
moment der Stufe auf die Welle einprégt. Treibt das Ritzel und der Abtrieb liegt auf

-50 N/m +I7?Nm +45 Nm 10 %
N oo
| 2Y
P,,=-1002n
.\40
\
+100 Nm -100 Nm

Bild 5.12 Drehzahlen und Momente an einer einfachen Stirnradstufe mit Darstel-
lung des Stufenverlustes als virtuelles Element, Leistungsfluss vom Rad
zum Ritzel

der Radwelle, muss die Verlustleistung auf die Radwelle bezogen werden (Bild 5.12).
Geht der Leistungsfluss in die andere Richtung, also treibt das Rad, dann muss das
Verlustmoment auf die Ritzelwelle bezogen werden (Bild 5.13).
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Bild 5.13 Drehzahlen und Momente an einer einfachen Stirnradstufe mit Darstel-
lung des Stufenverlustes als virtuelles Element, Leistungsfluss vom Ritzel
zum Rad
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5.3.3 Lagerverluste

Die Lagerverluste treten wie die Verzahnungsverluste zwischen zwei Elementen, dem
Innen- und dem Auflenring des Lagers auf. Dabei ist die Drehrichtung des Lagers fiir
die Weitergabe der Verluste von entscheidender Bedeutung. Dies soll in Folge an einem
einzigen Lager verdeutlicht werden, das zur Lagerung einer Welle in einer Hohlwelle
dient. Zufiihrung der Leistung erfolgt auf einer oder von beiden Seiten, also links auf den
Innenring oder von rechts {iber die Hohlwelle auf den Auflenring. Die Gréflenordungen
der in den Bild 5.14 und 5.15 aufgefiithrten Zahlen dienen nur als Beispiel und sind
dem Betrag nach willkiirlich gewéhlt.

Im Bild 5.14 drehen sich beide Wellen in dieselbe Richtung. Vorgegeben ist zu Beginn

IT,| =3 Nm An =10s*

-3 Nm +3 Nm
+3 Nm \

-3 Nm

o B oy

R

50%

Bild 5.14 Momente und Leistungsfluss durch Lagerverluste bei gleichgerichteter
Drehzahl der beteiligten Wellen

lediglich eine gleichgerichtete Drehzahl beider Wellen und das im Lager auftretende
Verlustmoment. Die Verlustleistung ergibt sich aus dem Verlustmoment (My ) des Lagers
mal der Drehzahldifferenz (An) zwischen beiden Wellen:

Aus dem auftretenden Verlustmoment ergeben sich die Antriebsmomente mit entgegen
gesetztem Vorzeichen je am Auflen- und Innenring des Lagers (Sonst wére ja Summe der
Momente am Lager ungleich 0). Daraus erschliessen sich dann in Folge die Momente an
den Keilwellen. Es ergibt sich dabei, dass die schnellere Welle die Langsamere antreibt.
Die Leistung an der linken, schneller drehenden Keilwelle, ist also positiv, die der lang-
sameren rechten negativ.
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Drehen beide Lagerringe in entgegen gesetzter Richtung (Bild 5.15), ergibt sich aus
dem Verlustmoment des Lagers, dass der Antrieb dieser Konstellation von beiden Seiten
erfolgen muss.

IT,| =3 Nm An = 30s™

-3 Nm +3 Nm

+3 Nm - / e
Al
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Bild 5.15 Drehzahlen, Momente und Leistungsfluss durch die Verluste in einem
Lager bei gegenldufigen Wellen

5.4 Allgemeine Formulierung fiir die Integration der
Verluste

Verluste konnen in das vorhandene Gleichungssystem der verlustfrei errechneten Momen-
te integriert werden, indem man virtuelle Bremsen erzeugt, die an der richtigen Stelle
im Getriebe positioniert werden. Das Gleichungssystem mit den verlustlos gerechneten
Momenten wird dazu lediglich erweitert und im Kern nicht verdndert.

Bei Verlusten an einzelnen Elementen (Zahnréder, schleifende Kupplungen, Dichtun-
gen, Lager mit einem Ring im Geh#use) wird neben das Element eine Bremse mit einer
neuen laufenden Nummer erzeugt. Das Verlustmoment dieser Bremse wird nach dem
Vorzeichen seiner Drehzahl bestimmt, so dass sich dafiir insgesamt eine negative Leis-
tung ergibt (also bei negativer Drehzahl als positives Moment, bei positiver Drehzahl
als negatives Moment).

Bei Verlusten zwischen zwei Zahnrddern wird die virtuelle Bremse immer an der Welle
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angebracht, die in Leistungsflufrichtung liegt. Den Betrag des Verlustmomentes errech-
net man aus der Verlustleistung der Zahnradstufe und der Drehzahl der Welle, auf der
die Bremse angebracht wird.

Zur Weitergabe von Lagerverlusten bei Lagern, die zwischen zwei Wellen verbaut sind,
muss die gleichsinnige oder gegenlaufige Drehrichtung der beteiligten Wellen beriicksich-
tigt werden. Bei gleichsinniger Bewegung der Wellen muss das Moment so aufgebracht
werden, dass die schnellere Welle durch das Lagerverlustmoment abgebremst (die linke
Welle in Bild 5.14), die langsamere Welle durch die schnelle bescheunigt wird (rechte
Welle in Bild 5.14). Bei gegenldufiger Bewegung der beiden Wellen muss das Brems-
moment mit dem entgegen gesetzten Vorzeichen zur Drehzahl eingepréigt werden (Bild
5.15).

5.5 Drei Rechenbeispiele von Getrieben mit
Verlusten

Im folgenden Abschnitt wird anhand von drei Beispielen die Anwendung der Rechenme-
thodik der Verluste als virtuelle Bremsen gezeigt, wie sie im FVA Programm WTplus2.0
umgesetzt wurden. Im ersten Beispiel, einer zweistufigen Stirnradkette, wird das grund-
legende Rechenprinzip verdeutlicht, wie die Ergebnisse empirischer Gleichungen zur die
Bestimmung der wahren Momentenverteilung in das beschriebenen Gleichungssystem
beitragen und warum dazu Iterationen nétig sind. Im zweiten Beispiel wird gezeigt, wie
durch die nun geschaffene Moglichkeit zur Rechnung der lastfreien, mitlaufenden Kom-
ponenten, generelle Aussagen iiber die Leistungsfliisse in den einzelnen Géngen moglich
sind. Dadurch kann z.B. die Existenz von Kreisleistungsfliissen bei niedrigen Olstin-
den/Planschverlusten oder geringen Verzahnungsverlusten gezeigt werden. Im dritten
Beispiel wird die Anwendung auf einen Ravigneauxsatz als einem komplexeren Getriebe
mit mehreren Freiheitsgraden gezeigt.

In der Praxis werden viele Verlustmomente von Getriebekomponenten durch empiri-
sche Gleichungen gewonnen. Manchmal benétigt man zu der Bestimmung der Ergebnisse
Eingangsgrofien, die eigentlich erst nach einer Rechnung mit den Verlusten zur Verfii-
gung stehen. Erst durch eine wechselseitige Rechnung von empirischen Gleichungen und
analytischen Gleichungssystem mit jeweils feststehenden Verlusten kann die wahre Mo-
mentenverteilung in einem Getriebe gefunden werden. So ist z.B. die Reibungszahl y in
einer Verzahnungsstufe abhédngig von der Normalkraft Fl in dieser Stufe. Die Grosse
dieser Normalkraft steht jedoch erst wirklich fest, wenn auch die Grofle der Verluste im
Zahneingriff selbst bekannt sind. Man hat also zwei Grolen die beide voneinander ab-
hiangen: = f(Fy) und Fy = f(u). Dasselbe gilt z.B. auch fiir die Beziehung zwischen
kinematischer Olviskositét, Planschverluste und Oltemperatur. Je hoher die Verluste,
desto hoher die Temperatur, desto grofler die Viskositét, desto niederiger wiederum die
Verluste, usw.: v = f(T,Py), Py = f(v,T) und T' = f(v, Py). In der Praxis rechnet
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Bild 5.16 Geometrie eines zweistufigen Stirnradgetriebes mit Drehzahlen und Mo-
mente bei n =1

man deshalb ein Getriebe fiir die erste Bestimmung zuerst ohne Verluste, also bei n = 1.
Mit diesen Kréften in den Verzahnungen bestimmt man dann die jeweiligen Reibungs-
zahlen in den Verzahnungen und den Verlustanteil in jeder Stufe. Bei einer zweistufigen
Stirnradstufe ist dies fiir die erste Stufe nach dem Antrieb fast ganz korrekt. In Leistungs-
flussrichtung entsteht dabei jedoch immer ein Fehler, der umso grofler ist, je weiter man
vom Antrieb entfernt ist. In der zweiten Stufe werden ndmlich dadurch die auftretenden
Verluste zu hoch angesetzt, da ja diese Normalkraft, welche ohne die Verluste der ersten
Stufe gewonnen wurde, zu grofl war. Im zweiten Schritt wird die Momentenverteilung im
Getriebe mit diesen gewonnenen Verlusten neu bestimmt. Die Betrédge der Verluste sind
jetzt zu gross mit eingerechnet. Mit den neuen Normalkriften rechnet man nun wieder
aufgrund der empirischen Gleichungen die neuen Verluste, die jedoch nun dann zu klein
sind, da sie ja aufgrund der Gréflen der vorhergehenden Iteration gewonnen wuren. Der
eigentliche Wert fiir jede Stufe konvergiert erst nach mehreren Rechnungen.

In Tabelle 5.5 ist eine solche Iteration anhand der auftretenden Verlustleistungen
fiir vier Iterationsschritte aufgelistet. Der Aufbau des zugehorigen Getriebes ist in Bild
5.17 visualisiert. Dabei ist jedem Element, das eine Verlustleistung erzeugen kann oder
Teil des Leistungsflusses darstellt, eine Nummer zuordnet. Die Elemente von 1-4 sind
alle Elemente auf Welle 1, die Elemente 6-10 auf Welle 2 und 11-14 auf Welle 3. Zwi-
schen den Wellen sind die Stufenverluste notiert. Am Beginn jeder Welle werden alle
Elemente geschrieben, an denen Leistung in die Welle fliesst, und am Ende, an denen
sie abfliesst. Zwischen diesen werden alle Verlustleistungen notiert. Die Verzahnungsver-
luste der Stufen (die Elemente 5 und 10) liegen zwischen den Wellen. Einige Elemente
kommen zweimal vor. Dies sind die leistungsfithrende Elemente (4,6,9 und 11), die je-

7



KAPITEL 5: NEUE RECHENMETHODIK

Bild 5.17 Zuordnung zwischen einer Nummer und allen Verlustproduzenten in ei-

nem zweistufigen Stirnradgetriebe

doch auch Planschverluste produzieren, also hier nur die Zahnréder mit den Nummern
4,6 und 11, da Zahnrad 9 nicht in den Olspiegel eintaucht. Den geschilderte Effekt der
alternierenden Verluste sieht man am besten an den Verzahnungsverlusten der zweiten

Stirnradstufe im Element 10.

Die Betrége der Hauptleistungsfliisse wurden in dieser Tabelle nicht notiert, da lediglich
die Schwankungen und anfianglichen Fehler der Verlustleistungen gezeigt werden sollen,
die im Leistungsfluss weiter unten liegen. Das Ende der Iteration erfolgt, sobald der Un-
terschied in den Schwankungen der Gesamtverlustleistung zwischen den Einzelschritten
sehr gering wird. Es ergeben sich dann fiir die Verluste dieses Getriebe - Beispiels die

folgenden Anteile:

+-- Welle 1:

Antriebsleistung . . . . . . . . . P_AN 37.69
Antriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AN
Antriebsmoment . . . . . . . . . . T_AN

+-- Welle 3:

Abtriebsleistung . . . . . . . . . P_AB -36.26
Abtriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AB
Abtriebsmoment . . . . . . . . . . T_AB
Wirkungsgrad e . . . . . . . . eta 96.19
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Gesamtverlustleistung ... . . PV 1436 W
Verzahnungsverlustleistung . . . P_VZ 1227 W
Lastabhaengiger Anteil . . . . P_VZP 1185 W
Lastunabhaengiger Anteil . . . P_VZ0 42 W
Lagerverlustleistung . . . . . . P_VL 208 W
Lastabhaengiger Anteil . . . . P_VLP 193 W
Lastunabhaengiger Anteil . . . P_VLO 15 W
Dichtungsverlustleistung . . . . P_VD 0 W
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(111319

‘ Element ‘ 1.Schritt‘ 2.Schritt‘ 3.Schritt‘ 4.Schritt‘

1
2 -3845 | -38,38 [-3838 |[-3838

3 -19,83 | -19,80 | -19,80 | -19,80

4 148  |-148 |-148 | -148

4

5 [-301,2 |-300,68 |-300,68 |-300,68 |
6

6 986 |-9.86 [-9.86 |-9.86

7 -40,40 | -39,63 | -39,64 | -39,64

8 7716 | -75,75 | -75,73 | -75,73

9

10 |-956,40 [ -912,59 |-914,00 | -913,95 |
11

1 [-1,79  |[-179  [-1,79 [-1,79

12 |-977 |-941 |-942 |-942

13 |-2696 |-2544 |-2550 |-2549
14

Tabelle 5.5 Tabelle mit allen Verlusten [Watt] an einer zweistufigen Stirnradstufe

wéhrend der Iteration. Links die Bilder der zugehorigen Elemente des

Getriebes
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Bild 5.18 zeigt ein schaltbares Getriebe mit Pfeilen fiir die An- und Abtriebsleistungen
im ersten Gang (K1 ist geschlossen). Im rechten Teil des Bildes ist zur herausgelos-
ten Betrachtung der Verlustleistungen die Losrad-Stufe dargestellt. Ob jeweils Leistung
von oben oder unten in die Stufe eingespeist wird, héngt einerseits von der Losrad-
drehzahl, andererseits von den in der Stufe auftretenden Verlusten (schwarze Pfeile) ab.
In Bild 5.19 sind die vier moglichen Leistungsfliisse dargestellt, die an einer derarti-

i &

Stufenverlusteé O—>
PIanschverIusteé O—-»

-I:_ O Lagewerlusteé __»
T et & T

Bild 5.18 Schaltbare Stirnradstufe als Beispiel fiir die Bestimmung des Leistungs-
flusses in einem lastlosen Getriebezweig

gen Stufe auftreten konnen (die Planschverluste des oberen Rades sind dabei Null). Die
Ziele der Leistung sind immer grau hervorgehoben. Es konnen zwei Leistungssenken in-
nerhalb der Stufe auftreten: Die Stufenverluste und die Planschverluste (Graphik links
bzw. rechts aussen). Ausserdem ist eine Wiedereinspeisung der Leistung des angetriebe-
nen/treibenden Losrads in die laufende Welle moglich (mitte links/rechts). Die Szenarios
entstehen je nachdem, wie gross die einzelnen beteiligten Verluste ausfallen. Die Lager-
verluste werden in diesem Fall nie eine Leistungssenke darstellen, da Welle und Zahnrad
in dieser Konstruktion immer in diesselbe Richtung laufen. Die in Bild 5.18 dargestellte
Anordnung wurde deshalb als zweites Beispiel fiir eine Rechnung gew#hlt, um einige der
in Bild 5.19 aufgezeigten Effekte nachzuweisen. Das Getriebe ist 6ltauchgeschmiert.
Das Bild stellt eine Draufsicht auf das Getriebe von oben dar. Am Anfang wurde der
Olstand so gewihlt, dass lediglich das Grossere der beiden Réder im Olsumpf planscht.
In der zweiten Spalte wurde jeweils der Olspiegel abgesenkt. Dadurch #ndern sich die
Richtungen der Leistungsfliisse in der Losradstufe. So werden durch die Absenkung des
Olspiegels in der ersten Zeile von Tabelle 5.6 die Quetsch- und Planschverluste in der
Stufe so weit reduziert, dass sich eine Riickeinspeisung der Leistung in die Antriebswelle
ausbilden kann. Die Leistung geht von Leistungssummierung auf Kreisleistung iiber. In
der zweiten Zeile von Tabelle 5.7 ist es aufgrund der verdrehten Anordnung der Losra-
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Stufenverluste %

i

Plansch-

~ ~

verluste }g_' }g_'

Lagerverluste Q> O |_}Z>>

Bild 5.19 Mogliche Leistungsfliisse (weifle Pfeile) und Verluste (schwarze Pfeile)
an einer mitlaufendene Stufe bei gleichsinniger Drehbewegung zw1schen
Welle und Losrad. Endgiiltiges Ziel der Kreisleistung ist grau markiert

der genau umgekehrt. Bei Absenkung des Olspiegels treibt die schnellere Abtriebswelle
das auf ihr langsam drehende Losrad und die Leistung fliesst auf die Antriebswelle zu-
riick.

Will man diese Ergebnisse als Anregung fiir eine Anordnungsvorschrift von Losrddern
in Handschaltgetrieben verwenden, kann man generell sagen, dass die Plazierung des
Losrades immer so erfolgen sollte, dass die Absolutdrehzahl der Rédder immer moglichst
niedrig gehalten wird. Da dies aber in der Regel fiir mehrere Génge und Schaltstellun-
gen gelten muss, ist diese Entscheidung nicht unbedingt immer sehr leicht zu treffen. Ob
Kreisfliisse aufgrund der Lagerverlustmomente in den Losrddern auftreten oder nicht,
kann man nicht einfach vorhersagen, da die Verlustanteile in dieser Stufe bekannt sein
miissen, also auch Gehiusegeometrie und Olspiegel EinflussgroBen darstellen.

Als drittes Beispiel wurde ein Ravigneauxsatz mit vier angeschlossenen Wellen, darge-
stellt in Bild 5.20 verwendet, um die Einsetzbarkeit des Verfahrens auch bei mehreren
drehenden Wellen, also hoheren Freiheitsgraden und verschiedenen An- und Abtrieben
zu demonstrieren. Diese Rechnung wurde zuerst mit drei und dann mit fiinf Planeten
durchgefiihrt. Dabei wurden das Abtriebsmoment von -200 Nm an Welle 4 und das An-
triebsmoment von 10 Nm an Welle 2 fest vorgegeben. Ausserdem die Drehzahlen von
1800 1/min an der Sonne auf Welle 1 und der Stillstand der Sonne von Welle 3. Daraus
ergeben sich die folgenden beiden Ergebnisblocke.

Wie man leicht erkennen kann, é&ndern sich in diesem Betriebsbereich hauptséachlich die
Anteile der lastabhéingigen und lastunabhéngigen Verluste. Die lastabhéngigen Verzah-
nungsverluste werden geringer, da sich die Normalkraft in der Verzahnung gleichméfig
auf alle Planeten aufteilt. Dadurch verringert sich der Wert fiir die Reibungszahl im
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hoch

Olstand

niedrig

-99.8882 Nm

100 Nm
60 st

0.0138 Nm

14

64

0553

? 199.07 Nm |
/

-199.3783 Nm
-99.8574 Nm

0.0424 Nm
-0.0168 Nm

[ 100 Nm

|
60 st

64

199.13 Nm

A7

/

-199.3170 Nm

-0.0513 Nm

0.0138 Nm

60 s '

! ? 199.21 Nm |

/

-199.3864 Nm
-99.8785 Nm

0.0424 Nm

o

64

Tz

K7J

_%4_ 199.23 Nm
y .

-199.3590 Nm

/

0.0004 Nm

Tabelle 5.7 Beispiele fiir auftretende Blindleistung in einer mitlaufenden Losrad - Stufe (Ubersetzung vom Schnellen

ins Langsame), Synchronisierung auf Antriebswelle (oben) und Abtriebswelle (unten), auftretende Momente

(Kasten) und Drehzahlen des Losrades / der Wellen (Raute)
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Zahneingriff und damit auch die lastabhéngigen Verluste. Auf der anderen Seite erho-
hen sich die lastunabhéngigen Verluste, da nicht mehr nur drei, sondern fiinf Planeten
mitlaufen miissen und Quetsch- und Impulsverluste produzieren. Dasselbe Phanomen
kann man bei den Lagerverlusten beobachten. Bei drei Planeten ergibt sich das folgende

— 1 W4

24

-98 1

28 50

w2 b o
W1 b—— W3

—l—

Bild 5.20 Geometrie des dritten Beispiels, einem Ravigneauxsatz mit zwei kinema-
tischen und zwei statischen Freiheitsgraden

Ergebnis:

.# drei Planeten:  -——————————————————————————

+-- Welle 1:

Antriebsleistung . . . . . . . . . P_AN 23.11 kW
Antriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AN 1800.00 1/min
Antriebsmoment . . . . . . . . . . T_AN 122.62 Nm
+-- Welle 2:

Antriebsleistung . . . . . . . . . P_AN 0.78 kW
Antriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AN 741.17 1/min
Antriebsmoment . . . . . . . . . . T_AN 10.00 Nm
+-- Welle 3:

Abtriebsleistung . . . . . . . . . P_AB 0.00 kW
Abtriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AB 0.00 1/min
Abtriebsmoment . . . . . . . . . . T_AB 68.43 Nm
+-- Welle 4:

Abtriebsleistung . . . . . . . . . P_AB -23.44 kW
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Abtriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AB 1119.32  1/min
Abtriebsmoment . . . . . . . . . . T_AB -200.00 Nm
Wirkungsgrad . . o o ... . eta 98.12 Prozent
Gesamtverlustleistung . . . . . P_V 539 W
Verzahnungsverlustleistung . . . P_VZ 499 W
Lastabhaengiger Anteil . . . . P_VZP 496 W
Lastunabhaengiger Anteil . . . P_VZ0 3 W
Lagerverlustleistung . . . . . . P_VL 40 W
Lastabhaengiger Anteil . . . . P_VLP 16 W
Lastunabhaengiger Anteil . . . P_VLO 24 W

Bei fiinf Planeten entsprechend hohere lastunabhéngige Lager und Verzahnungsverluste,
bei geringeren lastabhéngigen Verlusten:

.# finf Planeten: ---------------—-——-"""-—-——

+-- Welle 1:

Antriebsleistung . . . . . . . . . P_AN 23.13 kW
Antriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AN 1800.00 1/min
Antriebsmoment . . . . . . . . . . T_AN 122.71 Nm
+-— Welle 2:
Antriebsleistung . . . . . . . . . P_AN 0.78 kW
Antriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AN 741.17 1/min
Antriebsmoment . . . . . . . . . . T_AN 10.00 Nm
+-— Welle 3:
Abtriebsleistung . . . . . . . . . P_AB 0.00 kW
Abtriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AB 0.00 1/min
Abtriebsmoment . . . . . . . . . . T_AB 68.37 Nm
+-- Welle 4:
Abtriebsleistung . . . . . . . . . P_AB -23.44 kW
Abtriebsdrehzahl . . . . . . . . . n_AB 1119.32 1/min
Abtriebsmoment . . . . . . . . . . T_AB -200.00 Nm
Wirkungsgrad . e . . . . . . . . eta 98.06 Prozent
Gesamtverlustleistung e 545 W
Verzahnungsverlustleistung . . . P_VZ 492 W
Lastabhaengiger Anteil . . . . P_VZP 486 W
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Lastunabhaengiger Anteil . . . P_VZ0 6 W
Lagerverlustleistung . . . . . . P_VL 53 W
Lastabhaengiger Anteil . . . . P_VLP 13 W
Lastunabhaengiger Anteil . . . P_VLO 40 W
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6 Umsetzung der Rechenmethodik
in der EDV

Fiir die Realisierung der in Kapitel 5 geschilderte Rechenmethodik auf einer EDV Anlage,
muss das notige Gleichungssystem zur Beschreibung des gesamten Getriebes von einem
Programm erstellt werden. Die vorgestellten Matrizen fiir die Drehzahl- und Momen-
tenbeziehungen miissen aufgrund der gegebenen geometrischen Beziehungen der Wellen,
Stufen und Réder aufgestellt und gelost werden kénnen, ohne dass der Benutzer die ab-
strakten Modelle der Wolfsymbolik eingeben oder sonstige zusétzliche Angaben machen
muss. Die Kunst dabei ist, lediglich die relevanten Beziehungen ohne redundante Anga-
ben zu verwenden, damit das Gleichungssystem nicht iiber- oder unterbestimmt wird.
Dies wird mit Hilfe eines Graphen umgesetzt. Normalerweise werden die Beziehungen
dieser abstrakten Gebilde direkt fiir Entscheidungen von Logistik- oder Zuordnungspro-
blemen verwendet. Die Innovation des hier vorgestellten Verfahrens besteht darin, dass
die Form des Graphen verwendet wird, um ein korrektes Gleichungssystem aufzustellen.
Der Graph wird aus den geometrischen Zusammenhéngen des Getriebes gewonnen. Das
Verfahren besitzt damit Ahnlichkeit zur Methode der Finiten Elemente, bei der auch
aufgrund von Geometrie ein Gleichungssystem aufgestellt wird. Dieses wird jedoch in
der Regel numerisch iterativ fiir viele Elemente oder Knoten gelost, wiahrend bei dem
folgenden vorgestellten Verfahren eine analytische Gleichung fiir das gesamte Getriebe -
System programmgesteuert erstellt und gelost wird. In etwas anderer Form wurde dieses
Verfahren auch bereits von [DOM] zur Bestimmung von Handschaltgetrieben mit Mehr-
gruppenbauweise verwendet.

Da das vorgestellte Verfahren auf einem Graphen basiert, wird nun zuerst auf die grund-
legenden Begriffe der Graphentheorie eingegangen und ein Anwendungsfall aus der In-
formationstheorie, das sog. ,,Backtracking“ erklart, da dieses fiir das Aufstellen der Glei-
chungen benoétigt wird. AnschlieBend werden die in Kapitel 5 gezeigten Rechenbeispiele
zur Visualisierung des rechnergestiitzten Algorithmus verwendet und die Zusammenhén-
ge zwischen Getriebegeometrie und Graph, sowie Graph und Gleichungssystem erklért.

6.1 Graphentheorie

Graphentheorie ist ein Gebiet der Mathematik, das heutzutage vor allem durch die
Informatik in viele Lebensbereiche Einzug gehalten hat. Frank Harary [HAR] schreibt
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im Vorwort seines Buches,

,dafl die Graphentheorie Anwendung findet in einigen Gebieten der Physik
und der Chemie, im Verkehrs- und Nachrichtenwesen, in der Computer- und
Bautechnik , im Operations Research, in Genetik, Soziologie, Okonomie, An-
thropologie und Linguistik. Die Theorie steht auch in enger Beziehung zu
vielen Zweigen der Mathematik, wie etwa der Gruppentheorie, der Matizen-
rechnung, der numerischen Mathematik, der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
der Topologie und der Kombinatorik.*

6.1.1 Was ist ein Graph?

Leonhard Euler (1707-1782) gilt als Vater der Graphentheorie ebenso wie der Topologie,
seitdem er 1736 das sogenannte Konigsberger Briickenproblem loste. Beim Konigsber-
ger Briickenproblem handelt es sich um ein berithmtes ungeklartes Problem seiner Zeit.
Euler beschiftigte sich mit der Frage, ob es einen Rundweg gibt, bei dem man alle sie-
ben Briicken der Stadt iiber den Fluss Pregel genau einmal {iberquert und wieder zum
Ausgangspunkt gelangt [[HAR] (siehe Bild 6.1, links).

Bild 6.1 Der Park in Konigsberg und seine Briicken (links), daneben der zugehori-
ge Graph (rechts)

Abstrahiert man das Ufer und die Insel der Skizze in Punkte der Zeichenebene und die
Briicken in Linien zwischen den zugehorigen Punkten, so erhélt man den in Bild 6.1
rechts dargestellten Graphen. Ein Graph ist demnach ein Gebilde aus Punkten, die durch
Linien verbunden sind. Dieser Graph kann nur auf die gewiinschte Weise durchlaufen
werden, wenn er zusammenhéngend ist und jeder Knoten eine geradzahlige Anzahl von
Anbindungen besitzt. Die hier aus den Briicken und Inseln erzeugten Figur verdeutlicht,
dass ein derart von Euler gesuchter Weg (,, Bulerscher Weg“) nicht vorhanden ist.
Eulers Leistung auf diesem Gebiet lag in dem Beweis, wann ein derart veranschau-
lichter ungerichteter Graph einen solchen Rundweg zulésst (,,Eulerscher Kreis“). Diese
Fragestellung ist auf den Alltag bezogen besonders fiir Berufsgattungen mit logistischen
Problemen, wie die des Postboten (,,Brieftrédgerproblem® [NOL], S.165) und fiir Fuhrun-
ternehmen relevant.
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6.1.2 Grundbegriffe der Graphentheorie

Uber die Nomenklatur der Graphen gibt es keine genau festgeschriebenen Konventio-
nen und so auch von Autor zu Autor Unterschiede in den Begrifflichkeiten. Deswegen
werden im folgenden einige wenige Definitionen angesprochen, damit sie in dieser Arbeit
eindeutig verwendet werden kénnen. Sie sind den Biichern [NOL] und [HAR] entnommen.

Definition:

Ein Graph besteht aus einer Knotenmenge und einer Kantenmenge. Uber die Kanten-
menge ist gleichzeitig ein Zusammenhang zwischen den Knoten gegeben, denn eine Kante
ist die Verbindung zweier Knoten.

Gerichtet und ungerichtet:

Bei ungerichteten Graphen ist die Reihenfolge der Knoten nicht relevant. Dagegen han-
delt es sich bei gerichteten Graphen um geordnete Knotenpaare.

Ow® Ow®
9"@ 9‘9

Bild 6.2 Ungerichteter (links) und gerichteter Graph (rechts)

Multigraph und Pseudograph:

In einem Graphen kénnen auch mehrere Kanten zwischen zwei Knoten existieren (Mul-
tigraph). Die Definition des Graphen lisst jedoch keine Schlinge zu, ein Verbindung von
einem Knoten zu sich selbst. Wenn sowohl mehrfache Kanten als auch Schlingen zuge-
lassen werden handelt es sich um einen Pseudographen.

Bild 6.3 Pseudograph mit Schlinge und Doppelkante

Indizierung:
Ein Graph ist indiziert, wenn die Knoten voneinander durch Namen wie etwa eq, - - - , ¢;
unterschieden werden.

Grad:
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Der Grad des Knotens e; eines Graphen ist gleich der Anzahl der e; indizierenden Kan-
ten, also gehen z.B. drei Linien zu einem Knoten, besitzt er den Grad 3. Da jede Kante
immer mit zwei Knoten verbunden ist, trigt sie den Wert 2 zur Summe der Grade der
Knoten bei. Dies ist ein von Euler gefundenes Ergebnis, welches der erste Satz der Gra-
phentheorie war.

,Die Summe der Grade der Knoten des Graphen G ist gleich der doppelten Anzahl der
Kanten:“

grad e; =2q (6.1)

wobei e; die Knoten des Graphen von 1 bis i und q die Anzahl der Kanten.

Teilgraph und Untergraph:
Ein Graph G, heif3t Teilgraph von G, wenn er weniger Knoten oder Kanten besitzt als
der Graph G. Ein Untergraph G5 hat weniger Knoten und weniger Kanten als Graph G.

Planaritét:

Der Ausdruck der Planaritit bezeichnet innerhalb der Graphentheorie einen Graphen,
der sich kreuzungsfrei in der Zeichenebene darstellen ldsst. Eine wichtige Rolle spielt die-
se Frage nach Planaritat zum Beispiel bei der Anfertigung von elektrischen Schaltungen.

S Z =

K

3,3

Bild 6.4 Planarer Graph K53 und nicht planarer Graph K3 3

Kuratowski [KUR]| konnte zeigen, dass ein Graph genau dann planar ist, wenn er weder
den Graphen K33 (Bild 6.4) oder K5 (Bild 6.5) enthélt oder einen Teilgraphen besitzt,
der auf auf einen dieser Typen , kontrahierbar” ist.

Vollstandigkeit:

Ein vollstdndiger Graph K, ist ein ungerichteter Graph ohne Mehrfachkanten mit n Kno-
(n—1

ten und genau g = % Kanten fiir n > 1. In einem vollstdndigen Graphen

ist jeder Knoten mit jedem anderen Knoten durch eine Kante verbunden.
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o AKX

K K K K K

1 2 3 4 5

Bild 6.5 Vollstindige Graphen von K bis Kj

6.1.3 Mathematische Reprisentation

In der Informationstheorie werden Graphen fiir den Computer in mathematisch greifba-
rerer Form notiert. Dies geschieht im Normalfall in Form von Matrizen, die in Arrays,
Listen oder Dictionaries gespeichert werden kénnen. Grundsétzlich werden zwei Formen
von Matrizen verwendet: Die Adjazenzmatrix und die Inzidenzmatrix. Kreismatrix und
Kokreismatrix sind Sonderformen, die in dieser Arbeit nicht verwendet wurden.

Die Adjazenzmatrix (lat. adiacere - angrenzen) wird auch Nachbarschafts- oder Knoten-
Knoten-Matrix genannt. Diese erhélt man, indem man die Knoten nummeriert und in
die i-ten Zeile der j-ten Spalte eine 1 notiert, falls man von Knoten i zu Knoten j iiber ei-
ne Linie gelangen kann. Dadurch werden ungerichtete Graphen durch symmetrische und
gerichtete Graphen durch unsymmetrische Matrizen dargestellt. Der in Bild 6.3 darge-
stellte Graph hat die in Tabelle 6.1 dargestellte Adjazenzmatrix. In ihr sind die Zu-
sammenhénge zwischen den Knoten durch die Anzahl der Verbindungen notiert. Méchte
man nun wissen, mit welchen Nachbarknoten Nummer 4 genau durch eine Linie verbun-
den ist, liest man die vierte Zeile der Adjazenzmatrix. Die Knoten, zu denen genau eine
Verbindung besteht, enthalten dann die Ziffer 1.

' 1 2 3 4
0'9 111 0 1
211 0 1 2

(. 3/0 1.0 0
(3) (a) 4112 0 0

Tabelle 6.1 Adjazenzmatrix des Pseudographen in Bild 6.3

Die Inzidenzmatrix (lat.incidere - hineinfallen, hineintragen) wird durch Knoten- und
Kantennummern erzeugt, die zusammenfallen. Dabei wird in die i-te Zeile der j-Spalte
eine 1 notiert, falls die j-te Kante durch den i-ten Knoten geht. Der Graph aus Bild 6.3
wiirde nun folgendermaflen aussehen:
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' (L) (12) (14) (23) (24)
0 9 1| 2 1 1 0 0
' 21 0 1 0 1 2
31 0 0 0 1 0

e 9 41 0 0 1 0 2

Tabelle 6.2 Inzidenzmatrix des Pseudographen in Bild 6.3

6.1.4 Beispiele fiir Anwendungen der Graphentheorie in der
Praxis

Allgemeines Transportproblem:

Dieses Problem bezieht sich auf die Verteilung von Produkten einzelner Produktions-
statten an Stellen, an denen das produzierte Gut nachgefragt wird. Zum ersten Mal
wurde das Problem von Sir William Hamilton 1859 formuliert. Er erfand ein Spiel des-
sen Spielbrett in der Form eines reguldren Dodekaeders konstruiert war (Bild 6.6). An
seinen 20 Ecken/Knoten befanden sich die Namen beriihmter Stddte, die von den Spie-
lern so besucht werden miissen, indem sie einmal um die Welt reisen, was bedeutet, dass
er einen geschlossenen Weg entlang den Kanten findet, der durch jeden Knoten genau
einmal geht (Hamilton’scher Weg).

Von Kantorowitcz wurde 1939 ein weiteres mathematisches Modell formuliert und in

20

12

18 17

Bild 6.6 Spiel von Sir William Hamilton

den fiinfziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts entwickelten Dantzig, Charnes und
Cooper sowie Ford und Fulkerson verschiedene Logarithmen zur Losung dieser Proble-
matik.

Die Losung des Allgemeinen Transportproblems beinhaltet die Antworten auf Fragen,
die im Verhéltnis von Angebot und Nachfrage eine wichtige Rolle spielen. An dieser
Stelle seien die wichtigsten genannt:

e FExistiert ein Transportplan, der die Transport und Produktionskapazitéten respek-
tiert und die Nachfrage befriedigt?
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S

2

Bild 6.7 Graph eines Transportsystems: P Produktionsstatten, T Transferpunkt, S
Stellen mit Nachfrage nach [NOL]

e Welche Nachfragesumme kann maximal befriedigt werden?

e Wo und um wie viel muss die Produktions- und Transportkapazitéit erhoht werden,
wenn eine Verdnderung der Mindestnachfrage erfolgt?

e Wie erhélt man einen kostenoptimalen Produktions- und Transportplan, der die
geforderte Nachfrage in den Stétten befriedigt, wenn Produktions- und Transport-
kosten einzubeziehen sind?

In Bild 6.7 ist ein einfacher Graph eines solchen Problems dargestellt. Die Knoten mit
dem Namen P sind Produktionsstiatten, T Transferpunkte und S Senken mit Nachfrage
der produzierten Giiter. An dieser Stelle seien noch kurz einige Verfahrensweisen zur Lo-
sung dieser Problematik genannt. So bieten sich das , Nord-West-Ecken-Verfahren“, das
,Rangfolgeverfahren“, das ,,Matrixminimumverfahren“ sowie die ,Vogelsche Approxima-
tionsmethode” an, wobei die letztere Variante in den meisten Féllen eine relativ optimale
Losung fiir das Problem darstellt [NOL]. Allerdings wird in der Datenverarbeitung die
Nord-West-Ecken-Methode héufig bevorzugt, weil sie einfacher zu programmieren ist,
und die Zahl der benétigten Iterationen nicht ins Gewicht féllt.

Elektrische Netzwerke:

Von dem Physiker Kirchhoff wurde 1847 eine Theorie entwickelt, die das lineare Glei-
chungssystem 16sen sollte, das den Strom in jedem Zweig und Kreis eines elektrischen
Netzwerkes bestimmt. Diese wurde bekannt als die sogenannte ,, Theorie der Baume®. Er
ersetzte ein elektrisches Netzwerk (Bild 6.8, links) mit seinen Ohmschen Widersténden,
Kondensatoren, induktiven Widerstdnden etc. in abstrahierter Form durch eine kombi-
natorische Struktur, die nur aus Punkten und Linien bestand, ohne Hinweis auf den Typ
des dargestellten elektrischen Elements (Bild 6.8 mitte).

Kirchhoff bewies auf diese Art, dass es nicht notwendig ist, jeden Kreis im Graphen ei-
nes elektrischen Netzwerkes getrennt zu betrachten, um das Gleichungssystem zu l6sen
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Bild 6.8 Elektrisches Netzwerk, sein zugrunde liegender Graph und ein aufspan-
nender Baum

und zeigte, dass die unabhéngigen Kreise eines Graphen geniigen, die durch irgendeinen
seiner aufspannenden Béaume bestimmt werden (Bild 6.8 rechts).

6.1.5 Backtrackingalgorithmus

Der Begriff , Riicksetzverfahren“ oder englisch ,Backtracking” (engl. Riickverfolgung)
bezeichnet eine Problemlosungsmethode innerhalb der Algorithmik. Backtracking geht
nach dem Versuch-und-Irrtum-Prinzip (trial and error) vor, d.h. es wird versucht, ei-
ne erreichte Teillosung schrittweise zu einer Gesamtlosung auszubauen. Wenn absehbar

§ S

°>f772 K

Bild 6.9 Backtracking, erklart am Graphen eines Labyrinths: Labyrint und zugeho-
riger Graph (oben), Weg von Eingang zu Ausgang im Graphen (unten)
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ist, dass eine Teillosung nicht zu einer endgiiltigen Losung fithren kann, wird der letzte
Schritt bzw. die letzten Schritte zuriickgenommen, und es werden stattdessen alternative
Wege erprobt. Auf diese Weise ist sichergestellt, dass alle in Frage kommenden Losungs-
wege ausprobiert werden kénnen. Mit Backtracking - Algorithmen wird eine vorhandene
Losung entweder gefunden (unter Umstdnden nach sehr langer Laufzeit), oder es kann
definitiv ausgesagt werden, dass keine Losung existiert. Backtracking wird meistens am
einfachsten rekursiv implementiert und ist ein prototypischer Anwendungsfall von Re-
kursion. Backtracking arbeitet nach dem Prinzip der Tiefensuche.

In Bild 6.9 ist dieses Vorgehen anhand eines Labyrinths dargestellt. An jedem Kreuzungs
und Endpunkt wird der Knoten eines Graphen gezeichnet. Er stellt die Entscheidung
iiber eine Richtungsédnderung dar (vorwérts, rechts, links, etc.). Méchte man nun durch
das Labyrinth vom oberen Eingang zum unteren Ausgang gelangen und wahlt als Strate-
gie im Graphen immer ,rechts zu gehen, ergibt sich nach dem Backtracking - Verfahren
der unten stehende Ablauf im Beschreiten des Graphen. Jede Sackgasse, die beschritten
und dann verworfen wurde, ist grau dargestellt. Der Weg wird dabei immer am letzten
noch nicht besuchten Pfad der passierten Abzweigung fortgesetzt und so der Weg zum
Ausgang gefunden.

6.2 Beispiele zur Visualisierung des
rechnergestiitzten Algorithmus

Im folgenden Abschnitt wird anhand der bereits gezeigten Getriebebeispiele (Kapitel
5) der Aufbau eines Graphen visualisiert. Dieser Graph ist eine Wegbeschreibung al-
ler moglichen Leistungspfade des Getriebes. Die Zusammenhénge zwischen dessen Form
und den zugehorigen Gleichungen werden am Ende in einer Tabelle aufgefiihrt.

Wie man bereits an den Formeln in Kapitel 5.2 erkennen kann, bestehen die beschrei-
benden Gleichungen aus Stufen- und Wellenbeziehungen. Auflerdem gibt es noch die
beiden Spezialfille in den Momentengleichungen bei der Behandlung von Losriddern und
dem Steg von Umlaufgetrieben. Diese Komponenten miissen demnach auch alle im er-
zeugten Graphen vorkommen oder daraus ableitbar sein. Die allgemeine Formulierung
des Verfahrens wird dabei durch die Anwendung des Algorithmus vom einfachen zum
komplexen Beispiel abgeleitet.

6.2.1 Schaltbare Stirnradstufe

Fiir das schaltbare Stirnradgetriebe mit seiner gekuppelten ersten Stufe (Rad 2 ist fest
mit der Welle verbunden) in Bild 6.10 gilt zur Betrachtung des Leistungsflusses der
rechts daneben stehende Graph. Jeder Knoten des Graphen repréasentiert ein Kraft ein-
leitendes Element des Getriebes, eine Unbekannte des Gleichungssystems (z.B. ein Zahn-
rad, eine Keilwelle, usw.). Nun sollen durch den Graphen alle im Getriebe existierenden
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oftefe

1 |‘$‘
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4 K2

5

Bild 6.10 Schaltbare Stirnradstufe mit geschlossener Kupplung K1 in der erster
Stufe und zugehoriger Graph mit allen méglichen Wegen des Leistungs-
flusses

Wege fiir den Leistungsfluss durch Verbindungen zwischen den Knoten dargestellt wer-
den.

So zeichnet man zur Erstellung des Graphen anstatt jedes Elementes des Getriebes einen
Knoten. Zwei Réader, welche eine Stufe bilden, verbindet man durch durchgezogene Li-
nien und alle Elemente auf einer Welle durch Zickzacklinien. Dabei ist darauf zu achten,
dass jedes Element einer Welle mit allen anderen Elementen auf dieser verbunden wer-
den (Untergraph der Welle ist vollstandiger Graph).

Man konnte alle Linien mit einfachen Linien zeichnen, ohne nach Verbindungtyp zu un-
terscheiden. Der daraus entstandene Graph wére wie bei einem Stadtplan ein Netzwerk
mit Kreuzungen (grau) und StraBen (wei}), auf denen die Leistung flieBen kann (Bild
6.12). Beginnt man an Knoten 1, kann die Leistung entweder iiber Knoten 2, aber auch
iiber Knoten 3 weiterlaufen. Kommt man von Knoten 3, kann man sich fiir Knoten 2
oder 1 entscheiden. Die Knotenhaufen sind also eine Kreuzung. Die Linien die verbin-
denden Strafen.

Allerdings kann man dann nicht mehr so einfach die korrekten zugehorigen Gleichungen
zuordnen. Deswegen ist es besser, die Ursache einer Linie durch ihre Form beizubehal-
ten (durchgezogene-, gestrichelte-, Zickzack- Linie). Ein einfacher ungerichteter, nicht
gewichteter Graph wie der rechts in Bild 6.10, stellt nur dar, welches Element mit wel-
chem Nachbarknoten verbunden ist. Man kann die Positionen der Knoten verschieben,
ohne den Graphen zu verdndern. In Bild 6.11 ist der beschreibende Graph des schaltba-
ren Stirnradgetriebes noch einmal mit verschobenen Knotenpositionen dargestellt. Nun
kann man etwas besser erkennen, welche Wege die Leistung nehmen kann. Geht man
davon aus, dass die Leistung nur von den Elementen 1 und 6 (den Keilwellen) in das
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Bild 6.11 Entwicklung der einfacher lesbareren Ausfithrung des Graphen der
schaltbaren Stirnradstufe

System eingespeist oder herausgeholt werden kann, erkennt man sofort, dass eigentlich
nur ein Leistungspfad existiert. Dieser wird aufgespannt von den Elementen 1-2-4-6 (oder
in umgekehrter Reihenfolge), wenn man davon ausgeht, dass die Leistung keine Umwege
macht.

In Folge betrachte man nur noch die Figur in Bild 6.11, um die Zusammenhénge zwi-

6

Bild 6.12 Der Fluss der Leistung als Straflenplan. Stralen (weiss) verbunden durch
Kreuzungen (grau)

schen den Gleichungen und der Form des Graphen zu erkennen. Alle Stufenbeziehungen
kann man in Bild 6.11 direkt an den Enden der durchgezogenen Verbindungslinien ab-
lesen: Knoten 2-4 und 3-5.

Alle Elemente die gemeinsam auf einer Welle liegen, sind in den Knotenhaufen, die
durch Zickzacklinien verbunden sind: Knoten 1-2-3 und 4-6

Alle Enden und Rdnder des Graphen bestehen aus Einzelknoten, also Knoten, die iiber
nur genau eine Stufenbeziehung (gerade Linie) an andere Knoten angebunden sind oder
die in keinerlei Stufenbindung stehen. Hier sind dies: Knoten 1,5 und 6. An mindestens
einem dieser Knoten werden immer die Vorgaben in das Getriebe eingepragt. Sie stellen
An- und Abtrieb des Getriebes oder Losrédder da. Hier ist Knoten 1 Antrieb und Knoten
6 Abtrieb. Folglich muss Knoten 5 als Randknoten ein Losrad mit dem Moment 0 dar-
stellen, was er auch ist, wie man mit einem Blick in Bild 6.10 feststellen kann. Diese
Ergebnisse sind noch einmal in Tabelle 6.3 zusammengefasst.

Der Aufbau des Graphen, die Analyse nach Knotenpaaren, Knotenhaufen und Réndern
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Knotenbild ‘ Ids ‘ Ursache
9.4 Stufenbeziehungen:
Knoten, die durch durchgezogene Li-
3-5 . .
®—® nien verbunden sind
1-9-3 Wellenbeziehungen:
Knotenhaufen, die durch Zickzackli-
4-6 . .
nien verbunden sind
. Elemente mit Vorgaben:
@ 5 Rénder des Graphen. Einzelknoten
@ @ 6 mit gegebenem Moment(en) fiir An-

oder Abtrieb, sonst 0 (Losrader)

Tabelle 6.3 Zusammenhang Graph - Getriebegeometrie bei einem Stirnradgetriebe

kann nun programmgesteuert erfolgen. Die jeweils gewonnenen Knoten-Ids werden zum
Aufbau einer Matrix verwendet, die dann mit Gau-Jordan gelost wird. Die Gleichungen
fiir Stufen und Wellenbeziehungen werden gemé&fl Kapitel 5.2 vorgenommen. Die Form
des Graphen und dessen Rénder werden mittels Backtracking ermittelt.

6.2.2 Minusgetriebe

Das Minusgetriebe enthélt als Besonderheiten den zweifachen Eingriff des Planetenra-
des und den Steg. Nun werden wieder alle Knoten mit Elementen auf einer Welle durch
Zickzacklinien und alle Knoten der Zahnradstufen durch gerade Linien verbunden. Die

4 5
[ ]
|}
3—
—
1 6
2
| | [ ]

(DwW(5)
(3
OLIONNOLIO)

Bild 6.13 Geometrie und erster Graph des Minusgetriebes
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beiden Stufen am Planeten werden durch eine Verdoppelung des Elementes und einer
Wellenverbindung mit dem neuen ,,selbst” in zwei Unbekannte umgewandelt. Dieser Um-
bau des Getriebes wird am Graphen ausgefiihrt, indem alle Knoten mit mehr als einer
durchgezogenen Verbindungslinie geteilt werden, bis nur noch genau eine geradlinige
Anbindung an den Knoten existiert. Dies passiert in Bild 6.13 mit Knoten Nummer 3.
Bei der Teilung des Knotens entsteht ein neuer Knoten mit einer an den alten Kno-

OLOBNOLIO

Bild 6.14 Geometrie des Graphen des Minusgetriebes nach dem Umbau von Kno-
ten 3 mit zwei Stufenbindungen: Neuer Knoten 8

ten angebundenen Zickzacklinie (Der Vorstellung nach handelt es sich ja um eine Kopie
dieses Rades auf derselben Welle). Fiir eine eindeutige Zuordnung dieses entstandenen
Knoten wird an ihn auch eine neue Nummer vergeben, indem man mit die bisherige
Nummerierung dieses Getriebes fortfithrt. Aus dem urspriinglichen Graphen ist die Fi-
gur in Bild 6.14 entstanden. Mathematisch formuliert bedeutet dies, dass der Grad
jedes Knotens in der Stufenmatrix genau den Wert 1 besitzten muss. Ansonsten muss
an diesem Knoten ein ,,Umbau” erfolgen, und die Zeilen und Spalten der Matrix miissen
um den neuen Knoten erweitert werden.

Die einzige verbleibende Besonderheit dieses Graphen ist der Steg, der bei den Glei-
chungen als eine Momentensumme iiber ihn und alle Zentralrader des zugehorigen Um-
laufgetriebes mit eingeht. Da iiber den Planeten auch Leistung zum Steg flieen kann,
ist es erforderlich, die Planeten mit dem Steg zu verbinden. Dies kann jedoch keine der
beiden bisher verwendeten Linien sein, da zwischen Planet und Steg weder eine Stufen-
beziehung vorliegt, noch liegen beide auf einer Welle. Es ist also eine neue Art von Linie
notig, dargestellt in Bild 6.15. Nun kann die Form des entstandenen Graphen wieder

. .
\ ,
. ,
S .
., .
\@““(:)

Bild 6.15 Endgiiltiger Graph des Minusgetriebes mit Anbindung des Steges (6) an
die Planeten (8,3)

analysiert werden, um die zugehorigen Gleichungen zu erhalten. Alle Stufenbeziehungen
erhélt man aus den durchgezogenen Verbindungslinien: Knoten 2-3 und 8-4.

Die Elemente gemeinsam auf einer Welle sind wieder in den Knotenhaufen: Knoten 1-2,
3-8, 6-7 und 4-5

Die Momentensumme des Steges lauft iiber ihn und alle Zentralrider, die Nachbarn der
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Planeten darstellen: Knoten 6, 4 und 2
Alle Enden und Rdnder des Graphen sind An- und Abtriebe: Knoten 1,5 und 7. Diese

Ergebnisse sind noch einmal in Tabelle 6.4 zusammengefasst.

Knotenbild ‘ Ids ‘ Ursache

@_® 9.3 Stufenbeziehungen:

Knoten, die durch durchgezogene
8-4 .. .
Linien verbunden sind

@N@ glg:g Wellenbeziehungen:

Knotenhaufen, die durch Zick-

i:g zacklinien verbunden sind

@ ‘ ' @ Momente um den Steg
2-4-6 | Alle benachbarten Zentralrider
@ der Planeten und der Steg
@ @ 1 Elemente mit Vorgaben:
5 Rénder des Graphen. Einzelkno-

@ . ten mit gegebenem Moment(en)
fiir An- oder Abtrieb

Tabelle 6.4 Zusammenhang Graph - Getriebegeometrie bei einem Minusgetriebe

6.2.3 Fiinfwellengetriebe: Kombination Ravigneaux- und
Wolfromsatz

Das Vorgehen zur Bestimmung des Graphen eines Fiinfwellengetriebes, bestehend aus
der Kombination eines Ravigneaux- mit einem Wolfromsatz, folgt denselben Schritten
wie beim Minusgetriebe. Ausgangspunkt ist wiederum die Knotenerstellung aufgrund
der Geometrie der Wellen und Stufen. Jedes Element, das ein Moment auf die Welle ein-
leiten kann, erhélt eine Nummer. Fiir jede dieser Nummern wird ein Knoten generiert.
Man erhélt Bild 6.16. Dabei kann man erkennen, dass Knoten 4 vier Stufenverbin-
dungen zu Nachbarknoten besitzt (die Knoten 3,5,7 und 9), wiahrend Knoten 3 iiber
Stufenverbindungen an die zwei Nachbarn mit Nummer 2 und 4 angebunden ist. Die
Knoten mit mehreren Stufennachbarn werden wiederum so oft verdoppelt und die neu
erstellten Knoten an den alten Knoten als zur selben Welle gehorig angebunden, so dass
Bild 6.17, links entsteht. Dabei wird fiir jeden neu erzeugten Knoten mit der Zahlung
ausgehend von der bisherigen héchsten Nummer (hier die 12) fortgefahren.

Der neu erzeugte Graph wird in Folge noch etwas dichter dargestellt (Bild 6.17, rechts).
In Tabelle 6.5 wird das Vorgehen zur Bestimmung der Gleichungen visualisiert. Man
geht wieder von Wellen- und Stufenbeziehungen, Summe der Momente am Steg und der
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Bild 6.16 Geometrie und erster Graph des Fiinfwellengetriebes

Anzahl der zur Verfiigung stehenden Vorgaben aus, um ein Gleichungssystem fiir alle
Drehzahlen und Momente aufzustellen.

Bild 6.17 Graph des Fiinfwellengetriebes nach dem Umbau der doppelten Stufen:
Ergénzte Knoten 13 - 15 aus Nummer 4 und Knoten 16 aus Nummer
3 (links). Graph des Fiinfwellengetriebes mit zusammen geschobenen
Knotenpositionen (rechts)
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Knotenbild Ids Ursache
(2)
O R. 2-3
@ @ 4-16
@ 5-15 Stufenbeziehungen
7-14
@G )9 513
12
@ @ 3-16
At 4-13-14-15
e?*‘-% 5-6 Wellenbeziehungen
7-8
Owwn GYWNe) 9-10
N
@
@ LAED/ VYN
@ 2-5-7-9-12 Momente um den Steg
@ S “_
®
1
6
El t
@ ? 0 m;m;:r;aben
© 11

Tabelle 6.5 Beziehungen zwischen Graph und Getriebegeometrie beim Fiinfwellen-

getriebe
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Das Aufstellen der zugehorigen Gleichungen aufgrund der gefundenen ids geschieht wie
im folgenden Kapitel6.3 beschrieben.

6.3 Allgemeine Formulierung des rechnergestiitzten
Algorithmus

Der rechnergestiitzte Algorithmus funktioniert auf die selbe Weise wie das in Kapitel 5
geschilderte Verfahren. Er gliedert sich wiederum in drei Bereiche:

1. Aufbau und Zeichnen des Graphen

a) Aufbau eines Knotens zu jedem Element des Getriebes
b

)

) Erstellung der Stufenbeziehungen
c¢) Erstellung der Wellenbeziehungen
)
)

d) Erstellung der Stegbeziehungen

e) Auseinanderziehen der Knoten mit mehr als einer Stufenbeziehung

2. Aufstellung aller beschreibenden Gleichungen

a) Aufstellung der Gleichung(en) der Stufenverhéltnisse

)

b) Aufstellung der Gleichung(en) fiir jede Welle

c¢) Spezialfille in den Momentengleichungen: Stege und Losréder
)

d) Vorgaben des Getriebes angeben: Entsprechend des kinematischen, statischen

und allgemeinen Freiheitsgrades
3. Bestimmung der Groflen

a) Losen des Gleichungssystems fiir Drehzahlen und Momente

b) Bestimmung aller An- und Abtriebsleistungen, der Spreizung und Uberset-
zung des Getriebes

Der erste Absatz dient dabei immer der Feststellung der Unbekannten in den Gleichun-
gen und zur Identifikation aller wirklich beteiligten Elemente. Dies geschieht im rech-
nergestiitzten Verfahren mithilfe der Graphentheorie. Die Gleichungen zum Aufstellen
der beschreibenden Matrix fiir Drehzahlen und Momente sind die selben wie in Kapitel
5.2.2. Es sei deshalb in Abschnitten zum ,, Aufstellung aller beschreibenden Gleichungen*
und ,,Bestimmung der Groflen” auf diesen verwiesen.
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6.3.1 Aufbau und Zeichnen des Graphen
Aufbau der Knoten

Jedem Element des Getriebes, das Kraft in eine Welle leitet, wird eine eindeutige Ziffer
zugeordnet. Dieselbe Nummer wird auch in den Knoten eines Graphen geschrieben, das
dieses Element reprisentieren soll (Bild 6.18). Dieser Zusammenhang kann z.B. in einer
Zuordnungstabelle notiert werden (Tabelle 6.6).

9 | 10

19

3 | 6
|

T 000,

OXOXO,

— G

5 2
Bild 6.18 Zuordnung der Knoten des Graphen aus dem Schnitt durch die Geome-
trie des Getriebes

‘ Element Knoten
Welle 1, Keilwelle 1 1
Welle 1, Rad 1 5
Welle 2, Rad 1 3
Welle 2, Rad 2 4
Welle 2, Rad 3 7
Welle 3, Steg 1 8
Welle 4, Rad 1 9
Welle 4, Keilwelle 1 10
Welle x, Rad x N

Tabelle 6.6 Zuordnungstabelle zwischen Elementen des Getriebes und dem Gra-
phen
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Erstellung aller Stufenbeziehungen

Jede Stufenbeziehung zwischen zwei Zahnriddern wird durch eine gerade Linie zwischen
deren beiden Knoten dargestellt (Bild 6.19).

- ©

5 2
Bild 6.19 Erstellen der Stufenbeziehungen mit durchgezogenen Linie zwischen zwei
Knoten

Erstellung der Wellenbeziehungen

Alle Elemente, die fest auf einer Welle sitzen, werden untereinander verbunden. Zur
besseren Unterscheidung von den Stufenbeziehungen wird dies durch eine Zickzacklinie
dargestellt. Da die Leistung innerhalb der Welle von einem Element zu allen anderen

4 |i|41°

|-

1 p—o

5
Bild 6.20 Notation der Zusammengehorigkeit von allen Elementen auf einer Welle
durch eine Zickzacklinie
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flielen kann, muss jeder Knoten mit allen anderen Elementen auf derselben Welle ver-
bunden werden. Alle Knoten auf einer Welle bilden deshalb immer einen Untergraphen,
der fiir sich einen vollsténdigen Graphen darstellt (Bild 6.20).

Erstellung der Stegbeziehungen

Da der Steg eines Umlaufgetriebes nicht direkt auf derselben Welle wie die Planeten liegt,
jedoch auch nicht iiber eine Stufe verbunden ist, wird der Zusammenhang zwischen Steg
und Planet durch eine gestrichelte Linie dargestellt (Bild 6.21). Diese Verbindung wird
benutzt, um alle Nachbarelemente der Planeten feststellen zu konnen, sobald man die
Summe der Momente an allen Anschlusswellen eines Planetensatzes aufstellen méochte.

18 ®

Bild 6.21 Notation der Beziehung zwischen Steg und Planeten durch eine gestri-
chelte Linie

Auseinanderziehen des Getriebes

Sobald ein Zahnrad nicht nur mit einem, sondern zwei oder mehreren Zahnriadern kdmmt,
existieren mehrere Krifte/Momente auf dieses Element. Eine einzige Gleichung wiirde
nicht mehr geniigen, um es vollstdndig zu beschreiben. Deswegen schafft man fiir die
Rechnung ein neues Element auf derselben Welle, indem man das Rad sozusagen teilt und
auf der Welle in einen eigenen, einzelnen Eingriff verschiebt (Bild 6.23). Diese Operation
wird nur am Graphen ausgefiihrt und ist in Bild 6.23 fiir die Stufenhdufung 7-6-9
dargestellt. Sind im Getriebe N Elemente vorhanden, werden allen weiterhin erzeugten
Knoten eindeutige Nummern ausgehend von N+1 zugeordnet.
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\ \

3 4
Bild 6.22 Auseinanderziehen des Getriebes am Graphen

N+1
{FH @w()
8 \“‘ R
s

Bild 6.23 Auseinanderzichen des Graphen an jedem Knoten mit mehr als einer
Stufenbeziehung

6.3.2 Aufstellung aller beschreibenden Gleichungen

Aus der Form des Graphen werden die zugehorigen Gleichungen abgeleitet: In Tabelle
6.7 sind die notigen Gleichungen neben der Form des jeweiligen Graphen notiert. Fiir
die Herleitung der Zuweisung der korrekten zugehorigen Gleichung sei auf Kapitel 5.2.2
verwiesen.

6.3.3 Bestimmung der Groéfien

Dieses Vorgehen wurde in Kapitel 5.2.3 bereits beschrieben.
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KAPITEL 6: VISUALISIERUNG DER RECHENMETHODIK

Knotenbild

Gleichung fiir n

Gleichung fiir M

Stirnradstufe

Ny o Zy Mx 2y
Ty Zr My Zy
Planetenradstufe

np — _Z_I Mx o 2y
Ng — N Zp Mp Zp

Welle

ny = no

N9 = N3

ny—1=nn

My+My+---+My=0

Steg
Vorgaben
=Y

ny =Y

M,

Tabelle 6.7 Beziehungen zwischen Graph und Gleichung fiir n und M
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7 Rechnergestiitzte Synthese von
Getrieben

Thema dieser Arbeit ist ein Berechnungsverfahren zur Bestimmung von Drehzahlen und
Momenten an beliebigen Planetengetrieben. Dabei geht man von der Rédergeometrie
aus und erhélt (in der EDV iiber den Umweg eines Graphen) ein Gleichungssystem zur
vollstéandigen Beschreibung aller Groflen. Wéahrend der Arbeit entstand der Gedanke,
dafl man auch den umgekehrten Weg gehen konnte, also vom Graphen zur eigentlichen
Réadergeometrie. Die Gedanken dazu sollen im folgenden Kapitel iiber die Synthese von
Getrieben erldutert werden.

7.1 Aktuelle Verfahren der Getriebesynthese

Die Arbeiten von [XIY] und [DOM] iiber Getriebesynthese verwenden ebenfalls die Gra-
phentheorie. Dabei konzentriert sich [XIY] auf die Synthese von mehrgingigen Plane-
tengetrieben und [DOM] auf Getriebestrukturen in Vorgelegebauart. Im Gegensatz zu
dieser Arbeit, in der ein Graph zum Aufstellen eines beschreibenden Gleichungssystems
fiir Drehzahlen und Momente verwendet wird, werden die Graphen der genannten Arbei-
ten jedoch fiir die Vermeidung von Kollisionen / Selbstdurchdringung oder zum Aufbau
von sinnvollen Schaltungskombinationen und geometrischen Zusammenhéngen verwen-
det.

[XTY] verwendet Liniengraphen als Ausgangspunkt fiir seine Synthese von Planetenge-
trieben. Aus der Korrelation von Liniengraph zu den zugehorigen Drehzahlgleichungen
gelingt dem Autor die Erzeugung beliebiger Automatikgetriebe. Er generiert den Lini-
engraphen mit der gewiinschten Verteilung und Spreizung des Getriebes. Anschliessend
stellt er aufgrund der Steigungen von drei Linien die moglichen Standiibersetzungen von
Umlaufgetrieben fest, die verwendet werden miissen, um diese Ubersetzungen zu errei-
chen. Aus der Kombination der einfachen Umlaufgetriebe mit den gefundenen Stand-
iibersetzungen ergibt sich dann das mogliche Gesamtgetriebe. Getriebe mit zwei (kine-
matischen) Freiheitgraden sind dadurch sehr elegant auch graphisch in der Zeichenebene
in Abhéngigkeit von w; und wy darstellbar. Bei drei Freiheitsgraden sind die moglichen
Kombinationen jedoch bereits Fldchen im dreidimensionalen Raum, so dass nur deren
Schnittlinien mit den Hauptkoordinatenflichen (w; — ws, wi — w3, we — w3) dargestellt
werden konnen. Der Autor behandelt keine Getriebe mit hoherem kinematischen Frei-
heitsgrad als drei, da ,,...die Realisierung eines Ganges bei Planetengetrieben mit mehr
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als vier Freiheitsgraden duflerst aufwendig® und nicht fiir den Kraftfahrzeugbau geeig-
net ist. Leider behandelt sein Verfahren auch keine Getriebe mit hoheren statischen
Freiheitsgrad als eins, was fiir Hybridkonzepte oder Getriebe mit mehreren An- und Ab-
triebswellen unumgénglich wére. Seine Ausfithrungen zur Umsetzbarkeit eines Getrie-
bekonzeptes ohne geometrische Widerspiiche, basierend auf dem Kuratowski Theorem
und der Pléattbarkeit eines Graphen, ermoglichen jedoch ein sehr praktiables Verfahren
zur Erzeugung von Getriebeschnitten. Auch die von Thm vorgeschlagenen Filterkriteri-
en zur Auswahl guter Konzepte (durch Ausschluss von zu hohen Standiibersetzungen,
Relativdrehzahlen und Schaltdrehmomemte bei Bremsen / Kupplungen) und Wahl der
richtigen Vorgaben fiir eine Synthese sind richtungsweisend.

[DOM] geht in seiner Arbeit von sogenannten Réaderzugstrukturen aus, welche wenn man
mehrere zusammensetzt sogenannte Getriebebasisstrukturen (GBS) bilden. Die GBS
wird ebenfalls {iber Graphen und deren Adjazenzmatrizen beschrieben. Diese Grund-
struktur eines Vorgelegegetriebes enthélt die Information welches Rad auf welcher Welle
sitzt, welche benachbart liegen und welche Rdder miteinander kimmen. Die Graphen-
struktur wird dabei eingesetzt zur Verhinderung von Kollisionen und Vermeidung von
[somorphien, so daf§ wirklich immer nur genau eine Variante existiert. Normalerweise
werden diese Isomorphien durch kongruente Transformationen ineinander iibergefiihrt.
Da dies jedoch in der Praxis zu rechenintensiv ist, wird dies durch den Vergleich von
Eckdaten (Anzahl der Ridderund Wellen) und Kennwerten (Determinante und Dimensi-
on der Matrix) der gefundenen Getriebebasisstrukturen erreicht.

Aus der GBS wird dann anschliessend die sogenannte Getriebetrivialstruktur (GTS)
erzeugt, indem die GBS um Kopplungselemente an allen Rédern , die lastfithrende
Zylinder-Sequenzmatrix, Rad Welle Kopplungsmatrix bzw. Kopplungsvektor ergénzt
wird. Die GTS wiederum wird zur Getriebeprimitivstruktur (GPS), indem die GTS um
ungiinstige Kopplungskombinationen reduziert wird. Die sogenannte Getriebeendstruk-
tur wird schliesslich dadurch erreicht, indem man die GPS auf das notigste Minimum
von schaltbaren Kopplungen reduziert, also z.B. koppelbare Réader die nie gekoppelt
werden miissen, zu Festrddern macht. Mit dieser Vorgehensweise gelingt es, rechnerge-
steuert alle moglichen Varianten eines Getriebes in Vorgelegebauart zu erzeugen, mit
Mehrfachverwendung der Réder bei verschiedenen Géngen und damit auch eine Aussage
iiber die minimale notige Komplexitit eines Getriebes mit n Géngen in dieser Bauart.
Zur Auswahl der erzeugten Strukturen verwendet [DOM] eine Bewertungs- und Wich-
tigskeitsmatrix, die sich hauptséchlich an der Getriebekomplexitéit (Anzahl der Rader-,
Wellenziige, Réder, Wellen, Losridder, Koppel- und Betétigungseinheiten) und am vor-
raussichtlichen Verzahnungs-Wirkungsgrad orientiert.

7.2 Notige Vorgaben fiir die Getriebesynthese

Fiir die automatisierte Erzeugung von Getriebekonzepten miissen vom Benutzer mehrere
Randbedingungen angegeben werden, um die Anzahl der Moglichkeiten bei der Synthese
einzugrenzen. Ansonsten wiirden einfach Réderketten im Raum erzeugt, die mit der
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Losung des gewiinschten Problems hochstens zufillig etwas zu tun hétten. Eine sinnvolle
Anwendung eines derartigen Programmes ist nur méglich bei Verwendung von einigen
der folgenden Vorgaben:

e gewiinschter Freiheitsgrad des Gesamtsystems
e Anzahl und Position der An- und Abtriebswellen
e Anzahl der moglichen Génge

e maximale Anzahl der beteiligten Wellen und Elemente (Réder, etc.)

e Komplexitit (Art und maximale Zahl der zu verwendeten Grundelemente:
feststehende Stufen, epiyzklische Stufen mit Steg, Kupplungen, Bremsen, etc.)

e Spreizung des Getriebes

e Stufung der Génge (progressiv/geometrisch) und jeweils erlaubte Abweichung
e Bauform (koaxialer An/Abtrieb), langgestreckt/hoch/flach

e maximales/minimales Durchmesser- und Zahnezahlverhéltnis

e unterschiedliche Verwendungsszenarien (wechselnder An- und Abtrieb an verschie-
denen Wellen, Geradeausfahrt oder Kurvenfahrt bei einem Differential, etc.), Dreh-
richtungen und Leistungsfliisse (+/-) an An- und Abtriebswellen

[DOM] bezeichnet diese Vorgaben als Syntheseparameter. Bei Planetengetrieben miis-
sen die von Thm genannten Parameter im Vergleich zu Getrieben der Vorgelegebauart
noch um einige Verwendungszenarien ergénzt werden, denen die Konstruktion geniigen
muss, da mehrere An- und Abtriebswellen existieren kénnen und der innere Freiheitsgrad
zwischen diesen normalerweise auch relevant ist (z.B. Differentialfunktionalitit zwischen
den Eingangswellen A und B, jedoch Antrieb immer nur iiber Welle C). Als Bewertungs-
parameter die nach der Synthese einfach erfassbar sind, nennt [DOM]:

e Anzahl und Anordnung der Koppelmoglichkeiten (Kupplungen, Bremsen)

e Anzahl der zur Losung notigen Elemente (Zahnrdder, Wellen) und deren Ferti-
gungsaufwand (Hohlrad, Stirnrad, Anzahl der Rdder mit gleicher Zahnezahl)

e Drehzahlanalyse (maximale auftretende Drehzahl/Relativdrehzahl)

Dabei nimmt man diese Zahlen als Richtschnur fiir die Hauptanforderungen Gewicht,
Bauraum und Kosten. Eine Auslegung und Optimierung hinsichtlich Bauraum (z.B. we-
niger Elemente durch Zusammenschluss zweier Rider) oder Tragfihigkeit (Variation von
z.B. Breite, Profilverschiebung, Material) kann auch erst nach der eigentlichen Konzept-
findung in einem eigenen Optimierungszyklus erfolgen. Diese Zahlen konnen dann in die
weitere Bewertung mit einflieen.
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7.3 Auftretende Probleme bei der Erstellung von
computergenerierten Losungen

Es wurden bereits von mehreren Autoren ([DOM], [GRUE], [KAH], [XIY]) rechnerge-
stiitzte Synthesen von Getriebekonzepten vorgeschlagen und auch programmiert. Diese
erstreckten sich jedoch in der Regel nur auf einige Teilbereiche von Getrieben (z.B.
Handschaltgetriebe mit mehreren Gruppen, nur Minusgetriebe als Komponenten, nur
Aufbau aus Kombinationen von Wolfsymbolen, nur Beriicksichtigung der Tragfihigkeit,
nur Berechnung der Drehzahlen usw.). Es wurden keine beliebigen Raderketten im Raum
betrachtet, da die kombinatorische Explosion durch unterschiedliche Vernetzung von Ele-
mentargetrieben und die Optimierungsmoglichkeiten an den erzeugten Losungen allein
schon sehr rechenintensiv sind.

Man ging auch oft von bestimmten grofieren Grundkomponenten (z.B. ein komplettes
Plus- oder Minusgetriebe) und deren zugehorigen Gleichungen aus, anstatt das kleinste
Element, eine Stufe zwischen zwei Réddern zu wéahlen. Wenn dies so umgesetzt wurde,
dann nur fiir die Bestimmung der Drehzahlen [[KAH]. Fiir die Kréfte und Momente im
Raum musste man wieder das Konzept in viele 2D Schnitte der Wilzkreise iibersetzen
um die Kréfte in jeder Stufe errechnen zu kénnen. Dies ist fiir eine Konzeptfindung
recht aufwendig, da bereits konkrete Walzkreisdurchmesser, Achsabstidnde und Winkel
zwischen den Mittelpunkten dieser Kreise gefunden werden miissen.

Die Ubersetzung eines Ganges allein ist in der Regel relativ leicht zu erzeugen. Die Er-
stellung eines kompletten Getriebekonzeptes mit mehreren Géngen, inklusive der Riick-
beziiglichkeiten zwischen diesen, oder eine Aussage iiber Blindleistung, wirft jedoch meh-
rere Probleme auf, die ohne Graphentheorie oder eine dhnliche Beriicksichtung von Ver-
netzung nicht zu losen sind. Méchte man Varianten von bereits gefundenen Konzepten
erzeugen, miissen die Einfliilsse von neu verbauten Stufen auf alle anderen Génge und
den gesamten Freiheitsgrad ebenfalls beriicksichtigt werden kénnen.

Sobald das Programm dann schliellich funktioniert, hat man das Problem, dass oft sehr
viele mogliche Kombinationen erzeugt werden, die im Normalfall alle von Konstrukteu-
ren gesichtet werden sollten, da wahrend der Synthese die Vermeidung von unsinnigen
Konzepten nicht immer automatisch verhindert werden kann. Nimmt man z.B. nur Wolf-
symbole fiir die Erzeugung, miissen Konzepte mit Selbstdurchdringung erst erkannt und
entfernt werden (siche Bild 4.5 Seite 53). Macht man diese Reduktion der Losungen
programmgesteuert, muss man besondere Sorgfalt bei der Wahl der Ausschlusskriterien
aufbringen, um nicht taugliche Konzepte zu verwerfen. Hier hétte man zudem das Pro-
blem, dass aufgrund der erkannten Logik immer zuerst auch von einem Konstrukteur das
abstrakte Konzept in eine tatséichliche Geometrie, also Stufen und Réder mit wirklichen
Zahnezahlen, {ibersetzt werden muss.

Ist die Grundlage einer Synthese von Getriebekonzepten lediglich die Erzeugung von Ré-
dern / Zylindern im Raum, gekoppelt iiber Stufen und Wellen, muss besonderen Wert auf
die Kollision der einzelnen Réderzylinder untereinander gelegt werden. Dabei empfiehlt
sich nach jeder Erzeugung eines neuen Rades eine Priifung mit allen bereits erstellten
durch eine Nachrechnung auf Kollision. Diese entsteht auch, wenn sich alle Walzkreise
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von drei miteinander kimmenden Rédern beriihren sollten (Bild 7.3).
Die Schwierigkeiten lassen sich durch die folgenden Punkte zusammenfassen:

Bild

7.1 Einfache Kollision von zwei Zahnriadern (links), Kollision durch drei kdm-
mende Walzkreise (rechts), Quelle [D()l\[}

Komplexitdt: Beschrankung bei der Synthese auf Getriebe aus bestimmten Kom-
ponenten, z.B. nach Wolfsymbolik, Minusgetriebe, Stirnradstufen

Variation: Verdnderung eines gefundenen Konzeptes durch Ergdnzung/Wegnahme
von Rédern/Stufen/Koppelungen zur Erreichung des gewiinschten Freiheitsgrades

Logik: Automatische Bestimmung der korrekten Schaltlogik fiir das neue Getriebe

kombinatorische Explosion: Exponentiell langere Laufzeiten bei steigender Anzahl
der Komponenten

Konstruktive Umsetzung: Eventuelle Nachbearbeitung, Sichtung und konstruktive
Umsetzung jeder Losung notig

Unmoglichkeit der Losung: Kontrolle auf Selbstdurchdringung der Wellen Kollision
der Rider untereinander wéhrend oder nach der Erzeugung notwendig

7.4 Losungsvorschlag fiir die auftretenden Probleme

Fiir alle im vorhergehen Kapitel 7.3 geschilderten Probleme, soll im folgenden Abschnitt
ein Losungsvorschlag gegeben werden, so dass am Ende die Realisierung einer automa-
tischen Getriebeoptimierung moglich wird. Das Hauptproblem bei einem solchen Pro-
gramm wurde allerdings im vorhergehenden Kapitel noch nicht erwihnt, da es sich um
ein Problem aus der Informatik handelt: Dieses ldge in der generellen Vorgehensweise,
nach der ein moglichst optimaler Getriebevorschlag ausgewéhlt wird. Das Beste bei ei-
ner programmgesteuerten Getriebesynthese wire ein Vorgehen wie beim menschlichen
Konstruktionsprozess. Wéahrend der Erstellung einer Konstruktion werden in der Regel
die folgenden Phasen fiir die erstellten Konzepte durchlaufen:
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1. Synthese

2. Analyse

3. detailliertere Optimierung
4. Bewertung

5. Selektion und Verwerfen

6. Mutation und Rekombination

Dabei kann die Reihenfolge, in der diese Punkte durchlaufen werden, durchaus variie-
ren. So kann z.B. - je nach der zur Verfiigung stehenden Zeit - eine Detaillierung der
gefundenen Losungen vor oder erst nach einer vorldufigen Bewertung stattfinden. Fiir
die ersten Zyklen wird diese vielleicht auch génzlich entfallen. Oft bilden sich mehrere
Schleifen, in denen sich Konzeptfindung und Verwerfen abwechseln.

Man versucht jedoch, wenn moglich, eine grofie Breite von Losungen zu gewinnen, aus
denen dann wieder einige ausgewihlt werden, die in die gewiinschte Richtung gehen.
Die in jeder Phase angewandten Methoden konnen sich je nach vorliegendem Problem
und Prioritét unterscheiden. So kann in einem Fall die Einfachheit einer Losung im Vor-
dergrund stehen, dargestellt z.B. durch die Anzahl der benétigten Teile, wihrend im
anderen Fall die Genauigkeit mehr Relevanz besitzt, wenn z.B. die gewiinschte Stufung
des Getriebes moglichst exakt getroffen werden soll.

Da bei konstruktiven Anderungen in Getrieben, besonders bei Planetengetrieben, im-
mer Riickbeziiglichkeiten und gegenseitige Abhéngigkeiten existieren, kann man bei der
Optimierung keine Standardverfahren wie z.B. das Gradientenverfahren anwenden, da
Unstetigkeiten und steter Wechsel zwischen Maxima und Minima die Regel sind. Allein
die Notwendigkeit von ganzzahligen Z&hnezahlen sind dafiir exemplarisch zu nennen.
Die Optimierung wiirde auf lokalen Extremen héngen bleiben und nur durch Zufall in
die Bereiche des globalen Optimums gelangen. Auch wiirde man damit eigentlich kon-
trare Ziele nur sehr schwer behandeln konnen, wie z.B. Tragfiahigkeit und Bauraum. Des
weiteren besitzt man einen vielparametrischen Losungsraum:

Mochte man beispielsweise die Verzahnungsparameter von mehreren Stufen veréndern,
konnte man dies an jeder Stufe in der Breite, dem Modul, den Z#hnezahlen, der Pro-
filverschiebung, dem Schrigungswinkel, usw. erreichen. Viele mogliche Losungen sind
vorstellbar, aber wie soll man diese Menge verniinftig bewerten und die relevanten Gro-
Ben feststellen 7

Aus all diesen Griinden bieten sich zur Optimierung der Konzepte weniger deterministi-
sche, als vielmehr stochastische oder heuristische Verfahren an, wie z.B. die Monte-Carlo
Methode, Simulated Annealing, evolutionire Strategien (ES) oder genetische Algorith-
men (GA). Am besten eignen sich dazu Fvolutiondre Strategien (siche Anhang), da in
diesem Vorgehen alle oben geschilderten Schritte enthalten sind. GA sind sind ziemlich
schwierig umzusetzen, da dazu eine bindre Représentation einer konstruktiven Losung
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gefunden werden miisste. Durch eine oder mehrere Straffunktionen ist es moglich, die
Fitness eines Individuums (eine Zahl fiir die Giite einer gefundenen Losung) zu bestim-
men und diese aufgrund der Vorgabe des Benutzers zu gewichten. So liefert z.B. eine
Straffunktion als Ergebnis eine Zahl zwischen 0 (sehr schlecht) und 100 (der Beste der
Gruppe) als Riickgabewert, wobei normalerweise der gesamte Pool aus Losungsobjek-
ten zur Bewertung verwendet wird. Einzige Bedingung dafiir ist eine mathematische
Bewertbarkeit aufgrund eines eindeutig definierten Kriteriums.

Das in Kapitel 7.3 erlauterte Problem der kombinatorischen Explosion kann nicht ein-
fach ausgerdaumt oder auch nur als ,schwierig“ bewiesen werden. Es kann jedoch durch
seine Gliederung in Einzelschritte parallel auf mehreren Rechnern oder einem Cluster
durchgefiihrt werden.

Durch die Verwendung des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens der Berechnung von
Getrieben kénnen jedoch die anderen erwihnten Probleme ausgerdumt werden. Nutzt
man namlich das vorgestellte Verfahren in umgekehrter Richtung, also indem man von
einem Graphen auf ein reales Getriebe schliesst, kann man es auch zur Erzeugung von
Getriebekonzepten verwenden. Erzeugt man nur planare Graphen, verhindert man die
Selbstdurchdringung und Unmoglichkeit der erzeugten Losungen. Auch die konstruk-
tive Umsetzung ist nicht so schwierig, da eine eindeutige Tabelle zwischen Elementen
des Graphen und der wahren Konstruktion besteht. Die Probleme der Koppelung und
Variation reduziert sich auf Versuche von Koppelung und Freistellung von Einzelrddern
oder Wellen, welche am abstrakten Modell vorgenommen werden koénnen, bis jeweils aus
den Knoten der gewiinschte Freiheitsgrad fiir das gesamte Netz erreicht wird. Da ein
vollstdndiges Getriebe als Graph abgebildet werden kann, muss man auch die verwen-
deten Komponenten nicht beschréanken, kann also eine beliebige Komplexitét erreichen.
Bei Generierung eines Graphen als Grundlage fiir ein Getriebekonzept kann aufrund einer
sogenannten passenden Chomsky-Grammatik oder eines Lindenmayer-Systems mit ver-
schiedenen Axiomen ausgegangen werden. Dabei kann ein simpler Zufallsgenerator das
Problem der Variation von Losungen {ibernehmen. Durch die Regeln der Grammatik ist
dabei implizit eine verwendbare Losung gewéhrleistet. Jede gefundene Losung ist dann
aufgrund ihrer Entstehungsgeschichte in drei Formen vorhanden: Als Folge von Wortern
und Zeichenketten im L-System, als ebener Graph und am Ende als geometrische Re-
prasentation von iiber Stufen und Wellen verbundener Zahnriader. So steht in Bild 7.2
der Buchstabe 'k’ fiir eine Keilwelle und 'z’ fiir Zahnrad. Das Zeichen '« Symbolisiert
die Zusammengehorigkeit der dadurch verbundenen Komponenten auf einer Welle und
das Zeichen '—' eine Stufenbeziehung zwischen beiden Elementen. Durch die Anwendung
der Produktionsvorschrift iber dem Pfeil entsteht aus einem Anfangszustand (links) ei-
ne neue Getriebevariante (rechts). In Bild 7.3 wird dies an einem Planetengetriebe
demonstriert. Das L - System muss bei gréfferen Zusammenhéngen und Graphen mit
mehrzeiligen Axiomen, eindeutigen Bezeichnern und Markern arbeiten. Die Bilder sol-
len lediglich das Funktionsprinzip verdeutlichen. M6chte man noch Winkelbeziehungen,
Achsabstédnde oder Zdahnezahlen integrieren, muss ein parametrisches L-System verwen-
det werden.
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4 | i
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z*k —» z*z-7*k
k*z-z*k > k*z-z*z-z*k
Bild 7.2 Beispiel fiir die Erzeugung eines neuen Stirnradgetriebes aus einer Zei-
chenkette, ohne den Zwischengraphen (k: Keilwelle, z: Zahnrad, *: Wellen-
verbindung, -: Stufenverbindung

In Tabelle 7.1 sind der Zusammenhang und die Parallelen zwischen dem L-System,
dem Graphen und der zugehorigen Konstruktion noch einmal an der Entwicklung eines
einfachen Handschaltgetriebes dargestellt. Die einzelnen Schritte, die in der aufeinander
folgenden Anwendung der jeweiligen Produktionsvorschrift entstehen, sind in den Zeilen
von eins bis vier visualisiert. Das kontextsensitive L-System besteht nur aus den vier
genannten Grundkomponenten k, z, - und *. Fiir eine eindeutige Zuordnung werden alle
Komponenten in Folge nummeriert. Man geht in der obersten Zeile von dem Axiom einer
einzelnen Keilwelle (w : K;) aus. Durch Anwendung der Produktionsvorschrift der ersten
Spalte (p;) fiir x=1, ergeben sich aus ‘K1’ die drei Zeichenketten des neuen L-Systems
in der zweiten Zeile ('K1xZ1’,---). Der Buchstabe i bedeutet dabei die Erzeugung einer
neuen Zahl, ausgehend von der hochsten schon existierenden dieser Komponente. Exis-
tieren also bereits Z1, Z2, Z3, und die Vorschrift verlangt Z;, wird eine neue Komponente
74 erzeugt (Bei der Ersetzung der Zeichenketten muss man dabei nicht so konsequent
sein, wie es Chomsky Grammatiken oder L-Systemen {iblicherweise verlangen, d.h. man
muss dabei nicht alle vorkommenden Zeichenketten gleichzeitig ersetzen, sondern kann
z.B. einen Zufallsgenererator auswéhlen lassen, welche der in Frage kommenden veran-
dert werden sollen).

Aus den Zeichenketten des L-Systems kann dann die zweidimensionale Représentation
des Graphen zusammengesetzt werden. Dieser kann mithilfe des in dieser Arbeit vorge-
stellten Verfahrens zur Berechnung des Freiheitsgrades, der Drehzahlen und Momente
eingesetzt werden, wenn man den Einzelelementen Zahnezahlen zuordnet. Ergédnzt man
die Stufenbeziehungen des Graphen noch durch Achswinkel, Modul, usw. kann daraus
die dreidimensionale Information eines Getriebes abgeleitet werden. Auf diese Weise
kann man von einer einfachen Grundstruktur zu einer immer konkreteren konstruktiven
Losung gelangen, wobei die nicht verwendbaren ausgeschlossen oder auf die gewiinschte
Anforderung hin modifiziert werden kénnen. So ist das Endergebnis in der letzten Zeile
die Grundstruktur fiir ein klassisches Handschaltgetriebe mit zwei Gdngen und Vorgele-
gestufe. Um den gewiinschten kinematischen Freiheitsgrad von 1 zu erreichen, muss der
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— —>
S S

k*z-p-z*k p —> p*p - k*z-p*p-z*k
pXsS p*pxs
Bild 7.3 Beispiel fiir die Weiterentwicklung eines Planetengetriebes aus einer Zei-
chenkette

Kreis 72, 74, 75, 76 aufgelost werden, indem je eines der genannten Réder der beiden
Stufen zum Losrad wird. Die Zeichenketten und Vorschriften zur Umwandlung in Losré-
der, fiir Planetengetriebe, Kupplungen und Gehéuse wurden nicht mehr ausgefiihrt, um
das Beispiel einfach zu halten und das Funktionsprinzip in den Vordergrund zu stellen.
Der Vorteil dieses Verfahrens liegt darin, dass keine unsinnigen Losungen erzeugt werden,
wenn die Produktionsvorschriften korrekt formuliert sind. Ausserdem kann man bereits
erstellte Konzepte einfach verdndern, da man bei jeder Vorschrift den Einfluss auf den
(kin./stat.) Freiheitsgrad und die Komplexitit des Getriebes kennt. Die Konzeptfindung
und Variantenproduktion reduziert sich sozusagen auf zuféllige Textersetzungen.

Zusammenfassend kann man sagen:

Zur Uberwachung und Steuerung des Optimierungsprozesses bieten sich heuristische
Verfahren, wie z.B. Evolutionére Strategien an. Zur Synthese von Konzepten ist ein so-
genanntes L-System zu wihlen, das einen ebenen Graphen erzeugen kann. Zur Berech-
nung des Freiheitsgrades, zur Analyse von Drehzahl- und Momentenverhéltnissen und
zur Erzeugung einer Schaltlogik das in dieser Arbeit beschriebene Graphenverfahren.
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Vorschrift L-System Graph Konstruktion
w: K; K1’ @ K1 |_
22
b1 Ka: = _l K2
K, * Z; '"K1x* 271
/ !/
it * K Z2x K2
Z:—l Zit 'Z1 - 27 @ e k1=
Z1
Z4
Z3
Do Lp— 1 - ’ﬂ
s ® @ @ 1 Ht
Z. — 7 72 % K2
7% Zsy 'Z1 =273
G-z, |'Z3%24 ) @& &) ot b—
74— 72 — K2
Z1 Z2
Q@ -
=2 =4 Z3 2
—_—, ——
ps:Za—2y | 'K1% Z1 * 4 =
- '72x Z6x K2 @ @ e
Ly * Zi 'Z1— 73 K1
Zy* Zivr | 'Z3% Z4x Z5 — K2
Zi—=Zis1 | 'Z4— 72 )W) —
'Z5 — 76 1 -
) —
Tabelle 7.1 Darstellung der Entwicklung eines Handschaltgetriebes, ausgehend von
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einer einfachen Keilwelle mithilfe eines L-Systems. (Der 1. Zeitschritt
ist reprasentiert durch die erste Zeile, der 2. Zeitschritt durch die zwei-
te Zeile, usw.) Das Wachstum eines Getriebes aus dem Axiom und den
Erzeugungsvorschriften ist in der 1.Spalte dargestellt. Die Zeichenket-
ten des L-Systems sind in der 2. Spalte, daneben der daraus erzeugte
Graph und eine mogliche Konstruktion in der 3. und 4. Spalte visuali-
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit befasst sich mit einem alternativen Rechenverfahren von komplexeren und
zusammengesetzen Planetengetrieben mit mehreren Freiheitsgraden und vielen An- und
Abtriebswellen, wie sie z.B. fiir Hybridsysteme oder Automatikgetriebe verwendet wer-
den. Zu Beginn dieser Arbeit werden die theoretischen Grundlagen zur Berechnung der
wichtigsten Grofen eines Planetengetriebes erldutert. Anschliefend wird anhand eines
Wolfromsatzes die in den VDI-Richtlinien heute vorgeschlagene Methodik zur Behand-
lung eines komplexeren Planetengetriebes vorgestellt. Da die dort empfohlene Vorgehens-
weise nur mit Hilfe von spezielleren Kenntnissen umzusetzen ist und auch einige Schwé-
chen beziiglich einer Implementation in einer EDV Anlage aufweist, wird im néchsten
Kapitel eine alternative Rechenmethodik entwickelt. Diese ermoglicht es jedem Inge-
nieur, die Freiheitsgrade, Drehzahlen und Momente aller denkbaren Raderkombination
auf sehr einfache Weise zu bestimmen. Sie wird anhand einer Stirnradstufe, eines einfa-
chen Minusgetriebes und eines aufwendigeren Ravigneauxsatzes entwickelt und erklért.
Der fiir eine rechnerische Umsetzung des Verfahrens nétige Algorithmus und dessen In-
formationstheoretische Grundlagen werden im darauffolgenden Kapitel erldutert. Zur
Demonstration dieses Verfahrens werden dieselben Beispiele wie im vorhergehenden Ka-
pitel zur Visualisierung verwendet. Ausserdem wird die Methode aufgezeigt, beliebige
Verlustmomente an einem Getriebe in die Rechnung einfliessen zu lassen. Das auf der
Graphentheorie basierende Rechenverfahren wurde in dem FVA Programm WTplus,
einem Hilfsmittel zur Bestimmung des Wirkungsgrades und Wérmehaushaltes von Ge-
trieben, umgesetzt. Auch die Rechenbeispiele am Ende von Kapitel 5 wurden damit
erstellt.

Im letzten Abschnitt der Arbeit wird ein moglicher Anwendungsfall des gezeigten Verfah-
rens vorgestellt: Die computergestiitzte Konzeptfindung von Getrieben. Dieses Verfah-
ren schafft die Mdoglichkeit, verschiedene Getriebekonzepte ohne grofiere Detaillierungs-
tiefe automatisch vom Rechner erstellen und vergleichen zu lassen. Dabei kénnen die
Schwichen bisheriger computerunterstiitzter Verfahren (Konzentration auf einige wenige
Grundelemente wie nur Minusgetriebe oder Stirnradstufen, Verwendung von abstrakten
Symbolen ohne konkrete konstruktive Umsetzung, Abdeckung von Teilbereichen wie nur
Berechnung der Drehzahlen, etc.) vermieden und vollstdndige Konzepte mit Leistungs-
fliissen, Spreizung und zugehoriger Schaltlogik bestimmt werden. Dazu werden zwei mog-
liche Verfahren zur Losung der genannten Probleme vorgeschlagen: Lindenmayersysteme
zur geometrischen Konzepterzeugung und genetische Algorithmen zur Konzeptauswahl.
Lindenmayersysteme sind Verfahren, um aus Zeichenketten und Zuordnungsvorschriften
zwei- oder dreidimensionale Geometrien zu erzeugen. Genetische Algorithmen zeichnen
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sich durch Bestimmung eines Optimums von Loésungsobjekten in vielparametrischen Lo-
sungsrdumen aus. Die Kombination der genannten Methoden wird in Zukunft hoffentlich
zur einfacheren Losungsfindung bei Getriebekonzepten in der Industrie Verwendung fin-
den.
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einer einfachen Keilwelle mithilfe eines L-Systems. (Der 1. Zeitschritt ist
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A Evolutionire Algorithmen

Erste Ansétze und Ideen der evolutionéren Algorithmen (Abk.: EA| engl.: evolutionary
computation) gehen bereits auf Arbeiten in den spéten 50er und in den 60er Jahren zu-
riick (z.B. Friedman, 1956; Box, 1957; Fraser, 1957; Friedberg, 1958; Friedberg, Dunham
& North, 1959; Rechenberg, 1964; Fogel, Owens & Walsh, 1965, 1966; Bremermann,
Rogson & Salaff, 1966; Crosby, 1967; Bossert, 1967; Kaufman, 1967; Fraser, 1968; Hol-
land, 1969) [WEI].

Wihrend in diesen frithen Jahren die Motivationen fiir die Betrachtungen ausgesprochen

Evolutionary

- Computing ...
Genetic Evolutionary Genetic Evolutions-
Algorithm Programming Programming strategie
Holland (1975) Fogel (1966) Koza (1992) Rechenberg (1965/73)

Schwefel (1975)

Classifier
Systems

Holland (1978)

Bild A.1 Klassen der evolutiondren Algorithmen

unterschiedlich waren, bildeten sich in den 70er und 80er Jahren unterschiedliche Schu-
len der evolutionédren Algorithmen mit einem stérkeren Focus auf der Optimierung her-
aus. Hierbei handelt es sich um die genetischen Algorithmen (engl. genetic algorithms),
die Evolutionsstrategien (engl. evolution strategies), das evolutiondre Programmieren
(engl. evolutionary programming) und in der jiingeren Zeit das genetische Programmie-
ren (engl. genetic programming). Im Jahre 1991 haben sich Vertreter aller verschiedenen
Richtungen auf den Uberbegriff evolutionary computation geeinigt. Seither kann auch
eine starke Konvergenz und Zusammenarbeit der unterschiedlichen Richtungen beob-
achtet werden (Bild A.1 [GKK]).
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In den ersten Jahren der Forschung auf diesem Gebiet waren die gestellten Aufgaben
meist eher von akademischem Interesse. Erst in den vergangenen Jahren haben diese
Ansitze auf breiter Front den Weg in die praktische Anwendung in Industrie und Wirt-
schaft gefunden.

Bei der biologischen Evolution findet ein Anpassungsprozess einzelner Arten an die Um-
weltbedingungen statt. Dabei verédndert sich der genetische Code, die Erbsubstanz der
Individuen einer Population von einer Generation zur nichsten. Diese Erbsubstanz bein-
haltet alle wesentlichen Informationen zu Aufbau, Organisation, Funktionalitdt und Er-
scheinungsbild des Individuums. Dabei spielen folgende Faktoren eine wichtige Rolle:
Mutation, Rekombination und Selektion. Dieser biologische Vorgang dient als Vorbild
fiir die evolutiondren Algorithmen, und so findet sich auch der evolutionire Zyklus in
den evolutiondren Algorithmen wieder (Bild A.2). Allerdings steht nun nicht mehr die
Anpassung im Vordergrund, sondern ein konkretes Optimierungsproblem. Hierbei kann
die Giite eines Individuums konkret gemessen werden und wird als Fitness bezeichnet.
Ein solcher Fitnesswert wird dann bei der Selektion herangezogen, um die besseren Indi-
viduen mit groBlerer Wahrscheinlichkeit in die néchste Generation zu iibernehmen oder
hédufiger als Eltern heranzuziehen. Bei den meisten evolutionidren Algorithmen wird je-
doch nur einer der beiden Selektionsmechanismen benutzt, um die Suche zu steuern.
Hier seien kurz die verschieden Arten der evolutiondren Algorithmen besprochen:

Initialisierung

v

> Bewertung

>» Paarungs-

‘ Terr_ninierungs— selektion
bedingung
[ Optimierungs-
problem , Rekombination
A Umweltselektion

\ \ /
\ » Bewertung Mutation
L/

Bild A.2 Optimieren mit genetischen Algorithmen

Genetische Algorithmen (Holland, 1969, 1973, 1992) im klassischen Sinn arbeiten
auf einer bindren Darstellung des Problemraums. Der Selektionsdruck wird hierbei {iber
eine stochastische, fitnessproportionale Selektion der Eltern aus der Vorgéangerpopula-
tion erzeugt. Als Operatoren dienen ein Mutationsoperator, welcher einzelne Bits im
Individuum invertiert, und ein Rekombinationsoperator, welcher die Chromosomen der
Eltern vermischt (ein sog. Crossover-Operator). In der Theorie der genetischen Algo-
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rithmen wird dabei dem Crossover-Operator durch das Schema-Theorem besonders viel
Bedeutung beigemessen, welches die starke Verbreitung und Kombination vorteilhafter
Informationen in der Population postuliert. Eine Unterform der genetischen Algorith-
men bilden die Classifier Systeme (Holland & Reitman, 1978), bei welchen in der bindren
Représentation Regeln zur Klassifikation oder Steuerung eines Systems erlernt werden.

Evolutionsstrategien (Rechenberg, 1973, 1994; Schwefel, 1981) arbeiten auf einer reell-
wertigen Darstellung des Problemraums. Die Eltern werden zufillig ausgewahlt, und der
Selektionsdruck entsteht ausschlieBllich bei der Umweltselektion, welche deterministisch
nur die besten Individuen iibernimmt. Bei der klassischen Evolutionsstrategie wurde
lediglich die Mutation benutzt, wobei hier additiv gemiB einer Normalverteilung Ande-
rungen an den reellwertigen Elementen eines Individuums vorgenommen werden. Sehr
bald hat sich hier jedoch auch die Verwendung von Rekombinationsoperatoren sowie der
Einsatz von selbstadaptiven Steuerungen der Parameter der Mutation abgezeichnet.
Das Verfahren entstand aus dem Wunsch fiir konstruktive und ingenieurwissenschaftli-
che Probleme nach dem Vorbild der Natur eine moglichst optimale Losung zu erhalten.
Als Meilenstein gilt Rechenbergs Vortrag auf der Jahrestagung der WGLR und DGRR
am 16. September 1964 in der Berliner Kongresshalle mit dem Titel: Kybernetische Lo-
sungsansteuerung einer experimentellen Forschungsaufgabe [REC]. Hier fithrte er das
mittlerweile beriihmt gewordene Darwin-im-Windkanal - Experiment vor, in dem eine
zur Zickzackform gefaltete Gelenkplatte sich evolutiv zur ebenen Form geringsten Wi-
derstands entwickelt. Bild A.4 mit der Entwicklung einer Zweiphasen Uberschalldiise sei
als Beispiel fiir eine praktische Anwendung dieses Verfahrens genannt.

Evolutionires Programmieren (Fogel et al., 1966) beschrianken sich nicht auf eine
bestimmte Représentation, sondern arbeiten auf der natiirlichen Darstellung des Pro-
blems. Evolutiondres Programmieren wurde hierbei zunéchst fiir die Entwicklung von
endlichen Automaten zur Zeitserienvorhersage eingesetzt. Charakteristische Merkma-
le dieses Verfahrens sind ein Fehlen des Rekombinationsoperators sowie eine spezielle
Turnier-Selektion zur Erzeugung der néchsten Generation. Unabhingig von den Evolu-
tionsstrategien wurden auch beim evolutiondren Programmieren selbstadaptive Steue-
rungen der Mutationsparameter entwickelt.

Genetisches Programmieren (Koza, 1989, 1992) arbeitet auf einer dynamischen Dar-
stellung, wie z.B. Baumstrukturen, und wird daher vornehmlich fiir die evolutionére
Entwicklung von Computerprogrammen u.&. eingesetzt. Neben diesen strikt getrennten
klassischen Formen haben sich inzwischen eine grofle Anzahl von Mischformen gebil-
det. In den vergangenen Jahren haben evolutionidre Algorithmen Einzug in die Losung
zahlreicher praxisrelevanter Probleme gehalten. Allerdings gelten gerade fiir industrielle
Anwendungen neben dem im vorigen Abschnitt diskutierten, erniichternden Resultat,
dass fiir jedes Problem der Algorithmus anzupassen ist, oft noch weitere Anforderun-
gen, die eine Optimierung erschweren. Diese kénnen weit iiber die in der Forschung
beriicksichtigten Benchmark-Probleme hinausgehen. Verschiedene solche Anforderungen
werden im folgenden kurz skizziert.
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Explosion in den Dimensionen:

Eine starke Zunahme der Suchraumdimensionen fithrt nicht nur zu einer wesentlich ver-
groferten Anzahl der lokalen Optima, sondern die Konvergenzgeschwindigkeit nimmt
auch unverhéltnisméfig stark ab. Dem kann z.T. mit einer Aufsplittung in Teilprobleme
begegnet werden, solange keine starken gegenseitigen Abhéngigkeiten in den Suchraum-
dimensionen vorliegen.(z.B. Potter, 1997; Valenzuela & Jones, 1994)

Randbedingungen: Eine grole Anzahl an Randbedingungen kann den Effekt haben,
dass die Suche komplizierter wird, da eine Abwagung zwischen der Erfiillung der Randbe-
dingungen und der Optimierung der Fitnessfunktion wéahrend des Optimierungsprozesses
sich schwierig gestaltet. Ein Standardlosungsansatz sind Strafterme in der Fitnessfunk-
tion bei verletzten Randbedingungen. Diese Vorgehensweise liefert jedoch oft nur un-
zureichende Resultate und ist iiberhaupt nicht einsetzbar, wenn die Fitnessfunktion bei
verletzten Randbedingungen nicht mehr berechenbar ist (Michalewicz, 1995; Michale-
wicz & Schoenauer, 1996).

Mehrzieloptimierung: Bei industriellen Problemen wird meist nicht nur ein, sondern
mehrere Zielattribute zur Bewertung einer Losung herangezogen, die sich oft auch wider-
sprechen konnen. Eine A-priori-Gewichtung der Attribute in der Fitnessfunktion fithrt
nur bei gutmiitigen Problemen zu einer sinnvollen Lésung, ndmlich dem Kompromiss
zwischen den verschiedenen Zielattributen. Andere Verfahren, die verschiedene Alterna-
tivlosungen berechnen, sind oft nur effizient fiir nicht mehr als zwei Zielattribute an-
wendbar (Fonseca&Fleming, 1995, 1997; Horn, 1997).

Verrauschte Fitnessfunktionen:

Aufgrund von Messfehlern oder stochastischen Simulationen kann es zu verrauschten
Zielwerten kommen. Dem kann durch Mehrfachbewertung einer Losung mit anschlielen-
der Mittelung begegnet werden. Dies fiihrt allerdings zu deutlich hoheren Kosten und ist
insbesondere bei teuren experimentellen Bewertungen nicht machbar. In den vergange-
nen Jahren wurden erste Strategien entwickelt, die die notwendigen Mehrfachbewertun-
gen minimieren sollen. Dasselbe Problem kann auch auftreten, wenn die Eingangsgrofien
eines technischen Systems einzuregeln sind und nur iiber Messsensoren erfasst werden
kéonnen. Dann sollte eine Losung des Problems stabil gegen kleine Variationen in den
Eingangsgrofien sein (vergleiche Bild A.3) (Aizawa & Wah, 1994; Nissen & Propach,
1998; Branke, 1998).

Dynamische Fitnessfunktionen:

Probleme kénnen sich wihrend einer Optimierung dynamisch verédndern. Das Auffinden
eines Optimums in einer solchen Umgebung ist ungleich schwieriger als bei statischen
Problemen. Ebenso miissen wandernde Optima durch den Suchalgorithmus nachvoll-
zogen und neue bessere Optima entdeckt werden. Die Forschung hat sich bei diesen
Problemen insbesondere auf Verfahren zum Erhalt der Diversitédt in den Populationen
(und damit der Adaptivitét), reaktive Verfahren, die auf Verdnderungen in der Umwelt
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Individuum » Fitnessfunktion | —» Fitness

f f

Stabilitat Rauschen

Bild A.3 Rauschen bei der Bewertung einer Losung

reagieren, und auf Verfahren mit einem Erinnerungsvermogen fiir oszillierende Probleme
konzentriert (Grefenstette 1992; Lewis, Hart & Ritchie, 1998; Branke 1999;Weicker &
Weicker 1999).

Obwohl fiir alle Problemfelder bereits Forschungsergebnisse vorliegen, gibt es noch keine
geeigneten Standardtechniken. Eine starke Zunahme an Arbeiten auf diesen Gebieten auf
den Fachkonferenzen der letzten Jahre zeigt, mit welchem Druck an der Losung dieser
Aufgaben gearbeitet wird ([NIS], [POH], [JON]). Es darf nicht vergessen werden, dass
diese Methoden kein Allheilmittel darstellen, sondern fiir manche Problemtypen keine
gute Methode sind: Stellen zwei Schwichen eines Individuums, falls sie im geeigneten
Umfeld gleichzeitig auftreten, plotzlich eine Stérke dar, wiirde ein heuristisches Verfahren
nur durch Zufall auf diese Losung kommen. Ergebnisobjekte, in denen jeweils eine grosse
Schwiiche existiert, wiirden die Zyklen wahrend des Selektionsprozesses jedoch nicht
iiberleben. Bei solchen Problemen konnte dieses Verfahren nur auf den Zufall bauen, da
es immer starke Objekte mit den Stirken anderer Objekte kombiniert. Wie immer sollte
das richtige Werkzeug fiir das entsprechende Problem gew&hlt werden.
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Bild A.4 Rechenberg, Schwefel, Bienert 1966: Entwicklung einer Zweiphasen Uber-
schalldiise von der Anfangsform 0 zur Optimalform 45
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B Lindenmayer Systeme

Viele Biologen versuchten iiber Jahrhunderte hinweg, die Schonheit von Blumen und
Béaumen in Bildbénden, Herbarien oder Lehrbiichern zu beschreiben. Mathematiker fas-
zinierte an Pflanzen immer die bilaterale Symmetrie der Blétter und die rotationssym-
metrischen Bliiten oder Friichte. Warum sind diese so, wie sie sind, und wie kann man
ihre Entstehung einfach beschreiben? Wie entsteht die Selbstdhnlichkeit bei Pflanzen,
die Mandelbrot auch in den Zahlenmengen seiner Fraktale finden konnte? Aristid Lin-
denmayer(1925 - 1989) gelang es 1968, diese Eigenschaften des Wachstums eines multi-
zelluldren Organismus in einem mathematischen Formalismus zusammenzufassen. Dieser
wird heute nach Ihm Lindenmayer-System oder kurz ,L.-System* genannt. Lindenmayer
beschiéftige sich in Folge auch mit hoheren Pflanzen oder Organen von Pflanzen. Es han-
delt sich dabei mittlerweile um eine interdisziplindren Bereich aus Biologie, Mathematik
und Computergraphik, der sich von der theoretischen Findung neuerer, realerer Modelle
aufgrund der Natur bis zur drei- und vierdimensionalen Visualisierung der Ergebnisse
erstreckt. Die Ergebnisse finden Anwendung im Bereich der Filmindustrie und zur Mus-
terbeschreibung in der Mathematik .

Die Funktion eines L-Systems soll nun anhand der Entwicklung eines Fadens gezeigt

ﬂnﬂa
>

(
[/ \ N\

Bild B.1 Entwicklung eines Filaments der Anabaena catenula

137



TABELLENVERZEICHNIS

werden, wie er z.B. in blau-griinen Bakterien (Anabaena catenula) oder verschiedenen
Algen vorkommt (siche Bild B.1). Die Buchstaben a und b représentieren darin den
cytologischen Status der Zelle, also deren Grofie und Bereitschaft, sich zu teilen. Dabei
steht a immer kurz vor der Teilung (grofe Zelle), wéhrend b immer noch ein Stadium
Wachstum benétigt (kleine Zelle). Die Indizes 1 und r zeigen die sogenannte Zellpola-
ritdt, also auf welcher Seite der Zelle nach der Teilung wieder eine Zelle vom Typ b
(Pfeilrichtung) bzw. a entstehen wird.

Die gesamte Entwicklung kann nun auch durch das folgende L-System dargestellt wer-
den:

w o oa
p1ooar — ab,
P2 1 a— ba,
2 br — Qy
ps b —aq

w bezeichnet man als Axiom und py - - - p,, als Produktionsvorschriften. Beginnt man nun
das Wachstum mit einer einzelnen Zelle a,, ergibt sich die folgende Sequenz:

Qy

albr
bia,a,
alalbralbr

ba,bya,.b,a,b;a,b,

Diese Folge von Buchstaben ist zur Beschreibung des Wachstums von eindimensionalen
Pflanzen sicherlich ausreichend. Fiir hoher entwickelte Pflanzen mit Asten, Friichten und
Ausbreitung in zwei bzw. drei Dimensionen muf} jedoch eine andere graphische Repré-
sentation gefunden werden. Die verbreitetste Darstellung fiir zweidimensionale Figuren
ist die sogenannte Turtle Graphik. Dabei stellt man sich eine Schildkréte vor, deren
Schwanz mit Tinte angemalt wurde. Wenn sie vorwiérts lauft, hinterlésst sie einen Strich
auf dem Blatt Papier. Die Zeichenkette des L-Systems wird als Handlungsanweisung
fiir die Schildkrote verwendet. Als Beispiel fiir die Interpretation der Zeichenkette eines
L-Systems kann man z.B. die folgenden drei Anweisungen verwenden:

F  Gehe einen Schritt vorwarts und ziehe dabei eine Linie
+ drehe dich um einen definierten Winkel nach links
— drehe dich um einen definierten Winkel nach rechts

Graphisch ist dies in Bild B.2 links darstellt.

Nimmt man das folgende Axiom mit der darunterstehenden Produktionsvorschrift als
Grundlage, ergibt sich bei einem Winkel von § = 90° fiir die Interpretation der Zeichen
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A 5

<< > |
FFF— FF—F—F + F + FF — F — F - FFF

Bild B.2 Graphische Interpretation der Zeichen F, + und - (links) und Beispiel fiir
die Interpretation einer Zeichenkette mit einer Turtle (rechts)

+ und - nach wenige Ersetzungen eine quatratische Insel mit einer Kochkurve als Rand.
(siehe Bild B.3)

w : F-F—-F—F
p . FSF—-F+F+FF—F—F+F

Um mit Hilfe dieser Interpretation auch Aste und Zweige darstellen kénnen, muf die
Schildkrote auch Verzweigungen kennen. Jede Abzweigung vom Hauptpfad wird der Vor-
stellung nach durch eine jeweils neue Schildkrote gebildet, die von der aktuellen Position
der ersten Schildkrote aus weiterlauft. Damit wird verhindert, dass von einer Schild-
krote viele Wege wieder riickwérts und damit doppelt durchlaufen werden miissen. Die
Beschreibung der Zweige im L-System erreicht man durch die Verwendung von Klam-
mern. Jeder Ausdruck innerhalb der Klammern stellt dabei einen Zweig dar. Ein Beispiel
dafiir ist in Bild B.4 dargestellt.

Dabei wurde ein Verdrehwinkel von § = 45° gewéhlt.

Samtliche Darstellungen, Beispiele und Grundlagen dieses Abschnittes stammen aus
[PRLI.
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C ? E d i;:z
Bild B.3 Erzeugung einer Kochkurve mithilfe eines L-Systems, Teilbild a ist die

Interpretation des Axioms, b nach der ersten Anwendung der Produkti-
onsvorschrift, ¢ nach der zweiten usw.

\ F [+F][-F [-F] F] F [+F = F][-F]

A

Bild B.4 Baumstruktur mit Verzweigungen, erzeugt durch Turtle Graphik (links)
und zugehoriger String mit Klammern aus einem L-System, der als
Grundlage diente (rechts)
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C Tabellen und Arbeitsbliatter nach
Miiller

Die folgenden Tabellen sind aus dem Lehrbuch Miiller, , die Umlaufgetriebe“ iibernom-
men. Sie enthalten alle wichtigen Formeln zur Berechnung von Drehzahlen, Standiiber-
setzungen und Umlaufwirkungsgrad von Umlaufgetrieben mit zweifach kinematischen
und einfach statischem Freiheitsgrad, bei zwei bzw. drei drehenden Wellen.
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Die Drehzahlen Arbeitsblatt 1
Bezeichnungen der Drehzahlverhiiltnisse: _
Ubersetzung i bei zwangliufigen Getrieben: i xy = T -:_—I——
I
Freies Drehzahlverhiiltnis k bei 3 laufenden Wellen Ky, =% = ——
n

A. Drehzahl-Grundgleichung der Umlaufgetriebe

n—npipp—ng (1 -ip)=0

und

ij2

L)
np—ng

B. Gegenseitige Zuordnung der Ubersetzungen i bei 2 laufenden Wellen

Ly =| f(in) f (i21) f (is5) f (is1) f (i25) f (is2)
112 = 112 1/1y; 1 -1 1~ 1/ig 1/(1 = igs) | 12/(i2 — 1)
ig1=| lip iz V(1 —1y5) |ia/(isi—1)| 1—ip 1 - 1/ig
ie=| l—=ig | 1-1iy | i 1/ig; ipo/(ie— 1) | 1/(1 — i)
1= 1/(1-1iyp) |ig/(lin—-1)| 1/ig isy 1 —1/ix 1-igp
ips=| 1-1/ij 1-1iy /(s — 1) | 1/(1-1g;) ips 1/igy
ig=|11/(iz=1)| /(1 =iy) |1 =1/ 1-14g4 1/155 1)

C. Gegenseitige Zuordnung der freien Drehzahlverhiltnisse k bei 3 1fd. Wellen

ky=| fkip | f(ka) f (kis) f (ks1) f (kys) f (Ks2)
1 kg i i 1—ip(1—kypy) N
kpp= Ky 1 15112 12 127K |y (1-ipy) +i
'k21 kls—1+112' l.rksl(l-llz) k_zs s2
k21 — _1_ k21 kls—l.+112 1—-1(5!(1—112) : kZS .l :
kj2 kisipp p) | —115(1-kpg) ko(l-ijp)+ipp
1-i 1-i 1 :
kis= 12 12 k; — 1-ipp(1-k 1-ipy +-12
P 1-ip/kyy | 1-ipgky : kg t12(1=kas) 2%y
1-i;5 [k 1=i;5k 1
k= 12 k1 12Kz1 1 Ky . 1 . 1_
1-ijs 1—112 kls —ipp(I=kyo) |1=ijp +ijs fksz
k2s — 1—11.2 1—!12. El_s—-l-i-llz lfksl.—l-l-l]g k25 _!-__
kip—ijp  [1/kpp—ijz i ij2 kg
k5 —i 1/kyy =1 i i 1
ko =| Xi2=he 2111 12 2 RS ke
1—112 1—112 kls—1+112 lfksl - l+112 kzs
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Drehmomente und Umlaufwirkungsgrade Arbeitsblatt 2

A. Drehmomente

Die Drehmomente M sind abhéngig von der Richtung des jeweiligen Wiilzlei-
stungsflusses, d.h. vom Vorzeichen von wl, nicht jedoch von den Drehzahlen.

M +M;+M;=0 M, : M, : M = konst

M, M, My ipgme

wobei firwl=+1 — ‘ng"l =1, und fir wl=-1 = n:,'” = 1/Ma
mit wl aus Tab. Arbeitsblatt 2,C oder 3,A oder aus G1.(2.13): wl= My(ny —ng)
IMj(ny —ng)l

Umlaufwirkungsgrade Tym

Indices bei 2 1fd. Wellen: erster Index Antriebswelle, zweiter Index Abtriebswelle.
Bei drei laufenden Wellen s. Arbeitsblatt 3 unter Spalten ,,Lfl*.

B. Umlaufwirkungsgrad fiir einen gegebenen Betriebszustand
(fiir selbsthemmungsfiahige Umlaufgetriebe beachte jedoch Abschnitt 2.4.2.2):

M (o —ms)(l‘“g"l)
3P,

nUml= 1-

C. Umlaufwirkungsgrade bei zwei laufenden Wellen

ip<0 O<ip<l 112>1
Nis ipMyp —1 ijp /M1 —1 ippnp -1
ijp -1 i -1 -1
wl +1 -1 +1
sl N N T, .
iip/M—1 | ippmpz -1 ipp /My -1
wl -1 +1 -1
s il? -1 i1.2 -1N21 iIZ._UnIZ
21 12 -1 ijp -1
wl -1 -1 +1
—— —— ——
Ns2 112 1 ' ijp—1 . 112
11 —-1/My3 i -1/ 112 — M3
wl +1 +1 -1
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A. Betriebsbereiche bei 3 laufenden Wellen

Arbeitsblatt 3

gegeben durch i), und ein beliebiges freies Drehzahlverhiltnis k

Betriebsbereich Leistungstleilg. | Leistgssummierg
in | ki ki kn | Glw|Fall Ll _wil|Fall 1fl wl
<ip >i, <0 |1 |A 1< +1|B 1 -l
<0 |ip.0 <0 >i |2 |C 23] -1{D b2 #
0.1 0.1 1l.x|s [BE s +1|F iss -1
>1 l.i;g 0.1 |'s G s<b_-1|H Iss_ +1
<0  O.ip is.0]s [B s> +1|F 1>s -1
0.1/ 0.0, <0 <iy |2 |Cc 2<d 1D L2+
i > >1 |1 |A 12 +#1|B %1 -1
S1 dpeed 0.1 |1 T 1<2_ 1K 25141
<0 .0 O.i|s |G s<b —1|H  i>s 41
>1 |01 0.1 i.l|2 [L 2<d #1fM L2 -1
lip >1 >1 |2 [c 2d 1D L2 41
Sip, <is <0 |1 |A 12 +41|B H1 -1
Glw: Gesamtleistungswelle, Lfl: duBerer Leistungsflu8, w1: Exponent von 1]:,"' 1
B. Umlaufwirkungsgrade fiir obige Betriebsbereiche A bis M
Fall Lfl | Umlaufwirkungsgrad Fall Lfl | Umlaufwirkungsgrad
A 12 kip —iip +ippip(-kip) | g 251 klz’_hl(l‘-ilz)
kia(1-152) Moi(kyz —ir2) +ir2(1-kg2)
C 24 1<12—i12""f'121(1-1112) D Lo Mia(1-i12)
1-1j3 Mia(kyp —ipp) +1-kyp
B s<} (klz-?lzﬂlz)('l—ilz) F o lss (k12“i12)_(ﬂ21—i'12)
(kg2 —ipp)(1=ippMy2) (k1M1 —i2)(1=112)
G s<l (k12n21"'i12)(1“‘.i12) H lss (klz“%lz)(l—ilzﬂ‘lz)
(kqg —i12)(M21 —1y2) (kiz —ippM2 X1-112)
I 1< Maikip i) Hip(=kp) | 2,4 Kp(=ipp) |
SPUSUES T, kyp —ijp +ippN2(1-Kky3)
L 24 ﬂlz(k1z“i12).+1—k12 M Lo 1=
Ni2(1-iy3) k12 —ijp +M21(1-kg2)
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