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Kapitel 1 Einleitung 1

1 Einleitung

1.1 Aufgabenstellungen der Fahrzeug — Fahrweg
Interaktion

Die Fahrzeug — Fahrweg Interaktion beschiftigt sich mit dem Zusammenwirken von Fahrzeugen
und elastischen Tragstrukturen. Aufgabenstellungen dafiir existieren in vielen Bereichen des Stra-
Benverkehrs, sowie fiir spurgebundene Fahrzeuge wie Eisenbahn, StraBenbahn und Magnetschwe-
bebahn, aber auch beim Landevorgang von Flugzeugen.

Ziel bei der Betrachtung der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion ist es, die an Fahrzeug und Fahrweg
auftretenden Schwingungen und Beanspruchungen zu berechnen.

Die dynamischen Krifte kénnen hohere Belastungen, akustische Probleme sowie Erschiitterungen
im Untergrund bedingen. Sie kénnen zu Verschleil3 an den Bauteilen fihren. Im ungiinstigsten Fall
konnen sie sogar die Fahrsicherheit gefahrden.

Abbildung 1.1: Aufgabenstellungen der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion
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Die Fahrzeuge werden durch die Rauheit des Fahrwegs oder durch Fahrwegiiberginge wie z.B.
Dehnungsfugen an Briicken in Schwingungen versetzt. Geometrische Regelmafligkeiten im
Fahrweg, wie z.B. regelmiflig angeordnete Schwellen unter einem Gleis oder aufeinander folgen-
de Briicken gleichen Typs und gleicher Spannweite, konnen das Fahrzeug periodisch anregen.
Die entstehenden Fahrzeugschwingungen bedingen erh6hte und dynamisch variierende Radlas-
ten. Fillt die Anregungsfrequenz mit einer Higenfrequenz des Fahrzeugs zusammen, so kommt
es zur resonanten Anregung und auftretende Schwingungen sind besonders grof3. Die Fahrzeug-
schwingungen koénnen

e crhohte Beanspruchung der Bauteile des Fahrzeugs sowie bei lange andauernden
Schwingungen Materialermiidung bewirken,

e Verschlei3 an den Radern und Radunrundheiten hervorrufen
e des Fahrkomfort beeintrichtigen,

e Korperschall hervorrufen.

Fir die Anregung des Fahrwegs kommen verschiedene Mechanismen in Betracht. Die Schwin-
gungen des Fahrzeugs bedingen dynamische Radlasten welche eine Anregung des Fahrwegs be-
wirken. Daneben sind maf3geblich Stof3- und Resonanzeffekte ursichlich. Erstere resultieren aus
schnell aufgebrachten Belastungen, wie sie durch das plétzliche Ansteigen der dynamischen Rad-
lasten bei Spriingen im Fahrweg auftreten. Bei hohen Fahrgeschwindigkeiten und kurzen Trags-
trukturen wird die Gewichtskraft des Fahrzeugs so schnell auf den Fahrweg aufgebracht, dass
diese ebenfalls stof3artigen Charakter besitzt. Eine resonante Anregung des Fahrwegs kann auch
durch RegelmiBigkeiten im Lastbild des Fahrzeugs, welche zusammen mit der Fahrgeschwindig-
keit eine harmonische Anregung bewirken, auftreten.

Die Fahrwegstruktur wird dadurch ebenfalls zu Schwingungen angeregt, die dynamischen Bean-
spruchungen am Fahrweg steigen an. Uber den Fahrweg werden die Schwingungen in den Un-
tergrund weitergeleitet, wobei der Fahrweg hier wie ein mechanischer Filter wirkt. Die Tragstruk-
tur wirkt, infolge ihrer inneren Dampfung und der geometrischen Abstrahldimpfung des Bodens
in der Regel dimpfend auf das Fahrzeug.

Auf Seiten des Fahrwegs konnen folgende Probleme auftreten:

e FErhohte Belastungen am Fahrweg (bei Briicken werden diese haufig mittels des
dynamischen Schwingbeiwertes, dem Verhiltniswert von dynamischen zu stati-
schen Beanspruchungen, charakterisiert)

e Schallabstrahlung des Fahrwegs

e Verschleil am Fahrweg (z.B. Riffelbildung an Schienen)

e Setzungen des Schotters, Bildung von Hohllagen unter Schwellen
e Setzungen im Untergrund

e Fintrag von Erschiitterungen in den Untergrund und Ausbreitung der Erschiitte-
rungen
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Auch wenn viele Aufgaben der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion durch vereinfachte Ersatzmodel-
le behandelt werden, so erfordern bestimmte Aufgabestellungen Simulationsberechnungen am
gekoppelten Systems Fahrzeug — Fahrweg.

Dazu wird das Gesamtsystem in geeignete Teilsysteme zerlegt. Die Teilsysteme werden durch
geeignete physikalische Ersatzmodelle abgebildet. An die Modellbildung wird die Anforderung
gestellt, dass ein Modell die physikalischen Wirkungen genau genug wiedergeben und dabei so
einfach wie moglich sein soll. Wie komplex die Systeme modelliert werden hingt stark von der zu
beantwortenden Fragestellung ab. Dies kann von der Modellierung eines Fahrzeugs tiber seine
statischen Radlasten oder als Einmassenschwinger bei der Bestimmung der Schwingungsantwort
einer Briicke bis hin zur detaillierten Modellierung der Rader bei Fragen der Kontaktmechanik
reichen.

Die Beschreibung kann im Zeitbereich oder im Frequenzbereich erfolgen. Im Frequenzbereich
sind die dominierenden Eigenschaften haufig besser identifizierbar, der Anwendungsbereich ist
jedoch begrenzt.

Im Fall streuender Parameter der beteiligten Systeme ist man auf stochastische Untersuchungen
angewiesen.

1.2 Literatur zur Fahrzeug — Fahrweg Interaktion

Im Folgenden werden Standardwerke zur Fahrzeug — Fahrweg Interaktion aufgefihrt. Weiterfiih-
rende Literatur zu speziellen Fragestellungen wird in den betreffenden Kapiteln genannt.

Verschiedene ein- zwei und dreidimensionale Probleme werden von [Fryba 1972] behandelt. Da-
bei wird die Bewegung von Lasten und einfachen Fahrzeugmodellen iiber Balken, elastisch gela-
gerten Balken, Platten und den elastischen Halbraum untersucht. Der Schwerpunkt des Buches
liegt in der Entwicklung analytischer Losungen fiir die einzelnen Probleme und der Beschreibung
wichtiger Effekte. In einem weiteren Werk [Fryba 1990] beschiftigt sich der Autor speziell mit
der Dynamik von Eisenbahnbriicken.

Mit der Interaktion Fahrzeug — Strale beschiftigt sich [Cebon 2000]. Ein Schwerpunkt liegt in
der Bewertung der StraBenschadigung.

Eine ausfithrliche Behandlung der Boden — Bauwerk Interaktion wird in den Biichern [Wolf
1985] und [Wolf 1988] behandelt. Der gleiche Autor entwickelt in [Wolf 2003] eine neue Metho-
dik zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Béden und der Boden — Bauwerk Interak-
tion.

1996 rief die Deutsche Forschungsgemeinschaft das Schwerpunktprogramm 1015 ,,Systemdyna-
mik und Langzeitverhalten von Fahrwerk, Gleis und Untergrund® ins Leben. Ziele waren ein
besseres Verstindnis der dynamischen Interaktion zwischen Eisenbahn und Untergrund und des
Langzeitverhaltens des gesamten Systems [Popp, Schiehlen 2003].

Die Ausbreitung von Schall und Erschiitterungen im Schienenverkehr wird in [Miller, M&ser
2003] behandelt.
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Kontaktmechanische Fragestellungen wie die Beschreibung der Kopplung von Modellen, die
Kontaktkinematik und die Diskretisierung der Kontaktstellen werden in [Wriggers 2002]
besprochen.

In den einschligigen Normen sind fir StraBenbriicken DIN 1072 und Eisenbahnbriicken DS 804
Schwingtfaktoren vorgegeben, mit welchen die statischen Lasten beaufschlagt werden. Erschiitte-
rungen im Bauwesen sind in der DIN 4150 geregelt.

1.3 Zielsetzung

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt im Bereich der Methodenentwicklung und der Absicherung
der Berechnungsmethoden. Um raumliche, diskretisierte Modelle abzubilden und um nichtlineare
Vorginge beschreiben zu kénnen, wird die Kopplung im Zeitbereich beschrieben.

Zunichst wird eine spezielle Beschreibung [Lutzenberger 2002] allgemeingtltig formuliert wer-
den, so dass damit die Kopplung unterschiedlicher Methoden beschrieben werden kann.

Basis ist die Beschreibung als differentiell —algebraisches System, da diese Formulierung universell
anwendbar, die genaue Erfillung der Nebenbedingung erméglicht und einfach einsetzbar ist. Die
Zeitintegration derartiger Systeme bereitet Schwierigkeiten [Lutzenberger 2002]. Diese Probleme
treten hauptsichlich bei Verwendung von Rauheitsfunktionen in der Nebenbedingung auf und
spielen deshalb bei der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion eine besonders grof3e Rolle.

Wenngleich fir vereinfachte Systeme Untersuchungen existieren, blieben Fragestellungen bis
jetzt unbeantwortet. So liegt ein Schwerpunkt der Arbeit auf:

e ciner Stabilititsanalyse differentiell — algebraischer Systeme,
e der Identifikation der Mechanismen auftretender Storungen

e und der Entwicklung von Zeitintegrationsverfahren welche eine stabile Zeitin-
tegration ermoglichen und gleichzeitig moglichst geringe Stérungen ins Glei-
chungssystem einbringen.

Ein wichtiges Themenfeld der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion ist die Beschreibung des gekop-
pelten Systems Eisenbahn — Oberbau — Halbraum. Die zu beschreibenden Gebiete sind in Fahrt-
richtung sehr weit ausgedehnt. Hier stellt sich ein Skalenproblem, da gleichzeitig eine feine Dis-
kretisierung des Schwellenabstandes vonnoéten ist:

e wie konnen Gebiete mit groler Ausdehnung sinnvoll beschrieben werden? Eine
mogliche Modellreduktion ist geeignet zu formulieren und in eine gekoppelte Si-
mulation numerisch glinstig mit einzubringen.

Aktuell stehen mit geregelten Komponenten ausgestattete Fahrzeuge und Magnetschwebebahnen
am Beginn der Anwendung. Zur Beschreibung dieser Systeme stellen sich speziell folgende Fra-
gen:

e wie konnen geregelte Systeme mit dem entwickelten Algorithmus beschrieben
werden?
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1.4 Vorgehen und Aufbau der Arbeit

Der erste Teil der Arbeit behandelt die methodischen Grundlagen zur Beschreibung und Kopp-
lung der Teilsysteme. Wichtige strukturdynamische Methoden werden in kurzer Form diskutiert
und gegeniibergestellt. Die gewiahlte Form der Kopplung tiber Lagrangesche Multiplikatoren wird
auf die Relativbewegung der Kopplung erweitert.

In Kapitel 2 wird eine einheitliche Formulierung fiir gekoppelte strukturdynamische Systeme dis-
kutiert. Diese basiert auf dem Hamiltonschen Prinzip, welches einfach auf nichtkonservative Krifte
erweitert werden kann. Die schwache Formulierung des Gleichgewichts hat den Vorteil, dass sie
einen direkten Zugang zur Anwendung von Diskretisierungsverfahren wie auch zur Entwicklung
der Differentialgleichungen bietet. Darauf aufbauend werden analytischen Losungen oder die An-
wendung von Integraltransformationsmethoden prisentiert. Die wichtigsten strukturdynamischen
Verfahren wie z. B. die Finite Elemente Methode oder Integraltransformationsmethoden werden in
kurzer Form diskutiert und gegeniibergestellt.

Verschiedene Kopplungsmethoden werden in Kapitel 3 untersucht und hinsichtlich ihrer Vor- und
Nachteile bewertet. Dabei erweist sich die Kopplung iiber Lagrangesche Nebenbedingungen bzw.
die Ankopplung tiber nichtkonservative Krifte als giinstige Strategie. Die Kopplung von Systemen
kann in das Hamiltonsche Prinzip integriert werden und fihrt zum “erweiterten Hamiltonschen
Prinzip®. Damit liegt eine Formulierung zur konsistenten Beschreibung unterschiedlicher Modelle
und deren Kopplung vor. Die entstehenden Bewegungsgleichungen sind differentiell — algebraische
Gleichungen, die hohere Anforderungen an die Losbarkeit als Differentialgleichungen stellen. Die
wichtigsten mathematischen Voraussetzungen werden zusammengestellt.

Kapitel 4 beschreibt ein Verfahren zur Relativbewegung von Korpern, welches auf dem erweiter-
ten Hamiltonschen Prinzip basiert.

Im zweiten Teil wird die Zeitintegration der differentiell-algebraischen Gleichungen besprochen
und es werden problemangepasste Zeitintegrationsverfahren entwickelt.

Zunichst wird in Kapitel 5 die Stabilitit der Zeitintegration analysiert. Dabei werden der Untersu-
chung die populirsten strukturdynamischen Methoden, die @ — Methoden, zugrunde gelegt. Uber
eine spezielle Formulierung kénnen tber die Vergroflerungsmatrix allgemeingtiltige Aussagen fiir
die relevanten differentiell - algebraischen Systeme getroffen werden. Dartiber hinaus wird der Me-
chanismus studiert, welcher zur Entstehung von Stérungen fiihrt.

Auf Basis der hier gewonnenen Einsichten werden in Kapitel 6 Zeitintegrationsverfahren fiir struk-
turdynamische, differentiell algebraische Systeme entwickelt.

Der dritte Teil der Arbeit beschiftigt sich mit der Problematik der sehr gro3en zu beschreibenden
Gebiete bei der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion. Bei Hochgeschwindigkeitsbahnen muss bei einer
Fahrgeschwindigkeit von 300 km/h ein Gebiet von mehr als. 400 m Linge abgebildet werden, um
5 s der Fahrt eines Zuges berechnen zu kénnen. Eine geeignete Strategie, die dynamische Konden-
sation von Modellen, wird in Kapitel 7 behandelt. Das Teilsystem Boden kann dabei tiber mehrere
Bezugsgroflen wie Steifigkeit oder Impedanz beschrieben werden. Das Kapitel untersucht, welche
Art der Beschreibung der Teilsysteme gtinstig ist und wie die Ankopplung tber Faltungsintegrale
vorteilhaft beschrieben werden kann.
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Mit den Anwendungsbeispielen in Teil vier wird die Ubertragung der Formulierung gekoppelter
relativbewegter Systeme, deren Zeitintegration und zu l6sender numerischer Probleme auf Beispiele
der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion gezeigt. Fahrzeug und Fahrweg werden deshalb durch einfa-
che, tbersichtliche Modelle abgebildet. Die Vorgehensweise kann aber problemlos auf detaillierte
und komplizierte Modelle erweitert werden.

Kapitel 8 zeigt die Interaktion einer Magnetschwebebahn mit Fahrwegtrigern. Dazu werden zu-
nichst erforderliche regelungstechnische Grundlagen zusammengefasst. Die Beschreibung der ge-
regelten Tragmagnete des Fahrzeugs fihrt auf eine Bestimmungsgleichung fiir die Kontaktkraft, die
in einem mechanischen Sinn als Nebenbedingung interpretiert werden kann. Unter Verwendung
der Methoden aus dem ersten Teil der Arbeit kann die Ankopplung iiber nichtkonservative Krifte
und die Relativbewegung tiber zeitvariante Nebenbedingungen beschrieben werden.

In Kapitel 9 wird die Interaktion eines Zuges und des Untergrundes simuliert. Hierbei soll die An-
kopplung dynamisch reduzierter Modelle und die Anwendung der entwickelten Zeitintegrationsver-
fahren auf differentiell — algebraische Gleichungen hohen Schwierigkeitsgrades gezeigt werden.
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2 Beschreibung strukturdynamischer Sys-
teme

In der Strukturdynamik existieren unterschiedliche Methoden zur Berechnung von Strukturen wie
die Finite Elemente Methode, die Randelemente Methode oder die Mehrkérpermethode.

Die Herleitung dieser Methoden kann iiber verschiedene gleichwertige Grundprinzipien der ,,analy-
tischen Mechanik® wie z.B. das Hamiltonsche Prinzip, das Prinzip der virtuellen Arbeit (Formulie-
rung Uber die skalare GroBen Energie mit der Arbeit als Postulat am Beginn) oder die Prinzipien
der ,,synthetischen Mechanik® (vektorielle Impuls- und Drehimpulsbilanzen mit dem Krifte- und
Momentengleichgewicht als Postulat am Beginn) erfolgen. Die Prinzipien der ,,analytischen Me-
chanik® haben im Zusammenhang mit der Bestimmung von Niherungslésungen (FEM, BEM)
gegeniiber den synthetischen Prinzipien Vorteile, da sie einen direkten Zugang zu Ermittlung
schwacher Losungen (Naherungslésungen) bieten. Genauso ist die Herleitung der Bewegungsdiffe-
rentialgleichungen dartiber moglich.

In dieser Arbeit wird das Hamiltonsche Prinzip, erweitert um nichtkonservative Krifte, das ,,verall-
gemeinerte Hamiltonsche Prinzip® nach [Riemer, Wauer, Wedig 1993] (vgl. auch [Simeon 2000]),
als Grundlage zur Beschreibung der verschiedenen Methoden an den Anfang gestellt. Im Vergleich
zum Prinzip der virtuellen Arbeit hat diese Formulierung den Vorteil, dass die Bewegungsgleichun-
gen unter Verwendung der kinetischen Energie, welche oft einfacher als die virtuelle Arbeit der
Trigheitskrifte formuliert werden kann, aufgestellt werden. Das Hamiltonsche Prinzip hat dartiber
hinaus den Vorteil, dass es auf elektrische oder elektromagnetische Felder erweitert werden kann.

Aufbauend auf dem verallgemeinerten Hamiltonschen Prinzip kénnen wichtige strukturdynamische
Methoden wie die Finite Element Methode, die Randelementmethode oder Herleitung der Bewe-
gungsgleichungen und deren analytische bzw. semi-analytische Losung tber Integraltransformati-
onsmethoden abgeleitet werden. Die verschiedenen Methoden werden in Kapitel 2.3 in kurzer
Form vorgestellt und klassiert.

Ebenfalls kann, aufbauend auf der gewihlten Formulierung, die Kopplung von Modellen tiber ver-
schiedene Strategien beschrieben werden. Damit liegt eine Ausgangsbasis zur konsistenten Be-
schreibung unterschiedlicher Modelle und deren Kopplung vor.
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2.1 Hamiltonsches Prinzip

Eine Grundlage zur Beschreibung strukturdynamischer Systeme ist das Hamiltonsche Prinzip.

Hamiltonsches Prinzip:
Die Bewegung eines Systems zwischen den Zeitpunkten to undt; ist derart, dass das Linienintegral (Funktional) J

J=[Ldt, L=T-U @.1)

fo

(L = Lagrange Funktion, T = kinetische Energie, U = potentielle Energie) ein Exctremum fiir die durchlanfene
Babhn ist.

Als Funktional | wird eine Funktion bezeichnet, die von anderen Funktionen (hier: Bewegung g(?))
abhingt. Das Hamiltonsche Prinzip ist ein Integralprinzip, da es das Integral tiber die gesamte Be-
wegung eines Systems zwischen zwei Zeitpunkten #p und #; betrachtet.

Die zu 16sende Aufgabe ist es, diejenige Bahnkurve ¢ zu bestimmen, welche das Funktional J mi-
nimiert. Zur Bestimmung dieses Extremwerts ist es erforderlich sich der Variationsrechnung zu
bedienen

2.2 Verallgemeinertes Hamiltonsches Prinzip

Die Anwendung des Hamiltonschen Prinzips ist auf elastische Korper beschrinkt. Durch eine Ex-
weiterung des Hamiltonschen Prinzips um das Prinzip der virtuellen Arbeiten kénnen auch nicht-
konservative Systeme beschrieben werden. Das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip ([Riemer,
Wauer, Wedig 1993]) ergibt sich, wenn elastische Anteile iiber das Prinzip der virtuellen Arbeiten in
das Hamiltonsche Prinzip eingebracht werden.

]

dr + j Wy dt = [T +W,,,, +W,

]LéTdt + ]L w, virt,a virt,i virt,a )dt =0— 2.2)

fo Iy Iy fo

irt i

Die virtuelle Atbeit W, der dulBeren Krifte umfasst dabei die Arbeit Wy qnc aller nichtkonserva-
tiven Krifte Fj,. und die Arbeit Wy 4. aller konservativen duBeren Krifte F, ., welche an der
Oberfliche des Korpers angreifen. Die virtuelle Arbeit W,;; der inneren Krifte umfasst dabei die
Arbeit Wi jne aller nichtkonservativen Krifte Fj,. (z.B. Daimpfungskrifte) und die Arbeit W
aller konservativen inneren Krifte /. (z.B. elastische Ruickstellkrifte), im Inneren des Korpers. Die
virtuellen Arbeiten ergeben sich jeweils aus dem Skalarprodukt von Kraft und virtueller generali-
sierter Verschiebung dg;.
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Bei der Variation des Systems wird die Zeit ,,festgehalten®’. Man kann sich die variierte Bahnkurve
deshalb als Folge von virtuellen Verschiebungen der Bahnkurve g(#) vorstellen. Da jede virtuelle
Verriickung zu einem festen Zeitpunkt stattfindet, ergibt sich fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine virtuelle
Arbeit OW der innerhalb bzw. auf das System wirkenden Krifte.

2.3 Methoden zur Beschreibung strukturdynamischer Sys-
teme

Strukturdynamische Systeme werden tber (partielle) Differentialgleichungen beschrieben. Dabei
sind als Randbedingungen geometrische Randbedingungen und zeitliche Anfangsbedingungen zu
berticksichtigen. Man spricht daher von Anfangsrandwertproblemen. Zwangbedingungen kénnen
in diskreter oder kontinuierlicher Form vorliegen.

Die Systeme in der Strukturdynamik sind sehr vielféltig und haben unterschiedliche Charakteristika.
Die Frage wie Systeme am besten zu modellieren sind ldsst sich nicht allgemeingiiltig beantworten.
Die Modellierung ist immer von den Eigenschaften des Systems bei einer konkreten Fragestellung
abhingig. An die Modellbildung werden die Anforderungen gestellt, dass ein Modell die physikali-
schen Wirkungen genau genug wiedergeben und dabei so einfach wie méglich sein soll.

2.3.1 Klassifizierung strukturdynamischer Systeme

Hilfreich fir die Modellierung ist es die Systeme zunichst zu klassieren. So ist eine Einteilung in
kontinuierliche — diskrete und begrenzte — unbegrenzte Systeme mit einfachen - komplizierten Ge-
ometrien, Randbedingungen und Lasten moglich. Auch kann hinsichtlich des Frequenzgehaltes der
Problemstellung: niedrig (Elastizitit der Korper kann vernachlissigt werden / Elastizitit der Kor-
per kann nicht vernachlissigt werden) — hoch (Verhalten tber statistische Untersuchung zu be-
schreiben) unterschieden werden. Eine andere Klassierung gelingt tiber die Anzahl an Freiheitsgra-
den. Hier kénnen Einfreiheitsgradsysteme und Mehrfreiheitsgradsystems unterschieden werden.

Die Losung der die Systeme beschreibenden partiellen Differentialgleichungen erfordert eine rium-
liche wie auch eine zeitliche Integration. Dazu stehen viele Verfahren zur Verfiigung, wie z.B.:

e Analytische Losungen

e Integraltransformationsmethoden (ITM)

e Mechrkorpersysteme (MKS)

e TFinite Elemente Methode (FEM)

e Randelemente Methode (BEM)

e Statistische Energie Analyse (SEA)

e Hybride Verfahren, welche verschiedene Methoden miteinander kombinieren

! Es findet keine Variation der Zeit, sondern es finden lediglich Variationen nach dem Ort statt.
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Alle Verfahren haben dabei ihre spezifischen Stirken und Schwichen. Die folgende Abbildung gibt
einen Uberblick iiber die Anwendung, der in der Strukturdynamik gebriuchlichen Methoden.

Hybride Verfahren

Abbildung 2.1: Strukturdynamische Methoden nach [Miiller 2000]

Die Auswahl der Methoden ist dartiber hinaus auch entscheidend vom Materialverhalten (line-

ar/nichtlinear, homogen/inhomogen, isotrop / anisotrop) abhingig. Mégliche Fragestellungen bei
der Modellbildung sind z.B.:

Kann durch raumliche Diskretisierung der Korper als starrer Korper vereinfacht
werden?

Sind analytische Losungen moglich oder konnen Integraltransformationsmetho-
den angewandt werden?

Sind die Bereiche begrenzt oder unbegrenzt?

Ist das Materialverhalten linear/nichtlinear, homogen/inhomogen bzw.
isotrop/anisotrop?

Ist eine Beschreibung in statistischen Parametern erforderlich?

Damit kénnen fir strukturdynamische Fragestellungen giinstige Methoden gewihlt werden. Die
folgende Abbildung mit Beispielen fiir strukturdynamische Systeme soll dies verdeutlichen:
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Abbildung 2.2: Beispiele strukturdynamischer Systeme

Abbildung 2.2 a) zeigt ein Problem der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion: die Bestimmung der dy-
namischen Belastung einer Briicke infolge der Uberfahtt eines LIKW. Beide Systeme haben eine
komplexe Geometrie und komplexe Randbedingungen und begrenzte Abmessungen. Die elasti-
schen Verformungen der LKW Rahmens sowie der Bestandteile der Briicke konnen i.d.R. fur die
niederfrequente Berechnung der Strukturantwort der Briicke nicht vernachlissigt werden. Beide
Systeme wurden daher als FE-Modelle, der LKW wurde aufgrund der Nichtlinearitit der Federung
als nichtlineares FE-Modell mit relativ wenigen Freiheitsgraden, die Briicke als lineares FE-Modell
(im Bereich kleiner Verformungen) mit vielen Freiheitsgraden modelliert. Damit konnen im nieder-
frequenten Bereich die Vibrationen des LKW und die dynamische Belastung der Briicke bestimmt
werden. Soll z.B. die Schallabstrahlung im hochfrequenten Bereich bestimmt werden, so miisste die
Briicke tber eine andere, hierfiir besser geeignete Methodik (SEA) beschrieben werden.
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Abbildung 2.2 b) zeigt ein anderes Problem der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion: die Wellenausbrei-
tung im Halbraum (mittlerer Frequenzbereich) infolge der Uberfahrt eines Zuges. Fiir den Zug
gelten dabei die gleichen Uberlegungen wie zuvor fiir den LKW. Der zur Seite und nach unten hin
unbegrenzte Halbraum besitzt eine relativ einfache Geometrie, so dass zur Beschreibung prinzipiell
Integraltransformationsmethoden oder die Randelementmethode (BEM), welche die Wellenab-
strahlung ins Unendliche abbilden, herangezogen werden koénnen. Die Modellierung des Hal-
braums ist kaum tber eine FE Modellierung méglich, da an den Gebietsgrenzen des Modells Wel-
lenreflexionen entstehen, welche die Losung verfilschen konnen (eine Verbesserung dieses Prob-
lems gelingt tiber semi-infinite Elemente). Soll nichtlineares Verhalten des Bodens im Bereich ho-
her Spannungskonzentrationen abgebildet werden, so wird haufig eine getrennte Modellierung im
Nahfeldbereich (FE) und im Fernfeldbereich (ITM, BEM) gewihlt.

Die Unterscheidung nach dem Frequenzgehalt des Problems ist in Abbildung 2.2 ¢) dargestellt.
Wiahrend im niederfrequenten Bereich der Eisenbahnwaggon ausschlieBlich iiber miteinander ver-
bunde starre Korper (MKS) beschrieben werden kann, gilt dies im Bereich ab ca. 20 Hz nicht mehr.
Hier ist die Elastizitit des Wagenkastens (z.B. iiber FE) zu bertcksichtigen. Man benétigt also die
Verwendung zweier unterschiedlicher Methoden in einem Modell.

Ist man jedoch nur an der generellen Vertikaldynamik des Fahrzeugs interessiert, so kann als ein-
fachstes vertikaldynamisches Modell ein Einmassenschwinger gewihlt werden (Abbildung 2.2 d)).
Hierfiir kénnen eventuell analytische Losungen angegeben werden, welche auch zur Verifikation
komplexerer Modelle verwendet werden konnen.

Speziell fiir Fragen der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion ist es hiufig notwendig, verschiedene Ver-
fahren miteinander zu koppeln.

Je nach Art der Fragestellung ist eine Beschreibung im Zeit- oder Frequenzbereich sinnvoll.

2.3.2 Methoden/Modelle zur Beschreibung strukturdynamische Systeme

Im Folgenden werden die wichtigsten strukturdynamischen Methoden vorgestellt:

2.3.2.1 Analytische Losungen

Die exakte Losung einer Differentialgleichung, die sich explizit als Formelausdruck angeben lisst
wird analytische Losung genannt. Analytische Losungen stellen einen direkten Zusammenhang
zwischen den Eingangs- und Ausgangsgrof3en eines Systems her und zeigen die mal3gebenden Ef-
fekte klar auf. Die gefundenen Losungen gelten fiir beliebige Randwerte. Variationen der Randwer-
te und der Parameter kénnen einfach durchgefithrt werden. Damit ist es moglich einen tieferen
Einblick in die Funktionsweise technischer Prozesse zu gewinnen.

Analytische Losungen lassen sich meist nur bei einfachen Geometrien, einfachen Anfangsbedin-
gungen und einfachen Lasten finden. Vielfach ist es jedoch sinnvoll fiir ein vorgegebenes Problem
durch Vernachlissigung von verschiedenen Termen eine sehr einfache Gleichung zu gewinnen, die
einer analytischen Losung zuginglich ist. Damit lassen sich die Ergebnisse einer komplexen nume-
rischen Berechnung tiberpriifen.
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Teilweise konnen zur Losung der Gleichungen Integraltransformationsverfahren eingesetzt wer-
den. Fur die meisten Probleme ist man auf numerische Methoden angewiesen.

2.3.2.2 Integraltransformationsmethoden (ITM):

Grundlagen der Integraltransformationsmethoden sind in [Bracewell 2000] (Fouriertransformati-
on), [Chui 1992], [Daubechies 1992] (Wavelettransformation), und [Grundmann 1999], [Grund-
mann, Trommer 2001] (Anwendung auf die Beschreibung des Halbraums) beschrieben.

Mittels Integraltransformationsmethoden koénnen Anfangs- Randwert-Probleme in einem trans-
formierten Gebiet einfach analytisch gel6st werden. Die Funktionen werden vom Ausgangsraum
(z.B.: x, y, z, t) in einen anderen Raum (k,, k,, k., @) transformiert. Die transformierte Funktion
F(ky, ky, k., @) ist nun von ky, ky, k; und @ abhéingig:2

feyzt) o—e  Flk, k, k. w).

Wichtige Integraltransformationen sind die Fourier - Transformationen, die Laplace - Transforma-
tionen und die Wavelettransformation. Die Fouriertransformation ist z.B. Gber

f(x) o—eF(k ): F(k, )= Tf(x) ey
Fk,) eof(x): f(x)= L TF(kx) ™ dk
27 :,

definiert. Ein grofler Vorteil der Fouriertransformation ist, dass im transformierten Bereich Diffe-
rentiationen zu Multiplikationen reduziert werden.

f" (x)o—e (ik,)"F(k,)

So kann die Fouriertransformation auf die Differentialgleichung eines Problems angewandt werden.
Witd die (noch zu bestimmende Funktion f, f = Lésung des Problems) und ihre Ableitungen fou-
riertransformiert, so verschwinden die Ableitungen. Partielle Differentialgleichungen kénnen so zu
gewohnlichen Differentialgleichungen oder sogar zu algebraischen Gleichungen transformiert wer-
den.

Die algebraischen Gleichungen im transformierten Raum konnen wesentlich einfacher als die Dif-
ferentialgleichungen im Originalraum gelost werden. Fir eine Lastfunktion P(w) etrgibt sich die
Antwort des Systems W(k, k, k., @) im transformierten Raum. Die I'TM kénnen dartber hinaus
benutzt werden, um Fundamentallésungen g(x, y, z, t)’ zu bestimmen. Wird das System anstatt mit

2 Funktionen im Originalraum werden im Weiteren mit Kleinbuchstaben, Funktionen im transformierten Raum mit
GroBbuchstaben bezeichnet

3 Als Fundamentallésung einer DGL wird die Antwort infolge eines Dirac-Impulses fir ein unendlich ausgedehntes
Gebiet (d.h. ohne Beriicksichtigung von RB) bezeichnet. Im Unterschied dazu wird die Lésung fiir ein bestimmtes
Gebiet mit speziellen Randbedingungen als “Greensche Funktion”bezeichnet.

2.3)

(2.4
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ciner Lastfunktion P(®w) mit ciner Einheitslast 1* belastet, so erhilt man die Fundamentall6sung
des Problems.

Die folgende Skizze zeigt die Vorgehensweise bei Anwendung der Fouriertransformation:

Originalbereich Antwort:
w(x,y,z,t)=P(t) Xg(1)
t X Faltung

Partielle Direkte (numerische)

A : [0 o of; z 1)
Differentialgleichung ~ Methoden BEM/FEM W?E‘”Of; Losung g(x,y,z,1)
\ - VIA, YV, <,
fxy.z1) —_— e
Fouriertransformation Inverse Transformation
(x,y,z,t) o—e (Fourier Wavelet)
(ke ky, k2, @) (ky, ky, k., ) @O
(xy.z,1)
[Transformierter Bereich
Algebraische Losung fiir Lastfunktion P(w) Wk, ky, k., @) |
Gleichung : ‘
F(ks, ky, k2, ) Losung fur Einheitsbelastung / Gk, ky, k., »)

Abbildung 2.3: Lésung von Differentialgleichungen im transformierten Raum

Schwierigkeiten treten bei komplizierten Anfangs- bzw. Randbedingungen auf. Da diese ebenfalls
in den Frequenzraum transformiert werden miissen, werden die Transformation und die Losung
der Gleichungen ungleich schwieriger. Die Anwendung von Integraltransformationsmethoden ist i.
d. R auf regulire Geometrien beschrinkt. Die Kombination mit FE kann diese Beschrinkung im
Prinzip autheben ([Zirwas 1996], [Rastandi 2003]).

Vorteile der Integraltransformationsmethoden sind, dass sie numerisch effizient sind, eine fehler-
kontrollierte Vorgehensweise erlauben und Sensitivititsbetrachtungen zuginglich sind. Die Lésung
kann im transformierten Raum visualisiert werden. Dies fihrt zu einem tieferen Verstindnis der
physikalischen Natur des Problems. Gekoppelte Probleme koénnen im transformierten Bereich
ebenfalls einfach beschrieben und geldst werden (z.B. [Lenz 2003]). Ein weiterer Vorteil der Fou-
riertransformation ist, dass bewegte Lasten tber das Verschiebungstheorem einfach beschrieben
werden kénnen [Miiller 1989].

4 Ein Ditrac Impuls im Originalbereich d(x-x¢): 0(y-yy): 0(z-2y): (t-1y) entspricht im transformierten Beteich einer
Einheitslast T
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2.3.2.3 Mehrkorpersystem (MKS):

Eine zusammenfassende Darstellung der Dynamik von Mehrkorpersystemen findet sich z.B. in
[Pfeiffer 1992], eine Darstellung im Hinblick auf die Modellierung von Fahrzeugen in [Kortiim,
Lugner 1994].

Die Methode der Mehrkorpersysteme (MKS) dient zur Modellierung von mechanischen Systemen,
die im Vergleich zu ihren Bewegungen nur kleine Deformationen aufweisen. Die Korper werden
dann als massebehaftete starre Korper modelliert. Diese Massen sind Gber masselose Federn,
Dimpfer sowie Gelenke miteinander verbunden.

In der Regel wird zur Beschreibung der Bewegung eines starren Korpers ein korperfestes Koor-
dinatensystem eingefiihrt. Die Bewegung eine Kérpers ,,/* relativ zu einem anderen Korper ,,0%
kann tber die Bahnbewegung des Koordinatenursprungs und die Drehbewegung um den Koor-
dinatenursprung dargestellt werden. Die Beschreibung der Bewegungsgleichungen kann tber die
Eulerschen Gleichungen unter Berticksichtigung der kinematischen Beziehungen erfolgen.

Infolge dieser Modellierung, bei der die elastischen Eigenschaften der Korper nicht berticksichtigt
werden, reduzieren sich die partiellen Differentialgleichungen auf gewohnliche Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung. Diese sind aufgrund der grolen Bewegungen und der nichtlinearen
Eigenschaften der Federn oder Dampfer hiufig stark nichtlinear. Um relevante Deformationen der
einzelnen Korper bertcksichtigen zu kénnen, wurde die Methode der elastischen Mehrkorpersys-
teme (EMKS) entwickelt.

Je hoher der betrachtete Frequenzbereich wird, desto weniger gilt die Annahme starrer Korper. Im
Bereich der Eigenfrequenzen der Korper verhalten sich diese elastisch. Die Modellierung der Koér-
per als starre Korper ist deshalb im unteren Frequenzbereich sinnvoll. Bei LKW liegt die Grenzfre-
quenz, ab der die elastischen Verformungen des Rahmens relevant werden, bei ca. 20 Hz.

Zur Beschreibung von Mehrkérpermodellen werden oft algebraische Zwangsbedingungen zum
SchlieBen der kinematischen Ketten verwendet, was zu differentiell-algebraischen Gleichungssys-
temen fihrt.

2.3.2.4 Finite Element Methode (FEM):

Grundlegende Darstellungen der Finite Elemente Methode finden sich in den Werken von [Bathe
1986] und [Hughes 2000].

Die Finite Elemente Methode basiert auf einer schwachen Formulierung der Bewegungsgleichung
z.B. iiber das Hamiltonsche Prinzip oder das Prinzip der virtuellen Arbeiten. Die Kérper werden in
kleine Elemente unterteilt. Das Verschiebungsfeld wird tber geometrische Freiheitsgrade (Ver-
schiebungen, Verdrehung) g; an den Knoten der Elemente und iber elementweise Ansatzfunktio-
nen Nj(x), welche den realen und den virtuellen Verschiebungsverlauf approximieren, beschrieben.

Wird dieser angeniherte Verschiebungsverlauf in die schwache Form der Bewegungsgleichung
eingesetzt, so bleiben als Unbekannte die Freiheitsgrade. Das Gleichungssystem kann nach den
unbekannten geometrischen Freiheitsgraden gelost werden. Der Verschiebungsverlauf ergibt sich
schlieBlich aus den Freiheitsgraden und den Ansatzfunktionen.
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Zur Bestimmung der Schnittgrof3en, der Spannungen und der Dehnungen mussen die Ansatzfunk-
tionen (numerisch) abgeleitet werden. Die Genauigkeit der SchnittgréBen ist deswegen geringer als
die der Verschiebungen.

Bei dieser Beschreibung ergibt sich eine hohe Anzahl an Freiheitsgraden (insbesonders fiir mehr-
dimensionale Probleme), welche die numerische Losung des Gleichungssystems aufwindig macht.
So sind Sensitivititsuntersuchungen umfangreich. Bei dynamischen Vorgingen muss das Glei-
chungssystem zu jedem Zeitpunkt gel6st werden. Bei unendlichen Gebieten miissen kiinstlich Ge-
bietsrinder erzeugt werden. An diesen Gebietsrindern treten Wellenreflexionen auf, welche das
Ergebnis unbrauchbar machen kénnen. Aulerdem benétigt man zur Wahl der Netzgrof3e Informa-
tionen Uber den Frequenzinhalt der Losung und die Geschwindigkeit der Wellenausbreitung.

Die Gleichungen zeigen nicht mehr direkt, welche Phinomene charakteristisch fiir das betrachtete
Problem sind.

Andererseits ist die Finite Elemente Methode die am universellsten verwendbare Methode. Es
konnen beliebige Geometrien, Randbedingungen und Lastsituationen beschrieben werden. Auf-
windige nichtlineare Materialmodelle, beliebige Nichtlinearititen und Inhomogenititen kénnen
beschrieben werden. Das Losen des Gleichungssystems vereinfacht sich dadurch, dass die System-
matrix bei glinstiger Wahl der Freiheitsgrade Bandstruktur besitzt. Die Finite Element Methode ist
weit verbreitet, gut erforscht und besitzt in der Ingenieurausbildung einem hohen Stellenwert.

2.3.2.5 Randelementmethode (BEM):

Die Randelementmethode ist z.B. in den Biichern von [Brebbia, Walker 1980], [Hartmann 1987],
oder [Gaul, Kogl, Wagner 2003] dargestellt. Die Randelementmethode hat ihren Namen aus der
Tatsache, dass hier die Diskretisierung lediglich entlang des Gebietsrandes erfolgt.

Die Randelementmethode wird i.d.R. tiber das Prinzip der gewichteten Residuen aus der Differen-
tialgleichung des Systems hergeleitet. Als Wichtungslésung wird die Fundamentallésung w™ ver-
wendet. Ziel der Vorgehensweise ist es die Niherungslosung W zu bestimmen. Das globale Resi-
duum lautet

Ry = [(Lib-P)w"dQ2 =0 (25)

Der Differentialoperator L. wird dabei auf die Naherungslésung angewandt. Ziel ist es den Diffe-
rentialoperator auf die Wichtungsfunktion zu Gibertragen und das Integral, welches Giber das ge-
samte Gebiet zu berechnen ist, auf ein Randintegral (Integration iiber den Rand) zu tberfihren.
Dies gelingt durch m - fache partielle Integration und m - fache Anwendung des Gaul3schen In-
tegralsatzes (hier fur zweidimensionale Probleme).

Dabei entstehende Terme mit den Ableitungen der Niherungslésung w und der Wichtungsfunkti-
on W kénnen als Randlasten ¢ bzw. ¢ und interpretiert werden. Die entstehende Gleichung:

RQ:I[p-w*—p*-W]dQ+j[é'W*—Q*'W]dF=0~ (2.6)
Q r
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kann als Satz von Betti interpretiert werden. Mit der Filterwirkung des Dirac Impulses p*ergibt
sich (fur statische Problemstellungen):

Ry =[p-w*dQ—c-W(1,8) +[[§-w*—g*W]dl = 0. 2.7)
Q T

Der Faktor c ist abhiingig von der Geometrie. Unbekannte GroBen (W und q) treten nur noch
unter Randintegralen auf. Somit muss nur der Rand diskretisiert’ werden. Nun ermittelt man die
Residuen entlang des Randes fiir verschiedene Stelle (Knoten) und approximiert die Randver-
schiebungen und Randkrifte tber die Knotenverschiebungen und Ansatzfunktionen.

Dies fithrt auf n Gleichungen fiir n Randknoten (jeweils Kraft und Verschiebung), die zusammen
mit den Randbedingungen gelést werden kénnen. Die Verschiebung im Feld ergibt sich aus einer
weiteren Anwendung des Bettischen Prinzips, wobei der Dirac Impuls auf die Stelle, fir welche die
Verschiebung ermittelt wird, gelegt wird. Die Filterwirkung extrahiert die gesuchte Verschiebung.

Bei dynamischen Problemen werden die Randelementegleichungen aus der Bewegungsdifferenti-
algleichung des Systems hergeleitet. Die Grundlosung ergibt sich aus dem (transienten) Dirac —
Impuls. Im Zeitbereich enthilt die Randintegralbeschreibung nun ein Faltungsintegral. Die unbe-
kannten RandgréBen sind so zu bestimmen, dass die Randbedingungen zu allen Zeitpunkten
erfullt sind. Dies erfordert eine Diskretisierung in der Zeit.

Einschrinkungen bei Benutzung der Randelementmethode ergeben sich daraus, dass diese auf der
Fundamentallosung eines Systems basiert. Die Fundamentallésung kann fiir manche anisotropen,
inhomogenen od. nichtlinearen Probleme nicht gefunden werden bzw. diese existiert nicht. Abhilfe
schaffen hier spezielle Formulierungen wie die dual reciprocity method [Partridge et al 1992].

Bei der Randelementemethode wird nur der Rand diskretisiert. Es ergeben sich somit wesentlich
weniger Freiheitsgrade als bei Verwendung der Finiten Element Methode. Auf der anderen Seite
sind die Systemmatrizen voll besetzt und unsymmetrisch (durch geinderte Formulierungen ist es
moglich eine symmetrische Steifigkeitsmatrix zu erhalten z.B. [Meier et al 1991]. Die einzelnen
Elemente der Systemmatrix sind komplizierter zu ermitteln als bei der Methode der Finiten Ele-
mente.

Da die Abstrahlbedingungen leicht einzuhalten sind (ohne dass der Korper unendlich weit diskreti-
siert werden muss), ist die Randelementmethode gut geeignet, um unendlich ausgedehnte oder ein-
seitig unendlich ausgedehnte Probleme zu beschreiben. Mit der Randelementmethode kénnen
praktisch beliebige Geometrien modelliert werden. Die Berechnung der Spannungen erfolgt inner-
halb eines Gebiets durch analytische Differentiation (nicht durch numerische Differentiation wie
bei FE). Die Genauigkeit bei der Ermittlung von Spannungen ist gréB3er als bei Verwendung der
Finite Elemente Methode.

Verschiebungen und die Randkrifte entlang des Randes werden iiber Knotenverschiebungen und Ansatzfunktio-
nen beschrieben. Dieser Vorgang wird Diskretisierung genannt. Der einfachste Fall einer Diskretisierung ist es Kno-
ten in der Mitte jedes Elements anzuordnen und eine tiber das Element konstante Ansatzfunktion einzufithren.
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3 Kopplung von Modellen

Fir manche Problemstellungen ist es nicht oder nur schwer méglich, das Problem in seiner Gesamtheit
mit einem Modell zu beschreiben. Gewchnlich unterteilt man dann das Gesamtsystem in mehrere Teil-
systeme und beschreibt jedes Teilsystem in einem eigenen Modell. AnschlieBend werden die Modelle
untereinander gekoppelt. Diese Vorgehensweise hat folgende Vorteile:

Enthalten die Teilsysteme unterschiedliche physikalische Effekte, so kann jedes Teil-
system getrennt tiber ein problemangepasstes Modell beschrieben werden.

Grol3e Modelle kénnen in Teilsysteme unterteilt werden. Die Teilsysteme konnen
dann reduziert werden. Dies ist z.B. sinnvoll, wenn Nichtlinearititen nur in Teilberei-
chen auftreten. Eine andere Anwendung ist die Kopplung von detailliert abzubilden-
den Strukturen (Oberbau) und von unendlich ausgedehnten Strukturen (Untergrund).

Die Zeitintegration der gekoppelten Systeme wird oft getrennt durchgefithrt (Co - Si-
mulation, staggered methods). Dabei sind die Systeme getrennt beschrieben.

Bei Problemen der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion oder bei Kontaktproblemen be-
wegen sich die Systeme relativ zueinander. Dadurch dndern sich die zu koppelnden
Freiheitsgrade mit der Zeit. Jeder Zeitschritt bediirfte dann einer eigenen Beschrei-

bung in den gerade aktuellen generalisierten Koordinaten.

Geschlossene kinematische Ketten (vor allem bei Mehrkorpersystemen) kénnen tber
offene kinematische Ketten und eine implizite SchlieBnebenbedingung beschrieben
werden. Dies ist bei der computerorientierten Aufbereitung haufig der Fall.

Die Zwangskrifte werden im Rechenablauf mit berechnet und missen nicht durch ei-
ne Nachlaufrechnung bestimmt werden.

Die Modelle werden i.d.R. zunichst getrennt voneinander beschrieben und anschlieend tiber Neben-
bedingungen gekoppelt. Die Kopplung kann tiber mehrere Methoden beschrieben werden. Verschiede-
ne Strategien zur Kopplung von Modellen sind z.B. in [Wriggers 2002] zusammengefasst.
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3.1 Nebenbedingungen

Es werden folgende Arten von Nebenbedingungen g unterschieden:

Holonome® Nebenbedingungen beschreiben die Kopplung iiber die Koordinaten
selbst (sie enthalten keine Ableitungen der Koordinaten). z.B.

@ =49 —>& ¢ -¢=0.

Nichtholonome Nebenbedingungen enthalten Ableitungen der Koordinaten, z.B.
4“=9 —g ¢ -9=0

Skeleronome ' Nebenbedingungen sind zeitunabhingige holonome Nebenbedingun-

gen, z.B. ¢, = 0.

Rheonome® Nebenbedingungen sind zeitabhingige holonome Nebenbedingungen,
2B. 4,(1)= A(t)-qs(1).

3.2 Kopplungsstrategien

3.2.1 Kopplung von Systemen iiber Lagrangesche Multiplikatoren

3.21.1 Vorgehensweise

Bei der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren werden die Modelle zunichst getrennt voneinan-
der, iiber ihre jeweiligen generalisierten Koordinaten, beschrieben * und anschlieBend iiber Nebenbe-
dingungen gekoppelt. Dabei entstehen tberzihligen Koordinaten, da anstatt des gemeinsamen Koppel-

freiheitsgrades fur jedes Teilsystem eine eigene Koordinate verwendet wird. Die Koordinaten werden

dann als redundant” bezeichnet.

¢ griechisch holos nomos = ganzes Gesetz

7 griechisch skleros nomos = starres Gesetz

8 griechisch theos nomos = flieBendes Gesetz

9 Die Teilsysteme werden iiber ihre jeweiligen generalisierten Koordinaten nach Hamilton beschrieben. Die tberzahligen
Koordinaten entstechen dadurch, dass an der Koppelstelle kein einheitlicher Freiheitsgrad, sondern fiir jedes Teilsystem
eigene Freiheitsgrade verwendet werden.

10 lat. redundare : im Uberfluss vorhanden sein.
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Die Kopplung tiber die Kopplungsnebenbedingungen kann tiber Lagrangesche Multiplikatoren Ain den
Formalismus nach Hamilton eingearbeitet werden.

Zur Kopplung werden beide' Modelle, das Hauptsystem /4 (1, Freiheitsgrade) und das Teilsystem £ (n,
Freiheitsgrade) tiber ihre generalisierten Freiheitsgrade g;, und g; beschrieben. Die Anwendung des Ha-
miltonschen Prinzips aus beiden Systemen ergibt:

f

[T, 47, + W,

h,virt i hvirt,a +5T; +W + W ]dt = 0 (31)

t,virt,i t,virt,a

)
3.2.1.1.1 Holonome Nebenbedingungen:

Im Falle holonomer Nebenbedingungen kann die Kopplung als Erweiterung des Hamilton Formalis-
mus tiber Nebenbedingungen beschrieben werden.

Dabei wird die Nebenbedingung g in das Hamiltonsche Prinzip integriert. Eine Lagerung entlang der
Kontaktfliche I} kann tiber die Nebenbedingung g: ¢; = 0 die Kopplung zweier Systeme iiber die Ne-
benbedingung g: g; — q; = 0 beschrieben werden. Die Nebenbedingung ist bei einer punktuellen Kopp-
lung an der Koppelstelle, bei einer linienhaften Kopplung entlang der Koppellinie bzw. bei einer fla-
chenhaften Kopplung entlang der Kontaktfliche definiert.

Beispiel:

Nebenbedingung am Rand: %;)
Linienformige Kopplung ql(x/) q(x)=0 >g: q(x)=0 q:(x) X

C13 Ax)

Nebenbedingung am Rand: 9% ¢,=0 —>g: ¢ =0 @ 9
Diskrete Kopplung /g
A

fvf 4
Koppelnebenbedingung At B L
(Nebenbedingung im Inneren): {Z g “=49 28 §-4¢=0 y)
Diskrete Kopplung v

*v? q,

Abbildung 3.1: Beispiele fur gekoppelte Systeme

11 bei mehr als zwei Modellen ist die Vorgehensweise analog
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Das Potential der Nebenbedingung g wird tiber A-g gebildet. Dabei entspricht 4 bei
e ciner diskreten (punktuellen) Kopplung der Kontaktkraft P
e der Kopplung entlang einer Linie der Kontakt-Linienlast p
e ciner Kontaktfliche der Kontaktspannung o.

Die Orientierung von A ergibt sich aus der Nebenbedingung. Ist die zu 4 gehorige Koordinate mit
positivem (negativem) Vorzeichen in der Nebenbedingung enthalten, so ist A in Richtung (entgegen-
gesetzt zu) der Koordinate orientiert (s. Beispiel).

Bei kontinuierlichem Kontakt gilt die Nebenbedingungen entlang der Kontaktoberfliche /. Die Ne-
benbedingung wird in ihrer schwachen Form formuliert, um konsistent zur gewihlten Schreibweise
zu bleiben.

Solange die Nebenbedingung erfillt ist, gilt:

[gdl =0 und damit j [o(2-gar)dt =0 (3.2)
I ty Ty
mit ]Ié(l-gdl")dt:]l Ii~5gdl“dt+]l [or-gdrdt =0. (3.3)

fhy Ty 1 Ty 1 Ty

Der erste Anteil liefert die Beitrage der Kontaktkraft zum Kriftegleichgewicht. Der zweite Anteil ergibt
die Nebenbedingung g.

Wird (3.2) zu (3.1) hinzuaddiert (Null darf ja immer hinzuaddiert werden) so erhilt man die ,,verallge-
meinerten Hamiltonschen Gleichungen® erweitert um die Lagrangeschen Multiplikatoren:

f

I 67—;1 +Wh,virt,i + Wh,virt,a +6T; +VVt,virt,i + I/V)f,virt,a + J.é/lgdr + J.j“ag dr dt = 0 (34)

ty Ty Ty

(3.4) kann dann wiederum in Anteile der generalisierten Koordinaten und der Lagrangeschen Multipli-
katoren aufgespalten werden, welche unabhingig voneinander variiert werden kénnen. Dabei ist zu
beachten, dass fiir das Teilsystem keine redundanten Koordinaten und analog dazu auch keine tiberzah-
ligen Nebenbedingungen verwendet werden.

Bei mehreren Kontaktbedingungen wird analog dazu vorgegangen.
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Die entsprechenden Eulerschen Gleichungen lauten fir die 1, Freiheitsgrade g, des Hauptsystems,
die n; Freiheitsgrade g; des Teilsystems und n; Nebenbedingungen g; (I=1, 2, ..., ny) :

_i(aTh(qh)J_l_ I/Vh,virtz hvlrta ii 8gl — h=12---n (3 5)
- = 20 .
dt\  0g, aq, aq,
(aT(qt)] 5VVtwrtl tvzrta + Zli agl — = 1’2’...’nt
Car\ g, 9q, 9, oq,
gl:o 1=12,,n,.

Aus dieser Gleichung ist die Orientierung von 4; ersichtlich. Um eine konsistente Formulierung zu et-
halten, muss A, einen positiven Arbeitsbeitrag erbringen. 4; wirkt in Richtung von (entgegengesetzt zu)
qn, wenn g mit positivem (negativem) Vorzeichen in g; enthalten ist.

Wird (3.5) mit -/ multipliziert so ergibt sich schlieflich:

. W ) n;
i(aTh(qh)j _ hyirt,i hvzrta Z/I agl h :1,2,---,}1}, (36)
dt\  0g, 5q, aq,,
/ ow, S
i[@Tt(q[)] tyirti tvzrta +zi 6g1 t=1’2’...’nt
dt\ aq, Jq, q, aq,
¢ =0 1=12,m,.

Die Variation dA-g; ergibt dabei formal wiederum die Nebenbedingung g;. g; ist hier in den jeweiligen
Kontaktpunkten I, definiert.

Beispiel: Zwei gekoppelte Massen, die untere ist auf einem viskosen Démpfer gelagert.

‘ F 'F Wvl,virt,a = F5q1
q
Pt Qe negmd
g, v 2
y |
E} A g 4 -49,=0 rg=A(q, —q,)
A 1 5

O je e

FZ,nc VVZAvirt.i =—cC q'Z : 5q2

Abbildung 3.2: Beispiel: gekoppeltes System

%(amql)]: e .08 G F 4

o4, oq, 0q,
i(aTZ(qz)j_ WZ,virt,i =j.,' ag _)mz.qz +C'6]2:—i
dt oq, oq, 0q,

g=0 g9, —¢,=0
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3.2.1.1.2 Nichtholonome Nebenbedingungen

Im Falle nichtholonomer Nebenbedingungen kann keine allgemeingiiltige Strategie angegeben werden.
Enthilt die Beschreibung des Systems / nichtholonome Nebenbedingungen der Form

Zah,~qh +Zat,-qt =0 [=12,-,n (3.7)
h t

lauten die Eulerschen Gleichungen wiederum fiir diskretisierte Systeme mit diskreten Kontaktpunkten:

; w.... W U
i[aE(Qh)J _ h,virt,i — h,virt,a + zj-l 'ahl h — 1,2,___,nh (38)

dt\  ag, aq, o, o
; ow .. oW . -
i GT, (qt) _ 1,virt i — t,virt,a + Zil .atl 1= 1’2’ e nt
dt 6% 5% 5% =1
zahz'qh +Zaﬂ'qt =0 [=12,--n,
h t

3.2.1.2 Wertung des Verfahrens

Beim Verfahren der Lagrange Multiplikatoren werden die Nebenbedingungen in das Gleichungssystem
mit eingebracht. Die Nebenbedingungen werden damit exakt erfillt.

Hauptsystem £ >
Q V Q1 5Th +Wh,virt,i + Wh,virt,a
1 ' I, =4-g
' q, 5]—; +VVt,virt,i + th,virt,a

Teilsystem ¢ O {V}

Abbildung 3.3: Kopplung tiber Lagrange Multiplikatoren

Dabsei tritt als zusitzlicher Freiheitsgrad die Kontaktkraft P im Gleichungssystem auf. Damit werden die
Kontaktkrifte direkt aus der Losung des Gleichungssystems berechnet und bediirfen keiner Nachlauf-
rechnung. Dadurch erhéht sich allerdings die Anzahl der Freiheitsgrade des Gesamtsystems auf:
Nges = Ny + 1y + 1y (n, = Anzahl der Freiheitsgrade Hauptsystem, n, = Anzahl der Freiheitsgrade Teil-
system, n; = Anzahl der Nebenbedingungen).

Es entsteht ein hybrides Gleichungssystem, das sowohl Verschiebungsgrof3en als auch die Kontaktkraf-
te enthalt. Da diese stark unterschiedliche Werte annehmen, empfiehlt es sich die Kontaktkrifte tiber
einen Skalierungsfaktor ins Gleichungssystem einzubringen, um ein gut konditioniertes Gleichungssys-
tem zu erhalten. Die GréBe des Skalierungsfaktors kann nach dem Verhiltniswert von Gré3e der Kon-
taktkraft/ Amplitude auftretender Verschiebungen gewihlt werden. Zur Losung der Gleichungen wet-
den aufgrund der Nullelemente auf der Diagonalen spezielle Verfahren wie die Pivot-Suche benétigt.
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Das entstehende hybride Gleichungssystem wird im mathematischen Sinn als differentiell-algebraisches
Gleichungssystem charakterisiert, da es sich aus den Differentialgleichungen der Systeme und den al-
gebraischen Nebenbedingungen (Gleichungen, welche keine Ableitungen enthalten) zusammensetzt.

3.2.2 Kopplung iiber nichtkonservative Krifte

Schwierigkeiten bei der Beschreibung der Kopplung ergeben sich dann, wenn die Nebenbedingungen
weder holonom noch in der speziellen nichtholonomen Form (3.7) vorliegen. Dies ist z.B. bei der Rege-
lungsnebenbedingung (Kapitel 8) der Fall. Hier sind in der Nebenbedingung die Lagekoordinaten und
gleichzeitig Ableitungen davon enthalten (Pd (t)=—k,, P, (t) + k, s(t)+ Kk, s(t)).

Die Ankopplung gelingt jedoch problemlos tiber das Hamiltonsche Prinzip wenn in der Nebenbedin-
gung die Koppelkraft explizit enthalten ist. Die Arbeit der (nichtkonservativen) Kraft wird zusitzlich
zum Potential von Teil- und Hauptsystem beriicksichtigt. Die Bestimmungsgleichung der Kraft P
ergibt die noch fehlende Gleichung.

Hauptsystem A O o

‘ V ql 5]—}7 + Wh,virt,i + Wh,virt,a +Wh,nc,P
P 57; +VVtvirti+VVtvirta+VthcP
' q, o o e
Teilsystem ¢ Q % 0
Plt)= f(q;.t)

Abbildung 3.4: Kopplung tber nichtkonservative Krifte

Das Verfahren ist analog dem Verfahren der Lagrangeschen Multiplikatoren und erweitert dieses.

3.2.3 Penalty - Verfahren

Das Penalty - Verfahren kann hier anschaulich als Einfithren einer Feder zwischen den Kontaktpunk-
ten gedeutet werden. Wird die Nebenbedingung verletzt, so wird die Feder aktiviert und erzeugt einen
ruckstellenden Straf- (penalty-) Term.

Die verallgemeinerten Hamiltonschen Gleichungen (3.4) erweitern sich um den Penalty - Term (Penalty
Faktor ¢):

oIl = 56-e-g2j. (3.9)
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Hauptsystem h
- 6]1 51117 +Wh,virt,i + Wh,virt,a
v 1, 1 )
Penalty Term e Sl =0l —¢-g°|=9 _.8.(ql_q2)
2 2
< 4
V ol +W, + W,

tvirt,i tvirt,a

Teilsystem t
Abbildung 3.5: Kopplung tiber das Penalty Verfahren

+0T +W, i + W, + 0T1]dt = 0 (3.10)

h,virt,a tvirt i tvirt,a

4
J‘ [5]-}7 +Wh,virt,i + W

ty

Die Qualitit der Losung hiangt von der Gréf3e des Penalty - Faktors ab. Bei einem unendlich grof3en
Penalty - Faktor (unendlich steife Feder) wird die Nebenbedingung richtig abgebildet. Je kleiner der
Penalty - Faktor gewihlt wird, umso schlechter wird die Nebenbedingung erfiillt und die Qualitit der
Losung reduziert sich. Der Penalty Term versucht ja lediglich eine verletzte Nebenbedingung wieder
richtig zu stellen.

Die Penalty Faktoren fithren zu zusitzlichen Eintrigen in der Steifigkeitsmatrix. Hohe Penalty Faktoren
fithren zu einer schlechten Konditionierung des Gleichungssystems. Der Penalty — Faktor darf daher
nicht zu grof3 gewihlt werden. Damit mussen aber auch Fehler bei der Nebenbedingung in Kauf ge-
nommen werden. Die Wahl des Penalty - Faktors ist also schwierig.

Fir die Anzahl der Freiheitsgrade des Gesamtsystems gilt: iges = 1 +1;,.

Bei Verwendung zeitvarianter Koeffizienten (vgl. Lagrange Multiplikatoren) kann die Relativbewegung
zweier Modelle abgebildet werden.

3.2.4 Augmented Lagrange Verfahren

Das Augmented Lagrange Verfahren ist eine Kombination aus den Lagrange Multiplikatoren und dem
Penalty — Verfahren. Die verallgemeinerten Hamiltonschen Gleichungen (3.4) erweitern sich um die
Lagrange Multiplikatoren und den Penalty - Term (Penalty Faktor e):

Hauptsystem h
%V} ql 57}1 + W;t,virt,i + Wh,virt,a
1
/lt & Hal:E.g.gz_Fi.g
< q
V ’ 5Tt +VVt,virt,i + VVt,virt,a

Teilsystem t

Abbildung 3.6: Kopplung tiber das Augmented Lagrange Verfahren
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]

[ o7, +W, . + W,

hvirt i hvirt,a

+OT +W,,,  + W,  +0M,]d =0 3.11)

t,virt,i tvirt,a
Iy

Die Bestimmung der Lagrange Multiplikatoren erfolgt iterativ iber zwei Schritte. Zunichst werden die
Lagrange Multiplikatoren geschitzt. In einem ersten Schritt wird das Gleichgewicht aus (3.11) bestimmt,
wobei die Lagrange Multiplikatoren unverindert bleiben. Damit wird der Wert von g berechnet. Dies
entspricht der Vorgehensweise des Penalty — Verfahrens, wenn die Lagrange Multiplikatoren als duflere
Last betrachtet werden.

Mit dem so berechneten Wert von g werden in einem zweiten Schritt die Lagrange Multiplikatoren ver-
bessert: Die berechnete Verschiebung g wird auf die Lagrange Multiplikatoren tbertragen.

M=)-eg (3.12)

Mit den verbesserten Lagrange Multiplikatoren wird dann wiederum der neue Wert fiir g berechnet.
Dies wird so lange fortgesetzt, bis die Zwangsbedingung g innerhalb einer sehr kleinen Toleranz erfillt
ist.

Fir die Anzahl Freiheitsgrade des Gesamtsystems ist wie beim Penalty - Verfahren: ng.s = ny, +n,. Die
Zwangsbedingung wird nun besser erftllt. Durch die iterative Vorgehensweise kann auch mit kleineren
Penalty — Faktoren ¢ gerechnet werden. Das Gleichungssystem ist numerisch ohne besondere Schwie-
rigkeiten zu 16sen, wobei auch die Koppelkrifte bestimmt werden. Die Relativbewegung kann wiede-
rum durch zeitvariante Koeffizienten realisiert werden.

Nachteilig ist hier, dass zu Lésung mehrere Iterationsschleifen vonnéten sind, wodurch das Verfahren
sehr aufwindig wird.

3.2.5 Transformation auf Minimalkoordinaten

Die Nebenbedingungen g verkniipfen die unbekannten Freiheitsgrade der Modelle an der Koppelstelle.
Lassen sich die Koppelfreiheitsgrade eines Modells durch diejenigen des anderen Modells ersetzen, so
kann die Nebenbedingung ,direkt™ in das Gleichungssystem eingebracht werden. Jede Nebenbedin-
gung ermoglicht die Reduktion um einen Freiheitsgrad. Die Anzahl der Freiheitsgrade reduziert sich um
die Anzahl Nebenbedingungen: nges = 1 + n; - n;. Dieses Vorgehen kann in Form einer Transformati-
on durchgefiihrt werden.

Hauptsystem h

Teilsystem t

Abbildung 3.7: Transformation auf Minimalkoordinaten
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Bei diesem Verfahren werden die Nebenbedingungen exakt erfiillt. Bei der numerischen Losung treten
keine besonderen Schwierigkeiten wie bei den oben genannten Verfahren auf.

Nachteilig ist lediglich die durchzufithrende Transformation. Andern sich die Koppelpunkte wie bei der
Relativbewegung von Modellen fortlaufend, muss die Transformation in jedem Zeitschritt neu durchge-
fuhrt werden.

3.3 Wahl des Verfahrens

In dieser Arbeit wird die Kopplung tber Lagrangesche Multiplikatoren bzw. die Ankopplung tiber
nichtkonservative Krifte verwendet. Diese Vorgehensweise hat folgende Vorteile:

e die Nebenbedingung wird richtig erfasst.

e cs konnen sowohl holonome wie spezielle Arten nichtholonomer Nebenbedingungen
behandelt werden. Die Ankopplung tiber nichtholonome Nebenbedingungen, welche
die Kontaktkraft explizit enthalten, kann tber nichtkonservative Krifte erfolgen.

e die Bewegungsgleichungen kénnen in beiden Fillen mit einem einheitlichen Verfahren
(,,verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip®)fir beliebige gekoppelte strukturdynami-
sche Probleme aufgestellt werden.

e das Gleichungssystem kann ohne vorherige Transformation integriert werden.

e cine Iteration iber die Nebenbedingung ist nicht erforderlich
Die Vorgehensweise ist im niachsten Abschnitt (3.4) zusammengefasst.

Bei der Zeitintegration treten jedoch Schwierigkeiten auf, die in Kapitel 5 analysiert werden. Auf Basis
der dabei gewonnenen Erkenntnisse werden in Kapitel 6 Zeitintegrationsverfahren fir strukturdynami-
sche Systeme vorgeschlagen.

3.4 Beschreibung gekoppelter Systeme iiber das ,,Verallge-
meinerte Hamiltonsche Prinzip*

Die verallgemeinerten Hamiltonschen Gleichungen gekoppelter Systeme lauten (3.4):

f
J. 5Th +Wh,virt,[ + Wh,virt,a +5T; +VVt,virt,i + I/Vt,virt,a + Jéﬂ‘gdr + Jlég dr dt = 0

0 I I
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Die starke Form der Differentialgleichung beztglich der Zeit wird Gber eine partielle Integration nach
der Zeit erhalten. Auf diese Differentialgleichung kénnen Niherungstechniken'” angewandt werden.
Aullerdem ist es méglich die Differentialgleichung der Bewegung in ihrer starken Form beztiglich des
Ortes durch partielle Integration nach dem Ort und Anwendung der Grundprinzipien der Variations-
rechnung zu entwickeln. Daraus kénnen analytische Losungen entwickelt werden, alternativ kénnen
Integraltransformationstechniken angewandt werden.

Diese Strategie hat den Vorteil, dass damit auch die Kopplung von Systemen, welche mit unterschiedli-
chen Methoden beschrieben sind, konsistent formuliert werden kann. Die Vorgehensweise ist in der
folgenden Skizze dargestellt:

Variationsformulierung (Hamilton, PdvA)

f
J. 6Th +Wh,virt,i + Wh,virt,a +6T; +VVt,virt,i + VVt,virt,a + J.éj'gdr + J.iégar‘r dt = O

) T Ty
Partielle Integration nach Zeit

Bewegungsgleichung des Problems
(statke Form beztglich der Zeit/ schwache Form beztiglich des Ortes)

Diskretisierung, Anwendung von Partielle Integration beztiglich des Ortes
Niherungstechniken
Finite Element Methode / Bewegungsgleichung (starke Form)
Randelementmethode l
Analytische Losung /

Lésung tber
Integraltransformationsmethoden

Abbildung 3.8: Formulierung der Bewegungsgleichungen aus der Variationsformulierung

12 Fiir die Methode der Finiten Elemente werden fiir ¢; und dg; abschnittsweise Ansatzfunktionen definiert, welche die
geometrischen Randbedingungen erfiillen. Bei der Methode der Randelemente erfolgt zunichst eine partielle Integration.
Als Wichtungsfunktionen werden Fundamentallésungen verwendet.



Kapitel 3 Kopplung von Modellen 29

Bei der Formulierung gekoppelter Probleme ist es nicht erforderlich alle Systeme iiber das verallgemei-
nerte Hamiltonsche Prinzip (3.4) zu beschreiben. Genauso gut kann mit einer anderen Beschreibung
begonnen werden, solange die Vorgehensweise konsistent ist. So ist es bei analytischen Lésungen sicher
einfacher bei der Differentialgleichung des Systems anstatt bei der Variation des Potentials zu beginnen.
In dieser Arbeit werden die verallgemeinerten Hamiltonschen Gleichungen nur deswegen an den An-
fang gestellt, um zu einer einheitlichen Darstellung zu gelangen.

Die entstehenden Gleichungssysteme setzen sich nun aus (partiellen) Differentialgleichungen und den
algebraischen" Nebenbedingungen zusammen. Damit ergibt sich ein System (partieller) differential-
algebraischer Gleichungen (P)DAE. Derartige Systeme bereiten bei der Zeitintegration besondere
Schwierigkeiten. Dies wird im nidchsten Abschnitt diskutiert

Bei den hier betrachteten Problemen der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion besitzen die Fahrzeuge diskre-
te Aufstandspunkte. Damit ist die Kopplung eines diskreten Koppelpunktes mit einer kontinuierlichen
Struktur zu beschreiben. Bei kontinuierlich gekoppelten Systemen erfolgt die Integration entlang des
Randes tber 4-dg anhand der Diskretisierung der Lagrange Multiplikatoren eines Korpers. Dieser Kor-
per wird als ,,Master*-Korper bezeichnet.

3.5 Mathematische Wertung

Die entstehenden Gleichungssysteme enthalten neben den Differentialgleichungen zusitzlich die algeb-
raischen Gleichungen der Nebenbedingungen. Fir algebraische Gleichungen ist in diesem Sinne kenn-
zeichnend, dass sie keine Ableitungen der Freiheitsgrade enthalten. Das entstehende Gleichungssystem
wird als ,,algebraische Differentialgleichungen® (differential algebraic equations, DAE) charakterisiert.
Einen Uberblick iber mathematische Grundlagen von DAE geben [Brenan, Campbell, Petzold 1989)].

Im Folgenden erfolgt eine Zusammenstellung der wichtigsten Grundlagen mechanischer DAE. Eine
ausfiihrlichere Darstellung wird in [Lutzenberger 2002] gegeben.

DAE, bei denen ein Teil der Gleichungen in seiner expliziten14 Form und der andere Teil in seiner im-
pliziten" Form angegeben wird, bezeichnet man als semi-explizite DAE. Die algebraischen Gleichun-
gen sind hier nicht explizit formulierbar, da sie keine Ableitungen der Lagekoordinaten enthalten:

Mi =f(q.9)+G (g} (3.13)
0=g(q)

13 Gleichungen, welche keine Ableitungen enthalten
14 Bezeichnung der Darstellung einer Funktion tbet x,=f(xy, ..., %)

15 Bezeichnung der Darstellung einer Funktion tiber F(xj, ...,X,;)=0
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mit M = Massenmatrix (positiv semidefinit), f = Vektor aller innerhalb des Systems wirkenden, oder

von aullen auf das System aufgebrachten Krifte mit Ausnahme der Lagrangeschen Multiplikatoren,
q = Vektor der unbekannten Lagekoordinaten der Systeme , A =Lagrangesche Multiplikatoren, G

= Matrix der Zwangskrifte und g(q) = Zwangsbedingungen des Systems.

Die Zeitintegration von DAE ist schwieriger als die gewohnlicher Differentialgleichungen (Kapitel 5).
Sie kann infolge schlecht konditionierter linearer Gleichungssysteme zu groen numerischen Schwierig-
keiten fihren. Unbedingt stabile Zeitintegrationsverfahren kénnen instabil werden [Eich, Fiihrer 1995].
Deswegen konnen klassische Losungsmethoden nur fir bestimmte Typen von DAE verwendet wer-
den.

3.5.1 Index

Das grundlegende Konzept zum Verstindnis von DAE ist deren Index. Dabei wird zwischen mehreren
Arten des Index unterschieden, die wichtigsten sind der Differentiationsindex und der Stérungsindex.

Der Differentiationsindex eines algebraischen Differentialgleichungssystems dient als ein qualitatives
Mal fir den Unterschied einer DAE zu einer DGL und ist damit ein Maf3 fir die Schwierigkeiten, die
bei der numerischen Losung des algebraischen Differentialgleichungssystems zu erwarten sind [Arnold
2001].

Die Grundidee der Definition des Differentiationsindex ist die Uberfiihrung des algebraischen Diffe-
rentialgleichungssystems in ein System gewohnlicher Gleichungen.

Definition 3.1: Dze minimale Anzahl an Differentiationen der Gleichung (3.13) oder eines Teils davon, die nitig
sind, um Gleichung (3.13) durch algebraische Umformungen in ein excplizites gewohnliches Gleichungssystem u iiber-
Siibren, entspricht dem Differentiationsindex d..

Bei semi-expliziten DAE vereinfacht sich die Indexbestimmung. Hier gentigt es, den algebraischen Teil
zu differenzieren.

Wiahrend der numerischen Lésung von Anfangswertproblemen entstehen infolge der Diskretisierung
des numerischen Verfahrens sog. Diskretisierungsfehler. Bei der Implementierung in Gleitpunktarith-
metik kommen Rundungsfehler und gegebenenfalls Fehler durch Abbruch der iterativen Losung nicht-
linearer Gleichungen hinzu [Arnold 1998]. Der Stérungsindex p; misst die Sensitivitit der Losung z(%)
der DAE gegentiber diesen unvermeidlichen Stérungen im algebraischen Differentialgleichungssystem
sowie gegeniiber Storungen in den Anfangswerten (nichtkonsistente Anfangswerte). Damit konnen die
wihrend der numerischen Integration einer DAE auftretenden Stérungen analysiert werden.
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Definition 3.2: Gleichung (3.13) besitzt lings einer Losung q(t) anf dem Intervall |1, 1] den Storungsindex p,=Fk,
wenn k die kleinste natiirliche Zabl ist, so dass fiir alle Funktionen g( t), die einen Defekt &

F(t,q,q') =5(1)
haben, im Intervall [t t] die Ungleichung

la®-d] < Cat)-ac)| + max[3E) + - + maxBE)

to<E<t to<E<t

gilt, solange der Ausdruck anf der rechten Seite hinreichend klein bleibt. C bezeichnet hierbei eine Konstante die nur
von F und der Lénge des Integrationsintervalls abhdngig ist.

Die hochste Ordnung der in der Ungleichung vorkommenden Ableitung des Defektes (#) bestimmt
den Stérungsindex. Der Stérungsindex betrigt fiir gewohnliche Differentialgleichungen p;=0 [Rentrop,
Strehmel, Weiner 1996]. In der Regel besitzen bei mechanischen Systemen der Storungsindex und der
Differentiationsindex den gleichen Wert.

Der Index kann auch aus der mechanischen Beschaffenheit des Modells an den Kontaktpunkten be-
stimmt werden. Besitzen alle Freiheitsgrade der Kontaktbedingung Massenanteile, so gehen die Be-
schleunigungen aller Freiheitsgrade in die Bestimmungsgleichung des Lagrangeschen Parameters ein.
Der Index betrigt dann 3. Liegt an mindestens einem Freiheitsgrad der Kontaktbedingung kein Mas-
senelement, daftir aber eine viskoses Dimpfung vor, so geht in die Bestimmungsgleichung des Lagran-
geschen Parameters lediglich die Geschwindigkeit dieses Freiheitsgrades ein. Dies bewirkt einen Index
von 2. Fehlt auch die viskose Dimpfung, so ist der entsprechende Freiheitsgrad nur tiber die Verschie-
bung und die dazugehérige Steifigkeit am Lagrangeschen Parameter beteiligt. Der Index betrdgt nun /.
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Abbildung 3.9: Systeme mit Index 3, 2 und 1

Bei mehreren Nebenbedingungen ist der maximale Index aller Nebenbedingungen maligebend fur den
Index des Systems. Mechanische Systeme haben in der Regel einen Index zwischen / und 3 [Lutzen-
berger 2002].
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3.5.2 Indexreduktion

Durch die Differentiation der Nebenbedingung kann der Index von DAE reduziert werden. Jede Ablei-
tung bewirkt eine Reduktion des Index um 1. Durch eine Differentiation der (Verschiebungs-) Neben-
bedingung ergibt sich eine Geschwindigkeitsnebenbedingung. Der Index reduziert sich um /. Nach
einer weiteren Differentiation der Nebenbedingung ergibt sich diese auf Beschleunigungsebene. Der
Index reduziert sich um 2. Die DAE mit Index 0, welche sich aus der entsprechenden Anzahl an Diffe-
rentiationen ergibt, wird auch ,,zugrunde liegende Differentialgleichung® genannt.

Bei der Zeitintegration der indexreduzierten DAE wird anstatt der Lagebedingung nun die Geschwin-
digkeits- (Beschleunigungs-) Nebenbedingung eingehalten. Die Lagebedingungen werden jedoch nicht
mehr exakt erfillt, da wihrend des Integrationsprozesses Rundungs- und Abbruchfehler auftreten. In
jedem Zeitschritt kommen so Abweichungen von der Solllage hinzu. Diese wachsen im Lauf der In-
tegration an. Dieser Effekt wird Abdriften der Losung (,,drift-off Effekt®) genannt.

Index-3

Time

Abbildung 3.10: Abdriften der Pendelauthingung von der Ausgangslage
aus: [Eich-Soellner, Fihrer 1998]

3.5.3 Konsistenz der Anfangswerte der DAE

Die Losung q(#) der DAE (3.13) erfordert, dass die durch die Lagerung vorgegebenen Zwangsbedin-
gungen erfillt sind:

g(q(t) =0. (3.14)

Eine Index 3 DAE kann durch ein- bzw. zweimalige Differentiation nach der Zeit in eine Formulierung
mit dem Index 2 bzw. Index / tberfiihrt werden. Durch dreimalige Differentiation ergibt sich die ,,zu-
grundeliegende® gewohnliche Differentialgleichung. Die Index /, Index 2, Index 3 Formulierungen des
zugrundeliegenden mechanischen Systems sind dabei mathematisch dquivalent. Das bedeutet, dass fiir
einen konsistenten Anfangswert g(ty) die Losung ¢(t) det zugrundeliegenden Differentialgleichung auf
den durch die Lage-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsnebenbedingungen definierten Mannigfal-
tigkeiten liegt. Die beiden letzteren Nebenbedingungen werden auch ,,versteckte® Nebenbedingungen
genannt, da sie in der Formulierung des Index 3 Systems nicht explizit auftreten [Rentrop, Strehmel,
Weiner 1996]. Damit sind folgende Zwangsbedingungen zu erfiillen:
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Definition 3.2: Konsistente Anfangswerte

Anfangswerte (Q .4, b ) fiir die Bewegungsgleichung (3.13) beiféen konsistent mit den Bewegungsgleichungen, wenn
sie die Anfangsbedingungen

anf Lageebene 9(q(1))=0

anf Geschwindygkeitsebene % 9(q(1)=0

2

und anf Beschleunigungsebene % 9(9(2))=0 erfiillen.

Inkonsistente Anfangsbedingungen bringen eine Anfangsstorung in das Gleichungssystem ein.

3.5.4 Losbarkeit der DAE

Damit eine DAE analytisch 16sbar ist, miissen mehrere Voraussetzungen erfillt sein. Vgl. [Arnold
2001].

Satz 3.1: Ge%eben seien stetige Funktionen £# R ™ x W™ - R™  M: R™M > R ™ x R ™ und
g R — R, fir die gilt:
a) g(q) ist (d-1)-mal stetig differenzierbar,

b) M(q) ist fiir beliebige q € R™ symmetrisch, positiv semi-definit und auf dem Nullraum von G(q) positiv definit.

¢) G(g) = dﬁ—;q—) hat fiir beliebige q € R Vollrang,

d) £ M undg,, sind global Lipschitz-stetig beziiglich q.

Wenn die Anfangswerte q, , v, , N, konsistent mit den Bewegungsgleichungen sind, dann hat das Anfangswertproblem
(3.13) it den Anfangswerten q(0) =q, , ¥(0) =v,,, A (0) =\, eine eindentig bestimmte 1isung anf [0,T].

3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Strategien zur Kopplung von Modellen diskutiert. Dabei erweist sich die
Kopplung tber Lagrangesche Multiplikatoren als geeignete Vorgehensweise. Die Bewegungsgleichun-
gen gekoppelter strukturdynamischer Probleme kénnen einheitlich tiber des ,,verallgemeinerte Hamil-
tonsche Prinzip® beschrieben werden. Die entstehenden Bewegungsgleichungen sind dann jedoch i.d.R.
keine (partiellen) Differentialgleichungen mehr, sondern (partielle) algebraische Differentialgleichungen.
Zu deren Losung sind spezielle Voraussetzungen zu beachten.

Die Problematik der Zeitintegration dieser Systeme wird in den folgenden Kapiteln 5 und 6 untersucht.
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4 Beschreibung der Fahrzeug - Fahrweg

Interaktion (Relativbewegung von
Modellen)

4.1 Nebenbedingungen fiir Fahrzeug — Fahrweg
Interaktion

In der vorliegenden Arbeit wird die Kopplung mit folgenden Annahmen betrachtet

e s wird die Kopplung eines diskreten Koppelpunkts des Fahrzeuges mit der kontinu-
ierlichen Struktur des Fahrwegs untersucht.

: :
Ly 7

e Das Fahrzeug bewegt sich auf einer vorgegebenen Bahn mit festgelegter Geschwin-
digkeit v.

e Eswird die Kopplung entlang der Oberfliche des Fahrwegs betrachtet (eine vollstin-
dige Kopplung im Raum kann durch analoges Einfiihren der z-Koordinate realisiert
werden).

Im Weiteren werden alle Bezugnahmen auf das Fahrzeug mit dem Index i, diejenigen zum Fahrweg
mit dem Index j gekennzeichnet. Zur Unterscheidung, welche Freiheitsgrade z, des Fahrzeugs mit
dem Fahrweg in Kontakt sind, werden neue Bezeichnungen eingefiihrt. Die n.; (Kontakt-) Frei-
heitsgrade z, des Fahrzeugs haben Kontakt zum Fahrweg, die restlichen 7.5 (System-) Freiheits-
grade z; des Fahrzeugs haben keinen Kontakt zum Fahrweg. Dabeti gilt natiirlich: n,=n_+n.,. Ana-
loges gilt fir die Fahrwegfreiheitsgrade w;,. Die n,; (Kontakt-)Freiheitsgrade w, des Fahrwegs
kommen wihrend der Uberfahrt in Kontakt mit dem Fahrzeug, die n,s (System-) Freiheitsgrade
w, des Fahrwegs haben keinen Kontakt zum Fahrzeug. Hier gilt: nj = iy + Ry
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1 1 -
4 2
v
I’ll = nzk /1 X2 Y ‘
Nebenbedingungen A : =
N i' Wk
= ’ w

Abbildung 4.1: verwendete Bezeichnungen bei der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion

Die Nebenbedingungen werden fur die Koppelpunkte des Fahrzeugs aufgestellt. Damit existieren
nzx Nebenbedingungen fir die n,; Kontaktpunkte des Fahrzeugs (n:x=n;) und auch n.; Kontakt-
krifte. Wihrend der Relativbewegung kommen die Kontaktpunkte des Fahrzeugs mit unterschied-
lich vielen Kontaktfreiheitsgraden des Fahrwegs in Berithrung. Die Position des Koppelpunktes
wird uber (Xz/ yx) beschrieben.

Die Kopplung beider Modelle erfolgt iiber die Nebenbedingung:
sz(t) = w(xzk’yzk’t) (41)

Abbildung 4.2: Durchsenkung des Fahrwegs

Die Ortskoordinaten x.x und y.; des Fahrzeugs sind dabei von der Fahrgeschwindigkeit und der
Zeit abhingig. Fur eine konstante Fahrgeschwindigkeit in x- und y- Richtung vy, v, gilt:

Xu(t)=v, t+x.,, yzk(t):"y't""J’k,o (4.2)

und damit fiir die Durchsenkung des Fahrzeugaufstandspunktes
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2 (1) = W, (v, 0, 4 (v,,,0), 7). (4.3)

Ist die Oberfliche der Fahrbahn diskretisiert, so kann die Diskretisierung auf die Nebenbedingung
Ubertragen werden:

200 = 3 Ay (s (0,74 (0) w, (). 4.4)

wk=1
A= Ansatzfunktion fir die Diskretisierung des Fahrwegs.

Dabei wird tber alle Freiheitsgrade wy summiert (jeweils Verdrehfreiheitsgrade und Verschiebungs-
freiheitsgrade), deren Einflussfliche die Bahn des Kontaktpunktes z; schneidet.

Richtiger wire hier anstatt der Ansatzfunktion 4,y die Einflussfunktion fir die entsprechende Kno-
tenschnittgroBBe zu verwenden. Die ist nach dem Prinzip von Miiller - Breslau identisch mit der
Einflussfunktion der Durchsenkung infolge einer Knotenweggrole. Da die genauen Einflussfunk-
tionen nicht immer bekannt sind, empfiehlt es sich die bereits zur Diskretisierung der Oberfliche
verwendeten Ansatzfunktionen zu verwenden. Die Beschreibung ist dann konsistent.

Die Berechnung der Durchsenkung des Fahrzeugaufstandpunktes nach (4.4) wird genauer, wenn
die zusitzliche Durchsenkung wy . infolge der Belastung im Inneren des Elements berticksichtigt
wird. Diese entspricht der Durchsenkung an einem volleingespannten Element. Dies soll an einem
zweidimensionalen Euler-Bernoulli Balkenelement verdeutlicht werden:

Xzk

zk ( j-zk)

i
e

1 (
Abbildung 4.3: Durchsenkung aus direkter Belastung

Diese Durchsenkung lautet:

I ACET NN E NN e
w, o (x,,t) = 35T {1 ( l j +3( l ] 3( l ﬂ 4.1)

Wkd(t)_z () - Czkzk zk(t)’yzk(t)) (4.5)

zk=1

Die Nichtberticksichtigung von wy 4 kann bei konstanter Elementierung des Fahrwegs eine harmo-
nische Anregung des Fahrzeugs verursachen und damit das Ergebnis verfalschen.
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Daneben tragen auch die auftretenden Trigheitskrifte zu einer zusitzlichen Verformung wy, bei.
Dieser Anteil ist jedoch gering und kann i.d.R. vernachlissigt werden.

Eine Rauheit r der Fahrbahn unter dem k-ten Kontaktpunkt 74(?) kann einfach in die Nebenbedin-
gung integriert werden. Die Nebenbedingung g lautet dann:

g: z,(t) - ZAWk X (0,9, (0) w(t) - Zszm Corne (0. y,(0) = 1,()=0.  (46)

wk=1 zk=1

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus den erweiterten Hamiltonschen Gleichungen

J. 5Th +Wh,virtt +Vth1rta +5T +VVtv1rt1 +VVtv1rta + J‘a/lgdr—l_ J‘ﬂ‘égdr dt:O
to T T
und (4.6).

Unter Verwendung der Eulerschen Gleichungen ergeben sich die Bewegungsgleichungen zu:

> ) oW, &
i aL(Z,) _ aL(Z,) i,nc Z le agzk l — 1’2’. . .,nz (4'7)
dt\ oz, 0z,

d (aL(wj )J Ca(w,) (sWJ o m 8ng
dt

: + D Ay j=12,--,n,
oW, ow, Wi =l :

Tk i

z () = zAwk x,; (1), yzk(t) w () + z 4@ - Cy zk( X, (2), yzk(t)) +1,(2) zk=12,---,n,

wk=1 zk=1

J
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5 Stabilititsanalyse der Zeitintegration dif-
ferentiell-algebraischer strukturdynami-
scher Systeme

5.1 Uberblick, Zieldefinition

In diesem Kapitel wird die Zeitintegration von strukturdynamischen Systemen untersucht. Struk-
turdynamische Systeme unterscheiden sich in ihrer Charakteristik von anderen dynamischen Syste-
men wie z.B. Mehrkorpersystemen. Thre Zeitintegration erfordert Verfahren, die auf ihre speziellen
Eigenheiten zugeschnitten sind (Kapitel 5.2).

Auch die Zeitintegration differentiell-algebraischer Systeme bereitet gréere Probleme im Vergleich
zu gewohnlichen Differentialgleichungen. Es kénnen sowohl Stérungen in den Berechnungsergeb-
nisse wie auch Instabilititen auftreten.

Beispiel:

Die Zeitintegration des dargestellten Einmassenschwingers in seiner differentiell-algebraischen Formmulierung mit dem
Newmark - B Verfabren (f=%, y="2) zeigt einen (schwach) instabilen und von Stirungen iiberlagerten 1 erlanf
der dynamischen Radlast P. Dies ist erstauntich, da das Newmark-3 1V erfabren (=%, y="2) fiir gewohnliche
Differentialgleichungen unbedingt stabil ist.

%mm
] *

%é(lj = V(f) 0 0.‘1 t [s] 0.‘2 0.3

x 10

P()

P [N]

t[s]

I ISR = SR N

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Abbildung 5.1: Einmassenschwinger unter Anregung r(%) und berechnete dynamische Radlast P
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In diesem Kapitel wird zunachst die Stabilitit der Zeitintegration mit dem Ziel, Stabilititskriterien
herzuleiten, untersucht. Dartiber hinaus sollen die bei der Zeitintegration auftretenden Effekte wie
die hochfrequenten Stérungen sowie die Wirkung der Indexreduktion geklirt werden. Dies wird fiir
Systeme mit Index 3, 2 und / durchgefiihrt.

Bei Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen kann aufgrund deren modaler Entkoppelbar-
keit die Stabilititsanalyse an einem Einmassenschwinger durchgefithrt werden. Im Gegensatz dazu
sind differentiell-algebraische Gleichungssysteme praktisch nicht mehr tiber die reellen Eigenwerte
modal entkoppelbar [Lutzenberger 2002]. Mégliche Entkopplungen iiber eine Transformations-
matrix [Cardona, Géradin 1989], [Farhat, Crivelli, Geradin 1995] und [Lutzenberger 2002] sind nur
auf ungedampfte Systeme anwendbar. Um Stabilititskriterien fiir DAE herzuleiten wird deshalb in
diesem Kapitel ein anderer Weg beschritten. Es wird eine matrizielle Darstellung differentiell - al-
gebraischer Systeme mit Nebenbedingungen am Systemrand verwendet (Kapitel 5.3.1). Das Vorge-
hen bei der Stabilitdtsanalyse wird im Kapitel 5.3.2 gezeigt.

Die Analyse der Zeitintegration eines differentiell algebraischen Systems mit Nebenbedingungen
am Systemrand erfolgt im Kapitel 5.4. Dabei wird nach dem Index der Systeme unterschieden.

Systeme mit Nebenbedingungen im Inneren (gekoppelte Systeme) haben eine andere Struktur des
Gleichungssystems. Dies wird in Kapitel 5.5 untersucht.

5.2 Strukturdynamische Integrationsverfahren

5.2.1 Allgemeine Anforderungen

Als strukturdynamische Systeme werden alle Systeme bezeichnet, bei denen die Ermittlung der
Spannungen und der Deformationen (dynamische Antwort) infolge beliebiger dynamischer Lasten
im Vordergrund steht.

Strukturdynamische Systeme besitzen im Allgemeinen sehr viele Freiheitsgrade, weswegen der nu-
merische Aufwand zur Losung naturgemil3 hoch ist. Die Beschreibung und Losung ortsdiskreter
Systeme erfolgt i.d.R. iber Differentialgleichungen 2. Ordnung. Wird die Differentialgleichung 2.
Ordnung auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung transformiert, so verdoppelt sich die Anzahl
der Unbekannten und der Aufwand zur numerischen Losung steigt stark an. Integrationsverfahren,
welche die Differentialgleichung zweiter Ordnung integrieren, sind deshalb zu bevorzugen.

Implizite Gleichungen bedingen einen hoheren Losungsaufwand als explizite Gleichungen. Nach
dem Theorem von Dahlquist sind nur implizite Zeitintegrationsverfahren in der Klasse der linearen
Mehrschrittverfahren unbedingt stabil. Im Gleichungssystem sollte kein weiterer Satz impliziter
Gleichungen mehr vorhanden sein, da dieser den Aufwand wegen des erforderlichen Zwischen-
speicherns sowie der notwendigen Matrizenoperationen erhéhen wirde.
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Oft sind die Charakteristiken der Struktur unbekannt oder nicht genau bestimmbar. So kann der E-
Modul der Betonfahrbahn einer Briicke in einem breiten Bereich streuen. Auch kann er tber die
Linge der Fahrbahn variieren. Dies bedeutet dass mit Unsicherheiten behaftete Parameter anstatt
der genauen Werte (solange keine stochastischen Verfahren zum Einsatz kommen [Gehrmann
2001]) verwendet werden mussen. Daneben sind strukturelle Details oft unbekannt. Auch sind die
hohen Figenwerte oft physikalisch nicht richtig abbildbar (z.B. bei einer FE - Diskretisierung, bei
der hohe Figenformen iber das gewihlte Raster nicht mehr richtig abgebildet werden kénnen).
Diese Faktoren begrenzen die Berechnungsgenauigkeit stark.

Seitens der Berechnungsmethodik sind Methoden mit der Genauigkeit 2. Ordnung Methoden der
Genauigkeit 1. Ordnung tberlegen. Unbedingt stabile Mehrschrittmethoden mit der Genauigkeit 3.
Ordnung existieren nach Dahlquist’s Theorem nicht. Deshalb wird die Verwendung von Methoden
mit der Genauigkeit 2. Ordnung empfohlen.

Aufgrund der vielen Freiheitsgrade haben diese Systeme Eigenwerte von niedrigen bis hin zu sehr
hohen Frequenzen. Strukturdynamische Systeme konnen deshalb als steife Systeme charakterisiert
werden. Infolge der Modellungenauigkeiten sind speziell die hohen Eigenwerte ungenau berechen-
bar. Auch ist oft nur die Systemantwort im unteren Frequenzbereich von Interesse. Bedingt stabile
Algorithmen miissen aus Griinden der Stabilitit jedoch auf die héchste auftretende Frequenz abge-
stimmt werden, was zu kleinen Zeitschrittgroen und einem hohen Rechenaufwand fithrt. Dies
spricht fir die Verwendung von unbedingt stabilen (impliziten) Integrationsverfahren.

Die Systemantwort im hohen Frequenzbereich kann aufgrund der obigen Grunde nicht mehr ge-
nau berechnet werden. Daneben kénnen zusitzlich hochfrequente Stérungen bei nichtlinearen und
bei differentiell-algebraischen Systemen auftreten. Eine steuerbare Dissipation hoher Frequenzen
diampft die unerwinschten Anteile hoher Frequenzen aus der Antwort heraus.

Bei nicht selbst startenden Verfahren wird ein zusatzliches Verfahren zur Gewinnung der Startwer-
te bendtigt. Dies muss ebenfalls analysiert werden, ob es selbst oder in Interaktion mit dem eigent-
lichen Verfahren stabil ist. Daneben erhoht ein zusitzliches Verfahren den Programmieraufwand.
Da nicht selbst startende Verfahren Werte von mehr als 2 Zeitpunkten bendtigen, erhéht dies den
Aufwand an zwischenzuspeichernden Daten.

Danach sollte ein Zeitschrittalgorithmus folgende Eigenschaften erfiillen [Hughes 2000]:
e Integration der Differentialgleichung 2. Ordnung
e Maximal ein Satz impliziter Gleichungen je Zeitschritt
e Genauigkeit 2. Ordnung
e Unbedingte spektrale Stabilitit bei linearen Berechnungen.
e Steuerbare numerische Dissipation hoher Frequenzen

e Selbst startend, d.h. es wird kein anderes Verfahren zur Gewinnung der Startwerte
benotigt.
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5.2.2 Zeitintegrationsverfahren fiir gew6hnliche Differentialgleichungen

Bekannte strukturdynamische Integrationsverfahren sind: Das Generalized - « Verfahren [Chung,
Hulbert 1993], das Newmark Verfahren [Newmark 1959], das Hilber-Hughes-Taylor-& Verfahren
[Hilber, Hughes, Taylor 1977], das Wood-Bossak-Zienkiewicz-o. (WBZ-a) [Wood, Bossak, Zien-
kiewicz 1980], das Houbolt Verfahren, das Verfahren nach Park und die Wilson-® Methode.

Eine Zusammenstellung strukturdynamischer Integrationsverfahren findet sich in sich [Bathe 1980]
und [Hughes 2000]. Ein modernes Verfahren mit ausgezeichneten Eigenschaften ist das Generali-
zed - a Verfahren. Es besitzt den zusitzlichen Vorteil, dass mehrere andere Verfahren daraus abge-
leitet werden kénnen. Das Newmark Verfahren z.B. wird iber ¢y = o, =0 erhalten.

5.2.2.1 Generalized-o Verfahren

Das Generalized-a Verfahren integriert die Bewegungsgleichung 2. Ordnung. Die unbekannten
VerformungsgroBen zum Zeitpunkt 1+Af werden unter Annahme eines Beschleunigungsverlaufs
tber eine Gleichgewichtsbetrachtung ermittelt.

Durch die Wahl eines Beschleunigungsverlaufs w(f) konnen die Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen am Ende eines Zeitschritts (W,, ,,,W,,,,) durch die Startwerte am Beginn des Zeit-
schritts (w,,w,) und einen integralen Ausdruck ermittelt werden. Das Vorgehen beim
Generalized-o Verfahren ist dabei identisch dem Verfahren nach Newmark:

WHA; = (Wt+At _Wz)K6 - Wt Ky — ‘;{}t Ks (51)
thrAt = (Wt+At _Wt)Kl - Wt Ky, — wt K3 (52)
mit: K :% K, :L Ky :L_l
At At 2/
K4=1— Ksz—yAt—At K6:—7 .
B 2p Atp

Das Gleichgewicht wird innerhalb des Zeitschrittes formuliert. Dabei wird eine Linearkombination
aus Anfangs- und Endzustand der jeweiligen GroBe verwendet. Fur die Beschleunigungen wird
dafiir der Faktor o, fiir die restlichen Gro3en der Faktor gy verwendet:

M [(1 =) Wp tQ, Wt] +C l(l - af)wHAt ta, th +

5.3
+ 5 [(1 - a_f)wt+At ta,w = (1- af)Et+At ta, P, -9

Als einzige Unbekannte verbleibt wy+ 4. Das Gleichungssystem kann nach wy+ 4 aufgelost werden:
él Weear :éz Wi +é3 W, +é4 W, +és (5‘ 4’)

kK (1-a,)+Cx (l—af)+5(l—af)
K (1-a,)+Cx (l—a/.)—éa/

K,(1-a,)+C(x,~a, -k, a,)
(x

I
A EH R

A,
A,
mit: A
=3
A,

3~ &, —K; am)+£’f5 (l_af)
A =

25 1+At (1 - C{./-)-i-Et 0.’./-
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Fir das Generalized-o Verfahren mit optimalen Figenschaften (Genauigkeit 2. Ordnung) lautet die
Stabilitdtsbedingung bei der Integration gewohnlicher Differentialgleichungen nach [Chung, Hul-
bert 1993]:

0<p, <1 (5.5)

P entspricht dabei dem spektralen Radius bei unendlich hohen Frequenzen. Die weiteren Parame-
ter ergeben sich aus P zu:

’ 2p, -1 1 1
a, =L a,=P=""  p-= JU-a,ra)  y=cayta (56)

P+l opetl

Die Stabilitatskriterien des Newmark-£ Verfahrens sind:
y > 0.5 und B> 025 (y+0.5) (5.7)

Anmerkung 1: [Rappolder 2001] untersucht den optimalen spektralen Radius in Abhingigkeit der
physikalischen Dimpfung. Fur strukturdynamische Modelle lassen sich fur A#7<0.] mit
0.62< p,, <0.82 hervorragende Ergebnisse erzielen. A/T<0.1 ergibt sich dabei aus der Forderung,
dass die grofite vorkommende Eigenfrequenz (kleinste Periodendauer 7) durch 10 Zeitschritte ab-
getastet wird. Mit p, <0.82 (y =0.6) besitzt Generalized-a praktisch keine numerische Dimpfung,.
Die Periodenverlingerung ist minimal und praktisch genau so grof3 wie bei der Trapezregel (Ver-
fahren mit kleinsten Fehler). Bei physikalisch gedimpften Modellen kann das Generalized-o. Ver-
fahren sogar genauere Ergebnisse als die Trapezregel liefern.

Anmerkung 2: Die Stabilititstiberlegung des Generalized-a Verfahrens begriindet sich auf Basis
des spektralen Radius p. Dieser entspricht dem maximalen Eigenwert 4; der VergroBerungsmatrix

A p= max{| A, | } Damit ein Zeitintegrationsverfahren unbedingt stabil ist, muss der spektrale
Radius p <1 sein. Im Falle mehrfacher Eigenwerte gilt einschrinkend: p <1.

Die VergroBerungsmatrix des Generalized-a Verfahrens besitzt im ungeddmpften Fall die beiden
komplex konjugierten Figenwerte 4, = a*ib sowie den Figenwert A;. Bei freier Verschiebbat-

keit (k=0) gilt fur die Petiodendauer der Bewegung: 7—00 und damit Q2 = A#/T = 0. In diesem
Fall lautet die Vergréflerungsmatrix:

i 0.50 (p,_— 1.)p, |
1.
(p,—2)(p,+1.)
0.50 (p, — 1.)
O. 1. fz
A= P ™ (5.8)
2.p, - 1.
0. 0 o n

mit den Eigenwerten: 4;, = I, 4> = 1 und 43 = (2pe-1)/(pe-2). Damit liegt fiir 2=0 der doppelte
Eigenwert A; = A;=1 vor. Mit der freien physikalischen Verschiebungsméglichkeit des Systems
wird die Zeitintegration (schwach) instabil.

Fur >0 sind die beiden Eigenwerte 47, komplex konjugiert. Damit treten keine doppelten Eigen-
werte auf. Die Zeitintegration bleibt stabil. Eigenwerte mit 7—0 werden im Folgenden nicht mehr
betrachtet.
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5.2.3 Zeitintegrationsverfahren fiir differentiell-algebraische Systeme

Die meisten Losungsverfahren existieren fur differentiell-algebraische Systeme 1. Ordnung. Einen
Uberblick tber Losungstechniken geben z.B. [Hairer, Wanner 2002], [Brenan, Campbell, Petzold
1989] und [Rentrop, Strehmel, Weiner 1996]. Fir strukturdynamische Problemstellungen ist die
direkte Integration der DAE 2. Ordnung aufgrund der hohen Anzahl an Freiheitsgraden vorzuzie-
hen. Fine Transformation auf die DAE 1. Ordnung verdoppelt die Anzahl der Unbekannten und
erhéht damit den Rechenaufwand betrichtlich. Fir DAE 2. Ordnung sind bisher nur wenige Un-
tersuchungen vorhanden:

[Cardona, Geradin 2000] untersuchen die Zeitintegration ungedimpfter Index 3 Systeme mit dem
Generalized-a Verfahren. Sie zeigen, dass das Verhalten des Algorithmus bei unendlich hohen
Frequenzen eine entscheidende Rolle fiir die Qualitit der numerischen Losung spielt und leiten ein
Stabilititskriterium fiir ungedimpfte Systeme her. Bei der Zeitintegration treten die Stérungen in
der Losung nach wie vor auf. Der Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass die auftreten-
den Storungen aufgrund der numerischen Dampfung des Verfahrens abklingen.

Eine weitere Moglichkeit besteht in der Transformation der algebraischen Differentialgleichung auf
die zugrunde liegende Differentialgleichung. Unter Verwendung der Nebenbedingung auf Be-
schleunigungsebene kann die algebraische Differentialgleichung auf ihre zugrunde liegende ge-
wohnliche Differentialgleichung transformiert werden. Hier sind die Lagrangeschen Parameter
nicht mehr enthalten. Auf die zugrunde liegende Differentialgleichung kann jede numerische Integ-
rationstechnik angewandt werden. Da die Beschleunigungsnebenbedingungen und nicht die La-
genebenbedingungen in die Formulierung eingehen, ergibt sich ein Abdriften der numerischen Lo-
sung. Deshalb wird die numerische Losung auf die Lagemannigfaltigkeit projiziert. Das sich erge-
bende Gleichungssystem kann tber eine Newton-Iteration gelost werden [Yen, Petzold, Raha
1996].

In [Lutzenberger 2002] werden Stabilititskriterien fiir die Zeitintegration ungedampfter Index 3
und Index / Systeme bei Zeitintegration mit dem Generalized-a Verfahren hergeleitet. Es wird
gezeigt, dass der Index der DAE durch das Einfiihren einer steifen, zwischengeschalteten Feder
auf den Wert / reduziert werden kann. Das Abdriften ist dabei minimal. Diese Indexreduktions-
technik und die Indexreduktion durch Differentiation der Nebenbedingung werden verglichen
und es wird gezeigt, dass beide sinnvoll fir strukturdynamische Probleme angewendet werden
kénnen.
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5.3 Vorgehensweise

5.3.1 Differentiell-algebraische Formulierung

Im Folgenden wird ein viskos geddmpftes differentiell-algebraischen System mit einer Nebenbe-
dingung am Rand betrachtet. Damit kann die Wirkungsweise dieser Nebenbedingung prinzipiell
untersucht werden. Die vorgestellten Uberlegungen kénnen auf Systeme mit mehreren Nebenbe-
dingungen analog tibertragen werden. Fur Systeme mit inneren Nebenbedingungen sind weitere
Uberlegungen notwendig. Diese werden in Kapitel 5.5 gezeigt.

Bei der Formulierung des Systems werden die Freiheitsgrade getrennt. Der Koppelpunkt wird, se-
parat von den tbrigen Systemkoordinaten z, tiber den Freiheitsgrad z; beschrieben. 7, ¢, und £,
bezeichnen die zum Freiheitsgrad z; gehorige skalare Masse, Dimpfung und Steifigkeit. Der Frei-
heitsgrad z; ist Gber die Vektoren m, ¢ und k an die Freiheitsgrade des Systems z, gekoppelt. M,
C und K bezeichnen die Massenmatrix, die Dampfungsmatrix und die Steifigkeitsmatrix des dy-
namischen Systems. Der Lagrangesche Parameter 4 entspricht der Koppelkraft P. Die angreifenden

Lasten werden mit F, eine Rauheitsfunktion in der Nebenbedingung mir r bezeichnet.

Die allgemeine differentiell algebraische Beschreibung lautet wie folgt:

M -m 0 |z C -c¢c 0 |z K -k 0 |/z] [F
-m'"  m, 0 [Ri g+ -¢ ¢ 0 [z i+ -k k1 [z +=404(5.9)
o’ 0 0 ||lP 0’ 0o 0 ||P 0’ 1 o0 ||P r
M w+C w+K w=P_ (5.10)

—ges — —=ges — —=ges — —&es

Das Gleichungssystem (5.9) enthilt matrizielle (M, C und K), vektorielle (c, k und m) und skala-
re (m, , ¢, &,) GroBen. Die folgende Abbildung skizziert das den Untersuchungen zugrunde liegen-

de Modell:

- - Freiheitsgrade Masse,

',,,-"’ \F 1:2';‘\.\. Dimpfung,
Steifigkeit

)EJE

3
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8
X
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&
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— —
Ful3punkt Z m,.c,.k,

Kontaktkraft P P
Abbildung 5.2: Differentiell-algebraisches Modell
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Die Freiheitsgrade haben eine unterschiedliche physikalische Bedeutung. Damit im Gleichungssys-
tem lediglich Verschiebungsgrofen auftreten, wird anstatt der Kraft P die Verschiebung w, = P/ 4,
eingeftihrt. Da die Kraft P und die Verschiebungen z, und g, von stark unterschiedlicher Gro3en-
ordnung sind, ist es sinnvoll dies durch die Wahl von £, auszugleichen, um so ein gut konditionier-
tes Gleichungssystem zu erhalten. £, kann aus dem Quotient von erwarteter Koppelkraft und den
Verschiebungen abgeschitzt werden (2.B. £,=7 10° - 1 10°).

Beispiel: Die gewdiblte Darstellung soll an einem Zweimassenschwinger anschanlich dargestellt werden. Dessen
Bewegungsdifferentialgleichung lantet:

m, 1»
i

/éll [0

m, 0 |[Z c, -c, ||z k, -k, ||z 0

+ + =
”, T 0 m, ||Z, -c, c¢,+c, |z -k, k,+k, ||z 0
2 (5.11)

él{ 6‘//1
m

Abbildung 5.3: dynamisches Modell des Zweimassenschwingers und dessen Differentialgleichung

Die Einfihrung der Freiheitsgrade z, fir die FuBlpunktverschiebung und P fir die Koppelkraft
fithrt mittels der algebraischen Nebenbedingung (3, =0) auf ein differentiell-algebraisches System.

m, -, m, 0 0 OffZ c, -c, 0 0]|z k, -k, 0 0}z
T 0 m 0 0}z N T +c, —c, O||z,| |-k, k,+k, -k, 0f|z, 0
0 0 m, 0]z 0 -c, ¢, 0}z 0 -k, k, 1|z, | ~
ko € 0 0 0 ojlP] | O 0 0o ojlP 0 0 1 ojlp
(5.12)
Unter Verwendung von M,C und K, dem Vektor der Systemfreiheits-
e T = grade z und den Vektoren ¢ und k kann (5.12) geschrieben werden als:
ku Cu M 0 0Z C -c 0z K -k 0}z
0 m, ORZ t+-¢ ¢, Ofz t+|-kK' k k,[{z, ;=0
0 0 O0]\w 0 0]\ wp 0 1 0 ||w

Zi(t)=r(t)=0

-8

Abbildung 5.4: Erweiterung des dynamischen Modells in differentiell-algebraischer Formulierung.
Detaillierte und symbolische Schreibweise
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5.3.2 Stabilititsanalyse

Die Stabilititsuntersuchung wird anhand des Generalized-a. Verfahrens durchgefiihrt. Die Glei-
chung (5.9) wir nun mit dem Generalized-a. Verfahren diskretisiert und so umgeformt, dass auf der
linken Gleichungsseite die ZeitschrittgroBen X,,,, am Ende des Zeitintervalls und auf der rechten
Gleichungsseite die ZeitschrittgroBen X, am Beginn des Zeitintervalls stehen Die VergroBerungs-
matrix bestimmt dann die Anderung der GroBen X von einem Zeitschritt zu niachsten.

w
= AX, X=| At w (5.13)
At W

X

2+ At

Die Stabilitit eines Zeitschrittverfahrens kann anhand der Vergroflerungsmatrix A beurteilt wer-
den. Aus der Vergro3erungsmatrix werden die Eigenwerte bestimmt. Besitzt die Vergroflerungsma-
tix Eigenwerte 4; >1, so wichst zumindest ein Teil der ZeitschrittgroBen von Zeitschritt zu Zeit-
schritt an. Das allgemeine Stabilititskriterium wird tber den spektralen Radius p formuliert

p=max{|2,|} (5.14)

Der spektrale Radius p entspricht dem maximalen Betrag aller Eigenwerte 4; der VergroBerungs-
matrix A . Die Zeitintegration wird als stabil bezeichnet, falls gilt:

p <1 Yt fiir einfache Eigenwerte .15
p <1 Yt fiirmehrfache Eigenwerte . '

Diese Stabilitidtsbedingung wird zur Herleitung von Stabilititskriterien verendet

Die Interpretation der bei numerischen Berechnungen auftretenden Effekte ist anhand des Genera-
lized-o. Verfahrens aufgrund der vielen Parameter des Verfahrens schwierig und soll deswegen an-
hand eines einfacheren Verfahrens erfolgen. Das einfachste der aus dem Generalized-o Verfahren
ableitbaren Verfahren ist das Newmark-f3 Verfahren mit f=% und y =/. Es wird lediglich tber
zwei Parametern beschrieben, was die Interpretation der Ergebnisse vereinfacht. Da beide Verfah-
ren eng verwandt sind, kann damit auf auftretende Effekte beim Generalized-oo Verfahren ge-
schlossen werden.

5.4 Stabilititsuntersuchung

Der Index mechanischer Systeme kann 3, 2 oder  betragen und kann durch die Differentiation der
Nebenbedingung, die sog. Indexreduktion, reduziert werden. Deshalb kénnen sechs differentiell -
algebraische Systeme unterschieden werden:
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e Index 3 System,
e Index 3 System, indexreduziert auf Index 2,
e Index 3 System, indexreduziert auf Index 1,
e Index 2 System,
e Index 2 System, indexreduziert auf Index /,

e Index / System.
5.4.1 Index 3 Systeme

5.4.1.1 Stabilititsanalyse der Zeitintegration

Gleichungssystem (5.10) entspricht bereits einem Index 3 System. Die Diskretisierung ergibt:

ZlerA[ Zs; ZS[ ZStJrAt
Zkt+Az = Z'kt + (1_7) Zkt +)’ 2kt+At At (516)
WP,[+A[ WP,[ WP:[_ WP:I‘+A[
=St+At ZS[ ZS[ 1 Zs; Z=si+Ar
_ . . . 2
Zroa || Ze |t| Z |AL (E_ﬁj Z |FB| Zin | |A (5.17)
Weraar Wp., _WP,t _WP,t _WP,HAz
;St+At ;St ;St+At ;St ;St+At ZSt
|\=I|ges (1-a,) %,., [+, Z, +P=(gm (l—af) Zon |TO| 2, +gges (l—af) Zean [T | 2, =0(5.18)
Wi We, L Wi We, L Weia We,

Die Untersuchung der Stabilitit erfolgt anhand der homogenen Differentialgleichung. Zunichst
werden die Formeln (5.16) - (5.18) umgeformt.

IN

At
At?

IN: IN-
]

N
=~

Xt+At = élt mit l =| At z, (5.19)

2 ..
At Z,

At W,
2
A" W, |
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Die Vergroflerungsmatrix A lautet:

é =
C, C,/At C,/Af Co, Cu/ar C,/A? 0 (1] 0
(CI—E)KGAt (C2K6—£K‘4) (C3K6—£K‘5)/At CiorsAt Cyxg Cprg/At 0 0 0
(C1 —Z)Kl Ar? (C2 K — Ik, )At (C3 K, —11(3) Ciok A’ CixAr Cpx 0 0 0
a
0’ 0’ 0’ f 0 0 0 0 0
af -1
OT oT oT /4 ﬁ_y 2ﬂ_7/ 0 0 0
- N - (@, =Dp p 2p
o’ o’ (A S U
(@, =Dp B 2p
C. C,/Al C, /A C, CulM Cyia? -0 0
4 B-y 2B~y
Y Cy ks C, K/ A CiykAt  Cuke  Ciskgl At @ D P 27 (5.20)
1 -1 28-1
&KIA[Z &KlAt &K’l Cis K‘lAtz Cy, KAt Cisk, m ; 7
Mit:
_ -1
21 - (W=dt1,1) 1/=Vl,1

_ -1
gz N (W=dt1,1) dw

EN

_ -1
£3 B (W=dt1,1) ddw

— 11

Cs= (—ak, (-wdt,, C +w,))
r)kp
1

Co = U—a )k, (-wdt,, C, +dw,))
srrp
1

¢, = m (~wdt,, C, +ddw,,)
r)kp

-1 ar
Cy = (Wdtl 1) _W_dtl,z TWi,
=1L a; -1

Ch= (W=dt1’1)71 dw,,
Cp= (W=dt1)1)71dd_wl,2
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1

13

ar
—wdt ) Ciy — wdty) , ———— + W,
(a, -1

- (I-a;)kp
1
Cy = m (_W_dtz,l Ci+ sz,z)
Cis = S (_ wdt,  C, + dsz,z)
{ _a/')kp

w=dtL1 =M (x,—x,a,) + g (kg—Kg,)+ K (I-a,)
W_dtl,z =-m (kK —K a,) —c(Ks—K af) -k (l_af)
wdty, =-m' (K,-K@,) - ¢ (Kg—Kea,)—k' (1-a,)

wdt,, = m, (k,—K, 0, )+ c, (K6—K60!f)+ k, (l—af)

v, :£(Kl_Klam)+£(K6_K6af)_£af

1
w, =-m(k-Ka,)-c(kg—kea,)+ka,

T T T
Wy =—m (kK —Kky@,)—¢ (Ké_’f6af')+k ay

Wy, =m, (K—Ka,)+c, (kg—kea,) =k, a,

aw =M (k,-Kx,a,)+ C(k,—Kk,0,—a;)
dw,, =—m(k,—K,a,) —c(k,—K;a,—a;)

T T
dw,, =—m (k,—k,a,)—c¢ (Ky—K,0,—a,)

dw,, = m, (k,—Kk,a,) + ¢, (k,—k,0a,—a,)

@1’1 = g (KS —K;a, _am) + g (KS —Ks af)
ddw, , =-m (k;—Kky @, —,) — ¢ (ks—Ksa,)

T T
ddw,, =-m (Ky;—-Kkya,—a,)—c (Ks—KsQ;)

ddw,, = m, (k;—Kkya,—a,) +c, (Ks—Ksa )

Die Elemente A ,;-A;; von A sind selbst Matrizen, die Elemente A, -A;, und A,;-A,; stellen
Vektoren dar. Alle restlichen Elemente sind skalare Grof3en.

Die VergroBerungsmatrix kann durch Zusammenfassen der Untermatrizen in folgende vereinfach-
te Form gebracht werden:

z8,z8 —zs,zk

(5.21)

—zk,zk

1>

I
> 1o 13>
(b-NT=NT=)

P,zs —=P,zk
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Die Elemente A ,;-A ;; bilden dabei die Untermatrix A .. A, gibt an, wie die Freiheitsgrade
des Systems im neuen Zeitschritt z ., von den Werten im letzten Zeitschritt z,, abhingen. Die
Vergroflerungsmatrix, die sich durch die Diskretisierung der gewohnlichen Differentialgleichung
ergibt, ist damit identisch mit A

== 78,28°

Zur Stabilititsanalyse sind zunichst die Eigenwerte der Vergroflerungsmatrix zu bestimmen. Auf-
grund der Struktur von A setzen sich die Eigenwerte EIV(A ) wie folgt zusammen:

EW(A)=EW(A, ), EW(A, ). EW(A, ) 522

Damit eine stabile Zeitintegration moglich ist, mussen die Eigenwerte aller Untermatrizen das
Stabilitatskriterium (5.15) erfllen.

Fir A . ist dies durch die Einhaltung des Stabilitatskriteriums fir gewohnliche Differentialglei-

= 78,28

chungen gegeben. Fur alle Eigenwerte /; gilt: [4;| <I, doppelte Eigenwerte treten nicht auf.
0<p, <1 (5.23)

Damit sind noch die Eigenwerte von A ., und A ;; zu betrachten. Diese sind:

A o=d, =
af—l
o C4B-2y—144/144)> — 168+ 4y
2 T s T
4p
4B-2y—1-41+4)>—168+4
PR i JI+47" 165 +4y (5.24)

45

Werden weiter die Anforderungen gestellt, dass das Generalized-o. Verfahren die Genauigkeit 2.
Ordnung, eine maximale Dampfung hoher Frequenzen sowie eine minimale Dimpfung niedriger
Frequenzen besitzt (5.6), lassen sich die Eigenwerte umformen zu:

M=, == =4 =4 =—p,. (5.25)
Die sich daraus ergebende Stabilititsbedingung fiir die Untermatrizen A, , und A p
0<p, <1 (5.20)

ist strenger als die Stabilititsbedingung fiir die Untermatrix A ,, und gewihrleistet damit die stabile
Zeitintegration des differentiell-algebraischen Index 3 Systems.

Damit verbietet sich im Vergleich zu gewohnlichen Differentialgleichungen der nichtdissipative Fall

(0= 1).
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Es ergeben sich die gleichen Stabilititsanforderungen wie fiir ungeddmpfte differentiell-algebraische
Systeme mit Index 3 ([Lutzenberger 2002]).

Im Falle mehrerer Nebenbedingungen erweitert sich die Vergrof3erungsmatrix je Nebenbedingung
um die Dimension 6. Die Eigenwerte A; - g treten n - fach auf. Dies dndert nichts an den Stabili-
tatskriterien.

5.4.1.2 Analyse auftretender Effekte

Zur Analyse der auftretenden Effekte wird das Newmatk-B Verfahren mit =% und y =% ver-
wendet. Da dieses Verfahren nur tGber die beiden Parameter fund p beschrieben wird (a=0, a,=0)
ist hier die VergroBBerungsmatrix iibersichtlicher als bei den anderen Verfahren. Dieses Verfahren
besitzt zwar den spektralen Radius p., = I und ist deswegen fiir Index 3 Probleme instabil. Jedoch
spielt dies zur Interpretation der auftretenden Effekte keine Rolle. Aufbauend auf den hier gewon-
nenen Erkenntnissen lassen sich auch die Effekte bei der Integration mit dem Generalized-o. Ver-
fahren erkliren. Bei Einhaltung der Stabilititskriterien werden die Berechnungsergebnisse dann
stabil und auftretende Storfrequenzen werden gedampft.

Die VergroBerungsmatrix A lautet fiir das Newmark-f3 Verfahren:

A=
I c C,/At &/Aﬁ Co Cy/Ar Cy/a’ 0 0 0 ]
(&—EK‘GAt (721(6—11(4) (&z%—ycsj/m CorsAt Cyxg Cpxg/At 0 0 0
&—1)1{1 AP (721(1 — Ik, JAt (&K‘l —11(3) Cio A CixAt Cpx 0 0 0
o’ o’ 0’ 0 0 0 0 0 0 5.27)
0’ 0’ 0’ 2 -1 0 0 0 0
o’ o’ 0’ —4 —4 -1 0 0 0
[ C,/Al C,/As? C, Cu,/At Cg/A* 0 0 0
Csre At Cyxs C,xq/ At CixeAt Cyuky Ciskg/At =2 -1 0
&K]Alz C, kAt C,x, CumA® CuxAt  Csx, -4 -4 -1

Betrachtet man die Struktur von A, so ist gut zu erkennen, dass der Vektor

|_zk V-7 Jnach n Zeitschritten nur von |_sz Zio 2k oJ abhingt. [den,O Pyo den,OJ\me auch

|_Zs o Zso Zs OJ haben keinen Einfluss.

Um die Ausbreitung von Stérungen zu untersuchen ist es notwendig, die 7 - te Potenz der Matrix
A zu bestimmen.

—zk,zk

=A "z (5.28)
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Die Matrix ézk S besitzt den doppelten Eigenwert 43 3=-1. und ist daher nicht diagonalisierbat.

Die n - te Potenz der Matrix A kann tiber die Jordansche Normalform J berechnet werden.

A, ,=PJP undA "=PJ'P (5.29)
0 0 0 1 0
mit J=/0 -1 1|, P=[-2 0 2
loo0 -1 4 -8 -4
Damit ist:
0 0 0
n n -1 n n
A B E = 2(-1) (-1) 0 (5.30)
8n(-1)"—4(-1)" 4n(-1)" (-1)"
Zp no Zian und Z, - ergeben sich zu:
Zjuas = 0 (5.31)
Ziaw = (1) 2 (5-32)
B = An(-)" 0 (1) 5 (5.33)

Daraus lisst sich etkennen, dass:

ez tiir ein homogenes System zu Null wird (im inhomogenen Fall ergibt sich zx aus
der Anregung r, im aktuellen Zeitschritt). z; besitzt kein Gedichtnis. Jeder Wert
von zj ist im ndchsten Zeitschritt bereits vergessen. zj ist stabil und frei von St6-
rungen.

e die FuBBpunktgeschwindigkeit z, zeigt Oszillationen, indem sie in jedem Zeit-
schritt das Vorzeichen wechselt. Die Berechnung von Z, ist stabil, da z, begrenzt
ist.

e die FuB3punkbeschleunigung Z, zeigt sowohl Oszillationen wie auch eine schwa-

che Instabilitit aufgrund des Summanden n(-1)".

Die negativen Werte der VergroBerungsmatrix auf der Hauptdiagonalen bewirken ein Alternieren
der Zeitschrittgroflen von einem Zeitschritt zum nichsten. Dies bewirkt die hochfrequenten St6-
rungen in der Systemantwort.
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Die GroBen2g, ,,, 25, und Z

und Z, abhingig. Dabei gilt:

sind sowohl von Z,,, Z,, und Z,, wic auch von z, Z,

=S (+At —=St> =8¢

z,,., C, C, /At C,/Ar
Az, |=A, 2., acz,, Az, |+ 2C,,  2C, /At 2C,/AF [z,” Atz,, AF 'z'kt] (5-34)
AP Zg, 4C,, 4C,, /At 4C, /A

Die in Z, entstehenden Stoérungen und Instabilititen werden iiber den Vektor m auf z, 2, und
Z, Ubertragen. Daher sind zunichst nur diejenigen Freiheitsgrade betroffen, welche uber eine ge-
meinsame Masse mit dem Freiheitsgrad z; verbunden sind. Am unempfindlichsten gegen Storun-
gen sind die Verschiebungen Z¢. Die (in der Regel sehr kleme) ZeitschrittgroBe At geht in diese
nicht ein. Die Beschleunigung 2 ist stirker betroffen, da 1/AF hier eingeht.

Problematisch ist die Berechnung der Lagrangeschen Parameter Fj,. P, ist an Z, gekoppelt und
zeigt deshalb das gleiche Losungsverhalten. Py, zeigt sowohl Oszillationen wie auch eine schwache
Instabilitit. In P,, und P,, werden die auftretenden Storungen nochmals verstirkt. Beide sind in-
stabil.

Diese Effekte spiegeln sich in den numerischen Vergleichsrechnungen wieder. Dazu wird das dy-
namische Modell eines Einmassenschwingers mit Index 3 verwendet. Zur besseren Unterscheidung
wird die Koordinate des Ful3punktes mit u bezeichnet.

Die Anregung erfolgt durch eine nach 0.1 s beginnende linear verinderliche FuBpunktanregung.
Am Beginn der linearen FuBlpunktanregung tritt ein Knick in der Anregung auf. Dieser bewirkt
eine Storung im Gleichungssystem, da die Anregungsfunktion hier nicht zweimal stetig differen-
zierbar ist. In den folgenden Zeitschritten zeigt sich die Auswirkung dieser Stérung.

System: Differentialgleichung:
m, T z (t)
mys*+cs+k  —cs—k 0 [z 0
K c —cs—k  myst+es+k kp, Ju p=| 0 (5.35)
0 1 0 |we) |7

{ t<ls
r(t) = -
(0.1[s]—-#)*0.1m t>1s

m, T u@) =r@)

den(t)

my=7000 kg, my=300 kg,
k=2.5 10° N/m, c=1 10° Ns/m

Abbildung 5.5: Einmassenschwinger mit Index 3
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Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark-f3 Verfahrens mit f=% , y=% und 4t=0.01 s
und ergibt fir die Systemfreiheitsgrade (z, u, Fun) sowie deren erste (2,1, den) und zweite
Ableitungen (Z, ii, Pyn):

-0.08 -0.2 -4
- iy -
E £ £
N N :_.
N
0 0 4
0 tls 0.8 0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8
-0.08 -0.3 -4000
—_ > gy
£ E El
. .
0 0.1 4000
0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8
1 x 10° x 10" X 10™
—_ w B
z Z z
o .ﬂ_" ~
1 2 2
0 0.8 0 t[s] 0.8 0 0.8
t[s] t[s]

Abbildung 5.6: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Index 3 Systems

Wird statt des Newmark-3 Verfahrens das Generalized-o. Verfahren verwendet, so wachsen die
instabilen Zeitverldufe nicht mehr gegen unendlich an. Die Zeitintegration wird stabil. Stérungen
treten zwar ebenfalls auf, jedoch bedimpft die numerische Dimpfung des Generalized-o Verfah-
rens diese. Das Generalized-a Verfahren ist fur Index 3 Probleme daher besser geeignet. Ermog-
licht aber keine storungsfreie Zeitintegration.
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5.4.2 Index 3 Systeme, indexreduziert auf Index 2

Die Indexreduktion erfolgt durch die Ableitung der Nebenbedingung. Die Nebenbedingung wird
nichtholonom:

= (5.36)

Die Indexreduktion kann problemlos in die matrizielle Formulierung eingearbeitet werden. Die
letzte Zeile des Gleichungssystems (Nebenbedingung) enthilt nun das Element ,,/* in der Damp-
fungsmatrix anstatt in der Steifigkeitsmatrix. Die matrizielle Formulierung der homogenen Glei-
chung lautet:

M -m 0 |z c ¢ 0 ||z, K -k 0 |z
-m" m, 0 [z b+ -¢" ¢, 0 [z o+ -K'  k ko [z ;=0
0’ 0 0 ||, 0’ 1 0 ||w, 0’ 0 0 ||lw,
(5.37)

5.4.2.1 Stabilititsanalyse der Zeitintegration
Die Stabilititsanalyse wird analog zu dem letzten Abschnitt durchgefithrt. Durch die Diskretisie-

rung der Bewegungsgleichung mit dem Generalized-o. Verfahren ergibt sich die Vergréflerungs-
matrix A zu:

A =
\ /At C,/Af Cy C, /At %/At2 0 0 0
(&—!)K‘()At (721(6—11(4) (&Q—lxsj/m CurgAt  Cy &g Cyy 6/ At 0 0 0
(&_l)’ﬁ A (72/(1 —lkz)At (&K‘l —l/c}) Cy K A C, x,At C, K 0 0 0
o’ o’ o’ Pty y=2f 0 0o 0
- - (@ -y 2y
a
o’ o’ o’ 0 / 0 0 0 0
(a,-1)
gT QT QT 1 L_l 0 0 0
(e, =Dy /4
a.
C C,/At C, /Al Cy, Co/At Cygl AL / 0 0
(af -1
C,xq At C, ks C. kel At Cys kAt C,, K Cys kg ! At Y Py 2By
— - - (a,-Dp B 2p
) s 1 -1 28-1
C, kAt C, kAt C,x, C,y kAL C,, kAL Cys K, — = |(5.38)
= . = @, -Df B 28 |
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Ky—0,;—0 K
C,, = (wdt )" | —wdt,,——L "2y qw,,
— 1,1 —_— K-6 (1_af) —
2
Cy :(W=dt1,1)_1 (_W_dtlz(y sz)dt +%1,2j
1
3= (I-a,)k, (_W_dtZICZO wdt, , + Wz,z)
-r+a
Coom— | e, €y = ey PR
(-apk, | — 77 T (a,-Dy
Cs -1 —wdt,, Cy, — wil, r-2p AL + ddw,
(I—a;)kp ’ 2y ’

Durch Zusammenfassen einzelner Elemente vereinfacht sich die VergroBerungsmatrix:

A. A, 0
A-10 A, 0O (5.39)
=Pz =Pz éP,P
Daraus berechnen sich die Figenwerte EIV/(A) zu:
EW(A) = EW(A, ). EW(A, ). EW(A, ) (5:40)

A ., entspricht wiederum der VergroBerungsmatrix A eines Einmassenschwingers. Fir alle Ei-
genwerte 4; von A, gilt: |4;| <I, doppelte Eigenwerte treten nicht auf. Der Eigenwert ,,/* tritt

nicht auf (0<Q<o0).

Fiir die Untermatrizen A o und A, , sind die Eigenwerte zu bestimmen. Diese sind:
=ZK,Zl 1

o
A=Ay =—2

a,—1
A, =1
2,=771

Y

482y —1+1+4 7> —164+4y
45

4p-2y—1-\1+4)7 —168+4y

45

Ay =

A (5.41)
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Mit den Anforderungen, dass das Generalized-a Verfahren die Genauigkeit 2. Ordnung, eine
maximale Dampfung hoher Frequenzen sowie eine minimale Dampfung niedriger Frequenzen
besitzt (5.0), lauten diese Eigenwerte:

A =1 ,12=3/’))°0:;, M=k =Ak=l=—p,. (5.42)

Die sich daraus ergebende Stabilititsbedingung fiir die Untermatrizen A, , und A p

0<p, <1 (5.43)

ist strenger als die Stabilititsbedingung fiir die Untermatrix A, und gewihrleistet damit die

2= 28,28

stabile Zeitintegration der vom Index 3 auf den Index 2 reduzierten DAE.

Damit verbietet sich wiederum der nichtdissipative Fall (p, = ) im Vergleich zu gewShnlichen
Differentialgleichungen. Das Stabilitdtskriterium ist identisch zu dem des Index 3 Systems.

Die wiahrend der Berechnung auftretenden Diskretisierungs- und Rundungsfehler konnen sich
aufsummieren und theoretisch ein Abdriften der Lagekoordinaten bewirken. In praktischen Versu-
chen mit einem realistischen Rauheitsprofil und einer Integration mit dem Generalized-o. Verfah-
ren mit 1500 Zeitschritten ergab sich ein Abdriften von 7 10", Dies liegt im Bereich der numeri-
schen Rechengenauigkeit und kann fiir praktische Anwendungen vernachlissigt werden.

5.4.2.2 Analyse auftretender Effekte

Die sich ergebende VergrofBerungsmatrix bei der Anwendung des Newmark-3 Verfahrens lautet:

| c C,/At (i/At2 Cy GC,/ar Cu/A* 0 00 |
@—gxﬁm @1%—;1(4) (&Ké—lksj/m CypreAt Cyxg Cprg/At 0 0 0
&—;)Klmz (&Kl—ycz)At (&K]—y(}) Cor A® Cyiht Cpxy 0 0 0
o’ o’ o’ 1 0.5 0 0 00
A= (5.44)
o’ o’ o’ 0 0 0 0 00
o’ o’ o’ 0 -2 -1 0 0 0
[ C,/A C,/A? Cy, Cyu/At Cy/A* 0 0 0
Csre At Cs K6 C,xe/ A CyuuAt Cyuis, Cukg/At =2 -1 0
&KIAI‘Z C, xi At C, x Cp i A® ChiAt Cysky —4 —4-1

Der Vektor |_zk oAr Zkonas Zi nAtJ ist nach n Zeitschritten nur von [zko Zyo 2k oJ und A abhingig

n

Zk"At - ézk,zk

Z4g (5.45)
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1 05 0
mit: A =0 0 0 | (5.46)
0 2(-1)" (-1)

Damit ergeben sich I_anm Zy oas Zi nszu:

z, . =0 (5.47)
Ziune = Zko (5.48)
Eo=(-1)" £, (5.49)

Daraus liasst sich erkennen, dass:

e Zz, der Anregung 7 im aktuellen Zeitschritt entspricht. z, ist stabil und frei von

Stérungen.

e die FuBlpunktauslenkung u verindert sich nur iiber die Anregung und ist daher
stabil. Im homogenen Fall ist z, konstant und entspricht z,.

e die Fullpunktbeschleunigung Zz, zeigt Oszillationen, indem sie in jedem Zeit-

schritt das Vorzeichen wechselt. Die Berechnung von Z, ist jedoch stabil.

Die GroBenZzg ,,,,, Zg,,., und Zg . sind sowohl von Z, , Z, und Z, 6 wie auch von z, Z,
und Z, abhingig. Z, ist im Gegensatz zum Index 3 System stabil. Damit sind die Lagekoordinaten

ohne Nebenbedingungen stabil. Stérungen treten infolge Kopplung an Z, nach wie vor auf.

Vorteilhafter gestaltet sich auch die Berechnung der Lagrangeschen Parameter. Py ist wieder an
Zk, z, und Z, gekoppelt und daher storungsbehaftet, aber stabil. Die Berechnung von P, und P,
ist instabil. P,, und P,, haben jedoch keinen Einfluss auf die Berechnung der anderen Gro3en.

Durch die einmalige Indexreduktion verringern sich die Stérungen in den GréBen z,,Z,, Z4 und
2, . Z, und die Lagrangeschen Parameter Py, werden stabil berechnet.

Numerische Vergleichsrechnungen bestitigen die gewonnenen Erkenntnisse (u=z).
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System: Differentialgleichung:
m, 0 )
mos +cs+k  —cs—k 01|z 0
—cs—k  mus’+es+k ke Ju b=| 0 (5.50)
k c 0 s 0 |[|lwe r(t)

m, i(@0) = (1) o i<ls
T O = 0110 00m  1>1s
Pyyn(t) T

mo=7000 kg, my=300 kg,
k=2.5 10° N/m, c=1 10° Ns/m

Abbildung 5.7: Einmassenschwinger mit Index 3, indexreduziert auf Index 2

Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmatk-f3 Verfahrens mit f=% , y=7 und 4t=0.01 s. Die
Ergebnisse fir die Systemfreiheitsgrade (z, u, Fun) sowie deren erste (Z,u ,B,.) und zweite Ab-
leitungen (Z, ii , P,.) sind in der folgenden Abbildung dargestellt:

-0.08 -0.2 -2
— Q) &
E £ £
N ‘N -
‘N

0 0 1

0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8
-0.08 -40

um]
u [m/s]
u [mié)

o

0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8
x 10* x 10° x 10"
-2 -2 -4
= @ &
= : WMWVV\AM/\/\[\/\ : JWWWW/VVWW\A/\/W\/
o % =
o o
2 2 4
0 0.8 0 t [s] 0.8 0 0.8
t[s] t[s]

Abbildung 5.8: Zeitintegration des Einmassenschwingers mit Index 3, indexreduziert auf Index 2

Obwohl die Zeitintegration hier mit dem Newmark-3 Verfahren instabil ist, ist die Losung fur die
Lagekoordinaten wie auch fir Py stabil.
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Ein Abdriften des FulBpunktes tritt praktisch nicht auf. Die Gro3e des Abdriftens liegt im Be-
reich der Rechengenauigkeit:

x 10"
4

21 Zeit [s] 30

Abbildung 5.9: Abdriften des Kontaktpunktes # nach Anregung durch ein Rauheitsproﬁll(’
nach t = 30s

Witd statt des Newmark-3 Verfahrens das Generalized-a Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration stabil. Andererseits ist z, nicht mehr storungsfrei. In z, treten jetzt sehr kleine Stérungen
mit unendlich hohen Frequenzen auf. Da das Generalized-o Verfahren jedoch fiir hohe Frequen-
zen eine numerische Dimpfung in das System einbringt, werden diese wie auch die unendlich ho-
hen Storfrequenzen in z, , Py, P,,und P, gedimpft.

16 Das Rauheitsprofil der Belleville Briicke [Lutzenberger 2002]
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5.4.3 Index 3 Systeme, indexreduziert auf Index 1

Die Indexreduktion auf den Index / ergibt sich durch zweimalige Differentiation der Nebenbedin-
gung. Diese lautet nun:

P o= (5.51)

und ist wiederum nichtholonom. In matrizieller Schreibweise lautet die homogene Gleichung:

M —-m g ._z.s c=: -C g Zs 5 - L( (_) Z,
-m' m, 0 [z t+ —¢ c, 0 Kz t+ -k k& ky, [z +=0(5.52)
0" 1 0 |lw,| | 0 0 0 |[w,] | 0" 0 0 ||w,

5.4.3.1 Stabilititsanalyse der Zeitintegration

Hier ergibt sich die Vergroflerungsmatrix A zu

é =
. , /At C,/Af? C, Cy/Ar  Cy/Al 0 0 0
@_E)K()At ((iic()—l/q) (C3K6—£K5j/At CyrsAr Cy g Cyngl/At 0 0 0
C, —1)/{1 At* |C, K, -Ix, )At (C3 K —£K3j C,, K, A’ CyimAr  Cyx 0 0 0
o’ QT QT 1 M 0 0
2(a, —1)
o’ o’ o’ 0 1 a.f+pPr-p 0 0 0
N - N (a,-Dp
0’ 0o’ 0o’ 0 0 G 0 0 0
a, -1
c C, /A C, /A Co Gyl Cyiad 2 o 0
s hdd L 33 34 35 a1
C,xq At C, x C, K,/ At CyurAt Cyke  Cyskg/ At 4 Py 2b7y
— — — (a,=-Dp B 2p
C, kAL’ C, kAt C.x Cyy KA Cyy K At Cys K b2
= = = @, -V B 28 |
(5.53)

Mit:
Cy = (W=dt1’1)_l (_W_dth + V_V1,2)

Gy = (W=dt1’1)_l (_W_dtl,Z At + d_W1,2)
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Cs, = (wdt ) —w_dzlzw
=1, , 2(am—l)
1

C33 =
(l_af)kp
__
(I-a)kp
__
(l_af)kp

Ar? +@1,2]
(_W_dtz,1 Cyp — wdty 5 + Wz,z)

34 (_W_dtZ,I Cy — wdty, At + sz,z)

2+a,, —1
2(a,, =1

35 [_W_dfz,l Csy — wdt,, AP + dsz,z]

Aufgrund der Struktur von A berechnen sich die Eigenwerte EW/(A ) aus
EW(é) = EW(ézs zs)’ EW(ézk zk)’ EW(éP P) <554)

A ., entspricht ebenfalls der Vergro3erungsmatrix A eines Einmassenschwingers. Die Eigenwer-
te von (A ) fihren auf die Stabilititsiiberlegungen gewohnlicher Ditferentialgleichungssysteme.
Im Folgenden werden nur die Eigenwerte EW(. éz ../ und EW(A, ) betrachtet. Diese sind:

A=, =1
(04
Ay = —nm
} a, —1
14: s
a,—1
L 4B -2y —1+,1+47> 168 +4y
5 4,8
42y —1—J1+4y*~16B+4
/16:/? y—1-y1+4y* ~16+4y (5.59)

4p

Die Anforderungen, dass das Generalized-a Verfahren die Genauigkeit 2. Ordnung, eine maxi-
male Diampfung hoher Frequenzen sowie eine minimale Dimpfung niedriger Frequenzen besitzt,
fihren auf:

2p,—1

A=4=1 A= ,
1 =4 3 b —2

dy=As=h=—p,. (5.56)

Das zweifach indexreduzierte System besitzt einen doppelten Eigenwert A,,=7. Damit ist die
Zeitintegration instabil (schwache Instabilitdt). Dieser doppelte Eigenwert gehort zu EW(A )

—zk,zk

und bewirkt das Abdriften der Lagekoordinaten.
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5.4.3.2 Analyse auftretender Effekte

Die sich ergebende Vergréferungsmatrix bei der Anwendung des Newmark-f§ Verfahrens lautet:

é:

c C,/At i/At2 Cy, C,/ar Cy/A* 0 00
€, -1)w,ar (eom,-1x,) Gy )/t Coyryar Cyyy Cyig/r 0 00
C, 1), 8 (G, 1 v (Ciri-1x,) Cymar® Cymar Cyxy 0 0 0

0’ 0o’ 0o’ 1 1 025 0 0 0

= = = (5.57)

o’ o’ o’ 0 1 0.5 0 00

o’ o’ o’ 0 0 0 0 00

[ C,/At C, /A Cy;,  Cyul/At Cy/AF 0 0 0
Csxe At Cs K6 C,xq/ At CyyxAt Cyky Cyskg/At =2 =1 0
C; kA C, xi At C, x, CyiA> CyxAt Cyxy —4 —4-1

Wiederum ist der Vektor |_Zk oAt 2k At 2k nis Jnach n Zeitschritten nur von |_Zk o Zko 2k OJ abhingig.

Um die Ausbreitung von Stérungen zu untersuchen, ist es notwendig, die 7 - te Potenz der Mat-
rix A zu bestimmen.
=zk,zk

n

anAt = ézk,zk ZkO (558)
Die n - te Potenz der Matrix wird iiber die Jordansche Normalform J berechnet
n _ n -1
=zk,zk - 2 1 £ (559)
0O 0 O 1/4 /4 -1/4
mit J=|0 1 1|, P=/-1/2 0 1/4
S0 0 1 1 0 0
Damit ist:
1 n n/2-1/4
ézk . =P 1 £ =10 1 0.5 (5.60)
0 0 0

|_zk oar Zkonas 2 nAtJ ergeben sich zu:
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Zeon =0 (5.61)
Zioar = Zro (5.62)
Zyon = ZrgTHALZ (5.63)

Damit ist

e die Berechnung von Z, stabil. fkn ergibt sich aus der zweiten Ableitung der An-

regung rim aktuellen Zeitschritt.

e die FuBpunktgeschwindigkeit Z, stabil. Sie verdndert sich nur Giber die Anregung.
Im homogenen Fall ist z, ~konstant und entspricht exakt z, . Es tritt damit fiir
z, kein Abdriften auf.

e z; schwach instabil, da es mit der Anzahl der Zeitschritte linear anwichst. Dies
bewirkt das Abdriften des Radaufstandspunktes.

Die (.}.ré')Bengs ar> s und Zsin sind sowth von Zg,, Zg, und z,, wie auch von zj, Z,
und Z, abhingig. In z;, Z, und Z, treten zwar keine Stérungen auf, jedoch bewirkt die schwache
Instabilitit in zx ein Abdriften von der Nulllage. Dieses Abdriften tibertrigt sich auf z,, 2 und

Z, . Damit sind die Lagekoordinaten ohne Nebenbedingungen ebenfalls schwach instabil.

Unvorteilhafter gestaltet sich die Berechnung der Lagrangeschen Parameter. Py ist jetzt frei von
Stérungen. Da Pyn an zx gekoppelt ist, driftet auch Pya ab. P, wird von Oszillationen iiberlagert
und driftet ab, P, zeigt ein Abdriften und sich aufschaukelnde Oszillationen. P, und P,, haben
jedoch keinen Einfluss auf die Berechnung der anderen Gré3en.

Die hier gezeigten Effekte bestitigen sich durch numerische Vergleichsrechnungen:

System: Differentialgleichung:
Mo Tz(t) mys*+es+k  —cs—k 0 |[z 0
—cs—k  mysi+es+k kp Qu b=| 0 (5.64)
k c 0 s? 0 |we) 7@

. . <
My u(t) = ¥ r(t) = 0 o sls
I (0.1[s]-1)*0.1m ¢t>1s
den(t) T
my=7000 kg, my=300 kg,
k=2.510° N/m, c=1 10° Ns/m

Abbildung 5.10: Einmassenschwinger mit Index 3, indexreduziert auf Index 1
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Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark-f3 Verfahrens mit f=% , y=7 und A4t=0.01 s.

Die Zeitintegration mittels des Newmark-f3 Verfahrens ergibt fur die Systemfreiheitsgrade (z, u,
Pin) sowie deren erste (2,1, P,,) und zweite Ableitungen (2, ii, P,.):

-0.08 -02 -2
—_ @ o
E £ E
N N :
N
0 0 1
0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8
-0.08 -02 -15
— = oy
E £ E
- =
=} / ;3
0 0 5
0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8
x 10° x10"°
-5000 -2 -4
— v o
z z Z
o’ ) . B
o o
15000 2 4
0 0.8 0 t [s] 0.8 0 0.8
t[s] t[s]

Abbildung 5.11: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Einmassenschwingers mit Index 3,
indexreduziert auf Index /

Die Zeitintegration mit der Anregung durch das Rauheitsprofil Belleville ergibt fiir das Abdriften
des FuBpunktes u die erwartete schwache Instabilitit. Erstaunlich ist, dass das Abdriften extrem

gering ist. Nach 3000 Zeitschritten ist ein Abdriften von ca. 8 10" zu beobachten.
x 107
0

Abdriften von u [m]

1
21 Zeit [s] 30

Abbildung 5.12: Abdriften des FuBlpunktes u nach Anregung durch das Rauheitsprofil Belleville
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Wird statt des Newmark-f3 Verfahrens das Generalized-o Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration ebenfalls nicht stabil, da dieses fur Frequenzen f—0 keine numetische Dimpfung besitzt.
Storungen mit unendlich hohen Frequenzen treten zwar auf, werden aber durch die numerische
Dimpfung des Verfahrens gedimpft. Fir o, #0, gilt z, , =0 (5.61) nicht mehr. Dies verstirkt
das Abdriften.

Index 3 Systeme sind schwierig zu integrieren. Die Zeitintegration erfordert engere Stabilitatskrite-
rien als bei gewohnlichen Differentialgleichungen. Die Indexreduktion durch ein- bzw. zweimalige

Differentiation der Nebenbedingung verringert die Instabilititen und Stérungen. Das Abdriften
bleibt sehr klein.

5.4.4 Index 2 Systeme

Bei Index 2 Systemen liegt am Freiheitsgrad der Koppelbedingung keine Masse vor. In matrizieller
Form lautet die Bewegungsdifferentialgleichung:

M (_) (_) Z 9 —-C (_) Z 5 _|_( (_) Z
T . T
0 0 0 Z, ¢t —C c, 0 z, o+ —K k, kp . =0 (5.65)
T . T T
0 0 0 ||w, 0 0 0 ||w 0 1 0 [\w,
5.4.4.1 Stabilititsanalyse der Zeitintegration
Die Vergroflerungsmatrix A lautet fiir das Index 2 System:
é =
c, C,/Ar :3/At2 Co Cu/Ar C,/AP 0 0 0
(&—E)KﬁAt (&Kﬁ—lm) (031(6—!/(5]/& CoxsAt Cy kg Cpxg/At 0 0 0
(Cl —1)/{1 Af? ( L, Ky —lkz)At (C3 Kl—yc}j Ciox A Cixat Cpx 0 0 0
af
o’ o’ 0’ 0 0 0 0 0
af -1
OT OT oT /4 IB —7 2ﬂ —7 0 0 0
- - - (@, -Dp B 2p
QT QT QT 1 -1 2p-1 0 0 0
(@, -Dp B 2p
a.,
[ C,/ At C,/A¢ Cy  CulAt  CylAf ” = 1 0 0
1
—y 28—
C;xs At C,xg C,xs/ At ChxeAt  Cukxg  CiskglAt (afil)ﬂ ﬂﬂy zﬁ}’
1 -1 2p-1
&KlAtZ C, At C K CxA CurAt  Cpsk, @ —Dp ? ’57

(5.66)



Rapitel 5 Stabilititsanalyse der Zeitintegration differentiell-algebraischer strukturdynamischer Systeme 67

Die Untermatrizen A , ., A, und A ; sind identisch zum Index 3 System. Damit ergeben

sich die gleichen Eigenwerte und demzufolge auch das gleiche Stabilitdtskriterium:
0<p, <. (5.67)

Damit verbietet sich wiederum der nichtdissipative Fall (p, = I) im Vergleich zu gewdhnlichen
Differentialgleichungen.

5.4.4.2 Analyse auftretender Effekte

Die sich ergebende Vergrolerungsmatrix bei der Anwendung des Newmark-3 Verfahrens auf das
Index 2 System:

c C,/A :3/At2 Ch Cy/A 0 0 0 0
@—gxém @K()—llq) (C3 Kﬁ—lxsj/At CorsAt Chxg 0 0 0 0
@—g)xlmz C.x, ~ 1k, At (cm—%) Cuk A CyAr 0 0 0 0

0o’ 0o’ o’ 0 0 0 0 0 0

A= - - = (5.68)

o’ o’ o’ -2 -1 0 0 0 0

o’ o’ o’ -4 -4 -1 0 0 0

[ C,/At C,/Ar? C, Cu,/At 0 0 0 0

C, K¢ At C, K C, /At ChkeAt Cyuxg 0 -2 -1 0

C, kAt C, x At C,x, ChxA? CuxAt 0 -4 -4 -1

Die VergréBerungsmatrix A besitzt prinzipiell die gleiche Struktur wie beim Index 3 System. Da-

mit treten prinzipiell die gleichen Effekte auf. Im Unterschied zum Index 3 System sind C;,=0 und
C,s=0.

2., 2, und Z_ und Py, sind nicht mehr an Z, gekoppelt. Diese GroBen werden daher von Os-
zillationen ( infolge Kopplung an z,) tiberlagert, sind jedoch stabil. Die Berechnung von P, und
P,.ist nach wie vor instabil. Beide haben jedoch keinen Einfluss auf die Berechnung der anderen
Grofen.
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Die hier gezeigten Effekte bestitigen sich durch numerische Vergleichsrechnungen:

System: Differentialgleichung:
e Tz(t) m0s2+cs+k —cs—k 0 z 0
—es—k  es+k kp fu p=| 0 | (5.69)
K c 0 10 |w] |r@
T u(t) = (1) o) = {0 o esls
A[s]—1)*0.1 1
Payu(t) T (0.1[s]-8)*0.1m t>1s

my=7000 kg, k=2.5 10° N/m,
c=110° Ns/m

Abbildung 5.13: Einmassenschwinger mit Index 2

Die Zeitintegration etfolgt mittels des Newmark-f3 Verfahrens mit f=% , y=" und At=0.01 s:

-0.08 -0.2 -4
— T 7
£ = £
N N :
N
0 0 4
0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8
-0.08 -0.3 -4000
= 7 %
< £ £
=1 ‘s
0 0.1 4000
0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8
x 10* x 10° x 10"
2 -4 -5
— v o
o’ ) -
o o
4 4 5
0 0.8 0 t [s] 0.8 0 0.8

tls]

tls]

Abbildung 5.14: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Finmassenschwingers mit Index 2

Witd statt des Newmark-3 Verfahrens das Generalized-a Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration auch fiir B und P, stabil. Die Stérungen mit den unendlich hohen Frequenzen treten
ebenfalls auf, werden aber durch die numerische Dissipation des Verfahrens gedampft.
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5.4.5 Index 2 Systeme, indexreduziert auf Index 1

Die matrizielle Formulierung der homogenen Gleichung lautet nun:

M 0 0 ||z, c -c 0 ||z, K -k 0 |[z
00 o0 0 Rz ¢+ ¢ ¢ 0 [z i+ -K k  k Rz =0 (570)
0 o 0 ||, 0’ 1 0 |w,| | O 0 0 ||w

5.4.5.1 Stabilititsanalyse der Zeitintegration

Die Vergroflerungsmatrix A nach Diskretisierung mit dem Generalized-o Verfahren lautet:

é =
. , /At C,/Af C, C, /At Cy/AP 0 0 0
(cl—g),cﬁm (czzc6—yc4) (C3K6—£K5)/At CursAt Cyk,  Cyokg/ 0 0 0
CI—Z)K1 At |C, x, —!KZ)AI (C3 K, —!K‘}) %K’l A %KlAl %K‘l 0 0 0
o’ o’ o’ 1 ﬁ‘]""af}’ =28 0 0 0
N - N (a,-Dy 2y
0’ 0’ 0’ 0 % 0 0 0 0
(a/' -1
T T T 1 y—1
0 0 0 0 r=- 0 0 0
(a,-Dy 4
c, C, /Al % Cy CulAt  CulAr 0 0
(a,-1)
C,xq At C,xq C. K¢l At Cys kAt Cyy K¢ Cys ko ! At 4 By 2By
- - - (e, -Hp B 2p
2 2 1 -1 2p8-1
C, i\ At C, kAt C.x Cyy kAt C,, kAt Cys K, — (5.71)
| - - (a,-Hp p  2p

Hier ergeben sich die gleichen Eigenwerte wie fiir das einmal indexreduzierte Index 3 System.
Die Zeitintegration ist stabil, falls:

0<p, <1 (5.72)

Damit verbietet sich wiederum der nichtdissipative Fall (p, = 1) im Vergleich zu gewdhnlichen
Differentialgleichungen.

Die wihrend der Berechnung auftretenden Diskretisierungs- und Rundungsfehler konnen sich
aufsummieren und theoretisch ein Abdriften der Lagekoordinaten bewirken. In praktischen Versu-
chen mit einem realistischen Rauheitsprofil und einer Integration mit dem Generalized-o Verfah-
ren mit /500 Zeitschritten ergab sich ein Abdriften von 7 / 0", Fiir praktische Anwendungen kann
dies vernachlissigt werden.
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5.4.5.2 Analyse auftretender Effekte

Die sich ergebende Vergréferungsmatrix bei der Anwendung des Newmark-f3 Verfahrens lautet:

c C,/A C,/ar C, Cu/At 0 0 00
Ct)w,ar [cor,-1x,) (Cyxo-1x /At Coprodr Cyxy 0 0 00
c]—g)xlmz E IKZ)At [c3xl—£,<3) Cx A CukAr 0 0 0 0

o’ 0o’ o’ 1 05 0 0 00

A= - - - (5.73)

o’ o’ o’ 0 0 0 0 0 0

o’ o’ o’ 0 -2 -1 .0 00

C C,/ At C /A Cyy, Cyul/At 0 0 0 0
Csxe At Cxs C, g/ At CyuxAt Cykxs 0 =2 -1 0
CsxAr° C, x At C, x CyyAt> CoyiciAt 0 —4 —4-1

Die VergroBerungsmatrix A besitzt prinzipiell die gleiche Struktur wie beim einfach indexreduzier-
ten Index 3 System. Damit treten prinzipiell die gleichen Effekte auf.

Einziger Unterschied ist, dass jetzt durch das Newmatk- Verfahren gilt: C,,=0 und C,s=0. Z,
Z,, Z, und Py, sind nicht mehr an Z, gekoppelt. Diese GroBen werden daher nicht mehr von
Oszﬂlatlonen tiberlagert. Weiter ist P,, von Stérungen iiberlagert, jedoch stabil. P, ist nach wie vor
instabil. Beide haben jedoch keinen Einfluss auf die Berechnung der anderen GréG3en.

Die hier gezeigten Effekte bestitigen sich durch numerische Vergleichsrechnungen:

System: Differentialgleichung:
o Tz(t) mys*+cs+k  —cs—k 0 |z 0
—cs—k cs+k kp Qu y=| 0 (5.74)
k c 0 s 0 |[|wp 0
T u(t) = r(@t) o { t<ls
r(t) = -
Pan(®) T (0.1[s]=t)*01m ¢>1s
my=7000 kg, k=2.5 10° N/m,
c=110° Ns/m

Abbildung 5.15: Einmassenschwinger mit Index 2, indexreduziert auf Index /
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Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark-3 Verfahrens mit =% , y=% und A4¢=0.01 s.
g g r=

-0.08 02 2
o —
E E b
N ‘N :_.
N

0 0 1

0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8
-0.08 0.2 -40
= @ %
E E £
- £
=] )
0 0 40
0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8
x 10° x10"
-5000 -4 -1
— o o
X X : WWWVW\/\/\/\/\/\AN\WM/\/\
o® T B
o o
15000 4 1
0 0.8 0 t [s] 0.8 0 0.8
t[s] t[s]

Abbildung 5.16: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Einmassenschwingers mit Index 2,
indexreduziert auf Index /

Ein Abdriften des Fulpunktes tritt ebenfalls praktisch nicht auf:

x107"°
;

Abdriften vonu [m]

Zeit [s] 30

Abbildung 5.17: Abdriften von u nach Anregung durch das Rauheitsprofil Belleville

Wird statt des Newmark-f Verfahrens das Generalized-o. Verfahren verwendet, so sind Zg, Z,
2, und Py nun wieder von Storungen tiberlagert, jedoch stabil. Die Zeitintegration fiir P wird
stabil. Die Stérungen mit den unendlich hohen Frequenzen werden aber durch die numerische

Dissipation des Verfahrens gedimpft.

Index 2 Systeme erfordern die gleichen Stabilititskriterien wie Index 3 Systeme. Numerische St6-
rungen sind hier schwicher ausgeprigt. Die Indexreduktion wirkt sich positiv hinsichtlich der St6-
rungen aus.
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5.4.6 Index 1 Systeme

Bei Index 1 Systemen liegt am Freiheitsgrad der Koppelbedingung weder eine Masse noch eine
viskose Dampfung vor. In matrizieller Form lautet die Bewegungsdifferentialgleichung:

M 0 0
o0 o 0
0" o0 0

Wp

5.4.6.1 Stabilititsanalyse der Zeitintegration

Die Vergroflerungsmatrix A lautet:

é:

C,/At

0 0o
0o 0o
0 0o
Cs Cq/At
Csxe At Cqxs
&KlAﬂ C, KAt

K¢ At (cikb—ll(4) (iké—lxsj/m 0 0

(C] 71)1(, Af? (C2 K —1k,

c 0 0 |z, K -k 0 |z
+ 0 0 0 Rz i+l -k k ke [z
o' o0 0 ||\ 0 1 0 ||w,
C,/ar 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
%t(&mny 0o 0o o o 0o o
(04
0’ / 0 0 0 0 0
af -1
o’ 4 B-y 28—y 0 0
- (e,-DB B 28
o 1 ~1 28-1 0 0
- (e,-DB B 28
C, /A 0 o o L o o
— a,-1
C.x,/At 0 0 v Py 2boy
= @ -Dp B 28
C.x 0 0 ! -1 2671
(- B 28

=0(5.75)

(5.76)

Da die Nebenbedingung wiederum auf Lageebene formuliert ist, ergeben sich die gleichen Ei-

genwerte der Vergrof3erungsmatrix wie beim Index 3 und Index 2 System. Die Zeitintegration ist
stabil, falls:

0<p, <1

(5.77)

Wie erwartet ergibt sich das gleiche Stabilititskriterium wie bei Betrachtung des entkoppelten Sys-
tems in [Lutzenberger 2002]. Damit verbietet sich wiederum der nichtdissipative Fall (0, = I) im
Vergleich zu gewohnlichen Differentialgleichungen.
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5.4.6.2 Analyse auftretender Effekte

Die Vergrolerungsmatrix A bei der Anwendung des Newmark-3 Verfahrens lautet:

C,/At C,/A 0 0 0 O 0 o
%—I Ko At (_K‘6 IK‘4) (735—@(5)/& o 0 0 O 0 0
C, 1)k, At (_Kl IK2)AI C,x, —1K3) 0 0 0 O 0 0
0’ 0’ 0 o 0 0 0 0 0
A= 0’ 0 0’ 2 -1 0 0 0 0 (5.78)
0o’ 0’ o’ -4 -4 -1 0 0 0
C, C./At C,/Ar? o 0 0 0 0 0
C, x4 At Cq K C,xy/At 0 0 0o -2 -1 0
C, A C, kAt C,x 0 0 0 -4 -4 -1

In der VergroBerungsmatrix A sind nun |_Zk Z, Z, J und [Z, Z, Z,] vollstindig entkoppelt.

s

Zioar> Zian und Z ergeben sich zu:

Z,, =0 (5.79)
Zoon = (1" 2, (5.80)
Zo0 =4n(=1) AL; +(-1)" Z, (5.81)

Daraus lisst sich erkennen, dass

® Zzj, der Anregung r, im aktuellen Zeitschritt entspricht, welche hier jedoch nicht
betrachtet wird. z ist stabil und frei von Stérungen.

e die FuBpunktgeschwindigkeit z, zeigt Oszillationen, indem sie in jedem Zeit-
schritt das Vorzeichen wechselt. Die Berechnung von Z, ist stabil, da Z, begrenzt
ist.

e Z, zeigt sowohl Oszillationen wie auch eine schwache Instabilitat.

Die GroBen zg, z, und Z sind entkoppelt und entsprechen der VergréBerungsmatrix eines
Emmassenschwmgers. Damit sind Zg, Z; und Z, stérungsfrei und stabil.

Pin P, den sind nur noch an 2, Z; und 2 gekoppelt. Py, wird daher nicht mehr von Oszilla-
tionen uberlagert und ist stabil. In Py, entstehen Oszillationen, P, bleibt aber stabil. £, ist von

Ostzillationen tiberlagert und schwach instabil.

Obwohl die Zeitintegration mit dem Newmark-f3 Verfahren instabil ist, ist die Losung fur die La-
gekoordinaten wie auch fiir Pu, und P, stabil. Lediglich P, ist schwach instabil, beeinflusst aber
keine weiteren Grofen.
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Die hier gezeigten Effekte bestitigen sich durch numerische Vergleichsrechnungen:

System: Differentialgleichung:

m mys*+cs+k  —k 0 ||z 0
° T 2(0) —k k ky Hu t=| 0 | (582
0 1o ||we] |0
k
T u(t) = r(t) 0 t<ls

r() = {(O.l[s]—t)*O.im i>1s
den(t) T

my=7000 kg, k=2.5 10° N/m,
c=110° Ns/m

Abbildung 5.18: Einmassenschwinger mit Index 1

Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark-f3 Verfahrens mit =% , y=% und 4t=0.01 s.

-0.08 -0.3 -4
_ E g
£ = E
N ‘N :
N
0 0 4
0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8 0 t[s] 0.8
-0.08 03 -4000
= @ %
g £ E
=] 'S
0 0.1 4000
0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8 0 t [s] 0.8
x10* x 10° x10"
-2 -1 -1
— o o
= = WWWWWWWMV =2 MA/W\/W\WW\/\l\/\/\/\/\]\/\/\/
o® 3 5
o o
2 1 1
0 0.8 0 t [s] 0.8 0 0.8
t[s] t[s]

Abbildung 5.19: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Einmassenschwingers mit Index /

Wird statt des Newn'l.ark—ﬁ Verfahrens das Generalized-oo Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration auch fir P, und Z, stabil. Die Stérungen mit den unendlich hohen Frequenzen sind
nach wie vor vorhanden, werden aber durch die numerische Dissipation des Verfahrens gedimpft.
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5.5 Ubertragung auf gekoppelte Probleme

Bis hierhin wurden Nebenbedingungen fiir einzelne Freiheitsgrade betrachtet.
g: z=0 (5.83)

Es ist jedoch weit haufiger, dass Nebenbedingungen Freiheitsgrade im Inneren miteinander kop-
peln, wie dies bei der Kopplung von Systemen der Fall ist.

g: zz-=w, =0 (5.84)

zy kennzeichnet die Lagekoordinaten an einem System, wy die Lagekoordinaten am anderen System.
Infolge dieser Kopplung ergibt sich eine andere Struktur der Gleichungssysteme. In der Nebenbe-
dingung wird zx durch zj - wy ersetzt.

Um diese Fragestellung zu kliren, wird zunichst ein allgemeines dynamisches System betrachtet.
Fir die Stabilititsanalyse ist es ausreichend, das homogene System zu betrachten.

Mg+gg+5;=g (5.85)
Nach Einftihrung des Differentialoperators s =d/At lautet die Bewegungsgleichung:

Ms*+Cs+K)jz=0 (5.86)

Nun wird das System in zwei Teilsysteme £2; und £, unterteilt. Die Freiheitsgrade zx und wy lie-
gen an der Schnittstelle von beiden Teilsystemen.
Freiheitsgrade Masse, Déimpfung, Steiﬁgkeit

SyStCmZ Zs Mz 22 52
m
T Mzwgzwgzw
Koppelpunkt 5, m_,c, .k,
von z
Lagrangscher P
Parameter
Koppelpunkt Wi mwlcw’kw Mw,z gw,z gw,z
von w mw gw KW
System w ﬂs MW gw 5»\1

Abbildung 5.20: Gekoppelte dynamische Systeme
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Dabei bedeuten:

M C KZ die Massen-, die Dimpfungs- und die Steifigkeitsmatrix des Teilsystems €2,

==z —z =

M C K dic Massen-, die Dampfungs- und die Steifigkeitsmatrix des Teilsystems €...

M C K udM C K Kopplungzwischen Q2, und Q.

m. ¢, k. (m, ¢, k,) dic Ankopplung von z; (wy) an &, ().
mz’cz’kz > mw’cw’
Die Kopplung beider Systeme wird tiber die Nebenbedingung g

g: z;-w, =0

beschrieben. Die Bewegungsgleichung lautet damit:

(Ms2+gs+5)g:g

Ms*+C s+K -m_s’-c_s—k. 0 M s°+C s+K 0
=z =z =z — — = - —=z,w =z,w =z,w -
-m.s’—¢.'s-k.' m.s’+c.s+k, 0 0 1
2 T2 T T

0 0 ms +c,s+k, -m/ s —c s—-k,&B -1

M s’+C s+K 0 -ms’-c.s—k_ M s’+C s+K 0
= =w,z = - —W —w —W =w =w =w -
i 0 1 -1 0 0

k,, die den Koppelfteiheitsgraden zugehorige Masse, Dimpfung und Steifigkeit

(5.87)

Nun wird ein Koordinatensystem y, eingefiihrt: Der Freiheitsgrad z; wird durch zx -wy, ersetzt.

Zp =W

(5.89)

Der Ubergang vom Koordinatensystem W auf das Koordinatensystem y, kann tiber eine Trans-

formation mit der Transformationsmatrix @ | beschrieben werden:

10000
01010
w=®0 vy mit ®=012000
00100
000 0 1]

(5.90)

(=)
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¥, ist dabei eine Basis fiir den Raum w. Die Koordinatentransformation von w auf y, sowie die
Linksmultiplikation mit ® " liefert:

®'Ms’+Cs+K|® y =0 (5.91)
M’ +C s+K. -m.s’—c.s k. M s*+C s+K =~ -ms-cs—k 0| z
-ms’—¢s-k."  (mAm,)s*Hc+c stk +k,) -m s’ —¢s-k, msi+cs+k, 0| w
M s4C K omveelsk] MGk 0 ofw -0
-m.s*—c.'s-k." ms’ +c.s+k. 0 ms*+es+k, 1|2 W
| 0 0 0 1 ojL P

(5.92)

Werden z,, w, und W, zu den Systemkoordinaten Z
vereinfacht werden zu:

zusammengefasst, so kann die Beschreibung

SyS

2 2
Msys st gsyx s+ 55)/3 _mSJVS:Z*WS _glV,VSvZ*WS _KWSJ*W g Ssys
T T T

-m sys,z—wS2 —C gsz-wS — IS sys,z—w mzsz + Cc.S + kz 1 Zp =W = g ‘ (5‘93)

0 1 ol| P

2
-m.s”-c.s—k,

Dabei ist: { 2 } 2 5.94
— ms_yx,z_w’s _ES/VS,Z*H/S - ny&',z—w = mZS + CZS + kZ ( )

0

In der Gesamtsteifigkeitsmatrix ist die schon bekannte Darstellung des Gesamtsystems enthalten.

Damit erhilt man die gleiche Struktur des Gleichungssystems wie bei Nebenbedingungen am Rand.
Die in diesem Kapitel ermittelten Stabilititskriterien gelten damit auch fiir gekoppelte Systeme.

Die Aussagen zu auftretenden Stérungen kénnen analog tibertragen werden.

Aus der Darstellung (5.93) ergibt sich, dass sich die Lagrangeschen Parameter bei Systemen mit
Nebenbedingungen im Inneren, wie bei den Systemen mit Nebenbedingungen am Rand, aus einer
»Nachlaufberechnung® ergeben, nachdem die Lagekoordinaten des Systems berechnet sind. Sie
beeinflussen die Lagekoordinaten nicht.

Die Systemfreiheitsgrade z sind tiber die Modellparameter des oberen Systems an der Koppelstel-
le mit der Verschiebungsdifferenz z, - w, verbunden.

In die Bestimmungsgleichung fiir P gehen ebenfalls die Modellparameter des oberen Systems ein.
Der Index des derart transformierten Systems richtet sich nun allein nach den Modellparametern
des oberen Systems an der Koppelstelle.
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5.6 Zusammenfassung

Ziel dieses Kapitels war es, Stabilititskriterien fiir die Integration mechanischer, differentiell — al-
gebraischer Systeme 2. Ordnung mit a-Verfahren zu bestimmen. Dartiber hinaus sollte eine Erkld-
rung fur die bei der Zeitintegration auftretenden Phinomene wie Stérungen mit hohen Frequenzen
[Lutzenberger 2002] gefunden werden.

Tatsichlich konnten fiir alle relevanten Systeme Stabilitatskriterien gefunden werden. Dartiber hin-
aus konnten alle bei der Zeitintegration auftretenden Effekte geklirt werden. Durch vergleichende
Untersuchung wurde das Verhalten der mechanischen Modelle mit Index 3, 2 und / sowie die
Wirkungsweise der Indexreduktion gezeigt. Als Zeitschrittverfahren wurde das Generalized-a. Ver-
fahren verwendet. Dieses besitzt die besten spektralen Charakteristika aller bekannten Verfahren.
Dariiber hinaus kénnen die populirsten strukturdynamischen Verfahren direkt aus ihm abgeleitet
werden.

Die Zeitintegration von DAE mit Ausnahme zweifach indexreduzierter (zweimalige Differentiation
der Nebenbedingung) DAE ist stabil, falls

0< p. <1 (5.95)

P o = 2Pl

1 1
p +1 m p +1 ﬁ= Z(l_orm—l—af)2 7/= E_am—l—af (596)

mit: (xf =

Hier zeigt sich, dass das Verhalten des Algorithmus bei unendlich hohen Frequenzen von entschei-
dender Bedeutung fiir die Stabilitit der Zeitintegration ist. Dies bestitigt die Erkenntnis aus [Lut-
zenberger 2002], dass diese Systeme Figenkreisfrequenzen mit w—>7oo besitzen. Betrigt der spekt-
rale Radius des Verfahrens fir w—>00 p, =1, so wird die Zeitintegration instabil. Ist der spektrale
Radius fir @—ookleiner als 1 (numerische Dissipation ist vorhanden), so ist die Integration stabil.

Die Zeitintegration zweifach indexreduzierter DAE mit dem Generalized-o. Verfahren ist immer
instabil. Hier ist zusdtzlich das Verhalten des Algorithmus fir Eigenfrequenzen @—0 entscheidend
fir die Stabilitit der Zeitintegration. Das Generalized-ot Verfahren besitzt hier den spektralen Radi-
us /. Diese schwache Instabilitit duB3ert sich im linearen Abdriften der Lagekoordinaten von den
Auflagern. Angesichts des duBerst geringen Abdriftens des Generalized-o Verfahrens (8 / 0" nach
3000 Zeitschritten) kann das Generalized-o Verfahtren hier gut angewandt werden.

Mit Hilfe der VergroBerungsmatrix des Newmark-f3 Verfahrens konnten alle bei der Zeitintegration
auftretenden Phinomene erklirt werden. Die unendlich hohen Stérfrequenzen entsprechen einer

Bildungsvorschrift in den Lagekoordinaten mit Nebenbedingungen (z):

Wiae = (_ l)” Wo. (597)
Die zusitzlich zu den Storfrequenzen auftretenden Instabilitidten ergeben sich durch:

Waiae = n(— l)” Wo C. (598)
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Bei allen Systemen ohne durchgefithrte Indexreduktion sind die Fullpunktgeschwindigkeiten z,
von Storungen tiberlagert, die FuBpunktbeschleunigungen Z, sind zusitzlich instabil. Nach einma-
liger Indexreduktion sind nur noch die FuBBpunktbeschleunigungen Z, von den Stérungen betrof-
fen. Die FuBlpunktgeschwindigkeiten z, sind storungsfrei. Nach zweimaliger Indexreduktion treten
keine Storeffekte in z,, z, und Z, mehr auf. Nach einmaliger Indexreduktion existiert praktisch
kein Abdriften, nach zweimaliger Indexreduktion ergibt sich ein lineares Abdriften der Lagekoordi-
naten.

Dies gilt auch fur das Generalized-o. Verfahren allgemein.

Die Lagekoordinaten ohne Nebenbedingungen (z,) werden in der Vergro3erungsmatrix tiber die

Vergroflerungsmatrix eines Einmassenschwingers aus sich selbst und aus einer Kopplung an z, ,
z, und Z, berechnet. Nur im Falle einer Kopplung an Z, (m#0) kann z beim Index 3 System
instabil werden.

Die Lagrangeschen Parameter (Pg,) sind an die Lagekoordinaten mit Nebenbedingungen gebun-
den. Die Modellierung des Aufstandspunkts mit lediglich Federelementen (Index / System) ist in
diesem Sinne am glinstigsten. Die Lagrangeschen Parameter berechnen sich dann lediglich aus der
FuBpunktauslenkung z,. Da diese stabil und stérungsfrei ist, gilt dies ebenfalls fur P, . Bei der
Modellierung des Aufstandspunkts mit lediglich Feder- und Dimpferelementen (Index 2 System)
sind die Lagrangeschen Parameter iiber den Dimpfer an die FuB3punktgeschwindigkeit z, gekop-
pelt. Die darin vorhandenen Stérungen Ubertragen sich auf F,,. P bleibt stabil. Sind am Ful3-
punkt auch Massenelemente vorhanden, so sind die Lagrangeschen Parameter an die Fullpunktbe-
schleunigungen Z, gekoppelt. P, ist dann ebenfalls von Stérungen tberlagert und wird instabil.
Verbessert sich infolge einer Indexreduktion durch Differentiation der Nebenbedingung die L.6-
sungsqualitit fur z,, z, und Z;, so wirkt sich dies gleichermaBen positiv auf £y, aus. Fir P,, wie
P, sind die Zusammenhingen ungiinstiger. Es gelten die gleichen Stérungsausbreitungsmecha-
nismen wie fur z,, Z, und Z,. Anders als bei z, verbessert die Indexreduktion diese Zusammen-
hinge jedoch nicht. In P, vorhandene Stérungen fithren so zu einer Instabilitit in £,,. In P,
vorhandene Stérungen fithren so zu einer Instabilitit von P, . Positiv hinsichtlich der Stabilitit der
Lagekoordinaten wirkt sich aus, dass P, P, und P, detren Berechnung nicht beeinflussen.

Systeme mit Nebenbedingungen im Inneren zeigen die gleichen Effekte wie Systeme mit Neben-
bedingungen am Rand. Die Ergebnisse sind analog iibertragbar.

Auf Basis dieser Erkenntnisse soll im nichsten Kapitel ein geeignetes Zeitintegrationsverfahren
entwickelt werden.
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6 Entwicklung von Zeitintegrationsverfah-
ren fiir strukturdynamische DAE

6.1 Einleitung

6.1.1 Strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren

Anforderungen an Zeitintegrationsverfahren fir strukturdynamische Systeme wurden in (Kapitel
5.2.1) diskutiert. Danach sollte ein Zeitschrittalgorithmus folgende Eigenschaften erfiillen [Hughes
2000]:

e Integration der Differentialgleichung 2. Ordnung

e Maximal ein Satz impliziter Gleichungen je Zeitschritt

e Genauigkeit 2. Ordnung

e Unbedingte spektrale Stabilitit bei linearen Berechnungen
e Steuerbare numerische Dissipation hoher Frequenzen

e Selbst startend, d.h. es wird kein anderes Verfahren zur Gewinnung der Startwerte
benotigt.

6.1.2 Zeitintegration differentiell-algebraischer Systeme

Bei der Zeitintegration von differentiell — algebraischen Gleichungen sind zur Vermeidung von
Instabilititen die Stabilititskriterien enger zu wihlen (Kapitel 5.4). Daneben treten bei der Integra-
tion haufig Stérungen auf. Die Storfrequenzen treten je nach dem Index der DAE in den Lageko-
ordinaten mit Festhaltungen z, und den Lagrangeschen Parametern /4, sowie in deren Geschwin-
digkeiten Z,, 4 und Beschleunigungen Z,, A auf und tberlagern die Berechnungsergebnisse.
Ginstig sind Verfahren, bei denen diese Stérungen klein sind und durch numerische Dimpfung
rasch herausgedimpft werden. Verfahren wie das Generalized-a Verfahren, welche eine numeri-
sche Dissipation besitzen, dimpfen diese Storfrequenzen zwar, sind aber nicht in der Lage, deren
Entstehung zu verhindern.

Fir die Integration von differentiell — algebraischen Systemen ist ein zusitzliches Kriterium wichtig:

e Moglichst kleine Storungen in den Berechnungsergebnissen.
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Im letzten Kapitel wurde die Zeitintegration von DAE mit jeweils unterschiedlichem Index vor
und nach der Indexreduktion mit a-Verfahren analysiert und es konnten Stabilititskriterien abgelei-
tet werden. Die dabei gewonnenen Erkenntnisse dienen zur Entwicklung geeigneter Zeitintegrati-
onsverfahren.

6.1.3 Entwicklung von Zeitintegrationsverfahren

Um die Anforderungen in Kapitel 6.1.1 und Kapitel 6.1.2 zu erfllen, ist die Entwicklung eines
geeigneten Verfahrens notig. Als Grundlage wird das Generalized - a Verfahren gewihlt. Dieses
Verfahren erfillt die Anforderungen an strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren und besitzt
gute spektrale Charakteristiken.

Der Index (Differentiationsindex d)) ist das maB3gebende Kriterium fiir Schwierigkeiten, die bei der
Losung der DAE zu erwarten sind. Die Zeitintegrationsverfahren werden dem Index der DAE
angepasst.

Ein wichtiges Kriterium fiir das Integrationsverfahren ist es Stérungen in der Lésung zu vermeiden.
Die Entstehung der Storungen ldsst sich gut anhand der VergroBerungsmatrix verfolgen (Kapitel
5.4). Die Werte auf der Hauptdiagonalen der VergroB3erungsmatrix geben an, wie sich die Zeit-
schrittgrolen nach einer Stérung auf sich selbst abbilden. Gilt zB. z,, . =-1(Z,, ), so dndert Z,
in jedem Zeitschritt das Vorzeichen, wodurch eine hochfrequente Stérung verursacht wird. Aus der
Vergroflerungsmatrix ldsst sich auch die Weiterleitung der Stérungen erkennen. Die in Z, entste-
henden Stérungen werden auf Z, weitergeleitet. In Z, verstirken sich die Stérungen durch die
negative Werte auf der Hauptdiagonalen. Die Storungen in | z,, Z, | werden auf [;s, z, ;s] und
[[P, P, P]] tbertragen. In [P, P, P]] tritt eine erneute Verstirkung auf. Ziel ist es deshalb die Ent-
stehung bzw. Verstirkung der Stérungen in [ z,, Z, | sowie |P, P, P] moglichst gering zu halten.

Die Zeitintegration kann anhand des Ausgangssystems (mit Nebenbedingung auf Lageebene) oder
des einfach bzw. zweifach indexreduzierten Systems erfolgen. Die Zeitintegration der einfach in-
dexreduzierten DAE ist am glnstigsten. Im Vergleich zum Ausgangssystem treten weniger Storun-
gen auf. Ein Abdriften der Lagekoordinaten wie beim zweifach indexreduzierten System tritt noch
nicht auf.

Der weit haufigste Fall gekoppelter Systeme ist die Formulierung der Kopplung tiber Lagrangesche
Nebenbedingungen auf Lageebene (z.B. z;=0). Dieser Fall wird im Folgenden betrachtet (fir ande-
re Kopplungsbeschreibungen kénnen die Ergebnisse sinngemil3 Gbertragen werden). Stérungen
entstehen infolge von Diskretisierungsfehlern und infolge nicht ausreichend oft differenzierbarer
Lastfunktionen. Den gréBten Einfluss besitzt die Rauheit 7(2) in der Nebenbedingung. Stérungen
(nicht ausreichende Differenzierbarkeit) in der Nebenbedingung gehen in der (di-1)-ten Ableitung
in die Losung ein. Auch kleine Stérungen kénnen grof3e Fehler im Ergebnis verursachen. Die Rau-
heitsfunktion sollte deswegen (d;-1)-mal stetig differenzierbar sein. Stérungen in den Lastfunktio-
nen F(?) der Gleichgewichtsbedingungen haben einen wesentlich getingeren Einfluss. Hier ist eine
(di-3)-malige stetige Differenzierbarkeit ausreichend.
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Die Darstellung erfolgt anhand von Systemen mit Festhaltungen am Rand. Fur Systeme mit Fest-
haltungen im Inneren gilt das gleiche, da sie auf obige Form transformiert werden kénnen.

6.2 Index 1 Systeme

Die Zeitintegration von Index / Systemen mit dem Generalized - « Verfahren ist fir 0< p <1
unbedingt stabil. Storungen treten lediglich in den Ableitungen der Kontaktkoordinaten z,, Z, und
den Ableitungen der Lagrangeschen Parameter den , ijdyn auf (Abbildung 5.19). Werden als Be-
rechnungsergebnisse die Ableitungen der Kontaktkoordinaten Z,, Z, und der Kontaktkrifte F.,
P;,yn benétigt, so konnen diese storungsreduzierter durch Nachdifferentiation bestimmt werden.
An die Rauheitsfunktion r(#) missen keine besonderen Anforderungen gestellt werden.

6.3 Index 2 Systeme

Index 2 Systeme verursachen bei der Zeitintegration gré3ere Probleme als Index / Systeme. Die
Zeitintegration von Index 2 Systemen mit dem Generalized - a Verfahren ist fiir 0< p,_ <1 unbe-
dingt stabil. Zur Minimierung auftretender Storungen muss die Rauheitsfunktion 7(#) einmal stetig
differenzierbar sein.

Storungen treten wihrend der Zeitintegration lediglich in den Ableitungen der Kontaktkoordinaten
und P, sowie in den zwei-

Z;, Z;, und den Ableitungen der Lagrangeschen Parameter £, , F,,

ten Ableitungen der Systemkoordinaten Z auf (Abbildung 5.14).
Die Stérungen in Z,, P, und Zg kénnen durch Differentiation der Nebenbedingung behoben
werden. Fin Abdriften tritt dabei praktisch nicht auf (Abbildung 5.16).

Werden als Berechnungsergebnisse die zweiten i_i‘xbleitungen der Kontaktkoordinaten Z, und die
Ableitungen der Lagrangeschen Parameter P,., P

"y DENGtigt, so konnen diese stérungsreduzierter
durch Nachdifferentiation bestimmt werden.

6.4 Index 3 Systeme

Index 3 Systeme sind am schwierigsten zu integrieren. Die Zeitintegration von Index 3 Systemen
mit dem Generalized - a Verfahren ist fur 0 < p_ <1 unbedingt stabil. Zur Minimierung auftre-
tender Stérungen muss die Rauheitsfunktion 7(?) zweimal stetig differenzierbar sein.

Stoérungen treten wihrend der Zeitintegration in den Ableitungen der Kontaktkoordinaten z,, Z,,
den Lagrangeschen Parametern F,, und deren Ableitungen F,, und P, sowie in den zweiten
Ableitungen der Systemkoordinaten Z, auf (Abbildung 5.6).
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Durch Differentiation der Nebenbedingung erhilt man das indexreduzierte System mit dem Index
2. Es treten Storungen in den zweiten Ableitungen der Kontaktkoordinaten Z, , den Lagrangeschen
Parametern P, und deren Ableitungen den und I'jdyn auf (Abbildung 5.8). Eine weitere Ableitung
der Nebenbedingung wiirde eine storungsfreie Integration der Lagrange Parameter ermdglichen,
jedoch kann bei rheonomen (zeitabhingigen) Nebenbedingungen nicht mehr sichergestellt werden,
dass das Abdriften minimal bleibt. Deswegen wird ein anderer Weg beschrieben. Fiir das einfach
indexreduzierte Index 3 System werden die Verfahrensparameter so gewihlt, dass auftretende St6-
rungen moglichst geringe Auswirkungen haben.

Hier werden zwei verschiedene Verfahren vorgeschlagen:
e DAISY!1
e DAISY2

6.4.1 Differential algebraic integration of structural dynamic systems 1
(DAISY1)

Ziel dieses Kapitels ist es ein moglichst storungsfreies und genaues Integrationsverfahren zu entwi-
ckeln. Der Entwicklung liegen die Stabilititskriterien und die Erkenntnisse hinsichtlich des Mecha-
nismus der Storungsausbreitung aus dem letzten Kapitel zugrunde.

Strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren wurden zur Integration von Differentialgleichungen
entwickelt und sind fiir diese Aufgabenstellung sehr gut geeignet. Differentiell algebraische Systeme
enthalten neben den Differentialgleichungen der Systemfreiheitsgrade algebraische Gleichungen
und Bestimmungsgleichungen fiir die Kontaktkraft. Fir beide letzteren sind strukturdynamische
Zeitintegrationsverfahren schlecht geeignet.

Storungen im Gleichungssystem ergeben sich aufgrund von Diskretisierungs- und Rundungsfeh-
lern. Die VergroB3erungsmatrix zeigt, dass diese von Zeitschritt zu Zeitschritt weitergeleitet werden.
Mal3geblich verantwortlich dafiir sind negative Werte auf Hauptdiagonalen der VergroB3erungs-
matrix. Ziel des Verfahrens ist es nun in den Mechanismus der Weiterleitung der Stérungen einzu-
greifen. Dazu werden die Parameter des Verfahrens giinstig gewihlt, so dass die negativen Werte
auf der Hauptdiagonalen moglichst verschwinden. Die Wahl der Parameter wird jedoch dadurch
eingeschrinkt, da diese nach wie vor den Anforderungskriterien an das Zeitintegrationsverfahren
genligen mussen.

So treten Storungen in der algebraischen Gleichung der DAE (5.38) sowie bei den Bestimmungs-
gleichungen der Lagrangeschen Parameter auf. MaBgebend hierfiir sind die Matrizen A_ _ und

17
=PP

17 Die VergroBerungsmatrix des Index 2 Systems, indexreduziert auf das Index / System besitzt eine dhnliche Struk-
tur (5.71). Das Verfahren kann deswegen auch auf Index 2 Systeme angewandt werden.
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1 ﬁ—y+a,»y V—Zﬁ
(a,—1)y 2y
A - 0 % 0 , 6.1)
=—zk,zk (Olf—l)
0 | y—1
| (a,—1)y Y

Zur Minimierung der Stérungen im algebraischen Teil werden die Parameter des Generalized-o.
Verfahrens gewihlt zu:

a,=0, «a,=-05 y=1, f=05. (6.2

Dabeti ist das Kriterium fiir die Genauigkeit 2. Ordnung
1
y = E—am+af (6.3)

eingehalten.

Negative Werte auf der Hauptdiagonalen von APP lassen sich mit diesen Parametern nicht voll-
standig vermeiden.

%y
(af _1)
A - y p—y 2p—y 6.4)
=" (e -D)p p 2
1 -1 241

(a,~1)f B 28

0 0

Da P und P die anderen Zeitintegrationsgro3en nicht beeinflussen kénnen sie, ohne Einbussen
an die Genauigkeit der Lagekoordinaten, aus der Nachdifferentiation von P und P bestimmt
werden.

= oAt (6.5)

Weiterhin ist es sinnvoll vor der Zeitintegration die dynamische Lasten mit einem Skalierungsfaktor
zu belegen P = w, *k, (£, Skalierungsfaktor z.B. £,=1 10°- 1 10%), um so ein gut konditioniertes
Gleichungssystem zu erhalten.

Das sonstige Vorgehen ist analog dem Generalized-a Verfahren.
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Die Vergroflerungsmatrix A des DAISY1 — Verfahrens lautet:

A =
¢ C,/At C,/A* G, Cu/At Cu/A* 0 0 0]
2 (?—1) (2C2=/At—£) 2?:3/&2 2C,, 2C, /Ar 2C,/A" 0 0 O
2?-1) (2(?/&—21) 2C=3/At2 2C,, 2C, /At 2C,/A" 0 0 0
(_)=T =QT ? 1 0.5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0| (6.6)
0’ 0’ 0’ 0 -1 0 0 0 0
C, C,/ N C./Ar C, Cu/AM C/AF 0 0 0
C, C,/ Nt C/A* Gy  Cy/A C/A -1 0 0
C, C,/ Nt C/A* Gy  Cy/A C/A —1 -1 0

Hieraus lisst sich erkennen, dass g, und P nun stérungsfrei integriert werden, da simtliche negati-
ven Eintrage auf der Hauptdiagonalen verschwinden.

Durch Zusammenfassen einzelner Elemente zu Untermatrizen vereinfacht sich die Vergrof3e-
rungsmatrix:

ézs zs =zs,zk 2
é = 2 —zk,zk 2 (67)
A A
=P,zs =P, zk =P, P
Daraus berechnen sich die Eigenwerte EW/(A ) zu:
EW(é) = EW(ézv zs)’ EW(ézk zk)’ EW(éP P) (68)

Die VergroB3erungsmatrix A kann in einen Teil aufgespaltet werden, welcher die gewohnliche Dif-
ferentialgleichung reprisentiert, und in einen Teil, welcher fiir die algebraische Nebenbedingung
und die Lagrangeschen Parameter steht.

A ., entspricht der VergroBerungsmatrix A eines Einmassenschwingers. Fur alle Eigenwerte A,
von A, gilt: |A| =1, doppelte Eigenwerte sowie der Figenwert ,,1* treten nicht auf (0<€Q<0),

Die Eigenwerte der Untermatrizen A - und AP » sind:
=ZKk,Z =,

A=,y =Ay=A, =) =M =0 (6.9)

Der Eigenwert “1% tritt nur einfach auf. Alle weiteren Eigenwerte sind ,,<1%. Die Zeitintegration
ist stabil.
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Die Genauigkeit von Integrationsverfahren fir gewohnliche Differentialgleichungen wird neben
der Ordnung des Verfahrens tber die Periodenverlingerung und die numerische Dimpfung be-
schrieben [Bathe 1986]. Diese sind fiir verschiedene strukturdynamische Verfahren in den nichsten
Grafiken dargestellt.

Periodenverlingerung ( T-T )/ T

0.14

T
—+— Houbolt
— DAISY1
—— Wilson ©
- — Newmark-B, y=0.6
0 — Trapezregel
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e
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Abbildung 6.1: Periodenverlingerung: Vergleich verschiedene Verfahren

Numerische Dampfung:
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Abbildung 6.2: Numerische Dimpfung: Vergleich verschiedene Verfahren

Das Verfahren besitzt gute spektrale Charakteristiken. Es wird eine ZeitschrittgroBBe von A2/ T< 0.1
vorgeschlagen.

Die Leistungsfahigkeit des Verfahrens zeigt die folgende Berechnung eines Einmassenschwingers
mit den Generalized-o. Verfahren und mit DAISY1. Das dargestellte System entspricht dabei einem
vereinfachten Modell eines LKW, welches hdufig in der Literatur fir Simulationen verwendet wird.
Da die Grof3e der Storungen von der Dimpferkonstante ¢ abhingt, wurde diese zur Verdeutlichung
der auftretenden Effekte sehr grof3 gewihlt. Die Anregung erfolgt Gber einen Knick in der Fahr-
bahn, der ebenfalls sehr grof3 gewihlt wurde. Die Zeitintegration erfolgte mit A7=0.07 s.
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Der Knick in der Rauheitsfunktion verletzt die Anforderung der zweimaligen stetigen Differenzier-
barkeit und bringt deswegen Stérungen ins Gleichungssystem ein. Damit kénnen Auswirkungen
von Stérungen untersucht werden.

System: Differentialgleichung:
m, T z (1)
mys>+cs+k  —cs—k 0 ||z 0
K . —cs—k  myst+es+k kp fu p=| 0 (6.10)
0 1 0 ||wp r(t)
m, u(t) = r(®) 0 1<1s
l 0= 1001 0im  1>1
—1)*
A_PT (0.1[s]-5)%01m t>1s

my=7000 kg, my=300 kg,
k=2.5 10° N/m, c=1 10° Ns/m

Abbildung 6.3: Einmassenschwinger mit Index 3

Die Berechnung liefert folgendes Ergebnis:
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Abbildung 6.4: Vergleich Generalized-a. Verfahren, DAISY1



Kapitel 6 Entwicklung von Zeitintegrationsverfahren fiir strukturdynamische DAE 88

Beim Generalized-o. Verfahren sind nur die Zeitintegrationsgrolen z, z, u und # frei von Sto-
rungen. In allen anderen Zeitintegrationsgrofien treten Storungen auf, die zum Teil langsam abklin-
gen. Mit DAISY1 treten kurzzeitige kleinere Storungen in P, Pund P auf, die aber sehr schnell
abklingen.

Mit DAISYT1 steht ein leistungstahiges Verfahren zur Integration strukturdynamischer differentiell-
algebraischer Systeme zur Verfiigung. Die Zeitintegration erfolgt stabil und praktisch stérungsfrei.
Die Anforderungen an strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren sind eingehalten. Lediglich
die numerische Dissipation ist nicht steuerbar. Das Verfahren besitzt die Genauigkeit 2. Ordnung.
Die bei der Zeitintegration auftretenden Fehler wie Periodenverlingerung und numerische Damp-
fung sind vergleichbar mit anderen strukturdynamischen Verfahren.

6.4.2 Differential algebraic integration of structural dynamic systems 2
(DAISY2)

Die Charakteristika von DAISY1 kénnen weiter verbessert werden, indem fiir die Systemfreiheits-
grade und fur die Kontaktfreiheitsgrade/Lagrangeschen Parameter verschiedene Integrationen
verwendet werden.

Ziel des Verfahrens ist es die Entstehung der Stérungen in den Lagekoordinaten mit Festhaltungen
und den Lagrangeschen Parametern zu verhindern. Dies ist durch eine analoge Vorgehensweise
zum Verfahren DAISY1 méglich. Fir die Lagekoordinaten ohne Festhaltungen hingegen wird eine
moglichst genaue Zeitintegration angestrebt. Hier werden die Parameter nicht vorgegeben, sondern
im Sinne des Generalized-a Verfahren variabel gehalten. Die numerische Dissipation ist damit fir
die Zeitintegration der Lagekoordinaten ohne Festhaltung steuerbar. Die Genauigkeit des Verfah-
rens wird hoher als bei Verfahren DAISY1. Storungen in den Lagekoordinaten mit Nebenbedin-
gungen und in den Lagrangeschen Parametern werden mit der gleichen Qualitit integriert.

Die Wahl unterschiedlicher Verfahrensparameter fiir die verschiedenen Freiheitsgrade ist moglich,
da sich die Koordinaten z; direkt aus der Nebenbedingung berechnen lassen. Ist z; bekannt, so
ergeben sich die Lagekoordinaten ohne Festhaltungen z, direkt aus den oberen Zeilen des Glei-
chungssystems. Die Lagekoordinaten mit Festhaltungen wirken hierbei als FuB3punktanregung, da
sie bereits bestimmt sind. In einer Nachlaufrechnung werden dann aus den mittleren Zeilen des
Gleichungssystems die Lagrangeschen Parameter P bestimmt. Bei gekoppelten Problemen wird
analog verfahren.

Fur die Zeitintegration muss zunachst sichergestellt werden, dass die Rauheitsfunktion 7(2) zweimal
stetig differenzierbar ist.

Bei der Zeitintegration wird die Gleichgewichtsbetrachtung zwischen den Zeitschritten durchge-
fithrt. Dabei wird eine Linearkombination aus Anfangs- und Endzustand der jeweiligen Grof3e
verwendet. Fur die Beschleunigungen wird daftr der Faktor o, (bzw. o), fur die restlichen Gro-
Ben der Faktor o (bzw. o) verwendet.
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a, =0 a,=-05 y =1 B, =05 (6.11)

Da Pund P die anderen ZeitintegrationsgroB3en nicht beeinflussen, konnen sie aus der Differen-
tiation aus P gewonnen werden:

P= Lin =8 (6.12)
At

potiea=li (6.13)
At

Die Parameter fiir z, werden giinstigerweise tiber den Spektralradius po (fiir A/T—00) bestimmt.
Damit das Generalized-o. Verfahren unbedingt stabil ist, die Genauigkeit 2. Ordnung sowie eine
maximale Dimpfung hoher Frequenzen und eine minimale Dimpfung niedriger Frequenzen be-
sitzt muss gelten:

=L g = 2p,~1 y = l—am+af B = l(l—ozm+0(f)2 (6.14)
P, +1 P, +1 2 4

Die Vergroflerungsmatrix des Verfahrens lautet:

é =
I c, C,/At (i/At2 Cy C,/At Cy/A® 0 0 0 ]
((i—gxém (&K‘G—EK“) [&K‘:—!K‘S)/At CursAt Cyxg Cyprg/Ar 0 0 0
C, —1)1{1 A |G,k —1Ix, |At [&K‘l —£K3) Cy ki At CumAt  Cyux 0 0 o
0’ 0’ 0’ 1 0.5 0 0 0 0
0 0 0’ 0 0 0 0 0 0
0’ 0’ o’ 0 -1 0 0 0 0
Cs Cy/ At C,/A* Cyy Cy /At Cy/A* 0 0 0
Cs Cq/ At C,/A* C,s Cy /At Cy/A* -1 0 0
Cs Cq/A C,/Ar? C,, Cy /At Cy/A* -1 -1 0

6.15)

Die Eigenwerte der Vergro3erungsmatrix setzen sich aus den Figenwerten der Untermatrizen A,
A, . und A, zusammen:

EW(A) = EW(A

$,289

) EW(A ), EW(A,,) (6.16)

28,28

A .. entspricht der VergroBerungsmatrix A eines Einmassenschwingers. Fiir alle Eigenwerte A,

von A, gilt: |A| =1, doppelte Eigenwerte sowie der Eigenwert ,,1% treten nicht auf (0<€<oo,
0<p, <.
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Fur die Untermatrizen A ., und A, sind die Eigenwerte zu bestimmen. Diese sind:
=—ZK,Zi -4

Ay =1, Ay3456 =0

Der Eigenwert “1% tritt nur einfach auf. Alle weiteren Eigenwerte sind ,,<1%. Die Zeitintegration

ist stabil.

z, ergibt sich nur noch aus der Anregung im aktuellen Zeitschritt, welche hier nicht betrachtet

wird. Auftretende Stérungen verschwinden schnell. Die storungsfreie Integration von Z¢, Z¢ und

z

S

Die Berechnung des Systems nach (Abbildung 6.3) zeigt die Leistungsfihigkeit des Verfahrens:
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Abbildung 6.5: Vergleich Generalized-a Verfahren, DAISY2

Beim Generalized-ot Verfahren sind nur die Zeitintegrationsgroflen z, Z ,u und u frei von Sto-
rungen. In allen anderen Zeitintegrationsgrof3en treten Storungen auf, die zum Teil langsam abklin-
gen. Mit DAISY?2 treten kurzzeitige kleinere Stérungen in P, Pund P auf, die aber sehr schnell

abklingen.

Die Zeitintegration mit DAISY?2 erfolgt stabil und praktisch storungsfrei. Alle Anforderungen an
strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren sind hier eingehalten. Das Verfahren besitzt die Ge-
nauigkeit 2. Ordnung. Die bei der Zeitintegration auftretenden Fehler wie Periodenverlingerung
und numerische Dimpfung sind im Vergleich zu anderen strukturdynamischen Verfahren sehr
klein. DAISY2 ist ein extrem leistungsfihiges Verfahren zur Integration strukturdynamischer diffe-

rentiell-algebraischer Systeme.
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7 Kopplung dynamisch kondensierter Mo-
delle

Grof3e Modelle bediirfen eines hohen numerischen Aufwandes zur Losung der Gleichungssysteme.
Eine mdogliche Strategie zu Reduzierung des Aufwandes zur Losung der Systeme ist die Untertei-
lung in ein Hauptsystem und in Teilsysteme. Die Teilsysteme kénnen dann dynamisch kondensiert
werden. Die Dimension der Teilsysteme kann so deutlich reduziert werden. AnschlieBend werden
die kondensierten Teilsysteme wieder an das Hauptsystem angekoppelt.

In Kapitel 7.1 wird die dynamische Kondensation von Modellen diskutiert. Die Ankopplung redu-
zierter Modelle an das Hauptsystem kann tber verschiedene KenngroB3en erfolgen (Kapitel 7.2, 7.5)
und bedingt unterschiedliche Strategien (Kapitel 7.4). Weiter werden numerische Verfahren unter-
sucht (Kapitel 7.06).

Die Vorgehensweise ist vom betrachteten System abhingig, da nicht jedes System fiir diese Technik
geeignet ist (Kapitel 7.3).

Im Weiteren wird die Vorgehensweise speziell fir diskrete (bzw. diskretisierte) Teilsysteme (Kapitel
7.8) und kontinuierliche Teilsysteme (Kapitel 7.9) gezeigt. Hierbei wird die Kopplung an diskreten
Stellen untersucht.

7.1 Dynamische Kondensation

In der Statik ist fiir die Kondensation der Begriff der Substrukturtechnik gebrduchlich. Dabei wird
ein Modell in ein Hauptsystem und in lineare Teilsysteme unterteilt. Das Hauptsystem und das
Teilsystem besitzen gemeinsame Freiheitsgrade, die sog. Koppelfreiheitsgrade. Nun ersetzt man die
Teilsysteme durch ihre Wirkung, die sie auf das Hauptsystem austiben. Diese Wirkung kann tber
die Steifigkeit des Teilsystems (Verhiltnis der Kontaktkrifte zu den Verschiebungen) entlang der
Koppelfuge charakterisiert werden. Das Teilsystem wird auf eine Steifigkeit entlang der Koppelfuge
,,kondensiert™. Die Informationen tiber die Teilsysteme werden iiber diese Steifigkeit in das Haupt-
system eingebracht. Die Berechnung erfolgt am Hauptsystem. Es liegen nur noch die Freiheitsgra-
de des Hauptsystems vor, diese werden berechnet. AnschlieBend werden die Teilsysteme gelést um
die Verschiebungen im Teilsystem zu erhalten. Fir kontinuierlich gekoppelte Systeme gilt dies ana-
log.

Die Reduktion der einzelnen Teilsysteme auf ihre Steifigkeit ist in der Dynamik komplizierter, da
die (beschleunigungsabhingigen) Trigheits- und die (geschwindigkeitsabhingigen) Diampfungster-
me mit zu berticksichtigen sind.
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7.2 Begriffe

Die dynamische Wirkung der Teilsysteme kann iiber verschiedene Kenngro3en im Frequenzbe-
reich’ ausgedriickt werden:

e Die Impedanz Z beschreibt den Zusammenhang zwischen der Kontaktkriften P
und der Geschwindigkeit V" des Kontaktknotens.
P
Z(w) = Plw) (7.1)
Viw)

e Die Admittanz H beschreibt den Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit
V des Kontaktknotens und der Kontaktkraft P. H ist die Inverse zu Z.
H(w)= M (7.2)
Plw)

e Die dynamische Steifigkeit Kgy, beschreibt den Zusammenhang zwischen der
Kontaktkraft und der Verschiebung der Kontaktknoten.
Mit der dynamischen Steifigkeit kann fiir eine gegebene Verschiebung direkt (d.h.
ohne Inversion des Gleichungssystems) die dazugehorige Last berechnet werden.
Die dynamische Steifigkeit kann als der Widerstand eines Systems gegen eine ein-
wirkende harmonische Kraft P mit der Frequenz w interpretiert werden. W ist die
(frequenzabhingige) Antwort des Systems im eingeschwungenen Zustand.

Kdyn(w) = Lw)

. (7.3)

¢ Die dynamische Flexibilitidt (Nachgiebigkeit) G, beschreibt den Zusammenhang
zwischen der Verschiebung des Kontaktknotens W und der Kontaktkraft. G, ist
die Inverse von K.

G, () = VZ((—Z)’)) 7.4

Zur Bestimmung dieser Kenngrof3en werden zunichst die Teilsysteme in den Frequenzraum trans-
formiert. Alle KenngroBlen, sind im Frequenzbereich in der Regel komplex. Nur wenn Kraft und
Geschwindigkeit (Verschiebung) in Phase oder gegenphasig sind, werden die KenngréBlen G, K, Z
und H reell.

Der Realteil der Impedanz Z entspricht dem Widerstand (dissipativer Teil), der Imaginirteil der
Reaktanz (reaktiver Teil). Fir die dynamische Steifigkeit gilt dies umgekehrt.

Da im Frequenzbereich die Ableitungen der Freiheitsgrade verschwinden, kann iiber diese Gré3en
die Kopplung von Systemen direkt beschrieben werden. Die Kenngrof3en eignen sich daher gut,

18 GroBen im Frequenzbereich werden zur besseren Unterscheidbarkeit durch Grof3buchstaben, Gréen im Zeitbe-
reich durch Kleinbuchstaben gekennzeichnet.
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um die Eigenwerte gekoppelter Systeme zu bestimmen. Die Kopplung im Zeitbereich kann nach
der Fourierriicktransformation der Kenngrof3en in den Zeitbereich erfolgen. Bei der Fourierriick-
transformation ist die Kausalitidtsbedingung zu beachten. Die Kenngréflen liefern dann Aussagen
tber das Verhalten des Teilsystems ohne dass dabei die Differentialgleichung im Zeitbereich gel6st
werden muss. (Die Methodik kann als Kombination von Zeit- und Frequenzbereichsmethodik
interpretiert werden.)

7.3 Anforderungen an Systeme

Die Methodik eignet sich gut fiir transiente, gedimpfte Teilsysteme. Bei schwach gedimpften Teil-
systemen steigt der Aufwand fiir die numerische Fourierriicktransformation stark an, da diese tiber
die lange Zeitdauer bis zum fast vollstindigen Abklingen des Signals durchgefithrt werden muss.
Sehr glinstig in diesem Zusammenhang sind Wellenausbreitungsvorginge im Halbraum. Hier wird
durch die geometrische Abstrahlung die eingetragene Energie schnell dissipiert.

7.4 Ankopplung reduzierter Modelle

Im Folgenden wird die Vorgehensweise fiir die Flexibilitit G und die Steife K fiir ein Einfreiheits-
grad Teilsystem kurz dargestellt. Bei Verwendung der Admittanz H bzw. Impedanz Z ergeben sich
dhnliche Zusammenhinge.

7.4.1 Ankopplung iiber die dynamische Flexibilitit

Zunichst wird das betrachtete System in den Frequenzbereich transformiert (s. Kapitel 2.3.2.2). Im
Frequenzbereich ergibt sich die Verschiebung aus dem Produkt aus der Flexibilitit G(w) und der
Last P(w). Die Flexibilitit G(@w) beschreibt dabei das Verhalten des Systems:

Wiw)=G(w) Plw) . (7.5)

Im Zeitbereich entspricht dies einem Faltungsintegral Die Fourierriicktransformierte g(¢) der im
Frequenzbeteich bestimmten Flexibilitit G(w) kann als die Antwort des Systems auf einen Ein-
heitsimpuls (=Impulsreaktionsfunktion) interpretiert werden:

w(t) = jg(t—t)-P(r)dr = jg(r)-P(t—r)dr. (7.6)

Anstatt der Bewegungsgleichung des Teilsystems ist nun die (algebraische, retardierte) Verschie-
bungsbedingung (7.6) zu erfiillen. Diese kann problemlos in die Kopplungsnebenbedingung einge-
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setzt werden. Das Gleichungssystem ergibt sich aus den Gleichungen des Hauptsystems und der
Kopplungsnebenbedingung (welche das Verhalten des Teilsystems enthilt).

2 s
Hauptsystem: ms”+c,s+k, —C,8—k, 0

2
-c,s—k, mys~+c,s+k, 1

m,; ‘E? Z,
kl) cU
m, t {vf Z, |
P Nebenbedingung: z,-w, =0 >z - Ig”(t—r)-P(r)dr =0
‘ 7=0
m, %v} Wi
i gu(t) wird am Teilsystem bestimmt
u ¢,
’
Abbildung 7.1: Ankopplung des Teilsystems tiber die Flexibilitdt

Fir die Anzahl Freiheitsgrade des Gesamtsystems gilt: nges = 1, + 17 (n; =Anzahl der Nebenbedin-
gungen). Das Gleichungssystem setzt sich aus den Differentialgleichungen des Hauptsystems und
der retardierten algebraischen Nebenbedingung zusammen. Es kann daher als retardiertes differen-
tiell algebraisches Gleichungssystem (RDAE) gekennzeichnet werden.

7.4.2 Ankopplung iiber die dynamische Steife

Fir die Steifigkeit K gilt analog:
Pw)=K(w) ww). (7.7)

Im Zeitbereich entspricht dies wiederum einer Faltung:
P(t)= [k(t=t)-w(z)dr = [k(z)-w(t—1)de (7.8)
=0 7=0

Die Fourierrucktransformierte k(?) der im Frequenzbereich bestimmten Steife K(w) entspricht der
Kraft, die auf ein System aufgebracht werden muss, damit dieses eine Einheitsverschiebung erfahrt
(Einheitsverschiebungskraft).

Da die Koppelkraft direkt vorliegt, kann bei gekoppelten Problemen die Gleichung (7.8) in das
Gleichungssystem des Hauptsystems eingesetzt werden. Eine extra Nebenbedingung ist nicht mehr
notig,.
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m, % Z, .

k, c, Hauptsystem: ms* +c,s+k, —c,s—k, 0 ZS ~0
—c,s—k, mys’+cs+k, 1 ¢ -

m <z P

2 t V k
‘ P Nebenbedingung: z,—-w, =0
w, . h
m, {V} Teilsystem: P(t) = Iku(t—r)~wk(r)dr
=0
k, c,
/

ms’+c,s+k, —c,s—k, Z, | ‘ 0
—c,s—k, mys® +c,s+k, | z |- J.ku(t_f)'zk(f)df
=0
Abbildung 7.2: Ankopplung des Teilsystems tiber die Steife

Das Gesamtsystem hat die gleiche Dimension wie das Hauptsystem #1ges = 1. Das Gleichungssys-
tem setzt sich aus den Differentialgleichungen des Hauptsystems und der retardierten Last zusam-
men. Es kann daher als retardiertes Differentialgleichungssystem (RDGL) gekennzeichnet werden.

7.5 Guinstige Wahl der Kenngrof3e im Hinblick auf numeri-
sche Fourierriicktransformation

Die numerische Fourierriicktransformation der Flexibilitit kann in der Regel gut durchgefithrt wer-
den. So lautet die Flexibilitit eines Einmassenschwingers:

1

—mw* +iwc+k

Gdyn,T (w)=

(7.9)

Die Flexibilitit G(w) klingt mit hohen (Kreis-)Frequenzen @ schnell ab. Die mal3geblichen Anteile
von G(w) befinden sich im unteren Frequenzbereich. Bei der numerischen Foutierriicktransforma-
tion muss der Frequenzbereich nach oben begrenzt werden. Die Abschneidefehler aus dieser Be-
grenzung des Frequenzbereichs sind damit klein. Bei kontinuierlichen Systemen ist das Abklingver-
halten von G nicht mehr so stark ausgeprigt.

Bei Verwendung der Steife K(w) ergeben sich jedoch hiufig Schwierigkeiten bei der numetischen
inversen Fouriertransformation. Fur einen Einmassenschwingers ist die dynamische Steife:
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Kdyn,T(co)z—ma)2+ia)c+k (7. 10)

Die Steife nimmt mit hohen Frequenzen zu. Bei der numerischen Fourierriicktransformation muss
der Frequenzbereich nach oben begrenzt werden, womit die groen Anteile der Steife unbertick-
sichtigt bleiben. Damit kann die Steife nicht mehr richtig abgebildet werden. Bei kontinuierlichen
Systemen kénnen die hochfrequenten Anteile von K ebenfalls relevant sein.

Wann Schwierigkeiten bei der numerischen inversen Fouriertransformation auftreten, kann anhand
von einfachen Ersatzsystemen abgeschitzt werden. Dazu sind in der folgenden Abbildung die Im-
pulsreaktionsfunktionen bzw. die Einheitsverschiebungskrifte fiir verschiedene einfache Teilsyste-
me an der Koppelstelle dargestellt. Tritt in der jeweiligen Antwort w, w oder P ein Dirac - Im-
puls (bzw. Ableitungen davon) auf, so ist davon auszugehen, dass dieses System mit der entspre-
chenden Methodik kaum numerisch beschrieben werden kann. Der Impuls bzw. Ableitungen da-
von besitzen Anteile mit sehr hohen Frequenzen im Spektrum, was einer numerischen inversen
Fouriertranformation Probleme bereitet. Die unendlich steilen Flanken bei einem Dirac - Impuls
sind numerisch bei der Fourierriicktransformation schlecht beschreibbar

‘P(t):é(t) ‘P(t)zé(t) ‘P(t)zé(t)
w(t),w(t) | w(t),w(t) w(t),w(t)
oF b 2

Flexibilitit G(w)
-> Impulsreaktions-
antwort g(t)

Admittanz H(w) wA W W
-> Impulsreaktions-
hwindigkeit A(t
geschwindigkeit /(2) | 1 1 !

w w A w
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‘P(t) ‘P(t) ‘P(t)
O 3 w(t)=9(1) HU 3 w(t)=0d(t) § 3 w(t)=0(1)

Steife K(w) P P P
-> FEinheitsver-
hieb kraft k(t
schiebungskraft k(?) 1 1 1

; P(t) ; P(t) ; P(t)
QO - w=d) | o W(t)=0(1) ? o W(t)=0(1)
V LH V V
Impedanz Z(w) P P P A
-> Einheitsgeschwindig- |
keitskraft z(?) 1 1 B -

Abbildung 7.3: einfache Vergleichsmodelle

Die Abbildung zeigt, dass ein Teilsystem, das am Koppelpunkt eine Masse oder einen viskosen
Dimpfer enthilt, tber die Flexibilitidt im Zeitbereich gut beschrieben werden kann. Liegt eine Mas-
se am Koppelpunkt vor, so kann das System ebenfalls tiber die Admittanz beschrieben werden.
Eine Feder (und kein Dimpfer bzw. keine Masse am Koppelpunkt) ermoglicht die Beschreibung
tber die Impedanz im Zeitbereich.
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Beispiel: Beschreibung von Systemen iiber Flexibilitit/ Impedanz

_ oA
Teilsystem ‘ P(t)=o(t) |
m=1000kg :
) w(t
k=2.5 10° N/m § M) ¥ ™
¢=2.5 10° Ns/m
o w Ww(t)=6(t)
7 Py § U
DGL: m-w+c-w+k-w=P(t)=0(t) m-w,+c-w,+k-w,—k-w, =0
k-w—k-w,=P(t)
Beschreibung im G ()= W(iw) _ 1 Z(w) = P(w) 1 K
Frequenzbereich dyn P(w) —mo’+ioc+k B V(w) Ciw k—m-w*
1 X 10" Flexibilitat G(w) 0 10° Impedanz Z(w)
et
‘ — Imaginarteil G (@ ) — Imaginérteil Z(w)
° 5
g £
‘ 0 — —
‘ (o] ‘ (o]
T 0 100 200 300 100 0 100 200
Analytische Losun . . S D
Y Jiim & Impulsreaktionsfunktion g(?) Einheitsgeschwindigkeitskraft z(?)
0 = m
i _ ot
5 —c/om o(1) = e sin(wyt) t>0 z(t) =k-cos(w, -t)-e t>0
- mw,
w, =woVl-6"/w’
§}lmkefisdge . n=2"" Tyux = 524.288 5, At=0.001 s, df=0.0019 Hz
Ucktransformation
Vergleich analytische ,x 10" impulsreaktionsantuort o() x 10° Einheitsgeschwindigkeitsantwort z(t)
und numerische — Nomescrimng | — Nomatecn s
Losun,
& £’ 1
30 % 0
: g
g -1
-
2
) / t [s] 3 t[s]
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Abbildung 7.4: Beispiele zur Bestimmung der Zeitantwort
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Einzig der Anfangssprung wird beim zweiten System nicht richtig abgebildet und es treten kleine
Storungen auf. Da dieser Wert im Faltungsintegral bei jedem Zeitschritt mit der aktuellen Last mul-
tipliziert wird, ergeben sich in jedem Zeitschritt neue Fehler. Der Fehler ist unbahingig von der

Anzahl der Datenpunkte 7 bei der Fourierriicktransformation.

X 106 Einheitsgeschwindigkeitsantwort z(t)
T T T T T T T
3F —— Analytische Lésung
! ,\ — - Numerische Lésung n=21°
25¢ -~ Numerische Lésung n=22"

Kraft [N]
o
T

0.5+
t [s]

or | \ \
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

Abbildung 7.5: numerischer Fehler bei Anfangssprung z(t)

Bei kontinuierlichen Systemen ist die Masse tiber die Ausdehnung verteilt. Die Wirkung der Masse
muss daher erst durch die sich ausbreitenden Wellen aktiviert werden. Ein einwirkender Impuls
bewirkt daher eine sofortige Verschiebung. Das Systemverhalten liegt qualitativ zwischen dem einer

diskreten Masse und dem eines viskosen Dimpfers.

‘Pn)zéﬁ)
U wie)t)
w
Flexibilitat
— t

Abbildung 7.6: Impulsantwort eines kontinuierlichen Systems

Da die Masse im Lauf der Zeit aktiviert wird, ist die Beschreibung tiber ihre Flexibilitit bzw. ihre
Admittanz numerisch schwieriger als im Fall diskreter Systeme. Eine mogliche Strategie ist in Kapi-

tel 7.6 erlautert.
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7.6 Numerische Umsetzung der Faltung

In der Regel ist es nicht méglich die Faltungsintegrale analytisch zu 16sen. Die numerische Losung
erfolgt durch Diskretisierung und numerische Integration. Das Vorgehen wird beispielhaft fir die
Impulsreaktionsfunktion g(?) gezeigt:

w(t) = jg(t—r)-P(r)dz' (7.11)

Die Diskretisierung erfolgt durch Abtastung in konstanten Zeitintervallen At. Danach werden die
Vetliufe von g(#-7) und P(t) aproximiert, i. d. R. durch Annahme eines konstanten Werts tiber den
Zeitschritt (Mittelwert). Die Annaherung durch einen linearen Verlauf wire genauer [Linhard
2005], zeigt jedoch, dass dies zu instabilen Berechnungsergebnissen fithren kann.

g ; g

P(t=0)=P ++
At

Abbildung 7.7: Bestimmung der Systemantwort aus der Impulsreaktionsfunktion g

i k k+1 i—k+1 i—k+2
. i P +P + gl + _I_gl +
w3 ELE

At =
o 2 2
1 2 i 1 2 i-1 k k+1 i—k+1 i—k+2 7.12
; ; + P + P +P + ( )
Wt+l: PHl'g g At+_g g At+z g g At
2 = 2
wkt pakt k hist

w

Die aktuelle Verschiebung W am Ende des i - ten Zeitschritts berechnet sich aus der aktuellen

Koppelkraft P e multipliziert mit einem Steifigkeitsterm und aus Verschiebungen infolge der

Kontaktkraft zu fritheren Zeitpunkten w"™."

19 Die Impulsteaktionsfunktion g kann fiir £=0 von Null verschiedene Werte annehmen. Das gilt ebenso fiit g.
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Bei dieser Vorgehensweise mussen sowohl fiir g(#-t) wie auch P(7) die Vetliufe approximiert wet-
den, bevor tber das Produkt g(#-7)-P(7) integriert werden kann. Gunstiger ist es die Integration
,wvorzuziehen und zunichst tber die Impulsreaktionsfunktion g zu integrieren. Man erhilt aus
dem Integral tiber die Impulsreaktionsfunktion die Sprungreaktionsfunktion g(#-7). Zur Berech-
nung der Antwort muss noch zusitzlich ein Anteil infolge des Anfangssprunges P 2(t) bertick-
sichtigt werden. Damit ergibt sich die Antwort

dP(t
w(t)=P g (1) + j g.(t-0 " (.13
und die Ableitung der Antwort nach der Zeit zu
t
W)= P g (t)+ [ g(t—1) @dr (7. 14)
T
7=0

Bei der numerischen Berechnung werden die Funktionswerte von gg am Ende des Zeitschritts mit
dem approximierten Verlauf iiber die Kontaktkraft multipliziert. Diese Vorgehensweise ist in der
nichsten Skizze dargestellt:

Y

t t
P 2 p3
P p3 _ p2 AP P
2
2 1
—> p! p-r /\\
2 W \\
T T
> [~
P(t=0)=pP T+
AT

Abbildung 7.8: Bestimmung der Systemantwort aus dem Faltungsintegral tiber die Sprungreaktions-
funktion g
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Fir die numerische Umsetzung ist es glinstiger die Lastfunktion in Rechtecklasten aufzuteilen. In
diesem Fall ergibt sich die Antwort dann aus dem Faltungsintegral iber die Rechteckreaktions-
funktion gg.

A y

2 o

P(t=0)=pP" ++
At

Abbildung 7.9: Bestimmung der Systemantwort aus dem Faltungsintegral tiber die Rechteckreakti-
onsfunktion gg

Die obigen Formeln kénnen auf diese Strategie leicht tbertragen werden. gr’ kennzeichnet im
Folgenden immer die Rechteckreaktionsfunktion nach Einwirkung der ersten Rechteckfunktion.
Die Auslenkung w ergibt sich aus

] k k+1
i+l ZI P +P i—k+1
w — - . —

= 2 i
1 1 i-1 k k+1 7. 15)
. . . P+ P s (
Wt = pi. g_R+P,.g_R+ LIRS K+
2 2 P 2
wakl Pukz k Wh”/
und die Geschwindigkeit aus:
il L pEy P i—k+1
LT -
k=1
L1 L1 i1 pk K+l . 7.16)
y | | P P L (
W= pt. 8r , pi 8r | - .5, kel
2 2 P 2
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Interpretation: Die Imuplsreaktionsfunktion entspricht der Antwort eines Systems infolge Belas-
tung durch einen Dirac- Impuls

P(t)=9(t)
— t
Abbildung 7.10: Belastung durch Dirac-Impuls

Die Rechteckreaktionsfunktion ergibt sich infolge Belastung iiber eine Einheitsrechtecklast mit
der Einwirkungsdauer Tp:

1 A P,(t)= Heaviside(t+T, /2 )— Heaviside(t —T, /2)

y ,>l‘

Abbildung 7.11: Belastung durch Rechtecklast

Im Zeitbereich kann die Rechtecklast formal uber

Py(t) = rJité(r)-PR(t—r)dT (7.17)

T=—00

beschrieben werden. Diese Faltung im Zeitbereich entspricht einer Multiplikation im Frequenzbe-
reich. Daher kann die Rechteckantwort durch Multiplikation der Flexibilitit G(w) (Foutiertrans-
formierte der Impulsreaktionsantwort) und der Fouriertransformierten der Rechteckfunktion im
Frequenzbereich bestimmt werden. Die analytisch bestimmbare Flexibilitit G(w) muss daher vor
der Fourierriicktransformation lediglich mit einem ,,Spaltsinus‘ multipliziert werden.

v {>t /\v/\/\\/\\/\ (\f\ﬂ/\A >CO

I e

Abbildung 7.12: Rechtecklast und Spaltsinus
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Der Spaltsinus klingt mit //e ab und verbessert so das Abklingverhalten von G(®) im Frequenzbe-
reich ebenfalls. Diejenigen Vergleichsmodelle in Abbildung 7.3, deren Systemantwort ein Dirac
Impuls war (was einer im Frequenzbereich konstanten Funktion entspricht) konnen nun integriert
werden. Die Rechteckreaktionsantwort nach Ende der Einwirkung wird bei Verwendung einer
Rechteckfunktion erhalten, die von [-Ty;0] wirkt.

Ein verbessertes Abklingverhalten kann auch durch Multiplikation mit einer Exponentialfunktion
erreicht werden. Bei der numerischen Berechnung des Faltungsintegrals muss dann aber immer
noch der Verlauf der Antwortfunktion approximiert werden. Deswegen ist die Verwendung der
Rechteckreaktionsfunktion glinstiger.

Numerische Berechnungsergebnisse der Systemantwort unter Verwendung einer Impulsreaktions-
funktion und einer Rechteckreaktionsfunktion werden im Folgenden gegentibergestellt, um beide
Vorgehensweisen miteinander zu vergleichen. Dabei wird ein Wellenausbreitungsvorgang an einem
Stab und eine Schwingung an einem Einmassenschwinger untersucht, um die Eignung der Verfah-
ren fir verschiedene Systeme studieren zu kénnen.

1. Wellenausbreitung und Reflexion im Stab

E A4, p = 8400kg / m’
2 " F(1) :
V/, | ——— A=0.01m
7 z [ =10m
: L E =210-10° N/m’

E-A
A F(t)=F,-Heaviside(t) c :,/TZSOOM/S
(Wellengeschwindigkeit)

o Yyvy >t

Abbildung 7.13: Beispiel: Wellenausbreitung im Stab

Die analytische Losung u; der Stabendverschiebung fir diesen Lastfall kann z.B. tiber die Methode
der Randelemente hergeleitet werden (wobei der ,,Rand* hier lediglich aus den Enden des Stabes
besteht):

u, =L'F0'l‘ l‘<£
mc C

" =L.F0.(2_'l_tj 2L Al (7.18)
mc C C C

”1 :L.Fo.t 4_.l<t<6_'l

mc C C
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Der analytische Vetlauf von g(?) und ggr(?) sind in der nichsten Abbildung dargestellt:

I E,A, U

; |

* Reflexion am festen Ende

NNNNNY

Analytische Losung u,(t)

u,(t) /

Reflexion am freien Ende

FO
m-c 4 | | LS !
Impulsreaktionsantwort g(t)
A8(1)
b : | >
e t

Rechteckreaktionsantwort g,(t)
A u(t)

ﬂTfec | \\ | / / =
T

+—+ —
R TR

Abbildung 7.14: Beispiel: Wellenausbreitung im Stab: Analytische Losung, Impuls- und Rechteckre-
aktionsantwort

Die berechneten Antworten sind in der nichsten Abbildung dargestellt Die ZeitschrittgroB3e wurde
dabei mit 4t=0.0015 s im Vergleich zur Laufzeit der Stowelle sehr grob gewihlt. Eine hin- und
rucklaufende Welle wird dabei tiber ca. 5 Stiitzstellen berechnet.

-/

x 10 Balkenendverschiebung u(t)
12 T T T
—— u, analytische Lésung
10- —+ - U humerisch aus g
8 Y numerisch aus g i

u, [m]
()]

t[s]

| | | |
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Abbildung 7.15: Beispiel: Wellenausbreitung im Stab: Vergleich von analytischer und numerischer
Losung
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Die numerische Berechnung mit der analytischen Rechteckreaktionsfunktion gg(?) liefert in den
Stiitzstellen das exakte Ergebnis. Abweichungen ergeben sich, wenn die Werte zwischen den Stiitz-
stellen linear interpoliert werden und dabei die Zeitpunkte der Wellenreflexion nicht bestimmt wer-
den. Dass analytische und numerische Lésung tibereinstimmen, liegt daran, dass der (konstante)
Lastverlauf zwischen den Stiitzstellen richtig interpoliert wird. Da die Integration vorgezogen wur-
de, werden keine weiteren Naherungen eingefiihrt.

Dahingegen weichen die numerischen Berechnungsergebnisse bei Verwendung der analytischen
Impulsreaktionsfunktion g(?) von der richtigen Losung ab. Hier wird zusitzlich der Vetlauf von
g(t) approximiert. Die Spriinge in g(?) konnen dabei nicht richtig abgebildet werden. Eine Verklei-
nerung der Schrittweit verbessert das Berechnungsergebnis.

2. Schwingung eines Einfreiheitsgradsystems, Anregung in Resonanz

‘ P(t)=sin(Qt) m = 1000 kg
k =2510°N/m
m o W(t) ¢ =2.510° Ns/m
. . v Fo=100 N
Q =50 Rad/s

-0t

g(t)=

-sin(w, -t)-e
.COD
sin(w, -t)-t+sin( o, -t)-t - Heaviside(t) - sin( w,, -t)-e*" - T, ~e‘“)

m-wp,

exp(-6-1)

gr()= '(-

Abbildung 7.16: Beispiel: Einmassenschwinger unter resonanter Anregung

Die Zeitschrittgroe wurde , bei einer Periodendauer der Schwingung von ca. 0.12 s, zu A4t=0.01 s
gewahlt.

x 10° w(t)
6 I I \
—— Analytische Lésung
4l Numerische Lésung mit 9r |
- - - Numerische Lésung mit g

w[m]
o

t [s]

Abbildung 7.17: Beispiel: Einmassenschwinger: Vergleich analytische und numerische Losung
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Die Ubereinstimmung ist wiederum sehr gut. Nach 10 s betrigt die Abweichung bei der Verwen-
dung von gg(?) ca. 5% und bei Verwendung von g(t) ca. 6.5 %. Die Rechteckreaktionsfunktion
gr(t) liefert nicht mehr das exakte Ergebnis, da bei Diskretisierung der Last P numerische Fehler
entstehen.

Das Verfahren hat den Vorteil, dass die Schwingungsantwort infolge einer resonanten Anregung
gut berechnet werden kann. Strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren bilden die Periodendau-
er eines Schwingers nicht richtig ab, sondern verlingern die Periodendauer der Schwingung. Eine
resonante Anregung kann dann nur z.B. dadurch berechnet werden, dass die Periodenverlingerung
(falls moglich) tber Modifikation der Anregungsfrequenz mit berticksichtigt wird, oder indem die
ZeitschrittgroBe extrem fein gewahlt wird. Die Zeitintegration mit der gleichen ZeitschrittgroB3e wie
oben mit dem Newmark — 8 Verfahren mit f=0.25 und y=0.5 fihrt zu einer Schwebung infolge
der geringfiigig unterschiedlichen Anregungs- und Eigenfrequenz und zu deutlich abweichenden
Ergebnissen.

x 10° w(t)
6 T T T T T T

—  Numerische Lésung mit 9r

AN “‘\“\‘\”
TR
T AR A T LT ol
i) ”’w"l;‘W\{l”r‘U““MHUJ it Ml"f,“!l
U "W“‘\‘“M‘;““J“‘HWHJ“”J‘!l Il H‘,}\m' I J
‘ | ‘ ‘\ [ i “ ‘
RETUURUUN Ao mwN
“‘\‘J ‘,W gyl o el
H/“J\‘ \‘I\J( IHH “\”VJ“HHHH"J‘ il
4 M“ L ‘}J I ‘ ,L‘HJ MH‘LVHH‘

41— Numerische Zeitintegration mit Newmark- -B

| ‘HH

w [m]
o

6 ! ! ! ! ! ! ! ! ! t[s]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abbildung 7.18: Beispiel: Einmassenschwinger: Vergleich Losung mit Rechteckreaktionsfunktion
und Zeitintegration mit Newmark-3 Verfahren

In den bisherigen Beispielen wurden jeweils die analytischen Funktionen fiir die Impulsantwort und
die Rechteckantwort verwendet. In der Regel wird man auf numerisch zu gewinnende Funktionen
zuriickgreifen. Diese sind in der Regel gut bestimmbar. Schwierigkeiten kénnen bei der Bestim-
mung der Impulsantwort auftreten, wenn diese bei t=0 einen von Null abweichenden Wert besitzt,
wie dies bei Wellenausbreitungsvorgingen auftritt (vgl. Abbildung 7.5). In der folgenden Abbil-
dung ist der Vergleich von zg(?) fiir das gleiche Beispiel dargestellt. Bei Verwendung der Rechteck-
funktion stimmen nun analytische und numerische Losung praktisch vollstindig tiberein. Der An-
fangswert wird sehr genau berechnet.
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Rechteckantwort zR(t)
3000 \ T \ w
— 25 analytisch

2000 - R numerisch 7!

1000 - _

Kraft [N]
o
T
|

-1000 - B

-2000 - B

t [s]

-3000 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Rechteckantwort zR(t)
3000 ‘ \ \ w
= — Zg analytisch
2000 - ~__ zgnumerisch H

1000 8

Kraft [N]
o
T
|

-1000 B

-2000 ~ B

-3000 ! ! ! ! ! ! ! \ ! t[s]
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Abbildung 7.19: Vergleich numerische und analytische Lésung von zg(t)
n=2" Tpu = 524.288 5, At=0.00025 s, Af=0.0019 Hz Tz=0.001 s

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die numerische Berechnung des Faltungsintegrals
tber die Rechteckreaktionsfunktion deutliche Vorteile bietet. Die numerische Bestimmung der
Rechteckreaktionsfunktion ist sehr genau. Bei der Berechnung des Faltungsintegral treten lediglich
Fehler infolge der Lastdiskretisierung auf. Die ZeitschrittgréBe sollte daher so gewihlt werden, dass
die Charakteristik der Last und der Rechteckreaktionsfunktion genau genug abgetastet werden (z.B.
10 Zeitschritte je Periodendauer).

Im Folgenden wird die Vorgehensweise zur Ankopplung von Systemen anhand diskreter und kon-
tinuierlicher Systeme gezeigt.
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7.7 Zeitintegration der retardierten DAE (RDAE)

Die Ankopplung des reduzierten Teilsystems kann formal iiber nichtkonservative Krifte erfolgen
(Kapitel 2.4.2). Die sich ergebende Nebenbedingung lautet fiir die Impulsreaktionsfunktion

gz (t) —w(t)=z(t) - jg(t—r)~P(t)dr =0 (7.19)

7.7.1 Index

Der Index der DAE ergibt sich aus der Art der Nebenbedingung und und den Eigenschaften der
Modelle an der Koppelstelle.

Hier muss zwischen der Faltung mit Impulsreaktionsfunktion und Rechteckreaktionsfunktion un-
terschieden werden. Wird das Faltungsintegral {iber die Impulsreaktionsfunktion formuliert, und ist
g(0)#0 so ergibt sich nach der zweiten Ableitung der Nebenbedingung bereits ein Term fur P.

%; 2(t) —(t) =2,(t) — jg'(z—r)~P(r)df — g(0)-P(t)=0 (7.20)

2

d y . y [ . :

CE: 5(1) — () =5 (1)~ [g1-1)-P(e)de = 4(0)-P(1) = g(0)-P(1) = 0.(.21)
=0

Der Index hat dann héchstens den Wert 2.

Der Index betrigt 1, wenn an dem tber das Faltungsintegral anzukoppelnden System lediglich ein

Federelement vorliegt. Dann fihrt bereits die einmalige Ableitung der Nebenbedingung auf eine
gewohnliche Differentialgleichung. In allen anderen Fillen betrigt der Index 2.

Index 2 Index 7
Abbildung 7.20: Index tiber ein Faltungsintegral angekoppelter Systeme
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Gilt g(0)=0 oder wird das Faltungsintegrals tiber die Rechteckreaktionsfunktion formuliert, treten
diese giinstigen Higenschaften nicht auf. Der Index hat den gleichen Wert wie bei der direkten
Kopplung von Haupt — und Teilsystem tber Lagrangesche Multiplikatoren.

7.7.2 Vergleich von Zeitintegrationsverfahren

Das numerische Verhalten von retardierten differentiell-algebraischen Systemen wird anhand eines
Zweimassenschwingers untersucht. Dabei wird der untere Einmasssenschwinger durch seine
Rechteckreaktionsfunktion gg(?) beschrieben. Die Rechteckreaktionsfunktion wird tber eine inver-
se Fouriertransformation numerisch bestimmt.

‘ P(t)=sin(Qt) ‘ P(t)=sin(Q)

m, o z,(1) m, % z.(t)

s O 4 a0
< (1) m, i
v |

B

l}? g 27050?0]?]\7/ 1 Zeitintegration mit
o T < m Gl(w)= _

co =510° Ns/m () -m,, -0 +i-w-c, +k, At=0.01 s

my, = 1000 kg . .

My :]OOOkg GR(CO)ZG(C())'TR Sln(a) TR)

ke =2.510°N/m w- T,

cu =2.510° Ns/m

Fy= 10000 N gr(t) durch inverse

Q = 1011 Rad/s Fouriertransformation

n=2" Tyu=524.288 s
Abbildung 7.21: Betrachtetes System

Die Genauigkeit der Zeitintegration wird anhand eines Zweimassenschwingers mit der analytischen
Losung verglichen. Die Systemanregung erfolgt tiber eine harmonische Last auf die obere Masse.
Der sinus-férmige Verlauf der Last bringt eine Anfangsstérung in das Gleichungssystem ein. Sto-
rungen infolge einer Kraftanregung sind jedoch unkritisch [Lutzenberger 2002]. Die analytische
Losungen wird der numerischen Lésung mittels des Generalised — o« und des DAISY1 Verfahrens
gegeniibergestellt. Zur numerischen Auswertung des Faltungsintegrals wurde die Rechteckreakti-
onsantwort verwendet.
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Abbildung 7.22: Vergleich der Lésungen

Die verschiedenen Losungen stimmen sehr gut tiberein. Wie erwartet treten keine Stoérungen auf.

Als nichstes wird deswegen zwischen den beiden Kontaktmassen ein Rauheitsverlauf in Form ei-
ner Rampenfunktion aufgebracht. Dieser verletzt die Anforderung der zweimaligen stetigen Diffe-
renzierbarkeit und bringt deswegen Stérungen ins Gleichungssystem ein. In der analytischen Lo-
sung wiirde hier ein Dirac - Impuls auftreten. Dieser kann bei der numerischen Zeitintegration
nicht ausreichend abgebildet werden.

r(t) [m]

0.1

0.05

Rampenfunktion

—— Rauhigkeit r(t)

I I I I I 1 t[s]

1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Abbildung 7.23: Rampenfunktion

Hier wird die Zeitintegration mittels des Generalised — o und des DAISY1 Verfahrens verglichen.
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Abbildung 7.24: Vergleich der Losungen

Es zeigen sich die gleichen Charakteristiken wie bei den direkt gekoppelten Systemen. An den
Rampeniibergingen treten Stérungen auf. Beim Generalized-a Verfahren sind nur die Zeitintegra-
tionsgroflen z ,z, ,z, frei von Stérungen. In allen anderen Zeitintegrationsgroflen treten Storun-
gen auf, die zum Teil langsam abklingen. Im DAISY Verfahren treten kurzzeitige kleinere Stérun-
genin P, Pund P auf, die jedoch schnell herausgedimpft werden.

Das Verhalten von retardierten differentiell-algebraischen Systemen ist dhnlich dem differentiell-
algebraischer Systeme.

7.8 Vorgehensweise bei diskretisierten Teilsystemen

Die Bewegungsgleichungen der Teilsysteme j ergeben sich aus dem erweiterten Hamiltonschen
Prinzip, bzw. den Eulerschen Gleichungen. Zur besseren Unterscheidung der Bezeichnungen
werden die Freiheitsgrade g; des Hauptsystems 7 in (Kontakt-)Freiheitsgrade z; und in die restli-
chen (System-) Freiheitsgrade z; unterteilt. Die Freiheitsgrade g; des Teilsystems j werden in
(Kontakt-) Freiheitsgrade wy und die (System-) Freiheitsgrade wy unterteilt.
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System: o e

Hauptsystem i Teilsystem j

b a2 el

/% +

n.;=ni-n innere(System-) ny Koppelfreiheitsgrade z; i Koppelfreiheitsgrade wy g =H;-My innere(System-)
Freiheitsgrade z, des des Hauptsystems des Teilystems j Freiheitsgrade wy des
Hauptsystems 7. Vektor Teilsystems j.

Vektor der Freiheitsgrade: wy
der Freiheitsgrade: zg

Abbildung 7.25: verwendete Bezeichnungen gekoppelter Systeme

Unter Verwendung der Nebenbedingung wy = z; werden die Koppelkoordinaten einheitlich mit ,
bezeichnet. Die Gleichungen des Teilsystems konnen dann spiter direkt in die Gleichungen des
Hauptsystem eingesetzt werden.

Das Teilsystem ist Gber die 7, Koppelfreiheitsgrade (w, = Vektor der Koppelfreiheitsgrade) mit
dem Hauptsystem verbunden. Das Teilsystem wird hier so gewahlt, dass die #,, = #,— #,, inneren
Freiheitsgrade sowie die Koppelfreiheitsgrade nicht durch duflere Lasten beansprucht sind. Aul3ere
Lasten P, wirken lediglich auf das Hauptsystem. In der Koppelfuge treten die Kontaktkrifte P,

auf.

Das Teilsystem wird tiber seine statische Steifigkeitsmatrix Ky, die Dampfungsmatrix C und die
Massenmatrix My beschrieben. Getrennt nach den Freiheitsgraden entlang des Koppelrandes wy
und den Freiheitsgraden im Inneren wy ergibt sich:

gT,kk gT,ks |:ﬂkj| + gT,kk gT,ks |:ﬂkj| + ET,kk ET,ks |:Ek:| _ {_ Ek:| (7.22)
ET,sk ET,SS ﬁs gT,sk gT,ss is ET,sk ET,SS ES (—)
Dementsprechend lauten die Gleichungen fiir das Hauptsystem:
gﬂ,ss &H,sk |:Zs j| + gH,ss gH,sk |:Zs j| + EH,ss EH,sk |:Zs :| — |:Ezs:| (7 23)
&H,ks £Hkk z, gH,ks gH,kk Zy, EH,ks EHkk Zy P,

Die Ankopplung des Teilsystems kann iiber die Flexibilitit oder die Steife des Teilsystems realisiert
werden.
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7.8.1 Dynamische Flexibilitit G

dyn

Mit der dynamischen Flexibilitit Gy, (Gyynr ist im Allgemeinen eine komplexe Funktion mit Sin-
gularititen an den Nullstellen von Ky, 1 ).

C\or(@) Br(0)=Wo(w) G (w)=M, +iwC, ~w'K J =K, ()" (.20

ergeben sich die Bewegungsgleichungen des Teilsystems (7. 22) zu:

gdyn,T,kk (w) gdyn,T,ks (©) |:_ P, (W)} _ |:Wk (a)):| (7. 25)
—dyn,T,sk (o) gdyn,T,s (®) 0 W (w)
Dieses Gleichungssystem kann einfach nach Wy gelost werden:
G, (W (-, (w)=W,(w) (7. 26)
mit der Flexibilititsmatrix gdyn’_r (w) = gdyn’T’kk (W) (Dimension: ng x ny).

Wird das Hauptsystem genauso wie das Teilsystem im Frequenzbereich beschrieben, so kann das
Teilsystem an die Steifigkeits- oder Flexibilititsmatrix des Hauptsystems angekoppelt werden. Die
Kopplung mit dem Teilsystem erzeugt einen Eintrag in der Flexibilititsmatrix fiir die Freiheitsgrade
P Diese Darstellung im Frequenzraum eignet sich zur Bestimmung der Figenfrequenzen und
Eigenformen des Gesamtsystems.

gdyn,H,ss(w) gdyn,H,sk(a)) P.(w) _ Z(w) 7 97
G () (0)+G, "(w) {Bk(w)H 0 } 727

=—dyn,H,ks =—dyn,H,kk =dyn, T

Damit kann die Kopplung im Frequenzbereich beschrieben werden. Zur Kopplung im Zeitbe-
reich wird Gd . fourierriicktransformiert. Dies muss eventuell numerisch erfolgen.
==dyn,

G _(w)e—og () (7. 28)

=dyn,T =dyn,T

* . . . . .
kann als Einheitsimpulsantwort interpretiert werden.
=dyn,T

Die einzelnen Elemente j der i-ten Zeile geben an, welche Verschiebungen g(?) an den Knoten j
infolge eines 0 Impulses am Knoten 7 zum Zeitpunkt =0 entstehen.
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Weiter gilt:
w, (1) =~ jogdyﬂ*(t—r)-zk(ﬂdr =- Lgdyﬂ*(ﬂ-gk(r—r)dr (7.29)

Das gekoppelte Gleichungssystem lautet:

MHﬁS MHﬁk |:Zsj|+ gHs gH;.k |:Zs :|+ EHs §H§k |:Zs:|:|:PHj| (7 30)
Mﬂks MHkk W ngs ngk Wi KHks KHkk Wy P,

t
w, () = - 5, (t—r)-Bk(r)dr = - j g *(t)-gk(z—r)dr

=0 r=o =y T

Es liegt wiederum eine retardierte DAE (RDAE) vor.

7.8.2 Dynamische Steifigkeit K,

Daneben kann die Ankopplung des Teilsystems tber die Steife des Teilsystems realisiert werden.
Unter Verwendung der dynamischen Steifigkeit Ky,

K (wW)=M_ +iwC_ -w’K (7. 31)
=T =T =T

=dyn,T

ergeben die Bewegungsgleichungen des Teilsystems (7. 22) zu

—dynTkk( ) —dynTks( ) W, (w) | -P(w) 7 32
K, 50 (®) ) || w,w)]|| o 752

dyn T,ss

Koot (@) entspricht dabei der Steifigkeit der an den Koppelfreiheitsgraden starr gelagerten

Platte.

Das Gleichungssystem kann nach P, gel6st werden:
Edyn,T (w) wk(w) == Bk (w) (7. 33)

mit der Steifigkeitsmatrix K (®) (Dimension: nj x ny)
=dyn,

Edyn,T (a)) = Edyn,T,kk (a)) - Edyn,T,ks(a))K

—dyn,T,ss

(0K, () (7.34)

Edy (w) ist die Inverse von gd T*(a))
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K, "ist im Allgemeinen eine komplexe Funktion mit Singularititen an den Nullstellen von

det(K

—dyn,T,ss

(w)) =det(M, _ +iwC —w? K. )=0 (7. 35)
Uber das Konzept der dynamischen Impedanz oder die Craig-Bampton Methode [Craig-

Bampton 1968] kann Edyn,T (w) Uber eine Superposition der Eigenschwingformen bei festge-

haltenem Rand und der statischen Verschiebungsformen bei Einheitsverschiebungen am Rand
ermittelt werden.

Wird das Hauptsystem genauso wie das Teilsystem im Frequenzbereich beschrieben, so kann das
Gesamtsystem nach Einsetzen der Nebenbedingung direkt in matrizieller Form wie folgt beschrie-

ben werden:
Edyn,H,ss(a)) Edyn,H,sk(a)) Z(w) _ P.(w) 7 36
Ky (@) Ky (04K, L (0)|| W, (0) { 0 } 0

=—dyn,

Die Kopplung mit dem Teilsystem erzeugt einen Eintrag in der Steifigkeitsmatrix fir die Freiheits-
grade wy. Diese Darstellung im Frequenzraum eignet sich zur Bestimmung der Eigenfrequenzen
und Eigenformen des Gesamtsystems.

Fir Berechnungen im Zeitbereich wird die Steifigkeitsmatrix in den Zeitbereich fourierriicktrans-
formiert:

K () ek (t). (7.37)

=—dyn,

k; ’ (Dimension nyy X nyy) kann als Einheitsverschiebungskraft interpretiert werden. Die einzelnen
Elemente j der i-ten Zeile geben an, welche zeitabhingigen Krifte an den Knoten j infolge einer &
Einheitsverschiebung am Knoten i entstehen.

Damit gilt:

P (1)=- jl;;(z—r)m(r)dr = - jl;{(r)-m(z—r)dr : (7.38)

Zur Kopplung beider Systeme kann (7.38) in die Gleichung des Hauptsystems (7. 23) eingesetzt

werden:
MHss 1;/IHsk |:ZS :|+ gH; gHsk |:Zh :| + EHs §Hsk |:ZS :|
MH;(S MHkk W, ngs ngk W, EHks EHkk Wi

P P (7. 39)

—S —s

|- Ji oo | i o

Das entstehende Gleichungssystem kann als retardierte Differentialgleichung oder Integrodifferen-
tialgleichung gekennzeichnet werden.
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7.9 Vorgehensweise bei kontinuierlichen Teilsystemen

Bei kontinuierlichen Teilsystemen kénnen die KenngroB3en tber Integraltransformationsmethoden
wie auch tber die Randelementmethode bestimmt werden.

Die folgende Skizze zeigt die Vorgehensweise fiir Integraltransformationsmethoden:

Originalbereich Antwort:

w(x,y,z,0)=P(t) Xg(t)
? X Faltung

Partielle Direkte (numerische) [5s ( p
Differentialgleichung ~ Methoden BEM/FEM Gsung g(x.y,2,Y)
fxy.zt) -———

Fouriertransformation Inverse Transformation

(x,y,z,t) o—e (Fourier Wavelet)

(ky, ky, k-, ®) (ky, ky, k., ) @O

xy.z1)
[ Transformierter Bereich

Algebraische
Gleichung
F(ky, k, k., @) Losung fur Einheitsbelastung / Gk, ky, k., w)

Abbildung 7.26: Formulierung der Bewegungsgleichungen aus der Variationsformulierung

Die Differentialgleichungen werden in den Wellenzahl-/Frequenzraum transformiert und dort fiir
eine Dirac - Last gelost. Bei Verwendung der Rechteckreaktionsantwort wird die Lésung noch mit
dem Spaltsinus multipliziert. Die Riicktransformation in den Zeitbereich liefert die Impuls- bzw die
Rechteckreaktionsantwort.
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7.10 Bewertung

Grof3e Modelle bedtrfen eines hohen numerischen Aufwandes zur Losung der Gleichungssysteme.
Eine mogliche Strategie zur Reduzierung des Aufwandes zur Losung der Systeme ist die Untertei-
lung in ein Haupt- und in Teilsysteme.

Die Wahl der KenngroB3e, in der das Teilsystem beschrieben werden soll, ist von der Charakteristik
des Teilsystems abhingig (Abbildung 7.3). Daneben sind numerische Aspekte zu beachten:

e Bei der Berechnung der Kontaktkraft ber das Faltungsintegral, unter Verwendung der
Impedanz Z(w), wird die Geschwindigkeit v benétigt. Diese ist i.d.R. numerisch
schwieriger zu bestimmen als die Auslenkung w. Die Anwendung der Impedanz ist
nur eingeschrankt moglich.

¢ Die dynamische Steifigkeit K(w) kann kaum verwendet werden, da diese fiir fast alle
Systeme durch hohe Anteile im Frequenzbereich dominiert wird (Abbildung 7.3), was
Probleme fiir numerische Ricktransformation bereitet.

e Die Admittanz H(w) = V(w)/P(w) fithrt auf numerisch giinstige Ausdriicke, hat aber
ebenfalls weniger Anwendungsgebiete (Abbildung 7.3).

e Die dynamische Nachgiebigkeit G(w) ist numerisch gut umsetzbar und kann fast auf
alle Systeme angewandt werden. Dies gilt insbesonders bei Verwendung der Rechteck-
reaktionsfunktion.

Die Ankopplung im Zeitbereich fiihrt auf differentiell — algebraische oder retardierte differentiell —
algebraische Systeme. Die Zeitintegration kann mit den entwickelten Zeitschrittverfahren gut
durchgefithrt werden. Fiir die numerische Umsetzung des Faltungsintegrals bietet sich die Verwen-
dung der Rechteckreaktionsfunktion an. Diese kann im Frequenzbereich durch Multiplikation der
Impulsreaktionsfunktion mit einem Spaltsinus gewonnen werden. Dies entspricht einem Vorziechen
der Integration zur Impulsreaktionsantwort. Somit kann die Filterwirkung des Spaltsinus genutzt
werden. Bei Berechnung des Faltungsintegrals ist dann lediglich eine Approximation der Last er-
forderlich (keine Approximation der Impulsreaktionsfunktion). Wird die Lastfunktion exakt abge-
bildet und die Rechteckreaktionsantwort genau bestimmt, so ergibt sich eine hervorragende Lo-
sungsqualitit. Durch die héhere Genauigkeit, sind bei der Zeitintegration groflere Zeitschritte mog-
lich (z.B. 10 Zeitschritte je Periodendauer). Bei Zeitintegration des Gesamtsystems muss der mal3-
gebende Zeitschritt so gewihlt werden, dass sowohl die Charakteristika des Gesamtsystems wie
auch der Last genau genug abgebildet werden.

Resonante Anregung wird im Vergleich zu Zeitintegrationsverfahren besser abgebildet.

Zwar kann die Bestimmung der Rechteckreaktionsantwort numerisch aufwindig sein (vor allem bei
ausgedehnten Systemen), diese muss aber lediglich einmal vor Beginn der Berechnung bestimmt
werden.

Die Methodik eignet sich gut fiir transiente, im Zeitbereich schnell abklingende Teilsysteme. Die
Fourierrtiicktransformation kann dann mit geringem numerischen Aufwand durchgefiihrt werden.
Besonders Wellenausbreitungsvorginge kénnen damit gut beschrieben werden, da eine Systemant-
wort nur direkt nach Belastung vorhanden ist und die Schwingungsenergie schnell vom Ort der
Kraftaufbringung wegtransportiert wird.
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8 Interaktion Magnetschwebefahrzeuge —
Fahrwegtriger

In diesem Kapitel wird die Fahrzeug — Fahrweg Interaktion am Beispiel eines Magnetschwebefahr-
zeuges auf geregelte Fahrzeuge erweitert. Dazu werden zunichst Regelungstechnische Grundlagen
zusammengefasst. Danach wird auf die Beschreibung des Fahrzeugs eingegangen. Die Fahrzeug —
Fahrweg Interaktion wird anhand eines Beispieles gezeigt.

8.1 Regelungstechnik

Die Regelung ist ein technischer Vorgang in einem abgegrenzten System. Wirken von aulen Sto-
rungen auf das System ein, so kann das System selbstindig darauf reagieren. Es dndert sein Verhal-
ten und kann dadurch den Ausgangszustand wiederherstellen. Diese Regelung verlauft anhand vor-
gegebener Gesetzmaligkeiten.

Der Begriff der Regelung ist in der DIN 19226 wie folgt definiert:

»Das Regeln, die Regelung, ist ein Vorgang, bei dem eine Grofle, die RegelgroB3e (die zu regelnde
Grole) erfasst, mit einer anderen Grof3e, der Fihrungsgrofle, verglichen und im Sinne einer An-
gleichung an die Fuhrungsgréfie beeinflusst wird. Kennzeichnend fiir das Regeln ist der geschlos-
sene Wirkungsablauf, bei dem die Regelgrofie im Wirkungsweg des Regelkreises fortlaufend sich
selbst beeinflusst.*

Im Unterschied dazu existiert der Begriff des Steuerns. Bei der Steuerung findet kein Soll-Istwert
Vergleich statt. Die dafiir notige Riickmeldung fehlt oder findet nur sporadisch statt. Hier ist das
Systems nicht in der Lage, seine Charakteristik selbstindig zu dndern. Dies muss von aul3en erfol-
gen.

Im anglizistischen Sprachraum wird der Begriff des Steuerns sehr zutreffend durch feedforward
control und der Begriff des Regelns durch feedback control beschrieben. Umgangssprachlich wer-
den beide Begriffe oft verdreht. So handelt es sich beim ,,Steuern eines Autos um einen Rege-
lungsvorgang, da der Fahrer selbstindig auf Kursabweichungen reagiert. Ein ,, Lautstirkenregler® an
einer Stereoanlage hingegen passt die gewtinscht Lautstirke nicht automatisch an.
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8.1.1 Regelkreise

8.1.1.1  Struktur von Regelkreisen

Regelkreise werden fiir verschiedenste Aufgaben entworfen. Ihre Zusammensetzung kann daher
aus unterschiedlichen Komponenten bestehen. Ein grundlegender, idealisierter Aufbau ist in der
nichsten Abbildung skizziert:

StorgroBe z(1) R ZustandsgroBe
| Dynamisches System (RegelgroBie) x() R Mef3system
(Regelstrecke)
StellgroBen u(t)
MessgroBe y(t)
Regeleinrichtung «
u=—-C y

Abbildung 8.1: Regelkreis (Ausgangsriickfihrung)

Das zu regelnde System (Regelstrecke) ist eine abgeschlossene Anordnung, in der dynamische Pro-
zesse ablaufen. Aus den Fingangsgroflen werden aufgrund physikalischer GesetzmifBigkeiten die
AusgangsgroBen (Zustandsgrofen, RegelgroBen) x(2) erzeugt.

Auf dieses System wirken StorgroBen z(?) ein. Storgrofen sind bestenfalls ungenau bekannt, ihr
zeitliches Verhalten kann nicht exakt vorhergesagt werden. Die Storgro3en bewirken, dass das Sys-
tem von seinem Idealzustand abweicht.

Im Regelkreis wird das dynamische Verhalten der Regelstrecke, die RegelgroB3e x(2), daher fortlau-
fend erfasst.

Dies erfolgt durch die Messeinrichtung. Thr kommt die Aufgabe zu, die Regelgréen in eine andere
Gr6Be, die Messgroie y(t), umzuformen, wie z.B. die Umformung der Beschleunigung einer Masse
der Regelstrecke in eine elektrische Grofle. Damit wird die weitere Auswertung erst ermoglicht.
Oftmals kénnen nicht alle Systemgréfen gemessen werden, da der Aufwand hierfiir zu grof3 wire.
Man muss sich daher auf die Messung reprasentativer Groéflen beschrinken. Die Dimension von
V(1) ist somit meist kleiner als die Dimension von x(%).

Die Regeleinrichtung vergleicht die MessgroBe y(?) mit den Sollwerten. Weichen diese voneinander
ab, berechnet sie nach vorgegebenen Gesetzmilligkeiten, dem Regelgesetz, die erforderlichen Stell-
groBen u(?). Die Anzahl der StellgroBen ist in der Regel kleiner als die Anzahl der ZustandsgroBen.
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Das Stellglied wandelt die StellgréBen u(?) in mechanische GréBen um, welche auf die Regelstrecke
einwirken und diese im gewtinschten Sinne beeinflussen. Das Stellglied wird in der Regel der Regel-
strecke zugeschlagen und ist deshalb im Blockschema nicht extra aufgefiihrt.

Beispiel: Dieses Schema liisst sich gut an der Temperaturregelung eines Hauses verdentlichen. Das Ziel der Rege-
lung ist hier die Ranmtemperatur konstant u halten. Schwankungen in der AufSentemperatur wirken als Storungen
anf das System ein. Temperaturfiibler in den Zimmern messen die sich einstellende Abweichung der Raumtemperatur
vom Solhwert. Die Informationen der Temperaturfiibler werden an die Heizung weitergeleitet. Die Anderung der
Energiezufubr bewirkt die gewiinschte Korrektur der Raunmtemperatur.

Erfolgt die Steuerung nicht anhand der MessgroBen y(?) sondern direkt tiber die ZustandsgroBen
X(?) so spricht man von Zustandsriickfithrung.

StorgroBe z(2)
,| Dynamisches System
(Regelstrecke) .
StellgroBen u(t) Zustandsgrofie
(RegelgroBe) x(1)
Regeleinrichtung !
u=—C x

Abbildung 8.2: Regelkreis (Zustandsriickfithrung)

Konnen nicht alle Zustandsgro3en der Regelstrecke gemessen werden kénnen, versucht man die
nicht gemessenen Gréfen moglichst genau zu schitzen. Diese Aufgabe kommt dem Beobachter
bzw. Filter zu. Der wohl am weitesten verbreitete Algorithmus zur Zustandsschitzung ist das Kal-
man-Bucy Filter.

8.1.1.2 Analyse der Regelkreise im Zeit- Frequenzbereich

In der Regelungstechnik verwendete Methoden zur Analyse von Regelkreisen sind die Frequenzbe-
reichsmethodik und die Zeitbereichsmethodik. Die Analyse von Regelkreisen ist dhnlich zur Analy-
se strukturdynamischer Systeme.

Wichtige KenngroBen fir die Analyse im Zeitbereich sind:

¢ Die Ubertragungsfunktion (Sprungreaktionsfunktion) gibt an, wie die AusgangsgréBe
(Systemantwort) auf eine sprungférmige Belastung reagiert. Sie zeigt wie schnell sich das
Ausgangssignal der statischen Reaktion annihert.

e Die Gewichtungsfunktion (Impulsreaktionsfunktion g(t)) ist die Antwort auf einen &-
Impuls. Mit der Gewichtungsfunktion kann tiber das Faltungsintegral die Systemantwort
berechnet werden.
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Der Ubergang in den Frequenzbereich erfolgt mittels der Fourier Transformation oder der Laplace
Transformation. KenngréBen dabei sind:

e Der Frequenzgang (Flexibilitit G(w)) zeigt das Systemverhalten in Abhidngigkeit der An-
regungsfrequenz auf.

¢ Die Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion (=Frequenzgang bei Verwendung
der Laplace Transformation) kénnen im komplexen Pol-Nullstellen Bild angetragen
werden.

8.1.1.3 Anforderungen an den Reglerentwurf

Der Entwurf eines Reglers zielt darauf ab, das System (Regelstrecke) durch die Stellgré3e so zu
beeinflussen, dass die messbaren GréBen y(2) sich den durch die Fihrungsgrofie vorgegebenen
Werten w(t) annihern. Die Wirkung einer dulleren Stérung z(#) soll dabei unterdriickt werden.

Der Regler soll dabei vorgegebene Giitekriterien erfiillen. Die Giite der Regelung kann anhand von
vier Anforderungen beurteilt werden [Lunze 20006]:

1. Stabilititsanforderung:

Das geregelte System darf bei einem endlichen Storsignal z(?) mit einem nur endlichen Ausgangs-
signal y(?) antworten. Verschwinden alle Systemantregungen, so kehrt das System in seine Ruhelage
zuriick (Kapitel 8.1.2.3).

2. Forderung nach Stérkompensation und Sollwertfolge

Fur vorgegebene Klassen von Fihrungssignalen und Storsignalen soll die RegelgroBe y(2) der
Fihrgrofe w(t) asymptotisch folgen

lim(w(t)=y(1))=0 (8.1)

3. Dynamikanforderung

Der dynamische Zusammenhang zwischen Fithrungsgrof3e bzw. Stérgrof3e und der Regelgrof3e soll
vorgegebene Giiteanforderungen erfiillen. Die Dynamikanforderung legt das Ubergangsverhalten
fest und damit die Art und Weise, wie sich y(¢) an w(?) annihert. Dabei werden z.B. Vorgaben fiir
die Zeit bis zum Erreichen von 90 % des Endwertes, die Uberschwingweite und die Uberschwing-
zeit gemacht.

4. Robustheitsforderung

Die Forderungen (1-3) sollen trotz Unsicherheiten im Modell der Regelstrecke erfiillt werden. Die
Unsicherheiten im Modell resultieren z.B. aus ungenau bekannten Parametern oder einer Linearisie-
rung des Modells.

Die Robustheit ist bei geringen Abweichungen 1.d.R gesichert, da der Regler die Stellgro3e in Ab-
hingigkeit der aktuellen Messgro3e berechnet und so fortwihrend versucht die Messgro3e der
Fihrgro3e anzupassen.
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8.1.1.4 Differentialgleichungen geregelter Systeme

Ungeregelte strukturdynamische Systeme werden im Allgemeinen tber ihre Differentialgleichung 2.
Ordnung beschrieben. Fiir lineare und zeitinvariante Systeme lautet diese:

Mw + Cw + Kw =P, (8.2)

mit : M= Massenmatrix, C = Dimpfungsmatrix, K = Steifigkeitsmatrix, P, = Lastvektor,

W = Vektor der unbekannten Grof3en des Systems

Zur BErhohung der Ubersichtlichkeit wird die Zeitabhingigkeit der GréBen nur dort angegeben, wo
dies das Verstindnis erhoht.

Zur Untersuchung ist es hilfreich auf ein System erster Ordnung tiberzugehen. Mit

w
X = |:_} erhilt man x=Fx +b (8.3)
w

Dabei ist: X = Zustandsvektor, F = Systemmatrix, b = Lastvektor

Mi b 0 F g ! 8.4
t: = - = - — .
1 (% M 1 E 5 r _ M 1 5 _ M 1 g ( )
Die Darstellung geregelter Systeme mit Ausgangsriickfiihrung lautet (vgl. Abbildung 8.1):
x=Fx+Gu 8.5)
y=Hx (8.6)
u=-C
ey (8.7)
x=Fx - GC Hx=(F-GC H) x
— = === = === (8.8)
Mit:
U = Eingangsvektor
Y = Vektor der Messgrolen
G = Stelleingangsmatrix
gy = Ruckfuhrungsmatrix
H = Messmatrix

Fir die Zustandsriickfiihrung ergibt sich:

x=Fx+Gu (8.9)
u=-C x (8.10)
— x=Fx-GC x=(F-GC )x (8.11)
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8.1.2 Eigenschaften von Regelkreisen

Zwei wichtige Eigenschaften dynamischer Systeme sind deren Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
(Abschnitt 8.1.2.2) [Kortim. Lugner 1994]. Ein System, bei dem alle Zustandsgro3en messbar und
beeinflussbar sind, kann auch beliebig gesteuert werden kann. Eines der zentralen Probleme der
Regelungstechnik jedoch ist es, dass diese Voraussetzungen meist nicht gegeben sind. Oft kénnen
nur wenige Zustandsgrolen gemessen und beeinflusst werden. Nun stellt sich die Frage, ob die
gemessenen Grofen ausreichen, um das Systemverhalten vollstindig zu beschreiben (Beobachtbar-
keit). Ist das Systemverhalten durch die Stellgré3en beliebig steuerbar, so spricht man von der Steu-
erbarkeit eines Systems. Anhand der Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit (8.1.2.2) ldsst sich
entscheiden, ob eine bestimmte Regelungsaufgabe tiberhaupt durchgefiihrt werden kann.

Daneben ist die Stabilitit eine zentrale Eigenschaft von Systemen. Anhand der Stabilitat ldsst sich
beurteilen, ob das Systemverhalten bei auftretenden Stérungen stabil ist. Bei instabilen Systemen
koénnen Stérungen ein Anwachsen der Systemantwort tiber alle Grenzen hinaus verursachen.

8.1.2.1 Steuerbarkeit eines System

Da die Anzahl der StellgroBBen u(t) in der Regel kleiner ist als die Anzahl der ZustandsgroBen x(t)
stellt sich die Frage, ob sich das System durch die StellgréBen in geeigneter Weise beeinflussen ldsst.
Die Untersuchung der Steuerbarkeit eines Systems erfolgt anhand des Systems

x=Fx+Gu, x(,)=X,. (8.12)

x(t,) kennzeichnet den Anfangszustand.

Damit kann neben der Auswirkung der Steuergro3en auch die Auswirkung von StorgréB3en unter-
sucht und charakterisiert werden.

Definition 8.1: Das Systenz (8.12) hefst steuerbar, wenn sein Zustand x durch geeignete Wabl des Stenervek-
tors u(t) in endlicher Zeit ans dem beliebigen Anfangszustand X, in den Endzustand X g bewegt werden kann.

Die Steuerbarkeit kann durch folgendes Kriterium tiberpriift werden:

Rang |G FG 522 E"ilg]: Ranggl =n (8.13)

Q (Dimension n x n'm ,n = Anzahl der Zustandsgrdfien, m = Anzahl der Messgrifien)wird

als Steuerbarkeitsmatrix bezeichnet. Die Forderung (8.13) ist gleichbedeutend zu:

detQ # 0 (8.14)
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8.1.2.2 Beobachtbarkeit eines Systems

Die Beobachtbarkeit eines Systems zeigt, ob das Systemverhalten iiber den Messvektor y(t) erfass-
bar ist.

%x=Fx + Gu (5.1
y=Hx (8.106)
Definition 8.2: Das Systens (8.15), (8.16)hezfst beobachtbhar, wenn man bei bekanntem u(t) aus der Messung

von y(t) iiber eine endliche Zeitspanne den Anfangsgustand x, eindentig ermitteln kann, ganzg; gleich wo dieser
liegt.

=

Rang ! ETET (ET)ZET (ET)”_ETJ= RanggbT =n (8.17)

8.1.2.3 Stabilitit

Der Stabilititsbegriff kann fiir statische Systeme gut veranschaulicht werden (Abbildung 8.3). Zur
Untersuchung der Stabilitdt wird das System in einer Nachbarlage betrachtet. Ergeben sich in der
Nachbarlage Kraftwirkungen, die das System in die Ursprungslage zurtickfiihren, so liegt ein stabi-
les Gleichgewicht vor. Fihren die Kraftwirkungen in der Nachbarlage zu weiteren Auslenkungen,
ist das Gleichgewicht instabil. Beim Vorliegen eines Gleichgewichtszustandes in der Nachbarlage
spricht man von einem indifferenten Gleichgewicht.

Stabil Indifferent Instabil
| ~ 0

Lt

7~ Ausgangslage () Nachbarlage

Abbildung 8.3: Gleichgewichtslagen von Systemen

Fir die Stabilitit dynamischer Systeme ist deren Verhalten gegeniiber Anfangsstérungen
(=Anfangsbedingungen) mafgebend. Der hierfir maligebende Stabilititsbegriff stammt aus der
nichtlinearen Systemdynamik von M. A. Ljapunow 1893.

Definition 8.3: Das Systens (8.12) heifst stabil im Sinne von Ljapunow, wenn u jedem Zeitpunkt t, und
Jedem £>0 eine positive Zabl O existiert, so dass bei einer beliebigen Anfangsauslenkung x(t,)=x, mit

| |x,| | <O, 0=08(¢,1,) fiir £>1, nur eine gestirte Bewegung x(t) mit | | x(t)| | < & entstebht.

Gilt zusatzlich lim o x(€)=0, so nennt man die Gleichgewichtslage asymptotisch stabil.
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Damit kann nicht nur die Stabilitit stationdrer Zustinde sondern auch die Stabilitit beliebiger
Trajektorien beurteilt werden. Diese Stabilititsdefinition veranschaulicht Abbildung 8.4:

X,

————— Stabil
—— Asymptotisch stabil
............ Instabil

Abbildung 8.4: Stabilitit

Ein System, das permanenten Storungen unterworfen ist, wird ein-ausgangsstabil genannt, wenn fir
jede beschrinkte Anfangsbedingung und jede beschrinkte Eingangsgrofe auch der Ausgang be-
schrinkt ist. Asymptotisch stabile Systeme sind gleichzeitig auch ein-ausgangsstabil.

Die Stabilititsuntersuchung kann tiber die Ljapunow-Funktion erfolgen. Fir lineare Systeme mit
konstanten Koeffizienten ist es jedoch ausreichend die Eigenwerte der Systemmatrix F zu betrach-
ten. Hs ergibt sich eine abklingende Bewegung, wenn alle Realteile der Eigenwerte 4; <0 sind:

Rel,(F)<0 ¥ j=l..n (8.18)

Damit ist das System asymptotisch stabil und ein-ausgangsstabil.

Nach [Kortiim, Lugner 1994] ist das nichtlineare System zumindest asymptotisch stabil bei kleinen
Storungen, falls das linearisierte System asymptotisch stabil ist.

8.1.3 Auslegung des Reglers

Fir die Auslegung eines Regelkreises existieren mehrere Verfahren (z.B. Lunze 2005).

Ein wichtige Kriterium zur Reglerauslegung sind die Eigenwerte des Regelkreises. Diese stellen
sicher, dass der Regelreis stabil ist (Rezlj <0 V j=1,.,n ). Dariiber hinaus wird durch die
,Lage“ der Figenwerte in der komplexen Ebene das dynamische Verhalten (Eigenfrequenzen,
Dimpfung, Resonanziiberhéhung) des Regelkreises festgelegt. Mehrere Verfahren zielen deshalb
auf die Verschiebung der Eigenwerte in den gewiinschten Bereich ab (Konstruktion der Wurzel-
ortskurve, Polzuweisung).
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8.1.3.1 Optimalregler

Die Guteanforderungen konnen sich auch auf den Verlauf der Stell- und RegelgréBen tiber die Zeit
beziehen. Dazu wird ein Gilitefunktional J als Mal3 fiir die Gtite des Regelkreises herangezogen. In
das Gitefunktional gehen die quadratischen Abweichungen der Zustandsgréfien x vom gewiinsch-
ten Zustand sowie der quadratischen Steller6Ben u (Maf3 fir die Stellenergie) ein. Zur Wichtung
von Regelzielen werden die ZustandsgroBen mit der Wichtungsmatrix Q , die StellgréBen mit der
Wichtungsmatrix R gewichtet. Ziel des Entwutfs ist es eine Regelung zu finden, so dass das Funk-
tional J

J = [('Qx +u'Ru)dt (8.19)
= =
minimal wird (Optimalregler, Riccati Entwurf).

Definition 8.4: Optimalregler:
Gegeben sei eine vollstandig stenerbare Regelstrecke

x=Fx+Gu (8.20)
und ein Giitefunktional | (8.19) mit den Wichtungsmatrizen Q , R .
Die Lisung des Optimierungsproblems min | ist dann durch die Zustandsriickfiihrung
u=-C x (8.21)
mit C=R'G'P (8.22)
gegeben.
P ist dabei die symmetrische, positiv definite 1isung der Matrisc-Riccatigleichung
PG+F'P-PGR'G'P+Q=0 (8.23)

Der geschlossene Regelkrezs ist dann antomatisch asymptotisch stabil.

Dabei miissen die folgenden 1 oraussetzungen erfiillt sein:

2 ist symmetrisch, positiy semidefinit.

R st symmetrisch, positiv definit.

Das Paar E,go) 15t vollstandig beobachtbar, wobei 20 aus der Zerlegung der Wichtungsmatrix 2
hervorgeht (Q = goT go ). Dies ist immer der Fall, wenn Q- positiv definit ist.

Das System E g) ist stenerbar.

Nach Einfiihrung der regelungstechnischen Grundlagen werden diese im nichsten Kapitel beim
Entwurf eines Reglers fiir Magnetschwebefahrzeuge angewandt.
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8.2 Magnetschwebefahrzeug

Der Aufbau und die Kenngréflen von Magnetschwebefahrzeugen sind z.B. in [Kortim, Lugner
1994] und [Popp 1978] beschrieben.

Fir Magnetschwebefahrzeuge existieren zwei unterschiedliche Grundprinzipien:

e Das elektromagnetische Schwebeprinzip (EMS) basiert auf dem Prinzip der anziehen-
den Krifte zwischen Magnet und ferromagnetischer Ankerschiene. Das Fahrzeug um-
schlief3t den Fahrweg und wird von den Magnetkriften von unten an den Fahrweg
herangezogen. Die in Deutschland entwickelte Magnetschwebetechnologie basiert auf
diesem Prinzip. Der Antrieb erfolgt tiber einen Langstator im Fahrweg (Abbildung
8.5).

e Das elektrodynamische Schwebeprinzip arbeitet mit den abstolenden Kriften von
supraleitenden Spulen im Fahrzeug und Reaktionsspulen im Fahrweg.

Magnetschwebebahn
Tragkufe
Gleitleiste Statorpakete mit Motorwicklung
Fihrmagnete (seitlich) Tragmagnete (vertikal)
J Schwebegestellrahmen

=

Abbildung 8.5: Magnetschwebefahrzeug nach dem elektromagnetischen Schwebeprinzip
Im Folgenden wird das elektromagnetische Schwebeprinzip betrachtet.

Die Magnetkrifte werden tiber einen Regelkreis gesteuert. Die Dynamikanforderungen sind dabei
die Gewahrleistung der Fahrsicherheit und des Fahrkomfort. Diese Ziele konnen durch einen
moglichst gleich bleibenden Spalt zwischen Fahrzeug und Fahrweg und méglichst geringen Be-
schleunigungen des Wagenkastens beschrieben werden.
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8.2.1 Modellierung von Fahrzeug und Fahrweg

In dieser Arbeit stehen die Beschreibung der Kopplung zwischen geregeltem Fahrzeug und Faht-
weg, die Simulation der Relativbewegung und die Stabilitit der Zeitintegration im Vordergrund. Als
Zieldefinition der Untersuchungen sollen grundlegende Effekte studiert werden. Fahrzeug und
Fahrweg werden deswegen tiber einfache Ersatzmodelle abgebildet. Das Fahrzeug wird als Mas-
senpunkt mit parallel geschalteten Magnetstellgliedern mit einem gemeinsamen Angriffspunkt am
Fahrweg abgebildet. Der Fahrweg wird als elastischer, massebehafteter Euler - Bernoulli Balken als
Finite Element Modell realisiert. Die Erweiterung auf komplizierte Fahrzeug- und Fahrwegmodelle
kann ohne weiteres mit der beschriebenen Methodik durchgefithrt werden.

v,

z

o>

m

4

Parallel geschaltete,
geregelte Tragmagnete

K El o A
Abbildung 8.6: verwendete Modelle von Fahrzeug und Fahrweg

8.2.2 Tragmagnete

Die folgende Abbildung zeigt das Modell eines Tragmagneten

Ferromagnetische Ankerschiene

sl i
T e
\(((((( ({ U
Lo 1

Abbildung 8.7: Modell eines Tragmagneten

Dabei entspricht U der angelegten Spannung, R dem Ohmschen Widerstand und / dem Strom.
Ly kennzeichnet die Summe der auftretenden Induktivititen. s, entspricht dem Spalt zwischen
Magnet und Ankerschiene und Py, der Magnetkraft.

Zur Beschreibung der Induktivitit existieren verschiedene Modelle. Das einfachste davon be-
rucksichtigt die Luftspaltinduktivitit L,.
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2
=L = HoAn” (8.24)
2St0t

mit: 4 = Fliche eines Pols, n = Anzahl der Windungen, i, = Induktionskonstante (4-11-10"H/m).

Detailliertere Modelle finden sich z.B. in [Kortiim, Lugner 1994] und [Popp 1978]. Letztendlich
fithren diese Modelle nach Linearisierung der Gleichungen auf die gleiche Beschreibung (8.32).

Unter Verwendung der Induktivitit Ly ergibt sich fir die Spannung U(?) und die Kraft Pa(2)
zwischen Schiene und Magnet: Die Magnetkraft kann aus der Gleichheit von magnetischer Ener-
gie und Arbeit der Magnetkrifte bestimmt werden:

U@t)=RI + %[Lm (1,s,,) 1] (8.25)
a I(t)

P,(t)=—-— [L,(I,s,,) I dl (8.26)
St 0

Durch Einsetzen der Luftspaltinduktivitit (8.24) ergibt sich fir die Spannung U(?) und die Mag-
netkraft Py

2
U=RI+ A™ {ﬂi - %st} (8.27)
2 dt s,, s,
2 72
P, = —ﬂo:i n ! (8.28)

tot

Aus (8.27) erkennt man direkt, dass derartige Systeme instabil sind. Eine Erh6hung des Spaltes

fithrt zu einer Verringerung der Magnetkraft, so dass sich das System von der Solllage weg nach
unten bewegt. Eine Verringerung des Spaltes fihrt zur Verstirkung der Magnetkraft und somit
zu einer verstirkten Anziehung.

Diese Gleichungen sind nichtlinear. Zum Entwurf eines Reglers miissen sie, unter der Annahme
dass sich nur kleine Abweichungen von der Solllage ergeben, linearisiert werden. Diese Annahme
rechtfertigt sich fir Magnetschwebefahrzeuge dadurch, dass die Bewegungen in vertikaler Rich-
tung klein sind und Abweichungen von der Regelung schnell zurtickgefithrt werden. Die Lineari-
sierung ist die Voraussetzung fiir mehrere Systemanalysen wie Stabilitdtsbetrachtungen oder die
Bestimmung der Eigenfrequenzen. Oft setzt die Reglerauslegung auch eine lineare Reglerstrecke
voraus. Eine Absicherung ist dann durch die Simulation des nichtlinearen Modells méglich.

Die Linearisierung erfolgt durch eine Taylorreihenentwicklung bis zu den Termen erster Ord-
nung fiir die Auslenkungen, die Geschwindigkeiten und die Beschleunigungen. Dabei werden die
Schwankungen um die Gleichgewichtslage (gekennzeichnet mit Index , bzw. dem Index ) be-
trachtet:

sta
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U(t) = uy + u(t), 1(t) =i, + i(?)

(8.29)
Stut (t) = SO + S(t)’ PM stut dyn (t)
Damit ergibt sich:
anrl i iy ] e

w=Ri+P2 20 LD i |- RivK,i-K§ (8.30)

2 So So

Anl .2 ]
und P, =l by bl K i) -K s (8.31)

2s, | S, S

Durch Umformen der Gleichungen (8.30) und (8.31) ist es moglich die Stromstirke zu eliminie-
ren. Die Anderung der magnetischen Kontaktkraft ergibt sich dann zu:

dyn(t) =

_ dvn()— s(t) ( Klj( —KSJs(t)+%u(t)_ (8.32)

1 1

dyn(t) ko s(t)+ k; $(t) + k, u(t)

Die Konstanten K,,K;,Ky konnen analytisch berechnet werden. Die Werte weichen dann je-

doch von experimentell ermittelten Werten ab. Es ist daher sinnvoller gemessene Konstanten zu
verwenden. Fur einen Tragmagneten mit Py =8.34 1 03N, ip=184 and 5p=0.014m betragen
diese nach [Gottzein, Lange 1973].

R=25Q,K,=628N/A4, K, =932-10°N/ 4, K, =0.65Vs/ A und K; =966Vs/m.

8.2.3 Reglerentwurf

Der Reglerentwurf wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit und Einfachheit an vereinfachten
Systemen durchgefithrt. Hierftr bietet sich das Modell einer geregelten Einzelmasse auf starrem
Untergrund an. Der entstehende Reglerentwurf wird spiter am Gesamtsystem gepriift.

E - - 2 |

T

m=1000 kg

Abbildung 8.8: Modell fiir den Reglerentwurf: Tragmagnet mit Punktmasse
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Die Bewegungsgleichungen fiir eine Einzelmasse auf starrem Untergrund lauten in der Zustands-
form:

s(t) 0 1 0 s(t) 0
s(t) | =10 0 —=1/m|| s(t) |+| 0 [-u(t) (8.33)
Po)| |k kK, ||Put)] |&,

x=Fx+Gu (8.34)

Das Systemverhalten ist zunichst instabil und bedarf daher eines Regelalgorithmus zu Stabilisie-
rung. Eine Regelung kann unter Verwendung des Elektromagneten entworfen werden, dass eine
notwendige Verinderung der Stellspannung aus den ZustandsgroB3en bestimmt wird (Zustands-

ruckfithrung).

u=-C,x (8.35)
Der Regler wird als Optimalregler nach Kapitel 8.1.3.1 entworfen.

Die Wahl der Gewichtungsmatrizen Q , R kann tiber

1 1
9, = 2> qijZOundriiz 2
‘ ui,max)

(xi,max )

ro=0 (8.36)

y

erfolgen. Da nur eine StellgréB3e vorliegt, ist r eine skalare GroB3e. Fir die Fahrsicherheit ist der
Spalt zwischen Fahrzeug und Fahrweg mal3gebend. Die Variation des Spaltes s um die statische

Solllage 59 wird am stirksten gewichtet. Die Beschleunigung der Aufbaumasse wird schwach, die
Geschwindigkeit der Aufbaumasse mit Null gewichtet. Vgl. [Breinl 1980]:

Sy =3.16:10°, 5, =1-10", P, =5 m=1-10",u,, =1.Die Gewichtungsmatrizen
ergeben sich dann zu:
0% 0 0
Q=/ 0 10° 0 | r=I, (8.37)
0 0 10°

Das System ist vollstindig steuerbar fiir k,#0

O O _ku/mu k 3
gc - O _ku /mu _pk .ku /mu ’ det(gc):_ ‘ (838)
ku pk.ku (_kb/m+pk2)ku mll

E, 90) ist beobachtbar, da Q positiv definit ist. Die Anforderung an r ist durch r=1 eingehal-

ten.
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Der Entwurf der Regelung erfolgt tiber Losung der algebraischen Riccati- Gleichung. Die Glei-
chung wird nach P gel6st:

T

PG+F'P-PGr'G'P+Q=0 (8.39)
Damit lautet der Verstirkungsvektor C,
C.=r' G P=[317.10° -436-10' 0.296] (8.40)

Die Gleichungen des geregelten Systems ergeben sich aus

x=Fx+Gu,u=-C x.

Die Eigenwerte der geregelten Systemmatrix lauten 4, = —145.12  A,; =-72.56+125.7 i.
Das System ist stabil.

Da nur die Kraft geregelt wird, dndert sich beim geregelten System lediglich die letzte Zeile (Glei-
chung der Spaltregelung) im Vergleich zu (8.33)

den (t):_krP den (t) + km ‘S(t)+ krs S(t) (841)
mit k, =3.0610", k, =4.2110", k_ =-2.9010’

Mechanisch kann diese Gleichung als Nebenbedingung interpretiert werden, welche einen Zu-
sammenhang zwischen Spaltgroen und der Kontaktkraft angibt.

Mit diesem Reglerentwurf sind die Anforderungen an die Fahrdynamik gut erfillt, wie anhand
des Amplitudengangs und der Ubergangsfunktion gezeigt werden kann [Weissenfels 2004].

8.3 Kopplung der relativbewegten Systeme

Die Kopplung beider Systeme kann durch die Ankopplung tiber nichtkonservative Krifte erfolgen.
Den Spalt s berechnet sich aus der Dutrchsenkung des Fahtrzeugaufstandspunktes zi(?), der Durch-
senkung des Fahrwegs wi(?) und der Rauheit des Fahrwegs 7(2):

s(t) =z, (1)=w(1)=r(1) (8.42)
Eingesetzt in die Regelungsnebenbedingung (8.41) lautet diese:

P(t) = =k Py () + k- 2,(1) = kv (6) = kg 7(2) + 643
k-2 (0) = Ky () = kg or(2)

Damit liegt eine Nebenbedingung vor, die zur Kopplung der Systeme Fahrzeug und Fahrweg

verwendet werden kann. Die Nebenbedingung ist nichtholonom. Die formale Beschreibung der

Kopplung gelingt Giber die Ankopplung tiber nichtkonservative Krifte. Die Relativbewegung

kann nach Kapitel 4 tiber zeitvariante Ansatzfunktionen fiir den Fahrweg beschrieben werden.
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8.4 Zeitintegration

Der Index des Systems ergibt sich aus der Nebenbedingung und der Charakteristika beider Systeme
am Ort der Kopplung (Kapitel 3). Bei beiden Systemen liegen an den Koppelfreiheitsgraden Mas-
senanteile vor. Die Nebenbedingung enthilt bereits einen Anteil aus der Ableitung der Koppelkraft,
so dass eine gewohnliche Differentialgleichung vorliegt (DAE mit Index (). Die Zeitintegration
kann problemlos mit dem Generalized-o. Verfahren durchgefiihrt werden.

8.5 Anwendungsbeispiel

Als Anwendungsbeispiel wird die Bewegung des Magnetschwebefahrzeugs tiber einen Fahrweg-
triger betrachtet.

me  =8000 kg

EI  =230710" Nm2
7] = 1066.67 kg/m
D =0.05

den l J£Wmit

AZAY AN
ks . ma=1000 kg
sd

csq=1.34 104 Ns/m
kq=2.3 106 N/m

! [=30m |

Abbildung 8.9: Simulationsmodell

Das Fahrzeug wird tber 8 parallel geschaltete geregelte Massen und Regler (nach Kapitel 8.2.1)
beschrieben. Aufgrund der Parallelschaltung ist der Spaltabstand fiir alle 8 Tragmagneten iden-
tisch. Mit Pgy,=8P; =Py, und m,=8 m;=my ergeben sich die Parameter des Regelungssystems /

zu: k, =8-3.0610", k,,=8-42110" k_=2.9010.

Zum  Vergleich wird ein  zweites Regelgesetz mit s, =1-10°,5,=1-107,
P,=5_ m=110" und u,, =1 entworfen. Die Parameter des Regelgesetzes 2 sind:

k,=8-37110°,k, =8-5.1810° k,, = 8:(—32.4). Dieses zweite Regelgesetz wichtet den
Spaltabstand deutlich geringer als das Regelmodell 1. Es stellt daher einen stirkeren Kompromiss
zwischen Spaltabstand und Regelspannung (Mal3 fir aufgewendete Energie) dar.

Der Fahrwegtriger wird als Finite Element Modell mit Euler Bernoulli Balken Elementen abge-
bildet. Mit den gegebenen Parametern betrigt seine erste Eigenfrequenz f; = 8.12 Hz. Der Fahrt-
wegtriger ist in Feldmitte mit einem Schwingungsdampfer ausgestattet. Dessen Parameter wur-
den nach Den Hartogs Kriterien gewihlt.
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Die Zeitintegration wird mittels des Generalized-a Verfahrens mit p, = 0.8181 and dt =
0.00025 s durchgefiihrt.

Die Berechnungsergebnisse fiir die Mittendurchsenkung des Fahrwegs wy,i;, die Durchsenkung
des Fahrzeugmasse z; und der dynamischen Kontaktkraft Py, fir eine Fahrgeschwindigkeit von
ve=121.75 m/s sind in der nichsten Abbildung dargestellt.

x 10°
_1 T T T T T T T T T
- 0
£
= 1r -
£
s 2+ -
3 | | | | | | | | | t[s]
[} 10'3 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
-1 T T T T T T T T T
- 0
E 1L i
NT ol B
3 | | | | | | | | | t[s]
3
&
o
t[s]

1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Abbildung 8.10: Mittendurchsenkung, Durchsenkung der Fahrzeugmasse und Kontaktkraft

Durch die starke Gewichtung des Spaltabstandes bei dem Reglerentwurf wurde ein Regelgesetz
erhalten, das Abweichungen im Spalt sofort entgegenregelt. Das Fahrzeug folgt der Durchsenkung
des Fahrwegs sehr gut. Nach t=0.12 s befindet sich das Fahrzeug in Feldmitte. Hier stimmen die
Durchsenkung des Fahrwegs und die der Fahrzeugmasse sehr gut iiberein. Nachdem das Fahrzeug
den Fahrwegtriger wieder verlassen hat, schwingt der Fahrwegtriger frei aus (D=0.05). Die
Schwingungen des Fahrzeugs klingen infolge der hohen Dimpfung schnell ab.

Infolge der Belastung des Fahrwegtriagers senkt dieser sich durch. Der geregelte Tragmagnet er-
zeugt daher zunichst eine negative Kraft (Zugkraft gemi3 Abbildung 8.9), die das Fahrzeug eben-
falls nach unten zieht. Der Regler tibersteuert diese Bewegung und bremst diese durch eine positive
dynamische Kraft ab ca. =0.07 s wieder ab. Im Bereich der Feldmitte verstirkt sich diese, da ab
sich ab hier der Fahrweg unter dem Fahrzeug zunichst kaum noch durchsenkt und dann zum Auf-
lager hin nach oben bewegt (Fahrzeug fihrt bergauf). Auch hier tritt ein leichtes Ubersteuern auf.
Die maximale dynamische Kraft betrdgt ca. /2% der statischen Kraft.

Der Vergleich beider Regelgesetze fiir die Durchsenkung der Fahrzeugmasse z; und der dynami-
schen Kontaktkraft Py, fir eine Fahrgeschwindigkeit von ve= 121.75 m/s ist in der nichsten Ab-
bildung dargestellt.
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Abbildung 8.11: Vergleich: Durchsenkung der Fahrzeugmasse z; und der dynamischen Kontakt-
kraft Py, fur beide Regelgesetze

Hier ist gut erkennbar, dass Regelgesetz 1 ein deutlich besseres Fithrverhalten zeigt als Regelgesetz
2, bei dem der Spaltabstand nicht so stark gewichtet wurde. Das Regelgesetz 2 reagiert langsamer
auf die Durchsenkung des Fahrwegs, ein Ubersteuern ist nicht mehr zu erkennen. Die Dimpfung

des Fahrzeugs ist geringer, das Ausschwingen des Fahrzeugs dauert linger. Die maximalen Regel-
krifte sind deutlich geringer als beim Regelgesetz 1.

Die nichste Abbildung vergleicht fiir beide Regelgesetze die Mittendurchsenkung im Bezug zur (fir
beide Regelgesetze gleich groBen) statischen Durchsenkung Wy/Wsr des Fahrwegs. Die dynami-
sche Antwort der Briicke ist bei der Uberfahrt des Fahrzeugs mit Regelgesetz 2 zunichst groBer.
Sobald das Regelgesetz 1 tbersteuert und zusitzliche Druckkrifte aufbringt kehrt sich dies schnell

um. Regelgesetz 1 bringt im Bereich der Trigermitte hohe Druckkrifte (vgl. Abbildung 8.9)auf, so
dass die Mittendurchsenkung hier gréB3er ist.

Wmit/Wstat l

- - - Regelgesetz 2 B
—— Regelgesetz 1

t[s]

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Abbildung 8.12: Vergleich: Mittendurchsenkung wy,i/Wg. fir beide Regelgesetze

Die Mittendurchsenkung ist eine maf3gebliche Kenngrof3e zur Dimensionierung. Aus ihr kann im
Sinne einer Bemessung der Fahrwegtriger ein dynamischer Vergrof3erungsfaktor abgeleitet werden.
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Die Darstellung des dynamischen VergroBerungsfaktors tber k=[-fi/vs witd als Antwortspektrum
bezeichnet. Mit diesem koénnen statische Durchbiegungen und SchnittgréBen multipliziert werden
um die maximalen Werte fiir die Bemessung zu erhalten. Die nichste Abbildung vergleicht die dy-
namischen VergroBerungsfaktoren ¢ (9= Wy, e/ Waaom) fut unterschiedliche Lastszenarien: Die
Uberfahrt eines Fahrzeugs mit dem Regelgesetz 1 und 2 und die Uberfahrt einer bewegten Last
tber den Fahrwegtriger (mit bzw. ohne Schwingungsdampfer).

I I I
—— Regelgesetz 1, Fahrwegtrager ohne Schwingungsdampfer
16L — Regelgesetz 2, Fahrwegtréger ohne Schwingungsdémpfer | |
’ - - - Bewegte Last, Fahrwegtrager ohne Schwingungsdampfer
- —— Regelgesetz 1, Fahrwegtrager mit Schwingungsdampfer

1.5~
= 141
=

1.3~

1.2~

1.1+

1 k=1, /v,

Abbildung 8.13: Vergleich: Schwingbeiwert ¢ fiir verschiedene Lastszenarien

Das Antwortspektrum der bewegten Last ist, infolge der starken Beteiligung der ersten Eigenform
bei Uberfahrt der Last, dem Antwortspektrum einer sinusférmigen Stobelastung vergleichbar.

Die Uberfahrt des Fahrzeugs mit Regelgesetz 1 verursacht fiir hohe Geschwindigkeiten eine groe-
re dynamische Antwort als die bewegte Last, insbesonders im Bereich des steilen Anstiegs von ¢
fir k<2.5. Ein Schwingungsdimpfer kann die dynamische Mittendurchsenkung des Fahrwegtrigers
aufgrund der stoBartigen Belastung nur geringfiigig reduzieren. Das Regelgesetz 2 erbringt geringe-
re dynamische Vergroflerungsfaktoren und kann daher als Fahrwegtriger-,,freundlicher* bezeichnet
werden.

8.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Interaktionssimulation von Magnetschwebebahnen untersucht. Die
Beschreibung der Tragmagnete und der Regelung ergeben eine Bestimmungsgleichung fiir die
Kontaktkraft. Diese Gleichung kann in mechanischem Sinn als Nebenbedingung interpretiert
werden. Die Kopplung der Modelle kann dann mittels der Kopplung tiber nichtkonservative
Krifte beschrieben werden. Damit kann die Simulation in die Simulationsstrategie der Fahrzeug
— Fahrweg Interaktion integriert werden. Mit dem Algorithmus zur Fahrzeug — Fahrweg Interak-
tion kann die Bewegung geregelter Fahrzeuge berechnet werden.

Bei der Zeitintegration wirkt sich die Struktur der Nebenbedingung giinstig aus. Anstatt einer
DAE entsteht ein System gewohnlicher Differentialgleichungen (mit einer allerdings singuldren
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Massenmatrix). Die Zeitintegration bereitet keine aulergewdhnlichen Schwierigkeiten und kann
mit dem Generalized-o Verfahren durchgefithrt werden. Spezielle Integrationsverfahren sind
nicht notig.

Neben den Magnetschwebebahnen existieren auch Fahrzeuge, die geregelte Komponenten ent-
halten. Hier ist die Beschreibung einfacher, da die Regelung direkt in die Bewegungsgleichungen
des Fahrzeugs eingeht. Die Kopplung beider Systeme erfolgt tiber die Verschiebungsnebenbe-
dingung.



Kapitel 9 Interaktion Eisenbahn — elastischer Untergrund- 139

9 Interaktion Eisenbahn — elastischer Un-
tergrund

In diesem Kapitel wird als Anwendungsbeispiel die Bewegung eines Eisenbahnwaggons tiber einen
unendlich langen, elastisch gebetteten Balken beschrieben. Der unendlich lange Balken wird fir die
Simulationsrechnungen in drei Teile unterteilt. Der mittlere Teil des Balkens, tiber den sich das
Fahrzeug bewegt, wird als FE Modell abgebildet. Die links und rechts daran anschlieBenden einsei-
tig unendlich langen Balken werden analytisch iiber einen Exponentialansatz im Frequenzbereich
beschrieben und itiber ihre Flexibilitit an den mittleren Balken angekoppelt. Das Fahrzeug wird als
Mehrkorpersystem (MKS) modelliert:

MKS Modell

IR e
HaHHHHHHHHHHEHEHHH R
] -,

Halbseitig unendlicher, FE Diskretisierung des elas- | Halbseitig unendlicher,
elastisch gelagerter Balken tisch gelagerten Balkens elastisch gelagerter Balken
analytische Beschreibung analytische Beschreibung

Abbildung 9.1: Simulationsmodell

Das Anwendungsbeispiel soll

e die Modellreduktion eines halbseitig unendlichen elastisch gebetteten Balkens tiber
seine Flexibilitit zeigen und die Anbindung des reduzierten Modells tber die Impuls-
rechteckfunktion gi(t) an einem Beispiel darstellen. Ziel dieser Vorgehensweise ist es,
die Wellenreflexion an den kunstlich eingefithrten Gebietsrindern des FE Modells zu
verhindern (,,transmitting boundaries®).

e die Zeitintegration eines Index 3 Systems mit den entwickelten Zeitintegrationsverfah-
ren an einem Beispiel aufzeigen.
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9.1 Fahrzeugmodell

Das Fahrzeug wird als zweidimensionales, vertikaldynamisches Mehrkorpersystem nach [Ripke
1995] beschrieben. Das Fahrzeug besitzt in seiner differentiell — algebraischen Darstellung insge-
samt 14 Freiheitsgrade. Zu den 10 Freiheitsgraden des Fahrzeugs kommen die vier Kontaktkrifte
hinzu. Das Modell des Fahrzeugs und seine Parameter sind im Folgenden angegeben.

lB

—e
_ e

Wagenkasten (mp, lop)

Sekunditfederung (ks) und

Sekundirdimpfung (cs) 2Vf 1

Drehgestell (mp, 1op)

Primarfederung (kp) und

Primardimpfung (cp) IOT 65 ‘l’ 9 8 —l— 43 "l' 7
Radsatz (mw) ‘

Radlasten (P)) P,

Abbildung 9.2: Fahrzeugmodell

Die Anbindung der Rider an das Gleis wird in der Regel tiber eine Hertzsche Kontaktfeder be-
schrieben. Die Berticksichtigung der Hertzschen Kontaktfeder wiirde jedoch den Index des diffe-
rentiell — algebraischen Systems von 3 auf / reduzieren. Da hier die Zeitintegration eines Systems
mit hohem Schwierigkeitsgrad gezeigt werden soll, wird bei der Simulationsrechnung auf die Kon-
taktfeder verzichtet.

Modellkomponente Bez. Wert Einheit
Masse des Wagenkastens mp 3,1-1 0’ [ke]
Massentrigheitsmoment des Wagenkastens lop 1,4-10° /l kgmz]
Sekundirsteifigkeit ks 8810° [N/m]
Sekundirdampfung cs 4,0-10° [Ns/m]
Masse des Drehgestells mp 2,510° [kga]
Massentrigheitsmoment des Drehgestells Top 1,0-10° /l kgmz]
Primirsteifigkeit ke 13,210° [N/m]
Primirdimpfung cp 2,4-10° [Ns/m]
Masse Radsatz my 1,8-10° [kg]
Abstand Auflager Wagenkasten g 19,0 [m]
Abstand Auflager Drehgestell Ip 2,7 /m]

Tabelle 9.1: Daten des Fahrzeugmodells
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9.2 Elastisch gebetteter Balken

Die homogene Differentialgleichung des elastisch gebetteten Balkens lautet:

El- W' +k-w+c-w+u-w=0. ©9.1)
9.2.1 Finite Elemente Diskretisierung, Wellenreflexion

Der mittlere Teil des Balkens wird durch Finite Elemente diskretisiert. An den kiinstlich einge-
fithrten Riandern des FE Modells treten unerwiinschte Wellenreflexionen auf. Die folgende Ab-
bildung zeigt die Durchsenkung des elastisch gelagerten Balkens infolge einer harmonischen Last
in Abhangigkeit vom Ort x und der Zeit ¢.

Die Parameter wurden dabei zu: EI = 12,8-10° Nm’, Massebelegung u = 120,6 kg/m, Bettungs-
ziffer k=1,8-10° N/m’ und Dimpfungsziffer c=1-10° Ns/m’ gewihlt. Die Zeitintegration erfolgte
mit At =2.5 107 s.

F,-sin(200-¢)

——-

¢ Abbildung 9.3: Wellenreflexion

Die Wellen breiten sich mit der Wellengeschwindigkeit ¢ vom Ort der Lastaufbringung zu den
Randern hin aus. An den Riandern werden die Wellen reflektiert und es bilden sich schnell ste-
hende Wellen aus.
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9.2.2 Beschreibung der einseitig unendlichen elastisch gelagerten Balken

Die beiden daran anschlieSenden einseitig unendlichen Bereiche werden tber ihre Flexibilitit im
Frequenzbereich beschrieben. Die Transformation der Differentialgleichung in den Frequenzbe-
reich ergibt:

El-w" +(-p-0* +i-w-c+k)w=0. 9.2)

Die Losung erfolgt tiber den Exponentialansatz

w(x,w)=C-e"

— . 2—‘- . —
mit k=31, 1="H2 E’]‘“c k. 9.3)

Da 44 vier Losungen besitzt, muss zur Losung eine Fallunterscheidung nach den positi-
ven/negativen Realteilen von A getroffen werden.

Die kritische Kreisfrequenz ist: @,,, = k/ 1. Ist @ > @, , so liegt iberkritische Anregung vor
bei @ < w,,, liegt unterkritische Anregung vor.

b

Die Flexibilititsmatrix G beschreibt das Verhiltnis von Randverschiebung und Randverdrehung

zu den Randschnittgrof3en:

(v -
M P w¢ k.c

Abbildung 9.4: Modell zur Bestimmung der Flexibilitit

Und ist wie folgt definiert:

{w(x:Qa))} ~ [Gw,,(a)) GwM(w)HP(x:o,m)}

o(x=00)| |Gp(®) Glw)||M(x=00) O
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Die einzelnen Elemente der Flexibilititsmatrix sind in der folgenden Abbildung getrennt nach Real-
und Imaginirteil dargestellt. Dabei gilt: G, (@) = G,p(®).

x 10° Realteil: Flexibilitat GWP x 107 Imaginarteil: Flexibilitat G
10 2 wP
5
0
0
5 f [Hz] 2 ‘ f [Hz]
500 0 500 500 .0 o 500
x 10 Realteil: Flexibilitat G x 10 Imaginarteil: Flexibilitdt G M
0 wM 1 w
-0.5 0
“ ‘ f[Hz] 1 ‘ f[Hz]
500 0 500 500 0 500
x 10 Realteil: Flexibilitat G x 10 Imaginatteil: Flexibilitédt G
15 4M 1 M
1
0
0.5
0 ‘ f[Hz] A ‘ f[Hz]
-500 0 500 -500 0 500

Abbildung 9.5: Flexibilitit des einseitig unendlich langen Balkens

Im unterkritischen Bereich gilt fir ¢=0 fiir den Imaginirteil der Flexibilitit: Im( G )=0.

Die Multiplikation mit einer Rechteckfunktion mit (hier 7x=0.001 s) und die Ricktransformati-
on in den Zeitbereich liefert die Rechteckreaktionsfunktion. Dabei wird das Abklingen des
Spaltsinus im Frequenzbereich mit 1/w ausgenutzt. Die Bereichsgrenzen im Frequenzbereich
werden gunstigerweise so gewihlt, dass hier Nullstellen des Spaltsinus zu liegen kommen. Die
folgende Abbildung zeigt die ermittelten Rechteckreaktionsfunktionen.
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Abbildung 9.6: Rechteckreaktionsfunktionen

Der nicht vollstindig glatte Verlauf resultiert aus der Diskretisierung von At=0.001 s. Dies bedeutet
aber keine Einbul3e an Genauigkeit, da die Integration bereits in den Frequenzbereich vorgezogen
wurde.
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9.2.3 Anbindung der einseitig unendlichen elastisch gelagerten Balken

Mit den Rechteckreaktionsfunktionen ergeben sich die Randbedingungen fiir den mittleren, tiber
Finite Elemente diskretisierten Balken, Giber Faltungen:

i

2.

Pk + Pk+1

2

i k k+l
i—k+1 _ 2 M + M i—k+1
R,wP R,.wM
=i 2
i k k+1
i—k+1 ~M"+M i—k+1
R.oP + 2 "SRoM
k=1
i k k+1 (©.5)
i—k+1 - M + M i—k+1
R,wP + Z 2 "SRwM
k=1
1 k k+1
i—k+1 ~M"+M i—k+1
R.oP + > *8Rrom

Die folgenden Abbildungen zeigen die berechneten Antworten des mittleren, tiber Finite Ele-
mente diskretisierten, elastisch gelagerten Balkens unter Beriicksichtigung der Randbedingungen
im Fall iberkritischer Anregung,.

F, -sin(200-¢)

—-

SHHHHEHEHHH

.

Abbildung 9.7: Uberkritische Anregung

An den Riandern tritt keine Wellenreflexion mehr auf. Die Antwort des Balkens besteht aus den
nach aullen laufenden Wellen. Stehende Wellen bilden sich nicht meht aus.

Bei unterkritischer Anregung findet praktisch keine Wellenabstrahlung statt.
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F,-sin(100-¢)

——

HHHHHEBEHHE

¢—> Abbildung 9.8: Unterkritische Anregung

In beiden Fillen zeigt sich, dass die Randbedingungen die Wellenreflexion an den kinstlich einge-
fihrten Rindern verhindern.

9.3 Simulationsrechnung

Mit beiden Systemen wird eine Interaktionsberechnung durchgefiihrt. Das Simulationsmodell ist
in der nichsten Abbildung dargestellt:

_l_, v=100m/s

e HHHHHHEHEHHEHH

| =60m |
t t

Abbildung 9.9: Simulationsmodell

Der Index der Problemstellung betrigt 3, da an den Koppelstellen beider Systeme Massenele-
mente vorhanden sind. Die Zeitintegration wird mittels des DAISY 1 - Verfahrens durchgefthrt.

Als Anregung wird eine Fahrbahnrauheit in Form einer Mulde verwendet. Die Funktion der
Mulde ist zweifach stetig differenzierbar.
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x 1072 Rauhigkeit r(x)
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Abbildung 9.10: Rauheitsfunktion

Die Differentialgleichung des Finite Element Balkens und des Fahrzeugs lauten:
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Die Kopplung und die Relativbewegung wird tber die Ansatzfunktionen A4(#) und C(?) beschrie-
ben. Die Ankopplung der einseitig unendlichen Balken erfolgt tiber (9.5).

Die Berechnungen werden mit folgenden Parametern durchgefithrt: EI = 12,81 0° Nm’, Massebe-
legung 1t = 120,6 kg/m, Bettungsziffer k=1,8-10° N/m’ und Dimpfungsziffer ¢=1-10° Ns/m’. Die
Interaktionsberechnung erfolgt mit A¢ =1 107 s. Die Linge der Finite n Balkenelemente betrigt:
ZElement:LO m.

Die Kontaktkrifte P sind numerisch am schwierigsten zu bestimmen. In der folgenden Abbildung
sind die dynamischen Kontaktkrifte (ohne den statischen Anteil) fiir das erste und das zweite Rad
des zweiten Drehgestells angegeben. Das erste Rad des Drehgestells erreicht die Mulde nach ¢ =
0.49 s, das zweite Rad des Drehgestells nach ¢ = 0.517 s. Beim Einfahren in die Mulde werden die
Rider zunichst entlastet, die Radlasten reduzieren sich. Die hohen Radlasten in der Mulde resultie-
ren aus der Beschleunigung der Radmassen nach oben. Ein Abheben der Réder tritt hier nicht auf,
da die Summe aus statischer und dynamischer Radlast immer positiv ist.
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Abbildung 9.11: Radlasten Rad 3 und 4

Die Integration ist stabil und stérungsfrei. Die Vibrationen in der Radlast geh6ren zur Schwingung
des Rades in vertikaler Richtung. Die Verlaufe fir das erste Drehgestell sind fast identisch.

In der folgenden Abbildung ist die Durchsenkung des dritten Rades dargestellt. Die Schwankungen
sind phasengleich mit den Radlasten.

x 10° Durchsenkung Rad 3 [m]
T T

t [s]

Abbildung 9.12: Durchsenkung Rad 3

In der folgenden Abbildung sind die Durchsenkung des Wagenkastens und die Durchsenkung
des zweiten Drehgestells dargestellt. Das Drehgestell ist von den Schwingungen der Riader gut
entkoppelt. Die Durchsenkung des Drehgestells folgt niherungsweise der Rauheit. Die Vibratio-
nen der Rider treten am Drehgestell nicht mehr dominant in Erscheinung.
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Abbildung 9.13: Durchsenkung des Wagenkastens und des zweiten Drehgestells
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9.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel konnte die Anbindung von dynamisch reduzierten, einseitig unendlich langen
Balken an ein Finite Elemente Modell erfolgreich realisiert werden. Die Ankopplung tiber die
Rechteckreaktionsfunktionen fithrt auf Faltungsbeschreibungen. Mit dieser Methodik konnten
Randbedingungen fir den Finite Elemente Balken realisiert werden, so dass an den Réindern des
Balkens keine Wellenreflexion mehr auftritt (,,transmitting boundaries®).

Anhand einer Simulationsrechnung konnte ein entwickeltes Zeitintegrationsverfahren auf ein
Problem mit hohem Index (Index 3) angewandt werden. Die Zeitintegration konnte fiir alle
GroBen stabil und stérungsfrei durchgefiihrt werden.
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10 Zusammenfassung

10.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Kopplung von Modellen mit dem Hintergrund
der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Methodenentwicklung
und der Absicherung der Berechnungsmethoden.

Der Arbeit liegt die Beschreibung strukturdynamischer Modelle tiber das verallgemeinerte Hamil-
tonsche Prinzip zugrunde. Aufbauend auf diese Beschreibung kénnen die wichtigsten struktur-
dynamischen Methoden:

Finite Elemente Methode

Randelementemethode

Mehrkorpersysteme

Integraltransformationsmethoden

analytische Losungen
abgeleitet werden.

Eine Erweiterung dieses Prinzips ermoglicht die Kopplung von Teilsystemen iiber Lagrangesche
Multiplikatoren oder tber die Kopplung tiber nichtkonservative Krifte. Diese Beschreibung hat
folgende Vorteile:

e Die Nebenbedingung wird richtig erfasst.

e Sowohl holonome als auch auftretende Formen nichtholonomer Nebenbedingun-
gen koénnen damit beschrieben werden.

e Die Relativbewegung von Systemen kann tiber zeitabhingige Ansatzfunktionen
beschrieben werden.

e Das Gleichungssystem kann ohne vorherige Transformation integriert werden.
e Fine Iteration Giber die Nebenbedingung ist nicht erforderlich

e Die programmtechnische Umsetzung ist sowohl tiber eigenentwickelte Program-
me als auch angedockt an kommerzielle Finite Element Programmpakete moglich.

¢ Die Bewegungsgleichungen kénnen mit einem einheitlichen Verfahren, dem ,,er-
weiterten Hamiltonsche Prinzip®, fiir beliebige gekoppelte strukturdynamische
Probleme aufgestellt werden:
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Variationsformulierung (Hamilton, PdvA)

f
J. éTh +Wh,virt,i + Wh,virt,a +6T; +th,virt,i + VVt,virt,a + J.éj'gdr + J.iégar[‘ dt = O

fo Iy Iy

Partielle Integration nach der Zeit

Bewegungsgleichung des Problems
(starke Form beztglich der Zeit/ schwache Form beztglich des Ortes)

Diskretisierung, Anwendung von Partielle Integration beziiglich des Ortes
Niherungstechniken
Finite Elemente Methode / Bewegungsgleichung (starke Form)
Randelementmethode l
Analytische Losung /

Losung tber
Integraltransformationsmethoden

Abbildung 10.1: Formulierung der Bewegungsgleichungen aus der Variationsformulierung

Damit liegt eine konsistente Formulierung zur Beschreibung und zur Kopplung unterschiedlicher
Modelle vor.

Die entstehenden Bewegungsgleichungen kénnen als differentiell — algebraische Gleichungen cha-
rakterisiert werden. Differentiell algebraische Gleichungen stellen ein aktuelles Forschungsgebiet
der Mathematik dar. Die Untersuchung der Stabilitit der Zeitintegration in dieser Arbeit erbrachte
Stabilititskriterien und zeigte deutlich wichtige Effekte auf: Im Gleichungssystem sind unterschied-
liche physikalische GroBen gleichzeitig vorhanden. Die unbekannten Lagekoordinaten des Glei-
chungssystems berechnen sich zum Teil aus den algebraischen Koppelgleichungen. Strukturdyna-
mische Zeitintegrationsverfahren haben jedoch Schwierigkeiten bei der Beschreibung algebraischer
Gleichungen, was zu Storungen oder auch Instabilititen in den Lagekoordinaten fihrt. Die im
Gleichungssystem ebenfalls vorhandenen Kontaktkrifte berechnen sich aus einer Differentiation
der Lagekoordinaten. Da diese Operation bei der Zeitintegration numerisch durchgefithrt wird
verstirken sich die Stérungen in den Kontaktkriften, Instabilititen treten verstirkt auf.



Kapitel 10 Zusammenfassung 153

Auf Basis dieser Erkenntnisse konnten strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren einwickelt
werden, welche:

e cine stabile Zeitintegration erméglichen,

e auftretende Stérungen schnell herausdimpfen, ohne gleichzeitig eine hohe nume-
rische Dimpfung in das Gleichungssystem einzubringen. Die numerische Damp-
fung bleibt bei DAISY?2 sogar weiterhin steuerbar.

e die Anforderungen an strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren (Integration
der Differentialgleichung 2. Ordnung, maximal ein Satz impliziter Gleichungen je
Zeitschritt, Genauigkeit 2. Ordnung, unbedingte spektrale Stabilitit bei linearen
Berechnungen, steuerbare numerische Dissipation hoher Frequenzen und selbst
startend) erfiillen.

Eine weitere Schwierigkeit bei der Beschreibung der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion ist die gro3e
raumliche Ausdehnung der zu beschreibenden Modelle. Hierfiir wurde die dynamische Kondensa-
tion der Modelle, deren Beschreibung tiber Kenngréf3en wie die Impedanz, die Admittanz, die Stei-
figkeit und die Flexibilitit erfolgen kann und die numerische Umsetzung der Ankopplung unter-
sucht. Dabei zeigte sich, dass in den meisten Fillen die Beschreibung der Teilsysteme tiber ihre
Flexibilitit vorteilhaft ist. Die daraus bestimmten Impulsreaktionsfunktionen koénnen von allen
moglichen Beschreibungen 1.d.R. numerisch am glinstigsten ermittelt werden. Die Ankopplung im
Zeitbereich fihrt auf Faltungsintegrale. Es zeigte sich, dass ein Vorzichen der Integration vom Fal-
tungsintegral hin zur Bestimmung der Impulsreaktionsfunktionen numerisch Vorteile bringt. Vor
allem ist die Bestimmung der Reaktionsfunktionen genauer méglich. Daneben wird die numerische
Approximation der Reaktionsfunktionen beim Faltungsintegral in eine analytische Integration bei
Bestimmung der Reaktionsfunktionen umgewandelt. Vergleichsrechnungen bestitigten den Vorteil
dieses Verfahrens.

Die gewonnenen Einblicke konnten erfolgreich auf zwei Anwendungsbeispiele angewandt werden.

Die Interaktion eines Magnetschwebefahrzeugs mit seinen Fahrwegtrigern kann unter Verwen-
dung des beschriebenen Algorithmus simuliert werden. Die Beschreibung der geregelten Tragmag-
nete fihrt auf eine mechanische Nebenbedingung. Diese Nebenbedingung gestaltet den Index und
damit den Schwierigkeitsgrad bei der Zeitintegration giinstig. Die Simulationsrechnungen kénnen
problemlos durchgefiihrt werden.

Beim zweiten Anwendungsbeispiel, der Interaktion Fisenbahn — Oberbau, konnten die dynamische
Modellreduktion und die Zeitintegration eines differentiell algebraischen Gleichungssystems mit
Index 3 mittels der entwickelten Zeitintegrationsverfahren erfolgreich durchgefithrt werden.
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10.2 Ausblick

Die Arbeit liefert einen Beitrag zur Simulation gekoppelter Systeme. Die Modellreduktion ermég-
licht es dabei Effekte auf verschiedenen GroBlenskalen einzubeziehen. Hier konnen Modelle mit
verschiedenen Ortsskalen miteinander kombiniert und berechnet werden. Wichtige Fragestellungen
wie z.B. Bodensetzungen unter dem Oberbau von Eisenbahnen erfordern eine Betrachtung von
Effekten auf verschiedenen Zeitskalen [Grundmann, Gitterle, Lutzenberger 2004]. Ziel einer wei-
tern Untersuchung kann die methodische Absicherung dieser Vorgehensweise sein.

Viele Systeme in der Fahrzeug — Fahrweg Interaktion sind nichtlinear. Weitere Untersuchungen
konnen zeigen welche Arten von Nichtliearititen differentiell algebraischer Systeme zuverlissig
berechnet werden kénnen.

Die Ankopplung eines Teilsystems tiber seine Flexibilitit fithrt auf retardierte differentiell — algebra-
ische Gleichungen. Fine Stabilititsanalyse dieser Systeme musste die Diskretisierung des Faltungs-
integrals mit bertcksichtigen und konnte die Methodik der Ankopplung von Teilsystemen absi-
chern.
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