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Vorwort

Die Schaltungstechnik ist ein grundlegendes Wissensgebiet der Elektrotechnik und Informa-
tionstechnik. Eine Vorlesung iiber dieses Gebiet muss das theoretische Fundament darstellen,
die darauf beruhenden Konzepte entwickeln und die wichtigsten Ergebnisse herleiten. Sie soll
damit die Voraussetzungen fiir viele weitere Vorlesungen und fiir die spitere kreative Inge-
nieurtdtigkeit schaffen. Eine frithe und griindliche Vertrautheit mit den Methoden der Schal-
tungstechnik ist deshalb unerlésslich.

Methodische Klarheit und Anschaulichkeit sind keine Gegensitze, sondern werden wie auch
in allen anderen Vorlesungen gleichermaBlen angestrebt. Abstrakte Darstellungen werden dabei
als solche verstanden, bei denen man nur wesensmélige Beziehungen ins Auge fasst, um die
ihnen zugrundeliegenden GesetzméBigkeiten umso deutlicher hervortreten zu lassen. So stellt
eine darauf begriindete Vorlesung keine hoheren Anforderungen an die Studenten: Sie werden
die fiir Sie neuen Sachverhalte nicht wegen der abstrakten (auf das Wesentliche konzentrierten
und idealisierten) Behandlung als schwierig empfinden — es sei denn, Sie werden von ande-
ren durch Warnungen vor dem Schwierigkeitsgrad verschreckt. Solche Unterscheidungen der
Art ,abstrakt = schwierig, aber anschaulich = einfach® haben ihre Ursache dann eher im un-
zuldnglichen Verstiandnis der Warnenden, das dann auf die Studierenden projiziert wird. Eben-
so, wie abstrakt und anschaulich keine Gegensitze bilden, stehen auch Theorie und Praxis nicht
im Widerstreit: Das Gegenteil von ,,praktisch® ist nimlich ,,unpraktisch* und nicht etwa ,,theo-
retisch”. In diesem Sinne sind auch die Worte des groen Physikers Ludwig Boltzmann zu
verstehen:

Nichts ist praktischer als eine gute Theorie!

Diesen Anspriichen mochte die Vorlesung Schaltungstechnik gerecht werden, ndamlich glei-
chermallen abstrakt und anschaulich, theoretisch klar und praktisch niitzlich zu sein, um damit
den Studenten ein Grundlagenwissen zu vermitteln, das sie durch ihr weiteres Studium und
Berufsleben begleitet und ihr schopferisches Denken und Handeln mitbestimmt.

In der Vorlesung Schaltungstechnik werden nichtlineare Netzwerkelemente und Schaltun-
gen von Anfang an als grundlegend und nicht als spezielle Erweiterung linearer Schaltungen
behandelt. Das entspricht zum einen der durch die rasante Entwicklung der Technologie vor
allem der GroBintegration gestiegenen Bedeutung der nichtlinearen Schaltungen und trigt zum
anderen einem klaren didaktischen Konzept Rechnung, bei dem die Klasse der linearen Schal-
tungen als wichtiger Spezialfall eingefiihrt wird. So lassen sich auch die wesentlichen Konse-
quenzen der Linearitit und ihre daraus resultierende theoretische und praktische Bedeutung viel
klarer darstellen.

Im ersten Semester werden in den Kapiteln 1 bis 10 ausschlieBlich resistive Schaltungen,
also Schaltungen ohne dynamische Effekte, behandelt. Durch diese Beschriankung sind im er-
sten Semester an mathematischem Werkzeug im wesentlichen nur die Methoden der (vor al-
lem linearen) Algebra erforderlich, mit denen die Studenten in der parallel dazu angebotenen
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Mathematikvorlesung vertraut gemacht werden. Es wird dabei bewusst darauf verzichtet, die
Schaltungstechnik auf dem Feldkonzept der Elektrizitétslehre zu begriinden, da diese Vorge-
hensweise weder methodische noch didaktische Vorteile aufweist. Hier reicht vielmehr eine
knappe Darstellung der einschrinkenden Annahmen (Abstraktionen) aus, die die Behandlung
elektrotechnischer Probleme mit den Methoden der axiomatisch aufgebauten Schaltungstechnik
rechtfertigen.

Erst im zweiten Semester werden ab Kapitel 11 dynamische Schaltungen betrachtet. Um
bei der mathematischen Behandlung den Rahmen der Moglichkeiten des ersten Studienjahres
nicht zu sprengen, werden von den nichtlinearen Schaltungen quantitativ nur die stiickweise
linearen untersucht. Damit konnen alle Aufgaben auf die abschnittsweise Losung von Systemen
linearer gewohnlicher Differentialgleichungen ersten Grades zuriickgefiihrt werden. Dabei steht
die sogenannte Zustandsbeschreibung dynamischer Schaltungen im Zeitbereich im Mittelpunkt.
Auch die praktisch wichtige und fast allgegenwirtige komplexe Wechselstromrechnung lésst
sich mit allen ihren Voraussetzungen klar aus der allgemeinen Zustandsbeschreibung gewinnen.

Die Notwendigkeit einer solchen Vorlesung hat sich bei der 1989 erfolgten Reform des Stu-
diums in der Fakultit fiir Elektrotechnik und Informationstechnik ergeben. Ziel der Reform
war die Verbesserung und Modernisierung der Ausbildung in den grundlegenden Wissensge-
bieten: Es sollen bereits von Anfang an die Methoden gelehrt werden, die spiter vom Ingenieur
in der industriellen Entwicklungs- oder wissenschaftlichen Forschungsarbeit angewandt wer-
den. Dieses Konzept hat sich nun iiber 20 Jahre bewéhrt und damit gezeigt, dass theoretische
Grundlagen keine kurze Halbwertszeit haben. Sie sind es, die durch ganzes, langes Ingenieur-
berufsleben tragen, und man muss sie friihzeitig lernen, um sie wirklich zu verinnerlichen.

Iffeldorf, im September 2009 Josef A. Nossek
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1. Grundlagen

In diesem einfiihrenden ersten Kapitel soll zunichst die Aufgabe der Ingenieurdisziplin Schal-
tungstechnik dargestellt und die dabei benotigten Grundbegriffe beispielhaft beschrieben wer-
den. Strenge Definitionen und Folgerungen bleiben den folgenden Kapiteln vorbehalten. Viele
der hier erstmals eingefiihrten Begriffe, Gedanken und Methoden werden erst bei fortdauernder
intensiver Beschiftigung und Auseinandersetzung mit ihnen ausreichende Klarheit gewinnen.

1.1 Aufgabenstellung

Zentrale Aufgabe der Schaltungstechnik (circuit theory) ist die Analyse und darauf fulend die
Vorhersage (Prognose) des elektrischen Verhaltens realer Schaltungen. Diese Analyse liefert
die Grundlage fiir den systematischen Entwurf von Schaltungen im Hinblick auf verschiedenste
Anforderungen. Hier wurden bereits Begriffe benutzt, die noch einer gewissen Prizisierung
bediirfen:

Eine reale Schaltung (physical circuit) ist eine Anordnung von miteinander verbundenen
elektrischen Bauelementen (electric devices). Realen Schaltungen begegnet man im Alltag
auf Schritt und Tritt, Beispiele dafiir sind: Funktionseinheiten einer HiFi-Anlage (Verstirker,
Empfinger, Equalizer, ...) Taschenrechnerschaltkreise, Horgeritefilter- und Heizungsregel-
schaltungen, Synthesizer, Energieversorgungs- und Telefonnetz, .... Diese Liste realer Schal-
tungen lieB3e sich beliebig fortsetzen. Ebenso lang ist die Liste der in diesen Schaltungen einge-
setzten elektrischen Bauelemente: Transistoren, Widerstinde, Dioden, Kondensatoren, Spulen,
Schalter, Relais, Drihte, Ubertrager, Batterien, ...

Unter dem elektrischen Verhalten einer Schaltung versteht man den Verlauf der Spannungen
und Strome innerhalb dieser Schaltung iiber der Zeit bei Vorgabe einiger dieser Groflen oder
Parameter. Zu den Stromen und Spannungen kommen noch weitere elektrische und allgemein
physikalische Grofen hinzu, wie Ladung und Fluss, oder Leistung und Energie, die aus den
priméren elektrischen Groflen Strom und Spannung abgeleitet werden konnen.

1.2 Elektrische Signale

Den Zeitverlauf einer elektrischen Grofe (meist einer Spannung oder eines Stromes), dem man
eine bestimmte Bedeutung beimisst, nennt man (elektrisches) Signal. Eine zeitabhingige Quel-
le, die ein Signal erzeugt, heillt dementsprechend eine Signalquelle.

Man kann Signalquellen verwenden, um den Einfluss nichtelektrischer physikalischer
GroBen auf eine Schaltung zu erfassen. Beispielsweise stellt Schall eine mechanische
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zeitabhingige GroBe dar. Ein Mikrophon mit Verstédrker, das einer Schaltung eine zeitabhingi-
ge, zum umgebenden Luftdruck proportionale Spannung einprigt, ist dann eine Messsonde
(oder Sensor), die durch eine Signalspannungsquelle modelliert werden kann.

Wie das Beispiel in Bild 1.1 zeigt, konnen Signale hiufig in einen zur Einstellung be-
stimmter Betriebsbedingungen der Schaltung erforderlichen konstanten Gleichanteil, und den
eigentlich “interessanten” zeitabhédngigen und damit informationstragenden Wechselanteil zer-
legt werden.

u(t) Au(t) :=u(t) —Uap

Uap

0l t
Bild 1.1 Gleichanteil U4 p und Wechselanteil Au(t) einer Signalspannung u(t)

So ist beispielsweise bei dem Mikrophon natiirlich nur die Schwankung des Luftdruckes um
den dem Normaldruck entsprechenden Gleichanteil von Interesse.

1.3 Modellierung

Von der realen Schaltung zum Netzwerk gelangt man durch Modellierung der elektrischen Bau-
elemente und deren Verbindungen durch Netzwerkelemente. Diese Modellierung ist stets mit
einer Abstraktion verbunden: Netzwerkelemente sind idealisierte Modelle mit einer prizisen
mathematischen Beschreibung des Zusammenhangs der zugeordneten elektrischen Groflen. Da-
bei werden vom Netzwerkelement nicht mehr alle Eigenschaften des Bauelementes wiederge-
geben (wie beispielsweise die in seinem Datenblatt angegebenen rdumlichen Abmessungen,
Temperaturbestiandigkeit, das Gewicht, die Gehduseform, der Preis .. .).

Die zum Netzwerkelement gehorige mathematische Beschreibung beschrinkt sich auf die
wesentlichen Gesetzméifigkeiten, z. B. auf das durch den konstanten Widerstandswert eines
Metallfilmwiderstandes gegebene Verhiltnis zwischen Spannung und Strom. Bei komplizierte-
ren Bauelementen bzw. bei einer geforderten detailgetreuen Beschreibung erfolgt die Modellie-
rung eines Bauelementes durch eine Kombination mehrerer Netzwerkelemente, also durch ein
Netzwerk. Die Verbindungsleitungen oder Drihte, die die Bauelemente einer realen Schaltung
verbinden, werden meist als perfekt leitend angenommen und entsprechend modelliert.

1.3.1 Die Konzentriertheitshypothese

Die Schaltungstechnik beschrinkt sich auf die Untersuchung von Schaltungen aus konzentrier-
ten Elementen: Dies bedeutet, dass die grofite rdumliche Ausdehnung d der realen Schaltung
(und damit natiirlich auch der darin enthaltenen elektrischen Bauelemente) so klein ist, dass
eine kontinuierliche Abhéngigkeit der elektrischen Groen wie Strom und Spannung von den
Ortskoordinaten nicht beriicksichtigt werden muss.
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Reale Schaltung

]
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zur Batterie zum Lautsprecher

vom Mikrophon

R

Y
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Bild 1.2  Eine reale Schaltung, ihr Schaltplan und ihre idealisierte Darstellung als Netzwerk.

Um das sicherzustellen, muss die Wellenldnge A der relevanten Signale wesentlich grofer
sein als die Ausdehnung der Schaltung:

d<< A (1.1)
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Die Wellenldnge A erhilt man aus der Signalfrequenz f oder der Signaldauer 7" iiber die
Beziehung:

AN=cT = - (1.2)

wobei ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Wellenfeldes ist. Bei elektromagnetischen
Wellen ist dies die Lichtgeschwindigkeit, deren Wert im Vakuum

c=3-10%ms"! (1.3)

betrégt. Ist die GI.(1.1) nicht erfiillt, so miissen anstelle der schaltungstechnischen Variablen
wie Strom und Spannung elektromagnetische Feldgrofen, und anstelle der Schaltungstechnik
die Elektrodynamik (Maxwellsche Theorie) angewendet werden.

Eine Analogie zu dieser Abgrenzung von Theorien mit verschiedenen Anwendbarkeitsbe-
reichen findet man in der Mechanik: Die klassische Newtonsche Mechanik steht zur Einstein-
schen Relativititstheorie in einer dhnlichen Beziehung wie die Schaltungstechnik zur Elektro-
dynamik: Die klassische Mechanik liefert eine genaue Beschreibung realer Anordnungen, wenn
die auftretenden Geschwindigkeiten sehr klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind. Eben-
so liefert die Schaltungstechnik als die Theorie der konzentrierten Schaltungen fiir eine grofle
Klasse praktisch relevanter realer Schaltungen eine addquate Beschreibung.

1.3.2 Reale Schaltung, Schaltplan und Netzwerk

Bild 1.2 stellt den Modellierungsgedanken und die dabei vollzogene Abstraktion beispielhaft
dar. Dabei ist auch angedeutet, wie die Qualitit der Modellierung zu iiberpriifen ist: durch den
Vergleich der Analyseergebnisse mit an der realen Schaltung gewonnenen Messergebnissen!

Das AusmaB der Ubereinstimmung von mit Hilfe des Netzwerks gewonnenen Analyseer-
gebnissen mit an der realen Schaltung gewonnenen Messergebnissen ist der Priifstein fiir die
Qualitdt der Modellierung. Die Messung beschrinkt sich dabei auf die elektrischen Groflen
(Strom und Spannung) an den (zuginglichen) Klemmen.

i=1(t) Strom in Ampere, A

u=u(t) Spannung in Volt, V

t Zeit in Sekunden, s

i(t), u(t) Augenblickswert, Momentanwert

Diese Momentanwerte konnen mit geeigneten Messinstrumenten (ndherungsweise) ermit-
telt werden.

Die Modellierung der elektrischen Bauelemente durch Netzwerkelemente wird hier als ge-
geben betrachtet. Auf der Grundlage dieser Modelle ist es die Aufgabe der Schaltungstechnik,
das elektrische Verhalten der Schaltung (oder vielmehr, des Netzwerks) zu berechnen.

Dabei beschrinkt sich die Modellierung der Bauelemente auf das Klemmenverhalten. Phy-
sikalische Phinomene im Bauelement sind nur insofern relevant, als sie sich auf das elektrische
Klemmenverhalten auswirken und werden nur durch dieses beschrieben.

Die Modellierung kann mit unterschiedlichem Abstraktionsgrad erfolgen, abhéngig von der
Komplexitit der Schaltung und den zu untersuchenden Eigenschaften.



1.4 Historische Anmerkungen 5

Ein Beispiel: Soll bei einer Operationsverstarkerschaltung nur die Verstirkung im linearen
Arbeitsbereich untersucht werden, so reicht ein sehr einfaches Makromodell (wie der Nullor)
aus, und die Analyse wird sehr einfach. Will man aber von der gleichen Schaltung auch weitaus
subtilere KenngroBen wie den Offset, die Gleichtaktunterdriickung, das Eigenrauschen, oder die
Sprungantwort im GrofBsignalbetrieb wissen, so ist eine detaillierte Modellierung der einzelnen
Komponenten innerhalb des Operationsverstédrkers notwendig.

Technische Anordnungen, die wegen ihrer groBen Komplexitit nur auf hohem Abstrak-
tionsniveau modelliert werden konnen, nennt man Systeme. Die Grenzen zwischen System
auf der einen und Schaltung, Netzwerk auf der anderen Seite, sind flieBend. Insbesondere die
Schaltungen von extremer Komplexitit ermoglichende VLSI (Very Large Scale Integration)-
Technologie fiihrt zum Zusammenwachsen von Schaltungs- und Systemtechnik.

1.4 Historische Anmerkungen

Die Entstehung einer eigenstindigen Theorie der Schaltungen muss im Zusammenhang mit der
historischen Entwicklung der physikalischen Grundlagen gesehen werden. Bereits 1827 legte
Georg Simon Ohm ein Buch mit dem Titel ,,Die galvanische Kette, mathematisch bearbeitet*
vor, das alle wesentlichen Grundgesetze fiir elektrische Stromkreise enthilt. Ohm war in erster
Linie an den physikalischen GesetzmiBigkeiten interessiert, und weniger an einer zur Behand-
lung auch groBerer Schaltungen geeigneten abstrakten Verallgemeinerung. Dieser Schritt blieb
Gustav Robert Kirchhoff vorbehalten, der mit seiner Arbeit ,,Uber die Auflosung von Glei-
chungen, auf welche man bei der Untersuchung der linearen Vertheilung galvanischer Strome
gefiihrt wird”“ die Geburtsstunde der Schaltungstechnik in das Jahr 1847 legte. 1853 begriindete
Hermann von Helmholtz mit dem Beitrag ,,Uber einige Gesetze der Vertheilung elektrischer
Strome in korperlichen Leitern mit Anwendungen auf die thierisch-elektrischen Versuche die
Theorie der Eintore (oder Zweipole). Einen weiteren Impuls fiir die Herausbildung einer ei-
genstidndigen Theorie der Schaltungen stellt schlieBlich auch James Clerk Maxwells beriihmtes
Werk ,,A Treatise on Electricity and Magnetism* dar, dessen deutsche Fassung 1883 erschien.
Im weiteren Verlauf der Geschichte hat eine Vielzahl von Personlichkeiten aus aller Welt mit-
gewirkt, das Theoriegebdude der Schaltungstechnik in seiner heutigen Grof3e zu errichten. Eine
sehr schone Darstellung der historischen Entwicklung findet sich dabei in einem Biichlein von
G. Wunsch mit dem Titel ,,Geschichte der Systemtheorie® !.

"Erschienen 1985 im Oldenbourg Verlag.



2. Kirchhoff-Gesetze und Graphen

Netzwerke bestehen aus Netzwerkelementen, die iiber eine unterschiedliche Zahl von Klemmen
(Polen, Knoten) zugénglich sein konnen.

i1
@ 11 @ g

O
O

uq Ul U 7;2
U2

@ 2'2 ' O @ 7;'n

Dreipol n-Pol, Mehrpol

1

12

@O

Zweipol
(two-. . . (three-. .. n-, multiterminal elements)

Bild2.1  Zwei-, drei- u. mehrpolige Netzwerkelemente

Bild 2.2  Netzwerk aus Zwei- und
Dreipolen mit funf Knoten (Klem-
men)

2.1 Zahlpfeile

Spannungen zwischen Klemmen (Knoten) muss man eine Polaritdt zuordnen. Dasselbe gilt fiir
Strome, die von einer Klemme (Knoten) in das Netzwerkelement bzw. von diesem in einen
Knoten flieBen. Diese Bezugsrichtungen werden durch Spannungs- bzw. Stromzdihlpfeile ge-
kennzeichnet.

Diese Spannungs- und Stromzihlpfeile geben auch die Orientierung der Messgerdite an, mit
denen man in der realen Schaltung Spannung und Strom misst. Die Pfeilrichtung zusammen
mit dem Vorzeichen der gemessenen Grofle bestimmt die tatsdchliche Richtung des Stromflus-
ses bzw. der Potentialdifferenz. Ist das Vorzeichen der gemessenen Grofe positiv, so stimmen
tatsidchliche Richtung und Bezugsrichtung (Pfeilrichtung) tiberein.
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U Bild 2.3  Bezugsrichtungen und
— Messgerate

2.2 Tore

Zwei Klemmen bilden ein Klemmenpaar oder Tor, wenn die iiber die Klemmen flieBenden
Strome entgegengesetzt gleich sind. Stimmen die Richtungen von Strom- und Spannungszihl-
pfeil an einem Klemmenpaar iiberein, so nennt man dies eine assoziierte Zihlpfeilrichtung.

Sind bei einem 2n-Pol die 2n Klemmenstrome paarweise entgegensetzt gleich, handelt es
sich um ein n-Tor. Ein Dreipol kann durch die duflere Beschaltung zum Zweitor werden.

D Lo | © ®
@VH o

11

® | o
W e i @) i

Bild 2.4 Mehrtore und Mehrpole

2.3 Kirchhoffsches Stromgesetz (Kirchhoff’s Current Law KCL)

Das Kirchhoffsche Stromgesetz ist eine Formulierung des Gesetzes der Erhaltung elektrischer
Ladung (charge conservation) fiir konzentrierte Schaltungen.

Dazu betrachtet man eine geschlossene Hiillfliche mit einer ,Innenseite” und einer ,,Au-
Benseite, die kein Netzwerkelement durchtrennt. Die Ladung im Inneren der Hiille wird bei
konzentrierten Netzwerken als konstant angenommen. Aufgrund der Ladungserhaltung muss
deshalb zu jedem Zeitpunkt die algebraische Summe aller aus der Hiille heraus- und hineinflie-
Benden Strome verschwinden. HerausflieBende und hineinflieBende Strome werden positiv bzw.
negativ gezihlt. Legt man die Hiille so, dass sie gerade einen Knoten im Netzwerk umfasst, so
erhilt man die elementare Knotenregel:
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Bild 2.5 Hulle und Strome

KCL (Knotenregel): In einem Netzwerk aus konzentrierten Elementen verschwindet
zu jedem Zeitpunkt die Summe aller aus einem Knoten herausflieBenden Strome.

> i) =0 2.1)

Knoten

Legt man die Hiille so, dass sie nicht nur einen Knoten (z.B. zwei Knoten und einen Zweipol)
umschlieBt, so spricht man von einem Superknoten. Das KCL bleibt sinngemif giiltig. In Bild
2.6 ist dies beispielsweise mit der die Knoten (1), (2)und (3) umfassenden Hiille H; gezeigt.
Man erkennt auch, dass ein Zweipol stets ein Eintor ist: Mit Hilfe einer Hiille 5 , die nur den
betrachteten Zweipol einschliefit zeigt man, dass die Klemmenstrome entgegengesetzt gleich
sind und das Klemmenpaar somit ein Tor bildet.

Hl //’-—____‘—‘\ //\\ HQ

~Z -~ Bild 2.6 Knoten und Superknoten

2.4 Kirchhoffsches Spannungsgesetz
(Kirchhoff’s Voltage Law KVL)

Ahnlich wie bei statischen elektrischen Feldern im Raum, kann unter der Annahme konzen-
trierter Elemente auch jedem Punkt (Knoten) eines elektrischen Netzwerks eine skalare Grofe,
das elektrische Potential, zugeordnet werden. Dieses ist bis auf eine, allen Knoten gemein-
same additive Konstante eindeutig. Zur Festlegung dieser Konstante wird das Potential eines
willkiirlichen Bezugspunktes zu Null definiert. Als Bezugspunkt oder Bezugsknoten wihlt man
bei konzentrierten Netzwerken hiufig den Knoten mit der hochsten Knotennummer.
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U3 n—1
| °
O
@ Bild 2.7 Knotenpotentiale

In einer zusammenhingenden Schaltung aus konzentrierten Elementen ist die Span-

nung zwischen einem Knotenpaar (0) und (3 gleich der Differenz der zugehérigen Kno-
tenpotentiale bzw. Knotenspannungen:

Uap = Uka — Ukp (2.2)

Man kann nun mit solchen Knotenpaaren (@) (B einen geschlossenen Umlauf (closed node

sequence) festlegen (beispielsweise den Umlauf (@) (3, (@ (1, i) N, O (), der durch die
Knotenfolge (@ (B () O (@ definiert ist). Ein geschlossener Umlauf heifit auch Schleife,
wenn man diesen stets entlang von Netzwerkelementen ausfiihren kann.

e
ORQXO

Daraus ergibt sich das Kirchhoffsche Spannungsgesetz:

Bild2.8 Umlauf und Spannungen.
Spannungen werden in Umlaufrich-
tung positiv gezahlt ui (t) + ua(t) +
@) U3(t)*U4(t):0 Vit

KVL: In einem zusammenhiingenden Netzwerk aus konzentrierten Elementen ver-
schwindet zu jedem Zeitpunkt die algebraische Summe aller Spannungen zwischen Kno-
tenpaaren, die einen geschlossenen Umlauf (Schleife) bilden:

> () =0 (2.3)

Umlauf

Das Kirchhoffsche Spannungsgesetz ist eine Formulierung des Induktionssatzes fiir konzen-
trierte Netzwerke. Die Annahme konzentrierter Netzwerkelemente beinhaltet, dass kein zeitlich
verdanderlicher magnetischer Fluss auB3erhalb der Elemente auftritt. Nachdem das KVL fiir ge-
schlossene Umléufe gilt, gilt es auch fiir Schleifen. Die in Bild 2.9 angegebenen Umléufe sind
auch Schleifen.
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Bild 2.9 Umlaufe als Schleifen
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2.5 Netzwerkgraph

Die Verbindung zwischen den Netzwerkelementen kann mit einem Graphen (Netzwerkgra-
phen) beschrieben werden. Der Netzwerkgraph spiegelt die Verbindungsstruktur wieder, ohne
Netzwerkelemente zu spezifizieren. Ein Netzwerkgraph wird definiert durch eine Knotenmenge

11 19 @ @ @
f \/
@

7

®o=— @ @

wl
@o— @ ®

()- _() \\ //
uy Us 1 9 \ /
1\ 12
O—-—1p-------{ —m—0 v
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@® @ 5@

Bild2.10 Netzwerkelemente und Netzwerkgraphen
© 2 ® ® O @, @
6
1 3/ ’ 2 N 6
4
©) @ @ 7 ©

Bild 2.11  Netzwerkgraph der Schaltungen von Bild 2.6 und Bild 2.9

{(@D, @, ..., W}, eine Zweigmenge {1,2, ..., b} und eine Vorschrift, die jeden Zweig . einem

Knotenpaar (@) (8 zuordnet. Da man jedem Zweig mit den Bezugsrichtungen des Zzhlpfeilsy-
stems eine Richtung zuordnet, handelt es sich um einen gerichteten Graphen (digraph).
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Man verwendet assoziierte Zahlpfeile, damit gibt die Richtung jedes Zweiges des Graphen
die Spannungs- und Strombezugsrichtung an. Die zugehorigen Spannungen heillen Zweigspan-
nungen oder Kantenspannungen, die zugehorigen Strome heillen Zweigstrome oder Kanten-
strome.

2.6 Inzidenzmatrizen

Ein Netzwerkgraph habe n Knoten und b Zweige. Die Matrix A’ gibt die Strukturinformation
des Netzwerkgraphen tabellarisch wieder.

Fiir den Graphen (Bild 2.11 links) der Schaltung aus Bild 2.6 lautet diese:

1100000'@

10 1 1 0 0 0 @Kt
noten

A=|0-1-1010 0|0

1
00 0 -1-1-1-1|® (2.4)

L 0 0 0 0 0 1 1 | ®
1 2 3 4 5 6 7
Zweige —

wobei man die einzelnen Elemente nach folgender Regel erhilt:

+1 Zweig o geht von Knoten [ aus
ag, =4 —1  Zweig a fiihrt zum Knoten 3
0 Zweig « beriihrt Knoten [ nicht

A’ heiBt Knoteninzidenzmatrix. Mit A’ lassen sich die Kirchhoffschen Knotengleichungen nach
den Regeln der Matrixmultiplikation sehr kompakt formulieren:

31
1 1.0 0 0 0 O 19 11 +19 0
-1 0 1 1 0 0 O 13 —iq +i3+1y 0
0O -1-10 1 0 O | = —l9—13 +i5 =0 (2.5
0 0 0 —1—-1—-1-11{ 15 —l4—15—16—17 0
0O 0 000 1 1 g +i6+17 0
i7

A-1=0
A’: n x bInzidenzmatrix, 2: b x 1 Spaltenvektor

Jede Spalte von A’ enthilt genau ein Matrixelement +1, ein Matrixelement —1 und sonst Nul-
len. Das heifit, alle Spaltensummen von A’ verschwinden. Man kann deshalb jede der n Kno-
tengleichungen (2.5) durch Linearkombination der weiteren n — 1 Gleichungen gewinnen. Die
n Gleichungen (2.5) sind linear abhéngig.

Streicht man nun die zu einem willkiirlich gewihlten Bezugsknoten gehorige Zeile in A, so
ergibt sich die reduzierte Knoteninzidenzmatrix A mit der Dimension (n — 1) X b.
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Die verbleibenden Knotengleichungen sind linear unabhingig und lauten kompakt:

A-12=0 KCL in Matrixform (2.6)

Driickt man die Zweigspannung der b Zweige durch die Differenz der zugehori-
gen Knotenspannungen aus, so ldsst sich eine ebenso kompakte Matrixform angeben:

Zweige Knoten —
Ul_ +Up1 — Uk ] 1 —1 0 0 07
(75) +Uk1 —Uk3 10 -1 00 Uk1
Us +Upo— U3 01 -1 00 UE2
bus| = +Ugo —Uk4 =101 0 —10/| - ug 2.7
Us +FUR3—Up4 00 1 —-10 Uky
Ug —Upa+ULs5 00 0 —11 Uks
Uy | —Up4+UL5] |00 0 —11
u=M-uj
wobei fiir die Elemente von M’ gilt:
+1 Zweig o geht von Knoten [ aus
Mg =4 —1 Zweig « fiihrt zum Knoten /3
0 Zweig « beriihrt Knoten S nicht

Aus der Konstruktionsvorschrift fiir die Matrix M folgt:

Mo = o
und damit:
M = A"

Ordnet man dem Bezugsknoten das Potential OV zu, so kann man die entsprechende Spalte von
M’ streichen. Damit erhiilt man ein kompaktes Kirchhoffsches Spannungsgesetz:

u— A" u, =0 KVL in Matrixform (2.8)

Jede Gleichung in GI.(2.8) besagt, dass die algebraische Summe der Spannungen eines ge-
schlossenen Umlaufs, bestehend aus zwei durch einen Zweig verbundenen Knoten und dem
Bezugsknoten, verschwindet. Ist in dem Netzwerk jeder Knoten mit dem Bezugsknoten iiber
einen Zweig verbunden, so sind alle Umlédufe Schleifen.

2.7 Linearitiat der Kirchhoffschen Gleichungen

Die Vektoren u der moglichen Zweigspannungen besitzen eine bemerkenswerte Eigenschaft:
Die gewichtete Summe zweier Losungen u®), u(®, ist wieder eine Losung, da sie wieder dem
Kirchhoffschen Spannungsgesetz (u = A” - u, %uk € R" 1) gehorcht:

Q.u(1)+5.u(2):Q.AT.ugﬁl)Jrﬁ.AT.u;f):AT.(Oé.ughrﬁ.u;f))’
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a,feR
Dieselbe Aussage gilt auch fiir die Losungsvektoren der Zweigstrome:

A<a-i(1)+6-i(2)):a-A-z'(l)+6-A-z'(2):O+0=0,

a, B eR

Damit erfiillen die Spannungs- und Stromvektoren an einem elektrischen Netzwerk gerade die
Eigenschaften, die in der Mathematik als Abgeschlossenheitsaxiome von Vektorrdumen defi-
niert sind. Insbesondere ist die Linearkombination zweier Losungen wieder in der Losungs-
menge enthalten.



3. Resistive Eintore

Ein resistives Eintor, resistiver Zweipol oder Widerstand ist ein Eintor, dessen Klemmengrofen
oder Betriebsgrdfien u(t) und i(t) zu jedem Zeitpunkt ¢ in einer Relation F () zueinander ste-
hen, die nur vom Zeitpunkt ¢, nicht aber von der genauen Vorgeschichte (den Betriebsgro3en
zu friitheren Zeitpunkten) abhiingt. ! Bild 3.1 zeigt das Elementsymbol eines resistiven Eintores
F(t), und die zur Definition seines elektrischen Verhaltens dienenden Zihlpfeile. Kénnen zum

Bild 3.1 Das Elementsymbol eines resistiven
Eintores 7

Zeitpunkt t gleichzeitig ein Strom i(¢) fliefen und eine Spannung u(t) anliegen, so heilit das
Paar (u(t),i(t)) ein (zuldssiger) Betriebspunkt von F(t) zum Zeitpunkt . Bei festem ¢ stellen
alle derartigen Paare eine Teilmenge F(¢) der Betriebsebene oder u-i-Ebene dar, wobei:

U 1
Fu={(wi)|c €RAL €R 3.1
{wilg erag e 6.
Fui besitzt die Struktur eines zweidimensionalen reellen Vektorraumes und wird daher oft dqui-
valent explizit als solcher aufgefasst, wobei die Betriebspunkte einer Kennlinie dann entspre-

chend als Vektoren 2: geschrieben werden:

ul|lu 7
=YL eRA~ €R 2
Fui {Z]’ve /\Ae} 3.2)
F(t) wird dann Kennlinie (von F) zum Zeitpunkt t bezeichnet:
F(t) = {(u(t),i(t))|(u(t),i(t)) ist Betriebspunkt von F zum Zeitpunkt ¢} (3.3)

Wie schon die Verwendung des gleichen Symbols F(¢) andeutet, muss fiir die Zwecke der
Schaltungstechnik nicht zwischen einem Netzwerkelement und seiner Kennlinie unterschieden
werden.

Oft ergibt sich fiir alle Zeitpunkte dieselbe Kennlinie, das Eintor heit dann zeitinvariant
(im Gegensatz zu zeitvariant). Man muss dann nirgendwo mehr auf die Zeit Bezug nehmen und
kann einfacher sagen: Die Kennlinie F des Eintores F ist die Menge seiner Betriebspunkte:

F = {(u,1)|(u, ) ist Betriebspunkt von F} (3.4)

Alle in der Schaltungstechnik behandelten Kennlinien sind dabei formal als reine Definitionen
aufzufassen. Die ausnahmslos vorhandene und oft explizit angegebene Entsprechung zu in der
Praxis auftretenden Bauelementen oder Anschlusstoren groferer Schaltungen bildet zwar den

'Es gibt auch noch sogenannte gediichtnisbehaftete Netzwerkelemente, deren Verhalten auch noch von Klemmenstromen
und -spannungen zu fritheren Zeitpunkten mitbeeinflusst wird, wie Spulen und Kondensatoren.
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Bezug zur Anwendung, ist aber fiir einen konsistenten Aufbau der Theorie weder notwendig
noch iiberhaupt in exakter Weise verwendbar, da kein mathematisches Modell ein reales Bauteil
vollstdndig beschreiben kann.

Dies erlaubt einen Aufbau der schaltungstechnischen Theorie, die weitgehend unabhéngig
von den genauen Eigenschaften der tatsdchlich angewandten Bauelemente ist und dadurch un-
beeinflusst von technischen Fortschritten anwendbar bleibt: Bedeutungsschwerpunkte mogen
sich vielleicht verschieben, aber einmal bewiesene Ergebnisse bleiben zeitlos giiltig.

3.1 Modellierung

Eine Kennlinie F(¢) soll meist ein Modell des elektrischen Verhaltens eines real existieren-
den Bauelements darstellen: Eine moglichst einfache mathematische Beschreibung, die in guter
Ubereinstimmung mit im Labor am realen Bauelement durchfiihrbaren Messungen steht. Mo-
delle sind notgedrungen immer Niherungen, und oft verwendet man bei verschiedenen Berech-
nungen verschiedene Modelle fiir ein und dasselbe Bauelement, je nach der gerade erforderli-
chen Genauigkeit.

Als Beispiel zur Modellierung eines resistiven Eintores soll im folgenden anhand einer Pho-
todiode (deren Elementsymbol in Bild 3.2 abgebildet ist) gezeigt werden, wie man aufgrund von
Messungen am realen Bauelement eine mathematische Modellbeschreibung erstellen kann. Da

LW
—_—
U Bild 3.2 Das Elementsymbol einer Photodiode

zu einem einzigen Zeitpunkt auch nur eine einzige Messung durchgefiihrt werden kann, sind
reproduzierbare Messungen zunichst nur bei zeitinvarianten Bauelementen denkbar. Dies stellt
aber dennoch kein Problem dar: Zeitvarianz wurde ndamlich eingefiihrt, um die Abhingigkeit
des Verhaltens vieler realer Bauelemente von Umwelteinfliissen wie Temperatur, Feuchtigkeit
oder Lichteinfall auf eine einheitliche Art und Weise beriicksichtigen zu konnen, indem man
nicht alle diese Umgebungsbedingungen einzeln auffiihrt, sondern man einfach das Bauelement
zu jedem Zeitpunkt ¢ durch seine, allen dann wirksamen Umgebungseinfliissen entsprechende,
Kennlinie F(t) beschreibt.

Man kann folglich eine angenéherte Zeitinvarianz durch sorgfiltiges Konstanthalten aller
Umgebungsbedingungen erreichen. Bei der Photodiode geniigt es beispielsweise, sie in einen
lichtundurchléssigen schwarzen Kasten mit geregelter Innentemperatur zu stecken.

Bild 3.3 zeigt die Ergebnisse vieler Messungen als Betriebspunkte in die « — i-Ebene einge-
zeichnet, sowie eine glatte Kurve, die durch ein als curve-fitting bezeichnetes Verfahren diesen
Messergebnissen angepasst wurde und damit ein erstes Modell der Kennlinie der Photodiode
darstellt. Die eingezeichnete Kennlinie wird durch die folgende Gleichung beschrieben:

i = 10pA - (e¥/*™V 1)
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Es fand also eine Idealisierung statt: Das komplizierte Bauelement Photodiode wird nun durch
eine einfache algebraische Beziehung zwischen u und ¢ als resistives Eintor beschrieben.

]_'
]_'

10uA | 10pA ‘

50mV ¢ 50mV

Bild 3.3 Gemessene Betriebspunkte und  Bild 3.4 Die idealisierte Kennlinie der mit
eine idealisierte Kennlinie einer Photodiode 100 Ix beleuchteten Photodiode

Nun soll die Messreihe mit dem Unterschied wiederholt werden, dass die Diode innerhalb
ihres temperaturgeregelten Kastens mit einer Stiarke von 100 1x beleuchtet wird. Das Ergebnis
dieser zweiten Messreihe ist in Bild 3.4 zu sehen.

Die neue angepasste Kennlinie hat die Gestalt:
i = 10pA - (e¥/25mV _ 9y

Offensichtlich wird das elektrische Verhalten der Photodiode von der Umgebungsgrofie “Be-
leuchtung” beeinflusst. Durch viele weitere Messreihen kommt man schlieBlich zu einem de-
taillierteren Modell, das die Beleuchtungsstéirke L als Parameter beinhaltet:

o)
1001x

Ersetzt man nun L durch einen bekannten oder postulierten Zeitverlauf L(t), so entsteht daraus
eine andere Kennliniengleichung, deren Parameter die Zeit ¢ ist:

L(t) )
1001x
Dies stellt schlieBlich das Modell der Photodiode als zeitvariantes Element dar.

i = 10pA - (W/26mV _q

i(t) = 10pA - (M(1)/25mV _y _

Die Zahlenwerte dieses Beispiels entsprechen ungefihr denen der Germanium-Photodiode
APY 12. Da sich andere Photodioden @hnlich verhalten, arbeitet man praktisch meist mit einer
Beschreibung in rein abstrakten Variablen. Gebriduchlich ist beispielsweise:

i(t) = I, - @O/ 1y _ 1)
wobei i, (t) der sogenannte Photostrom ist. In dem obigen Beispiel hitte er die Form:

ir(t) = 100nAlx " - L(¢)

3.2 Algebraische Beschreibungsformen

Die rein topologische Auffassung eines resistiven Eintores als eine Menge von Betriebspunkten
ist extrem allgemein. Die meisten Kennlinien sind allerdings tatséchlich Kurven, man kann dann
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auf eine zum Durchfiihren von Berechnungen weitaus geeignetere algebraische Beschreibung
iibergehen.

Im folgenden werden die drei wesentlichen algebraischen Beschreibungsformen fiir den
zeitinvarianten Fall vorgestellt: In abstrakter Form fiir ein allgemeines resistives Eintor F, und
konkret anhand eines Beispieleintores G, dessen Betriebspunkte der Gleichung

1 U
— = arctan —
%o Ug

geniigen und das somit die in Bild 3.5 gezeigte Kennlinie besitzt. Die einfache Verallgemeine-
rung auf zeitvariante Kennlinien muss hier nicht néher beschrieben werden.

i

19 g

Bild 3.5 Eine Beispielkennlinie

3.2.1 Implizite Darstellung

Man kann die Kennlinie von F als die Nullstellenmenge einer konstituierenden Funktion fr
darstellen:

F = {(w, 9| fr(u,i) = 0} (3.5)
F wird damit durch eine einzige Gleichung beschrieben, eine implizite Darstellung:
fr(u,i) =0 (3.6)

Eine konstituierende Funktion des Beispiels G ist:
) U
fo(u,i) = (,— — arctan —)
0 Uo
was man durch Umformung der fiir G gegebenen Gleichung in
1 U
— —arctan — =0
o Uo
sofort erkennt.

Implizite Darstellungen sind nicht eindeutig: Jede andere Funktion, die dieselben Nullstel-
len liefert, ist ebenfalls zur Beschreibung der Kennlinie geeignet. Wendet man beispielsweise
die Aquivalenz

r=0<=e"—-1=0

auf GI.(3.6) an, so erhilt man eine andere implizite Darstellung derselben Kennlinie:
e 1=0
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Implizite Darstellungen sind oft unpraktisch. Da aber bei manchen Kennlinien keine andere
algebraische Beschreibung in geschlossener Form existiert, kann man nicht gidnzlich auf sie
verzichten.

3.2.2 Parameterdarstellung

Bei einer Parameterdarstellung fiihrt man eine zuséitzliche Variable A € R ein, den Parameter,
und driickt die BetriebsgroB3en v und ¢ durch diesen aus:

u=ur(\) (3.7)
i =ir()) (3.8)

Dabei muss jedes einem einzigen Parameterwert A zugeordnete BetriebsgroB3enpaar einen Be-
triebspunkt darstellen:

VA (up(A),iz(N) € F (3.9)
Die Kennlinie F kann dann auch umgekehrt beschrieben werden durch:
F={(ur(N),ir(N) |A € R} (3.10)

Im Beispiel G kann man als naheliegenden Parameter den Winkel ¢ wihlen, wobei:
Y= i und damit: — = tan ¢
o Uo
Damit man wirklich nur die in Bild 3.5 gezeigte Kennlinie erhilt, und nicht alle parallel iiber-

einander liegenden Aste der Umkehrrelation der Tangensfunktion, muss zusitzlich noch der
Definitionsbereich des Parameters ¢ eingeschrinkt werden:

(5+)
v 2° 3

Als Strom- und Spannungsfunktion der entsprechenden Parameterdarstellung von G erhélt man:
ig(p) = o
ug(p) = up tan ¢
Auch Parameterdarstellungen sind nicht eindeutig. Wenn man aber den Parameter wie im

hier gezeigten Beispiel so wihlt, dass die Funktionen ux und iz stetig und (falls moglich)
differenzierbar sind, kann man mit ihnen trotzdem bereits relativ bequem arbeiten.

3.2.3 Explizite Darstellungen

Bei expliziten Darstellungen wird eine Betriebsgrofle als Funktion der jeweils anderen aus-
gedriickt. Das Argument dieser Funktion heifit dann die steuernde GroBe. Sobald diese fest
gewdhlt ist, ist die entsprechende explizite Darstellung (sofern sie existiert) eindeutig festge-
legt. Bei Eintoren gibt es somit zwei explizite Darstellungen:

Oft kann der Strom ¢ als eine Funktion der Spannung u dargestellt werden:
i =gr(u) (3.11)
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F heiBt dann spannungsgesteuert, und gr ist seine Leitwertsdarstellung.
Umgekehrt kann auch u eine Funktion rz von ¢ sein:

u=rzi) (3.12)

F heifit dann stromgesteuert, und r r ist seine Widerstandsdarstellung.
Die Leitwertsdarstellung des Beispiels G ist die Funktion:
, U
gg(u) = iparctan —
Ug
Die Widerstandsdarstellung erhélt man entsprechend zu:

rg(i) = up tan %

wobei der Definitionsbereich des Stroms ¢ (dhnlich wie oben bei der Parameterdarstellung
abhingig von ¢) eingeschrinkt werden muss:

.€< . +7T>
1 ——=1 —1
207 20

Explizite Darstellungen sind in der praktischen Arbeit meist am einfachsten handzuhaben.

3.3 Eigenschaften resistiver Eintore

Viele resistive Eintore geniigen zusitzlichen Bedingungen. Einige dieser besonderen Eigen-
schaften werden im Folgenden sowohl in topologischer (Mengen-) als auch in algebraischer
(Formel-) Schreibweise vorgestellt.

3.3.1 Polung

Ein resistives Eintor F heilit ungepolt oder bilateral (im Gegensatz zu gepolt und unilateral),
wenn seine Kennlinie punktsymmetrisch zum Ursprung ist:

V(u,i) € F: (—u,—i) € F (3.13)
oder dquivalent:
flu,i)=0 = f(—u,—i)=0 (3.14)

Dies bedeutet, dass man die beiden Klemmen des resistiven Eintores vertauschen kann, ohne
sein Verhalten zu dndern. Ungepolte Eintore erhalten daher auch symmetrische Elementsymbo-
le.

3.3.2 Leistungsbedarf

Durch Messung der kalorischen Stromwirme stellt man fest, dass man die in einem resistiven
Eintor F verbrauchte (also in Wirme umgesetzte) Leistung p(t) > 0 durch

p(t) = u(t)i(t) (3.15)
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angeben kann. Entsprechend definiert man dann auch eine von F abgegebene Leistung
p(t) < 0.

F heifit dann aktiv, wenn es mindestens einen Betriebspunkt besitzt, in dem es Leistung
abgibt:

(F(u, 1) € F:ui<0) <= Fistaktiv (3.16)
und passiv, wenn dies nicht der Fall ist:
(V(u,i) € F:ui >0) <= F istpassiv (3.17)

Die Kennlinie passiver resistiver Eintore verlduft nur durch den I. und III. Quadranten und
auf den Koordinatenachsen.

Des weiteren heillt F verlustfrei wenn die in allen Betriebspunkten umgesetzte Leistung
OW ist, also:

(V(u,i) € F:ui=0) <= F ist verlustfrei (3.18)
und verlustbehaftet, wenn dies nicht der Fall ist:
(F(u,i) € F :ui #0) <= F ist verlustbehaftet (3.19)

Verlustfreie resistive Eintore sind passiv, ihre Kennlinie liegt ganz auf den Koordinatenachsen.

3.3.3 Quellenfreiheit

Ein resistives Eintor hei3t schlieBlich quellenfrei, wenn seine Kennlinie den Ursprung der u —i-
Ebene enthilt:

(0,0) € F <= F ist quellenfrei (3.20)

3.3.4 Dualitit

Gegeben sei eine Konstante R; mit der Einheit T Zwei resistive Eintore F und F¢ heien

zueinander dual beziiglich der Dualitditskonstante R4, wenn:

V(u, ) : ((u,z) € F < (R, Ri) € fd) (3.21)
d
oder dquivalent:
V(u, i) : (f(u,i) =0 < fUu,i) = f(Ra, Ri) - 0) (3.22)
d

Man erhilt also die Kennlinie von F? aus der von F (und umgekehrt), indem man v und ¢
vertauscht und so mit der Dualitéitskonstante verrechnet, dass sich wieder die richtigen Einheiten
ergeben.

Skaliert man das v — ¢-Diagramm so, dass die Gerade u = Rt seine Winkelhalbierende
wird, so gehen die Kennlinien von F und F¢ durch Spiegelung an dieser Geraden ineinander
tiber:

Viele Eigenschaften von F lassen sich einfach auf das duale Eintor {ibertragen:
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Bild 3.6 Zwei zueinander duale Kennlini-
en

Ist F spannungsgesteuert, so ist ¢ stromgesteuert.

Ist F stromgesteuert, so ist F¢ spannungsgesteuert.

Ist F ungepolt, so ist es F¢ auch.

Ist F passiv oder aktiv, so ist es F¢ auch.

Ist F verlustfrei oder verlustbehaftet, so ist es F¢ auch.
Ist F zeitvariant oder zeitinvariant, so ist es F¢ auch.

Das Konzept der Dualitét wird spéter auf ganze Schaltungen erweitert werden, und erlaubt dann
eine viel weitergehende Einsparung von Arbeit, da man auch bei ganzen zueinander dualen
Schaltungen nur immer eine untersuchen muss, und alle Ergebnisse einfach auf die jeweils
andere iibertragen kann.

3.4 Streng lineare resistive Eintore

Ein resistives Eintor F heil3t streng linear wenn:

Vk e R, (u,1) € F: (ku,ki)e F (3.23)
V(ul, il), (UQ,iQ) e F: (u1 + Uo, 11 + 22) e F (3.24)
Wihlt man £ = 0 oder £ = —1 in GlL.(3.23), so sieht man, dass alle streng linearen Eintore

quellenfrei und ungepolt sind.
Wihlt man eine Vektorschreibweise und definiert die Multiplikation eines Betriebspunktes

T = IIZ] mit einer reellen Zahl £, sowie die Summe zweier Betriebspunkte x; = 7:;1 und
1
Ty = uﬂ als:
12
U ku
kx =k z} = lm} (3.25)
_w Ug | . Uz + U9
T+ o = 21:|+22}_ Zl‘l—lg} (326)

so kann man die Gleichungen (3.23) und (3.24) gleichwertig auch in der folgenden Form schrei-
ben:

VkeRxe F: (kx)e F (3.27)
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Ve, xo € F: (x)+ax3) €F (3.28)

Dies sind aber die aus der linearen Algebra bekannten Abgeschlossenheitsforderungen an einen
reellen Vektorraum, man kann die Definition der strengen Linearitdt daher auch einfacher fas-
sen:

Ein resistives Eintor heiBit streng linear, wenn seine Kennlinie ein Untervektorraum
der u — ¢-Ebene ist!

Da auch die Kirchhoffschen Gesetze streng linear sind, sind die streng linearen Netzwerk-
elemente besonders wichtig. Bei Eintoren gibt es solche mit der Dimension null, eins oder zwei:

3.4.1 Der Nullator

Der Nullator ist das streng lineare Netzwerkelement, dessen Kennlinie der Untervektorraum der
Dimension null der © — ¢-Ebene ist, und daher nur aus dem Ursprung besteht:

Fo=1(0,0) (3.29)
Eine dquivalente Beschreibung sind auch die zwei Gleichungen:

u=20

i =0 (3.30)

Uber die grundsitzlichen Eigenschaften aller streng linearen Netzwerkelemente hinaus ist
der Nullator verlustlos und zu sich selbst dual. Bild 3.7 zeigt seine Kennlinie und sein Element-
symbol. Der Nullator wird als Bestandteil vieler hochgradig idealisierter Bauelementemodelle

Bild 3.7 Kennlinie und Elementsymbol
des Nullators

verwendet. Insbesondere stellt er (wie in Kapitel 6 gezeigt wird) eine sehr gute Beschreibung
des Eingangstores von im linearen Bereich betriebenen Operationsverstirkern dar.

3.4.2 Widerstandsgeraden

Die streng linearen Widerstinde sind in der Praxis extrem wichtig, Bild 3.8 zeigt ihr Element-
symbol. Thre eindimensionale Kennlinie ist eine Ursprungsgerade, die Widerstandsgerade. Die

i G
O——1 +—0O
e Bild 3.8 Das Elementsymbol eines streng
U linearen Widerstands

Leitwertsdarstellung eines streng linearen Widerstands ist eine einfache Proportionalitiit:
1 =Gu (3.31)
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Der die Steigung dieser Geraden im u — ¢-Diagramm angebende Proportionalititsfaktor G heif3t
entsprechend Leitwert und kann anhand eines beliebigen Betriebspunktes (u,7) # (0,0) der
Kennlinie berechnet werden zu:

G=-_ (332)
u
Die Einheit des Leitwerts ist das Siemens mit dem Formelzeichen S:
1A
1S = — 3.33
1V (3.33)
Vollkommen analog hat die Widerstandsdarstellung die Gestalt:
u=Ri (3.34)
wobei der Widerstand R reziprok zum Leitwert ist:
1 U
Ri=—=- 3.35
G i (3-39)
Seine Einheit ist das zum Siemens reziproke Ohm mit dem Formelzeichen (2:
1V
192 = — 3.36

Bei streng linearen Widerstinden ist es iiblich, das Elementsymbol in Schaltplédnen einfach
mit dem Leitwert oder Widerstand zu bezeichnen. Welche dieser beiden Alternativen gemeint
ist, deutet entweder der gewihlte Formelbuchstabe R oder GG an, oder (bei Zahlenangaben) die
Einheit.

Das zu einem Leitwert G duale Element ist der duale Leitwert G% mit dem Wert:

1
G'=—— 3.37
Der zu R duale Widerstand R? berechnet sich analog zu:
R
R'=— 3.38
7 (3.38)

3.4.2.1 Die trivialen Widerstandsgeraden
Zwei wichtige Spezialfille sind die trivialen Widerstandsgeraden:
Der in Bild 3.9 gezeigte Leerlauf hat den Leitwert 0 .S und wird beschrieben durch:

1=0 (3.39)
Seine Widerstandsdarstellung existiert nicht.

Bei dem zum Leerlauf dualen Kurzschluss (Bild 3.10) existiert die Leitwertsdarstellung
nicht. Er hat den Widerstandswert O €2 und die explizite Beschreibung:

u=>0 (3.40)

Man kann aber auch bei den trivialen Widerstandsgeraden noch an der praktischen Reziprozitit
Gl1.(3.35) von R und G festhalten, wenn man zusitzlich den Wert oo als Steigung senkrechter
Kennlinien zulésst und (nur fiir diesen speziellen Zweck!!!!) definiert:
0:= i und oo := 1 (3.41)
00 0
Damit erhilt der Leerlauf den Widerstand oo {2, und der Kurzschluss den Leitwert co S zuge-

ordnet.
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0 u J) R !

0 u

Bild 3.9 Die Kennlinie und Elementsym-  Bild 3.10 Die Kennlinie und Elementsym-
bol des Leerlaufs bol des Kurzschlusses

3.4.2.2 Ohmsche Widerstande
Eine passive Widerstandsgerade hei3t Ohmscher Widerstand, und geniigt den Bedingungen:

c0o>G>0 bzw. c0o>R>0 (3.42)

Die Grenzfille Kurzschluss und Leerlauf sind sogar verlustlos. Der Ohmsche Widerstand ent-

u

~

Bild 3.11 Die Kennlinie eines ohmschen Bild 3.12 Die Kennlinie eines negativen
Widerstands Widerstands

spricht dem Modell vieler elektrischer Verbraucher: Zweipolen, die elektrische Leistung strikt
aufnehmen und sie in Wirme oder eine andere nichtelektrische Energieform umwandeln.

3.4.2.3 Negative Widerstande
Nicht ohmsche streng lineare Widerstinde sind aktiv und heilen Negative Widerstiinde, da fiir
sie:

—00<G<0 bzw. —oc0o<R<0 gilt (3.43)
Eine typische Kennlinie sieht man in Bild 3.12.

3.4.2.4 Zeitvariante Ohmsche Widerstande

Der Widerstands- und Leitwert zeitvarianter Widerstinde ist zeitabhédngig:

R(t) = % G(t) = %

wobei (u(t),i(t)) # (0,0) ein beliebiger Punkt auf der Kennlinie ist.

Mit zeitvarianten Widerstanden modelliert man Elemente, die in guter Ndherung streng li-
near sind, deren Verhalten aber maf3geblich von nichtelektrischen Umgebungsbedingungen be-
einflusst wird. Sie werden daher oft fiir Messzwecke eingesetzt: Ein temperaturabhéngiger Wi-
derstand beispielsweise kann zur Umsetzung eines zeitabhingigen Temperaturverlaufs in eine
zeitabhingige elektrische Grofe eingesetzt werden, also zur Bildung eines Signals beitragen.
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3.4.2.5 Schalter

Ein Schalter ist ein spezieller zeitvarianter Widerstand, der sich zu jedem Zeitpunkt immer
entweder wie ein Kurzschluss (man sagt: er ist geschlossen) oder wie ein Leerlauf (man sagt: er
ist offen) verhilt. Bild 3.13 zeigt sein Elementsymbol. Bei Verwendung von Schaltern muss man

S(t)

O—/% Bild 3.13 Das Elementsymbol ei-
nes idealen Schalters

immer eindeutig angeben, wann sie welchen Zustand haben. Dies geschieht durch die Angabe
einer fiir alle Zeitpunkte ¢ definierten Schaltfunktion S(t):

(3.44)

S(t) = 1 wenn der Schalter geschlossen ist
~ | 0 wenn der Schalter offen ist

Schalter sind immer linear, verlustfrei und ungepolt. Der zu einem Schalter duale Zweipol ist
ein Schalter, der sich zu jedem Zeitpunkt im entgegengesetzten Zustand befindet. Man definiert
daher die zu S(t) duale Schaltfunktion S°(t) als:

Set) =1—S(t) (3.45)

In der Praxis kommen hiufig periodische Schalter vor, die immer strikt abwechselnd fiir ei-
ne konstante Zeitspanne ¢, geschlossen und ¢; offen sind. Bild 3.14 zeigt eine entsprechende
Schaltfunktion. Die Zeit T' := ty + t; ist die Periodendauer.

S(t) A
1
—‘ to tq
i e
_  Bid3.14 Eine Schalt-
¢ funktion eines periodi-
0 T schen Schalters

3.4.3 Der Norator

Der Norator schlieBlich ist der streng lineare resistive Zweipol, dessen Kennlinie zweidimen-
sional ist und damit die ganze u — i-Ebene iiberdeckt:

Fo=F., (3.46)

Zu seiner Beschreibung ist keine Gleichung notig, da alle Betriebspunkte zulédssig sind.

Der Norator ist aktiv und zu sich selbst dual; Bild 3.15 zeigt seine Kennlinie und sein Ele-
mentsymbol. Zusammen mit dem Nullator wird auch der Norator hiufig in idealisierten Mo-
dellen verwendet, insbesondere auch als Modell des Ausgangstores eines linear betriebenen
Operationsverstirkers.
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Bild 3.15 Kennlinie und Elementsymbol
Su des Norators

3.5 Resistive Diodenmodelle

Halbleiterbauelemente konnen, sofern sie in hinreichend langsame Schaltungen eingebettet
werden, gut als resistive Elemente modelliert werden. Den Eigenschaften der realen Halblei-
ter entsprechend sind sie meist zeitinvariant, gepolt, quellenfrei und passiv.

Die wichtigste Klasse zweipoliger Halbleiter sind die Dioden, die durch eine Kontaktzone
entgegengesetzt dotierter Halbleiter gebildet werden. Durch unterschiedliche Herstellungspro-
zesse kann man fiir unterschiedliche Anwendungen optimierte Dioden produzieren, von denen
einige an dieser Stelle vorgestellt werden sollen.

Das Elementsymbol einer Diode enthilt immer ein auffilliges gleichseitiges Dreieck, dessen
Orientierung die Zahlpfeilrichtungen andeutet, beziiglich derer die Kennlinie definiert ist.

3.5.1 pn-Dioden

Die einfachste Diode ist die in Bild 3.16 zusammen mit ihrer Kennlinie dargestellte pn-Diode.
0 1x

100 1x

200 1x

»

50mV

Bild 3.16  Kennlinie und Elementsymbol Bild 3.17  Kennlinienfeld und Element-
einer pn-Diode symbol einer Photodiode

Es flieBt nur bei positiver Vorspannung ein nennenswerter Strom, die Diode ist dann
durchliissig, die Richtung des Stromflusses ist die Durchlassrichtung. Bei negativer Vorspan-
nung sperrt die Diode, es flieBt nur ein extrem geringer Sperrstrom in Sperrrichtung.

Die pn-Diode ist sowohl spannungs- als auch stromgesteuert; in Leitwerts- und der dazu
inversen Widerstandsdarstellung wird ihre Kennlinie analytisch beschrieben durch:

i = I(e"Ur —1)

3.47
uw=Urln (i + 1) ( )
I,
I, ist der Sperrstrom der Diode, und Uy die Temperaturspannung:

KT
Up = —

e
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Die dadurch indirekt gegebene Temperaturabhédngigkeit der Kennlinie soll hier aber im allge-
meinen nicht beriicksichtigt werden. Bei Raumtemperatur hat U einen Wert von ungefihr 25
mV. Der Sperrstrom einer typischen Diode liegt im Bereich von pA.

3.5.2 Photodioden

Die Kennlinie einer Photodiode entspricht prinzipiell der im u — ¢-Diagramm um den beleuch-
tungsabhéngigen Photostrom i, nach unten verschobenen Kennlinie einer pn-Diode. Als zeit-
variantes Modell dient iiblicherweise die schon anhand des in 3.1 diskutierten Beispiels ein-
gefiihrte Gleichung:

i(t) =1, - (/U 1y — ) (3.48)

Zur ibersichtlichen Darstellung des Verhaltens zeitvarianter Eintore verwendet man oft ein
Kennlinienfeld: Ein Diagramm, in das gleich mehrere Kennlinien des Elements eingezeichnet
sind, von denen jede einem bestimmten Wert der maf3geblichen Einflussgroe entspricht.

Bild 3.17 zeigt entsprechend ein beleuchtungsabhingiges Kennlinienfeld der Photodiode
APY 12.

In der Praxis gibt es zwei prinzipielle Ausfiihrungsformen: Die eigentlichen Photodioden
werden, in Sperrrichtung betrieben, fiir Mess- und Ubertragungszwecke eingesetzt, wihrend
Solarzellen im aktiven Bereich betrieben werden und ihre Beschaltung mit elektrischer Leistung
versorgen.

3.5.3 Zener-Dioden

Bild 3.18 zeigt Kennlinie und Elementsymbol einer Zener-Diode: Unterhalb der sehr prizise

0 u

Bild 3.18 Kennlinienfeld und Element- Bild 3.19  Kennlinienfeld und Element-
symbol einer Zener-Diode symbol einer Tunneldiode

bestimmten Zener-Spannung Uy fliefft ein sehr groBer Strom. Diesen Effekt bezeichnet man
als Zener-Effekt oder Zener-Durchbruch. Zener-Dioden werden im Bereich dieses Durchbruchs
betrieben, beispielsweise als billige Spannungsnormale.

3.5.4 Tunneldioden

Die Kennlinie einer Tunneldiode wie der in Bild 3.19 dargestellten besitzt schlieBlich als Beson-
derheit einen Teil mit negativer Steigung. Tunneldioden sind daher nicht mehr stromgesteuert.
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3.6 Eintorgrundschaltungen

Bevor man bei der Analyse einer Schaltung mit dem Aufstellen eines vollstindigen Gleichungs-
systems beginnt, lohnt es sich oft, die Schaltung zuerst durch Zusammenfassen miteinander
verschalteter resistiver Netzwerkelemente zu vereinfachen.

Als allgemeines Werkzeug hierfiir dient die folgende Diskussion der Eintorgrundschaltun-
gen, von denen sich jede insgesamt wie ein einziges Eintor verhiilt.

3.6.1 Umpolung

Die Kennlinie eines resistiven Eintores J ist meist beziiglich eines fest vereinbarten Zahlpfeil-
systems gegeben, dessen Orientierung (wie in Bild 3.1) bereits durch das Elementsymbol klar
ausgedriickt wird. Manchmal ist es aber zweckméBig, das Element durch gerade entgegenge-
setzt gerichtete Zihlpfeile zu beschreiben. In diesem Fall fiihrt man eine neue Kennlinie F ein,
die Umpolung von F, die beziiglich dieser umgedrehten Zihlpfeile definiert ist. Bild 3.20 zeigt

Bild 3.20 Ein resistives Eintor 7 mit zwei entge-
gengesetzten Zahlpfeilsystemen, und seine Um-
polung F

ein Eintor F, dessen Kennlinie konsistent zu Bild 3.1 beziiglich der GroBen « und 7 definiert
ist, das aber nun durch % und i beschrieben und als das rechts abgebildete Element mit der
Kennlinie F aufgefasst werden soll. Der einfache Zusammenhang zwischen den beiden Zihl-
pfeilsystemen wird dann durch die Kirchhoffschen Gesetze bestimmt:

—u

—1

<. 2
Il

Da die Zihlpfeile der quergestrichenen Groen passend (vergleiche Bild 3.1) zum umge-
drehten Eintor orientiert sind, kann man einfach durch die folgende Substitution zu dessen
Kennlinie iibergehen, die (graphisch interpretiert) einer Rotation um 180° um den Ursprung
der u — i-Ebene entspricht:

(u,i) € F <= (u,1) € F (3.49)

Natiirlich existieren auch entsprechende Substitutionen fiir die algebraischen Beschreibungs-
formen; bei der impliziten Darstellung erhilt man beispielsweise:

fr(@,i) = fr(~a,-i) (3.50)
oder fiir die Leitwerts- und Widerstandsdarstellung:
97(t) = —gr(—u)
~ = 3.51
r3(0) = —rr(=i) 3D

Diese Diskussion liefert auch die Rechtfertigung fiir die Definitionen des Abschnitts 3.3.1: Ein
Eintor ist damit ungepolt, wenn es bei Umpolung in sich selbst iibergeht.
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3.6.2 Parallelschaltung

Die im Bild 3.21 links gezeigte Parallelschaltung zweier resistiver Eintore F; und F; ist dqui-
valent zu einem einzigen resistiven Eintor G: dessen Kennlinie im Folgenden berechnet werden
soll.

Die Anwendung der Kirchhoffschen Gesetze ergibt:
1 =11 + 1
Uy = Uy = U
F1 und F, konnen sich also gleichzeitig nur in Betriebspunkten mit derselben Spannung w
befinden, beispielsweise (u, 71) und (u, i2). Daraus erhélt man einen Betriebspunkt der Parallel-
schaltung G:
(u,i) = (u, iy +1iz)

Allgemeiner ergibt jede solche Zusammenfassung von Betriebspunkten der Teilwiderstinde
einen Betriebspunkt von G, man kann die zusammengefasste Kennlinie daher angeben durch:

g = {(u, Z) |E|Zl : ((U,Zl) e Fi N (U,Z — 21) S .FQ)} (3.52)
Eine einfachere Formel ergibt sich, wenn die Leitwertsdarstellungen von F; und F, vorliegen:

Z-1 =9r (U)

Z-2 = gr (U)

G ist dann ebenfalls spannungsgesteuert, der Gesamtstrom ¢ betrigt:

1 =1 + 19 = gr, (U) +g]-'2(u) = gg(u)

Die Leitwertsdarstellung der Parallelschaltung ist damit die Summe der Leitwertsdarstellungen
der Einzelwiderstdnde, abstrakt ausgedriickt ergibt sich gg zu:

96 = 9F, T gr, (353)

was einer einfachen Funktionsaddition im v — 7-Diagramm entspricht. Diese Zusammenfassung
ist librigens selbst dann noch anschaulich graphisch durchfiihrbar, wenn eines der resistiven
Teileintore nicht spannungsgesteuert ist.

3.6.3 Serienschaltung

Auch die im Bild 3.22 gezeigte Serienschaltung zweier resistiver Eintore F; und F ist insge-
samt dquivalent zu einem einzigen resistiven Eintor G. Die genaue Analyse kann hier tibersprun-
gen werden, da sich die Serienschaltung dual zur Parallelschaltung verhilt: Unter Vertauschung
von Strom- und Spannung, KCL- und KVL, Leitwerts- und Widerstandsdarstellung etc., und
jeweils geeigneter Verrechnung mit der Dualitdtskonstanten, gehen alle Aussagen iiber die bei-
den Schaltungen ineinander iiber. Man konnte sie aber genauso auch iiber einen vollstindig
analogen Rechenweg neu herleiten.

Als Mengenbeschreibung der zusammengefassten Kennlinie G der Serienschaltung erhlt
man jedenfalls insgesamt den Ausdruck:

G = {(u,1) [Fuy : ((u1,4) € Fr A (u—wuq,1) € Fo)} (3.54)
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Ul u2

Bild 3.21 Die Zusammenfassung zweier  Bild 3.22 Die Zusammenfassung zweier
parallelgeschalteter resistiver Eintore in Serie geschalteter resistiver Eintore

Wenn die Widerstandsdarstellungen von /7 und F, existieren:

U =TrH (2)

U2 = TF, (2)
erhélt man als Ausdruck fiir die Gesamtspannung:

u=uy +uy =1rzg/(i) +rgi)
Die Funktionssumme der Widerstandsdarstellungen der Teileintore ergibt damit die von G:

rg =TF +Tr (355)
Das Zusammenfassen stromgesteuerter resistiver Elemente lduft also auf eine einfache Funkti-
onsaddition im ¢-u-Diagramm (!) hinaus.

Falls man beim graphischen Arbeiten konsequent im iiblicheren ¢-u-Diagramm arbeiten

mochte, muss man darauf achten, dass man bei der Zusammenfassung einzelner Kennlinien-

punkte wirklich immer bei konstantem Strom die Spannungen addiert, also in konstanter Hohe
von der i-Achse ausgehend arbeitet.

3.6.4 Verschaltung von Widerstandsgeraden

Ein hédufiger und besonders einfacher Spezialfall bei Parallel- und Serienschaltung ist die Ver-
schaltung streng linearer Widerstinde. In der Praxis ist es dabei teilweise iiblich, einige For-
meln in einer abgekiirzten Schreibweise darzustellen, die hier gleich vorneweg eingefiihrt und
erldutert werden soll:
Die parallele Summe zweier reeller Zahlen a und b soll eine reelle Zahl a||b sein, fiir die
gilt:
1 1 1

— = -4 = 3.56
allb a * b (3.56)
Aufgelost ergibt dies die Berechnungsvorschrift:
ab
b= 3.57
al a+b (3:57)

In der Rangfolge der bindren Rechenoperationen bindet die parallele Summe stéirker als additive
und schwicher als multiplikative Terme, also
allb+c = (al|b) + ¢

allbe = al|(bc) (3.58)
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Wie leicht zu iiberpriifen ist, ist die parallele Summe kommutativ und assoziativ:
allb = bl|a

3.59
al|(bl|c) = (al|b)]|c (3.59)
Man kann die Definition daher auf mehr als zwei Operanden erweitern, beispielsweise:
abe
bllc = blley) = ———— 360
alltlle = all(]e) = ——S— (.60

3.6.4.1 Parallelschaltung von Widerstanden

Ein hiufiger Spezialfall ist die Parallelschaltung zweier durch Widerstandsgeraden beschriebe-
ner resistiver Eintore, ihre Leitwerte seien G und G:
il == Glu
ig == GQU
=1 =1 +iy = (G1+G2)u =: Gu
Die Kennlinie der Parallelschaltung ist daher ebenfalls eine Widerstandsgerade mit dem Leit-
wert G:

Umgeschrieben auf die zu den Leitwerten inversen Widerstinde lautet dies:
1 1 1

= E = R_1 + R_2
Der Gesamtwiderstand der Parallelschaltung ist damit die parallele Summe der Teilwidersténde:
R Ry
Ry + Ry
3.6.4.2 Serienschaltung von Widerstanden

Vollkommen analog zur Parallelschaltung ergibt sich bei der Serienschaltung zweier durch Wi-
derstandsgeraden beschriebener resistiver Eintore mit den Werten R, und R» ebenfalls wieder
eine Widerstandsgerade mit der Steigung:

R=Ri+ R, (3.63)
Der Gesamtleitwert der Serienschaltung ist dann die parallele Summe der Teilleitwerte:
G1Go
G=alG, = "2 3.64
6= = (3.64

3.6.5 Eine kombinierte Schaltung

Durch systematisches Anwenden der gerade beschriebenen Methoden und Uberlegungen
konnen oft auch grofere Schaltungen zu einzelnen Elementen zusammengefasst werden. Hier
soll als relativ kompliziertes Beispiel die Gesamtkennlinie der Schaltung von Bild 3.23 ermittelt
werden. G soll dabei das in Abschnitt 3.2 verwendete Beispieleintor sein, dessen Parameter-
darstellung auf die im Bild verwendeten Zahlpfeile iibertragen die folgende Gestalt hat:

’h(‘P) = iy
ui () = ugtanp
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Bild 3.23 Eine kombinierte Reihen- und Parallel-
schaltung

Da durch R, derselbe Strom ¢, flieBt, fallt an ihm die Spannung
Uy = Roty
ab, und die Gesamtspannung u () = u; + us ergibt sich zu:
u(p) = up tan @ + Raigp
Diese Spannung liegt auch an G5 an, der Strom ¢35 hat damit den Wert:
i3 = Gu = Gug tan p + G3Raigp
und mit:
13 + i1 = Ggug tan ¢ + Gz Raigp + gy
erhilt man schlieBlich den Gesamtstrom i(¢) = i1 + i3 zu:
i(p) = Gaug tan p + (G3Ra + 1)igp

Die beiden Ausdriicke fiir u(y) und i() sind eine Parameterdarstellung der Gesamtschaltung.

Die genaue Form dieser Kennlinie ist natiirlich von den genauen Werten von R und Gj
abhingig. In Bild 3.24 ist eine spezielle Dimensionierung angegeben, bei der die dargestellte
komplizierte Kennlinie entsteht, die weder spannungs- noch stromgesteuert ist. Dieses Beispiel

1

19

| <

Bild 3.24  Eine mdgliche Kennlinie der Schaltung
von Bild 3.23

illustriert auch die Bedeutung der Parameterdarstellung, deren Verwendung hier auf direktem
Weg die analytische Berechnung einer Kennlinie ermoglicht, bei der keine der expliziten Dar-
stellungen existiert. Auch die implizite Beschreibung ist hier nicht besonders hilfreich: Nach
einigem Uberlegen gelangt man von dieser ausgehend zu der Gleichung:
1 — Ggu (1 + RQGg)U — Rai
a

— arctan
10 Ug

=0

deren den Kennlinienpunkten entsprechende Nullstellen man dann noch suchen muss . . .
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3.7 Lineare Quellen

In Abschnitt 3.4 wurden sogenannte streng lineare Kennlinien diskutiert, die die Gestalt eines
Untervektorraums der u — i-Ebene haben. Von dhnlicher Bedeutung sind in der Schaltungstech-
nik die sogenannten linearen Kennlinien:

Ein resistives Eintor heit linear, wenn seine Kennlinie ein affiner Unterraum der v — -
Ebene ist!

Eine lineare Kennlinie geht also bei Verschiebung auf den Ursprung in eine streng lineare
iiber. Man bezeichnet daher umgekehrt auch streng lineare Elemente als linear und quellenfrei.
Elemente, die wie die oben diskutierten Dioden nicht linear sind, heilen nichtlinear.

An dieser Stelle sollen dabei nur Kennlinien der Dimension eins diskutiert werden: Affine
Geraden in der u —¢-Ebene. Sofern sie nicht durch den Ursprung verlauft, ist jede solche Gerade
aktiv; man bezeichnet und verwendet lineare Zweipole daher meist als Quellen.

Im Hinblick auf spiter bei den Zweipolschaltungen verwendete Notation werden zur Be-
schreibung der Quellen in diesem Abschnitt immer die gestrichenen KlemmengroBen u' und i’
verwendet.

Ein linearer Quellenzweipol oder kurz eine lineare Quelle ist ein resistiver Zweipol, dessen
Kennlinie eine nicht durch den Ursprung verlaufende Gerade ist. Bild 3.25 zeigt ein Beispiel.
Die allgemeinste Beschreibung derartiger Kennlinien ist die folgende implizite mit drei Para-

o @ Bild 3.25 Die Kennlinie einer li-
nearen Quelle Q

metern, wobei m und n nicht beide gleich null sein diirfen, da sonst keine Gerade entsteht:
mu +ni' —e=0 (3.65)

Die Kennlinie Q ist die Nullstellenmenge dieser Gleichung, die sowohl den Fall achsenparalle-
ler Geraden (bei m = 0 oder n = 0) als auch den streng linearen Fall (bei e = 0) beinhaltet.

In der folgenden Betrachtung seien diese Spezialfille ausgeschlossen, alle drei Parameter
sind also ungleich null. Die Kennlinie von Q ist dann wie in Bild 3.25 eine in der v’ — i’-Ebene
schrig liegende Gerade mit den beiden Achsenabschnitten —iq und wug. Im Kurzschlussfall (sie-
he Bild 3.26 links) erhélt man tiber

U =0 (Kurzschluss)

u—u =0 (KVL)
su=u=0

7 = —ig (Kennlinie von Q)

/+17 =0 (KCL)
den Strom ¢ in der Kurzschlussbriicke zu
=4i=—i =1 (3.66)



34 3. Resistive Eintore

Bild 3.26 Die Beschaltung einer
@ linearen Quelle mit einem Kurz-
schluss und einem Leerlauf

Der Achsenabschnitt mit umgekehrten Vorzeichen iy auf der Strom-Achse hei3t daher der Kurz-
schlussstrom von Q.

Uber eine vollkommen analoge Herleitung ergibt sich im Fall eines Leerlaufs (siehe Bild
3.26 rechts) die Spannung u zwischen den Klemmen von Q zu

u=1u =up (3.67)
Der zweite Achsenabschnitt uq hei3t daher die Leerlaufspannung von Q.
Man definiert auBerdem noch den zueinander inversen Innenleitwert G und -widerstand R:

G = i—o
u

’ (3.68)
R = @
2

3.7.1 Unabhingige Quellen

Unabhdngige Quellen sind lineare Quellen, deren Kennlinie achsenparallel ist. Sie erzwingen
unabhingig von allen anderen Vorgédngen in einer Schaltung einen bestimmten Strom durch
oder eine bestimmte Spannung zwischen ihren Klemmen. Man sagt auch: Die unabhingige
Quelle prdgt der Schaltung einen Strom ein oder eine Spannung auf.

3.7.1.1 Stromquellen

Durch die Klemmen einer Stromquelle flieBt unabhingig von der Spannung ein fester Strom
i = ig oder, im zeitvarianten Fall, i = iy(¢) . Stromquellen sind spannungsgesteuert, aktiv,
gepolt und linear. Bild 3.27 zeigt Kennlinie und Elementsymbol einer Konstantstromquelle.
Der Leerlauf kann auch als Nullstromquelle aufgefasst werden, durch die immer der Strom OA

T

U

19
-

0 o

Bild 3.27  Kennlinie und Elementsymbol  Bild 3.28 Kennlinie und Elementsymbol
einer Stromquelle einer Spannungsquelle

flieBt. Der Innenleitwert einer Stromquelle ist immer 0, ihr Innenwiderstand oo.
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3.7.1.2 Spannungsquellen

An den Klemmen einer Spannungsquelle liegt unabhingig vom Strom die feste Spannung
u = ugp an, oder, im zeitvarianten Fall, u = u(t) . Spannungsquellen sind beziiglich geeignet
gewdhlter Dualitdtskonstanten (z.B. Ry = @) dual zu Stromquellen und daher stromgesteuert,

20
aktiv, gepolt und linear.

Das Bild 3.28 zeigt Kennlinie und Elementsymbol einer Konstantspannungsquelle:

Der Kurzschluss kann als Nullspannungsquelle aufgefasst werden. Der Innenwiderstand
einer Spannungsquelle ist 0, ihr Innenleitwert co.

3.7.2 Die Innenstruktur linearer Quellen

Lineare Quellen, deren Kennlinie nicht achsenparallel ist, konnen immer durch die beiden
in Bild 3.29 gezeigten und zueinander vollkommen 4quivalenten Ersatzschaltbilder ersetzt
werden, wobei die verwendeten Groflen wie oben definiert die Leerlaufspannung, der Kurz-
schlussstrom und der Innenwiderstand R und -leitwert G sind. Die Aquivalenz kann sehr ein-

./ Z’/

@) @

R
uol ‘U/ G ‘u’
i Bild 3.29 Die Innenstruktur linea-
@ 0 @ rer Quellen und Quellenumwand-
© lung

fach gezeigt werden:

Die Anwendung von KVL auf die linke Schaltung fiihrt auf die Gleichung:
W —Ri' —uy=0 (3.69)

die der impliziten Beschreibung Gl. (3.65) der linearen Quellenkennlinie mit der speziellen
Wahl der Parameter m = 1,n = —R und e = wu entspricht.

Erweitert man Gl. (3.69) mit —G, so erhilt man unter Beriicksichtigung von G1.(3.68) die
Gleichung:

—Gu' +i +ip=0 (3.70)
eine lineare Quellenkennlinie mit den gednderten Parameterwerten m = —G, n = 1 und
e = —ig, die einerseits dquivalent zur Beschreibung GI1.(3.69) ist, andererseits aber auch dem

Ergebnis der Anwendung von KCL auf den Knoten (2) der in rechten Schaltung von Bild 3.29
entspricht.

In der Praxis wihlt man bei der Darstellung einer Schaltung immer die jeweils geeignetere
dieser beiden dquivalenten Innenstrukturen aus.

Eine weitere Anwendung besteht in der Schaltungsumformung: Tritt in einer Schaltung die
in Bild 3.29 links abgebildete Spannungsquelle mit Innenwiderstand als Teilschaltung auf, so
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kann man sie durch die rechts gezeigte Stromquelle mit Innenleitwert ersetzen, wenn man de-
ren neue Parameter und G nach den folgenden Regeln aus den urspriinglichen Grofien und R
bestimmt:

. U 1

— G=— 3.71

20 R ) R ( )
Die Rechenvorschrift fiir die umgekehrte Richtung lautet entsprechend:
N 1
— R=— 3.72
ek e (3.72)
Dieses als Quellenumwandlung bezeichnete Ersetzen einer Quellenersatzschaltung durch eine
dquivalente andere kann oft vorteilhaft zur Vereinfachung von Schaltungen eingesetzt werden.

Uy =

3.8 Stiickweise lineare Widerstinde

Um bestimmte Arten von Berechnungen sehr vorteilhaft durchfiihren zu konnen, ndhert man
Kennlinien oft durch stiickweise lineare Kennlinien an, die aus einer stetigen Kette einzelner
Geradenstiicke (den sogenannten Asfen) bestehen.

Ein Ast ist zunichst linear und kann daher durch eine lineare Quellenkennlinie beschrieben
werden. Seine begrenzte Ausdehnung wird iiber eine Einschrinkung einer Betriebsgrofle meist
in Form einer Bedingungsungleichung ausgedriickt.

3.8.1 Stiickweise lineare Dioden

Einfache stiickweise lineare Diodenmodelle kann man aus nur zwei Halbgeraden zusammenset-
zen. Als (bei Netzwerkelementen sinnvolle) Verallgemeinerung sollen jeweils zusétzlich noch
die dualen Elemente eingefiihrt werden. Die Dreiecke im Symbol dieser idealisierten Dioden
sind nicht ausgefiillt.

3.8.1.1 |deale Dioden

Die ideale Diode ist eine idealisierte Darstellung des Durchlass- und Sperrverhaltens der pn-
Diode. Thre Kennlinie, die nur aus dem negativen Ast der u-Achse und dem positiven Ast der
1-Achse besteht, ist zusammen mit ihrem Elementsymbol in Bild 3.30 dargestellt. Ideale Dioden
sind verlustlos; das zu ihnen duale Element ist einfach eine umgepolte ideale Diode.

i

II

0 qT Bild 3.30 Kennlinie und Elementsymbol
der idealen Diode

Die Kennlinie der idealen Diode kann zusammengesetzt aus zwei Asten beschrieben wer-
den:

1=0 falls ©v<0 (Astl) (3.73)
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u=0 falls >0 (Astll) (3.74)
Der Ursprung (0, 0) wurde dabei beiden Asten zugeschlagen.

3.8.1.2 Konkave Widerstande

Ein konkaver Widerstand wird durch das Parameterpaar (G, U) beschrieben. Seine zusam-
men mit dem Elementsymbol in Bild 3.31 dargestellte Kennlinie besteht aus der Halbgeraden
(—o00, U) auf der u-Achse, und einer sich vom Punkt (U, 0) der u-:-Ebene nach oben (hin zu
positiven Stromwerten) erstreckenden Halbgeraden mit Steigung G.

; G
(G.U)

e : Do

u

ol U o

Bild 3.31 Kennlinie und Elementsymbol  Bild 3.32  Mégliche Innenstruktur eines
eines konkaven Widerstands konkaven Widerstands

Das Bild (3.31 und 3.32) zeigt Kennlinie und Elementsymbol eines typischen konkaven Wider-
stands: Konkave Widerstinde der Form (G, 0) oder (G, U) mit G > 0 und der Einsatzspannung
U > 0, typisch ist oft (co, 0,7 V), stellen in vielen praktischen Anwendungen ein einfaches und
gutes pn-Diodenmodell dar. Die ideale Diode ist der extremere Grenzfall (0o, 0) eines konkaven
Widerstands.

Man kann die Kennlinie eines konkaven Widerstands beispielsweise iiber die in Bild 3.32
gegebene Serienschaltung einer idealen Diode mit einer linearen Quelle realisieren:

Konkave Widerstinde mit G < 0 sind nicht mehr spannungsgesteuert und werden nur selten
benotigt.

3.8.1.3 Konvexe Widerstande

Ein konvexer Widerstand wird durch das Parameterpaar (R, I) beschrieben. Seine Kennlinie
besteht aus der Halbgeraden (—oo, I') auf der i-Achse, und einer sich vom Punkt (0, /) der u-i-
Ebene nach rechts (hin zu positiven Spannungswerten) erstreckenden Halbgeraden mit Steigung
1/R. Er ist damit dual zu einem entsprechend gewihlten konkaven Widerstand:

R

(R,I) istdualzu (G,U) = <ﬁ,RdI) (3.75)
d

Bild 3.33 zeigt Kennlinie und Elementsymbol, Bild 3.34 eine mdgliche Innenstruktur eines

konvexen Widerstands.

3.8.2 Reale negative Widerstinde

Negative Widerstandsgeraden wie in Abschnitt 3.4.2.3 besprochen sind praktisch nicht realisier-
bar. In Kapitel 6 wird aber gezeigt, wie man mit Hilfe eines Operationsverstirkers die beiden in
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0 U O o o

Bild 3.33  Kennlinie und Elementsymbol  Bild 3.34 Eine mdgliche Innenstruktur ei-
eines konvexen Widerstands nes konvexen Widerstands

Bild 3.35 gezeigten Kennlinien erzeugen kann, die sich zumindest in ihrem mittleren Ast wie
ein negativer Widerstand verhalten.

Bild 3.35 Die N- und S-
Kennlinienform realer negativer
Widerstande

Man bezeichnet beide Schaltungen als reale negative Widerstinde, wobei der links ab-
gebildete spannungsgesteuerte eine N-Kennlinie, der rechts gezeigte stromgesteuerte eine S-
Kennlinie besitzt.

3.9 Eintorschaltungen

Jede reale Schaltung ist in eine Anwendung eingebunden und erfiillt eine Aufgabe. In der Infor-
mationstechnik (oder Nachrichtentechnik) besteht diese in der Ubermittlung und/oder Verarbei-
tung informationstragender Signale. Diese sind Bestandteil der elektrischen Signale, also der
Betriebsgroflen der entsprechenden Schaltungen: Sie bilden deren ,,interessanten” Wechselan-
teil.

Der nicht informationstragende Gleichanteil ist zwar fiir die Einstellung des gewiinschten
Betriebsverhaltens der Schaltung wichtig, fiir ihre Funktion im Rahmen der Aufgabenstellung
und zugehorigen Anwendung aber nicht ausschlaggebend. Der Gleichanteil kann auch ver-
schwinden, der (weiter unten definierte) Arbeitspunkt der Schaltung liegt dann im Ursprung
des Betriebsraums.

Diese getrennte Betrachtung von zeitabhingigen und konstanten Signalanteilen, die
natiirlich ganz allgemein fiir die Interpretation der Funktion einer Schaltung von Bedeutung
ist, wird zunédchst am Beispiel der einfachsten eine sinnvolle Aufgabe erfiillenden Schaltung
eingefiihrt: Dabei handelt es sich um eine Zusammenschaltung eines Quellen- und eines Last-
eintores, die damit die einfachste Form eines Stromkreises bilden.
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3.9.1 Arbeitspunkt

Zur Bestimmung des Gleichanteils aller Betriebsgroflen, des sogenannten Arbeitspunkts der
Schaltung, werden sowohl die Quelle Q als auch die Last £ des in Bild 3.36 dargestellten
Stromkreises als zeitinvariant vorausgesetzt. Die Kennlinie der Quelle ist dabei in der u’ — 7'-

Bild 3.36  Ein aus einer linearen Quelle und einer
resistiven Last gebildeter Stromkreis

Ebene gegeben, die der Last in der u — i-Ebene.
Eine Losung dieser Schaltung erfiillt die Bedingungen
(u,7) € Q
(u,i) € L
i =—i
u=u
Es ist offensichtlich vorteilhaft, die GroBen ' und i’ zu eliminieren, die nur zur Beschreibung
der Quelle als Zweipol mit den iiblichen assoziierten Zihlpfeilrichtungen gebraucht werden.

Praktischer ist eine Beschreibung von Q abhingig von u und ¢, also den BetriebsgroBen, die Q
an die Last liefert.

Diese Darstellung bezeichnet man als die externe Kennlinie Q° der Quelle Q. Man erhilt
sie durch

Q" = {(u,)|(v,4") = (u, —1) € Q} (3.76)

beziehungsweise in Formelschreibweise, wenn fo die konstituierende Funktion von Q ist,
durch

fo(u,i) = folu, —i) =0 (3.77)
Graphisch gesehen ist das nichts anderes als eine Spiegelung von Q an der u-Achse.

Die Bedingungen fiir eine Losung der Schaltung lauten nunmehr nur noch:
(u,i) € @ und (u,i) e L (3.78)

Da die externe Kennlinie O der Quelle also eine Einschrinkung an die Last darstellt, indem
sie ihr iiber die Kennlinie £ hinaus vorschreibt, welche Betriebspunkte sie in der Schaltung
tiberhaupt annehmen darf, bezeichnet man sie auch als die Lastlinie oder Lastgerade.

Man erhélt die Losungsmenge, die sogenannte Arbeitspunktmenge, als Schnittmenge von
O%und L:

AP=09"NL (3.79)
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Dies geschieht am einfachsten, indem man beide Kennlinien in die u — i-Ebene eintrdagt und
graphisch den Durchschnitt bestimmt. Im Bild 3.37 sind auch die Koordinatenrichtungen von
v’ und i’ eingetragen:

Bild 3.37 Die graphische Bestimmung
des Arbeitspunkts des Stromkreises von
Bild 3.36

In dem Beispiel existiert nur ein einziger Schnittpunkt von Q” und L, der (in diesem Fall
eindeutige) Arbeitspunkt AP der Schaltung. Da ein Arbeitspunkt eine spezielle Losung einer
Schaltung ist, charakterisiert man ihn durch ein vollstidndiges System von Stromen und Span-
nungen, in diesem einfachen Fall durch das Paar w4 p,i4p.

Die Arbeitspunktmenge kann auch leer sein, wenn sich keine Betriebsgro3enpaare angeben
lassen, die gleichzeitig Bestandteil der externen Quellen- und der Lastkennlinie sind. Ein einfa-
ches Beispiel hierfiir ist der aus einer unabhingigen Spannungsquelle und einer idealen Diode
bestehende Stromkreis von Bild 3.38, bei dem die Arbeitspunktbestimmung auf einen Wider-
spruch fiihrt. Dieser Widerspruch hat seine Ursache natiirlich (wie meistens) in einer iiberidea-

Z .
— 1

L
i() iu V4 0-o
uo
L
Q Bild 3.38 Eine mdéglicherweise
0 U. o widerspriichliche Uberidealisierte
0 Schaltung

lisierten Modellierung. Durch Beriicksichtigung eines Innenwiderstands der Quelle oder Ersatz
der idealen Diode durch eine pn-Diode lésst sich dieser Widerspruch auftheben und ein Arbeits-
punkt angeben.

3.9.2 Verarbeitung informationstragender Signale

Schon bei der Arbeitspunkteinstellung geht man davon aus, dass mindestens eine Betriebsgrofe
vorgegeben ist. In dem Beispiel des einfachen Stromkreises von Bild 3.36 und den zugehorigen
Kennlinien in Bild 3.37 war das die Urspannung uq des Quellenzweipols Q. Aufgrund dieser
aufgeprigten Spannung ergeben sich die anderen Betriebsgrofen, wie u p und i 4p.

Das Konzept, die BetriebsgroBBen in eine vorgegebene (einprigbare) Eingangsgrofle, Er-
regung oder Ursache und eine oder mehrere davon abhingende Ausgangsgrofien, Antworten
oder Wirkungen einzuteilen, ist sehr allgemein anwendbar. Insbesondere erweist es sich bei
zeitabhingigen Signalverldufen als zweckmaBig.
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Die zeitabhingigen Signale werden dazu wieder allgemein in einen konstanten und einen
zeitabhingigen Anteil aufgespalten. Beispielsweise kann eine Erregung a(t) iiber:

a(t) = A+ Aa(t) (3.80)

aufgespalten werden in den konstanten Arbeitspunkt oder Gleichanteil A, und den zeitabhédngi-
gen Wechselanteil Aa(t), der das eigentliche informationstragende Signal oder kurz Signal
darstellt. Die zur Erregung a gehorende Antwort b:

b(t) := b(a(t)) (3.81)
kann in gleicher Weise aufgespalten werden:
b(t) = B + Ab(t) (3.82)

wobei b(a) eine Kennlinie in der a-b-Ebene darstellt. Diese Verarbeitungs- oder Ubertragungs-
kennlinie kann mit Hilfe der Kennlinie der in der Schaltung enthaltenen Eintore und ihrer spe-
ziellen Verschaltung ermittelt werden.

Man bestimmt sie, indem man zu jedem Wert der Erregung den zugehorigen Wert der Ant-
wort berechnet (der natiirlich eindeutig sein muss), und diesen Zusammenhang als Funktion
auffasst. Bei einer graphischen Bearbeitung fiihrt man dies natiirlich nur punktweise durch und
erstellt durch Interpolation eine glatte Kurve.

Ein einfaches Beispiel ist der in Bild 3.39 dargestellte Einweggleichrichter mit Erregung
a(t) = up(t) und Antwort b(t) = up(t). Mit A = up 4p = Ound B = uy, 4p = 0 verschwinden
die Arbeitspunktgrofen, der AP ist dann der Ursprung der (ug, uy)-Ebene. Die linke Hilfte

R © i

w(t)l q ] lum

Bild 3.39 Eine Einweggleich-
richterschaltung

der Schaltung ist ein Quellenzweipol mit Innenwiderstand R, dessen Leerlaufspannung man
sich als von auflen beeinflussbaren Parameter, also als Erregung vorstellen kann. Er wird daher
durch eine ganze Kennlinienschar Q(ug) charakterisiert. Durch Einsetzen der Zeitabhéngigkeit
von uo(t) kann man ihn natiirlich auch als zeitvariant betrachten: Q(t) = Q(ug(t)).

Die rechte Hilfte, eine Parallelschaltung einer idealen Diode mit dem Lastwiderstand R,
verhilt sich insgesamt wie ein konvexer Widerstand £ mit den Parametern (R, 0).

Im wu-:-Diagramm lassen sich mit dieser Interpretation einfach die Losungen der Schal-
tung abhéngig von u(t) finden. Neu ist nur, dass das externe Verhalten des Quellenzweipols
nicht durch eine einzige Kennlinie, sondern durch eine mit u, parametrisierte Kennlinienschar
Q% (up) beschrieben wird. In Bild 3.40 sind beispielhaft O*(Uy) und Q*(—U,) eingezeichnet,
wobei Uy ein willkiirlich gewihlter Parameterwert ist. Die von ug abhidngende Losung P(ug)
der Schaltung entspricht jeweils dem Schnittpunkt der Kennlinie £ des konvexen Widerstands
mit der zu ug gehdrenden externen Quellenkennlinie QF (uy):

P(ug) = (u(uo),i(uo)) = (ur(uo),i(uo)) = LN Q" (uo)
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Bild 3.40 Arbeitspunktbestim-
mung beim Einweggleichrichter fur
verschiedene Quellenspannungen

Wegen der stiickweisen Linearitit kann man einfach eine Fallunterscheidung in zwei Bereiche |
und II treffen, in denen sich die Losung und davon abhingig ein Teil der Ubertragungskennlinie
jeweils einfach analytisch darstellen lassen:

Uy Ug Uo
I) u>0=P :<—,_>:» B
) uo = (o) 228 ur(uo) 9
I1) up < 0 = Plug) = (0, EO) = uy(up) = 0
Insgesamt erhilt man damit die Ubertragungskennlinie des Einweggleichrichters zu:
Uo
— wenn ug > 0
ur(uo) =
0 wenn ug < 0

Diese stiickweise lineare Kennlinie des Einweggleichrichters ist in Bild 3.41 graphisch darge-
stellt: Erregt man die Schaltung mit einer Sinusspannung mit Amplitude Uy

ur,

Uy L

II

0 ‘ U(] VUU Bild 3.41 Die Spannungslibertragungs-
kennlinie des Einweggleichrichters

uo(t) = Upsin(wt)

so ergibt sich als Antwort ein Sinusverlauf mit halber Amplitude, dessen negative Halbwellen
abgeschnitten sind:

u(t) = % sin(wt)  wenn sin(wt) >0
0 sonst

Dieses Abschneiden sieht man besonders deutlich beim graphischen Vergleich: Das Beispiel
zeigt auch, dass eine nichtlineare Ubertragung die Kurvenform von Signalen édndert.
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uQ urL
: /\

0 0

vy

Bild 3.42  Ubertragung einer Sinusspannung am Einweggleichrichter

3.9.3 Kleinsignaliibertragung

Sofern die Ubertragungscharakteristik b(a) im Arbeitspunkt stetig und differenzierbar ist, kann

man sie um den Arbeitspunkt linearisieren, also so durch eine lineare Funktion b;;,,(a) ersetzen,
dass Funktionswert und Steigung im Arbeitspunkt iibereinstimmen:

dbiin db

A) = —

da (4) da

bin(a) ist in einer Umgebung des Arbeitspunkts die beste lineare Niherung fiir b(a):

biin(A) = 0(A) ; (4) (3.83)

Bild 3.43 Die Linearisierung einer
Kennlinie um den Arbeitspunkt

Nach Einfiihrung des Ubertragungsfaktors oder Gewinns g

db
=—(A 3.84
g:=7-(4) (3.84)
lisst sich die linearisierte Ubertragungscharakteristik by, (a) einfach explizit angeben:
bin(a) =b(A)+g- (a—A) (3.85)

Ubertriigt man daran die nach 3.80 zerlegte Erregung, so erhélt man:

bin(a(t)) = bin(A + Aa(t)) = b(A) + g (A+ Aa(t) — A) = b(A) + g - Aa(?)
(3.86)
= bin(a(t)) = B + Ab(t)

Die Antwort kann also genau wie die Erregung aufgespalten werden, wobei die konstanten
Arbeitspunktanteile iiber die nichtlineare Ubertragungskennlinie zusammenhéngen

B =b(A) (3.87)
und sich fiir die Ubertragung der Kleinsignale eine lineare Beziehung ergibt:

Ab(t) = g - Aa(t) (3.88)
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Eine resistive Schaltung skaliert Kleinsignale also mit einem konstanten Faktor und lédsst
ihre Kurvenform unverdndert. Der Name Kleinsignal kommt von einer einschrinkenden Vor-
aussetzung, dass diese informationstragenden Signalteile ,klein genug® sein miissen, um der
angenidherten linearen Beschreibung zu geniigen.
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Bei der Modellierung elektrischer Bauelemente durch Netzwerkelemente kommt man nicht im-
mer mit nur zwei Klemmen, also einem Tor, aus. Die naheliegende Verallgemeinerung liegt im
Ubergang von Eintoren zu Zweitoren. Bild 4.1 zeigt ein Zweitor mit einer uBeren Beschaltung,
die die Einhaltung der Torbedingungen sicherstellt. Falls dies nicht durch die besondere Form

F---O——| —-0O----,
I P
:..;.;‘ uli Zweitor U% L.;.J
I-.F.\ T_.
L _ _ O«* - O __
@ i1 19 @ Bild 4.1  Ein Zweitor mit duBBerer
Beschaltung

der dufleren Beschaltung erzwungen wird, muss durch a priori Wissen iiber die innere Struktur
des Zweitores klar sein, dass die Klemmenpaare D, @und 2, @ jeweils ein Tor bilden,
also die Klemmenstrome jeweils entgegengesetzt gleich sind. Ist auch das nicht gewéhrleistet,
dann ist das in Bild 4.1 dargestellte Netzwerkelement mit vier Klemmen ein Vierpol und kein
Zweitor. Die hier gewihlte Beschreibung mit den vier Betriebsgroen wy, us, 21, 75 kann nur ei-
nem Zweitor, nicht aber einem “echten” Vierpol gerecht werden!. Zu beachten ist auch, dass
die Zweitorbeschreibung keinerlei Aussagen iiber die Spannung zwischen Klemmen macht, die
zu verschiedenen Toren gehoren (wie beispielsweise (I), (2)). Ein Dreipol kann stets zu einem
Zweitor ergdnzt und als solches beschrieben werden. Ebenso wie bei resistiven Eintoren ist auch

Bild 4.2 Ein als Zweitor betriebe-
ner Dreipol

das Verhalten resistiver Zweitore durch die Beziehung zwischen den hier vier Betriebsgroflen
uy(t), ua(t),1(t) und iy (t) zum selben Zeitpunkt ¢ vollstandig charakterisiert.

Die Menge aller zuldssigen Betriebspunkte, von denen jeder als ein Wertequadrupel
(u1,u9,11,19) aufgefasst werden kann, stellt eine “Kennfldche im vierdimensionalen Signal-
raum dar.

'In der ilteren Literatur wird leider nicht immer zwischen Zweitor und Vierpol klar unterschieden.
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4.1 Beschreibungsformen

Die Torspannungen und Torstroéme werden paarweise zu Spaltenvektoren zusammengefasst:

u = ul} , 1= 21]
U9 19
Implizit ldsst sich die Kennfldche F als Nullstellenmenge einer vektoriellen konstituierenden
Funktion

f(u,i) =0, wobei f= :;;] 4.1)

beschreiben. Ausfiihrlich geschrieben lautet diese:

fl(u17u27i1ai2) =0
Ja(uy, ug, iy, i) = 0

Fiir die Kennfliche gilt:
F = {(w,9)|f(u,7) = 0} (4.2)

Die implizite konstituierende Funktion ist (wie schon bei den Eintoren) nicht eindeutig, wohl
aber die durch sie definierte Nullstellenmenge.

Neben der impliziten Beschreibung kann auch wieder eine Parameterdarstellung angegeben
werden, wobei die Betriebspunkte auf der Kennflache nun mit Hilfe eines Parameterpaares ¢ €
R? ausgedriickt werden, das auch als Vektor geschrieben werden kann:

-
Co
Die Betriebspunkte haben damit die Gestalt:

u(c)
i(c)

Ausfiihrlich kann man auch alle Komponenten dieses Vektors als Funktionen beschreiben:

} e F 4.3)

Ul(Cl,Cz)
u C)] — us(cy, c2)
’L(C) il(Cl,Cg)
Z'2(01702)

Eine derartige Parameterdarstellung wird im Folgenden hiufig fiir die Herleitung wichtiger Ei-
genschaften und deren Nachweis bei streng linearen Zweitoren benutzt.

Neben der impliziten und der parametrisierten Beschreibung gibt es natiirlich auch bei Zwei-
toren explizite Beschreibungen. Dabei wird die Funktion (4.1) nach zwei der vier Betriebs-
grofen aufgelost.
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Dafiir gibt es insgesamt sechs verschiedene Mdoglichkeiten:
i1 = g1(u, uz)

i 1 =g(u Leitwertsbeschreibun
9 = 92(“17’&2) g( ) &
= (Z.l’ 22) u =17(1) Widerstandsbeschreibung
Uz = 7"2(11722)
Uy = hl(il UQ) Ul_ ’il . .
. 7 .| =h hybride Beschreibun
iy = ho(i1, ug) L2 | (Uz]) Y 8
il = h’l(ul 22) il 1 / Ui . . .

T =h'| . inverse hybride Beschreibun
uy = hy(uy, ia) Uz | (P) Y 8
tr=a (2, _2.2) L A Kettenbeschreibung
i1 = ag(ug, —iz) (3 —12

_ s ]

U2 = a,l (u, 21) i inverse Kettenbeschreibung
i = ah(uy, —i) iy | —1

Das bei den Kettenbeschreibungen benutzte negative Vorzeichen jeweils eines Stromes (;
bzw. i5) erweist sich bei der Kettenschaltung von Zweitoren als vorteilhaft. Die Namen der
verschiedenen expliziten Beschreibungsformen sind weitgehend selbsterkldrend und werden
insbesondere bei Zusammenschaltung streng linearer Zweitore noch an Klarheit gewinnen.

Diese sechs expliziten Darstellungen existieren nicht immer alle.

In der Vektornotation sind alle hier behandelten Beschreibungsformen fiir Zweitore
aufwirtskompatibel zu Mehrtoren mit beliebiger Torzahl.

4.1.1 Ein Optokoppler

Am Beispiel des Optokopplers, bei dem zwei wohlbekannte Eintore optisch gekoppelt werden,
sollen nun einige der genannten Zweitorbeschreibungen hergeleitet werden. Als Lichtquelle
wird das Eintor Gliihlampe am Tor 1 und als lichtempfindliches Eintor eine Photodiode am Tor
2 angeschaltet. Man denkt sich beide Eintore in einem Behiltnis von Umwelteinfliissen abge-
schirmt, so dass die an der Photodiode auftretende Beleuchtungsstirke ausschlielich von der
Gliihlampe herriihrt. Die Gliihlampe wird ndherungsweise als streng lineares Eintor beschrie-
ben:

uy = Ryt
@ 7‘/1 P —— == ig @
‘ e, L i
} RN l
bRy
® | ® Bild 43  Glahlampe und Photodi-
ode als Optokoppler
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Der abgegebene Lichtstrom & ist direkt proportional zur am Eingangstor 1 aufgenommenen
elektrischen Leistung:

¢ =np1 = nuii
wobei dem Wirkungsgrad 0 < 1 < 1 entsprechend nur ein Teil dieser Leistung in Licht umge-
wandelt wird.
Als Modell der Photodiode wird das in Abschnitt 3.1 vorgestellte verwendet:

iy = Is (e“2/UT 1 3)

Lo
wobei L die Beleuchtungsstirke am Ort der Diode ist. Der Bezugswert L ist dabei derjenige,
bei dem sich der Sperrstrom gerade verdoppelt:

ig(ug = —00) = —Ig <1 + £)

— _9J
Lo o

L=Lg

Die Beleuchtungsstirke am Ort der Diode ergibt mit der lichtempfindlichen Flache A multipli-
ziert den Anteil des Lichtstromes

oK = AL, K <1,

der die Photodiode trifft. Es ergibt sich
L oK Kk
Ly ALy ALy

Fasst man die diversen Konstanten zu einer einzigen Konstanten £ zusammen:

_ K

ALy
so ergibt sich als explizite Widerstandsbeschreibung des Optokopplers:

Uyly

k

Uy = Tl(ila iz) =Ry

Uy = r2(i1, 22) =Ur In (i12]{7R1 + 1+ ;—2)
S

Die dazu inverse Leitwertsbeschreibung hat die Gestalt:

1 = 91(“17’&2) = R%Ul

2
iz = gg(ul,u2) = IS (—k'u—l —1 -+ e”Q/UT)
Ry

Bilder 4.4 und 4.5 zeigen jeweils eine graphische Darstellung der beiden Funktionen und der
Leitwertsdarstellung als Flidchen in dreidimensionalen Rdumen. Bei g; handelt es sich dabei um
eine Ebene, bei go um eine gekriimmte Fliche. Diese beiden Funktionen der Torspannungen
konnen auch mit Hilfe parametrisierter Kurvenscharen als sogenannte Kennlinienfelder in einer
Ebene dargestellt werden, wenn man sie als Funktionen von nur noch einer Torspannung be-
trachtet, und die jeweils andere als Parameter auffasst. Die Bilder 4.6 und 4.7 zeigen den (von
uy unabhéngigen) Eingangsstrom des Optokopplers in der u;-¢;-Ebene, und in der us-io- Ebene
den Ausgangsstrom mit u; als Parameter. Beide hybride Beschreibungen existieren ebenfalls:
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1 i
11 = R—l’ul
y/
7
7
2 us
P
W
4 |

Bild4.4 Der Eingangsstrpm des Optokopplers als Funktion der Torspannungen

Bild 4.5 Der Ausgangsstrom des Optokopplers als Funktion der Torspannungen

u1:0

i

U U2

Bild 4.6 Das Eingangskennlinienfelddes  Bild4.7 Das Ausgangskennlinienfeld des
Optokopplers mit w2 als Parameter Optokopplers mit u; als Parameter

up = hl(i17u2> = Ry

iy = ho(ir, up) = Is <—ki12R1 — 1+ eW/UT)
. ) 1

11 = hll(ul,lg) = Eul

uy = hy(uy,is) = Urln (ulzﬁl +1+ i)

U3 = const.
U3 = const.

49
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Die Kettenbeschreibungen existieren hier beide nicht.

4.1.2 Linearisierung

So wie bei den Eintoren fiihrt man auch bei Zweitoren héufig eine gedankliche Aufspaltung
der Signale in den der Arbeitspunkteinstellung dienenden Gleichanteil und den informations-
tragenden Wechselanteil durch. Die Zerlegung der BetriebsgroBen eines Zweitores fiihrt auf die
Gleichungen:

il = [1 -+ AZl

19 = Iy + Aiy

u = U + Ay (4.4)
ug = Uy + Aug

Im Arbeitspunkt ist auch dann wieder eine niherungsweise lineare Beschreibung moglich, wenn

die Kennfldche stetig und differenzierbar ist. Hierfiir miissen die sogenannten partiellen Ablei-

dg1 0g1 0ga 992
, , und

8U1 EMQ aul 8u2

bei der Leitwertsdarstellung, und im durch [U; Us I IQ]T bestimmten Arbeitspunkt stetig sein.

tungen einer beliebigen Beschreibungsform existieren, beispielsweise

Damit kann dann die linearisierte Darstellung angegeben werden:

. . 0 0

21291(U17U2) Zgl(Ul,U2)+AZ1 ~ I + 29 - Auy + G - Ay
8u1 AP 8u2 AP

. . 0 0

22292(1017“2) 292(U1,U2)+A22 ~ I+ 292 - Auy + G52 - Ay
Our | 4p Ouz | 4p

Dieses Ergebnis hat in Matrixschreibweise die iibersichtliche Gestalt:

991 991

1 _ I aul 8’&2 Au1

Z} ) 12} T | 092 02 || A, 45)
Ouy Oug 1 lyp

und kann in abstrakter Vektorschreibweise in einer noch kiirzeren Notation dargestellt werden
als eine Formel, die auch noch bei Mehrtoren ihre Giiltigkeit behalten wird:

dg(u)

ou Au

r~ 1+

dg(u)

u
Die genaue Bedeutung der einzelnen Symbole erkennt man beim Vergleich von Gl.(4.6) mit
Gl.(4.5).

Linearisiert man den Optokoppler dementsprechend im Ursprung des Signalraumes, also in
dem Arbeitspunkt

Uy Uy I L"=[0 0 0 0"=0

(4.6)

wobei die als Jacobimatrix bekannte Matrix der partiellen Ableitungen bezeichnet.
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so erhilt man:

91 _ 1 99 _,

aul AP Rl 8u2 AP

992\ _ olgh L =0 9921 _ Is uy/Ur _Is

Ous | 4p Iy u=U1=0 Quz | 4p Ur ua=Us=0 Ur
und damit:

, 1 , I
A’Ll = R—lAul, A’LQ = U—iAUQ

als lineare Niherung der Leitwertsbeschreibung im Ursprung als Arbeitspunkt.

Sinngemél kann eine solche linearisierte Beschreibung natiirlich nicht nur auf explizite,
sondern auch auf implizite Beschreibungsformen angewendet werden:

Fflu,i) = F(U+ Au, T+ Ad) = (U, I) + Af(Au, Ai) = 0

Da der Arbeitspunkt fiir sich genommen auch bereits der impliziten Beschreibung geniigen
muss:

fU,I)=0
erfiillt auch die Kleinsignalbeschreibung eine (nun sogar lineare) implizite Gleichung:
Af(Au,Az) =0

Die lineare Kleinsignalbeschreibung erhélt man mit Hilfe der partiellen Ableitungen der Kom-
ponenten der konstituierenden Funktion, die in zwei Matrizen zusammengefasst werden:

Ouy Ou diy 01
M = 1 C62 N = 1 22
Oouy Ous iy Ol
Es gilt dann:
Af(Au,Ai) = MAu+ NAi=0 4.7

Angewandt auf den Optokoppler ergibt sich aus
Ji(uy, ug, i1, i) = ug — Ryiy = 0

2
Foltr, us, iy, is) = —[sk% v 1et2/Ur gy =0
1

fiir die Ableitungen im Ursprung des Betriebsraums:

10
- _[-R 0
M:= |, Is |, N._[ . _1},

Ur

und weiter:

Afl(Aul, AUQ, Ail, AZQ) = Aul - RlAil =0



52 4. Resistive Zweitore
o Is .
Afz(Aul, AUQ, AZl, A’lg) = U_AU2 — A’LQ =0
T
Erwartungsgemil sind diese linearisierten Gleichungen dquivalent zu der oben hergeleiteten

linearisierten expliziten Beschreibung des Optokopplers.

4.2 Lineare Zweitore

Ein resistives Zweitor heil}t streng linear oder linear und quellenfrei, wenn eine beliebige Line-
arkombination zweier Betriebspunkte wieder ein Betriebspunkt ist:

U/l(l) u1(2) O{Ul(l) + 6u1(2)
1 2) (1) (2)
Ug Uz aup' + Buy
7/'1(1) €FA 2'1(2) €F = Cw'l(l) 4 521(2) € f) «, B €R
iy ir? ais M) + Bin®
In kompakter Vektorschreibweise gilt also:
u® e e u®
| EF Ao [€F = aq [+ 0 |€F afeR (4.8)

Die Strome und Spannungen an einem streng linearen Zweitor erfiillen also gerade wieder
die Eigenschaften eines (linearen) Vektorraumes. Die “Kennfliche” eines linearen Zweitores
lasst sich im vierdimensionalen Signalraum aber leider nicht mehr skizzieren. Wesentliche Ei-
genschaften dieser Flache und Moglichkeiten einer algebraischen Beschreibung lassen sich al-
lerdings schon durch den Vergleich mit einem streng linearen Eintor (dem linearen ohmschen
Widerstand) ableiten.

4.2.1 Beschreibungsformen streng linearer Zweitore

Die bereits im dritten Kapitel vorgestellten drei Beschreibungsformen resistiver Elemente exi-
stieren natiirlich auch im Linearen, und kénnen dann sehr elegant in Matrixschreibweise aus-
gedriickt werden. Dies soll hier am einfachen Beispiel des (streng linearen) ohmschen Wider-
standes gezeigt werden, dessen in Bild 4.8 abgebildete Kennlinie geometrisch anschaulich eine
Gerade in der u-i-Ebene ist: Eine implizite Beschreibung in Matrixschreibweise lautet:

Kennlinie

Bild 4.8 Die Kennlinie eines
streng linearen resistiven Eintores
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Unter Verwendung eines Parameters erhilt man eine Parameterdarstellung:

ﬂ _ R] ”
1 10

SchlieBlich kann man zwei explizite Darstellungen angeben. Die spannungsgesteuerte hat die
Form:

i=Ru
4.2.1.1 Kern- und Bildbeschreibung

Die Kennlinie eines beliebigen (nichtlinearen) resistiven Eintors gewinnt man durch (unend-
lich viele) Strom- und Spannungsmessungen. Diese Messungen lassen sich zu Signal- oder
Betriebsgroflenpaaren zusammenfassen und als Vektor im Signal- oder Betriebsraum interpre-

tieren. Bei einem streng linearen Eintor geniigt zur eindeutigen Festlegung der Kennlinie bereits
1) (2)
eine nichttriviale Messung ey } : Jede weitere Messung i@ } st wegen

@ o)
u Uu
i(z)] = Z-(l)}a’ a€R

ebenfalls ein zulédssiger Betriebspunkt des Eintores und beinhaltet daher keine neue Information.
1)
Die triviale Messung ist das Paar 7;(1) = 8 : Der Koordinatenursprung muss nidmlich

aufgrund der Definition der strengen Linearitdt (im Falle « = 0) immer Element der Kenn-
linie sein. Alle zuldssigen ; } -Signalvektoren bilden somit einen eindimensionalen linearen

Unterraum des zweidimensionalen Signalraumes, also eine Ursprungsgerade in der u-i-Ebene.

Ein Zweitor wird bereits durch vier Signale [u1, us, i1, ZQ]T =: [uT zT} , die einen vierdi-
mensionalen Signalraum aufspannen, beschrieben. Der zulidssige Losungsraum gehorcht zwei
unabhiingigen Restriktionen. Im Fall des streng linearen Zweitores bildet er einen zweidimen-
sionalen linearen Unterraum des Signalraumes (Ebene durch den Ursprung). Algebraisch ldsst

sich dieser Unterraum als Nullraum oder Kern einer linearen Abbildung [M, IN] interpretieren:

F=Kemn[M NJ]:= { ";”[M N]- 'ﬂ :0},Rang[MN] =2 (4.9)

Ausgeschrieben sieht die Matrix [M N] folgendermaBen aus:
[M N = {mn M1z M1 N2 ]
Ma1 Moz No1 M2
Diese Darstellung entspricht einer impliziten Beschreibung des linearen Zweitors (Nullstellen-
menge).
Die zweite Moglichkeit der Beschreibung ist wieder die parametrisierte Darstellung, indem

man den gesamten Betriebsraum als lineare Hiille zweier, linear unabhingiger Messvektoren
interpretiert:

(1) (2) 1) 4@
u|l uw u u u' u c1 c1 9
. L= . . =1 . . , R 4.10
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Die beiden reellen Parameter ¢; und ¢, in G1.(4.10) ersetzen die Zahlen o und 3 aus Glei-
chung (4.8). Gleichung (4.10) ldsst sich durch Einfiihrung der Betriebsmatrix noch kompakter

formulieren. Die Betriebsmatrix setzt sich spaltenweise aus zwei linear unabhéngigen Messvek-
toren zusammen:

U u(l) u(Q)
I~ |:® ;®

Die lineare Hiille der Spaltenvektoren der Betriebsmatrix heifit auch Bildraum oder Bild der
Betriebsmatrix:

f:Bﬂd{lI]] = { ﬂ ";] — lﬂ e, ceR2}, Rang lﬂ —9 (4.11)

Fiir ein gegebenes Zweitor ist der Betriebsraum eindeutig. Weder die Matrix [M N| noch

1
impliziten Beschreibung durch eine nichtsingulire 2 x 2-Matrix T°

die Betriebsmatrix [U} sind allerdings eindeutig. Eine beliebige Linkstransformation einer

M’ N'|=T[M N]

U ] durch

lasst ndmlich den Nullraum unveriandert. Genauso lisst sich eine Betriebsmatrix [ I

eine nichtsingulidre Rechtstransformation mit 7" in eine andere Betriebsmatrix
U’ U

tiberfiihren, die den gleichen Bildraum besitzt. Die Spaltenvektoren der Betriebsmatrix bilden
eine Basis des Betriebsraumes.

Die implizite und die parametrisierte Beschreibung eines streng linearen Zweitores sind
beide vollstindig und somit gleichwertig. Allerdings lassen sich an der Betriebsmatrixdarstel-
lung viele Zweitoreigenschaften besser erkennen, wihrend eine implizite Beschreibung bei der
Schaltungsanalyse leichter aufzustellen ist.

4.2.1.2 Zweitormatrizen

Neben der Kern- und Bildbeschreibung streng linearer Zweitore gibt es eine Reihe expliziter
Darstellungsmoglichkeiten, bei denen nach 2 der 4 GroBen uy, us, i1, 75 aufgelost wird. Man

. (4
hat insgesamt

2) = 6 Moglichkeiten auszuwihlen und erhilt entsprechend die folgenden 6
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Matrixgleichungen:

211— _ . W] = 9utnt gty (4.12)
12 | U g21U1 + G22U2
uy | _R. 2:1 _ 7’112:1 +7“12Z:2 4.13)
Uy | 12 T2111 + T'2212
uy | i | hiii1 + higug
| =H- = . 4.14
o | Uy | horiy + h22U2} 14)
il 1 ;U7 | h’nul + h/12i2

=H - - | = . 4.15
Uy | lg | hbyuy + hbyio ( )
7{1 ] —A. UQ. ] _ Guuz — G121:2 (4.16)
1| —12 | Q21U — Q2272
uzl o4t } _ %t _“:12":1} 4.17)

Diese 6 Zweitormatrizen besitzen jeweils einen Namen, der in Tabelle 4.1 aufgelistet ist.

Leitwertsmatrix
Widerstandsmatrix
Hybridmatrix

inverse Hybridmatrix
Kettenmatrix

inverse Kettenmatrix

/.

= Q

Tabelle 4.1  Bezeichnung der Zweitormatrizen

Bei den Kettenbeschreibungen ist besonders darauf zu achten, dass diese von —iy bzw. —i;
abhéngen!

Die verschiedenen expliziten Beschreibungsgleichungen konnen bei der Verschaltung von
Zweitoren vorteilhaft eingesetzt werden. Alle diese Zweitormatrizen lassen sich aus einer im-
pliziten oder aus einer parametrisierten Darstellung berechnen, falls die gesuchte Zweitormatrix
existiert. Dazu bestimmt man eine geeignete, nichtsingulédre Transformationsmatrix 7', so dass
sich die entsprechende Zweitormatrix unmittelbar ablesen lésst.
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Beispiel 1:
M N]- | =0
M*¢MN$? =0
1 M '-N]-Y|=0
(]

Beispiel 2:

u | _ U .

o A o

’U,- _ -U -1 /
i___I}U c
u | 1 ,
T - _I-U_l] ¢
u | B [ 1

i | B _I-U_1 u

%

G=I1U"!

Im Gegensatz zur Kern- und Bildbeschreibung existieren die 6 Zweitormatrizen nicht im-
mer. Zum Beispiel gibt es keine Widerstandsbeschreibung, wenn die Matrix M nicht invertier-
bar ist. Falls eine Zweitormatrix jedoch existiert, ist sie fiir ein gegebenes Zweitor eindeutig,
und es besteht die Moglichkeit die Matrizen gemil} Tabelle 4.2 ineinander umzurechnen. Durch
geeignete Beschaltung eines Zweitores lassen sich die Elemente der Beschreibungsmatrizen di-
rekt bestimmen und entsprechend interpretieren. Tabelle 4.2.3 gibt exemplarisch die Bedeutung
der Elemente der G- und der R-Matrix an (die der Elemente der iibrigen Matrizen ergeben sich
sinngemél), wobei immer Tor 1 als Eingang und Tor 2 als Ausgang bezeichnet wird.
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UQZLIBUWLIONdM7Z JOP [[2qelsSunuydaIw) A1 177+ 2lP9eL
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i Eingangsleitwert Uy Eingangswiderstand
gu = " bei kurzgeschlossenem i = i bei leerlaufendem
u2=0" Ausgang 12=0 Ausgang
; Ausgangsleitwert . .
_ b . gang _ U2 Ausgangswiderstand bei
922 = bei kurzgeschlossenem T22 = = .
U2 |y, —0 Eingang 12 ;=0 leerlaufendem Eingang
; Vorwirtstransferleitwert bei o .
_ b2 _ U2 Vorwirtstransferwiderstand
921 = kurzgeschlossenem T21= = .
U1 {y,—0 Ausgang 11 |;—0 bei leerlaufendem Ausgang
i Riickwirtstransferleitwert Uy Riickwirtstransfer-
J12 = Uy bei kurzgeschlossenem T2 = i . widerstand bei
=0 Eingang n=0 leerlaufendem Eingang

Tabelle 4.2 Die Bedeutung einiger Zweitor-Matrixelemente.

4.2.2 Nicht quellenfreie lineare Zweitore

Der Betriebsraum von linearen resistiven Zweitoren, die Quellen enthalten, ist keine Ursprungs-
ebene mehr, sondern eine affine Ebene:

r_ { ? (M N]. %3‘00))} :0} —  Kem[M N] + ’;ﬂ (4.18)
.7—":{7:’ ";}:H}H ?g},ceRQ}: Bﬂdll{}r"ﬂ (4.19)

Die implizite Beschreibung Gl.(4.18) bzw. die parametrisierte Betriebsraumdarstellung
Gl.(4.19) ist eine Ebenengleichung mit dem ”Aufhidngepunkt” 1;00 } , dessen Wahl natiirlich nicht
eindeutig ist, da er beliebig auf der Ebene verschoben werden kann.

Falls aber beispielsweise das System U - ¢ = —u 10sbar ist, so besitzt die Betriebsebene
einen eindeutigen Schnittpunkt 7,(; mit der "z-Achse”, der dann als Aufhingepunkt gewihlt

werden kann. Dazu muss die Leitwertsmatrix existieren und es gilt:
iG = ’1:0 - G- Uo

Durch eine geeignete Transformation der Betriebsmatrix (siehe Beispiel 2) lisst sich schlieBlich
die explizite Matrixgleichung:
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aufstellen. Auf analoge Weise entstehen die folgenden Gleichungen:

1 - G- Uy + 1el}
22 | Uz G2
Uy | R i1 + UR1
Uz | L2 UR2
Yl _ . i + UH1
2 | Uz tH2
7/- 1 u ’L ’
1 — Hl . 1 + H'1
U2 12 Uf"?2
U U U
sl P R Al
1| —12 LAl
u u U A’
el I U A2
(2] - A2

(4.20)

Diese Gleichungen (4.20) besitzen jeweils einen die inneren Quellen repridsentierenden Term,
der im streng linearen Fall verschwindet. Die Gleichungen (4.20) gehen dann in Gl1.(4.17) tiber.
Die Gleichungen (4.20) fiihren unmittelbar zu Ersatzschaltungen, in denen das, durch die Matri-
zen G, R, H, H', Abzw. A beschriebene streng lineare Zweitor durch nur zwei unabhiingi-

ge Quellen ergédnzt wird.

. ) UR1L UR2
21 19 — - 7:2
] " O
U1 G U2 R Uz
Ui
- - o o)
1G1 iGo
U1 ) UH'2
11 12 11 ~ 12
o—»@ ] o]
{ ; u { } /
uli H ilLQ 1 H i Uo
O—— - O—; O
TH2 TH'1
UA1 . ua2
21 = 19 21 —~ 12
O O
U2 /
uli A i uli A i U2
40 Oi
1A1 1A2

Bild 4.9 Zerlegungen nicht quel-
lenfreier linearer Zweitore

Diese Darstellungen sind beispielsweise bei der Behandlung nicht autonomer dynamischer
Schaltungen zweiten Grades wichtig, bei denen die beiden Tore mit Reaktanzen beschaltet wer-
den. Ein weiterer praktisch bedeutsamer Anwendungsfall ist die Rauschanalyse, wobei sich
jedes rauschende lineare Zweitor durch ein rauschfreies lineares Zweitor und zwei externe

Rauschquellen ersetzen lésst.
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4.3 Eigenschaften resistiver Zweitore

Die Eigenschaften resistiver Zweitore sind durch die Leistungsbilanz, also durch eine spezielle
Lage des Betriebsraumes, aber auch durch Symmetrien im Betriebsraum charakterisiert. Fiir
nichtlineare Zweitore ist es iiblich, den Betriebsraum implizit zu beschreiben, wihrend fiir li-
neare Zweitore eine Betriebsmatrixdarstellung aussagekriftiger ist. Im Folgenden werden die

Bezeichnungen f(uy,us,1,142), f(u,) und f ( u synonym gebraucht: Alle drei Bezeich-

1
nungen bedeuten, dass die vier formalen Parameter der Funktion f(e, e e ) durch die
aktuellen Parameter uq, us, ¢; und i ersetzt werden, und zwar in der Reihenfolge, in der sie im

Parametervektor auftreten.

4.3.1 Leistungsbilanz

Die Leistungs- bzw. Energiebilanz hat in physikalischen Systemen wegen des zentralen Sat-
zes der Energieerhaltung groe Bedeutung. Dabei fungieren elektrische Netzwerke als Wand-
ler zwischen verschiedenen Energieformen (elektrische Energie und mechanische, Licht- oder
Wirmeenergie, . . .).

4.3.1.1 Verlustlosigkeit

Ein Zweitor heiB3t verlustlos, wenn die Summe der an den beiden Toren aufgenommenen (elek-
trischen) Leistungen fiir alle Zeiten und fiir alle Betriebspunkte verschwindet:

p1(t) + pa(t) = uy(t) - iy (t) + ua(t) - ix(t) =0
oder kompakt:

v 11’ ceF:u"-i=0 Verlustlosigkeit (4.21)

Bild 4.10 Verlustloses Zweitor Umpolung

Fiir streng lineare Zweitore lédsst sich eine Bedingung fiir Verlustlosigkeit nicht nur punktweise
sondern an die gesamte Betriebsmatrix herleiten: Mit

1:} = {II]} .c, ccR?
lautet die Bedingung fiir Verlustlosigkeit:
u'i=c"- U T-c=0
Aufspalten der Matrix U” - T in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Anteil

ergibt:

cT{%(UT-I+IT-U)}c+cTB(UT-I—IT-U) c=0 (4.22)
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Der zweite Summand von Gleichung (4.22) verschwindet unabhéngig vom Parametervektor c,
da eine quadratische Form h = ¢! Ac beziiglich einer schiefsymmetrischen Matrix A = —A”

1
(A= (U"-I—1"-U) immer den Wert Null hat.

Beweis:
Die Transposition verdndert eine skalare GroBe nicht. Mit Hilfe der Gesetze der Matrixtrans-
position und unter Ausnutzung der Schiefsymmetrie lédsst sich die folgende Gleichungskette
aufstellen:

h=ht= h skalar
= (cTAc)T = Definition von h
=c'ATc = Rechenregeln der Matrixtransposition
=—clAc= Schiefsymmetrie von A : AT = —A
=—h Definition von h

Insgesamt ergibt sich also:
h=—-h=h=0

Wihrend der zweite Summand von Gleichung (4.22) also generell verschwindet muss der sym-
metrische Anteil von U7 - I identisch null sein, damit die Gleichung fiir beliebige c erfiillt
ist:

U - 1+1" U=0

In einer Formulierung als verallgemeinerte quadratische Form (Gramsche Matrix) bedeutet
dies:

(4.23)

ul’ 1||U — 0 — Verlustlosigkeit eines
I 1 I linearen Zweitores

4.3.1.2 Passivitat/Aktivitat

Falls die gesamte aufgenommene Leistung fiir alle Zeiten und fiir alle Betriebspunkte groB3er
oder gleich Null ist, so heiflt das Zweitor passiv, und bei Ausschluss des Gleichheitszeichens
strikt passiv:

Y ﬂ eF:ul-i>0 Passivitit (4.24)

Die Passivitit eines Zweitores besagt dabei nicht, dass an beiden Toren Leistung aufgenommen
wird: Lediglich in der Summe muss Leistung aufgenommen werden! Ein Zweitor heilt aktiv,
wenn es nicht passiv ist:

3 ﬂ eF:ul-i<0 Aktivitit (4.25)
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R e f
! r*{iiiff()—w }—v—(‘ > -1
o I
Up L\ ) ! I P
o 1 I
| -
O —0 L O—i i O*J‘

Bild 4.11 Passives Zweitor Bild 4.12  Aktives Zweitor Verstarker
Spannungsteiler

4.3.2 Zeitvarianz

Ein Zweitor hei3t zeitvariant, wenn die Zeit ¢ in die es charakterisierende Beziehung eingeht:
F=F) = { ;‘(gf))] ‘ Fo(u,) = glu, i, t) = o} (4.26)
Es ist zeitinvariant, wenn gilt:
Vit g(u,i,t) = f(u,1)
BN
® =4

o——

Bild 4.13 Zeitvariantes Zweitor Lichtschranke

4.3.3 Dualitat

F? ist das beziiglich der Dualititskonstanten Ry zu F duale Zweitor, wenn die Rollen von
Strom und Spannung (iiber die Umrechnung durch R;) vertauscht sind:

~ 1] ()

wobei
Rat 0 Ryl
PO -] ([ 5T])
1 Rdu Rdl 0 1

Ist F streng linear, so gilt fiir die Betriebsmatrix:
0 Rjl

{Ur_ RldI [ U}
I| T |l=ul~ =10 |1
R, R,

Bringt man die Betriebsmatrix von F und F¢ jeweils in die Form an der sich die Leitwerts-
bzw. die Widerstandsmatrix ablesen lésst, so findet man den Zusammenhang:

1

Gd
R

R, R'=R, G
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4.3.4 Umkehrbarkeit (Symmetrie)

Ein Zweitor heillt umkehrbar oder symmetrisch, wenn durch Vertauschen der beiden Tore der
Betriebsraum unverindert bleibt:

Fu_ F (4.28)
wobei gilt:

Fl= {(u77’)|fu(uv7’) :O}
mit

ACER tnttat) BECOSICEEI (P H)

und

Cfo1] .
P[]

P ist eine selbstinverse Permutationsmatrix, die das Umdrehen des Zweitores (wie in Bild 4.14
angedeutet) algebraisch beschreibt. Ist F streng linear, so muss eine nicht singuldre Transfor-

il iQ 7./1 Z‘2
O—] =0 O—] }=—0
Ul ‘ F ‘ U ul‘ Fu ‘ Uo
Oo— —O o—| —O

Bild 4.14  Zweitor und umgekehrtes Zweitor
mationsmatrix 7" existieren, damit gilt:
U Ul p U
Die Transformation 7' ist ndtig, da die Betriebsmatrix nicht eindeutig ist. Geht man von einer
Leitwertsdarstellung

U] [1
L I - B L G_
oder Widerstandsdarstellung
‘Ul [R]
L I - B L 1 -

der Betriebsmatrix aus und wihlt T' so, dass die Betriebsmatrix des umgekehrten Zweitores
wieder eine Leitwerts- bzw. Widerstandsdarstellung bildet, so lauten die eindeutigen Bedingun-
gen fiir Umkehrbarkeit an G bzw. R:

G=PGP

R=PRP
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Das heilit, beim umkehrbaren Zweitor sind G und R (falls existent!) unter Spalten- und Zeilen-
tausch invariant. Falls ein umkehrbares Zweitor aulerdem eine Kettenbeschreibung besitzt, so
gilt:

A=A

Ry Ry

Ry
O O Bild 4.15 Symmetrisches Zweitor T-Glied

Geht ein Zweitor bei Umkehrung in sein duales Zweitor liber
Fu=F¢

so nennt man es antimetrisch.

4.3.5 Reziprozitit linearer Zweitore

Analyse des Spannungsteilers in Bild 4.11 fiihrt auf die Widerstands-Matrixgleichung:

Uy | R1+R2R2 ‘2'1
U9 o R2 R2 ig

Obwohl die Schaltung keine erkennbare Symmetrie aufweist, sind die beiden Transferwi-
derstinde gleich. Diese Eigenschaft heiBt Reziprozitit oder Ubertragungssymmetrie. Samtli-
che Zweitore, die sich nur aus den Netzwerkelementen Widerstand und Ubertrager (Kapazitiit
und Induktivitit) zusammensetzen sind reziprok. Auch eine Reihe weiterer UbertragungsgroRen
sind bei reziproken Zweitoren paarweise identisch: Das Verhiltnis von Ursache und Wirkung
dndert sich nicht, wenn man wie in Bild 4.16 gezeigt Quelle (unabhingige Strom- oder Span-
nungsquelle) und Last (Nullquelle: Leerlauf oder Kurzschluss) vertauscht, vorausgesetzt Quelle
und Nullquelle am jeweiligen Tor sind vom gleichen Typ.

Die beschreibenden Matrizen erfiillen dann (sofern sie existieren) die folgenden Zusatzbe-
dingungen:

G=G', R=R"
det A=1, detA =1,

Untersucht man die schiefsymmetrische Matrix U”T — I"U aus Gleichung (4.22) genauer
und geht zum Beispiel vom Widerstandszusammenhang zwischen den Komponenten U und I
(U = RI) der Betriebsmatrix aus, so erhilt man:

U'I-T'TU=I"R'T-T"RI=1"(R"-R) I

Bei einem reziproken Zweitor ist die Widerstandsmatrix bekanntlich symmetrisch (R” = R).
Daher verschwindet beim reziproken Zweitor der schiefsymmetrische Anteil von U” I:
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Bild 4.16  Reziprozitatsbeziehungen

Dieser Zusammenhang ist unabhéngig von der Existenz der verschiedenen Zweitormatrizen
und dient deshalb im folgenden als Definition der Reziprozitit. Formuliert fiir die Betriebsma-
trix lautet diese Definition also:

T
U 1 |\U| Reziprozitit eines
[I } [—1 } [I } =0 AN linearen Zweitores (4.29)

AR

S f Bild 4.17 Reziprokes Zweitor Funk-
strecke (nicht resistiv)

4.4 Spezielle Zweitore

Fiir die Modellierung praktisch wichtiger Zweitor-, oder Dreipolbauelemente bendtigt man eine
Reihe spezieller, idealisierter Zweitore. Meist steht dabei die Ubertragungseigenschaft im Vor-
dergrund, die am giinstigsten durch die Kettenmatrix beschrieben wird. Deshalb klassifiziert
man diese speziellen Zweitore anhand ihrer Kettenmatrix.

e Alle vier Elemente der Kettenmatrix gleich null = Nullor.
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e Drei Elemente der Kettenmatrix gleich null = gesteuerte Quellen (USI, ISI, USU, ISU).
e Zwei Elemente der Kettenmatrix gleich null = Fallunterscheidung:

— Hauptdiagonalelemente gleich null = Inverter (z.B.: Gyrator)

- Nebendiagonalelemente gleich null = Konverter (z. B.: idealer Ubertrager, NIK)

Inverter Konverter

0 R .
Positiv 1 {u ?]
— 0 01
R u
0 R —k 0 ]
Negativ 1 1
=0 0 =
R k

Fiir die folgenden Zweitore sind jeweils die konstituierenden Gleichungen einer expliziten
und héufig auch einer impliziten Beschreibung angegeben.

4.4.1 Gesteuerte Quellen

Gesteuerte Quellen sind spezielle Zweitore, die aus zwei Zweigen bestehen. Ein Zweig, der so-
genannte Steuerungszweig, ist entweder ein Leerlauf oder ein Kurzschluss. Der andere Zweig,
der sogenannte gesteuerte Zweig, ist eine abhidngige Strom- oder Spannungsquelle. Aus die-
sen unterschiedlichen Moglichkeiten (zwei fiir den Steuerungszweig, zwei fiir den gesteuerten
Zweig) ergeben sich insgesamt vier verschiedene gesteuerte Quellen.

Im Allgemeinen geht man von einer galvanischen Trennung von steuerndem und gesteu-
erten Zweig aus (siehe auch Beispiel Optokoppler). In vielen Fillen ist aber diese galvanische
Trennung nicht wichtig und wird durch die duflere Beschaltung (gemeinsame Bezugsklemme:
aus dem Zweitor wird ein Dreipol) aufgehoben. Auch die schaltungstechnische Realisierung der
gesteuerten Quellen fillt leichter, wenn man von einer gemeinsamen Bezugsklemme ausgehen
darf (siehe Kapitel 6).

Mit Hilfe der gesteuerten Quellen lassen sich einfache Ersatzschaltbilder fiir Zweitore an-
geben, deren Parameter direkt durch die Elemente der Zweitormatrizen G, R, H, H' gegeben
sind. Gesteuerte Quellen konnen auch mit Hilfe von Nullatoren, Noratoren und ohmschen Wi-
derstdnden realisiert werden. Dies wird am Beispiel einer USI im Bild 4.21 dargestellt. Wie
man sich leicht liberzeugt, sind die in den Bildern 4.18 bis 4.21 dargestellten gesteuerten Quel-
len streng linear.

Nichtlineare gesteuerte Quellen, die fiir die Modellierung von mehrpoligen Bauelementen
von Bedeutung sind, werden ebenfalls durch die in Bild 4.18 gezeigten Netzwerke symbolisiert.
Die gesteuerten Groen hingen dann aber nicht linear von den Steuerungsgrof3en ab.

Beispiel: Bild 4.22
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11 =20 i2 = g-up
O—»
Uq JUZ
Y
07
11 ig=f-11
O—— —a——
Udol N JUQ
oO—— —O
i1 =0 Uz = p- uy
O—»— —a——0
19
Uy
o——- —O
i1 Uy =T - 11
O—m— — a0
U1:0
12
o—— L—o0

1

o-[33] a1y
9 0 0

USI (u steuert 1)
VCCS (voltage controlled current source)

0 0

00}7 A 1

B0

ISI (i steuert 1)
CCCS (current controlled current source)

0 ——

H-| B

1
H,:{o 0]7 Ao ;o
w0 00
USU (u steuert u)

VCVS (voltage controlled voltage source)

re[15] a=[i]

T
ISU (i steuert u)
CCVS (current controlled voltage source)

Bild 4.18 Gesteuerte Quellen und ihre Matrixbeschreibungen

il hl] ]12111

11/1211,2

@z h/]] 1

gi2u2 g21U1

i M@&T@

/ .
Ry oo has iy

Bild 4.19  Zweitorersatzschaltungen mit zwei gesteuerten Quellen

4.4.2 Nullor

Der Nullor ist ein resistives Zweitor, das beschrieben wird durch
flu, i) =M -u+N-1=0

67
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11 T11— T2 T2z — T2 : i

— .
t i . (7’21 - 7“12) a! i Uo

T12

O . O

—J12

19

{51

g22 + 912

g11 + 912

(g21 - 912)U1
Bild 4.20 Zweitorersatzschaltungen mit einer gesteuerten Quelle

i1:0 12:g~u1

| ) [

Bild 4.21  USI mit Nullatoren und

Noratoren
il =0 io i2
O———
i u2 i iul F iuQ
O O
flur,i2) =0 F = {(u1,i2)|f(u1,i2) = 0}
io = g(u1)

Bild 4.22  F ist ein spannungsgesteuerter nichtlinearer Widerstand

. 10 00
mit M = {0 0} und N = [1 O} (4.30)
es gilt also:
Ui =0V
11 =0A

Uber us und i, werden keinerlei Aussagen gemacht, das heif3t,
uy = beliebig
19 = beliebig
Daraus wird unmittelbar klar, dass das Zweitor Nullor durch die zwei Eintore Nullator und
Norator ersetzt werden kann. Von den sechs Zweitormatrizen existiert fiir den Nullor nur die
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: : Bild 4.23  Nullor-Ersatzschaltung

Kettenmatrix

00
A {oo} 0. (4.31)

deren besondere Form fiir seinen Namen verantwortlich ist. Dabei erkennt man auch, dass je-
de der vier verschiedenen gesteuerten Quellen (siche Bild 4.18) eine ebensolche Kettenmatrix
erhilt, wenn der zugehorige Steuerungsfaktor iiber alle Maf3en ansteigt (g, 3, i, 7 — 00).

Anmerkung:
Der Nullor als Zweitor wird vorteilhaft als lineare Ersatzschaltung des idealen Operations-
verstérkers (sieche Kapitel 6) bzw. als Dreipol fiir den idealen Transistor verwendet.

4.4.3 Ubertrager
Der ideale Ubertrager (ideale Transformator) ist ein resistives Zweitor, das durch folgende
konstituierende Gleichungen beschrieben wird:

flu,i) =M -u+ N-i=0

. 1 —ii 00
mit M = [0 . } und N = [ul} (4.32)

das heift, es gilt
UL —U-uy =0
i +iy =0
Weder M noch N sind invertierbar, d. h. sowohl GG als auch R existieren nicht.
Man kann aber M und NN partitionieren und erhilt zwei Hybrid- und zwei Kettenbeschrei-

bungen:
0 i ;[0 —2
H = [—UO} H = [% 0 } (4.33)
@0 ;30
A=) a=[iy -

Wie man sich leicht iiberzeugt ist der ideale Ubertrager verlustlos
[ug us) - il] = [tlug ug] - _}. } =1 - ugly +ug - (—i-i1) =0
2 Uty
und reziprok, da
det A=1, detA =1

Er ist umkehrbar fiir @& = +1.
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Dieser ideale Ubertrager ist die idealisierte Modellierung eines realen Ubertragers (Trans-
formators), dessen Ubersetzungsverhdltnis i durch das Verhéltnis der priméren zur sekundéren
Windungszahl bestimmt ist. Die konstituierenden Gleichungen sowie die daraus abgeleite-

Bild 4.24 Ein Ubertrager

ten Zweitormatrizen gelten definitionsgemaB fiir alle Zeitverldufe von u(¢) und (¢) (auch fiir
Gleichstrom bzw. Gleichspannung!).

Wird der ideale Ubertrager sekundirseitig mit einem resistiven Zweipol F abgeschlossen,
so erhilt man am Tor 1 den Zweipol

Fij = {(ul,zl) |(ug, —is) = (i,u . 21> € .7:}
1
Insbesondere gilt fiir eine Widerstandsgerade mit der Steigung E:

R=-" R, =i R
12

Der Zweitoriibertrager ist ein Positiv-Immittanz-Konverter (PIK).

4.4.4 Gyrator (Dualwandler)

Der Gyrator ist ein Zweitor mit den konstituierenden Matrizen

10 [0 R

o2 ]
Das heif3t, es gilt:

Uy = —ig . Rl

Uy = il . R2

il R1 . RQ 2‘2
O—— ——O - ----- ‘
IR
O O ------ Bild 4.25 Ein Gyrator

Wird der Gyrator sekundérseitig mit einem resistiven Zweipol F abgeschlossen, so erhélt man
am Tor 1 den Zweipol:

Fayr = {(Uhh) |(ug, —i2) = (21 - Ry, ﬁl) € ]:}
1

Man erkennt, dass fiir Ry = Ry = R, die Kennlinie an Tor 1 durch
FGyT = -Fd
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gegeben ist, und damit dem zu F dualen Zweipol entspricht (daher auch der Name Dualwand-
ler).
Fir Ry = Ry = R, folgt auch

. . u Uu
(U1'21+U2'22):U1'—2+u2' (——1) =0

der ideale Gyrator mit [?; = R5 ist also verlustlos.
Es existieren folgende Zweitormatrizen

i 1
0 —
_ RQ . O _Rl
G = _i . R—{RQ 0 } (4.36)
| Ry
[0 Ry 0 —Rs
A= 1 A= -1 (4.37)
— 0 — 0
_RQ Rl

Im Folgenden soll immer Verlustlosigkeit, d. h. Ry, = Ry = R,, vorausgesetzt werden.
Offensichtlich gilt dann:

G=-G', R=-R" detA=-1, detA =-1

Man nennt den Gyrator deshalb antireziprok.
AuBerdem ist der Gyrator antimetrisch, da gilt:

Fu=F¢
Schaltet man den beiden Toren eines Zweitores jeweils einen Gyrator (alle mit gleichem
Gyrationswiderstand R,;) vor, so erhélt man ein neues Zweitor, das zum urspriinglichen dual ist.

Ausgehend von der Matrixbeschreibung in den Gleichungen kann der Gyrator durch Par-
allelschaltung zweier USI oder als Reihenschaltung zweier ISU mit jeweils entgegengesetzt
gleichem Steuerungsfaktor realisiert werden. Die gesteuerten Quellen wiederum lassen sich mit
Hilfe von ohmschen Widerstinden und Nulloren (also mit Operationsverstirkern oder mit Tran-
sistoren) realisieren.

Der Gyrator ist ein Positiv-Immittanz-Inverter (PII).

4.4.5 Negativ-Immittanz-Konverter

Der Negativ-Immittanz-Konverter (NIK) ist durch folgende Matrizen M und IN charakterisiert

1k 00
M:[OO}’ N:[kl},kER (4.38)
Das heil3t, es gilt:
Ui :_k'UQ
: I
W= =717

k
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Schlieft man Tor 2 mit dem resistiven Zweipol F ab, so erhilt man am Tor 1

%, 7y - k:) e F }
Fiir k£ = 1 ist dies der an der 7;-Achse gespiegelte Zweipol, fiir £ = —1 der an der u;-Achse
gespiegelte Zweipol. Liegt F ganz im I. und III. Quadranten der u-i-Ebene, so liegt Fy;x ganz
im II. und IV. Quadranten.

Fnik = {(Ulail) |(ug, i) = (_

Ist F ein ohmscher Widerstand mit der Steigung ok so ist Fnrx ein negativer Widerstand
mit der Steigung —% .

Von dieser Eigenschaft, einen positiven Widerstand in einen negativen Widerstand zu wan-
deln, kommt der Name des Zweitors. Dabei ist das Kunstwort Immittanz ein Akronym fiir Im-
pedanz und Admittanz, in unserem Fall fiir Widerstand und Leitwert.

Die Zweitormatrizen des NIK lauten:

1
gH=| " * =" 7% (4.39)
k
—k 0 1y
A= 1 A=|"% (4.40)
- 0 k
Der NIK ist aktiv, antireziprok und fiir |k| = 1 symmetrisch.
OO
1 19 11 19
O O O O
i R R i i R R "
(51 Us Uy 2
o O o
k=-1 k=+1

Bild 4.26  Nullor-Realisierungen eines NIK mit k = £1

4.5 Zusammenschaltung von Zweitoren

Analog zu den bei den Eintoren diskutierten Verschaltungen kann man oft auch zwei geeig-
net mit einander verbundene Zweitore F; und JF, insgesamt wieder als ein einziges zur Ge-
samtschaltung dquivalentes “Ersatzzweitor” G auffassen (Bild 4.27). Es gibt insgesamt fiinf
grundlegend verschiedene Moglichkeiten, zwei Zweitore zusammenzuschalten, die wie bei den
Eintoren denjenigen Darstellungsformen der Zweitore entsprechen, mit deren Hilfe sich der
einfachste Ausdruck fiir das Verhalten der Gesamtschaltung ergibt.
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1) g i2g (2

O—» —-—-2o0O
uig g U2g
- - Bild 4.27 Das Ersatzzweitor G der
@ @ im folgenden abgebildeten Zweitor-
schaltungen

4.5.1 Parallelschaltung

Bei der Parallelschaltung Bild 4.28 zweier Zweitore werden (vollkommen analog zur Parallel-
schaltung von Eintoren) sowohl die Eingangs- als auch die Ausgangstore parallelgeschaltet. Die

hrl i2F1

Bild 4.28 Die Parallelschaltung
von Zweitoren

Anwendung des Kirchhoffschen Spannungsgesetzes ergibt nun:

Urg = U1 Fr1 = U1F2
Uzg = U2F1 = U2F2

U . )
was unter Verwendung der Torspannungsvektoren ug = 191 etc. auch einfach als Vektorglei-
2G
chung geschrieben werden kann:
Ug = Ur] = UFs (4.41)

Analog fiihrt das Kirchhoffsche Stromgesetz auf:

11g = 171 + l1F2
log = 1271 T 1272
l1g

oder mit den Torstromvektoren g = ; etc. dquivalent:
2

ig = 1r1 + ir2 (4.42)

Nun werde angenommen, dass die Torbedingungen an F; und F; erfiillt sind, womit diese
beiden Vierpole als Zweitore aufgefasst werden konnen, und dass ihre Leitwertsdarstellungen
existieren:

ir1 = gri(uri)

ir2 = gro(urs)
Von der Stromgleichung (4.42) ausgehend kann man nun eine Leitwertsbeschreibung der Ge-
samtschaltung G explizit berechnen:

ig = ir1 +iro = gr1(Ur1) + Gro(ur2) = g7 (ug) + gr(ug) =: gglug)
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was elegant und kompakt als Addition vektorwertiger Funktionen geschrieben werden kann:

96 =951+ 39r (4.43)
Besonders einfach ist wieder der streng lineare Fall. Die Teilzweitore werden dann durch ihre
Leitwertsmatrizen G 1 und G £, beschrieben:

tr1 = Griur;
tr2 = Graur:
Damit ergibt sich analog zum allgemeinen nichtlinearen Fall:
ig =151 +1r2 = Griur + Grours = Griug + Groug =: Ggug

Die Parallelschaltung der beiden streng linearen Zweitore ist damit ebenfalls streng linear, und
ihre Leitwertsmatrix ist die Summe der Leitwertsmatrizen der Teilzweitore:

Gr=Grn+Gr (4.44)

Ein Vergleich mit Abschnitt 3.6.2, der Parallelschaltung von Eintoren, zeigt hier besonders deut-
lich, welch eine natiirliche Verallgemeinerung der bei Eintoren noch unmittelbar anschaulichen
Zusammenhinge die vektorielle Betrachtung von Zwei- und spiter Mehrtoren darstellt.

4.5.2 Serienschaltung

Bei der Serienschaltung Bild 4.29 sind die Ein- und Ausgangstore in Serie geschaltet. Die Seri-

1171 1271
u .
@, Ao[mR o, ©
U1r1
ulgi 1172 1272 i 42g
Ul]—'T -
U2F2
® oz ®
61 I@ Bild4.29 Die Serienschaltung von
Zweitoren

enschaltung verhilt sich vollkommen dual zur Parallelschaltung, da in den (vektoriellen) Kirch-
hoffgleichungen Strome und Spannungen nun ihre Rollen tauschen:

ig =1r1 = 152 (4.45)
Ug = Ur; + Ur2 (4.46)
Die Zusammenfassung erfolgt hier ausgehend von der Widerstandsbeschreibung. Im allgemei-

nen Fall (und natiirlich bei Einhaltung der Torbedingungen) ergibt sich als Ausdruck fiir die
Gesamtschaltung:

rg =Tr1+Tr (447)

Im streng linearen Fall ergibt sich schlieBlich die Widerstandsmatrix der Gesamtschaltung ein-
fach zu:

Rg = Rr, + Ry (4.48)
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4.5.3 Hybride Verschaltungen

Bei hybriden oder gemischten Verschaltungen wird jeweils ein Torpaar in Serie und das andere
parallel geschaltet. Im Rahmen einer eindeutigen Nomenklatur werden beide auftretenden Ver-
schaltungsarten explizit angegeben: zuerst die des Eingangs, dann die des Ausgangs. Es gibt
damit die folgenden beiden Hybridschaltungen:

e Die Serien-Parallel-Schaltung.

Hier sind die Eingénge in Serie und die Ausginge parallelgeschaltet.
e Die Parallel-Serien-Schaltung.

Hier sind die Eingiinge parallel und die Ausgénge in Serie geschaltet.

Beide Fille sind in Bild 4.30 abgebildet.

®ilg /

Bild 4.30 Die Serien-Parallel- (links) und Parallel-Serien-Schaltung (rechts) zweier Zweitore

Auch hier besteht eine vollkommene Analogie zur Analyse der Parallel- und Serienschal-
tung; der einzige wesentliche Unterschied besteht darin, dass nun “gemischte” Betriebsgroflen-
vektoren auftreten, die sowohl Spannungs- als auch Stromkomponenten enthalten.

Als Ergebnis erhélt man als Ausdruck fiir die Gesamtschaltung bei der Serien-Parallel-
Schaltung die hybride Beschreibung, also im allgemeinen Fall:

hg = hz + hrs (4.49)
und bei strenger Linearitét:

H;=Hr + Hpr (4.50)
Bei der Parallel-Serien-Schaltung ergibt sich die inverse hybride Beschreibung, also:

hg = bz + h'p, 4.51)
oder:

H;=H's + H' 5 (4.52)

4.5.4 Zur Torbedingung in Zweitorschaltungen

Bei den bisher erwihnten Zweitorschaltungen muss immer strikt darauf geachtet werden, dass
die Torbedingungen an den miteinander verschalteten Zweitoren erfiillt sind. An dieser Stelle
soll anhand eines einfachen Beispieles demonstriert werden, dass die oben hergeleiteten Ergeb-
nisse bei Verletzung der Torbedingungen tatsdchlich ungiiltig werden konnen.
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Gegeben sei das in Bild 4.31 gezeigte, aus zwei ohmschen Widerstinden R; und Ry zusam-
mengesetzte streng lineare Zweitor .

Bild 4.31  Ein Beispielzweitor F
Stellt man die Torspannungen abhingig von den Torstromen dar:
urr = Riirr + Ro(tir +ior) = (Ri + Ra)irr + Raiar
usr = Ry(i1F + iar) = Rotir + Raiar

so erhiélt man als Koeffizientenmatrix dieses Systems die Widerstandsmatrix R von F:

| Ri+ Ry Ry
Rf—l R, RJ

Nun werden zwei solche Zweitore F (die jetzt als F; und F; bezeichnet werden) wie in Bild
4.32 in Serie geschaltet, was ein Gesamtzweitor G’ ergibt. Der Widerstand R; von JF; ist da-

|
I
|
|
|
ilg/ + Z.Qg/ Uzg’

uig’

Bild 4.32 Eine Serienschaltung mit verletzter Torbedingung

bei kurzgeschlossen und kann aus der Schaltung entfernt werden, ohne dass sich ihr Verhalten
dndert. Die Gesamtschaltung besitzt damit dieselbe Struktur wie J, nur der Widerstand R, ist
durch eine Serienschaltung mit dem Gesamtwiderstand 2 R, zu substituieren. Die Widerstands-
matrix Rx von G’ ergibt sich damit zu:
R — {Rl + 2R, QRQ}
7 2Ry 2R,

Offensichtlich ist hier:
Rg # Rr1 + Rry = 2Ry
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Dieses Ergebnis stellt aber einen Widerspruch zu Gleichung (4.48) dar, da die bei der Her-
leitung dieser Gleichung vorausgesetzte Torbedingung in dieser Schaltung verletzt wird: Der
Widerstand R, von F3 ist hier stromlos, bei Einhaltung der Torbedingung miisste er aber den
Strom #,¢ fithren. Gleichung (4.48) ist also hier einfach nicht anwendbar.

Durch Beschalten mit einem idealen Ubertrager ist es iibrigens immer moglich, die Ein-
haltung der Torbedingungen an einem Zweitor zu garantieren. Ein Beispiel hierfiir zeigt Bild
4.33.

Das obere Zweitor F; ist dort eingangsseitig mit einem idealen Ubertrager mit dem Uber-
setzungsverhiltnis 1:1 beschaltet. Das Beschalten eines Tores mit einem 1:1-Ubertrager éndert
nichts an der Zweitorbeschreibung, also besitzt F; zusammen mit dem Ubertrager nach wie vor
die gleiche Widerstandsmatrix Rr; = Rxr. Gleichzeitig ist nun aber auch gewéhrleistet, dass
durch den Widerstand R; in J> auch tatsédchlich der Torstrom 7, flie8t. Da in der Serienschal-

U2
Uig g

Bild 4.33  Erzwingen der Torbedingung mit einem idealen 1:1-Ubertrager

tung G die Torbedingungen zwangsweise erfiillt sind, darf ihre Widerstandsmatrix mit GI.(4.48)
berechnet werden, und es ergibt sich:

Rg - R]:l _'_R]:Q = QR]:: |:2R1 +2R2 2R2:|

2R, 2R,

Mit geringem Aufwand kann man dieses Ergebnis durch direkte Analyse der Schaltung verifi-
zieren.

4.5.5 Kettenschaltungen

Die in Bild 4.34 abgebildete Anordnung von Zweitoren hei3t Kettenschaltung. Gegeniiber den
bisher diskutierten Schaltungen zeichnet sie sich insbesondere dadurch aus, dass, sofern die
Gesamtschaltung als Zweitor betrieben wird, die Torbedingungen innerhalb der Schaltung auf-
grund der Kirchhoffschen Gesetze automatisch erfiillt sind. Eine Analyse ist unter Verwendung
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@ g  1F1 loF1 Q172 loFa  l2g @
O——»—— —y — —-————-—()
Fi /
UG UL F1 U1F2 fQ U Fo u2g
U2F1
® " e

Bild 4.34 Die Kettenschaltung zweier Zweitore

der Kettendarstellung der Teilzweitore einfach moglich. Dabei treten gemischte Vektoren von
BetriebsgroBen mit teilweise sogar negativen Vorzeichen auf:

UrrF1 | Uz F1

. = ar .
11F1 —12F1
UrF2 | U2 F2

. = aAr2 .
1172 —l2F2

Unter Anwendung der Kirchhoffschen Gesetze kann man damit auch einen expliziten Aus-
druck fiir die gesamte Kettenschaltung G angeben:

Uy Urr1 U2F1 Urr2 U2F2
. 9| = . 7 = ar ]: = ar . 7 =ar | Ar2 ]:
tig | tiF1 —l2r1 tiF2 1272

der der Kettendarstellung von G entspricht:

U1g = ag U2g
g ] —l2g

Man kann ag daher formal als Verkettung von Funktionen ausdriicken:

ag = ar; °ary (4.53)
Die Linearisierung der Verkettung von Funktionen fiihrt auf ein Matrizenprodukt. Damit lasst
sich im Falle streng linearer Zweitore die Kettenmatrix Ag der Kettenschaltung einfach angeben
als:
Ag =Ari - Ar (4.54)
wobei A r; und A r, die Kettenmatrizen der Teilzweitore sind.
Dieses Ergebnis kann natiirlich auch unter Einschrinkung auf die strenge Linearitédt beson-
ders einfach hergeleitet werden:
u u u U u u
- 16| _ - 171 | 14}_1 2:7-—1 — A]:l : 172 _ A]:l AF2 2:7-—2 — A]:l AF2 29
tig tir1 —l2r1 L1r2 272 —2g
Einen prinzipiell gleichwertigen Satz von Formeln erhélt man schlieBlich auch unter Ver-
wendung der “inversen”Kettendarstellung, mit lediglich dem einen einzigen Unterschied, dass

sich hier die Reihenfolge der Zweitorbeschreibungen bei der Verkettung oder Matrizenmultipli-
kation umkehrt:

ag=aroadxr (4.55)

A,g == A/]:Q : A,]-—l (456)
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Das praktisch wichtigste dreipolige Bauelement, das hier als nichtlineares Zweitor behandelt
wird, ist zweifellos der Transistor. Es gibt zwei wesentliche Klassen von Transistoren, deren
aus Sicht der Schaltungstechnik dhnliche Funktionen auf zwei grundlegend verschiedene physi-
kalische Prinzipien zuriickgehen: Bipolare Transistoren und (unipolare) Feldeffekttransistoren.

5.1 Bipolare Transistoren

Ein Bipolartransistor besteht aus drei Halbleiterschichten, die als Anschliisse von auflen
zugénglich sind und als Emitter, Basis und Kollektor bezeichnet werden. Entsprechend zur Wahl
des Vorzeichens der Dotierung fiir die verschiedenen Schichten bei der Herstellung gibt es Bipo-
lartransistoren unterschiedlicher Polaritdt: Bei einem npn-Transistor sind Kollektor und Emitter
n- und die Basis p-dotiert, bei einem pnp-Transistor ist es umgekehrt.

Im Schaltsymbol eines Bipolartransistors ist die Basis durch einen Querbalken dargestellt,
und der Emitteranschluss mit einem Pfeil versehen, dessen Orientierung mit der Polung der
Emitter-Basis-Diode tibereinstimmt: Das Bild 5.1 zeigt auch die zur Beschreibung der Tran-

©® @ pp 5c @
o
N\

Bild 5.1  Zahlpfeile bei npn- und pnp-Bipolartransistoren

sistorbetriebsgrofen iiblicherweise verwendeten Zihlpfeilbezeichnungen und -richtungen: Die
an den Anschliissen in den Transistor orientierten Stréome i, ¢, und ¢, heillen Emitter-, Basis-
und Kollektorstrom. Die Spannungen .y, Uep, Und u.. sind die Emitter-Basis-Spannung, die
Kollektor-Basis-Spannung und die Kollektor-Emitter-Spannung.

Je nachdem, welche der drei Klemmen beiden Toren als gemeinsame Klemme zugeordnet
wird, spricht man von einem Transistor in Emitter-, Basis- oder Kollektorschaltung. Alle drei
Grundschaltungen kommen in praktischen Anwendungen vor. In jenen Anwendungen, in denen
das hier vorgestellte resistive Modell des Transistors ausreichend genau ist (also bei zeitlich
nur langsam veridnderlichen Stromen und Spannungen), trifft man die in Bild 5.2 dargestellte
Emitterschaltung am hiufigsten an.
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Bild 5.2  Ein npn-Transistor in Emitter-
schaltung

5.1.1 npn-Transistor

Das Klemmenverhalten von Bipolartransistoren wird am Beispiel des npn-Transistors mit alge-
braischen Gleichungen beschrieben. Dieses resistive Modell wird der physikalischen Realitét
des Transistors bei niederfrequenten (also langsam verdnderlichen) Stromen und Spannungen
voll gerecht. Der zum npn-Transistor komplementédre pnp-Transistor wird spéter entsprechend
dargestellt.

5.1.1.1 Das resistive Ebers-Moll-Modell

Die Ebers-Moll-Gleichungen sind eine Leitwertsbeschreibung des als Zweitor aufgefassten
npn-Transistors in Basisschaltung:

. Ue U
Te = —1 g (exp (—U—;) — 1) + apl. (exp (_U_;) — 1) 5.1
Te = g (exp <—?]—i) — 1) — 1. (exp <—Z—iﬁ) — 1) (5.2)

Typische Werte fiir die in diesen Gleichungen auftretenden Parameter sind:

Ur = 26 mV

Is~ Io~ (10712...10719A
agr ~ 0,5

ar ~ 0,99

Die Ebers-Moll-Gleichungen kénnen mit Hilfe von pn-Ubergiingen (pn-Dioden) und stromge-
steuerten Stromquellen in Form der in Bild 5.3 gezeigten Ersatzschaltung dargestellt werden:
Diese Ersatzschaltung wird beschrieben durch die Kennlinien der pn-Uberginge:

ie npn i

0

@ Bild 5.3 Die Ebers-Moll-Ersatz-
schaltung fir npn-Transistoren
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1o = I (exp (—%) — 1)
T

die Gleichungen der gesteuerten Quellen:
le + 11 = Qply
le + 1o = apty
und die Kirchhoffgesetze:
U= —le — ¢
Uce = Uch — Ueb

5.1.1.2 Kennlinienfelder

Die Ebers-Moll-Ersatzschaltung kann fiir viele praktische Anwendungen weiter vereinfacht
werden. Dies wird an der traditionell iiblichen hybriden Beschreibung des Transistors unter
Verwendung der Torgro3en der Emitterschaltung e, e, %, ¢ deutlich:

Upe = hl (ib7 uce) (53)
Z-c = h2(ib7 uce) (54)

Dabei wird im sogenannten Ausgangskennlinienfeld der Kollektorstrom 7. in Abhiingigkeit
von der Kollektorspannung u.. dargestellt. Als Parameter der Kurvenschar dient dabei der Ba-
sisstrom ;. Da im praktisch iiblichen Arbeitsbereich des Transistors, dem Vorwdrtsbetrieb, die
Kollektor-Basis-Diode gesperrt ist (beim hier behandelten npn-Transistor also bei u., > 0) und
die Emitter-Basis-Diode in Durchlassrichtung (u., < 0) betrieben wird, ist .. > 0.

Wegen der geringen Abhingigkeit von u,. besteht das zugehorige Eingangskennlinienfeld
nur aus einer einzigen Kennlinie, die 7, als Funktion von u,. beschreibt, und der exponentiellen
Kennlinie eines pn-Ubergangs entspricht.

Bild 5.4 und 5.5 zeigen beispielhaft die Ein- bzw. Ausgangskennlinienfelder des weit ver-
breiteten Kleinleistungstransistors BCY 58. Aufgrund der Darstellung der exponentiellen Be-
ziehung zwischen den Eingangsgrofen in einem halblogarithmischen Diagramm erscheint die
Eingangskennlinie hier in guter Ndherung als eine Gerade. Beim Ausgangskennlinienfeld wird
nur der dem Vorwirtsbetrieb des Transistors entsprechende Quadrant dargestellt.

5.1.1.3 Vereinfachte Ersatzschaltungen

Die ndherungsweise Unabhingigkeit der Eingangskennlinie von den Ausgangsgrofien kommt
daher, dass die Kollektor-Basis-Diode sperrt und damit hochohmig ist, und in Folge auch
die von ihrem Sperrstrom gesteuerte Stromquelle apio zur Nullquelle wird. Durch einfaches
Weglassen dieser beiden Elemente gelangt man zu dem vereinfachten Ersatzschaltbild fiir den
Vorwirtsbetrieb, Bild 5.6. Eine tordquivalente, der Emitterschaltung angemessene Ersatzschal-
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Input characteristics Iy = f (Vae).

Vee =5V
m (common emitter configuration)
1° BCY 658, BCY 59, BCY 65 E
Iy S
4
!
10?
S I
!
10’ l
) §
5
0 o i
0 85

Bild 5.4  Eingangskennlinie und

©

®)

0V

Bild 5.6 Eine vereinfachte Ersatzschal-

tung fir den Vorwartsbetrieb

Output characteristics Ic =f (Vce):
Ig = parameter
(common emitter configuration)

mA BCY 68, BCY 59, BCY 65 E

100 h
dssmal 40mA}~ 0,35 mA
i 7 . 9‘/'3
k 0,30mA
1 sol-(44 // /"/ozs
,29 M
] P
1Z28P= 0,20mA
60 L+
d _4+—T | |
1] 05 mA
L,
/ | —T |
L 0,0 mAT]
20 /3=0,05mA
O 0 20V
— Ve

Bild 55  Ausgangskennlinienfeld des
npn-Transistors BCY 58

®) ib ic. . @

Upe

Bild 5.7 Vereinfachte Ersatzschaltung fur
den npn-Transistor in Emitterschaltung

tung erhélt man durch Umformung der Gleichungen

mit

le =

le =

1
1

le

_Ies (exp (

_O[Fie

_ie - ic

ap
]_—O[F

i)
(1 - ap)l, <exp (‘?]—;) . 1)

i = Brip

5. Transistoren

Man darf diese vereinfachte Ersatzschaltung nur benutzen, wenn wu., > 0 sichergestellt ist!
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Sie ldsst sich dann noch weiter vereinfachen, indem man, wie in Bild 5.8 gezeigt, zuerst den
pn-Ubergang von Bild 5.7 durch die stiickweise lineare Kennlinie eines konkaven Widerstands
ersetzt und darauf fuBBend ein linearisiertes Kleinsignalersatzschaltbild im Arbeitspunkt angibt.
Fiir die Steigung der 7, — u.-Kennlinie im Arbeitspunkt gilt

(1— ap)les (Cxp (?’T) - 1) ® i i (©

1
ﬁF’Tlc

ib A

I
AP

-
f _-—

UbeO ch Ube

Bild 5.8  Stiickweise lineare Ersatzschaltung des npn-Transistors in Emitterschaltung

Oty (1 )Ies (Ube) I —1. —1 1
— =(1—ap)—ex N A = =
Oupe |, —,. " Up P Ur Ur  UrBr %TBF TeBF

. Ur
b e = ——
wobei 1 "y

Ist upe > 0 durch die duBlere Beschaltung sichergestellt, so kann die ideale Diode im Basis-
Emitterzweig entfallen und auf die lineare Kleinsignalersatzschaltung von Bild 5.9 iibergegan-
gen werden: Die gesteuerte Quelle kann entweder als USI mit dem Steuerleitwert g,,, = r—le oder

@ Aiy, Ai, @ @ i @

Aube

Bild 5.9 Vereinfachte Kleinsignalersatz- Bild 5.10  Dreipolnullor als Transistorer-
schaltung (ohne Rulckwirkung und ohne  satzschaltung
Ausgangsleitwert)

als ISI mit dem Steuerfaktor S aufgefasst werden. Treibt man die Idealisierung noch einen
Schritt weiter voran, so dass Sz — 00, so erkennt man, dass die Ersatzschaltung von Bild 5.9
zum Dreipolnullor von Bild 5.10 entartet.

5.1.1.4 Arbeitspunkt und Kleinsignalanalyse

Die Betriebsgrofen einer Transistorschaltung werden wieder in bereits gewohnter Weise in die
den Arbeitspunkt festlegenden Gleichanteile und in die informationstragenden Kleinsignale zer-
legt. Zur Ermittlung des Arbeitspunktes wird zunéchst die bereits bei den Eintoren diskutierte
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graphische Methode benutzt. Diese ist bei relativ einfachen, libersichtlichen Schaltungen erfolg-
reich, wo eine Partitionierung der Schaltung in Last- und Quelleneintor fiir beide Tore des Tran-
sistors entkoppelt durchgefiihrt werden kann. Das wird mit Hilfe der vereinfachten Ersatzschal-
tung von Bild 5.7, deren zugehoriges Kennlinienfeld in Bild 5.11 dargestellt ist, demonstriert.
Bild 5.11 zeigt die Anwendung dieses Kennlinienfeldes zur Arbeitspunktermittlung der einfa-

[ i

ic = Brip

1y
iy =
21,

Iy

St

Ube Ul Ube O U(: e UQ Uce

Bild 5.11  Transistorkennlinienfeld mit externen Quellenkennlinien Q,“und Q> zur Arbeitspunktbestimmung

chen Verstiarkerschaltung in Bild 5.12. Q;* und Q»” sind die externen Kennlinien der Quellen
Q; und 9, . Den Arbeitspunkt des Transistors, der durch die vier GroBen Uy, I, U,., I, festge-

NG NI

: : Ube Uce : :

: U1 : : ¢U2

Q9 l 0, | Bild 5.12  Einstufiger Transistor-
************** - - ---=%----1 verstarker

legt ist, erhdlt man durch Schnitt von Q;" mit der Diodenkennlinie des Eingangstores (Upe, I)
und durch Schnitt Q»* mit der durch [, ausgewéhlten Ausgangskennlinie (U, I.).

Aus den AP-Koordinaten erhilt man die Steilheit g,,, = i mit

und hat damit alle fiir die Kleinsignalanalyse erforderlichen Parameter ermittelt. Die zugehorige
Kleinsignalersatzschaltung ist in Bild 5.13 dargestellt. Fiir die am Transistoreingang wirksame
Steuerspannung Awuy,. erhilt man durch Spannungsteilung,

ﬁF're
Aup, = —Fe A
o Rl—i_ﬁFTe i
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1p0 are }%HSIS oren

Aul AUQ

Bild 5.13 Kleinsignalersatzschaltung des Transistorverstarkers

und damit fiir die am Ausgang an R, abfallende Kleinsignalspannung.

: 1 BrRy
Auy = —Ai,Ry = — Aupc Ry = ————— Au
2 2 r, etz B+ B
Fiir die Spannungsverstirkung ergibt sich somit
o Auy Br Ry

Auy — Ri+ Bere

Beispiel:

Ry =30k Ry, =1k Bp = 100

Uy=1V Uy =5V Uy =0,7V U, =4V
Ur =26mV I, = 10uA I. = ImA

re A2 2682 Uy =~ —3

In diesem Fall wiirde die Verwendung des Dreipolnullors als idealisierter Transistor zu keinem
Ergebnis fiihren, da die duflere Beschaltung keine Riickwirkung von den Nullorausgangsgréf3en
(¢, uce) auf die NulloreingangsgroBen (2, up. ) bewirkt.

Als néchstes werden Arbeitspunkt und Kleinsignalverhalten des Transistorverstirkers mit
Emittergegenkopplung von Bild 5.14 untersucht, bei der Eingangs- und Ausgangsbetriebs-
groBen des Transistors nicht nur iiber die Steilheit verkoppelt sind. Fiir den Arbeitspunkt gelten

i Bild 5.14  Einstufiger Transistor-
| verstarker mit Emittergegenkopp-
' lung

folgende Gleichungen
Uy =LR + U+ (I, + I.)R3

U2 - ICR2 + Uce + (Ib + IC)R3
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Mit der vereinfachten Transistorersatzschaltung von Bild 5.7 gilt zusitzlich

I, =(1—ap)l,, <exp (g’;) - 1)

I = Bpl, = —2F

I
1—OéF b

Daraus erhilt man die Gleichungen mit den fiktiven Quellen:

Qi: Ui —Iy(Ri+ (14 Br) Rs) = Uy — LR = U,

1
Q/23 UQ_IC(R2+(1+/B_)R3):UQ_ICRIZZUce
F

5. Transistoren

woflir man den Arbeitspunkt wieder wie in Bild 5.15 gezeigt graphisch ermitteln kann.

Wihlt man
R, = 10k€2, Ry = 80012, R3 = 20012

so ergibt sich mit S = 100 wieder der gleiche Arbeitspunkt fiir den Transistor wie beim

Beispiel nach Bild 5.11 und Bild 5.12 mit
Iy = 10pA, Upe = 0,7V, I. = 1mA, U, = 4V.

Damit sind wieder alle Parameter der Kleinsignalersatzschaltung (Bild 5.16) bekannt. Die

1
Zb“ R, =Ri+ (1+0r)Rs e A R/2R2+(1+[3—F> R3
iy =
21,
/ Q/ZJI:
— 1
I(v Ib
\ N
Ube Ul Upe Uce U2 Uce

Bild 5.15 Transistorkennlinienfeld mit fiktiven externen Quellenkennlinien Q7” und Q5 zur AP-Bestimmung

Schleifengleichungen fiir diese Schaltung lauten:
Au1 — Azb (R1 + BFTe + Rg) — AicRg =0
AUQ = —AiCRQ

Damit gilt Ai. = SrAid, und weiter:

_ AUlﬁF
Ry + Bpre + R3(1 + Br)

Ai,
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B A Ai,

Avs l ( ] l A

Bild 5.16  Kleinsignalersatzschal-
tung fur den Verstarker von Bild 5.14

Fiir die Spannungsverstiarkung ergibt sich somit:
_ Auy _ BrRs
Auy (1 + Br)R3 + Brre + Rl

OO, ©

—2,44

Ry
Auq R Ry Aus

Bild 5.17 Idealisierte Kleinsignal-
- ersatzschaltung mit Dreipolnullor

Eine weitere Vereinfachung erzielt man, indem man den Transistor durch einen Dreipolnullor
ersetzt. Dies entspricht dem Grenziibergang 5 — co. Es gilt dann:

AUQ R2

— =V, = —— = —4

Au1 v
Hier liefert die idealisierte Ersatzschaltung von Bild 5.17 ein sinnvolles, wenn auch ungenaues
Ergebnis. Je “besser” der Transistor tatsédchlich ist, das heif3t, je groBBer S und je kleiner . ist,
um so kleiner wird der Fehler durch die idealisierte Beschreibung. Das folgende Beispiel, bei
dem der AP der Schaltung von Bild 5.14 zu groBerem Kollektorstrom verlegt wurde, verifiziert
das.

Beispiel: Ry = 10k, Ry = 80012, R3 = 20012, Uy = 1V, Uy = 5V, Upe = 0,7V

Br = 100: Ry =Ry + Rs(1 + BF) ~ 10Q 4 2002 - 100 = 30k
Ry = Ry + R3(1 + ﬁ—) ~ 800§ + 20092 = 1k
I, = (Uy — Uy)/R} = 0.3V/30k2 = 10pA
I. = pply=1mA = U, =4V, r. =Ur/l. = 26mV/ImA = 262

Auy Or 1ty ~ 2,44
Auy (14 Br)Rs + Bpre + i~ ———

Vy =

Br = 300: R, ~ 10%Q + 20092 - 300 = 70k
R, ~ 1kQ, I, = 4,28uA, I, = 1,286mA
= U, =3,7V, r. = 20,29
300 - 800 2,4-10°

L= — = ~ —3,15
! 301 - 200 + 300 - 20,2 + 104 7,63-104 ——
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Br = 1000: R ~ 10%Q + 20012 - 1000 = 210kS2
R, ~ 1kQ, I, = 1,43uA, 1. = 1,43mA
= U, = 3,57V, r.= 18,20
1000 - 800 8-10°

.= — =~ -3,50
! 1001-200 + 1000 - 18,2 + 104 2,284-105 —2—

Bp=10% R, ~10%Q+ 2009 - 10! = 2, 1M
R, ~ 1kQ, I, = 0,149uA, I. = 1,49mA
= Ug = 3,51V, 1, = 17,40)
10000 - 800 8- 106

S - ~ —3,66
v 10001 - 200 4+ 10000 - 17,4 + 10* 2,184 -106  —2—

Hier wird die Abweichung vom idealisierten Ergebnis v, = —4, dass fiir fr — oo und
r. — 0 gilt, bereits ab Sr = 300 deutlich geringer.

Bei komplexeren Schaltungen versagt die graphische Methode zur Arbeitspunktbestim-
mung. So musste man bereits in der Schaltung nach Bild 5.14 “fiktive” Quellenkennlinien
einfiihren (vgl. Bild 5.15). Es bleibt im Allgemeinen die Aufgabe bestehen, ein nichtlineares
Gleichungssystem iterativ, beispielsweise mit dem Newton-Raphson-Verfahren (siehe Kapitel
8), zu 16sen.

Man kann das schwierige Problem der iterativen Losung eines nichtlinearen Gleichungssy-
stems niherungsweise auf ein lineares, nicht quellenfreies Problem zuriickfiihren, indem man
die lineare, nicht quellenfreie Ersatzschaltung von Bild 5.18 fiir den Transistor benutzt. Der
dabei angenommene Wert von Uy, = 0, 6V hingt nur unwesentlich von [, ab.

Bild 5.18 Lineare, nicht quellen-
freie Transistorersatzschaltung

Fiir eine Variation des Basisstromes (und damit auch des Kollektorstromes) von mehr als
drei Dekaden schwankt U;,. nur von 0,5 bis 0,7 V!

Ist die so ndherungsweise berechnete Arbeitspunkteinstellung nicht genau genug, so ist sie
doch eine brauchbare Ausgangslosung fiir die nichtlinearen Gleichungen. Es ist dann aber even-
tuell auch eine verbesserte Modellierung notwendig.

Man muss immer beachten, ob die Modellierung implizit Annahmen iiber die duflere
Beschaltung macht oder nicht!
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5.1.2 pnp-Transistor

Der pnp-Transistor (Bild 5.1 rechts) wird durch die folgenden Ebers-Moll-Gleichungen be-
schrieben, die man aus Gl.(5.1) und (5.2) durch Vorzeichenumkehr der Spannungen ., 1
und der Stréme ., ¢. erhilt:

Te = g <exp (?]—j) — 1) — agrl. (exp <?]—C;) — 1) (5.5
le = —aples (exp (?]—j) — 1) + I (exp (Z—(j) — 1) (5.6)

Diese Gleichungen konnen ebenfalls mit Hilfe von pn-Ubergingen und stromgesteuerten
Stromquellen (ISI) in Form der Ersatzschaltung Bild 5.19 dargestellt werden. Die weiteren

@ ie ()zRiQ (,yFil ic @

Bild 5.19 Die Ebers-Moll-
Ersatzschaltung fir pnp-Transistoren

vereinfachten Ersatzschaltbilder (Bilder 5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.17) ergeben sich fiir den pnp-
Transistor sinngemal aus der vollstandigen Ebers-Moll-Ersatzschaltung. Bemerkenswert ist,
dass die Kleinsignalersatzschaltbilder fiir npn- und pnp-Transistoren identisch sind.

5.1.3 Komplementirstufen

Die Verwendung der beiden komplementédren Transistoren in einer Schaltung ermdglicht beson-
ders einfache, effiziente Schaltungskonzepte sowohl fiir die Arbeitspunkteinstellung als auch fiir
die Signaliibertragung. Dies ist insbesondere bei monolithisch integrierten Schaltungen wichtig,
bei denen sonst hiufig benutzte Bauelemente wie Ubertrager, Kondensatoren und Drosseln, die
zur Trennung der fiir den Arbeitspunkt verantwortlichen ,,Gleichstromkreise”* und der fiir die
Signaliibertragung wesentlichen ,,Wechselstromkreise™ dienen, nicht realisiert werden konnen.

Die vorteilhafte Verwendung komplementirer Transistoren soll am Beispiel der in Bipolar-
Operationsverstdrkern (siehe Kapitel 6) meist verwendeten Gegentaktausgangsstufe demon-
striert werden. Dabei wird auch die Ubertragungskennlinie durch die Komplementaritit der
Transistorkennlinien ndherungsweise linear. Damit wird lineares Verhalten auch fiir den ,,Grof3-
signalbetrieb® erreicht. In Bild 5.21 wurden die Transistoren 7} und 75 durch die stiickweise
lineare Ersatzschaltung (Bild 5.8) ersetzt. Bemisst man Uy; = Upeo1, Upa = —Upep2 50 heben
sich die in der Mitte der Schaltung skizzierten unabhidngigen Quellen in ihrer Wirkung auf und
die Schaltung kann zu der in Bild 5.22 gezeigten weiter vereinfacht werden. Man kann nun
eine einfache Fallunterscheidung durchfiihren:

11 >0 = i3 =1, =0

11 <0 = i =1, 4 =0
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Bild 5.20 Prinzipschaltbild ei-

@4@_| ner komplementaren Gegentakt-
ausgangsstufe

Up — =

5F1’f'e1

Ry,
5F2 Te2

Bild 5.21 Komplementare Gegentaktstufe mit stickweise linearen Transistormodellen

Briin

Braiv2

Bild 5.22  Vereinfachtes Schaltbild der komplementéren Gegentakistufe

Dieser Zusammenhang lédsst sich leicht anhand der Schleife I in Bild 5.22 verifizieren. Damit
ergibt sich fiir 4, > 0 die vereinfachte Ersatzschaltung von Bild 5.23. Dabei wurde der wegen
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i1 BriTel

Bild 5.23  Weiter vereinfachte Er-
satzschaltung fir i; > 0

12 = 0 stromlose Teil einfach weggelassen.
Die Knoten- und Schleifengleichungen lauten:
iz = 11 + Briiy
uy = PBriiire + 2Ry,
Uy = 9 Ry,

Damit folgt

uy = i1 (Brirer + (1 + Br1) Rr)

" BriTe + (14 Br1)RL

. (14 Bp)wiR,
uy = i1 (1+ Br1)Rr Bore + (1+ Br1) R ~
Die Ubertragungskennlinie ist in der u; —uy-Ebene also eine Winkelhalbierende des ersten Qua-
dranten. Die vereinfachte Ersatzschaltung fiir 7; < 0 sieht prinzipiell ebenso wie jene fiir iy > 0
aus. Man erhilt als Ubertragungskennlinie eine Winkelhalbierende des dritten Quadranten der
u; — Uo-Ebene:

1 wenn u; > 0 und

U

Uo == Up fiir u1§0

Die beiden Kennlinienidste ergénzen sich (stetig und knickfrei im Ursprung) zu einer Geraden
bis zu den jeweiligen Séttigungsgrenzen, bei denen 7' oder 75 nicht im Vorwirtsbetrieb arbeiten
und die vereinfachte Ersatzschaltung ihre Giiltigkeit verliert. Bild 5.24 zeigt die Gesamtkenn-
linie. Der Arbeitspunkt dieser Schaltung liegt im Ursprung der uy — wi-Ebene. In ithm sind
auch alle Strome gleich null. Deshalb wird der Spannungsversorgung (Batterie) ohne Aussteue-
rung, also bei Au; = 0 auch keinerlei Leistung entnommen. Voraussetzung fiir die Stetigkeit

—_— 1;2 ~ Séttigung von T}
B ‘T (upe2 £ 0)
0
/LLI
St T .
a 1gur(1)g pRALES VAN -Up+0,7V Bild 5.24  Ubertragungskennlinie
(ube2 # 0) der Gegentaktausgangsstufe

und Knickfreiheit der Ubertragungskennlinie ist die Gleichheit der TransistorkenngréBen von
Ty und T3 (Bp1 = fBro und 7.y = 7.2) und die Bemessung der externen Spannungsquellen
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U1 = Upeor und Upys = —Upepo. Diese Spannungsquellen werden im Allgemeinen mit Hilfe von
Stromquellen und von pn-Ubergiingen realisiert (Bild 5.25). Obwohl die Spannungsverstirkung

Uy

Bild 5.25 Reale komplementare
Gegentaktstufe

AUQ (75)

Uu = — =
Au1 Ui

dieser Schaltung nicht groBer als eins ist, erfiillt sie dennoch eine sinnvolle Verstirkungsaufga-
be: Die Stromverstdrkung

Aiy 19
Vi ' =m0 = — = 1 +
AZl (51 BF
ist namlich erheblich und fiihrt zu einer entsprechenden Leistungsverstdirkung.
Apy
vp ~—— =0, v = Op
Ap;

5.2 Feldeffekttransistoren

Ein (unipolarer) Feldeffekttransistor (FET) hat drei Anschliisse, die als Source, Gate und Drain
bezeichnet werden. Der Hauptstromfluss (entsprechend dem Stromfluss zwischen Emitter und
Kollektor eines Bipolartransistors) findet beim FET in nur einer n- oder p-dotierten Schicht
statt: dem Kanal (channel) zwischen Source und Drain. Daher kommt auch die Bezeichnung
“Unipolartransistor”. Der dritte Anschluss, die “Steuerelektrode” (Gate), kann von diesem Ka-
nal durch einen Isolator (Insulated Gate FET, IGFET) oder durch einen gesperrten pn-Ubergang
(Junction FET, JFET) getrennt sein.

Im Rahmen der VLSI-Technologie (Very Large Scale Integration) hat insbesondere der IG-
FET iiberragende Bedeutung gewonnen, wobei Siliziumdioxid als Isolator zwischen der me-
tallischen oder polykristallinen Silizium-Gateelektrode und dem in n- oder p-dotiertem Silizi-
um ausgefiihrten Kanal verwendet wird. Daher auch der Name MOS-Transistor (Metal-Oxide-
Semiconductor).
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In der sogenannten CMOS-Technologie werden (in Entsprechung zu den komplementéren
npn- und pnp-Bipolartransistoren) n-Kanal und p-Kanal Transistoren vom sogenannten Anrei-
cherungstyp (enhancement transistor) benutzt. In der nMOS-Technologie hingegen finden n-
Kanal Transistoren vom Anreicherungstyp (auch ,,normally-off* genannt) und Verarmungstyp
(depletion oder ,,normally-on* transistor) Verwendung.

@ @ @
®; ®; "

g g
O—»
\ o \ e \ "
Ugs Ugs Ugs

©® ® ®

Bild 5.26  n-Kanal-Enhancement-FET (links), p-Kanal-Enhancement-FET und n-Kanal-Depletion-FET (rechts)

5.2.1 n-MOS-Transistoren

Im Folgenden wird zunéchst der n-Kanal-MOSFET modelliert (sowohl Enhancement- als auch
Depletion-Transistor) und einfache Schaltungen damit untersucht.

Anschlieend wird das wieder nur durch Vorzeichenumkehr der Spannungen und Strome
folgende p-Kanal-MOSFET-Modell angegeben und die Vorziige der komplementéiren Schal-
tungstechnik betont.
5.2.1.1 Das resistive Shichman-Hodges-Modell

Die beziiglich Source und Drain symmetrische Ausfiihrung eines FET wird in Leitwertsform
fiir die Sourceschaltung durch eine gesteuerte Stromquelle beschrieben.

® ol %0 @

Ugs i i Uds

®

O ¢ O Bild 5.27 Resistives Shichman-Hodges-Modell

Der Gatestrom i, ist stets nq}l (was beim hier behandelten IGFET durch die Isolation, beim
JFET durch den gesperrten pn-Ubergang bewirkt wird). Der Drainstrom wird iiber:

id == ’il - ’ig (57)

in zwei Komponenten 7; und i, zerlegt, die von den beiden Spannungen u4, und ug4q aus Sym-
metriegriinden gleichermallen gesteuert werden. Es gilt:

1

—Bugs — Up)?  fiir  ugs > U,

Z,l _ QB( el th) g th (58)
0 fiir Ugs < Uth



94 5. Transistoren

1 .
i) = iﬁ(ugd — Uth)Q fiir Ugd > Uy, (5.9)
0 fir wgg < Uy,

Dabei ist Uy, die Schwellenspannung (threshold voltage), die von der Steuerspannung (45, bzw.
ug4q) liberschritten werden muss, damit es zum Stromfluss im Kanal kommit.

Aufgrund des symmetrischen Aufbaus dieses Bauelementes wird durch die von auflen an die
Kanalanschliisse angelegte Spannung erst entschieden, welche Klemme als Source und welche
als Drain zu betrachten ist. Diese Zuordnung wird beim n-Kanal-MOSFET durch ug, > 0
festgelegt.

Kombiniert man diese beiden Gleichungen unter Beriicksichtigung von
Uds = Ugs — Ugd (5.10)

so ergibt sich als Leitwertsdarstellung des n-Kanal-FETs:

ig =0 (5.11)
0 fir wgs — Uy, <0
ig=24 B ((ugs — Upp)tgs — %udf) fir 0 < ugs — Uy > ugs (5.12)
%5(%8 — Up)? fir 0 < wugs — U < ugs

Ist Uy, > 0 (,,normally off*), so handelt es sich um einen Enhancementtransistor, fiir U, < 0
(,,normally on*) um einen Depletiontransistor.

Den Bereich vy, < Uy, nennt man den Sperrbereich, 0 < uge — Uy, > ugqs den linearen
Bereich (Triodenbereich), und 0 < ugs — Uy, < ugs den Séittigungsbereich (Pentodenbereich).

Eine Abhingigkeit des Drainstromes von der Drain-Sourcespannung auch im Séttigungs-
bereich aufgrund der Kanallingenmodulation wird durch Hinzunahme des Faktors (1 + Augs)
modelliert. Dies fiihrt auf die folgende Leitwertsbeschreibung:

ig =0 (5.13)
0 fir wuge — Uy <0
ig=14 0 ((Ugs — Usn) tas — %ud52) (14 Augs) fir 0 < wuge — Upp > ugs (5.14)
%B(ugs - Uth)Q(l + AMugs) fir 0 < wgs — U < ugs

Bild 5.28 zeigt das Ausgangskennlinienfeld eines nMOS-Enhancementtransistors ohne und
mit Beriicksichtigung der Kanalldngenmodulation. Da ¢, = 0 gilt, ist kein Eingangskennlinien-
feld erforderlich.

Fiir einen nMOS-Depletiontransistor sieht das Ausgangskennlinienfeld ebenso wie fiir den
Enhancementtransistor aus; es unterscheidet sich nur durch die zu den einzelnen Kennlinien
gehorigen ug,-Werte, da Uy, < 0 ist.
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ta A
mA "linearer"
Bereich
4 ,
3t
2 4
uqsl :2 \
LH) e S
Ugsl :175 \Y
0 . . . . Ly Uds1
0 1 2 3 4 5 6 N

Bild 5.28 Kennlinienfeld eines nMOS-Enhancementtransistors (U, = 1V, §=2-10"3AV "2, A =2-10"2V 1)

1d2

T
2 Uds2
ugsZ\

T

1d1

Uds1 U2
N oo

_L O

Bild 5.29 nMOS-Inverter

5.2.1.2 Arbeitspunkteinstellung und Ubertragungsverhalten
Es wird zunichst eine einfache Inverterstufe in n-Kanaltechnik untersucht (Bild 5.29).

Es gelten folgende Zusammenhiinge:

1d1 = 142
Ugs1 = U1

Ugs1 = Up — Ugsz = U2

Man zeichnet nun die Kennlinien der beiden Transistoren 7 und 75 in der ug451-24-Ebene, wobei
1q = 141 = t42. Das Kennlinienfeld des “Treibertransistors” 7 hat die iibliche Form (vergleiche
Bild 5.28), wihrend die fiir den “Lasttransistor” 75 giiltige Kennlinie (u,2 = 0) als externe
Lastkennlinie eingetragen wird (Bild 5.30).
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In Bild 5.31 ist die Ubertragungskennlinie dargestellt, die punktweise aus dem Kennlinien-
feld von Bild 5.30 entnommen werden kann.

Ferner wird, wie schon oft,

in den Arbeitspunkt- und Kleinsignalanteil zerlegt.

i(i
A -
Ugs =3 V
41
3 Treibertransistor
2,5V
2 L
Lastkennlinie
eL/d AP 2V
Lr c
1.5V
L L L L Uds1
1 2 3 4 a AV
Vv

Bild 5.30 Kennlinienfeld mit Lastkennlinie fiir den nMOS-Inverter

U2 :‘udsl a

5V
4V

3V
2V

1V

oV 1V 2V 3V 4V Up =5V Bild 5.31 Ubertragungskennlinie
des nMOS-Inverters

In dem steilen Teil der Ubertragungskennlinie um den Arbeitspunkt weist der Inverter eine
hohe Kleinsignalverstirkung auf. Diese kann mit Hilfe der Kleinsignalersatzschaltung fiir die
beiden Transistoren im jeweiligen Arbeitspunkt

T1 : Ugsl =2V Udsl = 2, 5V Idl = 1,05mA
T2 . Ugs2 =0V Uds2 = 2, 5V [d2 = 1,05H1A

angegeben werden.
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Dazu miissen die Steilheit g,,, und der Innenleitwert g, bestimmt werden:

01
G = 5 d = (Bugs — Um)(1 + )\Uds)”AP
Ugs | Ap
8id ﬁ 2
_ I — A
0= S| (2(%5 Un) ) AP

Tv: Bi=2-10°AV 2 N\ =210V Y Uy = 1V
Ty: Bo=2-10°AV 2 Xy =2-10"2V! Upo = -1V

erhilt man:.

Ty, Ty gm = 2,1mS, go = 203

Die komplette Kleinsignalersatzschaltung des Inverters ist in Bild 5.32 dargestellt.

@ o DB @

Bild 5.32  Kleinsignalersatzschaltung des nMOS-Inverters.

Aus Betrachtung des Bildes 5.32 folgt fiir Auy unmittelbar:

1 m
AUQ = —A’idl— = —Aulg—
290 290

und damit fiir die Spannungsverstirkung:

Auy g, 2,1-107°

T Aw T 290 40-10-6

= —52,5.

97

Bei Anschalten einer Belastung GG, von beispielsweise 100uS (entsprechend 10kS?) verringert

sich die Verstidrkung entsprechend auf:.

__9m
290 + Gy

Vy =

—15.

Sobald die Eingangsspannung u; die Schwellenspannung Uy, des Treibertransistors 7} iiber-
steigt, wird der Versorgungsspannungsquelle Up Leistung entnommen. Diese “statische” Lei-
stungsaufnahme ist der wesentliche Nachteil der n-Kanal-Schaltungstechnik beim Einsatz fiir

Logikschaltungen (siehe auch Kapitel 10).
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5.2.2 p-MOS-Transistoren

Die Shichman-Hodges-Gleichungen fiir den p-Kanal-Transistor erhélt man einfach durch Vor-
zeichenumkehr von Stromen und Spannungen in Gl. (5.11) und (5.12) oder (bei Beriicksichti-
gung der Kanallingenmodulation) GI1.(5.13) und (5.14):

iy =0 (5.15)
0 fiir Uth — Ugs < 0
1
ig=1{ =B <(ugS — Upp)ugs — §ud52) (1 = Augs) fir 0 < Uy, — ugs > —ugs (5.16)
1
—iﬁ(ugs — Uth)Q(l — )\Uds) fir 0< Uth — Ugs < —Ugs

Fiir Uy, < 0 (,,normally off*‘) liegt ein Enhancementtransistor, fiir Uy, > 0 (,,normally on*) ein
Depletiontransistor vor. Beim p-Kanal-MOSFET gilt stets u4s < 0 (zur Festlegung von Source
und Drain).

5.2.3 CMOS-Schaltungen

Die Vorziige einer komplementiren Schaltungstechnik haben auch bei MOS-Schaltungen
zu einer breiten Verwendung gefiihrt. Dabei werden ausschlieBlich n- und p-Kanal-
Enhancementtransistoren eingesetzt. Die Funktionsweise und Vorziige werden hier anhand des
einfachen CMOS-Inverters erldutert, der in Bild 5.33 abgebildet ist. Es gilt:

Ugs2
4 .

T1
u2
Ugsl Uds1
D Q .
_L O
Bild 5.33 CMOS-Inverter

Uds2 = Uds1 — Up Ugs2 = Ugs1 — Us
Ug = Uds1 Uy = Ugsi

Mit Hilfe dieser Gleichungen wird die Kennlinienschar von 75 auf die Koordinaten von 7}
umgerechnet und beide Kennlinienfelder in der w4,1-741-Ebene dargestellt.
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Es lasst sich natiirlich auch fiir diesen Verstirker eine Kleinsignalersatzschaltung um einen
Arbeitspunkt (beispielsweise Punkt d) angeben. Da der Transistor 75 hier nicht nur als Lastele-

ment (mit Augse = 0) wirkt, ergibt sich trotz der gleichen Kennlinienfelder der Einzeltransisto-
ren eine grofere Verstidrkung als beim nMOS-Inverter.

idl A idQ
mA mA

nMOS-

Transistor —-— pMOS-

3 X Transistor
) 2,5 V]
————————— v
2
‘l
\
W/ —— _VO\‘\
\\\
W
) 4\\\\\\)&( b Uds1
g 1 2 3 4 a e
5 -4 -3 -2 -1 0
Bild 5.34 Kennlinienfelder fiir den CMOS-Inverter
u
5
4
3
2
1
0 Bild 5.35 Ubertragungskennlinie des
1 2 3 4 Up=5V CMOS-Inverters

Die Kleinsignalersatzschaltung des CMOS-Inverters ist in Bild 5.36 dargestellt.

@@ @

ImAuy gmAuy

Ay Aug

O

@ @ © Bild 5.36  Kleinsignalersatzschal-
tung des CMOS-Inverters
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Es gilt somit:
20mA A
I ynd oy, = 2| =105
290 Ay [ zp_g
Der eigentliche Vorteil dieses CMOS-Inverters im Vergleich zum nMOS-Inverter besteht aber
in der Tatsache, dass fiir

up < Upr und  uy > Up + Uo

AUQI_

der Versorgungsspannungsquelle keine Leistung entnommen wird. In Anwendungen, wo die
Eingangsspannung die meiste Zeit in einem dieser beiden Spannungsbereiche liegt, also bei
uy; ~ 0V oder u; ~ Upg, ist damit die der Batterie entnommene Leistung sehr klein. Diese
spezielle Betriebsart ist bei logischen Schaltungen gegeben.
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Der Begriff Operationsverstirker (Operational Amplifier, kurz Op-Amp) wurde im Mai 1947!
fiir die damals zur Durchfiihrung analoger Rechenoperationen entwickelten hochwertigen
Differenzverstirker geprigt, die ihre Anwendung in zur analogen Simulation von Integro-
Differentialgleichungen dienenden Schaltungen fanden, den sogenannten Analogrechnern.
Reale Op-Amps besitzen mindestens die fiinf in dem folgenden Ersatzsymbol gezeigten
Anschliisse. Die ersten Operationsverstirker wurden Mitte der vierziger Jahre unter Verwen-

U+
invertierender...
. . . Ausgan
nicht invertierender... sang
...Eingang Bild 6.1 Die Anschlisse eines
Up- realen Operationsverstarkers

dung von Rohren aufgebaut. Die ersten Halbleiterrealisierungen entstanden etwa Mitte 1950
unter Verwendung diskreter bipolarer Transistoren. Bild 6.2 zeigt eine der damaligen Techno-
logie entsprechende Schaltung. Die volle Bedeutung des Operationsverstirkers wurde aber

1 1 O Up+
l l
| |
- | O
O : :
» (‘; | |
| s————+—0 Up_
Differenz- ! Verstérker: Ausgangs- Bild6.2 Ein einfacher Op-Amp mit
stufe stufe stufe Bipolartransistoren

erst Mitte 1960 offenbar, als die ersten monolithisch integrierten Realisierungen auf den Markt
kamen: Der Op-Amp musste nun nicht mehr als Schaltung aufgebaut werden, sondern man
konnte ihn als aulerordentlich vielseitiges, flexibles und dariiber hinaus wirtschaftliches Bau-
element betrachten. Von da an fand er eine derartige Verbreitung, dass er seit Jahren eines der
wichtigsten Bauelemente in der Elektronik darstellt — ein Siegeszug, der ohne die Technik der
monolithischen Integration nicht denkbar wire.

Praktisch alle kommerziell verfiigbaren Operationsverstirker sind mit Bipolartransistoren
aufgebaut. Bild 6.3 zeigt die prinzipielle Ausfiihrung der wesentlichen Funktionseinheiten eines

'In dem Artikel ,,Analysis of Problems in Dynamics by Electronic Circuits* von J.R. Ragazzini, R.H. Randall und F.A.
Russell, erschienen in den Proceedings of the IRE
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R 1 tﬂ 1 ’ 1 +—0 Upy
+ 1 1 ‘
O | |
% S ok e N U S A
Differenz- ' Arbeitspunkt-: Verstéarker-  Ausgangs-
stufe ' Einstellung stufe ' stufe

Bild 6.3 Eine Prinzipschaltung eines integrierbaren Operationsverstarkers

H _ g

g_g}_g | 27
27| Output
C, 40 upy

Up: Ups .4&(

[]39k

N

S

50 100 :
5k 1K |50 1 soqj
E

xternal offset adjust

Bild 6.4 Innenschaltung des kommerziellen Operationsverstarker pA741

monolithisch integrierten Op-Amps. Bild 6.4 zeigt das Innenleben des kommerziellen Operati-
onsverstirkers (A741.

Bei Bauteilen fiir diskrete Schaltungen sind in einem einzigen Gehiuse oft ein, zwei oder
vier gleichartige Operationsverstarker integriert, man spricht dann entsprechend von Single- ,
Dual- und Quad-Op-Amps. In hochintegrierten VLSI-Bausteinen werden Op-Amps oft als Be-
standteile eines komplexen Systems eingesetzt. Dabei bedient man sich hédufig maBgeschnei-
derter Strukturen in CMOS-Technologie. Bild 6.5 zeigt die Prinzipschaltung eines typischen
CMOS-Op-Amps.
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: : O Up+

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |
—— : O Up-

Differenz- ! Verstirker- 1+ Arbeitspunkt- Ausgangs-

| |

stufe ' stufe i einstellung stufe

Bild 6.5 Eine Prinzipschaltung eines CMOS-Op-Amps

6.1 Der Operationsverstirker als Zweitor

Im folgenden soll der Op-Amp ohne Betrachtung seiner relativ komplizierten Innenstruktur
durch ein vereinfachtes elektrisches Verhalten beziiglich seiner Klemmen als Zweitor beschrie-
ben werden. Dazu wird ein abstraktes Symbol mit nur noch vier Anschliissen eingefiihrt: Der

O—-

07+j Bild 6.6 Das vierpolige Op-Amp-
Symbol

vierte Anschluss ist typischerweise fest mit dem Bezugspotential verbunden.

Man kann diese Darstellung auf die an der realen Schaltung orientierte vorherige
zuriickfiihren, indem man die ohnehin konstanten Versorgungsspannungen als Quellen mit in
das Elementeinnere ibernimmt, und lediglich zur Ableitung von Stromen eine Verbindung iiber
den Masseknoten herstellt, der auf Bezugspotential liegt und mit jeweils dem zweiten Pol der
Versorgungsspannungsquellen verbunden ist. Unter Verwendung dieser Symbolik muss man

~
Lo Up+
| ~
e
(. S
b -
Ud | >—0
O=—+ -
Uy— (S — -7
u : /\ - - us
o N , . .
| 7 Bild 6.7 Der Ubergang vom finf-
Q T Up— JL Q poligen zum vierpoligen Op-Amp-

Symbol

sich bei Op-Amp-Anwendungen nicht mehr um die Arbeitspunkteinstellung kiimmern: Diese
Probleme wurden bereits beim Entwurf des Op-Amps und durch seine Beschaltung mit den



104 6. Operationsverstirker

Versorgungsspannungen Up gelost. Alle BetriebsgroBen (Spannungen und Strome) sind des-
halb als Klein- oder auch Grof3signalaussteuerung um einen im Ursprung des Betriebsraumes
liegenden Arbeitspunkt zu verstehen. Meist sind die Versorgungsspannungen symmetrisch, also
UB+ = UB und UB_ = —UB.

Nur durch Imperfektionen (Unsymmetrien im Op-Amp-Inneren) kann der Arbeitspunkt et-
was auflerhalb des Ursprungs zu liegen kommen. Diese unerwiinschte Erscheinung bezeichnet
man als Offset.

Fiir eine Behandlung des Op-Amps als Zweitor muss aulerdem die Einhaltung der Torbe-
dingungen gewdhrleistet sein. Beim Eingangstor ist dies wegen der bei realen Op-Amps immer
vorhandenen Eingangsruhestrome i, und i_ zunidchst nicht der Fall. Meist sind aber in guter
Néherung 7, ~ O und 7:_ ~ 0, was dann auch eine ndherungsweise Erfiillung der Torbedin-
gung 74 ~ i_ des Eingangs bedeutet. Die am Eingangstor anliegende Spannung ist dabei die
sogenannte Differenzspannung ug :

Ug = Uy — Up_.

Die feste Verbindung des Elements mit dem Masseknoten gewihrleistet schlielich auch noch
die Einhaltung der Torbedingung am Ausgang, da dann jeder dem Ausgangsknoten des Opera-
tionsverstdrkers entnommene Strom iiber die Verbindung zur Masse ausgeglichen wird.

AbschlieBend sei noch bemerkt, dass in der Literatur vielfach auch ein dreipoliges Op-Amp-
Symbol verwendet wird, bei dem einfach auch dieser Masseanschluss noch weggelassen wurde.
Da dies aber zu einer scheinbaren Verletzung des Kirchhoffschen Stromgesetzes fiihrt (wegen
des dann im Schaltbild nicht mehr auftretenden Ausgleichsstromes iiber die Spannungsversor-
gung), sollte diese Darstellungsweise vermieden werden.

6.2 Modellierung

Reale Operationsverstérker sind genau genommen dynamische Elemente. Bei hinreichend lang-
samen zeitlichen Verdnderungen der anliegenden Signale kann man sie jedoch als resistiv be-
trachten, so dass die Entwicklung des im folgenden diskutierten idealisierten und rein resistiven
Modells zuldssig und sinnvoll ist.

Der Op-Amp soll zunichst durch seine Spannungsiibertragungskennlinie im Differenzbe-
triecb modelliert werden. Aus dieser Darstellung lassen sich dann einfache Ersatzschaltungen
fiir den linearen und nichtlinearen Betrieb ableiten.

Abweichungen vom idealen Differenzverstirkerverhalten — die sogenannte Gleichtakt-
verstiarkung — sollen hier vernachlédssigt werden. Ebenso nicht beriicksichtigt werden Storungen
wie eine Storspannungseinkopplung iiber die Spannungsversorgung.

6.2.1 Reale Ubertragungskennlinie und Imperfektionen

Die Ubertragungskennlinie des Op-Amp stellt den Zusammenhang zwischen der Ausgangs-
spannung und der Differenzeingangsspannung dar.
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A (%)
Up =+15V 1 ‘
+Usat_7 - #rf—_
—» |l
5V } linearer Bereich
| 0,1 | ug/mV
\ v\
| ‘ , , , .
—Usat - Bild 6.8 Eine typische Ubertra-
< > Ap ~ 200000 gungskennlinie eines realen Op-
Up =—15 VA1 Usgset Amps

Diese Kennlinie hat meist eine in beliebiger Richtung aus dem Ursprung heraus verscho-
bene und sehr steile sigmoide Gestalt: Die von Unsymmetrien im Inneren des realen Operati-
onsverstirkers herrithrende sogenannte Offsetspannung U, 1im Arbeitspunkt kann durch eine
extern am idealen Op-Amp angebrachte Spannungsquelle modelliert werden. Ebenso modelliert
man die Eingangsruhestrome I, und [;_ und erhélt damit die in Bild 6.9 gezeigte Ersatzschal-
tung.

Uoffset
Ai
Uqg ‘ o Audv o

?Ai i
Uz
Bild 6.9 Die Berlicksichtigung von
! I -
Ny ! —_ d Imperfektionen

Dadurch ist gewdhrleistet, dass der Eingangsarbeitspunkt des idealisierten Op-Amp-
Modells, das im folgenden entworfen wird, im Ursprung des Betriebsraumes liegt.

Die Differenz I, der Eingangsruhestrome heilit Offsetstrom:
Lottset = Il+ —1I_.

Typische GroBenordnungen dieser OffsetgroBen sind beispielsweise beim weit verbreiteten
1A T41:

Iy =~ 8nA  |Ioget| = 20nA

I- =~ 8mA  |Usfset| = 1mV

Diese Werte sind so klein, dass die Offsetgrolen in vielen praktisch wichtigen Op-Amp-
Anwendungen vernachléssigt werden konnen.

Ebenso soll der sehr kleine Eingangsleitwert vernachléssigt werden, so dass gilt:

Eine weitere Vernachldssigung des sehr kleinen Ausgangswiderstandes bedeutet schlieBlich,
dass die Spannungsiibertragungskennlinie als unabhidngig vom Ausgangsstrom i, betrachtet
wird.
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6.2.2 Idealisiertes nichtlineares Modell

Durch eine weitere Vereinfachung gelangt man schlieBlich zum idealen Operationsverstérker,
dessen Elementsymbol mit einem oo gekennzeichnet wird: Wie in Bild 6.11 gezeigt, approxi-

(%) ‘
+Usat

I1I
IT

- Usat

Bild 6.10 Das Symbol des idealen Op-  Bild 6.11 Die Ubertragungskennlinie des
Amp idealen Op-Amp

miert man dazu die durch Elimination der OffsetgroBen auf den Ursprung verschobene Ubert-
ragungskennlinie des realen Op-Amps im linearen Bereich durch eine senkrechte Gerade, was
der Durchfiihrung des Grenziibergangs Ay — oo entspricht. Die Ausgangsspannung gentiigt auf
den drei Asten dieser stiickweise linearen idealisierten Kennlinie den Bedingungen:

I) ug=—Ugy fir ug <0< upy <up_

IT) |ug| S Ugy fir ug=0 < upy =ug_ 6.1)

IIT) ug = Ugy fir wug >0 upy > up_
Damit kann man fiir den Op-Amp in Sdtrtigung, also bei Betrieb in den durch u; < O und ug > 0

charakterisierten Bereichen I und III der Kennlinie, jeweils eine sehr einfache Ersatzschaltung
angeben:

iv=0__ 0
~ \\\U\s\at 7_/2 _ \\\(vj\vs\at iz _

ua <0 = . beliebig  wug>0! ="~ beliehig
O—»i— i U2 O—m | - iu2

i =0"" i_=0.-

I )

Bild 6.12  Ersatzschaltbilder fir den idealen Op-Amp im Sattigungsbereich

Fiir die Modellierung im sogenannten (streng) linearen Bereich 11 muss das Verhalten bei
uq genauer untersucht werden, die Ubertragungskennlinie alleine gibt dariiber keine eindeutige
Auskunft.
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6.2.3 Nullormodell

Der lineare Bereich ist charakterisiert durch:
Ug = 0.
Da ein verschwindend kleiner Eingangsleitwert vorausgesetzt wurde, gilt auch:
7/-+ == 'l.f — O
Das Eingangstor des idealisierten Operationsverstirkers kann damit im linearen Bereich durch
einen Nullator addquat beschrieben werden.

Der Verlauf der Spannungsiibertragungskennlinie im linearen Bereich ldsst hingegen (aufler
der wenig informativen Bedingung |us| < Usy) keine Aussage iiber die Ausgangsspannung
zu. Da wegen des als vernachlédssigbar klein vorausgesetzten Ausgangswiderstands auch keine
Aussage liber den Ausgangsstrom getroffen werden kann, verhilt sich das Ausgangstor wie ein
Norator.

Der Operationsverstirker kann damit im linearen Bereich der Kennlinie durch einen Nullor

beschrieben werden: ein Zweitor, in dessen Inneren der Eingang mit einem Nullator und der
Ausgang mit einem Norator beschaltet ist. Dieses Nullormodell ist nicht anwendbar, wenn die

i+:0 :\\\\\
} \\\\\ 19 = beliebig
Ud:() : /,\/
i =0 us = beliebig

Bild 6.13 Das Nullormodell des
idealen Op-Amp

1)

duBere Beschaltung keine Riickwirkung vom Ausgangsgroflenpaar (usq, i) auf das Eingangs-
groenpaar (ug, 1, = —i_) zuldsst.

Praktisch bedeutet das natiirlich, dass im Rahmen dieser Beschaltung der Operations-
verstiarker dann gar nicht mehr im linearen Bereich sondern in Séttigung betrieben wird, was
ein Verlassen des Giiltigkeitsbereichs des Nullormodells bedeutet.

Bei der praktischen Analyse nichtlinearer Operationsverstidrkerschaltungen bestimmt man
fiir jeden der drei Betriebsbereiche unter Verwendung der jeweils passenden Ersatzschaltung
alle Losungen. Anhand der die Kennlinieniste charakterisierenden Ungleichungen tiberpriift
man dann, ob diese auch tatsdchlich innerhalb des vorausgesetzten Betriebsbereiches liegen
und damit auch einer Losung der realen Schaltung entsprechen.

6.3 Operationsverstiarkerschaltungen

Alle Op-Amp-Schaltungen sind prinzipiell nichtlinear (meist stiickweise linear), sofern man
nicht besonders dafiir sorgt, dass sie nur in einem um den AP linearen Bereich betrieben werden.
In vielen praktischen Anwendungen wird von den nichtlinearen Eigenschaften des Op-Amp
vorteilhaft Gebrauch gemacht.
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6.3.1 Komparator

Der idealisierte Op-Amp stellt mit seiner Ubertragungskennlinie einen Komparator (Verglei-
cher) dar: Die Ausgangsspannung ist gleich +U,g; fiir uyy > wy_, und —Ugy, fiir u < uq_.
Er vergleicht also die beiden Eingangsspannungen miteinander.

6.3.2 Invertierender Verstiarker

Gegeben sei die folgende Schaltung, ein sogenannter invertierender Verstdrker:

U

Bild 6.14 Ein invertierender
—t— Verstarker

Lineare Analyse:

Durch Augenschein lassen sich fiir diese Anordnung folgende Gleichungen anschreiben, die
fiir Betrieb des Op-Amp im streng linearen Bereich (Kennlinienast II) giiltig sind:

Uy — ilRl =0
Uy + ioRo =0
i1 = .

Nach Elimination der Strome erhilt man:

u = ——R
1 RO 1
Die Spannungsverstdrkung v,, der Schaltung ergibt sich damit zu:
U Ry
= — = ——. 6.2
e = R (6.2)
Fiigt man (wie im Bild gestrichelt angedeutet) weitere Einkoppelwiderstinde Ry, Rj3 ... hinzu,
iiber die dann jeweils ein zusétzlicher Strom 5, i3 ..., in den virtuellen Massepunkt einge-

speist wird, so tritt im Riickkopplungswiderstand 7y die Summe dieser Strome auf und fiir die
Ausgangsspannung ergibt sich:

UOZ—(21+22+23+)R0

Oder, ausgedriickt durch die Eingangsspannungen u;, us, us ... vom jeweiligen Eingang zur
Masse:

uO:—<ﬂ+ﬂ+%+...)Ro. (6.3)
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Die Ausgangsspannung des invertierenden Verstérkers ist also das negative einer Linearkom-
bination der Eingangsstrome oder -spannungen mit positiven Koeffizienten (alle Widerstidnde
sind ohmsch!).

Nichtlineare Analyse:

Bei der linearen Analyse schien die Polung des Eingangstores des Operationsverstirkers
zunéchst belanglos zu sein, da der zur Modellierung des Eingangs verwendete Nullator ungepolt
ist. Der Op-Amp ist aber insgesamt ein nichtlineares Element, so dass man auch die Existenz
von Betriebspunkten in den Séttigungsbereichen liberpriifen muss.

Eine Beriicksichtigung der Begrenzungseigenschaften des Op-Amp fiihrt tatsdchlich auf
zwei unterschiedliche Ubertragungskennlinien des invertierenden Verstirkers. Die in Bild 6.15
links abgebildete Kennlinie entspricht dabei der in Bild 6.14 gezeigten ,richtigen” Polung des
Op-Amp-Eingangstores, die rechte erhilt man bei “verkehrter Polung des Eingangs. Obwohl

Auo A wo
+Usat
Ry
Ry
=
Uy (51
- Us‘(L f
- Us‘at -

Bild 6.15 Die Kennlinie eines invertierenden Verstarkers bei richtiger und falscher Polung

die Kennlinien im linearen Bereich identisch sind, fiihrt die unterschiedliche Lage der zu den
Begrenzungsbereichen gehorenden Aste dazu, dass die Ausgangsspannung nur in der linken
Kennlinie eine Funktion der Eingangsspannung darstellt, wihrend die Zuordnung durch die
rechte Kennlinie mehrdeutig ist: Beispielsweise ergeben sich fiir u; = 0 insgesamt drei mogli-
che Ausgangsspannungen, ndmlich vy = +Ugy, ug = 0 oder vy = —U,y. Es gibt keine
Moglichkeit, sicher vorherzusagen, welcher dieser drei Werte tatsdchlich auftreten wird.

Baut man die verkehrt gepolte Schaltung versuchsweise auf, so ergeben Messungen der Aus-
gangsspannungen immer eine der Spannungen +U,,; oder —U,,;, die entsprechenden Losungen
sind stabil. Die Ausgangsspannung 0 wird hingegen nie gemessen, der zugehorige Arbeitspunkt
ist instabil. Der verkehrt gepolte invertierende Verstidrker kann also gar nicht im linearen Be-
reich betrieben werden!

Analyse bei endlicher Verstarkung:

In der obigen Analyse wurde der Einfluss der tatsidchlich nicht unendlich gro3en Differenz-
verstiarkung des im streng linearen Bereich betriebenen Op-Amp vernachlissigt. Die Berechti-
gung dazu soll an dieser Stelle nachgeliefert werden: Aus den drei Maschengleichungen der im
Bild rechts dargestellten Ersatzschaltung:

U1+Ud—’i1R1 =0
Aoud + uqg +i1R2 =0

uy = Aoug
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Rg RQ 1 1

R o R

u(iA pu— O
= Agug = u
w ‘Uo Uy Uqg ‘ 0Ud 0
O . I O O O

Bild 6.16  Ein invertierender Verstarker mit Op-Amp mit endlicher Verstarkung

erhdlt man:
i1 = Ui+ Ud Ug = Yo sowie i1 = —7%(1 + Ao)
TR, d= A4 1= 7 .
Elimination von ¢; und u,4 fiihrt dann zunéchst auf:
u 1 1+ A
ul _|,_ _0 - — _@ . M)
Ag) Ry Ag Ry
woraus man schlieBlich die Spannungsverstiarkung erhilt:
R 1
o _ 2. . (6.4)
U1 I’y 1+ i 1+ &
Ao Ry
Fiir R, = 100R; und Ay = 10° ergibt sich dann beispielsweise der Wert
1 100
20— _100- ~ ~ —100(1 — 107%)
Uy 1+ 1075 (1 + 100) 1+10-3

der von dem der Schaltung mit idealisiertem Op-Amp (also Ay — oo) nur um ca. 0.1% ab-
weicht!

Auch bei allen im folgenden vorgestellten Schaltungen lésst sich zeigen, dass der Einfluss
der endlichen Spannungsverstirkung im linearen Bereich meist vernachlissigbar ist.

6.3.3 Nichtinvertierender Verstiarker

Die folgende Schaltung (Bild 6.17) ist ein nichtinvertierender Verstdirker:

11=20
O————
Uq = Ov
uy
Ry
1R1 i . ) ) .
O * O Bild 6.17 Ein nicht invertierender
—_ Verstarker
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Im streng linearen Betrieb erhélt man durch Augenschein die Gleichungen:
ug — iroRo —ig1 By =0
uUrp — ) R1R1 =0
tRo = IR1-

Ausgangsspannung und Spannungsverstirkung ergeben sich damit zu:

. u
up =ir1(Ro+ R1) = —I(Ro + Ry)
(6.5)

Die Ausgangsspannung besitzt also dasselbe Vorzeichen wie die Eingangsspannung.

Beziiglich des Einflusses endlicher Verstiarkung und der Polung des Op-Amp-Eingangstores
gilt dhnliches wie beim invertierenden Verstérker.

Bei nichtlinearer Analyse erhélt man als Kennlinien fiir den richtig (wie in Bild 6.18 gezeigt)
und verkehrt gepolten Fall.

Uout A +Usat

- Us at

Bild 6.18 Kennlinie des nichtinvertierenden Verstarkers bei richtiger und falscher Polung

6.3.3.1 Der Spannungsfolger

Ein nicht invertierender Verstirker mit der Verstarkung v, = 1 heilit Spannungsfolger, da der
Ausgang dann immer den gleichen Spannungswert wie der Eingang hat. Der Spannungsfolger
belastet die mit seinem Eingang verbundene Quelle nicht (¢, = 0), und kann an eine an seinem
Ausgang anliegende Last beliebige Strome liefern.

Aus Gleichung (6.5) kann man diese gewiinschte Spannungsverstiarkung v, = 1 durch den
Grenziibergang Ry = 0 und R; — oo erhalten, was dem Ersetzen von R, durch einen Kurz-
schluss und R; durch einen Leerlauf entspricht. Auf diese Weise erhilt man aus dem in Bild
6.17 gezeigten nicht invertierenden Verstarker die sehr einfache Schaltung des Spannungsfol-
gers:

Uo

S
S —
1
-

O
—_ Bild 6.19 Der Spannungsfolger
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6.3.4 Negativimmittanzkonverter (NIK)

Eine wichtige Anwendung von Operationsverstirkern ist die Realisierung negativer Wi-
derstinde mit Hilfe eines Negativimmittanzkonverters. Bei Betrieb des Op-Amps im linearen
Bereich ist die Kennlinie der in Bild 6.20 abgebildeten Schaltung eine Widerstandsgerade mit
dem negativen Widerstandswert — .

e

1 Bild 6.20 Realisierung eines ne-
1 gativen Widerstands mit Hilfe eines
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ! Op-Amp NIKs

Lineare Analyse:
Ersetzen des Op-Amps durch das Nullormodell ergibt die folgende Ersatzschaltung:

i R@R i

0 o

Bild 6.21  Ubergang zum Nullor-
modell

Interessant an dieser Ersatzschaltung ist vor allem die Symmetrie des den Op-Amp beinhal-
tenden mittleren Teils, auf die auch die Funktion der Schaltung zuriickgeht.

Der Nullator erzwingt Spannungsgleichheit der Knoten (D) und (3):
u=ur.
Aus Symmetriegriinden folgt daraus auch
URR = URL;

weshalb durch die beiden gleichen Widerstidnde R auch jeweils ein gleich groBer Strom flieBen
muss:

IRR = RL-

Da der Nullator keinen Strom aus (1) und (3) zieht, gilt auBerdem:
T =1RL
i, = —IiRR-

Damit erhilt man:

1= —1f
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Das ohmsche Gesetz fiir den Lastwiderstand R,
ur = Rpigp
kann nun auch durch die Eingangsgrofien v und ¢ der Schaltung ausgedriickt werden:
u=—Rz.

Da u und 7 beziiglich assoziierter Zahlpfeilrichtungen definiert sind, folgt, dass sich der Eingang
des mit einer ohmschen Last R, beschalteten Negativimmittanzkonverters tatsdchlich wie eine
Widerstandsgerade mit dem Wert — R, verhilt.

Nichtlineare Analyse:

Auch beim im Abschnitt 6.3.4 behandelten NIK stellen wir — abhéngig von der Polung des
Op-Amp-Eingangstores — wesentlich unterschiedliches Verhalten fest, und zwar die sogenannte
S- bzw. N-Kennlinie. Spiter werden wir damit die sogenannten kurzschlussinstabilen (leerlauf-
stabilen) bzw. leerlaufinstabilen (kurzschlussstabilen) negativen Widersténde identifizieren.

Die folgenden Zweipolkennlinien erhdlt man durch Analyse der in Bild 6.20 gezeigten
Schaltung fiir einen negativen Widerstand unter Verwendung des idealisierten stiickweise li-
nearen Modells und ausgangsseitiger Beschaltung mit einem ohmschen Leitwert GG. Die S-

Bild 6.22  Kennlinien der Op-Amp-Realisierung negativer Widerstdnde vom ,S*- bzw. ,N*-Typ

Kennlinie ergibt sich bei der oben abgebildeten, die N-Kennlinie bei der umgekehrten Polung.
Wieder ergeben sich fiir : = 0 (LL) bzw. fiir v = 0 (KS) jeweils 3 mogliche Arbeitspunkte, die
nicht alle stabil sind.

6.3.5 Stiickweise Lineare Widerstinde

Mit Hilfe von Operationsverstiarkern und Dioden lassen sich viele stiickweise lineare Wi-
derstinde synthetisieren. Beispiele dafiir sind bereits die oben diskutierten S- und N-Kennlinien
negativer Widerstdnde. Jedoch auch die bereits in Kapitel 3 diskutierten elementaren stiickwei-
se linearen resistiven Zweipole, die ideale Diode und konkave und konvexe Widerstinde, kann
man unter Zuhilfenahme von Dioden als Op-Amp-Schaltungen aufbauen.
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up

ip

V-

V=

O

| wk |

(3 LUQ I
O

Bild 6.23 Op-Amp-Realisierung und Kennlinie einer idealen Diode

6.3.5.1 Ideale Dioden

Die in Bild 6.23 abgebildete Schaltung hat beziiglich ihrer Eingangsklemmen ein Verhalten das
in sehr guter Nidherung dem einer idealen Diode entspricht: Unter Zuhilfenahme des stiickweise
linearen Op-Amp-Modells (mit beispielsweise Ug,; = 12,5 V) und der Elementgleichung

ip = I (exp (Z—D) — 1)
T

eines pn-Ubergangs (mit z.B. Ur = 25mV und I, = 1077A) kann diese Schaltung nun analy-
siert werden, wobei man zweckméiBigerweise eine Fallunterscheidung nach den drei Betriebs-
bereichen des Op-Amps durchfiihrt:

Bereich I: u < 0
Da hier ug = —u > 0 gilt, ist uy = U4, und fiir den Spannungsabfall an der Diode ergibt sich:

up = —ug — Ug < —Usqs

Einsetzen in die Elementgleichung der Diode ergibt:.

i—in =1 (e (=2 Loxp (1) 1
— D — 1g p UT p UT

= 10"A - (exp (—500) - exp <i> - 1) ~ 0.
Ur

Der Strom im Bereich I entspricht also dem vernachléssigbaren Sperrstrom der Diode.

Bereich lll: v > 0
Aus ug = —u < 0, folgt uy = —Usy, und damit:

Up = —Ugy — Ug > +Usus

Einsetzen in die Elementgleichung der Diode ergibt dann:

=i = | Usat e Bl
i=1ip=1Is(exp U, XP 0,

=10"YA - (exp (4+500) - exp (UiT) — 1) ~ 10%%A - exp (UiT) =: L paw €XP (UiT) 7

was sicherlich keine weiteren praktisch sinnvollen Betriebspunkte zur Kennlinie beitragt.

Bereich ll: u =0
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Das hier wegen u = uy = 0 anwendbare Nullormodell des Op-Amps macht iiber u, zundchst
keine Aussage. Dennoch sind nicht alle Strome i > I, aus dem Betriebsbereich des pn-Uber-
ganges zuldssig, sondern es existiert eine obere Schranke bei [,,,,, da dort die nichtlineare
Gesamtkennlinie stetig in den Bereich III iibergehen muss. Die damit noch zulédssigen Strome

Loz > 1> —1

entsprechen aber in guter Naherung der Bedingung ¢ > 0 bei der idealen Diode.

Um eine umgepolte ideale Diode zu realisieren geniigt es, in der Schaltung von Bild 6.23
die pn-Diode umzupolen.

6.3.5.2 Konkave Widerstande

Analog zur im dritten Kapitel besprochenen Realisierung eines konkaven Widerstandes als Se-
rienschaltung eines ohmschen Widerstandes, einer Spannungsquelle und einer idealen Diode,
ergibt sich als praktisch dquivalente Op-Amp-Schaltung die in Bild 6.24 gezeigte: Der Ein-

i R '
O—o" ] %
- R
10 .
© 1 U < Ut

Bild 6.24 Op-Amp-Realisierung und Kennlinie eines konkaven Widerstands

bau der Spannungsquelle an der gezeigten Stelle zwischen Masse und dem nicht invertierenden
Eingang des Op-Amps ist dabei vorteilhaft, da dann auch die Verwendung von Spannungsquel-
len erlaubt ist, von denen ein Anschluss bereits fest mit Masse verbunden ist (z.B. bei einem
Netzgerit) oder die nicht mit Stromen belastet werden sollen (z.B. der Ausgang eines Span-
nungsteilers).

6.3.5.3 Konvexe Widerstande

Sinngemdl ergibt sich sich auch eine Op-Amp-Realisierung eines konvexen Widerstandes.
Dabei wurde wie oben angedeutet die ideale Diode durch Umdrehen der pn-Diode umgepolt.

'
G

I OO 1T 1< GUsat

Bild 6.25 Op-Amp-Realisierung und Kennlinie eines konvexen Widerstands
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6.4 Lineare Operationsverstirkerschaltungen

Ist durch die duere Beschaltung eines Operationsverstirkers gewihrleistet, dass er ausschlie3-
lich im streng linearen Bereich betrieben wird, also alleine durch einen (streng linearen!) Nullor
modelliert werden kann, so spricht man von einer linearen Operationsverstirkerschaltung.

Aus der Fiille praktisch wichtiger Schaltungen sollen nur einige typische Vertreter vorge-
stellt werden. Anhand dieser Beispiele wird auch das durch Verwendung der Nulloreigenschaf-
ten ermoglichte einfache direkte Aufstellen der Analysegleichungen demonstriert.

6.4.1 Virtuelle Masse

In vielen Op-Amp-Schaltungen ist der nichtinvertierende Eingang mit dem Bezugspotential,
der Masse verbunden. Wegen der Nullatoreigenschaft des Eingangstores liegt damit auch der
invertierende Eingang auf dem Bezugspotential, ohne jedoch einen Strom zur Masse ableiten zu
konnen. Dieser Schaltungsknoten hei3t daher eine virtuelle Masse (virtual ground). Die gesamte

externe
Beschaltung

Bild6.26 Die virtuelle Masse beim
idealen Op-Amp

dufere Beschaltung des abgebildeten Op-Amps ist zu einem Dreipol zusammengefasst.

Knoten (0) ist der Masseknoten dieser Schaltung. (1) liegt auf dem selben Potential, und
lasst gleichzeitig keinen Stromfluss zu, da:

ule

11 = 0.

Knoten (D) ist daher ein virtueller Masseknoten.

6.4.2 Summierer
Durch Kombination von invertierendem und nicht invertierendem Verstirker gelangt man zu
einem Summierverstdrker oder Summierer. Unter Verwendung der Hilfsgro3en

Gn
oO—_ F—
Un : G()

A f
m ed Bild 6.27

Summierer

Der ideale Op-Amp als
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G = iGi G'= iG;
1=0 1=0

o o G (6.6)
K; = —* K/ =2t
Go Gy G
ergibt sich die Ausgangsspannung zu:
Ug = — Z Kzuz + Z K/ui' (67)
i=1 i=1

Ein Summierer kann also eine beliebige Linearkombination von Eingangsspannungen bilden.

6.4.3 Gesteuerte Quellen

Unter der Einschrinkung, dass jeweils ein Pol des Eingangs- und Ausgangstores fest mit Masse
verbunden sein miissen, gibt es Op-Amp-Realisierungen von allen vier Arten von gesteuerten
Quellen (USU, ISU, USI, ISI). Im allgemeinen werden dafiir jeweils zwei Op-Amps benotigt.

6.4.3.1 Spannungsgesteuerte Spannungsquelle (USU)

Die in Bild 6.28 rechts abgebildete Nullorschaltung verhilt sich wie eine spannungsgesteuer-
te Spannungsquelle (USU) mit positivem Steuerungsfaktor 1 = 1 + Ry/R; Der Massebezug

i1 =0 Ro
@ O
Ug = KU1
Uy Ul Rl (0
)
@ O @ . _T_ O

Bild 6.28 Eine Nullor-Realisierung einer USU mit Steuerungsfaktor > 1
des Norators erlaubt es dann, diese Nullorschaltung als im streng linearen Bereich betriebenen

nicht invertierenden Verstédrker aufzufassen, der sich damit als Ersatzschaltung fiir die gesteu-
erte Quelle ergibt. Soll eine USU mit negativem Steuerungsfaktor ;¢ < 0O realisiert werden,

i
“ 4 "

Vi
O . O Bild 6.29 Eine Op-Amp-Realisierung ei-
—_ ner USU mit po > 1

so schaltet man einen invertierenden Verstiarker in Kette mit einem nicht invertierenden oder
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einem Spannungsfolger. Der Steuerungsfaktor ergibt sich dann als Produkt der beiden Span-
nungsverstirkungen.

Bei der Schaltung in Bild 6.30 beispielsweise hat der Spannungsfolger am Eingang den
Steuerungsfaktor 1, und der folgende invertierende Verstédrker eine Spannungsverstirkung von
—R,

, die damit auch den Ubertragungsfaktor p = 92 ger Gesamtschaltung herstellt. Durch

Rl (A}
Ry
1
I
o—1% Ll
(0.9) —0—0—‘:'—«
= ——O
(15} ’7 ‘u' } ;
Us

O ‘ T O

Bild 6.30 Eine Op-Amp-Realisierung einer USU mit 1 < 0

Verkettung mit einem weiteren invertierenden Verstiarker konnte man schlieBlich die Reali-
sierung eines Steuerungsfaktors im Bereich 1 € (0,1) ermoglichen, die Zahl von dann drei
benotigten Op-Amps ist aber zu hoch, um die Schaltung noch praktisch attraktiv zu machen.
Stattdessen sollte man (als guter Entwickler) von vorneherein die umgebende Schaltung so ent-
werfen, dass eine der einfacheren Schaltungen ausreicht oder zumindest der Spannungsfolger
am Eingang unnétig wird.

6.4.3.2 Stromgesteuerte Spannungsquelle (ISU)

Eine ISU mit negativem Steuerungswiderstand  kann besonders einfach realisiert werden: Die

11 7‘/1 7-/1 = —T

—i1R =

U = ’I'il .
nr

O —= T

O O O . 1T

Bild 6.31 Eine Nullor-Realisierung einer ISU mit » < 0

entsprechende Op-Amp-Schaltung ist das Kernstiick eines invertierenden Verstéirkers: Um einen

R
1
iy
O— -
X\—qﬂ
+
l/LL2
O O Bild 6.32 Eine  Op-Amp-

—_ Realisierung einer ISU mit r < 0

Steuerungswiderstand r > 0 zu verwirklichen, schaltet man der ISU mit » < 0 einen zusitzli-
chen invertierenden Verstiarker mit v,, = —1 nach.
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6.4.3.3 Spannungsgesteuerte Stromquelle (USI)

Zur Realisierung einer idealen USI schaltet man deren Ausgang zunéchst einen positiven und
einen betragsgleichen negativen Leitwert hinzu, die zusammen einen Leerlauf darstellen und
das Verhalten der Gesamtschaltung damit nicht verdndern. Durch Quellenumwandlung kann
man dann die USI auf eine der oben bereits besprochenen gesteuerten Spannungsquellen (mit
einem zusétzlichen positiven Innenwiderstand R) zuriickfiihren.

12 = guq 7'/2 = guq 7./2 R ig = guq
Oi

-

Bild 6.33  Zur Realisierung einer USI durch aquivalente Transformation auf bekannte Schaltungen

Den negativen Widerstand — 2 kann man mit Hilfe eines NIK realisieren, so dass sich als
vollstindige Nullor-Realisierung der USI die folgende Schaltung (Bild 6.34) ergibt. Wihlt

O—;;O—

USU

o 3 12 = guq

O

Bild 6.35 Eine Op-Amp-Realisierung der USI

man R so, dass —g[R = 1 gilt, so kann die Schaltung weiter vereinfacht werden: der nicht
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invertierende Verstdarker wird durch einen Spannungsfolger (v, = 1, Ry = 0, Ry — 00)
ersetzt.

Fiir die Realisierung positiver Steuerleitwerte g > 0 kann z. B. wieder ein invertierender
Verstédrker unmittelbar nach dem Spannungsfolger eingesetzt werden.
6.4.3.4 Stromgesteuerte Stromquelle (ISI)

Fiir die Realisierung einer ISI wird einfach die USU, d.h. der nicht invertierende Verstéarker
bzw. Spannungsfolger von Bild 6.35 , durch eine ISU (von Bild 6.32) ersetzt.

Ry R 19

l ‘ r————— O

iy | v e ]
o ‘ | R R

l + l &

i u’ i R
O— - : » O

Isu - -

1 R
u = —ilRl,iQ = —U/E = 7:1?1 = 21/3,[3 >0

Bild 6.36  Eine Op-Amp-Realisierung der ISI mit 8 > 0

Fiir einen negativen Steuerungsfaktor 5 < 0 kann wiederum zusitzlich ein invertierender
Verstérker eingesetzt werden.

6.4.4 Gyrator

Einen Gyrator erhélt man durch Parallelschaltung zweier USI oder durch Reihenschaltung zwei-
er ISU. Eine dritte Realisierungsmoglichkeit beruht auf der folgenden Faktorisierung seiner
Kettenmatrix:

0 R 10 0 R
Agyr= |1 0l = {0 _J -1 0 = Anik - An1r-
R R

Dies entspricht der Kettenschaltung eines NIK mit £ = —1 mit einem Negativimmittanzinverter
(NII). Eine entsprechende Op-AmpSchaltung ist beispielsweise die in Bild 6.38 gezeigte.

Bild 6.37 Ein Gyrator bestehend aus einem NIK in Kette mit einem NIl
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o P %fi»(r
“AN A |

Bild 6.38 Eine mdgliche Op-Amp-Realisierung des Gyrators von Bild 6.37

Fiir die paarweise Zusammenfassung von Nullator und Norator zu einem Nullor gibt es zwei
Moglichkeiten und fiir die Polung jedes Op-Amp-Eingangstores jeweils zwei Moglichkeiten.
Aus den insgesamt acht — als streng lineare Nullorschaltung dquivalenten — Schaltungen ist hier
die bei realem Op-Amp fiir eine Gyratorrealisierung am besten geeignete dargestellt.



7. Resistive Mehrtore

Ein resistives Mehrtor (p-Tor) ist eine gedichtnislose ,,Black Box* die an 2p Klemmen von
auBen zuginglich ist. Die Zuordnung der Klemmen zu Toren (Klemmenpaaren, bei denen die
Strome entgegengesetzt gleich sind) kann durch den internen Aufbau bewirkt sein, muss aber
im allgemeinen wieder durch die duBere Beschaltung sichergestellt werden. Ein (p + 1)-Pol
kann auch stets als p-Tor aufgefasst werden (Bild 7.1). Ein p-Tor kann aber im allgemeinen
nicht als 2p-Pol (oder gar als (p + 1)-Pol) behandelt werden, da beim p-Tor keine Aussage iiber
Spannungen zwischen zu verschiedenen Toren gehorigen Klemmen gemacht wird.

11 11

Qo= & Wor 5
i © o— B
(@ o= @ o
@ o
in iy 3 p-Tor
(B o= (p+1)-Pol| = (p) o——ri
@ O—— P @ O——
Y g o

Bild 7.1  (p + 1)-Pol und zugehdoriges p-Tor

Der Betriebszustand eines resistiven Mehrtores ist durch einen Torstromvektor ¢(¢) und
einen Torspannungsvektor wu(¢) zum Zeitpunkt ¢ bestimmt. Die Menge aller moglichen Be-
triebszustéiinde ist der Betriebsraum F. Der Betriebsraum eines p-Tores hat die topologische
Dimension p.

7.1 Beschreibungsformen

Zur Beschreibung eines p-Tores fasst man die Torspannungen und Torstrome jeweils zu einem
p-dimensionalen Vektor

T
u = [ug Uy ... up
. .. . 1T
T = i1 la ... 0p)
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zusammen. Es gibt nun wieder drei mogliche algebraische Beschreibungen: Zum einen kann
der Betriebsraum F die Nullstellenmenge von p Funktionen f = [fy fo ... f,]" in je 2p
Variablen sein. Eine Alternative ist die Parametrisierung von F mit Hilfe von Funktionen
fo = lfur fuz --- fup]T und f, = [fa fi2 --- fip]T , die jeweils vom Parametervektor ¢ =
[c1 ¢a ...cy)" abhiingen. AuBerdem existieren im Prinzip

<2§) - gﬁ);

Moglichkeiten p Variablen in Abhéngigkeit der tibrigen p Variablen explizit auszudriicken. Von
praktischer Bedeutung sind neben einigen hybriden Beschreibungen die spannungsgesteuerte
9 =1[g192 --.95]" ), die stromgesteuerte (r = [r 75 ...7,]" ) und die Kettenbeschreibung

(a@=ayay ...ap)" ).

nichtlinear streng linear

. .. u | U F = Kern|M N|,
implizit:  F = { i f (z }) = O} Rang [M J[V] :p]

1 F =Bild u ,
paramet- -~ [u|lu] fu(c) cRP I
risiert: “\illi] file ] € U

- Rang 1| =P
spannungs- . .y
gesteuert: i=g(u) t=G-u
strom- . .
gesteuert: u=r(i) u=1FR-1
Kettepbe- 'l.,l,l —a ’UJQ. ’l:lll —A. ’UJQ.
schreibung: %, —19 21 —19

Tabelle 1: Algebraische Beschreibung resistiver Mehrtore.

Die Funktionen g, r und a bzw. die Matrizen G, R und A der expliziten Beschreibungen
sind — falls existent — eindeutig. Fiir die Existenz einer das Mehrtor vollstindig charakterisie-
renden Kettenbeschreibung ist eine Torzahlsymmetrie p = 2m erforderlich, wobei den Ein-
gangstoren 1 ...m der Index 1 und den Ausgangstoren m + 1. ..2m der Index 2 zugeordnet ist
(siehe Bild 7.2). Die Kettenbeschreibung ist giinstig fiir die Analyse von verketteten 2m-Toren.

/ / / /
Uy u, Uy ow Uy Uy
. = Qges ./ =ap | as ./ ) . = Ages . | = A1A2 ./

Man erkennt, dass die vektorielle Schreibweise fiir Zweitore sich unmittelbar auf Mehrtore
anwenden ldsst. Sdmtliche vektoriellen Definitionen und Matrixgleichungen aus Kapitel 4 sind
aufwirtskompatibel fiir Mehrtore formuliert. Bei Angaben iiber Dimension und Rang ist die “2
”” durch die Torzahl p zu ersetzen.
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7./m+ 1
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? m
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7. Resistive Mehrtore

-/
Zm—&-l

Bild 7.2  Kettenschaltung von 2m-Toren

7.2 Spezielle Mehrtore

Ap

Die folgenden idealisierten Mehrtore dienen entweder als Modell fiir real existierende Bauele-
mente oder realisieren elementare funktionale Zusammenhinge, die sich in das Mehrtorkonzept
der Netzwerktheorie einbetten lassen.

7.2.1 Mehrtor-Ubertrager

Der ideale Zweitoriibertrager liisst sich zum Mehrtor-Ubertrager verallgemeinern. Diese Ver-
allgemeinerung entspricht der idealisierten Modellierung eines realen Mehrwicklungsiibertra-

gers.

Uy — Ug -
Ul—’dg'
Ul—ﬁp
. 1
Zl+u2
H' =

(7.1)

Ein idealer p-Tor-Ubertrager kann stets mit Hilfe von (p — 1)-Zweitor-Ubertragern realisiert

werden.



7.2 Spezielle Mehrtore 125

1 {51 12 Ao i1l g
Y -
0 — 0
1/’&2 1 a3
Us i t2 i us
- O

Bild 7.3  Aquivalenz von p-Tor-Ubertragern

7.2.2 Zirkulator

Zirkulatoren sind sehr niitzliche Mehrtore, die insbesondere im Mikrowellenbereich hiufig ein-
gesetzt werden. Die konstituierenden Matrizen M und N des Dreitorzirkulators lauten:

0 —R +R
M=1, N=|+R 0 -R (7.2)
~R+R 0

Daraus ergibt sich fiir die Widerstandsmatrix unmittelbar

0 +R —R
R=-M'"N=-N=|-R 0 +R
+R-R 0

Bild 7.4 Drei-Tor-Zirkulator

Aus GI.(7.2) lasst sich auch herleiten, dass
iy
[Ul U9 Ug] . ig = O
i3
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gilt, d. h. der Zirkulator ist verlustlos.

Beschaltet man den Zirkulator am Tor 1 mit einer Spannungsquelle mit Innenwiderstand R
und an den Toren 2 und 3 mit R (siehe Bild 7.4), so gelten folgende Eigenschaften: An Tor 1
nimmt der Zirkulator die Leistung

. U02
=U -l = ——
P =7 R
auf. Am Tor 2 bzw. 3 gibt das verlustlose Mehrtor
—p2 = —uz-ip und —p3= —uz-is
an die Abschlusswiderstidnde ab.
Aus GL.(7.2) folgt
le - Z'27 Z.3 = 0, Uy = —Ug, Uz = 05
—p2 =1 und —p3 =10

d. h. die am Tor-1 aufgenommene Leistung wird am Tor-2 abgegeben. Fiir Tor-3 bleibt nichts
iibrig. Wird andererseits am Tor-2 eine Quelle angeschaltet und die Leistung aufgenommen, so
wird an Tor-3 abgegeben und nichts bleibt fiir Tor-1 tibrig usw. . Aus diesem Verhalten, das eine
Art Kreisverkehr der Signale darstellt, wird unmittelbar der Name Zirkulator klar.

Anwendungsbeispiel: Ein p-Tor-Zirkulator mit p > 3 kann stets durch Zusammenschaltung

Sender (Quelle)

Antenne

Bild 7.5 Trennen von Sende- und

Empfinger (Senke) Empfangsleistung

mehrerer Dreitorzirkulatoren realisiert werden.

Der Zirkulator ist offensichtlich nicht iibertragungssymmetrisch, d. h. nicht reziprok. Mit
Hilfe eines Gyrators kann ein 3- Tor- Zirkulator realisiert werden.

U3
O - O . .
. i3 “ V 7:3 . ur = (12 713)'R
11 192 .
O—m—o o U2 = (25 - Ll) R
t1—i3 Y R | t2—13 _
i , - T ug = —(u1 + uz)
1
D g
3! 12 Bild 7.6 Drei-Tor-Zirkulator-
O——=

—~—0 realisierung mit Gyrator
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7.2.3 Multiplizierer und Dividierer

Multiplizierer und Dividierer sind speziell entwickelte, nicht-lineare Dreitore, deren starre Aus-
gangsspannung am Tor 3 vom Produkt bzw. vom Quotienten der Torspannungen 1 und 2
abhingt. Sie dienen zum Beispiel als Analogrechner. Fiir beide Dreitore existiert je eine hy-

bride explizite Beschreibungsgleichung.

1
(5
us

(31
(5
Uus

Die GroBen uy; und up sind eine Multiplizierer- bzw. Dividiererkonstante. Bild 7.7 zeigt das
Elementesymbol des Multiplizierers (Realisierungsmoglichkeit sieche Ubung). Bild 7.8 gibt eine
Realisierung des Dividierers mit Hilfe eines Multipliziererbausteins im Riickkoppelzweig eines

=h

=h

Operationsverstérkers an.

2120
O——
U1 22—0

Bild 7.8 Dividierer mit up = —us

U4|

Y
O

0
0

U1U2

Upng

0
0

Uy
—_ UD
U2

i3
e
uy - U2
Uy = —

# UnN

Multiplizierer

Dividierer

Bild 7.7  Multiplizierer




8. Allgemeine Analyseverfahren

Allgemeine Analyseverfahren sind systematische Methoden, um symbolisch oder numerisch
die Strome und Spannungen an einem elektrischen Netzwerk in Abhédngigkeit der Verbindungs-
struktur und der Elementecharakteristik zu berechnen. Beim Entwurf solcher Methoden sind
verschiedene Gesichtspunkte zu beriicksichtigen:

e Fiir eine rechnergestiitzte Analyse ist eine formalisierte maschinenverstindliche Prozedur
erforderlich. Der zugrundeliegende Algorithmus muss au3erdem unempfindlich gegen Run-
dungsfehler sein.

e Fiir eine symbolische Analyse von Hand ist ein einfaches Aufstellen moglichst weniger
Analysegleichungen von Vorteil.

Um allgemeine Analyseverfahren entwickeln zu konnen, ist ein grundlegendes Verstindnis des
Zusammenwirkens der durch die Kirchhoffschen Gesetze beschriebenen Verbindungsstruktur
mit den Netzwerkelementen, den Subsystemen, erforderlich. Ein erster Schritt wurde bereits
im Kapitel 2 (Kirchhoff - Gesetze) durch Einfiihrung der Knoteninzidenzmatrix A gemacht.
Der folgende Abschnitt verallgemeinert die Analyse der Verbindungsstruktur und bettet sie ins
Mehrtorkonzept ein.

Bei elektrischen Netzwerken, die sich durch konzentrierte Elemente modellieren lassen, ist
die rdumliche Anordnung der Elemente irrelevant, es kommt nur auf die Verschaltung als solche
an. Deshalb kann man eine systematische Analyse solcher Kirchhoffnetze in 2 Schritte zerlegen:

e Beschreibung der Verbindungsstruktur
e Charakterisierung der Netzwerkelemente

Die Modellierung eines elektrischen Netzwerks mit Hilfe eines gerichteten Graphen beschreibt
ausschlieBlich die Verbindungsstruktur. Die Bilder 8.2 und 8.1 veranschaulichen, wie sich die
Verbindungsstruktur auch als Verbindungsmehrtor interpretieren lésst.

Bild 8.1  Schaltbild (Logarithmierer mit Phasenkompensation) und Netzwerkgraph
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L6 5 14 i3y 19 11
O —-—— O -—— O -—— O -=— O O - O -——
Ue Us Uy us U2 U
(@] (@]

Bild 8.2 Verbindungsmehrtor und Subsysteme

8.1 Verbindungsmehrtor

Das Verbindungsmehrtor hat folgende Eigenschaften:

Anzahl der Tore p = Anzahl der Kanten b.
Zeitinvarianz.
Strenge Linearitit, da es durch die linearen Kirchhoffschen Gleichungen beschrieben wird
und keine Quellen im Inneren besitzt.

e Verlustlosigkeit, da im ideal leitenden Draht keine Energie gespeichert werden kann und
keine Energie in Warme umgesetzt wird (Beweis folgt).

e Reziprozitit (Beweis folgt).

8.1.1 Beschreibungsgleichungen des Verbindungsmehrtors

Bild 8.3 Beliebige Schleifen und (Super-) Knoten

Eine implizite algebraische Beschreibung des Verbindungsmehrtors erhélt man direkt aus
den Kirchhoffschen Gleichungen. Man benétigt dazu ausreichend viele Knoten-, Superknoten-,
Maschen- oder Schleifengleichungen.

Beispiel (Bild 8.3):
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1 23456123 456

ul_
_ S Y2
a 1 .10 0 0 0 us
b 00 -1100 uy
c 010 -110 us
d 0000 -11 us | _ g
e 10 -10 0 1 i
f 1-100 11 i
o 001 111 is
h 00 -1 -1 -1-1 iy
i I
i6 |
/
— {1(3) 2,} 'ﬂ:o (8.1)

Anmerkung: Die aufgestellten Gleichungen sind nicht unabhéngig voneinander, die Matrizen

A’ und B’ sind deshalb mit einem Strich gekennzeichnet. Sie beschreiben die Verbindungs-
struktur aber vollstindig.

Die wesentlichen Eigenschaften dieser algebraischen Beschreibung des Verbindungsmehr-
tors sind:

e Die Abbildung [M N]|- ;L] = 0 zerfillt in zwei entkoppelte homogene Gleichungssysteme

B 'u=0und A’ i =0.
e B’ und A’ sind Inzidenzmatrizen, sie enthalten nur die Elemente des endlichen Zah-
lenkorpers {—1;0; 1}.
/

e Der Rang der Matrix [B 0

0 A’} ist b. Die Matrix beschreibt also das lineare b-Tor

vollstdndig.
e Jede Knotenpunktsgleichung steht auf jeder Schleifengleichung senkrecht.

Die letzte Aussage ist eine geometrische Interpretation dafiir, dass das Skalarprodukt zweier
beliebiger Zeilenvektoren von B’ und A’ verschwindet. Mit

blT alT
B =:|: und A’ =:

b, a,,’
gilt ndmlich

b a;=0 fir 1<i<n, 1<j<m

oder

B'A" =0, AB" =0 (8.2)
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Begriindung:

Fall 1: Falls die Knotengleichung j und die Schleifengleichung i keine gemeinsamen Kanten be-
sitzen, so verschwinden simtliche Summanden von b;” - a;.

oder

, N
[ A / )/\/
\ / ! !
-_ - \ /
w I

Bild 8.4 Knoten und Schleifen ohne gemeinsame Kante

Bild 8.5 Knoten und Schleife mit zwei gemeinsa-
men Kanten

Fall 2: Falls der Knotengleichung j und der Schleifengleichung 7 die beiden Kanten %k und [ ge-
meinsam sind, so haben die Summanden b;, - a;j; und b; - a;; unterschiedliches Vorzeichen
und heben sich auf.

Fall 3: Besonders ,.exotische Superknoten kdnnen auch mehr als zwei Kanten mit einer Schleife
gemeinsam haben. In jedem Fall jedoch durchdringt eine geschlossene Schleife in Richtung
ihres Umlaufsinns die Knotenhiille genauso oft von aulen nach innen wie von innen nach
auflen. Dadurch heben sich die Summanden von biTa,j immer paarweise auf.

Wegen der Orthogonalitit der beiden Beschreibungsgleichungssysteme B'u = 0 und
A't = 0 ldsst sich sofort eine Parameterdarstellung des Betriebsraums eines Verbindungsmehr-
tors angeben:

u AT o c.| e, e AT o

1 } - [ 0 B/T] c; :| ) ci} eR ) Rang 0 B/T =b (83)

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieser Formel erfolgt durch Einsetzen in die Kirchhoffschen
Gleichungen:

Bo]lfu] [Bo]lA" 0 |ec] |BA" 0 |ec]
0 A||i] |0A 0 B"| c| 0 AB"| |

00| c,|
ool a)-o
Der parametrisierte Betriebsraum in Gleichung (8.3) enthélt somit am Verbindungsmehrtor
zuldssige Spannungs- und Stromvektoren. Der Rang der speziellen Betriebsmatrix in Gleichung

8.3 ist nach Voraussetzung gleich b, deshalb beschreibt ihr Bildraum den vollstindigen Betriebs-
raum.
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8.1.2 Tellegenscher Satz

Das Verbindungsmehrtor ist sowohl reziprok als auch verlustlos. Zum Beweis geht man von der
Parameterdarstellung des Losungsraums aus:

u] AT 0| e] [U ]
i | 0 B/T Ci__. I ¢
mit
U:[A’T 0], =1lo B’T}, c= C“]
L C;
Es folgt:
vy _(rnT _ | A o _[oAa'B"] [oo
U'I = (I"U) _[OMO B ]_{0 Z =100

Diese Beziehung am Verbindungsmehrtor ist auch als Tellegenscher Satz bekannt:

U'r=o Tellegenscher Satz (8.4)

Somit gilt insbesondere:
U'I-TI"U =0  (Reziprozitit)
und
U'T+1"U =0 (Verlustlosigkeit)
Die Gleichungen (8.3) und (8.4) las§en sich auch geometrisch interpretieren und fiir einfache
Netzwerke veranschaulichen (siehe Ubung):

e Der b-dimensionale Losungsraum, projiziert in den R®, zerfillt wegen der entkoppelten
Gleichungen fiir v und ¢ in zwei unabhéngige Teilrdume

weBild(A")=F, und ieBid(B")=F
e Die beiden Teilrdume F, und F; stehen senkrecht aufeinander.
e F, vereinigt mit F; bildet gerade den R® , da Rang (A’) + Rang (B’) = b.
Die Orthogonalitit von F, und F; besagt, dass jeder Torspannungsvektor u(!) eines Verbin-

dungsmehrtors auf jedem Torstromvektor i? senkrecht steht:
uMT . ;@ — ¢

Diese Eigenschaft ist eine Besonderheit eines reziproken und verlustlosen Mehrtors. Sie hat
tiberhaupt nichts mit seiner Beschaltung (den Subsystemen ) zu tun. Die Beziehung gilt ins-
besondere auch fiir verschiedene Netzwerke (1) und (2) gleicher Topologie. Der Kantenspan-
nungsvektor des Netzwerks (1) steht also senkrecht auf dem Kantenstromvektor des Netzwerks
(2). Verschiedene Netzwerke gleicher Topologie sind ndmlich nichts anderes als verschiedene
Beschaltungen desselben Verbindungsmehrtors.

Die Aussage des Tellegenschen Satzes in Verbindung mit einer vollstindigen Beschreibung
des Teillosungsraumes F,, der zuldssigen Spannungsvektoren legt gleichzeitig den Teillosungs-
raum F; der zulissigen Stromvektoren als orthogonales Komplement im R fest (F; = Fj).
Von den drei Gesetzen zur Charakterisierung von Verbindungsnetzwerken
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e Kirchhoffsches Spannungsgesetz
e Kirchhoffsches Stromgesetz
e Tellegenscher Satz

geniigen also bereits zwei. Das dritte Gesetz ldsst sich aus den beiden anderen jeweils ableiten.

8.2 Systematisches Aufstellen der Kirchhoffschen Gleichungen

Zur systematischen Analyse des Verbindungsnetzwerks ist es notig, am Netzwerkgraphen fol-
gende Gleichungen abzulesen:

e Fine maximale Anzahl linear unabhingiger Schleifengleichungen.

e Eine maximale Anzahl linear unabhingiger Knotengleichungen.

Dieses Problem ist dquivalent zur Suche einer Basis fiir jeden der beiden orthogonalen
Teilrdume F,* und F;*.

8.2.1 Baumkonzept

Linear unabhingige Gleichungen entstehen sicher dann, wenn jede Gleichung eine Kante
beriicksichtigt, die in keiner anderen Gleichung auftritt. Teilt man die Kanten des Netzwerkgra-
phen in zwei Klassen ein, so lédsst sich diese Bedingung relativ leicht einhalten. Diese Klassen
sind:
1. Baumkanten
2. Verbindungskanten

Ein Baum T eines zusammenhidngenden Graphen G ist ein Teilgraph von G, der die folgen-
den Eigenschaften erfiillt:

a) 7T ist ein zusammenhingender Graph
b) 7 enthilt alle Knoten von G
¢) 7 hat keine Schleifen

Beispiel: siehe Bild 8.6

Bild 8.6  Netzwerkgraph und mégliche Badume

Anmerkung: Es gibt det (AAT) verschiedene Baume im Graphen G, wobei A die zugehori-
ge Knoteninzidenzmatrix ist. Die Baumzweige sind diejenigen (n — 1) Kanten, die in 7 liegen,
die Verbindungskanten sind die iibrigen b — (n — 1) Kanten.
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8.2.2 Kirchhoffsche Gleichungen zu einem Baum

Durch die Wahl eines Baumes im Netzwerkgraphen lisst sich eine (bis auf die Kantennumme-
rierung) eindeutige Vorschrift zum Aufstellen von Schleifen angeben:

e Man nummeriert zunédchst die Baumzweige und anschlieBend die Verbindungskanten fort-
laufend

e Esgibtnun b — (n — 1) = s linear unabhingige Schleifengleichungen, die genau eine Ver-
bindungskante und sonst nur Baumzweige enthalten. Die Orientierung der Schleifen wird
durch die jeweilige Verbindungskante vorgegeben.

Beispiel: (Bilder 8.7 und 8.8)

Bild 8.7 Graph mit einem Baum (fett) Bild 8.8  (Super-)Knoten, von den Kanten
einer Schnittmenge durchstoBen

KVL zu Bild 8.7:
Uy

1 23 456 7 U

us

Uy
Us
Ug
Uy |
Die Kanten 1-3 sind Baumzweige, die Kanten 4-7 Verbindungskanten. Obige Konstruktions-
vorschrift der Schleifenmatrix B stellt sicher, dass im Verbindungskanten-Teil von B immer
eine s x s-Einheitsmatrix entsteht. Eine solche Schleifenmatrix hat also immer den vollen Rang
s. Partitioniert man den Kantenspannungsvektor in die Baumzweig-Spannungen w; und die
Verbindungskanten-Spannungen w, so haben die Schleifengleichungen zu einem gewihlten
Baum immer die Form:

B-u=[B, 1 Wl —o| Rang[B, 1,=0—(n—1)=s (8.5)

v

Der Tellegensche Satz ermoglicht es, direkt aus der impliziten Beschreibung von F,, eine Be-
schreibung des Teillssungsraumes F; = F, - anzugeben. Dazu betrachte man die Matrix

[171—1 _BbT]



8.2 Systematisches Aufstellen der Kirchhoffschen Gleichungen 135

Der Zeilenraum dieser Matrix bildet das orthogonale Komplement zum Zeilenraum der Schlei-
fenmatrix

B =[B, 14

Beweis:

B, 1J[1,, —B ] =B,—B,=0
Eine mogliche, vollstindige Beschreibung des Verbindungsmehrtors lautet somit:

Uy
B,1, 0 0 ]uv 0}

0 01, ,-B,)” (8.6)

Die Matrix [1n,1 — BbT}, die zunéchst rein algebraisch konstruiert wurde, ldsst sich auch am
Graphen interpretieren. Die Gleichungen
1., -B""|=0
Ty
sind n — 1 linear unabhingige Superknoten- oder Schnittmengengleichungen, die jeweils genau
einen Baumzweig und sonst nur Verbindungskanten betreffen. Eine Schnittmenge ist dabei eine
Menge von Kanten eines zusammenhéngenden Graphen, die den Graphen in zwei Hilften teilt,

wenn diese Kanten entfernt werden. Die Orientierung der Superknotengleichungen wird durch
den jeweiligen Baumzweig festgelegt (Bild 8.8).

Wenn man zunéchst Schnittmengengleichungen aufstellt und daraus algebraisch Schleifen-
gleichungen konstruiert, so nennt man die Matrix —B,;,” meist Q, oder A.,.

Zwischen Biumen in einem Graphen und Eigenschaften des zugehorigen Netzwerks (Ver-
bindungsmehrtors) gibt es eine Reihe von Querbeziehungen:

e Der Raum F; besitzt die Dimension b— (n—1), d. h. im Netzwerk lassen sich s = b—(n—1)
linear unabhiéngige Strome einpridgen, und zwar durch Strome in den Verbindungskanten
bzw. an den entsprechenden Toren des Verbindungs-b-Tors.

e Der Raum F, besitzt die Dimension n—1, d. h. dem Netzwerk lassen sich n—1 unabhingige
Spannungen aufpridgen, und zwar durch Spannungsquellen in den Baumzweigen bzw. an
den entsprechenden Toren des Verbindungs-b-Tors.

Das hier vorgestellte, auf einen Baum im Graphen gestiitzte, systematische Analyseverfahren
wird Schleifenanalyse bzw. Schnittmengenanalyse genannt.

8.2.3 Knotenspannungsanalyse

Bei der Knotenspannungsanalyse wird die Wahl eines Baumes durch die Einfiihrung zuséitz-
licher Variablen, der Knotenspannungen, ersetzt. Deswegen beschreiben die Gleichungen der
Knotenspannungsanalyse nicht mehr einen Netzwerkgraph mit b Kanten bzw. ein Verbindungs-
mehrtor mit b Toren sondern ein b + (n — 1) Tor. Die neuen (n — 1) Tore bleiben unbeschaltet
und dienen als Messtore fiir die Knotenspannungen. Der zugehorige Graph besitzt (n — 1)
zusitzliche Kanten zwischen dem Bezugsknoten und den iibrigen (n — 1) Knoten. Die Kno-
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136
: : Bild 8.9 Erweiterter Netzwerk-
graph fur die Knotenspannungsana-

lyse
tenspannungsanalyse ist eine Schnittmengenanalyse beziiglich des ,,Sternbaumes®, der aus den
zusitzlich eingefiihrten Kanten besteht. Mit der Zuordnung
U = Uy, U = U,

lautet Gleichung G1.(8.6):

U
~AT1, 0 0] u| O
0 01, ,A| 4| O

)
A ist die bekannte Knoteninzidenzmatrix (siehe Kapitel 2). Wegen der a-priori-Information

2, = 0 (da die zusitzlichen Messtore leerlaufen) vereinfacht sich die Beschreibung des erwei-
terten Verbindungsmehrtors zu:

T Ug
[_61 tb g} u | = 8} b+ (n—1) Gleichungen (8.7)

Die Freiheitsgrade bei der Knotenspannungsanalyse sind:

e Zweig - und Knotennummerierung
e Zihlpfeilrichtungen
e Bezugsknotenfestlegung

Die Vorteile der Knotenspannungsanalyse sind:

e Das Aufstellen eines Baumes entfillt
e A kann durch Augenschein (,,by inspection™) aufgestellt werden.

8.2.4 Maschenstromanalyse

Die Maschenstromanalyse ist ein zur Knotenspannungsanalyse duales Verfahren, das sich aller-
dings nur auf planare Netzwerke anwenden lédsst. Ein Netzwerk heif3t planar, wenn es moglich
ist seinen Graphen in der Ebene iiberkreuzungsfrei zu zeichnen. Die s elementaren Schlei-
fen des planaren Graphen heilen Maschen. Die zugehorigen Maschengleichungen sind linear
unabhingig und konnen ,,by inspection aufgestellt werden. Genauso wie bei der Knotenspan-
nungsanalyse werden zusitzliche Variablen, die Maschenstrome 2, eingefiihrt. Die Maschen-
strome sind zum Teil fiktive Strome, die sich nicht unmittelbar messen lassen. Ein Kantenstrom
ergibt sich als Summe der anliegenden Maschenstrome. Dabei wird ein Maschenstrom negativ
gezahlt, falls Masche und Kante unterschiedliche Orientierung haben. Das folgende Beispiel
zeigt, dass das zugehorige Gleichungssystem die duale Struktur zu den Gleichungen der Kno-
tenspannungsanalyse hat.
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Bild 8.10 Planarer Graph mit Maschen

Beispiel: (Bild 8.10)
KVL des planaren Netzwerkgraphen:

Ul_
U2
a 1 -1 -1 —1 53 0
b 1 —1 1 4 0
c 1 1 1 1 us | = | = Bru=0
d 1 1 1 -1 Us 0
Uy
ug
Ug |
KCL des planaren Netzwerkgraphen:
i1 ! 7
io 1 -1
i3 1 .
is 1 1 ‘ma
is | = 1 -1 Stmb BT g
i 1 1| e
i 1 1| ‘md
i 1 1
iy | i —1]

Die beschreibenden Matrizen der beiden Gleichungssysteme fiir KVL und KCL sind offensicht-
lich gerade wieder durch die Transposition miteinander verkniipft. Zusammengefasst ergibt sich
also:

Bo o 1Y 0 .
7 | = b+ s Gleichungen 8.8

Anmerkung: Ein zunichst nicht planares Netzwerk lédsst sich durch Einfithrung von idealen
Ubertragern mit ii=1 so modifizieren, dass die Zweigspannungen und -stréme unverindert
bleiben, der zugehorige Netzwerkgraph aber planar ist (siehe Bild 8.11). Damit ist auch je-
des zunédchst nicht planare Netzwerk der Maschenstromanalyse zugiinglich. Die Anzahl der
Kanten des Graphen (und damit die Anzahl der Schleifengleichungen) wird allerdings um zwei
Kanten pro idealem Ubertrager erhoht.
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N / N /

/ / N /,/ i ‘\
VAN VAN
Bild 8.11  Ausschnitt eines nicht planeren Netzwerks und zugehdriger nichtplanarer Graph
AN / AN /
N / N /
1
N / N /
N / N /
-« <
/ AN / AN
/ N / AN
1
/ N / N
/ AN / AN

Bild 8.12  Modifiziertes Netzwerk mit unveranderten Zweigstrdmen und -spannungen und zugehdriger planarer
Graph

8.3 Tableaugleichungen

Zur vollstindigen Analyse eines elektrischen Netzwerks miissen die Gleichungen der Verbin-
dungsstruktur um die Spezifikation der Subsysteme ergénzt werden. Als Subsysteme kommen
beliebige, zeitinvariante, nichtlineare und dynamische Ein- oder Mehrtore in Frage. Der gesuch-
te Spannungs- und Stromvektor ergibt sich als Schnittpunkt der ,,Kennlinie* der Subsysteme mit
dem Betriebsraum des Verbindungsmehrtors. Fiir das praktische Aufstellen und Losen des zu-
gehorigen Gleichungssystems ist es sinnvoll, zwischen linearen und nichtlinearen Netzwerken
zu unterscheiden.

8.3.1 Lineare Netzwerkelemente

Bei linearen, resistiven Netzwerkelementen lassen sich sdmtliche konstituierenden Gleichungen
zusammenfassen in der Form:

M N] Y| =e

Alle unabhingigen Quellen sind dabei im Erregungsvektor e vereinigt. Besteht das Netzwerk
nur aus Zweipolen, so sind M und N Diagonalmatrizen, bei Mehrtoren Blockdiagonalmatrizen
entsprechender BlockgroBe. Im zeitvarianten Fall konnen M, N oder e und somit auch « und
72 von der Zeit abhiingen.

Die Kombination der konstituierenden Gleichungen mit der Beschreibung des Verbindungs-
netzwerks heilit Tableau-Gleichungssystem:

B 0
0 A
M N

0
1= o0 2b Gleichungen (8.9)
e
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Beispiel: (Bilder 8.13 -8.15)

Bild 8.13 Einfacher Verstarker

Ry,
Bild 8.14  Transistormodell und Lautspre-
chermodell
Bild 8.15 Netzwerkgraph der Kleinsignal-
ersatzschaltung mit Baum (fett)
Tableaugleichungen:
a [ -1 1.0 01 00 ] ul- 0 ]
KVL: b 01-1 00 10 Uz 0
c 00 0-1001 us 0
) 10 00100 U 0
kKcL: () 01 0 0-1-10 us 0
©) 00 100 10 ue 0
® 00 01001 wr| 0
Spannungsquelle 1 0 i - uo
RE 1 —Rg i2 0
Ubertrager 1 -i 00 is 0
0 0 i1 i 0
idealer Transistor 1 0 00 i 0
0 0 0 i6 0
Lautsprecher | 1 —Ry | i7 | 0]
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Bezieht man bei der Analyse des Verbindungsmehrtors die Knotenspannungen bzw. Ma-
schenstrome mit ein, so erhédlt man das Knoten- bzw. Maschentableausystem:

—AT 1, 0] w 0 b
0 0 A| u|=0 n—1 (8.10)
0 MN| 1 e b
2b+ (n — 1) Gleichungen
B 0 0 u 0 1
01, -B'| i|=0 b (8.11)
MN 0 T, e b

2b + s Gleichungen
Das Tableaugleichungssystem besitzt genau dann eine eindeutige Losung zum Zeitpunkt ¢ ,
wenn die Determinante der Tableaumatrix T'(¢) zum Zeitpunkt ¢, nicht verschwindet:

detT'(ty) #0 <« eindeutige Losung (8.12)

Die Tableauanalyse ist ohne Einschrinkungen anwendbar. Sie ist fiir eine rechnergestiitzte Ana-
lyse gut geeignet, wenn numerische Losungsverfahren zur Losung von Gleichungssystemen
verwendet werden, die die schwache Besetzungsstruktur von 7" ausnutzen.

8.3.2 Nichtlineare Netzwerkelemente

Ist ein Netzwerk mit nichtlinearen und zeitvarianten Netzwerkelementen beschaltet, so lassen
sich die konstituierenden Gleichungen bekanntlich in die implizite Form

h(u,i,t) =0 (8.13)
bringen. Zusammen mit der Beschreibung des Verbindungsnetzwerks ergibt sich ein nichtlinea-
res Tableaugleichungssystem:

BO0|u . . .
[ 0 A} i } =0 p Gleichungen in 2p Variablen

h(u,i,t) =0 p Gleichungen in 2p Variablen (und der Zeit)

8.4 Newton-Raphson-Algorithmus

Falls ein resistives Netzwerk geeignet modelliert wurde, so hat das zugehorige Gleichungs-
system entweder genau eine oder endlich viele verschiedene Losungen. Keine oder unendlich
viele Losungen sind das Ergebnis ungeeigneter Modellierung. Bei linearen Netzwerken existiert
prinzipiell eine analytische Losung. Fiir allgemein nichtlineare Netzwerke gibt es hingegen nur
numerische Methoden.
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Ein mogliches, iteratives Losungsverfahren ist der Newton-Raphson-Algorithmus (NRA).
Dieser Algorithmus ist ein Nullstellen-Suchverfahren, oder treffender ein Nullstellen-
Verbesserungs-Verfahren, dessen Verhalten sich im Eindimensionalen gut veranschaulichen
lisst. Ausgehend von einem Startwert 7(*), dem ersten Schitzwert fiir eine Nullstelle von f(x),

Bild 8.16 Funktionsweise des
Newton-Raphson-Algorithmus

konstruiert man die Tangente an den Graphen von f(z) im Punkt ( 29, f(2()). Der Abszis-
senwert (1) am Schnittpunkt der Tangente mit der 2-Achse ist im allgemeinen ein verbesserter
Schitzwert fiir eine Nullstelle von f(z). Dieses Verfahren wird iterativ solange wiederholt, bis
die gesuchte Nullstelle mit ausreichender Genauigkeit bestimmt ist. Allerdings sollte man kri-
tisch gegeniiber den numerischen Ergebnissen eines Analyseprogramms sein, das so oder dhn-
lich arbeitet. Auler moglichen Rundungsfehlern treten ndmlich einige prinzipielle Probleme
auf.

e Die Wahl des Startwertes ist sehr kritisch:
— Der NRA kann bei gegebenen Startwert nur eine Nullstelle von mehreren finden
— Bei ungiinstiger Wahl des Startwertes konvergiert das Verfahren nicht.

Bild 8.17  Unglnstige Wahl des
Startwerts

e Verschwindet die Steigung von f(x) an der Nullstelle, so konvergiert das Verfahren sehr
schlecht.
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Die Tangente ¢(x) im Punkt (21)), f (z9)) lasst sich als lineares Glied einer Taylorentwicklung
von f(z) im Punkt z) interpretieren:

f@) = f (@) 1 f (@9) - (2 - 29) + % D) (g — 2D 4
t(x) = f (@9) + f (29) - (z — 2

Diese Linearisierung kann man auch ins Mehrdimensionale (Zahl der Variablen am Beispiel der
nichtlinearen Tableaugleichungen) iibertragen:

tx)=7 (a:(j)) +J (m(j)) . (x — x(j)) (8.14)
wobei gilt:
T 9 fi(zx)
()
r = 1:2 5 CD(]) = " ) f(iB) = f2<w>
L2p pr(j) fop()
[ 0fi Of of1 ]
891:1 al'g o 8x2p
of, 0f:

J(w(j)) = | 01 Oxy

apr a.]'c2p a.]11217

891:1 al'g o 8x2p |

z=x0)

J heilt Jacobi- oder Funktionalmatrix. Der ,Schnittpunkt der Tangente mit der Abszisse"
(t(x) = 0) ist wieder ein verbesserter Schitzwert (j + 1) fiir die Nullstellen von f(x) = 0

0=f (w(j)) +J (a:(j)) ) (w(jJrl) _ zc(j))
Daraus leitet sich die Iterationsformel
20U+ — 20 _ g1 (zc(j)) - f (a:(j))
ab. Die zuvor erwihnten Probleme verschirfen sich im Mehrdimensionalen leider drastisch.

Bei der Analyse nichtlinearer Netzwerke identifiziert man f(x) mit dem nichtlinearen Ta-
bleau

fi(x)
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Nachdem die ersten p Gleichungen dieses Systems (die Kirchhoff-Gleichungen) bereits linear
sind, gehen sie bei der Linearisierung in sich selbst iiber. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir die
Elementegleichungen linearer Netzwerkelemente.

Bei realen nichtlinearen Netzwerken sind nur wenige der (2p)? partiellen Ableitungen der
Jacobimatrix von Null verschieden. Liegt z.B. in den Kanten 1 und 2 eines Netzwerks je ein
spannungsgesteuertes und ein stromgesteuertes nichtlineares Zweipol-Element

fp+1(u, ’l,) : —gl(ul) -+ il =0
fora(w,8) 1 us —ra(in) =0

so sind nur die Funktionen f,1; und f, - nichtlinear und hingen auch nur von den Variablen v,
11 bzw. us, i ab. Die interessanten Eintrige des linearisierten Gleichungssystems lauten also
(in der Form von Gleichung (8.14)):

Zeile p + 1:
; » , — @
- U —u
tpr1 = (—g1 (1) +i,9) + [—Glm 1} : Zi B ill(j) }
Zeile p + 2:
; , , — s
: Uy —U
tpro = (ua? — 1y (i) + [1 —RQ(J)} LR ]
19 —19
wobei gilt:
G, = dg1(u1) R = 87"2(2'2)
8u1 ur=uy ) 8z2 i =ip)

Die Terme ;%) bzw. u,¥) heben sich weg und. am ,,Schnittpunkt mit der Abszisse™ (1,11 =
tpr2 = 0) geht (uy, ug, i1, 42) in (ulj“, ug? T i+ i2j+1) iiber. Somit folgt:

(U = Gy ) gy OFD) (91 (m") - Gy’ 'ul(j)> 8.15)
upU ) = RyU) L, 0D (m (i) — RY 'iz(j)> (8.16)

Diese beiden Gleichungen besitzen je ein schaltungstechnisches Aquivalent. Dabei sind Strom
und Spannung der verbesserten Losung (j + 1) die KlemmengroBen.

Der Newton-Raphson-Algorithmus ldsst sich also durch wiederholte Betriebspunktsuche in
einem linearen Netzwerk mit konstanter Topologie veranschaulichen. Nichtlineare Netzwerk-
elemente sind dabei durch ihre affine Linearisierung, deren Parameter sich von Iterationsschritt
zu Iterationsschritt dndert, zu ersetzen.

8.5 Reduzierte Knotenspannungsanalyse/Maschenstromanalyse

Fiir eine formelméfBige Netzwerkanalyse ist es giinstig, die groe Zahl von Gleichungen und
Unbekannten des Tableausystems durch einfache Substitutionen zu reduzieren. Enthélt das
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Bild 8.18 Linearisierte Ersatzschaltung im lterationsschritt j

Netzwerk nur spannungsgesteuerte Elemente (also auch insbesondere keine Spannungsquel-
len), so gelingt diese Reduktion im Rahmen der Knotenspannungsanalyse. Dazu geht man fol-
gendermallen vor:

Stromquellen und Parallelleitwerte zu je einer Kante bzw. zu einer Beschaltung des Verbin-
dungsmehrtors zusammenfassen.
Aufstellen des Knotenspannungstableausystems (siehe Gleichung (8.9)).

—AT 1, 0] w 0
0 0A|lu |=0
0 MN| 1 e

Auflosen der dritten Zeile nach z:.
Mu+Ni=e=i=—-N'Mu+N'e=Yu+i,

Y heiBt Kantenleitwertsmatrix, 1y Kanten-Stromquellenvektor.
Elimination von uw mit Hilfe der ersten Zeile:

u=ATu, = i=YATu;,+1i,

Einsetzen in die zweite Zeile:

Ai=0= AY A"u, = —Aiy =| Y,u, =1, (8.17)

Die (n—1)x(n—1) Matrix Y, heiit Knotenleitwertsmatrix, i, Knoten-Stromquellenvektor oder
kurz Quellenvektor. Die Matrix IN ist nur invertierbar, falls simtliche Elemente spannungsge-
steuert sind.

Beispiel: (Bild 8.19):
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$ 103 3
. —
101 G i02 1 P
m Gl G2

Bild 8.19  Spannungsgesteuerte Elemente und vereinfachter Netzwerkgraph

Knotenspannungstableau (Knoten 3 als Bezugsknoten):

F1 0 1 0 0 T up | 07
01 0 1 0 Uk 0
—-11 0 0 1 Uy 0

10 1| w| 0

0 —1-1| wus| 0

—Gl 1 21 101

—G2 1 19 102

i —G3 L1 i3] 103 |

Kantenleitwertsmatrix und Kantenstromquellenvektor:

G1 Z-01
Y=-N'M-= Go ; 19 = g2
G 103

Knotenleitwertsmatrix:

Yk:AYAT:[G1+G3 —Gs ]

—G3 Gy~ Gs
Knoten-Stromquellenvektor:

=—Aiy= . .

ba b0 202 + 203 }

Enthilt ein planares Netzwerk nur stromgesteuerte Elemente, so ldsst sich auf analoge Wei-
se eine s X s Maschenwiderstandsmatrix und ein Maschen-Spannungsquellenvektor aus den
Maschentableaugleichungen Gl. (8.11) herleiten:

Z,=B(—-M'N)B", —-BM 'e=—-Buj=u,
und es gilt:

Z i = U, (8.18)

8.5.1 Nichtlineare Netzwerkelemente

Sind sdamtliche Netzwerkelemente eines nichtlinearen Netzwerks spannungsgesteuert, so kann
man den Stromvektor z als (nichtlineare) Funktion des Spannungsvektors w darstellen:

i=g(u)
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Diese Funktion ersetzt die Kantenleitwertsbeziehung ¢ = Y w. Somit erhilt man als reduzierte
Knotenspannungs-Analysegleichungen fiir Netzwerke mit spannungsgesteuerten, nichtlinearen
Elementen:

A-g(ATu) =14, (8.19)

Auf dieses Gleichungssystem lédsst sich der Newton-Raphson-Algorithmus anwenden.

8.6 Direktes Aufstellen der Knotenleitwertsmatrix

Die Knotenleitwertsmatrix und der Knoten-Stromquellenvektor, die im vorangegangenen Ab-
schnitt aus der Kantenleitwertsmatrix und dem Kanten-Stromquellenvektor

Y, =AY A" und i,=—Ai
berechnet wurden, lassen sich auch unmittelbar aufstellen.
Eine Beschreibung der Form,

Y,u, =1,

deren Losung die gewiinschten Knotenspannungen liefert, existiert immer dann, wenn das Netz-
werk nur lineare spannungsgesteuerte Elemente, d.h. ohmsche Leitwerte, unabhingige Strom-
quellen und Mehrpole (bzw. Mehrtore), fiir die ihrerseits eine Leitwertsmatrix existiert, enthilt.
Das hei3t jeder Zweig (Kante) des Netzwerkes besteht im allgemeinen aus der Parallelschaltung
einer unabhédngigen Stromquelle (— Kanten-Stromquellenvektor), eines ohmschen Leitwerts
und einer Anzahl von gesteuerten Stromquellen (USI’s), deren Steuerspannungen durch andere
Zweige des Netzwerks bestimmt sind.

Uy

Bild 8.20 Zweistufiger Transistor-
verstarker
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Bild 8.21 Linearisierte Kleinsignalersatzschaltung
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Bild 8.22 5-Knoten-Netzwerk als 4-Tor

Damit ldsst sich ein Netzwerk mit n Knoten durch Parallelschaltung von mehreren (n — 1)-
Toren darstellen, wobei jedes (n — 1)-Tor nur ein einziges Netzwerkelement - einen Ohmschen
Leitwert oder eine spannungsgesteuerte Stromquelle (USI) - enthilt. Die unabhéngigen Strom-
quellen werden als dufiere Erregung des Netzwerks betrachtet. Die (n — 1)-Tore aller dieser
Teilnetzwerke haben jeweils eine Klemme fiir alle Tore gemeinsam: den auf Bezugspoten-
tial (Masse) liegenden Knoten n. Die Knotenleitwertsmatrix Y, ist die Leitwertsmatrix des
Gesamt-(n — 1)-Tors und damit die Summe der Leitwertsmatrizen aller elementaren, jeweils
nur ein Element enthaltenden (n — 1)-Tore.

Beispiel: Bild 8.20.

Die Kleinsignalersatzschaltung des Transistorverstéirkers enthélt 5 Knoten. Durch das An-
bringen von Klemmen an den Knoten erhilt man ein 4-Tor (Bild 8.22).
Im folgenden wird dieses Netzwerk in 8 Teilnetzwerke V] . .. Ny zerlegt, die jeweils nur einen
Ohmschen Widerstand oder eine spannungsgesteuerte Stromquelle enthalten und durch die
Leitwertsmatrizen Y, ... Y g beschrieben sind. Die Gesamtschaltung ist die Parallelschaltung
der Teilnetzwerke. Die Knotenleitwertsmatrix von A ist also die Summe der Leitwertsmatrizen
der Teilnetzwerke (Bilder 8.23 und 8.24):

Y, =Y 1 +Y o+ Ys+Y, +Ys;+Ys+ Y+ Y
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Bild 8.23 Teilnetzwerke N7 ... Ns

Es muss nur das Aufstellen der Leitwertsmatrix fiir zwei Typen von Teilnetzwerken unter-
sucht werden:
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O
i gm1 - (Uk1 — Uk2)
@)

@gl;u;m: 1o gz-;;- B Ok ‘i@ 5-;2; o

Bild 8.24 Teilnetzwerke N ... N, (Fortsetzung)
a) das Teilnetzwerk V,, enthilt einen einzigen ohmschen Leitwert G, und zwar zwischen Kno-
ten o und 5:

Z'au = (uka — ukﬁ) G = u;mG — ukﬁG
18y = — (uka - ukﬁ) G = —upG + ukﬁG

o 2
Y, = : G u
" -G - G - o]
L 5 @ Ukg
o B
Liegt einer der beiden Knoten auf Bezugspotential, so entfallen die entsprechenden Eintra-

gungen.
b) das Teilnetzwerk N, enthilt eine USI mit Steuerleitwert g,,, das Steuerungstor liegt zwi-
schen Knoten ~ und 9, das gesteuerte Tor zwischen « und :

lay = (uk'y - uk5> Im = UkyGm — UksGm
iﬁu = - (uk'y - uké) Im = —UkyGm + UksGm
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: @ O gy @
......... Gm —0m | @
Y, = : u
—Gm Im ﬁ i = gmu
L E i @ O ugs @
v )

Ist einer oder mehrere der 4 Knoten mit Bezugspotential identisch, so entfallen die entspre-
chenden Eintragungen.

Fiir die 8 Teilmatrizen des Beispiels folgt somit:

e 0 0 0 | [0 0 0 0 ]
_ 0 0 0 0 0 Go 0 0
Y, = 0 0 0 0 Yy = 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
Ys= 0 0 Gy 0 Yi= 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Gy
g1 -0 0 0 0 0 0 0
—g1 a1 0 0 0 0 0 0
Y= 0 0 0 0 Yo = 0 0 G —go
0 0 0 0 0 0 —g2 g2
0 0 0 0 0 0 0 0
_ —9m1 9mi 0 0 o 0 0 0 0
Yol g “gm 0 0 Ys=1 o 0 0 o0
i 0 0 0 0 | i 0 0  —Gm2 9me i
Damit ergibt sich fiir die Knotenleitwertsmatrix des Gesamtnetzwerks:
o Gi+ ¢ —01 0 0
—01 — gm1 G2+ g1 + gm 0 0
¥ ; Im1 —gm1 Gs+ g0 —g2
0 0 —g2 — Gm2 G4+ g2 + Gma

Natiirlich ist es bei der praktischen Aufstellung von Y, nicht notwendig, alle Teilnetzwerke auf-
zuzeichnen und ihre zugehorigen Teilmatrizen aufzustellen. Man legt stattdessen eine Tabelle
an, in die schrittweise die Eintrdge entsprechend den einzelnen Netzwerkelementen vorgenom-
men werden und erhilt so die gesamte Knotenleitwertsmatrix.

Die unabhiéngigen Kantenstromquellen werden im Knoten-Stromquellenvektor zusammen-
gefasst. Jene Kantenstromquellen, die nicht mit Bezugspotential verbunden sind — also nicht
von vornherein auch Knotenstromquellen sind — konnen leicht in zwei Knotenstromquellen
umgewandelt werden:
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@ 2 ®

Bild 8.25 Wandlung von Kantenstromquellen in Knotenstromquellen

8.7 Nichtspannungsgesteuerte Elemente in der Knotenleitwertsmatrix

Nicht spannungsgesteuerte Netzwerkelemente z.B. ideale Spannungsquellen, stromgesteuerte
Spannungsquellen (ISU), ... konnen nicht unmittelbar in Y, eingetragen werden. Dies stellt
jedoch keine echte Einschrinkung in der praktischen Anwendbarkeit der Knotenanalyse dar, da
alle nichtspannungsgesteuerten linearen Elemente unter eventueller Hinzunahme von Gyratoren
auf spannungsgesteuerte zuriickgefiihrt werden konnen. Damit wird die Knotenanalyse auf alle
linearen Schaltungen anwendbar, wenn man den Einbau von Nulloren gemifl Abschnitt 8.7.3
vorsieht.

8.7.1 Quellenumwandlung

Treten in dem zu analysierenden Netzwerk ideale Spannungsquellen (ungesteuert oder span-
nungsgesteuert (USU)) in Serie mit einem ohmschen Widerstand auf, so wird diese durch Quel-
lenumwandlung in eine Stromquelle — die ja ein spannungsgesteuertes Netzwerkelement ist —

gewandelt und damit der Knotenspannungsanalyse zuginglich. Der ,,innere Knoten (1) des

O,  +——o (o ‘ —o (9
R, iy = u,G
uﬂi(

N
Il

1
G=—
Ry

o (p) ——o (D)

Bild 8.26  Quellenumwandlung

linken Quellenzweipols geht dabei natiirlich verloren.

Q) k(9 @ @

O —1 O

—gmMUU~§

Uy HUys

® @ © T

Bild 8.27 Quellenumwandlung
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8.7.2 Dualwandlung

Jedes nicht spannungsgesteuerte Mehrtor kann in ein spannungsgesteuertes mit an den Toren
vorgeschalteten Gyratoren (Dualwandler) gewandelt werden. Das neue spannungsgesteuerte
Mehrtor und die zusétzlichen Gyratoren (zwei parallele USI) konnen dann in Y, eingetragen
werden.

Dies wird zunéchst am Beispiel der drei gesteuerten Quellen, fiir die keine Leitwertsbe-
schreibung existiert, gezeigt (Bilder 8.28 - 8.30).

@ © @ © & ©@

o—— —O ® . O
—-—
Uy U2 = ull ) ( Ug
—HgmUl
oO——- —0 O O
@ Uy = [+ U @ @ gmBp =1 @

Bild 8.28 Dualwandlung gesteuerter Quellen

@ @ © g © @

11 19 i1 12
——

AN = )( U

Bgmu
O O O O

@ g = ﬂ 1 @ @ u = ilRD;ngD =1 @

Bild 8.29 Dualwandlung gesteuerter Quellen

@ @ @RD® ®RD@

O~ —0 o= —O . O
(1 11

U
u9 2

gmu

O O O

Uy =T -1 u=11Rp © Uy =—gmR3i1 ©
@ @ @ r= fngQD @

Bild 8.30 Dualwandlung gesteuerter Quellen



8.7 Nichtspannungsgesteuerte Elemente in der Knotenleitwertsmatrix 153

Der Gyrator selbst wird fiir die Knotenspannungsanalyse so dargestellt:

O O © @

i1 is iy ig
——
Uy D ( Uz = U1 U2
O O
® © ©® RO
11 :GDUQ 22:7GDU1

Bild 8.31  Gyratorersatzschaltbild fiir die Leitwertsbeschreibung Gp = RL
D

Der ideale Ubertrager lisst sich ebenfalls mit Hilfe von Gyratoren darstellen:

@ u-R@R C?

@ i @ ‘
?? bd DG
@ @ @ e

Bild 8.32  Ubertragerersatzschaltbild fiir die reduzierte Knotenspannungsanalyse

Damit sind alle Netzwerkelemente, fiir die entweder eine Leitwerts-, Widerstands- oder
Hybridbeschreibung existiert, durch Kombination spannungsgesteuerter Elemente darstellbar
und damit der Knotenanalyse zuginglich.

8.7.3 Nulloreinbau

Es verbleibt die Beriicksichtigung idealer Operationsverstérker, fiir die keine der vorgenannten
Beschreibungsformen (Leitwerts-, Widerstands-, Hybrid-) existiert. Es zeigt sich jedoch, dass
der Einbau von idealen Op-Amps in Y';, mit Hilfe der Nullator-Norator-Beschreibung besonders
einfach ist.

Man stellt zunichst die Knotenleitwertsmatrix Y, der Schaltung ohne Nullor, d. h. Nullator
und Norator jeweils durch einen Leerlauf ersetzt, auf.
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Diese Y',-Matrix wird nun durch den Einbau von Nullatoren und Noratoren wie folgt mo-
difiziert:

Nullator: Der Einbau eines Nullators zwischen den Knoten « und 5 erzwingt, dass beide
Knoten die gleiche Knotenspannung haben, d. h.

Uka = Ukp

Im Gleichungssystem Y, u;, = 1, bedeutet dies fiir jede Gleichung:

Y11kt + o+ Yol T YigUks o = ig

(Yia + ¥18) Uka

eine Zusammenfassung yio = Y, + Y;5, ¢ = 1---n — 1 d.h. es werden die Spalten o und
3 von Y’ addiert und der Knotenspannungsvektor durch Streichen um uys verkiirzt. Diese
Prozedur wird fiir alle Nullatoren der Schaltung schrittweise durchgefiihrt.

Norator: Der Norator zwischen Knoten v und § bewirkt, dass die beiden fiir v und § getrennt
geltenden Kirchhoffschen Knotengleichungen zu einer Superknotengleichung fiir v und ¢
gemeinsam zusammengefasst werden.

y'/ylukl ++ y;n_ﬂllm—l = Z'q'y —
Y1t + 0 F Yo Ukn—1 = igs + 7'

(Y51 + ¥s1) wer + -+ + (Y1 + Yonor) Wkno1 = gy +gs

Bild 8.33  Superknoten um eine
Noratorkante

Das heif3t, es werden die Zeilen ~ und d von Y;f addiert und der Knoten-Stromquellenvektor
wird durch Zusammenfassen von iy, + i45 verkiirzt. Diese Prozedur wird fiir alle Noratoren der

Schaltung schrittweise durchgefiihrt.

Bei realen Op-Amp-Schaltungen ist der Norator meist einseitig ( () mit Bezugspotential
verbunden. Die Prozedur des Noratoreinbaus vereinfacht sich damit zu einem einfachen Weg-
lassen der Zeile ~y (die Zeile v wird zur linear abhiingigen Zeile n des Bezugsknoten addiert).
Fiir jeden Nullator verringert sich die Spaltenzahl der zunichst quadratischen Y, -Matrix, fiir
jeden Norator die Zeilenzahl. Nur bei gleicher Anzahl von Nullatoren und Noratoren, d.h. bei
paarweisem Einbau (Nullor), kann das verbleibende Gleichungssystem eindeutig losbar sein.
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Beispiel: (Bild 8.34)
Gesucht B =7, U3 =7
(VA1 Ul

Bild 8.34 Wandlung nicht spannungsgesteuerter Elemente

1
Die Leitwertsmatrix und der Quellenvektor ohne Nullor lauten (G; = i ):
1 2 3 4 5 6
@ - —,LLGD GD - 0 7
@ Gl u1G1
Y, = G G G i=
k=@ |~Gb 2 —Grg I )
@ GGy + G+ G -G 0
® G+Gy -G 0
© | -G -G G+G |

Nach Addition von Spalten 4 und 5 (Nullator) und Weglassen von Zeile 6 (Norator gegen
Masse) erhilt man die Gleichungen der reduzierten Knotenspannungsanalyse:
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1 2 3 4,5 6
©) i —uGp Gp T wi ] 0 ]
@) Gy Uk2 u1Gy
3 |-Gbp G —Gy “uks | = 0
@ -Gy Go+G3+G -G Uka 5 0
©ON G+Gy -G | 0

Das Verhiltnis von uy3 und w4 1dsst sich unmittelbar aus den beiden ersten Gleichungen berech-
nen:
Uk3

U1

Setzt man uy3 in die Differenz der beiden Gleichungen 4 und 5 ein, so ergibt sich fiir uy :
Gy
Go+Gs— Gy
Fiir das Verhiltnis von i3 und u; erhdlt man mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes (i3 = G5 - ug4)
schlieBlich:
i3 -Gy G

u;  Go+Gs— Gy

Ugg = - U -



9. Netzwerkeigenschaften

In Ergiinzung zu den Ein- und Mehrtoreigenschaften, die bereits in den Kapiteln 3, 4 und 5
vorgestellt wurden, behandelt dieser Abschnitt Prinzipien und Eigenschaften, die sich erst durch
die Trennung der Verbindungsstruktur von den Subsystemen, durch die Tableaugleichungen und
mit Hilfe des Tellegenschen Satzes verstehen lassen.

9.1 Duales Netzwerk

Nach Kapitel 3 bzw. 4 werden beim Dualwandeln Strome und Spannungen iiber die Umrech-
nungskonstante 7, vertauscht.

wil 10Rd1_u
id—§d1o T4

Diese Transformation fiihrt bei der Beschreibung des dualen Verbindungsmehrtors zum Aus-
tausch der Matrizen A und B:

d d
[13 Xd} "i”d}:g} mit B'—A und A‘—B

Ein duales, ausschlieBlich galvanisch gekoppeltes Netzwerk existiert allerdings nur, wenn
das urspriingliche Netzwerk planar ist, sich also in einer Ebene iiberkreuzungsfrei darstellen
lasst. Wie schon bei der Maschenstromanalyse GI1.(8.2.4) gezeigt, kann jedes nicht planare
Netzwerk mit Hilfe von idealen Ubertragern in eine 4quivalente planare Schaltung iiberfiihrt
werden.

Fiir planare Netzwerke gibt es ein einfaches Konstruktionsverfahren zur Erzeugung des dua-
len Netzwerks. Dazu wandelt man Maschen in Knoten und Knoten in Maschen um. Serienschal-
tungen werden mit Parallelschaltungen vertauscht und die entsprechenden Netzwerkelemente
gehen in die dualen Netzwerkelemente iiber. Bild 9.1! veranschaulicht, wie jede Masche des

Bild 9.1 Dualwandlung eines pla-
naren Netzwerks
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urspriinglichen Netzwerkgraphen in einen Knoten des dualen Netzwerkgraphen iibergeht. Da-
bei ist fiir die “dulere Masche” ebenfalls ein Knoten vorzusehen. Jedes Netzwerkelement der
urspriinglichen Schaltung wird durch das duale Netzwerkelement gekreuzt.

9.1.1 Substitutionstheorem

Viele technische Probleme beschrinken sich auf die Verschaltung von Ein- oder Mehrtoren,
deren Innenstruktur unter Umstédnden recht kompliziert ist. Falls der Klemmenstrom oder die
Klemmenspannung eines sonst beliebig nichtlinearen und zeitvarianten resistiven Netzwerkes
bekannt ist, so ldsst sich jedoch meist eine abstrahierte, einfache Ersatzschaltung angeben. Bild
9.2 zeigt ein Netzwerk A/, das in zwei Teile N} und N, zerfillt, die am Klemmenpaar (1), (D
miteinander verbunden sind. Die Schaltung sei zu allen Zeitpunkten eindeutig 19sbar; insbeson-
dere stellen sich der Strom i(¢) und die Spannung u(t) ein.

Ni | i u(t) Ny

@ Bild 9.2 Zwei verbundene resisti-
ve Eintore

Ist \V; zu allen Zeitpunkten spannungsgesteuert, so lisst sich das Eintor N, durch die
(zeitvariante) Spannungsquelle w(¢) substituieren, ohne dass sich die Strome und Span-
nungen in V] éndern.

Entsprechendes gilt, falls NV} zu allen Zeiten stromgesteuert ist. Das Substitutionstheorem

N (D ¢u(t) M ¢ u(t)

Bild 9.3  Substitution von N> durch eine  Bild 9.4  Substitution von N> durch eine
Spannungsquelle Stromquelle

lasst sich sinngemal fiir Mehrtore erweitern.

Vorsicht, falls N; z.B. nicht spannungsgesteuert ist, so kann das urspriinglich eindeutig
losbare Netzwerk durch Spannungsquellen-Substitution mehrere Losungen bekommen. Bild
9.5 veranschaulicht dies an einem zeitinvarianten Beispiel.

9.1.2 Eigenschaften linearer Netzwerke

Scheinbar schwierige und uniibersichtliche Probleme lassen sich bei linearen Netzwerken ele-
gant vereinfachen und entkoppeln. Dieser Abschnitt stellt dazu zwei Methoden vor: das Su-

Kapazitit und Induktivitit sind dual zueinander
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| —

-

Spannungsquelle

4>
U U

Bild 9.5 Mehrdeutige L6sung durch Spannungsquellen-Substitution

perpositionsprinzip und die Vereinfachung von an nur zwei Klemmen zuginglichen linearen
Schaltungen durch Zweipolersatzschaltungen. Diese Prinzipien gelten auch im zeitvarianten
Fall, wobei die Zeit ¢ einfach die Rolle eines Parameters hat. Sie werden hier zur Vereinfachung
allerdings nur fiir den zeitinvarianten Fall formuliert.

9.1.2.1 Superpositionsprinzip

In einem linearen, eindeutig losbaren Netzwerk setzt sich jede Spannung und jeder Strom
aus der Summe der Reaktionen auf die einzelnen unabhiingigen Quellen zusammen.

Beweis: Aus der Tableauanalyse folgt die Beziehung:

BOu 0
OAz.:O
M N e
——
T

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien die Netzwerkkanten so nummeriert, dass der

Quellenvektor e folgende Form annimmt:
T : - T, T;T
e :[O,...,O,Uol,...,an,l(n...,log] = [O Uy 9 }

Das Netzwerk hat nach Voraussetzung eine eindeutige Losung. Die Inverse der Tableaumatrix
T existiert damit und sei partitioniert in:

2p—a—
—

T ' =

Die Losung lautet somit:.

0

(% |G Z | u

i]_T uo _[Yﬂ}io}
0

Fiir die gesuchten Strome und Spannungen gilt also im Einzelnen:

a B
u; = E Gij * Uoj + E Zij * loj
j=1 j=1
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a B
i = Z Yij - Uoj + Z hij - o q.e.d.
j=1 J=1

Um die Reaktion der gesuchten Grofle auf eine einzelne Quelle zu berechnen, kann man ein
vereinfachtes Schaltbild benutzen, bei dem alle iibrigen unabhéngigen Quellen durch die zu-
gehorige Nullquelle zu ersetzen sind:

O
— —
Bild 9.6 ESB nicht beriicksich-
tigter Quellen beim Superpositions-
O prinzip
Beispiel:

Der Differenzverstirker in Bild 9.7 soll mit Hilfe des Superpositionsprinzips untersucht
werden. Der Op-Amp arbeite in seinem linearen Bereich. Bild 9.8 zeigt die beiden Ersatz-

Bild 9.7 Differenzverstarker

schaltbilder, deren Teilantworten u,1 und u,2 sich zur Gesamtspannung u,, linear iiberlagern.
Die erste Ersatzschaltung ist ein invertierender Verstirker mit der Ubertragungsgleichung.

U1

1]

Die zweite Ersatzschaltung ist von ug, aus ,,gesehen’ ein nicht invertierender Verstéarker, wobei
ugp2 noch durch den Spannungsteiler 3, R4 reduziert wird. Die Ubertragungsgleichung lautet

also:
R, Ry
a - — 1 —_— .
Y2 = R Ry ( +R1) o2
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Wegen der Linearitit der Schaltung erhilt man die Gesamtspannung durch simple Addition der
Teilspannungen:

R R R
ua:ua1+ua2:——2'u01+ 4 (1+R—2)U022
1

R, Ry + R,
Ry [1+%
= — “Ug2 — U
Rl 1_'_2_2 02 01
ey | g Db
= — |Ug2 — U — = —
R 02 01 Ry R

9.1.2.2 Zweipolersatzschaltungen

Jede beliebige Schaltung aus linearen resistiven Netzwerkelementen, die nur iiber ein Klem-
menpaar von auflen zuginglich und intern eindeutig losbar ist, verhilt sich beziiglich dieses
Klemmenpaares wieder linear und resistiv und ldsst sich durch eines der beiden folgenden, ein-
fachen Ersatzeintore substituieren. Dabei wird im Gegensatz zum Substitutionstheorem nicht
die Kenntnis der Klemmengrofle u bzw. ¢ vorausgesetzt.

Helmholtz/Thévenin-Ersatzzweipol

o !
|

linear | w
resistiv | !
o— Z

a—Oﬂ |

linear ! | 1
) i o =

resistiv 1 !

0 |

Bild 9.9 Zweipolersatzschaltungen

Beweis:

Aus der Tableaubeschreibung fiir das lineare resistive Netzwerk, bei der die konstituierende
Gleichung fiir das von auen zugéngliche Klemmenpaar fehlt, folgt:

n—1 0 A =0
b—1 M' N’ e

Durch Umordnen der Variablen und Gleichungen und geeignetes Partitionieren bekommt dieses
(unterbestimmte) System die Form:

tl tg t3T 1; €1
t4 t5 TG T €9

b—n+1| B 0 0
u:|:T,.’l:ll}
7

!/
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wobei im Vektor x alle 2b — 2 internen Variablen zusammengefasst sind. Die interne, ein-
deutige Losbarkeit garantiert, dass T'g invertierbar ist. Nach Elimination aller internen Variablen
erhélt man:

[mn]fj =e

mit
m=t, —t;  Ts 't,
n=ty—ty Tg 't;
e=e —t3 Ts ‘e,
Diese Gleichung beschreibt eine affine Gerade in der u-i-Ebene, die eindeutig ein lineares,

resistives Eintor charakterisiert. Fiir jede affine Gerade existiert mindestens eine der beiden
Ersatzzweipole als physikalische Realisierung.

g.e.d.

Falls die Messschaltungen in Bild 9.11 eine eindeutige Losung besitzen, so lassen sich damit
die Parameter u( und R; bzw. ¢y und G; der jeweiligen Zweipolersatzschaltung bestimmen. R;

o

linear linear ‘
20
+ i U )
resistiv resistiv
0

Bild 9.10 Messung der Leerlaufspannung bzw. des Kurzschlussstroms

bzw. (G; lasst sich auch aus den beiden vorausgegangenen Messungen berechnen zu

U 1

o Uo
Die zweite Moglichkeit zur Messung* von R; bzw. GG; besteht darin, simtliche unabhingigen
Quellen durch die zugehorigen Nullquellen zu ersetzen und das verbleibende streng lineare
Eintor von auflen zu erregen. Fiir alle nicht entarteten Zweipole mit G; # 0 und R; # 0 existiert

sowohl der Helmholtz- als auch der Mayer-Ersatzzweipol.

RN
@ﬁ -
- ol Q)
%ﬂ u %ﬂ a
o i oL o7

Bild 9.11  Messung des Innenwiderstands
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Beispiel:
Bild 9.12 zeigt ein lineares, resistives Eintor, dessen Helmholtz-Ersatzschaltung zu ermitteln
ist. Bei unbelasteten Klemmen ergibt sich folgende Leerlaufspannung:

Bild9.12 Lineares Transistor-GroB3signal-  Bild 9.13 Lineares, resistives Eintor
ESB

up = —i.Re = iy(1 4+ B)R.

Der Basisstrom 7; berechnet sich aus dem Basispotential u, .

up=1ug+ 0,7V
Zu
. UB—Ub Up UB—UO—O,7V U0+O,7V
= — — = P
"~ R, R} R, R}
Damit folgt fiir u:
Rl
UB—O,7V(1+R—Z,) Ry R
= ~Up——"——-0,7V fi —
wETR R SRIT R, r 5>

R} R.(1+p)
Zur Berechnung des Innenwiderstandes ist die Schaltung in Bild 9.14 zu analysieren; man be-
achte, dass die gesteuerte Quelle nicht durch eine Nullquelle ersetzt werden darf. Eine externe

— 3 O -
ib 1 :
|
(] b
i
R. |
! Bild 9.14  Messschaltung fir den
¢ O--- Innenwiderstand
Erregung v ruft den Strom
U U U
t=—up(l+0)+—5 =57 U1+05)+ 5
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hervor. Der Innenwiderstand betridgt demnach:.

b ||

1+
Da das Emitterpotential dem Basispotential nachfolgt, wird diese Schaltung oft als Emitterfol-
ger bezeichnet. Der Innenwiderstand des Emitterfolgerausgangs ist fiir hohe Stromverstirkung

B sehr klein. Der Kollektorwiderstand R, (seriell zu einer Stromquelle) hat beim gegebenen
Transistormodell keinerlei Auswirkung.

R; = R, H

9.2 Passivitat und inkrementale Passivitit

Passivitit wurde sowohl im Linearen wie im Nichtlinearen untersucht. Ein resistives Ein- oder
Mehrtor hei3t passiv, wenn die aufgenommene Leistung in jedem Betriebspunkt positiv oder
null ist:

ul - i>0 (Beim Eintor sind die GroB3en w und 2 Skalare)

Die Passivitit der Netzwerkelemente iibertrigt sich genauso wie die Linearitét auf das gesamte
Netzwerk.

Es gilt also: Ein Ein- oder Mehrtor, das sich im Inneren nur aus passiven Netzwerk-
elementen (Subsystemen) zusammensetzt, verhélt sich selbst wieder passiv.

Beweis: Aus der Verlustlosigkeit des Verbindungsmehrtors folgt fiir dessen Strome und

Bild 9.15 Mehrtor aus passiven Subsystemen

Spannungen:
u’ - i=0

Zur Beschreibung des dufleren Klemmenverhaltens muss man die Vektoren w und ¢ in innere
(i) und duBlere (a) SignalgroBen partitionieren:
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Die Leistungsbilanz lautet somit:

’U/aT’l:a = —’U/ZT’LZ

Das Skalarprodukt auf der rechten Seite setzt sich aus der Summe der Leistungsfliisse in die
k Subsysteme zusammen. Das negative Vorzeichen wird dazu benutzt die unterschiedlichen
Stromzéhlpfeilrichtungen fiir das Verbindungsmehrtor und die Subsysteme einander anzuglei-

chen:
k
T - T .
u iy =y wy" (=)
7j=1

u;; und z,;; symbolisieren jeweils Spannung bzw. Strom am internen Netzwerkelement j. Dabei
sind als Netzwerkelemente auch Mehrtore zuldssig. Die GroBen w;; bzw. 2;; wurden deshalb
allgemein vektoriell angenommen. Nach Voraussetzung sind sdmtliche Subsysteme passiv und
damit sémtliche Summanden w;”; (—4;;) nicht negativ. Daraus folgt:

w, i, >0 g.ed

Lineare und passive Ein- oder Mehrtore sind immer auch differentiell passiv, da eine Lineari-
sierung (der Tangentialraum) an einem beliebigen Betriebspunkt immer mit dem Betriebsraum
selbst zusammenfillt. Ganz anders sieht dies bei nichtlinearen Netzwerkelementen aus. Man
muss daher fiir nichtlineare Ein- oder Mehrtore neben der Passivitit zusétzlich die Begriffe der
inkrementalen Passivitit bzw. der Monotonie des Betriebsraumes einfiihren. Die Monotonie ist
wichtig im Zusammenhang mit der Stabilitét (siehe 2. Semester) und eindeutigen Losbarkeit
nichtlinearer Netzwerke.

Ein Ein- oder Mehrtor heil3t strikt inkremental passiv bzw. der Betriebsraum strikt monoton
zunehmend, wenn fiir zwei beliebige, voneinander verschiedene Betriebspunkte Z’;/ } und Zf,/ /}
gilt:

[w —u")" i’ —i"] >0 9.1)
Bild 9.16 zeigt die Kennlinie eines strikt inkremental passiven Zweipols. Gleichung 9.1 ist dqui-
valent mit der Forderung, die Sekante s habe positive Steigung. Vorsicht, ein strikt inkremental

passives Netzwerkelement kann durchaus aktiv sein (siehe Bild 9.16) und umgekehrt kann ein
passives Element inkremental aktiv sein (z.B. Tunneldiode oder Transistor).

»

> Bild 9.16  Strikt monoton zuneh-
u mende Kennlinie

Besteht ein resistives Mehrtor intern nur aus strikt inkremental passiven Netzwerk-
elementen, so verhiilt es sich an den dufleren Klemmen selbst wieder strikt inkremental
passiv.
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Beweis:

Die Vektoren v und % sollen im folgenden die Betriebsgroen am Verbindungsmehrtor
gemif Bild 9.15 symbolisieren. Die Losungsrdume F,, und F; des Verbindungsmehrtors sind
linear. Infolgedessen liegt auch die Differenz u'—u” und 7’ — 4" zweier Betriebsvektoren wieder
in F, bzw. F;. Aus dem Tellegenschen Satz folgt somit:

(u/ N u//)T (’1,/ B i//) -0

Durch Partitionierung der Signalvektoren in innere und duflere Signale:

u =: ua} 7 =: za}
u; 2;
erhilt man
I T A A N I ‘nT )
(uy, —u,")" (3, —1a") = — (u; —w;")" (3; —1,”)

Nach Aufgliederung der rechten Seite in die Summanden der k£ Subsysteme (Ein- oder Mehrto-
re) ergibt sich schlieBlich: .

M»

(ut, = ua”)" (i, — 47 — ") (= (i — i)

Nach Voraussetzung sind alle Netzwerkelemente (Subsysteme) strikt inkremental passiv. Somit
sind sdmtliche Summanden (unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen Stromzihlpfeile fiir
das Verbindungsmehrtor und die Netzwerkelemente) positiv, woraus folgt:

J=1

(u, —u,”)" (i, —i,") >0  qed.

Strikt inkremental passive Netzwerke besitzen eine Eigenschaft, die sie wesentlich von an-
deren nichtlinearen Netzwerken unterscheidet:

Setzt sich ein Netzwerk nur aus strikt inkremental passiven Subsystemen zusam-
men, so ist diese Bedingung hinreichend dafiir, dass die BetriebsgroBen des Netzwerks
hochstens eine Losung haben.

Beweis:

Man unterscheidet jetzt nicht mehr zwischen inneren und duBeren Toren des Verbindungs-
mehrtors. Alle Tore seien mit strikt inkremental passiven Netzwerkelementen (k Ein- oder
Mehrtoren vekorielle Schreibweise auch fiir die Subsysteme) beschaltet. Man nimmt zunéchst

/ "
. . o u u
zwel verschiedene Losungen i } und il } an.

Aufgrund des Tellegenschen Satzes muss das Skalarprodukt der Losungsdifferenzen ver-
schwinden:

[u/ . ’U,H]T [’Ll i i//] —0

Wegen der strikt inkrementalen Passivitit der £ Subsysteme gilt fiir simtliche Summanden:

(o )" (i) =0
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falls
(w,—u)) 20N (&, —4)) £0 fir 1<j<k
(1w, — ) £ 0 A () = 87) = 0)V ((w) — ) =0 A () = i) # 0) durfen aufgrund der De-

J
finition der strikten Passivitat nicht auftreten.

Nach Voraussetzung sind die beiden Losungen verschieden, somit existiert mindestens ein
Summand groBer null. Dies ist ein Widerspruch zum Tellegenschen Satz; die beiden Losungen
konnen also nicht verschieden sein.

g.e.d.

Anmerkung: Unabhingige Quellen sind nicht strikt monoton. Ein sonst strikt monotones
Netzwerk besitzt allerdings weiterhin eine eindeutige Losung, wenn in keiner Schleife nur
Spannungsquellen und in keiner Schnittmenge nur Stromquellen liegen. Diese Einschriankung
ist bereits als Bedingung fiir eine eindeutige Losung der Betriebsgrofen von linearen Schaltun-
gen bekannt.

Vor der Eindeutigkeit wire eigentlich erst die Frage nach der Existenz einer Losung zu un-
tersuchen. Nun stellt sich bei einer realen Schaltung allerdings immer ein Spannungs- und ein
Stromvektor ein, wenn das Netzwerk nicht gerade in “Rauch aufgeht. So gesehen stellt jede
physikalische Schaltung die Existenz einer Losung sicher. Durch Uberidealisierung bei der Mo-
dellierung kann es allerdings passieren, dass das beschreibende Gleichungssystem keine Losung
besitzt. Die Konsequenz kann in einem solchen Fall nur sein, die Modellierung zu verfeinern.
Ohne Beweis sei hier angemerkt, dass die Existenz einer Losung auch mathematisch sicherge-
stellt ist, wenn sich der Betriebsraum aller Netzwerkelemente stetig (nicht notwendigerweise
monoton) von

u} —oo] . u} +oo}
.| = bis |l =
) —00 1 —+00

erstreckt.



10. Logikschaltungen

Bei Logikschaltungen handelt es sich um ausgeprigt nichtlineare Schaltungen, die ausschlief3-
lich im Grof3signalbetrieb benutzt werden. Hiufig bezeichnet man sie auch als Digitalschal-
tungen, wobei sich der folgende Abschnitt allerdings auf die Verkniipfung bindgrer Signale be-
schréinkt.

10.1 Binére Signale und elementare Verkniipfungen

Bindire Signale sind Signale, die jeweils nur einen von zwei diskreten Werten annehmen konnen.
In Logikschaltungen werden sie meist durch Spannungen (Signalspannungen) reprisentiert,
wobei einer der beiden diskreten Zustinde ungefihr der Spannung 0 V entspricht. Der zwei-
te erlaubte Wert ist dann meist ungefihr gleich der Betriebsspannung (z.B. +5 V bei TTL
(Transistor-Transistor-Logik)).

=5V N _J ,,1¥: wahr, richtig
Y=Y ~0V 717 1.0 nicht wahr, falsch

Sind x4, ..., x, die Eingangssignale einer logischen Schaltung, so erhilt man die Ausgangssi-
gnale y1, . . ., y,, durch die Verkniipfungsgleichungen

Y, = Fu(x1,20,...,20), p=1,...,m
Die Werte der Ausgangssignale lassen sich fiir jede Funktion F),, durch eine Wertetabelle

oder Wahrheitstabelle angeben, die simtliche Kombinationsmoglichkeiten der Eingangssignale
enthalt.

Die Zuordnung der binédren Signalvariablen mit ihren formalen Zustéanden ,,1* und ,,0 er-
laubt eine Abstraktion der Beschreibung durch die Boolesche Algebra, die von der aktuellen
technologischen Realisierung und den elektrischen Reprédsentationen der Signale unabhéngig
ist. Bei der praktischen Realisierung lisst sich ein relativ groer Signalspannungsbereich ein-
deutig einem binédren Zustand zuordnen. Diese Eigenschaft macht logische Schaltungen sehr
unempfindlich gegeniiber Storungen.

Ein Ubergang von ,,1* nach ,,0° bzw. umgekehrt wird in erster Niherung unverzogert aus-
gefiihrt; dies entspricht einer Modellierung als resistive logische Schaltung.

Ubergang von kontinuierlichen zu biniren Signalen:

U = {:gx‘; = Ty = {:(1)“ pw=1...,n ,0°. .. logisch O, unwahr

uL:{fg“; :yuz{”(l)“ pw=1...,m ,1“. .. logisch 1, wahr
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o—— o ®
u ! 1
1¢ fl(u) ¢ T ylZFl(xlu"'axn) [
oO—1— O U1
o—1f— ul O
U9 T
f2(u) T Y2 :FQ(xla"'wxn) [
o—1 — e Y2
U B UIm T Ln
TL¢ fm(u> ¢ ] ym:Fm(xlu' ' '7xn) Ty
o—f— o "
u' = f(u) f — F (Wertetabelle) y = F(x)

Bild 10.1  Abstrahiertes Modell resistiver logischer Schaltungen

Die Grundverkniipfungen bzw. die zugehorigen Grundschaltungen bilden maximal zwei
binire Eingangssignale auf ein Ausgangssignal ab. Es gibt drei elementare Verkniipfungen (ele-
mentare Grundschaltungen), mit deren Hilfe alle Verkniipfungsaufgaben gelost werden konnen:

die Negation (NICHT / NOT)
die Konjunktion (UND / AND)
die Disjunktion (ODER / OR)

Nach einer Definition dieser elementaren Verkniipfungen folgen praktisch wichtige Grund-
schaltungen, also Realisierungen dieser Verkniipfungen, in verschiedenen Technologien.

Die Tabelle 10.2 stellt ein (nicht normiertes) Gattersymbol, die algebraische Beschreibung
sowie die Wertetabelle der elementaren Verkniipfungen mit maximal zwei Eingangsvariablen
zusammen.

10.2 Boolesche Algebra

Das mathematische Hilfsmittel zur Beschreibung logischer Verkniipfungen der Formy = F'(x)
ist die Boolesche Algebra. Dabei nehmen sowohl die unabhingigen Variablen x als auch die
abhédngigen Variablen y nur die Werte ,,0" und ,,1* an.

Tabelle 10.3 fasst die wichtigsten Rechenregeln fiir logische Verkniipfungen zusammen und
gibt fiir die jeweiligen Ausdriicke eine schaltungstechnische Realisierung auf Schaltsymbole-
bene an. Es ist bemerkenswert, dass alle 16 moglichen Verkniipfungen zweier Eingangssignale
71, To zu einem Ausgangssignal (zwei mogliche Ausgangszustinde fiir jede der 22 = 4 Ein-
gangskombinationen) ausschlieBlich mit
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NEGATION KONJUNKTION DISJUNKTION
(NICHT, NOT)|  (UND, AND) (ODER, OR)
T T
y=1 y =1z Az Y=oV,
R 0 0|0 0 0O
0 10 0 1| 1
110 1 00 1 0| 1
1 11 1 1|1
NAND NOR
Ty L1 T X1
Ty yoom Vg, y o T2 y
y = (x1 A\ x9) y = (z1V x2)

Bild 10.2 Tabelle 1: Elementare Verkniipfungen

NAND-Gattern
oder mit
NOR-Gattern

realisiert werden konnen. Das Bild 10.4 zeigen jeweils ein Beispiel.

10. Logikschaltungen

NAND- und/oder NOR-Gatter sind die meist realisierten Grundschaltungen in

e Bipolartechnologie (DTL, TTL, ECL)
e MOS-Technologie (CMOS)

10.3 Schaltungstechnische Realisierungen der Grundverkniipfungen

Im Verlauf der technischen Entwicklung hat sich eine Vielzahl unterschiedlicher Schaltungs-
konzepte zur Realisierung logischer Verkniipfungen herausgebildet. Diese Konzepte unterschei-
den sich aufler in der benutzten Halbleitertechnologie (Bipolar/MOS) in der Schaltgeschwindig-
keit, dem Leistungsverbrauch (statisch und dynamisch) sowie im Signalpegel und den Ein- und

Ausgangswiderstdnden.

Im folgenden werden Grundschaltungen fiir NAND, NOR oder NOT-Gatter der wichtigsten
Logikfamilien vorgestellt.
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10.3 Schaltungstechnische Realisierungen der Grundverkniipfungen

Kommutativgesetz: TL N T2 =Ty Ny
T V To9 = T2 V I
Assoziativgesetz:
(ZL‘l/\I‘Q)/\I‘gz IL‘1/\(IL‘2/\I’3) :ZL‘l/\ZL‘Q/\IL‘g
(a1 T T
L2 E ) T l'gj —
T3 Yy [L‘gm T3 Y
(l‘l V ZL‘Q) V x3 = x1 VvV ($2 V ZL‘3) = 1V 2oV xs
T T T
X2 To_ 9 |
- ﬁ Yoy L Yoo fgy
Distributivgesetz
1A (22 Virg) = (21 A x2) V (31 A x3)
T V (ZL‘Q A\ ZL‘3) = (.I'l V 1’2) A (33'1 V 33'3)
T (o)
iai
T3 I3
Zweifache Negation: 7 =2
De Morgansche Gesetze:
X1 N\NZy =771V Ty X1V Ty =71 \NTo

Bild 10.3 Tabelle 2: Rechenregeln

sl
X1 {}_L T
o wVE T AT

2=y | ot | =
Ty T2

Bild 10.4 AND mit NOR (21 A 22 = 1 V 73) und OR mit NAND (21 V 72 = 71 A 72)

10.3.1 NAND in DTL (Dioden-Transistor-Logik)

Die DTL-Logik wird heute in dieser Form kaum mehr verwendet; sie bietet aber einen guten
Einblick fiir das Verstidndnis logischer Halbleiterschaltungen. Die beiden Dioden D3 undD,
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Bild 10.5 Ein NAND-Gatter in Dioden-Transistor-Logik

verschieben die Schaltschwelle des Transistors ungefdhr zur halben Betriebsspannung. Durch
die Hilfsspannungsquelle Uy verbessert sich das dynamische Verhalten der Schaltung. Fiir eine
Analyse der resistiven Ersatzschaltung wird das stiickweise lineare Diodenmodell mit 2 Asten
in Bild 10.5 benutzt.

- i
ﬂ /H
> /AR ‘ -
", — .,
— I 0,7V
0,7V

Bild 10.6  Modellierung der Dioden

Auch der Transistor wird durch ein stiickweise lineares Modell ersetzt und der Basisstrom
gegeniiber dem Strom durch R, vernachlissigt. Mit diesen beiden Modellen und den Elemen-

0,7V

\0_ 7V [3 p

Bild 10.7 Modellierung des Transistors

1p

- b

tewerten
Ug=6V Ry =26k
Uy =3V Ry =5k
Ry =2kQ
erhélt man fiir die vier moglichen Eingangskombinationen von u; und w5y das folgende Analy-
seergebnis:
a) Analysegleichungen ohne Transistor fiir z; = ,,1* und x5 = ,,1* :
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D gesperrt: Kennlinienastl: ip; =0, up; <0
Dy gesperrt: Kennlinienastl: 2po =0, ups <0
D5 leitend: KennlinienastII : ups =0, ip3 > 0
Dy leitend: KennlinienastIl : ups =0, ips > 0

Up + Uy — 2U
TR, +2Up + IRy —Upg— U = 0= [ — BEiR D
1 2
6+3—1.4
wpe = IRy — Uy I:W:lmA; e = 2V
Ry
Up
- Diy 1
O—K—
U U U
HD D3 4D> 4 4D>
R e A A
Do Ry
UB<> UB Upe
a D v

Bild 10.8  Ersatzschaltbild des DTL-Eingangskreises fir 1 = ,1“ und 22 = ,1°

Transistor:

Upe > 0,7V 45, >0 = >0 Ue=0

i A

1 = const.

3mA

/ ~—Pu.e

uge ~ 0 Ug =6V
Rg - 2]{9

Bild 10.9 Transistor-Ausgangskennlinienfeld mit Lastgerade
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Logische Funktion:
UW=Uer0 = y=,0=_1“A,1¢
b) Analysegleichungen ohne Transistor fiir x; = ,,0 und 2o = ,,1“:

D leitend: KennlinienastIl : up; =0, ip; > 0
Dy gesperrt: Kennlinienast1: wups < 0, ips =0
D5 leitend: KennlinienastII : ups =0, ip3 > 0
Dy, leitend: KennlinienastIl : ups =0, 2ps > 0

Ug —Up 5,3
LR +Up—-U=0 I = = ~ 2 mA
11ty +Up B — 1 R 2600 m
Uy —Up 2,3
LR, —U 2U0p—Up=0 = I,= = ~ 0,46 mA
2119 g+ 2Up D 2 i 5000 , 20 m

Upe = IRy — Uy = (2,3—3)V=—0,7V

I
U]_) Rl
- Dy
U
HD D3

Bild 10.10  Ersatzschaltbild des DTL-Eingangskreises fir z; = ,0“ und z2 = ,1°

Transistor:

Upe <0 = =0 = =0 = v=u.=6V
Logische Funktion:

W=te=6V = y=,1= 0N

c,d) (z1 = 1) A (g = ,,0¢) und (1 = ,,0¢) A (xo = ,,0) fithren auf die gleichen Strome Iy
und /5 und damit auf den gleichen y-Wert.

10.3.2 NAND in TTL (Transistor-Transistor-Logik)

TTL-Schaltkreise sind die am meisten verbreiteten bipolaren Logikschaltungen. Es existieren
verschiedene Varianten fiir hohe Schaltgeschwindigkeit, hohe Storsicherheit, oder niedrige Lei-
stungsaufnahme. Die logische Verkniipfung wird durch den Multi-Emitter-Eingangstransistor
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y =T A

O

Mﬁml i“ﬁm m <>¢m1u~y

© i i L

Bild 10.11  NAND-Schaltung in TTL-Technik

vorgenommen. Fiir z; = x5 = ,,1* ist die Basis-Kollektor-Diode des Ebers-Moll-ESB’s dabei
in Flussrichtung ausgesteuert, der Transistor wird also invers betrieben.

Der folgende Transistor bildet einen Zwischenverstirker mit gegenphasigem Ausgangssi-
gnal, der die komplementidre Gegentaktendstufe (fiir niedrigen Ausgangswiderstand) ansteuert.
Der obere Teil dieser Endstufe ist eine Darlington-Konfiguration, deren erhthte Durchschalt-
Schwellspannung dafiir sorgt, dass nicht beide Ausgangstransistoren im logischem Zustand
y = ,,0° gleichzeitig leiten.

10.3.3 NOR in ECL (Emitter-Coupled-Logic)

Die ECL-Technik wurde fiir hohe Schaltgeschwindigkeiten entwickelt. Im Gegensatz
zu den bisher beschriebenen Techniken werden die Transistoren in ECL-Schaltgliedern
nur im linearen und im Sperrbereich des Transistorkennlinienfeldes ausgesteuert. Die
Transistorspeicherzeit im Sittigungsbetrieb entfédllt somit. Typische Spannungswerte sind:

O T , O
A f] Dlo td D 1
U1=I1 u =y
U2£ZL’2
— —O
i K 4
o | IBM 370
7 1971
Yy =x1 VI

Bild 10.12 NOR-Schaltung in ECL-Technik
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Uy = —1,15 V (intern erzeugte Hilfsspannung)

Up=—-52V
L= —075V
O=—16V

Ein ECL-Gatter besteht im wesentlichen aus einem Differenzverstidrker mit mehreren paral-
lelen Eingangstransistoren. Der Ausgangstransistor in Kollektorschaltung sorgt fiir einen niedri-
gen Ausgangswiderstand. Um den Einfluss des Betriebsspannungs-Innenwiderstandes zu mini-
mieren wird die Plusklemme als Masse (Bezugsklemme) benutzt. Der Signalhub ist recht klein
im Vergleich zur Betriebsspannung.

10.3.4 NOT, NAND und NOR in CMOS

Die CMOS-Technologie ist aus zwei Griinden fiir integrierte Digitalschaltungen besonders at-
traktiv:

e Zum einen ldsst sich der statische Leistungsverbrauch sehr klein halten, da je nach Schalt-
zustand immer einer der beiden komplementiren Transistoren gesperrt ist und somit kein
Strom flie3t

e Zum anderen bilden sich bei Feldeffekttransistoren nur unterhalb der Gate-Elektrode Strom-
kanile aus, was eine Isolation der einzelnen Transistoren auf einem Chip iiberfliissig macht
und zu relativ einfachen Realisierungsstrukturen fiihrt.

Der CMOS-Inverter besteht aus zwei komplementidren, selbstsperrenden MOS-
Transistoren. Die Schaltung hat im Bereich U; ~ Up/2 eine sehr hohe Spannungsverstirkung
und damit eine fast ideale Umschaltcharakteristik, die fiir die Rekonstruktion von biniren Si-
gnalen von Bedeutung ist. Ein NAND-Gatter besteht aus zwei parallelen p-Kanal-Transistoren

T=Uq, Y=us Yy==1

Bild 10.13  CMOS-Inverter Bild 10.14  Ubertragungscharakteristik

und zwei n-Kanal-Transistoren in Reihe, wobei die Gate-Anschliisse eines komplementiren
Paares jeweils zu einer Eingangsklemme zusammengefasst sind. Umgekehrt sind die Verhilt-
nisse beim CMOS-NOR-Gatter, wie die Bilder 10.15 und 10.16 zeigen.
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U1=a1
O 1 O
Bild 10.15 NAND-Gatter in CMOS-Technologie

B
o

u—i (F ﬂiﬁ%(]ﬂo
© T
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Bild 10.16 NOR-Gatter in CMOS-Technologie
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Anhang

A.1 Graphen

Graphen dienen in der Mathematik und Informatik zur einfachen qualitativen Darstellung von
Zusammenhingen zwischen endlich vielen Objekten. Zur Veranschaulichung der Bedeutung
dieses abstrakten Werkzeugs fiir die Schaltungstechnik werden im folgenden alle wesentlichen
Begriffe anhand der Netzwerkgraphen einfacher elektronischer Schaltungen eingefiihrt; deren
Schaltbilder und die Methodik der Konstruktion des zugehorigen Graphen sind aber an dieser
Stelle bedeutungslos.

A.1.1 Ungerichtete Graphen

Ein (ungerichteter) Graph G(N, B) wird definiert durch Angabe einer Knotenmenge

N ={ny,ng,...,n,} (A.1)
deren Elemente n; Knoten (nodes, vertices) heiflen, und einer Kanten- oder Zweigmenge

B ={by,by,...,bp} (A.2)

deren Elemente b; Kanten (edges) oder Zweige (branches) genannt werden', und die Struktur
eines ungeordneten Paares von Knoten besitzen:

Vj:bj ={ne,mp} Ang,ny €N (A.3)
Der Fall n, = n,, ist dabei ausdriicklich zugelassen: Eine derartige Kante, die einen Knoten mit
sich selbst verbindet, wird Schlinge (self-loop) genannt.
Die Anzahl n der Knoten heif3t die Knotenzahl, die Anzahl b der Kanten die Kantenzahl des
Graphen:

n=|N| (A.4)
b=|B| (A.5)

Einen Graphen stellt man graphisch dar, indem man die Knoten als Punkte zeichnet und die
Kanten als Verbindungslinien zwischen den Knoten. Die genaue Art der Darstellung ist dabei
aber unwesentlich, die Struktur wird alleine von den durch die Kanten gegebenen Nachbar-
schaftsbeziehungen bestimmt.

Gegeben sei beispielsweise der Graph G;(N;, By) eines beidseitig beschalteten Briicken-
gleichrichters, der n; = 4 Knoten und b; = 6 Kanten besitzt: Dabei wurden wie iiblich schlich-

'Dabei ist der Ausdruck , Kante* der in der Mathematik und Informatik beim Umgang mit rein abstrakten Graphen tibliche,
wogegen man bei den Netzwerkgraphen der Schaltungstechnik meist von ,,Zweigen™ spricht.
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Bild A.1  Der Graph Gz eines beschalteten Briickengleichrichters

(=2}

te natiirliche Zahlen zur Bezeichnung der Kanten verwendet, und mit einem Kreis umrandete
als Symbole fiir die Knoten. Die Knoten- und Kantenmenge von G; ergeben sich damit zu:

N, ={D,©2,3,@}.
Br={1,2,3,4,5,6}.

Die Kanten werden dabei als ungeordnete Paare von Knoten aufgefasst, und als Mengen ge-
schrieben:

Kantel = {(D, 2} = {D,D}.

ist hierfiir ein typisches Beispiel.

Im folgenden sollen nun einige Eigenschaften eingefiihrt werden, die ein Graph alleine auf-
grund seiner mathematischen Struktur besitzen kann. Beispielsweise nennt man einen Graphen
schlingentragend, wenn er Schlingen enthilt, ansonsten schlingenfrei. Die meisten wichtigen
Eigenschaften sind allerdings schwieriger zu definieren:

A.1.1.1 Planaritat
@

® @

Bild A.2 Eine planar umgezeichnete Fas- Bild A.3  Der einfachste nicht planare
sung von Gy Graph

Ein Graph G(N, B) heiit planar, wenn es moglich ist, ihn auf einem ebenen Blatt Papier so
zu zeichnen, dass sich keine zwei Kanten aus B kreuzen.

Gz ist planar, da man ihn wie in Bild A.2 gezeigt ohne Kanteniiberkreuzungen darstellen
kann: Der einfachste nicht planare Graph besitzt 5 Knoten und 10 Kanten:

Die Netzwerkgraphen realer Schaltungen sind im allgemeinen nicht planar.
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Bild A.4 Der einem Transistor entsprechende Teilgraph G, im Graphen G;; eines n-MOS-Inverters

A.1.1.2 Teilgraphen
Ein Graph G;(V;, B;) heifit ein Teilgraph G, C G des Graphen G(N, B), wenn
NCNAB,CB (A.6)

Als Beispiel ist hier im Graphen G;; eines beschalteten n-MOS-Inverters der dem Verarmungs-
FET F,, entsprechende Teilgraph G;( Ny, By) C Gy fett hervorgehoben: G ist iibrigens schlin-

gentragend: Die Kante 3 = {@, @} stellt eine Schlinge am Knoten (2) dar.

A.1.1.3 Zusammenhangende Graphen

Ein Graph G(N, B) heilit unzusammenhdngend (disconnected), wenn man N in zwei disjunkte
Teilmengen N; und N, aufspalten kann, die durch keine einzige Kante by, = {n; € Ny, n; €
N, } aus B miteinander verbunden sind:

E|N1,N2 . (N = Nl UNQ /\N1 ﬂNQ = QA /Hb/\ = {nz c Nl,nj € NQ} € B) (A7)

Ein Graph, der nicht unzusammenhéngend ist, hei3t zusammenhdingend (connected).

Gegeben sei beispielsweise der Graph G;;; einer Ubertragerschaltung zur Leistungsanpas-
sung (siehe Bild A.5).

@ 1 ® ® o ® ®

ANV
@ ® @ ®

Bild A.5 Der unzusammenhangende Graph G einer Ubertragerschaltung

Wie man sofort sieht, ist G;;; unzusammenhzngend. Mit Hilfe der Definition (A.8) kann
man dies zeigen, indem man N, = {(D,(2),®} und N, = {3),(3)} wihit.
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Zusammenhiingende = Komponenten Jeder Graph G(N,B) kann  eindeutig
in eine Anzahl v» zusammenhingender und zueinander disjunkter Teilgraphen
G1(Ny, By),Ga(Na, Bs),...G,(N,, B,), zerlegt werden, so dass gleichzeitig gilt:
Vi :G; ist zusammenhédngend
N:N1UN2UUNI,/\B:BlLJBQUUBV
Diese Teilgraphen G; heilen die zusammenhdngenden Komponenten von G.
G111 besitzt zwei zusammenhingende Komponenten: G, (/Vq, By) und Gy (N2, B,), wobei

Ny = {@7@7@}731 = {17273}

und

N2 = {@a@}) B2 = {47 5}
Zusammenhingende Graphen wie G;. besitzen natiirlich nur eine einzige zusammenhéngende
Komponente: sich selbst!

Schnittmengen Gegeben sei ein zusammenhingender Graph G(N, B). Eine Teilmenge S C
B seiner Kanten heillt Schnittmenge, wenn gleichzeitig gilt:

G(N,B\ S) ist unzusammenhéngend (A.9)

Vbe S:G(N,(B\S)U{b}) ist zusammenhingend

Die Differenzmenge B \ S ist die Menge aller Elemente von B, die nicht in .S enthalten sind.
Anschaulich ausgedriickt ist eine Schnittmenge eine minimale Menge von Kanten, deren Ent-
fernung den Graphen in zwei zusammenhingende Komponenten zerfallen lisst. Gleichzeitig
reicht aber jede einzelne Kante der Schnittmenge aus, um die beiden Komponenten wieder zu
verbinden.

Beispielsweise sind S; = {1,2,3} und Sy = {2, 3,4, 5} Schnittmengen des Graphen G;.
Im Graphen G;; sind folgende Mengen keine Schnittmengen:

e {2,5} kann entfernt werden, ohne dass G;; unzusammenhingend wird.
e {1,2,5} enthilt unndtigerweise die Kante 5.
e {1,2,5,6} ist zu groB: Bereits eine Teilmenge davon reicht, um G;; zu zerschneiden.

A.1.2 Gerichtete Graphen

Ein gerichteter Graph (directed graph) oder Digraph G(N, B) ist ein Graph, dessen sidmtliche
Kanten e; € B mit einer Richtung versehen sind. Dies wird ausgedriickt, indem man jede Kante
nun als ein geordnetes Paar mit dem Anfangsknoten n, und dem Endknoten n;, auffasst:

Vij:e; = (ng,np) Ang,np € N (A.10)
Geordnete Paare werden dabei mit runden Klammern geschrieben, nicht mehr mit geschweiften.

Graphisch stellt man gerichtete Graphen dar, indem man auf jeder Kante eine Pfeilspitze
anbringt, die vom Anfangs- zum Endknoten zeigt. Eine gerichtete Ausfiihrung von Gy ist
beispielsweise:
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@® . @ ® ® ! ©) ©)
5 3 4 9 3 4 5
Grrr @ ® Grrr @ ®

Bild A.6  Eine gerichtete Fassung des Bild A.7 Gy, als Graph mit Bezugskno-
Graphen G;;1 ten

A.1.2.1 Graphen mit Bezugsknoten
Bei Netzwerkgraphen in der Schaltungstechnik zeichnet man in jeder zusammenhingenden
Komponente G, (N, B,) genau einen willkiirlich gewéhlten Knoten n, € N, besonders aus
(meist den mit der hochsten Nummer), den sogenannten Bezugsknoten (datum). Die sich dabei
ergebende Struktur heit Graph mit Bezugsknoten G(N, B, M) , wobei M die Bezugsknoten-
menge ist:

M ={ng,ng,...,nu} (A.11)
Zur graphischen Kennzeichnung der Bezugsknoten wird das iibliche Massesymbol verwendet.
Nach Wahl der Bezugsknotenmenge M;;; = {(4),(5)} ergibt sich beispielsweise die in Bild A.7
dargestellte Struktur von G;;;.

Ein zusammenhéngender Graph kann natiirlich nur einen einzigen Bezugsknoten besitzen.

A.1.2.2 Zusammengehangte Graphen

Da es bei Netzwerkgraphen in der Schaltungstechnik eine gewisse Vereinfachung bedeutet,
wenn man sich auf die Bearbeitung zusammenhéngender Graphen mit eindeutigen Bezugskno-
ten beschrinkt, erzeugt man diese Struktur aus unzusammenhéngenden Graphen willkiirlich:

Gegeben sei ein nicht zusammenhéngender Graph mit Bezugsknoten G(N, B, M). Man
erhiilt den zugehorigen zusammengehdngten Graph (hinged Graph) G aus G , indem man alle
Bezugsknoten n) € M zu einem einzigen zusammenfasst.

Bei G;;r bedeutet das, dass @ und @ zu einem einzigen Bezugsknoten @ von Q?H
zusammengefasst werden. G7;; hat damit die in Bild A.8 gezeigte Struktur.

Bild A.8 Dervon G abgeleitete zusam-  Bild A9 Eine Schleife
mengehangte Graph G7;;
A.1.3 Spezielle Graphen

Zum Fiihren einiger Beweise ist es oft vorteilhaft, aus einem allgemeinen Graphen einen Teil-
graphen auszuwihlen, der eine bestimmte einfache Struktur besitzt.



A.1 Graphen 183

A.1.3.1 Schleifen

Eine Schleife (loop) ist ein zusammenhédngender schlingenfreier Graph, in dem jeder Knoten
mit genau zwei Kanten verbunden ist. Bild A.9 zeigt ein Beispiel.

Typischerweise werden Schleifen betrachtet, die Teilgraphen eines Netzwerkgraphen sind.
Bild A.11 zeigt beispielsweise eine Schleife in G¥;; :

5

Bild A.10 Ein Baum Bild A.11  Eine Schleife G in G¥;;

A.1.3.2 Baume

Ein Baum (tree) ist ein zusammenhédngender Graph, der durch das Entfernen jeder beliebigen
einzelnen Kante unzusammenhéngend wird, beispielsweise Bild A.10:

Ein (maximaler) Baum G, in einem zusammenhingenden Graphen G(N, B) ist ein
baumformiger Teilgraph, der alle Knoten von G iiberdeckt.

Bild A.12 zeigt (fett hervorgehoben) einen maximalen Baum G, in Q?I : Gy selbst ist nicht

Bild A.12 Ein Baum G, in G%; Bild A.13  Ein Sternbaum G in G¥;;

zusammenhingend und besitzt daher keinen maximalen Baum.

Sternbdume Gegeben sei ein zusammenhingender gerichteter Graph mit Bezugsknoten. Ein
Sternbaum in diesem Graphen ist dann ein Baum, dessen sdmtliche Kanten im Bezugsknoten
enden. Bild A.13 zeigt einen maximalen Sternbaum G, in Q?I I

A.1.4 Algebraische Strukturbeschreibung

Um einen einfachen Ubergang zu auf Graphen aufbauenden schaltungstechnischen Berech-
nungen zu ermoglichen, ist eine algebraische Darstellung der Struktur gerichteter Graphen
wiinschenswert.

Gegeben sei ein zusammenhingender gerichteter Graph G(N, B, M) mit n Knoten und b
Kanten, die beide fortlaufend ab 1 durchnummeriert sind. Der Bezugsknoten habe die hochste
Nummer n.
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Die (Knoten-)Inzidenzmatrix A' von G ist eine n x b-Matrix, deren Elemente aus {—1,0,1}
gemdl der folgenden Regel bestimmt werden:

+1 wenn die Kante 5 im Knoten 7 beginnt
a;; = —1 wenn die Kante 5 im Knoten 7 endet (A.12)
0 sonst

Jede Spalte ist also einer Kante zugeordnet, und jede Zeile einem Knoten.
Diese Zugehorigkeit ist hier bei der Inzidenzmatrix A’;; von G% explizit mit angegeben:

1 2 3 4 5

1 1 0 0 0 ©
A |10 1 0 0 @)

117 —
0 0 0 1 1 ©)

0 -1 -1 -1 -1| @

Die reduzierte (Knoten-)Inzidenzmatrix A ist eine (n—1) x b-Matrix und entsteht nach derselben
Regel, aber ohne die dem Bezugsknoten zugeordnete letzte Zeile. A besitzt immer vollen Rang.

Die reduzierte Inzidenzmatrix A;;; von G7;; lautet damit:

1 1000
A r=1-10100
00011

Die Inzidenzmatrizen ermoglichen den Ubergang von der Graphentheorie zur linearen Algebra.

A.2 Linearisierung

Viele der Informationsiibertragung dienende Schaltungen wie Filter, Verstirker, Ubertragungs-
strecken sollten sich idealerweise linear verhalten; im Rahmen einer Realisierung mit nicht
linearen Bauelementen wie Transistoren oder Dioden ist dies aber nur unter Einschriankungen
moglich. Die Linearisierung einer Schaltung ermoglicht eine Interpretation ihres Verhaltens als
linear, wobei das tatsédchliche Verhalten approximiert wird. Dadurch erzielt man eine wesentli-
che Vereinfachung der Betrachtung vieler nicht linearer Schaltungen und fiihrt gleichzeitig ihre
Analyse und Synthese einer Bearbeitung mit algebraischen Methoden zu.

Mathematische Grundlage der Linearisierung ist die Taylor-Approximation von Funktionen
durch eine Potenzreihe. Thre praktische Bedeutung begriindet sich darin, dass der beim Ab-
bruch der Potenzreihe gemachte Fehler abgeschitzt werden kann. Zur Begriindung der in der
Schaltungstechnik iiblichen Vorgehensweise bei der Linearisierung entwickelt man ausgehend
von einer expliziten Beschreibungsform eines Netzwerkelements (oder einer Teilschaltung) die
erste, lineare Taylor- Approximation. Diese kann als lineare Schaltung interpretiert werden.

Voraussetzung der Linearisierung ist die konsequente Verwendung der Kleinsignalnéhe-
rung, wonach eine BetriebsgroBe z(¢) in einen konstanten Anteil X und einen zeitabhéngigen
Anteil Ax(t) kleiner Amplitude zerlegt wird:

z(t) = X + Ax(t) (A.13)
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Der Arbeitspunkt X muss dabei vorgegeben sein und dient als Stiitzstelle der Taylor-
Approximation.

A.2.1 Lineare Approximation resistiver Eintore

Die expliziten Darstellungen resistiver Bauelemente sind meist Funktionen der Art f : R — R.
Die Taylor-Approximation einer solchen Funktion f ist in einer offenen Umgebung U C R
einer Stiitzstelle X moglich, wenn f in U (r + 1)-mal stetig differenzierbar ist. Mit X,z € U
gilt,

flx)=T-(z,X)+ R.(z, X) (A.14)

wobei das r-te Taylor-Polynom
—~ [W(X) —~ fM(x)

To(z, X) := kz e X))k = kz o Az* (A.15)
den Funktionswert annédhert,

flx) = T.(z,X) (A.16)
und das Restglied nach Lagrange

FrE) 1
R(z,X)="—""(z—X)" A.17
X0 =Gy =) (A7

mit £ € [x, X| den Fehler beschreibt:

R.(z,X)=0 ((Az)"*") (A.18)
Im Spezialfall » = 1 erhélt man die lineare Approximation

Ty, X) = f(X) + ['(X)(x — X) = f(X) + [(X)Aa (A.19)
mit dem Restglied

" "

Ri(z,X) = f?@(x - X)? = fT@AxQ (A.20)

Da ¢ nicht genau bekannt ist, muss man das Restglied abschitzen:
— X)?
|Ry(z, X)| < =Xy max _|f"(&)] (A.21)
2 telrX]

Oftensichtlich ist die Approximation umso genauer, je kleiner Az ist.

A.2.1.1 Lineare Approximation einer pn-Diode

Als einfaches Beispiel wird nun die in Bild A.14 gezeigte pn-Diode D betrachtet. Diese besitzt
die Leitwertsdarstellung

ip = gp(up) = I, (exp (?J—D) - 1) (A22)

T
mit den Parameterwerten /; = 10,3 pA, Ur = 25 mV. Bild A.15 zeigt die lineare Approxi-
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iD _
D
D
up 5 mA (Up, I
D, D)
D
0 04V 05V up Bild A.14 Elementsymbol und

Kennlinie der pn-Diode D

mation Dy, der Diodenkennlinie durch das erste Taylor-Polynom in dem durch
Up=0,bV (A.23)

gegebenen Betriebspunkt. Dy;,, wird durch Approximation der Leitwertsdarstellung gp mit
(A.19) bestimmt und hat die Form

Z'D%]D—I—GD(UD—UD) (A24)
mit den Parametern
Ip =gp(Up) = I (exp (%) — 1) ~ 5,0 mA (A.25)
T
I U
Gp=gp(Up)=—exp | =~ ] ~0,208 (A.26)
Ur Ur

Gp heilt der Kleinsignalleitwert von D in (Up, Ip). Bild A.16 zeigt eine Schaltung, deren

Bild A.15 Die lineare Approximati-
on Dy;,, der Diodenkennlinie D

Klemmenverhalten dem der linearen Approximation (affine Widerstandsgerade) entspricht und
die damit eine schaltungstechnische Interpretation des ersten Taylorpolynoms darstellt.

1D

Dlin

Bild A.16  Eine schaltungstechni-
sche Interpretation der linearen Ap-
proximation Dy,
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A.2.1.2 Freie Wahl der Darstellungsform

Die lineare Approximation stellt eine Vereinfachung dar. Es ist zunéchst nicht ohne weiteres
selbstverstindlich, dass sie als solche vertrdglich mit der Anwendung anderer iiblicher Ar-
beitsmethoden ist. Diese Konsistenz ist aber tatsdchlich gegeben: Die lineare Approximation
und die der Schaltungsanalyse dienenden Arbeitsschritte kann man in beliebiger Reihenfolge
durchfiihren; es ergibt sich stets dasselbe Ergebnis. Anhand der Diode D wird nun gezeigt, dass
die Linearisierung und ein Wechsel der Darstellungsform in beliebiger Reihenfolge vorgenom-
men werden konnen.

Die Widerstandsdarstellung der Diodenkennlinie lautet

up = TD(iD) = UT In (ZI—D + 1) (A27)
Ihre lineare Approximation
Uup ~ UD_'_RD(iD_[d) (A28)
ist die Umkehrung von (A.24), und wie erwartet ist auch der nun mit
Ur
Rp=rp'(Ip) = ~ 5 A.29
D =TD ( D) I+ 1, ( )

bestimmte Kleinsignalwiderstand der Kehrwert des vorher aus der linearen Approximation der
Leitwertsdarstellung bestimmten Kleinsignalleitwerts Gp:

1

- Go

A.2.1.3 Die Kleinsignalnaherung
Zur beispielhaften Begriindung der Kleinsignalndherung wird nun die in Bild A.17 gezeigte
einfache Diodenschaltung untersucht. Die Diode soll hier zur Stabilisierung der Ausgangsspan-
nung up gegen iiber kleinen Schwankungen Awup der Versorgungsspannung Upg dienen. In den

Schaltbildern stellen unausgefiillte Quellensymbole zeitunabhingige Konstantquellen, schraf-
fierte Symbole hingegen zeitabhingige Kleinsignalquellen dar. Zur Arbeitspunktbestimmung

Rp (A.30)

| I .
D
R; = 100 ©
Aup ¢ 69
.
Up =1 \41 C) D i Bild A.17 Eine Diodenschaltung

zur Spannungsstabilisierung

wird die Schaltung ohne Kleinsignalquelle zeitunabhiingig betrieben. Man erhilt die Arbeits-
punktschaltung Bild A.18, in der die Diode D in dem bereits im vorigen Abschnitt betrachteten
Betriebspunkt betrieben wird. Substituiert man die Diode durch ihre lineare Approximation, so
erhélt man die lineare Gesamtschaltung in Bild A.20, deren Verhalten in der Néhe des Arbeits-
punkts ndherungsweise dem der urspriinglichen Schaltung Bild A.17 entspricht. Bild A.20 wird
nun als Superposition zweier Schaltungen aufgefasst, ndmlich der linearen Arbeitspunktschal-
tung Bild A.21, die alle Konstantquellen enthilt, und der Kleinsignalschaltung Bild A.22 mit
allen zeitabhéngigen Kleinsignalquellen. Die lineare Arbeitspunktschaltung wird normalerwei-
se nie explizit entwickelt: Da sie als einzigen Betriebszustand den ohnehin bereits bekannten
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R; =100 9
L iD
Ug=1V
I]_) =5 mA
i <> 5 mA (Up, Ip)
H/—/ — t
Up =05V 0 ~
Q 0,4V 0,5V uUp

Bild A.18 Der Arbeitspunkt der Dioden- Bild A.19 Bestimmung des Arbeitspunkits
schaltung der Diodenschaltung

Bild A.20 Die lineare Gesamt-
schaltung mit linearer Approximati-
on der Diodenkennlinie

Arbeitspunkt modelliert, liefert sie keine neue Information. Die Kleinsignalschaltung hingegen
stellt eine eigenstidndige und leistungsfihige neue Sichtweise des Verhaltens der Schaltung dar.
Wihrend das Verhiltnis der Ausgangs- und Versorgungsspannung

Ri=100Q - |

| Aip |

| | |
! | Bild A.21  Die in der Superposition
: Rp = 50 der Gesamtschaltung nicht betrach-

———————————————————— ! tete lineare Arbeitspunktschaltung

1
L1
lé? R; =100 Q2 Aip
A/
B Bild A.22 Die Kleinsignalersatz-
schaltung

(A.31)

betriigt, ergibt sich aus der Kleinsignalschaltung als Amplitudenverhiltnis der Kleinsignale.

AUD 1
~ A32
Aup 21 (A-32)
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AUD

Man kann nun die relative Schwankung A—uD der Ausgangsspannung zur Schwankung
up B
der Versorgungsspannung in Beziehung setzen:

AUD
Up AUD UB - 1

Aup\ Aug Up 10,5
Up

Die Schaltung dient also tatsdchlich der Spannungsstabilisierung: Bei Schwankungen der Ver-

sorgungsspannung dndert sich die Ausgangsspannung in viel geringerem Maf3e.

(A.33)

Die Anforderungen an die Schaltung werden nun genauer spezifiziert: Die maximal zuldssi-
ge Abweichung der Diodenspannung von ihrem Arbeitspunktwert sei

|Aup| < 10mV. (A.34)

Aus der Kleinsignalndherung erhilt man dann mit (A.32) als hochste erlaubte Schwankung der
Versorgungsspannung niherungsweise
Au B

< —
|AUB| =~ AUD

|Aup| =~ 210 mV. (A.35)

A.2.2 Partielle Ableitungen und Gradient

Die partiellen Ableitungen einer Funktion f(z,y) nach z und y sind wie folgt definiert:

of _ . [fla+Ary)— f(z,y)

o AZI'HE) 0 A (A.36)
— = 1 A.37
dy Aym—1> 0 Ay (A7)

sofern diese Grenzwerte existieren. Man beachte, dass 8_f einfach die gewohnliche Ableitung
€T

von f nach x unter Konstanthaltung von y ist, und entsprechend 90 die gewohnliche Ableitung

von f nach y unter Konstanthaltung von . Somit kann man die iiblichen Differentiationsregeln
zur Bestimmung partieller Ableitungen anwenden.

Analog definiert man die partiellen Ableitungen einer Funktion f(x) nach den Komponen-
ten xy, ..., x, eines Vektors x:.

af —  lim f(@1, oo X1, T + A%, Tpgr, - -, ) — f(21, .0, T0) (A38)
Oxy, Az, — 0 Az
Der aus den partiellen Ableitungen einer Funktion f gebildete Zeilenvektor
0 0
gradf := —f, ceey / (A.39)
c%l c%n
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heifit der Gradient von f. Mit Hilfe des Gradienten kann man die Tangentialebene an f iiber
einer beliebigen vorgegebenen Stelle X einfach angeben; sie hat die Gestalt

~ "9
fla)=f(X)+> —fX(xk — X3) (A.40)
k=1 Oz

oder in Vektorschreibweise.

fx) = f(X) + grad f|x (z - X) (A41)

Als Beispiel betrachte man nun das Polynom.

[y, 29) = =227 — a5 4 w109 + 220 + 4 (A.42)
Mit den partiellen Ableitungen,

0 0

—f = —4171 + T2, —f =T — 21‘2 + 2 (A43)

8901 afL‘2

lautet die Tangentialebene iiber einer beliebigen Stelle X.

f([L‘l,l’g) = f(Xl, Xg) + g—i(ﬁl,lfg)(lfl — Xl) + g—i(ﬁl,lfg)(lfg — Xg) (A44)

Bild A.23 zeigt den Graph des Polynoms zusammen mit der Tangentialebene iiber der Stelle
X =(11)

f([L‘l,l’g) = —31’1 + o + 6 (A45)

Die Tangentialebene ist gleichzeitig die lineare Taylorapproximation des Polynoms.

Bild A.23  Eine Funktion (hell) und lhre Tangentialebene (dunkel) tber der Stelle (1, 1)
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A.2.3 Lineare Approximation resistiver Mehrtore
Eine Funktion f : R” — R mehrerer Variabler sei in einer konvexen Umgebung U C R" von
X (r + 1)-mal stetig differenzierbar. Auch dann existiert wieder eine Taylor-Approximation

flx) =T.(x,X) + R.(x, X) (A.46)
Im hier interessierenden Spezialfall » = 1 lautet die erste Taylor-Approximation

a 0

Tife X) = 1)+ 3 (0 -x)elx) (A47)

mit dem Restglied nach Lagrange

R %) = 333 (6= Xt - 559 (A48)

i=1 j=1

wobei £ auf der geraden Verbindungslinie zwischen x und X liegt; mit ¢ € [0, 1] also .

E=X+J(x— X) (A.49)
Auch hier ist das Restglied ,klein” im Sinne von
Ri(z, X) = O (]|Az|]?) (A.50)

Um dies auf die Schaltungstechnik zu iibertragen, muss man beriicksichtigen, dass jede ex-
plizite Darstellung eines resistiven Mehrtores keine reellwertige sondern eine vektorwertige
Funktion f mehrerer Variabler (ndmlich der steuernden Torgroen) ist. Man trifft daher eine
komponentenweise Betrachtung: Jede gesteuerte Grofe wird fiir sich im Sinne einer Taylor-
Approximation durch die steuernden ausgedriickt, und das Ergebnis wiederum in Matrix- und
Vektorschreibweise zusammengefasst:

of

flz) = f(X)+ % (x — X) (A.51)

Fiir das Restglied ist eine entsprechend abkiirzende Schreibweise nicht méglich.

A.2.3.1 Lineare Approximation eines resistiven Zweitores

Gegeben sei nun das Beispielzweitor F mit der in Bild A.24 gezeigten Innenstruktur. Die Diode
D ist dabei identisch zu der bereits in Abschnitt A.2.1.1 verwendeten, und der Widerstand R
hat den Wert

R =100% (A.52)

Wie man leicht nachrechnet, hat F die Kettenbeschreibung ,

U2 ig
= Url — =41 A.53
U = ug + Urlin (RIS T, + ) ( )
o uy
i = EZ — iy (A.54)

Fiir den ausgangsseitig durch ,
Uy =0,5V, Iy = =5 mA (A.55)
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Bild A.24 Das resistive Beispiel-
———————————————— zweitor F

charakterisierten Arbeitspunkt ermittelt man mit der Kettenbeschreibung die Eingangsgréfen

U =0,517V, I; =10 mA (A.56)
In Linearisierung der Kettenbeschreibung erhilt man allgemein
Ur R Rp —
. 1 e
duii) | T w— R+ RL w-Rih+RL | _ | TR P A5
8:E(u2, —22) l 1 i 1 ’
R R
und speziell im Arbeitspunkt.
1+ 2,54 2,58 1,025 2,50
O(uy,11) _ 10092 _ (A.58)
6[L‘(U2, —22) AP 1 1 10 mS 1 .

Bild A.25 Lineare Approximation und Kleinsignal-Ersatzschaltbild des Beispielzweitors F

Eine schaltungstechnische Interpretation dieser Jacobimatrix alleine ergibt das in Bild A.25
innen dargestellte Kleinsignalersatzschaltbild . Zusammen mit den die Arbeitspunktgroflen
nachbildenden Quellen an den Toren bildet dieses die lineare Approximation F;, Bild A.25
von F.
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A.3 Lineare Algebra

Dieser Anhang enthilt eine Zusammenfassung grundlegender Rechenregeln der Matrixalgebra
sowie der Eigenschaften linearer Abbildungen, soweit sie fiir die Schaltungstechnik im 1. und 2.
Semester von Bedeutung sind. Die lineare Algebra ist ein einheitliches und méchtiges Werkzeug
zur Beschreibung von linearen Ein-, Zwei und Mehrtoren, hinter der auch ein grofles Reservoir
von Algorithmen zur numerischen Schaltungsanalyse steht. Die Vektorraumanschauung erlaubt
es, das Verhalten von elektrischen Netzwerken sowie deren spezielle Eigenschaften anschaulich
geometrisch zu interpretieren.

A.3.1 Matrizen

Eine Matrix A € R™*"(der Ordnung m x n) ist ein rechteckiges Zahlenschema

aipy ... Qip
ag21 ... Qo9pn

A= ) ) (A.59)
am1 Amn

mit m Zeilen und n Spalten.

Eine Matrix mit nur einer Spalte hei3t (Spalten-) Vektor; eine Matrix mit nur einer Zeile
Zeilenvektor. Spaltenvektoren werden mit fetten Kleinbuchstaben, Zeilenvektoren mit einem
zusitzlichen hochgestellten 7' symbolisiert. Matrizen (mit mindestens zwei Spalten und Zeilen)
sind durch fette GroBBbuchstaben gekennzeichnet. Um die Zusammensetzung einer Matrix aus
ihren einzelnen Eintrigen zu symbolisieren, schreibt man auch:

A = (ai) (8.0

Matrizen mit einer speziellen Struktur werden meist mit speziellen Symbolen gekennzeich-
net. Tabelle A.1 gibt einen Uberblick liber wichtige strukturierte Matrizen.
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symmetrische Matrix aj = Qj;

schiefsymmetrische Matrix a;; = —a;;

Name Definition Notation Beispiel
Skalar m=n=1 « 1
Spaltenvektor n=1 a ; }
Zeilenvektor m =1 a’ [12]
. 000
Nullmatrix a;; =0 0 00 0
0
Nullvektor a; =0 0 0 }
100
Diagonalmatrix a;=0,i%#j D,diag(d;) |0 2 0
003
Einheitsmatrix ay =0, 0% 1,1, [ 01 }
123
obere Dreiecksmatrix ai; =0,1>75 R 045
006
untere Dreiecksmatrix ai;; =0,7>41 L

Tabelle A.1: Speziell strukturierte Matrizen.

In vielen Fillen ist es sinnvoll, eine Matrix in Teilblocke zu partitionieren:

aiy...Q1g &1(s+1). A1

Qp1. . .Qpg a'r(s—f—l)' o Qyp

Ar41)1- - -Q(r41)s A(r41)(s4+1) - -A(r4+1)n

am1 --- Qms am(s+1) oo Qmn

Anhang

(A.61)
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Diese Vorgehensweise lédsst sich auf eine beliebige Zahl von Partitionen erweitern. Eine
spezielle Partitionierung einer Matrix ist die Zerlegung in ihre Spaltenvektoren

ai A1n
=la;...a, (A.62)
am1 Amn
bzw. in ihre Zeilenvektoren:
[&11 e aln] &IT
: = : (A.63)
[&1n Ce amn] a,nT

A.3.2 Matrixoperationen

Fiir Matrizen sind eine Multiplikation und eine Addition definiert. Unter diesen beiden Ver-
kniipfungen besitzt die Menge der Matrizen die wohldefinierte Struktur eines Ringes; d.h. mit
Matrizen kann man rechnen wie mit skalaren Groen. Der wesentliche Unterschied liegt in der
Matrixmultiplikation: Das Kommutativ- (Vertauschungs-) Gesetz gilt im allgemeinen nicht!

Neben der Verkniipfung von Matrizen gibt es eine Reihe von Funktionen, die auf nur einer
Matrix definiert sind und aus dem Skalaren nicht bekannt sind.

A.3.2.1 Matrizenaddition/-subtraktion

Zwei Matrizen A, B € R™*" gleicher Dimension addiert bzw. subtrahiert man komponenten-
weise:

A.3.2.2 Multiplikationen

«) Skalare Multiplikation.
Die Multiplikation einer Matrix A mit einer skalaren GroBe « ist definiert als

aA = (- a;) (A.65)

B) Skalarprodukt.
Die Funktion

i=1

bildet einen Zeilenvektor a’ € R'*™ und einen Spaltenvektor b € R™ ! auf eine skalare
GroBe ab und heiit Skalarprodukt. Beide Vektoren miissen die gleiche Anzahl von Elemen-
ten haben.

v) Matrixmultiplikation.
Zur Berechnung des Produkts einer Matrix A € R™*" und einer Matrix B € R"*" wihlt
man giinstigerweise fiir A eine Zeilenpartitionierung und fiir B eine Spaltenpartitionierung.
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Der Eintrag (7, j) der Produktmatrix setzt sich aus dem Skalarprodukt der i-ten Zeile von A
und der j-ten Spalte von B zusammen:.

al alb, ... alb,
AB=| : |[bi...b,] = : : = (a!b;) (A.67)
al al by al b,

Zur tibersichtlichen Berechnung des Matrixprodukts mit Bleistift und Papier ordnet man die

beiden Faktoren wie in Bild A.26 an.
Vorsicht, die Matrixmultiplikation ist (auch bei quadratischen Matrizen) nicht kommutativ,
d.h. AB # BA! Bei rechteckigen Matrizen mit m # n ist das Produkt B A noch nicht

einmal definiert.

n
- |
r bj
r
P
o
I
S N s R St -
~T ~Tb
a,; a; O;

Bild A.26  Schema zur Matrixmultiplikation

Die Berechnungsregeln und das Schema in Bild A.26 gelten in gleicher Weise fiir partitionier-
te Matrizen, wobei die Summanden in Gleichung (A.66) Matrixprodukte von entsprechenden
zueinander kompatiblen Blockmatrizen sind.

Fir A, A, A € R™" B By, By € R"" und C,C,Cy € R"™** gehorcht die Matrix-
multiplikation den Gesetzen:

(A1 + Ag) B = AlB + A2B
A(B,+B;)=AB, + AB,
A(BC)=(AB)C (assoziativ) (A.68)

1,,A=A1,=A
aber im allgemeinen
AB # BA (nicht kommutativ)

(distributiv)
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A.3.2.3 Transposition
Die Transposition A — A’ vertauscht die Zeilen und Spalten einer Matrix und wird durch ein
hochgestelltes 7' gekennzeichnet:

ayy ... Qip
ay; asy ... Qi
asy ... Qop

A1p A2n ... Amp
Am1 -+ Qmn

Fir A, B € R™*", C € R"*" gelten die Rechenregeln:

(an)’ = A

(A+B)" = AT+ BT
[An Am] _ [Aﬂ A%]
Ay Anp Al, A

Fiir eine symmetrische Matrix gilt A” = A. Fiir eine schiefsymmetrische Matrix A7 =
—A.

A.3.2.4 Spur

Die Spur einer quadratischen Matrix A € R"*" ist als Summe ihrer Diagonalelemente definiert:

i=1
Fiir A, B € R™", C, D" € R™™, und « skalar gelten die Rechenregeln:
Spa = «
Sp (aA) = aSpA
(A.72)
Sp(A+B) = SpA+SpB
Sp(DC) = Sp(CD) =Y cyd;
1,J

A.3.2.5 Determinante

Die Determinante A, A € R™*" einer quadratischen Matrix ist genauso wie die Spur eine
Abbildung von R™"*™ — R. Sie ldsst sich am einfachsten rekursiv definieren:
deta = «; det A = Z(—l)”jaij det A;; = Z(—l)”jaij det A;; (A.73)
j=1 i=1
Dabei bezeichnet « eine skalare GroBe und die Matrix A;; ist diejenige
(n — 1) x (n — 1)Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte gemif
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Bild A.27 aus A hervorgeht. Gleichung (A.73) ist als Laplacescher Entwicklungssatz bekannt.
Die Entwicklung der Determinante in Gleichung (A.73) kann nach der i-ten Zeile (erste Sum-
me) bzw. nach der j-ten Spalte (zweite Summe) erfolgen. Die Nummer der Entwicklungszeile
bzw. -spalte ist frei wihlbar. Die Vorzeichenzuordnung der einzelnen Summanden entspricht
einem (4, —)-Schachbrettmuster iiber der Matrix A. Eine quadratische Matrix heifit singulér

det A =

Qnj det Anj

Bild A.27 Symbolische Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte (j ungerade)

falls det A = 0 gilt, ansonsten ist A nichtsingulér. Die Berechnung der Determinante aus der
rekursiven Definitionsgleichung (A.73) fiihrt schnell zu einer explodierenden Zahl von Sum-
manden. Folgende Rechenregeln sowie Zusammenhinge an Dreiecks- und Diagonalmatrizen
konnen deshalb die Berechnung wesentlich vereinfachen:

n

det R = H ri, R eR™™ dreieckig oder diagonal
i=1
det (cA) = "det A, A € R™"
(A.74)
det (AB) = det Adet B

A C
det = det Adet B

A.3.2.6 Inverse

Die Inverse einer quadratischen Matrix A ist die eindeutige Matrix A, fiir die gilt:

A'lA=AA"1=1 (A.75)



A.3 Lineare Algebra 199

Die Inverse existiert genau dann, wenn die Determinante von A nicht verschwindet (det A #
0). Falls die jeweiligen Inversen existieren, gelten folgende Rechenregeln:

_1 . (—1)i+j det Aij
A B ( det A
(AB) ™" = BlA™!
(cA)™! = c'A!
(a7)"" — (A=A
diag™! (d;) = diag (dl) (A.76)
B (A-BD'C)™" ~X'BD!
A B . ~ -
{ C D } - =X
-D'cx' D'+D'CX'BD
(A+BDC)" = A~ A"'B(D'+CA™'B) 'CcA™!

Fiir eine 2 x 2-Matrix erhilt man die Inverse nach (A.76) durch Vertauschen der Haupt-
diagonalelemente, Andern des Vorzeichens der Nebendiagonalelemente und Teilen durch die
Determinante:

Al = 1 [ 22 —a12} (A.77)

a11a929 — Q12491 —a21 ai

A.3.3 Vektorriaume

Eine Menge von Elementen einer kommutativen Gruppe (M, +) (z.B. Vektoren aus dem R™ )
heiB3t Vektorraum tiber dem Korper der reellen Zahlen R , wenn folgende Verkniipfungsregeln
fir x,y € M, u, A € R erfiillt sind:

Mz +y) = Az + )y
(p+ Nz = pz+ e
(kN = p(Ax)

la = x

(A.78)

Obige Definitionen werden in der Mathematik meist abstrakt postuliert, d.h. es wird bewusst
darauf verzichtet, ein bestimmtes Koordinatensystem bei der Beschreibung von Vektoren zu-
grundezulegen.

Das Rechnen mit Matrizen erfiillt offensichtlich gerade die Definitionen eines Vektorraums
und ldsst sich wie in Bild A.28 entsprechend geometrisch interpretieren. Die Reprisentation von
Vektoren durch Matrizen mit einer Spalte bzw. einer Zeile legt allerdings ein konkretes Koor-
dinatensystem zugrunde. Die Strome und Spannungen eines elektrischen Netzwerk konnen als
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)\‘/ _ a+b .
‘/ ‘

’

b
skalare Multiplikation Vektoraddition

linearer Unterraum
(Ursprungsgerade)

Bild A.28 Geometrische Interpretationen

Koordinaten eines Vektors und jeder Betriebspunkt somit auch geometrisch aufgefasst werden.

Eine gewichtete Summe von Vektoren aq, . .., a,:
caa;+---+cpa, (A.79)
heillt Linearkombination von a4, . .., a,. Die Linearkombination von Vektoren kann man in

das Rechenschema mit Matrizen einbetten:
C1
x=|ay,...,a,] | =Ac (A.80)

Cn

A.3.3.1 Lineare Unterraume
Ist W eine Untermenge von M|, so dass fiir alle , y € W, \ € R, gilt

Mz+y)eW (A.81)

so heiSt W ein linearer Unterraum von M.

Alle Vektoren x, die sich durch Linearkombination der Spalten von A € R™*" erzeugen
lassen, liegen in einem linearen Unterraum W des R™. Man sagt, die Spalten von A spannen
den Unterraum W auf. W heif3t auch das Bild von A oder der Spaltenraum von A:

Bild A = {x|z = Ac,c € R"} (A.82)

Gleichung (A.82) beschreibt die Vektoren in W mit Hilfe der Parameter in c und der Spalten-
vektoren in A. Daneben existiert auch die implizite Beschreibung eines linearen Unterraums in
Form eines homogenen Gleichungssystems Bx = 0. Die Menge aller Losungen dieses (unter-
bestimmten) Gleichungssystems heifit Kern von B:

Kern B := {x|Bx = 0} (A.83)
Es ldsst sich leicht zeigen, dass alle Losungen von Gl.(A.83) und (A.82) die Gleichung (A.81)
des linearen Unterraumes erfiillen.

Beispiel: Der Betriebsraum eines linearen p-Tores “’schneidet” einen p-dimensionalen linea-
ren Unterraum aus dem 2p-dimensionalen Vektorraum aller denkbaren Strome und Spannungen

am p-Tor:.
u| U »
i]—[I]c,ceR}

U]
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Bild A

a; N’ az
Bild A.29  Spaltenraum oder Bild

einer zweispaltigen Matrix A, aufge-
spannt durch die Vektoren a; und

a2

A.3.3.2 Lineare Abhangigkeit, Basis und Rang einer Matrix

Vektoren a, . .., a, heillen linear abhéngig, wenn Zahlen ¢y, . . ., ¢ existieren, die nicht alle 0
sind, so dass sich der Nullvektor durch Linearkombination erzeugen lésst:

caa;+---+cpa, =0 (A.84)

Eine linear unabhingige Menge von Vektoren a, ..., a,, die den linearen Unterraum W
aufspannen, ist eine Basis von W. Eine solche Basis erfiillt folgende Eigenschaften:

e Jede Basis von W enthilt dieselbe Zahl von Elementen; diese Zahl heil3t die Dimension von
W.
e Ista,,...,a, eine Basis von W, dann lisst sich jedes Element x € W als Linearkombina-

n
tion dieser Basisvektoren darstellen: x = Z c;a;. Die Wahl der ¢; ist eindeutig.
i=1

Bezogen auf die Matrix A, deren Spalten den Unterraum W aufspannen, spricht man vom
Rang r(A). Der Rang r(A) ist also gleich der maximalen Zahl von linear unabhingigen Spal-
tenvektoren in A bzw. gleich der Dimension des Spaltenraumes von A. Diese Aussagen gelten
in gleicher Weise auch fiir die Zeilenvektoren von A.

Den Rang einer Matrix A € R™*" erkennt man am besten, indem man sie als Produkt
einer (m x r) Matrix C' mit r linear unabhingigen Spalten und einer(r x n) Matrix D mit r
linear unabhéngigen Zeilen darstellt, wie Bild A.30 veranschaulicht. Fiir den Rang von Matrizen

n r n

=

= m
m

Bild A.30 Reprasentation einer
L Rang r Matrix
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A, B, e R™" T € R"™" gelten folgende Rechenregeln:

| /\

(A) < min(m,n)

) =r(A")

7’(

r(A+ B) <r(A)+r(B) (A.85)
r(AT) < min(r(A),r(T))

r(AT) = r(A) falls det(T) #

Falls die Spalten von A eine Basis von W sind, so bilden die Spalten von AT fiir det(T") # 0
wieder eine Basis von W. Durch Variation iiber alle nichtsingulidren Matrizen 7" lassen sich alle
moglichen Basen von W erzeugen.

A.3.3.3 Lange, Winkel und Orthogonalitat

Das Skalarprodukt oder Innenprodukt von Vektoren definierte eine Langen- und Winkelmes-
sung im Vektorraum. Es gelten die Beziehungen:

a’a =|al? > 0 firVa # 0

a’d
cos(/8) = allb

a™=b"a (symmetrisch)
MaTb) = a(\b)  (bilinear) (A.86)

a’(b+c)=a’b+a’c (distributiv)
la™b| < |a||b|] (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
la +b| <|a|+ |b| (Dreiecksungleichung)

Zwei Vektoren heilen zueinander orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet:
a’b=0 (A.87)

Der Begriff der Orthogonalitét 1dsst sich auch auf lineare Unterrdume erweitern: Zwei Un-
terriume W, und W5 sind zueinander orthogonal, wenn jeder Vektor aus W, zu jedem Vektor
aus W, orthogonal ist.

Dazu muss fiir zwei beliebige Basismatrizen A; und A, von bzw. gelten:
ATA, =0 (A.88)

Bild A.31 veranschaulicht geometrisch zwei zueinander orthogonale Unterraume. Die Lei-
stungsflussmessung in elektrischen Netzwerken lisst sich als Lingenmessung des zugehori-
gen Betriebsvektors interpretieren. Dazu ist allerdings die Einfiihrung einer neuen Messmetrik*
erforderlich, die den Zusammenhang zwischen der formalen mathematischen Lingenmessung
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Bild A.31  Orthogonalitat zweier
Unterraume

und dem physikalischem Leistungsfluss herstellt. Insbesondere ist zu bedenken, dass der Lei-
stungsfluss sowohl positiv als auch negativ sein kann, je nachdem ob das elektrische Netzwerk
Leistung aufnimmt oder abgibt. Die Metrik beeinflusst man durch das Einfiigen einer symme-
trischen Gewichtungsmatrix C = C” (Metriktensor) im Skalarprodukt. Lingen- und Winkel-
messung verallgemeinern sich damit zu:

a’Ca = l|al;
T
cos(/8,C) = aii’Tb
alo[b"|c (A.89)
a’Cb = b'Ca (symmetrisch)
(AaT)Cb = a’C()\b) (bilinear)
a’C(b+c) = a’Cb+a’Ce (distributiv)

Fiir indefinite Gewichtsmatrizen C' (vgl. quadratische Formen) sind die Ungleichungen von
(A.86) nicht mehr erfiillt. Zwei Vektoren heilen C'-orthogonal, wenn das gewichtete Skalar-
produkt a” C'b verschwindet.

Beispiel:Die Momentanleistung an einem resistiven Eintor ist gegeben durch

o 1wl 01w
p=urt=5 10| i

Somit ldsst sich die Zuordnung a = 7; } und C = [ ? (1) } treffen und man kann folgende

qualitativ unterschiedlichen ,,.Lingen* messen:

1V ]

a= 1A_ = p=1W
OV |

a= 1A | = p=0W
1V ]

a= 1A = p=—1W
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Ein Vektor, der nicht selbst der Nullvektor ist, dessen verallgemeinerte Lange aber verschwin-
det, hei3it isotrop. Ein ganzer Unterraum ist isotrop, wenn fiir eine beliebige Basismatrix A
gilt:

ATCA=0 (A.90)

Beispiel:

Der Betriebsraum { } eines verlustlosen linearen resistiven p-Tores ist ein isotroper Unter-

1

raum beziiglich des Metriktensors { 1 1 ] :

L]

A.3.4 Lineare Abbildungen und Gleichungssysteme

Eine Abbildung f : R™ — R™ ordnet jedem Vektor & € R" einen Vektor y = f(x) € R™ zu.
Die Abbildung f heif3t linear, wenn gilt:
o f(a,x)= af(x), (homogen)
o f(xy+ x2) = f(x1) + f(22), (additiv)

Fiir eine konkrete Basiswahl in den beiden Vektorrdumen lésst sich eine lineare Abbildung
immer als Multiplikation mit einer festen Matrix A € R™*™ schreiben:

y = Aw (A.91)

Konzentriert man sich zunichst auf die Menge aller moglichen Bildvektoren y € R™ und die
zugehorigen Ursprungsvektoren = € R” , so fillt die Aquivalenz von (A.82) und (A.91) auf,
d.h. alle Bildvektoren liegen im linearen Unterraum A. Jedem Vektor  wird genau ein Vektor
y zugeordnet. Das Urbild von y muss jedoch nicht eindeutig sein: Angenommen es existieren
zwel Urbilder ; und x», die auf dasselbe y abgebildet werden, so muss aufgrund der Linearitt
der Abbildung gelten

Axy — Az =y —y=0=A(x; — x,)

Diese Bedingung an den Differenzvektor d = x; — x5 definiert nach (A.83) selbst einen linea-
ren Unterraum im R"”, den Kern von A. Das Urbild von y ist somit nur eindeutig bis auf die
Addition eines beliebigen Vektors d € Kern A.

Betrachtet man die , transponierte” Abbildung « = A”y, die offensichtlich eine Abbildung
R™ — R" darstellt, so folgt aus (A.82), dass alle Bildvektoren = im linearen Unterraum AT
liegen. Die Mehrdeutigkeit des Urbildes ist diesmal durch den Kern A” gegeben.

Die Dimension der beiden Unterriume Bild A und Bild A” sind gleich dem Rang der
Matrix A.

Bild A und Kern A” definieren je einen Unterraum im R™. Seien y; € BildA und y, €
Kern AT zwei beliebige Vektoren aus den jeweiligen Unterrdumen, so erhilt man fiir deren
Skalarprodukt

ygyK = (Aa:)TyK = (wTAT)yK =a’ (ATyK) =0
0
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Beide Unterrdume stehen somit aufeinander senkrecht. Die Dimensionen von Bild A und Kern
AT erginzen sich zur Gesamtdimension m. Kern A” heiBt deshalb auch das orthogonale Kom-
plement zu Bild A (und umgekehrt).

Dieselbe Eigenschaft 1dsst sich fiir die entsprechend definierten Unterrdume im R", d.h. fiir
Bild A” und Kern A, ableiten.

Mit jeder Matrix A bzw. linearen Abbildung sind somit vier fundamentale Unterrdume ver-
kniipft, die paarweise aufeinander senkrecht stehen und deren Dimensionen vom Rang r der
Matrix A bestimmt werden. Diese Eigenschaften sind im Fundamentalsatz der linearen Alge-
bra zusammengefasst:

BildA = (KernA”)+; dim(BildA) =r; dim(KernA”)=m —r
BildAT = (KernA”)*; dim(BildA”) = r; dim(KernA) =n —r

J

(A.92)

Bild A.32 veranschaulicht diese Zusammenhénge fiir die Rang-1-Abbildungsmatrix.

12 1
A=|12|=[1|[12
12 1

Bild A.32 Die vier fundamentalen Unterrdume der linearen Abbildung® A=

1 2
1 2
1 2

Beispiel:
Alle Kantenspannungen an einem Kirchhoffnetz mit der Knoteninzidenzmatrix A gehorchen
der Gleichung u = A’ fiir beliebige Knotenspannungen u;,. Die Kantenstrome an jedem
Netzwerk derselben Topologie sind durch die Gleichung Atz = 0 charakterisiert. Aus u €
Bild A" und ¢ € Kern A folgt somit der Tellegensche Satz bzw. die Orthogonalitit aller nur
denkbaren w’s und ¢’s an Netzwerken gleicher Topologie.

A.3.4.1 Langentreue Abbildungen

Eine wichtige Klasse von linearen Abbildungen sind ldngen- und winkeltreue Abbildungen
von R” — R". Eine solche Abbildung sei durch die Matrix Q) beschrieben. Sie darf nach
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(A.86) das Skalarprodukt zwischen zwei Bildvektoren im Vergleich zum Skalarprodukt der
Ursprungsvektoren nicht verdndern, d.h. fiir alle Vektoren a, b muss gelten:

(Qa)"Qb = a"Q"Qb = a”b
Das Produkt Q7 Q muss somit gleich der Einheitsmatrix sein:
Q'Q=1 (A.93)

Die Matrix @ heif3t orthogonal, da die Spalten von @ aufeinander senkrecht stehen (sollte aber
eigentlich besser orthonormal heiflen, da die Spaltenvektoren aulerdem die Linge 1 haben). Bei
der verallgemeinerten Langenmessung nach (A.89) geht (A.93) in

Q'c=cC (A.94)
iiber.
Beispiel:
Am Tor 2 eines Zweitors wird die Leistung ps = us(—is) abgegeben, die man als verallgemei-

U2
—iq

_1 U9 T 01 U9
P2=35 _; 10| —iy

Der Zustandsvektor il } am Eingang des Zweitors ergibt sich mit Hilfe der Kettenmatrix A
1

nerte Linge des Zustandsvektors interpretieren kann:

als lineares Abbild von u? } zZu

"%1]ZA “?]

Werden alle Zustandsvektoren am Tor 2 auf Zustandsvektoren gleicher Linge am Tor 1 abge-
bildet, so ist das Zweitor verlustlos. Nach Gleichung A.94 muss die Kettenmatrix eines solchen
verlustlosen Zweitors C-orthogonal sein:

01

T _ . _
A'CA=C mltC'—{1 0

} < Zweitor verlustlos

A.3.4.2 Lineare Gleichungen
Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten hat die Form einer
linearen Abbildung

Az =b (A.95)
mit A € R™"”, & € R"” und b € R™. Gesucht ist das Urbild = von b. Es gilt folgende
prinzipiellen Unterscheidungen zu treffen:
e Falls m = n und A nichtsingulir ist (det A # 0), so hat das Gleichungssystem genau eine

Losung:
z=A"b (A.96)
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e Die Gleichungen sind konsistent (d.h. sie haben zumindest eine Losung) wenn b im
Bildraum von A liegt (b € Bild A) oder wenn

Rang[b, A] = RangA (A.97)
gilt. Losungen des homogenen Gleichungssystems Ax = 0 konnen zu dieser Losung ad-

diert werden und liefern wieder eine Losung.
e Das homogene System Ax = 0 hat genau dann eine nichttriviale Losung  # 0 , wenn

RangA <m (A.98)
gilt. Fiir quadratische Matrizen (m = n) ist dies gleichbedeutend mit det A =0 .

A.3.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Fiir eine quadratische Matrix A € R™*" ist der Term
c¢(A) = det(A — A1)

ein Polynom in A vom Grad n. ¢()) heilt das charakteristische Polynom der Matrix A. Die n
(moglicherweise komplexen) Nullstellen dieses Polynoms sind die Eigenwerte von A.

Fiir das charakteristische Polynom und dessen Nullstellen gelten die Rechenregeln:

det(A — A1) = (=A)" +SpurA(=A)""' + .. +det A=[[(\i = )

i=1
n

det(R— A1) = H(r” —A) R dreieckig oder diagonal

=1 (A.99)
det(A — A1) = detC 'det(A — A\1)det C = det(C'AC — A1)
H A = det A, Z A; = SpurA
i=1 i=1

Die Matrix A+ a1 hat die Eigenwerte \; +« und dieselben Eigenvektoren wie A. Fiir jedes
Ai,i=1,...,n verschwindet (A — \;1). Infolgedessen hat das Gleichungssystem

Ax = \x

eine nichttriviale Losung & # 0. Der Vektor x heiit Eigenvektor zum Eigenwert ;. Falls x
und y Eigenvektoren zu ); sind, so sind  + y und ax (« € R) ebenfalls Eigenvektoren zu \;.
Somit bildet die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert \; einen linearen Unterraum, der
auch Eigenraum zum Eigenwert \; genannt wird.

Im allgemeinen wird eine Matrix, die ein technisches System beschreibt, n verschiedene
Eigenwerte besitzen. Zu jedem dieser Eigenwerte \; gehort ein eindimensionaler Eigenraum,
der vom Eigenvektor x; aufgespannt wird. Fasst man alle Eigenvektoren spaltenweise zu ei-
ner Matrix X zusammen, so hat diese Matrix vollen Rang (d.h. die Eigenvektoren sind linear
unabhiingig). Da folgender Zusammenhang gilt:

X 1'AX = diag(\) (A.100)
hei3t die Matrix A diagonalisierbar.
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A.3.5.1 Jordanform

Eine Matrix A € R™*", deren charakteristisches Polynom mehrfache Nullstellen besitzt, wird
im allgemeinen nicht diagonalisierbar sein. Wenn £ die algebraische Vielfachheit der Nullstelle
A; des charakteristischen Polynoms bezeichnet und » = n — Rang(A — ;1) den Rangabfall der
Matrix (A — \;1), so besitzt die Matrix A nur r statt k& linear unabhiingige Eigenvektoren zum
k-fachen Eigenwert \;. Dabei gilt die Relation:

1<r<k

Die GroB3e r heif3t die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes \; . Nur im Fall » = £ (fiir
alle mehrfachen Eigenwerte) ist die Matrix A diagonalisierbar. Auch wenn zum Eigenwert der
algebraischen Vielfachheit £ nur r linear unabhingige Eigenvektoren existieren, so existiert
doch in jedem Fall ein k-dimensionaler Unterraum Bild V', der auf sich selbst abgebildet wird:

AV =V J,
Bei geeigneter Wahl der Basisvektoren in V', kann man die £ x k Matrix J; in die Form:
JO A1
J; = Z R - A . op=1,...r (A.101)
Jo Al

bringen. Die Blockmatrizen J Ep ) heiBen Jordanbldcke. Mit jedem Jordanblock der Dimen-
sion u x u sind genau ein Eigenvektor v; und (v — 1) Hauptvektoren v, . .., v, der Stufen
2 bis u verbunden. Ein Hauptvektor v, der Stufe ¢ von A zum Eigenwert \; gehorcht den
Bedingungen:

(A— )%, =0, (A— 1) v, #0

Der Eigenvektor und die Hauptvektoren beziiglich des Jordanblocks J Ep ) lassen sich rekursiv
aus der Gleichung

Ao 1
Ai
Alvy,v9, ..., 0, = [V1,02,...,0,] '
i
bestimmen:
(A — )\i]-)lvl =0

(A — /\Z'].)’Ug =V
(A — )\i]_)’Ug = Vo

(A — )\Z]_)’Uu = Vy—1
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Kombiniert man alle Eigen- und Hauptvektoren zu einer Matrix P, so erhilt man eine Matrix
mit vollem Rang (die Eigen- und Hauptvektoren sind linear unabhéngig) und es gilt:

P 'AP = diag(J,) (A.102)
Diese Zerlegung existiert fiir jede beliebige quadratische Matrix A.
Beispiel 1:

Folgende Matrix hat den zweifachen Eigenwert 8 und den dreifachen Eigenwert 0. Ihre
Zerlegung in Jordanblocke hat die Form:

8§ 1000 8 1
08000 08 J1
00010]= 01 = J
00000 00 JP
00000 0
Beispiel 2:
Mogliche Eigenvektoren und Hauptvektoren der Matrix:
012
A=1001
000
lauten:
o
Avi=0=v,= 0
0
B
Avy=v1 = 1v3= «
0
g
Avy =vy = v3= -2«
o)

Mit Hilfe von P = [vy, vs, v3] ldsst sich A unabhingig von der Wahl der Parameter «, 3, und
7, auf Jordanform bringen. Man kann deshalb bei der Berechnung einer Hauptvektorkette von
vornherein moglichst einfache Parameter wihlen.

A.3.5.2 Funktionen von Matrizen

Als Verallgemeinerung von skalaren Funktionen treten in mehrdimensionalen Systemen oft
Funktionen von Matrizen auf. Grob gesprochen ergibt sich die matrixwertige Funktion f(A)
aus der skalaren Funktion f(z) durch Substitution von = durch A, wenn f(x) an der Stelle der
Eigenwerte von A definiert ist. So wird z.B. aus der Funktion f(z) = (1 + z)/(1 — z) die
matrixwertige Funktion (1 + A)(1 — A)~L.
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Die Berechnung von f(A) wird etwas schwieriger, wenn f(-) eine transzendente Funktion

ist. Eine Moglichkeit in dieser Situation ist, die Eigenwertzerlegung A = XA X !

nen und die Formel

f(A)=XfA)X

zu berech-

(A.103)

zu benutzen. Der Zusammenhang (A.103) folgt formal aus der Reihenentwicklung von f(A):

(Z}w) X 1=Xf(A)X?

o0

Z@Az =2l

=0

XAX

Fiir eine d1ag0na1e Matrlx A ergibt sich:

f(M)
fA) =
f(An)
Fiir einen nichttrivialen (u x u) Jordanblock der Form (A.101) erhlt man:
[ J" () fH ) ]
fFa) f'() :
f JEP) — f//(AZ)
() o . 1
FUN)
I fN)
wobei f'(\;), f"(Ni), - .., f*71()\;) die Ableitungen von f(x) bis zur Ordnung (u — 1) bezeich-
nen.
Beispiel:
Gesucht sei die matrixwertige Funktion AL fijr
3 1]
A= 1 1

Die Matrix A I_aesitzt die Jordan-Normalform
1112110 1
A= 10} 02“0 —1}
L L
xXr J w—l

Fiir den Jordanblock J als matrixwertiges Argument der urspriinglich skalaren Funktion e* - t

erhilt man:
Jt B [e2t te2t :|

€ 2t

e

Nach der Riicktransformation ergibt sich somit:.

At |11 e?t te?t 0 1 | |14t —t ot
7110 2 |1 1|7 ¢t 1—-t|°
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A.3.6 Quadratische Formen

Quadratische Formen sind Ausdriicke der Form,

Qz)=z"Az =) ajuu; (A.104)

i=1 j=1

wobei A eine symmetrische Matrix bezeichnet?. Solche quadratischen Ausdriicke treten
z.B. bei der Lingenmessung von Vektoren, bei der Leistungsmessung oder Energiemessung
oder auch als quadratisches Glied bei der Reihenentwicklung von skalaren Funktionen mehrerer
Verinderlicher auf.

Jede quadratische Form I&sst sich in eine gewichtete Summe von reinen Quadraten transfor-
mieren. Dies gelingt mit Hilfe der Eigenwertzerlegung von A = A”. Fiir die Eigenwertzerle-
gung einer symmetrischen Matrix gilt:

e A ist diagonalisierbar und es existiert eine orthogonale Matrix Q(Q*Q = 1) so dass
Q" AQ = diag()\;) erfiillt ist.
e Alle Eigenwerte sind reell.

Besitzt A nur verschiedene Eigenwerte, die in der Diagonalmatrix diag();) der Grofe
nach geordnet seien, so ist die Matrix @ der Eigenvektoren bis auf den Orientierungs-
sinn (Vorzeichen) eindeutig. Bei einem k-fachen Eigenwert spannen die zugehorigen Spalten
4, - >q,+,—1 In Q einen k-dimensionalen Unterraum auf, wobei jeder Vektor in diesem Un-
terraum Eigenvektor zum Eigenwert J; ist. Dieser Unterraum ist eindeutig, nicht jedoch die
Wahl der (orthogonalen) Basis [q,, . ..,q,,_,]. Eine beliebige, ebenfalls orthogonale Basis
lasst sich durch folgende Transformation gewinnen: [q,, ..., @, x 1] = 4, - -, Q1) P mit
PP" =1,

Die winkel- und lingenerhaltende Transformation y = Q” « fiihrt somit zu einer Diagona-
lisierung der quadratischen Form, in der keine Mischterme mehr auftreten:

x’ Az = 2" Qdiag(\,) Q" = y diag(\))y = Z \iy? (A.105)
i=1

Die Transformation y = Q” « heift auch Hauptachsentransformation.
Quadratische Formen werden folgendermallen klassifiziert:

T Ax > 0fiirx # 0 < A ist positiv definit
T Az > 0 firx #0 & A istpositiv semidefinit (A.106)

T Az # 0firx #0 < A istindefinit

Aus der Hauptachsentransformation kann man unmittelbar erkennen, dass A genau dann posi-
tiv definit ist, wenn alle Eigenwerte groBer als O sind. A ist positiv semidefinit, wenn zu den
positiven Eigenwerten auch Nulleigenwerte hinzukommen. Wenn die Eigenwerte von A unter-
schiedliche Vorzeichen haben, so ist die zugehorige quadratische Form indefinit. In diesem Fall

’Die Matrix A 1Bt sich notfalls durch ihren symmetrischen Anteil %(A + AT) ersetzen, ohne den Wert der quadratischen
Form Q(z) zu verindern (sieche Beweis zu Gleichung (A.79))
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kann die quadratische Form jeden beliebigen Wert annehmen und insbesondere fiir  # 0 auch
Null werden, wenn A keine Nulleigenwerte hat.

Symbolisch schreibt man fiir eine positiv definite Matrix auch A > 0. Verschiedene
Moglichkeiten zum Test auf Positivitét sind:

A>0< zTAx >0 firallex #0

A>0« alle); >0 mitQTAQ = diag(\;), Q"Q =1
A>0% alled; >0 mitT" AT = diag(d,),det T # 0
11 a12

A>0<a;; >0 A det >0
a21 Q22

(A.107)
11 G122 A13

A det >0

21 Q22 Q23

| 431 a3z ass
A...Ndet A >0

A>0<r; >0 mit A=LR

A = LR steht fiir die Dreieckszerlegung der Matrix A in eine untere Dreiecksmatrix L mit
Einselementen auf der Diagonale und eine obere Dreiecksmatrix R. Diese Zerlegung gewinnt
man aus der GauB3-Elimination. Man kann die Diagonalelemente von R in Form einer Diago-
nalmatrix nach links ausklammern, so dass wegen der Symmetrie von A gilt:

A = LRdiag(ry;)L".
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A.4 Netzwerkelemente (Circuit Elements)

Allgemeine Symbole

. Knoten
o) Klemme
J_ Masse, Bezugspotential

@ @ @ Knotennummern

N Draht
—— Stromzihlpfeil
O—+=0 Spannungszéhlpfeil

Quellen (Sources)

Batterie

Galvanisches Element

(unabhéngige)
Stromquelle
(unabhéngige)
Spannungsquelle

node
terminal

ground, datum

node numbers
wire

current reference
direction

voltage reference
direction

battery,
galvanic element

(independent)
current source
(independent)
voltage source

Literaturverzeichnis
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Weitere Zweipole (Two-Terminal Elements)

tNIE 0BT

)
S

¥

T

)0+

nichtlinearer Widerstand
nichtlineare Kapazitit
nichtlineare Induktivitit

(linearer) Widerstand

(lineare) Kapazitit
(lineare) Induktivitét

Schalter

ideale Diode

konkaver Widerstand

konvexer Widerstand
Nullator

Norator

nonlinear resistor
nonlinear capacitor
nonlinear inductor

(linear) resistor

(linear) capacitor
(linear) inductor

switch

ideal diode

concave resistor

convex resistor
nullator

norator
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Zweitore (Two-Ports)

i

i

g
<

G
¥
il
>

¥

[==)

04

Spannungsgesteuerte
Stromquelle

stromgesteuerte
Stromquelle

spannungsgesteuerte
Spannungsquelle

stromgesteuerte
Spannungsquelle

idealer Ubertrager

Ubertrager

Gyrator

Operationsverstiarker

idealer Operationsverstéarker

Nullor

voltage-controlled
current source

current-controlled
current source

voltage-controlled
voltage source

current-controlled
voltage source

ideal transformer

transformer

gyrator

op-amp

ideal op-amp

nullor
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Dioden (Diodes)

>t pn-Ubergang pn-junction
>+ Tunneldiode tunnel diode
o' Zener-Diode zener diode
b Varaktor varactor

Bipolare Transistoren (Bipolar Transistors)

<|< npn-Transistor npn-transistor

<|< pnp-Transistor pnp-transistor
MOS?-FETs*

] E n-Kanal Anreicherungstyp  n-channel enhancement type

—q E p-Kanal Anreicherungstyp  p-channel enhancement type

{ i n-Kanal Verarmungstyp n-channel depletion type

3MOS: metal oxide semiconductor
“PET: field effect transistor
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