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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Versicherungsbranche sieht sich seit einigen Jahren vielfiltigen Verdnderungen sowohl
der wirtschaftlichen Realitdten als auch der rechtlichen bzw. institutionellen Konditionen
ausgesetzt. Einerseits sind z. B. beim Kapitalanlagegeschéft der Versicherer nach wie vor
die Folgen der weltweiten Finanzkrise 2008 erkennbar. Auf der anderen Seite ergeben
sich neue Herausforderungen aus der Anderung wichtiger Rahmenbedingungen. Hier ist
neben zahlreichen Uberarbeitungen des Versicherungsaufsichtsgesetzes, die im Jahr 2008
erfolgte Novellierung des Versicherungsvertragsgesetzes zu nennen. Auf EU-Ebene sind
die Diskussionen zu Solvency II weit fortgeschritten und die Grundprinzipien eines neuen
Konzepts der Versicherungsaufsicht und der Kapitalausstattung stehen weitgehend fest.
Solvency II ist eine européische Aufsichtsrichtlinie, die nach dem Vorbild des Pendants
der Bankenbrache - Basel II (inzwischen Basel III) - aus folgenden drei Sdulen besteht:

(i) Die Erfiillung von Solvenzkapitalanforderungen
(ii) Die Gewihrleistung eines qualitativen Risikomanagements
(iii) Die Berichterstattungspflichten jedes einzelnen Versicherungsunternehmens

Im Jahr 2013 wird Solvency II als Richtlinie bereits gelten, gesetzlich in Kraft tritt sie
vermutlich aber erst in 2014. Die Finanzkrise und ihre Auswirkungen (Stichwort PIIGS)
erhohen die Relevanz eines quantitativen Risikomanagements weiter. Diese Entwicklun-
gen bleiben nicht ohne Auswirkungen auf das Produktangebot der Lebensversicherungs-
branche. Nicht zuletzt als Folge der Marktliberalisierung Mitte der 90er Jahre entstan-
den bei der Suche nach einer optimalen Verkniipfung von Sicherheit und hoher Rendite
fiir den Kunden, bei finanzierbarer Risikobelastung des Versicherers, zunehmend kom-
plexere Produkte. Dies gipfelte im Jahr 2006, als erstmals ein sogenanntes dynamisches
Drei-Topf-Hybrid-Produkt auf den Markt kam. Bei dieser Kombination von klassischer
Lebensversicherung und fondsgebundenem Produkt wird das Kundenguthaben auf drei
Topfe aufgeteilt: Das konventionelle Vermogen (auch Deckungskapital genannt), den Ga-
rantiefonds und die freie Fondsanlage ohne Garantien. Dabei wird monatlich zwischen den
drei Tépfen umgeschichtet. Die dynamische Umschichtung des untersuchten Produkts hat
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fiir den Versicherer die Folge, dass die hier moglicherweise auftretenden Risiken zu erken-
nen, zu bewerten und danach angemessen handzuhaben sind.

1.2 Ziel der Diplomarbeit

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist es, die Risiken, die mit diesem Produkt aus Versicherungs-
unternehmenssicht entstehen kénnen, zu identifizieren, zu messen und zu bepreisen. Nach-
dem die Risiken identifiziert worden sind, soll hierzu ein Kapitalmarktmodell entwickelt
werden, womit diese gemessen werden konnen. Im Rahmen dieses Kapitalmarktmodells
konnen dann die versicherungstechnischen Cashflows, die durch das Produkt entstehen,
stochastisch simuliert werden. Fiir die Bepreisung der enthaltenen Garantien und Optio-
nen sollen diese Cashflows gehedgt werden. Die Kosten dieses Hedgings konnen als Pricing
herangezogen werden.

1.3 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Kapitel 2 erklédrt die lebensversicherungsmathematischen Grundlagen.

Kapitel 3 erldutert Funktionsweise des Umschichtungsalgorithmus des untersuchten
Produkts und liefert einen Beweis von dessen Optimalitat.

Kapitel 4 behandelt die zukiinftig geltenden aufsichtsrechtlichen Rahmenbedingungen
und die Ausprdgung der Risikoarten bei den dynamischen Drei-Topf-Hybriden.

Kapitel 5 beschreibt das verwandte mathematische Modell und erklért wie der Cashflow
definiert wird.

Kapitel 6 zeigt auf wie realitdtsnahe Bestandsdaten eines Versicherungsunternehmens
in das Modell integriert wurden und wie daraus Cashflows simuliert wurden.

Kapitel 7 handelt von der Optimierung und anschlieBenden Anwendung einer Cashflow-
Hedging-Strategie.

Kapitel 8 liefert eine 6konomische Interpretation der in Kapitel 7 erzielten Ergebnisse
und wiirdigt sie im Hinblick auf die urspriingliche Problemstellung.
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1.4 Literaturiiberblick

In der Wissenschaft wurde die Risikoquantifizierung von dynamischen Drei-Topf-Hybrid-
produkten bisher lediglich aus einzelvertraglicher Kundensicht durchgefiihrt. Hier ist MM?
Volatium zu erwédhnen - ein Modell zur stochastischen Simulation von Altersvorsorgepro-
dukten. Die Morgen & Morgen GmbH wollte damit eine Vergleichbarkeit von Lebensversi-
cherungsprodukten aus Kundensicht schaffen. Als problematisch erweist sich hierbei aber
die darin getroffene Annahme, dass fiir alle zu vergleichenden Tarife dieselben Fondskos-
ten unterstellt werden. Da dieses Modell nicht die Unternehmenssicht fokussiert, ist es bei
der hier betrachteten Fragestellung nur indirekt hilfreich.

Die Bewertung von Lebensversicherungen in Form von fondsgebundenen oder klassischen
Produkten wurde hingegen schon sehr ausfiihrlich diskutiert. Wahrend bei der Model-
lierung von fondsgebundenen Versicherungen, wie z. B. bei Brennan und Schwartz [3] die
Kapitalmarktmodellierung und insbesondere die Aktienkursmodellierung im Vordergrund
stand, konzentrierten sich Modellierungen von klassischen Lebensversicherungen wie z. B.
bei Kling [22] auf Unsicherheiten bzgl. Storno, Uberschussbeteiligung, Zinsentwicklung
und dem daraus folgenden Wert von Garantien und Optionen.

Ein komplettes Modell, das alle wichtigen Risiken des dynamischen Drei-Topf-Hybridpro-
dukts aus Unternehmenssicht beinhaltet, existiert von Seiten der EIOPA [9] noch nicht.
Gegenstand aktueller Diskussionen sind allerdings die Wechselwirkungen eines dynami-
schen Drei-Topf-Hybriden mit dem restlichen Bestand, die Berechnung des Solvenzkapi-
talbedarfs aus Solvency II - Sicht und erste Ansétze zur Modellierung des Umschichtungs-
risikos (vgl. Rufi und Reuf [30] und Kochanski und Karnarski [23]).



Kapitel 2

Lebensversicherungsmathematik

Dieses Kapitel soll dem Leser die wahrscheinlichkeitstheoretische Fundierung der Lebens-
versicherungsmathematik nahe bringen. Darin wird insbesondere der Begriff ,, Deckungs-
kapital“ definiert, der wiederum fiir das Verstindnis des Deckungskapitaltopfes des dyna-
mischen Drei-Topf-Hybrid-Produkts essentiell ist.

Auf die in diesem Kapitel enthaltenen Notationen wird danach nicht mehr Bezug genom-
men, um dem der Lebensversicherungsmathematik vertrauten Leser die Moglichkeit zu
geben, dieses Kapitel iiberspringen zu konnen.

Samtliche Definitionen und Bemerkungen dieses Kapitels sind an Gerber [17] angelehnt.
Das zugrundegelegte stochastische Modell beruht darauf, dass die zukiinftige Lebensdau-
er einer neugeborenen Person durch eine Zufallsvariable modelliert wird. Um damit auch
rechnen zu kénnen, werden einige Annahmen bzgl. dieser Zufallsvariable gemacht, die im
Folgenden ausgefiihrt werden. Darauf aufbauend werden auflerdem die fiir das Risikomo-
dell essentiellen Begriffe ,,Nettopramie® und , Deckungsriickstellung® eingefiihrt.

2.1 Stochastisches Modell

Definition 2.1 (Die Lebensdauer eines x-jéhrigen). Sei x das Alter einer bestimmten
Person. Die zukiinftige Lebensdauer wird mit M oder genauer M, bezeichnet. M, ist
eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion G.(t). Fir ein festes t ist also G.(t) die
Wahrschewnlichkeit, dass der x-Jihrige innerhalb von t Jahren sterben wird:

Gi(t) = 1q, :=Pr(M, <t),t>0. (2.1)

Im Folgenden wird die Verteilung von M als bekannt vorausgesetzt. Auflerdem wird an-
genommen, dass sie stetig ist und eine Wahrscheinlichkeitsdichte g, (t) = G’(t) besitzt.
Fiir die Dichte gilt dann

g:(t)dt =Pr(t < M, <t+dt). (2.2)

Analog dazu ist ;p, = 1 — ;q, die t-jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines x-jihrigen.
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Die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der x-jdhrige nach Erreichen des Alters x + s
weitere t Jahre leben wird, gegeben, dass er dieses Alter erreicht, wird mit ;p, ; bezeichnet:

1—-—Gy(s+t
tPr+s = PI"(MI > S+ t‘Mx > S) = #(5)) (23)
Analog dazu ist
Gy(s+1t)—G(s
tGutrs = Pr(M, < s +t|M, > s) = (1 _é ) (5) (2.4)
Daraus folgen unmittelbar
1—-Gi(s+t
sttbr =1 = Gu(s+t) =[1 - Gm(S)]#m(s)) = Pz tPuts (2.5)
und
Gi(s+1t)—Gu(s
stz = Go(s +1) — Go(s) = [1 — Go(s)] (1 _ éx(s) (&) = sPz tqz+s - (2.6)
Aufgrund von Gleichung (1.5) gilt dann
kPz = Pz Pz+1 Pz+2 -+ Px+k—1 k= 1, 2, 3.... (27)

Definition 2.2 (Die Lebenserwartung eines x-jéhrigen). Die Lebenserwartung eines z-
jahrigen ist

éx:ZE[Mx]:/Oootgm(t)dt:/ooo [1—Gx(t)]dt:/ooo et (2.8)

Definition 2.3 (Die Sterblichkeitsintensitit). Die Sterblichkeitsintensitit des z-jihrigen
im Alter z+t ist definiert als

) do __4d
e =Ty~ a M GO = gy (29)

Ein fiir die Auswertung einfacherer Ansatz zur Approximation der Lebenserwartung lasst
sich wie folgt definieren:

Definition 2.4 (Die gestutzte Restlebensdauer eines x-jahrigen). Sei K = | M | die ganz-
zahlig gestutzte zukiinftige Lebensdauer. Die Verteilung von K folgt aus der Verteilung von
M wie folgt:
Pr(K,=k)=Pr(k < M, <k+1)
= Pr(M, <k+1|M, > k) - Pr(M, > k) (2.10)

= kPz Qz+k

fir k =0,1,..., d. h. die Verteilung der diskreten Zufallsvariable K ist bestimmt durch
Wahrscheinlichkeiten q.p und ip..



KAPITEL 2. LEBENSVERSICHERUNGSMATHEMATIK 6

Der Erwartungswert von K heifit gestutzte Lebenserwartung des x-jahrigen und wird mit
e, bezeichnet. Es ist also

k=1 k=1

oder . .
o= Pr(K,>k) = wps. (2.12)
k=1 k=1

Der Vorteil dieses Ansatzes besteht auch darin, dass lediglich Annahmen {iber die Vertei-
lung von K gemacht werden miissen.

Definition 2.5 (Sterbetafeln). Fine Sterbetafel ist im Wesentlichen eine Tabelle von
einjihrigen Sterbewahrscheinlichkeiten, durch die dann die Verteilung von K definiert ist.
Dadurch liefe sich auch in weiterer Folge eine Verteilung fiir M konstruieren. Sterbetafeln
werden fiir bestimmte Gruppen konstruiert, welche gemdfS Merkmalen wie Geschlecht,
Rasse, Generation, Art der Versicherung definiert sind. Innerhalb einer solchen Gruppe
kann das anfingliche Alter x eine bedeutende Rolle spielen.

Beispiel 1. Es soll nun eine konkrete Verteilung von K ausgerechnet werden. Wir setzen
die Gleichung (2.7) in die Gleichung (2.10) ein, und erhalten:

Pr(K, = k) = Py Pus1 Pet2 - Potk-1Guik, k=1,2,3....

Wir betrachten nun einen 30-jéhrigen Mann, d. h. wir suchen

PY(K30 = k?) = P30 P31 P32 --- P30+k—1 430+

firk =1,2,3,.... Das Ergebnis ist in der Abbildung 2.1 auf den folgenden Seite dargestellt.

Definition 2.6 (Die Restlebensdauer einer Person im Sterbejahr). Um die Zufallsvaria-
blen M und K zu verkniipfen, wird die unterjihrige Restlebensdauer einer Person ein-
gefiihrt als

Zy=M,—K,. (2.13)

Die Zufallsvariable Z hat eine stetige Verteilung, die zwischen 0 und 1 konzentriert
ist. Wenn wir ihren Erwartungswert mit % approzimieren und in obiger Gleichung den
Erwartungswert bilden, so erhalten wir die Nédherung

Ny — ey (2.14)

N —



KAPITEL 2. LEBENSVERSICHERUNGSMATHEMATIK 7

Abbildung 2.1: Verteilung der gestutzten Restlebensdauer eines 30-jdhrigen (eigene Dar-
stellung)

Pr(K,, = k)
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Die einjiahrigen Sterbe- und Uberlebenswahrscheinlichkeiten g, und p, wur-
den der Sterbetafel der deutschen Aktuarvereingung [8] entnommen. Nicht
betrachtet wurde der rechte Rand der Verteilung, d. h. das Erreichen des
102. Lebensjahres. Das Schlussalter der Sterbetafel ist w = 100, woraus die
Wahrscheinlichkeit des Erreichens des 102. Lebensjahres mit unter 0,5 % be-
ziffert werden kann und daher vernachléssigbar klein ist.

Interessant ist der Fall, in dem die bedingte Verteilung Z (gegeben K) unabhéngig von K
ist. Dann ist ndmlich

Pr(Z < z|K = k) = 2dztt (2.15)
Qr+k

eine von k unabhéngige Verteilungsfunktion G,(z), 0 < z <1, d.h.

otk = Go(2) © Qo Vk=0,1,.... (2.16)

Wird insbesondere G, (z) = z vorausgesetzt (Gleichverteilung zwischen 0 und 1), so ist
obige Approximation exakt. Uberdies erhalten wir dann aus Z, = M, — K, sofort einen
Zusammenhang zwischen den Varianzen von M und K:

1
Var(M) = Var(K) + TR (2.17)
An den Annahmen 'K und Z unabhéngig’ und ’Z gleichverteilt zwischen 0 und 1’ wird
von nun an festgehalten.

Definition 2.7 (Die unterjihrige Sterbewahrscheinlichkeit). Fine Sterbetafel gestattet es,
die Verteilung von K auszurechnen. Um daraus die Verteilung von M erhalten zu kdnnen,
werden die Annahmen aus vorangegangener Definition genutzt. Durch Interpolation zwi-
schen z=0 und z=1 sehen wir dann, dass

Qe = 2 (g . (2.18)
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Folglich ist
De=1—2q, (2.19)

und aus der Definition der Sterblichkeitsintensitét folgt

4z
1_qu.

Mtz = (2'20>

2.2 Leibrenten

Um Nettopramien berechnen zu koénnen, sind einige Voriiberlegungen von Noten: i be-
zeichne den Zins, v = %ﬂ den Diskontierungsfaktor und y = 747 der diskontierte Wert
des am Jahresende bezahlten Zinses i. Zunachst wird die Zufallsvariable W mit

W= K=01,.. (2.21)

definiert. Die moglichen Werte von W sind also v, v2, v3, ..., und die Verteilung von W

folgt aus Gleichung (2.21) und der Verteilung aus K:
Pr(W = o"tY) = Pr(K = k) = 1ps Gur - (2.22)
Der Erwartungswert von W ist
E[W] =E[W] =4, = ivkﬂ kPx Qutk - (2.23)
k=0
Die Varianz von W berechnet sich durch
Var(W) = E[Z%] — A2 = E[e"®E+D] | (2.24)

—20«

wobei ,,v* durch ,e substituiert wurde und ,,Z* die unterjahrige Restlebensdauer einer

Person ist.

Definition 2.8 (Die vorschiissige lebensléngliche Leibrente). Wir betrachten nun eine
vorschiissige, lebenslingliche Leibrente, die aus Zahlungen von je 1 besteht. Die Zahlungen
finden also zu den Zeitpunkten 0,1, ..., K statt. Der Barwert dieser Rente ist

V=14+v+0"+..+0" =dg. (2.25)
Die Verteilung der Zufallsvariable Y ist gegeben durch
Pr(Y = Gxq17) = Pr(K = k) = 1Pz Qotr - (2.26)
Die lebenslédngliche vorschiissige Leibrente a, ist gegeben durch

Gy = TB[Y] =) dks1) iPr Gork = D _ 0" ks (2.27)
k=0 k=0
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Fiir die Berechnung der Varianz von Y wird die Gleichung

1 1 1-=9"
A1) = Goo] — U ool = — — V' — = 2.28
1] 1 1= ; (2.28)
genutzt. Dabei ist
o) = 14+v+02 + ... = L] (2.29)
0] = ...—1_v—y. .

Daraus folgt
—26(K+1)
_Var(2)) _ Ele I (2.30)

Var(Y) 2 /2

Definition 2.9 (Die vorschiissige temporére Leibrente der Dauer n). Analog zu Gleichung
(2.27) ist die vorschiissige tempordre Leibrente der Dauer n ist definiert als

n—1
Apen] i= Z * s (2.31)
k=0

Definition 2.10 (Die unterjéhrige Bezahlung). Fir die unterjihrige Zahlung, bei der
uns spdter insbesondere die Monatliche interessieren wird, betrachten wir nun den Fall,
i dem Zahlungen von je % zu den Zeitpunkten 0, 1—12, %, ... gemacht werden, solange der
anfinglich z-jahrige noch lebt. Die Nettoeinmalpramie dieser (lebenslinglichen) Rente wird
mit dem Symbol déw) bezeichnet. Unter der Annahme der Gleichverteilung von u und

Unabhingigkeit von K und Z (siehe Def. der Restlebensdauer im Sterbejahr) gilt:

12)

q(2) — yi q i — i
z y(12) §(12) = y(12) §(12) ?

(2.32)

i(lZ)

TR die nominelle

wobei i1'?) =12 - [(1 +1)Y'2 — 1] den nominellen Zins und y'?) =

Vorauszinsrate bezeichnet.

Die Nettoeinmalpramie einer temporédren Rente mit monatlicher Zahlung kann wie folgt
berechnet werden:

T+n

a2 = a0 — py v altd), (2.33)
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2.3 Nettopriamien

Zur Herleitung der Nettopramien muss zu Beginn der Vertragslaufzeit folgendes versiche-
rungstechnische Aquivalenzprinzip erfiillt sein:

[E[Verluste] = Summe aller erbrachten Leistungen — Summe aller gezahlter Beitrige
=0.
(2.34)

Zu beachten ist, dass die Nettopramien durch diese Gleichung noch nicht eindeutig be-
stimmt sind. Dazu brauchen wir eine weitere Bedingung an den Zahlungsmodus, z. B.
durch Forderung konstanter Pramienzahlungsweise oder einer Einmalpramie.

Definition 2.11 (Die Nettoeinmalpramie). Die einfachste Form der Nettoprimie ist die
Nettoeinmalprdmie (NEP). Der Rest des Kapitels wird auf den Fall einer reinen Erle-
bensfallversicherung beschrdnkt. Bei einer Dauer von n Jahren werde das Kapital in der
Héhe von 1 im Erlebensfall (und nichts bei vorzeitigem Ableben) ausbezahlt:

B 0 firK=0,1,....,.n—1,
O{ v fir K >n. (2.35)
Die NEP wird mit Ammﬁ bezeichnet und betrdgt
Aus der Formel fiir die Varianz einer Bernoulli-Verteilung erhalten wir direkt
Var(O) = v*" pe nle - (2.37)

Beispiel 2. Fir einen 30-jihrigen Mann mit Vertragslaufzeit n = 37 Jahre und einem
unterstellten Rechnungszins von 2,25 % ist

1 1
A30:3711 = W 37P30 = W P30 P31 P32 - Pes ~ 0, 3612
und .
Var(O) = W 37P30 37930 ~ 0, 002858 .

Definition 2.12 (Die jihrliche Nettoprdmie). Wir interessieren uns nun fir jihrliche
Nettopramien Px:ﬁ. Der Verlust des Versicherers ist in diesem Fuall

vt — P La, fir K >n, (2.38)

I— { —Px:nﬂ g4 fir K=0,1,..,n—1
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wober K wieder die gestutzte zukiinftige Lebensdauer bezeichnet. Die Verteilung von L ist
diskret auf n+1 Punkten konzentriert:

Pr(L = —P :nﬁ dr111) = KDz Qoik fir K=0,1,..,n—1

und Pr(L =" — Px:nl] in]) = nPa fir K =n. (2.39)
Aus dem Aquivalenzprinzip folgt
n—1
ZPxnl] ’ dk-‘rl-\ * kPx Qzik = (Un - Pznl] CLn]) * Pz - (24())
k=0
Nach einigen Umformungen erhalten wir
AL n
P =" o _obe (2.41)

. - n—1 k .
o] D g VF kDo

Beispiel 3. Um auf das vorangegangene Beispiel wieder zuriick zu kommen, betrachten
wir wieder x = 30, n = 37 und v = L0_1225>' Die jahrliche Nettoprimie belduft sich demnach
auf

v 37p30

.~ 0,01469.
Zkzo vk kP30

P 30:371] =

Definition 2.13 (Die monatliche Nettopramie). Wenn wir die konstante monatliche Net-
toprdmaie Px%) berechnen wollen, dann ist aus der Formel (2.39) lediglich Gz “ durch

,12- a2 « 2y ersetzen. Die monatliche Nettoprdamie belduft sich demnach auf

zn]
1
P (12) _ Amn]
z:n] ..(12)
12 a:c:n-\
1, n
o 12V nPx
T.(12) .. (12)
Ay~ — pPe V" Ay
1
o ﬁvn nPx
o yi . i—i(12) i .. i—i(12)
(y(12) 5(12) Qg — y(12)i(12)) — nPzx (O (y<12)i(12) Qzi4n — y(12)i(12))
1,.n
o 22V nPx
o yi 0o k i—i(12) yi oo k §—5(12) \ °
(yuz) (12) > ko V¥ kD2 — y(m)i(lz)) — nPz V" (y(m)i(lz) > b0 VY kPrn — y<12)i<12>)
(2.42)

1

To535 - Die monatliche

Beispiel 4. Wir bleiben bei dem Beispiel x = 30, n = 37 und v =
Nettoprdamie belduft sich demnach auf

(12)
Pyis) = 0,001239.
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2.4 Nettodeckungskapital

Es wurde festgestellt, dass zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses Aquivalenz zwischen
Pramien und Leistungen gefordert wird. Zu einem spéteren Zeitpunkt besteht im All-
gemeinen aber keine Aquivalenz mehr. Zu einem Zeitpunkt ¢ wird die Zufallsvariable
+A als die Differenz zwischen dem Barwert der zukiinftigen Leistungen und dem Barwert
der zukiinftigen Préamien definiert. Das Nettodeckungskapital (auch Deckungsriickstellung
genannt) zum Zeitpunkt ¢ wird mit ;" bezeichnet und ist definiert als der bedingte Erwar-
tungswert von ;A gegeben M > t. In den in der Praxis auftretenden Versicherungsformen
ist in der Regel der Erwartungswert von ;A positiv oder allenfalls null, da der Versicherte
ein Interesse an der Fortsetzung der Versicherung haben soll. Im Erwartungswert tibertrifft
also der Barwert der zukiinftigen Leistungen den Barwert der zukiinftigen Priamien. Zur
Kompensation sollte daher der Versicherer das Deckungskapital ;V bereitstellen oder ,,re-
servieren®.

Definition 2.14 (Das Nettodeckungskapital). Es seien k die bereits zuriickgelegte Ver-
tragslaufzeit, Px:nl] die jihrliche (konstante) Nettopramie, A, +k:n7k11 der Barwert der kiinf-
tigen Versicherungsleistungen, Gy y.n—r) die vorschiissige tempordre Leibrente der Dauer
n—k und kaﬁ die Deckungsriickstellung (d. h. der Wert der Versicherung zum Zeitpunkt

t) im Alter x + k. Dann muss gemdp der verallgemeinerten Aquivalenzgleichung gelten:
WVl + Po) Gashn—i) = Apypom > k=0,1,..,n—1. (2.43)

Das durch das verallgemeinerte Aquivalenzprinzip bestimmte Deckungskapital \V, heifst
prospektives Deckungskapital.

Beispiel 5. Wir wollen in dem bekannten Beispiel (x = 30, n =37, v = ﬁ und

P30:37% = 0,01469) den Verlauf des Nettodeckungskapital in der Aufschubzeit bei jihrlicher
Prdamienzahlung berechnen. Gesucht ist also:

$Vaoan) = Asorwar—i) — Paoar) Gsorksr—k),  fiir jedes k=0,1,...,37.
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Abbildung 2.2: Entwicklung des Nettodeckungskapitals, der Prdmienbarwerte und der
Leistungsbarwerte in der Aufschubzeit (eigene Darstellung)

Anteil an der
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1.2
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r
0.8 y o
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0.6 '— H | Pramienbarwerte
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—‘ }W]W 1]1 Alter x des
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Hier ist die Entwicklung der Deckungsriickstellung zu erkennen, die sich aus
der Differenz zwischen Leistungsbarwerten und Prémienbarwerten ergibt. Be-
trachtet wurde nur die Aufschubzeit, also die Zeitpunkte von Vertragsbeginn
bis Renteneintrittsalter.

2.5 Bruttopriamien

Es wurden bisher ausschliellich Nettopramien betrachtet. Um eine ausreichende Pramie
zu erhalten, miissen auch die Kosten des Versicherungsunternehmens, die durch den Ver-
tragsabschluss entstehen, mit einbezogen werden:

(i) Abschlusskosten, a-Kosten

(ii) Inkassokosten, S-Kosten

(iii) Verwaltungskosten, y-Kosten .

Definition 2.15 (Die ausreichende Prémie). Die jihrliche ausreichende Pramie P, %
ergibt sich aus der Bedingung, dass

Py Gen) = Apn) + @+ BP0 Gan) + 7 g - (2.44)

Daraus folgt, dass
Ax:n'\ + a4+ amn]

Py = (= (2.45)
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Beispiel 6. Fin letztes Mal wird unser bekanntes Beispiel herangezogen, um die aus-
reichende Prdamie zu veranschaulichen. Es werden Abschlusskosten von o = 5%, Verwal-
tungskosten von B = 1,6% und Inkassokosten von v = 1,5% unterstellt. Die ausreichende
Pramie belduft sich somit auf

poa _ Asp:z7) + 0,05 + 0,015 - dss7)
80:37] 7 (1 —0,016) o371

=0,03223 .

Bemerkung. Die von Kunden zu zahlende Tarif- oder Bruttoprimie wird aufer von den
Faktoren, die beir der Berechnung der ausreichenden Prdmie eine Rolle spielen, noch von
folgenden weiteren Einflussgrifsen bestimmt:

(1) Stickkostenzuschlag
(i) Risikozuschlag

(iii) Rundungsvorschriften .



Kapitel 3

Funktionsweise der dynamischen
Drei-Topf-Hybride

3.1 Eigenschaften des Produkts

Bei dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Produkten handelt es sich um eine fondsgebundene
Rentenversicherung auf ein Leben mit aufgeschobener Rentenzahlung, garantierter Erle-
bensfallleistung mit garantiertem Verrentungsfaktor und flexiblem Rentenbeginn. Bei Tod
in der Aufschubzeit wird das aktuelle Kundenguthaben, also mindestens die derzeitige
Garantie ausbezahlt. Fiir die garantierte Erlebensfallleistung kann ein (auch anteiliger)
Beitragserhalt der fiir den Vertrag gezahlten Beitrdge vereinbart werden. Der Rest der
Arbeit ist jedoch der Einfachheit halber auf den vollen Beitragserhalt beschrankt.

Es erfolgt monatlich eine automatisierte Aufteilung des Vertragsvermogens auf die
Vermogenstopfe 'Klassisches Deckungskapital’ (DK), ’Garantiefonds’ (GF) und ’Freie
Fonds’ (FF). Dabei wird ein spezieller Garantiefonds zugrunde gelegt, der jeweils zum
Monatsende einen festgelegten Anteil (iiblicherweise 80 %) des zum Ende des Vormonats
giiltigen Kurswertes des Garantiefonds garantiert. Mit Hilfe der Unterschranke und der
Option, das Vermogen durch Umschichtung ins Deckungskapital zu sichern, kann eine
Garantie zum Vertragsende abgebildet werden.

Der Garantiefonds wird in der Realitdt durch den sogenannten Constant-Proportion-
Portfolio-Insurance (CPPI) - Algorithmus gemanaged. Dieser Mechanismus tragt durch
tégliche Portfolioanpassungen dafiir Sorge, dass die Nichtunterschreitung der 80 % -Hiirde
eingehalten wird. Fiir dieses Extra werden Fondskosten vom Kunden verlangt. Wie der
CPPI genau funktioniert, ist hier nicht weiter von Interesse, da der Garantiefonds spéter
alternativ modelliert wird. Fiir Details sei aber auf Albrecht und Maurer [1, S.616] ver-
wiesen. In diesem Kapitel wird zunéchst davon ausgegangen, dass der Garantiefonds
tatsdchlich maximal 20 % an Wert pro Monat verlieren kann, ohne dass dem Kunden
dabei Kosten entstehen.

Die Idee des dritten Topfes besteht darin, dass neben der Gewéhrleistung der Garantie -
durch Investieren in das klassisches Deckungskapital und den Garantiefonds - das dafiir
nicht benotigte Vermogen renditetrichtiger angelegt werden kann. Dabei hat der Kunde
je nach Risikoaversion die Wahl zwischen verschiedenen Fondsgruppen, wie z. B. Aktien,
Immobilien- oder Rentenfonds. Aufgrund der Volatilitdt der Fondskurse und der sich

15
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daraus ergebenden Anderungen im Kundenportfolio ist eine monatliche Neuausrichtung
notig, um die Garantie sicherstellen zu konnen. Diese periodische Umschichtung folgt
immer demselben Algorithmus.

Wir betrachten nun den Monatsiibergang vom t-ten zum t 4+ 1-ten Monat: Um den Ab-
lauf transparenter zu machen, werden die Bezeichnungen ¢~ fiir das Ende des Monats
(t — 1, ¢) und t* fiir den Beginn des Monats (¢, t + 1) eingefiihrt. Zum Ende eines Mo-
nats werden dem Kundenvermoégen Kosten entnommen und etwaige fillige Leistungen
ausbezahlt. Dem Monatsiibergang ¢ wird kein Ereignis zugeordnet. Zu Beginn des neuen
Monats werden dann die Umschichtungen durchgefiihrt und danach die Beitrége einge-
zogen. Der Einfachheit halber werden im Folgenden die versicherungstechnischen Kosten
und die Fondsmanagementkosten vernachléssigt. Wahrend eines Monats beeinflusst das
Versicherungsunternehmen die Zusammensetzung eines Kundenportfolios nicht. Der Wert
eines einzelnen Topfes kann sich im Falle des DK durch Verzinsung und im Falle von GF
oder FF durch Entwicklungen der Fondskurse jedoch wihrend eines Monats sehr wohl
dandern.

3.2 Erklirung des Umschichtungsalgorithmus

Fiir die Darstellung des Umschichtungsmechanismus werden nun folgende Bezeichnungen
eingefiihrt:

Bezeichnung | Beschreibung
x Eintrittsalter
n Versicherungsdauer (in Jahren) bis zum Garantiezeitpunkt
w(t) Restlaufzeit bis zum Garantiezeitpunkt,
ausgehend vom Zeitpunkt t (in Monaten)
B(tT) gezahlter Beitrag zum Zeitpunkt ¢+
Bsum(t) Summe aller bis zum Zeitpunkt ¢ gezahlten Beitrage
I(t+1) das zur Garantiegewéhrleistung notige Vermogen
1 Garantieverzinsung
PV Barwert
Vo (t™) klassisches Deckungskapital zum Ende des Monats (¢ — 1, t)
Var(t™) Garantiefondsvermogen zum Ende des Monats (t — 1, t)
Ver(t™) Vermogen im Freien Fonds zum Ende des Monats (t — 1, t)
V(t) Vermogen zum Ende des Monats (t — 1, t)
V(th) Vermogen zum Beginn des Monats (¢, t 4 1)
Vi (tT) Vermogen im klassischen Deckungskapitaltopf zum Beginn
des Monats (t, t + 1)
Var(th) Vermogen im Garantiefonds zum Beginn des Monats (¢, ¢t + 1)
Ver(th) Vermogen im Freien Fonds zum Beginn des Monats (¢, ¢ + 1)

Bemerkung. Alle Variablen aus dieser Tabelle haben Werte > 0.
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Zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢t = 1,...,T — 1 gelten folgende Gleichungen:

Vo (t7) + Var(t™) + Vep(t™) + B((t —1)T)
= V() =V(t") (3.1)
= Vo (tT) + Var(th) + Ver(th).

Aus letzterer Gleichung und obiger Bemerkung folgen direkt die oberen Schranken

VGF(t+) < V(t+) und (3.2)
Ver(th) < V() ‘
Vt=0,...,T—1.

Die Gleichungen (3.1) sind folgendermafien zu interpretieren: Zum Ende eines Monats
wird gepriift, wieviel die Teilvermdgen der einzelnen T6pfen wert sind. Die Summe dieser
drei Positionen plus dem vorschiissig gezahlten Monatsbeitrag ergeben die zur Verfiigung
stehende Geldmenge V' (¢7). Da wihrend des Monatsiibergangs nichts passiert, kann zum
Zeitpunkt ¢ die gleiche Geldmenge verwendet werden, um gemifi dem Umschichtungs-
algorithmus die drei Topfgrofien neu zu bestimmen.

Dafiir muss zunéchst berechnet werden wieviel Vermégen fiir die Garantiegewéhrleistung
notwendig ist. Dieser Betrag, der mit /(¢ + 1) bezeichnet wird, ist so hoch, dass er in
einem Monat gerade ausreicht, um die Summe der bisher gezahlten Beitrige zum Ende
der Laufzeit garantieren zu koénnen.

Das klassische Deckungskapital wird mit dem garantierten Zinssatz von i = 2,25 % pro
Jahr verzinst. Dies entspricht der bis 31.12.2011 gesetzlich vorgeschriebenen Mindestga-
rantieverzinsung fiir das Neugeschéft. Zum 1.1.2012 wurde ¢ vom Gesetzgeber um 0,5 Pro-
zentpunkte verringert. Der Rest der Arbeit ist jedoch auf den fiir den Bestand noch giilti-
gen alten Zinssatz beschrankt. Die Wertentwicklung des Deckungskapitaltopfes wéhrend
eines Monats ist somit durch %{;ﬁ)_) = (1 +i)(/12) gegeben.

Wir betrachten nun den Fall, dass das Kundenvermoégen ausschliellich in den Deckungs-
kapitaltopf umgeschichtet wird und diese Verteilung bis zum Ende der Vertragslaufzeit
fixiert wird. Dann ist bereits zum Zeitpunkt ¢ bekannt wieviel Vermoégen zum Endzeit-
punkt 7" vorhanden sein wird. Umgekehrt kann also auch ausgehend von den bekannten
Parametern By, (t), i und t berechnet werden, wie gro8 7(¢+1) sein muss. Dieser Wert ist
somit der finanzmathematische Barwert (PV) der bisher gezahlten Beitrage multipliziert
mit dem monatlichen Garantiezins:

I(t+1) =1,0225%12 . PV(Byun(t))

w(t)

=1,02251 - 1,0225 1) - By (t) (3.3)

= 1,0225" 12" - Bn(t).

Der deterministische finanzmathematische Barwert ist zu unterscheiden vom lebensversi-
cherungsmathematischen Barwert, bei dem die Biometrie und somit stochastische Grofien
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mit einflieen. Mathematisch ausgedriickt handelt es sich bei der Entwicklung eines Kun-
denguthabens um einen Markovprozess.

Definition 3.1 (Umschichtungsalgorithmus). Der Umschichtungsalgorithmus ist fir alle
=0,...,7— 1 folgendermafien definiert:

(i) V() = Lios.vien = rasy - V() — 2450

.. o I I -1, (1/12) [y (¢t
(1) VER (1) = Lo vz 1041y 757 + Liosvien <rwsn) © 05 apgmarmr

opt I(t+1)—0,8 -V (t+
(iii) Vpr(tT) == Liog.- vy <11y - —5,322)5(1/12)—%,8)

3.3 Optimalitit des Umschichtungsalgorithmus

Die Grundidee des dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Produkts kann durch ein Optimie-
rungsproblem beschrieben werden: Zu einem Zeitpunkt ¢ soll das Kundenvermégen in
(t + 1)~ und somit die monatliche Rendite des Kundenportfolios im Monat (¢, t + 1) un-
ter der Nebenbedingung der Garantiegewéhrleistung maximiert werden. Als Zielfunktion
dient dabei [Vpgr(tt) — Vpg(tT)], wobei einerseits unterstellt wird, dass die Fondstopfe
innerhalb eines Monats eine hohere zu erwartende Rendite haben als die des Deckungs-
kapitaltopfes. Und andererseits wird angenommen, dass die zu erwartende Rendite des
Freien Fonds grofler als die des Garantiefonds ist. Statt mit Erwartungswerten zu arbei-
ten, wird einfach der Anteil des Freien Fonds am Kundenvermégen maximiert und der
des Deckungskapitaltopfes minimiert.

Satz 3.2 (Optimalitdt des Umschichtungsalgorithmus). Seit € {0,...,T—1}. Es seien die
Grofien I(t + 1) und V(tT) gegeben. Unter der Voraussetzung, dass die Wertentwicklung
des Deckungskapitaltopfes innerhalb eines Monats (t, t + 1) definiert ist durch

VDK((t + 1)_)
Vo (tF)

und der mazimale Verlust des Garantiefondsvermdogens im Monat (t, t + 1) begrenzt ist

durch
Vor(th) = Var((t + 1))
Ver(th)
1st der Umschichtungsalgorithmus fiir jedes t = 0,...,T — 1 die Ldsung des folgenden
Optimierungsproblems:

= 1,0225(1/12)

, (3.4)

<0,2 , (3.5)

max [Vpp(tT) — Vpg (t1)] (Rendite des Kundenportfolios) (3.6)

uw.d N. V((t+1)")>I(t+1) (Garantiegewdhrleistung) (3.7)
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0 < Vpr(tht) <V(th) (Zulissigkeit des DK-Volumens) (3.8)
0 < Vep(th) < V() (Zulissigkeit des FF-Volumens) (3.9)
0< Ver(th) < V() (Zulissigkeit des GF-Volumens). (3.10)
Beweis 3.3 (des Satzes).
Aus der Voraussetzung folgt zundchst
min{V((t+1)7) = 0,8 Var(tt) +1,02250/12) . VL (th). (3.11)
Motwviert durch die Def. 3.1 unterscheiden wir fiir den Beweis die Fille
0,8 - V() >1I(t+1) und 0,8 - V(") <I(t+1). (3.12)
1. Fall: 0,8 - V() > I(t+1)
Es folgt unmittelbar, dass VEhe(t*) =0 gilt.
(i) Wir zeigen, dass die Def. 3.1 die Bedingung (3.7) erfiillt:
V((t+1)7) > min{V(t+1)7)}
(5.11)
0,8 V() +1,022501) L voR ()
Def.3.1
~ I(t+1
=" 0,8 Lyos.vir)>1641)) - (0 S )
I(t+1) —1,0225/12) . V()
0.8 Losven <rerny - 0,8 — 1,0225(1/12)

+1,02254/12) . ¢

I(t+1
(0+8>+0+0 — I(t+1).

= 08-

= Def. 8.1 erfiillt (3.7), womit die Garantie gewdihrleistet ist.
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(ii) Wir zeigen, dass Vb (t+) die Ungleichungen (8.9) erfiillt:

Def.3.1
o I(t+1
VER(EY) 7= Lgosven 2 ey - [VET) = %]
I(t+1)
= Vi) - ——=
(") 08
S I(t+1)_[(t+1):O
B 0,8 0,8
opt /,+ + .[<t + 1)
Vip(™) = V(') - ——F5—
0,8
< V().

(iii) Wir zeigen, dass Vow(t*) die Ungleichungen (3.10) erfiillt:

ot (b o It +1)
Var ™) =" los.vet)y>1e+1)) - 08
(t+1)—1,02250/12) . V()
T Hosven <re) 0,8 — 1,0225(/12
I(t+1
S (U ) B S I(t+1) > 0

0,8
opt (44 I(t+1) +
Ver(th) = —5g— = V).

(iv) Fir den Beweis der Optimalitit betrachten wir die Zielfunktion Vppr(t*) und zeigen,
dass VR (tT) = V(t+) — I(tH) der maximale Zielfunktionswert ist. Dies weisen wir

nach, indem wir via Wzderspruchsbewezs zeigen, dass die Ungleichung (3.7) eine
aktive Nebenbedingung ist.

Wir addieren ein beliebiges € > 0 zu Vb (t+) und erhalten ein alternatives Vip(t*):

Vip(th) = VPp(th) +e
I(t+1
- V) - (O; ) e
Daraus und aus Vb (t+) + VIR (t+) = V(t+) resultiert
Ver(th) = VER(t) -
I(t+1)

0,8
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Wir zeigen nun unter Verwendung von (3.11), dass VZip(tT) die Garantienebenbe-
dingung verletzt:

V(IE+1)7) = min{V((t+1)7)}
3.11)

~

0,8 Vgt +1,02250/12) L yRE (1)
It +1)
=  0,8- — 0
8- 0,8 e+
= I{t+1)—0,8-¢
e>0
< It+1) 4.

Es handelt sich also bei (3.7) um eine aktive Nebenbedingung.
= VP (t) ist bereits mazimal.

q.e.d.
2. Fall: 0,8 - V(") <I(t+1)
Es folgt unmittelbar, dass V2 (t+) =0 gilt.

(i) Wir zeigen, dass die Def. 3.1 die Bedingung (3.7) erfiillt:

Vt+1)7) > min{V(t+1)7)}
f;z\z)

0,8 - V() +1,02250/12) . yort ()

Def.3.1

I(t+1)—1,02250/12) . y(¢+

0,8 — 1,02250/12)
I(t+1)=0,8 - V(tF)
1,0225(1/12) — 0, 8

+1,02250/12) .

0,8 - I(t+1)—0,8 - 1,0225(/12) . V(¢+)
0,8 — 1,0225(1/12)
1,0225(412) . [(t 4+ 1) — 1,0225(1/12) . 0.8 - V()
Bl 0,8 — 1,0225(/12)

CT(t+1)—1,02250/12) L 141
_ 08 (t+1) —1,0225 (+):I(H1>.
0,8 —1,0225(1/12)

= Def. 5.1 erfillt (3.7), womit die Garantie gewdihrleistet ist.
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(ii) Wir zeigen, dass VEbe(t1) die linke Ungleichung in (3.8) erfiillt:

I(t+1)-0,8 - V()

1,0225(1/12) — 0,8
It+1)—I(t+1)
1,0225(1/12) — 0,8

Tiog. viet) <r@+1)} -

It+1)—0,8 - V(t)
1,0225(1/12) — 0,8

(iii) Wir zeigen, dass Vom(t+) die rechte Ungleichung in (3.10) erfiillt:
Datfiir zeigen wir zundchst, dass die Summe aus den in Def. 3.1 definierten Grofien
das Gesamtvermdagen V (1) ist.

VoEt) =

Ve () + VEi (")

It+1)—0,8 - V(tT)
1,0225(1/12) — 0,8

I(t+1)—1,02250/12) .
0,8 — 1,0225(1/12)

V(th)

(3.13)

1,0225/12) . V(¢+) — 0,8 - V(1)
1,0225(1/12) — 0, 8
V(th).

Zusammen mit Vib-(tt) > 0 aus ii) folgt unmittelbar Vo (1) < V(t).

(iv) Wir zeigen nun simultan, dass Vohe(t") die rechte Ungleichung in (3.8) und VR (t+)
die linke Ungleichung in (3.10) erfillt:

Dafiir schitzen wir zundchst min(V ((t + 1)%)) mit Hilfe der Voraussetzung nach

oben ab:

min(V((t+1)"))

1,02250/1) - Ve (t4) + 0,8 - Ver(th)

(3.1)
01,0225 L Ve () 40,8 - (V) = Vg (tT) = Vep(th))
< 01,0225 L Ve () 40,8 - (V(t) = Vpk (1))
Vo (tT) Vo (tT)
— V(Y - 102950/12) 0 IDEV ) g1 =
< 01,0225 Lyt

Zusammen mit der in i) bewiesenen Aussage, das Def. 3.1 die Nebenbedingung (3.7)

erfillt, gilt folglich

I(t+1)

= min(V(t+1D") < 1,02250/12 .yt
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Damit konnen wir Ve (1) wie folgt abschitzen:
[(t+1)—0,8 - V()
1,0225(/12) — (. 8
1,02250/12) . V(tt) — 0,8 - V()
- 1,0225(1/12) — 0,8

V() =

= V().

Analog kinnen wir Vb (1) abschitzen:

I(t+1) —1,0225(/12) . V()
0,8 — 1,0225(1/12)
1,0225(/12) .V (¢+) — 1,02250/12) . v (¢F)
- 0,8 —1,0225(1/12)

Var(tt) =

= 0.

Fiir den Beweis der Optimalitit betrachten wir die Zielfunktion —Vpg (t1) und zei-
gen, dass V(1) = %m der mazimale Zielfunktionswert ist. Dies weisen
wir nach, indem wir via Widerspruchsbeweis zeigen, dass die Ungleichung (3.7) eine

aktive Nebenbedingung ist.

Wir subtrahieren ein beliebiges € > 0 von Vihe(t*) und erhalten ein alternatives
Vo (th):
Vor(t") = Vo) —e
I(t+1)-0,8 - V()
1,02250/12) — (. 8

— €.

Daraus und aus (3.13) resultiert
Ver(th) = VER() +e
I(t+1) —1,0225/12) .y (¢+)

- 0,8 — 1,0225(1/12) e

Wir zeigen nun unter Verwendung von (3.11), dass VZip(tT) die Garantienebenbe-
dingung verletzt:

V((t+1)7) > min{V((t+1))}
(3.11)
0,8 - V() 4+ 1,0225012) Ly (1)

I(t+1) —1,02250/12) .V (¢F)
0,8 — 1,0225(1/12)
I(t+1)—0,8 - V(tT)
002501 0.8 9

= 0,8 + €]

+1,02250/12) . |
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0,8 - 1,02250/12) . V(t+) — 0,8 - I(t +1)
1,022501/12) — 0, 8
1,02250/12) . [(t 4+ 1) — 0,8 - 1,022501/12) . V/(¢F)
+ 102250712 — 0 8
+ (0,8 — 1,0225(1/12)) . ¢

0,8 - 1,022504/12) . V(t+) — 0,8 - I(t +1)
1,0225(1/12) — 0, 8
N 1,0225/12) . [(t4+1) — 0,8 - 1,02253/12) . V(¢F)
1,0225(1/12) — 0, 8
+ (0,8 — 1,0225(1/12)) . ¢

1,02250/12) . [(t41) — 0,8 - I(t +1)
1,0225(1/12) — 0, 8
+ (0,8 — 1,0225(/12) . ¢

>0
= I(t+1) + (0,8 — 1,0225M/) . ¢ "< I(t+1) 4.
Es handelt sich also bei (3.7) um eine aktive Nebenbedingung.
= VL(th) ist bereits minimal.

q.e.d.

g.e.d.

Bemerkung. Da es sich also tatsichlich um die optimalen Aufteilungen in Def. 3.1 han-
delt, konnen die hochgestellten ,°P*“ weggelassen werden. Die Bezeichnungen Vep(th),
Var(t™) und Vpg (t1) werden von nun an gleichbedeutend mit den in Def. 3.1 erklirten
Aufteilungen verwendet.
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3.4 Ein graphisches Beispiel zur Umschichtung

Folgende Grafik zeigt einen beispielhaften Verlauf eines Kundenguthabens unter den An-
nahmen:

(i) Vertragsdauer n = 30 Jahre
(ii) Eintrittsalter z = 37 Jahre
(iii) Restlaufzeit w(156) = 204 Monate = 17 Jahre
(iv) konstanter monatlicher Beitrag B(t) = 100 Euro
(v) Vernachléssigung der Kosten
(vi) Mindestgarantiezins von 2,25 % p. a.
(vii) sehr volatile Fondskurse (um Umschichtungen hervor zu heben)
(viii) nur Umschichtungen in den kommenden 18 Monaten, d. h. t = 157,...,174, werden be-

trachtet .

Abbildung 3.1: Beispielhafter 18-monatiger Verlauf der Verteilung eines Kundenguthabens

(eigene Darstellung)

18.000

LEL e
14.000 | E

|

157+ 158+ 159+ 160+ 161+ 162+ 163+ 164+ 165+ 166+ 167+ 168+ 169+ 170+ 171+ 172+ 173+ 174+ Zeitpunkte
t+in

A Vit+)undI{t)in€
20.000

12.000

10.000

8.000

6.000

4.000

2000

Monats-
| 'V (14) —V_{FF}t+) mm V[GFYi+) =V {DKNt+) I{t+1)/0,8 ——I(t) |thr:ﬁt§n

Neben dem Kundenguthaben V' in Abh#ngigkeit vom Zeitpunkt ¢ sind des-
sen Aufteilungen auf die drei Topfe FF, GF und DK abgebildet. Zu jedem
Zeitpunkt ¢tT = 1571, ..., 1747, also direkt nach einer Umschichtung, ergeben
die kumulierten Siulen der drei Topfe gerade wieder V (tT).
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Auflerdem ist die DK-Sicherungslinie dargestellt. Sie folgt der Funktion
Ipk(t) = I(t). (3.14)

Das garantierte monatliche Verlustminimum von 20 % des Garantiefonds und der Um-
schichtungsalgorithmus stellen stets sicher, dass sich das Vermogen V(t) oberhalb dieser
Sicherungslinie befindet.

Die GF-Sicherungslinie wird hingegen durch die Funktion

I(t+1)
0,8

Igr(t) = (3.15)
beschrieben. Diese Linie gibt das momentan maximal benotige Garantiefonds-Volumen
an. Hinzu kommt, dass sie in Kombination mit V' (¢*) ein Indikator dafiir ist, ob sich
Guthaben im Deckungskapital oder in den Freien Fonds befindet. Damit kann also die
Indikatorfunktion aus dem Umschichtungsalgorithmus (Def. 3.1) bzw. die zentrale Fallun-
terscheidung (3.12) im Beweis auch geometrisch interpretiert werden.
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Solvency 11

Nachdem im vorigen Kapitel die Funktionsweise der dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Pro-
dukte erlautert wurde, konnen wir nun den Fokus auf die daraus resultierenden Risi-
ken richten. Zunéchst wird der rechtliche Rahmen (Solvency II) etwas umfinglicher als
in der Einleitung beleuchtet. Im Anschluss daran kénnen die entstehenden Risikoarten
identifiziert werden.

4.1 Solvency II - die Grundstruktur

Solvency II als ein auf drei Sdulen beruhendes Gesamtkonzept fiir die Sicherheitskapital-
ausstattung und die Aufsicht umfasst u. a. folgende Punkte (Séule I):

e Im Hinblick auf ihre intern und extern begriindete Risikolage sollen Versicherungs-
unternehmen mit einer moglichst geringen Ruinwahrscheinlichkeit tétig sein. Sol-
vency II erfasst daher Einzelrisiken und aggregiert sie zu einem Gesamtrisiko (vgl.
Farny [11, S. 842]). Soweit es um die Betrachtung der Eigenkapitalausstattung geht,
ist die Idee mit dem sogenannten Risk Based Capital Modell (RBC) vergleichbar.

e Solvency II hat (auch) das Ziel, Versicherungsunternehmen anzuregen, eigene Risi-
komanagementsysteme (sogenannte interne Modelle) zu entwickeln.

Zur Ermittlung der erforderlichen Eigenkapitalausstattung ist ein Verfahren mit zwei Stu-
fen vorgesehen.

(i) Stufe 1: Ein Mindestkapital (Minimum Capital Requirement - MCR) dhnlich der
Solvabilitdtsspanne nach dem Vorbild des Vorgéngers Solvency I

(ii) Stufe 2: Das hohere Zielkapital bzw. Solvenzkapital (Solvency Capital Requirement
- SCR).

Diesen Kapitalanforderungen werden die sogenannten anrechnungsfiahigen Eigenmittel
(Available Solvency Margin - ASM) gegeniibergestellt.

Die Anforderungen an Solvency II sind erfiillt, wenn ASM das geforderte bzw. nétige Sol-
venzkapital SCR iibersteigt. Liegt ASM iiber MCR aber unter SCR werden Mafinahmen

27
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der Aufsichtsbehorde ausgelost. Unterschreitet ASM (auch) MCR, muss ein Restruktu-
rierungsplan vorgelegt werden, in dem die Wiederherstellung der (Mindest-) Kapitalan-
forderung beschrieben wird. Wird die MCR-Schwelle nachhaltig unterschritten, kommt
es zum Entzug der Erlaubnis des Geschéftsbetriebes durch die Aufsichtsbehorde (vgl.
Farny [11, S.8441].

Abbildung 4.1: Solvency II - Bilanz (vgl. EIOPA [9])

7
MCR
} }SCR )
Z Okonomisches Eigenkapital
— (anrechenbare) Eigenmittel ((eligible) Own Funds)
* RM ) Legende
TP: Technical Provisions
BEL: Best Estimate of Liabilities
r TP j _ _
' BEL RM: Risk Margin
SCR:  Solvency Capital Requirement
) MCR:  Minimum Capital Requirement

- - Sonstige Aktiva

I Sonstige Passiva
Aktiva Passiva

Diese Graphik verschafft einen Uberblick iiber die Solvency II - Bilanz. Dabei
ist der Soll-Fall abgebildet, d.h. das ckonomische Eigenkapital (ASM) ist
grofer als MCR und auch grofier als SCR.

Die Sollgrofie SCR kann entweder im Rahmen eines sogenannten Standardmodells oder
unter Verwendung eines internen Modells berechnet werden.

,Der Solvenzkapitalbedarf (SCR) als Ausdruck der Soll-Solvabilitit soll in beiden Varian-
ten die individuelle Gesamtrisikolage des einzelnen Versicherungsunternehmens beriick-
sichtigen. Zu diesem Zweck werden zunéchst einzelne Risikoarten und deren Solvenz-
kapitalbedarf ermittelt, wobei die Erfassungsmodelle, die Gliederung der Einzelrisiken,
das verwendete Risikomafl und ein Konfidenzniveau festgelegt werden; letzteres gibt an,
mit welcher Wahrscheinlichkeit (z.B. 99,5% ) die Solvabilitdtsmittel nach einem Jahr
noch positiv sind, ihr Komplementarwert (z. B. 0,5 % ) ist somit Ausdruck einer einjéhri-
gen Verlustwahrscheinlichkeit. Im néchsten Schritt werden die Einzelrisiken bzw. deren
Solvenzbedarf unter Beachtung von Korrelationen zur Beriicksichtigung interner Risiko-
ausgleichseffekte zum Gesamtrisiko des Versicherungsunternehmens bzw. zum Gesamtsol-
venzkapitalbedarf aggregiert® (vgl. Farny [11, S.840f]).
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Abbildung 4.2: SCR-Modulstruktur (vgl. EIOPA [9, S.90])

SCR
Marktrisike Vt. Risike Ausfall- Vi. Risike Vi. Risiko Immat.
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Die angesprochenen Risikoarten werden im Standardmodell durch Module
abgegrenzt, deren Aufteilung hier ersichtlich ist.

Die Solvenzkapitalanforderungen kénnen auch nach einem internen Modell berechnet wer-
den. Dieses muss der Aufsicht zur Uberpriifung und Zertifizierung vorgelegt werden. Die
Zertifizierung hat zur Voraussetzung, dass das interne Modell das Risikoprofil des Unter-
nehmens besser als das Standardmodell abbildet. Zudem sind die Standards betreffend
der Kalibrierung, Validierung und Dokumentation der statistischen Methoden einzuhal-
ten. Motivation zur Verwendung eines internen Modells ist auch, dass durch die passge-
nauere Risikoabbildung der Figenkapitalbedarf geringer ist als bei einem Standardmodell
mit seiner ,,One-size-fits-all-Philosophie®.

Der errechnete Solvenzkapitalbedarf wird dann fortlaufend mit den verfiighbaren Eigen-
mitteln (ASM) abgeglichen. In der zweiten Saule werden Governance-Prozesse definiert.
Diese Séaule umfasst insbesondere die aufsichtsbehordliche Priifung interner Risikomodelle
und schlielt die Qualitédtspriifung des Risikomanagementsystems mit ein. Die dritte Saule
sieht Offenlegungsanforderungen zur Schaffung von Markttransparenz und Marktdisziplin
sowohl gegeniiber der Aufsicht als auch gegeniiber der Offentlichkeit vor.

Der (Teil-) Prozess aus der ersten Saule umfasst auch Risiken, die aus Garantien und
Optionsrechten entstehen. Als Beispiel kann hier die ,,Umschichtungsoption“ des Versi-
cherungsnehmers im hier untersuchten Produkt dienen. Diese Option héngt, nicht wie
im eigentlichen Sinne, von der Entscheidung des Kunden, sondern viel mehr von der
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Kapitalmarktentwicklung ab. Aus Versicherungsunternehmenssicht sind die zukiinftigen
Zahlungsstrome in beiden Féllen nicht deterministisch.

4.2 Stand der Diskussion und SCR-Modellierungs-
ansatze

Es zeigt sich, dass noch keine dezidierten Vorgaben zur Beriicksichtigung der Umschich-
tungsoption bei dynamischen Hybridprodukten im Rahmen der SCR-Berechnung durch
das von EIOPA gegebene Standardmodell existieren. Auch von Seiten des Gesamtver-
bands der Deutschen Versicherungswirtschaft (GDV) konnen dazu keine Angaben ge-
macht werden.

Rufl und ReuB [30] schlagen in einem ersten Schritt eine Modellierung als statisches Hy-
bridprodukt vor. Kombiniert wird dies mit einem Zerlegungsansatz, der aktuelles Gut-
haben und zukiinftige Beitrage aufteilt. Aulerdem werden fondsgebundene und konven-
tionelle Komponente separat betrachtet. Dieser Ansatz wird aber der Dynamik der Um-
schichtungen nicht gerecht und kann somit nicht als zufriedenstellende Lésung angesehen
werden.

Des Weiteren postulierte Menzel [26], dass der konventionelle Lebensversicherungsbestand
dem Bestand der dynamischen Drei-Topf-Hybride die vom Wert her nicht vernachléssigbar
kleine Option verkauft, die Rechnungszinsgarantie zu nutzen. Er modelliert diese Option
mittels einer Receiver-Swaption. Laut Hull [21, S. 790] bezeichnet Swaption die Option in
einen Zins-Swap mit spezifizierter Zinsrate einzutreten. Als Zins-Swap wird wiederum der
Tausch einer fixierten Zinsrate zu einem bestimmten Nennwert fiir eine flexible Zinsrate
fir dengleichen Nennwert verstanden (vgl. Hull [21, S.783]). Eine Swaption ist also eine
Kombination aus Call-Option und Swap, fiir die eine Préamie gezahlt werden muss. Daraus
berechnet Menzel exemplarisch dessen Preis. Die Grundaussage des Artikels bleibt aller-
dings, dass die Wechselwirkungen der Besténde offene Fragen bzgl. deren Handhabung
aufwerfen.

Auf diesen Artikel hin erwiderte Siebert [32], dass die Modellierung mit Receiver Swap-
tions den Optionspreis iiberbewerte und zudem auch die ,dhnliche® Option, die vom
konventionellen Bestand gekauft wird, vernachléssige.

Diese Meinung vertreten auch Rufl und Reuf [30, S. 18|, wobei sie es auch anhand von
Zahlenbeispielen belegen. Deren Modellannahme ist ein separates Sicherungsverméogen fiir
dynamische Hybridprodukte, die regelbasierte Ausiibung der Option und die Bewertung
auf Basis von Monte Carlo Simulationen.

Siebert [32] schreibt zu einer Separierung allerdings, dass dies ,,auch nur die Kosten der
Absicherung fiir beide Teilbestinde erhohen wiirde* und dass sie ,,aufsichtsrechtlich sogar
bedenklich sein kénnte, da hierdurch das Neugeschéft unzulissigerweise von den Garan-
tien des Bestandes befreit wiirde*. Das Umschichtungsrisiko selbst definiert Siebert zwar
nicht konkret, bescheinigt den impliziten Optionen der Versicherungsnehmer aber einen
sehr komplexen und schwierig zu bewertenden Charakter. Insbesondere geht er auf Be-
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grenzung des Umschichtungsvolumens ein, die zu einer giinstigen Verringerung der dezi-
dierten Prozyklizitdt der Anlagestrategie und somit zu einer signifikanten Reduktion des
Umschichtungsrisikos fiihrt. Details des angewandten Modells wurden allerdings nicht
veroffentlicht.

Kochanski und Karnarski [23] veroffentlichten ,,Solvency capital requirement for hybrid
products“. Dieses Paper beschéftigt sich in der Wissenschaft erstmalig ausfiihrlich mit
dem Thema, inwiefern SCR bei dem hier betrachteten Produkt berechent werden kénnte.
Insofern orientiert es sich an den noch unklaren Vorgaben von Solvency II und versucht
diese Liicke zu schlieffen. Im Gegensatz dazu fokussiert die Diplomarbeit mehr einen
Ansatz, der risikoreduzierende Managementregeln entwickelt. Diese Idee wird auch im
Fazit von Kochanski und Karnarski [23] noch aufgegriffen, womit diese Diplomarbeit eine
gute Ergénzung dazu darstellen kann.

4.3 Risikoidentifikation beim dynamischen Hybrid-
produkt im Rahmen von Solvency 11

In diesem Kapitel wird der erste Schritt einer Risikobewertung gemacht - die Risikoiden-
tifikation. Ein Risiko kann dadurch entstehen, dass eine Option bei der Kalkulation der
Pramie nicht beachtet und/oder angemessen eingepreist wird (vgl. Gatzert und Schmei-
ser [15, S.2]). ,Dies wurde héufig in der Vergangenheit vernachléssigt, insbesondere weil
eine Messung bzw. Bewertung mit traditionellen aktuariellen Methoden nicht moglich
war® (vgl. Babbel und Santomero [2, S.242]). Insofern sollte die Bewertung der Um-
schichtungsoption ein Ansatzpunkt im Risikomanagement eines Versicherungsunterneh-
mens sein. Neben den Optionen miissen auch die durch das Produkt gegebenen Garantien
bepreist werden.

Durch das Anbieten eines dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Produkts sieht sich ein Versi-
cherungsunternehmen folgenden wesentlichen Risiken ausgesetzt: Versicherungstechnische
Risiken (z. B. Storno-, Sterblichkeits- und Langlebigkeitsrisiko des Versicherungsnehmers),
Ausfallrisiko (z.B. einer Bank oder Riickversicherung) und Marktrisiken (hier insbeson-
dere Aktien-, Umschichtungs-, Liquiditats- und Zinsrisiko), die im Nachfolgenden kurz
dargelegt werden.

4.3.1 Versicherungstechnische Risiken

Als Stornorisiko wird die Unsicherheit einer méglichen vorzeitigen Kiindigung des Vertra-
ges durch den Versicherungsnehmer bezeichnet.

Unter dem Sterblichkeitsrisiko wird bei dem hier untersuchten Produkt die Unsicher-
heit der moglichen vorzeitigen Auszahlung der derzeitigen Garantie aufgrund von Tod
des Versicherungsnehmers verstanden. Im Gegensatz zu einigen der Marktrisiken kann
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das Sterblichkeitsrisiko aber im Kollektiv ausgeglichen werden, worauf im Kapitel 5.3.3
ausfithrlich eingegangen wird.

Diese beiden Risiken sind bei dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Produkten im Vergleich zu
klassischen Lebensversicherungsprodukten geringer, da das Kundenkapital sich zum Zeit-
punkt eines vorzeitigen Vertragsendes (aufgrund von Tod oder Storno) nicht notwendi-
gerweise ausschliellich im Deckungskapitaltopf befinden muss.

Das Langlebigkeitsrisiko ist das Risiko, dass die in der Beitragskalkulation unterstell-
ten Uberlebenswahrscheinlichkeiten unter den Werten der eingetretenen relativen Uber-
lebenshéufigkeiten liegen. Dadurch muss der Versicherer langer als kalkuliert Renten aus-
zahlen.

Die Quantifizierung dieser drei genannten versicherungstechnischen Risiken sind fiir die
Lebensversicherungsbranche {ibliche Probleme, wofiir in der Wissenschaft bereits aufwen-
dige Modelle entwickelt wurden. Die SCR-Berechnungen fiir diese Module unterscheiden
sich beim hier betrachteten Produkt auch nicht grundlegend von den klassischen Lebens-
versicherungen. Insofern sei hier auf die Technical Specifications von EIOPA [9] verwiesen.
Wir konzentrieren uns daher mehr auf das Problem, wie die Marktrisiken bei dynamischen
Hybrid-Produkten bewertet werden konnen.

4.3.2 Ausfallrisiko der Bank

Zunichst ist auch das Ausfallrisiko der Bank, die die 20 % -Verlustschranke garantiert
(siehe Kapitel 3), von Interesse. ,, Ausfallrisiko bedeutet die Gefahr eines Verlustes, weil
Glaubiger teilweise oder vollstéindig ihren Zahlungen nicht nachkommen oder weil Sach-
werte und Wertpapiere an Wert verlieren oder wertlos werden® (vgl. Gabler-Online [13]).
Bei einer Insolvenz der Bank wiirde der Verlust, der iiber die Schwelle von 20 % hinaus
geht, auch noch beim Kunden bleiben. Infolgedessen besteht fiir das Versicherungsun-
ternehmen zwar kein finanzielles, wohl aber ein Reputationsrisiko. Dieses kann gar nicht
hoch genug eingeschétzt werden. Fiir die Bewertung des Ausfallrisikos der Bank kénnen
Ratings von z. B. Standard & Poor’s herangezogen werden. In welchem Mafle dann daraus
ein Reputationsrisiko entsteht, lasst sich nur schwer modellieren, da es vom Kundenver-
halten abhéngt. Diese beiden Risiken werden daher fiir die Risikoquantifizierung spéter
vernachlissigt um die anderen mathematisch etwas leichter handhabbaren Risiken zu fo-
kussieren.

4.3.3 Marktrisiko im Allgemeinen

Das Marktrisiko entsteht ,,durch mogliche Schwankungen der Marktpreise fiir Vermogens-
werte (besonders Kapitalanlagen), Verbindlichkeiten und Finanzinstrumente*

(vgl. Farny [11, S. 557]). Es ist bei Solvency II durch ein eigenes Modul adressiert. Die grofie
Bedeutung dieser Risikokategorie ist nicht zuletzt auf die Finanzkrise zuriickzufiihren.
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Den Ergebnissen der Quantitative Impact Studies 5 (QIS 5) zufolge riithren bei Lebens-
versicherungsunternehmen deutlich mehr als 80 % des benétigten Solvenzkapitals vom
Marktrisiko (vgl. EIOPA [9]). Dieses Modul wird daher nun ausfiihrlicher beschrieben.
Durch die Dynamik des dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Produkts ist der Stellenwert des
Anteils dieses Risikoteilbereichs deutlich hoher zu bewerten als bei anderen Lebensver-
sicherungsprodukten. Dadurch dass die einzelnen Kundenvermdgen eines dynamischen
Dreitopf-Hybrid-Bestands von denselben Garantiefonds abhidngen, hat das Marktrisiko
einen , high impact - low probality“ - Charakter.

Das Marktrisiko beinhaltet zwar auch Teilbereiche wie Immobilien-, Spread-, Wahrungs-
und Konzentrationsrisiko, die im Allgemeinen bei den Kapitalanlagen des Versicherers
eine Rolle spielen. Jedoch haben sie bei beim hier betrachteten Produkt keine nennens-
werten Wechselwirkungen mit anderen hier im Kapitel 4.3 aufgefiihrten Risiken oder dem
Umschichtungsalgorithmus. Wir konzentrieren uns auf daher die wesentlichen, teils mit-

einander verwobenen Risiken des dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Produkts. Darunter fallt
z.B. das Aktienrisiko.

4.3.4 Aktienrisiko

Als Aktienrisiko werden mogliche Kursschwankungen bezeichnet, die den Wert der Kapi-
talanlagen mindern kénnen.

Das Versicherungsunternehmen muss bei den dynamischen Drei-Topf-Hybriden fiir das
sich im Deckungskapitaltopf befindende Kundenvermégen mindestens den Garantiezins
erwirtschaften. Infolgedessen miissen die Pramien des hier untersuchten Tarifs angelegt
werden, woraufhin sich das Volumen der Aktiva erhoht. Da die Aktien im Normalfall nur
ein geringer Anteil der Aktiva sind, ist das Aktienrisiko aktivseitig iiberschaubar.

Viel entscheidender bei dem hier betrachteten Produkt ist aber, dass sich das Aktienrisiko
auch auf die Passivseite auswirkt. Durch Kursschwankungen der Fonds kommt es zu
Umschichtungen, die wiederum ein Risiko darstellen kénnen.

Laut Ru und Reu$ [30, S.26] ist noch nicht klar, inwiefern die Kombination von Akti-
enrisiko und Umschichtungsrisiko bei der Berechnung der SCR beriicksichtigt wird.

4.3.5 Umschichtungsrisiko

Anders als bei klassischen oder rein fondsgebundenen Lebensversicherungen existiert ne-
ben den schon genannten Risikoarten bei dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Produkten auch
das sogenannte Umschichtungsrisiko. Darunter soll zunéchst nur das Risiko verstanden
werden, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt sehr viel Kundenvermégen umgeschichtet
wird.

Zum einen kann es durch Verschlechterung der Kapitalmarktsituation zu einer Umschich-
tung in Richtung konventionellem Deckungskapitaltopf kommen. Hierbei gilt natiirlich
wie schon im vorigen Kapitel ausfiihrlich beschrieben: je gravierender der Verlust des
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Fondswerts desto stéarker der Grad der Umschichtung. Aus Sicht des Versicherungsunter-
nehmens bedeutet das, dass genau dann zusétzliches Kapital zur Verfiigung steht, wenn
es sich gerade nicht anbietet in den Markt zu investieren. Dieses Kapital sollte aber der-
art angelegt werden, dass mindestens der Garantiezins erwirtschaftet wird. Die Situation
ist genau dann problematisch, wenn der Zins am Kapitalmarkt unterhalb der Garantie-
verzinsung liegt. Eine wichtige Frage bei der Neuanlage ist auch, mit welcher Duration
dies geschehen soll. Die auf das Konzept von Frederic Macauley zuriickgehende absolute
Duration D beschreibt die mittlere Laufzeit eines Wertpapiers.

,Die einfachste Kennzahl eines Wertpapiers, dessen Wert sich aus seinen zukiinftigen
Cashflows ergibt ist seine mittlere Laufzeit. Zu dem Mittelwert tragen die Zeiten bis zur
Filligkeit jedes einzelnen Cashflows mit bestimmten Gewichten bei. Das Gewicht einer
Laufzeit ist gerade der Anteil ihres Cashflows am Barwert des Papiers, also der Barwert
des Cashflows geteilt durch den Bawert des gesamten Papiers.“ (vgl. Deutsch [7, S. 70].
Die absolute Duration D ergibt sich also in Abhéngigkeit vom Zins r als

D(7) = Dpae(r) = ST t-CF-(1+7)"
T Zle CF,-(1+nr)t

, (4.1)

wobei ¢ die Zeit in Jahren und C'F;(> 0) die Cashflows der Aktiva in Abhéngigkeit vom
Jahr t angibt. Die absolute Duration ist somit ein approximatives Maf fiir die absolute
Barwertdnderung bei absoluter Zinsénderung.
Um praxisrelevantere Aussagen mit diesem Konzept machen zu kénnen, wird héufig die
modifizierte Duration herangezogen. Sie gibt die relative Barwertédnderung bei absoluter
Zinsénderung an und wird berechnet durch

Dmac

= (4.2)

mod

Es besteht also ein starker Zusammenhang zwischen Umschichtungs- und Zinsénderungs-
risiko (Kapitel 4.3.8).

Zum anderen ist es natiirlich auch moglich, dass ein grofier Kurssprung dazu fiihrt, dass
sehr viel Guthaben aus dynamischen Drei-Topf-Hybriden vom Deckungskapital in Fonds
verschoben wird. Infolgedessen steht dem Versicherungsunternehmen aber deutlich weni-
ger Kapital zur Verfiigung, woraus wiederum Liquiditéatsrisiken (Kapitel 4.3.6) entstehen
konnen.

4.3.6 Liquiditatsrisiko

Ein Liquiditéatsrisiko kann entstehen, wenn unerwartete Zahlungsverpflichtungen eintreten
(vgl. Farny [11, S. 60]). Problematisch wird es insbesondere dann, wenn eine Kapitalanlage
zu genau diesem Zeitpunkt nicht oder nur mit erheblichen Wertabschldgen verduflerbar
ist. Das Liquiditétsrisiko wird in der Praxis haufig unterschétzt und damit unterbewertet,
da eine eingeschréankte Liquiditat bei vielen Kapitalanlagen erst in Marktkrisen sichtbar
wird (vgl. Gabler [14, S.401]).
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Gerade bei dem hier betrachteten Produkt sollte das Liquiditétsrisiko nicht unterschétzt
werden. Es liegt insbesondere dann vor, wenn in kurzer Zeit viel Deckungskapital aufgelost
werden muss, um das Kundenguthaben in Fonds investieren zu koénnen. Dies geschieht
genau dann, wenn sich die einzelnen Kundenvermogen innerhalb eines Monats exorbitant
erhohen, was nur durch eine stark positive Entwicklung der Fondskurse induziert werden
kann.

Im Zuge einer Finanzkrise kann es besonders zu Liquiditatsproblemen kommen. Beispiels-
weise dann, wenn ein Versicherer Staatsanleihen verduflern will, sich aber aufgrund der
allgemeinen Geldknappheit kein Kéufer findet. Bei Betrachtung der dynamischen Drei-
Topf-Hybride muss ein Versicherungsunternehmen bei der Anlage von Kapital, welches
gerade aus dem Garantiefonds in das Deckungskapital geflossen ist, nicht nur auf dessen
Rendite, sondern auch auf dessen Liquiditdt bzw. Duration achten.

4.3.7 Zinsgarantierisiko

Das Zinsgarantierisiko bezeichnet das Risiko eines Versicherungsunternehmens, den bei
der Pramienkalkulation unterstellten Rechnungszins nicht zu erwirtschaften. Dies Risiko
existiert, weil sich die Hohe des Kapitalmarktzinses &ndern kann.

4.3.8 Zinsadnderungsrisiko

Hierbei muss unterschieden werden zwischen einem Zinsanstieg und einem Zinsriickgang.
Ersterer ist fiir einen Lebensversicherer von Bedeutung aufgrund des einhergehenden
erhohten Stornorisikos. Im Besonderen geht bei dynamischen Drei-Topf-Hybriden eine
Zinserhohung aber meist mit mittelfristig steigenden Aktienindizes einher, sodass auch
die Kurse der Fonds der Kunden tendenziell ansteigen. Dadurch wird der Anreiz eines
Kunden, seinen Vertrag zu kiindigen aber wieder verringert. Ein Zinsriickgang beschreibt
hingegen die mogliche Situation, dass die Hohe des Kapitalmarktzinses sinkt und infolge-
dessen die Aktiva des Versicherers eine geringere Rendite erzielen. Das Zinsriickgangsrisiko
ist mit 48 % Bestandteil des Marktrisikos nach Angaben der QIS 5 (vgl. EIOPA [9] der
mit Abstand grofite. Es ist fiir dynamische Drei-Topf-Hybride besonders relevant, da das
Versicherungsunternehmen aufgrund der Umschichtungen h&ufiger Kapital neu anlegen
oder liquide machen muss. Es hdngt also auch stark mit dem Umschichtungsrisiko zusam-
men. Das Zinsédnderungsrisiko spielt insbesondere beim Asset-Liability-Matching (ALM)
eine entscheidende Rolle.

Mit dem Begriff ALM werden laut Farny [11, S. 880ff] in Theorie und Praxis nach wie
vor verschiedene Sachverhalten verbunden. Die wichtigsten sind folgende:

(i) Asset-Liability-Management als integrierte, gesamtunternehmerische Finanzierungs-
politik fiir alle Arten von Mittelherkiinften (Kapital, ,Liabilities“) bzw. bzw. Mit-
telverwendungen (Vermogen, ,, Assets“), insbesondere bei Lebensversicherungen;
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(ii) versicherungstechnisches Asset-Liability-Management als integrierte Finanzierungs-
politik fiir die versicherungstechnischen Verpflichtungen und fiir die diesen entspre-
chenden Kapitalanlagen oder als integrierte Jahresabschlusspolitik fiir die versiche-
rungstechnischen Passiva und die Kapitalanlagen in der Bilanz und die daraus flie-
Benden Ertridge und Aufwendungen;

(iii) portfolioorientiertes Asset-Liability-Management als integrierte Finanzierungspoli-
tik fiir den Versicherungsbestand und den Kapitalanlagebestand.

Im Bereich der Lebensversicherung beeinflusst die Produktgestaltung (z. B. iber den Ga-
rantiezins) entsprechende Anforderungen an das Rendite-/Risikoprofil der Assets. In ei-
nem fortdauernden Prozess werden gleichzeitig Anlagen und Verbindlichkeiten auf ihre
Renditen bzw. Zinsen und ihre zeitliche Staffelung untersucht. Daraus wird die Strategie
entwickelt, mit der bei vorgegebenen Risikogrenzen die finanziellen Ziele erreicht werden
(vgl. Gehrig und Zimmermann [16]). Genauer gesagt werden dabei die Durationen der
Anlagen betrachtet.

4.3.9 Fazit der Risikoidentifikation und Folgen daraus

Das Umschichtungsrisiko héngt zum einen sehr stark vom Aktienrisiko ab und anderer-
seits kann es auch nur dann wirklich als Risiko bezeichnet werden, wenn daraus ein Zins-
oder Liquiditétsrisiko entsteht. Dadurch dass das Umschichtungsrisiko kaum von den an-
deren drei genannten Risiken zu separieren ist, erweist sich dessen exklusive Bewertung
als schwierig. Dass bisher keine Modelle hierfiir entwickelt worden sind, liegt vermutlich
auch daran, dass die Bewertung aufgrund der Nichtlinearitdten und Pfadabhéngigkeiten
nicht gerade einfach ist. Die daraus resultierenden Modellrisiken sollten also auch nicht
unterschétzt werden.

Aus diesen Griinden wird nun ein Modell entwickelt, das in der Begrifflichkeit von Sol-
vency II ein partielles internes Modell ist. Hierfiir betrachten wir die Verbindlichkeiten
des Versicherungsunternehmens und richten uns nach dem Artikel 75.2 des Solvency II
Level-1-Textes (vgl. European Union [10, S.46]): ,, The best estimate shall be equal to
the probability-weighted average of future cashflows, taking account of the time value of
money (expected present value of future cashflows), using the relevant risk-free interest
rate term structure. The calculation of the best estimate shall be based upon current and
credible information and realistic assumptions and be performed using adequate actuarial
methods and statistical techniques.®

Wir betrachten also die zukiinftigen Cashflows, die durch das Produkt induziert werden
und bewerten das darin enthaltene Risiko.



Kapitel 5

Risikomodellierung

Nachdem die Problematik im Zusammenhang mit der Risikoquantifizierung (Kapitel 4.2)
erortert wurde und einige mathematische Grundlagen bereit gestellt wurden, wird nun
der Fokus auf die Erstellung eines Risikomodells gerichtet.

Die Idee des Risikomodells ist es, mit Hilfe von modellierten Aktienkursen Umschich-
tungen zu simulieren, die zusammen mit den Prdmien und Leistungen einen Cashflow
generieren. Die Volatilitdt dieses Cashflows stellt - wie in Kapitel 4.3 schon erldutert
wurde - ein Risiko fiir das Versicherungsunternehmen dar. Um dieses quantifizieren zu
kénnen, werden die simulierten Cashflows gehedgt. Dadurch kann das Versicherungsunter-
nehmen Risiken, die durch die dynamische Drei-Topf-Hybrid-Produkte induziert wurden,
verringern und sich teilweise dagegen absichern. Teilweise, weil a priori nicht klar ist, ob
eine absolute Absicherung (,perfekter Hedge“) gegen das Umschichtungsrisiko und den
damit verbundenen Risiken existiert. Falls nicht, wird das Hedging dann so konzipiert
werden, dass es SCR minimiert. Fiir das residuale Risiko muss dann aber immer noch
SCR berechnet werden - beispielweise mit dem Modell von Kochanski und Karnarski [23]
- auch wenn dieses Residuum-SCR signifikant geringer ausfillt als das SCR ohne Hedging.
Der in Kapitel 4 angesprochene Preis der Garantien und Optionen entspricht dann den
Kosten des Hedgings plus den Kapitalkosten fiir das Residuum-SCR. Dadurch dass ein
Residuum-SCR verbleibt, sind die Kosten des Hedgings somit eine Mafizahl, iiber die der
marktkonsistente Preis des Risikos ,,nur® angenédhert werden kann.

Fiir diesen Ansatz sind auflerdem zwei wichtige Dinge zu beachten:

(i) Falls die Absicherung in der Praxis nicht durchgefiihrt wird, stellt sich erst recht die
Frage wie hoch SCR dann anzusetzen ist.

(ii) Die Absicherung beruht auf der Annahme, dass Finanzderivate zu jedem Zeitpunkt
handelbar sind, was in der Realitét - insbesondere in Finanzmarktkrisen - nicht der
Fall sein muss.

Auch wenn dieser Ansatz mit Nachteilen verbunden ist, so sind andere Ansétze (auBler
der von Kochanski und Karnarski [23]) ob der hohen Komplexitét des betrachteten Pro-
dukts zu oberflachlich. Beispielsweise wére die Berechnung des Umschichtungsvolumen
zwar ein logischer erster Schritt. Die Héhe des Umschichtungsvolumen korreliert aber nur
schwach mit der Hohe des echten Schadens bzw. Verlusts, da nicht jede Umschichtung

37
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per se von Nachteil fiir den Versicherer sein muss. Eine Verkniipfung mit dem Wert der
gegebenen Zinsgarantie und somit die Betrachtung der Hohe der Kapitalanlagezinsen ist
hierbei ein weiterer essentieller Punkt, der unbeachtet bleibt.

Um iiberhaupt einzelvertragliche Umschichtungen simulieren zu konnen, benotigen wir
zunéchst ein Kapitalmarktmodell, das im folgenden Unterkapitel erlautert wird. Darauf
aufbauend werden in Kapitel 5.2 die drei Topfe des Produkts in dieses Modell einge-
bettet. Im Anschluss daran kénnen die aus dem dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Produkt
resultierenden Cashflows modelliert werden.

5.1 Kapitalmarktmodell

Fiir die Kapitalmarktmodellierung wird das auf die Namensgeber Cox et al. [6] zuriickge-
hende CRR-Modell verwandt. Dieses diskrete Modell besteht aus einer Aktienanlage und
einer sicheren Anlage.

Auch wenn dies eine Vereinfachung der Realitdt darstellt, hat es zahlreiche Vorteile:
Es kann so kalibriert weren, dass es keine risikolosen Gewinnmoglichkeiten (Arbitrage -
mehr dazu spéter) zuldsst. Darauf aufbauend kénnen dann Optionspreise relativ einfach
berechnet werden. Dies wird neben der Modellierung der drei Tépfe auch beim Hedging
von Vorteil sein.

5.1.1 Modellierung von Aktienkursen

Als erstes wird in das Modell die Moglichkeit einer Aktienanlage eingefiihrt.
Aktienkurse werden iiblicherweise mit Hilfe von stochastischen Prozessen modelliert.

Definition 5.1 (Stochastischer Prozess). Fin stochastischer Prozess X ist eine Familie
von Zufallsvariablen (X;)iex mit K C [0, 00).

Definition 5.2 (Wahrscheinlichkeitsraum). Die Zufallsvariablen X; sind im CRR-Modell
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, (F;)i=1,...7, (P)) definiert. Dabei ist Q = {u, d} der
Zustandsraum, Fy = o(Xo, ..., X3) fir t =0,..,T die Filtration und

L X
p,  fir =u
o X
1—p fir X =d
Xt

das Wahrscheinlichkeitsmaf fir t =1,...;T .

Das Ereignis ,,d“ steht fiir ,,down“, also eine Abwértsbewegung und ,,u* fiir ,,up®, also
eine Aufwirtsbewegung des Aktienkurses. Infolgedessen gilt v > 1 und d < 1.
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Definition 5.3 (Filtration). Die von X erzeugte Filtration (F;)i=1
eine aufsteigende Familie von Unter-o-Algebren von F:

7 st definiert durch

.....

F=F=0X;:s<t),Vt=0,...,T.

Anschaulich bedeutet das einerseits, dass F; die Information bis zum Zeitpunkt ¢ ist.
Zum anderen heifit das, dass alle Informationen iiber die (hier als zufillig angenommenen )
Aktienkursbewegungen nur von X und nicht von externen Zufallsquellen kommen.

Definition 5.4 (Adaptiert). Ein stochastischer Prozess X heifit adaptiert bzgl. der Fil-
tration F ={F;:t = 0,...,T}, falls jede Zufallsvariable X; bzgl. F,-messbar ist.

Der Prozess X ist also an F adaptiert.

Im CRR-Modell ist K = N, d.h. X ist ein diskreter stochastischer Prozess. Genauer
gesagt handelt es sich um einen geometrischen Binomialprozess, weshalb das CRR-Modell
auch unter dem Namen Binomialmodell bekannt ist.

Definition 5.5 (Geometrischer Binomial-Prozess). X = (X;)i=1, 1 heifst geometri-
scher Binomial-Prozess mit Parameter p € (0, 1), falls fir alle t = 1,...,T die relativen
Zuwdchse Ry = %, Ry = X)tc—:l, Rio = ;ﬁﬁ, ... der Zufallsvariablen X; unabhdingig
identisch verteilt und unabhdngig vom konstanten Anfangswert Xq sind.

Dieser Prozess hat dann die Form

Xi =X Ry
t
= Xo- [[ B« (5.1)
k=1
Vi=1,..T.

Darauf mit welcher Wahrscheinlichkeit ,u“ und ,,d* eintreten bzw. wie der Parameter p
gewdhlt wird, wird spéter noch eingegangen.

Es wurde bisher nur angenommen, dass die Zufallsvariablen X; einem Binomial-Prozess
folgen. Damit der Baum nicht zu grof§ wird, wird auflerdem gefordert, dass er rekom-
binierend ist, d. h. eine Aufwirtsbewegung, die auf eine Abwértsbewegung folgt, erzeugt
nach diesen zwei Perioden dieselbe Wertédnderung wie eine Abwértsbewegung, die auf eine
Aufwiartsbewegung folgt. In Formeln ausgedriickt heifit das

X()Ud:Xod'U,

Durch diese Bedingung verringert sich die Anzahl der Knoten nach ¢ Zeitschritten von
2t auf ¢t + 1, was aus numerischer Sicht deutlich attraktiver ist. Wie ein Baum mit zwei
Zeitschritten aussieht, ist auf der folgenden Seite dargestellt.
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Abbildung 5.1: Zweiperiodischer Binomialbaum (eigene Darstellung)

uu X,

ud X,

dd X,

Der Baum beschreibt die moglichen Pfade der Aktienkursentwicklung zu den
Zeitpunkten ¢t = 0,1,2 (von links nach rechts). An den Knoten des Baums
sind die Aktienkurse erkennbar. An jeder Kante konnen die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten abgelesen werden. Rekombinierend heifit hier, dass zum Ak-
tienkurs ,,ud Xo“ zwei verschiedene Pfade fiihren.

5.1.2 Modellierung der sicheren Anlage

In unserem Kapitalmarktmodell soll es auBlerdem moglich sein, Geld risikolos zu einem
konstanten Zinssatz rcrr pro Zeiteinheit anlegen zu konnen. Es wird hier somit die An-
nahme einer flachen Zinsstrukturkurve gemacht. Da dies eine starke Vereinfachung dar-
stellt, wéire an diesem Punkt als erstes anzusetzen, wenn das Modell realitétsnidher (und
somit noch aufwendiger) werden soll. Dafiir wiirde sich z. B. das Zinsmodell von Cox et
al. [5] anbieten.

Diese Anlage wird hier nun aber durch ein Bankkontoprozess S; = {S; : ¢t = 0,...,T}
modelliert, wobei S; ein vorhersehbarer stochastischer Prozess mit Sy = 1 ist.

St = (1 + TC’RR) . St,1 = (1 + T’CRR)t . S() . (52)

Definition 5.6 (Vorhersehbar). Fin stochastischer Prozess X = (Xi)i=1,..r heifst vor-
hersehbar bzgl. F = {F; : t = 0,..., T}, falls jede Zufallsvariable X; messbar bzgl. Fi_4
18t.

Wir wissen sogar zum Zeitpunkt t = 0 wie grof3 der Zuwachs von S zum jedem Zeitpunkt
t=1,...,T sein wird. Ein vorhersehbarer Prozess ist immer adaptiert.
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5.1.3 Grundlagen der Finanzmathematik

Ausgehend von der sicheren Anlage S kann nun der diskontierte Preisprozess definiert
werden:

Definition 5.7 (Diskontierter Preisprozess). Der diskontierte Preisprozess )?t ist definiert
als

~ Xt
X -
t S,
ﬁ (5.3)
11+ rerr
Vi = o, LT

Anhand der zwei unterschiedlichen Anlagen X und S kann ein Investor verschiedene
Handelsstrategien verfolgen.

Definition 5.8 (Handelsstrategie). Eine Handelsstrategie ist hier definiert als ein zwei-
dimensionaler Vektor von vorhersehbaren stochastischen Prozessen.

he = (W hi'), (5.4)

Dabei beschreibt h; die Position des Investors in jedem Wertpapier im Zeitintervall
(t—1,t], t = 1,...,T. Ferner steht h;X fiir die Anzahl der Aktien, und h; fiir den Anteil
der sicheren Anlage, die der Investor nach einer potentiellen Positionsinderung zur Zeit
t—1,t=1,...,T besitzt. Das Paar h; = (h?, h;*) heiBt Portfolio in der Periode (t — 1,¢].

Mit Hilfe dieser Handelsstrategie entsteht ein Wertprozess, der hier definiert ist als
Definition 5.9 (Wertprozess).

Vib=hy +h - Xo  ,t=0 (5.5)
und

Vi=hn- S +h* X, Vt=1,.,T. (5.6)

Darauf aufbauend ist der diskontierte Wertprozess V;* = {V/* : ¢ = 0,...,T} ein stochas-
tischer Prozess, der definiert ist durch

Definition 5.10 (Diskontierter Wertprozess).
VE=hi+n¥ X, t=0 (5.7)
und

Vi=h+hY X, ,Vt=1,..T. (5.8)
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Definition 5.11 (Selbstfinanzierende Handelsstrategie). Fine Handelsstrategie
h = (h®, h") heifit selbstfinanzierend, falls

V=4S, - X Vi=1,.,T 1. (59)

Bemerkung. Anschaulich bedeutet das, dass aufSer den durch X und S erklirten Ande-
rungen des Portfoliowerts kein Kapital hinzugefiigt oder abgezogen wird.

Definition 5.12 (Arbitrage). Ein Arbitrageportfolio ist eine selbstfinanzierende Handels-
strategie, die folgenden Beziehungen geniigt:
Vo(h) <0,
Vi>0 P—fs., (5.10)
PV} >0)>0.

Definition 5.13 (Martingal). Fin stochastischer Prozess (X;)ien heiffit Martingal unter
dem Maf$ Q, falls

(i) (Xi)ien adaptierter Prozess
(i) Eo(|X:|) < oo, Vt €N
(111) Eo(X|Fs) = Xs, Vs <t .

Definition 5.14 (Contingent Claim). Eine nicht-negative Zufallsvariable C' auf

(2, (F)i=1,..17, P) heifit europdischer Contingent Claim. Ein europdischer Contingent
Claim C' heifst Derivat der zugrunde liegenden Anlage X falls C' bzgl. der durch den
Preisprozess (Xi)i—o.. 1 erzeugten o-Algebra messbar ist.

.....

Definition 5.15 (Erreichbar). Ein Contingent Claim C heifst erreichbar oder auch re-
plizierbar, falls eine selbstfinanzierende Handelsstrategie h existiert, dessen terminaler
Portfoliowert C gleicht, d. h.

C=V)=hiSr+hy Xr P-fs. .

Die Strategie h heifit dann replizierende Strategie oder Hedging fiir C.
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Resultierend daraus ist ein Contingent Claim C' genau dann erreichbar, wenn der entspre-
chend diskontierte Claim C' = % von folgender Form ist:

C =k + b Xr
=V

T
=Vo+ Y WX - X)),
t=1

fiir eine selbstfinanzierende Handelsstrategie h. In diesem Fall heifit h auch replizierende
Strategie. Dabei steht Il fiir den arbitragefreien Preis.

Definition 5.16 (Arbitragefreier Preis). Eine reelle Zahl e heift arbitragefreier Preis
eines diskontierten Claims C, falls ein adaptierter stochastischer Prozess 11 existiert, fiir
den gilt:

HO:WCa
I, >0 firt=1,.., T —1, und
HT:éa

sodass das erweiterte Kapitalmarktmodell mit dem Preisprozess g, X I arbitragefrei ist.

Bemerkung. Ein arbitragefreier Preis 7€ eines diskontierten Claims C' ist also per De-

finition ein Preis zu dem C' zum Zeitpunkt t = 0 ohne Einfiihrung von Arbitragemdglich-
keiten in dem Markt gehandelt werden kann: Falls C fiir 7€ verkauft wird, kann weder
der Kdufer noch der Verkdufer eine Investmentstrategie finden, die jedes Risiko eliminiert
und gleichzeitig die Moglichkeit offen ldsst, Gewinne zu erzielen.

Es wird nun vorausgesetzt, dass jeder Contingent Claim erreichbar ist. Mérkte, in denen
dies gilt, heiflen vollsténdig.

Satz 5.17 (Fundamentalsatz des Asset Pricings).

(i) Das Marktmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn die Menge Q aller dquivalenten

Martingalmafle nichtleer ist. In diesem Fall existiert ein Q* € O mit endlicher
Dichte dQ*/dQ .

(ii) Ein arbitragefreies Marktmodell ist genau dann vollstindig, wenn genau ein dqui-
valentes Martingalmaj existiert. In diesem Fall ist die Anzahl an Elementen in
(Q, Fr, Q) durch (d+ 1) nach oben beschrinkt.
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Fiir die eher umfangreichen Beweise der beiden Aussagen sei auf Follmer und Schied
[12, S.270f. bzw. S.287f.] verwiesen.

Aus obigen Annahmen und Definitionen folgt:

Satz 5.18. Der Wert V,C eines Contingent Claims zur Zeitt = 0,...,T ist gegeben durch

Ve =V
:hStSt‘i‘h%XXt
:St'EQ[éﬂj:t] (5.11)

C
X JEQ[S—;m] vQ € Q

5.1.4 Arbitragefreiheit des Binomialmodells

Satz 5.19. Das CRR-Modell ist genau dann arbitragefrei, wenn u > 1+ rerr > d
gilt. In diesem Fall existiert ein eindeutiges Martingal-Mafl Q. Dieses Mafs ist dadurch
gekennzeichnet, dass die Zufallsvariablen Ry, ..., Rr unter Q wunabhdingig sind und die
Randverteilung

_ l+rcrr —d (5.12)
u—d '

Vt=1,..,T

haben.

Beweis 5.20. (Follmer und Schied [12, p.292])
Ein Maf$ Q auf (Q, F ) ist genau dann ein Martingal-Maf, wenn der diskontierte Preispro-
zess unter Q ein Martingal ist, d. h.

)?t = EQP?tJrl’Ft]
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Diese Identitdt ist dquivalent zur Gleichung

1 +rorr = Eg[Ri1|F]
=u-Q(Ry1 = u|lFy) +d- QR = d|F)

& QR = ulF)(w) =¢
o 1+ TCRR — d
N u—d
fiir Q-fast jedes w € €.
Aber dies gilt genau dann, wenn die Zufallsvariablen Ry, ..., Ry unabhdngig sind unter
Q mit der gemeinsamen Verteilung Q(R; = u) = q. Insbesondere kann es hochstens ein

Martingalmaf fiir X geben. Falls das Marktmodell arbitragefrei ist, existiert ein dquiva-
lentes Martingal-Mafl Q. Die Bedingung Q ~ P impliziert

q:Q(Rlzu)G(O,l),

was genau dann gilt, wenn u > 1+ rcrr > d.

Falls umgekehrt w > 1+ rocrr > d kann ein Maff Q ~ P auf (Q, F) wie folgt definiert
werden:

Qu)=4q¢-(1-¢"">0,
wobei | die Anzahl des Auftretens der ,u“ in w bezeichnet. Unter Q sind X, ..., Xt und

damit Ry, ..., Ry unabhdngige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung Q(R; = u) =
q und somit ist Q ein dquivalentes Martingalmas. g.e.d.

Bemerkung. Fir das Maf$ Q gilt also:
EolX] :q-u-X0+(1—q)-d-X0
1+ rcrr 1+ rcrr

Unter diesem Mafi Q sind folglich die diskontierten Preise der Aktien Martingale.

=Xo.

Bemerkung. Das Binomialmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn ein
Martingal-Maf existiert.

Mit diesen Annahmen kann ausgehend vom aktuellen Aktienkurs X, der Erwartungswert
und die Varianz von X; wie folgt berechnet werden:

Eo[Xi]=¢q- Xo-u+ (1-¢q) Xo-d (5.13)

und
Varg(X1)=q-v*+(1—q)-d*—[qg-u+(1—q)-d?. (5.14)
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5.1.5 Mehrperiodisches Binomialmodell

46

Um weitere Aussagen iiber das Modell bei mehreren Perioden treffen zu kénnen, wird
der Zahlprozess N = {N; : t =0,...,T} mit N, = Zizl L{g,—y fiir t = 0, ..., T eingefiihrt.

N, sei binomial verteilt mit

QN =1) = Q) Tp—uy = 1)

()-du-a

VIi=0,..1t.

(5.15)

Der Erwartungswert und die Varianz von N; werden bekanntlich wie folgt berechnet:

Bemerkung. Der Preisprozess der Aktie ist also

Xy = Xo -t dN
Vi=1,..,T

und

Q(X, = Xo-ul-d'™h)
- Q(Nt = l)

= C) g (1 =g

VI=0,..t.

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)
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Bisher sind die Parameter ,u“ und ,,d* noch nicht eindeutig bestimmt. Um sie zu spezifi-
zieren, werden sie {iblicherweise an eine z. B. durch eine Index-Historie gegebene Volatilitét
angepasst. Der Vorschlag von Cox et al. [6] ist daher folgender:

u= eV (5.20)
und
d=e VA (5.21)

wobei o die Standardabweichung bzw. Volatilitdt und somit die Wurzel der annualisierten
Varianz und At die gewéahlte Diskretisierung des Jahres ist. Diese Wahl ist konsistent mit
der in Kapitel 5.1.1 diskutierten rekombinierenden Eigenschaft des Binomialbaums Fiir
eine monatliche Betrachtung 7" = Wurde die Diskretisierung At = 5%0 6000 gewahlt.
Das heifit, dass wéhrend eines Monats bis zu 500 Auf- und Abbewegungen des Aktien-
kurses X; moglich sind. Damit sind geniigend Zeitschritte vorhanden, um die moglichen
Auswirkungen auf die Umschichtungen zu erklédren. Hierbei sei erwéhnt, dass bei gleicher
Volatilitdt und gleicher Drift die Kursentwicklung im Binomialmodell gegen die Kurs-
entwicklung im Black-Scholes-Modell konvergiert. Der jahrliche risikolose Zins wird mit
r = 0,03 angesetzt. Der Zins einer Periode im CRR-~-Modell ist dann

repp = €A — 1 = e — 1. (5.22)

Satz 5.21. Sei g : R — R eine F;-messbare Funktion und C = f(Xr) ein Contingent

Claim mit Filligkeit T. Dann ist der Preis n§ eines europdischen Contingent Claims zur

Zeit t = 0 1m Binomialmodell gegeben durch

1

(1 + TCRR)T .

— 7 if Xo - l-dT’)G)ql(l—q)“

=0

EQlf(ST)]

c _
Ty =

(5.23)
1 + TCRR

fiir eine geeignete Funktion g .

Korollar 5.22. Fine europdische Put-Option mit Ausiibungspreis U und Falligkeit T hat
einen Payoff von

VD) = max|[(Upw — X1):0] = (Upy — X7)7 . (5.24)
Die Funktion g ist daher f(x) = (Upy — )% und der Preis W(I)DM(U) zur Zeit t = 0 somit
gegeben durch

7_‘_(I;ut(U) _ VbPut(U)

T

1 T (5.25)

R D DTN N A (] — g1
(1+rerr)" = Upue = Xo -0 d77) (Z>Q( 2
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Korollar 5.23. Fine europdische Call-Option mit Ausiibungspreis U und Falligkeit T' hat
einen Payoff von

VTCC””(U) = max[(XT — UCall>§ O] = (XT - UCall)jL (5'26)

u()

Die Punktion g ist daher f(z) = (z — Ucan)™ und der Preis 75" zur Zeit t =0 somit

gegeben durch
7TOCall(U) _ VOCall(U)

1 (5.27)

T

T

= T oyt 2 Wear =Kol -7 (z)qlu —) .
=0

Nun konnte argumentiert werden, dass das Binomialmodell zu simpel ist, um die Rea-
litdt hinreichend nahe abzubilden. Jedoch konvergieren die so berechneten Optionspreise
im CRR-Modell mit steigender Diskretisierungsfeinheit gegen denen im Black-Scholes-
Modell. Dieses unterstellt wiederum, dass der Aktienkurs einer geometrischen Brownschen
Bewegung folgt. Einen Beweis fiir die Konvergenz liefert z. B. Follmer und Schied [12,
S. 302 ff].

5.2 Einbettung des Produkts in den Kapitalmarkt

Nachdem der Kapitalmarkt beschrieben wurde, muss das dynamische Drei-Topf-Hybrid-
Produkt noch darin eingebettet werden.

Das Vermogen, das sich zum Zeitpunkt ¢ im Topf ,,Deckungskapital® befindet, bedarf
keiner direkten Abbildung im Kapitalmarkt, da es sich dabei um Kapital handelt, das der
Versicherer am Kapitalmarkt anlegen kann. Die Aktiva des Versicherungsunternehmens
werden aber hier nicht mit modelliert.

Neben der Abhéngigkeit vom Kapitalmarkt ist der Garantiefonds durch einen maximalen
monatlichen Verlust von 20 % und einer geringeren Rendite als der Freie Fonds charak-
terisiert. Wie schon in Kapitel 3 erwihnt wurde, wird dies durch den CPPI-Algorithmus
bewerkstelligt.

Eine Nachbildung dessen ist allerdings mit hohem Aufwand verbunden, sodass hier ei-
ne alternative Modellierung verwendet wird. Diese sieht ein Portfolio vor, das aus der
im CRR-Modell beschriebenen Aktienanlage X und einer européaischen Put-Option auf
die Aktienanlage X mit einer Filligkeit von einem Monat und einem Ausiibungspreis
(Ausiibungspreis) von Upy(t) = 0,8 - X;_; besteht. Dadurch kann das Portfolio ,, Ak-
tie+Putoption® innerhalb eines Monats nicht unter 80 % des urspriinglichen Wertes fallen.
Die Kosten dieser Putoption werden vom Kundenportfolio abgezogen.

Der Freie Fonds soll mit Hilfe der Aktienanlage X und dem Kauf einer européischen Call
Option auf die Aktie modelliert werden. Diese Kombination erhtht die Renditemoglich-
keiten bei hoherem Risiko. Die Filligkeit soll hier auch einen Monat betragen und der
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Ausiibungspreis einen Wert Uggqy(t) = 1,1 - X;—; haben. Im Gegensatz zu dem Garan-
tiefonds kann der Versicherungskunde in der Realitédt je nach Ausprigung der eigenen
Risikoaversion die Art des Freien Fonds wéhlen. Da das hier betrachtete Kapitalmarkt-
modell aber keine Immobilien- und Rentenfonds beinhaltet, ist die Wahl des Kunden in
dem Modell auf Aktienfonds beschrankt.

Durch die Form der Modellierung der beiden Fondstopfe wird eine starke Korrelation
unterstellt, die der in der Realitét ebenso vorliegenden Eigenschaft Rechnung tragt.

Mit den gewéhlten Parametern aus Kapitel 5.1 hat der Preis der Put-Option bei einer
annualisierten Volatilitdt von o = 30 %, einem Underlying Preis X, = 100, einem Stri-
kepreis U = 0,8 - X, und einer Laufzeit von einem Monat folgenden Wert:

08! x,(0) = VI(0) = 0,011 (5.28)
und der Preis der Call-Option analog
Ty, (0) = VE(0) = 1,66. (5.29)

Infolgedessen wird das Kundenvermogen Vg (t) bzw. Vep(tT) bei einer Umschichtung
mit folgender Portfoliostruktur investiert:

100 0,011
100,011’ 100,011

har = {Aktienanteil; Putoptionsanteil} = { }, (5.30)

100 0,66
101,66 101,66

hrp = {Aktienanteil; Calloptionsanteil } = {

1. (5.31)

Die hier berechneten Optionspreise sollen an dieser Stelle nur exemplarisch dazu dienen
ein Gefiihl fiir die Wertverhéltnisse zu bekommen. Fiir die Simulation sind noch deutlich
mehr Optionspreisberechnungen von Noten. Allerdings wird an der einmonatigen Laufzeit
von nun an festgehalten.

Bisher beschrieb die Variable t in diesem Kapitel die Zeit, wobei die Schrittlinge bzw.
die Diskretisierung anfangs noch nicht festgelegt war. Fiir die monatliche Aktienkurssi-
mulation fiel dann die Wahl auf 500 Zeitschritte pro Monat. Die unterschiedlichen Akti-
enkursentwicklungen wahrend eines Monats interessieren nun aber nicht mehr im Detail,
da immer nur monatlich umgeschichtet wird. D.h.; dass die Variable ¢ nun wieder wie in
Kapitel 3 verwendet werden kann, sprich mit monatlicher Schrittweite. T" wird dann der
Endzeitpunkt des gesamten Betrachtungszeitraums der Cashflowsimulation sein.
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5.3 Cashflow-Modellierung

In diesem Unterkapitel wird die Modellierung der durch die dynamischen Drei-Topf-
Hybrid-Produkte induzierten Cashflows aus Sicht des Versicherungsunternehmens dar-
gestellt. Zunéchst soll erlautert werden, wie diese Cashflows in der Realitéit aussehen, um
davon ausgehend vereinfachende Annahmen zu treffen. Diese Modellannahmen sollen die
Realitét hinreichend genau abbilden, aber gleichzeitig das Ziel verfolgen die Komplexitét
der Bewertung des Risikos zu minimieren.

5.3.1 Cashflow-Erlauterung

Bei den Zahlungsstromen ist als Erstes zwischen Ein- und Auszahlungen bezogen auf das
Konto des Versicherers zu unterscheiden. Auflerdem gibt es auch noch Zahlungen, die
den Kontostand des Versicherers nicht direkt beeinflussen. Sie sollen der Vollstandigkeit
halber zwar erldutert werden, flieBen aber nicht in den Cashflow explizit mit ein.

Beim Cashflow wird das gesamte Deckungskapitalvermogen, also das kumulierte De-
ckungskapital aller Versicherungsnehmer als Teil des Konto des Versicherers interpretiert.
Das sich darauf befindende Geld ist wihrend der Vertragslaufzeit im Besitz des Versi-
cherers. Dieses Kapital ist zwar Eigentum des Versicherungsnehmers, kann aber selbst
vom Versicherer unabhéngig von dem Produkt am Kapitalmarkt angelegt werden. Die
Verpflichtung des Versicherungsunternehmens besteht vielmehr darin, fiir die temporér
in den Deckungskapitaltopfen investierten Kundenvermogen die Garantieverzinsung zu
gewdhrleisten. In diesem Zusammenhang muss das Sicherungsvermdogen stets grofier sein
als das Deckungskapital.

Definition 5.24 (Sicherungsvermégen). Das Sicherungsvermdgen - also die Gesamt-
heit der Vermégenswerte des Versicherers - muss die versicherungstechnischen Riickstel-
lungen, Verbindlichkeiten und Rechnungsabgrenzungsposten bedecken. Dem Sicherungs-
vermogen sind laufend Betrdge in der Héhe zuzufiihren und vorschriftsmdfiig, d.h. in
qualifizierten Kapitalanlagen gemdfs § 54 VAG (vgl. Lipowsky [24, S. 7T17[f.]) und §§ 1 ff.
AnlV zu investieren, wie es dem voraussichtlichen Anwachsen des Solls dieses Vermdgens
gemdf §66 Ia VAG (vgl. Lipowsky [24, S. 806]) entspricht. Demnach muss das Sicherungs-
vermdogen mindestens die Summe folgender Posten bedecken:

1) die Beitragsiibertrdge;
(1) 9 ge;
(i1) die Deckungsriickstellung;
111) die Riickstellung fiir
(iii)
(a) noch nicht abgewickelte Versicherungsfille und Rickkdufe,
(b) erfolgsunabhingige Beitragsriickerstattung,
(¢) unverbrauchte Beitrige aus ruhenden Versicherungsvertrigen,

(iv) die Teile der Riickstellung fir erfolgsabhingige Beitragsriickerstattung, die auf
bereits festgelegte, aber noch nicht zugeteilte Uberschussanteile entfallen;
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(v) die Verbindlichkeiten aus dem selbst abgeschlossenen Versicherungsgeschdft
gegeniiber Versicherungsnehmern;

(vi) die als Primie eingenommenen Beitrdge, die ein VU zu erstatten hat, wenn ein
Versicherungsvertrag nicht zustande gekommen ist oder aufgehoben wurde.

Folgendes Diagramm gibt einen Uberblick dariiber, in welche Richtungen wihrend der
Vertragslaufzeit Kapitalfliisse stattfinden konnen.

Deckungskapital (DK)

!

Garantiefonds (GF) <> Versicherungsunternehmen (VU) < Freie Fonds (FF)

!

Versicherungsnehmer (VN)

Aus Risikomanagementsicht hat es Sinn, die einzelnen Fliisse in drei Gruppen aufzuteilen:
Zufliisse, Abfliisse und Zahlungen, die keinen direkt Einfluss auf das Sicherungsvermégen
haben. Bei Kapitalbewegungen, die Kéufe oder Verkdufe von Fonds beinhalten, entstehen
Transaktionskosten, die zu Lasten des Kunden gehen. Im Detail sehen die Kapitalfliisse
SO aus:

(i) Einzahlungen (— DK bzw. — VU) setzen sich zusammen aus:
(a) dem Verkauf von Garantiefondsanteilen, der aus einer Umschichtung zugunsten
des Deckungskapitals resultiert (GF — VU — DK);

(b) dem Verkauf von Freien Fondsanteilen, der aus einer Umschichtung zugunsten
des Deckungskapitals resultiert (FF — VU — DK);

(c) den Bruttobeitrigen der Versicherten, die in das Deckungskapital flieBen
(VN — VU — DK);

(d) einem Kostenausgleich, der alle versicherungstechnischen Kosten beinhaltet

(VN — VU).

(ii) Die Auszahlungen (DK — bzw. VU —) sind hingegen:

(a) der Kauf von Garantiefondsanteilen, der aus einer Umschichtung vom De-
ckungskapital resultiert (DK — VU — GF);

(b) der Kauf von Freien Fondsanteilen, der aus einer Umschichtung vom Deckungs-
kapital resultiert (DK — VU — FF);
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(c) die Uberschussbeteiligungen am Gewinn des Versicherungsunternehmens
(VU — FF);

(d) die Auflosungen aus der Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung (VU — FF);

(e) die Auszahlungen, die durch eine Auflosung eines Vertrags (aufgrund von Stor-
no, Tod oder Ende der Vertragslaufzeit) induziert sind (DK — VU — VN).

(iii) Zahlungen, die keinen direkten Einfluss auf das Sicherungsvermogen haben (VU ist
im Einzelflussdiagramm nur mittelbar betroffen) sind

(a) der Verkauf von Garantiefondsanteilen, der aus einer Auflosung des Vertrags

folgt (GF — VU — VN);

(b) der Verkauf von Freien Fondsanteilen, der aus einer Auflosung des Vertrags
folgt (FF — VU — VN);

(c) der Kauf von Freien Fondsanteilen, der aus einer Umschichtung von Garantie-
fondsanteilen resultiert (GF — VU — FF);

(d) der Kauf von Garantiefondsanteilen, der aus einer Umschichtung von Freien
Fondsanteilen resultiert (FF — VU — GF).

Der gesamte Cashflow wird im Wesentlichen von drei Zufallsgrofien bestimmt, ndmlich
der Kapitalmarktentwicklung, dem Stornoverhalten und der Sterblichkeit der Versiche-
rungsnehmer. Diese konnen in der Realitét aber nicht alle am Markt repliziert werden. So
existieren am Kapitalmarkt beispielsweise noch keine Absicherungsmoglichkeiten gegen
das Sterblichkeits- oder Langlebigkeitsrisiko. Damit der Zahlungsstrom bewertet werden
kann, sind also vereinfachende Annahmen nétig. Wichtig dabei ist, dass die Annahmen die
Groflenordnung des Risikos nicht beeinflussen. Hierbei ist zu bemerken, dass speziell fiir
dieses Produkt die Risiken, die aus der Kapitalmarktentwicklung resultieren, das grofite
Gewicht haben. Infolgedessen kann bei den anderen Groéflen eher auf eine aufwendige
Modellierung verzichtet werden.
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5.3.2 Cashflow-Modellannahmen

Es werden nun folgende Annahmen gemacht:

(i)

(i)

(iii)

(vi)

Die Transaktionskosten des Kapitalmarkts sollen konstant gleich null sein. Diese
Kosten wiirden das Modell nur unnotig komplizierter bzw. aufwendiger machen, da
sie das Risiko nicht beeinflussen. Dariiber hinaus sollen die Kapitalmarktanlagen
und somit auch die Fonds zu jeder Zeit in beliebiger Anzahl handelbar sein.

Die versicherungstechnischen Kosten werden vernachléssigt. Es wird also angenom-
men, dass die kalkulatorischen Kosten den tatsédchlichen Kosten entsprechen. Aufler-
dem wird die Uberschussbeteiligung vernachléssigt. Uberschussbeteiligungen wer-
den bei der Modellierung von klassischen Lebensversicherungsvertragen gewohnlich
mit betrachtet, bei den dynamischen Drei-Topf-Hybriden kann aber nur Uberschuss
auf den Anteil des Kapitals, der im Mittel im Deckungskapitaltopf investiert war,
gewihrt werden. Somit ist eine Modellierung der Uberschussbeteiligung von weitaus
geringerer Relevanz.

Bei allen Vertrigen soll die Garantieverzinsung i = 2,25% per annum betragen.
Statt Renten werden nur einmalige Kapitalabfindungen unterstellt: Dadurch dass
alle in der Realitédt iiber den Betrachtungszeitraum hinausgehenden Verpflichtun-
gen auf selbigen projiziert werden, wird das Modell geschlossener. Dariiber hinaus
wird die Berechnung einfacher, da die Sterblichkeit in der Verrentungsphase nicht
mehr als stochastischer Unsicherheitsfaktor mit einflieft. Es werden ausschliefllich
monatliche Nettoprdmien verlangt. Dies ist auch konsistent zur Vernachlédssigung
der versicherungstechnischen Kosten.

Es gibt kein Neugeschéft: dies ist zwar keine realistische Annahme, jedoch kéime bei
einer Integration des Neugeschéfts in das Modell ein weiterer Unsicherheitsfaktor
hinzu. Es ist a priori nicht klar, wieviel und wie lange fiir dieses Produkt Neu-
geschéft betrieben wird. Bei der Bewertung des Risikos soll nur interessieren, wie
hoch das Risiko ist, das aus dem jetzigen Bestand resultieren kann. Infolgedessen
verringert sich automatisch im Zeitverlauf durch Tod und Storno die Bestandsgrofle,
die wiederum auch den Cashflow beeinflusst. Dies ist eine in der der Wissenschaft
iibliche Annahme. Anders wird dies im Ubrigen in Solvency IT gehandhabt, bei dem
das Neugeschift fiir das erste Jahr noch mit unterstellt wird.

Das Storno wird als deterministisch angenommen. Genauer gesagt wird ein Storno-
vektor verwendet werden, der die Realitdt gut abbildet. Das Stornorisiko, sprich die
Abweichungen der realen Ist-Daten von diesem Vektor, wird damit nicht stochastisch
modelliert. Das Stornoverhalten der Kunden sei unabhingig von der momentanen
Vermogensaufteilung auf die drei Topfe. Auch diese Annahme ist realistisch, da die
Alternativen am Kapitalmarkt zu dem Versicherungsvertrag dhnlich attraktiv sind.

Die Sterblichkeit geht nicht als stochastische Gréfle in die Berechnung ein. Statt-
dessen wird mit den Erwartungswerten gerechnet. Diese Annahme vernachléssigt
zwar das Sterblichkeitsrisiko, welches aber letztlich im Kollektiv ausgeglichen wer-
den kann, worauf jetzt eingegangen wird.
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5.3.3 Ausgleich des Sterblichkeitsrisikos im Kollektiv

Die Begriindung der Vernachlissigung des Sterblichkeitsrisikos folgt den Argumenten
von Mgller [27], wobei zu erwdhnen ist, dass dieser Ansatz erstmals von Brennan und
Schwartz [3] verfolgt wurde. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit soll jeder Versiche-
rungsnehmer genau einen Vertrag abgeschlossen haben. Somit konnen die Begriffe ,, Anzahl
an Vertragen“ und ,,Anzahl an Kunden®“ synonym verwendet werden. Der Zeitpunkt des
in der Cashflowerlduterung dargestellten Ausscheidens durch Tod héngt von der gestutz-
ten Restlebensdauer K eines z-jahrigen ab (siehe Kapitel 2.1). Die daraus resultierenden
ungewissen zukiinftigen Pfade der versicherten Leben werden nun durch dessen Erwar-
tungswert ersetzt. Infolgedessen wird das Cashflow-Hedging reduziert auf eine Konstante
mal dem durch die Entwicklung von X induzierten Cashflows. Dies funktioniert jedoch
nur unter der ohnehin realitdtsnahen Annahme, dass die Sterblichkeit unabhéngig von
der Kapitalmarktentwicklung ist. Davon wollen wir von nun an ausgehen.

Sei i die Anzahl der betrachteten versicherten Personen zum Zeitpunkt ¢ = 0 und N/
die Anzahl der Uberlebenden zum Zeitpunkt 7. Dann ist - unter der Annahme, dass alle
Personen gleich alt sind -

Y n
- ]E[Z Lixismy] = Z]E Liism] =n- 7ps
— ey

und

Var( N77 ZV&T’ ]].{KJ>T}) =0 7ps- (1 — 7ps) .
7=1
Betrachten wir nun die Verluste L, des Versicherers, die durch n Vertrége entstehen. Um
den Barwert davon berechnen zu konnen, werden neben der Konstanz des Zinses r auch
Einmalpramien Azmﬁ, die zum Zeitpunkt t = 0 gezahlt werden, unterstellt. V' (T') ist der
aus Kapitel 3.2 bekannte Wert des Kundenportfolios zum Zeitpunkt 7'. Dann ist

1 Y
L= e M V) =0 AL, (53

Wir berechnen davon den Erwartungswert und erhalten

1
E[L,| = m CEINF]-E[V(T)] =1 A
(5.33)
Aus dem Gesetz der groBen Zahlen folgt
hrn - Z]I{KJ>T} E[likism] = rp. P-fs.,
und zusammen mit der Gleichung (4.21)
1 1
—L, — VA(T) -+ 1pz — Ax:nﬂ P-f.s. fiirn — oco. (5.34)

n (1+n)T
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Die hier getroffenen, vereinfachenden Annahmen wie z. B. konstante Verzinsung und Ein-
malpriamienzahlungen haben keinen verstirkenden Einfluss darauf, dass das Sterblich-
keitsrisiko im Kollektiv ausgeglichen werden kann.

Dieses Ergebnis kann wie folgt interpretiert werden: durch Erhohung der Anzahl an Po-
licen kann der Versicherer das Risiko, das durch die Unsicherheit bzgl. der Anzahl der
verbliebenen Versicherten zur Zeit T' herriihrt, eliminieren. Im Gegensatz dazu kann das
Versicherungsunternehmen die finanzielle Unsicherheit, die von der Anlage X und bei va-
riablem Zins auch von S abhingt, nicht diversifizieren, weil alle Vertrage an die gleichen
Fonds gebunden sind. Selbst wenn die Anzahl der zugrunde liegenden Anlagen erhoht
wird, so wird dessen Unabhéngigkeit untereinander nie in dem Mafle unterstellt werden
konnen, wie es bei der Sterblichkeit von versicherten Leben der Fall ist.

5.3.4 Mathematische Formulierung des Cashflows

Von nun an wird der betrachtete Zeitraum der Cashflows auf 360 Monate fixiert. Wie in
letzterem Unterkapitel erlautert, erklart sich der Cashflow aus den Zu- und Abgéngen des
Sicherungsvermoégens zum Monatswechsel. Folglich ist die monatliche Cashflowbetrach-
tung auch am sinnvollsten.

Resultierend aus all den oben gemachten Annahmen setzt sich der modellierte Cashflow
zu einem bestimmten Zeitpunkt also folgendermaflen zusammen:

Cashflow = Préamien
— Umschichtungen (5.35)
— Leistungen zum Vertragsende .
Bemerkung. Leistungen bei Vertragsende sind Auszahlungen aus dem Topf ,Deckungs-
kapital“ aufgrund der Beendigung von Vertrigen durch Tod, Storno oder Ubertritt in die

Rentenphase. Auszahlungen aus den Fondstopfen sind im Sinne des Cashflowmodells keine
Leistung, da sie das Sicherungsvermogen nicht tangieren.

Wie schon in Kapitel 3.2 erlautert wurde, sind die Vermogenswerte in den T6pfen nach
einer Umschichtung abhéngig vom Vermogenswert vor einer Umschichtung. Es wird daher
wieder auf die darin verwendete Schreibweise beim Monatsiibergang zuriickgegriffen. Eine
weitere Aufgliederung des Cashflows ist dann fiir alle t = 1,...,T — 1 folgende:

CF(t) = Summe der Nettoprdmien aller Kunden im Monat (¢ — 1; ¢]
— Nettoké#ufe von Garantiefonds zum Zeitpunkt ¢
— Nettokéufe von Freien Fonds zum Zeitpunkt ¢*
— Summe des Deckungskapitals aller Kunden zum Zeitpunkt ¢~

- Anteil der Vertrige im Bestand, die im Zeitraum (¢ — 1; ¢] beendet wurden .
(5.36)



KAPITEL 5. RISIKOMODELLIERUNG o6

Bemerkung. Die Umschichtungen werden als Verbindlichkeiten interpretiert, da der Ver-
sicherer verpflichtet ist, das Kundenvermdgen gemdfS dem Umschichtungsalgorithmus an-
zulegen. Diese Verbindlichkeiten kénnen positive oder negative Cashflowwerte hervorrufen.
Wenn die kumulierten Nettofondskdufe zu einem Umschichtungszeitpunkt negativ sind,
heifst dass, das grofitenteils Fonds verkauft werden, womit wieder mehr Kapital in das
Deckungskapital fliefit. Als Folge daraus entstehen in den meisten Fdllen positive Cash-
flowwerte. Anders herum erzeugen positive kumulierte Nettofondskdufe tendenziell positive
Cashflowwerte. Die Umschichtungen sind betragsmdfiig der gréfste Term des Cashflows.
Der Deckungskapitaltopf kommt hier deswegen nicht explizit vor, weil er sich komple-
mentdr zu den Fonds verhdlt. Alternativ wdre statt der Betrachtung der Nettofondskdufe
auch eine Modellierung der Deckungskapitalabfliisse moglich gewesen.

Definition 5.25 (Nettofondskdufe). Die Nettofondskiufe lassen sich aus der Differenz
(VI + Vi (th)— (V2 (t7)+Vila(t7))] berechnen. Dabei steht V(1) fir das kumu-
liertes Garantiefondsvermdgen aller Kunden zum Zeitpunkt t vor einer Umschichtung und
VAL(tT) fiir das Vermdgen in den Garantiefonds aller Kunden nach einer Umschichtung.
Fiir die Terme Vi (t1) und V2w (t7) gelten die Aussagen analog. Wihrend der Subtrahend
direkt von der Kapitalmarktentwicklung abhdingt, ist der Minuend durch den Umschich-
tungsalgorithmus gegeben und wird somit nur indirekt von der Kapitalmarktentwicklung
beeinflusst.

Wihrend eines Monats, also zwischen t* und (¢t + 1)~ passiert nichts auBer der Kapi-
talmarktentwicklung und den BestandsgroBendnderungen. Andererseits sind unabhéngig
von t zu den Zeitpunkten ¢~ und ¢* die gleichen Aktienkurse und Bestandsgrofien zu be-
obachten. Bei den Variablen ,,Bestandsgrofie n* und ,, Aktienkurs X entspricht der Wert
zum Zeitpunkt ¢~ also dem Wert zum Zeitpunkt ¢*.

Formeltechnisch kann der Cashflow also wie folgt dargestellt werden:

CF(t) = i Bi(t)
— Vae(th) + V()
= Vi) + ViR(t) (5.37)
- VDntK(ti) : [msto(t) + mt0d<t>] ,

Vi=1,.,T—1,Vt" =17, (T -1)*.

Fiir die Anfangs- und Endzeitpunkte gilt

CF(0) = i B(0), (5.38)
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bzw.

CF(T) = -V (T) . (5.39)

Die einzelnen Terme des Cashflows werden durch die folgende Definitionen erklart.

Definition 5.26 (Leistungen zum Vertragsende). Die Bestandsgrdfie n berechnet sich re-
kursiv durch die Bestandsgrdfie des Vormonats abziiglich eines Bestandsabgangs im Laufe
des Monats ((t — 1),t) der sich aus Storno oder Tod zusammensetzt:

= (1= maolt) = (8] 5.0,
vt=1,...,T .
Die Summanden des Bestandsabgangs sind der Anteil mg,(t) des Bestands, der im
Zeitraum (t — 1; t] storniert wurde und der Anteil myu.q(t) des Bestands, der im Zeitraum
(t — 1; t] durch Tod ausgeschieden ist. Beim Vektor myeq(t) wird angenommen, das die
Sterblichkeit jedes einzelnen Versicherten dem eines 30-jihrigen entspricht. Dieser wird
dann einfach wie in Kapitel 2.1 der DAV-Sterbetafel entnommen. Der andere Parameter
sollte die Realitdt aber so gut wie méglich widerspiegeln. Folglich wird fiir den Faktor
Msio(t) ein deterministischer Stornovektor verwandt, der eine Niherung fir die in der
Lebensversicherungswirtschaft beobachtbaren empirischen Werte ist. Wihrend die Werte
dieses Stornovektors im ersten Monat nach Vertragsbeginn bei ca. 1,3 % liegen, sinken sie
in den ersten 240 Monaten kontinuerlich auf einen Wert von ca. 0,1 % und stagnieren auf
diesem Niveau in den darauf folgenden 120 Monaten. Dieses Verhalten kann recht einfach
durch eine fallende FExponentialfunktion approximiert werden.
Fiir das Modell werden also nach adiquaten Justierungen folgende Funktionen gewdhlt:

msm(t) - 6_472. i )

5.41
Vi=1,..T, (5.41)
Z‘?t—l qu,z’
t — 12
mtod( ) n(t—l) ; (542)

Vi=1,..T.

Ausgehend von diesen Funktionen konnen fiir den 360-monatigen Zeitablauf Vektoren fiir
die jeweiligen Ausscheideursachen berechnet werden.

Ansonsten wird hier noch die letzte Modellannahme getroffen, die darin besteht, dass
alle betrachteten Versicherungsvertrige eine Restlaufzeit von 30 Jahren haben sollen.
Infolgedessen treten alle Versicherungsnehmer, die im Zeitraum (0,T) nicht verstorben
sind oder storniert haben, zum Zeitpunkt 7" ins Rentenalter ein.

Die Berechnung der monatlichen Nettopramie B7(t) wurde bereits in Kapitel 2.3 herge-
leitet.
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Definition 5.27 (Kumulierte Vermogenswerte). Die kumulierten Vermagen aller n, Kun-
den der einzelnen Tépfe setzen sich zu den Zeitpunkten t+ =0, ... (T — 1) nach einer
Umschichtung zusammen aus:

Vi (th) = Z Vip(th), (5.43)
Vi () = Z Vi), (5.44)
Vi () = Z V(). (5.45)

Definition 5.28 (Einzelne Vermogenswerte nach einer Umschichtung). Fine ,Ebene“
tiefer ist die einzelvertragliche Aufteilung der Topfe jedes Kunden j gemdfl dem Um-
schichtungsalgorithmus in Kapitel 3.2 ¥Vt+ = 0%, ..., (T — 1) wie folgt definiert:

‘ : It+1
VIZ“F(tJr) = H{O,S-Vj(t+)21j(t+1)} . [Vj(ﬁ) — %L
‘ I(t+1
VCZ‘F(tJr) = 1{0}8.Vj(t+)2[j(t+1)} . (0—8)

5.46
Pt +1)—1,02250/12) . Vi(tt) (5.46)

0,8 —1,0225(1/12)
U(t+1)—0,8 - Vi(th)
1,0225(1/12) — (), 8

+ ljog.vig+)<rig+1)y -

VgK(t+> = ]1{0,8~Vj(t+)<11‘(t+1)} )

Das zur Absicherung der Erlebensfallgarantie mindestens erforderliche Vermaogen des j-ten
Kunden ist

P(t+1)=

wobei w’(t) fiir die Restlaufzeit des j-ten Kunden bis zum jeweiligen Garantiezeitpunkt,
ausgehend vom Zeitpunkt t, und BJ, (t) fir die Summe der vom j-ten Kunden bis zum
Zeitpunkt t gezahlten Beitrdge steht. Hierbei ist zu bemerken, dass zum Zeitpunkt 0 die
Differenz 0,8 - VI(t+) — I7(t + 1) aufgrund unterschiedlicher Startverteilungen nicht fiir
alle Kunden j gleich grof$ ist, was uns in Kapitel 6.1 noch beschiftigen wird.

Bl (1) ,Vt=0,..,T—1, (5.47)

sum

Definition 5.29 (Entwicklung der kumulierten Kundenvermogen im Laufe eines Monats).
Das gesamte Vermdogen des j-ten Kunden zum Zeitpunkt t vor einer Umschichtung ist
definiert durch

VI(t7) = VEp(t™) + Vip(t™) + Vi (™) + B (t7),

5.48
Vi=1,..,T. (5.48)
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Die Werte der einzelnen Tépfe jeweils kumuliert tiber alle Kunden n, sind zum Ende des
Monats, also vor einer Umschichtung, zu den Zeitpunkten t =1,..., T — 1:

VER(tT) = D _Vér(t), (5.49)
VEE) = S Vi) (5.50)
Vi) = S Vi), (5.51)

Definition 5.30 (Entwicklung des Garantiefonds im Laufe eines Monats). Die Wertent-
wicklung des Garantiefondstopfes des j-ten Kunden setzt sich zusammen aus dem Garan-
tiefondsvermdégen zum Zeitpunkt (t —1)* multipliziert mit der Summe aus dem Payoff der
Put-Option und des Aktienkurszuwachses im Zeitraum (t — 1; t] , wobei davon noch der
Preis der Putoptionen subtrahiert wird:

P max{0,8- X, — X;; 0} X ;
Ver(t™) = { Xtt—l - + Xtil} Vep(t=1)7",
— e (= 1) -7 552
Vi=1,..,T.

Die Anzahl TéF(t) der Aktien, die den Garantiefondstopf des Kunden j im Zeitraum
(t — 1;t| abbilden, ergibt sich aus der Hohe des Garantiefondsvermdgens zum Zeitpunkt
(t — 1) nach der Umschichtung gebrochen durch die Summe aus dem Aktienkurs zum
Zeitpunkt (t — 1) und dem Putpreis zum Zeitpunkt (t — 1):

: Vit —1)*
Tep(t) = G )

= Vi=1,...T. 5.53
Xy + by (t—1) (5:53)

Definition 5.31 (Entwicklung des Freien Fonds im Laufe eines Monats). Die Wertent-
wicklung des Freien Fonds verhdlt sich dquivalent zu der des Garantiefonds, lediglich die
Payoffstruktur ist unterschiedlich:

j _ maX{Xt - 1, 1- thl; 0} Xt j +
Viplr) = { R o M)

a j 5.54

B ﬂ-lcjl'lé(tfl <t - 1) ) TIJTF(t) ) ( )
vi=1,...,T.

Analog zum Garantiefonds die Anzahl der Aktien fir den Freien Fonds:
: Vit —1)*
Thp(t) = pr(t = 1) Vt=1,..,T. (5.55)

X+ Wifxt,l<t —1)
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Definition 5.32 (Entwicklung des Deckungskapitals im Laufe eines Monats). Das Ver-
mogen 1m Deckungskapitaltopf des j-ten Kunden berechnet sich rekursiv durch das De-
ckungskapitalvermdgen nach einer Umschichtung zum Zeitpunkt (t—1)" verzinst mit dem
monatlichen Garantiezins:

Vhie(t™) = Vgt = 1" V1+i,

5.56
Vi=1,..,T, Vtt =07, (T—1)*. (5.56)

Damit ist die Entwicklung des Cashflows vollstindig erklért. Der Cashflow hédngt neben
der Kapitalmarktentwicklung allerdings noch von den folgenden Eingangsgrofien ab, die
zum Zeitpunkt ¢t = 0 fixiert werden miissen:

Bi(tt), Bi,.(0) Vj und Vt, no, VZ(0) V4, Vie(0) Vi, Vi (0) ¥ und den bereits festge-

legten Parametern ¢ und r.



Kapitel 6

Cashflow-Simulation

6.1 Motivation der Startwerte

Fiir die Simulation wurden die noch nicht spezifizierten Parameter an Bestandsdaten
eines Lebensversicherungsunternehmen angepasst. Diese Mafinahme dient einerseits der
erhohten Plausibilitdt der Simulationsergebnisse und andererseits dem grofleren prak-
tischen Nutzen der Ergebnisse. Dabei wurden zunéchst die monatlichen Nettobeitrége

_, B'(t), die Summe der bisher gezahlten Nettobeitige > 7| B7,,,(0) und das derzei-
tige Gesamtvermogen aller Kunden V" (0) eins zu eins iibernommen:

n

ZBj(t) = 2,5 Mio. Euro,
(6.1)
V=0, T -1,
"7 .
> BJ,,(0) = 37,3 Mio. Euro, (6.2)
j=1
V™ (0) = 44,5 Mio. Euro. (6.3)

n J
Am Verhiilinis S

j=1

lésst sich ablesen, dass hier ein sehr junger Bestand vorliegt.

Eine entscheidende Frage ist nun, wie der Bestand fiir die Simulation zu wéhlen ist. Die Be-
standsgrofle der untersuchten Daten liegt bei ca. 40.000 Kunden. Dabei hat jeder einzelne
Kunde ein unterschiedliches Startportfolio bzgl. der Grofie der drei Topfe, welches jeweils
fiir die Simulation manuell festgelegt werden muss. Aufgrund von programmiertechnischen
Limitierungen kann die Bestandsgréfie also nicht so einfach direkt iibernommen werden.
Stattdessen wurde eine Bestandsverdichtung vorgenommen. Zunéchst wurde untersucht
wie stark der Einfluss des Verdichtungsgrades auf die Volatilitdt des Cashflows ist.

Ausgehend davon, dass der Bestand nur aus einem Kunden - mit obigen Startparametern
- bestiinde, zeigte sich, dass bei Verringerung des Verdichtungsgrades der Einfluss auf
die Cashflowvolatilitdt stark abnahm. Um dies an einem Bespiel deutlich zu machen, be-
trachten wir vier verschiedene Varianten der Bestandsverdichtung: in Variante ,,A* soll die

61
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Bestandsgrofie n = 1 sein, Variante ,B“ hat n = 5, Variante ,,C“ n = 10 und Variante ,,D“
1n = 20 Kunden. Die Verdichtungsgrade sind somit 40.000, 8.000, 4.000 bzw. 2.000. Die
beobachteten durchschnittlichen Cashflowvarianzen lagen bei 1,3977-10'3 | 1,1922-10'3
1,1896 - 1013 bzw. 1, 1894 - 1013 . Diese Werte konnen folgendermafien interpretiert werden:
In Variante ,A“ kann per Definition des Umschichtungsalgorithmus zu einem fixierten
Zeitpunkt nur in maximal zwei Tépfen Kapital investiert sein, da aufgrund des Umschich-
tungsalgorithmus (vgl. Kapitel 3.2) entweder Freie Fonds oder Deckungskapital 0 % Anteil
am Kundenvermdégen haben. Eine auf den Cashflow wirksame Aktienkursbewegung hat
in dieser Variante also automatisch auf den kompletten Bestand Einfluss. Im Gegensatz
dazu konnte in Variante ,,B“ der Bestand aus zwei Kunden mit jeweiliger Portfolioauftei-
lung ,, Garantiefonds und Freier Fonds® und drei Kunden mit jeweiliger Portfolioaufteilung
,Garantiefonds und Deckungskapital“ bestehen. Eine positive monatliche Aktienrendite
hétte nun zwar Einfluss auf die Neuverteilung aller fiinf Kundenvermogen, allerdings wére
der Cashflow blofl durch die Umschichtung von zwei Kundenportfolien betroffen.

Der Einfluss des Diversifikationseffekts fallt beim Vergleich von ,,B* und ,,C* schon deutli-
cher geringer aus, da bei beiden Varianten das Gesamtvermogen aller Kunden auf alle drei
Topfe aufgeteilt sein kann. Die hohere Varianz des Cashflows in ,,C“ erklart sich durch
die genauere Diskretisierung.

Um zu verstehen, was damit gemeint ist, ist folgender Exkurs hilfreich:

Bemerkung. Fir den Cashflow zum Zeitpunkt t wirksame Umschichtungen riihren nur
von jenen Kunden, deren Portfolio zum Zeitpunkt t — 1 einen minimalen Anteil an Freien
Fonds hatte. Je ,ndiher® sie an der Verteilung ,100% GF, 0% FF, 0% DK “ waren, de-
sto gréfier ist die Wahrscheinlichkeit, dass viel vom Garantiefonds zum Deckungskapital
umgeschichtet wird. Dies entspricht positiven Cashflowtermen.

Auf der anderen Seite haben Kundenvermdagen, die in etwa ,80 % GF, 0% F'F, 20% DK “
verteilt sind, das grofite Potential bzgl. Umschichtungen, aus denen negative Cashflowter-
me resultieren. Letztere Verteilung kann nicht exakt angegeben werden, da die Aufteilung
auch noch von der Aktienvolatilitit abhingt. Darauf wird aber spdter noch eingegangen.
Okonomisch konnen diese Beobachtungen jedoch sofort interpretiert werden: Treiber der
Umschichtungen sind allein die Kapitalmarktentwicklungen, sprich der Aktienkurs in dem
Modell. Je hoher der Anteil der Fonds, desto héher ist also die Umschichtung. Da der
Verkauf von Freien Fonds zugunsten von Garantiefonds aber keine cashflowwirksame Um-
schichtung darstellt, ist schon erklirt, warum erstere Topfverteilung das gréfste Potential
hat negative Cashflowterme zu generieren.

Bei der Begriindung letzterer Verteilung muss beachtet werden, dass Deckungskapital im
Kundenvermaogen vorhanden sein muss, damit iiberhaupt in Richtung Fonds umgeschichtet
werden kann. Unter dieser Nebenbedingung haben wiederum Kundenvermdgen mit maxi-
malem Garantiefondsvermadgensanteil das grofite Potential. Es handelt sich also um eine
aktive Nebenbedingung, die sich komplementdr zur Maximierung des Garantiefondsanteil
verhdlt.

Diese Erkenntnisse werden spdter sehr niitzlich sein, um effiziente Hedging-Strategien zu
entwickeln.

Der verdichtete Bestand sollte also folgende Eigenschaft haben: das Verhéltnis von Anzahl
der Kunden, deren Portfolio sich in der Néhe einer dieser beiden ,, Hotspot-Verteilungen*
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befindet, zu Bestandsgrofle entspricht in etwa dem Verhéltnis der Originaldaten. In der
Sprache der Stochastik heifit das, dass die Verteilungsparameter - also insbesondere die
Dichte der Verteilung der Kunden in Abhéngigkeit der einzelnen Topfverteilungen - des
verdichteten Bestands an die echten Daten ,,gefittet werden sollen.

Wie gut das gelingt, hangt von der Feinheit der Diskretisierung ab. Dass Variante ,D“ nur
marginal genauer als ,C* ist, ldsst sich damit deuten, dass der gemachte Rundungsfehler
mit sinkendem Verdichtungsgrad gegen null konvergiert.

Aufgrund obiger Uberlegungen wurde die Variante ,,C“ - also zehn Kunden im Bestand
(no = 10) - gewéhlt. Dieser Kompromiss ist natiirlich nach oben relaxierbar, sollte aber
einen sehr geringen Einfluss auf die qualitativen Ergebnisse haben. Diese zehn ,,Modell-
kunden® konnen auch als homogene Kundengruppen interpretiert werden, welche bei der
Datengrundlage jeweils eine Méchtigkeit von 4.000 Kunden haben.

Daraufhin wurde die Verteilung der Kundentopfverteilungen im verdichteten Bestand an
die Originaldaten angepasst:

Kunde j | B/(t) in T.€ | V/(0) in T.€ | BJ,,(0) in T.€ | ‘o) | tael) | 1ield
1 250 4.450 4.500 0] 70%] 30%
2 250 4.450 5.180 0| 80% | 20%
3 250 4.450 6.670 0| 100% 0
4 250 4.450 6.880 20% | 80% 0
5 250 4.450 7.050 30% | 70% 0
6 250 4.450 7.393 50% | 50% 0
7 250 4.450 7.565 60% | 40% 0
8 250 4.450 7.735 0% | 30% 0
9 250 4.450 7.907 80% | 20% 0
10 250 4.450 8.079 90% | 10% 0

Die monatlichen Nettobeitriige B?(t) und die Startvermogen V7 (0) sind fiir alle Kunden j
gleich hoch, sodass jeder einzelne Kunde gleich gewichtet wird. Darauthin wurden die Sum-
men der gezahlten Beitrige By, (0) fir jeden Kunden j so gewéhlt, dass die sich daraus
ergebenden Topfaufteilungen Vé}((é())) , Véf(g;) d {g“f(g;) einen Musterbestand aufbauen,
dessen Verteilungsparameter denen des echten Bestandes dhneln. Dabei kann natiirlich
bemerkt werden, dass der Anteil der Freien Fonds am gesamten Bestand mit ca. 4 % re-
lativ gering ausfillt. Diese der Kapitalmarkthistorie geschuldete Schiefe der Verteilung
ist keine einschrinkende Annahme. Vielmehr ist es von Noten, dass die Startverteilung
in sich konsistent gewéhlt wird. Es wére beispielsweise unlogisch, fiinf Kundenguthaben
zu 100 % im Deckungskapital und die restlichen fiinf Kundenvermogen ausschlielich mit
hohen Anteilen an Freien Fonds starten zu lassen. Welche Aktienhistorie konnte denn eine
solche Bestandsverteilung hervorgerufen haben?

In diesem Zusammenhang ist es auch angebracht, noch einmal darauf hinzuweisen, dass
unterstellt wurde, dass kein Neugeschéft existiert. Da auch sonst im Modell keine dufleren
Einfliisse auf die Verteilung der Tépfe - abgesehen von den Aktienkursentwicklungen -
moglich sind, haben die Topfverteilungen der einzelnen Kunden eine Tendenz dazu, sich
der durchschnittlichen Topfverteilung des gesamten Bestandes anzunédhern. Dies geschieht
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nédmlich genau dann, wenn iiber den monatlichen Zeitverlauf kumulierte Kursstiirze auf-
treten, weil so Kundenvermdogen, die in Fonds investiert sind, sich sukzessive in Richtung
Deckungskapitaltopf bewegen, wihrend Kundenvermdogen, die gréfitenteils im Deckungs-
kapitaltopf investiert sind, nur geringfiigig von der Aktienmarktbewegung beeintriachtigt
werden.

Der Simulation des Cashflows steht nun nur noch die Frage im Weg, inwiefern der in Kapi-
tel 5.3.4 definierte Stornovektor mg, und der Ausscheidevektor durch Tod my.q bei einem
zehnkopfigen Bestand in die Berechnung eingeht. Der pragmatischste und auch durch-
gefiihrte Weg dieses Problem in den Griff zu bekommen, ist es, den Cashflow zunéchst
roh - also ohne Vertragsbeendigungen - zu rechnen, und anschliefend die beiden Vektoren
und die daraus resultierenden Leistungen zu integrieren.

6.2 Ein deterministisches Beispiel zum Einstieg

Um spéter die Darstellungen der stochastisch modellierten Cashflows besser zu verstehen,
ist es sinnvoll zunéchst einen deterministischen Pfad zu betrachten. Daran sind die Zusam-
menhénge zwischen Aktienkursentwicklung, Umschichtungen und Cashflow bei weitem
leichter nachvollziehbar.

Abbildung 6.1: Beispielhafte 30-monatige Aktienkursentwicklung mit 30 % Volatilitét p. a.
(eigene Darstellung)
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Zu sehen ist ein simulierter Aktienkursverlauf, dessen Anfangswert ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit Xy = 100 sein soll.

Der Aktienkurs wurde in R (vgl. R Development Core Team [29]) mittels Aktienren-
diten mit folgendem Code simuliert:

{DeltaS <- function(t) {t <-
(100%* (exp(0.3*sqrt (1/6000))) “sum(rbinom(500,1,0.49966776))
*((exp(-0.3*sqrt (1/6000))) ~ (500-sum(rbinom(500,1,0.50033224))))-100) /100}
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j=vector ()

for(i in 1:361)

j[i]=DeltaS(1)}

J<- function(t) if (t==1){t<-100} else {t<- Jv[t-1]* (1+j[t])}
Jv<-vector()

for(i in 1:361)

Jv[i]=J(i)

Jv

Ausgehend von diesem einzelnen Szenario wird nun gezeigt, wie sich die Topfaufteilungen
des Bestands ohne Ausscheidevektor entwickeln wiirden.

Abbildung 6.2: Beispielhafter deterministischer 30-monatiger Verlauf der Topfverteilungen
- Rohentwicklung (eigene Darstellung)

1.2e+09 li -
1.0e+09 U it
8.0e+08 —

6.0e+08 —

kumulierte Topfvermdgen

4.0e+08 | Il Il -

2.0e+08 —

200 300
Zeit in Monaten

Dargestellt sind die Vermogen im Deckungskapital (in braun), Garantiefonds
(in rot) und und als Summe dieser drei das gesamte
Vermogen (in violett) des Bestandes - jeweils in Abhéngigkeit der Zeit. Das
Gesamtvermogen aller Kunden hat hier generell einen ansteigenden Trend,
der aber bedingt durch die Kursstiirze in den Monaten 173 bis 208 gedampft
wird.

Nun werden die durch Storno und Tod induzierten Effekte in der Bestandsgréfle integriert.
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Abbildung 6.3: Beispielhafter deterministischer 30-monatiger Verlauf der Topfverteilungen
- mit Ausscheidevektor (eigene Darstellung)
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Es gelten die gleichen Farbzuordnungen wie in Abb.6.2. Zu allererst fallt
auf, dass die Vermogen um ein Vielfaches geringer ist, was auf den enorm
grofen Einfluss von Tod und Storno auf die Bestandsgrofle wéhrend einem
léngeren Zeitraum zuriick zu fithren ist. Dieser Umstand wiegt nach eini-
gen Jahren das Anwachsen der kumulierten Kundenvermégen (aufgrund der
Beitragszahlungen) auf.

Ausgehend von diesem einen Aktienkurs ist der entsprechend Kapitel 5.3.4 definierte
Cashflow in der Abbildung 6.4 zu sehen.
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Abbildung 6.4: Beispielhafter deterministischer 30-monatiger Verlauf des Cashflows (ei-
gene Darstellung)
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In der Abbildung 6.4 kénnen mehrere Dinge beobachtet werden:
(i) Der Cashflow kann sehr volatil sein.
(ii) Hohe Cashflowvolatilitéit korreliert mit hohem Kundenverméogen

(iii) Der Cashflow weist zum Zeitpunkt ¢ = 360 einen negativen Wert auf,
der auf die einmaligen Rentenauszahlungen zuriickzufiihren ist.

(iv) Die Cashflowvolatilitét héngt von den Topfverteilungen ab, da die Frei-
en Fonds als Risikopuffer fungieren kénnen. Hier ist in den Mona-
ten 29 bis 223 der Extremfall eingetreten, dass jedes einzelne Kun-
denvermégen fast ausschlieflich in Fonds investiert ist und somit
Umschichtungen cashflowunwirksam bleiben - sprich das Sicherungs-
vermogen des Versicherer wird davon nicht beriihrt (vgl. Kapitel 5.3.1).
Als Konsequenz daraus ist der Cashflow in diesen Zeitrdumen fast null.

(v) Die in ii) erwéhnte Korrelation ist nur schwach, da sie von dem in iv)
erklarten Effekt {iberlagert wird.

Eine notwendige Bedingung fiir die Cashflowvolatilitdt zu einem festen Zeitpunkt ¢ ist
also das Vorhandensein von einzelnen Kundenvermogensverteilungen, deren Freier Fonds
Anteil zum Zeitpunkt ¢ — 1 bei 0 oder fast 0 lag. Des Weiteren muss der Betrag der
Aktienrendite des letzten Monats grofler als 0 sein.
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Abbildung 6.5: Beispielhafte monatliche Aktienrenditen mit 30 % Volatilitit p. a. (eigene
Darstellung)
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In dieser Abbildung sind die monatlichen Aktienrenditen obigen Aktienkur-
ses dargestellt. Zusammen mit Grafik 6.4 kann beobachtet werden, dass das
Minimum des Cashflows in Abhéngkeit der Zeit keineswegs von der im Zeit-
ablauf beobachtbaren maximalen monatlichen Aktienrendite herrithren muss.
In diesem Beispiel befindet sich das Minimum des Cashflows in ¢ = 26 mit ei-
nem Wert von —13,5 Mio. €, wéhrend die Aktienrendite des Monats (25; 26]
mit 5,2 % aber offensichtlich nicht die im Zeitablauf Grofite ist. Mit um-
gekehrtem Vorzeichen gilt die Aussage ebenso wenig: Der maximale Cash-
flowwert betriagt 23,3 Mio. € und ist in £ = 225 zu beobachten. Die dies
induzierende Aktienrendite betrigt —2,3% und ist auch nicht der mini-
mal beobachtbare Wert im Zeitverlauf. Die Begriindung dafiir liegt in dem
schon erwahnten Aspekt, dass je niher zu fixem ¢ sich die einzelnen Kunden-
vermogensverteilungen an den in Kapitel 6.1 erlduterten jeweiligen ,,Hots-
pots® befinden, desto grofler ist die Wahrscheinlichkeit eines betragsméafig
sehr hohen Cashflowwerts in ¢ + 1.

6.3 Stochastische Simulationen

Nachdem die Zusammenhénge innerhalb eines Szenarios verinnerlicht wurden, kénnen
nun allgemeinere Betrachtungen in den Vordergrund riicken. Fiir die stochastischen Si-
mulationen wurde ein Code in R (vgl. R Development Core Team [29]) geschrieben, der
pro Szenario einen Cashflow iiber den 30-jdhrigen Zeitraum berechnet.

Als Inputparameter dienen der Umschichtungsalgorithmus aus Kapitel 3.2, der Kapital-
markt aus Kapitel 5.1, die Produktmodellierung aus Kapitel 5.2, die Cashflowdefinition
aus Kapitel 5.3.4 und die Startparameter aus Kapitel 6.1. Fiir die Wahl der Szenarienan-
zahl sollte einerseits der Wert von 10.000 nicht unterschritten werden, um eine hinreichend
grofle statistische Méchtigkeit zu erreichen und andererseits aber nur so viele Szenarien
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betrachtet werden, dass der Rechner in handhabbarer Zeit auch Ergebnisse liefert. Dies
gewirtigend lautete der gemachte Kompromiss 50.000 Szenarien. Die Laufzeit fiir die
Berechnung der Cashflows betrug 9,7 Stunden, wobei ein 64-bit System, ein Intel Core
i3-370M Prozessor und 4 GB DDR3 ram verwendet wurden.

Bei der stochastischen Cashflowanalyse hat es keinen Sinn mehr, einzelne Topfverteilungen
oder Aktienkurse mit dem Cashflow in Verbindung zu bringen. Die in letzterem Unterka-
pitel auf elementarer Ebene gewonnenen Erkenntnisse kénnen aber bei der Interpretation
der Ergebnisse durchaus niitzlich sein.

Ein addquater Ansatz, um qualitative Schliisse aus graphischen Darstellungen von sto-
chastischen Simulationen ziehen zu konnen, ist es, Quantile der Verteilungen der 50.000
Cashflowszenarien zu fixierten Zeitpunkten zu betrachten.

Abbildung 6.6: Cashflowquantile bei 30 % Aktienvolatilitiat p. a. (eigene Darstellung)
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Fiir diese und die folgende Grafik sind die Quantile in den jeweils gleichen
Farben dargestellt: 99,5 % in braun, , 50 %
in rot, 20 % in dunkelgriin, 10 % in pink und 0,5% in b]dll

Nun kénnen Aussagen herausgelesen werden, die aus deterministischer Sicht nicht moglich
waren. Solche sind z. B.:

(i) ,Zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ liegt der Wert des Cashflows C'F(t) mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99,5 % oberhalb des 0.5 % - Quantils®.

(ii) Zwei zum Median (50 % - Quantil) symmetrische Quantile kénnen auch verkniipft
werden: ,,Zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ liegt der Wert des Cashflows C'F'(t) mit
einer Wahrscheinlichkeit von 80 % innerhalb eines Korridors, dessen Untergrenze
durch das 10 % - Quantil und dessen Obergrenze durch das beschrie-
ben wird*“.
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(iii) Die Hohe des Medians ist in den ersten Monaten negativ, danach ndherungsweise
gleich null und im letzten Monat wieder negativ. Diese Aussagen konnen als Backtest
der Simulation betrachtet werden. Erstere Aussage bedeutet, dass die Startvertei-
lung - im Sinne Umschichtungsalgorithmus und des unterstellten konstanten Zinses
r, an die auch die Drift der Aktie kalibriert ist - schief ist. Eine Umschichtung in
Richtung Fonds ist also in den ersten Monaten wahrscheinlicher. Die zweite Aussa-
ge ist konsistent mit dem Aquivalenzprinzip (Gleichung 2.34), und Letztere mit der
Entwicklung der Deckungsriickstellung in der Aufschubzeit (vgl. Abb.2.2). Hierbei
muss beachtet werden, dass der Erwartungswert des historischen Cashflows - also
in der Zeit von Vertragsbeginn bis ¢t = 0 - positiv gewesen sein muss.

Um die Darstellung unabhéngiger von den unterstellten Anfangsbedingungen wie der
Hohe der Nettomonatsbeitrédge und dem Gesamtkundenvermogen zu Beginn zu machen,
hilft die Betrachtung der relativen Cashflows. Um selbigen zu berechnen, wird der absolute
Cashflow zum Zeitpunkt ¢ ins Verhéltnis zum Gesamtkundenvermogen zum Zeitpunkt t—1
gesetzt:

CF(t)
Vi-i(t —1)°

Diese Grofle zeigt, gemessen am derzeitigen Gesamtkundenvermogen, dann bei Betrach-
tung stochastischer Simulationen insbesondere an, wie umfangreich die Umschichtung
einen Monat spéter sein kann.

CFrel(t) = (64>

Abbildung 6.7: Quantile des relativen Cashflows bei 30 % Aktienvolatilitét p.a. (eigene
Darstellung)
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Die Quantildarstellung ist wieder 99,5 % in braun,
, 50 % in rot, 20 % in dunkelgriin, 10 % in pink und 0.5 % in bLm.



KAPITEL 6. CASHFLOW-SIMULATION 71

Mithilfe dieser Grafik konnen den relativen Umschichtungsvolumina auch noch Wahr-
scheinlichkeiten zugeordnet werden. Auffallend ist hier das deutlich konstantere Verhal-
ten der einzelnen Quantile im Zeitablauf im Vergleich zur absoluten Cashflowdarstellung.
Insofern erlaubt diese Abbildung auch weitreichendere Schliisse, da die qualitativen Er-
gebnisse unabhéngig von der hier gemachten Modellannahme , kein Neugeschéaft“ sind.
Damit verbleiben die Kapitalmarktvolatilitdt und der Kapitalmarktzins als letzte trei-
bende Parameter. Die Sensitivitit der Ergebnisse bzgl. ersteren Inputs wird im folgenden
Kapitel parallel zum Hedging untersucht werden.

Eine Eigenschaft, die die Abbildungen 6.6 und 6.7 gemeinsam haben, ist, dass das 99,5 % -
Quantil fiir fast alle ¢ = 1, ..., 360 betragsméflig grofler als das 0,5 % -Quantil ist. Diese
intuitiv nicht offensichtliche Eigenschaft kann aber durch die Asymmetrie der in Kapitel
6.1 angedeuteten , Hotspots® erklart werden:

Die Hohe der Umschichtung zum Zeitpunkt ¢ korreliert mit der durchschnittlichen Héhe
der Garantiefondstopfe der einzelnen Kunden zum Zeitpunkt ¢ — 1. Bei Umschichtungen
in Richtung Fonds ist die Hohe der Garantiefondstopfe aber zusédtzlich mit der Neben-
bedingung verkniipft, dass iiberhaupt Vermogen im Deckungskapitaltopf vorhanden ist,
welches umgeschichtet werden kann. Dieser Logik folgend liegt die Obergrenze der Um-
schichtung in ¢ bei V(¢ —1), welche aber nur dann erreicht wird, wenn in ¢t —1 das gesamte
Kundenvermogen zu 100 % im Garantiefonds war und der Fonds einen Verlust von 20 %
oder mehr innerhalb des Monats (¢t — 1,¢) erfahrt. Hingegen ist die Untergrenze, also die
aus Umschichtungen resultierende maximale Zahlungsverpflichtung zu einem Zeitpunkt ¢,
nicht analytisch berechenbar. Wird z. B. eine maximale monatliche Aktienrendite Xt);—)_(tl‘l

von 0,3 unterstellt, so wiirde die Untergrenze bei —52% - V(¢ — 1) liegen. Selbige wird
logischerweise dann erreicht, wenn gilt:

VIt —1)=48% - VIi(t—1) Vj

und
Xi— Xi
Xt
Die Betrége dieser Extrema geben aber weder Aufschluss iiber deren Eintrittswahrschein-
lichkeiten noch iiber die Verteilungen an den Réndern.

=0,3.



Kapitel 7

Cashflow-Hedging

7.1 Theorie

Mit Hilfe der Cashflowquantile (Abb.6.6 und 6.7) konnte das Risikopotential zwar ein-
gegrenzt werden, eine Quantifizierung des Risikos - also eine Bepreisung der enthaltenen
Garantien und Optionen des Produkts - ist dies aber noch nicht. Wie schon in den vo-
rigen Kapiteln angedeutet, soll dieser Preis mit einem Hedging ermittelt werden. Dabei
muss zundchst einmal geklart werden, was hier mit Hedging gemeint ist. Unter Hedging
wird allgemein die Absicherung gegen Finanzrisiken verstanden, wobei diese Risiken in
den meisten Féllen durch das eigene Portfolio und dessen mogliche Wertminderung im
Zeitablauf induziert werden.

Es sollen allerdings hier nicht das eigene Kapitalmarktportfolio, sprich die Aktiva des
Versicherungsunternehmens, sondern die durch die Verbindlichkeiten des dynamischen
Drei-Topf-Hybrids erzeugten Cashflows ,,gehedgt® werden. Ein Cashflow-Hedge hat das
Ziel die Volatilitdat des Cashflows zu minimieren ohne dabei dessen Erwartungswert ex-
orbitant klein werden zu lassen. Aufgrund der Struktur der Verbindlichkeiten kann der
Cashflow sehr unterschiedliche Auspragungen annehmen. Hier sei auch noch einmal auf
das vorige Kapitel verwiesen: Obwohl der Median der Cashflowwerte zu jedem Zeitpunkt
t =0,...,359 in etwa gleich null ist (vgl. Abb.6.6), zeigt sich doch in der Abb.6.4 ein
Szenario mit einem sehr volatilen Cashflow. Der Grund dafiir liegt darin, dass Kéufe bzw.
Verkaufe von Fonds die Hauptursache eines betragsméfiig hohen Cashflowwerts sind. Im
Gegensatz zum klassischen Aktienportfolio-Hedging wird also nicht nur der prozentuale
Verlust der Aktien, sondern der komplette Wert der Aktien gehedgt. Daraus resultierend
kann beim Cashflow-Hedging kein perfekter Hedge - sprich vollstdndige Eliminierung des
Risikos - existieren. Das Risiko des Cashflows muss aulerdem auch aufgespalten werden:
Einerseits exisiteren die durch negative Cashflowwerte entstehende Liquiditétsrisiken (vgl.
Kapitel 4.3.6) und andererseits die durch positive Cashflowwerte entstehende Zinsrisiken
(vgl. Kapitel 4.3.7 und 4.3.8).

Um ein Hedgeportfolio aufzubauen, das gegen beiden Risiken absichert, miissten also not-
wendigerweise dafiir auch mindestens zwei Finanzinstrumente herangezogen werden. Wir
konzentrieren uns im Folgenden aber auf den Versuch das Liquiditdtsrisiko zu elimieren.
Dies wird nicht nur damit motiviert, dass der Preis fiir diesen Teil des Hedgings die posi-
tiven Cashflowwerte en passant auch verringert. Insofern ist es nur logisch Zinsrisiken in
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einem zweiten Schritt zu behandeln. Des Weiteren wire fiir das Hedging von Zinsrisiken
eine stochastische Simulation der Zinsstrukturkurve von Noten, was aber den Rahmen
dieser Arbeit sprengen wiirde. Von der Idee her wire aber klar, dass dabei Derivate (z. B.
Floorlets) gekauft wiirden, die gegen ein Abfallen des Kapitalmarktzinses unter das Niveau
der Mindestgarantieverzinsung absichern.

7.2 Konstruktion einer Hedgingstrategie

Nun zum Liquiditétsrisiko:

Es wird ein dynamisches, effizientes Quantilhedging gesucht. Der Vorteil gegeniiber einem
varianzminimalen Hedging besteht darin, dass es sich auf die relevanten, also nur auf die
betragsméflig hohen negativen Cashflowwerte konzentrieren kann. Um eine effiziente Hed-
gingstrategie zu kreieren, miissen monatlich - den aktuellen Informationsstand nutzend -
addquat gewichtete, geeignete Derivate gekauft werden.

Intuitiv klar ist, dass bei einem effizienten Hedging eines Cashflows, der gro3tenteils durch
monatlich hervorgerufene Umschichtungen induziert wird, mindestens monatliche Portfo-
lioadjustierungen von Noten sind.

Geeignete Derivate sind jene, die an der Quelle des Risikos ansetzen. Hierbei muss heraus-
gestellt werden, dass die Quelle des Liquiditétsrisikos, das durch negative Cashflowwerte
entstehen kann, eine Kurssteigerung der Aktie X ist. Diese fithrt ndmlich zu Umschichtun-
gen der Kundenvermogen in Richtung der Fondstopfe, sodass der Cashflow aus Versiche-
rungsunternehmenssicht negativ wird. Infolgedessen fiel die Derivatwahl auf européische
Call-Optionen mit einmonatiger Laufzeit. Der Strikepreis U dieser Call-Option hat da-
bei maBgeblichen Einfluss auf die Effizienz des Hedgings. Dabei wird Ugqy(t) = p - X
gesetzt, wobei dann p das Verhiéltnis von Strikepreis der gekauften Calloption zum aktu-
ellen Aktienkurs beschreibt. Dieses p, welches auf (0, 00) beschrinkt ist, gilt es also u. a.
zu optimieren.

Es sollte auBerdem auch der Informationsstand zum Zeitpunkt ¢, also die derzeitigen Kun-
denvermogensaufteilungen auf die jeweiligen drei Topfe genutzt werden. Wie schon in Ka-
pitel 6.1 als ,,Hotspots® erlautert, korrelliert die Hohe des Garantiefondsvermogens bis zu
einem gewissen Grad mit dem Umschichtungspotential. Dies gewértigend kann die Hohe
der kumulierten Garantiefondsvermogen als Maflzahl herangezogen werden, um zu be-
stimmen, wieviel Geld in das Hedgingportfolio zu investieren ist. Alleinstehend kann diese
Vorgabe aber nicht zu einer optimalen Hedgingstrategie fithren, da Kundenvermogen mit
einflieien, deren Portfolio aufgrund ausschliefllicher Investition in Fonds (z.B. zu 100 %
im Garantiefonds) eine Deckungskapitalauflosung gar nicht erlaubt. Folglich bedarf es ei-
nes Filters, der nur die Garantiefondsvermoégen addiert, die auch das Potential haben, das
Deckungskapitalvermégen signifikant zu verringern. Der Begriff signifikant hdngt davon
ab, wie genau die Zielfunktion der Optimierung der Hedgingstrategie aussehen soll, wor-
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auf spéter noch eingegangen wird. Der Filter wird mit einer Indikatorfunktion modelliert,
dessen Argument die Bedingung ist, ob der Anteil des Deckungskapital am Vermogen
eines einzelnen Kunden einen Schwellenwert £ erreicht. Fiir die Optimierung der Hed-
gingstrategie gilt es also, einen Schwellenwert £ zu finden, der angibt, ob die Hohe des
Garantiefondsvermogens eines Kunden in die Hedgingposition mit einflieft oder nicht.
Der Wert ¢ ist aufgrund der Ausfithrungen in Kapitel 3.3 auf [0, 1] beschrankt.

Nicht minder bedeutend ist die Wahl der Gewichtung A. Dieser positive Faktor beeinflusst
die Grole des Hedgingvolumens. Theoretisch hat diese Variable einen nach oben offenen
Definitionsbereich. Dadurch dass Optionen (in einer long position) einen negativen Er-
wartungswert haben, ist aber intuitiv klar, dass ein infitesimal grofles A\ nicht optimal sein
kann.

Die Hedgingstrategie zu den Zeitpunkten ¢t = 0, ..., 359 wird nun wie folgt definiert:

AZ?’;[ (‘o K(t+) ~6) ’ VCJJF<t+)]
H(t) = o - (7.1)

T, X, (t)

Hierbei gibt H zum Zeitpunkt ¢ an, wie viele Call-Optionen gekauft werden sollen.
Im Zéhler steht die dafiir benétigte Geldmenge und im Nenner der Preis einer einzelnen
Call-Option. Die in der Zeit dynamische Strategie #(¢) héngt von den Variablen A, £ und
p ab.

Damit der Strikepreis der Calloption bei der Optimierung dieser drei Variablen nicht fiir
jeden Zeitpunkt ¢ neu berechnet werden muss, wird die Strategie an dem Startwert des
Aktienkurses Xy = 100 normiert. Wir formen H also wie folgt um:

NI e Virl)] o

H(t) = iGN . o5 () Xo
ok (1) % (0) X
N e V()] (72)
W,?S‘}é(o) X,
fiir ¢ = 0,...., 359

Dies ist zuléssig, weil der Calloptionspreis 7TC“” .(t) fiir jedes t = 0, ..., 360 eine lineare Funk-

tion vom Aktienkurs X; ist. Nun kénnen mlt den Annahmen des CRR-~Modells analog
zu Kapitel 5.1 die bendtigten Call-Optionspreise ng‘(lé(O) berechnet werden. Die Kon-
struktion der Hedgingstrategie H erhebt keinen Anspruch auf Optimalitdt. Ein Beweis
dessen wire mit nicht mehr handhabbarem numerischem Aufwand verbunden. Dennoch
lassen sich durch dieses Geriist effiziente Strategien entwickeln, wie sich spéter auch noch

herausstellen wird.
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Ausgehend vom Kauf von H(t) Calloptionen hat der Hedger einen Monat spéter einen
Payoff mit folgender Struktur:

Vgall(t + 1) — H(t) . max[Xt+1 —p- Xt; 0]

A ey VER(Eh)]
= Nz . %o -max|[ X1 — p- Xy 0]
ng(lé(o) Xi
(7.3)
A ?;1[]1 K<t+) ’ VéF<t+)]
_ 57 vi@th) >¢} 'XO . max[ t+1 0]
ng(lé(O) Xt ’
firt=0,...,359.
Zu den Zeitpunkten t = 1,...,359 passieren also jeweils zwei Dinge: Es werden Call-

Optionen gekauft, um den Cashflow in ¢t + 1 abzusichern, und es entstehen Payoffs aus
den Call-Optionen, die in ¢t — 1 gekauft wurden.

Dadurch entsteht ein durch das Hedging H induzierter Portfolioprozess ®7(t), der folgen-
dermaflen aufgebaut ist:

Q1) = VTt — H(t) - 7S5 (1)

A Zﬁt 1[ ( éK((t_lrr)>} ’ VCJT‘F((t_ 1)+)] D%
- W((til)ca)ll - Xo - max| — —p; 0]
T (0) X1 (7.4)
Ui
A>T, VIRt
;[ {Veﬁt(;;)>£} GF( )]
firt=1,...,359.

Im Zeitpunkt ¢t = 0 ist eine Anfangsinvestition nétig, die sich wie folgt berechnet:

O7(0) = —H(0) - 75, (0)

(7.5)
= — A Z {DK<0) ) VCJJF(())]

Vi) ¢

Diese Anfangsinvestition ist fiir ein gegebenes A nach unten beschrankt:

H0) = —A-(1—€)-V™(0). (7.6)
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Im Endzeitpunkt ¢t = 360 wird zwar nichts mehr investiert, es konnen aber noch Payoffs
entstehen:

®M(360) =  V{"(360)

)\ ’ Z;]fi) []l VéK(359+) : VéF(359+>] % (77)
= VJ<35C?;-Z)Z - Xo - max[ 360 P O] .
WP'X()(O) X359

Zusammen genommen mit dem Cashflow C'F(t) aus Kapitel 5.3.4 berechnet sich der
gehedgte Cashflow C'F*(t) wie folgt:

CFM(t) = CF(t)+ ®*(t)

7.8
fiir ¢t = 0, ..., 360 . (78)

7.3 Optimierung der Variablen dieser Hedgingstra-
tegie

Nun ist es an der Zeit zu definieren, was genau das fiir den Cashflow optimale Hedging
darstellt. Dabei stehen einem beim Quantilhedging zwei Moglichkeiten zur Auswahl:

(i) die Minimierung der Wahrscheinlichkeit ¢ zu gegebenem Wert I" des 1-Quantils

(ii) die Maximierung des Werts I" des 1-Quantils bei fixierter Wahrscheinlichkeit
e (0;1) .

Die Wahl fiel aufii), da bei ersterer Variante der Wert des 1-Quantils schwer zu motivieren
ist. Im Gegensatz dazu kann bei der Wahl der Wahrscheinlichkeit ) das Vorbild Solvency
IT herangezogen werden, das ein Sicherheitsniveau von 99, 5 % fordert. Ubertragen auf das
Hedging der negativen Cashflowwerte heifit das, dass der Wert des 0,5 % -Quantils I'g 5 ¢
des Cashflows CF* zu jedem Zeitpunkt ¢ maximiert werden soll. Da sich das Geriist der
Hedgingstrategie H im Zeitverlauf nicht &ndert, kann auch alternativ der Erwartungswert
dieses Quantils maximiert werden. Dadurch wird die Dimension des Optimierungspro-
blems entscheidend verringert.

Das Optimierungsproblem lautet also:

Opt';.[ :
max IE[[g59(CE™(t))]
wd N. €e[0;1] (7.9)
A € (0;00)

p € (0;00).



KAPITEL 7. CASHFLOW-HEDGING 77

Dabei hiingt die Funktion IE[Tg 59 (CEF?(¢))] von den drei zeitunabhéingigen Variablen
p, & und A ab. Es handelt sich also hier um ein nichtlineares Optimierungsproblem, welches
aber aufgrund der impliziten Stochastik nicht analytisch 16sbar ist.
Um sich der Losung zu nédhern, ist nach folgendem numerischen Verfahren vorgegangen
worden:
Zunéchst wurde eine weitere Dimensionsreduktion durchgefiihrt, und zwar durch Fixie-
rung der Variable p. Es ist wichtig, dass mit p begonnen wird, da die Zielfunktion von
Opty, am sensitivsten auf marginale Anderungen dieser Variable reagiert.
Nachdem p =1 als Startwert gewihlt wurde, vereinfacht sich das Optimierungsproblem
Opty zu einem neuen Teiloptimierungsproblem:

Optyy,_, :
max IE[[g 59 (CE"=(t))]
u.d.N. £€(0;1)
A€ (0;00).

(7.10)

Das Problem Opty,;,_, kann nun weiter vereinfacht werden, indem ein geeigneter Startwert
fiir £ gewahlt wird. Es wurde mit & = 0,1 begonnen, da dies aus ckonomischer Sicht ein
guter Schétzer ist.

Jetzt sind p und ¢ fixiert und es kann mittels steilstem Abstiegsverfahren ein geeignetes
A gesucht werden. Dafiir wird also Opty,,_, weiter vereinfacht zu

max  IE[[g 50 (CFe=1601(3))] (7.11)
u.d.N. A€ (0,00) .

Angenommen das Versicherungsunternehmen will maximal Kapital in Hohe der Héalfte
des gesamten Kundenvermogens fiir den Aufbau des Hedgingportfolios investieren. Dann
muss A < 0,5 sein. Es wurde also der Startwert A = 0,5 und eine Schrittweite in der
Grofle von 0,01 gewéhlt.

Nachdem ein optimales A fiir dieses Teilproblem gefunden wurde, fokussieren wir wieder &
und vergleichen zwei verschiedene Hedgingstrategien mit unterschiedlichen &, um folgendes
Problem l6sen zu konnen:

Opty

p=1, )x:)\opt :

max IE[[g 50 (CF =122 (1))] (7.12)
u.d.N. &€ (0;1).

Dafiir wird ausgehend von einem Startwert von £ = 0, 1 ein effizienteres Hedging gesucht
wird. Dabei wurde mit einer Schrittweite von 0,01 in Richtung des steilsten Abstiegs ge-
sucht. Im Detail heiBt das, dass IE[Tg 5 (C Fr=12=2ep 601 (£))] mit

IE[T 59 (C F*e=12=20pt =011 (1))] verglichen wurde. Um itberhaupt erst eine Vergleichbar-
keit im Sinne von Effizienz herstellen zu konnen, bendtigen wir eine weitere Maflzahl.
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Dafiir wurde der diskontierte Portfolioprozess ®’* heran gezogen, der als die Kosten 77t

des Hedgings definiert wird:

1
= 2w
=0 (7.13)

T 1
— E H
t=0 17 03(t/12) . (b <t> .

Wenn nun IE[Tg 50 (CF =123t €=01(1))] < IE[[g 50, (CFe=12=%opt €011 (£))] und

=1 x=dopt 601 pHp=1.x=20pr 6011 o]t 50 kann kein Vergleich im Sinne von Effizienz
oder Optimalitdt angestellt werden. Es muss also noch bei der Strategie ,& = 0,11 eine
Feinkalibrierung des Parameters \ vorgenommen werden. Dieser Parameter wird um ein

€ > 0 erhoht und zwar derart, dass dann entweder

IE[FO,E) %(CFH”:L A=Xopt » €=0,1 (t))] < ]E[F(L5 %(CFszl, A=Xoptte, £=0,11 (t))]

und 7.‘,7'1;;:1,,\=>\0pt,£=0,1 > WHp:I,/\:Aopt-Q»e,f:O,ll

oder

E[F075%(CFH”:1’ A=0,5,£=0,1 (t))] > IE[I“O75 %(OFHP:I’ A=0,5-+¢, £=0,11 (t))]

und 71-7'[,):1,A:0,5,§:0,1 < WHp:I,A:0,5+€,§:O,11

gilt. Mit anderen Worten wird A so kalibriert, dass sich eine dominierte Strategie
herauskristallisiert, die dann eliminiert werden kann. Durch diesen Trick werden die Hed-
gingvolumina dieser beiden Strategien angeglichen, da ein Filter, dessen Schwellenwert
& = 0,1 betragt, logischerweise ein hoheres Hedgingvolumen zur Folge hat als ein Filter,
dessen Schwellenwert ¢ = 0,11 betrédgt. Dies ist zuléssig, weil eine marginale Erh6hung
von A in der Nahe des optimalen A keine Verdnderung der Effizienz der Hedgingstrategie
verursacht.
Fiir den Fall, dass sich H,—1 x=05+e,¢=0,11 als effizienter herausstellt, wird fiir dieses ¢
das zugehorige optimale A mittels steilstem Abstiegsverfahren gesucht. Diese Prozedur
wurde dann solange sukzessive wiederholt bis sich ein optimales £ einstellte. Damit ist
das Teiloptimierungsproblem Opty,,_, geldst.
Nun kann p modifiziert werden. Es wurde auch hier mit einer Schrittweite von 0,01 in
absteigender Richtung gesucht, was damit begriindet werden kann, dass groflere p zu
teuer sind. Es wird also das Teiloptimierungsproblem Opty,_,,, betrachtet und analog
verfahren. Dieses Verfahren wurde nun fiir alle Werte bis p = 0,8 durchgefiihrt.
Summa summarum ergeben sich damit 21 mal ca. fiinf, also in etwa 100 Teiloptimierungs-
probleme. Fiir eine Optimalitdtsabfrage eines Teiloptimierungsproblem wurden 10.000
Simulationsdurchldufe herangezogen. Um den Rechenaufwand zu optimieren, wurde der
R-Code so modifiziert, dass er mehrere Teiloptimierungsprobleme simultan 16st. Dennoch
betrug die Laufzeit zur Optimierung aller Teilprobleme mehrere hundert Stunden. Der
dafiir relevante Teil des Codes ist im Anhang zu finden.
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7.4 Ergebnisse des Hedgings

Nun werden wir uns der Optimierung des ,,groflen“ Optimierungsproblems Opty wid-
men. Dafiir betrachten wir die detaillierten Ergebnisse der einzelnen niederdimensionalen
Teiloptimierungsprobleme, die in der folgenden Tabellen ersichtlich sind.

Wiéhrend die Werte der zweiten Spalte ,,{,“ die optimalen Schwellenwerte zu gegebe-
nem p sind, beschreiben die Wert der dritten Spalte ,\,,:“ die optimalen Faktoren zu
gegebenem p und £. In Spalte 4 konnen die erwarteten Kosten des Hedgings abgelesen
werden. Die Schwankungen dieser nicht-deterministischen Hedgingkosten werden mit der
Standardabweichung o,# gemessen, welche in der darauf folgenden Spalte erkennbar sind.
In der sechsten Spalte kann der Zielfunktionswert, also das 0,5 % -Quantil des gehedgten
Cashflows betrachtet werden. Zuletzt sind auch durchschnittlichen Kosten © interessant,
die wie folgt definiert sind:

aH

om = :
ELos%(CF*())] — E[Los%(CF(t))]

Wir fokussieren exemplarisch die Kapitalmarktvolatilitit ox = 0,2. Hierbei ist der zu
erwartende Wert des 0,5 % -Quantils des ungehedgten Cashflows

]E[Foﬁ%(CFU:O,Q(t))] = — ]_07 20 Mio. € .
’ P ‘gopt ‘ Aopt‘ 7TH ‘ OrH ‘]E[FO,5%(OF3{:02(15))]‘ @H ‘
0,79 1 0,20 | 0,34 | 4,76 | 13,43 -7,31 1,65
0.80 | 0,20 | 0,34 | 4,79 | 14,03 721 1,60
0.81 020|033 | 489 | 14,44 712 1,59
0,82 10,19 0,34 | 5,45 | 15,87 -7,00 1,70
0,83 10,19 | 0,34 | 5,78 | 16,79 -6,88 1,74
0,84 10,19 10,34 | 6,17 | 17,84 -6,74 1,78
0,85 0,18 | 0,34 | 6,82 | 19,39 -6,08 2,06
0.86 | 0,18 | 0,34 | 7.44 | 2079 6,40 2,23
0.87 | 017 | 0,34 | 847 | 22.86 6,19 2.4
0,88 | 0,17 | 0,34 | 9,68 | 24,85 -5,97 2,62
0,89 | 0,17 | 0,33 | 11,10 | 26,47 -5,72 3,11
0,90 | 0,16 | 0,33 | 13,93 | 29,96 5,42 3,68
0,91 | 0,15 ] 0,32 | 17,58 | 33,33 -5,12 4,35
0,92 | 0,14 | 0,30 | 22,08 | 36,38 480 5.23
0,93 | 0,13 | 0,28 | 28,25 | 40,23 -4,48 4,94
0,94 | 0,13 | 0,27 | 36,90 | 45,79 -4,19 6,15
0,95 | 0,12 | 0,24 | 45,34 | 49,69 -3,98 7,29
0,96 | 0,10 | 0,21 | 55,45 | 54,24 -3,90 8,81
0,97 | 0,10 | 0,19 | 66,19 | 59,42 -3,94 10,59
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Mit Hilfe dieser Tabelle kann das optimale Hedging abgelesen werden: Die Konfiguration
sp =0,96, £ = 0,10 und A = 0,21* weist den betragsmiflig niedrigsten Cashflowquan-
tilwert auf. Allerdings kann dieses Hedging im Hinblick auf die anderen in der Tabellen
ersichtlichen Strategien nicht als kostengiinstig bezeichnet werden. Zudem schwanken die
Kosten bei steigendem p stéarker um ihren jeweiligen Erwartungswert. Die Kosten sind in
der Praxis eine duflerst relevante Groflie. Um diese mit einzubeziehen, erweisen sich die
Durchschnittskosten ©% als adidquater Indikator eines effizienten Hedgings, da sie eine
Relation zwischen Nutzen und Kosten herstellen. Die Hedgingstrategie mit den Parame-
tern ,p = 0,81, & = 0,20 und A = 0,33 hat die geringsten Durchschnittskosten. Der
Hedger kann hier je nach Risikoappetit zwischen dieser und der optimalen (im Sinne
des urspriinglichen Optimierungsproblems) Strategie wihlen. Auch Kompromisse - also
p-Werte zwischen 0,81 und 0,96 und ihre zugehérigen optimalen £ und A - haben ihre
Berechtigung. Dieser Zusammenhang ist vergleichbar mit der Effizienzkurve (,,Efficient
Frontier“) der Portfoliotheorie nach Markowitz [25]. Abzuraten ist allerdings beispielswei-
se von der Strategie ,,p = 0,97, £ = 0,10 und A = 0,19, da sie von ,p = 0,96, £ = 0,10
und A = 0,21“ dominiert wird.

Um zu eruieren wie sensitiv Giite und Kosten des Hedgings auf Anderungen der Kapital-
marktvolatilitdt o reagieren, wurden insgesamt drei Inputparameter, ndmlich ox = 0,2,
ox =0,3 und ox = 0,4, betrachtet.

Die folgende Tabelle zeigt jeweils in Abhéngigkeit der Aktienvolatilitdt ox die optimale
(opt.) und effizienzoptimale (eff.) Strategie mit ihren jeweiligen Kosten und Zielfunktions-
werten. Abgesehen von den drei Hedgingvariablen und der Kapitalmarktvolatilitat sind
die Werte in Mio. € angegeben.

| | ox=0,2 | ox=0,3 | ox=0,4
ETo54(CF(1))] ~10,2 —14,0 —17,2
H opt. eff. opt. eff. opt. eff.
p 0,96 0,81 0,95 0,70 0,95 0,70
19 0,10 0,20 0,14 0,27 0,18 0,27
A 0,21 0,33 0,30 0,26 0,37 0,42
E[To50(CFM(t))] -3,9 -7,1 -5,8 -10,8 -7.8 —13,1
E[r"] 56, 6 5,2 77,2 0,8 100, 9 0,3
Var(m™) 54,6 14,5 72,7 8,9 85,6 18,2

Um die Ergebnisse etwas anschaulicher zu machen, wird wieder auf die aus Kapitel 6.3
bekannte Darstellungsform der Cashflowquantile zuriickgegriffen. Bei einem Vergleich zwi-
schen Cashflow mit und ohne Hedging mit allen betrachteten Quantilen wie in Abb. 6.6
wiirden die Abbildungen etwas uniibersichtlich werden, sodass nun ausgewéhlte Quantile
fokussiert werden.

Fiir die Abbildungen 7.11f gilt: Die 0,5 % — bzw. 99,5 % —Quantile des urspriinglichen
Cashflows sind in rot dargestellt. Gleichzeitig sind die

und die Quantile des effizienzoptimalen Hedgings in blau abgebildet.
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Zuerst betrachten wir den Vergleich der Quantile der Cashflows bei einer Kapitalmarkt-
volatilitdt von 20 %.

Abbildung 7.1: Vergleich der Quantile des Cashflows mit denen der gehedgten Cashflows
bei 20 % Aktienvolatilitit p. a. (eigene Darstellung)
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Dabei ist zunéichst einmal zu beobachten, dass das gewiinschte Primérziel des
Hedging erfiillt ist: Die 0,5 % -Quantile des effizienzoptimal und des
gehedgten Cashflows sind fiir alle ¢ = 0, ..., 360 grofer als das 0,5 % -Quantil
des urspriinglichen Cashflows. Die Abbildung 7.1 erlaubt durch die symme-
trische Wahl der Quantile auch eine Indikation, in welchem Korridor sich der
Cashflowwert zu gegebenem Sicherheitsniveau befindet. So liegt beispielswei-
se der Cashflowwert zu einem Sicherheitsniveau von 99 % in dem Korridor,
der durch die zwei roten Graphen begrenzt ist. Genauso iibertragbar sind die
Interpretationen auf die gehedgten Cashflowwerte und deren Korridore, die
sich zwischen den Graphen in griin bzw. den Graphen in blau befinden.

AuBlerdem ist zu erkennen, dass das 99,5 % -Quantil des urspriinglichen Cashflows deut-
lich iiber dem 99,5 % -Quantil des optimal gehedgten bzw. effizienzoptimal gehedgten
liegt.

Die angewandte Hedgingstrategie, die urspriinglich das Liquiditétsrisiko reduzieren sollte,
hat also einen niitzlichen Nebeneffekt. Durch die Hedgingkosten werden die maximalen
Cashflowwerte verringert, sodass en passant das Zinsrisiko auch gemindert wird.
Ausgehend von den hier diskutierten Hedgings kann das Versicherungsunternehmen aber
immer noch entscheiden, ob ein Zinsrisikohedging zusétzlich von Noten ist.
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Abbildung 7.2: Vergleich der Quantile des Cashflows mit denen der gehedgten Cashflows
bei 30 % Aktienvolatilitidt p. a. (eigene Darstellung)
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Bei einer Kapitalmarktvolatilitdt von 30 % sind die Quantile des ungehedgten
Cashflows im Vergleich zu vorangegangener Grafik bemerkbar betragsméflig
grofer. Das 0, 5 % -Quantil des effizienzoptimalen Hedgings ist hier relativ nah
am ungehedgten Cashflow dran, was durch den geringen zugrunde gelegten
Strikepreis erkléart wird. Qualitativ dndert sich sonst nichts.

Bezugnehmend auf die Gleichung (7.5) kann hier exemplarisch die Hohe der Initialinves-
tition des optimalen Hedgings berechnet werden. Wenn wir von der Strategie ,,p = 0,95,
§=0,14 und XA = 0,30 “ ausgehen, belaufen sich diese auf:

®*(0) = —H(0) - 7%, (0)

10
= — A Z[]l v (0) ’ VéF<O)] (714)
- (o9

= —0,30 -13.352.660 €
= —4.005.798 €.
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Abbildung 7.3: Vergleich der Quantile des Cashflows mit denen der gehedgten Cashflows
bei 40 % Aktienvolatilitidt p. a. (eigene Darstellung)
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Hier fallt neben den betragsméfig noch grofleren Quantilwerten auf, dass
der schon angesprochene Effekt der Hedgingstrategie, den Wert des 99,5 % -
Quantils zu verringern nicht grofler ausféllt als bei ox = 0,2. Es kann folg-
lich postuliert werden, dass er unabhingig von der Kapitalmarktvolatilitit
ist. Daraus lésst sich folgern, dass je hoher die Kapitalmarktvolatilitéit, desto
grofler der Nutzen der Integration eines weiteren Derivats in das Hedging-
portfolio, das das Zinsrisiko gezielt absichert.

Die Ergebnisse sind stark von der unterstellten Kapitalmarktvolatilitdt abhéangig. Zu dem
ist sie in der Realitét kein Parameter, sondern eine Variable. Dies gewirtigend kénnte die
Schnittmenge der Effizienzkurven - also p-Werte zwischen 0,81 und 0,95 - als optimaler
kapitalmarktvolatilitdtsunabhéngiges Intervall heran gezogen werden. Im Idealfall passt
das Kapitalanlagemanagement die Strategie an die aktuell beobachtbare Volatilitdt an.
Dennoch verbleibt dann ein Volatilitétsrisiko - also die Unsicherheit bzgl. der insbesondere
kurzfristigen Verdanderungen der Volatilitat.

Um dieses Problem zu untersuchen, wéren aufwendigere Kapitalmarktmodelle wie z. B.
das Heston-Modell von Noten.



Kapitel 8

Fazit

In der Diplomarbeit konnten die Risiken der dynamischen Drei-Topf-Hybride mit einem
Cashflowhedging-Ansatz bewertet werden. Die Arbeit war unter anderem deshalb inter-
essant, weil dabei unterschiedlichste mathematische Disziplinen hilfreich waren: Wahrend
die Lebensversicherungsmathematik nur gelegentlich benétigt wurde, stand die Finanz-
mathematik insbesondere bei der Kapitalmarktmodellierung und beim Hedging im Vor-
dergrund. Um diese beiden mathematischen Gebiete verstehen zu kénnen, war auch wahr-
scheinlichkeitstheoretisches Wissen unabdingbar. Auflerdem wurde die Statistik gestreift,
als es darum ging, den Bestand zu verdichten und die Cashflows zu analysieren. Zu guter
Letzt kamen Techniken der Optimierung beim Umschichtungsalgorithmus und bei der
Hedgingstrategie zum Einsatz.

Das in dieser Arbeit verwendete Kapitalmarktmodell konnte neben der angesprochenen
variablen Volatilitdt auch noch durch die stochastische Simulation von Zinskurven sinn-
voll erweitert werden. Das gilt insbesondere dann, wenn in der Praxis die Entscheidung
getroffen wird, den Cashflow nicht zu hedgen.

Statt das Kapitalmarktmodell zu dndern wére es interessanter, die Inputparameter des
Produkts zu modifizieren. Spezielle Produktderivate konnten dabei in den Fokus riicken,
wie z. B. das sogenannte potentielle ,,Nachziechen der Garantie®“ - also eine Erhéhung der
Sicherungslinie - in den Féllen, in denen das Kundenvermogen verhéltnisméflig hoch ist.
Diese existierende Produktvariante birgt ndmlich ein noch grofieres Umschichtungsrisiko
fiir das Versicherungsunternehmen.

Andererseits liefle sich das Produkt auch so verdndern, dass die Umschichtungsvolumina
verringert oder limitiert werden, ohne dass dabei die Garantie fiir den Kunden verloren
geht. Eine alternative Mafinahme, das Risiko zu begrenzen, wire das Neugeschift fiir die
dynamischen Drei-Topf-Hybrid-Produkte in Kapitalmarktkrisen zu beschrinken. Ebenso
iiberlegenswert ist die Idee, dieses Neugeschéft nur so lange zu erlauben, bis der Drei-Topf-
Hybrid-Bestand einen gewissen Anteil am gesamten Lebensversicherungsbestand erreicht.
Dadurch koénnten positive Wechselwirkungen bzw. Diversifikationseffekte zum klassischen
Lebensversicherungsbestand in hinreichend groflem Mafle genutzt werden. Diese Erkennt-
nisse flossen direkt in die jeweiligen Arbeitskreise des Lebensversicherungsunternehmens
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ein und bildeten die Basis fiir Managemententscheidungen und weitere umfangreiche Ana-
lysen.

In jedem Fall aber miissen der Preis der Garantien und Optionen bzw. die Hedgingkosten
in die Pramie einkalkuliert werden. Auch wenn dies zu einem Tradeoff mit der Produktat-
traktivitdt bzw. der Performance aus Kundensicht fiithrt, so hat bei einem Versicherungs-
unternehmen der Grundsatz ,,Staying alive® Vorrang - auch im Sinne des Kunden.
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Anhang

P96 <- function(t) {ifelse (j[t]<=-0.04, t<-0, t<-((1+j[t])*100-96))}
{CFk02 <- function(t) { t <- ( CFO2v[t] +

(0.21)*(((

(if (VI_DKv[t-1]1/VivUv[t-1]1>0.1) {etav[t-1]1*V1_GFv[t-1]} else {0}) +
(if (V2_DKv[t-1]1/V2vUv[t-11>0.1) {etav[t-1]*V2_GFv[t-1]} else {0}) +
(if (V3_DKv[t-1]/V3vUv[t-1]1>0.1) {etav[t-1]1*V3_GFv[t-1]1} else {0}) +
(if (V4_DKv[t-1]1/V4vUv[t-11>0.1) {etav[t-1]1*V4_GFv[t-1]1} else {0}) +
(if (V5_DKv[t-1]/V5vUv[t-1]1>0.1) {etav[t-1]1*V5_GFv[t-1]} else {0}) +
(if (V6_DKv[t-1]/V6vUv[t-1]1>0.1) {etav[t-1]1*V6_GFv[t-1]} else {0}) +
(if (V7_DKv[t-11/V7vUv([t-11>0.1) {etav[t-1]*V7_GFv[t-1]} else {0}) +
(if (V8_DKv[t-1]1/V8vUv[t-1]1>0.1) {etav[t-1]1*V8_GFv[t-1]} else {0}) +
(if (V9_DKv[t-1]1/V9vUv[t-11>0.1) {etav[t-1]1*V9_GFv[t-1]1} else {0}) +
(if (V10_DKv[t-1]/V10vUv[t-1]>0.1) {etav[t-1]*V10_GFv[t-1]} else {03})
)/4.97974592259782) * (P96v[t])

(

(if (V1_DKv[t]/VivUv[t]>0.1) {etav[t]l*V1_GFv[t]} else {0}) +

(if (V2_DKv[t]/V2vUv[t]>0.1) {etav[t]l*V2_GFv([t]} else {0}) +

(if (V3_DKv[t]/V3vUv[t]>0.1) {etav[t]*V3_GFv[t]} else {0}) +

(if (VA_DKv[t]/V4vUv[t]>0.1) {etav[t]*V4_GFv[t]} else {0}) +

(if (V5_DKv[t]/V5vUv[t]>0.1) {etav[t]l*V5_GFv[t]} else {0}) +

(if (V6_DKv[t]/V6vUv[t]>0.1) {etav[t]l*V6_GFv[t]} else {0}) +

(if (V7_DKv[t]/V7vUv[t]>0.1) {etav[t]l*V7_GFv([t]} else {0}) +

(if (V8_DKv[t]/V8vUv[t]>0.1) {etav[t]*V8_GFv[t]} else {0}) +

(if (VO_DKv[t]/VOvUv[t]>0.1) {etav[t]*VO_GFv[t]} else {0}) +

(if (V10_DKv[t]/V10vUv[t]>0.1) {etav[t]*V10_GFv[t]} else {0})

)))

Hedkk02 <- function(t) {t<-(CFO2v[t]-CFk02v[t])*1.03"(-((t-1)/12))}
P96v<-vector ()

P96v[1]=0

CFk02v<-vector ()

CFk02v[1]=-304059

Hedkk02v<-vector ()

Hedkk02v [1]=2804059

CFk021=1ist ()

Hedkk021=1ist ()
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for (k in 1:50000)

{

CFk021 [ [k]]=CFk02v

Hedkk021 [ [k]]=Hedkk02v

{DeltaS<-function(t) {t <- ( 100

(exp(0.2%sqrt (1/6000)) ) “sum(rbinom(500,1,0.500308510664302))
*((exp(-0.2%sqrt (1/6000))) "~ (500-sum(rbinom(500,1,0.499691489335698))))
-100)/100}

j=vector()

for(i in 1:361)

j[il=DeltaS(1)

for(i in 2:361){

P96v [1]=P96 (i)

CFk02v [1]=CFk02 (1)

Hedkk02v [i]=Hedkk02 (i)

i33;
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