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Kapitel 1EinleitungEinfahe und zusammengesetzte Poissonverteilungen spielen heutzutage gerade im Versihe-rungsbereih eine gro�e Rolle. So dient die diskrete Poissonverteilung in vielen F�allen zur Simu-lation der Anzahl der Shadenf�alle. Betrahtet man nun noh die Verteilung der Shadenh�oheund geht weiter davon aus, da� diese unabh�angig von der Shadenanzahl ist, so erh�alt man f�urden Gesamtshaden eine zusammengesetzte Poissonverteilung. Dies sei an dieser Stelle nur einekurze Motivation, wof�ur gerade in der Praxis in den Versiherungen die einfahe und die zu-sammengesetzte Poissonverteilung benutzt werden. Wer sih f�ur eine detailliertere Beshreibungder Voraussetzungen und Probleme dieser Darstellungen interessiert, kann dies besonders gut in[Ma97℄ nahlesen.In dieser Arbeit geht es jedoh vor allem darum, den Test nah Dr. Boris Buhmann ausseiner Doktorarbeit (vgl. [Bu01℄) genauer zu betrahten. Dieser Test ist als Alternative zumDispersionstest gedaht und stellt einen Test dar, der ein Kriterium zur Untersheidung zwi-shen einfaher und zusammengesetzter Poissonverteilung liefert. Der Test beruht dabei aufeinem Maximum-Likelihood-Quotiententest und verwendet zur Berehnung Kegelprojektionen.Die Herleitung des Tests ist ausf�uhrlih in dem zuvor genannten Werk geshildert. Meine Arbeitberuht in weiten Teilen auf den Ausf�uhrungen in [Bu01℄ und verwendet gelegentlih Ergebnissedaraus, ohne dies explizit zu erw�ahnen. Allerdings werden in dieser Arbeit alle Shreibweisennohmals eingef�uhrt, so da� der Leser dieser Arbeit auh ohne Kenntnis von [Bu01℄ folgen kann.Im zweiten Kapitel geht es als erstes darum, die neue Teststatistik mit dem bekanntenDispersionstest zu vergleihen. Dazu wird der Weg mittels lokaler Alternativen gew�ahlt. Jedohmu� der Ansatz aus [Va00℄ dazu in eine allgemeinere Form gebraht werden. Die Ergebnissesind am Ende des zweiten Kapitels zusammengefa�t, wobei jedoh keine allgemeine Aussagegetro�en werden kann. Es werden allerdings Tendenzen festgestellt wie z.B., da� der neue Testzum Teil deutlih besser ist, wenn sih die Masse der Basisverteilung auf den ersten Komponentenkonzentriert.Als n�ahstes wird in Kapitel 3 der Algorithmus zur Bestimmung der �-Werte aus [Bu01℄betrahtet. F�ur kleine Werte der Abshneidegrenze S werden die mittels dieses Algorithmusbestimmten �-Werte mit den berehneten Werten verglihen, f�ur gro�e Werte von S wird derAlgorithmus lediglih noh auf seine Stabilit�at getestet. Dabei treten die ersten Instabilit�atenerst ab � � 10 und S = 7 auf, also in Bereihen, die f�ur den Test eigentlih niht mehr vonBedeutung sind.Das abshlie�ende vierte Kapitel enth�alt die praktishe Implementierung des Tests. Mittelsmatlab wird hierbei eine Routine zur Verf�ugung gestellt, die entweder feststellt, ob zu einem2



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3gewissen �-Niveau die Hypothese (es handelt sih um eine einfahe Poissonverteilung) verwor-fen werden kann oder den p-Wert des Tests liefert. Anshlie�end wird diese Routine noh f�urvershiedene Daten getestet, wie einfah oder zusammengesetzt poissonverteilte Zufallsvariablen(mittels Simulationen erzeugt) oder f�ur die Daten des klassishen Beispiels von Bortkiewiz (Totein der preussishen Armee, vgl. [Qu87℄). In allen F�allen lieferte der Test gute Ergebnisse.



Kapitel 2Vergleih des Tests mit dembekannten DispersionstestZu Beginn der Arbeit gilt es, den Test aus [Bu01℄ auf seine EÆzienz im Vergleih zum bisherverwendeten Dispersionstest zu pr�ufen. Dazu soll der Weg der lokalen Alternative verwendetwerden (vgl. auh [Va00℄).Betrahtet man einen Test mit Hypothese H : � 2 �0 und Alternative K : � 2 �1, so ist ein TestT1 (mit G�utefunktion �n) besser als ein weiterer Test T2 (mit G�utefunktion ��n) genau dann,wenn gilt: �n(�) � ��n(�); � 2 �0und �n(�) � ��n(�); � 2 �1M�ohte man nun die beiden Tests f�ur n!1 vergleihen, so liegt folgender Ansatz nahe:Bilde �(�) = limn!1 �n(�) f�ur beide Tests und vergleihe die so erhaltenen Grenzwerte f�uralle zul�assigen Werte von �. Es stellt sih jedoh heraus, da� dieser Ansatz niht funktioniert.Zwar existiert die Grenzfunktion noh f�ur die meisten Teststatistiken, allerdings hat sie beikonsistenten Tests nah De�nition folgende Gestalt:�(�) = � 0; falls � 2 �01; falls � 2 �1Dies ist auh einleuhtend, da die Teststatistiken f�ur n ! 1 einen sharf trennenden Testdarstellen sollen.Bei der Methode mit den lokalen Alternativen hingegen n�ahert man sih der Hypothese ausRihtung der Alternative mit der Rate O(1=pn). Auf diesem Weg erh�alt man f�ur n ! 1 eineniht triviale G�utefunktion.Betrahten wir zuerst die Verteilungsfunktionen der beiden Tests unter der Hypothese und derlokalen Alternative, bevor im Kapitel 2.3 dann auf das weitere Vorgehen eingegangen wird.2.1 DispersionstestUm die Verteilungsfunktionen des Dispersionstests unter der Hypothese und unter der lokalenAlternative zu bestimmen, ben�otigt man die Waldshen Gleihungen. Da diese meist nur bis4



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 5zur Varianz der zusammengesetzten Poissonverteilung berehnet werden, sollen in Satz 2.2 dieGleihungen bis zum vierten zentralen Moment berehnet werden. Dies wird dann zur Bestim-mung der Verteilung bei den lokalen Alternativen ben�otigt. Im folgenden Lemma sei (Xi)i2Neine Folge von unabh�angigen und identish verteilten Zufallsvariablen und � eine von (Xi)i2Nunabh�angige mit Parameter � > 0 poissonverteilte Zufallsvariable. Y :=P�k=1Xk ist dann einezusammengesetzt Poisson-verteilte Zufallsvariable.Lemma 2.1 (Momentenerzeugende Funktion von Y) Die momentenerzeugende Funkti-on sei wie folgt de�niert: 	(�) = E[e�Y ℄Dann besitzt die zusammengesetzt Poisson-verteilte Zufallsvariable Y die folgende momentener-zeugende Funktion und die dazugeh�origen Ableitungen:	(�) = e�(	X(�)�1) (2.1)	0(�) = 	(�)�	0X(�) (2.2)	00(�) = 	0(�)�	0X(�) + 	(�)�	00X(�) (2.3)	000(�) = 	00(�)�	0X(�) + 2	0(�)�	00X(�) + 	(�)�	000X(�) (2.4)	(4)(�) = 	000(�)�	0X(�) + 3	00(�)�	00X(�) + 3	0(�)�	000X(�) + 	(�)�	(4)X (�) (2.5)Dabei sei angenommen, da� die entsprehenden Ausdr�uke f�ur die Zufallsvariable X existieren.Beweis:Setzt man die De�nition der Zufallsvariablen Y ein, so ergibt sih f�ur die momentenerzeugendeFunktion: 	(�) = E[e�Y ℄ = E[e�P�k=1Xl ℄ = E[ 1Xm=0 1�=m � e�Pml=1 Xl ℄ =(Satz �uber die majorisierte Konvergenz)= 1Xm=0E[1�=m � e�Pml=1Xl ℄ =(Unabh�angigkeit von � und (Xi)i2N)= 1Xm=00B�E[1�=m℄| {z }=P (�=m) �E[e�Pml=1Xl| {z }=Qml=1 e�Xl ℄1CA =(Unabh�angigkeit der (Xi))= 1Xm=0 e���mm! mYl=1E[e�Xl℄! == e�� 1Xm=0��mm! (E[e�X1 ℄)m� == e��e�E[e�X1℄ == e�(	X(�)�1)



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 6Die Gleihung f�ur 	0(�) ergibt sih aufgrund der Kettenregel:	0(�) = (e�(	X(�)�1))0 = e�(	X(�)�1)| {z }=	(�) �(�(	X(�)� 1))0 = 	(�)�	0X(�)Die weiteren Gleihungen ergeben sih aus wiederholter Anwendung der Regeln der Di�erentia-tion. 2Um nun die Waldshen Gleihungen herzuleiten, ben�otigt man noh folgenden Zusammenhangzwishen der momentenerzeugenden Funktionn und den zentralen Momenten:E[Y k℄ = 	(k)(0)Damit l�a�t sih dann der nahfolgende Satz beweisen:Satz 2.2 (Waldshe Gleihungen)E[Y ℄ = �E[X ℄ (2.6)E[Y 2℄ = �2E[X ℄2+ �E[X2℄ (2.7)E[Y 3℄ = �3E[X ℄3+ 3�2E[X2℄E[X ℄ + �E[X3℄ (2.8)E[Y 4℄ = �4E[X ℄4+ 6�3E[X2℄E[X ℄2++ 4�2E[X3℄E[X ℄+ 3�2E[X2℄2 + �E[X4℄ (2.9)Aus (2.6) und (2.7) folgt: Var(Y) = �E[X2℄ (2.10)Beweis:Zuerst betrahtet man 	(0). Aufgrund der De�nition und auh mittels der Gleihung 	(0) =E[Y (0)℄ sieht man, da� 	(0) = 1 gelten mu�. Somit ist die Gleihung (2.6) bewiesen. F�ur dieGleihung (2.7) gilt:E[Y 2℄ = 	00(0) = 	0(0)�	0X(0) + 	(0)�	00X(0) = �E[X ℄�E[X℄+ 1�E[X2℄und auh diese Gleihung ist bewiesen. Die restlihen Gleihungen ergeben sih aus den nah-folgenden Rehnungen.	000(0) = (�2E[X ℄2+ �E[X2℄)�E[X ℄+ 2�2E[X ℄E[X2℄ + �E[X3℄ == �3E[X ℄3+ 3�2E[X2℄E[X ℄+ �E[X3℄	(4)(0) = (�3E[X ℄3+ 3�2E[X2℄E[X ℄+ �E[X3℄)�E[X℄++3(�2E[X ℄2+ �E[X2℄)�E[X2℄ + 3�E[X ℄�E[X3℄ + �E[X4℄ == �4E[X ℄4+ �3E[X2℄E[X ℄2(3 + 3) + �2(E[X3℄E[X ℄+ 3E[X2℄2 + 3E[X ℄E[X3℄) + �E[X4℄ == �4E[X ℄4+ 6�3E[X2℄E[X ℄2+ �2(4E[X3℄E[X ℄+ 3E[X2℄2) + �E[X4℄Bleibt noh Gleihung (2.10) zu beweisen. Diese ergibt sih jedoh einfah aus dem Vershie-bungssatz: Var(Y) = E[Y 2℄� (E[Y ℄)2 = �2E[X ℄2+ �E[X2℄� (�E[X ℄)2 = �E[X ℄2 2



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 72.1.1 Verteilungsfunktion des Dispersionstests unter der HypotheseDer Grundgedanke beim Dispersionstest ist, die Gleiheit von Varianz und Erwartungswert beider Poissonverteilung auszunutzen. Dividiert man nun bei einer poissonverteilten Zufallsvaria-blen die Varianz durh den Erwartungswert, so ergibt sih als Ergebnis die von � unabh�angigeKonstante 1. Daher bietet sih beim Dispersionstest folgende Teststatistik an:~Tn := pn � ŜnY n � 1!Um sp�ater eine standartisierte Verteilung zu erhalten, w�ahlt man jedoh geshikter die leihtver�anderte Teststatistik Tn, die wie folgt de�niert ist:Tn :=rn2  ŜnY n � 1! = 1p2 ~TnIn beiden F�allen bezeihnet Ŝ die Streuung und �Y den Mittelwert der statistishen Stihprobe.Um in den weiteren Rehnungen niht immer die Division durh p2 mitshleppen zu m�ussen,wird zur Analyse die Teststatistik ~Tn betrahtet und erst am Shlu� wieder durh die eigentlihinteressante Teststatistik Tn ersetzt. Die Rehnungen f�ur Tn verlaufen bis auf die Konstanteanalog.Die Teststatistik ~Tn l�a�t sih (analog zum Vershiebungssatz bei der Varianz) umshreiben inY 2n�(Y n)2Y n . Dabei bezeihne Y 2n den Mittelwert der Quadrate von Yn. Somit gilt:Ŝn�Yn = Y 2n � (Y n)2Y n = '(Y n; Y 2n ) mit '(x; y) := y � x2x de�niert auf (0;1)� (0;1)Wir ben�otigen also die gemeinsame Verteilung von Y n und Y 2n , um die Verteilung von ~Tn be-stimmen zu k�onnen. Dann liefert der zentrale Grenzwertsatz:pn� Yn �E[Y ℄Y 2n � E[Y 2℄ � = 1pn nXk=1� Yk � E[Y ℄Y 2k �E[Y 2℄ � W�! Zwobei Z � N20BBB�0;� VarYk Cov(Yk; Y 2k )Cov(Yk ; Y 2k ) Var(Y 2k ) �| {z }:=�(�) 1CCCAAls n�ahstes soll nun die Matrix �(�) berehnet werden. F�ur die Varianzen einer einfahenPoissonverteilung gilt nah [Ha67℄:Var(Yk) = �Var(Y 2k ) = E[Y 2k � E[Y 2k ℄℄2 = E[Y 4k ℄�E[Y 2k ℄2 == �+ 7�2 + 6�3 + �4 � (�+ �2)2 = �+ 6�2 + 4�3F�ur die Kovarianz gilt:Cov(Yk; Y 2k ) = E[Yk � Y 2k ℄�E[Yk℄E[Y 2k ℄ = (�+ 3�2 + �3)� �(�+ �2) = �+ 2�2



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 8Zusammen ergibt sih folgender Ausdruk f�ur die Kovarianzmatrix�(�) = � � �(1 + 2�)�(1 + 2�) �(1 + 6�+ 4�2) � = � �� 1 1 + 2�1 + 2� 1 + 6�+ 4�2 �Au�erdem wissen wir, da� Ŝn�Yn f:s:�! E[Y 2℄�E[Y ℄2E[Y ℄ , da Y 2n f:s:�! E[Y 2℄; Y n f:s:�! E[Y ℄ = � > 0 (fallsdie Momente existieren) und ' stetig in (�; �+ �2) ist.Wendet man nun die Delta-Methode auf den Dispersionstest an, so ergibt sih (vergleihe hierzuauh [Va00℄): pn0�'(Y n; Y 2n )� '(�; �+ �2)| {z }=1 1A W�! D'�;�+�2(Z)Bleibt also noh D'�;�+�2 zu bestimmen:D'�;�+�2(x; y) = ��2x2 � (y � x2)x2 ; 1x��;�+�2 = ���� �2 � �2�2 ; 1�� = ��2�+ 1� ; 1��Somit erh�alt man: ~Tn W�! ~T = D'�;�+�2(Z) � N1(0;Var( ~T ))Die Varianz l�a�t sih dabei wie folgt berehnen:Var( ~T ) = E[ ~T � ~TT ℄� E[ ~T ℄E[ ~T ℄T| {z }=0 = E[(D'�;�+�2(Z))(D'�;�+�2(Z))T ℄ == D'�;�+�2E[ZZT ℄| {z }�(�) D'T�;�+�2 == 1� � �� (2�+ 1); 1� � � �� 1 1 + 2�1 + 2� 1 + 6�+ 4�2 � � 1� �� �(2�+ 1)1 � == 1� � ��(2�+ 1) + (2�+ 1)| {z }=0 ;�(2�+ 1)2 + 1 + 6�+ 4�2�� �(2�+ 1)1 � == 1�(�1� 4�� 4�2 + 1� 6�+ 4�2) = 2Somit ergibt sih f�ur ~Tn folgende Aussage:~Tn W�! N(0; 2)F�ur die Teststatistik Tn gilt aufgrund der De�nition Tn = 1p2 ~Tn:Tn W�! N(0; 1)2.1.2 Verteilungsfunktion des Dispersionstests unter der lokalen AlternativeJetzt kommt der eigentlih interessantere Teil. Bei den lokalen Alternativen n�ahern wir uns derHypothese aus Rihtung der Alternative mit der Geshwindigkeit 1pn und beobahten die G�utedes Tests. Zur Berehnung der Verteilung der lokalen Alternative benutzen wir den Ansatz nah



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 9van der Vaart [Va00℄.Sei dazu: �n := �+ 1pnh0 + o� 1pn�pn := Æ1 + 1pnh+ o� 1pn�Dabei bezeihne h den endlihdimensionalen Rihtungsvektor mit den Komponenten hk. Wieman aus dieser Darstellung shon sieht, erh�alt man f�ur jedes n vershiedene Parameter �n undpn, so da� sih auh untershiedlihe Verteilungen f�ur die zusammengesetzte Poissonverteilungergeben. Diese bilden dann das folgende Dreieksshema:Y1;1Y2;1 Y2;2Y3;1 Y3;2 Y3;3... . . . . . .Yn;1 Yn;2 � � � Yn;n�1 Yn;nF�ur jede Zeile i sei dazu Yi;1; : : : ; Yi;i unabh�angig und zusammengesetzt poissonverteilt mit Pa-rametern �i und pi.Um die Verteilung des Sh�atzers berehnen zu k�onnen, ben�otigen wir zuerst eine Aussage �uberdie gemeinsame Verteilung von � Yn;:Y 2n;: �. Dabei bezeihne Yn;: bzw. Y 2n;: erneut den Mittelwertder statistishen Stihprobe der jeweiligen Zufallsvariablen mit den Parametern �n und pn. ImGegensatz zum vorhergehenden Abshnitt kann hier jedoh niht einfah der zentrale Grenzwert-satz angewendet werden. Es wird sih aber herausstellen, da� � Yn;:Y 2n;: � f�ur n ! 1 ebenfallsnormalverteilt ist. Dazu reiht es zu zeigen, da� a1Yn;:+ a2Y 2n;: f�ur alle a1; a2 2 R normalverteiltist (vgl. [Ba91℄) . Hierzu soll ein Satz aus [S99℄ verwendet werden, der allerdings mit normiertenGr�o�en arbeitet. Betrahten wir also nohmal die Zufallsvariablen a1Yn;i + a2Y 2n;i (1 � i � n)und bestimmen deren Erwartungswert sowie Varianz. Da die Zufallsvariablen f�ur festen Indexn iid sind, gilt f�ur alle i: E[a1Yn;i + a2Y 2n;i℄ = a1E[Yn;:℄ + a2E[Y 2n;:℄Var(a1Yn;i + a2Y 2n;i) =: bnDabei berehnet sih bn wie folgt:bn = Var(a1Yn; + a2Y 2n;) = a21Var(Yn;) + a22Var(Y 2n;) + 2a1a2Cov(Yn;; Y 2n;) (2.11)Somit ben�otigen wir an dieser Stelle die Varianzen und die Kovarianz.Var(Yn;) = �nE[X2n℄ = ��+ 1pnh0 + o� 1pn�� 1 + 1pnXk hkk2 + o� 1pn�! == �+ 1pn(h0 + �Xk hkk2) + o� 1pn� (2.12)



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 10F�ur die Berehnung von Var(Y 2n;) benutzen wir den Vershiebungssatz f�ur Varianzen:Var(Y 2n;) = E�Y 2n; �E[Y 2n;℄�2 = E[Y 4n;℄�E[Y 2n;℄2Es gilt weiter:E[Y 2n;℄ = Var(Yn;) + E[Yn;℄2 (2:12)= �+ 1pn(h0 + �Xk hkk2) + o� 1pn�++��+ 1pnh0 + o� 1pn��2 1 + 1pnXk hkk + o� 1pn�!2 == �+ �2 + 1pn(h0 + �Xk hkk2 + 2�2Xk hkk + 2�h0) + o� 1pn�E[Y 4n;℄ = �4nE[X4n;℄ + 6�3nE[X2n;℄E[Xn;℄2 + 4�2nE[X3n;℄E[Xn;℄ + 3�2nE[X2n;℄2 + �nE[X4n;℄ == ��+ 1pnh0 + o� 1pn��4 1 + 1pnXk hkk4 + o� 1pn�!++6��+ 1pnh0 + o� 1pn��3 1 + 1pnXk hkk2 + o� 1pn�! �� 1 + 1pnXk hkk + o� 1pn�!2 ++4��+ 1pnh0 + o� 1pn��2 1 + 1pnXk hkk3 + o� 1pn�! �� 1 + 1pnXk hkk + o� 1pn�!2 ++3��+ 1pnh0 + o� 1pn��2 1 + 1pnXk hkk2 + o� 1pn�!2 ++��+ 1pnh0 + o� 1pn�� 1 + 1pnXk hkk4 + o� 1pn�! == �4 + 6�3 + 7�2 + �++ 1pn��4Xk hkk4 + �3(4h0 + 6Xk hkk + 6Xk hkk2) ++�2(18h0 + 4Xk hkk + 6Xk hkk2 + 4Xk hkk3) ++�(8h0 + 6h0 +Xk hkk4) + h0�+ o� 1pn�Damit ergibt sih f�ur die Varianz folgender Ausdruk:Var(Y 2n;) = E[Y 4n;℄�E[Y 2n;℄2 =



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 11= � � �== 4�3 + 6�2 + �++ 1pn��4(Xk hkk4 � 4Xk hkk) ++�3(2Xk hkk + 4Xk hkk2) ++�2(12h0 + 4Xk hkk + 4Xk hkk2 + 4Xk hkk3) ++�(12h0 +Xk hkk4) + h0�+ o� 1pn� (2.13)Bleibt noh die Kovarianz:Cov(Yn;; Y 2n;) = E[Yn; � Y 2n;℄�E[Yn;℄E[Y 2n;℄ =(2:4)= �nE[Xn;℄E[Y 2n;℄ + 2�2nE[Xn;℄E[X2n;℄ + �nE[X3n;℄� �nE[Xn;℄E[Y 2n;℄ == 2�2nE[Xn;℄E[X2n;℄ + �nE[X3n;℄ == 2��+ 1pnh0 + o� 1pn��2 1 + 1pnXk hkk + o� 1pn�! �� 1 + 1pnXk hkk2 + o� 1pn�!++��+ 1pnh0 + o� 1pn�� 1 + 1pnXk hkk3 + o� 1pn�! == 2�2 + �+ 1pn�2�2(Xk hkk2 +Xk hkk) + �(Xk hkk3 + 4h0) + h0�++o� 1pn� (2.14)Betrahtet man diese Ergebnisse genauer, so sieht man:Es existiert ein N 2 N, so da� f�ur alle n � N gilt:Var(Yn) � Cov(Yn; Y 2n ) � Var(Y 2n )Setzt man dies wiederum in (2.11) ein, so ergibt sih (f�ur n � N):bn = Var(a1Yn; + a2Y 2n;) = a21Var(Yn;) + a22Var(Y 2n;) + 2a1a2Cov(Yn;; Y 2n;) �� a21Var(Yn;) + a22Var(Yn;) + 2a1a2Var(Yn;) == (a1 + a2)2Var(Yn;)Somit hat man f�ur den Fall a1 6= �a2 eine von n unabh�angige untere Shranke f�ur bn (n � N).Im Falle a1 = �a2 6= 0 gilt:bn = a21�Var(Yn) + Var(Y 2n )� 2Cov(Yn; Y 2n )�



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 12Betrahtet man nohmals die Ausdr�uke f�ur die entsprehenden Terme, so erkennt man, da�es eine Shranke M 2 N geben mu�, so da� es f�ur alle n � M eine von n unabh�angige untereShranke f�ur bn gibt.An dieser Stelle �ubernehme ih die De�nition des Dreieksshemas nah [S99℄.De�nition 2.3 (Dreieksshema) Seien ( ~Xm;n); (1 � m � k(n); n 2 N) eine Familie von Zu-fallsvariablen, wobei die Zufallsvariablen ( ~Xm;n); (1 � m � k(n); n 2 N) auf einem Wahrshein-lihkeitsraum (
n;Fn; Pn) (also abh�angig von n 2 N) de�niert sind. Sei Sn = ~X1;n+: : :+ ~Xk(n);n.( ~Xm;n); (1 � m � k(n); n 2 N) nennt man ein Dreieksshema, falls(i) EPn( ~Xm;n) = 0; EPn( ~X2m;n) <1 f�ur 1 � m � k(n); n 2 N(ii) F�ur alle n 2 N sind die Zufallsvariablen ~X1;n; : : : ; ~Xk(n);n unabh�angig(iii) Var(Sn) = 1; n 2 NMit dieser De�nition liefern die Zufallsvariablen ~Xn;i ein Dreieksshema, wobei die ~Xn;i wie imnahfolgendem Lemma de�niert sind:Lemma 2.4 (Dreieksshema) Sei~Xn;i := (a1Yn;i + a2Y 2n;i)� (a1E[Yn;℄ + a2E[Y 2n;℄)pnbn (1 � i � n)Dann de�nieren die Zufallsvariablen ~Xn;i ein Dreiksshema nah De�nition (2.3). Dabei sei bnwie folgt de�niert: bn := Var(a1Yn;i + a2Y 2n;i) und a1; a2 2 R.Beweis:Um das Lemma zu beweisen, m�ussen die Punkte (i) - (iii) der De�nition (2.3) nahgewiesenwerden. Punkt (i) ist dabei durh die Zentrierung der Zufallsvariablen garantiert:E[ ~Xn;i℄ = 1pnbn�E�a1Yn;i + a2Y 2n;i � (a1E[Yn;℄ + a2E[Y 2n;℄�� == 1pnbn�a1E[Yn;℄ + a2E[Y 2n;℄� a1E[Yn;℄� a2E[Y 2n;℄� = 0Die Endlihkeit des zweiten zentralen Moments ist durh die Existenz der Varianz gesihert.Punkt (ii) ist f�ur die ~Xn;i mit der Unabh�angigkeit der Yn;i gesihert.Bleibt noh (iii) zu zeigen. Dies l�a�t sih aber ebenfalls leiht nahrehnen. Es gilt:Var(Sn) = Var( nXi=1 ~Xn;i) =Unabh�angigkeit= nXi=1 Var( ~Xn;i) == nXi=1 Var (a1Yn;i + a2Y 2n;i)� (a1E[Yn;℄ + a2E[Y 2n;℄)pnbn ! == 1nbn nXi=1 Var(a1Yn;i + a2Y 2n;i)| {z }=bn| {z }=nbn = 1



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 13Damit sind die Voraussetzungen aus der De�nition erf�ullt, und man hat gezeigt, da� es sih beiden Zufallsvariablen ~Xn;i um ein Dreieksshema handelt. 2Somit ist gezeigt, da� die ( ~Xn;i) ein Dreieksshema sind. Dies wiederum ist die Voraussetzungf�ur den nun folgenden Satz, der uns die Grenzverteilung der ( ~Xn;i) liefert. Dieser ist mit einerkleinen �Anderung aus [S99℄ �ubernommen.Satz 2.5 (Grenzverteilung eines Dreieksshemas) Sei ( ~Xn;i) ein Dreieksshema derart,da� ( ~Xn;i) � L3(P ) undnXi=1 EP [j ~Xn;ij3℄! 0 f�ur n!1 (Ljapunov-Bedingung),dann gilt:Es gibt eine Zufallsvariable Z mit Z � N(0; 1), so da�Sn W! Z:Nah [Ba91℄ ist die Ljapunov-Bedingung shon erf�ullt, wenn f�ur ein Æ > 0 gilt:nXi=1 EP [j ~Xn;ij2+Æ℄! 0 f�ur n!1Somit mu� also noh die Ljapunov-Bedingung nahgewiesen werden. Da in unserem Fall immerYn;i � 0 gilt, ist auh jYn;ij = Yn;i erf�ullt. Damit ist:nXi=1 E[j ~Xn;ij2+Æ℄ = nXi=1 E "���� 1pnbn�a1Yn;i + a2Y 2n;i � (a1E[Yn;℄ + a2E[Y 2n;℄)�����2+Æ# �� n 42+Æpnbn2+ÆE�ja1Yn;j2+Æ + ja2Y 2n;j2+Æ + ja1E[Yn;℄j2+Æ + ja2E[Y 2n;℄j2+Æ� �� (4max(ja1j; ja2j))2+ÆbnpnbnÆ �E[(Yn;)2+Æ℄ + E[(Y 2n;)2+Æ℄ + (E[Yn;℄)2+Æ + (E[Y 2n;℄)2+Æ�(2.15)Hierzu wurde folgende Ungleihung verwendet, die auh in den nahfolgenden Rehnungen nohdes �ofteren benutzt wird: kXi=1 i!d � (k � max1�i�k i)d � kd � max1�i�k(di ) � kd � kXi=1 diBetrahtet man nun den f�ur die Ljapunov-Bedingung ben�otigten Ausdruk, so sieht man, da�der Z�ahler des ersten Faktors von n unabh�angig ist und bn kann, wie bereits zuvor gezeigt, f�urn ! 1 von Null wegbeshr�ankt werden. Somit geht der erste Faktor f�ur n ! 1 gegen Null.Damit der gesamte Ausdruk ebenfalls noh mit n!1 gegen Null geht, reiht es zu zeigen, da�



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 14die Summanden des zweiten Faktors beshr�ankt sind. Nah De�nition haben die Zufallsvariablen(Xn;) einen endlihen Tr�ager und ihre Verteilungen konvergieren gegen Æ1. Damit konvergierenalle Momente E[X�n;℄ gegen 1. Aus der Potenzreihendarstellung sieht man, da� alle Momen-te E[��n ℄ der mit der Rate �n poissonverteilten Zufallsvariablen �n gegen E[��℄ konvergieren.Betrahten wir also als n�ahstes die einzelnen Summanden aus Gleihung (2.15) genauer:E[(Yn;)2+Æ℄ = E[( �nXl=1Xn;l)2+Æ℄ = E[( 1Xk=01�n=k kXl=1 Xn;l)2+Æ℄ == E[ 1Xk=0 1�n=k( kXl=1 Xn;l)2+Æ℄ == E[ 1Xk=0 1�n=k ℄ �E[( kXl=1Xn;l)2+Æ℄ == 1Xk=0 e��n �knk! �E[( kXl=1Xn;l)2+Æ℄ �� 1Xk=0 e��n �knk! � k2+Æ �E[ kXl=1X2+Æn;l ℄ == 1Xk=0 e��n �knk! � k3+Æ �E[X2+Æn; ℄ == E[�3+Æn ℄ �E[X2+Æn; ℄Analog wird bei der Berehnung von E[(Y 2n;)2+Æ℄ vorgegangen:E[(Y 2n;)2+Æ℄ = E[( �nXl=1Xn;l)4+2Æ℄ = E[( 1Xk=01�n=k kXl=1 Xn;l)4+2Æ℄ == E[ 1Xk=0 1�n=k( kXl=1 Xn;l)4+2Æ℄ == E[ 1Xk=0 1�n=k ℄ �E[( kXl=1Xn;l)4+2Æ℄ == 1Xk=0 e��n �knk! �E[( kXl=1Xn;l)4+2Æ℄ �� 1Xk=0 e��n �knk! � k4+2Æ �E[ kXl=1X4+2Æn;l ℄ == 1Xk=0 e��n �knk! � k5+2Æ �E[X4+2Æn; ℄ == E[�5+Æn ℄ �E[X4+2Æn; ℄Den dritten bzw. vierten Summanden erh�alt man mit den Waldshen Gleihungen:E[(Yn;)℄2+Æ = �2+Æn E[Xn;℄2+Æ



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 15E[(Yn;)2℄2+Æ = ��2nE[Xn;℄2 + �nE[X2n;℄�2+Æ �� 22+Æ��4+2Æn E[Xn;℄4+2Æ + �2+Æn E[X2n;℄2+Æ�Aufgrund der vor diesen Berehnungen get�atigten �Uberlegungen und der Tatsahe, da� f�ur einePoissonverteilung alle Momente existieren und endlih sind, folgt, da� alle Summanden ausGleihung (2.15) beshr�ankt sind. Daher konvergiert der gesamte Ausdruk mit n ! 1 gegenNull und die Voraussetzungen des Satzes sind erf�ullt. Die Zufallsvariable Sn konvergiert alsogegen eine Standardnormalverteilung. Damit konvergiert auh a1Y n; + a2Y 2n; f�ur alle a1; a2 2R gegen eine Normalverteilung. Dies wiederum hat zur Folge, da� auh die zweidimensionalegemeinsame Verteilung � Yn;Y 2n; � normalverteilt ist, da� alsopn� Yn; � E[Yn℄Y 2n; � E[Y 2n ℄ � W�! Zwobei Z � N2 (0;�(�))Die Struktur der Kovarianzmatrix erh�alt man durh den Grenz�ubergang n ! 1 in den Glei-hungen (2.12),(2.13) und (2.14).Da wir jedoh an der gemeinsamen Verteilung von 1pnPnk=1� Yn;k �E[Y ℄Y 2n;k �E[Y 2℄ � interessiert sind,mu� man zus�atzlih noh folgende Rehnung t�atigen:1pn nXk=1� Yn;k �E[Yn;℄Y 2n;k �E[Y 2n;℄ � = 1pn nXk=1� Yn;k � E[Y ℄Y 2n;k �E[Y 2℄ �+pn� E[Y ℄� E[Yn;℄E[Y 2℄� E[Y 2n;℄ �Weiter wei� man: E[Y ℄ = �E[Y 2℄ = �2 + �E[Yn;℄ = �+ 1pn(h0 + �Xk hkk) + o� 1pn�E[Y 2n;℄ = �2 + �+ 1pn(h0 + �Xk hkk2) + o� 1pn�Und somit erh�alt man f�ur den gesuhten Audruk die folgende Gleihung:1pn nXk=1� Yn;k � E[Y ℄Y 2n;k � E[Y 2℄ � == 1pn nXk=1� Yn;k �E[Yn;℄Y 2n;k �E[Y 2n;℄ ��pn0� �� �� 1pn (h0 + �Pk hkk) + o� 1pn��2 + �� �2 + �+ 1pn (h0 + �Pk hkk2) + o� 1pn� 1A == 1pn nXk=1� Yn;k �E[Yn;℄Y 2n;k �E[Y 2n;℄ �| {z }!N2(0;�(�)) +� h0 + �Pk hkkh0 + �Pk hkk2 �| {z }=: ~H + o(1)|{z}!0



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 16Daraus kann man nun die Verteilung ableiten:pn� Yn; �E[Y ℄Y 2n; �E[Y 2℄ � W�! ~Z � N2� ~H;�(�)�Um nun noh die Verteilung des Sh�atzers unter der lokalen Alternative zu erhalten, wendet manauf die gemeinsame Verteilung die Funktion '(x; y) an, die wie im vorhergehenden Abshnittwie folgt de�niert ist: '(x; y) := y � x2xWendet man darauf, ebenfalls analog zum vorigen Abshnitt, die Delta-Methode an (vgl. [Va00℄),so ergibt sih: pn�'(Y n;; Y 2n;)� '(�; �2+ �)� W�! D'�;�2+�( ~Z)) Tn :=rn2  Y 2n; � (Yn;)2(Yn;)2 � 1! W�! 1p2D'�;�2+�( ~Z) =: TWeiter gilt:E[T ℄ = 1p2D'�;�2+�E[ ~Z℄ = 1p2 ��2�+ 1� ; 1��� h0 + �Pk hkkh0 + �Pk hkk2 � == 1p2  �2h0 +Xk hkk2 � (2�+ 1)Xk hkk! =: HVar(T ) = 1Somit gilt f�ur die Teststatistik Tn unter der lokalen Alternative:Tn W�! N(H; 1)2.2 Test mit Hilfe von Kegelapproximationen2.2.1 Verteilungsfunktion des Tests unter der HypotheseDieser Abshnitt wurde bereits ausf�uhrlih in [Bu01℄ behandelt. An dieser Stelle sollen nur noheinmal die wihtigsten Ergebnisse aufgezeigt werden. Die Beweise und Motivationen sind demoben genannten Werk zu entnehmen.In diesem Abshnitt soll zur Vereinfahung der Shreibweise der Satz von Skohorod angewendetwerden (vgl. [Po84℄). Damit gilt: F�ur die Zufallsvariable qn und die standardnormalverteilte Zu-fallsvariable Z gelte: pn(qn � q0) W�! H + ZDann existiert ein Wahrsheinlihkeitsraum mit den Zufallsvariablen q0n und Z 0 derart, da�:q0n D= qn und Z 0 D= Z sowiepn(q0n � q0) f:s:�! H + Z 0



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 17Da wir lediglih an den Verteilungen interessiert sind, spielt es f�ur uns keine Rolle, ob die Zu-fallsvariablen qn und Z oder q0n und Z 0 benutzt werden. Allerdings kann bei der fast siherenKonvergenz analytish gerehnet werden, was die Handhabung enorm erleihtert. Daher wirdim Folgenden mit den Zufallsvariablen q0n und Z 0 gerehnet, jedoh aus Gr�unden der �Ubersiht-lihkeit die Bezeihnung ohne Strih (also qn und Z) benutzt.Zur�uk zum eigentlihen Inhalt dieses Abshnitts. Daf�ur m�ussen jedoh zu Beginn noh einigeAbk�urzungen eingef�uhrt werden. Sei Tk(x) := xk; k 2 N0 die Projektion auf die k-te Kompo-nente und T?0 (x) := (0; x1; x2; : : :). Dabei sei Tk eine Abbildung von `1 := `1R(N0) nah R undT?0 eine Abbildung von `1 nah `1. Damit l�a�t sih die Abbildung 	 : `1 ! `1 de�nieren:	(x) := ehT0;xi(T?0 x�Æ0)Diese Abbildung dient dazu, aus den Werten von (�; p) mittels Panjerrekursionq0 = e��qk = �k kXl=1 lplqk�ldie Werte von q zu erhalten. Da wir jedoh im weiteren den abgeshnittenen Fall betrahten,mu� noh die folgende Abbildung de�niert werden:	Sk (x) := Tk	(x); k = 0; 1; : : :S	SS+1(x) := 1� SXl=0 	Sk (x)Damit l�a�t sih nun eine Teststatistik wie folgt de�nieren:Tn1 := 2 n log max(�;p)T2K1Qni=1	Szi(�; p)max�2[0;1℄Qni=1	Szi(�; 1; 0; : : : ; 0))Es handelt sih hierbei, wie man leiht sehen kann, um einen Maximum-Likelihood-Quotiententest.Somit mu� K1 auh f�ur den Zul�assigkeitsbereih der Alternative stehen:K1 := �(�; p1; : : : ; pS)T 2 RS+1 : � 2 [0;1℄; SXl=1 pl � 1; pl � 0; l = 1; : : : ; S�Zur weiteren Analyse wird noh der Begri� der Kegelprojektion ben�otigt.Eine abgeshlossene konvexe Menge C 2 V (V der d-dimensionale euklidishe Raum) sei dabeigenau dann ein Kegel, wenn f�ur alle x 2 C und alle � � 0 auh �x 2 C. In dieser Arbeit sindaber nur solhe Kegel von Interesse, die von einer Menge f�1; �2; : : : ; �mg 2 V erzeugt werden.Dann sei der von diesen Vektoren erzeugte Kegel wie folgt de�niert:C(�1; �2; : : : ; �m) := ( mXk=1 �k�k : �1; �2; : : : ; �m � 0)Da nun der Begri� des Kegels de�niert ist, kann nun auh die Kegelprojektion de�niert werden.Es handelt sih dabei um die Abbildung eines Punktes x 2 V auf einen Punkt y 2 C mit derEigenshaft (es gibt dabei aufgrund der Konvexit�at von C keine Eindeutigkeitsprobleme):kx� yk = infz2C kx� zk



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 18Daf�ur verwenden wir folgende Notation:�(xjC) := yFalls C ein Kegel ist, so ist die nahfolgende Bedingung notwendig und hinreihend daf�ur, da�y 2 V die Kegelprojektion �(xjC) ist:(NSC) y 2 C und hx� y; z � yi � 0 8z 2 CAnshaulih bedeutet dies, da� es sih bei dem Winkel zwishen dem Vektor x � y und allenVektoren z � y (8z 2 C) um einen stumpfen Winkel handelt.Bleibt noh eine letzte Vereinbarung: Die Notationen �D(xjC); k � kD usw. bedeuten immer, da�das innere Produkt bez�uglih der Matrix D zu nehmen ist, d.h.: hx; yiD := xTDy.Mit diesen Vereinbarungen kann dann folgende Aussage gezeigt werden (die genauen Ausf�uhrun-gen sind dem oben genannten Werk zu entnehmen oder k�onnen im nahfolgenden Abshnitt f�urdie lokale Alternative in �ahnliher Form nahgelesen werden):T 1n D! k�D(ZjV )� �D(ZjCq)k2Dwobei Z � NS+2�0; (qiÆij � qiqj) 0�i�S+10�j�S+1�D := diag(1=q0; : : : ; 1=qS)Cq := (	S)0�;pC(�S � (�; p))�S := ((�; p1; p2; : : : ; pS)T 2 RS+1 : � > 0; SXl=1 pl � 1; pl � 0; l = 1; : : : ; S)V := (	S)0(�;1;0;:::;0)linfe0gDies f�uhrt dann nah einigen weiteren Umformungen zur folgenden Aussage:k�D(ZjV )� �D(ZjCq)k2D � SXi=0 �i�2S�iD. h. im Grenzfall n ! 1 erh�alt man f�ur T 1n eine Mishung aus Chi-Quadrat-Verteilungen.Weitere Rehnungen, die an dieser Stelle niht durhgef�uhrt werden sollen (sie sind erneut bei[Bu01℄ zu �nden), ergeben den folgenden Ausdruk f�ur die MishungskoeÆzienten �i:�i = X#I=i P � ~Z 2 C(�iji 2 I)� (linf�i : i 2 Ig? ~D \ fx 2 RS+1 : h�i; xi ~D < 0; i 2 ICg�Betrahtet man sih die Ausdr�uke genauer, so erkennt man darin den Zusammenhang zu denKegeln: Es handelt sih bei den �i um die Wahrsheinlihkeit in einem durh die Vektoren �iauf eine bestimmte Art aufgespannten Kegel zu landen. Diese Kegel spannen zusammen dengesamten Raum auf, so da� sih die �i zu 1 aufaddieren. Des weiteren wei� man aufgrund derTatsahe, da� die �i Wahrsheinlihkeiten sind, da� alle �i zwishen Null und Eins liegen m�ussen.



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 192.2.2 Verteilungsfunktion des Tests unter der lokalen AlternativeErneut geht es bei der lokalen Alternative darum, die Verteilung der Teststatistik zu berehnen,falls man sih mit der Geshwindigkeit 1pn der Hypothese n�ahert. Grundlage ist dabei Kapitel 3.5aus [Bu01℄, worin der Beweis f�ur die Verteilung unter der Hypothese gef�uhrt ist.Bezeihne in diesem Kapitel q̂n die relativen Frequenzen unter der lokalen Alternative undq̂nH = argmaxq2	S([0;1℄�f(1;0;:::;0)g)L(qjq̂n)q̂nK = argmaxq2	S(K1)L(qjq̂n)worin die Funktion L(�jy) wie folgt de�niert ist:L(xjy) := dXl=1 yk log xkMithilfe dieser Funktion wird auh noh die Funktion � de�niert:�(r) := �P 2 K : L(P jr) = maxQ2K L(Qjr)�Betrahtet man nun den Beweis von Theorem 3.7 aus [Bu01℄, so erkennt man, da� wiederumalles auf rein analytishen Betrahtungen basiert und somit die gemeinsame Verteilung ohneProbleme angegeben werden kann. Auh zeigt sih, da� die Rehnungen in den Beweisen ausKapitel 3.3 in [Bu01℄ ebenso f�ur die lokalen Alternativen durhgef�uhrt werden k�onnen. Einzigbei Theorem 3.7 [Bu01℄ mu� man etwas aufpassen. Dies soll an dieser Stelle auh vorgerehnetwerden, da dies die entsheidenden Ver�anderungen in der Verteilung der Teststatistik liefert. Umden Vergleih zu Theorem 3.7 [Bu01℄ zu erhalten, wird dieses Theorem auh hier in der etwasallgemeineren Form und mit den bei [Bu01℄ verwendeten Bezeihnungen bewiesen. Daher seir̂n := r + 1pn� + o� 1pn�mit � einer beliebigen Zufallsvariablen, die die Rihtung angibt, aus der man sih r n�ahert.Um den nahfolgenden Satz verstehen zu k�onnen, m�ussen jedoh erneut erst einige Bezeihnun-gen eingef�uhrt werden. So nehmen wir an, da� K in einer Umgebung von P 2 K durh einenKegel approximiert werden kann, und zwar in folgendem Sinne:Sei O1 � Rd�1 eine o�ene konvexe Menge und O2 � P + fx 2 Rs : Pdl=1 xl = 0g eine of-fene Menge, die nah De�nition den Punkt P 2 K enth�alt. Sei weiter � : O1 ! O2 ein C2-Di�eomorphismus und C 2 Rd�1 ein Kegel. Falls�(0) = P�(C \ O1) = K \O2gilt, so sagen wir, da� K durh einen Kegel in P approximiert wird mit dem Repr�asentations-triple (O1; O2;�; C).Dann gilt das folgende Lemma:



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 20Lemma 2.6 K lasse sih durh einen Kegel in R mit dem Repr�asentationstriple (O1; O2;�; C)approximieren. Sei Z ein d�1-dimensionale Gau�she Zufallsvariable mit Erwartungswert Nullund Kovarianzmatrix I�1, wobei I�1 die Inverse der Fisher-InformationI = (�00)T diag(1=r0; : : : ; 1=rd)�00bezeihne. Dann gilt: pn��1(�(r̂n))! �I�(�00)�1�����C�Beweis:Sei  := (�00)�1�.Analog zum Beweis von Theorem 3.7 aus [Bu01℄ mu� dann noh gezeigt werden, da�h � �; � �iI � 0; 8 2 CDabei bezeihne � den Grenzwert der Folge �n := pn��1(�(r̂n)). W�ahle nun  2 C beliebigund de�niere n := 1pn . Wenn n gro� genug wird, kann erreiht werden, da� n beliebig kleinwird und somit n 2 C \ O1 gilt. In diesem Fall ist auhDL(�(�)jr̂n)��1(�(r̂n))| {z }= 1pn�n �n � ��1(�(r̂n))� � 0; (2.16)da dies die Rihtungsableitung von L(�(�)jr̂n) an der Stelle ��1(�(r̂n)) = 1pn�n in Rihtung(n � ��1(�(r̂n))) ist und sih somit auh shreiben l�a�t als:lim�&0 1��L��(��1(�(r̂n)) + �(n � ��1(�(r̂n)))jrn�� L��(��1(�(r̂n)))jr̂n�| {z }Maximum � � 0Darin ist der zweite Term das Maximum der Funktion L(�jr̂n) und somit ist dieser Ausdrukimmer kleiner gleih Null. Daher gilt dies auh f�ur Gleihung (2.16).Somit gilt weiter:0 � DL(�(�)jr̂n) 1pn �n� 1pn� 1pn�n)�, 0 � DL(�(�)jr̂n) 1pn �n�� �n� == DL(�(�)jr̂n)��1(r̂n)�� �n�+ � 1pn�n � ��1(r̂n)�T D2L(�(�)jr̂n)�n| {z }:=In �� �n�mit �n 2 onv( 1pn�n;��1(r̂n))Der Ausdruk DL(�(�)jr̂n)��1(r̂n) ist jedoh gleih Null, da die Funktion L(�(�)jr̂n) im Punkt��1(r̂n) ihr Maximum annimmt. Somit ist auh0 � � 1pn�n � ��1(r̂n)�T In�� �n�



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 21Betrahten wir als n�ahstes den Ausdruk In. Da �n in der konvexen H�ulle von 1pn�n und ��1(r̂n)liegt und sowohl 1pn�n n!1�! 0 als auh ��1(r̂n) n!1�! 0 gilt, mu� auh �n n!1�! 0 erf�ullt sein.Dann ist aber auhD2L(�(�)jr̂n)0 = �(�0)T0 diag� 1rn1 ; : : : ; 1rnd � (�0)0 + (1; 1; : : : ; 1)�000| {z }=0 = �IDa die obige Ungleihung auh f�ur den Grenzfall n ! 1 erf�ullt ist, mu� auh folgendes gelten(zus�atzlih wurde der erste Faktor noh mit pn aufgeblasen):0 � � ��n �pn��1(r̂n)�T I�� �n�Shreibt man nun noh den Term pn��1(r̂n) mittels der Taylorentwiklung um und benutztdie Tatsahen, da� ��1(r) gleih Null ist und �n ! � nah De�nition der Folge �n, so erh�altman die Ungleihung: 0 � �(�00)�1� � ��T I(� �) = h � �; � �iI 2Somit kann man auh die f�ur die weitere Berehnung der Verteilung unter der lokalen Alternativenotwendige gemeinsame Verteilung berehnen. Es gilt dann:pn0�0� q̂nq̂nK̂qnH 1A�0� qqq 1A1A D!0� Z + ��D(Z + �jCq)�D(Z + �jV ) 1A (2.17)wobei � := (	S)0(�;1;0;:::;0)� h0h � (2.18)Man kann analog zur Rehnung unter der Hypothesenannahme wie folgt weiterrehnen: Sei dazudie Teststatistik de�niert als:Tn1 := 2 n log max(�;p)T2K1Qni=1	Szi(�; p)max�2[0;1℄Qni=1	Szi(�; 1; 0; : : : ; 0))Dies l�a�t sih mit den De�nitionen von q̂nH und q̂nK wie folgt umformen:Tn1 = �2 n (L(q̂nH jq̂n)� L(q̂nK jq̂n))Dieser Ausdruk wird nun mittels Taylorentwiklung im Punkt q̂n umgeshrieben zu:Tn1 = �2 n�L(q̂nH jq̂n)� L(q̂njq̂n) + L(q̂njq̂n)� L(q̂nK jq̂n)� == �n�(q̂nH � q̂n)TC1n(q̂nH � q̂n)� (q̂nK � q̂n)TC2n(q̂nK � q̂n)� (2.19)



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 22Dies gilt f�ur zwei Matrizen C1n und C2n, die noh n�aher bestimmt werden m�ussen. Bei der Tay-lorentwiklung in obiger Gleihung fehlt der Term erster Ordnung. Dabei w�urde es sih jedohum die Rihtungsableitung der Funktion L(�jq̂n) handeln. Diese vershwindet jedoh entlangs�amtliher Rihtungen, da q̂n genau das Maximum der Funktion L(�jq̂n) ist. Betrahten wir alsoals n�ahstes die Matrizen C1n bzw. C2n. Aus der Taylorentwiklung folgt, da� diese Matrizen sihdarstellen lassen in der Form:Cin = D2L(�jq̂n)�in i 2 f1; 2g mit �1n 2 onvfq̂n; q̂nHg�2n 2 onvfq̂n; q̂nKgAber es gilt, da� mit n ! 1 auh q̂nH ! q, q̂nK ! q und q̂n ! q f.s. Daher mu� auh �in ! qund, da die Log-Likelihoodfunktion glatt genug nahe q ist, auh Cin !�D gelten.Mit der in Gleihung (2.17) hergeleiteten gemeinsamen Verteilung gilt nun f�ur Tn1 aus Gleihung(2.19) folgende Grenzaussage:Tn1 D�! k�D(Z + �jV )� (Z + �)k2D � k�D(Z + �jCq)� (Z + �)k2DZur weiteren Rehnung wird nun die f�ur die Kegelprojektion notwendige und hinreihende Be-dingung (NSC) ben�otigt. Wendet man diese Bedingung auf den Fall der lokalen Alternative an,so ergibt sih:Da V = �V � Cq gilt, erhalten wir f�ur alle � in V :h� � �D(Z + �jCq); (Z + �)� �D(Z + �jCq)iD � 0Ersetzt man in obiger Ungleihung � durh��, so erh�alt man die genau entgegengesetzte Un-gleihung. Diese beiden Ungleihungen zusammen ergeben dann die nahfolgende Gleihung:h� � �D(Z + �jCq); (Z + �)� �D(Z + �jCq)iD = 0Dies gilt f�ur alle � 2 V und somit auh f�ur das spezielle Element �D(Z + �jV ). Zusammen mitdem Satz von Phytagoras ergibt sih:k(Z + �)� �D(Z + �jCq)k2D + k�D(Z + �jV )� �D(Z + �jCq)k2D = k(Z + �)� �D(Z + �jV )k2DUnd daher: Tn1 D�! k�D(Z + �jV )� �D(Z + �jCq)k2D2.3 Vergleih der Tests mittels lokaler AlternativenNahdem nun die jeweiligen Verteilungen berehnet wurden, wollen wir ermitteln, welhes derbessere Test ist. Da bei van der Vaart [Va00℄ lediglih der Fall einer eindimensionalen Hypothesebehandelt wird, mu� man f�ur unseren Fall eine allgemeinere Vergleihsmethode �nden. Bei vander Vaart wird dabei folgender Test betrahtet: H0 : � = 0 gegen H1 : � > 0. Zum Vergleihzweier Tests de�niert er dann die lokale Grenzfunktion der G�utefunktion wie folgt:�(h) = limn!1 �n� hpn� ; h � 0



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 23Dieser Grenzwert existiert normalerweise und kann wie folgt bestimmt werden:Sei dazu angenommen, da� die Teststatistik Tn f�ur alle Folgen �n = h=pn asymptotish nor-malverteilt ist, pn(Tn � �(�n))�(�n) �n! N(0; 1)Dabei stehen �(�) und �2(�) oft f�ur den Erwartungswert und die Varianz von Tn, allerdingsmu� dies niht der Fall sein. Mit dieser Bedingung ist nun der Test, der die Hypothese ablehntf�ur den Fall, da� pn(Tn � �(0)) den Wert �(0)z� �ubersteigt, asymptotish vom Level � (z� istdabei das �-Quantil der Standardnormalverteilung). Die G�utefunktion kann somit geshriebenwerden als �n(�n) = P�n�pn(Tn � �(�n)) > �(0)z� �pn(�(�n)� �(0))�F�ur �n = h=pn konvergiert die Folge pn(�(�n) � �(0)) nah h�0(0) (falls � di�erenzierbar inNull). Falls auh �(�n)! �(0), dann gilt:�n� hpn�! 1� ��z� � h�0(0)�(0)�Der Ausdruk �0(0)=�(0) wir dabei als "slope\ bezeihnet.Betrahtet man sih jedoh die Vorgehensweise bei van der Vaart genauer, so erkennt man, da�der dort eingef�uhrte Begri� "slope\ ein Ma� f�ur die Steigung der G�utefunktion ist. Dabei gilt:Je gr�o�er der "slope\, desto steiler ist die G�utefunktion auf Seiten der Alternative und destosh�arfer trennt der Test. Somit steht ein gr�o�erer "slope\ f�ur einen besseren Test. Dieses Prinzipkann auh in den mehrdimensionalen Fall �ubertragen werden, indem man analog zu [Va00℄ dieRihtungsableitungen betrahtet.Da es sih jedoh als shwer erwiesen hat, die Verteilung von k�D(Z+�jV )��D(Z+�jCq)k2D zubestimmen, sollen hier niht die jeweiligen "slopes\ verglihen werden. Wir werden f�ur den Di-spersionstest die Rihtungsableitungen bestimmen, die den Test m�oglihst sharf bzw. shwahtrennen. Diese Rihtungsvektoren seien mit Maximum bzw. Minimum des Dispersionstests be-zeihnet.2.3.1 Berehnung von Maximum und Minimum des DispersionstestsUnter der lokalen Alternative gilt: Tn W�! N(H; 1)wo H = 1p2  �2h0 +Xk hkk2 � (2�+ 1)Xk hkk!Zur vereinfahten Shreibweise werden noh folgende Abk�urzungen eingef�uhrt:� := � 0 � := 0BBB� 01...S 1CCCA



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 24h := 0BBB� h0h1...hS 1CCCAmit 0 = � 2p2k = 1p2(k2 � (2�+ 1)k) (1 � k � n):Mit diesen De�nitionen erh�alt man: H = �ThSomit erh�alt man als G�utefunktion auf der Alternative folgenden Ausdruk:1� �(z� � �Th)Die Rihtungsableitung dieser Funktion ist:�r(1� �(z� � �Th))jh=0�T � e0e � = '(z�) � �T � e0e �wo e := � e0e � ein zul�assiger Rihtungsvektor der L�ange 1 ist. Betrahten wir die Eigenshaften,die � e0e � erf�ullen mu�, um zul�assig zu sein: Da es sih bei der Rihtung, aus der man sih derHypothese n�ahert (also Æ1 + e), um ein Wahrsheinlihkeitsma� handeln mu�, gelten folgendeBedingungen: SXi=0 e2i = 1 (Einheitsvektor)SXi=1 ei = 0e1 � 0ei � 0 (2 � i � S)Die Menge aller Vektoren, die diese Bedingungen erf�ullen, sei mit �E bezeihnet (beginnt dieSumme in der ersten Bedingung erst bei i = 1, so sei die Menge der Vektoren mit E bezeihnet).Um nun die Rihtungen zu erhalten, f�ur die der Test besonders gut (bzw. shleht) trennt, giltes (da '(z�) konstant bleibt), den Ausdruk �T � e0e � zu maximieren (bzw. minimieren).Maximum- und Minimumberehnung unter e0 = 0Setzen wird zuerst einmal die Komponente e0 = 0, da sie - im Gegensatz zu den anderenKomponenten - die Rihtung beshreibt, aus der man sih � n�ahert.



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 25Somit ergibt sih folgendes Problem:Maximiere (Minimiere) Tee 2 EBetrahten wir die Nebenbedingungen etwas genauer, so sieht man, da� durh die BedingungPSi=1 ei = 0 eine Hyperebene beshrieben wird. Daher kann die Menge der daf�ur zul�assigenVektoren durh einen (S � 1)�dimensionalen Raum, der von (S � 1) linear unabh�angigen Vek-toren aufgespannt wird, beshrieben werden. Um eine Orthonormalbasis zu erhalten, m�ussendiese Vektoren zueinander senkreht und normiert gew�ahlt werden. W�ahlt man die Vektorendar�uberhinaus auh noh senkreht zum Vektor (1; : : : ; 1)T , so liegen alle Vektoren des durhdiese linear unabh�angigen Vektoren aufgespannten Raumes in obiger Hyperebene.Solhe Vektoren sind z.B.:1p2 0BBBBBBBBBBB� �110000...0 1CCCCCCCCCCCA ; 1p6 0BBBBBBBBBBB� �1�12000...0 1CCCCCCCCCCCA ; 1p12 0BBBBBBBBBBB� �1�1�1300...0 1CCCCCCCCCCCA ; 1p200BBBBBBBBBBB� �1�1�1�140...0 1CCCCCCCCCCCA ; � � �Die Vektoren seien mit z1; z2; z3; : : : ; zS bezeihnet.Aufgrund der Bedingung, da� e ein Einheitsvektor sein soll, ergibt sih eine lineare Zielfunktionunter einer quadratishen Nebenbedingung. Dies ist im Allgemeinen niht leiht zu l�osen. Daherwird hier versuht, das Problem mittels einer Darstellung �uber Kugelkoordinaten zu behandeln.Denn die Einshr�ankung auf die Menge der Einheitsvektoren l�a�t sih auf diese Weise leihterdarstellen. Bei der Verwendung der Einheitsvektoren sieht die Darstellung wie folgt aus:0BBBBBBB� sin(�S�2) � � � � � sin(�1)sin(�S�2) � � � � � sin(�2) os(�1)...sin(�S�2) sin(�S�3) os(�S�4)sin(�S�2) os(�S�3)os(�S�2) 1CCCCCCCADa hier jedoh niht die Einheitsvektoren benutzt werden, sieht die Kugeldarstellung wie folgtaus: z1 sin(�n�2) � � � � � sin(�1) + z2 sin(�n�2) � � � � � sin(�2) os(�1) + : : :+ zS�1 os(�S�2)Somit sind alle Vektoren, die sih durh so eine Linearkombination darstellen lassen, genau die-jenigen, die die ersten beiden Bedingungen an den Rihtungsvektor erf�ullen. Bleiben also nurnoh die Vorzeihenbedingungen. Dabei kann man erkennen, da� aufgrund der Wahl der Vek-toren z1; : : : ; zS nur positive Werte f�ur die LinearkombinationskoeÆzienten zul�assig sind. Dieweiteren Bedingungen an die Variablen �1; : : : ; �S�2 erh�alt man, indem man die entsprehenden



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 26Zeilen aus obiger Kugeldarstellung Null setzt. Somit ist das Optimierungsproblem zu einem umzwei Dimensionen verkleinerten Problem mit Nebenbedingungen geworden.Da das allgemeine Problem jedoh immer noh sehr komplex ist, sollen an dieser Stelle nur dieF�alle S = 3 und S = 4 explizit behandelt werden. Danah soll versuht werden, aus dem Ver-halten in diesen niedrigdimensionalen F�allen R�ukshl�usse auf den allgemeinen Fall zu t�atigen.Fall S = 3:Betrahten wir zuerst die Orthonormalbasis in diesem Fall. Sie wird gebildet von den folgendenVektoren: x = 1p2 0� �110 1A und y = 1p6 0� �1�12 1ASomit l�a�t sih die Kugel wie folgt darstellen: (') := 1p2 os(')0� �110 1A+ 1p6 sin(')0� �1�12 1A (2.20)Der Vektor  besitzt folgende Struktur: = 1p2 0� �2�2� 4�6� 6� 1ADaraus ergibt sih folgende Zielfunktion:f(') =  (')T = os(') � 1p2 1p2�(�1)(�2�) + 1(2� 4�) + 0(6� 6�)�� ++ sin(') � 1p6 1p2�(�1)(�2�) + (�1)(2� 4�) + 2(6� 6�)�� == (1� �) os(') + 1p3(5� 3�) sin(')Aus Gleihung (2.20) ergibt sih, da� ' in nahfolgendem Intervall liegen mu�, um die Vorzei-henbeshr�ankung aus den Nebenbedingungen zu erf�ullen:' 2 [0o; 60o℄Berehnen wir weiter die ersten beiden Ableitungen der Funktion f :f 0 = �(1� �) sin(') + 1p3(5� 3�) os(')f 00 = �(1� �) os(')� 1p3(5� 3�) sin(')Damit ergibt sih als Extremum von f (� 6= 1):0 != f 0(') = (�� 1) sin(') + 1p3(5� 3�) os('), tan(') = sin(')os(') = 5� 3�p3(1� �), ' = artan� 5� 3�p3(1� �)�



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 27Setzt man dies in die zweite Ableitung ein, so erh�alt man:f 00(') = �(1� �) os(')� 1p3(5� 3�) sin(') sin(')=os(') 5�3�p3(1��)== (�� 1) os(')� 1p3(5� 3�) os(') 5� 3�p3(1� �) == os(')�� 1 �(�� 1)2 + 13(5� 3�)2�| {z }>0 = �� 1 mit  > 0Somit handelt es sih bei dem Extremum f�ur � > 1 um ein Minimum, f�ur � < 1 um ein Maxi-mum.Bleibt nur noh zu �uberpr�ufen, ob das Extremum auh im Intervall [0o; 60o℄ liegt. Dies ist jedohdurh eine einfahe Rehnung m�oglih. Insgesamt ergibt sih folgender Sahverhalt:� (0; 53 ℄ [53 ; 2) 2 (2;1)Max 60o 60o 0o und 60o 0oMin 0o artan� 5�3�p3(1��)� 30o = artan� 5�3�2p3(1�2)� artan� 5�3�p3(1��)�Setzt man die Winkel in die Kugeldarstellung (2.20) ein, so ergeben sih folgende Vektoren:60o b= 1p20� �101 1A0o b= 1p20� �110 1AAu��allig an diesem Ergebnis ist dabei der Sprung des Maximums f�ur � = 2. W�ahrend f�ur � < 2der Vektor 1p2(�1; 0; 1)T das Maximum bildet, springt das Maximum f�ur � > 2 auf den Vektor1p2(�1; 1; 0)T , der zudem noh f�ur � < 53 das Minimum darstellt. Beim Minimum hingegen gibtes keine Unstetigkeitsstellen, f�ur � ! 1 wird das Minimum jedoh im Vektor 1p2(�1; 0; 1)Tangenommen, der wiederum f�ur � < 53 das Maximum der Funktion ist.Fall S = 4:Betrahten wir auh hier zuerst die Vektoren der Orthonormalbasis. Diese sind:x = 1p20BB� �1100 1CCA ; y = 1p60BB� �1�120 1CCA und z = 1p120BB� �1�1�13 1CCADamit hat die Einheitskugel die folgende Gestalt: ('; �) = x os(') sin(�) + y sin(') sin(�) + z os(�)Durh Nullsetzen der entsprehenden Zeilen dieser Kugeldarstellung erh�alt man die Bedingun-gen, die ('; �) erf�ullen m�ussen, um eine zul�assige L�osung darzustellen. Es ergibt sih:



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 28� ' 2 [0; 60o℄� � 2 [artan� 1p2� ; 90o℄� 2p2 tan(�) sin(') � 1� �p6 os(')� p2 sin(')� tan(�) � 1Berehnen wir als n�ahstes die Zielfunktion:f('; �) =  ('; �)T == os(') sin(�) � 1p2 1p2�(�1)(�2�) + 1(2� 4�)��++ sin(') sin(�) � 1p2 1p6�(�1)(�2�) + (�1)(2� 4�) + 2(6� 6�)��++os(�) � 1p2 1p12�(�1)(�2�) + (�1)(2� 4�) + (�1)(6� 6�) + 3(12� 8�)�� == (1� �) os(') sin(�) + 1p3(5� 3�) sin(') sin(�) + 1p6(14� 6�) os(�)Um ein Extremum dieser Funktion zu erhalten, mu� der Gradient gleih Null gesetzt werden.Dazu berehnen wir die partiellen Ableitungen:ÆÆ'f('; �) = f 0(') sin(�)ÆÆ� f('; �) = os(�) �(1� �) os(') + 1p3(5� 3�) sin(')�� 1p6(14� 6�) sin(�)Setzt man diese Ausdr�uke gleih Null, so ergibt sih bei der partiellen Ableitung nah ' dergleihe Ausdruk wie im Fall S = 3, f�ur die partielle Ableitung nah � gilt (f�ur � 6= 73):tan(�) = (1� �) os(') + 1p3(5� 3�) sin(')1p6(14� 6�)Setzt man darin noh die Bedingung ein, da� auh die partielle Ableitung nah ' gleih Nullsein soll (und einen f�ur ' zul�assigen Punkt liefert), so erh�alt man:tan(�) = p6 os(')(14� 6�)(1� �)(4�2 � 12�+ 283 ) == p66�� 14r4�2 � 12�+ 283Insgesamt ergibt sih als Extrempunkt f�ur � > 73 das Paar:('0; �0) =  artan� 5� 3�p3(1� �)� ; artan p6�2 � 18�+ 143�� 7 !! (2.21)



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 29F�ur � � 73 wei� man, da� es entweder kein Extremum gibt oder da� der Punkt mit vershwinden-den Gradienten siher au�erhalb der zul�assigen Menge liegt. Als n�ahstes wird �uberpr�uft, ob dasExtremum auh ein zul�assiger Wert f�ur ('; �) ist. Dazu betrahtet man z.B. die Randbedingung�p6 os(')� p2 sin(')� tan(�) � 1und berehnet, f�ur welhe Werte von � diese unter den Extremumsbedingungen erf�ullt ist:�p6 os(')� p2 sin(')� tan(�) == �p6 os(')� p2 5� 3�p3(1� �) os(')� p66�� 14r4�2 � 12�+ 283 == 23�� 7 � 1 f�ur � 2 ( 73 ; 3 ℄Die andere Randbedingung ist immer erf�ullt. Somit hat man f�ur � 2 ( 73 ; 3 ℄ einen zul�assigenExtremalpunkt. Um noh zu erfahren, ob es sih dabei um ein Maximum, Minimum oder einenSattelpunkt handelt, mu� die Hessematrix in diesem Punkt berehnet werden. Mittels MAPLEwurde nahgerehnet, da� es sih um ein Minimum handelt.F�ur die anderen Werte von � wei� man, da� sowohl das Minimum als auh das Maximumauf dem Rand des Zul�assigkeitsbereihs liegen m�ussen. Berehnet man die Extremstellen aufden R�andern, so erh�alt man letztendlih die folgende Tabelle (die Abk�urzung von ('0j�0) nahGleihung (2.21)):� (0; 53 ℄ [53 ; 73 ℄ [73 ; 52)Max ('j�) (30oj artan( 1p2) (30oj artan( 1p2) (30oj artan( 1p2)Min ('j�) (0oj90o) (artan� 5�3�p3(1��)� j90o) ('0j�0)� 52 (52 ; 3℄ [3;1) '1'Max ('j�) (30oj artan( 1p2)) und (0oj90o) (0oj90o) (0oj90o) (0oj90o)Min ('j�) (artan(5p39 )j artan(p26)) ('0j�0) (m1jm2) (artan(7p315 )j artan(p628 ))wo m1 das eindeutige Minimum (f�ur ' 2 [30o; 60o℄) der Funktion (15�7�)os(')+p3(��3) sin(')p1+(p6os(')�p2 sin('))2 undm2 die L�osung der Gleihung �p6 os(m1) � p2 sin(m1)� tan(m2) = 1 ist. Mittels MAPLE



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 30wurden diese Werte noh berehnet. Dabei ergab sih:m1 = aros 5�� 92 r 381� 99�+ 31�2!m2 = artan p162� 198�+ 62�28�� 18 !Betrahtet man auh in diesem Fall die Winkel von Maximum und Minimum f�ur � 2 (0; 53 ℄, soergeben sih folgende zugeh�orige Rihtungsvektoren:('j�) = (30oj artan( 1p2)) b= 1p20BB� �1001 1CCA('j�) = (0oj90o) b= 1p20BB� �1100 1CCAAuh hier l�a�t sih analog zum Fall S = 3 feststellen, da� der Vektor 1p2(�1; 1; 0; 0)T , der f�ur� < 53 noh das Minimum darstellt, f�ur � � 52 zum Maximum wird.Hieran sieht man shon, wie shnell die Komplexit�at mit der Dimension w�ahst. Daher wurdedas Verhalten der Extrema f�ur h�ohere Dimensionen niht mehr berehnet, sondern zu Beginn desAbshnitts lediglih der allgemeine Weg erkl�art, wie die Extrema zu berehnen sind. Betrahtetman an dieser Stelle noh einmal das Optimierungsproblems, so sieht man, da� darin sogar derFall � = 0 zul�assig ist. Als Grenzverhalten f�ur �! 0 wurden daher f�ur h�ohere Dimensionen nohdie L�osungen f�ur � = 0 ermittelt. Dies geshah u.a. unter Zuhilfenahme des Optimierungstoolsvon matlab. Betrahtet man dabei f�ur S 2 f 5; 6; : : : ; 9 g die Ergebnisse, so sieht man, da� dortnur Masse in den jeweils letzten beiden Komponenten vorhanden ist. Unter dieser Annahmekonnte dann mittels Lagrange-Multiplikatoren die genaue L�osung bestimmt werden.Es ergeben sih letztendlih folgende Rihtungsvektoren:Maximum: S = 5 S = 6 S = 7 S = 8 S = 91p114 0BBBB� �80017 1CCCCA 1p42 0BBBBBB� �500014 1CCCCCCA 1p260BBBBBBB� �40...013 1CCCCCCCA 1p78 0BBBBBBB� �70...025 1CCCCCCCA 1p4020BBBBBBB� �160...0511 1CCCCCCCA



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 31S = 10 S = 15 S = 200BBBBBBBBB� �0:80890...00:02230:25980:5269 1CCCCCCCCCA 0BBBBBBBBB� �0:84180...00:11680:27650:4486 1CCCCCCCCCA 0BBBBBBBBBBB� �0:87410...00:07830:16900:26390:3628 1CCCCCCCCCCCAMinimum:F�ur die Rihtungsvektoren des Minimierungsproblems kann gezeigt werden, da� f�ur alle S derL�osungsvektor f�ur � � 1 die folgende Struktur besitzt:1p20BBBBB� �110...0 1CCCCCADies ergibt sih, wenn man sih das Minimierungsproblem genauer betrahtet. So kann z.B.festgestellt werden, da� die erste Komponente von  immer negativ ist; im Fall � � 12 giltdar�uberhinaus auh noh k � 0 (k = 2; 3 : : : ; S), w�ahrend im Fall 12 � � � 1 folgendes gilt:2 � 0; k � 0 (k = 3; 4; : : : ; S).Im Gegensatz zum Maximierungsproblem bleibt die Masse also auf die ersten beiden Kompo-nenten konzentriert.Maximum- und Minimumberehnung unter Ber�uksihtigung der Komponente e0Bis jetzt wurde bei allen Berehnungen davon ausgegangen, da� die Komponente e0 gleih Nullist. Im weiteren soll nun erreiht werden, da� auh diese Komponente zum Optimierungsproblemhinzugenommen wird. Es geht also darum, folgendes Problem zu l�osen:Maximiere (Minimiere) T � e0e �� e0e � 2 EAllerdings sollten dazu auh die Ergebnisse, die bereits im vorangehenden Abshnitt berehnetwurden, wieder verwendet werden. Somit wird ein Ansatz ben�otigt, der aus der Optimall�osungf�ur den Fall e0 = 0 den Fall der insgesamt optimalen L�osung herleitet. Dazu dient folgenderSatz:Satz 2.7 Sei Ext Optimall�osung des Optimierungsproblems unter der Voraussetzung e0 = 0und M ein beliebiger zul�assiger Vektor sowie p 2 R beliebig. Dann gilt:Ext := 1pp2+1 � pExt � ist eine bessere L�osung als M := 1pp2+1 � pM �



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 32Dieser Satz hat zur Folge, da� die Optimall�osung des obigen Problems nur unter den Vektoren1pp2+1 � pExt � zu suhen ist, die L�osung sih somit ergibt als:Maximiere (Minimiere) 1pp2 + 1 � pExt �Beweis:Um die Aussage des Satzes zu beweisen, mu� die Zielfunktion der beiden Vektoren verglihenwerden. Dabei gilt:h; Exti = 1pp2 + 1�� �p2 � ;� pExt �� = 1pp2 + 1(�p2p+ h; Exti)h;Mi = 1pp2 + 1�� �p2 � ;� pM �� = 1pp2 + 1(�p2p+ h;Mi)Da es sih bei dem Ausdruk h; Exti um die L�osung des Optimierungsproblem unter e0 = 0handelt, ist auh der gesamte Ausdruk mit h; Exti maximal (bzw. minimal). 2Betrahten wir zun�ahst den Fall des Minimierens. De�niere dazu:f(p) := 1pp2 + 1(�p2p+ h;Mini)Von dieser Funktion ist das Minimum �uber p zu suhen. Bildet man von f(p) die erste Ableitungund setzt diese gleih Null, so ergibt sih:p0 = � p2h;Mini (h;Mini 6= 0)Um nun bestimmen zu k�onnen, ob es sih um ein Maximum oder ein Minimum handelt, wirddie zweite Ableitung an dieser Stelle ausgewertet. Dies liefert:sgn�f 00�� p2h;Mini�� = �sgn[h;Mini℄Somit handelt es sih f�ur h;Mini < 0 um ein Minimum, f�ur h;Mini > 0 um ein Maxi-mum. Betrahtet man noh das Grenzverhalten der Funktion f(p) f�ur p! �1, so ergibt alleszusammen: p0 = argminf(p) = ( � p2h;Mini : h;Mini < 01 : h;Mini � 0Wir suhen jedoh den Vektor, der das Optimierungsproblem l�ost. F�ur ihn gilt:Min = 8>><>>: 1p2+h;Mini2 � p2�Min � h;Mini � : h;Mini< 0(1; 0; : : : ; 0)T : h;Mini � 0



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 33Eine analoge Rehnung ergibt sih auh f�ur das Maximierungsproblem. Diesmal gilt es, die fol-gende Funktion zu maximieren:f(p) := 1pp2 + 1(�p2p+ h;Maxi)Somit gilt weiter: p0 = argmaxf(p) = ( � p2h;Maxi : h;Maxi> 0�1 : h;Maxi � 0Und f�ur den maximalen Vektor Max gilt:Max = 8>><>>: 1p2+h;Maxi2 � �p2Max � h;Maxi � : h;Maxi> 0(�1; 0; : : : ; 0)T : h;Maxi � 0Diese allgemeinen Formeln sollen nun f�ur die F�alle S = 3 und S = 4 explizit durhgerehnetwerden.Fall S = 3:Betrahten wir zuerst den Fall des Minimierens. Wie aus den vorangehenden �Uberlegungenersihtlih ist, mu� das Skalarprodukt h;Mini berehnet werden. Dabei hat  die folgendeGestalt:  = 1p2 0� �2�2� 4�6� 6� 1AWeiter sind dann die beiden F�alle � 2 (0; 53 ℄ und � 2 (53 ;1) zu untersheiden, da sih dort dasMinimum anders berehnet. Sei zuerst � 2 (0; 53 ℄. Damit istMin = 1p20� �110 1Aund das Skalarprodukt ist gegeben durh:h;Mini= 12�� 2� � (�1) + (2� 4�) � 1 + (6� 6�) � 0� = 1� �Im Fall � 2 (53 ;1) hat das Minimum die folgende GestaltMin = artan� 5� 3�p3(1� �)�und f�ur das Skalarprodukt gilt:h;Mini= �2r3�2 � 9�+ 73 < 0



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 34Als n�ahstes betrahten wir das Maximum:Erneut ben�otigen wir eine Falluntersheidung. Diesmal mu� jedoh untershieden werden, ob� 2 (0; 2) oder � 2 [2;1).Sei zun�ahst � 2 (0; 2) und somit Max = 1p2 0� �101 1ADann gilt f�ur das Skalarprodukt:h;Maxi = 12�� 2� � (�1) + (2� 4�) � 0 + (6� 6�) � 1� = 3� 2�Im Fall � 2 [2;1) gilt f�ur das Maximum:Max = 1p2 0� �110 1ADamit berehnet sih das Skalarprodukt wie folgt:h;Maxi= 12�� 2� � (�1) + (2� 4�) � 1 + (6� 6�) � 0� = 1� �Insgesamt ergibt sih f�ur den Fall S = 3 die nahfolgende Tabelle:� ( 0; 1 ℄ ( 1; 32 )Min �1; 0; 0; 0�T 1p2+(1��)2�p2; 1��p2 ; ��1p2 ; 0�TMax 1p2+(3�2�)2�� p2; 2��3p2 ; 0; 3�2�p2 �T 1p2+(3�2�)2��p2; 2��3p2 ; 0; 3�2�p2 �T� [ 32 ; 53 ℄ [ 53 ;1 )Min 1p2+(1��)2�p2; 1��p2 ; ��1p2 ; 0�T 1q2�2�6�+ 173 �1; 4�3�3 ; 13 ; 3��53 �TMax �� 1; 0; 0; 0�T �� 1; 0; 0; 0�T



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 35Fall S = 4:In diesem Fall hat der Vektor  die folgende Gestalt: = 1p20BB� �2�2� 4�6� 6�12� 8� 1CCAAuh hier soll zun�ahst der Fall des Minimierens betrahtet werden. Somit ben�otigen wir, erneutmit einer Falluntersheidung nah �, das Skalarprodukt h;Mini.Betrahten wir zun�ahst den Fall � 2 ( 0; 73 ℄. Aus der Minimall�osung f�ur S = 4 sieht man,da� f�ur diese �-Werte der Winkel � den Wert 90o annimmt. Dies hat zur Folge, da� die letzteKomponente des L�osungsvektors Null ist, wodurh man Min einfah dadurh erh�alt, da� manzur entsprehenden L�osung aus dem Fall S = 3 eine Nullkomponente hinzuf�ugt.Betrahten wir als n�ahstes den Fall � 2 [ 73 ; 3 ℄.Mittels MAPLE wurde hierf�ur das Skalarprodukth;Mini berehnet. Dabei ergab sih der folgende Ausdruk:h;Mini= �p2(5�2 � 20�+ 21)Man sieht sofort, da� dieser Ausdruk stets negativ ist. Als n�ahstes wird der Wert des Minimumsf�ur e0 = 0 aus der Kugeldarstellung umgerehnet in:Min = 12p5�2 � 20�+ 21 0BB� 3�� 53� ��� 13�� 7 1CCADieser Ausdruk wird sp�ater noh zur Berehnung von Min ben�otigt.Bleibt noh der Fall � > 3 zu betrahten. In diesem Fall hat man:h;Mini= �23p3(7�2 � 27�+ 27)Auh dieser Ausdruk ist wieder negativ. Daher berehnen wir auh hier das Minimum f�ur e0 = 0aus der Kugeldarstellung:Min = 1p6(7�2� 27�+ 27) 0BB� 5�� 90�4�� 9 1CCASomit lassen sih f�ur das Minimierungsproblem alle Rihtungsvektoren bestimmen und wirk�onnen uns nun dem Maximierungsproblem zuwenden. Wie sih zeigen wird, ist dieses umeiniges einfaher zu handhaben.Auh hier ist nat�urlih wieder eine Falluntersheidung nah � durhzuf�uhren. Jedoh sind dabeinur die beiden F�alle � 2 ( 0; 52 ℄ und � 2 [ 52 ;1 ) zu untersheiden.Sei zun�ahst � 2 ( 0; 52 ℄. Dann ist das Maximum gegeben durh:Max = 1p2 0BB� �1001 1CCA



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 36Dies liefert weiter: h;Maxi= 12�2�+ (12� 8�)� = 6� 3�Somit erh�alt man f�ur � 2 [ 2; 52 ℄: Max = (�1; 0; 0; 0; 0)TIm Fall � 2 [ 0; 2 ) ist Max gegeben durh den Ausdruk:Max = 1p2 + (6� 3�)2 0BBBBB� �p21p2(3�� 6)001p2(6� 3�) 1CCCCCABleibt noh � 2 [ 52 ;1 ) zu betrahten. Allerdings hat hier wiederum Max in der letzten Kom-ponente den Wert Null und Max ergibt sih aus dem Wert von S = 3 durh Anf�ugen einerNullkomponente.Somit sind alle F�alle f�ur S = 4 abgehandelt und es ergibt sih letztendlih folgende Tabelle:� ( 0; 1 ℄ ( 1; 53 ℄Min �1; 0; 0; 0; 0�T 1p2+(1��)2�p2; 1��p2 ; ��1p2 ; 0; 0�TMax 1p2+(6�3�)2��p2; 3��6p2 ; 0; 0; 6�3�p2 �T 1p2+(6�3�)2�� p2; 3��6p2 ; 0; 0; 6�3�p2 �T� ( 53 ; 2 ) [ 2; 73 ℄Min 1q2�2�6�+ 173 �1; 4�3�3 ; 13 ; 3��53 ; 0�T 1q2�2�6�+ 173 �1; 4�3�3 ; 13 ; 3��53 ; 0�TMax 1p2+(6�3�)2��p2; 3��6p2 ; 0; 0; 6�3�p2 �T �� 1; 0; 0; 0; 0�T



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 37� [ 73 ; 3 ℄ [ 3;1 )Min 12p5�2�20�+22�2; 5� 3�; 3� �; �� 1; 3�� 7�T 1p42�2�162�+171�3; 9� 5�; 0; �; 4�� 9�TMax �� 1; 0; 0; 0; 0�T �� 1; 0; 0; 0; 0�TAn dieser Tabelle ist erneut eine �Ahnlihkeit von Minimum f�ur � < 1 und Maximum f�ur � > 2festzustellen. Hierbei ist lediglih das Vorzeihen der ersten Komponente vertausht. WeitereErgebnisse sind im Vergleih in Kapitel 2.3.3 dargestellt.2.3.2 Simulation der Verteilung des Tests mittels Kegelapproximation unterder lokalen AlternativeIn Kapitel 2.1.2 wurde bereits gezeigt, da� der Test mittels Kegelapproximationen die folgendeVerteilung unter der lokalen Alternative besitzt:Tn1 D�! k�D(Z + �jV )� �D(Z + �jCq)k2Dwo � = (	S)0(�;1;0;:::;0)� h0h �Diesen Ausdruk gilt es nun f�ur die im vorangehenden Abshnitt bestimmten Extremalrih-tungen zu berehnen. Da es sih bei den zu projizierenden Vektoren niht mehr um zentrierteNormalverteilungen handelt, kann der Algorithmus, der im Fall der Hypothese verwendet wor-den ist, niht ohne weiteres �ubernommen werden.Jedoh kann obiger Ausdruk analog zum Hypothesenfall wie folgt umgewandelt werden:k�D(Z + �jV )� �D(Z + �jCq)k2D == kT�1�T�TDT�1(TZ + T�jTV )� T�1�T�TDT�1(TZ + T�jTCq)k2D == k� ~D( ~Z + T�j ~V )� � ~D( ~Z + T�j ~C)k2~D (2.22)wo T := (id(S+1)�(S+1); 0)~Z := TZ � NS+1(0; ~D�1)~D := T�TDT�1~C := TCq = C(�1; : : : ; �S)� ~D�i die Spalten von N := ~D�1A�TN



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 38Die hierin vorkommenden Matrizen A und N sind wie folgt de�niert:N := 0BBBBB� 0 01 01... diag(�1; : : : ;�1)(S�1)�(S�1)1 1CCCCCA 2 R(S+1)�SA := 0BBBBBBBBBB� �e�� 0 � � � 0e���( 1� � 1) �e�� . . . 0e�� �22! ( 2� � 1) �2e�� . . . 0e�� �33! ( 3� � 1) �32! e�� . . . . . . 0... ... . . . . . . . . . 0e�� �SS! (S� � 1) �S(S�1)!e�� �S�1(S�2)!e�� : : : �e�� 1CCCCCCCCCCA 2 R(S+1)�(S+1)Als n�ahstes soll nun versuht werden, die Di�erenz in diesem Ausdruk zu einem Term zusam-menzufassen. Dazu wird eine Aussage �uber die Linearit�at bei Kegelprojektionen unter gewissenVoraussetzungen ben�otigt. Um dies zu zeigen, wird zuerst der folgende Satz ben�otigt:Satz 2.8 Sei C ein beliebiger Kegel und V � C ein beliebiger Vektorraum. Dann gilt:Falls y 2 V ?, dann ist �(yjC) 2 V ?Beweis:Wenn v 2 V , dann ist aufgrund der De�nition eines Vektorraums auh �v 2 V . Somit liegenbeide Vektoren auh in C, und es gilt:0 � hv � �(yjC); y� �(yjC)i= hv; y � �(yjC)i � h�(yjC); y� �(yjC)i== hv; y� �(yjC)i � h�(yjC); �(yjC�)i| {z }=0, da ? (vgl. [Bu01℄)0 � h�v � �(yjC); y� �(yjC)i= h�v; y � �(yjC)i � h�(yjC); y� �(yjC)i== h�v; y � �(yjC)i � h�(yjC); �(yjC�)i| {z }=0, da ? (vgl. [Bu01℄)Somit gilt: 0 = hv; y � �(yjC)i= hv; yi| {z }=0 �hv; �(yjC)iSomit ist �(yjC) senkreht zu allen Vektoren v 2 V und es gilt die Behauptung. 2Mit Hilfe dieses Satzes kann nun der Satz, der Aufshlu� �uber die Linearit�at bei Kegelprojek-tionen gibt, bewiesen werden.



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 39Satz 2.9 Sei V � C ein Vektorraum. Dann gilt:�(xjC) = �(�(xjV )jC) + �(�(X jV?)jC)Beweis:Um den Satz zu beweisen, mu� gezeigt werden, da�:h� �(�(xjV )jC)� �(�(X jV?)jC); x� �(�(xjV )jC)� �(�(X jV?)jC)i � 0 8 2 CDazu formulieren wir den Ausdruk um und erhalten:h� �(�(xjV )jC)� �(�(X jV?)jC); x� �(�(xjV )jC)| {z }=�(xjV )| {z }=�(xjV?) ��(�(X jV?)jC)i == h; �(xjV?)� �(�(X jV?)jC)i � h�(�(xjV )jC)� �(�(X jV?)jC); �(xjV?)� �(�(X jV?)jC)| {z }=�(�(xjV ?)jC�) i| {z }=0 == h; �(xjV?)� �(�(X jV?)jC)i � h�(�(X jV?)jC); �(�(X jV?)jC�)| {z }=�(XjV?)��(�(XjV?)jC)i| {z }=0= h� �(�(X jV?)jC); �(xjV?)� �(�(X jV?)jC)i == h� �(pjC); p� �(pjC)i wo p := �(X jV?)Bei dem letzten Ausdruk der obigen Umformulierungen handelt es sih genau um die Bedingung(NSC), so da� dieser Ausdruk kleiner gleih Null sein mu� und der Satz bewiesen ist. 2Nun kann die Gleihung (2.22) weiter umgeformt werden. Mit der De�nition~X := ~Z + ~� := ~Z + T�gilt: k� ~D( ~Z + T�j ~V )� � ~D( ~Z + T�j ~C)k2~D == k� ~D( ~Xj ~V )� � ~D( ~Xj ~C)k2~D == k� ~D(� ~D( ~Xj ~V ) + � ~D( ~Xj ~V ?)j ~V )� � ~D(� ~D( ~Xj ~V ) + � ~D( ~Xj ~V ?)j ~C)k2~D == k � ~D(� ~D( ~Xj ~V )j ~V )| {z }=� ~D( ~Xj~V ) + � ~D(� ~D( ~Xj ~V ?)j ~V )| {z }=0 � � ~D(� ~D( ~Xj ~V )j ~C)| {z }=� ~D( ~Xj~V ) �� ~D(� ~D( ~Xj ~V ?)j ~C)k2~D == k� ~D(� ~D( ~Xj ~V ?)j ~C)k2~DZur weiteren Rehnung wird die Matrix Q eingef�uhrt, die wie folgt de�niert ist:Q := NTA�1 ~D�1A�TN



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 40Um den vorangehenden Ausdruk nun weiter vereinfahen zu k�onnen, wird die Umkehrabbil-dung der durh die Matrix N erzeugten Abbildung ben�otigt. Da die Matrix N niht quadratishist, kann dies niht einfah mittels der Inversen geshehen. Betrahtet man jedoh die durh Nerzeugte Abbildung genauer, so sieht man, da�, obwohl die Abbildung von RS nah RS+1 geht,keine Dimensions�anderung vorliegt, da die Bildmenge von N nur ein S-dimensionaler Teilraumdes RS+1 ist. Somit kann aufgrund der speziellen Struktur der Matrix N eine eineindeutige Um-kehrabbildung de�niert werden. Diese sei mit N�1 bezeihnet, wodurh sih der oben berehneteAusdruk weiter umformen l�a�t.� ~D�� ~D( ~Xj ~V ?)���� ~C�2~D == �A�TN �Q �Q �Q�1NTA�1�(NTA�1)�1 �Q �Q�1NTA�1� ~D( ~Xj ~V ?)����(NTA�1)�1 �Q �Q�1NTA�1 ~C�2~D == �Q�Q�1NTA�1� ~D( ~Xj ~V ?)����QNTA�1 ~C| {z }=:C �2Q == �Q�Q�1NTA�1( ~X � Ae0(eT0ATAe0)�1eT0AT ~D ~X����C�2Q == �Q�Q�1NTA�1 ~X � Q�1NT A�1A| {z }=I e0| {z }=0 (eT0ATAe0)�1eT0AT ~D ~X����C�2Q == �Q�Q�1NTA�1 ~X����C�2Q == k�Q(XjC)k2Q = �Q(XjC)T �Q � �Q(XjC) = (X � �Q(XjC�Q))T �Q � �Q(XjC) == XT �Q � �Q(XjC)wo X := Q�1NTA�1 ~X = Z + Q�1NTA�1T�Z := Q�1NTA�1 ~ZF�ur den Kegel C gilt:C = Q�1NTA�1A � fx 2 RS+1 : NTx � 0g = Q�1NT � fx 2 RS+1 : NTx � 0g == Q�1 � fx 2 RS : x � 0g = fx 2 RS : I �Q � x � 0g) C = C(e1; : : : ; es)�QDabei bezeihne C� den dualen Kegel von C. Dieser besteht aus allen Vektoren, die zwishensih selbst mit allen Vektoren aus C einen stumpfen Winkel besitzen, d.h. es gilt:C� := fx 2 V : hx; i � 0 8 2 CgDie Matrix Q hinter dem Stern bedeutet, wie bereits shon zuvor erw�ahnt, da� das innereProdukt bez�uglih der Matrix Q zu bilden ist.



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 41Bleibt also noh die Projektion von X auf den Kegel C zu bestimmen. Dazu wird mittelsdes Algorithmus von [Bu01℄ die Indexmenge I bestimmt, die angibt, wo der Vektor relativ zumKegel liegt. Dies bedeutet, da� man jenes I ben�otigt, welhes die nahfolgende Bedingung erf�ullt(dabei bezeihne EI die RS�#I-Matrix mit den Spalten ei(i 2 I), wo ei den i-ten Einheitsvektorbezeihnet). X 2 C(eiji 2 I)� �linfei : i 2 Ig?Q \ C�Q(eiji 2 ICg�, �Q(Xjlinfei; i 2 Ig 2 C(eiji 2 I)^ �Q(Xjlinfei; i 2 Ig?Q 2 C�Q(eiji 2 IC), (ETI QEI)�1ETI Q �X � 0^ ETICQ � (X � EI(ETI QEI)�1ETI Q �X) � 0Somit erh�alt man denselben Ausdruk wie in [Bu01℄, lediglih der Vektor Z mu� durh denVektor X ersetzt werden. Um nun die Projektion berehnen zu k�onnen, mu� nur noh diefolgende Gleihung angewendet werden:�Q(XjC) = �Q(Xjlinfei; i 2 Ig?Q) = X � EI(ETI QEI)�1ETI Q �XDiese erste Gleihheit ist dabei eine Folgerung, die man aus der Indexmenge I gewinnt. Da manmittels I wei�, woX relativ zum Kegel liegt, kann man die Kegelprojektion durh eine Projektionauf einen linearen Teilraum ersetzen. Somit erh�alt man, wenn man alle Shritte zusammenfa�t,die folgende Gleihung:k�D(Z + �jV )� �D(Z + �jCq)k2D = XT (Q�QEI(ETI QEI)�1ETI Q)X2.3.3 Vergleih der beiden TestsIn diesem Abshnitt sollen nun die Ergebnisse des Vergleihs zusammengefa�t werden. Wie shonin den vorangehenden Abshnitten erl�autert, wurde dabei wie folgt vorgegangen:Zu den in Kapitel 2.3.1 bestimmten Rihtungen wurde der Fehler 2. Art bestimmt. Dazu ver-wendete man die Grenzverteilung der lokalen Alternative, die sih f�ur n ! 1 ergab. Somiterhielt man f�ur den Fall des Dispersionstests den maximalen und den minimalen Fehler 2. Art,je nahdem aus welher Rihtung man sih der Hypothese n�ahert. Dann wurde der Fehler 2. Artf�ur den Test mittels Kegelapproximationen bestimmt. In diesem Fall waren dies zwar niht mehrdie Maxima bzw. Minima, jedoh konnte auf diesem Wege immerhin ein Vergleih erzielt werden.In nahfolgenden Tabellen sind die Ergebnisse zusammengefa�t. Dabei wurde die Rehnung f�urdie F�alle S = 3 und S = 4 durhgef�uhrt, untershieden nah dem 95% und 99% Quantil. DieAuswertung geshah an den folgenden Werten: � 2 f12 ; 34 ; 1; 32 ; 2; 3gIn der Tabelle bedeuten leere Felder, da� der Fehler 2. Art den Wert 99,99% �ubersteigt. Desweiteren steht �Max f�ur den minimalen Fehler 2. Art (da er sih aus dem Maximum der Rih-tungsableitung ergibt), �Min f�ur den maximalen Fehler 2. Art. In den Zeilen �Max bzw. �Minstehen die dazugeh�origen Fehler 2. Art des Tests mittels Kegelapproximationen (diese sind aber,



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 42wie oben beshrieben, niht die Extremwerte). Die Ergebnisse f�ur den Test mittels Kegelapproxi-mationen beruhen auf dem Simulationsalgorithmus, der im Anhang zu �nden ist. Dabei wurden100.000 Simulationen gerehnet.Betrahtet man sih die Ergebnisse genauer, so sieht man, da� der Test mittels Kegelapproxi-mationen in den meisten F�allen besser abshneidet. So ist der Dispersionstest nur in den F�allenbesser, in denen h0 beliebig gew�ahlt wurde und gleihzeitig � sehr gro� ist, und dann auh nurim sharf trennenden Fall. In den anderen F�allen zeigt jedoh der Test mittels Kegelapproxima-tionen ein besseres Ergebnis. Gerade im sharf trennenden Fall ist dies jedoh erstaunlih, da essih beim Dispersionstest um ein Extremum handelt, der Kegelapproximationstest jedoh nohniht zwingend seinen besten Wert erreiht. Im Falle der lokalen Alternativen, bei denen mansih aus Rihtungen n�ahert, die den (f�ur den Dispersionstest) am shw�ahsten trennenden Testliefern, ist in allen beobahteten F�allen der Kegelapproximationstest besser. Allerdings bleibthier die Frage, ob es shon der shlehteste Fall f�ur diesen Test ist, oder ob es noh Rihtungengibt, die noh shw�ahere Ergebnisse liefern.Bemerkenswert ist noh das gegenl�au�ge Verhalten im shwah trennenden Fall. Hier steigt derFehler 2. Art beim Dispersionstest mit wahsendem �, w�ahrend er beim Kegelapproximations-test f�allt. Im shwah trennenden Fall hingegen ist bei beiden Tests ein Wahsen des Fehlers2. Art mit wahsendem � festzustellen.Betrahtet man noh die Aussagen, die bereits weiter zuvor in diesem Kapitel gezeigt wurden,so hat man dort gesehen, da� das Minimum bei kleinen �-Werten f�ur solhe Rihtungen ange-nommen wird, bei denen sih die Masse auf die ersten Komponenten konzentriert. F�ur � � 1konnte sogar gezeigt werden, da� die gesamte Masse der Rihtung, aus der man sih n�ahert,auf die ersten beiden Komponenten konzentriert ist. Betrahtet man sih nun die nahfolgendenTabellen, so erkennt man, da� in diesen F�allen der Test mittels Kegelapproximation (oft sogarweit) �uberlegen ist.An dieser Stelle sei noh auf ein Ergebnis aus [Po66℄ hingewiesen. Darin wird gezeigt, da� derDispersionstest unter allen Tests ohne (lokalen) Bias gegen die Alternative einer Negativen Bi-nomialverteilung der lokal beste Test ist. Dies spielt f�ur unseren Fall insofern eine Rolle, dadie Negative Binomialverteilung und die zusammengesetzte Poisson-Verteilung eine identisheVerteilung liefern, falls folgende Bedingungen erf�ullt sind:� = �r log(q)pk = r(1� q)k�kDabei stehen r und q f�ur die Parameter der Negativen Binomialverteilung NB(r,q), die Para-meter � und pk seien wie gewohnt die Parameter der zusammengesetzten Poisson-Verteilung.Diese Aussage l�a�t sih durh KoeÆzientenvergleih der erzeugenden Funktionen beweisen. Dieselautet f�ur die Negative Binomialverteilung:g1(t) = � q1� (1� q)t�rF�ur die zusammengesetzte Poisson-Verteilung ergibt sih:g2(t) = exp��( 1Xk=1 pktk � 1)�



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 43Diese beiden Ausdr�uke setzt man nun noh gleih und erh�alt:g1(t) != g2(t)� q1� (1� q)t�r = exp��( 1Xk=1 pktk � 1)�r log(q)� r log(1� (1� q)t) = �( 1Xk=1 pktk � 1)r log(q) + r 1Xk=1 (1� q)kk tk = ��+ � 1Xk=1 pktkDer oben bereits angesprohene KoeÆzientenvergleih liefert sodann das bereits genannte Er-gebnis. In der Rehung wurde dabei der Logarithmus in eine Potenzreihe umgewandelt. Dies giltaber nur f�ur den Fall � 11�q � t � 11�q . Allerdings stellt dies kein Problem dar, da sowieso nurWerte von t nahe der Null von Interesse sind. Ist also eine solhe Darstellung m�oglih, ist derDispersionstest auh dem Test mittels Kegelapproximationen �uberlegen.



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 4495%-QuantilS = 3; h0 beliebig� 0,5 0,75 1 1,5 2 3�Max 21,1% 33,9% 46,5% 59,1% 59,1% 59,1%�Max 12,3% 28,5% 50,4% 90,1% 89,9% 89,6%�Min 99,9% 99,9% 99,9% 99,9% 99,97%�Min 91,4% 90,9% 90,5% 85,6% 70,2% 66,1%S = 3; h0 = 0 � 0,5 0,75 1 1,5 2 3�Max 36,1% 55,8% 74,0% 95,0% 99,6%�Max 3,8% 8,7% 14,5% 28,1% 74,8% 78,9%�Min 87,4% 91,9% 95,0% 98,4% 99,7%�Min 73,8% 72,7% 72,2% 73,0% 52,1% 62,6%S = 4; h0 beliebig� 0,5 0,75 1 1,5 2 3�Max 0,1% 0,9% 4,8% 33,9% 59,1% 59,1%�Max 0% 0% 0% 1,3% 83,4% 83,4%�Min 99,9% 99,9% 99,9% 99,9% 99,97%�Min 85,3% 84,4% 83,9% 78,1% 53,2% 17,6%S = 4; h0 = 0 � 0,5 0,75 1 1,5 2 3�Max 0,2% 1,8% 7,8% 55,8% 95,0%�Max 0% 0% 0% 0,1% 0,6% 64,4%�Min 87,4% 91,9% 95,0% 98,4% 99,7%�Min 67,1% 69,8% 63,4% 62,5% 30,4% 13,6%



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 4599%-QuantilS = 3; h0 beliebig� 0,5 0,75 1 1,5 2 3�Max 45,6% 60,4% 72,3% 81,9% 81,9% 81,9%�Max 40,0% 55,1% 76,6% 97,8% 97,7% 97,6%�Min�Min 98,2% 98,1% 97,4% 96,4% 89,4% 87,4%S = 3; h0 = 0 � 0,5 0,75 1 1,5 2 3�Max 62,7% 79,6% 90,7% 99% 99,6%�Max 13,7% 25,2% 36,0% 54,9% 91,8% 93,6%�Min 96,5% 98,1% 99% 99,8% 99,98%�Min 91,1% 90,6% 90,4% 90,8% 78,3% 85,4%S = 4; h0 beliebig� 0,5 0,75 1 1,5 2 3�Max 0,8% 4,7% 16,1% 60,4% 81,9% 81,9%�Max 0% 0% 0% 6,20% 95,7% 95,6%�Min�Min 96,5% 96,1% 95,9% 93,7% 80,0% 43,0%S = 4; h0 = 0 � 0,5 0,75 1 1,5 2 3�Max 1,5% 7,7% 25,0% 79,5% 99,0%�Max 0% 0% 0% 3,7% 95,7% 87,2%�Min 96,5% 98,1% 99% 99,8% 99,98%�Min 87,8% 86,6% 86,0% 85,7% 59,1% 36,3%



Kapitel 3Test des Algorithmus zurBestimmung der Kappa-WerteDieses Kapitel befa�t sih nun mit dem Algorithmus zur Bestimmung der Kappa-Werte aus[Bu01℄. Dabei kommt es im Wesentlihen auf zwei Punkte an: Zuerst soll festgestellt werden,ob die Simulation bei einer gewissen Anzahl von Simulationen auh die rihtigen Kappa-Werteliefert. Dazu werden die genauen Kappa-Werte berehnet und zusammen mit den simulierten inein gemeinsames Diagramm geplottet. Da zur Berehnung der Kappa-Werte jedoh die Wahr-sheinlihkeiten einer S-dimensionalen Normalverteilung bestimmt werden m�ussen, werden dieKappa-Werte nur f�ur S=2, S=3 und S=4 berehnet. Als zweites gilt es zu �uberpr�ufen, ob derAlgorithmus auh f�ur extreme Lambdabereihe und f�ur gro�eWerte von S noh sinnvoll arbeitet.Dazu mu� unter anderem festgestellt werden, ob das heuristishe Verfahren zur Bestimmung derIndexmenge I endlih ist und inwiefern sih numerishe Instabilit�aten ergeben.3.1 Vergleih der Simulation gegen die exakten Werte3.1.1 Berehnung der Kappa-Werte f�ur S=2Im Fall S=2 m�ussen die Werte von �0; �1 und �2 berehnet werden. Nah [Bu01℄ handelt es sihdabei um die KoeÆzienten der folgenden zu den Kappa-Werten geh�orenden Kegel:�2 : C(e1; e2)�1 : C(e1)� �fe1g?Q \ C� �Q(e2)� ; C(e2)� �fe2g?Q \ C� �Q(e1)��0 : C� �Q(e1; e2)Da die Kegel f�ur alle Werte von S, und somit auh hier, den gesamten Raum aufspannen, giltnat�urlih: SXi=0 �i = 1Daher gen�ugt es hier, zwei der drei Kappa-Werte zu berehnen, da sih der dritte aus der obigenGleihung berehnen l�a�t. 46



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 47Betrahten wir als erstes �1. Dabei ergibt sih nah [Bu01℄, da� �1 = 1=2 gilt.Die Berehnung von �2 ist shon etwas aufwendiger, aber auh hier sei auf obige Quelle verwiesen.Letztendlih ergibt sih:�2 = 12� aros� �Q1;2�Q1;1 �Q2;2� = 12� aros(��1;2) = 12� aros�z(�)n(�)�wobeiz(�) := 14�e�(2 + �)n2(�) := 116e2��4 + 14e2��3 + 14e2��2 + 14e2��� 12e2� ++12 e2�� � 14e� + 12 e2��2 � e�� � 12 e��2und �12 der zu der Zufallsvariable �Z geh�orende KorrelationskoeÆzient istF�ur �0 gilt: �0 = 1� �1 � �2.Somit k�onnen nun die tats�ahlihen Kappawerte bestimmt und mit den simulierten Ergebnissenverglihen werden. F�ur diese Arbeit wird dazu f�ur � der Bereih von (0; 2), (0; 5) und (0; 10)betrahtet. Dabei wird das jeweilige Intervall gleihm�a�ig zerlegt und an jeweils 100 St�utzstel-len werden die Kappawerte bestimmt. Die Simulation arbeitet mit 100000 Simulationen. DasErgebnis sieht man in Abbildung 3.1 auf der n�ahsten Seite.3.1.2 Berehnung der Kappa-Werte f�ur S=3Dieser Fall erfordert shon etwas mehr Berehnungen, denn aufgrund der Dimensionserh�ohungvergr�o�ert sih sowohl die Anzahl der Kappa-Werte als auh die Anzahl der Kegel. Dar�uberhin-aus mu� hier auh mit einer dreidimensionalen Normalverteilung gerehnet werden. An die-ser Stelle wird etwas genauer in die Berehnung eingegangen, da in dem Buh von [Bu01℄haupts�ahlih die Theorie bearbeitet wurde, hier aber auh die Umsetzung in den Algorith-mus behandelt wird.Zu Beginn betrahten wir erneut die zu den �i geh�orenden Kegel:�3 : C(e1; e2; e3)�2 : C(ek; el)� �linfek ; elg? �Q \ C� �Q(em)� ; fk; l;mg= f1; 2; 3g�1 : C(ek)� �linfekg? �Q \ C� �Q(el; em)� ; fk; l;mg= f1; 2; 3g�0 : C� �Q(e1; e2; e3)Betrahten wir zun�ahst �3. Dazu mu� die Wahrsheinlihkeit P � �Z 2 C(e1; e2; e3)� = P � �Z � 0�berehnet werden. Dies geshieht mittels der Fl�ahenberehnung eines sph�arishen Dreieks aufder Einheitskugel im R3 relativ zur Gesamtober�ahe der Einheitskugel. Damit ergibt sih f�ur�3 folgende Formel:�3 = 14� � 12 Xfk;l;mg aros0� �Ql;m �Qk;k � �Qk;l �Qk;mq( �Qk;k �Qm;m � �Q2k;m)( �Qk;k �Ql;l � �Q2k;l)1A =
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Abbildung 3.1: Vergleih der Simulation mit den berehneten Werten f�ur S=2



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 49= aros(��1;2) + aros(��1;3) + aros(��2;3)� �4�Bei der zweiten Formel handelt es sih um die Berehnung nah [Pl54℄, auf deren Herleitungnoh genauer im n�ahsten Abshnitt eingegangen wird. In der Formel stehen �1;2, �1;3 und �2;3f�ur die KorrelationskoeÆzienten der Zufallsvariable �Z.Als n�ahstes soll nun �2 berehnet werden. Sei hierzu k = 1; l = 2 und m = 3. Die anderen F�allelassen sih analog berehnen. Somit ist folgende Wahrsheinlihkeit zu bestimmen:P � �Z 2 C(e1; e2)� �linfe1; e2g? �Q \ C� �Q(e3)��Aufgrund der direkten Summe und der Unabh�angigkeit der zugrundeliegenden Normalverteilungl�a�t sih die Wahrsheinlihkeit zerlegen in das folgende Produkt:P �� �Q( �Zjlinfe1; e2g) 2 C(e1; e2)�� P �� �Q( �Zjlinfe1; e2g)? �Q 2 C� �Q(e3)�Beim zweiten Faktor wird �Z auf das orthogonale Komplement einer zweidimensionalen Fl�aheprojiziert und ist damit eine eindimensionale zentrierte Normalverteilung. Somit gilt:P �� �Q( �Zjlinfe1; e2g)? �Q 2 C� �Q(e3)� = 12F�ur den ersten Faktor soll die weitere Berehnung �uber einen Satz f�ur den allgemeinen Fallberehnet werden:Satz 3.1 Unter den Bezeihnungen dieses Kapitels gilt:P �� �Q( �Zjlinfei; i 2 Ig) � 0� = P (Y � 0)wobei Y � N#I(0; (Q�)�1) und Q� = 0B� �Qi1;i1 � � � �Qi1;i#I... ...�Qi#I ;i1 � � � �Qi#I ;i#I 1CA.Beweis:Aufgrund der Projektion gilt:P �� �Q( �Zjlinfei; i 2 Ig) � 0� = P �EI(ETI �QEI)�1ETI �Q �Z � 0� == P � �Y � 0� mit �Y := EI(ETI �QEI)�1ETI �Q �ZAufgrund der Projektion auf die lineare H�ulle von (ei; i 2 I) sind die Komponenten von �Y ,auf die niht projiziert wird, gleih Null und die Zufallsvariable �Y ist in diesen Komponentenentartet, d.h. es gilt: �Y = 0B� �Y1...�YS 1CA mit �Yi = 0 falls i 62 I:Fa�t man nun die Komponenten, die niht Null sind, zu einer neuen Zufallsvariablen Y zusam-men, so gilt (da die Nullkomponenten nat�urlih auh die Bedingung gr�o�er gleih Null erf�ullen):P �� �Q( �Zjlinfei; i 2 Ig) � 0� = P � �Y � 0� = P (Y � 0)mit Y := �(EI(ETI �QEI)�1ETI �Q �Z)i� (i 2 I)



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 50Dabei handelt es sih bei Y um eine #I-dimensionale Normalverteilung, von der noh die Ko-varianzmatrix bestimmt werden mu�. Berehnen wir zuerst die Kovarianzmatrix von �Y :E[ �Y �Y T ℄ = EI(ETI �QEI)�1ETI �Q �E[ �Z �ZT ℄| {z }= �Q�1 � �QT|{z}= �Q| {z }=I EI| {z }=ETI �QEI (ETI �QEI)�T| {z }=(ETI �QEI)�1| {z }=I ETI == EI(ETI �QEI)�1ETISei I = fi1; : : : ; i#Ig, so gilt aufgrund der Matrixmultiplikation:ETI �QEI = 0B� �Qi1;i1 � � � �Qi1 ;i#I... ...�Qi#I ;i1 � � � �Qi#I ;i#I 1CA =: ~QDa E[ �Y �Y T ℄ = EI(ETI �QEI)�1ETI = EI( ~Q)�1ETI gilt, folgt aufgrund der speziellen Matrixstruk-tur von EI :� Falls k; l 62 I : E[ �Y �Y T ℄k;l = 0Falls k; l 2 I ) 9 p; q : ip = k; iq = l und (E[ �Y �Y T ℄)k;l = (E[ �Y �Y T ℄)ip;iq = ( ~Q�1)p;q) (Q?) = [E(Y Y T )℄�1 = [( ~Q�1)℄�1 = ~Q = 0B� �Qi1;i1 � � � �Qi1;i#I... ...�Qi#I ;i1 � � � �Qi#I ;i#I 1CA 2Wendet man diesen Satz nun auf dieses konkrete Problem an, so ergibt sih:P �� �Q( �Zjlinfe1; e2g) � 0� = P (Y � 0)mit Y � N2(0; (Q�)�1) wobei Q� := � �Q1;1 �Q1;2�Q1;2 �Q1;2 �Setzt man nun wieder die Formel f�ur die zweidimensionale Normalverteilung an, so ergibt sih:P �� �Q( �Zjlinfe1; e2g) � 0� = P (Y � 0) = 12� aros0� �Q1;2q �Q1;1 �Q2;21AAlles zusammen liefert:P � �Z 2 C(e1; e2)� �linfe1; e2g? �Q \ C� �Q(e3)�� = P (Y � 0) = 12� aros0� �Q1;2q �Q1;1 �Q2;21A� 12



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 51Da sih �2 aus 3 disjunkten Kegeln (den Permutationen der Menge f1; 2; 3g unter Beahtung derTatsahe, da� je zwei dieser 6 Kegel identish sind) zusammensetzt, ergibt sih �2 als Summevon 3 Wahrsheinlihkeiten:�2 = 14� 0�aros0� �Q1;2q �Q1;1 �Q2;21A+ aros0� �Q2;3q �Q2;2 �Q3;31A+ aros0� �Q1;3q �Q3;3 �Q1;11A1ABleibt noh �1 zu berehnen. Hier gilt (wiederum nur f�ur den Fall k = 1, l = 2 und m = 3vorgerehnet, der Rest ergibt sih analog):P � �Z 2 C(e1)� �linfe1g? �Q \ C� �Q(e2; e3)�� == P �� �Q( �Zjlinfe1g) 2 C(e1)�� P �� �Q( �Zjlinfe1g)? �Q 2 C� �Q(e2; e3)�Der erste Faktor gleiht von der Berehnung her einem Fall, der bereits zuvor berehnet wurde.Erneut wird �Z auf eine eindimensionale Gerade projiziert und somit ist die Wahrsheinlihkeit,da� die so entstehende Zufallsvariable positiv ist, gleih 12 .Der zweite Faktor bedarf shon einer genaueren Betrahtung. Es gilt jedoh:� �Q( �Zjlinfe1g)? �Q 2 C� �Q(e2; e3), Y := ETf2;3g �Q �e1(eT1 �Qe1)�1eT1 �Q �Z � �Z� � 0Dazu wird die Kovarianzmatrix von Y ben�otigt. Es kann leiht nahgerehnet werden, da� siefolgende Struktur besitzt:E[Y Y T ℄ = ETf2;3g �QEf2;3g� 1ke1k2�QETf2;3g �Qe1eT1 �QEf2;3gDa man f�ur die Formel im zweidimensionalen Fall die Inverse der Kovarianzmatrix ben�otigt,mu� diese auh noh berehnet werden. Die Berehnung der Inversen wurde mittels MAPLEdurhgef�uhrt. Dabei sei  eine von der Matrix �Q abh�angige Konstante:(E[Y Y T ℄)�1 =  �� �Q3;3 �Q1;1 � �Q21;3 �Q1;2 �Q1;3 � �Q2;3 �Q1;1�Q1;2 �Q1;3 � �Q2;3 �Q1;1 �Q2;2 �Q1;1 � �Q21;2 �| {z }:= ~QDamit ergibt sih:P �� �Q( �Zjlinfe1g)? �Q 2 C� �Q(e2; e3)� = P (Y � 0) = 12� aros0�  ~Q1;2q ~Q1;1 ~Q2;21A == 12� aros0� �Q1;2 �Q1;3 � �Q2;3 �Q1;1q( �Q3;3 �Q1;1 � �Q21;3) � ( �Q2;2 �Q1;1 � �Q21;2)1A�1 ergibt sih auh diesmal wieder als Summe der Wahrsheinlihkeiten der disjunkten Kegel.Dazu mu� die obige Rehnung noh f�ur fk = 2; l = 3; m = 1g und fk = 3; l = 1; m = 2g analog



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 52durhgef�uhrt werden, so da� sih letztendlih folgender Ausdruk f�ur �2 ergibt:�2 = 14� aros0� �Q1;2 �Q1;3 � �Q2;3 �Q1;1q( �Q3;3 �Q1;1 � �Q21;3) � ( �Q2;2 �Q1;1 � �Q21;2)1A++ 14� aros0� �Q2;3 �Q2;1 � �Q3;1 �Q2;2q( �Q1;1 �Q2;2 � �Q22;1) � ( �Q3;3 �Q2;2 � �Q22;3)1A++ 14� aros0� �Q3;1 �Q3;2 � �Q1;2 �Q3;3q( �Q2;2 �Q3;3 � �Q23;2) � ( �Q1;1 �Q3;3 � �Q23;1)1ABleibt nur noh �0 zu berehnen. Dies jedoh geshieht einfah mittels: �0 = 1� �1 � �2 � �3Auh hier wurden erneut die berehneten Kappawerte mit den Werten aus der Simulation ver-glihen. Die Abbildung 3.2 auf der n�ahsten Seite wurde wiederum mit 100000 Simulationendurhgef�uhrt.3.1.3 Berehnung der Kappa-Werte f�ur S=4Im Fall S=4 gibt es zur Berehnung der Kappa-Werte keine einfahen Formeln mehr, gerade zurBerehnung von �4 bedarf es shon eines enormen Aufwands. Hierbei ist die Wahrsheinlih-keit zu bestimmen, da� eine zentrierte vierdimensionale Normalverteilung gr�o�er gleih Null ist.Hierf�ur gibt es f�ur spezielle Verteilungen in der Literatur einige explizite Formeln. So behandeltCoxeter in [Co35℄ den Fall, da� die Korrelationsmatrix eine Tridiagonalform besitzt (d.h. es gilt:�1;3, �1;4 und �2;4 sind alle Null). Ruben [Ru54℄ hingegen betrahtet eine vierdimensionale Nor-malverteilung, bei der alle KorrelationskoeÆzienten identish sind. Im allgemeinen Fall, der hiervorliegt, mu� dem Weg von Plakett [Pl54℄ gefolgt werden, der auf einer Dimensionsreduktionbasiert. Dabei zeigt sih shon der Rehenaufwand, der f�ur h�ohere Dimensionen zu betreibenist. Dies ist auh der Grund, warum es niht mehr viel Sinn maht, die genauen Kappa-Werteab S=4 zu berehnen.Bevor wir jedoh die einzelnen Kappa-Werte berehnen wollen, betrahten wir zuerst noh diedazugeh�origen Kegel:�4 : C(e1; e2; e3; e4)�3 : C(ek; el; em)� �linfek; el; emg? �Q \ C� �Q(en)� ; fk; l;m; ng= f1; 2; 3; 4g�2 : C(ek; el)� �linfek ; elg? �Q \ C� �Q(em; en)� ; fk; l;m; ng= f1; 2; 3; 4g�1 : C(ek)� �linfekg? �Q \ C� �Q(el; em; en)� ; fk; l;m; ng= f1; 2; 3; 4g�0 : C� �Q(e1; e2; e3; e4)Betrahten wir zuerst �1. Zu berehnen ist dazu folgender Ausdruk:P � �Z 2 C(ek)� �linfekg? �Q \ C� �Q(el; em; en)��Dabei l�a�t sih die Wahrsheinlihkeit erneut aufgrund der Unabh�angigkeit der zugrundeliegen-den Normalverteilung wie folgt zerlegen:P �� �Q( �Zjlinfekg) 2 C(ek)�� P �� �Q( �Zjlinfekg? �Q) 2 C� �Q(el; em; en)�
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Abbildung 3.2: Vergleih der Simulation mit den berehneten Werten f�ur S=3



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 54Hier sei die weitere Rehnung nur an der Permutation fk = 1; l = 2; m = 3; n = 4g vorgef�uhrt.Die anderen F�alle lassen sih genauso berehnen. Dann gilt:P �� �Q( �Zjlinfe1g? �Q 2 C� �Q(e2; e3; e4)� = P 0B�ETf2;3;4g �Q(e1(eT1 �Qe1)�1eT1 �Q� I)| {z }:=Y �Z � 01CA = P � ~Z � 0�mit ~Z := Y �Z und ~Z � N30B�0; (YQ�1Y T )| {z }:=Q3 1CA.Somit hat man das Problem auf eine dreidimensionale Normalverteilung reduziert und kanndie Wahrsheinlihkeit wie im Fall S=3 berehnen. Dazu mu� allerdings zuerst die Matrix Q3berehnet und dann invertiert werden. Um nun �1 berehnen zu k�onnen, ben�otigt man noh denersten Teil des Produkts; dieser betr�agt jedoh erneut genau 12 .Als n�ahstes soll nun �2 berehnet werden. Dazu wird die direkte Summe wie in den Beispielenzuvor zerlegt:P � �Z 2 C(ek; el)� �linfek; elg? �Q \ C� �Q(em; en)�� =P �� �Q( �Zjlinfek ; elg) 2 C(ek; el)�� P �� �Q( �Zjlinfek; elg? �Q) 2 C� �Q(em; en)�Zur Berehnung des ersten Faktors greifen wir erneut auf Satz 3.1 zur�uk. Damit l�a�t sih dieWahrsheinlihkeit umformulieren inP �� �Q( �Zjlinfek ; elg) 2 C(ek; el)� = P ( ~Z � 0) mit ~Z � N2�0;� Qk;k Qk;lQl;k Ql;l ��und es gilt: P �� �Q( �Zjlinfek; elg) 2 C(ek; el)� = 12� aros Qk;lpQk;kQl;l!F�ur den zweiten Faktor setzt man wie shon bei der Berehnung von �1 die Formel f�ur dieProjektion an. Dann gilt:P �� �Q( �Zjlinfek; elg? �Q) 2 C� �Q(em; en)� == P 0BBB�ETfm;ng �Q�Efk;lg(ETfk;lg �QEfk;lg)�1ETfk;lg �Q� I�| {z }:=~Y (k;l) �Z � 01CCCA == P ( ~Y (k; l;m; n) �Z � 0) mit ~Y (k; l;m; n) �Z � N2(0; ~Q(k; l;m; n)�1)und ~Q(k; l;m; n) = � ~Q(k; l;m; n)1;1 ~Q(k; l;m;n)1;2~Q(k; l;m; n)2;1 ~Q(k; l;m;n)2;2 �Die Matrix ~Q erh�alt man dabei durh einfahe Matrixmultiplikation und aus den S�atzen �uberdie Kovarianzmatrix bei Transformationen. Sie hat folgende Gestalt:~Q(k; l;m; n) = Cov( ~Y (k; l;m;n) �Z) = ~Y (k; l;m; n)Cov( �Z) ~Y (k; l;m;n)T= ~Y (k; l;m;n) �Q�1~Y (k; l;m; n)T = 1�Qk;k �Ql;l � �Q2k;l �� A BB D �



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 55wobeiA := �Qk;k �Ql;l �Qm;m � �Qm;m �Q2k;l � �Qk;m �Q2l;l � �Q2l;m �Qk;k + 2 �Ql;m �Qk;l �Qk;mB := �Qm;n �Qk;k �Ql;l � �Qm;n �Q2k;l � �Qk;m �Qk;n �Ql;l � �Q2l;m �Qk;k �Ql;n + �Ql;m �Qk;l �Qk;n + �Qk;l �Qk;m �Ql;nD := �Qk;k �Ql;l �Qn;n � �Qk;k �Q2l;n � �Q2k;n �Ql;l � �Q2n;n �Qk;l + 2 �Ql;n �Qk;l �Qk;nSomit be�ndet man sih erneut im zweidimensionalen Fall und die Wahrsheinlihkeit l�a�t sihwie folgt berehnen:P �� �Q( �Zjlinfek ; elg? �Q) 2 C� �Q(em; en)� = 12� aros0� ~Q1;2q ~Q1;1 ~Q2;21ASomit ergibt sih �2 als Produkt der beiden Faktoren:�2 = 116�2 Xfk;l;m;ng=f1;2;3;4garos� Qk;lQk;kQl;l� aros ~Q(k; l;m;n)1;2~Q(k; l;m;n)1;1 ~Q(k; l;m; n)2;2!Der Vorfaktor entsteht dadurh, da� hier je 4 Permutationen von f1,2,3,4g denselben Kegelliefern und daher nur einmal gez�ahlt werden d�urfen, in obiger Summation aber alle 4 Kegelmit ihren Wahrsheinlihkeiten addiert werden. Somit mu� das Ergebnis am Ende noh durh 4geteilt werden. Zur Berehnung von �3 zerlegen wir die zugrundeliegenden Kegel wieder in dieTeile, die durh die direkte Summe bestimmt werden:P � �Z 2 C(ek; el; em)� �linfek ; el; emg? �Q \ C� �Q(en)�� == P �� �Q( �Zjlinfek ; el; emg) 2 C(ek; el; em)�� P �� �Q( �Zjlinfek ; el; emg? �Q) 2 C� �Q(en)�Der erste Faktor wird mittels Satz 3.1 berehnet:P �� �Q( �Zjlinfek; el; emg) 2 C(ek; el; em)� = P � ~Z � 0�mit ~Z � N3(0; ~Q�1) wobei ~Q = 0� �Qk;k �Qk;l �Qk;m�Qk;l �Ql;l �Ql;m�Qk;m �Ql;m �Qm;m 1ASomit l�a�t sih der erste Faktor als dreidimensionale Normalverteilung leiht berehnen:P �� �Q( �Zjlinfek ; el; emg) 2 C(ek; el; em)� == 18� Xfk;l;mg=f1;2;3garos0� �Ql;m �Qk;k � �Qk;l �Qk;mq( �Qk;k �Qm;m � �Q2k;m) � ( �Qk;k �Ql;l � �Q2k;l)1A� 14Beim zweiten Faktor wird die vierdimensionale Normalverteilung auf das orthogonale Komple-ment eines dreidimensionalen Raums projiziert. Im R4 handelt es sih somit um eine Geradeund die gesuhte Wahrsheinlihkeit betr�agt somit 12 . Alles zusammen liefert:�2 = 12 0� 18� Xfk;l;mg2f1;2;3;4garos0� �Ql;m �Qk;k � �Qk;l �Qk;mq( �Qk;k �Qm;m � �Q2k;m) � ( �Qk;k �Ql;l � �Q2k;l)1A� 11A



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 56Bleibt nur noh �4 = P � �Z 2 C(e1; e2; e3; e4)� = P � �Z � 0� zu berehnen.Wie shon zu Beginn dieses Abshnitts erkl�art, werden wir hierbei dem Weg von Plakett [Pl54℄folgen. Da jedoh einige Ungenauigkeiten in diesem Weg enthalten sind, werde ih an einigenStellen abweihen. Der Grundgedanke bleibt dennoh unver�andert.Es gelten folgende Bezeihnungen: fn(x; 0;�) sei die Dihte einer zentrierten n-dimensionalenNormalverteilung mit Kovarianzmatrix � = 0B� �1;1 � � � �1;n... . . . ...�1;n � � � �n;n 1CA ; Fn(0; 0;�) die zu f geh�oren-de Verteilungsfunktion an der Stelle 0. Au�erdem seien �i;j (1 � i; j � n) die Elemente der Kor-relationsmatrix. Sei weiter X = (X1; X2; : : : ; Xn)T verteilt gem�a� dieser Verteilungsfunktion.F�ur die weitere Rehnung kann o.B.d.A. angenommen werden, da� Var(Xi) = 1 (1 � i � n) ist.Der Ausgangspunkt unserer Rehnungen ist die folgende Gleihung:���i;j f(x; 0;�) = �2�xi�xj f(x; 0;�); (i 6= j) (3.1)Um dies zu beweisen, benutzen wir die folgende Darstellung der Dihte mittels einer Transfor-mation ihrer harakteristishen Funktion:fn(x; 0;�) = (2�)�n Z Z � � �Z exp(�it0x� 12t0�t)dt1dt2 : : : dtnSomit ergeben beide Seiten von (3.1) den Ausdruk�(2�)�n Z Z � � �Z titj exp(�it0x� 12t0�t)dt1dt2 : : :dtnund die Gleihung (3.1) ist bewiesen.Da wir angenommen haben, da� �i;i = 1 (1 � i � n) ist, gilt hier speziell �i;j = �i;j (1 � i; j � n)und somit gilt in diesem Fall auh die Gleihung:���i;j f(x; 0;�) = �2�xi�xj f(x; 0;�); (i 6= j) (3.2)Da sih die Verteilungsfunktion in der FormFn(0; 0;�) = Z 0�1 Z 0�1 Z 0�1 � � �Z 0�1 fn(x; 0;�) nYi=1 dxi (3.3)shreiben l�a�t und man die Integration und Di�erentiation vertaushen darf, gilt auh die fol-gende Gleihung:���n�1;nFn(0; 0;�) (3:3)= Z 0�1 Z 0�1 � � ��Z 0�1 Z 0�1 ���n�1;nfn(x; 0;�)dxn�1dxn� n�2Yi=1 dxi =(3:2)= Z 0�1 Z 0�1 � � �Z 0�1�Z 0�1 Z 0�1 �2�xn�1�xn fn(x; 0;�)dxn�1dxn� n�2Yi=1 dxi == Z 0�1 Z 0�1 � � �Z 0�1 fn(0; 0;x1; : : : ;xn�2; 0;�) n�2Yi=1 dxi (3.4)



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 57Um dies in eine f�ur die sp�atere Rehnung bessere Form zu bringen, benutzen wir hier die Dar-stellung mittels der bedingten Dihte. Dazu partitionieren wir den Vektor x wie folgt:x01 := (x1; : : :xn�2)x02 := (xn�1; xn)und � = � �1;1 �1;2�2;1 �2;2 �wo �2;2 eine 2� 2 Matrix ist. Damit l�a�t sih Gleihung (3.4) umformulieren in:���n�1;nFn(0; 0;�) = f2(0; 0; 0;�2;2) Z 0�1 � � �Z 0�1 f1j2(x2; 0;�11�2) n�2Yi=1 dxi (3.5)wo f2 die marginale Dihte von (Xn�1;Xn)0 ausgewertet an der Stelle (0; 0)0 und f1j2 die be-dingte Dihte von (X1; : : : ;Xn�2)0 gegeben (Xn�1;Xn)0 = (0; 0)0 ist. Dabei wird �11�2 wie folgtde�niert: �11�2 := �1;1 ��1;2��12;2�2;1Somit hat man einen Ausdruk f�ur die partielle Ableitung der Verteilungsfunktion nah �n�1;n.Als n�ahstes betrahten wir die zur Verteilung Fn(0; 0;�) geh�orende Korrelationsmatrix. Diesesei mit R bezeihnet. Ihre Elemente seien �i;j . Durh die �n2� Nebendiagonalelemente ist ineinem Raum der Dimension �n2� ein Punkt P mit den Koordinaten �i;j de�niert. Da wir dieVerteilungsfunktion an der Stelle 0 auswerten wollen, h�angt der Wert von Fn(0; 0;�) nur von� bzw. von R ab. Daher bezeihne Fn(P ) den Wert der Verteilungsfunktion einer zentriertenNormalverteilung mit der zum Punkt P geh�orenden Korrelationsmatrix ausgewertet an der Stelle0. Nehmen wir nun an, K sei ein Punkt mit den Koordinaten �i;j , f�ur den Fn(K) o�ensihtlihoder zumindest leiht zu berehnen sei. Weiter seien �i;j die Koordinaten des Punktes L, derdie Streke KP im Verh�altnis t : 1� t teilt. Dann l�a�t sih L als Linearkombination von K undP shreiben. Somit l�a�t sih folgende Kurve de�nieren:�i;j(t) = t�i;j + (1� t)�i;jBezeihne R(t) die Matrix mit den Nebendiagonaleintr�agen f�i;jg und 1 auf der Diagonale.Dann geh�ort R(0) zum Punkt K und R(1) zum Punkt P . Daher ist auhR(t) = tR(1) + (1� t)R(0)positiv de�nit f�ur 0 < t � 1. Daher ist Gleihung (3.4) f�ur jeden Zwishenpunkt der Streke KPanwendbar. Mit dem Hauptsatz der Integration und Di�erentiation folgt:Fn(P ) = Fn(K) +Xi<j Z �i;j�i;j �Fn��i;j (L)d�i;j (3.6)Als n�ahstes mu� ein geeigneter Punkt K bestimmt werden.Dazu soll R(0) als singul�are Matrix gew�ahlt werden. Um aber niht zuviele Summanden in (3.6)



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 58zu erhalten, m�ohte man m�oglihst wenig, am besten nur einen Eintrag der Matrix ver�andern.Um dies zu erreihen, geht man wie folgt vor: Bezeihne R1;1 die ersten (n � 1) Spalten undZeilen von R. Die restlihe Matrix sei wie immer zerlegt in R1;2, R2;1 und R2;2 = 1. Da f�ur unsder Eintrag �n�1;n eine besondere Rolle spielt, wird der Vektor R1;2 nohmals aufgespalten:R1;2 = � �R1;2�n�1;n �Damit hat die Matrix R die folgende Gestalt:R = 0� R1;1 �R1;2�n�1;n�RT1;2 �n�1;n 1 1AIn dieser Matrix soll nun der Eintrag �n�1;n durh ��n�1;n derart ersetzt werden, da� die soentstehende Matrix R� singul�ar wird. Zur Berehnung von ��n�1;n dient der folgende Satz:Satz 3.2 (Determinantenberehnung bei spezieller Matrixstruktur) SeiR wie oben inTeilmatrizen zerlegt. Dann gilt:jRj = jR1;1j � (1�RT1;2R�11;1R1;2)Beweis:Zuerst zerlegt man R mittels einer QR-Zerlegung in das folgende Matrixprodukt:R = � R1;1 R1;2RT1;2 1 � = � I 0RT1;2R�11;1 1 �� R1;1 R1;20 1�RT1;2R�11;1R1;2 �Die Determinante eines Matrixprodukts l�a�t sih als Produkt der Determinanten berehnen(falls wie hier beide Matrizen quadratish sind), und somit gilt:jRj = ����� I 0RT1;2R�11;1 1 �����| {z }=1 � ����� R1;1 R1;20 1�RT1;2R�11;1R1;2 ����� == jR1;1j � (1�RT1;2R�11;1R1;2) 2Wendet man diesen Satz auf obiges Problem an, so sieht man:��n�1;n mu�, um eine singul�are Matrix zu erhalten, derart gew�ahlt werden, da� die Gleihung� �R1;2��n�1;n �T R�11;1� �R1;2��n�1;n � = 1erf�ullt ist. Shreibt man die obige Gleihung um, so ergibt sih:�� �R1;2��n�1;n �� � �R1;2�n�1;n ��T R�11;1�� �R1;2��n�1;n �� � �R1;2�n�1;n ��++2�� �R1;2��n�1;n ��� �R1;2�n�1;n ��T R�11;1� �R1;2�n�1;n ��  1�� �R1;2�n�1;n �T R�11;1� �R1;2�n�1;n �! = 0



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 59Fa�t man noh die Terme zusammen, so ergibt sih:� 0��n�1;n � �n�1;n �T R�11;1� 0��n�1;n � �n�1;n �+ 2� 0��n�1;n � �n�1;n �T R�11;1� �R1;2�n�1;n ��� 1�� �R1;2�n�1;n �T R�11;1� �R1;2�n�1;n �! = 0 (3.7)Bei diesem Ausdruk handelt es sih um eine quadratishe Gleihung in ��n�1;n. Um nun dieAnzahl der L�osungen bestimmen zu k�onnen, mu� das Vorzeihen der Diskriminante bestimmtwerden. Dies geshieht im folgenden Satz:Satz 3.3 Die Diskriminante der quadratishen Gleihung (3.7) ist unter den Voraussetzungendieses Abshnitts stets positiv.Beweis:Die Diskriminante D der allgemeinen quadratishen Gleihung ax2 + bx +  = 0 ist wie folgtde�niert: D = b2 � 4aDabei ist zu beahten, da� eine Vershiebung der Variablen ��n�1;n um die Konstante �n�1;nkeine Ver�anderung der Diskriminante bewirkt. Angewendet auf den konkreten Fall sind dahera, b und  dabei wie folgt de�niert:a := (R�11;1)n�1;n�1b := 2�R�11;1� �R1;2�n�1;n ��n�1 := � 1� � �R1;2�n�1;n �T R�11;1� �R1;2�n�1;n �!Betrahten wir zuerst den Ausdruk a = (R�11;1)n�1;n�1. Es handelt sih dabei um ein Diagonal-element der Matrix R�11;1. Wir wissen, da� die Matrix R eine Korrelationsmatrix ist und somitpositiv de�nit ist. Nah De�nition der positiven De�nitheit mu� auh jede Hauptuntermatrixpositiv de�nit sein. Daher ist auh R1;1 als eine solhe Hauptuntermatrix positiv de�nit und mitdieser Matrix auh ihre Inverse R�11;1. Da es sih bei dem Ausdruk a = (R�11;1)n�1;n�1 somit umein Diagonalelement einer positiv de�niten Matrix handelt, ist a = (R�11;1)n�1;n�1 > 0 garantiert.Als n�ahstes soll der Ausdruk  = � 1� � �R1;2�n�1;n �T R�11;1� �R1;2�n�1;n �! untersuht werden.Nah Satz (3.2) gilt: jRj = �jR1;1j �. Wie oben shon gezeigt, gilt aber jRj > 0 sowie jR1;1j > 0.Damit mu�  = � 1�� �R1;2�n�1;n �T R�11;1� �R1;2�n�1;n �! < 0 sein.Der Ausdruk f�ur b spielt keine gr�o�ere Rolle, da er sowieso nur als Quadrat in der Diskriminanteauftauht und somit b2 � 0 gilt.Insgesamt ergibt sih f�ur die Diskriminante D die folgende Ungleihung:



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 60D = b2 � 4a == "2�R�11;1� �R1;2�n�1;n ��n�1#2| {z }�0 �4 (R�11;1)n�1;n�1| {z }>0  � �R1;2�n�1;n �T R�11;1� �R1;2�n�1;n �� 1!| {z }<0Damit ist die Diskriminante der quadratishen Gleihung stets positiv. 2Mit Hilfe dieses Satzes wurde gezeigt, da� die quadratishe Gleihung eine positive Diskriminantebesitzt und daher immer zwei L�osungen f�ur ��n�1;n liefert. Bis jetzt wurde aber noh nihtgezeigt, da� diese L�osungen auh Korrelationskoe�zienten sind. Dazu fehlt noh der Beweis, da�j��n�1;nj � 1 gilt. Dies soll aber auf konstruktivem Wege gezeigt werden. Dazu de�nieren wir dieZufallsvariable X�n wie folgt:X�n :=  1X1 +  2X2 + : : :+  n�1Xn�1wo R1;1 = � �R1;2��n�1;n �Die Korrelationsmatrix der so erhaltenen Zufallsvariablen X� = (X1; X2; : : : ; X�n)T kann leihtbestimmt werden. Die ersten (n � 1) Eintr�age der Zufallsvariablen X� wurden niht ver�andertund somit �andern sih auh deren KorrelationskoeÆzienten niht. Einzig die letzte Zeile bzw.Spalte der Korrelationsmatrix �andert sih. Wie man leiht aus der Konstruktion von X�n ein-sehen kann, ergibt sih f�ur die letzte Spalte genau der Vektor � �R1;2��n�1;n �. Damit wurde auhgleihzeitig gezeigt, da� ��n�1;n ein KorrelationskoeÆzient ist und somit auh die Bedingungj��n�1;nj � 1 erf�ullt.Bis jetzt wurde alles f�ur den n-dimensionalen Fall gezeigt. Da aber f�ur uns nur der Fall n = 4interessant ist, sei jetzt also n = 4 vorausgesetzt. Damit ergeben sih einige Vereinfahungen,die die weiteren Rehnungen erleihtern.So vereinfaht sih die quadratishe Gleihung (3.7) und ��n�1;1 ergibt sih als L�osung von (ve-ri�ziert mittels MAPLE):(1� �21;2)��3;4 = �1;4(�1;3� �1;2�2;3) + �2;4(�2;3 � �1;2�1;3)�f(1� �21;2 � �21;3� �22;3 + 2�1;2�1;3�2;3)(1� �21;2 � �21;4� �22;4 + 2�1;2�1;4�2;4)g 12Die KoeÆzienten von X�4 erh�alt man durh L�osen des Gleihungssystems: 1 + �1;2 2 + �1;3 3 = �1;4�1;2 1 +  2 + �2;3 3 = �2;4�1;3 1 + �2;3 2 +  3 = ��3;4und sie werden �uberpr�uft mittels der Bedingung:�1;4 1 + �2;4 2 + ��3;4 3 = 1



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 61Um nun die Wahrsheinlihkeit F4(K) berehnen zu k�onnen, mu� man noh die Vorzeihen von i betrahten. Dabei kommt es vor allem auf die Anzahl der positiven bzw. negativen Kompo-nenten an. Zur weiteren Rehnung bezeihne S1 die Menge der X1, die gr�o�er Null sind (S2 undS3 analog) und T die Menge mit X�4 gr�o�er als Null. Ein Strih �uber einer Menge kennzeihnetdabei das Komplement. Zur Berehnung der Wahrsheinlihkeit wird dabei folgende Rehenregelangewendet: P (A \ B) = P (A)� P (A \ �B).Es gilt somit:�  1;  2;  3 > 0) S1 \ S2 \ S3 \ �T = ;) P (X1 > 0; X2 > 0; X3 > 0; X�4 > 0) == P (X1 > 0; X2 > 0; X3 > 0)� P (X1 > 0; X2 > 0; X3 > 0; X�4 < 0)| {z }=0 == P (X1 > 0; X2 > 0; X3 > 0)�  1;  2 > 0 und  3 < 0) �S1 \ �S2 \ S3 \ T = ;) P (S1 \ S2 \ S3 \ T ) = P (S1 \ S3 \ T ) + P (S2 \ S3 \ T )� P (S3 \ T )) P (X1 > 0; X2 > 0; X3 > 0; X�4 > 0) == P (X1 > 0; X3 > 0; X�4 > 0) + P (X2 > 0; X3 > 0; X�4 > 0)� P (X3 > 0; X�4 > 0)�  1 > 0 und  2;  3 < 0) �S1 \ S2 \ S3 \ T = ;) P (X1 > 0; X2 > 0; X3 > 0; X�4 > 0) == P (X2 > 0; X3 > 0; X�4 > 0)� P (X1 > 0; X2 > 0; X3 > 0; X�4 > 0)| {z }=0 == P (X2 > 0; X3 > 0; X�4 > 0)�  1;  2;  3 < 0) S1S2S3T = ;) P (X1 > 0; X2 > 0; X3 > 0; X�4 > 0) = 0Bei anderer Reihenfolge der Vorzeihen ergibt sih eine analoge Rehnung. Dies soll aber hierniht vorgerehnet werden, die Implementierung wird jedoh aus dem Algorithmus im Anhangersihtlih. Somit kann F4(K) mit den Formeln f�ur den niedrigdimensionalen Fall berehnetwerden.Wenden wir uns, nahdem F4(K) berehnet wurde, wieder der Formel (3.6) zu. Durh die geeig-nete Wahl vonK hat sih die Summe �uber die Integrale auf lediglih einen Summanden reduziertund es gilt somit: F4(P ) = F4(K) + Z �3;4��3;4 �F4��3;4(L)d�3;4 (3.8)Setzt man hier nun die bedingte Dihte ein, so ergibt sih folgender Ausdruk:F4(P ) = F4(K) + Z �3;4��3;4 � 12� (1� �23;4)� 12 � Z 0�1 Z 0�1 f1j2(x3; x4; 0;�11�2)dx3dx4�d�3;4 (3.9)Bei der bedingten Dihte handelt es sih um eine zweidimensionale Normalverteilung und die Be-rehnung des Doppelintegrals entspriht der Wahrsheinlihkeit, da� beide Komponenten positivsind. Somit ist die Rehnung analog zum Fall S=2 und man ben�otigt nur noh den Korrelations-koeÆzienten. Dieser soll mittels des folgenden Satzes berehnet werden. Wie sih zeigen wird,h�angt der gesuhte KorrelationskoeÆzient auh noh von der Integrationsvariablen �3;4 ab.



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 62Satz 3.4 (Bedingte Verteilungen) Sei (x1; x2; x3; x4)T � N(0;�) mit� = 0BB� �11 �12 �13 �14�12 �22 �23 �24�13 �23 �33 �34�14 �24 �34 �44 1CCA und dazugeh�origer Korrelationsmatrix � = 0BB� 1 �12 �13 �14�12 1 �23 �24�13 �23 1 �34�14 �24 �34 1 1CCA.Sei weiter ��12 der KorrelationskoeÆzient der zweidimensionalen Normalverteilung von (x1; x2)Tgegeben (x3; x4)T = (0; 0)T. Dann gilt:Die bedingte Normalverteilung ist zentriert und��12 = ������ �12 �13 �14�23 1 �34�24 �34 1 ������ �0������� 1 �23 �24�23 1 �34�24 �34 1 ������ � ������ 1 �13 �14�13 1 �34�14 �34 1 ������1A�1=2Beweis:Nah Theorem 3.3.4 aus [To90℄ gilt:X � Nn(�;�)) F�ur jedes beliebige, aber fest gew�ahlte, k < n ist die bedingte Dihte von X1gegeben X2 = x2 normalverteilt mit Nk(�1�2;�11�2) wobei gilt:�1�2 := �1 +�12��122 (x2 � �2)�11�2 := �11 ��12��122�21Angewendet auf den Satz folgt daher mit � = 0; n = 4; k = 2 und X2 = 0:�1�2 = 0 +�12��122 (0� 0) = 0�11�2 = � �11 �12�12 �22 �� � �13 �14�23 �24 �� �33 �34�34 �44 ��1� �13 �23�14 �24 � == 1�33�44 � �234 �� A BB C �mitA := �11�33�44 � �11�234 � �213�44 + 2�13�14�34 � �214�33= ������ �11 �13 �14�13 �33 �34�14 �34 �44 ������B := �12�33�44 � �12�234 � �23�13�44 + �23�14�34 + �24�13�34 � �24�14�33= ������ �12 �13 �14�23 �33 �34�24 �34 �44 ������C := �22�33�44 � �22�234 � �223�44 + 2�23�24�34 � �224�33= ������ �22 �23 �24�23 �33 �34�24 �34 �44 ������



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 63Damit gilt: ��12 = (�11�2)1;2p(�11�2)1;1 � (�11�2)2;2 = B�33�44��234q A�33�44��234 � C�33�44��234 = BpA �CDer Satz ist damit shon fast bewiesen. Zum Shlu� m�ussen nur noh die Kovarianzeintr�age durhdie Korrelationseintr�age ersetzt werden. Hierzu benutzt man die S�atze �uber die Determinanten,im Speziellen: j �a E j = � � j a E j���� �aE ���� = � � ���� aE ����mit a beliebiger Zeilen- bzw. Spaltenvektor und E beliebige (von den Dimensionen passende)Matrix.Damit gilt f�ur A:A = ������ �11 �13 �14�13 �33 �34�14 �34 �44 ������ = ������ 1 � p�11 � �11 �13 � p�33 � �11 �14 � p�11 � �44�13 � p�11 � �33 1 � p�33 � �33 �34 � p�33 � �44�14 � p�11 � �44 �34 � p�33 � �44 1 � p�44 � �44 ������ =spaltenweise= 1p�11 � 1p�33 � 1p�44 � ������ 1 � p�11 �13 � p�11 �14 � p�11�13 � p�33 1 � p�33 �34 � p�33�14 � p�44 �34 � p�44 1 � p�44 ������ =zeilenweise= 1�11 � 1�33 � 1�44 � ������ 1 �13 �14�13 1 �34�14 �34 1 ������Analog folgt: B = 1p�11 � 1p�22 � 1�33 � 1�44 � ������ �12 �13 �14�23 1 �34�24 �34 1 ������C = 1�22 � 1�33 � 1�44 � ������ 1 �23 �24�23 1 �34�24 �34 1 ������Dies f�uhrt letztendlih zur Gleihung:��12 = BpA � C = 1p�11 � 1p�22 � 1�33 � 1�44 � ������ �12 �13 �14�23 1 �34�24 �34 1 ������q 1�11 � 1�33 � 1�44 � ������ 1 �13 �14�13 1 �34�14 �34 1 ������1=2 �q 1�22 � 1�33 � 1�44 � ������ 1 �23 �24�23 1 �34�24 �34 1 ������1=2 =



KAPITEL 3. TEST DES ALGORITHMUS ZUR BESTIMMUNG DER KAPPA-WERTE 64= ������ �12 �13 �14�23 1 �34�24 �34 1 ������������ 1 �13 �14�13 1 �34�14 �34 1 ������1=2 � ������ 1 �23 �24�23 1 �34�24 �34 1 ������1=2 2Somit k�onnte man das Integral shon berehnen, jedoh kann der Ausdruk mittels einer Sub-stitution noh vereinfaht werden. Man setzt in Gleihung (3.9)�3;4 := os(�)und erh�alt:F4(P ) = F4(K) + Z �3;4��3;4 0BBB� 12� (1� �23;4)� 12 � Z 0�1 Z 0�1 f1j2(x3; x4; 0;�11�2)dx3dx4| {z }:=g(�3;4) 1CCCA d�3;4 == F4(K) + 12� Z aros(�3;4)aros(��3;4) �(� sin(�)) � g(os(�))p1� os2(�) d� == F4(K)� 12� Z aros(�3;4)aros(��3;4) g(os(�))d�Setzt man nun die Formel f�ur den zweidimensionalen Fall sowie das Ergebnis aus dem zuvorbewiesenen Satz ein, so ergibt sih letztendlih:F4(P ) = F4(K)� 14�2 aros(�3;4)Zaros(��3;4) aros0BBBBBBB� ������ �12 �13 �14�23 1 os(�)�24 os(�) 1 ������0������� 1 �23 �24�23 1 os(�)�24 os(�) 1 ������ � ������ 1 �13 �14�13 1 os(�)�14 os(�) 1 ������1A1=21CCCCCCCAd�In Abbildung 3.3 ist das Ergebnis f�ur � 2 [0; 2℄ und f�ur � 2 [0; 5℄ zu sehen. In beiden F�allenwurde die additive L�osung der quadratishen Gleihung (3.7) gew�ahlt.
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Abbildung 3.3: Vergleih der Simulation mit den berehneten Werten f�ur S=4F�ur � 2 [0; 10℄ wurde kein Vergleih mehr geplottet. Der Algorithmus aus matlab, der zur Be-rehnung der L�osung diente, zeigte hier bereits einige Instabilit�aten. Daher sind in Abbildung 3.4lediglih die Simulationen f�ur � 2 [0; 10℄ geplottet.3.2 Simulationsergebnisse f�ur S > 4Wie shon zu Beginn dieses Kapitels angedeutet, werden die Kappawerte f�ur S > 4 aufgrunddes enormen Rehenaufwands niht mehr berehnet. An dieser Stelle werden lediglih noh dieSimulationsergebnisse angef�uhrt. F�ur S = 5 und S = 6 zeigt sih, da� zumindest im Bereih� 2 (0; 10) noh keine Instabilit�aten im Algorithmus auftreten (siehe Abbildungen 3.5 bzw. 3.6auf den n�ahsten Seiten). Auh f�ur S = 7 liefert der Algorithmus f�ur � 2 (0; 9) noh vern�unftigeErgebnisse. Jedoh mu� man hier bereits bei der unteren Shranke aufpassen, da� man niht zunahe an die Null herankommt, und ab � = 9 gibt es ebenfalls Probleme. Dies �au�ert sih darin,da� der Algorithmus, der zur Findung der Indexmenge I verwendet wird, anf�angt zu kreiselnund somit keine L�osung �ndet. Das Ergebnis dieser Simulation �ndet sih in Abbildung 3.7.
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Abbildung 3.4: Simulation der Kappawerte f�ur S=4Insgesamt ist bei allen Kurven aufgefallen, da� sih ansheinend die �-Werte, die zur �20- und zur�21-Verteilung geh�oren, asymptotish gegen 12 bewegen, w�ahrend sih die restlihen �-Werte gegenNull bewegen. Allerdings konnte daf�ur weder eine analytishe Begr�undung gefunden werden noheine, die dieses Ph�anomen aufgrund der Anshauung erkl�aren k�onnte.
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Abbildung 3.5: Simulation der Kappawerte f�ur S=5
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Abbildung 3.6: Simulation der Kappawerte f�ur S=6
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Abbildung 3.7: Simulation der Kappawerte f�ur S=7



Kapitel 4Praktishe Implementierung desTests4.1 Programmierung in matlabDieses Kapitel stellt nun einen Algorithmus zur Verf�ugung, der den Test selbst�andig durhf�uhrt.Der Algorithmus dazu ist in matlab implementiert. Sollte jedoh der Anwender die Testgr�o�eselber bestimmen wollen, so ist zu Beginn dieses Kapitels eine Zusammenfassung der kritishenWerte f�ur S = 2 bis S = 7 gegeben. Dies ist jeweils f�ur das 95% Quantil geshehen. Die Skalaf�ur � wurde dabei in den jeweils drei zusammengeh�orenden Bildern unterteilt in die Intervalle� 2 [0; 2℄, � 2 [0; 5℄ und � 2 [0; 10℄ (bzw. � 2 [0; 9℄ f�ur S = 7).
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Abbildung 4.2: Abh�angigkeit des kritishen Wertes von � im Fall S = 3
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Abbildung 4.3: Abh�angigkeit des kritishen Wertes von � im Fall S = 4
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Abbildung 4.4: Abh�angigkeit des kritishen Wertes von � im Fall S = 5
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Abbildung 4.5: Abh�angigkeit des kritishen Wertes von � im Fall S = 6
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Abbildung 4.6: Abh�angigkeit des kritishen Wertes von � im Fall S = 7



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 76Als n�ahstes wird nun ein Algorithmus zur Bestimmung der Testgr�o�e ben�otigt. Dies bedeutet,da� der folgende Ausdruk bestimmt werden mu�:Tn1 = 2n log max(�;p)T2K1Qni=1	Szi(�; p)max�2[0;1℄Qni=1	Szi(�; 1; 0; : : : ; 0) == 2n"log max(�;p)T2K1 nYi=1	Szi(�; p)!� log max�2[0;1℄ nYi=1	Szi(�; 1; 0; : : : ; 0)!# (4.1)Dieser Ausdruk soll nun mit Hilfe der Newton-Raphson Methode bestimmt werden. Dieseriterative Ansatz beginnt mit einem zul�assigen Punkt �j 2 � und berehnet eine Approximationzweiter Ordnung der zu maximierenden Funktion �(�):�(�) � �(�j) +D��j(� � �j) + 12(� � �j)TD2��j(� � �j) == bj +D��j� � �Tj D2��j� + 12�TD2��j� == bj + (grad��j �D2��j�j)T� + 12�TD2��j�wo bj niht von � abh�angt. Damit ergibt sih der neue Parameter aus:�j+1 = argmax�2� �(grad��j �D2��j�j)T� + 12�TD2��j��Betrahtet man nohmals die Gleihung (4.1), so sieht man, da� der Logarithmus einer zumaximierenden Funktion zu bestimmen ist. Da der Logarithmus eine streng monoton wahsendeFunktion ist, kann das Maximum mit dem Logarithmus vertausht werden.Um die weitere Rehnung �ubersihtlih zu gestalten, werden die nahfolgenden Abk�urzungeneingef�uhrt: �0 := ��k := pk (1 � k � S)� := (�0; �1; : : : ; �S)Ta := 1� SXk=0	Sk (�)bk := qn;k	Sk (�) � qn;S+1ar0 := 0s0 := 0rk(�) := kXl=1 �l	Sk�l(�) (1 � k � S)sk(�) := kXl=1 �lrk�l(�) (1 � k � S)



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 77Untersuhen wir zun�ahst den ersten Ausdruk aus Gleihung (4.1). F�ur ihn gilt:� := log nYi=1	Szi(�) = log S+1Yk=0(	Sk (�))qn;k == S+1Xk=0 log(	Sk (�))qn;k = S+1Xk=0 qn;k log(	Sk (�))Dabei steht qn;k f�ur die absolute H�au�gkeit. Als n�ahstes ist der Gradient und die Hessematrixvon � zu bestimmen:�i� = S+1Xk=0 qn;k �i	Sk (�)	Sk (�) = SXk=0 qn;k �i	Sk (�)	Sk (�) + qn;S+1 �i(1�PSk=0	Sk (�))1�PSk=0	Sk (�) == SXk=0 �i	Sk (�)� qn;k	Sk (�) � qn;S+11�PSk=0	Sk (�)� == SXk=0 bk � �i	Sk (�)Bereits hier ben�otigt man die partiellen Ableitungen der Funktion 	Sk (�). Da man f�ur die Hes-sematrix auh die partiellen Ableitungen der Ordnung zwei ben�otigt, werden auh diese shonjetzt bestimmt. Aufgrund der De�nition 	k = Tk exp�(�0(Pl�1 �lÆl � Æ0)) und der De�nition	Sk = 	k f�ur k � S, erh�alt man (Tk ist dabei erneut die kanonishe Projektion auf die k-teKomponente) mittels einer formalen Di�erentiation:�i	Sk = �i	k = Tk��i exp�0��00�Xl�1 �lÆl � Æ01A1A == �0Tk exp�0��00�Xl�1 �lÆl � Æ01A1A � Æ0 = �0	k�i = �0	Sk�i(i � 1; k � S)Dies liefert die folgenden partiellen Ableitungen:�0	Sk = Pkl=1 �l	Sk�l � 	Sk = rk � 	Sk ;�j	Sk = �0	Sk�j 0 < j � k;�j	Sk = 0 j > k;�20	Sk = Pkl=1 �lPk�lm=1 �m	Sk�l�m � 2Pkl=1 �l	Sk�l + 	Sk= sk � 2rk + 	Sk ;�0�j	Sk = �0Pk�jl=1 �l	Sk�j�l + (1� �0)	Sk�j= �0rk�j + (1� �0)	Sk�j 0 < j � k;�i�j	Sk = �20	k�i�j 1 � i; j; i+ j � k;�i�j	Sk = 0 k < i+ j



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 78Dies wird nun in den zuvor berehneten Ausdruk f�ur den Gradienten eingesetzt. Somit erh�altman: �0� = SXk=0 bk � (rk �	Sk (�))�i� = �0 SXk=i bk �	Sk�i(�) 0 < i � SAls n�ahstes mu� nun die Hessematrix berehnet werden. Dabei liefert die formale Ableitungden folgenden Ausdruk:�i�j� = SXk=0 bk � �i�j	Sk (�)� SXk=0 �i	Sk (�)�qn;k � �j	Sk (�)(	Sk (�))2 + qn;S+1PSk=0 �j	Sk (�)a2 � == SXk=0 bk � �i�j	Sk (�)� SXk=0 qn;k �i	Sk (�) � �j	Sk (�)(	Sk (�))2 � � SXk=0 �i	Sk (�)� �� SXk=0 �j	Sk (�)� � qn;S+1a2Erneut werden noh die partiellen Ableitungen der Funktion 	Sk eingesetzt und man erh�alt�20� = SXk=0 bk ��sk � 2rk + 	Sk (�)�� SXk=0 qn;k �rk �	Sk (�)	Sk (�) �2 � SXk=0 rk �	Sk (�)!2 � qn;S+1a2 == SXk=0 bk ��sk � 2rk + 	Sk (�)�� SXk=0 qn;k � rk	Sk (�) � 1�2 � SXk=0 rk �	Sk (�)!2 � qn;S+1a2 == SXk=0 qn;k sk	Sk (�) � 2 SXk=0 qn;k rk	Sk (�) + SXk=0 qn;k � qn;S+1a SXk=0 sk + 2qn;S+1a SXk=0 rk ��qn;S+1a SXk=0	Sk (�)� SXk=0 qn;k � rk	Sk (�)�2 + 2 SXk=0 qn;k rk	Sk (�) � SXk=0 qn;k ��qn;S+1a2  SXk=0 rk!2 + 2qn;S+1a2 SXk=0 rk SXk=0	Sk (�)� qn;S+1a2  SXk=0	Sk (�)!2 == � SXk=0 qn;k � rk	Sk (�)�2 + SXk=0 qn;k sk	Sk (�) ++qn;S+1a2 "�1� SXk=0	Sk (�)� ��� SXk=0 sk + 2 SXk=0 rk � SXk=0	Sk (�)���  SXk=0 rk!2 + 2 SXk=0 rk SXk=0	Sk (�)�  SXk=0	Sk (�)!235 == � SXk=0 qn;k � rk	Sk (�)�2 + SXk=0 qn;k sk	Sk (�) +



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 79+qn;S+1a2 24 1� SXk=0	Sk (�)! � SXk=0(�sk)�  SXk=0 rk!2 + 2 SXk=0 rk � 1 + 1� SXk=0	Sk (�)35 == � SXk=0 qn;k � rk	Sk (�)�2 + SXk=0 qn;k sk	Sk (�) ��qn;S+1a2 � 1� SXk=0 rk!2 + qn;S+1a � 1� SXk=0 sk!�0�j� = SXk=j bk ���0rk�j + (1� �0)	Sk�j(�)�� �0 SXk=j qn;k�rk �	Sk (�)� �	Sk�j(�)(	Sk (�))2 ���0 �� SXk=0 rk �	Sk (�)� �� SXk=j 	Sk�j (�)� � qn;S+1a2 == �0 � SXk=j qn;k rk�j	Sk (�) + (1� �0) � SXk=j qk;n	Sk�j(�)	Sk (�) � �0 � qn;S+1a � SXk=j rk�j ��(1� �0)qn;S+1a � SXk=j 	Sk�j (�)� �0 � SXk=j qn;k rk	Sk�j(�)(	Sk (�))2 + �0 �Xk=j qn;k	Sk�j(�)	Sk (�) ���0 � qn;S+1a2 �0� SXk=0 rk SXk=j 	Sk�j(�)� SXk=0	Sk (�) SXk=j 	Sk�j (�)1A == ��0 � SXk=j qn;k rk	Sk�j (�)(	Sk (�))2 + SXk=j qk;n	Sk�j(�)	Sk (�) + �0 � SXk=j qn;k rk�j	Sk (�) ++qn;S+1a2 24�1�	Sk (�)� �0���0 SXk=j rk�j � (1� �0) SXk=j 	Sk�j (�)1A���0 SXk=0 rk SXk=j 	Sk�j(�) + �0 SXk=0	Sk (�) SXk=j 	Sk�j(�)35 == ��0 � SXk=j qn;k rk	Sk�j (�)(	Sk (�))2 + SXk=j qk;n	Sk�j(�)	Sk (�) + �0 � SXk=j qn;k rk�j	Sk (�) ++qn;S+1a2 24��0 � (1� SXk=0	k(�)) SXk=j rk�j++ SXk=j 	k�j(�) � ��0 SXk=0 rk + �0 � 1 + SXk=0	k(�)!35 == ��0 � SXk=j qn;k rk	Sk�j (�)(	Sk (�))2 + SXk=j qk;n	Sk�j(�)	Sk (�) + �0 � SXk=j qn;k rk�j	Sk (�) �



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 80��� �0 � qn;S+1a2 (1� SXk=0 rk) SXk=j 	k�j + qn;S+1a SXk=j 	k�j(�) + �0 � qn;S+1a SXk=j rk�j��i�j� = �20 SXk=i+j bk �	Sk�i�j(�)� �20 SXk=i_j qn;k	Sk�j(�)	Sk�i(�)(	Sk (�))2 ���20� SXk=i 	Sk�i(�)� �� SXk=j 	Sk�j(�)� � qn;S+1a2 == �20 � SXk=i+j qn;k	Sk�i�j (�)	Sk (�) � �20 � SXk=i_j qn;k	Sk�i(�)	Sk�j (�)(	Sk (�))2 ���20 � qn;S+1a � SXk=i+j 	Sk�i�j (�)� �20 � qn;S+1a2 � SXk=i 	Sk�i(�) � SXk=j 	Sk�j(�)Als n�ahstes betrahten wird den zweiten Ausdruk aus Gleihung (4.1). Auh hier sollen zuerstdie nahfolgenden Abk�urzungen eingef�uhrt werden, um den Ausdruk �ubersihtlih zu halten:1 := SXk=0 qn;k � k2 := SXk=0 qn;k � log(k!)3(�) := e� � SXk=0 �kk!Somit gilt f�ur den gesuhten Ausdruk:log nYi=1	SZi(�) == S+1Xk=0 qn;k � log(	Sk (�)) = SXk=0�qn;k � log(e���kk! )�+ qn;S+1 � log�1� SXk=0	Sk (�)� == SXk=0 qn;k � log(e��)| {z }=�� + SXk=0 qn;k � log(�k)� SXk=0 qn;k log(k!)| {z }=2 +qn;S+1 � log�1� SXk=0	Sk (�)� == ��(n� qn;S+1) + log(�) SXk=0(qn;k � k)| {z }=1 �2 + qn;S+1 � log�1� SXk=0	Sk (�)� == �� � n+ 1 � log(�)� 2 + qn;S+1� log(1� SXk=0 e���kk! ) + log(e�)� =



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 81= �� � n+ 1 � log(�)� 2 + qn;S+1 � log� e� � SXk=0 �kk!| {z }=3(�) � == �� � n+ 1 � log(�)� 2 + qn;S+1 log(3(�))F�ur die Ableitung der Funktion gilt:dd��� � � n+ 1 � log(�)� 2 + qn;S+1 log(3(�))� == �n + 1� + qn;S+1 e� �PS�1k=0 �kk!e� �PSk=0 �kk! == �n + 1� + qn;S+1 + qn;S+1S! � �Se� �PSk=0 �kk! == qn;S+1 � n+ 1� + qn;S+1S! � �S3(�)F�ur die zweite Ableitung ergibt sih:dd��qn;S+1 � n+ 1� + qn;S+1S! � �S3(�)� == � 1�2 + qn;S+1S! � S � 3(�) � �S�1 � �S(e� �PS�1k=0 �kk! )3(�)2 == � 1�2 + qn;S+1 � �S�13(�)2 � S! �3 � S � 3 � �� �S+1S! � == � 1�2 + qn;k � (S � �) � �S�13(�) � S! � qn;S+1� �S3(�) � S!�2Die so berehneten Ausdr�uke werden nun in matlab benutzt, um mittels des dort implemen-tierten Algorithmus quadprog iterativ die L�osung des Maximierungsproblems zu �nden. Derzugeh�orige Algorithmus ist im Anhang zu �nden.Im letzten Shritt mu� nun noh die Teststatistik mit dem kritishen Wert verglihen werden,um eine Aussage zu erhalten, ob die Hypothese zu einem bestimmten �-Niveau abgelehnt wer-den kann. Dabei kann der Anwender zwishen zwei M�oglihkeiten w�ahlen. Er kann erstens ein� vorgeben und dann den Algorithmus bestimmen lassen, ob zu diesem Quantil abgelehnt wird,oder sih zweitens den p-Wert f�ur seine Testgr�o�e bestimmen lassen.Dazu wird jedoh noh die Verteilungsfunktion unter der Hypothese ben�otigt. Diese erh�alt manaus den �-Werten, die im Algorithmus in [Bu01℄ bestimmt wurden. Es gilt shlie�lih:T 1n D! k�D(ZjV )� �D(ZjCq)k2D � SXi=0 �i�2S�iDa allerdings niht bei jedem Aufruf der Funktion die �-Werte neu simuliert werden sollen,wurden im Intervall von [0,2℄, [0,5℄ bzw. [0,10℄ die Kurven der jeweiligen Kappawerte durh eineAusgleihsrehnung angen�ahert. Dabei wurde ein Polynom 8. Grades benutzt. Dies wurde f�ur



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 82S 2 f2; 3; : : : ; 7g durhgef�uhrt. Nahfolgend sind die entsprehenden Plots. Darin wurden, soweitim vorangehenden Kapitel bestimmt, die berehneten �-Werte benutzt, ansonsten wurden erneutdie �-Werte benutzt, die der Simulationsalgorithmus bei 100000 Simulationen liefert. Aus denGraphiken erkennt man, da� die Ausgleihspolynome nur unmerklihe Abweihungen aufweisen.Im Anhang sind die entsprehend umgesetzten Algorithmen zu �nden.
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Abbildung 4.7: Ausgleihspolynom 8. Grades f�ur S=2
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Abbildung 4.8: Ausgleihspolynom 8. Grades f�ur S=3
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Abbildung 4.9: Ausgleihspolynom 8. Grades f�ur S=4
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Abbildung 4.10: Ausgleihspolynom 8. Grades f�ur S=5
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Abbildung 4.11: Ausgleihspolynom 8. Grades f�ur S=6
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Abbildung 4.12: Ausgleihspolynom 8. Grades f�ur S=7



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 884.2 Testen des matlab-ProgrammsZum Abshlu� der Arbeit sollte das im vorangehenden Abshnitt erkl�arte Programm noh ge-testet werden. Dazu wurden in matlab poissonverteilte und zusammengesetzt poissonverteilteZufallsvariablen simuliert. Des weiteren wurden Daten gepr�uft, von denen man bereits mit meh-reren Tests die Verteilung bestimmt hatte.Betrahten wir zuerst die Ergebnisse, die der Algorithmus bei zusammengesetzt poissonverteil-ten Zufallsvariablen liefert. Hierbei wurden jeweils 50.000 Zufallsvariablen simuliert. Die genauenWerte sowie die von der matlab-Routine gelieferten Werte stehen in nahfolgender Tabelle:� p1 p2 p3 p4 p5 p-Wertsimulierte Werte 1.4 0.7500 0.1250 0.0750 0.0250 0.0250matlab-Ergebnisse (S = 5) 1.4020 0.7522 0.1157 0.0841 0.0226 0.0246 1:2351 � 10�4matlab-Ergebnisse (S = 4) 1.4020 0.7522 0.1157 0.0841 0.0226 0matlab-Ergebnisse (S = 3) 1.4020 0.7522 0.1157 0.0841 6:8421 � 10�6� p1 p2 p3 p4 p5 p-Wertsimulierte Werte 2.2 0.8000 0.1000 0.0500 0.0250 0.0250matlab-Ergebnisse (S = 5) 2.2041 0.8022 0.1005 0.0354 0.0489 0.0 2:03 � 10�6matlab-Ergebnisse (S = 4) 2.2046 0.8019 0.1032 0.0273 0.0625 1:006 � 10�7matlab-Ergebnisse (S = 3) 2.2046 0.8019 0.1032 0.0273 0� p1 p2 p3 p4 p5 p-Wertsimulierte Werte 1.8 0.8500 0.1000 0.0250 0.0250 0.0000matlab-Ergebnisse (S = 5) 1,8041 0.8452 0.1082 0.0263 0.0128 0.0075 6:5772 � 10�7matlab-Ergebnisse (S = 4) 1,8041 0.8453 0.1076 0.0287 0.0074 5:4685 � 10�8matlab-Ergebnisse (S = 3) 1,8041 0.8453 0.1076 0.0287 0Als n�ahstes wurden in matlab jeweils 10.000 poissonverteilte Zufallsvariablen simuliert. DieErgebnisse, die die matlab-Routine hierbei liefert, sind wiederum in nahfolgenden Tabellenzusammengefa�t: � p1 p2 p3 p4 p5 p-Wertsimulierte Werte 1.2 1.000matlab-Ergebnisse (S = 5) 1.2172 1.000 0.6959matlab-Ergebnisse (S = 4) 1.2179 1.000 0.6482matlab-Ergebnisse (S = 3) 1.2187 1.000 0.6018� p1 p2 p3 p4 p5 p-Wertsimulierte Werte 0.8 1.000matlab-Ergebnisse (S = 5) 0.8004 1.000 0.7429matlab-Ergebnisse (S = 4) 0.8005 1.000 0.6897matlab-Ergebnisse (S = 3) 0.8005 1.000 0.6334



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 89� p1 p2 p3 p4 p5 p-Wertsimulierte Werte 2.4 1.0000matlab-Ergebnisse (S = 5) 2.4036 1.0000 0.6170matlab-Ergebnisse (S = 4) 2.4040 1.0000 0.5024matlab-Ergebnisse (S = 3) 2.4090 0.9997 0.0003 0.0033In allen obigen F�allen wurden bei der Newton-Raphson Methode f�ur die Approximation derMaximall�osung 5 Iterationen zur Bestimmung des maximalen �-Wertes und 10 Iterationen zurBestimmung des Maximums von log�max(�;p)T2K1Qni=1	Szi(�; p)� benutzt.Zum Abshlu� wurde die matlab-Routine noh auf das klassishe Testbeispiel von Bortkiewizangewendet. Diese Daten beshreiben die Anzahl der Soldaten der preu�ishen Armee, die auf-grund von Pferdetritten starben. Die Daten beruhen auf Beobahtungen in 10 Korps �uber einenZeitraum von 20 Jahren (vgl. auh [Qu87℄ f�ur weitere Informationen). In nahfolgender Tabellesind die Observationen zusammengefa�t:Anzahl der Toten 0 1 2 3 4 � 5absolute H�au�gkeit 109 65 22 3 1 0relative H�au�gkeit 0.545 0.325 0.110 0.015 0.005 0Die matlab-Routine lieferte folgendes Ergebnis:� p1 p2 p3 p4 p5 p-Wertmatlab-Ergebnisse (S = 5) 0.61 1.000 0.7703matlab-Ergebnisse (S = 4) 0.61 1.000 0.7161matlab-Ergebnisse (S = 3) 0.6068 0.9975 4:3487 � 10�6Zum Vergleih: Die klassishe Poissonapproximation liefert folgendes Ergebnis:� = 0:6100



Anhang AAlgorithmus zur Simulation derlokalen AlternativeDieses -Programm simuliert die Verteilung der in Kapitel 2.3.2 bestimmten Zufallsgr�o�e:k�D(Z + �jV )� �D(Z + �jCq)k2D = XT (Q�QEI(ETI QEI)�1ETI Q)XDabei wurde der in [Bu01℄ beshriebene Algorithmus in weiten Teilen �ubernommen. GravierendeUntershiede wurden meist auskommentiert.#inlude <stdio.h>#inlude <math.h>#inlude <stdlib.h>#define S 3#define zweihohSminus2 8-2#define NSAMPLE 100000#define DIMMAX 50*/double lambda,kr;double Q[S+1℄[S+1℄,QIminus[S+1℄[S+1℄,Lminus[S+1℄[S+1℄;double h[S+1℄,Qminus[S+1℄[S+1℄,hq[S+1℄;double DI[zweihohSminus2+1℄[S+1℄[S+1℄,DI2[zweihohSminus2+1℄[S+1℄[S+1℄;int Imenge[S+1℄,DIberehnet[zweihohSminus2+1℄,DIberehnet2[zweihohSminus2+1℄;void hquer();void initQLDIber();void newDeider(int index, int Ber);int IndexI();double unif(void);double gauss(void);int ard(int index); 90



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 91main(){int k,i,j,imin,samplei,algorfails,CardI,ergpos,ergneg;double Y[S+1℄,Z[S+1℄,kappa[S+1℄,halbraum[zweihohSminus2+3℄;double Min,summand,sumplus,summinus,Norm;int fail,failzaehler;failzaehler=0;ergpos=0;ergneg=0,Norm=0;printf("\n\n");printf("Intensitaet lambda =");sanf("%lf",&lambda);printf("kritisher Wert=");sanf("%lf",&kr);for(k=0;k<=S;k=k+1){printf("Komponente %i des Rihtungsvektors=",k);sanf("%lf",&h[k℄);}printf("Abshneideparamter S=%i\n",S);printf("Sampleumfang S=%i",NSAMPLE);initQLDIber();hquer();for(k=0;k<=zweihohSminus2+2;k=k+1){halbraum[k℄=0;DIberehnet[k℄=0;DIberehnet2[k℄=0;}for(i=0;i<=S;i=i+1){kappa[i℄=0;}for(samplei=1;samplei<=NSAMPLE;samplei=samplei+1){fail=0;Norm=0;for(i=1;i<=S;i=i+1){Z[i℄ =gauss();}/*Berehnung von Y=L^{-T}Z\sim N(0,Q^{-1})*/for(i=1;i<=S;i=i+1){sumplus=0;summinus=0;for(j=i;j<=S;j=j+1){summand=Lminus[j℄[i℄*Z[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}Y[i℄=sumplus+summinus+hq[i℄;}



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 92Min=Y[1℄;imin=1;for(i=2;i<=S;i=i+1){if(Y[i℄<=Y[imin℄){Min=Y[i℄;imin=i;}}if(Min>=0){halbraum[zweihohSminus2+1℄=halbraum[zweihohSminus2+1℄+1;kappa[S℄=kappa[S℄+1;ergneg=ergneg+1;} else{imin=1;for(i=1;i<=S;i=i+1){Imenge[i℄=0;}sumplus=0;summinus=0;for(j=1;j<=S;j=j+1){summand=-Q[1℄[j℄*Y[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}Min=summinus+sumplus;for(i=2;i<=S;i=i+1){sumplus=0;summinus=0;for(j=1;j<=S;j=j+1){summand=-Q[i℄[j℄*Y[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}if(sumplus+summinus<=Min){Min=sumplus+summinus;imin=i;}}if(Min>=0){halbraum[0℄=halbraum[0℄+1;kappa[0℄=kappa[0℄+1;k=0;} else{Imenge[imin℄=1;algorfails=0;CardI=1;do{k=IndexI();algorfails=algorfails+1;if(DIberehnet[k℄==0){newDeider(k,0);DIberehnet[k℄=1;} imin=1; sumplus=0;summinus=0;for(j=1;j<=S;j=j+1){summand=DI[k℄[1℄[j℄*Y[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}Min=summinus+sumplus;



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 93for(i=2;i<=S;i=i+1){sumplus=0;summinus=0;for(j=1;j<=S;j=j+1){summand=DI[k℄[i℄[j℄*Y[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}if(sumplus+summinus<=Min){Min=sumplus+summinus;imin=i;}}if(Min<0){if(Imenge[imin℄>0){Imenge[imin℄=0;CardI=CardI-1;}else{Imenge[imin℄=1;CardI=CardI+1;}}}while(Min<0 && algorfails<zweihohSminus2+1);if(Min<0){halbraum[zweihohSminus2+2℄=halbraum[zweihohSminus2+2℄+1;fail=1;failzaehler=failzaehler+1;}else{halbraum[k℄=halbraum[k℄+1;kappa[CardI℄=kappa[CardI℄+1;}}/* Bis hierher wurde der Algorithmus mit wenigen Aenderungen uebernommen. *//* Hier wird nun mittels der Indexmenge I die Projektion berehnet. */if(fail==0){summand=0;sumplus=0;summinus=0;if(DIberehnet2[k℄==0){newDeider(k,1);DIberehnet2[k℄=1;}sumplus=0;summinus=0;for(i=1;i<=S;i=i+1){if(k==0){summand=Q[i℄[i℄*Y[i℄*Y[i℄;}else{summand=DI2[k℄[i℄[i℄*Y[i℄*Y[i℄;}if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}Norm=Norm+sumplus+summinus;summand=0;sumplus=0;summinus=0;for(i=1;i<=S-1;i=i+1){for(j=i+1;j<=S;j=j+1){if(k==0){summand=Q[i℄[j℄*Y[i℄*Y[j℄;}else{summand=DI2[k℄[i℄[j℄*Y[i℄*Y[j℄;}if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 94else{summinus=summinus+summand;}}}Norm=Norm+2*(sumplus+summinus);if(Norm>=kr){ergpos=ergpos+1;}else{ergneg=ergneg+1;}} }}printf("\n \n \n");printf("\n Anzahl der Fehlversuhe: %i",failzaehler);printf("\n Anzahl der positiven Ergebnisse: %i", ergpos);printf("\n Anzahl der negativen Ergebnisse: %i", ergneg);printf("\n Wahrsheinlihkeit des Fehlers 2. Art:%lf", 1.*ergneg/(ergneg+ergpos));printf("\n");}/*Ende main*//* In der Funktion hquer wird der Ausdruk *//* \ov{Q}^{-1}N^T A^{-1} berehnet */void hquer(){int i,j,k;double summand,sumplus,summinus;for(i=1;i<=S;i=i+1){for(j=i;j<=S;j=j+1){summand=0;sumplus=0;summinus=0;for(k=j;k<=S;k=k+1){summand=Lminus[k℄[j℄*Lminus[k℄[i℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}Qminus[i℄[j℄=sumplus+summinus;Qminus[j℄[i℄=Qminus[i℄[j℄;}}



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 95summand=0;sumplus=0;summinus=0;for(i=1;i<=S;i=i+1){sumplus=0;summinus=0;summand=Qminus[i℄[1℄*h[1℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}for(j=2;j<=S;j=j+1){summand=(Qminus[i℄[1℄-Qminus[i℄[j℄)*h[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}hq[i℄=sumplus+summinus;}summand=0;sumplus=0;summinus=0;} /*Ende von hquer*/void initQLDIber(){double Delta[S+1℄[S+1℄;double q[S+1℄,qminus[S+1℄,Deltasum[S+1℄;double normtildeq,sumplus,summinus,summand;int i,j,k;for(k=1;k<=zweihohSminus2;k=k+1){DIberehnet[k℄=0;}q[0℄=exp(-lambda);for(i=1; i<=S; i=i+1){q[i℄=q[i-1℄*lambda/i;}qminus[0℄=exp(lambda);for(i=1; i<=S; i=i+1){qminus[i℄=qminus[i-1℄*(-lambda)/i;}sumplus=0;summinus=0;for(k=1;k<=S;k=k+2){summinus=summinus+qminus[k℄;}for(k=2;k<=S;k=k+2){sumplus=sumplus+qminus[k℄;}normtildeq=sumplus+summinus;/*Berehnung von Delta*/for(i=0;i<=S;i=i+1){for(j=1;j<=i;j=j+1){sumplus=0;summinus=0;



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 96for(k=0;k<=j;k=k+1){summand=qminus[i-k℄*qminus[j-k℄*q[k℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}Delta[i℄[j℄=sumplus+summinus;Delta[j℄[i℄=sumplus+summinus;}}for(i=1;i<=S;i=i+1){sumplus=0;summinus=0;for(k=1;k<=S;k=k+1){summand=Delta[i℄[k℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}Deltasum[i℄=(sumplus+summinus);}/* Berehnung von *//* Q=f^TA^{-1}(diag(q_0,\dots,q_S)-q\otimes q)A^{-T}f */sumplus=0;summinus=0;for(k=1;k<=S;k=k+1){summand=Deltasum[k℄;if(summand>=0) {sumplus=sumplus+summand;}else {summinus=summinus+summand;}}Q[1℄[1℄=(sumplus+summinus+2*normtildeq+exp(lambda)-1)/(lambda*lambda);for(i=2;i<=S;i=i+1){Q[1℄[i℄=-(Deltasum[i℄+qminus[i℄)/(lambda*lambda);Q[i℄[1℄=Q[1℄[i℄;}for(i=2;i<=S;i=i+1){for(j=i;j<=S;j=j+1){Q[i℄[j℄=Delta[i℄[j℄/(lambda*lambda);Q[j℄[i℄=Q[i℄[j℄;}}/* Cholesky-Zerlegung von */



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 97/* Q=f^TA^{-1}(diag(q_0,\dots,q_S)-q\otimes q)A^{-T}f */for(i=1;i<=S;i=i+1){sumplus=0;for(k=1;k<=i-1;k=k+1){sumplus=sumplus+Delta[i℄[k℄*Delta[i℄[k℄;}Delta[i℄[i℄=sqrt(Q[i℄[i℄-sumplus);for(j=i+1;j<= S;j=j+1){sumplus=0;summinus=0;for(k=1;k<=i-1;k=k+1){summand=Delta[i℄[k℄*Delta[j℄[k℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}Delta[j℄[i℄=(Q[i℄[j℄-summinus-sumplus)/Delta[i℄[i℄;}}/*Berehnung der Inversen L^{-1} der Choleskyzerlegung von Q*/for(i=1;i<=S;i=i+1){Lminus[i℄[i℄=1/Delta[i℄[i℄;}for(i=2;i<=S;i=i+1){for(j=i-1;j>=1;j=j-1){sumplus=0;summinus=0;for(k=j+1;k<=i;k=k+1){summand=Lminus[i℄[k℄*Delta[k℄[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}Lminus[i℄[j℄=-(sumplus+summinus)/Delta[j℄[j℄;}}}/*Ende von initQL*//* Die Funktion wurde dahingehend abgeaendert, dass noh ein *//* zweiter Index aufgenommen wurde. Dieser dient zur *//* Untersheidung, welhe der aehnlih zu berehnenden Matrixen *//* (Entsheidungsmatrix oder Matrix zur Berehnung der Norm) *//* bestimmt werden soll */void newDeider(int index,int Ber){double sumplus,summinus,summand;double LI[S+1℄[S+1℄,LIminus[S+1℄[S+1℄,QDI[S+1℄[S+1℄;



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 98int ardImenge,k,k1,l,i,j;/*Berehnung von E_I(E_I^T Q E_I)^{-1} E_I^T*//*Berehnung von Q_I=(E_I^T Q E_I)*/i=0;ardImenge=0;for(k=1;k<=S;k=k+1){if(Imenge[k℄>0){ardImenge=ardImenge+1;i=i+1;j=i-1;for(k1=k;k1<=S;k1=k1+1){if(Imenge[k1℄>0){j=j+1;QIminus[i℄[j℄=Q[k℄[k1℄;QIminus[j℄[i℄=Q[k℄[k1℄;}}} }/*Cholesky-Zerlegung von QIminus*/for(i=1;i<=ardImenge;i=i+1){sumplus=0;for(k=1;k<=i-1;k=k+1){sumplus=sumplus+LI[i℄[k℄*LI[i℄[k℄;}LI[i℄[i℄=sqrt(QIminus[i℄[i℄-sumplus);for(j=i+1;j<= ardImenge;j=j+1){sumplus=0;summinus=0;for(k=1;k<=i-1;k=k+1){summand=LI[i℄[k℄*LI[j℄[k℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}LI[j℄[i℄=(QIminus[i℄[j℄-summinus-sumplus)/LI[i℄[i℄;}}/*Invertierung von QIminus*/for(i=1;i<=ardImenge;i=i+1){LIminus[i℄[i℄=1/LI[i℄[i℄;}for(i=2;i<=ardImenge;i=i+1) {for(j=i-1;j>=1;j=j-1){sumplus=0;summinus=0;for(k=j+1;k<=i;k=k+1){summand=LIminus[i℄[k℄*LI[k℄[j℄;if(summand>=0)



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 99{sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}LIminus[i℄[j℄=-(sumplus+summinus)/LI[j℄[j℄;}}i=0;for(k=1;k<=S;k=k+1){if(Imenge[k℄>0){i=i+1;j=i-1;for(k1=k;k1<=S;k1=k1+1){if(Imenge[k1℄>0){j=j+1;sumplus=0;summinus=0;for(l=j;l<=ardImenge;l=l+1){summand=LIminus[l℄[i℄*LIminus[l℄[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else {summinus=summinus+summand;}}QIminus[k℄[k1℄=sumplus+summinus;QIminus[k1℄[k℄=QIminus[k℄[k1℄;}else{QIminus[k℄[k1℄=0;QIminus[k1℄[k℄=0;}}}else{for(k1=1;k1<=S;k1=k1+1){QIminus[k℄[k1℄=0;QIminus[k1℄[k℄=0;}}}/*Berehnung der Entsheidungsmatrix *//*DI=E_I(E_I^TQE_I)E_I^TQ+E_I^C(E_I^C^TQ-E_I^C^TE_I(E_I^TQE_I)QE_I^TQ) */for(i=1;i<=S;i=i+1){for(j=1;j<=S;j=j+1){sumplus=0;summinus=0;for(k=1;k<=S+1;k=k+1){summand=QIminus[i℄[k℄*Q[k℄[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}DI[index℄[i℄[j℄=sumplus+summinus;}}for(i=1;i<=S;i=i+1){for(j=1;j<=S;j=j+1){sumplus=0;summinus=0;for(k=1;k<=S+1;k=k+1){summand=Q[i℄[k℄*DI[index℄[k℄[j℄;if(summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}else{summinus=summinus+summand;}}



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 100QDI[i℄[j℄=sumplus+summinus;}}/* Hier erfolgt die untershiedlihe Berehnung */if(Ber==0){for(i=1;i<=S;i=i+1){if(Imenge[i℄==0){for(j=1;j<=S;j=j+1){if(Imenge[j℄==0){DI[index℄[i℄[j℄=-(Q[i℄[j℄-QDI[i℄[j℄);}}}}}else{for(i=1;i<=S;i=i+1){for(j=1;j<=S;j=j+1){DI2[index℄[i℄[j℄=Q[i℄[j℄-QDI[i℄[j℄;}}}}/*Ende newDeider*/int IndexI(){int ergebnis,k,zweihohk;zweihohk=1;ergebnis=0;for(k=1;k<=S;k=k+1){ergebnis=ergebnis+zweihohk*Imenge[k℄;zweihohk=2*zweihohk;}return(ergebnis);}double gauss(void){stati int i = 0; /* 1 if value in stok */stati double x1, x2, y1, y2;if (i == 0){x1 = unif();x2 = unif();y1 = sqrt(-2 * log(x1));y2 = 2 * M_PI * x2;x1 = y1 * sin(y2);x2 = y1 * os(y2);



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE 101i = 1;return x1;}else{i = 0;return x2;}}/* returns U(0,1)-variates, Marsaglia-Zaman algorithm */double unif(void){stati unsigned long x[℄ ={1276610355UL, 4193469394UL, 2057566612UL, 1886580328UL, 1694206606UL,2633431637UL, 1265626433UL, 885029446UL, 3417643270UL, 3311627661UL,2615330922UL, 2585171253UL, 2061319010UL, 76799462UL, 217610450UL,1970157156UL, 3650280925UL, 3031778051UL, 3936002891UL, 1455404536UL,3581605850UL, 978584193UL, 1392725752UL, 424558724UL, 718634923UL,2602380921UL, 1073859225UL, 2260449986UL, 437368889UL, 111202475UL,430748330UL, 860297108UL, 469595518UL, 2956147077UL, 2998566928UL,3679001976UL, 1174826611UL, 3589929608UL, 2670654217UL, 999890898UL,3874011621UL, 3680146780UL, 3569051095UL };stati int r = 0, s = 21, arry = 0;if (r > 42) r -= 43;if (x[s℄ >= x[r℄ + arry){x[r℄ = x[s℄ - x[r℄ - arry;arry = 0;}else{x[r℄ = (4294967291UL - x[r℄ - arry) + x[s℄;arry = 1;}if (++s > 42) s -= 43;return (((double) x[r++℄ + 0.5) / 4294967291.0);}



Anhang Bmatlab DateienDie nahfolgenden Dateien sind diejenigen matlab Dateien, die zur Durhf�uhrung des Testsben�otigt werden. Es handelt sih dabei um die nahfolgenden sehs Funktionen, die alle im Lau-fe der Testdurhf�uhrung aufgerufen werden.Zum Ausf�uhren des Tests ist der Vektor, der die Daten enth�alt, im selben Verzeihnis wie diematlab-Funktionen abzuspeihern. Der Test ist dann mittels des Befehls `Auswertung(S,Quantil)'auszuf�uhren. Dabei steht `S' f�ur den Abshneideparameter und `Quantil' f�ur das Quantil, f�urdas der Test durhgef�uhrt werden soll (bzw. den p-Wert).Weitere �Anderungen, die am Test vorgenommen werden k�onnen, sind den einzelnen Funktionenzu entnehmen.funtion [x_zusammen℄=Auswertung(S,Quantil)% Eingabe von Quantil=1 bewirkt Berehnung des p-Wertes% Quantil z.B als 0.95 oder 0.99 eingeben% Die nahfolgenden Daten werden fuer die Funktion quantilber2 benoetigtlinkeSeite=0;rehteSeite=8;Feinheit=10000;% Anzahl der Wiederholungen unter einfaher PoissonverteilungAnzahl1 = 5;% Anzahl der Wiederholungen unter zusammengesetzter PoissonverteilungAnzahl2 = 10;% Bestimmen der Testgroesse[Ergebnis,x_einfah,x_zusammen℄=Test(S,Anzahl1,Anzahl2);lambda=x_einfah;if (Ergebnis<0) Ergebnis=0; end %Rundungsungenauigkeiten beseitigen102



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 103Daten der Ausgleihspolynome%lambda in (0,2)Koeff2=zeros(3,6,7,0);Koeff(1,2,1,:)=[ 9.2691110e-02, -8.2017175e-01 , 3.0356867e+00 ,-6.1084756e+00 ,7.2876891e+00 , -5.3100975e+00 ,2.4024584e+00 , -7.3736621e-01 , 2.2296032e-01℄;Koeff(1,2,2,:)=[ -9.1621151e-15 , 7.3752785e-14 , -2.3529831e-13 , 3.7519723e-13,-3.0813140e-13 , 1.1907352e-13 , -1.6658052e-14 , 1.1463631e-15 , 5.0000000e-01℄;Koeff(1,2,3,:)=[ -9.2691106e-02 , 8.2017170e-01 , -3.0356865e+00 ,6.1084751e+00 ,-7.2876884e+00 , 5.3100970e+00, -2.4024582e+00 , 7.3736619e-01 , 2.7703968e-01℄;Koeff(1,3,1,:)=[1.0143449e-01 , -8.9668471e-01 , 3.3137531e+00, -6.6495073e+00 ,7.8880765e+00 , -5.6677090e+00 , 2.4557216e+00 , -6.3596766e-01 , 9.5641937e-02℄;Koeff(1,3,2,:)=[ 1.0350242e-01 , -9.1551299e-01 , 3.3867893e+00,-6.8097956e+00,8.1173925e+00, -5.9183721e+00, 2.7132364e+00 , -9.0620002e-01 , 3.4553417e-01℄;Koeff(1,3,3,:)=[ -1.0143446e-01 , 8.9668440e-01 , -3.3137521e+00 , 6.6495055e+00 ,-7.8880748e+00, 5.6677080e+00 , -2.4557214e+00 , 6.3596765e-01 , 4.0435806e-01℄;Koeff(1,3,4,:)=[ -1.0350243e-01 , 9.1551313e-01 , -3.3867899e+00 , 6.8097966e+00 ,-8.1173936e+00 , 5.9183727e+00 , -2.7132366e+00 , 9.0620004e-01 , 1.5446583e-01℄;Koeff(1,4,1,:)=[ 8.9668730e-02 , -7.8967736e-01 , 2.9011076e+00 , -5.7638647e+00 ,6.7132939e+00 ,-4.6456943e+00 ,1.8452694e+00 ,-3.8146937e-01 ,3.1501293e-02℄;Koeff(1,4,2,:)=[ 1.7201568e-01 , -1.5206278e+00 , 5.6199533e+00 ,-1.1280479e+01 ,1.3395504e+01 , -9.6606314e+00 , 4.2444708e+00, -1.1579392e+00 , 2.0207210e-01℄;Koeff(1,4,3,:)=[ 1.5441433e-02 , -1.4135809e-01 , 5.4742758e-01 , -1.1729627e+00 ,1.5354903e+00 , -1.3039228e+00 , 8.0155041e-01, -4.8781380e-01 , 3.7446646e-01℄;Koeff(1,4,4,:)=[ -1.7201568e-01 , 1.5206278e+00 , -5.6199533e+00 , 1.1280479e+01 ,-1.3395504e+01 , 9.6606314e+00 ,-4.2444708e+00 , 1.1579392e+00 , 2.9792790e-01℄;Koeff(1,4,5,:)=[ -1.0930929e-01 , 9.6381439e-01 , -3.5499099e+00 , 7.0914657e+00 ,-8.3626120e+00 , 5.9759070e+00 ,-2.6379746e+00 , 8.6645899e-01 ,9.4155589e-02℄;Koeff(1,5,1,:)=[4.6446907e-02 , -4.0543339e-01 ,1.4731793e+00 , -2.8867515e+00 ,3.3044228e+00 ,-2.2385347e+00 , 8.6851170e-01 ,-1.7688010e-01 , 1.5136007e-02℄;Koeff(1,5,2,:)=[ 1.5908285e-01, -1.4051180e+00 ,5.1851315e+00 , -1.0376928e+01 ,1.2245231e+01, -8.6983330e+00, 3.6632950e+00, -8.7515130e-01, 1.0421443e-01℄;Koeff(1,5,3,:)=[ 1.5421716e-01 , -1.3723226e+00 ,5.1136800e+00 , -1.0373828e+01 ,1.2500006e+01 , -9.2190231e+00 , 4.2236164e+00 , -1.2730872e+00, 2.7731927e-01℄;Koeff(1,5,4,:)=[ -5.9577226e-02 , 5.6365146e-01 ,-2.2290798e+00 , 4.7644639e+00 ,-5.9425588e+00 , 4.3465164e+00 ,-1.7271109e+00 , 1.5487175e-01 , 3.4630672e-01℄;Koeff(1,5,5,:)=[ -1.9718551e-01 ,1.7353262e+00 , -6.3900198e+00 , 1.2800677e+01 ,-1.5215403e+01 ,1.1041673e+01, -4.9397890e+00 , 1.4254891e+00 , 2.0869414e-01℄;Koeff(1,5,6,:)=[ -1.0298418e-01 ,8.8389637e-01, -3.1528913e+00 ,6.0723660e+00,-6.8916977e+00 ,4.7677017e+00 , -2.0885232e+00 , 7.4475777e-01 ,4.8329435e-02℄;Koeff(1,6,1,:)=[ 1.8373279e-02 , -1.6076847e-01, 5.8566933e-01 , -1.1504878e+00,1.3192174e+00 , -8.9295164e-01 , 3.4358708e-01 , -6.7923829e-02 , 5.3153585e-03℄;Koeff(1,6,2,:)=[ 1.2051019e-01, -1.0595387e+00, 3.8849218e+00, -7.7018192e+00,8.9534376e+00, -6.1959620e+00, 2.4792880e+00, -5.2965999e-01, 4.9092030e-02℄;Koeff(1,6,3,:)=[ 1.9582454e-01 , -1.7395979e+00 , 6.4660075e+00 , -1.3063729e+01 ,1.5620770e+01 , -1.1320511e+01 , 4.9333245e+00 , -1.2596785e+00 , 1.7149071e-01℄;Koeff(1,6,4,:)=[ 7.4047803e-02 ,-6.6669029e-01 , 2.5217802e+00 ,-5.2266940e+00 ,6.5194308e+00 ,-5.1147294e+00 , 2.6412370e+00 ,-1.0060009e+00 , 3.1062013e-01℄;Koeff(1,6,5,:)=[ -1.7616406e-01, 1.5756163e+00, -5.8856753e+00 , 1.1906329e+01,-1.4153783e+01, 1.0052527e+01, -4.1362909e+00, 7.8326100e-01 , 2.9329411e-01℄;Koeff(1,6,6,:)=[ -1.8269184e-01 , 1.6078790e+00 , -5.9328086e+00 , 1.1944144e+01 ,-1.4332698e+01 , 1.0575728e+01 , -4.8716914e+00 , 1.4961336e+00 , 1.4257155e-01℄;Koeff(1,6,7,:)=[ -4.9899921e-02 , 4.4310014e-01 ,-1.6398949e+00 ,3.2922567e+00 ,-3.9263747e+00 , 2.8958992e+00 ,-1.3894542e+00 , 5.8386851e-01 ,2.7616110e-02℄;Koeff(1,7,1,:)=[ 5.5341988e-03 , -4.8584369e-02 , 1.7761731e-01, -3.5018623e-01,4.0289693e-01 , -2.7327862e-01 , 1.0496311e-01, -2.0493893e-02 , 1.5392941e-03℄;Koeff(1,7,2,:)=[ 4.7592315e-02, -4.2102900e-01, 1.5548464e+00, -3.1079095e+00,3.6459840e+00, -2.5456974e+00, 1.0236190e+00, -2.1603537e-01 , 1.8693100e-02℄;Koeff(1,7,3,:)=[ 1.3634719e-01 , -1.2154820e+00 , 4.5356576e+00 , -9.2006638e+00 ,1.1033926e+01 , -7.9802244e+00 , 3.4108573e+00 , -8.0784593e-01 , 8.7900485e-02℄;Koeff(1,7,4,:)=[ 1.5720762e-01 ,-1.4167823e+00 , 5.3646018e+00 ,-1.1106275e+01 ,1.3725905e+01 ,-1.0417702e+01 , 4.8594358e+00 ,-1.3815599e+00 ,2.2355888e-01℄;Koeff(1,7,5,:)=[ -6.8921839e-02, 5.6568219e-01, -1.8942597e+00, 3.2977904e+00 ,-3.0931220e+00 , 1.3212930e+00 , 1.4802971e-01 , -5.0820104e-01 , 3.1101452e-01℄;Koeff(1,7,6,:)=[ -1.7923720e-01 , 1.6371472e+00 ,-6.2635683e+00 , 1.3032769e+01 ,-1.6035873e+01 , 1.1904870e+01 ,-5.2266017e+00 , 1.1813531e+00 ,2.4081161e-01℄;Koeff(1,7,7,:)=[ -1.1234731e-01 , 1.0174835e+00 ,-3.8713778e+00 , 8.0681665e+00 ,-1.0095567e+01 , 7.8729983e+00 , -3.9277796e+00 , 1.3699879e+00 , 9.8018223e-02℄;Koeff(1,7,8,:)=[ 1.3825032e-02 ,-1.1843517e-01 ,3.9648264e-01 ,-6.3369111e-01 ,4.1585063e-01 , 1.1774124e-01 ,-3.9252367e-01 , 3.8279514e-01 ,1.8463895e-02℄;%lambda in (0,5)Koeff(2,2,1,:)=[ 1.0545631e-04 , -2.3325633e-03 , 2.1574105e-02 , -1.0839085e-01 ,3.2214881e-01 , -5.8077203e-01 , 6.3458055e-01 , -4.2713257e-01 , 2.0602746e-01℄;Koeff(2,2,2,:)=[ 8.2786713e-19, -2.1693239e-17, 2.2942607e-16 , -1.2401796e-15,3.5994709e-15, -5.3912557e-15 , 3.5728493e-15, -4.5854526e-16 , 5.0000000e-01℄;Koeff(2,2,3,:)=[ -1.0545633e-04 , 2.3325637e-03 , -2.1574108e-02 , 1.0839086e-01 ,-3.2214883e-01 , 5.8077204e-01, -6.3458054e-01 , 4.2713256e-01 , 2.9397254e-01℄;Koeff(2,3,1,:)=[ 1.0450314e-04 , -2.2997100e-03 , 2.1116572e-02 ,-1.0493616e-01 ,3.0631943e-01 , -5.3422355e-01 , 5.4328861e-01 ,-3.0159851e-01 , 7.7442614e-02℄;Koeff(2,3,2,:)=[ 1.1508882e-04 , -2.5488940e-03 , 2.3627510e-02 ,-1.1919715e-01 ,3.5720323e-01, -6.5580950e-01 , 7.4894906e-01 ,-5.6206828e-01 , 3.2677835e-01℄;



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 104Koeff(2,3,3,:)=[ -1.0450322e-04, 2.2997116e-03 , -2.1116586e-02 , 1.0493623e-01 ,-3.0631961e-01 , 5.3422382e-01 ,-5.4328883e-01 , 3.0159858e-01 , 4.2255738e-01℄;Koeff(2,3,4,:)=[ -1.1508883e-04, 2.5488941e-03 , -2.3627510e-02 ,1.1919715e-01 ,-3.5720322e-01 , 6.5580948e-01, -7.4894904e-01 , 5.6206828e-01 , 1.7322165e-01℄;Koeff(2,4,1,:)=[ -1.0176297e-04 ,2.2401098e-03 ,-2.0598815e-02, 1.0280543e-01 ,-3.0380073e-01 ,5.4953291e-01 ,-6.2900370e-01 ,5.1744052e-01 ,1.1304843e-01℄;Koeff(2,4,2,:)=[ 5.5389574e-05 , -1.2045007e-03 , 1.0885322e-02 ,-5.2899828e-02 ,1.4938606e-01, -2.4702610e-01, 2.2847311e-01 ,-1.0443232e-01 , 1.6687542e-02℄;Koeff(2,4,3,:)=[ 1.8077878e-04, -3.9878467e-03, 3.6744750e-02 ,-1.8356352e-01,5.4045381e-01, -9.5692437e-01, 1.0020332e+00 , -5.9105360e-01, 1.7122410e-01℄;Koeff(2,4,4,:)=[ 4.6373391e-05 , -1.0356091e-03 , 9.7134936e-03 ,-4.9905604e-02 ,1.5441467e-01 , -3.0250681e-01 , 4.0053059e-01 ,-4.1300821e-01 , 3.7026403e-01℄;Koeff(2,4,5,:)=[ -1.8077878e-04 , 3.9878467e-03 ,-3.6744750e-02 , 1.8356352e-01 ,-5.4045381e-01 , 9.5692437e-01 ,-1.0020332e+00 ,5.9105360e-01 , 3.2877590e-01℄;Koeff(2,5,1,:)=[ 2.6345175e-05, -5.7145402e-04 , 5.1482540e-03 ,-2.4922301e-02 ,7.0042274e-02 , -1.1516987e-01 ,1.0597346e-01 , -4.8620564e-02, 8.3076614e-03℄;Koeff(2,5,2,:)=[ 1.5058434e-04, -3.2974238e-03 , 3.0077112e-02, -1.4807275e-01,4.2624911e-01, -7.2681652e-01, 7.0982726e-01, -3.6258727e-01, 7.6615858e-02℄;Koeff(2,5,3,:)=[ 1.8028841e-04 , -3.9927468e-03 , 3.6992181e-02 , -1.8629654e-01 ,5.5555841e-01, -1.0058569e+00, 1.1000170e+00 , -7.1073776e-01 , 2.4541717e-01℄;Koeff(2,5,4,:)=[ -2.4711898e-05 , 5.4049128e-04 , -4.9435004e-03 , 2.4396547e-02 ,-6.9283088e-02 , 1.0691730e-01 , -4.6111226e-02 ,-1.5820375e-01 , 3.6420033e-01℄;Koeff(2,5,5,:)=[ -2.0858948e-04 , 4.6223139e-03 , -4.2828163e-02 ,2.1550192e-01 ,-6.4087444e-01 , 1.1522237e+00 ,-1.2398834e+00 , 7.7532079e-01 , 2.4470595e-01℄;Koeff(2,5,6,:)=[ -1.2391655e-04 , 2.6988194e-03 ,-2.4445884e-02 ,1.1939312e-01 ,-3.4169226e-01 , 5.8870223e-01 ,-6.2982308e-01 , 5.0482856e-01 , 6.0753035e-02℄;Koeff(2,6,1,:)=[ 8.9703761e-06, -1.9399183e-04 , 1.7408479e-03 , -8.3829068e-03 ,2.3384520e-02 , -3.8024077e-02 , 3.4361356e-02 , -1.5262216e-02 ,2.4407413e-03℄;Koeff(2,6,2,:)=[ 8.4492504e-05, -1.8393125e-03, 1.6646172e-02, -8.1065749e-02 ,2.2968900e-01, -3.8208404e-01, 3.5782333e-01, -1.6898144e-01, 3.0400512e-02℄;Koeff(2,6,3,:)=[ 2.1748764e-04 , -4.7736018e-03 , 4.3679687e-02 , -2.1600547e-01 ,6.2603561e-01 , -1.0794565e+00 , 1.0758353e+00 , -5.7255723e-01 , 1.3210299e-01℄;Koeff(2,6,4,:)=[ 1.4806226e-04 ,-3.2940904e-03 , 3.0698483e-02 ,-1.5582471e-01 ,4.7014181e-01 ,-8.6850248e-01 , 9.9030441e-01 ,-7.0456135e-01 , 2.9433442e-01℄;Koeff(2,6,5,:)=[ -1.4288251e-04 , 3.1114476e-03 ,-2.8187667e-02 , 1.3762734e-01,-3.9211303e-01, 6.5737606e-01, -6.0228284e-01 ,1.5476835e-01, 3.2871905e-01℄;Koeff(2,6,6,:)=[ -2.3813257e-04 , 5.2381321e-03 , -4.8161057e-02 , 2.4029299e-01 ,-7.0782676e-01 , 1.2604644e+00 , -1.3525890e+00 , 8.7206682e-01 , 1.7640883e-01℄;Koeff(2,6,7,:)=[ -7.7997701e-05 ,1.7514168e-03 ,-1.6416466e-02 ,8.3358502e-02 ,-2.4931114e-01 , 4.5022664e-01 ,-5.0345250e-01 , 4.3452708e-01 , 3.5593461e-02℄;Koeff(2,7,1,:)=[2.6746899e-06 ,-5.7823627e-05 ,5.1864177e-04 ,-2.4955198e-03 ,6.9523589e-03 ,-1.1279124e-02 , 1.0148785e-02 , -4.4669458e-03 , 6.9873336e-04℄;Koeff(2,7,2,:)=[ 3.5836969e-05, -7.7703730e-04, 6.9958761e-03, -3.3830117e-02,9.4899779e-02, -1.5551184e-01, 1.4214175e-01, -6.4285129e-02, 1.0611044e-02℄;Koeff(2,7,3,:)=[ 1.5504025e-04 , -3.3823765e-03 , 3.0698116e-02 , -1.5007440e-01 ,4.2755161e-01 , -7.1713576e-01 , 6.8072908e-01 , -3.2935608e-01 , 6.2172307e-02℄;Koeff(2,7,4,:)=[ 2.4791096e-04 ,-5.4610686e-03 , 5.0212265e-02 ,-2.4998876e-01 ,7.3174692e-01 ,-1.2816624e+00 , 1.3124314e+00 ,-7.3524600e-01 , 1.8751451e-01℄;Koeff(2,7,5,:)=[ 7.5211016e-05 , -1.7037696e-03 , 1.6247373e-02 , -8.5010876e-02 ,2.6747896e-01 , -5.2610056e-01 , 6.6615604e-01 , -5.7100343e-01 , 3.1361145e-01℄;Koeff(2,7,6,:)=[ -2.5883030e-04 , 5.6237423e-03 , -5.0803014e-02 , 2.4713294e-01 ,-7.0113824e-01 , 1.1750158e+00 , -1.1138110e+00 , 4.4851799e-01 , 2.7964296e-01℄;Koeff(2,7,7,:)=[ -2.1781395e-04 , 4.8840534e-03 ,-4.5739562e-02 , 2.3220176e-01 ,-6.9494713e-01 , 1.2551151e+00 ,-1.3662186e+00 , 9.0982580e-01 , 1.2368496e-01℄;Koeff(2,7,8,:)=[ -4.0029626e-05 , 8.7427984e-04 ,-8.1296968e-03 , 4.2064982e-02 ,-1.3254426e-01 , 2.6155878e-01 ,-3.3157738e-01,3.4601380e-01, 2.2064040e-02℄;%lambda in (0,10)Koeff(3,2,1,:)=[6.0559551e-07,-2.6701567e-05,4.9160778e-04,-4.9047064e-03,2.8817011e-02 ,-1.0173472e-01 , 2.1280699e-01, -2.5736156e-01 , 1.8539938e-01℄;Koeff(3,2,2,:)=[3.2338560e-21,-1.6947843e-19,3.5847824e-18,-3.8755614e-17,2.2496693e-16,-6.7390696e-16 , 8.9321234e-16, -2.2927263e-16 , 5.0000000e-01℄;Koeff(3,2,3,:)=[-6.0559535e-07 , 2.6701561e-05 , -4.9160767e-04 , 4.9047054e-03 ,-2.8817006e-02 , 1.0173471e-01, -2.1280697e-01 , 2.5736155e-01 , 3.1460062e-01℄;Koeff(3,3,1,:)=[4.7414767e-07, -2.0738373e-05 , 3.7765443e-04, -3.7090391e-03 ,2.1272690e-02 , -7.2106604e-02 , 1.3941354e-01, -1.3999375e-01 , 5.7809565e-02℄;Koeff(3,3,2,:)=[ 7.2243269e-07, -3.2031890e-05 , 5.9428715e-04 , -5.9947077e-03 ,3.5813546e-02 , -1.2990040e-01 , 2.8481501e-01 , -3.7476710e-01 , 3.0396632e-01℄;Koeff(3,3,3,:)=[ -4.7414780e-07, 2.0738378e-05, -3.7765452e-04 , 3.7090400e-03 ,-2.1272695e-02 , 7.2106619e-02, -1.3941357e-01 , 1.3999377e-01 , 4.4219043e-01℄;Koeff(3,3,4,:)=[ -7.2243261e-07, 3.2031886e-05 , -5.9428709e-04 , 5.9947072e-03 ,-3.5813543e-02 , 1.2990039e-01 ,-2.8481500e-01 , 3.7476709e-01 , 1.9603368e-01℄;Koeff(3,4,1,:)=[ -5.8914868e-07 ,2.6164170e-05 ,-4.8692704e-04 ,4.9387008e-03 ,-2.9806648e-02 ,1.1045529e-01 ,-2.5472635e-01 ,3.7712825e-01 ,1.2551618e-01℄;Koeff(3,4,2,:)=[ 1.9739810e-07, -8.5779251e-06 , 1.5486537e-04 , -1.5029429e-03 ,8.4718106e-03 , -2.7953784e-02 , 5.1636691e-02 , -4.7540886e-02 , 1.6238696e-02℄;Koeff(3,4,3,:)=[ 9.5413108e-07, -4.1831773e-05 , 7.6429136e-04, -7.5421166e-03,4.3571238e-02, -1.4943512e-01, 2.9489978e-01, -3.0768009e-01, 1.3663423e-01℄;Koeff(3,4,4,:)=[ 3.3702565e-07 , -1.5246440e-05 , 2.9051119e-04 , -3.0424922e-03 ,1.9223916e-02 , -7.6197455e-02 , 1.9355396e-01 , -3.2381904e-01 , 3.5793868e-01℄;



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 105Koeff(3,4,5,:)=[ -9.0043743e-07 , 3.9535569e-05 , -7.2349092e-04 , 7.1555739e-03 ,-4.1493712e-02 , 1.4322151e-01 ,-2.8548736e-01 , 3.0198229e-01 , 3.6366151e-01℄;Koeff(3,5,1,:)=[6.0744170e-08, -2.6238607e-06, 4.7012242e-05 ,-4.5173395e-04 ,2.5121975e-03 , -8.1310969e-03 , 1.4584878e-02 , -1.2785608e-02, 3.9830958e-03℄;Koeff(3,5,2,:)=[ 5.6101883e-07, -2.4410531e-05, 4.4148017e-04 , -4.2951225e-03,2.4299838e-02, -8.0644327e-02, 1.5043184e-01, -1.4104493e-01, 5.0027469e-02℄;Koeff(3,5,3,:)=[ 1.0932695e-06, -4.8258009e-05 , 8.8947452e-04 ,-8.8813638e-03 ,5.2162640e-02, -1.8334881e-01 , 3.7628734e-01 , -4.1985999e-01 , 2.0964131e-01℄;Koeff(3,5,4,:)=[ 1.5316921e-08 , -6.0421751e-07 , 1.1620738e-05 ,-1.5947969e-04 ,1.6973151e-03 , -1.2957376e-02 , 6.5492532e-02 ,-2.0777473e-01 , 3.7194324e-01℄;Koeff(3,5,5,:)=[ -1.1492425e-06 , 5.0578720e-05 ,-9.2994956e-04 , 9.2687672e-03 ,-5.4381085e-02 , 1.9105202e-01, -3.9173672e-01 ,4.3537715e-01 ,2.8482643e-01℄;Koeff(3,5,6,:)=[ -5.8119709e-07 ,2.5321860e-05 ,-4.5970985e-04 , 4.5196128e-03 ,-2.6294442e-02 ,9.4039499e-02 , -2.1507367e-01 ,3.4609612e-01 ,7.9577218e-02℄;Koeff(3,6,1,:)=[ 1.6029521e-08,-6.9002683e-07 , 1.2309788e-05 , -1.1761573e-04,6.4909966e-04, -2.0781559e-03 , 3.6664075e-03 , -3.1264057e-03, 9.2373764e-04℄;Koeff(3,6,2,:)=[ 2.1736129e-07 , -9.4103435e-06, 1.6909255e-04, -1.6308819e-03,9.1156977e-03, -2.9716254e-02 , 5.3880180e-02 , -4.8073970e-02, 1.5467971e-02℄;Koeff(3,6,3,:)=[ 9.0693220e-07 ,-3.9594851e-05 , 7.1924900e-04 , -7.0390053e-03 ,4.0155452e-02 , -1.3491150e-01 , 2.5658797e-01 ,-2.4866730e-01 , 9.3735139e-02℄;Koeff(3,6,4,:)=[ 9.6594447e-07, -4.2785161e-05 , 7.9269437e-04 ,-7.9800168e-03 ,4.7514665e-02 ,-1.7112906e-01, 3.6767883e-01, -4.4803769e-01 , 2.6146350e-01℄;Koeff(3,6,5,:)=[ -4.1860081e-07 , 1.8358273e-05, -3.3473004e-04 , 3.2761086e-03,-1.8450171e-02, 5.8303870e-02, -8.1844847e-02 , -5.5095213e-02, 3.5551502e-01℄;Koeff(3,6,6,:)=[ -1.1804009e-06 , 5.1962537e-05 , -9.5614084e-04 , 9.5496186e-03 ,-5.6308177e-02 , 2.0011834e-01 , -4.2144394e-01 , 4.9787934e-01 , 2.2126360e-01℄;Koeff(3,6,7,:)=[ -5.0472193e-07 ,2.2065535e-05 ,-4.0107150e-04 , 3.9309416e-03 ,-2.2630057e-02 , 7.9303114e-02 ,-1.7839253e-01 ,3.0505318e-01 , 5.1640567e-02℄;Koeff(3,7,1,:)=[ 9.7131458e-09 ,-3.7649322e-07 , 6.0477484e-06 , -5.2030510e-05 ,2.5855042e-04 , -7.4529820e-04 , 1.1837215e-03 , -9.0832229e-04 , 2.4120535e-04℄;Koeff(3,7,2,:)=[ 1.6440517e-07 , -6.3970209e-06 , 1.0325493e-04, -8.9390332e-04,4.4794311e-03, -1.3065719e-02, 2.1121352e-02, -1.6680749e-02, 4.6709620e-03℄;Koeff(3,7,3,:)=[ 1.0446168e-06 , -4.0861395e-05 , 6.6402833e-04, -5.8003828e-03,2.9426971e-02, -8.7381743e-02, 1.4522848e-01, -1.2022237e-01, 3.6831283e-02℄;Koeff(3,7,4,:)=[ 2.6061091e-06 , -1.0285699e-04 , 1.6913288e-03, -1.5014341e-02,7.7956103e-02, -2.3979446e-01, 4.2228647e-01, -3.8783435e-01, 1.4559239e-01℄;Koeff(3,7,5,:)=[ 1.5765621e-06 ,-6.3035570e-05 , 1.0562022e-03 , -9.6503447e-03 ,5.2527335e-02 , -1.7561044e-01 , 3.6215287e-01 , -4.5329414e-01 , 3.0043899e-01℄;Koeff(3,7,6,:)=[ -1.6183111e-06 ,6.4884288e-05 , -1.0845701e-03 , 9.7906864e-03 ,-5.1626982e-02 , 1.5966838e-01 ,-2.6545757e-01 , 1.2512510e-01 , 3.1890716e-01℄;Koeff(3,7,7,:)=[ -2.7861463e-06 , 1.0953817e-04 ,-1.7989306e-03 ,1.6025854e-02 ,-8.4300606e-02 , 2.6824551e-01 ,-5.1330432e-01 ,5.7650578e-01 ,1.6164769e-01℄;Koeff(3,7,8,:)=[ -9.4581899e-07 , 3.7403399e-05 ,-6.1421774e-04 , 5.4292408e-03 ,-2.8058740e-02 , 8.7207868e-02 ,-1.7151258e-01 ,2.7646531e-01 ,3.1785399e-02℄;% Falluntersheidung, ob% lambda \in [0,2℄ lambda \in [2,5℄ oder lambda \in [5,10℄if (lambda<2)de=1;elseif (lambda<5)de=2;elsede=3;endend% Berehnung des Ausgleihpolynomsfor l=1:S+1kappa(l)=Koeff(de,S,l,1);for k=1:8kappa(l)=kappa(l).*lambda+Koeff(de,S,l,1+k);endendif(Quantil==1)



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 106% p-Wert bestimmeny=0*Ergebnis+kappa(S+1);for i=1:Sy=y+kappa(i)*hi2df(Ergebnis,S+1-i);endif (y>1) y=1; endy=1-y;display('Der p-Wert betraegt:');yelseerg=quantilber2(kappa,[linkeSeite,rehteSeite℄,Feinheit,Quantil);if (Ergebnis>erg)display('Hypothese verwerfen');elsedisplay('Hypothese niht verwerfen');endend



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 107funtion [erg,x2,x℄ = Test(S,Anzahl1,Anzahl2)% Der Vektor mit den Auspraegungen der Zufallsvariable Z_I% sei bereits gespeihert in der Datei 'vektor'% Diese Funktion bestimmt die Testgroessevektor = load('vektor');y = zeros(1,S+2);n = size(vektor);n = n(2);% Bestimmen der absoluten Haeufigkeiten aus den Datenlam=0;for k = 1:nfor i=0:Sif (vektor(k) == i) y(i+1) = y(i+1) + 1;endendif (vektor(k) > S) y(S+2) = y(S+2) + 1;endlam= lam+ vektor(k);endlam=lam/n;% Beginn fuer einfahe PoissonverteilungA2 =[℄;b2 = [℄;Aeq2 = [℄;beq2 = [℄;ub2 = [℄;lb2 = 0;x2 = lam;% Als Startwert der Iteration wird der Mittelwert genommenfor i=1:Anzahl1[f,H℄ = myfun2(x2,y,S,n);x2 = quadprog(-H,-f,A2,b2,Aeq2,beq2,lb2,ub2,x2,optimset('LargeSale','off'));end% Berehnen des Funktionswertes an der Stelle x2erg2 = myfun2(x2,y,S,n);% Beginn fuer zusammengesetzte PoissonverteilungA = [0,ones(1,S)℄;b =1;



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 108Aeq=[℄;beq=[℄;lb=[zeros(S+1,1)℄;ub=[℄;jump=ones(S,1)*1/S;x=[x2;jump℄;% Als Startwert fuer lambda dient der% Optimalwert der einfahen Poissonverteilungfor i=1:Anzahl2% In einigen Extremfaellen wird lambda als Optimalwert = 0% dies wird mit der nahfolgenden Zeile verhindertif (x(1) < 0.001) x(1) =0.1;end% Beginn der eigentlihen Iterartion[f,H℄ = myfun(x,y,S,n);[x,fval℄ =quadprog(-H,-f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x,optimset('LargeSale','off'));end% Berehnen des Funktionswertes an der Stelle xerg1 = myfun(x,y,S,n);% Gesamtergebniserg = 2 *n * (erg1 - erg2);



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 109funtion [f,H℄=myfun(x,y,S,n)% Diese Funktion bestimmt den Funktionswert sowie% Ableitung und Hessematrix%Berehnung von \Psi_k^SPsi(1)=exp(-x(1));sum=Psi(1);for k=1:Ssum2=0;for i=1:ksum2=sum2+i*x(i+1)*Psi(k-i+1);endPsi(k+1) = x(1)/k*sum2;sum=sum+Psi(k+1);enda=1-sum;Psi(S+2)=a;% Wird die Funktion nur mit einer Ausgabe aufgerufen,% liefert sie als Ausgabe den Funktionswertif (nargout==1)f=0;for k=0:S+1f=f+y(k+1)*log(Psi(k+1));endend % Ende if(nargout==1)% Bei Aufruf der Funktion mit zwei Ausgabeparametern% wird der veraenderte Gradient und die Hessematrix bestimmtif (nargout==2)% Gradient% Berehnung der Abkuerzungenr(1)=0;s(1)=0;for k=0:Sb(k+1) = y(k+1) /Psi(k+1) - y(S+2)/a;endfor k=1:Ssum=0;for l=1:ksum=sum+x(l+1) *Psi(k-l+1);endr(k+1)=sum;end



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 110for k=1:Ssum=0;for l=1:ksum=sum+x(l+1) *r(k-l+1);ends(k+1)=sum;end% rMinus steht fuer 1-\sum_{k=0}^s r_k% sMinus analogsMinus=0;rMinus=0;for k=0:SsMinus = sMinus +s(k+1);rMinus = rMinus +r(k+1);endrMinus=1-rMinus;sMinus=1-sMinus;sum=0;for k=0:Ssum=sum+b(k+1)*(r(k+1) - Psi(k+1));endgrad(1)=sum;for i=1:Ssum=0;for k=i:Ssum=sum+b(k+1)*Psi(k-i+1) ;endgrad(i+1)=x(1)*sum;end% Hessematrixsum1=0;sum2=0;for k=0:Ssum1 = sum1 + y(k+1)*(r(k+1)/Psi(k+1))^2;sum2 = sum2 + y(k+1)*s(k+1)/Psi(k+1);endHess(1,1) = -sum1+sum2 -y(S+2)/a^2*rMinus^2+y(S+2)/a*sMinus;for j=1:Ssum1=0;sum2=0;sum3=0;sum4=0;



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 111sum5=0;for k=j:Ssum1 = sum1 + y(k+1)*r(k+1)*Psi(k+1-j)/Psi(k+1)^2;sum2 = sum2 + y(k+1)*Psi(k+1-j)/Psi(k+1);sum3 = sum3 + y(k+1)*r(k+1-j)/Psi(k+1);sum4 = sum4 + Psi(k+1-j);sum5 = sum5 + r(k+1-j);endHess(1,j+1)=-x(1)*sum1+sum2+x(1)*sum3-(-x(1)*y(S+2)/a^2*rMinus*sum4+y(S+2)/a*sum4+x(1)*y(S+2)/a*sum5);Hess(j+1,1)=Hess(1,j+1);sum(j)=sum4;endfor i=1:Sfor j = i:Ssum1=0;sum2=0;sum3=0;for k=(i+j):Ssum1 = sum1 + y(k+1)*Psi(k+1-i-j)/Psi(k+1);sum2 = sum2 + Psi(k+1-i-j);endfor k=j:S %j ist das Maximum (j >= i)sum3 =sum3 + y(k+1)*Psi(k+1-j)*Psi(k+1-i)/Psi(k+1)^2;endHess(i+1,j+1)=x(1)^2*sum1 - x(1)^2 *sum3 -x(1)^2*y(S+2)/a*sum2-x(1)^2*sum(i)*sum(j)*y(S+2)/a^2;Hess(j+1,i+1)=Hess(i+1,j+1);endendf=(grad'-Hess*x);H=Hess;end % Ende von if nargout == 2



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 112funtion [f,H℄ = myfun2(x,y,S,n)1=0;2=0;3=0;% umprod liefert die Fakultaetfak=[1,umprod(1:S)℄;% Berehnung der Konstantenfor k=0:S1 = 1 + y(k+1) * k;2 = 2 + y(k+1) *log(fak(k+1));3 = 3 + x^k / fak(k+1);end3 = exp(x) - 3;% Wird die Funktion nur mit einem Ausgabeparameter% aufgrufen, so liefert sie den Funktionswertif (nargout==1)f = -x*n +1 *log(x) - 2 + y(S+2) *log(3);end % Ende von if (nargout==1)% Wird die Funktion mit zwei Ausgabeparametern% aufgerufen, so liefert sie die erste und zweite Ableitungif (nargout==2)grad = y(S+2) - n +1 / x+ (y(S+2) * x^S) / (fak(S+1) * 3);H=-1/x^2 + y(S+2)*(S-x)*x^(S-1)/(3*fak(S+1)) -y(S+2)*(x^S/(fak(S+1)*3))^2;f=(grad'-H*x);end % Ende von if (nargout==2)



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 113funtion [quantil,prozent℄ = quantilber2(kappa,bereih,feinheit,perentage)% Diese Funktion liefert folgende Ergebnisse:% quantil perentage-Quantil der Verteilungsfunktion (=kritisher Wert)% prozent genauer Wert (aufgrund der Diskretisierung von per. abweihend)% des zu kritisher Wert gehoerenden Quantils% Als Eingabe benoetigt die Funktion:% kappa enthaelt die Kappawerte von kappa0 bis kappaS% bereih ist der Bereih in dem gesuht wird% feinheit gibt an, wieviele Stuetzstellen genommen werden% perentage ist das zu berehnende Quantildim=length(kappa);a=bereih(1);b=bereih(2);=feinheit;Shrittweite=(b-a)/feinheit;%Funktionswerte berehnenx=a:Shrittweite:b;y=0*x+kappa(dim);for i=1:dim-1y=y+kappa(i)*hi2df(x,dim-i);end% Quantilbestimmung% Fehler, falls bereih zu klein gewaehlt wurdeif y(feinheit+1)<=perentagedisplay('Rehte Grenze zu niedrig gewaehlt.Der groesste Funktionswert betraegt:')display(y(feinheit+1))quantil=0;prozent=0;elseif y(1)>=perentagedisplay('Linke Seite zu hoh gewaehlt.Der kleinste Funktionswert betraegt:')display(y(1))quantil=0;prozent=0;else% Die Funktion abgleih bestimmt mittels Bisektion das gewuenshte Quantil[p,prozent℄=abgleih(y,perentage);quantil=a+Shrittweite*(p-1);end



ANHANG B. MATLAB DATEIEN 114funtion [Reihe,vektorWert℄=abgleih(vektor,Wert)% Diese Funktion berehnet das Element des Vektors, der als erster den% kritishen Wert (hier mit Wert bezeihnet) uebershreitet.% Alg. gilt nur fuer monoton wahsende Folgen (Verteilungsfunktionen)% Reihe gibt an, das wievielte Element der krit. Wert in der Reihenfolge ist% vektorWert gibt den Wert dieses Elements aus% Zur Berehnung wird das Bisektionsverfahren verwendetniedrigerWert=1;hoherWert = length(vektor);while hoherWert~=niedrigerWertif hoherWert-niedrigerWert==1vektorWert=vektor(hoherWert);Reihe=hoherWert;break;elseMitte=round(0.5*(hoherWert+niedrigerWert));if vektor(Mitte)>WerthoherWert=Mitte;elseif vektor(Mitte)<WertniedrigerWert=Mitte;elsevektorWert=vektor(Mitte);Reihe=Mitte;break;endendvektorWert=vektor(Mitte);Reihe=Mitte;end



Anhang CMAPLE Datei zur Bestimmung von�4 im Fall S = 4with(LinearAlgebra):z:=Matrix(10):for i from 0 by 1 to 9 do for k from 0 by 2 to 8 dox:=(1+5*i+k/2)/50.:Aminus1:=Transpose(< <-exp(x),0,0,0,0>|<exp(x)/x*(1-x),exp(x)/x,0,0,0>|<exp(x)*x/2,-exp(x),exp(x)/x,0,0>|<-exp(x)*x^2/6,exp(x)*x/2,-exp(x),exp(x)/x,0>|<exp(x)*x^3/24,-exp(x)*x^2/6,exp(x)*x/2,-exp(x),exp(x)/x>>):N:=Transpose(<<0,0,0,0>|<1,0,0,0>|<1,-1,0,0>|<1,0,-1,0>|<1,0,0,-1>>):qt:=<exp(-x)|x*exp(-x)|1/2*exp(-x)*x^2|1/6*exp(-x)*x^3|1/24*exp(-x)*x^4>:q:=Transpose(qt):qq:=q.qt:Dminus1:=DiagonalMatrix(q)-qq:Q:=simplify(Transpose(N).Aminus1.Dminus1.Transpose(Aminus1).N):Q:=MatrixInverse(Q):Q[1,2℄:=Q[1,2℄/sqrt(Q[1,1℄*Q[2,2℄):Q[1,3℄:=Q[1,3℄/sqrt(Q[1,1℄*Q[3,3℄):Q[1,4℄:=Q[1,4℄/sqrt(Q[1,1℄*Q[4,4℄):Q[2,3℄:=Q[2,3℄/sqrt(Q[2,2℄*Q[3,3℄):Q[2,4℄:=Q[2,4℄/sqrt(Q[2,2℄*Q[4,4℄):Q[3,4℄:=Q[3,4℄/sqrt(Q[3,3℄*Q[4,4℄):Q[2,1℄:=Q[1,2℄:Q[3,1℄:=Q[1,3℄:Q[4,1℄:=Q[1,4℄:Q[3,2℄:=Q[2,3℄:Q[4,2℄:=Q[2,4℄:Q[4,3℄:=Q[3,4℄:Q[1,1℄:=1: 115



ANHANG C. MAPLE DATEI ZUR BESTIMMUNG VON �4 IM FALL S = 4 116Q[2,2℄:=1:Q[3,3℄:=1:Q[4,4℄:=1:Korr:=Q:erg1:=Korr[1,4℄*(Korr[1,3℄-Korr[1,2℄*Korr[2,3℄)+Korr[2,4℄*(Korr[2,3℄-Korr[1,2℄*Korr[1,3℄):erg2:=sqrt((1-Korr[1,2℄^2-Korr[1,3℄^2-Korr[2,3℄^2+2*Korr[1,2℄*Korr[1,3℄*Korr[2,3℄)*(1-Korr[1,2℄^2-Korr[1,4℄^2-Korr[2,4℄^2+2*Korr[1,2℄*Korr[1,4℄*Korr[2,4℄)):Rho34stern:=(erg1-erg2)/(1-Korr[1,2℄^2):C:=< <Korr[1,1℄,Korr[1,2℄,Korr[1,3℄>|<Korr[2,1℄,Korr[2,2℄,Korr[2,3℄>|<Korr[3,1℄,Korr[3,2℄,Korr[3,3℄>>:C:=MatrixInverse(C):Rho:=<Korr[1,4℄,Korr[2,4℄,Rho34stern>:PSI:=C.Rho:hek:=Transpose(Rho).Ps:Kegel:=0:positiv:=0:negativ:=0:p:=<0,0,0>:n:=<0,0,0>:for j from 1 to 3 doif (PSI[j℄<0)then negativ:=negativ+1:n[negativ℄:=jelsepositiv:=positiv+1:p[positiv℄:=j:end if:end do:Mat21:=< <Korr[1,2℄,Korr[1,3℄,Korr[1,4℄>|<Korr[3,2℄,Korr[3,3℄,os(theta)>|<Korr[4,2℄,os(theta),Korr[4,4℄>>:Mat22:=< <Korr[2,2℄,Korr[2,3℄,Korr[2,4℄>|<Korr[3,2℄,Korr[3,3℄,os(theta)>|<Korr[4,2℄,os(theta),Korr[4,4℄>>:Mat23:=< <Korr[1,1℄,Korr[1,3℄,Korr[1,4℄>|<Korr[3,1℄,Korr[3,3℄,os(theta)>|<Korr[4,1℄,os(theta),Korr[4,4℄>>:sigma12:=Determinant(Mat21)/sqrt(Determinant(Mat22)*Determinant(Mat23)):Integral:=-1/4/Pi/Pi*int(aros(sigma12),theta=aros(Rho34stern)..aros(Korr[3,4℄)):



ANHANG C. MAPLE DATEI ZUR BESTIMMUNG VON �4 IM FALL S = 4 117Korr[3,4℄:=Rho34stern:if (negativ=0) thenKegel:=1/4/Pi*(aros(-Korr[1,2℄)+aros(-Korr[1,3℄)+aros(-Korr[2,3℄)-Pi):end if:if (negativ=1) thenKegel:=1/4/Pi*(aros(-Korr[p[1℄,n[1℄℄)+aros(-Korr[p[1℄,4℄)+aros(-Korr[p[2℄,n[1℄℄)+aros(-Korr[p[2℄,4℄)-2*Pi):end if:if (negativ=2) thenKegel:= 1/4/Pi*(aros(-Korr[n[1℄,4℄)+aros(-Korr[n[2℄,4℄)+aros(-Korr[n[1℄,n[2℄℄)-Pi):end if:Endergebnis:=evalf(Kegel+Integral);z[i+1,k+1℄:=x:z[i+1,k+2℄:=Endergebnis;end do:end do:z;
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