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Kapitel 1

Einleitung

Einfache und zusammengesetzte Poissonverteilungen spielen heutzutage gerade im Versiche-
rungsbereich eine grofie Rolle. So dient die diskrete Poissonverteilung in vielen Féllen zur Simu-
lation der Anzahl der Schadenfélle. Betrachtet man nun noch die Verteilung der Schadenhdhe
und geht weiter davon aus, dafl diese unabhingig von der Schadenanzahl ist, so erhélt man fiir
den Gesamtschaden eine zusammengesetzte Poissonverteilung. Dies sei an dieser Stelle nur eine
kurze Motivation, wofiir gerade in der Praxis in den Versicherungen die einfache und die zu-
sammengesetzte Poissonverteilung benutzt werden. Wer sich fiir eine detailliertere Beschreibung
der Voraussetzungen und Probleme dieser Darstellungen interessiert, kann dies besonders gut in
[Ma97] nachlesen.

In dieser Arbeit geht es jedoch vor allem darum, den Test nach Dr. Boris Buchmann aus
seiner Doktorarbeit (vgl. [Bu01]) genauer zu betrachten. Dieser Test ist als Alternative zum
Dispersionstest gedacht und stellt einen Test dar, der ein Kriterium zur Unterscheidung zwi-
schen einfacher und zusammengesetzter Poissonverteilung liefert. Der Test beruht dabei auf
einem Maximum-Likelihood-Quotiententest und verwendet zur Berechnung Kegelprojektionen.
Die Herleitung des Tests ist ausfiihrlich in dem zuvor genannten Werk geschildert. Meine Arbeit
beruht in weiten Teilen auf den Ausfiihrungen in [Bu01] und verwendet gelegentlich Ergebnisse
daraus, ohne dies explizit zu erwdhnen. Allerdings werden in dieser Arbeit alle Schreibweisen
nochmals eingefiihrt, so dafl der Leser dieser Arbeit auch ohne Kenntnis von [Bu01] folgen kann.

Im zweiten Kapitel geht es als erstes darum, die neue Teststatistik mit dem bekannten
Dispersionstest zu vergleichen. Dazu wird der Weg mittels lokaler Alternativen gewidhlt. Jedoch
mufl der Ansatz aus [Va00] dazu in eine allgemeinere Form gebracht werden. Die Ergebnisse
sind am Ende des zweiten Kapitels zusammengefafit, wobei jedoch keine allgemeine Aussage
getroffen werden kann. Es werden allerdings Tendenzen festgestellt wie z.B., dafi der neue Test
zum Teil deutlich besser ist, wenn sich die Masse der Basisverteilung auf den ersten Komponenten
konzentriert.

Als néchstes wird in Kapitel 3 der Algorithmus zur Bestimmung der x-Werte aus [Bu01]
betrachtet. Fiir kleine Werte der Abschneidegrenze S werden die mittels dieses Algorithmus
bestimmten x-Werte mit den berechneten Werten verglichen, fiir grole Werte von S wird der
Algorithmus lediglich noch auf seine Stabilitdt getestet. Dabei treten die ersten Instabilitdten
erst ab A &~ 10 und S = 7 auf, also in Bereichen, die fiir den Test eigentlich nicht mehr von
Bedeutung sind.

Das abschliefende vierte Kapitel enthilt die praktische Implementierung des Tests. Mittels
matlab wird hierbei eine Routine zur Verfligung gestellt, die entweder feststellt, ob zu einem
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gewissen a-Niveau die Hypothese (es handelt sich um eine einfache Poissonverteilung) verwor-
fen werden kann oder den p-Wert des Tests liefert. Anschlieend wird diese Routine noch fiir
verschiedene Daten getestet, wie einfach oder zusammengesetzt poissonverteilte Zufallsvariablen
(mittels Simulationen erzeugt) oder fiir die Daten des klassischen Beispiels von Bortkiewicz (Tote
in der preussischen Armee, vgl. [Qu87]). In allen Fillen lieferte der Test gute Ergebnisse.



Kapitel 2

Vergleich des Tests mit dem
bekannten Dispersionstest

Zu Beginn der Arbeit gilt es, den Test aus [Bu01] auf seine Effizienz im Vergleich zum bisher
verwendeten Dispersionstest zu priifen. Dazu soll der Weg der lokalen Alternative verwendet
werden (vgl. auch [Va00]).

Betrachtet man einen Test mit Hypothese I : 8 € Oy und Alternative K : 8 € ©1, so ist ein Test
Ty (mit Giitefunktion 7,) besser als ein weiterer Test T, (mit Giitefunktion 7,) genau dann,
wenn gilt:

7 (6)
und  7,(60)

Méchte man nun die beiden Tests fiir n — oo vergleichen, so liegt folgender Ansatz nahe:
Bilde 7(6) = lim,,_yo 7,(#) fiir beide Tests und vergleiche die so erhaltenen Grenzwerte fiir
alle zulédssigen Werte von 6. Es stellt sich jedoch heraus, dafi dieser Ansatz nicht funktioniert.
Zwar existiert die Grenzfunktion noch fiir die meisten Teststatistiken, allerdings hat sie bei
konsistenten Tests nach Definition folgende Gestalt:

(8) = 0, falls 8 € Qg
W= 1, falls 0 € 0,

Dies ist auch einleuchtend, da die Teststatistiken fiir n — oo einen scharf trennenden Test
darstellen sollen.

Bei der Methode mit den lokalen Alternativen hingegen nidhert man sich der Hypothese aus
Richtung der Alternative mit der Rate O(1/y/n). Auf diesem Weg erhilt man fiir n — oo eine
nicht triviale Giitefunktion.

Betrachten wir zuerst die Verteilungsfunktionen der beiden Tests unter der Hypothese und der
lokalen Alternative, bevor im Kapitel 2.3 dann auf das weitere Vorgehen eingegangen wird.

2.1 Dispersionstest

Um die Verteilungsfunktionen des Dispersionstests unter der Hypothese und unter der lokalen
Alternative zu bestimmen, ben&tigt man die Waldschen Gleichungen. Da diese meist nur bis
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zur Varianz der zusammengesetzten Poissonverteilung berechnet werden, sollen in Satz 2.2 die
Gleichungen bis zum vierten zentralen Moment berechnet werden. Dies wird dann zur Bestim-
mung der Verteilung bei den lokalen Alternativen bendtigt. Im folgenden Lemma sei (X;);en
eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen und 7 eine von (X;);en
unabhingige mit Parameter A > 0 poissonverteilte Zufallsvariable. Y := >~/ | X}, ist dann eine
zusammengesetzt Poisson-verteilte Zufallsvariable.

Lemma 2.1 (Momentenerzeugende Funktion von Y) Die momentenerzeugende Funkti-
on sei wie folgt definiert:
W(0) = B[]

Dann besitzt die zusammengesetzt Poisson-verteilte Zufallsvariable Y die folgende momentener-
zeugende Funktion und die dazugehorigen Ableitungen:

w(H) = MIxO-1 (2.1)
V(0) = VOV (6) (2.2)
U(6) = U(0)AVy(0) + T (O)AV(6) (2.3)
qﬂ"(e) = U ()AVy (0) + 20 () AT (6) + T (O) AT (6) (2.4)

W) = UGNV (8) + 30" () A% (6) + 3 () AV (6) + B(O)AT (9)  (2.5)

Dabei sei angenommen, daf$ die entsprechenden Ausdriicke fiir die Zufallsvariable X existieren.

Beweis:
Setzt man die Definition der Zufallsvariablen Y ein, so ergibt sich fiir die momentenerzeugende
Funktion:

w(h) = FE[]= E[eé’EZ:l Xy = E[Z 1, -/ Tt Xy

(Satz iiber die majorisierte Konvergenz)

= Z E[lT:m : eé’zl”;le] =

m=0

(Unabhéngigkeit von 7 und (X;);en)

= 3 | Ellm) BTN | =

=P(r=m) =[TZ, %
(Unabhéngigkeit der (X3))

S (2 )

m=0

_ —Az<m' €X1)>:

_ 0X
e~ AE[EX]

MU (6)-1)
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Die Gleichung fiir W'(6) ergibt sich aufgrund der Kettenregel:
W(0) = (MO0 = AOXOTD (A (W (6) — 1)) = W(O)AT (6)
—(6)

Die weiteren Gleichungen ergeben sich aus wiederholter Anwendung der Regeln der Differentia-
tion.

a

Um nun die Waldschen Gleichungen herzuleiten, ben&tigt man noch folgenden Zusammenhang
zwischen der momentenerzeugenden Funktionn und den zentralen Momenten:

E[Y* = v (0)
Damit 148t sich dann der nachfolgende Satz beweisen:

Satz 2.2 (Waldsche Gleichungen)

ElY] = )\E[ ] (2.6)
E[Y?] = NE[X]+AE[X7] (2.7)
ElY?] = ASE[ PP+ 3N E[XZE[X] + AB[X7]
EYY = ME[X]'+6XNE[X?E[X]? +
+ 4N E[XPE[X]+ 3V E[X ) + AE[X Y (2.9)
Aus (2.6) und (2.7) folgt:
Var(Y) = AE[X?] (2.10)

Beweis:

Zuerst betrachtet man W(0). Aufgrund der Definition und auch mittels der Gleichung ¥(0) =
E[Y(©)] sieht man, daB ¥(0) = 1 gelten mufB. Somit ist die Gleichung (2.6) bewiesen. Fiir die
Gleichung (2.7) gilt:

E[Y? = 0"(0) = W (0) AW (0) + W(0) AT (0) = AE[X]AE[X]+ 1AE[X?]

und auch diese Gleichung ist bewiesen. Die restlichen Gleichungen ergeben sich aus den nach-
folgenden Rechnungen.

U0) = (NEXP+AEXDAE[X]+ 202 E[X|E[X] 4+ AE[X?] =
= MNE[X]P+ 3\ E[XE[X]+ AE[X7]
TW(0) = (WE[X]P+ 3N E[XYE[X]+ AE[X®])AE[X]+
3N E[X P+ AE[X)AE[X ] 4 3AE[X]AE[X®] + AE[XY] =

= MNEX]'+ NEXEXT(3 + 3) + A (E[XIE[X] + 3E[X]* + 3E[X]E[X7]) + AE[X

= NE[X] 46N E[XE[X] + N (B[P E[X] 4+ SE[LX??) + AE[X]

Bleibt noch Gleichung (2.10) zu beweisen. Diese ergibt sich jedoch einfach aus dem Verschie-
bungssatz:

Var(Y) = E[Y?] — (E[Y])? = ME[X] + AE[XF] — (AE[X])* = AE[X]?

i



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 7

2.1.1 Verteilungsfunktion des Dispersionstests unter der Hypothese

Der Grundgedanke beim Dispersionstest ist, die Gleicheit von Varianz und Erwartungswert bei
der Poissonverteilung auszunutzen. Dividiert man nun bei einer poissonverteilten Zufallsvaria-
blen die Varianz durch den Erwartungswert, so ergibt sich als Ergebnis die von A unabhingige
Konstante 1. Daher bietet sich beim Dispersionstest folgende Teststatistik an:

T ::\/ﬁ-(i—l)

Y,

Um spiter eine standartisierte Verteilung zu erhalten, wihlt man jedoch geschickter die leicht
verdnderte Teststatistik T),, die wie folgt definiert ist:

T, = ﬁ(i—l) :LTn
2\Y, V2
In beiden Fillen bezeichnet S die Streuung und Y den Mittelwert der statistischen Stichprobe.
Um in den weiteren Rechnungen nicht immer die Division durch v/2 mitschleppen zu miissen,
wird zur Analyse die Teststatistik T, betrachtet und erst am SchluB wieder durch die eigentlich
interessante Teststatistik 7T;, ersetzt. Die Rechnungen fiir 7T, verlaufen bis auf die Konstante

analog.
Die Teststatistik 7}, 148t sich (analog zum Verschiebungssatz bei der Varianz) umschreiben in

@. Dabei bezeichne Y_n2 den Mittelwert der Quadrate von Y. Somit gilt:
S, Y2 (V,)? - — . y — a? .
A (Y., Y2 mit p(z,y) := definiert auf (0, 00) X (0, c0)
n n €

Wir benétigen also die gemeinsame Verteilung von Y, und Y_n?7 um die Verteilung von T}, be-
stimmen zu kénnen. Dann liefert der zentrale Grenzwertsatz:

(v mh )= v (e ) 27
wobei

VarYy, Cov (Y, Y?)
Cov(Yy,Y?)  Var(Y?)

=%(A)

7~ Ny 07<

Als néchstes soll nun die Matrix 3(A) berechnet werden. Fiir die Varianzen einer einfachen
Poissonverteilung gilt nach [Ha67]:

Var(Yy) = A
Var(Y3) = EIYZ - EIZIP = BIY{] - B[22 =
= AFTATH 6N AT — (A A% = A 4627 407
Fiir die Kovarianz gilt:

Cov(Yy, Y2) = E[Y), - V2] = EYAE[Y2] = (A 4+ 322+ 2% = AA+ A7) = A 222
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Zusammen ergibt sich folgender Ausdruck fiir die Kovarianzmatrix

() = A A(142X) . 1 142
TOUA(LH20) AL46AF+4NY) ) T L+2X 1+6X+4A2

f.s

AuBerdem wissen wir, dafl ‘}97—" LA M, da Y2 LA E[Y?,Y, =5 E[Y] = A > 0 (falls

EY]
die Momente existieren) und ¢ stetig in (A, A+ A?) ist.
Wendet man nun die Delta-Methode auf den Dispersionstest an, so ergibt sich (vergleiche hierzu

auch [Va00]):

Vi [ 9V, Y2) — o A+ A3 | 25 Dy sy (2)
f R ——
=1

Bleibt also noch D) y4)2 zu bestimmen:

D (2,y) = —2* —(y—2*) 1 (AN =N 22411
PrArx+a2\t, Y) = ) ' r /\/\+/\2_ 22 ) - \ )

Somit erhalt man:

T 25 T = Dy, s ya2(2) ~ N (0, Var(T))

Die Varianz 148t sich dabei wie folgt berechnen:

Var(T) = E[T-T"] = E[TET] = E[(Dey a2 (2)) (D apre(2)T] =
= Dy oy E[ZZTEDQ,{AW =
N —

=(\)

1 1 142X 1 —(2x+1) \ _
- A'(_(2A+1)’1)'A'<1+2A 1+6A+4A2>'A'< 1 )‘
1 _
= X‘(—(QA—I—l)-I-(2>\—|—1)7—(2>\—|—1)2—|—1—|—6>\—|—4>\2)( (”1“)):
=0
= %(—1—4)\—4)\24-1—6)\4-4)\2):2

Somit ergibt sich fiir T}, folgende Aussage:

7, 2 N(0,2)
Fiir die Teststatistik 7, gilt aufgrund der Definition 7,, = %Tn
7, 2 N(0,1)

2.1.2 Verteilungsfunktion des Dispersionstests unter der lokalen Alternative

Jetzt kommt der eigentlich interessantere Teil. Bei den lokalen Alternativen n&hern wir uns der
Hypothese aus Richtung der Alternative mit der Geschwindigkeit \/Lﬁ und beobachten die Giite

des Tests. Zur Berechnung der Verteilung der lokalen Alternative benutzen wir den Ansatz nach
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van der Vaart [Va00].

Sei dazu:
1 1
pn T 1 \/ﬁ o \/ﬁ

Dabei bezeichne h den endlichdimensionalen Richtungsvektor mit den Komponenten hy. Wie
man aus dieser Darstellung schon sieht, erhdlt man fiir jedes n verschiedene Parameter A, und
Dn, s0 dafl sich auch unterschiedliche Verteilungen fiir die zusammengesetzte Poissonverteilung
ergeben. Diese bilden dann das folgende Dreiecksschema:

Y1
You Yoo
Y51 Ys2 Y3
Yn,l Yn,? e Yn,n—l Yn,n
Fiir jede Zeile ¢ sei dazu Y; 1,...,Y;; unabhédngig und zusammengesetzt poissonverteilt mit Pa-

rametern A; und p;.
Um die Verteilung des Schétzers berechnen zu kdnnen, bendtigen wir zuerst eine Aussage iiber

v - .
die gemeinsame Verteilung von ( YLQ’ ) Dabei bezeichne Y, bzw. Y2 erneut den Mittelwert

.
der statistischen Stichprobe der jeweiligen Zufallsvariablen mit den Parametern A, und p,. Im

Gegensatz zum vorhergehenden Abschnitt kann hier jedoch nicht einfach der zentrale Grenzwert-

satz angewendet werden. s wird sich aber herausstellen, daf ( YL ) fiir n — oo ebenfalls

normalverteilt ist. Dazu reicht es zu zeigen, dafy Q1K+ agﬁ%. fiir alle a1, a2 € R normalverteilt
ist (vgl. [Ba91]) . Hierzu soll ein Satz aus [Sc99] verwendet werden, der allerdings mit normierten

Grofien arbeitet. Betrachten wir also nochmal die Zufallsvariablen alm + agﬁ (1 <i<n)
und bestimmen deren Erwartungswert sowie Varianz. Da die Zufallsvariablen fiir festen Index
n iid sind, gilt fiir alle ¢:

ElayYo+a3Y)] = a1E[Y, ]+ B[]
Var(alYn7i—|—a2Ynz7i) =: b,

Dabei berechnet sich b,, wie folgt:
b, = Var(a1Yy, + aY,?) = aiVar(Y,,) + ajVar(Y,?) + 2a1a2Cov(Y,, , Y,?) (2.11)

Somit ben6tigen wir an dieser Stelle die Varianzen und die Kovarianz.

Var(V,) = M\E[X7]= (A + %ho +o0 (%)) (1 + % thk2 +o (%)) =
k
1

2 L
= A+ﬁ(ho+Azk:hkk)+o<ﬁ> (2.12)
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Fiir die Berechnung von Var(Y,?) benutzen wir den Verschiebungssatz fiir Varianzen:
2
Var(Y,?) = E[Yn‘{ - E[Yn%]] = E[Y,;] - E[Y,’]?
Es gilt weiter:
BV = Var(Y,)+ E[Y,J? 27

n,

1 ) 1
)\—|—%(ho—|—)\zk:hkk )—|—0<ﬁ>—|—

o) [ s

1
= A+ A+ —=(ho+ A hpk® + 20D hyk + 2Xho)
k k

~
~
[\]

I

L 3
[

E[Y] = MNEX;]+6AE[XZ]E[X, ) + 4\ E[X ] E[X,] +J;AOZ§E X+ MBI ] =
= (g (Ge)) (14 o (Gs)

(v oo (G2)) (1w e ee ()
+fzhkk+0<}>)2+
(e (G7) (g (G5)

(1 Zh’“’““(f))2+
8 (v gatoro () (14 e T+ (55)) -
(o game(G0) (e (7)) -

= M4 TN+ A+
1
+— (x‘ > hikt A (dho + 6 ik + 6>  hik?) +
k k k

—_

§

Vn
AN (18R + 4 “hik+ 6> hik® + 4> hih®) +
k k k
1
+A(8ho + 6ho + ij hikt) + ho) +o <%>
Damit ergibt sich fiir die Varianz folgender Ausdruck:

Var(Y?) = E[V}]- B[P =

n,
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= AN +6XT+ N+
1
+— ()\4( hkk4 —4 hkk) +
IUD UL DS
N2 hik 44 hik®) +
k k

FAT(12h0 + 4 ik + 4> hik? + 4 " hik®) +
k k k

+A(12ho + ) hyk?) + h0> + 0 (%) (2.13)
k

Bleibt noch die Kovarianz:

Cov(Yn,,Yn%) = E[YW-Y?%]—E[YW]E[Y?]:

n,

N ELXJEYV2] + 202 BIX, ) BIXZ] 4+ A EX2] = A E[X, B[] =

= 2XE[X,]E[X] ]+ \ME[X]]= )
(oo () (e )
: (1+ %Xk:hkk%ro(
(oo oo () (oG () -

1
= 2224+ 7 (2%(2 hik?® 4 " hik) + A0 hik® + 4ho) + h0> +
k k k

o (%) (2.14)

Betrachtet man diese Ergebnisse genauer, so sieht man:
Es existiert ein N € N, so daf} fiir alle n > N gilt:

Var(Y,) < Cov(Y,,Y,?) < Var(Y,?)
Setzt man dies wiederum in (2.11) ein, so ergibt sich (fiir n > N):

by, = Var(a1Yy, 4 a2Y,}) = aiVar(V,, ) + ajVar(Y,?) + 2a1a2Cov(Y,,, Y,}) >
> a%Var(Ym) + a%Var(Ym) + 2aya3Var(Y, ) =
= (a1 + ag)QVar(Ym)
Somit hat man fiir den Fall a; # —ay eine von n unabhingige untere Schranke fiir b, (n > N).

Im Falle a; = —ay # 0 gilt:

b, = ai (Var(Yn) + Var(Y,2) — 2Cov(Y,, Yi))
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Betrachtet man nochmals die Ausdriicke fiir die entsprechenden Terme, so erkennt man, dafl
es eine Schranke M € N geben muf}, so daf§ es fiir alle n > M eine von n unabhingige untere
Schranke fiir b, gibt.

An dieser Stelle {ibernehme ich die Definition des Dreiecksschemas nach [Sc99].

Definition 2.3 (Dreiecksschema) Seien (X, ), (1 < m < k(n),n € N) eine Familie von Zu-
fallsvariablen, wobei die Zufallsvariablen (X,,.,), (1 < m < k(n),n € N) auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q,,, F,,, P,) (also abhingig von n € N) definiert sind. Sei S,, = )N(Ln—l—. . .—I—)N(k(n)m.
(Xmn), (1 <m < k(n),n € N) nennt man ein Dreiecksschema, falls

(ii) Fiir alle n € N sind die Zufallsvariablen )N(Ln, .. .,)N(k(n)m unabhdngig
(iii) Var(S,)=1,n€ N

Mit dieser Definition liefern die Zufallsvariablen Xn,i ein Dreiecksschema, wobei die Xn,i wie im
nachfolgendem Lemma definiert sind:

Lemma 2.4 (Dreiecksschema) Sei

. a1 Y, +a YnQZ» — (Y, |+a EYn2
Xmi::(l it azY;:) (bl [Yo] + a2 E[Y]) (L<i<n)
nn

Dann definieren die Zufallsvariablen )N(m ein Dreicksschema nach Definition (2.3). Dabei sei b,
wie folgt definiert: b, = Var(a1Y, ; + agYéi) und a1, a9 € R.

Beweis:
Um das Lemma zu beweisen, miissen die Punkte (i) - (iii) der Definition (2.3) nachgewiesen
werden. Punkt (i) ist dabei durch die Zentrierung der Zufallsvariablen garantiert:

1
E[X,] N (E [alYm + Y — (mElY, ]+ aQE[Yn%]D =
1
= T (alE[Ym] + aE[Y}] — a1 E[Y,] — azE[Y;]) =0
Die Endlichkeit des zweiten zentralen Moments ist durch die Existenz der Varianz gesichert.
Punkt (ii) ist fiir die X, ; mit der Unabhéngigkeit der Y, ; gesichert.

Bleibt noch (iii) zu zeigen. Dies 148t sich aber ebenfalls leicht nachrechnen. Es gilt:

Var(S,,) = Var(d “X,:) =
=1

n
Unabhingigkeit <
= g Var(X, ;) =
=1

_ i:var ((alym +aY}) — (aE[Y, ]+ azE[YnQ,]))

, nb
=1 n

1 n
= b ;V&Lr(alYm + agYéi) =1

=bn

=nbn
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Damit sind die Voraussetzungen aus der Definition erfiillt, und man hat gezeigt, dai es sich bei
den Zufallsvariablen X, ; um ein Dreiecksschema handelt.

a

Somit ist gezeigt, daB die (X, ;) ein Dreiecksschema sind. Dies wiederum ist die Voraussetzung
fiir den nun folgenden Satz, der uns die Grenzverteilung der (X, ;) liefert. Dieser ist mit einer
kleinen Anderung aus [Sc99] iibernommen.

Satz 2.5 (Grenzverteilung eines Dreiecksschemas) Sei (X, ;) ein Dreiecksschema derart,

dap (X,.;) C L3(P) und
Z Ep[|)~(n7i|3] — 0 fiir n — oo (Ljapunov-Bedingung),
=1

dann gilt:
Fs gibt eine Zufallsvariable 7 mit 7 ~ N (0, 1), so dafs

s Xz

Nach [Ba91] ist die Ljapunov-Bedingung schon erfiillt, wenn fiir ein ¢ > 0 gilt:

> Ep[| Xl **] = 0 fiir n — oo
=1

Somit muf also noch die Ljapunov-Bedingung nachgewiesen werden. Da in unserem Fall immer
Y, > 0 gilt, ist auch |Y,, ;| =Y, ; erfiillt. Damit ist:

z”: E[[ X" = Y F
=1 =1

n

244

<

<G1Yn,z’ + 612Yn2,¢ — (a1 E[Y, ] + QQE[YnQ,])>

1
\/nb,

[|a1Yn,|2+5 + @Y 2T 4 |ai B[Y, )P + IazE[Yﬁ,]l2+5] <

(4 max(las], |as|))

b A/nb"

- (E[(Ym“ﬂ T E[(V2)P) 1 (B[] + <E[Y£,]>2+5)

(2.15)

Hierzu wurde folgende Ungleichung verwendet, die auch in den nachfolgenden Rechnungen noch
des ofteren benutzt wird:

k d k
| . Vi< ST
(Zcz) < (k- max e)” < k- max (ef) <k z;cz
1=

=1

Betrachtet man nun den fiir die Ljapunov-Bedingung benétigten Ausdruck, so sieht man, daf
der Zahler des ersten Faktors von n unabhingig ist und b,, kann, wie bereits zuvor gezeigt, fiir
n — oo von Null wegbeschriankt werden. Somit geht der erste Faktor fiir n — oo gegen Null.
Damit der gesamte Ausdruck ebenfalls noch mit n — oo gegen Null geht, reicht es zu zeigen, dafl
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die Summanden des zweiten Faktors beschriankt sind. Nach Definition haben die Zufallsvariablen
(X, ) einen endlichen Trédger und ihre Verteilungen konvergieren gegen é;. Damit konvergieren
alle Momente E[X;] gegen 1. Aus der Potenzreihendarstellung sieht man, daf alle Momen-
te F[r] der mit der Rate A, poissonverteilten Zufallsvariablen 7, gegen E[ “] konvergieren.
Betrachten wir also als ndchstes die einzelnen Summanden aus Glelchung (2.15) genauer:

E[(Ym)z-l—é] — Zan 2+5 ZlTn—kZan 2+5
o] k
= ED =) Xu)*) =
k=0 =1
o] k
= E[Z Lr=k] - E[(ZXn,l)Z—I—S]
k=0 =1
= A )‘k . 246
= e E(Y X <
k=0 =1
G A )‘k 246 : 246
S QT MR X =
k=0 ) =1
G A )‘k 3446 248
= > e TR B =
k=0

= B[r] B[]

Analog wird bei der Berechnung von E[(Y7127)2+5] vorgegangen:

o0

E[(Yn27)2-|—5] — ZX 4-|—25 Z 1Tn_k Z Xn l 4-|—25

— E[Z 17n:k(z X)) =
k=0

=1

o] k
— Zlm—k (O X)) =
=1
G A Ak - 4426
YR B X <
o] )\k k
—An 'n 4426 44257
< S e s e
- A Ak 5428 4428
- S e -
k=0

= B[ B
Den dritten bzw. vierten Summanden erh&lt man mit den Waldschen Gleichungen:

E[(Yn,)]%—é = )‘721+5E[Xn,]2+5
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)

246
E[(Y, )P+ = (AzE[Xn,PHnE[Xz,J) <

IA

22-|—5 ()\i+25E|:Xn7:|4-|—25 _I_ )\727‘+5E|:XZ7]2+5>

Aufgrund der vor diesen Berechnungen getitigten Uberlegungen und der Tatsache, daB fiir eine
Poissonverteilung alle Momente existieren und endlich sind, folgt, dafi alle Summanden aus
Gleichung (2.15) beschriankt sind. Daher konvergiert der gesamte Ausdruck mit n — oo gegen
Null und die Voraussetzungen des Satzes sind erfiillt. Die Zufallsvariable S konvergiert also
gegen eine Standardnormalverteilung. Damit konvergiert auch a;Y,, + agY fiir alle ay,a; €
R gegen eine Normalverteilung. Dies wiederum hat zur Folge, dafl auch die zweidimensionale

Y,
gemeinsame Verteilung ( Y—Q’ ) normalverteilt ist, daf§ also
Y, — E[Y,] w
— — 7
(5 s )

wobel

Z ~ N3 (0,%(X))

Die Struktur der Kovarianzmatrix erhdlt man durch den Grenziibergang n — oo in den Glei-
chungen (2.12),(2.13) und (2.14).
Yo i — EY]

interessiert sind
Y2, — E[Y? ) ’

Da wir jedoch an der gemeinsamen Verteilung von \/Lﬁ Py (

mufl man zusétzlich noch folgende Rechnung tatigen:

WZ<Y3k—EY2> IZ< Zoon )+ (v ey )
Weiter weifl man:

E[Y] = X
E[Y? = X4+

1 1
ElY,] = A+ %(ho + A zk:hkk) +o0 <%>

2 L 2 0 L
A +A+ﬁ(ho+Azk:hkk)+ (ﬁ)

Und somit erhélt man fiir den gesuchten Audruck die folgende Gleichung;:

WZ<Y§k—E£J):

I
¥
I

_ ! (Ynk E[Yn,1> . A= A= Jelho+ ATy hik) + 0 ()

- = 2 2 -
=R A A=A A (o AT hek?) +o ()
L~ Yor — B[V, ho + A, hik

=~ 7 ’ 1
Vi ( Yo = BV )* ( ho+ A Sy ik ) TUY

—0

—N2(0,Z())) =:H
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Daraus kann man nun die Verteilung ableiten:
Y, — L[Y] W = ~

Um nun noch die Verteilung des Schitzers unter der lokalen Alternative zu erhalten, wendet man
auf die gemeinsame Verteilung die Funktion ¢(z,y) an, die wie im vorhergehenden Abschnitt
wie folgt definiert ist:
y—x

x

p(z,y) =

Wendet man darauf, ebenfalls analog zum vorigen Abschnitt, die Delta-Methode an (vgl. [Va00]),
so ergibt sich:

—_ —_— W ~
ﬁ(wn,, Y7) — oA N+ A)) Y, Dy veia(7)

n Y_nz,_ (Ya.,)? w1 =
= Tn = 5 (W —1] — —QDQO/\7/\2+/\(Z) =T
Weiter gilt:
1 ~ 1 204+1 1 ho + A, hik
[ ] \/5 S‘Q/\,/\2-I—/\ [ ] \/5( A 7)\> ( h0+>\zkhkk2
1
= —= | =2k + D hik? — 2A+1)> hpk | = H
\/5 k k
Var(T) = 1

Somit gilt fiir die Teststatistik 7, unter der lokalen Alternative:

7, 2 N(H, 1)

2.2 Test mit Hilfe von Kegelapproximationen

2.2.1 Verteilungsfunktion des Tests unter der Hypothese

Dieser Abschnitt wurde bereits ausfiihrlich in [Bu01] behandelt. An dieser Stelle sollen nur noch
einmal die wichtigsten Ergebnisse aufgezeigt werden. Die Beweise und Motivationen sind dem
oben genannten Werk zu entnehmen.

In diesem Abschnitt soll zur Vereinfachung der Schreibweise der Satz von Skohorod angewendet
werden (vgl. [Po84]). Damit gilt: Fiir die Zufallsvariable ¢, und die standardnormalverteilte Zu-
fallsvariable Z gelte:

Vil —q0) 25 H+ 7

Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum mit den Zufallsvariablen ¢/, und 7’ derart, daf:

q, 2 ¢, und 7’ 2 7 sowie

Vald, — qo) I35 H+ 7/
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Da wir lediglich an den Verteilungen interessiert sind, spielt es fiir uns keine Rolle, ob die Zu-
fallsvariablen ¢, und Z oder ¢/, und 7’ benutzt werden. Allerdings kann bei der fast sicheren
Konvergenz analytisch gerechnet werden, was die Handhabung enorm erleichtert. Daher wird
im Folgenden mit den Zufallsvariablen ¢/, und Z’ gerechnet, jedoch aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit die Bezeichnung ohne Strich (also ¢, und Z) benutzt.

Zuriick zum eigentlichen Inhalt dieses Abschnitts. Dafiir miissen jedoch zu Beginn noch einige
Abkiirzungen eingefiihrt werden. Sei T(z) := zx, k € Ny die Projektion auf die k-te Kompo-
nente und 7 (z) := (0,1, 2,...). Dabei sei Tj eine Abbildung von ¢! := ¢} (Np) nach R und
Ti eine Abbildung von (! nach ¢*. Damit 148t sich die Abbildung W : {1 — ¢! definieren:

W(z) = (T} Tio—50)
Diese Abbildung dient dazu, aus den Werten von (X, p) mittels Panjerrekursion

G = e

L
. = E;ll’l(]k—l

die Werte von ¢ zu erhalten. Da wir jedoch im weiteren den abgeschnittenen Fall betrachten,
mufl noch die folgende Abbildung definiert werden:

UP () = Tp¥(z), k=0,1,...5
S
\I’g-u(w) = 1_2\115(95)
=0

Damit 148t sich nun eine Teststatistik wie folgt definieren:
ma‘X(A,p)Telﬂyl H?:l qu@ (>\7 p)
Max ) efo, 0] 1T, \IIZSl (A, 1,0,...,0))

Es handelt sich hierbei, wie man leicht sehen kann, um einen Maximum-Likelihood-Quotiententest.
Somit mufl Ky auch fiir den Zul&ssigkeitsbereich der Alternative stehen:

T :==2n log

S
K, = {(A,pl,...,ps)T cR5t .\ € [0,00],2])1 <l,pp>0,0l= 1,...,5}

=1
Zur weiteren Analyse wird noch der Begrifl der Kegelprojektion benétigt.
Eine abgeschlossene konvexe Menge C' € V' (V der d-dimensionale euklidische Raum) sei dabei
genau dann ein Kegel, wenn fiir alle 2 € ' und alle o > 0 auch ax € C. In dieser Arbeit sind
aber nur solche Kegel von Interesse, die von einer Menge {vy,vy,...,v,} € V erzeugt werden.
Dann sei der von diesen Vektoren erzeugte Kegel wie folgt definiert:

m
Clvi, vz, ... V) = { E QRUL Q1 g,y v v vy Oy > 0}
k=1

Da nun der Begriff des Kegels definiert ist, kann nun auch die Kegelprojektion definiert werden.
Es handelt sich dabei um die Abbildung eines Punktes 2 € V auf einen Punkt y € C' mit der
Eigenschaft (es gibt dabei aufgrund der Konvexitdt von C' keine Eindeutigkeitsprobleme):

ol = inf llz —
e = yll = inf 1o 2|
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Dafiir verwenden wir folgende Notation:

m(z]|C) ==

Falls C' ein Kegel ist, so ist die nachfolgende Bedingung notwendig und hinreichend dafiir, dafl
y € V die Kegelprojektion 7(z|C') ist:

(NSC) yeC und (x —y,z—y)y <0 Vzel

Anschaulich bedeutet dies, daf es sich bei dem Winkel zwischen dem Vektor z — y und allen
Vektoren z —y (Vz € C') um einen stumpfen Winkel handelt.

Bleibt noch eine letzte Vereinbarung: Die Notationen 7p(z|C'), || - ||p usw. bedeuten immer, daf
das innere Produkt beziiglich der Matrix D zu nehmen ist, d.h.: (z,y)p = 2T Dy.

Mit diesen Vereinbarungen kann dann folgende Aussage gezeigt werden (die genauen Ausfiihrun-
gen sind dem oben genannten Werk zu entnehmen oder kénnen im nachfolgenden Abschnitt fiir
die lokale Alternative in dhnlicher Form nachgelesen werden):

D
T, = mp(Z|V) = 7p(ZICy)|lb

wobel

Z ~ Ngyo (07 (q:0s5 — Qiqj)OSiSS‘l'l)
0<;<5+1
D = diag(1/qo,...,1/qs)
Cy = (T9)4,C(As— (A, p))
S
AS = {(A7p17p27"'7pS)T€RS+1:>‘>07ZplS17p1207l:17"'75}
=1
Vo= (\I’S)QA,LO,...,O)hn{eO}

Dies fiihrt dann nach einigen weiteren Umformungen zur folgenden Aussage:
17D (Z|V) = 7p(ZIC)IID ~ ZH Xooi

D. h. im Grenzfall n — oo erhilt man fiir 7! eine Mischung aus Chi-Quadrat-Verteilungen.
Weitere Rechnungen, die an dieser Stelle nicht durchgefiihrt werden sollen (sie sind erneut bei
[Bu01] zu finden), ergeben den folgenden Ausdruck fiir die Mischungskoeffizienten x;:

= ZP(ZEC(VZMEI) (lin{v; s i € I}ro N {z € RO (uy, >D<0;i€IO})
Iy

Betrachtet man sich die Ausdriicke genauer, so erkennt man darin den Zusammenhang zu den
Kegeln: Es handelt sich bei den x; um die Wahrscheinlichkeit in einem durch die Vektoren v;
auf eine bestimmte Art aufgespannten Kegel zu landen. Diese Kegel spannen zusammen den
gesamten Raum auf, so daf sich die x; zu 1 aufaddieren. Des weiteren weiff man aufgrund der
Tatsache, dafl die k; Wahrscheinlichkeiten sind, daf alle x; zwischen Null und Eins liegen miissen.
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2.2.2 Verteilungsfunktion des Tests unter der lokalen Alternative

Erneut geht es bei der lokalen Alternative darum, die Verteilung der Teststatistik zu berechnen,
falls man sich mit der Geschwindigkeit \/Lﬁ der Hypothese ndhert. Grundlage ist dabei Kapitel 3.5
aus [Bu01], worin der Beweis fiir die Verteilung unter der Hypothese gefiihrt ist.

Bezeichne in diesem Kapitel ¢" die relativen Frequenzen unter der lokalen Alternative und

iy = argmaxqeq,S([opo]X{(Lo,...,o)})L(‘]mn)
(jﬁ, = argmaxqquS(Kl)L(‘]mn)

worin die Funktion L(-|y) wie folgt definiert ist:

d
L(zly) := )y log s
=1
Mithilfe dieser Funktion wird auch noch die Funktion © definiert:
O(r) := {P € K:L(Plr)= maXL(Q|r)}
QEK

Betrachtet man nun den Beweis von Theorem 3.7 aus [Bu01], so erkennt man, dafl wiederum
alles auf rein analytischen Betrachtungen basiert und somit die gemeinsame Verteilung ohne
Probleme angegeben werden kann. Auch zeigt sich, dafi die Rechnungen in den Beweisen aus
Kapitel 3.3 in [Bu01] ebenso fiir die lokalen Alternativen durchgefiihrt werden konnen. Einzig
bei Theorem 3.7 [Bu01] muffi man etwas aufpassen. Dies soll an dieser Stelle auch vorgerechnet
werden, da dies die entscheidenden Verdnderungen in der Verteilung der Teststatistik liefert. Um
den Vergleich zu Theorem 3.7 [BuO1] zu erhalten, wird dieses Theorem auch hier in der etwas
allgemeineren Form und mit den bei [Bu01] verwendeten Bezeichnungen bewiesen. Daher sei

) 1 1

Tn ._r—l—ﬁfﬁ—o(%)
mit [' einer beliebigen Zufallsvariablen, die die Richtung angibt, aus der man sich r n&hert.
Um den nachfolgenden Satz verstehen zu kdnnen, miissen jedoch erneut erst einige Bezeichnun-
gen eingefithrt werden. So nehmen wir an, daf3 K in einer Umgebung von P € K durch einen
Kegel approximiert werden kann, und zwar in folgendem Sinne:
Sei O; C R4 ! eine offene konvexe Menge und Oy C P + {z € R* : 27:1 xz; = 0} eine of-
fene Menge, die nach Definition den Punkt P € K enthilt. Sei weiter ® : O; — O, ein C?*-
Diffeomorphismus und €' € R4~! ein Kegel. Falls

¢0) = P
(I)(CﬂOl) = KnNnOy
gilt, so sagen wir, dal K durch einen Kegel in P approximiert wird mit dem Représentations-

triple (01,02, ®,C).
Dann gilt das folgende Lemma:
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Lemma 2.6 K lasse sich durch einen Kegel in R mit dem Reprdsentationstriple (O1,Oq, ®,C)
approzimieren. Sei Z ein d — 1-dimensionale Gaufische Zufallsvariable mit Frwartungswert Null
und Kovarianzmatriz 171, wobei I=" die Inverse der Fisher-Information

I=(®p)7T diag(1/ro,...,1/ry)®)
Beweis:

‘)
Sei v 1= (@) 7IT.

Analog zum Beweis von Theorem 3.7 aus [Bu01] mufl dann noch gezeigt werden, daf§

bezeichne. Dann gilt:

Vi (©(7) - m (@)1

<7_777C_77>I§07 Vee
Dabei bezeichne 5 den Grenzwert der Folge 1, := /n®~1(O(#")). Wihle nun ¢ € C beliebig

und definiere ¢, := an. Wenn n grof§ genug wird, kann erreicht werden, daf ¢,, beliebig klein
wird und somit ¢, € C'N Oy gilt. In diesem Fall ist auch

DL(@(.)w)q)_l(@(m) (cn — <1>—1(®(f”))> <0, (2.16)
e —
=ﬁ7ln
da dies die Richtungsableitung von L(®(-)|7") an der Stelle ®~1(O(F")) = ﬁﬁn in Richtung
(¢, — ®71(O(7™))) ist und sich somit auch schreiben 148t als:

a\0 &

lim l{L(qp(cp—l(@(f”)) + (e, — <I>—1(®(f”)))|r”> — L(@(@‘I(G(f”))ﬂf”) } <0

Maximum

Darin ist der zweite Term das Maximum der Funktion L(-|/") und somit ist dieser Ausdruck
immer kleiner gleich Null. Daher gilt dies auch fiir Gleichung (2.16).
Somit gilt weiter:

0 < DL, (S=e- 5=
50 < DL(@(-)W)W”(c_%):

= DLOO s (e ) + (= 7167) DL@O ()
=1,

1
mit &, € COHV(—nUm q)_l(fn))

NG

Der Ausdruck DL(®(-)|F")g-1(sny ist jedoch gleich Null, da die Funktion L(®(-)|f") im Punkt
&1 (") ihr Maximum annimmt. Somit ist auch

o< (fon-) wen)
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Betrachten wir als nachstes den Ausdruck I,,. Da &, in der konvexen Hiille von ﬁnn und ¢! (™)

n—oo

liegt und sowohl ﬁnn "0 als auch @~1(F7) =5 0 gilt, muB auch &, =3 0 erfiillt sein.

Dann ist aber auch

an . 1 1
DZL(q)()V )0 = _(q)/)gdlag (r_n7 feey T‘_n> (q)/)o + (17 17 ceey 1)@6’ =7
1 d N’

Da die obige Ungleichung auch fiir den Grenzfall n — oo erfiillt ist, mufi auch folgendes gelten
(zusitzlich wurde der erste Faktor noch mit \/n aufgeblasen):

0<— (. — x/ﬁﬂI’_l(f”))TI(C— m)

Schreibt man nun noch den Term /n®~!(#") mittels der Taylorentwicklung um und benutzt
die Tatsachen, dal ®~!(r) gleich Null ist und 5, — n nach Definition der Folge 1,, so erhilt
man die Ungleichung:

0> ((®)~'T —n) I(c—n)= (v —nc—n)r
Od

Somit kann man auch die fiir die weitere Berechnung der Verteilung unter der lokalen Alternative
notwendige gemeinsame Verteilung berechnen. Es gilt dann:

q q - Z 4+
Vol dw | =1 a )| = 7@ +uCy (2.17)
ay q mp(Z + plV)
wobei
h
= oo () 2.1

Man kann analog zur Rechnung unter der Hypothesenannahme wie folgt weiterrechnen: Sei dazu
die Teststatistik definiert als:

ma‘X(Avp)TGI(I H?:l \I]i (>\7 p)
maxyefo,oo) [Tz W5 (A, 1,0, 0)

Dies 1&8t sich mit den Definitionen von ¢7; und ¢3 wie folgt umformen:

T2 =2n log

T = =2 n (L(G4§") — L(§E]§"))

Dieser Ausdruck wird nun mittels Taylorentwicklung im Punkt ¢" umgeschrieben zu:

T

) n(L(@W) L@ + @) - L(@ﬁ*l@”)) -

= —n((@% — ey — ) = (ak — )T Cl R — w) (2.19)
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Dies gilt fiir zwei Matrizen C} und C2, die noch niher bestimmt werden miissen. Bei der Tay-
lorentwicklung in obiger Gleichung fehlt der Term erster Ordnung. Dabei wiirde es sich jedoch
um die Richtungsableitung der Funktion L(-|¢") handeln. Diese verschwindet jedoch entlang
samtlicher Richtungen, da ¢" genau das Maximum der Funktion L(-|¢") ist. Betrachten wir also
als néichstes die Matrizen C'} bzw. C2. Aus der Taylorentwicklung folgt, dafl diese Matrizen sich
darstellen lassen in der Form:

Ch=D’L(:|§")g; i€ {1,2} mit 6] € conv{q", gy}
02 € conv{q", qr-}
Aber es gilt, dal mit n — oo auch §}; — ¢, ¢ — ¢ und ¢" — ¢ f.s. Daher muf} auch 0. — ¢
und, da die Log-Likelihoodfunktion glatt genug nahe ¢ ist, auch C? — —D gelten.

Mit der in Gleichung (2.17) hergeleiteten gemeinsamen Verteilung gilt nun fiir 72 aus Gleichung
(2.19) folgende Grenzaussage:

n D
T% — lImp(Z + plV) = (Z+ Wb — 7 (Z + plCy) — (Z+ D

Zur weiteren Rechnung wird nun die fiir die Kegelprojektion notwendige und hinreichende Be-
dingung (NSC) bendtigt. Wendet man diese Bedingung auf den Fall der lokalen Alternative an,
so ergibt sich:

Da V = -V C C, gilt, erhalten wir fiir alle v in V:

(v = 7p(Z +ulCy), (Z+ ) = 7p(Z + ulCy)p < 0

Ersetzt man in obiger Ungleichung v durch—v, so erhélt man die genau entgegengesetzte Un-
gleichung. Diese beiden Ungleichungen zusammen ergeben dann die nachfolgende Gleichung:

(v = 7p(Z 4 plCy), (Z+ ) = 7p(Z 4 p|Cy))p =0

Dies gilt fiir alle » € V' und somit auch fiir das spezielle Element 7p(Z + p|V). Zusammen mit
dem Satz von Phytagoras ergibt sich:

(Z + 1) = 7p(Z 4+ plCHID + l7p(Z 4+ ulV) = 7p(Z + plCHIIB = 1(Z + 1) — 7p(Z + pV) D
Und daher: D
TL — l7p(Z + plV) — 7p(Z + ulCo)llh

2.3 Vergleich der Tests mittels lokaler Alternativen

Nachdem nun die jeweiligen Verteilungen berechnet wurden, wollen wir ermitteln, welches der
bessere Test ist. Da bei van der Vaart [Va00] lediglich der Fall einer eindimensionalen Hypothese
behandelt wird, mufl man fiir unseren Fall eine allgemeinere Vergleichsmethode finden. Bei van
der Vaart wird dabei folgender Test betrachtet: Hy : § = 0 gegen Hy : 8 > 0. Zum Vergleich
zweier Tests definiert er dann die lokale Grenzfunktion der Giitefunktion wie folgt:

, h
m(h) = nh_}rréo Tp, <%> , h>0
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Dieser Grenzwert existiert normalerweise und kann wie folgt bestimmt werden:
Sei dazu angenommen, daf} die Teststatistik T,, fiir alle Folgen 6, = h/\/n asymptotisch nor-
malverteilt ist,

Dabei stehen u(#) und o?(6) oft fiir den Erwartungswert und die Varianz von T,,, allerdings
mufl dies nicht der Fall sein. Mit dieser Bedingung ist nun der Test, der die Hypothese ablehnt
fiir den Fall, daf /n(T,, — 11(0)) den Wert o(0)z, iibersteigt, asymptotisch vom Level o (z, ist
dabei das a-Quantil der Standardnormalverteilung). Die Giitefunktion kann somit geschrieben
werden als

Tn(0n) = P, (x/ﬁ(Tn = p(6)) > 0(0)z0 — Vn(p(6r) - H(O))>

Fiir 6,, = h/y/n konvergiert die Folge /n(u(6,) — p(0)) nach hp'(0) (falls p differenzierbar in
Null). Falls auch o(6,,) — 0(0), dann gilt:

() e ()

Der Ausdruck 4/(0)/0(0) wir dabei als ,slope* bezeichnet.

Betrachtet man sich jedoch die Vorgehensweise bei van der Vaart genauer, so erkennt man, daf
der dort eingefiihrte Begriff ,slope® ein Maf} fiir die Steigung der Giitefunktion ist. Dabei gilt:
Je grofler der slope®, desto steiler ist die Giitefunktion auf Seiten der Alternative und desto
schirfer trennt der Test. Somit steht ein groBerer ,,slope® fiir einen besseren Test. Dieses Prinzip
kann auch in den mehrdimensionalen Fall {ibertragen werden, indem man analog zu [Va00] die
Richtungsableitungen betrachtet.

Da es sich jedoch als schwer erwiesen hat, die Verteilung von ||7p(Z+p|V) —7p(Z + p|Cy)||3 zu
bestimmen, sollen hier nicht die jeweiligen ,slopes® verglichen werden. Wir werden fiir den Di-
spersionstest die Richtungsableitungen bestimmen, die den Test moglichst scharf bzw. schwach
trennen. Diese Richtungsvektoren seien mit Maximum bzw. Minimum des Dispersionstests be-

zeichnet.

2.3.1 Berechnung von Maximum und Minimum des Dispersionstests

Unter der lokalen Alternative gilt:
7, 2 N(H, 1)
WO

1 2
H= 7 (—Qho + zk:hkk —(2A+1) thk)

k
Zur vereinfachten Schreibweise werden noch folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

70

_ ia!
7::<’Yo> — ‘
Y :

Vs
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ho
I
h = .
hs
mit
_ 2
P)/O - \/5
1
= — (K- 2 X+ Dk) (1<k<n).
o0 ﬁ( ( )k) (1<k<n)

Mit diesen Definitionen erhilt man:
H=7"h

Somit erhdlt man als Giitefunktion auf der Alternative folgenden Ausdruck:
1—®(2, —757h)

Die Richtungsableitung dieser Funktion ist:

(V(1 = ®(z0 = 77h)) jpmo) ( Y ) = ¢lz) 7" ( . )

€ €

WO € 1= ( 660 ) ein zuldssiger Richtungsvektor der Lange 1 ist. Betrachten wir die Eigenschaften,

die ( 660 ) erfiillen mufl, um zuléssig zu sein: Da es sich bei der Richtung, aus der man sich der

Hypothese ndhert (also §; + €), um ein Wahrscheinlichkeitsmafi handeln muf, gelten folgende
Bedingungen:

S
Ze? = 1 (Einheitsvektor)
=0
S
Zei =0
=1
er <
e 2 0 (2<i<9)

Die Menge aller Vektoren, die diese Bedingungen erfiillen, sei mit E bezeichnet (beginnt die
Summe in der ersten Bedingung erst bei ¢ = 1, so sei die Menge der Vektoren mit £ bezeichnet).
Um nun die Richtungen zu erhalten, fiir die der Test besonders gut (bzw. schlecht) trennt, gilt

es (da ¢(z,) konstant bleibt), den Ausdruck 57 ( 660 zu maximieren (bzw. minimieren).

Maximum- und Minimumberechnung unter ¢y = 0

Setzen wird zuerst einmal die Komponente eg = 0, da sie - im Gegensatz zu den anderen
Komponenten - die Richtung beschreibt, aus der man sich A n&hert.
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Somit ergibt sich folgendes Problem:

Maximiere (Minimiere) v7e
eckl

Betrachten wir die Nebenbedingungen etwas genauer, so sieht man, dafi durch die Bedingung
Zle e; = 0 eine Hyperebene beschrieben wird. Daher kann die Menge der dafiir zuldssigen
Vektoren durch einen (S — 1)—dimensionalen Raum, der von (S — 1) linear unabhéngigen Vek-
toren aufgespannt wird, beschrieben werden. Um eine Orthonormalbasis zu erhalten, miissen
diese Vektoren zueinander senkrecht und normiert gewdhlt werden. Wihlt man die Vektoren
dariiberhinaus auch noch senkrecht zum Vektor (1,..., 1)T7 so liegen alle Vektoren des durch
diese linear unabhédngigen Vektoren aufgespannten Raumes in obiger Hyperebene.

Solche Vektoren sind z.B.:

-1 -1 -1 -1

1 -1 -1 -1

0 2 -1 -1
1 0 1 0 1 3 1 -1
al ol o pval o vl |

0 0 0 0

0 0 0 0

Die Vektoren seien mit zq, 23, 23, ..., 2g bezeichnet.

Aufgrund der Bedingung, dafl e ein Einheitsvektor sein soll, ergibt sich eine lineare Zielfunktion
unter einer quadratischen Nebenbedingung. Dies ist im Allgemeinen nicht leicht zu l6sen. Daher
wird hier versucht, das Problem mittels einer Darstellung iiber Kugelkoordinaten zu behandeln.
Denn die Einschrénkung auf die Menge der Einheitsvektoren 148t sich auf diese Weise leichter
darstellen. Bei der Verwendung der Einheitsvektoren sieht die Darstellung wie folgt aus:

sin(fg_z) - ---- sin(fy)
sin(fg_z) - ---- sin(fz) cos(61)

sin(fs_z) sin(fs—_3) cos(fs_4)
sin(fs_z) cos(fs—_3)
cos(fs_2)

Da hier jedoch nicht die Einheitsvektoren benutzt werden, sieht die Kugeldarstellung wie folgt
aus:

zysin(f,_g) -+ sin(6y) + z2sin(0,—3) - - - - sin(fz) cos(f1) + ...+ zs—1 cos(fs_2)

Somit sind alle Vektoren, die sich durch so eine Linearkombination darstellen lassen, genau die-
jenigen, die die ersten beiden Bedingungen an den Richtungsvektor erfiillen. Bleiben also nur
noch die Vorzeichenbedingungen. Dabei kann man erkennen, daf§ aufgrund der Wahl der Vek-
toren zi,...,zs nur positive Werte fiir die Linearkombinationskoeffizienten zuldssig sind. Die
weiteren Bedingungen an die Variablen 6y, ...,68g_5 erhilt man, indem man die entsprechenden
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Zeilen aus obiger Kugeldarstellung Null setzt. Somit ist das Optimierungsproblem zu einem um
zwei Dimensionen verkleinerten Problem mit Nebenbedingungen geworden.

Da das allgemeine Problem jedoch immer noch sehr komplex ist, sollen an dieser Stelle nur die
Félle S = 3 und S = 4 explizit behandelt werden. Danach soll versucht werden, aus dem Ver-
halten in diesen niedrigdimensionalen Fillen Riickschliisse auf den allgemeinen Fall zu tdtigen.

Fall S = 3:
Betrachten wir zuerst die Orthonormalbasis in diesem Fall. Sie wird gebildet von den folgenden
Vektoren:

Y TR B
r=— un =—| -
VI A
Somit 148t sich die Kugel wie folgt darstellen:
1 - 1 -
= —— Cos 1 + ——sin -1 2.20
b(p) 7 () : 7 () : (2.20)
Der Vektor v besitzt folgende Struktur:
I P
T="75 -
V2 6 — 6

Daraus ergibt sich folgende Zielfunktion:

R

+sin(y) [%% ((—1)(—2» (12— 4N) +2(6 - 6>\)>] _

((—1)(—2)\) F1(2—4\) +0(6 — 6>\)>] +

= (1—X)cos(p) + %(5 — 3\) sin(gp)

Aus Gleichung (2.20) ergibt sich, dafl ¢ in nachfolgendem Intervall liegen muf}, um die Vorzei-
chenbeschrinkung aus den Nebenbedingungen zu erfiillen:

v € [0°,60]
Berechnen wir weiter die ersten beiden Ableitungen der Funktion f:
1
" = —(1-=MX)sin + —(5 = 3A) cos
f (1=A)sin(p) + —=( ) cos()
1
" = —(1-=X)cos(p) — —=(5 —3\)sin
f (1= A)cos(ip) = == ) sin(e)
Damit ergibt sich als Extremum von f (A # 1):
1 1
0 = Ff'{o)= (A= 1)sin(¢)+ —(5 = 3\ cos
f'g) = (A= 1)sin(p) \/g( ) cos()

i —3X
o tan(cp):sm(@) __5-3

cos(p)  V3(1-A)

& = arctan (%)
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Setzt man dies in die zweite Ableitung ein, so erhilt man:

5—3X

1 sin(ap):cos(ap)m

f'(¢) = —(1=A)cos(p) — —=(5— 3A) sin(p) =

_COS(QP)_zl_z_C .
= T_l(()\ 1) —|—3(5 3X) =31 mit ¢ > 0

Somit handelt es sich bei dem Extremum fiir A > 1 um ein Minimum, fiir A < 1 um ein Maxi-
mum.

Bleibt nur noch zu iiberpriifen, ob das Extremum auch im Intervall [0%,60°] liegt. Dies ist jedoch
durch eine einfache Rechnung méglich. Insgesamt ergibt sich folgender Sachverhalt:

A | (03] [3:2) 2 (2,00)
Max | 60° 60° 0° und 60° 0°
Min 0° arctan( 5-3A ) 30° = arctan( 5—3-2 ) arctan( 531 )
V3(1-)) - V3(1-2) V3(1-))

Setzt man die Winkel in die Kugeldarstellung (2.20) ein, so ergeben sich folgende Vektoren:

60031_(1)
V2
Al_l

00 = —| 1

Auffillig an diesem Ergebnis ist dabei der Sprung des Maximums fiir A = 2. Wihrend fiir A < 2
der Vektor %(—17 0, 1)T das Maximum bildet, springt das Maximum fiir A > 2 auf den Vektor

%(—17 1,0)", der zudem noch fiir A < % das Minimum darstellt. Beim Minimum hingegen gibt

es keine Unstetigkeitsstellen, fiir A — oo wird das Minimum jedoch im Vektor %(—1,07 1)T

angenommen, der wiederum fiir A < % das Maximum der Funktion ist.

Fall S = 4:
Betrachten wir auch hier zuerst die Vektoren der Orthonormalbasis. Diese sind:
-1 -1 -1
1 1 1 -1 J 1 -1
= — , = — un g = —
V2| 0 =6 2 Vi | -1
0 0 3

Damit hat die Einheitskugel die folgende Gestalt:
P(p, 0) = x cos(p) sin(f) + ysin(¢) sin(f) + z cos()

Durch Nullsetzen der entsprechenden Zeilen dieser Kugeldarstellung erhdlt man die Bedingun-
gen, die (¢, #) erfiillen miissen, um eine zuldssige Losung darzustellen. Es ergibt sich:



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 28

e € (0,60

e 0 € [arctan (\/_) 90°]

o 2v/2tan(8)sin(p) > 1

. (x/gcos(cp) — ﬂsin(cp)) tan(f) > 1

Berechnen wir als nichstes die Zielfunktion:

f(@‘ov 0) = ¢(@7 0)T7 =
— cos(i) sin(6) [%% ((—1)(—2» 12— 4)\)>] +

+ sin(¢) sin( [ (=20 + (-1)(2 - 4>\)—|—2(6—6)\)>]—|-

| (
+cos(# [ ( 1)(2—4)\)—|—(—1)(6—6)\)4-3(12—8)\))]:

) 1
= (1—X)cos(p)sin(f) + \/_(5 — 3)) sin(¢) sin(6) + %(14 — 6A) cos(6)

Um ein Extremum dieser Funktion zu erhalten, mufi der Gradient gleich Null gesetzt werden.
Dazu berechnen wir die partiellen Ableitungen:

S0 = F)snb)
%f(cp, 6) = cos(8) | (1= ) cos(e) + %(5 3\ sin(p) | - %(14 — 6 sin(8)

Setzt man diese Ausdriicke gleich Null, so ergibt sich bei der partiellen Ableitung nach ¢ der
gleiche Ausdruck wie im Fall S = 3, fiir die partielle Ableitung nach 6 gilt (fiir A # %)

(1= A)cos(g) + =(5 — 3\) sin(p)

%(14 —6))

tan(f) =

Setzt man darin noch die Bedingung ein, daf§ auch die partielle Ableitung nach ¢ gleich Null
sein soll (und einen fiir ¢ zuldssigen Punkt liefert), so erhdlt man:

V6 cos() 28
tan(f) = 407 — 12
an(6) =601 - 0 )=
V6 28
= ANZ — 1204+ 22
6A — 14 3

Insgesamt ergibt sich als Extrempunkt fiir A > % das Paar:

— 3 VE6AZ — 18X+ 14
(0, 6p) = | arctan <75 3 ) ,arctan 6 BA+
V3(1 =) 3A—7

(2.21)
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Fiir A < % weil man, dafl es entweder kein Extremum gibt oder dafl der Punkt mit verschwinden-
den Gradienten sicher auflerhalb der zuléssigen Menge liegt. Als néchstes wird {iberpriift, ob das
Extremum auch ein zuldssiger Wert fiir (¢, #) ist. Dazu betrachtet man z.B. die Randbedingung

(\/gcos(cp) — ﬂsin(cp)) tan(f) > 1
und berechnet, fiir welche Werte von X diese unter den Extremumsbedingungen erfiillt ist:

(VE cos() — V2 sin(c,o)) tan(f) =

B 5= 3 V6 ) 28
= (\/gcos(cp) — ﬂm COS(L,Q)) ST \/4)\ — 122+ 3=
2

7
_ >1 firde (.3
72! firre(s.3]

Die andere Randbedingung ist immer erfiillt. Somit hat man fiir A € (%,3] einen zuldssigen
Extremalpunkt. Um noch zu erfahren, ob es sich dabei um ein Maximum, Minimum oder einen
Sattelpunkt handelt, mufl die Hessematrix in diesem Punkt berechnet werden. Mittels MAPLE
wurde nachgerechnet, dafl es sich um ein Minimum handelt.

Fiir die anderen Werte von A weifl man, dafl sowohl das Minimum als auch das Maximum
auf dem Rand des Zuldssigkeitsbereichs liegen miissen. Berechnet man die Extremstellen auf
den Réndern, so erhélt man letztendlich die folgende Tabelle (die Abkiirzung von (¢g|6y) nach
Gleichung (2.21)):

A (0,3] (53] 5,3
Maz (¢]0) (30°|arctan(%) (30°] arctan( f) (30°|arctan(%)
Min (4]0) (0°]90°) (arctan( ) 190°) (%0l60)
A 2 (3.3] | [3,00) o0’
Maz (¢|6) | (30°| arctan(5)) und (0°/90°) | (0°190%) | (0°[90°) (0°]90°)
Min (¢]6) | (arctan(32)|arctan(v26)) | (olfo) | (malma) | (arctan(52)| arctan(¥2))

(15—7X) cos(¢ )—I—\/_(/\—S)sin(ap) d
\/l—l— 6 cos(p \/isin(ap))2 u

my die Losung der Gleichung (x/gcos(ml) — ﬂsin(mﬁ) tan(mgy) = 1 ist. Mittels MAPLE

wo my das eindeutige Minimum (fiir ¢ € [30°,60°]) der Funktion
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wurden diese Werte noch berechnet. Dabei ergab sich:

5
arccos

A—=9

3

2

i

81 — 99X + 31A2

)

mo =

V162 — 198X + 62)2
arctan
A —18

Betrachtet man auch in diesem Fall die Winkel von Maximum und Minimum fiir A € (0, 2], so

3
ergeben sich folgende zugehorige Richtungsvektoren:

1P

Sl

(]0) = (30°| arctan(

)

Sl -
N
1N
|
cCom = 2o o=

Sl

(i#l6) = (07]90°)

Auch hier 148t sich analog zum Fall S = 3 feststellen, dafi der Vektor %(—17 1,0,0)7, der fiir

A< % noch das Minimum darstellt, fiir A > % zum Maximum wird.

Hieran sieht man schon, wie schnell die Komplexitidt mit der Dimension wichst. Daher wurde
das Verhalten der Extrema fiir hhere Dimensionen nicht mehr berechnet, sondern zu Beginn des
Abschnitts lediglich der allgemeine Weg erklért, wie die IExtrema zu berechnen sind. Betrachtet
man an dieser Stelle noch einmal das Optimierungsproblems, so sieht man, dafl darin sogar der
Fall A = 0 zul&ssig ist. Als Grenzverhalten fiir A — 0 wurden daher fiir hohere Dimensionen noch
die Losungen fiir A = 0 ermittelt. Dies geschah u.a. unter Zuhilfenahme des Optimierungstools
von matlab. Betrachtet man dabei fiir S € {5,6,...,9} die Ergebnisse, so sicht man, daf dort
nur Masse in den jeweils letzten beiden Komponenten vorhanden ist. Unter dieser Annahme
konnte dann mittels Lagrange-Multiplikatoren die genaue Lésung bestimmt werden.

Es ergeben sich letztendlich folgende Richtungsvektoren:

Maximum:
S=5 S=6 S=7 S =8 S=9

5 —4 -7 -16

8 0 0 0 0

0 . .

1 0 a0 1 : 1 1 :

114 . V42 0 V26 0 V78 0 /402 0

. L 1 2 5

4 3 5 11
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S =10 S =15 S =20
—0.8089 —0.8418 _0'3741

0 0

0

0 0
oo2s | | | oies ||| 007
0.2598 0.2765 0‘2639
0.5269 0.4486 03628

Minimum:
Fiir die Richtungsvektoren des Minimierungsproblems kann gezeigt werden, daf fiir alle .S der
Losungsvektor fiir A < 1 die folgende Struktur besitzt:

1
L
V2 :

0

Dies ergibt sich, wenn man sich das Minimierungsproblem genauer betrachtet. So kann z.B.
festgestellt werden, dafl die erste Komponente von v immer negativ ist; im Fall A < % gilt
dariiberhinaus auch noch v, > 0 (k= 2,3...,5), wihrend im Fall % < A < 1 folgendes gilt:
2 <0, % >0 (k=3,4,...,5).

Im Gegensatz zum Maximierungsproblem bleibt die Masse also auf die ersten beiden Kompo-
nenten konzentriert.

Maximum- und Minimumberechnung unter Beriicksichtigung der Komponente ¢

Bis jetzt wurde bei allen Berechnungen davon ausgegangen, dafi die Komponente e gleich Null
ist. Im weiteren soll nun erreicht werden, daf auch diese Komponente zum Optimierungsproblem
hinzugenommen wird. Es geht also darum, folgendes Problem zu 16sen:

€

(7)er

Allerdings sollten dazu auch die Ergebnisse, die bereits im vorangehenden Abschnitt berechnet
wurden, wieder verwendet werden. Somit wird ein Ansatz benétigt, der aus der Optimallsung
fiir den Fall eg = 0 den Fall der insgesamt optimalen Losung herleitet. Dazu dient folgender
Satz:

Maximiere (Minimiere) 7T ( o )

Satz 2.7 Sei Fxt Optimallésung des Optimierungsproblems unter der Voraussetzung eg = 0
und M ein belicbiger zuldssiger Vektor sowie p € R beliebig. Dann gilt:

Tt o— 1 p : : = Ao L p
Eat .= o ( ot ) ist eine bessere Losung als M = Tt ( M )
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Dieser Satz hat zur Folge, dafi die Optimalldsung des obigen Problems nur unter den Vektoren

L ( P ) zu suchen ist, die Lésung sich somit ergibt als:

241 Fat
1
Maximiere (Minimiere) 7< P )
/p2 +1 Fat

Beweis:
Um die Aussage des Satzes zu beweisen, muf} die Zielfunktion der beiden Vektoren verglichen
werden. Dabei gilt:

w3 = () () g

Da es sich bei dem Ausdruck (v, Fzt) um die Lésung des Optimierungsproblem unter eg = 0
handelt, ist auch der gesamte Ausdruck mit (v, Fat) maximal (bzw. minimal).

a

Betrachten wir zunichst den Fall des Minimierens. Definiere dazu:

1
= ———(—V2p+ (v, Min
f(p) \/Z)Q—H( p+ (v, Min))
Von dieser Funktion ist das Minimum iiber p zu suchen. Bildet man von f(p) die erste Ableitung
und setzt diese gleich Null, so ergibt sich:

V2
= M 0
W= Min)£0)
Um nun bestimmen zu kdnnen, ob es sich um ein Maximum oder ein Minimum handelt, wird

die zweite Ableitung an dieser Stelle ausgewertet. Dies liefert:

son (- 42 )| = sl arim

Somit handelt es sich fiir (y, Min) < 0 um ein Minimum, fiir (v, Min) > 0 um ein Maxi-

mum. Betrachtet man noch das Grenzverhalten der Funktion f(p) fiir p — 400, so ergibt alles
zusammen:

— V2 (g Min) < 0
= 1 = ('VvMin> ' I
Po argmlnf(p) { 0o <77 Mln> > 0

Wir suchen jedoch den Vektor, der das Optimierungsproblem 16st. Fiir ihn gilt:

L ( v2 ) : {y,Min) <0

2+ (v, Min)? —Min - <’y, Mm>

Min =
(1,0,...,007 = (v, Min) >0
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Eine analoge Rechnung ergibt sich auch fiir das Maximierungsproblem. Diesmal gilt es, die fol-
gende Funktion zu maximieren:

1
S —\/5 + {v, Max
f(p) o =(=vart{y )
Somit gilt weiter:
V2 : (y,Max) >0

_ _ | it
Po argmaxf(p) { —00 <P)/7 Ma$> S 0

Und fiir den maximalen Vektor Max gilt:

! ( V2 ) . {y,Maz) >0

2+(v,Maz)2 \ Maz - (v, Maz)

Max =
(=1,0,...,007 : (y,Maz)<0

Diese allgemeinen Formeln sollen nun fiir die Félle S = 3 und S = 4 explizit durchgerechnet
werden.

Fall S = 3:

Betrachten wir zuerst den Fall des Minimierens. Wie aus den vorangehenden Uberlegungen
ersichtlich ist, mufl das Skalarprodukt (v, Min) berechnet werden. Dabei hat ~ die folgende
Gestalt:

1 -2
y=—01[ 2-4A
V2 6 — 6

Weiter sind dann die beiden Fille A € (0,3] und X € (3, 00) zu unterscheiden, da sich dort das
Minimum anders berechnet. Sei zuerst A € (0, 3]. Damit ist

-1
1
0

Min =

Sl -

und das Skalarprodukt ist gegeben durch:
1
(v, Min) = §<—2>\'(—1)+(2—4)\)-1—|—(6—6)\)-0) =1-2A

Im Fall A € (2, 00) hat das Minimum die folgende Gestalt

Min = arctan <ﬂ>
NETESY

und fiir das Skalarprodukt gilt:

3A2 9N+ T
(y, Min) = —2 % <0
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Als nichstes betrachten wir das Maximum:

Erneut benétigen wir eine Fallunterscheidung. Diesmal mufl jedoch unterschieden werden, ob
A € (0,2) oder A € [2,00).

Sei zunéchst A € (0,2) und somit

Mazx =

S‘P—‘
DO
—_

Dann gilt fiir das Skalarprodukt:
1
(v, Maz) = 5(—2A-(—1)+(2—4A)-0+(6—6A)-1> =3-2)
Im Fall A € [2, 00) gilt fiir das Maximum:
-1

1
Max = —

1
V2 0
Damit berechnet sich das Skalarprodukt wie folgt:
1
(v, Max) = §<—2>\'(—1)+(2—4)\)-1—|—(6—6)\)-0> —1-2A

Insgesamt ergibt sich fiir den Fall S = 3 die nachfolgende Tabelle:

A (0,1] (1,3)
T T
] 1 1-A A-1
Min (17 0,0, 0) AN TEYE (\/57 ARV 70)
T T
o 1 _ 20-3  3-2\ 1 _ 20-3 4 3-2\
Maz 2+(3—2A)2< V2, 707 ) 2+(3—2/\)2< V2, 20 )
A 2,51 [3,00)
T T
' 1 1=\ A-1 1 4-3) 1 3A=5
Min 24(1-2)2 (ﬂ’ 27 V2 ’0> \/2A2_6A+13_7 (17 3 13" 3 )
- T T
Max (—1,0,0,0) (—L0,0,0)
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Fall S = 4:
In diesem Fall hat der Vektor v die folgende Gestalt:
—2A
1 2 — 4\
T2 6-6A
12 — 8

Auch hier soll zunéchst der Fall des Minimierens betrachtet werden. Somit ben&tigen wir, erneut
mit einer Fallunterscheidung nach A, das Skalarprodukt (v, Min).

Betrachten wir zunéchst den Fall A € (0,%]. Aus der Minimallosung fiir .S = 4 sieht man,
daf fiir diese A-Werte der Winkel # den Wert 90° annimmt. Dies hat zur Folge, dafi die letzte
Komponente des Losungsvektors Null ist, wodurch man Min einfach dadurch erhilt, da man
zur entsprechenden Losung aus dem Fall S = 3 eine Nullkomponente hinzufiigt.

Betrachten wir als ndchstes den Fall A € [ %, 3]. Mittels MAPLE wurde hierfiir das Skalarprodukt

(v, Min) berechnet. Dabei ergab sich der folgende Ausdruck:

(v, Min) = —/2(5A% — 20\ + 21)

Man sieht sofort, daf dieser Ausdruck stets negativ ist. Als ndchstes wird der Wert des Minimums
fiir eg = 0 aus der Kugeldarstellung umgerechnet in:

3 -5

Min — 1 3—)
2v/5X02 — 20\ + 21 A—1

3A—7

Dieser Ausdruck wird spiter noch zur Berechnung von Men benétigt.
Bleibt noch der Fall A > 3 zu betrachten. In diesem Fall hat man:

2
(v, Min) = —g\/:s(w — 27\ + 27)

Auch dieser Ausdruck ist wieder negativ. Daher berechnen wir auch hier das Minimum fiir eg = 0
aus der Kugeldarstellung:

bA -9
1 0

VB(TAZ = 27X 4 27) A
AN—9

Min =

Somit lassen sich fiir das Minimierungsproblem alle Richtungsvektoren bestimmen und wir
kénnen uns nun dem Maximierungsproblem zuwenden. Wie sich zeigen wird, ist dieses um
einiges einfacher zu handhaben.

Auch hier ist natiirlich wieder eine Fallunterscheidung nach A durchzufiihren. Jedoch sind dabei
nur die beiden Fille A € (0,3] und A € [2, 00) zu unterscheiden.

Sei zundchst A € (0, %] Dann ist das Maximum gegeben durch:

Max = —

V2

-1

1 0
0

1



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 36

Dies liefert weiter:
1
(v, Maz) = 5(2)\—|— (12 — 8)\)> =6—3X

Somit erhélt man fiir A € [2,5]:

Maz = (~1,0,0,0,0)T

Im Fall A € [0,2) ist Maz gegeben durch den Ausdruck:

V2
. 73X = 6)
Max = 0
2+ (6 —3))2 0
%(6—3)\)

Bleibt noch A € [5,00) zu betrachten. Allerdings hat hier wiederum Maz in der letzten Kom-
ponente den Wert Null und Max ergibt sich aus dem Wert von § = 3 durch Anfiigen einer
Nullkomponente.

Somit sind alle Fille fiir S = 4 abgehandelt und es ergibt sich letztendlich folgende Tabelle:

A (0,1] (1,5]
T T
— 1 1-A A1
Min (1,0,0,0,0) pRTESE (ﬂ,ﬁ,ﬁ,0,0>
T T
AT 1 . 3)-6 6—3)\ 1 . 3)—6 6—3)\
Maz 2+(6—3A)2< 2,57 00 ﬁ) w/2+(6—3A)2< V2 20,0, ﬁ)
A (5,2) [2,%]
T T
AT 1 4-3\ 1 3)-5 1 4-3\ 1 3)-5
o V-t (17 2ol 70) Ve I (17 2ol 70)
T T
Y P 1 _ 30—6 6—3 _
Max 7%(6_3”2( V2, 22,0,0,°=2 ) ( 1,0,0,0,0)
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A [1,3] [3,00)
T T
Min m<275_3>‘73_>‘7>‘_173>\—7> \/Ww<3,9—5)\,0,)\,4)\—9>

T T
Maz (-17070707()) (—17070707())

An dieser Tabelle ist erneut eine Ahnlichkeit von Minimum fiir A < 1 und Maximum fiir A > 2
festzustellen. Hierbei ist lediglich das Vorzeichen der ersten Komponente vertauscht. Weitere
Ergebnisse sind im Vergleich in Kapitel 2.3.3 dargestellt.

2.3.2 Simulation der Verteilung des Tests mittels Kegelapproximation unter
der lokalen Alternative

In Kapitel 2.1.2 wurde bereits gezeigt, dafi der Test mittels Kegelapproximationen die folgende
Verteilung unter der lokalen Alternative besitzt:

n D
T — lmp(Z + p|V) = 7p(Z + plCo) I

WO

h
H= (\IIS)?/\J,O,...,O) ( ho )

Diesen Ausdruck gilt es nun fiir die im vorangehenden Abschnitt bestimmten Extremalrich-
tungen zu berechnen. Da es sich bei den zu projizierenden Vektoren nicht mehr um zentrierte
Normalverteilungen handelt, kann der Algorithmus, der im Fall der Hypothese verwendet wor-
den ist, nicht ohne weiteres ibernommen werden.

Jedoch kann obiger Ausdruck analog zum Hypothesenfall wie folgt umgewandelt werden:

7D (Z 4+ ulV) = 7p(Z + plCy)llh =
=T 7perpr—1 (TZ+ Tp|TV) = T wprpp— (TZ + Tu|TCY||D =

= I p(Z + TulV) = mp(Z + TpIC) (2.22)

[

WO

(id(s41)x(541): 0)

= TZ ~ Nsy1(0,D7Y

= T-'DT!

= TC,=C(r,.. .,VS)*D

v; die Spalten von N := D7'A™TN

O N M
li



KAPITEL 2. VERGLEICH DES TESTS MIT DEM BEKANNTEN DISPERSIONSTEST 38

Die hierin vorkommenden Matrizen A und N sind wie folgt definiert:

0 0
1 0
N - 1 c R(S-I—I)XS
: diag(—1,..., —1) (s—1) x(s—1)
1
—e— 0 0
eME-1) At 0
L /\/\2_2'(% — 1) A% 0 € R(STX(5+1)
SEE-Y e 0
: : . .0
(3 -1 (si)ze_A (Ass—_zl)!e_A - Ae™

Als nichstes soll nun versucht werden, die Differenz in diesem Ausdruck zu einem Term zusam-
menzufassen. Dazu wird eine Aussage iiber die Linearitdt bei Kegelprojektionen unter gewissen
Voraussetzungen bendtigt. Um dies zu zeigen, wird zuerst der folgende Satz bendtigt:

Satz 2.8 Sei C ein beliebiger Kegel und V' C C ein beliebiger Vektorraum. Dann gilt:
Falls y € V*, dann ist 7 (y|C) € V1

Beweis:
Wenn v € V, dann ist aufgrund der Definition eines Vektorraums auch —v € V. Somit liegen
beide Vektoren auch in C'; und es gilt:

0 > (v=r(ylC),y—=ylC)) = (v,y —7(y|C)) — (7 (Y|C),y — = (y|C)) =
= (vy—7@lC) - (FWC),7y|CT))
=0, da L (vgl. [Bu01])
0 > (—o=—7y|C),y—7|C))=(-v,y—7(y|C)) — (z(y|C),y — 7 (y|C)) =
(v, y—7(IC) — (=(y|C), 7 (y|C))
=0, da L (vgl. [Bu01])

Somit gilt:
0 = (vy—7ylC) = {v,y)—(v,7(y|C))
——
=0
Somit ist m(y|C') senkrecht zu allen Vektoren v € V' und es gilt die Behauptung.
a

Mit Hilfe dieses Satzes kann nun der Satz, der Aufschlufl {iber die Linearitdt bei Kegelprojek-
tionen gibt, bewiesen werden.
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Satz 2.9 Sei V C C ein Vektorraum. Dann gilt:
m(2|C) = 7 (n (2|V)|C) + 7 (7 (X |[VH)|C)

Beweis:
Um den Satz zu beweisen, muf} gezeigt werden, daf:

(e = m(m@V)IC) - m(m(X[VHC), 2 — 7 (= (@]V)IC) = (= (XIVH)C)) <0 VeeC
Dazu formulieren wir den Ausdruck um und erhalten:

(¢ =7 (x(2[V)|C) = 7 (n (X |VH)|C), 2 = 7 (x («|V)|C) =7 (n (X [VH)|C)) =

=r(z|V)

=n(z|V+)
= (e,7(@[Vh) = 7 (7 (X|VH)|O)) = (7 (x (2| V)IC) = 7 (x(X|[VH)|C), 7 (x|V") — 7 (x(X|VH)|C)) =

=n(n(z|V1)|C*)

= (e, m(@[Vh) = r(r(X[VHIC)) = (r(r(X[VH)IC),  r=(X]VDICT) )

=m(X[V4)=r(r(XV1)|C)

= {emn(m(X VYO 7 @VE) - m(r(XVHIC) =
= (c—7w(p|C),p—=(p|C)) WO p:zﬂ'(X|VJ')

Bei dem letzten Ausdruck der obigen Umformulierungen handelt es sich genau um die Bedingung
(NSC), so daB dieser Ausdruck kleiner gleich Null sein mufl und der Satz bewiesen ist.

Nun kann die Gleichung (2.22) weiter umgeformt werden. Mit der Definition
)N(::Z—I—ﬂ::Z—I—T,u
gilt:
I75(Z + TplV) = 75(Z + TplC)I =
= |lmp(XIV) = mp(XIO)I =
= |7 p (7 p (XIV) + 7 (XIVE)V) = 7 (7 (X]V) + 7 (X[VH)IC)|
= | 75 (mp(XIV)IV) + 7 (7 (XIVE)V) = 7 (7 (XIV)IC) =7 (m (X [V DO, =

wihd

?

=rp(X] =0 =5 (X[V)

)
= |l7p(mp (XIVHIO)NE

Zur weiteren Rechnung wird die Matrix @ eingefiihrt, die wie folgt definiert ist:

Q = NTA'D'ATN
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Um den vorangehenden Ausdruck nun weiter vereinfachen zu kénnen, wird die Umkehrabbil-
dung der durch die Matrix N erzeugten Abbildung benétigt. Da die Matrix N nicht quadratisch
ist, kann dies nicht einfach mittels der Inversen geschehen. Betrachtet man jedoch die durch N
erzeugte Abbildung genauer, so siecht man, daf, obwohl die Abbildung von R® nach R%+! geht,
keine Dimensionsdnderung vorliegt, da die Bildmenge von N nur ein S-dimensionaler Teilraum
des R5*! ist. Somit kann aufgrund der speziellen Struktur der Matrix N eine eineindeutige Um-
kehrabbildung definiert werden. Diese sei mit N ~! bezeichnet, wodurch sich der oben berechnete
Ausdruck weiter umformen 148t.

°)

= ||TA-TNQOG-INT 4-1 ((NTA_I)_lQQ_INTA_ITD(XHN/J‘)

2

D

h (77[7 (X]V)

2

(NTA—I)—IQQ—INTA—16~1>

D
2

= T@(@_INTA_ITFD(XHN/L) @NTA_10> =
——

=C

Q

2
= ﬂ'@(@_lNTA_I(X— Aeo(eOTATAeO)_leOTATDX‘U> =
Q
2
= 77@(@‘1NTA—1X ~Q 'NT A_IAeo(eOTATAeO)_leOTATf)f(‘U> =
_ Q
=1
=0
—_ 1 ~ 2
— 77@(@ NTA‘IX‘C?) —
Q
_ _ _ o) _
= |rg(X10)|5 = m5(XIC)" - Q - 75(X|C) = (X - mg(X|C)" - Q - m5(X|C) =
T R P
WO
X = Q 'NA'X=Z+0Q 'NTA'Tu
7 = Q 'NTa-'z

Fiir den Kegel C gilt:

5 e Q1NTA_1A'{$€RS+1:NT$SO}:@_lNT‘{weRS+1:NT$SO}:
= Q {reR%:2<0}={zeR":1-Q-2<0)
=C = C(el,...,es)*a

Dabei bezeichne C* den dualen Kegel von C'. Dieser besteht aus allen Vektoren, die zwischen
sich selbst mit allen Vektoren aus C einen stumpfen Winkel besitzen, d.h. es gilt:

C*={zeV:i(z,0)<0 Vee(}

Die Matrix @ hinter dem Stern bedeutet, wie bereits schon zuvor erwihnt, daB das innere
Produkt beziiglich der Matrix @) zu bilden ist.
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Bleibt also noch die Projektion von X auf den Kegel C' zu bestimmen. Dazu wird mittels
des Algorithmus von [Bu01] die Indexmenge I bestimmt, die angibt, wo der Vektor relativ zum
Kegel liegt. Dies bedeutet, dafl man jenes I bendtigt, welches die nachfolgende Bedingung erfiillt
(dabei bezeichne F; die R¥*#I_Matrix mit den Spalten e;(i € ), wo ¢; den i-ten Einheitsvektor
bezeichnet).

Xellegliead (lin{ei RS I}J‘aﬂc*a(eiﬁ € IO}>

< rg(X|lin{e;,i € I} € Cleli € 1)
N mg(Xllin{e;,i € 112 € C9(eyli € 1)

= (EfQENT'EfQ-X >0
A E[Q- (X = E(B]QENTE[Q - X) <0

Somit erhilt man denselben Ausdruck wie in [Bu01], lediglich der Vektor Z muf durch den
Vektor X ersetzt werden. Um nun die Projektion berechnen zu kénnen, muf nur noch die
folgende Gleichung angewendet werden:

r5(X|C) = n5(X|lin{e;,i € 1}2) =X - Ef(E{QE) ' E{Q-X

Diese erste Gleichheit ist dabei eine Folgerung, die man aus der Indexmenge I gewinnt. Da man
mittels I weil, wo X relativ zum Kegel liegt, kann man die Kegelprojektion durch eine Projektion
auf einen linearen Teilraum ersetzen. Somit erhdlt man, wenn man alle Schritte zusammenfaf3t,

die folgende Gleichung:
_T J— J— S _ —_— —
Irp(Z + plV) = 7 (Z + plCy)llp = X (Q - QE(E[QEN T E1 Q)X

2.3.3 Vergleich der beiden Tests

In diesem Abschnitt sollen nun die Ergebnisse des Vergleichs zusammengefafit werden. Wie schon
in den vorangehenden Abschnitten erldutert, wurde dabei wie folgt vorgegangen:

Zu den in Kapitel 2.3.1 bestimmten Richtungen wurde der Fehler 2. Art bestimmt. Dazu ver-
wendete man die Grenzverteilung der lokalen Alternative, die sich fiir n — oo ergab. Somit
erhielt man fiir den Fall des Dispersionstests den maximalen und den minimalen Fehler 2. Art,
je nachdem aus welcher Richtung man sich der Hypothese ndhert. Dann wurde der Fehler 2. Art
fiir den Test mittels Kegelapproximationen bestimmt. In diesem Fall waren dies zwar nicht mehr
die Maxima bzw. Minima, jedoch konnte auf diesem Wege immerhin ein Vergleich erzielt werden.
In nachfolgenden Tabellen sind die FErgebnisse zusammengefafit. Dabei wurde die Rechnung fiir
die Fille S = 3 und S = 4 durchgefiihrt, unterschieden nach dem 95% und 99% Quantil. Die
Auswertung geschah an den folgenden Werten: A € {%, %, 1, %, 2,3}

In der Tabelle bedeuten leere Felder, dafi der Fehler 2. Art den Wert 99,99% iibersteigt. Des
weiteren steht oy, fiir den minimalen Fehler 2. Art (da er sich aus dem Maximum der Rich-
tungsableitung ergibt), oy, fiir den maximalen Fehler 2. Art. In den Zeilen By, bzw. By
stehen die dazugehdrigen Fehler 2. Art des Tests mittels Kegelapproximationen (diese sind aber,
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wie oben beschrieben, nicht die Extremwerte). Die Ergebnisse fiir den Test mittels Kegelapproxi-
mationen beruhen auf dem Simulationsalgorithmus, der im Anhang zu finden ist. Dabei wurden
100.000 Simulationen gerechnet.

Betrachtet man sich die Ergebnisse genauer, so sieht man, dafl der Test mittels Kegelapproxi-
mationen in den meisten Fillen besser abschneidet. So ist der Dispersionstest nur in den Féllen
besser, in denen hg beliebig gewdhlt wurde und gleichzeitig A sehr grof} ist, und dann auch nur
im scharf trennenden Fall. In den anderen Fillen zeigt jedoch der Test mittels Kegelapproxima-
tionen ein besseres Ergebnis. Gerade im scharf trennenden Fall ist dies jedoch erstaunlich, da es
sich beim Dispersionstest um ein Extremum handelt, der Kegelapproximationstest jedoch noch
nicht zwingend seinen besten Wert erreicht. Im Falle der lokalen Alternativen, bei denen man
sich aus Richtungen néhert, die den (fiir den Dispersionstest) am schwéchsten trennenden Test
liefern, ist in allen beobachteten Féllen der Kegelapproximationstest besser. Allerdings bleibt
hier die Frage, ob es schon der schlechteste Fall fiir diesen Test ist, oder ob es noch Richtungen
gibt, die noch schwichere Ergebnisse liefern.

Bemerkenswert ist noch das gegenldufige Verhalten im schwach trennenden Fall. Hier steigt der
Fehler 2. Art beim Dispersionstest mit wachsendem A, wihrend er beim Kegelapproximations-
test féllt. Im schwach trennenden Fall hingegen ist bei beiden Tests ein Wachsen des Fehlers
2. Art mit wachsendem A festzustellen.

Betrachtet man noch die Aussagen, die bereits weiter zuvor in diesem Kapitel gezeigt wurden,
so hat man dort gesehen, daf das Minimum bei kleinen A-Werten fiir solche Richtungen ange-
nommen wird, bei denen sich die Masse auf die ersten Komponenten konzentriert. Fiir A < 1
konnte sogar gezeigt werden, dafi die gesamte Masse der Richtung, aus der man sich n&hert,
auf die ersten beiden Komponenten konzentriert ist. Betrachtet man sich nun die nachfolgenden
Tabellen, so erkennt man, dafl in diesen Fillen der Test mittels Kegelapproximation (oft sogar
weit) {iberlegen ist.

An dieser Stelle sei noch auf ein Ergebnis aus [Po66] hingewiesen. Darin wird gezeigt, daf§ der
Dispersionstest unter allen Tests ohne (lokalen) Bias gegen die Alternative einer Negativen Bi-
nomialverteilung der lokal beste Test ist. Dies spielt fiir unseren Fall insofern eine Rolle, da
die Negative Binomialverteilung und die zusammengesetzte Poisson-Verteilung eine identische
Verteilung liefern, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

A= —rlog(q)

r(l —q)*

=g

Ak
Dabei stehen r und ¢ fiir die Parameter der Negativen Binomialverteilung NB(r,q), die Para-
meter A und pj seien wie gewohnt die Parameter der zusammengesetzten Poisson-Verteilung.
Diese Aussage 148t sich durch Koeflizientenvergleich der erzeugenden Funktionen beweisen. Diese
lautet fiir die Negative Binomialverteilung:

0= (=ii=gm)

Fiir die zusammengesetzte Poisson-Verteilung ergibt sich:

g2(t) = exp ()\(gpktk - 1))
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Diese beiden Ausdriicke setzt man nun noch gleich und erhilt:

!

gl(tz = g2(1) N

Pog(q) — rlog(L— (1—q)t) = A pitt — 1)
k=1

o0

(1—f])kk _ - k
rlog(q)—l—r;Tt = —)\—I—)\;pkt

Der oben bereits angesprochene Koeflizientenvergleich liefert sodann das bereits genannte Er-
gebnis. In der Rechung wurde dabei der Logarithmus in eine Potenzreihe umgewandelt. Dies gilt
aber nur fiir den Fall —117(1 <t< 117(1 Allerdings stellt dies kein Problem dar, da sowieso nur
Werte von ¢ nahe der Null von Interesse sind. Ist also eine solche Darstellung méglich, ist der
Dispersionstest auch dem Test mittels Kegelapproximationen iiberlegen.
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95%-Quantil

S =3, hg beliebig

A 05 | 0,75 1 15 2 3
x| 211% | 33,9% | 46,5% | 59,1% | 59,1% | 59,1%
B | 12,3% | 28,5% | 50,4% | 90,1% | 89,9% | 89.6%
v | 99,9% | 99,9% | 99,9% | 99,9% | 99,97%
Bam | 91,4% | 90,9% | 90,5% | 85,6% | 70,2% | 66,1%

A 05 | 0,75 1 15 2 3
tver | 36,1% | 55,8% | 74,0% | 95,0% | 99,6%
Bume | 3.8% | 8,7% | 145% | 28,1% | 74.8% | 78,9%
cvm | 87,4% | 91,9% | 95,0% | 98,4% | 99,7%
Bamm | T3.8% | 72,7% | 72,2% | 73.0% | 52,1% | 62,6%

S =4, hg beliebig

A 0,5 0,75 1 1,5 2 3
e | 0,1% | 0,9% | 4,8% |33,9% | 59,1% | 59.1%
Batax 0% 0% 0% 1.3% | 83.4% | 83,4%
e | 99,9% | 99,9% | 99,9% | 99,9% | 99,97%
Bain | 85,3% | 84,4% | 83,9% | 78,1% | 53.2% | 17,6%

A 0,5 0,75 1 1,5 2 3
x| 0,2% | 1.8% | 7.8% | 55,8% | 95,0%
Butax 0% 0% 0% 0,1% | 0,6% | 64,4%
e | 87,4% | 91,9% | 95,0% | 98,4% | 99,7%
B | 67,1% | 69,8% | 63,4% | 62,5% | 30,4% | 13,6%
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99%-Quantil

S =3, hg beliebig

A 05 | 0,75 1 15 2 3
cvee | 45,6% | 60,4% | 72,3% | 81,9% | 81,9% | 81,9%
Baex | 40,0% | 55,1% | 76,6% | 97.8% | 97.7% | 97.6%

Qi

Bam | 98.2% | 98.1% | 97,4% | 96,4% | 89,4% | 87,4%

A 05 | 0,75 1 15 2 3
e | 62,7% | 79,6% | 90,7% | 99% | 99,6%
Buwx | 13,7% | 25.2% | 36,0% | 54,9% | 91,8% | 93,6%
avm | 96,5% | 98.1% | 99% | 99,8% | 99,98%
Bamm | 91,1% | 90,6% | 90,4% | 90.8% | 78,3% | 85,4%

S =4, hg beliebig

A 0,5 0,75 1 1,5 2 3
ax | 0.8% | 4,7% | 16,1% | 60,4% | 81,9% | 81,9%
Puax | 0% 0% 0% | 6,20% | 95,7% | 95,6%

Qi

Bain | 96.5% | 96.1% | 95.9% | 93,7% | 80,0% | 43,0%

A 0,5 0,75 1 1,5 2 3
e | 15% | 7,7% | 25,0% | 79,5% | 99,0%
Butax 0% 0% 0% 3,7% | 95,7% | 87.,2%
e | 96,5% | 98,1% | 99% | 99,8% | 99,98%
Bain | 87,8% | 86,6% | 86,0% | 85,7% | 59,1% | 36,3%




Kapitel 3

Test des Algorithmus zur
Bestimmung der Kappa-Werte

Dieses Kapitel befafit sich nun mit dem Algorithmus zur Bestimmung der Kappa-Werte aus
[Bu01]. Dabei kommt es im Wesentlichen auf zwei Punkte an: Zuerst soll festgestellt werden,
ob die Simulation bei einer gewissen Anzahl von Simulationen auch die richtigen Kappa-Werte
liefert. Dazu werden die genauen Kappa-Werte berechnet und zusammen mit den simulierten in
ein gemeinsames Diagramm geplottet. Da zur Berechnung der Kappa-Werte jedoch die Wahr-
scheinlichkeiten einer S-dimensionalen Normalverteilung bestimmt werden miissen, werden die
Kappa-Werte nur fiir S=2, S=3 und S=4 berechnet. Als zweites gilt es zu iiberpriifen, ob der
Algorithmus auch fiir extreme Lambdabereiche und fiir grofie Werte von S noch sinnvoll arbeitet.
Dazu muf§ unter anderem festgestellt werden, ob das heuristische Verfahren zur Bestimmung der
Indexmenge 1 endlich ist und inwiefern sich numerische Instabilititen ergeben.

3.1 Vergleich der Simulation gegen die exakten Werte

3.1.1 Berechnung der Kappa-Werte fiir S=2

Im Fall S=2 miissen die Werte von kg, k; und ko berechnet werden. Nach [Bu0O1] handelt es sich
dabei um die Koeffizienten der folgenden zu den Kappa-Werten gehérenden Kegel:

ke @ Cl(ey,eq)
miot Cle)® ({a}9nee)), Cle) ({e} e nCer))
Ko C*Q(el,eg)

Da die Kegel fiir alle Werte von S, und somit auch hier, den gesamten Raum aufspannen, gilt
natiirlich:

Daher geniigt es hier, zwei der drei Kappa-Werte zu berechnen, da sich der dritte aus der obigen
Gleichung berechnen 14ft.

46
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Betrachten wir als erstes x1. Dabei ergibt sich nach [BuO1], dafi k; = 1/2 gilt.
Die Berechnung von & ist schon etwas aufwendiger, aber auch hier sei auf obige Quelle verwiesen.
Letztendlich ergibt sich:

1 ( Q1,2 ) 1 1 <Z(A)>
Ky = ——arccos | =——=— | = ——arccos(—py 2) = —— arccos

27 Q1,1Q2,2 2m 27 n(A)
wobei
1 A
z(A) = Z)\e (24 X)
nQ()\) . 11_662/\)\4‘|‘%62/\>\3+%€2/\>\2+%€2/\>\_%62/\‘|‘
Le¥ 1, 1e& & 1¢
‘o~ + 55—+

20 4 T 2A X 2a
und pqs der zu der Zufallsvariable Z gehdrende Korrelationskoeflizient ist

Fiir kg gilt: kg = 1 — kK1 — Ka.

Somit kénnen nun die tatsdchlichen Kappawerte bestimmt und mit den simulierten Ergebnissen
verglichen werden. Fiir diese Arbeit wird dazu fiir A der Bereich von (0,2), (0,5) und (0, 10)
betrachtet. Dabei wird das jeweilige Intervall gleichm&flig zerlegt und an jeweils 100 Stiitzstel-
len werden die Kappawerte bestimmt. Die Simulation arbeitet mit 100000 Simulationen. Das
Ergebnis sieht man in Abbildung 3.1 auf der néchsten Seite.

3.1.2 Berechnung der Kappa-Werte fiir S=3

Dieser Fall erfordert schon etwas mehr Berechnungen, denn aufgrund der Dimensionserh6hung
vergroflert sich sowohl die Anzahl der Kappa-Werte als auch die Anzahl der Kegel. Dariiberhin-
aus muf} hier auch mit einer dreidimensionalen Normalverteilung gerechnet werden. An die-
ser Stelle wird etwas genauer in die Berechnung eingegangen, da in dem Buch von [Bu01]
hauptsdchlich die Theorie bearbeitet wurde, hier aber auch die Umsetzung in den Algorith-
mus behandelt wird.

Zu Beginn betrachten wir erneut die zu den k; gehérenden Kegel:

K3 6(61762763)

Ky C(ek,el)@(lin{ek,el}J‘@ mc*@(em)), (k. ,m} = {1,2,3}
kit Clen) @ (lin{ek}J‘@ mc*@(e,,em)) (ki om)={1,2,3}
ko C*Q(61762763)

Betrachten wir zunichst k3. Dazu mufl die Wahrscheinlichkeit P (Z € Cley, e, 63)) =P (Z > 0)
berechnet werden. Dies geschieht mittels der Flichenberechnung eines sphirischen Dreiecks auf
der Einheitskugel im R? relativ zur Gesamtoberfliche der Einheitskugel. Damit ergibt sich fiir
k3 folgende Formel:

K3 = _ =

2 i) V@ukQuim — Q2,0 (QeaQui — @2

1 1 Z Ql,m@k,k - Qk,l@k,m
arccos
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Abbildung 3.1: Vergleich der Simulation mit den berechneten Werten fiir S=2
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arccos(—py 2) + arccos(—pq 3) + arccos(—pe3) — 7
dn

Bei der zweiten Formel handelt es sich um die Berechnung nach [P154], auf deren Herleitung
noch genauer im néchsten Abschnitt eingegangen wird. In der Formel stehen p; 2, p1,3 und p23
fiir die Korrelationskoeffizienten der Zufallsvariable Z.

Als niéichstes soll nun x9 berechnet werden. Sei hierzu £ = 1,/ = 2 und m = 3. Die anderen Fille
lassen sich analog berechnen. Somit ist folgende Wahrscheinlichkeit zu bestimmen:

P (Z € Cley,e2) @ (li11{617 QQ}LQ OC*Q(€3)))

Aufgrund der direkten Summe und der Unabhé&ngigkeit der zugrundeliegenden Normalverteilung
188t sich die Wahrscheinlichkeit zerlegen in das folgende Produkt:

P (rg(Zliin{er, e2}) € Cler, e2)) x P (mq(Zllin{er, e2}) >0 € € (es) )

Beim zweiten Faktor wird Z auf das orthogonale Komplement einer zweidimensionalen Fliche

projiziert und ist damit eine eindimensionale zentrierte Normalverteilung. Somit gilt:
= . 5 1
P (rg(Zllinfer, 2} € C¥fes)) = 2

Fiir den ersten Faktor soll die weitere Berechnung iiber einen Satz fiir den allgemeinen Fall
berechnet werden:

Satz 3.1 Unter den Bezeichnungen dieses Kapitels gilt:
P (ng(Z|lin{e;,i € I}) > 0) = P (Y > 0)
Qihil Tt Qi17i#1
wobei Y ~ Ngr(0,(Q*) ™) und Q* = : :
Qinrin ~° Qigrigs
Beweis:
Aufgrund der Projektion gilt:
P (mg(Zllin{e;,i € I}) > 0) = P (E((E{QE))T'EfQZ > 0) =
= P(Y >0) mitY = E(E]QE)'E]QZ
Aufgrund der Projektion auf die lineare Hiille von (e;,i € I) sind die Komponenten von Y,

auf die nicht projiziert wird, gleich Null und die Zufallsvariable Y ist in diesen Komponenten
entartet, d.h. es gilt:

Y
Y = : mit Y; = 0 falls i & I.
Ys
Fafit man nun die Komponenten, die nicht Null sind, zu einer neuen Zufallsvariablen Y zusam-
men, so gilt (da die Nullkomponenten natiirlich auch die Bedingung grofer gleich Null erfiillen):
P (rg(Z|lin{e;,i € I}) > 0) = P (Y >0) = P (Y > 0)
mit Y = (E((EfQE)'EIQZ);) (iel)
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Dabei handelt es sich bei ¥ um eine #I-dimensionale Normalverteilung, von der noch die Ko-
varianzmatrix bestimmt werden muf3. Berechnen wir zuerst die Kovarianzmatrix von Y:

EYY" = E/E]QEN'E{Q -E[ZZ"]- QT Er(Ef QE)™T Ef =
—_—— ~~ (N
=Q~! =0 =(Ef QE)~!
(S
=T
=ET QF;
=T

= E(E[QE)T'E]

Sei I = {i1,...,ix1}, so gilt aufgrund der Matrixmultiplikation:

- Qil,il U Qi17i#1
E? QFEr = . .

Qi#hil Qi#bi#]

Da EYYT) = E{(ETQE)'ET = E;(Q)'ET gilt, folgt aufgrund der speziellen Matrixstruk-
tur von Ej: o
Falls k, 1 ¢ I: E[YYT],; =0
Falls k,l € I = 3p,q:i, =k,ig=Lund (E[YYT]), = (EYYT]): . = (Q Yy
] Qiviy Qiyigr

= (@) =[EYD] ! =@ =Q=

Qigrin  Qiggrisg

Wendet man diesen Satz nun auf dieses konkrete Problem an, so ergibt sich:
P (ng(Z[lin{e1, e2}) > 0) = P (Y > 0)
mit

Y ~ Ny(0,(Q) ") wobei Q" := ( Qi1 Qg )

Qr2 Q12

Setzt man nun wieder die Formel fiir die zweidimensionale Normalverteilung an, so ergibt sich:

_ 1 2
P (ﬂ'Q (Z|lin{el, 62}) 2 0) =P (Y > 0) — — arccos &

- 2w \/Q1,1Q2,2

Alles zusammen liefert:

_ 5 1
P (Z € Cley,e2) ® (lin{el,eg}L@ OC*Q(eg))) =P >0)= 5, arceos | ——=——] X
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Da sich kg aus 3 disjunkten Kegeln (den Permutationen der Menge {1, 2,3} unter Beachtung der
Tatsache, dafl je zwei dieser 6 Kegel identisch sind) zusammensetzt, ergibt sich xy als Summe
von 3 Wahrscheinlichkeiten:

Q1,2

Q2,3 Q1,3
Kg = yo= arccos | ——=—= | +arccos | —=—= —
\/Qm@z,z \/@2,2Q33 v/ @33Q1,1

Bleibt noch kq zu berechnen. Hier gilt (wiederum nur fiir den Fall k = 1, { = 2 und m = 3
vorgerechnet, der Rest ergibt sich analog):

+ arccos

P (Z € Cler) @ (lin{el}J‘@ NC*2 ey, 63))) -
= P (TQ(ZHiH{el}) € C(el)) x P (ﬂ'Q(Zﬂin{el})J—Q € C*Q(62763))

Der erste Faktor gleicht von der Berechnung her einem Fall, der bereits zuvor berechnet wurde.
Erneut wird Z auf eine eindimensionale Gerade projiziert und somit ist die Wahrscheinlichkeit,
daf} die so entstehende Zufallsvariable positiv ist, gleich %

Der zweite Faktor bedarf schon einer genaueren Betrachtung. Es gilt jedoch:

WQ(ZHin{el})J‘@ €C9(ey,e3) &Y = E{TZS}Q (e1(ef Qer) el QZ - 2) >0

Dazu wird die Kovarianzmatrix von Y bendtigt. Es kann leicht nachgerechnet werden, daf sie
folgende Struktur besitzt:

_ 1 _ _
E[YYT] = E??,3}QE{273} — WE{T273}Q6161TQE{273}
Q

Da man fiir die Formel im zweidimensionalen Fall die Inverse der Kovarianzmatrix benotigt,
mufl diese auch noch berechnet werden. Die Berechnung der Inversen wurde mittels MAPLE
durchgefiihrt. Dabei sei ¢ eine von der Matrix ) abhingige Konstante:

T™h—-1_ . [ Q3L3Q1,1 t@i} QLPQLP - Q2L3Q1,1 )
(BT =c ( Q12013 — Q23011 (2,201,1 — Qiz

=Q

Damit ergibt sich:

P (TQ(Z“in{el})LQ S C*Q(€2763)) =P >0) = iarccos _ iz =

- 27 [ A ~
CQ1,1CQ2,2
Q1,2Q1,3 - Q2,3Q1,1
= — arccos

2 V(QaQ11 = Q3 5) - (Q22Q11 — Q3

k1 ergibt sich auch diesmal wieder als Summe der Wahrscheinlichkeiten der disjunkten Kegel.
Dazu muf} die obige Rechnung noch fiir {k =2,l=3,m =1} und {k =3,/ =1, m = 2} analog
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durchgefiihrt werden, so daf} sich letztendlich folgender Ausdruck fiir k5 ergibt:

QI,ZQLS - QZ,SQLI

Kg = ——arccos — — —— — +
Am V(Qa0Q11 = Q12 (Q20Q1a — Q3)
-I-i ATCCOS Q2,3Q2,1 - Q3,1Q2,2 i
i V(@Q11Q22— Q3) - (QaQ22 — @3)
-I-i ATCCOS Q3,1Q3,2 - Q1,2Q3,3
T V(Q20Q35— Q3) - (Q11Qa2 — @3

Bleibt nur noch kg zu berechnen. Dies jedoch geschieht einfach mittels: kg = 1 — kK1 — kg — K3
Auch hier wurden erneut die berechneten Kappawerte mit den Werten aus der Simulation ver-
glichen. Die Abbildung 3.2 auf der nédchsten Seite wurde wiederum mit 100000 Simulationen
durchgefiihrt.

3.1.3 Berechnung der Kappa-Werte fiir S=4

Im Fall S=4 gibt es zur Berechnung der Kappa-Werte keine einfachen Formeln mehr, gerade zur
Berechnung von x4 bedarf es schon eines enormen Aufwands. Hierbei ist die Wahrscheinlich-
keit zu bestimmen, daf eine zentrierte vierdimensionale Normalverteilung gréfler gleich Null ist.
Hierfiir gibt es fiir spezielle Verteilungen in der Literatur einige explizite Formeln. So behandelt
Coxeter in [Co35] den Fall, daff die Korrelationsmatrix eine Tridiagonalform besitzt (d.h. es gilt:
P1,3: P1,4 und pg 4 sind alle Null). Ruben [Rub4] hingegen betrachtet eine vierdimensionale Nor-
malverteilung, bei der alle Korrelationskoeflizienten identisch sind. Im allgemeinen Fall, der hier
vorliegt, mufl dem Weg von Plackett [P154] gefolgt werden, der auf einer Dimensionsreduktion
basiert. Dabei zeigt sich schon der Rechenaufwand, der fiir hthere Dimensionen zu betreiben
ist. Dies ist auch der Grund, warum es nicht mehr viel Sinn macht, die genauen Kappa-Werte
ab S=4 zu berechnen.

Bevor wir jedoch die einzelnen Kappa-Werte berechnen wollen, betrachten wir zuerst noch die
dazugehdrigen Kegel:

Rq @ 6(61762763764) B B

K3t C(€k7€[7€m) S (lin{ekvelvem}J—Q QC*Q(en)) ) {k7lvm7n}: {1727374}
Kot C(ekvel)@ (hn{ekvel}J_QQC*Q(emven)) 3 {kvlvmvn}: {1727374}
k1 Cler) ® (lin{ek}J—Q N C*Q(el7 €ms en)) ) {k,[;m,n} ={1,2,3,4}

Ko © Cc* (61762763764)

Betrachten wir zuerst k1. Zu berechnen ist dazu folgender Ausdruck:
P (Z € Cler) ® (lin{ek}LQ OC*Q(el, €ms en)))

Dabei 148t sich die Wahrscheinlichkeit erneut aufgrund der Unabhéngigkeit der zugrundeliegen-
den Normalverteilung wie folgt zerlegen:

P (TQ(Z|11H{6k}) € C(ek)) x P (ﬂ'Q(Zﬂin{ek}J-Q) € C*Q(ehem,en))
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Abbildung 3.2: Vergleich der Simulation mit den berechneten Werten fiir S=3
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Hier sei die weitere Rechnung nur an der Permutation {k = 1,/ = 2, m = 3, n = 4} vorgefiihrt.
Die anderen Fille lassen sich genauso berechnen. Dann gilt:

P (ﬂ'Q(ZHin{el}J‘@ € C*9 ey, €3, 64)) =P E{TZSA}Q(el(elTQel)_lelTQ -NZ>0| =P (Z > 0)

=Y

mit Z:=YZ und Z ~ N3 [ 0,(YQ'YT)
N —’
:=Q3
Somit hat man das Problem auf eine dreidimensionale Normalverteilung reduziert und kann
die Wahrscheinlichkeit wie im Fall S=3 berechnen. Dazu muf} allerdings zuerst die Matrix )3

berechnet und dann invertiert werden. Um nun sy berechnen zu kdnnen, ben&tigt man noch den

ersten Teil des Produkts; dieser betrigt jedoch erneut genau %

Als néchstes soll nun x berechnet werden. Dazu wird die direkte Summe wie in den Beispielen
zuvor zerlegt:

P (Z €Cler, e) ® (lin{ek7 el}LQ N C*Q(em7 en))) =
P (rg(Zlin{er, er}) € Clex, e1)) x P (TQ(Z|hn{ek7€l}J—Q) € C*Q(emen))

Zur Berechnung des ersten Faktors greifen wir erneut auf Satz 3.1 zuriick. Damit 148t sich die
Wahrscheinlichkeit umformulieren in

P (rg(Z|lin{ey, e1}) € Clex, €)) = P(Z > 0) mit Z ~ N, (07 ( %IZ: %’;’; ))

und es gilt:

P (ng(Z[lin{er, er}) € Cler, e1)) = % arccos (%)

Fiir den zweiten Faktor setzt man wie schon bei der Berechnung von x; die Formel fiir die
Projektion an. Dann gilt:

P (ﬂ'Q(ZHin{ek, e}te) € 09 e, en)) —

= F E{Tmm}Q (E{k,l}(E{Tk,z}QE{k,Z})_lE@l}Q - I) Z>0|=

=Y (k1)
= PY(k,,m,n)Z>0) mit Y(k,I,m,n)Z~ Ny(0,Q(k,l,m,n)"Y)

~ o Q(k,l,m,n)m Q(k,l,m,n)lg
und Q<k7l7m7n) B ( Q(k7l7m7n)2,l Q(k7l7m7n)2,2 )

Die Matrix @ erhilt man dabei durch einfache Matrixmultiplikation und aus den Siitzen iiber
die Kovarianzmatrix bei Transformationen. Sie hat folgende Gestalt:

Q(k, l,m,n)= COV()N/(IC7 l,m,n)7) = )N/(k, l,m, n)COV(Z))N/(k7 l,m, n)T

Y A_1C 1 A B
=Y (k,l,m,n)Q 1Y(k,l,m7n)T:m‘<B D)
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wobel

A = QriQuiQmm — Q@i — Qe @QF 1 — Q Qi + 2Q1m Qi Qrm
B = Qm,n@k,k@l,l - Qm,n@i,l - Qk,m@k,n@l,l - QIQ,ka,le,n + Ql,m@k,l@k,n + Qk,l@k,m@l,n
D = QriQuiQnn — QrrQl, — QF,Qui — Q1 Qrt + 2Q1nQriQrn

Somit befindet man sich erneut im zweidimensionalen Fall und die Wahrscheinlichkeit 148t sich
wie folgt berechnen:

— — 1 ~
P (TQ(Z|11n{ek7el}J‘Q) E C*Q(€m7en)) = — arccos &

27 \/ Q1,1Q2,2

Somit ergibt sich k4 als Produkt der beiden Faktoren:

_ 1 ( QkJ ) QN(k,l,m,n)Lg
Ko = 5 Z arccos arccos = =
167 QrrQ1 Qk,lLymyn)y 1Q(k, 1,m,n)g

{k7l7m7n}:{1727374}

Der Vorfaktor entsteht dadurch, daf§ hier je 4 Permutationen von {1,2,3,4} denselben Kegel
liefern und daher nur einmal gez&hlt werden diirfen, in obiger Summation aber alle 4 Kegel
mit ihren Wahrscheinlichkeiten addiert werden. Somit mufl das Ergebnis am Ende noch durch 4
geteilt werden. Zur Berechnung von k3 zerlegen wir die zugrundeliegenden Kegel wieder in die
Teile, die durch die direkte Summe bestimmt werden:

P (Z € Clek, e, em) E (lin{ek7 e, em}LQ ﬂC*Q(en))) =
= P (ﬂ'Q(ZHin{ek, el emt) € Cleg, e, em)) x P (WQ(ZHin{ek, e, em}J‘Q) € C*Q(en))
Der erste Faktor wird mittels Satz 3.1 berechnet:

P (g (Z|lin{ex, e, em}) € Clen, €1, 6)) = P (Z > 0)

- N N Q:k,k Q:k,l Q:k,m
mit Z ~ N3(0,Q7") wobei @ = | Qr1 Qi1 Qum
Qk,m Ql,m Qm,m

Somit 148t sich der erste Faktor als dreidimensionale Normalverteilung leicht berechnen:
P (TQ (Z|hn{ek7 €l, em}) S C(€k7 €, 6m)) =

1 Q1 Qi — Qi Qrm
= 5. Z arccos —— — S —
(klm)={1,2,3} \/(Qk,ka,m — Qf ) (QrrQui— Q)

E

Beim zweiten Faktor wird die vierdimensionale Normalverteilung auf das orthogonale Komple-
ment eines dreidimensionalen Raums projiziert. Im R* handelt es sich somit um eine Gerade
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrigt somit % Alles zusammen liefert:

arccos -1

T (kdmiei s V(QuiQum = @} - (@raQui - Q3

_ 1 1 Z szQkk - Qki@km
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Bleibt nur noch x4 = P (Z € C(eq, €z, €3, 64)) =P (Z > 0) zu berechnen.

Wie schon zu Beginn dieses Abschnitts erkldrt, werden wir hierbei dem Weg von Plackett [P154]
folgen. Da jedoch einige Ungenauigkeiten in diesem Weg enthalten sind, werde ich an einigen
Stellen abweichen. Der Grundgedanke bleibt dennoch unver&ndert.

Es gelten folgende Bezeichnungen: f,(x;0,X) sei die Dichte einer zentrierten n-dimensionalen

Jd11 " O1n
Normalverteilung mit Kovarianzmatrix 3 = oo , I,(0;0,) die zu f gehdren-
i " Onpn
de Verteilungsfunktion an der Stelle 0. AuBerdem seien p; ; (1 <4,j < n) die Elemente der Kor-
relationsmatrix. Sei weiter X = (X1, Xo,..., X,,)7 verteilt gemB dieser Verteilungsfunktion.

Fiir die weitere Rechnung kann 0.B.d.A. angenommen werden, da§ Var(X;) =1 (1 <17 < n) ist.
Der Ausgangspunkt unserer Rechnungen ist die folgende Gleichung:

2

f(x,0,%) =

Gogr /00 D), (7)) (3.1)

do; ;

Um dies zu beweisen, benutzen wir die folgende Darstellung der Dichte mittels einer Transfor-
mation ihrer charakteristischen Funktion:

1
fo(x;0,%) = (27T)_n//.../exp(—itlx— §t’2t)dt1dt2...dtn

Somit ergeben beide Seiten von (3.1) den Ausdruck

—(27)” // /t t; exp(—it'x — —t "St)dtidty .. . dt,

und die Gleichung (3.1) ist bewiesen.
Da wir angenommen haben, da o;; = 1 (1 <7 < n) ist, gilt hier speziell o; ; = p; ; (1 < ¢, 7 < n)
und somit gilt in diesem Fall auch die Gleichung:

2

8p27]f(x 072) Mf(xvovz})v (l #]) (32)

Da sich die Verteilungsfunktion in der Form

0 0 [0 0 n
7,(0:0, %) :/ / / / Julx:0,5) T de (3.3)
—00 J—00 J —00 —00 i=1
schreiben 148t und man die Integration und Differentiation vertauschen darf, gilt auch die fol-
gende Gleichung:
0 0 d n—2
. — . (x;0,X)dx,_1dz, dx; =
/ / </—oo /—oo 8pn—1,nf ( ) ! ) 21:[1

0 0 0 82 n—2
/ / /_OO (/_OO /_OO mfn(X;O,E)d$n_ldxn> 21:[1 dz; =

0 0 0 n-2
/ / / fn(0707x17...,xn_2;072)Hdwi (3.4)
oo J —0o — 0 =1

0
8pn—l,n

II“

F,(0;0,%)

II“
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Um dies in eine fiir die spdtere Rechnung bessere Form zu bringen, benutzen wir hier die Dar-
stellung mittels der bedingten Dichte. Dazu partitionieren wir den Vektor x wie folgt:

x) = (21,...24_2)

Xy = (Tp_1,,)

21 1 21 2 )
E — ’ ’
( o1 X229

wo X o eine 2 X 2 Matrix ist. Damit 148t sich Gleichung (3.4) umformulieren in:

und

0

8O-n—l,n

0 0 n—2
F,(0;0,%) = f»(0,0;0, Z32,2)/ / Jij2(%2;0,2q4.5) H dz; (3.5)
—0o —0o i=1

wo fy die marginale Dichte von (X,_1,X,)" ausgewertet an der Stelle (0,0)" und f;), die be-
dingte Dichte von (Xy,...,X,—2)" gegeben (X,,—1,X,)" = (0,0)" ist. Dabei wird X1;.5 wie folgt
definiert:

— -1
Y= — 21,2227222,1

Somit hat man einen Ausdruck fiir die partielle Ableitung der Verteilungsfunktion nach p,_q .
Als nichstes betrachten wir die zur Verteilung F,(0;0, X) gehorende Korrelationsmatrix. Diese
sei mit R bezeichnet. Ihre Elemente seien p; ;. Durch die (;) Nebendiagonalelemente ist in
einem Raum der Dimension (;) ein Punkt P mit den Koordinaten p; ; definiert. Da wir die
Verteilungsfunktion an der Stelle 0 auswerten wollen, hingt der Wert von F,,(0;0, %) nur von
3 bzw. von R ab. Daher bezeichne F,(FP) den Wert der Verteilungsfunktion einer zentrierten
Normalverteilung mit der zum Punkt P gehdrenden Korrelationsmatrix ausgewertet an der Stelle
0. Nehmen wir nun an, K sei ein Punkt mit den Koordinaten &, ;, fiir den F,,(K) offensichtlich
oder zumindest leicht zu berechnen sei. Weiter seien A;; die Koordinaten des Punktes L, der
die Strecke K P im Verhiltnis ¢ : 1 — ¢ teilt. Dann 148t sich L als Linearkombination von K und
P schreiben. Somit 148t sich folgende Kurve definieren:

Aij(t) =tpij+ (1 =)k

Bezeichne R(t) die Matrix mit den Nebendiagonaleintrdgen {J;;} und 1 auf der Diagonale.
Dann gehért R(0) zum Punkt K und R(1) zum Punkt P. Daher ist auch

R(t) = tR(1) + (1 — )R(0)

positiv definit fiir 0 < ¢ < 1. Daher ist Gleichung (3.4) fiir jeden Zwischenpunkt der Strecke K P
anwendbar. Mit dem Hauptsatz der Integration und Differentiation folgt:

% JF,
F,(P) A+Z/ DY Aisj (3.6)
2]

Als ndchstes muf} ein geeigneter Punkt K bestimmt werden.
Dazu soll R(0) als singuldre Matrix gew&hlt werden. Um aber nicht zuviele Summanden in (3.6)
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zu erhalten, méchte man moglichst wenig, am besten nur einen Eintrag der Matrix verdndern.
Um dies zu erreichen, geht man wie folgt vor: Bezeichne R, die ersten (n — 1) Spalten und
Zeilen von R. Die restliche Matrix sei wie immer zerlegt in R 2, Ry und Ry 2 = 1. Da fiir uns
der Eintrag p,_1, eine besondere Rolle spielt, wird der Vektor R; 2 nochmals aufgespalten:

R
R1,2=< 1,2 )
Pn—1,n

Damit hat die Matrix R die folgende Gestalt:

Rl 2
R ’
R = b Pn—1,n

sz Pn—1,n 1

In dieser Matrix soll nun der Eintrag p,—1, durch pj_;  derart ersetzt werden, daf} die so
entstehende Matrix R* singuldr wird. Zur Berechnung von p;_, , dient der folgende Satz:

Satz 3.2 (Determinantenberechnung bei spezieller Matrixstruktur) Sei R wie oben in
Teilmatrizen zerlegt. Dann gilt:

IR| = [Ry,|- (1 - R{,R{ IRy )

Beweis:
Zuerst zerlegt man R mittels einer QR-Zerlegung in das folgende Matrixprodukt:

R — ( Rip Rip ) _ ( I 0 ) ( Ry, Rip )
RT, 1 R{,R{; 1 0 1-R{,R{|Ri,
Die Determinante eines Matrixprodukts 148t sich als Produkt der Determinanten berechnen
(falls wie hier beide Matrizen quadratisch sind), und somit gilt:

W G DHCS afin )
- R{QR;} 1 0 1—R1T72R1_7}R172 -

=1
= |Rial- (1-R{,RIIRy)

Wendet man diesen Satz auf obiges Problem an, so sieht man:
Pr—1, muB, um eine singuldre Matrix zu erhalten, derart gewéhlt werden, dafl die Gleichung

_ T —
Ry, _ R
pn—l,n ’ pn—l,n

erfiillt ist. Schreibt man die obige Gleichung um, so ergibt sich:
_ _ T _ _
Rip Rip —1 Ry Rip
* - Ry * - +
pn—lm pn—l,n ! pn—Ln pn—l,n
R R ’ R R, ) R
() (R w8 (B (2
pn_Ln Pn—1,n ! Pn—1,n Pn—1,n ! Pn—1,n
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Fafit man noch die Terme zusammen, so ergibt sich:

T T _
0 _ 0 0 _ R
G o) ®t (o S )2 (s, B ) m2 (G )
pn—l,n ~ Pn—1,n ’ pn—l,n ~ Pn-1pn pn—l,n ~ Pn-1pn ’ Pn—1,n
— T —
Ri2 ) -1 ( Ri2 )
—|1- ’ R ’ =0 3.7
( ( Pn—1,n 1.1 Pn—1,n ( )
Bei diesem Ausdruck handelt es sich um eine quadratische Gleichung in p;_; . Um nun die

Anzahl der Losungen bestimmen zu kénnen, mufi das Vorzeichen der Diskriminante bestimmt
werden. Dies geschieht im folgenden Satz:

Satz 3.3 Die Diskriminante der quadratischen Gleichung (3.7) ist unter den Voraussetzungen
dieses Abschnitts stets positiv.

Beweis:

Die Diskriminante D der allgemeinen quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 ist wie folgt
definiert: D = b* — 4ac

Dabei ist zu beachten, daf} eine Verschiebung der Variablen py_, , um die Konstante p,_1
keine Verdnderung der Diskriminante bewirkt. Angewendet auf den konkreten Fall sind daher
a, b und ¢ dabei wie folgt definiert:

()
Pn—1,n ’ Pn—1,n
Betrachten wir zuerst den Ausdruck a = (Rl_&)n_lm_l. Es handelt sich dabei um ein Diagonal-

element der Matrix Rl_& Wir wissen, dafl die Matrix R eine Korrelationsmatrix ist und somit
positiv definit ist. Nach Definition der positiven Definitheit mufi auch jede Hauptuntermatrix
positiv definit sein. Daher ist auch Ry ; als eine solche Hauptuntermatrix positiv definit und mit
dieser Matrix auch ihre Inverse Rl_& Da es sich bei dem Ausdruck a = (Rl_&)n_lm_l somit um

ein Diagonalelement einer positiv definiten Matrix handelt, ist a = (Rﬁ)n—l,n—l > (0 garantiert.

—_ T —_
Als nichstes soll der Ausdruck e= — [ 1 — ( pR1’2 ) Rl_} ( pRLQ ) untersucht werden.
n—1,n ! n—1,n
Nach Satz (3.2) gilt: |R| = —|Ry 1|-c. Wie oben schon gezeigt, gilt aber |R| > 0 sowie |[R; 1| > 0.
—_ T —_
Damit mule=—[1— ( Rz ) Rl_} ( R ) < 0 sein.
Pn—1,n ’ Pn—1,n

Der Ausdruck fiir b spielt keine gréflere Rolle, da er sowieso nur als Quadrat in der Diskriminante
auftaucht und somit 6% > 0 gilt.
Insgesamt ergibt sich fiir die Diskriminante I die folgende Ungleichung:
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D = b’ —4dac=
R i Ry \" R
— |o(Rrt 1,2 )) AR ( 1,2 ) R-1 ( 1,2 ) 1
[ ( b ( Pn—1,n n—1 @,17_1/ Prn—1n 11 Pn—1n
>0
>0 <0

Damit ist die Diskriminante der quadratischen Gleichung stets positiv.
O

Mit Hilfe dieses Satzes wurde gezeigt, daf die quadratische Gleichung eine positive Diskriminante
besitzt und daher immer zwei Losungen fiir p;_, , liefert. Bis jetzt wurde aber noch nicht
gezeigt, dafl diese Losungen auch Korrelationskoeffzienten sind. Dazu fehlt noch der Beweis, daf3
|pr—1.n] < 1 gilt. Dies soll aber auf konstruktivem Wege gezeigt werden. Dazu definieren wir die
Zufallsvariable X wie folgt:

Xr=0iXg + v Xo+ .o+ 01 X

R
R171¢ = ( p* 1,2 )
n—1,n

Die Korrelationsmatrix der so erhaltenen Zufallsvariablen X* = (X1, X5, .. .,Xg)T kann leicht
bestimmt werden. Die ersten (n — 1) Eintrdge der Zufallsvariablen X* wurden nicht veréndert
und somit dndern sich auch deren Korrelationskoeffizienten nicht. Einzig die letzte Zeile bzw.
Spalte der Korrelationsmatrix dndert sich. Wie man leicht aus der Konstruktion von X ein-

WO

R

sehen kann, ergibt sich fiir die letzte Spalte genau der Vektor ( B b2 ) Damit wurde auch
n—1,n

gleichzeitig gezeigt, dall pj,_; , ein Korrelationskoeffizient ist und somit auch die Bedingung

lpr—1.nl < 1 erfiillt.

Bis jetzt wurde alles fiir den n-dimensionalen Fall gezeigt. Da aber fiir uns nur der Fall n = 4
interessant ist, sei jetzt also n = 4 vorausgesetzt. Damit ergeben sich einige Vereinfachungen,
die die weiteren Rechnungen erleichtern.

So vereinfacht sich die quadratische Gleichung (3.7) und Pr—1, ergibt sich als Losung von (ve-
rifiziert mittels MAPLE):

(1=pia)psa = pralprs—prapes) + paa(pes — piaprs)
H{(1 = pla—pla— s+ 2012013023 (1= pio— Pl a— p3a+2m201,4p2.4)}

Die Koeffizienten von X} erhélt man durch Losen des Gleichungssystems:

v+ pipts + pisths = pia
piatr + e + pasths = poa
p13v1 + pagi2 + s = piy

und sie werden tiberpriift mittels der Bedingung:

p1,a01 + paathe +p3 a3 =1

N =
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Um nun die Wahrscheinlichkeit Fy(K) berechnen zu kénnen, mufl man noch die Vorzeichen von
1; betrachten. Dabei kommt es vor allem auf die Anzahl der positiven bzw. negativen Kompo-
nenten an. Zur weiteren Rechnung bezeichne S; die Menge der X1, die grofier Null sind (5 und
S3 analog) und T die Menge mit X grofer als Null. Ein Strich iiber einer Menge kennzeichnet
dabei das Komplement. Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit wird dabei folgende Rechenregel
angewendet: P(AN B) = P(A) — P(AN B).

Es gilt somit:

o Ui, by, 3 >0=5N5NSNT =0
= P(X1>0,X2>0,X3>0,X7>0)=
=P(X1>0,X2>0,X3>0)—P(X;>0,X,>0,X3>0,X;<0)=

=0

:P(Xl >0,X2>0,X3>0)

L ¢17¢2>0und ¢3<0:>51052ﬂ53ﬂT:®
= P(51052ﬂ53ﬂT):P(SlﬂS;gﬂT)—FP(SQﬂSgﬂT)—P(SgﬂT)
= P(X1>0,X2>0,X3>0,X7>0)=
=P(X1>0,X3>0,X;>0)+P(Xy>0,X3>0,X5>0)—P(X3>0,X;>0)

L ¢1>0und ¢2,¢3<0:>51ﬂ52053ﬂT:®
= PX:1>0,Xy>0,X3>0,X;>0)=
=P(X;>0,X5>0,X;>0)—P(X;>0,X3>0,X3>0,X;>0)=

=0

:P(X2 >07X3>07XZ>0)

o 1,1y, 1h3 < 0= 515,57 =0
:>P(X1 >07X2>07X3>07XZ>0):0

Bei anderer Reihenfolge der Vorzeichen ergibt sich eine analoge Rechnung. Dies soll aber hier
nicht vorgerechnet werden, die Implementierung wird jedoch aus dem Algorithmus im Anhang
ersichtlich. Somit kann Fy(K) mit den Formeln fiir den niedrigdimensionalen Fall berechnet
werden.

Wenden wir uns, nachdem Fy(K) berechnet wurde, wieder der Formel (3.6) zu. Durch die geeig-
nete Wahl von K hat sich die Summe iiber die Integrale auf lediglich einen Summanden reduziert
und es gilt somit:

} P34 8F
Fu(P) = Fy(K) + / (D (3.8)
P34 !

Setzt man hier nun die bedingte Dichte ein, so ergibt sich folgender Ausdruck:

i P34 1 1 0 0
e = n®)+ [ (G- [ [ Al a0, B deaded) dhas (39

ot 27
Bei der bedingten Dichte handelt es sich um eine zweidimensionale Normalverteilung und die Be-
rechnung des Doppelintegrals entspricht der Wahrscheinlichkeit, dafl beide Komponenten positiv
sind. Somit ist die Rechnung analog zum Fall S=2 und man ben&tigt nur noch den Korrelations-
koeffizienten. Dieser soll mittels des folgenden Satzes berechnet werden. Wie sich zeigen wird,
héngt der gesuchte Korrelationskoeffizient auch noch von der Integrationsvariablen As 4 ab.
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Satz 3.4 (Bedingte Verteilungen) Sei (1,22, 73, 74)7 ~ N(0,%) mit

011 012 013 014 1 p12 p13 pua
012 022 023 024 . - . . 12 1 23 24
Y= und dazugehériger Korrelationsmatriz p = P P2 P
013 023 033 034 P13 p3 1 paa
O14 024 034 044 P14 P24 p3a 1

Sei weiter p}, der Korrelationskoeffizient der zweidimensionalen Normalverteilung von (z1,z9)7
gegeben (z3,24)7 = (0,0)T. Dann gilt:
Die bedingte Normalverteilung ist zentriert und

~1/2
P12 P13 P14 1 pa3z pou 1 p13 pua
Pila=1ps 1 psa |- peza 1 pag || p13 1 pa
P24 p3a 1 P24 p3a 1 p1a psa 1

Beweis:

Nach Theorem 3.3.4 aus [To90] gilt:
X ~ N, (g, 2) = Fiir jedes beliebige, aber fest gewidhlte, & < n ist die bedingte Dichte von X4
gegeben Xa = x2 normalverteilt mit N (p1.2, 211.2) wobei gilt:

fia = pig 4 S350 (X2 — p2)
Y12 = X — 21222_21221

Angewendet auf den Satz folgt daher mit u =0, =4,k =2 und X3 = 0:
H12 = 0+ 21222_21 (0 - 0) =0
-1
Yy = ( 011 012 ) _ ( 013 014 ) ( 033 034 ) ( 013 023 ) _
' 012 022 023 024 034 044 014 024

B 1 _ ( A B )
0'330'44—0'34 B C

mit
A = 011033044 — 011034 - 053044 + 2013014034 — 054033
011 013 014
= 013 033 034
014 034 044
B = 012033044 — 012034 — 023013044 + 023014034 + 024013034 — 024014033
012 013 014
= 023 033 034
024 034 044
C = 022033044 — 022034 - 033044 + 2033024034 — 034033
022 023 024
= 023 033 034
024 034 044
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Damit gilt:

B
ot = (Xi12)1,2 _ 033044 —02, _ B
2 V2 (Sii2)2,2 \/ 4 . < VA-C

2 2
033044 =03y 033044 =03y

Der Satz ist damit schon fast bewiesen. Zum Schlufi miissen nur noch die Kovarianzeintrége durch
die Korrelationseintréige ersetzt werden. Hierzu benutzt man die S&tze iiber die Determinanten,
im Speziellen:

|da E| = A-Ja E|
Aa a
E| - M E

mit a beliebiger Zeilen- bzw. Spaltenvektor und E beliebige (von den Dimensionen passende)
Matrix.
Damit gilt fiir A:

011 013 014 1-y/o11 011 pP13-4/033° 011 P14 /011 044
A = 013 033 034 | =| p13-4/011 033 1-4/033-033 p34-+/033 044 | =
014 034 044 P14 \/O11 044 P34°-+/033 044 1-\/044 044

1-3/o1r p13-/011 pia- /o1t

—— ——— - ——— | p13°4/033 1-\/033 p3s-\/033 | =
71 Vs Vo P14 V044 P34°+/02a 1:-\/044

spaltenweise 1 1 1

1
zeilenweise 1 1 1 P13 P14
- Tt Oan o I piz 1 pag
T p1a p3a 1
Analog folgt:
1 1 1 1 P12 P13 P14
B = o1 JO3a2 Oa3 Oas pas 1 p3g
! 200 T gy paa 1
L pas p2a
1 1 1
c = P % L paa
S P21 p3a 1
Dies fiihrt letztendlich zur Gleichung:
P12 P13 P14
1 1 1 1
= e e o 023 1 P34
B P21 p3a 1

sz =
VA-C 1 pi3 pia 1 paz pos

1/2
1 1 1 /1 1 1
11 033 044 p13 1 p34 022 033 044 p23 1 p34

p1a p3a 1 P24 paa 1

1/2
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P12 P13 P14
p23 1 pag
_ P24 p3s 1
o 1/2 1/2
1 p13 pua 1 pazs paa
p13 1 pag | paz 1 pay
p1a p3a 1 paa p3a 1

a

Somit kénnte man das Integral schon berechnen, jedoch kann der Ausdruck mittels einer Sub-
stitution noch vereinfacht werden. Man setzt in Gleichung (3.9)

As,4 := cos(6)
und erhélt:
i P34 1 5 1 0 0
Fy(P) = Fy(K) ‘|‘/ g(l —A34)72 X / / fip (23,2430, 5y p)dasdey | dAsg =
P34 oo J oo

i=g(A3,4)

1
= (K —
4( )+27T/a

1 arccos(ps,4)
= Fy(K) / g(cos(6))do

27 rccos(pl )

arccos(ps 4) -(—sin(#)) - g(cos(h))

rccos(pg‘A) 1-— COSQ(O)

df =

Setzt man nun die Formel fiir den zweidimensionalen Fall sowie das Ergebnis aus dem zuvor
bewiesenen Satz ein, so ergibt sich letztendlich:

P12 P13 P14

arccos(pa 4) P23 1 COS(O)
) 1 p2a cos(f) 1
Fy(P)=Fy(K) - — arccos de
472 1/2
arceos(s? 1) L pas P24 L pis P14
o pas 1 cos(8) |-]| p13 1  cos(h)
p2a cos(0) 1 p1a cos(0) 1

In Abbildung 3.3 ist das Ergebnis fiir A € [0,2] und fiir A € [0,5] zu sehen. In beiden Fillen
wurde die additive Lésung der quadratischen Gleichung (3.7) gewihlt.
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Anzahl der Simulationen (C-Programm): 100000

Kappa

lambda

Anzahl der Simulationen (C-Programm): 100000

Kappa

\am‘bda

Abbildung 3.3: Vergleich der Simulation mit den berechneten Werten fiir S=4

Fiir A € [0,10] wurde kein Vergleich mehr geplottet. Der Algorithmus aus matlab, der zur Be-
rechnung der Losung diente, zeigte hier bereits einige Instabilitdten. Daher sind in Abbildung 3.4
lediglich die Simulationen fiir A € [0, 10] geplottet.

3.2 Simulationsergebnisse fiir S > 4

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels angedeutet, werden die Kappawerte fiir S > 4 aufgrund
des enormen Rechenaufwands nicht mehr berechnet. An dieser Stelle werden lediglich noch die
Simulationsergebnisse angefiihrt. Fiir S = 5 und S = 6 zeigt sich, dafi zumindest im Bereich
A € (0,10) noch keine Instabilitdten im Algorithmus auftreten (siehe Abbildungen 3.5 bzw. 3.6
auf den nichsten Seiten). Auch fiir S = 7 liefert der Algorithmus fiir A € (0,9) noch verniinftige
Ergebnisse. Jedoch mufl man hier bereits bei der unteren Schranke aufpassen, dafl man nicht zu
nahe an die Null herankommt, und ab A = 9 gibt es ebenfalls Probleme. Dies &ufert sich darin,
dafl der Algorithmus, der zur Findung der Indexmenge I verwendet wird, anfingt zu kreiseln
und somit keine Losung findet. Das rgebnis dieser Simulation findet sich in Abbildung 3.7.
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0.7

0.6 Anzahl der Simulationen (C-Programm): 100000

Kappa

lambda

Abbildung 3.4: Simulation der Kappawerte fiir S=4

Insgesamt ist bei allen Kurven aufgefallen, da$} sich anscheinend die x-Werte, die zur x2- und zur
\3-Verteilung gehdren, asymptotisch gegen % bewegen, wihrend sich die restlichen x-Werte gegen
Null bewegen. Allerdings konnte dafiir weder eine analytische Begriindung gefunden werden noch
eine, die dieses Phdnomen aufgrund der Anschauung erkldren kénnte.
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, " .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
lambda

0.7

06 Anzahl der Simulationen (C-Programm): 100000 q

Kappa

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

lambda
0.7
06k Anzahl der Simulationen (C-Programm): 100000 i

Kappa

lambda

Abbildung 3.5: Simulation der Kappawerte fiir S=5
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0.5

041

Anzahl der Simulationen (C-Programm): 100000
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Iam.bda
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0.6 1
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Abbildung 3.6: Simulation der Kappawerte fiir S=6
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Abbildung 3.7: Simulation der Kappawerte fiir S=7
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Kapitel 4

Praktische Implementierung des
Tests

4.1 Programmierung in matlab

Dieses Kapitel stellt nun einen Algorithmus zur Verfiigung, der den Test selbstédndig durchfiihrt.
Der Algorithmus dazu ist in matlab implementiert. Sollte jedoch der Anwender die Testgréfie
selber bestimmen wollen, so ist zu Beginn dieses Kapitels eine Zusammenfassung der kritischen
Werte fiir S = 2 bis S = 7 gegeben. Dies ist jeweils fiir das 95% Quantil geschehen. Die Skala
fiir A wurde dabei in den jeweils drei zusammengehdrenden Bildern unterteilt in die Intervalle

A€[0,2], A €[0,5] und A € [0,10] (bzw. A € [0,9] fiir S = 7).

Abbildung 4.1: Abhingigkeit des kritischen Wertes von A im Fall S = 2

70
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5.2

5k 95% Quantil

481 1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes

461 unter Verwendung der berechneten Werte fuer A

kritischer Wert

3.8

3.6

3.4

3.2
0

4.5

kritischer Wert

35

25
0

45

kritischer Wert

35
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Abbildung 4.2:

lambda

95% Quantil

1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes

unter Verwendung der berechneten Werte fuer A

I
05 1 15 2 25 3 35 4 45
lambda

95% Quantil

1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes

unter Verwendung der berechneten Werte fuer A

lambda

Abhéngigkeit des kritischen Wertes von A

10

im Fall S =3

71



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS

55

45

kritischer Wert

35

55

4.5

kritischer Wert

35

55

45

kritischer Wert

35

25
0

Abbildung 4.3:

95% Quantil

1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter

Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
lambda
95% Quantil 4
1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter
Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen) 1
I I I I I I I I T
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
lambda
95% Quantil

1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter

Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

Abhéngigkeit des kritischen

lambda

Wertes von A

10

im Fall S =4



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS

650 95% Quantil B

1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter

Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

551

kritischer Wert

45

35 L L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

lambda

6.5

6L 95% Quantil B

1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter

55 q
Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

kritischer Wert

45

351

I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
lambda

6.5

95% Quantil
551 1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter T

Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

451

kritischer Wert

35

lambda

Abbildung 4.4: Abhingigkeit des kritischen Wertes von A im Fall S =5



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS

75

[
o

=)

kritischer Wert

55

45

75

6.5

55

kritischer Wert

45

35

6.5

55

kritischer Wert
o

45

35

25
0

Abbildung 4.5: Abhdngigkeit des kritischen Wertes von A im Fall S =6

95% Quantil 4

10000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter

Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

0.2

0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
lambda

95% Quantil 7

1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter

Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

I
1 15 2 25 3 35 4 45 5
lambda

95% Quantil

1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter 4

Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

lambda

74



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS

95% Quantil
751 q
1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter

Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

[
o
T

kritischer Wert
o
T

45

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
lambda

95% Quantil
1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter

6.5 Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen) B

kritischer Wert

45

I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
lambda

75

95% Quantil

1000 Stuetzstellen zur Berechnung des kritischen Wertes unter

Verwendung der simulierten Werte fuer A (100000 Simulationen)

55F

kritischer Wert

45r

lambda

Abbildung 4.6: Abhdngigkeit des kritischen Wertes von A im Fall S =7



KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 76

Als néchstes wird nun ein Algorithmus zur Bestimmung der Testgréfe bendtigt. Dies bedeutet,
daf} der folgende Ausdruck bestimmt werden muf:

" = 2nl max(\ prex, [Limy U5, (0 p)
L= nogmax H” q;s()\ 1.0 0~
/\E 0, OO i=1 . , LUy oy

2n |1 v —1 W2 (A 1,0,. 4.1
2 [T § CETENT) B PR 1 (TRt | )

Dieser Ausdruck soll nun mit Hilfe der Newton-Raphson Methode bestimmt werden. Dieser
iterative Ansatz beginnt mit einem zuldssigen Punkt 6; € © und berechnet eine Approximation
zweiter Ordnung der zu maximierenden Funktion A(6):

AB) ~ A(8;)+ DAg (6 —0;) + %(0 —0,)TD*Ag, (6 - 0;) =
= bj+ DAg,0 — 67 DAy 6 + %0TD2A9]0 =
= b;+ (gradAg, — D*Ag,0,)70 + %0TD2A9]0
wo b; nicht von # abhédngt. Damit ergibt sich der neue Parameter aus:
041 = arg meax{(gradAg — D*Ag,0,)70 + 0TD2A9 0}

Betrachtet man nochmals die Gleichung (4.1), so sieht man, dafl der Logarithmus einer zu
maximierenden Funktion zu bestimmen ist. Da der Logarithmus eine streng monoton wachsende
Funktion ist, kann das Maximum mit dem Logarithmus vertauscht werden.

Um die weitere Rechnung iibersichtlich zu gestalten, werden die nachfolgenden Abkiirzungen
eingefiihrt:

00 = A
O, = p (1<k<S)
0 = (00,0y,...,05)7

S
a = 1- quf(@)
k=0

In.k _ Gn,S+1

be = w7 (6) a
rog = 0
sg = 0
k
r(6) = ) 6WR0)  (1<k<S)
=1
k
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Untersuchen wir zunéchst den ersten Ausdruck aus Gleichung (4.1). Fiir ihn gilt:

n S+1
= log [T W2 (6) = log [T (w7 (6)) =
=1 k=0
S+1 S+1
> log(WF(6)™* = g1 log (V7 (6))
k=0 k=0

77

Dabei steht ¢, fiir die absolute Haufigkeit. Als ndchstes ist der Gradient und die Hessematrix

von A zu bestimmen:

S+1 S S S S S

Z 8 ‘I’ 5 (9) Z 8 ‘I’ Oi(1 =3 50 Y2 (9))
82A = Gn, Qn,S-I—l — =

k=0 PO DN ()

_ S n,k _ n,S+1 _
N Z” ( T3 (6) 1—2520\1@(0))

= Z by, - ;W73 (6)
k=0

Bereits hier bendtigt man die partiellen Ableitungen der Funktion W7 (6). Da man fiir die Hes-
sematrix auch die partiellen Ableitungen der Ordnung zwei ben&tigt, werden auch diese schon
jetzt bestimmt. Aufgrund der Definition Wy = Ty exp,(60(> ;>q 0101 — do)) und der Definition
\Ilf = W, fir & < S, erhdlt man (7} ist dabei erneut die kanonische Projektion auf die k-te

Komponente) mittels einer formalen Differentiation:

00y = 0V =Ty exp, b0 | > 06— 0| | =
I>1

= OoTk €XP, 00 2015[ — (SO * (SO = Oo\pk_i = 00\112_2'

>1
(1> 1, kSS)_
Dies liefert die folgenden partiellen Ableitungen:
WU = SO - 0 = W,
0wy = 6y 0<j<k,
vy =0 Jj >k,
83‘1’5 = Ez 1912k L0 \Ilf I-m 22?:1 01‘1’5—1"“115
= s, —2rp+ \Ilk,
200,07 = by Z;:f elq’g—j—l +(1- 90)‘1’5—]‘
= Bork—j + (1 —60);_, 0<j<k,
00,9} = 05Wii_ L<d,jiitj <k,

;0;¥7 = 0 k<i4j
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Dies wird nun in den zuvor berechneten Ausdruck fiir den Gradienten eingesetzt. Somit erhilt
man:

S

doA = D b (ri— TF(0))
k=0
S
OGN = 6 by WP (6)  0<i<S

Als néchstes mufl nun die Hessematrix berechnet werden. Dabei liefert die formale Ableitung
den folgenden Ausdruck:

_ s s Gk - 0V (0) | s Yoo 0 UE ()N
d;0;N = Zbk 9,0, ( Zaxpk(e)< (\Ilgfe)v i =0 —

;W7 (0) - 0; W7 ;
= Zbk‘@'@ﬂ’f(e) —an,k ’“((\I}S (ZG\I/S ) (Za v (8 ) InS+1
k=0 k=0

Erneut werden noch die partiellen Ableitungen der Funktion \Ilf eingesetzt und man erhilt

> s > Tk — \Ilf(&) ’ > s 2 9n,5+1
2 n7
k=0 k=0 k=0
s s 2
S Tk ? > S Gn,S+1
— Zbk Sk—QT‘k—I—\IIk(O) —an7k \I}S—@_l — Zrk—\pk(e) . a2 —
k=0 k=0 k k=0
S S S S S
_ Z‘] . Sk _22(] . Tk _I_Zq k_f]n,s+1 Zsk+2f]n,s+1 Zf‘k—
- n, 3 n, 3 n,
k=0 qlk (0) k=0 qlk (0) k=0 a k=0 a k=0
n,S+1 i i Tk : i Tk i
—EENTWO) = Y Gk ( S ) +2) kg — ) Uk —
a k=0 k=0 qlk (0) k=0 qlk (0) k=0
2 s s s 2
_Qn;j;-l (Z rk) + 2(]71;5;-1 Zrkqug(e) _ Qn;;l-l (Z \Ilf(&)) _
k=0 k=0 k=0 k=0
> Tk ? > Sk
= - Gn.k ( ) + Gn.k +
2o \age) w0
S S S S
n,S+1 _ S _ _ S _
+3 1= w3 (6) D sk +2) > W(6)
k=0 k=0 k=0 k=0
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g S 2 S S
_I_an-I-l {(12‘% ) 'Z(_Sk)_ (Zrk) —I-QZrkl—l—lz\I/f(@)] =
k=0 k=0

2 S
= Zan (\115 0)> ‘|‘ZQn,k
k=
qnsH( > )2 qnsH( > )
. Zf‘k + . 1—25k

k=0 k=0

s (T‘k - q’f(@) - U_;(0)
odiA = zbk (ok <1—00>‘1'5—f<0>)—902%* (W5 (0))? B

S

—00-<;rk—\llk ) (Zq;,” ) At —

> T— \Ilf ) in,S+1 >
_ J J 7, X
- 005 an\pg(e) 1_00 E qkn \IIS _00' a E Tk—j —
. Py

k=7
s S s S
Gn,5+1 s reVy_; (0) Ve, (0)
—(1=60)— Wi (0) =00 D dnk + 6o Gk —
P IR LR I S T S )
¢ s s s s
n,S+1
o+ T D ey W (0) = DO YW 6) | =
k=0 k=3 k=0 k=j
S S S S
E¥p—j (6 ‘I’k_]( ) Tk—j
= —bo Gk + > Gkn + 6o Ik +
kz_; wP(6))2 ; (o) ; 7 (0)

k=7 k=j
S S S S
—eozf‘kzq’g—j(e)+902‘I’g(9)zq’g—j(9) =
= 00 ank k ])2 Z kn \I]S —I_ 0- ank ]
q S S
FE | 0 (L= D Wk(0) Y et
k=0 k=3

s
—I-Z‘I’k] ( Zf‘k-l-Oo—l—l-Z\I’k )]
k=0 k=0
= 00 ank

S

qun ‘|’ 0 ank Tk ] -
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s s
_ ( — 8- f]n;lSQH Zf‘k Z\pk i+ In,5+1 Z\pk ] -I- 0, - f]n,s-u Zf‘k—])

k=0 k=j
S S S S
Wy (00, (9)
00;A = 65 Z bk'q}g—i—jw) — 65 Z In k ]\115 e -
k=i+j k=ivj ( k( ))
- d an,S
2 S S n,S+1
k:l k:]
_ e i . kwf_i_j(e) . i ) kwg_i(e)xpg_j(o) )
TS wme g (me)y

k=i+j

S S
n,S+1 n,S+1 S S
LS ) TS S e ) v
k=1 k=j

Als néchstes betrachten wird den zweiten Ausdruck aus Gleichung (4.1). Auch hier sollen zuerst
die nachfolgenden Abkiirzungen eingefiihrt werden, um den Ausdruck {ibersichtlich zu halten:

S
¢ = Z .k * k
k=0

S
¢y = quk-log(l@!)

A > Ak
c3(A) = e _ZF

k=0

Somit gilt fiir den gesuchten Ausdruck:

log [T (6) =
=1

S+1 S N S
= an,k Jog(UF(0)) = (an log(e ™75 )) + 541 - 1og< Z\IJ?(@)) =
k=0 k=0
S
= ank log (e -I-Zf]nk log(A\*) — Zf]nklog(k') +Gn,s+1 - log (1 Z‘I’g(eo =
k=0 k=0 k=0

=c2

S S
= —An—qus541)+ log(A Z Gn g - k) —c2 + qn,541 - log (1 - Z‘I’g(eo =
k=0

N— ——

=C1

S
AE
= —A-n+c-log(A) —ca+ ¢ns+1 <log(1 — Z 6_AF) + log(eA)> =
k=0 )
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S
)\k
= —A-n+tcp-log(A) — 2+ g s41 - log (6A _ZF> -
k=0
:C3(A)
= —A-n +c - log()\) -3+ Gn,S+1 10g(C3()\))

Fiir die Ableitung der Funktion gilt:

d
o ( A-n+ ey -log(A) — ea+ ¢n,s41 108;(03(>‘))> =
A S—1 )\F
. 5] € = 2 k=0 W _
= —n+ Y +qn,s+1m =
— g ‘1 n i Gn,S+1 A% _
= )\ Qn,S-I—l S' eA _ Zk 0 k' -
Gn,S+1 >‘S

_ _a+ a8 :
= 4n,S+1 n+ ) + g1 Cg()\)

Fiir die zweite Ableitung ergibt sich:

d c - 2\
(f]ns+1 n-l-—l-l-q’SH- ):

X PTGy
_ e, s S e AT N - )
- >\2 St c3(A)? N
Gn.541 - )\S—l )\S-I—l
_ InSHL A (G en N — =
3t 3 (A2 5! <C3 S —es Sl

— A ke (S =) - A5 A3 ’
Y (M) - S TS+ (V) - 8!

Die so berechneten Ausdriicke werden nun in matlab benutzt, um mittels des dort implemen-
tierten Algorithmus quadprog iterativ die Lésung des Maximierungsproblems zu finden. Der
zugehorige Algorithmus ist im Anhang zu finden.

Im letzten Schritt mufl nun noch die Teststatistik mit dem kritischen Wert verglichen werden,
um eine Aussage zu erhalten, ob die Hypothese zu einem bestimmten a-Niveau abgelehnt wer-
den kann. Dabei kann der Anwender zwischen zwei Méglichkeiten wihlen. Er kann erstens ein
« vorgeben und dann den Algorithmus bestimmen lassen, ob zu diesem Quantil abgelehnt wird,
oder sich zweitens den p-Wert fiir seine Testgrofie bestimmen lassen.

Dazu wird jedoch noch die Verteilungsfunktion unter der Hypothese benotigt. Diese erhilt man
aus den k-Werten, die im Algorithmus in [BuO1] bestimmt wurden. Es gilt schlieflich:

Tl = |l (Z|V) = 7p(ZIC)|b ~ Z’f X5

Da allerdings nicht bei jedem Aufruf der Funktion die x-Werte neu simuliert werden sollen,
wurden im Intervall von [0,2], [0,5] bzw. [0,10] die Kurven der jeweiligen Kappawerte durch eine
Ausgleichsrechnung angendhert. Dabei wurde ein Polynom 8. Grades benutzt. Dies wurde fiir
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S €42,3,...,7} durchgefiihrt. Nachfolgend sind die entsprechenden Plots. Darin wurden, soweit
im vorangehenden Kapitel bestimmt, die berechneten x-Werte benutzt, ansonsten wurden erneut
die k-Werte benutzt, die der Simulationsalgorithmus bei 100000 Simulationen liefert. Aus den
Graphiken erkennt man, dafl die Ausgleichspolynome nur unmerkliche Abweichungen aufweisen.
Im Anhang sind die entsprechend umgesetzten Algorithmen zu finden.

Abbildung 4.7: Ausgleichspolynom 8. Grades fiir S=2
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-0.1
0

Abbildung 4.8: Ausgleichspolynom 8. Grades fiir S=3
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Abbildung 4.9: Ausgleichspolynom 8. Grades fiir S=4
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0.6

100000 Simulationen

Abbildung 4.10: Ausgleichspolynom 8. Grades fiir S=5
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100000 Simulationen
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Abbildung 4.11

: Ausgleichspolynom 8. Grades fiir S=6
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Abbildung 4.12: Ausgleichspolynom 8. Grades fiir S=7
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4.2 Testen des matlab-Programms

88

Zum Abschlufl der Arbeit sollte das im vorangehenden Abschnitt erkldrte Programm noch ge-
testet werden. Dazu wurden in matlab poissonverteilte und zusammengesetzt poissonverteilte
Zufallsvariablen simuliert. Des weiteren wurden Daten gepriift, von denen man bereits mit meh-
reren Tests die Verteilung bestimmt hatte.
Betrachten wir zuerst die Ergebnisse, die der Algorithmus bei zusammengesetzt poissonverteil-
ten Zufallsvariablen liefert. Hierbei wurden jeweils 50.000 Zufallsvariablen simuliert. Die genauen
Werte sowie die von der matlab-Routine gelieferten Werte stehen in nachfolgender Tabelle:

A P1 P2 Ps3 P4 Ps p-Wert
simulierte Werte 1.4 0.7500 | 0.1250 | 0.0750 | 0.0250 | 0.0250
matlab-Ergebnisse (S = 5) | 1.4020 | 0.7522 | 0.1157 | 0.0841 | 0.0226 | 0.0246 | 1.2351-10~*
matlab-Ergebnisse (S =4) | 1.4020 | 0.7522 | 0.1157 | 0.0841 | 0.0226 0
matlab-Ergebnisse (S =3) | 1.4020 | 0.7522 | 0.1157 | 0.0841 6.8421-107°
A P1 P2 Ps3 P4 Ps p-Wert
simulierte Werte 2.2 0.8000 | 0.1000 | 0.0500 | 0.0250 | 0.0250
matlab-Ergebnisse (S =5) | 2.2041 | 0.8022 | 0.1005 | 0.0354 | 0.0489 | 0.0 2.03-107°
matlab-Ergebnisse (S =4) | 2.2046 | 0.8019 | 0.1032 | 0.0273 | 0.0625 1.006 - 10~
matlab-Ergebnisse (S = 3) | 2.2046 | 0.8019 | 0.1032 | 0.0273 0
A P1 P2 Ps3 P4 Ps p-Wert
simulierte Werte 1.8 0.8500 | 0.1000 | 0.0250 | 0.0250 | 0.0000
matlab-Ergebnisse (S = 5) | 1,8041 | 0.8452 | 0.1082 | 0.0263 | 0.0128 | 0.0075 | 6.5772-10~"
matlab-Ergebnisse (S =4) | 1,8041 | 0.8453 | 0.1076 | 0.0287 | 0.0074 5.4685 - 107°
matlab-Ergebnisse (S =3) | 1,8041 | 0.8453 | 0.1076 | 0.0287 0

Als nidchstes wurden in matlab jeweils 10.000 poissonverteilte Zufallsvariablen simuliert. Die
Ergebnisse, die die matlab-Routine hierbei liefert, sind wiederum in nachfolgenden Tabellen

zusammengefaft:

A P | P2 | P3| Ppa|ps | p-Wert

simulierte Werte 1.2 1.000
matlab-Ergebnisse (S =5) | 1.2172 | 1.000 0.6959
matlab-Ergebnisse (S =4) | 1.2179 | 1.000 0.6482
matlab-Ergebnisse (S = 3) | 1.2187 | 1.000 0.6018
A P | p2 | P3| pa| ps | p-Wert

simulierte Werte 0.8 1.000
matlab-Ergebnisse (S =5) | 0.8004 | 1.000 0.7429
matlab-Ergebnisse (S =4) | 0.8005 | 1.000 0.6897
matlab-Ergebnisse (S = 3) | 0.8005 | 1.000 0.6334




KAPITEL 4. PRAKTISCHE IMPLEMENTIERUNG DES TESTS 89

A P1 P2 P3| pa | ps | p-Wert

simulierte Werte 2.4 1.0000
matlab-Ergebnisse (S =5) | 2.4036 | 1.0000 0.6170
matlab-Ergebnisse (S =4) | 2.4040 | 1.0000 0.5024
matlab-Ergebnisse (S =3) | 2.4090 | 0.9997 | 0.0003 0.0033

In allen obigen Fillen wurden bei der Newton-Raphson Methode fiir die Approximation der
Maximalldsung 5 Iterationen zur Bestimmung des maximalen A\-Wertes und 10 Iterationen zur
Bestimmung des Maximums von log (max(hp)TeKl I, ve ()\,p)) benutzt.

Zum Abschlul wurde die matlab-Routine noch auf das klassische Testbeispiel von Bortkiewicz
angewendet. Diese Daten beschreiben die Anzahl der Soldaten der preuflischen Armee, die auf-
grund von Pferdetritten starben. Die Daten beruhen auf Beobachtungen in 10 Korps iiber einen
Zeitraum von 20 Jahren (vgl. auch [Qu87] fiir weitere Informationen). In nachfolgender Tabelle
sind die Observationen zusammengefafit:

Anzahl der Toten 0 1 2 3 4 >5
absolute Hiufigkeit | 109 65 22 3 1 0
relative Haufigkeit | 0.545 | 0.325 | 0.110 | 0.015 | 0.005 | 0

Die matlab-Routine lieferte folgendes Ergebnis:

A PL_ | P2|P3|Pa|DPs p-Wert
matlab-Ergebnisse (S =5) | 0.61 | 1.000 0.7703
matlab-Ergebnisse (S =4) | 0.61 | 1.000 0.7161
matlab-Ergebnisse (S = 3) | 0.6068 | 0.9975 4.3487-107°

Zum Vergleich: Die klassische Poissonapproximation liefert folgendes Ergebnis:

A= 0.6100



Anhang A

Algorithmus zur Simulation der
lokalen Alternative

Dieses c-Programm simuliert die Verteilung der in Kapitel 2.3.2 bestimmten Zufallsgrofle:

Ip(Z +ulV) = 7p(Z + plCIh =X (@ - QE(E]QEN T ET Q)X

Dabei wurde der in [Bu01] beschriebene Algorithmus in weiten Teilen {ibernommen. Gravierende
Unterschiede wurden meist auskommentiert.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <stdlib.h>

#define S 3

#define zweihochSminus2 8-2
#define NSAMPLE 100000
#define DIMMAX 50%/

double lambda,kr;

double Q[S+1][S+1],QIminus[S+1][S+1],Lminus[S+1][S+1];

double h[S+1],Qminus[S+1] [S+1],hq[S+1];

double DI[zweihochSminus2+1][S+1][S+1],DI2[zweihochSminus2+1] [S+1][S+1];

int Imenge[S+1],DIberechnet[zweihochSminus2+1] ,DIberechnet2[zweihochSminus2+1];

void hquer();

void initQLDIber();

void newDecider(int index, int Ber);
int IndexI();

double unif(void);

double gauss(void);

int card(int index);

90



ANHANG A. ALGORITHMUS ZUR SIMULATION DER LOKALEN ALTERNATIVE

main()

{int k,i,j,imin,samplei,algorfails,Cardl,ergpos,ergneg;
double Y[S+1],Z[S+1] ,kappalS+1],halbraum[zweihochSminus2+3] ;
double Min,summand,sumplus,summinus,Norm;

int fail,failzaehler;

failzaehler=0;

ergpos=0;ergneg=0,Norm=0;

printf("\n\n");

printf ("Intensitaet lambda =");scanf("}1f",&lambda);
printf("kritischer Wert=");scanf ("}1f",&kr);
for(k=0;k<=S;k=k+1)

{

printf ("Komponente %i des Richtungsvektors=",6k);scanf ("}1f",&h[k]) ;
}

printf ("Abschneideparamter S=%i\n",S);

printf ("Sampleumfang S=%i" ,NSAMPLE) ;

initQLDIber();

hquer();

for(k=0;k<=zweihochSminus2+2;k=k+1)
{halbraum[k]=0;DIberechnet[k]=0;DIberechnet2[k]=0;}
for(i=0;i<=S;i=i+1){kappalil=0;}

for(samplei=1;samplei<=NSAMPLE;samplei=samplei+1)
{
fail=0;

Norm=0;
for(i=1;i<=S;i=i+1){Z[i] =gauss();}
/*Berechnung von Y=L~{-T}Z\sim N(O,Q {-1})*/
for(i=1;i<=S;i=i+1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(j=1;j<=S;j=j+1)
{summand=Lminus [j] [i]1*Z[j];
if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}}
Y[i]l=sumplus+summinus+hq[i];

¥
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Min=Y[1];imin=1;
for(i=2;i<=S;i=i+1){if (Y[il<=Y[imin] ){Min=Y[i];imin=1;}}
if (Min>=0)
{
halbraum[zweihochSminus2+1]=halbraum[zweihochSminus2+1]+1;
kappal[S]=kappal[S]+1;ergneg=ergneg+1;
}
else
{imin=1;
for(i=1;i<=S;i=i+1){Imenge[i]=0;}
sumplus=0;summinus=0;
for(j=1;j<=S;j=j+1)
{summand=-Q[1] [j1*Y[j];
if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}}
Min=summinus+sumplus;
for(i=2;i<=S;i=i+1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(j=1;j<=S;j=j+1)
{summand=-Q[i] [j1*Y[j];
if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}}

if (sumplus+summinus<=Min){Min=sumplus+summinus;imin=1;}}
if (Min>=0)

{

halbraum[0]=halbraum[0]+1;

kappal[0]=kappal[0]+1;k=0;

}
else
{Imenge[imin]=1;algorfails=0;CardI=1;
do
{k=IndexI();algorfails=algorfails+1;
if (DIberechnet [k]==0)
{
newDecider(k,0);
DIberechnet[k]=1;
}

imin=1;

sumplus=0;summinus=0;
for(j=1;j<=S;j=j+1)
{summand=DI[k][1] [jI1*Y[j];
if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}}
Min=summinus+sumplus;
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for(i=2;i<=S;i=i+1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(j=1;j<=S;j=j+1)
{summand=DI[k] [i] [jI1*Y[j];
if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}}
if (sumplus+summinus<=Min)
{Min=sumplus+summinus;imin=1i;}}
if (Min<O0)
{if (Imenge[imin]>0){Imenge[imin]=0;CardI=CardI-1;}
else{Imenge[imin]=1;CardI=CardI+1;}}}
while(Min<O && algorfails<zweihochSminus2+1);
if (Min<O0)
{
halbraum[zweihochSminus2+2]=halbraum[zweihochSminus2+2]+1;
fail=1;failzaehler=failzaechler+1;
}
else{halbraum[k]=halbraum[k]+1;kappalCardI]=kappal[CardI]+1;}

b
/* Bis hierher wurde der Algorithmus mit wenigen Aenderungen uebernommen. */
/* Hier wird nun mittels der Indexmenge I die Projektion berechnet. */
if(fail==0)
{

summand=0; sumplus=0;summinus=0;
if (DIberechnet2[k]==0){newDecider(k,1) ;DIberechnet2[k]=1;}

sumplus=0;summinus=0;
for(i=1;i<=S;i=i+1)

{

if (k==0){summand=Q[i] [i1*Y[il*Y[i];}
else{summand=DI2[k] [i] [i]*Y[i]=*Y[i];}

if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}

+

Norm=Norm+sumplus+summinus;

summand=0; sumplus=0;summinus=0;
for(i=1;i<=S-1;i=i+1)

{

for(j=i+1;j<=S;j=j+1)

{

if (k==0) {summand=Q[i] [j1*Y[il*Y[j1;}
else{summand=DI2[k] [i] [j1*Y[il*Y[j];}

if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
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else{summinus=summinus+summand;}
+
+
Norm=Norm+2* (sumplus+summinus) ;
if (Norm>=kr){ergpos=ergpos+1;}
else{ergneg=ergneg+1;}
+
+}
printf("\n \n \n");
printf ("\n Anzahl der Fehlversuche: }i",failzaehler);
printf("\n Anzahl der positiven Ergebnisse: %i", ergpos);
printf("\n Anzahl der negativen Ergebnisse: %i", ergneg);
printf ("\n Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art:
W1f", 1.xergneg/(ergnegtergpos));
printf ("\n");

}/*Ende mainx*/

/* In der Funktion hquer wird der Ausdruck */
/% \ov{Q} " {-1IN"T A~{-1} berechnet */

void hquer()

{

int 1i,j,k;

double summand,sumplus,summinus;

for(i=1;i<=S;i=i+1)

{

for(j=1i;j<=S;j=j+1)

{

summand=0; sumplus=0;summinus=0;
for(k=j;k<=S;k=k+1)

{
summand=Lminus [k] [j]*Lminus [k] [i];
if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}
}

Qminus[i] [j]=sumplus+summinus;
Qminus [j] [i]=Qminus[i] [];

}

}
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summand=0; sumplus=0;summinus=0;
for(i=1;i<=S;i=i+1)

{

sumplus=0;summinus=0;

summand=Qminus[i] [1]1*h[1];

if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}
for(j=2;j<=S;j=j+1)

{

summand=(Qminus[i] [1]-Qminus[i] [j1)*h[j];
if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}

}

hq[i]l=sumplus+summinus;

}

summand=0; sumplus=0;summinus=0;

} /*Ende von hquerx*/

void initQLDIber()

{

double Delta[S+1][S+1];

double q[S+1],qminus[S+1],Deltasum[S+1];
double normtildeq,sumplus,summinus,summand;
int 1i,j,k;

for(k=1;k<=zweihochSminus2;k=k+1){DIberechnet[k]=0;}

qL0]=exp(-lambda);

for(i=1; i<=8; i=i+1){qlil=q[i-1]*lambda/i;}

gminus [0]=exp(lambda) ;

for(i=1; i<=8; i=i+1){qminus[i]=qminus[i-1]#*(-lambda)/i;}

sumplus=0;summinus=0;

for(k=1;k<=S;k=k+2) {summinus=summinus+qminus [k] ;}
for(k=2;k<=S;k=k+2) {sumplus=sumplus+qminus [k] ;}
normtildeq=sumplus+summinus;

/*Berechnung von Deltax/
for(i=0;i<=S;i=i+1)

{for(j=1;j<=i;j=j+1)
{sumplus=0;summinus=0;
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for(k=0;k<=j;k=k+1)
{summand=qgminus [i-k] *qminus [j-k]*q[k] ;
if (summand>=0)
{sumplus=sumplus+summand;}
else
{summinus=summinus+summand;}}
Deltal[i] [j]1=sumplus+summinus;
Deltal[j] [i]=sumplus+summinus;

1}

for(i=1;i<=S;i=i+1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(k=1;k<=S;k=k+1)
{summand=Deltali] [k];

if (summand>=0)
{sumplus=sumplus+summand;}

else
{summinus=summinus+summand;}}
Deltasum[i]=(sumplus+summinus) ;

/* Berechnung von */
/* Q=£"TA"{-1}(diag(q_0,\dots,q_S)-q\otimes q)A~{-T}f */

sumplus=0;summinus=0;
for(k=1;k<=S;k=k+1)
{summand=Deltasum[k] ;
if (summand>=0) {sumplus=sumplus+summand;}
else {summinus=summinus+summand;}}

Q[1]1[1]=(sumplus+summinus+2*normtildeq+exp(lambda)-1)/(lambda*lambda) ;

for(i=2;i<=S;i=i+1)
{Q[1][i]l=-(Deltasum[i]+gminus[i])/(lambda*lambda);Q[i] [11=Q[1] [i];
}

for(i=2;i<=S;i=i+1)
{for(j=i;j<=S;j=j+1)
{Q[i] [j1=Deltali]l [j1/(lambda*lambda);Q[j][11=Q[i][j]1;}
}

/* Cholesky-Zerlegung von */
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/* Q=f"TA"{-1}(diag(q_0,\dots,q_S)-q\otimes q)A~{-T}f */

for(i=1;i<=S;i=i+1)
{sumplus=0;
for(k=1;k<=i-1;k=k+1)
{sumplus=sumplus+Deltali] [k]*Deltali] [k];}
Deltali] [i]=sqrt(Q[i] [i]-sumplus);
for(j=i+1;j<= S;j=j+1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(k=1;k<=i-1;k=k+1)
{summand=Deltali] [k]*Deltalj] [k];
if (summand>=0)
{sumplus=sumplus+summand;}
else
{summinus=summinus+summand;}}
Deltal[jl[i1=(Q[i] [j]-summinus-sumplus)/Deltali] [i];}
+

/*Berechnung der Inversen L"{-1} der Choleskyzerlegung von Q*/

for(i=1;i<=S;i=i+1){Lminus[i] [i]=1/Deltal[i] [i];}
for(i=2;i<=S;i=i+1)
{for(j=i-1;j>=1;j=j-1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(k=j+1;k<=1;k=k+1)
{summand=Lminus [i] [k]*Deltalk] [j];
if (summand>=0)
{sumplus=sumplus+summand;}
else
{summinus=summinus+summand;}}
Lminus[i] [j]=-(sumplus+summinus)/Deltalj] [j1;}}

}/*Ende von initQLx*/

/* Die Funktion wurde dahingehend abgeaendert, dass noch ein */
/* zweiter Index aufgenommen wurde. Dieser dient zur */
/* Unterscheidung, welche der aehnlich zu berechnenden Matrixen */
/* (Entscheidungsmatrix oder Matrix zur Berechnung der Norm) */
/* bestimmt werden soll */

void newDecider(int index,int Ber)
{
double sumplus,summinus,summand;
double LI[S+1][S+1],LIminus[S+1]1[S+1],QDI[S+1][S+1];
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int cardImenge,k,k1,1,1i,j;

/*Berechnung von E_I(E_I"T Q E_I)"{-1} E_I"T*/
/*Berechnung von Q_I=(E_I"T Q E_I)*/

i=0;cardImenge=0;
for(k=1;k<=S;k=k+1)
{if (Imenge[k]>0)
{cardImenge=cardImenge+1;i=i+1;j=i-1;
for(ki=k;k1<=S;ki=k1+1)
{
if (Imenge[k1]>0)
{j=j+1;QIminus [i] [j1=Q[k] [k1];
QIminus[j1[i]1=Q[k] [k1];}
}
}
}

/*Cholesky-Zerlegung von QIminus*/

for(i=1;i<=cardImenge;i=i+1)
{sumplus=0;
for(k=1;k<=i-1;k=k+1)
{sumplus=sumplus+LI[i] [k]*LI[i] [k];}
LI[i][i]l=sqrt(QIminus[i] [i]-sumplus);
for(j=i+1;j<= cardImenge;j=j+1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(k=1;k<=i-1;k=k+1)
{summand=LI[i] [k]*LI[j] [k];
if (summand>=0)
{sumplus=sumplus+summand;}
else
{summinus=summinus+summand;}}
LI[j]1[i1=(QIminus[i] [j]-summinus-sumplus)/LI[i][i];}
}

/*Invertierung von QIminus*/

for(i=1;i<=cardImenge;i=i+1){LIminus[i][i]=1/LI[i][i];}
for(i=2;i<=cardImenge;i=i+1) {for(j=i-1;j>=1;j=j-1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(k=j+1;k<=1;k=k+1)
{summand=LIminus [i] [k]1*LI[k][j];
if (summand>=0)
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{sumplus=sumplus+summand;}
else
{summinus=summinus+summand;}}
LIminus[i] [j]=-(sumplus+summinus)/LI[j][j];}}

i=0;
for(k=1;k<=S;k=k+1)
{if (Imenge[k]>0){
i=i+1;j=i-1;
for(kil=k;ki1<=S;ki1=ki+1)
{if (Imenge[k1]>0)
{j=j+1;
sumplus=0;summinus=0;
for(l=j;l<=cardImenge;1=1+1)
{summand=LIminus[1] [i]*LIminus[1] [j];
if (summand>=0)
{sumplus=sumplus+summand;}
else {summinus=summinus+summand;}}
QIminus [k] [k1]=sumplus+summinus;
QIminus[k1] [k]1=QIminus[k] [k1];}
else{QIminus[k] [k1]=0;QIminus[k1] [k]=0;}
+r
else{for(k1=1;k1<=S;k1=k1+1){QIminus [k] [k1]1=0;QIminus [k1] [k]1=0;}}}

/*Berechnung der Entscheidungsmatrix */
/*DI=E_I(E_I"TQE_I)E_I"TQ+E_I"C(E_I"C"TQ-E_I"C TE_I(E_I"TQE_I)QE_I"TQ) */

for(i=1;i<=S;i=i+1)
{for(j=1;j<=S;j=j+1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(k=1;k<=S+1;k=k+1)
{summand=QIminus [i] [k]*Q[k] [j];
if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}}
DI[index][i] [j]1=sumplus+summinus;}}

for(i=1;i<=S;i=i+1)
{for(j=1;j<=S;j=j+1)
{sumplus=0;summinus=0;
for(k=1;k<=S+1;k=k+1)
{summand=Q[i] [k]*DI[index] [k] [j];
if (summand>=0){sumplus=sumplus+summand;}
else{summinus=summinus+summand;}}
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QDI[i] [j]l=sumplus+summinus;}}

/* Hier erfolgt die unterschiedliche Berechnung */

if (Ber==0)

{

for(i=1;i<=S;i=i+1)

{if (Imenge[i]==0)
{for(j=1;j<=S;j=j+1)
{if (Imenge[j1==0){DI[index] [1]1[j1=-(Q[i]1[j1-QDI[i]1[j1);}}}}

}

else

{

for(i=1;i<=S;i=i+1)

{

for(j=1;j<=S;j=j+1)

{

DI2[index] [i]1[j1=Q[i] [j1-QDI[i][j];

}

}

}

}/*Ende newDecider*/

int IndexI()
{int ergebnis,k,zweihochk;

zweihochk=1;ergebnis=0;

for(k=1;k<=S;k=k+1)
{ergebnis=ergebnis+zweihochk*Imenge [k] ;zweihochk=2*zweihochk;}
return(ergebnis);}

double gauss(void){
static int i = 0; /¥ 1 if value in stock */
static double x1, x2, yi1, y2;

if (1 == 0){

x1 = unif();

x2 = unif();

y1 = sqrt(-2 * log(x1));
y2 = 2 * M_PI * x2;

x1 = y1 * sin(y2);

x2 = y1 * cos(y2);
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i=1;
return x1;
}

else{

i = 0;
return x2;
}

}

/* returns U(0,1)-variates, Marsaglia-Zaman algorithm */

double unif(void){

static unsigned long x[] =

{1276610355UL, 4193469394UL, 2057566612UL, 1886580328UL, 1694206606UL,
2633431637UL, 1265626433UL, 885029446UL, 3417643270UL, 3311627661UL,
2615330922UL, 2585171253UL, 2061319010UL, 76799462UL, 217610450UL,
1970157156UL, 3650280925UL, 3031778051UL, 3936002891UL, 1455404536UL,
3581605850UL, 978584193UL, 1392725752UL, 424558724UL, 718634923UL,
2602380921UL, 1073859225UL, 2260449986UL, 437368889UL, 111202475UL,
430748330UL, 860297108UL, 469595518UL, 2956147077UL, 2998566928UL,
3679001976UL, 1174826611UL, 3589929608UL, 2670654217UL, 999890898UL,
3874011621UL, 3680146780UL, 3569051095UL };

static int r = 0, s = 21, carry = 0;

if (r > 42) r -= 43;
if (x[s] >= x[r] + carry){

x[r] = x[s] - x[r] - carry;

carry = 0;

+

elseq{

x[r] = (4294967291UL - x[r] - carry) + x[s];
carry = 1;

+

if (++4s8 > 42) s -= 43;
return (((double) x[r++] + 0.5) / 4294967291.0);
}



Anhang B

matlab Datelen

Die nachfolgenden Dateien sind diejenigen matlab Dateien, die zur Durchfithrung des Tests
benétigt werden. Es handelt sich dabei um die nachfolgenden sechs Funktionen, die alle im Lau-
fe der Testdurchfithrung aufgerufen werden.

Zum Ausfiihren des Tests ist der Vektor, der die Daten enthilt, im selben Verzeichnis wie die
matlab-Funktionen abzuspeichern. Der Test ist dann mittels des Befehls ‘Auswertung(S,Quantil)’
auszufithren. Dabei steht ‘S’ fiir den Abschneideparameter und ‘Quantil’ fiir das Quantil, fiir
das der Test durchgefiihrt werden soll (bzw. den p-Wert).

Weitere Anderungen, die am Test vorgenommen werden kénnen, sind den einzelnen Funktionen
zu entnehmen.

function [x_zusammen]=Auswertung(S,Quantil)
% Eingabe von Quantil=1 bewirkt Berechnung des p-Wertes
% Quantil z.B als 0.95 oder 0.99 eingeben

% Die nachfolgenden Daten werden fuer die Funktion quantilber2 benoetigt
linkeSeite=0;

rechteSeite=8;

Feinheit=10000;

% Anzahl der Wiederholungen unter einfacher Poissonverteilung
Anzahll = 5;

% Anzahl der Wiederholungen unter zusammengesetzter Poissonverteilung
Anzahl2 = 10;

% Bestimmen der Testgroesse
[Ergebnis,x_einfach,x_zusammen]=Test(S,Anzahll,Anzahl2);
lambda=x_einfach;

if (Ergebnis<0) Ergebnis=0; end /Rundungsungenauigkeiten beseitigen
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Daten der Ausgleichspolynome

%lambda in (0,2)

Koeff2=zeros(3,6,7,0);

Koeff(1,2,1,:)=[

Koeff(1,2,2,:)=[
Koeff(1,2,3,:)=[
Koeff(1,3,1,:)=[1.
Koeff(1,3,2,:)=[
Koeff(1,3,3,:)=[
Koeff(1,3,4,:)=[
Koeff(1,4,1,:)=[
Koeff(1,4,2,:)=[
Koeff(1,4,3,:)=[
Koeff(1,4,4,:)=[
Koeff(1,4,5,:)=[
Koeff(1,5,1,:)=[4.
Koeff(1,5,2,:)=[
Koeff(1,5,3,:)=[
Koeff(1,5,4,:)=[
Koeff(1,5,5,:)=[
Koeff(1,5,6,:)=[
Koeff(1,6,1,:)=[
Koeff(1,6,2,:)=[
Koeff(1,6,3,:)=[
Koeff(1,6,4,:)=[
Koeff(1,6,5,:)=[
Koeff(1,6,6,:)=[
Koeff(1,6,7,:)=[
Koeff(1,7,1,:)=[
Koeff(1,7,2,:)=[
Koeff(1,7,3,:)=[
Koeff(1,7,4,:)=[
Koeff(1,7,5,:)=[
Koeff(1,7,6,:)=[
Koeff(1,7,7,:)=[
Koeff(1,7,8,:)=[

%lambda in (0,5)
Koeff(2,2,1,:)=[

Koeff(2,2,2,:)=[

Koeff(2,2,3,:)=[
Koeff(2,3,1,:)=[
Koeff(2,3,2,:)=[

9.26911100-02,

-9.1621151e-15

-9.26911066-02

01434496-01 ,

1.0350242¢-01 ,

-1.01434460-01

-1.03502430-01

8.96687300-02

1.7201568e-01 ,

1.54414330-02

-1.7201568e-01

-1.0930929e-01

64469070-02 ,

1.59082856-01,

1.5421716e-01

-5.95772266-02

-1.9718551e-01

-1.0298418e-01

1.8373279¢-02 ,

1.2051019¢-01,

1.95824540-01

7.40478030-02

-1.7616406e-01,

-1.82691840-01

—-4.98999216-02

5.53419880-03 ,

4.75923150-02,

1.3634719¢-01

1.5720762¢-01

—-6.8921839¢-02,

-1.7923720e-01

-1.1234731e-01

1.3825032¢-02

1.0545631e-04 ,

8.27867130-19,

-1.05456336-04

1.0450314¢-04 ,

1.1508882¢-04

-8.9668471e-01

—-4.0543339¢-01

-8.2017175e-01 ,
7.28768910+00 ,

, T7.3752785e-14
-3.0813140e-13
, 8.2017170e-01
—7.2876884e+00

, 3
7.88807650+00 ,

-9.1551299¢-01 ,
8.11739250+00,

, 8.96684400-01 ,
—7.8880748e+00,

, 9.1551313e-01 ,
-8.11739366+00

, —T7.8967736e-01 ,
6.71329390+00
-1.5206278e+00 ,

1.3395504e+01 ,
, —1.4135809e-01 ,
1.5354903e+00 ,
, 1.5206278e+00 ,
-1.3395504e+01
, 9.6381439e-01 ,
—-8.36261200+00

,1
3.30442280+00
-1.4051180e+00
1.2245231e+01,
, —1.3723226e+00
1.2500006e+01
, 5.63651460-01
-5.9425588e+00
,1.73532620+00 ,
-1.5215403e+01
,8.8389637¢-01,
—-6.8916977e+00

-1.6076847¢-01,
1.3192174e+00 ,
—-1.0595387e+00,
8.95343760+00,
, —1.7395979e+00 ,
1.5620770e+01 ,
,—6.66690290-01
6.51943080+00
1.5756163e+00,
-1.4153783e+01,
, 1.6078790e+00 ,
-1.4332698e+01
, 4.43100146-01
-3.9263747¢+00

—-4.8584369¢-02 ,
.0289693e-01 ,
—-4.2102900e-01,
.64598400+00,
, —1.2154820e+00 ,
.10339260+01
,—1.41878230+00
.37259050+01
5.6568219¢-01,
-3.0931220e+00
, 1.6371472e+00 ,
-1.6035873e+01
, 1.01748350+00
-1.0095567e+01
,—1.18435176-01
4.15850630-01

rS

w

-

-

—-2.33256336-03 ,
3.2214881e-01 ,
—-2.1693239e-17,
3.5994709e-15,
, 2.33256376-03 ,
-3.22148830-01

-2.2997100e-03 ,
3.06319436-01 ,

, —2.5488940e-03 ,
3.57203230-01,

3.03568670+00
-5.31009756+00
, —2.3529831e-13
, 1.1907352e-13
, —3.03568650+00
, 5.3100970e+00

.3137531e+00,
-5.6677090e+00

,—6.10847560+00 ,

,2.40245840+00 ,
, 3.7519723e-13,
, —1.6658052¢-14

,6.1084751e+00

,  —2.4024582e+00

-6.6495073e+00 ,

, 2.4557216e+00 ,

3.38678930+00,-6.80979560+00,

-5.9183721e+00,
-3.3137521e+00

5.66770800+00
-3.3867899e+00
,  5.9183727e¢+00

2.90110760+00
,—4.64569430+00
5.61995330+00
-9.66063146+00

5.47427580-01
-1.3039228e+00
-5.61995336+00
, 9.6606314e+00
-3.5499099e+00
, 5.9759070e+00

.4731793e+00 ,
,—2.23853470+00
,5.18513150+00
—-8.6983330e+00
,5.11368000+00
, —9.2190231e+00
,=2.22907980+00
, 4.34651640+00
-6.3900198e+00

,1.10416730+01,

-3.1528913e+00
,4.7677017¢+00

5.85669330-01 ,
-8.92951640-01
3.8849218e+00,
—-6.19596200+00
6.46600750+00
-1.1320511e+01
, 2.5217802e+00
,—5.11472940+00
-5.8856753e+00
1.0052527¢+01
-5.93280866+00

, 1.0575728e+01 ,

,—1.63989490+00
, 2.8958992e+00

1.7761731e-01,
—-2.73278620-01

1.55484640+00,
.54569740+00,
.53565760+00
.98022440+00
.36460180+00
,=1.04177020+01
-1.8942597¢+00,
, 1.32129300+00
—-6.26356836+00

, 1.1904870e+01
,—3.87137780+00
, 7.8729983e+00
,3.96482640-01
, 1.17741240-01

2.15741050-02 ,
-5.80772036-01
2.29426070-16
-5.3912557e-15
-2.1574108e-02
, 5.8077204e-01

2.11165720-02

-5.34223550-01
2.36275100-02

—-6.55809500-01

2.71323640+00 ,
, 6.6495055e+00 ,
, —2.4557214e+00
, 6.8097966e+00 ,
, —2.71323660+00

, —5.7638647¢+00 ,
,1.84526940+00
,—1.1280479e+01
,  4.2444708e+00,
, —1.1729627e+00 ,
, 8.0155041e-01,
,  1.1280479e+01
,—4.24447080+00
, T7.0914657¢+00
,=2.63797460+00

—-2.8867515e+00 ,

, 8.68511700-01
, —1.0376928e+01 ,
, 3.66329500+00,
, —1.0373828e+01 ,

, 4.2236164e+00
, 4.76446390+00

,=1.72711090+00
, 1.2800877e+01 ,

—-4.9397890e+00

,6.07236600+00,

, —2.0885232e+00

-1.1504878e+00,
, 3.4358708e-01 ,
=7.7018192e+00,
, 2.47928800+00,
, —1.3063729e+01 ,
,  4.9333245e+00 ,
,—5.22669400+00
, 2.64123700+00
, 1.1906329e+01,
,  —4.1362909e+00,
, 1.19441440+01 ,
—-4.8716914e+00
,3.2922567¢+00
,—1.38945420+00

-3.5018623e-01,
.0496311e-01,
.10790950+00,
.02361900+00,
.20066380+00
.4108573e+00 ,
.11062750+01
.85943580+00
.29779040+00
, 1.4802971e-01
, 1.3032769e+01
,—5.22660170+00
, 8.06816650+00
, —3.9277796e+00
,=6.33691116-01
,=3.92523670-01

-

oW

|
W WO

-1.0839085e-01 ,

, 6.3458055e-01 ,
, —1.2401796e-15,
, 3.5728493e-15,
, 1.08390866-01

, —6.34580546-01

,-1.04936160-01 ,
, 5.4328861e-01
,=1.1919715e-01 ,
, T7.4894906e-01

,—1.76880100-01 ,
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-7.37366216-01 , 2.2296032e-01];

, 1.14636316-15 , 5.00000000-01];

, 7.37366196-01 , 2.77039680-01];

-6.35967660-01 , 9.5641937¢-02];

-9.06200020-01 , 3.4553417¢-01];

, 6.35967656-01 , 4.04358060-01];

, 9.06200046-01 , 1.54465830-01];

,—3.81469370-01 ,3.15012930-02];

-1.1579392e+00 , 2.0207210e-01];

-4.8781380e-01 , 3.74466466-01];

, 1.1579392e+00 , 2.9792790e-01];

, 8.66458990-01 ,9.41555890-02] ;

1.51360070-02] ;

-8.7515130e-01, 1.04214430-01];

, —1.2730872e+00, 2.77319276-01] ;

, 1.54871756-01 , 3.46306720-01];

, 1.4254891e+00 , 2.0869414e-01];

, 7.4475777e-01 ,4.83294350-02] ;

-6.79238296-02 , 5.31535856-03];

-5.2965999¢-01, 4.90920300-02] ;

-1.25967856+00 , 1.7149071e-01];

,-1.00600096+00 , 3.10620136-01];

7.83261000-01 , 2.9329411e-01];

, 1.49613366+00 , 1.42571556-01];

, 5.8386851e-01 ,2.76161100-02] ;

-2.04938936-02 , 1.53929416-03];

-2.1603537¢-01 , 1.8693100e-02];

-8.07845936-01 , 8.79004856-02];

,—1.38155990+00 ,2.23558880-01];

, -5.08201046-01 , 3.11014520-01];

, 1.1813531e+00 ,2.40811616-01] ;

, 1.3699879e+00 , 9.80182230-02];

, 3.82795146-01 ,1.84638950-02];

-4.27132576¢-01 , 2.0602746e-01];

-4.58545266-16 , 5.0000000e-01];

, 4.27132566-01 , 2.93972540-01];

,-3.01598516-01 , 7.74426140-02];

,-5.62068286-01 , 3.26778350-01];
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Koeff(2,3,3,:

Koeff(2,3,4,:

Koeff(2,4,1,:
Koeff(2,4,2,:
Koeff(2,4,3,:
Koeff(2,4,4,:

Koeff(2,4,5,:

Koeff(2,5,1,:
Koeff(2,5,2,:
Koeff(2,5,3,:
Koeff(2,5,4,:
Koeff(2,5,5,:

Koeff(2,5,6,:

Koeff(2,6,1,:
Koeff(2,6,2,:
Koeff(2,6,3,:
Koeff(2,6,4,:
Koeff(2,6,5,:
Koeff(2,6,6,:

Koeff(2,6,7,:

Koeff(2,7,1,:
Koeff(2,7,2,:
Koeff(2,7,3,:
Koeff(2,7,4,:
Koeff(2,7,5,:
Koeff(2,7,6,:
Koeff(2,7,7,:

Koeff(2,7,8,:

=L

=L

=L
=L
=L

)

L

)

L

=L
=L
=L

)

)

)

)

)

)

=L

=L

)

L

=L

N

=L

=L

=L

)

)

)

)

)

%lambda in (0,10)

Koeff(3,2,1,:)=[6.

Koeff(3,2,2,:

Koeff(3,2,3,:

Koeff(3,3,1,:
Koeff(3,3,2,:
Koeff(3,3,3,:

Koeff(3,3,4,:

Koeff(3,4,1,:
Koeff(3,4,2,:
Koeff(3,4,3,:

Koeff(3,4,4,:

-1.0450322¢-04,

-1.1508883e-04,

-1.0176297¢-04

5.5389574e-05 ,

1.8077878e-04,

4.63733910-05

-1.8077878e-04

2.63451750-05,

1.50584340-04

1.8028841e-04

—-2.4711898e-05

—-2.0858948¢-04

-1.23916556-04

0

.9703761e-06,

8.44925040-05,

2.17487640-04

1.48062260-04

-1.42882516-04

—-2.3813257¢-04

=7.7997701e-05

.8746899¢-06
3.58369690-05
1.5504025¢-04
2.47910960-04
7.52110160-05

-2.58830300-04

2.17813950-04

—-4.00296266-05

,—5.78236270-05

2.29971166-03 ,

-3.0631961e-01

2.54889410-03 ,
-3.5720322¢-01

,2.24010980-03
-3.0380073e-01
-1.2045007¢-03 ,
1.49386060-01,
—-3.9878467¢-03,
5.4045381e-01,
, —1.0356091e-03 ,
1.5441467¢-01 ,
, 3.98784670-03
-5.4045381e-01

-5.7145402¢-04 ,
7.00422740-02 ,

,  —3.20742380-03
.2624911e-01,
, —3.99274686-03
.5555841e-01,
, 5.40491280-04
.92830880-02
, 4.6223139¢-03
—-6.40874440-01

, 2.6988194e-03
-3.41692260-01

o

-1.9399183e-04 ,
2.33845200-02
-1.8393125e-03,
2.2968900e-01,
, —4.7736018e-03 ,
6.26035610-01
,=3.29409040-03
4.70141810-01
, 3.11144766-03
-3.9211303e-01,
, 5.23813216-03 ,
-7.07826760-01
,1.75141680-03
-2.49311146-01

6.95235890-03
, ~7.7703730e-04,
9.48997790-02
, —3.38237656-03
4.27551610-01
,—5.46106860-03
7.31746920-01

, —1.70376960-03 ,

2.67478960-01

, b5.6237423e-03 ,

=7.01138240-01

, 4.88405340-03

-6.94947130-01
, 8.7427984¢
-1.32544260-01

-1.0173472¢-01

,5.1864177¢-04

-04

-2.11165868e-02 ,
, 5.3422382e-01
—-2.3627510e-02
, 6.5580948e-01,

,—2.05988156-02,
,5.4953291e-01

1.0885322¢-02
-2.4702610e-01,
3.67447500-02
-9.5692437¢-01,
9.71349360-03
-3.0250681e-01 ,

,—3.67447500-02 ,
, 9.5692437¢-01

5.14825400-03
-1.1516987e-01
.00771120-02,
.26816520-01,
.6992181e-02 ,
-1.0058569e+00,
.94350040-03
.0691730e-01 ,
.28281630-02
,  1.1522237e+00
,—2.44458840-02
, 5.8870223e-01

w

w ~

SRS

ES

1.7408479¢-03 ,
, —3.8024077¢-02 ,
1.66461720-02,
-3.82084040-01,
4.36796870-02 ,

, —1.0794565e+00 ,
, 3.06984830-02 ,
,—8.68502480-01 ,
,—2.81876670-02 ,
6.57376060-01,
-4.8161057¢-02 ,
, 1.26046440+00 ,
,—1.64164660-02
, 4.50226640-01

,m2.

,—1.12791240-02
6.99587610-03,

, —1.5551184e-01,

, 3.0698116e-02 ,

, —7.1713576e-01 ,
, 5.0212265¢-02
,—1.28166240+00

1.6247373e-02
, —5.26100560-01

, 1.1750158e+00 ,

, 1.2551151e+00

, 2.6155878e-01

, 2.1280699e-01,

-5.0803014e-02 ,

,—4.57395620-02 ,

,—8.12969680-03

1.04936236-01 ,
,—5.43288830-01
,1.1919715e-01

—7.48949040-01

1.02805430-01
,—6.29003700-01

,—5.28998286-02 ,

2.2847311e-01
-1.8356352¢-01,

1.0020332¢+00
-4.99056046-02 ,
4.00530596-01
1.8356352¢-01
,—1.00203320+00

,—2.49223016-02 ,

,1.05973460-01 ,
-1.4807275e-01,
7.09827260-01,
-1.86296540-01
1.1000170e+00
, 2.43965470-02
-4.61112260-02
,2.1550192¢-01
,—1.23988340+00
,1.1939312¢-01
,—6.29823080-01

—-8.3829068e-03 ,

3.43613560-02 ,
-8.1065749¢-02 ,
3.5782333e-01,
—-2.1600547¢-01
1.0758353e+00
-1.5582471e-01
9.90304416-01
1.37627340-01,
-6.02282840-01
2.4029299e-01 ,
-1.3525890e+00
,8.33585020-02
,—5.03452500-01

49551986-03 ,
1.0148785¢-02 ,
-3.3830117¢-02,

1.4214175¢-01
-1.5007440e-01
6.80729080-01

,—2.49988760-01

, 1.31243140+00

, —8.50108760-02

, 6.6615604e-01

-1.1138110e+00

,—1.36621860+00

-2.57361560-01

3.01598586-01 ,

, 5.6206828e-01 ,

,5.1744052¢-01

,—1.04432326-01 ,

-5.9105360e-01,

-4.1300821e-01 ,

,5.9105360e-01

—-4.86205640-02,
-3.6258727¢-01,
=7.1073776e-01 ,

,—1.58203756-01 ,

, T7.7532079e-01

, 5.04828560-01 ,

-1.52622166-02
-1.6898144e-01,
-5.7255723e-01 ,

i7.04561359—01 ,
,1.54768350-01,

8.72066820-01 ,

, 4.3452708e-01 ,

—-4.46694580-03 ,

-6.4285129¢-02,

-3.2935608e-01 ,

,—7.35246000-01 ,

, —5.7100343¢-01 ,

2.4713294e-01 ,

4.4851799e-01 ,

2.32201760-01

, 9.0982580e-01

4.20649820-02
,=3.31577380-01,3.4601380e-01,

05595516-07,-2.67015670-05,4.91607780-04,-4.90470640-03,2.8817011e-02 ,

, 1.85399386-01];

)=[3.23385600-21,-1.69478436-19,3 .58478240-18,-3.87556140-17,2.249669306-16,

)=[-6.05595356-07 ,

)=[4
=L

)

L

)

L

=L
=L
=L

=L

.7414767¢-07,

7.22432690-07,

—-4.7414780e-07,

=7.2243261e-07,

-5.8914868e-07

1.9739810e-07,

9.5413108e-07,

3.37025650-07

-2.0738373e-05 ,

-6.73906966-16
2.6701561e-05 ,
—-2.88170066-02

2.12726900-02
-3.2031890e-05 ,
3.58135460-02
2.0738378e-05,
—-2.12726956-02
3.20318860-05 ,
-3.58135436-02

,2.6164170e-05
—-2.98066486-02
-8.5779251e-06 ,
8.47181060-03
-4.1831773e-05 ,
4.35712380-02

, —1.5246440e-05
1.92239160-02

-4.9160767e-04 ,

3.77654430-04,

, 8.9321234e-16,

, 1.0173471e-01,

-3.
, —7.2106604e-02 ,
5.94287150-04 ,

, —1.2990040e-01 ,
-3.7765452¢-04 ,
, T7.2106619e-02,
-5.9428709¢-04 ,

,  1.2990039¢-01

,—4.86927040-04
,1.1045529¢-01

1.5486537¢-04 ,

, —2.7953784e-02 ,
7.64291360-04,

, —1.4943512¢-01,

, 2.90511196-04 ,
, —7.61974550-02

—-2.2927263e6-16

4.90470540-03 ,

-2.1280697e-01

7090391e-03 ,
1.3941354¢-01,
-5.9947077¢-03 ,
2.84815016-01
3.70904000-03 ,
-1.3941357¢-01
5.99470720-03 ,
,—2.84815000-01

,4.93870080-03
,—2.54726350-01

-1.5029429¢-03 ,

5.16366910-02
-7.54211660-03,
2.94899780-01
-3.0424922¢-03 ,
, 1.9355396e-01

, 5.00000000-01] ;

2.57361556-01

-1.3999375e-01 ,
-3.7476710e-01 ,
,  1.3999377e¢-01 ,

3.74767090-01 ,

,3.77128250-01
—-4.75408860-02 ,
-3.0768009e-01,

, —3.2381904e-01 ,

104

4.22557386-01] ;

1.73221650-01];

,1.13048436-01] ;
1.66875420-02] ;
1.71224100-01];

3.70264036-01] ;

3.2877590e-01] ;

8.30766140-03];
7.66158586-02] ;
2.4541717¢-01] ;
3.64200336-01] ;
, 2.44705950-01];

6.07530356-02] ;

,2.44074130-03];
3.04005120-02] ;
1.32102990-01] ;

2.94334420-01] ;
3.28719056-01] ;
1.76408830-01];

3.55934616-02] ;

6.98733360-04] ;
1.06110440-02];
6.21723076-02] ;
1.87514510-01];
3.13611456-01];
2.79642966-01] ;

1.23684960-01];

2.20640400-02] ;

3.14600620-01] ;

5.78095656-02] ;
3.03966320-01] ;
4.42190436-01] ;

1.96033680-01] ;

,1.25516186-01] ;
1.62386960-02] ;
1.36634230-01];

3.57938686-01] ;
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Koeff(3,4,5,:)=[ -9.0043743e-07 , 3.9535569e-05 , -7.2349092¢-04 , 7.15557396-03 ,
-4.1493712e-02 , 1.4322151e-01 ,-2.85487360-01 , 3.0198229e-01 , 3.6366151e-01];

Koeff(3,5,1,:)=[6.07441700-08, -2.6238607¢-06, 4.70122420-05 ,-4.5173395¢-04 ,

2.51219750-03 , -8.1310969¢-03 , 1.4584878e¢-02 , -1.2785608e-02, 3.98309586-03] ;
Koeff(3,5,2,:)=[ 5.61018830-07, -2.4410531e-05, 4.41480170-04 , -4.29512256-03,

2.42998380-02, -8.0644327¢-02, 1.5043184e-01, -1.41044936-01, 5.00274696-02] ;

Koeff(3,5,3,:)=[ 1.0932695¢-06, -4.8258009¢-05 , 8.8947452¢-04 ,-8.8813638e-03 ,
5.21626400-02, ~-1.83348816-01 , 3.76287340-01 , —4.1985999e-01 , 2.0964131e-01];
Koeff(3,5,4,:)=[ 1.5316921e-08 , -6.0421751e-07 , 1.1620738e-05 ,-1.5947969¢-04 ,

1.69731516-03 , -1.29573766-02 , 6.5492532e-02 ,-2.07774736-01 , 3.71943240-01];
.14924250-06 , 5.05787200-05 ,-9.29949566-04 , 9.2687672¢-03
-5.4381085e-02 , 1.91052020-01, -3.9173672¢-01 ,4.35377150-01 ,2.84826430-01] ;

.81197090-07 ,2.5321860e-05 ,-4.5970985¢-04 , 4.5196128e-03 ,
—-2.6294442¢-02 ,9.4039499e-02 , -2.1507367¢-01 ,3.46096120-01 ,7.95772186-02] ;

Koeff(3,5,5,:)=[ -

-

Koeff(3,5,6,:)=

r1
|
&

-

Koeff(3,6,1,:)=[ .60295210-08,-6.90026830-07 , 1.2309788e-05 , -1.1761573¢-04,

6.49099660-04, -2.07815596-03 , 3.66640750-03 , -3.1264057¢-03, 9.23737640-04] ;

Koeff(3,6,2,:)=[ 2.17361290-07 , -9.41034356-06, 1.69092556-04, -1.6308819¢-03,

9.11569770-03, -2.97162540-02 , 5.3880180e-02 , -4.8073970e-02, 1.54679710-02] ;
Koeff(3,6,3,:)=[ 9.06932200-07 ,-3.95948516-05 , 7.1924900e-04 , -7.03900536-03 ,

4.01554520-02 , -1.34911500-01 , 2.5658797¢-01 ,-2.4866730e-01 , 9.3735139e-02];
Koeff(3,6,4,:)=L 9.65944470-07, -4.27851616-05 , 7.9269437¢-04 ,-7.9800168e-03 ,

4.75146650-02 ,-1.7112906e-01, 3.67678836e-01, —4.4803769e-01 , 2.6146350e-01];
.1860081e-07 , 1.8358273e-05, -3.3473004e-04 , 3.2761086e-03,
-1.8450171e-02, 5.83038700-02, -8.1844847¢-02 , -5.5095213¢-02, 3.55515020-01] ;
.1804009e-06 , 5.19625370-05 , -9.5614084e-04 , 9.5496186e6-03 ,
-5.6308177¢-02 , 2.0011834e-01 , -4.21443940-01 , 4.9787934e-01 , 2.2126360e-01];
.04721930-07 ,2.2065535e-05 ,-4.0107150e-04 , 3.9309416e-03 ,
—-2.2630057e-02 , 7.9303114e-02 ,-1.7839253¢-01 ,3.05053186-01 , 5.16405670-02];

Koeff(3,6,5,:)=[ -

ES

Koeff(3,6,6,:

1
—

|
-

Koeff(3,6,7,:)=[ -

&

Kooeff(3,7,1,:)=[ 9.7131458e-09 ,-3.76493220-07 , 6.0477484e-06 , -5.2030510e-05 ,

2.58550420-04 , -7.45298200-04 , 1.1837215e-03 , -9.08322290-04
Koeff(3,7,2,:)=L 1.6440517¢-07 , -6.3970209¢-06 , 1.0325493¢-04, -8.93903320-04,

4.47943110-03, -1.3065719e-02, 2.11213520-02, -1.6680749¢-02, 4.67096200-03] ;

,  2.41205356-04];

Koeff(3,7,3,:)=L 1.0446168e-06 , -4.08613950-05 , 6.6402833¢-04, -5.80038286-03,
2.94269710-02, -8.73817436-02, 1.4522848e-01, -1.2022237¢-01, 3.68312836-02] ;
Koeff(3,7,4,:)=L 2.60610910-06 , —1.0285699¢-04 , 1.69132880-03, -1.5014341¢-02,
7.79561030-02, -2.39794466-01, 4.22286470-01, -3.8783435¢-01, 1.45592390-01];
Koeff(3,7,5,:)=L 1.5765621e-06 ,—6.30355700-05 , 1.0562022¢-03 , -9.6503447¢-03 ,
5.25273356-02 , -1.75610440-01 , 3.6215287¢-01 , -4.5329414e-01 , 3.0043899e-01];
Kooff(3,7,6,:)=[ -1.61831116-06 ,6.4884288e-05 , -1.0845701e-03 , 9.7906864e-03 ,
-5.16269820-02 , 1.59668386-01 ,-2.6545757e-01 , 1.2512510e-01 , 3.1890716e-01];
Kooff(3,7,7,:)=[ -2.78614630-06 , 1.0953817¢-04 ,-1.79893066-03 ,1.6025854¢-02
-8.43006060-02 , 2.6824551e-01 ,-5.1330432¢-01 ,5.7650578e-01 ,1.61647696-01] ;
Koeff(3,7,8,:)=[ -9.4581899¢-07 , 3.7403399e-05 ,-6.1421774e-04 , 5.4292408e-03 ,

—-2.8058740e-02 , 8.7207868e-02 ,-1.7151258e-01 ,2.76465316-01 ,3.17853996-02] ;

% Fallunterscheidung, ob
% lambda \in [0,2] lambda \in [2,5] oder lambda \in [5,10]
if (lambda<2)

dec=1;

else

if (lambda<5)

dec=2;

else

dec=3;

end

end

% Berechnung des Ausgleichpolynoms

for 1=1:5+1

kappa(1l)=Koeff(dec,S,1,1);

for k=1:8

kappa(l)=kappa(l) .*lambda+Koeff (dec,S,1,1+k);
end

end

if(Quantil
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% p-Wert bestimmen

y=0%Ergebnis+kappa(S+1);

for i=1:S

y=y+kappa(i)*chi2cdf (Ergebnis,S+1-1i);

end

if (y>1) y=1; end

y=1-y;

display(’Der p-Wert betraegt:’);

y

else

erg=quantilber2(kappa, [linkeSeite,rechteSeite] ,Feinheit,Quantil) ;
if (Ergebnis>erg)

display(’Hypothese verwerfen’);

else

display(’Hypothese nicht verwerfen’);

end

end
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function [erg,x2,x] = Test(S,Anzahll,Anzahl2)
% Der Vektor mit den Auspraegungen der Zufallsvariable Z_I
% sei bereits gespeichert in der Datei ’vektor’

% Diese Funktion bestimmt die Testgroesse

vektor = load(’vektor’);

y = zeros(1,5+2);
n = size(vektor);
n = n(2);

% Bestimmen der absoluten Haeufigkeiten aus den Daten
lam=0;

for k = 1:n

for i=0:8

if (vektor(k) == i) y(i+1) = y(i+1) + 1;
end

end

if (vektor(k) > S) y(S+2) = y(S+2) + 1;
end

lam= lam+ vektor(k);

end

lam=lam/n;

% Beginn fuer einfache Poissonverteilung

A2 =[];
b2 = [1;
Aeq2 = [1;
beq2 = [1;
ub2 = [];
1b2 = 0;
x2 = lam;

% Als Startwert der Iteration wird der Mittelwert genommen

for i=1:Anzahlil
[f,H] = myfun2(x2,y,S,n);
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x2 = quadprog(-H,-f,A2,b2,Aeq2,beq2,1b2,ub2,x2,0ptimset (’LargeScale’,’off’));

end

% Berechnen des Funktionswertes an der Stelle x2
erg2 = myfun2(x2,y,S,n);

% Beginn fuer zusammengesetzte Poissonverteilung
A = [0,ones(1,8)];
b =1;
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Aeq=[1;

beq=[];
lb=[zeros(S+1,1)]1;
ub=[1;

jump=ones(S,1)*1/S;

x=[x2; jump] ;

% Als Startwert fuer lambda dient der

% Optimalwert der einfachen Poissonverteilung

for i=1:Anzahl2

% In einigen Extremfaellen wird lambda als Optimalwert = O
% dies wird mit der nachfolgenden Zeile verhindert

if (x(1) < 0.001) x(1) =0.1;end

% Beginn der eigentlichen Iterartion
[f,H] = myfun(x,y,S,n);

[x,fval] =quadprog(-H,-f,A,b,Aeq,beq,1b,ub,x,optimset(’LargeScale’,’off’));
quadprog q,beq p g

end

% Berechnen des Funktionswertes an der Stelle x
ergl = myfun(x,y,S,n);

% Gesamtergebnis
erg = 2 *n * (ergl - erg2);
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function [f,H]=myfun(x,y,S,n)
% Diese Funktion bestimmt den Funktionswert sowie
% Ableitung und Hessematrix

/#Berechnung von \Psi_k~S
Psi(1)=exp(-x(1));
sum=Psi(1);

for k=1:S

sum2=0;

for i=1:k

sum2=sum2+i*x (i+1)*Psi(k-i+1);
end

Psi(k+1) = x(1)/k*sum2;
sum=sum+Psi(k+1);

end

a=1-sum;

Psi(S+2)=a;

% Wird die Funktion nur mit einer Ausgabe aufgerufen,
% liefert sie als Ausgabe den Funktionswert

if (nargout==1)

£=0;

for k=0:5+1

f=f+y(k+1)*log(Psi(k+1));

end

end % Ende if(nargout==1)

% Bei Aufruf der Funktion mit zwei Ausgabeparametern

% wird der veraenderte Gradient und die Hessematrix bestimmt

if (nargout==2)

h Gradient

% Berechnung der Abkuerzungen
r(1)=0;

5(1)=0;

for k=0:S
b(k+1) = y(k+1) /Psi(k+1) - y(S+2)/a;
end

for k=1:S

sum=0;

for 1=1:k

sum=sum+x (1+1) *Psi(k-1+1);
end

r(k+1)=sum;

end
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for k=1:S

sum=0;

for 1=1:k

sum=sum+x (1+1) *r(k-1+1);
end

s(k+1)=sum;

end

% rMinus steht fuer 1-\sum_{k=0}"s r_k
% sMinus analog

sMinus=0;

rMinus=0;

for k=0:S

sMinus = sMinus +s(k+1);

rMinus = rMinus +r(k+1);

end

rMinus=1-rMinus;

sMinus=1-sMinus;

sum=0;

for k=0:S

sum=sum+b (k+1)*(r(k+1) - Psi(k+1));
end

grad(1)=sum;

for i=1:8

sum=0;

for k=i:S

sum=sum+b (k+1)*Psi(k-i+1) ;
end

grad(i+1)=x(1)*sum;

end

% Hessematrix

suml1=0;

sum2=0;

for k=0:S

suml = suml + y(k+1)*(r(k+1)/Psi(k+1))"2;
sum2 = sum2 + y(k+1)*s(k+1)/Psi(k+1);

end

Hess(1,1) = -suml+sum2 -y(S+2)/a”2*rMinus~2+y(S+2)/a*sMinus;
for j=1:S

suml1=0;

sum2=0;

sum3=0;

sum4=0;
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sumb5=0;

for k=j:S

suml = suml + y(k+1)*r(k+1)*Psi(k+1-j)/Psi(k+1)"2;
sum2 = sum2 + y(k+1)*Psi(k+1-3j)/Psi(k+1);

sum3 = sum3 + y(k+1)*r(k+1-j)/Psi(k+1);

sum4 = sum4 + Psi(k+1-j);

sumb = sumb + r(k+1-j);

end

Hess(1,j+1)=-x(1)*suml+sum2+x (1) *sum3-(-x (1) *y(S+2)/a”2*rMinus*sumd+y (S+2)
/a*sumd+x (1) *y (S+2) /a*sumb) ;
Hess(j+1,1)=Hess(1,j+1);
sum(j)=sum4;
end
for i1=1:8
for j = 1i:S
suml1=0;
sum2=0;
sum3=0;
for k=(i+j):S
suml = suml + y(k+1)*Psi(k+1-i-j)/Psi(k+1);
sum2 = sum2 + Psi(k+1-i-j);
end
for k=j:S %j ist das Maximum (j >= i)
sum3 =sum3 + y(k+1)*Psi(k+1-j)*Psi(k+1-1)/Psi(k+1)"2;
end
Hess(i+1,j+1)=x(1)"2*suml - x(1)72 *sum3 -x(1) " 2*y(S+2)
/a*sum2-x(1) “2*sum (i) *sum(j) *y (S+2) /a~2;
Hess(j+1,i+1)=Hess(i+1,j+1);
end
end
f=(grad’-Hess*x) ;
H=Hess;

end % Ende von if nargout == 2
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function [f,H] = myfun2(x,y,S,n)

c1=0;

c2=0;

c3=0;

% cumprod liefert die Fakultaet
fak=[1,cumprod(1:3)];

% Berechnung der Konstanten

for k=0:S

cl = c1 + y(k+1) * k;

c2 = c2 + y(k+1) *log(fak(k+1));
c3 = c3 + x°k / fak(k+1);

end

c3 = exp(x) - c3;

% Wird die Funktion nur mit einem Ausgabeparameter
% aufgrufen, so liefert sie den Funktionswert

if (nargout==1)

f = -x*n +cl *log(x) - c2 + y(S+2) *log(c3);

end % Ende von if (nargout==1)

% Wird die Funktion mit zwei Ausgabeparametern

% aufgerufen, so liefert sie die erste und zweite Ableitung

if (nargout==2)

grad = y(S+2) - n +cl / x+ (y(S+2) * x7S) / (fak(S+1) * c3);

H=-c1/x72 + y(S+2)*(S-x)*x"(S-1)/(c3*fak(S+1)) -
y(S+2)*x(x"S/(fak(S5+1)*c3))"2;

f=(grad’-H*x) ;

end % Ende von if (nargout==2)
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function [quantil,prozent] = quantilber2(kappa,bereich,feinheit,percentage)

% Diese Funktion liefert folgende Ergebnisse:

% quantil percentage-Quantil der Verteilungsfunktion (=kritischer Wert)
% prozent  genauer Wert (aufgrund der Diskretisierung von perc. abweichend)
A des zu kritischer Wert gehoerenden Quantils

% Als Eingabe benoetigt die Funktion:

% kappa enthaelt die Kappawerte von kappaO bis kappaS
% bereich ist der Bereich in dem gesucht wird
% feinheit gibt an, wieviele Stuetzstellen genommen werden

% percentage ist das zu berechnende Quantil

dim=length(kappa) ;
a=bereich(1);

b=bereich(2);

c=feinheit;
Schrittweite=(b-a)/feinheit;

WFunktionswerte berechnen
x=a:Schrittweite:b;
y=0*x+kappa(dim);

for i=1:dim-1
y=y+kappa(i)*chi2cdf (x,dim-1);
end

% Quantilbestimmung
% Fehler, falls bereich zu klein gewaehlt wurde
if y(feinheit+1l)<=percentage
display(’Rechte Grenze zu niedrig gewaehlt.
Der groesste Funktionswert betraegt:’)
display(y(feinheit+1))
quantil=0;
prozent=0;
elseif y(1)>=percentage
display(’Linke Seite zu hoch gewaehlt.
Der kleinste Funktionswert betraegt:’)
display(y(1))
quantil=0;
prozent=0;
else
% Die Funktion abgleich bestimmt mittels Bisektion das gewuenschte Quantil
[p,prozent]=abgleich(y,percentage) ;
quantil=a+Schrittweitex(p-1);
end
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function [Reihe,vektorWert]=abgleich(vektor,Wert)

% Diese Funktion berechnet das Element des Vektors, der als erster den
% kritischen Wert (hier mit Wert bezeichnet) ueberschreitet.
% Alg. gilt nur fuer monoton wachsende Folgen (Verteilungsfunktionen)

% Reihe gibt an, das wievielte Element der krit. Wert in der Reihenfolge ist
% vektorWert gibt den Wert dieses Elements aus

% Zur Berechnung wird das Bisektionsverfahren verwendet

niedrigerWert=1;
hoherWert = length(vektor) ;

while hoherWert“=niedrigerWert

if hoherWert-niedrigerWert==

vektorWert=vektor (hoherWert) ;

Reihe=hoherWert;

break;

else

Mitte=round(0.5*(hoherWert+niedrigerWert)) ;

if vektor(Mitte)>Wert

hoherWert=Mitte;

elseif vektor(Mitte)<Wert
niedrigerWert=Mitte;

else

vektorWert=vektor(Mitte);

Reihe=Mitte;

break;

end

end

vektorWert=vektor(Mitte);

Reihe=Mitte;

end



Anhang C

MAPLE Datei zur Bestimmung von
ke im Fall S =4

with(LinearAlgebra):
z:=Matrix(10):
for i from O by 1 to 9 do for k from O by 2 to 8 do
x:=(145*i+k/2) /50.:
Aminus1:=Transpose(
< <-exp(x),0,0,0,0>|
<exp(x)/x*(1-x),exp(x)/x,0,0,0>|
<exp(x)*x/2,-exp(x),exp(x)/x,0,0>|
<-exp(x)*x72/6,exp(x)*x/2,-exp(x) ,exp(x) /x,0>|
<exp(x)*x"3/24,-exp(x)*x72/6,exp(x)*x/2,-exp(x) ,exp(x)/x>>):
N:=Transpose(<<0,0,0,0>|<1,0,0,0>|<1,-1,0,0>|<1,0,-1,0>|<1,0,0,-1>>):
qt:=<exp(-x) |x*exp(-x) | 1/2*exp(-x)*x"2|1/6%exp(-x) *x"3|1/24*exp(-x) *x"4>:
q:=Transpose(qt):
qq:=q.qt:
Dminus1:=DiagonalMatrix(q)-qq:
Q:=simplify(Transpose(N).Aminus1.Dminusl.Transpose(Aminus1) .N):
Q:=MatrixInverse(Q):
Ql1,2]:=Q[1,2]/sqrt(Q[1,1]1*Q[2,2]):
Ql1,3]:=Q[1,3]1/sqrt(QL1,1]1*Q[3,3]):
Ql1,4]:=Q[1,4]1/sqrt(Ql1,1]1*Q[4,4]):
Ql2,3]:=Q[2,3]/sqrt(Q[2,2]*Q[3,3]):
Ql2,4]:=Q[2,4]1/sqrt(Q[2,2]*Q[4,4]):
Q[3,4]:=Q[3,4]1/sqrt(Q[3,3]1*Q[4,4]):
Qr2,1]1:=Q[1,2]:
Qr3,11:=Q[1,3]:
Ql4,1]1:=Q[1,4]:
Qr3,21:=Q[2,3]:
Ql4,2]1:=Q[2,4]:
Ql4,3]1:=Q[3,4]:
Ql1,1]:=1:
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Ql2,2]:=1:
QL3,3]:=1:
Ql4,4] :=1:
Korr:=Q:

ergl:=Korr[1,4]*(Korr[1,3]-Korr[1,2]*Korr[2,3])+
Korr[2,4]*(Korr[2,3]-Korr[1,2]*Korr[1,3]):
erg2:=sqrt((1-Korr[1,2] "2-Korr[1,3]"2-Korr[2,3] "2+
2*Korr[1,2]*Korr[1,3]*Korr[2,3])*(1-Korr[1,2] "2-Korr[1,4] "2-
Korr[2,4] "2+2*Korr[1,2]*Korr[1,4]*Korr[2,4])):
Rho34stern:=(ergl-erg2)/(1-Korr[1,2]72):
C:=< <Korr[1,1],Korr[1,2],Korr[1,3]1>]
<Korr[2,1],Korr[2,2] ,Korr[2,3]>|
<Korr[3,1] ,Korr[3,2] ,Korr[3,3]>>:
C:=MatrixInverse(C):
Rho:=<Korr[1,4],Korr[2,4] ,Rho34stern>:

PSI:=C.Rho:
check:=Transpose(Rho) .Ps:
Kegel:=0:

positiv:=0:
negativ:=0:
p:=<0,0,0>:
n:=<0,0,0>:

for j from 1 to 3 do
if (PSI[j1<0)

then negativ:=negativ+1l:
n[negativ] :=j

else
positiv:=positiv+1l:
plpositiv]:=j:

end if:

end do:

Mat21:=< <Korr[1,2],Korr[1,3],Korr[1,4]1>]
<Korr[3,2] ,Korr[3,3],cos(theta)>|
<Korr[4,2],cos(theta) ,Korr[4,4]>>:

Mat22:=< <Korr[2,2],Korr[2,3] ,Korr[2,4]>|
<Korr[3,2] ,Korr[3,3],cos(theta)>|
<Korr[4,2],cos(theta) ,Korr[4,4]>>:

Mat23:=< <Korr[1,1],Korr[1,3] ,Korr[1,4]1>]

<Korr[3,1] ,Korr[3,3],cos(theta)>|
<Korr[4,1],cos(theta) ,Korr[4,4]>>:
sigmal2:=Determinant(Mat21)/sqrt(Determinant (Mat22)*Determinant (Mat23)):
Integral:=-1/4/Pi/Pi*int(arccos(sigmal2),
theta=arccos(Rho34stern) . .arccos(Korr[3,4])):
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Korr[3,4] :=Rho34stern:
if (negativ=0) then
Kegel:=1/4/Pi*(arccos(-Korr[1,2])+
arccos(-Korr[1,3])+arccos(-Korr[2,3])-Pi):
end if:

if (negativ=1) then
Kegel:=1/4/Pix(arccos(-Korr[p[1],n[1]])+arccos(-Korr[p[1],4])+
arccos(~Korr[p[2],n[1]])+arccos(-Korr[p[2],4])-2*Pi):
end if:

if (negativ=2) then
Kegel:= 1/4/Pix(arccos(-Korr[n[1],4])+
arccos(-Korr[n[2] ,4])+arccos(-Korr[n[1],n[2]1]1)-Pi):
end if:

Endergebnis:=evalf (Kegel+Integral) ;

z[i+1,k+1] :=x:
z[i+1,k+2] :=Endergebnis;
end do:

end do:

Z3
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