Technische Universitat Miinchen

ZENTRUM MATHEMATIK

Gemeinsame Modellierung von
Stornierungen und Abschliissen
in der Sachversicherung
mithilfe des
bivariaten Probit-Modells

Diplomarbeit
von

Sylvia Grain

Themensteller/in: Prof. Dr. Claudia Czado

Betreuer: Prof. Dr. Claudia Czado
Christiane Belitz

Abgabetermin: 4. Mai 2005



Hiermit erklére ich, dass ich die Diplomarbeit selbststdndig angefertigt und nur die ange-
gebenen Quellen verwendet habe.

Garching, den 4. Mai 2005



Danksagung

Danken mochte ich der Abteilung PACS der Allianz Versicherungs-AG, die das von uns
untersuchte Datenmaterial zur Verfiigung gestellt hat, und vor allem Herrn Dr. Clemens
Biller, der das Thema dieser Diplomarbeit angeregt und alle meine Fragen stets duflerst
hilfsbereit beantwortet hat.

Ganz besonderer Dank gebiihrt Frau Prof. Dr. Claudia Czado fiir ihre eingehende und
intensive Betreuung. Sie hatte immer ein offenes Ohr fiir meine Anliegen und motivier-
te mich stets aufs Neue. Herzlichen Dank auch an Christiane Belitz vom Institut fiir
Statistik der Ludwig-Maximilians-Universitét, die bei allen Problemen eine kompetente
Ansprechpartnerin war und durch ihre wertvollen Anregungen und Impulse grofien Anteil
am Gelingen dieser Arbeit hatte.

Ein Dankeschon geht auch an Christoph Winter, Mathias Jais und Michael Schroll fiir den
technischen Support und ihre Hilfe in allen Software- und Computerfragen und natiirlich
an meine Familie und Freunde fiir ihre Unterstiitzung.

S.G.



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Univariate binidre Regressionsmodelle
2.1 Das Schwellenwertkonzept . . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. ...
2.2 Das Probit-Modell . . . . . . . . .
2.3 Das Logit-Modell . . . . . . ... ...
2.4 Vergleich von Probit- und Logit-Modell . . . . . . .. ... ... ... ...
2.5 Alternative Modelle . . . . . . . . . . ...

3 Parameterschitzung im univariaten Modell
3.1 Binére Regression als generalisiertes lineares Modell . . . . . . . . . . . ..
3.2 Log-Likelihood und Scoregleichungen . . . . . . . ... .. .. ... ....
3.3 Der IWLS-Algorithmus . . . . . . .. ... ... ...

4 Bivariate bindre Regressionsmodelle

4.1 Das Schwellenwertkonzept im bivariaten Fall . . . . . . . ... ... .. ..
4.2 Das bivariate Probit-Modell . . . . . . . .. ... 0000
4.3  Das bivariate ,,seemingly unrelated“ Probit-Modell . . . . . . . .. .. ..
4.4 Eigenschaften des bivariaten Probit-Modells . . . . . ... ... ... ...
4.5 Alternative Modelle . . . . . . . . . ...

4.5.1 Das bivariate Probit-Modell mit logistischen Randverteilungen . . .

4.5.2 Das bivariate logistische Modell . . . . . . ... ... ... ...

5 Parameterschitzung im bivariaten Probit-Modell
5.1 Log-Likelihood und Scoregleichungen . . . . . . . . . ... ... ... ...
5.2 Existenz und Eindeutigkeit des ML-Schétzers . . . . . . . ... ... ...

11

13
13
14
15

19
19
23
27
28
31
31
32

36
36
41



Inhaltsverzeichnis ii

5.2.1 Die Klasse der korrelierten Vorhersagemodelle . . . . . . . . .. .. 41

5.2.2  Der Maximum-Likelihood-Schitzer B fiir festes P 44

5.2.3 Der gemeinsame Maximum-Likelihood-Schiitzer (3,p) . . . . . . . . 49

5.3 Die Generalized Estimating Equations-Methode . . . . . . .. ... .. .. 52

6 Zusammenhang zwischen Korrelation und Odds Ratio 53
6.1 Der Odds Ratio fiir die bivariate Standardnormalverteilung . . . . . . . . . 53
6.2 Schitzung des Korrelationsparameters p mithilfe des Odds Ratios . . . . . 56
6.3 Der Odds Ratio im bivariaten Probit-Modell . . . . . . . . .. ... .. .. 58

7 Strategien zur Modellierung grofler Datensitze 60
7.1 Identifikation einflussreicher Kovariablen . . . . . . . ... .. ... .. .. 60
7.2 Identifikation wichtiger Interaktionen . . . . . . . . . .. .. .. ... ... 61
7.3 Beseitigung von Kollinearitéten im Datensatz . . . . . .. .. ... .. .. 63
7.4 Vorhersagbarkeit des Response in Kontingenztabellen . . . . . . . . . . .. 65

8 Modellierung stetiger Kovariablen 67
8.1 Modellierung in kategorialer Form . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 67
8.2 Modellierung in stetiger Form . . . . . . . . .. ... 68
8.3 Vergleich von Modellen mit stetigen bzw. kategorialen Kovariablen . . . . . 72

9 Zusammenfassung und Ausblick 73
A Eigenschaften der bivariaten Standardnormalverteilung 75
A.1 Die Dichtefunktion von No(0,%) . . . . . . ... ..o 75
A.2 Die Verteilungsfunktion von No(0,%) . . . . . . .. .. 7
A.3 Die Marginaldichten von No(0,%) . . . . . . .. ... .. oL 78
A4 Weitere Eigenschaften von No(0,%) . . . . . .. . ... 78

B Begriffe und Resultate aus der konvexen Analysis 80
B.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . . .. ..o 80

B.2 Wichtige Teilmengen von R" beziiglich konvexer Funktionen . . . . . . .. 82



Inhaltsverzeichnis

Literaturverzeichnis

83



1 Einleitung

In vielen Anwendungsbereichen dienen sogenannte Regressionsmodelle dazu, den Ein-
fluss verschiedener Merkmale (bezeichnet als Kovariablen, Regressoren oder unabhéngige
Variablen) auf eine beobachtbare zufillige Grofie (Ziel- oder abhéngige Variable) zu be-
stimmen.

Héaufig ist man dabei an erkldrenden Modellen fiir bindre Zielgréflen interessiert, die
nur zwei verschiedene Ausprigungen annehmen konnen. Beispielsweise untersucht man
in den Wirtschaftswissenschaften das Entscheidungsverhalten von Kunden (Kauf oder
Nichtkauf). Epidemiologische Studien dienen dazu, herauszufinden, welche Faktoren das
Phénomen , Erkrankung® bzw. ,Nichterkrankung* beeinflussen. In dieser Arbeit unter-
suchen wir das Verhalten von Versicherungskunden, die sich hinsichtlich der Stornierung
bzw. Nichtstornierung eines laufenden Versicherungsvertrages sowie zwischen Abschluss
bzw. Nichtabschluss eines neuen Vertrages zu entscheiden haben. Ziel ist es dabei, sowohl
die wichtigsten Einflussfaktoren zu bestimmen als auch die Abhéngigkeitsstruktur zwi-
schen beiden Ereignissen zu analysieren. Die Identifikation hoch stornogefidhrdeter bzw.
stark abschluss-affiner Kunden ermoglicht dem Versicherungsunternehmen die Entwick-
lung von zielgenau ausgerichteten Marketing-Kampagnen, die speziell auf solche Kun-
dengruppen zugeschnitten sind. Des Weiteren versuchen wir die Frage zu klédren, ob eine
gemeinsame Modellierung besseren Einblick in das Gesamtverhalten des Kunden gewéhrt
als die separate Modellierung von Stornierungen und Neuabschliissen.

Im ersten Teil dieser Arbeit werden Moglichkeiten zur Modellierung einer einzelnen binéren
Zielvariablen erlautert. Dabei beschéftigen wir uns zunéchst mit dem zugrunde liegen-
den Schwellenwertkonzept und dem allgemeinen theoretischen Hintergrund der Modelle.
Danach stellen wir die haufigsten Modellformen vor. Die Anpassung solcher univariaten
Modelle durch Maximum-Likelihood-Schatzung wird in Kapitel 3 beschrieben. In Kapitel
4 wenden wir uns der gemeinsamen Modellierung zweier binédrer Zielgroflen zu. Wir zei-
gen, wie sich der den univariaten Modellen zugrunde liegende Ansatz auf den bivariaten
Fall ausweiten lédsst. Bei der Vorstellung verschiedener Modelltypen gehen wir besonders
auf das von uns verwendete bivariate Probit-Modell und seine Eigenschaften ein. Die
Maximum-Likelihood-Schétzung in diesem Modell wird in Kapitel 5 néher erldutert. Be-
sonderes Augenmerk richten wir dabei auf Kriterien zu Existenz und Eindeutigkeit eines
Maximum-Likelihood-Schétzers.

Eine anschauliche Moglichkeit zur Interpretation des im bivariaten Probit-Modells auftre-
tenden Korrelationsparameters présentieren wir in Kapitel 6. Dort fithren wir den soge-
nannten Odds Ratio ein und zeigen, dass eine Schitzung der Korrelation mithilfe dieses
Odds Ratios dquivalent ist zur Bestimmung der von Pearson (1901) entwickelten tetra-
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chorischen Korrelation. Anschliefend erldutern wir Strategien, die im Umgang mit sehr
umfangreichem Datenmaterial hilfreich sein konnen. Speziell behandeln wir dabei einige
Probleme, die sich oftmals bei der Modellanpassung ergeben und die auch bei den von
uns betrachteten Daten aufgetreten sind. Ein eigenes Kapitel ist der Modellierung stetiger
Kovariablen gewidmet. Dabei umreissen wir kurz verschiedene Moglichkeiten und gehen
insbesondere auf die von uns verwendeten Polynomialsplines ein. Ein Uberblick iiber ver-
schiedene Arten zur Bewertung und zum Vergleich von Modellen schliefit diesen Abschnitt
ab.

Danach wenden wir uns der konkreten Modellentwicklung aus den von uns betrachte-
ten Versicherungsdaten zu. Nach einer ausfiihrlichen Datenbeschreibung und Explorati-
on erldutern wir zunéchst das schrittweise Vorgehen zur gesonderten Modellierung von
Stornierungen und Abschliissen. Aus diesen Ergebnissen erstellen wir danach bivariate
Modelle. Besonders eingehend beschéftigen wir uns dabei mit der Interpretation und dem
Vergleich der verschiedenen Modelle. Eine wichtige von uns gewonnene Erkenntnis ist
hierbei, dass in bestimmten Kundengruppen eine Stornierung die Entscheidung fiir oder
gegen einen Neuabschluss nicht negativ, sondern auf positive Art beeinflusst. Mit dem Ziel,
solche unter Marketing-Gesichtspunkten besonders interessante Kunden zu identifizieren,
untersuchen wir zum Abschluss dieser Arbeit einige Subpopulationen des Datensatzes auf
die darin vorherrschende Korrelationsstruktur.



2 Univariate binire Regressionsmodelle

In Kapitel 2 wird der theoretische Hintergrund fiir Regressionsmodelle binérer Daten
bereitgestellt. Zunichst soll das allgemeine Konzept einer bindren Regression erldutert
werden. Die beiden wichtigsten und am h&ufigsten verwendeten Modelle werden geson-
dert betrachtet und einander vergleichend gegeniibergestellt. Ein kurzer Uberblick iiber
alternative Moglichkeiten der Modellierung binérer Daten schliefit das Kapitel ab.

Univariate binédre Regressionsmodelle werden in umfassender Form z.B. von Collett (1999)
behandelt. Pindyck & Rubinfeld (1998) und Tutz (2000) geben einen guten Uberblick
tiber die verschiedenen Modelle. McCullagh & Nelder (1989) behandeln die Modellierung

bindrer Daten im Kontext der Theorie der generalisierten linearen Modelle.

2.1 Das Schwellenwertkonzept

Eine beobachtbare bindre Grofle Y erklart man haufig durch die Existenz einer zugrunde
liegenden latenten (also nicht beobachtbaren), stetigen Variablen Z.

Y = 1 wird genau dann beobachtet, wenn die latente Variable Z einen bestimmten Grenz-
oder Schwellenwert 6 unterschreitet (Tutz (2000)). In der Literatur findet sich eine Vielzahl
weiterer Modelle mit latenten Variablen, nicht nur fiir binédre Daten. Einen Uberblick iiber
verschiedenste Anwendungen geben z.B. Bartholomew & Knott (1999).

Fiir binédre Daten erlaubt dieses Konzept eine hochst anschauliche Interpretation des Ein-
bzw. Nichteintretens eines Ereignisses. So kommt ein Schwellenwertmodell hadufig in der
Biometrie zur Anwendung, z.B. bei der Betrachtung der Ereignisse ,,Uberleben* (Y = 1)
und ,,Tod“ (Y = 0) eines Versuchstieres in Abhéngigkeit von der verabreichten Dosis eines
bestimmten Giftstoffes. Die latente stetige Variable Z, die das Uberleben bzw. Nicht-Uber-
leben bestimmt, wird hier als die durch das Gift verursachte (nicht direkt beobachtbare)
Schédigung des Organismus aufgefasst. Bleibt diese unterhalb einer bestimmten Schwelle,
so iiberlebt das Tier; wird diese Schranke jedoch iiberschritten, tritt der Tod ein. Diese
allgemein als ,,Dose-Response Modell“ bezeichneten Modelle stellen eine der ersten An-
wendungen von binéren Regressionsmethoden dar (siehe z.B. Finney (1973) oder Dobson

(1990)).

Im Kontext eines bindren Regressionsmodells mochte man den Einfluss von gewissen

(stetigen oder diskreten) Kovariablen x4, ..., z, auf die bindre Gréfie Y untersuchen und
quantifizieren. Um den Zusammenhang zwischen Y und den Kovariablen herzustellen,
nimmt man an, dass Z sich durch z;,...,2, und eine stetige Storgrofie e beschreiben
léasst.
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Man betrachtet folgendes Modell fiir Y gegeben x4, ..., z,:

Y=1|z1,...,0p <= Z=ay+az1+ -+, +te=a'z+e<0, (2.1)
wobei ¢ = (ap,a1,...,0q,) den zu schitzenden Parametervektor des Modells und
x = (1,x1,29,...,2,) den Kovariablenvektor zur Beobachtung Y bezeichnen.

Sei nun F' die Verteilungsfunktion der Storvariablen e. Dann ldsst sich die Erfolgswahr-
scheinlichkeit P(Y = 1|x) in Abhéngigkeit von den Kovariablen ausdriicken als

PY=1lz)=P(Z<0)=Pld'x+e<f)=Plec<b—a'z)=F(—a'z).

Mit By :=0 — o, B1 = —0u,....0, := —a, und B := (B, B1,...5,)" ergibt sich schlief-
lich der Zusammenhang
P(Y =1|x) = F(B'x) (2.2)

bzw.

FHPY =1lz)] = Bz

Das Skalarprodukt @’x wird als linearer Pridiktor bezeichnet. Die Funktion F~!, die
die Verbindung zwischen dem linearen Priadiktor und P(Y = 1|x) herstellt, nennt man
Linkfunktion.

Es ist sinnvoll, den Zusammenhang zwischen der Erfolgswahrscheinlichkeit P(Y = 1|x)
und den Kovariablen iiber eine Verteilungsfunktion zu definieren, da P(Y = 1|x) auf das
Intervall [0, 1] beschrénkt ist, wihrend es fiir 8’@ keine Einschrankung gibt und prinzipiell
alle Werte zwischen | — 0o, +00[ angenommen werden koénnen.

Setzt man einige wiinschenswerte Eigenschaften von F' wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit
und Monotonie voraus, so bildet F' nicht nur die gesamte reelle Achse auf [0, 1] ab, sondern
gewahrleistet zudem noch eine gute Interpretierbarkeit des Modells, da der Einfluss einer
(stetigen) Kovariablen auf P(Y = 1|x) aus (2.2) unmittelbar ersichtlich ist:

Es gilt
0 OF (B'x) ,
—P(Y =1 = —>0; =1,...,p. 2.
o, ( ) D, By j=1....p (2.3)
>0

Fiir 3; > 0 bedeutet ein steigender Wert von z; aufgrund des monotonen Wachstums von
F also ein Zunchmen dieser Erfolgswahrscheinlichkeit; fiir 3; < 0 sinkt sie dagegen bei
wachsenden Werten von z; ab, wéhrend P(Y = 0|x) = 1 — F(8'x) ansteigt.

Bei obiger Modellformulierung gilt es zu beachten, dass die beiden Parameter # und «y
nicht gleichzeitig identifiziert werden konnen:

Betrachtet man statt 6 eine andere Schranke § = #+§ und parameterisiert man die latente
Variable Z in (2.1) mit dy = ap + 0 anstatt mit g, so erhdlt man wieder Modell (2.2),
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da die Differenz der beiden neuen Parameter unverindert bleibt: 6 — dp = 6 — ag = fo.
Als Konsequenz lésst sich also lediglich der Abstand zwischen den beiden Parametern
bestimmen, wodurch Formulierung (2.2) gerechtfertigt ist. O.B.d.A. kénnte man deshalb
auch # = 0 annehmen. Damit vereinfacht sich die Notation des Modells etwas, insbeson-
dere gilt B8 = —a.

Um das Entscheidungsverhalten eines Individuums zu motivieren, das zwischen zwei Al-
ternativen zu wéhlen hat, findet man vor allem im Bereich der Okonometrie auch h&ufig
das sogenannte Nutzenmazimierungsmodell (Tutz (2000)).

Alternative 1 wird demnach genau dann gewéhlt, wenn deren individueller Nutzen (ausge-
driickt {iber eine Zufallsvariable U;) den von Alternative 2 iibersteigt, also wenn Uy < Uy
gilt. Diese Formulierung impliziert ein Schwellenwertmodell mit der latenten Variablen
7 = Uy — U; und dem Schwellenwert 0. Fiir Alternative 1 entscheidet sich ein Individu-
um also genau dann, wenn Z < 0. Bei Z > 0 wird dagegen Alternative 2 gewéhlt.

Auch die in dieser Arbeit betrachteten Versicherungsdaten legen eine solche Interpretation
nahe: Den beiden Zielvariablen storno und abschluss liegt eine Entscheidung des Versi-
cherungsnehmers zwischen Tétigung und Nichttéitigung eines Stornos bzw. eines Neuab-
schlusses zugrunde. Der Kunde hat dabei abzuwégen, welches Vorgehen fiir ihn niitzlicher
ist: eine Stornierung bzw. ein Neuabschluss (Alternative 1), oder die Beibehaltung des
Status Quo (Alternative 2).

Ausgehend von dem in diesem Abschnitt beschriebenen Grundkonzept ergeben sich aus
der Verwendung unterschiedlicher Verteilungsfunktionen F' verschiedene Modellierungs-
moglichkeiten bindrer Daten. Meist geht man von einer Standardnormalverteilung oder
einer logistischen Verteilung aus. Diese beiden speziellen Modelle werden im Folgenden
néher betrachtet.

2.2 Das Probit-Modell

Beim univariaten Probit-Modell wird die Verteilung F' der Stoérgrofle e als Standard-

normalverteilung spezifiziert mit Dichte ¢(x) = % ¢ ~27" und Verteilungsfunktion O(x).

Ubertragen auf n unabhingige Beobachtungen eines binéren Responses Y;, i = 1,...,n,
lautet das Modell somit

Vi=lle<= Z,=d'z;+¢ <0
mit

¢ X NO,1), i=1,....n,

wobei x; := (1,241, %2, ...,2;) den Kovariablenvektor zur i-ten Beobachtung bezeich-
net.
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Fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit m (x;) := P(Y; = 1]z;) und die Wahrscheinlichkeit eines
Misserfolgs mo(x;) := P(Y; = 0|z;) ergibt sich nach (2.2) in diesem Spezialfall

m(x;) = Ple; < B'xs) = ©(B'xs) -
mo(x;) = Ple; > B'x;) =1 — o(F'x;) (2.5)

fir e=1,...,n.

Die Linkfunktion im Probit-Modell ist ®~!, und es gilt
q)il[ﬂl(w,,;)] = ,6/.’131;.

Die transformierte Wahrscheinlichkeit ®~![r;(x;)] wird auch Probit genannt.

0.5

Dichte der Standardnormalverteilung

0.4

g | P(Y=1)

f(x)

0.2

0.1

L

Abbildung 2.1: 7,(z) = P(Y = 1|x) an der Stelle x = 1.25 fiir § =1

Abbildung 2.1 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Dichtefunktion und Erfolgswahr-
scheinlichkeit fiir nur eine stetige Einflussgroie x und g = 1. m;(z) ergibt sich als Integral
iiber die Dichte zwischen den Grenzen —oo und x. Fiir = 1.25 ist dies in Abb. 2.1
exemplarisch als schraffierte Fliche gekennzeichnet.

Ein Nachteil dieses Modells ist die Integraldarstellung der Erfolgswahrscheinlichkeit, wo-
durch sich die Interpretation des Einflusses einzelner Kovariablen schwierig gestaltet. Zwar
gilt fiir stetige Kovariablen nach (2.3)

0

aﬂfij

P(Y; = las) = 9(B'mi) - 55, j=1,....p,

woraus der marginale Effekt von z;; leicht ersichtlich ist. Fiir kategoriale Kovariablen in
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Dummy-Kodierung ist es jedoch schwierig, deren Einfluss zu quantifizieren:

Sei x eine kategoriale Variable mit M Kategorien. Dann gilt
P(Y =1]x) = ®(By + brx1 + - + Bu—12m-1),

wobei Kategorie M als Referenzkategorie verwendet wird und

1, falls z =i
gm0 T M =1 (2.6)
0, fallsx #1i

die Dummyvariablen bezeichnen.

Der Unterschied in den Erfolgswahrscheinlichkeiten beim Ubergang von Kategorie M zu
Kategorie I, I € {1,..., M — 1} betrégt

O(Bo + Br) — P(Bo)

und ist schwer zu interpretieren.

Das sogenannte Logit-Modell dagegen gewéhrleistet aufgrund der besonderen Struktur
der Linkfunktion eine einfache Interpretierbarkeit aller Kovariablen.

2.3 Das Logit-Modell

Fiir das Logit-Modell geht man von einer logistischen Verteilung mit Dichte bzw. Vertei-
lungsfunktion

_exp(x) _ exp(x)
fle) = 1+ exp(z)]? Fla) = 1 + exp(z) (2.7)
aus. Mit (2.7) gilt nach (2.2)
. oY eXp(,B,ZEi)
m(@i) = F(B'®:) = 5 T exp (B, (2.8)
woraus sich fiir die Linkfunktion im Logit-Modell
Fmi(z;)] = log % =0B'x; (2.9)

ergibt.

Abbildung 2.2 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen logistischer Dichte und Erfolgs-
wahrscheinlichkeit fiir nur eine stetige Kovariable x und § = 1. m(z) ergibt sich als
Integral iiber die Dichte zwischen den Grenzen —oo und x. Fiir x = 1.75 ist dies in Abb.
2.2 exemplarisch als schraffierte Fldache gekennzeichnet.
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0.30
|

Dichte der logistischen Verteilung

f(x)
0.15 0.20 0.25
| | |

0.10

0.05
|

0.00

Abbildung 2.2: 7, (x) = P(Y = 1|z) an der Stelle x = 1.75 fiir =1

Der in der Linkfunktion auftretende Bruch (2.9) stellt das Verhéltnis der Wahrscheinlich-
keiten von Erfolg zu Misserfolg (bzw. von Eintreten zu Nichteintreten eines Ereignisses)
dar:

1 (2;) _ m(x;) _ P(Y; = 1]z;)
1—m(z:) mo(xs) P(Y:=0[x;)

Daher wird dieser Ausdruck als Angabe der Chancen interpretiert: Ist beispielsweise
m(x;) = % und somit mo(x;) = %, so stehen die Chancen 4 zu 1, einen Erfolg bzw.
Misserfolg zu haben. Alternativ kann man auch die logarithmierten Chancen betrachten,

die als Logits bezeichnet werden. Insbesondere gilt Logit(x;) := log <M> .

1—m1(x;)

Da der lineare Pradiktor nach (2.9) gerade die logarithmierten Chancen beschreibt, erlaubt
das Logit-Modell — im Gegensatz zum Probit-Modell — eine relativ einfache Interpretation
der Kovariablen:

Bei nur einer stetigen Kovariablen x und Interzept (3, gilt

T (.T) o exp(ﬁo + ﬂl‘)
T exp(fo + fx)

=k (1 j?fiﬁggf@x)) / (1+6Xp(160+ﬁx)) ~ Pl

und somit Logit(z) = fy + fx.



2.4 Vergleich von Probit- und Logit-Modell 9

Die Verdanderung der Logits bei Anwachsen von z um eine Einheit auf  + 1 lésst sich
damit wie folgt quantifizieren:

Logit(z 4+ 1) — Logit(z) = S + B(z + 1) — (B + Bz) = 3.

Die Verdnderung der Logits ist also konstant und héngt nicht vom Anfangswert x ab. Fiir
die Verdnderung des Verhéltnisses der Chancen ergibt sich entsprechend

< 1 (z+1) >
TmGt)) _exp(fo+ Az +1)) _ 5

(”1_(“)> exp(Bo + Br)

1—m1(x)

Bei einer kategorialen Einflussgrofe « mit M verschiedenen Auspriagungen {1,..., M}
gilt in Dummy-Kodierung

exp(Bo + frxy + - + By—12a—1)

m(@) = 1 +exp(Bo + fix1 + -+ + Pu—12m—1)’
1 7—T17(r:f():c) =exp(Bo + Brr1 + -+ + Bu—1Tm-1)

und somit Logit(z) = By + frzr + -+ - + By—1Tm-1

wobei Kategorie M als Referenzkategorie verwendet wird und z;, i = 1,..., M — 1 wieder
die Dummyvariablen in (2.6) bezeichnen.

Die Verdnderung der Logits beim Ubergang von der Referenz- zu einer anderen Kategorie
I ist daraus sofort ersichtlich:

Logit(I) — Logit(M) =G0+ 61— Bo =01, T€{l,..., M —1}.

Fiir die Veranderung der Chancen ergibt sich entsprechend

(13%)) _exp(bo+01) _ s
( (M) ) exp(fo)

1—m1 (M)

Abgesehen von der besseren Interpretierbarkeit der Kovariablen gleichen sich Probit- und
Logit-Modell stark und liefern auch &hnliche Schéatzergebnisse. Die Griinde hierfiir werden
im folgenden Abschnitt dargelegt.

2.4 \Vergleich von Probit- und Logit-Modell

Wie Abbildung 2.3 zeigt, sind die Dichten und Verteilungsfunktionen von Probit- und
Logit-Modell grundsatzlich dhnlich, jedoch weist die logistische Dichte ,,schwerere® Tails
auf als die der Standardnormalverteilung.
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Beide Verteilungen sind symmetrisch um 0, d.h. es gilt 1 — F(x) = F(—x). Betrachtet
man also P(Y = 0| ) anstatt von P(Y = 1| ), so erhilt man ein Regressionsmodell mit
Parametern —3 anstatt 3, da P(Y =0|z) =1—-P(Y =1|x) =1—- F(B'z) = F(—F'z).

Demzufolge spielt es bei symmetrischen Verteilungen fiir die Modellierung zunéchst keine
Rolle, wie man die Ereignisse ,,Erfolg und , Nichterfolg* definiert, da man stets dasselbe
Grundmodell erhélt, das sich nur in der Parameterisierung unterscheidet. Ein Schwellen-
wertansatz ist mit P(Y = 0) = P(Z > #) also grundsétzlich auch fiir das Uberschrei-
ten eines Schwellenwertes moglich. Speziell fiir den Fall § = 0 ergibt sich unmittelbar

P(Y =0|xz)=P(Z >0)=F(-f'z) = F(dz).

1.0

— Standardnormalverteilung

— Dichte der Standardnormalverteilung - logistische Verteilung

----- Dichte der logistischen Verteilung

05
!

04

03
!

04

0.1

0.0
0.0
|

Abbildung 2.3: Dichten bzw. Verteilungsfunktionen von Probit- und Logit-Modell

Des Weiteren ist zu beachten, dass die logistische Verteilung eine Varianz von 72/3 auf-
weist, wihrend sie bei der Standardnormalverteilung 1 betragt. Die geschéitzten Parameter
beider Modelle sind also nicht direkt miteinander vergleichbar. Um dies zu ermdglichen,
ist eine Standardisierung der logistischen Verteilung notig. Die Parameter 3 im standar-
disierten Modell unterscheiden sich von jenen des nicht standardisierten Modells um den

Faktor 7//3, also B8 = 3 7/V/3.

Dieser Zusammenhang ist folgendermaflen ersichtlich: Im Logit-Modell gilt mit der bisher
verwendeten Notation

_ _ _ N N Z Blw _ B/m
m(z) =P =1|z) = F(Bz)=P(Z < flx) =P (W/\/ﬁ = 77/\/§> - <7r/\/<§2)1(’))

wobei F' die logistische Verteilungsfunktion der latenten Variablen Z und F die Vertei-

lungsfunktion der standardisierten latenten Variablen ML\/:; bezeichnet.
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Setze ‘/75[‘3 := 3, dann folgt aus (2.10)
m(z) = F(Bz) = F(B),

Das nicht-standardisierte Logit-Modell mit Parametervektor 8 ist also dquivalent zu ei-
nem standardisierten Modell mit den Parametern 3.

Abbildung 2.4 zeigt, dass die Verteilungsfunktionen des Probit- und des standardisierten
Logit-Modells dhnlich verlaufen, so dass beide Modelle auch dhnliche Schétzergebnisse
liefern. Damit sind die Parameterschéatzer des nicht-standardisierten Logit-Modells also
in etwa um den Faktor 7/ V3 grofer als die des Probit-Modells.

10

— Standardnormalverteilung
-- standardisierte logist. Verteilung

04

00
1

Abbildung 2.4: Verteilungsfunktionen von Probit- und standardisiertem Logit-Modell

Eine Unterscheidung zwischen Probit- und Logit-Modell anhand eines Goodness-of-Fit
Kriteriums ist daher dufierst schwierig, wie z.B. Chambers & Cox (1967) néher ausfiihren.

2.5 Alternative Modelle

Neben der Standardnormalverteilung und der logistischen Verteilung, die am haufigsten
verwendet werden, gibt es noch eine Vielzahl weiterer Verteilungsfunktionen, die zur Mo-
dellierung herangezogen werden konnen. Einige davon werden in diesem Abschnitt kurz
vorgestellt.
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o Lineares Wahrscheinlichkeits-Modell:

Beim linearen Wahrscheinlichkeits-Modell wird eine Gleichverteilung auf dem Inter-
vall [0, 1] verwendet, mit Verteilungsfunktion

0, fallsz <0
Flz)=<z, falls0<z<1
1, fallsx>1.

Setzt man voraus, dass B'x; stets in [0, 1] liegt, so ergibt sich ein direkter, linearer
Zusammenhang zwischen 7 (x;) und dem Pradiktor:

Wl(wi):,@'wi, izl,...,n.

Dies stellt eines der ersten Regressionsmodelle fiir bindre Daten dar. Fiir eine einge-
hendere Behandlung, auch anhand eines Beispiels, siehe z.B. Pindyck & Rubinfeld
(1998). Da die getroffene Einschrinkung B'z; € [0, 1]fiir allei = 1,...,n in der
Praxis aber nur schwer einzuhalten ist, ist man inzwischen von der Verwendung
dieses Modells abgekommen.

e Minimum-Extremwertmodell:
Beim Minimum-Extremwertmodell verwendet man
F(z) =1 — exp[— exp(z)]

als Verteilung (auch als Gompertz-Verteilung bekannt). Dieses Modell wird auch als
komplementires log-log Modell bezeichnet, da fiir die Linkfunktion F~![m (x;)] =

log[—log (1 —mi(x;))] = B'x; gilt.

¢ Exponentialmodell:

Beim Exponentialmodell wihlt man als Verteilungsfunktion die der Exponentialver-
teilung mit Parameter \ = 1,

F(z) =1—exp(z).

In Tutz (2000) findet sich hierfiir eine spezielle Motivation iiber ein Wartezeitmo-
dell. Des Weiteren lésst sich dieses Modell auch iiber die Reduktion einer Poisson-
verteilten Beobachtung Y auf eine dichotome Variable Y* erkldren mit Y* = 0 fiir
Y =0, und Y* =1 sonst.



3 Parameterschitzung im univariaten Modell

In diesem Kapitel wird dargestellt, wie sich binédre Regressionsmodelle in den Kontext der
Theorie der generalisierten linearen Modelle einfiigen. Die GLM-Darstellung der Bernoulli-
bzw. Binomialdichten wird zur Herleitung der Log-Likelihood und der Score-Gleichungen
verwendet. Anschlieffend erldutern wir den fiir GLMs standardméfig verwendeten Schétz-
algorithmus fiir den Spezialfall der Binomialverteilung. Eine Einfithrung in die Theorie der
generalisierten linaren Modelle geben z.B. Dobson (1990) oder Fahrmeir & Tutz (1994).
Eine umfassende Diskussion der GLMs findet sich in McCullagh & Nelder (1989).

3.1 Bindre Regression als generalisiertes lineares Modell

Die GLM-Theorie behandelt Regressionsmodelle fiir Daten mit Response-Dichten der

Form
F(4.€.6) = exp %wm@ (3.1)

mit verteilungsspezifischem Parameter £, Dispersionsparameter ¢ sowie bekannten Funk-
tionen a(-), b(+) und ¢(-) . Dazu gehort die Normalverteilungsdichte genauso wie die Poisson-
oder die Gammadichte. Auch die Bernoulli- und die Binomialdichte mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit 7 fallen in diese Klasse:

Sei Y ~ Bernoulli(7), dann gilt

P(Y =y)=nY(1—m)'"" =exp[y logm + (1 — y)log(1l — )]
7r
=exply log(m) +log(1 — 7)]. (3.2)
Hierbei ist ¢ =log(7%), a =1, b= —log(1 — m) =log(1 + e%) und ¢ = 0.
Fiir Y ~ Bin(n, ) gilt

P(Y =y) = (Z) 71 —71)"Y = exp[y logm + (n — y) log(1 — ) + log (Z)}

= exply log(&) + nlog(l — ) + log <Z)}

= exp [y/n log(%z)/: log(1 — m) + log (Z)] . (3.3)

13
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Eine GLM-Dichte ergibt sich demnach nur fiir Y := Y/n ~ w, also fiir die relative
Héaufigkeit des Erfolges. Dabei ist

£ =log(%;), ¢ =mn, a(¢) = 1/n, b= —log(l — m) = log(1 + e*) und ¢(¢,y) = (Z) .

Die in McCullagh & Nelder (1989) fiir generalisierte lineare Modelle entwickelten Like-
lihoodgleichungen und der dort beschriebene Schétzalgorithmus werden nun speziell fiir
binédre Daten betrachtet.

3.2 Log-Likelihood und Scoregleichungen

Die Log-Likelihood fiir n unabhéngige bindre Beobachtungen Y; mit jeweils zugehorigem
Kovariablenvektor ; und Erfolgswahrscheinlichkeit m (x;) ,i = 1,...,n, ergibt sich aus
der GLM-Darstellung (3.2) einfach als

& 1)
IOgH P yl|:I:, = ; |:yz log(m + log(l — Tl(mi))
mit 71 = (mi (1), mi(22), ... ,wl(mn))/ und y; € {0,1}, ¢ = 1,...,n. Dabei hingt [(8)
nur durch m(x;) von B ab.

Im Kontext eines Regressionsmodells mit kategorialen Kovariablen bietet es sich jedoch
an, die n Einzelbeobachtungen zu gruppieren, d.h. Beobachtungen, die denselben Kova-
riablenvektor x;, also auch dieselbe Erfolgswahrscheinlichkeit m(x;) aufweisen, zusam-
menzufassen. Auf diese Weise entstehen k < n verschiedene Gruppen.

Sei nj, j = 1,...,k die Gesamtanzahl von Beobachtungen in der j-ten Gruppe. Es gilt

Z?Zl n; = n. Bezeichne ferner Y die Anzahl von Beobachtungen in der j-ten Gruppe

mit Y; = 1. Dann sind die Y}* jeweils binomialverteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit  (z;)
und n; Versuchen, j =1,..., k. Fiir die Log-Likelihood gilt daher nach (3.3)

k k

(y;/n;) log(72%L0) 1 log (1 — m () n;
1(B) =log [ [ POV} = yjlae5) = = (1}7)1 ( )Hog(y;)

j=1 7j=1

(3.4)
mit mwy 1= (m(zvl),m(zcz), .. ,Wl(wk))’ und y; € {0,...,n;}, j=1,... k.

Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir gruppierte Daten ist jener Parametervektor B € RP
der [(3) in (3.4) maximiert.

Der gesuchte Vektor B muss also notwendigerweise
ol

1 0 (3.5)
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erfiillen. Es gilt

s 2 5 5 toe( T2 ) g ol — me)]| -
) Z ST A ) 7 - Z oyl B T

Setzt man (3.6), die sogenannten Scoregleichungen, gleich Null, so erhélt man ein nicht-
lineares Gleichungssystem, das nur iterativ iiber ein numerisches Verfahren zu 16sen ist.
Die Maximum-Likelihood-Schétzer der Parameter im univariaten Probit- und auch Logit-
Modell bestimmt man im Kontext der Theorie der generalisierten linearen Modelle (GLM)
unter Verwendung des sogenannten IWLS-Algorithmus, den wir im folgenden Abschnitt
vorstellen.

3.3 Der IWLS-Algorithmus

Im Allgemeinen werden die Scoregleichungen mittels der Fisher-Scoring Methode (ei-
ner speziellen Form des bekannten Newton-Verfahrens zur Minimierung von Funktionen)
gelost. Fiir Dichten der Form (3.1) stellt man jedoch fest, dass dieses Vorgehen &qui-
valent zu einer iterativen gewichteten Kleinste-Quadrate Schitzung ([terative Weighted
Least Squares) ist. Dabei ist die Zielvariable eine linearisierte Form der Linkfunktion; als
Gewichte werden Funktionen der angepassten Werte beniitzt.

Iterativ ist dieses Vorgehen deshalb, weil sowohl die Zielvariable als auch die Gewichte
von den angepassten Werten abhéngen, fiir die es jeweils nur eine aktuelle Schéitzung
gibt. Ausgehend von diesen Werten bestimmt man neue Parameterschitzer, aus denen
sich wiederum eine neue Zielvariable und neue Gewichte ergeben.

Fiir £ unabhéngig binomialverteilte Beobachtungen Y; ~ Bin(n;, m(xz;)), 7 = 1,...,k
stellt sich der Prozess folgendermaflen dar:

Sei Bo der aktuelle Parameterschiitzer, 7% = ,@;azj die aktuelle Schiatzung des linearen

Pradiktors der j-ten Beobachtung und 7?10 = F (,@émg) bezeichne die aktuelle Schatzung
der Erfolgswahrscheinlichkeit der j-ten Beobachtung, j =1,... k.

e Schritt 1:

Berechne die momentanen Zielvariable 2° := (2, 29, ..., 2)" mit

Q = AQ . LT 0‘] _—
Z] . T’] + (y] /nj T ) (dﬂ_l ) . ’
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wobei (aa—;’l) die Ableitung der Linkfunktion an der Stelle 7Y bezeichnet.
05

Im Falle des Logit-Links ergibt sich die (am Punkt 77 auszuwertende) Ableitungs-

funktion als 5 .
Ui
= 3.7
871'1 7T1<1 — 7T1> ’ ( )

fiir das Probit-Modell dagegen als

e Schritt 2:

Berechne die momentanen Gewichte

. . -1 -1
0._ ﬁ{)](l_ﬁfj) dn ? — v dn ?
T 1" \dm
J 1/ 05 1/ 05

20 0=a)

nj

mit Vp; 1= . Da

1 1 m (1 —m)
= Var(Y) = — (1 — ) = e Ty
n? ar( ]) n? 1 mi( ) n

Var(Y;/n;) =

gilt, handelt es sich bei Vp; also um die aktuelle geschétzte Varianz von Y;/n;. Im
Logit-Modell vereinfachen sich die zu berechnenden Gewichte unter Verwendung
von (3.7) zu _ A

w? =mn; a7 (1— 7).

e Schritt 3:

Regressiere 2% auf die Kovariablenvektoren @y, ...,z unter Verwendung der Ge-

wichtsmatrix W0 := diag(wy,wy,...,w?). Nenne die resultierenden Parameter-

schittzer 3,. Es gilt 3, = (X’W°X) "L X'W02°. Dabei ist die Designmatrix X
definiert als X = (xq1,...,xg)".

e Schritt 4:

. .. . .. . A s / .
Berechne die neuen geschétzten linearen Préadiktoren njl = (B,x; und die neuen

geschiitzten Erfolgswahrscheinlichkeiten 7,7 := F (Biwj)

e Schritt 5:

Gehe zu Schritt 1. Wiederhole solange, bis die Verdinderung in den Schétzern klein
genug ist.
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Um geeignete Startwerte zu erhalten, beniitzt man oftmals die Daten y; und n;, aus denen
man iiber die Linkfunktion 77 := F~*(y;/n;), j =1,...,k berechnen kann.

Im Allgemeinen konvergiert dieser Prozess, allerdings konnen in bestimmten Féllen Pro-
bleme hinsichtlich Existenz und Eindeutigkeit von B auftreten. Diesbeziiglich gibt es zahl-
reiche Resultate (siehe z.B. Haberman (1977) oder Wedderburn (1976)). Dabei kommt es
nicht nur auf die Gestalt der Log-Likelihood bzw. der Linkfunktion an, sondern auch auf
die jeweilige Datenkonstellation. Fiir ungruppierte Daten nennt Silvapulle (1981) hinrei-
chende und notwendige Kriterien, den Fall gruppierter Daten behandeln z.B. Fahrmeir &
Tutz (1994). Auf diesen Fall wollen wir hier nidher eingehen:

Seien die Daten also im Folgenden wieder gruppiert mit & Beobachtungen Y = y;, wobei
Y; ~ Bin(n;,m(x;)), j = 1,..., k. Ferner gelte fiir die dem Modell zugrunde liegende
Verteilungsfunktion F) dass F' und (1 — F') log-konkav sind, d.h. dass log F' und log(1— F’)
konkav sind. Dies erfiillen z.B. der Probit-, aber auch der Logit-Link sowie die kom-
plementére log-log-Funktion. Zudem setze man voraus, dass die Designmatrix X vollen
Rang hat. Unter diesen Bedingungen existiert ein endliches und eindeutiges ,B, das die
Log-Likelihood maximiert, genau dann, wenn das Ungleichungssystem

/
v Bwg 20, (3.8)
(nj—y;)-Bx; <0, j5=1,...,k
nur die triviale Losung 3 = 0 besitzt. Anschaulich bedeutet dies, dass kein endlicher ML-
Schitzer existiert, wenn es eine Hyperebene @'z = 0 gibt, die die Daten der Erfolge von
den Daten der Nichterfolge trennt. Den Beweis hierfiir fiihren Albert & Anderson (1984)
bzw. Santner & Duffy (1986).

Abbildung 3.1 zeigt einen solchen Datensatz mit zwei Kovariablen. Die Kovariablenkon-
stellationen x; der Erfolge liegen stets oberhalb (im mit ,+“ gekennzeichneten Bereich)
oder auf der Geraden B’ = 0, wihrend die Kovariablenwerte x; aller Nichterfolge un-
terhalb (im mit ,—* gekennzeichneten Bereich) oder genau auf der Geraden liegen. In
Abbildung 3.2 ist es dagegen unmoglich, die Erfolge und Nichterfolge durch eine Gerade
raumlich voneinander zu trennen. Die Daten zu Erfolgen und Misserfolgen iiberlappen
sich hier; sie sind sozusagen gut ,,durchmischt“. In diesem Fall existiert ein eindeutiger
ML-Schétzer B

Da der ML-Schétzer zumindest asymptotisch existieren muss (Fahrmeir & Tutz (1994)),
kann das Problem der Nichtexistenz in groflen Stichproben iiberwunden werden. Falls der
betrachtete Datensatz geniigend grof} ist, erhélt man also meist gute Ergebnisse.
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Abbildung 3.1: Datenkonstellation, bei der Erfolge und Misserfolge durch die Gerade
B'x = 0 getrennt werden .
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Abbildung 3.2: Datenkonstellation, bei der Erfolge und Misserfolge nicht separabel sind.



4 Bivariate bindre Regressionsmodelle

Fiir die Modellierung einer einzelnen bindren Zielvariablen gibt es also, wie im vorhe-
rigen Kapitel gezeigt wurde, eine Vielzahl von Méglichkeiten, die in der Praxis duferst
brauchbare Ergebnisse liefern.

Héufig ist man allerdings nicht nur an einem, sondern an mehreren Zielmerkmalen gleich-
zeitig interessiert: Ein multivariater bindrer Response ergibt sich beispielsweise bei Lang-
zeitstudien, in denen das Auf- oder Nichtauftreten eines bestimmten Sachverhaltes zu
mehreren Zeitpunkten untersucht wird. Solche Daten betrachten z.B. Glonek & McCul-
lagh (1995): in vier aufeinanderfolgenden Jahren wurden 537 Kinder hinsichtlich des Auf-
tretens von Kurzatmigkeit in Abhéngigkeit vom Rauchverhalten der Mutter untersucht.
Als Beispiel aus der Okonomie sei die von Morimune (1979) verwendete ,,Panel Study of
Income Dynamics* des Survey Research Center, University of Michigan, erwéhnt. Hierbei
wurden in Abhéngigkeit vom Familieneinkommen zwei Zielgroflen betrachtet, von denen
die erste den Wert 1 annimmt, falls die Familie ein eigenes Haus besitzt, und 0 sonst,
wahrend die zweite Variable angibt, ob das Haus mehr als 5 Zimmer hat oder nicht.
Auch in der Biometrie finden sich solche multivariaten Daten, z.B. bei der , Belgian In-
teruniversity Research on Nutrition and Health (BIRNH) study“ , in der die Rauch- und
Trinkgewohnheiten von 10341 Testpersonen gleichzeitig untersucht wurden (Lesaffre &
Molenberghs (1991)).

Wie spéter in diesem Kapitel erlautert wird, ist es im Allgemeinen keinesfalls ausreichend,
fiir jede einzelne Komponente des Responses ein separates univariates Modell aufzustellen.
Deshalb miissen fiir multivariate bindre Zielvariablen ganz eigene Methoden zur Model-
lierung bereitgestellt werden.

Hier setzen wir uns mit bivariaten bindren Daten auseinander. Wir zeigen auf, wie sich
der im vorherigen Kapitel vorgestellte Ansatz zur univariaten Modellierung auf den biva-
riaten Fall ausweiten ldsst. Anschliefend wird das auf einer bivariaten Normalverteilung
basierende bivariate Probit-Modell ndher erlautert. Am Ende des Kapitels werden kurz
alternative Modelle dargestellt.

4.1 Das Schwellenwertkonzept im bivariaten Fall

Da der im univariaten Fall eingefiihrte Schwellenwertansatz héchst anschaulich und gut
interpretierbar ist, bietet es sich an, diesen auf den bivariaten Fall zu iibertragen.

19
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Man betrachte also im Folgenden n unabhéngige Beobachtungen eines bivariaten binédren
Responses Y; := (Yi1,Yi2)’, ¢ = 1,...,n. Wir nehmen an, dass jeder Beobachtung eine
ebenfalls bivariate, latente, in beiden Argumenten stetige Zufallsvariable Z; := (Z;1, Z;2),
1 =1,...,n zugrundeliegt. Y;; nehme den Wert 1 an, wenn Z;; eine bestimmte Schwelle
1 unterschreitet; Yjo = 1 trete genau dann ein, wenn Z;» < 6, gilt. Z;; soll sich wieder
tiber die Kovariablen z;1, ..., z;, und eine Storgrofle €;; , j = 1,2 ausdriicken lassen. Dieses
bivariate Schwellenwertmodell kann man folgendermafien formulieren:

Y;l = 1|wi = Zil = 9 + Q11T + - +Oélpilfip + €1 = a’lmi + €1 § 91, 1= 1, Ce 711(4‘1)
Yio = 1|@i & Zin = qop + Q@i + -+ + QopTip + €0 = 0y + €50 < Oy, i =1,...,n(4.2)

x; = (1,241, %2, ..., x;)" bezeichnet hierbei wieder den Kovariablenvektor zur i-ten Beob-
achtung Y; . Zudem nimmt man an, dass die Storgrofien €; := (€1, €;2) unabhéngig sind fiir
alle ¢ = 1,...,n. Innerhalb einer Beobachtung ¢ miissen ¢;; und ¢;5 allerdings keinesfalls
unabhéngig sein.

Im bivariaten Schwellenwertmodell ergeben sich vier verschiedene Responsekombinatio-
nen. Ihre jeweiligen Wahrscheinlichkeiten sind

m(x;) - = P(Ya =1,Y = 1l|a;) = P(Ziy <01, Zin < 0s) (4.3)
= Pleg < 01 — aj@;, €2 < 0y — abx;) = Pleg < Bix;, €2 < Bhx;)

mo(x;) 1 = P(Yan =1,Y0 = 0|x;) = P(Zy < 01, Zi3 > 6s) (4.4)
= P(ein <01 — ajxy, €0 > 0y — aqx;) = Pley < Bz, €2 > Byx;)
To1(xi) : = P(Yiy = 0,Yip = 1|x;) = P(Zin > 01, Zip < 0) (4.5)
= P(ein > 01 — &y, €2 < 0y — aqx;) = Ple > Bla, € < Byx;)
7T00<33i) = P(Yzl = 0, }/;'2 = 0|QZZ) = P(le > 01, ZiQ > 02) (46)
= Plen > 61 — @i, €2 > 0y — o) = Pley > Blxi, e > Boxy),
wobei B, := (Bjo, Bj1,- -+, Bjp)’ € RPFL j=1,2 die interessierenden Parametervektoren

bezeichnet mit
Bjo :=0; — ajo, Bjn =~y ..., Bip = —aqyp, j=1,2.

Die Interpretation der vier auftretenden Wahrscheinlichkeiten ist im bivariaten Schwellen-
wert-Modell also relativ einfach: Die beiden Werte 3] @; und B,x; unterteilen die zweidi-
mensionale Ebene in vier Quadranten. m;(x;), m10(2:), mo1(2;) und mo(x;) entsprechen
den Wahrscheinlichkeiten jeweils eines dieser Quadranten. Die Kovariablen bestimmen da-
bei die Lage des Teilpunktes (3)x;, B52;) und damit, wieviel Wahrscheinlichkeitsmasse
auf die einzelnen Quadranten entféllt. In Abbildung 4.1 ist dieser Sachverhalt graphisch
dargestellt.
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Abbildung 4.1: Unterteilung der Ebene in vier Quadranten durch den Punkt (B x;, Byx;).

Sei F' die gemeinsame Verteilungsfunktion von (€1, €;2). Diese Funktion F' wird wieder
dazu benutzt, den Zusammenhang zwischen den auftretenden Wahrscheinlichkeiten und
den Kovariablen zu beschreiben: Aus (4.3) ergibt sich analog zum univariaten Fall

71—11(337:) = F(ﬂllmw/gémz) ) 1=1,... 1 (47)

Die iibrigen Wahrscheinlichkeiten lassen sich mithilfe der marginalen Verteilungen F; von
€j, j = 1,2 bestimmen. Setze m4(x;) = P(Yi = 1|x;) bzw. myq(x;) := P(Yie = 1]x;)
als marginale Erfolgswahrscheinlichkeiten. Diese ergeben sich zu

7T1+(.’B,,;) = P(Y;l = 1|w1) = P(le < 91) = P(Eil S ,6/1581) = Fl(ﬁllwz), (48)

mi(@i) = P(Vio = Us) = P(Ziy < 63) = Ple < Bhs) = Fu(Byms).  (49)

Offensichtlich gilt
P(ein < Bla;) = Plen < Bixs, in < Box;) + Plen < Bizs, €2 > Box;) (4.10)

Pl(ein < Box;) = Plen < Bizs, €2 < Box;) + Plen > Blxs, € < Box;) (4.11)

und

P(en < Biz;, €2 < Box;) + Plen < Biaxs, € > Box;)
+P(€i1 > ,3/1.’1}1, €0 < ,3/2.’1}1) + P(Eil > ﬁll.’,ﬂ,,,, €0 > ,6/2.’,6.,,) = 1. (412)
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Unter Verwendung der Definitionen (4.3)—(4.6) und (4.8)—(4.9) lassen sich (4.10) und
(4.11) umformulieren zu

mo(®:) =my (2:) — T (®s) = Fi(Bi2:) — F(B)2:, Byx:) (4.13)
7T01(~’Di) :7T+1(33i) - Wll(ivi) = F2(ﬁ/233i) - F(/Bllw'b 5/23%) (4-14)

und aus (4.12) ergibt sich

Too(s) =1 — m1(2;) — mio(@s) — mor(xs) = 1 — mip(25) — T (25) + mia(5)
1 B (Bs) - FaBys) + F(Bias, Bys). (4.15)

Wie aus (4.8) und (4.9) klar ersichtlich ist, besteht das bivariate Schwellenwert-Modell
also marginal aus zwei univariaten Modellen mit der jeweiligen Linkfunktion F, ' bzw.
Fy . Es reicht im Allgemeinen jedoch keinesfalls, nur die beiden marginalen Modelle fiir
die einzelnen Response-Komponenten anzupassen und

P(Yz‘l = Y1, Yio = yz2|mz) = P(Yz‘l = yzl|$z) : P(Yiz = yz2’wz) (4'16)

fir y;1,52 = 0,1 zu setzen, da man dabei die Abhéngigkeitsstruktur von Y;; und Y,
vollkommen vernachléssigt. Dieses Vorgehen ist deshalb nur im Falle zweier unabhéingiger
Zielvariablen innerhalb einer Beobachtung gerechtfertigt, denn nur in diesem Fall gilt

F(Eil, 61’2) = Fl(ﬁil) : FQ(EiQ)

fiir alle ¢ und damit (4.16). Bei vielen Anwendungen lasst sich diese Annahme allerdings
nicht bedenkenlos treffen, so z.B. bei Studien iiber Zwillingspaare. Auch bei Untersuchun-
gen, die am selben Individuum vorgenommen werden, kann man im Allgemeinen nicht
von unkorrelierten Responses ausgehen. Ein Beispiel hierfiir ist das Auftreten bzw. Nicht-
auftreten einer Erkrankung des linken bzw. rechten Auges einer Testperson (vgl. Liang
et al. (1992)).

Bei dem in dieser Arbeit untersuchten Datensatz muss man zunéchst ebenfalls von einer
Korreliertheit der beiden Ereignisse storno und abschluss ausgehen: Es ist nicht auszu-
schliefen, dass sich ein bereits getétigtes Storno negativ auf die Entscheidung des Kunden
auswirkt, einen neuen Vertrag abzuschlieBen. Ebenso wird man intuitiv vermuten, dass
bei Kunden, die gerade einen weiteren Vertrag abgeschlossen und damit ihr Vertrauen in
das Versicherungsunternehmen bekundet haben, eine Stornierung weniger wahrscheinlich
ist. Daher muss durchaus ein (negativer) Zusammenhang zwischen beiden Variablen in
Betracht gezogen werden.

Fiir die konkrete Modellierung stellt sich die Frage nach einer geeigneten bivariaten Ver-
teilungsfunktion. Haufig verwendet man eine bivariate Standardnormalverteilung F'. Das
resultierende Modell bezeichnet man - in Anlehnung an den univariaten Fall - als bivaria-
tes Probit-Modell.
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4.2 Das bivariate Probit-Modell

Beim bivariaten Probit-Modell spezifiziert man die gemeinsame Verteilung F' der Stor-
groflen €;; und ¢;5 als bivariate Standardnormalverteilung mit Korrelationsparameter p;,

also
€i1 0 . 1 Pi .
DTG T B —

wobei ¥; die Kovarianzmatrix zur i-ten Beobachtung bezeichnet.

Marginal gilt folglich
e; ~N(0,1), j=12. (4.18)

Daraus folgt fiir Z;; = ojx; + €5, j = 1,2 die gemeinsame Verteilung als

() = (@) G
und die marginale Verteilung als

Waihrend man innerhalb einer Beobachtung also von korrelierten Zielvariablen ausgeht,
nimmt man bei verschiedenen Beobachtungen jedoch an, dass diese unabhéngig sind, also
dass

1, fallsi=k, j=1
corr(€;j, €) = § p;, fallsi=k, j#1
0, fallsi#k
fir o,k=1,...,n und j,l =1,2 gilt.

Die Wahrscheinlichkeit 7 (2;) berechnet sich mit (4.7) und (4.17) iiber die Dichte der
bivariaten Normalverteilung als

m(x;) = / / m exp {—5 (;i) ¥, 7! (El;) } degodes
—00 —00 ™ i [ )

2 2
—(€en® — 2pi€n€in + €i2%)

Bix:  pBhw; 1
L sy e
oo v 21/ (1= p2) 2(1-p:?)

} dEZ’Q dEﬂ

= @2(5’1%, ,3/2331', Pi) ) (4-19)

wobei ®y(wq,ws, 0) die Verteilungsfunktion der bivariaten Standardnormalverteilung an
der Stelle (w;, ws) mit Korrelation o bezeichnet.
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Abbildung 4.2: Dichten der bivariaten Standardnormalverteilung mit
Korrelationsparametern o = 0.01, 0.5, 0.75 und 0.95

Abbildung 4.2 zeigt exemplarisch einige Dichtefunktionen der bivariaten Standardnormal-
verteilung mit Korrelationsparametern o = 0.01, 0.5, 0.75 bzw. 0.95.

In Chib & Greenberg (1998) wird auf die Notwendigkeit einer Parameterisierung von ¥;
in Korrelationsform hingewiesen, da sonst Probleme mit der Identifizierbarkeit der Para-
meter auftreten, wie wir jetzt zeigen. Sei die Verteilung von (€;1, €;2) nicht standardisiert
mit Var(e;;) = 0412, Var(e;n) = 022 und Cov(e;y, €2) = pi0i102, also

€1 0 | on® pioinoi
(Ez’z) Nz ((0> = <pi0i10i2 Oig” )) .

Dann gilt mit der Substitution €;; := ;7—11, €ig 1= ;’—"; und B, = %, By = 5—22 :

Bizi  Byx; ‘Qi‘—% 1 (en ' —1 (€1
7T11(€Ui>:/oo /Oo v exp{—§ (Qz) Q; (en)}dEiQdﬁil

Bz rBhx; [0'1'1(712]_1 —1 61'12 2Pi€z‘1€i2 61’22
= ——————— exp 5 5~ + — | ¢ deiaden
- e om /(1 _ sz) 2(1 — P ) 031

041042 ()

/Bllil?i /B;wi 1 { €1 — 26061 + €5 } dédé
_ —— exp{ — €;1A€;2 .
—o Joso 2my/(1 = pi?) 2= p%) o
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Jedes nichtstandardisierte Modell mit Parametern 3,3, ldsst sich also durch einfache
Transformation auf ein dazu dquivalentes standardisiertes Modell mit neuen Parametern
,(;’1, ,52 zuriickfithren, so dass deren Eindeutigkeit nicht mehr gewéhrleistet ist. Eine Pa-
rameterisierung in Korrelationsform garantiert dagegen die eindeutige Identifizierbarkeit
der Parameter.

Die iibrigen Wahrscheinlichkeiten myo(;), mo1 () und moo(2;) kann man nach (4.3)—(4.6)
ebenfalls {iber die Dichte der bivariaten Standardnormalverteilung berechnen als

2 2
—(€1” — 2pi€n€in + €2°)

Bix; oo 1
Tio(xs) = ——————  exp
N N A I e

} dejodes

2 2
—(€1” — 2pi€n€in + €2°)

0 Bhx; 1
R e w——
Blx; J—oo 2T (1 — pf) 2<1 - piz)

Y 1 —(en”® — 2pi€qcin + €0
Too(5) = / / e &XP { (e Ak 1622 +é) } depde;y
Bia: Sy 21/ (1 = pi?) 2(1 - p:?)

Abbildung 4.3 zeigt die Niveaulinien einer bivariaten Standardnormalverteilung und die
vier durch den Teilpunkt (3|x;, B5x;) erzeugten Integrationsbereiche, die den auftreten-
den Wahrscheinlichkeiten zugrundeliegen.

} dejode;

P(Y1=1,Y;,=0) P(Y;1=0,Y;=0)

P(Y;=1,Y;=1) : P(Y;1=0,Y;=1)

Abbildung 4.3: Niveaulinienplot einer Standardnormalverteilung und die vier durch den
Teilpunkt (3, x;, 35x;) erzeugten Integrationsbereiche.
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Anstatt durch die — relativ aufwéndige — Auswertung eines Doppelintegrals lassen sich
die drei iibrigen Wahrscheinlichkeiten aber auch auf einfachere Art und Weise bestimmen,
sofern man 7y (x;) = ®o( B4, B52;, p;) schon kennt:

Da €;; und €;5 nach (4.18) marginal standardnormalverteilt sind, ergeben sich aus (4.8)
und (4.9) zunéchst 714 (x;) und 741 (x;) zu

T (i) = P(Ya = la;) = @(814) , (4.20)

me(zs) = P(Ye = 1|zs) = @(Bos) (4.21)

wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der univariaten Standardnormalverteilung bezeichnet.

Daraus lassen sich dann mit (4.13)-(4.15) die Wahrscheinlichkeiten mo(x;), mo1(2;) und
moo(x;) ganz einfach tiber

Wlo(wi) = q’(ﬁ/ﬂ?i) - <b2<ﬁllwiaﬁ/2wi7pi)
7T01(5Uz') = @(5/23%') - ‘1)2(31515@'732531',,01')

moo(x5) = 1 — ®(Blx;) — ©(Byx;) + o824, Brxs, pi)
berechnen.

Wie aus (4.20) und (4.21) klar ersichtlich ist, besteht das bivariate Probit-Modell also
marginal aus zwei univariaten Probit-Modellen. Wie wir aber bereits im vorhergehenden
Abschnitt erlduterten, ist es im Allgemeinen nicht ausreichend, nur diese beiden Modelle
anzupassen, da dabei die Korrelation der Zielvariablen nicht ins Modell eingeht.

Der Korrelationsparameter p; kann mithilfe eines weiteren Parametervektors a ebenfalls
in Abhéngigkeit von den Kovariablen modelliert werden als

pi =plage;), i=1,...,n.

Dieses Modell wird von Lesaffre & Molenberghs (1991) im Kontext eines Probit-Modells
fiir multivariate binédre Daten ausfiihrlich behandelt.

Man kann aber auch annehmen, dass die Korrelation iiber alle Beobachtungen konstant
ist, also dass p; = p, 1 = 1...n, so dass fiir die Storgrofien

(ci1,€2) ™ Na(0,0,p) , i=1,....n

gilt, wobei Na(u1, pi2, 0) die bivariate Normalverteilung mit Erwartungswerten pq und po,
auf 1 normierten Varianzen und Korrelationsparameter ¢ bezeichnet. Diese urspriingliche
Form des bivariaten Probit-Modells wurde erstmals von Ashford & Sowden (1970) vorge-
stellt.



4.3 Das bivariate ,,seemingly unrelated” Probit-Modell 27

Bisher wurde davon ausgegangen, dass die beiden Zielgréfien Y;; und Y, von genau den-
selben Kovariablen beeinflusst werden, so dass nur ein einziger Kovariablenvektor a; im
Modell (4.1)-(4.2) auftritt. In der Praxis ist es aber sehr gut moglich, dass die Responses
von unterschiedlichen Kovariablen abhidngen, oder dass verschiedene Kategorisierungen
einer Variablen verwendet werden. Fiir diesen speziellen Fall ist eine Modifikation des
bisherigen Modells nétig, die im folgenden Abschnitt présentiert wird.

4.3 Das bivariate ,,seemingly unrelated* Probit-Modell

Abbildung 4.2 zeigt exemplarisch einige Dichtefunktionen der bivariaten Standardnor-
malverteilung mit Korrelationsparametern o = 0.01, 0.5, 0.75 bzw. 0.95. Das bivariate
Probit-Modell in (4.1)—(4.2) ist relativ unflexibel, da man dabei davon ausgeht, dass jede
der p Kovariablen tatséchlich beide Zielvariablen beeinflusst. Fiir jede Kovariable wer-
den somit automatisch jeweils zwei Parameter geschétzt. Tatséchlich aber kann die erste
binére Groflen von ganz anderen (oder von unterschiedlich vielen) Kovariablen abhéngen
als die zweite.

Zudem kann man bei dieser Formulierung fiir jede Kovariable nur eine Form der Dar-
stellung verwenden, wahrend es in der Praxis fiir eine addquate Modellierung durchaus
vonnoten sein kann, unterschiedliche Transformationen fiir stetige Variablen oder zwei
verschiedene Kategorisierungen zu verwenden.

Auch bei dem in dieser Arbeit untersuchten Datensatz stellt man fest, dass die beiden
Zielvariablen von unterschiedlichen Kovariablen beeinflusst werden. Zudem kann man eine
bessere Anpassung an die Daten erreichen, wenn man manche Kovariablen fiir die zwei
ZielgroBlen auf verschiedene Art modelliert.

Fiir diesen Spezialfall des bivariaten Probit-Modells existieren also zu jeder Beobachtung

zwei unterschiedliche Kovariablenvektoren a;; und x;5, und das Modell lautet:

Vi=1llzg = Zn=ajxan+e1 <6, i=1,....n (4.22)
Y;‘Q = 1‘(13,2 < ZZ’2 = a,zwiz + €9 S 92 s 1= 1, ...,n (423)

Die Wahrscheinlichkeit (@1, ®s2) = P(Y; = 1,Yie = 1|@i1, xi2) ergibt sich entspre-
chend als
1 (i1, Ti2) = Po(B1 i1, BoTi2, pi)

mit ﬁl = (ﬁl()vﬁlb ree 751]31)/ € Rpl+17 ﬁZ = (52075217 s 752p2)/ € sz-ﬁ-l_

Dieses Modell wird bei der von uns verwendeten Statistik-Software STATA® als bivariates
,seemingly unrelated“ Probit-Modell bezeichnet.

Jedes solche Modell kann durch Reparameterisierung auf ein bivariates Probit-Modell
zuriickgefiithrt werden: Definiere zur i-ten Beobachtung den neuen gemeinsamen Kovaria-
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blenvektor x; als
;=T Uxis s 1= 1,...,n, (424)

so dass jede Komponente von x;; und @;2 nur einmal in a; enthalten ist. Mit neu defi-
nierten Parametervektoren v;, 7 =1,2 gilt dann

,3;&3,,,_7 :7;:131 s j = 1,2, 1= 1,...,7’L7 (425)

wobei v, zum einen alle Elemente von 3; enthilt, die nicht null sind. Fiir Kovariablen,
die zwar im Kovariablenvektor ax;o, nicht aber in a;; vorkommen, setzt man ausserdem
an die entsprechende Position in 4, eine Null. Umgekehrt setzt man in -, entsprechend
Nullen fiir diejenigen Kovariablen, die nicht in x;3 enthalten sind.

O.B.d.A gelte z.B. fiir ;1 = (L, 211, Tit2, - - - Tinp,) und Tz = (1, Zi01, Tiza, - - -, Tizp, )
dass die ersten s + 1 (s + 1 < min(py,ps)) Eintrdge von @;; zu Kovariablen gehéren,
die auch in x;3 vorkommen. (Der Interzept wird hierbei mitgezahlt, da auch er in beiden
Vektoren auftritt.) Damit gilt z;;; = z,5;, 7 =1,...,s. Seien dagegen die Kovariablen, die
den p; — s iibrigen Eintragen von a;; zugrunde liegen, nicht in x; enthalten, wéahrend die
Kovariablen zu den p, — s iibrigen Eintrégen von @;2 nicht in @;; vorkommen. Definiere die
drei zugehorigen neuen Kovariablen- bzw. Parametervektoren x;, v, und -, € RP1P2=st1
als

e ! !/
Ty = (17 Ti11y -« -5 Tilsy Lil(s+1)s -« -5 Lilpys Li2(s+1)y -+ -5 CCing) = (Cﬂz'l’ Ti2(s41)s -+ xing)

Y1 = (6107 6117 ) 5187 61(54—1)7 SR 51]217 07 BRI 0)/ = (/617 0),

p2—s mal

Yo = (B20, o1, -5 Bas 0, -y 0, Bogsnys - -+ Paps)'-

p1—s mal

Damit ist (4.25) erfillt fiir alleé, ¢ = 1,...,n, und es gilt
11 (T4, Tiz) = ‘1)2(5/1331'1”3/2331'2; pi) = Po(Y) %4, Voi, pi) = T11 ().

In der neuen Parameterisierung handelt es sich daher nicht mehr um ein ,seemingly
unrelated“, sondern ein normales bivariates Probit-Modell der Form (4.1)—(4.2) .

4.4 Eigenschaften des bivariaten Probit-Modells

Wir betrachten im Folgenden ein Probit-Modell mit n unabhéngigen Beobachtungen eines
bivariaten bindren Responses mit einem gemeinsamen Kovariablenvektor ;.

Wegen der nahen Verwandtschaft zum univariaten Probit-Modell lassen sich hinsichtlich
der Eigenschaften einige Parallelen ziehen:
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So gilt aufgrund der Symmetrieeigenschaften der bivariaten Normalverteilung (siehe An-
hang A)

moo(x;) = Plen > B1x4, €0 > Box;) = P(—en < =01, —€n < —05x;)

(A.14)
( /Blm’w /6/2531,;/01) .

Im bivariaten Fall wire es also ebenfalls moglich, , Erfolg® als das Uberschreiten einer
Schranke zu definieren, da sich dabei wieder nur die Parameterisierung, nicht aber das
zugrunde liegende Modell dndert. O.B.d.A. kénnte man deshalb auch hier §; = 0 = 6,
annehmen, da, wie schon in Abschnitt 2.1, Seite 5, festgestellt wurde, die Schranke 6; und
der Parameter oo, j = 1,2 nicht beide gleichzeitig identifiziert werden kénnen. Damit
vereinfacht sich die Notation des Modells wieder etwas (verwendet z.B. in Czado (2000)).
Insbesondere gilt dann o = —3,, 7 =1,2.

Auch beim bivariaten Probit-Modell ist es eine wichtige Frage, wie sich Verdnderungen
in x; auf 75 (x;) auswirken. Dieser Einfluss auf die Erfolgswahrscheinlichkeit wird im
Folgenden bestimmt. Fiir stetige Kovariablen ist dies allerdings weitaus aufwéndiger als
im univariaten Fall. Wie wir sehen werden, ist die Interpretation kategorialer Kovariablen
auch im bivariaten Fall nur schwer moglich.

Fiir die bivariate Verteilungsfunktion ®5(z1, 29, 0) gilt (siehe (A.7), Anhang A)

Zl, 29,0 / gb w1 <%) dwl. (426)
- Q

Daraus ergibt sich sofort

0 Zy — 021
—Dy(21,29,0) = (21) - P | — | = 91(21, 22, 0). 4.27
62’1 2( 1, <2 Q) ¢( 1) (\/1—7Q2> 91( 1, <2 Q) ( )

Analog bestimmt man tiber (A.8)

0 Z1 — 0%2
—Dy(21,29,0) = P(22) - P | ——= | =: 92(21, 22, 0). 4.28
82’2 2( 15 <2 Q) ¢( 2) (\/q) 92( 1, <2 Q) ( )

Damit ergibt sich fiir das Probit-Modell nach der Kettenregel im Mehrdimensionalen fiir
den Einfluss einer stetigen Kovariablen x;;

0
ax”@z(ﬁiwz’,ﬁéwhm) = 01(B1i, Boxi, pi) - Buj + 92(B1Ts, Bowi, pi) - Boj . (4.29)
ij
Im speziellen Fall unabhéngiger Zielvariablen mit p; =0, ¢ = 1,...,n, vereinfachen sich

g1 und g9 zu
251 (/8/1331'7 5/251313 pi) = Cb(/@ﬁflfi) : ‘b(ﬁlzwi) (4-30)
92(B1%4, By, pi) = H(Bx:) - O(B ;) - (4.31)
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Fiir kategoriale Kovariablen gestaltet sich die Interpretation, wie schon im univariaten
Fall, schwierig. Betrachtet man wieder nur eine solche Kovariable in Dummy-Kodierung,
so ergibt sich beim Wechsel von Referenzkategorie M in eine andere Kategorie I die
Anderung der Erfolgswahrscheinlichkeiten als

Do (510 + Bir, Bao + Bar, pi) — P2(Bro, B0, pi)-

Dieser Effekt ist aufgrund der Integraldarstellung von ®, nur schwer zu quantifizieren.
Weiterhin lassen sich die Erwartungswerte E(Y;|x;), j = 1,2, bestimmen:
E(Yile:) = 1- P(Yyjle: = 1) +0- P(Yy; = 0|z;) = P(Y; = 1]x;) = &(8)x,).

Der Erwartungswert E(Y;;|x;) entspricht also genau der marginalen Erfolgswahrschein-
lichkeit.

Fiir den bedingten Erwartungswert E(Y;; |Yi2 = 1, ;) ergibt sich
P(El - 17}/'52 = 1|wz) . (I)2<18,1w2aﬂ/2w7,7pz)

E(Yiy [Vi = Lag) = P(Yy = 1|V = 1, ;) — -
Fa Y )= Pl =1 ) P(Yip = 1]a;) O(B5;)
(4.32)

also die Erfolgswahrscheinlichkeit 7 (x;), die mit der marginalen Erfolgswahrscheinlich-
keit 7,1 (x;) gewichtet wird. Analog ldsst sich E(Y;s |Y;; = 1, @;) berechnen.

Da P(Y1 =1,Y =0]|x;) (A1 Oy (B i, —Byx;, —p;i) gilt (siche Anhang A), ergibt sich

P(Y;l =1,Yp = O‘wz)
P(V =0z
_ Do (8124, —Bh;, —p;) _ Dy (8124, —Bhi, —p;)
1-— ‘D(Blzwi) ‘D(—szi)

EYi[Yie=0,2;) = P(Yi1 =1|Yis =0, x;) =

(4.33)

Die beiden bedingten Erwartungswerte (4.32) und (4.33) unterscheiden sich nur hinsicht-
lich der Vorzeichen in den Argumenten. Mithilfe des Faktors

1, falls Yip =1
Wy —1=4 7 o8 (4.34)
~1, falls Yy = 0

der die notwendige Anpassung der Vorzeichen gewéhrleistet, kann man (4.32) und (4.33)
zur Erwartungsfunktion E(Y;;|Y;s , ;) zusammenfiihren:

Dy [B14, (2Yi2 — 1)B5xs, (2Yig — 1)ps] (4.34)
E(Ya|Yie, i) = P(Yn = 1Yo, @) = — ¢ @V f)ﬁ,m,] =
7 241

P2 (810,85 ,pi) _
413(5—'21:21') y falls }/;2 =1

Po(B1xs,—Bhxs,—pi) _
1¢(_,6,2ii) , falls Y, =0.

)
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Bei marginaler Betrachtung ergibt sich aus (4.32) fiir stetige Kovariablen

0

GmiE(YMYiQ =1,z;) =

= 008 - (B Bl ) — 0B By p) - S 0(Bya)
- (132(,3/21'1) sz 8:81 2 1$za szapz 2 12, Mo z,Pz 8581 oL

(120) [91(B1%4, By, pi) By + 92(B1Ti, Byi, i) Ba]  Pa(Bis, Byms, pi) - H(By:) B,

(Byxs) D2(By;)
91813, Baws, pi)By + | 0281 s, B, i) — ©alBiws, Bywi, i) - iyt | B,
q)(ﬁlzwi) '

(4.35)

Die Ableitung 52-E(Y;1|Y;2 = 0, ;) bildet man analog zu (4.35) unter Beriicksichtigung
der negativen Vorzeichen in den Argumenten.

4.5 Alternative Modelle

4.5.1 Das bivariate Probit-Modell mit logistischen Randverteilungen

Im Spezialfall #; = 0 = 6, lassen sich auch andere marginale Verteilungen erzeugen, wenn
man anstatt der linearen Formulierung

Zij = OC;-.’B'L'—FQ‘]', ] = 1,2

in (4.1), (4.2) einen nichtlinearen Ansatz verfolgt. So schlagen Le Cessie & van Houwelin-
gen (1994) beispielsweise

7 — o exp(a;wi)
Y 1 + exp(x;)

) + €ij, j = 1,2 (436)

vor. Damit erzeugt man logistische Randverteilungen, da

B exp(ad; ;) (4.18)
P(Yij =1]z;) = P(Z;; <0) =P (Eij e (1 + eXp(jtl’w'))) -
J 1

:@(@1< exp(e;:) ))— CP(GT) (4.37)

1 + exp(ax; 1+ exp(aa;
J J

Weitere Moglichkeiten zur Modellbildung ergeben sich, wenn man anstatt einer bivariaten
Normalverteilung eine andere Verteilungsfunktion F' zugrunde legt. Ein solches Modell
wird im Folgenden kurz vorgestellt:
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4.5.2 Das bivariate logistische Modell

Dieses relativ bekannte Modell resultiert aus einer zugrunde liegenden Plackett-Verteilung:
Mit Hilfe einer von Plackett (1965) vorgeschlagenen Methode kann man zu zwei gegebenen
univariaten Randverteilungen I’ und G der Zufallsvariablen X bzw. Y eine einparametri-
sche Klasse von bivariaten Verteilungsfunktionen fiir (X, Y') konstruieren. Fréchet (1951)
beweist, dass solch eine gemeinsame Verteilungsfunktion H

max{F () + Gy) — 1; 0} < H(e.y) < min{F(x); G(y)} (4.39)
erfiillen muss. Plackett fordert, dass die Funktion H(x,y,) der Gleichung
H(z,y, )1 — F(x) - G(y) + H(z,y,7)]

_ 4.39
Y= @) - Hwy D]IG0) — Hir.y. ) 3

geniigt. Betrachtet man die einzelnen Terme des Bruches (4.39), so ergibt sich
Gly) —H(z,y,¢) =P(Y <y) - P(X <z,Y <y)=PX >zY <y), (4.42)

1 — F(x) = Gly) + H(r,y,¢) = 1 - P(X <) = PV < )+ P(X <2,V < y) =

=[1-PX <a)-[PY <y)-PX <2V <y)|=PX>z)-PX>zY <y

[ J/

P(X>z) P(X>2,Y <y)
=P X>zY>y). (4.43)

Der Parameter ¢ stellt hierbei ein Maf} fiir die Assoziation von X und Y dar, da mit
(4.40)—(4.43)

= PX<2Y<yPX>zY>y PX<zY Sy)/P(X >x,Y <y)
CP(X<z,Y>yPX>zY<y PX<zY>y' PX>zY>y)
gilt. Somit kann v interpretiert werden als Quotient der beiden Chancen

P(X <z,Y <vy) P(X >uz,Y <y)
un
P(X <z,Y >vy) P(X >uz,Y >y)

die das Verhiltnis der Wahrscheinlichkeiten von (Y < y) zu (Y > y) jeweils fiir den Fall
X < x bzw. X > x angeben. ¢ = 1 signalisiert dabei die Unabhéngigkeit der beiden
Zufallsvariablen X und Y, wie wir noch zeigen werden.



4.5 Alternative Modelle 33

Plackett beweist, dass (4.39) fiir festes ¥ € (0,00) genau eine Losung hat, die (4.38)
erfiillt, und dass diese Losung H eine zulédssige gemeinsame Verteilungsfunktion fiir die
Zufallsvariablen X und Y ist.

Da 9 fiir alle x, y konstant sein soll, entfernen wir zur Bestimmung der Losung H zunéchst
die Argumente aus der Notation. Dann ergibt sich aus (4.39)

H[1—F -G+ H|
Y Eome -
— Y[(F-H)(G—-H)]=H[1-F-G+ H|
< Y[FG-FH-GH+H*=H-FH—-GH + H?
= H@Q-1)-H(F+G)W-1)+1+yFG=0. (4.44)

Die gesuchte Funktion H ist also die positive Losung der quadratischen Gleichung (4.44),
die fiir v # 1 durch

H(z,y,v) =
_[F@+ 6w -1 +1 - {F@ 1 GIE— D+ 1 — W - DF@GW
20— 1)
= S0 = )HIFE) + G — 1) +1 - S, v.6) (1.45)

bestimmt ist, wobei S(z,y,v) == /{[F(z) + Gy)](¢¥ — 1) + 1}2 + 4(1 — ) F(2)G(y) .

Fiir v = 1, also im Fall der Unabhingigkeit von X und Y, erhilt man die einfache Losung

H(z,y,1) = F(x)G(y) . (4.46)

Dieses Vorgehen ldsst sich problemlos auf das in Abschnitt 4.1 eingefiihrte bivariate
Schwellenwertmodell (4.2)-(4.6) iibertragen. Mit den marginalen Verteilungsfunktionen
Fy, Fy der Storgrofien €;; und €;5 ergibt sich

i = F(Biz:, Byx:) [1 — Fi(Bi2:) — Fa(Bymi) + F(Bixi, Byxs, 1i)] (47),(4.13)-(115)
" [FU(B®s) — (B2, Byxs, )] [Fa(Byxs) — F (B2, By, 5]

(4.47)

= (B, Bhxs).

_ P(Yy =1,Y5 = 1|x;) P(Yi1 = 0,Yie = 0|x;) _ 7T11(58i)/7T10(33i)
P(Yyy =1,Y5=0]|x;) P(Yi1 =0,Yie = 1|x;)  7or(xs)” moo(xs)

1; gibt in diesem Falle also den sogenannten ,,Odds Ratio“ an, das Verhéltnis der Chan-
cen von Erfolg (Y;; = 1) zu Misserfolg (Y;; = 0) innerhalb der beiden Subpopulationen
(Yio = 1) und (Y;2 = 0) unter der Bedingung x;. Falls ¢); = 1, so sind die beiden binéren
GroBen Y;; und Yjs nach (4.46) unabhéngig. Fiir ¢; = 1 sind die Chancen auf Erfolg bei
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Y;1 innerhalb der beiden Subpopulationen gleich grof, die Ausprdgung von Y, hat also
offensichtlich keine Auswirkung auf diese Chancen.

Analog zum Korrelationsparameter p; im bivariaten Probit-Modell kann der Odds Ratio
ebenfalls in Abhéngigkeit von den Kovariablen z.B. als

log; = ﬁéwi

modelliert oder als konstant fiir alle n Beobachtungen angenommen werden, also
¢i:w, 2:1,,71,

Fiir festes 1; und bekannte Randverteilungen Fy, F» definiert Gleichung (4.47) die gemein-
same Verteilung F' der beiden Storgrofien (€1, €;2). Beim bivariaten logistischen Modell
nimmt man an, dass die marginalen Wahrscheinlichkeiten 71, und 7, einer logistischen
Verteilung folgen, d.h. dass gilt:

exp(B)x:)
D) = P(Yy = 1|a;) = 4.48
7T1+(w ) ( 1 |$ ) 1 +€Xp(ﬁ/1wz) ( )
exp(B5:)
D) = P(Yin =1lz;) = ) 4.49
mia(ed) = PlYa = o) = T ie 20 (4.49)
Die Wahrscheinlichkeit 711 (x;) ergibt sich damit nach (4.45) zu
{1+ [ () + (@) (s — 1) — S(mig (i), T (), i) }-
A P — 1 _1, falls i 1
e — A v #
T4 (@) 741 (X4), falls ¢; =1,
wobei

S (@i), mia(@a), ¥) = VL + [ (23) + (@) (0 — D2 + 40 (1 — o) mry (24) 7 (20).

Wie Molenberghs & Lesaffre (1994) konstatieren, handelt es sich bei diesem Modell um
einen Spezialfall des von Dale (1986) vorgestellten , globalen Cross Ratio Modells* , eines
Regressionsmodells fiir bivariate ordinale Daten. Die Klasse der Cross Ratio Modelle von
Dale beschrankt sich nicht auf logistische Randverteilungen. Der Vorteil dieser Modelle
liegt in ihrer groflen Flexibilitéit, da die marginalen Verteilungsfunktionen £} und F; vollig
frei gewihlt werden kénnen. Lesaffre et al. (1994) betrachten beispielsweise ein bivariates
Cross Ratio Modell mit normalverteilten Rdndern. Da der Einfluss von Kovariablen aber
gerade bei logistischen Réndern am einfachsten interpretiert werden kann (vgl. Abschnitt
2.3), zieht man am haufigsten diese Verteilung zur Modellierung heran.
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Le Cessie & van Houwelingen (1994) vergleichen das Probit-Modell (4.36)—(4.37) mit
dem bivariaten logistischen Modell (4.47)—(4.49) unter der Annahme, dass die Korrelati-
on und der Odds Ratio fiir alle Beobachtungen konstant sind. Sie zeigen mittels Taylor-
Approximationen erster Ordnung und einer graphischen Abschéitzung, dass dann fiir den
Korrelationsschétzer p und den logarithmierten Schétzer logzﬁ

log i ~ (1.7)%p

gilt. Der Wert 1.7 entspricht dabei interessanterweise in etwa dem Faktor, um den sich
auch die Schétzer des univariaten Probit- und Logit-Modells unterscheiden.

Eine praktische Anwendung erfihrt das bivariate logistische Modell in der von T. Yee fiir R
bzw. S-Plus entwickelten Library , VGAM® . Darin findet sich die Implementierung einer
auf Maximum-Likelihood-Schétzung basierenden Modellanpassung. Die Plattform S-Plus
ist aber aufgrund langer Rechenzeiten generell eher ungeeignet fiir sehr umfangreiches
Datenmaterial und damit auch fiir die uns vorliegenden Daten.



5 Parameterschitzung im bivariaten
Probit-Modell

Kapitel 5 befasst sich ausfiithrlich mit der Schétzung der auftretenden Parameter im bi-
variaten Probit-Modell. Wie schon im univariaten Fall geschieht dies mit der Maximum-
Likelihood-Methode. Zunéchst entwickeln wir die Log-Likelihoodfunktion und die Score-
gleichungen ebenso wie die einzelnen Komponenten der Hessematrix. Dabei folgen wir
im Wesentlichen der Notation von Greene (2003). Besonderes Augenmerk richten wir da-
nach auf Kriterien zu Existenz und Eindeutigkeit der Maximum-Likelihood-Schéatzer. Im
Anschluss daran erldutern wir kurz alternative Moglichkeiten zur Modellanpassung.

5.1 Log-Likelihood und Scoregleichungen

Um die fiir die Maximum Likelihood-Schiatzung nétigen Scoregleichungen zu erhalten,
miissen wir eine Darstellung der Log-Likelihood im bivariaten Probit-Modell entwickeln.

Sei im Folgenden p; = p konstant fiir i = 1,...,n. Wir betrachten also das urspriingliche
bivariate Probit-Modell nach Ashford & Sowden (1970). Um die Likelihood-Gleichung
aufzustellen, ben6tigt man einige elementare Figenschaften der bivariaten Standardnor-
malverteilung, die in Anhang A.4 zusammengefasst sind.

Zur Beobachtung (Y1 = vi1, Yio = vi2) definiere 0;1 := 2y;; — 1 und ;5 := 2y;2 — 1, also

{1, falls Y =1
]: ) )

1, fallsY;; =0
firi=1,...,n. Setze des Weiteren z;; := 0;; Bixi, j=1,2, sowie g; := §;10;2 p-
Damit lasst sich P(Y;; = yi1, Yie = yi1 |@4) fir yi1,vi2 = 0,1 unter Benutzung von (A.11)
- (A.14) ausdriicken als

P(Yi = yi1, Yio = yiz |25) = P2(2i1, 2i2, 04), (5.1)
wobei die Faktoren ¢;;, j = 1,2 die jeweils notwendige Anpassung der Vorzeichen gewéhr-
leisten. Die gesamte Likelihoodfunktion ergibt sich entsprechend als

n n

L(ﬁbﬁ%ﬂ) = HP(Yh = Yi1, Yo = %2|33z) = Hq)z(zih 232, Qi) (5.2)

i=1 =1

36
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und die Log-Likelihood als

LBy, Ba, p) = I L(By, Ba, p) = Y In P21, 202, 04) - (5-3)

i=1

Unter Verwendung der Funktionen g; und g, aus (4.27), (4.28) lassen sich daraus die
Scoregleichungen fiir das bivariate Probit-Modell entwickeln. Setze

Dy, 1= Po(2i1, 2i2, 0i) und  do; = Po(2i1, 2i2, 0i) -
Dann gilt mit (A.7) und (A.8)

al(ﬁhﬁ%p) _ al(ﬁl)ﬁ%p) aq)Q’L aZU 8(,8;331,) — - L Jij (5” x; , ] = 172,

9B, B 0y Oz I(Bjx:) . 9B, — Dy,
(5.4)
mit
Zi2 — Qi
gir = g1(zi1, Zi2, 05) = d(201) @ = /L;
Zil — Qi%i
Gio = Go(2i1, Zi2, 0i) = P(2i2) P (1—Q22> ‘
1 —o,
Des Weiteren gilt
ol ol 0Py Do; "1
(B1, B2, p) = (81, 2 p) Nt e Z— P2i 0510:2 - (5.5)
op 0Dy, doi  Op — Py
Dabei benutzt man in (5.5) die von Plackett (1954) bewiesene Tatsache, dass fiir die Dichte
On(21, ..., 2,3 %) jeder (nicht-singuléren) n-dimensionalen Standardnormalverteilung
Do O on
On _ ¢ 1#j=1,...,n

8pij N (390,895] 7
gilt fiir jeden Eintrag p;; der Korrelationsmatrix X. Da die Vertauschung von Differentia-

tion und Integration hier zuldssig ist, folgt daraus fiir unsere Situation sofort

0Dy, . 0Dy,
0o; B 021102

= o (5.6)

Die Maximum-Likelihood (ML)-Schiitzer 3,, 8, und p erhilt man, indem man die Score-
gleichungen (5.4)—(5.5) gleich Null setzt. Dies ergibt ein nichtlineares Gleichungssystem,
dessen Losung man iiber einen iterativen Prozess bestimmt.

Mithilfe einiger Vereinfachungen lassen sich auch die zweiten Ableitungen und damit die
Hesse-Matrix bestimmen: Setze zunéchst

1 Zi2 — Qi%il
A= ———, Wi = ———= = Ni(2i2 — 0iZi1) , Wiz =

\/1_Qz'27 V1-0o?

Zil — Oi%i2

\/1_7&2 = )\i(zil - Qizi2> .

(5.7)
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Dann gilt
g = ¢(zi1) P(wir) , gin = d(2i2) P(wi2) , (5.8)
und aus (A.2)
92521'(211, 225 Qi) =\ ¢(Zzl) ¢(w11) =\ ¢(21'2) ¢(wz'2) . (5.9)
Mit
§(z) = ¢127 exp(—522) () = —2-6(2) (5.10)
0D»; 0Dy 0Py 0oi (5.6

:) ¢2z’ 5il5i2 (5-11)

= Gij 5@' Zr; und

9B, dp o Op

ergibt sich zunéchst

8(13(11111) ) 8wi1 ) 82’2'1
8wi1 8z,~1 8,61

dgin  Ogn Oza |, | | |
B, e Jen = ¢/ (zi1) P(wir) + ¢(zi1)

oL [_Zil ?(Zil)‘b(wi12+gb(zil) P(wi) (=i Qi)](sil x; = [~z gin — 0i $2i )00 T4
(5.8) (5.9)

(5.12)

agil — agﬁ 8zi2 = [QS(ZH) gb(wﬂ) >\z] (SiQ T; = Cbzi 51’2 Z;,

_ {gb(zﬂ) O P(win) 8wi1} Dziz

552 B 022 ' 352 Owiy 2i2 . 8132 X (v) o
5.9
(5.13)
9 _ 0gi1 ) 0o; _ gb(z ) ) 8q)<wi1) ) 0wy % _
dp Do Op Y wa 9o | 9p
V 1- QiQ : (_Zil) - (Zi2 - Qizil) . L (_ZQi)
24/1— 0?2
= [¢<Zil) ¢(wz’1) : 1 92 % 0i10i2 =
= ?(Zzl) d(win) )\3 [_Zil + inil)\i] 0i10i2 = P [—Zﬂ + inil)\i] 0i1042 . (5.14)
(5.9)
Analog erhélt man
dg; dg; dg;
8,932 = [_ZiZ gi2 — Qi¢2i] di2 Ty , aiﬁi = ¢9i 0i1 T; , Gi; = (o [—Zz‘Q + ini2>\i] 0i102 -

(5.15)
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Unter Verwendung dieser Zwischenresultate ergibt sich

n az 0 7
LA =D @21 u - gt — 0 91 - 5 | saneo
98,08 ’ o2

i=1

i - {@2 [z gin — 0i 2 01 T, — 07 91 x }

< o5
u —2i1 Gi1 — 0i P2 9121 ',
Z { Dy, - @222} Tt (210
=1
021 B 9%l z”: Dy 041 - ﬁ; — 01 Gi1 %%25 (5.11),(5.13)
08,08, ~ 08,08, = s

[(I)Qz i1 21 Oi2 T, — 6i1 gi iz iz 33;}

2
@22'

>
i |:¢2’L gi1 gi2

Q)QZ (1)221 ] 5@'151'2 .’,C,,,.’.C: 3 (517)

92 —iw- [@21' 0i1 + 5 g’l — 0i1 Gi1 - <I>p2i] (5.11),(5.14)

O —— (D%z-

zn: - Dy; i1 P ( Zi1 + 0i Wit A ) 0i10i2 — 0i1 i1 P2 031042 _
=1 ' (I)%Z

[(_Zil + oiwi A;) — g1 } Pa dig T ; (5.18)
i—1 (1)21' (1)21

82l ané 5 21‘68(;;2;—@'% 00i (.11)
‘ 11Y42 (I)QQZ ap
i oI AV — w3 0i AP 1wt \i| — 2
Z5il5i2 [sz [0s A\ —wji o z2+21w1 ] — @5 5100 =
— 5
D [od(1 = 27) — aiN'zh + 207 N zinzia — 02N 2] + AN zizia) - %
i=1 2
5
. (5.19)

T 52
P
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821 921
58,08, " 55,5,
(5.18), mit entsprechend vertauschten Indizes ;1, 0.

Analog berechnet man . Die Resultate sind die gleichen wie in (5.16),

Die Hessematrix setzt sich aus diesen einzelnen Komponenten zusammen als

021 021 921
0B, 35/1 851‘9:3/2 0B, 0p

o 8%l 021 021 (2p+3)x (2p+3)
H = | 55,08, o808 o0 | €R :

o oi o 0%

opdB;  0pdB, dp?
Die Maximierung der Log-Likelihood ist beispielsweise iiber das Newton-Raphson-Ver-
fahren moglich, das z.B. Collett (1999) in allgemeiner Form erldutert. Auch die von uns
benutzte Software STATA® verwendet eine modifizierte Version dieses Verfahrens (vgl.
Gould & Sribney (1999)). Als Startwerte fiir 8, und B, im Maximierungsprozess kann
man die ML-Schétzer 3,, 3, der univariaten marginalen Modelle verwenden. Sie sind kon-
sistente Schétzer fiir die wahren Werte, ausserdem hat sich gezeigt, dass die marginalen
Schétzer in der Praxis oftmals nahe bei den gemeinsamen Schitzwerten liegen (Lesaffre
& Kaufmann (1992)). Mogliche Startwerte fiir p sind ein von Kiefer (1982) vorgeschla-
gener Schéatzer oder die von Pearson (1901) eingefiihrte tetrachorische Korrelation. Fiir
das bivariate Probit-Modell mit zwei bindren Zielvariablen Y; und Y5 und insgesamt n
Beobachtungen berechnet sich diese folgendermaflen:

Sei n;; die Anzahl aller Beobachtungen im Datensatz mit Y; =i und Y5 = j fiir ¢, 7 = 0, 1.
Dann gilt Zm:m n;; = n. Aus diesen Daten lésst sich zusammenfassend eine Kontin-
genztabelle erstellen:

Yi=1Y,=0
Yo =1 ni No1
Yo=0]| nyp n0o

Die relative Héufigkeit von (Y; = 1) ist ™01 die relative Héufigkeit von (Y3 = 1) be-

rechnet sich zu ”01:”“ . Damit bestimmt man die Werte 7, und 7, so, dass die Gleichungen

R N1 + N1 - obs . o1 + N1 - obs

d(1y) = — = %5 und  ®(f)) = - = 7o
erfiillt werden. Dabei nutzt man aus, dass dem bivariaten Probit-Modell marginal zwei
Standardnormalverteilungen zugrunde liegen (vgl. Abschnitt 4.2). Damit gilt dort fiir die

Réander m4 == P(Yy =1) = ®(n) und 74y := P(Yo = 1) = $(na).

Mit “2  der relativen Haufigkeit von (Y1 = 0,Y, = 0), schitzt man schlieBlich p als
denjenigen Wert p, so dass

N A A noo ~ 0bs
(i, —ip, p) = — = = Ao’ (5.20)

(A.14)

da im bivariaten Probit-Modell myp := P(Y; =0,Ys =0) = =" $o(—n1, —12, p) gilt.



5.2 Existenz und Eindeutigkeit des ML-Schatzers 41

5.2 Existenz und Eindeutigkeit des ML-Schatzers

In diesem Abschnitt présentieren wir einige von Lesaffre & Kaufmann (1992) entwickelte
Resultate fiir die ML-Schétzung bei sogenannten korrelierten Vorhersagemodellen, denen
auch das bivariate Probit-Modell zuzuordnen ist. Wir versuchen, die Ergebnisse anhand
einfacher Beispiele zu veranschaulichen und skizzieren kurz die relevanten Beweisideen.
Diese basieren zum Grof3teil auf Begriffen und Resultaten aus der Theorie konvexer Funk-
tionen, die Rockafellar (1970) ausfiihrlich behandelt. Die wichtigsten Definitionen finden
sich in Anhang B.

5.2.1 Die Klasse der korrelierten Vorhersagemodelle

Die Klasse der korrelierten Vorhersagemodelle wird von Lesaffre und Kaufmann folgen-
dermaflen definiert:

Sei P(:|p) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf R¥, die vom Parametervek-
tor p aus C; C R? abhéngt. p kann beispielsweise ein Vektor von Korrelationen sein.
Man nimmt an, dass es keine Atome in den eindimensionalen Réndern gibt. Eine Be-
obachtung bestehe aus k bindren Groflen, die jeweils die Werte +1 (Erfolg) und —1
(Misserfolg) annehmen. Bezeichne s = (s1,...,s;)" den zugehorigen Responsevektor aus
S := {—1,+1}*. Definiere zu jeder moglichen Ergebniskonstellation s € S den geschlos-
senen Orthanten Og(7) mit Ausrichtung s und Ausgangspunkt v = (7y1,...,7)" als die
Menge aller Vektoren z = (z1,...,2) € RF, fiir die s;2; < s;; fiir alle i = 1,..., k gilt.
Bezeichne hs(7, p) := P{Os(7)|p} die Wahrscheinlichkeit des Orthanten Og(7y) fiir alle
s € S,y eRF peC,. Dann gilt Y oses hs(v,p) = 1.

Im Zweidimensionalen, dem einfachsten Fall, gibt es vier mogliche Ergebniskonstellationen
(1,1), (1,—1), (=1,1) und (—1,—1). Fiir den Ausgangspunkt v = (71,72) werden die
zugehorigen Orthanten — in diesem Fall Quadranten — beschrieben durch die Mengen

Oc1,1y (v) ={z € R?: 2 <7y1,20 < o} (5.21)
O1,-1) (V) ={z €R?: 21 < 1,20 > 0} (5.22)
Oc1,1) (V) ={z €R? 121 > 71,20 <} (5.23)
O-1-1y(7) ={z €R*: 21 > 71,20 > o} (5.24)

In Abbildung 5.1 ist diese Situation graphisch dargestellt.

Beobachtet man zu jedem Responsevektor zusétzlich noch einen Vektor von Kovariablen
x, dann wird die Wahrscheinlichkeit von Ergebniskonstellation s gegeben & im korrelier-
ten Vorhersagemodell beschrieben durch 75 = hs(X'S3, p) fiir s € S, p € C,, wobei 3
ein d-dimensionaler Parametervektor und die d x k& Designmatrix X eine Funktion des
Kovariablenvektors @ ist. Die Kovariablen beeinflussen also die Lage des Punktes -y, durch
den die Orthanten erzeugt werden.
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zh

o(1,-1) O(-1,-1)

O(1,1) O(-1,1)

Abbildung 5.1: Zweidimensionaler Fall: durch v = (—1,2)" erzeugte Orthanten

Im Folgenden interpretieren wir z als k-dimensionalen latenten, stetigen Zufallsvektor.
Insbesondere nimmt s; genau dann den Wert 41 an, wenn die i-te Komponente z; unter-
halb des Schwellenwertes ~; liegt. Falls dagegen z; > ~; gilt, hat s; die Ausprigung —1.

Weiterhin nehme man an, dass m unabhéngige Gruppen vorliegen, wobei alle Beobach-
tungen der i-ten Gruppe den Kovariablenvektor a; aufweisen fiir i = 1, ..., m. Bezeichne
n; die Gesamtanzahl von Beobachtungen in der i-ten Gruppe und y;s die Anzahl von Be-
obachtungen in der i-ten Gruppe mit Response s. Dann gilt > o vis = n;, i =1,...,m.
Damit ergibt sich fir (y;s,8 € S) eine Multinomialverteilung mit jeweils n; Versuchen
und den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten (hg(X;'3,p),s € S) =: m;s. Somit ist die
Wahrscheinlichkeit, in der i-ten Gruppe das Ergebnis (y;s, s € S) zu beobachten,

n;!
P(ys = — " T h(XiB8,p)% . 2
(s €)= g2 T ha(XiB.p) (5.25)

Gilt speziell

xz; 0 0
0 &' 0 .. O
0 ... 0 wi/ 0

dann ergibt sich fiir die Funktion X;'3 der Kovariablen der Vektor

/
X’i,IB - (B{w27 /32,3327 BRI ,3;;,1:131-, /Blng) S IRk7
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und damit ist 7,5 = (hs(Xi/'B, p),s € S) = (hs(B1x4, . .., Bizs, p), s € S). Die margina-
len Wahrscheinlichkeiten der j-ten bindren Zielgréfe werden in diesem Falle also nur vom
Vektor B; kontrolliert, andere Komponenten von 3 haben darauf keinen Einfluss.

Wir werden nun zeigen, dass das bivariate Probit-Modell mit konstantem Korrelations-
parameter p zur Klasse der korrelierten Vorhersagemodelle gehort, allerdings nur in grup-
pierter Form:

Seien Y, = (Y;1,Y2) , r = 1,...,n die n Einzelbeobachtungen eines bivariaten binéren
Responses. Fasse wieder alle Beobachtungen mit gleichem Kovariablenvektor x; € RPT!
zusammen. So entstehen m < n Gruppen mit jeweils n; , ¢ = 1,...,m Beobachtungen,
so dass y ", n; = n gilt.

Bezeichne Y;j; die Anzahl von Beobachtungen in der i-ten Gruppe mit Responsekombina-
tion (1,1). Definiere analog Y5, Yi; und Yj,. Dann sind die Y;* := (Y;i,, Yii0: Yiors Yieo)
firi =1,...,m jeweils multinomial verteilt mit n; Wiederholungen und Wahrscheinlich-
keitsvektor m(x;) == (Wll(wi),Wlo(a:i),ﬂm(a:i),Woo(azi))/, also

Yyt~ M(ni, w(@s)),

wobel m1(x;), ..., moo(x;) wieder die Wahrscheinlichkeiten der vier durch den Teilpunkt
(B{x;, Byx;) erzeugten Quadranten unter der bivariaten Standardnormalverteilung mit
Korrelationsparameter p bezeichnen. Die Wahrscheinlichkeit, in der i-ten Gruppe das
Ergebnis (Y5, = yijk, j,k = 0,1) zu beobachten, betréigt

)

P(}/;*k:ylkh j)kzoy 1): ﬂ-k‘ yzgk .
’ ! H],k 0,1 yljk‘ ',Igl J

Im bivariaten Probit-Modell mit konstantem Korrelationsparameter p ist die Anzahl k
der bindren Zielvariablen also durch k£ = 2 bestimmt. Der Parametervektor p ist in
diesem Fall eindimensional. Setze ¢ = 1 und C, := [-1, 1] C R. Ersetze des Weite-
ren in obiger Notation den Index 0 durch —1. Dann ergibt sich die Menge aller mdogli-
chen Responsekombinationen S im bivariaten Probit-Modell als S = {—1,+1}?. Setze
8 = (8].8}) € R = R%*2 und

N

Definiert man nun fiir alle s € S die Wahrscheinlichkeit h,(X;' 3, p) als

5.27
he(XiB,p) "2 ho(Blas, Bias, p) = o(s18lai, s2Bis, s150p),  (5.28)

so erhélt man ein spezielles korreliertes Vorhersagemodell der Form (5.26). Nach Anhang
A beschreiben die in (5.28) definierten hg(B x;, Bys, p) , s € S die Wahrscheinlichkeiten
der vier Orthanten aus (5.21)— (5.24) zum Ausgangspunkt ~, := (8{x;, Byx;)" unter der
bivariaten Standardnormalverteilung mit Korrelation p.

Analog kann man zeigen, dass alle Modelle der Form (5.26), bei denen hg durch das
Integrieren {iber eine zugrunde liegende k-dimensionale Standardnormalverteilungsdichte
mit Korrelationsvektor p € C; erzeugt wird, zur Klasse der korrelierten Vorhersagemodelle
gehoren. Sie werden als multivariate Probit-Modelle bezeichnet.
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5.2.2 Der Maximum-Likelihood-Schitzer 3 fiir festes p

Zunichst wollen wir nur korrelierte Vorhersagemodelle mit festem p betrachten. Da in
diesem Fall nur B geschétzt zu werden braucht, verschwindet in diesem Abschnitt p aus
der Notation. Aus (5.25) ergibt sich die gemeinsame Likelihoodfunktion als

m

HPyzS,SES HH

Damit erhélt man die Log-Likelihood des korrelierten Vorhersagemodells bei bekanntem
p als

'Hh (X' B) Y.

ses Yis: seS

ZZyzslogh (X/B) +Zlog . BER! (5.29)

i=1 s€S SES

Der zweite Term kann bei der Bestimmung des Maximums von [(3) vernachlédssigt werden,
da er nur von den gegebenen Daten, nicht aber von 8 abhingt. Um hinreichende und
notwendige Kriterien fiir die Existenz und Eindeutigkeit eines ML-Schétzers zu finden,
benotigt man einige Begriffe und Resultate aus der Theorie konvexer Funktionen. Diese
werden in Anhang B zusammengefasst.

Der effektive Definitionsbereich dom [ der Log-Likelihood ist gegeben durch
dom!l:={8: X/B€ls,i=1,....,m, s€S, y;s >0},

wobei I'y := {7 € R¥ : hy(v) > 0}. Falls dieser Definitionsbereich nicht leer ist, so lisst
sich der Abstiegskegel rec [ von [ bestimmen. Dieser enthélt all jene Vektoren 3, die

VisSjxii'3>0, i=1,....m, j=1...,k, se€S (5.30)
erfiillen (Beweis siehe Theorem 5.1), wobei x;; die j-te Spalte von X; bezeichnet.

Dies kann man mithilfe der marginalen H&ufigkeiten umformulieren: Sei v;;4 (v;;—) die
Anzahl der Beobachtungen zum Kovariablenvektor «;, deren j-te Responsekomponente
den Wert +1 (—1) hat, so dass ;4 +v;;— = n;. Fiir festes ¢ und j gilt nach (5.30) zunéchst

YisXij;' B3>0 VseS:s;=+1,
yisxij’ﬁ <0 VseS:s;=-1

und damit auch

Yij+ Yij—
—— ——
/ / / /
E YisTij' B = x50 - E Yis >0, E YisTij B = 350 - E Yis < 0.
seS: seS: seS: sES:
Sj=+1 Sj=-‘r]. Sj=—1 Sj=—

Also ldsst sich (5.30) schreiben als

Yij+ Tij' B3>0,

5.31
Yij— i B<0, i=1,...,m, j=1,...Fk (5:31)
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Im Spezialfall (5.26), bei dem x;;'3 = ﬁ]’-mi gilt, enthélt der Abstiegskegel also alle
Vektoren B = (3/,...,3,), die das Ungleichungssytem

/
Yij+ Bjxi > 0,

/ . . (5.32)
Yij-Bjx: <0, i=1,....m, j=1,..,k

erfilllen. Im Hinblick auf die Existenz und Eindeutigkeit eines Maximum-Likelihood-
Schétzers B im korrelierten Vorhersagemodell gilt folgendes Theorem:

Theorem 5.1.

(a) Falls der Erwartungswert E(z'z) zum latenten stetigen Zufallsvektor z endlich oder
hs log-konkav ist, so existiert der ML-Schdtzer B genau dann, wenn kein 3 # 0 (5.31)
erfillt.

Im Spezialfall x;;'B = 5]’:1:1 existiert der ML-Schdtzer [‘3, falls zu jedem B # 0 ein Index
1 existiert, so dass fiir alle 7 gilt

Yij+ B;wi <0 oder vy B;wi > 0.

(b) Falls dom 1 # 0, und hg fir alle s € S entweder strikt log-konkav auf R¥ oder
log-konkav aquRk ist mit Definitheitseigenschaft, dann existiert ein eindeutiger Para-
meterschitzer B3 genau dann, wenn kein 3 # 0 (5.31) erfillt.

Beweis. (Skizze)
(a) Chung (1974) zeigt, dass hs(7y) stetig in -y ist. Zudem ist leicht zu sehen, dass fiir
festes s € S

rec hs(v) = —04(0) = O_4(0)

gilt: hs(y + Ad) fillt als Funktion von A € R genau dann nicht, wenn sich der Orthant
Os(v + Ad) mit wachsendem A nicht verkleinert, d.h. wenn fiir d

dejzo, ]:1,,l€

gilt. Somit ist rec hs(y) ={d:s;d; >0, j=1,...,k}={d: —s;d; <0, j=1,...,k} =
O_4(0). Mithilfe eines Beweises dhnlich dem von Lemma 1 in Kaufmann (1988b) kann man
zeigen, dass der Abstiegskegel rec [ der gesamten Likelihood dann durch (5.30) gegeben ist.
Um Teil (a) zu vervollstdndigen, verwendet man den Beweis zu Theorem 3 in Kaufmann

(1988c) mit Transformationsmatrizen T, := diag(—si, ..., —s;) € R¥* oder Theorem
27.1 in Rockafellar (1970).

(b) Log hg ist auf T'y konkav mit Definitheitseigenschaft sowie stetig in v auf R*. Da
dom [ # (), muss man lediglich zeigen, dass h injektiv ist, denn dann sind die Vor-
aussetzungen der Theoreme 3 und 4 in Kaufmann (1988a) erfiillt. Man nehme also an,
dass zwei Vektoren v # 4 € RF existieren mit hg(y) = hs(7),s € S. Betrachte nun
ws(t) :=loghs (v +t(¥ —7)),s € S,t € R. Man kann davon ausgehen, dass wg(t) nicht
fiir alle s konstant ist. Da log hs konkav ist, miisste wg(t) dann zumindest fiir ein s streng
monoton wachsend sein im Intervall [—¢, +¢], mit passend gewéhltem e. Dies ist aber nicht
moglich, da fiir jedes 7 stets > ¢ hs(y) = 1 gelten muss. O
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Ein ML-Schétzer fiir das korrelierte Vorhersagemodell existiert also nach Theorem 5.1(a)
unter gewissen Regularitiatsbedingungen, wenn rec [ = {0} gilt. Dies stellt ein Kriterium
fiir die Datenkonstellation dar. Existiert zu einem Datensatz ein 8 # 0, fiur das (5.31)
gilt, so treten Divergenzprobleme auf. Fiir die Eindeutigkeit des ML-Schézters miissen
nach Teil (b) noch weitere Bedingungen erfiillt sein.

Falls hg durch das Integrieren iiber einer zugrunde liegenden multivariaten Dichte berech-
net wird, reicht es, die Eigenschaften jener Dichtefunktion zu untersuchen, da sich diese
auf hg tibertragen. So zeigt z.B. Prékopa (1973), dass hs strikt log-konkav ist, falls die
Dichtefunktion strikt log-konkav auf R* ist.

Die multivariate (und damit insbesondere die bivariate) Dichte der Standardnormalvertei-
lung Ni(w, X) ist (im nicht-degenerierten Fall) strikt log-konkav, da die zu betrachtende
Hessematrix in diesem Fall —X 7!, also die negative Inverse der Korrelationsmatrix ist,
und X! ist stets positiv definit. Daher lisst sich Theorem 5.1 sofort auf die multivariaten
Probit-Modelle anwenden. Anschaulich interpretiert existiert fiir diese speziellen Model-
le Theorem 5.1 und dem Ungleichungssystem (5.32) zufolge kein ML-Schétzer, falls die
Daten der Erfolge und Misserfolge jeder einzelnen Responsekomponente s; jeweils durch
eine Hyperebene B]’.’Izz = (0 voneinander getrennt werden konnen.

Fiir das bivariate Probit-Modell bedeutet Theorem 1 insbesondere, dass es keinen ML-
Schiitzer gibt, falls ein Vektor 3" = (3}, 3,) existiert, der

yi1+ IB{w’L 2 07

yin- Bia; <0 (5:33)

und gleichzeitig

Yiot Byxi > 0,

.34
Yio— Box; <0, (5.34)

fiir alle 2 = 1,...,m, erfiillt.

In Abbildung 5.2 ist solch eine Datenkonstellation fiir ein Modell mit zwei Kovariablen
graphisch dargestellt. Die Erfolge in der ersten Responsekomponente s; (Symbole A und
x) sind von den Misserfolgen (Symbole o und *) durch die Gerade B« = 0 separiert:
die Daten zu s; = +1 liegen stets oberhalb davon im mit ,,+“ gekennzeichneten Bereich,
diejenigen zu s; = —1 dagegen unterhalb von Bz = 0 (gekennzeichnet mit ,—“). Die
Erfolge (Symbole * und A) und die Misserfolge (Symbole x und o) der zweiten Kompo-
nente s, trennt die Gerade 3,z = 0 voneinander. Die Erfolge liegen dabei wieder ober—
und die Misserfolge unterhalb davon. Auch diese beiden Bereiche sind entsprechend mit
»+ bzw. ,—* kenntlich gemacht.

Fiir das bivariate Probit-Modell reduziert sich die Frage nach der Existenz des ML-
Schétzers also auf das Existenzproblem der beiden marginalen univariaten Probit-Modelle,
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Kovariable 2

o Ergebnis (-1, -1)
% Ergebnis (-1,+1)
A Ergebnis (+1,+1)
X Ergebnis (+1, -1)
T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Kovariable 1

Abbildung 5.2: Datenkonstellation im bivariaten Probit-Modell, bei der kein ML-Schéatzer
existiert: Die Daten zu Erfolgen und Misserfolgen in den einzelnen Komponenten sind
vollstandig separabel.

das bereits in Abschnitt 3.3 angesprochen wurde: Die Bedingungen (5.33) und (5.34) fiir
die marginalen Klassen entsprechen jeweils genau der Bedingung (3.8) im univariaten Fall.

Dies ist aber nicht nur beim bivariaten Probit-Modell der Fall. Theorem 2 gilt allgemein
fiir alle Modelle der Form (5.26) und setzt Existenz und Eindeutigkeit des ML-Schétzers
des gesamten Modells in Beziehung zur Existenz und Eindeutigkeit der ML-Schétzer fiir
die marginalen Modelle. Dazu benétigt man zunéchst folgende Definition:

Definition 5.1. Eine multivariate Dichte auf R¥ heifit k-strikt (log)-konkav, falls die
gemeinsame Dichte sowie alle marginalen Dichten strikt (log)-konkav sind.

Bezeichne im Folgenden B den ML-Schétzer des gesamten Modells im Spezialfall (5.26),
und sei 8, die j-te Komponente dieses ML-Schitzers. Bezeichne weiterhin den ML-

Schétzer des marginalen Modells zur j-ten Responsekomponente mit @j. Dann gilt

Theorem 5.2. R
(a) Falls der Erwartungswert E(z'z) endlich oder hg log-konkav ist, so existiert 3, genau
dann, wenn (3; existiert.

(b) Falls die zugrunde liegende Dichtefunktion f k-strikt log-konkav auf RF ist, dann
existiert ein eindeutiger Schiitzer B; genau dann, wenn B3; existiert und eindeutig ist.
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Da — wie wir in Abschnitt 5.1 bereits erldauterten — fiir die Schétzung von B/ = (Bll, B;) im
bivariaten Probit-Modell oftmals die Schétzer [31, [32 der univariaten marginalen Modelle
als Startwerte verwendet werden, ergibt sich aus Theorem 5.2 eine einfache Moglichkeit,
Divergenz frithzeitig zu erkennen und zu signalisieren. Ein gutes Programm sollte al-
so zuerst die beiden marginalen Modelle anpassen. Falls schon hier Divergenzprobleme
auftreten, kann man das Programm abbrechen lassen, noch bevor mit der gemeinsamen
Schétzung begonnen wird.

Ein Beispiel fiir eine Datenkonstellation zu zwei Kovariablen, in der zwar B, (und 3,)
existieren, 3, (und B,) dagegen nicht, ist in Abbildung 5.3 graphisch dargestellt.

Kovariable 2

Ergebnis (-1, -1)
Ergebnis (-1,+1)
Ergebnis (+1,+1)
Ergebnis (+1, -1)
I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

X D> *¥ o

Kovariable 1

Abbildung 5.3: Datenkonstellation im bivariaten Probit-Modell, bei der nur der marginale
ML-Schétzer zur ersten Responsekomponente existiert.

In dieser Graphik gibt es keine Gerade, mit der man die Daten der Erfolge und Misserfolge
in der ersten Responsekomponente voneinander trennen kann, weshalb ein marginaler ML-
Schétzer existiert. Fiir die zweite Komponente ist eine vollstdndige Trennung der Erfolge
und Misserfolge allerdings moglich; somit gibt es fiir das entsprechende marginale Modell
keinen ML-Schétzer. Auch das gemeinsame bivariate Modell ist deshalb nach Theorem
5.2 nicht schétzbar.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass fiir festes p der Schétzer ﬁ bei entsprechend giins-
tiger Datenkonstellation auch dann existieren kann, wenn eine oder mehrere mogliche
Responsekombinationen im Datensatz gar nicht auftreten.
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5.2.3 Der gemeinsame Maximum-Likelihood-Schitzer (3, p)

Fiir eine gleichzeitige Schétzung von B8 und p stellt sich die Log-Likelihood analog zu
(5.29) folgendermaBen dar:

m

1(B.p) =Y wisloghs(XiB,p) , BER’ peC, (5.35)

i=1 s€S
wobei C;, kompakt und ¢ = 1k(k — 1) ist.

Da wir im vorherigen Abschnitt das Verhalten von B bedingt auf p bestimmt haben,
werden wir auch die Profil-Loglikelihood pl(p) := supg (3, p) betrachten.

Aussagen iiber die Existenz des gemeinsamen ML-Schétzers (B, p) werden dadurch er-
schwert, dass hs als Funktion von p nicht (strikt) log-konkav ist, wie wir jetzt anhand
eines Beispiels zeigen werden. Mithilfe einiger elementarer Eigenschaften der bivariaten
Standardnormalverteilung (siche z.B. Sheppard (1899) oder Johnson & Kotz (1972)) kann
man zeigen, dass im bivariaten Probit-Modell fiir p > 0

1 1

hs(07 :0) = Z + %Sin_lp

gilt. Die zweite Ableitung von log hs(0, p) ist

a? ha(0. p) = 2mphs(0,p) — /1 = p?
dp? " T e T 2 (1= ) h2(0,p)]

und mit lim, .o hs(0, p) = 1 gilt

d? 0-1 4
lim 52 o000 = e =
p=0 dp Am? - (3)
Wegen lim, .1 hs(0,p) = % ist der Zahler der zweiten Ableitung fiir p — 1 positiv und

durch 27 -1 - % = 7 beschrankt, wihrend der Nenner von oben gegen Null konvergiert.

Insgesamt ist % hs(0, p) in der Néhe von 1 also positiv, und log hs(0, p) ist dort nicht
konkav.

Wir nehmen an, dass fiir jedes p € C, keine Atome in den eindimensionalen Réndern
existieren. Bezeichne P, das zu p gehorige Wahrscheinlichkeitsmafl und F), die entspre-
chende Verteilungsfunktion. Weiterhin gelte, dass p, genau dann gegen p konvergiert,
wenn F, an den Stetigkeitspunkten von F, gegen F), konvergiert. Dies garantiert die
Stetigkeit von hs(, p) in beiden Argumenten. Dies ist auch dann richtig, falls F), eine
degenerierte Verteilungsfunktion ist. Klar ist weiterhin, dass hs(7y, p) log-konkav ist, falls
hs(7, p,,) log-konkav ist fiir alle p,,, und dass rec [ (beziiglich 3) fiir alle p gleich ist. Die
Definitheitseigenschaft iibertréagt sich jedoch im Allgemeinen nicht von den hg(7y, p,,) auf

hs(’)/a p)



5.2 Existenz und Eindeutigkeit des ML-Schatzers 50

Unter diesen Annahmen gilt folgendes Resultat beziiglich der Existenz des ML-Schétzers
(8,p):

Theorem 5.3. Fulls (B, p) in (5.35) nicht identisch —oo ist und E(2'z|p) als Funktion
von p nach oben halbstetig, endlich und nicht identisch 0 ist, dann nehmen sowohl die

Log-Likelihoodfunktion als auch die Profil-Loglikelithood ihr Supremum genau dann an,
wenn kein B3 # 0 (5.31) erfillt.

Beweis. (Skizze)

Zunéchst kann man mithilfe einiger standardméfiger Stetigkeitsargumente folgendes Re-
sultat beweisen: Falls [(3, p) eine (nach oben halb—)stetige Funktion auf R? x C'ist, (3, p)
nicht identisch —oo ist und es eine Funktion A(||3]|) gibt, so dass (3, p) < h(||3]]) fiir
alle p € C, C kompakt, und h(||3]]) — —oo fiir ||B]| — oo, dann ist die Profil-Likelihood
ebenfalls (nach oben halb—)stetig, und sowohl [(3, p) als auch pl(p) nehmen beide ihr
Maximum an.

Solch eine Funktion A(||3]]) kann man unter den Voraussetzungen des Theorems angeben:
Sei II4() die Projektion von « auf den Orthanten O4(0). Dann liefert die Ungleichung

ITLs(v)|1* hs(, p) < E(2'2|p)

eine dominierende Funktion fiir die Log-Likelihood: Aufgrund der Annahmen ist r :=
sup e E(2'2|p) endlich, positiv, und wird tatséchlich angenommen. Damit gilt

2log ||TTs(v)|| + log hs(v, p) < c:=logr, —oo<c< oo.

Die Funktion
fa(v) == min{0, ¢ — 2log [|TL(v)||}

ist negativ, stetig, und beschréinkt log hs(«, p) nach oben. Zudem garantiert rec [ = {0},
dass ||ILs(7y)|| — oo fiir || 3] — oo, und damit gilt fs(v) — —oo. Daraus folgt schlieBllich

p) < D f(XiB)
Yis>0

und mit dem Resultat zu Anfang des Beweises ist Theorem 5.3 vollsténdig bewiesen. [J

Auch dieses Theorem lésst sich auf das multivariate Probit-Modell iibertragen. Hierbei
ist C; der Raum aller k£ x k Korrelationsmatrizen. Dieser ist kompakt und alle singuléren
Matrizen liegen auf dem Rand. Zudem gilt im multivariaten Probit-Modell

k
E(z'z|p) = Zz2!p Z (zlp)=> 1=

= =1

so dass die Voraussetzungen des Theorems offensichtlich erfiillt sind.
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Uber die Eindeutigkeit des gemeinsamen ML-Schétzers (B, p) im korrelierten Vorhersage-
modell gibt es keine allgemeingiiltigen Aussagen. Speziell fiir multivariate Probit-Modelle
gilt aber zumindest folgendes Resultat:

Theorem 5.4. Falls kein 3 # 0 (5.31) erfiillt, dann existiert der ML-Schitzer (8, p) fiir
das multivariate Probit-Modell. Zudem st fiir jede feste Korrelationsmatriz, die nicht auf
dem Rand von Cy liegt, der ML-Schitzer von 3 eindeutig.

Falls das Maximum im multivariaten Probit-Modell auf dem Rand von C, angenommen
wird, dann ist hs(7y, p) nicht mehr log-konkav in =, so dass in diesem Fall die Eindeutig-
keit von B verlorengeht. Im bivariaten Probit-Modell wiirde dieser Fall eintreten, wenn
sich p = 1 ergibt.

Fiir das multivariate Probit-Modell lassen sich dazu hinreichende Bedingungen fiir die
Existenz eines Schétzers im Inneren des Parameterraums angeben: Bezeichne die Menge
{s|si =1,s; = —1} als S”_,. Definiere analog die Mengen S, 5% | und S _. De-
finiere weiterhin Al% fir [,m = 1,—1 als die Menge aller Kovariablenvektoren x;, zu
denen eine Responsekombination s aus Slffn beobachtet wird. Man kann zeigen, dass (fiir
i#j=1,...,k) eine geschitzte Korrelation von p;; = 1 unméglich ist, wenn die Daten
Al” 1 und A A 1,1 nicht vollsténdig separabel sind. p;; = —1 ist dagegen unmdéglich, wenn
die Daten Alﬁ und A% 1.1 nicht vollsténdig getrennt werden kénnen.

Betrachtet man speziell den bivariaten Fall, so miisste fiir eine vollstédndige Trennbarkeit
der Daten A%, und A ein Vektor 8 = (8}, 3;) # 0 existieren, so dass fiir jedes x;,
zu dem die Ergebmskonstellatlon (1,—1) vorliegt, die Ungleichungen

Bz >0

Bl <0 (5.36)
og X

gelten. Zudem miisste dieser Vektor 3 fiir jedes x;, zu dem man die Responsekombination

(—1,1) beobachtet, das Ungleichungssystem

/
P <0 (5.37)
ngi >0
erfiillen. Existieren also nun beispielsweise zu jedem Vektor 3 eine oder mehrere Beobach-
tungen mit der Responsekombination (1,—1), deren Kovariablenvektor x; die Ungleichung
Byx; > B1x; erfiillt, und/oder gilt fiir Beobachtungen zur Kombination (—1,1) die umge-
kehrte Ungleichung B,x; < B1;, so ist eine vollstéindige Trennung der Daten und damit
eine geschitzte Korrelation von p = 1 unmoéglich: Denn fiir diese Beobachtungen gilt dann
Byx; > Bix; > 0 bzw. Box; < B1x; < 0, und somit ist Bedingung (5.36) und/oder (5.37)
nicht erfiillt.
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Sowohl beim bivariaten Probit- als auch beim logistischen Modell handelt es sich um soge-
nannte (voll-)parametrische Modelle: Hierbei wird nicht nur die marginale Abhéngigkeit
der einzelnen Response-Komponenten von den Kovariablen und die Korrelation model-
liert. Dariiber hinaus werden auch explizite Annahmen iiber die zugrunde liegende ge-
meinsame Verteilung getroffen, was eine Maximum-Likelihood-Schétzung tiberhaupt erst
ermoglicht. Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, ist es nicht immer notig, diese
Verteilungsfunktion vollstdndig festzulegen.

5.3 Die Generalized Estimating Equations-Methode

Einen solchen Ansatz zur Modellierung schlagen Liang & Zeger (1986) vor. Verwendet
werden dabei sogenannte ,,Generalized Estimating Equations“ (GEE), die eine konkrete
Spezifizierung der zugrunde liegenden bivariaten Verteilung fiir die Parameterschétzung
iberfliissig machen. Auch bei diesen Modellen werden die marginalen Kovariableneffekte
und, in der Erweiterung des Modells von Prentice (1988), die zugrunde liegende Korrela-
tionsstruktur geschiitzt. Uber den gesamten Einfluss der Kovariablen auf die gemeinsame
bivariate Zielgrofie wird dabei allerdings keine explizite Aussage gemacht.

Die GEE-Methode weist einige Vorteile gegeniiber dem parametrischen Ansatz auf (siehe
z.B. Lesaffre & Kaufmann (1992)): Die Schétzer sind konsistent und zudem auch oftmals
effizienter. Des Weiteren ist der Rechenaufwand weitaus geringer. Fiir Anwendungen, in
denen das Hauptaugenmerk auf den marginalen Effekten liegt und die Korrelation eher
als Storgrofle angesehen wird, ist der GEE-Ansatz daher oftmals vorzuziehen.

Jedoch ist es manchmal essentiell, individuelle Vorhersagen fiir die Wahrscheinlichkeiten
jeder einzelnen Kombination der beiden univariaten Zielgroflen machen zu koénnen. Als
Beispiel lassen sich klinische Studien anfiihren, in denen man nicht nur daran interessiert
ist, das Auftreten einzelner Krankheiten in Abhéngigkeit von bestimmten Kovariablen zu
beschreiben, sondern aufgrund von Patientendaten eine Vorhersage fiir die gemeinsame
ZielgroBe machen mochte. In solchen Fillen ist eine konkrete Annahme hinsichtlich der
gemeinsamen Verteilung absolut unerlésslich.

Da man auch im vorliegenden Datenbeispiel nicht nur an den marginalen Effekten der
Kovariablen interessiert ist, sondern eine explizite Aussage iiber das jeweilige Auftreten
der vier verschiedenen Responsekategorien machen mochte, kommt hier nur ein vollpara-
metrischer Ansatz in Betracht.



6 Zusammenhang zwischen Korrelation und
Odds Ratio

Den sogenannten Odds Ratio haben wir in allgemeiner Form bereits in Abschnitt 4.5 ein-
gefithrt. Nun wollen wir diesen speziell fiir die bivariate Standardnormalverteilung nidher
betrachten und dabei insbesondere versuchen, die Zusammenhénge zwischen dem Korre-
lationsparameter p und dem Odds Ratio zu ergriinden.

6.1 Der Odds Ratio fiir die bivariate Standardnormalverteilung

Wie in Abschnitt 4.5.2 definieren wir den Odds Ratio zu zwei Zufallsvariablen X und Y
an der Stelle (z,y) als

e )__P(ng,ng)P(X>x,Y>y)_P(ng,ygy)/P(X>x,Y§y)
T PX<a Y >y P(X>2,Y <y PX<aY>y' P

Falls die gemeinsame Verteilung der beiden Zufallsvariablen eine bivariate Standarnor-
malverteilung ist, so kann man dies auch formulieren als

=Y(x,y,p), x,yeR, pel[-1,1]
(6.2)

wobei @y und ® wieder die Verteilungsfunktion der bivariaten bzw. univariaten Stan-
dardnormalverteilung bezeichnen. Der Odds Ratio héngt hier also sowohl von der Lage
des Punktes (x,y) als auch vom Korrelationsparameter p ab. Unter Verwendung einiger
grundlegender Eigenschaften der bivariaten Standardnormalverteilung (sieche Anhang A)
ergibt sich daraus die Darstellung

U(z,y) = alr,y, p) [1—®(z) — ‘D(Sl/) + Oy (x,y, p)]

[®(x) — Po(w,y,p)] [2(y) — Pa(z, Y, p)]

@2@7%,0) : (1)2(_x7_y710)
Y(x,y,p) = . 6.3
( p> (I)Q(x7 _y7_p> : (I)Q(—I',y, _p) ( )
Offensichtlich gilt
(1)2(_I7y7 _p) : q)2($7_y7 _p) 1
V(—z,y, —p) = = . 6.4
o) = g e ) - ®amyp) - WP (64)
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6.1 Der Odds Ratio fiir die bivariate Standardnormalverteilung

Weitere wichtige Beziehungen sind
U(z,y, p) U(y,z,p) 6.5)
U=z, =y,p) = &,y p (6.6)
Y(z,—y,—p) = m (6.7)
ey =) = w(—fﬂl,y,p) (e, 1—y,p) 65

Fiir fest gewéhlte Werte z und y kann man v als Funktion von p untersuchen. Abbildung
6.1 zeigt den Kurvenverlauf von 1(p) im Intervall [—0.6,0.6] fiir verschiedene Werte x, y.

Graphik 6.2 zeigt den Ausschnitt von [0, 0.4] in vergroferter Form.

n
AN
]
— (xy) =(0,0) |
- (xy)=(1,1) |
Q - (xy) =(2,2) /
(xy)=(0,1) !
T (X,y) = (0!2) | .
----- (xy)=(2) .
0 ll.‘:
i IR
I’
— Lo
= /l- !
> i
-
Ln -
[ [ [ [ [ [ [
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
P

Abbildung 6.1: Kurvenverlauf von 1)(p) zu verschiedenen Wertepaaren (x,vy) fiir
p€[~0.6, 0.6]
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— (xy)=(0,0)
--- (xy)=(1,1)
o4 | (xy) =(2,2) ‘
(xy) =(0,1) /
-—= (xy)=(0,2) Y,
A (xy) =(1,2) o
=
5 Y

Abbildung 6.2: Kurvenverlauf von 1(p) zu verschiedenen Wertepaaren (x,vy) fiir
pel0,0.4]

(6.4) — (6.8) zufolge reprisentieren diese sechs Kurven eine Vielzahl von Wertepaaren.
So entspricht der Plot zu (z,y) = (1,1) nach Eigenschaft (6.6) exakt dem zu (z,y) =
(—1,—1), die Kurve zu (z,y) = (1, 2) ist beispielsweise mit denjenigen zu (z,y) = (2,1),
(x,y) = (—1,-2) und (x,y) = (=2, —1) vollkommen identisch.

Der Punkt (0,1), an dem die beiden Zufallsvariablen X und Y stochastisch unabhéngig
sind, ist allen Kurven gemeinsam: Aus (6.3) ergibt sich bei p = 0 sofort

(z) P(y) P(—z) P(—y)
D () O(—y) ©(—x) P(y)

?/)(5757?/,0): =1 Vl’,yER.

Fiir p € [0, 1] sind die Unterschiede zwischen den verschiedenen Kurven sehr ausgeprégt.
Fiir p im Bereich [—1, 0] nimmt ¢ (z,y, p) dagegen nur Werte zwischen 0 und 1 an. Eine
Betrachtung von - ist daher in diesem Bereich sinnvoller, da Anderungen von (p)
dabei deutlicher zutage treten.
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Der Odds Ratio lasst sich hier — genau wie in Abschnitt 4.5 — wieder als Verhéltnis zweier
Chancen interpretieren: Darstellung (6.1) kann man auch mit bedingten Wahrscheinlich-
keiten formulieren. Man erhélt

P(XSCL‘IYSy;p)/P(XSZ‘!Y>y;p)
PX>z|Y <y;p) P(X>z|Y >y;p)’

UV(x,y,p) =

also die Chance von (X < ) zu (X > x), falls Y <y gilt, im Verhéltnis zur Chance von
(X <z) zu (X > ) unter der Bedingung Y > y.

Aufgrund dieses Zusammenhanges zwischen Odds Ratio und dem Korrelationsparameter
ist es also moglich, Anderungen von p auch auf der Skala der Odds Ratios zu interpre-
tieren, was eine etwas anschaulichere Auslegung erlaubt als der abstraktere Begriff der
Korrelation. Das Chancenverhiltnis kann sich dabei selbst bei verhéltnisméfig kleinen
Anderungen in p extrem verdndern, wie man Abbildung 6.1 entnehmen kann.

6.2 Schatzung des Korrelationsparameters p mithilfe des Odds Ratios

Hat man Daten, bei denen n Beobachtungen der beiden Zufallsvariablen X und Y nur
in dichotomer Form vorliegen, so ist eine Darstellung dieser Daten in Form einer 2 x 2
Kontingenztabelle moglich:

X<z | X>«x
Y <y a b
Y >y c d

Dabei gilt a + b+ c+ d = n. Aus diesen Daten lésst sich der beobachtete Odds Ratio zﬂObs
berechnen als p

j,0bs . _ CL_

L be
und daraus kann man bei bekannten z,y die Korrelation von X und Y schétzen, wobei
der geschitzte Wert p die Losung der Gleichung

(.Y, p) = ad (6.9)

be
ist, die man z.B. graphisch ermitteln kann. Datensimulationen zeigen, dass die solcherma-
Ben geschitzte Korrelation p zumindest fiir z, y im Bereich von [—1, 1] relativ nahe am
wahren Wert p liegt.
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Falls die Schrankenwerte x und y jedoch unbekannt sind, kann man diese zunéchst aus
den Daten als

i=0 (a :; C) (6.10)
j=ao"! (a;tb) (6.11)

schitzen. Den geschitzten Korrelationsparameter p bestimmt man dann mithilfe der
Schétzer aus (6.10) — (6.11) als Losung der Gleichung

(2, 9,p) = <<I>‘1 (azc) P <a Z b) ,p> — Z—f . (6.12)

Wie wir jetzt zeigen werden, ist diese Schitzung dquivalent zur Berechnung der von Pear-
son eingefiihrten tetrachorischen Korrelation, die wir bereits in Abschnitt 5.1 vorgestellt
haben, und die wir im Folgenden mit p ., bezeichnen. Fiir diesen Schétzer bestimmt man
zunéchst die Schrankenwerte & und g genauso wie in (6.10)—(6.11). Dann berechnet man
Dietr als Losung der Gleichung

o d
(I)2<—LU, _y7ptetT) = E . (613)

Aus den Eigenschaften der bivariaten Standardnormalverteilung (siehe z.B. Johnson &
Kotz (1972)) ergibt sich zunéchst

(I)(i.) + (I)(Q) - (I)2(‘%7 g?ﬁtetr) =+ @2(_3?7 _:gv tetr) =1.
Daraus erhélt man unter Verwendung von (6.10),(6.11) und (6.13)

CI)Q(jja Qvﬁtetr) = (1)<i') + (1)<g) + (DZ(_:i'a _gv ﬁtetr) -1

at+c a+db d n+a a (6.14)
n n n n n
Damit kann man wiederum
a—+c a c
) A_AAer =®(z) - A7A7A6T: - = -
2(Z, =7, Pretr) (2) 2(Z, Y, Pretr) " nn
und +b b
o R o a a
Po(—2,7, Pretr) = P(Y) — P22, Y, Pretr) = =

herleiten, und somit gilt offensichtlich

ooy (a/m) (d/m) _ad
w(xay7ptetr) — (b/n) (C/?’L) bC .

Fiir pier gilt also nicht nur (6.13), sondern auch (6.12).
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Erfiillt umgekehrt p (6.12), also

(6.2) Po(d

== (6.15)

<>

g?ﬁ) [1_®<i‘> _(I)(g)+q)2(A> Aaﬁ)] ad
) - @2(£,§,ﬁ)] (I)(:g) - (I>2 Aagna

fir £ = &1 (“T’LC) und § = d~1 (“TH’) , dann folgt aus einem Vergleich von

ad B (a/n) (d/n) % . n—(a-i—c);(a-i—b)-‘ra % . [ _d

1 -9
b~ (b/n) (c/n)  GHbe @o—e — [B(j)— 2] - [B(z) — 2

n n

mit (6.15) sofort, dass ®5(Z, ¢, p) = &. Damit kann man wie in (6.14) zeigen, dass

at+c a+b a d

By(—2,—§, p) = 1 — B(&) — (§) + Da(#, 5, p) = 1
2( x, y7p) (l‘) (y)+ Q(w,y,,O) n n n n

Erfiillt p also (6.12), so ist auch (6.13) richtig.

Somit gilt p = pyesr. Zudem zeigt Hamdan (1970), dass fiir Daten, die nur in obiger Form
vorliegen, die tetrachorische Korrelation pye, der Maximum-Likelihood-Schétzer von p
ist.

6.3 Der Odds Ratio im bivariaten Probit-Modell

Das hier beschriebene Konzept des Odds Ratios ldsst sich auch auf das bivariate Probit-
Modell iibertragen, da man dabei ebenfalls von einer zugrunde liegenden bivariaten Stan-
dardnormalverteilung ausgeht.

Die Daten zu n unabhéngigen Beobachtungen der beiden binéren Zielvariablen Y; und Y,
kann man in folgender Kontingenztabelle zusammenfassen:

Yi=1Y1=0
Y, =1 ni1 no1
Yy = N1 Moo

Dabei bezeichnet n;; die Anzahl aller Beobachtungen im Datensatz mit ¥; =i und Y5 = j
fiir i, 7 = 0, 1. Damit gilt L, nij = n. Der beobachtete Odds Ratio 1" ist hier

1,5=0,

Sobs 411 " Moo
No1 - N1o

Dieser Wert gibt, wie schon in Abschnitt 4.5 erlautert, das Verhéltnis der Chancen von
(Y1 =1) zu (Y7 = 0) innerhalb der beiden Subpopulationen (Y3 = 1) und (Y = 0) an.
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Problematisch ist hierbei allerdings, dass zwar jeder dieser n Einzelbeobachtungen Y; :=
(Y1, Yn), i =1,...,n, eine bivariate Standardnormalverteilung mit demselben Korrelati-
onsparameter p zugrunde liegt, der Teilpunkt (B3| x; , B5x;) hier jedoch nicht konstant ist,
sondern vom jeweiligen Kovariablenvektor x; abhéngt und prinzipiell fiir jede der n Beob-
achtungen einen anderen Wert annehmen kann. Trotzdem kann man hier eine Schétzung
der Schrankenwerte wie in (6.10) und (6.11) {iber die marginalen relativen Haufigkeiten
vornehmen. Falls die linearen Pridiktoren 3|x; und B,x; fiir alle Beobachtungen bereits
bekannt sind, konnte man auch deren Mittelwerte als Schranken verwenden. Bei beiden
Vorgehensweisen muss man aufgrund der Variation in den Teilpunkten aber mit einer
groferen Ungenauigkeit des Schétzers p (bzw. pier) rechnen.

Mochte man fiir unseren Datensatz den Korrelationsparameter in bestimmten Subpopula-
tionen abschétzen, so ist diese Herangehensweise daher eher ungeeignet. Da sich die wah-
ren Korrelationen der Subpopulationen in einem sehr engen Intervall von [—0.16,4+0.15]
zu bewegen scheinen, liefert der Schétzer pie,- zu ungenaue Werte, um verniinftige Aus-
sagen treffen zu konnen. Eine Schéitzung des kompletten bivariaten Probit-Modells ist
deshalb fiir die meisten Untergruppen unerlésslich.



[ Strategien zur Modellierung groBer
Datensdtze

Die meisten standardméfBigen Software-Pakete verfiigen heute iiber die Option, eine Mo-
dellanpassung iiber schrittweise Variablenselektion durchzufiihren, so dass man theore-
tisch die Moglichkeit hétte, dem System einfach alle zur Verfiigung stehenden Daten zu
iibergeben, und dem Programm die gesamte Arbeit zu iiberlassen.

Bei groflen Datensétzen st68t man jedoch sehr schnell an die Grenzen der Leistungsfahig-
keit solcher Programme, vor allem, wenn man auch Interaktionen in die Modellierung
miteinbeziehen mdéchte: So miisste man beim vorliegenden Datensatz mit seinen 34 Kova-
riablen 595 Interaktionen betrachten! Da man fiir kategorielle Kovariablen im Allgemeinen
eine Dummy-Kodierung verwendet, erhielte man im Datensatz tatséchlich ein Vielfaches
dieser Zahl an moglichen Interaktionen. Eine zu hohe Variablenzahl fiihrt allerdings zu
groflen Problemen, sie vergroflert den ohnehin schon sehr umfangreichen Datensatz im-
mens und hat vor allem dramatische Auswirkung auf die Rechenzeiten und benétigten
Speicher, besonders dann, wenn dazu noch eine grofie Anzahl von Beobachtungen vorliegt.

Deshalb ist speziell bei grolen Datensétzen eine sehr sorgféltige Priifung und Vorauswahl
der Kovariablen und Interaktionen notig. Dies geschieht iiber eine explorative Analyse
der Daten, die auf einer Betrachtung der sogenannten empirischen Logits beruht. Im Fol-
genden stellen wir fiir univariate Probit-Modelle solche explorativen Verfahren zur Vorse-
lektion der einzelnen Kovariablen und ihrer Interaktionen vor. Anschlieend erldutern wir
weitere Probleme, die aus der vorliegenden Datenkonstellation entstehen konnen, sowie
Moéglichkeiten zu deren Losung.

7.1 Identifikation einflussreicher Kovariablen

Um die wichtigsten Kovariablen zu identifizieren, betrachtet man zunéchst nur den Ein-
fluss jeweils einer kategorialen Variablen (den sogenannten Haupteffekt) auf die Zielgrofen
unter Vernachlassigung der anderen Kovariablen.

Sei Y eine binére Zielvariable mit Auspriagungen 0 und 1 und sei x eine kategoriale Kova-
riable mit M Auspriagungen {1,..., M}. Bezeichne n die Gesamtzahl an Beobachtungen
im Datensatz, n; die Anzahl von Beobachtungen in der j-ten Kategorie von = und ny;
die Anzahl von Beobachtungen in der j-ten Kategorie mit ¥ = 1. Definiere analog ny,.
Dann gilt Z]M:1 n; = n und ny; + ng; = n;. Zusammenfassend kann man dann folgende

60
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Kontingenztabelle erstellen:

z:| 1 2 ... M
Y:1 nyp Nig2 ... s
0 Nor MNoz2 ... Nom
total: | 9 no ... ny

Berechne fiir jede Kategorie den empirischen Logit

o N4 N4 MN1:/MNs AO‘bS
Logit (j) := — = — = y/n pl{obs ji=1,...,M,

nogjg  nj—ny o (ng—ny)/ng o (1—=po)

wobei ﬁlojbs ;= 22 die aus den Daten geschitzte Wahrscheinlichkeit P(Y = 1|z = j)
J
bezeichnet. Logit (j) ist demnach ein Schéatzer fiir llzgz—é}zz%, also fiir die Chance auf

Erfolg in der j-ten Kategorie.

Diese Schétzer bilden die Grundlage fiir eine graphische Auswertung: Veréndern sich die
empirischen Logits, also die geschétzten Erfolgschancen, in einem Plot iiber die verschie-
denen Kategorien hinweg nicht sehr, so hat die Kovariable x kaum Einfluss auf die Ziel-
grofle Y. Treten dagegen starke Schwankungen in den empirischen Logits auf, so zeigt die
Kovariable einen deutlichen Effekt auf Y.

Auf diese Weise kann man die Zahl der fiir die Modellierung verwendeten Kovariablen
meist reduzieren. Im vorliegenden Datensatz wurden die Haupteffekte der Kovariablen
fiir storno und abschluss jeweils gesondert untersucht. Einige Kovariablen konnten auf-
grund der empirischen Logits von vornherein ausgeschlossen werden.

Mit den solchermafien ausgewéhlten Kovariablen kann man bereits ein einfaches Haupt-
effektmodell erstellen. Allerdings werden hierbei Interaktionen zwischen den Kovariablen
komplett vernachléssigt. Deshalb sollte zu Vergleichszwecken auch ein Interaktionsmodell
erstellt werden. Auch dabei ist zunéchst eine Vorselektion notwendig, um die enorme Zahl
an moglichen Interaktionen so weit wie moglich zu reduzieren.

7.2 Identifikation wichtiger Interaktionen

Fiir die Hinzunahme von Interaktionen trifft man fiir eine sinnvolle Modellierung zunéchst
folgende Einschrankung:

Es werden grundsatzlich nur Interaktionen zwischen den Kovariablen betrachtet, die sich
bei der Haupteffektanalyse nach Abschnitt 7.1 als relevant herausgestellt haben. Dies
verringert nicht nur die Anzahl der zu untersuchenden Interaktionen immens, sondern
bietet noch einen weiteren Vorteil: Ein Interaktionsmodell, das dieses Kriterium erfiillt,
lasst sich gut mit dem Haupteffektmodell vergleichen, da die beiden genestet sind.
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Den Einfluss einzelner Interaktionen auf eine binére Zielgrofle quantifiziert man ebenfalls
mithilfe empirischer Logits: Sei Y wieder die binédre Zielvariable. Seien x; und x, kate-
goriale Kovariablen mit Auspréagungen 1,..., K bzw. 1,..., M. Bezeichne n;; die Anzahl
von Beobachtungen mit 7 = ¢ und x5 = j und bezeichne ny;; (ng;;) die Anzahl von Be-
obachtungen in Zelle (i, ) mit Y =1 (Y = 0). Es gilt ny;; + ng;; = n;j. Zusammenfassend
ergeben sich folgende Kontingenztabellen:

I - 1 2 R K

T . 1 ni11 N2 ce K

Nnoy M99 e Nok

M Nart Ny ... Nk

Y=1|x:1 2 K Y=0|x:1 2 K

To: 1| nin niz ... nnk T2 1| non no12 ... No1k
2| ma Niz2 ... N2k 2| nou Nop22 ... No2k
M | niyn name .. Mimk M | noy1 mnom2 ... Momk

Berechne fiir jede Zelle (i,7), i=1,...,K, j=1,..., M, den empirischen Logit

L/\' L N4 N nlij/nij - 13101'?'5
Oglt (luj) T - - - ~obs\’
Noy Ny — Ny (i —nag) /i (1= D))

wobei p* := 22 die geschitzte Wahrscheinlichkeit P(Y = 1]z; = i, 25 = j) bezeichnet.
ij

P(Y=1|z1=t,z2=y)
P(Y=0|z1=1, z2=7)

@ (1,7) ist demnach ein Schétzer fiir , also fiir die Chance auf Erfolg in

Zelle (i, 7).

Fiir festes x1 = I lésst sich der Verlauf der empirischen Logits iiber die verschiedenen
Kategorien von xp graphisch verfolgen. Ein Plot von I@ (1,7) fir j = 1,..., M zeigt
die Anderung der Erfolgschancen in Abhingigkeit von x5 innerhalb der Subpopulation
(x1 = I). Verlaufen diese Plots fiir die verschiedenen Subpopulationen parallel, so liegt
keine Interaktion zwischen z; und zo vor. Sind die Kurven dagegen nicht parallel bzw.
iiberschneiden sie sich sogar, so interagieren x; und x, miteinander.

Mithilfe dieser Entscheidungsregel léasst sich die Zahl der zu betrachtenden Interaktionen
stark reduzieren. Im Datensatz verbleiben damit nur noch Kovariablen und Interaktionen,
die tatsédchlichen Einfluss auf die bindren Zielgroflen zeigen.
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Im Zusammenhang mit Interaktionen kann sich durch Kollinearitédten zwischen Kovaria-
blen ein weiteres Problem ergeben. Falls durch direkte kausale Zusammenhéange zwischen
zwei Kovariablen bestimmte Auspragungskombinationen von vornherein ausgeschlossen
sind, fiihrt dies zu leeren Zellen in den zugehédrigen Kontingenztabellen. Warum diese
Datenkonstellation problematisch ist und wie man dies l6sen kann, wird im folgenden
Abschnitt erldutert.

7.3 Beseitigung von Kollinearitdten im Datensatz

Falls in der Kontingenztabelle zu zwei interagierenden Kovariablen leere Zellen auftreten,
entstehen bei standardméffiger Dummy-Kodierung linear abhéingige Dummy-Variablen, so
dass die Designmatrix X := (z1,...,Z,)" € R™ @D nicht mehr vollen Rang hat. Dies
kann zu Problemen mit dem Schétzalgorithmus fithren, so dass man in dieser Situation
entweder gar keine oder nur unbrauchbare Ergebnisse erhélt.

Seien 1 und z, kategoriale Kovariablen mit K bzw. M Ausprigungen {1,..., K} bzw.
{1,..., M}. Die Gesamtanzahl verwendeter Dummies fiir 1 und x5 setzt sich zusammen
aus K — 1 Haupteffektdummies fiir zy, M — 1 Haupteffektdummies fiir 25 sowie (K —1)-
(M —1)=K-M — K — M+ 1 Interaktionsdummies von z; und x5 und betrégt somit
K - M —1. Im Falle einer vollbesetzen Kontingenztabelle, also bei K - M besetzten Zellen,
ist K - M — 1 gerade die grofftmogliche Anzahl an Dummy-Variablen, die man verwenden
kann, ohne dass lineare Abhéingigkeiten im Datensatz entstehen. Im Falle einer nicht
vollbesetzten Kontingenztabelle mit [ leeren Zellen sind aber hochstens K - M — [ — 1
Dummies linear unabhéngig. Da aufgrund unserer oben getroffenen Voraussetzung die
den Interaktionen zugrunde liegenden Haupteffekte im Modell enthalten sein miissen,
konnen zusétzlich nur noch (K —1) - (M — 1) —[ Interaktionsdummies in die Modellierung
einflieen. Die Wahl der verwendeten Dummies ist zudem nicht beliebig, sondern muss
stets so erfolgen, dass die ausgewéhlten Interakionsdummies einer Zeile bzw. einer Spalte
linear unabhéngig von der Dummyvariable des zugehorigen Haupteffektes sind.

Im betrachteten Datensatz tritt dieses Problem unter anderem zwischen den Kovaria-
blen hochwert, die anzeigt, ob ein Kunde als hochwertig betrachtet wird oder nicht, und
anzvhv auf, die angibt, wieviele Einschliisse in der verbundenen Hausratsversicherung des
Kunden existieren. Kunden mit 4 oder mehr Einschliissen gelten hierbei automatisch als
hochwertig (hochwert=1). Tabelle 7.1 zeigt die relativen Héufigkeiten der verschiedenen
Auspragungskombinationen der beiden Kovariablen.

anzvhv: kein HR 0 1-2 3-4 >5 | total:
hochwert: (Angaben in %)

normal 35.75 5.30 6.58 428  — 51.90
hochwertig 21.09 0.81 3.09 10.92 12,19 | 48.10
total: 56.84 6.11 9.67 1520 12.19 | 100.00

Tabelle 7.1: Relative Hiufigkeiten zu anzvhv und hochwert
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Verwendet man die vier Kategorien 0, 1-2, 3-4 und >5 als Haupteffektdummies fiir anzvhv
und ,,hochwertig“ als Dummy fiir hochwert, so konnen nur noch drei Interaktionsdummies
im Datensatz verbleiben. Es ist leicht zu sehen, dass die Dummyvariable zur Interaktion
(hochwertig, >5) auf keinen Fall ausgewahlt werden darf, da sie mit der Haupteffektdum-
my zu anzvhv >5 vollkommen identisch ist. In diesem Fall gibt es also nur die Moglich-
keit, die Interaktionsdummies zu (hochwertig, 0),(hochwertig, 1-2) und (hochwertig, 3-4)
im Datensatz zu belassen.

Eine besonders ungiinstige Datenkonstellation ergibt sich, wenn zwei Kovariablen hinsicht-
lich einer Kategorie vollig iibereinstimmen. Dann sind zunéchst die beiden entsprechenden
Haupteffektdummies identisch und damit kollinear. Falls eine weitere Kovariable x3 mit
zwei Kovariablen x; und z, interagiert, bei denen die Dummies zu (x; = I) und (25 = J)
iibereinstimmen, so setzt sich das Problem linearer Abhéngigkeiten auch bei diesen In-
teraktionen fort: Die Interaktionsdummies zu (z; = I,x3 = k) und (2o = J x5 = k)
sind fiir alle Auspridgungen k£ von x3 ebenfalls identisch, so dass nicht beide gleichzeitig
im Datensatz verbleiben konnen. Bei einer groflen Zahl von Interaktionen mit zwei sich
auf diese Art iiberschneidenden Kovariablen wird die Kollinearitétsstruktur der Dummies
schnell uniibersichtlich und die Bereinigung des Datensatzes nicht mehr ganz einfach.

Eine Moglichkeit zur Umgehung dieses Problems besteht darin, die zusammenhéngenden
Variablen zu einer einzigen zu kombinieren. Dies bietet sich jedoch nur dann an, wenn die
beiden Einflussgroflen inhaltlich eng verwandt sind und deshalb sinnvoll zusammengefasst
werden konnen. Im vorliegenden Datensatz ist dies z.B. bei der kategorialen Version von
lastd und ldspart der Fall, da beide den letzten Neuabschluss im Zeitraum von 1999 bis
2001 betrachten. Dabei bezeichnet lastd die Zeitspanne seit dem letzten Neuabschluss
des Kunden und ldspart die Sparte dieses letzten Neuabschlusses. Eine vollige Uber-
schneidung liegt bei der Kategorie , kein Neuabschluss von 99 bis 01“ vor, wie die Tabelle
der relativen Héufigkeiten zeigt:

ldspart: Kraft Sach Leben kein Neuabschluss total:
lastd: (Angaben in %)

<1 Jahr 2.99 7.48 2.34 — 12.81
1-2 Jahre 2.70 6.54 1.06 - 10.30
2-3 Jahre 2.12 5.89 1.97 - 9.98
kein Neuab. — — - 66.91 66.91
total: 7.89 19.92 5.37 66.91 100.00

Tabelle 7.2: Relative Hiufigkeiten zu 1dspart und lastd

Da viele Kovariablen sowohl mit lastd als auch mit l1dspart interagieren, ist eine Zu-
sammenfassung der beiden zu einer neuen Kovariablen duflerst ratsam. Dabei definiert
man die Interaktionsdummies der beiden zu Haupteffektdummies der neuen Kovariablen
um:
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Fiir die Modellierung von storno definiert man die Kovariable neukombstorno iiber

neukombstorno ldspart lastd

0 kein Neuab. | kein Neuab.
1 Kraft <1 Jahr
2 Kraft 1-2 Jahre
3 Kraft 2-3 Jahre
4 Leben <1 Jahr
5 Leben 1-2 Jahre
6 Leben 2-3 Jahre
7 Sach <1 Jahr
8 Sach 1-2 Jahre
9 Sach 2-3 Jahre

Dasselbe Problem tritt auch bei der fiir abschluss benutzten Kodierung von ldspart
auf, bei der nur in , kein Neuabschluss® und , Neuabschluss®“ unterschieden wird. Analog
zu neukombstorno wird neukombabschluss eingefiithrt mit

neukombstorno ldspart lastd
0 kein Neuab. | kein Neuab.
1 Neuab. <1 Jahr
2 Neuab. 1-2 Jahre
3 Neuab. 2-3 Jahre

Die in dieser Arbeit verwendete Software STATA® erkennt zwar selbsténdig alle Kolli-
nearitdten und entfernt automatisch geniigend Dummies, um lineare Unabhéngigkeit und
damit eine Designmatrix vollen Ranges zu erzeugen. Wenn man jedoch die Entscheidung
dariiber, welche Dummies im Datensatz verbleiben und welche entfernt werden sollen,
nicht einfach dem Programm iiberlassen mochte, ist eine eigene Analyse der Kontingenz-
tabellen unerlésslich. Mithilfe der beiden hier beschriebenen Methoden kann man dann
alle auftretenden linearen Abhéngigkeiten im Datensatz selbst beseitigen.

7.4 Vorhersagbarkeit des Response in Kontingenztabellen

In Zusammenhang mit Kontingenztabellen sei auf ein weiteres mégliches Problem in der
Datenkonstellation hingewiesen: Bei eher schwach besetzten Zellen einer Kontingenzta-
belle kann es auch vorkommen, dass nahezu alle Beobachtungen in einer solchen Zelle
(7,7) denselben Response Y = 0 aufweisen, so dass dieser scheinbar perfekt vorhersagbar
ist. Da die Schétzung der Wahrscheinlichkeit P(Y = 0) dort nahe 1 und P(Y = 1) fast 0
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sein muss, miisste der geschétzte Logit

—_— p Y p— 1 f— 1 p— 1
Logit (¢, 7) = log i = L j.)
P(Y =0|x; =i,29 = j)

den Wert —oo annehmen, was zu numerischen Problemen im Schétzalgorithmus fiihrt.
Falls fast alle Beobachtungen die Ausprigung Y = 1 aufweisen, ist eine Schiatzung eben-
falls schwierig, da der Logit dann gegen +o0o gehen miisste. In beiden Féllen geht ins-
besondere auch die Standardabweichung gegen +oc0. In solch einer Situation entfernt
STATA®die zugehsrigen Beobachtungen aus dem Datensatz, da die Wahrscheinlichkei-
ten dort nicht mehr geschétzt zu werden brauchen. (vgl. STATA Base Reference Manual
(2003)). Da es bei einer grofien Anzahl von Kovariablen aber hiufig vorkommt, dass Dum-
myvariablen nach dem Entfernen dieser Beobachtungen linear abhéngig werden, kann dies
wiederum zu weiteren Problemen fiihren.



8 Modellierung stetiger Kovariablen

Bei der bisherigen Vorgehensbeschreibung in Kapitel 7 wurde stets davon ausgegangen,
dass alle Kovariablen in kategorialer Form vorliegen. Oftmals enthélt ein Datensatz —
auch der uns vorliegende — aber eine Mischung aus stetigen und kategorialen Kovariablen.
Im Folgenden wollen wir erlautern, auf welche Arten man diese stetigen Einflussgrofien
modellieren kann. Verschiedene Moglichkeiten zur Bewertung und zum Vergleich dieser
unterschiedlichen Modelle schliefen das Kapitel ab.

8.1 Modellierung in kategorialer Form

Fiir stetige Kovariablen gibt es grundsétzlich zwei Moglichkeiten der Modellierung. Zum
einen kann man stets die stetige Kovariable z durch eine Unterteilung des Wertebereichs
in Intervalle zu einer kategorialen Kovariablen & umwandeln. Sei &, .. ., £y eine Partition
des Wertebereichs [a,b] von x mit

a=%E& <& < <&y <Ev=0.
Dann hat  die Ausprigung i € {1,..., M} genau dann, wenn z € [§;_1,§;) gilt.

Mit der so erzeugten kategorialen Kovariablen & kann man im Weiteren genauso verfahren
wie mit den anderen kategorialen Kovariablen. So lassen sich die Haupt- und Interakti-
onseffekte wie in Abschnitt 7.1 und 7.2 analysieren. Modelliert wird Z dann beispielsweise
in Dummy-Kodierung mit Kategorie M als Referenzgruppe, so dass = in der Form

Bo + 5121 + Pala + - + Bu-1Zm-1 (8.1)
in den linearen Pridiktor B’z des Modells eingeht, wobei Z1, ..., Zy—1 wieder als Dum-
myvariablen mit

. 1 fallsx =1
Xr; =
0 sonst
fir i =1,..., M definiert werden.

Fiir eine erste Beurteilung des Einflusses einer stetigen Kovariablen bietet es sich in jedem
Fall an, zunédchst solch eine Kategorisierung vorzunehmen. Allerdings héngt die Analyse
der empirischen Logits dabei wesentlich von der Anzahl der Kategorien und der Wahl
der Punkte &g, ..., &y ab und spiegelt den wahren Effekt einer stetigen Kovariablen nur
annadherungsweise wider. Je grober die Unterteilung des Wertebereichs ist, desto unge-
nauer wird diese kategoriale Analyse.

67
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Ein Nachteil der Darstellung (8.1) liegt in der grofien Zahl von Parametern, die zur Mo-
dellierung benotigt werden. Deshalb versucht man haufig, nach Moglichkeit die stetige
Form der Kovariablen in der Modellierung beizubehalten.

8.2 Modellierung in stetiger Form

Das Ziel stetiger Modellierung ist es, fiir den Effekt einer stetigen Kovariablen x eine
Darstellung der Form

zu finden, wobei f(x) eine stetige Transformation von x bezeichnet. Diese Darstellung
kommt mit nur einem Parameter 3, aus und garantiert damit ein kleineres Modell und
weniger Rechenaufwand bei der Parameterschétzung. Bevorzugt werden dabei moglichst
einfache Transformationen, um eine gute Interpretierbarkeit des Effektes von x zu gewéhr-
leisten.

Um eine geeignete Transformation f fiir die stetige Kovariable x zu finden, ist eine ein-
gehende Untersuchung ihres Effektes auf den Response nétig. Eine Kategorisierung von
x und anschliefende Untersuchung der empirischen Logits liefert nur ein grobes Bild und
ist somit meist unzureichend. Fiir den in dieser Arbeit betrachteten Datensatz erstellten
wir deshalb zur graphischen Analyse des Haupteffektes stetiger Kovariablen mithilfe des
Programms BayesX (Brezger et al. (2003)) sogenannte P-Splines mit Random Walk-
Bestrafung zweiter Ordnung, die z.B. in Lang & Brezger (2004) oder Brezger & Lang
(2003) beschrieben werden.

Zeigt sich in der graphischen Auswertung ein linearer Einfluss der Kovariable x, so ist
keine Transformation nétig und man kann = mit f(x) = = direkt ins Modell einflieenen
lassen. Zur Modellierung eines quadratischen Einflusses kann man f(z) = z? wihlen.

Eine Moglichkeit zur Modellierung weiterer nichtlinearer Effekte sind beispielsweise Box-
Cox-Transformationen der Form f(x) = ‘”kk_ Lfiir ein k¥ € N. Auch f(x) = logz und

f(z) = exp(z) werden haufig verwendet. Manchmal kann es zudem sinnvoll sein, x in
standardisierter Form zu transformieren. In diesem Fall verwendet man f(%3%) anstatt
von f(z) zur Modellierung, wobei T den empirischen Mittelwert und 62 die empirische
Varianz von x bezeichnet.

Falls jedoch mithilfe dieser einfachen Transformationen keine adédquate Modellierung mog-
lich ist, so muss man komplexere Funktionen heranziehen. So kdme z.B. eine Modellierung
als Polynom [-ten Grades in Betracht. Da Ausreisser hierbei aber einen sehr grofien Ein-
fluss auf den Kurvenverlauf haben koénnen, und sich bei einem hohen Grad des Polynoms
teilweise stark schwankende Kurven ergeben (Fahrmeir & Tutz (1994)), ist es vorteilhaft,
anstatt eines Polynoms einen sogenannten polynomialen Spline zur Modellierung zu ver-
wenden. Diese sind folgendermaflen definiert:
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Definition 8.1. Seia =& <& < -+ < &1 < & = b eine Unterteilung des Intervalls
la,b]. Eine Funktion s : [a,b] — R heifst Polynomspline vom Grad l, wenn gilt

(1) s(x) ist ein Polynom vom Grad | fir x € [;,&;+1) firj=1,...,m—1,

(i1) s ist (I — 1) mal stetig differenzierbar.

Fiir jedes Teilintervall [;,&; + 1) lésst sich somit ein eigenes Polynom konstruieren, wo-
durch die Modellierung flexibler und die Anpassung erleichtert wird. In Forderung (i)
wird verlangt, dass die Uberginge zwischen den einzelnen Intervallen moglichst glatt sein
sollen. Dies garantiert, dass die resultierende Gesamtfunktion ebenfalls glatt ist. Splines
vom Grad 0 sind nach Definition 8.1 stiickweise konstante Funktionen, wéhrend Splines
vom Grad 1 Polygonziige durch die Punkte (&;, s(§;)) beschreiben. Diese sind zwar stetig,
aber an den Intervallgrenzen nicht differenzierbar. Ab Grad 2 sind Polynomsplines dann
mindestens einmal stetig differenzierbar.

Man kann zeigen, dass der als S;(K,,) bezeichnete Raum der Polynomsplines vom Grad
[ zur Knotenmenge K, := {&,...,&n} ein Vektorraum der Dimension [ + m — 1 ist
(siche z.B. Himmerlin & Hoffman (1990)) . Zudem stellt S;(X,) einen Unterraum des
Vektorraums aller (I — 1) mal stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, 0]
dar. Folglich muss es | + m — 1 Basisfunktionen B; und Koeffizienten +; geben, so dass
jeder Spline s € S;(K,,) eine (eindeutige) Darstellung folgender Form besitzt:

s(x) = vBo(z) + M Bi(z) + - + Virm—2Birim—2(T) . (8.2)

Es gibt verschiedene Basen, die in (8.2) verwendet werden konnen. Am h#ufigsten wer-
den die sogenannte ,, Truncated Power Series“-Basis oder die B-Spline Basis benutzt, die
beide von Fahrmeir & Tutz (1994) beschrieben werden. Da wir uns in unserem Datensatz
auf Truncated Power Series beschrankt haben, werden wir nur diese im Folgenden kurz
erldutern.

Die Basisfunktionen der Truncated Power Series Basis zum Vektorraum S;(K,,) sind ge-
geben durch

Bia(z) = (z—&)
Bia(z) = ( —53)l+

Biym-a(x)= (x = &m-1)ly
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wobei (z — &), fiir j = 2,...,m — 1 definiert ist als

(v — fj)ﬂr = {(x — &) fallsx > ¢

0 sonst.

Die Truncated Power Series Basis besteht also aus Potenzen bzw. abgeschnittenen Poten-
zen. Jeder Spline s aus Sj(K,,) besitzt damit eine Darstellung der Form

l m—1
s(@) =Y ya + )y — &) (8.3)
i=0 j=2

Abbildung 8.1 zeigt die Basisfunktionen B, bis Bs fiir einen Polynomspline vom Grad 2
tiber dem Intervall [0, 1] zur Knotenmenge {0, 0.25,0.5,0.75,1}.

Die Wahl der Knoten stellt einen eigenen Problemkreis dar, da Anzahl und Lage der
Knoten die Modellierung mafligeblich beeinflussen. Méglich ist beispielsweise die Verwen-
dung aquidistanter Knoten. Solchermafien erzeugte Splines nennt man Kardinalsplines.
Auch Quantile der Kovariablen kénnen als Knotenpunkte herangezogen werden. Wir ver-
wendeten fiir die uns vorliegenden Daten die graphischen Auswertungen von BayesX, um
geeignete Knoten zu bestimmen. Haufig wéhlten wir z.B. Minima, Maxima oder Wende-
punkte des jeweiligen P-Splines. Eine umfassende Diskussion der Knotenwahl findet sich
z.B. in Friedman & Silverman (1989).

Mochte man den Effekt einer stetigen Kovariablen x in Form eines Polynomsplines ins
Modell aufnehmen, so muss man (8.3) zufolge | +m — 1 Parameter schétzen, so dass sich
der Rechenaufwand bei stetiger im Vergleich zu kategorialer Modellierung nicht unbedingt
reduzieren muss. Zudem ist ein Polynomspline oftmals schwieriger zu interpretieren als
der Effekt der einzelnen Gruppen, die bei Kategorisierung einer stetigen Kovariablen
entstehen.

Die Frage, welche Art der Modellierung im konkreten Datensatz vorteilhafter ist, ist
nicht leicht zu entscheiden. Falls die Daten den gesamtem Wertebereich von x relativ
gleichméBig abdecken, wie es in unserem Datensatz bei der Altersangabe pobage der Fall
ist, so kann eine stetige Darstellung eine bessere Modellanpassung bewirken. Konzentrie-
ren sich andererseits die Daten hauptséchlich in einem Teilintervall des Wertebereichs oder
liegen sogar in manchen Teilbereichen gar keine Daten vor, so kann eine Kategorisierung,
die diesen Umstédnden Rechnung tragt, sinnvoller sein. Im vorliegenden Datensatz ist dies
z.B. bei der Prdmienangabe jbtgad der Fall.

Die Entscheidung zwischen kategorialer und stetiger Modellierung der Kovariablen wird
durch ein geeignetes Kriterium zur Bewertung der jeweiligen Modellanpassung erleichtert.
Zwei Moglichkeiten zum Vergleich dieser Modelle werden im Folgenden erldutert.
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Abbildung 8.1:

Basisfunktionen By bis Bs fiir einen Polynomspline vom Grad 2 iiber dem
Intervall [0, 1] zur Knotenmenge {0,0.25,0.5,0.75,1}
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8.3 Vergleich von Modellen mit stetigen bzw. kategorialen Kovariablen

Waihrend man bei den Modellen, die nur kategoriale Kovariablen enthalten, die Beob-
achtungen nach identischen Kovariablenvektoren gruppieren kann, ist dies bei Modellen
mit stetigen Kovariablen aufgrund der hohen Anzahl verschiedener Ausprigungen im
Allgemeinen nicht mehr moéglich. Deshalb liegen den Modellen mit stetigen Kovariablen
keine binomialverteilten Daten mehr zugrunde, sondern nur noch bindre Daten, also die
Bernoulli-verteilten Einzelbeobachtungen, fiir die die Devianz als Anpassungsmafl kei-
ne wirkliche Aussagekraft hat (siehe z.B. Collett (1999)). Somit kommt bei Modellen,
die Kovariablen in stetiger Form enthalten, die Devianz zur Modellbewertung nicht in
Betracht. Zudem sind stetige und kategoriale Modelle nicht genestet, da keine echte Mo-
dellerweiterung vorliegt, sondern lediglich die Dummyvariablen der einzelnen Kategorien
der Kovariablen aus dem Modell genommen und durch stetige Komponenten ersetzt wer-
den. Eine Entscheidung zwischen zwei Modellen mittels eines Tests wie z.B. dem Partial
Deviance Test ist damit nicht mdoglich.

Fiir nichtgenestete Modelle benotigt man somit andere Kriterien zum Modellvergleich.
Hierzu zogen wir zunéchst drei Moglichkeiten in Betracht:

e das von Akaike (1973) vorgestellte Informations-Kriterium (AIC),
e die Berechnung von Bayes-Faktoren (Kass & Raftery (1995) und Raftery (1996))

e das Bayes-Informationskriterium (BIC), eine abgewandelte Form des von Schwarz
(1978) entwickelten Kriteriums.

Aufgrund des erhchten Rechenaufwands fiir Bayes-Faktoren beschrénken wir uns auf das
AIC und das BIC, welches eine Approximation erster Ordnung an die Bayes-Faktoren
darstellt. Die beiden Kriterien werden folgendermafien berechnet:

AIC = —2 - Log-Likelihood + 2 - df
BIC = —2 - Log-Likelihood + log(n) - df

Beide Kriterien ziehen zum Modellvergleich die Log-Likelihood heran, die um einen Term
zur , Bestrafung®“ zu grofler Modelle ergénzt wird. In diesen Strafterm geht die Anzahl der
Freiheitsgrade des Modells (df) ein, die mit einem zusétzlichen Faktor gewichtet werden.
AIC und BIC unterscheiden sich nur hinsichtlich dieses Faktors: AIC beniitzt den Faktor
2 zur Gewichtung, wihrend das BIC-Kriterium mit log(n) die logarithmierte Anzahl der
zugrunde liegenden Beobachtungen verwendet. Das Modell mit dem kleinsten AIC- bzw.
BIC-Wert wird dabei jeweils als das beste Modell angesehen. Da die Bestrafung beim
BIC stérker ist, werden damit tendenziell kleinere Modelle als beim AIC ausgewéhlt. Die
Vor- und Nachteile von AIC bzw. BIC diskutieren z.B. Shibata (1976), Katz (1981) und
Findley (1991).



9 Zusammenfassung und Ausblick

Zum Abschluss dieser Arbeit soll noch einmal deutlich hervorgehoben werden, dass eine
gemeinsame Modellierung binérer Zielvariablen in der Regel vorteilhafter ist als die Er-
stellung separater Modelle, da hierbei die den Zielgréfien zugrunde liegende Korrelations-
struktur zusétzlich beriicksichtigt und explizit modelliert wird. Zwar sind im Allgemeinen
bei relativ kleinen Korrelationen die marginalen Effekte im bivariaten Probit-Modell mit
denen der marginalen Modelle nahezu identisch. Auch bei dem von uns untersuchten Da-
tensatz, bei dem die geschétzte Korrelation sehr nahe bei Null liegt, unterscheiden sich
die geschéitzten Koeffizienten im bivariaten Modell kaum von denen der beiden univa-
riaten Modelle. Das gemeinsame Modell bildet aber aufgrund des zusétzlich geschéitzten
Korrelationsparameters das Verhalten der Versicherungskunden tatsdchlich genauer ab
und erlaubt prazisere Aussagen iiber die Motivation von Kunden, Vertriage zu stornieren
und gleichzeitig Neuabschliisse zu tétigen. Die gesonderte Untersuchung von einzelnen
Kundengruppen vervollstédndigt und rundet dieses Bild noch ab. Mit diesen Ergebnissen
konnten kiinftig fiir das Versicherungsunternehmen besonders interessante Zielgruppen
identifiziert und Marketing-Kampagnen speziell auf diese Kunden zugeschnitten werden.

Der theoretische Hintergrund und die zugrunde liegenden Konzepte der univariaten und
bivariaten Probit-Modelle wurden ausfiihrlich erlautert. Wir haben gesehen, dass unter
bestimmten Umstédnden kein Maximum-Likelihood-Schétzer existieren muss. Tatséchlich
sind wir in der Praxis bei der Betrachtung einiger Untergruppen auf solche Fille gesto-
Ben. Auch beim Versuch, manche Kundengruppen noch feiner zu zergliedern, trat diese
Situation héufig auf. Durch eine ndhere Untersuchung der jeweiligen Datenkonstellation
konnte man hier vielleicht tieferen Einblick in das vorliegende Datenmaterial gewinnen
und und ein besseres Versténdnis fiir die darin herrschenden Zusammenhénge entwickeln.

Bei unserem Datensatz war es notig, fiir jede einzelne untersuchte Untergruppe ein eigenes
vollstandiges bivariates Probit-Modell aufzustellen, um Aussagen iiber die Korrelation in-
nerhalb dieser Gruppe machen zu kénnen. Da die Korrelationen sich in einem sehr engen
Intervall bewegen, ist eine Abschétzung iiber Pearsons tetrachorische Korrelation in dieser
Situation nicht ausreichend. Wenn dagegen Datenmaterial vorliegt, bei dem die Unter-
schiede zwischen den Korrelationen einzelner Subpopulationen ausgeprigter sind, so kann
dieser relativ einfache Schétzer durchaus wertvolle Ergebnisse liefern. Dieser Ansatz soll-
te also nicht von vornherein verworfen werden, da damit die aufwéndige Schitzung des
vollen bivariaten Modells umgangen werden kann.
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Eine interessante Moglichkeit zur Interpretation und Bewertung von verschiedenen Wer-
ten des Korrelationsparameters bietet die Betrachtung der geschétzten Korrelationen auf
der Skala der Odds Ratios. Die Auslegung des Odds Ratios als Vergleich von Chancen
innerhalb zweier Untergruppen des Datensatzes ist weitaus greifbarer und stellt einen
unmittelbaren und klaren Bezug zum gegebenen Datenmaterial her. Deutlich tritt da-
bei zutage, welche Auswirkung eine Anderung der Korrelation auf das vorherrschende
Chancengefiige innerhalb einer Population hat. Wie sich gezeigt hat, kénnen selbst kleine
Korrelationsdnderungen den Odds Ratio massiv beeinflussen.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass die Modellbewertung mittels AIC und BIC nicht
klar dariiber Aufschluss geben konnte, ob eine stetige Modellierung gewisser Kovaria-
blen sinnvoll ist oder nicht. Ein Vergleich der Modelle mithilfe der Bayes-Faktoren wére
zwar relativ aufwéindig, konnte hier aber Klarheit dariiber verschaffen, welche Art der
Modellierung tatséchlich vorzuziehen ist.



A Eigenschaften der bivariaten
Standardnormalverteilung

In diesem Abschnitt geben wir einen kurzen Uberblick iiber die Eigenschaften der biva-
riaten Standardnormalverteilung mit Korrelationsparameter o, die wir als

(o= () 9)

bezeichnen. Dabei ist der Vektor (0,0)" der Erwartungsvektor und ¥ die Kovarianzmatrix
der bivariaten Standardnormalverteilung. Im Folgenden gelte also fiir den Zufallsvektor

(Wla WQ)/

Die bivariate Standardnormalverteilung ist ein Spezialfall der multivariaten Normalver-
teilung, die von Tong (1990) umfassend behandelt wird. Auch in Johnson & Kotz (1972)
und Anderson (2003) finden sich einige wichtige Eigenschaften der multivariaten Normal-
verteilung.

A.1 Die Dichtefunktion von N,(0,Y)

Die Dichte ¢(wq,ws, 0) der bivariaten Standardnormalverteilung mit Korrelationspara-
meter o ist gegeben durch

B 1 1wy el 0 - w1
Pa(w1, we, 0) = m exp 2 \wy o 1 Wy
— —1 7 exp{—l (w1>/2—1 (wl)}
27 |X|2 2 \w2 w2

— ; exp 9 — (w1? — 20wiwy + wo?)
= T p{ 20— o) } , (A1)

wobei |3| die Determinante der Kovarianzmatrix 3 bezeichnet.

¢<w>=—%exp{—w§}

Mit der Dichte
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der univariaten Standardnormalverteilung ldsst sich ¢ (wy, ws, ) alternativ auch schrei-
ben als

im0 = L oo ). a2

da

- N e T
1_02¢(w1) ¢<\/1_792>

2
1 1 { wf} 1 1 [ 1wy — ouy
et . - ex _ . — . eX - - -
V1—0* V2r P 2 V2or P 2 /T— g2

1 { [wi(1 — ¢*) — w3 + 2pwiwy — P*wi) }
= ———— exp{ —
2w/ 1 — 0? 2(1 — 0%
1 (w? + wj — 20w w,) }
= ———— exp{ — = ¢o(wy, ws, 0).
27T /1 _ Q2 { 2(1 _ 92) ¢2( 1 2 )

Analog zeigt man, dass auch

B 1 W) - w1 — OWo
¢o(wy, we, 0) = N 2 P(ws) - @ <—ﬂ> (A.3)

gilt. Eigenschaft (A.2) kann man umformulieren zu

1 wy — Qw1 P2 (w1, wa, 0)
= ) A4
1—g2¢<\/1—g2> P(wr) (84)

Da ¢(w,) die marginale Dichte von W, ist (Beweis siche Abschnitt A.3), stellt die rechte

Seite den Quotienten aus gemeinsamer Dichtefunktion von (W5, W) und der marginalen
Dichtefunktion von W; dar. Damit ist

fW2|Wl (wlaw2> = 1 = b <w2 - Qw1>

also die bedingte Dichte von W5 gegeben W; = w;. Aus Eigenschaft (A.3) ergibt sich
analog die bedingte Dichte von W;|Wy = wy als

. 1 Wy — oW
Jwwe (wy, we) = — o i)
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A.2 Die Verteilungsfunktion von N,(0,Y)

Die Verteilungsfunktion ®4(z1, 22, 0) der bivariaten Standardnormalverteilung mit Korre-
lationsparameter ¢ an der Stelle (21, 29) berechnet sich aus (A.1) als

21 2o
CDQ(ZI;ZQaQ):/ / Pa (w1, wa, 0)dws dw;

21 22 1 1 w, ! . (w1> }
— i = ¥ duwy duwy. A5
/_OO /_OO 27 |X]z exp{ 2 <w2> Wo we i (A.5)

Benutzt man fiir ¢9(wy, ws, 0) die Darstellung (A.2), so ergibt sich fiir die Verteilungs-
funktion

(I)2(217227Q) _/ / ¢2(w1,w2,g) dwaduwn

— [; gb(wl) [/_:O¢ <w21__97:21> . 11_ QQ dw2] dw;.

Mittels Subsitution berechnet man zunéchst fiir das innere Integral
2 Wy — QW 1 “2::1”7,2/%:)1
/ ¢ 2/ —Q - |- dwy Yt
—0o0 1— QQ 1-— QQ

Z\Z/I_L% 1 29 — QW
/ (b(UQ) . \/1—_7Q2 \/ 1— Q2 dUQ d <2—Ql> s (A6)

da dwy = /1 — 02 dus.

Somit ergibt sich

By (21, 20, 0) = _1 Suwn) D (%) duws. (A7)

Analog zeigt man

Do (21, 22,0) = d(wq) P <w) dws. (A.8)
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A.3 Die Marginaldichten von N,(0,Y)

Insbesondere folgt aus (A.2)

/00%(101,102,9) dwy = ¢<w1)/oo ¢ (%) . 11_ 02 duwy

D (wy) @(00) = Gluwn) - 1 = d(wy). (A.9)

Die marginale Dichte von W ist demnach also ¢(w;). Analog ergibt sich aus der Darstel-
lung (A.3) ¢(wy) als marginale Dichte von Ws. Es gilt also:

(%) ~ Ny (0,%) = W; ~ N(0,1), i=1,2. (A.10)
2

A.4 Weitere Eigenschaften von N,(0,Y)

Allgemein gilt fiir multivariat normalverteilte Zufallsvektoren W := (Wi, ..., W,,)" mit
W ~ N,(p,Q) mit Erwartungsvektor 1 € R™ und Kovarianzmatrix {2 € R" sowie eine
beliebige Transformationsmatrix 7' € R¥*"

TW ~ Ni(Tp, TQT).

Lineare Transformationen von normalverteilten Zufallsvektoren sind also ebenfalls wieder
normalverteilt mit Erwartungsvektor Ty € R* und Kovarianzmatrix TQ7" € R¥*, Im

Spezialfall
Wl 0 1 1%
(i2) ~ (@) (2 9))

kann man durch die Anwendung der Transformationen 77 := ((1) _(1)) NPRES <_1 0)

bzw. mit T3 := <_(1) _?) zeigen, dass
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Damit gilt
P(Wy < wy, Wa < ws) = Po(wy, we, 0) (A.11)
P(Wy <wy, Wy > wq) = P(W) < wyy, =Wy < —wsy) = Po(wy, —ws, —0) (A.12)
P(Wy > wy, Wy < wy) = P(=Wp < —wy, Wy < ws) = Po(—wy, wa, —0) (A.13)
P(Wy > wy, Wy > ws) = P(=W; < —wy, =W < —ws) = Po(—wy, —w2, 0). (A.14)



B Begriffe und Resultate aus der konvexen
Analysis

In diesem Abschnitt werden wir kurz die wichtigsten Definitionen aus der Theorie kon-
vexer Funktionen wiedergeben, die wir zur Diskussion der Existenz und Eindeutigkeit
des Maximum-Likelihood-Schétzers benotigen. Die Minimierung konvexer Funktionen
(bzw. die Maximierung konkaver Funktionen) behandelt Rockafellar (1970) in umfas-
sender Form. Auch in den fiir Kapitel 5.2 relevanten Artikeln von Lesaffre & Kaufmann
(1992), Kaufmann (1988a), Kaufmann (1988b) und Kaufmann (1988c) finden sich in iiber-
blicksméfiger Darstellung einige elementare Grundlagen der konvexen Analysis.

B.1 Grundlegende Definitionen

Definition B.1. Fine Teilmenge C' von R™ heifit konvex, falls (1 — N)x + Ay € C fiir
allex,y € Cund 0 < X\ < 1.

Definition B.2. Sei f eine Funktion die reelle Werte oder 00 annimmt und deren
Definitionsbereich eine Teilmenge S von R™ ist. f heifit konvex auf S, falls die Menge

{(z,p)lx € S,p e R, u> f(x)}

eine konvexe Teilmenge von R ist.

Die beiden folgenden Theoreme geben einfachere Kriterien zur Nachpriifung der Konve-
xitdt einer Funktion an:

Theorem B.1. Sei f eine Funktion von C nach (—oo, +0oc], wobei C eine konvexe Menge
ist. Dann ist f konvex auf C' genau dann, wenn

S(L=Nz+Xy) <(1-Nf(®)+Af(y), 0<A<T (B.1)

fiir alle & und y in C gilt. f ist strikt konvex, falls in (B.1) stets ,<* gilt.

Beweis. Theorem 4.1. in Rockafellar (1970). O
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Theorem B.2. Sei f eine zweimal stetig differenzierbare, reellwertige Funktion auf einer
offenen konvexen Menge C' € R™. f ist konvex auf C' genau dann, wenn die Hessematriz

0% f

Qr = (¢(2)), 4ij(@) = 92,01,

(1, ..., Tp)

fiir jedes & € C' positiv semidefinit ist. f ist strikt konvex, falls Q). fiir jedes x € C positiv
definit ist.

Beweis. Theorem 4.5. in Rockafellar (1970). O

Definition B.3. Sei f eine Funktion von C nach [—oo,+00), wobei C eine konvexe
Menge ist. f heif§t (strikt) konkav auf C, falls —f (strikt) konvex auf C' ist.

Definition B.4. Sei f eine Funktion von C nach [—o0,+00), wobei C' eine konveze
Menge ist. f heifit log-konkav auf C, falls log f konkav auf C' ist.

Definition B.5. Sei f eine Funktion von C nach (—oo,+o0], wobei C' eine konvexe
Menge ist. Dann heifst f affin, falls

S =Ne+Xy) =1 -A)f(®)+Af(y), 0<A<L

fiir alle x und y in C' gilt.

Theorem B.3. Jede affine Funktion auf R™ ist von der Form

fl®)=(x,a)+a, mita e R" acR.

Beweis. Spezialfall von Theorem 1.5. in Rockafellar (1970). O

Definition B.6. Eine (log-)konkave Funktion f besitzt die Definitheitseigenschaft,
falls die Funktion entlang jeder Richtung d € dir f entweder strikt (log-)konkav oder affin
ist (siehe Kaufmann (1988b)).

Definition B.7. Eine reellwertige Funktion f auf S C R™ heifit nach oben halbstetig
im Punkt © € S, falls gilt

lim f(z:) < f(z)

fiir alle Folgen xy,xs,... in S, bei denen x; gegen x konvergiert, und der Limes von
f(x1), f(x2),... in [—o0,+00| existiert. f ist also nach oben halbstetig in x, wenn

f(®) =limsup = lim (sup{f(y) : |y — x| <e}).

im
y—x 5\0
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B.2 Wichtige Teilmengen von R" beziiglich konvexer Funktionen

Im Zusammenhang mit der Minimierung konvexer (bzw. der Maximierung konkaver Funk-
tionen) sind mehrere Teilmengen von R™ von besonderer Bedeutung. Zunéchst betrachtet
man den effektiven Definitionsbereich einer konvexen Funktion. Dieser ist folgendermafien
definiert:

Definition B.8. Der effektive Definitionsbereich einer konvexen Funktion f ist gegeben
durch
dom f:={z : f(x) < +00}.

Offensichtlich ist dom f eine konvexe Teilmenge von R™. Fiir konkave Funktionen gilt
entsprechend
dom f:={x: f(x) > —o0}.

Definition B.9. Das Innere einer konvexen Menge C' relativ zu threr affinen Hiille aff C,
im Folgenden bezeichnet mit ri C| ist definiert als

riC:={xecaff C:3e>0,(x+eB)N(aff C) C C},
wobei B = {x : ||z||, < 1} die Einheitskugel beziiglich der Euklidischen Norm bezeichnet.

ri C' enthiélt also all jene Vektoren € aff C', fiir die ein € > 0 existiert, so dass y € C gilt
fir alle y € aff C' mit || — y||, < €. Bei konvexen Funktionen betrachten wir das Innere
des effektiven Definitionsbereichs, also ri(dom f).

Ausgehend von ri (dom f) bezeichnet dir f C ri C' eine weitere wichtige Menge von Vek-
toren:

Definition B.10. dir f bezeichnet die Menge aller Vektoren d, fir die  + A\d in dom f
bleibt fiir geniigend kleine A > 0 fir alle € ri(dom f), also

dir f :={d € R" : @ + \d € dom f fiir geniigend kleine A V& € ri(dom f)}

Fiir die Minimierung einer konvexen Funktion ist es sinnvoll, nur solche Richtungen d
aus dir f zu betrachten, fiir die f(x + Ad) als Funktion von A € R nichtwachsend ist fiir
alle € R%. Die Menge all dieser Vektoren wird als Abstiegskegel rec f bezeichnet. Fiir
konkave Funktionen definiert man rec f folgendermafen:

Definition B.11. rec f bezeichnet die Menge aller Vektoren d € dir f, fir die f(x + \d)
als Funktion von \ € R nichtfallend ist fir alle ® € R%.

Offensichtlich ist fiir d € recf der effektive Definitionsbereich dom f in Richtung d unbe-
schréankt, also  + Ad € dom f fiir alle A > 0.
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