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1 Einleitung

Der Vergleich von statistischen Modellen ist in vielen Bereichen der Wissenschaft von
ebenso grofler Bedeutung, wie fiir zahlreiche Problemstellungen aus der Wirtschaft. Die
Statistik stellt eine groffe Anzahl an Methoden und Verfahren zur Verfiigung um genes-
tete Modelle zu vergleichen. Fiir den Vergleich von nicht genesteten Modellen hingegen
bietet die Statistik nur wenige Instrumente. Zwei dieser Instrumente, der Vuong Test
und der Distribution-Free Test, werden in dieser Arbeit anhand eines realen Datensatzes

untersucht.

Im Mittelpunkt des praktischen Teils dieser Diplomarbeit steht das Ersetzen von Merkma-
len eines Kraftfahrt Haftpflicht Tarifs fiir private PKW und der Vergleich des urspriing-

lichen mit dem neu entstanden Tarif.

In dieser Arbeit wird kein grundlegend neuer Tarif entwickelt, lediglich, wie bereits er-
wahnt, Tarifmerkmale ausgetauscht. Daher werden nicht alle Merkmale, die in den Tarif
eingehen, betrachtet. Aber das vollstandige Ignorieren der Merkmale wiirde die Ergebnis-
se dieser Arbeit beeinflussen. Aus diesem Grund werden die Merkmale, die nicht ersetzt
werden, insoweit in das Modell einbezogen, dass sie im Modell als Offset verwendet wer-

den.

Nach einem Uberblick iiber die notwendigen mathematischen Grundlagen wird der reale
Datensatz betrachtet. Der Datensatz wird auf zwei Weisen verdichtet. Fiir die beiden so

entstandenen Datensétze wird eine explorative Analyse durchgefiihrt.

Anschlielend werden, entsprechend der Problemstellung dieser Arbeit, vier verschiedene
Gruppen von Modellen an die Daten angepasst. Dann wird die Anpassungsgiite dieser
Modelle untersucht, es werden Hypothesentests und eine Residuenanalyse durchgefiihrt.

Das Modell, das je Gruppe am besten an die Daten angepasst ist, wird illustriert.

Im Anschluss erfolgt eine erneute Modellwahl unter Verwendung des Vuong Tests und

des Distribution-Free Tests. Es wird zunéchst die Verteilung ausgewihlt, die die Modelle
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besser an die Daten anpasst. Danach werden genestete und nicht genestete Modelle ver-

glichen. AbschlieBend werden Simulationen durchgefiihrt, um herauszufinden in wieweit

man diesen Tests vertrauen kann.



2 Theoretische Grundlagen

Das folgende Kapitel gibt einen Uberblick {iber die fiir diese Arbeit notwendigen theo-
retischen Grundlagen. Im ersten Abschnitt werden diskrete und stetige Verteilungen mit
ihren charakteristischen Eigenschaften betrachtet. Der zweite Abschnitt geht auf die ex-

ponentielle Familie ein.

Danach werden Generalisierte Lineare Modelle vorgestellt und die beiden fiir diese Arbeit
relevanten Modelle, das Poisson-Modell mit Offset und Gewicht und das Gamma-Modell
mit Offset und Gewicht, betrachtet.

Den Abschluss dieses Kapitels bildet die Vorstellung des Vuong Tests und des Distribution-

Free Tests, zwei Tests zum Vergleich nicht genesteter Modelle.

2.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Es werden nun die Verteilungen vorgestellt, die im Verlauf der Arbeit untersucht werden.
Neben der Wahrscheinlichkeitsfunktion oder der Dichte wird auf die Faltungseigenschaften

der einzelnen Verteilungen eingegangen.

2.1.1 Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung ist eine diskrete Verteilung. Sie wird zur Analyse von Z#hlda-
ten verwendet, zum Beispiel, um die Anzahl der Schiden bei einer Sachversicherung zu

modellieren.

Im Folgenden werden die Wahrscheinlichkeitsfunktion und die Additivitdt der Poisson-

Verteilung beschrieben.
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Definition 2.1 (Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung)

Eine diskrete, nicht-negative Zufallsvariable Y heifst Poisson-verteilt mit Parameter \
(Y ~ Poi(X)), falls

\Y

P(Y =vy) :exp(—)\)—‘ mit A >0 und y=0,1,2,...,
y!

siehe Bickel and Doksum (1977), Seite 456, gilt

Abbildung 2.1 zeigt die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung fiir verschie-
dene Werte von \. Dabei gilt, je kleiner der Wert fiir A, desto linkssteiler ist die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion. Fiir groflere Werte von A wird die Wahrscheinlichkeitsfunktion
symmetrischer und lasst sich durch die Dichte der Normalverteilung approximieren, siehe

Fahrmeir and Kiinstler (2002), Abschnitt 7.2.

Abbildung 2.1: Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung fiir
verschiedene Werte von A
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Eine Eigenschaft der Poisson-Verteilung ist, dass Erwartungswert und Varianz gleich sind.
Es gilt:
A=EY)=Var(Y)

Die Summe von Poisson-verteilten Zufallsvariablen hat ebenfalls eine spezielle Eigen-
schaft:

Satz 2.2 (Additivitit der Poisson-Verteilung)

Seien Y und Z unabhingige Zufallsvariablen mit Y ~ Poi(\1) und Z ~ Poi()s2), dann
qgilt:
Y + Z ~ Poi(A + \2).
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Beweis:

Y )\ZH‘Z \?
Py., = exp(—)\l)z—? exp(—Aq)

_exp(=(A £ A9)) i (g) AT

y' z=0
exp(—(Al + )\2))()\1 + )\2>y
y! '

Somit ist die Summe zweier Poisson-verteilter Zufallsvariablen Poisson-verteilt.

2.1.2 Zero-Inflated-Poisson-Verteilung

Zur Abbildung von Nulliiberschiissen eignet sich die Zero-Inflated-Poisson-Verteilung (ZIP-
Verteilung), welche ebenfalls eine diskrete Verteilung ist. Im Folgenden werden die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion und die Faltung zweier ZIP-verteilter Zufallsvariablen betrach-
tet.

Definition 2.3 (Wahrscheinlichkeitsfunktion der ZIP-Verteilung)

Sei Y eine Zufallsvariable mit diskreter Verteilung. Dann ist Y Zero-Inflated-Poisson-
verteilt mit Parametern A\ und w (Y ~ ZIP(\,w)), falls

P =y = T TR Jiry =0
(1-w)exp(=N)37  firy=1,2,..

gilt, siehe Lambert (1992).

Eine ZIP-verteilte Zufallsvariable Y verhélt sich somit wie eine Poisson-verteilte Zufalls-
variable mit erhdhter Eintrittswahrscheinlichkeit des Ereignisses Null. Unter dieser Ver-
teilung nimmt Y den Wert Null mit Wahrscheinlichkeit w € [0, 1] an, und mit Wahr-
scheinlichkeit (1 —w) ist Y Poisson-verteilt. Der Parameter w wird als Auswahlparameter

bezeichnet.

Seien nun Y; und Y, unabhéngige Zufallsvariablen mit Y; ~ ZIP(Aj,w) und Y, ~
ZIP(M2,w), dann gilt fiir die Summe der Zufallsvariablen Y] + Y5:
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W4 w(l —w)e M2 4 (1 —w)2e ™22 fiiry,yp =0
P(Y1+Y2 A, A, w) =  w(1 — w)e_)@% + (1 - w)2e_)‘1_>‘2’;% firy; = 0,92 = 1,2, ...

2 A=A \V1TY2 . o
(1 —w)?e 2 Tl fiir y1, 92 = 1,2, ...

Somit ist die Summe zweler ZIP-verteilter Zufallsvariablen nicht Zero-Inflated-Poisson-

verteilt.

2.1.3 Gamma-Verteilung

Die Gamma-Verteilung, welche eine stetige Verteilung ist, wird beispielsweise zur Model-
lierung von Schadenhthen verwendet. Es werden nun die Dichte und die Additivitdt der

Gamma-Verteilung beschrieben.

Definition 2.4 (Dichte der Gamma-Verteilung)

FEine stetige, nicht-negative Zufallsvariable Y heifit Gamma-verteilt mit Skalenparameter

w und Formparameter v (Y ~ T'(u,v)), falls

1 v
fly) = (K) y(”_l) eXp(——Vy) mit y>0, u>0, v>0
1

gilt, siehe Fahrmeier and Kneib (2007), Seite 460.

Abbildung 2.2: Darstellung der Dichte der Gamma-Verteilung fiir 4 = 5 und verschie-
dene Werte von v
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2.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die Dichte der Gamma-Verteilung fiir verschiedene Werte des Formparameters v zeigt
Abbildung 2.2. Man kann erkennen, dass fiir 0 < v < 1 die Hauptmasse der Dichte nahe
Null liegt. Je grofler der Formparameter v wird, desto symmetrischer wird die Dichte,
siche Bickel and Doksum (1977), Seite 14.

Fiir Erwartungswert und Varianz der Gamma-Verteilung gilt:

E(Y)=p, Var(Y) = ,u_2

v

Um die Additivtétseigenschaften von Gamma-verteilten Zufallsvariablen zu untersuchen,

wird die Momenterzeugende Funktion benotigt.

Definition 2.5 (Momenterzeugende Funktion der Gamma-Verteilung)

Sei Y eine Gamma-verteilte Zufallsvariable mit Y ~ T'(u,v), dann ist die zugehérige

Momenterzeugende Funktion gegeben durch:

my(t) = B(e") =
siehe Mack (2002), Abschnitt 1.3.3.

Satz 2.6 (Additivitit der Gamma-Verteilung)
Seien Y1 und Yy unabhingige Zufallsvariablen mit Yy,Ys ~ T'(u,v), dann gilt fir

Z=Y1+Y, und X = Z/2:

Z ~T(2u,2v) und X ~T(u,2v).

Beweis:
Da Y; und Y5 unabhéngig sind, gilt:
mz(t) = my, (t)my,(t).

Also folgt, dass die Summe zweier Gamma-verteilter Zufallsvariablen Gamma-verteilt ist

mit
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1 1 1 1
S (e (e L Ty A TR
v v v 2

Weiter ist X Gamma-verteilt mit Skalenparameter x4 und Formparameter 2v, X ~ I'(u, 2v),
da

PN S
T Ty

gilt.

2.1.4 Zero-Inflated-Gamma-Verteilung

Es wird nun die Dichte der Zero-Inflated-Gamma-Verteilung (ZIG-Verteilung) betrachtet

und die Verteilung der Summe zweier ZIG-verteilter Zufallsvariablen.

Definition 2.7 (Dichte der ZIG-Verteilung)

Sei Y eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilung. Dann ist Y Zero-Inflated-Gamma-
verteilt mit Parameter p,v und w (Y ~ ZIG(u,v,w)), falls

o0
A =1" ( iy

(1-— w)r(ly)

gilt, siehe Belasco (2002), Seite 75.

Die Gamma-Verteilung ist nur fiir positive Werte definiert. Will man dennoch Nullen
erzeugen, so kann man wieder auf die Klasse der Zero-Inflated-Verteilungen zuriickgreifen,
in diesem Fall auf die Zero-Inflated-Gamma-Verteilung (ZIG-Verteilung). Auch hier gibt
es einen Auswahlparameter w € [0,1]. Es gilt, dass die Zufallsvariable Y den Wert Null
mit Wahrscheinlichkeit w annimmt. Mit Wahrscheinlichkeit (1 —w) ist die Zufallsvariable

Y Gamma-verteilt mit den Parametern p und v.

Seien nun Y7, Y, zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit Y} ~ ZIG(uy,v,w) und Yy ~
ZI1G(pz,v,w), dann gilt fir die Summe der Zufallsvariablen Y] + Y5:



2.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

w fiir Y1, Y2 =0

H%) yf”_l) exp <_m) fir y; > 0,y =0

P o) = Q w(1 =)k
-V Y14 Y2 .
(1- W)Qr(iﬁ <m ulz) (11 ?J2)<V_1)€( (3+32)) fir y1,y2 > 0.

Somit ist die Summe von zwei ZIG-verteilten Zufallsvariablen nicht Zero-Inflated-Gamma-

verteilt.

2.1.5 Pareto-Verteilung

Abschlielend wird die Dichte der Pareto-Verteilung und die Verteilung der Summe zweier

Pareto-verteilter Zufallsvariablen angegeben.

Definition 2.8 (Dichte der Pareto-Verteilung)

Eine stetige, nicht-negative Zufallsvariable Y heifst Pareto-verteilt mit Parametern a und

k(Y ~ Par(a,k)), falls
ak®
yaJrl

fY(y) =

fira >0,k >0,y >k gilt, siche Bickel and Doksum (1977), Seite 82.

Seien Y; und Y5 unabhéngige Zufallsvariablen mit Y ~ Par(ay, k1) und Yz ~ Par(az, k2),
dann gilt fiir die Summe der Zufallsvariablen Y; + Y5:

friw(y) = koo fly —2)g(2)dz

/oo alk‘fl a9 I{Ig2d

= z
1 1

ks (y — Z)(l1+ Za2+

a1a9 k?lkgm /oo —1

yll1+1 zo1+az+2

dz

- a1a9 k’?lk’gQ —1
N yartl (z“1+“2+1a1 +az+1
ajagk(?
kS lyatl(ay + ay 4 1)

o
ko

Somit ist die Summe von zwel Pareto-verteilten Zufallsvariablen nicht Pareto-verteilt.
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2.2 Exponentielle Familie

In diesem Abschnitt wird die Klasse der exponentiellen Familie definiert und es werden
einige Figenschaften vorgestellt. AnschlieBend wird die Zugehorigkeit der Poisson- und
Gamma-Verteilung zur exponentiellen Familie nachgewiesen, siche Lindsey (1997), Ab-
schnitt 1.2.

Definition 2.9 (Einparametrige exponentielle Familie)

Die Dichte f(y;0,¢) einer Zufallsvariable Y gehort zur einparametrigen exponentiellen
Familie, falls sie sich mit natiirlichem oder kanonischem Parameter 6 und Skalen- oder

Dispersionsparameter ¢ in folgender Form darstellen ldsst:

Oy — b(0)

f(y;0,¢) = exp (W

Fely ).

Die Funktionen a(-), b(-) und c(-) spezifizieren dabei die jeweilige Verteilung.

Man bezeichnet
Oy — b(0)

I(y;0,¢) :=log f(y;0,¢) = e

als Log-Likelihood Funktion.

+ c(y, ¢)

Fiir den Erwartungswert der abgeleiteten Log-Likelihood-Funktion einer exponentiellen
Familie gilt Folgendes:
Satz 2.10

Unter den Regularitdtsbedingungen gilt:

E (_al(ya,g, ¢)> —0 (2.1)

B (—82“%’692’ ¢))) +E ([_al(ya,g, (b)} 2) = 0. (2.2)

Beweis:

Zu (2.1):

b (W) - (W) - (f(y,le, 9 af(yé:’@)

10
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_ f(y,9,¢)

- %/}%a¢

Zu (2.2):

2
Eazy,9¢) <8ly,9gz5

062

( )
( ( o ?gef)cb E(alogfy79¢ )
(50 !

I
&

|
&

5’f y,9 cb))
+8 | S )

) Wf%9¢
- /f%a@f@QM )ty = o [ F0.0) dy

1(.0.0) §f@> E(ﬂ 0,07 Cﬁ%:@)>

Mit Hilfe von Satz 2.10 kann man Erwartungswert und Varianz der Zufallsvariable Y

direkt aus der Parametrisierung fiir exponentielle Familien ableiten. Es gilt:

E(Y) = V()
Var(Y) = b"(0) a(¢).

Denn

11
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und
E(fggyﬁ)+gqm%§@r>zo

—b"(0) Y-v(@)%\\
© E<aw>>+E<( a(©) ))‘O

—b”(9) 1 Y _
& E(( E(Y))?) =0"(0) a(¢)
& Var(Y) =10"(0) a(¢).

Man bezeichnet V() := b"(0) als Varianzfunktion.

Die beiden folgenden Beispiele weisen nach, dass die Gamma-Verteilung und die Poisson-

Verteilung zur Klasse der exponentiellen Familie gehoren.

Beispiel 2.1 (Poisson-Verteilung als exponentielle Familie)

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung kann formuliert werden als

f(y;0,0) = exp (=X + ylog(\) — log(y!))

mit

a(¢) = 1
0 = log(A)
b)) = N=elos®™ = ¢f
c(y,9) = —log(y!).

Somit gehort die Poisson-Verteilung zur exponentiellen Familie.

Fiir den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariable Y gilt:

EY)=b00)=X und Var(Y)=10"(0) a(¢) =1 = A

12



2.3 Generalisiertes Lineares Modell

Beispiel 2.2 (Gamma-Verteilung als exponentielle Familie)

Die Dichte der Gamma-Verteilung kann formuliert werden als

$0:8,0) = exp {v (2 = tog()) + viogt) ~ viog() ~ logT()

mit

b(d) = log (—%) = —log(—0)
c(y,¢) = vlog(y) —vlog(vy) —logI'(v).

Somit gehort auch die Gamma-Verteilung zur exponentiellen Familie.

Fiir den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariable Y gilt:

E(Y)=1b(0) = —% =u und Var(Y)=0V"(0)a(¢p) = 'M—Q

v

Im folgenden Abschnitt werden die Komponenten des Generalisierten Linearen Modells

beschrieben.

2.3 Generalisiertes Lineares Modell

In diesem Abschnitt wird das Generalisierte Lineare Modell (GLM) vorgestellt. Wie die
Bezeichnung Generalisiertes Lineares Modell bereits andeutet, stellt diese Modellklasse
eine Verallgemeinerung des klassischen linearen Modells dar. Hier wird die Beschréinkung
auf eine normalverteilte Responsevariable ebenso verallgemeinert wie der lineare Zusam-
menhang zwischen Zielvariable und erklédrender Variable, siehe Nelder and McCullagh
(1991).

Fiir die Responsevariable werden nun alle Verteilungen zugelassen, die der exponenti-
ellen Familie angehoren, wie zum Beispiel die Binomial-, Poisson-, Negativ-Binomial-
oder Gamma-Verteilung. Eine Linkfunktion ermoglicht die Transformation des Erwar-
tungswerts. Dies bietet im Vergleich zu den klassischen Linearen Modellen ebenfalls mehr

Freiheiten.

13
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Zu Beginn des Kapitels werden die Komponenten eines GLMs aufgefiihrt. Im néchsten
Schritt wird beschrieben wie Modelle an die Daten angepasst werden und welche Hypo-
thesentests geeignet sind, um die Modelle zu testen. Darauthin wird aufgezeigt, durch

welche Residuen die Modellannahmen iiberpriift werden kénnen.

Die Poisson- und die Gamma-Verteilung werden in den folgenden Kapiteln dieser Arbeit
als Verteilung der Zielvariable diskutiert. Aus diesem Grund wird dieser Abschnitt mit
einer detaillierten Beschreibung der Poisson-Regression mit Offset und Gewicht und der

Gamma-Regression mit Offset und Gewicht abgeschlossen.

2.3.1 Komponenten des Generalisierten Linearen Modells

Ein Generalisiertes Lineares Modell besteht aus einer zufilligen Komponente, einer syste-
matischen Komponente und einer zugehorigen Linkfunktion, siehe Myers and Montgomery
(2001).

Man bezeichnet die Realisierung einer Zufallsvariable Y; als einen Vektor y = (yy,...,yn)"
bestehend aus n Beobachtungen. Weiterhin sind n Kovariablenvektoren x; gegeben mit

Xi = (Ti1, .., Ty) fir i =1,...,n.

Die zufillige Komponente eines GLMs sind die Zufallsvariablen Y;,7 = 1,...,n. Die Y;
sind unabhingig und die Verteilung gehort zur Klasse der exponentiellen Familie. Fiir

den Erwartungswert gilt:

E(Y) = pi.
Der lineare Préadiktor n = (n1, ..., n,) ist die systematische Komponente im Modell, welche
definiert ist durch
X1
n:=XpF mit X-= : e R™P,
Xn

Die Verbindung von zufalliger und systematischer Komponente wird durch eine Transfor-
mation des Erwartungswerts geschaffen. Dazu beschreibt man den linearen Pradiktor n

als Funktion des Erwartungswerts.

Diese Funktion g : R — R ist bekannt und wird als Linkfunktion bezeichnet, d.h. es gilt:

9(ps) = mi = xi' B

14



2.3 Generalisiertes Lineares Modell

Die Linkfunktion g heift kanonisch, wenn 6; = n; ist.

2.3.2 Schitzung der Modellparameter

Dieses Kapitel befasst sich mit der Schitzung von Modellparametern, siehe Lindsey (1997),
Fahrmeir and Tutz (2001) und Bickel and Doksum (1977). Es wird beschrieben, welche
Methode bei GLMs verwendet wird, um die Modellparameter zu schéitzen. Ebenso wird
auf das nummerische Verfahren verwiesen, das bei der Schétzung Anwendung findet. Zu-

dem wird beschrieben, welche Eigenschaften der so entstandene Schétzer hat.

Die Maximum-Likelihood-Methode ist die theoretische Basis fiir die Parameterschéitzung
bei GLMs. Bei dieser Methode wird vorausgesetzt, dass der Typ der Verteilung bekannt
ist. Anstatt p;, der Erwartungswert der Zufallsvariable Y;, wird 8 mit n; = &' 8 = g(u;)
geschéatzt.

Die zugehérigen Schitzer 3 werden als Mazimum-Likelihood-Schitzer bezeichnet. Um den
ML-Schétzer zu erhalten, wird die Log-Likelihood-Funktion

n

L(B) = [T 1w 1, 0) = D oz f (i i 0)

=1

maximiert.

Die Ableitung der Log-Likelihood Funktion wird als Score-Funktion bezeichnet.

Definition 2.11 (Score-Funktion)

Die Score-Funktion ist der Vektor der Ableitungen der Log-Likelihood Funktion nach (3

und wird definiert als

_oL(g)

S(B) : 03

Gehort die Dichte f; zur exponentiellen Familie, dann gilt:

oL "1 ob(B;
s<ﬁ>=$=za(¢) {yi— Ejﬂx

Um das Maximum zu finden wird die Score-Funktion gleich Null gesetzt. Man findet also
einen Schétzer fiir den Vektor der Regressionsparameter 3 durch das Losen des Systems

von Score-Gleichungen :

15
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n

L[ R -]:E~—0
Zog(g) TR

Da keine analytische Losung dieser Gleichungen existiert, wird die Newton-Raphson-

Methode bzw. das Fisher-Scoring- Verfahren verwendet.

Der vollstandige Losungsalgorithmus wird als Iterative Weighted Least Squares (IWLS)
Algorithmus bezeichnet, detaillierte Beschreibung siehe Lindsey (1997), Seite 1991f.

Der so entstandene Schétzer B hat die Figenschaften, dass er konsistent und asymptotisch
normalverteilt fiir 3 ist, siehe Fahrmeir and Tutz (2001), Satz 2.4, mit

B~N(B,17'(8)).
Dabei ist 1(3) folgendermaBen definiert:

Definition 2.12 (Fisher-Informationsmatrix)

Falls die Regularitdtsbedingungen gelten, heifst

die erwartete Fisher-Informationsmatriz, wobei

0°L(B)
9800,

I(B)OBS = -

als die beobachtete Fisher-Informationsmatriz bezeichnet wird. Somit ergibt sich:

0°L(B)
9800, )

18 = -5

siehe Nelder and McCullagh (1991), Seite 306.

Unter gewissen Voraussetzungen gilt auch, dass der Maximum-Likelihood Schatzer (ML-
Schétzer) fiir Verteilungen der exponentiellen Familie eindeutig ist, siehe Bickel and Dok-
sum (1977).
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Satz 2.13 (ML-Schéitzung in der exponentiellen Familie)

Sei die Dichte oder die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Verteilung parametrisierbar als

f(y,0) =exp{c(0)T(z)+d(O)+ S(x)} fir =€ A0e0O,

wobei T'(x) eine suffiziente Statistik ist. Sei C' das Innere vom Bild c¢(0) und sei ¢(0)
injektiv. Falls

eine Lisung 0(x) besitzt mit c(0(x)) € C, dann ist 0(z) der eindeutige ML-Schitzer von
6.

Eine Statistik 7'(x) heifit suffizient fiir 6 genau dann, wenn X|7'(X) = ¢ unabhéngig von
0 ist.

2.3.3 Goodness of Fit

Um die Anpassungsgiite des Modells an die Daten zu iiberpriifen gibt es verschiedene

Goodness of Fit Mafle, wie das Akaike Informationskriterium und die Devianz.

Bei GLMs kann man die Log-Likelihood-Funktion auf zwei Weisen formulieren. Es gilt
mit 7; = g(p:), 0; = hp;) firi=1,...,n

1(B,y,0) = — c(ys, cb)}

h(pi))

— c(yi, ¢)]

NN s
AHM:II

L
cdl—|l—|

Das Akaike Informationskriterium wird zur Variablenselektion verwendet. Es bestimmt

welches Modell besser an die Daten angepasst ist.

17
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Definition 2.14 (Akaike Informationskriterium)

Der AIC-Wert (Akaike Information Criterion) ist definiert durch
AIC = =2 1(B,y, ¢) + 2k

siehe de Jong and Heller (2008), Seite 62f.

Dabei ist B der Vektor der geschitzten Regressionsparameter und k die Anzahl der Pa-

rameter im Modell.

Je kleiner der AIC-Wert ist, desto besser ist das Modell. Einerseits gilt, je mehr Pa-
rameter in das Modell aufgenommen werden desto kleiner wird der Wert des negativen
Log-Likelihood. Anderseits wird fiir jeden zusétzlichen Parameter der Strafterm 2k grofer
und somit sinkt der Wert des AIC' nur dann, wenn der Log-Likelihood stérker abnimmt

als der Strafterm zunimmt.

Ein weiteres Kriterium fiir die Modellwahl ist die Devianz. Auch hier ist es moglich anhand

des Wertes der Devianz zu entscheiden, welches Modell die Daten besser anpasst.

Der Wert der Devianz berechnet sich aus:

2[1(B,y.¢) — y.y,9) ],

wobei I(y, vy, ¢) der maximale Log-Likelihood ist, der auch als Log-Likelihood des satu-
rierten Modells bezeichnet werden kann, siche Lindsey (1997).

In der Schreibweise der exponentiellen Familie erhélt man fiir die Devianz:

2[1(B,y,0) Uy y,0 _zzw %) (b<9->+b<9i>

¢) ’
wobei der Hut () fiir das saturierte Modell steht. Fiir a;(¢) = ¢/w; ist die Devianz in
der GLM-Terminologie gegeben durch:

Definition 2.15 (Devianz)

Der Wert der Devianz wird berechnet mit:
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2.3 Generalisiertes Lineares Modell

mit Gewichten w;, siehe Lindsey (1997), Seite 210.

Somit ist die Maximierung des Log-Likelihoods &quivalent zur Minimierung der Devi-

anz.

2.3.4 Partial Devianz Test und Residual Devianz Test
Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit dem Residual Devianz Test und dem Partial Devianz
Test, siehe Myers and Montgomery (2001).

Der Residual Devianz Test misst wie gut das Modell M an die beobachteten Daten an-
gepasst ist. Hierzu wird der Quotient aus dem Log-Likelihood des Modells M und dem
Log-Likelihood des saturierten Modells gebildet.

Sei nun M ein Modell mit Devianz D(y, ft)/¢, wobei n = X3, B € R?, X € R"*P.
Die Hypothese des Residual Devianz Tests

ist gegeben durch:

H: n=g(p)=XpB versus K : nicht H

Die Nullhypothese H wird genau dann zum Niveau « verworfen, wenn

D(y7 ltl‘) 2
T > Xn—p,l—oz’

Will man zwei genestete Modelle vergleichen, dann verwendet man den Partial Devianz
Test. Unter genesteten Modellen versteht man Modelle M; und M, mit M, C M, d.h.
die Kovariablen von Modell M, sind auch in Modell M; enthalten.

Seien nun M; und M, genestete Modelle, wobei Dy, (y, ft1)/ ¢, die Devianz von Modell
My ist mit np = X118, + X020, By € R, B, € R, Xy € RVP, X, € RV
D, (Y, fro) /b, ist die Devianz von Modell My mit n = X13,.
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Die Hypothese des Partial Devianz Tests

ist gegeben durch:

H: B,=0 versus K: B,#0

Die Nullhypothese H wird zum Niveau a genau dann verworfen, wenn

DM1 (y7 ﬂl) - DM2 (y7 ﬂ'2)
¢M1

2
> ng,lfa'

Ist ¢pr, unbekannt, dann wird (ﬁMl verwendet.

Ein Schétzer (ﬁ fiir den Dispersionsparameter ¢ ist gegeben durch:

n

.1 (yi — )
T V)

wobei V' (p;) die Varianzfunktion an der Stelle y; ist.

2.3.5 Pearson Residuen und Devianz Residuen

Residuen sind ein wichtiges statistisches Werkzeug um herauszufinden wie gut ein Modell

die Daten anpasst. Beim Generalisierten Linearen Modell werden die Residuen unter

anderem genutzt um Ausreifler zu finden.

Es werden nun zwei Typen von standardisierten Residuen beschrieben, die Pearson Resi-

duen und die Devianz Residuen, siehe Lindsey (1997).

Die Pearson Residuen rf werden berechnet als Abweichung zwischen den Daten und dem

Erwartungswert gewichtet mit der Wurzel der Varianzfunktion. Die Pearson Residuen

werden definiert durch:

~

P Yi— [

T V)
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Die Devianz Residuen rP kénnen beschrieben werden als der Anteil einer einzelnen Be-

obachtung an der Devianz. Fiir die Devianz Residuen gilt:

rP = sign(y; — u)V/d;

mit

, 1, z>0
sign(z) = ' .
-1, z<

und D(y, o) = Y7, d,

Wenn die beobachteten Daten keine einheitlich Varianz besitzen, betrachtet man anstatt
der Pearson Residuen die Standardisierten Pearson Residuen und anstatt der Devianz
Residuen die Standardisierten Devianz Residuen. Wenn w; das Gewicht der Beobachtung

y; bezeichnet, dann werden die Standardisierten Pearson Residuen ¥ definiert durch:

P 7“1!3 _ Yi — [l
' wi  Jw; V(i)

Fiir die Standardisierten Devianz Residuen 7P gilt:

2.3.6 Poisson-Regression mit Offset und Gewicht

Bisher ist man davon ausgegangen, dass die Rate, mit der die Ereignisse bei Poisson-
verteilten Zufallsvariablen Y; eintreten, konstant ist. Wenn aber die Rate von einer zusétz-
lichen Variable S; abhéngt, dann ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariable
Y;, i =1,...,n gegeben durch:

(\So)u 1™

P(Y; = )" = |exp(-2:8)

mit A\;,9; >0 und 3, =0,1,2,....

Stellt man die Wahrscheinlichkeitsfunktion in der Form der exponentiellen Familie dar,

dann gilt fiir i=1,...,n:

21



2 Theoretische Grundlagen

(i 0, 0) = exp {S; [=NiSi + yi log(NiS;) — log(vi!)] }
mit

1

a(¢) = gz

0; = log(AiS;)
b(6;) = NS; = e8RS = b
c(yi ) = —log(us).

Dabei wird S; als Gewicht bezeichnet und dient zur Stabilisierung der Varianz, da durch
das Gewicht S; gilt:
Var(Y;) =V"(6)a(g) =N, i=1,...,n.

Aus der Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktion f(y;;6;, ¢) als exponentielle Familie
und mit \; = exp(x! 3) folgt, dass

pi = E(Y;) = V'(6;) = exp(6;) = Sidi = Siexp(x/ 8), i =1,...,n.

Somit ergibt sich fiir den linearen Pradiktor n, dass

= x; B = log(w) —log(S;) = 6; —log(Sy), i =1,...,n.

Man bezeichnet den zweiten Term log(S;) als Offset und setzt ihn als bekannt voraus. Der
Offset kann als zusétzliche Regressionsvariable betrachtet werden. Somit erhélt man fiir
S; = 1 die kanonische Linkfunktion g(u;) = log(u;). Ist S; # 1, dann gilt:

g(pi) = log(pi) —log(Si), i=1,...,n.

Anstelle des Log-Likelihood betrachtet man den Gewichteten Log-Likelihood. Der Gewich-
tete Likelihood ist wie folgt definiert:

Definition 2.16 (Gewichteter Likelihood)

Seien Y; mit 1 = 1,...,n unabhdngige Zufallsvariablen mit zugehorigen Gewichten w; und
Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Dichte f;, dann ist der Gewichtete Likelithood definiert

22



2.3 Generalisiertes Lineares Modell

als
n

W L(y;, wi) = H Jilyil6:)™

=1

siehe Hu and Zidek (2002).

Somit kann man die Gewichteten Log-Likelihood-Funktion der Poisson-Regression mit

Offset und Gewicht fiir ¢ = 1, ..., n darstellen als:

n

W(B) = wi(y; B,¢) = Y _ (Si [~Siexp(a] B) + y;log(Si exp(a] B)) — log(ui!) ]) .

=1

In diesem Fall ist .S; sowohl der Offset als auch das Gewicht.

Fiir die ML-Schétzung von @ bendtigt man die Score-Gleichungen. Die Score-Funktion

fiir dieses Modell ist fiir ¢ = 1, ..., n gegeben durch:

_ IW(B)
. = T S; eXp<szﬁ)
— ; (SZ |:—Sl exp(a:i ,6) Tij + Yi W I’Z]:|>
= Z Si (yz -5 GXP(miTﬂ)) Tij.
i=1
Somit erhélt man folgende Score-Gleichungen:
S1(8)
SB) =] + |=X"(Y-XN=0
Sn(B)

Fiir die Poisson-Regression mit Offset und Gewicht ist, wie bei allen Regressionsverfahren,
die Wahl eines geeigneten Modells von zentraler Bedeutung. In Abschnitt 2.3.3 wurden
bereits zwei Modellwahlkriterien beschrieben, der AIC-Wert und die Devianz. Fiir dieses
Modell berechnet man den AIC-Wert folgendermafien:
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AIC = =27 S [y log(AiSi) — AiSi = log(y:!)] + 2p,

=1

wobei p die Anzahl der geschétzten Parameter ist. Die Devianz berechnet man aus:

D(y,B) = -2 [wl(y,B,aﬁ)—wl(y,y,@]

= -2) S [y,- log(AiSi) — \iSi — i log(y,) + yz']

i=1
A ;
i | Yi log< " ) — (i _yi)] :

Der Residual Devianz Test und der Partial Devianz Test konnen ebenfalls zur Wahl eines

Modells verwendet werden.

Die Hypothese des Residual Devianz Tests

fiir die Poisson-Regression mit Offset und Gewicht ist gegeben durch:

H: n=g(n)=Xp versus K : nicht H

Die Teststatistik L berechnet man mit

)

L=D(yA) =2} 5 [(5\2‘51‘ — i) — yilog ()\isi)] :
=1

Die Nullhypothese H wird zum Niveau a genau dann verworfen, wenn die Teststatistik

L grofer ist als x2_,;_,-
Die Hypothese des Partial Devianz Tests

ist gegeben durch:

H: B3,=0 versus K: 8,#0.
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Die Teststatistik P berechnet man durch

A~

P =D(y,A\;) — D(y, N\,

wobei A der geschiitzte Erwartungswertvektor im Modell X ist mit X = (X, X,), X €
RP, X, € R, AT = (A1, )\Q)T, A € R Ay € RP2. Es ist \; der geschitzte Erwar-

tungswertvektor im reduzierten Modell X;.

Die Nullhypothese H wird zum Niveau a genau dann verworfen, wenn die Teststatistik

P groBer ist als x2 ;.

Fiir die Poisson-Regression mit Offset und Gewicht gibt es verschiedene Residuen. Die

Pearson Residuen sind in diesem Fall wie folgt definiert:

P Yi — A

T, = —.
VA

Fiir die Devianz Residuen gilt:

~

TiD = sign(y; — /\i)\/d_ia

wobei fiir die Devianz Komponenten d;, i = 1, ..., n, gilt:

n

D(y,A) =) d;.

i=1

Da die Varianz bei diesem Modell nicht einheitlich ist, betrachtet man, um die Residuen

vergleichen zu koénnen, die Standardisierten Residuen. Mit Gewichten S; erhélt man die

Standardisierten Pearson Residuen:

~

d;
Si
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2.3.7 Gamma-Regression mit Offset und Gewicht

Ahnlich wie bei der Poisson-Regression mit Offset und Gewicht betrachtet man nun
Gamma-verteilte Zufallsvariablen Y;, ¢« = 1,...,n. Die Varianz dieser Zufallsvariablen sei
ebenfalls nicht einheitlich und der Erwartungswert von Y; sei von einer zusétzlichen Va-

riable S; abhéngig. Die Dichte einer Zufallsvariable Y; ist dann gegeben als

1 v \" vy; \ 1Y
A (v=1) _ VY N <
fw) [F(V) (Hisi) v exp( Misi)] oo fir Sy iy v > 0.

Stellt man die Dichte in der Form der exponentiellen Familie dar, dann gilt fiir

1=1,..,n:

f(Yi; 05, ¢) = exp {in (— g log(:uisi)) + w;vlog(y;) — wivlog(vy;) — w; log F(V)}

14
mit
1
al9) = -
1
0, = —
HiS;

b(0;) = log (‘%) = —log(—0;)
c(yi, ) = wvlog(y;) — vlog(vy;) — log'(v).

Aus der Darstellung der Dichte f(y;;60.¢) als exponentielle Familie und log(p;) = ] 3
folgt, dass

1

Somit ergibt sich fiir den linearen Pradiktor n, dass

m = x; B =log(f) —log(S;), i =1,....,n.

Der zweite Term log(S;) wird auch bei der Gamma-Regression als Offset bezeichnet und
als bekannt vorausgesetzt. Es wird hier nicht die kanonische Linkfunktion 6; = —i ver-

wendet, sondern
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g(fu;) =log(fi;) —log(S;), i=1,....n.
Anstelle des Log-Likelihood betrachtet man auch hier den Gewichteten Log-Likelihood.

Die Gewichtete Log-Likelihood Funktion der Gamma-Regression mit Offset und Gewicht
wird dargestellt als

W) = wl(y'ﬂezﬁ)

- Z“’l ( S o (exp< ) )>
+ szy—1 log(y;) Zw,logr

Fiir die ML-Schéitzung von 3 benétigt man die Score Gleichungen. Die Score Funktion
fiir dieses Modell ist fiir i = 1, ..., n gegeben durch:

N (Y
N ;w’”(&exmw%)% x)

R R
= 2w (Sexp< 73] 1)

i=1

Bei der Gamma-Regression mit Offset und Gewicht ist der Momentenschétzer ngS fiir den

Dispersionsparameter v = % gegeben durch:

2 1 « i — i\
o= ZW( . )7

n—p i—1 M
wobei ji; der Schétzer fiir den Erwartungswert ji; von Y; ist und p die Anzahl der geschéitz-

ten Parameter im Modell.

Fiir die Gamma-Regression mit Offset und Gewicht ist, wie bei allen Regressionsverfahren,

die Wahl eines geeigneten Modells von zentraler Bedeutung. In Abschnitt 2.3.3 wurden
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bereits zwei Modellwahlkriterien beschrieben, der AIC-Wert und die Devianz. Fiir dieses
Modell berechnet man den AIC-Wert folgendermafien:

i v
7S, + log (Mzsz)) (v — 1) log(y;) — log F(V)} + 2p,

AIC = —ini{y(
i=1

wobei p Anzahl der geschétzten Parameter ist. Der Wert der Devianz ist gegeben durch:

— 9 [wl(y;B,qb) —wl(y;y, ¢)]
()52

Der Residual Devianz Test und der Partial Devianz Test konnen ebenfalls zur Wahl eines

Modells verwendet werden.
Die Hypothese des Residual Devianz Tests

fiir die Gamma-Regression mit Offset und Gewicht ist gegeben durch:
H: n=g(p)=XpB versus K : nicht H

Die Teststatistik L berechnet man mit

D n [ .
I_ (y’“)—22wiu[‘yﬁ“Z—log(i)].
¢ i1 Hi j

fi

Die Hypothese H wird zum Niveau « genau dann verworfen, wenn die Teststatistik L

grofer ist als xp_, 1 -
Die Hypothese des Partial Devianz Tests

ist gegeben durch:

H: B,=0 versus K: 3,#0

28



2.3 Generalisiertes Lineares Modell

Die Teststatistik P berechnet man mit:

wobei 1 der geschétzte Erwartungswertvektor im Modell X ist mit X = (X, X3), X €
R, X1 € R, pT = (py, po)", py € RP, p, € RP2. Es ist fi, der geschiitzte Erwar-

tungswertvektor im reduzierten Modell X ;.

H wird zum Niveau a genau dann verworfen, wenn die Teststatistik P grofler ist als

2
Xp1,1-a-

Fiir die Gamma-Regression mit Offset und Gewicht sind verschiedene Residuen definiert.

Die Pearson Residuen sind in diesem Fall wie folgt definiert:

Yi — [l
Ly

125

Fiir die Devianz Residuen gilt:

rP = sign(yi — fu)\/d,

wobei fiir die Devianz Komponenten d;, ¢t = 1, ..., n gilt:

=1

Da die Varianz bei diesem Modell nicht einheitlich ist, betrachtet man die Standardisierten

Residuen. Mit Gewichten w; erhélt man die Standardisierten Pearson Residuen:

1 Loy — iy

’ pw; ' ow
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2 Theoretische Grundlagen

2.4 Modellwahl bei nicht genesteten Modellen

Im folgenden Abschnitt werden zwei Tests zum Vergleich von nicht genesteten Modellen

préasentiert, der Vuong Test und der Distribution-Free Test.

Beide Tests konnen sowohl zum Vergleich nicht genesteter Modelle als auch zum Ver-
gleich genesteter Modelle verwendet werden. Unter nicht genesteten Modellen versteht

man Folgendes:

Definition 2.17 (Nicht genestete Modelle)

Zwei Modelle heiflen nicht genestet, wenn es nicht maglich ist ein Modell durch die Bedin-
gung des Parametervektors mit linearen Restriktionen auf das andere Modell zu reduzieren,
siehe Clarke (2001).

Somit heiflen zwei GLMs nicht genestet, wenn sie keine gemeinsamen Variablen haben.

Fiir den Vergleich nicht genesteter Modelle gibt es verschiedene Methoden. Neben dem
Cox Test und Bayes Faktoren gibt es den Vuong Test und den Distribution-Free Test.
Sowohl der Cox Test als auch die Bayes Faktoren zum Vergleich nicht genesteter Modelle

sind schwierig zu berechnen.

Der Vuong Test und der Distribution-Free Test basieren auf dem Kullback-Leibler Infor-
mationskriterium (K LIC). Das K LIC misst den Abstand zwischen einer gegebenen und

einer wahren Verteilung und wird definiert durch:

KLIC = Eyllog ho (VX)) ~ By [los f (Yi[X.,8)]

siche Vuong (1989), wobei hy die Dichte des wahren, aber unbekannten Modells ist und
B der Schitzer fiir 3.

Das beste Modell ist somit das Modell, das die obige Gleichung minimiert. Daher sollte

ein Modell dem Anderen genau dann vorgezogen werden, wenn der Log-Likelihood des

einen Modells signifikant kleiner ist als der des anderen Modells.
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2.4 Modellwahl bei nicht genesteten Modellen

2.4.1 Vuong Test zur Wahl nicht genesteter Modelle

Es seien nun zwei nicht genestete Modelle gegeben mit

Fy, ={f(y|x,01),0, € ©)} und Gy, = {g(y|z,0:),0, € O)}.

Man will nun entscheiden, welches der beiden Modelle das bessere ist. Dazu werden nun

zuerst drei Hypothesen definiert, siehe Vuong (1989):

f(Yil Xi; B) . . .
H :E|l =0 (Die Modelle F, dG d gleich gut.
og AT (Die Modelle Fy, und Gy, sind gleich gut.)
F(Yi| X3 B) .
H Ellog=—————— 1| >0 (Fyp, ist das bessere Modell.
g 9(Yi|Z::%) (o )
F(Yi X3 B) :
H E | log - <0 (G, ist das bessere Modell.).
9 oV Z:) (G )

Der Erwartungswert der Hypothese ist unbekannt, aber Vuong zeigt, siche Vuong (1989),

dass unter generellen Bedingungen

f(YiX;
YilZ;

;:3)
i Y)

9(Yi|

gilt. Folglich ist die Log-Likelihood Ratio Statistik ein konsistenter Schétzer fiir den Er-

wartungswert.

1 .
“LR, (5,1,%) ~E <log
n

Aus dem folgenden Theorem kann man zusammen mit der obigen Aussage einen Hypo-

thesentest konstruieren.

Satz 2.18 (Modellwahl Tests fiir nicht genestete Modelle)

Seien Fy, und Gy, nicht genestete Modelle, dann gilt
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2 Theoretische Grundlagen

1 .
unter H : NG LR, <5n, ’yn> 2 N(0,1) (2.3)
]_ - a.s
unter H ¢ NG LR, Bn,‘yn> = 00 (2.4)
1 2 a.s
unter H LR, (8,7 ) - —00 (2.5)
\/_wn n n

siehe Vuong (1989).

Die Hypothese des Vuong Tests

ist somit gegeben durch:

H:E(log%)zo versus K:E(log%)#o 1=1,..,n.

Diese Art von Hypothesentests werden als Modellwahl Tests (Model Selection Tests) be-

zeichnet.

Die Teststatistik V' berechnet man als

LR, (B,.%,

mit
R, (B, 4.) = LUB.) —La(,)
= 1og§njf<Yi|Xi;B>—1og§njg<n|zi;&>
=1 =1
und

A\ 2 A\ 2
1 Y| 1 e
n < g(YilZs; %) n— " g(YilZ;~¥
Die Nullhypothese H wird zum Niveau a genau dann verworfen, wenn die Teststatistik

V grofler ist als z1_,.

Der Vuong Test kann also wie folgt beschrieben werden: wenn die Nullhypothese wahr ist,
dann ist der durchschnittliche Wert der Log-Likelihood Ratio Statistik gleich Null. Ist H ¢
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2.4 Modellwahl bei nicht genesteten Modellen

wahr, dann sollte der durchschnittliche Wert der Log-Likelihood Ratio Statistik deutlich
grofer als Null sein. Ist das Gegenteil H, wahr, dann sollte dieser Wert signifikant kleiner

als Null sein.

Wie auch fiir viele andere Tests gilt fiir den Vuong Test, dass die Log-Likelihoods durch
die Anzahl der Parameter der beiden Modelle beeinflusst sind, und somit eine Korrektur
notwendig ist. Die Statistik LR, (Bm’%) wird verdndert in

LR, (B,4,) = LRy (B, ) - (p o log<n>) ,

wobei p und q die Anzahl der im Modell f und g geschéitzten Parameter sind.

2.4.2 Distribution-Free Test zur Wahl nicht genesteter
Modelle

Im Gegensatz zum Vuong Test betrachtet der Distribution-Free Test nicht, siche Clarke
(2007), ob die Log-Likelihood Statistik signifikant verschieden von Null ist, sondern er
betrachtet die Vorzeichen der Differenzen der individuellen Log-Likelihoods.

Der Distribution-Free Test, siche Clarke (2003), ist dem Wilcoxon Rang-Vorzeichentest
dghnlich und gehort zu der Klasse der Paired Sign Tests.

Die Hypothese des Distribution-Free Tests

ist gegeben durch:

| fiXsB) ) _ | f(YilXi: B)

firi=1,..,n.

Der Distribution-Free Test untersucht folglich, ob die mittleren Log-Likelihood Ratios
signifikant verschieden von Null sind. Sind beide Modelle dem wahren Modell gleich nahe,
dann sollte die Hélfe der Log-Likelihood Ratios kleiner, die andere grofier als Null sein.

Ist f im Vergleich zu g das ,bessere“ Modell, dann sollte mehr als die Hélfte der Log-
Likelihoods kleiner Null sein. Die Umkehrung gilt, falls g ,,besser” als f ist.
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2 Theoretische Grundlagen

Man erhélt folgende Teststatistik B:

B=> Iuw)(d)
=1

mit

d: = log f(Y;|Xi;/6)'

Somit ist B die Anzahl der positiven Differenzen der individuellen Log-Likelihoods. B ist
unter H Binomialverteilt mit den Parametern k£ und p = 0.5. Somit wird H genau dann

verworfen, wenn H < g

Fiir diesen Test gilt ebenfalls, dass er durch die Anzahl der geschiatzten Koeffizienten
beeinflusst wird. Der Korrekturfaktor der verwendet wird, ist an den Korrekturfaktor des

Akaike Informationskriteriums und des Schwarz Informationskriteriums angelehnt.

Es wird ein Korrekturfaktor fiir jede Differenz der individuellen Log-Likelihoods verwen-
det, siehe Clarke (2003) und zwar

p—q
2n

log(n),

wobei p und q die Anzahl der geschitzten Koeffizienten in den Modellen f und ¢ sind.

SchlieBlich erhilt man die modifizierte Teststatistik B:

R p—q
i=1

Clarke zeigt (siche Clarke (2007)), dass der Distribution-Free Test besonders gut fiir spitze

Verteilungen arbeitet.
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3 Kraftfahrt Haftpflicht Datensatz

In diesem Kapitel wird ein realer Datensatz untersucht. Bei den betrachteten Daten
handelt es sich um Kraftfahrt Haftpflicht Datensétze fiir private Personenkraftwagen
(PKW).

In den folgenden Abschnitten werden die Daten vorgestellt. Es wird auf die Herkunft
der Daten eingegangen und die im Datensatz enthaltenen Merkmale beschrieben. Des

Weiteren wird das Vorgehen bei der Verdichtung und der Selektion der Daten erlautert.

Im néchsten Kapitel werden einige Modelle an die Daten angepasst. Es werden Modellie-
rungsvarianten mit verschiedenen Variablen und unterschiedlichen Verteilungsannahmen

betrachtet.

In den nachfolgenden Kapiteln wird die Anpassungsgiite untersucht. Der Schwerpunkt
liegt hierbei auf der Modellwahl mit Hilfe des Vuong und des Distribution-Free Tests.
Den Abschluss dieser Arbeit bildet die Untersuchung der Power dieser beiden Tests durch

Simulationen.

3.1 Herkunft der Daten

Der Datensatz, der in dieser Arbeit untersucht wird, wurde von der Versicherungskammer
Bayern (VKB) zur Verfiigung gestellt. Er besteht aus Kraftfahrt Haftpflicht Datensétzen
fiir private PKW. Es wird der Zeitraum Januar 2006 bis Oktober 2007 betrachtet.

Insgesamt liegen 3,1 Millionen Beobachtungen (Zeilen) vor, die durch 27 Variablen (Spal-

ten) beschrieben werden.
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3 Kraftfahrt Haftpflicht Datensatz

3.2 Daten Selektion

Die Daten werden nun selektiert, damit sie fiir die Modellierung verwendet werden kénnen.

Die Selektion erfolgt nach bestimmten Kriterien.

Zum einen werden nur Datensétze ausgewéhlt, bei welchen der Versicherungsnehmer ein

Fahrzeug mindestens drei Jahre bei der VKB versichert hatte.

Zum anderen miissen die Datensétze aus den aktuellen Tarifgenerationen stammen. Diese
Einschrinkung wird notwendig, da sich die Auspriagungen der Merkmale zwischen den

vorigen und den aktuellen Tarifgenerationen unterscheiden.

Tabelle 3.1: Anzahl der Beobachtungen vor und nach der Datenselektion insgesamt und
nach Entstehungsjahren

KH Rohdaten KH Gesamt KH 2006 KH 2007
Beobachtungen | 3.139.149 517.560 234.906 282.654

Tabelle 3.1 enthélt die Anzahl der Beobachtungen vor und nach der Datenselektion. Die
Anzahl der Beobachtungen nach der Datenselektion ist sowohl fiir den gesamten Beob-

achtungszeitraum angegeben als auch aufgeteilt nach Entstehungsjahren.

Wie aus der Tabelle ersichtlich bleiben nach der Selektion von den urspriinglichen 3,1
Millionen Beobachtung (KH Rohdaten) nur 517.560 (KH Gesamt) {ibrig. Gruppiert man
die Beobachtungen nach ihrem Entstehungsjahr, so liegen fiir das Entstehungsjahr 2006
(KH 2006) 234.906 Beobachtungen und fiir 2007 (KH 2007) 282.654 Beobachtungen vor.

3.3 Beschreibung der Daten

Es werden nun in Tabelle 3.2 die fiir diese Arbeit relevanten Merkmale vorgestellt. Auf
eine ausfiihrliche Erlduterung der weiteren im Datensatz enthaltenen Merkmale, die in den
aktuellen VKB Tarif eingehen, wird verzichtet, da sie fiir diese Arbeit nicht verwendet

werden.

36



3.3 Beschreibung der Daten

Tabelle 3.2: Beschreibung ausgewéhlter Merkmale des KH Datensatzes

Name | Beschreibung Auspragungen
A 13 Klassen Al, A2,..., A13
B 16 Klassen B10, B11,..., B25
4 Klassen al,al,a2,a3
5 Klassen b0, b1, b2, b3, b4

c 19 Klassen c0, cl,..., c18

SB | Der Schadenbedarf (SB) ist das Verhéltnis von der SB >0
gesamten Schadensumme zur Summe der Beitrige.

n Die Anzahl der Schéden n gibt an, wie viele Schiden neN
ein Versicherungsnehmer in einem Jahr verursacht
hat.

D Der durchschnittliche Schaden D ist das Verhéltnis in Euro
von der Summe der Schiden zur Anzahl der Schiaden.
D wird auf einen Cent gesetzt, wenn kein Schaden
vorhanden ist.

u Eine Jahreseinheit u ist ein Vertrag eines Versicherungs- | 0 < u <1
nehmers, der ein vollstindiges Kalenderjahr lduft.

Bt Der Beitrag Bt ist die vom Versicherungsnehmer in Buro
entrichtete Pramie. Diese Pramie ist auf die
Jahreseinheit u bezogen.

R Der Schaden R ist der vom Versicherungsnehmer in Euro
verursachte Schaden. Er wird bei 20 Tausend Euro ku-
piert.

Die Merkmale A, B, a, b und c aus der obigen Tabelle werden in den Modellen als Variablen

verwendet.

Der Schadenbedarf SB soll mit Hilfe dieser Variablen erklédrt werden. Somit stellt das
Merkmal Schadenbedarf die abhéngige Variable - den Response - dar.

Bei dem in Tabelle 3.2 beschriebenen Merkmal Beitrag Bt ist zu beachten, dass das
Merkmal um Merkmal A und B bereinigt ist. Somit enthélt das Merkmal Beitrag Bt alle
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3 Kraftfahrt Haftpflicht Datensatz

Informationen der restlichen Merkmale, die in den aktuellen VKB Tarif eingehen.

Der vom Versicherungsnehmer jéhrlich verursachte Schaden R wird auf 20 Tausend Euro

kupiert. Die Kupierung der Schéiden soll eine Verzerrung durch Grofischdden vermeiden.

3.4 Datenmanipulation

Betrachtet man die pro Datensatz entstandene Schadensumme, dann stellt man fest, dass
95 Prozent der Beobachtungen im Jahr 2006 Null Euro Schaden haben. Will man die
Daten mit der Gamma-Verteilung modellieren, ist dies nicht moglich, da die Gamma-

Verteilung nur fiir positive Werte definiert ist.

Der Schaden eines Versicherungsnehmers R kann aber, wie bereits erwdhnt, den Wert
Null annehmen und in diesen Féllen ist der Response - der Schadenbedarf - ebenfalls

Null. Somit ist es notwendig den Response zu manipulieren.

Die Manipulation erfolgt durch Addition einer Variable x mit x € R, auf den vom
Versicherungsnehmer verursachten Schaden R. Fiir die Variable z werden die Werte 1,
10 und 100 Cent gewahlt. Dabei erfolgt eine Manipulation von R nur dann, wenn R den
Wert Null hat. Man erhélt nun R(z) mit R(z) = R + =.

Tabelle 3.3: Bezeichnung des manipulierten Schadenbedarfs und der manipulierten

Schéden
Manipulation | Bezeichnung
0 Cent SB R
1 Cent SB1 R1
10 Cent SB10 R10
100 Cent SB100 R100

Da der vom Versicherungsnehmer verursachte Schaden R manipuliert wird, muss folglich
auch der Schadenbedarf S B angepasst werden. Durch die Manipulation mit unterschiedli-
chen Werten fiir  werden neue Bezeichnungen fiir den manipulierten Schadenbedarf ein-

gefithrt. Die Bezeichnung des manipulierten Schadens erfolgt analog, siche Tabelle 3.3.
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3.5 Verdichtung der Daten

3.5 Verdichtung der Daten

Der urspriingliche KH Datensatz wird nun auf zwei Weisen verdichtet. In den beiden

folgenden Abschnitten werden die beiden verdichteten Datenséitze vorgestellt.

In dieser Arbeit wird der Schadenbedarf SB auf zwei Arten modelliert. Zum einen wird
der aktuelle VKB Tarif nachgebildet, indem der Schadenbedarf durch die Merkmale B

und A modelliert wird.

In der alternativen Modellierungsvariante wird der Schadenbedarf durch die Merkmale a,

b und ¢ modelliert.

Die Daten des KH Datensatzes sind die Daten auf Einzelebene, pro Zeile wird ein Versi-
cherungsnehmer betrachtet. Fiir die Berechnung der Modelle ist es jedoch notwendig die
Daten zuerst zu verdichten. Verdichtung bedeutet, dass die Einzeldatensitze zusammen-
gefasst werden. Die Zusammenfassung erfolgt entsprechend der im Modell enthaltenen

Variablen.

Jede Merkmalskombination ist nach der Verdichtung hochstens einmal vertreten. Es wird
fiir jede Merkmalskombination die Anzahl der Schédden n, der vom Versicherungsnehmer
verursachte Schaden R und die Jahreseinheiten u aufsummiert. Um den durchschnitt-
lichen Beitrag Bt pro Zelle zu erhalten, wird der Beitrag aufsummiert und durch die

entsprechenden Jahreseinheiten dividiert.

Da zwei alternative Modellierungen des Schadenbedarfs betrachtet werden, entstehen nun
auch zwei aggregierte Datensitze, die im Folgenden als S Datensatz und V Datensatz be-

zeichnet werden. Man erhélt fiir die aggregierten Datensétze folgende Anzahl an Zellen:

Tabelle 3.4: Anzahl der Zellen in den verdichteten Datensatzen

S Datensatz | V Datensatz
KH 2006 320 184
KH 2007 322 184

Im S Datensatz bleiben fiir das Entstehungsjahr 2006 noch 320 Zellen {ibrig und es bleiben
fiir das Entstehungsjahr 2007 noch 322 Zellen. Der V Datensatz enthélt 184 Zellen sowohl
fiir das Entstehungsjahr 2006 als auch fiir 2007.

Es werden nun die beiden aggregierten Datensétze vorgestellt.
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3 Kraftfahrt Haftpflicht Datensatz

3.5.1 Explorative Analyse des S Datensatzes

Dieser Abschnitt untersucht den S Datensatz (KH 2006). Zu Beginn werden anhand einer
Grafik die Anteile der Merkmale b, a und ¢ am urspriinglichen KH Datensatz dargestellt.

Abbildung 3.1: Anteile der Merkmale a, b und ¢ am unverdichteten KH Datensatz

2

a0,al,a2,a3 b0, b1, b2, b3, b4

Es folgt ein Ausschnitt des neu entstandenen S Datensatzes. AbschlieBend werden die
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3.5 Verdichtung der Daten

Lagemafle des S Datensatzes beschrieben.

Der S Datensatz ist durch die Verdichtung des KH Datensatzes (KH 2006) entstanden.
Dieser wurde nach den Merkmalen b, a und c aggregiert. Abbildung 3.1 betrachtet nun

die urspriinglichen Anteile dieser Merkmale am KH Datensatz.

Aus der obigen Darstellung wird deutlich, dass die Auspragungen b0 und bl des Merk-
mals b, einen sehr geringen Anteil am Gesamtdatensatz haben. Den gréfiten Anteil hat
die Klasse b3. Mehr als 80 Prozent aller Beobachtungen des Merkmals a haben die Aus-
pragung a0. Fiir das Merkmal c gilt, dass alle Klassen etwa gleich viele Beobachtungen

enthalten.

Wie in Tabelle 3.4 zu erkennen ist, enthilt der nach der Verdichtung entstandene S Da-
tensatz 320, bzw. 322 Zellen. Somit ist nicht jede Merkmalskombination vertreten. Wéare
jede Merkmalskombination vertreten, so wiirde der S Datensatz aus 380 Zeilen bestehen.
Die fehlenden Zeilen sind auf die diinn besetzten Klassen a2 und a3 des Merkmals a und

auf die diinn besetzten Klassen b0 und bl des Merkmals b zuriickzufiithren.

Im Folgenden Ausschnitt des S Datensatzes (KH 2006) finden sich Merkmalskombina-
tionen, die bei fast keinem Vertrag auftreten. Zum Beispiel hat Zeile Nummer 6 nur 0.8

Jahreseinheiten.

Ausschnitt des S Datensatzes

Nr c a b S_n S_B S_J S_D S_SB S_sBl S_SB10 S_sSB100
1 0 0 O 0 782 7.2 0.01 0.00 0.00 0.0004 0.0043
2 0 0 1 7 582 117.3 1268.71 0.13 0.13 0.1304 0.1341
3 0 0 2 36 552 875.5 2163.26 0.16 0.16 0.1615 0.1651
4 0 0 3 61 568 1371.2 2791.07 0.22 0.22 0.2191 0.2227
5 0 0 4 30 628 517.1 1817.89 0.17 0.17 0.1682 0.1712
6 0 1 O 537 0.8 0.01 0.00 0.00 0.0005 0.0046
7 0 1 1 624 20.4 2785.40 0.22 0.22 0.2196 0.2230
8 0 1 2 614 121.5 1854.06 0.20 0.20 0.1991 0.2025
9 0 1 3 19 667 207.5 3008.08 0.41 0.41 0.4131 0.4161
100 1 4 696 92.6 2204.73 0.31 0.31 0.3080 0.3109

Um die aggregierten Merkmale des S und des V Datensatzes unterscheiden zu koénnen,

wird der Buchstabe S bzw. V den Merkmalen vorangestellt.

Tabelle 3.5 fasst die Lagemafie des S Datensatzes (KH 2006) zusammen. Wie man er-

kennen kann enthalten mehr als 25 Prozent der Zellen weniger als fiinf Jahreseinheiten.
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3 Kraftfahrt Haftpflicht Datensatz

Diese Zellen sind somit nicht aussagekréftig im Bezug auf den Schadenbedarf. Dies muss
im Folgenden bei der Modellierung beriicksichtigt werden. Betrachtet man die restlichen
Lagemafle des Merkmals Jahreseinheiten S_J, dann enthélt eine Zelle maximal 4.420, aber

mindestens 0,1 Jahreseinheiten. Durchschnittlich sind 348 Jahreseinheiten enthalten.

Tabelle 3.5: Lagemafie des S Datensatzes (KH 2006)

c a b Sn| SB| SJ S.D | SSB S_ S_ S_
SB1 | SB10 | SB100
Minimum 0.00 | 0.00 | 0.00 0.0 | 513 | 0.01 0.01 | 0.000 | 0.000 | 0.000 0.001

1st Qua. 4.00 | 0.00 | 1.00 0.0 | 588 4.6 0.01 | 0.000 | 0.000 | 0.000 0.005
Median 8.00 | 1.00 | 2.00 25| 635 | 26.1 1784 | 0.194 | 0.194 | 0.194 0.197
Mean 8.70 | 1.30 | 2.28 18.8 | 664 | 348 1830 | 0.321 | 0.321 | 0.322 0.325

3rd Qua. 13.00 | 2.00 | 3.00 19.0 700 | 268 | 2720 | 0.304 | 0.304 | 0.304 0.307
Maximum | 18.00 | 3.00 | 4.00 | 240.0 | 1183 | 4420 | 20000 | 5.568 | 5.572 | 5.568 5.569

Die Anzahl der Schiaden S_n pro Zelle variiert von Null bis 240. Durchschnittlich gab es
18,8 Schéden pro Zeile. Der maximale durchschnittliche Schaden S_D liegt bei 20.000 Euro
und der minimale bei einem Cent. Ein Schaden verursacht im Durchschnitt Kosten in Héhe
von 1.830 Euro. Fiir all diese Merkmale gilt, dass die Abweichung zwischen dem dritten
Quantil und dem Maximum, im Vergleich zur Abweichung zwischen dem Mittelwert und

dem dritten Quantil, sehr grof3 ist.

Abbildung 3.2: Histogramm von S_SB
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|
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|
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Betrachtet man die Lagemafle des Schadenbedarfs, dann verdndern sich diese nur ge-
ringfiigig durch die Manipulation mit einer Konstanten. Fiir den Schadenbedarf S_SB
gilt, dass 75 Prozent der Zellen einen Schadenbedarf kleiner als 0,304 haben.
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3.5 Verdichtung der Daten

Abbildung 3.2 zeigt das Histogramm von S_SB. Man kann sehen, dass fast alle Beobach-
tungen einen Schadenbedarf unter 0,5 haben. Die Histogramme von S_SB1, S_SB10 und
S_SB100 bieten dasselbe Bild, siche Anhang. Auch hier liegt der Schadenbedarf fiir mehr

als 250 der 320 Zellen unter 0,5.

Abbildung 3.3: Merkmal b und ¢ gegen den Schadenbedarf aufgeteilt nach Merkmal a

Schadenbedarf
Schadenbedarf

a0

Schadenbedarf
Schadenbedarf

a2 a3

In Abbildung 3.3 ist der Schadenbedarf gegen das Merkmal b und ¢ angetragen, wobei

nach dem Merkmal a gruppiert wurde.

In dem Fall a0 schwankt der Schadenbedarf kaum. Nur fiir die Klassen b0 und bl sind

Schwankungen zu erkennen.
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3 Kraftfahrt Haftpflicht Datensatz

Fiir al schwankt der Schadenbedarf der Merkmale b und c¢ stéarker. Insgesamt liegt die

angepasste Ebene bei al auf einem hoheren Niveau als bei a0.

Die Schwankung ist fiir a2 und a3 umso stérker. Dies wird besonders bei den letzten
beiden Abbildungen deutlich. Fiir die Auspridgungen a2 und a3 gibt es nicht fiir alle
Kombinationen der Merkmale b und ¢ eine Beobachtung des Schadenbedarfs. Aus diesem

Grund sind die eingebetteten Ebenen nicht vollstandig.

Abbildung 3.4: Empirical Log Mean der Merkmale a, b und ¢
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Einen Uberblick iiber die Abhiingigkeit der einzelnen Merkmale vom Schadenbedarf gibt
Abbildung 3.4. Dort ist der Empirical Log Mean der Merkmale a, b und ¢ angegeben.

3.5.2 Explorative Analyse des V Datensatzes

In diesem Abschnitt wird der V Datensatz (KH 2006) betrachtet. Es werden zuerst die
Anteile der Merkmale B und A am urspriinglichen KH Datensatz graphisch dargestellt.
Anschlielend wird ein Ausschnitt des V Datensatzes gezeigt. Danach werden die Lagemafle

des V Datensatzes beschrieben.

Auch der V Datensatz ist durch die Verdichtung des KH Datensatzes (KH 2006) ent-

standen. Es wurden jedoch andere Merkmale als beim S Datensatz aggregiert. Um den V
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3.5 Verdichtung der Daten

Abbildung 3.5: Anteile der Merkmale B und A am unverdichteten KH Datensatz
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Datensatz zu erhalten wurden die Merkmale A und B gruppiert. In Abbildung 3.5 werden
die Anteile dieser beiden Merkmale am KH Datensatz dargestellt.

Betrachtet man das Merkmal B, dann erkennt man, dass mehr als 50 Prozent der Beob-
achtungen die Ausprigungen B15, B16 und B17 haben. Die Auspriagungen B10 bis B12
und B22 bis B25 haben hingegen einen sehr geringen Anteil am Gesamtdatensatz. Fiir
das Merkmal A gilt: Mehr als die Halfte aller Datensitze haben Auspriagungen Al oder
A2. Die Ausprigung A10 und die dariiber liegenden sind fast nicht vertreten.

Der V Datensatz besteht aus 184 Zeilen, siehe Tabelle 3.4, somit sind auch bei diesem
Datensatz nicht alle Merkmalskombinationen vorhanden. Ein Datensatz mit allen Merk-
malskombinationen wiirde aus 208 Zeilen bestehen. Wie bereits erwdhnt sind die Aus-
priagung A10 und die dariiber liegenden Ausprigungen des Merkmals A kaum besetzt.

Dies fithrt zum Verlust an Zeilen im V Datensatz.

Es folgt der Ausschnitt des V Datensatzes (KH 2006). Wie beim S Datensatz vorher,
finden sich auch hier Merkmalskombinationen, die bei fast keinem Vertrag auftreten. Be-

obachtung Nummer 10 hat beispielsweise nur 0,2 Jahreseinheiten.

Erneut wird zur Unterscheidung der Merkmale der Buchstabe des Datensatzes vorange-
stellt. Fiir den Schadenbedarf SB schreibt man V_SB.
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3 Kraftfahrt Haftpflicht Datensatz

Ausschnitt des V _Datensatzes

Nr B A V_n V_B V_J V_D V_SB V_SB1 V_SB10 V_SB100
1 10 1 0 590 22.28 0.01 0.000 0.000 0.0004 0.0037
2 10 2 0 605 13.31 0.01 0.000 0.000 0.0004 0.0035
3 10 3 0 578 10.1e6 0.01 0.000 0.000 0.0005 0.0049
4 10 4 0 595 11.83 0.01 0.000 0.000 0.0005 0.0045
5 10 5 1 578 13.56 2874.10 0.371 0.370 0.3672 0.3706
6 10 6 1 641 9.61 0.01 0.000 0.000 0.0003 0.0034
7 10 7 0 531 1.11 0.01 0.000 0.000 0.0010 0.0102
8 10 8 0 532 5.63 0.01 0.000 0.000 0.0003 0.0033
9 10 9 0 652 2.97 0.01 0.000 0.000 0.0005 0.0052
10 10 10 0 393 0.20 0.01 0.000 0.000 0.0025 0.0251

Tabelle 3.6 fasst die Lagemafe des V Datensatzes (KH 2006) zusammen. Man kann beob-
achten, dass 25 Prozent der Zeilen weniger als 7,33 Jahreseinheiten enthalten. Dies muss
im nachfolgenden Kapitel insoweit Beriicksichtigung bei der Modellierung finden, dass
diese Zeilen weniger Einfluss auf das Modell haben. Betrachtet man die iibrigen Lagema-
Be der Jahreseinheiten V_J, dann enthélt eine Zeile maximal 7.100, aber mindestens 0,03

Jahreseinheiten. Durchschnittlich sind 605 Jahreseinheiten pro Zeile enthalten.

Tabelle 3.6: Lagemafe des V Datensatzes (KH 2006)

B|A| Vn|VB | VJ VD | V.SB V_ V_ V._

SB1 | SB10 | SB100

Minimum 10 1 0.0 393 | 0.03 0.01 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.001
1st Quantil | 14 | 3 1.0 584 | 7.33 497.31 | 0.078 | 0.078 | 0.078 | 0.082
Median 171 5 5.5 607 | 62.9 | 2205.95 | 0.221 | 0.221 | 0.221 | 0.222
Mean 17| 8| 328 632 | 605 | 2105.66 | 0.501 | 0.501 | 0.501 | 0.501
3rd Quantil | 21 91 305 654 | 486 | 2828.19 | 0.384 | 0.384 | 0.384 | 0.388
Maximum 25 | 13 | 324.0 | 1351 | 7100 | 20000.00 | 19.26 | 19.26 | 19.27 19.27

Im V Datensatz variiert die Anzahl der Schiaden S_n von Null bis 324. Die durchschnittliche
Schadenanzahl liegt bei 32,8. Der durchschnittliche Schaden V_D schwankt von einem
Cent bis 20.000 Euro und liegt im Mittel bei 2.105,66 Euro. Die Abweichung zwischen
dem dritten Quantil und dem Maximum ist fiir all diese Merkmale sehr grofl im Vergleich

zur Abweichung zwischen dem Mittelwert und dem dritten Quantil.

Wie beim vorhergehenden Datensatz verédndern sich die Lagemafle des Schadenbedarfs nur

geringfiigig durch die Manipulation mit einer Konstanten. Der durchschnittliche Schaden-
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3.5 Verdichtung der Daten

bedarf S_SB liegt bei 0,501. Maximal wird ein Schadenbedarf von 19,3 und minimal Null

erreicht.

Abbildung 3.6: Histogramm von V_SB
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Das Histogramm von V_SB, siehe Abbildung 3.6, zeigt, dass fast alle Zeilen einen Scha-
denbedarf kleiner als eins haben. Dasselbe Bild ergibt sich aus den Histogrammen fiir
die Manipulation des Schadenbedarfs V_SB1, V_SB10 und V_SB100. Auch hier ist der

Schadenbedarf von mehr als 160 Zellen kleiner als eins.

Abbildung 3.7: Merkmale A und B gegen den Schadenbedarf

Schadenbedarf
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3 Kraftfahrt Haftpflicht Datensatz

In Abbildung 3.7 wird der Schadenbedarf gegen die Merkmale A und B angetragen.

Da auch hier nicht fiir alle Kombinationen der Merkmale B und A Beobachtungen des
Schadenbedarfs vorliegen, ist diese Ebene ebenfalls nicht vollsténdig. Speziell fiir A10 und

dariiber fehlen Beobachtungen.

In der obigen Abbildung ist zu erkennen, dass fiir B11 und B12 und fiir B22 bis B25, ein
erhohter Schadenbedarf vorliegt.

Abbildung 3.8: Empirical Log Mean der Merkmale A und B
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Betrachtet man die Empirical Log Means in Abbildung 3.8, dann bietet sich ein dhnliches
Bild. Auch hier ist erst ab B21 ein steigender Schadenbedarf zu erkennen.

Fiir das Merkmale A ist zwischen den Ausprigungen A1 und A9 ebenfalls keine Steigung
des Schadenbedarfs zu erkennen. Erst ab A10 steigt der Schadenbedarf.
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4 Anpassung von Generalisierten
Linearen Modellen an S und V

Datensatz

In diesem Kapitel werden verschiedene statistische Modelle an den S und den V Datensatz
(KH 2006) angepasst. Zuerst wird beschrieben, welche Anforderungen an die verwendeten

Modelle gestellt werden. Daraufthin werden zwei Modelltypen ausgewéahlt.

Diese beiden Modelltypen, das Gamma-Modell mit Offset und Gewicht und das Poisson-
Modell mit Offset und Gewicht, werden anschlieBend vorgestellt. Die beiden Modelle wer-
den an die manipulierten Daten angepasst. Des Weiteren werden die Auswirkungen der
Manipulation der Daten auf die Modelle beschrieben. Es folgt der R Output des Modells
V3G1.

Man untersucht den Goodness of Fit der vollen und der reduzierten Modelle. Die Mo-
delle werden abschlieSend mit dem Residual Devianz Test und dem Partial Devianz Test

verglichen.

4.1 Problemstellung

Die an die statistischen Modelle gestellten Anforderungen werden nun beschrieben.

Ziel dieser Arbeit ist es, wie bereits in Abschnitt 3.5 erwdhnt, zwei Kraftfahrt Haftpflicht
Tarife zu erstellen. Ein Tarif soll den aktuellen VKB Tarif nachempfinden, ein zweiter Tarif
mit anderen Merkmalen soll diesem gegeniiberstehen. Danach wird entschieden, welcher

der beiden Tarife die Daten besser anpasst.

An die beiden Tarife werden bestimmte Bedingungen gestellt. Fine Bedingung ist, dass

der entstehende Tarif eine multiplikative Struktur aufweisen soll. Diese Anforderung be-
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4 Anpassung von Generalisierten Linearen Modellen an S und V Datensatz

griindet sich dadurch, dass sich ein multiplikativer Tarif in der Praxis leichter implemen-

tieren lasst.

Es wird mit verschiedenen Aggregationsstufen gearbeitet, dem unaggregierten KH Da-
tensatz und den aggregierten S und V Datensétzen. Dies stellt besondere Anforderungen
an die gewéhlte Verteilung. Es muss mdoglich sein, Verteilungsaussagen sowohl iiber den
aggregierten Datensatz, als auch iiber die Beobachtungen auf Einzeldatenebene zu tref-

fen.

In Abschnitt 2.1 wurden verschiedene Verteilungen beziiglich ihrer Faltungseigenschaften
untersucht. Es wurde festgestellt, dass die Summe zweier Pareto-verteilter Zufallsvaria-
blen nicht Pareto-verteilt ist. Dasselbe gilt fiir die Summe von Zero-Inflated-Poisson oder
Zero-Inflated-Gamma verteilten Zufallsvariablen. Jedoch gilt fiir die Summe von Gamma-
verteilten Zufallsvariablen, dass diese ebenfalls Gamma-verteilt ist. Auch die Summe zwei-

er Poisson-verteilter Zufallsvariablen ist Poisson-verteilt.

Bei dieser Problemstellung kommen somit nur die Gamma- und die Poisson-Regression

in Frage.

Wendet man sich wieder der Forderung nach einem multiplikativem Tarif zu, dann muss
die zugehorige Linkfunktion betrachtet werden. Die kanonische Linkfunktion der Gamma-
Regression ist nicht geeignet. Wiihlt man aber die Linkfunktion g(p) = log(u) = 3, so

entsteht ein multiplikativer Tarif.

Fiir die Poisson-Regression entsteht unter Verwendung der kanonischen Linkfunktion
g(p) = log(p) = x'B ein multiplikativer Tarif. Somit erfiillen sowohl die Gamma-

Regression als auch die Poisson-Regression die geforderten Kriterien.

Bei der explorativen Datenanalyse des S und des V Datensatzes hat man bereits festge-
stellt, dass nicht alle Zeilen die gleiche Anzahl an Jahreseinheiten haben. Dies muss bei

der Modellierung durch unterschiedliche Gewichtung der Zellen beriicksichtigt werden.

Ebenso muss die Tatsache, dass das Merkmal Beitrag die Informationen der iibrigen Merk-
male des VKB Tarifs enthélt, Beriicksichtigung finden.

Es werden nun die Modelle mit diesen beiden Verteilungen fiir den Schadenbedarf vorge-
stellt. In Tabelle 4.1 findet man eine Zusammenfassung der kiinftig verwendeten Bezeich-

nungen.
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4.2 Gamma-Modell mit Offset und Gewicht

Tabelle 4.1: Zusammenfassung der im Folgenden verwendeten Bezeichnungen

Name | Mathematische Definition | Erlduterung

m Anzahl der Zellen

k; Anzahl der Beobachtungen in Zelle i

N Anzahl der Schiden in Zelle i, Zufallsvariable

S S; = Zf;l R;; = Din; Gesamtschadensumme der Zelle i

i Schadenrisiko der j-ten Beobachtung in Zelle i,

Zufallsvariable

Uj Jahreseinheit der j-ten Beobachtung in Zelle i

J; J; = Z?’:l Uij Summe der Jahreseinheiten in Zelle i

B; B; = 2?:1 Bj;_] Durchschnittlicher Beitrag in Zelle i

D; i = % Durchschnittlicher Schaden in Zelle i

D;; Durchschnittlicher Schaden der j-ten Beobachtung
in Zelle i

SB; SB; := Bffh = B?fh n; Schadenbedarf in Zelle i

SB;; SB;; == Jg Z}Z Schadenbedarf der j-ten Beobachtung in Zelle i

7% Erwartungswert fiir Zelle i bei Gamma-Verteilung

i Erwartungswert fiir Zelle i bei Poisson-Verteilung

4.2 Gamma-Modell mit Offset und Gewicht

In diesem Abschnitt wird das Gamma Modell mit Offset und Gewicht vorgestellt. Es wird
zur Modellierung des Schadenbedarfs SB verwendet.

Man betrachtet zuerst die Verteilung der Daten auf Einzeldatenebene. Das j-te Schadenri-

siko R;; in Zelle i ist unabhéngig fiir alle j = 1,...,k;, ¢ =

1,...,m und Gamma-verteilt mit

Skalenparameter j;u;; und Formparameter vu;; (R;; ~ I'(pusj, vu;;)). Somit ist sowohl

der Skalen-, als auch der Formparameter abhingig von den Jahreseinheiten ;.

Der Gesamtschaden S; fiir Zelle i (Si = Zle Rij> entsteht durch das Summieren der
Einzelrisiken R;;. Auch die S; sind fiir alle ¢ = 1, ..., m unabhéngig. Mit den Additivitéts-
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4 Anpassung von Generalisierten Linearen Modellen an S und V Datensatz

eigenschaften der Gamma-Verteilung aus Abschnitt 2.1 folgt, dass S; Gamma-verteilt ist
mit Skalenparameter p;J; und Formparameter vJ; (S; ~ I'(u;J;, vJ;)). Die Variable J;

entsteht als Summe der Jahreseinheiten w;;.

Nun untersucht man den Schadenbedarf SB;; des unaggregierten KH Datensatzes. Der
Schadenbedarf der j-ten Beobachtung in Zelle i SB;; ist ebenfalls Gamma-verteilt, siche
Abschnitt 2.1, mit Skalenparameter ‘z=* und Formparameter vu;; (S B ~T (’gi}j : I/Uij>>
und unabhéngig fiir alle j = 1,....k;, i =1,...,m.

Betrachtet man den Schadenbedarf SB; des aggregierten S oder V Datensatzes, dann ist
der Schadenbedarf S B; fiir Zelle i Gamma-verteilt. Mit Hilfe von Abschnitt 2.1 folgt, dass

S B; Gamma-verteilt ist mit Skalenparameter %i und Formparameter v.J; (S B, ~T (%i, uL-)) .

An den Schadenbedarf SB; soll nun ein Gamma-verteiltes Generalisiertes Lineares Modell
angepasst werden. Da die Varianz nicht homogen ist, wird J; als Gewicht verwendet. Der
Beitrag B; ist bekannt und muss somit nicht geschétzt werden. Er geht als Offset in das
Modell ein. Aufgrund der Forderung eines multiplikativen Tarifs wird der Logarithmus

als Linkfunktion verwendet.

Insgesamt erhilt man fiir die Gamma-Regression den Erwartungswert:

E(SB;) = fi; = exp(log(p;) — log B;) = exp(a:iT,B —log By).

Zur Berechnung der Modelle wird die Software R verwendet. Der zugehorige R Code fiir

die Gamma-Regression mit Offset und Gewicht sieht wie folgt aus.

R Code fiir die Gamma-Regression mit Offset und Gewicht

glm ( S_SB ~ offset ( -log(S_B)) + a + c + b,
family = Gamma ( link = "log" ),
weights = S_J )
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4.3 Poisson-Modell mit Offset und Gewicht

In den nédchsten Abschnitten dieser Arbeit beziehen sich alle verwendeten Bezeichnung
der Gamma-Modelle mit Offset und Gewicht auf Tabelle 4.2.

Tabelle 4.2: Benennung der Gamma-Modelle mit Offset und Gewicht fiir S und V

Datensatz
Name | Response | Kovariablen | Verteilung | Link | Offset Gewicht
S0G S_SB1 Gamma log —log(B;) | J;
S1G S_SB1 a Gamma log —log(B;) | Ji
S2G S_SB1 c Gamma log —log(B;) | Ji
S3G S_SB1 b Gamma log —log(B;) | J;
S4G S_SB1 c+b Gamma log —log(B;) | J;
S5G S_SB1 a+b Gamma log —log(B;) | J;
S6G S_SB1 a+c Gamma log —log(B;) | J;
S7G S_SB1 a+c+b Gamma log —log(B;) | Ji
VoG V_SB1 Gamma log —log(B;) | Ji
V1G V_SB1 A Gamma log —log(B;) | Ji
V2G V_SB1 B Gamma log —log(B;) | Ji
V3G V_SB1 A+ B Gamma log —log(B;) | J;

4.3 Poisson-Modell mit Offset und Gewicht

Das Poisson-Modell mit Offset und Gewicht wird nun vorgestellt. Es wird zur Modellie-

rung des Schadenbedarfs SB verwendet.

Sei n;, die Anzahl der Parameter in Zelle i, Poisson-verteilt mit Parameter \;

(n; ~ Poi()\;)) und seien die n; unabhéngig fiir alle i = 1, ..., m.

Dann kann man mit der Additivitédtseigenschaft der Poisson-Verteilung aus Abschnitt 2.1
zeigen, dass der Gesamtschaden S; in Zelle i Poisson-verteilt ist. Der Gesamtschaden S;
ist das Produkt aus der Anzahl der Schidden und der durchschnittlichen Schadenhthe
(S; = Din;). Fiir den Erwartungswert und die Varianz gilt: E(S;) = D;A; und Var(S;) =
D2 ).
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Untersucht man den Schadenbedarf SB;; des unaggregierten KH Datensatzes, dann ist
der Schadenbedarf SB;; der j-ten Beobachtung in Zelle i ebenfalls Poisson-verteilt, siche
Abschnitt 2.1, und unabhéngig fiir alle ¢ = 1,...,m, j =1, ..., k;. Der Erwartungswert ist
in diesem Fall E(SB;;) = %/\i und die Varianz ist Var(SB;;) = (%)2 Ai. Hierbei ist
D;; der durchschnittliche Schaden von Beobachtung j in Zelle i.

Der Schadenbedarf SB; des aggregierten S und V Datensatzes wird ebenfalls betrachtet.
Es gilt, dass auch der Schadenbedarf SB; der Zelle i Poisson-verteilt und fiir alle ¢ =
1,...,m unabhingig ist. Der Erwartungswert ist gegeben durch E(SB;) = -2 ); und die

TiB;
2
Varianz durch Var(SB;) = <L> Ai-

JiB;

Es soll in diesem Fall erneut ein Generalisiertes Lineares Modell an den Schadenbedarf

SB; angepasst werden. Jedoch wird hier die Poisson-Verteilung zu Grunde gelegt. Da

die Varianz ebenfalls nicht homogen ist wird JD]; als Gewicht verwendet. Da nur der
Parameter \; geschétzt werden soll geht J'_Dé'_ auch als Offset in das Modell ein. Es wird die

kanonische Linkfunktion, der Logarithmus, verwendet um einen Tarif mit multiplikativer

Struktur zu erhalten.

Somit gilt nun fiir den Erwartungswert der Poisson-Regression:

. D,
E(SB;) = \i = exp (wZT,B + log (Jé)) .

Die Regressionsparameter werden ebenfalls mit der Software R berechnet. Es folgt der in

diesem Fall verwendete R Code.

R Code fiir die Poisson-Regression mit Offset und Gewicht

glm ( S_SB "~ offset ( log( S_D/ (S.J S_B) ) ) +a+c+ Db,
family = Poisson,
weights = S_D / (S_J S_B) )

In Tabelle 4.3 sind die Beziehungen der Poisson-Modelle mit Offset und Gewicht, die in

den folgenden Abschnitten dieser Arbeit verwendet werden, zusammengefasst.
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4.4 Modellanpassung an die manipulierten Daten

Tabelle 4.3: Benennung der Poisson-Modelle mit Offset und Gewicht fiir S und V

Datensatz
Name | Response | Kovariablen | Verteilung | Link | Offset Gewicht
SOP S_SB1 Poisson log log ( Jfgi) JiD]fi
S1P S_SB1 a Poisson log log (J?é) iji
S2P S_SB1 c Poisson log log ( Jli)é) Jb]?i
S3p | S.SBI1 b Poisson log | log (ﬁé) S
S4P S_SB1 c+b Poisson log | log (JDB) by
S5P S_SB1 a+b Poisson log | log (J?é) B
S6P | S_SBI1 a+c Poisson log | log (J?éi) 5
S7TP | S_.SB1 a+c+b Poisson log | log (féi) by
VOP | V_SBI1 Poisson log | log (Jf)é) 5
V1P V_SB1 A Poisson log log (J?éi) Jb]?i
V2P | V_.5B1 B Poisson log | log (Jf’é) B
V3P | V_.SBI A+B Poisson log | log <JDB) by

4.4 Modellanpassung an die manipulierten Daten

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich die Manipulation des Schadenbedarfs SB

auf die Schatzer auswirkt.

Da der Schadenbedarf SB manipuliert wurde, ist es an dieser Stelle notwendig die Be-

nennung der Modelle aus den Tabellen 4.2 und 4.3 zu verfeinern.

Der Betrag mit dem der Schadenbedarf manipuliert wurde, wird an die Bezeichnung des
Modells angefiigt. Wird der Schadenbedarf zum Beispiel mit einem Cent manipuliert,
dann wird aus dem Modell S6G das Modell S6G1, siehe Tabelle 4.4.
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4 Anpassung von Generalisierten Linearen Modellen an S und V Datensatz

Tabelle 4.4: Bezeichnung der Modelle nach der Manipulation der Daten

Manipulation | Bezeichnung

0 Cent S6G S6P S7G STP V3G V3P

1 Cent S6G1 S6P1 S7G1 STP1 V3G1 V3P1
10 Cent S6G10 | S6P10 | STG10 | STP10 | V3G10 | V3P10
100 Cent S6G100 | S6P100 | STG100 | STP100 | V3G100 | V3P100

In Tabelle 4.5 werden die manipulierten V3G Modelle untersucht. V3G Modelle sind
Gamma-verteilte Modelle, die an den V Datensatzes mit den Kovariablen A und B ange-

passt wurden.

Tabelle 4.5: Gegeniiberstellung der Regressionsparameter der manipulierten V3G

Modelle
V3G1 | V3G10 | Differenz | V3G100 | Differenz
Intercept | 3.032 3.041 —0.008 3.121 —0.088
Al 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
A2 0.178 0.178 0.000 0.175 0.003
A3 0.150 0.150 0.000 0.148 0.002
A4 0.443 0.443 0.001 0.437 0.006
A5 0.425 0.424 0.001 0.419 0.006
A6 0.653 0.653 0.001 0.645 0.008
A7 0.640 0.639 0.001 0.632 0.008
A8 0.565 0.564 0.001 0.558 0.007
A9 0.554 0.554 0.001 0.549 0.006
A10 1.709 1.708 0.001 1.693 0.016
All 1.250 1.249 0.001 1.239 0.011
A12 1.599 1.597 0.001 1.584 0.015
A13 1.509 1.508 0.001 1.497 0.012
B10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
B11 2.048 2.041 0.007 1.975 0.073
B12 1.583 1.576 0.007 1.514 0.069
B13 1.329 1.323 0.006 1.266 0.064
B14 1.516 1.510 0.006 1.448 0.068
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4.4 Modellanpassung an die manipulierten Daten

B15 1.471 1.465 0.006 1.404 0.067
B16 1.594 1.587 0.007 1.525 0.069
B17 1.576 1.569 0.007 1.507 0.069
B18 1.703 1.696 0.007 1.632 0.071
B19 1.817 1.810 0.007 1.745 0.072
B20 1.848 1.841 0.007 1.775 0.072
B21 1.765 1.759 0.007 1.695 0.071
B22 1.611 1.605 0.006 1.543 0.068
B23 2.143 2.136 0.007 2.067 0.077
B24 2.160 2.153 0.007 2.084 0.076
B25 2.808 2.801 0.008 2.726 0.082

Betrachtet man die Abweichung der mit einem Cent und mit 10 Cent manipulierten
Regressionsparameter in Tabelle 4.5, dann besteht kaum ein Unterschied zwischen den
Regressionsparametern der verschiedenen Modelle. Auch der Unterschied der Parameter
bei der Manipulation des Schadenbedarfs mit einem Cent oder mit 100 Cent fillt gering

aus.

Insgesamt verdndert also die Manipulation des Schadenbedarfs die Ergebnisse der Gamma-
Regression kaum. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird bei den Gamma Modellen mit

dem durch einen Cent manipulierten Schadenbedarf gearbeitet.

Die Gruppe der S6P Modelle wird in Tabelle 4.6 untersucht. Bei diesen Modellen wer-
den die Merkmale a und c des aggregierten S Datensatzes mit der Poisson-Verteilung

modelliert.

Tabelle 4.6: Gegeniiberstellung der Regressionsparameter der manipulierten S6P

Modelle
S6P | S6P1 | Differenz | S6P10 | Differenz | S6P100 | Differenz
Intercept 3.319 3.462 —0.143 4.106 —0.788 5.698 —2.379
a0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
al —1.473 | —1.314 —0.158 | —0.709 —-0.764 | —0.179 —1.294
a2 —3.169 | —2.152 —1.017 | —0.609 —2.560 0.191 —3.360
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4 Anpassung von Generalisierten Linearen Modellen an S und V Datensatz

a3 —4.798 | —2.520 —2.278 | —0.682 —4.116 0.164 —4.962
c0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
cl 1.000 0.844 0.157 0.349 0.651 0.039 0.961
c2 0.271 0.046 0.225 | —0.825 1.096 | —1.688 1.959
c3 1.373 1.275 0.098 0.989 0.384 0.829 0.544
c4 0.268 0.322 —0.054 0.428 —0.160 0.464 —0.196
cd 1.123 0.977 0.145 0.519 0.604 0.232 0.891
c6 1.026 1.064 —0.038 1.127 —0.101 1.140 —0.113
c’ 0.971 0.758 0.212 | —0.006 0977 | —0.629 1.599
c8 0.517 0.397 0.120 0.037 0.480 | —0.174 0.690
c9 1.088 0.955 0.133 0.539 0.549 0.280 0.808
cl0 0.575 0.402 0.174 | —0.215 0.791 | —0.704 1.280
cll 0.245 0.086 0.159 | —0.473 0.718 |  —0.907 1.152
cl2 0.501 0.515 —0.014 0.538 —0.037 0.541 —0.040
cl3 —0.072 | —0.155 0.083 | —0.389 0.317 | —0.517 0.445
cl4 0.660 0.432 0.229 | —0.503 1.164 | —1.613 2.274
cld 0.345 0.337 0.008 0.300 0.045 0.272 0.073
cl6 0.021 0.155 —0.134 0.445 —0.424 0.572 —0.551
cl7 —0.611 | —0.396 —0.215 | —0.005 —0.606 0.134 —0.745
cl8 —0.788 | —0.504 —0.285 | —0.007 —0.781 0.173 —0.961

Betrachtet man die Tabelle, dann ist eine Differenz zwischen den Regressionsparametern
der urspriinglichen Daten und der mit einem Cent, 10 Cent und 100 Cent manipulierten

Daten zu erkennen. Dieser Unterschied féllt jedoch in den meisten Féllen gering aus.

Somit kommt man auch hier zu dem Schluss, dass die Manipulation des Schadenbedarfs
die Ergebnisse der Poisson-Regression kaum beeinflusst. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit

wird mit dem durch einen Cent manipulierten Schadenbedarf gearbeitet.

Weitere Tabellen mit Gegeniiberstellungen von Regressionsparametern der manipulierten

Modelle findet man im Anhang.
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4.5 R Output des Modells V3G1

4.5 R Output des Modells V3G1

Es folgt der R Output des V3G1 Modells.

R Output des Modells V3G1

Call:
glm (formula = V_SBl1 = offset(-log(V_B)) + A + B,
family = Gamma (link = "log"), weights = V_J)

Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-23.62 -6.23 -2.42 2.20 18.27
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

Intercept 3.0324 0.6136 4.94 2.0e-06 xxx
A2 0.1778 0.0493 3.61 0.00041 ##x*
A3 0.1497 0.0575 2.60 0.01015 =«
A4 0.4433 0.0598 7.41 7.6e-12 *xx*
A5 0.4249 0.0693 6.13 6.7e-09 x**
A6 0.6534 0.0717 9.12 3.6e-16 x*%
A7 0.6401 0.1110 5.77 4.2e-08 *xx*
A8 0.5649 0.1247 4.53 1.2e-05 #*xx*
A9 0.5543 0.1421 3.90 0.00014 #*xx*
Al0 1.7091 0.3453 4.95 1.9e-06 #*xx*
All 1.2501 0.5167 2.42 0.01670 «*
Al2 1.5986 1.0671 1.50 0.13615

Al3 1.5094 3.0893 0.49 0.62583

Bl1 2.0482 1.1781 1.74 0.08408

B12 1.5825 0.6480 2.44 0.01572 «*
B13 1.3293 0.6225 2.14 0.03430 =
B14 1.5165 0.6152 2.47 0.01478 «x
B15 1.4714 0.6144 2.39 0.01782 =«
B16 1.5939 0.6144 2.59 0.01038 =
B17 1.5756 0.6143 2.56 0.01127 =«
B18 1.7028 0.6150 2.77 0.00631 ==
B19 1.8174 0.6155 2.95 0.00364 =%
B20 1.8478 0.6198 2.98 0.00333 =«
B21 1.7654 0.6232 2.83 0.00522 ««
B22 1.6115 0.6431 2.51 0.01324 =«
B23 2.1432 0.6374 3.36 0.00097 #*xx*
B24 2.1602 0.6795 3.18 0.00178 *x
B25 2.8083 0.7972 3.52 0.00056 #*xx*

Signif. codes: O ’"#%%x" 0.001 "%x" 0.01 "%’ 0.05 7

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be

2001

34.1)

Null deviance: 17694.0 on 183 degrees of freedom

Residual deviance: 8541.6 on 156 degrees of freedom

AIC: —-310549

Number of Fisher Scoring iterations: 2

’

’

1
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4 Anpassung von Generalisierten Linearen Modellen an S und V Datensatz

Bei Modell V3G1 wird der Schadenbedarf V_SB1 des V Datensatzes mit Offset und Ge-
wicht mit der Gamma-Regression modelliert. Die Kovariablen A und B sind Dummie
kodiert. Weitere R Outputs finden sich im Anhang.

Es féllt bei der Betrachtung des R Outputs auf, dass die Ausprigungen Al (Merkmal A)
und B10 (Merkmal B) nicht vorhanden sind. Diese sind nicht aufgefiihrt, weil sie den Wert
Null haben. Der Wert dieser beiden Auspriagungen ist Null, da die Regressionsparameter
auf der logarithmischen Skala angegeben sind. Man muss den Wert der Exponentialfunk-

tion an der Stelle der Regressionsparameter berechnen um p; zu erhalten.

4.6 Goodness of Fit fiir die vollen und reduzierten
Modelle

Die Anpassungsgiite der verschiedenen Modelle an den S Datensatz (KH 2006) und den
V Datensatz (KH 2006) wird in diesem Abschnitt untersucht. Die Untersuchung erfolgt
getrennt nach Datensétzen und separiert nach Poisson-verteilten und Gamma-verteilten

Modellen. Somit werden vier Gruppen untersucht.

Diese getrennte Betrachtung ist notwendig, da mit dem AIC-Wert und der Devianz nur
genestete Modelle verglichen werden kénnen. Es werden nun fiir jede der vier Gruppen
die Modelle mit minimalem AIC-Wert und Devianz Wert gesucht. Diese Modelle sind am
besten an die Daten angepasst, siche Abschnitt 2.3.3.

4.6.1 Anpassungsgiite der Gamma-verteilten Modelle an den S

Datensatz

Zuerst wird die Anpassungsgiite der verschiedenen Gamma-Modelle an den S Datensatz

untersucht.

In Tabelle 4.7 ist neben dem AIC-Wert und der Devianz auch die Anzahl der Freiheits-
grade (df) der jeweiligen Modelle aufgefithrt. Man berechnet den AIC-Wert und den Wert

der Devianz entsprechend der in Abschnitt 2.3.7 angegebenen Formeln.

Man erkennt, dass der AIC-Wert fiir Modell S7G1, das volle Gamma-verteilte Modell des

S Datensatzes, den kleinsten Wert annimmt. Somit wiirde man dieses Modell den anderen
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4.6 Goodness of Fit fiir die vollen und reduzierten Modelle

Tabelle 4.7: AIC-Wert, Devianz und Log-Likelihood der Gamma-Modelle des S

Datensatzes
Modell | Kovariablen Log- AIC | df | unskalierte gg Devianz
Likelihood Devianz
S0G1 102535 -205066 | 319 22474 118 709
S1G1 a 116879 -233748 | 316 17499 41.2 552
S2G1 ¢ 105424 -210809 | 301 21372 114 674
S3G1 b 103261 -206511 | 315 22192 113 700
S4G1 c+b 106206 -212364 | 297 21083 111 665
S5G1 a+b 117697 -235375 | 312 17250 34.4 544
S6G1 a+c 120525 -241004 | 298 16416 36.6 517
S7TG1 a+c+b 121456 -242858 | 294 16151 31.7 509

Modellen vorziehen. Doch muss auch bemerkt werden, dass sich der AIC-Wert des S7TG1
Modells und des S6G1 Modells nur geringfiigig unterscheiden.

Betrachtet man die Devianz, dann ist der Wert des vollen Modells am kleinsten. Aber auch
hier unterscheiden sich die Werte der Devianz fiir die Modelle STG1 und S6G1 kaum.

Dennoch wird in dieser Gruppe das Modell S7TG1 als das Modell gewéhlt, welches am

besten an die Daten angepasst ist.

4.6.2 Anpassungsgiite der Poisson-verteilten Modelle an den S

Datensatz

Die Anpassungsgiite der Poisson-Modelle an den S Datensatz wird in Tabelle 4.8 betrach-
tet.

Die Tabelle beinhaltet neben dem AIC-Wert, den Wert der Devianz auch die Anzahl
der Freiheitsgrade (df). Die Formeln um den AIC-Wert und den Wert der Devianz zu
berechnen sind in Abschnitt 2.3.6 angegeben.

Wertet man die Ergebnisse der Tabelle aus, dann bietet sich ein dhnliches Bild wie im
vorherigen Abschnitt. Obwohl anstelle der Gamma-Verteilung die Poisson-Verteilung ver-
wendet wird, ist der AIC-Wert beim vollen Modell am niedrigsten. Aber auch hier gilt,
dass sich der AIC-Wert des vollen Modells und des S6P1 Modells nur geringfiigig unter-

scheiden.
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4 Anpassung von Generalisierten Linearen Modellen an S und V Datensatz

Tabelle 4.8: AIC-Wert, Devianz und Log-Likelihood der Poisson-Modelle des S

Datensatzes
Modell | Kovariablen | Log-Likelihood | AIC | df | Devianz
SOP1 -30050 60101 | 319 12005
S1P1 a -27260 54527 | 316 6425
S2P1 ¢ -29399 58836 | 301 10703
S3P1 b -29221 58451 | 315 10347
S4P1 c+b -28480 57006 | 297 8865
S5P1 a+b -25888 51791 | 312 3681
S6P1 a+c -26488 53020 | 298 4882
S7P1 a+c+b -25075 50202 | 294 2056

Der Wert der Devianz ist fiir das Modell STP1 am geringsten. Dies fiihrt zu dem Schluss,
dass das Modell STP1 am besten an die Daten angepasst ist.

Insgesamt entscheiden sich beim S Datensatz beide Vergleichskriterien fiir das Modell mit

allen Variablen, unabhéngig welche Verteilung zugrunde liegt.

4.6.3 Anpassungsgiite der Gamma-verteilten Modelle an den V

Datensatz

Als néchstes wird nun die Anpassungsgiite der unterschiedlichen Gamma-Modelle an den
V Datensatz betrachtet.

Tabelle 4.9: AIC-Wert, Devianz und Log-Likelihood der Gamma-Modelle des V

Datensatzes
Modell | Kovariablen Log- AIC | df | unskalierte (ﬁ Devianz
Likelihood Devianz
VO0G1 120396 -240788 | 183 15816 126 503
V1G1 A 140280 -280532 | 171 11144 55.6 355
V2G1 B 121532 -243030 | 168 15504 139 495
V3Gl A+ B 155303 -310549 | 156 8542 34.1 250

Neben dem AIC-Wert und der Devianz hélt Tabelle 4.9 die Anzahl der Freiheitsgrade
(df) fest. Die Werte des AIC und der Devianz werden wie in Abschnitt 2.3.7 angegeben
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4.6 Goodness of Fit fiir die vollen und reduzierten Modelle

berechnet.

Betrachtet man die AIC-Werte der Modelle, dann hat das Modell mit allen Kovariablen,
V3G1, den niedrigsten AIC-Wert.

Das Modell V3G1 hat auch den niedrigsten Wert der Devianz. Fiir diese Gruppe ist somit

das volle Modell am besten an die Daten angepasst.

4.6.4 Anpassungsgiite der Poisson-verteilten Modelle an den V

Datensatz

In Tabelle 4.10 wird die Anpassungsgiite der Poisson-Modelle, die an den V Datensatz

angepasst wurden, betrachtet.

Tabelle 4.10: AIC-Wert, Devianz und Log-Likelihood der Poisson-Modelle des V

Datensatzes
Modell | Kovariablen | Log-Likelihood AIC | df | Devianz
VOP1 -56725 113451 | 183 10847
V1P1 A -37260 74527 | 171 6663
V2P1 B -29399 58836 | 168 6763
V3P1 A+ B -29220 58451 | 156 1288

In der obigen Tabelle sind unter anderem der AIC-Wert, die Devianz und die Anzahl der
Freiheitsgrade (df) fiir die verschiedenen Modelle enthalten. Man berechnet den Wert des
AIC und der Devianz mit den Formeln, die in Abschnitt 2.3.6 angegeben sind.

Es iiberrascht nicht, dass auch hier das volle Modell V3P1 den niedrigsten AIC-Wert
hat.

Der Wert der Devianz ist ebenfalls minimal fiir das Modell mit allen Kovariablen. Somit
ist auch in diesem Fall das volle Modell das Modell mit der besten Anpassung an die
Daten.

Betrachtet man den V Datensatz, dann entscheiden sich beide Modellwahlkriterien fiir

das Modell mit allen Variablen, unabhéngig von der zugrunde gelegten Verteilung.
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4 Anpassung von Generalisierten Linearen Modellen an S und V Datensatz

4.7 Modellvergleich mit dem Residual Devianz Test

und dem Partial Devianz Test

Es werden nun zwei Hypothesentests, der Residual Devianz Test und der Partial Devianz
Test, betrachtet. Wie im Abschnitt vorher will man entscheiden, welches Modell am besten

an die Daten angepasst ist.

Auch hier erfolgt die Betrachtung getrennt nach Datensétzen und separiert nach Poisson-
Verteilungsannahme und Gamma-Verteilungsannahme. Die Auswahl des besten Modells

erfolgt nach den in Abschnitt 2.3.4 angegeben Kriterien.

4.7.1 Residual Devianz Test und Partial Devianz Test fiir die

Gamma-verteilten Modelle des S Datensatzes

Zuerst wird untersucht, welches der Gamma-Modelle des S Datensatzes die Hypothesen-

tests auswahlen.

Tabelle 4.11 enthélt die Ergebnisse des Residual Devianz Tests und des Partial Devi-
anz Tests. Die Teststatistiken der beiden Tests werden wie in Abschnitt 2.3.7 angegeben

berechnet.

Tabelle 4.11: Residual Devianz Test und Partial Devianz Test fiir die Gamma-Modelle
des S Datensatzes

H vs K Residual P- H vs K Partial P-
Residual Devianz Devianz | Wert Partial Devianz Devianz | Wert
H: S0G1 vs K: not S0G1 709 1 H: S7G1 vs K: S0G1 200 1
H: S1G1 vs K: not S1G1 552 1 H: S7G1 vs K: S1G1 13 0.9766
H: S2G1 vs K: not S2G1 674 1 H: S7G1 vs K: S2G1 165 1
H: S3G1 vs K: not S3G1 700 1 H: S7G1 vs K: S3G1 191 1
H: S4G1 vs K: not S4G1 665 1 H: S7G1 vs K: S4G1 145 1
H: S5G1 vs K: not S5G1 544 1 H: S7G1 vs K: S5G1 35 0.9998
H: S6G1 vs K: not S6G1 517 1 H: S7G1 vs K: S6G1 8 0.0009
H: S7G1 vs K: not S7TG1 509 1

Um die Partial Devianz zu erhalten wurde durch den geschétzten Dispersionsparameter

des vollen Modells §557Gl geteilt. Betrachtet man den Residual Devianz Test, dann wiirde
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4.7 Modellvergleich mit dem Residual Devianz Test und dem Partial Devianz Test

man das volle Modell STG1 wihlen.

Der Partial Devianz Test hingegen trifft eine andere Entscheidung. Er entscheidet zu-
gunsten des Modells S6G1. Trotzdem wird fiir diese Gruppe das Modell STG1 als das
beste Modell gewahlt, da der AIC-Wert und der Wert der Devianz fiir dieses Modell am

niedrigsten sind.

4.7.2 Residual Devianz Test und Partial Devianz Test fiir die

Poisson-verteilten Modelle des S Datensatzes

Als néchstes werden in Tabelle 4.12 der Residual Devianz Test und Partial Devianz Test
der Poisson-Modelle, die an den S Datensatz angepasst werden, betrachtet. Die Werte der
Teststatistiken werden entsprechend der in Abschnitt 2.3.6 angegebenen Formeln berech-

net.

Tabelle 4.12: Residual Devianz Test und Partial Devianz Test fiir die Poisson-Modelle
des S Datensatzes

Hvs K Residual p- H vs K Partial p-
Residual Devianz Devianz | Wert Partial Devianz Devianz | Wert

H: SOP1 vs K: not SOP1 12005 1 H: S7TP1 vs K: SOP1 9949 1
H: S1P1 vs K: not S1P1 6425 H: S7TP1 vs K: S1P1 4369
H: S2P1 vs K: not S2P1 10703 1 H: S7TP1 vs K: S2P1 8647 1
H: S3P1 vs K: not S3P1 10347 1 H: S7TP1 vs K: S3P1 8291 1
H: S4P1 vs K: not S4P1 8865 1 H: S7P1 vs K: S4P1 6809 1
H: S5P1 vs K: not SHP1 3681 1 H: S7TP1 vs K: S5P1 1625 1
H: S6P1 vs K: not S6P1 4882 1 H: S7TP1 vs K: S6P1 2825 1
H: S7TP1 vs K: not S7TP1 2056 1

Der Residual Devianz Test wahlt das volle Modell als bestes Modell. Der Partial Devianz
Test entscheidet sich ebenfalls fiir das Modell STP1. Somit ist das Modell STP1 am besten

an die Daten angepasst.
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4 Anpassung von Generalisierten Linearen Modellen an S und V Datensatz

4.7.3 Residual Devianz Test und Partial Devianz Test fiir die

Gamma-verteilten Modelle des V Datensatzes

Als néchstes werden die Gamma-Modelle des V Datensatzes mit Hilfe von Hypothesentests
betrachtet.

In Tabelle 4.13 sind die Ergebnisse des Residual Devianz Tests und des Partial Devianz
Tests enthalten. Die Formeln um die Werte der Teststatistiken des Residual Devianz Tests

und des Partial Devianz Tests zu berechnen sind in Anschnitt 2.3.7 angegeben.

Tabelle 4.13: Residual Devianz Test und Partial Devianz Test fiir die Gamma-Modelle
des V Datensatzes

Hvs K Residual p- Hvs K Partial p-
Residual Devianz Devianz | Wert Partial Devianz Devianz | Wert
H: V0G1 vs K: not VOG1 503 1 H: V3Gl vs K: VOG1 253 1
H: V1G1 vs K: not V1G1 355 1 H: V3Gl vs K: V1G1 105 1
H: V2G1 vs K: not V2G1 495 1 H: V3Gl vs K: V2G1 245 1
H: V3G1 vs K: not V3Gl 250 0.9999

Um die Partial Devianz zu erhalten wird durch den geschétzten Dispersionsparameter des

vollen Modells QZBV?,Gl geteilt.

Auch hier wihlt man das Modell V3G1 als bestes Modell, wenn man den Residual Devianz
Test betrachtet. Der Partial Devianz Test entscheidet ebenfalls, dass das Modell V3G1

die Daten am besten anpasst.

Somit kommt man zu dem Schluss, dass in dieser Gruppe das volle Modell am besten an

die Daten angepasst ist.

4.7.4 Residual Devianz Test und Partial Devianz Test fiir die

Poisson-verteilten Modelle des V Datensatzes

Abschlieffend werden die Poisson-Modelle des V Datensatzes unter Zuhilfenahme von

Hypothesentests betrachtet.
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4.8 Zusammenfassung der Ergebnisse des Goodness of Fit, des Residual Devianz Tests und des Partial D

Die Resultate des Residual Devianz Tests und des Partial Devianz Tests sind in Tabelle
4.14 zusammengefasst. Die Formeln zur Berechnung der Werte der Teststatistiken des Re-

sidual Devianz Tests und des Partial Devianz Tests sind in Abschnitt 2.3.6 angegeben.

Tabelle 4.14: Residual Devianz Test und Partial Devianz Test fiir die Poisson-Modelle
des V Datensatzes

H vs K Residual p- Hvs K Partial p-
Residual Devianz Devianz | Wert Partial Devianz Devianz | Wert
H: VOP1 vs K: not VOP1 10847 1 H:V3P1 vs K: VOP1 9559 1
H: V1P1 vs K: not V1P1 6663 H: V3P1 vs K: V1P1 5375 1
H: V2P1 vs K: not V2P1 6763 H: V3Pl vs K: V2P1 5475 1

[ e

H: V3P1 vs K: not V3P1 1288

Basierend auf dem Residual Devianz Test wird das Modell mit allen Kovariablen aus-
gewdhlt. Der Partial Devianz Test trifft dieselbe Entscheidung. Auch hier ist das volle
Modell V3P1 das beste Modell.

Insgesamt gilt hier, dass das Modell mit allen Variablen am besten an die Daten angepasst

ist.

4.8 Zusammenfassung der Ergebnisse des (Goodness
of Fit, des Residual Devianz Tests und des

Partial Devianz Tests

In den vorherigen Abschnitten wurden vier verschiedene Gruppen an Modellen untersucht.

Pro Gruppe wird entschieden welches Modell am besten an die Daten angepasst ist.

In Abbildung 4.1 ist die Entstehung dieser Gruppen aufgezeigt. Aus dem KH Daten-
satz sind durch Aggregation der S Datensatz und der V Datensatz entstanden. An die
aggregierten Datensdtze werden jeweils Gamma-verteilte und Poisson-verteilte Modelle

angepasst.

67



4 Anpassung von Generalisierten Linearen Modellen an S und V Datensatz

Abbildung 4.1: Ergebnisse der Modellwahl basierend auf der Anpassungsgiite, dem Re-
sidual Devianz Test und dem Partial Devianz Test

/N
YANEVAN

Gamma Poisson Gamma Poisson
S7G1 S7P1 V3Gl 'V3P1
S6G1 S6P1 V2Gl1 V2P1
S5G1 S5P1 V1Gl1 V1P1
S4G1 S4P1
S3G1 S3P1
S2G1 S2P1
S1G1 S1P1

Betrachtet man die Gruppe der Gamma-verteilten Modelle des S Datensatzes so ist das
S7G1 Modell das beste Modell, siche Abbildung 4.1. Fiir die Poisson-verteilten Modelle
des S Datensatzes ist das STP1 Modell am besten an die Daten angepasst. Das beste
Modell des V Datensatzes fiir die Gamma-verteilten Modelle ist das Modell V3G1 und
fiir die Poisson-verteilten Modellen das V3P1 Modell.
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5 Residuenanalyse und

Interpretation fiir ausgewihlte
Modelle

In diesem Kapitel werden zuerst die Standardisierten Pearson Residuen und die Standardi-
sierten Devianz Residuen der im letzten Abschnitt ausgewéhlten vier Modelle betrachtet.

Im Anschluss wird der Einfluss der Kovariablen dieser Modelle illustriert.

5.1 Standardisierte Pearson Residuen und

Standardisierte Devianz Residuen

Da bei der Modellierung mit Gewichten gearbeitet wird, werden die standardisierten Re-

siduen betrachtet.

In den beiden vorhergehenden Abschnitten wurde mit Hilfe der Anpassungsgiite und
durch Hypothesentests entschieden, welches Modell pro Gruppe am besten an die Daten

angepasst ist.

Die vier besten Modelle sind das S7TG1 Modell, das S7TP1 Modell, das V3G1 Modell und
das V3P1 Modell, siehe Tabelle 4.2 und Tabelle 4.3. Fiir diese Modelle werden die Stan-

dardisierten Pearson Residuen und die Standardisierten Devianz Residuen untersucht,
siehe Abschnitt 2.3.5.

5.1.1 Standardisierte Pearson Residuen und Standardisierte
Devianz Residuen des S7G1 Modells

Zuerst wird das STG1 Modell betrachtet. Dieses Modell ist Gamma-verteilt und wurde an

den S Datensatz mit dem Merkmalen a, b und ¢ angepasst.
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5 Residuenanalyse und Interpretation fiir ausgewéhlte Modelle

In Abbildung 5.1 sind die Standardisierten Pearson Residuen und die Standardisierten
Devianz Residuen dargestellt. Die Residuen sind gegen die entsprechende Zeilennummer
des S Datensatzes angetragen. Wie in Abschnitt 2.3.7 beschrieben berechnet man die

Standardisierten Pearson Residuen und die Standardisierten Devianz Residuen.

Betrachtet man die beiden Plots, dann erkennt man, dass es bei diesem Modell kaum
Residuen gibt, die den Wert +1 {ibersteigen.

Abbildung 5.1: Standardisierte Pearson und Devianz Residuen des S7TG1 Modells

Standardisierte Pearson Residuen des S7G1 Modells
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Bei den Standardisierten Devianz Residuen kann man wiederum erkennen, dass im Ver-
gleich zu den Standardisierten Pearson Residuen mehr Residuen einen Wert grofler als
+1 haben. Alle Standardisierten Devianz Residuen, die die Grenze +1 iiberschreiten,

sind negativ.
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5.1 Standardisierte Pearson Residuen und Standardisierte Devianz Residuen

5.1.2 Standardisierte Pearson Residuen und Standardisierte
Devianz Residuen des S7TP1 Modells

Das néchste Modell, das untersucht wird, ist das STP1 Modell. Wie das S7TG1 Modell
wurde es mit den Kovariablen a, b und ¢ an den S Datensatz angepasst, aber die zugrunde

liegende Verteilung ist die Poisson-Verteilung.

Eine Illustration der Standardisierten Pearson Residuen und der Standardisierten Devianz
Residuen findet sich in Abbildung 5.2. Die Residuen sind wiederum gegen die entsprechen-
de Zeilennummer des S Datensatzes angetragen. Die Berechnung der Standardisierten
Pearson Residuen und der Standardisierten Devianz Residuen erfolgt wie in Abschnitt

2.3.6 angegeben.

Abbildung 5.2: Standardisierte Pearson und Devianz Residuen des STP1 Modells
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5 Residuenanalyse und Interpretation fiir ausgewéhlte Modelle

Es fillt auf, dass die Residuen fiir das S7P1 Modell weiter um Null streuen als beim
vorherigen Modell. Es fallt auf, dass alle Residuen, die einen Wert gréfler als +£1 haben

negativ sind.

Allgemein ist zu sehen, dass die Beobachtungen, die grofle Standardisierte Pearson Resi-
duen haben, auch grofie Standardisierte Devianz Residuen aufweisen. Die Streuung der

Residuen um die Regressionsgerade erscheint ansonsten regelméfig.

Vergleicht man die Residuen des S7TG1 Modells mit den Residuen des STP1 Modells, dann

scheint das S7TG1 Modell die Daten insgesamt besser anzupassen.

5.1.3 Standardisierte Pearson Residuen und Standardisierte
Devianz Residuen des V3G1 Modells

Es wird nun das V3G1 Modell untersucht. Dieses Modell verwendet die Gamma-Verteilung

und wurde mit den Kovariablen A und B an den V Datensatz angepasst.

In Abbildung 5.3 sind die Standardisierten Pearson Residuen und die Standardisierten
Devianz Residuen dargestellt. Die Residuen sind gegen die entsprechende Nummer des V

Datensatzes angetragen und wurden wie in Abschnitt 2.3.7 beschrieben berechnet.

Betrachtet man die beiden Plots, dann erkennt man, dass sowohl fiir die Standardisierten
Devianz Residuen als auch fiir die Standardisierten Pearson Residuen kaum Residuen
vorhanden sind, die den Wert 41 iibersteigen. Die Residuen streuen regelméfiig um die

Regressionsgerade.

Abbildung 5.3: Standardisierte Pearson und Devianz Residuen des V3G1 Modells
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5.1 Standardisierte Pearson Residuen und Standardisierte Devianz Residuen

Standardisierte Devianz Residuen des V3G1 Modells
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5.1.4 Standardisierte Pearson Residuen und Standardisierte
Devianz Residuen des V3P1 Modells

Das letzte Modell, das betrachtet wird, ist das V3P1 Modell. Auch fiir dieses Modell
wurden die Merkmale A und B an den V Datensatz angepasst. In diesem Fall wurde die

Poisson-Verteilung verwendet.

Eine Ilustration der Standardisierten Pearson Residuen und der Standardisierten Devi-
anz Residuen findet man in Abbildung 5.4. Die Residuen sind gegen die entsprechende

Zeilennummer des V Datensatzes angetragen.

Abbildung 5.4: Standardisierte Pearson und Devianz Residuen des V3P1 Modells
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5 Residuenanalyse und Interpretation fiir ausgewéhlte Modelle

Standardisierte Devianz Residuen des V3P1 Modells
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Die Standardisierten Pearson Residuen und die Standardisierten Devianz Residuen werden

wie in Anschnitt 2.3.6 beschrieben berechnet.

Betrachtet man die Residuenplots, dann kann man erkennen, dass auch dieses Modell
mehr Residuen als das vorherige hat, die einen grofleren Wert als +1 haben. Auch hier
ist zu sehen, dass die Beobachtungen, die grofle Standardisierte Pearson Residuen haben,

auch grofle Standardisierte Devianz Residuen aufweisen.

Somit scheint insgesamt das Modell V3G1 besser an die Daten angepasst zu sein als das
Modell V3P1.

5.2 Illustration der Schitzer und der Fitted Values

Dieser Abschnitt enthélt die Perspektiven Plots der vier Modelle S7TG1, STP1, V3G1 und
V3P1, siehe Tabelle 4.2 und Tabelle 4.3. Dieselben Modelle wurden bereits im vorherigen

Abschnitt im Bezug auf ihre Residuen untersucht.

Die Perspektiven Plots enthalten die Fitted Values, die als Datenpunkte dargestellt sind.

Die geschitzten Regressionsparameter werden als Ebene in den Plots illustriert.
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5.2 Illustration der Schétzer und der Fitted Values

5.2.1 Illustration des gemeinsamen Einflusses von ¢ und b bei

unterschiedlicher Ausprigung des Merkmals a des S7G1
Modells

Abbildung 5.5 illustriert den gemeinsamen Einfluss von ¢ und b bei unterschiedlicher

Auspragung des Merkmals a des S7TG1 Modells. Dieses Modell ist Gamma-verteilt und
wurde mit den Merkmalen a, b und ¢ an den S Datensatz angepasst.

Abbildung 5.5: Illustration des gemeinsamen Einflusses von ¢ und b bei unterschiedli-
cher Ausprigung des Merkmals a des STG1 Modells
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5 Residuenanalyse und Interpretation fiir ausgewéhlte Modelle
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Der Perspektiven Plot ist in die verschiedenen Auspragungen des Merkmals a unterteilt.

Man erkennt erneut, dass fiir die Auspridgungen a2 und a3 nicht alle Beobachtungen
vorhanden sind.
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5.2 Illustration der Schétzer und der Fitted Values

5.2.2 Illustration des gemeinsamen Einflusses von ¢ und b bei

unterschiedlicher Ausprigung des Merkmals a des S7TP1
Modells

Als néchstes wird der gemeinsam Einfluss von ¢ und b bei unterschiedlicher Auspriagung

des Merkmals a des STP1 Modells in Abbildung 5.6 illustriert. Das Modell S7TP1 wurde
mit allen Variablen und der Poisson-Verteilung an den S Datensatz angepasst.

Abbildung 5.6: Illustration des gemeinsamen Einflusses von ¢ und b bei unterschiedli-
cher Ausprigung des Merkmals a des STP1 Modells
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5 Residuenanalyse und Interpretation fiir ausgewéhlte Modelle

a2

Im Vergleich zum vorherigen Modell ist zu erkennen, dass die geschéatzten Regressionspa-

rameter in fast allen Féllen iiber den Fitted Values liegen.

Dies deutet darauf hin, dass die Gamma-Verteilung die Daten besser anpasst als die

Poisson-Verteilung und somit das Modell S7TG1 besser an die Daten angepasst ist.

78



5.2 Illustration der Schétzer und der Fitted Values

5.2.3 Illustration des gemeinsamen Einflusses von A und B des
V3G1 Modells

Die Illustration des gemeinsamen Einflusses von A und B in Abbildung 5.7 betrachtet das

volle Gamma-verteilte Modell des V Datensatzes.

Abbildung 5.7: Illustration des gemeinsamen Einflusses von A und B des V3G1 Modells

Die Regressionsebene erscheint flach. Nur im Bereich der Auspriagungen iiber A10 sind
Erhebungen zu erkennen. Die Fitted Values liegen sowohl oberhalb als auch unterhalb der

Regressionsebene.

5.2.4 Illustration des gemeinsamen Einflusses von A und B des
V3P1 Modells

Die letzte Hlustration, Abbildung 5.8, stellt den gemeinsamen Einfluss von A und B fiir

volle Poisson-verteilte Modelle des V Datensatzes dar.
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5 Residuenanalyse und Interpretation fiir ausgewéhlte Modelle

Abbildung 5.8: Illustration des gemeinsamen Einflusses von A und B des V3P1 Modells

Die Regressionsebene hat mehr Erhebungen als die des vorherigen Modells. Hier scheinen
auch fast alle Regressionsparameter iiber den Fitted Values zu liegen. Somit kann vermutet

werden, dass das Gamma-verteilte Modell besser an die Daten angepasst ist.
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6 Nicht genestete und genestete
Modellvergleiche

In den néchsten Abschnitten wird Schritt fiir Schritt untersucht, welches der Modelle am
besten an die Daten angepasst ist. Um die Modelle miteinander zu vergleichen, werden
der Vuong Test und der Distribution-Free Test verwendet. Es werden die Modelle S6G1,
S6P1, S7TG1, S7TP1, V3G1 und V3P1 betrachtet, siche Tabelle 4.2 und Tabelle 4.3.

Die Schétzung der Regressionsparameter dieser Modelle erfolgt mit dem S und dem V
Datensatz. Um die Teststatistiken des Vuong Tests und des Distribution-Free Tests zu
berechnen ist es jedoch notwendig auf die Einzeldatenebene, den KH Datensatz, zuriick-

zukehren.

6.1 Wahl der Verteilung der Zielvariable
Schadenbedarf

Als erstes wird die Verteilung der Zielvariable Schadenbedarf mithilft des Vuong Tests

und des Distribution-Free Tests untersucht.

Betrachtet man die Gamma-Regression, dann gilt fiir den Schadenbedarf SB; auf der

aggregierten Datenebene:

SB; ~T (% VJZ-)

1

Kehrt man zur Einzeldatenebene zuriick dann gilt fiir SB;;:

SBi; ~T (’;“j , yJi> =T (4P, v

fiir 4 = %552, siche Abschnitt 4.2.
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6 Nicht genestete und genestete Modellvergleiche

Fiir die Gamma-verteilten Modelle wird somit folgende Dichte verwendet:

v

v o (v-1) v N
Fue, = [ (SBy| Xy n" v) = [F(”) e 5B exp(—5F SB”)]

I
Cij

wobei fiir ¢;; gilt, dass fooo f(SBjj)" =¢y firi=1,...,m; j=1,...,k und f die Dichte

der Gamma-Verteilung ist.

Der Schadenbedarf SB; der Poisson-Regression auf den aggregierten Datensidtzen hat

2
den Erwartungswert FE(SB;) = %)\i und die Varianz Var(SB;) = (BD—J> A; mit

N = BD—}&. Auf dem KH Datensatz hat der Schadenbedarf SB;; den Erwartungswert

2
B(SBy) = 24 und die Varianz Var(SB;;) = ( ;’J) Xi , siche Abschnitt 4.3.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-verteilten Modelle ist gegeben durch:

uijBi

p \F SBi; | D
exp (A7) 5B

Y
d;;

wobei fiir d;; gilt, dass > .~ g(SB;;)"" = d;; fir i = 1,...,m; j = 1,....k; und ¢ die

Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung ist.

Zuerst wird die Verteilung ausgewahlt, die das Modell besser an die Daten anpasst. Da-
zu werden der Vuong Test und der Distribution-Free Test verwendet. Die Modelle, die

verglichen werden, haben dieselben Variablen aber unterschiedliche Verteilungen.

6.1.1 Entwicklung der Vuong Teststatistik fiir die Wahl
zwischen Poisson- und Gamma-Verteilung der

Zielvariable

Zunéchst wird betrachtet, wie man mit dem Vuong Test, Abschnitt 2.4.1, zwischen der
Gamma-Regression und der Poisson-Regression auswihlt. Die Teststatistik des Vuong

Tests fiir die Wahl einer Verteilung sieht in diesem Fall wie folgt aus:

v
Vi,
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6.1 Wahl der Verteilung der Zielvariable Schadenbedarf

mit

~E ~ F ~E A JE
LRy (if, i N, ) = L () - 1f ()
m  k;

m  k;
3 o S X ) - 3 a8, 7 A

z‘—1j—1 i=1 j=1

A

= ZZU’J [z/log 5 —logI'(?) + (# — 1) log SB;; — A—VESBU} — log(cij)
fi

=1 j=1 i

_uijB; [
D,

AE = SB;10g(AF) + log(SBigh)| + log(dy)

7

und

m i SBzXz ~F o~ 2 m k; SBzXZ “po~ 2
wz:%22[10g<f( ]’ J7{1'E7V)>] . [%2210g<f< ]| J’“: 7V)>]

9(Yij| Zij; A7) 9(Yij|Zij; A7)

10g< (SBZJ‘XU?:U‘L; ))
9(SBij| Ziji A7)

B . SB; SBi;\ .SBy
() m (32 5]

i Bi )
UZ) [)\E SBijlog(Af)HOg(SBij!)]+10g(dij)~

Es ist kein Korrekturfaktor notwendig, da die beiden Modelle, die gegeniibergestellt wer-
den, die gleichen Variablen und somit auch dieselbe Anzahl an Regressionsparametern

haben. Man erhélt folgende Hypothese und Alternative:

H : Gamma GLM wersus K : Poisson GLM

Verwerfe H zum Niveau a, falls V' < za. Fiir ze <V < z1_g trifft der Vuong Test keine

Entscheidung, H wird weder verworfen noch nicht verworfen.
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6 Nicht genestete und genestete Modellvergleiche

6.1.2 Entwicklung der Distribution-Free Teststatistik fiir die
Wahl zwischen Poisson- und Gamma-Verteilung der

Zielvariable

Der Distribution-Free Test aus Abschnitt 2.4.2 kann ebenfalls verwendet werden um zu
entscheiden, ob die Gamma-Verteilung oder die Poisson-Verteilung die Modelle besser an

die Daten anpasst.

Die Teststatistik des Distribution-Free Test sieht fiir die Wahl zwischen zwei Verteilungen

wie folgt aus:
m ok

B = I 0,00)(tij)

i=1 j=1

mit

Bl X.: iF D
10g(ﬂs i ”,ufE,m)
9(SBij|Ziji A;)

) _SB;; SB;; _SB;;
Uij {ylog (1/ [LEJ) + log (F(ﬂ;) — D AE]} — log(cij)

Bi T A
_UZ)- [)\Z.E — SB;;log(\F) + 10g(SBZ-j!)} 1 log(dy;)

firi=1,...m; 7=1,..., k.
Man erhélt die folgende Hypothese und die Alternative:
H : Gamma GLM wversus K : Poisson GLM
Verwerfe H, falls B < £ mit k=" k;.
6.1.3 Berechnung der Teststatistiken des Vuong Tests und des

Distribution-Free Tests fiir den KH Datensatz zur

Verteilungswahl
Es werden nun die Werte der Teststatistiken des Vuong Tests und des Distribution-Free

Tests berechnet. Es werden die Modelle S6 und S7 des S Datensatzes und die V3 Modelle

des V Datensatzes verglichen.
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6.2 Modellwahl tiir genestete Modelle des S Datensatzes

In Tabelle 6.1 sind die Ergebnisse des Vuong Tests und des Distribution-Free Tests fiir

die Wahl einer geeigneten Verteilung zusammengefasst.

Tabelle 6.1: Werte der Teststatistiken des Vuong Tests und des Distribution-Free Tests
fiir die Verteilungswahl

Modelle Testent- | Distribution- % Vuong 95 % Quantil
scheidung Free Test Test der Standard-
normalverteilung
H: S6G1 vs K: S6P1 | accept H 234904 117453 1.00 1.64
H: S7G1 vs K: STP1 | accept H 234902 117453 1.00 1.64
H: V3Gl vs K: V3P1 | accept H 234098 117453 1.00 1.64

Der Wert § aus der obigen Tabelle ist der Wert der Binomialverteilung mit den Parametern
k und 0,5 (Bin(k; 0,5)). Der Distribution-Free Test verwirft H nicht genau dann, wenn
der Wert der Teststatistik grofer ist als % Somit entscheidet der Distribution-Free Test,
dass in allen drei Fallen das Gamma-verteilte Modell besser an die Daten angepasst ist,
siche Tabelle 6.1. Dies bestétigt die Vermutung aus dem Abschnitt 5.1.

Die Hypothese H des Vuong Tests wird verworfen fiir Werte kleiner als -1,64, fiir Werte
grofer als 1,64 wird H nicht verworfen. Liegt der Wert der Teststatistik dazwischen,
dann trifft der Vuong Test keine Entscheidung. Betrachtet man die Teststatistiken des
Vuong Tests in der obigen Tabelle, dann entscheidet dieser in keinem der drei Félle, ob

die Gamma-Verteilung oder die Poisson-Verteilung besser ist.

6.2 Modellwahl fiir genestete Modelle des S

Datensatzes

Hier werden nun zwei genestete Gamma-verteilte Modelle mit unterschiedlicher Anzahl an
geschétzten Parametern betrachtet. Es wird mit dem Vuong Test und dem Distribution-
Free Test untersucht, welches der Modelle besser an den S Datensatz angepasst ist. In
Abschnitt 6.1 ist die Dichte der Modelle beschrieben. Man arbeitet erneut auf der unag-

gregierten Datenebene, dem KH Datensatz.

Da die Modelle, die verglichen werden, eine unterschiedliche Anzahl an geschétzten Pa-

rametern haben, muss ein Korrekturfaktor verwendet werden.
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6 Nicht genestete und genestete Modellvergleiche

Die Teststatistik V' des Vuong Tests ist dieselbe wie die Teststatistik (6.1) im folgenden
Abschnitt 6.3. Dasselbe gilt fiir die Teststatistik B des Distribution-Free Tests. Auch die
Teststatistik B stimmt mit der Teststatistik (6.2) im folgenden Abschnitt tiberein.

Tabelle 6.2 enthélt die Ergebnisse der Hypothesentests fiir die Gamma-verteilten genes-
teten Modelle. Der Vollstdndigkeit wegen sind auch die Werte der Teststatistik fiir den

Vergleich der zwei genesteten Poisson-verteilten Modelle angegeben.

Tabelle 6.2: Werte der Teststatistiken des Vuong Tests und des Distribution-Free Tests
fiir genestete Modelle

Modelle Testent- | Distribution- % Vuong 95 % Quantil
scheidung Free Test Test der Standard-
normalverteilung
H: S7P1 vs K: S6P1 reject H 26893 117453 | -1.00 1.64
H: S7G1 vs K: S6G1 | reject H 22783 117453 | -1.00 1.64

Der Distribution-Free Test verwirft die Hypothese H, da der Wert der Teststatistik kleiner
als g ist. Somit entscheidet dieser in beiden Fillen, dass das um das Merkmal b reduzierte
Modell S6G1 bzw. S6P1 besser an die Daten angepasst ist. Dies bestétigt die Vermutung
aus Abschnitt 4.6. Dort wurde zwar das volle Modell STG1 bzw. S7P1 als das bessere
Modell ausgewéhlt, wobei jedoch der Unterschied zwischen den beiden Modellen gering

war.

Der Vuong Test trifft erneut keine Entscheidung, erst fiir Werte der Teststatistik unter

-1,64 oder iiber 1,64 wiirde der Vuong Test H verwerfen oder nicht verwerfen.

6.3 Nicht genestete Modellwahl zwischen den S
Modellen und den V Modellen

Im néchsten Schritt werden nun Modelle des S Datensatzes mit Modellen des V Datensat-
zes verglichen. Dies bedeutet, man untersucht nicht genestete Modelle. Auch hier werden

der Vuong Test und des Distribution-Free Test verwendet.

Wie in den beiden vorhergehenden Abschnitten arbeitet man auf dem unaggregierten KH
Datensatz. Die Dichte der Modelle findet man in Anschnitt 6.1.
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6.3 Nicht genestete Modellwahl zwischen den S Modellen und den V Modellen

6.3.1 Entwicklung der Vuong Teststatistik fiir die Wahl nicht

genesteter Gamma-verteilter Modelle

Die Teststatistik zum Vergleich nicht genesteter Gamma-verteilter Modelle hat die Form:

LRk(ﬂ'kEa ﬁka d£7 Bk’)
Vi

V:

mit k= > k; und

LRk(ﬂkEvﬁkaékEaBk) = (u’kayk) Li<akaﬂk)

m  k; m  k;

= DD g f(SByl Xy o, 0) = ) ) ogg(SBy|Zij: &, )
=1 j=1 i=1 j=1

. . v

= ZZu] {Vlog log(fi) —log(L'(#)) 4+ (7 — 1) log(SBi;) — ﬂ—ESBijl — log(cy)
=1 j=1 %

— [Blog(ﬁ) 3log (& )+10g(F(ﬁ))—(3—1)10g(SBZ-j)+§ESBij + log(d;;)

und

R FSByX: 1% )\ 1 an . [ (5B |Xi: i)\ ]
k i=1 j=1 g SBZJ|ZZ];a 75) k i=1 j=1 g SB13|Zz]7a 76)

wobei Y ", k; = k mit

.. L. /\E 7
log (f(SBmXU,fLE,g))
g(SBz'j|Zij§a 75)

. R R . ~ R v
= U ly log(v) — Vlog(,uiE) —log(I'(?)) + ( — 1) log(SB;;) — FSBM} — log(ciy)

— U [Blog(ﬂ) + Blog(aF) +log(T'(3)) — (8 — 1) log(SBy;) + %SBM

%

+ log(dy;).
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6 Nicht genestete und genestete Modellvergleiche

Da in diesem Fall die beiden Modelle eine unterschiedliche Anzahl an geschéitzten Para-
meter haben ist ein Korrekturfaktor notwendig. SchliefSlich erhélt man folgende Teststa-
tistik:

 LRy(if o, 6f Br)  LRy(if, in, &f, Br) — K(p, q)

V = N = Vet (6.1)

mit

K(p.q) = glog(k‘) - glog(’f),

wobei p die Anzahl der geschitzten Parameter des Modells f und ¢ die Anzahl der

geschétzten Parameter des Modells g ist.
Fiir Hypothese und Alternative ergibt sich:

H : Modelle des S Datensatzes wversus K : Modelle des V Datensatzes
Verwerfe H zum Niveau a, falls V' < za. Fiir za <V < z1_q trifft der Vuong Test keine
Entscheidung, H wird weder verworfen noch nicht verworfen.

Um die Teststatistiken fiir die Poisson-Verteilung zu erhalten wird auf dieselbe Weise

vorgegangen, die Teststatistiken findet man im Anhang.

6.3.2 Entwicklung der Distribution-Free Teststatistik fiir die

Wahl nicht genesteter Gamma-verteilter Modelle

Hier werden nicht genestete Modelle mit dem Distribution-Free Test verglichen. Die Test-

statistik fiir die Gamma-verteilten Modelle sieht wie folgt aus:

m  k;

B = I 0, 100) (tij)

i=1 j=1

mit
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6.3 Nicht genestete Modellwahl zwischen den S Modellen und den V Modellen

~

ty; = log(f(SBmXij;ﬂE,ﬁ))—log<g(SBij|Zz‘j;dE,B>>
7

_— [ﬁ log(#) — 1og (1) — log(T(#)) + (7 — 1) log(SByy) — A—ESBZ.]} ~ log(ey)

7

~

- Uy [B log([i) + Blog(df) + log(F(B)) - (B - 1) 10g(SBij) + dﬂESBij

i

+ log(dw)

firi=1,...,m; j =1,...,k;. Auch hier ist durch die unterschiedliche Anzahl der geschétz-

ten Parameter in den Modellen ein Korrekturfaktor notwendig.

p q
K(Z% Q) = ﬁlog(k’) ok log(k)

Schliefllich erhalt man

m  k;

B = I (0,400 (ti5) (6.2)

i=1 j=1

mit

tij = log (f (SBi|Xij; b, D)) — log (9 <SBij|Zij§ &E,BD — K(p,q)

firi=1,....,m; j=1,....k;, wobei p die Anzahl der geschiatzten Parameter des Modells

f und ¢ die Anzahl der geschéitzten Parameter des Modells g ist.

Die Hypothese und die Alternative sind gegeben durch:

H : Modelle des S Datensatzes wversus K : Modelle des V Datensatzes

Verwerfe H, falls B < £ mit k= >"" | ;.

Auch hier wird um die Teststatistik fiir Poisson-verteilte Modelle zu erhalten auf dieselbe

Weise vorgegangen. Diese Teststatistik findet man ebenfalls im Anhang.
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6 Nicht genestete und genestete Modellvergleiche

6.3.3 Berechnung der Teststatistiken des Vuong Tests und des
Distribution-Free Tests fiir den KH Datensatz zur Wahl
nicht genesteter Modelle

Es werden die Werte der Teststatistiken des Vuong Tests und des Distribution-Free Tests
berechnet. Das volle Modell des V Datensatzes, das volle Modell des S Datensatzes und

das um das Merkmal b reduzierte Modell des S Datensatzes werden verglichen.

Die Werte der Teststatistiken sind in Tabelle 6.3 zusammengefasst. Der Vollstiandigkeit we-

gen sind auch die Werte der Teststatistiken bei Poisson-Verteilungsannahme angefiigt.

Tabelle 6.3: Werte der Teststatistiken des Vuong Tests und des Distribution-Free Tests
fiir nicht genestete Modelle

Modelle Testent- | Distribution- g Vuong 95 % Quantil
scheidung Free Test Test der Standard-
normalverteilung
H: S7G1 vs K: V3G1 | accept H 180203 117453 1.00 1.64
H: S6G1 vs K: V3G1 | accept H 186788 117453 1.00 1.64
H: S7TP1 vs K: V3P1 | accept H 194266 117453 1.00 1.64
H: S6P1 vs K: V3P1 | accept H 221646 117453 1.00 1.64

Wie man aus der obigen Tabelle erkennt, entscheidet sich der Distribution-Free Test in
allen Féllen fiir die Modelle des S Datensatzes. Da fiir alle Modelle des S Datensatzes der
Wert der Teststatistik grofler als g ist.

Der Vuong Test trifft auch fiir nicht genestete Modelle keine Entscheidung, welches Modell
besser an die Daten angepasst ist. Er wiirde H verwerfen oder nicht verwerfen, wenn die

Teststatistiken Werte unter -1,64 oder iiber 1,64 annehmen wiirden.
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6.4 Zusammentassung der Ergebnisse der Modellwahl mit dem Distribution-Free Test und dem Vuong Te

6.4 Zusammenfassung der Ergebnisse der
Modellwahl mit dem Distribution-Free Test und
dem Vuong Test

Die Ergebnisse der Modellwahl mit dem Distribution-Free Test und dem Vuong Test

werden nun in Abbildung 6.1 zusammengefasst.

Abbildung 6.1: Zusammenfassung der Modellwahl mit Hilfe des Distribution-Free Tests
und des Vuong Tests

/N
SN N

Gamma Poisson Gamma P01sson

S7Gl1 9» S7P1 V3Gl <—> V3Pl

| @
S6G1
T

J

Im 1. Schritt, siehe Abbildung 6.1, wird betrachtet, welche Verteilung die Daten besser
anpasst. Wie man in der Abbildung sieht, entscheidet sich der Distribution-Free Test fiir

die Gamma-Verteilung.

Im 2. Schritt, siche Abbildung 6.1, werden genestete Modelle des S Datensatzes mit Hilfe
des Distribution-Free Tests verglichen. Hier entscheidet der Distribution-Free Test, dass

das um das Merkmal b reduzierte Modell besser an die Daten angepasst ist.

Schlieflich werden im 3. Schritt, siche Abbildung 6.1, nicht genestete Modelle verglichen.
Hier wahlt der Distribution-Free Test das Modell S6G1 als bestes Modell.
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6 Nicht genestete und genestete Modellvergleiche

In Tabelle 6.4 sind die Werte der Teststatistiken des Distribution-Free Tests fiir aus-

gewihlte Hypothesen und Alternativen des KH Datensatzes zusammengefasst.

Tabelle 6.4: Werte der Teststatistiken des Distribution-Free Tests fiir ausgewéhlte Hy-
pothesen und Alternativen des KH Datensatzes

K:S6G1 | K:S6P1 | K: S7G1 | K: S7TP1 | K: V3Gl | K: V3P1
H: S6G1 234904 186788
accept H accept H
H: S6P1 221646
accept H
H: S7G1 22783 234902 180203
reject H accept H | accept H
H: S7P1 26893 194266
reject H accept H
H: V3Gl 234089
accept H

Betrachtet man die Werte der Teststatistiken des Vuong Tests fiir ausgewéhlte Hypothe-
sen und Alternativen in Tabelle 6.5, dann erkennt man, dass der Vuong Test in keinem
der Félle eine Entscheidung trifft. Somit scheint der Vuong Test ungeeignet fiir diese

Fragestellung.

Tabelle 6.5: Werte der Teststatistiken des Vuong Tests fiir ausgewéhlte Hypothesen und

Alternativen des KH Datensatzes

K: S6G1 K: S6P1 K: S7G1 K: S7P1 K: V3Gl K:V3P1
H: S6G1 1.00 1.00
no decision no decision
H: S6P1 1.00
no decision
H: S7G1 -1.00 1.00 1.00
no decision no decision | no decision
H: S7P1 -1.00 1.00
no decision no decision
H: V3Gl 1.00
no decision
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6.4 Zusammentassung der Ergebnisse der Modellwahl mit dem Distribution-Free Test und dem Vuong Te

Abbildung 6.2 illustriert den gemeinsamen Einfluss der Merkmale a und ¢ des S6G1
Modells.

Abbildung 6.2: Illustration des gemeinsamen Einflusses der Schétzer der Merkmale a
und ¢ des S6G1 Modells

o

Jepagquapeuds

o =

Das S6G1 Modell ist Gamma-verteilt und mit den Variablen a und ¢ an den S Datensatz
angepasst

Die Regressionsebene erscheint im Allgemeinen flach, ab a2 steigt sie leicht an. Fiir die

Klassen des Merkmals c ist eine Steigung bei niedrigen und sehr hohen Klassen zu erken-
nen.

Die Standardisierten Pearson Residuen und die Standardisierten Devianz Residuen des
Modells S6G1 sind in Abbildung 6.3 dargestellt. Die dargestellten Residuen sind gegen

die entsprechende Zeilennummer des S Datensatzes angetragen.

Die Berechnung der Standardisierten Pearson Residuen und der Standardisierten Devianz
Residuen erfolgt wie in Abschnitt 2.3.7 angegeben.

Es ist zu erkennen, dass die Residuen kleine Werte annehmen. Sowohl die Standardisierten
Pearson Residuen als auch die Standardisierten Devianz Residuen haben kaum Residuen,

die einen Wert grofler als £1 haben. Auflerdem streuen die Residuen regelméflig um die
Regressionsgerade.
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6 Nicht genestete und genestete Modellvergleiche

Abbildung 6.3: Standardisierte Pearson Residuen und Standardisierte Devianz Residu-
en des Modells S6G1
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7 Simulation der Giitefunktion fiir
den Distribution-Free Test und
den Vuong Test

Im letzten Kapitel dieser Arbeit wird untersucht in wieweit man sich auf die Ergebnisse
des Vuong Tests und des Distribution-Free Tests aus den Abschnitten 6.1, 6.2 und 6.3

verlassen kann.

Hierzu werden Datensatze simuliert und die Werte der Teststatistiken berechnet. Der

Ablauf kann wie folgt beschrieben werden:

(i) Zwei Modelle werden ausgewéhlt. Es wird festgelegt, welches Modell als Wahres
Modell und welches als Alternative betrachtet wird.

(ii) Es werden R Datensétze der Lénge Beob simuliert, basierend auf den Schétzern des

Wahren Modells und dessen Verteilung.
(iii) Die Schétzer fiir das Wahre Modell und die Alternative werden berechnet.

(iv) Berechnung der Werte der Teststatistiken fiir den Vuong Test und den Distribution-
Free Test.

7.1 Simulation der Giitefunktion ohne Gewicht mit
Wahrem Modell S6G1

Es werden zuerst Simulationen ohne Gewicht betrachtet. Simulationen ohne Gewicht be-
deutet, dass nur die Datensétze aus dem KH 2007 Datensatz ausgewidhlt werden, bei

denen das Merkmal Jahreseinheit den Wert eins hat.
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7 Simulation der Giitefunktion fiir den Distribution-Free Test und den Vuong Test

Fiir die Simulation wird S6G1 als das Wahre Modell gewéhlt, die Alternative ist das
Modell V3G1. Es wird nun das Wahre Modell, die Alternative und das Vorgehen fiir diese

Simulation genau beschrieben.

Wie bereits erwédhnt wird das Modell S6G1 als das Wahre Modell gewéhlt. Dieses Modell
enthilt neben dem Intercept auch die Variablen a und c. Sei nun i € I mit I = {i =

(a,c), wobei die Kombination von a und ¢ im betrachteten S Datensatz auftritt}.

Fiir die Verteilung des Schadenbedarfs S_SB; pro Zelle gilt in diesem Fall:

H
/g' s l/Hji)

(2

S_SB; ~ T

und fiir den Schadenbedarf auf Einzeldatenebene gilt somit:

H
Hi Wi

Der Wert uf setzt sich wie folgt zusammen:

pil = exp{x’ 8"},

: H __ H \a,H a,H \c,H c,H\T
mit 87 = (A A LAY AT AT )

Das Modell V3G1 wird als das alternative Modell gewéhlt. Dieses Modell enthélt neben
dem Intercept die Variablen A und B. Sei nun i € I mit I = {i = (B, A), wobei die

Kombination von B und A im betrachteten V Datensatz auftritt}.

Fiir die Verteilung des Schadenbedarfs V' _SB; pro Zelle gilt hier:

k<
V_SB; ~ T 5 V)

2

und fiir den Schadenbedarf auf Einzeldatenebene erhalt man:

K
Hi Wi
SBij ~ F( BZJZ] s VKUZ‘j)

mit j =1,...k und V_SB; = 3% | V_SBy;.
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7.1 Simulation der Giitefunktion ohne Gewicht mit Wahrem Modell S6G1

Der Wert € setzt sich wie folgt zusammen:

pit = exp{z’ "}

. aK _ (VK \BK B,K AK AK\T

Die Parameter pf? und v, i € I des Wahren Modells werden nun als Basis fiir die
Simulation der Datensétze gewéhlt. Mit Hilfe dieser Parameter werden die Daten SBj;
simuliert mit » = 1, .., R. Somit gibt R die Anzahl der insgesamt simulierten Datensétze

all.

Die Offsets sind bekannte Parameter und werden daher nicht simuliert. Bei dieser Simula-
tion gilt fiir alle u;;: u;; = 1. Es werden also nur Datensétze mit Gewicht eins betrachtet.
Durch diese Einschrankung reduziert sich die Anzahl der Datensétze auf 24.128 Beobach-
tungen (Beob = 24128). Die simulierten SBj; sind wie folgt verteilt:

M'H H
SBij ~ F(B@'Ji’l/ )

1

BT berticksich-

mit 1 € I, j = 1,.... k;. Es wird somit das Gewicht eins und der Offset

tigt.

Fiir jeden der R Datensiitze werden die Parameter des Gamma-verteilten Modells S6G1
mit Offset und Gewicht, """ und v und die Parameter des Gamma-verteilten Modells
V3G1 mit Offset und Gewicht, u:’K und "%, geschiitzt. Anschliefend werden die Werte
der Teststatistiken des Vuong Tests und der Distribution-Free Tests berechnet.

Fasst man die wichtigen Informationen dieses Abschnitts in tabellarischer Form zusam-

men, dann erhilt man:

Wahres Modell = S6G1
Alternative = V3G1
R = 100
Beob = 24.128

Verteilung = Gamma
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7 Simulation der Giitefunktion fiir den Distribution-Free Test und den Vuong Test

Im Folgenden wird auf eine ausfiihrliche Beschreibung des Wahren Modells, der Alter-
nativeund des Vorgehens bei der Simulation der Datenséitze verzichtet. Die wichtigen

Informationen werden wie oben als tabellarische Ubersicht angegeben.

Stellt man die Werte der Teststatistiken des Distribution-Free Tests dieser Simulation als

Histogramm dar, dann erhélt man folgende Abbildung:

Abbildung 7.1: Histogramm der Ergebnisse des Distribution-Free Tests fiir ohne Ge-
wicht simulierte Datensétze mit Wahrem Modell S6G1

Distribution—Free Test
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Die vertikale Linie in Abbildung 7.1 beim Wert 12.064 unterteilt Annahme- und Verwer-

fungsbereich des Distribution-Free Tests. Liegt der Wert der Teststatistik iiber %’ wird

H akzeptiert. Von den 100 simulierten Datensétzen entscheidet der Distribution-Free Test

in 94 Fallen, dass das Wahre Modell S6G1 besser an die Daten angepasst ist. Somit erhélt
94

man eine geschétzte Giite von 106-

Die nédchste Grafik, Abbildung 7.2, zeigt das Histogramm des Vuong Tests fiir ohne Ge-
wicht simulierte Datensétze mit S6G1 als Wahres Modell.

Die beiden vertikalen, gestrichelten Linien bei Wert -1,64 und 1,64 entsprechen dem 95%
bzw. dem 5% Quantil der Standardnormalverteilung. Ist der Wert der Teststatistik klei-
ner als -1,64, dann wird das Wahre Modell als besser an die Daten angepasstes Modell
abgelehnt. Fiir Werte iiber 1,64 wird die Hypothese H nicht verworfen. Liegt der Wert

dazwischen, dann trifft der Vuong Test keine Entscheidung.

Fiir die simulierten Datensétze trifft der Vuong Test in 100 von 100 Féllen keine Ent-

scheidung. Die geschétzte Giite beim Vuong Test liegt bei 1:%0. Hiermit bestétigt sich die
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7.1 Simulation der Giitefunktion ohne Gewicht mit Wahrem Modell S6G1

Abbildung 7.2: Histogramm der Ergebnisse des Vuong Tests fiir ohne Gewicht simulier-
te Datenséitze mit Wahrem Modell S6G1
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Vermutung der vorherigen Abschnitte, dass der Vuong Test zur Modellwahl bei dieser

Problemstellung nicht geeignet ist.

In Tabelle 7.1 sind die Lagemafle der Werte der Teststatistiken des Distribution-Free
Tests und des Vuong Tests fiir diese Simulation aufgefiithrt. Auch hier ist zu sehen, dass
der Vuong Test keine Entscheidung trifft, der Distribution-Free Test jedoch das Wahre
Modell als das bessere Modell identifiziert.

Tabelle 7.1: Zusammenfassung der Ergebnisse des Distribution-Free Tests und des
Vuong Tests fiir ohne Gewicht simulierte Datensédtze mit Wahrem Modell

S6G1
Test Min 1st Quantil Median Mean 3rd Quantil Max
Distribution-Free 8877 18200 22240 20820 24120 24128
Vuong -0.9997 1.0000 1.0000 0.8407 1.0000 1.0060
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7 Simulation der Giitefunktion fiir den Distribution-Free Test und den Vuong Test

7.2 Simulation der Giitefunktion ohne Gewicht mit

Wahrem Modell V3G1

Bei der niachsten Simulation von Datensatzen wird das Wahre Modell und die Alternative

vertauscht. Es wird untersucht, ob sich die Hypothesentests systematisch fiir ein Modell

entscheiden.

Das Modell V3G1 wird nun als das Wahre Modell gew#hlt. Die Datensétze werden erneut

ohne Gewicht simuliert, somit bleiben auch hier nur 24.128 Datensétze vom KH Datensatz

iibrig. Wie im vorherigen Abschnitt werden 100 Datensétze simuliert. Fasst man diese

Informationen als tabellarische Ubersicht zusammen, dann erhilt man:

Wahres Modell
Alternative

R

Beob
Verteilung

V3G1
S6G1
100
24.128

Gamma

Abbildung 7.3 zeigt die Werte der Teststatistiken des Distribution-Free Tests als Histo-

gramm dargestellt.

Abbildung 7.3: Histogramm der Ergebnisse des Distribution-Free Tests fiir ohne Ge-
wicht simulierte Datensétze mit Wahrem Modell V3G1
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7.2 Simulation der Giitefunktion ohne Gewicht mit Wahrem Modell V3G1

Die vertikale, gestrichelte Linie separiert auch hier den Annahme- und den Verwerfungs-
bereich des Distribution-Free Test. Die Linie ist am Wert B%Ob = 12.064 angetragen. Die
Hypothese H wird bei 95 von 100 simulierten Datensétzen akzeptiert. Es ergibt sich eine

geschéitzte Giite von %.

Insgesamt kann man sagen, dass das Modell, fiir das sich der Distribution-Free Test bei
Gamma-verteilten Modellen und ungewichteten Beobachtungen entscheidet, besser an die

Daten angepasst ist.

Das Histogramm der Ergebnisse der Teststatistiken des Vuong Tests fiir diese Simulatio-

nen ist in Abbildung 7.4 illustriert.

Abbildung 7.4: Histogramm der Ergebnisse des Vuong Tests fiir ohne Gewicht simulier-
te Datensétze mit Wahrem Modell V3G1

Vuong Test
o H: V3Gl vs K:S6G1
S . .
— | M |
1 . 1
Q - rejectH no decision I accept H
> | |
g | |
o _| ] 1
% © | [}
i ! ]
st o _| ] 1
(I < ) )
[} [}
o _| | |
N 1 1
[} [}
[} [}
o - 1 I_I 1
[ T T T |
-2 -1 0 1 2
\%
Detailplot fir V nahe -1 Detailplot fir V nahe 1
. 8 . 8
g 8 g 8
g s £ s
& &
° T T T 1 ° T T T 1
-1.005 -1.000 -0.995 —0.990 0.990 0.995 1.000 1.005
\% \%

Die beiden gestrichelten, vertikalen Linien unterteilen den Bereich fiir den der Vuong Test
keine Entscheidung trifft, den Verwerfungsbereich und den Annahmebereich. Die Linien

sind an den Werten des 5% und des 95% Quantils der Standardnormalverteilung ange-
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7 Simulation der Giitefunktion fiir den Distribution-Free Test und den Vuong Test

tragen. Der Vuong Test trifft in keinem der 100 Félle eine Entscheidung. Die geschétzte

.. . 0
Giite ist 105"

Somit ist der Vuong Test als Modellwahlkriterium fiir Gamma-verteilte nicht genestete

Modelle mit ungewichteten Beobachtungen ungeeignet.

Abschlielend sind in Tabelle 7.2 die Lagemafle der Werte der Teststatistiken dieser Simu-

lation des Distribution-Free Tests und des Vuong Tests angegeben.

Tabelle 7.2: Zusammenfassung der Ergebnisse des Distribution-Free Tests und des
Vuong Tests fiir ohne Gewicht simulierte Datensétze mit Wahrem Modell

V3G1
Test Min 1st Quantil Median Mean 3rd Quantil Max
Distribution-Free 0 18050 18880 18050 19490 20700
Vuong -1.0030 0.9993 0.9995 0.8993 0.9997  0.9999

Die Werte der Teststatistiken des Vuong Tests variieren um £1. Man erkennt, dass der

Distribution-Free Test die Hypothese H in fast allen Fallen deutlich akzeptiert.

7.3 Simulation der Giitefunktion mit Gewicht und
Wahrem Modell S6G1

Bei den néchsten beiden Simulationen werden auch die gewichteten Beobachtungen mit
einbezogen. Somit werden fiir alle 234.906 Beobachtungen des KH Datensatzes Werte

simuliert.

Das Modell S6G1 wird als Wahres Modell gewéahlt. Es werden 100 Datensétze simuliert.
Die fiir diese Simulation wichtigen Informationen kénnen wie folgt zusammengefasst wer-

den:

Wahres Modell = S6G1
Alternative = V3G1
R = 100
Beob = 234.906

Verteilung = Gamma
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7.3 Simulation der Giitefunktion mit Gewicht und Wahrem Modell S6G1

Berechnet man die Werte der Teststatistiken des Distribution-Free Tests und stellt diese

als Histogramm dar, dann entsteht folgende Abbildung.

Abbildung 7.5: Histogramm der Ergebnisse des Distribution-Free Tests fiir mit Gewicht
simulierte Datensétze mit Wahrem Modell S6G1
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Durch die vertikale, gestrichelte Linie sind der Annahmebereich und der Verwerfungsbe-
reich in Abbildung 7.5 separiert. Die Linie ist beim Wert 117.453 angetragen. In 100 von

100 Fallen wird die Hypothese H akzeptiert. Die geschitzte Giite ist %.

Das Histogramm der Werte der Teststatistiken des Vuong Tests ist in Abbildung 7.6
dargestellt.

Abbildung 7.6: Histogramm der Ergebnisse des Vuong Tests fiir mit Gewicht simulierte
Datensétze mit Wahrem Modell S6G1
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7 Simulation der Giitefunktion fiir den Distribution-Free Test und den Vuong Test

Der Bereich in dem der Vuong Test keine Entscheidung trifft, der Verwerfungsbereich und
der Annahmebereich sind durch vertikale, gestrichelte Linien an den Werten des 5% bzw.
des 95% Quantils der Standardnormalverteilung unterteilt. Der Vuong Test trifft fiir alle

100 Simulationen keine Entscheidung, die geschétzte Giite ist %.

Die Lagemafle der Werte des Distribution-Free Tests und des Vuong Tests fiir diese Simu-
lation sind in Tabelle 7.3 zusammengefasst. Die Werte des Vuong Tests variierten zwischen
0,421 und 0,990.

Tabelle 7.3: Zusammenfassung der Ergebnisse des Distribution-Free Tests und des
Vuong Tests fiir mit Gewicht simulierte Datenséitze mit Wahrem Modell

S6G1
Test Min 1st Quantil Median Mean 3rd Quantil Max
Distribution-Free 140000 160000 173000 179000 195000 229000
Vuong 0.421 0.470 0.528 0.582 0.607  0.990

7.4 Simulation der Giitefunktion mit Gewicht und
Wahrem Modell V3G1

Diese Simulation von Datensétzen hat denselben Aufbau wie die Simulation im vorheri-
gen Abschnitt. Es werden nur das Wahre Modell und die Alternative vertauscht. Auch
hier soll vermieden werden, dass sich die Hypothesentests systematisch fiir ein Modell

entscheiden.

Man wéahlt das Modell V3G1 als Wahres Modell. Es wird der volle KH Datensatz simuliert,
234.906 Beobachtungen. Wie im vorherigen Abschnitt werden 100 Datensétze simuliert.

Man kann diese Informationen in folgender Form tabellarisch zusammenfassen.

Wahres Modell = V3G1
Alternative = S6G1
R = 100
Beob = 234.906

Verteilung = Gamma
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7.4 Simulation der Giitefunktion mit Gewicht und Wahrem Modell V3G1

Abbildung 7.7: Histogramm der Ergebnisse des Distribution-Free Tests fiir mit Gewicht
simulierte Datensétze mit Wahrem Modell V3G1
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In Abbildung 7.7 sind die Werte der Teststatistiken des Distribution-Free Tests als Histo-
gramm illustriert. Die vertikale, gestrichelte Linie am Wert 117.453 unterteilt den Annah-
mebereich und den Verwerfungsbereich des Distribution Free Tests. Fiir die simulierten
Datensétze wird die Hypothese H in 98 von 100 Fillen akzeptiert. Die geschéitzte Giite
ist %.

Abbildung 7.8: Histogramm der Ergebnisse des Vuong Tests fiir mit Gewicht simulierte
Datensétze mit Wahrem Modell V3G1
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7 Simulation der Giitefunktion fiir den Distribution-Free Test und den Vuong Test

Somit eignet sich der Distribution-Free Test bei dieser Problemstellung auch fiir die Mo-

dellwahl von Gamma-verteilten Modellen mit gewichteten Beobachtungen.

Die Abbildung 7.8 beinhaltet die Werte der Teststatistiken des Vuong Tests dieser Si-
mulation. Die verschiedenen Bereiche sind durch gestrichelte, vertikale Linien unterteilt.

Diese sind am 5% bzw. 95% Quantil der Standardnormalverteilung angetragen.

Féllt der Wert der Teststatistik in den linken Bereich, dann wird die Hypothese H ver-

worfen, im rechten Bereich wird die Hypothese H akzeptiert. Fallen die Werte in die

Mitte, dann trifft der Vuong Test keine Entscheidung. Dies ist in der Abbildung 7.8 der
0

Fall. Somit ergibt sich eine geschétzte Giite von 155-

Daher ist der Vuong Test ebenfalls ungeeignet fiir die Modellwahl nicht genesteter Gamma-

verteilter Modelle mit gewichteten Beobachtungen.

Clarke stellt fest, siche Clarke (2007), dass der Vuong Test fiir sehr spitze Verteilungen
ungeeignet ist. Betrachtet man dem Mittelwert fiir die Erwartungswerte der simulierten
Datensétze mit und ohne Gewicht (Wahres Modell S6G1) in Tabelle 7.4, dann erkennt

man, dass diese sehr klein sind.

Tabelle 7.4: Mittelwert fiir die Erwartungswerte der simulierten Datensétze mit und
ohne Gewicht bei Wahrem Modell S6G1

Abschnitt | Wahres Modell | Gewicht | geschitztes Modell | Mittelwert der pu;
7.1 S6G1 ohne S6G1 0.0016
7.1 S6G1 ohne V3Gl 0.0027
7.3 S6G1 mit S6G1 0.0005
7.3 S6G1 mit V3Gl 0.0003

Liegt der Wert des Dispersionsparameters bei 34,1, dann hat die Dichte der Gamma-
Verteilung fiir die Werte p; = 0,0005 und p; = 0,001 die folgende Gestalt, siche Abbildung
7.9.

106



7.5 Simulation der Gliitefunktion mit Gewicht und Wahrem Modell S6P1

Abbildung 7.9: Darstellung der Dichte der Gamma-Verteilung
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(a) p = 0,001 und Dispersion= 34, 1 (b) g =0,0005 und Dispersion= 34, 1

Tabelle 7.5 enthilt die Lagemafle des Distribution-Free Tests und des Vuong Tests fiir

diese Simulation.

Tabelle 7.5: Zusammenfassung der Ergebnisse des Distribution-Free Tests und des
Vuong Tests fiir mit Gewicht simulierte Datensétze mit Wahrem Modell

V3G1
Test Min 1st Quantil Median Mean 3rd Quantil Max
Distribution-Free 26400 208501 203000 179000 208944 209000
Vuong -1.001 0.998 0.998 0.940 0.999 0.999

7.5 Simulation der Giitefunktion mit Gewicht und
Wahrem Modell S6P1

Die néchsten beiden Abschnitte betrachten Simulationen der Giitefunktion von Poisson-
verteilten Modellen. Es werden nur gewichtete Beobachtungen simuliert, da bei den Pois-
son Modellen das Gewicht eins im KH Datensatz nicht vorkommt. Somit werden Werte
fiir alle 234.906 Beobachtungen des KH Datensatzes simuliert.
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7 Simulation der Giitefunktion fiir den Distribution-Free Test und den Vuong Test

In diesem Fall wird das Modell S6P1 als Wahres Modell gewahlt und 100 Datensétze
simuliert. Man kann die fiir diese Simulation wichtigen Informationen wie folgt tabellarisch

zusammenfassen:

Wahres Modell = S6P1
Alternative = V3P1
R = 100
Beob = 234.906

Verteilung = Poisson

Abbildung 7.10: Histogramm der Ergebnisse des Distribution-Free Tests fiir mit Ge-
wicht simulierte Datensétze mit Wahrem Modell S6P1
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7.5 Simulation der Gliitefunktion mit Gewicht und Wahrem Modell S6P1

Abbildung 7.10 illustriert die Werte der Teststatistiken des Distribution-Free Tests als

Histogramm.

Die vertikale, gestrichelte Linie beim Wert 117.453 separiert Annahmebereich und Ver-
werfungsbereich des Distribution-Free Tests. Wie man in Abbildung 7.10 sieht, ist die
geschétzte Giite dieser Simulation %. Das heifit die Hypothese H wird in 99 von 100
Fallen akzeptiert.

Eine Darstellung der Werte der Teststatistiken des Vuong Tests findet sich in Abbildung
7.11.

Abbildung 7.11: Histogramm der Ergebnisse des Vuong Tests fiir mit Gewicht simulier-
te Datensétze mit Wahrem Modell S6P1
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Der Bereich in dem der Vuong Test keine Entscheidung trifft, der Annahmebereich und
der Verwerfungsbereich sind durch vertikale, gestrichelte Linien an den Werten des 5%

und des 95% Quantils der Standardnormalverteilung getrennt.
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7 Simulation der Giitefunktion fiir den Distribution-Free Test und den Vuong Test

Die geschatzte Giite des Vuong Tests ist 18—0, sieche Abbildung 7.11. Also wird die Hypo-

these H in keinem der Fille akzeptiert.

In Tabelle 7.6 werden die Lagemafle der Werte des Distribution-Free Tests und des Vuong

Tests zusammengefasst.

Tabelle 7.6: Zusammenfassung der Ergebnisse des Distribution-Free Tests und des
Vuong Tests fiir mit Gewicht simulierte Datensétze mit Wahrem Modell

S6P1
Test Min 1st Quantil Median Mean 3rd Quantil Max
Distribution-Free 7 222709 222713 220486 222719 222730
Vuong -0.997 0.997 0.997  0.987 0.997  0.997

7.6 Simulation der Giitefunktion mit Gewicht und
Wahrem Modell V3P1

Die Alternative und die Hypothese werden in dieser Simulation erneut vertauscht. Damit
wird untersucht, ob sich die Hypothesentests systematisch fiir oder gegen eines der Modelle
entscheiden. Sonst hat die Simulation denselben Aufbau wie die Simulation im vorherigen
Abschnitt.

Es werden 100 Datensétze simuliert. Fiir alle 234.906 Beobachtungen des KH Datensatzes
werden Werte simuliert. Die untersuchten Modelle sind Poisson-verteilt. Das Modell V3P1
wird als Wahres Modell gewihlt. Die tabellarische Ubersicht der fiir diese Simulation

wichtigen Informationen sieht wie folgt aus:

Wahres Modell = V3P1
Alternative = S6P1
R = 100
Beob = 234.906

Verteilung = Poisson
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7.6 Simulation der Giitefunktion mit Gewicht und Wahrem Modell V3P1

Die Werte der Teststatistiken des Distribution-Free Tests sind in Abbildung 7.12 als Hi-

stogramm dargestellt.

Abbildung 7.12: Histogramm der Ergebnisse des Distribution-Free Tests fiir mit Ge-
wicht simulierte Datenséatze mit Wahrem Modell V3P1
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Der Annahmebereich und der Verwerfungsbereich des Distribution-Free Tests werden

durch vertikale, gestrichelte Linien am Wert 117.453 unterteilt. Die Hypothese H des

Distribution-Free Tests wird in 100 von 100 Féllen akzeptiert und man erhélt somit eine
100

geschiitzte Giite von {5;.

Der Distribution-Free Test kann somit zum Vergleich nicht genesteter Poisson-verteilter

Modelle verwendet werden.

In Abbildung 7.13 sind die Werte der Teststatistiken des Vuong Tests illustriert. Die

beiden vertikalen, gestrichelten Linien unterteilen den Bereich in dem der Vuong Test keine
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7 Simulation der Giitefunktion fiir den Distribution-Free Test und den Vuong Test

Entscheidung trifft, den Annahmebereich und den Verwerfungsbereich. Die Linien sind an

den Werten des 5% und des 95% Quantils der Standardnormalverteilung angetragen.

Abbildung 7.13: Histogramm der Ergebnisse des Vuong Tests fiir mit Gewicht simulier-
te Datensétze mit Wahrem Modell V3P1
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Auch hier trifft der Vuong Test keine Entscheidung, wie man in Abbildung 7.13 erkennt.

Man erhélt eine geschétzte Giite von %.

Der Vuong Test ist somit ungeeignet, um nicht genestete Poisson-verteilte Modelle mit

Gewicht zu vergleichen.

In Abschnitt 7.4 wurde bereits erwahnt, dass der Vuong Test fiir spitze Verteilungen nicht
geeignet ist, sieche Clarke (2007). Betrachtet man diese Simulation, dann erkennt man, dass
das Mittel der Erwartungswerte fiir die Hypothese V3P1 bei 0.0177 und das Mittel der
Erwartungswerte fiir die Alternative bei 0.0176 liegt, siche Tabelle 7.7.
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7.6 Simulation der Giitefunktion mit Gewicht und Wahrem Modell V3P1

Tabelle 7.7: Mittelwert fiir die Erwartungswerte der simulierten Datensétze mit und
ohne Gewicht bei Wahrem Modell V3P1

Wahres Modell | Gewicht | geschitztes Modell | Mittelwert der p;
V3P1 mit V3P1 0.0177
V3P1 mit S6P1 0.0176

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir verschiedene Werte von A werden in Abbildung 7.14

betrachtet. Man erkennt, dass die Wahrscheinlichkeitsfunktion umso spitzer wird je kleiner

der Wert von A ist.

Abbildung 7.14: Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung
fiir verschiedene Werte von A
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Tabelle 7.8 angegeben.
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werden abschliefend in

Tabelle 7.8: Zusammenfassung der Ergebnisse des Distribution-Free Tests und des
Vuong Tests fiir mit Gewicht simulierte Datensétze mit Wahrem Modell

V3P1
Test Min 1st Quantil Median Mean 3rd Quantil Max
Distribution-Free 206208 233890 233898 233622 233904 233916
Vuong 1.000 1.002 1.002 1.002 1.002 1.002
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8 Zusammenfassung

Ziel dieser Diplomarbeit ist es nicht genestete Kraftfahrt Haftpflicht Tarife zu vergleichen

und den besten Tarif auszuwahlen.

Es werden Kundendaten der Versicherungskammer Bayern aus den Jahren 2006 und 2007
verwendet. Es ist notig den urspriinglichen KH Datensatz auf zwei Weisen zu aggregieren,
so entstehen der S und der V Datensatz. Die unterschiedliche Verdichtung der Daten ist
notwendig, da die beiden Tarife, die modelliert werden, nicht genestet sind. Unterschied-
liche Verteilungen werden als Verteilung der Zielvariable diskutiert und schlieflich die

Gamma-Verteilung und die Poisson-Verteilung ausgewihlt.

Durch die Wahl der Gamma-Verteilung wird eine Manipulation der Zielvariable Scha-
denbedarf nétig. Die geschétzten Regressionsparameter der urspriinglichen und der ma-
nipulierten Zielvariable werden verglichen. Es wird festgestellt, dass die Manipulation die

geschétzten Regressionsparameter kaum veréndert.

Durch die beiden Verteilungen und die zwei aggregierten Datensétze entstehen vier Grup-
pen genesteter Modelle, die zuerst getrennt voneinander betrachtet werden. Der Goodness
of Fit, der Partial Devianz Test und der Residual Devianz Test dieser Modelle werden

untersucht und das beste Modell aus jeder Gruppe ausgewéhlt.

Es folgt eine Modellwahl fiir nicht genestete Modelle. Zuerst wird die Verteilung der
Zielvariablen verglichen. Die Modellwahl erfolgt durch den Distribution-Free Test und den
Vuong Test. Mit diesen beiden Hypothesentests konnen sowohl genestete als auch nicht
genestete Modelle betrachtet werden. Man kommt zu dem Ergebnis, dass die Gamma-
verteilten Modelle besser an die Daten angepasst sind. Mit denselben beiden Tests werden
anschliefend die nicht genesteten Modelle des S und des V Datensatzes verglichen. Das
Ergebnis ist, dass das Modell S6G1, siche Tabelle 4.3, am besten an die Daten angepasst

ist.

Es schliefit ein Kapitel mit Simulationen der Giitefunktion des Distribution-Free Tests

und des Vuong Tests an. Sowohl beim Vergleich der nicht genesteten Modelle als auch bei
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der Simulation der Giitefunktion wird festgestellt, dass der Vuong Test in keinem Fall eine
Entscheidung zugunsten oder gegen ein Modell trifft. Clarke (2007) stellt fest, dass der
Vuong Test fiir sehr spitze Verteilungen ungeeignet ist. Der Vuong Tests kann somit zum
Vergleich von Kraftfahrt Haftpflicht Tarifen nicht verwendet werden, weder zum Vergleich

genesteter noch zum Vergleich nicht genesteter Modelle.

Der Distribution-Free Test hingegen eignet sich zur Wahl nicht genesteter Modelle, wie
die Simulationen im letzten Kapitel zeigen. Er kann auch fiir Datensétze mit Gewicht

verwendet werden.

Mit dem Distribution-Free Test hat man nun ein Instrument um nicht genestete Modelle
vergleichen zu kénnen. Dies stellt eine deutliche Erweiterung der Hypothesentests dar, da

man mit den iiblichen Hypothesentests nur genestete Modelle vergleichen kann.
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8 Zusammenfassung

Anhang

Histogramme von S_SB1, S_.SB10 und S_SB100 (Abschnitt 3.5.1)
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Histogramme von V_SB1, V_SB10 und V_SB100 (Abschnitt 3.5.2)
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8 Zusammenfassung

Vergleich der Regressionsparameter der manipulierten S6G Modelle
(Abschnitt 4.4)

S6G1 | S6(GG10 | Differenz | S6G100 | Differenz
Intercept 4.727 4.729 —0.002 4.747 —0.019
a0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
al 0.425 0.425 0.001 0.420 0.006
a2 1.081 1.080 0.001 1.070 0.011
a3 1.219 1.218 0.001 1.208 0.011
c0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
cl 0.065 0.065 0.000 0.063 0.002
c2 0.108 0.108 0.000 0.105 0.003
c3 0.118 0.117 0.000 0.114 0.004
c4 —0.078 | —0.078 0.000 —0.078 0.000
ch 0.131 0.130 0.000 0.127 0.003
c6 0.051 0.051 0.000 0.048 0.003
c7 0.046 0.046 0.000 0.044 0.003
c8 0.231 0.231 0.000 0.226 0.005
c9 0.057 0.057 0.000 0.054 0.003
c10 0.176 0.176 0.000 0.171 0.005
cll —0.118 | —0.118 0.000 —0.118 0.000
cl2 —0.032 | —0.032 0.000 —0.033 0.001
cl3 —0.074 | —0.074 0.000 —0.076 0.001
cl4 0.205 0.205 0.000 0.201 0.004
cl5 0.274 0.273 0.001 0.268 0.006
cl6 0.151 0.150 0.000 0.147 0.004
cl7 0.333 0.333 0.001 0.327 0.006
cl8 0.197 0.196 0.000 0.192 0.005
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Vergleich der Regressionsparameter der manipulierten

(Abschnitt 4.4)

S7G Modelle

S7G1 | S7G10 | Differenz | S7TG100 | Differenz
Intercept 5.174 5.176 —0.002 5.191 —0.017
a0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
al 0.425 0.424 0.001 0.419 0.006
a2 1.082 1.081 0.001 1.071 0.011
a3 1.213 1.212 0.001 1.203 0.011
c0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
cl 0.067 0.067 0.000 0.065 0.002
c2 0.106 0.106 0.000 0.103 0.003
c3 0.125 0.124 0.000 0.121 0.004
c4 —0.083 | —0.083 0.000 —0.083 0.000
ch 0.137 0.136 0.000 0.133 0.004
c6 0.056 0.055 0.000 0.052 0.003
c7 0.052 0.052 0.000 0.049 0.003
c8 0.233 0.232 0.000 0.228 0.005
c9 0.066 0.066 0.000 0.063 0.003
c10 0.182 0.181 0.000 0.177 0.005
cll —0.103 | —0.103 0.000 —0.103 0.000
cl2 —0.025 | —0.025 0.000 —0.026 0.001
cl3 —0.068 | —0.068 0.000 —0.069 0.001
cl4 0.214 0.213 0.000 0.209 0.005
clb 0.289 0.288 0.001 0.283 0.006
cl6 0.152 0.152 0.000 0.148 0.004
cl7 0.350 0.349 0.001 0.343 0.007
cl8 0.215 0.214 0.000 0.210 0.005
b0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
bl —0.587 | —0.586 —0.001 —0.580 —0.006
b2 —0.500 | —0.500 0.000 —0.497 —0.004
b3 —0.411 | —0.411 0.000 —0.409 —0.002
b4 —0.464 | —0.464 0.000 —0.461 —0.002
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8 Zusammenfassung

Vergleich der Regressionsparameter der manipulierten S7TP Modelle
(Abschnitt 4.4)

120

S7P S7P1 | Differenz | S7P10 | Differenz | STP100 | Differenz
Intercept | —0.910 2.255 -3.165 4.553 —5.462 6.760 —7.670
a0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
al —1.487 | —1.327 —0.160 | —0.693 —0.794 | —0.103 —1.384
a2 —3.355 | —2.293 —1.062 | —0.507 —2.848 0.615 —-3.970
a3 —5.154 | —2.802 —2.353 | —0.537 —4.617 0.905 —6.059
c0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
cl 1.014 0.876 0.138 0.314 0.700 | —0.266 1.280
c2 0.278 0.067 0.211 | —0.828 1.106 | —1.835 2.113
c3 1.380 1.295 0.084 0.985 0.394 0.681 0.698
c4 0.274 0.334 —0.060 0.428 —0.154 0.404 —0.130
ch 1.130 0.998 0.132 0.516 0.614 0.084 1.045
c6 1.039 1.088 —0.050 1.093 —0.054 0.894 0.145
c7 0.984 0.791 0.193 | —0.041 1.025 | —0.933 1.918
c8 0.524 0.418 0.106 0.033 0.490 | —0.321 0.845
c9 1.094 0.967 0.127 0.538 0.556 0.220 0.874
cl0 0.581 0.413 0.168 | —0.225 0.807 | —0.788 1.370
cll 0.245 0.084 0.161 | —0.488 0.733 | —0.942 1.186
cl2 0.507 0.527 —0.020 0.537 —0.030 0.481 0.026
cl3 —0.109 | —0.183 0.074 | —0.360 0.252 | —0.396 0.287
cl4 0.666 0.444 0.223 | —0.504 1.170 | —1.673 2.339
clb 0.358 0.361 —0.004 0.266 0.091 0.027 0.331
cl6 —0.016 0.125 —0.140 0.459 —0.475 0.662 —0.678
cl7 —0.648 | —0.424 —0.224 0.024 —0.671 0.256 —0.903
cl8§ —0.788 | —0.505 —0.283 | —0.023 —0.766 0.139 —0.927
b0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
bl 2.242 0.054 2.187 | —0.534 2.776 | —0.846 3.088
b2 4.506 1.348 3.158 | —0.957 5.463 | —2.395 6.901
b3 4.964 1.854 3.110 | —0.207 5171 | —1.329 6.293
b4 4.577 1.431 3.146 | —0.811 5.388 | —2.156 6.732




Vergleich der Regressionsparameter der
(Abschnitt 4.4)

manipulierten V3P Modelle

V3P V3P1 Differenz | V3P10 | Differenz | V3P100 | Differenz
Intercept | —15.519 | —10.272 | —5.247 | —7.919 | —7.600 —5.551 —9.967
Al 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
A2 0.184 0.175 0.008 0.119 0.065 —0.008 0.192
A3 0.134 0.137 —0.003 0.160 —0.026 0.210 —0.075
A4 0.420 0.410 0.011 0.341 0.080 0.198 0.222
A5 0.246 0.223 0.023 0.144 0.102 0.339 —0.093
A6 0.564 0.519 0.045 0.273 0.290 —0.044 0.608
A7 —0.266 | —0.329 0.063 —0.329 0.064 —0.136 —0.130
A8 0.081 0.001 0.080 —0.182 0.263 —0.116 0.197
A9 —2.661 | —1.353 —1.308 | —0.327 | —2.334 0.093 —2.754
A10 —-1.721 | —0.790 —0.931 | —0.259 | —1.461 0.039 —1.760
All —7.738 | —6.793 —0.945 | —4.834 | —2.904 —-3.314 —4.424
Al12 —-9.978 | —8.279 —1.699 | —6.183 | —3.795 —3.931 —6.047
Al13 —-9.365 | —7.868 —1.497 | —5.820 | —3.545 —3.528 —5.837
B10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
B11 1.849 —0.025 1.874 0.003 1.845 0.016 1.832
B12 4.854 0.928 3.925 0.558 4.296 0.254 4.600
B13 13.402 8.107 5.295 5.527 7.875 3.645 9.756
B14 13.785 8.550 5.235 6.240 7.545 3.889 9.896
B15 13.773 8.536 5.237 6.226 7.547 3.897 9.876
B16 13.872 8.632 5.240 6.307 7.565 3.914 9.958
B17 13.835 8.598 5.237 6.290 7.545 3.959 9.876
B18 13.949 8.710 5.239 6.400 7.549 4.074 9.875
B19 14.037 8.793 5.244 6.457 7.579 4.023 10.014
B20 13.992 8.724 5.268 6.184 7.808 3.940 10.052
B21 8.424 2.374 6.051 0.477 7.947 —0.150 8.574
B22 5.676 1.189 4.487 0.416 5.260 0.017 5.659
B23 5.577 0.965 4.612 0.279 5.298 —0.038 5.615
B24 4.725 0.552 4.172 0.120 4.605 —0.320 5.045
B25 5.160 0.593 4.567 —0.024 5.183 —0.382 5.542
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8 Zusammenfassung

R Output des Modells S6G1 (Abschnitt 4.5)

Call:
glm(formula = S_SB1 ~ offset(-log(S_B)) + a + ¢, family = Gamma (link = "log"),
weights = S_J)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-27.33 -6.91 -3.01 1.84 15.64

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

Intercept 4.7271 0.1048 45.11 < 2e-16 x*x*
al 0.4254 0.0538 7.91 5.2e-14 *x%*
a2 1.0814 0.1595 6.78 6.4e-11 x*%
a3 1.2188 0.4603 2.65 0.0085 *%
cl 0.0648 0.1213 0.53 0.5935

c2 0.1085 0.1369 0.79 0.4288

c3 0.1177 0.1180 1.00 0.3191

c4d -0.0776 0.1377 -0.56 0.5735

c5 0.1306 0.1217 1.07 0.2840

c6 0.0511 0.1224 0.42 0.6764

c7 0.0464 0.1239 0.37 0.7082

c8 0.2314 0.1345 1.72 0.0864

c9 0.0570 0.1211 0.47 0.6381

cl0 0.1761 0.1347 1.31 0.1921

cll -0.1183 0.1387 -0.85 0.3943

cl2 -0.0322 0.1334 -0.24 0.8093

cl3 -0.0744 0.1496 -0.50 0.6194

cl4 0.2050 0.1305 1.57 0.1171

cl5 0.2737 0.1375 1.99 0.0474
clé 0.1508 0.1500 1.01 0.3154

cl7 0.3333 0.1853 1.80 0.0730

cl8 0.1968 0.1920 1.02 0.3062

Signif. codes: 0 ’"#*%x’” 0.001 "%x" 0.01 "’ 0.05 ".” 0.1 " " 1
(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 36.8)

Null deviance: 22474 on 319 degrees of freedom
Residual deviance: 16416 on 298 degrees of freedom

AIC: -241004

Number of Fisher Scoring iterations: 4
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R Output des Modells S7TG1 (Abschnitt 4.5)

Call:

glm(formula = S_SB1 = offset(-log(S_B)) + a + ¢ + b, family =

weights = S_J)

Deviance Residuals:
Min 10 Median
-27.39 -6.87 -2.81

Coefficients:

Estimate Std.
Intercept 5.1743 0
al 0.4247 0
a2 1.0821 0
a3 1.2132 0
cl 0.0675 0
c2 0.1065 0
c3 0.1247 0
c4d -0.0828 0
c5 0.1367 0
c6 0.0556 0
c7 0.0518 0
c8 0.2329 0
c9 0.0659 0
cl0 0.1815 0.
cll -0.1028 0
cl2 -0.0250 0
cl3 -0.0676 0
cl4 0.2135 0
cl5 0.2890 0
clé 0.1520 0
cl7 0.3499 0
cl8 0.2148 0
bl -0.5866 0
b2 -0.5002 0
b3 -0.4112 0
b4 -0.4638 0
Signif. codes: 0 "*%x%x’ 0.

(Dispersion parameter for

Null deviance: 22474
Residual deviance: 16151
AIC: -242858

30 Max
1.40 14.88

Error t value Pr(>|t])

.3606 14.35 < 2e-16 xxx%

.0499 8.50 9.5e-16 *x*x*
.1480 7.31 2.5e-12 %%
L4272 2.84 0.0048 *x*
L1126 0.60 0.5495
L1271 0.84 0.4029
.1095 1.14 0.2559
.1280 -0.65 0.5179
.1130 1.21 0.2274
L1137 0.49 0.6251
L1151 0.45 0.6532
.1249 1.87 0.0631
.1125 0.59 0.5584
1251 1.45 0.1479
.1288 -0.80 0.4255
L1239 -0.20 0.8401
.1389 -0.49 0.6271
L1211 1.76 0.0790
L1277 2.26 0.0243 =«
L1392 1.09 0.2758
L1721 2.03 0.0429 =
.1784 1.20 0.2294
.3630 -1.62 0.1072
.3491 -1.43 0.1530
.3486 -1.18 0.2391
.3492 -1.33 0.1851

001 "*x" 0.01 "x" 0.05 ".” 0.1 7 7 1

Gamma family taken to be 31.7)

on 319 degrees of freedom

on 294 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring iterations: 2

Gamma (link = "log"),
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8 Zusammenfassung

R Output des Modells S6P1 (Abschnitt 4.5)

Call:
glm(formula = S_SB1 ~ offset(offs) + a + ¢, family = poisson,
weights = (S_B * S_J)/S_D)

Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-12.27 -2.24 -0.54 1.57 15.67
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])

Intercept 3.4618 0.0677 51.16 < 2e-16 *x*x*
al -1.3144 0.0308 -42.63 < 2e-16 *+*x
a2 -2.1518 0.0478 -45.05 < 2e-16 *#*x
a3 -2.5197 0.0630 -40.02 < 2e-16 *#*x
cl 0.8437 0.0799 10.55 < 2e-16 x*x
c2 0.0461 0.0934 0.49 0.62149

c3 1.2746 0.0759 16.80 < 2e-16 x*x
c4 0.3218 0.0880 3.65 0.00026 #xx*
c5 0.9774 0.0786 12.43 < 2e-16 **x%
c6 1.0641 0.0777 13.69 < 2e-16 x*%
c7 0.7582 0.0810 9.36 < 2e-16 x*%
c8 0.3969 0.0865 4.59 4.5e-06 #*xx*
c9 0.9551 0.0790 12.09 < 2e-16 #**x%
clo 0.4018 0.0868 4.63 3.7e-06 *xx*
cll 0.0858 0.0934 0.92 0.35847

cl2 0.5148 0.0848 6.07 1.3e-09 x*x
cl3 -0.1546 0.1001 -1.54 0.12239

cl4 0.4316 0.0861 5.01 5.4e-07 #*xx*
cl5 0.3372 0.0875 3.85 0.00012 #*xx*
clé6 0.1548 0.0928 1.67 0.09531

cl7 -0.3958 0.1073 -3.69 0.00023 #*xx*
cls8 -0.5037 0.1100 —-4.58 4.7e-06 #xx*

Signif. codes: 0 ’"#*%x’" 0.001 "%x" 0.01 "’ 0.05 7".” 0.1 " " 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 12004.9 on 319 degrees of freedom
Residual deviance: 4881.6 on 298 degrees of freedom

AIC: Inf

Number of Fisher Scoring iterations: 13
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R Output des Modells S7TP1 (Abschnitt 4.5)

Call:
glm(formula =

weights =

S_SB1

Deviance Residuals:

Min 10 Median
-6.124 -1.731 -0.653
Coefficients:

offset (offs)
(S_B » S_J)/S_D)

Estimate Std.

Intercept 2.
al -1.
a2 -2.
a3 -2.

cl
c2
c3
c4
c5
c6
c7
c8
c9
clo

cl2

cl3 -
cl4

cl5

clé6

cl7 -
cls -
bl

b2

b3

b4

Signif. codes:

0
0
1
0
0
1
0
0
0
0
cll 0.
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1

2552
3267
2929
8015
.8762
.0668
.2952
.3338
.9981
.0882
L7907
L4175
L9671
L4133
0842
.5268
.1826
. 4437
.3612
.1249
.4238
.5052
.0542
.3476
.8542
L4306

0 7xxx" 0.

O O O O O O O O O O O O O O O O O O o o o o o o o o

30

1.001

Erro

.0836
.0308
.0478
.0630
.0799
.0934
.0759
.0880
.0786
L0777
.0810
.0865
.0790
.0868
.0934
.0848
L1001
.0861
.0875
.0928
L1073
.1100
.0695
.0564
.0543
.0560

001

12.

r z value
26.
-43.
—47.
-44.
10.

0.

17.

3.

12.

14

9.
4.

12

-3.
-4.

0.
23.
34.
25.

[~

+ a + c + b,

Max

644

97
03
99
44
96
71
07
79
70
.01
77
83
.25
.76
.90
.22
.82
.15
.13
.35
95
59
78
89
18
56

0.01

Pr(>]z])
2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
2e-16

.47477
2e-16

.00015
2e-16
2e-16
2e-16

.4e-06
2e-16

.9e-06

.36718

.1le-10

.06806

.6e-07

.6e-05

.17834

.9e-05

.4e-06

.43527
2e-16
2e-16
2e-16

A AN AN O b J O WD o ol o A RFP A A A O A O A AN AN AN A

"’ 0.05

family =

* kK

* kK

* kK

* * x

* * x

* Kk x

* K Kk

* K Kk

* K Kk

* KK

* KK

* KK

* KK

* * K

* kK

* kK

* x x

* * x

* Kk Kk

* K Kk

* K Kk

’

’

0.1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance:

Residual deviance:

AIC: Inf

12004.9
2056.3

on

on

319
294

degrees of freedom

degrees of freedom

Number of Fisher Scoring iterations: 14

poisson,

’

’

1
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8 Zusammenfassung

R Output des Modells V3P1 (Abschnitt 4.5)

Call:
glm(formula = V_SB1 = offset(offs) + A + B, family = poisson,
weights = 1/0ffs)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 30 Max
-10.302 -0.563 2.174 5.372 20.725

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z])

Intercept -1.03e+01 7.64e-02 —-134.48 < 2e-16 *xx
A2 1.75e-01 3.76e-02 4.66 3.1e-06 *xx*
A3 1.37e-01 4.38e-02 3.13 0.00172 *x
A4 4.10e-01 4.24e-02 9.66 < 2e-16 *xx
A5 2.23e-01 5.12e-02 4.36 1.3e-05 #xx*
Ab 5.19e-01 4.78e-02 10.86 < 2e-16 x*x
A7 -3.29%e-01 8.51le-02 -3.87 0.00011 #xx*
A8 7.59e-04 8.27e-02 0.01 0.99267

A9 -1.35e+00 1.40e-01 -9.68 < 2e-16 *x*
AlQ -7.90e-01 1.68e-01 -4.72 2.4e-06 #xx*
All -6.79e+00 1.51e-01 -45.06 < 2e-16 x*x
Al2 -8.28e+00 1.53e-01 -53.93 < 2e-16 x*x
Al3 -7.87e+00 3.35e-01 -23.49 < 2e-16 xx**
B11 -2.53e-02 1.52e-01 -0.17 0.86782

B12 9.28e-01 1.47e-01 6.30 3.0e-10 *xx
B13 8.11e+00 1.20e-01 67.42 < 2e-16 x#*x*
Bl4 8.55e+00 8.37e-02 102.13 < 2e-16 x*x
B15 8.54e+00 8.02e-02 106.44 < 2e-16 =x*x
B16 8.63e+00 7.96e-02 108.42 < 2e-16 x*x
B17 8.60e+00 7.88e-02 109.10 < 2e-16 x*x
B18 8.71e+00 8.10e-02 107.50 < 2e-16 x*x
B19 8.79e+00 8.24e-02 106.68 < 2e-16 x*x
B20 8.72e+00 9.5%e-02 90.93 < 2e-16 %%
B21 2.37e+00 1.63e-01 14.58 < 2e-16 **x
B22 1.19e+00 1.38e-01 8.63 < 2e-16 *#*x*
B23 9.65e-01 1.29e-01 7.49 6.9e-14 Hxx%
B24 5.52e-01 1.25e-01 4.41 1.0e-05 #xx*
B25 5.93e-01 2.02e-01 2.94 0.00329 *«

Signif. codes: 0 ’"#*%x’" 0.001 "%%’ 0.01 "%’ 0.05 ’".” 0.1 " " 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 81336.1 on 183 degrees of freedom
Residual deviance: 6418.1 on 156 degrees of freedom

AIC: Inf

Number of Fisher Scoring iterations: 15
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Entwicklung der Vuong Teststatistik fiir die Wahl nicht genesteter Poisson-
verteilter Modelle (Abschnitt 6.3.1)

Die Teststatistik zum Vergleich nicht genesteter Poisson-verteilter Modelle hat die Form:

_ LR,(\, &)
Vi,

\'4
mit k=Y. k; und

~E ~E R
LRk(Alm E)=L£(>\ ) — Li(&y)

m m  k;
— ZZIogf (SBy| X A —ZZOgg (SBy;| 25 6F)
=1 j=1 i=1 j=1
= ZZUU [AZE_SBM log (Af) +10g(SBij!)] — log (ci)
=1 j5=1
B;
_uw' [ — SBijlog (&) + log (SBi;!)] + log(dy;)
und
~ 2 ~ 2
UA)Q — lii lOg SBz]lej;AE) o lizll o f(SBzJ|XZJ,AE)
’ k =1 =1 SBZJ|ZZj7dE> k —1 i—1 g(SBW|Zz];&E
1= .]_ 1= ]_

uijB; T4 .
- AF — 5B log (AF +log (SBy!) )| -~ log(cy)
B UZZJDBl (a7 — SByjlog (& +log (SBy!))] + log(dy;)-

Da in diesem Fall die beiden Modelle eine unterschiedliche Anzahl an geschéitzten Para-
meter haben ist ein Korrekturfaktor notwendig. SchliefSlich erhélt man folgende Teststa-
tistik:

— E ~E
IR, &F) LR, &)~ K(p.g)

vV _
Vi Vi

(8.1)

mit

K (p.q) = § log(k) — 7 log(k),
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8 Zusammenfassung

wobei p die Anzahl der geschitzten Parameter des Modells f und ¢ die Anzahl der

geschitzten Parameter des Modells g ist.

Fiir Hypothese und Alternative ergibt sich:
H : Modelle des S Datensatzes wversus K : Modelle des V Datensatzes

Verwerfe H zum Niveau «, falls V' < za. Fiir ze <V < z1_q trifft der Vuong Test keine

Entscheidung, H wird weder verworfen noch nicht verworfen.

Entwicklung der Distribution-Free Teststatistik fiir die Wahl nicht genesteter
Poisson-verteilter Modelle (Abschnitt 6.3.2)

Hier werden nicht genestete Modelle mit dem Distribution-Free Test verglichen. Die Test-
statistik fiir die Poisson-verteilten Modelle sieht wie folgt aus:
m k;
B = L (0.+00) (ti5)

i=1 j=1

mit

ti; = log (f (SBij‘Xiﬁ XE)) — log (9 (SBij,Zij;é‘E))

’LBZ N ~
= ulgz [AIE — S5Bjjlog (x\f + log (SBZ-]-!)H — log(cij)

firi =1,...,m; 7 =1, ..., k;. Auch hier ist durch die unterschiedliche Anzahl der geschétz-

ten Parameter in den Modellen ein Korrekturfaktor notwendig.

p q
K(p,q) = ok log(k) — % log (k)

Schliefllich erhalt man:

m  k;

B = I (0,40 (ti5) (8:2)

i=1 j=1

mit

tij = log (f (SBy|Xij; b, D)) — log (9 <SBij|Zij§ &E,B» — K(p,q)
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firi=1,....m; 7 =1,....k;, wobei p die Anzahl der geschétzten Parameter des Modells

f und ¢ die Anzahl der geschéitzten Parameter des Modells g ist.

Die Hypothese und die Alternative sind gegeben durch:
H : Modelle des S Datensatzes wversus K : Modelle des V Datensatzes

Verwerfe H, falls B < £ mit k=" k.
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8 Zusammenfassung

R Packet

dist.vuong

Distribution Free and Vuong Test for Gamma or Poisson
distribution

Description

Usage

Arguments
X

mu.f, mu.g

nu.f, nu.g

weights

penalty

Details

References

130

dist.vuong compares two nested or nonnested models. The
Distribution-Free Test and the Vuong Test for weighted or non
weighted Gamma or Poisson distributed models is calculated.

dist.vuong( x , mu.f , mu.g , nu.f , nu.g ,
weight, penalty , distribution = " G ")

a numeric vector, the observed data

a numeric vector of the same length than X. One wants to compare
the expectation for the two models f and g.

1/dispersion for models f and g

a numeric vector of length x, if no weights are needed:
weights =1

-(p-q) /2 with p and q number of parameters of the statistical
models f and g

dist.vuong returns an vector of length 2. The first value is the
value of the Distribution-Free Test the second one is the value of
the Vuong Test.

Vuong, Q. (1989) Likelihood Ratio Tests for Model Selection and
nonnested Hypotheses. Ecometrica.

Clarke K. A. (2003) A simple Distribution-Free Test for nonnested
Hypotheses. Political Analysis.
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