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Zusammenfassung

Ausgehend von der Problemstellung, grofse Datenmengen effizient auf bestimmte Struktur-
eigenschaften zu untersuchen, wird in dieser Arbeit ein Algorithmus entwickelt, mit dem
man fiir eine Punktmenge A in einem beliebigen Euklidischen Raum eine kleine und den-
noch fiir gewisse Struktureigenschaften von A aussagekréftige Teilmenge bestimmen kann.
Diese sogenannte Menge der Charakteristischen Eckpunkte von A wird als Losung eines ma-
thematischen Optimierungsproblems aus der Menge der Extremalpunkte von A ermittelt.
Um zu zeigen, wie sich der Aufwand der Strukturerkennung durch diese Vorgehensweise
reduzieren lésst, wird ein Algorithmus zur Bestimmung approximativer n-Symmetrien von
Punktmengen in Euklidischen Rdumen beliebiger Dimension entwickelt. Dieser Algorith-
mus ermoglicht durch die Zuordnung von Symmetriewerten insbesondere die Erkennung
approximativer unvollstdndiger und approximativer verzerrter Symmetrien.
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Kapitel 1

Einleitung

Loymmetrie, ob man thre Bedeutung weit oder eng fasst, ist eine Idee, vermd-
ge derer der Mensch durch die Jahrtausende seiner Geschichte versucht hat,
Ordnung, Schonheit und Vollkommenheit zu begreifen und zu schaffen.” [48]

Wie erkennt ein Mensch ihm bekannte Objekte? Was sind die charakteristischen Merk-
male, anhand derer der Mensch ein Strafenschild, eine bestimmte Person oder ein be-
kanntes Gerdusch identifiziert? Das sind Fragen, an denen sich die Entwicklung optimaler
Strukturerkennungsalgorithmen in dieser Arbeit orientiert. Der Mensch mit seinen heraus-
ragenden kognitiven Fahigkeiten gilt hierbei in vielen Féllen als Vorbild fiir Computeral-
gorithmen. Denn er ist in der Lage, aus Erfahrungen zu lernen und zukiinftige Entschei-
dungen in Abh#ngigkeit von den gemachten Erfahrungen zu treffen. Auf diese Weise wird
das Verhiltnis zwischen dem Aufwand der Wahrnehmung und der Genauigkeit bzw. der
Korrektheit der daraus resultierenden Schliisse optimiert.

Die Frage, wie man kognitive Féahigkeiten fiir technische Systeme nutzen kann, ist ele-
mentar fiir die Weiterentwicklung von Systemen, welche den Menschen in gewissen Anwen-
dungen unterstiitzen oder auch ersetzen kénnen. Das Exzellenzcluster CoTeSys (,,Cognition
for technical Systems”), in dessen Rahmen diese Arbeit geférdert wurde, befasst sich mit
dieser Fragestellung.

1.1 CoTeSys

Im Exzellenzcluster CoTeSys, das von der Technischen Universitdt Miinchen koordiniert
wird, arbeiten Wissenschaftler aus verschiedenen Fachrichtungen eng zusammen. Dabei
werden Algorithmen, die technischen Systemen, wie zum Beispiel Fahrzeugen, Robotern
oder Fabriken, die Fahigkeit zum kognitiven Handeln ermd&glichen, sowohl entwickelt als
auch umgesetzt.

Unter kognitivem Handeln versteht man reflexives und gewohnheitsméfiges Verhalten
unter Beriicksichtigung langfristiger Ziele. Kognitive technische Systeme sind in der La-
ge Dinge wahr zu nehmen, wichtige Informationen aus dem Wahrgenommenen zu filtern
und zu speichern, aus fritheren Erkenntnissen zu lernen und dadurch effektive verbesser-
te Handlungen zu planen, sowie diese durchzufithren. Dadurch kénnen zum Beispiel die
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Zuverlassigkeit, Flexibilitat und Adaptivitdt der Systeme und somit deren Leistungsfahig-
keit verbessert werden. So wird es effizienter und sicherer, mit ihnen zu interagieren und
zusammenzuarbeiten.

In einer komplexen Umgebung ist der Mensch einer Vielzahl an visuellen und akusti-
schen Einfliissen ausgesetzt. Der Mensch ist aufgrund seiner Erfahrungen und seiner Lern-
fahigkeit in der Lage, seine Aufmerksamkeit so zu steuern, dass er die fiir ihn wichtigen
FEinfllisse herausfiltert. Um technische Systeme mit kognitiven Fihigkeiten auszustatten,
ist es daher von grofer Bedeutung, dass man diesen Systemen ermdglicht, auf Algorithmen
zuzugreifen, mit deren Hilfe sie mit moglichst geringem Aufwand Input-Daten auf be-
stimmte Struktureigenschaften untersuchen kénnen. In dieser Arbeit wird die Idee fiir eine
Klasse neuer Algorithmen entwickelt, die benutzt werden kénnen um grofe Mengen von
Daten, wie zum Beispiel Video- oder Audio-Daten, effizient zu speichern und hinsichtlich
charakteristischer Merkmale zu analysieren.

Wichtige charakteristische Merkmale sind zum Beispiel die Symmetrieeigenschaften
der Daten. Daher orientieren wir uns in dieser Arbeit hinsichtlich der zu entwickelnden
Algorithmen an Fragen der Symmetrieerkennung.

1.2 Symmetrieerkennung

Symmetrie ist in der Natur sowie im alltdglichen Leben ein in vielfaltiger Weise vorhan-
denes und weitverbreitetes Merkmal. Dariiber hinaus enthalten viele industriegefertigte
Giiter Symimetrien, die einerseits die Funktionalitdt und das Design verbessern und ande-
rerseits die Herstellung vereinfachen. Die Erkennung solcher Symmetrien ist aus diversen
Griinden interessant. Fiir viele Objekte ist zum Beispiel die Symmetrie ein charakteristi-
sches Merkmal. Solche Objekte kénnen unter anderem durch das Erkennen ihrer Symmetrie
identifiziert werden. Symmetrieeigenschaften von Objekten konnen aukerdem benutzt wer-
den, um diese Objekte ideal darzustellen (z.B. als Flichenbegrenzungsmodelle im Rahmen
eines Reverse Engineering-Prozesses [21], [39]). Die Grofe der zu speichernden Daten kann
dariiber hinaus durch nachgewiesene Symmetrien in diesen Daten reduziert werden. Neben
der Verringerung des Speicherbedarfs fiihrt das auch dazu, dass der Aufwand fiir weitere
Analysen dieser Daten verringert werden kann.

Daher wurden bereits verschiedene Algorithmen zur Erkennung von Symmetrien ent-
worfen. Die Vorgehensweisen der Algorithmen unterscheiden sich dabei stark, was ins-
besondere daran liegt, dass sie fiir verschiedene Anwendungsszenarien geeignet sind. Die
unterschiedlichen Algorithmen lassen sich anhand verschiedener Kriterien klassifizieren.

Ein Objekt wird als symmetrisch bezeichnet, wenn es unter bestimmten Transfor-
mationen invariant ist. Diese Transformationen lassen sich in Spiegelungen, Drehungen
und Kombinationen aus beiden (Drehspiegelungen) einteilen. Entsprechend unterschei-
det man die Symmetrieerkennungsalgorithmen, je nachdem ob sie Spiegelsymmetrien oder
Rotationssymmetrien (Drehsymmetrien) erkennen. Wéhrend ein d-dimensionales Objekt
(d € N\ {1}) spiegelsymmetrisch ist, wenn es durch eine Spiegelung an einer (d — 1)-
dimensionalen Hyperebene auf sich selbst abgebildet wird, besitzt ein d-dimensionales Ob-
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jekt eine n-Rotationssymmetrie (oder n-Symmetrie) (n € N\ {1}), wenn es durch eine
(bzw. mehrere fiir d > 3) Drehung(en) um den Winkel 2° um einen (d — 2)-dimensionalen
Raum (bzw. mehrere (d — 2)-dimensionale Rdume) auf sich selbst abgebildet wird.

Die meisten Symmetrieerkennungsalgorithmen in der Literatur befassen sich mit der
Suche nach Spiegelsymmetrien (z.B. [26], [37], [49]). Hingegen existieren vergleichsweise
wenige Verfahren, die zur Erkennung von Rotationssymmetrien geeignet sind. Fiir viele
Objekte ist allerdings eine n-Symmetrie ein besonders aussagekraftiges Strukturmerkmal,
weil aus bestimmten n-Symmetrien verschiedene Spiegelsymmetrien der Objekte folgen.
Wir wollen in dieser Arbeit daher einen Algorithmus entwickeln, mit dem man speziell
Rotationssymmetrien erkennen kann.

Objekte, die auf mdogliche Symmetrien untersucht werden, kénnen auf verschiedene
Arten dargestellt werden. Unser Ziel ist es, einen Symmetrieerkennungsalgorithmus einzu-
fiihren, der méglichst allgemein anwendbar ist. Daher wird der hier entworfene Algorithmus
auf Punktmengen operieren. Wihrend es insbesondere im Bereich der Computer Vision Al-
gorithmen gibt, die Symmetrien ausschlieflich in Digitalbildern erkennen (z.B. [19], [35]),
lasst sich ein auf Punktmengen operierender Algorithmus fiir etliche Anwendungsszenari-
en gebrauchen. Alle Objekte, die wir auf Symmetrien untersuchen wollen, lassen sich als
Punktmengen in unterschiedlich dimensionalen euklidischen Rdumen darstellen.

Je nachdem ob man in einer Punktmenge nach lokalen (z.B. [33]) oder globalen (z.B.
[27]) Symmetrien sucht, ob man mégliche perspektivische Verzerrungen (z.B. [31]) oder
unvollstindige Punktmengen (z.B. [32]) beriicksichtigt, eignen sich verschiedene Vorge-
hensweisen. Um zu testen ob ein Objekt n-symmetrisch ist, werden wir uns der Frage
widmen, wie man die das Objekt darstellende Punktmenge effektiv auf globale Symme-
trien untersuchen kann. Dabei werden wir gesondert darauf eingehen, wie man mogliche
n-Symmetrien auch dann erkennt, wenn die Darstellung unvollstindig oder perspektivisch
verzerrt ist.

Eine entscheidende Frage ist, ob man nach exakten oder nach approximativen Symme-
trien sucht. Algorithmen zur Suche nach exakten Symmetrien in Objekten oder Punktmen-
gen wurden in vielen verschiedenen Ausarbeitungen vorgestellt und analysiert. Fs existiert
ein optimaler Algorithmus zur exakten Symmetrieerkennung in Punktmengen im R? oder
im R? mit einer Komplexitit (d.h. einem Rechenaufwand in Abhingigkeit von der Input-
grofe) von O(mlogm) ([49]). Dabei bezeichnet m die Anzahl der Punkte. Algorithmen,
die zwei Punktmengen im R? (d € NAd > 3) auf Kongruenz iiberpriifen (z.B. [3], Komple-
xitdt: O(m92logm)) konnen verwendet werden um zu iiberpriifen, ob eine Punktmenge
A C R? exakt n-symmetrisch ist.

Die Suche nach approximativen Symmetrien ist weitaus komplexer und differenzierter.
Es gibt verschiedene Ansétze zur Definition einer approximativen Symmetrie. Man kann
eine Aquivalenzrelation definieren, die zwei Abstinde als dquivalent definiert, wenn sie
sich hochstens um einen Fehler € € RT unterscheiden ([32], [33]). Eine andere Moglichkeit
besteht darin, Symmetrie nicht als eine Boolesche Eigenschaft, also als entweder existent
oder als nicht existent, anzusehen, sondern als eine Art stufenlose Eigenschaft zu interpre-
tieren. Dazu wird einer Punktmenge oder einem Objekt ein bestimmter Symmetriewert
zugeordnet ([54]).
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Naturgegebene Symmetrien werden im Regelfall nicht ganz exakt sein. In den meis-
ten realen Anwendungen werden aber selbst exakte Symmetrien kaum als solche erkannt
werden konnen. Fehler in der Darstellung durch Modelle (wie z.B. durch Punktmengen)
kénnen aus verschiedenen Griinden dazu fiithren, dass keine exakte, sondern lediglich eine
approximative Symmetrie zu erkennen ist. Die Abweichungen beruhen dabei unter ande-
rem auf Ungenauigkeiten durch die diskrete Darstellung oder Schatteneffekten. Wir werden
uns in dieser Arbeit daher der Suche nach approximativen Symmetrien widmen und dafiir
unter anderem eine geeignete Definition fiir einen Symmetriewert einfiihren.

Die unterschiedlichen Ansétze zur Symmetriesuche sind verschieden aufwendig. Wéh-
rend, wie oben bereits erwihnt, eine exakte Symmetrie einer Punktmenge A C R? (d €
{2,3}) mit |A] = m in O(mlogm) ermittelt werden kann, hangt der Aufwand zur Be-
stimmung von approximativen Symmetrien unter anderem von der Frage ab, wie man eine
approximative Symmetrie genau definiert. So wurde gezeigt, dass das Finden von approxi-
mativen Symmetrien in der Ebene ein NP-schweres Problem ist, wenn eine approximative
Symmetrie so definiert ist, dass es eine exakte Symmetrie geben muss, die der approxima-
tiven Symmetrie, bis zu einem bestimmten Mafs, dhnlich ist (|28]). Ordnet man hingegen
einer Punktmenge eine approximative n-Symmetrie zu, wenn sie durch eine Drehung um
den Winkel 2% ungefihr, also innerhalb einer gewissen Toleranz, auf sich selbst abgebil-
det wird, so gibt es Algorithmen, die approximative Symmetrien mit einer Komplexitét
von einer hohen polynomiellen Ordnung (O(m?)) finden ([3]). Folgerichtig muss man sich
die Frage stellen, ob es moglich ist, eine mdglichst kleine Teilmenge der zu untersuchen-
den Punktmenge zu finden, deren Symmetrieeigenschaften charakteristisch fiir die globalen
Symmetrieeigenschaften der gesamten Punktmenge sind. So eine Teilmenge erhélt man zum
Beispiel durch das Abtasten an bestimmten Stellen ([54]). Eine andere Moglichkeit besteht
darin, Punkte, die einen geringen Abstand zueinander haben, zu Clustern zusammenzufas-
sen ([39]). Mit der Clusterbildung lasst sich zwar die Komplexitéit der Symmetrieerkennung
reduzieren (O(m3°(logm)*) [39]), allerdings lassen sich solche Cluster in diversen Anwen-
dungen nicht ohne Probleme bilden und die Abtast-Methode kann unter Umstdnden zu
sehr ungenauen Ergebnissen fiithren.

Wir werden in dieser Arbeit eine Teilmenge A C A definieren, die die Ecken einer zu
untersuchenden Punktmenge A € R% (d € N\ {1}) reprisentieren soll. Dabei ist A ei-
ne Teilmenge der Ecken der konvexen Hiille von A. Die konvexe Hiille einer Punktmenge
lisst sich mit vergleichsweise geringem Aufwand bestimmen. Fiir Punktmengen im R? und
R? mit m Punkten betriigt der durchschnittliche Aufwand O(mlogm) ([5]). Alle weiteren
Schritte des Symmetrieerkennungsalgorithmus operieren lediglich auf der Menge der Ecken
der konvexen Hiille, die in der Regel nicht entscheidend grofer wird, wenn man die An-
zahl der Punkte in der gesamten Punktmenge erhéht ([41]). Mit vergleichsweise geringem
Aufwand werden wir mit unserem Algorithmus entscheiden, ob die konvexe Hiille einer
Punktmenge eine approximative n-Symmetrie besitzt. Das ist insbesondere unter Betrach-
tung der folgenden Aspekte ein hilfreiches Ergebnis:

Einerseits gilt, wie wir in dieser Arbeit beweisen werden, fiir jede Punktmenge A C R¢ (d €
N\ {1}) die n-symmetrisch ist, dass ihre konvexe Hiille auch n-symmetrisch sein muss. Da-
her kann man mogliche n-Symmetrien einer Punktmenge ausschlieften, wenn ihre konvexe
Hiille nicht n-symmetrisch ist.

Andererseits gibt es etliche Anwendungen, in denen bereits die Symmetrieeigenschaften der
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konvexen Hiille als charakteristisches Merkmal von Interesse sind. Als Beispiel sei hier die
Erkennung der 8-Symmetrie einer Punktmenge erwihnt, die die rote Fliche eines Stopp-
Schildes reprasentiert (sieche Abbildung 1.1). Wéhrend die konvexe Hiille der Punktmenge
8-symmetrisch ist und diese Symmetrie mit Hilfe des entwickelten Algorithmus nachgewie-
sen werden kann, ist die gesamte Punktmenge auf Grund des unsymmetrischen Schriftzuges
in der Mitte des Schildes nicht symmetrisch. Die dufere Form und damit auch die Sym-
metrieeigenschaften sind allerdings wichtige Merkmale von Strafenschildern und insofern
ist auch ihre Erkennung von grofser Bedeutung.

Abbildung 1.1: Stopp-Schild

1.3 Ziel der Arbeit

Wir werden in dieser Arbeit einen Algorithmus zur Erkennung von Rotationssymmetrien
entwickeln, der die folgenden Eigenschaften besitzt:

e Der Algorithmus ist allgemein anwendbar. Da sich Objekte und Datensédtze aus un-
terschiedlichen Anwendungen als Punktmengen in verschieden dimensionalen eukli-
dischen Rdumen darstellen lassen, operiert unser Algorithmus allgemein auf Punkt-
mengen im R? (d € N\ {1}).
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e Der Algorithmus findet Symmetrien in Punktmengen, die moglicherweise aus rea-
len Anwendungen stammen. Da man bei solchen Punktmengen mit einer gewissen
Ungenauigkeit rechnen muss, beschrinkt sich unser Algorithmus nicht auf die Er-
kennung exakter Symmetrien, sondern ermoglicht durch die Zuordnung geeigneter
Symmetriewerte auch die Bestimmung approximativer Symmetrien.

e Die Erkennung der n-Symmetrien ist resistent gegen gewisse Fehler in der Darstel-
lung. Es werden auch unvollstindige und perspektivisch verzerrte Symmetrien be-
stimmt.

e Der Algorithmus erkennt mogliche Symmetrien in einer Punktmenge A C R? auf eine
effiziente Weise. Die wenig aufwendige Bestimmung einer charakteristischen Teilmen-
ge von A ldsst eine Symmetrieerkennung mit einem vergleichbar geringen Aufwand
Zu.

Damit leistet diese Arbeit vor allem hinsichtlich der folgenden Aspekte einen wesentli-
chen wissenschaftlichen Beitrag im Vergleich zu den bisherigen Verfahren aus der Literatur.

1. Die Erkennung approximativer n-Symmetrien ist in Punktmengen in beliebig di-
mensionalen euklidischen R&umen moglich. Wahrend sich andere Algorithmen zur
Erkennung approximativer Symmetrien unseres Wissens nach auf Punktmengen im
R? (d € {2,3}) beschrianken (z.B. [27], [33], [45]), werden wir zeigen, dass sich alle
Schritte unseres Algorithmus auch zur Erkennung approximativer n-Symmetrien in
d-dimensionalen (d € N A d > 3) Punktmengen anwenden lassen.

2. Es wird ein Symmetriewert fiir Punktmengen in beliebig dimensionalen euklidischen
Ré&umen eingefiihrt, der sich von dem Symmetriewertbegriff aus der Literatur (|54])
darin unterscheidet, dass er ohne die Bestimmung einer exakt symmetrischen Punkt-
menge berechnet werden kann. Dariiber hinaus werden auch Punktmengen, die Ob-
jekte durch Parallel- und Perspektivprojektion verzerrt darstellen, sinnvolle Symme-
triewerte zugeordnet.

3. Wir definieren fiir eine Punktmenge A C R? die sogenannte Menge der Charakteris-
tischen Eckpunkte A C A. Auferdem geben wir fiir die verschiedenen Dimensionen
Algorithmen an, mit denen man A bestimmen kann und beweisen die Funktionalitiit
dieser Algorithmen. Dariiber hinaus zeigen wir anhand von Beispielen und theoreti-
schen Uberlegungen zur konvexen Hiille, dass A C A eine geeignete Teilmenge ist,
um A auf mogliche n-Symmetrien zu untersuchen. Damit kénnen wir die Komplexi-
tat der approximativen n-Symmetrieerkennung, je nach dem Verhéltnis von |A| und
der Anzahl der Ecken der konvexen Hiille von A, im Vergleich zu anderen Verfahren
deutlich reduzieren.

4. Die Menge der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge ist so definiert, dass
sie auch zur effizienten Erkennung anderer Strukturmerkmale als der Symmetrieei-
genschaften von Punktmengen verwendet werden kann, was wir anhand von Beispie-
len zeigen werden.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 7

1.4 Uberblick

Weiterhin ist die Arbeit folgendermafen gegliedert.

Erkennung approximativer Symmetrien

In Kapitel 2 werden wir ein Verfahren einfiihren, mit dem man zum Beispiel ein Objekt
auf einem Digitalfoto als eine Punktmenge A C R? darstellen kann. In Abbildung 1.2 ist so
eine Punktmenge abgebildet, die die grofte zusammenhéngende rote Fliche in Abbildung
1.1 reprasentiert.

500 550 600 850 700 730

Abbildung 1.2: Darstellung Stopp-Schild

Aufierdem werden wir definieren, wie fiir eine Punktmenge A C R? in unserem Al-
gorithmus die Symmetriewerte beziiglich der verschiedenen n-Symmetrien (n € N\ {1})
bestimmt werden. Dabei wird diese Definition mit dem iiblichen Symmetriewertbegriff aus
der Literatur (|54]) verglichen. Dariiber hinaus legen wir fest, ob und wie wir der Punkt-
menge A eine approximative n-Symmetrie zuordnen. Diese Definitionen lassen sich fiir
Punktmengen im R? (siehe Kapitel 5) und Punktmengen im R? (d € N A d > 3) (siche
Kapitel 7) verallgemeinern.

Um die Symmetriewerte zu bestimmen, miissen wir den Abstand zwischen zwei Punkt-
mengen berechnen. Wir werden diesen Abstand in Kapitel 2.5 als Losung eines linearen
Optimierungsproblems definieren und einen Algorithmus zur Bestimmung dieses Wertes
angeben.

Charakteristische Teilmengen

Unser Ziel ist es, die Symmetrieeigenschaften einer Punktmenge A C R? (d € N\ {1})
moglichst effizient zu bestimmen. Das heifit, die Komplexitit des Algorithmus in Abhé#n-
gigkeit von m := | A| soll so gering wie moglich sein. Daraus ergibt sich folgende zentrale
Fragestellung;:

Gibt es eine méglichst kleine Teilmenge von A, aus der man charakteristische Informa-
tionen tber die Symmetrieeigenschaften von A bestimmen kann?
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In Kapitel 3 werden wir verschiedene Moglichkeiten beschreiben, wie man fiir A C R?
eine solche Teilmenge bestimmen kann.

Dazu werden wir zunéchst die Teilmengen der Randpunkte Agr C A und der Extremal-
punkte Ax C A einfilhren und zeigen, dass diese Teilmengen nur bedingt geeignet sind,
um die Symmetrieeigenschaften von A zu iiberpriifen.

Daher werden wir eine Teilmenge A C Ag C A definieren, die sich besser zur Be-
stimmung der Symmetrieeigenschaften von A eignet. Wir nennen sie die Menge der Cha-
rakteristischen Eckpunkte von A. Sie ist so definiert, dass sie die Losung eines gewissen
Optimierungsproblems ist. Es wird ein Satz bewiesen, der zeigt, dass die Losung dieses
Optimierungsproblems die Teilmenge von A ist, die die echten Ecken des dargestellten
Objekts auf eine bestimmte Weise am Besten représentiert.

In Kapitel 3 werden wir auferdem einen Algorithmus formulieren und beweisen, dass
dieser Algorithmus das Optimierungsproblem 16st und somit fiir alle A C R? die Menge
der Charakteristischen Eckpunkte A C A bestimmnt.

In Abbildung 1.3 sind die verschiedenen Teilmengen der Punktmenge A aus Abbildung
1.2 abgebildet.

- > .
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£ o 500 550 800 850 700 750 500 550 600 850 700 750
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Abbildung 1.3: Verschiedene Teilmengen (vgl. Text)

Die Komplexitit unseres Symmetrieerkennungs-Algorithmus wird in Abschnitt 3.6 ana-
lysiert.

Unvollstindige Symimetrie

Die Darstellung eines Objekts durch eine Punktmenge kann aus verschiedenen Griinden
(z.B. Verdeckungen) unvollstdndig sein. In so einem Fall muss man nicht nur davon aus-
gehen, dass eventuell eine oder mehrere Ecken des Objekts nicht dargestellt wurden und
somit auch nicht durch einen Punkt in A reprasentiert werden, sondern aukerdem, dass A
Punkte enthélt, die keine Ecke des Objekts darstellen (Abbildung 1.4).

Wie man in so einem Fall die Definition der Symmetriewerte modifizieren kann, um auch
unvollstdndige Symmetrien anhand der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge
zu erkennen, wird in Kapitel 4 gezeigt. Auferdem stellen wir ein Optimierungsproblem zur
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Abbildung 1.4: Teilweise verdecktes Stopp-Schild

Bestimmung des Rotationszentrums einer unvollstdndigen approximativen n-Symmetrie
auf und stellen einen Algorithmus vor, mit dem das Optimierungsproblem geldst werden
kann.

Punktmengen im R?

In Kapitel 5 werden wir analysieren, was beachtet werden muss, wenn man eine Punkt-
menge A C R? mit einer Variante unseres bisher nur fiir Punktmengen im R? formulierten
Algorithmus auf approximative Symmetrien untersuchen will.

Wihrend sich die konvexe Hiille von A C R? analog zum 2-dimensionalen Fall bestim-
men lasst, definieren wir die Menge A C A der Charakteristischen Eckpunkte in einer leicht
verallgemeinerten Form, da sich der Lésungsalgorithmus fiir das Optimierungsproblem aus
dem 2-dimensionalen Fall nicht ohne weiteres auf hther dimensionale Fille verallgemeinern
lésst.

Auch fiir A C R? entwickeln wir einen Algorithmus, der eine Teilmenge von A bestimmt,
die nach Definition eine Menge der Charakteristischen Eckpunkte von A ist. Aufserdem wird
gezeigt, dass dieser Algorithmus fiir alle A C R? eine solche Menge A C A findet.

Wir kldren, welche Eigenschaften eine mégliche Symmetrieachse einer exakt n-symmetrischen
Punktmenge A C R3 haben muss und leiten daraus einen Algorithmus ab, der die mog-
lichen Symmetrieachsen bestimmt, beziiglich derer A approximativ n-symmetrisch sein
kann.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 10

Verzerrte Symmetrien

Nachdem wir in Kapitel 5 auch fiir Punktmengen im R3 Symmetriewerte definiert haben,
untersuchen wir im sechsten Kapitel, ob eine Punktmenge B C R? eine Projektion einer
approximativ n-symmetrischen Punktmenge A C R3 ist (Abbildung 1.5).
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(a) Originalbild (b) Darstellende Punktmenge A mit A

Abbildung 1.5: Projektiv verzerrtes Stopp-Schild

Dabei unterscheiden wir zwischen paralleler Projektion und perspektivischer Projekti-
on.

Wir beweisen, dass, falls B eine orthogonale Parallelprojektion einer exakt n-sym-
metrischen Punktmenge A ist, sich die Punkte von B in Partitionen mit bestimmten Ki-
genschaften zerlegen lassen. Auferdem leiten wir her, wie man in so einem Fall die Koordi-
naten der Punkte von A bestimmen kann. Daraus resultierend ordnen wir der Punktmenge
B Symmetriewerte beziiglich verzerrter n-Symmetrien zu.

Wir fiihren in der Bildebene, in der die Punktmenge B liegt, Homogene Koordinaten
ein und nutzen dann ein Verfahren zur Bestimmung der perspektivischen Projektion, die
eine (approximativ) n-symmetrische Punktmenge A C R3 auf B abbildet, um auch einer
perspektivisch verzerrten Punktmenge B sinnvolle Symmetriewerte zuzuordnen.

Punktmengen im R? (d e NAd > 3)

Im siebten Kapitel wird unser Algorithmus zur Erkennung approximativer n-Symmetrien
im R3 Schritt fiir Schritt auf den d-dimensionalen Fall erweitert.

Dazu wird gezeigt, dass die Bestimmung der konvexen Hiille und die Definition der
Charakteristischen Eckpunkte analog zum 3-dimensionalen Fall auch fiir hhere Dimen-
sionen mdoglich ist. Auferdem zeigen wir, wie sich der Algorithmus zur Bestimmung der
Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge A C R3 auf den d-dimensionalen Fall
(de N A d> 3) anwenden ldsst.

Nachdem die Definition der Symmetriewerte so verallgemeinert worden ist, dass sie fiir
Punktmengen aller Dimensionen gilt, weisen wir die Aussagekraft der Symmetriewerte der
Extremalpunkte Ax C A C R? fiir die Symmetrieeigenschaften von A nach.
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In Abschnitt 7.4 analysieren wir, welche Eigenschaften geeignete Rotationsmatrizen im
R¢ haben miissen und wie wir die Rotationsmatrizen, beziiglich derer eine Punktmenge
A CR? (deNAd> 3) (approximativ) n-symmetrisch sein kann, bestimmen kénnen.

Erweiterte Strukturerkennung

Anhand zweier Beispiele werden wir zum Schluss noch einen Eindruck vermitteln, inwieweit
die Bestimmung Charakteristischer Eckpunkte abseits der Symmetrieerkennung sinnvoll
benutzt werden kann.

Dabei zeigen wir einerseits, wie man spezielle Vierecksstrukturen von Punktmengen
durch Eigenschaften ihrer Charakteristischen Eckpunkte identifizieren kann. Andererseits
untersuchen wir Punktmengen, die Audio-Daten zur Bestimmung der Richtung einer Ge-
rduschquelle reprisentieren, indem wir ihre Charakteristischen Eckpunkte ermitteln und
deren Eigenschaften analysieren.



Kapitel] 2

Erkennung approximativer
Symmetrien

2.1 Darstellung durch Punktmengen

Eine Punktmenge, die mit unserem Algorithmus auf approximative Symmetrien untersucht
werden soll, kann sowohl als abstrakte Punktmenge als auch als Darstellung eines Objekts
oder eines Datensatzes gedeutet werden.

Die Struktur solcher Punktmengen hingt davon ab, auf welche Weise die Objekte dar-
gestellt werden bzw. von welcher Art die zu untersuchenden Daten sind. In den meisten
unserer Beispiele stellen die untersuchten Punktmengen Objekte dar, die auf einem Digi-
talfoto abgebildet wurden.

Es existieren etliche Verfahren, mit denen man solche darstellenden Punktmengen aus
einem oder mehreren Digitalfotos gewinnen kann (z.B. [17], [36]). Wir wollen uns in dieser
Arbeit nicht ausfiihrlich mit dem Thema Darstellung beschéftigen und werden daher fiir
unsere Beispiele Punktmengen, die Objekte auf einem Digitalfoto représentieren, mit dem
folgenden heuristischen Verfahren bestimmen.

Ein farbiges Foto ist gleichbedeutend mit einem P, x P, x 3 - Tensor T' mit ganzzahligen
Eintrdgen zwischen 0 und 255, der die Rot- , Griin- und Blauwerte der P, - P, Pixel des
Fotos angibt. Handelt es sich um ein Schwarz-Weif-Foto, erhdlt man einen P, x P, x 1 -
Tensor, dessen Eintrige die Grauwerte der jeweiligen Pixel darstellen.

Die Punktmenge Ap, die eine bestimmte Farbe F' in dem Farbfoto reprisentiert, be-
steht dann aus den Koordinaten aller Pixel deren drei Farbwerte jeweils in bestimmten
Intervallen (Ir); == [(IF);1, (IF);2] (7 € {1,2,3}) liegen. Damit folgt:

Ap = {(z,y) | Up)j1 < T(2,y,5) < (IF)j2 V5 € {1,2,3}}.

Will man verschiedenfarbige Objekte in einem Foto untersuchen, bildet man fiir K ver-
schiedene Farben (F' € {1,..,K}) Intervalle, sodass jedem Pixel hochstens eine Farbe
zugeordnet werden kann. Zwei Beispiele dafiir, wie man solche Intervalle sinnvoll wéhlen
kann, sieht man in der Tabelle in Abbildung 2.1.

Da es moglich ist, dass in einem Bild verschiedene Objekte denselben Farbton haben, ist
es notig, die erhaltene Punktmenge in verschiedene Teilpunktmengen zu zerlegen, die die

12
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BSP.1 BSP.2
Farbe || T(:,:,1) ‘ T(:,:2) ‘ T(:43) | TG¢,:1) ‘ T(::2) ‘ T(:,:3)
weik ||[128,255]|[128,255] [[128,255]||[161,255] | [161,255] |[161,255]
gelb ||[128,255]|[128,255]| [0,127] |{|[161,255]|[161,255]| [0,89]
lila ||[128,255]| [0,127] |[128,255]([161,255]| [0,89] |[161,255]
tiirkis | [0,127] |[128,255]([128,255]|| [0,89] |[161,255]|[161,255]
rot  ||[128,255]| [0,127] | [0,127] |[161,255] [0,89] | [0,89]
griin || [0,127] |[128,255]| [0,127] | [0,89] |[161,255]| [0,89]
blau | [0,127] | [0,127] |[128,255]| [0,89] | [0,89] |[161,255]
schwarz| [0,127] | [0,127] | [0,127] || [0,89] | [0,89] | [0,89]

O ~1 O U = W N —|| T

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Farbintervalle

einzelnen Objekte reprisentieren. Dazu wird die eine bestimmte Farbe darstellende Punkt-
menge Ap so in Komponenten A}} zerlegt, dass moglichst viele Komponenten entstehen,
allerdings benachbarte Pixel immer in einer Komponente sind.

Um sicherzustellen, dass ausschlieklich Objekte untersucht werden, die aufgrund einer
gewissen Mindestgrofe durch Pixel sinnvoll dargestellt werden kénnen, werden wir nur die
Komponent-Punktmengen A% untersuchen, fiir die, fiir ein 1 € N, gilt: |A%] > 1.

2.2 Symmetriewert

Wann eine Punktmenge A C R? exakt n-symmetrisch ist, ist allgemeingiiltig definiert:

Definition 2.1. Eine Punktmenge A C R? ist exakt n-(rotations)symmetrisch (n € N, n >
1), wenn sie durch eine Drehung um den Winkel 27” um thren Schwerpunkt auf sich selbst
abgebildet wird.

Wie man den Schwerpunkt einer Punktmenge bestimmt, wird in Definition 2.9 festge-
legt.

Die Existenz von exakten Rotationssymmetrien ldsst sich also leicht nachpriifen. Analy-
siert man allerdings Punktmengen, die Objekte aus der Realitét repriasentieren, muss man
in der Regel aus verschiedenen Griinden mit Ungenauigkeiten rechnen. Wir wollen daher
einen Algorithmus entwerfen, der nicht nur exakte sondern auch approximative Symmetri-
en in Punktmengen erkennt. Im Gegensatz zur exakten Symmetrie gibt es fiir die Existenz
einer approximativen Symmetrie keine allgemeingiiltige Definition.

Fasst man die approximative Symmetrie einer Punktmenge A als eine Boolesche Ei-
genschaft auf, so wird A genau dann eine approximative Symmetrie zugeordnet, wenn
Eigenschaften einer symmetrischen Punktmenge in A zumindest bis auf eine Fehlertole-
ranz ¢ € R vorhanden sind. In [33] ist eine Punktmenge A C R? zum Beispiel genau
dann approximativ symmetrisch, wenn es eine Permutation o von A gibt, sodass fiir alle
Punktpaare {a;,a;} C A gilt:

llai = aj| = fo(ai) = o(ay)]| < e
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Anmerkung:
Fiir zwei Punkte p,q € R? (d € N), bezeichnet [p — ¢| in dieser Arbeit immer den euklidi-
schen Abstand zwischen p = (p1,..,pq) und ¢ = (q1, .., qq). Es gilt also:

lp—q| =

Sieht man die Symmetrieeigenschaften einer Punktmenge als stufenlose Eigenschaften
an, fithrt das zu der Frage: Wie symmetrisch ist eine Punktmenge? Dies ldsst sich be-
antworten, indem ein Symmetriewert flir jede n-Symmetrie definiert wird. Ob man einer
Punktmenge die entsprechende approximative Symmetrie zuordnet oder nicht, hingt dann
von diesem Symmetriewert ab.

In [54] wird ein Symmetriewert fiir Punktmengen eingefiihrt. Dort entspricht der Sym-
metriewert d,,(A) einer Punktmenge A := {ay,..,a,} C RY, beziiglich einer n-Symmetrie,
dem minimalen Abstand zwischen A und einer exakt n-symmetrischen Punktmenge B :=
{b1,..,bm} C RY. Es gilt dann:

Dieser Symmetriewertbegriff gilt grundsétzlich fiir beliebig dimensionale Punktmengen. Die
Schwierigkeit besteht darin, die n-symmetrischen Punktmenge B, die zu einer Punktmenge
A C R? (d € N\ {1}) den geringsten Abstand hat, zu bestimmen. In [54] wird gezeigt,
wie man B fiir eine Punktmenge A C R? berechnet. Dabei wird |A] = ¢-n (¢ € N)
vorausgesetzt. Diese Vorgehensweise ldsst sich allerdings nicht ohne Weiteres auf hohere
Dimensionen verallgemeinern. Der Algorithmus zur Bestimmung von B setzt voraus, dass
fiir jeden Punkt a; € A bekannt ist, auf welchen Punkt a; € A er durch die Rotation um
den Winkel 27” approximativ abgebildet wird. Diese Zuordnung kann man nur im R? auf
triviale Weise bestimmen. Um die n-symmetrische Punktmenge B berechnen zu kénnen,
muss man aukerdem die Rotation bestimmen, unter der B invariant ist. Im R? ergibt sich
diese als die eindeutige Drehung im Uhrzeigersinn um den Schwerpunkt von A (siehe auch
Definition 2.1). Fiir hoher dimensionale Fille lésst sich hingegen keine analytische Losung
finden ([54]).

In dieser Arbeit wollen wir daher einen Symmetriewert definieren, der keine Bestim-
mung einer exakt nm-symmetrischen Punktmenge voraussetzt. Aufserdem l&sst sich dieser
Symmetriewert beziiglich einer n-Symmetrie auch dann einer Punktmenge A zuordnen,
wenn kein ¢ € N existiert, so dass |A| = ¢ - n gilt. In spdteren Kapiteln werden wir zeigen,
dass sich diese Definition fiir beliebig dimensionale Punktmengen verallgemeinern lésst.
Dazu werden wir bereits in diesem Kapitel einige Definitionen und Lemmas unabhéngig
von der Dimension formulieren. Alle anderen Definitionen und Lemmas werden wir in den
jeweiligen Kapiteln auf den 3-dimensionalen Fall (Kapitel 5) bzw. den d-dimensionalen Fall
(d e NAd > 3, Kapitel 7) erweitern.

Aus Definition 2.1 geht hervor, dass eine Punktmenge A genau dann exakt rotations-
symmetrisch ist, falls es ein n € N (n > 1) gibt, so dass die Punktmenge, die durch die
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Rotation um den Winkel 2% aus A hervorgeht, identisch zu A ist. Unser Symmetriewert
orientiert sich an dieser Definition, indem er ein Maf fiir den Abstand zwischen A und der
Punktmenge, die durch die Rotation aus A hervorgegangen ist, darstellt:

Definition 2.2. Der Symmetriewert d,(A) einer Punktmenge A C R? beziiglich der n-
Symmetrie (n € N) entspricht dem Abstand zwischen den Punktmengen A und By, wobei
By, aus A durch eine Rotation um den Schwerpunkt von A um den Winkel 27” (im Uhrzei-
gersinn) hervorgeht.

2.3 Rotation

Wie im R? ein Punkt im Uhrzeigersinn um einen anderen Punkt gedreht wird, beschreibt
die folgende Definition.

Definition 2.3. Die Koordinaten des Punktes p3 = (x3,y3) € R?, den man erhdlt, wenn
man einen Punkt py = (x1,y1) € R? um einen Punkt ps = (12,y2) € R? um den Winkel o
im Uhrzeigersinn dreht (wir schreiben: ps = roth? (p1)), sind:

x3 = (x1 — o) cosa + (y1 — y2) sina + z2,

ys := —(x1 — x2) sina + (y1 — y2) cos a + ys.

Um die Punkte einer Punktmenge A in einer Matrix zusammenzufassen, definieren wir
die Matrixschreibweise einer Punktmenge wie folgt:

Definition 2.4. Die Matrizschreibweise A € R™*9 einer Punktmenge
A= {((a1)1, -, (a1)a), -, ((am)1, -, (am)a)} C R ist gleich:

(a1)1 (al)d
A=

(am)1 (am)d

Aus Definition 2.3 folgt mit der Matrixschreibweise aus Definition 2.4:
Die Punktmenge B, die durch eine Rotation um den Punkt S := (s, s,) um den Winkel o
im Uhrzeigersinn aus A := {((a1)z, (a1)y); -, ((am)z, (am)y)} C R? hervorgeht, erhilt man
folgendermafsen:

=A

=R(e)
5 ( (al)x (al)y B Sz Sy ) cosa —sino e Sy
= sina  cos«

(am)e  (am)y Sz Sy Sz Sy
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Dabei gilt:
RT(a)- R(a) =1,

det(R()) = 1.

Damit gehort R(a) zur speziellen orthogonalen Gruppe SO(2). Fiir beliebige Dimensionen
gilt die folgende Definition.

Definition 2.5. Die spezielle orthogonale Gruppe SO(d) mit der Matrizmultiplikation als
Verkniipfung umfasst alle Matrizen R € R¥™4, fiir die gilt:
RT-R=1 A det(R) =1.

Die spezielle orthogonale Gruppe umfasst allgemein die Matrizen, die Drehungen im
R? beschreiben. Dabei gilt:

Lemma 2.6. Fiir zwei Punktmengen A = {ay,..,am} C RY, B := {by,..,by,} C RY gilt
die Lingeninvarianz der Rotation fir eine Matriz R € SO(d):

B=A-R = ]ai—aj|:\bi—bj|Vi,j€{1,..,m}.

Beweis:

d
RT-R=1 = Y (Rir-Rjx) = 6ij.
k=1

Dabei bezeichnet d;; das Kronecker-Delta, welches folgendermalen definiert ist:

(5ijZ=1<’i=j) VAN (SUZO(Z#])

Daraus ergibt sich:

——
‘bi — bj‘ = \ai -R— a; - R‘ = ’ (ai — aj) R‘ = ‘(ClRH 4+ ..+ cqgRa1,..,c1R1q+ .. +Cded)‘ =

d d

(i +2 ) (eicj-0ij)) = lai — ay].
1 j=it1

)

Damit lassen sich weitere Lemmata fiir den 2-dimensionalen Fall folgern:

Lemma 2.7. Fir zwei Punkte p1 = (z1,y1),p2 = (22,%2) € R? gilt genau dann: p; =
roth? (p1), wenn entweder o = 2kw (k € Z) oder p1 = pa oder beides gilt.
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Beweis:
“~=
Aus p; = po folgt:

rotb?(p1) = (0-cosa+0-sina+ x9, —0-sina+ 0-cosa+ y2) = p2 = p1.
Aus a = 2kn (k € Z) folgt:
roth?(p1) = (w1 —22) - 14+ (y1 —y2) -0+ 22, —(x1 —22) -0+ (y1 —y2) - L +42) = p1.

=
Wir nehmen an, es gelte p; = roth?(p1) und p; # pe. Dann folgt:

prL#EpP2 = a:=(x1—22)#0 V b:=(y1 —y2) #0 = det({z _ba});«éo.
=:C =X =:d
Ab
erizion =[5 2] (2] - T3]

Dieses Gleichungssystem hat wegen det(C) # 0 und d # [0,0]7 eine eindeutige Losung fiir
X und damit kann es fiir @ nur maximal eine Losung pro Periode ([0, 27[) geben, die wir
oben bereits bestimmt haben.

Damit folgt unter den Annahmen: p; = roth?(p1) und p; # po, dass a = 2kw (k € 7Z)
gelten muss und damit ist das Lemma 2.7 bewiesen.

g

Lemma 2.8. Gilt fiir drei Punkte py,pa,p3 € R?: p3 = roth?(py), dann folgt: |p1 — pa| =
Ips — pal.

Beweis:
Da die Absténde zwischen zwei Punkten unter einer Verschiebung um einen Vektor genau
wie unter einer Multiplikation mit einer Matrix aus SO(d) invariant sind, folgt der Beweis
aus Lemma 2.6.

g

2.4 Rotationszentrum

Aus Definition 2.1 wissen wir, dass eine Punktmenge exakt n-symmetrisch ist, wenn sie
durch eine Drehung um ihren Schwerpunkt auf sich selbst abgebildet wird. Der Schwer-
punkt einer Punktmenge ist folgendermafen definiert:
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Definition 2.9. Fiir den Schwerpunkt SP(A) € R? einer Punktmenge A := {ay,..,an} C
R? gilt:

SP(4) — %Zai.
=1

Der Schwerpunkt einer Punktmenge ldsst sich mit geringem Aufwand berechnen. Fiir
eine Punktmenge A C RY mit |A| = m betrigt der Aufwand offensichtlich:

O(m).

Warum es zur Uberpriifung einer Punktmenge A C R? sinnvoll ist, fiir das Rotationszen-
trum SP(A) zu wiahlen, verdeutlicht das folgende Lemma:

Lemma 2.10. Eine Punktmenge A C R? wird durch eine Rotation um den Winkel o
(0 < o < 27) auf B C R? abgebildet. Falls A = B gilt, muss das Zentrum M der Rotation
gleich SP(A) sein.

Beweis:
Da die Absténde zwischen den einzelnen Punkten und dem Schwerpunkt der Punktmenge
unter der Rotation invariant sind (siehe Lemma 2.8), gilt:

SP(B) = rot™ (SP(A)).

Aus A = B folgt SP(A) = SP(B). Da der Drehwinkel « kleiner als 27 und grofer als 0
ist, ist das nur moglich wenn M = SP(A) gilt (siehe Lemma 2.7).

0

Folgerichtig ist der Schwerpunkt SP(A) von A der einzige sinnvolle Kandidat fiir das
Rotationszentrum zur Berechnung der Symmetriewerte einer Punktmenge im R2.

2.5 Abstand

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, wie man den Abstand zwischen zwei Punktmengen
definieren kann. Je nachdem, welche Anspriiche man an die Komplexitiat und an die Anfal-
ligkeit des Algorithmus zur Berechnung des Abstands gegeniiber verschiedenen Ungenau-
igkeiten hat, eignen sich unterschiedliche Abstandsbegriffe.

Ein oft gebrauchtes Abstandsmaf ist die Hausdorff-Halbdistanz:

Definition 2.11. Die Hausdorff-Halbdistanz zwischen den Punktmengen B C R? und
A CR? (d € N) ist folgendermafen definiert:

d"(B, A) = maxmin |b — af
beB acA
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Die Hausdorff-Halbdistanz zwischen zwei Punktmengen A und B ist also definitionsge-
mék die Distanz zwischen einem bestimmten Punkt aus A und dem néchstgelegenen Punkt
aus B. Uber alle anderen Punkte in A weift man lediglich, dass sie niiher an einem Punkt
aus B liegen. Ob sie nur etwas naher liegen oder sogar identisch zu Punkten aus B sind,
kann man aus der Hausdorff-Halbdistanz nicht ablesen.

Man muss beachten, dass bei diesem Maf fiir den Abstand im Allgemeinen d” (B, A)
nicht gleich d” (A, B) ist. Fiir die Hausdorff-Distanz d"” zwischen zwei Punktmengen,
welche folgendermafsen definiert ist:

dfP (B, A) := max(d® (B, A),d" (A, B)),

gilt hingegen offensichtlich:
d1P(B,A) = d"P(A, B).

Allerdings entspricht auch d?” (B, A) als Maximum der beiden Halbdistanzen d (B, A)
und d¥ (A, B) lediglich der Distanz zwischen je einem Punkt aus A und B.

Eine alternative Mdglichkeit, den Abstand zwischen zwei Punktmengen A und B zu
bestimmen, besteht darin, den Wert eines Minimal Perfect Matchings (MPM) zwischen
A und B zu berechnen. Die Methode funktioniert zwar nur, wenn A und B gleich viele
Punkte enthalten. Diese Bedingung ist allerdings in unseren Anwendungen aufgrund der
Tatsache, dass B aus A durch eine Rotation hervorgeht, immer erfiillt.

Um den Abstand zwischen A und B zu bestimmen, wird bei dieser Methode ein voll-
standiger gewichteter Bigraph G(A, B) gebildet, wobei die eine Partition aus den Punkten
von A und die andere Partition aus den Punkten von B besteht. Das Gewicht einer Kante
entspricht dem euklidischen Abstand zwischen den beiden Endpunkten der Kante.

Sucht man ein MPM, dann ordnet man jedem Punkt in A einen Punkt in B zu und sucht
die Zuordnung, fiir die der aufsummierte Abstand zwischen den zugeordneten Punkten
minimal ist. Dieser minimale aufsummierte Abstand ist gleich dem Wert des MPM in
G(A, B). Es gilt dann:

Definition 2.12. Die MPM-Distanz dM zwischen den Punktmengen A und B ist gleich
dem Wert des Minimal Perfect Matchings im Bigraphen G(A, B).

Das Problem, ein MPM im Bigraphen G(A, B) (A = {a1,..,am} ; B={b1,..,bm}) zu
finden, lésst sich auf die folgende Weise als lineares Optimierungsproblem formulieren:
Man definiert eine m x m Matrix U mit Eintrégen u;; (4,5 € {1,..,m}), fur die gilt:

uij = |CL1' — b]|

Dann findet man das MPM, indem man die Matrix X € R™*™ bestimmt, die das folgende
lineare Programm 16st:
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orP1

m m
miny Y (uij - wij)

i=1 j=1

unter den Nebenbedingungen:

inj =1 Vie {1,..,m}

j=1

m
Zl’ij =1 Vje {1,..,m}
i=1

Tij € {O, 1}.

Das Optimierungsproblem Idsst sich mit der Ungarischen Methode 16sen:

20

Algorithmus: Ungarische Methode

Eingabe: U € R™* ™.
Ausgabe: X € R™*™ (Lésung von OP1).

1. FUR i =1:m:
i i= MiNj—1.p Uij.
FUR j=1:m:
Ujj = Ujj — Q-
2. FUR {Z,j} | uij:O VAN Zj*xij*:o A Zi*xi*j:():
xij = 1, Sij = 1.
3. FIR j=1:m:
Cj = szlj
WENN c; = 1:

yj = 1.
WENN min;y; = 1:
AUSGABE: X.

4. FUR {i,7} | ui; =0 A y; =0:

hij == 1.

WENN H{Z,l} | hy=1 A (/H{’L,]} | uij:O A Sijzl)t
Gehe zu 5.

SONST:
FUR {Z,j} | hgy=1 A uij:0 VAN Sij:1:

Yy =0, 2z :=1.
Gehe zu 6.
5. ZL‘ilzl.

FUR p | sp = 1:
zp, = 0. usw. (alternierende Reihe)
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FUR i=1:m:
z; = 0.
FUR j=1:m:
y; =0, hi; :==0.
Gehe zu 3.

6. w:={minu;; | z,=0 A y; =0}

FUR i =1:m:
FUR j=1:m:
WENN z; = 1:
Ujj = uij—i-w.
WENN y; = 0:
uij = uij—w.
Gehe zu 4.

Lemma 2.13. Mit dem Algorithmus Ungarische Methode findet man immer eine mi-
nimale Lésung von OP1. Die Komplexitdt betrigt fiir einen Bigraphen mit 2m Punkten
O(m?).

Beweis:
Fiir einen Bigraphen mit 2m Punkten ergibt sich eine Matrix U mit m? Eintrigen. Der
Aufwand zum Markieren (Vektoren y, z) und Hervorheben (Matrix H) von U betrigt da-
her O(m?).
Jedesmal, wenn in Schritt 5 eine alternierende Reihe gefunden wird und alle Markierun-
gen und Hervorhebungen geldscht werden, wird ein Eintrag mehr gekennzeichnet. Wenn m
Fintrage gekennzeichnet sind, haben wir die optimale Losung. Daher gibt es héchstens m
Markierungs- und Hervorhebungsschleifen und der gesamte Aufwand betrigt O(m?).
Dass die Ungarische Methode immer die richtige Lésung eines Zuordnungsproblems, wel-
ches OP1 entspricht, findet, wird in [30] gezeigt.

g

Der Rechenaufwand ist also O(m?). Gibt es hingegen eine Permutation o der Indizes
von B, sodass gilt:

]ai — ba(i)‘ < ]ai — bj’ Vi € {1, ..,m},

min

je{1,...,m}, j#o (i)
dann erhdlt man bereits im ersten Schleifendurchgang die Losung und der Aufwand liegt
somit in O(m?). So eine Permutation existiert offensichtlich, falls A exakt n-symmetrisch
ist und daher ist sie auch fiir leicht gestdrte Symmetrien nicht unwahrscheinlich.

Dennoch hingt der Aufwand des Algorithmus von der Anzahl der Punkte m ab. In
unseren Anwendungen, in denen Objekte durch Punktmengen dargestellt werden, kann
man zwar die Pixeldichte und damit auch die Anzahl der reprisentierenden Punkte in
vielen Fillen steuern, allerdings fiilhrt eine geringere Pixeldichte in der Regel zu grofie-
rer Ungenauigkeit und Stérungsanfilligkeit. Daher muss man daran interessiert sein, fiir
eine Punktmenge A = {a1,..,an} eine charakteristische Teilmenge A C A, deren Grofe
moglichst von m unabhéngig ist, zu finden (siehe Kapitel 3).
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2.6 Zuordnung

Im vorangegangenen Abschnitt wurden zwei Moglichkeiten fiir ein Abstandsmaf zwischen
zwei Punktmengen definiert. Anhand zweier Beispiele wollen wir illustrieren, welche Un-
terschiede zwischen den beiden Abstandsmafen bestehen und wie wir entscheiden, ob einer
Punktmenge eine approximative Symmetrie zugeordnet wird.

36 T T T T T T T T T T 36

34

32F

30

281

26

241

22

20+

18

16

14 L L L L L L L L L L 14 L L L L L L L L L L
14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36

(a) BSP.1 (b) BSP.2

Abbildung 2.2: Durch eine Punktmenge représentiertes regulires Fiinfeck

In Abbildung 2.2 sieht man ein reguléres Fiinfeck, welches in Beispiel 1 durch alle
ganzzahligen Punkte innerhalb des Fiinfeckes (Punktmenge A) und in Beispiel 2 durch ei-
ne charakteristische Teilmenge von A (Punktmenge fl) reprasentiert wird. Wie man so eine
charakteristische Punktmenge A erhilt, wird in Kapitel 3 beschrieben. Anschliefend wer-
den die Symmetriewerte dX (A), mit der Hausdorff-Halbdistanz als Maf fiir den Abstand,
und d¥(A), mit der MPM-Distanz als Abstandsmaf, fiir n = 2, .., 8, berechnet.

In der Symmetriewert-Tabelle in Abbildung 2.3 kann man sehen, dass die Absténde mit
dem MPM-Abstandsmaf insbesondere in BSP.1 deutlich groker sind. Das verwundert nicht,
wenn man sich Gberlegt, dass die MPM-Distanz, anders als die Hausdorff-Halbdistanz, die
Summe von m Absténden ist. Um verschiedene Symmetriewerte dennoch aussagekriftig
vergleichen zu kénnen, definieren wir den Eindeutigkeitswert, der einen Symmetriewert
einer Punktmenge A im Vergleich mit den anderen Symmetriewerten von A bewertet.

Definition 2.14. Fir den Eindeutigheitswert A} .(A) eines Symmetriewertes dn(A) gilt:

dn(A)

= max - 100.
ke{i,.i\{l | n mod i=0} dj(A)

Agi(A4)
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BSP.1 BSP.2
m 237 5
n_[di(A)[dy' (4) | di/ (4) | di ()
2 [ 199 | 8.7 [ 5.82 | 29.0
3 || 1.80 | 139.1 || 4.37 | 195
4 || 200 | 60.6 | 3.16 | 14.8
5 || 0.83 |100.7| 0.79 | 2.2
6 || 126 | 116.0 | 2.31 | 10.1
7 || 1.81 | 134.8 | 3.69 | 16.9
8 || 225 | 1516 | 4.72 | 22.0
A3 gl 659 |166.2 | 342 | 21.8

Abbildung 2.3: Symmetriewerte

Anmerkung:
Wenn im Folgenden aus dem Zusammenhang klar ist, fiir welche Punktmenge A ein Ein-
deutigkeitswert bestimmt wird, schreiben wir verkiirzt A7 . an Stelle von A7 . (A).

Insbesondere weil die MPM-Symmetriewerte d™ (A) als Summe von m = |A| Abstin-
den stark von der Anzahl der Punkte in A abhingen, ist es nicht sinnvoll, die absoluten
Werte verschiedener d(A) zu vergleichen. Die Eindeutigkeitswerte der Symmetriewer-
te hingegen lassen sich auch von verschiedenen Punktmengen, mit unterschiedlich vielen
Punkten, sinnvoll vergleichen. Ein kleiner Eindeutigkeitswert deutet darauf hin, dass die
entsprechende Symmetrie ein charakteristisches Merkmal der Punktmenge ist.

In unseren Anwendungsbeispielen werden wir Punktmengen immer dann eine approxi-
mative n-Symmetrie zuordnen, wenn die entsprechenden Symmetriewerte die Bedingung
in der folgenden Definition erfiillen.

Definition 2.15. Einer Punktmenge A C R? wird genau dann eine approzimative n-
Symmetrie (n € N\ {1}) zugeordnet, wenn fir den Eindeutigkeitswert des Symmetriewertes
dn(A) gilt:

5.8 <25

Fasst man die Definitionen 2.14 und 2.15 zusammen, so ergibt sich, dass einer Punkt-
menge eine approximative n-Symmetrie zugeordnet wird, wenn der Symmetriewert der
Punktmenge beziiglich der n-Symmetrie kleiner ist als ein Viertel aller Symmetriewerte
beziiglich der i-Symmetrien, fiir alle ¢ von 2 bis 8, die keine ganzzahligen Teiler von n
sind. Diese Zuordnung, die in unserem Algorithmus verwendet wird, ist aus verschiedenen
Griinden geeignet.

So ist der in Definition 2.14 eingefiihrte Eindeutigkeitswert, dadurch dass er der Quo-
tient aus zwel Symmetriewerten derselben Punktmenge ist, ein genormter Wert, fiir den
sich unabhéngig von der Gréfe der zu untersuchenden Punktmenge und den Absténden
zwischen zwei benachbarten Punkten ein sinnvoller Schwellenwert einfiihren lasst, bis zu
dem eine Symmetrie zugeordnet werden kann.
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AuBerdem wird einer n-symmetrischen Punktmenge, zumindest fiir n € {2,..,8}, nur
ihre hochste Symmetrieordnung zugeordnet. Ist eine Punktmenge A n-symmetrisch, folgt
fiir alle ganzzahligen Teiler 41,..,4; von n, dass A auch iy, ..,%;-symmetrisch sein muss.
Daher sind wir grundsétzlich nur an der héchsten Symmetrieordnung einer Punktmenge
interessiert, selbst wenn der Symmetriewert beziiglich einer i;-Symmetrie kleiner als der
Symmetriewert beziiglich der n-Symmetrie ist.

Die approximative 5-Symmetrie der Punktmenge aus Abbildung 2.2 14sst sich in BSP.1
mit keinem der beiden Abstandsmafie so deutlich erkennen, dass unser Algorithmus der
Punktmenge eine Symmetrie zuordnet. In BSP.2 ist der Eindeutigkeitswert fiir ds beson-
ders bei Anwendung der MPM-Methode signifikant klein. Nur in diesem Fall wird der
Punktmenge eine 5-Symmetrie zugeordnet.

Wir werden in unseren Algorithmen die MPM-Methode benutzen, da diese alle Punkte
in die Abstandsberechnung einbezieht und daher am genauesten ist. Wir setzen also:

dn(A) = d™ (A, B,),

wobei B,, die Punktmenge ist, die aus A durch eine Rotation um SP(A) um den Winkel
27” hervorgeht.

2.7 Hohe Symmetrieordnungen

Ist man vor allem an Symmetrien hoher Ordnung interessiert, kann es sinnvoll sein, die
Zuordnung einer Symmetrie aus Definition 2.15 zu modifizieren. Denn bei der Suche nach
sehr hohen Symmetrieordnungen (n > 8), kann es passieren, dass einer Punktmenge nach
Definition 2.15 falschlicherweise eine Symmetrie zugeordnet wird. Um zu zeigen, warum
dieses Problem auftritt, beweisen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.16. Fir jede endliche Punktmenge A C R? gilt:

lim d,(A) =0.

Beweis:
Nach Definition 2.2 ist d,,(A) der Abstand zwischen A und B,,, wobei B,, aus A durch eine
Rotation um den Winkel 27” hervorgeht. Aufserdem ist der Abstand zwischen A und B,
gleich dem Wert des MPM zwischen A und B,,.

Wir bezeichnen die Punkte in A und B, folgendermafen:

A=A{a,..,am} , By, ={b],.,00}.

Dabei sind die Punkte so nummeriert, dass fiir alle ¢ € {1,..,m} der Punkt b} durch die
Drehung aus dem Punkt a; hervorgegangen ist.

Bedenkt man, dass man fiir jedes beliebige n ein perfektes, wenn auch nicht unbedingt
minimales, Matching erhilt, indem man fiir alle 7 € {1,..,m} dem Punkt a; den Punkt b}
zuordnet, so folgt:

0 < dn(A) <) Ja; —b}.
=1
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Fiir ein beliebiges i € {1,..,m} betrachten wir das Dreieck Aa“b?,SP(A), das die folgenden
Eigenschaften besitzt:

e Der Winkel bei SP(A) entspricht dem Rotationswinkel. Es gilt also:

2
Lspa) = ot

e Da b aus a; durch Drehung um SP(A) hervorgegangen ist, gilt nach Lemma 2.8:
la; — SP(A)| = |b' — SP(A)| =: x; und da die Winkelsumme im Dreieck gleich 7 ist,

folgt:
1 m(n —2)
e Da z; := |a; — SP(A)| unabhéngig von n ist, gilt:
0< lim z; < o0.
n—oo
Aus diesen Eigenschaften folgt mit dem Sinussatz:
s 2w
sin <%
‘CLZ‘ — b?‘ = :z:ii. (n—n2)7r .
sin ~—-
Und mit 5 5
lim sini:O A lim sin n—2)m =1
n—oo n n—oo
folgt:

lim |a; — b}'| = 0.
n—oo
Daher gilt auch:
m
0< lim d,(A) < nh_)rgoz la; — bj'| = 0.

n—00 4
1=1

Damit ist Lemma 2.16 bewiesen.

Ist eine Punktmenge A € R? fiir alle j € {2, ..,8} nicht exakt j-symmetrisch, so gilt:
dj(A)=e>0 Vje{2,.,8}
und somit lésst sich aus Lemma 2.16 folgern:
N €N fiir das, gilt: Ay ¢(A) <25 Vn > N.

Somit wird ab einem gewissen N € N einer beliebigen Punktmenge A C R? (unabhingig
von ihren Symmetrieeigenschaften) jede n-Symmetrie (n > N) nach Definition 2.15 zuge-
ordnet. Daher eignet sich diese Definition nur bedingt, wenn man eine Punktmenge auf
approximative Symmetrien sehr hoher Ordnungen untersucht.
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Wir wollen im Folgenden auf eine Moglichkeit eingehen, wie man die Zuordnung von ap-
proximativen Symmetrien alternativ gestalten kann, wenn man nach Symmetrien héherer
Ordnungen suchen will.

Das Problem bei der Zuordnung von Symmetrien, das aus Lemma 2.16 gefolgert werden
kann, beruht darauf, dass sich fiir eine Punktmenge B,,, die aus einer Drehung um einen
sehr kleinen Winkel aus einer Punktmenge A hervorgegangen ist, unabhéngig von ihren
Symmetrieeigenschaften ein perfektes Matching zwischen B,, und A finden lisst, das einen
sehr kleinen Wert hat. Daher definieren wir einen alternativen Symmetriewert, der sich
nicht nur aus dem Wert eines solchen Matchings berechnet:

Definition 2.17. Der alternative Symmetriewert a?n(A) einer Punktmenge A C R? beziig-
lich der n-Symmetrie berechnet sich wie folgt:

n—1
du(4) = —— 3" d(4, B, (i)).

n—1
i=1

Dabei geht die Punktmenge B, (i) C R?* aus A durch eine Rotation um den Punkt SP(A) €
R? um den Winkel 2Z% hervor und d(A, B, (i)) bezeichnet den Abstand zwischen den Punkt-
mengen A und By, (7).

Fiir den alternativen Symmetriewert d,,(A) einer beliebigen Punktmenge A C R? gilt
offensichtlich nicht die Aussage aus Lemma 2.16 fiir den Grenzwert von d,,(A).
Wir definieren analog einen alternativen Eindeutigkeitswert:

Definition 2.18. Fir den alternativen Eindeutigkeitswert A?j(A) eines alternativen

Symmetriewertes dy,(A) gilt:

A? = max An(A)
ke{i,...j}\{l | n mod [=0} dk(A)

- 100,

Dadurch kann man davon ausgehen, dass nur fiir eine approximativ n-symmetrische
Punktmenge A gilt:
5 ..s(A) <25.

Die genaue Bestimmung der Symmetrieeigenschaften einer Punktmenge mit Hilfe der
alternativen Symmetrie- und Eindeutigkeitswerte ist allerdings aufwendiger, wie aus dem
folgenden Lemma hervorgeht:

Lemma 2.19. Die Komplezitit der Bestimmung aller alternativen Symmetriewerte czn(A)
(neN, 2<n <N €N) einer m-elementigen Punktmenge A ist:

O(N?m?).
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Zur Berechnung aller Symmetriewerte d,,(A) betrigt der Aufwand hingegen:
O(Nm?)

Beweis:
Die Erstellung der Eingabe-Matrix fiir OP1, deren Eintriige m? Abstinde zwischen je zwei
Punkten sind, besitzt eine Komplexitit von O(m?). Der Aufwand zur Berechnung eines
Minimal Perfect Matchings in einem Bigraphen mit 2m Punkten betriigt O(m3) (siche
Lemma 2.13). Der Aufwand zur Berechnung des Abstands zweier Punktmengen betragt,
wenn man das Matching gegeben hat, hingegen lediglich O(m).

Zur Berechnung eines alternativen Symmetriewertes dn(A) miissen n — 1 solcher Mat-
chings bestimmt werden.

Insgesamt ergibt sich also zur Berechnung aller alternativen Symmetriewerte ein Auf-

wand von
N

O((3 (n = 1))m?) = O(N*m?).
n=2
Da zur Berechnung eines Symmetriewertes d,,(A) nur ein Matching bestimmt werden
muss, betrégt der Aufwand zur Bestimmung aller Symmetriewerte d,(A) (n € N, 2 <n <
N € N) einer m-elementigen Punktmenge A:

O(Nm?).
U

Der Aufwand unseres Symmetrieerkennungsalgorithmus hingt einerseits davon ab, auf
welche Symmetrieordnungen die Punktmenge untersucht werden soll. Andererseits wiirde
sich der Aufwand erheblich reduzieren, wenn wir eine méglichst kleine Teilmenge A C A
mit |A| =: 7 < m := |A| finden kénnten, deren Symmetriewerte eine Aussagekraft fiir die
Symmetrieeigenschaften der gesamten Punktmenge A besitzen. Mit der Frage, wie man
eine solche Teilmenge A finden kann, werden wir uns im folgenden Kapitel beschéftigen.

Die Unterschiede zwischen Symmetriewerten und alternativen Symmetriewerten wer-
den anhand des folgenden Beispiels illustriert:

Wir betrachten eine approximativ 11-symmetrische Punktmenge A (siehe Abbildung
2.4). A ist die Punktmenge, die aus den Eckpunkten eines reguléren Elfecks besteht, deren
Koordinaten auf ganze Zahlen gerundet wurden.

Vergleicht man die Symmetriewerte und die alternativen Symmetriewerte fiir n =
2,..,13 und, um den Effekt des Grenzwertes fiir n — oo anzudeuten, beispielhaft fiir
n = 367 (siehe Abbildung 2.5), so erkennt man, wie es nach den vorherigen Uberlegungen
zu erwarten war:

1. Die approximative 11-Symmetrie wird sowohl mit den Symmetriewerten als auch mit
den alternativen Symmetriewerten erkannt.

2. Obwohl die Punktmenge offensichtlich nicht approximativ 367-symmetrisch ist, wiir-
de ihr nach den Definitionen 2.2, 2.14 und 2.15 eine approximative 367-Symmetrie
zugeordnet. Anhand des alternativen Symmetriewertes (siehe Definition 2.17) erkennt
man, dass keine approximative 367-Symmetrie vorliegt.
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Abbildung 2.4: Punktmenge A

L [[da(4)[A5 5(4)[[dn(A)[A3 5(4)]
2 [3833.1] 299.1 [3833.1] 174.7
3 2560.2) 199.8 [2560.2| 116.7
4 {1921.4) 1499 |2558.6] 116.6
5 |1537.6) 1200 {2303.9] 105.0
6 |1281.6] 833 [2303.3] 105.0
7 |3288.5) 256.6 |2194.1] 100.0
8 |2879.1] 224.6 [2193.8] 100.0
9 |1708.2| 133.3 [2133.2] 972

10 || 769.1 60.0 |2133.0] 97.2
11 7.3 0.6 6.1 0.3
12 || 641.0 41.7  ||2094.2| 98.2
13 |[1183.1] 923 ||2067.5| 96.9
367( 230.6 | 18.0 |[1925.0| 87.7

Abbildung 2.5: Symmetriewerte und Eindeutigkeitswerte



Kapitel 3

Charakteristische Teilmengen

Im vorangegangenen Kapitel haben wir eine Vorgehensweise eingefiihrt, mit der man prii-
fen kann, ob eine Punktmenge A eine approximative n-Symmetrie besitzt. Der Aufwand
der dazu bendtigten Berechnung des Abstands zwischen zwei Punktmengen A und B ist
sowohl bei der Verwendung der Hausdorff-Halbdistanz (O(m?)) als auch bei der Verwen-
dung der MPM-Distanz (O(m?)) abhiingig von der Anzahl m der Punkte in A (und B).
Die entscheidende Frage, die sich daher stellt, wenn man effizient nach Symmetrien in ei-
ner Punktmenge A suchen will, ist: Gibt es eine moglichst kleine Teilmenge A C A, deren
Symmetriewert Aussagekraft fiir die Symmetrieeigenschaften von A besitzt?

In diesem Kapitel wird es darum gehen, eine solche charakteristische Teilmenge von
A zu ermitteln. Dazu werden wir eine neue Teilmenge einer Punktmenge definieren, die
sogenannten Charakteristischen Eckpunkte.

Wir werden im Folgenden die Eigenschaften, die eine solche Teilmenge von A erfiillen
muss, anhand eines Vergleichs mit den Randpunkten von A und den Extremalpunkten von
A herleiten.

3.1 Randpunkte

Wird eine Punktmenge A, zum Beispiel mit dem in Kapitel 2.1 beschriebenen Verfahren,
aus Pixel mit einem bestimmten Farbwert in einem Foto gebildet, so ist A eine ganzzahlige
Punktmenge (d.h. A € Z™*?). Fiir jede ganzzahlige Punktmenge A lisst sich die eindeutig
definierte Teilmenge ihrer Randpunkte Ar C A bestimmen. Dabei gilt:

Definition 3.1. Ein Randpunkt einer ganzzahligen Punktmenge

A = {((a1)z, (@1)y), --» ((am)z, (@m)y)} st ein Punkt o* = ((a*)s, (a*)y) € A, fir den es
zumindest fiir eine der folgenden Bedingungen keinen Punkt a; € A gibt, der diese erfiillt:

29
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Werden Objekte durch Pixel reprisentiert, so steigt die Genauigkeit der Darstellung
mit einer héheren Pixeldichte. Die Pixeldichte ist abhingig vom Abstand disP zwischen
zwei Pixel. Wenn wir disP verringern, wird ein Objekt durch mehr Punkte reprisentiert
und so detaillierter dargestellt.

Der Abstand zwischen zwei Punkten, die zwei bestimmte Stellen eines Objekts darstel-
len, steigt indirekt proportional zu disP. Damit folgt fiir 0 < disP < 1:

1

2 !
disP

disP’

Al ~ ( |AR| ~

Es gilt also:
|Ag| =:mgr ~ Vm.

Daher ist |Ag| zwar in der Regel deutlich kleiner als |A|, allerdings auch abhéngig von
disP und steigt damit, wenn man eine genauere Darstellung erzeugt. Fiir detailliertere Be-
trachtungen kann also auch hier der Aufwand fiir die Symmetriewertberechnung sehr grof
werden. Auferdem setzt Definition 3.1 voraus, dass A eine ganzzahlige Punktmenge ist.
Da wir Punktmengen in beliebig dimensionalen euklidischen Rdumen untersuchen wollen,
ist die Teilmenge AR fiir unseren Algorithmus nicht geeignet.

Wir werden im Folgenden eine charakteristische Teilmenge definieren, deren Grofie mit
kleiner werdendem disP nicht (deutlich) steigt, die auch fiir nicht ganzzahlige Punktmen-
gen definiert ist und die trotzdem geeignet ist, um aussagekriftige Symmetriewerte zu
bestimmen.

3.2 Konvexe Hiille

Die grundsétzliche Idee beruht darauf, eine Teilmenge der Extremalpunkte einer Punkt-
menge A C R? zu bestimmen. Wir definieren:

Definition 3.2. FEine Punktmenge A C RY (d € N) heifit konvez, wenn sie mit je zwei
Punkten p,q € A auch alle Punkte auf deren Verbindungsstrecke Ap+ (1 —X)q (0 < A < 1)
enthdlt.

Definition 3.3. Die konveze Hiille Agop, C R? (d € N) einer Punktmenge A C R? ist die
kleinste konvexe Menge, in der A enthalten ist.

Definition 3.4. Ein Punkt a € A einer Punktmenge A C R? (d € N) heift Extremalpunkt
von A, wenn es keine zwei von a verschiedenen Punkte q1,q2 € Apon gibt, so dass a auf
der Strecke zwischen q und qo liegt. Die Menge der Ezxtremalpunkte von A wird mit Ay
bezeichnet.

Dabei gilt:
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Lemma 3.5. Die in 8.4 definierte Menge Ax der Extremalpunkte einer Punkimenge A C
R (d € N) ist eindeutig.

Beweis:
Die konvexe Hiille Ay, einer Punktmenge A = {a1,..,an} C R? lisst sich nach den
Definitionen 3.2 und 3.3 als die Menge der endlichen Konvexkombinationen von Punkten
aus A konstruieren:

m m
Apon = {Zai agla; € A,Zai =1,a; > 0}.
=1 =1

Jede Menge A’ # Apon, die nicht groker als Ay, ist, enthilt entweder einen Punkt a; € A
nicht, oder sie ist nach Definition 3.2 nicht konvex. Daher ist die konvexe Hiille Ag,,, einer
Punktmenge A C R eindeutig.

Fiir jeden Punkt a € A ist damit in Definition 3.4 eindeutig festgelegt, ob er Extremal-
punkt ist oder nicht. Also ist auch die Menge Ax C A der Extremalpunkte eindeutig.

0

Es gibt verschiedene Verfahren mit denen man die konvexe Hiille und damit auch die
Extremalpunkte einer Punktmenge bestimmen kann. Der schnellste Algorithmus ist der
Quickhull-Algorithmus [5]. Er berechnet fiir eine Punktmenge A C R? (d € {2,3}) mit
|A| = m die Extremalpunkte Ag in einer durchschnittlichen Komplexitit von O(mlogm).
In [5] wurde aukerdem gezeigt, dass der Aufwand im 2- und 3-Dimensionalen lediglich
O(mlogr) und im d-Dimensionalen (d € N A d > 3) O(mf%) betragt, wenn bestimmte
Balance-Bedingungen erfiillt sind. Dabei bezeichnet r die Anzahl der bearbeiteten Punkte
und f, die maximale Anzahl an Facetten fiir r Ecken.

Die Idee des Quickhull-Algorithmus beruht auf dem folgenden Prinzip:

Teilmengen der Punkte werden jeweils partitioniert in diejenigen Punkte, die links von ei-
ner bestimmten (gerichteten) Geraden liegen und diejenigen, die rechts der Geraden liegen.
Diese Punktmengen werden dann rekursiv weiter behandelt. Zunéchst bestimmt man den
Punkt pg mit der kleinsten y-Koordinate. Bei mehreren Punkten mit kleinster y-Koordinate
wird aus diesen der Punkt mit der kleinsten x-Koordinate gewéhlt. Dieser Punkt pq ist ein
Extremalpunkt. Als zweiter Punkt p; wird zu Beginn ebenfalls pg genommen. Die Startge-
rade g geht durch po und liegt so, dass alle Punkte der Menge A\ {po} rechts von g liegen.
Die Menge R bezeichnet die Teilmenge von A, die aus den Punkten besteht, die rechts der
Geraden g liegen. In der Ausgangssituation gilt also : R = A\ {po}. Der Rekursionsschritt
geht wie folgt:

In der Menge R wird der am weitesten von g entfernte Punkt ¢ gesucht. Dieser ist ein wei-
terer Extremalpunkt. Dann wird eine Gerade gg durch pg und g gelegt und die Punktmenge
R wird partitioniert in die Menge Ry derjenigen Punkte, die rechts von gg liegen und die
Menge Lo derjenigen Punkte, die links von (oder auf) go liegen. Ferner wird eine Gerade
g1 durch g und p; gelegt und Lo wird partitioniert in die Menge R; derjenigen Punkte,
die rechts von g1 liegen und die Menge L; derjenigen Punkte, die links von (oder auf) g;
liegen. Die Punkte der Menge L; liegen im Inneren der konvexen Hiille und gehéren daher
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nicht zu Ag. Mit den Geraden gg von pg nach ¢ und ¢g; von ¢ nach p; und den zugehorigen
Mengen Ry und R; wird rekursiv weiter verfahren, wenn sie nicht leer sind.

In Abbildung 3.1 wird die Vorgehensweise des Quickhull-Algorithmus dargestellt. Im
ersten Schritt werden Ry und Lg gebildet. Im zweiten Schritt kann man bereits alle Punkte
innerhalb der beiden Dreiecke Ay, 4p, und A, o als mogliche Punkte von Ag ausschlie-
Ken. Im dritten Bild ist das Ergebnis Ax dargestellt. Man sieht, dass die Punktmenge, die
eigentlich ein reguldres Fiinfeck darstellen sollte, 13 Extremalpunkte besitzt. Neben Unge-
nauigkeiten durch Lichteffekte oder Verdeckungen ist insbesondere die Darstellung durch
Pixel, also ganzzahlige Punktmengen, dafiir verantwortlich, dass die konvexe Hiille mehr
Extremalpunkte als die Anzahl der Ecken des dargestellten Objekts enthilt.

Will man aussagekraftige Symmetriewerte berechnen, eignet sich die charakteristische
Teilmenge Ay daher nur bedingt (siehe auch die Beispiele in Kapitel 3.5). Im Folgenden
werden wir eine neue Teilmenge A C Ax C A definieren, die eine effektive Symmetriewert-
berechnung ermoglicht.

Dabei enthilt A als Teilmenge von Ax zwar nur Informationen iiber die Eigenschaften
der konvexen Hiille von A, allerdings ist einerseits in vielen Fillen bereits die Form der
konvexen Hiille einer Punktmenge charakteristisch fiir diese und andererseits kann man
mit dieser weniger aufwendigen Methode bereits n-Symmetrien von A ausschliefen, wenn
Apon nicht n-symmetrisch ist, was wir in Kapitel 7.3 fiir A € R? (d € N\ {1}) beweisen
werden.

3.3 Charakteristische Eckpunkte

Gesucht ist eine Teilmenge von A, die nur die echten Ecken von A enthélt. Unter der Men-
ge der echten Ecken verstehen wir dabei eine Teilmenge von A, die einerseits moglichst
klein sein soll und deren konvexe Hiille andererseits mdglichst d&hnlich zu der konvexen
Hiille der Punktmenge A sein soll.

Dieses Problem lésst sich als ein Glattungsproblem auf dem stiickweise linearen Rand
der konvexen Hiille interpretieren und beschreibt somit eine verwandte Fragestellung zu
derjenigen, die Verfahren aus der Literatur behandeln, die sich mit dem Zerlegen der
Umrisslinien einer 2-dimensionalen Flache in méglichst wenige Teilabschnitte beschafti-
gen ([12], [50)).

Dabei werden moglichst lange Abschnitte des Umrisses, in denen die Kriimmung be-
stimmte Kriterien erfiillt, zusammengefasst. Da in unserem Fall der Rand der konvexen
Hiille durch die diskrete Teilmenge der Extremalpunkte gegeben ist und wir ein Verfahren
einfiihren wollen, welches sich auch zur Bearbeitung héher dimensionaler Punktmengen
anwenden l&sst, ist dieser Ansatz fiir unsere Zwecke nicht geeignet. Wir orientieren uns da-
her bei der Bestimmung der charakteristischen Teilmenge an den zu Beginn des Abschnitts
genannten Kriterien fiir die echten Ecken einer Punktmenge A C R%. Dazu definieren wir:

Definition 3.6. Zwei konveze Punktmengen A,B C R® heiffen genau dann e-idhnlich
(e € RT), wenn gilt:

maxmin|a —b <e A maxminl|a—b| <e.
acA beB beB acA
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Die Bedingung aus Definition 3.6 ist gleichbedeutend zu
dP(A,B) < e.

Dabei bezeichnet d"’P(A, B) die Hausdorff-Distanz zwischen den Punktmengen A und B
(siehe Kapitel 2.5). Um die Kriterien fiir die echten Ecken zu quantifizieren, formulieren
wir mit Hilfe der Definition 3.6 die sogenannten e-Bedingungen.

Definition 3.7. Fir eine Punktmenge A C R? und ein € € RY erfillt die Teilmenge
A:={ay,..,an} C A die e-Bedingungen genau dann, wenn gilt:

1. Apon und Agepn sind e-dhnlich.

2. Fir alle i € {1,..,m} gill: (fl \ @i)kon Und Agon sind nicht e-ahnlich.

Um eine Teilmenge einer Punktmenge A C R? zu finden, die die e-Bedingungen fiir ein
bestimmtes ¢ € R erfiillt, definieren wir das folgende Optimierungsproblem, welches als
Eingabeparameter neben der Punktmenge A eine positive Konstante dcon € R* bendtigt.
Auf die Frage, wie man dcon wéhlen sollte, wird im folgenden Abschnitt eingegangen.

OP 2 )
min Z d(w, Akon)-

ACAk _
we(Ar\A)

unter den folgenden Nebenbedingungen:
NB1 : d(w, Apon) < dcon  Yw € (Ag \ A)

NB2:|A|=  min | Ay).
A;CArNA;INBL

d(w,fikgn) bezeichnet dabei den Abstand zwischen dem Punkt w und der konvexen
Hiille von A. Das heikt: .
d(w, Akon) = min |w — al.
aeAkon

zzli\N B1 bedeutet, dass A; die Nebenbedingung NB1 erfiillen muss.

In OP2 wird also eine minimale Anzahl von Punkten aus Ax gesucht, so dass alle
Punkte, die nicht ausgew#hlt wurden, von der konvexen Hiille der neuen Punktmenge
nicht weiter als die vorgegebene Entfernung dcon entfernt sind. Unter allen Teilmengen,
die diese Bedingungen erfiillen, wird nun diejenige ausgewihlt, bei der die aufsummierte
Distanz zwischen den nicht ausgewdhlten Punkten und der neuen konvexen Hiille minimal
ist. Damit gilt:
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Satz 3.8. Die Lisung A C A C R? des Optimierungsproblem OP2 erfiillt die e-Bedingungen
fiir € = dcon und fiir jede andere Teilmenge B C A, die die e-Bedingungen fiir ¢ = dcon
erfiullt, gilt:

B> |A] A (IBI=1A] = > dw,Agn) < D d(w, Bion)).
we(Ax\A) we(Ax\B)

Beweis: .
Grundsétzlich gilt fiir alle Punktmengen A C A C R? (siehe Definition 3.4):

max d(a, (A)ron) = max d(a, (A)gon)-

acA a€AK
Sei A nun die Losung von OP2 (Eingabe: A C R?, dcon € RT), dann folgt aus NB1:

max min |a—b| < dcon.
a€Akon bE(A)kon

AuRerdem gilt wegen A C A:

max min |a— bl =0 < dcon.
bE(A)kon aEAkO"

Wegen NB2 gilt fiir alle a; € A:

max  min |a — b| > dcon.
a€Akon bE(A\ai)kon

Damit erfiillt A die e-Bedingungen fiir € = dcon.
Aus NB2 folgt aufserdem fiir jede andere Teilmenge B C A, die die e-Bedingungen fiir
€ = dcon erfiillt: .
1B > |A].

Da A die Zielfunktion unter den Nebenbedingungen minimiert, gilt:

‘B| = ‘A’ = Z d(wafzikon) S Z d<w7Bkon>-
we(Ag\A) we(Ax\B)

Wir definieren folgerichtig:

Definition 3.9. FEine Punkitmenge fl(dcon) C R2, die das Optimierungsproblem OP2
(Eingabe: A C R?, dcon € RY) ldst, bezeichnen wir als Menge der Charakteristischen
(dcon )-Eckpunkte (bzw. als Charakteristische (dcon)-Eckpunkte) der Punktmenge A.

Das Optimierungsproblem OP2 wird mit dem folgenden Algorithmus geldst, der an-
hand des Beweises von Satz 3.10 ausfiihrlich erlautert wird.
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Algorithmus: Eckpunkte

Eingabe: A C R% dcon € RT.
Ausgabe: A C A (Ldsung von 0P2), d € R (Zielfunktionswert von 0P2).

1. Ag :={wi,..,wy} := Quickhull(A), (Nummerierung im Uhrzeigersinn).

A={}, E:=0, F:=1, NR:=1, i:=1.

2. WAHREND i <m — NR+2 A E=0:
WENN AK\{wi,..,wHNR,l} | NB1:

=41+ 1.
SONST:
E=1.

3. WENN E # 1:
t: =1, NR:=NR+1, gehe zu 2.

4. WENN F> NR+1:
Gehe zu 7.

5. A= {wy, .., wn}, PI(1) = {wiyra}, PYQ2):={}, pr:=2.
FUR j=(i+F):m:
WENN A"\ w; | NB1:
A= A\ wj, Pf(p1):= Pl (p1) Uwj.
SONST:
.. PlF(Pl) = PlF(Pl)ij, p1:=p1+1, P1F(P1) ={}
FOR j=1:(i+F—2):
WENN A"\ w, | NB1:
A= A\ wj, PY(p1) = P{(p1) Uw;.
SONST:
P1F(p1) = P1F(p1)ij, p1:=p1+1, P1F(pl) ={}.

6. A/ = {wly--,wm}v PZF‘(l) = {wZ+F—1}7 P2F‘(2) = {}, P2 = 2.
FUR j=(i+F—2):—1:1:
WENN A'\ w; | NB1:
A= A\ wj;, PF(p2):=Pf(p2) Uuw;.
SONST:
) Pf(p2) := Pf(p2) Uw;, pa:=pa+1, Pf(p2):={}.
FUR j=m:—1:(i+F):
WENN A’\ w; | NBI:
A= A\ w;, PE(p2) = PF(p2) Uw;.
SONST:
Pf (p2) = PY(p2) Uwj, p2=p2+1, Pf (p2) := {}.
spi=p1—1, F:=F+1, gehe zu 4.

7. s:= min(je{17'_7NR}) S5, F:=1.
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8. WENN FF> NR+1 V sp#s:
dp := 00, gehe zu 15.

9. Pi(1):=PF(1)UuPF(s+1), P(1):=Pf(1)UPF(s+1).
FUR j =2:s:
Pi(j) = P{'(4), Pa(j) =Py (j).

10. FUR ¢=1:m:
WENN Ag \wg; NDBI1 nicht erfiillt:
FUR [=1:m (I #q):
FUR (k,j) | wg, wi € Pr(j):
Pi(j) = Pr(j) \ wi-

11. FUR j/' =1:s:

FUR k' =1:2:
WENN |P ()] = 1:
Wq -= Py (5").
FUR (k,j) | wq € Pe(j):
Pi(7) = {wg}-

12. FUR j,5' =1:s:
FUR k, k' =1:2:
WENN Py (j) C Pw(4'):
Py (5") = Pi(j) -

13. WENN 3(k,j) | P(j)(Schritt 12) # P(j)(Schritt 10):
Gehe zu 11.
14. {Ay,., Ay} = {A; C Ag | (|21,-m Pu(j)| =1 Yj, k) A (4i|NB1)}.
dp = min;e; EwE(AK\Ai) d(w> (Az)kon)
AF = Az ‘ i = argmin;ey Zwe(AK\Ai) d(w7 (*’le)kon)
F:=F+1, gehe zu 8.

15. WENN FF< NR+1:
F:=F+1, gehe zu 8.

16. AUSGABE: d :=minpc(i, g} dr-
AUSGABE: A .= AF | F:=arg minFE{l,,,,NR} dp.

Satz 3.10. Der Algorithmus Eckpunkte findet immer alle Losungen des Optimierungspro-
blems OP2.

Beweis:
Wir fiithren den Beweis mit der Hilfe von fiinf Lemmatas:
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Lemma 3.11. Das Optimierungsproblem OPZ2 besitzl immer (mindestens) eine Lisung
A*.

Beweis:
Das Optimierungsproblem hat immer (mindestens) eine Losung, da NB1 zumindest fiir
A = Ay erfiillt ist und es damit auch immer mindestens eine Menge A geben muss, die
beide Nebenbedingungen erfiillt.
Wir bezeichnen die Punktmenge, die die Zielfunktion unter den Nebenbedingungen mini-
miert, mit A*. Existieren mehrere Losungen, bezeichnet A* eine dieser Loésungen.

g

Lemma 3.12. Fir das in Schritt 7 berechnete s gilt:

s= _ min |A;| = |A™|.
A;CArNA;INBL

Beweis:
In Schritt 2 wird eine N R-elementige Teilmenge {wj, .., w;4 nr—1} gesucht, fiir die
AK \ {wi, ooy wi+NR_1} NB1 nicht erfiillt.
Daraus folgt, dass mindestens ein Element aus {wj, .., w;y Nr—1} in A* sein muss.
In den verschiedenen Schleifen in Schritt 5 wird je einer der Punkte {w;,.., w1 nr—1} als
fester Punkt fiir A ausgewihlt. Zumindest in einer Schleife kann man damit noch auf A*
kommen.
Anschliefend werden fiir F' = 1 : NR die Partitionen Pf (1),.., PF'(sp + 1) so gebildet,
dass aus jeder der Mengen P (1), .., PF(sr) jeweils mindestens ein Punkt in A sein muss,
damit A NB1 erfiillt. Analoges passiert in Schritt 6 in umgekehrter Reihenfolge bei der
Bildung der Partitionen P’ (1),.., Pf'(sp + 1).
Da A* mindestens einen der Punkte {w;, .., w;; yr_1} enthilt, gilt

|A*|>s= m

in 5j.
(je{1,.,NR})

Aufierdem erhiilt man eine Menge A (mit |A| = sp), welche NB1 erfiillt, wenn man A neben
dem festen Punkt aus den jeweils als letztes hinzugekommenen Punkten der Partitionen
PE(2),.., PF(sp) bildet. Es gilt daher

|A*| < sp VE =1: NR.
Fiir das in Schritt 7 berechnete s gilt also:

s = |A7].
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Lemma 3.13. Fir mindestens ein F € {1,..,NR} mit sp = s gilt: A* besteht aus je
einem Element aus PL'(j) (j = 1:s), bzw. aus je einem Element aus P (j) (j=1:s).

Beweis:
A* besteht aus s Elementen und enthélt mindestens einen der Punkte {wi, .., wir NR—1}-
Die verschiedenen PF'(j) (F = 1 : NR) wurden unter der Vorraussetzung, dass ein be-
stimmter Punkt w;_14p in A sein muss, so gebildet, dass fiir j = 2 : s aus PlF(j) und
PF(j) mindestens ein Element in A sein muss, damit A NB1 erfiillt.
Daher muss zumindest fiir das F', bei dem ein Punkt aus {w;, .., w;1 yr—1} als fester Punkt
in A gewihlt wird, der auch in A* ist, A* aus je einem Element aus PL(j) (bzw. aus je
einem Element aus P§(j) (j =1:s)) bestehen.

g

Lemma 3.14. Fir mindestens ein F € {1,..,NR} gilt fir das in Schritt 14 berechnete
AL
A* — AF — A | 5 = ; A.
A"=A" =4, |i= argmin Z ) d(w, (Ai)kon),
’LUE(AK\AZ')

Beweis:
Bildet man fiir alle F/ = 1 : NR mit der Eigenschaft sy = s alle Punktmengen A; (i € I'),
sodass aus jeder PF(j) (bzw. aus jeder P¥(j)) (j = 1 : s) genau ein Element in A; ist,
dann ist A* zumindest fiir ein F identisch zu einer der |I’| gebildeten Punktmengen A;.
Fiir dieses F' gilt:
In den Schritten 10-12 werden die verschiedenen Partitionen Pj(j) verkleinert und damit
die Anzahl der zu bildenden A; reduziert. Es werden nur noch |I*| (I* C I’) Mengen
gebildet. A* ist allerdings auch nach der Reduzierung der zu betrachtenden A; identisch zu
einer der A; (1 € I*, I* C I'), da durch die Schritte 10-12 nur Moglichkeiten ausgeschlossen
werden, bei denen A; zumindest eine der beiden Nebenbedingungen nicht erfiillt.
Schritt 10:
Wenn Ag \ wy NB1 nicht erfiillt, muss w, in A* sein, damit A* NB1 erfiillt.
Daher kann man alle w; (I =1 : m Al # q), die mit w, zusammen in einer Py (j) sind,
16schen, weil diese nicht in A* sein kénnen, da NB2 sonst in A* nicht erfiillt wire.
Schritt 11:
Ist ein w, das einzige Element in einer Py(j), muss es laut Definition auch in jedem A;
sein. Damit A; NB2 erfiillt, darf kein w;, das mit wq in einer der anderen Py (j) ist, in A;
sein.
Schritt 12:
Damit A; NB2 erfiillt, darf aus jeder der Pi(j) nur genau ein Element in A; sein. Daher
werden in Schritt 12 nur Moglichkeiten fiir A; ausgeschlossen, die NB2 nicht erfiillen.
Daraus folgt, dass fiir ein i € I* gilt: A* = A;.
Streicht man alle A; (i € I'*), die NB1 nicht erfiillen, erhiilt man verschiedene Mengen A;
mit s € [ (I CI*).
A* erfiillt NB1. Es gibt also auch ein i (i € I), fiir das A* = A; gilt. AuRerdem erfiillen
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alle 51,» mit i € T sowohl NB1 als auch NB2.
Da A* die Zielfunktion minimiert, gilt:

A*=A; |i=arg I?el}l z d(w, (Ai)kon)-

Damit gilt fiir dieses F:

Lemma 3.15. Der Algorithmus Eckpunkte terminiert.

Beweis:
Alle Schleifen innerhalb des Algorithmus sind endlich:
Schritt 2 wird nur endlich oft wiederholt, da NR < m — 1 gelten muss um NB1 zu erfiillen.
Die Schritte 4-6 und 8-15 werden nur endlich oft wiederholt, da NR < oo gilt.
Die Schritte 11-13 werden nur endlich oft wiederholt, da héchstens m < co Punkte gestri-
chen werden kénnen und die Schleife beendet wird, sobald in einem Durchgang kein neuer
Punkt gestrichen wird.

O

Aus den Lemmata 3.11 bis 3.15 folgt: OP2 hat immer mindestens eine Losung A*, die
man in endlicher Zeit mit Hilfe des Algorithmus Eckpunkte ermittelt. o
Nimmt die Zielfunktion ihr Minimum fiir verschiedene Punktmengen A*', A*2 ... an,
die alle die Nebenbedingungen NB1 und NB2 erfiillen, so ist entweder die Bestimmung von
1 in Schritt 14
C_ . A
i argrinel}l Z ) d(w, (Ai)kon),
’LUG(AK\AZ')
oder die Bestimmung von F' in Schritt 16
F =ar min d
gFe{l,.‘,NR} F
(oder beide) nicht eindeutig. Da die Lemmata 3.12, 3.13 und 3.14 fiir jede Losung A*
gelten, erhdlt man in diesem Fall alle Losungen, indem man in Schritt 14 alle A; (j € I)
mit

S e (Ao = min Y dw, (Aken)

speichert bzw. in Schritt 16 alle A7 (j € {1,.., NR}) ausgibt, fiir die gilt:

d; = min  dp.
Fe{l,..NR}

Damit ist Satz 3.10 bewiesen.
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Anmerkung: 3
Die optimale Losung erhélt man auch, wenn man fiir alle s-elementigen Teilmengen A von
Ak, fiir die NB1 erfiillt ist,

di= Y dw, Ape)

we(Ax\A)

m
berechnet. Da es allerdings < ) verschiedene s-elementige Teilmengen von Ak gibt, wire
S

der Aufwand dabei in der Regel sehr grof. Die Schritte 9-14 reduzieren den Aufwand im
Normalfall erheblich.

3.4 Eingabe-Parameter

Es stellt sich die Frage, wie man den Parameter dcon wihlen sollte, damit A(dcon) tatsich-
lich den Ecken des Objekts, welches durch A reprisentiert wird, am ehesten entspricht. Das
Ziel muss es also sein, dcon so zu wihlen, dass, falls A ein n-Eck repriisentiert, |A(dcon)| = n
gilt. Um die Abhéngigkeit zwischen |A(dcon)| und dem Parameter deon zu analysieren, be-
weisen wir das folgende Lemma:

Lemma 3.16. Fiir eine beliebige Punktmenge A C R? und zwei positive Parameter dy,do €
RT seien A(dy) und A(dy) die Mengen der Charakteristischen (dy)- bzw. (dy)-Eckpunkte
von A. Dann gilt: } )

dy<dy = [A(d1)| = |A(d2)].

Beweis
Jede Teilmenge A C Ay, die die Nebenbedingung NB1 des Optimierungsproblems OP2
fiir dcon = dy erfillt, erfiillt diese auch fiir dcon = dy > dj.
Daraus folgt:
_ min Al > min |Ajf
A;CARNA;INB1(d1) A;CAgNA;INB1(d2)
und damit gilt auch: 3 )
di <dy = [A(d1)] > [A(d2)|-

g

Fasst man also die Anzahl der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge A C R?
als Funktion s(dcon) des Eingabeparameters dcon auf, so ist s(dcon) monoton fallend.
Auferdem gilt offensichtlich s(0) = |Ax| und wenn man beriicksichtigt, dass die konvexe
Hiille einer Punktmenge in der Ebene nur gebildet werden kann, wenn die Punktmenge
mindestens drei (nicht-lineare) Punkte enthilt, folgt: limg . s(d) = 3.

Bei der Bestimmung der Charakteristischen Eckpunkte einer ein n-Eck (3 < n <
|Ak|) darstellenden Punktmenge A C R? unterscheiden wir zwei Fehler bei der Wahl
des Parameters dcon:
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e Fehler erster Art: dcon wird zu Klein gewdhlt = |A(dcon)| > n.

e Fehler zweiter Art: decon wird zu grof gewihlt = |A(dcon)| < n.

Da wir a priori nicht wissen, wie viele Ecken das dargestellte Objekt besitzt, ist die
Uberpriifung von dcon nicht offensichtlich. Einen Anhaltspunkt dafiir, dass ein dcon so
gewihlt wurde, dass |A(dcon)| = n gilt, erhalten wir, wenn fiir deons > dcon auch
|A(dcons)| = n gilt. Wir definieren folgerichtig;:

Definition 3.17. FEin Intervall I := [dy, ds] heifit geeignetes dcon-Intervall fir eine Punkt-
menge A C R?, wenn gilt:

3<|A(dy)| = |A(d2)| < Ak A di € RY A dy>4-dy.

Um ein dcon aus einem geeigneten Intervall fiir eine Punktmenge A C R? zu finden,
benutzen wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus: Parameter

Eingabe: A C R? dy € RT.
Ausgabe: dcon € RT in einem geeigneten Intervall.

1. Ag := Quickhull(A).
s_1 =380 :=|Agl|, i :=1, dcon :=0.

2. WAHREND s;,_1 > 3

dj =2 di—1~
A = E~ckpunkte(AK, d;) .
S; = ‘A‘

WENN S; = S;—2:
AUSGABE: dcon := d;_s.
1:=1+ 1.

3. WENN dcon = 0:
AUSGABE: Kein Intervall gefunden!

Anmerkungen:
1. Als Startwert do sollte man einen moglichst kleinen Wert wiéhlen, fiir den trotzdem
|A(do)| < |Ak| gilt. Wir wéhlen daher:

do = 1min d(wz, (AK \ wi)kon).
wiGAK
2. Da in Schritt 2 lediglich die Anzahl s; der Charakteristischen Eckpunkte von Interesse
ist, geniigt es hier, nur einen Teil des Algorithmus Eckpunkte (Schritte 1-7) durchzufiihren.
3. Fiir zwei beliebige d1, dy € I in einem geeigneten dcon-Intervall I gilt: A(dy) = A(ds). Da
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der Algorithmus Eckpunkte (in der Regel) schneller ist, wenn dcon kleiner gew#hlt wird,
setzt der Algorithmus Parameter dcon gleich dem kleinsten bekannten Wert innerhalb des
Intervalls.
4. Findet der Algorithmus Parameter kein geeignetes dcon-Intervall, so kann man entweder
den Startwert dy variieren oder die Bedingung fiir die Grofe des Intervalls auf do = 2 - d;
abmildern.

Untersucht man ein Objekt, dessen Darstellungsweise bekannt ist, ist die dcon-Bestim-
mung mit dem Algorithmus Parameter nicht notwendig, wenn man bereits einen geeigneten
Wert fiir dcon aus fritheren Analysen kennt. Wir werden die Parameterbestimmung mit
Hilfe des Algorithmus Parameter in den folgenden Beispielen ausfithren und damit allge-
mein darauf schlieffen, wie wir dcon wihlen miissen, wenn wir Punktmengen untersuchen,
die Objekte mit der in Kapitel 2.1 vorgestellten Pixelmethode représentieren.

3.5 Beispiele

Als erstes wollen wir die Vorgehensweise des Algorithmus Eckpunkte an dem Beispiel aus
Abbildung 2.2 illustrieren:

In Abbildung 3.2(a) sieht man die das Fiinfeck reprisentierende Punktmenge A. Ar C
A ist die blau und griin eingezeichnete Teilmenge der Randpunkte von A. Ax C Ag sind
die Extremalpunkte (griin) von A.
Es gilt:
|AK| = 13, min d(wi, (AK \ wi)kon) = 0.1085 =: d().
w;€EAK

Fasst man die Anzahl der Charakteristischen Eckpunkte von A als Funktion s(dcon) des
Eingabeparameters dcon auf, so besitzt s(dcon) die in Abbildung 3.3 aufgelisteten Funk-
tionswerte.

Der Algorithmus Parameter findet also das geeignete dcon-Intervall
I :=[2%dy, 2°dp) = [0.8677,3.4709).

Wir fithren den Algorithmus Eckpunkte zur Veranschaulichung mit dcon = 2 aus.

In 3.2 (b) sind die Punkte in A, die sicher zu A gehéren miissen, um die beiden Neben-
bedingungen zu erfiillen, rot eingezeichnet, die tiirkisen Punkte liegen sicher nicht in A
und aus den drei Teilmengen (Kreise) der griinen Punkte muss jeweils noch ein Punkt in
A liegen. Es gibt also noch 2 -3 -2 = 12 verschiedene Mbglichkeiten A zu bilden. Durch
die Schritte 9-14 des Eckpunkte-Algorithmus wurde also die Anzahl der méglichen A von

(153> = 1287 auf 12 reduziert.

Im unteren Bild (c) ist das optimale A rot eingezeichnet. Die griinen Punkte aus Ag \ A
liegen von Agep, (rotes Fiinfeck) weniger als 2 Lingeneinheiten entfernt.
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(c) Losung von OP2: A (rot)

Abbildung 3.2: Eckpunkte-Algorithmus
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Abbildung 3.3: Parameterfunktion

m | 237 [ 50 13 5
n ||dy(A)|dn(AR)|dn(Ak)|dn(A)
2 [ 8.7 787 [ 39.8 [29.0
3 |/139.1| 71.2 | 31.6 | 19.5
4 || 606 | 582 | 29.8 | 14.8
5 ||100.7| 47.4 | 29.5 | 2.2
6 ||116.0| 51.1 | 27.3 | 10.1
7 | 134.8| 553 | 309 |16.9
8 [151.6| 57.6 | 355 | 22.0
A3 Gl[166.2] 929 | 1082 | 218

Abbildung 3.4: Symmetriewerte

Die verschiedenen Symmetriewerte d,, werden in der Tabelle in Abbildung 3.4 vergli-
chen, die die Tabelle aus 2.3 erweitert. Man erkennt, dass lediglich A eine 5-Symmetrie
zugeordnet werden kann. AuRerdem kann man die Symmetriewerte von A, aufgrund der
niedrigen Anzahl an Punkten in A, mit dem geringsten Aufwand berechnen.

Im Folgenden wollen wir die Symmetriewerte der Charakteristischen Eckpunkte an
einem zweiten Beispiel testen.

Im linken Teil der Abbildung 3.5 ist das Originalfoto abgebildet. Im rechten Teil sieht
man die Punktmenge A, die das Stoppschild (Farbintervalle aus Abbildung 2.1 (Bsp.2),
1 = 1000) reprasentiert. Es gilt:

‘AK‘ = 34, min d(wl, (AK \ wi)kon) = 0.031 =: dg.
wiEAK

Verschiedene Funktionswerte fiir s(dcon) sieht man in Abbildung 3.6.

Der Algorithmus Parameter findet also das geeignete deon-Intervall I := [25dy, 2%dg] =
[1.984,15.872] und gibt somit fiir decon = 26 - dy = 1.984 aus.
dn(A) zu berechnen wire aufgrund der Groke von A (|A| = 30657) nicht praktikabel.
Die Symmetriewerte der Charakteristischen Eckpunkte (siehe Abbildung 3.7) lassen sich
hingegen mit geringem Aufwand bestimmen.
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Abbildung 3.5: Stopp-Schild

Jedes regulére Achteck ist nicht nur 8-symmetrisch, sondern auch 2- und 4-symmetrisch.

Daher diirfen die niedrigen Symmetriewerte fiir do(A) und dy4(A) nicht verwundern.

Vergleicht man die geeigneten dcon-Intervalle der beiden Beispiele, so siecht man, dass
die Intervalle einen nicht-leeren Schnitt haben. Da die darstellende Punktmenge A im zwei-
ten Beispiel wesentlich groker als im ersten ist, liegt die Vermutung nahe, dass der absolute
Fehler durch die Pixel-Darstellung unabhingig von der Groke des dargestellten Objekts
ist. Daher verzichten wir im Folgenden auf eine dcon-Bestimmung mit dem Algorithmus
Parameter, wenn wir eine Punktmenge untersuchen, die ein Objekt mit der Pixelmethode
reprisentiert. In diesen Fillen setzen wir dcon = 2 und schreiben verkiirzt statt A(dcon)
nur noch A fiir die Menge der Charakteristischen Eckpunkte.

3.6 Komplexitiatsanalyse

Aus Lemma, 2.13 wissen wir, dass die Berechnung des Abstands zwischen zwei Punkt-
mengen A, B C R? mit |A] = |B| = m die Komplexitit O(m?3) besitzt. Der Aufwand
zur Berechnung der Symmetriewerte einer Punktmenge A beziiglich aller n-Symmetrien
(n €{2,3,..,N}) betriigt also O(Nm?).

In unserem Algorithmus wollen wir, wie in den vorangegangenen Abschnitten dieses
Kapitels erldutert, nicht die Symmetriewerte einer Punktmenge A, sondern die Symmetrie-
werte der Charakteristischen Eckpunkte A von A berechnen und anschlieRend aufgrund
dieser Werte entscheiden, ob wir A eine approximative n-Symmetrie zuordnen oder nicht.
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Abbildung 3.6: Parameterfunktion
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Abbildung 3.7: Symmetriewerte

Im Folgenden wollen wir daher analysieren, welcher Aufwand bei unserem Algorithmus
zu erwarten ist:

1. Bestimmung der konvexen Hiille:

Die konvexe Hiille einer Punktmenge A C R? lisst sich mit dem in Kapitel 3.2 beschriebe-
nen Quickhull-Algorithmus bestimmen. Der Aufwand dieses Algorithmus héngt davon ab,
wieviele neue Facetten pro Iteration erzeugt werden und wieviele Punkte pro Iteration als
Extremalpunkte ausgeschlossen werden kénnen.

In [5] wird gezeigt, dass der Aufwand O(m logr) betragt (r ist die Anzahl der bearbeiteten
Punkte), wenn die Iterationen durchschnittliche Ergebnisse liefern, das heift die Balance-
Bedingungen erfiillt sind. Schreibt man den Aufwand ausschlieflich in Abhéngigkeit von
m, so ergibt sich ein durchschnittlicher Aufwand von

O(mlogm).

2. Anzahl der Extremalpunkte:
Alle weiteren Schritte operieren auf der Menge der Extremalpunkte Ak, die man als Er-
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gebnis des Quickhull-Algorithmus erhilt. Daher stellt sich die Frage, wie sich die Anzahl
der Extremalpunkte mg := |Ax| in Abhéngigkeit zu m = |A| verhélt.
In [41] wurde dieser Zusammenhang untersucht, wenn die Punktmenge A aus Punkten be-
steht, die nach einer gewissen Verteilung zufillig aus den Punkten einer Ebene ausgewihlt
wurden. Danach gilt:
Wird der Erwartungswert der Anzahl der Extremalpunkte einer Punktmenge mit m Punk-
ten mit E,, bezeichnet, so gilt:

lim E, ~ m3,

m—0oo

wenn die m Punkte in einem konvexen Bereich mit glattem Rand gleichverteilt sind.
Sind die Punkte hingegen normal verteilt, ergibt sich:

lim E, ~ +/logm.

m—00

3. Algorithmus Eckpunkte:

Im Algorithmus Eckpunkte werden, nachdem die Menge der Extremalpunkte A (mit
mg = |Ak|) bestimmt wurde, die folgenden Schleifen durchlaufen:

Schritte 2-3:

Esgilt NR < m, da bereits nach Streichung von m—1 Punkten die erste Nebenbedingung
von OP2 nicht erfiillt sein kann. Damit wird Schritt 2, in dem 7 die Werte 1 bis mg—NR+1
durchlauft, weniger als mg mal durchgefiihrt. Es ergibt sich also ein Gesamtaufwand von
(hochstens):

Schritte 4-6:
Wegen NR < mpyg werden die Schritte 5 und 6, in denen j jeweils Werte von 1 bis my
durchlauft, weniger als my mal durchgefiihrt. Daher ist auch hier der Gesamtaufwand in
der Ordnung:

O(mi - (2-mic)) = O(m).

Schritte 8-15:
Von Schritt 15 auf Schritt 8 wird wegen NR < my weniger als mg-mal gesprungen. Die
Schritte 11-13 werden nur dann wiederholt, wenn mindestens ein Punkt aus den Partitionen
gestrichen wird, was hochstens my mal passieren kann.
Wie viele Kombinationen in Schritt 14 berechnet werden miissen, hdngt hingegen davon
ab, wie klein die einzelnen Partitionen sind und wie viele Partitionen gebildet wurden.
Die Berechnung der Charakteristischen Eckpunkte mit dem Algorithmus Eckpunkte ist
besonders dann effektiv, wenn man die Partitionen durch die Schritte 11 bis 13 entscheidend
verkleinern kann und somit in Schritt 14 nur wenige Kombinationen (bis zu einer Ordnung
O(mg)) berechnen muss. In diesem Fall ergibt sich fiir die Schritte 9 bis 15 ein Aufwand
von

O(mx (my +mr)) = O(mi),

Sind in Schritt 14 noch zu viele Kombinationen als mogliche Losungen zu bestimmen,
so bieten sich zwei Varianten an. Einerseits kann man den Algorithmus mit dconge, =
A - deongy (0 < A < 1) wiederholen. Andererseits besteht die Moglichkeit, die einzelnen
Charakteristischen Eckpunkte aus den jeweiligen Partitionen nacheinander so zu bestim-
men, dass man immer den Punkt auswahlt, der die Zielfunktion unter der Bedingung, dass
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die bisher ausgewidhlten Punkte auf jeden Fall zu A gehdren, minimiert. Damit wiirde man
in O(mp) eine Menge erhalten, die die Nebenbedingungen 1 und 2 von OP2 erfiillt und
den Zielfunktionswert zumindest annihert.

Die restlichen Schritte werden nur einmal durchlaufen und sind somit fiir die Bestimmung
des Aufwands unerheblich. Damit liegt (unter den oben beschriebenen Bedingungen fiir
die Partitionen) der Gesamtaufwand des Algorithmus Eckpunkte in:

4. Symmetriewerte:

Die Anzahl der Punkte in der Menge A der Charakteristischen Eckpunkte bezeichnen wir
mit 7 := |A|. Reprisentiert die Menge A ein n-eckiges Objekt, erhalten wir (bei idealer
Wahl von dcon) m = n und das unabhingig von m := |A| bzw. dem Abstand disP zwi-
schen zwei Pixeln (Vergleiche Kapitel 3.1).

Daher hingt der Aufwand zur Bestimmung der Symmetriewerte und damit auch zur Zu-
ordnung von Symmetrien nicht mehr von m ab, sondern liegt in der Ordnung (siche Lemma
2.19):

Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass der Aufwand zur Bestimmung der Cha-
rakteristischen Eckpunkte A und der Symmetriewerte von A unter den oben beschriebenen
Bedingungen in der Ordnung

O(mlogm +m¥k + Nm?)

liegt und damit im Normalfall deutlich geringer ist, als wenn man die Symmetriewerte der
urspriinglichen Punktmenge A bestimmen wiirde.

Auch im Vergleich zu den in der Einleitung vorgestellten Verfahren zur approximativen
Symmetrieerkennung aus der Literatur ([3]: O(m9), [39]: O(m>®(logm)*)) lisst sich der
Aufwand (je nach Verhéltnis zwischen |A| und |Ag| bzw. |A| und |A[) erheblich reduzieren.



Kapitel 4

Unvollstandige Symmetrien

In realen Anwendungen kann es aus verschiedenen Griinden (wie z.B. Schatteneffekten
oder Uberdeckungen) dazu kommen, dass ein Teil eines Objekts, der eine Ecke beinhalten
konnte, durch die darstellende Punktmenge A nicht reprisentiert wird.

Der in den bisherigen Kapiteln entwickelte Algorithmus erkennt approximative Sym-
metrien, indem er eine charakteristische Teilmenge der konvexen Hiille bestimmt, die die
Ecken des zu untersuchenden Objekts reprisentiert. In diesem Kapitel wollen wir eine Va-
riante des Algorithmus entwickeln, die auch dann eine mégliche Symmetrie erkennt, wenn
mindestens eine der Ecken des Objekts nicht dargestellt ist.

Li, Langbein und Martin widmen sich dem Problem, unvollstindige approximative
Symmetrien in Punktmengen zu finden ([32]). Einer Menge A aus n —1 Punkten wird dort
eine approximative unvollstédndige n-Symmetrie zugeordnet, wenn es eine Rotation gibt,
die n—2 Punkte von A, zumindest approximativ, auf Punkte aus A abbildet. Diese Grundi-
dee werden wir auch fiir die Definition modifizierter Symmetriewerte verwenden. Dariiber
hinaus werden wir analysieren, welche Eigenschaften die Menge der Charakteristischen Eck-
punkte einer Punktmenge besitzt, die ein n-symmetrisches Objekt unvollstindig darstellt.
Auferdem beschiftigen wir uns damit, das Rotationszentrum einer zum Teil verdeckten
n-symmetrischen Punktmenge zu bestimmen. Wir werden zeigen, dass der Schwerpunkt
der Charakteristischen Eckpunkte, den wir ja zur Erkennung vollsténdiger Symmetrien als
Rotationszentrum benutzen, in diesem Zusammenhang nicht geeignet ist.

Zabrodsky et al. stellen ein Verfahren zur Bestimmung des Rotationszentrums von
unvollstindig dargestellten Objekten vor ([54]). Dabei wird das Rotationszentrum in ei-
nem iterativen Verfahren ermittelt. Im Iterationsschritt werden bestimmte Punkte in der
Nachbarschaft von M; als potentielle M; 1 ausgewahlt und fiir alle diese potentiellen Ro-
tationszentren die Symmetriewerte der unvollsténdigen Punktmenge bestimmt. Als neues
Rotationszentrum M, fiir den néchsten Iterationsschritt fungiert der Punkt, fiir den der
Symmetriewert minimal ist.

In diesem Kapitel werden wir ein Lemma {iber das Rotationszentrum einer unvoll-
stdndigen n-symmetrischen Punktmenge beweisen und daraus einen Algorithmus ableiten.
Mit diesem Algorithmus kann man das Rotationszentrum aus den Charakteristischen Eck-
punkten der unvollstdndigen Punktmenge in maximal drei Schritten (und damit mit einem
wesentlich geringeren Aufwand als in [54]) bestimmen.

Im Folgenden nutzen wir die Tatsache, dass sich jede n-symmetrische Punktmenge

50
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A C R? (mit SP(A) ¢ A) in Partitionen zerlegen lisst, sodass die Punkte jeder Partition
ein reguléres n-Eck darstellen. Wir untersuchen daher unvollstandig dargestellte Objekte,
die die Form eines regularen n-Ecks besitzen.

4.1 Charakteristische Eckpunkte eines unvollstindigen n-Ecks

Wird ein Objekt mit der Form eines regulidren n-Ecks unvollstindig dargestellt, hingt die
Anzahl der Charakteristischen Eckpunkte der darstellenden Punktmenge A C R? davon ab,
welcher Teil des Objekts nicht dargestellt wurde. Wir unterscheiden dabei die folgenden
Falle, bei denen jeweils eine Teilmenge von A durch eine konvexe Fliche verdeckt ist
und daher nicht zur darstellenden Punktmenge gehért. Die verschiedenen Félle werden in
Abbildung 4.2 visualisiert.

1. Fin Teil innerhalb des Objekts wird nicht dargestellt.
Da die Menge der Charakteristischen Eckpunkte eine Teilmenge der Extremalpunkte
von A ist, wird sie durch so eine Verdeckung nicht beeinflusst.

2. Ein Teil des Rands der konvexen Hiille, der keinen Charakteristischen Eckpunkt
enthélt, wird nicht dargestellt.
In diesem Fall &ndert sich zwar unter Umstdnden die Menge der Extremalpunkte
(siehe Definition 3.4), allerdings findet der Eckpunkte Algorithmus aus Kapitel 3
auch hier die Charakteristischen Eckpunkte, die den Ecken des Objekts entsprechen.

3. Ein Teil der konvexen Hiille, der einen Charakteristischen Eckpunkt enthélt, wird
nicht dargestellt.
Man erhélt in diesem Fall n 4+ 1 Charakteristische Eckpunkte, wobei zwei neue Cha-
rakteristische Eckpunkte den nicht dargestellten ersetzen.

4. Ein Teil der konvexen Hiille, der mehr als einen Charakteristischen Eckpunkt enthilt,
wird nicht dargestellt.
Die dargestellten Charakteristischen Eckpunkte werden auch bei der unvollstindi-
gen Punktmenge mit Hilfe des Eckpunkte Algorithmus erkannt. Anstelle der nicht
dargestellten Eckpunkte werden zwei neue gefunden.

In den Féllen 1 und 2, wird die (approximative) n-Symmetrie des Objekts mit Hilfe
unseres Algorithmus, also trotz der unvollstéindigen Darstellung, gefunden. In den Fillen
3 und 4 wird die Punktmenge A durch eine Drehung um den Winkel %’r allerdings nicht
mehr (approximativ) auf sich selbst abgebildet. Dreht man A um den Winkel %’r um
den Mittelpunkt des Objekts werden immerhin |A| — 3 Punkte (approximativ) auf andere
Punkte aus A abgebildet. Wir werden spéter einen Symmetriewert definieren, der diese
Eigenschaft hervorhebt. Zunichst wollen wir analysieren, wie man den Mittelpunkt M des
zum Teil verdeckten Objekts bestimmen kann.
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(a) Originalbild (b) Vollstéindige Darstellung A mit A

Abbildung 4.1: Achteckiger Teppich
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(a) Verdeckung innerhalb (b) Verdeckung am Rand

w0 450 500

(c) Verdeckung an einer Ecke (d) Verdeckung an mehreren Ecken

Abbildung 4.2: Unvollstdndige Darstellung
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4.2 Rotationszentrum eines unvollstandigen regularen n-Ecks

In Kapitel 2 haben wir erldutert, warum es fiir unseren Algorithmus zur Erkennung voll-

standiger Symmetrien sinnvoll ist, fiir das Zentrum der Rotation M = SP(A) zu wihlen.
Diese Vorgehensweise ist nicht geeignet, wenn man nach unvollstdndigen Symmetrien sucht.

Wie oben bereits angedeutet, wird eine unvollstindige Symmetrie daran erkannt, dass
durch die Rotation zumindest eine Teilmenge der Charakteristischen Eckpunkte auf eine
andere Teilmenge der Charakteristischen Eckpunkte (approximativ) abgebildet wird. Das
gilt bei einem unvollstdndig dargestellten reguléren n-Eck nur, wenn man als Rotations-
zentrum den Schwerpunkt des vollstdndigen n-Fcks und nicht des unvollstdndigen n-Fcks
verwendet. Wir wollen das anhand des folgenden Beispiels illustrieren:

500

400

300

200

100

Abbildung 4.3: Achteck B mit Eckpunkten B = {w, - We, Ws, wo } und SP(B), unvoll-
standig dargestellt durch A mit A = {wy, .., w7, wio} und SP(A)

Wie in Fall 4 (siche Abbildung 4.2 (d)) unterscheidet sich die Menge der Charak-
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teristischen Eckpunkte A des unvollstindig dargestellten Achtecks A von der Menge der
Charakteristischen Eckpunkte B des vollsténdig dargestellten Achtecks B insofern, als dass
zwei Punkte {ws,wg} nicht mehr dabei sind, wihrend zwei neue Punkte {wr,wio} hinzu-
gekommen sind. In Abbildung 4.3 erkennt man, dass sich die beiden Schwerpunkte SP(A)
und SP(B) deutlich unterscheiden. Fiinf Punkte von A werden durch eine Rotation um
den Winkel 2% nur dann (approximativ) auf fiinf andere Punkte aus A abgebildet, wenn
man SP(B) als Rotationszentrum nehmen wiirde, was allerdings bei unvollstindiger Dar-
stellung nicht gegeben ist. Wie man SP(B) aus der gegebenen Punktmenge A bestimmen
kann, leiten wir aus dem folgenden Lemma ab:

Lemma 4.1. Ein regulires n-Eck wird wie in einem der oben beschriebenen Fdlle un-
vollstindig dargestellt. Die Menge der Ecken des requliren n-Ecks sei B. Die Menge der
Charakteristischen Eckpunkte der unvollstindigen Darstellung wird mit A bezeichnet. Gilt

fiir eine mindestens "T”—elementige Teilmenge B' von B: B' C A, dann folgt:

arg min max |v — w| = SP(B).
T€R? weA

Beweis:
Die Menge B der Ecken eines reguliren n-Ecks liegt auf einem Kreis mit dem Radius
r = min max |z — w|
z€R? weB
um den Schwerpunkt des n-Ecks, welcher dem Schwerpunkt der Ecken SP(B) entspricht.
Es gilt also: )
arg min max |z —w| = SP(B).
z€R? weB

Fiir alle Punkte v; € A\ B gilt:
|SP(B) — Ui| <7,

da sie auch Punkte, aber keine Eckpunkte, des reguléren n-Ecks sind und daher innerhalb
des oben beschriebenen Kreises liegen.
Daraus folgt:

min max |z — w| > min max |z — w|.
z€R? weB z€R? e A

Da trotz der unvollstdndigen Darstellung noch mindestens %

Eckpunkte des reguléren
n-Ecks, also mindestens einer mehr als die Hilfte, in A sind, existieren in jedem Fall min-
destens drei (nicht kollineare) Punkte in A, so dass SP(B) der Mittelpunkt des Umkreises
dieser (mindestens) drei Punkte ist.
Daher muss auch

min max [z — w| < min max |z — w)|

z€R? we B z€R? yeA
gelten. Und da der Mittelpunkt des Umkreises von drei Punkten eindeutig ist, gilt schlief-
lich:

arg min max |z — w| = SP(B).
z€R? e A
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Daher ist es sinnvoll, bei der Suche nach unvollstindigen Symmetrien das Rotations-
zentrum M als Losung des folgenden Optimierungsproblems zu bestimmen:

OP 3

M = arg min max |z — w].
z€R? e A

M ist also der Punkt, der von den Punkten aus A den geringsten Maximalabstand hat.

Anmerkung:
Auch wenn durch Ungenauigkeiten in der Darstellung, die Punkte aus B’ nur approximativ
in A liegen, kann man davon ausgehen, dass man durch das Losen von OP3 eine gute
Anndherung fiir das ideale Rotationszentrum erhilt, wenn héchstens n — ”TJFQ = ”?_2 Ecken
eines reguldren n-Ecks nicht dargestellt werden.

Das Optimierungsproblem OP3 lasst sich mit dem folgenden Algorithmus l6sen:

Algorithmus: Rotationszentrum

Eingabe: A = {w,..,w,} C R2
Ausgabe: M € R? (Lésung von OP3)

1. M1 = SP(A)

2. FUR i =1:m:
Cli = |UJZ — Ml‘
1% 1= arg max; d; .

3. V1 = Wix —Ml.
g::Ml—i-)\ﬁl ()\ER)

4. FUR i=1:m (i #ix):

g; := Mittelsenkrechte der Strecke zwischen w; und wj,.
5. FUR i =1:m (i # ix):

pi=giNg-

6. j = argming, ciiw,] M1 —pil -

Mj = p;
7. S::W*T—Huj.
vy =95 —pj.
8. h"::pj—i—,uﬁz (neR).
FUR i=1:m (i #i*7j):
qi = giNh.
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9. WENN Ag; | ¢; € [M2,S]:
AUSGABE: M = S.

10. k= argmin, g, c(as,s) [ — Pjl-
AUSGABE: M := qy.

Lemma 4.2. Der Algorithmus Rotationszentrum lost das Optimierungsproblem OP3 fiir
eine beliebige Punktmenge A C R?.

Beweis:
Alle Punkte auf der Mittelsenkrechten der Strecke zwischen zwei Punkten w; und wsy sind
von wi und ws gleich weit entfernt. Fiir das in Schritt 6 berechnete My gilt also:

| My — wis| = | My —wj| = max |My — wl.
i€{1,..,m}

Endet der Algorithmus nach Schritt 9, ist M der Mittelpunkt zwischen w; und w;, und es
folgt:

arg min max |r —w;| = M.
z€RZ e {ix,j}

Da aufserdem kein Punkt ¢; auf der Strecke zwischen Ms und S liegt, gilt:

Cmax M —w;| = |M —wj| = |M — w.
i€{1,..,m}

Damit 16st M OP3.
Endet der Algorithmus nach Schritt 10, ist M der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks
Dy w; wi s Was bedeutet:

arg min max |r —w;| = M.
wE€R? ie{ix,j,k}

Alle anderen wj; liegen innerhalb dieses Umbkreises. Also l6st auch hier der Algorithmus das
Optimierungsproblem.

0

Wird das Rotationszentrum als Losung von OP3 fiir die Eingabepunktmenge A be-
stimmt, so wird es in Zukunft mit Mop3(A) bezeichnet.

4.3 Symmetriewert zur Erkennung unvollstindiger Symme-
trien

Wie oben bereits angedeutet, muss man zur Erkennung von unvollstindigen Symmetrien
eine modifizierte Definition fiir den Symmetriewert einfiihren. Untersucht man unvollstan-
dig dargestellte reguldre n-Ecke, wie zum Beispiel das Achteck aus Abbildung 4.2 (c¢) und
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Fall a b c d
00 (2) | do () [ (A) | 4 (A)
5.9 59 |613.1|486.4
569.0 | 569.0 | 646.2 | 765.3
5.3 5.3 |397.5|486.6
681.9 | 681.9|646.1 | 823.5
569.0 | 569.0 | 813.1 | 889.3
244.4 1 244.4 | 476.7 | 647.9
8.6 | 8.6 [215.0|/467.2
190.1 [ 190.1 | 286.6 | 556.0
342.0 1342.0 | 356.3 | 631.1
10|l 4.5 | 4.5 | 75.0 | 84.0

=

© QO -1 O U= W N
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o

e

Abbildung 4.4: Werte fiir d

(d), mit Hilfe der in Kapitel 2 eingefithrten Symmetriewerte, so kann man keine eindeuti-
gen Ergebnisse erwarten, da ja drei der Charakteristischen Eckpunkte durch die Drehung
um den Winkel %’r nicht auf andere Charakteristische Eckpunkte abgebildet werden.

Die Symmetriewerte fiir die Beispiele aus Abbildung 4.2 sind in der Tabelle 4.4 auf-
gelistet. Das Rotationszentrum M wurde dabei als Losung von OP3 bestimmt. Es lésst
sich erkennen, dass in den Féllen (a) und (b) eine 8-Symmetrie trotz der unvollstdndigen
Darstellung zugeordnet wird. In den Féllen (c) und (d) sind zwar die Symmetriewerte fiir
n = 8 am kleinsten, allerdings sind die Unterschiede zu den anderen Symmetriewerten so
gering, dass unser Algorithmus keine Symmetrie zuordnet.

Das unterstreicht, dass wir zur Erkennung einer unvollstindigen Symmetrie einen mo-
difizierten Symmetriewert bendtigen.

Definition 4.3. A := {w1, .., wn} sei eine im Uhrzeigersinn nummerierte Menge Charak-

teristischer Eckpunkte und By, := {v1, .., v} sei die Punktmenge, die aus A durch Drehung

um den Winkel 2% um Mops(A) hervorgeht. Der Teilmengen-Symmetriewert Td,(A) von
A beziiglich einer (unwvollstandigen) n-Symmetrie ist folgendermafen definiert:

Tdy,(A) = min min d(C, D).
CceA DeB,

Dabei gilt: A := {C1,..,C™} mit

Ch = {wi+37 e wm} U {wmax(l,i+3—m)7 ) wi—l}

bzw. B, == {D',.., D™} mit

D" := {viy3, .., um} U {Vmax(1,i+3-m)» - Vi—1}-

Anmerkungen:
d(C, D) ist dabei der Abstand zwischen den Punktmengen C' C R? und D C R? nach der
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MPM-Methode aus Kapitel 2.

Da wir davon ausgehen, dass der verdeckte Teil des Objekts eine konvexe Punktmenge
ist, und die Punkte in A als Losung von OP2 im Uhrzeigersinn nummeriert sind, sind die
m — 3 Punkte von A, die durch die Drehung auf andere m — 3 Punkte aus A abgebildet
werden, aufeinanderfolgend. Daher geniigt es uns die m Punktmengen in 2 an Stelle aller
m — 3 elementigen Teilmengen von A zu betrachten.

In Abbildung 4.5 sind die Teilmengen-Symmetriewerte fiir die Charakteristischen Eck-
punkte der Punktmengen aus Abbildung 4.2 (Félle ¢ und d) fiir die zwei verschiedenen
Rotationszentren M; := SP(A) und My := Mops(A) aufgelistet.

Die Eindeutigkeitswerte und der Schwellenwert fiir die Zuordnung einer Symmetrie gel-

ten analog zur Suche nach vollstéindigen (approximativen) Symmetrien (siehe Definitionen
2.14 und 2.15).

Fall c c d d
n ||TdM (A)|TdM2(A)|TdM (A)|TdM2(A)
2 4025 | 257.8 | 3186 | 243.6
3 429.9 | 333.2 | 400.0 | 321.8
4 220.2 48.6 246.1 | 122.3
5 4064 | 392.0 | 455.0 | 3828
6 400.9 | 425.7 | 3156 | 357.0
7 172.0 | 1823 | 128.7 | 154.3
8 97.7 6.6 82.9 4.0
9 183.7 | 1436 | 164.7 | 117.3
10 246.3 | 2275 | 250.2 | 212.2
A5 1ol 568 4.6 64.4 3.4

Abbildung 4.5: Werte fiir T'd

In der Tabelle in Abbildung 4.5 erkennt man, dass die unvollstéindige 8-Symmetrie in
den Féllen (c) und (d) aus Abbildung 4.2 der Punktmenge A zugeordnet wird, wenn man

Mops(A) als Rotationszentrum verwendet.

In der Praxis gibt es etliche Anwendungsszenarien, in denen es wichtig ist, unvollstindig
dargestellte Objekte, die durch ihre Symmetrie charakterisiert werden kénnen, zu erkennen.
Im folgenden Beispiel (siehe Abbildung 4.6) ist ein Stopp-Schild teilweise von einem Baum
verdeckt.

Die Menge der Charakteristischen Eckpunkte A wurde mit Hilfe des Algorithmus
Eckpunkte bestimmt. Da ein Teil des Schildes nicht dargestellt wurde, bilden die Punkte
in A kein reguldres Achteck. Wir untersuchen die Symmetriewerte und die Teilmengen-
Symmetriewerte von A (Rotationszentrum: Mops(A)).
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(a) Originalbild (b) Darstellende Punktmenge A mit A

Abbildung 4.6: Teilweise verdecktes Stopp-Schild

dn(A) [ Tdn(A)
869.4 | 444.7
1546.7| 654.6
915.3 | 247.4
1723.7| 862.9
1840.7| 842.9
1263.5| 358.9
877.5| 45.5
1066.7| 292.0
1247.0| 513.2
10|l 823 | 15.6
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Abbildung 4.7: Vergleich d,, und Td,

Die Tabelle in Abbildung 4.7 zeigt, dass die unvollstindige 8-Symmetrie mit Hilfe der
Teilmengen-Symmetriewerte zu erkennen ist. Im Gegensatz dazu lassen die in Definition
2.2 eingefithrten Symmetriewerte, wie erwartet, keine Zuordnung einer Symmetrie zu.



Kapitel 5

Punktmengen im R’

In diesem Kapitel werden wir analysieren, wie sich die fiir den 2-dimensionalen Fall einge-
flihrten Methoden auf den 3-dimensionalen Fall erweitern lassen. In Kapitel 7 werden wir
dann zeigen, dass sich eine leicht modifizierte Variante dieses Algorithmus auch zur Sym-
metrieerkennung in Punktmengen in Eulidischen Raumen beliebiger Dimension anwenden
lasst.

Vergleicht man verschiedene Algorithmen aus der Literatur, die approximative Symme-
trien in Punktmengen im R3 erkennen, so lassen sich diese in zwei verschiedene Gruppen
einteilen.

Es existieren Algorithmen, die ohne Bestimmung einer moglichen Rotationsachse aus-
kommen. Diese ordnen einer Punktmenge genau dann eine approximative Symmetrie zu,
wenn es eine entsprechende Permutation der Punktmenge gibt, unter der die Abstinde
zwischen den Punkten bis zu einer gewissen Fehlertoleranz konstant bleiben (z.B. [33],
[39])-

Alternativ liisst sich eine Punktmenge A C R? auf approximative n-Symmetrien unter-
suchen, indem man mogliche Rotationsachsen von A bestimmt (z.B. [45]). Anders als im
2-dimensionalen Fall, wo man das Rotationszentrum als Schwerpunkt von A erhélt, ist die
Bestimmung der Rotationsachse einer n-symmetrischen Punktmenge A C R3 nicht trivial.

5.1 Darstellung

Ein 3-dimensionales Objekt lisst sich in der Regel im R? nicht detailliert darstellen. Es ist
daher anders als bei 2-dimensionalen Objekten nicht méglich, die Form mit der Hilfe von
nur einem Foto zu ermitteln.

Allerdings gibt es verschiedene Mdglichkeiten ein Objekt durch eine Punktmenge A C
R3 zu reprisentieren. Es existieren diverse Verdffentlichungen, die sich dem Problem der
3-dimensionalen Darstellung von Objekten widmen (Ubersicht in [47]).

Es werden Ohne-Kontakt-Methoden und Tast-Methoden unterschieden.
Bei den Ohne-Kontakt-Methoden werden die notigen Informationen aufgrund von opti-
schen, akustischen oder magnetischen Merkmalen gewonnen (z.B. [36]). Tast-Methoden
beruhen auf dem Prinzip, dass die Oberfliche des Objekts mit Hilfe eines Roboterarms
abgetastet wird. Diese Methoden sind zwar am wenigsten fehlerbehaftet, allerdings sind
sie mit grofem Aufwand verbunden und nicht in jedem Fall anwendbar. Die am haufigs-

60
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ten gebrauchte Tast-Methode ist die Benutzung von sogenannten Coordinate Measuring
Machines (CMM). Diese Maschinen sind so programmiert, dass sie Wegen entlang der
Oberfldche folgen und diese so vermessen (z.B. [§]).

Um die Vorgehensweise der Symmetriesuche zu illustrieren, werden wir mit der folgen-
den Methode eine Punktmenge erzeugen, die ein bestimmtes Objekt représentiert.

Zunichst definieren wir ein 3-dimensionales Koordinatensystem in dem das zu untersu-
chende Objekt liegt. Die Liangeneinheit des Koordinatensystems bestimmt iiber Genauig-
keit und Aufwand. AnschlieRend wird eine Begrenzungsmatrix 0 € R3*? bestimmt, sodass
die Koordinaten (z1, 2, x3) aller Punkte des Objekts die folgenden Ungleichungen erfiillen:

Qil <z < QiQ Vi € {1,2,3}.

Auflerdem bestimmen wir fiir 2 Taststrecken.

Definition 5.1. In einem Koordinatensystem mit der Begrenzungsmatriz € sind die Tast-
strecken s11, .., Sy wie folgt definiert:

) 0
Sij 1= j + A 0 ()\ S [0, 1]),
Q31 Q30 — Q3

Vi,jli,jeZ N (1 <i< Q) A (Q21 <7 < Qo).

Die das Objekt darstellende Punktmenge A ist dann die Menge der Schnittpunkte der
Taststrecken s11, .., s;r mit der Oberfliche des Objekts. Diese Darstellung entspricht einer
Methode, bei der die Oberflache von den Ebenen Ej : x3 = Q31 und FEs : x3 = 232 aus mit
auf die Ebenen senkrecht stehenden Sensoren abgetastet wird.

Wir wollen diese Vorgehensweise anhand eines Beispiels illustrieren.

In Abbildung 5.1 sieht man ein 5-symmetrisches Objekt in einem 3-dimensionalen Ko-
ordinatensystem. Die Oberfliche des Objekts wird mit der oben beschriebenen Methode
abgetastet und so die in Abbildung 5.2 dargestellte Punktmenge bestimmt, die das Objekt
reprisentiert.

5.2 Konvexe Hiille

Auch fiir eine Punktmenge A C R? wollen wir die Charakteristischen Eckpunkte A C A
als eine Teilmenge der Extremalpunkte Ax C A (siehe Definition 3.4) bestimmen.

Dazu muss die konvexe Hiille von A berechnet werden. Analog zur Bestimmung der
konvexen Hiille im 2-Dimensionalen, benutzen wir dazu den Quickhull-Algorithmus [5], der
auch fiir eine Punktmenge A C R? mit |A| = m die Komplexitit O(mlogm) besitzt.
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Abbildung 5.1: 5-Symmetrisches Objekt
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Abbildung 5.2: Darstellung
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Die Grundidee des Quickhull-Algorithmus im 3-Dimensionalen entspricht dem 2-dimen-
sionalen Fall (siche Kapitel 3.2). Die Punkte werden hier allerdings nicht danach partitio-
niert, ob sie links oder rechts einer Geraden, sondern ob sie innerhalb oder aufserhalb eines
Polyeders liegen.

Wir wollen die Bestimmung der konvexen Hiille einer Punktmenge A C R? anhand eines
Beispiels (Abbildung 5.3(a)) illustrieren.

Als Startpolyeder fungiert ein Tetraeder (Abbildung 5.3(b)), dessen Eckpunkte auf jeden
Fall Extremalpunkte sind. Solche Punkte sind zum Beispiel diejenigen mit dem groften
oder kleinsten xi-, xs-, oder x3-Wert.

Anschliefend werden fiir den Punkt p;, der aufterhalb des Tetraeders liegt und vom Tetra-
eder am weitesten entfernt ist, alle Facetten (Dreiecksflichen) des Tetraeders bestimmt,
die von p; sichtbar sind. Sichtbar von p; ist eine Facette genau dann, wenn fiir alle drei
Eckpunkte pj, (I € {1,2,3}) der Facette gilt, dass die Strecke [p;p;,] den Tetraeder nicht
schneidet.

Aus den Begrenzungsstrecken zwischen sichtbaren und nicht sichtbaren Facetten und dem
Punkt p; werden nun neue Facetten fiir den Polyeder gebildet und dafiir die alten sichtba-
ren Facetten gestrichen (Abbildung 5.4(a)).

Auf diese Weise wird rekursiv weiter verfahren, bis keine Punkte mehr aufserhalb des Po-
lyeders liegen (Abbildung 5.4(b)). Die Menge der Extremalpunkte besteht dann aus allen
Fckpunkten der Facetten des Polyeders.

(a) Punktmenge (b) Start-Tetraeder

Abbildung 5.3: 3D Quickhull-Algorithmus Teil 1

Der erste Schritt der Untersuchung einer Punktmenge A C R? auf Symmetrien besteht
also darin, die konvexe Hiille von A (bzw. die Extremalpunkte Ax) zu bestimmen. Ist A
die Darstellung eines Objekts, kann man aufgrund von Ungenauigkeiten im Allgemeinen
nicht davon ausgehen, dass A die Menge der realen Ecken des Objekts abbildet. Bestimmt
man z.B. die konvexe Hiille der Punktmenge A (Abbildung 5.2), die das 5-symmetrische
Objekt aus Abbildung 5.1 darstellt, so erhélt man die Menge der Extremalpunkte Ax mit
|Ax| = 197 (Abbildung 5.5). Im Vergleich dazu besitzt das reale Objekt lediglich 16 Ecken.
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(a) Polyeder (b) Ergebnis

Abbildung 5.4: 3D Quickhull-Algorithmus Teil 2

Abbildung 5.5: Konvexe Hiille des 5-symmetrischen Objekts

Definition 5.2. Die mit dem Quickhull-Algorithmus bestimmte konvexe Hiille einer Punkt-
menge A C R3 besteht aus der Menge der Extremalpunkte Ax = {w1,..,wn} (Ax C A)
und der Menge der Facettentripel Ap = {(ninang), (nansng),...} mit n; € N A n; < m.
Dabei setzt sich der Rand der konvexen Hille aus den Dreiecken (w;wjwy), fir alle Tripel
(ijk) € Ap, zusammen.

Anmerkung:
Der Rand der konvexen Hiille wird also ausnahmslos als eine Menge von Dreiecksflichen
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dargestellt. Besteht ein Teil der Oberfliche der konvexen Hiille aus einem n-Eck (mit
n € NAn > 3) (z.B. bei einem Wiirfel mit n = 4), so ldsst sich diese Seite auch durch
n — 2 Dreiecke darstellen.

5.3 Charakteristische Eckpunkte

Das Ziel ist es, eine Teilmenge A aus der Menge der Extremalpunkte Ax € A C R?® zu
bestimmen, so dass A der Menge der Ecken des durch A dargestellten Objekts entspricht.

Im 2-Dimensionalen haben wir dazu in Definition 3.7 die sogenannten e-Bedingungen
formuliert und mit Hilfe des Optimierungsproblems OP2 in Definition 3.9 die Menge
der Charakteristischen Eckpunkte eingefiihrt. Grundsétzlich ist das Optimierungsproblem
OP2 so formuliert, dass man es auch auf Punktmengen im R? (d € N A d > 2) anwenden
kann. Allerdings beruht der Losungsalgorithmus Eckpunkte auf dem Sortieren der Extre-
malpunkte im Uhrzeigersinn um den Schwerpunkt und solch eine Sortierung ldsst sich nur
im 2-Dimensionalen vollfiihren.

Daher wollen wir in diesem Kapitel die Menge der Charakteristischen Eckpunkte A einer
Punktmenge A C R? in einer leicht verallgemeinerten Form definieren. Dabei muss diese
Teilmenge, wie im 2-dimensionalen Fall, die e-Bedingungen fiir ein bestimmtes dcon € R
(€ = dcon) erfiillen. Fiir Punktmengen im R? (d € N A d > 3) werden wir diese Definition
(siehe Definition 7.1) {ibernehmen.

Definition 5.3. Eine Teilmenge A einer Punktmenge A C R3 bezeichnen wir als Menge
der Charakteristischen (dcon—)Eckpunkte (bzw. als Charakteristische (dcon—)Eckpunkte)
von A, wenn A := {a1,..,am} fiir eine positive Konstante dcon € RT die folgenden Bedin-
gungen erfillt:

1 .
AC Ak
2. 3 .
d(w, Akon) < dcon Yw € (Ag \ A).
3.

max  d(w, (A\ a;)gon) > decon Vi€ {1,..,m}.
we(Ax\(A\ai))

Damit gilt das folgende Lemma:

Lemma 5.4. Fir eine Punkimenge A C R3 und € = dcon erfiillt die Menge der Charak-
teristischen (dcon-)Eckpunkte A C A die e-Bedingungen aus Definition 3.7.

Beweis:

Aus Definition 5.3 (Bed.2) folgt:

max min |a — b| < dcon.
beAkon aEAkon
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Wegen A C A gilt auRerdem:

max min |a —b| =0 < dcon.
aGAan beAkon

Damit ist die erste e-Bedingung erfiillt.
Die zweite e-Bedingung folgt aus Definition 5.3 (Bed.3).

O

Um einen Algorithmus zur Bestimmung der Charakteristischen Eckpunkte einer Punkt-
menge A C R? zu formulieren, fithren wir im folgenden Abschnitt den Begriff des Streich-
abstands ein.

5.3.1 Streichabstand

Fiir jeden Punkt aus Ax wird ein Streichabstand wie folgt definiert:

Definition 5.5. Ist Ax = {w1,..,wy} die Menge der Extremalpunkte einer Punktmenge
A C R?, so ist der Streichabstand d; von w; (1 <1i < m) folgendermafen definiert:

d; == min |w; — al.
a€(AK\W;)kon

Den Streichabstand eines Punktes im R? kann man mit Hilfe der folgenden Definition
und des folgenden Lemmas bestimmen.

Definition 5.6. Fir einen Extremalpunkt w; bezeichnet die Menge N* C Ay
N :={w; € Ax|i#3j N IAr) € Ap mit: i,j € (Ap)i}

die Menge der Nachbareztremalpunkte.

Lemma 5.7. Ax = {wi,..,wy} sei die Menge der Extremalpunkte einer Punktmenge
A C R3. Fiir jeden beliebigen Extremalpunkt w; gilt:

N' sei die Menge der Nachbarestremalpunkte von w; und N% die Menge der Facettentripel
der konvezen Hiille von N*. Dann gilt fiir den Streichabstand d; von w;:

d; == min |wi — al.
A€l jwywy | (3,61 ENE

Dabei bezeichnet ijwsz die Fliche des Dreiecks mit den Eckpunkten w;, wy, w;.

Beweis:
Wir bezeichnen mit A% alle Facettentripel der konvexen Hiille von (Ag \ w;) (Abbildung
5.6(b)) und mit B% C Ap alle Facettentripel der konvexen Hiille von A, in denen i nicht
enthalten ist (Abbildung 5.7(a)). Nk ist die Menge der Facettentripel der konvexen Hiille
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(a) Ar (b) A% mit w;

Abbildung 5.6: Konvexe Hiillen vor und nach der Streichung

1
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2 R 2 2
0 o 0 o
(a) B (b) Nk

Abbildung 5.7: Facettentripel
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von N (Abbildung 5.7(b)).

Ale Erstes wird gezeigt, dass (bei einheitlicher Indizierung) gilt:
Al C (BLUNE).

Die Tripel von B}} sind alle auch in A%, da sich an diesen Oberflichen-Dreiecken durch das
Streichen des Punktes w; nichts verindert. Die Tripel, die in Ap sind (Abbildung 5.6(a)),
aber nicht in B}}, kénnen auch nicht in A} sein, da ja der Eckpunkt w; gestrichen wurde.
Die Tripel A% \ B enthalten ausschlieRlich Indizes der Nachbarextremalpunkte von w;
und sind daher eine Teilmenge von N&.

Daraus folgt:

Al C (B% U NL).
Wenn nicht alle Nachbarextremalpunkte in einer Ebene liegen, existieren Dreiecksflichen

auf dem Rand der konvexen Hiille von N*, die innerhalb der konvexen Hiille von (Ax \ w;)
liegen und damit sind im Allgemeinen die Mengen A% und B% U N% nicht identisch.

Aufgrund der Struktur der konvexen Hiille schneidet jede Strecke von einem Punkt p
(P € Dwjwpw, (4, K, 1) € B% \ N}?) zu w; den Rand der konvexen Hiille von (A \ w;) in
einem Punkt ¢ (¢ € Dwjwpw| (4, k. 1) € Njp). Damit gilt:

min o |wi—al > min |w; — al.
aeAwakwl |(]7k7l)eB%‘\N;7‘ aeAw jWiwy ‘(]7k7l)eN;7‘

J
Alle Strecken von einem Punkt p' (p' € Awjww| (4, k1) € Nj; \ A%) schneiden den Rand
der konvexen Hiille von (Ax \ w;) in einem Punkt ¢ (¢ € Awjwpuy| (G, k1) € Nj N AL).
Damit gilt auflerdem:

min o Jwi—al > min o |wi—al.
A€l wjwpw; | (3,6, ENp\AR a€ D jwpwy |3,k ENENAY

Zusammenfassend lisst sich feststellen, dass die Punkte p; und ps, die wie folgt definiert
sind
p1 = arg min |w; — al
A€ D sy | (3R ) ENE

p2 1= arg min |wi — al
A€l sy | (5K, 1) EAR

beide in N}'7 N A} liegen und damit gilt sowohl p; = ps (der néheste Punkt einer konvexen
Punktmenge zu einem Punkt auferhalb dieser Menge ist eindeutig), als auch

aeijwkwll(jvkul)eN%'

Damit ist Lemma 5.7 bewiesen.
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Um die Streichabstidnde aller Extremalpunkte w; € Ag zu bestimmen, geniigt es uns,
nach Lemma 5.7, die konvexen Hiillen der Nachbarextremalpunkte N? zu ermitteln und
die Abstinde der Dreiecks-Begrenzungsflichen zum Punkt w; zu berechnen. Dabei gilt:

Lemma 5.8. Im R3 sei eine Dreiecksfliche Ngye und ein Punkt p gegeben.

Der minimale Abstand d(Dgpe, p) zwischen Agpe und p ist gleich der Linge der Strecke [pq].
Wobei gilt: Liegt der Schnittpunkt s der Fbene E, die durch die Punkte a, b und c gelegt
wird, mit der Geraden g, die den Aufpunkt p und als Richtungsvektor den Normalenvektor
von E hat, innerhalb von Ngpe, s0 gilt: ¢ = s. Ansonsten ist q der Punkt auf dem Rand
von Ngpe, der s am ndhesten liegt.

Beweis:
Mit E, . bezeichnen wir die Ebene durch die Punkte a, b und c.
1. s € Ngpe:
Da die Strecke [ps] auf E,. senkrecht steht, gilt:

s = argxrerggc |z — pl.

Aus Agpe € Egpe und s € A g folgt:

s = argazénAlec | — pl.
Damit gilt:
d(Aabe,p) = [p— sl = |p —ql.
2.5 ¢ Aabc:
Auch hier gilt:

s = arg min | — p|.
gerabcl Pl

Nach dem Satz von Pythagoras folgt aukerdem fiir alle Punkte r € A
r=pl* = |r — s> +|s = p|

und damit gilt fiir
¢ :=arg min |r— s
T abce
auch:
g =arg min |r—p|.

r abe

O

Der folgende Algorithmus bestimmt damit nach den Lemmata 5.7 und 5.8 fiir jeden
(Extremal-)Punkt aus der Menge A den Streichabstand d;:
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Algorithmus: Streichabstand

Eingabe: Ax = {wy,..,w,} CR3, Ap.
Ausgabe: {di,..,d,} (Streichabsténde), {71,..,7,,} (Facettentripel).

1. FUR i =1:m:
Ne={w; € Ag | i#j AN B(Ar)k € Ar | 4,5 € (AR)i)}-
Np := Facettentripel(N').

2. 1:=1.

3. FUR ALLE (j,k,l) := (NL)i; € N
g:=99 | wi€99 N Ewuwuw L g9
Sis = E’ijkwl ng

4. FUR i =1:|N%|:
WENN 54 € Ny, (45K, 1) = (Np)ii) :

1.
di = \wl - Sii’ .
SONST:
Qii = arg mlnl’eAw]-wkwl L — S“‘
1 . oy, .
di = ‘wz - %z’-

5. dl = minii d;l, 1k 1= argminii d;l, E = (N;;)”*
WENN 7 < m:

t:=14+1, gehe zu 3.
SONST:

AUSGABE: {dl, ooy dm}, {Tl, ooy Tm} .

Anmerkung:
Die Speicherung des Facettentripels T; der konvexen Hille der Nachbarextremalpunkte
fiir den Punkt w; ist notwendig, um schnell entscheiden zu kénnen, ob sich durch eine
Streichung des Punktes w; (i # j) der Streichabstand d; verandert.

5.3.2 Algorithmus

Die Menge der Charakteristischen Eckpunkte wird gebildet, indem nach und nach Punkte
aus A gestrichen werden, deren Streichabstand nicht grofer als eine positive Konstante
dcon ist. Dabei muss allerdings beachtet werden, dass das Streichen eines Punktes nicht
dazu fithrt, dass zuvor gestrichene Punkte anschliefend weiter als dcon von der neuen
konvexen Hiille entfernt sind.

Die (nicht unbedingt eindeutige) Teilmenge der Charakteristischen Eckpunkte A einer
Punktmenge A (siehe Definition 5.3) ldsst sich im 3-Dimensionalen mit Hilfe des folgen-
den Algorithmus bestimmen, dessen einzelne Schritte anhand des Beweises von Satz 5.9
erldutert werden.
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Algorithmus: Eckpunkte 3D

Eingabe: A C R®, dcon € RY.
Ausgabe: A C A (Charakteristische Eckpunkte).
1. AK = {wl, ..,wm},AF = {(AF)la ooy (AF)Z}) = Quickhull(A)

A= Ag.

2. ({d1,..,dn},{T1,..,Tn}) := Streichabstand(Ag, Ar).
I:=1{0,0,.,0}" c¢zZ™.

3. WENN 3Jj | I(j) = 0:

dma := minjeq, . m}r(j)=0d;
SONST:

dma := oco.
WENN dma < dcon:

i i=argminge(ymyr(j)=0 ;-
SONST: B

AUSGABE: A.

4. FUR ALLE j € {1,..,m} | i € T:
A= (A\wl) U w.
(dd;,TT;) := Streichabstand(A,(A)r) von wj.

5. WENN MaX;c (1, m}(GET;)AI(j)=1) dd; > dcon:
I(i) == —1.
SONST:
A=A\ w;, I(i):=1.
FUR ALLE j | i € Ty:
dj = ddj N T =TT;.
Gehe zu 3.

Anmerkung:
In Schritt 4 muss lediglich ein Streichwert (bzw. ein Facettentripel) der Eingabe-Punktmenge
bestimmt werden. Entsprechend wird nur ein Teil des Algorithmus Streichabstand aus-
gefiihrt.

Satz 5.9. Der Algorithmus Eckpunkte 3D findet fir jede Punktmenge A C R? eine Menge
der Charakteristischen Eckpunkte A C A.

Beweis:
In Schritt 5 wird jedesmal fiir ein ¢ € {1,..,m}, mit I(i) = 0, I(i) # 0 gesetzt. Daher
existiert kein i € {1,..,m} mit I(i) = 0, wenn die Schritte 3-5 m mal wiederholt wurden. In
so einem Fall wird dma = oo gesetzt und der Algorithmus gibt spétestens in dieser Schleife
in Schritt 3 die Menge A aus. Damit terminiert der Algorithmus immer nach endlich vielen
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Schritten und gibt eine Punktmenge A aus. Im Folgenden miissen wir zeigen, dass A die
drei Bedingungen aus Definition 5.3 erfiillt.

1. AC Ay :
Die Funktionalitdt des Quickhull-Algorithmus wird in [5] bewiesen. Damit ist A eine Teil-
menge der Extremalpunkte von A.

2. d(w, Apon) < deon Yw € (Ag \ A) :
In Schritt 1 gilt: A = Ag. Bevor A als Losung ausgegeben wird, werden jeweils in Schritt
5 Punkte aus A gestrichen. Die Menge Ax \ A besteht daher aus den Punkten von Ag,
die in Schritt 5 gestrichen wurden.

Damit ein Punkt w; in Schritt 5 gestrichen wird, muss einerseits d; = dma < dcon
gelten, damit der Index 7 in Schritt 3 ausgewihlt wird, und andererseits darf der Streichab-
stand aller bisher gestrichenen Punkte zu fl\wi nicht grofer als decon sein, damit in Schritt
5 w; tatsdchlich gestrichen wird. Offensichtlich kann der Streichabstand eines Punktes w;
mit dazugehorigem Facettentrippel T zu einer Menge Ag nur dann unterschiedlich zum
Streichabstand von w; zu Ax \ w; sein, wenn ¢ € T} gilt. Daher geniigt es in Schritt 4 die
Streichabsténde dieser w; zu berechnen.

Fiir den mit dem Algorithmus Streichabstand ermittelten Streichabstand d; eines
Punktes w; € Ai gilt nach den Lemmata 5.7 und 5.8:

d; = d(w;, (Ag \ Wi)kon) = aE(AI;I(l\i{ul')k |w; — al.

Damit wird ein A ausgegeben, fiir das
d(w, Apep) < decon Yw € (Ag \ A)

gilt.

3. MaxX,, 4,0\ (A\ar) d(w, (A\ a;)kon) > dcon Ya; € A :

Nehmen wir an, dass es einen Punkt a; € A gibt, fiir den

max  d(w, (A\ a;i)gon) < dcon
we(Ax\(A\ai))

gilt, so muss einerseits

d(ai, (A\ a;)kon) < dcon

und andererseits
max _ d(w, (A \ a;)kon) < dcon
we(Ax\A)
gelten. Damit folgt I(i) # —1 und der Index 7 wiirde erstens in Schritt 3 ausgewéhlt werden
bevor der Algorithmus terminiert und zweitens wiirde a; in Schritt 5 in dieser Schleife aus
A gestrichen werden. Damit muss fiir alle a; € A gelten:

max  d(w, (A\ a;)gon) > dcon.
we(Ax\(A\ai))
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Anmerkungen:
Wie man den Parameter dcon withlen sollte, damit A méglichst genau der Menge der Ecken
des zu untersuchenden Objekts entspricht, hingt wie im 2-Dimensionalen von der speziellen
Anwendung ab. Die Uberlegungen aus Kapitel 3.4 lassen sich auf den 3-dimensionalen Fall
iibertragen. Da der Abstand zwischen zwei benachbarten Taststrecken, genauso wie zwi-
schen zwei benachbarten Pixel, gleich 1 ist, verwenden wir fiir den Algorithmus Eckpunkte
3D wie fiir den Algorithmus Eckpunkte (siehe Kapitel 3.3) im Allgemeinen dcon = 2.

Komplexititsanalyse:
In Schritt 1 wird der Quickhull-Algorithmus auf A angewendet. Bezeichnen wir die Anzahl
der Punkte in A mit m, so hat dieser Schritt eine durchschnittliche Komplexitit von

O(mlogm).

In Schritt 2 werden die Streichabsténde aller myx Extremalpunkte mit dem Algorithmus
Streichabstand bestimmt. Dieser Algorithmus durchlduft seine Schritte 3-5 myx mal. Da-
bei werden in Schritt 3 fiir jeden Punkt w; die Nachbarextremalpunkte N* (O(my)) und
die Facettentripel Ni. (O(|N?|log |N?|)) bestimmt. Die Schritte 4-5 durchlaufen alle Facet-
tentrippel je einmal (O(|N%|)). In Abhéngigkeit von m ergibt sich also eine Komplexitét
von:

O(mi).

Die Schritte 3 bis 5 des Algorithmus Eckpunkte 3D werden hdchstens mg mal wiederholt.
Dabei besitzen die Schritte 3 und 5 die Komplexitdt O(mg) und in Schritt 4 werden
fir die Punkte, deren Facettentripel den Index ¢ enthalten, die Streichabstédnde berechnet
(O(|N?| - m)). Auch fiir diese Schleife ergibt sich also eine Komplexitét von:

O(mi).

Damit bestimmt der Algorithmus die Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge
A C R? in einem Gesamtaufwand von:

O(mlogm +m%).

Anhand des bereits oben eingefithrten Beispiels wollen wir die Vorgehensweise des Al-
gorithmus Eckpunkte 3D illustrieren.

Abbildung 5.2 zeigt die Punktmenge A, die ein 5-symmetrisches Objekt reprisentiert. In
Abbildung 5.5 ist die konvexe Hiille Ay, dargestellt.
Die Menge der Extremalpunkte Ax (mit |Ax| = 197) sieht man in Abbildung 5.8.

In Schritt 2 werden nun die Streichabstdnde dq, .., d197 bestimmt. Der Extremalpunkt
mit dem geringsten Streichabstand w;, ist in Abbildung 5.8 rot dargestellt. Das néheste
Facettentripel T;, von w;, ist griin eingezeichnet.

Wendet man den kompletten Eckpunkte 3D-Algorithmus auf die Punktmenge A an, so
werden 181 der 197 Extremalpunkte gestrichen und A besteht aus den 16 Charakteristi-
schen Eckpunkten, die in Abbildung 5.9 rot dargestellt sind.
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5.4 Rotation

Im 3-Dimensionalen wird bei der Suche nach n-Symmetrien die Punktmenge A nicht um
einen Punkt sondern um eine Gerade gedreht. Diese Gerade wird Rotationsachse genannt.

Definition 5.10. Eine Punktmenge A C R3 ist genau dann ezakt n-(rotations)-symmetrisch
(n € N, n> 1), wenn sie durch eine Drehung um den Winkel 27” um eine Rotationsachse
g auf sich selbst abgebildet wird.

In Definition 2.3 haben wir festgelegt wie man eine Punktmenge A C R? um einen
bestimmten Punkt rotiert. Im R3 gilt die folgende Definition:

Definition 5.11. Die Punktmenge B C R3, die durch eine Rotation um die Rotationsachse

S U1 U1
g: | sy N (Il v2 ||=1A XeR)
Sy V3 V3

um den Winkel o aus A := {((a1)z, (a1)y, (@1)2), -+, ((am)z» (@m)y, (am)z)} C R? hervorgeht
(wir schreiben: B = rot,(A)), erhdlt man folgendermafen (in Matrizschreibweise):

Sz Sy Sz Sx Sy Sz
B:=A-1| .. ... ..|) - Rl +
Sz Sy Sz Se Sy Sz
Dabei gilt (mit R := R(a)):
cosa+vi(l—cosa) vy (l —cosa)—wvgsina wvivg (1l —cosa)+vesina
R:= | vov1 (1 —cosa) +vzsina  cosa+v5 (1 —cosa)  wvovg (1l —cosa) — vy sina

v3vy (1 —cosa) —vasina vgvg (1 —cosa) +vysina cosa+ v3 (1 — cosa)

Anmerkung:
Durch einfaches Nachrechnen erhalt man:

R(@)T-R(a) =T A det(R(a)) = 1.

Damit folgt nach Definition 2.5:
R(a) € SO(3).

Die Rotation jedes einzelnen Punktes p aus A entspricht dabei einer Rotation innerhalb
der Ebene F, die senkrecht auf g steht und p enthélt. Dabei wird p um den Punkt s := ENg
um den Winkel o (vom Punkt s+ (v1, vz, v3) aus gesehen im Uhrzeigersinn) rotiert. Daher
lassen sich die Lemmata 2.7 und 2.8 auf den 3-dimensionalen Fall erweitern. Es folgt:
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Lemma 5.12. Gegeben seien zwei Punkte pi,ps € R? und eine Rotationsachse g C R3,
dann gilt:
pr=rotd(p) & (a=2kr(k€Z) V p1€yg),

p2 =rotd(p1) = d(p1,9) =d(p2,9).

Dabei bezeichnet d(p, g) den minimalen Abstand eines Punktes p zu einer Geraden g (d.h.
d(p, g) = mingeg [p — q|)-

Beweis:
Bedenkt man, dass die Rotation eines Punktes p € R? einer Rotation innerhalb der Ebene
E, die senkrecht auf g steht und p enthilt, entspricht, so folgt der Beweis der ersten
Gleichung aus Lemma 2.7. Die zweite Gleichung folgt direkt aus der Léngeninvarianz der
Rotation (Lemma 2.6) und Translation.

0

5.5 Symmetriewert

Analog zum 2-dimensionalen Fall definieren wir auch im 3-Dimensionalen Symmetriewer-
te von Punktmengen beziiglich der verschiedenen Symmetrien (Vergleiche Definition 2.2).
Dabei miissen wir beachten, dass Punktmengen im R? beziiglich unterschiedlicher Rota-
tionsachsen verschiedene n-Symmetrien besitzen kénnen, was wir spiter am Beispiel der
Eckpunkte eines Wiirfels zeigen werden.

Definition 5.13. Der Symmetriewert d,(A, g) einer Punktmenge A C R3 beziiglich der n-
Symmetrie (n € N) um die Rotationsachse g entspricht dem Abstand zwischen den Punkt-
mengen A und B,,, wobei By, aus A durch eine Rotation um g um den Winkel %’T hervorgeht.

Definition 5.14. Fir den Eindeutigkeitswert A7 (A, g) eines Symmetriewertes dn(A, g)
gilt:
dn(A
A2 ,(4,9) = max )
ke{i,.i\{l | n mod =0} d(A, g)

Anhand der Symmetriewerte bzw. der Eindeutigkeitswerte wird dann entschieden, be-
ziiglich welcher der moglichen Rotationsachsen A tatséchlich eine n-Symmetrie besitzt
(Vergleiche Definition 2.15).

Definition 5.15. Einer Punktmenge A C R? wird genau dann eine approzimative n-
Symmetrie (n € N\ {1}) zugeordnet, wenn es eine Gerade g C R? gibt, so dass fiir den
Findeutigkeitswert des Symmetriewertes d, (A, g) gilt:

g,..,8(’47 g) < 25.
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Der Abstand zwischen den Punktmengen A und B,, ist, wie in den vorherigen Kapiteln,
gleich dem Wert des Minimal Perfect Matchings im vollstdndigen gewichteten Bigraphen
G(A, By,) (siehe Kapitel 2.3). Dabei besteht die eine Partition von G(A4, By,) aus den Punk-
ten von A und die andere aus den Punkten von B,. Das Kantengewicht zwischen zwei
Punkten w € A und v € By, entspricht dem euklidischen Abstand |w — v| zwischen w und
.

Die Komplexitit der Bestimmung der Symmetriewerte beziiglich aller n-Symmetrien
(n € {2,.., N}) einer Punktmenge A := {a1, .., a,;} C R betrigt also wie im 2-Dimensional-
en (vgl. Kapitel 3.7):

O(Nm?).

5.6 Rotationsachse

Fiir eine Punktmenge A C R? haben wir gezeigt, dass nur der Schwerpunkt der Punktmen-
ge SP(A) das Zentrum einer moglichen n-Symmetrie sein kann (Lemma 2.10). Daher haben
wir diesen auch als Rotationszentrum zur Bestimmung der Symmetriewerte verwendet. Nur
bei der Suche nach unvollstdndigen Symmetrien war diese Vorgehensweise ungeeignet. Im
R? wird eine Rotationsachse benétigt um B, zu bestimmen (siche Definition 5.11).

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage widmen, wie man aus einer Punktmenge
A alle moglichen Rotationsachsen bestimmen kann. Das heifit, wir werden untersuchen,
welche Eigenschaften eine Gerade g haben muss, damit A durch eine Drehung um den
Winkel 27” um g approximativ auf sich selbst abgebildet werden kann. Dazu werden wir
zunéchst den Fall einer exakt n-symmetrischen Punktmenge analysieren und daraus einen
Algorithmus ableiten, mit dem wir alle moglichen Rotationsachsen bestimmen, beziiglich
derer eine Punktmenge approximativ n-symmetrisch sein kann.

5.6.1 Exakte Symmetrie

Um eine Gerade g zu bestimmen, benétigen wir zwei (unterschiedliche) Punkte der Geraden
im R3. Dabei gilt das folgende Lemma:

Satz 5.16. A C R? sei eine (exakt) n-symmetrische Punktmenge (n € N A n > 2) beziig-
lich der Rotationsachse g. Die Menge der Extremalpunkte von A sei Ax und Ap; sei die
Menge der Schwerpunkte der verschiedenen (ebenen) k-Ecke (k € NAk > 3), aus denen
sich der Rand der konvexen Hille zusammensetzt. Die Menge Ag umfasst alle Mittelpunkte
der Strecken zwischen benachbarten Extremalpunkten. Auferdem ist M der Schwerpunkt
von Ax. Dann gilt:

Meg N |gN(Ag UApy UAg)| =2.

Beweis:

1. Meg:
B sei die Punktmenge, die man erhélt, wenn man A um den Winkel 2% um g dreht. Da A
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n-symmetrisch ist, gilt A=B und damit auch SP(Ax) = SP(Bg) (siehe Definition 2.9).
Die Absténde zwischen den Extremalpunkten und ihrem Schwerpunkt bleiben wéhrend
einer Rotation aller Extremalpunkte konstant (siehe Lemma 2.6). Daher wird der Schwer-
punkt bei der Rotation um g mitgedreht und da 0 < 27” < 27 gilt, muss nach Lemma 5.12
M € g gelten.

2. \gﬂ (AK U Aps UA5)| =2:

Jede Gerade, fiir die M € g gilt, schneidet den Rand der konvexen Hiille von A in genau
zwei Punkten p; und po.

Damit gibt es auch mindestens zwei k-Ecke F} und F5 auf dem Rand, fiir die gilt:

p1 € F1 A py € Fo.

Wir betrachten so ein k-Eck F' mit p; € F und bezeichnen den Rand von F' mit Fg.
Wir untersuchen dabei die folgenden Fille auf Plausibilitét:

2.1. p; € (F\ (FR @] AM))

Da p; im Inneren von F' liegt und A m-symmetrisch ist, muss F' durch die Rotation um
den Winkel %’r um das Rotationszentrum p; auf sich selbst abgebildet werden.

Das ist nur moglich, wenn p; der Schwerpunkt der Ecken von F ist (sieche Lemma 2.10).
Dann aber miisste p; € Apr gelten.

Daraus folgt: p; ¢ (F'\ (FrRU App)).

2.2.p; € (Fr\ (Ax U Ag)):

Analog zu Fall 2.1 kann F' nicht auf sich selbst abgebildet werden, da Ay; N Fr = {} gilt.
Da p; ¢ Ay gilt, kann F nur dann auf ein anderes k-Eck F’ der Oberfliche abgebildet
werden, wenn der Rotationswinkel gleich 7 ist (22 fiir n = 2). In diesem Fall wird die
Strecke, auf der p; liegt, durch eine Rotation um 7 auf sich selbst abgebildet. Das ist nur
moglich, wenn p; der Mittelpunkt dieser Strecke ist. Es miisste also p; € Ag gelten.
Daraus folgt: p; ¢ (Fr\ (Ax U Ag)).

Da immer (mindestens) zwei verschiedene k-Ecke Fy, F5 der Oberfliche mit p; € F; exis-
tieren, gilt:
{p1,p2} C (Ax U Apm U Ag)

und damit auch:
’gﬂ(AKUAMUAsﬂ = 2.

Anmerkung:
Aus dem Beweis ergibt sich, dass fiir eine n-symmetrische Punktmenge mit n > 3 sogar:

|gﬁ(AKUAM)\ =2

gilt.
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Sucht man also nach exakten n-Symmetrien, so kann man alle m&glichen Rotations-
achsen bestimmen, indem man Ax U Ay U Ag bildet und dann testet, ob es 2-Tupel
{p1,p2} C (Ax U Apr U Ag) gibt, so dass p1, po und M kollinear sind. Fiir jedes 2-Tupel
{pi,pj}, das mit M kollinear ist, erhdlt man eine méogliche Rotationsachse:

g=pi+ A (pj—pi) (AER).

Lemma 5.16 besagt nicht, dass A eine n-Symmetrie beziiglich einer so ermittelten Ge-
rade g besitzen muss. Ist A allerdings n-symmetrisch, dann nur beziiglich einer solchen
Gerade g. Deswegen erhalten wir auf diese Art nur mdgliche Rotationsachsen.

Eine Punktmenge A kann verschiedene n;-Symmetrien beziiglich verschiedener Rota-
tionsachsen besitzen. In diesem Fall sind wir an allen Rotationsachsen interessiert. Ein
Beispiel dafiir ist die Punktmenge, die aus den Ecken eines Wiirfels besteht (siche Abbil-
dung 5.10). Hier ergeben sich insgesamt 13 mégliche Rotationsachsen gy, .., g13.

J1s--,93 (g1 in Abbildung 5.10) enthalten neben M jeweils zwei Punkte aus Ajy.

94, --, g7 (g4 in Abbildung 5.10) enthalten neben M jeweils zwei Punkte aus Ag.
Aufserdem gibt es noch sechs Rotationsachsen gs, .., 913, die neben M auch je zwei Punkte
aus Ag enthalten (g9 in Abbildung 5.10).

Der Wiirfel besitzt beziiglich aller 13 Rotationsachsen eine n-Symmetrie. Beziiglich
g1, -, 93 ist er 4-symmetrisch (und 2-symmetrisch), beziiglich gy, .., g7 3-symmetrisch und
beziiglich gg, .., g13 besitzt er eine 2-Symmetrie.

Abbildung 5.10: Rotationsachsen
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5.6.2 Approximative Symmetrie

Da wir nicht nur an der Erkennung exakter sondern auch approximativer Symmetrien
interessiert sind, miissen wir bei der Bestimmung moglicher Rotationsachsen beachten,
dass wir Lemma 5.16 fiir den exakten Fall formuliert haben.

Exakt symmetrisch kann eine Punktmenge A laut Lemma 5.16 nur dann sein, wenn
die Rotationsachse g die Oberfliche der konvexen Hiille ausschlieklich in Punkten aus der
Menge (Axg UApUAg) schneidet. Einen niedrigen Symmetriewert kann Ax hingegen auch
besitzen, wenn g die Oberfliche in Punkten schneidet, die in der Ndhe von Punkten aus
(Ag UAp U Ag) liegen.

Eine mogliche Rotationsachse zur Bestimmung approximativer Symmetrien erhalten
wir daher auch, wenn wir ein 2-Tupel {p1,p2} C (Ax U Apr U Ag) finden, so dass fiir den
Abstand d(M, gp,p,) zwischen dem Schwerpunkt M von Ag und der Geraden durch p;
und po fiir eine Fehlertoleranz ¢; € RT gilt:

d(M, gplpz) < €.

Aufserdem muss beachtet werden, dass bereits durch eine minimale Verinderung in Ag
ein Teil der Oberflache, der zuvor aus einem ebenen k-Eck (k > 3) bestand, als mehrere
k;-Fcke dargestellt wird (mit k; < k). In so einem Fall ist es nicht mehr sinnvoll zu fordern,
dass ¢ (ndherungsweise) durch einen Punkt aus (Ax U Ay U Ag) geht, da selbst eine
minimale Verdnderung in Ag dazu fithren kann, dass sich Ap; entscheidend verdndert
(siehe Abbildung 5.11).

°

Abbildung 5.11: p; — pi*, a1,a2 € Ay, az € Ay

Um trotzdem alle Rotationsachsen zu finden, beziiglich derer Ax einen kleinen Sym-
metriewert besitzen kann, wird eine Menge A, auf die folgende Weise gebildet:
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Fiir alle ebenen k-Ecke F; = F(g,4,.q,) (4 € {1,..,l}) aus denen sich die Oberfléiche der
konvexen Hiille zusammensetzt, werden alle Punkte p; € Ax \ {q1, .., ¢} gesucht, fiir die
gilt:

d(pj, E;) < ez fiir ein €5 € RT.
Dabei ist F; die Ebene, die die Fliche F; enthilt.
Die Punktmenge H; wird anschliefsend gebildet, indem {qi, .., ¢} mit allen Punkten p;
vereinigt wird, die diese Bedingung erfiillen. Fiir die Punktmenge A, gilt dann:

App = {x|Fi mit z = SP(H;)}.

Mogliche Rotationsachsen, beziiglich derer A einen kleinen Symmetriewert besitzen kann,
enthalten also (approximativ) neben M auch 2-Tupel {pi,po}, fiir die gilt: {p1,p2} C
(AK UAy UAgU A]w/).

Mit unserem Algorithmus untersuchen wir eine Punktmenge A, die die Menge der
Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge A C R3 ist, auf mégliche approximative
n-Symmetrien. Daraus ergeben sich hinsichtlich der Bestimmung méglicher Rotationsach-
sen verschiedene Vorteile.

Da fiir jede Menge der Charakteristischen Eckpunkte ACA

(A =4

gilt und wir die Facetten Fi, .., Fj von (A)ke, aus der Bestimmung der Charakteristischen
Eckpunkte bereits gegeben haben, miissen wir die konvexe Hiille zur Bestimmung méoglicher
Rotationsachsen nicht erst ermitteln. Auferdem sind Extremalpunkte einer darstellenden
Punktmenge A, die keine Ecke eines Objekts représentieren, sondern nur durch ungenaue
Darstellung entstanden sind, in der Regel in der Menge A \ A und verfilschen somit die
Suche nach méglichen Rotationsachsen, beziiglich derer A approximativ n-symmetrisch ist,
nicht.

Algorithmus: Rotationsachse

Eingabe: A= {a1,..,am} CR3, {F1,...Fj}, 1,62 € RT.
Ausgabe: ¢1,g9,... (alle mdglichen Rotationsachsen).

1. M :=SP(A), i:=0, k:=1.
2. WENN ¢ < [:
=1+ 1
Sonst:
Gehe zu 5.

3. H;=PF, := {a] a € (/NlﬂFZ)}
FE,; := Ebene, die F; enthilt.

4. FUR j=1:m:

WENN a; ¢ P;:
WENN d(aj,EZ-) < €9:
H,.=H;U a;.

Gehe zu 2.
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5. Ay i=A{x | (Fie{l,.,l}lz=SP(P))}.
Ay i=A{z | (Fie{1,..,l}|lx =SP(H;))}.
As :={z | (Fie {1, l}|z =2E% (a,as € P)}.

6. FUR ALLE {p1,po} C (AU Ay UAgU App):
WENN d(M, gp,p,) < €1:
AUSGABE: ( g:=p1+A(P2—p1) (A ER) ).

5.7 Beispiele

Zunichst wollen wir uns dem in diesem Kapitel bereits unter verschiedenen Gesichtspunk-
ten analysierten 5-symmetrischen Objekt aus Abbildung 5.12 widmen und testen, ob unsere
Methode diesem Objekt eine n-Symmetrie zuordnet.

Abbildung 5.12: 5-Symmetrisches Objekt

Mit Hilfe der in Kapitel 5.1 eingefiihrten Methode wird eine Punktmenge A erzeugt
(siehe Abbildung 5.2), die das Objekt repréisentiert.
Auf diese Punktmenge wird der Algorithmus Eckpunkte 3D (mit dcon = 2) angewendet
(siehe Kapitel 5.3.2).
Dabei wird zunéchst mit dem Quickhull-Algorithmus die konvexe Hiille (und damit auch
die Menge der Extremalpunkte Ag ) bestimmt (siehe Abbildung 5.5). Anschliefsend werden
die Charakteristischen Eckpunkte berechnet. Als Ergebnis erh&lt man die in Abbildung 5.13
dargestellte Punktmenge A und die Dreiecksflichen F', die den Rand der konvexen Hiille
von A bilden.
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Abbildung 5.13: A, F

Mit dem Algorithmus Rotationsachse (Eingabe: A, F,e; = 0.5, ey = 2) wird anschlie-
flend nach moglichen Rotationsachsen gesucht. Als Ergebnis erhdlt man eine mdgliche
Rotationsachse g, die in Abbildung 5.14 dargestellt ist.

Anschliefend werden die Symmetriewerte von A beziiglich der Rotation um g be-
stimmt. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.15 dargestellt. A wird nach Definition 5.15 eine
5-Symmetrie zugeordnet.

Als zweites Beispiel wollen wir die Darstellung eines Wiirfels (Abbildung 5.16) auf
approximative Symmetrien untersuchen. Wie bereits in Kapitel 5.6 dargestellt, besitzt ein
Wiirfel sechs 2-, vier 3- und drei 4-Symmetrien.

Der Wiirfel wird mit der Methode aus Kapitel 5.1 durch eine Punktmenge A dargestellt
(Abbildung 5.17).

Mit Hilfe des Algorithmus Eckpunkte 3D (dcon = 2) wird die Menge (A) der Cha-
rakteristischen Eckpunkte gebildet (Abbildung 5.18). Anschliekend werden alle moglichen
Rotationsachsen mit dem Algorithmus Rotationsachse bestimmt. Man erhilt 13 verschie-
dene mogliche Rotationsachsen gy, .., g13. Dabei gilt:

lgi N Ap| =2 fiir i € {1,2,3}),
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Abbildung 5.14: Rotationsachse

2 [2125
3 [198.2
4 |146.8
5 | 4.7
6 | 99.8
7 11694
8 [213.9
A5 | 4.71

Abbildung 5.15: Symmetriewerte

lgi N Ax| =2 fﬁri€{4,..,7},
lgi N Ag| =2 fiiri € {8,..,13}.
In Abbildung 5.18 sind die Rotationsachsen go, g4 und gg dargestellt.

Die Symmetriewerte von A beziiglich der verschiedenen Rotationsachsen sind in Abbil-
dung 5.19 aufgelistet. Alle Wiirfel-Symmetrien werden A zugeordnet.
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Abbildung 5.16: Wiirfel

Abbildung 5.17: Punktmenge A
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Abbildung 5.18: A, F, Rotationsachsen

g1 g2 93 94 95 g6 g7 gs 99 g10 g11 g12 g13

o () |y (A) | dy (A) [ () [ () [ () [ () () o (A) | (A) | o (A) | i (A) | (A)

6.0 | 48 | 44 |110.7/123.9|1415| 639 | 4.7 |10.3| 3.7 | 6.8 | 6.1 | 5.7
12711234 998 | 4.3 | 9.8 | 6.2 | 7.8 | 59.6 [156.3|150.8 | 85.4 |118.7]120.9
4.1 | 2.9 | 3.4 | 66.1 | 91.3 |104.5|125.6|110.6 | 83.8 |141.9| 80.1 |144.1|170.2
75.3 | 744 | 59.6 | 87.8 |122.2145.7| 75.9 |141.5| 60.8 |121.6|109.7 | 140.5|114.9
126.0122.4100.2|111.6 | 123.9|140.5 | 62.8 | 131.5| 82.3 |129.3 |137.0|151.2 | 109.8
148.3 | 137.1 1 130.3|122.0 | 116.0 | 142.8 | 69.4 |111.2|101.5|143.8|158.9 |153.4|121.0
165.2150.2 1 153.3119.9 |104.0 | 148.1 | 84.7 | 94.8 |115.6 | 156.5 | 1564.5|157.6 | 135.1

4 4 4 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2
A ¢l 5.4 | 3.9 | 5.7 | 6.5 |10.7| 59 (124 | 7.9 | 169 | 3.0 | 85 | 5.1 | 5.2

20y

TS0 NI O Ot W NS

Abbildung 5.19: Symmetriewerte



Kapitel 6

Verzerrte Symmetrien

Wird eine symmetrische Punktmenge A C R? auf eine Punktmenge B C R? projiziert, so
gehen in der Regel die Symmetrieeigenschaften durch die Verzerrung verloren. Trotzdem
kann es von Interesse sein, mégliche Symmetrien eines Objekts aus der verzerrten Darstel-
lung zu erkennen. Ein Beispiel dafiir ist die Identifizierung eines Stopp-Schildes durch die
Erkennung der verzerrten 8-Symmetrie der Projektion des Schildes (Abbildung 6.1).

Abbildung 6.1: Projektiv Verzerrtes Stopp-Schild

In der Literatur werden Algorithmen zur Identifizierung verzerrter Symmetrien nicht
nur genutzt, um spezielle Strukturen und Objekte in einem Bild zu erkennen (z.B. [10],
[53], [56]), sondern auch, um 3D-Informationen iiber die Lage oder die Form eines Objekts

87
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aus der 2-dimensionalen Abbildung zu gewinnen (z.B. [36], [51], [52], [55]). So kann man
das Wissen um eine vorhandene Symmetrie eines Objekts in der Computer Vision nutzen,
um mit Hilfe der Identifizierung dieser Symmetrie im projektiv verzerrten Bild die Kamera
zu kalibrieren (|25]).

Die verzerrten Bilder 3-dimensionaler Objekte entstehen durch eine Projektion in die
2-dimensionale Ebene. Dabei unterscheidet man zwischen Perspektivprojektion (Zentral-
projektion) und Parallelprojektion.

Bei der Perspektivprojektion muss neben der Projektionsebene E ein Projektionszen-
trum f € R? gegeben sein. Ein Punkt p € R? im Raum wird dann auf die Projektionsebene
FE abgebildet, indem die Gerade g, die durch p und f geht, gebildet wird und anschliefsend
g mit E geschnitten wird. Der Schnittpunkt ist der Bildpunkt p’ von p.

Wahlt man als Projektionsebene beispielsweise die Ebene F : z = 1, so erhélt man
die Bildkoordinaten p" = (pl,pi,) € R? eines Punktes p = (pz,py,p>) folgendermaken

(Projektionszentrum: f = (fo, fy. f2), fo # p2):

(pe — fo)(A = £2)

p;:fw+ pz_fz ’
/ _f, 1_fz
by = fy + (py pzyz(fz )

Die Parallelprojektion entspricht einer Perspektivprojektion, bei der der Fluchtpunkt
im Unendlichen liegt. Neben der Projektionsebene E' ist bei der Parallelprojektion eine
Projektionsrichtung v = (v1,v2,v3)7 € R? gegeben. Den Bildpunkt p’ eines Punktes p
erhdlt man, indem man die Parallele zu v durch p mit E schneidet.

Fiir E': z = 1 ldsst sich p’ = (p;, p,) folgendermaken berechnen:

vi(l—p
p;g:px+ ( z)’
(%

vg (1l —
p; =pyt 2 s pZ)‘
Im Gegensatz zur Perspektivprojektion sind hier die Bildgeraden paralleler Geraden auch
parallel. Allerdings verdndern sich durch die Projektion die Léngen und Verhéltnisse von
Strecken, genauso wie die Grofe und die Verhiltnisse von Winkeln.
Eine Spezialform der Parallelprojektion ist die Orthogonale Parallelprojektion, bei der
v senkrecht auf E steht. Diese Projektion entspricht einer Fotografie mit einem telezentri-

schen Objektiv.

In der Literatur finden sich sowohl Verfahren zur Erkennung parallel projizierter Sym-
metrien, als auch (insbesondere im Bereich der Computer Vision) Verfahren, die perspekti-
visch verzerrte Symmetrien identifizieren. Wir werden in den folgenden beiden Abschnitten
auf verschiedene dieser Methoden eingehen, die sich darin unterscheiden, wo (z.B. in Fotos,
in Kantenmodellen oder in Punktmengen) und nach welchen Symmetrien gesucht wird.
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Einige Ideen werden wir dabei aufgreifen, um unseren Ansatz, projektiv verzerrten
Punktmengen Symmetriewerte zuzuordnen, umzusetzen. Das ermoglicht es uns, verzerrte
Rotationssymmetrien auch dann zu erkennen, wenn sie aufgrund von Ungenauigkeiten nicht
exakt sondern nur approximativ sind. Aufserdem reduziert die wie im nicht verzerrten Fall
praktizierte vorangehende Bestimmung der Charakteristischen Eckpunkte in vielen Fillen
den Aufwand erheblich und erméglicht oft erst eine effektive Erkennung der verzerrten
Symmetrien.

6.1 Parallele Projektion

Es existieren diverse Verfahren zur Erkennung von Spiegelsymmetrien, die durch Parallel-
projektion verzerrt wurden (siehe z.B. [14], [22], [24]). Die Identifizierung mdglicher Sym-
metrieachsen basiert hier zumeist auf der Tatsache, dass die Parallelitit zweier Geraden
unter einer Parallelprojektion erhalten bleibt.

Die Erkennung verzerrter Rotationssymmetrien ist hingegen relativ wenig erforscht.
Shen et al. ([44]) bzw. Lei et al. (|31]) untersuchen Kantenmodelle von Objekten nach
verzerrten Spiegelsymmetrien und schliefsen aus der Anordnung der Symmetrieachsen auf
mogliche verzerrte Rotationssymmetrien.

Verfahren zur ausschliefslichen Bestimmung von Rotationssymmetrien in Kantenmo-
dellen finden sich in [53] und [56]. Wir wollen auf diese beiden Verfahren etwas néher
eingehen:

Yip [53] benutzt einen Hough-Transform-Algorithmus, um parallel projizierte Rotati-
onssymmetrien von 2-dimensionalen Objekten im Raum zu erkennen. Der Algorithmus ist
in vier Schritte unterteilt. Dabei werden der Reihe nach

e das Rotationszentrum,

e die beiden Projektionswinkel,

e die Ordnung der Rotationssymmetrie und

e die Bildpunkte, die durch die Rotation aufeinander abgebildet werden,

bestimmt. Dabei werden von einer darstellenden Punktmenge nur die Randpunkte un-
tersucht, um den Aufwand zu reduzieren. Dennoch ist der Algorithmus aufwindig und
benotigt viel Speicherplatz.

In dieser Arbeit wollen wir, analog zur Suche nach nicht verzerrten Symmetrien, die
Symmetrieeigenschaften einer kleinen Teilmenge der Punktmenge, ndmlich der Charak-
teristischen Eckpunkte, untersuchen. Damit lassen sich der Aufwand und die benétigte
Speicherkapazitét erheblich reduzieren. Auferdem kénnen eindeutigere Ergebnisse erzielt
werden.

Ein weiterer Algorithmus zur Erkennung von verzerrten n-Symmetrien wurde von Zou
und Lee entwickelt [56]. Zou und Lee untersuchen eine 2-dimensionale Darstellung eines 3-
dimensionalen n-symmetrischen Objekts auf verzerrte Rotationssymmetrien. Dabei gehen
sie davon aus, dass alle Kanten und Ecken des Objekts im 2-dimensionalen Bild dargestellt
sind und das 2-dimensionale Bild die orthogonale Parallelprojektion des Objekts ist.



KAPITEL 6. VERZERRTE SYMMETRIEN 90

Anders als in [53] wird in [56] auch ein Algorithmus angegeben, der die Projektio-
nen von 3-dimensionalen (nicht nur 2-dimensionalen) Objekten auf verzerrte Symmetrien
untersucht. Dabei wird untersucht, ob alle Punkte des Bildes in Teilmengen eingeteilt wer-
den konnen, so dass die einzelnen Teilmengen eine verzerrte n-Symimetrie beziiglich einer
gemeinsamen Rotationsachse besitzen.

Wir werden im Folgenden in einigen Punkten dhnliche Ideen wie Zou und Lee in ih-
rem Algorithmus benutzen, um auch verzerrten Punktmengen sinnvolle Symmetriewerte
zuzuordnen.

6.1.1 Projektionen 2-dimensionaler Objekte

In diesem Abschnitt untersuchen wir die orthogonale Parallelprojektion einer Punktmenge
A C R3, wobei alle Punkte von A in einer Objektebene Ep liegen. Fiir solche Punktmengen
gilt das folgende Lemma:

Lemma 6.1. Eine Punktmenge A = {(x1,y1,21) -, (Tm, Ym, 2m) } C R3 (wobei (x4, y;, 2;) #
SP(A) Vi gilt) liege in einer Ebene E, das heifit:

361,62,637646R‘el-xi+€2~yi+€3-zi+€4:0 Vi=1:m.

Die Menge A sei exakt n-symmetrisch. Dann lisst sich A in k Partitionen A, .., A* zerle-
gen, wobei

A =n-1(1eN) Vj=1:k

gilt. Auperdem gibt es fiir jede Partition A’ einen Kreis um den Mittelpunkt SP(A), auf
dem alle Punkte dieser Partition liegen.

Beweis
Nach Definition 5.10 ist eine Punktmenge A C R? genau dann exakt n-symmetrisch, wenn
sie durch eine Drehung um %’T um eine Rotationsachse g auf sich selbst abgebildet wird.
Liegen alle Punkte von A in einer Ebene F, so muss die Rotationsachse g senkrecht auf £
stehen. Andernfalls wiirden alle Punkte p; € A durch eine Rotation um o < 27 um g auf
Bildpunkte p) abgebildet werden, die nicht in E liegen.
Da die Rotation also einer Rotation in der 2-dimensionalen Ebene F entspricht, muss der
Schnittpunkt von g und E nach Lemma 2.10 gleich SP(A) sein.
A wird durch die Rotation um 27” auf sich selbst abgebildet. Daher muss es fiir jeden Punkt

pi € A eine Folge von Punkten {p7,p3,..,p:} C A geben, so dass gilt:

*

roth, (pf) =pig Vi=1:n—1 A roth, (p;) = pj.

*

Nach dieser Definition gilt fiir den minimalen Abstand d(g, p}

*) zwischen der Geraden g
und dem Punkt p;:

d(g,p;) = d(g,rotd, (p}))-

Da g senkrecht auf F steht, gilt aufserdem fiir alle p; € A:

d(g,pi) = |SP(A) — pil.
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Damit gilt:
[SP(A) = pi| = |SP(A) = py| = ... = |SP(A) — py

und A lésst sich in die in Lemma 6.1 beschriebenen Partitionen zerlegen.

g

Die Punkte von A liegen also auf konzentrischen Kreisen um den Schwerpunkt von A.
Welche Auswirkungen dies auf die Punktmenge hat, die die orthogonale Parallelprojektion
von A ist, zeigen wir mit dem folgenden Satz:

Satz 6.2. In ciner Ebene Eo = ejx + eay +e3z+eq =0 (e3 0 A e% + e% > 0,
siehe Anmerkung) liegt um den Mittelpunkt M = (mg, m,, %szg—m) ein Kreis K
mit Radius k.

Fiir jeden Punkt p € K gilt: Wird p durch eine orthogonale Parallelprojektion auf die Ebene
Ep : z =1 abgebildet, so liegt das Bild p' von p auf der Ellipse El mit der Gleichung:

((z = mx)i@ —(y—my)—2L=)?  ((z—mg)—2= + (y — my)—2—)?

2 2., 2
erte; + erte; er+e;

2 2
s Ty

El: =1.

Dabei gilt: 2r, = 2k ist die Lange der Hauptachse von El und 2r, = 2kcosa (a ist der
Schnittwinkel zwischen Eo und Ep) ist die Lange der Nebenachse von El.

Beweis:
1. Bildpunkte:
Die orthogonale Parallelprojektion ist eine Abbildung vom R? in den RZ. Da wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit in die Ebene Ep : z = 1 projizieren, gilt fiir die Projek-
tionsrichtung v = (0,0,1)7. Damit wird ein Punkt p = (ps,py,p.) € R® auf den Punkt
P = (ps,py) € R? abgebildet.
Da wir nur Punkte betrachten, die in Ep liegen, kénnen wir die z-Koordinate der Punkte
als Funktion von x und y ausdriicken:

—e1T — ey — ey

P = (Dz,Py:02) € Eo = D= (D2 Dy, 2(Dz,py)) mit z(x,y) = o

Wir werden im Folgenden die Kreisgleichung K in Abhéngigkeit von x und y aufstellen
und zeigen, dass sie gleich der Ellipsengleichung El ist. Da die (z|y)-Koordinaten von p
und p’ identisch sind, beweisen wir damit, dass das Bild von K unter der Projektion die
Ellipse FEl ist.

2. Kreisgleichung:

Es gilt:
—€1Myg — €21y — €4

e1mg + eamy + €3 +e4=0.

€3
Damit ist M € Ep und K ist der Schnitt der Ebene Ep mit einer Kugel um M mit dem
Radius k. Es ergibt sich die folgende Kreisgleichung:

—€1T — €Y — €4 —€1Mg — €21y — €4

K(z,y) : (x —ma)* + (y — my)* + ( )2 =k,

€3 €3
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e1(z — mg) + e2(y — my)
)

K(z,y) : (z—ma)® + (y — my)® + ( )? =k

Wir substituieren:
wi=(r—my) A v:i=(y—my)

und erhalten mit der binomischen Formel:

2 2

e e 2ejesuv
K(u,v):u2(1+—;)+v2(1+%)+% — k2

63 63 63

3. Schnittwinkel zwischen Fo und Ep:
Der Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen ist gleich dem Schnittwinkel zwischen den Nor-
malen der Ebenen. Fiir den Winkel « zwischen zwei Normalen no und np gilt allgemein:

no - np

o = arccos .
[nollnpl

Damit folgt fiir den Schnittwinkel o zwischen Eop (no = (e1,e2,e3)”) und Ep (np =
(0,0,1)%):
e3

2 2 2"
Vel +e;+es

Q. = arccos

4. Ellipsengleichung:
Mit den Substitutionen u := (z —my) und v := (y —m,) gilt fiir die Ellipsengleichung aus
Satz 6.2:

=1

e _ el 2 el () 2
(u\/e%-‘r@% U\/e%-&-e%) (u\/ef-‘re% +U\/e%+e§)
k2 + k?( €3 )2
A/ e%—l—e%—&-eg

Zur Vereinfachung substituieren wir:

e? + €3+ €3

2
€3

A=

und erhalten:

2

(u @ _y—t 2+ AMu ‘1 +v 2 Y=k
Vei+es e+ es ver+el el +el

Nach Anwendung der binomischen Formeln fiihrt das zu:

2 2 2 2
e €1€2 e e €1€2 e
2222_ 2 . 2 2212"")‘“2212"'2)‘““2 2+)‘02222:2’
ey + €5 e] + €5 el + €5 el + €5 e] + €5 ey + €5
1 1
2 2 2 2 2 2
9 e e e 9 e e e e1e9 9
(525 + 55 +(A-1) 5 5)+0 (55 + 525 +(A-1) 525 ) +uv(A-1) 5 = k.
el + €5 el + €5 1tes e] + €5 ey + €5 ey + €5 ey + €5
Da ) )
)\_1_€1+62

2
€3
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gilt, folgt:
2 2
e e 2e1esunv
FEl(u,v) : u*(1+ —é) +v2(1 + %) + % — 12
63 63 63

Anhand der Umformungen sieht man, dass die Ellipsengleichung der Kreisgleichung ent-
spricht. Damit liegt fiir jeden Punkt p = (ps, py, 2(ps, py)), der die Kreisgleichung K erfiillt,
das orthogonal parallelprojizierte Bild p’ = (pg,py) auf der Ellipse El.

g

Anmerkung:
Gilt e3 = 0, so steht Ep senkrecht auf Ep. Das Bild eines Kreises ist in diesem Fall eine
Gerade.
Gilt e; = e3 = 0, so liegen Ep und Ep parallel. Ein Kreis wird in diesem Fall durch eine
orthogonale Parallelprojektion auf einen Kreis gleicher Grofe abgebildet.

Das folgende Lemma zeigt, wie man von einer Ellipse als orthogonaler Parallelprojek-
tion eines Kreises auf die Objektebene schliefen kann:

Lemma 6.3. Eine Ellipse El sei die orthogonale Parallelprojektion in die Projektionsebene
Ep eines Kreises K, der in einer Objektebene Eo (Eo ist nicht parallel und nicht senkrecht
auf Ep) liegt. Dann gilt:
1. Die Schnittgerade g zwischen Ep und Eo liegt parallel zur Hauptachse von El.
2. Fir den Winkel a zwischen Ep und Eo gilt:

b

Q. = arccos —,
a

daber 1st a die Linge der Hauptachse und b die Linge der Nebenachse von El.

Beweis:
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass Ep : z = 1 gilt.

1.g liegt parallel zur Hauptachse:
Ein Punkt p = (pg, py, p-) liegt auf dem Kreis K mit dem Radius £ um den Mittelpunkt
M = (mg, my, m;), wenn er die folgende Gleichung erfiillt:

2 + (pz - mz)2 =k

K:(ps — mx)z + (py — my)
Der Durchmesser d von K entspricht dem Abstand zwischen zwei gegeniiberliegenden
Punkten p und ¢ = (gs,¢qy,q-) auf K. Dabei sind p und ¢ gegeniiberliegend, wenn M
auf der Geraden durch p und q liegt. Es gilt:

d= 2\/(]% - mm)Z + (py - my>2 + (pz - mz)2 = 2k.
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Der Abstand zwischen den jeweiligen Bildpunkten p’ = (pg, py, 1) und ¢’ = (¢z, ¢y, 1), also
der Durchmesser dg;(p,) von El, ist hingegen nicht konstant sondern abhéngig von der
z-Koordinate (p, € [m, — k,m, + k]) von p:

dgi(p2) = 2\/(px —mg)? + (py —my)? = 2\/k72 — (pz —mz)2.

Offensichtlich gilt:
dEl(mz) = n})ax dEl(pz) = 2k.

Fiir die Lénge der Hauptachse gilt also a = 2k. Auferdem liegt die Hauptachse von FEl
zwischen den Bildpunkten von p und ¢, wobei gilt: p, = ¢, = m,. Damit liegen p und ¢
auf der Schnittgeraden ¢’ zwischen den Ebenen Ep : e1x +eay +e3z+eq4 = 0 und 2z = m,,:

0 —e2
g/: _% + X\ e1 ()\GR, 62750).
m, 0

Die Hauptachse von FEl liegt also auf der orthogonalen Parallelprojektion ¢” von ¢':

0 —€9
g’ —% + X | ea (A ER, e2 #0).
1 0

Fiir die Schnittgerade g zwischen Fp : ejx 4+ esy +e3z+e4 =0und Ep : z =1 gilt:

0 —€2
g: _% + ) el (A ER, eg #0).
1 0

Da g und ¢” identische Richtungsvektoren haben, ist g parallel zur Hauptachse von El

2. a= arccosg :

Wir bezeichnen die Endpunkte der Nebenachse mit s’ = (s, s, 1) und t' = (¢, ¢y, 1). Dabei
ist ' der Bildpunkt von s = (s, sy, ;) € K und t' der Bildpunkt von ¢t = (t5,t,,t,) € K.
s und t sind gegentiberliegend auf K, damit gilt fiir den Abstand d(s,t) zwischen s und t:
d(s,t) =2k = a.

Die Nebenachse von FEl steht senkrecht auf der Hauptachse und damit auch auf g. Da-
her entspricht o dem Winkel beim Punkt s’ im rechtwinkligen Dreieck A(s',t',u) mit
w = (tz,ty, 1 +t, — s;). Damit gilt zusammenfassend:

d(s',t"y d(s,t") b

Cosx = d(s,’u) B d(s,t) :E = a:arccosg.

Anmerkung:
Mit Hilfe von Lemma 6.3 lasst sich der Normalenvektor von Ep bestimmen (siehe Lemma
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6.4). Das heilt, Fo ist bis auf eine parallele Verschiebung eindeutig. Die Bestimmung
von verzerrten Symmetriewerten und damit auch die Zuordnung verzerrter approximativer
Symmetrien ist unabhfingig von parallelen Verschiebungen von FEg.

Das folgende Lemma gibt an, wie man mit Lemma 6.3 den Normalenvektor und damit
auch eine Objektebene Fp bestimmen kann.

Lemma 6.4. Fir die zwei Ebenen

Ep:z=1,

—_———

h232 + b2
E0:_6$+y+\/ﬁz_o’ a,b,feRa>b>0

gilt:
1. Die Schnittgerade g zwischen Ep und Eo hat den Richtungsvektor v:
1
vi=| p
0

2. Der Winkel o zwischen Ep und Eo ist gegeben durch:
b

Q = arccos —.
a

Beweis:
Ep und Eg sind offensichtlich nicht identisch oder parallel und haben daher eine Schnitt-
gerade g.

1. Wir definieren zwei Punkte py, ps € R3 :

pP1 = (17/6_M7 1)7 P2 = (2726_ ,Lt,l)
Damit gilt:
p1,p2 € Ep A p1,p2 € Eo.

Daraus folgt:
p1,P2 € 4.

Da auferdem p; # po gilt, ldsst sich die Schnittgerade g folgendermafien darstellen:

1 1
g:pi+Ap2—pi) = | B—p | +X-| B AeR.
1 0

2. Fiir den Schnittwinkel zwischen Ep und Ep gilt allgemein:
no-np

. — arccos —m——.
Inolnpl
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Dabei bezeichnet

0
np = 0
1
den Normalenvektor von Ep und
no = 1
b232 4 b2
202
den Normalenvektor von Ep. Daraus folgt:
b232 1 b2
no -np a?—b2
o = arccos m = arccos — =
nolln b232+b
O P \//82 + 1 + ag_bZ
2 2
+1 +1
by by
= arccos = arccos ———— = arccos —.
52a27/82b2+a27b2+b2ﬂ2+b2 ﬂ2+1 a
202 a\/ 22

Bestimmung der Ellipse

Aus den Lemmata 6.1 und 6.3 bzw. dem Satz 6.2 leiten wir unseren Algorithmus zur
Erkennung verzerrter Symmetrien ab. Um zu untersuchen, ob einer Punktmenge A eine
verzerrte n-Symmetrie zugeordnet werden kann, miissen wir zundchst {iberpriifen ob A in
solche Partitionen (A',.., A*) zerlegt werden kann, dass alle Punkte einer Partition auf
einer Ellipse mit dem Mittelpunkt SP(A) liegen.

Dazu bendtigen wir eine Methode, die aus einer Punktmenge A C R? die Ellipse be-
stimmt, auf der die Punkte von A am ehesten liegen. Wir wollen hier die in [20] vorgestellte
Methode anwenden, die auf dem folgenden Konzept beruht:

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes K, (z,y) ldsst sich folgendermafen dar-
stellen:

Kq(z,y) = a1z + agzy + agy® + asx + asy +ag =0 a € RE.

Wir definieren § := a3 — 4ajag. Die nicht degenerierten Kegelschnitte, das heiRt die
Kegelschnitte, fiir die

ay a2 a4
det | a2 as a5 | #0
a4 a5 Qg

gilt, werden in drei Gruppen eingeteilt:
e Fiir 0 < 0 handelt es sich um eine Ellipse.
e Fiir 6 = 0 handelt es sich um eine Parabel.

e Fiir 4 > 0 handelt es sich um eine Hyperbel.
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Kq(p) = Kq(ps,py) ist der algebraische Abstand zwischen dem Punkt p = (pa,py)
und K,(z,y). Das Ziel der Ellipsenbestimmung ist es daher, fiir eine Punktmenge A =
{p1,-.,Pm} einen Vektor a € R® zu finden, der die aufsummierten Abstandsquadrate

m
D(a) =) (Ka(pi))?
i=1
minimiert.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass |A| > 5 gilt. Fiir eine Punktmenge A mit
3 < |A| < 4 lassen sich mit dem Wissen, dass SP(A) der Mittelpunkt der Ellipse El sein
muss, aus A weitere Punkte konstruieren, die auf Fl liegen miissen.

Um sicher zu gehen, dass man weder die triviale Losung a = (0,0,0,0,0,0)% noch eine
Parabel oder Hyperbel als Losung erhélt, wird D(a) unter der quadratischen Nebenbedin-
gung

4araz — a3 =1
minimiert.

Dieses Problem lasst sich folgendermafen darstellen:

OP 4:
min || Eal|?> unter der Nebenbedingung: o’ Ca = 1.
a

Dabei gilt fiir die Design-Matrix E und die Constraint-Matrix C :

(p1)§ (p1)x(p1)y (Pl)?, (P1)a (pl)y 1 8 _01 3 8 8 8
(pg)% (pz)x(pz)y (P2)Z (pz)x (p2)y 1 2.0 0 0 0 O
E=1 (m)z (p)e(pa)y  (pa)y (pa)e (p3)y 1| wmd C=| = o 0o
(pm)?c (pm>x(pm)y (pm)z (pm)ac (pm)y 1 i 8 8 8 8 [()) 8

Fiihrt man den Lagrange-Multiplikator A ein, erhdlt man die zu minimierende Funktion
[|[Eal|*> + M(1 — aTCa), und damit ist die Lésung von OP 4 die Lésung des folgenden
Gleichungssystems:

2ETEa — 22Ca = 0,

al'Ca=1.
Mit S := ETE folgt:

Sa = \Ca,

a'Ca = 1.

Man muss also das allgemeine Eigenwertproblem der symmetrischen Matrizen S, C' € R6%6
l16sen. Daraus erhdlt man sechs Paare (\;, u;) von Eigenwerten und Eigenvektoren.

Ist (A, u;) eine Losung, so gilt das auch fiir (A;, piwi) (i € R) und daher lassen sich
die Eigenvektoren so normieren, dass sie die Nebenbedingung p?u! Cu; = 1 erfiillen. Dazu

muss gelten:
o o Ai
Hi= uiTC'ui N uZTSuZ
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Damit erhalten wir fiir jedes der sechs Eigenwert-Eigenvektor-Paare (\;, u;) eine Losung
Da S positiv definit ist, existiert die Wurzel fiir alle positiven \;. Die Vorzeichen der
Eigenwerte \; sind dabei, bis auf eine Permutation der Indizes, identisch zu den Vorzeichen
der Eigenwerte von C ({—2,—1,2,0,0,0}). Damit existiert genau ein Paar (A, uix), fiir
das A\jx > 0 gilt und a := pisu44 ist die eindeutige Losung von OP 4.
Zusammengefasst ergibt sich der folgende Algorithmus:

existiert.

a; = piu; des Gleichungssystems, wenn die Wurzel

Algorithmus: Ellipse

Eingabe: A= {((pl):m (pl)y)v ) ((pn)xa (pn)y)} C Rz .
Ausgabe: Gleichung der Ellipse FEl, auf der A ndherungsweise liegt.

1.

(p):  ()e(p1)y (1) (1) (p1)y 1
(p2)s  (P2)z(p2)y  (p2); (p2)z  (P2)y 1
E:=| (p3); (p3)a(pa)y (p3)y (P3)x (p3)y 1 |,

om)2 Gm)aOm)y m): Gm)e )y 1
S :=FETE ¢ R6%6,

0

O O OO oo
[esRen B en B e B e @)

O O o N OO
O O OO oOoN

o O o O
o O O o O

2. (Mj,u;) (i=1:6) := Eigenwert/Eigenvektorpaare fiir: Su; = \;Cu;

3. FUR i=1:6:
WENN \; > 0:

[ 1

u,LTCui

AUSGABE: El: a12? + aswy + asy® + asx + asy + ag = 0.

Ujg »

Um Informationen {iber die Objektebene Ep zu gewinnen, muss man nun die Lingen
und die Lagen der Haupt- und Nebenachse aus der Ellipsengleichung bestimmen. Es gilt
das folgende Lemma:

Lemma 6.5. Gegeben sei eine Ellipse mit der Gleichung:
Ka(z,y) : a12® + agzy + azy® + asx + asy + ag = 0.

Dann gilt fiir
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al L
3 43
e A\, A2 €R, mit |\1| < |\a|, sind die Eigenwerte von L und v',v? € R? die dazugehd-
rigen normierten Figenvektoren,

[cl CQ]::[G4 a5}[vl Uz],

2 2
1 C
—ap— — — 240
il i ywinbywis

Die Lingen der Hauptachsen betragen 2 - /|| und 2+ /|| Auferdem hat die Gerade,

1
auf der die Hauptachse von K,(x,y) liegt, die Steigung: 3 = Z—Z{
1

Beweis:
Die Ellipsengleichung wird durch eine Hauptachsentransformation auf ihre Normalform
gebracht, aus der sich die Langen und Lagen der Achsen ablesen lassen. Zunéchst schreiben
wir unsere Ausgangsgleichung

Kq(z,y) : a1x® + asTy + a3y2 + aqx 4+ asy +ag =0

in eine Gleichung in Matrixform um:

=L
Ko(zy): [ @ y}[%; EH?]”““ a5][z]+a6—0.

Da K,(x,y) eine Ellipse beschreibt, gilt a3 — 4aja3 < 0 und damit auch

_ aj
‘L| —CL1€L3—Z > 0.

Daher besitzt L zwei Eigenwerte A1, A2 € R\ {0} (Nummerierung so, dass |A1| < |A2] gilt)
und die dazugehérigen normierten Eigenvektoren v!,v? € R?, die die Gleichung Lv* = A0’
erfiillen und so skaliert werden, dass

1,2
R R T >
Q=11 3]=0
gilt. Mit
A0
p=[4 4
folgt dann:

1 1 2 2 1 2
LQ= a1vy +agvy  a1vi +agvy || viA1 viAe | Q-D
azvi + agvs  agv? + azv? Va1 V3
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Q@ besteht aus den Eigenvektoren der reellen symmetrischen Matrix L und ist daher eine
orthogonale Matrix (d.h. QT = Q1). Daraus folgt:

QTLQ = D.
Als néchstes substituieren wir:
[u w]::[aﬁ y]Q:[aﬁ y]:[u w]QT.

Damit folgt aus der Ellipsengleichung:

=:C

[ u MQ%QM%W[H%FO:

[ w}D[u]—Fc[u]—i—%:O.
w w
Anschliefsend wird ausmultipliziert und umgeformt:

WA+ whe +ciu+ cw+ag=0 =

2
C C C C C C
/\1(u2+—/\11u+4—§2—4—/\12)+>\2(w2+—2w+—2——2)+a6:0 =
1 1

A+ )2 4 dg(w+ —2)2 4 _a B 0 =
! 2\ 2 2 AN 4o

A1 €12 A2 €2 9

Al e 22 2 1=

V( +2)\1) * V(w+2)\2) * 0

Daraus ergibt sich die Normalform der Ellipsengleichung, deren Hauptachse parallel zur
x-Achse liegt.

—sgn(—)——=— —sgn(—)——==— = 1.

Aus der Normalform lassen sich die Lingen der Hauptachse (2-,/|+;|) und der Nebenachse

(2-1/]%1]) ablesen.

Da v! und v? normiert sind, gilt: det(Q) € {—1,1}. AuRerdem sind die Eigenvektoren so
skaliert, dass det(Q) > 0 gilt. Es folgt also det(Q) = 1 und mit Q7 - Q = I

Q € SO(2).
Daher ist @) eine Rotationsmatrix und lasst sich als

Q=

cosa —sino
sina  cosa

schreiben. Durch die Substitution

[u w]::[aj y]Q
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wurde das Koordinatensystem also um den Winkel a gedreht und damit gilt fiir die Stei-
gung (3 der Hauptachse von K,(z,y):
sina vd

B =tana = ==,
cosa vy

Bestimmung der Partitionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage widmen, wie man aus einer Punktmenge
B C R? moglichst effektiv alle Partitionen bestimmen kann, um B auf approximative
verzerrte Symmetrien zu untersuchen. Wir beweisen dazu das folgende Lemma:

Lemma 6.6. Eine Punktmenge B = {(z1,v1), .., (¥m, ym)} C R? sei die orthogonale Par-
allelprojektion einer n-symmetrischen Punktmenge

A= {(z1,91,21); -+, (Tins Ym, 2m)} C R3, die in einer Ebene liegt. Dann ldsst sich B in k
Partitionen B, .., B zerlegen, wobei

Bi|=n-1(1cN) Vji=1:k

gilt. Auperdem gibt es fiir jede Partition B eine Ellipse mit dem Mittelpunkt SP(B7) =
SP(B), auf dem alle Punkte dieser Partition liegen.

Beweis:
Aus Lemma 6.1 wissen wir, dass sich die Punkte einer n-symmetrischen Punktmenge A C
R3, die in einer Ebene liegt, in Partitionen A', .., A¥ zerlegen lisst, so dass einerseits

Al =n-1(1€N) Vj=1:k

gilt und andererseits alle Punkte einer Partition auf einem Kreis um SP(A) =: (mg, my, m;)
liegen.

Zerlegt man B in solche Partitionen B, .., B¥ dass fiir alle j € {1,..,k} die Partition
BJ die Projektion von A7 ist, so folgt einerseits:

|B/|=n-1(1eN) Vj=1:k

und andererseits aus Satz 6.2, dass es fiir jede Partition B’ eine Ellipse mit dem Mittelpunkt
SP(B) = (mg, my) gibt, auf dem alle Punkte dieser Partition liegen.

Da jede Partition alleine ebenfalls eine n-symmetrische Punktmenge ist (siehe Beweis
von Lemma 6.1), erhdlt man:

SP(A') = SP(A?) = ... = SP(A*) = SP(A).

Daraus folgt:
SP(B') = SP(B?) = ... = SP(B*) = SP(B).
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Des Weiteren gilt das folgende Lemma:

Lemma 6.7. B C R? sei die orthogonale Parallelprojektion einer n-symmetrischen Punkt-
menge A C Eg C R3, die sich in k n-symmetrische Partitionen A', .., A¥ mit |A'| = n Vi =
1 : k zerlegen lasst. Dann lassen sich die Punkte in B = {by,..,bp,} so nummerieren und
in solche Partitionen B, .., B* zerlegen, dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. B ist die orthogonale Parallelprojektion von A® fir alle i =1 : k.
2. Die Punkte by, .., by, sind (um SP(B)) im Uhrzeigersinn nummeriert.

3.
Bl == {bi+0~k> "7bi+(n71)-k} Vi=1:k.

Beweis:
Die Bedingungen 1 und 2 sind offensichtlich leicht zu erfiillen. Was wir beweisen miissen,
ist dass bei der Einteilung in Partitionen unter der Bedingung 1 und bei der Nummerierung
der Punkte unter der Bedingung 2 auch die Bedingung 3 erfiillt werden kann:
Da alle Partitionen A’ n-symmetrisch sind, liegen fiir jede Partition A* (i € {1,..,k})
die Punkte at, .., a!, auf einem Kreis um SP(A), und sind diese Punkte im Uhrzeigersinn
nummeriert, so ist aufserdem in jedem Dreieck

Aa§a§+15P(A) ('L c {17 ..,k},j c {17 ,n})

der Winkel bei SP(A) gleich 2.

Da A in einer Ebene Ep liegt, lassen sich auch alle Punkte {a, .., an} = A im Uhrzeiger-
sinn um SP(A) nummerieren, und aufgrund der Identitét der Winkel bei SP(A) in allen
Dreiecken Aa§a§+1SP(A), gilt:

Al = {@itoks -, ai+(n_1).k} Vi=1:k.

Um zu zeigen, dass die entsprechende Bedingung 3 auch fiir die orthogonale Parallelpro-
jektion B von A erfiillt ist, miissen wir beweisen, dass

Lpipape < Lpipaps < T = Lyt < Ly,

gilt, wenn py, pa, p3, p4 € R3 in einer Ebene liegen und p}, p}, p§, p); € R? die entsprechenden
Bildpunkte unter der orthogonalen Parallelprojektion sind.
Dazu bezeichnen wir den Schnittpunkt der Geraden gp,,, und hy,p, mit z. Aus

Lpipaps < Lpipaps < T
folgt:
x € [p1p3].

x’ sei analog der Schnittpunkt zwischen g;), o und h;, o Da Inzidenzen zwischen Gera-
24 173
den bzw. Strecken und Punkten unter einer parallelen Projektion von Ep in Ep erhalten

bleiben, gilt: 2’ ist das Bild von z unter der orthogonalen Parallelprojektion und

v € [pips] = 2’ € [pip3).
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Daraus folgt:

ép1p4p2 < 4p1p4p3 <7 = ép’lpﬁl A < Ly

P PL4Ds

O

Aus den Lemmata 6.6 und 6.7 ergibt sich unser Algorithmus zur Bestimmung der
moglichen Partitionen einer Punktmenge B C R? beziiglich einer n-Symmetrie. Dabei
wird beriicksichtigt, dass fiir alle Partitionen B’ (j = 1 : k) gelten muss:

|IB/|=n-1(1eN) Vj=1:k.

Da wir nicht nach exakten, sondern nach approximativen verzerrten Symmetrien suchen,
bendtigen wir eine Schranke € € R™ fiir die maximale Ungenauigkeit.

Algorithmus: Partitionen

Eingabe: B = {b1,...,bn} CR?, nma €N, e cR*.
Ausgabe: Partitionen B! .. Bk

1. n:=3, M :=SP(B).
B :={b1,...,b;,} um M im Uhrzeigersinn nummeriert.

2. k=1,
n

3. WENN k£ € N:
B = {bi+0-ka ..,biJr(n,l).k} Vi=1:k
SONST:
AUSGABE: Keine Partitionen fiir n! Gehe zu 5.

4. WENN |[SP(BY) — SP(B)| <€ Vi=1:k:
AUSGABE: B',..,BF sind die Partitionen fir n.
SONST:
AUSGABE: Keine Partitionen fiir n!

5. WENN n < nma:
n:=mn-+1 und gehe zu 2.

Anmerkung:
Da man zur Bestimmung der Ellipse mit dem Algorithmus Ellipse (siehe oben) eine
Punktmenge B mit |B| > 2 bendtigt, suchen wir nur nach Partitionen B, fiir die |B*| > 2
gilt.

Algorithmus: Verzerrte Symmetrieerkennung

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gezeigt, dass sich eine Punktmenge B C
R?, die die orthogonale Parallelprojektion einer n-symmetrischen Punktmenge A C Ep C
R3 ist, in Partitionen mit bestimmten Eigenschaften zerlegen lisst (sieche Lemmata 6.1,
6.6, Satz 6.2). Auflerdem haben wir einen Algorithmus entworfen, der fiir eine Punktmenge
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B C R? die Ellipse findet, auf der die Punkte von B am ehesten liegen (siche Algorithmus
Ellipse), und wir haben gezeigt, wie wir aus der Ellipsengleichung die Léngen und Lagen
der Hauptachsen bestimmen konnen (siehe Lemma 6.5). Die Lemmata 6.3 und 6.4 geben
schliefslich an, wie man aus Langen und Lagen der Hauptachsen die Ebene (bis auf eine
parallele Verschiebung) bestimmen kann, in der die projizierte Punktmenge A sein kann,
wenn sie n-symmetrisch ist.

Zusammengefasst ergibt sich der folgende Algorithmus, mit dem wir Punktmengen auf
verzerrte Symmetrien untersuchen. Dabei gehen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit
davon aus, dass die zu untersuchende Punktmenge B die orthogonale Parallelprojektion
einer Punktmenge A C R3 in die Ebene Ep : z = 1 ist:

Algorithmus: Verzerrte Symmetrieerkennung

Eingabe: B C R?, dcon € RT, nma €N, ¢ € RT.
Ausgabe: Verzerrte Symmetrieeigenschaften von B.

1. B:={(z1,51) ., (Tm,ym)} := Eckpunkte(B, dcon).

2. (Bl,.. BY), .. (B!

1 . Bf ) := Partitionen(B, nma, €).
n = 3.

nma

3. WENN B, .. Bk +£:
El := Ellipse(B}).
SONST:
Gehe zu 8.

4. a:=Lénge der Hauptachse von FlI,
b:= Lange der Nebenachse von FI,
(:= Steigung der Hauptachse von FE! (aus Lemma 6.5).

—~

(0262 + b2

6. A:={(x1,y1, 227, (i, Y, Zomtm)},
N —p
g:SP(A) + X- 1 AeR.
~ ~ u ~ ~
do(A,g),..,ds(A, g),dn(A,g) := Symmetriewerte(A,g).

n 1 dn (A4,
7. AL (A, g) == maxpera s)\{I | n mod I=0} ﬁ -100.

WENN AL ¢(A,g) <25:
AUSGABE: B ist approximativ verzerrt n-symmetrisch.

8. WENN n < nma:
n:=mn-+1 und gehe zu 3.
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Anmerkung:
Zur Berechnung der Symmetriewerte in Schritt 6 muss A in der Ebene Fp um den Schwer-
punkt von A gedreht werden. Das entspricht im R? einer Rotation um die Gerade g, deren

Aufpunkt SP(A) und deren Richtungsvektor der Normalenvektor von Eo ist.

Beispiele

Im Folgenden soll der Algorithmus Verzerrte Symmetrieerkennung anhand von Beispie-
len illustriert werden.

Regulires Sechseck

Schritt 1:
Wir betrachten die orthogonale Parallelprojektion eines reguléren Sechsecks, das in einer
Ebene Ep im Raum R3 liegt (Abbildung 6.2). Durch Einfiihrung eines Koordinatensystems
stellen wir diese Fliche durch eine Punktmenge B C R? dar, die alle ganzzahligen Koor-
dinaten innerhalb der Fliche umfasst. Anschlieffend bestimmen wir mit dem Algorithmus
Eckpunkte (dcon = 2) die Menge der Charakteristischen Eckpunkte B := {b;,...bs} C B
(Abbildung 6.3).

Abbildung 6.2: Regulidres Sechseck und Projektion

Schritt 2:
Mit dem Algorithmus Partitionen (nma = 12, € = 2) wird ermittelt, dass es fiir n = 3
(B! = {b1,b3,b5}, B2 = {ba,by,b6}) und n =6 (B! = {By,.., Bg}) Partitionen gibt.

Schritt 3:
Fiir n = 6 gilt: B = B'. Mit dem Algorithmus Ellipse (Eingabe B) wird die Ellipse El
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Abbildung 6.3: Extremalpunkte bzw. Charakteristische Eckpunkte

bestimmt (Abbildung 6.4). Es gilt (Zahlen gerundet):

El: —0.01052% — 0.0242zy — 0.0236y> + 1.1741x + 3.2828y — 100 = 0.

Schritt 4:
Nach Lemma 8.3 berechnen wir (Ellipsengleichung durch 100 dividiert):

_ _ . [ —0.8591 > [ 05119
A1 = —0.0000329, A2 = —0.0003082, v { oitte |0 =1 oesol |-

1 = 0.0067, cy = 0.0342, v =0.2021.

Daraus ergibt sich:
a=94.22, b=30.78, B = —0.5959.

Schritt 5:
Wir stellen die Gleichung der Objektebene Ep auf:

232 4+ p2
Eo:—fx+y+pz=0, mit: p= ,/% = 0.4024.
a®—b
Schritt 6:

Aus {(z1,11), .+, (£, Ym)} := B bilden wir die Punktmenge A (siehe Abbildung 6.5)

~ Bry —y1 BTm — Ym
A =A(x1,y1,———), -, (T Y, —————
{(z1,m . ) ( . )}t
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200

180

Abbildung 6.4: B, SP(B), El

und berechnen die Symmetriewerte da(A,g),..,ds(A,g) (siehe Abbildung 6.6) beziiglich
der Rotation um die Gerade

3 —p
g:SP(A) + X 1 (A €eR).
7
Schritt 7:
Es gilt:

AS s(A,g) =156 < 25.

Daher wird der Punktmenge B eine approximative verzerrte 6-Symmetrie zugeordnet.

Anmerkung: . .
Obwohl da(A) < d3(A) < dg(A) gilt, wird A, und damit auch B, wegen

A3 g(A) =438 >25 bzw. A3 ¢(A) =90.8> 25

nur die hochste Symmetrieordnung n = 6 zugeordnet, die ja sowohl eine 2- als auch eine
3-Symmetrie impliziert.

5-symmetrisches Zehneck
Im vorangegangenen Beispiel wurde aus den sechs Punkten von B nur eine Partition

B! = B gebildet. Warum es in anderen Fillen wichtig sein kann, die Punktmenge B in
mehrere Partitionen zu zerlegen, werden wir anhand eines weiteren Beispiels illustrieren:
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Abbildung 6.6: Symmetriewerte

Schritt 1:
Wir betrachten die orthogonale Parallelprojektion eines Zehnecks, das 5- aber nicht 10-
symmetrisch ist und in einer Ebene Ep im Raum R3 liegt (Abbildung 6.7). Die darstellende
Punktmenge B C R? der orthogonalen Parallelprojektion, sowie die Menge der Charak-
teristischen Eckpunkte B := {by,..,bio} C B von B (dcon = 2) sehen wir in Abbildung
6.8.

Schritt 2+3:

Mit dem Algorithmus Partitionen (nma = 12, € = 2) wird ermittelt, dass es fir n =5
(Bl = {b1,b3,..,b9}, B? = {b2,b4,..,b10}) und n =10 (Bg = {b1,..,b10}) Partitionen gibt.
Da die entsprechenden Eckpunkte des projizierten Zehnecks nicht auf einem Kreis liegen,
kann man auch nicht erwarten, dass die Punkte von B! und die Punkte von B2 auf einer
gemeinsamen Ellipse liegen. In Abbildung 6.9 ist die Ellipse El eingezeichnet, die man mit
dem Algorithmus Ellipse (Eingabe: B') erhilt. Offensichtlich liegen die Punkte aus B2
nicht auf FEl.
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Abbildung 6.7: 5-symmetrisches Zehneck und Projektion
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Abbildung 6.8: Extremalpunkte bzw. Charakteristische Eckpunkte
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Abbildung 6.9: B, SP(B), El

Schritt 4-+5+6+7: )
Aus El werden § und p bestimmt und die Punktmenge A wird gebildet:

< By —yl)

A= {(5617y1, M)}

L

EES) (xmvymv

Die Symmetrie- und Eindeutigkeitswerte sind in Abbildung 6.10 aufgelistet. Der Punkt-
menge B wird korrekterweise eine approximative verzerrte 5- (und keine 10-) Symmetrie
zugeordnet.

dn(A)
97.2
149.4
197.7
13.7
131.6
183.0
126.3
101.8
97.0
99.9
108.3
A3 ¢l 14.1
AL (| 76.8

— = =
MHO@OO\IG)OTFPOJ[\DH

Abbildung 6.10: Symmetriewerte
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Stopp-Schild

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir den Begriff der verzerrten Symmetrie anhand
des Fotos eines Stopp-Schilds illustriert (siehe Abbildung 6.1). Wir stellen die zusammen-
héngende rote Flache des Stopp-Schildes mit der in Kapitel 2 eingefiihrten Methode durch
eine Punktmenge B C R? dar (sieche Abbildung 6.11) und bestimmen mit dem Algorithmus
Verzerrte Symmetrieerkennung (Eingabe: B, dcon = 2, nma = 12, ¢ = 2) die Symme-
triewerte der entzerrten Charakteristischen Eckpunkte A, die wir in Abbildung 6.12 mit
den Symmetriewerten fiir die nicht entzerrten Charakteristischen Eckpunkte B vergleichen.

600

550 F

500+

430+

400

350k

. J
650 700 7a0

Abbildung 6.11: B C B, El

L n [du(4)]da(B)]
2 [ 654 ] 65.3
3 ||256.9|378.2
4 | 43.1 |415.6
5 ||307.4468.8
6 ||254.1|375.7
7 || 109.2 |318.9
8 || 26.6 |293.6
9 || 86.8 |286.7
10 || 153.6 | 290.2
11 |/208.9(299.8
12 |/ 255.3|314.4

AY gl 24.4]92.1

Abbildung 6.12: Symmetriewerte
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Der Algorithmus erkennt die approximative verzerrte 8-Symmetrie der Abbildung des
Schildes, obwohl Ungenauigkeiten durch die Darstellung und durch die Annahme der or-
thogonalen Parallelprojektion zu erwarten waren. Im Vergleich dazu ist die Punktmenge
nicht approximativ (unverzerrt) 8-symmetrisch.

6.1.2 Projektionen 3-dimensionaler Objekte

Im vorangegangenen Abschnitt sind wir davon ausgegangen, dass die projizierte Punkt-
menge A zwar eine Teilmenge von R3 ist, dass aber alle Punkte von A in einer Ebene
Eo C R? liegen. Nun wollen wir uns damit beschiftigen, wie man verzerrte Symmetrien
von einer Punktmenge B C R? erkennen kann, die die orthogonale Parallelprojektion einer
beliebigen Punktmenge A C R? ist.

Aus Definition 5.10 wissen wir, dass eine Punktmenge A C R3 genau dann exakt n-
symmetrisch ist, wenn es eine Rotationsachse g gibt, sodass A durch eine Rotation um ¢
um den Winkel 27” auf sich selbst abgebildet wird. Damit ldsst sich das folgende Lemma
beweisen:

Lemma 6.8. A C R? sei eine n-symmetrische Punktmenge (n € N, n > 1) beziiglich
der Rotationsachse g. Dann lisst sich A in Partitionen A', .., A* zerlegen, so dass fiir alle
1 =1:k gilt:

SP(AY) € g und entweder alle Punkte aus A7 liegen auf g, oder alle Punkte aus A7 liegen
auf einem Kreis um den Mittelpunkt SP(A’) in einer Ebene EL (mit (ES, L g) und
A7 =n).

Beweis:
Fiir jeden Punkt a; € A gilt: Er wird durch die Rotation um g entweder auf sich selbst
oder auf einen anderen Punkt a; € A (a; # a;) abgebildet. Wir definieren eine Ebene E
als die eindeutig bestimmte Ebene, die die folgenden Figenschaften besitzt:

ElgAa€ekb.

Aus Lemma 5.12 kénnen wir folgern:
Gilt rotd, (a;) = a;, so muss wegen 0 < 27" < 2m, a; € g gelten.

Gilt roti (ai) = a; # a4, so folgt daraus a; € E und d(a;,g) = d(a;, g).

Darmit fiir ein a; ¢ g rotd(a;) = a; gilt, muss nach Lemma 5.12 o = 27 sein. Das entspricht
n aufeinanderfolgenden Rotationen um 27”

Daher gibt es also fiir ein a; ¢ g immer n — 1 weitere Punkte, die in E liegen und von
S := EN g so weit entfernt sind wie a;

Daher liegen sie auf einem Kreis in £ um S. Diese Punkte lassen sich in einer Partition A/
zusammenfassen, fiir die A7 C E L g und |A7| = n gilt. Nach Lemma 2.10 muss aukerdem
S = SP(A) gelten.

Enthilt A7 hingegen nur Punkte auf g, so gilt offensichtlich auch SP(A7) € g.
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Aus Lemma 6.8 lésst sich folgern:

Satz 6.9. B C R? sei die orthogonale Parallelprojektion einer n-symmetrischen Punkt-
menge A C R3. Dann lisst sich B in Partitionen B, .., B¥ zerlegen, so dass eine Gerade
g C R? existiert, fiir die gilt:

SP(BY),..,SP(B*) c ¢

Auflerdem gilt fir alle j =1 : k:

Entweder alle Punkte aus B? liegen auf ¢', oder alle Punkte von B’ liegen auf einer Ellip-
se BV mit Mittelpunkt SP(B7). Dabei liegen die Hauptachsen aller Bl parallel und das
Verhdltnis zwischen der Nebenachse und der Hauptachse ist fiir alle ElV gleich.

Beweis:

Wir bezeichnen die Rotationsachse, beziiglich derer A n-symmetrisch ist, mit g. Die ortho-
gonale Parallelprojektion einer Geraden g C R? ist ebenfalls eine Gerade. Wir bezeichnen
diese mit ¢’ C R2.

Laut Lemma 6.8 lisst sich A in Partitionen A',.., A¥ mit bestimmten Eigenschaften
zerlegen. Zerlegt man B in die entsprechenden Partitionen (d.h. B’ ist die orthogonale
Parallelprojektion von A7), so folgt:

Ist eine Punktmenge B C R? die orthogonale Parallelprojektion einer Punktmenge A7 C
R3, so ist SP(B’) die orthogonale Parallelprojektion von SP(A7). AuRerdem bleiben In-
zidenzen unter der Projektion erhalten. Daher gilt:

SP(AYyeg = SPB)eyd,
Alcg = Bcy.

Aus Satz 6.2 wissen wir, dass das Bild eines Kreises (mit Mittelpunkt M) unter einer
orthogonalen Parallelprojektion eine Ellipse ist, deren Mittelpunkt die orthogonale Paral-
lelprojektion von M ist. Daraus kann man folgern:

Wenn alle Punkte aus A7 auf einem Kreis um SP(A7) liegen, so liegen alle Punkte aus B’
auf einer Ellipse mit Mittelpunkt SP(B7). ‘

Lemma 6.3 besagt, dass fiir den Winkel o/ zwischen Ep und EZ) gilt: o/ = arccos 2, wenn
b die Lange der Nebenachse und a die Linge der Hauptachse einer Ellipse ist, die die or-
thogonale Parallelprojektion eines Kreises in E}, darstellt. Da laut Lemma 6.8 alle Ebenen
Eg) parallel sind, gilt mit 0 < g <lund 0<ad < 5

Das Verhiltnis zwischen der Nebenachse und der Hauptachse ist fiir alle El’ gleich.
Auferdem sind die Schnittgeraden s’ laut Lemma 6.8 zwischen EJO und Ep fiir alle j par-
allel und damit gilt nach Lemma 6.3:

Die Hauptachsen aller El’ sind parallel.

g

Um heraus zu finden, ob eine Punktmenge B die orthogonale Parallelprojektion einer
approximativ n-symmetrischen Punktmenge A C R3 sein kann, miissen wir also untersu-
chen, ob sich B in die in Satz 6.9 beschriebenen Partitionen (oder zumindest in Partitionen,
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die die Bedingungen aus Satz 6.9 approximativ erfiillen) zerlegen lasst. Anschliekend iiber-
priifen wir, analog zum Algorithmus Verzerrte Symmetrieerkennung, ob alle Partitionen
BJ approximativ verzerrt n-symmetrisch sind.
Dabei werden alle Partitionen B’ in dieselbe Objektebene Eo projiziert, da fiir Fp
nach Lemma 6.4 gilt:
——f
b232% + b2
EO : —ﬂl’ +uy+ W z
Des weiteren ist die Steigung der Hauptachse g fiir alle j gleich und fiir zwei verschiedene

w gilt:

=0.

b b b232 + b? b 241 b 241
b _b m;:\/lﬁﬂ_l Pl _b [t

aiq as a% — b% al 1— Ié a9 bg

aj )

Beispiel

Wir betrachten das 5-symmetrische Objekt aus Abbildung 5.12. In Kapitel 5.1 haben wir
dieses Objekt durch eine Punktmenge A C R? dargestellt. AnschlieRend wurde die Menge
der Charakteristischen Eckpunkte A von A mit dem Algorithmus Eckpunkte 3D (dcon = 2)
bestimmt. In Abbildung 6.13 sehen wir die Punktmengen A und A.

Abbildung 6.13: A C A

In diesem Kapitel gehen wir nun davon aus, dass nicht die genauen Koordinaten von A
gegeben sind, sondern nur die Koordinaten der orthogonalen Parallelprojektion B (siehe
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Abbildung 6.14). Nun wird nach Partitionen B, .. B* gesucht, die die Bedingungen aus
Satz 6.9 zumindest approximativ (d.h. bis auf einen Fehler ¢ € R™) erfiillen. Fiir n = 5

ergeben sich die in Abbildung 6.15 dargestellten Partitionen B, .. B
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Abbildung 6.14: B

Wiéhlt man Fehler-Schwellenwerte €7 = €3 = 0.3, €2 = 0.05, so gilt fiir die Partitionen:
|BY =B =|B’| =5, |B|=1,
max d(g', SP(B’)) < ¢

e}
b; b
max |+ — 2| < e
4,7€6{1,2,3} a; a;
max — Bl <e
ije{1.2.3) 10 = Bl < es

Bildet man fiir die Partitionen B! := {(z},y1), .., (x},9)}, .., B® := {(23, }),

die Punktmengen C,.., C? folgendermafen:

C' = {(levyiv #)7 -y (l‘é,y

M1

und berechnet die Symmetriewerte d,,(C?) beziiglich der Rotation um

gi: SP(C") + \-

b
1

H1

7

5

ﬁlx% — yé )}
) [

()‘ S R)?

- (73, 43)}
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Abbildung 6.15: Partitionen

so erhélt man die in Abbildung 6.16 aufgelisteten Werte:

| n [[dn(CY)]dn(C?)]dn(C?)]
2 || 116.3 | 1159 | 585
3 782 | 78.0 | 39.5
4 58.7 | 58.7 | 30.0
5 1.2 | 4.7 | 4.7
6 39.3 | 38.9 | 20.0
7 || 672 | 66.7 | 338
8 87.8 | 87.3 | 44.2
A3 g 3.0 | 12.1 | 23.5

Abbildung 6.16: Symmetriewerte

Man wiirde die selben Symmetriewerte erhalten, wenn man die einzelnen Partitionen
in Ebenen projiziert, die parallel zu E(l) : =01 + y + p1z = 0 sind. Bildet man also die
Punktmengen C', .., 03 folgendermafen:

Aat — yi

. . . ;Ei y
O = {(afof, ALY %y o),

) 77—’_7 PERS) ‘riayi7
1,91 [ Z) (5 5 L1

wobei y1 = 0 gilt und die y; € R (i € {2,3}) so gewihlt werden , dass SP(C?) und SP(C?)
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zumindest approximativ auf

—b1
g:SP(CY) + X 1 AeR
M1

liegen, was wegen max;c( 43 d(g', SP(B’)) < e; mdglich ist, so ist die Punktmenge C :=
C'UC?UC? approximativ 5-symmetrisch beziiglich der Rotation um die Rotationsachse g.
Da der Punkt aus B* (approximativ) auf ¢’ liegt, muss man fiir ihn keine Symmetriewerte
berechnen. Er ldsst sich immer in eine auf g senkrechte Ebene Eé projizieren, so dass er
(approximativ) auf g liegt.

Es geniigt uns also, Partitionen B!, .., B¥ einer Punktmenge B zu finden, die die Be-
dingungen aus Satz 6.9 bis auf einen Fehler ¢ € R™ erfiillen und deren approximative
verzerrte n-Symmetrie mit dem Algorithmus Verzerrte Symmetrieerkennung nachzuwei-
sen, um der Punktmenge B die entsprechende Symmetrie zuzuordnen.

6.2 Perspektivische Projektion

Das Modell der perspektivischen Projektion stimmt mit dem Modell der Lochkamera tiber-
ein und entspricht dem Prinzip des eindugigen Sehens beim Menschen. Algorithmen, die
perspektivisch verzerrte Strukturen erkennen, eignen sich besonders um Eigenschaften von
3-dimensionalen Objekten, die durch ein Foto mit einer kalibrierten Kamera auf den 2-
dimensionalen Raum abgebildet wurden, zu identifizieren.

Dementsprechend beschéftigen sich insbesondere in dem Bereich der Computer Vision
verschiedene Arbeiten damit, perspektivisch verzerrte Symmetrien zu erkennen.

Gool et al. ([23]) zdhlen zu den ersten, die Symmetrie-spezifische Invarianten unter
perspektivischer Verzerrung herausarbeiten. Dabei stellen sie verschiedene invariante Ei-
genschaften von spiegelsymmetrischen Punkten vor. Auch in [10] findet sich ein Ansatz zur
Erkennung perspektivisch verzerrter Spiegelsymmetrien. Dabei spielt das Doppelverhéltnis
von vier Punkten ([42]) auf einer Linie als Invariante unter einer projektiven Abbildung
eine entscheidende Rolle. Cornelius und Loy ([18]) identifizieren Symmetrien in Fotos, in-
dem sie jeweils Quadrupel aus symmetrischen Punktpaaren bilden. Allerdings werden auch
mit diesem Ansatz Spiegel- und nicht Rotationssymmetrien gesucht.

Ma et al. beziehen in ihren Arbeiten die Erkennung von Rotationssymmetrien mit ein
([25], [51], [52]). Dabei beschéftigen sie sich insbesondere mit der Frage, wie man das Wis-
sen um symmetrische Strukturen abgebildeter Objekte nutzen kann, um den Prozess der
Rekonstruktion einer 3D-Umgebung aus einem oder mehreren perspektivisch verzerrten
Bildern zu unterstiitzen. Die Tatsache, dass die Bilder symmetrischer Punkte im Raum in
Homographie-Gruppen zusammengefasst werden kénnen, wird dabei genutzt, um Informa-
tionen fiir die 3D-Rekonstruktion zu gewinnen.

Die Berechnung von Homographie-Transformationen und die daraus resultierende Be-
stimmung der perspektivischen Verzerrung einer symmetrischen Punktmenge (|51]) werden
wir in unserem Algorithmus nutzen, um verzerrten Punktmengen Symmetriewerte zuzu-
ordnen.
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Doch a priori wollen wir, wie im nicht-verzerrten Fall, davon ausgehen, dass uns keine
Informationen iiber mégliche Symmetrien in einer Punktmenge B C R? vorliegen und wir
daher zunéchst untersuchen miissen, ob diese Punktmenge die perspektivische Projektion
einer approximativ n-symmetrischen Punktmenge A C R3 sein kann.

6.2.1 Homogene Koordinaten

Jeder Punkt in der euklidischen Ebene lisst sich als 2-dimensionaler Vektor
(z,y) € R?

darstellen. Bettet man die euklidische Ebene in den 3-dimensionalen Raum R? ein, indem
wir sie gleich der Ebene z = 1 setzen, so wird der Punkt durch den 3-dimensionalen Vektor
(7,y,1) € R? repriisentiert.

Um Homogene Koordinaten einzufithren, bilden wir Aquivalenzklassen im R? indem
wir alle Vektoren v € R3, die sich lediglich durch ein skalares Vielfaches (ungleich 0)
unterscheiden, in einer Klasse zusammenfassen.

W :={v' eR¥| v =X-v (AeR\{0}}).

Ein beliebiger Punkt p = (x,7,2) € R3, fiir den z # 0 gilt, kann daher in Homogenen
Koordinaten durch den Schnittpunkt (Z,%,1) der Geraden A -7 (A € R) mit der Ebene
z = 1 dargestellt werden. Das entspricht einer Perspektivprojektion mit der Projektions-
ebene E : z = 1 und dem Projektionszentrum (0,0,0), bei der alle Punkte, die auf einer
Ursprungsgeraden (ohne den Ursprung)

T
ALy | (AeR\{0}, 2#0)
z
und damit in einer Aquivalenzklasse liegen, auf den Punkt (£,4,1) projiziert werden.

Ein Punkt p = (z,y,0) wird im Konzept der Homogenen Koordinaten durch einen
Punkt im Unendlichen auf der projektiven Erginzung der euklidischen Ebene représentiert.
Solche Punkte spielen fiir unsere Symmetrieerkennung allerdings keine Rolle, da wir davon
ausgehen, dass wir eine konkrete perspektivisch verzerrte Punktmenge B C R? gegeben
haben und diese durch die Einbettung in den R? darauf untersuchen wollen, ob sie die
Perspektivprojektion einer n-symmetrischen Punktmenge sein kann.

Ein Punkt p in Homogenen Koordinaten reprisentiert im Folgenden alle Punkte ¢;,
fir die gilt: ¢; = A-p (A € R\ {0}). Fiir zwei Punktmengen A := {ai,..,an} und B :=
{b1,.., b}, fiir die skalare Faktoren Aq,.., Ay, € R\ {0} mit a; = X\; - b; (Vi € {1,..,m})
existieren, schreiben wir:

A=B.

Ist eine Punktmenge
B = {p17 "7pn}
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in Homogenen Koordinaten gegeben, so stellt sich die Frage, welche Eigenschaften die-
se Punktmenge besitzen muss, um die perspektivische Projektion einer n-symmetrischen
Punktmenge zu sein. Dazu untersuchen wir invariante Eigenschaften von Punktmengen
unter perspektivischer Projektion.

6.2.2 Projektive Invarianten
Im R? kann man eine Gerade g durch einen Vektor (g1, g2,93)” repriisentieren, sodass ein
Punkt p = (z,y) € R? genau dann auf g liegt, wenn die folgende Gleichung erfiillt ist:

g1-r+g2-y+gs=0.

Auch in Homogenen Koordinaten wollen wir eine Gerade g durch den Vektor (g1, g2, 93)"
darstellen. Ein Punkt p = (z,y,z) in Homogenen Koordinaten liegt dann auf g, wenn
{g,pT) = 0 gilt. Fiir zwei Punkte p; und p;, mit p; # Ap; (VA € R), existiert damit genau
eine Gerade g, die diese beiden Punkte enthélt. Dabei gilt:

(!, 9)=0 A (p],g)=0.

Die beiden Vektoren pl-T und p]T stehen also senkrecht auf g, sodass sich die Gerade g;;
durch die Punkte p; und p; als Kreuzprodukt von pzT und p? berechnen ldsst:

Gij = piT X p]T-

Den Schnittpunkt ¢ zweier nicht paralleler Geraden g;; und gy; erhélt man entsprechend
aus dem Kreuzprodukt der beiden Geraden:

¢ = 9ij X Gki-
Sind g;; und gy parallel, so erhélt man einen Punkt im Unendlichen, das bedeutet, dass
die 2-Koordinate von g gleich 0 ist.

Kollinearitdten von Punkten in einer Ebene bleiben unter einer Perspektivprojektion in
eine andere Ebene erhalten. Auch fiir zwei Vektoren p, g € R3\ {0,0,0}7 gilt offensichtlich:

p,g) =0 & A-pp-g)=0peR\{0}).

Damit sind sowohl Inzidenzen zwischen Punkten und Geraden, als auch Kollinearitdten von
verschiedenen Punkten unabhiingig davon, welche Reprisentanten einer Aquivalenzklasse
man wahlt.

Weitere projektive Invarianten erhalten wir, wenn wir die Verhéltnisse von bestimmten
Determinanten untersuchen. Dazu definieren wir:

Definition 6.10. Fir eine Punktmenge B = {b1,...b,} = {(x1,y1,21)s -, (TnsYn,2n)}
bezeichnet das Bracket [ijk]p die Determinante der 3 x 3 Matriz, die als Spalten die Punkte
bi, bj und by, besitzt. Es gilt also:

Ty Tj Tk
lijklp = det(| ¥i y;i Yk |)-
Zi 25 Rk
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Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir das folgende Lemma beweisen, welches eine
bedeutende invariante Eigenschaft unter projektiver Transformation beschreibt:

Lemma 6.11. Seien die Punktmengen A und B wie folgt gegeben:
B :={b1,..,bn},
A={ M7 by, N - M7 b} (N € R\ {0}, M € R¥3 det(M) #0),
so gilt fir [igm]p - [ilk]s # 0:

[ijk]B - [ilm]B _ [ijk]a - [ilm]a
[igm]p - [ilk]lg  [ijm]a - [ilk]a

==
L.
3=
==
— =
:.‘N
=3
PN S
|

~|—
oLl &
@ | @
=+ | =+
S
o
[y
S— | N
(Y] no
>
Rl

“Xj A A Am) - [igk]B - [ilm)

Nj A N M) - [igm - [ilklp

6.2.3 Invarianten symmetrischer Punktmengen

Indem wir die Invarianz der Kollinearitat unter projektiver Transformation benutzen, kén-
nen wir mit Hilfe einfacher Gleichungen der Grassmann-Cayley-Algebra ([13]) Bedingun-
gen fiir perspektivisch verzerrte Symmetrien aufstellen, die man anschaulich geometrisch
interpretieren kann.

Wird eine Punktmenge A C R? durch die Rotation um eine Rotationsachse g um %’T auf
sich selbst abgebildet, so lassen sich alle Punkte von A, die nicht auf g liegen, in Partitionen
aus je n Punkten einteilen, sodass die Punkte einer Partition in einer auf g senkrechten
Ebene liegen und die Eckpunkte eines reguldren n-Ecks sind.

Alle regulédren n-Fcke besitzen bestimmte Inzidenz-Figenschaften. Wir wollen eine sol-
che Eigenschaft am Beispiel eines reguldren Siebenecks illustrieren (siehe Abbildung 6.17).

Wir bezeichnen, wie in Abbildung 6.17, die Homogenen Koordinaten der Eckpunkte
des Siebenecks mit {p1, .., pr}. Aukerdem definieren wir:

g1:=pi X p3,

g2 :=p§ X pr,

g3 == p3 X P,
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(a) Unverzerrt (b) Perspektivisch verzerrt

Abbildung 6.17: Reguléres Siebeneck

g1 = D3 X g,
g1 = g1 % go,
@ = g3 X ga.

Ein reguldres Siebeneck ist beziiglich aller Achsen, die durch einen Eckpunkt und die
Mitte der gegeniiberliegenden Seite gehen, spiegelsymmetrisch. Daher sind g, g2 und ps
kollinear. Diese Kollinearitit bleibt unter der perspektivischen Verzerrung erhalten und bil-
det somit eine Bedingung dafiir, dass B := {p1, .., pr} die perspektivische Projektion einer
7-symmetrischen Punktmenge sein kann. Analog lassen sich weitere Bedingungen formulie-
ren, indem man die anderen Spiegelsymmetrien bzw. andere Kollinearitdten beriicksichtigt
(Kollinearitatsbedingungen).

Die eben hergeleiteten Kollinearitdtsbedingungen kann man mit den in Definition 6.10
eingefithrten Brackets formulieren. Dabei sind drei Punkte p;, pj, pr, € B genau dann kol-
linear, wenn es einen Vektor g € R? gibt, sodass gilt: (p!, g) = <p]T,g> = (pl,g) =0 (d.h.
[ik]s = 0).

Wir wollen das am Beispiel der Kollinearitatsbedingung aus Abbildung 6.17 illustrieren:

2
T~
7

(1
T T T T TN~/ T T T T T T T
qp = (1 xp3) x(pg xp7) = (p1 XD2,p7) DPg — (P1 X P2,Dg) P

= [17277]3 pg - [17276]3 p?

(1) folgt dabei aus der Grassmann-Identitét und (2) erhédlt man durch einfaches Nachrech-
nen.
Entsprechend gilt:

N
-

qg = [27576]3 'pg - [27573]3 'pg'



KAPITEL 6. VERZERRTE SYMMETRIEN 122

Damit lasst sich die Kollinearitdtsbedingung auch folgendermafen darstellen ([p1, p2, p3] ist
dabei gleich der Determinante der Matrix, die p;, p2 und p3 als Spaltenvektoren besitzt):

laf 03,211 =0 = [[1,2,7)5-p§ —[1,2,6]p-p7,[2,5,6]5-p5 —[2,5,3]5-p5 ,pi] =0 =
=0
[1,2,7]5 - [2,5,6]p - [6,3,4]p — [1,2,7]5 - [2,5,3]p - [6,6,4] 5 —
—[1,2,6]p - [2,5,6]p - [7,3,4]p + [1,2,6]5 - [2,5,3]5 - [7,6,4]p =0 =
[1,2,7]5[2,5,6]5[3,4,6]5 — [1,2,6]5(2,5,6]5[3,4, 7|5 + [1,2,6]5[2,3,5]5[4,6, 7] = 0.

Ist eine Punktmenge B also die perspektivische Projektion einer exakt n-symmetrischen
Punktmenge A, so muss B eine Reihe von Kollinearitdtsbedingungen erfiillen.

Da die Homogenen Koordinaten jeder n-symmetrische Punktmenge B := {b1,..,b,}
durch die Multiplikation mit einer 3 x 3-Matrix H' # I3 auf sich selbst abgebildet wer-
den konnen (siehe folgender Abschnitt), lassen sich aus Lemma 6.11 weitere Bedingungen
herleiten (Bracketbedingungen). So muss zum Beispiel

[ijk]B - [ilm]B _ [/ 5K g - [ U'm/]| B
[ijm]p - [ilk]lg  [i'3'm/]g - [{'I'K']B

gelten, damit B die perspektivische Projektion einer n-symmetrischen Punktmenge A :=
{ai,..,a,} ist, bei der fiir alle i € {1,..,n} der Punkt a; durch die Rotation auf a; abge-
bildet wird.

Dabei lassen sich in manchen Fillen bestimmte Kollinearitdtsbedingungen mit Hilfe
von Grassmann-Pliicker-Relationen auf Bracketbedingungen zuriickfiithren (siehe [13]).

Mit unserem Algorithmus wollen wir nicht nur Bedingungen fiir exakte verzerrte Sym-
metrien iiberpriifen, sondern die Symmetriewerte von Punktmengen berechnen und mit
Hilfe dieser Werte entscheiden, ob man einer Punktmenge eine approximative verzerrte
Symmetrie zuordnen kann. Dazu {iberpriifen wir, ob sich eine Punktmenge B in Parti-
tionen zerlegen lédsst, die die Bracket- bzw. Kollinearitdtsbedingungen fiir eine bestimmte
n-Symmetrie zumindest approximativ (das heifst bis auf einen Fehler e € R) erfiillen. Ist
das der Fall, kdnnen wir eine Vermutung aufstellen, ob und, wenn ja, welche approximative
verzerrte Symmetrie B besitzt und wie sich B in die entsprechenden Partitionen zerlegen
l&sst.

Im Folgenden werden wir den einzelnen Partitionen Symmetriewerte zuordnen, indem
wir sie aus der Ebene E : z = 1 in parallele Objekt-Ebenen projizieren.

Um den Normalenvektor der Objekt-Ebenen zu bestimmen, miissen wir zunéchst die
Abbildung ermitteln, die die Menge der Punkte (in Homogenen Koordinaten) einer Parti-
tion auf sich selbst abbildet.

6.2.4 Homographie-Matrix

Nehmen wir an, dass A = {a1,..,a,} C R? eine n-symmetrische Punktmenge (bzw. eine
Partition einer n-symmetrischen Punktmenge) ist, sodass fiir die Rotationsachse g gilt:

air1 = rotd, (a;) (Vi € {1,..,n —1}) und a3 = rotd, (an),

n n
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dann liegen alle Punkte von A in einer Ebene (mit dem Normalenvektor g). Wir betrachten
so eine Punktmenge A, die in der Ebene z = 1 liegt und fiir die SP(A) = [0,0,1] gilt.
Dann folgt:

2y
I 0 | .ol (Viel,.,n—1),
1

Wir bezeichnen die Rotationsmatrix mit H

cos(2T)

2m)
Ho=| —sin(2) cos() 0 | e 50(3)
0 0 1

und die Punktmenge, die man erhélt, wenn man alle Punkte von A (von links) mit H
multipliziert, mit H(A). Dann gilt fiir unsere Punktmenge:

H(A) = A.

Die Homogenen Koordinaten {b1,..,by,} einer beliebigen n-symmetrischen Punktmenge B
erhalten wir aufgrund der planaren Struktur durch die Multiplikation von A mit einer
invertierbaren 3 x 3-Matrix Hy (|51]). Falls B nicht in der zy-Ebene liegt (also in allen von
uns betrachteten Fillen), ist Hy invertierbar. Damit gilt:

Ni-bl = Hy-al (N e R\{0}, Vie{l,.,n}) = B=Hy(A) AN A=H;'(B).
Definieren wir nun die Homographie-Matrix H’ € R3*3 folgendermafen:
H :=Hy -H- H",
so gilt:
i1 bl =H bl (Vie{l,.,n—1}) A A\ -bf =H' b (N eR\{0}) =

H'(B) = B.

Ist eine Punktmenge B also die perspektivische Verzerrung einer n-symmetrischen Punkt-
menge, so existiert eine Homographie-Matrix H' € R3*3 (H' # I3), die die Punktmenge
B unter Homogenen Koordinaten auf sich selbst abbildet. Im Folgenden wollen wir uns
damit beschéftigen, wie wir diese Matrix aus der Punktmenge B bestimmen kénnen.

Aufgrund der Homogenen Koordinaten besitzt H' 8 Freiheitsgrade. Damit H' die
Homographie-Matrix von B ist, muss gelten:

Ao -bE =H -bF, N0 =H' b A b =H' b (A e R\ {0}).

n—1
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Um die skalaren Faktoren zu eliminieren, definieren wir fiir einen Vektor p = (z,y, z) € R3
die schiefsymmetrische Matrix

0 —z vy
p=| 2z 0 —z|eR™ = p.p"=(0,00"
-y x 0

und folgern daraus: R X
by- H b7 = Xy - by - b3 = (0,0,0)7, ...

Setzen wir Hjs := 1, so lassen sich die acht anderen Eintrége von H' mit Hilfe des folgenden
Gleichungssystems bestimmen (siehe [36]):

—: X cR37X9 —:H'scR9x1 cR3nx1
oF @ b)) H! 0
2 1 11
WL @by )T || Hip | |
(0] ®bn)" 1 0

Dabei ist u ® v das Kronecker-Produkt (|36]) der Matrizen v und v. Aus u € R*1*%2 und
v € RYX¥2 folgt u ®@ v € R¥1vV1xu2v2,

Die Anzahl der Losungen héngt also vom Rang der Matrix X ab. Gilt Rg(X) < 8, gibt
es mehrere Losungen. Fiir Rg(X) = 8 gibt es eine eindeutige Losung (unter der Festlegung
H}, =1) und fiir Rg(X) > 8 gibt es keine Lisung.

Wir skalieren die Homogenen Koordinaten der Punkte in B so, dass B in der Ebene
z = 1 liegt. Da keine drei Punkte b;,b;, b, (4,7, k € {1,..,n}) kollinear sein kénnen, wenn
B die perspektivische Verzerrung eines reguldren n-Ecks ist und Rg(l;i) = 2 gilt, ldsst sich
H' eindeutig bis auf einen skalaren Faktor bestimmen, wenn wir vier Punktpaare haben,
die durch H' aufeinander abgebildet werden.

Ist B die perspektivische Verzerrung einer exakt n-symmetrischen (n > 4) Punktmenge
A, so 16st dieses H' auch die Gleichungen fiir die anderen Punktpaare, da wir ja oben
begriindet haben, dass in diesem Fall eine Homographie-Matrix existiert.

Da wir auch approximative verzerrte Symmetrien erkennen wollen, miissen wir davon
ausgehen, dass im Allgemeinen, fiir n > 4, Rg(X) > 8 gilt. In so einem Fall bestimmen
wir H', indem wir das folgende Optimierungsproblem lésen:

min || X - H"® ||.
/ !

1154132

Dazu kann man Standardverfahren zur Losung linearer Geringste-Quadrate-Probleme ver-
wenden (z.B. |16]).

6.2.5 Symmetriewerte

Haben wir fiir die Punktmenge B = {(z1,y1,1), .., (Zn, Yn, 1)} die Homographie Matrix H’
bestimmt, so bleibt die Frage, wie man aus H’' die (Objekt-)Ebene Eo ermitteln kann, in
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die man B (mit dem Ursprung als Projektionszentrum) zuriickprojizieren muss, damit das
Ergebnis B* C R? der Riickprojektion eine (approximativ) n-symmetrische Punktmenge
ist.

In [36] wird gezeigt, dass sich eine Homographie Matrix H' auf folgende Weise zerlegen
lésst: 1

H =R+ gTNT H ReR*3 T.NecRdeR.

Dabei sind (N, d) die Strukturparameter der Objektebene Ep, die dadurch definiert ist,
dass ein Punkt p = (z,y, z) genau dann auf Fp liegt, wenn

NT . pf' =4
gilt.

Die Matrix H' lasst sich fiir ein festes d in vier verschiedene Losungen
(R1,T1,N1),.., (R4, Ty, Ny) zerlegen ([36]). Da die Symmetrieeigenschaften von B* unab-
héngig von parallelen Verschiebungen von Fgp sind, skalieren wir ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit d = 1 und betrachten von zwei Losungen fiir die N; = —Nj; gilt, nur die
Losung, bei der die z-Koordinate positiv ist.

Es bleiben zwei mogliche Gleichungen fiir die Objektebene:

B NT - (2,9,2)7 = Lund B3 NF - (,,2)7 = 1,

wobei die Riickprojektion in lediglich einer dieser Ebenen zu einer (approximativ) n-
symmetrischen Struktur fithrt ([51]).

Um der Punktmenge B Symmetriewerte beziiglich perspektivisch verzerrter n-Symmetrien
zuzuordnen, projizieren wir B in die Ebenen Eé bzw. Eg und berechnen dort die Sym-
metriewerte d, (B}, g;) der Punktmengen B}, By C R3 beziiglich einer Rotation um die
jeweilige Gerade g;, die SP(B}) als Aufpunkt und N; als Richtungsvektor besitzt (siche
Definition 5.13).

Um zu entscheiden, ob wir B eine approximative perspektivisch verzerrte n-Symmetrie
zuordnen, berechnen wir die in Definition 5.14 eingefiihrten Eindeutigkeitswerte
A% g(Bj,9:) (i € {1,2}) und iiberpriifen, ob einer dieser Werte kleiner als 25 ist (vergleiche
Definition 2.15).

6.2.6 Beispiel

Wir betrachten die Menge der Ecken eines reguliiren Achtecks A C R3? und projizieren
diese (mit Projektionszentrum (0,0,0)) in die Ebene E : z = 100. Damit erhalten wir die
perspektivisch verzerrte 8-symmetrische Punktmenge B := {b1,..,bs} (Abbildungen 6.18
und 6.19).

Da wir nicht nur nach exakten (verzerrten) Symmetrien, sondern auch nach approxi-
mativen Symmetrien suchen wollen, runden wir die Koordinaten der Punkte in Abbildung
6.19 auf ganze Zahlen. Diese gerundete Punktmenge B := {b¥ .. b¥} wollen wir nun auf
approximative perspektivisch verzerrte n-Symmetrien untersuchen.
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I S Y M B |

(a) A und Projektion B (b) B in der Ebene z = 100

Abbildung 6.18: Perspektivisch verzerrtes reguldres Achteck

i P)e [ (P)y, | (P): |
-93.0000 | -31.0000 [100.0000
-97.2921 | 37.7856 |100.0000
-63.2604 | 103.4651 |100.0000
14.8473 | 142.5560 |100.0000
114.8503| 100.2352 |100.0000
130.5815| -30.3494 |100.0000
38.4950 |-107.2504(100.0000
-49.2459 | -89.4225 |100.0000

CO ~J O U it W N ] =

Abbildung 6.19: Homogene Koordinaten von B

Da die gerundete Punktmenge B® die Bracket- und Kollinearititsbedingungen fiir ein
verzerrtes Achteck approximativ erfiillt (Beispiel fiir eine Kollinearitétsbedingung in Ab-
bildung 6.20), suchen wir nach der Homographie-Matrix H’, die b/ auf b2, (fiir i =1:7)
bzw. bt auf bt abbildet. Da die Daten durch die Rundung gestort wurden, erhalten wir
keine eindeutige Losung und bestimmen H’ so, dass das Optimierungsproblem

min || X - H"® ||?
HiypeHy
geldst wird.
Mit Hjs = 1 erhalten wir:

0.6219  0.6450 —0.1630
H = | —-0.7334 0.6735 —0.1085
0.0992 —0.1943 1.0000

Zerlegen wir H' mit der in [36] vorgestellten Methode, so erhalten wir fiir die Normalen-
vektoren von E} : N (z,y,2)T =100 und EZ : NI (x,y,2)T = 100:

0.1484 0.2873
Ny =] —-09724 |, Na=| —0.0089
0.1802 0.9578
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Abbildung 6.20: Eine Kollinearititsbedingung von Bf: p, liegt approximativ auf Ipeq

Nach der Riickprojektion von B in die Ebenen Eé und E% kénnen wir die Symme-
triewerte von B} und Bj bestimmen (siehe Abbildung 6.21). Skalieren wir die Homogenen
Koordinaten von B so, dass alle Punkte in E% liegen, so sind diese Punkte approxi-
mativ 8-symmetrisch. Wir ordnen B also eine approximative perspektivisch verzerrte
8-Symmetrie zu.

’ n Hdn(BIagl)‘dn(Bg’QZ)‘

2 2.8140 | 1.6248

3 | 125.1095 | 33.8252

4 92.3360 | 1.2334

5 69.3216 | 40.5414

6 81.8028 | 33.7984

7 97.3790 | 14.5151

8 |110.3084| 0.8311
A5 oIl 159.13 5.73

Abbildung 6.21: Symmetriewerte



Kapitel 7

Punktmengen im R

In dieser Arbeit wurde bisher ein Algorithmus vorgestellt, der approximative n-Symmetrien
in Punktmengen erkennt, die im R? oder im R? liegen. In diesem Kapitel wollen wir zeigen,
dass sich die einzelnen Schritte dieses Algorithmus so verallgemeinern lassen, dass man mit
dieser Vorgehensweise auch Punktmengen im R? (d € N A d > 3) auf approximative n-
Symmetrien untersuchen kann. Dazu werden wir fiir eine Punktmenge A C R? (d € NAd >
3), analog zum 2- und 3-dimensionalen Fall, zunfchst eine charakteristische Teilmenge
bestimmen und dieser anschlielsend Symmetriewerte zuordnen.

In der Literatur finden sich verschiedene Verfahren, die zwei Punktmengen A, B C
R¢ auf Kongruenz iiberpriifen (z.B.: [1], [3], [9], [11]). Mit diesen Methoden kann man
unter anderem herausfinden, ob eine Punktmenge A C R? exakt n-symmetrisch ist. In [1]
und [9] werden zum Beispiel Algorithmen vorgestellt, die zwei gleich grofe Punktmengen
A, B C R? auf Kongruenz iiberpriifen. Allerdings sind diese nicht auf den approximativen
Fall erweiterbar. Alt et al. ([3]) fiihren neben einem Algorithmus zur Uberpriifung zweier
beliebig dimensionaler Punktmengen auf exakte Kongruenz auch einen Algorithmus ein,
mit dem man zwei Punktmengen A, B C R? auf approximative Kongruenz iiberpriifen
kann. Allerdings beschrinken sie sich hierbei auf den 2-dimensionalen Fall.

Die Erweiterung unserer Methode, Punktmengen Symmetriewerte zuzuordnen, auf den
beliebig dimensionalen Fall ermdglicht, anders als die vergleichbaren Ansétze aus der Lite-
ratur, die Erkennung approximativer n-Symmetrien in Punktmengen im R? (d € NAd > 3).

7.1 Konvexe Hiille

Die Definitionen 3.2, 3.3 und 3.4 gelten allgemein fiir Punktmengen in Euklidischen Réu-
men und damit auch fiir A C R? (d € NAd > 3).

In Kapitel 3 wurde gezeigt, wie man mit dem Quickhull-Algorithmus die konvexe Hiille,
und damit auch die Menge der Extremalpunkte, einer Punktmenge A C R? bestimmen
kann. In Kapitel 5 wurde diese Vorgehensweise auf den 3-dimensionalen Fall erweitert.

Der in [5] beschriebene Quickhull-Algorithmus kann auch zur Bestimmung der konvexen
Hiille einer Punktmenge A C R? (d € N A d > 3) benutzt werden. Dabei verwendet der
Algorithmus, wie im 2- und 3-Dimensionalen, zwei geometrische Operationen.

Erstens wird durch jeweils d Punkte eine orientierte Hyperebene gelegt und zweitens wird
fiir andere Punkte der positive oder negative Abstand zu dieser Hyperebene berechnet.
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Die Komplexitét des Quickhull-Algorithmus betrigt im d-dimensionalen (d € NAd > 3)
Fall, anders als im 2- und 3-Dimensionalen (unter den bereits in Kapitel 3 erwihnten
Balance-Bedingungen):

r

Dabei ist m ist die Anzahl der eingegebenen Punkte und r die Anzahl der behandelten
Punkte. f, bezeichnet die maximale Anzahl an Facetten fiir r Punkte (siehe [5]).

Gilt A C R3 (siche Kapitel 5), so erhalten wir mit Hilfe des Quickhull-Algorithmus
die Menge der Extremalpunkte Ax C R? und die Menge der Facettentrippel Ap =
{(n1nans), (nansne), ...} (siehe Definition 5.2). Analog dazu ermitteln wir fir d > 3 die
Menge der Extremalpunkte A C R? und die Menge der Indizes der Eckpunkte aller
Facetten Arp = {(nina...ngq), (ng+1...n24), ...} von Ay, wobei die Anzahl der Eckpunkte
einer Facette gleich d ist.

7.2 Charakteristische Eckpunkte

Die Grundidee des in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus beruht darauf, dass man nicht
eine komplette Punktmenge A, sondern nur eine moglichst kleine, aber dennoch aussage-
kriftige Teilmenge A C A auf Symmetrien untersucht. Dazu haben wir im 2- (Algorithmus
Eckpunkte) und im 3-Dimensionalen (Algorithmus Eckpunkte 3D) angegeben, wie man die
Teilmenge A bestimmen kann.

Um auch in héheren Dimensionen eine solche Teilmenge einzufiihren, iibernechmen wir
die Definition der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge A C R3 (siche Defini-
tion 5.3).

Definition 7.1. Fine Teilmenge A einer Punktmenge A C R? (d € NAd > 3) bezeichnen
wir als Menge der Charakteristischen (dcon—)Eckpunkte (bzw. als Charakteristische
(dcon— ) Eckpunkte) von A, wenn A = {a1,..,am} fir eine positive Konstante dcon € R™
die folgenden Bedingungen erfullt:

1. .
AC Ag.
2. . )
d(w, Agon) < dcon Yw € (Ax \ A).
3.

max  d(w, (A\ a;i)gon) > decon Vi€ {1,..,m}.
we (A \(A\ai))

Damit erfiillt die Menge der Charakteristischen (dcon—)Eckpunkte einer Punktmenge
A C R? (d € NAd > 3) nach einer Verallgemeinerung von Lemma 5.4 die e-Bedingungen
fiir € = dcon (siehe Definition 3.7).
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In Kapitel 5 wurde der Algorithmus Eckpunkte 3D eingefiihrt, mit dem man fir A C R3
solch eine Menge A bestimmen kann. Im Folgenden wollen wir untersuchen, ob die einzelnen
Schritte dieses Algorithmus analog auch auf A € R (d € NAd > 3) angewendet werden
kénnen.

Wie im vorherigen Abschnitt erliutert, erhilt man fiir eine Punktmenge A C R? (d €
NAd > 3) die Menge der Extremalpunkte A und die Menge der Indizes Ap der Eckpunkte
der Facetten von Ag,, mit dem Quickhull-Algorithmus. Jede Facette ist dabei durch ihre
d Eckpunkte gegeben.

Im zweiten Schritt des Algorithmus Eckpunkte 3D werden die in Definition 5.5 eingefiihr-
ten Streichabstédnde aller Punkte aus Ax bestimmt. Definition 5.5 ist unabhéngig von der
Dimension d des Euklidischen Raumes, in dem die Punktmenge Ag liegt, und gilt somit
auch fiir d > 3.

Auch die Definition der Nachbarextremalpunkte (siehe Definition 5.6) kénnen wir fiir ho-
here Dimensionen iibernehmen.

Da die Lemmata 5.7 und 5.8 allerdings nur fiir den 3-dimensionalen Fall formuliert sind,
kann man den Algorithmus Streichabstand nicht ohne weiteres auf A C R? (d € NAd >
3) anwenden.

Im Folgenden wollen wir erldutern, wie sich das Problem, die Streichabstinde von
Punktmengen im R? (d € N Ad > 3) zu bestimmen, auf den 3-dimensionalen Fall zuriick-
fiihren l&sst.

Nach Definition 5.5 ist der Streichabstand d; eines Punktes w; € Ax C R4 gleich

d; == min |w; — al.
aE(AK\wi)kon

Um d; zu berechnen, miissen wir die Abstéinde von w; zu den verschiedenen Facetten von
(Ax \ w;)kon bestimmen. Dazu gehen wir fiir jede Facette F' wie folgt vor:

1. Wir bestimmen den Normalenvektor n der Facette mit den Eckpunkten {p1,..,pq}.
Da n senkrecht auf F' stehen muss, gilt:

<TL,’UU> = 0, Vjj :ﬁz *ﬁj (V’L,j c {1,,d})

Damit lésst sich n als Losung des Gleichungssystems

’U? ni
=0
T
Va-1 nd

bestimmen, wenn man aus allen v;; d — 1 unabhéngige Vektoren vy,..,v4-1 € R
auswahlt, was in der d — 1-dimensionalen Facette immer mdoglich ist. Wir setzen n
gleich der Losung des Gleichungssystems, sodass n die Lange 1 hat und so orientiert
ist, dass der Vektor n von F aus (Ax \ w;)kon herauszeigt, also auf der anderen Seite
der Facette als SP((Ax \ w;)) liegt.
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2. Wir definieren
no == —n1(p1)1 — n2(p1)2 — ... — na(p1)a-

Damit ldsst sich die Gleichung der Hyperebene H, in der F' liegt, folgendermafen
darstellen:
H :nizy +noxs + ... + ngrg + ng = 0.

3. Fiir den Abstand d; des Punktes w; zur Hyperebene H gilt (siche [5]):

0; = ]nl(wi)l + nQ('LUi)Q + ...+ nd(wi)d + no‘.

4. Da Ak eine Menge von Extremalpunkten ist, liegt w; € A auferhalb von (Ag \
W; ) kon. Damit gilt:

q:=argmin|w; —b| = §=uw; — 3 -n.
beH

5. Gilt: {p1, .-, pds ¢} kon = {P1, -+, Pd } kon, S0 ist der Abstand zwischen w; und F gleich §;.
Anderenfalls liegt ¢ zwar in der Hyperebene H, aber auferhalb von F. Dann miissen
wir den Punkt x € F bestimmen, der den geringsten Abstand zu ¢ hat. Der Abstand
zwischen der Facette und wj; ist in diesem Fall gleich dem Abstand zwischen w; und
x (Verallgemeinerung des Lemmas 5.8 auf Dimension d (d € NAd > 3)).

6. Um z bestimmen zu koénnen, fiihren wir die Schritte 1 bis 5 fiir w; := ¢ und jede
Facette von {p1, .., pa}kon durch. Da sowohl ¢ € H als auch {p1,..,pi}ron C H gilt,
haben wir das Problem damit um eine Dimension reduziert. Daher miissen wir die
Schritte 1 bis 5 d — 3 mal ausfithren, um x und damit auch den Abstand zwischen w;
und F mit dem Algorithmus Streichabstand aus Kapitel 6 bestimmen zu kénnen.

Da wir die Streichabstinde aller Punkte w; € Ax C R? auf die oben beschriebene
Weise ermitteln kénnen, lassen sich alle Schritte des Algorithmus Eckpunkte 3D auch auf
eine Punktmenge A C R? (d € NA d > 3) anwenden.

Die Bestimmung der Charakteristischen Eckpunkte (siehe Definition 7.1) einer Punkt-
menge A C RY (d € N) ist also mit einer leicht modifizierten Variante des Algorithmus
Eckpunkte 3D moglich.

Da die zusétzlichen Schritte, im Vergleich zum Algorithmus Streichabstand (Komple-
xitét: O(m2%)), zur Bestimmung der Streichabstéinde nur auf den Nachbarextremalpunkten
der einzelnen p; € Ak operieren, betragt die Komplexitit der Bestimmung der Charakteris-
tischen Eckpunkte einer Punktmenge A C R, in Abhingigkeit von m := |A|, mg = |Ax],
sowie der Anzahl r der im Quickhull bearbeiteten Punkte und der maximalen Anzahl an
Facetten f, fiir r Ecken, analog zum 3-dimensionalen Fall:

O(m% +m%).
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7.3 Symmetriewert

Im 2- und 3-dimensionalen Fall haben wir in den Definitionen 2.3 und 5.11 konkrete Re-
chenvorschriften angegeben, wie man die Punktmenge B,, bestimmen kann, die durch die
Rotation einer Punktmenge A um einen Punkt s bzw. eine Rotationsachse g um einen
Winkel a = 2% entsteht.

Um diese Rechenvorschriften auf den d-dimensionalen Fall (d € N A d > 3) zu erweitern,
erzeugen wir die Punktmenge B,, C R? in den selben drei Schritten wie im R? (Definition
2.3) und im R? (Definition 5.11):

1. Translation um den Vektor —SP(A).

2. Rotation durch die Multiplikation mit einer Matrix R(2%) € SO(d).

3. Translation um den Vektor SP(A).

Damit hingen die Symmetriewerte einer Punktmenge A C R? (d € NAd > 3) von der
Rotationsmatrix R(a) € SO(d) ab und wir definieren:

Definition 7.2. Der Symmetriewert d,,(A, R) einer Punktmenge A C R (d € NAd > 3)
beziiglich der n-Symmetrie (n € N) und der Rotationsmatriz R(a) € SO(d) entspricht dem
Abstand zwischen den Punktmengen A und B, wobei mit (s1,..,8q) := SP(A) gilt:

S1 ... 8¢
Bpi=(A—| .. . .. |) - R*=)+
81 ... Sd " $1 ... 84

S ... S
o 1 d

Der Abstand zwischen den Punktmengen A € R? und B, C R? (d € NAd > 3)
ist, wie im 2-Dimensionalen (siehe Definition 2.12), gleich dem Wert des Minimal Perfect
Matchings im Bigraphen G(A, By,). Auch im d-Dimensionalen (d > 3) kann der Bigraph
G(A, By,) wie in Kapitel 2.3 beschrieben gebildet werden und damit lasst sich die Losung
von OP1 mit dem Algorithmus Ungarische Methode bestimmen. Die Komplexitét der
Symmetriewertberechnung einer Punktmenge A = {a1,..,an} C R? beziiglich aller n-
Symmetrien (n € {2,.., N}) ist damit fiir eine Rotationsmatrix R(«) € SO(d) analog zum
2- und 3-dimensionalen Fall gleich

O(Nm?).

Um zu zeigen, welche Aussagekraft die Symmetriewerte der konvexen Hiille Ag einer
Punktmenge A C R? fiir die Symmetrieeigenschaften von A haben, beweisen wir den
folgenden Satz.

Satz 7.3. Euzistiert fiir eine Punktmenge A CR? (d € N A d > 1) eine Rotationsmatriz
R(a) € SO(d), so dass gilt:
dn(A,R) =0,

so folgt:
dn(Ax,R) = 0.
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Beweis:
Nach Definition 7.2 ist d, (A, R) gleich dem Abstand (nach der MPM-Methode) zwischen
den Punktmengen A := {a1,..,am} C R? und B, := {b,..,b,} C R wobei fiir jeden

Punkt b; von B, gilt:
2

n
Wenn d, (A, R) = 0 gilt, muss der Wert des Minimal Perfect Matchings im Bigraphen
G(A, By,) gleich null sein. Daraus folgt, dass die Mengen A und B,, identisch sind. Es gilt
also b; € A (Vi ={1,..,m}).

Da die Menge der Extremalpunkte nach Lemma 3.5 eindeutig ist, gilt auch Ax = (B,) k.
Auferdem folgt aus Lemma 2.6:

b; == (a; — SP(A)) - R(=) + SP(A).

[bi = bj| = |a; — a;].

Die Abstinde zwischen zwei Punkten sind also sowohl unter der Translation um SP(A),
als auch unter der Multiplikation mit R € SO(d) invariant.
Fiir jedes b; € B, A b; ¢ (By)k gibt es Parameter A\; € [0,1) (j=1,..,i—1,i+1,..,m),

so dass gilt:
m m
Z )\j =1 A b= Z )\jbj.
J=L1j#i j=1,j#i

Wegen |b; — b;| = |a; — a;] folgt daraus:

m
a; = Z )\jaj = aigéAK.
=1,

Damit werden Extremalpunkte von A auf andere Extremalpunkte von A abgebildet. Es
gilt also:
a; € Ag = b € Ag.

Daher wird auch Ag durch die in Definition 7.2 beschriebene Abbildung auf sich selbst
abgebildet und es gilt:
dn(Ag,R) = 0.

Folgerung:
Da wir einer Punktmenge A C R? genau dann eine exakte n-Symmetrie zuordnen, wenn
es eine Matrix R(a) # Iy N R(a) € SO(d) gibt, so dass d,,(A, R) = 0 gilt (Vergleiche
Definition 2.1), kénnen wir folgern, dass eine Punktmenge A C R¢ nur dann exakt n-
symmetrisch sein kann, wenn die Menge der Extremalpunkte Ax C A exakt n-symmetrisch
ist.

Entsprechend der Definition 7.2 lassen sich auch die Definitionen 2.14 und 2.15 auf den
d-dimensionalen Fall (d € N A d > 3) verallgemeinern:
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Definition 7.4. Fiir den Eindeutigkeitswert A7 (A, R) eines Symmetriewertes dy, (A, R)
gilt:
dn(A,R)

———=-100.

Al (A R) =
.. ( 7R) ke{z’ﬂ}\{}n‘a’f mod (=0} dk:(AvR)

Definition 7.5. Einer Punktmenge A C RY wird genau dann eine approzimative n-
Symmetrie (n € N\ {1}) zugeordnet, wenn es eine Matriz R(a) € SO(d) (R(a) # 1)
gibt, so dass fiir den Eindeutigkeitswert des Symmetriewertes d, (A, R) gilt:

37._78(14, R) < 25.

Wie man alle moglichen Rotationsmatrizen, beziiglich derer eine Punktmenge A C R?
symmetrisch sein kann, bestimmt, werden wir im folgenden Abschnitt analysieren.

7.4 Herleitung der Rotationsmatrix

Wir werden die Herleitung der méglichen Rotationsmatrizen aus der Gruppe der speziellen
orthogonalen Matrizen fiir den Fall A C R* ausfiihrlich beschreiben. Die Vorgehensweise
lasst sich auf hohere Dimensionen verallgemeinern.

Unabhiingig von der Dimension d der Punktmenge A C R? kénnen wir die Rotation
jedes einzelnen Punktes von A als ein planares, also 2-dimensionales, Phinomen interpre-
tieren.

RZ .

Unter der Rotation ist ein 2—2 = 0-dimensionales geometrisches Objekt, also ein Punkt, in-
variant. Dieser Punkt ist das Rotationszentrum, welches nach der Translation um —§P(A)
gleich dem Ursprung (0, 0) ist.

Im 2-Dimensionalen existiert nur eine Ebene, der euklidische Raum R? selbst, den wir
als zy-Ebene bezeichnen. Jeder Punkt a; € A C R? wird in dieser Ebene rotiert. Die
Rotationsmatrix R2P ist daher gleich der Standard-Rotationsmatrix
sina  cosa

cosa —sino
RZD(a) = Rig(a) = [ ]

in der xy-Ebene.

R3 .

Unter der Rotation ist ein 3 —2 = 1-dimensionales geometrisches Objekt, also eine Gerade,
invariant. Diese Gerade ist die Rotationsachse, welche nach der Translation um —SP(A)
den Ursprung (0,0,0) enthélt.
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Im 3-Dimensionalen wird jeder Punkt a; € A C R? in der eindeutig bestimmten Ebene
E;, die senkrecht auf der Rotationsachse g steht und a; enthélt, um den Schnittpunkt
von g und E; rotiert (sieche Kapitel 5.4). Um die Rotationsmatrix R auf die Standard-
Rotationsmatrix in der xzy-Ebene

cosa —sina 0
Ri’;(a) = | sina cosa O
0 0 1

zurlickzufiihren, muss daher das Koordinatensystem so transformiert werden, dass alle
Rotationsebenen E; parallel zur xy-Ebene sind.

Das entspricht einer Multiplikation (von links) der Matrix Ri? (o) mit einer Matrix
R’ € SO(3), wobei R’ aus drei orthonormalen Spaltenvektoren besteht. Dabei ist die dritte
Spalte gleich dem Richtungsvektor von g und die anderen beiden bilden eine Orthonormal-
basis der auf g senkrechten Ebene durch den Ursprung.

U1

v1v3 —V2
52 vl Vg i

— . — ! V23 V1
g=1| sy | +A ve | (o|=1,A€eR) = R it il

s v
z 3 —\/v? + 03 0 v3

Anschliefend muss das Koordinatensystem noch durch eine Multiplikation mit R'~! riick-
transformiert werden.

Auf diese Weise wurde die Matrix R(a) =: R3P(a) aus Definition 5.11 bestimmt. Fiir
diese gilt:

V2

R*P(a) =R - R3] (a) - R™' € SO(3).

R4

Analog zum 2- und 3-dimensionalen Fall ist ein 4 — 2 = 2-dimensionales geometrisches Ob-
jekt, also eine Ebene, unter einer Rotation invariant. Da die Rotation ja eine 2-dimensionale
Operation ist, kann man eine Punktmenge A C R* auch um zwei orthogonale Ebenen
gleichzeitig um zwei (unter Umstédnden unterschiedliche) Winkel rotieren. In diesem Fall
ist lediglich ein Punkt, ndmlich der Schnittpunkt der beiden Ebenen, invariant unter der
Rotation. Wir unterscheiden daher im R?* zwischen einer einfachen und einer doppelten
Rotation.

Einfache Rotation:

Bei der einfachen Rotation wird eine Punktmenge A C R* um eine Ebene Ep rotiert.
Alle Punkte, die in Fg liegen, sind unter der Rotation invariant. Jeder andere Punkt
a; € A AN a; ¢ Er wird um Epg rotiert. Das bedeutet, er wird in der Ebene F;, die
vollstdndig orthogonal auf ER liegt und a; enthélt, um den Schnittpunkt von E; und Eg
rotiert. Dabei sind zwei Ebenen FE; und E; genau dann vollstdndig orthogonal, wenn jede
Gerade g; C E; orthogonal auf jeder Gerade g; C Ej; steht.
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Die Rotationsmatrix R ldsst sich analog zum 3-dimensionalen Fall auf die Standard-
Rotationsmatrix

cosa —sina 0 0
D | sinaa cosa 0 O
Ry ()= 7 0O 10
0 0 01

in der zy-Ebene zuriickfiihren, indem man das Koordinatensystem so transformiert, dass
die Ebenen E; in denen rotiert wird, parallel zur xy-Ebene sind.

Dazu muss die Punktmenge A, analog zum 3-dimensionalen Fall, zun&chst mit einer
Matrix R’ € SO(4) und, nach der eigentlichen Rotation durch die Multiplikation mit Ry,
mit (R')~! € SO(4) multipliziert werden. Es gilt also:

R'*P(0) =R R} (a)- (R)™' = R'"(a)e SO4).

Dabei bilden die ersten beiden Spalten von R’, wie im 3-dimensionalen, eine Orthonor-
malbasis der Ebene Ey durch den Ursprung, die parallel zu allen Ebenen ist, in denen die
einzelnen Punkte rotiert werden. Ey ist also vollsténdig orthogonal auf Er. Da R’ € SO(4)
ist, bilden die Spalten 3 und 4 von R’ eine Orthonormalbasis einer Ebene, die vollstindig
orthogonal auf Ej steht.

Rotationsebene:

Haben wir eine Punktmenge A C R?* gegeben und sollen diese auf méogliche Symmetrien
beziiglich einer einfachen Rotation untersuchen, so stellt sich die Frage, wie man eine (oder
mehrere) potentielle Rotationsebene(n) von A ermitteln kann.

Dazu betrachten wir, analog zum 3-dimensionalen Fall (sieche Kapitel 5.6), eine Punkt-
menge A C R*, die beziiglich einer einfachen Rotation um die Rotationsebene Eg n-
symmetrisch ist.

Die Absténde zwischen zwei Punkten sind unter einer Rotation invariant (Lemma 2.6).
Wird daher eine Punktmenge A durch eine Rotation um Er um den Winkel o (0 < a < 27)
auf eine identische Punktmenge abgebildet, so muss der Schwerpunkt SP(A) von A unter
dieser Rotation invariant sein. Es gilt also:

SP(A) € Eg.

Analog zum 3-dimensionalen Fall iiberlegen wir uns auferdem, wie der Rand der kon-
vexen Hiille einer n-symmetrischen Punktmenge A C R* von ihrer Rotationsebene Eg
geschnitten wird. Der Rand der konvexen Hiille von A besteht aus 3-dimensionalen Fa-
cetten F1,.., Fj, die wir mit dem Quickhull-Algorithmus bestimmen kénnen (siehe Kapitel
7.1). Da SP(A) € Eg gilt, schneidet Er den Rand der konvexen Hiille von A in mindestens
zwei Strecken.

Die zwei Facetten des Randes der konvexen Hiille von A, die von ER geschnitten werden,
bezeichnen wir mit F; und F5 und die jeweiligen Schnittmengen mit Er mit S7 und Ss.

Liegt mindestens ein Punkt von S; (i € {1,2}) nicht auf dem Rand von F;, so wird
F; durch die Rotation um FEp auf sich selbst abgebildet, da alle Punkte auf S; und die
Abstande zwischen zwei Punkten unter der Rotation invariant sind (Lemma 2.6).
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Ist die Facette F; unter der Rotation um die Ebene Er um den Winkel o (0 < o <
27) invariant, so gilt das auch fiir den Normalenvektor 7i; von Fj. 7i; ldsst sich somit
als eine Linearkombination der Richtungsvektoren von Ep darstellen. Aufserdem ist der
Schwerpunkt von (F;)x, SP((F;)k), unter der Rotation invariant. Damit gilt fiir so eine
Facette Fj: .

g; = SP((FZ)K) + A1l; (/\ € R) = g¢; C FEp.

Liegt .S; komplett auf dem Rand einer Facette, kann F; theoretisch durch die Rotation
auch auf benachbarte Facetten abgebildet werden. Ist A n-symmetrisch, muss S; auf dem
Rand n — 1 weiterer Facetten Fi, .., Fj,_1 liegen. Eine Gerade g C Fg erhélt man dann, in-
dem man den Schwerpunkt der Vereinigung der Extremalpunkte dieser Facetten Fj, , .., F;,
(einschlieflich Fj;) als Aufpunkt und die Summe aller Normalenvektoren dieser Facetten
als Richtungsvektor verwendet.

gi:=SP(|J (Fi))x)+ 2> _ni, NeR) = g C Eg.
j=1n j=1

Legt man die vorangegangenen Uberlegungen zu Grunde, ergibt sich die folgende Vor-
gehensweise, nach der man die moglichen Rotationsebenen (Er)1, (ER)2, ... €iner zu unter-
suchenden Punktmenge A C R* bestimmen kann:

1. Wir berechnen den Schwerpunkt SP(A) von A.

2. Wir bestimmen mit dem Quickhull-Algorithmus die konvexe Hiille von A und da-
mit auch die Facetten Fi,.., Fj, die den Rand der konvexen Hiille bilden. Ist die zu
untersuchende Punktmenge, wie in unserem Algorithmus, die Menge der Charakte-
ristischen Eckpunkte A einer Punktmenge A C R*, so gilt (A)x = A. AuRerdem hat
man die Facetten F; von (fl)k(m bereits bei der Bestimmung von A berechnet.

3. Fiir alle Facetten einzeln und alle Vereinigungen von Facetten, die mindestens eine
Strecke gemeinsam haben, bilden wir wie oben beschrieben die Gerade g;.

4. Gibt es eine Ebene, die mindestens zwei verschiedene Geraden g;, g; und den Schwer-
punkt SP(A) enthélt, so ist diese Ebene eine potentielle Rotationsebene Efg.

Die Rotationsmatrix R*P erhalten wir dann, indem wir R’ € SO(4) bilden, sodass die
ersten beiden Spalten von R’ eine Orthonormalbasis der auf Fr vollstindig orthogonalen
Ebene sind, die durch den Ursprung geht. Fiir R*P gilt dann:

R*P(a) ;=R - Ry () - (R) 7.

Approximative Symmetrien:
Da wir nach approximativen und nicht unbedingt exakten Symmetrien suchen, miissen wir
bei der Bestimmung moglicher Rotationsachsen eine gewisse Fehlertoleranz beriicksichti-
gen. Das heift, zwei Geraden

gi :=pi + Ail; und g; == pj + pii; (A, p € R)
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fithren fiir eine Punktmenge A C R* zu einer moglichen Rotationsebene
Ep := SP(A) + \it; + pit; (A, pu€R),
wenn fiir ein € € R gilt:
d(pi, Er) <€ A d(pj, Er) <e.

Auferdem muss man im approximativen Fall beachten, dass eine Facette, die durch die
Rotation approximativ auf sich selbst abgebildet wird, durch die Ungenauigkeiten unter
Umstédnden durch mehrere andere Facetten dargestellt wird (vgl. Kapitel 5.6.2). Um auch in
so einem Fall alle méglichen Rotationsebenen zu bestimmen, muss man Facetten, die bis auf
einen Fehler € € RT in einer Hyperebene des R? liegen, zu einer Facette zusammenfassen.

Doppelte Rotation:

Bei der einfachen Rotation im R* um die Rotationsebene Er wird ein Punkt p; in der zu
ER vollstindig orthogonalen Ebene E;, die p; enthilt, um den Schnittpunkt zwischen Eg
und F; rotiert. Alle Punkte, die auf Fg liegen, sind daher unter dieser Rotation invariant.
Daher ist es im R*, anders als im R? oder R3, mdglich, eine Punktmenge um zwei vollstindig
orthogonale Ebenen gleichzeitig zu rotieren.

Dabei konnen die beiden Rotationswinkel o und 3 unterschiedlich sein. Um Punktmen-
gen auf mogliche n-Symmetrien zu untersuchen, betrachten wir die doppelten Rotationen,
bei denen o = g gilt.

Eine Punktmenge A C R* wird um die zwei vollstindig orthogonalen Ebenen Egr;
und Egre um den Winkel o (0 < a < 27) rotiert, indem jeder Punkt p; € A gleichzeitig
in der Ebene F;; um den Schnittpunkt von Fr; und F;; und in der Ebene F; um den
Schnittpunkt von Egre und E;p gedreht wird. Dabei ist F;; (bzw. Ej2) die Ebene, die zu
Eg1 (bzw. ERrs) vollstindig orthogonal ist und den Punkt p; enthélt.

Invariant unter dieser Rotation sind also nur Punkte, die sowohl auf Er; als auch auf
Epo liegen. Da sich zwei vollstindig orthogonale Ebenen im R* genau in einem Punkt
schneiden, ist lediglich ein Punkt unter dieser Rotation invariant.

Der invariante Punkt unter einer doppelten Rotation von A um den Winkel o (0 < a <
27) muss nach unseren vorangegangenen Uberlegungen gleich dem Schwerpunkt SP(A) von
A sein. Nach der Translation von A um —§P(A) ist der invariante Punkt also gleich dem
Ursprung.

Die Rotationsmatrix R* fiir die doppelte Rotation ldsst sich auf die Standard-Rotationsmatrix

cosa —sino 0 0
RiDzw () = sinae  cos« 0 O
Y 0 0 cosa —sina
0 0 sinov  cos«

fiir die gleichzeitige Rotation in der xy- und in der zw-Ebene zuriickfiihren, indem man das
Koordinatensystem so transformiert, dass die Ebenen E;1, in denen um FEpg; rotiert wird,
parallel zur xy-Ebene sind und die Ebenen F;o, in denen um FEgrs rotiert wird, entsprechend
parallel zur zw-Ebene liegen.
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Dazu muss die Matrix R' € SO(4) so gebildet werden, dass die ersten beiden Spalten
von R’ eine Orthonormalbasis der zu Er; vollstindig orthogonalen Ebene durch den Utr-
sprung bilden und die dritte und vierte Spalte entsprechend eine Orthonormalbasis der zu
Ery vollstandig orthogonalen Ebene durch den Ursprung darstellen. Wie bei der einfachen
Rotation gilt dann:

R*P(a):= R - R} (a)-(R)™"

TY,ZW

Rotationsebenen:
Da unter einer doppelten Rotation einer Punktmenge lediglich ihr Schwerpunkt invari-
ant ist, konnen wir nicht von Punkten auf dem Rand der konvexen Hiille, die unter der
Rotation invariant sind, auf die Rotationsebenen einer (beziiglich einer doppelten Rotati-
on) n-symmetrischen Punktmenge A schlieffen. Dafiir gilt bei der doppelten Rotation das
folgende Lemma:

Lemma 7.6. Der Punkt p € R* wird durch eine doppelte Rotation, unter der der Ursprung
invariant ist, um den Winkel a (0 < o < ) auf den Punkt ¢ € R* abgebildet. Dann gilt
fiir den Winkel £, zwischen den Geraden g, == X-p (A € R) und gq :=p-q (p € R):

Lpg = o
Beweis:

Fiir den Winkel 3 := Z,, (0 < 8 < 7) zwischen den sich schneidenden Geraden g, und g,
gilt allgemein (siche z.B. [29]):

(7.4
R

cos 3 = 6 <.

Der Punkt p := (pz, py, Pz, Pw) € R wird durch eine gleichzeitige Rotation (d.h. durch
eine Multiplikation mit der Rotationsmatrix R(«)) um die vollstéindig orthogonalen Ebenen
Er1 und Egs auf den Punkt q := (¢x, ¢y, ¢z, qw) € R* abgebildet. Das heift, es gilt:

/ /

q p
~ =~
¢g=p-R-R¥P (a)-(R)' & q-R=p-R-RP_ ().

TY,ZW TY,ZW

Dabei gilt
R' € SO(4).

Daraus folgt:
Lpg = Lpg-

Wir kénnen also zur Berechnung von # ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass fiir die Rotationsmatrix R gilt:

R(a) = R (a).

TY,2W
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Aus R(a) € SO(4) folgt aukerdem:

z:=|p] = |q] ==.

Damit gilt:
—’7 = R4D a
cos = 2y2 acg,zw( ) ’
x
Pz Pz COS & + Py SIN (v
( Dy —Pg Sina + py cos & >
p, || pscosa— pysina
Pw Pz sin a + pyy cOS o
cos 3 = 3 )
x
2
T° cos o
cos B = 5
x

Da sowohl (3 als auch « im Intervall [0, 7] liegen, folgt:
Lpg =0 =a.

O

Betrachten wir nun eine beziiglich einer doppelten Rotation n-symmetrische Punkt-
menge A C R?*, deren Schwerpunkt gleich dem Ursprung ist. Aus Lemma, 7.6 folgt, dass
fiir jede Facette F; des Randes der konvexen Hiille von A eine weitere Facette F; auf dem
Rand von Apg,, existieren muss, so dass gilt:

ZSP((F))SP((F)k) =

Um ein vollstdndig orthogonales Paar von Rotationsebenen zu bestimmen, beziiglich
derer eine Punktmenge A n-symmetrisch sein kann, miissen wir also (nach der Translation
von A um —SP_(’A)) fiir eine beliebige Facette F; des Randes von Apg,, den Schwerpunkt
SP((F;)k) der Extremalpunkte von F; bestimmen und iiberpriifen, ob es eine weitere
Facette Fj auf dem Rand von Aoy, gibt, so dass Zgp((r)x)spP((F))x) = 27—7; (bzw. im appro-
ximativen Fall ‘ASP((FZ-)K)SP((FJ-)K) — 2%‘ <ee€ R+) gilt.

Eine Ebene F kann nur dann eine der beiden Rotationsebenen von A sein, wenn alle
Ebenen, die zu F vollstindig orthogonal sind, unter der doppelten Rotation invariant sind.
Das heilst, ein Punkt p € E wird durch die doppelte Rotation auf einen Punkt ¢ € E
abgebildet.

Mégliche Rotationsebenenpaare erhalten wir also, indem wir die erste Rotationsebene
gleich der Ebene ER; setzen, die den Ursprung, SP((F;)k) und SP((F};)k) enthalt (fiir
zwei Indizes 14, j, fiir die ASP((Fi)K)SP((Fj)K) = 27” gilt). Die zweite Rotationsebene Fpry ist
die vollstdndig orthogonale Ebene zu Eg;, die den Ursprung enthélt.
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RY, (d € NAd > 4):

Die obige Herleitung der Rotationsmatrix im R* kénnen wir auch auf héhere Dimensionen
verallgemeinern.

Die Rotation eines Punktes findet immer in einer Ebene statt, so dass unter einer
einfachen (doppelten usw.) Rotation einer Punktmenge A C R? alle Punkte von A, die
in einer d — 2-dimensionalen (d — 4-dimensionalen usw.) Teilmenge des R? liegen, inva-
riant sind. Wenn A unter der Rotation invariant ist, umfasst eine solche d’-dimensionale
Teilmenge (1 < d’ < d) zum einen den Punkt SP(A) und schneidet zum anderen den d— 1-
dimensionalen Rand von Ay, in Facetten (bzw. Vereinigungen benachbarter Facetten), die
durch die Rotation auf sich selbst abgebildet werden.

Damit ldsst sich das Problem, die unter der Rotation invariante Teilmenge des RY
aus der Punktmenge A C R? zu bestimmen, auf das Problem, entsprechende invariante
Teilmengen in den d — 1-dimensionalen Facetten von Ag,, zu ermitteln, reduzieren.

Im R? lassen sich bis zu L%j Rotationen in | ] vollstéindig orthogonalen Ebenen gleich-

2
zeitig durchfithren. Werden fiir eine Punktmenge mit gerader Dimension genau g Rota-
tionen um Winkel gleicher Grofe durchgefiihrt, ist zwar lediglich ein Punkt (also eine
0-dimensionale Teilmenge des R?) unter der Rotation invariant. Allerdings lassen sich in
diesem Fall mit Hilfe der Verallgemeinerung von Lemma 7.6 auf beliebige (gerade) Di-
mensionen Punktpaare bestimmen, die durch die g—fache Rotation aufeinander abgebildet

werden. Damit 1dsst sich die Rotationsmatrix direkt aus d solchen Punktpaaren bestimmen.

7.5 Beispiele

Beispiel 1

Zunidchst wollen wir zeigen, wie man die moglichen Rotationsebenen einer Punktmenge
A C R* bestimmt. Dazu untersuchen wir die Punktmenge A, die aus den Eckpunkten
eines 4-dimensionalen Hyperwiirfels besteht (siehe Abbildungen 7.1, 7.2).

Fiir diese Punktmenge gilt Ax = A und SP(A) = [0,0,0,0].

Der Rand der konvexen Hiille von A besteht aus acht Facetten Fi,.., Fg, die wir mit
dem Quickhull-Algorithmus erhalten.

Dabei ist jede Facette ein 3-dimensionaler Wiirfel mit Kantenldnge 2. Die Menge der
Eckpunkte (F;)x des Wiirfels F; erhélt man folgendermafen:

(Fi)xk ={p:= (p1,p2,p3,pa)lp € A AN pi =1} (i€ {1,..,4}),

(Fi)k = {p:= (p1,p2,p3,04)lp € A N piga=—1} (i€ {5,.,8}).

Wollen wir A nun auf einfache Rotationssymmetrien untersuchen, so bilden wir fiir die
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[ (ai)z](ai)y(ai)- | (ai)u]
-1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1
-1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1
-1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
-1 1 1 -1
-1 1 -1 1
-1 -1 1 1

[ T S S m——
D O o m S © 0O Uk W N s,

1 1 1 -1
1 1 -1 1
1 -1 1 1
-1 1 1 1
1 1 1 1

Abbildung 7.1: Punktmenge A, Eckpunkte des Hyperwiirfels

Facetten F1, .., Fg die Geraden g1, .., gg, wie im vorherigen Abschnitt erldutert:

1 1 0 0
0 0 1 1
=1, + A 0 (A€eR), go:= 0 + A 0 (AeR),...,

0 0 0 0

-1 1 0 0

0 0 -1 1

gs = 0 + A 0 ()\GR), g6 = 0 + A 0 ()\ER), .
0 0 0 0

Um die weiteren Geraden zu bestimmen, miissen wir alle Vereinigungen benachbarter
Facetten bilden.

Da jede Facette ein 3-dimensionaler Wiirfel ist, besitzt sie sechs Begrenzungsquadrate,
zwOlf Begrenzungsstrecken und acht Begrenzungspunkte.

Jedes dieser Quadrate ist dabei in zwei, jede Begrenzungsstrecke in drei und jeder
Begrenzungspunkt in vier Facetten enthalten. Dabei ist jede Facette F; (i € {1,..,4}) mit
allen anderen Facetten aufer F;,4 benachbart.

Damit erhalten wir alle Vereinigungen benachbarter Facetten auf folgende Art:

1. Quadrate:
Acht Facetten haben je sechs Begrenzungsquadrate. Dabei ist jedes Begrenzungsquadrat
in genau zwei Facetten enthalten. Daher gibt es

86 _
o

24
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Abbildung 7.2: 4-dimensionaler Hyperwiirfel

solcher Vereinigungen. Bildet man die Geraden g; (i € {9,..,32}) fir die Vereinigungen
von zwei (nicht gegeniiberliegenden) Facetten, so erhélt man die Geraden:

0.5 1 0.5 1
0.5 1 0 0
g9 1= 0 + A 0 ()\GR), g10 := 0.5 + A 1 ()\ER),...,

0 0 0 0

0.5 1 0.5 1

-0.5 1 0 0

g15 1= 0 +A- 0 ()\ER), gi6 = _05 +A- 1 ()\ER), .

0 0 0 0

Die Geraden gy, .., gs2 unterscheiden sich also dadurch, dass in unterschiedlichen zwei aus
vier Zeilen Eintrige stehen und 22 unterschiedliche Kombinationen fiir die Vorzeichen im
Aufpunkt existieren. Die Anzahl solcher Geraden lasst sich also auch folgendermafen be-

griinden:
4
22 =6.4=24.
(2)
2. Strecken:

Acht Facetten haben je zwolf Begrenzungsstrecken. Dabei ist jede Begrenzungsstrecke in
genau drei Facetten enthalten. Daher gibt es
812

—— =32
3
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solcher Vereinigungen. Bildet man die Geraden g; (i € {33,..,64}) fiir die Vereinigungen
von drei (nicht gegeniiberliegenden) Facetten, so erhélt man die Geraden:

g33 1= + A AER, ... ,ges = AeR.

= = = O

O WOl
O = = =

Es stehen in drei aus vier Zeilen Eintrige und es existieren 23 unterschiedliche Kombinatio-
nen fiir die Vorzeichen im Aufpunkt. Das bestétigt auch hier die Anzahl solcher Geraden:

4
.23 =4.8 =32
(5)
3. Punkte:

Acht Facetten haben je acht Begrenzungspunkte. Dabei ist jeder Begrenzungspunkt in
genau vier Facetten enthalten. Daher gibt es

88 _

16
4

solcher Vereinigungen. Bildet man die Geraden g; (i € {65, ..,80}) fiir die Vereinigungen
von vier (nicht gegeniiberliegenden) Facetten, so erhélt man die Geraden:

0.25 1 —0.25 1
0.25 1 —0.25 1

Jes 1= 0.95 + A 1 ()\GR),...,QSO =1 _po5 + A 1 ()\ER)
0.25 1 —0.25 1

Die Geraden ggs, .., ggo unterscheiden sich also nur durch 2% unterschiedliche Kombinationen
fiir die Vorzeichen im Aufpunkt. Fiir die Anzahl solcher Geraden gilt:

4
24 =1.16 = 16.
(1)

Je zwei Geraden, die einen gleichen Richtungsvektor und einen Aufpunkt mit vertausch-
ten Vorzeichen haben, sind identisch.
Die Geraden haben insgesamt

(1) G)+ () + (1) -

verschiedene Richtungsvektoren vy, .., v15:

0 0

0 0
vl = , V4 = 0 , U5 = y o0y V10 = 1 , V11 = y ey V14 = , V15 =
1 1

S O = =
O =
=== O

1
0
ol
0

Fiir jeden Richtungsvektor existiert zumindest eine Gerade g;, die durch den Ursprung
geht (ndmlich die, bei der alle Vorzeichen im Aufpunkt identisch sind). Damit enthalten

T G Y
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alle Ebenen, die durch den Ursprung gehen und durch zwei unterschiedliche Richtungs-
vektoren v; und v; (1,7 € {1,..,15} A [ # j) aufgespannt werden, mindestens zwei der
Geraden g; (i € {1,..,80}). Die Menge dieser Ebenen lésst sich folgendermafen unterteilen:

6 verschiedene Ebenen Ej, .., Eg (in Basisschreibweise):

o O O
OO = O
O = OO
o O O

le{l,. 4} Nje{5,.,10}:
4. (;1) = 24 verschiedene Ebenen, von denen 4 - (g) = 12 neue Ebenen FEr,.., Fqg sind:

o OO =
O Rk =k O
—_ o O O
O R = O

le{l A} Nje{1l,..,14}:
4. (3) = 16 verschiedene Ebenen, von denen 4 - ( ) = 4 neue Ebenen Fjg, .., F2s sind:

= == O

0
0
0
1

OO O =
O = =

le{l,.4}Nnj=15:
4. (3) = 4 verschiedene Ebenen, von denen keine Ebene neu ist.

le{5,.,10} Aje{5,.,10} :
(g) = 15 verschiedene Ebenen, von denen alle neue Ebenen FEbss, .., F37 sind:

S O = =
O = O =
— O = O
_ =0 O

le{5,..,10} Nje{11,..,14}:
6 - (ﬁ) = 24 verschiedene Ebenen von denen 6 - ( ) = 12 neue Ebenen Fjsg, .., E49 sind:

—_ = O

0
0
1
1

SO = =
— O V)
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le{5.,10} Nj=15:
6 - (j) = 6 verschiedene Ebenen, von denen keine Ebene neu ist.

{11,..,14} A j € {11,..,14} :

le{l
(g) . (g) = 16 verschiedene Ebenen, von denen (;1 = 6 neue Ebenen Fjxg, .., E55 sind:

)
0
1
1
1

O = =
—_ = O =
__ O

{11,.,14} Aj =15 :

lef{l
(g . (i) = 4 verschiedene Ebenen, von denen keine Ebene neu ist.

Insgesamt erhalten wir also 6 + 12+ 4 4+ 15 + 12 4+ 6 = 55 potentielle Rotationsebenen
Eq, .., E5s.

Abschliefend untersuchen wir A auf n-Symmetrien (n € {2,..,8}) beziiglich der ver-
schiedenen Rotationsebenen FE; (i € {1,..55}), indem wir fiir jede Ebene die Matrix
RP (27”), wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, bestimmen und dann iiberpriifen, ob

(27'('

A=A RP()
n

gilt.
Als Ergebnis erhalten wir:

e A ist 4-symmetrisch beziiglich der Ebenen Ej, .., Fg:

o O O
O O = O
O = O O
= o o O

o A ist 3-symmetrisch beziiglich der Ebenen Ejg, .., Fos:

10 01
01 0 1
0O 1]1"]10 1
0 1 10

e A ist 2-symmetrisch beziiglich der Ebenen Fi, .., Fg:

o O O
O O = O
O = O O
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der Ebenen Fr, .., F1s:

10 0 0
0 1 0 1
0O 117101
00 10
und beziiglich der drei Ebenen von Fas, .., F37, bei denen in keiner Zeile zwei Eintréige
sind:
10 10 10
10 0 1 0 1
O 1|’f1T 0|01
0 1 0 1 10

Um zu iiberpriifen, ob A n-symmetrisch beziiglich einer doppelten Rotation ist, be-
trachten wir die Schwerpunkte SP((F;)k) (i € {1, ..,8}) der Ecken der acht Facetten von
Apgon (siehe Aufpunkte der Geraden g1, .., gs). Die Winkel zwischen den Geraden

- SP((Fy)x) und p- SP((Fj)i) (A n € Ryi,j € {1,..,8})

sind in Abbildung 7.3 aufgelistet.

Jlif1]2[3[4]5[6[7]8]
LI01515 15|75 3|3
215|013]3|2|7 |22
3153|2]0/32|2|2|7 |2
413]22]02|2|2|™
5|7315]5|0]3|5 |3
65| 3]2|2(0/22
3|27 |z|2]2|9(3
8 [3l3la|m™l5]315]0
Abbildung 7.3: ZSP((FZ')K)SP((F]')K)

Aus der Tabelle 7.3 sieht man, dass die Winkel zwischen den Schwerpunkten zweier
benachbarter Facetten gleich %TW sind. Der Winkel zwischen Schwerpunkten gegeniiberlie-
gender Facetten betragt 27”

Die Punktmenge A kann also durch 6 = 3 - 2 verschiedene doppelte Rotationen um 7§
auf sich selbst abgebildet werden.

Die drei Paare vollstindig orthogonaler Ebenen, um die wir A um die zwei Winkel
5 und —7 rotieren, erhalten wir, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, indem wir
alle Ebenen bilden, die den Ursprung und zwei Schwerpunkte SP((F;)x) und SP((F})k)

benachbarter Facetten enthalten.
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Es ergeben sich die Ebenen F1, .., Fg, fiir die gilt:

10 0 0
01 00
00|10
0 0 01

Dabei ist E; vollstdndig orthogonal auf Eg, Eo ist vollsténdig orthogonal auf E5 und
E3 ist vollstandig orthogonal auf Ey. Die drei Matrizen R, (i € {1,2,3}) bestehen aus den
Orthonormalbasen je eines dieser Paare.

Daraus lassen sich die drei Rotationsmatrizen:

0O 1 0 O
T _pr piD (T o piy-1_ | -1 0 0 0
R1(2)_ Rl R:py,zw(2) (Rl) = 0o 0 o0 1]’
| 0 0 -1 0 |
[0 0 1 0]
TN ._ pt paD (TN pry—1 _ 0 0 01
R2(2)_ 2 Rzy,zw(Q) (R2) = 1 0 0 0"
| 0 -1 0 0 |
0 0 0 1
TN ._ pt padD (TN pry—1 _ 0 0 10
R3(2)_ R3 ny,zw(Q) (R3) - 0 -1 0 0
-1 0 0 0
bestimmen.
Fiir alle 7 € {1, 2,3} gilt:
A Ri(g):A

Damit gilt auferdem fiir alle i € {1,2,3}:
) = A~Ri(—g) — A

™

A-(R)G

Alle Paare orthogonaler Ebenen durch den Ursprung, fiir deren Matrix R’/
R R . (R)!e{Ry, Ry R3}

TY,Z2W

gilt, sind also Paare von Rotationsebenen, fiir die A 4-symmetrisch (und damit auch 2-
symmetrisch) beziiglich einer doppelten Rotation ist.

Aufserdem gilt:

-1 0 0 0

D o -1 0 o0
Rwy,zw(ﬂ-) 0 0 -1 0
0O 0 0 -1

Daraus folgt:
A-RD . (m) = A
Daher ist A auch beziiglich aller anderen Paare vollstdndig orthogonaler Ebenen, die

durch den Ursprung gehen, 2-symmetrisch (aber nicht 4-symmetrisch).
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Beispiel 2

Als zweites Beispiel wollen wir die folgende Punktmenge A C R* betrachten (sieche Abbil-
dung 7.4), die aus 20 Punkten besteht.

H (ai)z ‘ (ai)y ‘ (ai)2 ‘ (ai)w ‘
0.8147 | 0.6324 | 0.9575 | 0.9572
0.9058 [ 0.0975 | 0.9649 | 0.4854
0.1270 1 0.2785 | 0.1576 | 0.8003
0.9134 | 0.5469 | 0.9706 | 0.1419
-0.42991 0.0238 | 1.6213 |-0.2875
-0.0369(-0.4309| 1.2651 |-0.4573
-0.3249]0.1618 | 0.7112 | 0.3484
-0.1005]-0.0695| 1.1490 |-0.8720
-1.08301-0.9052| 0.1404 |-0.9406
-0.4005]-1.0767| 0.0546 |-0.8209
-0.7643]-0.2647| 0.3107 |-0.0910
-0.39801-0.7229|-0.2161|-1.1695
131[-0.24201]-0.8708|-1.4387|-0.0995
141/ 0.3175 |[-0.9475(-0.9937|-0.1029
15[-0.58401(-0.4115|-0.4905| 0.0893
161/ 0.4319 |-0.5104|-1.2382|-0.3396
1711 0.9309 | 0.0794 |-0.9337| 1.0733
181 1.1249 |-0.2217|-0.4311| 0.7044
191]-0.0332]-0.0758|-0.5851| 0.6401
20| 1.2424 | 0.2744 |-0.5048| 0.4709

—_ =
m oo ®~ao ok w R

—_
[\]

Abbildung 7.4: Punktmenge A, gerundet auf vier Stellen nach dem Komma

Bestimmt man die konvexe Hiille von A mit dem Quickhull-Algorithmus, so erhélt man
die Menge der Extremalpunkte Ax von A, fiir die gilt:

Ag = A.

Aukerdem erhilt man 50 Randrdume Fi, .., F5g von Ag,,. Dabei muss man beachten, dass
Facetten, die mehr als vier Extremalpunkte enthalten, vom Quickhull-Algorithmus als meh-
rere Facetten, die in der selben 3-dimensionalen Hyperebene liegen, ausgegeben werden.
Diese Facetten werden zu einer Facette zusammengefasst.

Fiir den Schwerpunkt SP(A) von A gilt (gerundet auf vier Stellen nach dem Komma):
SP(A) = (0.1206, —0.2206, 0.0735, 0.0265).

Verschieben wir die Punktmenge A um den Schwerpunkt, so erhalten wir die Punkt-
menge A’ := {a}, .., ahy} C R?, fiir die gilt:

a,:=a; — SP(4) = SP(4)=(0,0,0,0).

)

Die konvexe Hiille von A’ (mit den Facetten FY, .., FZ,) erhilt man, indem man die Extre-
malpunkte von A und die Facetten von Ag,, ebenfalls um —SP(A) verschiebt.
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Um nach moglichen Rotationsebenen beziiglich einer einfachen Rotation zu suchen,
bilden wir fiir die Facetten FY, .., Ff, und fiir die 95 Vereinigungen von Facetten, die min-
destens einen Extremalpunkt gemeinsam haben, die Geraden ¢y, .., g145 auf die im voran-
gegangenen Abschnitt erlduterte Art:

gi = p;i + Al ()\ ER).

Anschliefsend iiberpriifen wir, ob es eine Ebene gibt, in der zwei verschiedene Geraden g;
und g; und der Ursprung liegen, das heifit, wir suchen nach zwei verschiedenen Indizes i, j,
flir die es A1, Ao, p1, o € R gibt, so dass gilt:

A7t + ,ulﬁj =p; A Aofl; + MQﬁj = ﬁ]

Als Ergebnis erhalten wir eine mogliche Rotationsebene von A':

—0.7609 —0.0656
.| 03949 | —o0.7707
Erp=A-\ o1316 | T | 02560 | MHER)
0.4977 0.5794

Nun bilden wir die Matrix R € SO(4), so dass die Spalten 3 und 4 gleich den beiden
Richtungsvektoren von E, sind und die ersten beiden Spalten somit eine Orthonormalbasis
der auf E}, vollstandig orthogonalen Ebene durch den Ursprung bilden.

Aufserdem definieren wir die Rotationsmatrix R folgendermafsen:

2
Ri=R-Ri.(5)- (R) .

Fiir die Punktmenge B := {by, .., by} C R%, mit den Elementen
b :=a,- R (i €{1,.,20}),

gilt dann:
B=A.

Die Punktmenge A ist also tatséchlich 5-symmetrisch beziiglich einer einfachen Rota-
tion um die Rotationsebene Fg:

—0.7609 —0.0656
» 0.3949 —0.7707
Eri=SPA) A g1 | ¥4 | o369 | MHER)
0.4977 0.5794

Es existieren keine zwei Indizes i, j € {1,..,50}, so dass gilt:

2T
LSP(F)K)SPIF)K) = 5

Daher ist A nicht 5-symmetrisch beziiglich einer doppelten Rotation.
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Beispiel 3

Die Punktmenge aus Beispiel 2 war exakt 5-symmetrisch. Im Folgenden wollen wir unse-
ren Algorithmus auch anhand einer approximativ n-symmetrischen Punktmenge A C R*
testen. Dazu bilden wir eine Punktmenge B, indem wir die Punkte aus der Punktmenge A
aus Beispiel 2 (sieche Abbildung 7.4) auf zwei Stellen nach dem Komma runden (Abbildung
7.5).

= =
DS © 0010 otk w i .

[ (b6 | (bi)y [ (bi)= | (bi)uw]
0.8110.63]0.96|0.96
0.9110.1010.96 | 0.49
0.1310.28 1 0.16 | 0.80
0.91]0.5510.97]0.14
-0.43|0.02|1.62 |-0.29
-0.04|-0.43|1.27 |-0.46
-0.3210.16 | 0.71 | 0.35
-0.10|-0.07| 1.15 |-0.87
-1.08/-0.90| 0.14 |-0.94
-0.40|-1.08| 0.05 |-0.82
-0.76|-0.26| 0.31 |-0.09
-0.401-0.721-0.22|-1.17
-0.24|-0.87|-1.44|-0.10
0.32 -0.95]-0.99/-0.10
-0.581-0.41(-0.49| 0.09
0.431-0.51(-1.24|-0.34
0.9310.08 |-0.93| 1.07
1.12 |-0.22(-0.43| 0.70
-0.03]-0.081]-0.59]| 0.64
1.2410.27|-0.50| 0.47

e e e e e )
© 00 ~J O U = W o

[\l
o

Abbildung 7.5: Punktmenge B

Auch fiir B gilt: B = Bg. Aufserdem erhilt man 50 Randrdume F1, .., F59 von Byep.

Fiir den Schwerpunkt SP(B) von B gilt (gerundet auf vier Stellen nach dem Komma):
SP(B) = (0.1210, —0.2210,0.0735, 0.0265).

Wir bilden, wie im vorangegangenen Abschnitt erldutert, die Geraden ¢, .., g145 und
iiberpriifen, ob es zwei Geraden

gi :==pi + A (AeR), gj:=p;+ i (A€R)
gibt, sodass fiir die Ebene
Eij == SP(B) + Aty + pit; (A, pu€R)
und € := 0.01 gilt:
min [p1 —e| < e A m}iEn lp2 —e|] < e

e€E;; ecky;
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Als Ergebnis erhalten wir ein Paar (4, ) und damit eine mégliche Rotationsebene von

0.7611 ~0.1608
» 0.3917 0.7142

Bri=SPB)+A1 1319 | *#| 02399 | MHER)
0.4999 0.6376

Nun bilden wir die Matrix R’ € SO(4), so dass die Spalten 3 und 4 gleich den beiden
Richtungsvektoren von Eg sind und die ersten beiden Spalten somit eine Orthonormalbasis
der auf Er vollstdndig orthogonalen Ebene durch den Ursprung bilden.

AuRerdem definieren wir die Rotationsmatrix R(«) folgendermafen:

R(a):=R R (a)-(R)™L

TY,2W

Anschliefsend berechnen wir nach Definition 7.2 die Symmetriewerte von B beziiglich
R(«) (siehe Abbildung 7.6).

|dn(B,R)]
15.19
10.39
7.82
0.47
5.22
8.91
11.65
<] 9.00

N g o Uk w3

B

Abbildung 7.6: Symmetriewerte

Der Punktmenge B wird somit eine approximative 5-Symmetrie zugeordnet.



Kapitel 8

Erweiterte Strukturerkennung

In dieser Arbeit haben wir einen Algorithmus eingefiihrt, der approximative n-Symmetrien
in einer Punktmenge A C R? (d € NAd > 1) auf eine effiziente Weise erkennt. Die
Grundidee besteht darin, nicht die gesamte Punktmenge A, sondern nur eine moglichst
kleine und gleichzeitig aussagekriftige Teilmenge A C A zu untersuchen. Dazu wurde die
Menge der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge definiert.

Diese Vorgehensweise kann man nicht ausschlieflich zur Erkennung von Symmetrien
benutzen. Will man ganz allgemein diskrete Daten analysieren, so lassen sich diese Daten
in der Regel ohne weiteres als Punktmengen im R? darstellen, deren Gréke vom Umfang
der Daten abhingt. Durch die Bestimmung der Charakteristischen Fckpunkte A einer
Punktmenge A C R%, kann man sowohl den Speicherbedarf als auch die Komplexitét der
Strukturerkennungs-Algorithmen reduzieren.

In diesem Kapitel wollen wir anhand zweier Beispiele zeigen, wie die Menge der Cha-
rakteristischen Eckpunkte A einer Punktmenge A analysiert werden kann, um allgemein
charakteristische Struktureigenschaften (nicht nur approximative n-Symmetrien) von A zu
bestimmen.

8.1 Spezielle Vierecksstrukturen

Wir wollen als erstes Beispiel erldutern, wie man erkennen kann, ob die konvexe Hiille einer
Punktmenge A C R? eine (oder mehrere) der folgenden speziellen Vierecks-Strukturen
besitzt (siehe Abbildung 8.1):

1. S;: Allgemeines Trapez

2. So: Gleichschenkliges Trapez
3. S3: Drachenviereck

4. S,: Parallelogramm

5. S5: Raute

153
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:: D

Allgemeines Trapez Gleichschenkliges Trapez Drachenviereck

a4 7
T 5 |
Parallelogramm Raute

~10 -

12 | ! | ! ! |
0 5 10 15 20 25 30 35

Abbildung 8.1: Spezielle Vierecke

Wir untersuchen eine Punktmenge A C R?, die ein Objekt (z.B. durch die in Kapitel
2.1 beschriebene Methode) reprisentiert. Dazu werden die Charakteristischen Eckpunkte
A von A mit Hilfe des Eckpunkte-Algorithmus bestimmt. Um zu untersuchen, ob eine
der oben aufgelisteten Strukturen vorliegt, muss man testen, ob die Charakteristischen
Eckpunkte die folgenden speziellen Eigenschaften der aufgelisteten Strukturen besitzen.

1. Ey: Zwei Seiten sind parallel.

2. Es: Zwei mal zwei Seiten sind parallel. (= Ej)

3. Es: Zwei gegeniiberliegende Seiten sind gleich lang.

4. Ej: Zwei mal zwei gegentiberliegende Seiten sind gleich lang. (= FEi, Ea, E3)
5. E5: Zwei mal zwei benachbarte Seiten sind gleich lang.

6. Eg: Alle vier Seiten sind gleich lang. (= F1, Es, E3, Ey4, E5)

Natiirlich ist es nur sinnvoll, nach den Strukturen Si,.., S5 zu suchen, wenn |A| = 4
gilt. Da in realen Anwendungen fiir Vierecke durch Ungenauigkeiten in der Darstellung (in
Abhingigkeit von dcon) |A| # 4 gelten kann, ist es sinnvoll, das geeignete dcon-Intervall
in dem Algorithmus Parameter so zu wihlen, dass |A| = 4 gilt.
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Durch Uberpriifen der sechs Eigenschaften F, .., Fg kann dann entschieden werden, ob

eine (oder mehrere) der Strukturen Si, .., S5 vorliegt. Die notwendigen Eigenschaften der

verschiedenen Strukturen sind in der Tabelle in Abbildung 8.2 aufgelistet:

|Struktur || E1 | Ey | E3| Ey| Es | Ee|

S X

S5 X

S3

Sy X | X
S X | X

X

X
X

X
X

X

X

X

Abbildung 8.2: Struktureigenschaften

Jedes gleichschenklige Trapez ist auch ein allgemeines Trapez. Aufserdem ist jedes Par-

allelogramm ein gleichschenkliges Trapez und jede Raute ist sowohl ein Parallelogramm als
auch ein Drachenviereck. Daher sind wir bei solchen Vierecken lediglich an der speziellsten
Struktur interessiert.

Wie bei der Erkennung von Symmetrien, muss man in realen Anwendungen davon aus-

gehen, dass die Daten und damit auch die darstellenden Punktmengen mit Fehlern behaftet
sind. Daher sind wir daran interessiert, zu erkennen, ob A die Bedingungen FE1, .., Fg zu-
mindest approximativ erfiillt. Der folgende Algorithmus bestimmt die Charakteristischen
Eckpunkte einer Punktmenge A und untersucht, ob diese die Eigenschaften Fy bis Fg unter
einer gewissen Fehlertoleranz e € R™ besitzen. Damit wird darauf geschlossen, ob man A
eine der Strukturen 51, .., S5 zuordnen kann.

Algorithmus: Vierecksstruktur

Eingabe: A C R? dcon € RY, e € RT.

Ausgabe: S (Struktur von A), E (Eigenschaften).

1.

2.

3.

4.

{wy,..,wn,} := Eckpunkte(A, dcon).

A=

S:=1(0,0,0,0,0) € R5.
E :=(0,0,0,0,0,0) € RS,
L

= (Jwr — wal, Jwe — ws], |wz — wal, |[ws — w1]) € R*.

|L1—Ls] .
max(L1,L3) < e

Eg::1

WENN

|Lo—La| —1.
max(Lz,L1) <e N E3=1:

E1 = E2 |: E4 ‘: 1.
Lo—Ly .
E3:=1, gehe zu 7.
|L2—Ly] -1
Gehe zu 7.

WENN
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SONST:
Gehe zu 6.
|L1—Lo
5. WENN m S €.
E5 = 1, E6 = 1, S5 =1
AUSGABE: S, E.
SONST:
Sy:=1, AUSGABE: S, E.
|L1—Lo| |Ls—La| |L1—La| |La—Ls| .
6. WENN (oiTiza) S €N man(Toln) =V (Gax(TuLy) = € max(LoiLs) < €
Es:=1, 53:=
AUSGABE: S, E.
7. M' = [(wy —w2)T, (wy —w3)T] € R?*2,
M2 = [(w1 — ’U}4)T, (w2 — w3)T] € R2X2.
o det(M?1)
PL= nax(IMT, - ML IME, - ME D
._ det(M?)
P2 ([N MBI IME, MED
8. WENN |p1| <e V |p2]| <e:
Ei=1.
WENN Es = 0:
Si:=1, AUSGABE: S, E.
SONST:

Sy :=1, AUSGABE: S, E.
SONST:
AUSGABE: S, E.

Um den Algorithmus an einem Beispiel zu testen, untersuchen wir Objekte in einem
Bild, deren Umrandungen mit dem in Kapitel 2.1 vorgestellten Algorithmus durch Punkt-
mengen reprisentiert werden (siehe Abbildung 8.3).

Diese Punktmengen werden mit Hilfe des Algorithmus Vierecksstruktur (dcon = 2,
e = 0.1) analysiert. Das Ergebnis ist in Abbildung 8.4 dargestellt.

8.2 Audio-Daten

In unserer zweiten Anwendung wollen wir einen FEindruck vermitteln, wie man die Grundi-
dee unseres Algorithmus zur Analyse von verschiedenartigen Daten verwenden kann. Dazu
wollen wir Daten untersuchen, die aus der Audiosignalverarbeitung stammen.

Die sogenannten Head Related Impulse Response- (HRIR-)Daten, stammen dabei aus
der offentlich bereitgestellten CIPIC-Datenbank [2]. Die Datenbank wurde erstellt, indem
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¢ °
oo O7
. .
] . ° )
. .
Oe (¢)

(a) Originalbild (b) A1 C Ay,.., A7 C Az

Abbildung 8.3: Verschiedene Vierecke

Objeki ][ 5]
Oy -
Oy || S5 Drachenviereck
O3 || S2|Gleichschenkliges Trapez
O4 ||Sy Parallelogramm
Os S5 Raute
Og || S Parallelogramm
O+ S5 Raute

Abbildung 8.4: Strukturen

fiir 45 verschiedene Personen, jeweils fiir das linke und das rechte Ohr, das Impulsansprech-
verhalten fiir ein bestimmtes Gerdusch aus 1250 verschiedenen Richtungen gemessen wurde.
Jede Richtung ist dabei durch einen der insgesamt 25 Azimuths (waagrechte Winkel) und
einen der insgesamt 50 Elevations (senkrechte Winkel) charakterisiert. Die zeitliche Dauer
einer HRIR betriagt 200 Abtastzeitintervalle, was ungefihr 4,5 ms entspricht. Aukerdem
enthilt die Datenbank verschiedene anthropometrische Messungen des Oberkorpers, des
Kopfes und der Ohren jeder der 45 Personen.

Die HRIR-Daten verschiedener Personen fiir eine bestimmte Richtung sind aufgrund
der unterschiedlichen Anthropometrie nicht identisch. Allerdings besitzen die HRIR-Daten
einige gemeinsame Merkmale unabhéngig von der Anthropometrie. So sind die Werte der
HRIR-Daten des Ohres, das ndher an der Gerduschquelle liegt, in der Regel grofer als die
Werte der HRIR-Daten des anderen Ohres. Aufterdem erreicht das Gerdusch dieses Ohr
frither als das andere.

Solche allgemeingiiltigen Eigenschaften kann man benutzen, um die Richtung, aus der
ein Gerdusch kommt, zu bestimmen. Daher ist es ein interessantes Problem, signifikante
Merkmale herauszufiltern, die die HRIR-Daten aller Testpersonen gemeinsam haben [40].
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Im Folgenden wollen wir zeigen, wie man solche Merkmale gewinnen kann. Dabei wird
unter anderem der in dieser Arbeit entwickelte Algorithmus zur Bestimmung Charakteris-
tischer Eckpunkte verwendet.

Zunéachst bilden wir fiir zehn verschiedene Testpersonen, sowohl fiir das linke als auch
fiir das rechte Ohr, fiir alle vorhandenen Azimuths (o € [-7, §]) die folgenden Punktmen-
gen im R3:

L& = {(Bo, t20, HRIRF (v, Bo, t20)), -, (Ba1, tso, HRIRF (v, Ba1, ts0))},

RS = {(Bo, tan, HRIRE (ar, B9, t20)), ., (Ba1, tso, HRIRF (cx, B, ts0))}-

Dabei gilt:

Bi=-5+0G—1)55 (j =9,.,41) ist eine Auswahl von 33 der 50 vorhandenen Elevations,
t; =14-0.01 (i = 20,..,80) beschreibt eine Folge von Zeitpunkten,

HRIRE(a, B,t) (bzw. HRIRE(a, 3,t)) gibt das Impulsansprechverhalten des linken (bzw.
rechten) Ohres der Person i auf ein Gerdusch aus der durch die Winkel o und 3 charak-
terisierten Richtung zum Zeitpunkt ¢ an. In Abbildung 8.5 ist eine solche Punktmenge
dargestellt.

05

HRIR

-0.5—]

Abbildung 8.5: Punktmenge L

Fiir jede der Punktmengen L bzw. R wird nun mit dem in Kapitel 6 eingefiihrten
Algorithmus Eckpunkte 3D (dcon = 0.1 aus Algorithmus Parameter) die Menge der Cha-
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rakteristischen Eckpunkte f)f‘ bzw. f%? bestimmt. In Abbildung 8.6 sieht man die konvexe
Hiille der Menge der Charakteristischen Eckpunkte, also (L) kon.

HRIR

Abbildung 8.6: (L&) kon

Als Nichstes definieren wir zwei Funktionen V(a) und V¥(a), die allen vorhande-
nen Werten von « das durchschnittliche Volumen der konvexen Hiillen der Punktmengen
f)f‘, ..,E?O bzw. Rf‘, ..,R‘l"o zuordnen. Anschliefend bestimmen wir noch zwei Polynome
fiinften Grades p’(a) und pf*(a), die die diskreten Funktionen V' (a) und V() (im
Sinne der minimalen Fehlerquadrate) in dem Intervall o € [—7, 7] interpolieren (siche

Abbildung 8.7).

Es zeigt sich, dass die Polynome p”(a) und pf(«) reprisentativ fiir alle 45 Testperso-
nen aus der CIPIC Datenbank sind. Das ist insofern bemerkenswert, als diese Polynome
ja nur auf Basis der kleinen Mengen der Charakteristischen Eckpunkte der Punktmengen,
die die HRIR-Daten von 10 der 45 Testpersonen reprisentieren, gebildet wurden. Damit
zeigt sich einerseits, dass die Polynome von der jeweiligen Anthropometrie unabhéngige
Eigenschaften der HRIR-Daten widerspiegeln, und andererseits, dass man mit dem Algo-
rithmus Eckpunkte 3D kleine, aber fiir dieses Problem aussagekriftige Teilmengen fiir die
Punktmengen L{' bzw. R{' bestimmen kann. Fiir die abgebildeten Punktmengen gilt zum
Beispiel:

|L¢| = 2013, |L$| =11.
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Die Repriasentativitit der Polynome wollen wir an einem Beispiel illustrieren:
Hat man die HRIR-Daten einer Person ¢ fiir die oben benutzten Elevations 3; und Zeit-
punkte ¢; fiir beide Ohren und einen unbekannten Azimuth o gegeben, so kann man die
Punktmengen Lf‘* und R®" bilden und damit das Volumen der konvexen Hiille der Menge
der Charakteristischen Eckpunkte dieser Punktmengen berechnen.

Mit diesen Werten kann man dann aus dem Diagramm aus Abbildung 8.7 den Winkel o*
bestimmen, indem man nach dem «* sucht, fiir das die Volumen-Werte die Funktionswerte
der Polynome p*(a*) und pf(a*) auf eine bestimmte Art optimal annihern.

In Abbildung 8.8 zeigen die diskreten Punkte die auf diese Weise erzielten Ergeb-
nisse fiir die jeweiligen echten Azimuths einer Testperson. Die vertikalen Abstéinde zur
Ursprungsgerade beschreiben den Fehler bei der Azimuth-Bestimmung, der in diesem Fall
innerhalb von 8 Grad liegt. Fiir den Korrelationskoeffizienten p zwischen dem echten und
dem berechneten Azimuth gilt hier p > 0.99. Allgemein gilt fiir alle Testpersonen aus der
CIPIC-Datenbank:

p > 0.96.

Die Korrelation zwischen diesen Werten ist also sehr hoch, was die hohe Aussagekraft der
Polynome p*(a) und pf*(a) fiir alle Testpersonen zeigt.



KAPITEL 8. ERWEITERTE STRUKTURERKENNUNG

V(alpha)

05— P

Abbildung 8.7: Stiickweise lineare Interpolationen von V¥, VE, Polynome p”, p®

alpha*

0
alpha

o
Original alpha

Abbildung 8.8: Berechnung der Azimuths
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