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Zusammenfassung

Ausgehend von der Problemstellung, groÿe Datenmengen e�zient auf bestimmte Struktur-
eigenschaften zu untersuchen, wird in dieser Arbeit ein Algorithmus entwickelt, mit dem
man für eine Punktmenge A in einem beliebigen Euklidischen Raum eine kleine und den-
noch für gewisse Struktureigenschaften von A aussagekräftige Teilmenge bestimmen kann.
Diese sogenannte Menge der Charakteristischen Eckpunkte vonA wird als Lösung eines ma-
thematischen Optimierungsproblems aus der Menge der Extremalpunkte von A ermittelt.
Um zu zeigen, wie sich der Aufwand der Strukturerkennung durch diese Vorgehensweise
reduzieren lässt, wird ein Algorithmus zur Bestimmung approximativer n-Symmetrien von
Punktmengen in Euklidischen Räumen beliebiger Dimension entwickelt. Dieser Algorith-
mus ermöglicht durch die Zuordnung von Symmetriewerten insbesondere die Erkennung
approximativer unvollständiger und approximativer verzerrter Symmetrien.
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Kapitel 1

Einleitung

�Symmetrie, ob man ihre Bedeutung weit oder eng fasst, ist eine Idee, vermö-
ge derer der Mensch durch die Jahrtausende seiner Geschichte versucht hat,
Ordnung, Schönheit und Vollkommenheit zu begreifen und zu scha�en.� [48]

Wie erkennt ein Mensch ihm bekannte Objekte? Was sind die charakteristischen Merk-
male, anhand derer der Mensch ein Straÿenschild, eine bestimmte Person oder ein be-
kanntes Geräusch identi�ziert? Das sind Fragen, an denen sich die Entwicklung optimaler
Strukturerkennungsalgorithmen in dieser Arbeit orientiert. Der Mensch mit seinen heraus-
ragenden kognitiven Fähigkeiten gilt hierbei in vielen Fällen als Vorbild für Computeral-
gorithmen. Denn er ist in der Lage, aus Erfahrungen zu lernen und zukünftige Entschei-
dungen in Abhängigkeit von den gemachten Erfahrungen zu tre�en. Auf diese Weise wird
das Verhältnis zwischen dem Aufwand der Wahrnehmung und der Genauigkeit bzw. der
Korrektheit der daraus resultierenden Schlüsse optimiert.

Die Frage, wie man kognitive Fähigkeiten für technische Systeme nutzen kann, ist ele-
mentar für die Weiterentwicklung von Systemen, welche den Menschen in gewissen Anwen-
dungen unterstützen oder auch ersetzen können. Das Exzellenzcluster CoTeSys (�Cognition
for technical Systems�), in dessen Rahmen diese Arbeit gefördert wurde, befasst sich mit
dieser Fragestellung.

1.1 CoTeSys

Im Exzellenzcluster CoTeSys, das von der Technischen Universität München koordiniert
wird, arbeiten Wissenschaftler aus verschiedenen Fachrichtungen eng zusammen. Dabei
werden Algorithmen, die technischen Systemen, wie zum Beispiel Fahrzeugen, Robotern
oder Fabriken, die Fähigkeit zum kognitiven Handeln ermöglichen, sowohl entwickelt als
auch umgesetzt.

Unter kognitivem Handeln versteht man re�exives und gewohnheitsmäÿiges Verhalten
unter Berücksichtigung langfristiger Ziele. Kognitive technische Systeme sind in der La-
ge Dinge wahr zu nehmen, wichtige Informationen aus dem Wahrgenommenen zu �ltern
und zu speichern, aus früheren Erkenntnissen zu lernen und dadurch e�ektive verbesser-
te Handlungen zu planen, sowie diese durchzuführen. Dadurch können zum Beispiel die
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Zuverlässigkeit, Flexibilität und Adaptivität der Systeme und somit deren Leistungsfähig-
keit verbessert werden. So wird es e�zienter und sicherer, mit ihnen zu interagieren und
zusammenzuarbeiten.

In einer komplexen Umgebung ist der Mensch einer Vielzahl an visuellen und akusti-
schen Ein�üssen ausgesetzt. Der Mensch ist aufgrund seiner Erfahrungen und seiner Lern-
fähigkeit in der Lage, seine Aufmerksamkeit so zu steuern, dass er die für ihn wichtigen
Ein�üsse heraus�ltert. Um technische Systeme mit kognitiven Fähigkeiten auszustatten,
ist es daher von groÿer Bedeutung, dass man diesen Systemen ermöglicht, auf Algorithmen
zuzugreifen, mit deren Hilfe sie mit möglichst geringem Aufwand Input-Daten auf be-
stimmte Struktureigenschaften untersuchen können. In dieser Arbeit wird die Idee für eine
Klasse neuer Algorithmen entwickelt, die benutzt werden können um groÿe Mengen von
Daten, wie zum Beispiel Video- oder Audio-Daten, e�zient zu speichern und hinsichtlich
charakteristischer Merkmale zu analysieren.

Wichtige charakteristische Merkmale sind zum Beispiel die Symmetrieeigenschaften
der Daten. Daher orientieren wir uns in dieser Arbeit hinsichtlich der zu entwickelnden
Algorithmen an Fragen der Symmetrieerkennung.

1.2 Symmetrieerkennung

Symmetrie ist in der Natur sowie im alltäglichen Leben ein in vielfältiger Weise vorhan-
denes und weitverbreitetes Merkmal. Darüber hinaus enthalten viele industriegefertigte
Güter Symmetrien, die einerseits die Funktionalität und das Design verbessern und ande-
rerseits die Herstellung vereinfachen. Die Erkennung solcher Symmetrien ist aus diversen
Gründen interessant. Für viele Objekte ist zum Beispiel die Symmetrie ein charakteristi-
sches Merkmal. Solche Objekte können unter anderem durch das Erkennen ihrer Symmetrie
identi�ziert werden. Symmetrieeigenschaften von Objekten können auÿerdem benutzt wer-
den, um diese Objekte ideal darzustellen (z.B. als Flächenbegrenzungsmodelle im Rahmen
eines Reverse Engineering-Prozesses [21], [39]). Die Gröÿe der zu speichernden Daten kann
darüber hinaus durch nachgewiesene Symmetrien in diesen Daten reduziert werden. Neben
der Verringerung des Speicherbedarfs führt das auch dazu, dass der Aufwand für weitere
Analysen dieser Daten verringert werden kann.

Daher wurden bereits verschiedene Algorithmen zur Erkennung von Symmetrien ent-
worfen. Die Vorgehensweisen der Algorithmen unterscheiden sich dabei stark, was ins-
besondere daran liegt, dass sie für verschiedene Anwendungsszenarien geeignet sind. Die
unterschiedlichen Algorithmen lassen sich anhand verschiedener Kriterien klassi�zieren.

Ein Objekt wird als symmetrisch bezeichnet, wenn es unter bestimmten Transfor-
mationen invariant ist. Diese Transformationen lassen sich in Spiegelungen, Drehungen
und Kombinationen aus beiden (Drehspiegelungen) einteilen. Entsprechend unterschei-
det man die Symmetrieerkennungsalgorithmen, je nachdem ob sie Spiegelsymmetrien oder
Rotationssymmetrien (Drehsymmetrien) erkennen. Während ein d-dimensionales Objekt
(d ∈ N \ {1}) spiegelsymmetrisch ist, wenn es durch eine Spiegelung an einer (d − 1)-
dimensionalen Hyperebene auf sich selbst abgebildet wird, besitzt ein d-dimensionales Ob-
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jekt eine n-Rotationssymmetrie (oder n-Symmetrie) (n ∈ N \ {1}), wenn es durch eine
(bzw. mehrere für d > 3) Drehung(en) um den Winkel 2π

n um einen (d− 2)-dimensionalen
Raum (bzw. mehrere (d− 2)-dimensionale Räume) auf sich selbst abgebildet wird.

Die meisten Symmetrieerkennungsalgorithmen in der Literatur befassen sich mit der
Suche nach Spiegelsymmetrien (z.B. [26], [37], [49]). Hingegen existieren vergleichsweise
wenige Verfahren, die zur Erkennung von Rotationssymmetrien geeignet sind. Für viele
Objekte ist allerdings eine n-Symmetrie ein besonders aussagekräftiges Strukturmerkmal,
weil aus bestimmten n-Symmetrien verschiedene Spiegelsymmetrien der Objekte folgen.
Wir wollen in dieser Arbeit daher einen Algorithmus entwickeln, mit dem man speziell
Rotationssymmetrien erkennen kann.

Objekte, die auf mögliche Symmetrien untersucht werden, können auf verschiedene
Arten dargestellt werden. Unser Ziel ist es, einen Symmetrieerkennungsalgorithmus einzu-
führen, der möglichst allgemein anwendbar ist. Daher wird der hier entworfene Algorithmus
auf Punktmengen operieren. Während es insbesondere im Bereich der Computer Vision Al-
gorithmen gibt, die Symmetrien ausschlieÿlich in Digitalbildern erkennen (z.B. [19], [35]),
lässt sich ein auf Punktmengen operierender Algorithmus für etliche Anwendungsszenari-
en gebrauchen. Alle Objekte, die wir auf Symmetrien untersuchen wollen, lassen sich als
Punktmengen in unterschiedlich dimensionalen euklidischen Räumen darstellen.

Je nachdem ob man in einer Punktmenge nach lokalen (z.B. [33]) oder globalen (z.B.
[27]) Symmetrien sucht, ob man mögliche perspektivische Verzerrungen (z.B. [31]) oder
unvollständige Punktmengen (z.B. [32]) berücksichtigt, eignen sich verschiedene Vorge-
hensweisen. Um zu testen ob ein Objekt n-symmetrisch ist, werden wir uns der Frage
widmen, wie man die das Objekt darstellende Punktmenge e�ektiv auf globale Symme-
trien untersuchen kann. Dabei werden wir gesondert darauf eingehen, wie man mögliche
n-Symmetrien auch dann erkennt, wenn die Darstellung unvollständig oder perspektivisch
verzerrt ist.

Eine entscheidende Frage ist, ob man nach exakten oder nach approximativen Symme-
trien sucht. Algorithmen zur Suche nach exakten Symmetrien in Objekten oder Punktmen-
gen wurden in vielen verschiedenen Ausarbeitungen vorgestellt und analysiert. Es existiert
ein optimaler Algorithmus zur exakten Symmetrieerkennung in Punktmengen im R2 oder
im R3 mit einer Komplexität (d.h. einem Rechenaufwand in Abhängigkeit von der Input-
gröÿe) von O(m logm) ([49]). Dabei bezeichnet m die Anzahl der Punkte. Algorithmen,
die zwei Punktmengen im Rd (d ∈ N∧d > 3) auf Kongruenz überprüfen (z.B. [3], Komple-
xität: O(md−2 logm)) können verwendet werden um zu überprüfen, ob eine Punktmenge
A ⊂ Rd exakt n-symmetrisch ist.

Die Suche nach approximativen Symmetrien ist weitaus komplexer und di�erenzierter.
Es gibt verschiedene Ansätze zur De�nition einer approximativen Symmetrie. Man kann
eine Äquivalenzrelation de�nieren, die zwei Abstände als äquivalent de�niert, wenn sie
sich höchstens um einen Fehler ε ∈ R+ unterscheiden ([32], [33]). Eine andere Möglichkeit
besteht darin, Symmetrie nicht als eine Boolesche Eigenschaft, also als entweder existent
oder als nicht existent, anzusehen, sondern als eine Art stufenlose Eigenschaft zu interpre-
tieren. Dazu wird einer Punktmenge oder einem Objekt ein bestimmter Symmetriewert
zugeordnet ([54]).
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Naturgegebene Symmetrien werden im Regelfall nicht ganz exakt sein. In den meis-
ten realen Anwendungen werden aber selbst exakte Symmetrien kaum als solche erkannt
werden können. Fehler in der Darstellung durch Modelle (wie z.B. durch Punktmengen)
können aus verschiedenen Gründen dazu führen, dass keine exakte, sondern lediglich eine
approximative Symmetrie zu erkennen ist. Die Abweichungen beruhen dabei unter ande-
rem auf Ungenauigkeiten durch die diskrete Darstellung oder Schattene�ekten. Wir werden
uns in dieser Arbeit daher der Suche nach approximativen Symmetrien widmen und dafür
unter anderem eine geeignete De�nition für einen Symmetriewert einführen.

Die unterschiedlichen Ansätze zur Symmetriesuche sind verschieden aufwendig. Wäh-
rend, wie oben bereits erwähnt, eine exakte Symmetrie einer Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈
{2, 3}) mit |A| = m in O(m logm) ermittelt werden kann, hängt der Aufwand zur Be-
stimmung von approximativen Symmetrien unter anderem von der Frage ab, wie man eine
approximative Symmetrie genau de�niert. So wurde gezeigt, dass das Finden von approxi-
mativen Symmetrien in der Ebene ein NP-schweres Problem ist, wenn eine approximative
Symmetrie so de�niert ist, dass es eine exakte Symmetrie geben muss, die der approxima-
tiven Symmetrie, bis zu einem bestimmten Maÿ, ähnlich ist ([28]). Ordnet man hingegen
einer Punktmenge eine approximative n-Symmetrie zu, wenn sie durch eine Drehung um
den Winkel 2π

n ungefähr, also innerhalb einer gewissen Toleranz, auf sich selbst abgebil-
det wird, so gibt es Algorithmen, die approximative Symmetrien mit einer Komplexität
von einer hohen polynomiellen Ordnung (O(m6)) �nden ([3]). Folgerichtig muss man sich
die Frage stellen, ob es möglich ist, eine möglichst kleine Teilmenge der zu untersuchen-
den Punktmenge zu �nden, deren Symmetrieeigenschaften charakteristisch für die globalen
Symmetrieeigenschaften der gesamten Punktmenge sind. So eine Teilmenge erhält man zum
Beispiel durch das Abtasten an bestimmten Stellen ([54]). Eine andere Möglichkeit besteht
darin, Punkte, die einen geringen Abstand zueinander haben, zu Clustern zusammenzufas-
sen ([39]). Mit der Clusterbildung lässt sich zwar die Komplexität der Symmetrieerkennung
reduzieren (O(m3.5(logm)4) [39]), allerdings lassen sich solche Cluster in diversen Anwen-
dungen nicht ohne Probleme bilden und die Abtast-Methode kann unter Umständen zu
sehr ungenauen Ergebnissen führen.

Wir werden in dieser Arbeit eine Teilmenge Ã ⊆ A de�nieren, die die Ecken einer zu
untersuchenden Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N \ {1}) repräsentieren soll. Dabei ist Ã ei-
ne Teilmenge der Ecken der konvexen Hülle von A. Die konvexe Hülle einer Punktmenge
lässt sich mit vergleichsweise geringem Aufwand bestimmen. Für Punktmengen im R2 und
R3 mit m Punkten beträgt der durchschnittliche Aufwand O(m logm) ([5]). Alle weiteren
Schritte des Symmetrieerkennungsalgorithmus operieren lediglich auf der Menge der Ecken
der konvexen Hülle, die in der Regel nicht entscheidend gröÿer wird, wenn man die An-
zahl der Punkte in der gesamten Punktmenge erhöht ([41]). Mit vergleichsweise geringem
Aufwand werden wir mit unserem Algorithmus entscheiden, ob die konvexe Hülle einer
Punktmenge eine approximative n-Symmetrie besitzt. Das ist insbesondere unter Betrach-
tung der folgenden Aspekte ein hilfreiches Ergebnis:
Einerseits gilt, wie wir in dieser Arbeit beweisen werden, für jede Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈
N\{1}) die n-symmetrisch ist, dass ihre konvexe Hülle auch n-symmetrisch sein muss. Da-
her kann man mögliche n-Symmetrien einer Punktmenge ausschlieÿen, wenn ihre konvexe
Hülle nicht n-symmetrisch ist.
Andererseits gibt es etliche Anwendungen, in denen bereits die Symmetrieeigenschaften der
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konvexen Hülle als charakteristisches Merkmal von Interesse sind. Als Beispiel sei hier die
Erkennung der 8-Symmetrie einer Punktmenge erwähnt, die die rote Fläche eines Stopp-
Schildes repräsentiert (siehe Abbildung 1.1). Während die konvexe Hülle der Punktmenge
8-symmetrisch ist und diese Symmetrie mit Hilfe des entwickelten Algorithmus nachgewie-
sen werden kann, ist die gesamte Punktmenge auf Grund des unsymmetrischen Schriftzuges
in der Mitte des Schildes nicht symmetrisch. Die äuÿere Form und damit auch die Sym-
metrieeigenschaften sind allerdings wichtige Merkmale von Straÿenschildern und insofern
ist auch ihre Erkennung von groÿer Bedeutung.

Abbildung 1.1: Stopp-Schild

1.3 Ziel der Arbeit

Wir werden in dieser Arbeit einen Algorithmus zur Erkennung von Rotationssymmetrien
entwickeln, der die folgenden Eigenschaften besitzt:

• Der Algorithmus ist allgemein anwendbar. Da sich Objekte und Datensätze aus un-
terschiedlichen Anwendungen als Punktmengen in verschieden dimensionalen eukli-
dischen Räumen darstellen lassen, operiert unser Algorithmus allgemein auf Punkt-
mengen im Rd (d ∈ N \ {1}).
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• Der Algorithmus �ndet Symmetrien in Punktmengen, die möglicherweise aus rea-
len Anwendungen stammen. Da man bei solchen Punktmengen mit einer gewissen
Ungenauigkeit rechnen muss, beschränkt sich unser Algorithmus nicht auf die Er-
kennung exakter Symmetrien, sondern ermöglicht durch die Zuordnung geeigneter
Symmetriewerte auch die Bestimmung approximativer Symmetrien.

• Die Erkennung der n-Symmetrien ist resistent gegen gewisse Fehler in der Darstel-
lung. Es werden auch unvollständige und perspektivisch verzerrte Symmetrien be-
stimmt.

• Der Algorithmus erkennt mögliche Symmetrien in einer Punktmenge A ⊂ Rd auf eine
e�ziente Weise. Die wenig aufwendige Bestimmung einer charakteristischen Teilmen-
ge von A lässt eine Symmetrieerkennung mit einem vergleichbar geringen Aufwand
zu.

Damit leistet diese Arbeit vor allem hinsichtlich der folgenden Aspekte einen wesentli-
chen wissenschaftlichen Beitrag im Vergleich zu den bisherigen Verfahren aus der Literatur.

1. Die Erkennung approximativer n-Symmetrien ist in Punktmengen in beliebig di-
mensionalen euklidischen Räumen möglich. Während sich andere Algorithmen zur
Erkennung approximativer Symmetrien unseres Wissens nach auf Punktmengen im
Rd (d ∈ {2, 3}) beschränken (z.B. [27], [33], [45]), werden wir zeigen, dass sich alle
Schritte unseres Algorithmus auch zur Erkennung approximativer n-Symmetrien in
d-dimensionalen (d ∈ N ∧ d > 3) Punktmengen anwenden lassen.

2. Es wird ein Symmetriewert für Punktmengen in beliebig dimensionalen euklidischen
Räumen eingeführt, der sich von dem Symmetriewertbegri� aus der Literatur ([54])
darin unterscheidet, dass er ohne die Bestimmung einer exakt symmetrischen Punkt-
menge berechnet werden kann. Darüber hinaus werden auch Punktmengen, die Ob-
jekte durch Parallel- und Perspektivprojektion verzerrt darstellen, sinnvolle Symme-
triewerte zugeordnet.

3. Wir de�nieren für eine Punktmenge A ⊂ Rd die sogenannte Menge der Charakteris-
tischen Eckpunkte Ã ⊆ A. Auÿerdem geben wir für die verschiedenen Dimensionen
Algorithmen an, mit denen man Ã bestimmen kann und beweisen die Funktionalität
dieser Algorithmen. Darüber hinaus zeigen wir anhand von Beispielen und theoreti-
schen Überlegungen zur konvexen Hülle, dass Ã ⊆ A eine geeignete Teilmenge ist,
um A auf mögliche n-Symmetrien zu untersuchen. Damit können wir die Komplexi-
tät der approximativen n-Symmetrieerkennung, je nach dem Verhältnis von |A| und
der Anzahl der Ecken der konvexen Hülle von A, im Vergleich zu anderen Verfahren
deutlich reduzieren.

4. Die Menge der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge ist so de�niert, dass
sie auch zur e�zienten Erkennung anderer Strukturmerkmale als der Symmetrieei-
genschaften von Punktmengen verwendet werden kann, was wir anhand von Beispie-
len zeigen werden.
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1.4 Überblick

Weiterhin ist die Arbeit folgendermaÿen gegliedert.

Erkennung approximativer Symmetrien

In Kapitel 2 werden wir ein Verfahren einführen, mit dem man zum Beispiel ein Objekt
auf einem Digitalfoto als eine Punktmenge A ⊂ R2 darstellen kann. In Abbildung 1.2 ist so
eine Punktmenge abgebildet, die die gröÿte zusammenhängende rote Fläche in Abbildung
1.1 repräsentiert.

Abbildung 1.2: Darstellung Stopp-Schild

Auÿerdem werden wir de�nieren, wie für eine Punktmenge A ⊂ R2 in unserem Al-
gorithmus die Symmetriewerte bezüglich der verschiedenen n-Symmetrien (n ∈ N \ {1})
bestimmt werden. Dabei wird diese De�nition mit dem üblichen Symmetriewertbegri� aus
der Literatur ([54]) verglichen. Darüber hinaus legen wir fest, ob und wie wir der Punkt-
menge A eine approximative n-Symmetrie zuordnen. Diese De�nitionen lassen sich für
Punktmengen im R3 (siehe Kapitel 5) und Punktmengen im Rd (d ∈ N ∧ d > 3) (siehe
Kapitel 7) verallgemeinern.

Um die Symmetriewerte zu bestimmen, müssen wir den Abstand zwischen zwei Punkt-
mengen berechnen. Wir werden diesen Abstand in Kapitel 2.5 als Lösung eines linearen
Optimierungsproblems de�nieren und einen Algorithmus zur Bestimmung dieses Wertes
angeben.

Charakteristische Teilmengen

Unser Ziel ist es, die Symmetrieeigenschaften einer Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N \ {1})
möglichst e�zient zu bestimmen. Das heiÿt, die Komplexität des Algorithmus in Abhän-
gigkeit von m := |A| soll so gering wie möglich sein. Daraus ergibt sich folgende zentrale
Fragestellung:

Gibt es eine möglichst kleine Teilmenge von A, aus der man charakteristische Informa-
tionen über die Symmetrieeigenschaften von A bestimmen kann?
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In Kapitel 3 werden wir verschiedene Möglichkeiten beschreiben, wie man für A ⊂ R2

eine solche Teilmenge bestimmen kann.
Dazu werden wir zunächst die Teilmengen der Randpunkte AR ⊆ A und der Extremal-

punkte AK ⊆ A einführen und zeigen, dass diese Teilmengen nur bedingt geeignet sind,
um die Symmetrieeigenschaften von A zu überprüfen.

Daher werden wir eine Teilmenge Ã ⊆ AK ⊆ A de�nieren, die sich besser zur Be-
stimmung der Symmetrieeigenschaften von A eignet. Wir nennen sie die Menge der Cha-
rakteristischen Eckpunkte von A. Sie ist so de�niert, dass sie die Lösung eines gewissen
Optimierungsproblems ist. Es wird ein Satz bewiesen, der zeigt, dass die Lösung dieses
Optimierungsproblems die Teilmenge von A ist, die die echten Ecken des dargestellten
Objekts auf eine bestimmte Weise am Besten repräsentiert.

In Kapitel 3 werden wir auÿerdem einen Algorithmus formulieren und beweisen, dass
dieser Algorithmus das Optimierungsproblem löst und somit für alle A ⊂ R2 die Menge
der Charakteristischen Eckpunkte Ã ⊆ A bestimmt.

In Abbildung 1.3 sind die verschiedenen Teilmengen der Punktmenge A aus Abbildung
1.2 abgebildet.

(a) AR (b) AK (c) Ã

Abbildung 1.3: Verschiedene Teilmengen (vgl. Text)

Die Komplexität unseres Symmetrieerkennungs-Algorithmus wird in Abschnitt 3.6 ana-
lysiert.

Unvollständige Symmetrie

Die Darstellung eines Objekts durch eine Punktmenge kann aus verschiedenen Gründen
(z.B. Verdeckungen) unvollständig sein. In so einem Fall muss man nicht nur davon aus-
gehen, dass eventuell eine oder mehrere Ecken des Objekts nicht dargestellt wurden und
somit auch nicht durch einen Punkt in Ã repräsentiert werden, sondern auÿerdem, dass Ã
Punkte enthält, die keine Ecke des Objekts darstellen (Abbildung 1.4).

Wie man in so einem Fall die De�nition der Symmetriewerte modi�zieren kann, um auch
unvollständige Symmetrien anhand der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge
zu erkennen, wird in Kapitel 4 gezeigt. Auÿerdem stellen wir ein Optimierungsproblem zur
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(a) Originalbild (b) Darstellende Punktmenge A mit Ã

Abbildung 1.4: Teilweise verdecktes Stopp-Schild

Bestimmung des Rotationszentrums einer unvollständigen approximativen n-Symmetrie
auf und stellen einen Algorithmus vor, mit dem das Optimierungsproblem gelöst werden
kann.

Punktmengen im R3

In Kapitel 5 werden wir analysieren, was beachtet werden muss, wenn man eine Punkt-
menge A ⊂ R3 mit einer Variante unseres bisher nur für Punktmengen im R2 formulierten
Algorithmus auf approximative Symmetrien untersuchen will.

Während sich die konvexe Hülle von A ⊂ R3 analog zum 2-dimensionalen Fall bestim-
men lässt, de�nieren wir die Menge Ã ⊆ A der Charakteristischen Eckpunkte in einer leicht
verallgemeinerten Form, da sich der Lösungsalgorithmus für das Optimierungsproblem aus
dem 2-dimensionalen Fall nicht ohne weiteres auf höher dimensionale Fälle verallgemeinern
lässt.

Auch für A ⊂ R3 entwickeln wir einen Algorithmus, der eine Teilmenge von A bestimmt,
die nach De�nition eine Menge der Charakteristischen Eckpunkte von A ist. Auÿerdem wird
gezeigt, dass dieser Algorithmus für alle A ⊂ R3 eine solche Menge Ã ⊆ A �ndet.
Wir klären, welche Eigenschaften eine mögliche Symmetrieachse einer exakt n-symmetrischen
Punktmenge A ⊂ R3 haben muss und leiten daraus einen Algorithmus ab, der die mög-
lichen Symmetrieachsen bestimmt, bezüglich derer A approximativ n-symmetrisch sein
kann.
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Verzerrte Symmetrien

Nachdem wir in Kapitel 5 auch für Punktmengen im R3 Symmetriewerte de�niert haben,
untersuchen wir im sechsten Kapitel, ob eine Punktmenge B ⊂ R2 eine Projektion einer
approximativ n-symmetrischen Punktmenge A ⊂ R3 ist (Abbildung 1.5).

(a) Originalbild (b) Darstellende Punktmenge A mit Ã

Abbildung 1.5: Projektiv verzerrtes Stopp-Schild

Dabei unterscheiden wir zwischen paralleler Projektion und perspektivischer Projekti-
on.

Wir beweisen, dass, falls B eine orthogonale Parallelprojektion einer exakt n-sym-
metrischen Punktmenge A ist, sich die Punkte von B in Partitionen mit bestimmten Ei-
genschaften zerlegen lassen. Auÿerdem leiten wir her, wie man in so einem Fall die Koordi-
naten der Punkte von A bestimmen kann. Daraus resultierend ordnen wir der Punktmenge
B Symmetriewerte bezüglich verzerrter n-Symmetrien zu.

Wir führen in der Bildebene, in der die Punktmenge B liegt, Homogene Koordinaten
ein und nutzen dann ein Verfahren zur Bestimmung der perspektivischen Projektion, die
eine (approximativ) n-symmetrische Punktmenge A ⊂ R3 auf B abbildet, um auch einer
perspektivisch verzerrten Punktmenge B sinnvolle Symmetriewerte zuzuordnen.

Punktmengen im Rd (d ∈ N ∧ d > 3)

Im siebten Kapitel wird unser Algorithmus zur Erkennung approximativer n-Symmetrien
im R3 Schritt für Schritt auf den d-dimensionalen Fall erweitert.

Dazu wird gezeigt, dass die Bestimmung der konvexen Hülle und die De�nition der
Charakteristischen Eckpunkte analog zum 3-dimensionalen Fall auch für höhere Dimen-
sionen möglich ist. Auÿerdem zeigen wir, wie sich der Algorithmus zur Bestimmung der
Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge A ⊂ R3 auf den d-dimensionalen Fall
(d ∈ N ∧ d > 3) anwenden lässt.

Nachdem die De�nition der Symmetriewerte so verallgemeinert worden ist, dass sie für
Punktmengen aller Dimensionen gilt, weisen wir die Aussagekraft der Symmetriewerte der
Extremalpunkte AK ⊆ A ⊂ Rd für die Symmetrieeigenschaften von A nach.
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In Abschnitt 7.4 analysieren wir, welche Eigenschaften geeignete Rotationsmatrizen im
Rd haben müssen und wie wir die Rotationsmatrizen, bezüglich derer eine Punktmenge
A ⊂ Rd (d ∈ N ∧ d > 3) (approximativ) n-symmetrisch sein kann, bestimmen können.

Erweiterte Strukturerkennung

Anhand zweier Beispiele werden wir zum Schluss noch einen Eindruck vermitteln, inwieweit
die Bestimmung Charakteristischer Eckpunkte abseits der Symmetrieerkennung sinnvoll
benutzt werden kann.

Dabei zeigen wir einerseits, wie man spezielle Vierecksstrukturen von Punktmengen
durch Eigenschaften ihrer Charakteristischen Eckpunkte identi�zieren kann. Andererseits
untersuchen wir Punktmengen, die Audio-Daten zur Bestimmung der Richtung einer Ge-
räuschquelle repräsentieren, indem wir ihre Charakteristischen Eckpunkte ermitteln und
deren Eigenschaften analysieren.



Kapitel 2

Erkennung approximativer

Symmetrien

2.1 Darstellung durch Punktmengen

Eine Punktmenge, die mit unserem Algorithmus auf approximative Symmetrien untersucht
werden soll, kann sowohl als abstrakte Punktmenge als auch als Darstellung eines Objekts
oder eines Datensatzes gedeutet werden.

Die Struktur solcher Punktmengen hängt davon ab, auf welche Weise die Objekte dar-
gestellt werden bzw. von welcher Art die zu untersuchenden Daten sind. In den meisten
unserer Beispiele stellen die untersuchten Punktmengen Objekte dar, die auf einem Digi-
talfoto abgebildet wurden.

Es existieren etliche Verfahren, mit denen man solche darstellenden Punktmengen aus
einem oder mehreren Digitalfotos gewinnen kann (z.B. [17], [36]). Wir wollen uns in dieser
Arbeit nicht ausführlich mit dem Thema Darstellung beschäftigen und werden daher für
unsere Beispiele Punktmengen, die Objekte auf einem Digitalfoto repräsentieren, mit dem
folgenden heuristischen Verfahren bestimmen.

Ein farbiges Foto ist gleichbedeutend mit einem Px×Py×3 - Tensor T mit ganzzahligen
Einträgen zwischen 0 und 255, der die Rot- , Grün- und Blauwerte der Px · Py Pixel des
Fotos angibt. Handelt es sich um ein Schwarz-Weiÿ-Foto, erhält man einen Px × Py × 1 -
Tensor, dessen Einträge die Grauwerte der jeweiligen Pixel darstellen.

Die Punktmenge AF , die eine bestimmte Farbe F in dem Farbfoto repräsentiert, be-
steht dann aus den Koordinaten aller Pixel deren drei Farbwerte jeweils in bestimmten
Intervallen (IF )j := [(IF )j1, (IF )j2] (j ∈ {1, 2, 3}) liegen. Damit folgt:

AF := {(x, y) | (IF )j1 ≤ T (x, y, j) ≤ (IF )j2 ∀j ∈ {1, 2, 3}}.

Will man verschiedenfarbige Objekte in einem Foto untersuchen, bildet man für K ver-
schiedene Farben (F ∈ {1, ..,K}) Intervalle, sodass jedem Pixel höchstens eine Farbe
zugeordnet werden kann. Zwei Beispiele dafür, wie man solche Intervalle sinnvoll wählen
kann, sieht man in der Tabelle in Abbildung 2.1.

Da es möglich ist, dass in einem Bild verschiedene Objekte denselben Farbton haben, ist
es nötig, die erhaltene Punktmenge in verschiedene Teilpunktmengen zu zerlegen, die die

12
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BSP.1 BSP.2
F Farbe T (:, :, 1) T (:, :, 2) T (:, :, 3) T (:, :, 1) T (:, :, 2) T (:, :, 3)
1 weiÿ [128,255] [128,255] [128,255] [161,255] [161,255] [161,255]
2 gelb [128,255] [128,255] [0,127] [161,255] [161,255] [0,89]
3 lila [128,255] [0,127] [128,255] [161,255] [0,89] [161,255]
4 türkis [0,127] [128,255] [128,255] [0,89] [161,255] [161,255]
5 rot [128,255] [0,127] [0,127] [161,255] [0,89] [0,89]
6 grün [0,127] [128,255] [0,127] [0,89] [161,255] [0,89]
7 blau [0,127] [0,127] [128,255] [0,89] [0,89] [161,255]
8 schwarz [0,127] [0,127] [0,127] [0,89] [0,89] [0,89]

Abbildung 2.1: Beispiele für Farbintervalle

einzelnen Objekte repräsentieren. Dazu wird die eine bestimmte Farbe darstellende Punkt-
menge AF so in Komponenten Ai

F zerlegt, dass möglichst viele Komponenten entstehen,
allerdings benachbarte Pixel immer in einer Komponente sind.

Um sicherzustellen, dass ausschlieÿlich Objekte untersucht werden, die aufgrund einer
gewissen Mindestgröÿe durch Pixel sinnvoll dargestellt werden können, werden wir nur die
Komponent-Punktmengen Ai

F untersuchen, für die, für ein ψ ∈ N, gilt: |Ai
F | > ψ.

2.2 Symmetriewert

Wann eine Punktmenge A ⊂ R2 exakt n-symmetrisch ist, ist allgemeingültig de�niert:

De�nition 2.1. Eine Punktmenge A ⊂ R2 ist exakt n-(rotations)symmetrisch (n ∈ N, n >
1), wenn sie durch eine Drehung um den Winkel 2π

n um ihren Schwerpunkt auf sich selbst
abgebildet wird.

Wie man den Schwerpunkt einer Punktmenge bestimmt, wird in De�nition 2.9 festge-
legt.

Die Existenz von exakten Rotationssymmetrien lässt sich also leicht nachprüfen. Analy-
siert man allerdings Punktmengen, die Objekte aus der Realität repräsentieren, muss man
in der Regel aus verschiedenen Gründen mit Ungenauigkeiten rechnen. Wir wollen daher
einen Algorithmus entwerfen, der nicht nur exakte sondern auch approximative Symmetri-
en in Punktmengen erkennt. Im Gegensatz zur exakten Symmetrie gibt es für die Existenz
einer approximativen Symmetrie keine allgemeingültige De�nition.

Fasst man die approximative Symmetrie einer Punktmenge A als eine Boolesche Ei-
genschaft auf, so wird A genau dann eine approximative Symmetrie zugeordnet, wenn
Eigenschaften einer symmetrischen Punktmenge in A zumindest bis auf eine Fehlertole-
ranz ε ∈ R+ vorhanden sind. In [33] ist eine Punktmenge A ⊂ R2 zum Beispiel genau
dann approximativ symmetrisch, wenn es eine Permutation σ von A gibt, sodass für alle
Punktpaare {ai, aj} ⊂ A gilt:

||ai − aj | − |σ(ai)− σ(aj)|| ≤ ε.
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Anmerkung:

Für zwei Punkte p, q ∈ Rd (d ∈ N), bezeichnet |p− q| in dieser Arbeit immer den euklidi-
schen Abstand zwischen p = (p1, .., pd) und q = (q1, .., qd). Es gilt also:

|p− q| =

√√√√ d∑
i=1

(pi − qi)2.

Sieht man die Symmetrieeigenschaften einer Punktmenge als stufenlose Eigenschaften
an, führt das zu der Frage: Wie symmetrisch ist eine Punktmenge? Dies lässt sich be-
antworten, indem ein Symmetriewert für jede n-Symmetrie de�niert wird. Ob man einer
Punktmenge die entsprechende approximative Symmetrie zuordnet oder nicht, hängt dann
von diesem Symmetriewert ab.

In [54] wird ein Symmetriewert für Punktmengen eingeführt. Dort entspricht der Sym-
metriewert dn(A) einer Punktmenge A := {a1, .., am} ⊂ Rd, bezüglich einer n-Symmetrie,
dem minimalen Abstand zwischen A und einer exakt n-symmetrischen Punktmenge B :=
{b1, .., bm} ⊂ Rd. Es gilt dann:

dn(A) =
1
m

m∑
i=1

|bi − ai|.

Dieser Symmetriewertbegri� gilt grundsätzlich für beliebig dimensionale Punktmengen. Die
Schwierigkeit besteht darin, die n-symmetrischen Punktmenge B, die zu einer Punktmenge
A ⊂ Rd (d ∈ N \ {1}) den geringsten Abstand hat, zu bestimmen. In [54] wird gezeigt,
wie man B für eine Punktmenge A ⊂ R2 berechnet. Dabei wird |A| = q · n (q ∈ N)
vorausgesetzt. Diese Vorgehensweise lässt sich allerdings nicht ohne Weiteres auf höhere
Dimensionen verallgemeinern. Der Algorithmus zur Bestimmung von B setzt voraus, dass
für jeden Punkt ai ∈ A bekannt ist, auf welchen Punkt aj ∈ A er durch die Rotation um
den Winkel 2π

n approximativ abgebildet wird. Diese Zuordnung kann man nur im R2 auf
triviale Weise bestimmen. Um die n-symmetrische Punktmenge B berechnen zu können,
muss man auÿerdem die Rotation bestimmen, unter der B invariant ist. Im R2 ergibt sich
diese als die eindeutige Drehung im Uhrzeigersinn um den Schwerpunkt von A (siehe auch
De�nition 2.1). Für höher dimensionale Fälle lässt sich hingegen keine analytische Lösung
�nden ([54]).

In dieser Arbeit wollen wir daher einen Symmetriewert de�nieren, der keine Bestim-
mung einer exakt n-symmetrischen Punktmenge voraussetzt. Auÿerdem lässt sich dieser
Symmetriewert bezüglich einer n-Symmetrie auch dann einer Punktmenge A zuordnen,
wenn kein q ∈ N existiert, so dass |A| = q · n gilt. In späteren Kapiteln werden wir zeigen,
dass sich diese De�nition für beliebig dimensionale Punktmengen verallgemeinern lässt.
Dazu werden wir bereits in diesem Kapitel einige De�nitionen und Lemmas unabhängig
von der Dimension formulieren. Alle anderen De�nitionen und Lemmas werden wir in den
jeweiligen Kapiteln auf den 3-dimensionalen Fall (Kapitel 5) bzw. den d-dimensionalen Fall
(d ∈ N ∧ d > 3, Kapitel 7) erweitern.

Aus De�nition 2.1 geht hervor, dass eine Punktmenge A genau dann exakt rotations-
symmetrisch ist, falls es ein n ∈ N (n > 1) gibt, so dass die Punktmenge, die durch die
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Rotation um den Winkel 2π
n aus A hervorgeht, identisch zu A ist. Unser Symmetriewert

orientiert sich an dieser De�nition, indem er ein Maÿ für den Abstand zwischen A und der
Punktmenge, die durch die Rotation aus A hervorgegangen ist, darstellt:

De�nition 2.2. Der Symmetriewert dn(A) einer Punktmenge A ⊂ R2 bezüglich der n-
Symmetrie (n ∈ N) entspricht dem Abstand zwischen den Punktmengen A und Bn, wobei
Bn aus A durch eine Rotation um den Schwerpunkt von A um den Winkel 2π

n (im Uhrzei-
gersinn) hervorgeht.

2.3 Rotation

Wie im R2 ein Punkt im Uhrzeigersinn um einen anderen Punkt gedreht wird, beschreibt
die folgende De�nition.

De�nition 2.3. Die Koordinaten des Punktes p3 = (x3, y3) ∈ R2, den man erhält, wenn
man einen Punkt p1 = (x1, y1) ∈ R2 um einen Punkt p2 = (x2, y2) ∈ R2 um den Winkel α
im Uhrzeigersinn dreht (wir schreiben: p3 = rotp2

α (p1)), sind:

x3 := (x1 − x2) cosα+ (y1 − y2) sinα+ x2,

y3 := −(x1 − x2) sinα+ (y1 − y2) cosα+ y2.

Um die Punkte einer Punktmenge A in einer Matrix zusammenzufassen, de�nieren wir
die Matrixschreibweise einer Punktmenge wie folgt:

De�nition 2.4. Die Matrixschreibweise A ∈ Rm×d einer Punktmenge
A := {((a1)1, .., (a1)d), .., ((am)1, .., (am)d)} ⊂ Rd ist gleich:

A :=

 (a1)1 ... (a1)d

... ... ...
(am)1 ... (am)d

 .
Aus De�nition 2.3 folgt mit der Matrixschreibweise aus De�nition 2.4:

Die Punktmenge B, die durch eine Rotation um den Punkt S := (sx, sy) um den Winkel α
im Uhrzeigersinn aus A := {((a1)x, (a1)y), .., ((am)x, (am)y)} ⊂ R2 hervorgeht, erhält man
folgendermaÿen:

B = (

=A︷ ︸︸ ︷ (a1)x (a1)y

... ...
(am)x (am)y

−
 sx sy

... ...
sx sy

) ·

=R(α)︷ ︸︸ ︷[
cosα − sinα
sinα cosα

]
+

 sx sy

... ...
sx sy

 .
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Dabei gilt:
RT (α) ·R(α) = I,

det(R(α)) = 1.

Damit gehört R(α) zur speziellen orthogonalen Gruppe SO(2). Für beliebige Dimensionen
gilt die folgende De�nition.

De�nition 2.5. Die spezielle orthogonale Gruppe SO(d) mit der Matrixmultiplikation als
Verknüpfung umfasst alle Matrizen R ∈ Rd×d, für die gilt:

RT ·R = I ∧ det(R) = 1.

Die spezielle orthogonale Gruppe umfasst allgemein die Matrizen, die Drehungen im
Rd beschreiben. Dabei gilt:

Lemma 2.6. Für zwei Punktmengen A := {a1, .., am} ⊂ Rd, B := {b1, .., bm} ⊂ Rd gilt
die Längeninvarianz der Rotation für eine Matrix R ∈ SO(d):

B = A ·R ⇒ |ai − aj | = |bi − bj | ∀i, j ∈ {1, ..,m}.

Beweis:

RT ·R = I ⇒
d∑

k=1

(Rik ·Rjk) = δij .

Dabei bezeichnet δij das Kronecker-Delta, welches folgendermaÿen de�niert ist:

δij := 1 (i = j) ∧ δij := 0 (i 6= j).

Daraus ergibt sich:

|bi − bj | = |ai ·R− aj ·R| = |
=:c︷ ︸︸ ︷

(ai − aj) ·R| = |(c1R11 + ..+ cdRd1, .., c1R1d + ..+ cdRdd)| =

=

√√√√ d∑
i=1

(c2i · δii + 2
d∑

j=i+1

(cicj · δij)) = |ai − aj |.

�

Damit lassen sich weitere Lemmata für den 2-dimensionalen Fall folgern:

Lemma 2.7. Für zwei Punkte p1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2) ∈ R2 gilt genau dann: p1 =
rotp2

α (p1), wenn entweder α = 2kπ (k ∈ Z) oder p1 = p2 oder beides gilt.
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Beweis:

⇐
Aus p1 = p2 folgt:

rotp2
α (p1) = (0 · cosα+ 0 · sinα+ x2, −0 · sinα+ 0 · cosα+ y2) = p2 = p1.

Aus α = 2kπ (k ∈ Z) folgt:

rotp2
α (p1) = ((x1 − x2) · 1 + (y1 − y2) · 0 + x2, −(x1 − x2) · 0 + (y1 − y2) · 1 + y2) = p1.

⇒
Wir nehmen an, es gelte p1 = rotp2

α (p1) und p1 6= p2. Dann folgt:

p1 6= p2 ⇒ a := (x1 − x2) 6= 0 ∨ b := (y1 − y2) 6= 0 ⇒ det(
[
a b
b −a

]
) 6= 0.

p1 = rotp2
α (p1) ⇒

=:C︷ ︸︸ ︷[
a b
b −a

]
·

=:X︷ ︸︸ ︷[
cosα
sinα

]
=

=:d︷ ︸︸ ︷[
a
b

]
.

Dieses Gleichungssystem hat wegen det(C) 6= 0 und d 6= [0, 0]T eine eindeutige Lösung für
X und damit kann es für α nur maximal eine Lösung pro Periode ([0, 2π[) geben, die wir
oben bereits bestimmt haben.
Damit folgt unter den Annahmen: p1 = rotp2

α (p1) und p1 6= p2, dass α = 2kπ (k ∈ Z)
gelten muss und damit ist das Lemma 2.7 bewiesen.

�

Lemma 2.8. Gilt für drei Punkte p1, p2, p3 ∈ R2: p3 = rotp2
α (p1), dann folgt: |p1 − p2| =

|p3 − p2|.

Beweis:

Da die Abstände zwischen zwei Punkten unter einer Verschiebung um einen Vektor genau
wie unter einer Multiplikation mit einer Matrix aus SO(d) invariant sind, folgt der Beweis
aus Lemma 2.6.

�

2.4 Rotationszentrum

Aus De�nition 2.1 wissen wir, dass eine Punktmenge exakt n-symmetrisch ist, wenn sie
durch eine Drehung um ihren Schwerpunkt auf sich selbst abgebildet wird. Der Schwer-
punkt einer Punktmenge ist folgendermaÿen de�niert:
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De�nition 2.9. Für den Schwerpunkt SP (A) ∈ Rd einer Punktmenge A := {a1, .., am} ⊂
Rd gilt:

SP (A) =
1
m

m∑
i=1

ai.

Der Schwerpunkt einer Punktmenge lässt sich mit geringem Aufwand berechnen. Für
eine Punktmenge A ⊂ Rd mit |A| = m beträgt der Aufwand o�ensichtlich:

O(m).

Warum es zur Überprüfung einer Punktmenge A ⊂ R2 sinnvoll ist, für das Rotationszen-
trum SP (A) zu wählen, verdeutlicht das folgende Lemma:

Lemma 2.10. Eine Punktmenge A ⊂ R2 wird durch eine Rotation um den Winkel α
(0 < α < 2π) auf B ⊂ R2 abgebildet. Falls A = B gilt, muss das Zentrum M der Rotation
gleich SP (A) sein.

Beweis:

Da die Abstände zwischen den einzelnen Punkten und dem Schwerpunkt der Punktmenge
unter der Rotation invariant sind (siehe Lemma 2.8), gilt:

SP (B) = rotMα (SP (A)).

Aus A = B folgt SP (A) = SP (B). Da der Drehwinkel α kleiner als 2π und gröÿer als 0
ist, ist das nur möglich wenn M = SP (A) gilt (siehe Lemma 2.7).

�

Folgerichtig ist der Schwerpunkt SP (A) von A der einzige sinnvolle Kandidat für das
Rotationszentrum zur Berechnung der Symmetriewerte einer Punktmenge im R2.

2.5 Abstand

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, wie man den Abstand zwischen zwei Punktmengen
de�nieren kann. Je nachdem, welche Ansprüche man an die Komplexität und an die Anfäl-
ligkeit des Algorithmus zur Berechnung des Abstands gegenüber verschiedenen Ungenau-
igkeiten hat, eignen sich unterschiedliche Abstandsbegri�e.

Ein oft gebrauchtes Abstandsmaÿ ist die Hausdor�-Halbdistanz:

De�nition 2.11. Die Hausdor�-Halbdistanz zwischen den Punktmengen B ⊂ Rd und
A ⊂ Rd (d ∈ N) ist folgendermaÿen de�niert:

dH(B,A) = max
b∈B

min
a∈A

|b− a|
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Die Hausdor�-Halbdistanz zwischen zwei Punktmengen A und B ist also de�nitionsge-
mäÿ die Distanz zwischen einem bestimmten Punkt aus A und dem nächstgelegenen Punkt
aus B. Über alle anderen Punkte in A weiÿ man lediglich, dass sie näher an einem Punkt
aus B liegen. Ob sie nur etwas näher liegen oder sogar identisch zu Punkten aus B sind,
kann man aus der Hausdor�-Halbdistanz nicht ablesen.

Man muss beachten, dass bei diesem Maÿ für den Abstand im Allgemeinen dH(B,A)
nicht gleich dH(A,B) ist. Für die Hausdor�-Distanz dHD zwischen zwei Punktmengen,
welche folgendermaÿen de�niert ist:

dHD(B,A) := max(dH(B,A), dH(A,B)),

gilt hingegen o�ensichtlich:
dHD(B,A) = dHD(A,B).

Allerdings entspricht auch dHD(B,A) als Maximum der beiden Halbdistanzen dH(B,A)
und dH(A,B) lediglich der Distanz zwischen je einem Punkt aus A und B.

Eine alternative Möglichkeit, den Abstand zwischen zwei Punktmengen A und B zu
bestimmen, besteht darin, den Wert eines Minimal Perfect Matchings (MPM) zwischen
A und B zu berechnen. Die Methode funktioniert zwar nur, wenn A und B gleich viele
Punkte enthalten. Diese Bedingung ist allerdings in unseren Anwendungen aufgrund der
Tatsache, dass B aus A durch eine Rotation hervorgeht, immer erfüllt.

Um den Abstand zwischen A und B zu bestimmen, wird bei dieser Methode ein voll-
ständiger gewichteter Bigraph G(A,B) gebildet, wobei die eine Partition aus den Punkten
von A und die andere Partition aus den Punkten von B besteht. Das Gewicht einer Kante
entspricht dem euklidischen Abstand zwischen den beiden Endpunkten der Kante.

Sucht man ein MPM, dann ordnet man jedem Punkt in A einen Punkt inB zu und sucht
die Zuordnung, für die der aufsummierte Abstand zwischen den zugeordneten Punkten
minimal ist. Dieser minimale aufsummierte Abstand ist gleich dem Wert des MPM in
G(A,B). Es gilt dann:

De�nition 2.12. Die MPM-Distanz dM zwischen den Punktmengen A und B ist gleich
dem Wert des Minimal Perfect Matchings im Bigraphen G(A,B).

Das Problem, ein MPM im Bigraphen G(A,B) (A = {a1, .., am} ; B = {b1, .., bm}) zu
�nden, lässt sich auf die folgende Weise als lineares Optimierungsproblem formulieren:
Man de�niert eine m×m Matrix U mit Einträgen uij (i, j ∈ {1, ..,m}), für die gilt:

uij = |ai − bj |.

Dann �ndet man das MPM, indem man die Matrix X ∈ Rm×m bestimmt, die das folgende
lineare Programm löst:



KAPITEL 2. ERKENNUNG APPROXIMATIVER SYMMETRIEN 20

OP 1

min
X

m∑
i=1

m∑
j=1

(uij · xij)

unter den Nebenbedingungen:

m∑
j=1

xij = 1 ∀i ∈ {1, ..,m}

m∑
i=1

xij = 1 ∀j ∈ {1, ..,m}

xij ∈ {0, 1}.

Das Optimierungsproblem lässt sich mit der Ungarischen Methode lösen:

Algorithmus: Ungarische Methode

Eingabe: U ∈ Rm×m.
Ausgabe: X ∈ Rm×m (Lösung von OP1).

1. FÜR i = 1 : m:
ai := minj=1:m uij .
FÜR j = 1 : m:

uij := uij − ai.

2. FÜR {i, j} | uij = 0 ∧
∑

j∗ xij∗ = 0 ∧
∑

i∗ xi∗j = 0:
xij := 1, sij := 1.

3. FÜR j = 1 : m:
cj :=

∑
i xij .

WENN cj = 1:
yj := 1.

WENN minj yj = 1:
AUSGABE: X.

4. FÜR {i, j} | uij = 0 ∧ yj = 0:
hij := 1.

WENN ∃{i, l} | hil = 1 ∧ (6 ∃{i, j} | uij = 0 ∧ sij = 1):
Gehe zu 5.

SONST:
FÜR {i, j} | hil = 1 ∧ uij = 0 ∧ sij = 1:

yj := 0, zi := 1.
Gehe zu 6.

5. xil = 1.
FÜR p | spl = 1:

xpl = 0. usw. (alternierende Reihe)
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FÜR i = 1 : m:
zi := 0.
FÜR j = 1 : m:

yj := 0, hij := 0.
Gehe zu 3.

6. w := {minuij | zi = 0 ∧ yj = 0}
FÜR i = 1 : m:

FÜR j = 1 : m:
WENN zi = 1:

uij := uij + w.
WENN yj = 0:

uij := uij − w.
Gehe zu 4.

Lemma 2.13. Mit dem Algorithmus Ungarische Methode �ndet man immer eine mi-
nimale Lösung von OP1. Die Komplexität beträgt für einen Bigraphen mit 2m Punkten
O(m3).

Beweis:

Für einen Bigraphen mit 2m Punkten ergibt sich eine Matrix U mit m2 Einträgen. Der
Aufwand zum Markieren (Vektoren y, z) und Hervorheben (Matrix H) von U beträgt da-
her O(m2).
Jedesmal, wenn in Schritt 5 eine alternierende Reihe gefunden wird und alle Markierun-
gen und Hervorhebungen gelöscht werden, wird ein Eintrag mehr gekennzeichnet. Wenn m
Einträge gekennzeichnet sind, haben wir die optimale Lösung. Daher gibt es höchstens m
Markierungs- und Hervorhebungsschleifen und der gesamte Aufwand beträgt O(m3).
Dass die Ungarische Methode immer die richtige Lösung eines Zuordnungsproblems, wel-
ches OP1 entspricht, �ndet, wird in [30] gezeigt.

�

Der Rechenaufwand ist also O(m3). Gibt es hingegen eine Permutation σ der Indizes
von B, sodass gilt:

|ai − bσ(i)| < min
j∈{1,..,m}, j 6=σ(i)

|ai − bj | ∀i ∈ {1, ..,m},

dann erhält man bereits im ersten Schleifendurchgang die Lösung und der Aufwand liegt
somit in O(m2). So eine Permutation existiert o�ensichtlich, falls A exakt n-symmetrisch
ist und daher ist sie auch für leicht gestörte Symmetrien nicht unwahrscheinlich.

Dennoch hängt der Aufwand des Algorithmus von der Anzahl der Punkte m ab. In
unseren Anwendungen, in denen Objekte durch Punktmengen dargestellt werden, kann
man zwar die Pixeldichte und damit auch die Anzahl der repräsentierenden Punkte in
vielen Fällen steuern, allerdings führt eine geringere Pixeldichte in der Regel zu gröÿe-
rer Ungenauigkeit und Störungsanfälligkeit. Daher muss man daran interessiert sein, für
eine Punktmenge A = {a1, .., am} eine charakteristische Teilmenge Ã ⊆ A, deren Gröÿe
möglichst von m unabhängig ist, zu �nden (siehe Kapitel 3).
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2.6 Zuordnung

Im vorangegangenen Abschnitt wurden zwei Möglichkeiten für ein Abstandsmaÿ zwischen
zwei Punktmengen de�niert. Anhand zweier Beispiele wollen wir illustrieren, welche Un-
terschiede zwischen den beiden Abstandsmaÿen bestehen und wie wir entscheiden, ob einer
Punktmenge eine approximative Symmetrie zugeordnet wird.
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(a) BSP.1
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(b) BSP.2

Abbildung 2.2: Durch eine Punktmenge repräsentiertes reguläres Fünfeck

In Abbildung 2.2 sieht man ein reguläres Fünfeck, welches in Beispiel 1 durch alle
ganzzahligen Punkte innerhalb des Fünfeckes (Punktmenge A) und in Beispiel 2 durch ei-
ne charakteristische Teilmenge von A (Punktmenge Ã) repräsentiert wird. Wie man so eine
charakteristische Punktmenge Ã erhält, wird in Kapitel 3 beschrieben. Anschlieÿend wer-
den die Symmetriewerte dH

n (A), mit der Hausdor�-Halbdistanz als Maÿ für den Abstand,
und dM

n (A), mit der MPM-Distanz als Abstandsmaÿ, für n = 2, .., 8, berechnet.

In der Symmetriewert-Tabelle in Abbildung 2.3 kann man sehen, dass die Abstände mit
demMPM-Abstandsmaÿ insbesondere in BSP.1 deutlich gröÿer sind. Das verwundert nicht,
wenn man sich überlegt, dass die MPM-Distanz, anders als die Hausdor�-Halbdistanz, die
Summe von m Abständen ist. Um verschiedene Symmetriewerte dennoch aussagekräftig
vergleichen zu können, de�nieren wir den Eindeutigkeitswert, der einen Symmetriewert
einer Punktmenge A im Vergleich mit den anderen Symmetriewerten von A bewertet.

De�nition 2.14. Für den Eindeutigkeitswert ∆n
i,..,j(A) eines Symmetriewertes dn(A) gilt:

∆n
i,..,j(A) = max

k∈{i,..,j}\{l | n mod l=0}

dn(A)
dk(A)

· 100.
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BSP.1 BSP.2
m 237 5
n dH

n (A) dM
n (A) dH

n (Ã) dM
n (Ã)

2 1.99 85.7 5.82 29.0
3 1.80 139.1 4.37 19.5
4 2.00 60.6 3.16 14.8
5 0.83 100.7 0.79 2.2

6 1.26 116.0 2.31 10.1
7 1.81 134.8 3.69 16.9
8 2.25 151.6 4.72 22.0

∆5
2,..,8 65.9 166.2 34.2 21.8

Abbildung 2.3: Symmetriewerte

Anmerkung:

Wenn im Folgenden aus dem Zusammenhang klar ist, für welche Punktmenge A ein Ein-
deutigkeitswert bestimmt wird, schreiben wir verkürzt ∆n

i,..,j an Stelle von ∆n
i,..,j(A).

Insbesondere weil die MPM-Symmetriewerte dM (A) als Summe von m = |A| Abstän-
den stark von der Anzahl der Punkte in A abhängen, ist es nicht sinnvoll, die absoluten
Werte verschiedener dM (A) zu vergleichen. Die Eindeutigkeitswerte der Symmetriewer-
te hingegen lassen sich auch von verschiedenen Punktmengen, mit unterschiedlich vielen
Punkten, sinnvoll vergleichen. Ein kleiner Eindeutigkeitswert deutet darauf hin, dass die
entsprechende Symmetrie ein charakteristisches Merkmal der Punktmenge ist.

In unseren Anwendungsbeispielen werden wir Punktmengen immer dann eine approxi-
mative n-Symmetrie zuordnen, wenn die entsprechenden Symmetriewerte die Bedingung
in der folgenden De�nition erfüllen.

De�nition 2.15. Einer Punktmenge A ⊂ R2 wird genau dann eine approximative n-
Symmetrie (n ∈ N\{1}) zugeordnet, wenn für den Eindeutigkeitswert des Symmetriewertes
dn(A) gilt:

∆n
2,..,8 < 25.

Fasst man die De�nitionen 2.14 und 2.15 zusammen, so ergibt sich, dass einer Punkt-
menge eine approximative n-Symmetrie zugeordnet wird, wenn der Symmetriewert der
Punktmenge bezüglich der n-Symmetrie kleiner ist als ein Viertel aller Symmetriewerte
bezüglich der i-Symmetrien, für alle i von 2 bis 8, die keine ganzzahligen Teiler von n
sind. Diese Zuordnung, die in unserem Algorithmus verwendet wird, ist aus verschiedenen
Gründen geeignet.

So ist der in De�nition 2.14 eingeführte Eindeutigkeitswert, dadurch dass er der Quo-
tient aus zwei Symmetriewerten derselben Punktmenge ist, ein genormter Wert, für den
sich unabhängig von der Gröÿe der zu untersuchenden Punktmenge und den Abständen
zwischen zwei benachbarten Punkten ein sinnvoller Schwellenwert einführen lässt, bis zu
dem eine Symmetrie zugeordnet werden kann.
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Auÿerdem wird einer n-symmetrischen Punktmenge, zumindest für n ∈ {2, .., 8}, nur
ihre höchste Symmetrieordnung zugeordnet. Ist eine Punktmenge A n-symmetrisch, folgt
für alle ganzzahligen Teiler i1, .., ij von n, dass A auch i1, .., ij-symmetrisch sein muss.
Daher sind wir grundsätzlich nur an der höchsten Symmetrieordnung einer Punktmenge
interessiert, selbst wenn der Symmetriewert bezüglich einer ij-Symmetrie kleiner als der
Symmetriewert bezüglich der n-Symmetrie ist.

Die approximative 5-Symmetrie der Punktmenge aus Abbildung 2.2 lässt sich in BSP.1
mit keinem der beiden Abstandsmaÿe so deutlich erkennen, dass unser Algorithmus der
Punktmenge eine Symmetrie zuordnet. In BSP.2 ist der Eindeutigkeitswert für d5 beson-
ders bei Anwendung der MPM-Methode signi�kant klein. Nur in diesem Fall wird der
Punktmenge eine 5-Symmetrie zugeordnet.

Wir werden in unseren Algorithmen die MPM-Methode benutzen, da diese alle Punkte
in die Abstandsberechnung einbezieht und daher am genauesten ist. Wir setzen also:

dn(A) = dM (A,Bn),

wobei Bn die Punktmenge ist, die aus A durch eine Rotation um SP (A) um den Winkel
2π
n hervorgeht.

2.7 Hohe Symmetrieordnungen

Ist man vor allem an Symmetrien hoher Ordnung interessiert, kann es sinnvoll sein, die
Zuordnung einer Symmetrie aus De�nition 2.15 zu modi�zieren. Denn bei der Suche nach
sehr hohen Symmetrieordnungen (n� 8), kann es passieren, dass einer Punktmenge nach
De�nition 2.15 fälschlicherweise eine Symmetrie zugeordnet wird. Um zu zeigen, warum
dieses Problem auftritt, beweisen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.16. Für jede endliche Punktmenge A ⊂ R2 gilt:

lim
n→∞

dn(A) = 0.

Beweis:

Nach De�nition 2.2 ist dn(A) der Abstand zwischen A und Bn, wobei Bn aus A durch eine
Rotation um den Winkel 2π

n hervorgeht. Auÿerdem ist der Abstand zwischen A und Bn

gleich dem Wert des MPM zwischen A und Bn.
Wir bezeichnen die Punkte in A und Bn folgendermaÿen:

A = {a1, .., am} , Bn = {bn1 , .., bnm}.

Dabei sind die Punkte so nummeriert, dass für alle i ∈ {1, ..,m} der Punkt bni durch die
Drehung aus dem Punkt ai hervorgegangen ist.

Bedenkt man, dass man für jedes beliebige n ein perfektes, wenn auch nicht unbedingt
minimales, Matching erhält, indem man für alle i ∈ {1, ..,m} dem Punkt ai den Punkt bni
zuordnet, so folgt:

0 ≤ dn(A) ≤
m∑

i=1

|ai − bni |.
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Für ein beliebiges i ∈ {1, ..,m} betrachten wir das Dreieck 4ai,bn
i ,SP (A), das die folgenden

Eigenschaften besitzt:

• Der Winkel bei SP (A) entspricht dem Rotationswinkel. Es gilt also:

∠SP (A) =
2π
n
.

• Da bni aus ai durch Drehung um SP (A) hervorgegangen ist, gilt nach Lemma 2.8:
|ai−SP (A)| = |bni −SP (A)| =: xi und da die Winkelsumme im Dreieck gleich π ist,
folgt:

∠ai = ∠bn
i

=
1
2
(π − ∠SP (A)) =

π(n− 2)
2n

.

• Da xi := |ai − SP (A)| unabhängig von n ist, gilt:

0 ≤ lim
n→∞

xi <∞.

Aus diesen Eigenschaften folgt mit dem Sinussatz:

|ai − bni | = xi
sin 2π

n

sin (n−2)π
2n

.

Und mit

lim
n→∞

sin
2π
n

= 0 ∧ lim
n→∞

sin
(n− 2)π

2n
= 1

folgt:
lim

n→∞
|ai − bni | = 0.

Daher gilt auch:

0 ≤ lim
n→∞

dn(A) ≤ lim
n→∞

m∑
i=1

|ai − bni | = 0.

Damit ist Lemma 2.16 bewiesen.

�

Ist eine Punktmenge A ∈ R2 für alle j ∈ {2, .., 8} nicht exakt j-symmetrisch, so gilt:

dj(A) = ε > 0 ∀j ∈ {2, .., 8}

und somit lässt sich aus Lemma 2.16 folgern:

∃N ∈ N für das, gilt: ∆n
2,..,8(A) < 25 ∀n > N.

Somit wird ab einem gewissen N ∈ N einer beliebigen Punktmenge A ⊂ R2 (unabhängig
von ihren Symmetrieeigenschaften) jede n-Symmetrie (n > N) nach De�nition 2.15 zuge-
ordnet. Daher eignet sich diese De�nition nur bedingt, wenn man eine Punktmenge auf
approximative Symmetrien sehr hoher Ordnungen untersucht.
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Wir wollen im Folgenden auf eine Möglichkeit eingehen, wie man die Zuordnung von ap-
proximativen Symmetrien alternativ gestalten kann, wenn man nach Symmetrien höherer
Ordnungen suchen will.

Das Problem bei der Zuordnung von Symmetrien, das aus Lemma 2.16 gefolgert werden
kann, beruht darauf, dass sich für eine Punktmenge Bn, die aus einer Drehung um einen
sehr kleinen Winkel aus einer Punktmenge A hervorgegangen ist, unabhängig von ihren
Symmetrieeigenschaften ein perfektes Matching zwischen Bn und A �nden lässt, das einen
sehr kleinen Wert hat. Daher de�nieren wir einen alternativen Symmetriewert, der sich
nicht nur aus dem Wert eines solchen Matchings berechnet:

De�nition 2.17. Der alternative Symmetriewert d̂n(A) einer Punktmenge A ⊂ R2 bezüg-
lich der n-Symmetrie berechnet sich wie folgt:

d̂n(A) =
1

n− 1

n−1∑
i=1

d(A,Bn(i)).

Dabei geht die Punktmenge Bn(i) ⊂ R2 aus A durch eine Rotation um den Punkt SP (A) ∈
R2 um den Winkel 2π·i

n hervor und d(A,Bn(i)) bezeichnet den Abstand zwischen den Punkt-
mengen A und Bn(i).

Für den alternativen Symmetriewert d̂n(A) einer beliebigen Punktmenge A ⊂ R2 gilt
o�ensichtlich nicht die Aussage aus Lemma 2.16 für den Grenzwert von dn(A).

Wir de�nieren analog einen alternativen Eindeutigkeitswert:

De�nition 2.18. Für den alternativen Eindeutigkeitswert ∆̂n
i,..,j(A) eines alternativen

Symmetriewertes d̂n(A) gilt:

∆̂n
i,..,j(A) = max

k∈{i,..,j}\{l | n mod l=0}

d̂n(A)

d̂k(A)
· 100,

Dadurch kann man davon ausgehen, dass nur für eine approximativ n-symmetrische
Punktmenge A gilt:

∆̂n
2,..,8(A) < 25.

Die genaue Bestimmung der Symmetrieeigenschaften einer Punktmenge mit Hilfe der
alternativen Symmetrie- und Eindeutigkeitswerte ist allerdings aufwendiger, wie aus dem
folgenden Lemma hervorgeht:

Lemma 2.19. Die Komplexität der Bestimmung aller alternativen Symmetriewerte d̂n(A)
(n ∈ N, 2 ≤ n ≤ N ∈ N) einer m-elementigen Punktmenge A ist:

O(N2m3).
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Zur Berechnung aller Symmetriewerte dn(A) beträgt der Aufwand hingegen:

O(Nm3)

Beweis:

Die Erstellung der Eingabe-Matrix für OP1, deren Einträge m2 Abstände zwischen je zwei
Punkten sind, besitzt eine Komplexität von O(m2). Der Aufwand zur Berechnung eines
Minimal Perfect Matchings in einem Bigraphen mit 2m Punkten beträgt O(m3) (siehe
Lemma 2.13). Der Aufwand zur Berechnung des Abstands zweier Punktmengen beträgt,
wenn man das Matching gegeben hat, hingegen lediglich O(m).

Zur Berechnung eines alternativen Symmetriewertes d̂n(A) müssen n− 1 solcher Mat-
chings bestimmt werden.

Insgesamt ergibt sich also zur Berechnung aller alternativen Symmetriewerte ein Auf-
wand von

O((
N∑

n=2

(n− 1))m3) .= O(N2m3).

Da zur Berechnung eines Symmetriewertes dn(A) nur ein Matching bestimmt werden
muss, beträgt der Aufwand zur Bestimmung aller Symmetriewerte dn(A) (n ∈ N, 2 ≤ n ≤
N ∈ N) einer m-elementigen Punktmenge A:

O(Nm3).

�

Der Aufwand unseres Symmetrieerkennungsalgorithmus hängt einerseits davon ab, auf
welche Symmetrieordnungen die Punktmenge untersucht werden soll. Andererseits würde
sich der Aufwand erheblich reduzieren, wenn wir eine möglichst kleine Teilmenge Ã ⊆ A
mit |Ã| =: m̃� m := |A| �nden könnten, deren Symmetriewerte eine Aussagekraft für die
Symmetrieeigenschaften der gesamten Punktmenge A besitzen. Mit der Frage, wie man
eine solche Teilmenge Ã �nden kann, werden wir uns im folgenden Kapitel beschäftigen.

Die Unterschiede zwischen Symmetriewerten und alternativen Symmetriewerten wer-
den anhand des folgenden Beispiels illustriert:

Wir betrachten eine approximativ 11-symmetrische Punktmenge A (siehe Abbildung
2.4). A ist die Punktmenge, die aus den Eckpunkten eines regulären Elfecks besteht, deren
Koordinaten auf ganze Zahlen gerundet wurden.

Vergleicht man die Symmetriewerte und die alternativen Symmetriewerte für n =
2, .., 13 und, um den E�ekt des Grenzwertes für n → ∞ anzudeuten, beispielhaft für
n = 367 (siehe Abbildung 2.5), so erkennt man, wie es nach den vorherigen Überlegungen
zu erwarten war:

1. Die approximative 11-Symmetrie wird sowohl mit den Symmetriewerten als auch mit
den alternativen Symmetriewerten erkannt.

2. Obwohl die Punktmenge o�ensichtlich nicht approximativ 367-symmetrisch ist, wür-
de ihr nach den De�nitionen 2.2, 2.14 und 2.15 eine approximative 367-Symmetrie
zugeordnet. Anhand des alternativen Symmetriewertes (siehe De�nition 2.17) erkennt
man, dass keine approximative 367-Symmetrie vorliegt.
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Abbildung 2.4: Punktmenge A

n dn(A) ∆n
2,..,8(A) d̂n(A) ∆̂n

2,..,8(A)
2 3833.1 299.1 3833.1 174.7
3 2560.2 199.8 2560.2 116.7
4 1921.4 149.9 2558.6 116.6
5 1537.6 120.0 2303.9 105.0
6 1281.6 83.3 2303.3 105.0
7 3288.5 256.6 2194.1 100.0
8 2879.1 224.6 2193.8 100.0
9 1708.2 133.3 2133.2 97.2
10 769.1 60.0 2133.0 97.2
11 7.3 0.6 6.1 0.3

12 641.0 41.7 2094.2 98.2
13 1183.1 92.3 2067.5 96.9
367 230.6 18.0 1925.0 87.7

Abbildung 2.5: Symmetriewerte und Eindeutigkeitswerte



Kapitel 3

Charakteristische Teilmengen

Im vorangegangenen Kapitel haben wir eine Vorgehensweise eingeführt, mit der man prü-
fen kann, ob eine Punktmenge A eine approximative n-Symmetrie besitzt. Der Aufwand
der dazu benötigten Berechnung des Abstands zwischen zwei Punktmengen A und B ist
sowohl bei der Verwendung der Hausdor�-Halbdistanz (O(m2)) als auch bei der Verwen-
dung der MPM-Distanz (O(m3)) abhängig von der Anzahl m der Punkte in A (und B).
Die entscheidende Frage, die sich daher stellt, wenn man e�zient nach Symmetrien in ei-
ner Punktmenge A suchen will, ist: Gibt es eine möglichst kleine Teilmenge Ã ⊆ A, deren
Symmetriewert Aussagekraft für die Symmetrieeigenschaften von A besitzt?

In diesem Kapitel wird es darum gehen, eine solche charakteristische Teilmenge von
A zu ermitteln. Dazu werden wir eine neue Teilmenge einer Punktmenge de�nieren, die
sogenannten Charakteristischen Eckpunkte.

Wir werden im Folgenden die Eigenschaften, die eine solche Teilmenge von A erfüllen
muss, anhand eines Vergleichs mit den Randpunkten von A und den Extremalpunkten von
A herleiten.

3.1 Randpunkte

Wird eine Punktmenge A, zum Beispiel mit dem in Kapitel 2.1 beschriebenen Verfahren,
aus Pixel mit einem bestimmten Farbwert in einem Foto gebildet, so ist A eine ganzzahlige
Punktmenge (d.h. A ∈ Zm×2). Für jede ganzzahlige Punktmenge A lässt sich die eindeutig
de�nierte Teilmenge ihrer Randpunkte AR ⊆ A bestimmen. Dabei gilt:

De�nition 3.1. Ein Randpunkt einer ganzzahligen Punktmenge
A := {((a1)x, (a1)y), .., ((am)x, (am)y)} ist ein Punkt a∗ = ((a∗)x, (a∗)y) ∈ A, für den es
zumindest für eine der folgenden Bedingungen keinen Punkt aj ∈ A gibt, der diese erfüllt:

1. (aj)x = (a∗)x + 1 ∧ (aj)y = (a∗)y,

2. (aj)x = (a∗)x − 1 ∧ (aj)y = (a∗)y,

3. (aj)x = (a∗)x ∧ (aj)y = (a∗)y + 1,

4. (aj)x = (a∗)x ∧ (aj)y = (a∗)y − 1.

29
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Werden Objekte durch Pixel repräsentiert, so steigt die Genauigkeit der Darstellung
mit einer höheren Pixeldichte. Die Pixeldichte ist abhängig vom Abstand disP zwischen
zwei Pixel. Wenn wir disP verringern, wird ein Objekt durch mehr Punkte repräsentiert
und so detaillierter dargestellt.

Der Abstand zwischen zwei Punkten, die zwei bestimmte Stellen eines Objekts darstel-
len, steigt indirekt proportional zu disP . Damit folgt für 0 < disP ≤ 1:

|A| ∼ (
1

disP
)2 ∧ |AR| ∼

1
disP

.

Es gilt also:
|AR| =: mR ∼

√
m.

Daher ist |AR| zwar in der Regel deutlich kleiner als |A|, allerdings auch abhängig von
disP und steigt damit, wenn man eine genauere Darstellung erzeugt. Für detailliertere Be-
trachtungen kann also auch hier der Aufwand für die Symmetriewertberechnung sehr groÿ
werden. Auÿerdem setzt De�nition 3.1 voraus, dass A eine ganzzahlige Punktmenge ist.
Da wir Punktmengen in beliebig dimensionalen euklidischen Räumen untersuchen wollen,
ist die Teilmenge AR für unseren Algorithmus nicht geeignet.

Wir werden im Folgenden eine charakteristische Teilmenge de�nieren, deren Gröÿe mit
kleiner werdendem disP nicht (deutlich) steigt, die auch für nicht ganzzahlige Punktmen-
gen de�niert ist und die trotzdem geeignet ist, um aussagekräftige Symmetriewerte zu
bestimmen.

3.2 Konvexe Hülle

Die grundsätzliche Idee beruht darauf, eine Teilmenge der Extremalpunkte einer Punkt-
menge A ⊂ Rd zu bestimmen. Wir de�nieren:

De�nition 3.2. Eine Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N) heiÿt konvex, wenn sie mit je zwei
Punkten p, q ∈ A auch alle Punkte auf deren Verbindungsstrecke λ~p+(1−λ)~q (0 ≤ λ ≤ 1)
enthält.

De�nition 3.3. Die konvexe Hülle Akon ⊂ Rd (d ∈ N) einer Punktmenge A ⊂ Rd ist die
kleinste konvexe Menge, in der A enthalten ist.

De�nition 3.4. Ein Punkt a ∈ A einer Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N) heiÿt Extremalpunkt
von A, wenn es keine zwei von a verschiedenen Punkte q1, q2 ∈ Akon gibt, so dass a auf
der Strecke zwischen q1 und q2 liegt. Die Menge der Extremalpunkte von A wird mit AK

bezeichnet.

Dabei gilt:
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Lemma 3.5. Die in 3.4 de�nierte Menge AK der Extremalpunkte einer Punktmenge A ⊂
Rd (d ∈ N) ist eindeutig.

Beweis:

Die konvexe Hülle Akon einer Punktmenge A = {a1, .., am} ⊂ Rd lässt sich nach den
De�nitionen 3.2 und 3.3 als die Menge der endlichen Konvexkombinationen von Punkten
aus A konstruieren:

Akon := {
m∑

i=1

αi · ai|ai ∈ A,
m∑

i=1

αi = 1, αi ≥ 0}.

Jede Menge A′ 6= Akon, die nicht gröÿer als Akon ist, enthält entweder einen Punkt ai ∈ A
nicht, oder sie ist nach De�nition 3.2 nicht konvex. Daher ist die konvexe Hülle Akon einer
Punktmenge A ⊂ Rd eindeutig.

Für jeden Punkt a ∈ A ist damit in De�nition 3.4 eindeutig festgelegt, ob er Extremal-
punkt ist oder nicht. Also ist auch die Menge AK ⊆ A der Extremalpunkte eindeutig.

�

Es gibt verschiedene Verfahren mit denen man die konvexe Hülle und damit auch die
Extremalpunkte einer Punktmenge bestimmen kann. Der schnellste Algorithmus ist der
Quickhull-Algorithmus [5]. Er berechnet für eine Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ {2, 3}) mit
|A| = m die Extremalpunkte AK in einer durchschnittlichen Komplexität von O(m logm).
In [5] wurde auÿerdem gezeigt, dass der Aufwand im 2- und 3-Dimensionalen lediglich
O(m log r) und im d-Dimensionalen (d ∈ N ∧ d > 3) O(mfr

r ) beträgt, wenn bestimmte
Balance-Bedingungen erfüllt sind. Dabei bezeichnet r die Anzahl der bearbeiteten Punkte
und fr die maximale Anzahl an Facetten für r Ecken.

Die Idee des Quickhull-Algorithmus beruht auf dem folgenden Prinzip:
Teilmengen der Punkte werden jeweils partitioniert in diejenigen Punkte, die links von ei-
ner bestimmten (gerichteten) Geraden liegen und diejenigen, die rechts der Geraden liegen.
Diese Punktmengen werden dann rekursiv weiter behandelt. Zunächst bestimmt man den
Punkt p0 mit der kleinsten y-Koordinate. Bei mehreren Punkten mit kleinster y-Koordinate
wird aus diesen der Punkt mit der kleinsten x-Koordinate gewählt. Dieser Punkt p0 ist ein
Extremalpunkt. Als zweiter Punkt p1 wird zu Beginn ebenfalls p0 genommen. Die Startge-
rade g geht durch p0 und liegt so, dass alle Punkte der Menge A \ {p0} rechts von g liegen.
Die Menge R bezeichnet die Teilmenge von A, die aus den Punkten besteht, die rechts der
Geraden g liegen. In der Ausgangssituation gilt also : R = A \ {p0}. Der Rekursionsschritt
geht wie folgt:
In der Menge R wird der am weitesten von g entfernte Punkt q gesucht. Dieser ist ein wei-
terer Extremalpunkt. Dann wird eine Gerade g0 durch p0 und q gelegt und die Punktmenge
R wird partitioniert in die Menge R0 derjenigen Punkte, die rechts von g0 liegen und die
Menge L0 derjenigen Punkte, die links von (oder auf) g0 liegen. Ferner wird eine Gerade
g1 durch q und p1 gelegt und L0 wird partitioniert in die Menge R1 derjenigen Punkte,
die rechts von g1 liegen und die Menge L1 derjenigen Punkte, die links von (oder auf) g1
liegen. Die Punkte der Menge L1 liegen im Inneren der konvexen Hülle und gehören daher
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nicht zu AK . Mit den Geraden g0 von p0 nach q und g1 von q nach p1 und den zugehörigen
Mengen R0 und R1 wird rekursiv weiter verfahren, wenn sie nicht leer sind.

In Abbildung 3.1 wird die Vorgehensweise des Quickhull-Algorithmus dargestellt. Im
ersten Schritt werden R0 und L0 gebildet. Im zweiten Schritt kann man bereits alle Punkte
innerhalb der beiden Dreiecke 4p0qp1 und 4p0p1q′ als mögliche Punkte von AK ausschlie-
ÿen. Im dritten Bild ist das Ergebnis AK dargestellt. Man sieht, dass die Punktmenge, die
eigentlich ein reguläres Fünfeck darstellen sollte, 13 Extremalpunkte besitzt. Neben Unge-
nauigkeiten durch Lichte�ekte oder Verdeckungen ist insbesondere die Darstellung durch
Pixel, also ganzzahlige Punktmengen, dafür verantwortlich, dass die konvexe Hülle mehr
Extremalpunkte als die Anzahl der Ecken des dargestellten Objekts enthält.

Will man aussagekräftige Symmetriewerte berechnen, eignet sich die charakteristische
Teilmenge AK daher nur bedingt (siehe auch die Beispiele in Kapitel 3.5). Im Folgenden
werden wir eine neue Teilmenge Ã ⊆ AK ⊆ A de�nieren, die eine e�ektive Symmetriewert-
berechnung ermöglicht.

Dabei enthält Ã als Teilmenge von AK zwar nur Informationen über die Eigenschaften
der konvexen Hülle von A, allerdings ist einerseits in vielen Fällen bereits die Form der
konvexen Hülle einer Punktmenge charakteristisch für diese und andererseits kann man
mit dieser weniger aufwendigen Methode bereits n-Symmetrien von A ausschlieÿen, wenn
Akon nicht n-symmetrisch ist, was wir in Kapitel 7.3 für A ⊂ Rd (d ∈ N \ {1}) beweisen
werden.

3.3 Charakteristische Eckpunkte

Gesucht ist eine Teilmenge von AK , die nur die echten Ecken von A enthält. Unter der Men-
ge der echten Ecken verstehen wir dabei eine Teilmenge von AK , die einerseits möglichst
klein sein soll und deren konvexe Hülle andererseits möglichst ähnlich zu der konvexen
Hülle der Punktmenge A sein soll.

Dieses Problem lässt sich als ein Glättungsproblem auf dem stückweise linearen Rand
der konvexen Hülle interpretieren und beschreibt somit eine verwandte Fragestellung zu
derjenigen, die Verfahren aus der Literatur behandeln, die sich mit dem Zerlegen der
Umrisslinien einer 2-dimensionalen Fläche in möglichst wenige Teilabschnitte beschäfti-
gen ([12], [50]).

Dabei werden möglichst lange Abschnitte des Umrisses, in denen die Krümmung be-
stimmte Kriterien erfüllt, zusammengefasst. Da in unserem Fall der Rand der konvexen
Hülle durch die diskrete Teilmenge der Extremalpunkte gegeben ist und wir ein Verfahren
einführen wollen, welches sich auch zur Bearbeitung höher dimensionaler Punktmengen
anwenden lässt, ist dieser Ansatz für unsere Zwecke nicht geeignet. Wir orientieren uns da-
her bei der Bestimmung der charakteristischen Teilmenge an den zu Beginn des Abschnitts
genannten Kriterien für die echten Ecken einer Punktmenge A ⊂ Rd. Dazu de�nieren wir:

De�nition 3.6. Zwei konvexe Punktmengen A,B ⊂ Rd heiÿen genau dann ε-ähnlich
(ε ∈ R+), wenn gilt:

max
a∈A

min
b∈B

|a− b| ≤ ε ∧ max
b∈B

min
a∈A

|a− b| ≤ ε.
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Abbildung 3.1: Quickhull-Algorithmus
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Die Bedingung aus De�nition 3.6 ist gleichbedeutend zu

dHD(A,B) ≤ ε.

Dabei bezeichnet dHD(A,B) die Hausdor�-Distanz zwischen den Punktmengen A und B
(siehe Kapitel 2.5). Um die Kriterien für die echten Ecken zu quanti�zieren, formulieren
wir mit Hilfe der De�nition 3.6 die sogenannten ε-Bedingungen.

De�nition 3.7. Für eine Punktmenge A ⊂ Rd und ein ε ∈ R+ erfüllt die Teilmenge
Ã := {a1, .., am} ⊆ A die ε-Bedingungen genau dann, wenn gilt:

1. Ãkon und Akon sind ε-ähnlich.

2. Für alle i ∈ {1, ..,m} gilt: (Ã \ ai)kon und Akon sind nicht ε-ähnlich.

Um eine Teilmenge einer Punktmenge A ⊂ R2 zu �nden, die die ε-Bedingungen für ein
bestimmtes ε ∈ R+ erfüllt, de�nieren wir das folgende Optimierungsproblem, welches als
Eingabeparameter neben der Punktmenge A eine positive Konstante dcon ∈ R+ benötigt.
Auf die Frage, wie man dcon wählen sollte, wird im folgenden Abschnitt eingegangen.

OP 2

min
Ã⊆AK

∑
w∈(AK\Ã)

d(w, Ãkon).

unter den folgenden Nebenbedingungen:

NB1 : d(w, Ãkon) ≤ dcon ∀w ∈ (AK \ Ã)

NB2 : |Ã| = min
Ãi⊆AK∧Ãi|NB1

|Ãi|.

d(w, Ãkon) bezeichnet dabei den Abstand zwischen dem Punkt w und der konvexen
Hülle von Ã. Das heiÿt:

d(w, Ãkon) = min
a∈Ãkon

|w − a|.

Ãi|NB1 bedeutet, dass Ãi die Nebenbedingung NB1 erfüllen muss.

In OP2 wird also eine minimale Anzahl von Punkten aus AK gesucht, so dass alle
Punkte, die nicht ausgewählt wurden, von der konvexen Hülle der neuen Punktmenge
nicht weiter als die vorgegebene Entfernung dcon entfernt sind. Unter allen Teilmengen,
die diese Bedingungen erfüllen, wird nun diejenige ausgewählt, bei der die aufsummierte
Distanz zwischen den nicht ausgewählten Punkten und der neuen konvexen Hülle minimal
ist. Damit gilt:
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Satz 3.8. Die Lösung Ã ⊆ A ⊂ R2 des OptimierungsproblemOP2 erfüllt die ε-Bedingungen
für ε = dcon und für jede andere Teilmenge B ⊆ A, die die ε-Bedingungen für ε = dcon
erfüllt, gilt:

|B| ≥ |Ã| ∧ (|B| = |Ã| ⇒
∑

w∈(AK\Ã)

d(w, Ãkon) ≤
∑

w∈(AK\B)

d(w,Bkon)).

Beweis:

Grundsätzlich gilt für alle Punktmengen Ã ⊆ A ⊂ R2 (siehe De�nition 3.4):

max
a∈A

d(a, (Ã)kon) = max
a∈AK

d(a, (Ã)kon).

Sei Ã nun die Lösung von OP2 (Eingabe: A ⊂ R2, dcon ∈ R+), dann folgt aus NB1:

max
a∈Akon

min
b∈(Ã)kon

|a− b| ≤ dcon.

Auÿerdem gilt wegen Ã ⊆ A:

max
b∈(Ã)kon

min
a∈Akon

|a− b| = 0 < dcon.

Wegen NB2 gilt für alle ai ∈ Ã:

max
a∈Akon

min
b∈(Ã\ai)kon

|a− b| > dcon.

Damit erfüllt Ã die ε-Bedingungen für ε = dcon.
Aus NB2 folgt auÿerdem für jede andere Teilmenge B ⊆ A, die die ε-Bedingungen für

ε = dcon erfüllt:
|B| ≥ |Ã|.

Da Ã die Zielfunktion unter den Nebenbedingungen minimiert, gilt:

|B| = |Ã| ⇒
∑

w∈(AK\Ã)

d(w, Ãkon) ≤
∑

w∈(AK\B)

d(w,Bkon).

�

Wir de�nieren folgerichtig:

De�nition 3.9. Eine Punktmenge Ã(dcon) ⊂ R2, die das Optimierungsproblem OP2

(Eingabe: A ⊂ R2, dcon ∈ R+) löst, bezeichnen wir als Menge der Charakteristischen
(dcon)-Eckpunkte (bzw. als Charakteristische (dcon)-Eckpunkte) der Punktmenge A.

Das Optimierungsproblem OP2 wird mit dem folgenden Algorithmus gelöst, der an-
hand des Beweises von Satz 3.10 ausführlich erläutert wird.
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Algorithmus: Eckpunkte

Eingabe: A ⊂ R2, dcon ∈ R+.
Ausgabe: Ã ⊆ A (Lösung von OP2), d ∈ R (Zielfunktionswert von OP2).

1. AK := {w1, .., wm} := Quickhull(A), (Nummerierung im Uhrzeigersinn).
Ã := {}, E := 0, F := 1, NR := 1, i := 1.

2. WÄHREND i < m−NR+ 2 ∧ E = 0:
WENN AK \ {wi, .., wi+NR−1} | NB1:

i := i+ 1.
SONST:

E := 1.

3. WENN E 6= 1:
i := 1, NR := NR+ 1, gehe zu 2.

4. WENN F ≥ NR+ 1:
Gehe zu 7.

5. A′ := {w1, .., wm}, PF
1 (1) := {wi+F−1}, PF

1 (2) := {}, p1 := 2.
FÜR j = (i+ F ) : m:

WENN A′ \ wj | NB1:
A′ := A′ \ wj , P

F
1 (p1) := PF

1 (p1) ∪ wj.
SONST:

PF
1 (p1) := PF

1 (p1) ∪ wj, p1 := p1 + 1, PF
1 (p1) := {}.

FÜR j = 1 : (i+ F − 2):
WENN A′ \ wj | NB1:

A′ := A′ \ wj , P
F
1 (p1) := PF

1 (p1) ∪ wj.
SONST:

PF
1 (p1) := PF

1 (p1) ∪ wj, p1 := p1 + 1, PF
1 (p1) := {}.

6. A′ := {w1, .., wm}, PF
2 (1) := {wi+F−1}, PF

2 (2) := {}, p2 := 2.
FÜR j = (i+ F − 2) : −1 : 1:

WENN A′ \ wj | NB1:
A′ := A′ \ wj , P

F
2 (p2) := PF

2 (p2) ∪ wj.
SONST:

PF
2 (p2) := PF

2 (p2) ∪ wj, p2 := p2 + 1, PF
2 (p2) := {}.

FÜR j = m : −1 : (i+ F ):
WENN A′ \ wj | NB1:

A′ := A′ \ wj , P
F
2 (p2) := PF

2 (p2) ∪ wj.
SONST:

PF
2 (p2) := PF

2 (p2) ∪ wj, p2 := p2 + 1, PF
2 (p2) := {}.

sF := p1 − 1, F := F + 1, gehe zu 4.

7. s := min(j∈{1,..,NR}) sj , F := 1.
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8. WENN F ≥ NR+ 1 ∨ sF 6= s:
dF := ∞, gehe zu 15.

9. P1(1) := PF
1 (1) ∪ PF

1 (s+ 1), P2(1) := PF
2 (1) ∪ PF

2 (s+ 1).
FÜR j = 2 : s:

P1(j) := PF
1 (j), P2(j) := PF

2 (j).

10. FÜR q = 1 : m:
WENN AK \ wq NB1 nicht erfüllt:

FÜR l = 1 : m (l 6= q):
FÜR (k, j) | wq, wl ∈ Pk(j):

Pk(j) := Pk(j) \ wl.

11. FÜR j′ = 1 : s:
FÜR k′ = 1 : 2:

WENN |Pk′(j′)| = 1:
wq := Pk′(j′).
FÜR (k, j) | wq ∈ Pk(j):

Pk(j) := {wq}.

12. FÜR j, j′ = 1 : s:
FÜR k, k′ = 1 : 2:

WENN Pk(j) ⊂ Pk′(j′):
Pk′(j′) := Pk(j).

13. WENN ∃(k, j) | Pk(j)(Schritt 12) 6= Pk(j)(Schritt 10):
Gehe zu 11.

14. {Ã1, .., Ã|I|} := {Ăi ⊆ AK | (|Ăi ∩ Pk(j)| = 1 ∀j, k) ∧ (Ăi|NB1)}.
dF := mini∈I

∑
w∈(AK\Ãi)

d(w, (Ãi)kon).

ÃF := Ãi | i = arg mini∈I
∑

w∈(AK\Ãi)
d(w, (Ãi)kon).

F := F + 1, gehe zu 8.

15. WENN F < NR+ 1:
F := F + 1, gehe zu 8.

16. AUSGABE: d := minF∈{1,..,NR} dF .

AUSGABE: Ã := ÃF | F := arg minF∈{1,..,NR} dF .

Satz 3.10. Der Algorithmus Eckpunkte �ndet immer alle Lösungen des Optimierungspro-
blems OP2.

Beweis:

Wir führen den Beweis mit der Hilfe von fünf Lemmata:
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Lemma 3.11. Das Optimierungsproblem OP2 besitzt immer (mindestens) eine Lösung
Ã∗.

Beweis:

Das Optimierungsproblem hat immer (mindestens) eine Lösung, da NB1 zumindest für
Ã = AK erfüllt ist und es damit auch immer mindestens eine Menge Ã geben muss, die
beide Nebenbedingungen erfüllt.
Wir bezeichnen die Punktmenge, die die Zielfunktion unter den Nebenbedingungen mini-
miert, mit Ã∗. Existieren mehrere Lösungen, bezeichnet Ã∗ eine dieser Lösungen.

�

Lemma 3.12. Für das in Schritt 7 berechnete s gilt:

s = min
Ãi⊆AK∧Ãi|NB1

|Ãi| = |Ã∗|.

Beweis:

In Schritt 2 wird eine NR-elementige Teilmenge {wi, .., wi+NR−1} gesucht, für die
AK \ {wi, .., wi+NR−1} NB1 nicht erfüllt.
Daraus folgt, dass mindestens ein Element aus {wi, .., wi+NR−1} in Ã∗ sein muss.
In den verschiedenen Schleifen in Schritt 5 wird je einer der Punkte {wi, .., wi+NR−1} als
fester Punkt für Ã ausgewählt. Zumindest in einer Schleife kann man damit noch auf Ã∗

kommen.
Anschlieÿend werden für F = 1 : NR die Partitionen PF

1 (1), .., PF
1 (sF + 1) so gebildet,

dass aus jeder der Mengen PF
1 (1), .., PF

1 (sF ) jeweils mindestens ein Punkt in Ã sein muss,
damit Ã NB1 erfüllt. Analoges passiert in Schritt 6 in umgekehrter Reihenfolge bei der
Bildung der Partitionen PF

2 (1), .., PF
2 (sF + 1).

Da Ã∗ mindestens einen der Punkte {wi, .., wi+NR−1} enthält, gilt

|Ã∗| ≥ s = min
(j∈{1,..,NR})

sj .

Auÿerdem erhält man eine Menge Ã (mit |Ã| = sF ), welche NB1 erfüllt, wenn man Ã neben
dem festen Punkt aus den jeweils als letztes hinzugekommenen Punkten der Partitionen
PF

1 (2), .., PF
1 (sF ) bildet. Es gilt daher

|Ã∗| ≤ sF ∀F = 1 : NR.

Für das in Schritt 7 berechnete s gilt also:

s = |Ã∗|.

�
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Lemma 3.13. Für mindestens ein F ∈ {1, .., NR} mit sF = s gilt: Ã∗ besteht aus je
einem Element aus PF

1 (j) (j = 1 : s), bzw. aus je einem Element aus PF
2 (j) (j = 1 : s).

Beweis:

Ã∗ besteht aus s Elementen und enthält mindestens einen der Punkte {wi, .., wi+NR−1}.
Die verschiedenen PF

k (j) (F = 1 : NR) wurden unter der Vorraussetzung, dass ein be-
stimmter Punkt wi−1+F in Ã sein muss, so gebildet, dass für j = 2 : s aus PF

1 (j) und
PF

2 (j) mindestens ein Element in Ã sein muss, damit Ã NB1 erfüllt.
Daher muss zumindest für das F , bei dem ein Punkt aus {wi, .., wi+NR−1} als fester Punkt
in Ã gewählt wird, der auch in Ã∗ ist, Ã∗ aus je einem Element aus PF

1 (j) (bzw. aus je
einem Element aus PF

2 (j) (j = 1 : s)) bestehen.

�

Lemma 3.14. Für mindestens ein F ∈ {1, .., NR} gilt für das in Schritt 14 berechnete
ÃF :

Ã∗ = ÃF = Ãi | i = arg min
i∈I

∑
w∈(AK\Ãi)

d(w, (Ãi)kon),

Beweis:

Bildet man für alle F = 1 : NR mit der Eigenschaft sF = s alle Punktmengen Ãi (i ∈ I ′),
sodass aus jeder PF

1 (j) (bzw. aus jeder PF
2 (j)) (j = 1 : s) genau ein Element in Ãi ist,

dann ist Ã∗ zumindest für ein F identisch zu einer der |I ′| gebildeten Punktmengen Ãi.
Für dieses F gilt:
In den Schritten 10-12 werden die verschiedenen Partitionen Pk(j) verkleinert und damit
die Anzahl der zu bildenden Ãi reduziert. Es werden nur noch |I∗| (I∗ ⊆ I ′) Mengen
gebildet. Ã∗ ist allerdings auch nach der Reduzierung der zu betrachtenden Ãi identisch zu
einer der Ãi (i ∈ I∗, I∗ ⊆ I ′), da durch die Schritte 10-12 nur Möglichkeiten ausgeschlossen
werden, bei denen Ãi zumindest eine der beiden Nebenbedingungen nicht erfüllt.
Schritt 10:
Wenn AK \ wq NB1 nicht erfüllt, muss wq in Ã∗ sein, damit Ã∗ NB1 erfüllt.
Daher kann man alle wl (l = 1 : m ∧ l 6= q), die mit wq zusammen in einer Pk(j) sind,
löschen, weil diese nicht in Ã∗ sein können, da NB2 sonst in Ã∗ nicht erfüllt wäre.
Schritt 11:
Ist ein wq das einzige Element in einer Pk(j), muss es laut De�nition auch in jedem Ãi

sein. Damit Ãi NB2 erfüllt, darf kein wl, das mit wq in einer der anderen Pk(j) ist, in Ãi

sein.
Schritt 12:
Damit Ãi NB2 erfüllt, darf aus jeder der Pk(j) nur genau ein Element in Ãi sein. Daher
werden in Schritt 12 nur Möglichkeiten für Ãi ausgeschlossen, die NB2 nicht erfüllen.
Daraus folgt, dass für ein i ∈ I∗ gilt: Ã∗ = Ãi.
Streicht man alle Ãi (i ∈ I∗), die NB1 nicht erfüllen, erhält man verschiedene Mengen Ãi

mit i ∈ I (I ⊆ I∗).
Ã∗ erfüllt NB1. Es gibt also auch ein i (i ∈ I), für das Ã∗ = Ãi gilt. Auÿerdem erfüllen
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alle Ãi mit i ∈ I sowohl NB1 als auch NB2.
Da Ã∗ die Zielfunktion minimiert, gilt:

Ã∗ = Ãi | i = arg min
i∈I

∑
w∈(AK\Ãi)

d(w, (Ãi)kon).

Damit gilt für dieses F :
Ã∗ = ÃF

�

Lemma 3.15. Der Algorithmus Eckpunkte terminiert.

Beweis:

Alle Schleifen innerhalb des Algorithmus sind endlich:
Schritt 2 wird nur endlich oft wiederholt, da NR < m−1 gelten muss um NB1 zu erfüllen.
Die Schritte 4-6 und 8-15 werden nur endlich oft wiederholt, da NR <∞ gilt.
Die Schritte 11-13 werden nur endlich oft wiederholt, da höchstens m <∞ Punkte gestri-
chen werden können und die Schleife beendet wird, sobald in einem Durchgang kein neuer
Punkt gestrichen wird.

�

Aus den Lemmata 3.11 bis 3.15 folgt: OP2 hat immer mindestens eine Lösung Ã∗, die
man in endlicher Zeit mit Hilfe des Algorithmus Eckpunkte ermittelt.

Nimmt die Zielfunktion ihr Minimum für verschiedene Punktmengen Ã∗1, Ã∗2, ... an,
die alle die Nebenbedingungen NB1 und NB2 erfüllen, so ist entweder die Bestimmung von
i in Schritt 14

i = arg min
i∈I

∑
w∈(AK\Ãi)

d(w, (Ãi)kon),

oder die Bestimmung von F in Schritt 16

F = arg min
F∈{1,..,NR}

dF

(oder beide) nicht eindeutig. Da die Lemmata 3.12, 3.13 und 3.14 für jede Lösung Ã∗i

gelten, erhält man in diesem Fall alle Lösungen, indem man in Schritt 14 alle Ãj (j ∈ I)
mit ∑

w∈(AK\Ãj)

d(w, (Ãj)kon) = min
i∈I

∑
w∈(AK\Ãi)

d(w, (Ãi)kon)

speichert bzw. in Schritt 16 alle Ãj (j ∈ {1, .., NR}) ausgibt, für die gilt:

dj = min
F∈{1,..,NR}

dF .

Damit ist Satz 3.10 bewiesen.

�
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Anmerkung:

Die optimale Lösung erhält man auch, wenn man für alle s-elementigen Teilmengen Ã von
AK , für die NB1 erfüllt ist,

dÃ =
∑

w∈(AK\Ã)

d(w, Ãkon)

berechnet. Da es allerdings

(
m

s

)
verschiedene s-elementige Teilmengen von AK gibt, wäre

der Aufwand dabei in der Regel sehr groÿ. Die Schritte 9-14 reduzieren den Aufwand im
Normalfall erheblich.

3.4 Eingabe-Parameter

Es stellt sich die Frage, wie man den Parameter dcon wählen sollte, damit Ã(dcon) tatsäch-
lich den Ecken des Objekts, welches durch A repräsentiert wird, am ehesten entspricht. Das
Ziel muss es also sein, dcon so zu wählen, dass, fallsA ein n-Eck repräsentiert, |Ã(dcon)| = n
gilt. Um die Abhängigkeit zwischen |Ã(dcon)| und dem Parameter dcon zu analysieren, be-
weisen wir das folgende Lemma:

Lemma 3.16. Für eine beliebige Punktmenge A ⊂ R2 und zwei positive Parameter d1, d2 ∈
R+ seien Ã(d1) und Ã(d2) die Mengen der Charakteristischen (d1)- bzw. (d2)-Eckpunkte
von A. Dann gilt:

d1 ≤ d2 ⇒ |Ã(d1)| ≥ |Ã(d2)|.

Beweis

Jede Teilmenge Ã ⊆ AK , die die Nebenbedingung NB1 des Optimierungsproblems OP2
für dcon = d1 erfüllt, erfüllt diese auch für dcon = d2 ≥ d1.

Daraus folgt:
min

Ãi⊆AK∧Ãi|NB1(d1)
|Ãi| ≥ min

Ãi⊆AK∧Ãi|NB1(d2)
|Ãi|

und damit gilt auch:
d1 ≤ d2 ⇒ |Ã(d1)| ≥ |Ã(d2)|.

�

Fasst man also die Anzahl der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge A ⊂ R2

als Funktion s(dcon) des Eingabeparameters dcon auf, so ist s(dcon) monoton fallend.
Auÿerdem gilt o�ensichtlich s(0) = |AK | und wenn man berücksichtigt, dass die konvexe
Hülle einer Punktmenge in der Ebene nur gebildet werden kann, wenn die Punktmenge
mindestens drei (nicht-lineare) Punkte enthält, folgt: limd→∞ s(d) = 3.

Bei der Bestimmung der Charakteristischen Eckpunkte einer ein n-Eck (3 < n <
|AK |) darstellenden Punktmenge A ⊂ R2 unterscheiden wir zwei Fehler bei der Wahl
des Parameters dcon:
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• Fehler erster Art: dcon wird zu klein gewählt ⇒ |Ã(dcon)| > n.

• Fehler zweiter Art: dcon wird zu groÿ gewählt ⇒ |Ã(dcon)| < n.

Da wir a priori nicht wissen, wie viele Ecken das dargestellte Objekt besitzt, ist die
Überprüfung von dcon nicht o�ensichtlich. Einen Anhaltspunkt dafür, dass ein dcon so
gewählt wurde, dass |Ã(dcon)| = n gilt, erhalten wir, wenn für dcon2 � dcon auch
|Ã(dcon2)| = n gilt. Wir de�nieren folgerichtig:

De�nition 3.17. Ein Intervall I := [d1, d2] heiÿt geeignetes dcon-Intervall für eine Punkt-
menge A ⊂ R2, wenn gilt:

3 < |Ã(d1)| = |Ã(d2)| < AK ∧ d1 ∈ R+ ∧ d2 ≥ 4 · d1.

Um ein dcon aus einem geeigneten Intervall für eine Punktmenge A ⊂ R2 zu �nden,
benutzen wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus: Parameter

Eingabe: A ⊂ R2, d0 ∈ R+.
Ausgabe: dcon ∈ R+ in einem geeigneten Intervall.

1. AK := Quickhull(A).
s−1 = s0 := |AK |, i := 1, dcon := 0.

2. WÄHREND si−1 > 3
di := 2 · di−1.
Ã := Eckpunkte(AK, di).
si := |Ã|.
WENN si = si−2:

AUSGABE: dcon := di−2.
i := i+ 1.

3. WENN dcon = 0:
AUSGABE: Kein Intervall gefunden!

Anmerkungen:

1. Als Startwert d0 sollte man einen möglichst kleinen Wert wählen, für den trotzdem
|Ã(d0)| < |AK | gilt. Wir wählen daher:

d0 := min
wi∈AK

d(wi, (AK \ wi)kon).

2. Da in Schritt 2 lediglich die Anzahl si der Charakteristischen Eckpunkte von Interesse
ist, genügt es hier, nur einen Teil des Algorithmus Eckpunkte (Schritte 1-7) durchzuführen.
3. Für zwei beliebige d1, d2 ∈ I in einem geeigneten dcon-Intervall I gilt: Ã(d1) = Ã(d2). Da
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der Algorithmus Eckpunkte (in der Regel) schneller ist, wenn dcon kleiner gewählt wird,
setzt der Algorithmus Parameter dcon gleich dem kleinsten bekannten Wert innerhalb des
Intervalls.
4. Findet der Algorithmus Parameter kein geeignetes dcon-Intervall, so kann man entweder
den Startwert d0 variieren oder die Bedingung für die Gröÿe des Intervalls auf d2 = 2 · d1

abmildern.

Untersucht man ein Objekt, dessen Darstellungsweise bekannt ist, ist die dcon-Bestim-
mung mit dem Algorithmus Parameter nicht notwendig, wenn man bereits einen geeigneten
Wert für dcon aus früheren Analysen kennt. Wir werden die Parameterbestimmung mit
Hilfe des Algorithmus Parameter in den folgenden Beispielen ausführen und damit allge-
mein darauf schlieÿen, wie wir dcon wählen müssen, wenn wir Punktmengen untersuchen,
die Objekte mit der in Kapitel 2.1 vorgestellten Pixelmethode repräsentieren.

3.5 Beispiele

Als erstes wollen wir die Vorgehensweise des Algorithmus Eckpunkte an dem Beispiel aus
Abbildung 2.2 illustrieren:

In Abbildung 3.2(a) sieht man die das Fünfeck repräsentierende Punktmenge A. AR ⊂
A ist die blau und grün eingezeichnete Teilmenge der Randpunkte von A. AK ⊂ AR sind
die Extremalpunkte (grün) von A.
Es gilt:

|AK | = 13, min
wi∈AK

d(wi, (AK \ wi)kon) = 0.1085 =: d0.

Fasst man die Anzahl der Charakteristischen Eckpunkte von A als Funktion s(dcon) des
Eingabeparameters dcon auf, so besitzt s(dcon) die in Abbildung 3.3 aufgelisteten Funk-
tionswerte.

Der Algorithmus Parameter �ndet also das geeignete dcon-Intervall

I := [23d0, 25d0] = [0.8677, 3.4709].

Wir führen den Algorithmus Eckpunkte zur Veranschaulichung mit dcon = 2 aus.
In 3.2 (b) sind die Punkte in AK , die sicher zu Ã gehören müssen, um die beiden Neben-
bedingungen zu erfüllen, rot eingezeichnet, die türkisen Punkte liegen sicher nicht in Ã
und aus den drei Teilmengen (Kreise) der grünen Punkte muss jeweils noch ein Punkt in
Ã liegen. Es gibt also noch 2 · 3 · 2 = 12 verschiedene Möglichkeiten Ã zu bilden. Durch
die Schritte 9-14 des Eckpunkte-Algorithmus wurde also die Anzahl der möglichen Ã von(

13
5

)
= 1287 auf 12 reduziert.

Im unteren Bild (c) ist das optimale Ã rot eingezeichnet. Die grünen Punkte aus AK \ Ã
liegen von Ãkon (rotes Fünfeck) weniger als 2 Längeneinheiten entfernt.
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(a) A mit AR (blau+grün) und AK (grün)
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(b) Möglichkeiten für Ã
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(c) Lösung von OP2: Ã (rot)

Abbildung 3.2: Eckpunkte-Algorithmus
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i s(2i · d0)
0 12
1 10
2 8
3 5
4 5
5 5
6 3

Abbildung 3.3: Parameterfunktion

m 237 50 13 5
n dn(A) dn(AR) dn(AK) dn(Ã)
2 85.7 78.7 39.8 29.0
3 139.1 71.2 31.6 19.5
4 60.6 58.2 29.8 14.8
5 100.7 47.4 29.5 2.2

6 116.0 51.1 27.3 10.1
7 134.8 55.3 30.9 16.9
8 151.6 57.6 35.5 22.0

∆5
2,..,8 166.2 92.9 108.2 21.8

Abbildung 3.4: Symmetriewerte

Die verschiedenen Symmetriewerte dn werden in der Tabelle in Abbildung 3.4 vergli-
chen, die die Tabelle aus 2.3 erweitert. Man erkennt, dass lediglich Ã eine 5-Symmetrie
zugeordnet werden kann. Auÿerdem kann man die Symmetriewerte von Ã, aufgrund der
niedrigen Anzahl an Punkten in Ã, mit dem geringsten Aufwand berechnen.

Im Folgenden wollen wir die Symmetriewerte der Charakteristischen Eckpunkte an
einem zweiten Beispiel testen.

Im linken Teil der Abbildung 3.5 ist das Originalfoto abgebildet. Im rechten Teil sieht
man die Punktmenge A, die das Stoppschild (Farbintervalle aus Abbildung 2.1 (Bsp.2),
ψ = 1000) repräsentiert. Es gilt:

|AK | = 34, min
wi∈AK

d(wi, (AK \ wi)kon) = 0.031 =: d0.

Verschiedene Funktionswerte für s(dcon) sieht man in Abbildung 3.6.

Der Algorithmus Parameter �ndet also das geeignete dcon-Intervall I := [26d0, 29d0] =
[1.984, 15.872] und gibt somit für dcon = 26 · d0 = 1.984 aus.
dn(A) zu berechnen wäre aufgrund der Gröÿe von A (|A| = 30657) nicht praktikabel.
Die Symmetriewerte der Charakteristischen Eckpunkte (siehe Abbildung 3.7) lassen sich
hingegen mit geringem Aufwand bestimmen.
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(a) Originalbild (b) Ã ⊂ A

Abbildung 3.5: Stopp-Schild

Jedes reguläre Achteck ist nicht nur 8-symmetrisch, sondern auch 2- und 4-symmetrisch.
Daher dürfen die niedrigen Symmetriewerte für d2(Ã) und d4(Ã) nicht verwundern.

Vergleicht man die geeigneten dcon-Intervalle der beiden Beispiele, so sieht man, dass
die Intervalle einen nicht-leeren Schnitt haben. Da die darstellende Punktmenge A im zwei-
ten Beispiel wesentlich gröÿer als im ersten ist, liegt die Vermutung nahe, dass der absolute
Fehler durch die Pixel-Darstellung unabhängig von der Gröÿe des dargestellten Objekts
ist. Daher verzichten wir im Folgenden auf eine dcon-Bestimmung mit dem Algorithmus
Parameter, wenn wir eine Punktmenge untersuchen, die ein Objekt mit der Pixelmethode
repräsentiert. In diesen Fällen setzen wir dcon = 2 und schreiben verkürzt statt Ã(dcon)
nur noch Ã für die Menge der Charakteristischen Eckpunkte.

3.6 Komplexitätsanalyse

Aus Lemma 2.13 wissen wir, dass die Berechnung des Abstands zwischen zwei Punkt-
mengen A,B ⊂ R2 mit |A| = |B| = m die Komplexität O(m3) besitzt. Der Aufwand
zur Berechnung der Symmetriewerte einer Punktmenge A bezüglich aller n-Symmetrien
(n ∈ {2, 3, .., N}) beträgt also O(Nm3).

In unserem Algorithmus wollen wir, wie in den vorangegangenen Abschnitten dieses
Kapitels erläutert, nicht die Symmetriewerte einer Punktmenge A, sondern die Symmetrie-
werte der Charakteristischen Eckpunkte Ã von A berechnen und anschlieÿend aufgrund
dieser Werte entscheiden, ob wir A eine approximative n-Symmetrie zuordnen oder nicht.



KAPITEL 3. CHARAKTERISTISCHE TEILMENGEN 47

i s(2i · d0)
0 33
1 32
2 28
3 25
4 18
5 13
6 8
7 8
8 8
9 8
10 5
11 3

Abbildung 3.6: Parameterfunktion

n dn(Ã)
2 6.1
3 251.1
4 8.4
5 300.9
6 251.1
7 107.9
8 7.6

∆8
2,..,8 7.0

Abbildung 3.7: Symmetriewerte

Im Folgenden wollen wir daher analysieren, welcher Aufwand bei unserem Algorithmus
zu erwarten ist:

1. Bestimmung der konvexen Hülle:
Die konvexe Hülle einer Punktmenge A ⊂ R2 lässt sich mit dem in Kapitel 3.2 beschriebe-
nen Quickhull-Algorithmus bestimmen. Der Aufwand dieses Algorithmus hängt davon ab,
wieviele neue Facetten pro Iteration erzeugt werden und wieviele Punkte pro Iteration als
Extremalpunkte ausgeschlossen werden können.
In [5] wird gezeigt, dass der Aufwand O(m log r) beträgt (r ist die Anzahl der bearbeiteten
Punkte), wenn die Iterationen durchschnittliche Ergebnisse liefern, das heiÿt die Balance-
Bedingungen erfüllt sind. Schreibt man den Aufwand ausschlieÿlich in Abhängigkeit von
m, so ergibt sich ein durchschnittlicher Aufwand von

O(m logm).

2. Anzahl der Extremalpunkte:
Alle weiteren Schritte operieren auf der Menge der Extremalpunkte AK , die man als Er-
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gebnis des Quickhull-Algorithmus erhält. Daher stellt sich die Frage, wie sich die Anzahl
der Extremalpunkte mK := |AK | in Abhängigkeit zu m = |A| verhält.
In [41] wurde dieser Zusammenhang untersucht, wenn die Punktmenge A aus Punkten be-
steht, die nach einer gewissen Verteilung zufällig aus den Punkten einer Ebene ausgewählt
wurden. Danach gilt:
Wird der Erwartungswert der Anzahl der Extremalpunkte einer Punktmenge mit m Punk-
ten mit Em bezeichnet, so gilt:

lim
m→∞

Em ∼ m
1
3 ,

wenn die m Punkte in einem konvexen Bereich mit glattem Rand gleichverteilt sind.
Sind die Punkte hingegen normal verteilt, ergibt sich:

lim
m→∞

Em ∼
√

logm.

3. Algorithmus Eckpunkte:
Im Algorithmus Eckpunkte werden, nachdem die Menge der Extremalpunkte AK (mit
mK := |AK |) bestimmt wurde, die folgenden Schleifen durchlaufen:
Schritte 2-3:
Es gilt NR < mK , da bereits nach Streichung vonm−1 Punkten die erste Nebenbedingung
vonOP2 nicht erfüllt sein kann. Damit wird Schritt 2, in dem i die Werte 1 bismK−NR+1
durchläuft, weniger als mK mal durchgeführt. Es ergibt sich also ein Gesamtaufwand von
(höchstens):

O(m2
K).

Schritte 4-6:
Wegen NR < mK werden die Schritte 5 und 6, in denen j jeweils Werte von 1 bis mK

durchläuft, weniger als mK mal durchgeführt. Daher ist auch hier der Gesamtaufwand in
der Ordnung:

O(mK · (2 ·mK)) .= O(m2
K).

Schritte 8-15:
Von Schritt 15 auf Schritt 8 wird wegen NR < mK weniger als mK-mal gesprungen. Die
Schritte 11-13 werden nur dann wiederholt, wenn mindestens ein Punkt aus den Partitionen
gestrichen wird, was höchstens mK mal passieren kann.
Wie viele Kombinationen in Schritt 14 berechnet werden müssen, hängt hingegen davon
ab, wie klein die einzelnen Partitionen sind und wie viele Partitionen gebildet wurden.
Die Berechnung der Charakteristischen Eckpunkte mit dem Algorithmus Eckpunkte ist
besonders dann e�ektiv, wenn man die Partitionen durch die Schritte 11 bis 13 entscheidend
verkleinern kann und somit in Schritt 14 nur wenige Kombinationen (bis zu einer Ordnung
O(mK)) berechnen muss. In diesem Fall ergibt sich für die Schritte 9 bis 15 ein Aufwand
von

O(mK(mK +mK)) .= O(m2
K).

Sind in Schritt 14 noch zu viele Kombinationen als mögliche Lösungen zu bestimmen,
so bieten sich zwei Varianten an. Einerseits kann man den Algorithmus mit dconneu =
λ · dconalt (0 < λ < 1) wiederholen. Andererseits besteht die Möglichkeit, die einzelnen
Charakteristischen Eckpunkte aus den jeweiligen Partitionen nacheinander so zu bestim-
men, dass man immer den Punkt auswählt, der die Zielfunktion unter der Bedingung, dass
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die bisher ausgewählten Punkte auf jeden Fall zu Ã gehören, minimiert. Damit würde man
in O(mK) eine Menge erhalten, die die Nebenbedingungen 1 und 2 von OP2 erfüllt und
den Zielfunktionswert zumindest annähert.
Die restlichen Schritte werden nur einmal durchlaufen und sind somit für die Bestimmung
des Aufwands unerheblich. Damit liegt (unter den oben beschriebenen Bedingungen für
die Partitionen) der Gesamtaufwand des Algorithmus Eckpunkte in:

O(m2
K).

4. Symmetriewerte:
Die Anzahl der Punkte in der Menge Ã der Charakteristischen Eckpunkte bezeichnen wir
mit m̃ := |Ã|. Repräsentiert die Menge A ein n-eckiges Objekt, erhalten wir (bei idealer
Wahl von dcon) m̃ = n und das unabhängig von m := |A| bzw. dem Abstand disP zwi-
schen zwei Pixeln (Vergleiche Kapitel 3.1).
Daher hängt der Aufwand zur Bestimmung der Symmetriewerte und damit auch zur Zu-
ordnung von Symmetrien nicht mehr vonm ab, sondern liegt in der Ordnung (siehe Lemma
2.19):

O(Nm̃3).

Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass der Aufwand zur Bestimmung der Cha-
rakteristischen Eckpunkte Ã und der Symmetriewerte von Ã unter den oben beschriebenen
Bedingungen in der Ordnung

O(m logm+m2
K +Nm̃3)

liegt und damit im Normalfall deutlich geringer ist, als wenn man die Symmetriewerte der
ursprünglichen Punktmenge A bestimmen würde.

Auch im Vergleich zu den in der Einleitung vorgestellten Verfahren zur approximativen
Symmetrieerkennung aus der Literatur ([3]: O(m6), [39]: O(m3.5(logm)4)) lässt sich der
Aufwand (je nach Verhältnis zwischen |A| und |AK | bzw. |A| und |Ã|) erheblich reduzieren.



Kapitel 4

Unvollständige Symmetrien

In realen Anwendungen kann es aus verschiedenen Gründen (wie z.B. Schattene�ekten
oder Überdeckungen) dazu kommen, dass ein Teil eines Objekts, der eine Ecke beinhalten
könnte, durch die darstellende Punktmenge A nicht repräsentiert wird.

Der in den bisherigen Kapiteln entwickelte Algorithmus erkennt approximative Sym-
metrien, indem er eine charakteristische Teilmenge der konvexen Hülle bestimmt, die die
Ecken des zu untersuchenden Objekts repräsentiert. In diesem Kapitel wollen wir eine Va-
riante des Algorithmus entwickeln, die auch dann eine mögliche Symmetrie erkennt, wenn
mindestens eine der Ecken des Objekts nicht dargestellt ist.

Li, Langbein und Martin widmen sich dem Problem, unvollständige approximative
Symmetrien in Punktmengen zu �nden ([32]). Einer Menge A aus n−1 Punkten wird dort
eine approximative unvollständige n-Symmetrie zugeordnet, wenn es eine Rotation gibt,
die n−2 Punkte von A, zumindest approximativ, auf Punkte aus A abbildet. Diese Grundi-
dee werden wir auch für die De�nition modi�zierter Symmetriewerte verwenden. Darüber
hinaus werden wir analysieren, welche Eigenschaften die Menge der Charakteristischen Eck-
punkte einer Punktmenge besitzt, die ein n-symmetrisches Objekt unvollständig darstellt.
Auÿerdem beschäftigen wir uns damit, das Rotationszentrum einer zum Teil verdeckten
n-symmetrischen Punktmenge zu bestimmen. Wir werden zeigen, dass der Schwerpunkt
der Charakteristischen Eckpunkte, den wir ja zur Erkennung vollständiger Symmetrien als
Rotationszentrum benutzen, in diesem Zusammenhang nicht geeignet ist.

Zabrodsky et al. stellen ein Verfahren zur Bestimmung des Rotationszentrums von
unvollständig dargestellten Objekten vor ([54]). Dabei wird das Rotationszentrum in ei-
nem iterativen Verfahren ermittelt. Im Iterationsschritt werden bestimmte Punkte in der
Nachbarschaft von Mi als potentielle Mi+1 ausgewählt und für alle diese potentiellen Ro-
tationszentren die Symmetriewerte der unvollständigen Punktmenge bestimmt. Als neues
Rotationszentrum Mi+1 für den nächsten Iterationsschritt fungiert der Punkt, für den der
Symmetriewert minimal ist.

In diesem Kapitel werden wir ein Lemma über das Rotationszentrum einer unvoll-
ständigen n-symmetrischen Punktmenge beweisen und daraus einen Algorithmus ableiten.
Mit diesem Algorithmus kann man das Rotationszentrum aus den Charakteristischen Eck-
punkten der unvollständigen Punktmenge in maximal drei Schritten (und damit mit einem
wesentlich geringeren Aufwand als in [54]) bestimmen.

Im Folgenden nutzen wir die Tatsache, dass sich jede n-symmetrische Punktmenge

50
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A ⊂ R2 (mit SP (A) /∈ A) in Partitionen zerlegen lässt, sodass die Punkte jeder Partition
ein reguläres n-Eck darstellen. Wir untersuchen daher unvollständig dargestellte Objekte,
die die Form eines regulären n-Ecks besitzen.

4.1 Charakteristische Eckpunkte eines unvollständigen n-Ecks

Wird ein Objekt mit der Form eines regulären n-Ecks unvollständig dargestellt, hängt die
Anzahl der Charakteristischen Eckpunkte der darstellenden Punktmenge A ⊂ R2 davon ab,
welcher Teil des Objekts nicht dargestellt wurde. Wir unterscheiden dabei die folgenden
Fälle, bei denen jeweils eine Teilmenge von A durch eine konvexe Fläche verdeckt ist
und daher nicht zur darstellenden Punktmenge gehört. Die verschiedenen Fälle werden in
Abbildung 4.2 visualisiert.

1. Ein Teil innerhalb des Objekts wird nicht dargestellt.
Da die Menge der Charakteristischen Eckpunkte eine Teilmenge der Extremalpunkte
von A ist, wird sie durch so eine Verdeckung nicht beein�usst.

2. Ein Teil des Rands der konvexen Hülle, der keinen Charakteristischen Eckpunkt
enthält, wird nicht dargestellt.
In diesem Fall ändert sich zwar unter Umständen die Menge der Extremalpunkte
(siehe De�nition 3.4), allerdings �ndet der Eckpunkte Algorithmus aus Kapitel 3
auch hier die Charakteristischen Eckpunkte, die den Ecken des Objekts entsprechen.

3. Ein Teil der konvexen Hülle, der einen Charakteristischen Eckpunkt enthält, wird
nicht dargestellt.
Man erhält in diesem Fall n+ 1 Charakteristische Eckpunkte, wobei zwei neue Cha-
rakteristische Eckpunkte den nicht dargestellten ersetzen.

4. Ein Teil der konvexen Hülle, der mehr als einen Charakteristischen Eckpunkt enthält,
wird nicht dargestellt.
Die dargestellten Charakteristischen Eckpunkte werden auch bei der unvollständi-
gen Punktmenge mit Hilfe des Eckpunkte Algorithmus erkannt. Anstelle der nicht
dargestellten Eckpunkte werden zwei neue gefunden.

In den Fällen 1 und 2, wird die (approximative) n-Symmetrie des Objekts mit Hilfe
unseres Algorithmus, also trotz der unvollständigen Darstellung, gefunden. In den Fällen
3 und 4 wird die Punktmenge Ã durch eine Drehung um den Winkel 2π

n allerdings nicht
mehr (approximativ) auf sich selbst abgebildet. Dreht man Ã um den Winkel 2π

n um
den Mittelpunkt des Objekts werden immerhin |Ã| − 3 Punkte (approximativ) auf andere
Punkte aus Ã abgebildet. Wir werden später einen Symmetriewert de�nieren, der diese
Eigenschaft hervorhebt. Zunächst wollen wir analysieren, wie man den Mittelpunkt M des
zum Teil verdeckten Objekts bestimmen kann.



KAPITEL 4. UNVOLLSTÄNDIGE SYMMETRIEN 52

(a) Originalbild
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(b) Vollständige Darstellung A mit Ã

Abbildung 4.1: Achteckiger Teppich
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(a) Verdeckung innerhalb
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(b) Verdeckung am Rand
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(c) Verdeckung an einer Ecke
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(d) Verdeckung an mehreren Ecken

Abbildung 4.2: Unvollständige Darstellung
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4.2 Rotationszentrum eines unvollständigen regulären n-Ecks

In Kapitel 2 haben wir erläutert, warum es für unseren Algorithmus zur Erkennung voll-
ständiger Symmetrien sinnvoll ist, für das Zentrum der Rotation M = SP (Ã) zu wählen.
Diese Vorgehensweise ist nicht geeignet, wenn man nach unvollständigen Symmetrien sucht.

Wie oben bereits angedeutet, wird eine unvollständige Symmetrie daran erkannt, dass
durch die Rotation zumindest eine Teilmenge der Charakteristischen Eckpunkte auf eine
andere Teilmenge der Charakteristischen Eckpunkte (approximativ) abgebildet wird. Das
gilt bei einem unvollständig dargestellten regulären n-Eck nur, wenn man als Rotations-
zentrum den Schwerpunkt des vollständigen n-Ecks und nicht des unvollständigen n-Ecks
verwendet. Wir wollen das anhand des folgenden Beispiels illustrieren:
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Abbildung 4.3: Achteck B mit Eckpunkten B̃ = {w1, .., w6, w8, w9} und SP (B̃), unvoll-
ständig dargestellt durch A mit Ã = {w1, .., w7, w10} und SP (Ã)

Wie in Fall 4 (siehe Abbildung 4.2 (d)) unterscheidet sich die Menge der Charak-
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teristischen Eckpunkte Ã des unvollständig dargestellten Achtecks A von der Menge der
Charakteristischen Eckpunkte B̃ des vollständig dargestellten Achtecks B insofern, als dass
zwei Punkte {w8, w9} nicht mehr dabei sind, während zwei neue Punkte {w7, w10} hinzu-
gekommen sind. In Abbildung 4.3 erkennt man, dass sich die beiden Schwerpunkte SP (Ã)
und SP (B̃) deutlich unterscheiden. Fünf Punkte von Ã werden durch eine Rotation um
den Winkel 2π

8 nur dann (approximativ) auf fünf andere Punkte aus Ã abgebildet, wenn
man SP (B̃) als Rotationszentrum nehmen würde, was allerdings bei unvollständiger Dar-
stellung nicht gegeben ist. Wie man SP (B̃) aus der gegebenen Punktmenge Ã bestimmen
kann, leiten wir aus dem folgenden Lemma ab:

Lemma 4.1. Ein reguläres n-Eck wird wie in einem der oben beschriebenen Fälle un-
vollständig dargestellt. Die Menge der Ecken des regulären n-Ecks sei B̃. Die Menge der
Charakteristischen Eckpunkte der unvollständigen Darstellung wird mit Ã bezeichnet. Gilt
für eine mindestens n+2

2 -elementige Teilmenge B̃′ von B̃: B̃′ ⊆ Ã, dann folgt:

arg min
x∈R2

max
w∈Ã

|x− w| = SP (B̃).

Beweis:

Die Menge B̃ der Ecken eines regulären n-Ecks liegt auf einem Kreis mit dem Radius

r := min
x∈R2

max
w∈B̃

|x− w|

um den Schwerpunkt des n-Ecks, welcher dem Schwerpunkt der Ecken SP (B̃) entspricht.
Es gilt also:

arg min
x∈R2

max
w∈B̃

|x− w| = SP (B̃).

Für alle Punkte vi ∈ Ã \ B̃ gilt:

|SP (B̃)− vi| < r,

da sie auch Punkte, aber keine Eckpunkte, des regulären n-Ecks sind und daher innerhalb
des oben beschriebenen Kreises liegen.
Daraus folgt:

min
x∈R2

max
w∈B̃

|x− w| ≥ min
x∈R2

max
w∈Ã

|x− w|.

Da trotz der unvollständigen Darstellung noch mindestens n+2
2 Eckpunkte des regulären

n-Ecks, also mindestens einer mehr als die Hälfte, in Ã sind, existieren in jedem Fall min-
destens drei (nicht kollineare) Punkte in Ã, so dass SP (B̃) der Mittelpunkt des Umkreises
dieser (mindestens) drei Punkte ist.
Daher muss auch

min
x∈R2

max
w∈B̃

|x− w| ≤ min
x∈R2

max
w∈Ã

|x− w|

gelten. Und da der Mittelpunkt des Umkreises von drei Punkten eindeutig ist, gilt schlieÿ-
lich:

arg min
x∈R2

max
w∈Ã

|x− w| = SP (B̃).

�
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Daher ist es sinnvoll, bei der Suche nach unvollständigen Symmetrien das Rotations-
zentrum M als Lösung des folgenden Optimierungsproblems zu bestimmen:

OP 3

M = arg min
x∈R2

max
w∈Ã

|x− w|.

M ist also der Punkt, der von den Punkten aus Ã den geringsten Maximalabstand hat.

Anmerkung:

Auch wenn durch Ungenauigkeiten in der Darstellung, die Punkte aus B̃′ nur approximativ
in Ã liegen, kann man davon ausgehen, dass man durch das Lösen von OP3 eine gute
Annäherung für das ideale Rotationszentrum erhält, wenn höchstens n− n+2

2 = n−2
2 Ecken

eines regulären n-Ecks nicht dargestellt werden.

Das Optimierungsproblem OP3 lässt sich mit dem folgenden Algorithmus lösen:

Algorithmus: Rotationszentrum

Eingabe: Ã = {w1, .., wm} ⊂ R2.
Ausgabe: M ∈ R2 (Lösung von OP3)

1. M1 := SP (Ã).

2. FÜR i = 1 : m:
di := |wi −M1|.

i∗ := arg maxi di.

3. v1 := wi∗ −M1.
g := M1 + λ~v1 (λ ∈ R).

4. FÜR i = 1 : m (i 6= i∗):
gi := Mittelsenkrechte der Strecke zwischen wi und wi∗.

5. FÜR i = 1 : m (i 6= i∗):
pi := gi ∩ g.

6. j := arg mini|pi∈[M1wi∗] |M1 − pi|.
M2 := pj

7. S := wi∗+wj

2 .
v2 := S − pj.

8. h := pj + µ~v2 (µ ∈ R).
FÜR i = 1 : m (i 6= i∗, j):

qi := gi ∩ h.
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9. WENN 6 ∃qi | qi ∈ [M2, S]:
AUSGABE: M = S.

10. k := arg mini|qi∈[M2S] |qi − pj |.
AUSGABE: M := qk.

Lemma 4.2. Der Algorithmus Rotationszentrum löst das Optimierungsproblem OP3 für
eine beliebige Punktmenge Ã ⊂ R2.

Beweis:

Alle Punkte auf der Mittelsenkrechten der Strecke zwischen zwei Punkten w1 und w2 sind
von w1 und w2 gleich weit entfernt. Für das in Schritt 6 berechnete M2 gilt also:

|M2 − wi∗| = |M2 − wj | = max
i∈{1,..,m}

|M2 − wi|.

Endet der Algorithmus nach Schritt 9, ist M der Mittelpunkt zwischen wj und wi∗ und es
folgt:

arg min
x∈R2

max
i∈{i∗,j}

|x− wi| = M.

Da auÿerdem kein Punkt qi auf der Strecke zwischen M2 und S liegt, gilt:

max
i∈{1,..,m}

|M − wi| = |M − wj | = |M − wi∗|.

Damit löst M OP3.
Endet der Algorithmus nach Schritt 10, istM der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks
4wk,wj ,wi∗ , was bedeutet:

arg min
x∈R2

max
i∈{i∗,j,k}

|x− wi| = M.

Alle anderen wi liegen innerhalb dieses Umkreises. Also löst auch hier der Algorithmus das
Optimierungsproblem.

�

Wird das Rotationszentrum als Lösung von OP3 für die Eingabepunktmenge A be-
stimmt, so wird es in Zukunft mit MOP3(A) bezeichnet.

4.3 Symmetriewert zur Erkennung unvollständiger Symme-
trien

Wie oben bereits angedeutet, muss man zur Erkennung von unvollständigen Symmetrien
eine modi�zierte De�nition für den Symmetriewert einführen. Untersucht man unvollstän-
dig dargestellte reguläre n-Ecke, wie zum Beispiel das Achteck aus Abbildung 4.2 (c) und
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Fall a b c d
n dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã)
2 5.9 5.9 613.1 486.4
3 569.0 569.0 646.2 765.3
4 5.3 5.3 397.5 486.6
5 681.9 681.9 646.1 823.5
6 569.0 569.0 813.1 889.3
7 244.4 244.4 476.7 647.9
8 8.6 8.6 215.0 467.2

9 190.1 190.1 286.6 556.0
10 342.0 342.0 356.3 631.1

∆8
2,..,10 4.5 4.5 75.0 84.0

Abbildung 4.4: Werte für d

(d), mit Hilfe der in Kapitel 2 eingeführten Symmetriewerte, so kann man keine eindeuti-
gen Ergebnisse erwarten, da ja drei der Charakteristischen Eckpunkte durch die Drehung
um den Winkel 2π

8 nicht auf andere Charakteristische Eckpunkte abgebildet werden.

Die Symmetriewerte für die Beispiele aus Abbildung 4.2 sind in der Tabelle 4.4 auf-
gelistet. Das Rotationszentrum M wurde dabei als Lösung von OP3 bestimmt. Es lässt
sich erkennen, dass in den Fällen (a) und (b) eine 8-Symmetrie trotz der unvollständigen
Darstellung zugeordnet wird. In den Fällen (c) und (d) sind zwar die Symmetriewerte für
n = 8 am kleinsten, allerdings sind die Unterschiede zu den anderen Symmetriewerten so
gering, dass unser Algorithmus keine Symmetrie zuordnet.

Das unterstreicht, dass wir zur Erkennung einer unvollständigen Symmetrie einen mo-
di�zierten Symmetriewert benötigen.

De�nition 4.3. Ã := {w1, .., wm} sei eine im Uhrzeigersinn nummerierte Menge Charak-
teristischer Eckpunkte und B̃n := {v1, .., vm} sei die Punktmenge, die aus Ã durch Drehung
um den Winkel 2π

n um MOP3(Ã) hervorgeht. Der Teilmengen-Symmetriewert Tdn(Ã) von
Ã bezüglich einer (unvollständigen) n-Symmetrie ist folgendermaÿen de�niert:

Tdn(Ã) = min
C∈A

min
D∈Bn

d(C,D).

Dabei gilt: A := {C1, .., Cm} mit

Ci := {wi+3, .., wm} ∪ {wmax(1,i+3−m), .., wi−1}

bzw. Bn := {D1, .., Dm} mit

Di := {vi+3, .., vm} ∪ {vmax(1,i+3−m), .., vi−1}.

Anmerkungen:

d(C,D) ist dabei der Abstand zwischen den Punktmengen C ⊂ R2 und D ⊂ R2 nach der
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MPM-Methode aus Kapitel 2.
Da wir davon ausgehen, dass der verdeckte Teil des Objekts eine konvexe Punktmenge
ist, und die Punkte in Ã als Lösung von OP2 im Uhrzeigersinn nummeriert sind, sind die
m − 3 Punkte von Ã, die durch die Drehung auf andere m − 3 Punkte aus Ã abgebildet
werden, aufeinanderfolgend. Daher genügt es uns die m Punktmengen in A an Stelle aller
m− 3 elementigen Teilmengen von Ã zu betrachten.

In Abbildung 4.5 sind die Teilmengen-Symmetriewerte für die Charakteristischen Eck-
punkte der Punktmengen aus Abbildung 4.2 (Fälle c und d) für die zwei verschiedenen
Rotationszentren M1 := SP (Ã) und M2 := MOP3(Ã) aufgelistet.

Die Eindeutigkeitswerte und der Schwellenwert für die Zuordnung einer Symmetrie gel-
ten analog zur Suche nach vollständigen (approximativen) Symmetrien (siehe De�nitionen
2.14 und 2.15).

Fall c c d d
n TdM1

n (Ã) TdM2
n (Ã) TdM1

n (Ã) TdM2
n (Ã)

2 402.5 257.8 318.6 243.6
3 429.9 333.2 400.0 321.8
4 220.2 48.6 246.1 122.3
5 406.4 392.0 455.0 382.8
6 400.9 425.7 315.6 357.0
7 172.0 182.3 128.7 154.3
8 97.7 6.6 82.9 4.0

9 183.7 143.6 164.7 117.3
10 246.3 227.5 250.2 212.2

∆8
2,..,10 56.8 4.6 64.4 3.4

Abbildung 4.5: Werte für Td

In der Tabelle in Abbildung 4.5 erkennt man, dass die unvollständige 8-Symmetrie in
den Fällen (c) und (d) aus Abbildung 4.2 der Punktmenge Ã zugeordnet wird, wenn man
MOP3(Ã) als Rotationszentrum verwendet.

In der Praxis gibt es etliche Anwendungsszenarien, in denen es wichtig ist, unvollständig
dargestellte Objekte, die durch ihre Symmetrie charakterisiert werden können, zu erkennen.
Im folgenden Beispiel (siehe Abbildung 4.6) ist ein Stopp-Schild teilweise von einem Baum
verdeckt.

Die Menge der Charakteristischen Eckpunkte Ã wurde mit Hilfe des Algorithmus
Eckpunkte bestimmt. Da ein Teil des Schildes nicht dargestellt wurde, bilden die Punkte
in Ã kein reguläres Achteck. Wir untersuchen die Symmetriewerte und die Teilmengen-
Symmetriewerte von Ã (Rotationszentrum: MOP3(Ã)).
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(a) Originalbild (b) Darstellende Punktmenge A mit Ã

Abbildung 4.6: Teilweise verdecktes Stopp-Schild

n dn(Ã) Tdn(Ã)
2 869.4 444.7
3 1546.7 654.6
4 915.3 247.4
5 1723.7 862.9
6 1840.7 842.9
7 1263.5 358.9
8 877.5 45.5

9 1066.7 292.0
10 1247.0 513.2

∆8
2,..,10 82.3 15.6

Abbildung 4.7: Vergleich dn und Tdn

Die Tabelle in Abbildung 4.7 zeigt, dass die unvollständige 8-Symmetrie mit Hilfe der
Teilmengen-Symmetriewerte zu erkennen ist. Im Gegensatz dazu lassen die in De�nition
2.2 eingeführten Symmetriewerte, wie erwartet, keine Zuordnung einer Symmetrie zu.



Kapitel 5

Punktmengen im R3

In diesem Kapitel werden wir analysieren, wie sich die für den 2-dimensionalen Fall einge-
führten Methoden auf den 3-dimensionalen Fall erweitern lassen. In Kapitel 7 werden wir
dann zeigen, dass sich eine leicht modi�zierte Variante dieses Algorithmus auch zur Sym-
metrieerkennung in Punktmengen in Eulidischen Räumen beliebiger Dimension anwenden
lasst.

Vergleicht man verschiedene Algorithmen aus der Literatur, die approximative Symme-
trien in Punktmengen im R3 erkennen, so lassen sich diese in zwei verschiedene Gruppen
einteilen.

Es existieren Algorithmen, die ohne Bestimmung einer möglichen Rotationsachse aus-
kommen. Diese ordnen einer Punktmenge genau dann eine approximative Symmetrie zu,
wenn es eine entsprechende Permutation der Punktmenge gibt, unter der die Abstände
zwischen den Punkten bis zu einer gewissen Fehlertoleranz konstant bleiben (z.B. [33],
[39]).

Alternativ lässt sich eine Punktmenge A ⊂ R3 auf approximative n-Symmetrien unter-
suchen, indem man mögliche Rotationsachsen von A bestimmt (z.B. [45]). Anders als im
2-dimensionalen Fall, wo man das Rotationszentrum als Schwerpunkt von A erhält, ist die
Bestimmung der Rotationsachse einer n-symmetrischen Punktmenge A ⊂ R3 nicht trivial.

5.1 Darstellung

Ein 3-dimensionales Objekt lässt sich in der Regel im R2 nicht detailliert darstellen. Es ist
daher anders als bei 2-dimensionalen Objekten nicht möglich, die Form mit der Hilfe von
nur einem Foto zu ermitteln.

Allerdings gibt es verschiedene Möglichkeiten ein Objekt durch eine Punktmenge A ⊂
R3 zu repräsentieren. Es existieren diverse Verö�entlichungen, die sich dem Problem der
3-dimensionalen Darstellung von Objekten widmen (Übersicht in [47]).

Es werden Ohne-Kontakt-Methoden und Tast-Methoden unterschieden.
Bei den Ohne-Kontakt-Methoden werden die nötigen Informationen aufgrund von opti-
schen, akustischen oder magnetischen Merkmalen gewonnen (z.B. [36]). Tast-Methoden
beruhen auf dem Prinzip, dass die Ober�äche des Objekts mit Hilfe eines Roboterarms
abgetastet wird. Diese Methoden sind zwar am wenigsten fehlerbehaftet, allerdings sind
sie mit groÿem Aufwand verbunden und nicht in jedem Fall anwendbar. Die am häu�gs-

60
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ten gebrauchte Tast-Methode ist die Benutzung von sogenannten Coordinate Measuring
Machines (CMM). Diese Maschinen sind so programmiert, dass sie Wegen entlang der
Ober�äche folgen und diese so vermessen (z.B. [8]).

Um die Vorgehensweise der Symmetriesuche zu illustrieren, werden wir mit der folgen-
den Methode eine Punktmenge erzeugen, die ein bestimmtes Objekt repräsentiert.

Zunächst de�nieren wir ein 3-dimensionales Koordinatensystem in dem das zu untersu-
chende Objekt liegt. Die Längeneinheit des Koordinatensystems bestimmt über Genauig-
keit und Aufwand. Anschlieÿend wird eine Begrenzungsmatrix Ω ∈ R3×2 bestimmt, sodass
die Koordinaten (x1, x2, x3) aller Punkte des Objekts die folgenden Ungleichungen erfüllen:

Ωi1 < xi < Ωi2 ∀i ∈ {1, 2, 3}.

Auÿerdem bestimmen wir für Ω Taststrecken.

De�nition 5.1. In einem Koordinatensystem mit der Begrenzungsmatrix Ω sind die Tast-
strecken s11, .., slk wie folgt de�niert:

sij :=

 i
j

Ω31

 + λ ·

 0
0

Ω32 − Ω31

 (λ ∈ [0, 1]),

∀i, j | i, j ∈ Z ∧ (Ω11 ≤ i ≤ Ω12) ∧ (Ω21 ≤ j ≤ Ω22).

Die das Objekt darstellende Punktmenge A ist dann die Menge der Schnittpunkte der
Taststrecken s11, .., slk mit der Ober�äche des Objekts. Diese Darstellung entspricht einer
Methode, bei der die Ober�äche von den Ebenen E1 : x3 = Ω31 und E2 : x3 = Ω32 aus mit
auf die Ebenen senkrecht stehenden Sensoren abgetastet wird.

Wir wollen diese Vorgehensweise anhand eines Beispiels illustrieren.
In Abbildung 5.1 sieht man ein 5-symmetrisches Objekt in einem 3-dimensionalen Ko-
ordinatensystem. Die Ober�äche des Objekts wird mit der oben beschriebenen Methode
abgetastet und so die in Abbildung 5.2 dargestellte Punktmenge bestimmt, die das Objekt
repräsentiert.

5.2 Konvexe Hülle

Auch für eine Punktmenge A ⊂ R3 wollen wir die Charakteristischen Eckpunkte Ã ⊆ A
als eine Teilmenge der Extremalpunkte AK ⊆ A (siehe De�nition 3.4) bestimmen.

Dazu muss die konvexe Hülle von A berechnet werden. Analog zur Bestimmung der
konvexen Hülle im 2-Dimensionalen, benutzen wir dazu den Quickhull-Algorithmus [5], der
auch für eine Punktmenge A ⊂ R3 mit |A| = m die Komplexität O(m logm) besitzt.
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Abbildung 5.1: 5-Symmetrisches Objekt

Abbildung 5.2: Darstellung
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Die Grundidee des Quickhull-Algorithmus im 3-Dimensionalen entspricht dem 2-dimen-
sionalen Fall (siehe Kapitel 3.2). Die Punkte werden hier allerdings nicht danach partitio-
niert, ob sie links oder rechts einer Geraden, sondern ob sie innerhalb oder auÿerhalb eines
Polyeders liegen.
Wir wollen die Bestimmung der konvexen Hülle einer Punktmenge A ⊂ R3 anhand eines
Beispiels (Abbildung 5.3(a)) illustrieren.
Als Startpolyeder fungiert ein Tetraeder (Abbildung 5.3(b)), dessen Eckpunkte auf jeden
Fall Extremalpunkte sind. Solche Punkte sind zum Beispiel diejenigen mit dem gröÿten
oder kleinsten x1-, x2-, oder x3-Wert.
Anschlieÿend werden für den Punkt pi, der auÿerhalb des Tetraeders liegt und vom Tetra-
eder am weitesten entfernt ist, alle Facetten (Dreiecks�ächen) des Tetraeders bestimmt,
die von pi sichtbar sind. Sichtbar von pi ist eine Facette genau dann, wenn für alle drei
Eckpunkte pjl

(l ∈ {1, 2, 3}) der Facette gilt, dass die Strecke [pipjl
] den Tetraeder nicht

schneidet.
Aus den Begrenzungsstrecken zwischen sichtbaren und nicht sichtbaren Facetten und dem
Punkt pi werden nun neue Facetten für den Polyeder gebildet und dafür die alten sichtba-
ren Facetten gestrichen (Abbildung 5.4(a)).
Auf diese Weise wird rekursiv weiter verfahren, bis keine Punkte mehr auÿerhalb des Po-
lyeders liegen (Abbildung 5.4(b)). Die Menge der Extremalpunkte besteht dann aus allen
Eckpunkten der Facetten des Polyeders.
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Abbildung 5.3: 3D Quickhull-Algorithmus Teil 1

Der erste Schritt der Untersuchung einer Punktmenge A ⊂ R3 auf Symmetrien besteht
also darin, die konvexe Hülle von A (bzw. die Extremalpunkte AK) zu bestimmen. Ist A
die Darstellung eines Objekts, kann man aufgrund von Ungenauigkeiten im Allgemeinen
nicht davon ausgehen, dass AK die Menge der realen Ecken des Objekts abbildet. Bestimmt
man z.B. die konvexe Hülle der Punktmenge A (Abbildung 5.2), die das 5-symmetrische
Objekt aus Abbildung 5.1 darstellt, so erhält man die Menge der Extremalpunkte AK mit
|AK | = 197 (Abbildung 5.5). Im Vergleich dazu besitzt das reale Objekt lediglich 16 Ecken.
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Abbildung 5.4: 3D Quickhull-Algorithmus Teil 2
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Abbildung 5.5: Konvexe Hülle des 5-symmetrischen Objekts

De�nition 5.2. Die mit dem Quickhull-Algorithmus bestimmte konvexe Hülle einer Punkt-
menge A ⊂ R3 besteht aus der Menge der Extremalpunkte AK = {w1, .., wm} (AK ⊆ A)
und der Menge der Facettentripel AF = {(n1n2n3), (n4n5n6), ...} mit ni ∈ N ∧ ni ≤ m.
Dabei setzt sich der Rand der konvexen Hülle aus den Dreiecken (wiwjwk), für alle Tripel
(ijk) ∈ AF , zusammen.

Anmerkung:

Der Rand der konvexen Hülle wird also ausnahmslos als eine Menge von Dreiecks�ächen
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dargestellt. Besteht ein Teil der Ober�äche der konvexen Hülle aus einem n-Eck (mit
n ∈ N ∧ n > 3) (z.B. bei einem Würfel mit n = 4), so lässt sich diese Seite auch durch
n− 2 Dreiecke darstellen.

5.3 Charakteristische Eckpunkte

Das Ziel ist es, eine Teilmenge Ã aus der Menge der Extremalpunkte AK ⊆ A ⊂ R3 zu
bestimmen, so dass Ã der Menge der Ecken des durch A dargestellten Objekts entspricht.

Im 2-Dimensionalen haben wir dazu in De�nition 3.7 die sogenannten ε-Bedingungen
formuliert und mit Hilfe des Optimierungsproblems OP2 in De�nition 3.9 die Menge
der Charakteristischen Eckpunkte eingeführt. Grundsätzlich ist das Optimierungsproblem
OP2 so formuliert, dass man es auch auf Punktmengen im Rd (d ∈ N ∧ d > 2) anwenden
kann. Allerdings beruht der Lösungsalgorithmus Eckpunkte auf dem Sortieren der Extre-
malpunkte im Uhrzeigersinn um den Schwerpunkt und solch eine Sortierung lässt sich nur
im 2-Dimensionalen vollführen.

Daher wollen wir in diesem Kapitel die Menge der Charakteristischen Eckpunkte Ã einer
Punktmenge A ⊂ R3 in einer leicht verallgemeinerten Form de�nieren. Dabei muss diese
Teilmenge, wie im 2-dimensionalen Fall, die ε-Bedingungen für ein bestimmtes dcon ∈ R+

(ε = dcon) erfüllen. Für Punktmengen im Rd (d ∈ N ∧ d > 3) werden wir diese De�nition
(siehe De�nition 7.1) übernehmen.

De�nition 5.3. Eine Teilmenge Ã einer Punktmenge A ⊂ R3 bezeichnen wir als Menge
der Charakteristischen (dcon−)Eckpunkte (bzw. als Charakteristische (dcon−)Eckpunkte)
von A, wenn Ã := {a1, .., am} für eine positive Konstante dcon ∈ R+ die folgenden Bedin-
gungen erfüllt:

1.
Ã ⊆ AK .

2.
d(w, Ãkon) ≤ dcon ∀w ∈ (AK \ Ã).

3.
max

w∈(AK\(Ã\ai))
d(w, (Ã \ ai)kon) > dcon ∀i ∈ {1, ..,m}.

Damit gilt das folgende Lemma:

Lemma 5.4. Für eine Punktmenge A ⊂ R3 und ε = dcon erfüllt die Menge der Charak-
teristischen (dcon-)Eckpunkte Ã ⊆ A die ε-Bedingungen aus De�nition 3.7.

Beweis:

Aus De�nition 5.3 (Bed.2) folgt:

max
b∈Akon

min
a∈Ãkon

|a− b| ≤ dcon.
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Wegen Ã ⊆ A gilt auÿerdem:

max
a∈Ãkon

min
b∈Akon

|a− b| = 0 < dcon.

Damit ist die erste ε-Bedingung erfüllt.
Die zweite ε-Bedingung folgt aus De�nition 5.3 (Bed.3).

�

Um einen Algorithmus zur Bestimmung der Charakteristischen Eckpunkte einer Punkt-
menge A ⊂ R3 zu formulieren, führen wir im folgenden Abschnitt den Begri� des Streich-
abstands ein.

5.3.1 Streichabstand

Für jeden Punkt aus AK wird ein Streichabstand wie folgt de�niert:

De�nition 5.5. Ist AK = {w1, .., wm} die Menge der Extremalpunkte einer Punktmenge
A ⊂ Rd, so ist der Streichabstand di von wi (1 ≤ i ≤ m) folgendermaÿen de�niert:

di := min
a∈(AK\wi)kon

|wi − a|.

Den Streichabstand eines Punktes im R3 kann man mit Hilfe der folgenden De�nition
und des folgenden Lemmas bestimmen.

De�nition 5.6. Für einen Extremalpunkt wi bezeichnet die Menge N i ⊂ AK :

N i := {wj ∈ AK | i 6= j ∧ ∃(AF )k ∈ AF mit: i, j ∈ (AF )k}

die Menge der Nachbarextremalpunkte.

Lemma 5.7. AK = {w1, .., wm} sei die Menge der Extremalpunkte einer Punktmenge
A ⊂ R3. Für jeden beliebigen Extremalpunkt wi gilt:
N i sei die Menge der Nachbarextremalpunkte von wi und N i

F die Menge der Facettentripel
der konvexen Hülle von N i. Dann gilt für den Streichabstand di von wi:

di := min
a∈4wjwkwl

|(j,k,l)∈N i
F

|wi − a|.

Dabei bezeichnet 4wjwkwl
die Fläche des Dreiecks mit den Eckpunkten wj , wk, wl.

Beweis:

Wir bezeichnen mit Ai
F alle Facettentripel der konvexen Hülle von (AK \ wi) (Abbildung

5.6(b)) und mit Bi
F ⊂ AF alle Facettentripel der konvexen Hülle von A, in denen i nicht

enthalten ist (Abbildung 5.7(a)). N i
F ist die Menge der Facettentripel der konvexen Hülle
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Abbildung 5.6: Konvexe Hüllen vor und nach der Streichung
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von N i (Abbildung 5.7(b)).

Ale Erstes wird gezeigt, dass (bei einheitlicher Indizierung) gilt:

Ai
F ⊆ (Bi

F ∪N i
F ).

Die Tripel von Bi
F sind alle auch in Ai

F , da sich an diesen Ober�ächen-Dreiecken durch das
Streichen des Punktes wi nichts verändert. Die Tripel, die in AF sind (Abbildung 5.6(a)),
aber nicht in Bi

F , können auch nicht in Ai
F sein, da ja der Eckpunkt wi gestrichen wurde.

Die Tripel Ai
F \ Bi

F enthalten ausschlieÿlich Indizes der Nachbarextremalpunkte von wi

und sind daher eine Teilmenge von N i
F .

Daraus folgt:
Ai

F ⊆ (Bi
F ∪N i

F ).

Wenn nicht alle Nachbarextremalpunkte in einer Ebene liegen, existieren Dreiecks�ächen
auf dem Rand der konvexen Hülle von N i, die innerhalb der konvexen Hülle von (AK \wi)
liegen und damit sind im Allgemeinen die Mengen Ai

F und Bi
F ∪N i

F nicht identisch.

Aufgrund der Struktur der konvexen Hülle schneidet jede Strecke von einem Punkt p
(p ∈ 4wjwkwl

|(j, k, l) ∈ Bi
F \ N i

F ) zu wi den Rand der konvexen Hülle von (AK \ wi) in
einem Punkt q (q ∈ 4wjwkwl

|(j, k, l) ∈ N i
F ). Damit gilt:

min
a∈4wjwkwl

|(j,k,l)∈Bi
F \N

i
F

|wi − a| > min
a∈4wjwkwl

|(j,k,l)∈N i
F

|wi − a|.

Alle Strecken von einem Punkt p′ (p′ ∈ 4wjwkwl
|(j, k, l) ∈ N i

F \ Ai
F ) schneiden den Rand

der konvexen Hülle von (AK \ wi) in einem Punkt q (q ∈ 4wjwkwl
|(j, k, l) ∈ N i

F ∩ Ai
F ).

Damit gilt auÿerdem:

min
a∈4wjwkwl

|(j,k,l)∈N i
F \A

i
F

|wi − a| > min
a∈4wjwkwl

|(j,k,l)∈N i
F∩Ai

F

|wi − a|.

Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass die Punkte p1 und p2, die wie folgt de�niert
sind

p1 := arg min
a∈4wjwkwl

|(j,k,l)∈N i
F

|wi − a|

p2 := arg min
a∈4wjwkwl

|(j,k,l)∈Ai
F

|wi − a|

beide in N i
F ∩Ai

F liegen und damit gilt sowohl p1 = p2 (der näheste Punkt einer konvexen
Punktmenge zu einem Punkt auÿerhalb dieser Menge ist eindeutig), als auch

di := min
a∈4wjwkwl

|(j,k,l)∈N i
F

|wi − a|.

Damit ist Lemma 5.7 bewiesen.

�
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Um die Streichabstände aller Extremalpunkte wi ∈ AK zu bestimmen, genügt es uns,
nach Lemma 5.7, die konvexen Hüllen der Nachbarextremalpunkte N i zu ermitteln und
die Abstände der Dreiecks-Begrenzungs�ächen zum Punkt wi zu berechnen. Dabei gilt:

Lemma 5.8. Im R3 sei eine Dreiecks�äche 4abc und ein Punkt p gegeben.
Der minimale Abstand d(4abc, p) zwischen 4abc und p ist gleich der Länge der Strecke [pq].
Wobei gilt: Liegt der Schnittpunkt s der Ebene E, die durch die Punkte a, b und c gelegt
wird, mit der Geraden g, die den Aufpunkt p und als Richtungsvektor den Normalenvektor
von E hat, innerhalb von 4abc, so gilt: q = s. Ansonsten ist q der Punkt auf dem Rand
von 4abc, der s am nähesten liegt.

Beweis:

Mit Eabc bezeichnen wir die Ebene durch die Punkte a, b und c.
1. s ∈ 4abc:
Da die Strecke [ps] auf Eabc senkrecht steht, gilt:

s = arg min
x∈Eabc

|x− p|.

Aus 4abc ∈ Eabc und s ∈ 4abc folgt:

s = arg min
x∈4abc

|x− p|.

Damit gilt:
d(4abc, p) = |p− s| = |p− q|.

2. s /∈ 4abc:
Auch hier gilt:

s = arg min
x∈Eabc

|x− p|.

Nach dem Satz von Pythagoras folgt auÿerdem für alle Punkte r ∈ 4abc:

|r − p|2 = |r − s|2 + |s− p|2

und damit gilt für
q := arg min

r∈4abc

|r − s|

auch:
q = arg min

r∈4abc

|r − p|.

�

Der folgende Algorithmus bestimmt damit nach den Lemmata 5.7 und 5.8 für jeden
(Extremal-)Punkt aus der Menge A den Streichabstand di:
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Algorithmus: Streichabstand

Eingabe: AK = {w1, .., wm} ⊂ R3, AF.
Ausgabe: {d1, .., dm} (Streichabstände), {T1, .., Tm} (Facettentripel).

1. FÜR i = 1 : m:
N i := {wj ∈ AK | i 6= j ∧ (∃(AF )k ∈ AF | i, j ∈ (AF )k)}.
N i

F := Facettentripel(N i).

2. i := 1.

3. FÜR ALLE (j, k, l) := (N i
F )ii ∈ N i

F:
g := gg | wi ∈ gg ∧ Ewjwkwl

⊥ gg.
sii := Ewjwkwl

∩ g

4. FÜR ii = 1 : |N i
F |:

WENN sii ∈ 4wjwkwl
((j, k, l) = (N i

F )ii):
dii

i := |wi − sii|.
SONST:

qii := arg minx∈4wjwkwl
|x− sii|.

dii
i := |wi − qii|.

5. di := minii d
ii
i , ii∗ := arg minii d

ii
i , Ti := (N i

F )ii∗.
WENN i < m:

i := i+ 1, gehe zu 3.
SONST:

AUSGABE: {d1, .., dm}, {T1, .., Tm}.

Anmerkung:

Die Speicherung des Facettentripels Ti der konvexen Hülle der Nachbarextremalpunkte
für den Punkt wi ist notwendig, um schnell entscheiden zu können, ob sich durch eine
Streichung des Punktes wj (i 6= j) der Streichabstand di verändert.

5.3.2 Algorithmus

Die Menge der Charakteristischen Eckpunkte wird gebildet, indem nach und nach Punkte
aus AK gestrichen werden, deren Streichabstand nicht gröÿer als eine positive Konstante
dcon ist. Dabei muss allerdings beachtet werden, dass das Streichen eines Punktes nicht
dazu führt, dass zuvor gestrichene Punkte anschlieÿend weiter als dcon von der neuen
konvexen Hülle entfernt sind.

Die (nicht unbedingt eindeutige) Teilmenge der Charakteristischen Eckpunkte Ã einer
Punktmenge A (siehe De�nition 5.3) lässt sich im 3-Dimensionalen mit Hilfe des folgen-
den Algorithmus bestimmen, dessen einzelne Schritte anhand des Beweises von Satz 5.9
erläutert werden.
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Algorithmus: Eckpunkte 3D

Eingabe: A ⊂ R3, dcon ∈ R+.
Ausgabe: Ã ⊆ A (Charakteristische Eckpunkte).

1. (AK := {w1, .., wm}, AF := {(AF )1, .., (AF )l}) := Quickhull(A)
Ã := AK .

2. ({d1, .., dm}, {T1, .., Tm}) := Streichabstand(AK , AF).
I := {0, 0, .., 0}T ∈ Zm.

3. WENN ∃j | I(j) = 0:
dma := minj∈{1,..,m}|I(j)=0 dj.

SONST:
dma := ∞.

WENN dma ≤ dcon:
i := arg minj∈{1,..,m}|I(j)=0 dj .

SONST:
AUSGABE: Ã.

4. FÜR ALLE j ∈ {1, ..,m} | i ∈ Tj:
Ă := (Ã \ wi) ∪ wj .
(ddj , TTj) := Streichabstand(Ă, (Ă)F) von wj.

5. WENN maxj∈{1,..,m}|(i∈Tj)∧(I(j)=1) ddj > dcon:
I(i) := −1.

SONST:
Ã := Ã \ wi, I(i) := 1.
FÜR ALLE j | i ∈ Tj:

dj := ddj ∧ Tj = TTj .
Gehe zu 3.

Anmerkung:

In Schritt 4 muss lediglich ein Streichwert (bzw. ein Facettentripel) der Eingabe-Punktmenge
bestimmt werden. Entsprechend wird nur ein Teil des Algorithmus Streichabstand aus-
geführt.

Satz 5.9. Der Algorithmus Eckpunkte 3D �ndet für jede Punktmenge A ⊂ R3 eine Menge
der Charakteristischen Eckpunkte Ã ⊆ A.

Beweis:

In Schritt 5 wird jedesmal für ein i ∈ {1, ..,m}, mit I(i) = 0, I(i) 6= 0 gesetzt. Daher
existiert kein i ∈ {1, ..,m} mit I(i) = 0, wenn die Schritte 3-5 m mal wiederholt wurden. In
so einem Fall wird dma = ∞ gesetzt und der Algorithmus gibt spätestens in dieser Schleife
in Schritt 3 die Menge Ã aus. Damit terminiert der Algorithmus immer nach endlich vielen
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Schritten und gibt eine Punktmenge Ã aus. Im Folgenden müssen wir zeigen, dass Ã die
drei Bedingungen aus De�nition 5.3 erfüllt.

1. Ã ⊆ AK :
Die Funktionalität des Quickhull-Algorithmus wird in [5] bewiesen. Damit ist Ã eine Teil-
menge der Extremalpunkte von A.

2. d(w, Ãkon) ≤ dcon ∀w ∈ (AK \ Ã) :
In Schritt 1 gilt: Ã = AK . Bevor Ã als Lösung ausgegeben wird, werden jeweils in Schritt
5 Punkte aus Ã gestrichen. Die Menge AK \ Ã besteht daher aus den Punkten von AK ,
die in Schritt 5 gestrichen wurden.

Damit ein Punkt wi in Schritt 5 gestrichen wird, muss einerseits di = dma ≤ dcon
gelten, damit der Index i in Schritt 3 ausgewählt wird, und andererseits darf der Streichab-
stand aller bisher gestrichenen Punkte zu Ã\wi nicht gröÿer als dcon sein, damit in Schritt
5 wi tatsächlich gestrichen wird. O�ensichtlich kann der Streichabstand eines Punktes wj

mit dazugehörigem Facettentrippel Tj zu einer Menge AK nur dann unterschiedlich zum
Streichabstand von wj zu AK \ wi sein, wenn i ∈ Tj gilt. Daher genügt es in Schritt 4 die
Streichabstände dieser wj zu berechnen.

Für den mit dem Algorithmus Streichabstand ermittelten Streichabstand di eines
Punktes wi ∈ AK gilt nach den Lemmata 5.7 und 5.8:

di = d(wi, (AK \ wi)kon) = min
a∈(AK\wi)kon

|wi − a|.

Damit wird ein Ã ausgegeben, für das

d(w, Ãkon) ≤ dcon ∀w ∈ (AK \ Ã)

gilt.

3. maxw∈(AK\(Ã\ai))
d(w, (Ã \ ai)kon) > dcon ∀ai ∈ Ã :

Nehmen wir an, dass es einen Punkt ai ∈ Ã gibt, für den

max
w∈(AK\(Ã\ai))

d(w, (Ã \ ai)kon) ≤ dcon

gilt, so muss einerseits
d(ai, (Ã \ ai)kon) ≤ dcon

und andererseits
max

w∈(AK\Ã)
d(w, (Ã \ ai)kon) ≤ dcon

gelten. Damit folgt I(i) 6= −1 und der Index i würde erstens in Schritt 3 ausgewählt werden
bevor der Algorithmus terminiert und zweitens würde ai in Schritt 5 in dieser Schleife aus
Ã gestrichen werden. Damit muss für alle ai ∈ Ã gelten:

max
w∈(AK\(Ã\ai))

d(w, (Ã \ ai)kon) > dcon.

�
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Anmerkungen:

Wie man den Parameter dcon wählen sollte, damit Ã möglichst genau der Menge der Ecken
des zu untersuchenden Objekts entspricht, hängt wie im 2-Dimensionalen von der speziellen
Anwendung ab. Die Überlegungen aus Kapitel 3.4 lassen sich auf den 3-dimensionalen Fall
übertragen. Da der Abstand zwischen zwei benachbarten Taststrecken, genauso wie zwi-
schen zwei benachbarten Pixel, gleich 1 ist, verwenden wir für den Algorithmus Eckpunkte
3D wie für den Algorithmus Eckpunkte (siehe Kapitel 3.3) im Allgemeinen dcon = 2.

Komplexitätsanalyse:

In Schritt 1 wird der Quickhull-Algorithmus auf A angewendet. Bezeichnen wir die Anzahl
der Punkte in A mit m, so hat dieser Schritt eine durchschnittliche Komplexität von

O(m logm).

In Schritt 2 werden die Streichabstände aller mK Extremalpunkte mit dem Algorithmus
Streichabstand bestimmt. Dieser Algorithmus durchläuft seine Schritte 3-5 mK mal. Da-
bei werden in Schritt 3 für jeden Punkt wi die Nachbarextremalpunkte N i (O(mK)) und
die Facettentripel N i

F (O(|N i| log |N i|)) bestimmt. Die Schritte 4-5 durchlaufen alle Facet-
tentrippel je einmal (O(|N i

F |)). In Abhängigkeit von mK ergibt sich also eine Komplexität
von:

O(m2
K).

Die Schritte 3 bis 5 des Algorithmus Eckpunkte 3D werden höchstens mK mal wiederholt.
Dabei besitzen die Schritte 3 und 5 die Komplexität O(mK) und in Schritt 4 werden
für die Punkte, deren Facettentripel den Index i enthalten, die Streichabstände berechnet
(O(|N i| ·mK)). Auch für diese Schleife ergibt sich also eine Komplexität von:

O(m2
K).

Damit bestimmt der Algorithmus die Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge
A ⊂ R3 in einem Gesamtaufwand von:

O(m logm+m2
K).

Anhand des bereits oben eingeführten Beispiels wollen wir die Vorgehensweise des Al-
gorithmus Eckpunkte 3D illustrieren.
Abbildung 5.2 zeigt die Punktmenge A, die ein 5-symmetrisches Objekt repräsentiert. In
Abbildung 5.5 ist die konvexe Hülle Akon dargestellt.
Die Menge der Extremalpunkte AK (mit |AK | = 197) sieht man in Abbildung 5.8.

In Schritt 2 werden nun die Streichabstände d1, .., d197 bestimmt. Der Extremalpunkt
mit dem geringsten Streichabstand wi∗ ist in Abbildung 5.8 rot dargestellt. Das näheste
Facettentripel Ti∗ von wi∗ ist grün eingezeichnet.

Wendet man den kompletten Eckpunkte 3D-Algorithmus auf die Punktmenge A an, so
werden 181 der 197 Extremalpunkte gestrichen und Ã besteht aus den 16 Charakteristi-
schen Eckpunkten, die in Abbildung 5.9 rot dargestellt sind.
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Abbildung 5.8: AK blau; wi∗ rot; Ti∗ grün
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Abbildung 5.9: AK blau und Ã rot
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5.4 Rotation

Im 3-Dimensionalen wird bei der Suche nach n-Symmetrien die Punktmenge Ã nicht um
einen Punkt sondern um eine Gerade gedreht. Diese Gerade wird Rotationsachse genannt.

De�nition 5.10. Eine Punktmenge A ⊂ R3 ist genau dann exakt n-(rotations)-symmetrisch
(n ∈ N, n > 1), wenn sie durch eine Drehung um den Winkel 2π

n um eine Rotationsachse
g auf sich selbst abgebildet wird.

In De�nition 2.3 haben wir festgelegt wie man eine Punktmenge A ⊂ R2 um einen
bestimmten Punkt rotiert. Im R3 gilt die folgende De�nition:

De�nition 5.11. Die Punktmenge B ⊂ R3, die durch eine Rotation um die Rotationsachse

g :

 sx

sy

sz

 + λ ·

 v1
v2
v3

 (|

 v1
v2
v3

 | = 1 ∧ λ ∈ R)

um den Winkel α aus A := {((a1)x, (a1)y, (a1)z), .., ((am)x, (am)y, (am)z)} ⊂ R3 hervorgeht
(wir schreiben: B = rotgα(A)), erhält man folgendermaÿen (in Matrixschreibweise):

B := (A−

 sx sy sz

... ... ...
sx sy sz

) · R(α) +

 sx sy sz

... ... ...
sx sy sz

 .
Dabei gilt (mit R := R(α)):

R :=

 cosα+ v2
1 (1− cosα) v1v2 (1− cosα)− v3 sinα v1v3 (1− cosα) + v2 sinα

v2v1 (1− cosα) + v3 sinα cosα+ v2
2 (1− cosα) v2v3 (1− cosα)− v1 sinα

v3v1 (1− cosα)− v2 sinα v3v2 (1− cosα) + v1 sinα cosα+ v2
3 (1− cosα)

 .

Anmerkung:

Durch einfaches Nachrechnen erhält man:

R(α)T ·R(α) = I ∧ det(R(α)) = 1.

Damit folgt nach De�nition 2.5:
R(α) ∈ SO(3).

Die Rotation jedes einzelnen Punktes p aus A entspricht dabei einer Rotation innerhalb
der Ebene E, die senkrecht auf g steht und p enthält. Dabei wird p um den Punkt s := E∩g
um den Winkel α (vom Punkt s+(v1, v2, v3) aus gesehen im Uhrzeigersinn) rotiert. Daher
lassen sich die Lemmata 2.7 und 2.8 auf den 3-dimensionalen Fall erweitern. Es folgt:
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Lemma 5.12. Gegeben seien zwei Punkte p1, p2 ∈ R3 und eine Rotationsachse g ⊂ R3,
dann gilt:

p1 = rotgα(p1) ⇔ (α = 2kπ (k ∈ Z) ∨ p1 ∈ g),

p2 = rotgα(p1) ⇒ d(p1, g) = d(p2, g).

Dabei bezeichnet d(p, g) den minimalen Abstand eines Punktes p zu einer Geraden g (d.h.
d(p, g) = minq∈g |p− q|).

Beweis:

Bedenkt man, dass die Rotation eines Punktes p ∈ R3 einer Rotation innerhalb der Ebene
E, die senkrecht auf g steht und p enthält, entspricht, so folgt der Beweis der ersten
Gleichung aus Lemma 2.7. Die zweite Gleichung folgt direkt aus der Längeninvarianz der
Rotation (Lemma 2.6) und Translation.

�

5.5 Symmetriewert

Analog zum 2-dimensionalen Fall de�nieren wir auch im 3-Dimensionalen Symmetriewer-
te von Punktmengen bezüglich der verschiedenen Symmetrien (Vergleiche De�nition 2.2).
Dabei müssen wir beachten, dass Punktmengen im R3 bezüglich unterschiedlicher Rota-
tionsachsen verschiedene n-Symmetrien besitzen können, was wir später am Beispiel der
Eckpunkte eines Würfels zeigen werden.

De�nition 5.13. Der Symmetriewert dn(A, g) einer Punktmenge A ⊂ R3 bezüglich der n-
Symmetrie (n ∈ N) um die Rotationsachse g entspricht dem Abstand zwischen den Punkt-
mengen A und Bn, wobei Bn aus A durch eine Rotation um g um den Winkel 2π

n hervorgeht.

De�nition 5.14. Für den Eindeutigkeitswert ∆n
i,..,j(A, g) eines Symmetriewertes dn(A, g)

gilt:

∆n
i,..,j(A, g) = max

k∈{i,..,j}\{l | n mod l=0}

dn(A, g)
dk(A, g)

· 100.

Anhand der Symmetriewerte bzw. der Eindeutigkeitswerte wird dann entschieden, be-
züglich welcher der möglichen Rotationsachsen Ã tatsächlich eine n-Symmetrie besitzt
(Vergleiche De�nition 2.15).

De�nition 5.15. Einer Punktmenge A ⊂ R3 wird genau dann eine approximative n-
Symmetrie (n ∈ N \ {1}) zugeordnet, wenn es eine Gerade g ⊂ R3 gibt, so dass für den
Eindeutigkeitswert des Symmetriewertes dn(A, g) gilt:

∆n
2,..,8(A, g) < 25.
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Der Abstand zwischen den Punktmengen A und Bn ist, wie in den vorherigen Kapiteln,
gleich dem Wert des Minimal Perfect Matchings im vollständigen gewichteten Bigraphen
G(A,Bn) (siehe Kapitel 2.3). Dabei besteht die eine Partition von G(A,Bn) aus den Punk-
ten von A und die andere aus den Punkten von Bn. Das Kantengewicht zwischen zwei
Punkten w ∈ A und v ∈ Bn entspricht dem euklidischen Abstand |w − v| zwischen w und
v.

Die Komplexität der Bestimmung der Symmetriewerte bezüglich aller n-Symmetrien
(n ∈ {2, .., N}) einer Punktmenge Ã := {a1, .., am} ⊂ R3 beträgt also wie im 2-Dimensional-
en (vgl. Kapitel 3.7):

O(Nm3).

5.6 Rotationsachse

Für eine Punktmenge A ⊂ R2 haben wir gezeigt, dass nur der Schwerpunkt der Punktmen-
ge SP (A) das Zentrum einer möglichen n-Symmetrie sein kann (Lemma 2.10). Daher haben
wir diesen auch als Rotationszentrum zur Bestimmung der Symmetriewerte verwendet. Nur
bei der Suche nach unvollständigen Symmetrien war diese Vorgehensweise ungeeignet. Im
R3 wird eine Rotationsachse benötigt um Bn zu bestimmen (siehe De�nition 5.11).

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage widmen, wie man aus einer Punktmenge
Ã alle möglichen Rotationsachsen bestimmen kann. Das heiÿt, wir werden untersuchen,
welche Eigenschaften eine Gerade g haben muss, damit Ã durch eine Drehung um den
Winkel 2π

n um g approximativ auf sich selbst abgebildet werden kann. Dazu werden wir
zunächst den Fall einer exakt n-symmetrischen Punktmenge analysieren und daraus einen
Algorithmus ableiten, mit dem wir alle möglichen Rotationsachsen bestimmen, bezüglich
derer eine Punktmenge approximativ n-symmetrisch sein kann.

5.6.1 Exakte Symmetrie

Um eine Gerade g zu bestimmen, benötigen wir zwei (unterschiedliche) Punkte der Geraden
im R3. Dabei gilt das folgende Lemma:

Satz 5.16. A ⊂ R3 sei eine (exakt) n-symmetrische Punktmenge (n ∈ N ∧ n ≥ 2) bezüg-
lich der Rotationsachse g. Die Menge der Extremalpunkte von A sei AK und AM sei die
Menge der Schwerpunkte der verschiedenen (ebenen) k-Ecke (k ∈ N ∧ k ≥ 3), aus denen
sich der Rand der konvexen Hülle zusammensetzt. Die Menge AS umfasst alle Mittelpunkte
der Strecken zwischen benachbarten Extremalpunkten. Auÿerdem ist M der Schwerpunkt
von AK . Dann gilt:

M ∈ g ∧ |g ∩ (AK ∪AM ∪AS)| = 2.

Beweis:

1. M ∈ g:
B sei die Punktmenge, die man erhält, wenn man A um den Winkel 2π

n um g dreht. Da A
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n-symmetrisch ist, gilt A=B und damit auch SP (AK) = SP (BK) (siehe De�nition 2.9).
Die Abstände zwischen den Extremalpunkten und ihrem Schwerpunkt bleiben während
einer Rotation aller Extremalpunkte konstant (siehe Lemma 2.6). Daher wird der Schwer-
punkt bei der Rotation um g mitgedreht und da 0 < 2π

n < 2π gilt, muss nach Lemma 5.12
M ∈ g gelten.

2. |g ∩ (AK ∪AM ∪AS)| = 2:
Jede Gerade, für die M ∈ g gilt, schneidet den Rand der konvexen Hülle von A in genau
zwei Punkten p1 und p2.
Damit gibt es auch mindestens zwei k-Ecke F1 und F2 auf dem Rand, für die gilt:

p1 ∈ F1 ∧ p2 ∈ F2.

Wir betrachten so ein k-Eck F mit pi ∈ F und bezeichnen den Rand von F mit FR.
Wir untersuchen dabei die folgenden Fälle auf Plausibilität:

2.1. pi ∈ (F \ (FR ∪AM )):
Da pi im Inneren von F liegt und A n-symmetrisch ist, muss F durch die Rotation um
den Winkel 2π

n um das Rotationszentrum pi auf sich selbst abgebildet werden.
Das ist nur möglich, wenn pi der Schwerpunkt der Ecken von F ist (siehe Lemma 2.10).
Dann aber müsste pi ∈ AM gelten.
Daraus folgt: pi /∈ (F \ (FR ∪AM )).

2.2. pi ∈ (FR \ (AK ∪AS)):
Analog zu Fall 2.1 kann F nicht auf sich selbst abgebildet werden, da AM ∩ FR = {} gilt.
Da pi /∈ AK gilt, kann F nur dann auf ein anderes k-Eck F ′ der Ober�äche abgebildet
werden, wenn der Rotationswinkel gleich π ist (2π

n für n = 2). In diesem Fall wird die
Strecke, auf der pi liegt, durch eine Rotation um π auf sich selbst abgebildet. Das ist nur
möglich, wenn pi der Mittelpunkt dieser Strecke ist. Es müsste also pi ∈ AS gelten.
Daraus folgt: pi /∈ (FR \ (AK ∪AS)).

Da immer (mindestens) zwei verschiedene k-Ecke F1, F2 der Ober�äche mit pi ∈ Fi exis-
tieren, gilt:

{p1, p2} ⊂ (AK ∪AM ∪AS)

und damit auch:
|g ∩ (AK ∪AM ∪AS)| = 2.

�

Anmerkung:

Aus dem Beweis ergibt sich, dass für eine n-symmetrische Punktmenge mit n ≥ 3 sogar:

|g ∩ (AK ∪AM )| = 2

gilt.
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Sucht man also nach exakten n-Symmetrien, so kann man alle möglichen Rotations-
achsen bestimmen, indem man AK ∪ AM ∪ AS bildet und dann testet, ob es 2-Tupel
{p1, p2} ⊂ (AK ∪ AM ∪ AS) gibt, so dass p1, p2 und M kollinear sind. Für jedes 2-Tupel
{pi, pj}, das mit M kollinear ist, erhält man eine mögliche Rotationsachse:

g := ~pi + λ · (~pj − ~pi) (λ ∈ R).

Lemma 5.16 besagt nicht, dass A eine n-Symmetrie bezüglich einer so ermittelten Ge-
rade g besitzen muss. Ist A allerdings n-symmetrisch, dann nur bezüglich einer solchen
Gerade g. Deswegen erhalten wir auf diese Art nur mögliche Rotationsachsen.

Eine Punktmenge A kann verschiedene ni-Symmetrien bezüglich verschiedener Rota-
tionsachsen besitzen. In diesem Fall sind wir an allen Rotationsachsen interessiert. Ein
Beispiel dafür ist die Punktmenge, die aus den Ecken eines Würfels besteht (siehe Abbil-
dung 5.10). Hier ergeben sich insgesamt 13 mögliche Rotationsachsen g1, .., g13.
g1, .., g3 (g1 in Abbildung 5.10) enthalten neben M jeweils zwei Punkte aus AM .
g4, .., g7 (g4 in Abbildung 5.10) enthalten neben M jeweils zwei Punkte aus AK .
Auÿerdem gibt es noch sechs Rotationsachsen g8, .., g13, die neben M auch je zwei Punkte
aus AS enthalten (g9 in Abbildung 5.10).

Der Würfel besitzt bezüglich aller 13 Rotationsachsen eine n-Symmetrie. Bezüglich
g1, .., g3 ist er 4-symmetrisch (und 2-symmetrisch), bezüglich g4, .., g7 3-symmetrisch und
bezüglich g8, .., g13 besitzt er eine 2-Symmetrie.
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5.6.2 Approximative Symmetrie

Da wir nicht nur an der Erkennung exakter sondern auch approximativer Symmetrien
interessiert sind, müssen wir bei der Bestimmung möglicher Rotationsachsen beachten,
dass wir Lemma 5.16 für den exakten Fall formuliert haben.

Exakt symmetrisch kann eine Punktmenge A laut Lemma 5.16 nur dann sein, wenn
die Rotationsachse g die Ober�äche der konvexen Hülle ausschlieÿlich in Punkten aus der
Menge (AK∪AM ∪AS) schneidet. Einen niedrigen Symmetriewert kann AK hingegen auch
besitzen, wenn g die Ober�äche in Punkten schneidet, die in der Nähe von Punkten aus
(AK ∪AM ∪AS) liegen.

Eine mögliche Rotationsachse zur Bestimmung approximativer Symmetrien erhalten
wir daher auch, wenn wir ein 2-Tupel {p1, p2} ⊂ (AK ∪ AM ∪ AS) �nden, so dass für den
Abstand d(M, gp1p2) zwischen dem Schwerpunkt M von AK und der Geraden durch p1

und p2 für eine Fehlertoleranz ε1 ∈ R+ gilt:

d(M, gp1p2) < ε1.

Auÿerdem muss beachtet werden, dass bereits durch eine minimale Veränderung in AK

ein Teil der Ober�äche, der zuvor aus einem ebenen k-Eck (k > 3) bestand, als mehrere
ki-Ecke dargestellt wird (mit ki < k). In so einem Fall ist es nicht mehr sinnvoll zu fordern,
dass g (näherungsweise) durch einen Punkt aus (AK ∪ AM ∪ AS) geht, da selbst eine
minimale Veränderung in AK dazu führen kann, dass sich AM entscheidend verändert
(siehe Abbildung 5.11).
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Abbildung 5.11: pi → pi∗, a1, a2 ∈ AM∗, a3 ∈ AM

Um trotzdem alle Rotationsachsen zu �nden, bezüglich derer AK einen kleinen Sym-
metriewert besitzen kann, wird eine Menge AM ′ auf die folgende Weise gebildet:
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Für alle ebenen k-Ecke Fi = F(q1q2..qk) (i ∈ {1, .., l}) aus denen sich die Ober�äche der
konvexen Hülle zusammensetzt, werden alle Punkte pj ∈ AK \ {q1, .., qk} gesucht, für die
gilt:

d(pj , Ei) < ε2 für ein ε2 ∈ R+.

Dabei ist Ei die Ebene, die die Fläche Fi enthält.
Die Punktmenge Hi wird anschlieÿend gebildet, indem {q1, .., qk} mit allen Punkten pj

vereinigt wird, die diese Bedingung erfüllen. Für die Punktmenge AM ′ gilt dann:

AM ′ = {x|∃i mit x = SP (Hi)}.

Mögliche Rotationsachsen, bezüglich derer AK einen kleinen Symmetriewert besitzen kann,
enthalten also (approximativ) neben M auch 2-Tupel {p1, p2}, für die gilt: {p1, p2} ⊂
(AK ∪AM ∪AS ∪AM ′).

Mit unserem Algorithmus untersuchen wir eine Punktmenge Ã, die die Menge der
Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge A ⊂ R3 ist, auf mögliche approximative
n-Symmetrien. Daraus ergeben sich hinsichtlich der Bestimmung möglicher Rotationsach-
sen verschiedene Vorteile.
Da für jede Menge der Charakteristischen Eckpunkte Ã ⊆ A

(Ã)K = Ã

gilt und wir die Facetten F1, .., Fl von (Ã)kon aus der Bestimmung der Charakteristischen
Eckpunkte bereits gegeben haben, müssen wir die konvexe Hülle zur Bestimmung möglicher
Rotationsachsen nicht erst ermitteln. Auÿerdem sind Extremalpunkte einer darstellenden
Punktmenge A, die keine Ecke eines Objekts repräsentieren, sondern nur durch ungenaue
Darstellung entstanden sind, in der Regel in der Menge AK \ Ã und verfälschen somit die
Suche nach möglichen Rotationsachsen, bezüglich derer Ã approximativ n-symmetrisch ist,
nicht.

Algorithmus: Rotationsachse

Eingabe: Ã = {a1, .., am} ⊂ R3, {F1, .., Fl}, ε1, ε2 ∈ R+.
Ausgabe: g1, g2, ... (alle möglichen Rotationsachsen).

1. M := SP (Ã), i := 0, k := 1.

2. WENN i < l:
i := i+ 1

Sonst:
Gehe zu 5.

3. Hi = Pi := {a| a ∈ (Ã ∩ Fi)}.
Ei := Ebene, die Fi enthält.

4. FÜR j = 1 : m:
WENN aj /∈ Pi:

WENN d(aj , Ei) < ε2:
Hi := Hi ∪ aj .

Gehe zu 2.
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5. AM := {x | (∃i ∈ {1, .., l}|x = SP (Pi))}.
AM ′ := {x | (∃i ∈ {1, .., l}|x = SP (Hi))}.
AS := {x | (∃i ∈ {1, .., l}|x = ar+as

2 (ar, as ∈ Pi)}.

6. FÜR ALLE {p1, p2} ⊂ (Ã ∪AM ∪AS ∪AM ′):
WENN d(M, gp1p2) < ε1:

AUSGABE: ( g := ~p1 + λ(~p2 − ~p1) (λ ∈ R) ).

5.7 Beispiele

Zunächst wollen wir uns dem in diesem Kapitel bereits unter verschiedenen Gesichtspunk-
ten analysierten 5-symmetrischen Objekt aus Abbildung 5.12 widmen und testen, ob unsere
Methode diesem Objekt eine n-Symmetrie zuordnet.
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Abbildung 5.12: 5-Symmetrisches Objekt

Mit Hilfe der in Kapitel 5.1 eingeführten Methode wird eine Punktmenge A erzeugt
(siehe Abbildung 5.2), die das Objekt repräsentiert.
Auf diese Punktmenge wird der Algorithmus Eckpunkte 3D (mit dcon = 2) angewendet
(siehe Kapitel 5.3.2).
Dabei wird zunächst mit dem Quickhull-Algorithmus die konvexe Hülle (und damit auch
die Menge der Extremalpunkte AK) bestimmt (siehe Abbildung 5.5). Anschlieÿend werden
die Charakteristischen Eckpunkte berechnet. Als Ergebnis erhält man die in Abbildung 5.13
dargestellte Punktmenge Ã und die Dreiecks�ächen F , die den Rand der konvexen Hülle
von Ã bilden.
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Abbildung 5.13: Ã, F

Mit dem Algorithmus Rotationsachse (Eingabe: Ã, F, ε1 = 0.5, ε2 = 2) wird anschlie-
ÿend nach möglichen Rotationsachsen gesucht. Als Ergebnis erhält man eine mögliche
Rotationsachse g, die in Abbildung 5.14 dargestellt ist.

Anschlieÿend werden die Symmetriewerte von Ã bezüglich der Rotation um g be-
stimmt. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.15 dargestellt. Ã wird nach De�nition 5.15 eine
5-Symmetrie zugeordnet.

Als zweites Beispiel wollen wir die Darstellung eines Würfels (Abbildung 5.16) auf
approximative Symmetrien untersuchen. Wie bereits in Kapitel 5.6 dargestellt, besitzt ein
Würfel sechs 2-, vier 3- und drei 4-Symmetrien.

Der Würfel wird mit der Methode aus Kapitel 5.1 durch eine Punktmenge A dargestellt
(Abbildung 5.17).

Mit Hilfe des Algorithmus Eckpunkte 3D (dcon = 2) wird die Menge (Ã) der Cha-
rakteristischen Eckpunkte gebildet (Abbildung 5.18). Anschlieÿend werden alle möglichen
Rotationsachsen mit dem Algorithmus Rotationsachse bestimmt. Man erhält 13 verschie-
dene mögliche Rotationsachsen g1, .., g13. Dabei gilt:

|gi ∩AM | = 2 für i ∈ {1, 2, 3},
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Abbildung 5.14: Rotationsachse

n dn(Ã)
2 212.5
3 198.2
4 146.8
5 4.7

6 99.8
7 169.4
8 213.9

∆5
2,..,8 4.71

Abbildung 5.15: Symmetriewerte

|gi ∩AK | = 2 für i ∈ {4, .., 7},

|gi ∩AS | = 2 für i ∈ {8, .., 13}.

In Abbildung 5.18 sind die Rotationsachsen g2, g4 und g9 dargestellt.

Die Symmetriewerte von Ã bezüglich der verschiedenen Rotationsachsen sind in Abbil-
dung 5.19 aufgelistet. Alle Würfel-Symmetrien werden Ã zugeordnet.
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Abbildung 5.16: Würfel

Abbildung 5.17: Punktmenge A
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Abbildung 5.18: Ã, F , Rotationsachsen

g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8 g9 g10 g11 g12 g13
n dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã) dn(Ã)
2 6.0 4.8 4.4 110.7 123.9 141.5 63.9 4.7 10.3 3.7 6.8 6.1 5.7

3 127.1 123.4 99.8 4.3 9.8 6.2 7.8 59.6 156.3 150.8 85.4 118.7 120.9
4 4.1 2.9 3.4 66.1 91.3 104.5 125.6 110.6 83.8 141.9 80.1 144.1 170.2
5 75.3 74.4 59.6 87.8 122.2 145.7 75.9 141.5 60.8 121.6 109.7 140.5 114.9
6 126.0 122.4 100.2 111.6 123.9 140.5 62.8 131.5 82.3 129.3 137.0 151.2 109.8
7 148.3 137.1 130.3 122.0 116.0 142.8 69.4 111.2 101.5 143.8 158.9 153.4 121.0
8 165.2 150.2 153.3 119.9 104.0 148.1 84.7 94.8 115.6 156.5 154.5 157.6 135.1
i 4 4 4 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2

∆i
2,..,8 5.4 3.9 5.7 6.5 10.7 5.9 12.4 7.9 16.9 3.0 8.5 5.1 5.2

Abbildung 5.19: Symmetriewerte



Kapitel 6

Verzerrte Symmetrien

Wird eine symmetrische Punktmenge A ⊂ R3 auf eine Punktmenge B ⊂ R2 projiziert, so
gehen in der Regel die Symmetrieeigenschaften durch die Verzerrung verloren. Trotzdem
kann es von Interesse sein, mögliche Symmetrien eines Objekts aus der verzerrten Darstel-
lung zu erkennen. Ein Beispiel dafür ist die Identi�zierung eines Stopp-Schildes durch die
Erkennung der verzerrten 8-Symmetrie der Projektion des Schildes (Abbildung 6.1).

Abbildung 6.1: Projektiv Verzerrtes Stopp-Schild

In der Literatur werden Algorithmen zur Identi�zierung verzerrter Symmetrien nicht
nur genutzt, um spezielle Strukturen und Objekte in einem Bild zu erkennen (z.B. [10],
[53], [56]), sondern auch, um 3D-Informationen über die Lage oder die Form eines Objekts

87
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aus der 2-dimensionalen Abbildung zu gewinnen (z.B. [36], [51], [52], [55]). So kann man
das Wissen um eine vorhandene Symmetrie eines Objekts in der Computer Vision nutzen,
um mit Hilfe der Identi�zierung dieser Symmetrie im projektiv verzerrten Bild die Kamera
zu kalibrieren ([25]).

Die verzerrten Bilder 3-dimensionaler Objekte entstehen durch eine Projektion in die
2-dimensionale Ebene. Dabei unterscheidet man zwischen Perspektivprojektion (Zentral-
projektion) und Parallelprojektion.

Bei der Perspektivprojektion muss neben der Projektionsebene E ein Projektionszen-
trum f ∈ R3 gegeben sein. Ein Punkt p ∈ R3 im Raum wird dann auf die Projektionsebene
E abgebildet, indem die Gerade g, die durch p und f geht, gebildet wird und anschlieÿend
g mit E geschnitten wird. Der Schnittpunkt ist der Bildpunkt p′ von p.

Wählt man als Projektionsebene beispielsweise die Ebene E : z = 1, so erhält man
die Bildkoordinaten p′ = (p′x, p

′
y) ∈ R2 eines Punktes p = (px, py, pz) folgendermaÿen

(Projektionszentrum: f = (fx, fy, fz), fz 6= pz):

p′x = fx +
(px − fx)(1− fz)

pz − fz
,

p′y = fy +
(py − fy)(1− fz)

pz − fz
.

Die Parallelprojektion entspricht einer Perspektivprojektion, bei der der Fluchtpunkt
im Unendlichen liegt. Neben der Projektionsebene E ist bei der Parallelprojektion eine
Projektionsrichtung v = (v1, v2, v3)T ∈ R3 gegeben. Den Bildpunkt p′ eines Punktes p
erhält man, indem man die Parallele zu v durch p mit E schneidet.

Für E : z = 1 lässt sich p′ = (p′x, p
′
y) folgendermaÿen berechnen:

p′x = px +
v1(1− pz)

v3
,

p′y = py +
v2(1− pz)

v3
.

Im Gegensatz zur Perspektivprojektion sind hier die Bildgeraden paralleler Geraden auch
parallel. Allerdings verändern sich durch die Projektion die Längen und Verhältnisse von
Strecken, genauso wie die Gröÿe und die Verhältnisse von Winkeln.

Eine Spezialform der Parallelprojektion ist die Orthogonale Parallelprojektion, bei der
v senkrecht auf E steht. Diese Projektion entspricht einer Fotogra�e mit einem telezentri-
schen Objektiv.

In der Literatur �nden sich sowohl Verfahren zur Erkennung parallel projizierter Sym-
metrien, als auch (insbesondere im Bereich der Computer Vision) Verfahren, die perspekti-
visch verzerrte Symmetrien identi�zieren. Wir werden in den folgenden beiden Abschnitten
auf verschiedene dieser Methoden eingehen, die sich darin unterscheiden, wo (z.B. in Fotos,
in Kantenmodellen oder in Punktmengen) und nach welchen Symmetrien gesucht wird.
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Einige Ideen werden wir dabei aufgreifen, um unseren Ansatz, projektiv verzerrten
Punktmengen Symmetriewerte zuzuordnen, umzusetzen. Das ermöglicht es uns, verzerrte
Rotationssymmetrien auch dann zu erkennen, wenn sie aufgrund von Ungenauigkeiten nicht
exakt sondern nur approximativ sind. Auÿerdem reduziert die wie im nicht verzerrten Fall
praktizierte vorangehende Bestimmung der Charakteristischen Eckpunkte in vielen Fällen
den Aufwand erheblich und ermöglicht oft erst eine e�ektive Erkennung der verzerrten
Symmetrien.

6.1 Parallele Projektion

Es existieren diverse Verfahren zur Erkennung von Spiegelsymmetrien, die durch Parallel-
projektion verzerrt wurden (siehe z.B. [14], [22], [24]). Die Identi�zierung möglicher Sym-
metrieachsen basiert hier zumeist auf der Tatsache, dass die Parallelität zweier Geraden
unter einer Parallelprojektion erhalten bleibt.

Die Erkennung verzerrter Rotationssymmetrien ist hingegen relativ wenig erforscht.
Shen et al. ([44]) bzw. Lei et al. ([31]) untersuchen Kantenmodelle von Objekten nach
verzerrten Spiegelsymmetrien und schlieÿen aus der Anordnung der Symmetrieachsen auf
mögliche verzerrte Rotationssymmetrien.

Verfahren zur ausschlieÿlichen Bestimmung von Rotationssymmetrien in Kantenmo-
dellen �nden sich in [53] und [56]. Wir wollen auf diese beiden Verfahren etwas näher
eingehen:

Yip [53] benutzt einen Hough-Transform-Algorithmus, um parallel projizierte Rotati-
onssymmetrien von 2-dimensionalen Objekten im Raum zu erkennen. Der Algorithmus ist
in vier Schritte unterteilt. Dabei werden der Reihe nach

• das Rotationszentrum,

• die beiden Projektionswinkel,

• die Ordnung der Rotationssymmetrie und

• die Bildpunkte, die durch die Rotation aufeinander abgebildet werden,

bestimmt. Dabei werden von einer darstellenden Punktmenge nur die Randpunkte un-
tersucht, um den Aufwand zu reduzieren. Dennoch ist der Algorithmus aufwändig und
benötigt viel Speicherplatz.

In dieser Arbeit wollen wir, analog zur Suche nach nicht verzerrten Symmetrien, die
Symmetrieeigenschaften einer kleinen Teilmenge der Punktmenge, nämlich der Charak-
teristischen Eckpunkte, untersuchen. Damit lassen sich der Aufwand und die benötigte
Speicherkapazität erheblich reduzieren. Auÿerdem können eindeutigere Ergebnisse erzielt
werden.

Ein weiterer Algorithmus zur Erkennung von verzerrten n-Symmetrien wurde von Zou
und Lee entwickelt [56]. Zou und Lee untersuchen eine 2-dimensionale Darstellung eines 3-
dimensionalen n-symmetrischen Objekts auf verzerrte Rotationssymmetrien. Dabei gehen
sie davon aus, dass alle Kanten und Ecken des Objekts im 2-dimensionalen Bild dargestellt
sind und das 2-dimensionale Bild die orthogonale Parallelprojektion des Objekts ist.
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Anders als in [53] wird in [56] auch ein Algorithmus angegeben, der die Projektio-
nen von 3-dimensionalen (nicht nur 2-dimensionalen) Objekten auf verzerrte Symmetrien
untersucht. Dabei wird untersucht, ob alle Punkte des Bildes in Teilmengen eingeteilt wer-
den können, so dass die einzelnen Teilmengen eine verzerrte n-Symmetrie bezüglich einer
gemeinsamen Rotationsachse besitzen.

Wir werden im Folgenden in einigen Punkten ähnliche Ideen wie Zou und Lee in ih-
rem Algorithmus benutzen, um auch verzerrten Punktmengen sinnvolle Symmetriewerte
zuzuordnen.

6.1.1 Projektionen 2-dimensionaler Objekte

In diesem Abschnitt untersuchen wir die orthogonale Parallelprojektion einer Punktmenge
A ⊂ R3, wobei alle Punkte von A in einer Objektebene EO liegen. Für solche Punktmengen
gilt das folgende Lemma:

Lemma 6.1. Eine Punktmenge A = {(x1, y1, z1), .., (xm, ym, zm)} ⊂ R3 (wobei (xi, yi, zi) 6=
SP (A) ∀i gilt) liege in einer Ebene E, das heiÿt:

∃e1, e2, e3, e4 ∈ R | e1 · xi + e2 · yi + e3 · zi + e4 = 0 ∀i = 1 : m.

Die Menge A sei exakt n-symmetrisch. Dann lässt sich A in k Partitionen A1, .., Ak zerle-
gen, wobei

|Aj | = n · l (l ∈ N) ∀j = 1 : k

gilt. Auÿerdem gibt es für jede Partition Aj einen Kreis um den Mittelpunkt SP (A), auf
dem alle Punkte dieser Partition liegen.

Beweis

Nach De�nition 5.10 ist eine Punktmenge A ⊂ R3 genau dann exakt n-symmetrisch, wenn
sie durch eine Drehung um 2π

n um eine Rotationsachse g auf sich selbst abgebildet wird.
Liegen alle Punkte von A in einer Ebene E, so muss die Rotationsachse g senkrecht auf E
stehen. Andernfalls würden alle Punkte pi ∈ A durch eine Rotation um α < 2π um g auf
Bildpunkte p′i abgebildet werden, die nicht in E liegen.
Da die Rotation also einer Rotation in der 2-dimensionalen Ebene E entspricht, muss der
Schnittpunkt von g und E nach Lemma 2.10 gleich SP (A) sein.
A wird durch die Rotation um 2π

n auf sich selbst abgebildet. Daher muss es für jeden Punkt
p∗1 ∈ A eine Folge von Punkten {p∗1, p∗2, .., p∗n} ⊆ A geben, so dass gilt:

rotg2π
n

(p∗i ) = p∗i+1 ∀i = 1 : n− 1 ∧ rotg2π
n

(p∗n) = p∗1.

Nach dieser De�nition gilt für den minimalen Abstand d(g, p∗i ) zwischen der Geraden g
und dem Punkt p∗i :

d(g, p∗i ) = d(g, rotg2π
n

(p∗i )).

Da g senkrecht auf E steht, gilt auÿerdem für alle pi ∈ A:

d(g, pi) = |SP (A)− pi|.
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Damit gilt:
|SP (A)− p∗1| = |SP (A)− p∗2| = ... = |SP (A)− p∗n|

und A lässt sich in die in Lemma 6.1 beschriebenen Partitionen zerlegen.

�

Die Punkte von A liegen also auf konzentrischen Kreisen um den Schwerpunkt von A.
Welche Auswirkungen dies auf die Punktmenge hat, die die orthogonale Parallelprojektion
von A ist, zeigen wir mit dem folgenden Satz:

Satz 6.2. In einer Ebene EO := e1x + e2y + e3z + e4 = 0 (e3 6= 0 ∧ e21 + e22 > 0,
siehe Anmerkung) liegt um den Mittelpunkt M = (mx,my,

−e1mx−e2my−e4

e3
) ein Kreis K

mit Radius k.
Für jeden Punkt p ∈ K gilt: Wird p durch eine orthogonale Parallelprojektion auf die Ebene
EP : z = 1 abgebildet, so liegt das Bild p′ von p auf der Ellipse El mit der Gleichung:

El :
((x−mx) e2√

e2
1+e2

2

− (y −my) e1√
e2
1+e2

2

)2

r2a
+

((x−mx) e1√
e2
1+e2

2

+ (y −my) e2√
e2
1+e2

2

)2

r2b
= 1.

Dabei gilt: 2ra = 2k ist die Länge der Hauptachse von El und 2rb = 2k cosα (α ist der
Schnittwinkel zwischen EO und EP ) ist die Länge der Nebenachse von El.

Beweis:

1. Bildpunkte:
Die orthogonale Parallelprojektion ist eine Abbildung vom R3 in den R2. Da wir ohne
Beschränkung der Allgemeinheit in die Ebene EP : z = 1 projizieren, gilt für die Projek-
tionsrichtung v = (0, 0, 1)T . Damit wird ein Punkt p = (px, py, pz) ∈ R3 auf den Punkt
p′ = (px, py) ∈ R2 abgebildet.
Da wir nur Punkte betrachten, die in EO liegen, können wir die z-Koordinate der Punkte
als Funktion von x und y ausdrücken:

p = (px, py, pz) ∈ EO ⇒ p = (px, py, z(px, py)) mit z(x, y) =
−e1x− e2y − e4

e3
.

Wir werden im Folgenden die Kreisgleichung K in Abhängigkeit von x und y aufstellen
und zeigen, dass sie gleich der Ellipsengleichung El ist. Da die (x|y)-Koordinaten von p
und p′ identisch sind, beweisen wir damit, dass das Bild von K unter der Projektion die
Ellipse El ist.

2. Kreisgleichung:
Es gilt:

e1mx + e2my + e3
−e1mx − e2my − e4

e3
+ e4 = 0.

Damit ist M ∈ EO und K ist der Schnitt der Ebene EO mit einer Kugel um M mit dem
Radius k. Es ergibt sich die folgende Kreisgleichung:

K(x, y) : (x−mx)2 + (y −my)2 + (
−e1x− e2y − e4

e3
− −e1mx − e2my − e4

e3
)2 = k2,
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K(x, y) : (x−mx)2 + (y −my)2 + (
e1(x−mx) + e2(y −my)

e3
)2 = k2.

Wir substituieren:
u := (x−mx) ∧ v := (y −my)

und erhalten mit der binomischen Formel:

K(u, v) : u2(1 +
e21
e23

) + v2(1 +
e22
e23

) +
2e1e2uv
e23

= k2.

3. Schnittwinkel zwischen EO und EP :
Der Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen ist gleich dem Schnittwinkel zwischen den Nor-
malen der Ebenen. Für den Winkel α zwischen zwei Normalen nO und nP gilt allgemein:

α = arccos
nO · nP

|nO||nP |
.

Damit folgt für den Schnittwinkel α zwischen EO (nO = (e1, e2, e3)T ) und EP (nP =
(0, 0, 1)T ):

α = arccos
e3√

e21 + e22 + e23
.

4. Ellipsengleichung:
Mit den Substitutionen u := (x−mx) und v := (y−my) gilt für die Ellipsengleichung aus
Satz 6.2:

(u e2√
e2
1+e2

2

− v e1√
e2
1+e2

2

)2

k2
+

(u e1√
e2
1+e2

2

+ v e2√
e2
1+e2

2

)2

k2( e3√
e2
1+e2

2+e2
3

)2
= 1.

Zur Vereinfachung substituieren wir:

λ :=
e21 + e22 + e23

e23

und erhalten:

(u
e2√
e21 + e22

− v
e1√
e21 + e22

)2 + λ(u
e1√
e21 + e22

+ v
e2√
e21 + e22

)2 = k2.

Nach Anwendung der binomischen Formeln führt das zu:

u2 e22
e21 + e22

− 2uv
e1e2
e21 + e22

+ v2 e21
e21 + e22

+ λu2 e21
e21 + e22

+ 2λuv
e1e2
e21 + e22

+ λv2 e22
e21 + e22

= k2,

u2(

1︷ ︸︸ ︷
e22

e21 + e22
+

e21
e21 + e22

+(λ−1)
e21

e21 + e22
)+v2(

1︷ ︸︸ ︷
e21

e21 + e22
+

e22
e21 + e22

+(λ−1)
e22

e21 + e22
)+2uv(λ−1)

e1e2
e21 + e22

= k2.

Da

λ− 1 =
e21 + e22
e23
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gilt, folgt:

El(u, v) : u2(1 +
e21
e23

) + v2(1 +
e22
e23

) +
2e1e2uv
e23

= k2.

Anhand der Umformungen sieht man, dass die Ellipsengleichung der Kreisgleichung ent-
spricht. Damit liegt für jeden Punkt p = (px, py, z(px, py)), der die KreisgleichungK erfüllt,
das orthogonal parallelprojizierte Bild p′ = (px, py) auf der Ellipse El.

�

Anmerkung:

Gilt e3 = 0, so steht EO senkrecht auf EP . Das Bild eines Kreises ist in diesem Fall eine
Gerade.
Gilt e1 = e2 = 0, so liegen EO und EP parallel. Ein Kreis wird in diesem Fall durch eine
orthogonale Parallelprojektion auf einen Kreis gleicher Gröÿe abgebildet.

Das folgende Lemma zeigt, wie man von einer Ellipse als orthogonaler Parallelprojek-
tion eines Kreises auf die Objektebene schlieÿen kann:

Lemma 6.3. Eine Ellipse El sei die orthogonale Parallelprojektion in die Projektionsebene
EP eines Kreises K, der in einer Objektebene EO (EO ist nicht parallel und nicht senkrecht
auf EP ) liegt. Dann gilt:
1. Die Schnittgerade g zwischen EP und EO liegt parallel zur Hauptachse von El.
2. Für den Winkel α zwischen EP und EO gilt:

α = arccos
b

a
,

dabei ist a die Länge der Hauptachse und b die Länge der Nebenachse von El.

Beweis:

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass EP : z = 1 gilt.

1.g liegt parallel zur Hauptachse:
Ein Punkt p = (px, py, pz) liegt auf dem Kreis K mit dem Radius k um den Mittelpunkt
M = (mx,my,mz), wenn er die folgende Gleichung erfüllt:

K : (px −mx)2 + (py −my)2 + (pz −mz)2 = k2.

Der Durchmesser d von K entspricht dem Abstand zwischen zwei gegenüberliegenden
Punkten p und q = (qx, qy, qz) auf K. Dabei sind p und q gegenüberliegend, wenn M
auf der Geraden durch p und q liegt. Es gilt:

d = 2
√

(px −mx)2 + (py −my)2 + (pz −mz)2 = 2k.
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Der Abstand zwischen den jeweiligen Bildpunkten p′ = (px, py, 1) und q′ = (qx, qy, 1), also
der Durchmesser dEl(pz) von El, ist hingegen nicht konstant sondern abhängig von der
z-Koordinate (pz ∈ [mz − k,mz + k]) von p:

dEl(pz) = 2
√

(px −mx)2 + (py −my)2 = 2
√
k2 − (pz −mz)2.

O�ensichtlich gilt:
dEl(mz) = max

pz

dEl(pz) = 2k.

Für die Länge der Hauptachse gilt also a = 2k. Auÿerdem liegt die Hauptachse von El
zwischen den Bildpunkten von p und q, wobei gilt: pz = qz = mz. Damit liegen p und q
auf der Schnittgeraden g′ zwischen den Ebenen EO : e1x+ e2y+ e3z+ e4 = 0 und z = mz:

g′ :

 0
− e3mz+e4

e2

mz

 + λ ·

 −e2
e1
0

 (λ ∈ R, e2 6= 0).

Die Hauptachse von El liegt also auf der orthogonalen Parallelprojektion g′′ von g′:

g′′ :

 0
− e3mz+e4

e2

1

 + λ ·

 −e2
e1
0

 (λ ∈ R, e2 6= 0).

Für die Schnittgerade g zwischen EO : e1x+ e2y + e3z + e4 = 0 und EP : z = 1 gilt:

g :

 0
− e3+e4

e2

1

 + λ ·

 −e2
e1
0

 (λ ∈ R, e2 6= 0).

Da g und g′′ identische Richtungsvektoren haben, ist g parallel zur Hauptachse von El

2. α = arccos b
a :

Wir bezeichnen die Endpunkte der Nebenachse mit s′ = (sx, sy, 1) und t′ = (tx, ty, 1). Dabei
ist s′ der Bildpunkt von s = (sx, sy, sz) ∈ K und t′ der Bildpunkt von t = (tx, ty, tz) ∈ K.
s und t sind gegenüberliegend auf K, damit gilt für den Abstand d(s, t) zwischen s und t:
d(s, t) = 2k = a.
Die Nebenachse von El steht senkrecht auf der Hauptachse und damit auch auf g. Da-
her entspricht α dem Winkel beim Punkt s′ im rechtwinkligen Dreieck 4(s′, t′, u) mit
u := (tx, ty, 1 + tz − sz). Damit gilt zusammenfassend:

cosα =
d(s′, t′)
d(s′, u)

=
d(s′, t′)
d(s, t)

=
b

a
⇒ α = arccos

b

a
.

�

Anmerkung:

Mit Hilfe von Lemma 6.3 lässt sich der Normalenvektor von EO bestimmen (siehe Lemma
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6.4). Das heiÿt, EO ist bis auf eine parallele Verschiebung eindeutig. Die Bestimmung
von verzerrten Symmetriewerten und damit auch die Zuordnung verzerrter approximativer
Symmetrien ist unabhängig von parallelen Verschiebungen von EO.

Das folgende Lemma gibt an, wie man mit Lemma 6.3 den Normalenvektor und damit
auch eine Objektebene EO bestimmen kann.

Lemma 6.4. Für die zwei Ebenen

EP : z = 1,

EO : −βx+ y +

=:µ︷ ︸︸ ︷√
b2β2 + b2

a2 − b2
z = 0, a, b, β ∈ R a > b > 0

gilt:
1. Die Schnittgerade g zwischen EP und EO hat den Richtungsvektor v:

v :=

 1
β
0

 .

2. Der Winkel α zwischen EP und EO ist gegeben durch:

α = arccos
b

a
.

Beweis:

EP und EO sind o�ensichtlich nicht identisch oder parallel und haben daher eine Schnitt-
gerade g.

1. Wir de�nieren zwei Punkte p1, p2 ∈ R3 :

p1 = (1, β − µ, 1), p2 = (2, 2β − µ, 1).

Damit gilt:
p1, p2 ∈ EP ∧ p1, p2 ∈ EO.

Daraus folgt:
p1, p2 ∈ g.

Da auÿerdem p1 6= p2 gilt, lässt sich die Schnittgerade g folgendermaÿen darstellen:

g : ~p1 + λ(~p2 − ~p1) =

 1
β − µ

1

 + λ ·

 1
β
0

 λ ∈ R.

2. Für den Schnittwinkel zwischen EP und EO gilt allgemein:

α = arccos
nO · nP

|nO||nP |
.
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Dabei bezeichnet

nP :=

 0
0
1


den Normalenvektor von EP und

nO :=

 −β
1√

b2β2+b2

a2−b2


den Normalenvektor von EO. Daraus folgt:

α = arccos
nO · nP

|nO||nP |
= arccos

√
b2β2+b2

a2−b2√
β2 + 1 + b2β2+b2

a2−b2

=

= arccos
b
√

β2+1
a2−b2√

β2a2−β2b2+a2−b2+b2β2+b2

a2−b2

= arccos
b
√

β2+1
a2−b2

a
√

β2+1
a2−b2

= arccos
b

a
.

�

Bestimmung der Ellipse

Aus den Lemmata 6.1 und 6.3 bzw. dem Satz 6.2 leiten wir unseren Algorithmus zur
Erkennung verzerrter Symmetrien ab. Um zu untersuchen, ob einer Punktmenge A eine
verzerrte n-Symmetrie zugeordnet werden kann, müssen wir zunächst überprüfen ob A in
solche Partitionen (A1, .., Ak) zerlegt werden kann, dass alle Punkte einer Partition auf
einer Ellipse mit dem Mittelpunkt SP (A) liegen.

Dazu benötigen wir eine Methode, die aus einer Punktmenge A ⊂ R2 die Ellipse be-
stimmt, auf der die Punkte von A am ehesten liegen. Wir wollen hier die in [20] vorgestellte
Methode anwenden, die auf dem folgenden Konzept beruht:

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes Ka(x, y) lässt sich folgendermaÿen dar-
stellen:

Ka(x, y) = a1x
2 + a2xy + a3y

2 + a4x+ a5y + a6 = 0 a ∈ R6.

Wir de�nieren δ := a2
2 − 4a1a3. Die nicht degenerierten Kegelschnitte, das heiÿt die

Kegelschnitte, für die

det

 a1 a2 a4

a2 a3 a5

a4 a5 a6

 6= 0

gilt, werden in drei Gruppen eingeteilt:

• Für δ < 0 handelt es sich um eine Ellipse.

• Für δ = 0 handelt es sich um eine Parabel.

• Für δ > 0 handelt es sich um eine Hyperbel.
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Ka(p) = Ka(px, py) ist der algebraische Abstand zwischen dem Punkt p = (px, py)
und Ka(x, y). Das Ziel der Ellipsenbestimmung ist es daher, für eine Punktmenge A =
{p1, .., pm} einen Vektor a ∈ R6 zu �nden, der die aufsummierten Abstandsquadrate

D(a) =
m∑

i=1

(Ka(pi))2

minimiert.
Wir gehen im Folgenden davon aus, dass |A| ≥ 5 gilt. Für eine Punktmenge A mit

3 ≤ |A| ≤ 4 lassen sich mit dem Wissen, dass SP (A) der Mittelpunkt der Ellipse El sein
muss, aus A weitere Punkte konstruieren, die auf El liegen müssen.

Um sicher zu gehen, dass man weder die triviale Lösung a = (0, 0, 0, 0, 0, 0)T noch eine
Parabel oder Hyperbel als Lösung erhält, wird D(a) unter der quadratischen Nebenbedin-
gung

4a1a3 − a2
2 = 1

minimiert.
Dieses Problem lässt sich folgendermaÿen darstellen:

OP 4:

min
a
||Ea||2 unter der Nebenbedingung: aTCa = 1.

Dabei gilt für die Design-Matrix E und die Constraint-Matrix C :

E =


(p1)2x (p1)x(p1)y (p1)2y (p1)x (p1)y 1
(p2)2x (p2)x(p2)y (p2)2y (p2)x (p2)y 1
(p3)2x (p3)x(p3)y (p3)2y (p3)x (p3)y 1
...

(pm)2x (pm)x(pm)y (pm)2y (pm)x (pm)y 1

 und C =



0 0 2 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Führt man den Lagrange-Multiplikator λ ein, erhält man die zu minimierende Funktion
||Ea||2 + λ(1 − aTCa), und damit ist die Lösung von OP 4 die Lösung des folgenden
Gleichungssystems:

2ETEa− 2λCa = 0,

aTCa = 1.

Mit S := ETE folgt:
Sa = λCa,

aTCa = 1.

Man muss also das allgemeine Eigenwertproblem der symmetrischen Matrizen S,C ∈ R6×6

lösen. Daraus erhält man sechs Paare (λi, ui) von Eigenwerten und Eigenvektoren.
Ist (λi, ui) eine Lösung, so gilt das auch für (λi, µiui) (µi ∈ R) und daher lassen sich

die Eigenvektoren so normieren, dass sie die Nebenbedingung µ2
iu

T
i Cui = 1 erfüllen. Dazu

muss gelten:

µi =

√
1

uT
i Cui

=

√
λi

uT
i Sui

.
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Damit erhalten wir für jedes der sechs Eigenwert-Eigenvektor-Paare (λi, ui) eine Lösung

ãi = µiui des Gleichungssystems, wenn die Wurzel
√

1
uT

i Cui
existiert.

Da S positiv de�nit ist, existiert die Wurzel für alle positiven λi. Die Vorzeichen der
Eigenwerte λi sind dabei, bis auf eine Permutation der Indizes, identisch zu den Vorzeichen
der Eigenwerte von C ({−2,−1, 2, 0, 0, 0}). Damit existiert genau ein Paar (λi∗, ui∗), für
das λi∗ > 0 gilt und ã := µi∗ui∗ ist die eindeutige Lösung von OP 4.

Zusammengefasst ergibt sich der folgende Algorithmus:

Algorithmus: Ellipse

Eingabe: A = {((p1)x, (p1)y), .., ((pn)x, (pn)y)} ⊂ R2.
Ausgabe: Gleichung der Ellipse El, auf der A näherungsweise liegt.

1.

E :=


(p1)2x (p1)x(p1)y (p1)2y (p1)x (p1)y 1
(p2)2x (p2)x(p2)y (p2)2y (p2)x (p2)y 1
(p3)2x (p3)x(p3)y (p3)2y (p3)x (p3)y 1
...

(pm)2x (pm)x(pm)y (pm)2y (pm)x (pm)y 1

 ,
S := ETE ∈ R6×6,

C :=



0 0 2 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

2. (λi, ui) (i = 1 : 6) := Eigenwert/Eigenvektorpaare für: Sui = λiCui

3. FÜR i=1:6:
WENN λi > 0:

a :=
√

1
uT

i Cui
ui.

AUSGABE: El : a1x
2 + a2xy + a3y

2 + a4x+ a5y + a6 = 0.

Um Informationen über die Objektebene EO zu gewinnen, muss man nun die Längen
und die Lagen der Haupt- und Nebenachse aus der Ellipsengleichung bestimmen. Es gilt
das folgende Lemma:

Lemma 6.5. Gegeben sei eine Ellipse mit der Gleichung:

Ka(x, y) : a1x
2 + a2xy + a3y

2 + a4x+ a5y + a6 = 0.

Dann gilt für
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•
L :=

[
a1

a2
2

a2
2 a3

]
,

• λ1, λ2 ∈ R, mit |λ1| ≤ |λ2|, sind die Eigenwerte von L und v1, v2 ∈ R2 die dazugehö-
rigen normierten Eigenvektoren,

• [
c1 c2

]
:=

[
a4 a5

] [
v1 v2

]
,

•
ν := a6 −

c21
4λ1

− c22
4λ2

6= 0 :

Die Längen der Hauptachsen betragen 2 ·
√
| ν
λ1
| und 2 ·

√
| ν
λ2
|. Auÿerdem hat die Gerade,

auf der die Hauptachse von Ka(x, y) liegt, die Steigung: β = v1
2

v1
1
.

Beweis:

Die Ellipsengleichung wird durch eine Hauptachsentransformation auf ihre Normalform
gebracht, aus der sich die Längen und Lagen der Achsen ablesen lassen. Zunächst schreiben
wir unsere Ausgangsgleichung

Ka(x, y) : a1x
2 + a2xy + a3y

2 + a4x+ a5y + a6 = 0

in eine Gleichung in Matrixform um:

Ka(x, y) :
[
x y

] =L︷ ︸︸ ︷[
a1

a2
2

a2
2 a3

] [
x
y

]
+

[
a4 a5

] [
x
y

]
+ a6 = 0.

Da Ka(x, y) eine Ellipse beschreibt, gilt a2
2 − 4a1a3 < 0 und damit auch

|L| = a1a3 −
a2

2

4
> 0.

Daher besitzt L zwei Eigenwerte λ1, λ2 ∈ R \ {0} (Nummerierung so, dass |λ1| ≤ |λ2| gilt)
und die dazugehörigen normierten Eigenvektoren v1, v2 ∈ R2, die die Gleichung Lvi = λiv

i

erfüllen und so skaliert werden, dass

|Q| := |
[
v1
1 v2

1

v1
2 v2

2

]
| ≥ 0

gilt. Mit

D :=
[
λ1 0
0 λ2

]
folgt dann:

L ·Q =
[
a1v

1
1 + a2v

1
2 a1v

2
1 + a2v

2
2

a2v
1
1 + a3v

1
2 a2v

2
1 + a3v

2
2

]
=

[
v1
1λ1 v2

1λ2

v1
2λ1 v2

2λ2

]
= Q ·D.
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Q besteht aus den Eigenvektoren der reellen symmetrischen Matrix L und ist daher eine
orthogonale Matrix (d.h. QT = Q−1). Daraus folgt:

QTLQ = D.

Als nächstes substituieren wir:[
u w

]
:=

[
x y

]
Q⇒

[
x y

]
=

[
u w

]
QT .

Damit folgt aus der Ellipsengleichung:

[
u w

]
QTLQ

[
u
w

]
+

=:c︷ ︸︸ ︷[
a4 a5

]
Q

[
u
w

]
+ a6 = 0 ⇒

[
u w

]
D

[
u
w

]
+ c

[
u
w

]
+ a6 = 0.

Anschlieÿend wird ausmultipliziert und umgeformt:

u2λ1 + w2λ2 + c1u+ c2w + a6 = 0 ⇒

λ1(u2 +
c1
λ1
u+

c21
4λ2

1

− c21
4λ2

1

) + λ2(w2 +
c2
λ2
w +

c22
4λ2

2

− c22
4λ2

2

) + a6 = 0 ⇒

λ1(u+
c1
2λ1

)2 + λ2(w +
c2
2λ2

)2 +

=:ν︷ ︸︸ ︷
a6 −

c21
4λ1

− c22
4λ2

= 0 ⇒

λ1

ν
(u+

c1
2λ1

)2 +
λ2

ν
(w +

c2
2λ2

)2 + 1 = 0.

Daraus ergibt sich die Normalform der Ellipsengleichung, deren Hauptachse parallel zur
x-Achse liegt.

− sgn(
ν

λ1
)
(u+ c1

2λ1
)2

(
√
| ν
λ1
|)2

− sgn(
ν

λ2
)
(w + c2

2λ2
)2

(
√
| ν
λ2
|)2

= 1.

Aus der Normalform lassen sich die Längen der Hauptachse (2 ·
√
| ν
λ1
|) und der Nebenachse

(2 ·
√
| ν
λ2
|) ablesen.

Da v1 und v2 normiert sind, gilt: det(Q) ∈ {−1, 1}. Auÿerdem sind die Eigenvektoren so
skaliert, dass det(Q) > 0 gilt. Es folgt also det(Q) = 1 und mit QT ·Q = I:

Q ∈ SO(2).

Daher ist Q eine Rotationsmatrix und lässt sich als

Q =
[

cosα − sinα
sinα cosα

]
schreiben. Durch die Substitution[

u w
]

:=
[
x y

]
Q
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wurde das Koordinatensystem also um den Winkel α gedreht und damit gilt für die Stei-
gung β der Hauptachse von Ka(x, y):

β = tanα =
sinα
cosα

=
v1
2

v1
1

.

�

Bestimmung der Partitionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage widmen, wie man aus einer Punktmenge
B ⊂ R2 möglichst e�ektiv alle Partitionen bestimmen kann, um B auf approximative
verzerrte Symmetrien zu untersuchen. Wir beweisen dazu das folgende Lemma:

Lemma 6.6. Eine Punktmenge B = {(x1, y1), .., (xm, ym)} ⊂ R2 sei die orthogonale Par-
allelprojektion einer n-symmetrischen Punktmenge
A = {(x1, y1, z1), .., (xm, ym, zm)} ⊂ R3, die in einer Ebene liegt. Dann lässt sich B in k
Partitionen B1, .., Bk zerlegen, wobei

|Bj | = n · l (l ∈ N) ∀j = 1 : k

gilt. Auÿerdem gibt es für jede Partition Bj eine Ellipse mit dem Mittelpunkt SP (Bj) =
SP (B), auf dem alle Punkte dieser Partition liegen.

Beweis:

Aus Lemma 6.1 wissen wir, dass sich die Punkte einer n-symmetrischen Punktmenge A ⊂
R3, die in einer Ebene liegt, in Partitionen A1, .., Ak zerlegen lässt, so dass einerseits

|Aj | = n · l (l ∈ N) ∀j = 1 : k

gilt und andererseits alle Punkte einer Partition auf einem Kreis um SP (A) =: (mx,my,mz)
liegen.

Zerlegt man B in solche Partitionen B1, .., Bk, dass für alle j ∈ {1, .., k} die Partition
Bj die Projektion von Aj ist, so folgt einerseits:

|Bj | = n · l (l ∈ N) ∀j = 1 : k

und andererseits aus Satz 6.2, dass es für jede PartitionBj eine Ellipse mit demMittelpunkt
SP (B) = (mx,my) gibt, auf dem alle Punkte dieser Partition liegen.

Da jede Partition alleine ebenfalls eine n-symmetrische Punktmenge ist (siehe Beweis
von Lemma 6.1), erhält man:

SP (A1) = SP (A2) = ... = SP (Ak) = SP (A).

Daraus folgt:
SP (B1) = SP (B2) = ... = SP (Bk) = SP (B).

�
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Des Weiteren gilt das folgende Lemma:

Lemma 6.7. B ⊂ R2 sei die orthogonale Parallelprojektion einer n-symmetrischen Punkt-
menge A ⊂ EO ⊂ R3, die sich in k n-symmetrische Partitionen A1, .., Ak mit |Ai| = n ∀i =
1 : k zerlegen lässt. Dann lassen sich die Punkte in B = {b1, .., bm} so nummerieren und
in solche Partitionen B1, .., Bk zerlegen, dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. Bi ist die orthogonale Parallelprojektion von Ai für alle i = 1 : k.

2. Die Punkte b1, .., bm sind (um SP (B)) im Uhrzeigersinn nummeriert.

3.
Bi = {bi+0·k, .., bi+(n−1)·k} ∀i = 1 : k.

Beweis:

Die Bedingungen 1 und 2 sind o�ensichtlich leicht zu erfüllen. Was wir beweisen müssen,
ist dass bei der Einteilung in Partitionen unter der Bedingung 1 und bei der Nummerierung
der Punkte unter der Bedingung 2 auch die Bedingung 3 erfüllt werden kann:
Da alle Partitionen Ai n-symmetrisch sind, liegen für jede Partition Ai (i ∈ {1, .., k})
die Punkte ai

1, .., a
i
n auf einem Kreis um SP (A), und sind diese Punkte im Uhrzeigersinn

nummeriert, so ist auÿerdem in jedem Dreieck

4ai
jai

j+1SP (A) (i ∈ {1, .., k}, j ∈ {1, .., n})

der Winkel bei SP (A) gleich 2π
n .

Da A in einer Ebene EO liegt, lassen sich auch alle Punkte {a1, .., am} = A im Uhrzeiger-
sinn um SP (A) nummerieren, und aufgrund der Identität der Winkel bei SP (A) in allen
Dreiecken 4ai

jai
j+1SP (A), gilt:

Ai = {ai+0·k, .., ai+(n−1)·k} ∀i = 1 : k.

Um zu zeigen, dass die entsprechende Bedingung 3 auch für die orthogonale Parallelpro-
jektion B von A erfüllt ist, müssen wir beweisen, dass

∠p1p4p2 < ∠p1p4p3 < π ⇒ ∠p′1p′4p′2
< ∠p′1p′4p′3

gilt, wenn p1, p2, p3, p4 ∈ R3 in einer Ebene liegen und p′1, p
′
2, p

′
3, p

′
4 ∈ R2 die entsprechenden

Bildpunkte unter der orthogonalen Parallelprojektion sind.
Dazu bezeichnen wir den Schnittpunkt der Geraden gp2p4 und hp1p3 mit x. Aus

∠p1p4p2 < ∠p1p4p3 < π

folgt:
x ∈ [p1p3].

x′ sei analog der Schnittpunkt zwischen g′p′2p′4
und h′p′1p′3

. Da Inzidenzen zwischen Gera-
den bzw. Strecken und Punkten unter einer parallelen Projektion von EO in EP erhalten
bleiben, gilt: x′ ist das Bild von x unter der orthogonalen Parallelprojektion und

x ∈ [p1p3] ⇒ x′ ∈ [p′1p
′
3].
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Daraus folgt:
∠p1p4p2 < ∠p1p4p3 < π ⇒ ∠p′1p′4p′2

< ∠p′1p′4p′3
.

�

Aus den Lemmata 6.6 und 6.7 ergibt sich unser Algorithmus zur Bestimmung der
möglichen Partitionen einer Punktmenge B ⊂ R2 bezüglich einer n-Symmetrie. Dabei
wird berücksichtigt, dass für alle Partitionen Bj (j = 1 : k) gelten muss:

|Bj | = n · l (l ∈ N) ∀j = 1 : k.

Da wir nicht nach exakten, sondern nach approximativen verzerrten Symmetrien suchen,
benötigen wir eine Schranke ε ∈ R+ für die maximale Ungenauigkeit.

Algorithmus: Partitionen

Eingabe: B = {b1, ..., bm} ⊂ R2, nma ∈ N, ε ∈ R+.
Ausgabe: Partitionen B1, .., Bk

1. n := 3, M := SP (B).
B := {b1, ..., bm} um M im Uhrzeigersinn nummeriert.

2. k := m
n .

3. WENN k ∈ N:
Bi := {bi+0·k, .., bi+(n−1)·k} ∀i = 1 : k

SONST:
AUSGABE: Keine Partitionen für n! Gehe zu 5.

4. WENN |SP (Bi)− SP (B)| < ε ∀i = 1 : k:
AUSGABE: B1, .., Bk sind die Partitionen für n.

SONST:
AUSGABE: Keine Partitionen für n!

5. WENN n < nma:
n := n+ 1 und gehe zu 2.

Anmerkung:

Da man zur Bestimmung der Ellipse mit dem Algorithmus Ellipse (siehe oben) eine
Punktmenge B mit |B| > 2 benötigt, suchen wir nur nach Partitionen Bi, für die |Bi| > 2
gilt.

Algorithmus: Verzerrte Symmetrieerkennung

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gezeigt, dass sich eine Punktmenge B ⊂
R2, die die orthogonale Parallelprojektion einer n-symmetrischen Punktmenge A ⊂ EO ⊂
R3 ist, in Partitionen mit bestimmten Eigenschaften zerlegen lässt (siehe Lemmata 6.1,
6.6, Satz 6.2). Auÿerdem haben wir einen Algorithmus entworfen, der für eine Punktmenge
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B ⊂ R2 die Ellipse �ndet, auf der die Punkte von B am ehesten liegen (siehe Algorithmus
Ellipse), und wir haben gezeigt, wie wir aus der Ellipsengleichung die Längen und Lagen
der Hauptachsen bestimmen können (siehe Lemma 6.5). Die Lemmata 6.3 und 6.4 geben
schlieÿlich an, wie man aus Längen und Lagen der Hauptachsen die Ebene (bis auf eine
parallele Verschiebung) bestimmen kann, in der die projizierte Punktmenge A sein kann,
wenn sie n-symmetrisch ist.

Zusammengefasst ergibt sich der folgende Algorithmus, mit dem wir Punktmengen auf
verzerrte Symmetrien untersuchen. Dabei gehen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit
davon aus, dass die zu untersuchende Punktmenge B die orthogonale Parallelprojektion
einer Punktmenge A ⊂ R3 in die Ebene EP : z = 1 ist:

Algorithmus: Verzerrte Symmetrieerkennung

Eingabe: B ⊂ R2, dcon ∈ R+, nma ∈ N, ε ∈ R+.
Ausgabe: Verzerrte Symmetrieeigenschaften von B.

1. B̃ := {(x1, y1), .., (xm, ym)} := Eckpunkte(B, dcon).

2. (B̃1
3 , .., B̃

k
3 ), .., (B̃1

nma, .., B̃
k
nma) := Partitionen(B̃, nma, ε).

n := 3.

3. WENN B̃1
n, .., B̃

k
n 6= ∅:

El := Ellipse(B̃1
n).

SONST:
Gehe zu 8.

4. a:=Länge der Hauptachse von El,
b:= Länge der Nebenachse von El,
β:= Steigung der Hauptachse von El (aus Lemma 6.5).

5. EO : −βx+ y +

=:µ︷ ︸︸ ︷√
b2β2 + b2

a2 − b2
z = 0.

6. Ã := {(x1, y1,
βx1−y1

µ ), .., (xm, ym,
βxm−ym

µ )}.

g : SP (Ã) + λ ·

 −β
1
µ

 λ ∈ R.

d2(Ã, g), .., d8(Ã, g), dn(Ã, g) := Symmetriewerte(Ã, g).

7. ∆n
2,..,8(Ã, g) := maxk∈{2,..,8}\{l | n mod l=0}

dn(Ã,g)

dk(Ã,g)
· 100.

WENN ∆n
2,..,8(Ã, g) < 25 :

AUSGABE: B ist approximativ verzerrt n-symmetrisch.

8. WENN n < nma:
n := n+ 1 und gehe zu 3.
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Anmerkung:

Zur Berechnung der Symmetriewerte in Schritt 6 muss Ã in der Ebene EO um den Schwer-
punkt von Ã gedreht werden. Das entspricht im R3 einer Rotation um die Gerade g, deren
Aufpunkt SP (Ã) und deren Richtungsvektor der Normalenvektor von EO ist.

Beispiele

Im Folgenden soll der Algorithmus Verzerrte Symmetrieerkennung anhand von Beispie-
len illustriert werden.

Reguläres Sechseck

Schritt 1:
Wir betrachten die orthogonale Parallelprojektion eines regulären Sechsecks, das in einer
Ebene EO im Raum R3 liegt (Abbildung 6.2). Durch Einführung eines Koordinatensystems
stellen wir diese Fläche durch eine Punktmenge B ⊂ R2 dar, die alle ganzzahligen Koor-
dinaten innerhalb der Fläche umfasst. Anschlieÿend bestimmen wir mit dem Algorithmus
Eckpunkte (dcon = 2) die Menge der Charakteristischen Eckpunkte B̃ := {b1, .., b6} ⊂ B
(Abbildung 6.3).
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Abbildung 6.2: Reguläres Sechseck und Projektion

Schritt 2:
Mit dem Algorithmus Partitionen (nma = 12, ε = 2) wird ermittelt, dass es für n = 3
(B̃1 = {b1, b3, b5}, B̃2 = {b2, b4, b6}) und n = 6 (B̃1 = {B̃1, .., B̃6}) Partitionen gibt.

Schritt 3:
Für n = 6 gilt: B̃ = B̃1. Mit dem Algorithmus Ellipse (Eingabe B̃) wird die Ellipse El
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(a) BK ⊂ B (b) B̃ ⊂ B

Abbildung 6.3: Extremalpunkte bzw. Charakteristische Eckpunkte

bestimmt (Abbildung 6.4). Es gilt (Zahlen gerundet):

El : −0.0105x2 − 0.0242xy − 0.0236y2 + 1.1741x+ 3.2828y − 100 = 0.

Schritt 4:
Nach Lemma 8.3 berechnen wir (Ellipsengleichung durch 100 dividiert):

λ1 = −0.0000329, λ2 = −0.0003082, v1 =
[
−0.8591
0.5119

]
, v2 =

[
0.5119
0.8591

]
.

c1 = 0.0067, c2 = 0.0342, ν = 0.2921.

Daraus ergibt sich:
a = 94.22, b = 30.78, β = −0.5959.

Schritt 5:
Wir stellen die Gleichung der Objektebene EO auf:

EO : −βx+ y + µz = 0, mit: µ =

√
b2β2 + b2

a2 − b2
= 0.4024.

Schritt 6:
Aus {(x1, y1), .., (xm, ym)} := B̃ bilden wir die Punktmenge Ã (siehe Abbildung 6.5)

Ã := {(x1, y1,
βx1 − y1

µ
), .., (xm, ym,

βxm − ym

µ
)}
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Abbildung 6.4: B̃, SP (B̃), El

und berechnen die Symmetriewerte d2(Ã, g), .., d8(Ã, g) (siehe Abbildung 6.6) bezüglich
der Rotation um die Gerade

g : SP (Ã) + λ ·

 −β
1
µ

 (λ ∈ R).

Schritt 7:
Es gilt:

∆6
2,..,8(Ã, g) = 15.6 < 25.

Daher wird der Punktmenge B eine approximative verzerrte 6-Symmetrie zugeordnet.

Anmerkung:

Obwohl d2(Ã) < d3(Ã) < d6(Ã) gilt, wird Ã, und damit auch B, wegen

∆2
2,..,8(Ã) = 43.8 > 25 bzw. ∆3

2,..,8(Ã) = 90.8 > 25

nur die höchste Symmetrieordnung n = 6 zugeordnet, die ja sowohl eine 2- als auch eine
3-Symmetrie impliziert.

5-symmetrisches Zehneck

Im vorangegangenen Beispiel wurde aus den sechs Punkten von B̃ nur eine Partition
B̃1 = B̃ gebildet. Warum es in anderen Fällen wichtig sein kann, die Punktmenge B̃ in
mehrere Partitionen zu zerlegen, werden wir anhand eines weiteren Beispiels illustrieren:
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Abbildung 6.5: Ã, g

n dn(Ã)
2 3.9
3 8.9
4 212.6
5 84.1
6 9.8

7 63.0
8 109.0

∆6
2,..,8 15.6

Abbildung 6.6: Symmetriewerte

Schritt 1:
Wir betrachten die orthogonale Parallelprojektion eines Zehnecks, das 5- aber nicht 10-
symmetrisch ist und in einer Ebene EO im Raum R3 liegt (Abbildung 6.7). Die darstellende
Punktmenge B ⊂ R2 der orthogonalen Parallelprojektion, sowie die Menge der Charak-
teristischen Eckpunkte B̃ := {b1, .., b10} ⊂ B von B (dcon = 2) sehen wir in Abbildung
6.8.

Schritt 2+3:
Mit dem Algorithmus Partitionen (nma = 12, ε = 2) wird ermittelt, dass es für n = 5
(B̃1 = {b1, b3, .., b9}, B̃2 = {b2, b4, .., b10}) und n = 10 (B̃3 = {b1, .., b10}) Partitionen gibt.
Da die entsprechenden Eckpunkte des projizierten Zehnecks nicht auf einem Kreis liegen,
kann man auch nicht erwarten, dass die Punkte von B̃1 und die Punkte von B̃2 auf einer
gemeinsamen Ellipse liegen. In Abbildung 6.9 ist die Ellipse El eingezeichnet, die man mit
dem Algorithmus Ellipse (Eingabe: B̃1) erhält. O�ensichtlich liegen die Punkte aus B̃2

nicht auf El.
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Abbildung 6.7: 5-symmetrisches Zehneck und Projektion

(a) BK ⊂ B (b) B̃ ⊂ B

Abbildung 6.8: Extremalpunkte bzw. Charakteristische Eckpunkte
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Abbildung 6.9: B̃, SP (B̃), El

Schritt 4+5+6+7:
Aus El werden β und µ bestimmt und die Punktmenge Ã wird gebildet:

Ã := {(x1, y1,
βx1 − y1

µ
), .., (xm, ym,

βxm − ym

µ
)}.

Die Symmetrie- und Eindeutigkeitswerte sind in Abbildung 6.10 aufgelistet. Der Punkt-
menge B wird korrekterweise eine approximative verzerrte 5- (und keine 10-) Symmetrie
zugeordnet.

n dn(Ã)
2 97.2
3 149.4
4 197.7
5 13.7

6 131.6
7 183.0
8 126.3
9 101.8
10 97.0
11 99.9
12 108.3

∆5
2,..,8 14.1

∆10
2,..,8 76.8

Abbildung 6.10: Symmetriewerte
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Stopp-Schild

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir den Begri� der verzerrten Symmetrie anhand
des Fotos eines Stopp-Schilds illustriert (siehe Abbildung 6.1). Wir stellen die zusammen-
hängende rote Fläche des Stopp-Schildes mit der in Kapitel 2 eingeführten Methode durch
eine Punktmenge B ⊂ R2 dar (siehe Abbildung 6.11) und bestimmen mit dem Algorithmus
Verzerrte Symmetrieerkennung (Eingabe: B, dcon = 2, nma = 12, ε = 2) die Symme-
triewerte der entzerrten Charakteristischen Eckpunkte Ã, die wir in Abbildung 6.12 mit
den Symmetriewerten für die nicht entzerrten Charakteristischen Eckpunkte B̃ vergleichen.

Abbildung 6.11: B̃ ⊂ B, El

n dn(Ã) dn(B̃)
2 65.4 65.3
3 256.9 378.2
4 43.1 415.6
5 307.4 468.8
6 254.1 375.7
7 109.2 318.9
8 26.6 293.6

9 86.8 286.7
10 153.6 290.2
11 208.9 299.8
12 255.3 314.4

∆8
2,..,8 24.4 92.1

Abbildung 6.12: Symmetriewerte
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Der Algorithmus erkennt die approximative verzerrte 8-Symmetrie der Abbildung des
Schildes, obwohl Ungenauigkeiten durch die Darstellung und durch die Annahme der or-
thogonalen Parallelprojektion zu erwarten waren. Im Vergleich dazu ist die Punktmenge
nicht approximativ (unverzerrt) 8-symmetrisch.

6.1.2 Projektionen 3-dimensionaler Objekte

Im vorangegangenen Abschnitt sind wir davon ausgegangen, dass die projizierte Punkt-
menge A zwar eine Teilmenge von R3 ist, dass aber alle Punkte von A in einer Ebene
EO ⊂ R3 liegen. Nun wollen wir uns damit beschäftigen, wie man verzerrte Symmetrien
von einer Punktmenge B ⊂ R2 erkennen kann, die die orthogonale Parallelprojektion einer
beliebigen Punktmenge A ⊂ R3 ist.

Aus De�nition 5.10 wissen wir, dass eine Punktmenge A ⊂ R3 genau dann exakt n-
symmetrisch ist, wenn es eine Rotationsachse g gibt, sodass A durch eine Rotation um g
um den Winkel 2π

n auf sich selbst abgebildet wird. Damit lässt sich das folgende Lemma
beweisen:

Lemma 6.8. A ⊂ R3 sei eine n-symmetrische Punktmenge (n ∈ N, n > 1) bezüglich
der Rotationsachse g. Dann lässt sich A in Partitionen A1, .., Ak zerlegen, so dass für alle
j = 1 : k gilt:
SP (Aj) ∈ g und entweder alle Punkte aus Aj liegen auf g, oder alle Punkte aus Aj liegen
auf einem Kreis um den Mittelpunkt SP (Aj) in einer Ebene Ej

O (mit (Ej
O ⊥ g) und

|Aj | = n).

Beweis:

Für jeden Punkt ai ∈ A gilt: Er wird durch die Rotation um g entweder auf sich selbst
oder auf einen anderen Punkt al ∈ A (al 6= ai) abgebildet. Wir de�nieren eine Ebene E
als die eindeutig bestimmte Ebene, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

E ⊥ g ∧ ai ∈ E.

Aus Lemma 5.12 können wir folgern:
Gilt rotg2π

n

(ai) = ai, so muss wegen 0 < 2π
n < 2π, ai ∈ g gelten.

Gilt rotg2π
n

(ai) = al 6= ai, so folgt daraus al ∈ E und d(al, g) = d(ai, g).

Damit für ein ai /∈ g rotgα(ai) = ai gilt, muss nach Lemma 5.12 α = 2π sein. Das entspricht
n aufeinanderfolgenden Rotationen um 2π

n .
Daher gibt es also für ein ai /∈ g immer n − 1 weitere Punkte, die in E liegen und von
S := E ∩ g so weit entfernt sind wie ai

Daher liegen sie auf einem Kreis in E um S. Diese Punkte lassen sich in einer Partition Aj

zusammenfassen, für die Aj ⊂ E ⊥ g und |Aj | = n gilt. Nach Lemma 2.10 muss auÿerdem
S = SP (Aj) gelten.
Enthält Aj hingegen nur Punkte auf g, so gilt o�ensichtlich auch SP (Aj) ∈ g.

�
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Aus Lemma 6.8 lässt sich folgern:

Satz 6.9. B ⊂ R2 sei die orthogonale Parallelprojektion einer n-symmetrischen Punkt-
menge A ⊂ R3. Dann lässt sich B in Partitionen B1, .., Bk zerlegen, so dass eine Gerade
g′ ⊂ R2 existiert, für die gilt:

SP (B1), .., SP (Bk) ∈ g′

Auÿerdem gilt für alle j = 1 : k:
Entweder alle Punkte aus Bj liegen auf g′, oder alle Punkte von Bj liegen auf einer Ellip-
se Elj mit Mittelpunkt SP (Bj). Dabei liegen die Hauptachsen aller Elj parallel und das
Verhältnis zwischen der Nebenachse und der Hauptachse ist für alle Elj gleich.

Beweis:

Wir bezeichnen die Rotationsachse, bezüglich derer A n-symmetrisch ist, mit g. Die ortho-
gonale Parallelprojektion einer Geraden g ⊂ R3 ist ebenfalls eine Gerade. Wir bezeichnen
diese mit g′ ⊂ R2.

Laut Lemma 6.8 lässt sich A in Partitionen A1, .., Ak mit bestimmten Eigenschaften
zerlegen. Zerlegt man B in die entsprechenden Partitionen (d.h. Bj ist die orthogonale
Parallelprojektion von Aj), so folgt:
Ist eine Punktmenge Bj ⊂ R2 die orthogonale Parallelprojektion einer Punktmenge Aj ⊂
R3, so ist SP (Bj) die orthogonale Parallelprojektion von SP (Aj). Auÿerdem bleiben In-
zidenzen unter der Projektion erhalten. Daher gilt:

SP (Aj) ∈ g ⇒ SP (Bj) ∈ g′,

Aj ⊂ g ⇒ Bj ⊂ g′.

Aus Satz 6.2 wissen wir, dass das Bild eines Kreises (mit Mittelpunkt M) unter einer
orthogonalen Parallelprojektion eine Ellipse ist, deren Mittelpunkt die orthogonale Paral-
lelprojektion von M ist. Daraus kann man folgern:
Wenn alle Punkte aus Aj auf einem Kreis um SP (Aj) liegen, so liegen alle Punkte aus Bj

auf einer Ellipse mit Mittelpunkt SP (Bj).
Lemma 6.3 besagt, dass für den Winkel αj zwischen EP und Ej

O gilt: αj = arccos b
a , wenn

b die Länge der Nebenachse und a die Länge der Hauptachse einer Ellipse ist, die die or-
thogonale Parallelprojektion eines Kreises in Ej

O darstellt. Da laut Lemma 6.8 alle Ebenen
Ej

O parallel sind, gilt mit 0 < b
a < 1 und 0 < αj < π

2 :
Das Verhältnis zwischen der Nebenachse und der Hauptachse ist für alle Elj gleich.
Auÿerdem sind die Schnittgeraden sj laut Lemma 6.8 zwischen Ej

O und EP für alle j par-
allel und damit gilt nach Lemma 6.3:
Die Hauptachsen aller Elj sind parallel.

�

Um heraus zu �nden, ob eine Punktmenge B die orthogonale Parallelprojektion einer
approximativ n-symmetrischen Punktmenge A ⊂ R3 sein kann, müssen wir also untersu-
chen, ob sich B in die in Satz 6.9 beschriebenen Partitionen (oder zumindest in Partitionen,
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die die Bedingungen aus Satz 6.9 approximativ erfüllen) zerlegen lässt. Anschlieÿend über-
prüfen wir, analog zum Algorithmus Verzerrte Symmetrieerkennung, ob alle Partitionen
Bj approximativ verzerrt n-symmetrisch sind.

Dabei werden alle Partitionen Bj in dieselbe Objektebene EO projiziert, da für EO

nach Lemma 6.4 gilt:

EO : −βx+ y +

=:µ︷ ︸︸ ︷√
b2β2 + b2

a2 − b2
z = 0.

Des weiteren ist die Steigung der Hauptachse β für alle j gleich und für zwei verschiedene
µ gilt:

b1
a1

=
b2
a2

⇒ µ1 :=

√
b21β

2 + b21
a2

1 − b21
=
b1
a1

√√√√β2 + 1

1− b21
a2
1

=
b2
a2

√√√√β2 + 1

1− b22
a2
2

=: µ2.

Beispiel

Wir betrachten das 5-symmetrische Objekt aus Abbildung 5.12. In Kapitel 5.1 haben wir
dieses Objekt durch eine Punktmenge A ⊂ R3 dargestellt. Anschlieÿend wurde die Menge
der Charakteristischen Eckpunkte Ã von Amit dem Algorithmus Eckpunkte 3D (dcon = 2)
bestimmt. In Abbildung 6.13 sehen wir die Punktmengen A und Ã.

Abbildung 6.13: Ã ⊂ A

In diesem Kapitel gehen wir nun davon aus, dass nicht die genauen Koordinaten von Ã
gegeben sind, sondern nur die Koordinaten der orthogonalen Parallelprojektion B̃ (siehe
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Abbildung 6.14). Nun wird nach Partitionen B̃1, .., B̃k gesucht, die die Bedingungen aus
Satz 6.9 zumindest approximativ (d.h. bis auf einen Fehler ε ∈ R+) erfüllen. Für n = 5
ergeben sich die in Abbildung 6.15 dargestellten Partitionen B̃1, .., B̃4.
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Abbildung 6.14: B̃

Wählt man Fehler-Schwellenwerte ε1 = ε3 = 0.3, ε2 = 0.05, so gilt für die Partitionen:

|B̃1| = |B̃2| = |B̃3| = 5 , |B̃4| = 1,

max
j∈{1,..,4}

d(g′, SP (B̃j)) < ε1

max
i,j∈{1,2,3}

| bi
ai
− bj
aj
| < ε2

max
i,j∈{1,2,3}

|βi − βj | < ε3

Bildet man für die Partitionen B̃1 := {(x1
1, y

1
1), .., (x

1
5, y

1
5)}, .., B̃3 := {(x3

1, y
3
1), .., (x

3
5, y

3
5)}

die Punktmengen C1, .., C3 folgendermaÿen:

Ci := {(xi
1, y

i
1,
β1x

i
1 − yi

1

µ1
), .., (xi

5, y
i
5,
β1x

i
5 − yi

5

µ1
)}

und berechnet die Symmetriewerte dn(Ci) bezüglich der Rotation um

gi : SP (Ci) + λ ·

 −β1

1
µ1

 (λ ∈ R),
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Abbildung 6.15: Partitionen

so erhält man die in Abbildung 6.16 aufgelisteten Werte:

n dn(C1) dn(C2) dn(C3)
2 116.3 115.9 58.5
3 78.2 78.0 39.5
4 58.7 58.7 30.0
5 1.2 4.7 4.7

6 39.3 38.9 20.0
7 67.2 66.7 33.8
8 87.8 87.3 44.2

∆5
2,..,8 3.0 12.1 23.5

Abbildung 6.16: Symmetriewerte

Man würde die selben Symmetriewerte erhalten, wenn man die einzelnen Partitionen
in Ebenen projiziert, die parallel zu E1

O : −β1x + y + µ1z = 0 sind. Bildet man also die
Punktmengen C1, .., C3 folgendermaÿen:

Ci := {(xi
1, y

i
1,
β1x

i
1 − yi

1

µ1
+ γi), .., (xi

5, y
i
5,
β1x

i
5 − yi

5

µ1
+ γi)},

wobei γ1 = 0 gilt und die γi ∈ R (i ∈ {2, 3}) so gewählt werden , dass SP (C2) und SP (C3)
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zumindest approximativ auf

g : SP (C1) + λ ·

 −β1

1
µ1

 λ ∈ R

liegen, was wegen maxj∈{1,..,4} d(g′, SP (Bj)) < ε1 möglich ist, so ist die Punktmenge C :=
C1∪C2∪C3 approximativ 5-symmetrisch bezüglich der Rotation um die Rotationsachse g.
Da der Punkt aus B̃4 (approximativ) auf g′ liegt, muss man für ihn keine Symmetriewerte
berechnen. Er lässt sich immer in eine auf g senkrechte Ebene E4

O projizieren, so dass er
(approximativ) auf g liegt.

Es genügt uns also, Partitionen B̃1, .., B̃k einer Punktmenge B̃ zu �nden, die die Be-
dingungen aus Satz 6.9 bis auf einen Fehler ε ∈ R+ erfüllen und deren approximative
verzerrte n-Symmetrie mit dem Algorithmus Verzerrte Symmetrieerkennung nachzuwei-
sen, um der Punktmenge B̃ die entsprechende Symmetrie zuzuordnen.

6.2 Perspektivische Projektion

Das Modell der perspektivischen Projektion stimmt mit dem Modell der Lochkamera über-
ein und entspricht dem Prinzip des einäugigen Sehens beim Menschen. Algorithmen, die
perspektivisch verzerrte Strukturen erkennen, eignen sich besonders um Eigenschaften von
3-dimensionalen Objekten, die durch ein Foto mit einer kalibrierten Kamera auf den 2-
dimensionalen Raum abgebildet wurden, zu identi�zieren.

Dementsprechend beschäftigen sich insbesondere in dem Bereich der Computer Vision
verschiedene Arbeiten damit, perspektivisch verzerrte Symmetrien zu erkennen.

Gool et al. ([23]) zählen zu den ersten, die Symmetrie-spezi�sche Invarianten unter
perspektivischer Verzerrung herausarbeiten. Dabei stellen sie verschiedene invariante Ei-
genschaften von spiegelsymmetrischen Punkten vor. Auch in [10] �ndet sich ein Ansatz zur
Erkennung perspektivisch verzerrter Spiegelsymmetrien. Dabei spielt das Doppelverhältnis
von vier Punkten ([42]) auf einer Linie als Invariante unter einer projektiven Abbildung
eine entscheidende Rolle. Cornelius und Loy ([18]) identi�zieren Symmetrien in Fotos, in-
dem sie jeweils Quadrupel aus symmetrischen Punktpaaren bilden. Allerdings werden auch
mit diesem Ansatz Spiegel- und nicht Rotationssymmetrien gesucht.

Ma et al. beziehen in ihren Arbeiten die Erkennung von Rotationssymmetrien mit ein
([25], [51], [52]). Dabei beschäftigen sie sich insbesondere mit der Frage, wie man das Wis-
sen um symmetrische Strukturen abgebildeter Objekte nutzen kann, um den Prozess der
Rekonstruktion einer 3D-Umgebung aus einem oder mehreren perspektivisch verzerrten
Bildern zu unterstützen. Die Tatsache, dass die Bilder symmetrischer Punkte im Raum in
Homographie-Gruppen zusammengefasst werden können, wird dabei genutzt, um Informa-
tionen für die 3D-Rekonstruktion zu gewinnen.

Die Berechnung von Homographie-Transformationen und die daraus resultierende Be-
stimmung der perspektivischen Verzerrung einer symmetrischen Punktmenge ([51]) werden
wir in unserem Algorithmus nutzen, um verzerrten Punktmengen Symmetriewerte zuzu-
ordnen.
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Doch a priori wollen wir, wie im nicht-verzerrten Fall, davon ausgehen, dass uns keine
Informationen über mögliche Symmetrien in einer Punktmenge B ⊂ R2 vorliegen und wir
daher zunächst untersuchen müssen, ob diese Punktmenge die perspektivische Projektion
einer approximativ n-symmetrischen Punktmenge A ⊂ R3 sein kann.

6.2.1 Homogene Koordinaten

Jeder Punkt in der euklidischen Ebene lässt sich als 2-dimensionaler Vektor

(x, y) ∈ R2

darstellen. Bettet man die euklidische Ebene in den 3-dimensionalen Raum R3 ein, indem
wir sie gleich der Ebene z = 1 setzen, so wird der Punkt durch den 3-dimensionalen Vektor
(x, y, 1) ∈ R3 repräsentiert.

Um Homogene Koordinaten einzuführen, bilden wir Äquivalenzklassen im R3 indem
wir alle Vektoren v ∈ R3, die sich lediglich durch ein skalares Vielfaches (ungleich 0)
unterscheiden, in einer Klasse zusammenfassen.

[v] := {v′ ∈ R3 | v′ = λ · v (λ ∈ R \ {0}}).

Ein beliebiger Punkt p = (x, y, z) ∈ R3, für den z 6= 0 gilt, kann daher in Homogenen
Koordinaten durch den Schnittpunkt (x

z ,
y
z , 1) der Geraden λ · ~p (λ ∈ R) mit der Ebene

z = 1 dargestellt werden. Das entspricht einer Perspektivprojektion mit der Projektions-
ebene E : z = 1 und dem Projektionszentrum (0, 0, 0), bei der alle Punkte, die auf einer
Ursprungsgeraden (ohne den Ursprung)

λ ·

 x
y
z

 (λ ∈ R \ {0}, z 6= 0)

und damit in einer Äquivalenzklasse liegen, auf den Punkt (x
z ,

y
z , 1) projiziert werden.

Ein Punkt p = (x, y, 0) wird im Konzept der Homogenen Koordinaten durch einen
Punkt im Unendlichen auf der projektiven Ergänzung der euklidischen Ebene repräsentiert.
Solche Punkte spielen für unsere Symmetrieerkennung allerdings keine Rolle, da wir davon
ausgehen, dass wir eine konkrete perspektivisch verzerrte Punktmenge B ⊂ R2 gegeben
haben und diese durch die Einbettung in den R3 darauf untersuchen wollen, ob sie die
Perspektivprojektion einer n-symmetrischen Punktmenge sein kann.

Ein Punkt p in Homogenen Koordinaten repräsentiert im Folgenden alle Punkte qi,
für die gilt: qi = λ · p (λ ∈ R \ {0}). Für zwei Punktmengen A := {a1, .., am} und B :=
{b1, .., bm}, für die skalare Faktoren λ1, .., λm ∈ R \ {0} mit ai = λi · bi (∀i ∈ {1, ..,m})
existieren, schreiben wir:

A
.= B.

Ist eine Punktmenge
B = {p1, .., pn}
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in Homogenen Koordinaten gegeben, so stellt sich die Frage, welche Eigenschaften die-
se Punktmenge besitzen muss, um die perspektivische Projektion einer n-symmetrischen
Punktmenge zu sein. Dazu untersuchen wir invariante Eigenschaften von Punktmengen
unter perspektivischer Projektion.

6.2.2 Projektive Invarianten

Im R2 kann man eine Gerade g durch einen Vektor (g1, g2, g3)T repräsentieren, sodass ein
Punkt p = (x, y) ∈ R2 genau dann auf g liegt, wenn die folgende Gleichung erfüllt ist:

g1 · x+ g2 · y + g3 = 0.

Auch in Homogenen Koordinaten wollen wir eine Gerade g durch den Vektor (g1, g2, g3)T

darstellen. Ein Punkt p = (x, y, z) in Homogenen Koordinaten liegt dann auf g, wenn
〈g, pT 〉 = 0 gilt. Für zwei Punkte pi und pj , mit pi 6= λpj (∀λ ∈ R), existiert damit genau
eine Gerade g, die diese beiden Punkte enthält. Dabei gilt:

〈pT
i , g〉 = 0 ∧ 〈pT

j , g〉 = 0.

Die beiden Vektoren pT
i und pT

j stehen also senkrecht auf g, sodass sich die Gerade gij

durch die Punkte pi und pj als Kreuzprodukt von pT
i und pT

j berechnen lässt:

gij = pT
i × pT

j .

Den Schnittpunkt q zweier nicht paralleler Geraden gij und gkl erhält man entsprechend
aus dem Kreuzprodukt der beiden Geraden:

qT = gij × gkl.

Sind gij und gkl parallel, so erhält man einen Punkt im Unendlichen, das bedeutet, dass
die z-Koordinate von q gleich 0 ist.

Kollinearitäten von Punkten in einer Ebene bleiben unter einer Perspektivprojektion in
eine andere Ebene erhalten. Auch für zwei Vektoren p, g ∈ R3 \{0, 0, 0}T gilt o�ensichtlich:

〈p, g〉 = 0 ⇔ 〈λ · p, µ · g〉 = 0 (λ, µ ∈ R \ {0}).

Damit sind sowohl Inzidenzen zwischen Punkten und Geraden, als auch Kollinearitäten von
verschiedenen Punkten unabhängig davon, welche Repräsentanten einer Äquivalenzklasse
man wählt.

Weitere projektive Invarianten erhalten wir, wenn wir die Verhältnisse von bestimmten
Determinanten untersuchen. Dazu de�nieren wir:

De�nition 6.10. Für eine Punktmenge B = {b1, .., bn} = {(x1, y1, z1), .., (xn, yn, zn)}
bezeichnet das Bracket [ijk]B die Determinante der 3×3 Matrix, die als Spalten die Punkte
bi, bj und bk besitzt. Es gilt also:

[ijk]B = det(

 xi xj xk

yi yj yk

zi zj zk

).
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Mit Hilfe dieser De�nition können wir das folgende Lemma beweisen, welches eine
bedeutende invariante Eigenschaft unter projektiver Transformation beschreibt:

Lemma 6.11. Seien die Punktmengen A und B wie folgt gegeben:

B := {b1, .., bn},

A := {λ1 ·M−1 · b1, .., λn ·M−1 · bn} (λi ∈ R \ {0}, M ∈ R3×3, det(M) 6= 0),

so gilt für [ijm]B · [ilk]B 6= 0:

[ijk]B · [ilm]B
[ijm]B · [ilk]B

=
[ijk]A · [ilm]A
[ijm]A · [ilk]A

.

Beweis:

[ijk]A · [ilm]A
[ijm]A · [ilk]A

=
(det(M−1)2 · λ2

i · λj · λk · λl · λm) · [ijk]B · [ilm]B
(det(M−1)2 · λ2

i · λj · λm · λl · λk) · [ijm]B · [ilk]B
=

=
[ijk]B · [ilm]B
[ijm]B · [ilk]B

.

�

6.2.3 Invarianten symmetrischer Punktmengen

Indem wir die Invarianz der Kollinearität unter projektiver Transformation benutzen, kön-
nen wir mit Hilfe einfacher Gleichungen der Grassmann-Cayley-Algebra ([13]) Bedingun-
gen für perspektivisch verzerrte Symmetrien aufstellen, die man anschaulich geometrisch
interpretieren kann.

Wird eine Punktmenge A ⊂ R3 durch die Rotation um eine Rotationsachse g um 2π
n auf

sich selbst abgebildet, so lassen sich alle Punkte von A, die nicht auf g liegen, in Partitionen
aus je n Punkten einteilen, sodass die Punkte einer Partition in einer auf g senkrechten
Ebene liegen und die Eckpunkte eines regulären n-Ecks sind.

Alle regulären n-Ecke besitzen bestimmte Inzidenz-Eigenschaften. Wir wollen eine sol-
che Eigenschaft am Beispiel eines regulären Siebenecks illustrieren (siehe Abbildung 6.17).

Wir bezeichnen, wie in Abbildung 6.17, die Homogenen Koordinaten der Eckpunkte
des Siebenecks mit {p1, .., p7}. Auÿerdem de�nieren wir:

g1 := pT
1 × pT

2 ,

g2 := pT
6 × pT

7 ,

g3 := pT
2 × pT

5 ,
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Abbildung 6.17: Reguläres Siebeneck

g4 := pT
3 × pT

6 ,

qT
1 := g1 × g2,

qT
2 := g3 × g4.

Ein reguläres Siebeneck ist bezüglich aller Achsen, die durch einen Eckpunkt und die
Mitte der gegenüberliegenden Seite gehen, spiegelsymmetrisch. Daher sind q1, q2 und p4

kollinear. Diese Kollinearität bleibt unter der perspektivischen Verzerrung erhalten und bil-
det somit eine Bedingung dafür, dass B := {p1, .., p7} die perspektivische Projektion einer
7-symmetrischen Punktmenge sein kann. Analog lassen sich weitere Bedingungen formulie-
ren, indem man die anderen Spiegelsymmetrien bzw. andere Kollinearitäten berücksichtigt
(Kollinearitätsbedingungen).

Die eben hergeleiteten Kollinearitätsbedingungen kann man mit den in De�nition 6.10
eingeführten Brackets formulieren. Dabei sind drei Punkte pi, pj , pk ∈ B genau dann kol-
linear, wenn es einen Vektor g ∈ R3 gibt, sodass gilt: 〈pT

i , g〉 = 〈pT
j , g〉 = 〈pT

k , g〉 = 0 (d.h.
[ijk]B = 0).

Wir wollen das am Beispiel der Kollinearitätsbedingung aus Abbildung 6.17 illustrieren:

qT
1 = (pT

1 × pT
2 )× (pT

6 × pT
7 )

(1)︷︸︸︷
= 〈pT

1 × pT
2 , p

T
7 〉 · pT

6 − 〈pT
1 × pT

2 , p
T
6 〉 · pT

7

(2)︷︸︸︷
=

= [1, 2, 7]B · pT
6 − [1, 2, 6]B · pT

7 .

(1) folgt dabei aus der Grassmann-Identität und (2) erhält man durch einfaches Nachrech-
nen.
Entsprechend gilt:

qT
2 = [2, 5, 6]B · pT

3 − [2, 5, 3]B · pT
6 .
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Damit lässt sich die Kollinearitätsbedingung auch folgendermaÿen darstellen ([p1, p2, p3] ist
dabei gleich der Determinante der Matrix, die p1, p2 und p3 als Spaltenvektoren besitzt):

[qT
1 , q

T
2 , p

T
4 ] = 0 ⇒ [[1, 2, 7]B · pT

6 − [1, 2, 6]B · pT
7 , [2, 5, 6]B · pT

3 − [2, 5, 3]B · pT
6 , p

T
4 ] = 0 ⇒

[1, 2, 7]B · [2, 5, 6]B · [6, 3, 4]B −
=0︷ ︸︸ ︷

[1, 2, 7]B · [2, 5, 3]B · [6, 6, 4]B −

−[1, 2, 6]B · [2, 5, 6]B · [7, 3, 4]B + [1, 2, 6]B · [2, 5, 3]B · [7, 6, 4]B = 0 ⇒

[1, 2, 7]B[2, 5, 6]B[3, 4, 6]B − [1, 2, 6]B[2, 5, 6]B[3, 4, 7]B + [1, 2, 6]B[2, 3, 5]B[4, 6, 7]B = 0.

Ist eine Punktmenge B also die perspektivische Projektion einer exakt n-symmetrischen
Punktmenge A, so muss B eine Reihe von Kollinearitätsbedingungen erfüllen.

Da die Homogenen Koordinaten jeder n-symmetrische Punktmenge B := {b1, .., bn}
durch die Multiplikation mit einer 3 × 3-Matrix H ′ 6= I3 auf sich selbst abgebildet wer-
den können (siehe folgender Abschnitt), lassen sich aus Lemma 6.11 weitere Bedingungen
herleiten (Bracketbedingungen). So muss zum Beispiel

[ijk]B · [ilm]B
[ijm]B · [ilk]B

=
[i′j′k′]B · [i′l′m′]B
[i′j′m′]B · [i′l′k′]B

gelten, damit B die perspektivische Projektion einer n-symmetrischen Punktmenge A :=
{a1, .., an} ist, bei der für alle i ∈ {1, .., n} der Punkt ai durch die Rotation auf ai′ abge-
bildet wird.

Dabei lassen sich in manchen Fällen bestimmte Kollinearitätsbedingungen mit Hilfe
von Grassmann-Plücker-Relationen auf Bracketbedingungen zurückführen (siehe [13]).

Mit unserem Algorithmus wollen wir nicht nur Bedingungen für exakte verzerrte Sym-
metrien überprüfen, sondern die Symmetriewerte von Punktmengen berechnen und mit
Hilfe dieser Werte entscheiden, ob man einer Punktmenge eine approximative verzerrte
Symmetrie zuordnen kann. Dazu überprüfen wir, ob sich eine Punktmenge B in Parti-
tionen zerlegen lässt, die die Bracket- bzw. Kollinearitätsbedingungen für eine bestimmte
n-Symmetrie zumindest approximativ (das heiÿt bis auf einen Fehler ε ∈ R) erfüllen. Ist
das der Fall, können wir eine Vermutung aufstellen, ob und, wenn ja, welche approximative
verzerrte Symmetrie B besitzt und wie sich B in die entsprechenden Partitionen zerlegen
lässt.

Im Folgenden werden wir den einzelnen Partitionen Symmetriewerte zuordnen, indem
wir sie aus der Ebene E : z = 1 in parallele Objekt-Ebenen projizieren.

Um den Normalenvektor der Objekt-Ebenen zu bestimmen, müssen wir zunächst die
Abbildung ermitteln, die die Menge der Punkte (in Homogenen Koordinaten) einer Parti-
tion auf sich selbst abbildet.

6.2.4 Homographie-Matrix

Nehmen wir an, dass A = {a1, .., an} ⊂ R3 eine n-symmetrische Punktmenge (bzw. eine
Partition einer n-symmetrischen Punktmenge) ist, sodass für die Rotationsachse g gilt:

ai+1 = rotg2π
n

(ai) (∀i ∈ {1, .., n− 1}) und a1 = rotg2π
n

(an),
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dann liegen alle Punkte von A in einer Ebene (mit dem Normalenvektor g). Wir betrachten
so eine Punktmenge A, die in der Ebene z = 1 liegt und für die SP (A) = [0, 0, 1] gilt.
Dann folgt:

aT
i+1 =

 cos(2π
n ) sin(2π

n ) 0
− sin(2π

n ) cos(2π
n ) 0

0 0 1

 · aT
i (∀i ∈ 1, .., n− 1),

aT
1 =

 cos(2π
n ) sin(2π

n ) 0
− sin(2π

n ) cos(2π
n ) 0

0 0 1

 · aT
n .

Wir bezeichnen die Rotationsmatrix mit H

H :=

 cos(2π
n ) sin(2π

n ) 0
− sin(2π

n ) cos(2π
n ) 0

0 0 1

 ∈ SO(3)

und die Punktmenge, die man erhält, wenn man alle Punkte von A (von links) mit H
multipliziert, mit H(A). Dann gilt für unsere Punktmenge:

H(A) = A.

Die Homogenen Koordinaten {b1, .., bn} einer beliebigen n-symmetrischen Punktmenge B
erhalten wir aufgrund der planaren Struktur durch die Multiplikation von A mit einer
invertierbaren 3×3-Matrix H0 ([51]). Falls B nicht in der xy-Ebene liegt (also in allen von
uns betrachteten Fällen), ist H0 invertierbar. Damit gilt:

λi · bTi = H0 · aT
i (λi ∈ R \ {0}, ∀i ∈ {1, .., n}) ⇒ B

.= H0(A) ∧ A
.= H−1

0 (B).

De�nieren wir nun die Homographie-Matrix H ′ ∈ R3×3 folgendermaÿen:

H ′ := H0 ·H ·H−1
0 ,

so gilt:

λi+1 · bTi+1 = H ′ · bTi (∀i ∈ {1, .., n− 1}) ∧ λ1 · bT1 = H ′ · bTn (λi ∈ R \ {0}) ⇒

H ′(B) .= B.

Ist eine Punktmenge B also die perspektivische Verzerrung einer n-symmetrischen Punkt-
menge, so existiert eine Homographie-Matrix H ′ ∈ R3×3 (H ′ 6= I3), die die Punktmenge
B unter Homogenen Koordinaten auf sich selbst abbildet. Im Folgenden wollen wir uns
damit beschäftigen, wie wir diese Matrix aus der Punktmenge B bestimmen können.

Aufgrund der Homogenen Koordinaten besitzt H ′ 8 Freiheitsgrade. Damit H ′ die
Homographie-Matrix von B ist, muss gelten:

λ2 · bT2 = H ′ · bT1 , .., λn · bTn = H ′ · bTn−1, λ1 · bT1 = H ′ · bTn (λi ∈ R \ {0}).
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Um die skalaren Faktoren zu eliminieren, de�nieren wir für einen Vektor p = (x, y, z) ∈ R3

die schiefsymmetrische Matrix

p̂ :=

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0

 ∈ R3×3 ⇒ p̂ · pT = (0, 0, 0)T

und folgern daraus:
b̂2 ·H ′ · bT1 = λ2 · b̂2 · bT2 = (0, 0, 0)T , ....

Setzen wirH ′
33 := 1, so lassen sich die acht anderen Einträge vonH ′ mit Hilfe des folgenden

Gleichungssystems bestimmen (siehe [36]):

=:X∈R3n×9︷ ︸︸ ︷
(bT2 ⊗ b̂1)T

...

(bTn ⊗ ˆbn−1)T

(bT1 ⊗ b̂n)T

 ·
=:H′s∈R9×1︷ ︸︸ ︷

H ′
11

...
H ′

32

1

 =

∈R3n×1︷ ︸︸ ︷
0
...
...
0

 .
Dabei ist u⊗ v das Kronecker-Produkt ([36]) der Matrizen u und v. Aus u ∈ Ru1×u2 und
v ∈ Rv1×v2 folgt u⊗ v ∈ Ru1v1×u2v2 .

Die Anzahl der Lösungen hängt also vom Rang der Matrix X ab. Gilt Rg(X) < 8, gibt
es mehrere Lösungen. Für Rg(X) = 8 gibt es eine eindeutige Lösung (unter der Festlegung
H ′

33 = 1) und für Rg(X) > 8 gibt es keine Lösung.
Wir skalieren die Homogenen Koordinaten der Punkte in B so, dass B in der Ebene

z = 1 liegt. Da keine drei Punkte bi, bj , bk, (i, j, k ∈ {1, .., n}) kollinear sein können, wenn
B die perspektivische Verzerrung eines regulären n-Ecks ist und Rg(b̂i) = 2 gilt, lässt sich
H ′ eindeutig bis auf einen skalaren Faktor bestimmen, wenn wir vier Punktpaare haben,
die durch H ′ aufeinander abgebildet werden.

Ist B die perspektivische Verzerrung einer exakt n-symmetrischen (n > 4) Punktmenge
A, so löst dieses H ′ auch die Gleichungen für die anderen Punktpaare, da wir ja oben
begründet haben, dass in diesem Fall eine Homographie-Matrix existiert.

Da wir auch approximative verzerrte Symmetrien erkennen wollen, müssen wir davon
ausgehen, dass im Allgemeinen, für n > 4, Rg(X) > 8 gilt. In so einem Fall bestimmen
wir H ′, indem wir das folgende Optimierungsproblem lösen:

min
H′

11,..,H′
32

‖ X ·H ′s ‖2 .

Dazu kann man Standardverfahren zur Lösung linearer Geringste-Quadrate-Probleme ver-
wenden (z.B. [16]).

6.2.5 Symmetriewerte

Haben wir für die Punktmenge B = {(x1, y1, 1), .., (xn, yn, 1)} die Homographie Matrix H ′

bestimmt, so bleibt die Frage, wie man aus H ′ die (Objekt-)Ebene EO ermitteln kann, in
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die man B (mit dem Ursprung als Projektionszentrum) zurückprojizieren muss, damit das
Ergebnis B∗ ⊂ R3 der Rückprojektion eine (approximativ) n-symmetrische Punktmenge
ist.

In [36] wird gezeigt, dass sich eine Homographie Matrix H ′ auf folgende Weise zerlegen
lässt:

H ′ = R+
1
d
TNT H ′, R ∈ R3×3, T,N ∈ R3, d ∈ R.

Dabei sind (N, d) die Strukturparameter der Objektebene EO, die dadurch de�niert ist,
dass ein Punkt p = (x, y, z) genau dann auf EO liegt, wenn

NT · pT = d

gilt.

Die Matrix H ′ lässt sich für ein festes d in vier verschiedene Lösungen
(R1, T1, N1), .., (R4, T4, N4) zerlegen ([36]). Da die Symmetrieeigenschaften von B∗ unab-
hängig von parallelen Verschiebungen von EO sind, skalieren wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit d = 1 und betrachten von zwei Lösungen für die Ni = −Nj gilt, nur die
Lösung, bei der die z-Koordinate positiv ist.

Es bleiben zwei mögliche Gleichungen für die Objektebene:

E1
O : NT

1 · (x, y, z)T = 1 und E2
O : NT

2 · (x, y, z)T = 1,

wobei die Rückprojektion in lediglich einer dieser Ebenen zu einer (approximativ) n-
symmetrischen Struktur führt ([51]).

Um der PunktmengeB Symmetriewerte bezüglich perspektivisch verzerrter n-Symmetrien
zuzuordnen, projizieren wir B in die Ebenen E1

O bzw. E2
O und berechnen dort die Sym-

metriewerte dn(B∗
i , gi) der Punktmengen B∗

1 , B
∗
2 ⊂ R3 bezüglich einer Rotation um die

jeweilige Gerade gi, die SP (B∗
i ) als Aufpunkt und Ni als Richtungsvektor besitzt (siehe

De�nition 5.13).
Um zu entscheiden, ob wir B eine approximative perspektivisch verzerrte n-Symmetrie

zuordnen, berechnen wir die in De�nition 5.14 eingeführten Eindeutigkeitswerte
∆n

2,..,8(B
∗
i , gi) (i ∈ {1, 2}) und überprüfen, ob einer dieser Werte kleiner als 25 ist (vergleiche

De�nition 2.15).

6.2.6 Beispiel

Wir betrachten die Menge der Ecken eines regulären Achtecks A ⊂ R3 und projizieren
diese (mit Projektionszentrum (0, 0, 0)) in die Ebene E : z = 100. Damit erhalten wir die
perspektivisch verzerrte 8-symmetrische Punktmenge B := {b1, .., b8} (Abbildungen 6.18
und 6.19).

Da wir nicht nur nach exakten (verzerrten) Symmetrien, sondern auch nach approxi-
mativen Symmetrien suchen wollen, runden wir die Koordinaten der Punkte in Abbildung
6.19 auf ganze Zahlen. Diese gerundete Punktmenge BR := {bR1 , .., bR8 } wollen wir nun auf
approximative perspektivisch verzerrte n-Symmetrien untersuchen.
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Abbildung 6.18: Perspektivisch verzerrtes reguläres Achteck

i (Pi)x (Pi)y (Pi)z

1 -93.0000 -31.0000 100.0000
2 -97.2921 37.7856 100.0000
3 -63.2604 103.4651 100.0000
4 14.8473 142.5560 100.0000
5 114.8503 100.2352 100.0000
6 130.5815 -30.3494 100.0000
7 38.4950 -107.2504 100.0000
8 -49.2459 -89.4225 100.0000

Abbildung 6.19: Homogene Koordinaten von B

Da die gerundete Punktmenge BR die Bracket- und Kollinearitätsbedingungen für ein
verzerrtes Achteck approximativ erfüllt (Beispiel für eine Kollinearitätsbedingung in Ab-
bildung 6.20), suchen wir nach der Homographie-Matrix H ′, die bRi auf bRi+1 (für i = 1 : 7)
bzw. bR8 auf bR1 abbildet. Da die Daten durch die Rundung gestört wurden, erhalten wir
keine eindeutige Lösung und bestimmen H ′ so, dass das Optimierungsproblem

min
H′

11,..,H′
32

‖ X ·H ′s ‖2

gelöst wird.
Mit H ′

33 = 1 erhalten wir:

H ′ =

 0.6219 0.6450 −0.1630
−0.7334 0.6735 −0.1085
0.0992 −0.1943 1.0000

 .
Zerlegen wir H ′ mit der in [36] vorgestellten Methode, so erhalten wir für die Normalen-
vektoren von E1

O : NT
1 (x, y, z)T = 100 und E2

O : NT
2 (x, y, z)T = 100:

N1 =

 0.1484
−0.9724
0.1802

 , N2 =

 0.2873
−0.0089
0.9578

 .
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Abbildung 6.20: Eine Kollinearitätsbedingung von BR: p2 liegt approximativ auf gp6q

Nach der Rückprojektion von BR in die Ebenen E1
O und E2

O können wir die Symme-
triewerte von B∗

1 und B∗
2 bestimmen (siehe Abbildung 6.21). Skalieren wir die Homogenen

Koordinaten von BR so, dass alle Punkte in E2
O liegen, so sind diese Punkte approxi-

mativ 8-symmetrisch. Wir ordnen BR also eine approximative perspektivisch verzerrte
8-Symmetrie zu.

n dn(B∗
1 , g1) dn(B∗

2 , g2)
2 2.8140 1.6248
3 125.1095 33.8252
4 92.3360 1.2334
5 69.3216 40.5414
6 81.8028 33.7984
7 97.3790 14.5151
8 110.3084 0.8311

∆8
2,..,8 159.13 5.73

Abbildung 6.21: Symmetriewerte



Kapitel 7

Punktmengen im Rd

In dieser Arbeit wurde bisher ein Algorithmus vorgestellt, der approximative n-Symmetrien
in Punktmengen erkennt, die im R2 oder im R3 liegen. In diesem Kapitel wollen wir zeigen,
dass sich die einzelnen Schritte dieses Algorithmus so verallgemeinern lassen, dass man mit
dieser Vorgehensweise auch Punktmengen im Rd (d ∈ N ∧ d > 3) auf approximative n-
Symmetrien untersuchen kann. Dazu werden wir für eine Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N∧d >
3), analog zum 2- und 3-dimensionalen Fall, zunächst eine charakteristische Teilmenge
bestimmen und dieser anschlieÿend Symmetriewerte zuordnen.

In der Literatur �nden sich verschiedene Verfahren, die zwei Punktmengen A,B ⊂
Rd auf Kongruenz überprüfen (z.B.: [1], [3], [9], [11]). Mit diesen Methoden kann man
unter anderem heraus�nden, ob eine Punktmenge A ⊂ Rd exakt n-symmetrisch ist. In [1]
und [9] werden zum Beispiel Algorithmen vorgestellt, die zwei gleich groÿe Punktmengen
A,B ⊂ Rd auf Kongruenz überprüfen. Allerdings sind diese nicht auf den approximativen
Fall erweiterbar. Alt et al. ([3]) führen neben einem Algorithmus zur Überprüfung zweier
beliebig dimensionaler Punktmengen auf exakte Kongruenz auch einen Algorithmus ein,
mit dem man zwei Punktmengen A,B ⊂ R2 auf approximative Kongruenz überprüfen
kann. Allerdings beschränken sie sich hierbei auf den 2-dimensionalen Fall.

Die Erweiterung unserer Methode, Punktmengen Symmetriewerte zuzuordnen, auf den
beliebig dimensionalen Fall ermöglicht, anders als die vergleichbaren Ansätze aus der Lite-
ratur, die Erkennung approximativer n-Symmetrien in Punktmengen im Rd (d ∈ N∧d > 3).

7.1 Konvexe Hülle

Die De�nitionen 3.2, 3.3 und 3.4 gelten allgemein für Punktmengen in Euklidischen Räu-
men und damit auch für A ⊂ Rd (d ∈ N ∧ d > 3).

In Kapitel 3 wurde gezeigt, wie man mit dem Quickhull-Algorithmus die konvexe Hülle,
und damit auch die Menge der Extremalpunkte, einer Punktmenge A ⊂ R2 bestimmen
kann. In Kapitel 5 wurde diese Vorgehensweise auf den 3-dimensionalen Fall erweitert.

Der in [5] beschriebene Quickhull-Algorithmus kann auch zur Bestimmung der konvexen
Hülle einer Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N ∧ d > 3) benutzt werden. Dabei verwendet der
Algorithmus, wie im 2- und 3-Dimensionalen, zwei geometrische Operationen.
Erstens wird durch jeweils d Punkte eine orientierte Hyperebene gelegt und zweitens wird
für andere Punkte der positive oder negative Abstand zu dieser Hyperebene berechnet.

128
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Die Komplexität des Quickhull-Algorithmus beträgt im d-dimensionalen (d ∈ N∧d > 3)
Fall, anders als im 2- und 3-Dimensionalen (unter den bereits in Kapitel 3 erwähnten
Balance-Bedingungen):

O(m
fr

r
).

Dabei ist m ist die Anzahl der eingegebenen Punkte und r die Anzahl der behandelten
Punkte. fr bezeichnet die maximale Anzahl an Facetten für r Punkte (siehe [5]).

Gilt A ⊂ R3 (siehe Kapitel 5), so erhalten wir mit Hilfe des Quickhull-Algorithmus
die Menge der Extremalpunkte AK ⊂ R3 und die Menge der Facettentrippel AF =
{(n1n2n3), (n4n5n6), ...} (siehe De�nition 5.2). Analog dazu ermitteln wir für d > 3 die
Menge der Extremalpunkte AK ⊂ Rd und die Menge der Indizes der Eckpunkte aller
Facetten AF = {(n1n2...nd), (nd+1...n2d), ...} von Akon, wobei die Anzahl der Eckpunkte
einer Facette gleich d ist.

7.2 Charakteristische Eckpunkte

Die Grundidee des in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus beruht darauf, dass man nicht
eine komplette Punktmenge A, sondern nur eine möglichst kleine, aber dennoch aussage-
kräftige Teilmenge Ã ⊆ A auf Symmetrien untersucht. Dazu haben wir im 2- (Algorithmus
Eckpunkte) und im 3-Dimensionalen (Algorithmus Eckpunkte 3D) angegeben, wie man die
Teilmenge Ã bestimmen kann.

Um auch in höheren Dimensionen eine solche Teilmenge einzuführen, übernehmen wir
die De�nition der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge A ⊂ R3 (siehe De�ni-
tion 5.3).

De�nition 7.1. Eine Teilmenge Ã einer Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N∧ d > 3) bezeichnen
wir als Menge der Charakteristischen (dcon−)Eckpunkte (bzw. als Charakteristische
(dcon−)Eckpunkte) von A, wenn Ã := {a1, .., am} für eine positive Konstante dcon ∈ R+

die folgenden Bedingungen erfüllt:

1.
Ã ⊆ AK .

2.
d(w, Ãkon) ≤ dcon ∀w ∈ (AK \ Ã).

3.
max

w∈(AK\(Ã\ai))
d(w, (Ã \ ai)kon) > dcon ∀i ∈ {1, ..,m}.

Damit erfüllt die Menge der Charakteristischen (dcon−)Eckpunkte einer Punktmenge
A ⊂ R3 (d ∈ N ∧ d > 3) nach einer Verallgemeinerung von Lemma 5.4 die ε-Bedingungen
für ε = dcon (siehe De�nition 3.7).
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In Kapitel 5 wurde der Algorithmus Eckpunkte 3D eingeführt, mit dem man für A ⊂ R3

solch eine Menge Ã bestimmen kann. Im Folgenden wollen wir untersuchen, ob die einzelnen
Schritte dieses Algorithmus analog auch auf A ⊂ Rd (d ∈ N ∧ d > 3) angewendet werden
können.

Wie im vorherigen Abschnitt erläutert, erhält man für eine Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈
N∧d > 3) die Menge der Extremalpunkte AK und die Menge der Indizes AF der Eckpunkte
der Facetten von Akon mit dem Quickhull-Algorithmus. Jede Facette ist dabei durch ihre
d Eckpunkte gegeben.
Im zweiten Schritt des Algorithmus Eckpunkte 3D werden die in De�nition 5.5 eingeführ-
ten Streichabstände aller Punkte aus AK bestimmt. De�nition 5.5 ist unabhängig von der
Dimension d des Euklidischen Raumes, in dem die Punktmenge AK liegt, und gilt somit
auch für d > 3.
Auch die De�nition der Nachbarextremalpunkte (siehe De�nition 5.6) können wir für hö-
here Dimensionen übernehmen.
Da die Lemmata 5.7 und 5.8 allerdings nur für den 3-dimensionalen Fall formuliert sind,
kann man den Algorithmus Streichabstand nicht ohne weiteres auf AK ⊂ Rd (d ∈ N∧d >
3) anwenden.

Im Folgenden wollen wir erläutern, wie sich das Problem, die Streichabstände von
Punktmengen im Rd (d ∈ N ∧ d > 3) zu bestimmen, auf den 3-dimensionalen Fall zurück-
führen lässt.
Nach De�nition 5.5 ist der Streichabstand di eines Punktes wi ∈ AK ⊂ Rd gleich

di := min
a∈(AK\wi)kon

|wi − a|.

Um di zu berechnen, müssen wir die Abstände von wi zu den verschiedenen Facetten von
(AK \ wi)kon bestimmen. Dazu gehen wir für jede Facette F wie folgt vor:

1. Wir bestimmen den Normalenvektor n der Facette mit den Eckpunkten {p1, .., pd}.
Da n senkrecht auf F stehen muss, gilt:

〈n, vij〉 = 0, vij := ~pi − ~pj (∀i, j ∈ {1, .., d}).

Damit lässt sich n als Lösung des Gleichungssystems
vT
1

...

...
vT
d−1

 ·

n1

...

...
nd

 = 0

bestimmen, wenn man aus allen vij d − 1 unabhängige Vektoren v1, .., vd−1 ∈ Rd

auswählt, was in der d − 1-dimensionalen Facette immer möglich ist. Wir setzen n
gleich der Lösung des Gleichungssystems, sodass n die Länge 1 hat und so orientiert
ist, dass der Vektor n von F aus (AK \wi)kon herauszeigt, also auf der anderen Seite
der Facette als SP ((AK \ wi)) liegt.
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2. Wir de�nieren
n0 := −n1(p1)1 − n2(p1)2 − ...− nd(p1)d.

Damit lässt sich die Gleichung der Hyperebene H, in der F liegt, folgendermaÿen
darstellen:

H : n1x1 + n2x2 + ...+ ndxd + n0 = 0.

3. Für den Abstand δi des Punktes wi zur Hyperebene H gilt (siehe [5]):

δi := |n1(wi)1 + n2(wi)2 + ...+ nd(wi)d + n0|.

4. Da AK eine Menge von Extremalpunkten ist, liegt wi ∈ AK auÿerhalb von (AK \
wi)kon. Damit gilt:

q := arg min
b∈H

|wi − b| ⇒ ~q = ~wi − δi · n.

5. Gilt: {p1, .., pd, q}kon = {p1, .., pd}kon, so ist der Abstand zwischen wi und F gleich δi.
Anderenfalls liegt q zwar in der Hyperebene H, aber auÿerhalb von F . Dann müssen
wir den Punkt x ∈ F bestimmen, der den geringsten Abstand zu q hat. Der Abstand
zwischen der Facette und wi ist in diesem Fall gleich dem Abstand zwischen wi und
x (Verallgemeinerung des Lemmas 5.8 auf Dimension d (d ∈ N ∧ d > 3)).

6. Um x bestimmen zu können, führen wir die Schritte 1 bis 5 für wi := q und jede
Facette von {p1, .., pd}kon durch. Da sowohl q ∈ H als auch {p1, .., pd}kon ⊂ H gilt,
haben wir das Problem damit um eine Dimension reduziert. Daher müssen wir die
Schritte 1 bis 5 d− 3 mal ausführen, um x und damit auch den Abstand zwischen wi

und F mit dem Algorithmus Streichabstand aus Kapitel 6 bestimmen zu können.

Da wir die Streichabstände aller Punkte wi ∈ AK ⊂ Rd auf die oben beschriebene
Weise ermitteln können, lassen sich alle Schritte des Algorithmus Eckpunkte 3D auch auf
eine Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N ∧ d > 3) anwenden.

Die Bestimmung der Charakteristischen Eckpunkte (siehe De�nition 7.1) einer Punkt-
menge A ⊂ Rd (d ∈ N) ist also mit einer leicht modi�zierten Variante des Algorithmus
Eckpunkte 3D möglich.

Da die zusätzlichen Schritte, im Vergleich zum Algorithmus Streichabstand (Komple-
xität: O(m2

K)), zur Bestimmung der Streichabstände nur auf den Nachbarextremalpunkten
der einzelnen pi ∈ AK operieren, beträgt die Komplexität der Bestimmung der Charakteris-
tischen Eckpunkte einer Punktmenge A ⊂ Rd, in Abhängigkeit von m := |A|, mK := |AK |,
sowie der Anzahl r der im Quickhull bearbeiteten Punkte und der maximalen Anzahl an
Facetten fr für r Ecken, analog zum 3-dimensionalen Fall:

O(m
fr

r
+m2

K).
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7.3 Symmetriewert

Im 2- und 3-dimensionalen Fall haben wir in den De�nitionen 2.3 und 5.11 konkrete Re-
chenvorschriften angegeben, wie man die Punktmenge Bn bestimmen kann, die durch die
Rotation einer Punktmenge A um einen Punkt s bzw. eine Rotationsachse g um einen
Winkel α = 2π

n entsteht.
Um diese Rechenvorschriften auf den d-dimensionalen Fall (d ∈ N ∧ d > 3) zu erweitern,

erzeugen wir die Punktmenge Bn ⊂ Rd in den selben drei Schritten wie im R2 (De�nition
2.3) und im R3 (De�nition 5.11):

1. Translation um den Vektor −~SP (A).

2. Rotation durch die Multiplikation mit einer Matrix R(2π
n ) ∈ SO(d).

3. Translation um den Vektor ~SP (A).

Damit hängen die Symmetriewerte einer Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N ∧ d > 3) von der
Rotationsmatrix R(α) ∈ SO(d) ab und wir de�nieren:

De�nition 7.2. Der Symmetriewert dn(A,R) einer Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N∧ d > 3)
bezüglich der n-Symmetrie (n ∈ N) und der Rotationsmatrix R(α) ∈ SO(d) entspricht dem
Abstand zwischen den Punktmengen A und Bn, wobei mit (s1, .., sd) := SP (A) gilt:

Bn := (A−

 s1 ... sd

... ... ...
s1 ... sd

) · R(
2π
n

) +

 s1 ... sd

... ... ...
s1 ... sd

 .
Der Abstand zwischen den Punktmengen A ⊂ Rd und Bn ⊂ Rd (d ∈ N ∧ d > 3)

ist, wie im 2-Dimensionalen (siehe De�nition 2.12), gleich dem Wert des Minimal Perfect
Matchings im Bigraphen G(A,Bn). Auch im d-Dimensionalen (d > 3) kann der Bigraph
G(A,Bn) wie in Kapitel 2.3 beschrieben gebildet werden und damit lässt sich die Lösung
von OP1 mit dem Algorithmus Ungarische Methode bestimmen. Die Komplexität der
Symmetriewertberechnung einer Punktmenge A = {a1, .., am} ⊂ Rd bezüglich aller n-
Symmetrien (n ∈ {2, .., N}) ist damit für eine Rotationsmatrix R(α) ∈ SO(d) analog zum
2- und 3-dimensionalen Fall gleich

O(Nm3).

Um zu zeigen, welche Aussagekraft die Symmetriewerte der konvexen Hülle AK einer
Punktmenge A ⊂ Rd für die Symmetrieeigenschaften von A haben, beweisen wir den
folgenden Satz.

Satz 7.3. Existiert für eine Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N ∧ d > 1) eine Rotationsmatrix
R(α) ∈ SO(d), so dass gilt:

dn(A,R) = 0,

so folgt:
dn(AK , R) = 0.
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Beweis:

Nach De�nition 7.2 ist dn(A,R) gleich dem Abstand (nach der MPM-Methode) zwischen
den Punktmengen A := {a1, .., am} ⊂ Rd und Bn := {b1, .., bm} ⊂ Rd, wobei für jeden
Punkt bi von Bn gilt:

bi := (ai − SP (A)) ·R(
2π
n

) + SP (A).

Wenn dn(A,R) = 0 gilt, muss der Wert des Minimal Perfect Matchings im Bigraphen
G(A,Bn) gleich null sein. Daraus folgt, dass die Mengen A und Bn identisch sind. Es gilt
also bi ∈ A (∀i = {1, ..,m}).
Da die Menge der Extremalpunkte nach Lemma 3.5 eindeutig ist, gilt auch AK = (Bn)K .
Auÿerdem folgt aus Lemma 2.6:

|bi − bj | = |ai − aj |.

Die Abstände zwischen zwei Punkten sind also sowohl unter der Translation um SP (A),
als auch unter der Multiplikation mit R ∈ SO(d) invariant.
Für jedes bi ∈ Bn ∧ bi /∈ (Bn)K gibt es Parameter λj ∈ [0, 1) (j = 1, .., i− 1, i+ 1, ..,m),
so dass gilt:

m∑
j=1,j 6=i

λj = 1 ∧ bi =
m∑

j=1,j 6=i

λjbj .

Wegen |bi − bj | = |ai − aj | folgt daraus:

ai =
m∑

j=1,j 6=i

λjaj ⇒ ai /∈ AK .

Damit werden Extremalpunkte von A auf andere Extremalpunkte von A abgebildet. Es
gilt also:

ai ∈ AK ⇒ bi ∈ AK .

Daher wird auch AK durch die in De�nition 7.2 beschriebene Abbildung auf sich selbst
abgebildet und es gilt:

dn(AK , R) = 0.

�

Folgerung:

Da wir einer Punktmenge A ⊂ Rd genau dann eine exakte n-Symmetrie zuordnen, wenn
es eine Matrix R(α) 6= Id ∧ R(α) ∈ SO(d) gibt, so dass dn(A,R) = 0 gilt (Vergleiche
De�nition 2.1), können wir folgern, dass eine Punktmenge A ⊂ Rd nur dann exakt n-
symmetrisch sein kann, wenn die Menge der Extremalpunkte AK ⊆ A exakt n-symmetrisch
ist.

Entsprechend der De�nition 7.2 lassen sich auch die De�nitionen 2.14 und 2.15 auf den
d-dimensionalen Fall (d ∈ N ∧ d > 3) verallgemeinern:
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De�nition 7.4. Für den Eindeutigkeitswert ∆n
i,..,j(A,R) eines Symmetriewertes dn(A,R)

gilt:

∆n
i,..,j(A,R) = max

k∈{i,..,j}\{l | n mod l=0}

dn(A,R)
dk(A,R)

· 100.

De�nition 7.5. Einer Punktmenge A ⊂ Rd wird genau dann eine approximative n-
Symmetrie (n ∈ N \ {1}) zugeordnet, wenn es eine Matrix R(α) ∈ SO(d) (R(α) 6= Id)
gibt, so dass für den Eindeutigkeitswert des Symmetriewertes dn(A,R) gilt:

∆n
2,..,8(A,R) < 25.

Wie man alle möglichen Rotationsmatrizen, bezüglich derer eine Punktmenge A ⊂ Rd

symmetrisch sein kann, bestimmt, werden wir im folgenden Abschnitt analysieren.

7.4 Herleitung der Rotationsmatrix

Wir werden die Herleitung der möglichen Rotationsmatrizen aus der Gruppe der speziellen
orthogonalen Matrizen für den Fall A ⊂ R4 ausführlich beschreiben. Die Vorgehensweise
lässt sich auf höhere Dimensionen verallgemeinern.

Unabhängig von der Dimension d der Punktmenge A ⊂ Rd können wir die Rotation
jedes einzelnen Punktes von A als ein planares, also 2-dimensionales, Phänomen interpre-
tieren.

R2 :

Unter der Rotation ist ein 2−2 = 0-dimensionales geometrisches Objekt, also ein Punkt, in-
variant. Dieser Punkt ist das Rotationszentrum, welches nach der Translation um −~SP (A)
gleich dem Ursprung (0, 0) ist.

Im 2-Dimensionalen existiert nur eine Ebene, der euklidische Raum R2 selbst, den wir
als xy-Ebene bezeichnen. Jeder Punkt ai ∈ A ⊂ R2 wird in dieser Ebene rotiert. Die
Rotationsmatrix R2D ist daher gleich der Standard-Rotationsmatrix

R2D(α) := R2D
xy (α) =

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
in der xy-Ebene.

R3 :

Unter der Rotation ist ein 3−2 = 1-dimensionales geometrisches Objekt, also eine Gerade,
invariant. Diese Gerade ist die Rotationsachse, welche nach der Translation um −~SP (A)
den Ursprung (0, 0, 0) enthält.
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Im 3-Dimensionalen wird jeder Punkt ai ∈ A ⊂ R3 in der eindeutig bestimmten Ebene
Ei, die senkrecht auf der Rotationsachse g steht und ai enthält, um den Schnittpunkt
von g und Ei rotiert (siehe Kapitel 5.4). Um die Rotationsmatrix R auf die Standard-
Rotationsmatrix in der xy-Ebene

R3D
xy (α) :=

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1


zurückzuführen, muss daher das Koordinatensystem so transformiert werden, dass alle
Rotationsebenen Ei parallel zur xy-Ebene sind.

Das entspricht einer Multiplikation (von links) der Matrix R3D
xy (α) mit einer Matrix

R′ ∈ SO(3), wobei R′ aus drei orthonormalen Spaltenvektoren besteht. Dabei ist die dritte
Spalte gleich dem Richtungsvektor von g und die anderen beiden bilden eine Orthonormal-
basis der auf g senkrechten Ebene durch den Ursprung.

g :=

 sx

sy

sz

 + λ ·

 v1
v2
v3

 (|v| = 1, λ ∈ R) ⇒ R′ =


v1v3√
v2
1+v2

2

−v2√
v2
1+v2

2

v1
v2v3√
v2
1+v2

2

v1√
v2
1+v2

2

v2

−
√
v2
1 + v2

2 0 v3

 .
Anschlieÿend muss das Koordinatensystem noch durch eine Multiplikation mit R′−1 rück-
transformiert werden.

Auf diese Weise wurde die Matrix R(α) =: R3D(α) aus De�nition 5.11 bestimmt. Für
diese gilt:

R3D(α) = R′ ·R3D
xy (α) ·R′−1 ∈ SO(3).

R4

Analog zum 2- und 3-dimensionalen Fall ist ein 4−2 = 2-dimensionales geometrisches Ob-
jekt, also eine Ebene, unter einer Rotation invariant. Da die Rotation ja eine 2-dimensionale
Operation ist, kann man eine Punktmenge A ⊂ R4 auch um zwei orthogonale Ebenen
gleichzeitig um zwei (unter Umständen unterschiedliche) Winkel rotieren. In diesem Fall
ist lediglich ein Punkt, nämlich der Schnittpunkt der beiden Ebenen, invariant unter der
Rotation. Wir unterscheiden daher im R4 zwischen einer einfachen und einer doppelten
Rotation.

Einfache Rotation:

Bei der einfachen Rotation wird eine Punktmenge A ⊂ R4 um eine Ebene ER rotiert.
Alle Punkte, die in ER liegen, sind unter der Rotation invariant. Jeder andere Punkt
ai ∈ A ∧ ai /∈ ER wird um ER rotiert. Das bedeutet, er wird in der Ebene Ei, die
vollständig orthogonal auf ER liegt und ai enthält, um den Schnittpunkt von Ei und ER

rotiert. Dabei sind zwei Ebenen Ei und Ej genau dann vollständig orthogonal, wenn jede
Gerade gi ⊂ Ei orthogonal auf jeder Gerade gj ⊂ Ej steht.
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Die Rotationsmatrix R lässt sich analog zum 3-dimensionalen Fall auf die Standard-
Rotationsmatrix

R4D
xy (α) :=


cosα − sinα 0 0
sinα cosα 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


in der xy-Ebene zurückführen, indem man das Koordinatensystem so transformiert, dass
die Ebenen Ei in denen rotiert wird, parallel zur xy-Ebene sind.

Dazu muss die Punktmenge A, analog zum 3-dimensionalen Fall, zunächst mit einer
Matrix R′ ∈ SO(4) und, nach der eigentlichen Rotation durch die Multiplikation mit R4D

xy ,
mit (R′)−1 ∈ SO(4) multipliziert werden. Es gilt also:

R4D(α) := R′ ·R4D
xy (α) · (R′)−1 ⇒ R4D(α) ∈ SO(4).

Dabei bilden die ersten beiden Spalten von R′, wie im 3-dimensionalen, eine Orthonor-
malbasis der Ebene E0 durch den Ursprung, die parallel zu allen Ebenen ist, in denen die
einzelnen Punkte rotiert werden. E0 ist also vollständig orthogonal auf ER. Da R′ ∈ SO(4)
ist, bilden die Spalten 3 und 4 von R′ eine Orthonormalbasis einer Ebene, die vollständig
orthogonal auf E0 steht.

Rotationsebene:

Haben wir eine Punktmenge A ⊂ R4 gegeben und sollen diese auf mögliche Symmetrien
bezüglich einer einfachen Rotation untersuchen, so stellt sich die Frage, wie man eine (oder
mehrere) potentielle Rotationsebene(n) von A ermitteln kann.

Dazu betrachten wir, analog zum 3-dimensionalen Fall (siehe Kapitel 5.6), eine Punkt-
menge A ⊂ R4, die bezüglich einer einfachen Rotation um die Rotationsebene ER n-
symmetrisch ist.

Die Abstände zwischen zwei Punkten sind unter einer Rotation invariant (Lemma 2.6).
Wird daher eine Punktmenge A durch eine Rotation um ER um den Winkel α (0 < α < 2π)
auf eine identische Punktmenge abgebildet, so muss der Schwerpunkt SP (A) von A unter
dieser Rotation invariant sein. Es gilt also:

SP (A) ∈ ER.

Analog zum 3-dimensionalen Fall überlegen wir uns auÿerdem, wie der Rand der kon-
vexen Hülle einer n-symmetrischen Punktmenge A ⊂ R4 von ihrer Rotationsebene ER

geschnitten wird. Der Rand der konvexen Hülle von A besteht aus 3-dimensionalen Fa-
cetten F1, .., Fl, die wir mit dem Quickhull-Algorithmus bestimmen können (siehe Kapitel
7.1). Da SP (A) ∈ ER gilt, schneidet ER den Rand der konvexen Hülle von A in mindestens
zwei Strecken.

Die zwei Facetten des Randes der konvexen Hülle von A, die von ER geschnitten werden,
bezeichnen wir mit F1 und F2 und die jeweiligen Schnittmengen mit ER mit S1 und S2.

Liegt mindestens ein Punkt von Si (i ∈ {1, 2}) nicht auf dem Rand von Fi, so wird
Fi durch die Rotation um ER auf sich selbst abgebildet, da alle Punkte auf Si und die
Abstände zwischen zwei Punkten unter der Rotation invariant sind (Lemma 2.6).
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Ist die Facette Fi unter der Rotation um die Ebene ER um den Winkel α (0 < α <
2π) invariant, so gilt das auch für den Normalenvektor ~ni von Fi. ~ni lässt sich somit
als eine Linearkombination der Richtungsvektoren von ER darstellen. Auÿerdem ist der
Schwerpunkt von (Fi)K , SP ((Fi)K), unter der Rotation invariant. Damit gilt für so eine
Facette Fi:

gi := ~SP ((Fi)K) + λ~ni (λ ∈ R) ⇒ gi ⊂ ER.

Liegt Si komplett auf dem Rand einer Facette, kann Fi theoretisch durch die Rotation
auch auf benachbarte Facetten abgebildet werden. Ist A n-symmetrisch, muss Si auf dem
Rand n− 1 weiterer Facetten F1, .., Fn−1 liegen. Eine Gerade g ⊂ ER erhält man dann, in-
dem man den Schwerpunkt der Vereinigung der Extremalpunkte dieser Facetten Fi1 , .., Fin

(einschlieÿlich Fi) als Aufpunkt und die Summe aller Normalenvektoren dieser Facetten
als Richtungsvektor verwendet.

gi := ~SP (
⋃

j=1:n

(Fij )K) + λ

n∑
j=1

~nij (λ ∈ R) ⇒ gi ⊂ ER.

Legt man die vorangegangenen Überlegungen zu Grunde, ergibt sich die folgende Vor-
gehensweise, nach der man die möglichen Rotationsebenen (ER)1, (ER)2, ... einer zu unter-
suchenden Punktmenge A ⊂ R4 bestimmen kann:

1. Wir berechnen den Schwerpunkt SP (A) von A.

2. Wir bestimmen mit dem Quickhull-Algorithmus die konvexe Hülle von A und da-
mit auch die Facetten F1, .., Fl, die den Rand der konvexen Hülle bilden. Ist die zu
untersuchende Punktmenge, wie in unserem Algorithmus, die Menge der Charakte-
ristischen Eckpunkte Ã einer Punktmenge A ⊂ R4, so gilt (Ã)K = Ã. Auÿerdem hat
man die Facetten Fi von (Ã)kon bereits bei der Bestimmung von Ã berechnet.

3. Für alle Facetten einzeln und alle Vereinigungen von Facetten, die mindestens eine
Strecke gemeinsam haben, bilden wir wie oben beschrieben die Gerade gi.

4. Gibt es eine Ebene, die mindestens zwei verschiedene Geraden gi, gj und den Schwer-
punkt SP (A) enthält, so ist diese Ebene eine potentielle Rotationsebene ER.

Die Rotationsmatrix R4D erhalten wir dann, indem wir R′ ∈ SO(4) bilden, sodass die
ersten beiden Spalten von R′ eine Orthonormalbasis der auf ER vollständig orthogonalen
Ebene sind, die durch den Ursprung geht. Für R4D gilt dann:

R4D(α) := R′ ·R4D
xy (α) · (R′)−1.

Approximative Symmetrien:

Da wir nach approximativen und nicht unbedingt exakten Symmetrien suchen, müssen wir
bei der Bestimmung möglicher Rotationsachsen eine gewisse Fehlertoleranz berücksichti-
gen. Das heiÿt, zwei Geraden

gi := ~pi + λ~ni und gj := ~pj + µ~nj (λ, µ ∈ R)
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führen für eine Punktmenge A ⊂ R4 zu einer möglichen Rotationsebene

ER := ~SP (A) + λ~ni + µ~nj (λ, µ ∈ R),

wenn für ein ε ∈ R+ gilt:

d(pi, ER) ≤ ε ∧ d(pj , ER) ≤ ε.

Auÿerdem muss man im approximativen Fall beachten, dass eine Facette, die durch die
Rotation approximativ auf sich selbst abgebildet wird, durch die Ungenauigkeiten unter
Umständen durch mehrere andere Facetten dargestellt wird (vgl. Kapitel 5.6.2). Um auch in
so einem Fall alle möglichen Rotationsebenen zu bestimmen, muss man Facetten, die bis auf
einen Fehler ε ∈ R+ in einer Hyperebene des R4 liegen, zu einer Facette zusammenfassen.

Doppelte Rotation:

Bei der einfachen Rotation im R4 um die Rotationsebene ER wird ein Punkt pi in der zu
ER vollständig orthogonalen Ebene Ei, die pi enthält, um den Schnittpunkt zwischen ER

und Ei rotiert. Alle Punkte, die auf ER liegen, sind daher unter dieser Rotation invariant.
Daher ist es im R4, anders als im R2 oder R3, möglich, eine Punktmenge um zwei vollständig
orthogonale Ebenen gleichzeitig zu rotieren.

Dabei können die beiden Rotationswinkel α und β unterschiedlich sein. Um Punktmen-
gen auf mögliche n-Symmetrien zu untersuchen, betrachten wir die doppelten Rotationen,
bei denen α = β gilt.

Eine Punktmenge A ⊂ R4 wird um die zwei vollständig orthogonalen Ebenen ER1

und ER2 um den Winkel α (0 < α < 2π) rotiert, indem jeder Punkt pi ∈ A gleichzeitig
in der Ebene Ei1 um den Schnittpunkt von ER1 und Ei1 und in der Ebene Ei2 um den
Schnittpunkt von ER2 und Ei2 gedreht wird. Dabei ist Ei1 (bzw. Ei2) die Ebene, die zu
ER1 (bzw. ER2) vollständig orthogonal ist und den Punkt pi enthält.

Invariant unter dieser Rotation sind also nur Punkte, die sowohl auf ER1 als auch auf
ER2 liegen. Da sich zwei vollständig orthogonale Ebenen im R4 genau in einem Punkt
schneiden, ist lediglich ein Punkt unter dieser Rotation invariant.

Der invariante Punkt unter einer doppelten Rotation von A um den Winkel α (0 < α <
2π) muss nach unseren vorangegangenen Überlegungen gleich dem Schwerpunkt SP (A) von
A sein. Nach der Translation von A um −~SP (A) ist der invariante Punkt also gleich dem
Ursprung.

Die RotationsmatrixR4D für die doppelte Rotation lässt sich auf die Standard-Rotationsmatrix

R4D
xy,zw(α) :=


cosα − sinα 0 0
sinα cosα 0 0

0 0 cosα − sinα
0 0 sinα cosα


für die gleichzeitige Rotation in der xy- und in der zw-Ebene zurückführen, indem man das
Koordinatensystem so transformiert, dass die Ebenen Ei1, in denen um ER1 rotiert wird,
parallel zur xy-Ebene sind und die Ebenen Ei2, in denen um ER2 rotiert wird, entsprechend
parallel zur zw-Ebene liegen.



KAPITEL 7. PUNKTMENGEN IM RD 139

Dazu muss die Matrix R′ ∈ SO(4) so gebildet werden, dass die ersten beiden Spalten
von R′ eine Orthonormalbasis der zu ER1 vollständig orthogonalen Ebene durch den Ur-
sprung bilden und die dritte und vierte Spalte entsprechend eine Orthonormalbasis der zu
ER2 vollständig orthogonalen Ebene durch den Ursprung darstellen. Wie bei der einfachen
Rotation gilt dann:

R4D(α) := R′ ·R4D
xy,zw(α) · (R′)−1.

Rotationsebenen:

Da unter einer doppelten Rotation einer Punktmenge lediglich ihr Schwerpunkt invari-
ant ist, können wir nicht von Punkten auf dem Rand der konvexen Hülle, die unter der
Rotation invariant sind, auf die Rotationsebenen einer (bezüglich einer doppelten Rotati-
on) n-symmetrischen Punktmenge A schlieÿen. Dafür gilt bei der doppelten Rotation das
folgende Lemma:

Lemma 7.6. Der Punkt p ∈ R4 wird durch eine doppelte Rotation, unter der der Ursprung
invariant ist, um den Winkel α (0 ≤ α ≤ π) auf den Punkt q ∈ R4 abgebildet. Dann gilt
für den Winkel ∠pq zwischen den Geraden gp := λ · ~p (λ ∈ R) und gq := µ · ~q (µ ∈ R):

∠pq = α.

Beweis:

Für den Winkel β := ∠pq (0 ≤ β ≤ π) zwischen den sich schneidenden Geraden gp und gq

gilt allgemein (siehe z.B. [29]):

cosβ =
〈~p, ~q〉
|~p| · |~q|

, 0 ≤ β ≤ π.

Der Punkt p := (px, py, pz, pw) ∈ R4 wird durch eine gleichzeitige Rotation (d.h. durch
eine Multiplikation mit der RotationsmatrixR(α)) um die vollständig orthogonalen Ebenen
ER1 und ER2 auf den Punkt q := (qx, qy, qz, qw) ∈ R4 abgebildet. Das heiÿt, es gilt:

q = p ·R′ ·R4D
xy,zw(α) · (R′)−1 ⇔

q′︷ ︸︸ ︷
q ·R′ =

p′︷ ︸︸ ︷
p ·R′ ·R4D

xy,zw(α).

Dabei gilt
R′ ∈ SO(4).

Daraus folgt:
∠pq = ∠p′q′ .

Wir können also zur Berechnung von β ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen,
dass für die Rotationsmatrix R gilt:

R(α) = R4D
xy,zw(α).
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Aus R(α) ∈ SO(4) folgt auÿerdem:

x := |~p| ⇒ |~q| = x.

Damit gilt:

cosβ =
〈~p, ~p ·R4D

xy,zw(α)〉
x2

,

cosβ =

〈


px

py

pz

pw

 ,


px cosα+ py sinα
−px sinα+ py cosα
pz cosα− pw sinα
pz sinα+ pw cosα

〉
x2

,

cosβ =
x2 cosα
x2

.

Da sowohl β als auch α im Intervall [0, π] liegen, folgt:

∠pq = β = α.

�

Betrachten wir nun eine bezüglich einer doppelten Rotation n-symmetrische Punkt-
menge A ⊂ R4, deren Schwerpunkt gleich dem Ursprung ist. Aus Lemma 7.6 folgt, dass
für jede Facette Fi des Randes der konvexen Hülle von A eine weitere Facette Fj auf dem
Rand von Akon existieren muss, so dass gilt:

∠SP ((Fi)K)SP ((Fj)K) =
2π
n
.

Um ein vollständig orthogonales Paar von Rotationsebenen zu bestimmen, bezüglich
derer eine Punktmenge A n-symmetrisch sein kann, müssen wir also (nach der Translation
von A um − ~SP (A)) für eine beliebige Facette Fi des Randes von Akon den Schwerpunkt
SP ((Fi)K) der Extremalpunkte von Fi bestimmen und überprüfen, ob es eine weitere
Facette Fj auf dem Rand von Akon gibt, so dass ∠SP ((Fi)K)SP ((Fj)K) = 2π

n (bzw. im appro-
ximativen Fall |∠SP ((Fi)K)SP ((Fj)K) − 2π

n | ≤ ε ∈ R+) gilt.
Eine Ebene E kann nur dann eine der beiden Rotationsebenen von A sein, wenn alle

Ebenen, die zu E vollständig orthogonal sind, unter der doppelten Rotation invariant sind.
Das heiÿt, ein Punkt p ∈ E wird durch die doppelte Rotation auf einen Punkt q ∈ E
abgebildet.

Mögliche Rotationsebenenpaare erhalten wir also, indem wir die erste Rotationsebene
gleich der Ebene ER1 setzen, die den Ursprung, SP ((Fi)K) und SP ((Fj)K) enthält (für
zwei Indizes i, j, für die ∠SP ((Fi)K)SP ((Fj)K) = 2π

n gilt). Die zweite Rotationsebene ER2 ist
die vollständig orthogonale Ebene zu ER1, die den Ursprung enthält.
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Rd, (d ∈ N ∧ d > 4):

Die obige Herleitung der Rotationsmatrix im R4 können wir auch auf höhere Dimensionen
verallgemeinern.

Die Rotation eines Punktes �ndet immer in einer Ebene statt, so dass unter einer
einfachen (doppelten usw.) Rotation einer Punktmenge A ⊂ Rd alle Punkte von A, die
in einer d − 2-dimensionalen (d − 4-dimensionalen usw.) Teilmenge des Rd liegen, inva-
riant sind. Wenn A unter der Rotation invariant ist, umfasst eine solche d′-dimensionale
Teilmenge (1 ≤ d′ < d) zum einen den Punkt SP (A) und schneidet zum anderen den d−1-
dimensionalen Rand von Akon in Facetten (bzw. Vereinigungen benachbarter Facetten), die
durch die Rotation auf sich selbst abgebildet werden.

Damit lässt sich das Problem, die unter der Rotation invariante Teilmenge des Rd

aus der Punktmenge A ⊂ Rd zu bestimmen, auf das Problem, entsprechende invariante
Teilmengen in den d− 1-dimensionalen Facetten von Akon zu ermitteln, reduzieren.

Im Rd lassen sich bis zu bd
2c Rotationen in bd

2c vollständig orthogonalen Ebenen gleich-
zeitig durchführen. Werden für eine Punktmenge mit gerader Dimension genau d

2 Rota-
tionen um Winkel gleicher Gröÿe durchgeführt, ist zwar lediglich ein Punkt (also eine
0-dimensionale Teilmenge des Rd) unter der Rotation invariant. Allerdings lassen sich in
diesem Fall mit Hilfe der Verallgemeinerung von Lemma 7.6 auf beliebige (gerade) Di-
mensionen Punktpaare bestimmen, die durch die d

2 -fache Rotation aufeinander abgebildet
werden. Damit lässt sich die Rotationsmatrix direkt aus d solchen Punktpaaren bestimmen.

7.5 Beispiele

Beispiel 1

Zunächst wollen wir zeigen, wie man die möglichen Rotationsebenen einer Punktmenge
A ⊂ R4 bestimmt. Dazu untersuchen wir die Punktmenge A, die aus den Eckpunkten
eines 4-dimensionalen Hyperwürfels besteht (siehe Abbildungen 7.1, 7.2).

Für diese Punktmenge gilt AK = A und SP (A) = [0, 0, 0, 0].
Der Rand der konvexen Hülle von A besteht aus acht Facetten F1, .., F8, die wir mit

dem Quickhull-Algorithmus erhalten.
Dabei ist jede Facette ein 3-dimensionaler Würfel mit Kantenlänge 2. Die Menge der

Eckpunkte (Fi)K des Würfels Fi erhält man folgendermaÿen:

(Fi)K = {p := (p1, p2, p3, p4)|p ∈ A ∧ pi = 1} (i ∈ {1, .., 4}),

(Fi)K = {p := (p1, p2, p3, p4)|p ∈ A ∧ pi−4 = −1} (i ∈ {5, .., 8}).

Wollen wir A nun auf einfache Rotationssymmetrien untersuchen, so bilden wir für die
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i (ai)x (ai)y (ai)z (ai)w

1 -1 -1 -1 -1
2 1 -1 -1 -1
3 -1 1 -1 -1
4 -1 -1 1 -1
5 -1 -1 -1 1
6 1 1 -1 -1
7 1 -1 1 -1
8 1 -1 -1 1
9 -1 1 1 -1
10 -1 1 -1 1
11 -1 -1 1 1
12 1 1 1 -1
13 1 1 -1 1
14 1 -1 1 1
15 -1 1 1 1
16 1 1 1 1

Abbildung 7.1: Punktmenge A, Eckpunkte des Hyperwürfels

Facetten F1, .., F8 die Geraden g1, .., g8, wie im vorherigen Abschnitt erläutert:

g1 :=


1
0
0
0

 + λ ·


1
0
0
0

 (λ ∈ R), g2 :=


0
1
0
0

 + λ ·


0
1
0
0

 (λ ∈ R), ...,

g5 :=


−1
0
0
0

 + λ ·


1
0
0
0

 (λ ∈ R), g6 :=


0
−1
0
0

 + λ ·


0
1
0
0

 (λ ∈ R), ... .

Um die weiteren Geraden zu bestimmen, müssen wir alle Vereinigungen benachbarter
Facetten bilden.

Da jede Facette ein 3-dimensionaler Würfel ist, besitzt sie sechs Begrenzungsquadrate,
zwölf Begrenzungsstrecken und acht Begrenzungspunkte.

Jedes dieser Quadrate ist dabei in zwei, jede Begrenzungsstrecke in drei und jeder
Begrenzungspunkt in vier Facetten enthalten. Dabei ist jede Facette Fi (i ∈ {1, .., 4}) mit
allen anderen Facetten auÿer Fi+4 benachbart.

Damit erhalten wir alle Vereinigungen benachbarter Facetten auf folgende Art:

1. Quadrate:

Acht Facetten haben je sechs Begrenzungsquadrate. Dabei ist jedes Begrenzungsquadrat
in genau zwei Facetten enthalten. Daher gibt es

8 · 6
2

= 24
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Abbildung 7.2: 4-dimensionaler Hyperwürfel

solcher Vereinigungen. Bildet man die Geraden gi (i ∈ {9, .., 32}) für die Vereinigungen
von zwei (nicht gegenüberliegenden) Facetten, so erhält man die Geraden:

g9 :=


0.5
0.5
0
0

 + λ ·


1
1
0
0

 (λ ∈ R), g10 :=


0.5
0

0.5
0

 + λ ·


1
0
1
0

 (λ ∈ R), ...,

g15 :=


0.5
−0.5

0
0

 + λ ·


1
1
0
0

 (λ ∈ R), g16 :=


0.5
0

−0.5
0

 + λ ·


1
0
1
0

 (λ ∈ R), ... .

Die Geraden g9, .., g32 unterscheiden sich also dadurch, dass in unterschiedlichen zwei aus
vier Zeilen Einträge stehen und 22 unterschiedliche Kombinationen für die Vorzeichen im
Aufpunkt existieren. Die Anzahl solcher Geraden lässt sich also auch folgendermaÿen be-
gründen: (

4
2

)
· 22 = 6 · 4 = 24.

2. Strecken:

Acht Facetten haben je zwölf Begrenzungsstrecken. Dabei ist jede Begrenzungsstrecke in
genau drei Facetten enthalten. Daher gibt es

8 · 12
3

= 32
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solcher Vereinigungen. Bildet man die Geraden gi (i ∈ {33, .., 64}) für die Vereinigungen
von drei (nicht gegenüberliegenden) Facetten, so erhält man die Geraden:

g33 :=


1
3
1
3
1
3
0

 + λ ·


1
1
1
0

 λ ∈ R, ..., g64 :=


0
−1

3
−1

3
−1

3

 + λ ·


0
1
1
1

 λ ∈ R.

Es stehen in drei aus vier Zeilen Einträge und es existieren 23 unterschiedliche Kombinatio-
nen für die Vorzeichen im Aufpunkt. Das bestätigt auch hier die Anzahl solcher Geraden:(

4
3

)
· 23 = 4 · 8 = 32.

3. Punkte:

Acht Facetten haben je acht Begrenzungspunkte. Dabei ist jeder Begrenzungspunkt in
genau vier Facetten enthalten. Daher gibt es

8 · 8
4

= 16

solcher Vereinigungen. Bildet man die Geraden gi (i ∈ {65, .., 80}) für die Vereinigungen
von vier (nicht gegenüberliegenden) Facetten, so erhält man die Geraden:

g65 :=


0.25
0.25
0.25
0.25

 + λ ·


1
1
1
1

 (λ ∈ R), ..., g80 :=


−0.25
−0.25
−0.25
−0.25

 + λ ·


1
1
1
1

 (λ ∈ R).

Die Geraden g65, .., g80 unterscheiden sich also nur durch 24 unterschiedliche Kombinationen
für die Vorzeichen im Aufpunkt. Für die Anzahl solcher Geraden gilt:(

4
4

)
· 24 = 1 · 16 = 16.

Je zwei Geraden, die einen gleichen Richtungsvektor und einen Aufpunkt mit vertausch-
ten Vorzeichen haben, sind identisch.

Die Geraden haben insgesamt(
4
1

)
+

(
4
2

)
+

(
4
3

)
+

(
4
4

)
= 15

verschiedene Richtungsvektoren v1, .., v15:

v1 =


1
0
0
0

 , .., v4 =


0
0
0
1

 , v5 =


1
1
0
0

 , .., v10 =


0
0
1
1

 , v11 =


1
1
1
0

 , .., v14 =


0
1
1
1

 , v15 =


1
1
1
1

 .
Für jeden Richtungsvektor existiert zumindest eine Gerade gi, die durch den Ursprung
geht (nämlich die, bei der alle Vorzeichen im Aufpunkt identisch sind). Damit enthalten
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alle Ebenen, die durch den Ursprung gehen und durch zwei unterschiedliche Richtungs-
vektoren vl und vj (l, j ∈ {1, .., 15} ∧ l 6= j) aufgespannt werden, mindestens zwei der
Geraden gi (i ∈ {1, .., 80}). Die Menge dieser Ebenen lässt sich folgendermaÿen unterteilen:

l, j ∈ {1, ..4}(
4
2

)
= 6 verschiedene Ebenen E1, .., E6 (in Basisschreibweise):

1 0
0 1
0 0
0 0

 , ..,


0 0
0 0
1 0
0 1

 .
l ∈ {1, ..4} ∧ j ∈ {5, .., 10} :
4 ·

(
4
2

)
= 24 verschiedene Ebenen, von denen 4 ·

(
3
2

)
= 12 neue Ebenen E7, .., E18 sind:

1 0
0 1
0 1
0 0

 , ..,


0 0
0 1
0 1
1 0

 .
l ∈ {1, ..4} ∧ j ∈ {11, .., 14} :
4 ·

(
4
3

)
= 16 verschiedene Ebenen, von denen 4 ·

(
3
3

)
= 4 neue Ebenen E19, .., E22 sind:

1 0
0 1
0 1
0 1

 , ..,


0 1
0 1
0 1
1 0

 .
l ∈ {1, ..4} ∧ j = 15 :
4 ·

(
4
4

)
= 4 verschiedene Ebenen, von denen keine Ebene neu ist.

l ∈ {5, .., 10} ∧ j ∈ {5, .., 10} :(
6
2

)
= 15 verschiedene Ebenen, von denen alle neue Ebenen E23, .., E37 sind:

1 1
1 0
0 1
0 0

 , ..,


0 0
1 0
0 1
1 1

 .
l ∈ {5, .., 10} ∧ j ∈ {11, .., 14} :
6 ·

(
4
3

)
= 24 verschiedene Ebenen, von denen 6 ·

(
2
1

)
= 12 neue Ebenen E38, .., E49 sind:

1 1
1 0
0 1
0 1

 , ..,


0 1
0 1
1 0
1 1

 .
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l ∈ {5, .., 10} ∧ j = 15 :
6 ·

(
4
4

)
= 6 verschiedene Ebenen, von denen keine Ebene neu ist.

l ∈ {11, .., 14} ∧ j ∈ {11, .., 14} :(
4
3

)
·
(
4
3

)
= 16 verschiedene Ebenen, von denen

(
4
2

)
= 6 neue Ebenen E50, .., E55 sind:

1 1
1 0
1 1
0 1

 , ..,


0 1
1 0
1 1
1 1

 .
l ∈ {11, .., 14} ∧ j = 15 :(
4
3

)
·
(
4
4

)
= 4 verschiedene Ebenen, von denen keine Ebene neu ist.

Insgesamt erhalten wir also 6 + 12 + 4 + 15 + 12 + 6 = 55 potentielle Rotationsebenen
E1, .., E55.

Abschlieÿend untersuchen wir A auf n-Symmetrien (n ∈ {2, .., 8}) bezüglich der ver-
schiedenen Rotationsebenen Ei (i ∈ {1, ..55}), indem wir für jede Ebene die Matrix
R4D

i (2π
n ), wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, bestimmen und dann überprüfen, ob

A = A ·R4D
i (

2π
n

)

gilt.
Als Ergebnis erhalten wir:

• A ist 4-symmetrisch bezüglich der Ebenen E1, .., E6:
1 0
0 1
0 0
0 0

 , ..,


0 0
0 0
1 0
0 1

 .
• A ist 3-symmetrisch bezüglich der Ebenen E19, .., E22:

1 0
0 1
0 1
0 1

 , ..,


0 1
0 1
0 1
1 0

 .
• A ist 2-symmetrisch bezüglich der Ebenen E1, .., E6:

1 0
0 1
0 0
0 0

 , ..,


0 0
0 0
1 0
0 1

 ,
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der Ebenen E7, .., E18: 
1 0
0 1
0 1
0 0

 , ..,


0 0
0 1
0 1
1 0


und bezüglich der drei Ebenen von E23, .., E37, bei denen in keiner Zeile zwei Einträge
sind: 

1 0
1 0
0 1
0 1

 ,


1 0
0 1
1 0
0 1

 ,


1 0
0 1
0 1
1 0

 .
Um zu überprüfen, ob A n-symmetrisch bezüglich einer doppelten Rotation ist, be-

trachten wir die Schwerpunkte SP ((Fi)K) (i ∈ {1, .., 8}) der Ecken der acht Facetten von
Akon (siehe Aufpunkte der Geraden g1, .., g8). Die Winkel zwischen den Geraden

λ · ~SP ((Fi)K) und µ · ~SP ((Fj)K) (λ, µ ∈ R, i, j ∈ {1, .., 8})

sind in Abbildung 7.3 aufgelistet.

j|i 1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 π
2

π
2

π
2 π π

2
π
2

π
2

2 π
2 0 π

2
π
2

π
2 π π

2
π
2

3 π
2

π
2 0 π

2
π
2

π
2 π π

2
4 π

2
π
2

π
2 0 π

2
π
2

π
2 π

5 π π
2

π
2

π
2 0 π

2
π
2

π
2

6 π
2 π π

2
π
2

π
2 0 π

2
π
2

7 π
2

π
2 π π

2
π
2

π
2 0 π

2
8 π

2
π
2

π
2 π π

2
π
2

π
2 0

Abbildung 7.3: ∠SP ((Fi)K)SP ((Fj)K)

Aus der Tabelle 7.3 sieht man, dass die Winkel zwischen den Schwerpunkten zweier
benachbarter Facetten gleich 2π

4 sind. Der Winkel zwischen Schwerpunkten gegenüberlie-
gender Facetten beträgt 2π

2 .
Die Punktmenge A kann also durch 6 = 3 · 2 verschiedene doppelte Rotationen um π

2
auf sich selbst abgebildet werden.

Die drei Paare vollständig orthogonaler Ebenen, um die wir A um die zwei Winkel
π
2 und −π

2 rotieren, erhalten wir, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, indem wir
alle Ebenen bilden, die den Ursprung und zwei Schwerpunkte SP ((Fi)K) und SP ((Fj)K)
benachbarter Facetten enthalten.
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Es ergeben sich die Ebenen E1, .., E6, für die gilt:
1 0
0 1
0 0
0 0

 , ..,


0 0
0 0
1 0
0 1

 .
Dabei ist E1 vollständig orthogonal auf E6, E2 ist vollständig orthogonal auf E5 und

E3 ist vollständig orthogonal auf E4. Die drei Matrizen R′i (i ∈ {1, 2, 3}) bestehen aus den
Orthonormalbasen je eines dieser Paare.

Daraus lassen sich die drei Rotationsmatrizen:

R1(
π

2
) := R′1 ·R4D

xy,zw(
π

2
) · (R′1)−1 =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 ,

R2(
π

2
) := R′2 ·R4D

xy,zw(
π

2
) · (R′2)−1 =


0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

 ,

R3(
π

2
) := R′3 ·R4D

xy,zw(
π

2
) · (R′3)−1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0


bestimmen.

Für alle i ∈ {1, 2, 3} gilt:
A ·Ri(

π

2
) = A.

Damit gilt auÿerdem für alle i ∈ {1, 2, 3}:

A · (Ri)−1(
π

2
) = A ·Ri(−

π

2
) = A.

Alle Paare orthogonaler Ebenen durch den Ursprung, für deren Matrix R′

R′ ·R4D
xy,zw · (R′)−1 ∈ {R1, R2, R3}

gilt, sind also Paare von Rotationsebenen, für die A 4-symmetrisch (und damit auch 2-
symmetrisch) bezüglich einer doppelten Rotation ist.

Auÿerdem gilt:

R4D
xy,zw(π) =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
Daraus folgt:

A ·R4D
xy,zw(π) = A.

Daher ist A auch bezüglich aller anderen Paare vollständig orthogonaler Ebenen, die
durch den Ursprung gehen, 2-symmetrisch (aber nicht 4-symmetrisch).
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Beispiel 2

Als zweites Beispiel wollen wir die folgende Punktmenge A ⊂ R4 betrachten (siehe Abbil-
dung 7.4), die aus 20 Punkten besteht.

i (ai)x (ai)y (ai)z (ai)w

1 0.8147 0.6324 0.9575 0.9572
2 0.9058 0.0975 0.9649 0.4854
3 0.1270 0.2785 0.1576 0.8003
4 0.9134 0.5469 0.9706 0.1419
5 -0.4299 0.0238 1.6213 -0.2875
6 -0.0369 -0.4309 1.2651 -0.4573
7 -0.3249 0.1618 0.7112 0.3484
8 -0.1005 -0.0695 1.1490 -0.8720
9 -1.0830 -0.9052 0.1404 -0.9406
10 -0.4005 -1.0767 0.0546 -0.8209
11 -0.7643 -0.2647 0.3107 -0.0910
12 -0.3980 -0.7229 -0.2161 -1.1695
13 -0.2420 -0.8708 -1.4387 -0.0995
14 0.3175 -0.9475 -0.9937 -0.1029
15 -0.5840 -0.4115 -0.4905 0.0893
16 0.4319 -0.5104 -1.2382 -0.3396
17 0.9309 0.0794 -0.9337 1.0733
18 1.1249 -0.2217 -0.4311 0.7044
19 -0.0332 -0.0758 -0.5851 0.6401
20 1.2424 0.2744 -0.5048 0.4709

Abbildung 7.4: Punktmenge A, gerundet auf vier Stellen nach dem Komma

Bestimmt man die konvexe Hülle von A mit dem Quickhull-Algorithmus, so erhält man
die Menge der Extremalpunkte AK von A, für die gilt:

AK = A.

Auÿerdem erhält man 50 Randräume F1, .., F50 von Akon. Dabei muss man beachten, dass
Facetten, die mehr als vier Extremalpunkte enthalten, vom Quickhull-Algorithmus als meh-
rere Facetten, die in der selben 3-dimensionalen Hyperebene liegen, ausgegeben werden.
Diese Facetten werden zu einer Facette zusammengefasst.

Für den Schwerpunkt SP (A) von A gilt (gerundet auf vier Stellen nach dem Komma):

SP (A) = (0.1206,−0.2206, 0.0735, 0.0265).

Verschieben wir die Punktmenge A um den Schwerpunkt, so erhalten wir die Punkt-
menge A′ := {a′1, .., a′20} ⊂ R4, für die gilt:

a′i := ai − SP (A) ⇒ SP (A′) = (0, 0, 0, 0).

Die konvexe Hülle von A′ (mit den Facetten F ′
1, .., F

′
50) erhält man, indem man die Extre-

malpunkte von A und die Facetten von Akon ebenfalls um −SP (A) verschiebt.



KAPITEL 7. PUNKTMENGEN IM RD 150

Um nach möglichen Rotationsebenen bezüglich einer einfachen Rotation zu suchen,
bilden wir für die Facetten F ′

1, .., F
′
50 und für die 95 Vereinigungen von Facetten, die min-

destens einen Extremalpunkt gemeinsam haben, die Geraden g1, .., g145 auf die im voran-
gegangenen Abschnitt erläuterte Art:

gi := ~pi + λ~ni (λ ∈ R).

Anschlieÿend überprüfen wir, ob es eine Ebene gibt, in der zwei verschiedene Geraden gi

und gj und der Ursprung liegen, das heiÿt, wir suchen nach zwei verschiedenen Indizes i, j,
für die es λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ R gibt, so dass gilt:

λ1~ni + µ1~nj = ~pi ∧ λ2~ni + µ2~nj = ~pj .

Als Ergebnis erhalten wir eine mögliche Rotationsebene von A′:

E′
R := λ ·


−0.7609
0.3949
−0.1316
0.4977

 + µ ·


−0.0656
−0.7707
0.2569
0.5794

 (λ, µ ∈ R).

Nun bilden wir die Matrix R′ ∈ SO(4), so dass die Spalten 3 und 4 gleich den beiden
Richtungsvektoren von E′

R sind und die ersten beiden Spalten somit eine Orthonormalbasis
der auf E′

R vollständig orthogonalen Ebene durch den Ursprung bilden.
Auÿerdem de�nieren wir die Rotationsmatrix R folgendermaÿen:

R := R′ ·R4D
xy,zw(

2π
5

) · (R′)−1.

Für die Punktmenge B := {b1, .., b20} ⊂ R4, mit den Elementen

bi := a′i ·R (i ∈ {1, .., 20}),

gilt dann:
B = A′.

Die Punktmenge A ist also tatsächlich 5-symmetrisch bezüglich einer einfachen Rota-
tion um die Rotationsebene ER:

ER := ~SP (A) + λ ·


−0.7609
0.3949
−0.1316
0.4977

 + µ ·


−0.0656
−0.7707
0.2569
0.5794

 (λ, µ ∈ R).

Es existieren keine zwei Indizes i, j ∈ {1, .., 50}, so dass gilt:

∠SP ((F ′
i )K)SP ((F ′

j)K) =
2π
5
.

Daher ist A nicht 5-symmetrisch bezüglich einer doppelten Rotation.
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Beispiel 3

Die Punktmenge aus Beispiel 2 war exakt 5-symmetrisch. Im Folgenden wollen wir unse-
ren Algorithmus auch anhand einer approximativ n-symmetrischen Punktmenge A ⊂ R4

testen. Dazu bilden wir eine Punktmenge B, indem wir die Punkte aus der Punktmenge A
aus Beispiel 2 (siehe Abbildung 7.4) auf zwei Stellen nach dem Komma runden (Abbildung
7.5).

i (bi)x (bi)y (bi)z (bi)w

1 0.81 0.63 0.96 0.96
2 0.91 0.10 0.96 0.49
3 0.13 0.28 0.16 0.80
4 0.91 0.55 0.97 0.14
5 -0.43 0.02 1.62 -0.29
6 -0.04 -0.43 1.27 -0.46
7 -0.32 0.16 0.71 0.35
8 -0.10 -0.07 1.15 -0.87
9 -1.08 -0.90 0.14 -0.94
10 -0.40 -1.08 0.05 -0.82
11 -0.76 -0.26 0.31 -0.09
12 -0.40 -0.72 -0.22 -1.17
13 -0.24 -0.87 -1.44 -0.10
14 0.32 -0.95 -0.99 -0.10
15 -0.58 -0.41 -0.49 0.09
16 0.43 -0.51 -1.24 -0.34
17 0.93 0.08 -0.93 1.07
18 1.12 -0.22 -0.43 0.70
19 -0.03 -0.08 -0.59 0.64
20 1.24 0.27 -0.50 0.47

Abbildung 7.5: Punktmenge B

Auch für B gilt: B = BK . Auÿerdem erhält man 50 Randräume F1, .., F50 von Bkon.

Für den Schwerpunkt SP (B) von B gilt (gerundet auf vier Stellen nach dem Komma):

SP (B) = (0.1210,−0.2210, 0.0735, 0.0265).

Wir bilden, wie im vorangegangenen Abschnitt erläutert, die Geraden g1, .., g145 und
überprüfen, ob es zwei Geraden

gi := ~pi + λ~ni (λ ∈ R), gj := ~pj + λ~nj (λ ∈ R)

gibt, sodass für die Ebene

Eij := ~SP (B) + λ~ni + µ~nj (λ, µ ∈ R)

und ε := 0.01 gilt:
min
e∈Eij

|p1 − e| ≤ ε ∧ min
e∈Eij

|p2 − e| ≤ ε.
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Als Ergebnis erhalten wir ein Paar (i, j) und damit eine mögliche Rotationsebene von
B:

ER := ~SP (B) + λ


−0.7611
0.3917
−0.1319
0.4999

 + µ


−0.1608
−0.7142
0.2399
0.6376

 (λ, µ ∈ R).

Nun bilden wir die Matrix R′ ∈ SO(4), so dass die Spalten 3 und 4 gleich den beiden
Richtungsvektoren von ER sind und die ersten beiden Spalten somit eine Orthonormalbasis
der auf ER vollständig orthogonalen Ebene durch den Ursprung bilden.

Auÿerdem de�nieren wir die Rotationsmatrix R(α) folgendermaÿen:

R(α) := R′ ·R4D
xy,zw(α) · (R′)−1.

Anschlieÿend berechnen wir nach De�nition 7.2 die Symmetriewerte von B bezüglich
R(α) (siehe Abbildung 7.6).

n dn(B,R)
2 15.19
3 10.39
4 7.82
5 0.47

6 5.22
7 8.91
8 11.65

∆5
2,..,8 9.00

Abbildung 7.6: Symmetriewerte

Der Punktmenge B wird somit eine approximative 5-Symmetrie zugeordnet.



Kapitel 8

Erweiterte Strukturerkennung

In dieser Arbeit haben wir einen Algorithmus eingeführt, der approximative n-Symmetrien
in einer Punktmenge A ⊂ Rd (d ∈ N ∧ d > 1) auf eine e�ziente Weise erkennt. Die
Grundidee besteht darin, nicht die gesamte Punktmenge A, sondern nur eine möglichst
kleine und gleichzeitig aussagekräftige Teilmenge Ã ⊆ A zu untersuchen. Dazu wurde die
Menge der Charakteristischen Eckpunkte einer Punktmenge de�niert.

Diese Vorgehensweise kann man nicht ausschlieÿlich zur Erkennung von Symmetrien
benutzen. Will man ganz allgemein diskrete Daten analysieren, so lassen sich diese Daten
in der Regel ohne weiteres als Punktmengen im Rd darstellen, deren Gröÿe vom Umfang
der Daten abhängt. Durch die Bestimmung der Charakteristischen Eckpunkte Ã einer
Punktmenge A ⊂ Rd, kann man sowohl den Speicherbedarf als auch die Komplexität der
Strukturerkennungs-Algorithmen reduzieren.

In diesem Kapitel wollen wir anhand zweier Beispiele zeigen, wie die Menge der Cha-
rakteristischen Eckpunkte Ã einer Punktmenge A analysiert werden kann, um allgemein
charakteristische Struktureigenschaften (nicht nur approximative n-Symmetrien) von A zu
bestimmen.

8.1 Spezielle Vierecksstrukturen

Wir wollen als erstes Beispiel erläutern, wie man erkennen kann, ob die konvexe Hülle einer
Punktmenge A ⊂ R2 eine (oder mehrere) der folgenden speziellen Vierecks-Strukturen
besitzt (siehe Abbildung 8.1):

1. S1: Allgemeines Trapez

2. S2: Gleichschenkliges Trapez

3. S3: Drachenviereck

4. S4: Parallelogramm

5. S5: Raute

153
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Abbildung 8.1: Spezielle Vierecke

Wir untersuchen eine Punktmenge A ⊂ R2, die ein Objekt (z.B. durch die in Kapitel
2.1 beschriebene Methode) repräsentiert. Dazu werden die Charakteristischen Eckpunkte
Ã von A mit Hilfe des Eckpunkte-Algorithmus bestimmt. Um zu untersuchen, ob eine
der oben aufgelisteten Strukturen vorliegt, muss man testen, ob die Charakteristischen
Eckpunkte die folgenden speziellen Eigenschaften der aufgelisteten Strukturen besitzen.

1. E1: Zwei Seiten sind parallel.

2. E2: Zwei mal zwei Seiten sind parallel. (⇒ E1)

3. E3: Zwei gegenüberliegende Seiten sind gleich lang.

4. E4: Zwei mal zwei gegenüberliegende Seiten sind gleich lang. (⇒ E1, E2, E3)

5. E5: Zwei mal zwei benachbarte Seiten sind gleich lang.

6. E6: Alle vier Seiten sind gleich lang. (⇒ E1, E2, E3, E4, E5)

Natürlich ist es nur sinnvoll, nach den Strukturen S1, .., S5 zu suchen, wenn |Ã| = 4
gilt. Da in realen Anwendungen für Vierecke durch Ungenauigkeiten in der Darstellung (in
Abhängigkeit von dcon) |Ã| 6= 4 gelten kann, ist es sinnvoll, das geeignete dcon-Intervall
in dem Algorithmus Parameter so zu wählen, dass |Ã| = 4 gilt.
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Durch Überprüfen der sechs Eigenschaften E1, .., E6 kann dann entschieden werden, ob
eine (oder mehrere) der Strukturen S1, .., S5 vorliegt. Die notwendigen Eigenschaften der
verschiedenen Strukturen sind in der Tabelle in Abbildung 8.2 aufgelistet:

Struktur E1 E2 E3 E4 E5 E6

S1 X
S2 X X
S3 X
S4 X X X X
S5 X X X X X X

Abbildung 8.2: Struktureigenschaften

Jedes gleichschenklige Trapez ist auch ein allgemeines Trapez. Auÿerdem ist jedes Par-
allelogramm ein gleichschenkliges Trapez und jede Raute ist sowohl ein Parallelogramm als
auch ein Drachenviereck. Daher sind wir bei solchen Vierecken lediglich an der speziellsten
Struktur interessiert.

Wie bei der Erkennung von Symmetrien, muss man in realen Anwendungen davon aus-
gehen, dass die Daten und damit auch die darstellenden Punktmengen mit Fehlern behaftet
sind. Daher sind wir daran interessiert, zu erkennen, ob Ã die Bedingungen E1, .., E6 zu-
mindest approximativ erfüllt. Der folgende Algorithmus bestimmt die Charakteristischen
Eckpunkte einer Punktmenge A und untersucht, ob diese die Eigenschaften E1 bis E6 unter
einer gewissen Fehlertoleranz ε ∈ R+ besitzen. Damit wird darauf geschlossen, ob man A
eine der Strukturen S1, .., S5 zuordnen kann.

Algorithmus: Vierecksstruktur

Eingabe: A ⊂ R2, dcon ∈ R+, ε ∈ R+.
Ausgabe: S (Struktur von A), E (Eigenschaften).

1. Ã = {w1, .., wm} := Eckpunkte(A, dcon).
S := (0, 0, 0, 0, 0) ∈ R5.
E := (0, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ R6.

2. L := (|w1 − w2|, |w2 − w3|, |w3 − w4|, |w4 − w1|) ∈ R4.

3. WENN |L1−L3|
max(L1,L3) ≤ ε:
E3 := 1.

4. WENN |L2−L4|
max(L2,L4) ≤ ε ∧ E3 = 1:
E1 = E2 = E4 := 1.

SONST WENN |L2−L4|
max(L2,L4) ≤ ε ∧ E3 = 0:

E3 := 1, gehe zu 7.

SONST WENN |L2−L4|
max(L2,L4) > ε ∧ E3 = 1:

Gehe zu 7.
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SONST:
Gehe zu 6.

5. WENN |L1−L2|
max(L1,L2) ≤ ε:
E5 := 1, E6 := 1, S5 := 1
AUSGABE: S, E.

SONST:
S4 := 1, AUSGABE: S, E.

6. WENN ( |L1−L2|
max(L1,L2) ≤ ε ∧ |L3−L4|

max(L3,L4) ≤ ε) ∨ ( |L1−L4|
max(L1,L4) ≤ ε ∧ |L2−L3|

max(L2,L3) ≤ ε):
E5 := 1, S3 := 1.
AUSGABE: S, E.

7. M1 := [(w1 − w2)T , (w4 − w3)T ] ∈ R2×2.
M2 := [(w1 − w4)T , (w2 − w3)T ] ∈ R2×2.

p1 := det(M1)
max(|M1

11·M1
12|,|M1

21·M1
22|)

.

p2 := det(M2)
max(|M2

11·M2
12|,|M2

21·M2
22|)

.

8. WENN |p1| ≤ ε ∨ |p2| ≤ ε:
E1 := 1.
WENN E3 = 0:

S1 := 1, AUSGABE: S, E.
SONST:

S2 := 1, AUSGABE: S, E.
SONST:

AUSGABE: S, E.

Um den Algorithmus an einem Beispiel zu testen, untersuchen wir Objekte in einem
Bild, deren Umrandungen mit dem in Kapitel 2.1 vorgestellten Algorithmus durch Punkt-
mengen repräsentiert werden (siehe Abbildung 8.3).

Diese Punktmengen werden mit Hilfe des Algorithmus Vierecksstruktur (dcon = 2,
ε = 0.1) analysiert. Das Ergebnis ist in Abbildung 8.4 dargestellt.

8.2 Audio-Daten

In unserer zweiten Anwendung wollen wir einen Eindruck vermitteln, wie man die Grundi-
dee unseres Algorithmus zur Analyse von verschiedenartigen Daten verwenden kann. Dazu
wollen wir Daten untersuchen, die aus der Audiosignalverarbeitung stammen.

Die sogenannten Head Related Impulse Response- (HRIR-)Daten, stammen dabei aus
der ö�entlich bereitgestellten CIPIC-Datenbank [2]. Die Datenbank wurde erstellt, indem
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(a) Originalbild
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(b) Ã1 ⊂ A1, .., Ã7 ⊂ A7

Abbildung 8.3: Verschiedene Vierecke

Objekt Si

O1 -
O2 S3 Drachenviereck
O3 S2 Gleichschenkliges Trapez
O4 S4 Parallelogramm
O5 S5 Raute
O6 S4 Parallelogramm
O7 S5 Raute

Abbildung 8.4: Strukturen

für 45 verschiedene Personen, jeweils für das linke und das rechte Ohr, das Impulsansprech-
verhalten für ein bestimmtes Geräusch aus 1250 verschiedenen Richtungen gemessen wurde.
Jede Richtung ist dabei durch einen der insgesamt 25 Azimuths (waagrechte Winkel) und
einen der insgesamt 50 Elevations (senkrechte Winkel) charakterisiert. Die zeitliche Dauer
einer HRIR beträgt 200 Abtastzeitintervalle, was ungefähr 4,5 ms entspricht. Auÿerdem
enthält die Datenbank verschiedene anthropometrische Messungen des Oberkörpers, des
Kopfes und der Ohren jeder der 45 Personen.

Die HRIR-Daten verschiedener Personen für eine bestimmte Richtung sind aufgrund
der unterschiedlichen Anthropometrie nicht identisch. Allerdings besitzen die HRIR-Daten
einige gemeinsame Merkmale unabhängig von der Anthropometrie. So sind die Werte der
HRIR-Daten des Ohres, das näher an der Geräuschquelle liegt, in der Regel gröÿer als die
Werte der HRIR-Daten des anderen Ohres. Auÿerdem erreicht das Geräusch dieses Ohr
früher als das andere.

Solche allgemeingültigen Eigenschaften kann man benutzen, um die Richtung, aus der
ein Geräusch kommt, zu bestimmen. Daher ist es ein interessantes Problem, signi�kante
Merkmale herauszu�ltern, die die HRIR-Daten aller Testpersonen gemeinsam haben [40].
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Im Folgenden wollen wir zeigen, wie man solche Merkmale gewinnen kann. Dabei wird
unter anderem der in dieser Arbeit entwickelte Algorithmus zur Bestimmung Charakteris-
tischer Eckpunkte verwendet.

Zunächst bilden wir für zehn verschiedene Testpersonen, sowohl für das linke als auch
für das rechte Ohr, für alle vorhandenen Azimuths (α ∈ [−π

2 ,
π
2 ]) die folgenden Punktmen-

gen im R3:

Lα
i = {(β9, t20,HRIR

L
i (α, β9, t20)), .., (β41, t80,HRIR

L
i (α, β41, t80))},

Rα
i = {(β9, t20,HRIR

R
i (α, β9, t20)), .., (β41, t80,HRIR

R
i (α, β41, t80))}.

Dabei gilt:
βj = −π

4 +(j−1) · π
32 (j = 9, .., 41) ist eine Auswahl von 33 der 50 vorhandenen Elevations,

ti = i · 0.01 (i = 20, .., 80) beschreibt eine Folge von Zeitpunkten,
HRIRL

i (α, β, t) (bzw. HRIRR
i (α, β, t)) gibt das Impulsansprechverhalten des linken (bzw.

rechten) Ohres der Person i auf ein Geräusch aus der durch die Winkel α und β charak-
terisierten Richtung zum Zeitpunkt t an. In Abbildung 8.5 ist eine solche Punktmenge
dargestellt.
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Abbildung 8.5: Punktmenge Lα
i

Für jede der Punktmengen Lα
i bzw. Rα

i wird nun mit dem in Kapitel 6 eingeführten
Algorithmus Eckpunkte 3D (dcon = 0.1 aus Algorithmus Parameter) die Menge der Cha-
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rakteristischen Eckpunkte L̃α
i bzw. R̃α

i bestimmt. In Abbildung 8.6 sieht man die konvexe
Hülle der Menge der Charakteristischen Eckpunkte, also (L̃α

i )kon.
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Abbildung 8.6: (L̃α
i )kon

Als Nächstes de�nieren wir zwei Funktionen V L(α) und V R(α), die allen vorhande-
nen Werten von α das durchschnittliche Volumen der konvexen Hüllen der Punktmengen
L̃α

1 , .., L̃
α
10 bzw. R̃α

1 , .., R̃
α
10 zuordnen. Anschlieÿend bestimmen wir noch zwei Polynome

fünften Grades pL(α) und pR(α), die die diskreten Funktionen V L(α) und V R(α) (im
Sinne der minimalen Fehlerquadrate) in dem Intervall α ∈ [−π

2 ,
π
2 ] interpolieren (siehe

Abbildung 8.7).

Es zeigt sich, dass die Polynome pL(α) und pR(α) repräsentativ für alle 45 Testperso-
nen aus der CIPIC Datenbank sind. Das ist insofern bemerkenswert, als diese Polynome
ja nur auf Basis der kleinen Mengen der Charakteristischen Eckpunkte der Punktmengen,
die die HRIR-Daten von 10 der 45 Testpersonen repräsentieren, gebildet wurden. Damit
zeigt sich einerseits, dass die Polynome von der jeweiligen Anthropometrie unabhängige
Eigenschaften der HRIR-Daten widerspiegeln, und andererseits, dass man mit dem Algo-
rithmus Eckpunkte 3D kleine, aber für dieses Problem aussagekräftige Teilmengen für die
Punktmengen Lα

i bzw. Rα
i bestimmen kann. Für die abgebildeten Punktmengen gilt zum

Beispiel:
|Lα

i | = 2013, |L̃α
i | = 11.
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Die Repräsentativität der Polynome wollen wir an einem Beispiel illustrieren:
Hat man die HRIR-Daten einer Person i für die oben benutzten Elevations βj und Zeit-
punkte tj für beide Ohren und einen unbekannten Azimuth α∗ gegeben, so kann man die
Punktmengen Lα∗

i und Rα∗ bilden und damit das Volumen der konvexen Hülle der Menge
der Charakteristischen Eckpunkte dieser Punktmengen berechnen.

Mit diesenWerten kann man dann aus dem Diagramm aus Abbildung 8.7 denWinkel α∗

bestimmen, indem man nach dem α∗ sucht, für das die Volumen-Werte die Funktionswerte
der Polynome pL(α∗) und pR(α∗) auf eine bestimmte Art optimal annähern.

In Abbildung 8.8 zeigen die diskreten Punkte die auf diese Weise erzielten Ergeb-
nisse für die jeweiligen echten Azimuths einer Testperson. Die vertikalen Abstände zur
Ursprungsgerade beschreiben den Fehler bei der Azimuth-Bestimmung, der in diesem Fall
innerhalb von 8 Grad liegt. Für den Korrelationskoe�zienten ρ zwischen dem echten und
dem berechneten Azimuth gilt hier ρ > 0.99. Allgemein gilt für alle Testpersonen aus der
CIPIC-Datenbank:

ρ > 0.96.

Die Korrelation zwischen diesen Werten ist also sehr hoch, was die hohe Aussagekraft der
Polynome pL(α) und pR(α) für alle Testpersonen zeigt.
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Abbildung 8.7: Stückweise lineare Interpolationen von V L, V R, Polynome pL, pR
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