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Numerisch-mechanische Betrachtung des Entwurfsprozesses von
Membrantragwerken

Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wird der Entwurfsprozess von Membran-
tragwerken aus der Sichtweise der numerischen Mechanik analysiert. Die dabei durchzu-
führenden Planungsschritte, die sich aufgrund des speziellen Tragverhaltens vorgespann-
ter, leichter Flächentragwerke von denen konventioneller Bauten unterscheiden, werden
zunächst getrennt voneinander auf ihre kontinuumsmechanische Problemstellung und die
daraus abzuleitenden numerischen Lösungsverfahren hin untersucht. Im Anschluss daran
werden gegenseitige Interaktionen zwischen den einzelnen Phasen aufgezeigt, durch de-
ren Berücksichtigung sich ein integraler, numerisch gestützter Entwurfsprozess mit einem
Zugewinn an Modellgenauigkeit entwickeln lässt.

Da Membrankonstruktionen wegen ihrer extremen Schlankheit äußere Lasten nahezu aus-
schließlich über tangentiale Zugspannungen abtragen, muss zu Beginn des Entwurfspro-
zesses eine geeignete Geometrie gefunden werden, die sowohl den mechanischen als auch
architektonischen Anforderungen genügt. Dies geschieht im Zuge der Formfindung, bei der
für Spannungsvorgaben in den Strukturelementen die korrespondierende Gleichgewichts-
form unter Einhaltung gewisser Randbedingungen ermittelt wird. Eine robuste numerische
Lösung dieses inversen Problems gelingt durch die vorgestellte Erweiterung der Updated
Reference Strategy, bei der sowohl die Instabilitäten infolge der diskretisierten Flächenbe-
schreibung mittels finiter Elemente als auch generell auftretende physikalische Inkompati-
bilitäten bei den Spannungsvorgaben gelöst werden.

Die Herstellungsweise der räumlichen Membrantragwerke aus ebenen Werkstoffbahnen
macht eine Zuschnittsermittlung erforderlich, bei der die Auswirkungen infolge der generel-
len Nichtabwickelbarkeit der Membranfläche zu minimieren sind. Nach theoretischen Über-
legungen zur qualitativen Verteilung der Zusatzspannungen infolge der doppelten Ver-
krümmung der Membranbahnen, wird ein Zuschnittsalgorithmus beschrieben, der durch
Verbindung einer kontinuumsmechanisch korrekten Beschreibung des Deformationspro-
zesses mit Optimierungsmethoden eine Minimierung der Spannungsabweichung bewirkt.
Das beschriebene Verfahren ist in der Lage, beliebige Vorspannzustände und Materialeigen-
schaften zu berücksichtigen.

Bei der abschließenden Beschreibung der Strukturanalyse von Membrantragwerken wird der
Schwerpunkt auf eine integrale Betrachtungsweise gelegt. Durch Kombination der numeri-
schen Methoden zur statischen Berechnung von Membranen mit Elementen der Formfin-
dung lassen sich Aufbauprozesse von vorgespannten Konstruktionen simulieren. Der Ein-
fluss des Zuschnitts auf das Strukturverhalten kann berücksichtigt werden, indem die zu-
geschnittenen, spannungsfreien Membranbahnen anstatt der vorgespannten, zusammenge-
bauten Geometrie als Referenzkonfiguration für eine geometrisch nichtlineare Berechnung
verwendet wird. Der Erfolg der beschriebenen Methoden wird jeweils an illustrativen Bei-
spielen demonstriert.
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Computational mechanics of the design process of membrane struc-
tures

Abstract. This thesis investigates the design process of membrane structures from a com-
putational mechanics point of view. In a first step, the respective design phases, which
significantly differ from those for conventional structures due to the special structural be-
haviour of membranes, are analysed concerning their definition of the physical problem
and its consequences for a numerical solution process. Thereafter, mutual interactions be-
tween the individual phases are pointed out leading to the development of an integrated,
numerical design process with increased accuracy of the calculations.

Due to the slenderness of membrane structures, external loads have to be carried almost
completely by tensile forces in tangential directions. Therefore, an adequate geometry has
to be found at the beginning of the design process, which satisfies mechanical as well as
architectural requirements. In the so called form finding procedure, the equilibrium shape for
a given stress state and boundary conditions is determined. A robust numerical solution of
this inverse problem is achieved by the proposed extension of the Updated Reference Strat-
egy, which successfully deals with the instabilities due to the discretized geometrical repre-
sentation with finite elements as well as with physically incompatible given stress states.

The manufacturing of spatially curved membrane structures out of plane material panels
necessitates a cutting pattern generation, in which the negative effects due to a general non-
developability of the membrane surface have to be minimised. After theoretical considera-
tions regarding the qualitative distribution of additional stresses due to two-directional cur-
vature changes of the plane membrane panels, an algorithm for cutting pattern generation
is presented, which minimises the stress deviation by combining a continuum mechanically
correct description of the actual deformation process with optimisation methods. The pro-
posed method is capable of including the effects of arbitrary prestress states and material
properties of the membrane.

In the concluding description of structural analysis methods for membrane structures, the
main focus is on an integrated approach. By combining numerical methods for static
analysis of membranes with form finding procedures, simulations of assembling processes
become possible. The effects of cutting patterns on the structural behaviour can be inves-
tigated by defining the stress-free, plane membrane panels as reference configuration for
a geometrically nonlinear calculation instead of the prestressed, curved surface of the as-
sembled structure. The success of the proposed methods is demonstrated with illustrative
examples.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Membrantragwerke wissen zu faszinieren: Auch wenn vielen Menschen der Begriff an sich
oft unbekannt ist, sind sie doch bei ihrem Anblick generell von der Leichtigkeit und dem
Anmut beeindruckt, mit der diese Konstruktionen weite Flächen überspannen können. Da-
bei ist die Art der individuellen Empfindung durchaus verschieden: Während bei einigen
das pure Staunen über die so natürlich geschwungenen und doch ungewohnten Formen
überwiegt, wundern sich andere, dass die auf den ersten Blick äußerst fragil anmutenden
Strukturen durchaus beträchtliche Kräfte sicher abtragen können.

Die wahre Sonderstellung vorgespannter Membrankonstruktionen offenbart sich jedoch
erst bei intensiver Beschäftigung mit dem Thema. Denn nur dadurch lässt sich deren un-
übertreffliche Effizienz begreifen, die sich durch ein optimales Zusammenspiel aus Form
und verwendetem Material ergibt. Durch Kombination des Kraftflusses der rein auf Zug
belasteten Membran mit einer doppelten Flächenkrümmung verfügt das Tragwerk trotz
seiner extremen Leichtigkeit über ausreichend Steifigkeit, um gegenüber den maßgeblichen
Einwirkungen genügend Widerstand bieten zu können.

Um aber diesen Optimalzustand in einer Membranstruktur zu erreichen, ist trotz oder sogar
wegen ihres äußerst logischen Aufbaus die Kenntnis der mechanischen und konstruktiven
Grundlagen bei ihrem Entwurfsprozess unerlässlich. Zwar wurden diese fundamentalen
Prinzipien von einer Vielzahl von Ingenieuren und Architekten erforscht und verfeinert,
doch taucht hierbei immer wieder ein Name auf: Frei Otto gilt vielen als Begründer des
modernen textilen Bauens und stellt zweifellos eine der maßgeblichen Persönlichkeiten auf
diesem Feld dar. Dennoch war auch er sich sehr wohl darüber bewusst, dass er nicht „Erfin-
der“, sondern Weiterentwickler und Ideengeber des Membranbaus ist, wie aus seinem Vor-
wort zum Pariser Kolloquium über „hängende Dächer“ im Jahre 1962 deutlich wird [ES62]:
„Die zugbeanspruchten Konstruktionen haben ihre Wurzel im Zeltbau, der im Altertum
hoch entwickelt war. Die hohe Kunst des Zeltbaus verblasste und erst heute gelingt es, ihn
in veränderter Form zu neuem Leben zu erwecken.“

Es kann also festgehalten werden, dass Membrantragwerke eine der ältesten und zugleich
eine der modernsten Bauweisen der Menschheit sind. Vergleicht man hierbei die oft meh-
rere Jahrtausende zurückliegenden anfänglichen Gehversuche wie z. B. steinzeitliche No-
madenzelte oder chinesische Yurten [Hop07] mit modernen zugbeanspruchten Tragwerken
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(siehe u. a. [BGS95, Kie95, Göp04, Hab04b] für Beispiele heutiger Bauten), wird der immense
Fortschritt deutlich, welcher dabei in den zurückliegenden Jahren stattgefunden hat. Selbst-
verständlich macht die Weiterentwicklung auch in heutiger Zeit nicht Halt: Anstatt reine
„Zelttragwerke“ aus vorgespannten Membranwerkstoffen bzw. Seilnetzen zu entwerfen,
wird der Trend deutlich, die Formenvielfalt rein zugbeanspruchter Strukturbauteile durch
Kombination mit druck- und biegebeanspruchten Elementen zu erhöhen. Als Beispiele hier-
für seien die Schirmkonstruktionen des Büros SL-Rasch [OR96] oder die Geiger-Kuppeln
[Gei88] aufgeführt. Ebenfalls von wachsendem Interesse sind Konstruktionen aus ETFE-
Folienmaterial [Hab04a], wobei hier v. a. die Ausführung als pneumatisch vorgespanntes
Luftkissen zunehmend zum Einsatz kommt (z. B. als Fassadenelemente bei der Allianz-
Arena in München [Mor05]).

Voraussetzung für die Weiterentwicklung der konstruktiven Möglichkeiten stellt eine be-
gleitende Fortentwicklung der benötigten Berechnungsverfahren dar. Während man zu Be-
ginn des modernen Ingenieurbaus noch meist auf Überschlagsformeln und Modell- bzw.
Experimentalstatik zurückgreifen musste, eröffnen die heutigen numerischen Verfahren bis-
lang ungeahnte Möglichkeiten hinsichtlich der Berechnungskomplexität und Detailtiefe. Als
meist verbreitetes „Hilfsmittel“ kann die Methode der finiten Elemente angesehen werden,
die so gut wie in allen Bereichen des Ingenieurbaus ihren Einzug gehalten hat [ZTZ05]. Selt-
samerweise steht jedoch das Gebiet des Membranbaus – zumindest nach der Meinung des
Autors – auf numerischer Seite bislang irgendwie entkoppelt von den übrigen Bereichen des
Ingenieurhochbaus da. Dies mag v. a. daran liegen, dass hierfür zu Beginn der computerge-
stützten Statik speziell der Problemstellung angepasste Berechnungsmethoden entwickelt
wurden, deren Zusammenführung in den allgemeineren Kontext bislang misslang. Eine
Vereinheitlichung der numerisch-mechanischen Beschreibung würde jedoch erheblich da-
zu beitragen, dass Membrankonstruktionen noch einer breiteren Öffentlichkeit zugänglich
werden. Diese Arbeit möchte einen Beitrag dazu leisten.

1.2 Zielsetzung und Überblick

In der vorliegenden Arbeit sollen die Grundlagen für numerische Verfahren, basierend auf
der Methode der finiten Elemente, gelegt werden, die einen integralen und zeitgemäßen
Entwurfsprozess von Membrantragwerken ermöglichen. Zunächst werden die bei der Pla-
nung derartiger Konstruktionen durchzuführenden Einzelschritte getrennt voneinander be-
trachtet: Es wird jeweils eine mechanisch klare Definition der Problemstellung erarbeitet,
die anschließend hinsichtlich ihrer Lösbarkeit untersucht wird. Liegt ein gut gestelltes Pro-
blem vor bzw. wurden für eine schlecht gestellte Aufgabenstellung die notwendigen Sta-
bilisierungsmaßnahmen entwickelt, werden numerische Lösungsverfahren aufgezeigt. Um
einen integralen Entwurfsprozess zu entwickeln, werden abschließend die auftretenden In-
teraktionen zwischen den einzelnen Planungsschritten behandelt. Es wird angestrebt, durch
Integration der relevanten Ergebnisse bzw. Methoden anderer Planungsschritte die Modell-
genauigkeit bzw. Flexibilität der aktuellen Entwurfsphase zu erhöhen.

Das spezielle Tragverhalten von vorgespannten Membrantragwerken, das sich durch eine
fast vollständige Abwesenheit von Druck- und Biegespannungen charakterisieren lässt, er-
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fordert einen speziell angepassten Entwurfsprozess, der konventionell in die drei Einzel-
schritte Formfindung, Strukturanalyse und Zuschnitt unterteilt wird [Göp04]. In diesem Stan-
dardprozess wird zunächst in einer Formfindung eine physikalisch realisierbare und den
architektonischen Anforderungen genügende Tragwerksgeometrie bestimmt, die in dem
nachfolgenden Schritt der Strukturanalyse auf ihre Lastabtragseigenschaften hin untersucht
wird. Wird ein Entwurfskriterium dabei nicht eingehalten (z. B. Spannungsüberschreitung
der Membran bei Einwirkung äußerer Lasten), müssen beide Schritte wiederholt werden.
Erfüllt das Tragwerk alle Anforderungen, wird der Entwurfsprozess mit der Berechnung
der Zuschnittsmuster für die Membran abgeschlossen. Dieses Ablaufschema wird in Abbil-
dung 1.1 veranschaulicht.

Nachteilig wirkt sich am eher linear verlaufenden Standard-Entwurfsprozess die Tatsache
aus, dass sich die Einzelschritte nur sehr begrenzt gegenseitig beeinflussen können. Dies
ist zwar bei Vorentwürfen durchaus erwünscht [CSA+02], jedoch kann durch Verknüpfung
der Planungsphasen eine Erhöhung der Berechnungsgenauigkeit erreicht werden. Als Bei-
spiel für diesen erweiterten Entwurfsprozess (siehe ebenfalls Abbildung 1.1) sei in dieser
Einleitung lediglich die Berücksichtigung des Zuschnitts bei der statischen Analyse aufge-
führt: Während beim Standardprozess die Zuschnittsberechnung als eine aus konstruktiven
Gründen notwendige Maßnahme aufgefasst wird, die nur sehr bedingt in die Bemessung
der Struktur mit eingeht, wird beim erweiterten Prozess der Zuschnitt explizit bei der Struk-
turanalyse berücksichtigt. Indem dieser als wahre Referenzkonfiguration für die Struktur-
berechnung verwendet wird, gehen auch die Zusatzspannungen in die Analyse mit ein, die
durch die Nicht-Abwickelbarkeit der Membrangeometrie entstehen. Dies ist besonders für
eine realitätsnahe Modellierung von Membrankonstruktionen aus schubsteifer Kunststoff-
folie wichtig, wie an einem Beispiel zu sehen sein wird.

Um die mechanischen und numerischen Grundlagen dieses integralen Entwurfsprozesses
im Detail vorzustellen, werden die jeweiligen Phasen separat in einzelnen Kapiteln beschrie-
ben. Dabei wird immer versucht, eventuelle Interaktionen mit anderen Schritten aufzuzei-
gen. Konkret gliedert sich die vorliegende Arbeit wie folgt:

Kapitel 2 beschäftigt sich mit den geometrischen und kontinuumsmechanischen Grundla-
gen des Membranbaus. Nach einer kurzen Abhandlung über die bei der mechanischen
Modellierung einer Membran getätigten Annahmen, folgt eine Einführung in die Differen-
tialgeometrie räumlicher Flächen. Einen Schwerpunkt bildet dabei die Charakterisierung
der Flächeneigenschaften hinsichtlich ihrer Metrik und Krümmung, da diese fundamentale
Kenngrößen für die späteren Schritte der Formfindung und Zuschnittsberechnung liefern.
Die diskretisierte Flächenbeschreibung mittels finiter Elemente schließt die geometrischen
Grundlagen ab. Die darauf folgende Einführung in die nichtlineare Kontinuumsmechanik
beginnt mit einer Definition der einzelnen Konfigurationen, die ein Tragwerk in seiner „Le-
benszeit“ einnimmt. Darauf aufbauend werden geometrisch nichtlineare Dehnungs- und
Spannungsmaße hergeleitet sowie die für den Membranbau relevantesten Materialgeset-
ze vorgestellt. Das Kapitel endet mit einer Beschreibung der für Membranen maßgeblichen
Gleichgewichtsbeziehungen, die sowohl in starker als auch in schwacher Formulierung prä-
sentiert werden.
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Abbildung 1.1: Entwurfsprozess von Membrantragwerken
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Kapitel 3 beschreibt mit der Formfindung von Membrantragwerken den ersten Schritt, der
bei ihrem Entwurf durchzuführen ist. Zu Beginn das Kapitels erfolgt eine Diskussion der
physikalischen Problemstellung: Hierbei werden nach einer einführenden Problemdefini-
tion signifikante Fragestellungen wie beispielsweise Formfindung einer Membran mit iso-
oder anisotroper Vorspannung bzw. Formfindung mit Seilen kombinierter Membranen hin-
sichtlich ihrer Lösbarkeit untersucht. Die numerische Formfindung bildet die zweite Hälfte
des Kapitels: Zur Behebung der infolge der inversen Fragestellung auftretenden numeri-
schen Instabilitäten wird die Updated Reference Strategy [BR99] verwendet, die sich wegen
ihrer kontinuumsmechanischen Herleitung besonders für die Implementierung in einen FE-
Kontext eignet. Nach eingehender Untersuchung dieser Methode werden grundlegende Er-
kenntnisse über die Ergebnisse während des Iterationsverlaufs herausgearbeitet. Um auch
für „unscharf“ definierte Fragestellungen Formfindungsergebnisse zu erhalten, wird eine
Erweiterung der in [WB05] vorgestellten automatischen Spannungsadaption entwickelt, die
dem Planer einen größeren Entwurfsfreiraum eröffnet.

Kapitel 4 beinhaltet eine Untersuchung der Zuschnittsproblematik von vorgespannten, dop-
pelt gekrümmten Flächentragwerken. Obwohl man beim konventionellen Entwurfsprozess
die Zuschnittsberechnung generell zuletzt durchführt, wird in vorliegender Arbeit die Be-
schreibung dieses Arbeitsschrittes bewusst vorgezogen: Da die Geometrie der Zuschnitts-
muster erheblichen Einfluss auf das Lastabtragsverhalten haben kann, müssen in eine de-
taillierte Strukturanalyse, wie sie im nächsten Kapitel aufgezeigt wird, die Ergebnisse der
Zuschnittsberechnung miteinbezogen werden. Um ein besseres Verständnis für diese inte-
grale Betrachtungsweise zu erreichen, ist ein Grundwissen über die fundamentalen Prinzi-
pien der Zuschnittsberechnung vor Beschreibung der erweiterten Strukturanalyse sinnvoll.
Das Kapitel beginnt mit theoretischen Überlegungen zur Nicht-Abwickelbarkeit doppelt
gekrümmter Flächen und den daraus resultierenden Konsequenzen für den Membranbau,
wobei v. a. qualitative Aussagen über die Verteilung der Zusatzspannungen getroffen wer-
den, die durch die räumliche Verkrümmung der ebenen Zuschnittsgeometrien entstehen.
Nach einer kurzen Beschreibung der numerischen Ermittlung von Schnittlinien folgt der
Hauptteil des Kapitels: Es werden neu entwickelte numerische Zuschnittsmethoden vor-
gestellt, die auf einer korrekten kontinuumsmechanischen Beschreibung des tatsächlichen
Deformationsprozesses beruhen. Der Erfolg dieser Zuschnittsalgorithmen durch „Inverse
engineering“ wird an illustrativen Beispielen unter Verwendung verschiedener Werkstoffe
und Vorspannzustände aufgezeigt.

Kapitel 5 schließt mit einem Überblick über numerische Strukturanalysen von Membran-
konstruktionen den inhaltlichen Teil der Arbeit ab. Dabei soll jedoch keine detaillierte Be-
schreibung der Strukturanalyse an sich erfolgen, da dies aufgrund der immensen Diver-
sität dieses Gebiets den Rahmen der Arbeit sprengen würde. Vielmehr wird das Augen-
merk auf die Verknüpfung der Strukturanalyse mit den vorher beschriebenen Schritten der
Formfindung und Zuschnittsermittlung gelegt. Zu Beginn des Kapitels werden exempla-
risch die Elementformulierungen eines isoparametrischen Membranelements bzw. eines li-
nearen Seilelements für geometrisch nichtlineare statische Berechnungen hergeleitet. Diese
werden im Nachfolgenden verwendet, um durch Kombination mit Formfindungselemen-
ten einerseits komplexe Aufbauvorgänge zu simulieren, andererseits um schlecht gestellte
Formfindungsprobleme zu stabilisieren. Das vorgeschlagene Verfahren wird dabei stets an
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Beispielen verdeutlicht. Als letzter Punkt wird eine statische Analyse unter Berücksichti-
gung des Zuschnitts vorgestellt: Um die reale Verformungsgeschichte eines Membrantrag-
werks abzubilden, werden die zugeschnittenen Membranbahnen als kontinuumsmechani-
sche Referenzkonfiguration für die Spannungs- und Dehnungsdefinition verwendet. Dieses
Verfahren wird anschließend auf druck- und biegebeanspruchte Bauteile verallgemeinert,
wodurch sich auf effiziente Weise beliebige Vorspannzustände in einer Struktur modellie-
ren lassen. Die statische Analyse unter Berücksichtigung des Zuschnitts wird beispielhaft
an einer mit elastischen Stäben verstärkten Segelkonstruktion und einem pneumatisch vor-
gespannten Luftkissen aus ETFE-Folie demonstriert.

Kapitel 6 fasst die durchgeführten Arbeiten zusammen und liefert einen Ausblick auf noch
ungeklärte Fragestellungen und zukünftige Forschungsvorhaben.
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Kapitel 2

Geometrische und mechanische
Beschreibung von
Membrantragwerken

In diesem Kapitel sollen die notwendigen Grundlagen für eine sinnvolle und systematische
Beschreibung der Form und Geometrie von vorgespannten Membrankonstruktionen und
ihrem mechanischen Verhalten gelegt werden. Nach einführenden Bemerkungen zu den
Modellannahmen bei flächenhaften Strukturen werden zunächst Methoden zu ihrer geo-
metrischen Beschreibung erläutert. Hierbei wird v. a. die Differentialgeometrie von Flächen
sowie die diskrete Flächenbeschreibung mithilfe finiter Elemente näher betrachtet. Diese ist
Voraussetzung für eine spätere effiziente Erfassung der Mechanik dünner Flächentragwer-
ke. Da diese in der Lage sein muss, große Deformationen der Struktur unter Last in korrek-
ter Weise abzubilden, wird eine kontinuumsmechanische Formulierung mit nichtlinearer
Kinematik zur adäquaten Erfassung der Eigenschaften der Membranstrukturen verwendet.
Hierfür werden grundlegende Kenntnisse über Konfigurationsmechanik, Spannungs- und
Dehnungsmaße sowie Materialgesetze vermittelt. Den Abschluss des Kapitels bildet eine
Übersicht über die maßgeblichen Gleichgewichtsbeziehungen bei einer Membranstruktur.
Ausgehend von der schwachen Formulierung des Gleichgewichts wird ein inkrementelles
Lösungsverfahren für Strukturprobleme skizziert.

2.1 Modellbildung

Membrantragwerke und Seilnetze sind flächenhafte Tragstrukturen, deren Ausdehnungen
in den zwei Flächenrichtungen um einige Größenordnungen über ihrer Dicke liegen. Aus
diesem Grund erscheint es kontinuumsmechanisch wenig sinnvoll, derartige Strukturen mit
all ihren Einzelheiten als dreidimensionales Kontinuumsmodell abzubilden. Um das Struk-
turverhalten verstehen zu können, ist ein Abstraktions- bzw. Modellbildungsprozess not-
wendig, der die Komplexität der realen Konstruktion durch ein genügend einfaches me-
chanisches Modell greifbar macht. Dabei ist jedoch darauf zu achten, dass dabei wichtige
Phänomene nicht außer Acht gelassen werden, die später zu einer groben Verfälschung der
Modellergebnisse führen würden.
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Modellannahmen

Homogenisierung

Dimensionsreduzierung

Abbildung 2.1: Modellbildung einer Membran.

Den Ausgangspunkt der Modellbildung bildet eine nähere Betrachtung der Membranwerk-
stoffe. Hierbei lässt sich feststellen, dass sie selbst komplexe Tragstrukturen darstellen. So-
gar die auf den ersten Blick homogen wirkenden Kunststofffolien wie z. B. ETFE (siehe
u. a. [Mor07b, LS06] für weiterführende Informationen zu diesem Werkstoff) verfügen auf
der Mikroebene über untereinander verbundene Molekülketten, deren Interaktion das cha-
rakteristische Werkstoffverhalten bewirkt. Bei textilen Membranen (z. B. PVC-beschichtetes
Polyestergewebe oder PTFE-beschichtetes Glasfasergewebe [Bau02, HO00]) ist mit den ver-
wobenen Garnen die Mikrostruktur sogar mit bloßem Auge sichtbar. Für die Erfassung des
globalen Verhaltens der Gesamtstruktur würde jedoch eine detaillierte Modellierung dieser
Mikroebene einen immens hohen Berechnungsaufwand bedeuten. Aus diesem Grund wird
eine Homogenisierung des Materials vorgenommen: Der inhomogene, evtl. aus einer Mate-
rialmatrix bestehende Membranwerkstoff wird durch einen homogenen dreidimensionalen
elastischen Körper ersetzt, der näherungsweise die gleichen mechanischen Eigenschaften
besitzt (siehe Abbildung 2.1 links und Mitte). Dieses Modell wäre rechentechnisch zu be-
wältigen.

Vergleicht man die Dicke der Membran mit den auftretenden Krümmungsradien der Ge-
samtstruktur, lässt sich eine weitere Idealisierung durchführen: Während die Höhe des
Querschnitts im Millimeterbereich und darunter anzusiedeln ist, liegen die auftretenden
Krümmungsradien um einige Größenordnungen darüber im Meterbereich. Es kann des-
halb vereinfachend angenommen werden, dass über die Querschnittshöhe alle „Fasern“
der Membran bei Verformung gleichermaßen gedehnt bzw. gestaucht werden. Dadurch
stellt sich der sogenannte Membranspannungszustand ein, der konstante Spannungen über
die Membrandicke und dadurch eine Abwesenheit von Biegespannungen postuliert. Mit-
hilfe dieser Annahmen kann eine Dimensionsreduzierung des Membranmodells durchgeführt
werden: Die tatsächlich dreidimensionale Membran wird allein durch ihre zweidimensio-
nale Mittelfläche beschrieben (siehe Abbildung 2.1 rechts), bei der zusätzlich noch die Dicke
an jedem Flächenpunkt abgespeichert wird, um eine äquivalente Darstellung zum vorhe-
rigen homogenen Kontinuum zu erreichen. Die Lage eines jeden Materiepunkts der Mem-
bran ist somit durch dessen Projektionspunkt auf der Mittelfläche und seinem Abstand von
dieser eindeutig definiert. Dieses vereinfachte Modell ist in der Lage, den Membranspan-
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nungszustand korrekt abzubilden, und eignet sich für die numerische Beschreibung von
Membranstrukturen, wie in den nächsten Kapiteln zu sehen sein wird.

2.2 Differentialgeometrie von Flächen im Raum

Die Differentialgeometrie bietet Methoden zur detaillierten Beschreibung der Eigenschaften
räumlicher Flächen. Hierbei sind v. a. ihre Metrik und Krümmung von Interesse, da diese
im nachfolgenden Kapitel zur Definition geeigneter Spannungs- und Dehnungsmaße sowie
für die Gleichgewichtsbedingungen benötigt werden. Ausgehend von analytischen Metho-
den zur Flächenbeschreibung befasst sich der nachfolgende Abschnitt mit den ersten beiden
Fundamentalformen einer Fläche und ihrer geometrischen Bedeutung. Den Abschluss bil-
det eine Übersicht über die diskretisierte Flächenbeschreibung mithilfe finiter Elemente.

2.2.1 Flächenbeschreibung

Punkt im Raum. Um eine Fläche im Raum zu definieren, muß die räumliche Position all
ihrer Flächenpunkte P bekannt sein. Hierzu wird als Referenzsystem ein globales kartesi-
sches Koordinatensystem eingeführt, dessen Basisvektoren {ei}i∈{1,2,3} ein rechtshändiges
Orthonormalsystem bilden [Zei96]. Im Detail bedeutet dies, dass die Basisvektoren aufein-
ander senkrecht stehen und jeweils die Länge 1 besitzen, was am Skalarprodukt je zweier
Basisvektoren verdeutlicht werden kann:

ei · ej = δij =

{

0 für i 6= j
1 für i = j

(2.1)

δij stellt das sogenannte Kronecker-Delta dar, das für gleiche Indizes i und j den Wert 1
liefert, für verschiedene den Wert 0. Die Rechtshändigkeit der Basis wird durch Bestimmung
des dritten Basisvektors e3 aus dem Kreuzprodukt der ersten beiden Basisvektoren e1 und
e2 sichergestellt:

e3 = e1 × e2 (2.2)

Der von der globalen kartesischen Basis {ei}i∈{1,2,3} aufgespannte Raum wird als euklidi-
scher Raum R3 bezeichnet. Die räumliche Lage eines jeden Punktes P kann nun über den
Ortsvektor x angegeben werden, der die Lage von P relativ zum Ursprung O des globalen
kartesischen Koordinatensystems beschreibt. Er lässt sich eindeutig als Linearkombination
der mit den kartesischen Koordinaten xi skalierten kartesischen Basisvektoren darstellen
(siehe Abbildung 2.2):

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 =
3∑

i=1

xiei = xiei (2.3)

In Gleichung (2.3) wird die Einsteinsche Summenkonvention angewandt, die eine Summa-
tion über gleiche obere und untere Indizes impliziert [Zei96]. Dabei läuft der Index bei Ver-
wendung eines lateinisches Buchstabens (z. B. i) von 1 bis 3, bei einem griechischen Buchsta-
ben (z. B. α) lediglich von 1 bis 2. Der letzte Term in Gleichung (2.3) gibt den Ortsvektor in
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KAPITEL 2 GEOMETRISCHE UND MECHANISCHE BESCHREIBUNG VON MEMBRANTRAGWERKEN

P

Oe1 e2

e3

x e2
2

x3e3

x1
1e

x

Abbildung 2.2: Ortsvektor eines Punktes im Raum.

der sogenannten Tensorschreibweise wieder, die stets neben den Koeffizienten des Tensors
(hier: Koordinaten xi) auch die dazugehörige Basis (hier: ei) enthält. Wird als Tensorbasis ei-
ne kartesische Basis verwendet, bedient man sich oft der vereinfachenden Matrizenschreib-
weise, die lediglich die Tensorkoeffizienten enthält. Ist weiterhin die Basis das globale karte-
sische Koordinatensystem, werden die Koordinaten in den drei Raumrichtungen gewöhn-
lich mit x, y und z gekennzeichnet. Dadurch ergibt sich folgende Matrizenschreibweise des
Ortsvektors:

x =






x
y
z




 (2.4)

Mathematische Flächengleichungen. Mathematisch kann eine Fläche explizit, implizit
oder parametrisch beschrieben werden. Die einfachste Flächendarstellung dabei ist die ex-
plizite Flächengleichung. Hierbei ist die z-Koordinate zp eines jeden Flächenpunkts P direkt
als Funktion F seiner kartesischen Koordinaten xp und yp gegeben:

zp = F(xp, yp) (2.5)

Diese Darstellung zeichnet sich durch ihre schlichte Direktheit aus, jedoch können keine
„überlappenden“ Flächen beschrieben werden: Besitzen mehrere Punkte der Fläche diesel-
ben x- und y-Koordinaten, ist eine direkte explizite Flächenbeschreibung nicht mehr eindeu-
tig, selbst wenn die z-Koordinaten der Punkte unterschiedlich groß sind. Wird beispielswei-
se die explizit beschreibbare Fläche in Abbildung 2.3 a) um die y-Achse rotiert, ergibt sich
eine Fläche, die nicht mehr explizit beschrieben werden kann (siehe Abbildung 2.3 b)). Die-
ses Problem lässt sich mit der impliziten Flächendarstellung umgehen. Hierbei wird die Flä-
che indirekt durch eine Gleichung F̃ definiert, die die Koordinaten der Flächenpunkte lösen
müssen:

F̃(xp, yp, zp) = 0 (2.6)

Dadurch ist die Fläche zwar eindeutig beschrieben, doch sind die geometrischen Informa-
tionen (Flächeninhalt, Krümmung, etc.) „verschleiert“ und nicht mehr leicht zugänglich.
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P
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Abbildung 2.3: Flächenbeschreibung: a) explizit, b) implizit.

Der größte Schwachpunkt sowohl der expliziten als auch der implizten Flächenbeschrei-
bung liegt in der Schwierigkeit, die passende analytische Funktion für die jeweilige Fläche
zu finden. Schon bei relativ einfachen Geometrien mit gekrümmten Rändern erweist sich
dieser Schritt als nahezu unüberwindliches Hindernis.

Parameterdarstellung einer Fläche. Eine für numerische Belange sinnvolle Alternative
bietet die Parameterdarstellung einer Fläche. Die Grundidee hierbei ist, jedem Punkt der Flä-
che eindeutige Flächenparameter bzw. -koordinaten zuzuweisen. Trotz der räumlichen Aus-
dehnung einer Fläche genügen dafür zwei unabhängige Koordinaten, da mathematisch je-
de Fläche ein zweidimensionales Gebilde darstellt. Die Flächenkoordinaten werden je nach
Autor mit u und v [Ble90, Zei96], ξ und η [Hug00, ZTZ05] bzw. mit den hier gewählten
griechischen Buchstaben θ1 und θ2 [WB05] bezeichnet.

Bildlich lässt sich die Parametrisierung der Fläche durch ein zweidimensionales Koordi-
natennetz darstellen, das auf der zu beschreibenden Fläche „ausgelegt“ wird. Durch die-
se Abbildung wird das im zweidimensionalen Parameterraum orthogonale Netz zu einem
schiefwinkligen Netz im dreidimensionalen euklidischen Raum R3 verzerrt, so dass θ1 und
θ2 auch krummlinige Koordinaten genannt werden (siehe Abbildung 2.4).

Der Positionsvektor x eines jeden Punktes im „realen“ dreidimensionalen Raum ist nun-
mehr eine Funktion der zugehörigen Flächenparameter:

x = x(θ1, θ2) = xi(θ1, θ2)ei =






x(θ1, θ2)

y(θ1, θ2)

z(θ1, θ2)




 (2.7)

Um in jedem Flächenpunkt die lokalen Eigenschaften der Geometrie beschreiben zu können,
wird ein lokales Bezugssystem eingeführt. Die sogenannte kovariante lokale Basis {gα}α∈{1,2}
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Abbildung 2.4: Parameterdarstellung einer Fläche.

erhält man durch partielle Differentiation des Ortsvektors nach den Flächenkoordinaten θ1

und θ2:

g1 =
∂x
∂θ1 = x,1 ; g2 =

∂x
∂θ2 = x,2 (2.8)

Die resultierenden kovarianten Basisvektoren g1 und g2, die im Gegensatz zu kartesischen
Basen keine zueinander orthogonalen Einheitsvektoren darstellen, sind tangential zu ihren
jeweiligen Koordinatenlinien (siehe Abbildung 2.5): Beispielsweise stellt g1 den Tangenten-
vektor im Punkt P an die Koordinatenlinie dar, die durch Varianten von θ1 erzeugt wird,
während man θ2 konstant hält. Zusammen spannen g1 und g2 die Tangentialebene der Flä-
che auf. Der dritte Basisvektor g3, der zum Aufspannen des Raumes benötigt wird, könnte
theoretisch bei einer Flächenbeschreibung beliebig gewählt werden. Es ist jedoch sinnvoll,
diesen mit dem Normalenvektor n der Fläche zu identifizieren, der sich aus dem normierten
Kreuzprodukt der ersten beiden Basisvektoren ergibt:

g3 = n =
g1 × g2

‖g1 × g2‖
(2.9)

Weiterhin kann am Flächenpunkt P eine sogenannte duale Basis [Hol04] mit den kontravari-
anten Basisvektoren {gα}α∈{1,2} eingeführt werden. Die beiden Basisvektoren g1 und g2 liegen
ebenfalls in der Tangentialebene der Fläche und müssen folgender Bedingung genügen:

gα · gβ = δα
β =

{

0 für α 6= β

1 für α = β
(2.10)

Gleichung (2.10) gibt an, dass ko- und kontravariante Basisvektoren mit unterschiedlichen
Indizes aufeinander senkrecht stehen: So ist der kovariante Basisvektor g1 orthogonal zu g2,
g2 hingegen schließt mit g1 einen rechten Winkel ein (siehe Abbildung 2.5 für eine Illustra-
tion dieses Zusammenhangs). Das Skalarprodukt eines kovarianten Basisvektors mit einem
kontravarianten Basisvektor von gleichem Index besitzt den Wert 1. Da die ersten beiden
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g1

g2

g = =g n3
3

g1
g2

θ1

θ2

Tangential-
ebene

Abbildung 2.5: Ko- und Kontravariante Basisvektoren.

Basisvektoren sowohl der ko- als auch kontravarianten Basis dieselbe Tangentialebene auf-
spannen, ist der jeweils dritte Basisvektor (g3 bzw. g3) identisch mit der Flächennormalen n.

Eine alternative Möglichkeit zur Berechnung der kontravarianten Basis ist über folgende
Gleichung gegeben:

g1 =
∂θ1

∂x
; g2 =

∂θ2

∂x
(2.11)

2.2.2 Erste Fundamentalform – Metrik der Fläche

Unter Zuhilfenahme der eingeführten lokalen ko- und kontravarianten Basis lassen sich
Aussagen über die lokalen Eigenschaften der Fläche in unmittelbarer Nachbarschaft des zu-
gehörigen Punktes P treffen. Die erste Fundamentalform der Fläche (auch „erste Gaußsche Fun-
damentalform“ genannt) beinhaltet alle metrischen Eigenschaften, die sich durch Längen-
messungen innerhalb der Fläche bestimmen lassen (z. B. die Längen der Basisvektoren und
die untereinander eingeschlossenen Winkel). In Matrixschreibweise lautet die erste Funda-
mentalform:

I
(

θ1, θ2
)

=

[
∂x
∂θα

· ∂x
∂θβ

]

=
[
gα · gβ

]
=

[

g11 g12

g21 g22

]

=
[
gαβ

]
(2.12)

Die Koeffizienten der symmetrischen Matrix I
(
θ1, θ2

)
, auch kovarianter Metriktensor

[
gαβ

]

genannt, setzen sich aus den Skalarprodukten der kovarianten Basisvektoren g1 und g2

zusammen. Meist beschränkt man sich auf die Angabe der Skalarprodukte der ersten bei-
den Basisvektoren, da die Lage und Länge des dritten Basisvektors als Normalenvektor der
Tangentialebene der Fläche klar definiert ist. Das Skalarprodukt gi3 = gi · g3 würde somit
keine neuen, noch unbekannten Informationen über die Geometrie der Fläche bieten. In
der verbleibenden 2 × 2-Matrix liefern die stets positiven Werte der Hauptdiagonalen die
Längenquadrate der Basisvektoren, die Nebendiagonalterme können zur Berechnung des
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Abbildung 2.6: Erste Fundamentalform einer Fläche.

Winkels ϕ zwischen den Basisvektoren benutzt werden (siehe Abbildung 2.6):

g11 = g1 · g1 = ‖g1‖2 = E
g22 = g2 · g2 = ‖g2‖2 = G
g12 = g21 = ‖g1‖ ‖g2‖ cos ϕ(g1, g2) = F

(2.13)

Man beachte, dass in den meisten mathematisch-orientierten Publikationen (z. B. [Zei96])
die Koeffizienten des Metriktensors zumeist mit den Buchstaben E, F und G abgekürzt wer-
den.

Desweiteren ist anzumerken, dass die Koeffizienten des kovarianten Metriktensors die Ko-
effizienten des Einheitstensors I darstellen, falls dieser in einer kontravarianten Basis be-
schrieben wird. Da sich Tensoren in jede beliebige Basis transformieren lassen, ohne ihre
physikalische Bedeutung zu verlieren [Hol04], lässt sich der Einheitstensor sowohl mit ko-
varianten Koeffizienten bzgl. einer kontravarianten Basis („kovarianter Tensor“), mit kon-
travarianten Koeffizienten bzgl. einer kovarianten Basis („kontravarianter Tensor“) oder mit
dem Kronecker-Delta bzgl. einer kartesischen Basis darstellen:

I = gαβ gα ⊗ gβ = gαβ gα ⊗ gβ = δαβ ẽα ⊗ ẽβ (2.14)

Dabei bezeichnet ⊗ das sogenannte Tensorprodukt, das den Raum zwischen den verknüpf-
ten Vektoren aufspannt [Hol04]. Die Koeffizienten des Einheitstensors bzgl. einer kovarian-
ten Basis werden auch kontravarianter Metriktensor

[
gαβ
]

genannt und lassen sich als Inverse
des kovarianten Metriktensors bestimmen:

[

gαβ
]

=

[

g11 g12

g21 g22

]

=
[
gαβ

]−1
=

[

g11 g12

g21 g22

]−1

(2.15)

Ko- und kontravariante Basisvektoren können über die Metriktensoren ineinander transfor-
miert werden:

gα = gαβ gβ ; gα = gαβ gβ (2.16)
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2.2 Differentialgeometrie von Flächen im Raum

Differentielles Linienelement. Mithilfe der ersten Fundamentalform lässt sich die Län-
ge eines differentiellen Linienelements ds auf der Fläche ermitteln. Das Linienelement ver-
bindet den Flächenpunkt P mit dem Positionsvektor x

(
θ1, θ2

)
mit einem Punkt in seiner

unmittelbaren Nachbarschaft, der den Positionsvektor x
(
θ1 + dθ1, θ2 + dθ2

)
besitzt (siehe

Abbildung 2.6). Aus der Differenz dieser beiden Endpunkte ergibt sich der Vektor ds:

ds = x(θ1 + dθ1, θ2 + dθ2) − x(θ1, θ2) =
∂x
∂θ1 dθ1 +

∂x
∂θ2 dθ2 = g1dθ1 + g2dθ2 (2.17)

Bildet man das Skalarprodukt des Vektors ds mit sich selbst, erhält man das Quadrat der
Länge des differentiellen Linienelements:

ds2 = ds · ds = g11

(

dθ1
)2

+ 2 g12 dθ1dθ2 + g22
(
dθ2)2

(2.18)

Für die Bestimmung der Länge einer Kurve auf der Fläche ist es sinnvoll, die Kurve ebenfalls
parametrisiert anzugeben. Wählt man t als Kurvenparameter, lässt sich die Kurvenlänge s
unter Verwendung von Gleichung (2.18) mittels Integration berechnen:

s =

t0∫

t

ds =

t0∫

t

√

g11

(
dθ1

dt

)2

+ 2 g12
dθ1

dt
dθ2

dt
+ g22

(
dθ2

dt

)2

dt (2.19)

Differentielles Flächenelement. Der Flächeninhalt einer räumlichen Fläche lässt sich
ebenfalls über die erste Fundamentalform berechnen. Hierzu wird zuerst der Flächeninhalt
da eines differentiellen Flächenelements bestimmt, das dem von den Vektoren g1dθ1 und
g2dθ2 aufgespannten Parallelogramm entspricht:

da =
∥
∥g1dθ1

∥
∥
∥
∥g2dθ2

∥
∥ sin ϕ

(
g1dθ1, g2dθ2

)
= ‖g1 × g2‖dθ1dθ2

=
√

g11g22 − g12
2 dθ1dθ2 =

√

det
(
gαβ

)
dθ1dθ2

(2.20)

Durch Integration der Gleichung (2.20) lässt sich für die Fläche ihr gesamter Flächeninhalt
a ermitteln:

a =

∫

a

da =

∫

θ2

∫

θ1

√

g11g22 − g12
2 dθ1dθ2 (2.21)

2.2.3 Zweite Fundamentalform – Krümmung der Fläche

Die zweite Gaußsche Fundamentalform beschreibt die Krümmungseigenschaften einer Fläche.
Da Krümmungen i. A. nicht allein aus Messungen innerhalb der Fläche bestimmt werden
können, müssen Informationen „aus dem umgebenden dreidimensionalen Raum“ [Zei96]
berücksichtigt werden. Dies geschieht durch gleichzeitige Betrachtung des Verhaltens des
Ortsvektors x und des Normalenvektors n (bzw. g3) in der Umgebung eines Flächenpunk-
tes. Die zweite Fundamentalform lautet in Matrizenschreibweise:

II
(

θ1, θ2
)

=

[
∂2x

∂θα∂θβ
· n
]

=

[

− ∂x
∂θα

· ∂n
∂θβ

]

=

[

b11 b12

b21 b22

]

=
[
bαβ

]
(2.22)
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Abbildung 2.7: Möglichkeiten der Krümmungsberechnung.

Gleichung (2.22) lässt sich so interpretieren, dass die Krümmungsmessung auf zwei ver-
schiedene Weisen erfolgen kann: Einerseits kann der Normalenvektor als konstante Re-
ferenz definiert werden. Ausgehend davon schließt man aus der relativen Änderung der
Tangentialebene in der Umgebung des Flächenpunkts auf die vorherrschende Krümmung.
Die Änderungsrate der Tangentialebene wird dabei durch die Ableitung der Basisvekto-
ren nach den Flächenkoordinaten ausgedrückt. In Abbildung 2.7 a) wird diese Methode zur
Krümmungsmessung an einer eindimensionalen Kurve demonstriert. Bei der zweiten Mög-
lichkeit betrachtet man von der nun als fix angesehenen Tangentialebene eines Punktes die
Änderung des Normalenvektors in der „Nachbarschaft“ (negatives Skalarprodukt aus dem
Basisvektor und der ersten Ableitung des Normalenvektors, siehe Abbildung 2.7 b)). Das
Ergebnis ist in beiden Fällen identisch. Obwohl es nur der ersten Methode direkt anzusehen
ist, wird bei der Krümmungsberechnung stets die zweite Ableitung der Geometrie nach
den Flächenparametern ausgewertet. Dies hat zur Folge, dass aufgrund der erforderlichen
höheren Ableitungen eine größere Ungenauigkeit bei den Ergebnissen einer numerischen
Berechnung zu erwarten ist [PTVF02].

Wie auch bei der ersten Fundamentalform werden in mathematisch-orientierten Büchern
meist lateinische Großbuchstaben zur Abkürzung der Koeffizienten der zweiten Fundamen-
talform benutzt. In diesem Fall sind es die Buchstaben L, M und N:

b11 =
∂g1

∂θ1 · n = −g1 ·
∂n
∂θ1 = L

b22 =
∂g2

∂θ2 · n = −g2 ·
∂n
∂θ2 = N

b12 = b21 =
∂g1

∂θ2 · n =
∂g2

∂θ1 · n = −g1 ·
∂n
∂θ2 = −g2 ·

∂n
∂θ1 = M

(2.23)

Die Werte bαβ bezeichnen die kovarianten Koeffizienten des Krümmungstensors k (auch b ge-
nannt) und geben somit die Krümmungen bzgl. der lokalen kontravarianten Basis an. Um
die „physikalischen“ bzw. tatsächlichen Krümmungen zu erhalten, muss eine Transforma-
tion in eine lokale kartesische Basis {ẽα}α∈{1,2} vorgenommen werden. Ausgangspunkt für
den Basiswechsel bildet die gleichbedeutende Darstellung des Krümmungstensors in den
beiden Basen:

k = bαβ gα ⊗ gβ = kαβ ẽα ⊗ ẽβ (2.24)
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2.2 Differentialgeometrie von Flächen im Raum

Durch Umformung der Gleichung (2.24) ergibt sich folgende Transformationsvorschrift:

kαβ = bγδ (gγ · ẽα)
(

gδ · ẽβ

)

(2.25)

Die Beträge der Hauptdiagonalterme k11 und k22 stellen die Kehrwerte der Radien der
Krümmungskreise der kartesischen Koordinatenlinien dar. Zudem gibt deren Vorzeichen
Auskunft darüber, „auf welcher Seite“ der Fläche der Mittelpunkt des jeweiligen Krüm-
mungskreises liegt: Ist das Vorzeichen positiv, liegt der Mittelpunkt des Krümmungskreises
auf derjenigen Flächenseite, in die der Normalenvektor zeigt. Ist das Vorzeichen negativ,
liegt der Mittelpunkt auf der entgegengesetzten Seite. Da jedoch die Richtung des Norma-
lenvektors keine intrinsische Flächeneigenschaft ist, sondern von der Flächenparametrisie-
rung abhängt, lässt sich durch Umkehr der Parametrisierung das Vorzeichen der Krümmun-
gen ändern. Der absolute Betrag bleibt jedoch stets konstant. Diese Nicht-Eindeutigkeit des
Vorzeichens des Krümmungstensors wird mathematisch als Pseudotensor bezeichnet [Zei96].

Da die Lage des lokalen kartesischen Koordinatensystems beliebig ist, lässt es sich innerhalb
der Tangentialebene derartig drehen, so dass die zugehörigen Nebendiagonalterme der Ko-
effizientenmatrix k12 = k21, die die Verwindung der Fläche angeben, verschwinden. Auf der
Koeffizientenmatrix bleiben lediglich Terme auf der Hauptdiagonalen übrig. Diese werden
als Eigenwerte des Krümmungstensors bzw. Hauptkrümmungen k1 und k2 der Fläche bezeich-
net und geben die maximale Krümmung der Fläche im zugehörigen Flächenpunkt P an. Die
Kehrwerte R1 = 1/k1 und R2 = 1/k2 werden Hauptkrümmungsradien genannt.

Gaußsche Krümmung. Um die Krümmungseigenschaften der Fläche zu charakterisie-
ren, wurde der Begriff der Gaußschen Krümmung K eingeführt. Diese wird als Produkt der
Hauptkrümmungen k1 und k2 definiert. Wird anstelle des lokalen kartesischen Koordina-
tensystems, das entlang den Hauptkrümmungen orientiert ist, ein beliebiges krummliniges
Koordinatensystem benutzt, lässt sich die Gaußsche Krümmung über die Koeffizienten der
ersten und zweiten Fundamentalform (Gleichungen (2.12) und (2.22)) bestimmen:

K = k1k2 =
b11b22 − b12

2

g11g22 − g12
2 =

det
[
bαβ

]

det
[
gαβ

] (2.26)

In tensorieller Sichtweise ist die Gaußsche Krümmung gleichbedeutend mit der Determi-
nante des Krümmungstensors bzw. dessen zweiter Invariante [Hol04]:

K = det (k) = I2 (k) (2.27)

Über diese fundamentale Größe kann ein Flächenpunkt P als elliptisch (K > 0), hyperbo-
lisch (K < 0) oder parabolisch (K = 0) klassifiziert werden [Hsi81]. Größere Bedeutung
als der Klassifizierung einzelner Punkte (lokale Betrachtung) kommt beim Membranbau
jedoch der Betrachtung von Flächenbereichen bzw. gesamten Flächen zu (globale Betrach-
tung). Können deren zugehörige Flächenpunkte alle der gleichen der vorher genannten Ka-
tegorien zugeordnet werden, lassen sich Flächen folgendermaßen kategorisieren:
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b) < 0Ka) > 0K c) = 0K

Abbildung 2.8: Flächenkategorien: a) synklastisch, b) antiklastisch, c) abwickelbar.

⋄ K > 0: Synklastische Fläche
Die Mittelpunkte der Hauptkrümmungskreise liegen stets auf derselben Flächenseite
(siehe Abbildung 2.8 links).

⋄ K < 0: Antiklastische Fläche
Die Mittelpunkte der Hauptkrümmungskreise liegen stets auf verschiedenen Flächen-
seiten (siehe Abbildung 2.8 Mitte).

⋄ K = 0: Abwickelbare Fläche
Mindestens eine Krümmung ist gleich Null (siehe Abbildung 2.8 rechts).

Eine Fläche, die über Teilbereiche aller drei Flächenkategorien verfügt, ist der Torus. Die-
se Fläche entsteht durch Extrusion eines Kreises um eine weitere Kreisbahn, die durch den
Kreismittelpunkt des extrudierten Kreises läuft und orthogonal zu diesem ist (siehe Abbil-
dung 2.9). Die innere, dem Mittelpunkt der Kreisbahn zugewandte Hälfte des Torus ver-
fügt über eine negative Gaußsche Krümmung K < 0, da die Mittelpunkte der Hauptkrüm-
mungskreise auf verschiedenen Seiten der Fläche liegen. Die abgewandte Torushälfte besitzt
eine positive Gaußsche Krümmung K > 0, während hingegen an den Schnittkurven beider
Bereiche die Gaußsche Krümmung verschwindet (K = 0). Dies lässt sich dadurch erklären,
dass die Schnittkurven ebene Kreise bilden. Läuft man auf der Torusober- bzw. -unterseite
entlang des Schnittkreises, stellt man fest, dass der Kreis zwar nach innen gekrümmt, in der
anderen Richtung jedoch gerade ist. Somit ist diese Krümmung gleich Null und die Gauß-
sche Krümmung verschwindet.

K = 0

K < 0

K > 0

Abbildung 2.9: Gaußsche Krümmungen eines Torus.
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2.2 Differentialgeometrie von Flächen im Raum

Abwickelbarkeit von Flächen. Der Begriff der Abwickelbarkeit ist für den Herstellungspro-
zess von Membranstrukturen von größter Bedeutung: Wie der Name impliziert, kann eine
abwickelbare räumliche Fläche ohne Verzerrungen in eine Ebene „abgewickelt“ werden. Im
Umkehrschluss lässt sich jede abwickelbare Fläche allein durch „Biegen“ aus einem ebenen
„Zuschnitt“ herstellen, ohne dass dabei Dehnungen in der Fläche entstehen. Voraussetzung
für die Abwickelbarkeit ist eine Gaußsche Krümmung K = 0 in jedem Flächenpunkt. Ein
integrales Maß hierfür stellt die Gesamtkrümmung einer Fläche dar, die man durch Integra-
tion der Gaußschen Krümmung über die Fläche erhält (

∫

a Kda). Ist die Gesamtkrümmung
von Null verschieden, ist die Fläche nicht abwickelbar.

Während die Membranstrukturen i. A. doppelt-gekrümmt sind (K 6= 0), sind die für die
Herstellung verwendeten Materialbahnen eben (K = 0). Wird nun das theorema egregium
von Gauß zu Rate gezogen [Gau07], stellt man fest, dass sich die „Gaußsche Krümmung K
allein durch Messungen auf der Fläche bestimmen lässt“ [Zei96] und somit lediglich von
der ersten Fundamentalform der Fläche abhängt. Ändert sich nun bei der Herstellung der
doppelt-gekrümmten Struktur die Gaußsche Krümmung der Membranbahn, ändert sich
zwingend auch die erste Fundamentalform. Es kann somit keine längentreue Abbildung
stattfinden, wodurch die Membran in gewissen Richtungen gedehnt bzw. gestaucht wird.
Dies verursacht Zusatzspannungen innerhalb der Membran, die zu unerwünschten Falten-
bildungen bzw. Spannungsspitzen führen können [LWB08]. Für die Zuschnittsberechnung
einer gegebenen doppelt-gekrümmten Struktur bedeutet dies, dass es nicht möglich ist, de-
ren Fläche gleichzeitig längen-, winkel- und flächentreu in eine Ebene abzubilden. Es muss
stets ein Kompromiss gefunden werden, der Abweichungen beim Verebnen der Flächen zu-
lässt. Kapitel 4 beschäftigt sich näher mit dieser Problematik.

Mittlere Krümmung. Neben der Gaußschen Krümmung stellt die mittlere Krümmung H
eine weitere wichtige Kenngröße zur Beschreibung des Krümmungsverhaltens von Flächen
dar. Die mittlere Krümmung ist als arithmetisches Mittel der beiden Hauptkrümmungen k1

und k2 definiert. Bei der Verwendung einer krummlinigen lokalen Basis lässt sich H eben-
falls wie die Gaußsche Krümmung K aus den Koeffizienten der ersten und zweiten Funda-
mentalform bestimmen:

H =
1
2

(k1 + k2) =
1
2

b11g22 − 2b12g12 + b22g11

g11g22 − g12
2 (2.28)

Auch die mittlere Krümmung besitzt einen engen Zusammenhang zu den Invarianten des
Krümmungstensors: Ihr doppelter Wert entspricht exakt der Spur des Krümmungstensors
bzw. dessen erster Invariante [Hol04]:

2H = tr (k) = I1 (k) (2.29)

Während die Gaußsche Krümmung v. a. für die Zuschnittsberechnung von Interesse ist (sie-
he Kapitel 4), kommt der mittleren Krümmung H bei der Formfindung von Membrangeo-
metrien entscheidende Bedeutung zu (siehe Kapitel 3). Reges Forschungsgebiet der Mathe-
matik sind dabei Flächen, die eine konstante mittlere Krümmung H in jedem Flächenpunkt
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besitzen (siehe u. a. [Kap87, Ken03] für weiterführende Informationen). Diese sogenann-
te cmc-surfaces (Abkürzung für den englischen Begriff „constant mean curvature surfaces“)
stellen eine Verallgemeinerung der weitbekannten Minimalflächen dar, die mit einer mittle-
ren Krümmung gleich Null einen Sonderfall bilden.

2.2.4 Diskretisierte Flächenbeschreibung mittels finiter Elemente

Eine kontinuierliche Flächenbeschreibung ist sowohl bei der expliziten, impliziten als auch
parametrischen Darstellung nur durch Angabe einer analytischen Funktion möglich, die die
Lage aller Flächenpunkte definiert. Für komplizierte Geometrien und Berandungen lässt
sich diese analytische Flächendefinition nur äußerst schwierig bewerkstelligen. Für numeri-
sche Belange ist es deswegen sinnvoller, eine diskretisierte Flächendarstellung mittels finiter
Elemente vorzunehmen. Die Grundidee hierbei ist, die Gesamtfläche in eine endliche Anzahl
kleiner Flächen, die finite Elemente genannt werden, zu zerlegen, deren Geometrie durch
die bekannte geometrische Lage ihrer Knoten eindeutig definiert ist [ZTZ05]: Durch Inter-
polation dieser diskreten Knotenwerte ins Element hinein ergibt sich die räumliche Position
des gesamten finiten Elements in Parameterdarstellung.

Verschiebungselemente. Im Gegensatz zu den Materiepunkten eines polaren Cosserat-
Kontinuums, die ähnlich Starrkörpern über jeweils drei Translations- und drei Rotations-
freiheitsgrade verfügen [Sch67], beschränkt man sich bei der numerischen Beschreibung von
Membranen i. A. auf die räumliche Lage der Membranmittelfläche im euklidischen Raum
R3. Für die kinematisch-mechanische Beschreibung bedeutet dies, dass Membranpunkte
nur Translationen, aber keine Rotationen erfahren. Folglich werden die verwendeten finiten
Elemente auch als Verschiebungselemente bezeichnet. Die Position der Flächenpunkte eines
derartigen finiten Elements erhält man in parametrisierter Darstellung durch Interpolation
der diskret gegebenen Ortsvektoren xk der FE-Knoten:

x(θ1, θ2) =

nel∑

k=1

Nk(θ1, θ2)xk (2.30)

Die Interpolation erfolgt dabei über sogenannte Formfunktionen Nk. Um eine physikalische
Bedeutung der interpolierten Knotenwerte zu gewährleisten, werden die Formfunktionen
sinnvollerweise so gewählt, dass sie an jeweils einem Knoten den Wert 1 besitzen, an den
anderen (nel − 1) Knoten des Elements den Wert 0. Dadurch wird eine „Zuordnung“ der
Formfunktion Nk zum Knoten k erreicht. Eine weitere Bedingung für eine kontinuierliche
Interpolation der Geometrie innerhalb des Elements ist die sogenannte partition of unity der
Formfunktionen [ZTZ05]. Diese besagt, dass an jedem Punkt im Element die Summe aller
Formfunktionen den Wert 1 besitzen muss:

nel∑

k=1

Nk(θ1, θ2) = 1 (2.31)

Der von den natürlichen Koordinaten θ1 und θ2 aufgespannte Parameterraum ist bei der FE-
Diskretisierung separat für jedes Element definiert und erstreckt sich somit nicht mehr über
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Abbildung 2.10: Topologie eines drei- und vierknotigen finiten Elements.

die gesamte diskretisierte Fläche. Die Topologie eines Elementes könnte prinzipiell so gut
wie jede Form annehmen, jedoch haben sich ob ihrer klaren Definition und besseren Ver-
netzbarkeit der Struktur hauptsächlich Drei- und Viereckselemente etabliert. Das einfachste
finite Element ist das sogenannte lineare Dreieckselement. Es verfügt über drei FE-Knoten
(siehe Abbildung 2.10 links), die über lineare Formfunktionen interpoliert werden. Die Pa-
rameter θ1 und θ2 können dabei Werte von 0 bis 1 annehmen:

N1(θ1, θ2) = 1 − θ1 − θ2

N2(θ1, θ2) = θ1

N3(θ1, θ2) = θ2

mit θ1 ≥ 0; θ2 ≥ 0; 0 ≤ θ1 + θ2 ≤ 1

(2.32)

Das bilineare Viereckselement ist in Abbildung 2.10 auf der rechten Seite abgebildet. Der
Parameterraum von θ1 und θ2 erstreckt sich jeweils von -1 bis +1. Die zugehörigen Form-
funktionen lauten:

N1(θ1, θ2) = 1
4

(
1 + θ1

) (
1 + θ2

)

N2(θ1, θ2) = 1
4

(
1 − θ1

) (
1 + θ2

)

N3(θ1, θ2) = 1
4

(
1 − θ1

) (
1 − θ2

)

N4(θ1, θ2) = 1
4

(
1 + θ1

) (
1 − θ2

)

mit θ1 ∈ [−1; 1] ; θ2 ∈ [−1; 1]

(2.33)

Es können auch Drei- und Viereckselemente mit mehr als drei bzw. vier Knoten konstru-
iert werden. Die dabei zusätzlich vorhandenen Knoten im Element machen eine Erhöhung
des Polynomgrads der Formfunktionen erforderlich (für weiterführende Informationen zu
diesen p-Elementen sei u. a. auf [BR89, Hug00, ZTZ05] verwiesen). Obwohl Elemente höherer
Ordnung für viele Strukturprobleme eine höhere Konvergenzrate als lineare bzw. bilineare
Elemente aufweisen (siehe z. B. [ZTZ05]), stellen sie größere Anforderungen an die Netzge-
nerierung, weswegen oft einfachere Elementtypen bevorzugt werden.
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Metrikeigenschaften eines finiten Elements. Auf der facettierten Flächenbeschreibung
der Gesamtgeometrie mittels finiter Elemente können die bislang aufgezeigten Verfahren
zur Bestimmung der Flächeneigenschaften direkt angewandt werden. Einstiegspunkt hier-
für ist die Berechnung der kovarianten Basisvektoren. Diese ergeben sich gemäß Glei-
chung (2.8) durch Ableitung des Ortsvektors nach den Flächenparametern θ1 und θ2. Da
die Ortsvektoren der FE-Knoten diskret gegeben sind und nicht von den Flächenparame-
tern abhängen, sind lediglich die Formfunktionen für die Berechnung der Basisvektoren
abzuleiten:

gα =
∂x
∂θα

=

nel∑

k=1

∂Nk(θ1, θ2)

∂θα
xk (2.34)

Die Basisvektoren können nun benutzt werden, um die Metrikeigenschaften des finiten Ele-
ments nach Abschnitt 2.2.2 zu bestimmen. Beispielsweise ergibt sich sein Flächeninhalt aus
der Kombination von Gleichung (2.34) mit den Gleichungen (2.20) und (2.21). Zwar ließe
sich die notwendige Integration für die Flächenberechnung noch analytisch durchführen,
doch wird bei FE-Berechnungen meist auf eine numerische Integration zurückgegriffen. Das
bekannteste Verfahren ist hierbei die Gauß-Integration bzw. Gauß-Quadratur [ZTZ05]. Für den
konkreten Fall der Flächenberechnung ergibt sich die Elementfläche aus der gewichteten
Summe der differentiellen Flächeninhalte dai an den Gaußpunkten:

a =

∫

a

da =

ngp
∑

i=1

dai wi (2.35)

Die Anzahl ngp der Gaußpunkte, deren Lage und die zugehörigen Wichtungsfaktoren wi

sind vom Polynomgrad und Typ des Elements abhängig. Für das lineare Dreieckselement
ist lediglich ein Gaußpunkt in dessen Schwerpunkt nötig, beim bilinearen Viereckselement
sind schon vier Gaußpunkte für eine vollständige Integration erforderlich (siehe Abbil-
dung 2.11).

Soll eine Funktion f über die Fläche integriert werden, ist das prinzipielle Vorgehen das
Gleiche: Man bestimmt den Funktionswert fi an jedem Gaußpunkt und multipliziert ihn mit
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Abbildung 2.11: Lage und Wichtung der Gaußpunkte zur numerischen Integration.
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der differentiellen Fläche dai und dem Wichtungsfaktor wi. Werden diese Produkte anschlie-
ßend über alle Gaußpunkte aufsummiert, ergibt sich ein Näherungswert für das analytische
Integral:

∫

a

f da ≈
ngp
∑

i=1

fi dai wi (2.36)

Krümmungsberechnung bei C
0-kontinuierlichen FE-Netzen. Das Krümmungsverhalten

von Membranstrukturen ist maßgebend dafür, ob eine Struktur in der Lage ist, äußere Las-
ten ohne Überschreitung der zulässigen Grenzwerte zu den Auflagern zu transportieren
oder nicht. Ist die Geometrie zu wenig gekrümmt, sind oft große Verformungen und Span-
nungen zum Lastabtrag nötig, während hingegen eine stärkere Krümmung der Struktur
zunehmend Steifigkeit verleiht. Aus diesem Grund ist die Krümmungsanalyse ein wichti-
ges Werkzeug für den Planer.

Werden bei einer mit Verschiebungselementen diskretisierten Struktur die im Kapitel 2.2.3
beschriebenen Beziehungen zur Krümmungsberechnung benutzt, wird man schnell fest-
stellen, dass dadurch nur die Krümmung jedes einzelnen finiten Elements, nicht jedoch
der Fläche bestimmt werden kann. Dreiknotige Elemente werden beispielsweise stets ei-
ne Ebene darstellen, während hingegen vierknotige Elemente nur Ebenen und Flächen mit
negativer Gaußscher Krümmung beschreiben können. Die Gesamtkrümmung der diskre-
tisierten Fläche hingegen kann nicht korrekt erfasst werden. Die Ursache hierfür ist die
Tatsache, dass die Übergänge zwischen den einzelnen Verschiebungselementen lediglich
C0-kontinuierlich sind. Dies bedeutet, dass zwar die interpolierte Geometrie an den Kanten
keine Klaffungen bzw. Überschneidungen aufweist, jedoch Knicke zwischen den Elementen
möglich sind [COS00, CO01]. Im mathematischen Sinne ist somit die Funktion stetig, die
weiteren Ableitungen jedoch nicht. Geometrische Informationen, die Ableitungen der Geo-
metrie benötigen, werden dadurch an den Elementkanten unstetig. Dieses Verhalten zeigt
sich auch an den Normalenvektoren einer diskretisierten gekrümmten Fläche: Anstatt ein
kontinuierliches Vektorfeld zu bilden, sind die Normalenvektoren zweier Elemente entlang
der gemeinsamen Kante nicht identisch (siehe Abbildung 2.12 links).

Ein Verfahren zur numerischen Krümmungsberechnung bei C0-kontinuierlichen FE-Netzen
beruht auf einer Idee, die auf [Zie01] zurückgeht: Um Diskontinuitäten des Normalenvek-
tors verschiedener Elemente am selben Knoten zu vermeiden, wird eine Vereinheitlichung
der Knotennormalenvektoren vorgenommen (siehe Abbildung 2.12 rechts). Jedem Knoten
k wird zusätzlich zu seinem Ortsvektor ein diskreter Normalenvektor nk (auch Knotendirek-
tor genannt) zugewiesen, der sich aus einem Mittelwert der Element-Normalenvektoren ni

k

aller angrenzenden Elemente i zusammensetzt:

nk =

elk∑

i=1
wkini

k
∥
∥
∥
∥
∥

elk∑

i=1
wkini

k

∥
∥
∥
∥
∥

(2.37)

elk ist dabei die Anzahl der Elemente, die denselben FE-Knoten k als Elementknoten besit-
zen. Der Term wki stellt einen Wichtungsfaktor dar, der den Einfluss der Größe und Form
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a) b)

Abbildung 2.12: Knotennormalen: a) Vor und b) nach der Vereinheitlichung.

der angrenzenden Elemente bei der Mittelwertbildung berücksichtigt. Obwohl wki prinzi-
piell beliebig groß gewählt werden kann, wird vorgeschlagen, den Wichtungsfaktor invers
proportional zur Elementgröße Aki zu wählen [Wak04]. Dies lässt sich durch die Annah-
me begründen, dass kleinere Elemente eine genauere Diskretisierung der Fläche bilden als
größere Elemente.

Der Einfluss des Wichtungsfaktors soll an einem zweidimensionalen Beispiel verdeutlicht
werden: Ein Halbkreis wird mit drei unterschiedlich langen Linienelementen diskretisiert
(siehe Abbildung 2.13). An den zwei Mittelknoten wird nun jeweils der mittlere Knotendi-
rektor n1 bzw. n2 nach Gleichung (2.37) für verschiedene Wichtungsfaktoren ermittelt. In der
linken Bildhälfte von Abbildung 2.13 wurde der Wichtungsfaktor proportional zur Element-
größe (hier: Länge des Linienelements) gewählt. Man erkennt deutlich eine Abweichung der
gemittelten Knotennormalen von den theoretisch korrekten Normalenvektoren, deren Wir-
kungslinie stets durch den Mittelpunkt M des Halbkreises verläuft. Auch ein konstanter
Wichtungsfaktor, dessen Wert unabhängig der Elementgröße ist, liefert keine korrekten Er-
gebnisse (siehe Abbildung 2.13 Mitte). Wird der Wichtungsfaktor invers proportional zur
Größe des Elements gewählt, stimmen für dieses zweidimensionale Beispiel die diskreten
Knotennormalen stets mit der analytischen Lösung überein (siehe Abbildung 2.13 rechts).
Auch beim dreidimensionalen Fall einer diskretisierten Kugel liefert ein zur Elementgröße
invers proportional gewählter Wichtungsfaktor die besten Ergebnisse, auch wenn die ana-
lytische Lösung i. A. nicht getroffen wird.

Bei Verwendung von Elementen gleichen Typs (z. B. drei- oder vierknotiges Element) wird
die Elementgröße über den Flächeninhalt des Parallelogramms angenähert, das von den
lokalen Basisvektoren am Knoten k aufgespannt wird:

wki =
1

Aki
=

1
‖gki1 × gki2‖

(2.38)

Werden lineare dreiknotige Elemente mit bilinearen vierknotigen Elementen kombiniert, ist
darauf zu achten, dass der Wertebereich der Flächenparameter θ1 und θ2 in beiden Fällen
unterschiedlich groß ist (siehe Gleichungen (2.32) und (2.33)). Als Folge dessen liefert der
Wert Aki = ‖gki1 × gki2‖ beim dreiknotigen Element exakt den doppelten Wert der Element-
größe, während beim vierknotigen Element der Betrag nur ca. ein Viertel der Elementflä-
che beträgt. Um eine Vereinheitlichung zu erreichen, wird die Elementgröße als eine Art
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Abbildung 2.13: Einfluss verschiedener Wichtungsfaktoren bei Mittelung des Knotendirektors.

Einzugsfläche des Elements am jeweiligen Knoten uminterpretiert, die dem Flächeninhalt
des Parallelogramms entspricht, das durch zwei Elementkanten aufgespannt wird. Folglich
müssen die Wichtungsfaktoren modfiziert werden, um den unterschiedlichen Werteberei-
chen der Flächenparameter bei Dreieckselementen (Index tri) und Viereckselementen (Index
quad) Rechnung zu tragen (siehe Gleichungen (2.32) und (2.33)):

wtri
ki =

1
‖gki1 × gki2‖

; wquad
ki =

1
4 ‖gki1 × gki2‖

(2.39)

Nach erfolgter Berechnung der diskreten Knoten-Normalenvektoren nk kann durch deren
Interpolation ein angenommenes Normalenvektorfeld n∗(θ1, θ2) im Element erzeugt wer-
den. Dabei werden dieselben Formfunktionen Nk(θ1, θ2) wie zur Geometrieinterpolation
verwendet:

n∗(θ1, θ2) =

nel∑

k=1

Nk(θ1, θ2)nk (2.40)

Obwohl dieses angenommene Normalenvektorfeld nicht dem Normalenvektorfeld der Ele-
mentgeometrie entspricht, kann es zur Krümmungsberechnung eingesetzt werden: Durch
die Mittelung der Knotennormalen werden Informationen der umgrenzenden Elemente ins
„Zentralelement“ getragen, wodurch eine stetige Krümmungsberechnung möglich wird.
Den Krümmungstensor k in seiner Darstellung bzgl. der lokalen kontravarianten Basis
im Element erhält man nun durch Anwendung von Gleichung (2.22) und anschließender
Zwangssymmetrierung:

k = bαβ gα ⊗ gβ = −1
2

(
∂x
∂θα

· ∂n∗

∂θβ
+

∂x
∂θβ

· ∂n∗

∂θα

)

gα ⊗ gβ (2.41)

Dieser Krümmungstensor kann verwendet werden, um im Element durch Lösen des Eigen-
wertproblems die Hauptkrümmungen und deren Richtungen bzw. Gaußsche und mittlere
Krümmung zu ermitteln. Durch leichte Modifizierung des Krümmungsoperators lassen sich
Membranelemente sogar zu Schalenelementen erweitern, da nun auch die aus der Biegung
stammende Systemsteifigkeit berücksichtigt werden kann. Für weiterführende Informatio-
nen zu diesen rotationsfreien Schalenelementen, die lediglich über Verschiebungs- und keine
Rotationsfreiheitsgrade verfügen, sei auf [LWB07] verwiesen.
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2.3 Kontinuumsmechanik

Das mechanische Verhalten leichter Flächentragwerke lässt sich am besten mittels kontinu-
umsmechanischer Darstellung beschreiben. Diese beobachtet das Verhalten deformierbarer
Körper Ω in Raum und Zeit und schliesst daraus auf evtl. auftretende Dehnungen, Span-
nungen, etc. Dabei wird angenommen, dass jeder Körper aus zusammenhängenden Mate-
riepunkten besteht, die sich eindeutig zu jedem Zeitpunkt über ihre konvektiven Koordina-
ten identifizieren lassen. Diese Materiepunkte dürfen sich zwar im Raum relativ zueinander
verschieben, aber nie den „Kontakt“ zu ihren benachbarten Materiepunkten verlieren. D. h.,
der Körper kann gedehnt bzw. gestaucht werden, jedoch treten dabei keine Risse in ihm auf.

Die Kontinuumsmechanik lässt sich bei einer Vielzahl von Fragestellungen des konstrukti-
ven Ingenieurbaus anwenden (z. B. Festkörper- und Fluidprobleme, Thermodynamik, etc.).
Für weiterführende Informationen sei u. a. auf [Hol04, SB96, BWBR04, ZTN05] verwiesen.
Im Rahmen dieser Arbeit soll eine auf die speziellen Belange des Membranbaus „zuge-
schnittene“ Kontinuumsmechanik vorgestellt werden. Besonderen Wert muss hierbei auf
die korrekte kinematische Beschreibung gelegt werden: Während die Verformung konven-
tioneller Bauten unter Last meist kaum visuell wahrnehmbar ist, treten bei Membrantrag-
werken in der Regel große Verformungen auf. Dies ist meist sogar erwünscht, da durch
die sich einstellende geometrische Steifigkeit die auftretenden Spannungen gering gehalten
werden können. Dieses als „große Verformungen - kleine Dehnungen“ bezeichnete Verhalten
macht eine nichtlineare Beschreibung der Kinematik vonnöten. Die materielle Nichtlineari-
tät ist aufgrund der angestrebten kleinen Dehnungen für die Berechnungsergebnisse i. A.
nicht so entscheidend [Wak04], weswegen im Membranbau meist eine lineare Beziehung
zwischen Spannungen und Dehnung angenommen wird. Für bestimmte Fragestellungen
(z. B. Kriechen) muss jedoch auch hier ein nichtlineares Materialgesetz verwendet werden
[HdKM07].

Das folgende Kapitel beginnt mit einer Diskussion der verschiedenen Konfigurationen, die
eine Membranstruktur während ihrer Lebensdauer einnimmt. Darauf aufbauend werden
Dehnungs- und Spannungsmaße sowie konstitutive Gesetze zur Beschreibung des Mate-
rialverhaltens eingeführt. Anhand dieser Vorarbeiten werden die elementaren Gleichge-
wichtsbeziehungen für Membranen entwickelt. Hierbei kann zwischen der starken Form
des Gleichgewichts und seiner schwachen Form unterschieden werden. Während die star-
ke Form mit ihren Differentialbeziehungen v. a. für theoretische Überlegungen von Interesse
ist, wird die durch das Prinzip der virtuellen Arbeit gegebene schwache Formulierung als
Ausgangspunkt zur Entwicklung eines iterativen Lösungsverfahrens mittels finiter Elemen-
te verwendet, die den Abschluss des Kapitels bildet.

2.3.1 Konfigurationen

Ein fundamentaler Begriff der Kontinuumsmechanik ist die sogenannte Konfiguration eines
Körpers [Hol04]: Diese beschreibt die räumliche Lage seiner Materiepunkte zu einem ge-
wissen Zeitpunkt t. Mathematisch betrachtet wird dabei jedem Materiepunkt durch eine
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Abbildung 2.14: Kontinuumsmechanische Konfigurationen.

Abbildungsvorschrift χ ein eindeutiger Positionsvektor x im euklidischen Raum R3 zuge-
wiesen. Um Schlüsse über das Deformationsverhalten des Körpers ziehen zu können, be-
trachtet man verschiedene Konfigurationen zu unterschiedlichen Zeiten t und analysiert
die Änderungen. Die Betrachtung kann auf zwei grundlegend unterschiedliche Weisen er-
folgen [SB96]: Bei der Lagrangeschen Betrachtungsweise verfolgt der Beobachter die Lage ein-
zelner Materiepunkte über einen gewissen Zeitraum, sie wird deswegen auch materielle Be-
trachtungsweise genannt. Sie kann vorteilhaft zur Beschreibung der Mechanik von Festkör-
pern verwendet werden und kommt auch im nachfolgenden Text zum Einsatz. Anstatt mit
den Materiepunkten mitzuwandern, verfolgt der Betrachter der Eulerschen Betrachtungswei-
se die Ereignisse in einem stets fixen räumlichen Bereich: Er kann z. B. die Geschwindigkeit
und Beschleunigungen der Materialpunkte messen, die dieses „Kontrollvolumen“ passie-
ren. Diese räumliche Beschreibung wird oft als intuitive Herangehensweise für die Beschrei-
bung von Fluidproblemen benutzt [ZTN05].

In der klassischen Kontinuumsmechanik werden nun zwei signifikante Konfigurationen
eingeführt: Die erste Konfiguration zum Zeitpunkt t = 0 beschreibt die unverformte Refe-
renzkonfiguration der mechanischen Struktur ohne äußere Lasten. Diese Konfiguration dient
bei der Lagrangeschen Betrachtungsweise als Referenz für die Messung aller später auf-
tretenden Dehnungen und Spannungen. Man nimmt somit an, dass alle Strukturteile zu
diesem Zeitpunkt unbelastet und damit frei von elastischen Spannungen sind. Es hat sich
eingebürgert, alle Größen, die sich auf diese unverformte Konfiguration beziehen, durch
Großbuchstaben zu charakterisieren. Beispielsweise beschreibt X die räumliche Position ei-
nes Materiepunkts zum Zeitpunkt t = 0. G1 , G2 und G3 kennzeichnen die unverformten
lokalen kovarianten Basisvektoren.

Betrachtet man die Struktur zu einem späteren Zeitpunkt t, stellt deren räumliche Lage die
sogenannte Momentankonfiguration oder aktuelle Konfiguration dar. Diese Konfiguration ist
durch Verformung der Struktur, ausgehend von der Referenzkonfiguration über den Zeit-
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raum t, entstanden. Der Körper Ω ist nun i. A. nicht mehr spannungsfrei, da sowohl sein
Rand Γ als auch sein inneres Volumen Kräften ausgesetzt sind. Die kontinuumsmechani-
schen Größen zum aktuellen Zeitpunkt t werden der Konvention nach durch Kleinbuchsta-
ben gekennzeichnet. x bezeichnet den aktuellen Ortsvektor eines Punktes, die verformten
lokalen Basisvektoren werden mit g1, g2 und g3 abgekürzt. Die Verschiebungen u eines Ma-
teriepunkts, die über der gesamten Zeit t aufgetreten sind, lassen sich aus der Differenz
seiner Ortsvektoren in der aktuellen bzw. Referenzkonfiguration berechnen:

u = x − X (2.42)

Für die Analyse von Membrantragwerken sind die Konfigurationen der Mittelebene der
Membranstruktur von Interesse, da aus deren Lage im Raum mithilfe der Dickeninfor-
mation die Lage aller weiteren Materiepunkte des Kontinuums abgeleitet werden kann
[BWBR04]. Abbildung 2.14 zeigt exemplarisch die Konfigurationen eines Membranflächen-
stücks. Beim „klassischen“ Entwurfsprozess repräsentiert die Referenzkonfiguration das
ideal vorgespannte, von äußeren Kräften unbelastete Tragwerk. Dieses ist lediglich den
formgebenden Lasten unterworfen wie beispielsweise dem Innendruck bei pneumatischen
Strukturen. Besondere Beachtung ist der Vorspannung zu schenken: Da per Definition die
Referenzkonfiguration das unverformte System darstellt, kann in diesem „vereinfachten“
mechanischen Modell die Vorspannung nicht als elastische Größe eingeführt werden, da
zu deren Entstehung Dehnungen vonnöten wären. Aus diesem Grund wird die Vorspan-
nung als systeminhärent definiert. Die Referenzkonfiguration könnte somit als idealer Bau-
zustand einer Struktur betrachtet werden, auf der nur „gewünschte“ Lasten, aber keine
„schädlichen“ Lasten wie z. B. Schwerkraft oder Wind wirken. Die verformte aktuelle Geo-
metrie hingegen stellt das Momentanbild der Struktur zu einem beliebigen späteren Zeit-
punkt unter Last dar.

Betrachtet man den Herstellungsprozess vorgespannter Tragwerke jedoch im Detail, ist fest-
zustellen, dass für eine realitätsnähere Beschreibung des mechanischen Prozesses die Ein-
führung einer neuen dritten Konfiguration notwendig ist: Um die Vorspannung in der Ge-
samtstruktur zu erzeugen und der doppelten Krümmung der Fläche gerecht zu werden,
wird die Membran aus mehreren einzelnen Zuschnittsbahnen konfektioniert (für eine weit-
reichende Diskussion der Zuschnittsproblematik sei auf Kapitel 4 verwiesen). Diese stellen
den Ausgangspunkt für die Erstellung des Membrantragwerks dar und können somit als
tatsächliche kontinuumsmechanische Referenzkonfiguration X0 identifiziert werden. Dies
lässt sich schon an ihrer zeitlichen Lage erkennen, da der Zuschnitt zum Zeitpunkt t = −t0

vor der Montage des Gesamttragwerks stattfindet. Der montierte Zustand der Membran
X, der bislang als Referenzkonfiguration zum Zeitpunkt t = 0 angesehen wurde, stellt bei
dieser erweiterten Betrachtungsweise lediglich eine verformte Zwischenkonfiguration dar.
Diese Konfiguration zeichnet sich dadurch aus, dass erstmalig die einzelnen Bauteile der
Gesamtstruktur (Zuschnitt, Randseile, etc.) zueinander in Kontakt kommen und den letzt-
endlichen Randbedingungen unterworfen sind. Die dabei vorherrschende Topologie wird
auch bei späteren verformten Zuständen x zu den Zeit t > 0 beibehalten. In Abbildung 2.15
sind die drei signifikanten Konfigurationen eines Membrantragwerks exemplarisch am Bei-
spiel eines Vierpunktsegels dargestellt.
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Abbildung 2.15: Konfigurationen einer Membranstruktur.

Ob nun die konventionelle oder erweiterte kontinuumsmechanische Betrachtungsweise für
den Entwurf von leichten Flächentragwerken zum Einsatz kommt, hängt entscheidend vom
Stand der Planung ab: In den ersten Entwurfsphasen muss meist noch die genaue Form der
Geometrie ausgearbeitet werden, der Zuschnitt ist gegebenermaßen noch unbekannt. Wird
in diesem Stadium eine Strukturanalyse durchgeführt, stellt die Annahme einer ideal inner-
lich vorgespannten Gesamtstruktur die einzig sinnvolle Annahme dar, da eine Berücksich-
tigung des Zuschnitts den Planungsablauf erheblich verlangsamen und verkomplizieren
würde. Für die spätere Detailplanung einer konkreten Form bietet die erweiterte Betrach-
tungsweise ein wichtiges Hilfsmittel, um die Auswirkungen des Herstellungsprozesses auf
die Gesamtstruktur abschätzen zu können. Beispielsweise kann dadurch geklärt werden,
wo in der Membran infolge der räumlichen Verkrümmung der ebenen Zuschnittsbahnen
evtl. Spannungsspitzen bzw. Falten entstehen könnten. Diese Informationen sollen dann
weniger eine erneute Modifikation der Gesamtgeometrie bewirken als eine Änderung des
Zuschnitts. Kapitel 5 beschäftigt sich u. a. mit derartigen Fragestellungen.

Zum Abschluss der Konfigurationsdefinitionen ist noch anzumerken, dass der nachfolgen-
de Text, soweit nicht anders angemerkt, nur statische Probleme behandelt. Da aus diesem
Grund zeitabhängige Kräfte (wie bei Viskosität und Trägheit eines Körpers) vernachlässigt
werden können, handelt es sich bei der Zeit t weniger um eine physikalische Größe als um
einen Parametrisierungsparameter für die Abfolge gewisser Konfigurationen, der für die
Berechnungsprozeduren von untergeordneter Bedeutung ist. In [BWBR04] wird sie deswe-
gen als Pseudozeit bezeichnet.
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2.3.2 Spannungs- und Dehnungsmaße

Deformationsgradient. Um Aussagen über die Spannungen bzw. Dehnungen in der ver-
formten Membran treffen zu können, wird die Mittelfläche der aktuellen Konfiguration mit
der unverformten Mittelfläche der Referenzkonfiguration „verglichen“. Hierzu betrachtet
man ein differentielles Linienelement auf der Fläche, das im Punkt P startet. Im unverform-
ten Zustand wird dieses Linienelement durch den Vektor dX beschrieben, der in den Vektor
dx der aktuellen Geometrie verformt wird. Die auftretende Deformation wird mathematisch
durch den Deformationsgradienten F beschrieben:

dx = F · dX (2.43)

F transformiert ein differentielles Linienelement der Referenzkonfiguration in die aktuelle
Konfiguration. Durch Umstellen von Gleichung (2.43) lässt sich eine Gleichung zur Berech-
nung des zweistufigen Tensors F finden:

F =
dx
dX

= gi ⊗ Gi (2.44)

Die zweite fundamentale Beziehung auf der rechten Seite obiger Gleichung kann aus den
Gleichungen (2.8) und (2.11) hergeleitet werden. Sie besagt, dass unter Verwendung der
Gleichung (2.10) ko- und kontravariante Basisvektoren der einzelnen Konfigurationen mit-
hilfe des Deformationsgradienten F ineinander transformiert werden können:

gi = F · Gi ; Gi = F−1 · gi ; gi = F−T · Gi ; Gi = FT · gi (2.45)

Da der Deformationsgradient F und sein transponierter Tensor FT nicht identisch sind, wird
ersichtlich, dass F ein unsymmetrischer Tensor ist. Das Gleiche gilt für die Inverse des De-
formationsgradienten F−1 und dessen Transponierte F−T:

F = gi ⊗ Gi ; FT = Gi ⊗ gi

F−1 = Gi ⊗ gi ; F−T = gi ⊗ Gi
(2.46)

Eine Besonderheit ist weiterhin, dass die Basis des Deformationsgradienten sowohl aus Vek-
toren der Referenzkonfiguration als auch aus Vektoren der aktuellen Konfiguration besteht.
Aufgrund dessen wird F auch als Zweipunkttensor [Hol04] bezeichnet, da er in beiden Kon-
figurationen ein „Standbein“ besitzt.

Die Determinante des Deformationsgradienten det F stellt das Verhältnis des von den drei
konvektiven Basisvektoren aufgespannten Volumens dv in der aktuellen Konfiguration zu
dem unverformten Volumen dV der Referenzkonfiguration dar. Da gemäß den Modellan-
nahmen einer Membran der dritte Basisvektor G3 bzw. g3 jedoch nach Gleichung (2.9) stets
als Flächennormalenvektor mit Einheitslänge definiert wurde und somit keine Längenän-
derungen erfährt, kann det F nunmehr als Verhältnis der verformten infinitesimalen Fläche
da, die durch die ersten beiden Basisvektoren aufgespannt ist, zur Ausgangsfläche dA in-
terpretiert werden. Da Volumen bzw. Flächen stets positive Beträge besitzen, ist auch deren
Verhältnis stets positiv:

det F =
dv
dV

=
(g1 × g2) · g3

(G1 × G2) · G3

Gl. (2.9)
=

‖g1 × g2‖
‖G1 × G2‖

=
da
dA

> 0 (2.47)
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Hauptstreckungen. Durch Eigenwertanalyse des Deformationsgradienten lassen sich die
auftretenden Hauptstreckungen und ihre Richtungen errechnen. Bei jeder beliebigen Verfor-
mung eines Membranstücks lassen sich an allen Flächenpunkten stets zwei zueinander or-
thogonale „Fasern“ finden, die im Laufe der Deformation zwar beliebig ihre Länge verän-
dert haben, jedoch zueinander senkrecht geblieben sind. Diese Fasern lassen sich bildlich
durch zwei auf die Membran gezeichnete Striche darstellen, die sowohl in der Referenz-
konfiguration als auch im aktuellen Zustand orthogonal zueinander sind, deren Strichlänge
jedoch sich vergrößert bzw. verkleinert hat. Das Längenverhältnis λ1 bzw. λ2 aus verformter
zu originaler Strichlänge wird Hauptstreckung (englisch: „principal stretch“) genannt, die
durch die Striche definierten Richtungen sind die sogenannten Hauptstreckungsrichtungen.

Mathematisch betrachtet stellen λ1 bzw. λ2 die Eigenwerte des Deformationsgradienten F
dar. Die orthogonalen Hauptstreckungsrichtungen sind in der Referenzkonfiguration durch
die lokale kartesische Basis

{
N̂α

}

α∈{1,2}, in der verformten Lage durch {n̂α}α∈{1,2} gegeben.
Die sogenannte spektrale Darstellung des Deformationsgradienten erhält man durch Verwen-
dung seiner Eigenvektoren als Basis:

F = gα ⊗ Gα = λαn̂α ⊗ N̂α (2.48)

Da die direkte Eigenwertanalyse des Zweipunkttensors F aufgrund seiner Verankerung in
zwei Konfigurationen mathematisch Probleme bereitet, versucht man aus F eine neue Hilfs-
größe zu konstruieren, die sich lediglich auf eine Konfiguration bezieht. Dies gelingt durch
Multiplikation der Transponierten des Deformationsgradienten mit dem Deformationsgra-
dienten selbst:

C = FT · F = gαβ Gα ⊗ Gβ = λ2
α N̂α ⊗ N̂α (2.49)

Wie aus der rechten Seite von Gleichung (2.49) ersichtlich wird, entsprechen die Eigenwerte
des symmetrischen rechten Cauchy-Green-Tensors C exakt den Quadraten der Eigenwerte des
Deformationsgradienten F. Da C zudem allein in der Referenzkonfiguration verankert ist,
gelingt die Bestimmung der Eigenwerte λ2

α und der Eigenvektoren N̂α ohne Probleme. Ist
weiterhin die Lage der Hauptstreckungsrichtungen in der aktuellen Konfiguration gefragt,
lassen sich die eben ermittelten Eigenvektoren N̂α mittels des Deformationsgradienten in
ihre verformte Lage λαn̂α transformieren:

λαn̂α = F · N̂α (2.50)

Da die Richtung dieser Vektoren den Hauptstreckungen entspricht, ihr Betrag jedoch gleich
der Hauptstreckung λα ist, muss eine Normalisierung vorgenommen werden, um die Ei-
genvektoren n̂α zu erhalten.

Bei der Analyse des Deformationsprozesses der Vektoren N̂1 und N̂2 wird deutlich, dass die-
se einerseits eine Streckung um den Faktor λα erfahren, anderseits vollführen sie eine räum-
liche Rotation, um in ihrer letztendlichen Position anzukommen. Die Rotation wirkt sich
jedoch auf beide Vektoren gleichmäßig aus, wodurch ihre relative Lage zueinander unver-
ändert bleibt. Man kann somit diesen Verformungsvorgang (und alle weiteren) in eine reine
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Abbildung 2.16: Polare Dekomposition der Deformation.

Dehnung und eine anschließende Rotation (bzw. Rotation und anschließende Streckung)
aufspalten. Dies motiviert die polare Dekomposition des Deformationsgradienten [Hol04]:

F = R · U = v · R (2.51)

R ist dabei ein orthogonaler Rotationstensor (RT · R = I, det R = 1), der eine reine Rotation
des Flächenelements bewirkt. U bezeichnet den rechten Strecktensor, v den linken Strecktensor.
Der Unterschied zwischen beiden Tensoren ist der Zeitpunkt der Streckung im Vergleich zur
Rotation: Bei Verwendung von U wird der Körper erst gestreckt und dann rotiert, während
im Gegensatz hierzu die Streckung v erst nach der Rotation erfolgt. Abbildung 2.16 stellt
beide Varianten grafisch dar.

Unter Verwendung der Hauptstreckungen und ihrer Richtungen lassen sich die Größen R,
U und v in den Hauptachsen (spektrale Darstellung) wie folgt schreiben:

R = n̂α ⊗ N̂α (2.52)

U = λαN̂α ⊗ N̂α (2.53)

v = λαn̂α ⊗ n̂α (2.54)

Die eben eingeführten Tensoren sind u. a. für die Entwicklung nichtlinearer Materialgeset-
ze (wie z. B. für das Ogden-Modell [Ogd84, GR92]) unerlässliche kontinuumsmechanische
Größen, finden jedoch auch beim Algorithmus der Vorspannungsanpassung im Zuge der
numerischen Formfindung Gebrauch (siehe Abschnitt 3.3.3).

Dehnungsmaße. Im Gegensatz zu Spannungen stellen Dehnungen keine eindeutig defi-
nierten physikalischen Größen dar. Aus diesem Grund hat sich eine Vielzahl an bekannten
Dehnungsmaßen entwickelt, die für jeweils ganz spezifische Bereiche der Mechanik zum
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Einsatz kommen: Während die Ingenieurdehnung ε = λ − 1 = ∆L/L v. a. für die Berech-
nung von Stabtragwerken zum Einsatz kommt [WK04], wird die logarithmische Hencky-
Dehnung εH = ln λ hauptsächlich zur Beschreibung nichtlinearer Materialbeziehungen
verwendet [Hol04]. Für die kinematische Beschreibung leichter Flächentragwerke ist die
korrekte Erfassung großer Rotationen und Starrkörperverschiebungen von großer Bedeu-
tung. Dies erfordert den Einsatz einer komplett nichtlinearen geometrischen Beschreibung,
da die bei Theorie I. und II. Ordnung verwendete Annahme kleiner Verformungen nicht
mehr zutrifft. Ein weit verbreitetes nichtlineares Dehnungsmaß stellt der Green-Lagrangesche
Dehnungstensor E dar:

E = 1
2

(
λ2

α − 1
)

N̂α ⊗ N̂α

= 1
2

(
FT · F − I

)

= 1
2

(
U2 − I

)

= 1
2

(
gαβ − Gαβ

)
Gα ⊗ Gβ

(2.55)

Dieser in der Referenzkonfiguration verankerte Dehnungstensor erfüllt die Bedingung,
Starrkörperverschiebungen bzw. -rotationen dehnungsfrei abbilden zu können. Dies wird
aus der zweiten und dritten Beziehung von Gleichung (2.55) ersichtlich: Durch „Quadrie-
rung“ des Deformationsgradienten F wird der in der Verformung enthaltene Rotationsanteil
R eleminiert. Die Dehnung hängt somit nur noch von dem rechten Strecktensor U ab, der
die „reine“ Dehnung aus der Gesamtdeformation herausfiltert.

In analoger Weise zum Green-Lagrangeschen Dehnungstensor lässt sich mit dem Euler-
Almansi-Dehnungstensor e ein weiteres nichtlineares Dehnungsmaß konstruieren, das seinen
Bezugspunkt in der aktuellen Konfiguration besitzt:

e = 1
2

(

1 − 1
λ2

α

)

n̂α ⊗ n̂α

= 1
2

(
I − F−T · F−1

)

= 1
2

(
I − v−2

)

= 1
2

(
gαβ − Gαβ

)
gα ⊗ gβ

(2.56)

Dabei stellen der Green-Lagrangesche Dehnungstensor E und der Euler-Almansi-Deh-
nungstensor e keine komplett unabhängigen Dehnungsmaße dar. Vielmehr haben sie die
gleiche physikalische Aussagekraft, ihr Unterschied besteht lediglich im Blickwinkel, aus
dem sie einen gewissen Sachverhalt betrachten. Während der Green-Lagrangsche Deh-
nungstensor quasi die zukünftigen Dehnungen für einen noch unverformten Körper vor-
hersieht, blickt der Euler-Almansi-Dehnungstensor bildlich ausgedrückt ausgehend vom
verformten Körper auf dessen Deformation zurück. Diese Dualität der Betrachtungsweise
wird sich auch später noch bei anderen kontinuumsmechanischen Größen wie z. B. Span-
nungen, Materialgesetzen und der Definition des Kräftegleichgewichts fortsetzen und stellt
eine weitere fundamentale Erkenntnis der Kontinuumsmechanik dar: Jeder physikalische
Sachverhalt lässt sich gleichwertig sowohl in der Referenz- als auch der verformten Konfi-
guration beschreiben. Ist eine Größe in der Referenzkonfiguration bekannt, erhält man ihre
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Abbildung 2.17: Normal- und Schubspannungskomponenten des Spannungsvektors.

alternative Darstellung in der aktuellen Konfiguration durch eine sogenannte Push-Forward-
Operation χ∗. Die korrespondierende Pull-Back-Operation χ−1

∗ führt die Rücktransformati-
on der Darstellung bzgl. der aktuellen Konfiguration auf die unverformte Referenz durch
[MH94]. In beiden Fällen bleiben dabei i. A. die Tensorkoeffizienten konstant, es werden le-
diglich die konvektiven Basen mithilfe des Deformationsgradienten in den jeweils anderen
Zustand transformiert. Für den kovarianten Green-Lagrangeschen Dehnungstensor kann
die Push-Forward-Operation, die die Euler-Almansi-Dehnungen liefert, wie folgt geschrie-
ben werden:

e = χ∗(E) = F−T · E · F−1 (2.57)

Gleichermaßen ergibt die auf den Euler-Almansi-Dehnungstensor angewandte Pull-Back-
Operation die Green-Lagrangeschen Dehnungen:

E = χ−1
∗ (e) = FT · e · F (2.58)

Spannungsmaße. Die physikalische Definition des Begriffs der Spannung bereitet weni-
ger Probleme als die Einführung eines sinnvollen Dehnungsmaßes: Folgt man dem Cauchy-
Postulat, wird der Spannungsvektor t, der auf einer Schnittfläche eines Körpers in der ak-
tuellen Konfiguration wirkt, lediglich durch die Lage der Schnittfläche beeinflusst [SB96].
Dieser Spannungsvektor ist als Kraft pro Einheitsfläche definiert und lässt sich aus einem
gegebenen Cauchyschen Spannungstensor σ und dem Normalenvektor n der Schnittfläche
bestimmen:

t(x) = σ(x) · n(x) (2.59)

Die im Cauchy-Spannungstensor gespeicherten Spannungen entsprechen den realen, phy-
sikalisch messbaren Größen. Um aus dem Spannungsvektor den Normal- und Schubspan-
nungsanteil herauszufiltern (d. h. den Anteil senkrecht und parallel zur Schnittfläche), ist
eine weitere Projektion von t auf den Normalenvektor bzw. auf die Tangentialebene not-
wendig (siehe Abbildung 2.17). Die Normalspannung σ⊥ ergibt sich somit zu:

σ⊥ = t · n = (σ · n) · n (2.60)
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Die im Spannungsvektor enthaltene Schubspannungskomponente σ|| = τ lässt sich durch
Projektion des Spannungstensors auf einen in der Schnittfläche liegenden Einheitsvektor m
bestimmen, der koplanar mit n und t ist:

σ|| = τ = t · m = (σ · n) · m =
√

‖t‖2 − σ2
⊥ (2.61)

Bei der Modellierung einer Membran wird die Annahme getroffen, dass die Spannungs-
verteilung über die Dicke der Membran konstant bleibt. Zugleich treten keine Spannungs-
komponenten senkrecht zur Mittelfläche auf. Führt man nun an jedem Flächenpunkt der
Membran ein lokales kartesisches Koordinatensystem {ẽi}i∈{1,3} ein, dessen dritter Basis-
vektor ẽ3 identisch mit dem Normalenvektor n der Fläche ist, lassen sich die Annahmen
dieses ebenen Spannungszustands folgendermaßen formulieren:

σ3i = (σmem · ẽ3) · ẽi = σi3 = (σmem · ẽi) · ẽ3 = 0 (2.62)

An einem differentiellen Membranelement, dessen Schnittflächen orthogonal zu den Basis-
vektoren ẽ1 und ẽ2 angeordnet sind, greifen somit nur noch planare Spannungen an, die
Membranspannungen genannt werden (siehe Abbildung 2.18):

σ1 = σ11 = (σmem · ẽ1) · ẽ1

σ2 = σ22 = (σmem · ẽ2) · ẽ2

τ = σ12 = (σmem · ẽ1) · ẽ2 = σ21 = (σmem · ẽ2) · ẽ1

(2.63)

Die Identitätsbeziehung der Schubspannungen σ12 und σ21 ergibt sich aus dem notwendigen
Momentengleichgewicht am Element („Drallerhaltung“), das zugleich auch für die Symme-
trie des Cauchy-Spannungstensors verantwortlich ist. Da sich damit die Anzahl unabhän-
giger Tensorkoeffizienten des Membranspannungszustands auf lediglich drei reduziert, hat
es sich eingebürgert, diese anstatt in einer Matrix in einem Vektor anzuorden. Dies wird

1e

2e

σ2 = σ22

τ σ= 21

σ =1 11σ

τ σ= 12

σ11

σ12

σ22

σ21

σI

σI

σII

σII

φ
n̂1

n̂2

Abbildung 2.18: Membranspannungszustand und dessen Hauptspannungen.
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auch Voigt-Notation genannt:

σmem =

[

σ11 σ12

σ21 σ11

]

︸ ︷︷ ︸

Matrix-Notation

∧
=






σ1 = σ11

σ2 = σ22

τ = σ12






︸ ︷︷ ︸

Voigt-Notation

(2.64)

Für jeden Membranspannungszustand lässt sich das lokale kartesische Koordinatensystem
in der Tangentialebene derartig drehen, so dass die Schubspannungen τ verschwinden. An
den zugehörigen Schnittufern greifen lediglich Normalspannungen an. Diese Hauptspan-
nungen σI bzw. σI I und ihre korrespondierenden Richtungen n̂1 und n̂2 stellen die Eigen-
werte und -vektoren des Cauchy-Spannungstensors dar. Das Eigenwertproblem lässt sich
vorteilhaft durch Verwendung der Invarianten des Spannungstensors lösen:

σI,I I =
tr(σ)

2
±
√
(

tr(σ)

2

)2

− det σ

mit tr(σ) = I1(σ) = σ11 + σ22

det σ = I2(σ) = σ11σ22 − σ2
12

(2.65)

Der Winkel ϕ, um den die Hauptspannungsrichtungen gegenüber dem lokalen kartesischen
Koordinatensystem verdreht sind (für die Winkeldefinition siehe Abbildung 2.18 rechts), ist
mit folgender Gleichung gegeben:

tan(2ϕ) =
2σ12

σ11 − σ22
(2.66)

In ähnlicher Weise wie bei den Dehnungen lassen sich auch aus dem Cauchyschen Span-
nungstensor durch Pull-Back-Operationen alternative Spannungsmaße ableiten. Den ersten
Piola-Kirchhoff-Spannungstensor erhält man durch:

P = det F σ · F−T (2.67)

Ähnlich wie bei dem Deformationsgradienten handelt es sich hierbei um einen Zweipunkt-
tensor, der sowohl in der Referenz- als auch in der aktuellen Konfiguration verankert ist. Er
kann verwendet werden, um für eine Schnittfläche in der Referenzkonfiguration mit dem
Normalenvektor N einen Spannungsvektor T zu bestimmen. Dieser Spannungsvektor T ist
kolinear mit dem physikalischen Spannungsvektor t, jedoch betragsmäßig unterschiedlich
(siehe Abbildung 2.19). Der Zusammenhang zwischen T und t wird über den differentiel-
len Kraftvektor df hergestellt, der auf der infinitesimal kleinen Schnittfläche der aktuellen
Konfiguration wirkt: df lässt sich sowohl aus t als auch aus T durch Multiplikation mit der
jeweils zugehörigen differentiellen Schnittfläche da bzw. dA bestimmen:

df = (σ · n) da = (P · N) dA = F · (S · N) dA (2.68)
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n

t = nσ?

N

dadA

T = P N?

T’ = S N?

Aktuelle KonfigurationReferenzkonfiguration

F

F-1

T td =A da
F T’ t? d = dA a

Abbildung 2.19: Kontinuumsmechanische Spannungsmaße.

Die letzte Beziehung von Gleichung (2.68) führt den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor
(auch PK2-Spannungstensor genannt) ein, der ein Spannungsmaß in der Referenzkonfigura-
tion darstellt. Dieser entsteht durch eine weitere Pull-Back-Operation aus dem ersten Piola-
Kirchhoff-Spannungstensor:

S = F−1 · P = det F F−1 · σ · F−T (2.69)

Der zugehörige Spannungsvektor T′ wirkt auf der differentiellen unverformten Schnittflä-
che mit dem Normalenvektor N und ist weder kolinear noch betragsmäßig gleich mit dem
physikalischen Spannungsvektor t (siehe Abbildung 2.19). Jedoch lassen sich t und T′ durch
entsprechende Transformationsvorschriften ineinander überführen.

Durch eine Push-Forward-Operation gelingt die Rücktransformation des zweiten Piola-
Kirchhoff-Spannungstensors zurück in den Cauchy-Spannungstensor:

σ =
1

det F
F · S · FT (2.70)

Interessanterweise lässt sich zeigen, dass für einen zweidimensionalen Spannungszustand
ohne Verformung in Dickenrichtung (λ3 = 1) die Determinante des Cauchy-Spannungs-
tensors identisch mit der Determinante der PK2-Spannungen ist. Für den Nachweis ist es
vorteilhaft, die Hauptdehnungsachsen als jeweiliges lokales kartesisches Basissystem so-
wohl für die Referenz- als auch für die aktuelle Konfiguration zu verwenden. Unter Ver-
wendung der Gleichungen (2.48) und (2.70) lautet die Transformationsvorschrift zwischen
den Spannungsmaßen wie folgt:

σ̃αβ n̂α ⊗ n̂β =
1

det F
F ·
(
S̃αβ N̂α ⊗ N̂β

)
· FT λ3=1

=
1

λ1λ2
λαλβ S̃αβ n̂α ⊗ n̂β (2.71)

Aus obiger Gleichung können Zusammenhänge für die Koeffizienten der Spannungstenso-
ren bzgl. der jeweiligen lokalen kartesischen Basis abgeleitet werden:

σ̃11 =
λ1

λ2
S̃11

σ̃22 =
λ2

λ1
S̃22

σ̃12 = S̃12

(2.72)
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Der Identitätsnachweis der beiden Determinanten gelingt nun ohne Schwierigkeiten:

det σ = σ̃11σ̃22 − σ̃12σ̃21 =
λ1

λ2
S̃11

λ2

λ1
S̃22 − S̃12S̃21 = det S (2.73)

Da eine kartesische Basis zur Darstellung der jeweiligen Tensoren verwendet wurde, konnte
in Gleichung (2.73) die Determinantenberechnung auf die Auswertung der Determinante
der Tensorkoeffizienten beschränkt werden. Wird ein beliebiger Tensor a jedoch in einer
beliebigen krummlinigen Basis angegeben, ist bei der Determinantenberechnung zusätzlich
die Determinante der Metrik der jeweiligen Basis zu berücksichtigen:

det a = det
(
aijgi ⊗ gj

)
= det(aij) det(gij)

= det
(
aijgi ⊗ gj

)
= det(aij) det(gij)

(2.74)

Wäre für beide Spannungsmaße neben der Determinante auch der Wert der Spur gleich, lä-
gen aufgrund übereinstimmender Invarianten identische Tensoren vor: Da jedoch die Spu-
ren verschiedene Werte besitzen, wird ersichtlich, dass die Cauchy- und PK2-Spannungen
unterschiedliche Spannungsmaße darstellen:

trσ = σ̃11 + σ̃22 =
λ1

λ2
S̃11 +

λ2

λ1
S̃22 6= trS = S̃11 + S̃22 (2.75)

Die Identitätsbeziehung zwischen den Determinanten der Cauchy- und PK2-Spannungen
gilt nur für zweidimensionale Spannungszustände. Eine Verallgemeinerung auf n-dimen-
sionale Spannungszustände mit Streckungen in ebenfalls n-Dimensionen ist durch folgende
Gleichung gegeben:

det σ = det F(2−n) det S (2.76)

Abschließend soll nochmals darauf hingewiesen werden, dass es sich bei den Piola-
Kirchhoff-Spannungstensoren um reine Rechengrößen handelt, deren Koeffizienten keine
direkte physikalische Bedeutung besitzen. Aus diesem Grund hat sich im Bereich der Werk-
stoffprüfung der Begriff der fiktiven Spannung bzw. Nominalspannung zur Beschreibung der
ersten Piola-Kirchhoff-Spannungen etabliert, während hingegen die realen physikalischen
Cauchy-Spannungen als wahre Spannungen bezeichnet werden [Hib06].

2.3.3 Materialmodellierung

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen wird über das Materialgesetz
hergestellt. In der nichtlinearen Kontinuumsmechanik wird der materielle Elastizitätsten-
sor C als Änderungsrate der PK2-Spannungen S bzgl. einer Variation der Green-Lagrange-
Dehnungen E definiert [Hol04]:

C =
∂S
∂E

(2.77)

Gleichung (2.77) lässt sich zu einer konstitutiven Differentialbeziehung umschreiben, die
den Zusammenhang des energetisch konjugierten Spannungs-Dehnungs-Paares S und E
über den symmetrischen Elastizitätstensor C verdeutlicht:

dS = C : dE (2.78)
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Für den Fall, dass der Elastizitätstensor während des Verformungsprozesses konstant bleibt,
erhält man durch Integration der Gleichung (2.78) folgende Beziehung:

S = C : E (2.79)

Die Verknüpfung des energetisch konjugierten Spannungs-Dehnungs-Paares in der ver-
formten Konfiguration – die Cauchyspannungen σ und die Euler-Almansi-Dehnungen e
– geschieht durch den räumlichen Elastizitätstensor C:

σ = C : e (2.80)

Sowohl der materielle als auch der räumliche Elastizitätstensor stellen symmetrische Ten-
soren 4. Stufe dar, die durch Pull-Back- bzw. Push-Forward-Transformationen ineinander
überführt werden können:

C = Cijkl Gi ⊗ Gj ⊗ Gk ⊗ Gl = C
T (2.81)

C =
1

det F
χ−1
∗ (C) =

1
det F

Cijkl gi ⊗ gj ⊗ gk ⊗ gl (2.82)

Aus der Vielzahl entwickelter Materialgesetze werden im nachfolgenden Text lediglich die
bei der Bemessung von Membrantragwerken am weitesten verbreiteten konstitutiven Bezie-
hungen aufgezeigt. Es werden mit dem St. Venant-Kirchhoff- und dem Münsch-Reinhardt-
Material exemplarisch Materialmodelle für isotrope und orthothrope Materialen mit li-
nearer Elastizität vorgestellt. Das Ogden-Materialgesetz dient als Beispiel für homogenes
hyperelastisches Materialverhalten unter großen Dehnungen. Abschließend wird mit der
multilinearen Erweiterung des St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetzes ein pragmatischer An-
satz zur Modellierung des nichtlinearen Materialverhaltens von isotropen Folienwerkstof-
fen beschrieben.

Für alle nachfolgenden konstitutiven Beziehungen gelten folgende Annahmen:

⋄ Ebener Spannungszustand: Es treten keine Spannungen senkrecht zur Mittelfläche der
Membran auf.

⋄ Pfadunabhängigkeit: Der Spannungszustand lässt sich allein aus dem Vergleich der ak-
tuellen Konfiguration mit der unverformten Referenzkonfiguration bestimmen. Die
dazwischen aufgetretenen Zustände haben keinen Einfluss.

St. Venant-Kirchhoff. Das St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz stellt eine der einfachsten
konstitutiven Beziehungen der nichtlinearen Kontinuumsmechanik dar und wird zur
Beschreibung des mechanischen Verhaltens von isotropen, homogenen Materialien mit
linear-elastischem Materialverhalten verwendet. Als mehrdimensionale Verallgemeinerung
des Hookeschen Werkstoffgesetzes ist die Gültigkeit ebenfalls auf kleine Dehnungen be-
schränkt. Es kann zur vereinfachten Berechnung von Membranfolien wie z. B. ETFE-Folie
verwendet werden [Mor07b, LS06].
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Bei der Materialformulierung wird ein linearer Zusammenhang zwischen den Green-
Lagrange-Dehnungen E und den PK2-Spannungen S postuliert. Da dadurch der Elastizi-
tätstensor CStVK unabhängig von der Verformung ist, kann die Differentialbeziehung (2.78)
als explizite Gleichung umgeschrieben werden:

S = CStVK : E (2.83)

Unter Verwendung der konvektiven krummlinigen Basis ergibt sich der Elastizitätstensor
CStVK zu:

CStVK =

[
Eν

1 − ν2 GαβGγδ +
E

2(1 + ν)

(

GαγGβδ + GαδGβγ
)]

︸ ︷︷ ︸

Cαβγδ

Gα ⊗ Gβ ⊗ Gγ ⊗ Gδ (2.84)

Die konstitutive Beziehung wird über lediglich zwei Materialparameter definiert, die sich
relativ einfach aus Versuchen ermitteln lassen: Der Elastizitätsmodul E kann ebenso wie
die Querdehnzahl ν allein aus Monoaxialversuchen bestimmt werden. [SB96] beschreibt die
dazu notwendige Vorgehensweise.

Eine einfachere Darstellung des Materialgesetzes gelingt durch Verwendung einer lokalen
kartesischen Basis. Diese darf aufgrund der Isotropie beliebig in der Tangentialfläche der
Membran angeordnet sein. Der Elastizitätstensor lässt sich nun in Voigtscher Notation als
Matrix seiner Koeffizienten darstellen:






S̃11

S̃22

S̃12




 =

E
1 − ν2






1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2






︸ ︷︷ ︸

CStVK

·






Ẽ11

Ẽ22

2Ẽ12




 (2.85)

Das verwendete Symbol •̃ kennzeichnet physikalische Tensorkoeffizienten bzgl. einer karte-
sischen Basis. Hierdurch wird eine bessere Unterscheidbarkeit zu den unphysikalischen ko-
bzw. kontravarianten Koeffizienten erzielt, die stets noch die Metrik der Fläche enthalten.

Besondere Aufmerksamkeit ist der unterschiedlichen Definition der Schubverzerrung zwi-
schen kontinuumsmechanischer und Voigtscher Notation zu schenken: Bei letzterer werden
die kontinuumsmechanischen Schubverzerrungen Ẽ12 und Ẽ21 zu einer Gesamtschubver-
zerrung addiert, die aufgrund der Symmetrieeigenschaft des Dehnungstensors den Wert
2Ẽ12 besitzt. Für diese Gesamtschubverzerrung ist auch der Begriff des Schubwinkels γ

weitverbreitet.

Obwohl beim ebenen Spannungszustand keine Spannungen senkrecht zur Mittelfläche auf-
treten, entsteht i. A. eine Dehnung in Dickenrichtung. Diese wird durch den Querdehneffekt
verursacht, der bei Streckung in der Fläche eine Ausdünnung der Materialdicke mit sich
bringt:

Ẽ33 = − ν

1 − ν
(Ẽ11 + Ẽ22) (2.86)

Da das Materialgesetz nur für kleine Dehnungen anwendbar ist, wird diese Veränderung
der Querschnittshöhe jedoch meist vernachlässigt. Man nimmt deswegen an, dass die Höhe
H des unverformten Querschnitts der Höhe h der verformten Membran entspricht.
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Abbildung 2.20: Monoaxiale Kraft-Streckungs-Kurve eines St. Venant-Kirchhoff-Materials.

Wird das St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz jenseits des gültigen Bereichs kleiner Deh-
nungen verwendet, treten rasch Abweichungen vom linear-elastischen Materialverhalten
auf. Als Beispiel dafür ist in Abbildung 2.20 die resultierende Kraft-Streckungs-Kurve eines
monoaxialen Zugversuchs dargestellt: Um eine einheitenfreie Darstellung zu ermöglichen,
wird die angreifende F durch Division mit dem Elastizitätsmodul E und der unverformten
Querschnittsfläche A des Probenkörpers normiert. Bei kleinen auftretenden Verzerrungen
verhält sich das Material nahezu linear-elastisch. Wird der Körper jedoch weiter gedehnt,
fällt auf, dass die Kraft überproportional gesteigert werden muss, um die korrespondieren-
de Streckung hervorzurufen. Das Material wird zunehmend steifer und könnte unendlich
große Zugspannungen aufnehmen. Ganz anders ist das Verhalten im Druckbereich: Hier
nimmt die Steifigkeit mit zunehmender Druckkraft bzw. Stauchung ab. Unterschreitet die
Streckung sogar einen gewissen Wert, verursacht das Materialmodell sogar den Sonder-
fall einer negativen Steifigkeit: Dies bedeutet, dass der Probenkörper dem Materialmodell
nach bis zu seinem Verschwinden (λ = 0) zusammengedrückt werden könnte, jedoch
gleichzeitig die dazu notwendigen Kräfte ebenfalls auf Null abfallen würden. Durch diese
Nichtlinearität wäre die maximal aufnehmbare Druckkraft auf den Wert F∗

min beschränkt. Es
wird ersichtlich, dass das auf den ersten Blick so einfache und lineare St. Venant-Kirchhoff-
Materialgesetz „unangenehme“ Überraschungen zu bieten hat, falls man seinen Gültigkeits-
bereich überschreitet.

Münsch-Reinhardt. Eine empirisch motivierte Erweiterung des St. Venant-Kirchhoff-Ma-
terialgesetzes auf orthotrope Materialien stellt das Münsch-Reinhardt-Materialmodell dar, das
zur Berechnung von beschichteten Gewebemembranen verwendet werden kann [MR95].
Dabei wird die Annahme getroffen, dass sich die Dehnungen der Materialfasern zwar ge-
genseitig beeinflussen, die Verrautung zueinander jedoch hiervon entkoppelt ist. Somit
kann in Anlehnung an Gleichung (2.85) das Materialgesetz in zwei Anteile aufgespalten
werden: Der erste beschreibt das gekoppelte Spannungsdehnungsverhalten bei reiner Deh-
nung der Kett- und Schussrichtung (siehe u. a. [Bau02] für eine detailliertere Materialbe-
schreibung), der zweite Anteil die entstehende Schubspannung, die durch Verscherung der
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orthogonalen Gewebestruktur entsteht. Die einfachste und zugleich auch sinnvollste Dar-
stellung des Münsch-Reinhardt-Materialmodells gelingt in Matrizenschreibweise bezüglich
einer lokalen kartesischen Basis

{
f̃α

}

α∈{1,2}, die an den Faserrichtungen orientiert ist:






S̃k

S̃s

S̃ks




 =

1
1 − µksµsk






Ek µksEk 0
µskEs Es 0

0 0 (1 − µksµsk) G






︸ ︷︷ ︸

CMR

·






Ẽk

Ẽs

2Ẽks




 (2.87)

S̃k und S̃s stellen die PK2-Spannungen in Kett- bzw. Schussrichtung dar, die aus den zuge-
hörigen Green-Lagrange-Dehnungen Ẽk und Ẽs resultieren. Die korrespondierenden Mate-
rialparameter sind die Elastizitätsmoduli Ek und Es und Querdehnzahlen µks und µsk. Die
Querdehnzahl µks beschreibt die Kontraktion in Kettrichtung infolge einer Dehnung der
Schussfäden unter Last, µsk analog die Kontraktion der Schussrichtung infolge kraftverur-
sachter Dehnung der Kettfäden. Die Schubsteifigkeit G der gewebten Membran wird haupt-
sächlich durch die Beschichtung verursacht und verknüpft die technische Schubverzerrung
2Ẽks mit der PK2-Schubspannung S̃ks. Die Materialkenngrößen lassen sich nicht mehr wie
beim St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz aus lediglich einem Materialtest bestimmen. Es
müssen mindestens zwei verschiedene Versuchsanordnungen durchgeführt werden (z. B.
Biaxialversuch mit fadenparallelem und um 45° gedrehtem Probestück).

Obwohl bislang fünf Materialparameter bei dem Münsch-Reinhardt-Modell Verwendung
gefunden haben, reduziert sich letztendlich die Anzahl auf lediglich vier Stück (Ek, Es, µks

und G). Dies wird durch eine Zwangssymmetrisierung der Materialmatrix CMR verursacht,
die eine Kopplung der Elastizitätsmoduli und der Querdehnzahlen über folgende Bedin-
gung fordert:

µsk

Ek
=

µks

Es
(2.88)

Dieses symmetrische Materialverhalten lässt sich zwar nicht durch Experimente bestätigen
(siehe z. B. [Bau02]), ist aber für die meisten numerischen Berechnungsverfahren erforder-
lich, da oft nur symmetrische Systemmatrizen im Gleichungslöser verarbeitet werden kön-
nen.

Eine allgemeine Darstellung des Materialgesetzes in krummlinigen Koordinaten erreicht
man durch Transformation des Elasitizitätstensors von der faserparallelen kartesischen Ba-
sis in die konvektive Basis, was einigen numerischen Berechnungsaufwand bedeutet:

CMR =
[

C̃εζηθ
(
Gα · f̃ε

) (

Gβ · f̃ζ

) (
Gγ · f̃η

) (

Gδ · f̃θ

)]

︸ ︷︷ ︸

Cαβγδ

Gα ⊗ Gβ ⊗ Gγ ⊗ Gδ

mit C̃1111 = 1
1−µksµsk

Ek

C̃2222 = 1
1−µksµsk

Es

C̃1122 = C̃2211 = 1
1−µksµsk

µksEk

C̃1212 = C̃2121 = C̃1221 = C̃2112 = G
C̃1112 = C̃1121 = C̃1211 = C̃2111 = C̃1222 = C̃2122 = C̃2212 = C̃2221 = 0

(2.89)
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Ogden. Das Ogden-Materialgesetz soll als Beispiel für nichtlineares Materialverhalten die-
nen. Es wurde ursprünglich für die mechanische Beschreibung gummiartiger Werkstoffe
unter großen Dehnungen und Verformungen entwickelt [Ogd84] und kann somit auch für
die Berechnung isotroper und homogener Membranmaterialien (wie z. B. Kunststofffolien)
verwendet werden. Die Herleitung beruht auf dem Konzept der Hyperelastizität, das die
Existenz eines Potentials der Formänderungsenergie W fordert [SB96]. Durch Differentiati-
on des Potentials nach den Green-Lagrange-Dehnungen erhält man die PK2-Spannungen,
deren erneute Ableitung gemäß Gleichung (2.77) den Elastizitätstensor ergibt:

C =

∂

S
︷ ︸︸ ︷(

∂W(E)

E

)

∂E
=

∂2W(E)

∂E∂E
(2.90)

Für ein inkompressibles Ogden-Material, dessen Volumen bei Verformung stets konstant
bleibt, nimmt die Formänderungsenergie folgende Form an [GR92]:

WOgden =
∑

r

=
µr

αr

[
λαr

1 + λαr
2 + λαr

3 − 3
]

(2.91)

µr und αr sind Materialkoeffizienten, die zu insgesamt r Paaren vorliegen. λ1 und λ2 stellen
die Hauptstreckungen in der Fläche dar, λ3 die Streckung der Dickenrichtung. Diese lässt
sich unter Verwendung der Inkompressibilitätsbedingung durch die zwei Streckungen der
Fläche ausdrücken:

λ3 =

=1
︷ ︸︸ ︷

det F
λ1λ2

= (λ1λ2)
−1 (2.92)

Die PK2-Spannungen in den Hauptstreckungsrichtungen
{

N̂γ

}

γ∈{1,2}, die zugleich den
Hauptspannungsrichtungen entsprechen, ergeben sich unter Verwendung der Gleichungen
(2.90), (2.91) und (2.55) nun zu:

Ŝγ =
∂WOgden

∂λγ

∂λγ

∂Eγ
= λ−2

γ

∑

r

µr

[

λαr
γ − (λ1λ2)

−αr
]

(2.93)

Den Elastizitätstensor in Hauptachsen-Darstellung erhält man durch Ableitung obiger Glei-
chung nach den Green-Lagrange-Dehnungen und kann in [GR92] nachgelesen werden.
Wichtig ist die Erkenntnis, dass es sich hier um eine Tangentenmaterialsteifigkeit handelt,
die von der Verformung des Materials abhängt und nicht mehr konstant ist. Anstatt einen
absoluten Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang zu etablieren, gibt sie somit lediglich die
Änderungsrate der Spannungen bei Variation der Dehnungen an.

Bei Verwendung eines konvektiven Koordinatensystems müssen zur Berechnung des Elas-
tizitätstensors zunächst die Hauptstreckungen und ihre Achsen berechnet werden. Danach
kann für diese Hauptachsen die Materialsteifigkeitsmatrix gemäß [GR92] bestimmt werden.
Den Abschluss der Berechnung bildet die Rücktransformation ins konvektive Koordinaten-
system.
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Abbildung 2.21: Multilineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung.

Die ebenfalls weitverbreiteten Mooney-Rivlin- und Neo-Hooke-Materialgesetze stellen Son-
derfälle des Ogden-Materials dar [Hol04]. Obwohl somit ein äußerst leistungsfähiges und
vielseitig einsetzbares Materialgesetz zur Beschreibung isotroper Materialien vorliegt, fin-
det es dennoch relativ wenig Anwendung beim Membranbau. Die Ursache hierfür liegt v. a.
in der relativ komplizierten Bestimmung der Materialparameter, die zudem nicht den ge-
bräuchlichen Materialkennwerten wie beispielsweise Elastizitätsmodul oder Querdehnzahl
entsprechen.

Multilineare Elastizität. Ein eher handwerklich anmutendes Materialgesetz zur Modellie-
rung nichtlinearer isotroper Werkstoffe lässt sich durch multilineare Erweiterung der konsti-
tutiven Beziehung nach St. Venant-Kirchhoff herleiten [Ans07]. Es wird hierbei die Annah-
me getroffen, dass der Elastizitätsmodul E eine Funktion der vorherrschenden Dehnungen
ist, während die Querdehnzahl ν hingegen stets konstant bleibt.

Die Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens erfolgt über eine abschnittsweise li-
neare Approximation einer monoaxialen Spannungs-Dehnungs-Kennlinie, die aus Materi-
alversuchen ermittelt wurde (siehe Abbildung 2.21). Die einzelnen linearen Abschnitte wer-
den über diskrete Spannungs-Dehnungs-Paare (σi, ε i) definiert, mittels deren auch der je-
weils konstante Tangentenmodul Ei bestimmt werden kann.

Um diese „eindimensionalen“ Informationen aus einem Monoaxialversuch für die Berech-
nung räumlichen Materialverhaltens verwenden zu können, wird zunächst eine sogenann-
te äquivalente Gesamtdehnung εe (englisch: „equivalent total strain measure“) eingeführt
[Ans07]:

εe =
1√

2 (1 + ν)2 [ (ε11 − ε22)
2 + (ε22 − ε33)

2 + (ε33 − ε11)
2

+ 6(ε12)
2 + 6(ε23)2 + 6(ε13)

2
] 1

2

(2.94)
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εe berechnet sich aus der Querdehnzahl ν und den kartesischen Koeffizienten ε ij des Green-
Lagrange-Dehnungstensors, die ausnahmsweise mit einem griechischen Buchstaben abge-
kürzt werden, um Verwechselungen mit den Elastizitätsmoduli auszuschließen. Für einen
ebenen Spannungszustands lässt sich Gleichung (2.94) durch Einsetzen der Gleichung (2.86)
wie folgt vereinfachen:

εe =
1

1 − ν2

[(
1 − ν + ν2) (ε11 + ε22)

2 − 3 (1 − ν)2 (ε11ε22 − (ε12)
2)
] 1

2
(2.95)

Für diese äquivalente Gesamtdehnung kann über die monoaxiale Spannungs-Dehnungs-
Linie eine zugehörige äquivalente Spannung σe bestimmt werden (siehe Abbildung 2.21).
Das Verhältnis von σe zu εe beschreibt den äquivalenten Sekantenelastizitätsmodul Ee:

Ee(εe) =
σe

εe
=

m∑

i=1
[Ei (ε i − ε i−1)] + Em+1 (εe − εm)

εe
mit εe ≥ εm (2.96)

Der zum aktuellen Dehnungszustand zugehörige Elastizitätstensor Cmle ergibt sich nun
durch Skalierung des konstanten Elastizitätstensors CStVK, der die Materialbeziehungen im
linear-elastischen Zustand beschreibt (siehe Gleichung (2.84)). Als Skalierungsfaktor wird
das Verhältnis des äquivalenten Sekantenmoduls Ee zur linear-elastischen Materialsteifig-
keit EStVK verwendet. Da es sich bei Cmle um eine Sekantensteifigkeit handelt, lässt sich
für einen gegebenen Dehnungszustand ein linearer Zusammenhang zwischen den Green-
Lagrange-Dehnungen und den PK2-Spannungen aufstellen:

S(εe) =
Ee(εe)

EStVK
CStVK

︸ ︷︷ ︸

Cmle(εe)

: E (2.97)

Dieses nichtlineare Materialgesetz wurde exemplarisch für die numerische Simulation eines
Berstversuchs eines Luftkissens aus ETFE-Folie verwendet. Die Versuchsreihe wurde 2006
von Schiemann am Lehrstuhl für Tragwerksplanung der Technischen Universität München
durchgeführt [SBHS07]. In Abbildung 2.22 a) und b) sind die Abmessungen der kreisförmi-
gen Materialprobe und die von Schiemann und Moritz [Mor07b] ermittelten Materialkenn-
werte dargestellt.

Bei der Durchführung des Berstversuchs wurde der Innendruck des Luftkissens so lange ge-
steigert, bis ein Bersten der Folie auftrat. Um die auftretenden Verschiebungen zu messen,
wurden photogrammetrische Verfahren verwendet. Als signifikante Größe ist der Verlauf
des Stichs in Pneumitte in Abhängigkeit des Innendrucks in Abbildung 2.22 c) aufgezeigt.
Neben dieser aus experimentellen Messwerten ermittelten Kurve sind im gleichen Dia-
gramm auch die mittels numerischer Simulation erzeugten Last-Verschiebungskurven dar-
gestellt. Bei Verwendung des linear-elastischen St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetzes kann
man im Bereich großer Dehnungen deutlich die Abweichungen der numerischen Berech-
nungsergebnisse von den Messdaten erkennen. Die multilineare Erweiterung hingegen ist
in der Lage, die Abnahme der Materialsteifigkeit korrekt abzubilden und liefert auch für
große Dehnungen überzeugende Ergebnisse bei der berechneten Verschiebungen.
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Abbildung 2.22: Berstversuch eines ETFE-Folienkissens.

Ob dieses einfache Materialgesetz sich jedoch für die Bemessung von Kunststofffolien unter
großen Dehnungen eignet, muss noch in weiteren Forschungsarbeiten überprüft werden.
Als Einschränkung ist hierbei v. a. die Pfadunabhängigkeit des Materialmodells anzufüh-
ren: Diese vereinfacht zwar die numerische Berechnung erheblich, jedoch kann dadurch ein
Fließen der Folie nur näherungsweise simuliert werden, eine korrekte Beschreibung der Plas-
tizität ist aber nicht möglich!

2.3.4 Gleichgewichtsbeziehungen

Aufgrund der in Abschnitt 2.3.2 eingeführten Annahme eines ebenen Spannungszustands
in der Membran und der gleichzeitigen Dimensionsreduzierung auf ein Flächenmodell
(siehe Abschnitt 2.1) können die für das 3D-Kontinuum entwickelten Grundgleichungen
der Elastostatik für die Berechnung von Membranen nur bedingt angewendet werden. Of-
fensichtlich wird die durch die Modellannahmen verursachte Diskrepanz bei Betrachtung
des Krafteinleitungsproblems: Greifen in der Realität äußere Kräfte wie z. B. Wind oder

46



2.3 Kontinuumsmechanik

p
p||

+

σ

σ

σ

a) b)
p||

n

n

+

p
p

σvonMises

minmax

Abbildung 2.23: Krafteinleitung: a) Realität und b) Modell.

Schnee auf der Membranoberfläche an, ergeben sich in der Nähe der Lastangriffspunk-
te erhöhte Spannungskonzentrationen, die zur Erfüllung des lokalen Kräftegleichgewichts
und zur Spannungsumordnung in die Lastabtragsrichtungen erforderlich sind (siehe Ab-
bildung 2.23 a)). Bei dem flächenhaften Membranmodell hingegen geht man davon aus,
dass zum einen die äußeren Lasten direkt in der Mittelfläche angreifen, zum anderen ei-
ne sofortige idealisierte Lastverteilung stattfindet. Werden beispielsweise tangentiale Kräfte
in die Membran eingeleitet, ist der ganze Membranquerschnitt gleichermaßen am Lastab-
trag beteiligt. Bei zur Mittelfläche senkrechter Belastung erzeugt die durch die Krümmung
der Mittelfläche entstehende Verdrehung der Schnittflächen zueinander eine Spannungsre-
sultierende, die der senkrechten Last entgegen wirkt. Auch hier ist der Ausnutzungsgrad
jeder Faser identisch. Diese Modellannahmen, die auf einer raschen Abnahme der Rand-
störungen gemäß dem Prinzip von St. Venant [SB96] beruhen, sind auf der rechten Seite der
Abbildung 2.23 zu sehen.

Da die Spannungen über den Querschnitt konstant sind, ist es sinnvoll, mit den resultieren-
den Schnittkräften zu arbeiten. Diese ergeben sich durch Integration der Spannungen über
die Querschnittshöhe. In der Referenzkonfiguration erhält man die zugehörigen Normal-
kräfte N durch Integration der PK2-Spannungen über die unverformte Querschnittshöhe
H, für die tatsächlichen Normalkräfte n sind die Cauchy-Spannungen über die verformte
Querschnittshöhe h zu integrieren:

N = Nαβ Gα ⊗ Gβ =

H/2∫

−H/2

S dH = H Sαβ Gα ⊗ Gβ (2.98)

n = nαβ gα ⊗ gβ =

h/2∫

−h/2

σ dh = h σαβ gα ⊗ gβ (2.99)

Diese integrale Betrachtungsweise ist besonders bei textilen Membranen angebracht: Da
aufgrund der Webung und anschließenden Beschichtung kein homogener Querschnitt vor-
liegt, ist es zutreffender, die auf den Gesamtquerschnitt wirkende Normalkraft auszuwei-
sen. Eine Angabe von Spannungen würde lediglich eine nichtvorhandene Rechengenau-
igkeit vortäuschen, da deren genaue Aufteilung auf die einzelnen Materialbestandteile im
Gegensatz zur integralen Größe letztendlich unbekannt ist.
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Starke Form. In der starken Form des Gleichgewichts muss an jedem Punkt der verformten
Membranfläche Ω sowohl das Gleichgewicht in der Fläche als auch das Gleichgewicht senkrecht
zur Fläche erfüllt sein. Das Gleichgewicht in der Fläche ist für den Lastabtrag tangentialer
Lasten verantwortlich. Dabei erzeugt die Änderung der Normalkräfte (mathematisch durch
den Divergenz-Operator „div“ beschrieben) ein Gleichgewicht mit den flächenparallelen
Lasten p|| [Cir98]:

divn + p|| = 0 (2.100)

Das Gleichgewicht senkrecht zur Fläche wird durch die Krümmung k der gespannten Mem-
bran bewerkstelligt. Durch die Richtungsänderung der Membranzugspannungen n entste-
hen Umlenkkräfte, die mit den senkrechten Lasten p⊥ das Gleichgewicht erzeugen. Eine
positive Drucklast p⊥ wirkt dabei in Richtung des Normalenvektors der Fläche:

n : k = nαβbαβ = −p⊥ (2.101)

Stellt man Gleichung (2.101) in den Hauptspannungsrichtungen dar, ergibt sich die räumli-
che Erweiterung der allseits bekannten Kesselformel (auch Fassformel genannt):

n1k11 + n2k22 =
n1

r1
+

n2

r2
= −p⊥ (2.102)

n1 und n2 sind die Hauptspannungen, r1 und r2 die vorzeichenbehafteten Krümmungsra-
dien in den Hauptspannungsrichtungen, die jedoch i. A. nicht mit den Hauptkrümmungs-
richtungen übereinstimmen.

Da die meisten Fragestellungen des Membranbaus als sogenannte Randwertprobleme vor-
liegen [Zei96], ist eine Erfüllung des Gleichgewichts innerhalb des Membrangebiets Ω nicht
hinreichend; die Membran muss zudem die gegebenen Randbedingungen an ihren Rändern
Γ erfüllen. Diese können als Verschiebungsrandbedingungen (Dirichlet-Randbedingung,

n1

n2

r1

r2

M1

M2

p

Abbildung 2.24: Gleichgewicht der Membran senkrecht zur Fläche.
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z. B. feste Ränder), Kraftrandbedingungen (Neumann-Randbedingung, z. B. freier Rand)
ausgebildet sein [CC05]. Auch eine Kombination der beiden ist möglich (Robin-Randbedin-
gung [GA98], z. B. Anschluss an ein elastisches Bauteil). Jedoch bereitet es selbst mit den
heutzutags zur Verfügung stehenden mathematischen Methoden noch große Probleme, die
gekoppelten Differentialgleichungen (2.100) und (2.101) unter beliebig gegebenen Randbe-
dingungen geschlossen zu lösen. Eine Lösung der starken Form müsste das Gleichgewicht
an jedem Punkt erfüllen. Im nächsten Abschnitt werden Näherungslösungen aufgezeigt, die
lediglich eine Gleichgewichtserfüllung im integralen Sinn fordern.

Schwache Form. In der schwachen Form eines Strukturproblems ist das Gleichgewicht nicht
mehr zwingend an jedem Punkt der Struktur erfüllt, es genügt eine Erfüllung im Mittel.
Diese abgeschwächte Gleichgewichtsanforderung kann als Ausgangspunkt für die Entwick-
lung numerischer Lösungsverfahren, wie z. B. der Methode der finiten Elemente, herange-
zogen werden. Bildlich ausgedrückt versucht man hierbei mit den gegebenen Hilfsmitteln
eine bestmögliche Approximation der tatsächlichen Lösung zu erhalten, jedoch wohlwis-
sentlich darüber, dass dabei i. A. ein über die Struktur verteilter Fehler auftreten kann.

Eines der am weitesten verbreiteten Verfahren zur näherungsweisen Lösung eines diskre-
tisierten kontinuumsmechanischen Problems stellt das Prinzip der virtuellen Arbeit, genauer
gesagt das Prinzip der virtuellen Verschiebungen, dar. Dieses beruht auf folgender Feststel-
lung: Auf ein sich im Gleichgewicht befindendes System wird eine beliebige, infinitesimal
kleine Verschiebung δu aufgebracht. Führt man nun eine Energiebilanz durch, lässt sich
nachweisen, dass die durch diese virtuelle Verschiebung entstehende innere Arbeit δWint

des Systems gleich der äußeren Arbeit δWext infolge externer Lasten ist:

δWint + δWext = 0 (2.103)

Die virtuelle innere Arbeit eines Systems lässt sich dabei aus „arbeitskonformen Paarungen
von Spannungs- und Verzerrungstensoren“ [SB96] sowohl in der Referenz- als auch in der
aktuellen Konfiguration berechnen. Dabei sind für die Spannungen jeweils die tatsächlich
auftretenden Größen zu verwenden, für die Dehnungen werden die infolge der virtuellen
Verschiebungen entstehenden Variationen der Dehnungen benötigt. Das energetisch konju-
gierte Paar von Spannungen und Dehnungen in der Referenzkonfiguration besteht somit
aus den PK2-Spannungen S und den virtuellen Green-Lagrange-Dehnungen δE. In der ak-
tuellen Konfiguration bilden die Cauchy-Spannungen σ und die virtuellen Euler-Almansi-
Dehnungen δe die korrespondierende Paarung. Sind die virtuellen Verschiebungen kompa-
tibel mit den geometrischen Randbedingungen des Systems, erhält man die virtuelle innere
Arbeit durch Volumenintegration über das „innere“ Gebiet Ω der Struktur. Verwendet man
bei Membranen die Spannungsresultierenden N bzw. n, lässt sich die Volumenintegration
auf eine Integration über die Fläche reduzieren. Gleichung (2.104) fasst die verschiedenen
Berechnungsmöglichkeiten der internen virtuellen Arbeit nochmals zusammen:

− δWint =







∫

Ω

(S : δE) dV =
∫

Ω

(N : δE) dA : Referenzkonfiguration

∫

Ω

(σ : δe) dv =
∫

Ω

(n : δe) da : Aktuelle Konfiguration
(2.104)
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Die externe virtuelle Arbeit δWext kann grundsätzlich in zwei Anteile aufgespalten werden:
Der erste Anteil beschreibt die virtuelle Arbeit, die von Volumenkräften (z. B. Schwerkraft)
im Körper selbst verrichtet wird. Die Integration müsste in diesem Fall über das Volumen
erfolgen. Da jedoch bei Membranen eine Vorintegration über die Querschnittshöhe erfolgen
kann, können Volumenkräfte auch dem zweiten Anteil der virtuellen äußeren Arbeit zuge-
rechnet werden: Dieser setzt sich aus der Arbeit der auf die Membranoberfläche wirkenden
Kräfte p zusammen. Bei Verwendung eines Flächenmodells ist die virtuelle Verschiebung
δu, auf der die äußeren Kräfte ihre Arbeit verrichten, identisch mit der virtuellen Verschie-
bung der Mittelfläche der Membran. Aus diesem Grund erfolgt die Integration der Arbeits-
anteile über die Mittelfläche in der aktuellen Konfiguration:

δWext =

∫

Ω

(p · δu) da (2.105)

Es ist noch anzumerken, dass mittels Prinzip der virtuellen Arbeit selbst Strukturprobleme
behandelt werden können, die über kein Potential der inneren bzw. äußeren Energie verfü-
gen (z. B. bei Folgelasten oder Plastizität). Liegt jedoch ein Problem mit Potentialcharakter
vor (z. B. hyperelastisches Material in Verbindung mit konservativen Lasten), lässt sich der
Gleichgewichtszustand des Systems ebenfalls als Minimum der gesamten potentiellen Ener-
gie Π des Systems beschreiben [ZTZ05]. Die setzt sich aus der internen Formänderungsener-
gie Πint und dem Potential der äußeren Kräfte Πext zusammen:

Π = Πint + Πext (2.106)

Die notwendige Bedingung für ein Energieminimum stellt eine verschwindende erste Va-
riation des Gesamtpotentials dar:

δΠ = δΠint + δΠext = 0 (2.107)

Zwar beschreibt jeder stationäre Zustand, der Gleichung (2.107) erfüllt, einen Gleichge-
wichtszustand des Systems. Ein stabiler Zustand und somit die hinreichende Bedingung
für ein Energieminimum ist jedoch nur gegeben, falls die zweite Variation der potentiellen
Energie einen positiven Wert aufweist [Hol04]:

δ2
Π = δ2

Πint + δ2
Πext > 0 (2.108)

Ein negativer Wert der zweiten Variation deutet auf ein labiles Gleichgewicht hin, bei dem
schon eine kleine Störung zum Verlust des Gleichgewichts führt. Wird die zweite Variation
zu Null, liegt ein indifferentes Gleichgewicht vor, bei dem auch eine Änderung des Systems
eine neue Gleichgewichtslage bewirkt.
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Diskretisierung der schwachen Form. Wird zur Beschreibung der Membrangeometrie ei-
ne Diskretisierung mit finiten Elementen gewählt (siehe Abschnitt 2.2.4), ist die Struktur
allein durch die räumliche Position der Knoten definiert: Die Geometrie der Referenzkon-
figuration entsteht durch Interpolation der unverformten Ortsvektoren Xk der Knoten. Ad-
diert man zu diesen die Knotenverschiebungen uk, erhält man nach Gleichung (2.42) die
verformten Ortsvektoren xk der aktuellen Konfiguration:

xk = Xk + uk (2.109)

Bei isoparametrischen Elementen werden die gleichen Formfunktionen Nk(θ1, θ2) zur Interpo-
lation der Verschiebungen benutzt wie zur Interpolation der Referenzgeometrie. Es ergibt
sich somit folgende Interpolationsvorschrift für die Geometrie innerhalb eines finiten Ele-
ments:

X(θ1, θ2) =

nel∑

k=1

Nk(θ1, θ2)Xk (2.110)

x(θ1, θ2) =

nel∑

k=1

Nk(θ1, θ2)xk =

nel∑

k=1

Nk(θ1, θ2)
(
Xk + uk

)
(2.111)

Da die Referenzgeometrie in einem Strukturproblem mit Lagrangescher Betrachtungswei-
se stets konstant bleibt, während sich lediglich die Geometrie der aktuellen Konfiguration
ändert, kann eine Variation im Sinne der schwachen Form nur über eine Variation der ver-
formten Geometrie, und somit der Knotenverschiebungsvektoren, erfolgen. Nachdem jeder
Knoten im Raum R3 drei translatorische Freiheitsgrade ur besitzt, ergeben sich dementspre-
chend drei unabhängige Variationsmöglichkeiten δur pro Knoten:

δXk = 0 (2.112)

δxk = δuk = δurer (2.113)

Um von dieser Variation am Knoten auf die Variationen der Dehnungen zu schließen, die
für die schwache Form erforderlich sind, muss zuerst die Variation der Basisvektoren der
aktuellen Konfiguration bestimmt werden. Unter Verwendung der Gleichungen (2.34) und
(2.111) ergibt sich:

δgα(θ1, θ2) =
∂(δx(θ1, θ2))

∂θα
=

nel∑

k=1

∂Nk(θ1, θ2)

∂θα
δuk (2.114)

Aufbauend darauf erhält man mit Gleichung (2.44) die Variation des Deformationsgradien-
ten F für Materialien ohne Dickenänderung:

δF = δgα ⊗ Gα (2.115)

Etwas aufwändiger gestaltet sich die Berechnung der Variation der Determinante des De-
formationsgradienten F, da hier einige Summen- und Kettenregeln bei der Variation von
Gleichung (2.47) zu beachten sind:

δ(det F) =
δ(da)

dA
=

((δg1 × g2) + (g1 × δg2)) · (g1 × g2)

‖g1 × g2‖ ‖G1 × G2‖
(2.116)
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Die Variation der Determinante des Deformationsgradienten F lässt sich nach [Hol04] unter
Verwendung der Gleichungen (2.115) und (2.46) in kontinuumsmechanischer Schreibweise
auch folgendermaßen ausdrücken:

δ(det F) = det F div(δx) = det F







∂(δx)

∂X
︸ ︷︷ ︸

δF

: F−T







= det F (δgα · gα) (2.117)

Die Variation des Green-Lagrange-Dehnungstensors E wird mittels Gleichung (2.55) be-
stimmt:

δE =
1
2

(

δFT · F + FT · δF
)

=
1
2

(
δgα · gβ + gα · δgβ

)
Gα ⊗ Gβ (2.118)

Soll auch die Variation des Euler-Almansi-Dehnungstensors e bestimmt werden, stößt man
auf das Problem, dass eine Variation nicht nur die Koeffizienten des Tensors beeinflus-
sen würde, sondern auch seine in der aktuellen Konfiguration definierte Basis (siehe Glei-
chung (2.56)). Dieses Problem umgeht man, indem zuerst die Euler-Almansi-Dehnungen
durch eine Pull-Back-Operation in die Green-Lagrange-Dehnungen transformiert werden,
deren Variation δE durch Gleichung (2.118) gegeben ist. Nun erfolgt die Rücktransformati-
on in die aktuelle Konfiguration mittels einer Push-Forward-Operation, die letztendlich die
Variation der Euler-Almansi-Dehnungen δe liefert [Hol04]:

δe = F−T · δE · F−1 =
1
2

(

F−T · δFT + δF · F−1
)

=
1
2

(
δgα · gβ + gα · δgβ

)
gα ⊗ gβ

(2.119)

Residuum und Linearisierung. Eine anschauliche Interpretation der mechanischen Be-
deutung der diskretisierten schwachen Form des Gleichgewichts gelingt über die Einfüh-
rung des sogenannten Residuums. Ausgangspunkt hierfür ist die Fragestellung, ob eine
gegebene Konfiguration eines mechanischen Systems dessen Gleichgewichtslage darstellt.
Wird Gleichung (2.103) verletzt, herrscht im System Ungleichgewicht. Um dennoch Gleich-
gewicht zu erzwingen, wird nun an allen Freiheitsgraden ur der FE-Knoten eine externe
Residuumskraft Rr angebracht, die eine Erfüllung des Prinzips der virtuellen Arbeit für ei-
ne beliebige Variation δur garantiert:

δWint + δWext + Rrδur = 0 (2.120)

Da die aufgebrachten virtuellen Verschiebungen δur infinitesimal klein sind, kann eine Li-
nearisierung der durch δur verursachten Variationen anderer Größen vorgenommen wer-
den:

δ(•) LIN
=

∂(•)
∂ur

δur (2.121)

Mittels der Gleichungen (2.120) und (2.121) und der Annahme, dass ein nicht-trivialer Fall
der Variation vorliegt (δur 6= 0), erhält man eine Gleichung zur Berechnung der Residual-
kräfte:

Rr = −∂Wint

∂ur
− ∂Wext

∂ur
=

∫

Ω

(

S :
∂E
∂ur

)

dV −
∫

Γ

(

p · ∂u
∂ur

)

da (2.122)
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2.3 Kontinuumsmechanik

Befindet sich das System im Gleichgewicht, ist es in der Lage, „sich selbst zu tragen“, und
die virtuellen Residualkräfte Rr verschwinden. Diese Erkenntnis macht man sich zur ite-
rativen Berechnung der Gleichgewichtslage zu Nutze. Durch Modifikation der aktuellen
räumlichen Lage der FE-Knoten wird versucht, das Residuum derartig zu minimieren, bis
es näherungsweise den Wert Null erreicht. Eine Berechnungsformel für die Verschiebungs-
inkremente ∆us bzgl. aller Freiheitsgrade des Systems ergibt sich durch Anwendung der
Newton-Raphson-Methode auf Gleichung (2.122):

LIN(Rr) = Rr +
∂Rr

∂us
∆us = 0 (2.123)

Durch Umstellung obiger Gleichung erhält man ein lineares Gleichungssystem zur Berech-
nung der inkrementellen Knotenverschiebungen. Die Ableitung der Residualkräfte Rr nach
den Verschiebungen der Freiheitsgrade us ergibt die Tangentensteifigkeitsmatrix Krs des
Systems, der negative Residualvektor die Ungleichgewichtskräfte Fr:

Krs∆us = Fr mit Krs =
∂Rr

∂us
; Fr = −Rr (2.124)

An Rändern mit vorgeschriebenen Verschiebungen (Dirichlet-Randbedingungen) ergeben
die Knotenresiduen Rr nach Gleichung (2.122) die zugehörigen Auflagerkräfte. Die dabei
notwendigen Ableitungen sind hierbei nach den festgehaltenen Freiheitsgraden durchzu-
führen.

Dieses hier skizzierte Berechnungsverfahren wird in den nachfolgenden Kapiteln zur Lö-
sung der unterschiedlichen Problemstellungen angewandt, die im Laufe des Entwurfspro-
zesses von vorgespannten leichten Tragwerken entstehen.
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Kapitel 3

Formfindung

Formfindung stellt typischerweise den ersten Schritt des Entwurfsprozesses von Membran-
tragwerken dar. Es gilt eine für Membranen geeignete Form zu finden, die sich innerhalb
gegebener Randbedingungen befindet. Das Kapitel beleuchtet zunächst die physikalische
Problemstellung der Formfindung: Was genau bedeutet Formfindung von Membranen, was
sind die notwendigen Eingangsparameter sowie die zulässigen Randbedingungen? Im An-
schluss daran wird anhand einiger charakteristischer Anwendungsfälle die generelle Lös-
barkeit des Problems untersucht.

Der letzte Teil des Kapitels befasst sich mit der numerischen Umsetzung der Formfindung.
Aufbauend auf den kontinuumsmechanischen Grundlagen und der Differentialgeometrie
aus Kapitel 2 werden ein numerisches Lösungsverfahren für das Formfindungsproblem so-
wie die dabei auftretenden Probleme diskutiert.

3.1 Was ist Formfindung?

Membrankonstruktionen weisen eine extrem hohe Schlankheit ihrer Strukturelemente im
Vergleich zu den globalen Abmessungen des Tragsystems auf: So sind Spannweiten von
über 100 [m] heutzutage keine Seltenheit mehr (max. Spannweite des deutschen Pavillons
in Montreal von Frei Otto: ca. 130 [m] [Hop07]), die Dicke der Membranstoffe hingegen liegt
im Millimeterbereich (Dicke von PVC-beschichtetem Polyestergewebe Typ III: ca. 0,9 [mm]
[Hop07]). Durch dieses außerordentlich geringe Verhältnis von Dicke zu Spannweite stellt
sich bei Membranen ein charakteristisches Lastabtragsverhalten ein: Eine Membran kann
auftretende Lasten nur über Zugspannungen abtragen, die tangential zu ihrer Mittelfläche
wirken. Evtl. auftretenden Druckkräften entzieht sich die Membran durch Faltenbildung, da
aufgrund der vernachlässigbar kleinen Biegesteifigkeit in Kompressionsrichtung ein lokales
Beulen auftritt [Zie01].

Am besten kann dieses charakteristische Lastabtragsverhalten am Beispiel einer gescherten
ebenen Membran verdeutlicht werden: Auf ein rechteckiges Membranstück (z. B. aus Textil
oder Folie) wird eine Scherverformung aufgebracht (siehe Abbildung 3.1). Die Richtungen
der resultierenden Hauptdehnungen sind dabei um 45° gegenüber der Verscherungsrich-
tung gedreht. Beide Hauptdehnungen sind vom Betrag her identisch, besitzen jedoch unter-
schiedliche Vorzeichen: In der einen Richtung wird die Membran gezogen, in der anderen
Richtung hingegegen „gedrückt“ bzw. gestaucht. Die Zugdehnungen bewirken planmäßig
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Scherverformung Computersimulation

Zug

D
ruck

(Falten)

Abbildung 3.1: Faltenbildung bei einer gescherten Membran.

Zugspannungen in der Membran, die Stauchung der Membran verursacht jedoch nur in ei-
nem idealen ebenen System Druckspannungen: Da in Realität stets Imperfektionen bei der
Geometrie auftreten, und die Membran nie komplett eben ist, führen schon kleinste auf-
tretende Druckspannungen in der Membran zu einem lokalen Stabilitätsversagen, das die
Ursache für die Faltenbildung ist. Die Druckspannungen werden dadurch nahezu komplett
abgebaut.

Diese spezielle Tragwirkung muss in adäquater Weise bei der Gestaltung der geometrischen
Form der Membrankonstruktion berücksichtigt werden: Es muss sichergestellt werden, dass
die Membran an jeder Stelle unter Zugspannungen steht. Auftretende Falten sind zu ver-
meiden, da zum einen ein erheblicher Verlust von Steifigkeit bis hin zum Stabilitätsversa-
gen des Gesamtsystems die Folge sein kann (die Membran kann in Richtung der Stauchung
keine Lasten abtragen). Zum anderen wird das Material durch wiederholte Knickbildung
geschwächt, was evtl. zu einem verfrühten Materialversagen infolge Ermüdung führt. Diese
Notwendigkeit eines reinen Zugspannungszustands in der Membran bewirkt, dass die Form
einer Membrankonstruktion i. A. nicht mehr „am Zeichenbrett“ entworfen werden kann: Es
muss eine Formfindung durchgeführt werden, die für gewisse Randbedingungen eine phy-
sikalisch realisierbare Geometrie erzeugt.

3.1.1 Definition der Formfindung

Auch wenn der Begriff „Formfindung“ allgemein viele Deutungsmöglichkeiten zulässt,
kann die Formfindung von vorgespannten Flächentragwerken relativ einheitlich definiert
werden: Es gilt die Geometrie der Struktur unter dem maßgeblichen Formfindungslast-
fall derart zu bestimmen, so dass im Tragwerk ein gewünschter vorgegebener Membran-
spannungszustand herrscht. Im Gegensatz zum Planungsprozess konventioneller Bauwer-
ke wird somit die Spannungsverteilung in der Struktur unter Last als gegeben vorausge-
setzt, jedoch nicht die Geometrie, auf der sie wirkt. Diese umgekehrte Aufgabenstellung,
bei der zwar sozusagen die Ergebnisse bekannt sind, nicht jedoch die Ursachen hierfür, wird
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Formfindung

n = h σ

p

Γ

Ω

x

Abbildung 3.2: Definition der Formfindung.

auch als inverses Problem bezeichnet [Ble98, Tar05]. Das numerische Vorgehen der Formfin-
dung ist dabei für Membrankonstruktionen nahezu identisch wie für Seilnetze, weswegen
sich der nachfolgende Text hauptsächlich auf Membranen konzentriert. Bei der Definiti-
on der Aufgabenstellung müssen jedoch leichte Modifikationen beachtet werden, wie Ab-
schnitt 3.3.2 zeigt.

Die Eingangsparameter der Formfindung setzen sich aus dem gewünschten Spannungs-
zustand n der Membran (bzw. der gewünschten Seilkraft bei Seilnetzen), den formgeben-
den äußeren Lasten p sowie den Randbedingungen wie beispielsweise der Topologie und
der geometrischen Position der festen Auflager Γ zusammen. Durch den Formfindungspro-
zess soll nun die zu den Eingangsparametern korrespondierende Gleichgewichtslage Ω des
Tragwerks bestimmt werden, die mittels der räumlichen Lage x der Flächenpunkte beschrie-
ben wird. Abbildung 3.2 verdeutlicht die Ein- und Ausgangsparameter des Formfindungs-
prozesses am Beispiel einer hypar-ähnlichen Membran mit fester Berandung.

Der Formfindungslastfall besteht bei einem Großteil der Membranbauten lediglich aus der
Vorspannung n der Membran. Diese wird normalerweise in der Einheit [Kraft/Länge] ange-
geben und setzt sich gemäß Gleichung (2.99) aus den über die Membrandicke h integrierten
Zugspannungen σ zusammen. Durch die Vorspannung soll sichergestellt werden, dass die
Struktur in der Lage ist, evtl. auftretende äußere Lasten ausschließlich über Zug abzutra-
gen. Eine äußere Last p wird dabei nicht direkt bei der Formfindung berücksichtigt, da
man annimmt, dass der Mittelwert der Belastung über die Zeit näherungsweise verschwin-
det. Wirken äußere Lasten jedoch nicht nur temporär (wie z. B. Wind oder Schnee), sondern
dauerhaft, müssen sie in den Formfindungsprozess integriert werden. Eines der wichtigsten
Beispiele hierfür stellt der Innendruck bei pneumatischen Strukturen dar wie z. B. bei der
Aussenhülle der Allianz-Arena in München [Mor05]: Die ETFE-Folienkissen werden einem
konstanten Innendruck ausgesetzt, der in Kombination mit der gleichzeitigen Membranvor-
spannung die charakteristische synklastische Form der Kissen erzeugt.

Während die Membranvorspannung meist nach statischen und materiellen Überlegungen
ausgewählt wird [BD04, DIN06], ergeben sich die Topologie und Berandung des Tragwerks
überwiegend aus architektonischen Belangen: Unter Topologie versteht man hier die prin-
zipielle Form der Strukturelemente (z. B. vier- oder fünfeckige Membran) sowie die An-
ordnung verschiedener Strukturelemente untereinander. Hierbei ist v. a. die Kombination
von Membran und Seil von großer Bedeutung, die auf unterschiedlichste Weise erfolgen
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kann (z. B. Gratseil, Randseil, Augseil, etc. [FM04]). Durch Anordnung der Auflagerbedin-
gungen kann die entwerfende Person ebenfalls Einfluss auf das letztendliche Ergebnis der
Formfindung und die daraus resultierende Struktur nehmen. Es muss festgesetzt werden,
wieviele Punkte der Membran fest verankert werden, ob die Ränder ebenfalls fixiert werden
(englisch: „rigid support“) oder durch den Einsatz von Randseilen eine flexible Berandung
bilden (englisch: „soft support“). Die geometrische Lage des Randes ist dabei möglichst so
auszubilden, dass er eine starke Krümmung der Gleichgewichtsfläche erzeugt. Die daraus
in Verbindung mit der Vorspannung resultierende geometrische Steifigkeit ist für ein opti-
males Tragverhalten entscheidend [FM04].

Nachdem die Aufgabenstellung festgelegt wurde, soll anschließend im Prozess der Form-
findung die zugehörige Gleichgewichtsfläche bestimmt werden. Diese lässt sich nach der
Definition der Konfigurationsmechanik (siehe Abschnitt 2.3.1) als verformte Konfiguration
identifizieren, da die auf ihr wirkenden Vorspannungen als physikalische Spannungen de-
finiert sind. Sie stellen somit Cauchy-Spannungen dar, die sich definitionsgemäß auf die
verformte aktuelle Geometrie einer Struktur beziehen. Eine Formfindung versucht dem-
nach, direkt den verformten Zustand der Membran zu bestimmen, noch ohne ihre zugehö-
rige Referenzkonfiguration zu kennen. Darüber hinaus ist der Formfindungsprozess auch
unabhängig von der Art und Quantität des Materials [Lin99]. Einzig entscheidend ist der
Vorspannungszustand in der Membran – wie dieser jedoch entstanden ist, ist bislang noch
nicht von Interesse.

Die maßgebende Gleichung der Formfindung ergibt sich aus der Anwendung des Prinzips
der virtuellen Arbeit (siehe Abschnitt 2.3.4). Da sich die gegebene Membranspannung auf
die verformte Konfiguration bezieht, wird die virtuelle Arbeit ebenfalls in ihrer räumlichen
Darstellung beschrieben:

δW = −h
∫

a

(σ : δe) da

︸ ︷︷ ︸

δWint

+

∫

a

(p · δu) da

︸ ︷︷ ︸

δWext

= 0 (3.1)

Durch Verwendung von Gleichung (2.119) lässt sich der Ausdruck für die innere virtuelle
Arbeit umschreiben. Sie kann nun aus den Tensorkoeffizienten des Spannungstensors und
den kovarianten Basisvektoren mit ihren Ableitungen errechnet werden:

− δWint = h
∫

a

1
2

σαβ
(
δgα · gβ + gα · δgβ

)
da (3.2)

Die gesuchte Gleichgewichtsfläche muss das durch Gleichung (3.1) gegebene Randwertpro-
blem erfüllen. In den nachfolgenden Abschnitten wird beschrieben, welche Verfahren zur
Formfindung angewandt werden können.

3.1.2 Experimentelle und numerische Formfindung

Eine Formfindung kann heutzutage sowohl experimentell als auch numerisch durchgeführt
werden. Als das textile Bauen in der zweiten Hälfte des 20. Jahrhunderts zunehmend auf In-
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Abbildung 3.3: Experimentelle Formfindung mit Seifenhäuten und Strumpfmodellen.

teresse stieß, mussten für die Formfindung in Ermangelung geeigneter Berechnungsverfah-
ren und Rechenkapazität jedoch noch nahezu ausschließlich physikalische Modelle verwen-
det werden. Dabei gab es zwei unterschiedliche Experimentiermethoden: Bei Modellen aus
Seifenhaut wurde die natürliche Oberflächenspannung der Seifenlauge zu Nutze gemacht,
um innerhalb einer festen Berandung (z. B. aus Draht) eine Fläche mit isotrop verteilter
Vorspannung zu generieren. Auch können damit pneumatische Strukturen generiert wer-
den, wie die allseits bekannten Seifenblasen zeigen (siehe Abbildung 3.3 links). Um die Le-
bensdauer der Modelle zu verlängern und sie dadurch einer besseren Erfassung zugänglich
zu machen, wurde am Institut für Leichte Flächentragwerke der Universität Stuttgart un-
ter Frei Otto sogar eine „Seifenhautmaschine“ entwickelt [BBB05]. Die Strukturmodelle aus
Seifenfilm wurden in einer Klimakammer gelagert und konnten durch Projektion mittels
parallelem Licht auf Fotoplatten anschließend vermessen werden.

Bei den sogenannten Strumpf- bzw. Tüllmodellen wird ein hochelastischer Stoff (Gummi-
haut, Tüll, auch oft Damenstrumpfhosen) verwendet, der in eine Berandung eingespannt
wird [Ott54, Lin76]. Im Gegensatz zu Seifenhäuten stellt sich hier nicht zwangsläufig ein
homogener Spannungszustand im Material ein, da unterschiedliche Bereiche verschieden
gedehnt und somit auch verschieden stark vorgespannt werden. Was einerseits als Nachteil
gelten mag, eröffnet jedoch gleichzeitig die Möglichkeit, gezielt anisotrope Vorspannung an
einem Modell zu testen. Abbildung 3.3 rechts zeigt ein Strumpfmodell, bei dem die Mem-
bran durch Seile verstärkt wurde. Erwähnenswert sind auch die Experimente von Antoni
Gaudí und Heinz Isler [Hen76, Cri03, Isl76, Isl94]: Aus rein auf Zug belasteten Hängeformen
(z. B. mit Gewichten beschwerte Ketten oder durchtränkte Tücher) generierten sie durch In-
version der Geometrie Formen für Schalenkonstruktionen, die ihr Eigengewicht allein über
Druckspannungen abtragen.

Der Vorteil derartiger empirischer Experimente liegt in ihrem hohen Maß an Anschaulich-
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keit, leider ist ihre Durchführung schon für relative simple Modelle oft sehr komplex und
zeitaufwändig. Als Auslöser für den Beginn der Entwicklung numerischer Methoden in
Deutschland kann der Bau des Olympiastadions in München für die Olympiade 1972 gese-
hen werden: Für die Planung der weitreichenden Zeltdächer stieß man mit experimentellen
Methoden schnell an die Grenzen des Machbaren. Aus diesem Grund versuchte man vor-
wiegend im Stuttgarter Raum computergestützte Rechenverfahren zur Formfindung vor-
gespannter Flächentragwerke zu entwickeln. Diese Bestrebungen mündeten schließlich in
dem bekannten Sonderforschungsbereich 64 „Weitgespannte Flächentragwerke“ (SFB 64)
der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) [SFB84] sowie dessen „Nachfolger“ SFB 230
„Natürliche Konstruktionen – Leichtbau in Architektur und Natur“. Hier wurden v. a. von
Linkwitz und Scheck mit der Einführung der sogenannten Kraftdichte die Grundlagen der
modernen numerischen Formfindung gelegt [LS71]. Diese Methoden wurden in den folgen-
den Jahren durch eine Vielzahl diverser Forschungsbeiträge erweitert. Als besonders viel-
versprechend hat sich hier die Updated Reference Strategy von Bletzinger [BR99] herausge-
stellt, die eine kontinuumsmechanische basierte Formfindung propagiert. Abschnitt 3.3 be-
schäftigt sich näher mit diesem Verfahren und seiner Weiterentwicklung. Interessanterwei-
se entstand parallel zur „Stuttgarter Schule der Formfindung“ im angelsächsischen Raum
eine davon unabhängige Strömung: Die auf der sogenannten dynamischen Relaxation beru-
henden Formfindungsmethoden wurden maßgeblich von Barnes vorangetrieben (siehe u. a.
[Bar99, Wak04] für weiterführende Informationen). Noch heute lässt sich beim Membranbau
eine Zweiteilung in diese unterschiedlichen Zweige der Formfindung feststellen. In dem
nachfolgenden Text werden die auf der dynamischen Relaxation basierenden Methoden je-
doch nur am Rande erwähnt.

Durch die Entwicklung der numerischen Formfindung verfügt der Planer über ein effek-
tives Werkzeug für den Entwurf vorgespannter Flächentragwerke, die mit experimentel-
len Methoden nur schwer und mit großem Zeitaufwand realisierbar wären. Als Beispiel ist
in Abbildung 3.4 die numerische Formfindung des Tanzbrunnens von Frei Otto zu sehen,
der schon 1957 für die Bundesgartenschau in Köln errichtet wurde [BBB05]. Während bei
der ursprünglichen experimentellen Formfindung sicherlich einige Tage für den Modellbau
benötigt wurden, konnte die numerische Berechnung einschließlich Pre- und Postproces-
sing binnen einer Stunde bewerkstelligt werden. Dennoch hat selbstverständlich auch die
numerische Formfindung ihre Grenzen: In gleicher Weise wie die experimentelle Formfin-
dung kann sie nur für Probleme Lösungen finden, die physikalisch auch sinnvoll sind. Aus
diesem Grund werden im nächsten Abschnitt die physikalischen Anforderungen an den
Formfindungsprozess diskutiert.

3.2 Diskussion der physikalischen Problemstellung

„Wenn du eine weise Antwort verlangst, mußt du vernünftig fragen.“

Dieser etwas philosophisch anmutende Satz von Johann Wolfgang von Goethe ist bei der
mathematischen Disziplin der Optimierung, als deren Untergebiet die Formfindung angese-
hen werden kann, von höchster Relevanz. Allgemein versteht man unter Optimierung die
Suche nach einem optimalen Zustand, der gewisse Nebenbedingungen erfüllen muss. Doch
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Endgeometrie

Startgeometrie

Abbildung 3.4: Numerische Formfindung am Beispiel des Tanzbrunnens von Frei Otto.

schon die Definition dieses „optimalen Zustands“ bereitet oft größte Probleme, was man
nur zu gut selbst aus Fragestellungen des Alltags kennt: Entweder ist die Problemstellung
zu vage (z. B.: Welcher Weg zur Arbeit ist optimal? Der zeitlich oder der räumlich kürze-
re?), oder man stellt zu viele Nebenbedingungen, so dass das Problem gar nicht mehr ge-
löst, geschweige dafür ein Optimum gefunden werden kann (z. B.: Welches Produkt kostet
am wenigsten, erfüllt aber gleichzeitig die höchsten Ansprüche?). Im Alltag lassen sich sol-
che Ungenauigkeiten meist durch gesunden Menschenverstand überbrücken. Soll jedoch
für ein mechanisches Problem das Optimum mittels mathematischer Methoden exakt be-
stimmt werden (darunter fallen auch die numerischen Methoden), muss sichergestellt sein,
dass eine Lösung für das Problem überhaupt existiert.

Dergleichen verhält es sich auch mit der Formfindung von Membranstrukturen: Wie in Ab-
schnitt 3.1.1 beschrieben wurde, wird i. A. die Gleichgewichtsform für eine gewisse Kom-
bination von Strukturelementen gesucht, deren Spannungen a priori gegeben sind. Bevor
man sich mit den Lösungsmethoden für diese Problemstellung beschäftigt, sollte man sich
auch hier zunächst Gedanken machen, ob es überhaupt eine Lösung für das Problem ge-
ben kann. Aufgrund dessen sollen im Nachfolgenden mehrere relevante Problemstellungen
für den Membranbau im Bereich der Formfindung hinsichtlich ihrer Lösbarkeit diskutiert
werden.

3.2.1 Membran mit isotroper Vorspannung

Die Formfindung isotrop vorgespannter Membranen, die von festen Rändern umschlossen
sind, ist schon seit mehreren Jahrhunderten mathematisches Forschungsgebiet, auch wenn
die Motivation hierfür weniger textiles Bauen als die reine Mathematik an sich war. Wie im
Nachfolgenden gezeigt wird, ergibt sich eine Analogie zwischen dem Minimalflächenpro-
blem und der Formfindung isotrop vorgespannter Membranen.
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Reine Vorspannung. Der erste hier zu untersuchende Formfindungslastfall stellt auch zu-
gleich eines der ältesten untersuchten Probleme dar: Er besteht allein aus einer konstanten
isotropen Vorspannung der Membran ohne äußere Lasten (p = 0), für die die Gleichge-
wichtsfläche bezüglich einer festen Berandung gesucht wird. Dieses Formfindungsproblem
entspricht den Experimenten mit Seifenhäuten: Die Oberflächenspannung der Seifenlauge
bewirkt einen sogenannten hydrostatischen Spannungszustand, der in allen Richtungen die
gleiche Vorspannung σ0 besitzt. In Tensorschreibweise lässt sich dieser Spannungszustand
als das Skalarprodukt der Vorspannung σ0 mit dem Einheitstensor I ausdrücken [Ble98]:

σ
iso = σ0I

Gl. (2.14)
= σ0 gαβ gα ⊗ gβ (3.3)

Da keine äußeren Lasten wirken, beschränkt sich die maßgebliche Gleichung auf die innere
virtuelle Arbeit des Systems. Durch Einsetzen von Gleichung (3.3) in Gleichung (3.2) ergibt
sich folgende Beziehung:

− δWint =
1
2

h σ0

∫

a

gαβ
(
δgα · gβ + gα · δgβ

)
da = h σ0

∫

a

(gα · δgα) da = 0 (3.4)

Als nächster Schritt erfolgt die Transformation von Gleichung (3.4) in die Referenzkonfigu-
ration. Die Integration erfolgt nun über die Referenzfläche A:

− δWint = h σ0

∫

A

(gα · δgα) det F dA = 0 (3.5)

Da sowohl die Membranhöhe h als auch die gegebene isotrope Vorspannung σ0 von Null
verschieden sind, können diese Werte aus der maßgeblichen Gleichung eliminiert werden.
Verwendet man zusätzlich die Beziehung aus (2.117) für die Variation der Determinante des
Deformationsgradienten, erhält man eine neue Gleichung zur Bestimmung der Gleichge-
wichtsfläche: ∫

A

(gα · δgα) det F dA =

∫

A

δ(det F) dA = 0 (3.6)

Es fällt auf, dass in Gleichung (3.6) die Parameter bezüglich der Membranvorspannung
(Dicke und Betrag der Vorspannung) nicht mehr enthalten sind. Die mechanische Bedeu-
tung des Verschwindens der virtuellen Arbeit hat sich somit in eine rein geometrische Be-
ziehung verwandelt. Setzt man abschließend Gleichung (2.116) in Gleichung (3.6) ein, ver-
einfacht sich die maßgebende Gleichung für eine Gleichgewichtsfläche mit isotroper Vor-
spannung zu einer verschwindenden Variation des Flächeninhalts:

∫

A

δ(det F) dA =

∫

a

δ(da) = δa = 0 (3.7)

In anderen Worten ausgedrückt, repräsentiert die Gleichgewichtsfläche einen stationären
Punkt des Flächenfunktionals bezüglich beliebiger infinitesimaler Variationen der Flä-
che. Indem man die zweite Variation δ2a des Flächeninhalts betrachtet, lässt sich erken-
nen, ob dieser stationäre Punkt ein Maximum, Sattelpunkt oder Minimum des Flächenin-
halts beschreibt. Da es physikalisch bzw. mathematisch kein eindeutiges Flächenmaximum
(δ2a < 0) geben kann, reduziert sich die Betrachtung auf die zwei verbleibenden Fälle:
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3.2 Diskussion der physikalischen Problemstellung

Abbildung 3.5: Physikalisches Modell der Costaschen Minimalfläche.

⋄ δ2a > 0: Es liegt ein lokales Minimum des Flächeninhalts vor. Jede zur Fläche senk-
rechte Variation bewirkt eine Vergrößerung des Flächeninhalts. Die zugehörige me-
chanische Fläche stellt eine stabile Minimalfläche dar.

⋄ δ2a = 0: Es liegt ein Sattelpunkt des Flächenfunktionals vor. Variationen können so-
wohl eine Flächenvergrößerung als auch eine -verkleinerung bewirken. Die mechani-
sche Fläche ist eine instabile Minimalfläche.

Da in der Natur nur stabile Gleichgewichtszustände auftreten, beschreiben somit alle Sei-
fenhäute die Fläche kleinsten Inhalts für eine gegebene Berandung. Diese Erkenntnis war
schon im 19. Jahrhundert bekannt. Plateau beispielsweise entdeckte durch Experimente mit
Seifenfilmen, dass es für beliebig geformte geschlossene Randkurven, die sich weder berüh-
ren noch schneiden, stets eine Minimalfläche gibt. Der mathematische Nachweis der Exis-
tenz einer Lösung für dieses sogenannte Plateau-Problem gelang jedoch erst Douglas und
Radó in den dreißiger Jahren des 20. Jahrhunderts [Dou31, Rad33].

Des Weiteren ist auch das Auftreten „relativer“ Minimalflächen möglich, was sehr schön
am Beispiel der Costaschen Minimalfläche ersichtlich wird: Profan ausgedrückt besteht ihre
Berandung aus drei konzentrischen Kreisen, die in verschiedenen Höhen übereinander an-
geordnet sind (für eine mathematische Beschreibung sei auf die Originalpublikation ihres
Entdeckers Costa verwiesen [Cos84]). Darin wird eine Fläche derart aufgespannt, so dass
ebenso der obere wie der untere Kreis sich über zwei „Kanäle“ zur jeweils anderen Seite
des Mittelkreises öffnen. Das in Abbildung 3.5 dargestellte physikalische Modell hilft beim
Verstehen dieses doch sehr komplexen räumlichen Zusammenhangs.

Beginnend von einer beliebigen Startgeometrie wird nun ein iterativer Formfindungspro-
zess gestartet (siehe Abbildung 3.6). Dies kann beispielsweise eine Berechnung mit der Up-
dated Reference Strategy sein, jedoch kann man sich auch ein Experiment mit Seifenlauge
darunter vorstellen. Ausgehend von dem relativ großen Flächeninhalt der Startgeometrie
findet der Formfindungsprozess die bereits in Abbildung 3.5 dargestellte Minimalfläche in
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Abbildung 3.6: Relatives Flächenminimum der Costaschen Minimalfläche.

relativ kurzer Zeit. Dabei wird der Flächeninhalt verkleinert. Lässt man den Formfindungs-
prozess jedoch weiterlaufen, ändert sich bei Aufbringen einer kleinen Imperfektion, die bei
numerischen oder experimentellen Verfahren so gut wie immer gegeben ist, die Fläche na-
hezu schlagartig. Die anfänglich zusammenhängende Struktur zerplatzt in zwei getrennte
Flächen: In ein Katenoid (genauer gesagt „Chinese hat“), das zwischen einem der Rand-
kreise und dem Mittelkreis aufgespannt ist, und in eine Kreisfläche, die durch den anderen
Randkreis begrenzt wird. Diese beiden Flächen stellen jeweils für sich Minimalflächen dar
und besitzen insgesamt einen kleineren Flächeninhalt als die Costasche Minimalfläche, bei
der es sich demzufolge lediglich um ein relatives Flächenminimum mit einem relativ insta-
bilen Gleichgewichtszustand handelt. Das durch das Zerplatzen entstandene Katenoid und
die Kreisfläche hingegen befinden sich in einem stabilen Gleichgewichtszustand und bilden
das absolute Flächenminimum.

Neben ihrer Eigenschaft, Minimalflächen bezüglich der gegebenen Berandung darzustel-
len, lässt sich über die starke Form des Gleichgewichts eine weitere fundamentale Eigen-
schaft von Flächen mit isotroper Vorspannung herleiten: Von den ursprünglich zwei Gleich-
gewichtsbeziehungen in Abschnitt 2.3.4 ist lediglich das Gleichgewicht senkrecht zur Fläche
von Interesse. Das tangentiale Gleichgewicht nach Gleichung (2.100) ist wegen der gegebe-
nen isotropen Vorspannung und der Abwesenheit äußerer Kräfte definitionsgemäß stets er-
füllt. Aufgrund des hydrostatischen Spannungszustands kann jede Richtung der Membran
als Hauptspannungsrichtung angesehen werden, in der die Vorspannung n wirkt. Somit
lässt sich das durch Gleichung (2.102) gegebene Gleichgewicht senkrecht zur Fläche folgen-
dermaßen vereinfachen:

n (k11 + k22) = n

(
1
r1

+
1
r2

)

= −p⊥ (3.8)

Gleichung (3.8) ist auch als Young-Laplace Gleichung bekannt und beschreibt den Zusammen-
hang zwischen den zum Lastabtrag notwendigen Krümmungen k11 und k22 der Fläche und

64



3.2 Diskussion der physikalischen Problemstellung

a) b) c)

Abbildung 3.7: Minimalflächen: a) Katenoid, b) Scherksche Minimalfläche, c) Helikoid.

der äußeren, normal zur Fläche wirkenden Last p⊥. Auch hier gilt die Definition, dass eine
positive Drucklast in Richtung des Normalenvektors der Fläche wirkt.

Da Minimalflächen von äußeren Kräften unbelastet sind und die Vorspannung einen realen
Wert besitzt, kann Gleichung (3.8) weiter umgeschrieben werden:

H =
1
2

(k11 + k22) =
1
2

(
1
r1

+
1
r2

)

= 0 (3.9)

Diese Gleichung liefert die wichtige Erkenntnis, dass bei Minimalflächen die mittlere Krüm-
mung H verschwindet. Dies heisst jedoch nicht, dass die Flächen nicht gekrümmt sein dür-
fen: Ist eine Minimalfläche in einer Richtung mit dem Krümmungsradius r verkrümmt,
weist sie orthogonal zu dieser Richtung ebenfalls eine betragsmäßig gleich große Krüm-
mung auf. Die Krümmungsmittelpunkte beider Krümmungskreise liegen jedoch auf ver-
schiedenen Flächenseiten. Somit haben die Krümmungen in beliebigen, zueinander or-
thogonalen Richtungen stets denselben Betrag, jedoch unterschiedliches Vorzeichen. Es
folgt, dass Minimalflächen stets antiklastische Flächen mit negativer oder verschwindender
Gaußscher Krümmung K sind:

K = k11k22 = − 1

|r|2
≤ 0 (3.10)

Abbildung 3.7 zeigt drei bekannte „echte“, d. .h. stabile Minimalflächen: In der linken Bild-
hälfte ist das Katenoid dargestellt. Diese Fläche stellt neben dem trivialen Fall einer Ebene
die einzige Minimalfläche mit Rotationssymmetrie dar. In der Mitte ist die Scherksche Mini-
malfläche abgebildet, auf der rechten Seite das Helikoid, auch Wendelfläche genannt.

Ob sich für eine beliebige Berandung (z. B. mit Singularitäten) eindeutig eine stabile Mi-
nimalfläche bestimmen lässt, kann nicht generell gesagt werden. Es wird empfohlen, nu-
merische Tests diesbezüglich durchzuführen, denn sogar „gutmütige“ Flächen wie das Ka-
tenoid können bei Veränderung der Randbedingungen Probleme bereiten: Ist die Höhe H
des Katenoids kleiner als der 1,32548-fache Werte des Radius seiner begrenzenden Ringe,
lässt sich eine stabile Gleichgewichtsfläche mit isotroper Vorspannung bestimmen (siehe
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Abbildung 3.7 links). Überschreitet die Höhe jedoch diesen kritischen Wert, dessen Herlei-
tung in [BPA99] beschrieben ist, „zerplatzt“ das Katenoid in zwei Kreisscheiben zwischen
den Rändern. Obwohl die Randtopologie dabei gleich bleibt, lässt sich dennoch keine dem
Katenoid entsprechende Minimalfläche mehr finden. Dieses Verhalten kann sowohl durch
Seifenhautexperimente als auch durch numerische Rechnungen bestätigt werden.

Vorspannung und Drucklast. Ein weiterer Formfindungslastfall, der nicht nur mechani-
sche, sondern auch mathematische Bedeutung erlangt hat, ist die Kombination von isotro-
per Vorspannung der Membran und gleichzeitiger Druckbelastung. Hier wollen wir uns
mit der starken Form des Gleichgewichts beschäftigen: Da eine Drucklast stets senkrecht
zur Oberfläche wirkt, ist auch in diesem Fall das Gleichgewicht in der Fläche nach Glei-
chung (2.100) per Definition stets erfüllt. Bei dem Gleichgewicht senkrecht zur Fläche bleibt
nun der Kraftterm erhalten. Durch Umstellung von Gleichung (3.8) erhält man eine Formel
zur Berechnung der mittleren Krümmung H:

H =
1
2

(k11 + k22) = − p⊥
2n

= konst. (3.11)

Wie man aus Gleichung (3.11) erkennen kann, nimmt die mittlere Krümmung H einer iso-
trop vorgespannten Membran, auf der eine konstante Druckbelastung wirkt, einen ebenfalls
über die Fläche konstanten Wert ein [Ken03]. Dies wird mathematisch als constant mean cur-
vature surface (kurz: cmc-surface) bezeichnet. Diese Flächen konstanter Krümmung stellen
eine Verallgemeinerung der Minimalfläche dar, die mit einer konstanten mittleren Krüm-
mung H = 0 quasi einen Sonderfall bildet. Ob es für eine beliebig gegebene Berandung
jeweils eine eindeutige cmc-Fläche gibt, kann ähnlich wie bei den Minimalflächen nicht ge-
nerell gesagt werden. Es muss jeder Fall einzeln untersucht werden. Dennoch lässt sich fest-
halten, dass prinzipiell eine Lösung möglich ist.

Ob die Gaußsche Krümmung K einer derartigen Fläche einen positiven, negativen oder ver-
schwindenden Wert besitzt, hängt einerseits von der Geometrie der Berandung, anderer-
seits auch vom Verhältnis Vorspannung zu Druckbelastung ab. Als Beispiel seien hier „cmc-
Variationen“ eines Katenoids aufgeführt (siehe Abbildung (3.8)): Den Startpunkt der Überle-
gungen bildet ein Katenoid mit isotroper Vorspannung n, auf den der triviale Sonderfall der
Drucklast p⊥ = 0 wirkt. Der Radius der Randkreise beträgt R, die Höhe des Katenoids wird
zur Unterscheidung von der mittleren Krümmung mit H∗ abgekürzt. Die mittlere Krüm-
mung dieser antiklastischen Minimalfläche verschwindet, der Wert der Gaußschen Krüm-
mung ist dementsprechend negativ (siehe Gleichung (3.10)). Nun wird allmählich von innen
eine Drucklast auf die Fläche aufgebracht. Bildlich gesprochen wird die Seifenhaut aufge-
blasen. Erreicht der Druck den Wert p⊥ = n

R , besitzt die Fläche die Form eines Zylinders.
Die Drucklast wird allein durch die Ringspannungen abgetragen, da keine Krümmung in
Meridianrichtung auftritt. Die Gaußsche Krümmung verschwindet folglich (K = 0). Erhöht
man den Druck weiter, weisen die entstehenden Flächen eine synklastische Krümmung auf
(K > 0). Durch geschickte Wahl der Drucklast kann das ursprüngliche Katenoid sogar in
ein Kugelsegment mit Radius R∗ transformiert werden (siehe Gleichung (3.10) rechts). Fasst
man das Gedankenexperiment zusammen, lässt sich sagen, dass jeder dieser verschiedenen
Flächenzustände stets eine konstante mittlere Krümmung besitzt. Der Wert der Gaußschen
Krümmung jedoch ändert sich sowohl in der Fläche als auch von Zustand zu Zustand.
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Abbildung 3.8: cmc-Variationen eines Katenoids.

Vorspannung und beliebige Belastung. Die Frage, ob eine Membran mit isotroper Vor-
spannung auch in der Lage ist, beliebige tangential angreifende Lasten abzutragen, lässt
sich durch Betrachtung des Gleichgewichts in der Fläche beantworten: Da angenommen
wird, dass eine tangentiale Flächenlast p|| auf der Membranfläche wirkt, folgt nach Glei-
chung (2.100), dass die Divergenz der Vorspannung von Null verschieden sein muss:

div n = −p|| 6= 0 (3.12)

Dies würde jedoch bedeuten, dass die Vorspannung eine Änderung über die Fläche aufwei-
sen müsste, um Gleichgewicht mit den äußeren Lasten zu erzeugen. Da aber die Vorspan-
nung als isotrop definiert wurde, tritt hier ein Widerspruch auf. Folglich können isotrop
vorgespannte Membrantragwerke lediglich senkrecht zur Fläche wirkende Drucklasten ab-
tragen, nicht jedoch eine tangentiale Belastung.

3.2.2 Membran mit anisotroper Vorspannung

Um sowohl einen höheren Formenreichtum für Membrantragwerke zu gewinnen als auch
um das Lastabtragsverhalten gezielt zu optimieren, ist es in gewissen Fällen ratsam, die
Vorspannung der Membran nicht gleichmäßig (d. h. isotrop) auszubilden, sondern sie in un-
terschiedliche Richtungen verschieden hoch und somit anisotrop zu wählen. Dadurch kann
z. B. den unterschiedlichen Materialsteifigkeiten von gewebten Textilien Rechnung getragen
werden. Auch kann damit der Gefahr der Wassersackbildung entgegengewirkt werden, da
die Geometrien isotrop vorgespannter Membranen aufgrund der verschwindenden mittle-
ren Krümmung eher flach ausfallen [Wüc07]. Die Vorspannrichtungen dürfen jedoch nicht
beliebig angeordnet werden, sondern müssen zueinander stets orthogonal sein. Somit wäre
eigentlich der Begriff einer „orthogonal anisotrop“ oder „orthotrop“ vorgespannten Mem-
bran der korrekte fachliche Begriff.
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Abbildung 3.9: Orthogonalitätsbedingung der anisotropen Vorspannung.

Orthogonalitätsbedingung. Die Orthogonalitätsbedingung der anisotropen Vorspann-
richtungen kann aus der Betrachtung des Momentengleichgewichts an einem differentiellen
Flächenelement hergeleitet werden: Zunächst wird davon ausgegangen, dass die Richtun-
gen für die Vorspannungen n1 und n2 nicht aufeinander senkrecht stehen, sondern unter-
einander den Winkel α einschließen (siehe Abbildung 3.9). Nun wird aus der Membran ein
differentielles Flächenelement so herausgeschnitten, dass dessen Kanten senkrecht zu den
Vorspannrichtungen sind und alle die gleiche Kantenlänge ds besitzen. Um die Zulässig-
keit eines beliebigen Vorspannzustands zu überprüfen, wird das Gleichgewicht der Kräfte
in horizontaler und vertikaler Richtung und das Momentengleichgewicht um den Element-
mittelpunkt P betrachtet:

∑
FH = n2 sin(α)ds − n2 sin(α)ds = 0

∑
FV = n1ds − n1ds + n2 cos(α)ds − n2 cos(α)ds = 0

∑
MP = 2 n1ds

cos(α)ds
2

− 2 n2 cos(α)ds
ds
2

= (n1 − n2) cos(α)ds2 = 0

(3.13)

Wie man anhand des Gleichungssystems (3.13) erkennen kann, sind die beiden Kräftegleich-
gewichte

∑
FH und

∑
FV für alle Werte von n1 und n2 stets erfüllt. Die Erfüllung des Mo-

mentengleichgewichts
∑

MP hingegen hängt vom Verhältnis der Werte der Vorspannung
und des Winkels α ab: Einerseits ist es möglich, die Werte beider Vorspannungen n1 und n2

gleich groß zu wählen (wodurch der erste Faktor der Gleichung zu Null wird), um dadurch
Momentengleichgewicht zu garantieren. Obwohl nun der Winkel α theoretisch einen belie-
bigen Wert annehmen dürfte, stellt dies einen „trivialen“ Fall anisotroper Vorspannung dar,
da durch die einstellende Isotropie der Vorspannung eine Richtungsdefinition der Vorspan-
nung überflüssig wird („Isotropie“ = „Richtungsunabhängigkeit einer bestimmten Eigen-
schaft“). Die zweite Möglichkeit, das Momentengleichgewicht zu erfüllen, ist cos(α) = 0 zu
setzen. Löst man diese Winkelbeziehung auf, erkennt man, dass α = 90◦ sein muß. Somit ist
jeder anisotrope Vorspannzustand ein kontinuumsmechanisch zulässiger Zustand, solange
dessen Vorspannrichtungen orthogonal zueinander sind.

Richtungsdefinition auf räumlich gekrümmten Flächen. Falls die Membranstruktur ei-
ne anisotrope Vorspannung aufweisen sollte, ist es notwendig, deren Richtungen auf der
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Abbildung 3.10: Projektionsschema: Untersuchung der Eindeutigkeit.

Fläche zu definieren. Dies verdeutlicht schon der aus dem Griechischen kommende Begriff
der Anisotropie, der frei übersetzt soviel wie „das Gegenteil von richtungsgleich“ bedeutet.
Doch wie kann man eindeutig Richtungen auf einer räumlichen Geometrie festlegen, die
sich nur mit größten Mühen mathematisch geschlossen beschreiben lässt und deren end-
gültige Form zudem noch unbekannt ist?

Eine Möglichkeit besteht darin, die Hauptkrümmungsrichtungen einer gekrümmten Fläche
als intrinsische Eigenschaft für die Richtungsdefinition zu nutzen: Vorteilhaft dabei ist die
Tatsache, dass keine zusätzlichen Parameter benötigt werden. Diese „eindeutige“ Definiti-
on zieht jedoch gleichzeitig auch eine nicht unerhebliche Einschränkung der Flexibilität für
den Planer mit sich, da dieser dadurch keinen Einfluss mehr auf die Definition der Vor-
spannrichtung ausüben kann. Auch können numerische Probleme bei der Bestimmung der
Hauptkrümmungsrichtungen erwartet werden, falls die Membran über Bereiche mit nahe-
zu verschwindender Krümmung verfügt.

Eine allgemeinere Weise der Richtungsdefinition besteht in dem Projektionsschema, das in
[WB05] vorgestellt wird: Anstatt die Richtungen direkt auf der eigentlichen Zielfläche fest-
zulegen, werden sie auf einer geometrisch klar definierten Hilfs- bzw. Referenzfläche de-
finiert. Der Übergang auf die Zielfläche erfolgt durch eine Projektion der Richtungen von
der Referenz- auf die Zielfläche, wobei die Projektionsstrahlen stets senkrecht auf der Re-
ferenzfläche stehen. Um eine eindeutige Projektion zu gewährleisten, muss sichergestellt
werden, dass jeder Punkt auf der Zielfläche Schnittpunkt genau eines Projektionsstrahls mit
der Zielfläche ist (Abbildung 3.10 a)). Unzulässig sind Fälle, bei denen entweder mehrere
Projektionsstrahlen denselben Punkt treffen (Abbildung 3.10 b)) oder ein Flächenpunkt von
Projektionsstrahlen nur „gestreift“ wird, da die Fläche lokal senkrecht zu der Referenzfläche
steht (Abbildung 3.10 c)). Um diese pathologischen Fälle zu vermeiden, ist es notwendig, für
jede Struktur eine geeignete Referenzfläche zu wählen: Ist die Endgeometrie eher weniger
gekrümmt, wählt man am besten eine Ebene, die möglichst parallel zur Zielfläche ist. Ist die
Zielfläche näherungsweise rotationssymmetrisch, liefert i. A. eine Zylinderprojektion die
besten Resultate.

Werden beide Richtungen n1 und n2 der anisotropen Vorspannung auf die Zielfläche pro-
jiziert, stellt man fest, dass diese i. A. nicht mehr orthogonal zueinander sind (siehe Ab-
bildung 3.11 links). Dies ist nur der Fall, wenn die Tangentialebenen der Ziel- und Refe-
renzflächen zueinander um lediglich eine Achse verdreht sind. Da jedoch, wie im vorheri-
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Abbildung 3.11: Projektionsschema: Orthogonalisierung der Richtungen.

gen Abschnitt verdeutlicht wurde, die Orthogonalität der anisotropen Vorspannungen eine
Grundvoraussetzung für einen kontinuumsmechanisch zulässigen Spannungszustand ist,
müssen die projizierten Richtungen nproj

1 und nproj
2 so modifiziert werden, dass sie wieder

senkrecht zueinander stehen. Diese Orthogonalisierung kann auf zweierlei Weise gesche-
hen: Eine Möglichkeit besteht darin, eine Richtung als Hauptrichtung zu definieren, die
exakt projiziert wird. Die andere Richtung wird nun in der Tangentialebene so lange ge-
dreht, bis die Orthogonalität wieder hergestellt ist (siehe Abbildung 3.11 a)). Eine gleichmä-
ßige Projektion beider Richtungen erreicht man, indem man beide Richtungen zueinander
bis zur Orthogonalität „aufspreizt“. Hierbei wird der Projektionsfehler gleichmäßig auf bei-
de Richtungen verteilt (siehe Abbildung 3.11 b)). Anhang A.1 beschreibt die Vorgehensweise
zur Orthogonalisierung im Detail.

Diese Projektionsmethode für die Richtungsdefinition auf räumlich gekrümmten Flächen
ist sehr nahe verwandt mit dem sogenannten Texture mapping aus dem Bereich der 3D-
Computer-Grafik: Dieses wurde entwickelt, um räumliche Flächen mit zweidimensiona-
len Textur-Bildern zu belegen (für weiterführende Informationen siehe u. a. [Hec86]). Der
ebenen, rechteckigen Textur-Datei werden die Textur-Koordinaten U und V zugewiesen.
Dabei erfolgt die Parametrisierung derart, dass die linke untere Bildecke die Koordinaten
U = V = 0, die rechte obere Bildecke die Koordinaten U = V = 1 besitzt. Die U-Achse
verläuft parallel zur horizontalen Kante, die V-Achse vertikal. Als Nächstes wird nun die
räumliche Fläche mit U and V parametrisiert. Dies geschieht i. A. durch Projektionsver-
fahren. Um ein möglichst gleichmäßiges Koordinatennetz zu erhalten, wählt man aus ver-
schiedenen Referenzgeometrien (Ebene, Zylinder, Kugel, etc.) die adäquate für die jeweilige
Problemstellung aus. Das auf dieser Referenzfläche eingeprägte U-V-Netz wird anschlie-
ßend auf die 3D-Fläche projiziert. Da nun sowohl auf der Bitmap-Texturdatei als auch auf
der räumlichen Fläche dieselben Netze vorhanden sind, kann ein Mapping der Bildinforma-
tion der Textur-Datei auf die 3D-Fläche erfolgen. Falls ein CAD-Programm zur Geometrie-
erstellung von Formfindungsmodellen verwendet wird, kann somit die Textur-Mapping-
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Abbildung 3.12: Geometrie einer rotationssymmetrischen Struktur mit anisotroper Vorspannung

Funktion zur Richtungsbeschreibung auf der Fläche verwendet werden: Hierzu werden die
Koordinatenlinien der Mapping-Parameter U und V mit den anisotropen Vorspannrichtun-
gen interpretiert. Da das Netz i. A. krummlinig ist, ist hier jedoch erneut eine punktweise
Orthogonalisierung der Richtungen vonnöten.

Diskussion der Existenz einer Lösung mit konstanter anisotroper Vorspannung. Um die
Eingangsparameter für das Formfindungsproblem möglichst gering zu halten, wird bei der
numerischen Formfindung mit anisotroper Vorspannung meist eine konstante Verteilung für
die gesamte Struktur angesetzt: Das theoretische Ziel wäre somit eine Gleichgewichtsfläche,
die an jedem Punkt in der einen Richtung exakt die Vorspannung n1 aufweist und in der
anderen um 90° auf der Tangentialfläche gegenüber Richtung 1 gedrehten Richtung 2 die
exakte Vorspannung n2 besitzt. Wie jedoch an dem nächsten Beispiel gezeigt werden soll,
ist die Annahme einer solchen konstanten anisotropen Vorspannung nur für Sonderfälle
wie z. B. abwickelbaren Flächen kontinuumsmechanisch möglich. Als Folge dessen müs-
sen planmäßig Abweichungen vom Sollvorspannungszustand beim Formfindungsprozess
in Kauf genommen werden, da sonst keine Konvergenz bei der iterativen numerischen Lö-
sung des Problems erreicht werden kann.

Als Beispiel für die Formfindung mit konstanter anisotroper Vorspannung soll eine rotati-
onssymmetrische Struktur betrachtet werden (siehe Abbildung 3.12), die eine Verallgemei-
nerung des Katenoids darstellt. Die Geometrie ist auch unter dem Namen „Chinese hat“
oder „Cooling tower“ bekannt [MM99, RW04]: Die geometrischen Randbedingungen sind
zwei konzentrische festgehaltene Kreise mit den Radien R1 und R2, die im vertikalen Ab-
stand H angeordnet sind und als unverschiebliche Lager fungieren. Dazwischen soll eine
Membranfläche aufgespannt werden, die in radialer Richtung die Vorspannung nr und in
Meridianrichtung die Vorspannung nm besitzt. Der Vorteil dieser rotationssymmetrischen
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Struktur liegt in der klaren Definition dieser anisotropen Vorspannrichtungen, die eine an-
dersweitige Definition der Richtungsdefinition erübrigen.

Die geometrische Lage eines jeden Flächenpunkts des „Chinese hats“ kann infolge der Rota-
tionssymmetrie durch Angabe seiner Höhe z ∈ [0; H], des Abstands von der Rotationsachse
r(z) und des Rotationswinkels ϕ ∈ [0; 2π] beschrieben werden. Im globalen kartesischen
Koordinatensystem lautet der Ortsvektor der Flächenpunkte:

x =






x
y
z




 =






r(z) cos(ϕ)

r(z) sin(ϕ)

z




 (3.14)

Die konvektiven Basisvektoren entlang der Koordinatenlinien in Ring- und Meridianrich-
tung sind stets orthogonal zueinander und nach Gleichung (A.12) wie folgt gegeben:

gr =






−r sin(ϕ)

r cos(ϕ)

0




 ; gm =






r,z cos(ϕ)

r,z sin(ϕ)

1




 (3.15)

Da im gesuchten Gleichgewichtszustand lediglich Vorspannungen und keine äußeren
Lasten wirken, muss die innere virtuelle Arbeit des Systems verschwinden (siehe Ab-
schnitt 2.3.4):

− δW = −δWint =

∫

a

(n : δe) da =

∫

a

(nrδer + nmδem) da = 0 (3.16)

Diese schwache Form des Gleichgewichts beinhaltet die Gleichgewichtsbedingungen so-
wohl in als auch senkrecht zur Fläche. δer und δem sind virtuelle Euler-Almansi-Dehnungen,
die infolge einer virtuellen, infinitesimal kleinen Perturbation δu der Gleichgewichtsfläche
entstehen. Da die Verschiebungen δu beliebig wählbar sind, werden sie einigen Nebenbe-
dingungen unterworfen, um den Berechnungsaufwand zu minimieren: Jeder Flächenpunkt
wird nur in radialer Richtung um den Wert δr verschoben. Um die Rotationssymmetrie auch
bei den virtuellen Verschiebungen beizubehalten, ist der Wert δr für alle Punkte mit gleicher
z-Koordinate identisch:

δu =






δr(z)cos(ϕ)

δr(z) sin(ϕ)

0




 (3.17)

Ferner sollen die Perturbationen an den beiden Rändern mit den Verschiebungsrandbedin-
gungen kompatibel sein, da sonst auch virtuelle Arbeitsanteile der Auflagerkräfte berück-
sichtigt werden müssten:

δr(z = 0) = 0 ; δr(z = H) = 0 (3.18)

Die aufgrund der virtuellen Verschiebung entstehende Variation der lokalen Basisvektoren
ergibt sich zu:

δgr =






−δr sin(ϕ)

δr cos(ϕ)

0




 ; δgm =






δr,z cos(ϕ)

δr,z sin(ϕ)

0




 (3.19)
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Nach Gleichung (2.119) lässt sich die Variation der Euler-Almansi-Dehnungen lediglich
durch die lokalen Basisvektoren in der Gleichgewichtsgeometrie und deren Variationen aus-
drücken:

δer =
δgr · gr

gr · gr
=

δr
r

; δem =
δgm · gm

gm · gm
=

r,zδr,z

1 + r,z
2 (3.20)

Als Nächstes werden die Variationen der Dehnungen in Gleichung (3.16) eingesetzt, und mit
der Beziehung aus Gleichung (A.13) eine Vorintegration in Radialrichtung durchgeführt:

−δW =
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2π∫
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√
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(3.21)

Um die auftretende Ableitung der virtuellen Verschiebungen δr,z zu eliminieren, wird die
Gleichung umgeschrieben und eine partielle Integration durchgeführt:

−δW = 2π

H∫
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(3.22)

Gemäß Gleichung (3.18) treten keine virtuellen Verschiebungen an den Lagern auf, so dass
der durch partielle Integration erzeugte Randterm in Gleichung (3.22) verschwindet. So-
mit muss der Integrand zu Null werden, um die Gleichung zu erfüllen. Weiterhin sind die
Perturbationen δr beliebig und im nicht-trivialen Fall von Null verschieden. Berücksichtigt
man zudem, dass die Vorspannung stets konstant sein soll ( ∂nm

∂z = 0), erhält man eine neue
maßgebende allgemeine Gleichgewichtsbeziehung:

nr

√

1 + r,z
2 − nm

(

r r,z
√

1 + r,z
2

)

,z

= 0 (3.23)

Führt man die Differentiation nach z und weitere algebraische Operationen durch, kann
man Gleichung (3.23) folgendermaßen umschreiben:

nr



−1
r

1
√

1 + r,z
2



+ nm
r,zz

(1 + r,z
2)

3
2

= (nr − nm) r,z
2

(

1

r
√

1 + r,z
2

)

(3.24)

Wie bereits angemerkt wurde, kann Gleichung (3.24) als allgemeine Gleichgewichtsbezie-
hung angesehen werden, die sowohl das Gleichgewicht in der Fläche als auch normal zur
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Abbildung 3.13: Stabile Formen mit anisotroper Vorspannung.

Fläche beinhaltet. Eine explizite Gleichgewichtsbeschreibung für das Gleichgewicht senk-
recht zur Fläche ist durch Gleichung (2.102) gegeben, die ein Gleichgewicht der Umlenk-
kräfte postuliert: Da keine Drucklasten auf die Membran wirken, müssen sich die für die
Krümmungen kr und km notwendigen Umlenkkräfte in Radial- und Meridianrichtung ge-
genseitig aufheben. Durch Verwendung der analytischen Krümmungen aus den Gleichun-
gen (A.17) und (A.17) ergibt sich folgende starke Form des Gleichgewichts senkrecht zur
Fläche:

nr

Rr
+

nm

Rm
= nrkr + nmkm = nr



−1
r

1
√

1 + r,z
2



+ nm
r,zz

(1 + r,z
2)

3
2

= −p⊥ = 0 (3.25)

Setzt man nun Gleichung (3.25) in Gleichung (3.24) ein, kann deren mechanische Bedeutung
auf das tangentiale Gleichgewicht reduziert werden. Man erkennt, dass beim Einsetzen die
komplette linke Seite der Gleichung zu Null wird. Da weiterhin für nicht-singuläre Fälle
der Radius r positive Werte aufweist, ergibt sich eine neue Bedingungsgleichung für eine
Gleichgewichtsfläche mit konstanter anisotroper Vorspannung:

(nr − nm) r,z
2 = 0 (3.26)

Um diese Gleichung zu erfüllen, können zwei Fälle vorliegen:

⋄ Fall 1: nr = nm

Die Vorspannung ist isotrop. Die entstehende Form für diesen trivialen Fall der aniso-
tropen Vorspannung ist das Katenoid (siehe Abbildung 3.13 links).

⋄ Fall 2:
∂r
∂z

= 0

Der Radius verändert sich nicht über die Höhe, wodurch die meridionale Krümmung
km verschwindet. Hierbei kann man erneut zwei Fälle unterscheiden:
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Abbildung 3.14: Spannungsabweichung bei einem anisotrop vorgespannten Katenoid.

– Ist der Radius in Radialrichtung endlich groß, handelt es sich bei der resultie-
renden Geometrie um einen Zylinder (Abbildung 3.13 Mitte). Aus der Gleich-
gewichtsbeziehung (3.25) folgt, dass dabei die Meridianvorspannung einen be-
liebigen Wert annehmen darf, jedoch darf keine Vorspannung in Radialrichtung
aufgebracht werden, da diese zu einer radialen Einschnürung führen würde.

– Ist der radiale Radius unendlich groß, verschwindet neben der Krümmung in
Meridianrichtung auch die Krümmung in Radialrichtung. Die Geometrie „entar-
tet“ zur Ebene (Abbildung 3.13 rechts): Aufgrund kr = km = 0 ist die Gleichge-
wichtsbeziehung (3.25) für jedes beliebige Verhältnis der Vorspannungen nr und
nm erfüllt.

Es wird ersichtlich, dass es abgesehen von Trivialfällen (wie z. B. einer ebenen Membran)
keine Systeme mit konstanter anisotroper Vorspannung geben kann, da das Kräftegleichgewicht
in der Fläche infolge der doppelten Krümmung nicht gewährleistet werden kann. Es gibt so-
mit keine Membrantragwerke, die exakt ein konstantes Vorspannverhältnis in der gesamten
Fläche besitzen. Hingegen gibt es eine unendliche Anzahl von Lösungen, deren Vorspann-
verhältnis „in etwa“ so groß ist wie das gewünschte. Als Beispiel sind in Abbildung 3.14 für
ein anisotrop vorgespanntes Katenoid zwei mögliche Gleichgewichtsformen dargestellt: In
beiden Fällen kann ein variierendes Spannungsverhältnis in Radial- und Meridianrichtung
um den Zielwert festgestellt werden. Obwohl betragsmäßig für beide Fälle unterschiedlich,
ist das Verhältnis nr/nm in der Nähe der Randkreise stets größer als gewünscht (d. h., die
Radialspannungen sind zu groß, die Meridianspannungen zu klein), in der Mitte des Kate-
noids fällt das Verhältnis zu klein aus.

Diese Nicht-Existenz einer Fläche mit konstanter anisotroper Vorspannung muss bei der
Definition des Formfindungsproblems in Betracht gezogen werden: Da für den eigentlichen
Sollspannungszustand i. A. keine exakte Gleichgewichtsform gefunden werden kann, muss
dieser als inkompatibel für die gegebenen Randbedingungen betrachtet werden. Somit han-
delt es sich bei diesem Formfindungsproblem um eine schlecht gestellte Aufgabe. Anstatt
diese direkt lösen zu wollen, ist es notwendig, „die Fragestellung so abzuändern, dass sinn-
volle Antworten gegeben werden können“ [Zei96], d. h., Abweichungen müssen planmäßig
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a) Randseil b) Augseil

c) Gratseil d) Kehlseil

Abbildung 3.15: Kombinationen Membran - Seil.

in Kauf genommen werden. In Abschnitt 3.3.3 werden Algorithmen beschrieben, die inkom-
patible Spannungszustände im Laufe der Formfindung so modifizieren, dass eine Gleich-
gewichtsform gefunden werden kann. Dabei wird angestrebt, die Differenz zwischen dem
tatsächlichen kompatiblen und dem ursprünglichen inkompatiblen Spannungszustand so
gering wie möglich zu halten.

3.2.3 Mit Seilen kombinierte Membran

Bislang bestand die Topologie der untersuchten Membranstrukturen stets aus einer einfeld-
rigen Membran, die durch feste Ränder begrenzt wird. Für die mathematische und mechani-
sche Analyse ist dies ein großer Vorteil, da die Randbedingungen geometrisch klar definiert
sind, und sich deswegen die Berechnungen erheblich vereinfachen. In der Praxis sind der-
artige Membrankonstruktionen jedoch eher die Seltenheit: Da die meisten Membranwerk-
stoffe in der Regel eine Kriechneigung aufweisen (d. h., sie dehnen sich unter Last mit der
Zeit), ist i. A. ein Nachjustieren der Membranvorspannung erforderlich [DIN06]. Bei festen
Rändern ist dies jedoch konstruktiv nur schwer durchführbar, so dass meist flexible Ränder
mit Randseilen zum Einsatz kommen (siehe Abbildung 3.15 a)), deren Geometrie ebenfalls
in der Formfindung ermittelt werden muss.

Des Weiteren ist es auch möglich, innerhalb der Membran Seile anzuordnen. Hier unter-
scheidet man v. a. Augseile (Abbildung 3.15 b)), die dazu verwendet werden, Öffnungen
in der Membran herzustellen, und Grat- bzw. Kehlseile, die in der Membranfläche liegen,
deren Endpunkte aber mit Auflagern verbunden sind (Abbildung 3.15 c) und d)).

Da durch die Kombination der Strukturelemente die Geometrie der Membran durch die
Seile beeinflusst wird (und umgekehrt), muss die Formfindung in der Lage sein, die gegen-
seitige Interaktion in korrekter Weise zu erfassen. Die Gleichgewichtsbedingung umfasst
somit neben der virtuellen Arbeit der Membrankräfte n auch die virtuelle Arbeit der Kräfte
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Ni aller nSeile Seile:

− δWint =

∫
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
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Ausnahmsweise kennzeichnet die Groß- bzw. Kleinschreibung der Vorspannung keine Kon-
figuration, auf die sie sich bezieht. Vielmehr dient sie der Unterscheidung, ob es sich um ei-
ne flächenhafte Vorspannung wie bei Membranen (Kleinbuchstabe n) oder eine linienhafte
Vorspannung wie bei Seilen (Großbuchstabe N) handelt.

Im nächsten Abschnitt soll untersucht werden, inwieweit eine kombinierte Formfindung
von Membranen und Randseilen unter direkter Vorgabe von Kräften zu physikalisch sinn-
vollen Ergebnissen führt.

Membran mit Randseil. Als erstes Beispiel einer kombinierten Formfindung von Mem-
bran und Seilen wird ein ebenes Vierpunktsegel betrachtet, dessen Ränder mit Randseilen
(englisch: „edge cables“ [FM04]) eingefasst sind (siehe Abbildung 3.16). Die vier Eckpunkte
sind festgehalten und bilden ein Quadrat mit der Kantenlänge b. Nun soll überprüft wer-
den, ob es einen Radius r der Randseile gibt, der ein stabiles Gleichgewicht zwischen der
gegebenen Seilkraft N und der ebenfalls gegebenen isotropen Vorspannung der Membran
n ermöglicht.

Das Problem wird über eine Betrachtung der im System gespeicherten potentiellen Ener-
gie Π gelöst: Da in dem System weder elastische Spannungen noch äußere Lasten auftre-
ten (reine Formfindung!), setzt sich das Potential des Systems aus der Summe der über die
Membranfläche aMembran integrierten isotropen Membranspannung und der über alle vier

System Potentielle Energie

r

b

b

N

n

r

∏ r( )
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N
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Abbildung 3.16: Formfindung: Membran mit Randseil.
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Seillängen lRandseil integrierten Seilkraft zusammen [dGBWQ04]:
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(3.28)

Um nun den Gleichgewichtsradius r̃ zu ermitteln, muss ein stationärer Punkt des Potentials
bestimmt werden (siehe Gleichung (2.107)). Da allein Veränderungen des Radius auftreten
können, genügt es, die Ableitung des Potentials bezüglich des Radius r zu bilden und den
Wert r̃ zu ermitteln, für den die Ableitung verschwindet:
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Da der zweite Faktor der Gleichung (3.29) für geometrisch zulässige Werte von r stets größer
als Null ist, muss zur Erfüllung der Gleichung der erste Faktor (n r̃ − N) gleich Null sein.
Somit erhält man den Gleichgewichtsradius r̃ als Verhältnis der Seilvorspannung N zu der
Membranvorspannung n:

r̃ =
N
n

(3.30)

Die Plausibilität des Ergebnisses kann mit der sogenannten „Kesselformel“ (auch „Fassfor-
mel“ genannt), die aus Gleichung (2.102) hergeleitet werden kann, leicht überprüft werden.

Um zu ermitteln, ob ein physikalisch stabiler oder instabiler Gleichgewichtszustand vor-
herrscht, wird die zweite Ableitung des Potentials am stationären Punkt bestimmt:
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

 > 0 (3.31)

Da die zweite Ableitung am stationären Punkt für physikalisch und geometrisch sinnvolle
Parameterkombinationen stets größer als Null ist, führt jede Veränderung des Radius r zu
einer Erhöhung der potentiellen Energie des Systems. Folglich stellt der Gleichgewichtszu-
stand ein potentielles Minimum des Systems dar und ist somit stabil. Dass ein Energiemi-
nimum vorliegt, kann auch aus dem grafischen Verlauf des Potentials in Abbildung 3.16
abgelesen werden.

Mathematisch betrachtet stellt die Formfindung einer Membran mit Randseilen ein kon-
vexes Problem dar, das mit Gradientenlösungsverfahren (wie z. B. der FE-Methode) gelöst
werden kann.

Membran mit Augseil. Die zweite Möglichkeit, eine Membran mit Seilen zu kombinieren,
besteht darin, dass in die Membranfläche ein Augseil (englisch: „loop“ [FM04]) eingebaut
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Abbildung 3.17: Formfindung: Membran mit Augseil.

wird. Die Seilvorspannung des Augseils schließt als innenliegender Zugring die Zugspan-
nungen der Membran kurz. Auch hier soll überprüft werden, ob ein physikalischer stabiler
Zustand durch reine Spannungsvorgabe erzeugt werden kann.

Als exemplarisches System betrachten wir erneut eine quadratische ebene Membran mit
der Kantenlänge b (siehe Abbildung 3.17). Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel ist der
gesamte Rand nun unverschieblich gelagert. In der Membran befindet sich ein Augseil mit
dem zunächst noch unbekannten Radius r. Gegeben ist weiterhin die isotrope Vorspannung
der Membran n und die Vorspannkraft des Augseils N.

Da keine elastischen Spannungen auftreten, kann das Potential des Systems in Abhängigkeit
vom Radius r und der Vorspannung der Membran und des Augseils wie folgt bestimmt
werden:

Π(r) = n aMembran + N lAugseil

= n
(
b2 − r2π

)
+ N (2rπ)

(3.32)

Für die Ermittlung des Gleichgewichtsradius r̃ wird der stationäre Punkt des Potentials be-
stimmt:

∂Π(r)
∂r

∣
∣
∣
r̃
= (n r̃ − N)
︸ ︷︷ ︸

=0

(−2π)
︸ ︷︷ ︸

<0

!
= 0 ⇒ r̃ =

N
n

(3.33)

Wie man durch Lösen der Gleichung (3.33) sofort erkennen kann, entspricht der Gleichge-
wichtsradius r̃ erneut dem Verhältnis von Seil- zu Membranvorspannung. Bei den Gleichge-
wichtsbedingungen besteht somit kein Unterschied, ob sich das Seil innerhalb der Membran
oder an derem Rand befindet.

Bestimmt man jedoch die zweite Ableitung des Potentials, wird offensichtlich, dass bei Aug-
seilen jede Veränderung des Gleichgewichtsradius r̃ eine Verringerung des Potentials zur
Folge hat:

∂2
Π

(∂r)2

∣
∣
∣
r̃= N

n

= −2π < 0 (3.34)
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Abbildung 3.18: Formfindung: Membran mit elastischem Augseil (lineare Kinematik).

Somit liegt bei allein durch Vorspannung definierten Augseilen ein physikalisch instabiles
Gleichgewicht vor. Werden Gradientenverfahren zur Lösung dieses Formfindungsproblems
angewandt, führen schon kleinste numerische Rundungsfehler dazu, dass das Augseil im
iterativen Prozess sich entweder auf die Länge 0 zusammenschnürt (r → 0) oder das vom
Augseil umschlossene Loch „aufreißt“ (r → ∞). Obwohl ein theoretisch sinnvoller Gleich-
gewichtszustand vorhanden ist, sind Standardlösungsverfahren nicht in der Lage, diesen
zu finden, da i. A. stets eine Minimierung der Energie angestrebt wird.

Um dennoch eine Formfindung von Augseilen durchführen zu können, muss die Problem-
stellung modifiziert werden: Eine Alternative ist, die Länge des Augseils direkt festzuset-
zen und dabei die Seilspannung variabel zu lassen. Damit wird die Spannungsnebenbe-
dingung des Optimierungsproblems in eine Längennebenbedingung geändert. Mechanisch
kann dies als unendlich hohe Dehnsteifigkeit des Seiles interpretiert werden, was in den
meisten Berechnungsverfahren eine extrem schlechte Konditionierung des Gleichungssys-
tems zur Folge hätte. Aus numerischer Sicht ist es deshalb sinnvoller, das Seil elastisch mit
einer endlichen Dehnsteifigkeit zu definieren. Durch die Membranvorspannung wird das
Seil so lange gedehnt, bis Gleichgewicht zwischen der elastischen Seilkraft und der Mem-
branvorspannung herrscht. Gleichzeitig stellt sich ein Minimum des Potentials ein (siehe
Abbildung 3.18), das nun neben einem Anteil aus Vorspannung auch aus einem elastischen
Anteil infolge der Dehnung des Seiles besteht.

Zwar lässt sich in diesem Fall weder die exakte Länge (das Seil dehnt sich im Formfindungs-
prozess) noch die Vorspannung vorgeben, jedoch stellt dies die einzige Möglichkeit dar, um
überhaupt eine physikalisch und numerisch stabile Lösung zu erhalten. Wird die Steifig-
keit des Seiles zudem noch entsprechend groß genug gewählt, kann man davon ausgehen,
dass die auftretenden Längenänderungen des Seiles in vertretbarem Rahmen bleiben. In Ab-
schnitt 5.3.1 wird diese Kombination aus Formfindung und elastischer Berechnung anhand
eines Beispiels demonstriert.
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3.2 Diskussion der physikalischen Problemstellung

Abbildung 3.19: Unterschiedliche Seilnetztypen.

Membran mit Grat- bzw. Kehlseil. Topologisch betrachtet versteht man unter einem Grat-
bzw. Kehlseil (englisch: „ridge and valley cables“ [FM04]) ein Seil, das im Gebiet der Mem-
bran liegt und somit von der Membran „umschlossen“ wird. Im Gegensatz dazu verfügen
die bereits aufgeführten Rand- und Augseile stets über einen „freien“ Rand. Durch das Grat-
bzw. Kehlseil kann eine nachgiebige linienförmige Stützung der Membran erreicht werden
[Bub97]. Da die Enden von Grat- und Kehlseilen stets zu Auflagern (feste Lager oder fle-
xible Randseile) geführt werden müssen, sind sie in mechanischer Hinsicht mit Randseilen
verwandt. Dies hat zur Folge, dass Formfindungsprobleme unter Vorgabe von Spannungen
direkt gelöst und keine zusätzlichen Längennebenbedingungen wie bei Augseilen einge-
baut werden müssen.

3.2.4 Seilnetze

Es ist selbstverständlich auch möglich, Seile als alleinige Strukturelemente zu verwenden.
Die Seile werden dabei untereinander so verbunden, dass sie eine flächige Netzstruktur
bilden, die sowohl regulär als auch irregulär sein kann [FM04]. Die genaue Art der Produk-
tionsweise ändert sich von Hersteller zu Hersteller, doch können bei regulären, viereckigen
Netzen prinzipiell zwei Herstellverfahren unterschieden werden: Indem zwei sich kreuzen-
de Seilscharen an ihren jeweiligen Schnittpunkten miteinander verknüpft werden, lässt sich
ein äußerst stabiles Netz bilden, dessen klar definierter Kräfteverlauf entlang der einzelnen
Seile orientiert ist (siehe Abbildung 3.19 links). Da der Produktions- und Montageaufwand
für diese Art von Seilnetz jedoch nicht unerheblich ist, hat sich ein weiteres Herstellverfah-
ren entwickelt [SSO07]: Dabei besteht das Netz am Anfang der Herstellung aus lediglich
einer parallelen Seilschar (siehe Abbildung 3.19 rechts). Im nächsten Schritt wird jedes Seil
in regulärem Abstand abwechselnd mit seinem linken und rechten Nachbarseil fest verbun-
den. Zieht man nun die Seilschar auseinander, fächert sich durch diese spezielle Anordnung
der Seilknoten ein rautenförmiges Netz auf. Während bei der ersten Variante die Seilkno-
ten hauptsächlich zur Fixierung der Geometrie eingesetzt werden, sind diese bei dem Rau-
tennetz erheblichen Belastungen ausgesetzt, da sie die Lasten zwischen zwei benachbarten
Seilen übertragen müssen.

Wie man schon anhand der verschiedenen Herstelltechniken sehen kann, trifft die weit-
verbreitete Annahme, dass Seilnetze lediglich „diskretisierte“ Membranen darstellen, nur
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Abbildung 3.20: Vergleich Membran - Seilnetz an einem Katenoid.

bedingt zu. Bei der Formfindung von Seilnetzen müssen eigene Gesetzmäßigkeiten beach-
tet werden: Soll beispielsweise eine Struktur aus dem rautenförmigen Seilnetz gebaut wer-
den, muss sichergestellt werden, dass die Kanten des Seilnetzes beim Berechnungsvorgang
nahezu gleich lang sind. Somit ist es nicht mehr möglich, allein die Seilkraft und die Netz-
topologie inklusive Randbedingungen vorzuschreiben, da ein entstehendes Netz so gut wie
nicht baubar wäre. Dem ursprünglichen Formfindungsproblem wird dadurch eine starke
geometrische Randbedingung hinzugefügt, die beinahe die komplette Grundaufgabenstel-
lung dominiert. Die Geometrie des Netzes wird nun weniger dadurch bestimmt, dass sie
die Gleichgewichtslage für vorgegebene Seilkräfte ist, als durch die Zielsetzung, dass die
Maschenweite näherungsweise konstant sei und das Netz unter Zugspannungen stehe. In
[SSO07] ist ein Berechnungsablauf dargestellt, der den produktionstechnischen Gegeben-
heiten Rechnung tragen soll.

Ebenso wenig wie der Formfindungsvorgang von Membranen auf Seilnetze übertragen
werden kann, stellt ein Seilnetz ein akkurates Ersatzmodell für eine Membran dar. Als Bei-
spiel soll hier wiederum die Form eines Katenoids dienen. In der oberen Hälfte von Abbil-
dung 3.20 ist das durch Formfindung erhaltene Katenoid zu erkennen. Als Eingangspara-
meter der Formfindung wurde eine isotrope Vorspannung n gewählt. Führt man nun einen
horizontalen Schnitt sowohl durch die Mitte der Gleichgewichtsfläche als auch kurz vor
dem unteren Auflager, kann man erkennen, dass überall eben diese Vorspannung wirkt.
Obwohl der Umfang des Katenoids am Auflager größer ist als in der Mitte, ist das Gleichge-
wicht der vertikalen Kräfte dennoch erfüllt: Da die Vorspannung stets tangential zur Fläche
wirkt, darf zur Berechnung der resultierenden vertikalen Kraft nur der vertikale Anteil der
Vorspannung genommen werden, der den Umfangsunterschied wieder ausgleicht. Die Vor-
spannung n in Meridianrichtung ist somit überall gleich groß.
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3.2 Diskussion der physikalischen Problemstellung

Als Nächstes soll die kontinuierliche Fläche des Katenoids durch ein Seilnetz approximiert
werden. Die Seile sind dabei entlang der Meridian- und Ringrichtung orientiert und bil-
den ein orthogonales Netz. Die Maschenweite ist aufgrund der sich ergebenden Einschnü-
rung des Katenoids jedoch nicht äquidistant. Um eine Aussage über die auftretenden Vor-
spannkräfte der Seile in meridialer Richtung treffen zu können, wird erneut ein horizontaler
Schnitt durch die Mitte und ein Schnitt über dem unteren Auflager geführt (siehe Abbil-
dung 3.20 unten). Die resultierende Vertikalkraft in der Mitte ergibt sich direkt aus dem
Produkt der dort wirkenden Seilkraft Nmitte

m und der Anzahl der Seile in Meridianrichtung.
Betrachtet man nun den Schnitt über dem Auflager, fällt auf, dass die Seile um den Win-
kel α gegenüber der Vertikalen geneigt sind. Es muss somit eine Kräftezerlegung der dort
wirkenden Seilkraft Nm in einen vertikalen und einen horizontalen Anteile vorgenommen
werden. Da die Anzahl der Seile jedoch konstant bleibt, muss Nm betragsmäßig größer als
Nmitte

m sein, um trotz dieser Kräfteaufteilung vertikales Gleichgewicht zu erzeugen. Folg-
lich ist allein aus Gleichgewichtsüberlegungen sichtbar, dass eine konstante Vorspannung
im Meridianseil nicht möglich ist. Je größer der Neigungswinkel α ist, desto höher muss
auch die Vorspannung sein. Ein analytischer Zusammenhang wird über folgende Formel
hergestellt:

Nm =
Nmitte

m

cos(α)
(3.35)

Die Seilkraft hat somit ihren maximalen Wert über den Auflagern und nimmt bis zur Mitte
des Katenoids ab. Somit ist es mit der vorliegenden Vernetzung nicht möglich, eine Gleich-
gewichtsfläche zu erzeugen, bei der alle Seile einen stets gleich großen Ausnutzungsgrad
aufweisen. Dies lässt sich auch anhand einer numerischen Berechnung demonstrieren: In
Abbildung 3.21 ist in der oberen Hälfte die numerische Formfindung eines konstant isotrop

Iteration:
100, 1, 5,

Startgeometrie Iterationsverlauf Geometrie nach 10. Iteration

a)

b)

Iteration:
100, 1, 5,

Abbildung 3.21: Numerische Formfindung eines konstant vorgespannten Katenoids aus a) Mem-
bran und b) Seilen.
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Abbildung 3.22: Seilnetze mit konstanter Vorspannung

vorgespannten Katenoids mit dem im nächsten Kapitel beschriebenen Formfindungsalgo-
rithmus dargestellt. Ausgehend von einer zylinderförmigen Startgeometrie konvergiert die
Berechnung in ca. 10 Iterationsschritten stabil gegen die gesuchte Minimalfläche. In der un-
teren Hälfte von Abbildung 3.21 wurde derselbe „Versuch“ mit einem Seilnetz anstatt der
Membran durchgeführt. Als Formfindungslastfall wurde hier für alle Seile eine konstante
Vorspannung sowohl in Meridian- als auch in Radialrichtung angesetzt. Wie man aus dem
in der Mitte dargestellten Iterationsverlauf entnehmen kann, wandern die in Radialrich-
tung angeordneten Seile zunehmend zur Mitte hin. Diese Einschnürung der Geometrie ist
ein Zeichen für einen inkompatiblen Spannungszustand, für den keine Gleichgewichtsgeo-
metrie gefunden werden kann.

Werden beim Katenoid die Seile jedoch diagonal angeordnet, ist ein konstant vorgespanntes
Seilnetz möglich (siehe Abbildung 3.22 links). Die entstehende Fläche ist mathematisch als
einschaliges Hyperboloid bekannt und zählt zur Familie der Regelflächen. Diese werden durch
„Bewegung einer Geraden im Raum“ gebildet [Zei96]. Bei dem vorliegenden Seilnetz ent-
sprechen die Seile exakt den erzeugenden Geraden, was als fast trivialer Fall gekrümmter
Flächentragwerke angesehen werden kann, da kein Kraftaustausch zwischen den einzelnen
Seilen auftritt. Einen ähnlichen Fall eines Seilnetzes mit geraden, konstant vorgespannten
Seilen erhält man durch spezielle Vernetzung eines hyperbolischen Paraboloids (siehe Abbil-
dung 3.22 Mitte): Da der Hypar ebenfalls zu den Regelflächen zählt, entsteht durch Ver-
netzung entlang der erzeugenden Geraden ebenfalls ein Seilnetz aus geraden Seilen, die
zwischen den Auflagern gespannt sind. Vernetzt man den Hypar jedoch näherungsweise
entlang den Hauptkrümmungen, lässt sich ein Seilnetz erzeugen, dessen Seile konstant vor-
gespannt sind und keine Geraden bilden (siehe Abbildung 3.22 rechts).

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die für die Formfindung von Membranen ent-
wickelten Methoden nicht ohne weiteres für die Formfindung von Seilnetzen eingesetzt
werden können. Ausschlaggebend sind hierfür v. a. die unterschiedlichen Vernetzungsmög-
lichkeiten von Seilnetzen, die das Ergebnis der Formfindung erheblich beeinflussen können
(siehe Katenoid-Beispiel). Dieses Problem existiert bei vorgespannten Membranen aufgrund
ihrer „echten“ Flächigkeit nicht. Prinzipiell ist eine kraftgesteuerte Formfindung möglich, ob
sie jedoch zu den gewünschten Zielen führt, muss von Projekt zu Projekt abgewägt werden.
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3.3 Numerische Formfindung

Mit dem Einzug immer leistungsfähigerer Rechner und der gleichzeitigen Fortentwicklung
der numerischen Berechnungsverfahren gewinnt die numerische Formfindung kontinuier-
lich an Bedeutung: Sie bietet dem Planer ein äußerst leistungsfähiges Werkzeug, vorge-
spannte Tragwerke akkurat anhand eines Computermodells zu entwickeln. Damit lässt sich
einerseits die sehr kostspielige und zeitaufwendige experimentelle Formfindung umgehen,
andererseits können auch spezielle Spannungsvorgaben gezielt dem Modell hinzufügt wer-
den: So lassen sich beispielsweise die durch Seifenhautversuche erzeugten Minimalflächen
auch im Rechner generieren, zusätzlich hat man aber bei numerischer Simulation die Mög-
lichkeit, die Spannungen in einer Richtung separat zu erhöhen. Dies eröffnet neue gestalte-
rische Möglichkeiten, die die empirischen Experimente nicht zulassen. Die Komplexität der
numerischen Berechnungsmodelle ist dabei nahezu unbegrenzt steigerbar.

Bei der Entwicklung der numerischen Verfahren zur Formfindung treten jedoch Probleme
auf, die auf den ersten Blick nicht offensichtlich sind. Diese werden einerseits durch die Nu-
merik an sich verursacht, andererseits gilt es auch, evtl. auftretende physikalische Probleme
wie z. B. vorgegebene inkompatible Spannungszustände infolge anisotroper Vorspannung
(siehe Abschnitt 3.2.2) zu bewältigen. Der nächste Abschnitt stellt diesbezüglich Lösungs-
vorschläge vor, die in einem vielseitig einsetzbaren Formfindungsalgorithmus münden.

3.3.1 Diskretisierung des Originalproblems

Startpunkt der Entwicklung der numerischen Formfindungsmethode bildet die Definition
des Formfindungsproblems gemäß Abschnitt 3.1.1: Es wird die Gleichgewichtsfläche für
einen gegebenen Formfindungslastfall bezüglich ebenfalls gegebener Randbedingungen ge-
sucht. Zur Vereinfachung der Problembeschreibung soll bis auf weiteres der Formfindungs-
lastfall lediglich aus der Membranvorspannung n bestehen, äußere Lasten werden zunächst
noch nicht berücksichtigt.

Für die numerische Erfassung der Problemstellung erfolgt die Flächenbeschreibung in der
in Abschnitt 2.2.4 aufgezeigten, diskretisierten Weise: Die Fläche besteht aus einer endli-
chen Anzahl finiter Elemente, deren Topologie zwar bekannt ist, die geometrische Position
der Netzknoten aber eine endliche Anzahl von unbekannten Variablen darstellt. Man kennt
somit die Anzahl der FE-Knoten sowie deren Zuordnung zu den finiten Elementen. Der
Ortsvektor eines jeden einzelnen Knotens ist zunächst noch unbekannt und soll nun im
Laufe der Formfindung derart bestimmt werden, so dass das resultierende FE-Netz eine
Diskretisierung der kontinuierlichen Gleichgewichtsfläche darstellt.

Zu dieser diskretisierten Flächendarstellung lässt sich ein Gedankenexperiment anstellen,
bei dem über einer gegebenen Fläche ein vorhandenes Netz ausgebreitet werden soll. Zu-
nächst wird man versuchen, die Ränder des Netzes mit den Flächenrändern deckungsgleich
zu machen, wodurch sich auch das Netz im Flächeninneren in seine Form zieht. Diese Vor-
stellung stimmt aber nur bedingt mit einem FE-Netz überein. Denn bei dem gedanklichen
Netz impliziert man stets eine gewisse Elastizität der Netzkanten, die die Knoten auf der
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Abbildung 3.23: Verschiedene Diskretisierungen eines Vierpunktsegels mit gleicher Netztopologie
(„Schwimmende Netze“).

Fläche einigermaßen gleichmäßig verteilen wird. Bei einer FE-Berechnung stellen die Kan-
ten jedoch nur die Abgrenzung zwischen zwei Elementen dar, verfügen aber über keiner-
lei mechanische Eigenschaften. Das Netz könnte somit beliebig auf der Fläche verschoben
werden und würde dennoch stets eine zulässige Diskretisierung der Fläche bilden (solange
keine Überlappung zwischen einzelnen Elementen auftritt). Folglich kann es für jede Flä-
che nie eine eindeutige Flächendiskretisierung geben, sondern es ist stets eine unendliche
Anzahl an Diskretisierungen mit der gleichen Topologie möglich. Als Beispiel sind in Abbil-
dung 3.23 vier unterschiedliche Diskretisierungsvarianten eines einfachen Vierpunktsegels
dargestellt. Die Flächendiskretisierungen lassen sich allein durch Verschieben der Netzkno-
ten auf der Fläche in die jeweils andere Diskretisierung transformieren. Während bildlich
ausgedrückt die Netzknoten auf der Fläche herumschwimmen können, bleibt die Topolo-
gie, die in diesem Beispiel aus 100 quadratisch angeordneten Viereckselementen besteht,
stets unverändert.

Die unendliche Anzahl möglicher Flächendiskretisierungen verursacht auch eines der
Hauptprobleme der numerischen Formfindung: Selbst wenn eine physikalisch existierende
Lösung vorliegt, ist der Computer nicht in der Lage, diese direkt zu finden. Die Schwierig-
keit hierbei ist weniger die Erfüllung der maßgeblichen Gleichungen als das Dilemma, aus
einer unendlichen Lösungsmenge genau eine Lösung „herauszupicken“. Das inverse Pro-
blem, aus gegebenen Spannungen eine zugehörige diskretisierte Gleichgewichtsfläche zu
ermitteln, verfügt somit über keine eindeutige Lösung und wird deshalb mathematisch als
schlecht gestellt bezeichnet.
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Versuch einer direkten numerischen Lösung. Diese Mehrdeutigkeit der Lösungen wirkt
sich auch bei dem Versuch, das Formfindungsproblem direkt numerisch lösen zu wollen,
negativ aus: Man beginnt die Herleitung eines numerischen Lösungsalgorithmus mit dem
Prinzip der virtuellen Arbeit, das in Gleichung (3.1) gegeben ist. Dieses postuliert ein Ver-
schwinden der virtuellen Arbeit, falls sich ein gegebenes Spannungsfeld im Gleichgewicht
befindet. Durch Linearisierung der virtuellen Verschiebungen nach Gleichung (2.121) und
der Vernachlässigung äußerer Lasten ergibt sich folgendes nichtlineares Gleichungssystem
zur Bestimmung der Verschiebungen an den Freiheitsgraden ur:

− ∂W
∂ur

= Rr = h
∫

a

(

σ :
∂e
∂ur

)

da = 0 (3.36)

Rr sind dabei die Knotenresiduen, die im Gleichgewichtszustand verschwinden müssen.
Aufgrund der Nichtlinearität des Gleichungssystems ist eine iterative Berechnung nötig:
Ausgehend von einer beliebigen Startgeometrie verbessert man die Knotenpositionen bis
zur Lösung des Problems. Die Startgeometrie kann hierbei kontinuumsmechanisch als un-
verformte Referenzkonfiguration interpretiert werden, die Gleichgewichtsgeometrie als ak-
tueller verformter Zustand. Da dieser noch unbekannt ist, wird Gleichung (3.36) auf die
bekannte Startgeometrie durch eine Pull-Back-Operation transformiert (siehe Gleichun-
gen (2.47) und (2.119)):

Rr = H
∫

A
σ :
[

1
2

(

F−T · ∂FT

∂ur
+

∂F
∂ur

· F−1
)]

det F dA

σT=σ
= H

∫

A
det F

(
σ · F−T

)
:

∂F
∂ur

dA = 0
(3.37)

Hierbei wurde angenommen, dass die Höhe des Membranquerschnitts im Verlauf der
Formfindung konstant bleibt (h = H). Dies ist auch zutreffend, da der Referenzzustand in
diesem Fall lediglich eine fiktive Hilfsgröße zur iterativen Berechnung darstellt. Weiterhin
konnte Gleichung (3.37) dadurch vereinfacht werden, dass die doppelte Verjüngung eines
symmetrischen Tensors (wie z. B. der Cauchy-Spannungstensor σ) mit einem unsymmetri-
schen Tensor gleich der doppelten Verjüngung des symmetrischen Tensors mit der Transpo-
nierten des unsymmetrischen Tensors ist:

σ :
(

F−T · ∂FT

∂ur

)
σT=σ
= σ :

(
∂F
∂ur

· F−1
)

(3.38)

Das nichtlineare Gleichungssystem wird nun mittels Newton-Raphson-Verfahren gemäß
Gleichung (2.123) linearisiert. Die Tangentensteifigkeitsmatrix Krs beschreibt die Ände-
rungsrate der Residualkraft am Freiheitsgrad ur für eine Veränderung der Geometrie in
Richtung des Freiheitsgrades us:

Krs =
∂Rr

∂us
= H

∫

A

∂

∂us

[

det F
(

σ · F−T
)

:
∂F
∂ur

]

dA = 0 (3.39)
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Abbildung 3.24: Singuläre Steifigkeiten bei direkter numerischer Formfindung.

Für eine eindeutige Lösbarkeit des Gleichungssystems muss eine nicht-singuläre Steifig-
keitsmatrix vorliegen [Zei96]. Bestimmt man jedoch die Determinante der entstehenden Ge-
samtsteifigkeitsmatrix, wird man unweigerlich erkennen, dass bei diesem direkten numeri-
schen Lösungsversuch deren Wert näherungsweise gleich Null ist:

det(Krs) ≈ 0 (3.40)

Dies ist ein Anzeichen für eine nahezu singuläre Systemmatrix, durch die eine direkte Lö-
sung des Problems verhindert wird. Die Singularität lässt sich darauf zurückführen, dass
Knotenverschiebungen tangential zur Membranfläche so gut wie keine Veränderung der
Residualkräfte bewirken. Entsprechend gering sind die zugehörigen Steifigkeiten (siehe Ab-
bildung 3.24 links). Liegt der Knoten sogar in einer „echten“ Ebene, sind die auftretenden
Steifigkeiten bezüglich tangentialer Freiheitsgrade sogar exakt Null (siehe Abbildung 3.24
rechts). Der numerischen Berechnung fehlt durch die verschwindenden Steifigkeiten, bild-
lich gesprochen, der Wegweiser, in welchen Richtungen eine Verbesserung der Lösungen
erreicht werden kann. Eine feinere Diskretisierung der Membranfläche verschlimmert so-
gar das Problem, da der „Knickwinkel“ zwischen zwei benachbarten Elementen durch die
bessere Flächenapproximation zunehmend kleiner wird. Folglich verringert sich auch die
Steifigkeit bzgl. der tangentialen Verschiebungsfreiheitsgrade.

Es gelingt somit nicht, ein numerisches Lösungsverfahren für die Formfindung von vor-
gespannten Flächentragwerken zu entwickeln, bei dem direkt die maßgebliche Gleichge-
wichtsbedingung gelöst wird. Die Ursache hierfür ist die inverse Fragestellung, die eine
Mehrdeutigkeit an diskreten Lösungen zulässt, selbst wenn eine eindeutige physikalische
Lösung vorliegt.

3.3.2 Updated-Reference-Strategy: Stabilisierung des numerischen Problems

Um das Formfindungsproblem auf numerische Weise lösen zu können, ist eine Stabilisie-
rung der ursprünglichen numerischen Fragestellung erforderlich. Im Laufe der Zeit sind
hierzu eine Vielzahl verschiedener Herangehensweisen entwickelt worden (siehe [Wüc07]
für einen entsprechenden Überblick). Als äußerst effizientes Verfahren hat sich die soge-
nannte Updated Reference Strategy herauskristallisiert [BR99]: Aufgrund ihrer kontinuums-
mechanisch intuitiven Herangehensweise wird eine physikalische Interpretierbarkeit des
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Lösungsprozesses erheblich erleichtert, da keine rein mathematischen „Kunstgriffe“ erfor-
derlich sind.

Die Grundidee hinter der Updated Reference Strategy (kurz URS genannt) besteht darin,
ein schlecht gestelltes Originalproblem durch ein verwandtes, gut gestelltes Ersatzproblem
anzunähern. Da dadurch verständlicherweise auch nur eine Ersatzlösung erhalten werden
kann, wird das Ersatzproblem wiederholt gelöst, um letztendlich zur Lösung des Original-
problems zu konvergieren. Diese Herangehensweise wird mathematisch als Homotopiever-
fahren bezeichnet [BR01].

Konkret auf die Formfindung angewandt, wird für das Ersatzproblem die Gleichgewichts-
bedingung etwas modifiziert: Anstelle direkt die unbekannte Gleichgewichtsfläche für ge-
gebene Cauchy-Spannungen σ0 zu suchen, soll ausgehend von einer bekannten Referenz-
fläche mit gegebenen PK2-Spannungen S die zugehörige verformte Geometrie gefunden
werden. Das ursprünglich komplett in der verformten Konfiguration definierte Problem
wird somit von einer räumlichen Darstellung in eine materielle Problemstellung transfor-
miert. Zugleich wird durch eine beabsichtigte kontinuumsmechanische Fehlinterpretation
eine Modifikation des Originalproblems erreicht: Man setzt die PK2-Spannungen der be-
kannten Referenzfläche gleich dem Sollspannungszustand σ0, obwohl dieser in seiner ur-
sprünglichen Bedeutung als Cauchy-Spannung definiert ist. Würden die PK2-Spannungen
der Referenzfläche kontinuumsmechanisch korrekt durch eine Push-Back-Operation des
Sollspannungszustands ermittelt werden, würde man das Originalproblem lediglich in ei-
ner anderen Darstellung erhalten (vgl. Gleichung (2.104)), die Singularität des Problems
bliebe aber bestehen. Nachfolgend sind die aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit erhalte-
nen maßgebenden Gleichungen sowohl für das Originalproblem der Formfindung als auch
für dessen modifizierte Version aufgeführt (äußere Lasten werden hier der Übersichtlichkeit
halber nicht berücksichtigt):

−δWorig = −δWσ =
∫

Ω

(σ : δe) dv = 0 mit σ ≡ σ0

−δWmod = −δWS =
∫

Ω

(S : δE) dV = 0 mit S ≡ σ0
(3.41)

Die auftretenden Verschiebungen bei der Lösung des Ersatzproblems bewirken, dass die re-
sultierenden physikalischen Cauchy-Spannungen auf der zugehörigen verformten Geome-
trie von den Zielvorgaben σ0 abweichen. Dies lässt sich der in Gleichung (2.70) gegebenen
Transformationsvorschrift zwischen Cauchy- und PK2-Spannungen entnehmen:

σ =
1

det F
F · S · FT 6= σ0 falls F 6= I (3.42)

Obwohl die resultierende Gleichgewichtsfläche einen physikalisch stabilen Zustand dar-
stellt, erfordert die Abweichung vom Sollspannungszustand einen erneuten Formfindungs-
schritt: Hierzu wird die aktuelle Konfiguration als neue Referenzfläche für das Ersatzpro-
blem uminterpretiert. Bei diesem reference update werden auch die in der Struktur wirkenden
Spannungen zurückgesetzt. Anstelle der Spannungen nach Gleichung (3.42) bringt man er-
neut die PK2-Spannungen auf, die den gewünschten Spannungen σ0 entsprechen. Somit
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gilt für den Formfindungsschritt i + 1:

X(i+1) = x(i)

S(i+1) = σ0
(3.43)

Löst man erneut das Ersatzproblem, werden die auftretenden Verschiebungen bei ei-
ner physikalisch lösbaren Fragestellung kleiner ausfallen als im vorherigen Iterations-
schritt. Dementsprechend geringer ist auch die Abweichung der resultierenden Cauchy-
Spannungen der neu erhaltenen Fläche von den Sollspannungen. Um nun die Lösung des
Originalproblems zu erhalten, sind so lange weitere Formfindungsschritte durchzuführen,
bis Konvergenz erreicht ist. Als Konvergenzschranke werden sowohl die Spannungsabwei-
chungen als auch die Verschiebungen in einem Formfindungsschritt herangezogen.

In Abbildung 3.25 ist die iterative Formfindung mittels URS am Beispiel der Scherkschen
Minimalfläche aufgezeigt. Den Ausgangspunkt bildet eine recht grobe Annäherung der Mi-
nimalfläche (Abbildung 3.25 links oben). Voraussetzungen für eine zulässige Startgeome-
trie sind die korrekte Topologie der Fläche und deren Kompatibilität mit den Randbedin-
gungen. Nachdem auf diese Startfläche eine isotrope PK2-Spannung σ0 aufgebracht wurde,
ergibt sich aus Gleichgewichtsbeziehungen die verformte Geometrie des ersten Formfin-
dungsschritts. Die Spannungsabweichungen sind hier noch erheblich. Jedoch erhält man
schon nach dem zweiten Berechnungsschritt durchaus akzeptable Spannungswerte. Nach
fünf Formfindungsschritten verringert sich der Fehler auf ca. 10%, nach 10 Iterationen be-
trägt er lediglich 4%. Wie schnell das Verfahren konvergiert, hängt sehr von der gewählten
Ausgangsgeometrie ab.

Eine Steigerung der Konvergenzrate lässt sich durch eine Verallgemeinerung des zu lösen-
den Ersatzproblems bewerkstelligen: Diese Generalisierung erhält man durch eine Über-
blendung der ursprünglichen Fragestellung δWσ mit dem stabilisierend wirkenden Ersatz-
problem δWS. Dazu wird der Homotopieparameter λ eingeführt, der eine lineare Interpola-
tion zwischen dem ursprünglichen und modifizierten Problem ermöglicht:

δW∗
mod = λ δWσ + (1 − λ) δWS (3.44)

Hierdurch lässt sich einerseits genügend Stabilisierung dem Originalproblem „zumischen“,
um eine gute Lösbarkeit zu erreichen. Andererseits kann durch Beibehaltung der Ausgangs-
fragestellung eine schnellere Konvergenz erzielt werden. Welcher Wert von λ jedoch die
besten Ergebnisse erzielt, hängt sehr von den Eigenheiten der jeweiligen Problemstellung
ab. Vermutet man, dass die Startgeometrie der Iteration noch weit von der Zielgeometrie
entfernt ist, empfiehlt es sich, λ verhältnismäßig klein zu wählen, um die Rechnung stabil
zu halten. Nähert man sich der gesuchten Gleichgewichtsfläche, kann auch der Wert von λ

erhöht werden [BR01].

Da in den meisten praktischen Anwendungsfällen der Stabilität der Berechnung eine größe-
re Bedeutung zukommt als einer schnellen Konvergenzrate, die Instabilitäten verursachen
könnte, ist es i. A. zweckmäßig, den Homotopieparameter λ möglichst gering zu wählen.
Aus diesem Grund wird im nachfolgenden Text lediglich das reine Ersatzproblem betrachtet
und keine Interpolation mit dem Originalproblem vorgenommen (λ = 0).
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Abbildung 3.25: Formfindung der Scherkschen Minimalfläche mittels URS.
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URS-Membranelement. Die Elementformulierung von Membranelementen zur Formfin-
dung mittels URS wird durch Diskretisierung und anschließende Linearisierung der modi-
fizierten Gleichgewichtsbedingung aus Gleichung (3.41) abgeleitet.

Der Vektor der Ungleichgewichtskräfte ergibt sich unter Verwendung von Gleichung (2.118)
und der Symmetrie des Spannungstensors (vgl. Gleichung (3.38)) zu:

Rurs,mem
r = H

∫

A

S :
∂E
∂ur

dA = H
∫

A

Sαβ (gα,r · gβ) dA (3.45)

Sαβ sind hierbei die Koeffizienten des PK2-Spannungstensors bzgl. der lokalen kovarianten
Basis.

Die Tangentensteifigkeitsmatrix erhält man durch Differentation der Ungleichgewichtskräf-
te nach dem Freiheitsgrad us:

Kurs,mem
rs = H

∫

A

S :
∂2E

∂ur∂us
dA = H

∫

A

Sαβ (gα,r · gβ,s) dA (3.46)

Da die PK2-Spannungen auf der unveränderlichen Referenzkonfiguration wirken, müssen
in Gleichung (3.46) keine Ableitungen der Spannungsterme bzgl. eventueller Verschiebun-
gen der aktuellen Geometrie berücksichtigt werden. Ebenso entfallen die zweiten Ableitun-
gen der kovarianten Basisvektoren, da die aktuellen Ortsvektoren der FE-Knoten nur linear
von den Knotenverschiebungen abhängen (siehe Gleichung (2.114)):

∂gα(θ1, θ2)

∂ur
=

nel∑

k=1

∂Nk(θ1, θ2)

∂θα

∂uk

∂ur
(3.47)

∂2gα(θ1, θ2)

∂ur∂us
=

nel∑

k=1

∂Nk(θ1, θ2)

∂θα

∂2uk

∂ur∂us
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 (3.48)

Es fällt auf, dass die Steifigkeitsmatrix der Membranelemente zur Formfindung lediglich
aus Größen der Referenzkonfiguration (H, A, Sαβ) besteht und unabhängig von der Geo-
metrie der aktuellen Konfiguration ist. Die Steifigkeitsmatrix kann somit als Funktion der
Referenzgeometrie aufgefasst werden (Kurs,mem

rs (X)), die sich zwar in jedem Formfindungs-
schritt nach einem Update der Referenz ändert, nicht jedoch bei der Gleichgewichtsiterati-
on nach dem Newton-Raphson-Verfahren innerhalb eines Formfindungsschritts. Als Folge
dessen vereinfacht sich die iterative Berechnung der verformten Geometrie in einem Form-
findungsschritt zu einem einmaligen Lösen eines linearen Gleichungssystems.

Weiterhin ist anzumerken, dass für die Vorgabe von Zugspannungen (Sαβ
> 0) stets eine

positiv-definite, symmetrische Steifigkeitsmatrix vorliegt, die eine stabile Lösung des Glei-
chungssystems ermöglicht. Die ursprünglich nichtlineare, schlecht-gestellte Ausgangsfrage-
stellung der Formfindung kann somit durch die Updated Reference Strategy in eine Reihe
von linearen, gut-gestellten Problemen übergeführt werden.
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Abbildung 3.26: Lineares Seilelement.

URS-Seilelement. Seilelemente stellen eindimensionale Strukturelemente dar, die durch
Dimensionsreduzierung aus Membranelementen abgeleitet werden. Für die Formfindung
genügt i. A. ein lineares, zweiknotiges Seilelement (siehe Abbildung 3.26). Die zugehörigen
Formfunktionen lauten:

N1(θ1) = 1 − θ1

N2(θ1) = θ1 mit θ1 ∈ [0; 1] (3.49)

Für die Integration des Residualvektors, der sich aus dem modifizierten Formfindungspro-
blem nach Gleichung (3.41)) ergibt, ist aufgrund der Eindimensionalität der Seile nur noch
eine Integration über die Seillänge L der Referenzkonfiguration erforderlich. Dies impliziert
auch die Annahme, dass über den Seilquerschnitt A keine Änderungen auftreten, wodurch
der Querschnitt aus dem Integral herausgezogen werden kann:

Rurs,seil
r = A

∫

L

S :
∂E
∂ur

dL = A
∫

L

S11 (g1,r · g1) dL (3.50)

Des Weiteren reduziert sich durch die Dimensionsreduzierung die Anzahl unabhängiger
Tensorkoeffizienten für die Tensoren jeder Stufe auf lediglich einen Eintrag. S11 ist hier-
bei der einzige Koeffizient des Spannungstensors bzgl. der lokalen kovarianten Basis. Da
bei Verwendung der konvektiven Basis die Metrik des Elements in den Tensorkoeffizienten
enthalten ist, darf S11 nicht mit den Spannungen S̃11 bzgl. der lokalen kartesischen Basis
verwechselt werden, die in physikalischen Einheiten angegeben werden.

Die Steifigkeitsmatrix ergibt sich analog zur Steifigkeitsmatrix des Membran-Formfindungs-
elements durch Differentiation des Residualvektors:

Kurs,seil
rs = A

∫

L

S :
∂2E

∂ur∂us
dL = A

∫

L

S11 (g1,r · g1,s) dL (3.51)

Die Gleichungen (3.50) und (3.51) sind nicht auf lineare Elemente beschränkt, sondern
können auch bei höherwertigen Ansatzfunktionen verwendet werden. Für die in Abbil-
dung 3.26 aufgezeigten, linearen zweiknotigen Seilelemente lassen sich jedoch weitere Ver-
einfachungen vornehmen: Da sowohl die Spannung als auch die Dehnung innerhalb eines
Elements stets konstant bleibt, ist die Integration über die Länge trivial. Weiterhin kann das
Produkt aus den PK2-Spannungen und der Querschnittsfläche zur Seilkraft N zusammen-
gefasst werden, die den Eingangsparameter der Formfindung darstellt:

N = S̃11 A =
S11 A

L2 (3.52)
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Auch hier tritt wieder die gewollte kontinuumsmechanische Missinterpretation der Span-
nungen auf, die für URS entscheidend ist: Die Seilkraft N sollte eigentlich die resultierende
Seilkraft im verformten Zustand sein. Man beachte, dass der Großbuchstabe N lediglich zur
Unterscheidung von den Membranspannungen n gewählt wurde und kein Zeichen für die
zugehörige Konfiguration darstellt. Zur Stabilisierung des Problems wird jedoch die Seil-
kraft als Produkt aus den PK2-Spannungen und der Querschnittsfläche der Referenzkonfi-
guration interpretiert.

Die vereinfachte Darstellung des Residualvektors für lineare Seilelemente lautet:

Rurs,seil
r =

N
L

(g1,r · g1) (3.53)

Die zugehörige Steifigkeitsmatrix ergibt sich zu:

Kurs,seil
rs =

N
L

(g1,r · g1,s) (3.54)

Die Elementsteifigkeitsmatrix eines Seiles zur Formfindung mittels URS setzt sich analog
zur Steifigkeitsmatrix der Membranelemente zur Formfindung (siehe Gleichung (3.46)) le-
diglich aus Größen der unveränderbaren Referenzkonfiguration zusammen. Sie ist somit
für die iterative Berechnung des Gleichgewichts während eines Formfindungsschrittes stets
konstant. Dies wiederum bringt den Vorteil, dass für jede beliebige Kombination von Seil-
und Membranelementen nach der Updated Reference Strategy stets ein lineares Gleichge-
wichtsproblem vorliegt, das schon nach einem Berechnungslauf ausiteriert ist.

Unterschied URS - Kraftdichte. Die für die Formfindung von Seilnetzen sehr verbreitete
Kraftdichtemethode wird in [BR99, Wüc07] als Sonderfall der Updated Reference Strategy
bezeichnet. Betrachtet man die jeweiligen maßgeblichen Gleichungen, lässt sich auch un-
weigerlich eine Analogie erkennen, wie im Nachfolgenden gezeigt wird. Die Kraftdichte-
methode führt für Seile den Begriff der Kraftdichte q als Verhältnis der Seilkraft zur Seillänge
ein [LS71, Sch74], das während der Berechnung konstant bleibt:

q =
Nre f

L
=

Nakt

l
(3.55)

Zwar lässt die Kraftdichte (englisch: „force density“) keine physikalische Interpretation zu,
dennoch bewirkt dieser Kunstgriff einige Vorteile für das Berechnungsverfahren: Die vor-
herrschende Seilkraft in einem beliebigen Zustand erhält man aus Multiplikation der be-
kannten Kraftdichte des Seiles mit der aktuellen Seillänge l. Somit bietet jede Konfiguration
allein genügend Informationen zur Bestimmung der Kräfte, sodass nicht mehr zwei Zustän-
de miteinander verglichen werden müssen, um auf evtl. Dehnungen bzw. Spannungen zu
schließen:

Nakt = q l (3.56)

Betrachtet man nun die in den Gleichungen (3.53) und (3.54) gegebenen Elementmatrizen
des zweiknotigen Seilelements nach der Updated Reference Strategy, fällt auf, dass darin
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jedesmal die Kraftdichte des Seiles enthalten ist [Ble98, BR99]. Der Residualvektor und die
Steifigkeitsmatrix lassen sich unter Verwendung der Kraftdichte q wie folgt umschreiben:

Rurs,seil
r = q (g1,r · g1)

Kurs,seil
rs = q (g1,r · g1,s)

(3.57)

Formal liefern die Updated Reference Strategy und die Kraftdichtemethode somit dieselben
Elementmatrizen für die Formfindung von Seilen, die Herleitung ist jedoch unterschied-
lich. Während die Kraftdichtemethode direkt für Seile entwickelt wurde [Lin99], stellt die
Updated Reference Strategy das allgemeinere Verfahren zur Formfindung dar: Das modifi-
zierte Problem wurde für ein Kontinuum definiert und kann durch Dimensionsreduzierung
sowohl auf Membranen als auch auf Seile angewendet werden [BR99].

Obwohl die „Technik“ der Kraftdichtemethode keine Neuheiten gegenüber der URS bie-
tet, stellt ihre Grundidee dennoch eine weiterhin äußerst interessante Option zur Form-
findung von Seilnetzen dar: Da das direkte Vorschreiben von Seilkräften ein physikalisch
unlösbares Problem verursachen kann (siehe Abschnitt 3.2.4), müssen Abweichungen von
einer konstanten Seilvorspannung gezielt in Betracht gezogen werden. Dies gelingt, indem
man statt der Seilkräfte N die Kraftdichte q des Seilnetzes vorschreibt. Deren Wert lässt
sich beispielsweise aus der angestrebten Seilkraft und der Maschenweite des Netzes be-
rechnen. Die zugehörige Gleichgewichtsfläche wird i. A. variable Seilkräfte aufweisen, die
bei einer einigermaßen regelmäßigen Netztopologie jedoch um den angestrebten Mittelwert
streuen werden. Die jeweilige Größe der Seilkraft kann direkt aus der Geometrie des Seil-
netzes abgelesen werden, da durch Einführung der Kraftdichte ein linearer Zusammenhang
zwischen der Größe eines Seilelements und der darin vorherrschenden Spannung definiert
wurde: Je länger ein Seil in der Gleichgewichtsfläche ist, desto größer ist seine Seilkraft.

Durch die Anwendung der Kraftdichte vereinfacht sich der Berechnungsablauf erheblich,
da nur ein Formfindungsschritt notwendig ist: Ein Nachziehen der Referenz in einem zwei-
ten Formfindungsschritt würde keine Änderung des Ergebnisses bringen, da die neue Refe-
renzgeometrie schon die Gleichgewichtsgeometrie für die gegebenen Kraftdichten darstellt.
Bei der Vorgabe von Seilkräften müssten die Kraftdichten in jedem Formfindungsschritt neu
nach Gleichung (3.55) berechnet werden, weswegen mehrere Formfindungsschritte bis zur
Konvergenz nötig sind.

Die Gleichgewichtsgeometrie eines Seilnetzes mit konstanter Kraftdichte ist lediglich von
der Topologie des Netzes und seinen Randbedingungen abhängig [GS74, Lin99]. Man kann
somit mit einer beliebigen Startgeometrie des Seilnetzes starten und erhält nach einem Lö-
sungsschritt stets dieselbe Gleichgewichtsfläche. Abbildung 3.27 verdeutlicht dies am Bei-
spiel einer Chinese hat-Struktur: Die zwei Startgeometrien in der oberen Bildhälfte sind
zwar topologisch gleich, die Lage der Seilnetzknoten ist jedoch unterschiedlich. Nichts-
destotrotz ist die zugehörige Gleichgewichtsfläche für eine konstante Kraftdichte q aller
Seilelemente für beide Startgeometrien identisch (siehe Abbildung 3.27 Mitte). Ein Nachteil
konstanter Kraftdichte für das gesamte Seilnetz offenbart sich bei genauerer Betrachtung des
Ergebnisses: Während im Inneren des Seilnetzes die resultierende Maschenweite verhältnis-
mäßig homogen ist, treten in den Randbereichen unschöne Verzerrungen der Netzgeometrie
auf. Die Ursache hierfür sind die geometrischen Randbedingungen, die einen „Zuschnitt“
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Abbildung 3.27: Formfindung von Seilnetzen unter Annahme konstanter Kraftdichte.

der ansonsten regelmäßigen Gitterstruktur erforderlich machen. Die betroffenen Seillängen
sind folglich kürzer als die ursprüngliche Maschenweite. Setzt man nun für das gesamte
Netz eine konstante Kraftdichte fest, wird offensichtlich, dass in den zugeschnittenen Sei-
len nahe des Randes aufgrund ihrer geringeren Länge kleinere Vorspannkräfte wirken als
in den Seilen im Netzinneren. Um dennoch Gleichgewicht zu erreichen, verrautet sich das
Netz, wie an dem vergrößerten Ausschnitt von Abbildung 3.27 rechts unten gesehen wer-
den kann. Um diese Netzverzerrung zu vermeiden, müssen die Kraftdichten in den Rand-
bereichen erhöht werden, wobei der individuelle Wert für jedes zugeschnittene Seilelement
separat zu berechnen ist (siehe „T-Elemente“ in [GB88, GMSS00]).

Möchte man die Updated Reference Strategy zur Berechnung von Seilnetzen nach der Kraft-
dichtemethode verwenden, muss am Berechnungskern nichts geändert werden, da – wie
gezeigt wurde – die Kraftdichtemethode bereits intrinsisch in der URS enthalten ist. Jedoch
wirkt sich der Unterschied bei der Definition der Eingangsparameter aus: Da die Seilkräfte
die natürlichen Eingangsparameter für die URS sind, man jedoch eine konstante Kraftdichte
im Netz haben möchte, muss die Seilkraft für jedes Seil individuell aus dem Produkt der ge-
wünschten Kraftdichte mal der Seillänge der Referenzkonfiguration bestimmt werden. Am
weiteren Berechnungsablauf treten keine Änderungen auf.

Die Kraftdichtemethode genießt aufgrund ihrer Robustheit und Klarheit große Bedeutung.
Es muss aber verdeutlicht werden, dass sie sich nur als grobe Näherung für die Formfin-
dung von Membrantragwerken eignet und vornehmlich für die Formfindung von Seilnet-
zen eingesetzt werden sollte. Aber selbst hier bleibt für vorgefertigte Seilnetze mit konstan-
ter Maschenweite die Frage offen, inwieweit die durch die Kraftdichtemethode erhaltene
Spannungs- und Längenverteilung durch elastische Deformationen des Seilnetzes erreicht
werden kann.
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Formfindung mit Drucklasten. Die Updated Reference Strategy ist in der Lage, beliebi-
ge äußere formgebende Lasten beim Formfindungsprozess zu berücksichtigen. Die maß-
gebliche Gleichung umfasst in diesem Fall zusätzlich zur inneren virtuellen Arbeit infolge
Vorspannung der Strukturelemente auch die externe virtuelle Arbeit äußerer Kräfte (siehe
Gleichung (3.1)).

Besondere Bedeutung kommt der Druckbelastung zu, da sie die einzige Belastung dar-
stellt, für die das Formfindungsproblem exakt unter konstanten Spannungen gelöst werden
kann (siehe Abschnitt 3.2). Ihr spezielles physikalisches Verhalten verursacht jedoch eini-
ge Schwierigkeiten bei der numerischen Umsetzung: Eine Drucklast p wirkt stets senkrecht
zur Oberfläche der aktuellen Geometrie. Dies bedeutet, dass die Größe des Lastvektors zwar
gegeben ist, dessen Richtung jedoch von der Lage der Lastangriffsfläche im Raum abhängt.
Ändert sich diese, ändert sich ebenfalls der Lastvektor. Die Drucklast wird deshalb auch als
verschiebungsabhängig bzw. Folgelast bezeichnet [Sch82, Buf84].

In [BR01] wird die Herleitung der Elementmatrizen aufgezeigt. Der äquivalente Knotenlast-
vektor einer Drucklast p ergibt sich hiernach zu:

Rp
r = −

∫

θ2

∫

θ1

p (g1 × g2) ·
∂x
∂ur

dθ1dθ2 (3.58)

Da die Drucklast von den Verschiebungen der Geometrie der aktuellen Konfiguration be-
einflusst wird, ist sie auch in der Tangentensteifigkeitsmatrix zu berücksichtigen. Mathema-
tisch folgt dies aus der Tatsache, dass im Gegensatz zu richtungstreuen Lasten die Ableitung
des Residualvektors nach den Freiheitsgraden nicht mehr verschwindet. Bei der durchzu-
führenden Differentiation des Residualvektors stößt man jedoch auf eine weitere „Unan-
nehmlichkeit“: Die entstehende Steifigkeitsmatrix infolge Last kann je nach Problemstellung
symmetrisch oder unsymmetrisch sein [SR84]. Dies kann zu Problemen bei der Verwendung
vieler numerischer Gleichungslöser führen, da von diesen oft eine symmetrische Systemstei-
figkeitsmatrix erwartet wird. Durch einige Umformungen kann die Elementsteifigkeitsma-
trix infolge Drucklast jedoch in einen symmetrischen und einen unsymmetrischen Anteil
aufgespalten werden (für die genaue Herleitung sei auf [Ble98] verwiesen):

Kp
rs = − p

2

∫

θ2

∫

θ1

(
∂ (g1 × g2)

∂us
· ∂x

∂ur
+

∂ (g1 × g2)

∂ur
· ∂x

∂us

)

dθ1dθ2

− p
2

∫

θ1

(

g1 ×
∂x
∂us

)

· ∂x
∂ur

dθ1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

θ2=0

− p
2

∫

θ2

(
∂x
∂us

× g2

)

· ∂x
∂ur

dθ2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

θ1=0

(3.59)

Der symmetrische Anteil in der ersten Zeile von Gleichung (3.59) besteht aus dem Integral
über den Parameterraum des finiten Elements und lässt sich in gleicher Weise wie eine üb-
liche Elementsteifigkeitsmatrix integrieren. Der in der zweiten Zeile beschriebene unsym-
metrische Teil der Steifigkeitsmatrix besteht aus zwei Linienintegralen. Liegt eine konserva-
tive Problemstellung vor, verschwindet der unsymmetrische Anteil der Steifigkeitsmatrix,
so dass in diesem Fall nur der symmetrische Anteil berücksichtigt werden muss. Für eine
Diskussion der Konservativität einer mechanischen Fragestellung sei auf [SR84] verwiesen.
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Um stets eine optimale Konvergenzrate der Newton-Raphson-Iteration gewährleisten zu
können, müssten jeweils alle Anteile bei der Integration der Tangentensteifigkeitsmatrix
ausgewertet werden. Dennoch genügt es in den meisten Fällen, sich auf den symmetrischen
Anteil zu beschränken. Die nicht vollständige Linearisierung der maßgebenden Gleichun-
gen erfordert dann aber evtl. eine erhöhte Anzahl von Gleichgewichtsiterationen bis zum
Erreichen der Konvergenz.

In Abbildung 3.28 ist das Ergebnis einer Formfindung unter Vorgabe isotroper Membran-
vorspannung und gleichzeitig wirkender Drucklast zu sehen: Ausgehend von einer würfel-
förmigen Startgeometrie ergeben sich im Laufe der Formfindung numerische Seifenblasen,
deren Formen diskretisierte Kugeln darstellen. Selbstverständlich ist auch die Modellierung
mehrerer zusammenenhängender Seifenblasen mit unterschiedlichen Innendrücken mög-
lich. Hierbei wird besonders schön die inverse Natur der Formfindung deutlich: Setzt man
für alle Seifenblasen die gleiche Vorspannung an, variiert jedoch den Innendruck, bewirkt
eine Vergrößerung des Innendrucks eine Verkleinerung des Volumens der Seifenblase. Dies
widerspricht der intuitiven Vorstellung vom Aufblasen eines Luftballons. Der fundamenta-
le Unterschied ist hierbei, dass durch das Aufblasen des Luftballons elastische Spannungen
entstehen, während bei der Formfindung die Membranspannungen unabhängig von der
Geometrie als gegeben vorausgesetzt sind. Aus diesem Grund ist eine Abnahme des Durch-
messers der Seifenblase erforderlich, um durch die erhöhte Krümmung der vorgespannten
Membran genügend Umlenkkräfte zur Aufnahme der Drucklast zu mobilisieren.

Abbildung 3.28: Numerische Seifenblasen.
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3.3.3 Spannungsadaption: Stabilisierung des physikalischen Problems

Selbst wenn die Updated Reference Strategy ein effektives Hilfsmittel gegenüber den durch
Numerik verursachten Instabilitäten beim Formfindungsprozess ist, kann sie dennoch nur
dann zuverlässig das Formfindungsproblem lösen, falls es auch tatsächlich eine physikali-
sche Lösung für die jeweilige Fragestellung gibt. Wie jedoch in Abschnitt 3.2 gezeigt wur-
de, ist das Vorschreiben eines physikalisch kompatiblen Spannungszustands für beliebige
Randbedingungen eine fast unlösbare Aufgabe: Ein Planer wird meist feldweise konstante
Zielspannungen definieren, da es für ihn unmöglich ist, genauere Spannungsverläufe auf ei-
ner noch unbekannten Geometrie „vorherzusehen“ (in geometrisch klar definierten Sonder-
fällen, wie z. B. Radialstrukturen, wäre evtl. die Vorgabe einer linearen Spannungsverteilung
denkbar). Hier tritt jedoch das Problem auf, dass lediglich für isotrope Vorspannungen ei-
ne konstante Spannungsverteilung physikalisch möglich ist. Und selbst in diesem Fall kann
schon eine leichte Modifikation der Randgeometrie dazu führen, dass keine Gleichgewichts-
fläche mehr existiert. Als Beispiel sei nochmals das Platzen eines Katenoids aus Seifenhaut
aufgeführt, falls die zwei Endringe über einen gewissen kritischen Wert voneinander ent-
fernt werden (siehe Abschnitt 3.2.1). Für ein anisotropes Vorspannverhältnis lässt sich so-
gar nur in trivialen Sonderfällen eine konstante Flächenspannung erreichen. Die meisten
Formfindungsprobleme wären somit in ihrer ursprünglichen Aufgabenstellung durch die
entwerfende Person nicht lösbar.

Hier wird die Diskrepanz zwischen Planer und Berechnungsprogramm deutlich: Während
der Tragwerksplaner eigentlich nur Richtwerte für die Sollspannung vorgeben möchte und
dabei durchaus leichte Abweichungen in Kauf nimmt, duldet eine numerische Formfindung
in ihrer Grundform keine Differenzen von der Zielvorgabe und möchte eine eindeutige
exakte Lösung finden. Aus diesem Grund ist es für einen praxistauglichen Formfindungsal-
gorithmus essentiell, die entwerfende Person bei der Definition des Formfindungsproblems
zu unterstützen und leicht inkompatible Spannungsvorgaben anzupassen, um eine Lösbar-
keit der Aufgabe zu erreichen.

Als leicht inkompatible Spannungsvorgaben werden hier beispielsweise alle anisotropen
Spannungsverhältnisse angesehen: Es lassen sich i. A. hierfür Strukturen finden, die nä-
herungsweise die gegebene, anisotrope Spannungsvorgabe erfüllen, jedoch ist eine exakte
Erfüllung der Vorgaben unmöglich. Auch leicht unterschiedliche Vorspannzustände bei an-
einander grenzenden Membranfeldern sind in die Kategorie leichter Spannungsinkompa-
tibilitäten einzustufen. Die Vorgabe grober Inkompatibilitäten, die weit entfernt von einer
physikalischen Lösbarkeit liegen, sind dennoch unter allen Umständen zu vermeiden. Im
Nachfolgenden werden mehrere Methoden aufgezeigt, die eine Spannungsadaption wäh-
rend des Formfindungsprozesseses durchführen.

Methode 1: Abbruch der Formfindungsiteration der URS. Die einfachste Weise, einen
physikalisch kompatiblen Spannungszustand zu erreichen, ist der Abbruch der Formfin-
dungsiteration der Updated Reference Strategy. Hierbei benützt man deren positive Eigen-
schaft, dass jede auskonvergierte Lösung innerhalb eines Formfindungsschritts einen physi-
kalisch stabilen Zustand bildet (siehe Abschnitt 3.3.2). Die eigentlich unerwünschte Abwei-
chung der resultierenden Cauchy-Spannungen σ vom vorgegebenen Spannungszustand σ0
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kann somit zum Erreichen eines kompatiblen Spannungszustands positiv verwendet wer-
den. Der Spannungszustand ist jedoch nicht gänzlich beliebig: Gleichung (2.73) besagt, dass
die Determinante der Cauchy-Spannungen mit der Determinante des zugehörigen PK2-
Spannungstensors für einen zweidimensionalen Spannungszustand ohne Dehnung in Di-
ckenrichtung identisch ist, was mit den Annahmen der numerischen Formfindung nach
Abschnitt 3.3.1 übereinstimmt. Die Determinante des PK2-Spannungstensors besitzt wie-
derum den gleichen Wert wie die Determinante des gewünschten Vorspannzustands σ0, da
zwecks Stabilisierung die Zielspannungen als PK2-Spannungen interpretiert wurden:

det σ
(i) = det S(i) = det σ0 (3.60)

Mit der Determinante des Vorspanntensors bleibt somit dessen zweite Invariante während
der gesamten Formfindung stets konstant:

det σ(i)

det σ0
= 1 (3.61)

Die erste Invariante – die Spur der Vorspannungen – ändert sich jedoch im Verlauf der
Formfindungsschritte. Sie kann als Maß für die auftretende Spannungsabweichung vom
eigentlichen Sollzustand herangezogen werden. Eine normierte Darstellung ergibt sich aus
dem Verhältnis der Spur der tatsächlich auftretenden Spannungen zur Spur des ursprüng-
lich vorgeschriebenen Spannungszustands. Je näher der Quotient tr(σ(i))/tr(σ

(0)
0 ) am Wert

1 liegt, desto geringer ist die vorliegende Spannungsabweichung. Ist der Wert kleiner als 1,
liegt ein zunehmend isotropes Vorspannverhältnis vor. Wird der Wert 1 überstiegen, deutet
dies auf eine zunehmende Anisotropie der Spannungen hin:

tr(σ(i))

tr(σ0)
=







< 1 : zunehmend isotrop
= 1 : exakte Lösung
> 1 : zunehmend anisotrop

(3.62)

Eine Obergrenze für diese Maßzahl ist nicht gegeben, da die Anisotropie des Spannungszu-
stands beliebig vergrößert werden kann:

max

(

tr(σ(i))

tr(σ0)

)

→ ∞ (3.63)

Eine untere Schranke erhält man jedoch aus dem Fall, dass eine ursprünglich anisotrope
Spannungsvorgabe mit dem Hauptspannungsverhältnis σ0

I /σ0
I I in einen isotropen Span-

nungszustand mit der hydrostatischen Spannung σ(i) =
√

det σ0 übergeht:

min

(

tr(σ(i))

tr(σ0)

)

=
2
√

σ0
I /σ0

I I

1 + σ0
I /σ0

I I

(3.64)

Aus den Gleichungen (3.61) und (3.62) kann eine neue Sichtweise auf den Formfindungs-
prozess gewonnen werden: Die Konvergenz zu einer existierenden Lösung kann auch als
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Abbildung 3.29: Zerplatzen eines überkritischen Katenoids bei numerischer Formfindung.

Konvergenz der Spur der Cauchy-Spannungen zum gewünschten Wert interpretiert wer-
den. Kann keine exakte Lösung erzielt werden, wird der Formfindungsvorgang vorzeitig
unterbrochen. Der resultierende Spannungszustand verfügt zwar über dieselbe Determi-
nante wie der Sollzustand, jedoch besitzt die jeweilige Spur einen unterschiedlichen Wert.

In Abbildung 3.25 sind die physikalisch stabilen Zwischenlösungen im Laufe der Formfin-
dung der Scherkschen Minimalfläche abgebildet. Anhand der angegebenen Maximal- und
Minimalspannungen lässt sich die eben aufgestellte Beobachtung bestätigen: Da die Werte
σmax und σmin den Eigenwerten des Spannungstensors entsprechen, lässt sich dessen De-
terminante einfach aus dem Produkt beider ermitteln. Dieses ist in allen fünf aufgezeig-
ten Formfindungsschritten gleich und stimmt mit dem Quadrat der isotropen Vorspannung
überein. Der Mittelwert der auftretenden Spannungen (d. h. die Hälfte der Spur) konver-
giert gegen den angestrebten Wert. Eigentlich müsste für dieses Beispiel die Berechnung
nicht vorzeitig unterbrochen werden, da eine exakte Lösung für das Problem existiert. Den-
noch bietet eine Reduktion der durchgeführten Formfindungsschritte eine Möglichkeit zur
Modifikation der Endgeometrie.

Als weiteres Beispiel sei die Formfindung eines ebenfalls isotrop vorgespannten Kateno-
ids aufgeführt, dessen Endringe jedoch über den kritischen Wert voneinander entfernt sind
(siehe Abschnitt 3.2.1). In diesem Fall ist die isotrope Vorspannung inkompatibel mit der
gegebenen Berandung, was einen vorzeitigen Abbruch der Formfindung erfordert. Würde
man die Formfindung über die in Abbildung 3.29 gezeigten sechs Formfindungsschritte hin-
aus fortsetzen, droht das numerische Katenoid ähnlich seinem physikalischen Modell aus
Seifenlauge zu zerplatzen. Die zunehmende Divergenz der Formfindung lässt sich auch an
den jeweils auftretenden maximalen Verhältnissen der Spur der tatsächlichen Spannungen
zur Spur der gewünschten Spannungen ablesen (siehe Gleichung (3.62)): Schon nach relativ
wenigen Formfindungsschritten strebt der Wert dieses Fehlermaßes gegen unendlich. Dies
macht deutlich, dass in diesem Beispiel die Formfindung vor Erreichen einer eigentlichen
Konvergenz unterbrochen werden muss, um noch ein physikalisch sinnvolles Ergebnis zu
erhalten.
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Da die vorgestellte Methode zur Vorspannungsadaption auf dem vorzeitigen Abbruch der
Formfindungsschleife beruht, hängt die letztendliche Gleichgewichtsgeometrie nun nicht
mehr nur von den gegebenen Spannungen und Randbedingungen ab, sondern wird auch
durch die Startgeometrie und die Anzahl der durchgeführten Formfindungsschritte beein-
flusst. Dies könnte zwar als eine gewisse Beliebigkeit der Lösung ausgelegt werden, jedoch
erhält der Planer dadurch weitere Möglichkeiten, die Gestalt des Tragwerks zu beeinflussen.
Dabei werden so viele Formfindungsschritte durchlaufen, bis ein akzeptabler Kompromiss
zwischen modifizierten Spannungen und der zugehörigen Geometrie eintritt.

Methode 2: Verzerrungskontrolle. Um ein objektives Kriterium zur Spannungsadaption
zu etablieren, wurde in [WB05] der Begriff der Elementverzerrungskontrolle eingeführt. Die
Grundidee war hierbei, die auftretenden Verzerrungen des FE-Netzes in Bezug auf die Start-
geometrie während des Formfindungsprozesses zu überprüfen. Überschreiten die Netzver-
zerrungen in der Fläche einen gewissen Grenzwert, deutet dies auf einen inkompatiblen
Spannungszustand hin, der eine lokale Adaption der Zielspannungen erfordert. Die End-
geometrie und ihr modifizierter Vorspannzustand sind somit Funktionen der Ausgangs-
geometrie X(0), der maximal zulässigen Verzerrung λmax und nicht zuletzt der ursprünglich
vorgegebenen Vorspannungen σ

(0)
0 . Sie sind jedoch nicht mehr abhängig von einer benut-

zerspezifizierten Anzahl der Formfindungsschritte, da die Berechnung automatisch durch
ein Konvergenzkriterium beendet wird, das die Geometrie- und Spannungsänderung wäh-
rend eines Formfindungsschrittes überprüft.

In der ersten Formulierung der Elementverzerrungskontrolle wurde als Verzerrungsmaß
das Längenverhältnis der Basisvektoren bzgl. Ausgangs- und aktueller Konfiguration ver-
wendet (siehe [WB05]). Dies birgt jedoch den gravierenden Nachteil, dass zum einen ei-
ne Netzabhängigkeit der Lösung entsteht, zum anderen evtl. Schubverzerrungen zwischen
den Basisvektoren nicht abgefangen werden können. Sinnvoller erweist sich die Formulie-
rung der maximal zulässigen Verzerrung bezüglich der Invarianten des Deformationspro-
zesses an. Durch Verwendung der Hauptstreckungen bei der Definition des maximal zuläs-
sigen Verformungszustands gelang eine netzunabängige Formulierung der Formfindung
mit Spannungsadaption [BFLW08].

Der Berechnungsablauf gliedert sich folgendermaßen: Den Ausgangspunkt bildet die Pro-
blemdefinition. Hierbei müssen die Randbedingungen Γ, der Formfindungslastfall (Vor-
spannung σ

(0)
0 und evtl. äußere Lasten) und die Ausgangsgeometrie der Formfindung X(0)

spezifiziert werden. Zusätzlich wird auch die maximal zulässige Streckung λmax festgelegt,
bei deren Überschreitung die Spannungsadaption in Kraft tritt.

Die anschließende Formfindung erfolgt gemäß der Updated Reference Strategy schrittwei-
se: In jedem Formfindungsschritt i startet die Gleichgewichtsiteration für das stabilisier-
te Formfindungsproblem von der Referenzgeometrie X(i), die identisch mit der Gleich-
gewichtsgeometrie x(i−1) des vorherigen Formfindungsschritts ist. Formgebend wirken
die PK2-Spannungen Si, die zwecks Stabilisierung des numerischen Problems mit den
Zielspannungen σ

(i)
0 gleichgesetzt werden. Unterschreiten nach Berechnung der Gleich-

gewichtsfläche x(i) die Abweichungen der resultierenden Cauchy-Spannungen σ(i) vom
Zielwert σ

(i)
0 einen gewissen Grenzwert, ist Konvergenz erreicht, und die Formfindung
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Abbildung 3.30: Ablaufdiagramm: Formfindung mit Spannungsadaption.
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kann beendet werden. Anstelle dieser Spannungsdifferenz, die das eigentliche Konvergenz-
kriterium des Formfindungsproblems beschreibt, werden jedoch oft lediglich die auftre-
tenden Verformungen eines Iterationsschritts überprüft: Da diese bei der gewählten FE-
Formulierung die Primärvariablen [ZTZ05] darstellen, liegen sie somit „direkt“ vor und
müssen im Gegensatz zu den Spannungen nicht erst aus einer Rückrechnung bestimmt wer-
den.

Wurde keine Konvergenz erreicht, ist ein neuer Formfindungsschritt durchzuführen. Zuvor
wird jedoch in einer Nachlaufrechnung überprüft, ob eine Spannungsadaption erforder-
lich ist. Dazu wird lokal (d. h. an jedem Gaußpunkt) aus den Geometrien X(0) und x(i) die
absolute Streckung λ während der gesamten Formfindung mittels Eigenwertberechnung
bestimmt. Überschreitet sie den definierten Grenzwert, erfolgt eine Spannungsadaption,
die eine übermäßige Verzerrung des Formfindungsnetzes verhindern soll. Die Zielspan-
nung σ(i+1) für den nächsten Formfindungsschritt wird dabei nur lokal angepasst. Sollte
beispielsweise an den übrgien Gaußpunkten die Verzerrung im zulässigen Bereich liegen,
bleibt dort die Zielspannung unangetastet (σ(i+1) = σ(i)). Nach Beendigung der Spannungs-
adaption für die gesamte Fläche und anschließendem Referenzupdate kann der nächste
Formfindungsschritt durchgeführt werden. Das schematische Ablaufdiagramm der Form-
findung mit URS und Spannungsadaption ist in Abbildung 3.30 dargestellt.

Der Spannungsadaptionsvorgang gliedert sich in folgende Schritte: Zu Beginn wird über-
prüft, ob die Gleichgewichtsgeometrie am Ende eines Formfindungsschrittes die zulässigen
Verzerrungen überschreitet. Dazu müssen die Hauptstreckungen berechnet werden, die bei
der Gesamtdeformation von der Ausgangsgeometrie X(0) der Formfindung zum aktuellen
Zustand x(i) entstanden sind. Der zugehörige Deformationsgradient F(i)

tot lässt sich in seiner
spektralen Darstellung wie folgt angeben:

F(i)
tot =

∂x(i)

∂X(0)
= λ

(i)
α n̂(i)

α ⊗ N̂(0)
α (3.65)

Die Hauptstreckungen λ
(i)
α sowie ihre Richtungen N̂(0)

α bzw. n̂(i)
α in den jeweiligen Kon-

figurationen lassen sich durch Eigenwertanalyse bestimmen (siehe Abschnitt 2.3.2). Eine
Spannungsadaption wird vorgenommen, falls ein Element über die erlaubten Maße gedehnt
bzw. gestaucht wurde. Ein unzulässiger Verformungszustand muss dabei mindestens eine
der folgenden zwei Bedingungen erfüllen:

λ
(i)
α > λmax ∨ λ

(i)
α <

1
λmax

= λmin (3.66)

Die aktuelle Geometrie x(i) ist die Gleichgewichtsgeometrie für die Cauchy-Spannungen
σ(i), die man durch eine Push-Forward-Operation aus den PK2-Spannungen S(i) der Re-
ferenzkonfiguration X(i) erhält (siehe Abbildung 3.31 für einen Überblick über die charak-
teristischen Konfigurationen und ihre Relationen untereinander). Diese PK2-Spannungen
wiederum sind im Rahmen der Updated Reference Strategy identisch mit den Zielspannun-
gen σ

(i)
0 des aktuellen Formfindungsschritts i:

σ
(i) =

1
det F(i)

F(i) ·

=σ
(i)
0

︷︸︸︷

S(i) ·F(i)T mit F(i) =
∂x(i)

∂X(i)
(3.67)
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Abbildung 3.31: Konfigurationen der Formfindung mit Spannungsadaption.

Zwar ist der aktuelle verformte Zustand stabil, jedoch unzulässig verformt. Es gilt nun ei-
ne Adaption der Vorspannung durchzuführen, die im nächsten Formfindungsschritt die
Verformungen des Elements auf zulässige Werte reduziert. Zugleich soll die modifizierte
Spannung σ

(i)
mod sich an der ursprünglichen Zielvorgabe orientieren. Zur Herleitung der not-

wendigen Spannungsmodifikation bedient man sich des folgenden Gedankenmodells: Für
die unzulässig verformte Geometrie x(i) sollen modifizierte Cauchy-Spannungen σ

(i)
mod be-

stimmt werden, die energetisch gleichbedeutend mit den aktuell vorherrschenden Cauchy-
Spannungen σ(i) sind, von denen man annimmt, dass sie nun auf einer geometrisch zulässi-
gen Konfiguration x̂(i) wirken. Die Berechnung der modifizierten Spannungen gelingt durch
eine verschachtelte Pull-Back/Push-Forward-Operation, bei der zuerst die aktuellen Span-
nungen σ(i) von der maximal zulässigen Konfiguration x̂(i) in die Ausgangskonfiguration
X(0) transformiert werden. Im Anschluss führt eine Push-Forward-Operation die Transfor-
mation der entstandenen PK2-Spannungen in die aktuelle Konfiguration x(i) durch.

Die maximal zulässige Konfiguration x̂(i) ist dabei so definiert, dass ihre Hauptstreckungs-
richtungen parallel zu den Hauptstreckungsrichtungen der aktuellen Konfiguration blei-
ben, die Werte der Hauptstreckungen jedoch die zulässigen Werte einhalten. Der für die
Pull-Back-Operation der Spannungen erforderliche Deformationsgradient F(i)

max zwischen
der maximal zulässigen Konfiguration und der Ausgangskonfiguration der Formfindung
ergibt sich somit zu:

F(i)
max =

∂x̂(i)

∂X(0)
= λ̂

(i)
α n̂(i)

α ⊗ N̂(0)
α mit λ̂

(i)
α =







λmax für λ
(i)
α > λmax

1/λmax für λ
(i)
α < 1/λmax

λ
(i)
α sonst

(3.68)
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Unter Zuhilfenahme der Gleichungen (3.65) und (3.68) erhält man durch doppelte Transfor-
mation die modifizierten Spannungen der aktuellen Konfiguration:

σ
(i)
mod =

det F(i)
max

det F(i)
tot

F(i)
tot · F(i)

max
−1

· σ
(i) · F(i)

max
−T

· F(i)
tot

T

=
λ̂1λ̂2

λ1λ2

λαλβ

λ̂αλ̂β

σ̃αβ(i) n̂(i)
α ⊗ n̂(i)

β

(3.69)

Werden die Hauptachsen {n̂α}α∈{1,2} als lokale kartesische Basis verwendet, kann der Ein-
fluss der Spannungsadaption besonders verdeutlicht werden, da sich explizite Zusammen-
hänge zwischen den tatsächlichen physikalischen Spannungen σ̃αβ(i) am Ende des Formfin-

dungsschritts und ihren modifizierten Werten σ̃
αβ(i)
mod ergeben:

σ̃
11(i)
mod =

λ1 λ̂2

λ̂1 λ2
σ̃11(i)

σ̃
22(i)
mod =

λ2 λ̂1

λ̂2 λ1
σ̃22(i)

σ̃
12(i)
mod = σ̃12(i)

(3.70)

Liegt in einer Richtung eine unzulässige Verzerrung vor, werden die Spannungen in dieser
Richtung mit einem Korrekturterm multipliziert, der exakt dem Verhältnis von vorliegen-
der zu erlaubter Streckung entspricht. Ist eine unzulässige Dehnung aufgetreten, wird die
Spannung erhöht, bei übermäßiger Stauchung bewirkt die Spannungsadaption eine Sen-
kung der Zielspannungen. Gleichzeitig werden jedoch auch die Spannungen in der dazu
orthogonalen Richtung angepasst, indem diese mit dem Kehrwert des Korrekturterms mul-
tipliziert werden. Durch diese gegenseitige Beeinflussung der Hauptstreckungsrichtungen
und das gleichzeitige Konstanthalten der Schubspannung wird erreicht, dass die Determi-
nante des Spannungstensors infolge Spannungsadaption nicht nur während eines Formfin-
dungsschrittes unverändert bleibt, sondern stets gleich der Determinante der ursprüngli-
chen Sollvorspannung ist (siehe Gleichung (3.60)):

det σ
(i)
mod = det σ

(i) = det σ
(0)
0 (3.71)

Der modifizierte Spannungstensor σ
(i)
mod wird als neue Zielspannung σ

(i+1)
0 für den nächsten

Formfindungsschritt gesetzt. Dabei erfährt er gemäß der Updated Reference Strategy erneut
eine Uminterpretation als PK2-Spannung S(i+1), die für die Stabilisierung des numerischen
Problems zuständig ist:

σ
(i)
mod = σ

(i+1)
0 = S(i+1) (3.72)

Das Endergebnis einer Formfindung mit Spannungsadaption ist eine Fläche, deren Haupt-
streckungen die maximal erlaubten Verzerrungen einhalten. Als illustratives Beispiel sind
in Abbildung 3.32 die spannungsmodifizierten Gleichgewichtsflächen des überkritischen
Katenoids aus Abbildung 3.29 für verschiedene Werte der maximalen Streckung λmax auf-
gezeigt. Deutlich ist dabei die zunehmende Netzverformung für höhere Werte von λmax
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X0

σ σ0 0= I

x( max =1,1)λ

σ σ

σσ

max

min

0

0
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x( =2,0)λmax

σ σ

σσ

max

min

0

0
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0

0
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Abbildung 3.32: Formfindung eines Katenoids mit Spannungsadaption.

zu erkennen. Interessanterweise kann bei den resultierenden Spannungen kein eindeuti-
ger Trend festgestellt werden: Es gilt also nicht, dass eine größere Verformungsfreiheit eine
Verbesserung der Spannungen nach sich zieht. Dies ist u. a. darauf zurückzuführen, dass
die Spannungsadaption nicht allmählich einsetzt, sondern erst dann„schlagartig“ passiert,
wenn der kritische Grenzwert der Verformung überschritten wurde. Während bei regelmä-
ßigen Netzen diese ruckartige Modifikation i. A. keine Probleme bereitet, kann dies bei un-
regelmäßigen Strukturen zu erheblichen Problemen führen: Verfügt die Struktur beispiels-
weise über singuläre Randbereiche, können dort einzelne Elemente während eines Form-
findungsschrittes eine Stauchung bzw. Dehnung von mehreren hundert Prozent erfahren.
Dementsprechend groß fällt die folgende Spannungsadaption aus, die sich wie ein plötz-
licher Impuls auf die Struktur auswirkt. Die folgenden Oszillationen des Netzes können
wiederum andere Elemente übermäßig anregen. Tritt dieser Effekt auf, sind starke lokale
Spannungsanpassungen die Folge, die sogar zu einer Divergenz der Lösung führen kön-
nen.

Methode 3: Relaxierte Verzerrungskontrolle. Die dritte Methode zur Spannungsadaption
beruht auf der Grundidee der Verzerrungskontrolle (siehe Methode 2), versucht jedoch den
Einfluss einer abrupten Spannungsanpassung abzuschwächen. Dies wird erreicht, indem
die Spannungsmodifizierung aus Gleichung (3.69) relaxiert wird:

σ
(i)
mod,relax = (1 − µrelax) σ

(i)
mod + µrelax σ

(i) mit µrelax ∈ [0; 1] (3.73)

Die Relaxation erfolgt durch Überblendung der modifizierten Cauchy-Spannungen σ
(i)
mod

mit den Gleichgewichtsspannungen σ(i) des aktuellen Formfindungsschrittes. Der Grad der
Überblendung lässt sich über den Relaxationsparameter µrelax steuern. Für µrelax = 0 tritt
keine Veränderung gegenüber der Methode 2 auf (σ(i)

mod,relax = σ
(i)
mod). Setzt man hingegen

µrelax = 1, wird eine maximale Relaxation der Spannungsadaption erreicht: Die modifizier-
ten Zielspannungen entsprechen den aktuellen Gleichgewichtsspannungen, wodurch sich
das zugehörige Flächenelement bereits im Gleichgewicht befindet. Dies verkürzt die An-
zahl der durchzuführenden Formfindungsschritte erheblich, da nur noch die Flächenteile
ins Gleichgewicht gebracht werden müssen, bei denen bislang keine Spannungsadaption
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μrelax = 0,0

1,320,95
tr( )σ

tr( )0σ

2

1

1

1

max

min

= 1,50
= 0,67

λ

λ

μ = 1,0relax

1,110,95
tr( )σ

tr( )0σ
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tr( )σ
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Abbildung 3.33: Testbeispiel für Verzerrungskontrolle.

vorgenommen wurde. Anders ausgedrückt, darf jedes Flächenelement so lange versuchen,
die Vorspannungen nach den ursprünglichen Vorgaben anzupassen, solange die zulässi-
gen Verzerrungen eingehalten sind. Werden diese jedoch übertreten, ändert man lokal die
Zielvorgaben zu den aktuell vorherrschenden Spannungen ab. Die Verzerrungen der resul-
tierenden Geometrie überschreiten zwar die maximal erlaubten Werte, jedoch zeichnet sich
dieses Verfahren durch eine rasche und stabile Konvergenz sowie generell geringere Span-
nungsabweichungen im Vergleich zur unrelaxierten Spannungsadaption aus.

Wählt man für den Relaxationsparameter einen beliebigen Wert innerhalb seines Wertebe-
reichs, werden die Spannungen so lange modifiziert, bis die zulässigen Verzerrungen ein-
gehalten sind. Die jeweilige Anpassung wird aber gegenüber der ursprünglichen Formu-
lierung abgeschwächt. Dadurch kann das Auftreten etwaiger Oszillationen eingeschränkt
werden. Die Berechnung läuft stabiler als die unrelaxierte Methode, jedoch müssen mehr
Formfindungsschritte bis zum Erreichen der Konvergenz durchgeführt werden.

Das verbindende Element aller Spannungsadaptionen ist die Tatsache, dass stets die Deter-
minante der resultierenden Spannungen identisch ist mit der Determinante der Spannungs-
vorgabe. Dadurch wird erreicht, dass der Bezug der adaptierten Spannungen zur ursprüng-
lichen Zielgröße erhalten bleibt:

det σ
(i)
mod,relax = det σ

(0)
0 (3.74)

In Abbildung 3.33 sind die Auswirkungen des Relaxationsparameters µrelax an einem ein-
fachen Testbeispiel aufgezeigt: Die ebene, quadratförmige Struktur besteht aus zwei drei-
eckigen Hälften. Für die Dreieckshälfte rechts unten ist eine isotrope Vorspannung vom
Wert 1 vorgeschrieben, die Dreieckshälfte links oben soll in horizontaler Richtung mit dem
Wert 2, in vertikaler Richtung mit dem Wert 1 anisotrop vorgespannt werden. Bereits aus
der Angabe wird deutlich, dass an der diagonalen Bereichsgrenze in horizontaler Richtung
ein inkompatibler Spannungszustand vorliegt.
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Die Ergebnisse der Formfindung mit Verzerrungskontrolle sind rechts neben der Systembe-
schreibung abgebildet. Als charakteristische Größe zur Beschreibung der Spannungsabwei-
chung wurde das Verhältnis der Spur des tatsächlichen Spannungszustands zur Spur des
ursprünglich vorgeschriebenen Spannungstensors gewählt. Während die maximal zulässi-
ge Verzerrung mit λmax = 1/λmin = 1, 5 stets konstant gehalten wurde, kamen verschiedene
Relaxationsparameter µrelax zum Einsatz. Bei Betrachtung der Resultate fällt auf, dass die
Ergebnisse bei Verwendung der ursprünglichen, d. h. unrelaxierten Verzerrungskontrolle
(µrelax = 0, 0) nahezu identisch sind mit denen, die durch teilweise Relaxation der Span-
nungsadaption erreicht werden (µrelax = 0, 5). Einzig auf die Konvergenzgeschwindigkeit
wirken sich die Werte von µrelax < 1, 0 aus: Je höher der Wert, desto mehr Formfindungs-
schritte müssen wegen der größeren Relaxation vorgenommen werden, um die maximalen
Verzerrungen einzuhalten. Wird eine maximale Relaxation der Spannungsadaption verwen-
det (µrelax = 1, 0), fällt die Spannungsabweichung deutlich geringer aus, jedoch überschrei-
ten die auftretenden Streckungen bei weitem die erlaubten Werte. Dem Wert λmax kommt
in diesem Fall lediglich die Bedeutung eines geometrischen Kriteriums zu, bei dessen Über-
schreitung eine Spannungsadaption vorgenommen wird, jedoch beschreibt er nicht mehr
die maximal auftretende Verzerrung des FE-Netzes.

Eine ähnliche Charakteristik der Ergebnisse zeigt sich auch im nächsten Beispiel: Es soll
die Form für eine quadratisch berandete Membran gefunden werden, die in der Mitte eine
„Punktstützung“ aufweist. Um evtl. Singularitäten zu vermeiden, wird dort jedoch nicht
ein einziger Membranpunkt festgehalten, sondern es wird eine quadratförmige Stützung
ausgebildet, deren Kantenlänge ein Zehntel der äußeren Berandung entspricht. Durch eine
Formfindung mit Verzerrungskontrolle soll nun der ursprünglich vorgeschriebene isotrope
Spannungszustand so abgeändert werden, dass ein stabiles Gleichgewicht erzeugt wird. Die
Ergebnisse für verschiedene Werte des Relaxationsparamter µrelax sind in Abbildung 3.34
dargestellt. Dabei ist jeweils auch die ungefähre Anzahl nötiger Formfindungsschritte bis
zum Erreichen der Konvergenz angegeben.

Für µrelax = 1, 0 (maximale Relaxation) ergibt sich eine Struktur, die durch extreme Verlänge-
rung der Elemente spitz auf die Stützung zuläuft. Die resultierenden Spannungen benötigen
aufgrund dieser besonderen Geometrieform verhältnismäßig geringe Abweichungen, um
Gleichgewicht zu erzeugen. Schränkt man nun die Verformungsmöglichkeiten ein, indem
man µrelax < 1, 0 setzt, können sich die Elemente infolge der maximal erlaubten Streckung
λmax = 1/λmin = 1, 2 weniger verformen und müssen lokal größere Spannungsabweichun-
gen aufbauen. Die Größe des Relaxationsparameters wirkt sich hier erneut weniger auf die
Qualität des Ergebnisses als auf die Konvergenzgeschwindigkeit aus. Das Ergebnis ohne
Relaxation der Spannungsanpassung weist nur leicht höhere Spannungsabweichungen im
Gegensatz zu einer „mittleren“ Relaxation auf, jedoch muss nur ca. die Hälfte an Formfin-
dungsschritten durchgeführt werden.
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μ = 1,0relax ca. 12 Schritte
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Abbildung 3.34: Verzerrungskontrolle einer „punktgestützten“, isotrop vorgespannten Membran.

Vergleich der Methoden. Stellt man einen zusammenfassenden Vergleich über die vorge-
stellten Methoden zur Spannungsadaption an, kann man diese grob in zwei Gruppen ein-
teilen: Für Belange der Praxis sind generell eher robuste, schnell konvergierende Rechenver-
fahren von Interesse, die möglichst geringe Spannungsabweichungen bieten. Für diese Fälle
eignet sich hauptsächlich die Methode des vorzeitigen Abbruchs der Formfindungsschritte
(Methode 1) und die maximal relaxierte Verzerrungskontrolle (Methode 3). Die ursprüng-
liche Verzerrungskontrolle (Methode 2) und ihre relaxierte Erweiterung stellen interessante
Alternativen dar, jedoch ist die strikte Einhaltung einer maximalen Netzverzerrung für Be-
lange des Membranbaus eher von geringer Bedeutung. Nichtsdestotrotz können die entwi-
ckelten Verfahren vorteilhaft für eine algorithmische Behandlung der Netzregularisierung
verwendet werden, die z. B. bei bestimmten Fragestellungen der Fluid-Struktur-Interaktion
(siehe z. B. [STB03]) oder der Formoptimierung [BFLW08] benötigt wird. Dabei gilt es, einem
durch Randverschiebungen verformten FE-Gitter eine möglichst gute Netzqualität zurück-
zugeben. Die extremen lokalen Deformationen sollen hierbei möglichst gleichmäßig auf das
gesamte Gebiet verteilt werden. Als Beispiel hierfür zeigt Abbildung 3.35 die Anwendung
der Verzerrungskontrolle bei der Netzanpassung eines quadratisch-berandeten FE-Netzes,
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in dessen Mitte ein Würfel schrittweise um jeweils 15° verdreht wird. Ausgangspunkt für
jeden Netzanpassungsschritt bildet das jeweilige unverformte FE-Netz, das sich mit einer
isotropen PK2-Spannung im Gleichgewicht befindet. Durch Aufbringen der Randverfor-
mung entsteht Ungleichgewicht, das lokale Verformungen des Netzes hervorruft. Da diese
generell die zulässigen Streckungen überschreiten (hier: λmax = 1, 15), werden die Ziel-
spannungen gemäß Gleichung (3.69) für einen nächsten Formfindungsschritt angepasst. Die
Formfindung mit Spannungsadaption wird so lange wiederholt, bis überall die erlaubten
Verzerrungen eingehalten sind. Dies wiederum bewirkt, dass auch die Elemente, die nicht
in unmittelbarer Nähe des Randes liegen, in die Verformung miteinbezogen werden, so dass
ein Ausgleich des Netzes entsteht.

Abbildung 3.35: Netzanpassung mittels Verzerrungskontrolle.
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Abbildung 3.36: Beispiele für die Formfindung von Membrantragwerken.

ZUSAMMENFASSUNG. Um ein zufriedenstellendes Ergebnis bei der Formfindung von
leichten Flächentragwerken zu erhalten, ist eine intensive Beschäftigung mit der speziellen
Fragestellung notwendig. Denn im Gegensatz zu einer Strukturanalyse, die das Verhalten
eines geometrisch und materiell klar definierten Tragwerks unter Last beschreibt, mag die
Formfindung aufgrund ihrer inversen Natur auf den ersten Blick wenig intuitiv wirken.
Im Alltag ist man selten mit der Problematik konfrontiert, ein gegebenes Spannungsfeld
bezüglich definierter Randbedingungen ins Gleichgewicht zu bringen. Man muss sich des-
wegen klar bewusst machen, welche Aufgabenstellungen überhaupt lösbar sind, für wel-
che lediglich eine Näherungslösung gefunden werden kann und ab wann überhaupt keine
Lösung mehr vorliegt. Werden zusätzlich numerische Verfahren zur Formfindung verwen-
det, müssen darüber hinaus noch die numerischen Instabilitäten infolge „schwimmender
Netze“ durch Regularisierungsmaßnahmen behandelt werden. Berücksichtigt man die in
diesem Kapitel aufgezeigten physikalischen Grundlagen und numerischen Berechnungs-
und Stabilisierungsverfahren, lassen sich durch rechnergestützte Formfindung Tragwerke
realisieren, deren Komplexität bei weitem nicht mehr durch empirische Verfahren abgebil-
det werden kann. Als abschließendes Beispiel sind in Abbildung 3.36 die Formfindungser-
gebnisse eines Studentenworkshops zum Thema „Membranen“ aufgezeigt, der 2007 an der
Technischen Universität München abgehalten wurde (siehe hierzu auch [BL06a]).
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Kapitel 4

Zuschnitt

Die Zuschnittsermittlung von Membran- oder Seilnetztragwerken stellt in ihrem Ent-
wurfsprozess generell denjenigen Schritt dar, für den die meiste Erfahrung erforderlich
ist: Nicht nur muss mit der Verebnung räumlicher Flächen ein komplexes, mechanisch-
mathematisches Problem bewältigt werden, vielmehr gilt es auch, eine Reihe konstrukti-
ver und produktionstechnischer Anforderungen wie z. B. Anordnung der Schnittlinien oder
Kompensation des Zuschnitts in adäquater Weise zu berücksichtigen. Da sich letztere jedoch
für jedes Tragwerk grundlegend ändern können, ist eine komplette Automatisierung der
Zuschnittsbestimmung nahezu ausgeschlossen. Ein Berechnungsprogramm kann dement-
sprechend nur klar definierte Aufgaben übernehmen, der „kreative“ Anteil der Arbeit bleibt
stets dem Planer überlassen. Das nachfolgende Kapitel legt seinen Schwerpunkt auf die
mechanisch-numerische Seite der Zuschnittsproblematik, die konstruktiven Gegebenheiten
hingegen werden lediglich angerissen. Nach einer Diskussion der Aufgabenstellung und
der Auswirkungen des Zuschnitts auf die Struktur folgt eine Erläuterung der algorithmi-
schen Umsetzung der Schnittliniendefinition und der Abwicklung räumlicher Bahnen, die
als eigentliche Zuschnittsermittlung betrachtet werden kann. Hierbei werden Verfahren vor-
gestellt, die die zugrundeliegende Konfigurationsmechanik in korrekter Weise abbilden und
so zu einer Verbesserung der Ergebnisse führen.

4.1 Problemstellung und Ablauf der Zuschnittsberechnung

Um ausreichend Widerstand gegenüber äußeren Lasten zu bieten, weisen vorgespannte
leichte Flächentragwerke generell eine doppelte Krümmung auf [Kie95, Ish99b, Göp04].
In Kombination mit der Vorspannung entsteht so eine geometrische Steifigkeit, mittels de-
rer externe Belastungen abgetragen werden können, ohne große elastische Deformationen
des Membran- bzw. Seilwerkstoffs mobilisieren zu müssen. Ein Tragwerksplaner ist so-
mit bestrebt, im Formfindungsprozess eine möglichst starke doppelte Krümmung in der
Struktur zu generieren, um dadurch auf effiziente Weise ihr Tragvermögen zu erhöhen
[Ott54]. Diese räumliche Krümmung des Gesamttragwerks steht jedoch im Widerspruch
zu den vorhandenen Werkstoffen für die bauliche Umsetzung: Membranen oder Seilnet-
ze werden nahezu durchwegs als ebene Bahnen bzw. Gitter endlicher Ausmaße hergestellt
[SS95, Rob05, SSO07]. Diese Diskrepanz zwischen dem flächenhaften, gekrümmten Trag-
werk und den ebenen Werkstoffen mit begrenzter Breite wird durch die Zuschnittsermitt-
lung behoben. Um die bauliche Realisierbarkeit des Tragwerks zu ermöglichen, sind hierbei
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1

2 4

3

Übersicht

Vierpunktsegel
Bahnen 1- 4

Schuss

Kette

Maßstab 1:50 (DIN-A3)

TP

TP

HP
HP

Angesetzte Kompensation: K / S = -1.0% / -1.0 %

HF 40 95

Systemlinie
Randseil

11.9
Polyestergurt

Saumtasche: Zugabe - 95mm

BERÜCKSICHTIGE DATEN BEI DER
ZUSCHNITTSERMITTLUNG

Alle Maße sind in [mm] angegeben!

Flächennaht HF 40: Zugabe + 20mm

M 1:2
(DIN-A3)

HF 40

Eckdetails (Verstärkung, Polyestergurt, etc.)
sind noch auszuarbeiten.
(bislang min. Radius Eckdetail: 600mm)

M 1:2
(DIN-A3)

Bruttozuschnitt (inklusive Nahtzugaben, etc.)

Nettozuschnitt (ohne konstruktive Durchbildung)

46 * 274

R
1
9
9
0

0 * 0

6 * 614

12 * 1228

17 * 1841

23 * 2455

29 * 3069

716 * 3900

345 * 3435

1082 * 4393
1117 * 4375

886 * 3689

697 * 3069

525 * 2455

368 * 1841

229 * 1228

106 * 610

Ausrichtemarkierung
für Bahn 3

4

3

0 * 9443

3 * 8990

7 * 8538

10 * 8086

13 * 7633

16 * 7181

18 * 6728

20 * 6276

22 * 5823

23 * 5371

24 * 4918

24 * 4466

23 * 4014

22 * 3561

20 * 3109

18 * 2657

15 * 2204

12 * 1751

8 * 1299

4 * 846

412 * 9801

887 * 10250

1318 * 10690

1755 *11170

1750 *10602

1744 *10035

1739 * 9467

1733 * 8899

1728 * 8332

1656 * 7874

1597 * 7447

1539 * 7019

1493 * 6591

1452 * 6160

1421 * 5735

1397 * 5308

1380 * 4880

1371 * 4452

1371 * 4024

1378 * 3597

1393 * 3169

1415 * 2741

1445 * 2313

1482 * 1886

1527 * 1458

1581 * 1030
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Abbildung 4.1: Zuschnitt eines Vierpunktsegels.

folgende zwei Schritte durchzuführen, die exemplarisch auch für ein Vierpunktsegel in Ab-
bildung 4.1 aufgezeigt sind:

Schnittliniendefinition. Das räumliche Strukturmodell aus der Formfindung wird an-
hand sogenannter Schnittlinien in Bereiche eingeteilt, von denen man annimmt, dass ihre
Maße kompatibel mit den lieferbaren Bahnbreiten und -längen der Werkstoffe sind (die ma-
ximal lieferbare Bahnbreite von textilen Geweben beträgt ca. 5 [m] [Sei07]). Bei der Anord-
nung der Schnittlinien ist viel konstruktives Fingerspitzengefühl erforderlich, da diese Aus-
wirkungen auf eine Vielzahl von Faktoren des letztendlichen Gesamttragwerks hat. Zum
einen kann durch die Schnittlinienführung gezielt Einfluss auf das mechanische Verhalten
des Tragwerks genommen werden, denn die Schnittlinien legen indirekt die Orientierung
der Fasern auf der Fläche fest. Werden die Schnittlinien und somit auch näherungsweise
die Materialfasern, die parallel zu den Rändern der Werkstoffbahnen liegen, an den Haupt-
lastabtragsrichtungen ausgerichtet, erreicht man einen optimalen Materialeinsatz und eine
Erhöhung der Gesamtsteifigkeit der Struktur. Möchte man ein möglichst flexibles Tragwerk,
sind die Schnittlinien versetzt zu den Hauptkrümmungen anzuordnen [Noe76]. Neben dem
mechanischen Verhalten wirkt sich die Schnittführung zum anderen auch auf den Herstel-
lungspreis des Flächentragwerks aus. Je nach Qualität der Schnittführung erhöht bzw. ver-
ringert sich der Verschnitt des Werkstoffes und somit die erforderlichen Materialkosten. Als
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4.1 Problemstellung und Ablauf der Zuschnittsberechnung

Referenzkonfiguration
Zuschnitt Ω2D

Verformte Konfiguration
Tragwerk Ω3D

Tatsächliche
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ermittlungX
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O Ω3D
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Abbildung 4.2: Konfigurationen der Zuschnittsermittlung.

genereller Anhaltswert für das Verhältnis der Summe aus Verschnitt und konstruktiven Zu-
gaben zur Netto-Membranfläche sind in [Mor00] 20% bis 40% aufgeführt. Ein weiterer, nicht
zu vernachlässigender Punkt ist das ästhetische Erscheinungsbild, das durch gekonnte An-
ordnung der Schnittlinien auf der Membranfläche erzielt werden kann. Als gelungenes Bei-
spiel hierfür seien die Schirmkonstruktionen von Rasch erwähnt, die eine regelrechte Orna-
mentik der Zuschnittsmuster aufweisen [OR96]. Die Anordnung der Schnittlinien auf der
Struktur muss weitgehend von Hand erledigt werden [BGS95], da es aufgrund der Viel-
zahl der Formen und Topologien nahezu unmöglich ist, einen allgemeinen Automatismus
zu entwickeln, der alle eben genannten Faktoren zufriedenstellend berücksichtigt. Für die
geometrische Schnittliniengenerierung an sich sind numerische Verfahren jedoch ein uner-
lässliches Hilfsmittel, wie in Abschnitt 4.3 gezeigt wird.

Zuschnittsermittlung. In einem zweiten Schritt werden für die räumlichen Bahnen, die
aus der Unterteilung der Fläche entlang der Schnittlinien entstehen, ebene Zuschnittsmus-
ter erstellt. Diese müssen derart geformt sein, so dass die tatsächliche Gesamtstruktur, die
aus mehreren zugeschnittenen Werkstoffbahnen zusammengesetzt wurde, bestmöglich mit
den Planungsvorgaben übereinstimmt. Die Zuschnittsermittlung versucht also, den tatsäch-
lichen Verformungsprozess umzukehren: In Realität stellt der zweidimensionale Zuschnitt
Ω2D die Referenzkonfiguration des Tragwerks dar, das reale dreidimensionale Tragwerk
Ω3D kann als verformte Konfiguration betrachtet werden. Hingegen ist bei der Zuschnitts-
ermittlung mit dem idealen dreidimensionalen „Wunschmodell“ Ω

∗
3D aus der Formfindung

eine verformte Konfiguration bekannt. Man versucht nun, deren unverformte Konfigurati-
on, d. h. den Zuschnitt, so zu bestimmen, dass nach dem Zusammenfügen der einzelnen
Bahnen und dem Aufstellen des tatsächlichen Tragwerks die resultierenden Spannungs-
und Geometrieabweichungen vom Sollzustand möglichst gering ausfallen. Abbildung 4.2
veranschaulicht die Inversion der tatsächlichen Verformung beim Zuschnittsvorgang und
die dabei auftretenden Konfigurationen.
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In der Praxis wird der inverse Deformationsprozess der Zuschnittsermittlung gedanklich
in zwei Schritte aufgeteilt: Zunächst geht man davon aus, dass die dreidimensionale Geo-
metrie spannungsfrei ist, und bestimmt dafür die ebenen Schnittmuster. Um nun den ge-
wünschten Vorspannzustand in der Struktur hervorzurufen, muss die willkürliche Annah-
me der Spannungsfreiheit kompensiert werden. Der Zuschnitt wird um einen sogenannten
Kompensationsfaktor verkleinert, der beim Errichten des Tragwerks für die gewünschte elasti-
sche Vorspannung in der Membran verantwortlich ist. Die jeweiligen Werte hängen von der
Materialart und dem Vorspanngrad ab und werden durch Materialtests bestimmt [Wak04].
Diese stufenweise Zuschnittsgenerierung aus Verebnung und Kompensation lässt sich mit-
tels moderner numerischer Methoden, wie sie beispielsweise in den Abschnitten 4.4 und
4.5 beschrieben werden, in einen einzigen Berechnungsvorgang vereinen. Die berechneten
Schnittmuster stellen aber in jedem Fall lediglich einen „Nettozuschnitt“ dar, der um kon-
struktive Details wie Nahtzugaben oder Randlaschen erweitert werden muss. Auch müs-
sen noch eventuelle Ausgleichsrechnungen vorgenommen werden, um geometrische Rand-
bzw. Übergangsbedingungen einzuhalten: Soll eine Membran beispielsweise in feste Rän-
der eingebaut werden, erweist es sich oft als hilfreich, die Randlänge des Zuschnitts gemäß
der Länge des zugehörigen geometrischen Randes zu vergrößern. Dies wird als Dekompen-
sation bezeichnet [FM04, Wak04]. Ebenfalls muss darauf geachtet werden, dass der gemein-
same Rand zwischen zwei Zuschnittsbahnen keine zu großen Längendifferenzen aufweist,
da dies Probleme beim Verbinden durch Verschweißen bzw. Vernähen verursachen könnte.
Der durch die konstruktive Durchbildung entstehende „Bruttozuschnitt“ kann nun für die
Herstellung des Tragwerks verwendet werden.

4.2 Spannungsabweichungen infolge des Zuschnitts

In Abschnitt 2.2.3 wurde bereits der Begriff der Abwickelbarkeit einer Fläche eingeführt. Die-
ser besagt, dass sich eine räumliche Fläche nur dann verzerrungsfrei in eine Ebene ab-
wickeln lässt, falls an jedem Flächenpunkt die Gaußsche Krümmung K verschwindet. Da
leichte Flächentragwerke jedoch generell doppelt gekrümmt sind, lassen sich für die räumli-
chen Bahnen offensichtlich keine eindeutigen zweidimensionalen Abwicklungen erzeugen,
die einem unkompensierten, d. h. vorgespannten Zuschnitt entsprächen. Ähnlich wie bei
der Kartographie muss ein Kompromiss bei der Abwicklung gefunden werden: Für Mem-
brantragwerke ist es jedoch nicht sinnvoll, rein geometrische Abbildungsmethoden zu ver-
wenden, wie sie zur Erstellung der Landkarten herangezogen werden. Man versucht nicht,
entweder einen winkel- oder einen flächentreuen Zuschnitt zu erzeugen (wie z. B. bei der
Mercator- oder Azimutalprojektion [Sny97]), vielmehr wird eine Minimierung der durch die
doppelte Verkrümmung entstehenden Zusatzpannungen angestrebt. Dadurch kann im Ge-
gensatz zu geometriebasierten Herangehensweisen zur Zuschnittsermittlung, wie sie u. a.
in [MT90, YPM00, AA97] zu finden sind, den Werkstoffeigenschaften und gewünschten Vor-
spannzuständen Rechnung getragen werden. Es wurde bereits eine Reihe von Arbeiten auf
diesem Gebiet veröffentlicht, jedoch weisen diese stets Einschränkungen bzgl. der zu ver-
wendenden Elemente (z. B. nur Dreieckselemente in [Ish99a, KL02, OF03]), der Materialei-
genschaften (z. B. nur lineares Materialverhalten unter kleinen Dehnungen in [MM99]), etc.
auf. Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung einer universell einsetzbaren Zuschnittsmethode,
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U U>3 2D D U U<3 2D D

a)  Hypar ( < 0)K
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Abbildung 4.3: Verebnung nicht-abwickelbarer Flächen unter Beibehaltung der Gesamtfläche.

die für jede beliebige Kombination von Werkstoffen und Vorspannzuständen eine Minimie-
rung der Zusatzspannungen in der dreidimensionalen Geometrie anstrebt.

Die qualitative Verteilung der Zusatzspannungen lässt sich aus einem Gedankenexperiment
ableiten: Für zwei charakteristische, doppelt gekrümmte Flächen soll ein Zuschnitt erzeugt
werden, der sich im Idealfall spannungsfrei zur räumlichen Fläche verformen ließe. In ande-
ren Worten, es soll keine Vorspannung in der tatsächlichen Struktur wirken, weswegen die
Kompensation nicht berücksichtigt werden muss. Aufgrund ihrer klaren Geometrie wird ex-
emplarisch für antiklastische Flächen mit negativer Gaußscher Krümmung K ein hyperboli-
sches Paraboloid (kurz: Hypar) verwendet; die synklastischen Flächen mit positiver Gauß-
scher Krümmung sind durch eine Halbkugel repräsentiert (siehe Abbildung 4.3 links bzw.
rechts).

Der aus je einer Bahn bestehende Zuschnitt beider Flächen wird nun so bestimmt, dass die
Gesamtfläche A3D der dreidimensionalen Struktur gleich der Gesamtfläche A2D des Zu-
schnitts ist. Für das hyperbolische Paraboloid wird als einfachst möglicher Zuschnitt ein
Quadrat gewählt. Dessen Seitenumfang Uanti

2D ist aufgrund der eben aufgestellten Flächen-
gleichheitsbedingung kleiner als der Umfang Uanti

3D des Hypars, was sich durch eine einfache
algebraische Rechnung überprüfen lässt. Für die Halbkugel kann wegen ihrer Rotations-
symmetrie mit einem ebenen Kreis ausnahmsweise ein eindeutiger optimaler Zuschnitt be-
stimmt werden, dessen Umfang Usyn

2D größer ist als der Randumfang Usyn
3D der synklastischen

räumlichen Fläche.

Verformt man nun gedanklich den Zuschnitt zur doppelt gekrümmten Fläche, ergibt sich
für beide Flächenkategorien ein unterschiedliches Bild: Beim antiklastischen Hypar bilden
sich aufgrund des kleineren Umfangs des Zuschnitts entlang des Randes Zugspannungen
aus. Dementgegen entstehen in Flächenmitte Druckkräfte bzw. Falten, da beim Quadrat dort
relativ „mehr“ Fläche angeordnet ist als beim Hypar. Die Spannungsverteilung in der syn-
klastischen Halbkugel infolge des Zuschnitts liefert ein konträres Ergebnis: Der Kreis muss
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Abbildung 4.4: Faltenbildung infolge des Zuschnitts am physikalischen Modell.

in der Mitte gezogen und am Rand gestaucht werden, um in eine halbkugelförmige Gestalt
überführt zu werden. Folglich treten hier in Flächenmitte Zugspannungen auf, am Rand ist
eine Faltenbildung durch theoretische Druckspannungen zu erwarten. Abbildung 4.4 veran-
schaulicht die unterschiedliche Distribution der Spannungsabweichung an physikalischen
Modellen: Anhand des entstehenden Faltenmusters können deutlich Bereiche identifiziert
werden, in denen infolge des Zuschnitts Druckspannungen entstanden sind. Wie durch das
Gedankenexperiment vorausgesagt, befinden sie sich bei antiklastischen Strukturen in der
Mitte, bei synklastischen Formen hingegen am Strukturrand.

Diese rein qualitative Aussage über die Spannungsabweichungen bei doppelt-gekrümmten
Flächen wird auch durch numerische Experimente bestätigt, wie in den nachfolgenden Ab-
schnitten zu sehen sein wird. Der lokale quantitative Wert, der stets in Relation zur Vor-
spannung der Struktur gesehen werden muss, hängt von einer Reihe verschiedener globaler
Faktoren ab, unter denen die Flächenkrümmung, die Breite der Zuschnittsbahnen und die
Schubsteifigkeit des Materials als die wichtigsten betrachtet werden können. Der Einfluss
der beiden zuletzt genannten Faktoren soll am konkreten Beispiel eines Vierpunktsegels
mit starren Rändern untersucht werden, dessen Abmessungen und Systemwerte im oberen
Drittel von Abbildung 4.5 gegeben sind. Als Materialmodell wird das Münsch-Reinhardt-
Modell verwendet, das zunächst als äquivalentes Ersatzmodell für ein isotropes Folienma-
terial dient, im zweiten Teil der Untersuchung durch Verminderung der Schubsteifigkeit
ein fiktives orthotropes Textil modelliert. Die Materialparameter sind [Mor07b] entnom-
men. Um die letztendliche Spannunngsverteilung bei der jeweiligen Versuchsanordnung
zu quantifizieren, wird für die Struktur zunächst der kompensierte Zuschnitt für die Span-
nungsvorgabe σ0 ermittelt. Die entstehenden Zuschnittsbahnen werden anschließend zu-
sammengefügt und in die Berandung „eingehängt“, wodurch sich die gesuchten Spannun-
gen bzw. die Abweichungen vom Sollspannungszustand ergeben.

Die erste Versuchsreihe untersucht den Einfluss der Bahnbreite, weswegen stets das gleiche
isotrope Folienmaterial mit hoher Schubsteifigkeit für die Berechnung verwendet wird: Die
resultierenden Spannungsbilder für eine jeweils unterschiedliche Anzahl von Zuschnitts-
bahnen sind in der Mitte von Abbildung 4.5 dargestellt. Es lässt sich deutlich die Abnahme
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Abbildung 4.5: Faktoren der Spannungsabweichung infolge des Zuschnitts.
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Abbildung 4.6: Spannungsabweichungen infolge des Zuschnitts beim „Papstzelt“.

der zum Teil recht beträchtlichen Spannungsabweichung bei Verringerung der Bahnbreite
erkennen. Die Zuschnittsbahnen sollten folglich umso schmäler gewählt werden, je stärker
eine Fläche gekrümmt ist. Im rein theoretischen Grenzübergang für unendlich schmale Zu-
schnitte ließe sich sogar eine doppelt-gekrümmte Fläche ohne Zusatzspannungen bauen.

In der zweiten Versuchsanordnung wird der Einfluss der Schubsteifigkeit eines textilen
Werkstoffs auf die resultierende Spannungsverteilung der räumlichen Struktur überprüft:
Dazu wird der Wert des Schubmoduls des verwendeten Materials in den jeweiligen nume-
rischen Experimenten reduziert, so dass hierdurch das zunächst isotrope Material mit hoher
Schubsteifigkeit in ein leicht verrautbares Gewebe übergeht. Bei Betrachtung der Ergebnisse
im unteren Drittel der Abbildung wird deutlich, dass bei einer stets gleichen Anzahl an Zu-
schnittsbahnen eine Abnahme des Schubmoduls zu einer Reduktion der Spannungsabwei-
chung führt. Ein orthotropes Gewebe kann demnach durch Verrautung der Fasern „leichter“
in eine doppelt-gekrümmte Form übergeführt werden als ein schubstarres isotropes Mate-
rial. Diese hier aus numerischen Versuchen gewonnene Erkenntnis stellt selbstverständlich
keine Neuentdeckung dar, denn schon Frei Otto beschreibt in [Ott54] dieses Phänomen indi-
rekt wie folgt: „Die gekrümmte vorgespannte Membrane hat [...] den Nachteil, daß sie sich
im allgemeinen schwer herstellen läßt, wenn sie nicht aus Zelttuch besteht.“

120



4.3 Numerische Ermittlung der Schnittlinien

Ob signifikante Spannungsabweichungen infolge des Zuschnitts auftreten, muss im Ein-
zelfall überprüft werden. Jedoch sind Folienkonstruktionen in der Regel dafür anfälliger
als textile Tragwerke, da die verwendeten isotropen Werkstoffe über einen relativ hohen
Schubmodul verfügen und zudem ihr Vorspanngrad verhältnismäßig niedrig gewählt wird.
Die Spannungsabweichungen bei orthotropen Textilien werden in der Regel von der auf-
gebrachten Vorspannung „überzogen“, so dass evtl. Veränderungen der Struktur nur im
Montagezustand sichtbar werden, da dann die Membran noch nicht in vollem Maße vor-
gespannt ist. Abbildung 4.6 zeigt diesen Sachverhalt am Beispiel des Zeltdachs auf, das
anläßlich des Papstbesuches in München im Jahr 2006 errichtet wurde. Bei der von Sobek
entworfenen Membranstruktur [SH08] kann man während des Aufbauprozesses deutlich
die Spannungsabweichungen erkennen (siehe Abbildung 4.6 oben): Während die Nähte
zwischen den einzelnen Zuschnittsbahnen schon straff vorgespannt sind, ist die Vorspan-
nung im Zentrum der Bahnen infolge ihrer antiklastischen Krümmung noch zu niedrig, um
Faltenbildung zu vermeiden. Diese Beobachtung stimmt sowohl mit dem zu Beginn des
Abschnitts angestellten Gedankenexperiment als auch mit den numerischen Berechnungs-
ergebnissen überein, die in der unteren Hälfte der Abbildung zu sehen sind. Dieser Zustand
hoher relativer Spannungsabweichung ist selbstverständlich nur temporär: Nach Erreichen
des angestrebten Vorspannzustands verschwinden die Falten, und die Zusatzspannungen
fallen im Vergleich zur Vorspannung aufgrund der relativ flachen Geometrie und der niedri-
gen Schubsteifigkeit des Materials gering aus, so dass sich letztendlich eine „glatte“ Struktur
einstellt.

4.3 Numerische Ermittlung der Schnittlinien

Auch wenn die Anordnung der Schnittlinien auf der Struktur i. A. manuell erfolgt, bedeutet
dies nicht, dass die Ränder der Zuschnittsbahnen „freihand“ auf die Fläche gemalt werden.
Jede Schnittlinie an sich unterliegt generell einer strengen mathematischen Definition, die

Schnittebenen
Geodätische
Linien

Abbildung 4.7: Einfluss der Schnittliniendefinition auf den Zuschnitt.
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Geschnittene ElementeVertikale Schnittebenen Neuvernetzung

Abbildung 4.8: Neuvernetzung nach vertikalen Schnitten.

eine Gleichmäßigkeit bei der Zuschnittsermittlung gewährleisten soll. Die weitestverbreite-
ten Schnittliniendefinitionen erfolgen hierbei durch die Verschneidung der Membran- bzw.
Seilnetzfläche mit gegebenen Schnittebenen oder anhand geodätischer Linien mit bekannten
Start- und Endpunkten. Welche Art der Schnittlinie gewählt wird, hängt vom jeweiligen
Projekt ab, jedoch lässt sich durch Verwendung geodätischer Linien eine bessere Materi-
alausnutzung erzielen als mittels Schnittebenen: Wie Abbildung 4.7 am Beispiel des Zu-
schnitts eines einfachen Vierpunktsegels aufzeigt, sind die Schnittmuster infolge vertikaler
Schnitte (Abbildung 4.7 links) stärker gekrümmt als der Zuschnitt anhand geodätischer Li-
nien (Abbildung 4.7 rechts). Dieser weist zwar ebenfalls gekrümmte Ränder auf, jedoch ist
die Krümmung an entgegengesetzten Rändern gegenläufig, wodurch die Zuschnittsbahn
eine relativ gerade Form erhält. Dadurch kann die Breite der Werkstoffbahnen besser ausge-
nutzt werden als im Falle der „bananenförmigen“ Zuschnittsmuster durch vertikale Schnitte
[FM04].

Die nächsten Abschnitte erläutern numerische Algorithmen zur Berechnung der eben vor-
gestellten Schnittlinienvarianten. Dabei wird vorausgesetzt, dass stets eine diskrete Flächen-
beschreibung gemäß der Methode der finiten Elemente vorliegt. Um den Sachverhalt jedoch
nicht unnötig zu verkomplizieren, werden im nachfolgenden Text lediglich lineare Dreiecks-
und bilineare Viereckselemente verwendet.

4.3.1 Schnittebenen

Wird die Schnittlinie als Verschneidungsfigur einer Schnittebene mit der Membranfläche
definiert, bereitet die numerische Berechnung der Schnittkurve keine größeren Schwierig-
keiten: Die Schnittkurve kann als Verbindungslinie der Schnittpunkte der Ebene mit den
Elementkanten ermittelt werden. Eine geschnittene Kante liegt genau dann vor, wenn die
Endpunkte der Elementkante auf verschiedenen Seiten der Ebene liegen, was sich z. B. un-
ter Verwendung der Hesse-Normalform einer Ebene bestimmen lässt [Zei96].

122



4.3 Numerische Ermittlung der Schnittlinien

Abbildung 4.9: Beispiele geodätischer Linien.

Probleme entstehen bei diesem rein geometrischen Vorgehen durch das ebenfalls geschnit-
tene FE-Netz. Um ein zulässiges Netz für die Zuschnittsberechnung zu erhalten, ist mindes-
tens eine Neuvernetzung der durch die Schnittkurve geteilten finiten Elemente nötig. Die
einfachste Methode bietet die lokale Vernetzung mit linearen Dreieckselementen, wobei die
Schnittknoten aus Ebene und Elementkante als neue FE-Knoten dem Netz hinzugefügt wer-
den. Abbildung 4.8 verdeutlicht dieses Vorgehen am Beispiel einer Chinese hat-Struktur, die
je zu einer Hälfte mit Drei- und Viereckselementen diskretisiert ist. Bei der näheren Betrach-
tung der Ergebnisse erkennt man deutlich die Verschlechterung der Netzqualität durch die
ungleichmäßige Größe der neu erzeugten Elemente. Auch wird das ursprünglich reine Vier-
ecksnetz auf der rechten Seite zu einer gemischten Diskretisierung aus Drei- und Vierecken
abgeändert. Ist dies nicht erwünscht oder werden hohe Anforderungen an die Qualität an
des FE-Netz gestellt, ist eine Neuvernetzung der gesamten Fläche ratsam.

4.3.2 Geodätische Linien

Die Definition geodätischer Linien kann über eine Vielzahl möglicher Herangehensweisen
erfolgen (siehe z. B. [Zei96, Car76]): Eine der eingängigsten ist ihre Eigenschaft, zwei auf
ihr liegende Punkte auf kürzestem Weg zu verbinden. Sie kann somit als eine verallgemei-
nerte Gerade bzgl. gekrümmter Flächen interpretiert werden. Es ist jedoch wichtig anzu-
merken, dass die Weglänge zwischen den zwei Punkten nicht zwangsläufig das absolute
Entfernungsminimum sein muss, vielmehr genügt es, dass ein lokales Minimum des Ab-
stands vorliegt. In anderen Worten, eine Kurve zwischen zwei Punkten ist genau dann eine
geodätische Linie, falls jede infinitesimale Änderung der Kurve eine Vergrößerung der Weg-
strecke bewirkt. Dennoch kann es eine weitere Kurve geben, deren Weglänge geringer ist;
diese liegt jedoch nicht „in der unmittelbaren Nachbarschaft“ der ersten Kurve. Dieser Sach-
verhalt wird besonders beim Katenoid deutlich, bei dem zwischen zwei Flächenpunkten
sogar unendlich viele geodätische Linien existieren, die sich durch die Anzahl der „Um-
wicklungen“ und die Drehrichtung unterscheiden (siehe Abbildung 4.9 rechts).

Geodätische Kurven lassen sich neben dem vorgestellten, variationellen Kriterium des kür-
zesten Weges ebenso über eine rein geometrische Bedingung definieren: Der Krümmungs-
mittelpunkt einer geodätischen Linie muss für jeden Kurvenpunkt exakt auf der Geraden
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liegen, auf der sich auch die Zentren der Krümmungskreise der Fläche befinden. Diese Ge-
rade wird durch den Kurven- bzw. Flächenpunkt und dessen Flächennormalenvektor be-
stimmt (siehe Abschnitt A.2). Dies bedeutet, dass eine geodätische Kurve stets in gleicher
Weise wie die zugehörige Fläche gekrümmt sein muss. Tritt eine Krümmungskomponente
auf, die nicht in der Fläche „enthalten“ ist, handelt es sich bei der vorliegenden Kurve folg-
lich nicht um eine geodätische Linie. Die geodätischen Linien am Beispiel der Scherkschen
Fläche (siehe Abbildung 4.9 links) veranschaulichen diesen Zusammenhang.

Die Festlegung geodätischer Linien auf einer Fläche kann durch die Angabe zweier Kurven-
punkte erfolgen. Jedoch ist hier Achtung geboten, falls mehrere geodätische Linien möglich
sind. Alternativ lässt sich auch ein Startpunkt und eine Startrichtung als Eingangsparame-
ter verwenden. Dies hat jedoch den Nachteil, dass damit nur relativ grob die letztendliche
Richtung der Kurve auf der gekrümmten Fläche vorausgesehen werden kann, was einer ak-
kuraten Anordnung der Schnittlinien abträglich ist. Um mehr Kontrolle über das Resultat
zu bekommen, empfiehlt es sich deshalb, die erste Variante zu verwenden und die Linie
über ihren Anfangs- und Endpunkt zu definieren.

Die Berechnung geodätischer Linien auf facettierten Geometrien, wie z. B. FE-Netzen, wird
generell in zwei Schritten vollzogen: Zunächst wird eine Näherung der geodätischen Linie
berechnet, die sich nur aus Elementkanten zusammensetzt. Anschließend folgt eine Opti-
mierung dieser diskreten geodätischen Linie, um die auftretenden Knicke zwischen den Kur-
venelementen zu minimieren. Nachfolgend werden die einzelnen Schritte näher erläutert.

Diskrete geodätische Linien. Die meisten Berechnungsverfahren diskreter geodätischer
Linien basieren auf sogenannten Wavefront propagation-Algorithmen [Dji59, SK98, NK02,
MVC04]. Dabei werden, ausgehend vom Endpunkt PEnde der geodätischen Linie, sukzessive
die kürzesten Entfernungen aller weiteren Netzknoten zu diesem Endknoten bestimmt. Die
Schleife wird abgebrochen, wenn die Wellenfront der Entfernungsberechnung den Start-
punkt PStart der gesuchten geodätischen Linie erreicht hat. Die eigentliche Kurvenberech-
nung erfolgt im nächsten Schritt, der den bislang eingeschlagenen Weg umkehrt. Beginnend
mit dem Startpunkt wird der Folgepunkt gesucht, der sich durch die kürzeste Wegsumme
aus der Entfernung zwischen beiden Punkten und dem anschließenden Abstand zum End-
punkt auszeichnet. Dieses Berechnungsverfahren wird so lange fortgesetzt, bis die resultie-
rende, diskrete geodätische Linie am Endpunkt angekommen ist.

Ein bekannter Algorithmus zur Berechnung kurzer Pfade in Netzwerken wurde von
Djikstra [Dji59] entwickelt. Die verwendete Entfernungsfunktion berechnet den Abstand
eines Punktes zum Endpunkt ausschließlich über die minimal zurückzulegende Kantenlän-
ge. Für regelmäßige Netze kann dies Probleme bereiten, da es eine Vielzahl verschiedener
Lösungen für die diskrete Kurve geben kann. Diese besitzen alle näherungsweise die glei-
che Länge, liegen jedoch oft weit entfernt von einer analytischen geodätischen Linie. Als
Beispiel sind in der oberen Hälfte der Abbildung 4.10 auf der rechten Seite zwei mögliche
Ergebnisse des Algorithmus abgebildet. Jede der beiden Linien verbindet den Start- und
Endpunkt auf kürzestmöglichem absoluten Weg, dennoch haben beide Ergebnisse relativ
wenig mit einer guten Näherung der gesuchten geodätischen Linie gemein.
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a) Dijkstras Methode

b) Fast marching method
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PEnde

Abbildung 4.10: Algorithmen zur Bestimmung diskreter geodätischer Linien.

Eine Verbesserung liefert die von Sethian/Kimmel entwickelte Fast Marching Method (FMM)
für triangularisierte Netze [SK98]. Anstatt nur den zurückgelegten Weg auf den Element-
kanten zu berücksichtigen, versucht die bei der Fast Marching Method verwendete Ent-
fernungsfunktion, die tatsächliche geodätische Entfernung zu approximieren: Aus den be-
kannten Entfernungen T1 und T2 zweier Dreieckspunkte wird zunächst ein gedanklicher
Ursprung O konstruiert, der in der gleichen Ebene wie das Dreieck liegt. Von diesem Ur-
sprung kann nun die noch unbekannte Abstandsfunktion T3 des dritten Punktes ausgemes-

O

T1 T2

T3

1 2

3

Abbildung 4.11: Berechnung der Entfernungsfunktion T der FMM.
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Abbildung 4.12: Berechnungsergebnisse der geodätischen Entfernung.

sen werden. In Abbildung 4.11 wird dieses Vorgehen illustriert. Der allgemeine Ablauf zur
Berechnung der Entfernungsfunktion aller Knoten kann [NK02] entnommen werden.

Dieses Vorgehen zur Approximation der geodätischen Entfernung liefert akkurate Ergeb-
nisse, falls das FE-Netz aus „stumpfen“ Dreiecken besteht (siehe Hypar und Zylinder in
Abbildung 4.12 links und Mitte). Für spitzwinklige Dreiecke entstehen Ungenauigkeiten
bei der Berechnung geodätischer Distanzen (siehe „Zacken“ auf der Hinterseite des Kateno-
ids in Abbildung 4.12 rechts). Wenn die daraus resultierende Annäherung der geodätischen
Linie nur einen Ausgangspunkt für die nachfolgende Optimierung der diskreten Kurve bil-
det, können die Abweichungen in Kauf genommen werden. Für genauere Ergebnisse sind
in [SK98, NK02] Verfahren zur Behebung dieses Problems beschrieben.

Werden viereckige Elemente zur Flächendiskretisierung verwendet, muss zur Berechnung
der geodätischen Entfernungen das Netz in Dreiecke umgewandelt werden, um die gerade
beschriebenen Algorithmen verwenden zu können. Bei der anschließenden Rückwärtsrech-
nung, deren Resultat die diskrete geodätische Linie ist, kann wieder das vierknotige Netz
verwendet werden.

Optimierung der diskreten geodätischen Linie. Da die diskrete geodätische Linie sich
bislang lediglich aus Elementkanten zusammensetzt, können starke Knicke zwischen den
einzelnen Kurvenelementen die Folge sein. Durch einen anschließenden Optimierungslauf
wird versucht, die Kurve zu begradigen. Eine rein geometrische Herangehensweise findet
man in [MVC04]: Es wird versucht, die Kurve sukzessive zu begradigen, wobei man sich zur
Hilfe macht, dass geodätische Linien „verallgemeinerte Geraden“ sind. Der Algorithmus
betrachtet stets zwei aufeinanderfolgende Kurvenstücke und die zugehörigen beiden Drei-
eckselemente. Nachdem diese in eine Ebene aufgeklappt worden sind, wird der Mittelkno-
ten der beiden Kurvenstücke auf der verbindenden Elementkante so positioniert, dass diese
eine Gerade bilden. Dieses Vorgehen wird für alle folgenden Knoten gleichermaßen wieder-
holt, wodurch sich die Kurve iterativ begradigt. Bis zum Erreichen der Konvergenz können
evtl. mehrere globale Optimierungsläufe notwendig sein. Da die resultierende diskrete geo-
dätische Linie nicht allein aus Elementkanten besteht, ist ähnlich wie in Abschnitt 4.3 eine
Neuvernetzung der geschnittenen Elemente vor der Zuschnittsberechnung erforderlich.
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Start-
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Abbildung 4.13: Geodätische Linien durch vorgespannte Seile.

Möchte man eine Neuvernetzung umgehen, besteht die Möglichkeit, entlang der berechne-
ten Schätzung der geodätischen Linie vorgespannte Seile dem Flächennetz der Membran
hinzuzufügen. Führt man nun weitere Formfindungsschritte aus, zieht die Vorspannung
des Seiles das Netz in die gewünschte Form. Dabei ist jedoch darauf zu achten, dass alle Re-
aktionskräfte des Seiles unterdrückt werden, die senkrecht zur Membranoberfläche wirken
(z. B. können hierfür die approximierten Knotennormalen nach Abschnitt 2.2.4 verwendet
werden). Dies bewirkt, dass die Seilknoten in jedem Iterationsschritt nur in der Tangential-
ebene der Fläche rutschen, wodurch die Gesamtform der Struktur weitestgehend unbehel-
ligt bleibt [Wak04]. Aus ähnlichen Überlegungen folgt, dass ebenfalls die Reaktionskräfte
am Start- und Endknoten der geodätischen Linie unterdrückt werden müssen, falls dort
keine festen Auflagerbedingungen vorhanden sind.

Bei diesem „Geradeziehen“ des Seiles in der Tangentialebene der Fläche macht man sich die
Minimierung der Vorspannenergie zu Nutze, um durch die gleichzeitige Minimierung der
Seillänge die gewünschte geodätische Linie zu erhalten. Während diese Methode bei drei-
eckigen Netzen sehr gute Resultate liefert (siehe Abbildung 4.13 links), tauchen bei Vier-
ecksnetzen Probleme auf: Sind zwei Kanten des gleichen Elements Bestandteil der Nähe-
rungskurve, werden diese durch das Geradeziehen näherungsweise kolinear. Das eigentli-
che Viereck entartet zu einer dreieckigen Form, was aus FE-technologischer Sicht eine Ver-
schlechterung der späteren Berechnungsergebnisse bewirken kann (siehe Abbildung 4.13
Mitte). Aus diesem Grund ist bei viereckigen Netzen eine Netzadaption erforderlich, durch
die erreicht wird, dass maximal eine Kante eines jeden Elements zur geodätischen Linie
gehört. Eine mögliche Netzadaption, die zulässige Vierecke nach der Berechnung der geo-
dätischen Linie produziert, ist auf der rechten Seite von Abbildung 4.13 zu sehen.

Nach der Ermittlung der geodätischen Schnittlinien ist noch eine Aufspaltung des Flächen-
netzes in die einzelnen Bereiche vonnöten. Ist diese vollzogen, kann mit der Zuschnittsbe-
rechnung fortgefahren werden.
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4.4 Zuschnitt durch Verebnen

Die einfachste Weise, ein allgemeines mechanisches Verfahren für die Zuschnittsberech-
nung zu verwenden, bietet das Verebnen einer Struktur [LWB08]. Diese Methode fußt auf
der Idee, eine elastische flächenhafte Struktur in eine zunächst beliebige Ebene zu drücken.
Die dadurch entstehenden elastischen Spannungen werden in einem nachfolgenden Rela-
xationsschritt abgebaut, bei dem sich die Struktur in der Ebene „entspannen“ kann (siehe
Abbildung 4.14). Dadurch entsteht ein energetisch optimaler zweidimensionaler Zustand,
dessen Umrandung das gesuchte Schnittmuster bildet. Aufgrund des mechanischen An-
satzes lassen sich unterschiedliche Materialeigenschaften sowie Vorspannzustände bei der
Zuschnittsermittlung berücksichtigen.

Numerisch kann dieses Verfahren in zwei Schritten umgesetzt werden: Zu Beginn erfolgt ei-
ne rein geometrische Verebnung des FE-Netzes der Struktur, die als Ausgangsgeometrie für
den nachfolgenden Relaxationsschritt dient (siehe Abbildung 4.14 links). Hierbei ist ledig-
lich darauf zu achten, dass keine Überlappungen bei der zweidimensionalen Fläche entste-
hen, ansonsten kann die Verebnung beliebig erfolgen. Dennoch gilt es zu bedenken, dass die
spätere Relaxation umso schneller verläuft, je geringer die Abweichung der „plattgedrück-
ten“ Fläche vom Endzustand des Zuschnitts ist. Als effektives Verfahren zur geometrischen
Verebnung kann die Projektion der Fläche in eine Ebene verwendet werden. Es empfiehlt
sich, die Ebene nach dem mittleren Normalenvektor der räumlichen Struktur auszurichten,
um die Abbildungsverzerrungen möglichst klein zu halten. Der mittlere Normalenvektor
der Fläche lässt sich aus den ebenfalls gemittelten Knotennormalen nach Gleichung (2.37)
wie folgt approximieren:

nProjektion ≈

nknoten∑

k=1
nk

∥
∥
∥
∥

nknoten∑

k=1
nk

∥
∥
∥
∥

(4.1)

Im zweiten Schritt erfolgt die Relaxation der Membran (siehe Abbildung 4.14 rechts): Indem
man diese in der Ebene frei verformen lässt, werden die durch die Zwangsverebnung ent-
standenen elastischen Spannungen und eventuelle intrinsische Vorspannungen, die für die
Kompensation des Zuschnitts verantwortlich sind, bis auf einen Eigenspannungszustand
abgebaut. Die Größe und Lage der resultierenden Eigenspannungen ist unabhängig von
der projizierten Ausgangsgeometrie und stellt ein Indiz für später zu erwartenden Span-
nungsabweichungen infolge des Zuschnitts bei der dreidimensionalen Struktur dar. Nur
bei abwickelbaren Flächen verschwindet der Eigenspannungszustand komplett.

Für die algorithmische Umsetzung stellt das projizierte FE-Netz eine Zwischenlösung für
den iterativen Lösungsprozess der Relaxation dar. Dabei wird die Position der FE-Knoten
innerhalb der Fläche derart verbessert, so dass sich letztendlich der energetisch optimale
Zustand einstellen kann. Da sich jeder Knoten nur noch in der Projektionsebene bewegen
darf, reduziert sich die Anzahl der Freiheitsgrade auf zwei Stück pro Knoten. Als geome-
trische Randbedingung ist eine statisch bestimmte Lagerung des FE-Netzes zu wählen, so
dass die Verformungsmöglichkeiten nicht künstlich eingeschränkt werden.
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Abbildung 4.14: Zuschnitt durch Verebnen.

Der Gleichgewichtszustand der verebneten Membran, der ihrem Zuschnitt entspricht, muss
folgende Arbeitsgleichung erfüllen:

− δWVerebnen = H
∫

Ω3D

(
Sel,3D→2D + Sps

)
: δE3D→2D dA3D = 0 (4.2)

Da die zweidimensionale Geometrie im Laufe der Berechnung noch unbekannt ist, wird
die virtuelle Arbeit des Systems materiell beschrieben. Dies bedeutet, dass kontinuumsme-
chanische Größen verwendet werden, die sich auf die Referenzkonfiguration beziehen, die
in diesem Fall die dreidimensionale Struktur bildet. Die Integration der Arbeitsanteile, die
über die Höhe H des Membranquerschnitts konstant sind, erfolgt dementsprechend über
die Referenzfläche A3D der Mittelebene der räumlichen Membran. Die Spannungen setzen
sich aus zwei Anteilen zusammen: Die elastischen PK2-Spannungen Sel,3D→2D entstehen
durch den Deformationsprozess vom dreidimensionalen Zustand in die Ebene. Der zwei-
te Anteil Sps beschreibt einen auf die Membran aufgebrachten Vorspannzustand (englisch:
„prestress“), der ein Schrumpfen der Membran bei der Relaxation und somit eine automa-
tische Kompensation des Zuschnitts bewirkt. E3D→2D stellt die virtuellen Green-Lagrange-
Dehnungen dar, die ebenfalls durch die Verebnung entstehen.

Durch Anwendung des Newton-Raphson-Verfahrens auf Gleichung (4.2) ergibt sich schließ-
lich ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung der inkrementellen Verbesserungen ∆us

der zweidimensionalen Knotenpositionen:

−∂2WVerebnen

∂ur∂us
︸ ︷︷ ︸

KVerebnen
rs

∆us −
∂WVerebnen

∂ur
︸ ︷︷ ︸

RVerebnen
r

= 0 (4.3)

Nach Erreichen der Konvergenz entspricht der Umriss der zweidimensionalen Fläche dem
gesuchten Zuschnitt. Wird ein orthotropes Material verwendet, ist zusätzlich noch die Ori-
entierung der Faserrichtungen auf dem Zuschnittsmuster zu bestimmen. Dafür werden an
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jedem Gaußpunkt der Fläche die lokalen kartesischen Basisvektoren
{

f̃α,3D
}

α∈{1,2}, die die
Faserrichtungen der dreidimensionalen Membran repräsentieren, mithilfe des Rotationsan-
teils R des Deformationsgradienten nach Gleichung (2.51) in den ebenen Zuschnitt gedreht.
Um einheitliche globale Faserrichtungen

{
f̃α,2D

}

α∈{1,2} des Zuschnitts zu erhalten, erfolgt ei-
ne Mittelung aller Vektoren mit anschließender Orthogonalisierung analog Abschnitt 3.2.2:

f̃α,2D =

∫

A3D

R · f̃α,3D dA3D

‖
∫

A3D

R · f̃α,3D dA3D ‖ α ∈ {1, 2} (4.4)

Die numerische Implementierung des vorgestellten Zuschnittsalgorithmus in ein bestehen-
des FE-Programm bereitet keine Schwierigkeiten, da das Vorgehen identisch mit einer geo-
metrisch nichtlinearen Analyse ist. Der Berechnungsprozess ist zudem aufgrund der phy-
sikalischen Analogie des Algorithmus extrem stabil und kann beliebige Vorspannzustände
und Materialien berücksichtigen.

Ein Nachteil dieser Zuschnittsmethode offenbart sich jedoch bei Berechnung des resultie-
renden Spannungsniveaus in der „realen“ Struktur: Um die tatsächlichen Spannungen im
dreidimensionalen Zustand der Membran zu berechnen, werden analog zum realen Monta-
geprozess die zugeschnittenen Bahnen numerisch zusammengefügt und in die entsprechen-
den Lagerbedingungen eingehängt. Die Ermittlung der Gleichgewichtsform erfolgt erneut
durch eine geometrisch nichtlineare Berechnung, bei der nun der Zuschnitt die unverform-
te Referenzkonfiguration bildet. Man kann erkennen, dass dies der Konfigurationsdefinition
des Verebnungsvorgangs widerspricht, bei dem es ja den Zuschnitt als „verformte“ Geome-
trie zu berechnen galt. Folglich ist die Zuschnittsermittlung durch Verebnung nicht in der
Lage, den tatsächlichen Herstellungsprozess auf korrekte Weise zu beschreiben. Dies lässt
sich am Beispiel der Vorspannung konkretisieren: Während diese beim Zuschnittsvorgang
als PK2-Größe auf der räumlichen Fläche angesetzt wurde, stellt sie in der Realität eine phy-
sikalische Größe dar und ist folglich als Cauchy-Spannung zu interpretieren. Der daraus re-
sultierende Fehler zeigt sich beim mittleren Vorspannniveau und hängt vom Verhältnis aus
Vorspannung zu Materialsteifigkeit ab. Im Einzelnen bedeutet dies, dass unkompensierte
Zuschnitte mit einer gewünschten Vorspannung σps = 0 durchaus mit dem aufgezeigten
Verfahren berechnet werden können. Soll jedoch automatisch eine Kompensation des Zu-
schnitts berücksichtigt werden, treten zusätzlich zu den unvermeidbaren Spannungsabwei-
chungen infolge der doppelten Krümmung Abweichungen wegen der „falschen“ Konti-
nuumsmechanik der Zuschnittsermittlung auf. Der Wechsel der Referenzkonfiguration be-
wirkt dabei, dass die letztendliche mittlere Vorspannung stets höher ausfällt als geplant.

Dieser Effekt lässt sich am einfachsten anhand der Zuschnittsermittlung eines vorgespann-
ten Seiles erklären: Dies bringt den Vorteil, dass aufgrund der Eindimensionalität der Struk-
tur die Zusatzspannungen infolge der Nicht-Abwickelbarkeit entfallen, so dass etwaige Ab-
weichungen vom Sollzustand allein auf den Zuschnittsalgorithmus zurückzuführen sind.
Im nachfolgenden Beispiel soll die Zuschnittslänge L2D des Seiles derart bestimmt werden,
so dass sich im verformten Zustand, der die bekannte Länge L3D besitzt, die Vorspannung
σps einstellt. Das Material des Seiles wird durch das St. Venant-Kirchhoff-Modell mit kon-
stantem E-Modul E beschrieben, eine Querdehnung tritt dabei nicht auf (ν = 0).
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Abbildung 4.15: Ergebnisse bei Verebnung eines vorgespannten Seiles.

Im Rahmen der Zuschnittsermittlung durch Verebnung geht man nun davon aus, dass im
Seil im eingebauten Zustand mit der Länge L3D keine elastischen Spannungen herrschen,
sondern lediglich eine PK2-Vorspannung Sps, die identisch ist mit dem Sollzustand σps. Das
Seil wird nun in eine Zuschnittsebene gedrückt und dort relaxiert (siehe Abbildung 4.15
oben): Aufgrund der Vorspannung erfolgt eine Kontraktion des Seiles, wodurch ein Gleich-
gewicht zwischen der Vorspannung und den resultierenden elastischen Druckspannungen
entsteht. Die sich einstellende zweidimensionale Seillänge L2D ist als normierter Funktions-
verlauf in Abhängigkeit der mit dem E-Modul normierten Werte der Vorspannung auf der
rechten oberen Seite der Grafik abgebildet. Wie zu erwarten war, ist die Seillänge umso kür-
zer, je höher die gewünschte Vorspannung ist.

Um die Qualität des Zuschnittsalgorithmus zu überprüfen, wird als Nächstes die tatsäch-
liche physikalische Vorspannung berechnet, die durch Verformung des zugeschnittenen
Seiles in die dreidimensionale Lage entsteht (siehe Abbildung 4.15 unten): Dabei wird
ein unverformtes Seil der Länge L2D bis zur Länge L3D gedehnt und die tatsächlichen
Cauchy-Spannungen σel,2D→3D berechnet (siehe Abschnitt 2 für die kontinuumsmechani-
schen Grundlagen). Das mit der Zielvorspannung Sps normierte Ergebnis der resultieren-
den Spannung σel,2D→3D ist auf der rechten unteren Seite der Abbildung 4.15 zu sehen: Im
Idealfall sollten die elastischen Spannungen exakt der gewünschten Vorspannung entspre-
chen (σel,2D→3D/Sps = 1). Für Vorspannwerte Sps 6= 0 tritt jedoch ein Fehler auf, dessen
Wert mit zunehmendem Verhältnis aus gewünschter Vorspannung Sps und Elastizität E des
Seiles ansteigt.
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Dieser Kompensationsfehler, die eine Erhöhung des mittleren Vorspannniveaus verursacht,
entsteht in gleicher Weise auch bei der Zuschnittsermittlung vorgespannter Membranen.
Für geringe relative Vorspannwerte, wie sie meist beim textilen Bauen zum Einsatz kom-
men, liegt er jedoch meist im vertretbaren Rahmen. Das Verhältnis aus Vorspannung zu Ma-
terialsteifigkeit beträgt beispielsweise für PTFE-beschichtetes Glasfasergewebe nach [Bau02]
generell weniger als ein Prozent (Verhältnis in Schussrichtung: ns/Es ≈ 4/500 = 0, 8%),
bei ETFE-Folie ist der angestrebte Wert i. A. sogar noch niedriger (n/E ≈ 1/250 = 0, 4%,
[Mor05, Mor07b]). Die zu erwartenden Spannungsabweichungen infolge der inkorrekten
kontinuumsmechanischen Beschreibung werden folglich ebenfalls im unteren Prozentbe-
reich liegen (nicht zu verwechseln mit den Spannungsabweichungen infolge der Nicht-
Abwickelbarkeit!). Dennoch ist diese Ungenauigkeit beim resultierenden Spannungsniveau
nicht befriedigend, falls der Zuschnittsalgorithmus universell einsetzbar sein soll. Um eine
Optimierung der Ergebnisse zu erzielen, ist eine korrekte Beschreibung der Kontinuumsme-
chanik des Herstellungsprozesses schon bei der Zuschnittsermittlung essentiell. Im nächs-
ten Abschnitt werden deshalb Verfahren aufgezeigt, die auf einer kontinuumsmechanisch
zutreffenden Definition der Konfigurationen beruhen und somit in der Lage sind, Zuschnit-
te von äußerst hoher Qualität zu produzieren.

4.5 Zuschnitt durch „Inverse engineering“

Die nachfolgende Variante der Zuschnittsermittlung basiert auf der kontinuumsmechani-
schen Betrachtung des realen Herstellungsprozesses einer Membranstruktur: Die in der
Formfindung bestimmte räumliche Geometrie des Tragwerks stellt die Sollvorgabe für des-
sen baulichen Endzustand dar und ist somit als verformte Konfiguration x3D zu interpretie-
ren. Für diesen Zustand ist zudem der vorherrschende Sollspannungszustand σps und bei
Verwendung anisotroper Werkstoffe die näherungsweise Orientierung der Fasern auf der
räumlichen Fläche bekannt (z. B. durch die Anordnung der Schnittlinien). Im Rahmen der
Zuschnittsermittlung gilt es nun, anhand dieser Angaben den tatsächlichen Verformungs-
vorgang der Herstellung zu rekonstruieren und durch dessen Invertierung die eigentliche
Referenzgeometrie, d. h. den ebenen Zuschnitt zu bestimmen. Diese Herangehensweise
wird als Zuschnitt durch „Inverse engineering“ bezeichnet, da im Vergleich zu „normalen“
Strukturanalysen der entgegengesetzte Weg einzuschlagen ist: In den meisten Fällen ist ein
klar definierter mechanischer Körper mit einer bestimmten Masse und mit Materialeigen-
schaften gegeben, für den der Endzustand und die Spannungen unter Last gesucht werden.
Bei der Zuschnittsermittlung hingegen ist bereits dieser verformte Zustand mitsamt den
zugehörigen Spannungen bekannt, nicht jedoch die zugrunde liegende Ausgangskonfigu-
ration. Aufgrund der in Abschnitt 4.2 beschriebenen Abwicklungsproblematik ist es jedoch
generell nicht möglich, diese eindeutig zu bestimmen: Auf den Herstellungsprozess bezo-
gen bedeutet dies, dass es im Normalfall keinen Zuschnitt gibt, bei dem sich durch Ver-
formung in den doppelt-gekrümmten Zustand die ursprünglich angesetzte Vorspannung
exakt einstellt. Obwohl somit i. A. keine exakte Lösung für die Problematik vorhanden ist,
kann dennoch eine bestmögliche Lösung bestimmt werden: Der optimale Zuschnitt zeich-
net sich dadurch aus, dass die Spannungsabweichungen zwischen den resultierenden Span-
nungen nach Montage der Struktur und dem Sollzustand so gering wie möglich ausfällt.
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Die Aufgabenstellung lässt sich als Optimierungsproblem folgendermaßen definieren: Es
ist diejenige zweidimensionale Referenzkonfiguration X2D gesucht, bei der sich nach Ver-
formung zur gegebenen dreidimensionalen Form x3D die minimale Differenz zwischen den
entstehenden elastischen Cauchy-Spannungen σel,2D→3D und der gewünschten Vorspan-
nung σps ergibt:

min
X2D

→ f (X2D) = σel,2D→3D − σps (4.5)

Diese Schreibweise spiegelt bei näherer Betrachtung den tatsächlichen Sachverhalt eigent-
lich nur ungenau wider: Anstatt die Abweichung der tatsächlichen Spannungen zu mi-
nimieren, ist es beim textilen Bauen wichtiger, dass der über die Querschnittshöhe einer
Membran integrierte Spannungswert, d. h. die Normalkraft, möglichst exakt mit den Vor-
gaben übereinstimmt. Dies hätte zur Folge, dass auch die Dickenänderung infolge der Quer-
dehnung in das Optimierungsproblem miteinbezogen werden müsste. Es lässt sich jedoch
zeigen, dass man dies umgehen kann, indem man vereinfachend annimmt, dass keine Stre-
ckung des Membranquerschnitts erfolgt (λ3 = 1). Die unter dieser Prämisse berechneten
Cauchy-Spannungen sind zwar dementsprechend kleiner als ihr realer Wert, jedoch hebt
sich dieser Fehler bei Integration über die Querschnittsdicke wieder auf, da die Höhe des
verformten zum unverformten Zustand nicht abgemindert wird:

σ(λ3=1)

σ(λ3 6=1)
= λ3 ;

h(λ3=1)

h(λ3 6=1)
=

H
λ3 H

=
1

λ3
︸ ︷︷ ︸

n = h(λ3=1) σ(λ3=1) = h(λ3 6=1) σ(λ3 6=1)

(4.6)

Wie sich aus Gleichung (4.6) ergibt, sind die resultierenden Normalkräfte n für beide Fäl-
le identisch. Im nachfolgenden Text wird deshalb, soweit nicht anders vermerkt, von einer
konstanten Dicke des Querschnitts ausgegangen und mit den daraus resultierenden „No-
minalspannungen“ gearbeitet, da aus diesen leichter auf die zugehörige Konfiguration der
Spannungsmaße geschlossen werden kann.

Sollen orthotrope Textilien als Werkstoffe für die zu bauende Struktur zum Einsatz kom-
men, muss neben der reinen Geometrie der Zuschnittsmuster auch die zugehörige Orien-
tierung der Faserrichtungen darauf bestimmt werden. Neben dem bereits genannten Opti-
mierungsproblem der Spannungsabweichung muss die Zuschnittsermittlung zugleich auch
in der Lage sein, die Abweichungen der verformten Fasern in der räumlichen Konfigurati-
on von der näherungsweisen Vorgabe durch gezielte Faserausrichtungen am Zuschnitt zu
minimieren.

Bildlich gesprochen wählt die Zuschnittsmethode durch „Inverse engineering“ aus ver-
schiedenen möglichen Zuschnittsformen und Materialausrichtungen diejenige aus, die nach
dem Herstellungsvorgang die besten Ergebnisse sowohl bei den Spannungen als auch bei
der Orientierung der Faserrichtungen verspricht (siehe Abbildung 4.16). Das Optimierungs-
problem der Zuschnittsermittlung ist somit zwar gedanklich formuliert, jedoch gilt es noch
die exakte mathematische Beschreibung der zu optimierenden Funktion durchzuführen,
was in den nächsten beiden Abschnitten geschieht.
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Optimum
(Form, Faserausrichtung)

X2D

x ,
3D σps

Gegeben:

Gesucht: σ
→3Del D,2

Abbildung 4.16: Zuschnitt durch „Inverse engineering“.

4.5.1 Methode I: Kleinste Fehlerquadrate

Aufgrund der generellen Nicht-Abwickelbarkeit räumlicher Flächen kann kein Zuschnitt
generiert werden, der die Spannungsabweichung zwischen realen und Sollspannungen
an jedem Punkt minimiert. Die Minimierung der Spannungsdifferenz kann deshalb nur
über ein globales Kriterium erfolgen. Eine weitverbreitete Möglichkeit stellt die Methode
der kleinsten Fehlerquadrate dar (siehe u. a. [Zei96, ZTZ05, Jur07] für weitere Informationen
zu diesem Thema): Dabei wird zunächst für jeden Flächenpunkt der räumlichen Struktur
das Quadrat der Differenz aus tatsächlicher Spannung σel,2D→3D und gewünschter Vorspan-
nung σps ausgewertet. Um ein globales Maß Π für die resultierende Spannungsabweichung
zu erhalten, wird dieser skalare Fehler anschließend über die dreidimensionale Fläche a3D

integriert und mit dem Vorfaktor 1
2 multipliziert. Die optimale Zuschnittsgeometrie X2D

zeichnet sich dadurch aus, dass sie dieses integrale Fehlermaß Π minimiert:

min
X2D

→ Π =
1
2

∫

Ω3D

(
σel,2D→3D − σps

)T :
(
σel,2D→3D − σps

)
da3D (4.7)

Bei der numerischen Zuschnittsberechnung beginnt man nun von einer Schätzung der ebe-
nen Referenzgeometrie, die wie in Abschnitt 4.4 aus einer Projektion des räumlichen FE-
Netzes stammen kann, die Knotenpositionen des Zuschnitts inkrementell zu verbessern:

X
(i+1)
2D,k = X

(i)
2D,k + ∆U

(i)
2D,k (4.8)

Dabei ist X
(i)
2D,k die ebene Position eines Knotens k im Iterationsschritt i; X

(i+1)
2D,k ist die neue

Lage des gleichen Knotens im nächsten Iterationsschritt, die durch die inkrementelle Geo-

metrieverbesserung ∆U
(i)
2D,k entstanden ist. Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, dass es sich

bei dieser Geometrieänderung um keine Knotenverschiebung im herkömmlichen Sinn han-
delt, die elastische Verformungen hervorruft. Vielmehr ist sie als reine Modifikation des
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Zuschnittsmusters zu verstehen, anhand dessen die Bahnen zugeschnitten werden. Wird
beispielsweise die Geometrie eines Randknotens angepasst, erhält dadurch der Zuschnitt
mehr bzw. weniger Material. Die Lage der inneren Knoten beeinflusst auf den ersten Blick
nicht direkt den entscheidenden Umriss des Zuschnitts, doch bewirken evtl. Knotenver-
schiebungen im Inneren eine Änderung der Spannungsabweichung im Feld, was indirekt
wieder zu einer Modifikation der Randknoten führen kann.

Eine Berechnungsvorschrift für die Inkremente der Geometrieänderung lässt sich aus Glei-
chung (4.7) herleiten: Eine notwendige Bedingung für ein Minimum der Fehlerquadrate ist
ein stationärer Punkt des Funktionals Π bzgl. der Geometrievariationen des Zuschnitts. Da-
bei kann die Anpassung jedes Knotens in zwei voneinander unabhängigen Ebenenrichtun-
gen erfolgen, die im Nachfolgenden als Freiheitsgrade UR bezeichnet werden. Der verwen-
dete Großbuchstabe soll deutlich machen, dass es sich hierbei um Änderungen der Referenz-
geometrie handelt und nicht wie sonst um Änderungen der verformten Geometrie. Um eine
Eindeutigkeit der Berechnungsergebnisse zu erhalten und um Starrkörperverschiebungen
in der Ebene zu vermeiden, sind drei Freiheitsgrade festzuhalten, so dass quasi eine statisch
bestimmte Lagerung entsteht. Für die restlichen Freiheitsgrade ergibt sich jeweils eine va-
riationelle Gleichung, die wegen ihrer formalen Analogie zu den Gleichungen der virtuellen
Arbeit mit δW I abgekürzt wird:

δW I =
∫

Ω3D

(
σel,2D→3D − σps

)
: δσel,2D→3D da3D

=

∫

Ω3D

(
σel,2D→3D − σps

)
:

∂σel,2D→3D

∂UR
δUR da3D = 0

(4.9)

Aufgrund der Nichtlinearität des obigen Gleichungssystems wird das Newton-Raphson-
Verfahren angewandt, um iterativ die Lösung bestimmen zu können:

∂2W I

∂UR∂US
︸ ︷︷ ︸

K I
RS

∆US +
∂W I

∂UR
︸ ︷︷ ︸

RI
R

= 0 (4.10)

Die Freiheitsgradresiduen RI
R sind das Analogon zu den Ungleichgewichtskräften bei einer

mechanischen Berechnung. Sie können über folgende Gleichung bestimmt werden:

RI
R =

∫

Ω3D

(
σel,2D→3D − σps

)
:

∂σel,2D→3D

∂UR
da3D (4.11)

Die Systemmatrix K I
RS lässt sich als Sensitivitätsmatrix des Residualvektors RI

R bzgl. Ände-
rungen der Freiheitsgrade US interpretieren, mithilfe derer sich eine verbesserte Knotenpo-
sition berechnen lässt:

K I
RS =

∫

Ω3D

[(
∂σel,2D→3D

∂UR
:

∂σel,2D→3D

∂US

)

+
(
σel,2D→3D − σps

)
:

∂2σel,2D→3D

∂UR∂US

]

da3D (4.12)

Mit der oben genannten symmetrischen Systemmatrix und dem Residualvektor ist das
Grundgerüst für eine kontinuumsmechanisch korrekte Zuschnittsermittlung geschaffen. Bei
der Umsetzung müssen jedoch einige Besonderheiten beachtet werden, die in den nachfol-
genden Teilabschnitten erläutert werden.

135



KAPITEL 4 ZUSCHNITT

Variation der Cauchy-Spannungen bei linearer Elastizität. In den Gleichungen (4.11)
und (4.12) werden die Ableitungen der Cauchy-Spannungen σel,2D→3D bzgl. einer Ände-
rung des Freiheitsgrads UR der Referenzkonfiguration benötigt. Bildlich ausgedrückt möch-
te man hiermit bestimmen, wie sich die physikalischen Spannungen an einem bestimmten
Ort der verformten Konfiguration ändern, falls der Zuschnitt „etwas anders“ ausgeschnit-
ten wird, d. h. die Referenzgeometrie um δUR leicht modifiziert wird. Es müssen folglich
stets die Ableitungen bzgl. einer Änderung der Referenzkonfiguration bestimmt werden, die
Geometrie der verformten Fläche bleibt stets konstant:

∂X
∂UR

= X,R 6= 0 ;
∂x

∂UR
= x,R = 0 (4.13)

Für linear-elastische Materialien, bei denen die Materialeigenschaften unabhängig der Ver-
formung sind (wie z. B. das St. Venant-Kirchhoff- oder das Münsch-Reinhardt-Material aus
Abschnitt 2.3.3), erfolgt die Berechnung der Ableitung der Cauchy-Spannungen durch An-
wendung der Produktregel auf Gleichung (2.80), die die Spannungs-Dehnungs-Beziehung
in räumlicher Schreibweise enthält:

∂σ

∂UR
= C,R : e + C : e,R (4.14)

Als Nächstes müssen die Ableitungen des räumlichen Elastizitätstensors C und die der
Euler-Almansi-Dehnungen e ermittelt werden. Da die Euler-Almansi-Dehnungen sich auf
die verformte Konfiguration beziehen, betrifft die durchzuführende Differentation nur
die Koeffizienten des räumlichen Dehnungstensors. Unter Berücksichtigung der Glei-
chung (2.56) erhält man:

∂e
∂UR

=
1
2

(
−Gα · Gβ ,R − Gα ,R · Gβ

)
gα ⊗ gβ (4.15)

Die erforderliche Ableitung der kovarianten Basisvektoren der Referenzkonfiguration ergibt
sich aus den Interpolationsvorschriften des finiten Elements analog zu Gleichung (2.114).

Der wenig gebräuchliche räumliche Elastizitätstensor C entsteht gemäß Gleichung (2.82)
durch eine Push-Forward-Operation aus dem bekannten materiellen Elastizitätstensor C.
Somit ist auch C allein in der verformten Konfiguration verankert, weswegen sich die Diffe-
rentiation erneut nur auf die Tensorkoeffizienten auswirkt:

∂ C

∂UR
=

((
1

det F

)

,R
Cijkl +

1
det F

(
Cijkl

)

,R

)

gi ⊗ gj ⊗ gk ⊗ gl (4.16)

Die Ableitungen der Tensorkoeffizienten Cijkl ergeben sich aus dem jeweiligen Materi-
algesetz und sollte keine Probleme hinsichtlich ihrer Berechnung verursachen. Für ein
St. Venant-Kirchhoff-Material sind die Koeffizienten bzgl. der lokalen konvektiven Basis
in Gleichung (2.84) gegeben, für ein Münsch-Reinhardt-Material in Gleichung (2.89). Bei
Letzterem wird angenommen, dass während eines Iterationsschrittes die Faserrichtungen
konstant bleiben, die Neuanpassung der Fasern erfolgt erst nach Beendigung des jeweiligen
Berechnungsdurchlaufs (siehe nächster Teilabschnitt).
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δU

σ σ+δ

X

σ

Variation der
Referenzgeometrie

X U+δ

Abbildung 4.17: Variation der Referenzgeometrie bei orthotropen Geweben.

Die Berechnung der Ableitung der inversen Determinante des Deformationsgradienten F
gestaltet sich aufgrund der Betragsfunktion in Gleichung (2.47) zwar etwas aufwändiger,
bereitet aber keine mathematischen Schwierigkeiten. Die zweiten Ableitungen der Cauchy-
Spannungen, die für die Systemmatrix benötigt werden, lassen sich ebenfalls durch wieder-
holte Anwendung der jeweiligen Differentiationsregeln berechnen, weswegen sie hier nicht
näher erläutert werden.

Anpassung der Faserrichtungen. Die Bestimmung der Faserrichtungen von textilen Ge-
weben auf dem Zuschnitt erfolgt stets vor einem Iterationsschritt. Anhand der bekannten
näherungsweisen Orientierung der Fasern auf der verformten Konfiguration wird mit dem
in Abschnitt 4.4 aufgezeigten Verfahren eine einheitliche Ausrichtung der Textilfasern auf
dem aktuellen Zuschnitt bestimmt. Bei dem anschließenden Iterationsschritt zur Verbesse-
rung der Zuschnittsgeometrie wird diese Faserorientierung beibehalten: Dies bedeutet, dass
man bei der Berechnung der Systemmatrix und des Residualvektors davon ausgeht, dass
sich zwar die Geometrie des Zuschnitts auf dem Material ändert, nicht jedoch das Materi-
al entgegen dem Zuschnitt verdreht wird (siehe Abbildung 4.17 für eine Illustration dieses
Sachverhalts). Die Faserrichtungen werden erst für die verbesserte Geometrie am Ende des
jeweiligen Iterationsschritts erneut bestimmt.

Variation der Cauchy-Spannungen bei nichtlinearem Materialverhalten. Soll die Zu-
schnittsberechnung für hoch dehnfähige Materialien durchgeführt werden, muss die Auf-
gabenstellung aufgrund der Änderung der Querschnittshöhe weiter konkretisiert werden:
Möchte man im Endzustand der Struktur eine bestmögliche Übereinstimmung der tatsäch-
lichen Spannungen, oder ist es wichtiger, dass der über die Materialdicke integrierte Wert,
d. h. die resultierende Normalkraft, möglichst exakt erreicht wird? Das Einhalten eines be-
stimmten Spannungsniveaus könnte von Interesse sein, falls eine charakteristische Span-
nungsgrenze eines Materials nicht überschritten werden soll. Für Strukturprobleme ist je-
doch eher die resultierende Schnittgröße von Interesse. In diesem Fall müsste das Optimie-

137



KAPITEL 4 ZUSCHNITT

rungsproblem wie folgt umgeschrieben werden:

min
X2D

→ Π =

∫

Ω3D

(
nel,2D→3D − nps

)T :
(
nel,2D→3D − nps

)
da3D (4.17)

Beim iterativen Lösungsprozess sind nun die Variationen der Normalkräfte n = nel,2D→3D

gefragt. Da bei dehnfähigen Materialmodellen wie z. B. dem hier exemplarisch verwen-
deten inkompressiblen Ogden-Material aus Abschnitt 2.3.3 die Dickenänderung explizit in
der Materialmodellierung auftaucht, muss in diesem Fall auch die Variation der Streckung
der Querschnittshöhe bei der Variation der Normalkräfte berücksichtigt werden. Es kann
somit nicht mehr die vereinfachte Variante nach Gleichung (4.6) benützt werden. Durch
Anwendung der Produktregel erhält man eine Berechnungsvorschrift für die Variation der
Normalkräfte:

δn = δ



 h
︸︷︷︸

λ3 H

σ



 = H (δλ3 σ + λ3 δσ) (4.18)

Da sich das Ogden-Material vorteilhaft mit Hilfe von Hauptstreckungen beschreiben lässt
(siehe Gleichung (2.91)), bietet es sich an, die Variation der notwendigen kontinuumsme-
chanischen Größen ebenfalls in einem lokalen kartesischen Koordinatensystem durchzu-
führen, das an den Hauptstreckungsrichtungen {n̂γ}γ∈{1,2} der verformten Konfiguration
ausgerichtet ist.

Die Variation der Streckung in Dickenrichtung ergibt sich gemäß Gleichung (2.121) aus den
Ableitungen der Dickenrichtung nach den Euler-Almansi-Dehnungen und der anschließen-
den Multiplikation mit der Variation dieser:

δλ3 =
∂λ3

∂e
: δe (4.19)

In Voigtscher Notation lautet dieser Zusammenhang in Hauptachsenrichtung unter Ver-
wendung der Inkompressibilitätsbedingung aus Gleichung (2.92) wie folgt:

δλ3 =






−λ1/λ2

−λ2/λ1

0






T

·






δẽ11

δẽ22

δ(2ẽ12)




 (4.20)

δẽαβ stellen hierbei die Variationen der Koeffizienten des Euler-Almansi-Dehnungstensors
bzgl. der kartesischen Basis dar, die an den Hauptstreckungsrichtungen orientiert ist. Um
die komplizierte direkte Berechnung zu umgehen, bietet es sich an, zunächst die Variation
der Euler-Almansi-Dehnungen im konvektiven Koordinatensytem gemäß Gleichung (4.15)
zu berechnen und diese anschließend in die Hauptachsen zu transformieren.

Die Cauchy-Spannungen in dem gleichen Koordinatensystem ergeben sich durch eine
Push-Forward-Operation der aus Gleichung (2.93) bekannten PK2-Spannungen des Ogden-
Materials (siehe auch [GR92]):

σ̃γγ = σ̂γ =
∑

r

µr

[

λαr
γ − (λ1λ2)

−αr
]

(4.21)
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Durch erneute Anwendung der Gleichung (2.121) lässt sich die Variation der Cauchy-
Spannungen in Abhängigkeit der Variation der Euler-Almansi-Dehnungen ausdrücken:






δσ̃11

δσ̃22

δσ̃12




 =






∂σ̃11/∂ẽ11 ∂σ̃11/∂ẽ22 0
∂σ̃22/∂ẽ11 ∂σ̃22/∂ẽ22 0

0 0 ∂σ̃12/∂(2ẽ12)




 ·






δẽ11

δẽ22

δ(2ẽ12)






mit ∂σ̃11/∂ẽ11 = (λ1)
2∑

r µrαr

[

λαr
1 + (λ1λ2)

−αr
]

∂σ̃11/∂ẽ22 = (λ2)2∑
r µrαr (λ1λ2)

−αr

∂σ̃22/∂ẽ11 = (λ1)
2∑

r µrαr (λ1λ2)
−αr

∂σ̃22/∂ẽ22 = (λ2)2∑
r µrαr

[

λαr
2 + (λ1λ2)

−αr
]

∂σ̃12/∂(2ẽ12) =
1
2

σ̃11 − σ̃22

ẽ11 − ẽ22

∆λ→0
=

1
2

∑

r

µrαr (λ1)
αr+2

(4.22)

Besondere Vorsicht ist bei der Berechnung der Variation der Schubspannungen geboten:
Ist der Spannungszustand näherungsweise hydrostatisch, was man an einem sehr kleinen
Differenzbetrag der beiden Hauptstreckungen erkennen kann, muss bei der Berechnung der
Variation ein Grenzübergang vorgenommen werden, um numerische Instabilitäten durch
eine Division mit dem Wert Null zu vermeiden. Das Ergebnis ist in der letzten Zeile der
Gleichung (4.22) auf der rechten Seite angegeben.

Die zweite Variation der Cauchy-Spannungen wird auf analoge Weise ermittelt, jedoch
bedeutet dies aufgrund des nichtlinearen Materialverhaltens erhöhten Rechenaufwand.
Da sich für jedes analytisch beschreibbare Materialgesetz die Variation der Cauchy-Span-
nungen bzgl. einer Variation der Referenzgeometrie berechnen lässt, ist der vorgeschlage-
ne Zuschnittsalgorithmus für beliebige Materialien unter sowohl kleinen als auch großen
Dehnungen einsetzbar. Die einzige Einschränkung bildet allein die Notwendigkeit des Vor-
handenseins einer eindeutigen Spannungs-Dehnungs-Beziehung beim Materialmodell, die
jedem gegebenen Dehnungszustand genau einen Spannungszustand zuweist. Eine Verwen-
dung geschichtsabhängiger konstitutiver Beziehungen ist deshalb nicht möglich. Diese er-
scheint auch wenig sinnvoll in Anbetracht der Tatsache, dass bei der Zuschnittsermittlung
keinerlei Informationen über die Zwischenschritte des tatsächlichen Deformationsprozesses
vorliegen.

Geringer Konvergenzradius der Berechnung. Führt man mit dem vorgestellten Verfah-
ren Zuschnittsberechnungen durch, wird man schnell feststellen, dass die Berechnung in
gewissen Fällen äußerst schnell konvergiert, in anderen Situationen keine sinnvolle Lösung
finden kann. Dieses Verhalten lässt sich näher konkretisieren: Ob für eine Fragestellung ein
optimaler Zuschnitt ermittelt werden kann, hängt entscheidend von der Startgeometrie des
iterativen Lösungsprozesses ab. Liegt diese im sogenannten Konvergenzradius [Zei96] der
Berechnung, sind quadratische Konvergenzraten möglich. Befindet sie sich außerhalb, kon-
vergiert das Verfahren nur langsam oder divergiert sogar.

Die Ursache hierfür ist die generelle Nichtkonvexität der in Gleichung (4.7) gegebenen Ziel-
funktion Π: Die darin enthaltenen Cauchy-Spannungen weisen sogar für einfache Material-
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Abbildung 4.18: Cauchy-Spannung eines Seiles in Abhängigkeit der Zuschnittslänge.

gesetze wie das St. Venant-Kirchhoff-Modell ein nichtlineares Verhalten bzgl. Geometriemo-
difikationen auf (siehe Abbildung 2.20), dennoch bilden sie eine näherungsweise konvexe
Funktion bzgl. einer Variation der Referenzgeometrie. Durch eine Quadratur der Cauchy-
Spannungen, wie sie in der Zielfunktion Π des Optimierungsproblems benötigt wird, geht
diese positive Eigenschaft jedoch verloren, und der Funktionsverlauf wird nichtkonvex.
Kommen nun wie mit dem hier verwendeten Newton-Raphson-Verfahren Gradienten-
methoden zur Bestimmung der optimalen Lösung zum Einsatz, kann eine außerhalb des
Konvergenzradius liegende Startgeometrie bei dem vorliegenden nichtkonvexen Optimie-
rungsproblem [Jur07] zu einer Divergenz des Berechnungslaufs führen.

Dieses unerwünschte Verhalten lässt sich wie in Abschnitt 4.4 am Beispiel der Zuschnitts-
ermittlung eines vorgespannten Seiles demonstrieren. Um den Sachverhalt so einfach wie
möglich zu halten, kommt erneut als konstitutive Beziehung ein St. Venant-Kirchhoff-
Material mit konstantem Elasitizitätsmodul E und verschwindender Querdehnung zum
Einsatz.

Wird das Seil mit der Referenzlänge L = L2D auf die verformte Länge l = l3D gedehnt,
ergibt sich unter Verwendung der Gleichungen (2.55), (2.70) und (2.83) folgende Beziehung
für die mit dem Elastizitätsmodul E normierte Cauchy-Spannung σ in Seilachse:

σ (L)

E
=

1
2

l
L

((
l
L

)2

− 1

)

(4.23)

In Abbildung 4.18 ist der Werteverlauf der resultierenden Cauchy-Spannung in Abhängig-
keit der Zuschnittslänge aufgetragen. Auch hier wird eine normierte Darstellung gewählt:
Die variable Referenzlänge L wird dabei auf die als gegeben angenomme, verformte Länge
l bezogen; die resultierende Cauchy-Spannung σ(L) wird erneut durch Division mit dem
Elastizitätsmodul E normiert. Der nur einen Krümmungswechel aufweisende Funktions-
verlauf σ(L)/E besitzt sein absolutes Minimum bei L/l =

√
3 ≈ 1, 73, was mit der maximal

aufnehmbaren Druckkraft nach Abbildung 2.20 korrespondiert. Sind Referenz- und Aus-
gangslänge gleich (L/l = 1), ist das Seil erwartungsgemäß spannungsfrei und die Funktion
verfügt über einen Nulldurchgang. In der gleichen Grafik wie der Verlauf der normierten
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Abbildung 4.19: Stationäre Punkte bei Optimierung des Seilzuschnitts.

Cauchy-Spannung ist zudem ihr Quadrat (σ(L)/E)2 als gestrichelte Kurve eingezeichnet.
Auf den ersten Blick fällt direkt die höhere „Welligkeit“ dieser Funktion auf, die ein deutlich
nichtkonvexes Verhalten zeigt.

Die Nichtkonvexität des Funktionsverlaufs setzt sich auch bei der Zielfunktion Π des Zu-
schnittsproblems fort, da für deren Berechnung gemäß Gleichung (4.7) das Quadrat der
Cauchy-Spannungen benötigt wird. Der charakteristische Verlauf der Zielfunktion ist in
Abbildung 4.19 zusammen mit ihrer Ableitung nach der Referenzlänge L aufgetragen. Zur
Bestimmung der optimalen Zuschnittslänge L muss das absolute Minimum der Zielfunk-
tion Π bestimmt werden. Da jedoch das verwendete Newton-Raphson-Verfahren nur die
notwendige Bedingung des Optimums überprüft, sind für die Methode bildlich gesprochen
alle Längen L Kandidaten für das Optimum, bei denen die Ableitung ∂Π

∂L verschwindet.
Wie man aus der Grafik weiterhin ablesen kann, ist diese Stationärbedingung neben dem
gesuchten absoluten Minimum auch bei zwei weiteren Referenzlängen erfüllt. Zum einen
liegt mit einer Referenzlänge, die größer als die verformte Länge ist, ein relatives Maximum
vor, ein relatives Minimum ergibt sich für eine gegen unendlich strebende Referenzlänge.
Gegen welchen dieser drei Stationärwerte nun die Zuschnittsiteration konvergiert, hängt
von der Startgeometrie des ersten Iterationsschritts ab. Ob das Ergebnis physikalisch sinn-
voll ist, wird von der Methode an sich nicht überprüft.

Die aufgezeigte erste Methode des Zuschnitts durch „Inverse engineering“ ist zwar in
der Lage, den Verformungsvorgang kontinuumsmechanisch korrekt abzubilden, und kann
auch verschiedenste Material- und Vorspannzustände berücksichtigen. Ihr großer Nachteil
liegt jedoch im relativ kleinen Konvergenzradius des Optimierungsproblems. Dies bedeutet,
dass die Anfangsschätzung für den Zuschnitt schon möglichst nahe am Endzustand liegen
sollte. Ist dies der Fall, werden sehr gute Ergebnisse erzielt, wie später noch zu sehen sein
wird. Da eine gute Startgeometrie jedoch nicht immer gewährleistet ist, muss die Stabilität
dieser Methode erhöht werden, um vielseitig einsetzbar zu sein. Eine effiziente Möglichkeit
zur Stabilisierung bietet die nachfolgende Variante.
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4.5.2 Methode II: Minimierung der „Arbeit der Spannungsabweichung“

Entsprechend dem Grundgedanken des Zuschnitts durch „Inverse engineering“ versucht
auch die nun vorzustellende Methode die Spannungsabweichung im Endzustand durch
Optimierung der Referenzgeometrie zu minimieren. Da ein exaktes Erreichen der Span-
nungsvorgabe σps nur in Ausnahmefällen an jedem Flächenpunkt möglich ist, soll eine
bestmögliche Erfüllung „im Mittel“ durch Minimierung des globalen Fehlers erfolgen. Die-
ser setzt sich aus dem Flächenintegral einer lokalen skalaren Fehlergröße zusammen, die
sich durch Wichtung der Spannungsdifferenz (σel,2D→3D − σps) mit einer Wichtungsfunkti-
on η ergibt. Die optimale Geometrie des Zuschnitts ist dann gegeben, falls eine Variation
der Wichtungsfunktion keine Änderung des globalen Fehlers bewirkt bzw. ein stationärer
Punkt des Funktionals vorliegt:

∫

Ω3D

(
σel,2D→3D − σps

)
: δη da3D = 0 (4.24)

Diese Methode zur Bestimmung einer Näherungslösung ist auch als Galerkin-Verfahren be-
kannt [Hug00, Hol04]. Im konkreten Fall wird hierbei versucht, mit einem lediglich zweidi-
mensionalen Formenraum für die Referenzkonfiguration die Spannungsabweichung in der
nicht-abwickelbaren dreidimensionalen Fläche zu minimieren. Für den Erhalt sinnvoller Lö-
sungen ist v. a. eine geeignete Wahl der Wichtungs- bzw. Testfunktion η zur Berechnung der
lokalen Fehlerresiduen entscheidend: Einerseits möchte man, dass eine höhere Spannungs-
abweichung stärker „bestraft“ wird als ein geringerer Fehler, da dadurch eine gleichmä-
ßigere Fehlerverteilung in der Fläche erreicht werden kann. Andererseits soll durch Mul-
tiplikation mit der Testfunktion verhindert werden, dass betragsmäßig gleiche, aber vom
Vorzeichen her unterschiedliche Spannungsdifferenzen sich gegenseitig bei der Berechnung
des globalen Fehlers herauskürzen und somit die Bilanz verfälschen. Aus diesen Anfor-
derungen ergibt sich, dass die zu wählende Testfunktion eine Verwandtschaft mit der zu
wichtenden Funktion aufweisen sollte.

Eine spezielle Art der Wichtung wurde indirekt bereits im vorherigen Abschnitt vorgestellt:
Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate lässt sich auch als Galerkin-Verfahren interpre-
tieren, bei dem der Fehler infolge der Spannungsabweichung mit sich selbst gewichtet wird
(siehe variationelle Formulierung in Gleichung (4.9)). Die Testfunktion und ihre Variation
lauten in diesem Fall:

ηI = σel,2D→3D − σps

δηI = δσel,2D→3D
(4.25)

Diese Art der Wichtung erfüllt zwar prinzipiell alle theoretischen Anforderungen, jedoch
entsteht aufgrund der Multiplikation der nichtlinearen Cauchyspannung mit sich selbst eine
hochgradig nichtlineare Fehlerfunktion mit nichtkonvexem Verhalten, die bei Anwendung
eines Gradientenverfahrens zu einem äußerst geringen Konvergenzradius der numerischen
Berechnung führt (siehe Abschnitt 4.5.1). Um die Stabilität der Zuschnittsermittlung zu er-
höhen, wird deswegen eine Modifikation durchgeführt: Anstatt die Differenz der Cauchy-
Spannungen als Testfunktion zu wählen, bietet sich aufgrund ihrer kontinuumsmechani-
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Abbildung 4.20: Maßgebliche Funktionen der inversen Zuschnittsberechnung.

schen Verwandtschaft die Differenz der zugehörigen Euler-Almansi-Dehnungen als Wich-
tung an:

ηI I = e2D→3D − eps

δηI I = δe2D→3D
(4.26)

e2D→3D ist der Dehnungszustand, der sich am Flächenpunkt infolge der Verformung des
Zuschnitts in seine räumliche Endgeometrie einstellt; eps bezeichnet die theoretisch not-
wendigen Dehnungen zum Erreichen des Sollspannungszustands. Da diese von Änderun-
gen der Zuschnittsgeometrie unabhängig sind, entfällt dieser Term bei einer Variation der
Testfunktion (δeps = 0).

Die maßgebende Zuschnittsgleichung nimmt nach Einsetzen der neuen Wichtungsfunktion
in Gleichung (4.24) folgende variationelle Form an:

δW I I =
∫

Ω3D

(
σel,2D→3D − σps

)
: δe2D→3D da3D

=

∫

Ω3D

(
σel,2D→3D − σps

)
:

∂e2D→3D

∂UR
δUR da3D = 0

(4.27)

Aufgrund ihrer formalen Analogie mit einer virtuellen Arbeitsgleichung wird diese Varian-
te der Zuschnittsberechnung als Zuschnitt durch Minimierung der „Arbeit der Spannungsabwei-
chung“ bezeichnet.

Die positiven Eigenschaften dieser Modifizierung werden bei der Zuschnittsberechnung
des vorgespannten Seiles aus Abschnitt 4.5.1 deutlich: Während die resultierende Cauchy-
Spannung gemäß Gleichung (4.23) eine gebrochen rationale Funktion der Referenzlänge L
darstellt, kann die zugehörige Euler-Almansi-Dehnung über ein Polynom zweiten Grades
beschrieben werden:

e (L) =
1
2

(

1 −
(

L
l

)2
)

(4.28)

Diese geringe „Nichtlinearität“ der Wichtungsfunktion wirkt sich auch auf die maßgeben-
de Gleichung der Zuschnittsermittlung aus: Als notwendige Bedingung für einen optima-
len Zuschnitt muss die Stationärbedingung ∂W I I/∂L = 0 erfüllt sein, deren Funktionsver-
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lauf in Abhängigkeit der Referenzlänge L in Abbildung 4.20 dargestellt ist. Auf den ers-
ten Blick fällt direkt die „Einfachheit“ dieser Funktion auf, deren einziger Nulldurchgang
sich aufgrund der streng monotonen Steigung ohne Schwierigkeiten mit numerischen Gra-
dientenverfahren berechnen lässt. Zum Vergleich ist in derselben Grafik die maßgebende
Gleichung ∂W I/∂L der ersten Zuschnittsvariante abgebildet: Zwar besitzt auch diese am
analytisch korrekten Wert einen Nulldurchgang, jedoch ist die Funktion nicht monoton stei-
gend und besitzt weitere Nullstellen. Vergleicht man beide Graphen, lässt sich vermuten,
dass im Vergleich zur Methode der kleinsten Fehlerquadrate das eben vorgestellte Verfah-
ren eine signifikante Steigerung der Stabilität aufweisen wird. Diese Annahme konnte auch
bei der Durchführung numerischer Tests bestätigt werden: Während bei der ersten Metho-
de die Startgeometrie lediglich geringe Abweichungen vom Endzustand aufweisen durfte,
konvergierte die zweite Methode von nahezu jeder beliebigen Anfangsschätzung aus zum
korrekten Wert.

Numerische Implementierung. Die Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems (4.27)
erfolgt erneut durch Linearsierung mit dem Newton-Raphson-Verfahren. Ausgehend von
einer zweidimensionalen Startgeometrie wird durch eine iterative Berechnung der statio-
näre Zustand gesucht, bei dem der auf mögliche Geometriemodifikationen UR bezogene
Residualvektor RI I

R verschwindet. Für jede beliebige Zwischenlösung kann er über folgende
Gleichung errechnet werden:

RI I
R =

∫

Ω3D

(
σel,2D→3D − σps

)
:

∂e2D→3D

∂UR
da3D (4.29)

Die „Steifigkeitsmatrix“ K I I
RS gibt die Sensitivitäten der Residuen an:

K I I
RS =

∫

Ω3D

[(
∂σel,2D→3D

∂UR
:

∂e2D→3D

∂US

)

+
(
σel,2D→3D − σps

)
:

∂2e2D→3D

∂UR∂US

]

da3D (4.30)

Die gewählte Wichtungsfunktion wirkt sich günstig auf den erforderlichen Grad der Ablei-
tungen der Cauchy-Spannungen aus: Während bei der Methode der kleinsten Fehlerqua-
drate noch die ersten und zweiten Ableitungen benötigt wurden (siehe Gleichung (4.12)),
ist bei der Zuschnittsvariante durch Minimierung der Spannungsabweichungsarbeit ledig-
lich die erste Ableitung zu ermitteln, wodurch sich der numerische Berechnungsaufwand
verringert. Die Differentiation erfolgt analog zu Abschnitt 4.5.1.

Eine Besonderheit des Verfahrens offenbart sich bei genauerer Betrachtung der in Glei-
chung(4.30) gegebenen Systemmatrix: Während der zweite Term, der aus dem Produkt der
Spannungsabweichung mit den zweiten Ableitungen der Dehnungen besteht, symmetri-
sche Eigenschaften besitzt, weist der erste Term eine Unsymmetrie auf:

∂σ

∂UR
:

∂e
∂US

6= ∂σ

∂US
:

∂e
∂UR

(4.31)
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Dies mag zunächst verwundern, da ähnliche Terme bei der Strukturanalyse generell sym-
metrisch sind ( ∂σ

∂ur
: ∂e

∂us
= ∂σ

∂us
: ∂e

∂ur
). Jedoch gilt zu bedenken, dass bei der Zuschnittsermitt-

lung die ausgeführten Ableitungen sich nicht auf eine Veränderung der verformten Geo-
metrie beziehen, sondern auf eine Modifikation der Ausgangsgeometrie. Bei Variation des
Randes ändert sich sogar die Massenbilanz der Struktur, so dass evtl. Energieerhaltungs-
sätze in diesem Fall nicht mehr anwendbar sind.

Die entstehende Unsymmetrie lässt sich anhand eines einfachen Beispiels veranschaulichen:
Eine rechteckig zugeschnittene Membran wird in eine quadratförmige Form gezogen, wo-
bei die Abmessung der längeren Seite (Richtung 2) während der gesamten Deformation
konstant bleibt (siehe Abbildung 4.21 oben). Nimmt man nun an, dass das verwendete iso-
trope Material keine Querdehnung aufweist (ν = 0), treten nur in der gezogenen horizon-
talen Richtung 1 Dehnungen und Spannungen auf. Variiert man die Zuschnittsgeometrie,
indem man an der langen Seite etwas Material dazugibt (Abbildung 4.21 Mitte), ändern die
Spannungen und Dehnungen in Richtung 1 zwar ihren Betrag, die dazu senkrechte Rich-
tung 2 bleibt jedoch weiterhin spannungs- und dehnungsfrei. Nun wird die Zuschnitts-
geometrie an der kurzen Seite etwas verlängert (Abbildung 4.21 unten): Die Verformung
des Zuschnitts in die Endgeometrie kann man gedanklich in zwei Stufen einteilen: Zuerst
wird Richtung 1 in die entsprechende Länge gezogen. Die dadurch entstehenden Spannun-
gen bzw. Dehnungen entsprechen exakt den Ergebnissen infolge der ursprünglichen Zu-
schnittsvariante. Weiterhin muss jedoch Richtung 2 gestaucht werden, um die quadratische
Endform zu gewährleisten. Es treten nun zum ersten Mal Spannungen und Dehnungen in
Richtung 2 auf. Zugleich werden die Spannungen in Richtung 1 „zusammengeschoben“, so
dass letztendlich auch die Cauchy-Spannungen in dieser Richtung zunehmen.

Vergleicht man nun die Änderungsraten der Spannungen und Dehnungen bzgl. der bei-
den Geometrievariationen, ergibt sich folgender Zusammenhang: Infolge der Breitenvaria-
tion δUR ändern sich sowohl die Spannungen als auch die Dehnungen in Richtung 1. Die
Längenvariation δUS hingegen bewirkt zwar durch das Zusammenstauchen der Geome-
trie eine Änderung der Spannungen in Richtung 1, die korrespondierenden Euler-Almansi-
Dehnungen bleiben jedoch konstant. Betrachtet man nun die beiden Nebendiagonaleinträge
∂σ11
∂UR

: ∂e11
∂US

= 0 6= ∂σ11
∂US

: ∂e11
∂UR

lässt sich die Unsymmetrie der Systemmatrix plausibel erklären.

Soll dieses Zuschnittsverfahren in ein vorhandenes Berechnungsprogramm implementiert
werden, das nur über einen symmetrischen Gleichungslöser verfügt, erreicht man eine
Zwangssymmetrisierung der Systemmatrix über folgende Gleichung:

K I I,sym
RS =

∫

Ω3D

1
2

(
∂σel,2D→3D

∂UR
:

∂e2D→3D

∂US
+

∂σel,2D→3D

∂US
:

∂e2D→3D

∂UR

)

da3D

+

∫

Ω3D

(
σel,2D→3D − σps

)
:

∂2e2D→3D

∂UR∂US
da3D

(4.32)

Zwar lässt sich aufgrund der daraus entstehenden inkonsistenten Linearisierung keine qua-
dratische Konvergenz der iterativen Berechnung erreichen, jedoch wurde in vielfältigen nu-
merischen Versuchen ein äußerst zuverlässiges und stabiles Konvergenzverhalten bei der
Methode festgestellt, das in nur wenigen Iterationsschritten zur Lösung führt.
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Abbildung 4.21: Unsymmetrische Systemmatrix bei Zuschnittsermittlung.

4.6 Vergleich der Zuschnittsmethoden

Nachdem in den vorangegangenen beiden Abschnitten die Theorie und Algorithmik der
Zuschnittsermittlung durch Verebnung bzw. „Inverse engineering“ vorgestellt wurden, sol-
len die jeweiligen Verfahren anhand konkreter Beispiele miteinander verglichen werden.
Dies ist nötig, um einen Eindruck der Wirkungsweise der aufgezeigten Methoden zu ver-
mitteln.

Hypar-ähnliche Minimalfläche aus isotropem Material. Als erstes Beispiel soll für eine
hypar-ähnliche Minimalfläche ein Großflächenzuschnitt mit nur einer Zuschnittsbahn er-
folgen (siehe Abbildung 4.22). Die Geometrie wird von vier linienförmigen festen Aufla-
gern berandet, die in einen Würfel mit Einheitslänge eingeschrieben werden können. Als
Material findet ein fiktiver isotroper Werkstoff Verwendung, dessen linear-elastisches kon-
stitutives Verhalten mit dem St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz modelliert wird. Der zu-
gehörige Elastizitätsmodul besitzt den Wert E = 2, die Querdehnzahl den Wert ν = 0, 3.
Die gewünschte Vorspannung, die sich nach Einbau des kompensierten Zuschnitts in die
Berandung einstellen soll, wird mit σps = 1 auf einen relativ hohen Wert gesetzt: Man
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Abbildung 4.22: Vergleich der Zuschnittsvarianten an einer hypar-ähnlichen Minimalfläche.

kann grob abschätzen, dass Dehnungen bis zu 50 % nötig sein werden, um die erforder-
lichen Spannungen hervorzurufen. Obwohl ein derart hohes Verhältnis von Spannung zu
Materialsteifigkeit in Realität nahezu unmöglich ist und eigentlich auch das für kleine Deh-
nungen entwickelte St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz in diesem Bereich seine Gültigkeit
verliert, eignet sich dieser extreme Wert sehr gut, um die Unterschiede der verschiedenen
Zuschnittsmethoden miteinander zu vergleichen.

Auf der linken Seite der Abbildung 4.22 sind die Ergebnisse infolge einer Zuschnittsbe-
rechnung über Verebnung aufgezeigt: Der kompensierte Zuschnitt, der bildlich gesprochen
durch das Plattdrücken und Schrumpfen einer dreidimensionalen antiklastischen Membran
bestimmt wurde, weist zwar die charakteristische konkave Form mit nach innen gekrümm-
ten Rändern auf, jedoch ist die absolute Größe zu klein. Dies zeigt sich deutlich beim re-
sultierenden Spannungsniveau, das sich in der „realen“ Struktur infolge des Zuschnitts ein-
stellt. Die auftretenden Spannungsabweichungen von bisweilen mehreren hundert Prozent
sind in diesem Fall weniger auf die Zusatzspannungen infolge der Nicht-Abwickelbarkeit
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als auf die falsche kontinuumsmechanische Beschreibung des Herstellungsprozesses bei der
Zuschnittsberechnung zurückzuführen, die sich in einem hohen Kompensationsfehler zeigt.

Die Ergebnisse der beiden inversen Zuschnittsvarianten nach Abschnitt 4.5 liefern auf den
ersten Blick nahezu die gleichen Ergebnisse: Bei beiden gewählten Wichtungsfaktoren – so-
wohl Abweichung der Cauchy-Spannungen in Methode I (Abschnitt 4.5.1) als auch Abwei-
chung der Euler-Almansi-Dehnungen in Methode II (Abschnitt 4.5.2) – treten äußerst gerin-
ge Differenzen vom Sollzustand auf, wie aus den Grafiken in der Mitte und der rechten Seite
von Abbildung 4.22 ersichtlich wird. Wie zu erwarten war, ergeben sich stets an den Rän-
dern Spannungsspitzen, während in der Mitte der Struktur die angestrebte Vorspannung
unterschritten wird. Beide Methoden sind somit in der Lage, das mittlere Spannungsniveau
einzuhalten und die Abweichungen infolge der doppelten Krümmung der Zielfläche dabei
zu minimieren. Zwar weist die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Methode I) leicht
bessere Spannungswerte auf als Methode II, jedoch musste die Vorspannung bei der ersten
Variante wegen des kleinen Konvergenzradius stufenweise aufgebracht werden, um eine
stabile Berechnung zu gewährleisten. Bei der Minimierung der Spannungsabweichungs-
arbeit (Methode II) hingegen konnte die volle Kompensation in einem Lastschritt erreicht
werden.

Obwohl beide Methoden der inversen Zuschnittsberechnung für dieses Beispiel fast identi-
sche Ergebnisse liefern, ist dennoch Methode II aufgrund der höheren Stabilität zu bevorzu-
gen. Die Zuschnittsberechnung über Verebnung scheidet für die Ermittlung kompensierter
Zuschnitte aus, dennoch bildet sie eine interessante Alternative, falls lediglich eine Abwick-
lung ohne Kompensation durchgeführt werden soll.

Sechspunktsegel aus orthotropem Material. Die beiden inversen Zuschnittsvarianten
werden in einem zweiten Beispiel für die Zuschnittsberechnung eines Sechspunktsegels
eingesetzt. Die Geometrie der Struktur sowie ihre näherungsweisen Abmessungen kön-
nen Abbildung 4.23 entnommen werden. Das Tragwerk soll aus 8 Zuschnittsbahnen her-
gestellt werden, die im zusammengebauten Zustand eine isotrope Vorspannung vom Wert
σps = 1, 0 [kN/m] erzeugen sollen. Das zu verwendende orthotrope Textil wird mit dem
Münsch-Reinhardt-Materialgesetz modelliert. Die Materialwerte, die sich auf eine ideelle
Querschnittshöhe H = 1 beziehen, können Abbildung 4.23 entnommen werden.

Bei den entstehenden Zuschnittsmustern, die in Abbildung 4.23 rechts oben zu sehen sind,
lässt sich mit bloßem Auge nahezu kein Unterschied zwischen den beiden Zuschnittsme-
thoden erkennen. Auch bei den resultierenden elastischen Spannungen in der Endgeome-
trie ist die Verteilung für beide verwendeten Wichtungsfunktionen fast identisch: In beiden
Fällen stellen sich erhöhte Spannungen an den Rändern ein, das Spannungsniveau in der
Bahnmitte liegt etwas unter dem gewünschten Wert.

Beide inverse Zuschnittsmethoden liefern somit erneut nahezu identische Resultate, die
stets eine sehr gute Spannungsverteilung aufweisen. Nichtsdestotrotz empfiehlt es sich, die
in Abschnitt 4.5.2 beschriebene Methode II zur Zuschnittsberechnung zu verwenden, da
die Startgeometrie für die iterative Berechnung größere Abweichungen zur Endgeometrie
aufweisen darf.
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Abbildung 4.23: Vergleich der inversen Zuschnittsvarianten.

Die Praxistauglichkeit der Zuschnittsmuster aus Abbildung 4.23 wurde bei einem Schulpro-
jekt überprüft: Im Rahmen eines zweitägigen Workshops zum Thema „Membrantragwer-
ke“ wurde 2007 am Gymnasium Ettenheim (bei Freiburg/Breisgau) das Sechspunktsegel
errichtet. Nachdem die Membranbahnen von den Schülern gemäß der berechneten Form
zugeschnitten wurden, erfolgte das Zusammennähen und letztendliche Errichten der Ge-
samtstruktur. Abbildung 4.24 zeigt die verschiedenen Konfigurationen bis zur Fertigstel-
lung des Tragwerks.

Einfluss der Materialeigenschaften auf den Zuschnitt. In einem letzten Beispiel soll un-
tersucht werden, ob die Methoden in der Lage sind, den Einfluss der Materialeigenschaf-
ten auf die Zuschnittsform zu berücksichtigen. Um Spannungsabweichungen infolge der
Nicht-Abwickelbarkeit auszuschließen, wird als Endgeometrie eine ebene „Test“-Struktur
verwendet (siehe Abbildung 4.25 oben). Für verschiedene Materialien soll nun ein kompen-
sierter Zuschnitt derart bestimmt werden, so dass sich in der Endgeometrie ein anisotropes
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Zuschnitt X2D

Zwischen-
konfiguration x *3D

Endkonfiguration x3D

Abbildung 4.24: Konfigurationen eines Sechspunktsegels.

Spannungsverhältnis vom Wert 1:2 einstellt. Die Spannungsrichtungen sind dabei um 45°
gegenüber der horizontalen Achse verdreht angeordnet.

Der resultierende Zuschnitt für ein fiktives St. Venant-Kirchhoff-Material mit den Stoffpa-
rametern E = 50 und ν = 0, 3 ist links in der Mitte von Abbildung 4.25 dargestellt. Da die
gegebene Problemstellung exakt gelöst werden kann, liefern beide inverse Zuschnittsme-
thoden aus Abschnitt 4.5 die gleichen akkuraten Ergebnisse. Aus der Isotropie des Materi-
als ergibt sich eine leichte Schiefstellung des Zuschnitts, die später im verformten Zustand
die anisotrope Spannungsverteilung hervorruft. Die dabei auftretenden Verzerrungen sind
entsprechend dem Gültigkeitsbereich des Materialgesetzes noch gering.

Als Nächstes wird die Zuschnittsermittlung für ein Ogden-Material durchgeführt. Die Ma-
terialkenngrößen αi = {1, 3; 5, 0; −2, 0} µi = {6, 3; 0, 012; −0, 1} entstammen [Hol04].
Auch dieses Materialgesetz ist isotrop, jedoch können damit nichtlineare Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen beschrieben werden, was auch an der Form des Schnittmusters er-
kennbar wird. Die Schiefstellung ist in diesem Fall ausgeprägter als für das linear-elastische
St. Venant-Kirchhoff-Material: Dies ist darauf zurückzuführen, dass infolge der abnehmen-
den Steifigkeit für hohe Spannungen das Material mehr gedehnt werden muss, um den
höheren Vorspannwert zu erreichen. In Richtung der niedrigeren Vorspannung genügen
kleinere Dehnungen.

Den Abschluss bildet ein textiles Gewebe, dessen orthotropes Materialverhalten mit dem
Münsch-Reinhardt-Material modelliert wird (fiktive Materialwerte: Ek = 100; Es = 50;
µks = 0, 3; G = 10). Für eine Ausrichtung der Fasern entlang den globalen Achsen er-
gibt sich das leicht verzerrte Schnittmuster, das in der Mitte der Abbildung zu sehen ist.
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Abbildung 4.25: Einfluss der Materialeigenschaften auf den Zuschnitt.

Richtet man hingegen die Fasern nach den Vorspannrichtungen aus, erhält man für die
gewählte Konstellation aus Vorspannung und Materialeigenschaften ein Zuschnittsmuster,
das keine Verscherungen gegenüber der Endgeometrie aufweist. Da sowohl in Kett- als auch
in Schussrichtung ein identisches Verhältnis von Vorspannung zu Fasersteifigkeit vorliegt,
kann der Zuschnitt allein über Faserstreckungen das gewünschte Vorspannungsniveau er-
reichen, Schubverzerrungen sind dabei nicht notwendig.

Dieses Beispiel zeigt, dass die inverse Zuschnittsermittlung in der Lage ist, den Einfluss na-
hezu beliebiger Materialgesetze bei der Zuschnittsermittlung auf korrekte Weise zu berück-
sichtigen. Voraussetzung ist lediglich, dass eine eindeutige absolute Spannungs-Dehnungs-
Beziehung durch das verwendete Materialmodell gegeben ist. Der Einsatz eines pfadab-
hängigen Materialgesetzes erscheint auch wenig sinnvoll angesichts der Tatsache, dass im
Rahmen der Zuschnittsermittlung nur die verformte Geometrie gegeben ist, nicht jedoch
die komplette Geschichte ihres Deformationsprozesses. Für die Zuschnittsermittlung ist es
somit von essentieller Bedeutung, dass man allein aus den zwei Zuständen „Zuschnitt“ und
„verformte Geometrie“ auf die Spannungen in der Struktur schließen kann.
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ZUSAMMENFASSUNG. Die Zuschnittsermittlung von vorgespannten Flächentragwer-
ken erfolgt in zwei getrennten Phasen: Zunächst wird die räumliche Struktur anhand von
Schnittlinien in Bereiche eingeteilt, für die später die einzelnen Zuschnittsmuster indivi-
duell bestimmt werden. Die entwerfende Person muss hierbei die Art der Schnittlinien (z. B.
geodätische Linien) und die notwendigen Parameter (z. B. Start- und Endpunkte) gene-
rell von Hand festlegen, bevor die Geometrieanpassung numerisch erfolgen kann. Obwohl
die Schnittlinienbestimmung eine rein geometrische Aufgabe darstellt, können mechani-
sche Analogien als Lösungsansatz verwendet werden (z. B. Geradeziehen eines Seiles in der
Membranfläche).

Die eigentliche Zuschnittsberechnung erfolgt anschließend: Da Membrankonstruktionen
einen großen Zusammenhang zwischen Kraft und Form aufweisen, sollte der Zuschnitt
unter der Vorgabe bestimmt werden, dass der Spannungszustand in der realen Struktur
bestmöglich mit der Vorgabe übereinstimmen muss. Geometrische Verebnungsmethoden
können dies nicht garantieren, so dass kontinuumsmechanische Verfahren zu bevorzugen
sind, da diese die Material- und Vorspanneigenschaften gezielt in die Berechnung integrie-
ren können. Die Zielspannungen werden jedoch generell nie exakt eingehalten werden, da
beim Herstellungsprozess stets Zusatzspannungen infolge der doppelten Verkrümmung
der ebenen Werkstoffbahnen auftreten. Bei antiklastischen Tragwerken sind Spannungs-
spitzen an den Rändern zu erwarten, bei synklastischen Konstruktionen ist die Bahnmit-
te erhöhten Spannungen ausgesetzt. Die vorgestellten Zuschnittsverfahren durch „Inverse
engineering“ sind in der Lage, diesen Effekt infolge der Nicht-Abwickelbarkeit schon bei
der Zuschnittsberechnung zu berücksichtigen: Durch die verwendete kontinuumsmecha-
nisch korrekte Beschreibung können kompensierte und unkompensierte Schnittmuster er-
zeugt, die ein Minimum an Spannungsabweichung vom Sollzustand aufweisen.
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Kapitel 5

Strukturanalyse

Im nachfolgenden Kapitel werden die Besonderheiten näher beleuchtet, die es bei der nume-
rischen Strukturanalyse leichter Flächentragwerke zu berücksichtigen gilt. Zunächst wird
ein Überblick über Modellierungsverfahren, basierend auf der Finite-Elemente-Technologie,
gegeben, die eine realitätsnahe Simulation des Verhaltens vorgespannter Tragwerke unter
Last ermöglichen. Dabei wird auch auf Grundlagen eingegangen wie z. B. der Formulie-
rung eines nichtlinearen finiten Membranelements für statische Analysen.

Das Hauptaugenmerk des Kapitels liegt jedoch nicht auf einer Beschreibung der „klassi-
schen“ Strukturanalyse. Es soll vielmehr eine integrale Strukturanalyse vorgestellt werden,
die in der Lage ist, sowohl Elemente der Formfindung als auch Ergebnisse der Zuschnittser-
mittlung in die Berechnungsprozedur zu integrieren. Durch Kombination von Formfindung
und Strukturanalyse lassen sich einerseits durch den Einsatz elastischer Strukturelemente
anderweitig nicht lösbare Formfindungsprobleme effektiv stabilisieren, andererseits kön-
nen durch die Verwendung von Formfindungselementen bei einer Strukturanalyse komple-
xe Aufbauvorgänge simuliert werden (siehe Abschnitt 5.3). Ist eine detaillierte Analyse der
Spannungsverteilung in einer Membranstruktur erforderlich, kann die Akkuratheit der nu-
merischen Berechnung durch Verwendung des Zuschnitts als wahre Referenzkonfiguration
gesteigert werden. Diese in Abschnitt 5.4 aufgezeigte, kontinuumsmechanisch korrekte Mo-
dellierung kann auch dazu verwendet werden, um neben einer reinen Vorspannung auch
planmäßige Biegezustände in einer Struktur zu beschreiben. Die Vorgehensweise wird an
einem Beispiel in Abschnitt 5.4.1 verdeutlicht.

5.1 Überblick

Um zu überprüfen, ob ein geplantes Flächentragwerk den späteren realen Anforderungen
der Praxis genügt, werden an seinem mechanischen Modell Strukturanalysen durchgeführt.
Es gilt z. B. nachzuweisen, dass in den einzelnen Strukturelementen bestimmte Spannungs-
grenzwerte bei statischen oder dynamischen Belastungen nicht überschritten werden. Wer-
den die gegebenen Grenzwerte nicht eingehalten, müssen Modifikationen des Tragwerks
durchgeführt werden, um spätere Schäden weitestgehend auszuschließen (z. B. Änderun-
gen der Geometrie und/oder der Werkstoffe) [Wak04, BFD04].
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Als wichtigstes Hilfsmittel für die Strukturanalyse hat sich in den letzten Jahrzehnten die
Methode der finiten Elemente etabliert [Hug00, ZTZ05]. Dieses universell einsetzbare Ver-
fahren wurde durch eine Vielzahl an Forschungsarbeiten an die Belange des Membranbaus
angepasst, wodurch sich das mechanische Verhalten nahezu beliebig komplexer Strukturen
modellieren lässt. Als roter Faden zieht sich die Notwendigkeit einer geometrisch nichtli-
nearen Formulierung der Kinematik durch beinahe alle Arbeiten, da aufgrund der extremen
Schlankheit der Konstruktionen generell große Verformungen zu erwarten sind [BFD04].
Auf dieser Basis wurde die Elementformulierung je nach auftretender Problemstellung in
den unterschiedlichen Forschungsgebieten vorangetrieben.

Den Ausgangspunkt aller Weiterentwicklungen bildet generell das Membranelement zur
statischen Analyse. Dieses lässt sich entweder direkt für einen speziellen Elementtypus ent-
wickeln (z. B. für lineare Dreieckselemente in [NB04, RLVO05, Gil06, GB06]) oder kann auf
kontinuumsmechanische Weise aus einem elastischen Kontinuum durch Anwendung der
Modellannahmen hergeleitet werden [BWBR04]. Bei letzterer Herangehensweise können
nahezu beliebige Diskretisierungstechniken angewandt werden, wodurch sich problemlos
Elemente mit höherwertigen Ansatzfunktionen oder auch isogeometrische Elemente, basie-
rend auf NURBS, formulieren lassen (siehe [HCB05]). Sollen auch dynamische Effekte in die
Strukturanalyse miteinbezogen werden, ist zusätzlich zur Steifigkeitsmatrix des Elements,
eine Massen- und evtl. eine Dämpfungsmatrix zu bestimmen. Für weiterführende Informa-
tionen zur dynamischen Analyse von Membrantragwerken sei auf [Wüc07] verwiesen.

Neben der reinen Elementtechnologie stellt die Weiterentwicklung konstitutiver Bezie-
hungen ein wichtiges Forschungsgebiet dar. Einerseits gilt es, geeignete Materialgesetze
für Membranwerkstoffe unter kleinen und großen Dehnungen zu entwickeln (siehe u. a.
[Mor05, BG04, Min06]), andererseits werden intensive Bemühungen betätigt, die Faltenbil-
dung von Membranen in adäquater Weise zu modellieren [Zie01, ZWB03, RLVO05, JWB08].

Ebenso wichtig wie eine akkurate Beschreibung des mechanischen Verhaltens der Struk-
tur ist eine möglichst exakte Kenntnis der angreifenden Kräfte [Wak04]. Da gerade Mem-
brantragwerke eine große Kopplung zwischen Form und äußerer Last aufweisen, ist hier
die Windbelastung von besonderem Interesse: Im Forschungsgebiet der Fluid-Struktur-
Interaktion werden Verfahren entwickelt, die die gegenseitige Wechselwirkung zwischen
der turbulenten Windanströmung und dem sich dadurch bewegenden Bauwerk erfassen
können [Wüc07, WKB07, WKB08].

Wie dieser kurze und selbstverständlich alles andere als vollständige Überblick verdeut-
licht, stellt die Strukturanalyse von Membrantragwerken ein weiterhin hochaktuelles For-
schungsgebiet dar, das sich zwangsläufig nicht erschöpfend in einer einzigen Arbeit disku-
tieren lässt. In den nachfolgenden Abschnitten sollen auch keine reinen Weiterentwicklun-
gen der Strukturanalyse an sich vorgestellt werden, sondern es wird vielmehr eine integra-
le Betrachtungsweise der Strukturanalyse propagiert, die durch Kombination mit Formfin-
dung bzw. Zuschnittsberechnung entsteht.
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5.2 Elementformulierungen

Die gängigste Weise, nichtlineare Elemente für statische Analysen zu formulieren, geschieht
mit der sogenannten Total Lagrangeschen Betrachtungsweise. Dies bedeutet, dass als Bezugs-
konfiguration für die Berechnung stets die unverformte Referenzkonfiguration verwendet
wird [Hol04]. Dementsprechend müssen alle kontinuumsmechanischen Größen in ihrer ma-
teriellen Darstellung vorliegen, die Integration der Systemmatrizen erfolgt ebenfalls über
die Ausgangskonfiguration. Nachfolgend werden die Tangentensteifigkeitsmatrix und der
Vektor der Ungleichgewichtskräfte exemplarisch für statische Membran- und Seilelemente
hergeleitet.

5.2.1 Membranelement

Den Ausgangspunkt der Elementformulierung für das Membranelement bildet die innere
virtuelle Arbeitsgleichung (2.104) in ihrer materiellen Darstellung. Den Vektor der Ungleich-
gewichtskräfte Rmem

r bzgl. der Freiheitsgrade ur erhält man durch Linearisierung der ersten
Variation der inneren Arbeit [BL06b]:

Rmem
r = H

∫

A

(

S :
∂E
∂ur

)

dA (5.1)

S bezeichnet den PK2-Spannungstensor der Struktur, E den Green-Lagrangeschen Deh-
nungstensor. Die Integration erfolgt über die unverformte Mittelfläche der Membran, die
den Flächeninhalt A besitzt. Die Querschnittshöhe H des Membranwerkstoffs im unver-
formten Zustand geht als konstanter Faktor in Gleichung (5.1) ein.

Die Tangentensteifigkeitsmatrix Kmem
rs stellt die Sensitivität der Ungleichgewichtskräfte in

Richtung der Freiheitsgrade ur bzgl. infinitesimaler Verschiebungen an den Freiheitsgraden
us dar. Folglich ergibt sie sich durch Differentiation der Gleichung (5.1) nach den Freiheits-
graden us:

Kmem
rs =

∂Rmem
r

∂us
= H

∫

A

(
∂S
∂us

:
∂E
∂ur

+ S :
∂2E

∂ur∂us

)

dA (5.2)

Es ist wichtig zu verstehen, dass sich alle Freiheitsgrade auf die verformte Geometrie bezie-
hen. So wirken die Ungleichsgewichtskräfte auf der aktuellen Konfiguration, obwohl sie
aufgrund der materiellen Formulierung in der Referenzkonfiguration berechnet wurden.
Ebenso spiegelt die Steifigkeitsmatrix die Änderungsrate dieser räumlichen Kräfte für Än-
derungen der verformten Geometrie wider.

Besondere Aufmerksamkeit ist darüberhinaus bei den Gleichungen (5.1) und (5.2) der Defi-
nition des PK2-Spannungstensors S zu schenken. Werden gemäß der erweiterten kontinu-
umsmechanischen Betrachtungsweise aus Abschnitt 2.3.1 die zugeschnittenen Membran-
bahnen als Referenzkonfiguration verwendet, beinhalten die PK2-Spannungen lediglich die
durch Verformung entstandenen elastischen Spannungsanteile (S = Sel). Benützt man je-
doch vereinfachend die ideal vorgespannte, räumliche Konfiguration als Referenzsystem,
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setzt sich die absolute Spannung aus zwei Anteilen zusammen: Zusätzlich zu den elasti-
schen Spannungen Sel muss nun auch der Vorspannzustand Sps berücksichtigt werden, der
den Modellannahmen zufolge schon in der Referenzkonfiguration herrscht (die Abkürzung
„ps“ entstammt dem englischen Wort prestress):

S = Sel + Sps (5.3)

Dabei gilt es jedoch, die kontinuumsmechanische Definition der Vorspannung zu klären:
Man muss sich bewusst machen, dass die Einführung der Vorspannung ein Kunstgriff ist,
der aufgrund des Wechsels der Referenzkonfiguration erforderlich wird. Kontinuumsme-
chanisch korrekt wäre es, die kompensierten Zuschnittsbahnen als unverformte Konfigu-
ration zu verwenden, da deren elastische Verformungen beim Zusammenbau zum Ge-
samttragwerk die eigentliche Vorspannung erzeugen. Wird aber anstelle des Zuschnitts die
zusammengefügte, räumliche Geometrie als Referenzkonfiguration gesetzt, müssen die in
der Realität elastischen Spannungen als intrinsische Vorspannung uminterpretiert werden.
Gleichzeitig werden die elastischen Spannungen und Dehnungen dieser Konfiguration „auf
Null“ zurückgesetzt.

Möchte man nun, dass der Vorspannzustand unabhängig zukünftiger Dehnungen ist, müs-
sen die Vorspannungen als Cauchy-Spannungen σps definiert werden. Die zugehörigen
PK2-Größen der Vorspannungen ergeben sich aus einer Pull-Back-Operation gemäß Glei-
chung (2.69). Der Nachteil dieser Formulierung besteht jedoch darin, dass die als Rechen-
größe dienenden PK2-Vorspannungen nicht mehr unabhängig von den Knotenverschiebun-
gen des Elements sind. Aufgrund dessen muss auch deren Ableitung bei der Elementstei-
figkeitsmatrix berücksichtigt werden:

∂SCauchy
ps

∂us
=

∂

∂us
(det F F−1 · σps

︸︷︷︸

=konst.

· F−T) 6= 0 (5.4)

Definiert man hingegen die Vorspannung als PK2-Spannung, ändern sich zwar die physi-
kalischen Vorspannungswerte bei auftretenden Deformationen, die Berechnung der Steifig-
keitsmatrix vereinfacht sich aber, da in diesem Fall die Ableitung entfällt:

∂SPK2
ps

∂us
=

∂

∂us
( Sps
︸︷︷︸

=konst.

) = 0 (5.5)

Bei kleinen auftretenden Dehnungen ist der Unterschied zwischen beiden beschriebenen
Varianten vernachlässigbar, weswegen die zweite Formulierung mit PK2-Spannungen auf-
grund des verringerten Berechnungsaufwands zu bevorzugen ist. Werden jedoch große
Dehnungen erwartet, empfiehlt es sich, die Vorspannung als „wahre“ Cauchy-Spannung
zu definieren.

Die aufgezeigte Formulierung lässt sich auf beliebige Diskretisierungen anwenden. Die not-
wendigen Zwischenschritte zur Integration der Gleichungen (5.1) und (5.2) können Kapi-
tel 2 entnommen werden.
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5.2.2 Seilelement

Die Systemmatrizen für ein elastisches Seilelement zur statischen Analyse lassen sich ana-
log zu der Membranformulierung herleiten. Werden zudem lineare Ansatzfunktionen zur
Beschreibung der Geometrie und der Verschiebungen gewählt, lässt sich der Residualvektor
Rseil

r für ein linear-elastisches Materialverhalten explizit wie folgt schreiben:

Rseil
r =

1
2

EA
L3

(
l2 − L2) l l,r +







σps A l,r falls σps = konst.

Sps
A
L

l l,r falls Sps = konst.
(5.6)

Mit L bzw l wird die unverformte bzw. verformte Länge des linearen Seilelements bezeich-
net. l, r beschreibt die Ableitung der verformten Seillänge bzgl. einer Änderung der Seil-
geometrie am Freiheitsgrad ur. Die linear-elastische Dehnsteifigkeit des Seiles ist mit dem
Wert EA gegeben, der sich aus dem Elasitzitätsmodul E des Materials und dem unver-
formten Seilquerschnitt A zusammensetzt. Für den Anteil der Knotenkräfte aus einer evtl.
Seilvorspannung wird erneut eine Unterscheidung vorgenommen, ob die Vorspannung als
Cauchy-Spannung σps oder PK2-Spannung Sps interpretiert werden soll.

Die zugehörige Tangentensteifigkeitsmatrix Kseil
rs lautet gemäß Gleichung (2.124):

Kseil
rs =

EA
L3

[

(l l,r) (l l,s) +
1
2

(
l2 − L2) (l,r l,s + l l,rs)

]

+







σps A l,rs falls σps = konst.

Sps
A
L

(l,r l,s + l l,rs) falls Sps = konst.

(5.7)

5.3 Kombination Formfindung - Strukturanalyse

Werden für die Strukturanalyse entwickelte finite Elemente mit finiten Elementen zur Form-
findung kombiniert, ergibt sich eine Vielzahl möglicher Einsatzmöglichkeiten, wie an den
nachfolgenden Beispielen aus Formfindung bzw. statischer Analyse ersichtlich wird. Man
erhält dadurch die Möglichkeit, den Strukturelementen entweder materielle Eigenschaften
(wie z. B. Materialsteifigkeit und unverformte Länge) oder entmaterialisierte Spannungs-
werte zuzuweisen. Der Gesamtcharakter der numerischen Berechnung hängt vom jeweili-
gen „Mischungsverhältnis“ ab: In den Abschnitten 5.3.1 und 5.3.2 dominiert die Formfin-
dung, die elastischen Elemente werden für die Stabilisierung der Berechnung benötigt. In
den beiden abschließenden Beispielen (Abschnitt 5.3.3 bzw. 5.3.4) überwiegt die Struktur-
analyse, die Formfindungselemente stellen hierbei die treibende Kraft des Deformations-
prozesses dar.

Von numerisch-mechanischer Seite betrachtet ergeben sich bei einer Kombination von
Formfindung und Strukturanalyse keine großen Hindernisse. Es muss einzig allein auf
das Mitziehen der Referenzkonfiguration bei den Formfindungselementen geachtet wer-
den: Im Gegensatz zu den Elementen für die Strukturanalyse mit ihrer Total-Lagrangeschen
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Abbildung 5.1: Formfindung einer Membran mit Seilschlaufe.

Beschreibung muss bei den Formfindungselementen in jedem neuen Lastschritt (nicht je-
doch während der Gleichgewichtsiteration) ein Update der Referenzkonfiguration vollzo-
gen werden (siehe Abschnitt 3.3.2). Diese Mischung aus Total-Lagrangescher und Updated-
Lagrangescher Herangehensweise lässt sich beispielsweise durch Vorhaltung getrennter
Listen mit den Knotenpositionen der beiden unterschiedlichen Referenzkonfigurationen be-
werkstelligen.

5.3.1 Membran mit Seilschlaufe

Wie in Abschnitt 3.2.3 verdeutlicht wurde, gelingt die Formfindung einer Membran mit
Augseil nicht über die Vorgabe von Seilkräften, da der gesuchte Gleichgewichtszustand ei-
nem Maximum der potentiellen Energie entspricht und somit instabil ist. Wird das Augseil
hingegen mit elastischen Seilelementen modelliert, kann eine Stabilisierung der Berechnung
erreicht werden.

Als Beispiel hierfür ist in Abbildung 5.1 die Formfindung einer Membran mit Seilschlau-
fe dargestellt. Ähnliche Strukturen wurden intensiv von Frei Otto untersucht und kamen
beispielsweise beim Bau des Instituts für leichte Flächentragwerke der Universität Stuttgart
und bei dem Entwurf des neuen Stuttgarter Hauptbahnhofs zum Einsatz [OR96, BBB05].
Bei der Formfindungsberechnung wurden die Randseile sowie die isotrop vorgespannte
Membran mit Formfindungselementen modelliert, für die Seilschlaufe kamen die in Ab-
schnitt 5.2.2 beschriebenen elastischen Seilelemente zum Einsatz. Aufgrund ihrer Total-
Lagrangeschen Formulierung ist darauf zu achten, dass schon bei der Startgeometrie der
Formfindung die Seilschlaufe die gewünschte Länge besitzt, da bei Verwendung realisti-
scher Steifigkeiten generell nur geringe Seildehnungen im Zuge der Formfindung zu er-
warten sind. Die Ausgangsgeometrie der Formfindungselemente hingegen darf beliebig
gewählt werden, jedoch muss sie mit den Randbedingungen kompatibel sein. Eine Ände-
rung ihrer Referenzgeometrie beeinflusst somit nicht das Endergebnis, sondern lediglich die
Anzahl der durchzuführenden Formfindungsschritte. Die gewählte Ausgangsgeometrie für
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die mit Strukturelementen kombinierte Formfindungsberechnung ist auf der linken Seite
der Abbildung 5.1 zu sehen, die Gleichgewichtsgeometrie ist auf der rechten Seite dersel-
ben Grafik abgebildet.

5.3.2 Bat-Sail

Das zweite Beispiel einer Formfindung mit elastischen Elementen ist ein interessantes Pro-
jekt, das von Robert Off am Institut für Membran- und Schalentechnologien e. V. initiiert
wurde [Off07]. Den Ausgangspunkt für die Entwicklung des Bat-Sails bildeten Überlegun-
gen, wie die überdachte Fläche eines Vierpunktsegels zu erhöhen sei. Um den Flächenver-
lust durch die konkav geformten Randseile zu verringern, wurden innerhalb der Membran
dünne Stäbe mit Biegesteifigkeit eingenäht, die näherungsweise parallel zu den Haupt-
krümmungsrichtungen liegen und jeweils von Randseilen begrenzt werden. Diese werden
dabei von den Stäben nach außen gedrückt, so dass sich die Membranfläche vergrößert. Da
die entstehende charakteristische Form des Tragwerks an die Flügel einer Fledermaus erin-
nert (siehe Abbildung 5.2), wurde die Struktur gemäß der englischen Übersetzung Bat-Sail
genannt.

Um eine physikalisch sinnvolle Form des Tragwerks zu entwickeln, wurde eine Formfin-
dungsberechnung durchgeführt, bei der einerseits die gewünschten Spannungen in der
Membran und den Randseilen, andererseits die Referenzgeometrie und die Materialeigen-
schaften der elastischen Stäbe vorgegeben waren. Folglich wurden für die Membran und die
Randseile jeweils Formfindungselemente verwendet, die beiden elastischen Stäbe wurden
mit dünnen Balkenelementen modelliert, da sie planmäßig Druck und Biegung aufnehmen
müssen. In der hier durchgeführten Berechnung kamen als Ersatz für die Balkenelemen-
te rotationsfreie Kirchhoff-Schalenelemente zum Einsatz (für die Elementformulierung sie-
he [LWB07, LB08]). Dies brachte den Vorteil, dass die Kopplung mit den Membran- und
Seilelementen problemlos vonstatten ging, da alle Elementtypen nur über Verschiebungs-
freiheitsgrade verfügen. Selbstverständlich könnte die Berechnung auch mit nichtlinearen
Balkenelementen durchgeführt werden. Hierbei müssten jedoch die Torsionsfreiheitsgrade
in geeigneter Weise festgehalten werden, um ein kinematisches System zu verhindern.

Abbildung 5.2: Schematische Skizze einer Fledermaus.
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Abbildung 5.3: Formfindung eines Bat-Sails.

Die Start- und Endgeometrie der Formfindung ist in Abbildung 5.3 auf der linken bzw.
rechten Seite zu sehen. Wie ersichtlich wird, ist es erforderlich, die elastischen Stäbe „zu
groß“ in das eigentliche Vierpunktsegel einzubauen, da hierdurch die Randseile „ausein-
andergedrückt“ werden und somit eine Vergrößerung der überdachten Fläche entsteht. Die
resultierende Fläche stellt die Gleichgewichtsgeometrie für die Kombination aus gegebenen
Vorspannungen der Membran und Randseile und den elastischen Spannungen der dünnen
Stäbe dar, die durch die Verformungen im Laufe der Formfindung entstanden sind.

Soll in einem nachfolgenden Schritt eine reine Strukturanalyse des resultierenden Tragwerks
durchgeführt werden, müssen die bereits im System vorhandenen Spannungen in geeigne-
ter Weise in die neue Berechnung miteinbezogen werden. Dabei muss v. a. den dünnen
Stäben Beachtung geschenkt werden, da in diesen neben reinen Druckspannungen auch
planmäßig Biegespannungen wirken. Eine mögliche Vorgehensweise für das Beispiel des
Bat-Sails wird in Abschnitt 5.4 vorgestellt.

5.3.3 Tensegrity

„Kleine Inseln aus Druck in einem Meer von Zug“ [Gen02, BM01], so beschrieb Richard
Buckminster Full die Tensegrity-Strukturen, die von ihm in Zusammenarbeit mit Ken-
neth Snelson entwickelt und sogar patentiert wurden [Ful62, Pug76]. Diese spektakulären
Strukturen zeichnen sich in ihrer Grundform durch eine kontinuierliche Anordnung von
Zuggliedern aus, die durch diskontinuierlich angeordnete Druckglieder gestützt werden
[BM01, Gen02].

Da sie den Membrankonstruktionen ähnlich eine starke Kopplung zwischen Kraft und Geo-
metrie aufweisen, muss die Tragwerksform von Tensegrity-Strukturen mittels einer Form-
findungsprozedur bestimmt werden. Als Beispiel hierfür sei die Formfindung sogenannter
Twistelemente [Gen02] (auch bekannt als zylindrische Tensegrity-Strukturen [EBM05]) auf-
geführt: Ihre Grundform besteht aus gegenüberliegenden regelmäßigen Polygonen, die um
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Vor Formfindung

Nach Formfindung

Abbildung 5.4: Formfindung von Tensegrity-Strukturen.

einen bestimmten Twist- bzw. Drehwinkel zueinander verdreht sind (siehe Abbildung 5.4).
Führt man nun erste Formfindungsversuche mit der Kraftdichtemethode bzw. Updated Re-
ference Strategy durch, bei denen man die Kräfte in allen Strukturelementen beliebig vor-
gibt, wird man schnell feststellen, dass, ausgehend von einer topologisch korrekten, statisch
bestimmt gelagerten Startgeometrie, die Struktur im Laufe der Berechnung mit nahezu hun-
dertprozentiger Sicherheit kollabiert. Dies ist darauf zurückzuführen, dass zum Erhalt einer
stabilen Lösung die Seil- und Stabkräfte nicht unabhängig voneinander gewählt werden
dürfen. Vielmehr darf man nur die Kraft in einem einzigen Typus der Strukturelemente (ho-
rizontale Seile, vertikale Seile oder Druckstützen) vorgeben, die anderen Kräfte müssen für
den Erhalt einer stabilen Struktur entsprechend angepasst werden.

Eine Stabilisierung des Formfindungsprozesses kann erreicht werden, indem man genau ei-
ne Elementgruppe der zylindrischen Tensegrity-Struktur mit Formfindungselementen nach
Abschnitt 3.3.2 modelliert und ihnen somit eine bestimmte Zug- bzw. Druckkraft zuweist.
Das restliche Tragwerk setzt sich aus elastischen Stabelementen nach Abschnitt 5.2.2 zu-
sammen [Hol08]. Führt man nun eine kombinierte Formfindung/Strukturanalyse durch,
stellen die Formfindungselemente bildlich gesprochen Aktuatoren dar [Paw06], die die rest-
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liche Struktur elastisch verformen und somit in die Gleichgewichtslage bringen. Der Form-
findungsprozess kann somit auch als Simulation eines realen Aufbauprozesses betrachtet
werden: Man baut einen Teil der Struktur spannungsfrei zusammen (d. h. die elastischen
Bauteile) und bringt anschließend über die Formfindungselemente die nötige Vorspannung
ins System. Der Übergang zwischen Formfindung und Strukturanalyse ist in diesem Fall
fließend.

In Abbildung 5.4 sind sowohl die Startgeometrien für ein- und zweilagige Twistelemente
als auch ihre Gleichgewichtsformen nach Formfindung dargestellt. Interessanterweise stellt
sich bei Tensegrity-Strukturen mit dreieckigen Grundflächen („Tripod“ oder auch „Triplex“
genannt) unabhängig der Höhe stets ein Verdrehwinkel von 30° ein, bei einer viereckigen
Grundfläche („Quadpod“ bzw. „Quadruplex“) beträgt der Winkel 45°. Diese Erkenntnis
stimmt auch mit den analytischen Lösungen aus der Literatur überein [CCS92, Est07].

5.3.4 Unterspannte Membranstruktur

Das letzte Beispiel für eine Kombination aus Formfindung und Strukturanalyse beschäftigt
sich mit der Analyse einer unterspannten Membranstruktur, die der Topologie nach einer
Geiger-Kuppel (englisch: „Geiger dome“) entspricht. Diese signifikante Konstruktionsweise
geht auf David H. Geiger zurück [Gei88] und kann als eine Art Speichenradkonstruktion be-
trachtet werden [BMS03]. Als Raumabschluss kommt auf der tragenden Unterkonstruktion
in Tensegrity-Bauweise eine Membranhülle zum Einsatz [Gen02].

Ähnlich wie bei Tensegrity-Strukturen (siehe Abschnitt 5.3.3) führt auch bei der Geiger-
Kuppel eine reine Formfindung unter Spannungsvorgabe aufgrund der dabei generell ent-
stehenden Widersprüchlichkeiten zu keinen sinnvollen Ergebnissen. Die Formfindung muss
erneut als eine Art Montagevorgang simuliert werden: Bei dem in Abbildung 5.5 dargestell-
ten konkreten Beispiel wird die Tensegrity-Unterkonstruktion mit Ausnahme der Ring- und
Randseile mit elastischen Stabelementen modelliert. Das Aufrichten der Struktur geschieht
durch die ins System eingebrachte Vorspannung aus den mit Formfindungselementen dis-
kretisierten Ringseilen. Gleichzeitig werden auch die Membranfläche und die Randseile mit
Formfindungselementen diskretisiert, was einem stetigen Nachjustieren der Vorspannung
in den jeweiligen Elementen entspricht. Die beschriebene Vorgehensweise erweist sich bei
der numerischen Berechnung als äußerst stabil und führt bei geeigneter Wahl der System-
größen auch stets zu physikalisch sinnvollen Lösungen, wie am Endergebnis der Formfin-
dungsberechnung in Abbildung 5.5 gesehen werden kann.
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Vor Formfindung

Nach Formfindung

Querschnitt

3D-Ansicht

Querschnitt

3D-Ansicht

Abbildung 5.5: Formfindung einer unterspannten Membranstruktur („Geiger-Kuppel“).
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5.4 Kombination Zuschnitt - Strukturanalyse

Wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben wurde, wird in einem konventionellen Entwurfspro-
zess der Einfluss des Zuschnitts bei der Strukturanalyse generell vernachlässigt. Bei stark
gekrümmten Flächen und/oder dem Einsatz besonders schubsteifer Materialien wie z. B.
ETFE-Folien kann diese Annahme jedoch zu nicht unerheblichen Abweichungen der nume-
rischen Berechnungsergebnisse im Vergleich zu den realen Werten führen. Sollen in diesen
Fällen akkurate Spannungsverteilungen ermittelt werden, um z. B. die Orte möglicher Fal-
tenbildung näher zu charakterisieren, ist es entscheidend, das Tragwerk so detailliert wie
möglich zu modellieren. Hierzu trägt bei, dass Informationen aus einer evtl. bereits durch-
geführten Zuschnittsberechnung schon bei der Strukturanalyse berücksichtigt werden. Da-
durch kann mit der Zuschnittsgeometrie die nach kontinuumsmechanischer Betrachtungs-
weise „wahre“ Referenzgeometrie für die numerische Berechnung verwendet werden, was
den Kunstgriff der Einführung einer Vorspannung bei der Modellbildung erübrigt.

Selbstverständlich lässt sich das Prinzip, die Zuschnittsbahnen als korrekte Referenzkon-
figuration für die Spannungs- und Dehnungsberechnung von Membranbauteilen zu ver-
wenden, auch auf alle anderen Strukturelemente wie z. B. Seile und Balken übertragen.
Dabei beschreibt ein verallgemeinerter Zuschnittsbegriff die Geometrie des Bauteils, die es
vor Einbau in die Gesamtstruktur besitzt. Betrachtet man nun alle einzelnen Bauteile einer
Struktur, wird man feststellen, dass diese in ihrer spannungsfreien Ausgangsform zuein-
ander generell geometrisch nicht kompatibel sind. Dies ist jedoch gewünscht, da dadurch
beim Zusammenbau der Gesamtstruktur die gewünschte Vorspannung erzeugt wird, die
kontinuumsmechanisch als Eigenspannungszustand interpretiert werden kann.

Numerisch lässt sich eine Strukturanalyse unter Berücksichtigung des Zuschnitts wie folgt
umsetzen: Als Ausgangsgeometrie für die Gleichgewichtsiteration bietet es sich an, das FE-
Netz der Gesamtstruktur zu verwenden, das das Endprodukt der Formfindung darstellt
und zur Berechnung des Zuschnitts verwendet wurde. Dabei ist es wichtig zu verstehen,
dass es sich hierbei lediglich um eine Zwischenkonfiguration handelt, die aus dem Zusam-
menfügen der wahren Referenzkonfiguration, d. h. der Zuschnitte, entstanden ist. Das ei-
gentliche Zusammenfügen wird jedoch nicht numerisch simuliert, sondern liegt gedanklich
„vor der Zeit“, bei der die numerische Berechnung startet. Die verformte Zwischenkonfi-
guration kann zwar evtl. dazu verwendet werden, äußere Flächenlasten wie Schnee oder
vereinfachte Windlasten zu bestimmen, jedoch stellen die kontinuumsmechanisch signifi-
kanten Konfigurationen für die Spannungs- und Dehnungsberechnung der Zuschnitt und
die jeweils aktuelle verformte Fläche unter Last dar [LWB08]. Für eine illustrative Darstel-
lung der Konfigurationen sei auf Abbildung 2.15 verwiesen.

Da bei den verwendeten Elementen mit Total-Lagrangescher Formulierung alle mechani-
sche Größen sich auf die Referenzkonfiguration beziehen, ist es nötig, zusätzlich zum Ge-
samtnetz für jedes einzelne Bauteil ein eigenes FE-Netz mit seiner unverformten Geometrie
vorzuhalten, das topologisch mit dem zugehörigen Teil des Gesamtnetzes übereinstimmt.
Die Elementnummerierung kann bei dem Zuschnittsnetz identisch zum Gesamtnetz sein,
bei der Knotennummerierung sind jedoch Abweichungen erforderlich: Dies wird durch die
geometrische Inkompatibilität der Zuschnitte verursacht, die an den Verbindungskanten
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getrennte Knoten für die einzelnen Zuschnittsnetze erforderlich macht, auch wenn diese
bei der Gesamtstruktur miteinander „verschmolzen“ sind. Die räumliche Anordnung der
Zuschnitte untereinander und in Bezug auf das letztendliche Tragwerk ist beliebig, da auf-
grund der gewählten kontinuumsmechanischen Formulierung Starrkörperrotationen und
-verschiebungen keine Spannungen verursachen.

Die Berechnung der Systemmatrizen einer Strukturanalyse findet daraufhin durch Integra-
tion auf dem Zuschnitt statt; die aus der Lösung des Gleichungssystems resultierenden inkre-
mentellen Verschiebungen beziehen sich hingegen auf die zusammengebaute Geometrie.
Dieses vorgestellte Verfahren lässt sich in gleicher Weise sowohl für statische als auch für
dynamische Analysen verwenden. Der Übersichtlichkeit halber werden jedoch im Nachfol-
genden nur statische Beispiele aufgezeigt.

5.4.1 Bat-Sail

Als erstes Beispiel soll eine statische Analyse unter Berücksichtigung des Zuschnitts für
das Bat-Sail durchgeführt werden, dessen Formfindung bereits in Abschnitt 5.3.2 aufgezeigt
wurde. Für die Membran wurde im Vorlauf der Strukturanalyse eine Zuschnittsberechnung
durchgeführt, um die unverformten Geometrien der orthotropen Werkstoffbahnen zu er-
halten. Auch für die vorgespannten Randseile wurde die jeweils benötigte zugeschnittene
Länge durch Rückrechnung aus verformter Länge, gewünschter Vorspannkraft und Dehn-
steifigkeit ermittelt. Die Referenzgeometrie der dünnen, biegebeanspruchten Stäbe wurde
aus der Formfindungsberechnung übernommen, da diese bereits dort elastisch modelliert
wurden. In der linken oberen Ecke von Abbildung 5.6 sind die jeweiligen unverformten
Geometrien X der einzelnen Strukturelemente dargestellt. Ebenso sind die jeweiligen Ma-
terialkennwerte aufgeführt, die jedoch rein approximativen Charakter besitzen, da es sich
bei vorliegendem Beispiel eher um eine qualitative Berechnung als um eine echte statische
Bemessung handelt.

Das Verhalten des Bat-Sails wird nun unter drei verschiedenen Lastfällen untersucht: Zum
Zeitpunkt t = t1 ist die Struktur unbelastet, zu einem späteren Zeitpunkt t = t2 greift eine
Windsogkraft p = 1 auf dem Segel an, der eine Winddruckbelastung p = −1 zum Zeitpunkt
t = t3 folgt (siehe Abbildung 5.6 rechts).

Auch wenn der erste Lastfall ohne Windlast formal dem Formfindungslastfall entspricht,
ergeben sich dennoch Unterschiede: Bei der Formfindung wurde von einer konstanten iso-
tropen Vorspannung σps = 1 in der Membran ausgegangen. Diese lässt sich durch die Zu-
schnittsberechnung aufgrund der doppelten Krümmung der Fläche jedoch nur näherungs-
weise erreichen (siehe Abschnitt 4.2). Folglich stellt auch die Formfindungsgeometrie noch
nicht die Gleichgewichtsgeometrie dar, die sich nach Zusammenfügen des „Baukastens der
Strukturelemente“ ergibt. Da die Geometrieunterschiede aber gering ausfallen, sind nur we-
nige Gleichgewichtsiterationen nötig, um mit einer Finite-Elemente-Berechnung ausgehend
von der Formfindungsgeometrie die gesuchte Gleichgewichtsform x zu bestimmen. Die re-
sultierenden Hauptspannungen σI und σI I in der Membran sind in der Mitte der Grafik
zu sehen. Sichtbar wird erneut die charakteristische Spannungsverteilung, die sich infolge
des Zuschnitts in einer antiklastischen Struktur einstellt: Deutlich sind die leicht erhöhten
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Abbildung 5.6: Statische Analyse eines Bat-Sails.
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Spannungen entlang der Nahtkanten der Zuschnittsbahnen erkennbar, die Spannungen in
Feldmitte liegen, wie es zu erwarten war, unter dem angestrebten Vorspannniveau.

Wird nun das Segel zum Zeitpunkt t = t2 durch Windsog belastet, erfolgt der Hauptlastab-
trag über eine zunehmende Verkrümmung der „kurzen Seite“ der Struktur (siehe unteres
Drittel in Abbildung 4.2). Um akkurate Berechnungsergebnisse zu erhalten, ist es besonders
entscheidend, dass die Verformung der elastischen Stäbe korrekt modelliert wird: Denn die
elastischen Verkrümmungen entstehen nicht bloß aus Verformung der Formfindungsgeo-
metrie bis zum aktuellen Zustand, sondern müssen die gesamte Deformation, ausgehend
von der unbelasteten geraden Zuschnittsgeometrie, enthalten. Dieser Effekt kann nur durch
eine Kombination aus Strukturanalyse und Zuschnitt beschrieben werden und lässt sich
nicht mit einer konventionellen Strukturanalyse abbilden, bei der die Startgeometrie der Ite-
ration zugleich auch die kontinuumsmechanische Referenz darstellt. Die Berücksichtigung
des Zuschnitts bei der Membran ist zwar weniger für das Verhalten der Gesamtstruktur
entscheidend, dennoch können nur damit exakte Prognosen über die Spannungsverteilung
und evtl. Faltenbildungen angestellt werden. Hierbei muss den ausgewiesenen Druckspan-
nungen besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden: Diese haben ihre Ursache in der re-
lativ groben FE-Diskretisierung der Struktur (ca. 1080 Freiheitsgrade, siehe Abbildung 5.3),
die der Membran eine Restdrucksteifigkeit verleiht. Da dies nicht mit der Realität überein-
stimmt, dürfen die berechneten hohen Werte der Druckspannungen in der Membran nicht
als tatsächliche Bemessungsspannungen interpretiert werden. Vielmehr sind sie ein Indiz
für Bereiche, in denen in der Realität Falten auftreten werden. Für eine Verbesserung der
Berechnungsgenauigkeit müssten in diesem Fall Faltenmodelle bei der numerischen Analy-
se verwendet werden [JWB08].

Der letzte Lastfall besteht aus einer Winddrucklast auf dem Tragwerk. Die resultierenden
Verformungen und Membranhauptspannungen zum Zeitpunkt t = t3 können in Abbil-
dung 4.2 am unteren Bildrand gesehen werden. Der Lastabtrag erfolgt in diesem Fall vor-
nehmlich über die „lange Seite“ von Hochpunkt zu Hochpunkt. Erneut ist der Einbezug
der korrekten Referenz der elastischen Stäbe entscheidend: Denn nur so lässt sich die Ab-
nahme der Verkrümmung im Gegensatz zum rein vorgespannten Zustand ohne äußere Last
simulieren. Würde fälschlicherweise die Endgeometrie der Formfindung als Referenzkonfi-
guration verwendet werden, entstünden Zugspannungen an der Stabunterseite. In Realität
bleibt jedoch die Zugzone auf der Staboberseite, auch wenn ihr Betrag infolge des Wind-
drucks abnimmt.

5.4.2 Pneumatisch vorgespanntes Folienkissen

Das letzte Beispiel dieses Kapitels beschäftigt sich mit der statischen Analyse einer pneuma-
tisch vorgespannten Kissenstruktur aus ETFE-Folie (siehe u. a. [LS06, RWSBP06, Mor07a,
Mor07b] für weiterführende Informationen zu dieser Konstruktionsweise). Gerade bei dem
verwendeten isotropen Werkstoff mit seiner relativ hohen Schubsteifigkeit ist es besonders
wichtig, den Zuschnitt bei der statischen Berechnung zu berücksichtigen: Wie bereits in Ab-
bildung 4.5 gezeigt wurde, sind umso ausgeprägtere Spannungsabweichungen infolge der
doppelten Verkrümmung der ebenen Zuschnittsbahnen zu erwarten, je höher die Schub-
steifigkeit eines Materials ist.
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Formfindung

Zuschnitt

Statische Analyse

Startgeometrie für
Gleichgewichtsiteration

Referenz-
konfiguration

L = 6,0

B = 3,0

p0 = 0,4

h = 0,5

σ0 = 0,89

E = 200
= 0,45ν

Lastfall 1:
p = 0,4

Lastfall 2:
p = 2,0 4,120,70 σvonMises

1,640,52 σvonMises

Einheiten
bzgl. [kN, m]

Abbildung 5.7: Entwurfsprozess eines pneumatischen Folienkissens.

Entwurfsprozess. Als konkreter Fall soll ein Folienkissen mit rechteckiger Berandung un-
tersucht werden, dessen Kantenlängen 6,0 [m] bzw. 3,0 [m] betragen (eine ähnliche Auf-
gabenstellung wird auch in [Mor07b] behandelt). Die Geometrie des Kissens wurde entge-
gen der konventionellen Aufgabenstellung einer Formfindung nicht über eine Spannungs-
vorgabe, sondern über ein geometrisches Kriterium bestimmt: Bei einem Nenninnendruck
p0 = 0, 4 [kN/m2] sollte sich in Feldmitte ein Stich von 0,5 [m] einstellen. Die korrespon-
dierende isotrope Membranspannung bzgl. einer ideellen Querschnittshöhe H = h = 1
des Folienwerkstoffs wurde daraufhin in einer iterativen Formfindungsberechnung zu σ0 =

0, 89 [kN/m] bestimmt (siehe Abbildung 5.7 oben).

Für diesen „nicht-materialisierten Gleichgewichtszustand“ [Lin99] wird nun im Schritt der
Zuschnittsberechnung eine materielle Referenzkonfiguration ermittelt, deren Spannungs-
verteilung im verformten Zustand eine bestmögliche Übereinstimmung mit der Sollspan-
nung σ0 aufweist (siehe Abbildung 5.7 Mitte). Dabei soll die Struktur aus vier zugeschnitte-
nen ETFE-Bahnen bestehen, deren Form mit der in Abschnitt 4.5.2 beschriebenen Variante
der Zuschnittsberechnung durch Inverse Engineering bestimmt wird. Als Materialgesetz
für die ETFE-Folie wird das St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz verwendet, dessen Stoff-
parameter in Anlehnung an [Mor07b] zu E = 200 [kN/m] und ν = 0, 45 [-] abgeschätzt
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wurden.

Nach Abschluss dieser „Vorarbeiten“ kann mit der eigentlichen Strukturanalyse begon-
nen werden. Im ersten Lastfall wird untersucht, welche Spannungen sich tatsächlich in
der Membran bei dem Nenninnendruck p = 0, 4 [kN/m2] einstellen. Dazu wird eine geo-
metrisch nichtlineare FE-Berechnung durchgeführt, bei der der Zuschnitt die spannungs-
freie Referenzkonfiguration darstellt, während die Endgeometrie der Formfindung die Aus-
gangsgeometrie für die Gleichgewichtsiteration bildet. Nach Konvergenz ergibt sich eine
Spannungsverteilung, für die exemplarisch der Verlauf der von Mises-Vergleichsspannung
σvonMises in Abbildung 5.7 dargestellt ist. Man erkennt deutlich, dass die Annahme einer kon-
stanten Vorspannung in der Membran nur sehr bedingt zutrifft: An den Rändern sinkt die
von Mises-Spannung bis auf einen Wert von σvonMises,min = 0, 59 [kN/m] ab, in der Feldmitte
der beiden äußeren Zuschnittsbahnen erreicht sie mit σvonMises,max = 1, 64 [kN/m] ihren
Höchstwert. Die eigentlich angestrebte Zielspannung σvonMises,0 = 0, 89 [kN/m] wird somit
von Zusatzspannungen überlagert, deren Ursache die Nicht-Abwickelbarkeit der Geome-
trie des Luftkissens ist.

Im zweiten Lastfall wird der Innendruck auf p = 2, 0 [kN/m2] gesteigert. Gemäß der
Total-Lagrangeschen Formulierung wird weiterhin der Zuschnitt als Referenzkonfigura-
tion verwendet. Die iterative Bestimmung der Gleichgewichtslage könnte erneut von der
Formfindungsgeometrie gestartet werden, es bietet sich jedoch an, die verformte Geometrie
des ersten Lastfalls als Startgeometrie zu verwenden. Da sich diese bereits im Gleichge-
wicht mit den Zusatzspannungen infolge des Zuschnitts befindet, genügen weniger Itera-
tionen zum Erreichen der Konvergenz. Das Endergebnis der statischen Berechnung ist am
unteren Bildrand von Abbildung 5.7 zu sehen. Die Zusatzspannungen infolge der Nicht-
Abwickelbarkeit fallen bei dem erhöhten Innendruck relativ geringer aus, da das gesamte
elastische Spannungsniveau aufgrund der Lasterhöhung gestiegen ist.

Vergleich unterschiedlicher Zuschnittsvarianten. Um den Einfluss des Zuschnitts auf die
Resultate der Strukturanalyse zu verdeutlichen, wird die gleiche statische Berechnung des
Luftkissens für folgende vier Zuschnittsvarianten bzw. Referenzgeometrien durchgeführt:

a) Ideale 3D-Geometrie:
Die aus der Formfindung resultierende Gleichgewichtsgeometrie wird als Referenz-
geometrie verwendet. Man trifft die Annahme, dass die Membran im Ausgangs-
zustand zwar frei von elastischen Spannungen ist, jedoch mit dem exakten Wert
σ0 = 0, 89 [kN/m] intrinsisch vorgespannt ist.

b) Flachzuschnitt:
Es kommt eine rechteckige Zuschnittgeometrie zum Einsatz, deren Umriss deckungs-
gleich mit den geometrischen Randbedingungen ist. Dieser Zuschnitt, der aus meh-
reren Einzelbahnen zusammengesetzt sein kann, berücksichtigt zwar nicht die ge-
wünschte Höhe des Folienkissens, bietet aber aufgrund der stets geraden Kantenfüh-
rung produktionstechnische Vorteile [Mor07b].
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c) Eine Zuschnittsbahn:
Für die räumliche Geometrie wird ein Zuschnitt berechnet, der aus einer einzigen
Bahn besteht. Dies bringt erneut einen Vorteil im Herstellungsprozess: Bei einer weite-
ren Unterteilung dieses Gesamtzuschnitts in Einzelbahnen können gerade Schnittkan-
ten verwendet werden, wodurch später ein einfacheres Verschweißen möglich wird.

d) Vier Zuschnittsbahnen:
Nachdem die räumliche Geometrie anhand geodätischer Linien in vier Bereiche un-
terteilt wurde, wird für jeden Teilbereich separat ein Zuschnittsmuster ermittelt (siehe
vorheriger Abschnitt), das als Referenzgeometrie für die statische Berechnung ver-
wendet wird.

Für jede Variante der Referenzgeometrie wurde die statische Berechnung mit den Lastfällen
p = 0, 4 [kN/m2] bzw. p = 2, 0 [kN/m2] durchgeführt. Als exemplarische Ergebnisse der
einzelnen statischen Analysen sind in Abbildung 5.8 der Verlauf der jeweiligen von Mises-
Vergleichgsspannung σvonMises und der Stich f in Feldmitte des Luftkissens angegeben.

Referenzgeometrie a) beschreibt den Idealzustand des Bauwerks bei vorherrschendem
Nenninnendruck. Es muss verdeutlicht werden, dass es sich hierbei im Gegensatz zu den
Referenzgeometrien b) bis d) nicht um einen „echten“, d. h. physikalisch realisierbaren
Zuschnitt handelt: Um die konstante Vorspannung in der Membran zu generieren, müss-
te die räumliche Membranfläche aus unendlich schmalen Zuschnittsbahnen zusammenge-
setzt werden. Dennoch wird dieses vereinfachte, idealisierte Modell in den meisten Ent-
wurfsprozessen als Referenzgeometrie für die statische Bemessung herangezogen. Für den
Formfindungslastfall p = 0, 4 [kN/m2] sind zum Erreichen des Gleichgewichts keine zu-
sätzlichen elastischen Spannungen notwendig, weswegen sich der Spannungszustand in
der Gesamtstruktur lediglich aus der konstanten Vorspannung σ0 = 0, 89 [kN/m] zusam-
mensetzt. Erst bei einer Erhöhung des Innendrucks treten elastische Spannungen auf, die
im Feld das Spannungsniveau erhöhen, während die Ecken der Gefahr der Faltenbildung
aufgrund von Druckspannungen ausgesetzt sind.

Betrachtet man die Spannungsbilder infolge des Flachzuschnitts in Variante b), lassen sich
drastische Unterschiede bei den Ergebnissen im Vergleich zu Variante a) erkennen. Zwar
stellen sich bei erhöhtem Innendruck p = 2, 0 [kN/m2] in beiden Varianten in den antiklas-
tisch gekrümmten Eckbereichen die Spannungsminima ein, dennoch unterscheiden sich für
das restliche Tragwerk die Spannungsmagnituden und - verteilungen sowie der auftreten-
de Stich in Feldmitte bei beiden Lastfällen immens. Da der Flachzuschnitt nach Einbau in
die Randbedingungen noch keine Krümmung aufweist, müssen Innendrücke vornehmlich
über die elastische Steifigkeit (siehe [BLM00] für eine Definition dieses Begriffs) abgetra-
gen werden. Ob die daraus resultierenden hohen Spannungen die einfachere Produzierbar-
keit des Zuschnitts aufwiegen, ist im Einzelfall zu klären. Darüberhinaus muss festgehalten
werden, dass dieser Zuschnitt nicht zum Erreichen der Sollgeometrie nach Variante a) ver-
wendet werden kann, da das resultierende Luftkissen eine viel zu flache Form aufweist
( f b)

1 ≪ f a)
1 ).

Wird gemäß Variante c) ein Gesamtzuschnitt für das Luftkissen berechnet, erreicht man da-
mit zwar eine bessere Approximation der Idealgeometrie, jedoch entstehen Probleme direkt
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Abbildung 5.8: Einfluss des Zuschnitts bei statischer Analyse eines pneumatischen Folienkissens.
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beim Einbau: Der Fehler infolge der Nicht-Abwickelbarkeit macht sich besonders am län-
geren Rand bemerkbar, da dort die zugeschnittene Membran zum Einbau „gerafft“ werden
muss. Die Folgen sind extreme Falten bei Nenninnendruck (ein ähnliches Faltenmuster war
bereits in Abbildung 4.4 erkennbar). Bei Zunahme des Drucks werden die Falten überzogen,
das Spannungsniveau pendelt sich näherungsweise im Bereich des idealisierten Struktur-
modells nach Variante a) ein. Auch beim Vergleich der auftretende Stiche fällt eine relativ
gute Übereinstimmung auf.

Mit den vier Zuschnittsbahnen in Referenzgeometrie d) kann die bislang beste Annähe-
rung an den Sollzustand erreicht werden. Dies zeigt sich bereits bei der resultierenden
Spannungsverteilung bei Nenninnendruck, die im Mittel der gewünschten Vorspannung
entspricht, auch wenn die Spannungsabweichungen infolge des Zuschnitts noch deutlich
sichtbar sind. Erhöht man den Innendruck, wird der Unterschied zwischen der vereinfach-
ten Berechnung nach Variante a) und der statischen Analyse mit Berücksichtigung des Zu-
schnitts nach Variante d) zunehmend geringer.

Aus den durchgeführten Berechnungen lässt sich folgender Umkehrschluß bilden: In ge-
wissen Fällen kann eine vereinfachte statische Analyse unter Annahme einer idealen räum-
lichen Referenzgeometrie (Variante a)) durchaus dazu verwendet werden, globale Aussa-
gen über das tatsächliche Spannungsniveau anzustellen. Jedoch muss dafür sichergestellt
werden, dass die Zusatzspannungen infolge der nichtabwickelbaren Membrangeometrie
im Verhältnis zu den elastischen Spannungen unter Last gering ausfallen. Falls dies nicht
garantiert werden kann bzw. falls eine detaillierte Analyse der Spannungen erforderlich ist,
empfiehlt es sich, den Zuschnitt in die Strukturanalyse miteinzubeziehen.
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ZUSAMMENFASSUNG. Für eine umfassende statische bzw. dynamische Analyse eines
vorgespannten Flächentragwerks ist es erforderlich, aus allen Planungsschritten diejenigen
Effekte bei der numerischen Berechnung zu berücksichtigen, die das Strukturverhalten si-
gnifikant beeinflussen können. Eine Strukturanalyse sollte deswegen stets im Gesamtkon-
text des Entwurfs- bzw. Herstellungsprozesses gesehen werden.

In der vorliegenden Arbeit wurden durch Kombination einer konventionellen statischen
Analyse mit Elementen der numerischen Formfindung Methoden aufgezeigt, mittels de-
rer sich strukturelle Aufbauprozesse auf korrekte Weise abbilden lassen. Mit den Form-
findungselementen in Updated-Lagrangescher Beschreibung werden diejenigen Membran-
bzw. Seilbauteile modelliert, deren Vorspannung auch in Realität durch stetes Nachspannen
auf einem konstanten Wert gehalten wird. Die verbleibenden Strukturelemente, deren Re-
ferenzgeometrie unverändert bleibt, werden mit finiten Elementen in Total-Lagrangescher
Betrachungsweise diskretisiert.

Indem die zugeschnittenen Membranbahnen als Referenzkonfiguration für die nichtlinea-
re numerische Berechnung verwendet werden, können mit der resultierenden „realen“
Vorspannungsverteilung in der Membran, die durch elastische Deformationen entstanden
ist, auch die Zusatzspannungen infolge der doppelten Verkrümmung der ebenen Bahnen
bei der statischen Analyse berücksichtigt werden. Dies ist besonders bei der Verwendung
schubsteifer Materialien wie beispielsweise Kunststofffolien wichtig: An einem pneuma-
tisch vorgespannten Luftkissen wurden die signifikanten Unterschiede bei den berechneten
Spannungen aufgezeigt, die sich durch Annahme einer ideal vorgespannten, räumlichen
Referenzgeometrie bzw. durch Verwendung des Zuschnitts als kontinuumsmechanisch kor-
rekte unverformte Konfiguration ergeben. Weiterhin wurde eine Verallgemeinerung dieses
Verfahrens vorgenommen: Neben rein zugbeanspruchten Bauteilen (wie z. B. Seile oder
Membranen) können auch Strukturelemente mit planmäßigen Biege- und Druckspannun-
gen (z. B. Biegebalken) durch ihre „wahre“ unverformte Referenzkonfiguration beschrieben
werden. Der gewünschte, beliebig komplexe Vorspannzustand stellt sich anschließend als
Eigenspannungszustand im Gesamttragwerk ein, das durch den Zusammenbau der einzel-
nen geometrisch inkompatiblen Strukturelemente enstanden ist.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Für die erfolgreiche Planung einer vorgespannten Membrankonstruktion ist eine fundierte
Kenntnis der Charakteristiken derartiger Tragwerke unerlässlich: Von besonderer Signifi-
kanz ist hierbei die extreme Leichtigkeit und Schlankheit ihres hauptsächlichen Struktur-
elements – der Membran. Aufgrund ihrer äußerst geringen Querschnittshöhe im Vergleich
zu den Tragweiten der Gesamtstruktur müssen äußere Lasten nahezu ausschließlich über
tangentiale Zugspannungen in der Membran abgetragen werden. Dieses spezielle Tragver-
halten erzeugt eine ausgeprägte Kopplung zwischen Form und Kraft in der Struktur, die
beim Entwurfsprozess im Schritt der Formfindung berücksichtigt wird.

Neben dieser rein mechanisch bedingten Eigenheit hat auch die Produktionstechnik von
Membrantragwerken entscheidenden Einfluss auf ihren Entwurfsvorgang: Die Membran-
werkstoffe werden unabhängig von der Tragwerksgeometrie als ebene Bahnen hergestellt.
Erst später erfolgt die Anpassung an das jeweilige räumliche Bauwerk. Bei dieser Zuschnitts-
ermittlung gilt es, die unerwünschten Effekte infolge der doppelten Verkrümmung der Bah-
nen zu minimieren und gleichzeitig die Systemeigenschaften durch gezielte Anordnung der
Faserrichtungen bzw. durch möglichst exaktes Erreichen des gewünschten Vorspannzustan-
des zu optimieren.

Es sind die eben genannten Schritte der Formfindung und der Zuschnittsermittlung, die die
gravierendsten Unterschiede des Entwurfsprozesses von Membrantragwerken im Vergleich
zu dem konventioneller Bauten ausmachen. Da in beiden Schritten jeweils Fragestellungen
inverser Natur zu bearbeiten sind, ist für die meisten Ingenieure und Architekten wegen
der generell ungewohnten Problematik der Ersteinstieg in die Thematik relativ mühsam.
Erschwerend kommt hinzu, dass es zwar durchaus kommerzielle Berechnungsprogramme
zur Unterstützung des Entwurfsprozesses gibt, jedoch stellen diese zumeist speziell ange-
passte Sonderlösungen dar, die selbst Personen, die über weitreichende Erfahrungen mit
konventioneller Berechnungssoftware verfügen, eine intensive Einarbeitung abverlangen.

In der vorliegenden Arbeit wurden die Einzelschritte des Entwurfsprozesses von Membran-
tragwerken mit den modernen Verfahren der nichtlinearen Kontinuumsmechanik beschrie-
ben. Dadurch konnte eine klare Definition der jeweiligen Aufgabenstellung erreicht werden,
die die Erarbeitung moderner Lösungsansätze vereinfacht. Die dabei angewendete Metho-
de der finiten Elemente bietet aufgrund ihrer weiten Verbreitung die Möglichkeit, die ent-
wickelten Verfahren ohne großen Aufwand in bereits bestehende Berechnungsprogramme
zu integrieren bzw. eine hohe Kompatibilität zwischen speziell auf den Membranbau zuge-
schnittenen Softwarelösungen und allgemeineren FE-Programmen zu erreichen.
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Die Einzelschritte des Planungsprozesses wurden zunächst getrennt voneinander analy-
siert, um im Anschluss daran evtl. Interaktionen aufzuzeigen. Bei der numerischen Form-
findung konnte festgestellt werden, dass eine direkte numerische Bestimmung einer Gleich-
gewichtsfläche unter Spannungsvorgabe generell nicht möglich ist, da sowohl Instabilitäten
infolge der Numerik als auch infolge einer physikalisch inkompatiblen Problemdefinition
auftreten können. Die Updated Reference Strategy behebt die numerische Problematik, je-
doch ist sie in ihrer Grundform nicht in der Lage, evtl. physikalische Inkompatibilitäten zu
bereinigen. Ausgehend von der Überprüfung der Netzverzerrung während des iterativen
Formfindungsprozesses konnte ein Algorithmus entwickelt werden, der anhand dieses geo-
metrischen Kriteriums durch Adaption der Zielspannungen ihre Kompatibilität untereinan-
der und mit den Randbedingungen gewährleistet. Das Verfahren zeichnet sich dadurch aus,
dass die Determinante der angepassten Spannungen stets identisch mit der Determinante
der ursprünglichen Spannungsvorgabe ist.

Die entwickelte Zuschnittsmethode beruht auf einer kontinuumsmechanisch exakten Be-
schreibung des später real auftretenden Deformationsprozesses. Durch Anwendung eines
Galerkin-Verfahrens lässt sich für beliebige doppelt gekrümmte Geometrien ein bestmögli-
cher Zuschnitt ermitteln, der sich im verformten Zustand durch minimale Abweichungen
vom Sollspannungszustand auszeichnet. Die kontinuumsmechanische Betrachtungsweise
ermöglicht die Berücksichtigung verschiedenster Materialeigenschaften, die lediglich über
einen eindeutigen, d. h. geschichtsunabhängigen Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang
verfügen müssen. Exemplarisch wurden in der Arbeit Zuschnittsberechnungen mit linea-
rem und nichtlinearem Materialverhalten durchgeführt (St. Venant-Kirchhoff- und Münsch-
Reinhardt-Materialgesetz bzw. Ogden-Modell).

Die Beschreibung der numerischen Strukturanalyse von Membrantragwerken wurde be-
wusst knapp gehalten, da diese viele Gemeinsamkeiten mit der Analyse konventioneller
Bauwerke aufweist, über die bereits eine Vielzahl an Publikationen vorliegt. Um einen Ein-
stieg in das Thema zu bieten, wurde dennoch die Formulierung eines geometrisch nicht-
linearen Membran- und Seilelements für statische Berechnungen aufgezeigt. Der Schwer-
punkt lag aber auf der Vorstellung einer integralen Strukturanalyse, die Informationen aus
Formfindung und Zuschnitt auch bei der statischen Berechnung berücksichtigt. Gerade die
Verwendung des Zuschnitts als tatsächliche Referenzgeometrie bietet eine vielversprechen-
de Herangehensweise: So kann damit einerseits eine realitätsnähere numerische Modellie-
rung von Membranstrukturen erreicht werden, andererseits lässt sich das Verfahren auch
auf beliebige Bauteile übertragen. Letzteres macht z. B. die akkurate Beschreibung von Bau-
zuständen oder von Eigenspannungen in Strukturelementen möglich.

In der Arbeit wurde ein integraler, numerisch gestützter Entwurfsprozess von Membran-
tragwerken vorgestellt. Die entwickelten Methoden stellen ein leistungsfähiges und effi-
zientes Hilfsmittel zur Realisierung anspruchsvoller Membrankonstruktionen dar. Um die
bereits erreichte Modellierungsgenauigkeit noch weiter zu erhöhen, sind nach Meinung des
Autors zusätzliche Forschungsarbeiten in den folgenden Themenkomplexen besonders von
Interesse: Die Weiterentwicklung konstitutiver Beziehungen, die speziell den Eigenheiten
von Membranwerkstoffen angepasst sind, ist für eine genauere Bemessung von Membran-
tragwerken unerlässlich. Durch ein besseres Materialverständnis könnte der Ausnutzungs-
grad der verwendeten Werkstoffe in einer Konstruktion ohne Sicherheitseinbußen kontrol-
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liert erhöht werden, wodurch noch leichtere und weitgespanntere Tragwerke möglich wür-
den.

Die gleiche Absicht steckt hinter einer genaueren Beschreibung der äußeren Lasten und ih-
rer Interaktion mit dem Bauwerk. Bislang werden externe Einwirkungen eher konservativ
abgeschätzt, um die Sicherheit des Tragwerks zu gewährleisten. Falls sich die einwirkenden
Lasten jedoch exakter bestimmen ließen, könnte eine wirtschaftlichere Bemessung der Kon-
struktion vorgenommen werden. Große Bedeutung kommt hierbei v. a. der numerischen
Modellierung von Wind als zumeist maßgeblicher Beanspruchung von Membrankonstruk-
tionen zu. Dies stellt ein äußerst komplexes Problem dar, da es nicht damit getan ist, allein ei-
ne Bemessungswindgeschwindigkeit für eine Struktur festzulegen. Es muss eine Vielzahl an
aeroelastischen Effekten berücksichtigt werden, die sich aus der Interaktion von Wind und
Bauwerk ergeben. Während zu ihrer Erforschung bislang zumeist experimentelle Windka-
nalversuche durchgeführt wurden, werden in Zukunft zunehmend numerische Modelle an
Bedeutung gewinnen: Es müssen zwar noch einige Validierungstests durchgeführt werden,
aber bereits jetzt erscheinen numerische Windkanäle und die gekoppelte Berechnung von
Fluid und Struktur äußerst vielversprechend.

Eine interessante Weiterentwicklung der Elementtechnologie ergibt sich aus dem Einsatz
isogeometrischer Elemente bei der numerischen Berechnung von Membrantragwerken.
Durch die Verwendung der CAD-Geometrie als diskretisierte Strukturbeschreibung könn-
te die Interaktion zwischen Architekt und Ingenieur verbessert werden, da dadurch Zwi-
schenschritte zur Konvertierung eines architektonischen Entwurfsmodells in ein numeri-
sches Strukturmodell entfielen. Im Idealfall würden sowohl die gestaltende als auch die
bemessende Person stets mit der gleichen numerischen Repräsentation des Tragwerks arbei-
ten. Für regelmäßige Geometrien wurden bereits erste Forschungsergebnisse erzielt, jedoch
bleibt zu klären, inwieweit sich beliebige Strukturen mit Aussparungen, unregelmäßigen
Geometrien, etc. effizient mit NURBS-Geometrien berechnen lassen.

Es bleibt zusammenzufassen, dass numerische Verfahren zum integralen Bestandteil des
Entwurfsprozesses von Membrantragwerken geworden sind. Mit dieser Arbeit wurde eine
Konsolidierung und Verfeinerung bereits bestehender Methoden bewirkt; für Themenberei-
che, für die bislang keine zufriedenstellenden Verfahren vorlagen (v. a. bei der Zuschnitts-
ermittlung), wurden Neuentwicklungen getätigt. Durch die vereinheitlichte Beschreibung
mit finiten Elementen wurde die Möglichkeit geschaffen, den Membranbau aus seiner Son-
derstellung heraus einem breiteren Publikum zugänglich zu machen.
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Anhang

A.1 Richtungsprojektion zwischen Flächen

Es sei eine Referenzfläche R im Raum gegeben, auf der eindeutig orthogonale Richtungen
definiert sind. Diese Richtungen sollen auf eine Zielfläche Z projiziert werden. Dazu wird an
jedem Punkt Pr der Referenzfläche ein lokales kartesisches Koordinatensystem {ei}i∈{1,2,3}
definiert, dessen Basisvektoren e1 und e2 in der zugehörigen Tangentialebene liegen und
parallel zu den orthogonalen Richtungen sind. Der Basisvektor e3 ist identisch mit dem
Normalenvektor. In der Zielfläche soll nun durch Projektion ebenfalls ein lokales kartesi-
sches Koordinatensystem {fi}i∈{1,2,3} bestimmt werden. Dabei ist der Basisvektor f3 an je-
dem Punkt Pz der Zielfläche wiederum als Normalenvektor der Tangentialebene bekannt.
Die Lage der Basisvektoren f1 und f2, die den projizierten Richtungsverlauf definieren, ist
zunächst noch unbekannt.

Für die Richtungsprojektion muß für jeden Punkt Pz der Zielfläche der zugehörige Projek-
tionspunkt Pr auf der Referenzfläche gesucht werden. Die Bedingung hierfür ist, dass der
Normalenvektor e3 im Projektionspunkt auf den Zielpunkt Pz „deutet“: D. h., die Verbin-
dungsgerade zwischen Pz und Pr muss parallel zum Normalenvektor e3 sein (siehe Abbil-
dung A.1 links):

(Pz − Pr) ‖ e3 (A.1)

a) Hauptrichtung 1 b) Gleichmäßig

v2

f1

e1

β1 3e Pz

e2

Pre1 e2

e3

β2 3e

f2

f3

f3

f2

f1
f1

f2

f3

f2

f1 f1

f2

v1

Abbildung A.1: Basisvektoren bei Richtungsprojektion
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Als Nächstes werden die Richtungsvektoren e1 und e2 von der Tangentialebene der Refe-
renzfläche auf die Tangentialebene der Zielfläche projiziert. Die entstehenden Vektoren f̃1

und f̃2 setzen sich aus den projizierten Vektoren e1 und e2 und einem betragsmäßig noch
unbekannten Vielfachen des Normalenvektors e3 zusammen:

f̃α = eα + βα e3 (A.2)

Der Skalierungsfaktor βi kann für beide Richtungen durch eine lineare Gleichung aus der
Orthogonalitätsbedingung der projizierten Vektoren mit dem Normalenvektor der Zielflä-
che bestimmt werden:

f̃α · f3 = (eα + βα e3) · f3 = 0 (A.3)

Hauptrichtung. Um eine kartesische Basis zu erhalten, müssen die projizierten Vektoren
f̃1 und f̃2 derartig modifiziert werden, so dass sie zueinander orthogonale Einheitsvekto-
ren darstellen. Wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben, kann eine Richtung als Hauptrichtung
gewählt werden. Diese Richtung wird exakt projiziert, und lediglich bei der zweiten Rich-
tung ist eine Modifikation notwendig. Für den Fall, dass e1 Hauptrichtung ist (siehe Abbil-
dung A.1a)), können die Basisvektoren auf der Zielfläche wie folgt bestimmt werden:

f1 =
f̃1
∥
∥f̃1
∥
∥

(A.4)

f2 = f3 × f1 (A.5)

Gleichmäßige Projektion. Falls beide Richtungen gleichmäßig projiziert werden sollen
(siehe Abbildung A.1b)), führt man zwei Hilfsvektoren v1 und v2 ein. v1 ist ein Einheitsvek-
tor, der auf der Winkelhalbierenden zwischen f̃1 und f̃2 liegt:

v1 =
f̃1/
∥
∥f̃1
∥
∥+ f̃2/

∥
∥f̃2
∥
∥

∥
∥
(
f̃1/
∥
∥f̃1
∥
∥+ f̃2/

∥
∥f̃2
∥
∥
)∥
∥

(A.6)

v2 bildet mit v1 und f3 ein kartesisches Koordinatensystem:

v2 = f3 × v1 (A.7)

Aus diesen Hilfsvektoren lässt sich nun die gewünschte kartesische Basis konstruieren:

f1 =
1√
2

(v1 − v2) (A.8)

f2 =
1√
2

(v1 + v2) (A.9)
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A.2 Geometrische Beschreibung von Rotationsflächen

Gegeben sei eine Rotationsfläche, die durch Rotation einer Kurve um die z-Achse eines
globalen kartesischen Koordinatensystems entsteht. Somit kann der Ortsvektor eines jeden
Punktes dieser Rotationsfläche in globalen kartesischen Koordinaten wie folgt angegeben
werden:

x(ϕ, z) =






x(ϕ, z)
y(ϕ, z)

z




 =






r(z) cos(ϕ)

r(z) sin(ϕ)

z




 (A.10)

Weiterhin kann an jedem Punkt durch Verwendung der Zylinderkoordinaten ϕ und z ein
konvektives Koordinatensystem bestimmt werden, dessen Basisvektoren g1 und g2 parallel
zur Radial- bzw. Meridianrichtung sind und aufgrund der Rotationssymmetrie zueinander
orthogonal sind (siehe Abbildung A.2):

g1 = gr =
∂x
∂ϕ

=






−r sin(ϕ)

r cos(ϕ)

0




 (A.11)

g2 = gm =
∂x
∂z

=






r,z cos(ϕ)

r,z sin(ϕ)

1




 (A.12)

Ein differentielles Flächenelement da bzgl. der gewählten Parametrisierung ergibt sich zu:

da = ‖g1 × g2‖ dϕdz = r
√

1 + r,z
2 dϕdz (A.13)

r

z

r(z)

φ

x y

z

φ

a) 3D-Ansicht b) Rotations-
kurve

g1

g2

x( z),φ

n

Abbildung A.2: Geometrie einer Rotationsfläche
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Der Normalenvektor n wird über das normierte Kreuzprodukt der beiden konvektiven Ba-
sisvektoren bestimmt:

n =
g1 × g2

‖g1 × g2‖
=

1
√

1 + r,z
2






cos(ϕ)

sin(ϕ)

−r,z




 (A.14)

Für die Berechnung der Krümmung der Fläche werden die Ableitungen des Normalenvek-
tors n nach den Flächenparametern ϕ und z benötigt:

∂n
∂ϕ

=
1

√

1 + r,z
2






− sin(ϕ)

cos(ϕ)

0




 (A.15)

∂n
∂z

= − r,zz

(1 + r,z
2)

3
2






r,z cos(ϕ)

r,z sin(ϕ)

1




 (A.16)

Die Hauptkrümmungsrichtungen einer Rotationsfläche sind identisch mit der Radial- bzw.
Meridianrichtung. Da zugleich auch die Koordinatenlinien der Flächenparameter ϕ und z
stets orthogonal zueinander und parallel zu den Hauptkrümmungsrichtungen sind, lassen
sich die Werte der Hauptkrümmungen gemäß den Gleichungen (2.10) und (2.25) wie folgt
berechnen:

kr = −
(

∂n
∂ϕ

· ∂x
∂ϕ

)

/
∥
∥
∥
∥

∂x
∂ϕ

∥
∥
∥
∥

2

= −1
r
· 1
√

1 + r,z
2

(A.17)

km = −
(

∂n
∂z

· ∂x
∂z

)

/
∥
∥
∥
∥

∂x
∂z

∥
∥
∥
∥

2

=
r,zz

(1 + r,z
2)

3
2

(A.18)

Interessanterweise entspricht die Hauptkrümmung in Radialrichtung nicht dem Kehrwert
des Radius r(z), wie man vielleicht vermuten würde. Veranschaulichen lässt sich dies sehr
schön aus der Lage der Zentren der Radialhauptkrümmungskreise, die zwar stets auf der
Rotationsachse liegen, aber generell nicht auf der gleichen Höhe z wie der zugehörige Flä-
chenpunkt (siehe Abbildung A.3):

xMr = x +
1
kr

n =






0
0

z + r r,z




 (A.19)
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r
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r(z)
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z

a) 3D-Ansicht b) Rotations-
kurve
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1/kr

Mm

Mr 1/kr
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Abbildung A.3: Hauptkrümmungen einer Rotationsfläche
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