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wobei

�elt die Elementarladung ist und

�ideal der deterministisch modellierte Stromfluß durch das betreffende Bauelement, das
Schrotrauschen aufweist.
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auf, wobei

� die Frequenz ist, bei der das Funkelrauschen beobachtet wird, und

�ideal das determinstische Modell für den Stromfluß durch das Bauelement ist, das Fun-
kelrauschen aufweist.
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alle mehrfachen Itô-Integrale.
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wobei ��� eine an den Prozeß ������� L��M angepaßte Filtrierung ist.

��� �9#8 Sei ���!
� die abgebrochene Itô-Taylor-Entwicklung wie in !-"=# und �� die Lösung der

SDG !-"-#. Wir nehmen an, daß die nötigen Ableitungen und mehrfachen Itô-Integrale für
alle � 
 �� $ �!��# existieren. Weiter sei ��!�&� ���# 
 �� für alle � 
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� � � , �� , ��A% , � � � , �� $O �Ende, / 
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die Ordnung &% für die Konvergenz im Mittel besitzt und die Ordnung &- für die
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wir diese Entwicklung als ein numerisches Einschrittverfahren, so besitzt diese Methode & O �
-

als Genauigkeitsordnung im quadratischen Mittel.
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C�E������ #9� ;����������>8 Seien �� bzw. W�� Näherungslösungen der folgenden Testgleichungen,
berechnet mit einem numerischen Verfahren zu den Anfangswerten �& bzw. W�&.

� Das numerische Verfahren heißt ������ �� ������ zur Testgleichung

d�� O %�� d� S 0�� d�� (multiplikatives Rauschen), !E"G#

wobei %� 0 
 �, mit �!%# , 3 und -�!0#- � �!0-# , �-�!%#, falls für beliebige
Schrittweiten � . 3 die folgende Ungleichung erfüllt ist:
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∣∣] , E
[∣∣�& � W�&

∣∣] �
Das numerische Verfahren heißt ������ �� '��������	
�� ������ zur Testgleichung
!E"G#, falls für beliebige Schrittweiten � . 3 die folgende Ungleichung erfüllt ist:
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� Das numerische Verfahren heißt �������� zur Testgleichung

d�� O %�� d� S 0 d�� (additives Rauschen), !E"=#

wobei %� 0 
 �, mit �!%# , 3, falls für beliebige Schrittweiten � . 3 die folgende
Ungleichung erfüllt ist:

E
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������ #9�8 Ersetzen wir im Verfahren !E"0# die Funktionsauswertung �� durch ��A%, so
erhalten wir eine implizite Version der neuen SDG-Methode !E"0#.

��� #9�8 Die starke Konvergenzordnung des neuen SDG-Verfahrens !E"0# ist sowohl im expliziten
als auch im impliziten Fall gleich 1.
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������ #9�8 Die Implementierung des neuen SDG-Verfahrens !E"0# setzt im Fall ��
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3 die partiellen Ableitungen zu null, d. h. � � 
�

�	�
!��# $O 3. Dies führt in der Schaltungssimulation

zu guten Ergebnissen.
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��� #9#8 Wir nehmen an, daß � . 3 und für die Parameter %� 0 
 � der Testgleichung !E"G# gilt:

�!%# , 3 und
&
-�!%# S �0�- � 3�

Die implizite Version des neuen SDG-Verfahrens !E"0# ist sowohl stabil im Mittel als auch
stabil im quadratischen Mittel bzgl. der Testgleichung !E"G#.
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für fast alle + 
 � ! 3 ein implizites numerisches Verfahren. Die numerische Näherung, die
implizit durch !E")-# definiert wird, strebt mit starker Konvergenzordnung 1 gegen die exakte
Lösung von !E")#.
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!���� ��
� ���� �������
��#

��� �	
������� ��	 6��	����������'��������	��

@� ������	�� ��
 P 	
� ����� 	� �����
���� �����
��� � �
��� "�1�����/$��������� L�D02M"

.� �
� �
��� ��	�� ������ �
�	 	
�  �
���� ��I�
�
���� LU��2GM ���������"

C�E������ -9�8 Sei P eine gegebene Menge. Dann heißt eine Familie � von Teilmengen von P
eine �������� auf P, falls sie die folgenden Eigenschaften erfüllt:

� � 
 �.

� � 
 � � �� 
 �, wobei �� $O P ! � das Komplement von � ist.

� �%� �-� � � � 
 � � � $O
�⋃
�@%

�� 
 �.

����� ��� �
� � 
 P �
��$ �� 
 �, �� ��
7� �� ����������
��
� L�D02M"

C�E������ -9�8 Das Paar !P��# wird ��+���� genannt.

C�E������ -9#8 Eine Funktion � $ � 	 L3 $ )M mit den Eigenschaften

� � !�# O 3� � !P# O ) und



2F (  �������
���� #���"���
��

� falls �%� �-� � � � 
 � und falls �����@% disjunkt ist (d. h. �� '�� O � für ( �O �), dann gilt

�

(
�⋃
�@%

��

)
O

�∑
�@%

� !��#

heißt *�
��	
�����	
�������+ � auf einem Meßraum !P��#.

C�E������ -9&8 Das Tripel !P��� � # heißt *�
��	
�����	
���������.

C�E������ -9�8 Der Wahrscheinlichkeitsraum !P��� � # wird 3�����%������ Wahrscheinlichkeits-
raum genannt, falls � alle Teilmengen / von P mit dem � -äußeren Maß � �!/# O 3 enthält,
d. h. mit

� �!/# $O 
��
{
� !�# $ � 
 �� / % �

}
O 3�

;�	� <������
��
����
����� ���� �����������	
��  �	��"

C�E������ -9'8 Die Teilmengen � von P, die zu � gehören, werden ����+���� ����� ge-
nannt. Sie werden im Wahrscheinlichkeitskontext auch #�������� genannt.

C�E������ -9�8 Falls � !�# O ) gilt, dann sagen wir
”
� tritt ��� *�
��	
�����	
���� 4 (m.W.

1) ein“ oder
”
� tritt 1��� ��	
�� (f. s.) ein“.

C�E������ -9*8 Sei ( die Menge aller offenen Teilmengen des topologischen Raums �
, dann
wird die kleinste �-Algebra )
 , die ( enthält, ������	
� �������� auf �
 genannt und die
Elemente � 
 )
 heißen �����������.

C�E������ -9.8 Sei !P��� � # ein gegebener Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion � $ P	 �



wird ����+��� genannt, falls

��%!�# $O
{
� 
 P $ �!�# 
 �

} 
 �
für alle Borel-Mengen � 
 )
 .

�
� �����

�� $O
{
��%!�# $ � 
 )


}

�� 	
� ���
���� �%������ ��� P ����" �
�� �����
�� � $ P	 �
, 	
� ���� ������ ��%!�#, �
�

� % �
 �H��, ��������" ��  
	 	
� ��� � ���������� �������� �������"

@� ������	�� 
�� !P��� � # 
��� �
� ���������	
�� <������
��
����
�����"
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C�E������ -9�18 Eine "�1����3������� � ist eine �-meßbare Funktion � $ P	 �
.

C�E������ -9��8 Jede Zufallsvariable � induziert ein Wahrscheinlichkeitsmaß %� $ )
 	 L3 $ )M

auf �
, definiert durch

%�!�# $O � !��%!�##�

für alle Borel-Mengen � 
 )
 . %� $ )
 	 L3 $ )M wird die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw.
5�������� von � genannt.

C�E������ -9��8 Sei !�
�)
# ein Meßraum, mit dem darauf erklärten Maß %� und dem Lebesgue-
Maß +. Eine nicht-negative )
 -)-meßbare Funktion �� $ �


 	 � mit der Eigenschaft

%�!�# O

∫
/

�� d+ für alle � 
 )


heißt +-Dichte von %�, in Zeichen d%� O �� d+. �� heißt ��	
��1�������, ��	
�� oder auch
Radon-Nikodym-Ableitung von %� nach + [EK89].

C�E������ -9�# ;0��9 @�3*.A>8 Eine �-dimensionale Zufallsvariable � auf !P��� � # heißt !4��#�

������3�������, falls es einen Vektor 4 
 �
 und eine positiv definite Matrix � 
 �

�

gibt, so daß für die Dichtefunktion �� $ �
 	 � von � gilt:

��!;# O
)

!-:#�-
&
	���

�J1

(
�)
-
!; � 4#���%!; � 4#

)
�

��� ������� 
�� ��		���������

@� ������	�� ��
�� ���� (��������
����� ����
�, ����� �
���� ��	��� ������������  
	"

C�E������ -9�&8 Falls
∫
'

∣∣�!�#∣∣ d� !�# ,�, dann wird die Zahl

EL�M $O

∫
'

�!�# d� !�# O

∫
��

	 d%�!	#

#������������ von � $ P	 �
 genannt (mit Hinblick auf � ).

C�E������ -9��8 Die 5������ VarL�M einer eindimensionalen Zufallsvariable � $ P 	 � wird
definiert durch

VarL�M $O E
[(
� � EL�M

)-]
O EL�-M� EL�M-�
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���� #���"���
��

�
� ��
��� 
�� �
� ��7 ��� 	
� �� � ����	� �� �
����� � 
����� � ��	 EL�M L.��2=M"

C�E������ -9�'8 �L�M $O
√

VarL�M wird als Streuung bzw. �������������	
�� von � be-
zeichnet [Sch96].

C�E������ -9��8 Die !�3������ KoL�� 2 M zweier eindimensionaler Zufallsvariablen �� 2 $ P	 �

wird definiert durch

KoL�� 2 M $O E
[(
� � EL�M

)(
2 � EL2 M

)]
O EL�2 M� EL�MEL2 M�

C�E������ -9�*8 Die !�3�����������/ MKoL�M einer � -dimensionalen Zufallsvariablen �!�# O(
�%!�#� � � � � �
!�#

)�
$ P	 �
 wird definiert durch

MKoL�M $O
(
KoL� � � �� M

)
���@%�����


�

C�E������ -9�.8 Zwei Zufallsvariablen �� 2 $ P	 � heißen ������������, falls gilt

EL�2 M O EL�M � EL2 M�

C�E������ -9�18

� Zwei Teilmengen ��� 
 � werden ���	
�����	
 ����
%��� genannt, falls

� !� ' �# O � !�# � � !�#�
� Sei 9index eine gegebene Indexmenge. Eine Sammlung � $O

{�� $ ( 
 9index

}
von

Familien �� meßbarer Mengen ist stochastisch unabhängig, falls

� !��� ' � � � ' ��� # O � !���# � � � � � � !���#

für alle ��� 
 ���, . . . , ��� 
 ��� mit verschiedenen Indizes (%� � � � � (� 
 9index.

� Eine Sammlung von Zufallsvariablen
{
��!�# $ ( 
 9index

}
heißt stochastisch unabhängig,

falls die Sammlung aller induzierten �-Algebren ���
unabhängig ist.

.
�	 � �
 �
�	
����
����� (��������
����� �� 2 $ P	 � ���������
�, 	��� �
��

EL�2 M O EL�M � EL2 M�

������������ ��  � E
[��2 �] ,�, E

[���] ,� ��	 E
[�2 �] ,�"

<
 ����� ��� 	�� �������� ��� (��������
����� ���� �� �������� ��� ��������
���� &������"

<�����  
  
����,  
� ������� �
�� 	� &��	 �
��� ��������
����� &������� �������
�� 	� (�
�

�����	��, �� ���������  
 	
� ������	� ��I�
�
�� 	� ���" ����������
��������
��, 	
� 	
����

(�
��������� ������
��, ���" L+��2=M"
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C�E������ -9��8 Sei �� ein eindimensionaler stochastischer Prozeß. Die ����������������1�������
Ak�	

!�%� �-# $ ���	 � wird für alle �%� �- 
 L�& $�L definiert durch

Ak�	
!�%� �-# $O E L���!�#���!�#M �

<
 ��������� ��������
���� &������, 	��� ����
��
���� �
����������� 
���
��� ����� (�
�%

�����
������� �
�	, ���" ����
����� &������"

C�E������ -9��8 Sei � . 3 beliebig. Ein stochastischer Prozeß �� heißt �������%��, falls �� die
gleiche Verteilung wie ��A� besitzt.

�" �" ��� ���� �%� �- 
 L�& $ �L ������ 	
� ����������
��������
�� Ak�	
!�%� �-# �
��� ����
������

��������
����� &������� �� �� ��� 	� (�
�	
H����  $O �- � �% ��" <
 ������� 
� 	
����

���� Ak�	
! # $O Ak�	

!�%� �-# 	�I�
���" @�� 	�� *������
���� �� �
���� ����
, �� �J
��
�� 
�

�������
��� 	
� ���
�%�������
��� Âk�	
!� # 	� ����������
��������
�� Ak�	

! #, 	
� ���"

�1������ 5�
������	
����" �
� ����������
��������
�� ����
����� ��������
���� &������ 
��

�
�� ���	� �����
��" ���
� 
�� 
�� ���
�%�������
��� Âk�	
!� # �
�� ���	� �����
��, 	" �"

Âk�	
!�� # O Âk�	

!� #" <
 ����
��� ����� Âk�	
!� # 
� ������	��

SL�	
!� # $O - � Âk�	

!� #� � # 3�

SL�	
!� #  
	 ���� ��� �$�������  ���������	
�� ����
�����,  ���
 �� 1��
�
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��������  �	��"

��� �)������� ������������� (	������

��!�� ���"���	� ��"���
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���� 	
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C�E������ -9�#8 Sei �� eine �-dimensionale Brownsche Bewegung. Wir definieren auf P die Men-
ge ��!

� (speziell �� O ��%!
� für � O )) als die durch die Zufallsvariablen �� , mit 
 � �,

erzeugte �-Algebra. D. h. ��!
� ist die kleinste �-Algebra, die alle Mengen der Form{

� $ ���!�# 
 �%� � � � � ���!�# 
 ��

}
enthält, wobei " O )� -� � � �, �� � � und �� % � Borel-Mengen sind. Wir nehmen an, daß

alle Mengen mit dem Maß null in ��!
� enthalten sind.

�� �
�� �� % �� ��� ���� 
 , � ��	 �� % � ��� ���� �"

C�E������ -9�&8 Gilt für eine Familie (����& von �-Algebren von Teilmengen aus P:

(� % (� für 
 , ��

so sagen wir (����& sei ��	
����.
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C�E������ -9��8 Sei (����& eine wachsende Familie von �-Algebren von Teilmengen aus P. Ein
stochastischer Prozeß �� O

{
�!�� �# $ L3 $ �L�P 	 �


}
wird (�����$�+� genannt, falls

die Funktion

� "	 �!�� �#

für jedes � # 3 (�-meßbar ist.

C�E������ -9�'8 Sei �%-dim O �%-dim!�&� �Ende#, mit �& # 3, die Klasse aller stochastischen Prozesse

�� O � !�� �# $ L�& $�L�P	 ���

so daß

� !�� �# "	 � !�� �# ) � �-meßbar ist () ist die Borelsche �-Algebra auf L�& $�L),
� �� ��-angepaßt ist und
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C�E������ -9��8 Eine (��������� auf !P��# ist eine Familie �����& von �-Algebren �� % �,
so daß

3 � 
 , � � �� % ��

(d. h. ��� ist wachsend).

Ein �-dimensionaler stochastischer Prozeß 9� , mit � # 3, auf !P��� � # heißt �������� im
Hinblick auf eine Filtrierung �����& (und im Hinblick auf � &), falls

� 9� für alle � ��-meßbar ist,

� E&
[�9��

]
,� für alle � und

� E&
[
9� � ��

]
O 9� für alle 
 # �.

Hier sind der Erwartungswert und der bedingte Erwartungswert bzgl. � & genommen.
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C�E������ -9�*8 Sei � O �L�& $ �EndeM, mit �& # 3, die Klasse aller stochastischen Prozesse

�� O � !�� �# $ L�& $�L�P	 ���
so daß

� !�� �# "	 � !�� �# ) � �-meßbar ist () ist die Borelsche �-Algebra auf L�& $�L),
� eine wachsende Familie von �-Algebren �� , � # �&, existiert, so daß

5 �� ein Martingal bzgl. �� ist und
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 L�& $ �EndeM und einer Konstanten >. Sei = eine Zufallsvariable, unabhängig
von der durch �� , mit 
 # �&, erzeugten �-Algebra ��, und so, daß
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Dann besitzt die SDG

d�� O �!�� ��# d� S �!�� ��# d��� ��� O =�

mit �& � � � �Ende, eine eindeutige �-stetige Lösung ��, wobei jede Komponente von �� zu
�%-dim gehört.
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