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Einleitung

1 Einleitung

In vielen technischen und alltaglichen Bereichen sind Kunststotht mehr wegzudenken.
Deshalb wurden bereits schon Mitte der 20-Jahre wissenschafBichrellagen gelegt und
auf Grund der kontinuierlich sinkenden Kunststoffpreise sind diese Wegksiofinttzlicher
Begleiter unseres Lebens geworden. Wichtige Branchen wo Kaffsststum Einsatz
kommen, sind im Bauwesen (Dubel, Fensterprofile usw.), im VerpaclaekigsgFlaschen,
Folien usw.) und in der Automobilindustrie (Bedienungselemente, Ablagetkjel\deing
sowie Strukturbauteile). Durch hohe Gewichtseinsparung und die daraukierende
Senkung des Kraftstoffverbrauchs, sowie durch eine kostenginstigelldagsdieser Werk-
stoffe, spielen sie eine immer starker zunehmende Rolle.

Kennzeichnend fur Kunststoffe, im Gegensatz zu Metallen, sind ihnisaeer Aufbau,
niedriges spezifisches Gewicht, eine niedrigere Wéarmelegfaéhj eine Groélienordnung
niedrigere Festigkeit und zwei Gréf3enordnungen niedrigere Steifi§keibesitzen zum Teil
eine hohe innere mechanische Dampfung und sind elektrisch isoliereed.afich ihre
vielfaltige und vorteilhafte Verarbeitbarkeit macht Kunststoffeeressant. So kénnen z.B.
durch Spritzgief3en komplizierte und passgenaue Gehause, Zahnrader undnkehnitlie
nicht mehr nachgearbeitet werden missen, hergestellt werden.

Doch immer mehr kommen diese Werkstoffe, auf Grund fortschreiteildentnis und
verbesserten Herstellungsverfahren, in hochbelasteten Anwendungen agem.Tba aber
bei Kunststoffen, im Gegensatz zu metallischen Werkstoffen,eiliicka veranderten Eigen-
schaften, wie z.B. E-Modul, Dehnung oder Spannung, eine wesentlichesielln, sind bei
ihrer Dimensionierung gewisse Regeln einzuhalten. Aus Langzrittezn (Kriechen und
Spannungsrelaxation) werden speziell fir den Kunststoff Werkstoffpseararmittelt, die
dann zur Ableitung rheologischer Modelle und ihrer Zustandsgleichungen di2elemungs-
Spannungs-Zeit-Beziehungen). Neben der Zeit spielen noch ein paae &adtéoren eine
wichtige Rolle, wie Temperatur, Feuchtigkeit, Héhe der Spannungg ldéh Dehnung, von
denen die Werkstoffparameter beeinflusst werden.

Aus vielen Veroffentlichungen und Experimenten hat sich herausgestedls, diase
Zustandsgleichungen unterhalb einer gewissen Grenze von der HolBeldstung nicht
beeinflusst werden. Dieser Bereich, mit seiner Spannung und dereiutr ZZigehdrigen
Dehnung, hat ein linear viskoelastisches Verhalten, bei dem das mBaohzsche
Superpositionsprinzip fir die Berechnung der Dehnungs-Spannungs-Zet@egen
maf3gebend ist. Das Boltzmannsche Superpositionsprinzip verliert jedoehGidtigkeit,
wenn die Zustandsgleichungen von der Hohe der Belastung beeinfludshwBann spricht
man von der nichtlinearen Viskoelastizitat. In der linearen Vislgbeitatstheorie erlauben
die drei am haufigsten angewandten Methoden (Methode der mediemiddodelle,
Differentialoperatordarstellung und Integraldarstellung) eine noeler weniger einfache
Losung fur viele viskoelastische Probleme. Im nichtlinearen viskiiethem Bereich
hingegen, werden zur Zeit noch Anstrengungen gemacht, um die ProbleBradsung der
Nichtlinearitaten zu beseitigen. Die Praxis zeigt aber, di#ssmeisten viskoelastischen
Bauteile im nichtlinearen Bereich beansprucht werden. Es kommt\auclwie in dieser
Arbeit, dass die Belastung (Eingangsmoment), auf Grund des Krgedizn Relaxation,
eine Funktion der Zeit ist. Da aber bei dieser Vielfalt von lrakign Belastungsarten (Zug,
Druck, Rampenfunktion, Schwingungen usw.) der grofl3ere Zeitaufwand ire Hell
Langzeitversuche eine experimentelle Bestimmung des Mathaltens fast unmdoglich
machen, ist die analytische Charakterisierung von grof3er Bedeutung.



Einleitung

1.1 Problemstellung

Die Erfassung des mechanischen Verhaltens von Kunststoffenmisi/ergleich zu

metallischen Werkstoffen sehr viel schwieriger. Ein wichtigerund dafiir ist die
Veranderung der Materialeigenschaften mit der Zeit; alsmhgpman von einem ,visko-
elastischen* Material. Die Berechnung von Bauteilen aus visksslhsm Material ist
deshalb nur mit genauer Kenntnis des Werkstoffverhaltens mogkclst Blso wichtig die
Eigenschaften eines solchen Materials genau zu messen und matiemati einer sehr
guten Anndherung wiederzugeben, da bei der Beschreibung einemsilaterialgesetzes
komplizierte Integral- und Differentialgleichungen auftreten, demamalytische und
numerische Loésungen oft schwierig sind. Ferner sind Experimmitteviskoelastischen
Materialien zeitaufwendig, da das Verhalten Uber den ganzeredsterenden Zeitraum
gemessen und beschrieben werden muss. Auch ist die Handhabung Maligtedien nicht

ganz leicht, da schon geringe klimatische Schwankungen, wie Feuchfeeommbratur, zu
verschobenen bzw. falschen Ergebnissen fiihren.

1.2 Zielsetzung der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die Formulierung eines allgemeinenf§dsetzes fur einen polymeren
Werkstoff unter einer komplexen Belastung mit Hilfe einfachee¢h- bzw. Relaxations-
kurven, welches die lineare und nichtlineare Viskoelastizitat beddintig. Als Grundlage
dienen die aus mechanischen Belastungen bei unterschiedlichen Spannungen bzw
Dehnungen ermittelten Materialkonstanten. Ausgehend vom Langgegizsuch sollen
Vorhersagen auf das Verhalten bei Druckbelastung mit unterschigliExzentrizitdten und
Druckkraften gemacht werden. Die fur die Experimente verwendetrksidffe waren dabei
Polymethylmethacrylat (PMMA), Polycarbonat (PC) und Polywhidrid (PVC). Die Arbeit
gliedert sich grob in einen experimentellen, analytischen und numerischen Anteil

Im experimentellen Teil wird der Versuchsaufbau fur die Zug- Wrdckversuche
vorgestellt, mit Hilfe dessen das Materialverhalten sowohl umtéaaher konstanter Zug-
belastung (Kriechen) als auch unter der Druckbelastung bei ditigtindernder Spannung
untersucht werden kann. Um die Materialkonstanten spéter ernuttekbnnen, wurden
zahlreiche Zugversuche (mit konstanter Spannung) sowie Druckhersm Vorfeld durch-
gefuhrt.

Im theoretischen Teil wird dann ein mathematisches Verfahamestet, das anhand der
linearen Materialparameter und der Nichtlinearitatsfaktodé®,aus den einfachen Kriech-
versuchen bestimmt werden, eine Vorhersage fir das Matehalier unter Druck-
belastung erméglicht. Des weiteren wird ein Programm vordtested Hilfe dessen man aus
der klassischen Knicktheorie das Kriechen unter Druckkraft und eineebgegn
Exzentrizitdt berechnen kann. Das Auswerten von den Nichtlineart@sfa fir Zug und
Druck erfolgt auch mittels eines Computerprogramms das daflr geschrietzbn w

Um die theoretische und numerische Auswertung zu vereinfachen, bagchi¢h diese
Arbeit auf einachsige Belastungen unter isothermen Bedingungen. abDgeleiteten
Spannungs-Dehnungs-Zeit-Beziehungen sind nur im linearen und nichtlifsaeah, d. h.
solange noch keine Schadigungen auftreten, anwendbar. Ebenso werdedyhamische
Einflisse und irreversible Prozesse vernachlassigt.

Um die gewonnenen Ergebnisse auch auf eine andere Belastungsamdam zu konnen,
wird der Fall der Torsion eines viskoelastischen Material naher bettacht
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Einleitung

1.3 Aufgabenbegrenzung

Es wird vorausgesetzt, dass das Materialgesetz und die von ihieitatge Uberlegungen
nur fur den linear- und nichtlinear-viskoelastischen Bereich gelten, d.lsolé bis zum

Auftreten von Schadigungen oder &hnlichen Effekten, wie z.B. FlieRenCodeing, gultig

sein. Weiterhin soll nur eine Gruppe von Kunststoffen, die Thermoplastesucitewerden.
Ferner werden die Versuche nur bei isothermen Bedingungen durchgeaditnrtdie

Probentemperatur bleibt bis zum Versuchsende konstant. Deshalb kdénnen @eh
Untersuchungen zu bereits bekannten Gleichungen wie zur Zeit-Tempéeesohiebung
(William-Landel-Ferry) gemacht werden. Des weiteren kdnnen wdgblender Analyse-
maoglichkeiten keine Ruckschliisse zwischen dem mechanischen téarhald der Struktur
oder dem chemischen Aufbau des Werkstoffes gezogen werden. Die esomittelten

Parameter sind materialspezifisch und mussen fir jeden Kunstsiiofieuen Versuchen
bestimmt werden. Die Lange der Versuche betragt 100 h.

Aufgrund der Komplexitat und der vielen Parameter, wurde bei den Karmkehen nur eine
Art der bekannten Euler-Lagerbedingungen eingesetzt.

Die Versuche werden nur an Polymethymetacrylat (PMMA)ydobonat (PC), und Poly-
vinylchlorid (PVC) durchgefthrt.

Fur die Torsionsversuche standen nur PMMA und PVC zur Verfugundg=xXpierimente mit
den DMS-Streifen sind, wegen der relativ geringen Kriechneigung @nnBr an den
anderen Materialien durchgefuihrt worden. Auf Grund der fehlenden Analgtiehkeiten,

ist der Versuch fir das Knicken bei einer Probe mit hohen Dicdkeht explizit untersucht
worden, aber in der Literatur sind viele Quellen dazu aufgefiihrt und dargestellt.

ke



Polymere

2 Polymere

In diesem Kapitel werden kurz die Grundlagen des Polymeraufiasishrem Anfangs-
zustand, die Polymergruppen sowie die mdoglichen Herstellungsreakti@arthese)
beschrieben. Im letzten Teil dieses Abschnittes werden dieriedgreell verwendeten
Polymere naher beschrieben.

Polymere bestehen aus organischen langkettigen (makromolekulaeemndungen, die
entweder aus chemisch verdnderten langkettigen Naturstoffen dwteh chemische
Verbindung von Kkurzkettigen (niedermolekularen) Grundstoffen, den sogenannten
Monomeren, hergestellt werden. Eine weitere gemeinlaufige Bezeicffiudig Stoffgruppe

der langkettigen Werkstoffe ist der sogenannte Kunststoff. Flie 8esbindungen sind die
besonders geeigneten Atome der Kohlenstoff und das Silizium, wolrminSiliber Sauer-
stoffbriicken Riesenmolekile bildet (z.B. Silikone, Silikate). Den esflent Lieferanten fur
diese Grundsubstanzen stellen organische Stoffe wie Erddl, Kohle,BE¢dbas, pflanzliche-

und tierische Naturstoffe dar. Die wesentlichen Unterscheidumgsrake der Kunststoffe
sind:

* Art der am Aufbau beteiligten Atome

* Anordnung der Makromolekile

» Bildungsreaktion (chemischer Aufbau)
» Gestalt der Makromolekiile

Die GroRe des Makromolekuls wird durch den Polymerisationsgrad gggduriickt bzw. mit
der Molmasse angegeben. Mit dem Polymerisationsgrad wirdadiieder Monomere, die im
Makromolekil sind, beziffert. Durch die Multiplikation des Molekulargéwes der Mono-
mere mit dem Polymerisationsgrad, lasst sich das Molekulacewier Makromolekile
berechnen. Dabei ist anzumerken, dass diese Werte gemittefte ¥ihd, da sich in einem
Kunststoff immer ein Gemisch aus verschieden grof3en Makromolekiiewldie Deshalb
bewegt sich das mittlere Molekulargewicht bei Kunststoffenselaen 8000 und 3000000
g/mol. [1].

Auch bei gleichem Polymerisationsgrad kann es jedoch sein, dagsgdeschaften eines
Werkstoffes unterschiedlich sind. Dies kommt daher, dass die Lderg&etten und ihre
Verteilung innerhalb des Werkstoffes nach der Gauld'scheniMegekurve schwankt und
damit auch ihre Sekundarbindung (gegenseitige Bindung der Molekule). DadtizcB hder

Werkstoff mit der engeren Verteilung eine hdhere Erweichungstety, ist zahflissiger
und schlagzaher.

Ein Kunststoff wird hauptsachlich durch die Primar- (Zusammenhaltrhal®e eines
Molekils) und Sekundarbindung (Zusammenhalt zwischen den einzelnen Molekilen,
schwacher als die Primarbindung) gehalten. Die Primarbindurdjeishtom- bzw. Haupt-
valenzbindung und die Sekundéarbindung die Nebenvalenzbindung. Die Sekundarbindung
kann sich, je nach Aufbau des Stoffes, um drei verschiedene Bindaftgdkandeln, die im
folgenden kurz erklart werden:

* Van der Waalssche Krafte
* Dipolkrafte
* Wasserstoffbriicken
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2.1 Die Gestalt der Makromolekiile

Die Makromolekile kénnen linear oder verzweigt angeordnet aber auchoaehweniger
qguervernetzt sein (Bild 2.2, [2]).

Bild 2.2: Makromolekule (oben links nach unten rechts): Linear-kettenformig, Vgtzwei
kettenférmig, Engmaschig-vernetzt, Weitmaschig-Vernetzt [2]

Aufgrund dieser Konstellation der Makromolekile, kann man die Kunstsiotfeei Haupt-
gruppen unterteilen:

* Thermoplaste
 Duromere
* Elastomere

Wie in Bild 2.3 ersichtlich, unterscheiden sie sich in ihrem Aufbau und in ihren Eigen-
schaften grundsétzlich von einander.

amorpher teilkristalliner Elastomer Duroplast
Thermoplast Thermoplast

Bild 2.3: Innerer Aufbau der Hauptgruppen [3]

2.2 Thermoplaste

Molekile von Thermoplaste haben linear kettenférmige oder verzweigstalG Durch

genugend Warmezufuhr werden sie plastisch verformbar oder schretyilingl nach dem
Abkihlen auf Normaltemperatur (20-22°C) wieder fest und belastbar.e Diesch

Erwdrmung und Abkihlung verursachten Veradnderungen lassen sich Swonsit dem

gleichen Material beliebig oft wiederholen. In der Praxis kona®mtjedoch auch beim
Erwdrmen von Thermoplasten zu einer teilweisen Zersetzunki(iemng) der Molekdl-
ketten, so dass der Wiederholbarkeit des Erweichungsvorgangs Grenzen geketzt si



Polymere

Durch diese gute Erweichbarkeit von Thermoplasten lassen sieh Wadbzeuge, wie z.B.
Rohre oder Tafelzuschnitte, einfach herstellen. Nach dem Erwé&éssinsich das Material,
dass nun einen weichgummiartigen elastischen Zustand hat, in reiees ageometrische
Form bringen (Warmumformung). Neben diesem Vorteil kann man Thern®pagh

schweil3en, sie sind quellbar und l6slich. AuRerdem sind Bearbeiturfgsabféa Groliten-
teils wiederverwendbar. Nachteilig ist, dass durch die Etwag beim Erwarmen die
Einsatztemperaturen von Thermoplasten, vor allem bei gleichzeikgavirkung von

Kraften, recht begrenzt sind.

Thermoplaste weisen eine amorphe und teilkristalline Struktusaalfg Bild 2.3). Nach dem
Abkihlen der Schmelze auf Raumtemperatur, kann es zu einem voétigordmetem
(Wattebauschstruktur) oder zu einem teilweise geordnetem @&lkne Struktur) Zustand
der erstarrten Molekilketten kommen. Diese teilkristallinen iBleee weisen durch
Lichtstreuung eine Trubung auf. Im normalen Temperaturbereich befsndedie amorphen
Thermoplaste im Glaszustand. Sie sind meist sprode und glasklar. Die eirketten liegen
raumlich verfilzt durcheinander; dabei treten an manchen &téelerhackungen und
Verschlaufungen auf (Bild 2.4, [2]).

Bild 2.4: Amorphe Anordnung der Molektlketten eines Thermoplasts [2]

Bei teilkristallinen Thermoplasten konnen die Kristallite unteesdiche Ordnungsbereiche
enthalten, welche die Art der Anordnung der Molekilketten in den kisallBereichen
definiert. Diese Ordnungsbereiche kdnnen sich als:

* Fransen-Mizellen (verschiedene Molekiile)
» Faltungen (ein Molekul)
» Spharolithe (radial-kugelférmig angeordnete Faltkristalle)

ausbilden.

Bild 2.5: Mdglichkeiten der Anordnung von Makromolekilen eines teilkristallinen
Thermoplasts [2]

Bei Fransen-Mizellen handelt es sich um parallel geordnete dvietekile mit
fransenformigen Enden, welche in amorphe Bereiche eingebettet ZBhd)( Faltungen
ergeben sich durch mehrfachgeschlungene, parallele Windungen von n&nzel
Makromolekilen (2.5 b). Sie sind wiederum eingebettet in amorphecBereivobei bei
Faltungen mehrere hundert Schlingen parallel liegen. Bei den dhigtem sind die Ketten

6
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tangential zu kugelférmigen Strukturen angeordnet. Zentrum ist &takisationskeim, von
dem ausgehend die Spharolithe beim Erstarren wachsen. Im ahgentiegen die Kristallite
ungeordnet in der Grundsubstanz; als Ergebnis von Verformung kénnabesienehr oder
weniger parallel verlagert werden, besonders die Mizellen.

Je hoher die Kristallinitat der Thermoplaste ist, desto hoh#mesChemikalienbestandigkeit,
Dichte, Festigkeit, Gasundurchlassigkeit und Schmelztemperatur.gamdiche Ordnung
gibt es jedoch nicht; dazu sind die Kettenlangen zu grof3 und zu urgdieth Der Anteil
der Kristallite an der Gesamtmasse betragt maximal 80%.

2.3 Elastomere

Elastische Kunststoffe oder Elastomere sind bei tiefer Tethperhartelastisch, im
Gebrauchsbereich weichelastisch (gummielastisch). Ihr guitigeigrVerhalten ist mit der
weitmaschigen, dreidimensionalen Vernetzung ihrer Makromolekile untedeinazu
erklaren (Bild 2.6).

Bild 2.6: Dreidimensionale Vernetzung bei Elastomeren [2]

Im Gegensatz zu den Thermoplasten kann man Elastomere nicht Warmemfooch
schweil3en. Sie sind auch nicht schmelzbar und l6slich, aber quellb@ssga sich einige
durch aufiere Krafteinwirkung um mehrere hundert Prozent verformen tngemenach
Wegnahme der Kraft nahezu ihre urspringliche Form wieder an. dbamische
Zusammensetzung der Makromolekile begrenzt die Anwendung bei hohgeraamen.
Durch die Abkihlung weit unter 0° C ,frieren* diese Werkstoffe fiicmein und verlieren
ihre gummielastischen Eigenschaften; d.h. sie werden spréde und hadramdinbrauchbar
als Gummiwerkstoff.

2.4 Duromere

Duromere sind bei Raumtemperatur meist sehr hart und sprode, wasiblaligitsauf die eng
vernetzten Molekuile zurlickzufuhren ist. Die Molekule sind durch Priméarbiedualiseitig
fest miteinander verbunden (Bild 2.7). Dieser Kunststoff ist tenmyrstandfest, wobei ihr
Anwendungstemperaturbereich dadurch begrenzt wird, dass beim nteméschliel3lich
chemisch-thermische Zersetzung eintritt. Au3erdem sind sie pladtisch verformbar, nicht
schmelzbar und schweil3bar, unléslich und nur schwach quellbar.
SN e A
ety
TS |

A7)

Bild 2.7: Dreidimensionale Vernetzung bei Duromeren [2]
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Sie entstehen durch Vernetzung reaktionsfahiger linearer und vgiewblakromolekiile.
Diesen Prozess nennt man Hartung [2].

2.5 In dieser Arbeit verwendete Werkstoffe

Bei der Auswahl des Probenmaterials ist hauptsachlich von der VYerki&t und der
leichten Handhabung ausgegangen worden. Aul3erdem sollten die Versotheinen

weiteren Parameter einzuschrénken, nur an einer Polymergruppe duinchgefilen. Da das
Labor mit einer Klimaanlage ausgestattet war, konnten die satigen Umgebungs-
bedingungen, wie Feuchte und Temperatur, weitgehend konstant gehattlam wEs sollte
ferner nicht nur ein Werkstoff einer Gruppe untersucht werden, sondgribdmit hat man
sich auf die Materialien: PMMA, PC und PVC beschrénkt. Der ctera Aufbau, die
Herstellung sowie die Eigenschaften dieser Werkstoffe sinddem guten Kunststoffouch
ausfuhrlich dargestellt und soll deshalb hier nur stichpunktartig beschriebemwerde

2.5.1 PMMA (Polymethylmetacrilat)

PMMA ist ein Polymer mit amorphem Geflige. Die kennzeichnendgenBchaften von
PMMA sind: hohe Harte, Steifigkeit und Festigkeit; kratzfestehigtiinzende, polierfahige
Oberflache; hohe Transparenz; gute dielektrische Eigenschafte@ntlig gegen unpolare
Loésungsmittel sowie gegen schwache Sauren und Laugen; ni¢hhdigsgegen Alkohol,

Aceton, polare Losungsmittel und Chlorkohlenwasserstoffe; geringehtrgheits- und

Wasseraufnahme; hohe Witterungsbestandigkeit; spannungsrissgefghtderemperatur-
bestandigkeit; gut ver- und bearbeitbar; geruchs- und geschmackkriotrte ca. 1.12-1.17
g/cms.

2.5.2 PC (Polycarbonat)

Obwohl PC einen sehr regelmafligen Aufbau hat, liegt seine Knigédlunter 5%. PC ist
somit ein amorpher Thermoplast und besitzt folgende Eigenschaften: lestigkeéit,
Steifigkeit, Harte und Zahigkeit; hohe Transparenz und hoher Obefi§lanz; gute
elektrische Isoliereigenschaften, auch bei Feuchtigkeitséiomgr, hohe Witterungs-
bestandigkeit; geringe Wasseraufnahme; bestandig gegen esielgiebtrahlung; bestandig
gegen Benzin, Fette und Ole; unbestandig gegen starke Sauren und Ladgehlorierte
Kohlenwasserstoffe; kerbempfindlich und anféallig auf Spannungsdssigj Dichte ca. 1.2
g/cms.

2.5.3 PVC (Polyvinylchlorid)

PVC ist ein hauptsachlich amorpher Thermoplast, dessen Kristdlloat 5% betragt und
durch Polymerisation hergestellt wird. Man unterscheidet P¥C4nad PVC-weich. Die
Eigenschaften von Hart- und Weich-PVC sind sehr unterschiedlichedetvhohe mech-
anische Festigkeit, Steifigkeit und Harte oder einstellbaegilbilitat; schlagempfindlich in
der Kélte oder zah je nach Weichmachergehalt; hohe chemisciénBigkeit oder rezept-
und temperaturabhéngige chemische Bestandigkeit; gute elektisstlegeigenschaften im
Niederspannungs- und Niederfrequenzbereich; Dichte ca. 1.3 g/cm3.
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3 Viskoelastizitat

Werkstoffe die zeitabhangige Effekte als Antwort auf eineagahg zeigen, werden visko-
elastisch genannt. Obwohl sehr viele Werkstoffe diesen Charaktezisemh, kann der visko-
elastische Anteil, insbesondere bei sehr kurzen Versuchszeiten bhaghbaiedrigen Tem-
peraturen, vernachlassigt werden. So verhalten sich z.B. einig@léMbei hohen Tem-
peraturen viskoelastisch, was aber bei Raumtemperatur vedetden Die Viskoelastizitat
setzt sich im allgemeinen aus zwei klassischen UberlegudgeiElastizitatstheorie und der
Hydrodynamik, zusammen. Wahrend bei der Elastizitdtstheorie dien@pg immer
proportional zur Dehnung (Hook'sches Gesetz) und unabhangig von der uBgtast
geschwindigkeit ist, gilt fir die Hydrodynamik, dass die Spannung propattzur Ver-
formungsgeschwindigkeit (Newton’sches Gesetz) und unabhéngig von demMang selbst
ist. Obwohl die Elastizitatstheorie und die Theorie der Hydrodykéei vielen Festkdrpern
und Flussigkeiten zutrifft, sind sie allerdings nur eine Idealisgrund verlieren ihre Gul-
tigkeit bei zu grof3en Verformungen und unter hohen Verformungsgeschwindigkeiten.

Ferner wird in der Viskoelastizitat ein Versuch, bei deenStannung konstant bleibt und als
Antwort sich die Dehnung uber die Zeit verandert, als Kriechendersti Umgekehrt nennt
man einen Versuch, bei dem die Dehnung konstant ist und die Spannungsiédenit der
Zeit, Relaxation.

Weiter unterscheidet man in der Viskoelastizitat zwischenatema und nichtlinearem
Verhalten. Werkstoffe sind linear-viskoelastisch, wenn ihre Kriedingiabigkeit bzw. ihr

Elastizitditsmodul unabhangig von der angebrachten Dehnung bzw.gageipannung ist.
Sind diese Materialparameter jedoch abhéngig von der au3erastudgj, so zeigt sich im
Werkstoff ein eindeutig nichtlinear-viskoelastisches VerhalkBele Werkstoffe zeigen bei
kleinen aufReren Belastungen lineares oder nahezu lineares und ben l@#lastungen ein
eindeutig nichtlineares Verhalten. Neben diesem Verhalten gihigee Phanomene, die bei
allen viskoelastischen Werkstoffen erkennbar sind (Bild 3.

Belastung Antwort
CA EA
y
&0

>

EA t
Bild 3.1: Kriechen und

> Relaxation [4]
OA t
Oo

>

iy t
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* Spontane Elastizité, (auch spontane elastische Antwort genannt)
» Kriechen (Retardationj(t) unter konstanter Spannung

* Spannungsrelaxation (Entspannungf) unter konstanter Dehnung
* Spontane Erholungt;)

o Zeitverzogerte (retardierte) Erholus@), t >t;

» Zeitabhangige verbleibende Verformung nach Entlas&ing

3.1 Lineare Viskoelastizitat

Bei niedrigen Belastungen die eine materialabh&ngige Greaoge (gearitatsgrenze) nicht
Uberschreiten, verhalt sich der Werkstoff linear-viskoelastisch.rlUtge Linearitatsgrenze
lassen sich die Zusammenhé&nge von Spannung, Dehnung und Zeit mit \sart#Eigi
einfachen mathematischen Beziehungen darstellen, so dass vieldagt&odee Probleme
relativ einfach geldst werden konnen. Die somit abgeleiteten Mgesetze bilden auch fur
die Berechnung im nichtlinearen Bereich eine Basis. Zahlreielnsu¢he haben gezeigt, dass
es auch fur die Darstellung des Verhaltens des Werkstoffes tbeldralinearitatsgrenze
von groflRter Wichtigkeit ist, die Materialparameter hinreichend gema linear-visko-
elastischen Experimenten zu bestimmen. Damit fallt der expatellen Bestimmung von
Materialparameter und der Messgenauigkeit eine grof3e Bedeutung zu.

Grundlegend flr die lineare Viskoelastizitat ist die Gultigikkis Boltzmannschen Super-
positionsprinzips (Bild 3.2), was besagt, dass die Summe zwel@blzngiger Ver-
formungeng(t) + &(t) die Spannungr(t) + o»(t) hervorruft, wenn die Verformunges(t)

und &(t) einzeln die Spannungem(t) und ox(t) ergeben und umgekehrt, dass die Summe
zweier Spannungerui(t) + ox(t) die Verformung &(t) + &(t) hervorruft, wenn die
Spannungerui(t) und o(t) einzeln die Verformunges(t) und &(t) ergeben. Man spricht
von einer Belastung des Spannungs-Relaxations-Typs, wenn die Gesdeicbehnung und
von der Belastung des Kriech-Typs, wenn die Geschichte der Spannung bekannt ist.

OA €A
Oo Ko(t)d
>
OA t
01
>
OA t
o[
Oo
>
[#] t

Bild 3.2: Das Boltzmannsche Superpositionsprinzip [4]
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Neben dem Boltzmannschen Superpositionsprinzips gibt es noch weiteretitobe
Grunduberlegungen, wie das Korrespondenzprinzip, ZeitverschiebungsinvandnZeit-
Temperatur-Verschiebung, auf die hier jedoch nicht naher eingegawiggenDiese sind
umfangreich in der Literatur [3, 5, 6, 7] beschrieben.

Zur Beschreibung des Werkstoffverhaltens und zur Berechnung dablzegigen Werk-
stoffparameter werden in der linearen Viskoelastizitatstbedriiufig drei Methoden
angewandt:

» Differentialoperator-Gleichung
* Integraldarstellung
* Mechanische Modelle

Diese Methoden sind in der Literatur sehr umfangreich behan@shalb wird hier nur kurz
darauf eingegangen.

3.1.1 Differentialoperator-Gleichung
Wird ein linear-viskoelastischer Werkstoff mit einer einachaisi§pannungr(t) belastet, kann

die Spannungs-Dehnungs-Zeit-Beziehung mit folgender Differergialging beschrieben
werden:

q,0 + a_a+ 620+... aﬂa-: + %+ a_zg+...+ 0" (3 ]_)
07T WG T % o - KT Ry ot? PTe '
oder:

n o & de

. qi _-:Z pj e (32)

wobei Qo,q1,0z,...,¢0 und po, p1, P2,...pn Materialkonstanten sind. Diese Ausflihrung ist
angelehnt an die Darstellung von Tschoegl [8] und Findley, Lai, Onaran [9].

Die Gleichung 3.2 kann mit Hilfe der Einfiihrung der folgenden Differential bqresra

und
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in der einfacheren Schreibweise der sogenannten Differentialop&iaiohung geschrieben
werden.

QAo()] =R &) (3.3)

Die Gleichung 3.3 zeigt die Differentialgleichung eines visksiedahen Materials als
Antwort auf eine Belastungsgeschichte. Es gibt mehrere Metheglen 8sen; ein eleganter
und einfacher Weg ist die Laplace-Transformation [10, 11, 12]. KorapgkzDifferential-
gleichungen werden mit Hilfe der Laplace-Transformation in ehda algebraische
Gleichungen umgewandelt und geldst. Dabei wird einer FunkgipOriginalfunktion) der
reellen Veranderlichen (reelle Ebene) eine Funktiof(s) (Bildfunktion) der komplexen
Veranderlichers (Laplace Ebene) zugeordnet. Nach der Lésung der algebraisatiehualy
in der Laplace-Ebene wird Uber eine Rucktransformation die LésungDitErential-
gleichung in der reellen Ebene ermittelt. Fur die Gleichung 313 kdie Laplace-
Transformation nur dann angewendet werden, wenn:

o fir die Zeitt nur der Bereich(, o] betrachtet wird,
» der Zeitpunkt = 0 als Referenzpunkt, mir= 0 und &= 0 gilt und
» das Material bis zti= 0 keine Vorbelastung hatte.

Unter Berlcksichtigung dieser Randbedingungen berechnet siclapligce-Transformation
der Gleichung 3.3 wie folgt:

AIT(9=(qg+ g9 g5+-+ g%T()s (3.4)
P(9Z(9=(R+ P& pPS+--+ pPHE()

und
q(s)o(9="T 3€( » (3.5)

oder

iy = (B+gstgsS++ g8
E(S)_(po+ pst psS++ ThA (36

Damit gilt fir das Stoffgesetz in der Laplace-Ehene

a(s)=P(98($ und Z (sF QF (¢ (3.7)

12
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mit;
S _P(9
TR
(3.8)
-
959

Das Materialverhalten lasst sich jetzt Gber die R@ansformation von Gleichung 3.7 in die
reelle Ebene berechnen. Aus dieser Gleichung istdeeil einer Laplace-Transformation zu
ersehen, denn in der Bildebene entspricht das elaktische Materialverhalten dem
Hook’schen Gesetz. Weiter gilt, dass die Werkstoifitanten zeitabhangig seien kénnen,
aber nicht von der Hohe der Spannung bzw. der Dehabhangen. Somit ist die Gite der
Beschreibung des viskoelastischen Materialverhslirekt abhangig von der Anzahl der
verwendeten zeitabhangigen Werkstoffparameter. BGikeichung 3.6 wird in einer
Reihenentwicklung dargestellt; somit vereinfaclohsiie Bestimmung der Parameter und es
ergibt sich mit den zeitunabhangigen Materialpatanmea: und b :

as){'z 2 }5(352 A3T( 3 (3.9)

mh+ts i=1

Die Materialparametera: und biwerden durch Experimente bestimmt. Das Riicktrans-
formieren der Gleichung 3.9 ergibt das folgendéuragisintegral:

c0=[Yae 2 Doy ar= [ adllo( o) & (3.10)

o i=l oi=l

3.1.2 Integraldarstellung

Es besteht die Mdglichkeit das viskoelastische Kklieerhalten mit sogenannten ,heredity
integrals® mathematisch darzustellen. Dies erfoigit Hilfe der Kriechnachgiebigkeit
(Kriechtypbelastung) bzw. Relaxationsmoduls (Reafestypbelastung). Die Grundlage flr
diese Theorie lieferte Boltzmann [13] und sie iste vorher beschrieben (Bild 3.2), als
Boltzmannsches Superpositionsprinzip bekannt. U Idiee der Integraldarstellung zu
verstehen, soll ein Beispiel beschrieben werden.

Es sei ein Kriechversuch gegeben mit einem nackl BiB dargestellten allgemeinen
Spannungsverlauf. Wenn das SuperpositionsprinzipBaltzmann in betracht gezogen wird,
so wird der Spannungsverlaaft) aus vielen beliebigen Spannungssprindendie in Inter-
vallen 4§ angebracht werden, approximiert. Damit ergibt githdie Summe der einzelnen
Sprunge:

13
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o(t) DY AG(AEH (t -iAf) (3.11)

i=0

t

Bild 3.3: Spannung als Superposition von kleineriest

Somit stellt die Summe der Spannungsinkrementgebamte Spannung zur Zedar. Diese
einzelnen Spannungsspringe werden zum Zeitpukkt durch die Haevisidische Einheits-

funktion angebracht. Werden diese einzelnen Spayssjpniinge mit den jeweiligen zu der
Zeit (t—iA¢) herrschenden Kriechnachgiebigkeité(t —iA¢) multipliziert, so ergeben sich

die einzelnen inkrementellen Dehnungen:
Ae(iAE)=o(iAE)I(t -1ASE) (3.12)

Damit setzt sich die gesamte Dehnung zur Zaitis der Summe der einzelnen Dehnungs-
inkremente zusammen und es folgt:

£(t) =Zn:A£(iA£) :Zn:Aa(iAE)J t—IAOH ( -iAd) (3.13)

Werden die Zeitinkremente unendlich klem{ .o undA4¢ — 0) gewahlt, fuhrt die Gleichung
3.13 auf den exakten Verlauf der Dehnung. Daragitesich dann die Integralform eines
linear-viskoelastischen Werkstoffes, welche wigfgeschrieben werden kann:

e(t):jJ(t—f)H(t—f)da(f) (3.14)

14
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Da in der Reget(¢) liber die Zeit abgeleitet werden kann und die Zeifable & stets kleiner
als die Zeit ist, muss im Integrationsbereich die Funkiitf—-¢) gleich eins sein. Dann folgt:

£(t) :jJ(t—f)a‘;Ef)df (3.15)
mit
do=99€) 4 (3.16)

0¢

Die Gleichung 3.15 besagt, dass sich die Dehnungiaar bestimmten Zeit aus der
Superposition aller Spannungen die zur Zgik t wirken, multipliziert mit der Nach-
giebigkeitJ(t — &) im Intervall (t — &), zusammensetzt. Durch eine partielle Integratieses
Integrals erhalt man nach Schwarzl [14] eine weitesrm:

(1) = 3,000+ [ I(t-Ho(@) &8 (3.17)

Ist die Dehnungsgeschichte (Relaxationstyp) bekasmtkann mit der selben Herleitung
dieser Spannungsverlauf berechnet werden:

_| 9£(§)
o(t) = { E(t—f)?df (3.18)
und
a(t) = Ee(t) - [ E(t-)&(§) & (3.19)

Bei dieser Gleichung igE(t — ) der Relaxationsmodul, der wirksam ist im Zeitimtdh (t —

é).
3.1.3Zusammenhang zwischen der Kriechnachgiebigkeit und dem Relaxatiom®dul

Da ein und derselbe Werkstoff ein Kriech- und Ratmnsverhalten aufweist, muss es eine
Beziehung zwischen der NachgiebigkHi) und dem Elastizitatsmod#(t) geben. Um diese

15
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herzuleiten soll die Laplace-Transformation angedtamerden. Damit ergeben sich fir die
Gleichungen 3.17 und 3.19 folgende Formen:

£() =S¥ 3T( 3 (3.20)
o(s) = SH $2( 3 (3.21)

Gleichung 3.20 eingesetzt in 3.21 ergibt dann:

SE(9X3=1 (3.22)
oder:
ol _ =, 1
ECRRATE (829

Wird jetzt die Rucktransformation angewandt, sorkgezeigt werden:

t=jJ(t—E)E(E)d£ (3.24)
bzw.:
t=jE(t—£)J(E)d£ (3.25)

Die Gleichungen 3.24 und 3.25 stellen eine Integeathung dar, aus der sich mit einfachen
mathematischen Ausdricken auch analytisch die Kiumktion berechnen lasst, wenn die
Relaxationsfunktion gegeben ist und umgekehrt. Rreechnachgiebigkeit](t) ist eine
monoton steigende Funktion, die ihre maximale Steggam Anfang zur Zett= 0 hat. Furt

- oo geht sie in eine gerade mit einem konstanten Waxt konstanter Steigung Uber. Der
RelaxationsmoduE(t) ist eine monoton fallende Funktion mit einer maaiem Steigung zur
Zeitt = 0. Diese Funktion geht fiir —» o« entweder auf einen positiven Grenzwert oder auf
Null zuriick. Da beide Funktionen fur alfgpositiv sind, ergibt sich fir die beiden Integrade
Gleichung 3.24 bzw. 3.25 ein Wert zwischen eins dhdl. Hieraus folgt die wichtige

Ungleichung nach [14] fur die Kriech- und Relaxastunktion:

16
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0<E(t)J(t)<1 fur alle t> | (3.26)

Dieses Produkt kann also nur in eine Richtung eaaii. Es kann weiterhin gezeigt werden,
dass dieses Produkt nur in bestimmten GrenzfabenVdert eins annimmt, und zwar:

E(0)J(0)=1 far t= 0
(3.27)
E(00)J(0) =1 far t— o

Dies bedeutet, dass nur zur Zeit 0 undt — o der Kehrwert der Kriechnachgiebigkeit exakt
den E-Modul ergibt. Zu allen anderen Zeitast dieser Zusammenhang nicht gegeben.

3.2 Mechanische Modelle

Wie bereits beschrieben, besitzen Kunststoffe renhmechanischen Eigenschaften sowohl
zeitunabhéngige als auch zeitabhangige Effektee writere Methode diese Eigenschaften zu
beschreiben, sind die mechanisch-rheologischen Néodeiese Modelle sind insbesondere
zur qualitativen Beschreibung der Phanomene geeigie besitzen den Vorteil grolRer
Anschaulichkeit. Sie bestehen aus Feder-DampfeieBys, die bei geeigneter Wahl und
Kombination die Abhangigkeit des Spannungs-Dehniwerbalten viskoelastischer Werk-
stoffe von der Dehnung, Spannung, der Dehngesclgkeid und der Temperatur mehr oder
weniger gut abbilden kdnnen. Viele Untersuchungezudsind in der Vergangenheit geleistet
worden, anbei eine Auswahl von Publikationen zisehe Thema [9, 14, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 32]. Dabei Ubernimretleder den elastischen und der Dampfer
den viskosen Anteil. Der plastische Anteil, wasr mght explizit beschrieben werden soll,
wird bei der Modellrheologie durch ein Reibungsedem (St.-Vénant-Modell) dargestellt
[31]. Tragheitseffekte werden nicht berltcksichtigt.

3.2.1 Grundmodelle
Das elastische Verhalten von idealen Festkorperd durch das Hook’'sche Materialgesetz
beschrieben. Dabei ist die angelegte Spannung gropal zur resultierenden Dehnung und

unabhangig von der Belastungsgeschwindigkeit urgefgchte. Die Gleichung ([3, 5]) daflr
lautet:

o=Ee (3.28)
dabei ist:
o: Spannung

Elastizitdtsmodu
. Dehnung

m

17
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In Bild 3.4 ist diese Beziehung dargestellt:

A

Bild 3.4: Hook’sches Element

Neben dem Hook’schen Kdorper gibt es noch den Damgdte Grundmodell. Der Dampfer
beschreibt im Gegensatz zur Feder die Eigenschait idealen Fluiden. Damit ist die
Spannung nicht mehr von der Verformung, sondern den Verformungsgeschwindigkeit
abhangig. Die Gleichung lautet jetzt:

o=né (3.29)

wobei gilt:

o: Spannung
n:  Viskositat
¢&:  Dehnungsgeschwindigke

Das nachfolgende Bild 3.5 zeigt diese Beziehung:

18
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o «¢ I » O t
n

Bild 3.5: Dampferelement

3.2.2 Das Maxwell-Modell

Die Reihenschaltung von einer Feder und einem Dampird als das Maxwell-Modell
bezeichnet (J. C. Maxwell, 1831-1879). Dieses Mopddgk aus dem Bild 3.6 ersichtlich, ist
nur beschrankt anwendbar, da sie zwar eine elhstismd viskoelastische Verformung
zulasst, aber die Erholung und die abnehmende Rskhgindigkeit nicht wiedergeben
kann.

A

Bild 3.6: Maxwell-Element

19
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Um das Stoffgesetz dieser Reihenschaltung herealét zu beachten, dass in der Feder und
im Dampfer die gleiche Spannung ist, die Gesamtaiefpraber sich aus beiden addiert.
Weiter tritt im Dampfer als Stoffgesetz die Dehrgjegindigkeit auf, was zur folgenden
Differentialgleichung fuhrt:

£=g, +2, (3.30)

und damit:

né=o+r1o (3.31)

mit 7 =

m|s

Wird eine Spannung der Foraft)= gpH(t) (H(t): Heaviside-Funktion) angebracht, was einer
Kriechtypbelastung entspricht, so ergibt sich fie @®ifferentialgleichung 3.31 folgende
LOsung:

£(t) =ao<é+%> (3.32)

wobei mit den Anfangsbedingungen gilt:

o(t)=0 furt>0

(0)=% (3.33)
E
Die Kriechfunktion ist dann:
_&m 1.t
J(t) = o TET (3.34)

Es ist aus der Gleichung 3.32 zu ersehen, dasSgdianung zur Zeit=0 eine sprungartige
Dehnung (der Feder) erzeugt. Danach dehnt sicimnoehr der Dampfer, so dass es anfanglich
zum festkorper- und zum Ende hin zu einem fllissiggigen Verhalten kommt.

Zur Bestimmung der Relaxationsfunktion wird einehbeng mit gt)=&H(t) vorgegeben.
Dann gilt auch:

20
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Et)=0 fart>0

0=z, (3.35)

Eingesetzt in die Gleichung 3.31, ergibt sich démrdie Spannung und Relaxationsfunktion:

t

o(t)=¢,Ee* (3.36)

t

E(t)= Ee~ (3.37)

Anfanglich nimmt die Feder die Dehnung auf und iriteren Verlauf ist immer weniger
Spannung notig um die Gesamtdehnung aufrecht altenh

3.2.3 Das Kelvin-Voigt-Modell

Das Kelvin-Voigt-Element ist eine Parallelschaltumgn einer Feder und einem Dampfer
(Kelvin, 1824-1907; Voigt, 1850-1919). Aus Bild 3st zu sehen, dass die Gesamtspannung
im Element die Summe von den einzelnen Spannungefeater und des Dampfers ist. Die

Dehnung ist in beiden Elementen die selbe und sengibt sich folgende Differenzial-
gleichung:

=0, +0, (3.38)
o =E(e+71¢) (3.39)
%A
E
VNV V- >
0 . o t
| €
1
n
>

Bild 3.7: Kelvin-Voigt-Element
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Eine aufgebrachte Spannung der Funktaft)j= gpH(t) und der Anfangsbedingung0)=0
ergibt dann fur das Kelvin-Voigt-Element folgenderdungsfunktion:

£(t) = %(1— er) (3.40)
mit der Kriechfunktion:
1 _t
J(t) :E(l—e ) (3.41)

Der Kelvin-Voigt-Korper besitzt ein flissigartigésmfangsverhalten und ein festkdrperartiges
Endverhalten, da die Dehnung einem endlichen Westrebt. Bei diesem Element kann mit
einer endlichen Spannung kein Dehnungsspegragifgebracht werden, weil dies am Anfang
vom Dampfer blockiert wird. Aber auch mit diesenefabent kann das Be- und Entlastungs-
verhalten auf eine elastische Antwort bzw. die i@bende Dehnung eines Werkstoffes nicht
dargestellt werden.

3.2.4 Das verallgemeinerte Kelvin-Voigt-Modell

Eine Reihenschaltung von vielen einzelnen VoigtvikeElementen plus einer Feder ist das
verallgemeinerte Voigt-Kelvin-Modell (Bild 3.9). Bses Modell eignet sich sehr gut zur
Beschreibung des Kriechverhaltens eines viskostdsn Werkstoffes. Dabei ist die Gesamt-
dehnung des ganzen Modells die Summe der einz€laenungen der Teilmodelle addiert zu
der einen Feder, welche die spontan aufgebraclaerspgo aufnimmt [21, 35].

Eo

Bild 3.9: Verallgemeinerte Kelvin-Voigt-Modell

Eine Vielzahl von Lésungsmethoden ist in der Literdoeschrieben [5, 6, 19, 36]. Aber das
Ergebnis ist auch ohne LOsung der kompliziertenfebgintialgleichung mdoglich. Die
Kriechdehnung lautet damit:

£(t) :a{éfzngl(l—e_“)] :0{ J0+i J(@- et )] (3.42)
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wobei flr das Verhéltnis des E-Moduls und der Krieachgiebigkeit, sowie fur die Re-
tardationszeit gilt:

J, 3== r:n_Ei:,H (3.43)

-1
E0 | E I

Es ist mathematisch leicht zu verstehen, dass iher @nendlichen Anzahl von einzelnen
Elementen die Summendarstellung in eine Integmalfdbergeht. Dann folgt:

£(t) = a[JO +T J(T)(1- e_%) o (3.44)

0

mit J(7) als Retardationsspektrum bei kontinuierlicher iibsition der Retardationszeiten.
3.2.5 Das verallgemeinerte Maxwell-Modell

Das verallgemeinerte Maxwell-Modell besteht aus @&earallelschaltung von mehreren
einzelnen Maxwell-Elementen und einer zuséatzlictalpel geschalteten Feder (Bild 3.10).
Auch hier kann das Ergebnis ohne Lésung der komeplen Differentialgleichung erhalten

werden, da die Gesamtspannung die Summe aus afizelreen Elementspannungen bei
konstanter Dehnung ist. Lediglich ist anzumerkeagsddie Feder im Gegensatz zum Voigt-
Kelvin-Modell, das Materialverhalten zur unendlioh&eit reprasentiert. Berechnungs-
methoden werden in der Literatur ausfihrlich bastlen [5, 6, 27, 28, 30, 36, 37, 38, 40, 41,

42].
0]
?

§ El Ez Em
E.

tj N1 |:- N2 tj Nm

Bild 3.10: Verallgemeinerte Maxwell-Modell
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FUr eine Relaxationstypbelastung ergibt dieses Mémgende Gleichung:

o(t) = ELEW + Zm: E e_”] (3.45)

i=1
mit:

T.

/s
: (3.46)

Wird wiederum die Anzahl der Einzelelemente unardigesetzt, was eine kontinuierliche
Distribution der Relaxationszeiten bedeutet, kaienGleichung 3.45 in der Form

o(t) = 5[ E. +]° E(7) ef drj (3.47)

0

mit E(7) als kontinuierliches Relaxationsspektrum gesclenelverden.

Obwonhl das verallgemeinerte Maxwell-Modell fir derechnung der Spannungsrelaxation
sehr gut geeignet ist, besteht bei diesem Modelgdif3te Schwierigkeit in der Bestimmung
der Materialkonstanten. Denn es ist experimentelr saufwendig bis unmdoglich, den
Materialkennwer€,, fir die unendliche Zeit zu ermitteln. Dies bedgudass kein endlicher
Versuch diese Materialkonstante eindeutig bestimikeam. Es ware deshalb von Vorteil
anstelle des Materialkennwells, den Elastizitatsmoduk,, der aus jedem einfachen Zug-
versuch zu ermitteln ist, zu verwenden. Fir einpanBungsrelaxationsversuch musste also
ein verallgemeinertes Voigt-Kelvin-Modell in bethdgezogen werden. In den Arbeiten von
[43, 44] ist eine Mdglichkeit beschrieben, wie démbau von einem verallgemeinerten
Maxwell- auf ein verallgemeinertes Voigt-Kelvin-Meltl aussehen kann. Fur den
Relaxationsmodul gilt:

EM)=E,+> Ee" (3.48)

i=1

Zur Zeitt = 0 kann der Elastizitatsmodul wie folgt berechnetdeer.

E,=E+>E (3.49)

i=1
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bzw.:

E,=E —Zm: E (3.50)

i=1

Die Gleichung 3.50 kann wie nachfolgend manipukeztden:

EQ)=E+>Ee +Y E-> E (3.51)

i=1

Wird nun Gleichung 3.50 in 3.51 eingesetzt, kanrckueichte Umformung die folgende
Beziehung erhalten werden:

EM)=E-Y E@-e") (3.52)

i=1

Die Gleichungen 3.48 und 3.52 beschreiben das ddierialverhalten, mit dem einen
Unterschied, das fur Gleichung 3.52 der Elastizitétdul Eg (Kurzzeitmodul) und nicht wie
in 3.48 die Materialkonstant&, (zur Zeit unendlich) zu ermitteln ist.

3.3 Nichtlineare Viskoelastizitat

Im letzten Abschnitt wurde die lineare Viskoelaisdiz von Werkstoffen unter einachsiger
Belastung beschrieben. Innerhalb dieses Bereiches Kas Verhalten von Materialien mit
sehr guter Genauigkeit vorrausgesagt werden. Dien@age der linearen Viskoelastizitéat
liefert das Boltzmannsche SuperpositionsprinziperAtiese materialabhangige Grenze wird
in realen technischen Anwendungen oftmals Ubersehyiso dass die Grundelemente der
mechanischen Modelle nicht mehr unabhangig vonBé#astung sind. Ab jetzt kann vom
nichtlinear-viskoelastischem Bereich gesprochendemr Diese Grenze konnte in vielen
Untersuchungen [5, 30, 41, 43, 44] nachgewiesemeverBriller und Schmitt [45] zeigten,
dass ab einer energieabhangigen Linearitatsgreamé@dltzmannsche Superpositionsprinzip
nicht uneingeschrankt anwendbar ist und dass dieoglastischen Phanomene auf kirzere
Zeiten verschoben werden. Bertilson und Jansson4Apdefinierten diese Grenze als jene
Hohe der Belastung, bei der die Abweichung des dirieund Relaxationsmoduls vom
linearen Wert mehr als 1% betragt. Um Werkstoffenichtlinear-viskoelastischem Bereich
berechnen zu kdnnen, mussten nichtlineare Stoffgeseifgestellt bzw. die linearen Gesetze
modifiziert werden. Dies bedeutet nicht, dass difgestellten linearen Materialgleichungen
ihre Gultigkeit verlieren, sondern sie dienen a&siB fur die neu gefundenen nichtlinearen
Gesetze.

Im Jahre 1957 stellten Green und Rivlin [51, 52] Biethode der ,mehrfachen Integrale” vor,
welche dann von mehreren Autoren (Lifschitz undgkplFindley [53], Ward und Onat [54],
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Neis und Sackman [55]) angewandt und weiterentitickeirde. So ergibt sich fur den
Kriechfall folgende Darstellung [9]:

£(t) = jJ(t rl) dr+” K(t-71,,t- rz)a—“a—“ dr o ,+

2

(3.53)

ttt

”Jl( nLi-r,t- r)a—ag—ag—adrdrdr+

000

Mit wachsender Anzahl der Terme in 3.53 steigt @enauigkeit der Vorhersage fiir das
nichtlinear-viskoelastische Materialverhalten. Beste Term dieser Gleichung beschreibt das
lineare und die weiteren das nichtlineare Verhadigres viskoelastischen Werkstoffs. Es ist
jedoch mit einem grol3en mathematischem und expetetem Aufwand verbunden, die
KerneJ(t), K(t) undL(t) usw. zu bestimmen. Es ist leicht zu erkennen, flag§(t), L(t),...=0

die Gleichung 3.53 auf die Gleichung 3.15 fuhrtsvib@deutet, dass die Gleichung 3.53 eine
Erweiterung des Boltzmannschen Superpositionssndarstelit.

Einen wesentlichen Beitrag zur Vereinfachung derstiBemung des nichtlinear-visko-

elastischen Verhaltens lieferte Schapery [30, 3869)] mit der Einfuhrung von Nicht-
linearitatsfaktoren. Somit lautet die Gleichung éime Kriechtyp-Belastung:

£(t) = goaa—+gJAJ(¢ w)"gza (3.54)

Jo ist die elastische ulJ(¥ - ¥) die zeitabhangige Kriechnachgiebigkey, g; undg, sind
spannungsabhangige Nichtlinearitatsfaktoré#.ist die ,reduzierte Zeit*, die wie folgt
definiert ist:

!

a,[a(1)]

-]

(3.55)

Y =y(r)= j [(t)]

Der Werkstoffparametera, ist spannungsabhangig und bewirkt eine Spreizung. b
Stauchung der Zeit [5, 19]. Temperatureinflisse niein mit diesem Parameter auch
dargestellt werden.

=a,,(0,T) (3.56)
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Ein Relaxationstyp lasst sich mit dieser Methode folgt darstellen:
i w Ohe
o) =hEe+h[aEp-0) DL o (3.57)
0

In dieser Gleichung idEy der Elastizitaitsmodul undE(o -p) der zeitabhangige Anteil der
Relaxation. hg, h; und h, sind die dehnungsabhangigen Nichtlinearitatsfaktop ist
wiederum die ,reduzierte Zeit":

s dt
= > C
ol 2
0 | (3.58)
p’=p(f)=j a
Al

Der Materialparametes; ist von der Temperatur und der Dehnung abhangigoenvirkt eine
Spreizung bzw. Stauchung der Zeit.

a =3(eT) (3.59)

Es ist anzumerken, dass bei geringen Belastungasgo® g; = g2 =1 undhy = h; = h, =1
bedeutet, die Gleichungen 3.54 und 3.57 den limeskoeelastischen Bereich beschreiben.

Bei einer konstanten einachsigen Belastumg=(a-= 1, isotherm) kdnnen die Gleichungen
3.54 und 3.57 in die folgenden Formen Uberfuhridesr

() = godo+ 6,9A I Yo (3.60)
im Kriech- und im Relaxationsfall:

o) =hEe+hhAE e (3.61)

Um diese Gleichungen weiter zu vereinfachen, eieseBziller [20, 22, 57] die diskreten
Retardations- und Relaxationsspektren durch PrazigdR. Somit gilt fur konstante,
einachsige und isotherme Belastung:

£0)=0 6,(0)%+ a(@)) a-e")|  mitg= gg  (3.62)
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und
a(t) ={hm<s)Em +E<s)§ Ee_“} mith= hb (3.63)

bzw.
a<t>=e[m(e>Eo—h<s)§ E(L- e“i)} mithg ¥ he  (3.64)

Zur weiteren Vereinfachung kann gesagt werden, Hdassen meisten Polymergp und hy
gleich eins sind [20]. Dies bedeutet, dass sich \Werkstoff bei kurzzeitiger Belastung
elastisch verhalt. Die Nichtlinearitatsfaktorgpn und h; werden aus einfachen Langzeit-
zugversuchen ermittelt. Somit sind die Gleichun@es2 und 3.64 ein sehr nutzliches und
einfaches Werkzeug zur Bestimmung des nichtlingsteelastischen Verhaltens bei
Kriechen und Relaxation. Ferner sind die Nichtlmégsfaktoreng, und hy nur von der
Spannung bzw. von der Dehnung abhangig und konnereinfachen Splines- oder Ex-
ponentialfunktionen approximiert werden [22, 57, 68]. Es gilt dann:

g,(0) = alexp(blor )+ ¢
(3.65)
h(e)=g+alE+alE + -+ g2°

mita =0, c =1 bzw.ay= 1 unday,...,g= 0 fur den linearen Fall.
3.3.1 Bestimmung der Materialparameter

Grundsétzlich werden die ganzen Materialparamégeid;, Jo.....Jn, Qo, G, bzw. Eo, Ej,
E......En undhg, hy aus Kriech- und Relaxationsexperimenten bestin@fttnals ist es jedoch
schwierig die &ulReren Einflisse, wie Temperaturachwngen, Feuchtigkeitsdnderungen
und Schwingungen bei der Lastaufbringung ganzlichuachalten. Diese Einflisse kénnen
die Messdaten empfindlich verfalschen. Deshalb est notwendig, um reprasentative
Ergebnisse zu erhalten, mehrere Versuche einerstufest durchzufihren bzw. eine
Berechnung zu machen, die alle Messungen allerstdsh in betracht zieht. Eine solche
relativ einfache Methode wurde von Bruller [43, 8] vorgeschlagen. Diese Berechnungs-
methode ist die gemischte Iteration und ermdoglehtdie linearen viskoelastischen Werk-
stoffparameter und die Nichtlinearitatsfaktoren amth experimenteller Ergebnisse bei
unterschiedlichen Laststufen (einschliel3lich imhtlinearen Bereich) zu ermitteln.

Es seienk=1,2,....,p Kriechversuche mit unterschiedlichen Laststufenepeg, wobei zu
achten ist, dass mindestens ein Versuch im linedegeich liegen muss. Aus diesem Versuch
lassen sich im ersten Schritt Kriechnachgiebigkeirei den Zeiten Null und unendlich
abschéatzen:
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I(t=0)= ], (3.66)

- e)=3+3 (3.67)

Ebenfalls gilt fur einen Versuch mit einer Spannupdplgende Beziehung:
J(t=0)=g,J, k=1l...p (3.68)
It = @) = Gy do+ G, J (3.69)

i=1

Mit den Gleichungen 3.66 bis 3.69 und einfacher tmiungen ergibt sich fiur die
Nichtlinearitatsfaktoren eine erste grobe Abschagzumit:

‘]nk(tzo) — Jnk(t - oo)— ‘]nk(t: O) — ‘]nk(t_’ oo)— ‘]nk(t: O)

Jt=0)" 7% J(t- ®)-J(t=0) i\]-

Jox (3.70)

Mit der Gleichung 3.70 ist in erster Naherung #ntg Laststufé& die Nichtlinearitatsfaktoren
berechnet worden. Mit Hilfe der Gaul3’'schen Fehladyatmethode [59] und dieser Faktoren,
kann unter der Berucksichtigung aller Kriechkurdelyendes Gleichungssystem dargestellt
werden:

[(0" ) I(A 04 |DI=] d O ADJ) |0 (3.71)

mit:

« Abzw.A' als Zeitmatrix bzw. die Transponierte davon

* J unbekannte lineare Werkstoffparameter

« J beinhaltet die experimentellen Messunggt;)/ ci

« gbzw.g" beinhaltet die Nichtlinearitatsfaktoren rgih= g = 1
» U ist die Einheitsmatrix

wobei jewells gilt:
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i b ] o
1 1-en™ l-e™ 0
b b 1
A=1 1-e®* - 1l-e™| . 3= J,
b b
1 1-e* .- 1-e™ LI
(3.72)
Jg(ti) Jle(tl) J;(tn) 9o Go - Go
Je = Jg(tz) Jle(tz) J;(tz) . - o1 G - G
‘]g(tn) Jle(tn) ‘JS(L\) gOp gtp gtp

Mit nun bekannten linearen Materialparamet&ynJ,...., Jn werden fir jede einzelne nicht-
lineare Kriechkurve, in besserer Naherung, die tNiekaritatsfaktoren berechnet. Dies fuhrt
zu diesem Gleichungssystem:

A, [G= A OF (3.73)

mit:

m _y
Jo ZJi(l—eT‘)
i=1

. W Je(t)
A = %o ;J‘(l_et‘) ; G:BOK} und J = katz) (3.74)
- 30

m t
Jo D, J@-e")
- |

Damit werden neue Nichtlinearitatsfaktoren berethdie als zweite Naherung wieder in die
Gleichung 3.71 eingesetzt werden. Dies wiederhmlh solange, bis es zwischen zwei
berechneten Werten keinen merklichen Unterschietir nggbt. Das Symbol [J hat die
Bedeutung einer gewoéhnlichen Matrixmultiplikationdu, [ steht wie bei der Addition von
Matrizen fiur eine Element mal Element-MultiplikatioZur Berechnung aller Material-
parameter waren ca. 800 Iterationsschritte notigr Biesen Algorithmus wurde am
Fachgebiet fur Mechanik und Werkstoffprifung eingtamm entwickelt.

Zur Vollstandigkeit sollen hier die Gleichungen @.83.71 und 3.73 fur den Relaxationsfall
angegeben werden. Dann gilt:
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hok:Enk(t—‘m), hsznk(th):Enk(t_’oo)zEnk(t:O)m_ Enult— ) (3.75)
E(t - ) E(t=0)- E(t - ) SE
und
[(h" hYO(B' B |0E=| H O BOE)]0OL (3.76)
B; [B,[H = B} [E; (3.77)
mit:
1et . en 'E, ]
& o E,
B=} e.’l - efm . E=| E, (3.78)
1ev .. ev] Lo
E(?(H) Ele(tj) E;f(tn) hoo ho ho
OO | S LI L { e
Eg(tn) Ele(tn) ES(%) hOp hp hp
E, ilae_’T
- EF(L)
B, = E. ;E‘eri ; H:ﬁ:k} und E¢ = Ek:(tQ) (3.80)
: ' t ES(t,)
E, ZEieT

Auch hier wird eine Iteration zwischen den Gleichen 3.76 und 3.77 bis zu einer
gewilnschten Genauigkeit durchgefihrt. Fur den tere8ereich gilt auch hieh.o= hyp= 1.

31



Viskoelastizitat

Die Anzahl der Iterationen und damit die Glite deatdialparameter hangt sehr stark von
aul3eren Faktoren, wie MelRungenauigkeit, Temperata-Luftfeuchtigkeitsschwankungen,
ab. Ebenso sind Reibungen in den Lagern der Vesgumtichtung bei kleinen Lasten nicht
vernachlassigbar. Deshalb wurde diese Methode an[B9] und Neff [3] modifiziert. Bau
verwendet als Ausgangswert die Daten der Kurvedait hochsten Last und im nachsten
Schritt normiert er sie auf die mit der geringsteast. Neff verwendete fir jeden einzelnen
MaterialparameterJ; bzw. E; einzelne Nichtlinearitatsfaktoreg; bzw. hi. Es hat sich
allerdings in zahlreichen Versuchen gezeigt, das#&dweichungen der jeweiligen Methoden
sehr gering sind.

3.3.2 Die Kriechnachgiebigkeit-Relaxationsmodul-Modul-Umwandlung

Obwonhl die Ermittlung des Relaxationsverhaltensreiativ einfacher Versuch ist, muss im

Gegensatz zum Kriechversuch einiges beachtet weBlkeinder Aufbringung einer blof3en

starren Dehnung wird das Material, auf Grund dessgannung, der Elastizitat der Maschine
usw., sicherlich auch Kriechen oder eine anderewArit zeigen. Deshalb muss bei einem
Relaxationsversuch standig die Dehnung mitgemessgh dem Anfangswert angepasst
werden. Dieser Versuchsaufbau ist dann verhaltiiggmaufwendiger als wie bei einem

Kriechversuch. Da aber wie vorher beschrieben, Rielaxationsmodul und die Kriech-

nachgiebigkeit das selbe Material charakterisiekann das eine vom anderen approximiert
werden. In diesem Abschnitt soll deshalb ein Vedahvorgestellt werden, mit dessen Hilfe
aus einfachen Kriechversuchen ein Relaxationsvhrsmeuliert wird.

0, = const.
€ A 01 = COI’]SP_,.«:" 03= COI’]%t_.
€ = const.
0135 0213 <
\ . . >
to & ' L ts t
-01ldp -05lJo
: Bild
llllll.......... -OZZCOnSt 3.11.
"l.--.'l.... .......".. SChema
lllllll...... der
-0, = const. Umwand-
lung
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Das Bild 3.11 zeigt Kriechversuche mit unterschadin Belastungen. Da die Belastungs-
geschichte bei viskoelastischen Materialien miegin,Memory-Effekt* verbunden ist, muss
fur den weiteren Verlauf ein fiktiver Versuch miegativer und im Betrag gleich hohe
Spannung parallel mitlaufen. Aufgabe ist es jetms den Kriechversuchen mit den positiven
und negativen Spannungen einen einzigen RelaxaBosisch zu berechnet. Dabei wurden
aus den Kriechexperimenten die erforderlichen Malfgrameter wiel ,....,Jn und gi(o)
bereits ermittelt. Die Dehnung ist die, bei welcher der Versuch ausgewertet wests|.
Die Zeitenty ,...,t kdnnen frei gewahlt werden, jedoch hangt die GigeBerechnung von
den Zeitintervallen ab. Gesucht sind die Spannur@gen.,oy die einen Datensatz bei der
Dehnunge bilden und somit einen Relaxationsversuch apprieten. Dabei hat sich eine
gute Ubereinstimmung mit den Experimenten gez&gt. Spannungen werden mittels einer
Nullstellenberechnung, wie z.B. das Newton-Verfahtgerechnet. Dies ist deshalb nétig, da
der Nichtlinearitatsfaktor eine exponentielle Approation enthalt. Damit ergeben sich
folgende Beziehungen:

g, :j— zur Zeitt, = ( (3.81)

0

Im weiteren Schritt ergibt sich fir das Kriechem Zegitt = t; und der Nullstellensuche:

gD:gl[JO+ gt(al)zm: J@- e_TT)J

i=1

(3.82)

:;gm—a'l[J0+ gt(al)zm: J(1- e_i)J: 0

i=1

Zur Zeitt = t, wirkt jetzt auch eine negative Spannunglie mitberiicksichtigt werden muss:

_toty

& %+qw9i4a—e“i

I
Q

+ 0.

[N

I+ g @)Y 30 & )J (3.83)

i=1

Q

Jﬁg@iqwéTﬂ

und als Nullstellenberechnung ergibt sich dann:
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_f2

SD_Ulgt(Jl)Zm: J (’711 —1)6; _0-2( Jpt g(az)zm: 11(1_ é " )J =0

i=1 i=1

(3.84)

i}
. T
mit g, =e ™

In dieser Gleichung sind alle Parameter bis @ubekannt. Aufgrund des Nichtlinearitats-
faktorsgi(cz) muss eine Nullstellenberechnung durchgefiihrt werdasonsten ware das im
linearen Fall nicht notig. Uber ald Zeiten und Spannungen lautet der Algorithmus daien
folgt:

£-¥ | 0.0(0)3 30, —1>e_“}aN£4)+ g3 Ja-e © )J:o
(3.85)
mit 7, :e+f

3.3.3 Berechnung einer einachsigen Stufenbelastung

Es kommt haufig vor, dass sich eine Spannung odening durch aul3ere Einfliisse zu einer
bestimmten Zeit verdndert. Dies geschieht z.B. bédmcken eines viskoelastischen

Materials, wo die Durchbiegung kontinuierlich wachsxd damit das Moment bzw. die

Spannung und die Dehnung zunimmt. Vereinfacht l&ss$t solch eine Stufenbelastung fur
die Spannungs- bzw. Dehnungsveranderung wie falgtellen:

o, &

A

0, bzw. €&,

01 bzw.g;

51 t

Bild 3.12: Stufenbelastung

Diese Belastungsart kann sich als spontane Entigstnd sofortige Wiederbelastung mit der
neuen Spannung bzw. Dehnung zur Zeit t; vorgestellt werden. Somit lautet die mathe-
matische Darstellung der Spannungs- und Dehnungjsigbse:
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ot)=oH{t)-oH{-t)+o,H({-t)
(3.86)

Et)=gHE)-gH{-t)+eH({-1)

Diese Darstellung ist so formuliert, dass zu edwitt < t, nur die Belastungn bzw. & wirkt
und ab der Zeit > t; durch den ,Memory-Effekt* nunmehr die Belastungan-oc: und o,
bzw. &, -& und & wirken. Damit ergeben diese viskoelastische Antaroeine Superposition
aus drei Belastungen. Durch das Einsetzten derrMgtarameter und der Laplace-Trans-
formation erhalt man mit gewissen Umformungen folige Ergebnisse fur ein nichtlinear-
viskoelastisches Material unter einer Stufenbefag{d9]:

Fart < ty:
£)=00,+0,6(0)) 31~ e")
(3.87)
o) =5E,~5h(e)) EQ-e")
Fart >t

t-tg m t

E(t)zaz‘]o"'a-zgt(az)i‘]l(l_ e_”)+0’19(0])[z J@a- éﬁ)—i J@a- _e%'l )}
(3.88)

o) =& (e} B e“)+€1h(£1)[zml F- e" )-) Fi- & J

i=1 i
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tA E(t) —= CA
//,/”/é;(t) — 02
7 €hoEq r~\\\§g~2(t) - &
\__\
ook | | e
Ao g0 0 a(t)
\ _____
0100 €1hoEg --__(_j:r_lzt_). e
> >
b t t; t
0180 €1hoEq

\ /021&7_‘ o
S_l(t) —--01

Bild 3.13: Verlauf der Dehnung bei einer Stufenbtlago, > g

Aus Abbildung 3.13 ist fur die Dehnung bzw. Sparmun ersehen, dass fur die Zeit t;

nur der Anteil
_h

£t)=0,,+0,6(0)Y JA-e")

i=1

(3.89)

o()=£,E,~EN(E)Y EA-e)

wirksam ist. Der transzendente Anteil fur die Balagens,, o> und der elastische Anteil fur
&, o1 verschwinden. Fur> t; werden alle positiven und negativen Belastungesrlabert.
Deutlich wird auch aus der Tatsache, dass weden €'/ /1 - e™7/7die Dehn- bzw.
Relaxationsfunktion eine geringere Steigung als Biééastungskurven mik,, o> hat. Dies
bedeutet, dass flr Zeiteé>t; die Kurven fir die Gesamtbelastung nur noch vankiezel-
belastungens,, o> bestimmt werden. Das fuhrt zur Schlussfolgerungssdnach einer
gewissen Zeit die Vorgeschichte der Belastungbzw. o1 keinen Einfluss mehr auf den
weiteren Verlauf der viskoelastischen Antwort Hair andere Belastungsarten, wie z.B. eine
Rampenfunktion usw., oder negativ angebrachte @Selastungen &, -0») gelten die
gleichen Uberlegungen wie vorher beschrieben [19].

3.3.4 Ermittlung der Materialparameter aus dem Torsionsversuch

Wie bereits beschrieben, besitzt der Zugkriechwarsin relativ einfachen Versuchsaufbau.
Dies qilt auch fur den Torsionskriechversuch. Besdm Experiment ist lediglich die
ausschlaggebende Belastung die Schubspanmuwige Uber die gesamte Dauer konstant
bleibt, und die Antwort ist der zeit- und spannuaigsingige Schuby bzw. Verdrehwinkel

J. Wahrend Zugkriechversuche in der Vergangenleghlich untersucht wurden, galt den
Torsionskriechversuchen relativ wenig Aufmerksarmkg2]. Auch ist es moglich zwischen
den beiden Belastungsarten (Zug und Torsion) Benigén aufzustellen, die bei gewissen
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Annahmen auch im viskoelastischen Fall gelten. [@dsichtert den experimentellen Teil
erheblich und kann als Bestatigung der anderensBelgsart herangezogen werden.

Die Theorie der Torsion fir beliebige Querschnide kompliziert, weshalb hier nur die
Sonderfalle Kreis- bzw. Rohrquerschnitt behandeltden. Fur eine ausfiuhrliche Behandlung
des Themas wird auf die reichlich vorhandene Literaerwiesen. Im weiteren soll kurz
gezeigt werden, wie man die Spannungen und dieoxfatfngen bei Torsion berechnen kann.
Zuallererst miussen folgende kinematische Annahre@ofien werden:

e Querschnitte behalten bei der Torsion ihre Gesthltt, sie verdrehen
sich als Ganzes.

» Ebene Querschnitte bleiben eben, d.h. es tritekegrwdlbung auf.

Wie in vielen Mechanikblchern [49, 73, 74] nachgale ist, ergeben sich fur die elastische

Endverdrehnung einer einseitig eingespannten Welle der Lahgat dem Materialgesetz
folgende Beziehungen:

r=Gy (3.90)
y= r% (3.91)
LS

8 = ol (3.92)

r :lr bzw. 71, =T

lp Wp
(3.93)

mit |, =W R,

Fur dannwandige Kreisquerschnitte nmiR, als AufRenradiusR als Innenradius und
R=(Rat+R})/2 als mittleren Radius vereinfacht sich das Tragheibd Widerstandmoment zu:

l,=2mR%(R-R) und W= ZR(R- R (3.94)
mit:
. 7 = Torsionsspannung unid= Torsionsmoment
. G = Schubmodul ungr= Schubwinkel
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Im viskoelastischen Fall sind die Torsionsspannaiybzw. der Verdrehwinkel(t) auf-
grund des sich verandernden Relaxatiddd) bzw. des Kriechmodul&{(t) Funktionen der
Zeit. Diese beiden Materialparameter haben dercligei Zusammenhang wie die Kriech-
nachgiebigkeitJ(t) mit dem E-ModulsE(t) im Fall der Zugbelastung. Sie kénnen auch
hinreichend genau mit Prony-Reihen approximiertdear was dann zu

G =G+Y G-e)
(3.95)

G()=G,->.Gl-e")

fuhrt. Alle Materialparameter missen aus Versucbestimmt werden. Weiter gilt im
elastischen Fall bzw. zur Zé¢it 0 undt = « folgender Zusammenhang:

GY(0)G(0)=1 fir t= 0
(3.96)
G"(0)G(e0) =1 fir t - oo

Gleiche Uberlegungen der viskoelastischen Nichdliitét wie fiir Zug, kann auch im Fall der
Torsion aufgestellt werden. Somit lauten die Glergen fur Torsionsrelaxation und
Torsionskriechen im nichtlinearen Fall wie folgt:

r(t) = V[Go -h; (y)i G@-e" )] (3.97)
yo = r[GE+ 6 (DY G- e )] (3.98)

mit her()) undger(7) als belastungsabhangige Nichtlinearitatsfaktor@nTorsion. Auch diese

Nichtlinearitatsfaktoren missen vorher experiméridestimmt und wie bei Zug durch eine
Polynom- bzw. Exponentialfunktion approximiert wend Dadurch ermoglichen diese
Gleichungen eine einfache Behandlungsmdglichkert rdehtlinearen Viskoelastizitat bei

einer Torsionsbelastung.

Mit diesen Gleichungen lasst sich ein Zusammentmamgchen einer Zug- und Torsions-

belastung aufstellen. Da der gleiche Werkstoff zwaterschiedlichen Belastungsarten aus-
gesetzt ist, muss zwischen den Materialparametgr® Beziehung herrschen. Man kann
zeigen, dass fur isotrope, elastische Werkstoffgefuler Zusammenhang Glltigkeit hat:
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G= (3.99)

mit v als die Querkontraktionszahl. Fur elastische Woeffes ist die Querkontraktionszahl
eine Konstante die aus Versuchen bestimmt wirdleVikersuche haben jedoch gezeigt, dass
praktisch auch fir thermoplastische Materialien @igahl Uber die Zeit und Temperatur sich
kaum verandert. Damit lassen sich folgende Zusarhérege zwischen viskoelastischer
Torsion und viskoelastischem Zug aufstellen:

t

__ B 5 _at
G0 =5y N2 gy e (3.100)
G(t) =2(1+Vv) I, + g, (r)_zm: 2(1+v) J (- e’ ) (3.101)
mit

y=2¢
(3.102)

r=_9_

1+v

Mit diesen Gleichungen kdénnen Torsions- und Zugwdrsumiteinander verifiziert und der
eine durch den anderen bestatigt werden.

3.4 Energiebetrachtungen in der Viskoelastizitat

Wie zu erwarten, ist auch das Versagen von visktisidnen Materialien ein zeitabhangiges
Phénomen [116, 117, 118]. Die von aul3en an den $Adflangebrachte Kraft verrichtet eine
Arbeit, die wahrend der Belastung in Energie, wiérlive, Schall usw., umgewandelt wird.
Das zeitliche Versagen kann bei Kunststoffen igdalden Formen auftreten:

« Ubergang von Linearitat zu Nichtlinearitat

* Rissbildung
» Erreichen der Streckgrenze
e Bruch

Je nach Kunststoffart, Belastungs- und Umgebungsgedgen kann ein Phdnomen oder
konnen mehrere gleichzeitig auftreten, was zu esneeblichen Erschwerung der Vorhersage
des Versagens fuihrt. Um dieses Verhalten von Wefflest mathematisch darzustellen,
wurden in der Vergangenheit verschiedene Festgjkgibthesen vorgeschlagen, die eine
Funktion der Spannung bzw. Dehnung beinhalten.dremuss man den Wert einer solchen
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Funktion empirisch ermittelt und nicht jede Festighypothese kann zur Vorhersage des
Versagens jedes Werkstoffes herangezogen werd&gerfele Hypothesen sind bekannt:

* Maximal-Normalspannungs-Hypothese

* Maximal-Normaldehnungs-Hypothese

» Maximal-Schubspannungs-Hypothese

» Maximal-Schubdehnungs-Hypothese

» Hypothese der Gesamtbelastungsenergie

* Hypothese der Gestaltanderungsenergie

* Hypothese der gespeicherten GestaltdnderungseriRegjieer-
Weissenberg)

Da die Theorie von Reiner-Weissenberg die Zeit hdtet, kann nur sie zur Beschreibung
der inneren zeitabhangigen Energie herangezogewnlewef20, 21, 75, 76, 77]. Diese
Hypothese besagt, dass das Versagen des Werkswifedem Erreichen eines gewissen
Wertes der gespeicherten Gestaltranderungseneldiéngt und dadurch ein zeitliches
Phanomen ist. In vielen Versuchen wurde diese Téeoit grol3er Genauigkeit bestatigt [78].

Die Verformungsenergie die verrichtet wird, teilthsin einen potentiellen und dissipativen
Anteil. Wie vorher erwahnt, kbnnen ein Kriech- uRdlaxationsversuch mit dem selben rheo-
logischen Modell (Kelvin-Voigt, Bild 3.7 und Bild @) beschrieben werden. Dabei wird die
spontane bzw. potentielle Energie in der einzelReder gespeichert. Die Feder-Dampfer-
Elemente tragen zur Dissipation und somit zur bbi#agigen Kriech- und Relaxations-
energie bei. Dies lasst sich vereinfacht wie indBil14 in eineno -£ -Diagramm darstellen:

CA CA
zeitabhangige Relaxationsenergie zeitabhéngige Kriechenergie

> W R ._

Oo

Orelax

Y __»

>

€ € / & Ekriec €
spontan gespeicherte Energie
Bild 3.14: Kriech- bzw. Relaxationsenergie in eingraDiagramm

Fur die spezifische spontane Energie ergibt sich:
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W, ==0£,==¢; O:EJOJG (3.103)

Fur ein einzelnes Kelvin-Voigt-Modell muss energgtibetrachtet die gleiche Energie in den
einzelnen Federn gespeichert bzw. abgegeben wewmdendie einzelnen Dampfer ver-
brauchen. Dies kann damit erklart werden, das<iner Belastung des einzelnen Elements
eine bestimmte Menge Energie in das ganze einzdbradat hineingesteckt wird und bei
Entlastung die Feder selber den Dampfer antreibessnDa die Dampferelemente somit die
Dissipation darstellen, gilt fir die zeitabhéangiBelaxation- und Kriechenergie folgende
Dissipationsenergie:

W, -%go(ao—a,elax) bei Relaxatio (3.104)

iss —

W, = %0’0 (€xiecn— )  bei Kriecher (3.105)

Es sei angemerkt, dass diese Dissipationsenergienden Energieumsatz im Dampfer
berticksichtigen. In Wirklichkeit ist die aufgenonmee Energiemenge im Kelvin-Voigt-
Element doppelt so hoch. In der Literatur [20, 29, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86] wird auch
eine andere Darstellung gefunden, die fur ein aksiisches Material die Berticksichtigung
der Zeit einflieBen lasst. Somit erhalt man fur gesamte gespeicherte Energie des Kelvin-
Voigt-Modells im Falle des nichtlinearen Kriechens:

1 m
Wges = Eag JO + gt(ao)z ‘Ji

i=1

Y
{1— e“J (3.106)
Subtrahiert man von dieser Gesamtenergie die gadsgée Energie
1 m -
W =0} {E b+ a(o)d] \][1— e’ ]] (3.107)
i=1
kann ein anderer Ausdruck fur die dissipierte Eigeggschrieben werden
1 m 2
VVdiss 250—3 gt(ao)z ‘]i 1-e i (3108)
i=1

Nimmt man von der gespeicherten Energie aus decltieg 3.107 nur den viskoelastischen
Anteil, so stellt dies die Summe aller Federelememt Kelvin-Voigt-Modell dar. Nach der
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oberen Aussage, dass die Feder- und Dampferelenzentgleichen Teilen die Energie
aufnehmen bzw. dissipieren, ergibt sich mit denicBlengen 3.105 und 3.107 folgender
Zusammenhang:

gkriech = £O + O-Ogt(a-o)i 'Ji Ll_ e_TiJ (3109)

i=1

Es ist leicht zu ersehen, dass diese GleichungMisrialgesetz eines nichtlinear-visko-
elastischen Werkstoffs in Form 3.62 beschreibt.

Gleiche Uberlegungen fir die Relaxation, welchehannt einem Kelvin-Voigt-Modell be-
schrieben wird, fuhren auf die folgende Gleichuerggkspeicherten Energie:

W =%£§[Eo— h(eo)i ELl— e]] (3.110)
Die dissipative Energie ist dann:
VVdiss :%fg h[(go)i E\Ll_ e_ﬁ] (3111)

Die Gesamtenergie setzt sich dann aus der Sumrser dieiden zusammen:

wg%:%eg E, (3.112)

Es ergibt sich dann auch bekanntlich:
m _t
Jkriech = JO - tht(fo)z Ei (1_ € K J (3113)
i=1

Diese dargelegten Gleichungen ergeben bei jeglichiskoelastischen Problemen, die
mehrere Unbekannte enthalten, eine weitere zusidzlisleichung zur Berechnung. In den
aufgefuhrten Bichern und Verdffentlichungen sindhemé@ Angaben zur Herleitung und
Bestimmung enthalten.
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Zur Bestimmung der Festigkeit von Kunststoffen dés&¢ Untersuchung der Versagens-
bedingungen, wie Ubergang von Linearitat zur Niok#ritat, Auftreten rissartiger Werk-
stoffschadigungen, das Erreichen einer Streckgredee der Bruch, unerlasslich. Dies ist im
Gegensatz zu Metallen und nichtmetallischen anasghen Werkstoffen wesentlich
schwieriger, da bei Polymeren der Faktor Zeit, Terafur und Umgebungsbedingungen eine
erheblichere Rolle spielen. Die in betracht komneexidrsagensgrenze ist auch abhéngig von
der Belastungsart, wie zlgige Belastung, Kriech&eroRelaxation. Durch zahlreiche
Versuche konnte gezeigt werden, dass die erziEltgabnisse aus Theorie und Experiment in
hinreichender Genauigkeit Ubereinstimmen.

In [21] wurde beschrieben, dass der Ubergang deedritats-Nichtlinearitatsgrenze bei einer
bestimmten gespeicherten Energie stattfindet. Dert\/B. fur PMMA wird hier angegeben
als W = 0,09 Nmm/mmi bei 23°C. Diese konnte bei [150] mit Hilfe der drezierten
Spannung” bei unterschiedlichen Dehngeschwindigke#rmittelt und durch [46] verglichen
werden. Mit diesem Wert kann nun auch der Ubergdiager Grenze bei unterschiedlichen
Belastungsarten berechnet und angegeben werdeh [114

Das Auftreten erster sichtbarer Werkstoffschadigumnigt ein zeitabhangiges Phanomen, was
damit zu erklaren ist, dass fir das Wachstum dewWenkstoff vorhandenen Schadigungen
bis zu einer ,sichtbaren GroRRe* Zeit bendtigt wigd, 151, 152]. Dies ist im nachsten Bild
3.15 am Beispiel von PMMA sichtbar.

!

T =T~ 50 Nimm | | | |

! N . —_—

o= erste sichtbare
Werkstoffschadigungen

ho

=
£
S

Dehnung &1%)

“n
Lo
\

| |
| |
0207 107 10° 10’ 107 7eit 1ipy 107 10

Bild 3.15: Erste sichtbare Werkstoffschaden an PMMAKriechversuch [20]

43



Viskoelastizitat

Das Bild 3.16 zeigt fur PMMA, dass die sichtbarem&@len am Material bei einer konstanten
gespeicherten Kriechenergie entstehen. Hier wirdzédgabhangige Anteil der Energie bei
verschiedenen Spannungen dargestellt. Der mitEewrgiewert bei 23°C fur PMMA wird

von [21] zuW =0,045 Nmm/mm angegeben.

mm/mnT’]

W IN

006

o=erste sichtbare  Werkstoffschadigungen

chenergie Wi,

002

Krie

0 240 10 10 10 zo"Ze{, i) 10 10

itabhangge gesp.
=
. |

‘e
LE

Bild 3.16: Zeitabhangige gespeicherte Kriechenexgie PMMA [20]

In [118] wird dieser Zusammenhang auch flr andaneskstoffe wie z.B. PC bestéatigt.

Die Bestimmung des Auftretens erster sichtbarer Kéteffschadigungen mit der
Verformungsenergie und ihrer Anteile ist mit einenmeblichen mathematischen Aufwand
verbunden. So kann eine vereinfachte Gleichund@estimmung herangezogen werden. Bild
3.17 zeigt, dass der dissipierte Energieanteil Ziapunkt der Werkstoffschadigung trotz
verschiedener Spannungen mit hinreichender Genaitiigkwva gleich grold bzw. konstant ist.
[21] gibt diesen Wert fiir PMMA bei 23°C mi¥ =0,058 Nmm/mm an.

Jetzt kann nun mit guter Genauigkeit fur Kriechen Relaxation der zeitabhangige Anteil
der gesamten Energie des Materials als Grenzwertdéis Auftreten erster sichtbarer

Werkstoffschadigungen betrachtet werden.
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003+

o-erste sichibare Werksroffschdd@ungen |
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20

Dissipierte Kriechenergie
\\\ \\ \'

7

10 10 0 zeit tih 10 10

Bild 3.17: Zeitabhangige dissipierte Energie vonAM[20]

Die Berechnung dieser Schadigungsenergie ist bsediBelastungsarten relativ einfach [21]:

Kriechen:

Relaxation:

Vvsch = (gsch_ 2 SJ UO

(3.114)
— Vvsch
gsch £Sp+ o
0
Vvsch = (Usp_ o scr) 80
(3.115)
— Wsch
Jsch Jsp_ £
0

Hierbei istWsch die Schadigungsenergigcn bzw. gsch Schadigungsdehnung bzw. —spannung,
&p bzw. o5, spontane Dehnung bzw. Spannung undzw. g, konstante Dehnung bzw.
Spannung. Als Schadigungsenergie fir PMMA bei Kregcund 23°C wird in [21] der Wert
Wicen=0,103 Nmm/mm angegeben.
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Da diese einfache Berechnung flr die € - Ebene entwickelt wurde, durfte die Temperatur
keinen Einfluss auf diese Ergebnissee haben. Jedisdt sich die Zeit-Temperatur-
Verschiebung anwenden. Es sei hier auf die zahleditteratur verwiesen.

Die Bruchfestigkeit und ihre Art h&dngen bei vislastischen Materialien auch sehr stark von
der Belastungsgeschichte und den Umgebungsbediaguag. Der Versuch das Bruch-
verhalten eines Kunststoffes energetisch zu enkjdrat bei [21] zu sehr guten Ergebnissen
gefuhrt. Auf Grund der durchgefihrten Versuchdt dier Bruch eines viskoelastischen Werk-
stoffes bei einem gewissen energetischen WertRaei muss man bedenken, dass diese
Energie einen gespeicherten und einen viskosenlAasitzt. Der Wert der Energie die zum
Bruch fiir PMMA filhrt wird von [21] zoWgs = 0,27 Nmm/mm angegeben. Diese Versuche
wurden auch zur Bestatigung mit anderen Kunstsiaffechgefihrt (PS und ABS).

Diese Hypothesen haben gezeigt, dass die BetraghmEnergieaufnahme des Werkstoffes
eine wichtige Rolle in deren VersagensmechanismpeltsSo kann im ingenieurmafiigem

Gebrauch das jeweilige Versagen aus einer fur dagerdl konstanten Energieaufnahme
betrachtet werden. Die einzelnen Versagensphanorfigmen im einfachen Fall zu einer

konstanten dissipativen Energie, die reprasentiatiden Werkstoff ist.

Neben den oben aufgefiihrten Versagensmechanisraen,der Verlust der Trageféhigkeit
des Materials auch als ein Versagen betrachtetemerDies nennt man dann Stabilitats-
verlust. Der Werkstoff verliert seine Tragfahigkierw. seine Steifigkeit bei einer bestimmten
dissipativen Energie, dessen weiterer Verlauf esghir herausgefunden und mittels einer
Funktion angenahert werden kann.

Wird ein viskoelastisches Rohr auf Torsion belastetdurchlauft es je nach Belastungshthe
unterschiedliche Versagensmechanismen. Diese Mithan koénnen vom einfachen
Kriechen bzw. Relaxation (Linearitats-Nichtlineat#igrenze) bis hin zum Bruch (sprédes
Material) oder zum Abtordieren (Gartenschlauch) Be&res fiihren. Dabei hat sich gezeigt,
dass in erster Naherung das Versagen von einetekaan dissipativen Energie abhangt. Mit
den oben erwdhnten Umrechnungsformen kdnnen diderasKriechen erzielten Ergebnisse
auf Torsion umgestellt werden. So lassen sich decungen 3.109-3.111 mit den Zu-
sammenhangen:

o
rT=——

1+v

__ G
3= ) (3.116)

wie folgt darstellen:

W,eer :%rz (1+v)| G+ gtT(r)Zm: G{l— é”] (3.117)
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als die gesamte Torsionsenergie. Die gespeichedeligsipierte Energien sind dann:

m

W, :%72 (1+V)[GS+2gT(r)z [1— e’ti ]] (3.118)

i=1

VVdissT :%TZ (1+ V) gtT(T)i GT (1_ e_"J (3119)

i=1

Nach erreichen einer bestimmten Dissipationsenekgren das viskoelastische Rohr nicht
mehr die Torsionsspannung Ubertragen und gibt &b durchdrehen nach. Obwohl das
Rohr kurz vorher seinen baldigen Stabilitatsverer&ennen lasst, geschieht das Abtordieren
plétzlich. Dieses Phanomen war zeitlich umso sdaneje kirzer die Torsionsprobe war.
Beim Auftragen der Versuchswerte und der konstabissipationsenergie in einem- y -
Diagramm, lasst sich dieses Phanomen leichterehast Die entstandene Kurve lasst sich
mit einer Gleichung empirisch ann&ahern.

unendliche Schubgeschwindigkeit

Konstante dissipative Energie

es kdnnen unterschiedliche
Versagensphanomene auftre

Anfang des Stabilitatsverlustes

nichtlinearer Bereich

linearer Bereich

>

Bild 3.18: Zustands und Versagensbereiche einéseiastischen Werkstoffes
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4 Ergebnisse zur Bestimmung der Materialparameter as
~einfachen® Versuchen

Wie bereits im letzten Kapitel erlautert, werdee Materialparameter aus ,einfachen” kurz-
zeitigen und langzeitigen Versuchen, wie Zug- umdsionskriechen bzw. Relaxation, ge-
wonnen. In diesem Abschnitt sollen diese experigimt Ergebnisse erlautert und dar-
gestellt werden. Die Genauigkeit der ermitteltenaReeter h&ngt sehr stark von der Qualitat
der experimentellen Ergebnisse ab. Mit diesen avsgeten Ergebnissen lasst sich dann eine
ziemlich genaue Vorhersage des viskoelastischehaitens im Zeitraum der gemessenen
Zeitspanne und eine gute Simulation flr noch lamg@eitrdume (Zeit-Temperatur-
Verschiebung) berechnen. Unter diese ,einfachen'siehe fallen keine Druck- und Biege-
versuche, denn bei Druck ist das Verhindern vonckeffekten und bei Biegung das Kon-
stanthalten von Biegemoment (Veranderung der Hebeftnisse) sowie die freie Entfaltung
der Querkontraktion an den Lasteingangsstellen @eshoglich. Schwierig erweist sich
jedoch auch bei den sogenannten ,einfachen” Vessuche Lastaufbringung in sehr kurzer
Zeit (z.B. nichtvernachlassigbare Massentraghégkef) und ohne Schwingungen bzw. Rei-
bungen in den Lagern der Maschine. Deshalb werdessskéiten gewaéhlt, die mit
hinreichender Genauigkeit einige dieser Schwiertgkehinter sich lassen. Bild 4.1 zeigt als
Beispiel die allgemeinen Verhaltnisse eines eingemsKriechversuches:

o
1. Messung
>
€ ts=Spannzeit
Bild 4.1: Spannungs-Zeit- bzw. Dehnungs-Zeit-
M Verlauf beim Kriechen
()
: >
t to t1 t

Fur die Durchfihrung von Kurz- und Langzeitversuchann in sehr guter Naherung die
Querschnittsverringerung vernachlassigt werden, beteutet, dass die Spannung und die
Querkontraktionszahl Uber die Zeit konstant bleibere Versuche werden unter Normal-
bedingungen an Schulterproben nach DIN 53455 undliamwandigen Rohren (Schub-
spannungen kénnen konstant Uber die Dicke angenanweeden) durchgefiihrt. Bild 4.2
zeigt eine solche Schulterprobe:
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150
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Bild 4.2: Schulterprobe und Rohre fir die gewtinsshfersuche

Die Rohrproben (Bild 4.2 rechts) hatten, je nachngdh, unterschiedliche Langen mit je-
weils AufRendurchmesser von 12 mm und ca. 1 mm Warkes

Damit kénnen jetzt Zug- und Scherkriech- (Dehnangd Scherwinkey werden gemessen)
sowie Relaxationsversuche (Spannangird gemessen) durchgefuhrt werden. Um den Zeit-
aufwand bei vielen Versuchen und die Kosten furgedaschinen zu minimieren, wurde am
Fachgebiet fur Mechanik und Werkstoffprifung eiaélid spezielle Vorrichtung gebaut.

4.1 Versuchsvorrichtung fur Zug, Zugkriechen, Torsonskriechen und
Spannungsrelaxation

Der kurzzeitige Zugversuch dient zur Ermittlung vé&tastizitatsmodul. Bei diesem Experi-
ment werden die Proben mit unterschiedlichen Ddbnraelastet und die dabei bendtigte
Spannung (oder Kraft) und erzielte Dehnung (odestt@ebung) in einerno - £ - Diagramm
aufgezeichnet. Dazu wurde eine elektromechanisctigetsalprifmaschine der Firma Zwick
verwendet. Der vereinfachte schematische Aufbawiestolgt in Bild 4.3 dargestellt:

Getriebe
Antﬁebsm

KraftmeRdose — | Kraft F
Einspannbacke-{—| _|
Prebe —— | | Linge L

Saule L

Bild 4.3: Schematische Aufbau der

Gewinde- .. .
Prifmaschine

spindel — —————L_|

Traverse ——{— | I

AR EARARA AN AR AR AR AR Y
AR AR AR RN TR NN AR RN ALY

AR AN
ARTRTRRR
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4.2 Messtechnik

Die Dehnung wird, um die Elastizitatseinflisse taschine (Traverse, Spindel usw.) zu
eliminieren, mittels eines speziell dafir konstriie Dehnungsaufnehmers direkt an der
Probe gemessen (Bild 4.4). Erst fur sehr grof3e ciegbungen, die der Aufnehmer
konstruktiv nicht mehr messen konnte, wurde dasafeebungsmessgerat der Zwick selber
verwendet. Nachfolgend ist der Aufbau und die Fuamisweise des Dehnungsmessgerates
(Extensometer) dargestellt:

Bild 4.4: Dehnungsaufnehmer mit den DMS [19]

Aus zwei Hebelarmen und einem hochelastischen diiBregebalken, welches zwischen den
Armen eingeschraubt ist, besteht das Extensomitérbeiden Seiten des Biegebalkens aus
Federstahlblech sind jeweils zwei Dehnmessstragieikiebt und zu einer Wheatstoneschen
Vollbricke, dessen Funktion unten erklart wird, setyaltet. Dadurch kbénnen Widerstands-
anderungen der einzelnen Dehnmessstreifen, hemabegedurch Umgebungseinflisse, wie
beispielsweise Temperaturdnderung, kompensiert amerdie beiden Hebelarme haben an
ihrem unteren Ende jeweils eine diinne Schneidewelither sie auf dem Probekdrper stehen
ohne dabei zu verrutschen. Lineare Wegénderungendurch die Dehnung der Probe
entstehen, bewirken somit eine VierpunktbiegungBleshs, die eine Widerstandsanderung
zur Folge hat. Diese wird von einem Tragerfrequiglessverstarker (der Firma Gantner)
erfasst und verstarkt. Die Messwerte werden UbeeneiAD-Wandler (Gantner) an einen
Rechner geleitet und gespeichert (Bild 4.5). DefigrVorteil des Extensometers ist, dass der
hohe Kalibrier- und Rechenaufwand entféllt und h#tosten eingespart werden, weil die
teuren DMS ofters genutzt werden konnen.
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Abgleichbedingung der Bricke

0 |
Il
2o

= U,=0

Bild 4.6: Wheatstonesche Vollbriicke

In Bild 4.6 ist eine Wheatstonesche Vollbriicke ddiiget. Die Dehnmessstreifen DMS1,...,
DMS4 wirken hier wie vier veranderbare Widerstamie...,R4, die miteinander verschaltet
sind [66, 67, 68]. Zur Kompensation von unerwunsgchfiul3eren Einflissen, sollten die
gegenuberliegenden Widerstdande an der gleichere Ses$ Biegeblechs angebracht sein.
Diese Briicke wird mit einer konstanten Speisespagruy versorgt. Haben die Widerstande
ein bestimmtes Verhaltnis zueinander, kann keinsedglgannung gJerfasst werden. Bei einer
Verstimmung dieser Briicke, was durch die Vierpumgbng geschieht, kann eine Spannung
Us gemessen werden. Mit einer geeigneten Eichun@diaesssbaren linearen Spannung wird
direkt am PC die Dehnung der Probe erfasst. DigbKHatung geschieht an einer Kalibrier-
bank, wo finf Messpunkte aufgenommen und einer 1I83pa;nzugewiesen werden. Man sollte
beachten, dass die Messpunkte im Bereich der zaresmden Dehnung aufgenommen wird.
Das hier verwendete Programm gibt im weiteren \érlaun standardmaRig die ermittelte
Dehnung aus. Die Messung der Brickenspannung sdwieSpannungsversorgung der
Brucke erfolgt Gber das Modul und den AD-Wandlen ger Firma Gantner.

Eine weitere Messmethode, die insbesondere berdmsions- und Knickversuchen Verw_gan-
dung fand, war die induktive Messung der VerschigbBei dieser Methode wird die An-
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derung der Induktivitat einer Spule durch eine naeitchen Verformunglx ausgenutzt.
Diese Induktivitdtsveranderung wird hervorgerufemrcth die mit der Verformung
verbundene Verschiebung eines ferromagnetischemsi@nker) in einer oder mehreren von
Wechselstrom durchflossenen Spulen (Bild 4.7). gref3e Vorteil dieser Messung ist die,
dass bei geeigneter Dimensionierung von Anker ymae® die Induktivitat sich Uber einen
sehr weiten Bereich linear mit der Verschiebunge#indwvas sich hauptséchlich bei den
eingangs erwahnten Torsions- und Knickversuchem sétzlich erwies. Diese induktiven
Aufnehmer, die in sich wie zwei verdnderbare Witterde wirken, konnten mit einem
Zusatzgerat an das Modul und den AD-Wandler andess¢n werden. Somit bildete dieser
Anschluss eine Wheatstonesche Briicke, die kalthsied und durch seine Verstimmung ein
Messsignal liefert. Nachfolgend ist das Bild une Bunktionsskizze dargestellt:

Bild 4.7: Induktiver Messaufnehmer mit ferromagsetem Kern

4.3 Kriech- und Relaxationsvorrichtungen

In Bild 4.8 ist die Vorrichtung dargestellt, mit rdéir konstante Kréafte und konstante
Dehnungen die Kriech- und Relaxationsversuche dftinrt wurden. Der Hebel bleibt, in
sehr guter Naherung, tUber den ganzen Versuch waddgs® das gesagt werden kann, der
Hebelarm hat standig das gleiche Verhéltnis. Dabelerhéltnis betragt 1:10 und somit
konnen ergonomisch glnstige Massen von ca. 30 kKglée werden. Der Vorteil lag haupt-
sachlich in der gleichmafigen und stol3freien Befagsider ca. 3000 N auf der Probenseite.
Damit kann eine wechselnde Belastung am Anfangesbwie Mdglich vermieden werden.

Die Probe (2) wird mittels einer Einspannvorriclgu(Bild 4.9) in die Keilspannbacken

eingespannt. Die Einspannvorrichtung dient zur djer@en, mittigen und genauen Ein-

spannung der Probe und wird in [65] genauer erkidet Vorteil dieser Backen (4) ist, dass
sie bei Schlupf oder Schwinden der Probe mittels Riéfkraft selbststandig nachspannen
(Bild 4.10). Die Backen sind Uber eine Gewindestandie zum Ausgleich der Langen-
abweichungen der Einspannung dient, mit der Gruaitipl(1l) und dem Hebelarm (8)

verbunden. An der Probe ist der DehnungsaufnehB)aufschfest angebracht und hat eine
Verbindung zum Modul.
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Bild 4.8: Kriech- und Relaxationsvorrichtung mihgespannter Probe

Keilspannbacken
Flachprobe

Bild 4.9: Einspannvorrichtung fur die Probe [19]
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Bild 4.10: Einspannbacke

Die Anfangslange des Dehnungsaufnehmers ist aufnB0 kalibriert und wird mit einer
Schablone von 50 mm an der Probe justiert. Das i@gyacht (6), was uUber eine
Gewindestange (11) mit dem Hebelarm verbundengetahrleistet bei leerem Gewichts-
trager eine Vorlast von 10 N auf der Probe. Zus#tzkann mit dem Gegengewicht, bei
unterschiedlich schweren Gewichtstragern, durchalralie Waagrechtigkeit des Hebelarms
korrigiert werden. Die Schraube (9) verhindert godais Uberschlagen des Hebelarms auf
Grund des Gegengewichts. Um die Reibung in denroage minimieren wurden Nadellager
(7) gewahlt. Der Servomotor mit Gewindespindel (8&nt zur Dehnungsregulierung bei
Relaxationsversuchen. Auf Grund der Elastizitat dgsamten Vorrichtung und des
unvermeidlichen Rutschen der Probe in den Backessrdie Dehnung stadndig gemessen und
eventuell nachgestellt werden, da sonst eine Zuaahnder Dehnung registriert wird. Dazu
stand eine Schaltung (nicht im Bild) zur Verfugurdje bei gegebenem Sollwert den
Hebelarm dementsprechend veranderte. Leider redibt&raft des Servomotors nicht aus,
um eine spontane Belastung in kurzer Zeit aufzglenn so dass bei den Relaxations-
versuchen der Hebelarm per Gewichtsstange und @Gevbes zu einem Anschlag an die
Spindel) an die gewtiinschte Position gebracht wendesste. Danach konnte der Servomotor
in klirzester Zeit den Sollwert in der Dehnung efhren. Zur Kraft- bzw. Spannungsmessung
sind am Hebelarm DMS (12) zu einer Wheatstonesc¥ieltbriicke geschalten. Diese
registrieren die Zugkraft von der Probe auf dendgaimn.

Fur die Messung an der Versuchsvorrichtung werderPdobekdrper mittels der Einspann-
vorrichtung (Bild 4.9) an den Backen befestigt,geld noch nicht am Prifstand eingehangt.
Zuvor wurde die Probe exakt mit einer Schieblelmenghreren Stellen gemessen und im
Mittel die FlacheA berechnet. Durch eine Kraftmessdose, die an disu¢basvorrichtung wie
die Probe angebracht werden konnte, muss die Gtskrelft eingestellt werden, die spater
durch die Beziehunf = o /A die gewiinschte Spannung ergibt. Die Ermittlungetésrder-
lichen Gewichts erfolgt mit Hilfe einer Umrechnutagselle. Jetzt werden solange Blei- und
Eisengewichte auf den Gewichtstrager gelegt, lesSkala an der Messdose das ermittelte
Gewicht anzeigt. Anschliel3end wird die Messdose Yyobekorper mit den Backen ersetzt.
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Der zuvor kalibrierte Extensometer wird mittels Eddammern und der Schablone an der
Probe befestigt. Die Vorlast ist durch das Trimmigéivan der Vorderseite gegeben. An

dieser Stelle wird der Nullabgleich des Extensomsetieirchgeftihrt. Das ganze System wird
mit einem hydraulischen Wagenheber am Hebelarntiemrend der Gewichtstrager mit den

Gewichten eingehangt. Somit lassen sich die Schwiggn am Anfang der Messung

vermeiden. Ab jetzt ist der Versuch startfertig wvattet nur auf das gewtinschte Moment der
Heruntersenkung des Wagenhebers.

Zur Durchfuhrung der Torsionsversuche benotigt nemme andere Art von Versuchs-
vorrichtung, welches am Fachgebiet fir Mechanik WMdrkstoffprifung konzipiert und

gebaut wurde (Bild 4.11). Sie besteht aus zwei RU@ie fest mit dem Versuchstisch
verbunden sind. An einem Ful} sind zwei zylindrisEr@mmeln Gber ein Kugellager und die
eine Seite der Probenaufnahme montiert. Der Fulb lsach Uber Rollen bewegen und
dadurch ist die Verschiebung in Achsrichtung unbeéit. An der groRen Trommel

(Durchmesser D) héangt die belastende Gewichtskuaii an der kleinen Trommel

(Durchmesser d) findet die Messung des Gleitwinksttstt. Beide Trommeln sind starr
miteinander verbunden. Der Aufnehmer, der das ®ossnoment gleichmafdig tUber den
Umfang in die Probe leitet, ist mit der kleinen el verschraubt, somit bilden grof3e und
kleine Trommel sowie der Probenaufnehmer eine Hinle Uber ein Kugellager eine

Relativdrehung gegentber dem Ful3 ausfihren kanmSiife dient zur Montage (festhalten
der Trommel bei der Probenanbringung), sowie dentabigieich des induktiven Messgerats
(Bild 4.7). Die Verbindung der Einheit ist sehrittend dadurch kann in hinreichender
Genauigkeit ein Torsionsmoment ohne Querkraft in Blebe angenommen werden. Der
andere Probenaufnenmer und die montierten Trommm#irdem anderen Ful bilden eine
starre Einheit, so dass gesagt werden kann, deige sSnuliert die feste Verbindung an einer
Wand.

Haltekraf D
feste Verbindun
Probe
—ememe cefec Lo N (| | I d ) i
I Kugellager
| Stift zur N
Belastungsmasse,i o Justierung .
N

Gyy

Induktive Messung des Torsionswinkels

Bild 4.11: Torsionsversuchsvorrichtung mit eingespar Probe
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Die Proben werden, je nach gewiinschter Lange mértdaR, zurechtgeschnitten und an
mehreren Stellen innen wie auBen vermessen. DasmidBeist an den Enden zum
Einspannen. An den Enden wird in das Probenrohe eitva 10 mm Lange Stahlstange
hineingesteckt, was das Eindriicken der Probe ddechAufnehmer verhindert. Zusatzlich
kommt auf das Rohr, wo es eingespannt wird, einmitiumring mit Schlitz. Dieses
ermoglicht eine relativ gleichméafige Verteilung derdierenden Kraft an der Probe und
schiitzt vor dem Eindricken des Aufnehmers an dériRmit. Das Torsionsmoment I&sst sich
mit der Beziehundl = Gy4LD/2 berechnen. Dadurch folgt fir die Torsionsspannarrg
TRY/lp mit Ry, als mittlerer Radius der Probe undals das polare Tragheitsmoment, wobei
folgende Annahmen zu Grunde liegen:

» Einzelne Querschnittsscheiben drehen sich statr, Querschnittsgestallt
bleibt erhalten

» Die Verschiebung in Achsrichtung der Probe wirchhisehindert und dadurch
ist die Verschiebung in Achsrichtung keine Funktites Radiuses

Die erforderliche KraftGy wird berechnet und mittels Blei- und Eisengewichiegestellt.
Die Proben werden vorsichtig eingespannt. Das Rrogr zur Messdatenerfassung wird
gestartet und der Verdrehwinkel bzw. der induktivessaufnehmer abgeglichen. Die
Haltekraft dient zur schwingungsfreien BelastungRi®@be. Sie geht nach dem Herausziehen
des Stiftes zlgig aber stof3frei vom Maxim@yauf Null zuriick und somit wird die Probe
mit der Gewichtskraft belastet. Der Verdrehwiniebn der Probe und der Radii? an der
kleinen Trommel, wo der induktive Aufnehmer hargtben folgende Beziehung:

g =2
d

mit b, als der Bogen an der kleinen Trommel beim RadiZzsund dem Winkels. Der

Bogen ist auch der Weg, den der induktive Aufnehewdihrt und dadurch die Verdreh-
winkelanderung am PC registriert.

4.4 Start des Versuchs

Fur die beschriebenen Versuchsvorrichtungen wuae[$9] ein Programm am Fachgebiet
fur Mechanik und Werkstoffpriifung geschrieben. Pasgramm lauft auf einem Windows
32 bit-System und hat neben der Zeitsteuerung urebshhtenerfassung auch andere
Funktionen, die den gesamten Ablauf des Versuchesriassiger und einfacher gestalten.
Diese Funktionen sind:

» Vorbereitung des Versuchsstandes und der Ausgabedat

» Kalibrierung der DMS-Briicken an Extensometer undftaufnehmer
* Nullabgleich vor Versuchsstart

» Festlegung der Messzeiten

* Registrierung der Versuchsergebnisse
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Dieses Programm steuert direkt Uber die COM-Sdialte das Messmodul an. Es startet mit
einer Grundoberflache nach Bild 4.12 und stelltridie ganze Versuchszeit eine Kontrolle
des Versuchsablaufs dar.

2 KRZTWIN MEE
File
| | Creep and Stress-Relaxation pr—p | '
] Next Point H . 7 )
Save | Calibrate i Average {| Cieep. Prog. || Relax. Prog. || Exit Prog.
Setup #1 T Setup #2 Selup #3 Selup #4 Setup #5 [ Setup 46 ]

Twels]  |stanlzl  |Foce ]~

Seftings

\_gl Creep Test Setup #1 .
: E
5|

i
£
L
0.8 CHl
Hiours: Time o]
I ]

o 12

ol 15

s 16
= .

w B

=1
-
| Ln.|

]
=

Graph Options

Print 1 10

z pEy g
N [
- T @
% g = =
=]
&
=

= 8|Q‘W‘M‘M‘M[M‘N‘M|N|N|m|
et e R e R R D e

Stop Time [s]

[ 5 end Bt e Gisneral Graph 1 Faree Contiol

[Setup #1 not activ [ Setup #2 not activ [ Setup #3 not activ [ Setup fi not acy | Betup H5 not activ | Setup #E nat activ

Bild 4.12: Versuchsmaske fur Voreinstellungen [19]

Im Diagram findet die Aufzeichnung und graphischerddellung des Versuchs statt. Rechts
in der Tabelle erscheinen die registrierten Meskfgunvie sie auch in die Ausgabedatei
geschrieben werden. Links ist der aktuelle Zustdexd Messreihe angezeigt und der ganze
Ablauf kann Utber die Schalter Start und Stop begonvder beendet werden. Neben dieser
Anwendung stehen noch weitere Anwendungen zur garfg, wie z.B. ,,Graph Options*” fur
die individuelle Gestaltung der Graphikdarstellufigarbe, Symbole, logarithmische oder
lineare Darstellung), ,,Grid“ fur Ein- und Ausblendder Tabelle und ,,Print” fir das Drucken
der Messergebnisse.

Durch das Druicken der Schaltflache ,Settings” werd weiteres Dialogfeld geoffnet (Bild
4.13), in dem die notwendigsten Einstellungen fén d/ersuch vorgenommen werden
kénnen. Gleichzeitig wird die Verbindung vom Modbogw. Versuchsaufbau mit dem
Rechner geprtift.
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Sotieas |
ISM 110 - 1

General T Type of Test T Calibration

User:

TestNo.:

Material:

Shape:

Twpe of Loading:

Tempersture ["C]:

Dutput File:

I
!
I
I
Cross-Section; I
I
!
|
|

FPassword:

Remarks

o |

Bild 4.13: Dialogfeld zur Versuchsvorbereitung [19]

In der ersten Mappe dieses Fensters hat der Anwetide Mdglichkeit alle wichtigen
Informationen fir den Versuch einzutragen, welcaerdspater auch im Kopf der Ausgabe-
datei erscheinen. Im Textfeld ,Remarks" werden Hiice und Bemerkungen eintragen, die
ebenfalls in der Ausgabedatei eingetragen werden.U3er kann ein ,Password”, welches
das Verandern der Einstellungen gegenuber Dritteiivéert, eingeben.

Die Einstellungen zum Versuchstyp, zur Zeitbasiwisazum Versuchsstart werden in der
zweiten Mappe (Bild 4.14) vorgenommen. Die Madogliehk einen Kriech- oder
Relaxationsversuch zu wahlen besteht unter , TypBest”. Dieser Eintrag ist mal3gebend fur
die Uberwachung des analogen Dehnungs- oder Spgseingangs. Die zwei Schaltflachen
,Option* 6ffnen je nach Typ ein weiteres Dialogfelth dem die Input-Funktion der
Belastung definiert wird. Die Darstellung der Zehiae kann der User im Bereich ,Time
Basis“ festlegen. Dafur stehen die logarithmischvelche fur Versuche mit konstanter
Dehnung bzw. Spannung geeignet ist, oder die kn&aitfolge zur Verfugung. Bei der
linearen Darstellung kann die gewtlinschte aufeindoldgende Messzeit vom Anwender
selbst eingegeben werden. Im Textfeld ,Test Durditwird die Gesamtdauer des Versuchs
eingegeben, mit dessen Ablauf das Experiment afleshd die Daten gesichert werden.
.Reset“ dient zum Nullabgleich vor dem Start furnd®&essaufnehmer. Im Bereich
»rriggering Magnitude” wird ein Schwellwert fir deBtart des Versuchs eingegeben, bei
dem das Programm bei Uberschreitung zu messenriteBieser Schwellwert kann entweder
vom Dehnungs- oder vom Kraftkanal des Messmodalsiisten. Die berechnete Regelgrofl3e
des Sollwerts wird im Bereich ,Input Value* angegtei
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Seings |
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Bild 4.14: Versuchstypeneinstellung [19]
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Bild 4.15: Dialogfeld zur Kalibrierung der Messaefmmer [19]
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In der Mappe drei (Bild 4.15) wird die Kalibrierunlgr Briicken am Dehnungsaufnehmer, am
Hebelarm und des induktiven Aufnehmers vorgenomranalle Messgeréate uber einen sehr
grof3en Bereich linear sind, kann zwischen ihrelif@rpunkte eine Regressionsgerade gelegt
werden. Durch das Anbringen der Aufnehmer in ihaditttierbanke oder durch Verwendung
eines Kraftmessrings, welches statt der Probe eén\rsuchsvorrichtung eingespannt ist,
werden den gemessenen Stromspannungen Dehnungédte Kzw. Wege zugeordnet und
jeweils mit ,OK" bestatigt. Es reichen hierbei fikiiesspunkte, wobei der ganze Bereich der
zu erwartenden Messung abgedeckt sein sollte. NacBerechnung der Regressionsgerade
kann Uber das Modul die Messung getestet und bieiedenheit gespeichert werden. Dabel
hat der Anwender die Mdglichkeit eventuelle Fehlerder Kalibrierung von vornherein
auszuschlieB3en. Der grof3e Vorteil liegt darin, dassverwendung der gleichen Aufnehmer
die Kalibrierung nicht bei jedem Versuch neu dutdbilren ist, sondern die gespeicherte
Datei mit der Regressionsgerade kann aufgerufedemer

Wie vorher beschrieben, gibt man alle Versuchspatanmit Hilfe des Programms am PC

zur Messdatenerfassung ein. Nachdem Eingeben desnDand Einspannen der Probe,

bestétigt man den Versuchsstart. Mit einem Signadfibt das System die Bereitschaft zur
Messung an. Jetzt wird der Extensometer an derePmab Hilfe der Schablone angebracht

und gepruft, ob die Ausgabe im gultigen Messberéagt. Es hat sich oft gezeigt, dass der
Extensometer bei der Lastaufbringung ein wenig utscht. Das kommt daher, weil die

Proben an der Haut sehr glatt und eventuell durdgerabdricke fettig geworden sind.

Behelfen konnte man sich mit etwas Schleifpapieas Wwenau zwischen die Schneiden des
Extensometers und der Probe angebracht wurde. NWachdle Proben eingehéngt, das
Programm startbereit, die Messgerdte angebracht ded hydraulische Wagenheber

positioniert wurde, wird im Programm der Messbegimn Start bestatigt. Ab jetzt wartet das

Programm auf das Erreichen des eingegebenen Twgges. Der Wagenheber wird jetzt

langsam abgesenkt, nicht zu schnell, um einen Brelgssto3 zu vermeiden, nicht zu

langsam, um die ersten Messergebnisse nicht zélsenen. Ist der Triggerwert erreicht,

beginnt die Messung und der Bereitschaftston vemstu Anhand der ersten 10 ausge-
gebenen Messungen kann Uberprift werden, ob unschteReibung im System auftritt.

Die Versuchsdauer betrug jeweils 100 Stunden undli&iKriech- und Relaxationsversuche
wurden PMMA-, PC- und PVC-Proben verwendet. Fiur dersionsversuche standen
PMMA- und PVC-Rohre zur Verfugung. Die Messzeitestrogen 10 pro Dekade und die
Abszisse wurde logarithmisch dargestellt. Es wurdenmehreren Belastungen jeweils funf
Bestatigungsversuche gefahren. Die Messergebnisdesam Rechner in einer ASCII-Datei

abgespeichert worden und konnten somit durch eibellenkalkulationsprogramm in

Diagrammen dargestellt werden.

4.5 Ergebnisse

In den folgenden Abbildungen 4.16-4.18 sind Kurzaesuche von PMMA, PC und PVC zu
sehen. Diese Versuche dienen als Bestatigung fillEtkstizitatsmodul, der spater auch aus
Kriechversuchen ermittelt werden kann. Fur die ZeitO gilt wie bereits beschrieben der
Zusammenhands, = 1/J,. Es lasst sich auch erkennen, dass die Kurvemieeirigerer
Dehngeschwindigkeit friher von der idealen Kurve omendlicher Dehngeschwindigkeit
abweichen. Die Versuche sind an der Zwick-Maschiné an den Proben nach DIN 53455
durchgefuhrt worden.
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Bild 4.16: Kurzzeitversuche an PMMA mit unterschaddr Dehngeschwindigkeit
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Bild 4.17: Kurzzeitversuche an PC mit unterschigdadr Dehngeschwindigkeit
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Bild 4.18: Kurzzeitversuche an PVC mit unterschatain Dehngeschwindigkeiten

Es ist ersichtlich, dass der Werkstoff bei steigegridehngeschwindigkeit, tber eine langere
Dehnungsspanne elastisches Verhalten aufweist.hDdiec niedrigere Dehngeschwindigkeit
haben die Polymermolekihle die Zeit sich auszusithtind somit ergeben sich hohere
Dehnungen im Material. Der Werkstoff tendiert beidniger Dehngeschwindigkeit zu zéhem
und bei hoher Dehngeschwindigkeit zu sprédem Vé&rhalDie Umgebungstemperatur und
die Handhabung der Experimente beeinflussen di¢sdsalten erheblich, weshalb man bei
Versuchen mit Kunststoffen sehr stark auf die Kanstaltung der Temperatur achten und
gewisse Richtlinien einhalten muss. Diese Bedingangind ausfuhrlich in der Literatur

beschrieben [69, 70, 71]. Deshalb wurde im Labaraufageachtet, dass die Umgebungs-
temperatur stets 20 °C betrug.

Um das weitere Verhalten des Materials nach Statslierlust zu beschreiben, muss zu-
nachst das allgemeine Kriechverhalten des Werlsstwstimmt werden. Da das Material im
z.B. Nachknickbereich weiterhin viskoelastischesriéten aufweist, andern sich die
Spannung und Dehnung kontinuierlich. Um dieses &leggh mit den vorangegangenen
Methoden zu beschreiben, missen Kriechversuche umgerschiedlichen konstanten
Spannungen bzw. Relaxationsversuche bei unterdidied konstanten Dehnungen
durchgefuhrt werden. Zur Berechnung der zeitlichmderten Antwortfunktion ist das
Verhalten des Werkstoffs in sogenannten Prony-Reitargestellt. Die dabei aus den
Experimenten errechneten Nichtlinearitatsfaktoried snit einer Exponential- und Polynom-
unktion gefittet. Um die Fehler durch Materialustdriede maoglichst gering zu halten,
wurden samtliche Pruflinge, sowohl fir die herkonehen Kriech- und Relaxationsversuche,
als auch fur die Knickversuche aus ein und demseMaterial geschnitten. Des weiteren
wurde dabei darauf geachtet, dass die Schneidenghder Proben aus der Platte identisch
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war. Lediglich fur die Torsionsversuche wurden Rmolverwendet, fur die der Hersteller fur
keine Unterschiede im Material garantierte. Es teegjch, dass die Streuung der Einzel-
versuche sehr gering war. Durch die Anzahl der Mgre unter gleichen Bedingungen
werden kleinere Fehler gut ausgemittelt. Somitdregamtliche Kurven im Rahmen des
erwarteten.

Auf den Bildern 4.19-4.20 sind die Diagramme deieknversuche und der Nichtlinearitats-
faktoren bei Raumtemperatur fiur PMMA dargestelltir Fiesen Werkstoff wurde die
Linearitdtsgrenze bei 5 MPa gefunden, womit mauat jsagen kann, dass alle Kurven
unterhalb dieser Grenze die selbe Krimmung besiipeindie angelegte Spannung nur eine
Verschiebung der 5 MPa-Kurve nach unten in der i bedeutet. Ferner lasst sich
erkennen, dass der Nichtlinearitatsfaktor, wie angameng, = 1 bei spontaner Antwort,
auch im nichtlinear-viskoelastischen Bereich nicldin der Linearitdt abweicht. Der
Nichtlinearitatsfaktoig; ist mit einer Exponentialfunktion approximiert wlen, wobei darauf
geachtet wurde, dass die Berechnungsfunktion geman Schnittpunkt bei eins mit 5 MPa
hat. Damit kann gesagt werden, dass die ErhéhumgSgannung einen exponentiellen
Einfluss im Kriechverhalten besitzt. Die gute Uliesémmung zwischen den experimen-
tellen und berechneten Kriechkurven sowie zwiscdem berechneten und dem aus den
Kurzzeitversuchen bestimmten E-Modul ist aus did3iagrammen ersichtlich.
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1,0

20 MPa
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15 MPa
N M

WMWMMMPa

000 000000000000000000000000000000000000000000000000

5 MPa

Dehnung [%]
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0,0
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- Experiment - Berechnung Zeit [s]

Bild 4.19: Kriechversuche: Berechnung und ExperiniénPMMA
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Bild 4.20: Berechnete und gemessene Nichtlineafd&toren fur PMMA

Fur den Werkstoff PC sind die Kriechkurven und Miehtlinearitatsfaktoren in den Bilder
4.21-4.22 dargestellt. Auch hier lasst sich dier spite Ubereinkunft zwischen Experiment
und Berechnung sehen. Es hat sich fur alle verwenddaterialien (PMMA, PC und PVC)
gezeigt, dass die spontane Kriechnachgiebigkeliei allen Lasten stets den Kehrwert vom
Elastizitditsmoduk, ergibt.

Fur die Linearitatsgrenze ergab sich bei PC caMP@ und auch bei diesem Material war der

Nichtlinearitatsfaktoigy bei allen Lasten gleich eins. Der Nichtlinearitd@ksor g wurde auch
mit einer Exponentialfunktion approximiert.
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Dehnung [%)]

2,5
35 MPa
2,0
30 MPa
15
25 MPa
.WMO pa
1,0
15 MPa
0,5
10 MPa
0,0 T T T T
1 10 100 1000 10000 100000 1000000
- Experiment - Berechnung Zeit [s]
Bild 4.21: Kriechversuche: Berechnung und ExperiniénPC
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Bild 4.22: Berechnete und gemessene Nichtlineafaltoren fur PC
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Bild 4.23: Kriechversuche: Berechnung und ExperinfienPVC
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Bild 4.24: Berechnete und gemessene Nichtlineafdtoren fur PVC
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Ahnlich gute Ergebnisse wie bei PMMA und PC ergasieh bei PVC. Die spontane Lastan-
bringung und damit der Nichtlinearitatsfakigy waren bei jeder Belastung gleich eins. Fur
die Approximation vom Nichtlinearitatsfaktgr wurde wie bei den anderen Materialien eine
Exponentialfunktion verwendet. Die nichtlinear-wgkastische Grenze fir PVC betrug ca.
5 MPa. Diese Ergebnisse sind in den Diagrammen4.28 dargestellt.

Abschlieend kann man sagen, dass sich die Gremizehen linearer und nichtlinearer
Viskoelastizitat bei realen Werkstoffen nicht eintig mit einer bestimmten Spannung
begrenzen lasst. Es ist vielmehr ein kontinuiedicibergang, angefangen mit der kleinsten
Spannung. Doch im ingenieurmafigen Gebrauch und deei Annahme von idealen
Materialien ist der Unterschied bis zu einer angemenen Grenze verschwindend klein. So
kann nun im Kriech- und im Relaxationsfall eine tbemte Spannung bzw. Dehnung als
abschlieBende Grenze fur die Linearitdt genommaeademe Diese Grenzen lassen sich nur an
Hand von zahlreichen Experimenten bestimmen.

Des weiteren werden Relaxationsversuche darges8#t sind an den selben Materialien
durchgefuhrt worden. Die Berechnung ist lediglicth den Materialparametern approximiert,
die mit der Methode der Umwandlung von Kriechnaebijkeit in E-Modul stattgefunden

hat. Hierbei sind aus den Kriechversuchen die Knechgiebigkeit ermittelt und daraus die
Parameter fur die Relaxation berechnet worden. eDigerden dann mit den Relaxations-
experimenten verglichen. Auch wird der zur Kompdinsa von den beschriebenen
Schwierigkeiten bei einem Relaxationsversuch geemessDehnungsverlauf, der standig
gemessen und eventuell nachgeregelt werden mussnem Diagramm dargestellt. Diese
Messung ermdglicht eine sichere Aussage dartibedeoljeweilige Versuch in die gesamte
Messreihe aufgenommen werden kann oder ob im Aubzau im System fehler aufgetreten
sind.

Im weiteren Verlauf sind nacheinander (Bilder 42383) die Relaxationsversuche und deren
Nichtlinearitatsfaktoren sowie die Dehnungsverlafife PMMA, PC und PVC dargestellt.
Die Berechnung der Nichtlinearitatsfaktorbnerfolgte mit einer Polynomfunktion dritter
Ordnung. Auch hier zeigte sich, dass die spontamsvért auf alle Belastungen im linearen
Bereich lag, was zur folge hatte, dass der Faktanmer gleich eins gesetzt werden konnte.
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Bild 4.25: Gemessene und berechnete Spannungstielaxan PMMA
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Bild 4.26: Nichtlinearitatsfaktorengrund h fur PMMA
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Bild 4.27: Gemessene und berechnete Dehnungsvenaaf PMMA beim
Relaxationsversuch
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Bild 4.28: Gemessene und berechnete Spannungstielaxan PC
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Bild 4.29: Nichtlinearitatsfaktorengrund h fir PC
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Bild 4.30: Gemessene und berechnete Dehnungsvenaaf PC beim Relaxationsversuch
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Bild 4.31: Gemessene und berechnete Spannungstielaxan PVC
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Bild 4.32: Nichtlinearitatsfaktorenghund h fir PVC
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Bild 4.33: Gemessene und berechnete Dehnungsvenaaf PVC beim Relaxationsversuch

Es zeigt sich aus den Bildern, dass die angewemddethoden recht genau das Verhalten
darstellen kénnen. Die kleinen entstandenen Difisza sind auf nicht wegzubekommende
Messungenauigkeiten zurtckzufuhren.

Im weiteren werden die experimentellen Ergebniditdér 4.34-4.37) aus den Torsions-
versuchen dargestellt. Fir die Ermittlung und Benemg der Materialparameter kamen die
gleichen Methoden wie bei den anderen Belasturgsarum Einsatz. Somit ist das
Werkstoffverhalten auch mit den Prony-Reihen unel Michtlinearitatsfaktoren mit einer

exponentiellen Funktion angendhert worden. DieseeNdparameter wurden zuerst wie bei
Zug bestimmt, dann mit den bei Zug erzielten Erggdan verglichen. Im Diagramm ist somit
der Verlauf der experimentell gemessenen Messdaiein Torsionskriechen und die

berechneten Daten aus den Zugversuchen darge&eliivurde, wie in vielen Versuchen
nachgewiesen, eine konstante Querkontraktionszahlbéide Werkstoffe angenommen.
Gemessen wurde die Drehwinkeldnderung der Trommel dann auf den Gleitwinkel

umgerechnet.

Die grof3ten Schwierigkeiten ergaben sich bei desannung der Rohre. Da sie durch die
Einspannbacken zusammen gedrickt wirden, musstepeiieller Kern aus Stahl an der

Einspannstelle in das Rohr hineingesteckt undgttstrerden. Aul3erdem wurde an die aul3ere
Rohrhaut an der Einspannstelle ein Ring mit Schdilifgesteckt. Diese MalRhahmen ver-

hinderten die Zerstérung an den Enden des Rohi@senhalfen zu einem tber den Umfang

gleichmafigem Torsionsmoment. Dadurch konnte digligechte Ladnge des Rohres ein-

gestellt werden. Bei zu hohen TorsionsspannungetearPMMA-Proben ergaben sich Risse

die sich dann mit der Zeit schraubenférmig forttatein. Diese Versuchsreihen sind nicht zur
Ermittlung von den Materialparametern eingeflosgdle Versuchsauswertungen sind nur an

den Rohren durchgefuhrt worden, die bis zum ScHIL@8 h) intakt geblieben sind.
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Bild 4.34: Torsion an dinnwandigen Rohren aus PMdAunterschiedlichen
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Bild 4.35: Nichtlinearitatsfaktoren bei Torsion fBMMA
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Bild 4.37: Nichtlinearitatsfaktoren bei Torsion fBNVC
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5 Stabilitat

5.1 Elastische Stabilitat

In vielen technischen Anwendungen werden Bauteailergchiedlichen Belastungen ausge-
setzt. Diese Belastungen kdnnen je nach Art undeHgiim Versagen der Struktur flhren.
Das Versagen des Bauteils kann sich z.B. durchiBmRésse, FlieRen, Uberschreitung einer
vorgegebenen Dehngrenze oder dem Verlust des @&igbhts dulRern. Der Verlust des
Gleichgewichts einer Struktur wird in der Technlk mnstabilitdt bzw. Verlust der Stabilitat
bezeichnet [87, 88, 89, 90]. Dabei verliert dagdrale Bauteil, an dem vorher die aul3eren
und inneren Krafte im Gleichgewicht waren, aufgruwed Umgebungsbedingungen, wie z.B.
Erh6hung der Kraft, den inneren Halt und somit stingdie Gleichgewichtsbedingung nicht
mehr. Das Tragwerk wird sich dann rapide von detra®mdem das Gleichgewicht geherrscht
hat entfernen. Sie wird zerstort oder fallt in esredere benachbarte Gleichgewichtslage.
Stabilitatsverluste treten in Form von Beulen o#@icken an Schalen oder an dinnen
schlanken Balken unter Druck- oder Schubbelasturfg Rieser Zusammenhang soll an
einem einfachen Beispiel erlautert werden. Dasefolig Bild zeigt drei Stabe die mit
unterschiedlichen Druckkraften belastet sind (Bild):

l:<Fkrit l:>Fkrit
a) g C) g
Rickstellkrafte
% / %
—_ I,’ / <
— \\\ \ <
N N <

stabil indifferent labil

Bild 5.1: Unterschiedliche Gleichgewichtslagen

zua) Wird der mit einer kleinen L&ngskraft belsst&tab ausgelenkt bzw. in seiner
ursprunglichen Lage gestért, so spurt man einerewidnd. Der Stab kehrt aufgrund
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zu b)

Zu C)

der Rickstellkrafte, die durch die seitliche Augklemg erzeugt werden, in seine
Nullstellung zuriick. Diese Rickstellkrafte sindtstpositiv, so lange die Kraft F
kleiner als die kritische Knickkraft bleibt. Dies@&unkt nennt man stabil, was durch
eine Kugel in einer Schale, die nach jeder Stérumgseine Ausgangsposition
zurtckkehrt, veranschaulicht werden kann.

Steigert man die Last des Stabes, so stelft fest, dass der Widerstand gegen die
Auslenkung immer geringer wird. Es gibt theoretismhen Punkt, bei dem der
Widerstand zu Null geht. Die Ruckstellkrafte sinekschwunden und der Stab kann
widerstandslos nach links und rechts bewegt wer@@nbefindet sich immer im
Gleichgewicht. Diese Last nennt man dann genau kdigsche Knickkraft. Im
Kugelversuch ist aus der Schale eine Ebene gewpsddrder die Kugel, ohne den
Gleichgewichtszustand zu stéren, hin und her bewegtden kann. Bei diesem
indifferenten Gleichgewicht sind die Ruckstellkeaftull.

Wird die Last weiter also Uber die kritisdkeickkraft gesteigert, so entfernt sich der
Stab sehr schnell von seiner Ruhelage. Es werdeStah Krafte frei, die immer
groBere Auslenkungen erzeugen und schliel3lich must@drung des Stabes fuhren.
Dieser Vorgang spielt sich in Bruchteilen von Selem ab. So bedeutet das im
Kugelversuch, dass die Kugel auf einer nach obémiganten Flache ist und auch
durch eine sehr geringe Stérung von seinem Ausgangegerschwindet. Die
Ruckstellkrafte sind jetzt negativ und dieser Pumikd labil bezeichnet.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen kann dieses Probjetat genau formuliert werden. Die
Instabilitat tritt immer dann auf, wenn die Langsdkreine bestimmten Wert Gberschritten hat.
Bei labilem Gleichgewichtszustand kann jede kl@nStoérung, die in der Praxis immer
vorhanden ist, dieses Gleichgewicht zerstéren. Beginn des labilen Zustands ist der
indifferente Zustand mifFy;. Der indifferente Punkt zeichnet sich dadurch alass jede
Nachbarlage sich wiederum im Gleichgewicht befind@et sei kurz hier angemerkt, was im
weiterem durch das aufstellen und l6sen der Diffiéatgleichung gezeigt wird, dass bei
dieser Art von Belastung (ohne Imperfektion) nue @iorm der Biegelinie und nicht die
GroRRe der Auslenkung bestimmbar ist. Der Zusamnmrenldieser drei Beziehungen sei
besser mit dem folgenden Bild 5.2 vor Augen gefthrt
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F
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labil
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Auslenkung in beide Richtungen mdglich

Bild 5.2: Auslenkungsrichtungen der Stabilitatslage

Unterhalb vorFy; ist stabiles Gleichgewicht, oberhalb labiles. NaPunktF; ist auch ein
Gleichgewicht auf der waagrechten Verzweigungsliméglich. Man spricht von einem
Verzweigungs- bzw. Stabilitatsproblem.

Zur Berechnung der unterschiedlichen Stabilitatkpeistehen grundsatzlich drei Methoden,
die Gleichgewichts-, Energiemethode und kinetiddie¢hode (wird hier nicht behandelt), zur
Auswahl, die anhand eines kleinen Beispiels naHautert werden. Jedoch sei vorher noch
angemerkt, dass es eigentlich in der Berechnunghamescher Probleme ublich und auch
zulassig ist, die Schnittgréfien am unverformtene®ysanzusetzen, da sie im Vergleich zu
den &aul3eren Abmessungen vernachlassigbar klein Miaa spricht dann von der Theorie |.
Ordnung. So ist z.B. bei einem Stab der auf Zughgeaicht wird, der Zusammenhang
zwischen der aul3eren Last und der Stabverlangeeumdeutig und die Gleichgewichts-
bedingung kann am unverformten System aufgesteiitian. Beim Druckstab braucht dieser
Zusammenhang nicht eindeutig zu sein. Ab einenrbesien kritischen Druckkraft biegt sich
dieser Stab seitlich aus und entfernt sich vonedi€eichgewichtslage. Dabei treten weitere
mehr oder weniger stabile Gleichgewichtslagen Biése Erscheinung, die besonders bei
schlanken Staben zu beobachten ist, heil3t Knicl#im Knicken treten so grol3e
Verformungen auf, dass man die Gleichgewichtsbeotiggn am verformten System
aufstellen muss. Dies wird als die Theorie Il. Qnag bezeichnet und die Verformungen am
Korper konnen nicht mehr vernachlassigt werden, wi. an Hangebricken, oder die
Losung ist gar ohne sie nicht moglich (Stabilitéddem). Es werden jedoch trotzdem bei
nicht sehr groRen Auslenkungen nur die Reihen re@tdnung in der Reihenentwicklung
verwendet (z.Bsin(x) =x, tan(xF x, cos(x)= 1 fur kleinex) (Bild 5.3).
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Bild 5.3: links: Zulassiger Ansatz nach der Thedri®rdnung, rechts: Theorie Il. Ordnung

Zur Untersuchung der zwei Methoden soll ein Beispadfen. Ein starrer Stab der Lange |
soll durch die richtungstreue Druckkraft belasterden. Am gelenkig gelagerten Ful3punkt
des Stabes sei eine lineare Drehfeder mit deri§keif ¢ angebracht (Bild 5.4). Die
betrachtete Ausgangslage= 0 des Stabes ist offensichtlich eine Gleichgewlelyts. Bei
einer seitlichen Auslenkung kénnen weitere Gleigfigbtslagen entstehen, die im weiteren
Verlauf auf Stabilitat untersucht werden missen §21 102].

Bild 5.4: Nichtausgelenkte und ausgelenkte LageStalses

Bei derGleichgewichtsmethodeird am verformten System das Momentengleichgewich
aufgestellt. Es ergibt sich dann:

0=Flsin(¢)-c¢ (5.1)

Es ist leicht zu sehen, dass neben der trivialessuhg¢ =0 (die nichtausgelenkte Lage) nur
noch weitere Gleichgewichtslagen existieren disa@i@leichung 5.1 erfiillen, wenn gilt:
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¢ __H (5.2)

Jeder Wert der sich fur den Auslenkungswingelrgibt, beschreibt eine benachbarte Gleich-
gewichtslage. Die kritische Kraft fur die Verzwengsstelle kann bei der Linearisierung der
Gleichung 5.1 um kleine Winkésing = ¢) ermittelt werden.

¢(Fl-c)=0
(5.3)

c
F=Fa :|_

Die kritische KraftFy;; ist in diesem Fall der Eigenwert des hier vorliedgn Eigenwert-
problems. Bei der KrafE > Fy; stellt sich eine FunktioR(¢) ein, die als Nachknickkurve
bezeichnet wird. Uber die Stabilitat der Gleichgewslagen auf dieser Nachknickkurve lasst
sich mit der Gleichgewichtsmethode keine Aussagehera

Es sei kurz angemerkt, dass bei konstantem Mofflemhd konstanter Steifigkettsich eine
bestimmte Auslenkungslagg ergibt. Jedoch ist dies bei viskoelastischen Mealien, deren
innere Steifigkeit, also der E-Modul sich mit der Zeit andert, nigeggeben. Es wird durch
die Zeitabhangigkeit stets zu einer Verschiebung ide Moment herrschenden Gleich-
gewichtslage kommen, was dann wiederum zu einednderung des aulReren Momerfés
und der dadurch auch lastabhéangigen Steifigk@ichtlinearitatsfaktoren) zur Folge hat. Es
zeigt sich auch mit der sich verandernden Steifigkdozw. dem E-Modul nach Gleichung
5.3, dass die kritische Kraft eine zeitabhangigevims bedeutet, dass die zum Stabilitats-
verlust notwendige Kraft mit der Zeit immer kleineird im Gegensatz zur anfanglichen
elastischen kritischen Kraft. Damit kann ein vidiks@scher Werkstoff mit einem Material-
gesetz nach Prony nur zur Zeit unendlich eine lgtdlaige erreichen. Alle Lagen dazwischen
sind aufgrund der Zeitabhangigkeit instabil. Mamrkavereinfacht die Gleichung 5.2 um-
schreiben:

PO ___ MO (5.2)

w(g)= sin(¢)  ct.M ()

Die Losung neben der trivialegs =0, lasst sich in einem Bild besser darstellen. iaht-
triviale Losung zur Zeitt, beschreibt den Winkel der im weiteren entstehtrcBudie
Zeithabhangigkeit von Moment und Steifigkeit veréricsich das Verhaltnig(t) der rechten
Seite von Gleichung 5.4. Dabei sinkt mit der Z&dt Steifigkeitc(t, M) und das Momen¥i(t)
erhoht sich, was das Verhéltnis und damit die Amgé des Sinus steigert. Mit Hilfe
numerischer Methoden [12, 59] lasst sich die ninh#le Losung ermitteln. Das Bild 5.5
zeigt zwei unterschiedliche Sinusfunktionen, deféme aus der zeitlichen Veranderung von
Moment und Steifigkeit bestimmt wird, die aul3er Neill noch einen weiteren Schnittpunkt
mit der Geraden aufweisen. Ziel ist es diesen gesaeien Punkt zu ermitteln.
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W($(t2) > Y(P(t)
(0 () A >4

- ~

/ N b =0

/ \x///w@aMBm@m»

>
d(t2) d(t2) n ¢

Bild 5.5: Losungen der Iteration von méglichen Sttttspunkten

Wie vorher erwahnt, kann die Gleichgewichtsmethkeiee Aussage lber die Stabilitat der
Lage machen. Sie gibt lediglich nur die Orte derghatien stabilen, labilen oder
indifferenten Punkte an. Diese zusatzliche wichtiggormation kann mit Hilfe der

Energiemethodgewonnen werden, die im folgenden kurz erklartwir

Die Drehfeder im Bild 5.4 mit ihrer Steifigkett kann durch die Auslenkung eine innere
Formanderungsenergié aufnehmen, die so geschrieben werden kann:

1 =1cp? (5.5)

Des weiteren besitzt die richtungstreue Krkftbezuglich des Lagers (Nullniveau) ein
Potential/7,, was wie folgt aussieht:

/1, =Flcos(¢) (5.6)

Damit ergibt sich fir das Gesamtpotenfiaties Systems dies:
1=11,+/7 =Fl cos(¢)+%c¢2 (5.7)
Betrachtet man die Kugeln in Bild 5.1, so kann nealkennen, dass sich bei einer kleinen

Stérung das Gesamtpotential ulfV verandert. Wichtig fir die Stabilitat ist jedochasdVor-
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zeichen der Potentialveranderung. Es ist zu erkeraess bei einer Verschiebung der Kugel
in der linken konkaven Flache, was eine Zunahme Rigtentialverdnderungd(7 > 0)
bedeutet, diese wieder in die Ursprungslage zukabkt und stabil ist. Die mittlere Kugel auf
der nichtgekrimmten Flache verandert aufgrund kdiageanderung ihr Potential nicht und
ist somit indifferent 4/7 = 0). Die rechte Kugel dagegen entfernt sich bei rekieinen
Stérung von ihrem Ausgangsort, was hier mit einegativen Potentialverdnderung ver-
deutlicht werden kanrd/7 < 0). Diese Zusammenhange lassen sich kurz wie dalgtellen:

A1 >0 stabil
A7 =0 indifferen (5.8)
A7 <0 labil

Dies lasst sich mathematisch durch eine kleineugtp(dg) an der Gleichgewichtlage) auf
eine benachbarte Lage ¢ J¢) herleiten. Setz man die benachbarte Lage in desa@Gt-
potential in Gleichung 5.7 ein und fuhrt einen DayReihenansatz an der Steppedurch, so
ergibt sich folgende Darstellung des Potentials:

/7(¢+5¢):/7(¢)+‘;_’;5¢+%%£ o+ (5.9)
und damit fir die Potentialanderung
A/7:/7(¢+5¢)—/7(¢):%—/;5¢+%%; Op% +... (5.10)

Da die Funktion des Potentials an den Gleichgewsiaben ein Extremum annimmt, muss die
erste Ableitung an diesem Ort verschwinden undzelieite Ableitung entscheidet, ofy7
groRer oder kleiner Null und damit ob die Gleichgdslage stabil oder labil ist.
Verschwinden hingegen alle Ableitungef/{ = 0), so liegt eine indifferente Lage vor. Ist
dagegen nud/7” = 0, entscheiden die Vorzeichen der hoheren Abledarigpber die Gleich-
gewichtslage. Zusammenfassend ist dann:

Al1">0 stabi

. (5.11)
A" <0 labil

Die Gleichgewichtslagen fur den Stab folgen dann d&r Bedingung/7° = 0 aus der
Gleichung 5.7
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97 -0 = -Fisin(g)+cp=C (5.12)

dg

Hieraus ergeben sich die Lage= 0 und in Ubereinstimmung mit (5.2) die Bestimmungs-
gleichung

¢ __H (5.13)

fur weitere Gleichgewichtslagen. Zusatzlich konng@hder zweiten Ableitung des Potentials
Aussagen zur Stabilitat dieser Lagen getroffen errd

d?r7
dg?

=—F| COS(¢)+C (5.14)

Wenn die triviale Losung aus (5.13) mgt= 0 eingesetzt wird, ergibt die Gleichung 5.13
folgende Extremas:

1">0 firE <|E

1"<0 furF >=

—lo

mit F;,

Das bedeutet das die triviale Losung nur bis ziirskhen Kraft stabil und driber labil ist.

Fur die weiteren Gleichgewichtslagen oberhalb dezWeigungspunktes wird die Gleichung
5.13 in 5.14 eingesetzt. Mit der Verwendung einiggonometrischen Umwandlungen erhalt
die Bestimmungsgleichung 5.14 fur die Stabilité&tsei Form:

‘Z;IZ = /1" =—Fl cos(¢) +c = c( - tan¢z¢)] =c( +o(4)) (5.15)

Da stetsp(¢) < 1 fur /¢ /<2 ist, gilt fur die Potentialkrimmung”> 0 in allen Bereichen,
was bedeutet, dass alle Gleichgewichtslagen aufladsmungsasp =0 stabil sind.
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Fir ein viskoelastisches Material das nach Bilddub Stabilitdt untersucht wird und dessen
Steifigkeit c(t, M(t)) und &ulRere Las¥i(t) zeitabhéngig sind, lasst sich die Energiemethode
auch anwenden. Da ein viskoelastischer Werkstaftibe Annédherung des Materialgesetzes
mit einer Prony-Reihe einen elastischen Anteil ai$ty kann der Ansatz in den Gleichungen
5.5-5.14 dbernommen werden. Aufgrund der Zeithabigieit der Belastung und des
Materials, ist auch das Potential abhangig von Zit. Damit lassen sich die vorherigen
Gleichungen fir die Formanderungsenergie, aul3emdsGesamtpotentials wie folgt auf-
stellen:

71,(t) =5t M) ()
1,(t) =M (t)cos(¢ ¢) (5.16)
1(t)=11,(t)+77,(t) = M(t)COS(¢¢))+%C¢,M 9)29

Fur die Ermittlung der Stabilitat gelten die gleéohUberlegungen fiir die erste und zweite
Ableitung wie im elastischen Fall. Ahnlich wie obdreschrieben ergeben sich die
Gleichungen:

dd’;((t;)m — —ME)sin(g €)+cEM OP €)= C (5.17)
C§¢L2((:)):—M(t)cos(¢())+c(t,M t)) (5.18)

Die Gleichung 5.17 hat das gleiche Ergebnis wie thei Gleichgewichtsmethode in
Gleichung 5.4. Das zeitlich veranderbare MomMd(t) steht fir eine Belastung die, z.B. wie
beim Knicken eines viskoelastischen Materials, denwachsenden Durchbiegung herruhrt.
Uber die Zeit wird das Moment steigen und die 8fkéit sinken. Dies kann mit einer labilen
bzw. indifferenten Gleichgewichtslage (GGL) vergkn werden, da jede Lage im nachsten
Moment zu einer anderen wechselt. Es sei kurz ertydass die viskoelastischen Phanomene
relativ langsam ablaufen und dadurch die eventuadlsten und zweiten Ableitungen nach
der Zeit aufgrund der geringen Geschwindigkeit- Beschleunigungsveranderungen ver-
nachlassigbar sind. AuRerdem werden jegliche Maftte nicht berlcksichtigt. Damit
kann die Gleichung 5.18 mit gewisser Umwandlung Bedicksichtigung der Bedingungen
unter (5.11) wie folgt geschrieben werden:

d2r7 (1)
dg(1)

=-M(t)cos(¢ ¢ ) +ct M ¢))s C
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und

P(t) = arcco{c(tl\'/l—l\?t;t»j = arcco# t()’ (5.19)

mit der relativen Steifigkeit

v () =C‘th'ﬂ—“2't§t” (5.20)

Die relative Steifigkeit ¥(t) ist aufgrund der sinkenden Steifigkei{t, M(t)) und des
steigenden Momentbi(t) eine abnehmende Zahl. In Bild 5.6 wird dieser Aus&nhang

verdeutlicht:

o (t)
A
2 arccosit))

\Verlauf mit der Zeit

GGL im elastischen Fall

>
1 W(t)

Bild 5.6: Zusammenhang zwischen der relativenigkeit und des zeitabhéngigen
Biegewinkels

Die Gleichgewichtlage (GGL) die einmal im elastischFall entstanden ist, wird durch die

viskoelastischen Phdnomene in Richtung groRereleAkisngen verschoben. Dieser Vorgang
lauft je nach Annahme des Materialgesetzes biZerstorung oder zu einem festen Wert ab.

Da der Wert fur die relative Steifigkef{t) immer kleiner wird, kann bei einem ausge-

knickten Balken die Durchbiegung nur wachsen, washan der Gleichung 5.19 durck®,
gekennzeichnet wird. Es kann sein, dass diese Diegbng zu einer gewissen Zeit ein
Maximum (asymptotisch) oder die Zerstérungsausleglarreicht.

In vielen technischen Anwendungen werden Bautdike,oftmals auch aus viskoelastischen
Werkstoffen bestehen, auf Knickung belastet. Au@tathsche Werkstoffe, die unter hohen
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Temperaturen eingesetzt werden, unterstehen diBb&momenen. Es ist daher sehr wichtig
Uber die Belastungsart und das Verhalten des Mdderor der Auslegung Kenntnis zu haben.
Genauso kdonnen auch Umgebungsbedingungen, wie tieewnth unsachgemafie Behandlung,
den Werkstoff zerstoren. Da aber viele Belasturigean Wirklichkeit kaum getestet werden
kébnnen oder gar unerwartet auftauchen, sind im niegemaligen Gebrauch einige
Annahmen zu treffen. Dies kann z.B. geschehen ddieReduktion von Parametern oder
idealisierten Modellen. Fur das Knicken eines stkéa und langen Stabes muissen daher
auch gewisse Regeln beachtet werden. So ist eslibser Belastungsart unumganglich
genaue Randbedingungen zu setzen, da im Gegensabrurkbelastung von dickeren und
kirzeren Stdben ganz andere Phanomene eine Rlersgdn vielen Lehrbiichern, wie [94,
95, 96, 98, 99, 100, 105, 109, 111], wird daher @dsstischen Knicken, bekannt auch unter
dem Eulerknicken, eine besondere Stellung zugedwmi Da in dieser Arbeit das elastische
Knicken schon aufgrund des gewahlten Materialmedetin Wichtigkeit ist, soll trotz des
Hinweises auf die zahlreiche Literatur kurz darsinfegangen werden.

5.1.1 Das elastische Knicken nach Euler

Ein elastischer schlanker Stab weicht nach tUbeggehnrder kritischen Kraft, die als Knick-
kraft bezeichnet wird, seitlich aus. Bis zu diegarickkraft bleibt der Stab (bzw. dinner
Balken) gerade. Nach Uberschreitung der Knickkioéggt er sich durch, was als eine neue
Gleichgewichtslage bezeichnet wird. Ab jetzt erhéich die Durchbiegung mit jeder Kraft-
steigerung, wobei immer weniger Kraft aufgrund desgenden Moments von Noéten sind,
um die Durchbiegung weiter zu erhdéhen. Dadurch gihtBetrachtungsweise von einem
Stabilitats- in ein Spannungsproblem tber. Zur Bhamg der Knickkraft werden die Gleich-
gewichtsbedingungen in der verformten, also ausg&da, Lage aufgestellt. Dabei kann die
Langenanderung des Stabes vernachlassigt werdeBildn5.7 sind diese Beziehungen
dargestellt:

X
Gleichgewichtslage bisgz w =0 >
\ I

benachbarte Gleichgewichtslagesvd

Bild 5.7: Durchgebogener elastischer Stab mit dereren Kraften

Der Stab wird ohne jegliche Imperfektion und dieakrgenau in der Stabmitte im
Schwerpunkt angenommen. Das Momentengleichgewnhteaformten Stab an der Stelle x
im Bild 5.7 ergibt:

M = Fw (5.21)
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Fur kleine Auslenkungem('<<1) ist dann mit der Krimmung fir einen schubstaBayge-
balken das Elastizitatsgesdfiw’ = -M gegeben. Dies in (5.21) eingesetzt ergibt dann die
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung dat Abkirzung unav’= dw/dx

A= (5.22)

W+ AZw=0 (5.23)

Diese Differentialgleichung beschreibt die Biegeirfir den Sonderfall des beidseitig
gelenkig gelagerten Balkens. Dessen Losungsanshtzasge folgt aus:

w(X) = Acos(A X+ Bsin(A (5.24)

Dabei sindA undB Integrationskonstanten die aus Randbedingungendas Verschwinden
der Durchbiegung an den Stelbes O undx = |, bestimmt werden. Es ergibt sich fur sie:

(5.25)

Die zweite Gleichung ergibt neben der trivialen wdg B = 0, was keine Auslenkung
bedeutet, die weiteren Lésungen \8in(Al) = 0 mit Al = nzundn = 1,2,3..., was dann mit
dem ersten technisch interessanten Eigeniydiir die Knickkraft liefert:

TEl

| 2

F =A’El = (5.26)

Damit ist die erste Eigenform, dessen Amplitude deis homogenen Differentialgleichung
nicht aber die Form bestimmbar ist, wie folgt:

W, = Bsin(ﬂl—xj (5.27)

Um die Knicklasten von Staben fir beliebige Laggambestimmen zu kdnnen, muss eine
allgemeine Knickgleichung aufgestellt werden, bei duch die Quer- und Normalkréfte im

Stab mit einflieBen. Hier sei aber auf die zahhreititeratur verwiesen [36, 73, 74] und nur
die hergeleitete Differenzialgleichung vierter Qudg mit ihrem Eigenwert angegeben:
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A*=— . Eigenwel

W' + 12w =0 (5.28)

Die allgemeine LOsung dieser Differentialgleichuisg§ dann mit den Uber die Randbe-
dingungen zu bestimmenden Integrationskonstantd$y &, und D wie folgt:

w(x)= Acos(A X+ Bsi(A ¥+ CQ » L (5.29)

Es gibt vier technisch wichtige Lagerungstypen, aemen mit der Bestimmung der
Integrationskonstanten die jeweiligen Knicklastemigelt werden. Diese hei3en nach Euler
(1707-1783) die vier Eulerschen Knickfalle bzw. &klasten. In Bild 5.8 sind diese
dargestellt.

F F F =
E E A7
| I 11 IV
TTITT
Fi = 0.25REI)/I2 Fy = (TREI)/I2 = 2.045¢REI)/I2 Fe= 4(TREIN)/I2

Bild 5.8 Eulersche Knickfalle

Bei diesen Herleitungen ist man von exakt gerad@e® mit nichtexzentrischem Lastan-
griffspunkt ausgegangen (keine Imperfektion). Destkommt haufig vor, dass der Stab bzw.
Balken Imperfekt ist und damit zuséatzliche Kraftaemmgeleitet werden. Damit weichen die
ideellen Annahmen fur die Eulerfalle ab. Weiter dviaus der homogenen Differential-
gleichung eine inhomogene. Durch die Imperfekties 8alkens kdnnen schon Lasten weit
unterhalb der Knickkraffy zu sehr grof3en Durchbiegungen fiihren. In diesbeifhat man
sich auf die Untersuchung von viskoelastischen Nlien die nach Eulerfall Il belastet sind
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und eine Imperfektion aufweisen beschrankt. Audit gs viele erdenkliche Imperfektionen,
wie z.B. Exzentrizitat oder vorgebogener Stab, idigechnischen Anwendungen auftreten
kénnen. Ferner wird hier nur der Fall von einemladken ideell geraden Balken, der mit
einer Exzentrizitdt behaftet ist, untersucht. Imitearen Verlauf wird die Herleitung eines
Balkens, der an den Enden eine Exzentrizitat liatdén elastischen Fall und nach Euler Ii
beschrieben.

5.1.2 Der elastische Balken mit Exzentrizitat

Bis jetzt wurde angenommen, dass der unbelastdkeB#trecht steht und die Druckkraft
genau im Schwerpunkt der Flache angreift. Realgkg&iren aber haben auch ohne Belastung
eine Vorverformung und dadurch greifen die Lastgmeatrisch oder auf3ermittig an. Die
Behandlung unterschiedlicher Vorverformung ist ielen Veréffentlichungen und Fach-
bluchern [95, 103, 104, 106, 112] beschrieben worblerRahmen dieser Arbeit wird deshalb
nur auf einen Balken der beidseitig gelenkig gefaget (Eulerfall 1) und einen
viskoelastischen Werkstoff besitzt eingegangennétesind neben den Materialien (PMMA,
PC, PVC) die exzentrische Kraf und die Exzentrizitate selber ein Untersuchungs-
parameter. Da alle Werkstoffe unterschiedliche tiz@gtsmodule besitzen, ist die elastische
Antwort auf die Druckkraft verschieden, jedoch ¥ashalten gleich.

Verzweigungsprobleme gibt es nur beim geradenyizehtgedriickten also perfekten Balken.
Sobald Imperfektionen vorhanden sind, treten sdhenkleinen Kraften K < Fy) Aus-
lenkungen auf. Der schematische Lauf einer solcKarve ist im folgenden Bild 5.9
dargestellt:

perfekter Balken
__.4 _______________________

imperfekter Balken

Bild 5.9: Verzweigungsproblem fir einen perfektad imperfekten Balken

Im Bild 5.10 ist ein mit Kraft= belasteter Balken, der eine Exzentrizédtat und beidseitig
gelenkig gelagert ist, dargestellt. Aufgrund dee&nxtrizitat und der Kraft wird in den Balken
ein MomentM, = Fe eingeleitet, dass die Richtung der Durchbiegurgditment. Sofort nach
der Belastung féllt der Balken in eine ausgeknitldge, welche abhangig ist verundF. Es
sei angemerkt, dass vorerst die Gleichungen fintmikzu grof3e Auslenkungen gelten.
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e
I F
Mo=Fe

w/ El | M

Bild 5.10: Balken mit Exzentrizitdt und daraus fdsvendem Moment

Mit dem Elastizitatsgesetglw” = -M lasst sich auch hier eine Differentialgleichund- au
stellen, welche nun durch die Exzentrizigiithhomogen ist. Sie lautet mit der bekannten

Abklrzung furAz

W+ A*w=-1%¢ (5.30)

Dabei sieht das Momentengleichgewicht an der Skxeftét dem Elastizitatsgesetzt wie folgt
aus:

EW =-Fw- M, =-F(w+ ¢ (5.31)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung®ist dann:
w(X) = Acos(A X+ Bsin(A X - ¢ (5.32)
Aus den Randbedingunger{0) = 0undw(l) = 0 folgen die Integrationskonstanten zu:
A=e

_ 1-coqAl) _ etan(i 'j (5.33)
sin(Al) 2

Mit geeigneter Anwendung der Kreisfunktionen erhiétin fir die allgemeine Ldsung der
Durchbiegungsfunktion:
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w(x) = M—l (5.34)

=6

Wenn man die kritische Kraf;, die sich in diesem Fall auch nach Gleichung ®2&fibt,

kennt, dann folgt bei der Annahme einer Eigenfoienvbnx = 0 bisx = 1/2 die gleiche ist
wie x = I/2 bisx =1 (symmetrisch) fir die maximale Durchbiegung am 8eellex = 1/2

folgender Zusammenhang:

w o=+ __ql=q— 1 4 (5.35)

Vg / F
Co§ —
{2 I:krit]

Fur ein viskoelastisches Material mit noch kleinAaslenkungen wird aufgrund der
anfanglichen Elastizitat der Durchbiegungsverlawdhanach der Gleichung 5.35 ermittelt. Es
ist hier deutlich zu sehen, dass im Gegensatz feiclizing 5.28 (homogene Differential-
gleichung), die Amplitude wegen der Inhomogenitéat &Gleichung 5.30, berechenbar ist.
Jetzt ist nicht nur die Form der Durchbiegung, sondauch dessen Auslenkung an jeder
Stellex ermittelbar.

Wie in [36, 120, 121] bei einem anderen Beispieddbeieben, kann auch hier die elastische
Lésung fur jede beliebige Stelle durch die Transfation durch eine Zeitfunktion in die zeit-
abhangige Losung an jeder Stelle berechnet wektewird lediglich die Gleichung 5.34 mit
dem zeitabhangigem Materialmodell multipliziert. ge@merkt sei noch, dass diese Multi-
plikation nur im linear-viskoelastischem Bereicheanfach geht. Fir den nichtlinearen Fall
missten die Belastungseinschalt und — ausschadingeg mitberticksichtigt werden. Die
Gleichung fur einen linear-viskoelastischen Balkiem wie in Bild 5.10 belastet wird ware
dann wie folgt:

dI - AX t
)= —COS( 2 j—1 {Hgi (1- e" )} (5.36)

e cos(glj J

Da aber im Rahmen dieser Arbeit fir die DurchbieggmnoRere Werte als wie fur die
Rechtfertigung der Annahme fir kleine Durchbiegumgegelassen wurden und das Material
dann auch sicherlich in den nichtlinear-viskoetasten Bereich Ubergeht, muss eine andere
Berechnungsmethode abgeleitet werden. Als ersteamcelastischen Bereich bleibend, die
Herleitung der Durchbiegung fir gréRere Auslenkumgle Elastica, ermittelt werden.
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5.1.3 Knicken mit grof3en Verschiebungen — Die Elastica

Da ein viskoelastisches Material die Neigung degedfrens und der Relaxation aufweist,
bleibt beim Knicken eines solchen Werkstoffes dieslankung tber die Zeit nicht konstant.
Sie wird, wie vorher beschrieben, mit der Zeit achg®en und sich von dem Ort der
elastischen Durchbiegung mehr oder weniger rasdfieraen. Damit durchlaufen alle
infinitesimalen Volumenteile des Stabes eine eigbge Belastung. Es kommt vor, dass
ein einzelnes Volumenteil, welches sich ursprimghio linear-viskoelastischem Bereich
befand, durch die Zunahme der Auslenkung, was dagsagdhsen des Momentes und somit
der Dehnung und Spannung zur folge hat, in dentlmelr-viskoelastischen Bereich
wandert. Bei niedriger Belastung kann es durchawkommen, dass sich das Material tber
die ganze Belastungsdauer nur im linearen Beregfimdet. Irgendwann, wenn die Durch-
biegung einen gewissen Wert angenommen hat, kanstéigung, also die erste Ableitung
des Durchbiegungsverlaufs, nicht mehr vernachlissggden. Dies kommt bei einem Stab
aus viskoelastischem Material vor. Konnte noch anfaAg der Belastungsdauer mit der
Losung aus Gleichung 5.2W{ << 1) gerechnet werden, muss im weiteren Verlaumit-
bertcksichtigt werden. Deshalb wurde ein Verfaheatwickelt, welches von Anfang an die
exakte Losung berechnet. Da heutzutage Dank dereBeh Rechner die Berechnungszeit
minimiert worden ist, kann der Stab in beliebigleieinzelne Teile unterteilt und berechnet
werden. Es wird weiter gezeigt, dass die LosungDiéerentialgleichung im elastischen Fall
auch im linear- bzw. nichtlinear-viskoelastischesr&ch seine Anwendung findet.

Es wird am Anfang die Herleitung der Differenti@ghung fur die Auslenkung bei grof3en
Durchbiegungen, also auch im Nachknickbereich, ifnest. Diese wird nach Euler die
Elasticagenannt. Wichtig dabei ist, dass aufgrund der gmdBurchbiegung die Verkirzung
des ursprunglichen Lagerabstandes eine Rolle spielt nun an werden die Ableitungen
Uber den Boges aufgestellt. Alle Gré3en, wie Krimmung, Radius,rivent, Steigung und

Durchbiegung, sind von nun an Funktionen wmie Krimmungx und der Krimmungs-

radiusp einer Kurve sind wie folgt definiert (Bild 5.11):

o
AS)

=L-99 (5.37)
p ds
mit

@ als Winkel der Duchbiegur

s als Bogen der Duchbiegu
dx

S

ds

Bild 5.11: GroRRe Verschiebungen und die angreiferideifte am Balken
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Das Elastizitatsgesetz ist beztiglich der Krimmgnod dem am Ort herrschendem Moment
M wie folgt gegeben:

M =-Elx (5.38)
bzw.
M = -1 92 (5.39)
ds

Das Moment ergibt sich nach Bild 5.11 zu:
M =Fw+ M, = F(w+¢ (5.40)

Wird die Gleichung 5.40 fir das Moment in das Hitsttsgesetz 5.39 eingesetzt, so folgt
eine Differentialgleichung mit zwei von sich sellagshangigen Grol3en.

El%:—F(w e) (5.41)

Da aber nach Bild 5.11 fiir die Durchbiegudwg = ds sinf) gilt, erhalt man bei weiterer Um-
stellung und Differentiation naasfir die Gleichung 5.41 folgenden Ausdruck:

%+/]Zsin(¢) =0 (5.42)
mit
, F
= (5.43)

Die Differentialgleichung der Biegelinie (5.42) ist dieser Form fir jede beliebig grol3e
Deformation bzw. Auslenkung gultig. Eine andere 8idform der Gleichung 5.41 kann
durch trigonometrische Umwandlung wvd= dw/dsaufgestellt werden:

erl
V1-w?

Es ist deutlich, dass die Gleichung 5.44 fur klaMiekel (w’<<1) undds =dxdie Gleichung
5.30 ergibt. Das eingeleitete MomeMt = Fe wird in Gleichung 5.43 als Loésung einer

+A2w=-)% (5.44)
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Integrationskonstante verwendet. Die triviale Lagtiir ¢(s) = 0 ist die einzige bdtr < Fyi.
Um auf die Losung fUF > Fy;; zu gelangen, missen ein paar kleine Umformungeragiet
werden, so ist mit

d%¢ =1(%]%=¢, d(¢') (5.45)

und der Integration Ubely die Differentialgleichung 5.42

%¢r2 = 2cos(g)+C (5.46)

Setzt man die bis dahin bekannten Randbedingungense lasst sich die Integrations-
konstanteC bestimmen:

pls=0)=-Mo=-Fe y(sm gy, Efore (547)
C:%é\ﬂf ’co s(qb(,)——/l“e2 - 1% cogg,) (5.48)

Damit ergibt sich dann fur die Krummuggder Biegelinie die folgende Gleichung:

@' :%:i\/zﬁ[cos(@— cogg,) |+ %€’ (5.49)

Durch nochmalige Integration Gbgrund Trennung der Variablen ergibt sich eine Losung
funktion fur die Neigung der Biegelinie:

- if d¢ (5.50)
A 0\/2[coq¢ ~ cop,) |+ A%

Das Vorzeichen ;t “ zeigt an, dass der Stab, bei Kenntnis des Anfamg®ls ¢, je nach
Definition des eingeleiteten Moments auf beide éedusknicken kann. Mit Gleichung 5.50
kann jetzt an jeder Stelleder Neigungswinkep und dann durcldw = ds sing) die Durch-
biegungw(s) berechnet werden. Dieses Integral ist elementdnt hbsbar und oftmals ist es
unmdglich den Anfangswinkel zu bestimmen. Daherdeer N&herungsldésungen oder die
numerische Integration eingesetzt. Bei symmetrisilmickform kann der Winkep(l/2) = 0
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gesetzt und dann mittels der Numerik der Anfangkelirermittelt werden. Spater wird an
jeder Stelles der Durchbiegungswinket berechnet. Der Ansatz figy sieht wie folgt aus:

=22 |
2" A \/2[1 cos(¢O |+ A%

(5.51)

Dieses Verfahren kann man auch fur ein viskoeldstis Material heranziehen. Wenn der
Balken in viele kleine in sich homogene Teilabstiengedacht wird, so gilt in jedem
einzelnen Teilabschnitt die Differentialgleichungwb die Integralgleichung. Lediglich
andern sich in jedem einzelnen Abschnitt das edaiiggéé Moment (die Summe der voran-
gegangenen) und aus der Gesamtlange weddeAuch ist dann in jedem Abschnitt das
was uber die Lange nicht mehr einheitlich kstnstant.

Fur die eindeutige und vollstandige Losung eindfebentialgleichung ist die Kenntnis der
Randbedingungen unerlasslich. So braucht eine reiftealgleichung 1. Ordnung auch einen
Wert zur Bestimmung der Integrationskonstante. Gleichung 5.41 ist eine solche Diffe-
rentialgleichung die durch Randbedingungen bestimverden kann. Leider ist die Kenntnis
der Randbedingungen dazu vor dem Versuch nichtnogék&s wird hier nur trotzdem kurz
die elastische Ldsung, bei Kenntnis der maximalencBbiegung oder des Anfangswinkels,
angegeben. Gegeben sei die Differentialgleichurch Bad 1:

d9 _ 12 (we+
4 (w+e) (5.52)

mit ds = dw/sin@) und der Integration ergibt sich dann mit der Ind¢ignskonstant€

cos(9) =;|2(%w2 et cj (5.53)

Durch das Einsetzen der bekannten Randbedingun® fir ¢ = ¢, oderg = 0 flrw = Winax
erhalt man je nach Kenntnis der Anfangsgrol3en falgeGleichungen:

cos(¢) =4 (;w rewr— cos{¢ )J (5.54)
cosg) =47 2ue s ews L2, - ew (5.55)

Diese Lésungen konnen zweckmalf3ig mit Hilfe der ga@sthen Umformung und der Dar-
stellung der logischen Losung auch wie folgt geistien werden:
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w= \/ez +/]—22[cos(¢) ~ cogg,) |- € (5.56)

Man kann auch direkt von der Differentialgleichubgt2 ausgehen und diese Randwert-
aufgabe mittels des Differenzenverfahrens I6sen.

9" +A%sin(¢) =0 (5.57)

Die Theorie dieser Methode geht davon aus, deref@iftialquotienten direkt durch einen
Differenzenquotienten zu approximieren. Will maneamem bestimmten OR, die Steigung
erfahren, dann ist der weitere Verlagf; dieser Funktion von Noten. Damit kann mit Hilfe
der Taylorentwicklung folgende Reihe aufgestelltdes:

V(%)= Y5 +8%= o )+

2d 6 d

Xn

A ﬁqu (8 ¥+ 1% (& ¥+ (5.58)

Wenn man nur die ersten zwei Terme mitnimmt, sanka&ich dem gesuchten Differential-
guotienten aufgeltst werden. Der dabei entstehémdeer ist in der GrofRenordnung von
O(Ax). Weil die Werte hier an der Stelg,; berechnet sind, wird dieser Quotient der vordere
(v), wie in Bild 5.12 dargestellt, Differenzenguaiten genannt.

d_y — Y1~ Y +O(AX)=M (559)
dxl,, AX AX
YA
2
Yn+1
>
Xn_l Xn XI"]+1 X

Bild 5.12: Herleitung des Differenzenquotienten
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Analog dazu kann die Reihenentwicklung in die aadeichtung durchgefiihrt werden. Dann
erhalt man schlief3lich den hinteren (h) Quotiemétnder gleichen Fehlerordnur@(Ax).

d 1d 1d
y()(n_l) = y( )%—A)a = )( )Ig)—d—i A Xl'zd—)gy‘ (A $ —Ed—;‘ (A )(3+... (560)
*n X X
G (N (5.61)
dx|, AX AX

Um eine hohere Genauigkeit zu erzielen, missenerel@lieder der Reihen berticksichtigt
werden. Dazu wird die vordere Taylorreihenentwiokju(5.58) von der hinteren (5.60)
abgezogen und dadurch eliminiert man die zweiteeitlohg. Die héheren Ableitungsglieder
kénnen aufgrund ihrer Ordnung vernachlassigt wer@ees fuhrt dann zu einem zentralen
Differenzenquotienten (z), welches jetzt eine Femtinung vonO(Ax)? besitzt. Da wegen
dem Einsatz von leistungsstarken Rechnerndasehr klein gewahlt werden kann, brauchte
es eigentlich keine weitere Genauigkeitserh6hualls ifnan dies doch will, stehen Verfahren
wie z.B. das Mehrstellenverfahren zur Verfigung.s Deinfache zentrale Differenzen-
guotienten (z) lautet dann:

ay| L Yo~ Yo (5.62)
dx 20X

Xn

Hohere Ableitungen lassen sich ebenfalls durchebgfiizialquotienten approximieren. Wenn
die vordere Taylorreihenentwicklung (5.58) zu detdren (5.60) addiert wird und wiederum
hohere Ableitungsglieder vernachlassigt werderglerhan die zweite Ableitung:

A’y _ Veu=2Vpt You
= 2 n__Jn- 5.63

Die zweite Ableitung hat ebenfalls die Fehlerordnpwon O(Ax)2. Damit stehen jetzt zwei
Moglichkeiten zur Verfigung, um die Differentiale einer Differentialgleichung mit Stitz-
stellen abzubilden. Diese kénnen dann anhand vachriRen in beliebiger Genauigkeit
berechnet werden. Somit lauten die Differenzeredsten und zweiten Ableitung wie folgt:

I~ ¢n+1 _¢n—1
@' = oas (5.64)
" ¢ +1 2¢ + ¢
~ I n+l n n1 565
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Der Balken der Langéwird in die gewtnschte Anzalls unterteil und an jeder einzelnen
Stutzstelle wird die Differentialgleichung, diegach ohne Einschréankung an jeder Stelle gilt,
berechnet. Folglich sieht die Differentialgleichung? fur die Elastica, die jetzt jede grol3e
Auslenkung zulasst und im technischen Rahmen axetkt berechnet, so aus:

Bo =20, + P, =~ (D) A2 sin(g,) (5.66)

Damit stehen zwei Rekursionsformeln zur Berechndeg elastisch ausgeknickten Balkens
zur Verfigung. Bei der Annahme symmetrischer Duieing genigt es nur die Halfte des
Balkens zu berechnen. Wird der Balken in N-Stullesteunterteilt, so ergibt sich fir die

SchrittweiteAs folgendes:

As=— (5.67)

Die Approximation der ersten Ableitung liefert eiRandbedingung mit dem eingeleiteten
Moment. Sie ispp(0) = -My/El und damit ergibt sich dann mit (5.64):

Buo = 4,205 20 =+ 2Ds 0= g+ DI ¢ (5.68)
¢start
As bo
As b1
As $2

 A—

Bild 5.13: Elemente fir das Differenzenverfahren

Der Winkel ¢sart ist ein Startwert der frei gewahlt werden kanncbes ist empfehlenswert
fur die Berechnungsdauer, diesen Ansatzwert so wighmaoglich am exakten Wert zu
wahlen. Ein Kkleiner Trick zur Bestimmung ist esesdin Wert mit dem der Losung fur die
linearisierte Differentialgleichung zu besetzen.

8"+ A2 =0 (5.69)
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Dessen Losung mit den Randbedingungéf2) = 0 und@10) = -Mo/El ist dann:
@ :Aetan()l lz] cogAs)-Aesilfl § (5.70)

Der Winkel @sart ist gegeben mi = 0 und lautet:

Dot = Aetan(/] lzj (5.71)

Dieser Wert wird in die Gleichung 5.68 eingesetadl Wlamit erhélt man dann den Wert fir
den n&chsten Winkep;. Somit kann tUber den ganzen Balken mit den N-Stgllen die

Winkel ¢, aus der Rekursionsformel 5.66 ermittelt und dduaulie Durchbiegung berechnet
werden, fur die folgendes qilt:

W, :Asisin(ﬁ) (5.72)

i=0

M, =F(w, +¢ (5.73)

Wie sich aus vielen neuen und in der Vergangertheithgeflihrten Versuchen gezeigt hat,
kann die Dehnung Uber die Balkenhthe als konstaggraommen werden (schubstarr). Diese
Annahme konnte sich auch bei relativ hohen Balkestdiigen. Es wurde ein Experiment mit
einem Balken groRer Hohe, dessen Material viskbstéswar, aufgebaut. Uber die Hohe hat
man, quer zur Lange, Linien gezogen und den Balkeler Mitte mit einer sehr grof3en Last
belastet. Nach einer sehr langen Zeit (4 Monatent@man noch die Parallelitat der Linien

untereinander und die Senkrechtigkeit bezlglichadisgelenkten Langebeobachten. Damit
folgen fur Dehnung und Spannung:

£ (2) =%gnmax (5.74)
n n
2 2 2 2
M, = J;sn(z)Esz—Egnmax E_[h 2 AR -8, E (5.75)
2 2
o= Do My (5.76)
El 2 EW
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oder aus der Differentialgleichung der Kinematik:

Enmax = D o=y (5.77)
2 2As
o,(z)=¢,(2 E (5.78)

wobei W = Widerstandsmoment ung, max die Maximaldehnung am auf3eren Rdmid des
Balkens ist.

Als Abbruchskriterium gilt, dass der Winkeh bei s = /2 minimal oder Null wird. Die
Iterationen Uber die Gleichungen 5.66 und 5.68tl&afange, bis das gewlnschte Kriterium
erreicht ist. Danach kénnen an jeder Stelle diekéligh, und die Durchbiegungem, mit der
Gleichung 5.48 angegeben werden. Jetzt ist es anjglile erwtinschten Grof3en wie Winkel,
Auslenkung, Moment, Spannung und Dehnung lber dikeBlange und H6he anzugeben.
Dazu wurde am Fachgebiet fir Mechanik und Werkgtifting ein Programm geschrieben
und mit den Experimenten verglichen. Es hat sigieleen, dass eine Aufteilung des halben
Balkens in ein Bereich von 10GON < 10000 im Rahmen der technischen Messbarkeit vollig
ausreichend ist.

Es hat sich aus der Literatur [87, 88, 89, 90,921,93, 101] und aus Versuchen gezeigt, dass
diese Gleichungen, im Rahmen der Annahmen, auclyro&en Durchbiegungen Uber den
ganzen elastischen Bereich gultig sind.

Auf den folgenden Diagrammen (5.14-5.16) sind d@esteschen Antworten (Auslenkungen)
der Werkstoffe PMMA, PC und PVC in Abhangigkeit deruckkraft F dargestellt. Die
Durchbiegung wurde mit einem Induktivaufnehmer gesee und mit der oben
beschriebenen Iteration nachgerechnet. Bei PCriafish ab einer bestimmten Last keine
experimentellen Messpunkte erfassen, da aufgrumsd néledrigsten Elastizitatsmoduls die
Durchbiegungen extrem grof3 wurden. Die gezeigte lehksing w ist die maximale
Durchbiegung in der Mitte des Balkens bet 1/2.

99



Stabilitat

w [mm]

w [mm]

14
12
10
+e=4mm
8 -
+
/+ e=3 mm
6 -
/—ezz mm
4 //
2 | /
0 T
5 10 15 20

- Berechnung + Experiment FIN]

Bild 5.14: Elastische Durchbiegung von PMMA in Abbigjkeit der Druckkraft bei
verschiedenen Exzentrizitaten e
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jj / e
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e

5 10 15 20
- Berechnung + Experiment FN]

Bild 5.15: Elastische Durchbiegung von PC in Abhgkgit der Druckkraft bei
verschiedenen Exzentrizitaten e
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)— e=4 mm
7

e=3 mm
5 4 /

;3 // e
2 /*’//V//
s

1 —

0

5 10 15 20
- Berechnung + Experiment FIN]

Bild 5.16:Elastische Durchbiegung von PVC in Abhgkegit der Druckkraft bei
verschiedenen Exzentrizitaten e
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Bild 5.17: Vergleich der maximalen Durchbiegung RMMA, PC und PVC bei gleicher
Exzentrizitdt e=2 mm
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35

30 | PC

25

20 ~
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Bild 5.18: Vergleich der maximalen Durchbiegung RMMA, PC und PVC bei gleicher
Exzentrizitdt e=3 mm
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Bild 5.19: Vergleich der maximalen Durchbiegung ARMMA, PC und PVC bei gleicher
Exzentrizitdt e=4 mm
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Es lasst sich erkennen, dass die Kurven nicht diredaufen, sonder mit steigender Kraft
immer héhere Werte annehmen. Dies ist dadurchredkidass die elastische Auslenkung
bezuglich der Knickkraft immer empfindlicher wirda durch die héhere Kraft das Moment
im Nachknickbereich bedeutend steigt, fallt der kBal in einen Stabilitatsort der im
Verhaltnis weiter weg liegt. Im Gegensatz dazu téikh die Erh6hung der Exzentrizitat auf
die Durchbiegung nur linear aus. Bei doppeltmst damit nur eine doppelte Auslenkung zu
erwarten, was auch anschaulicher zu erklaren estnwnan sich die Losung der linearisierten
Differentialgleichung, also fir kleine Durchbiegemg = x, anschaut. Dieser Zusammenhang
ist bei allen Materialien zu sehen, was erkennastlédass abgesehen von der Hohe der
Auslenkung, die Kraft und die Exzentrizitat eineesentlichen geometrischen Einfluss der
Durchbiegungsform haben.

Auf den Bildern 5.17-5.19 ist das Verhalten derzelnen Werkstoffe bei unterschiedlichen
Exzentrizitdten zu sehen. Diese Kurven wurden mam deschriebenen Programm berechnet.
Sie zeigen deutlich, dass der Elastizititsmodw# @chtige Rolle spielt. Wie zu erkennen,
hat aufgrund des geringsten Elastizititsmoduls RChdchste Auslenkung. PVC hat den
hochsten Elastizititsmodul bzw. die Steifigkeit uhadurch ist die Durchbiegung dieses
Material im Vergleich am geringsten. Der Einfluss &raft ist auf das Material nicht linear.
Es wird weiter deutlich, dass im Bereich der vidastschen Phanomene dieses Verhalten
auch stark vom zeitlichen Verhalten der Steifigkdhangen muss.

Als kurzer Nachtrag zum eingeleiteten Moment seiddnt, dass dieses Moment durch die
wachsende Durchbiegung immer geringeren Einfluss ha

Bild 5.20: Veranderung des eingeleiteten Momeniegumehmender Durchbiegung

Das MomentM, berechnet sich dann bei richtungstreuer Kraft zu:

M, = Fecos(a)
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Je grof3er die Durchbiegung und damiwird, desto niedriger wird das Moment. Dieses kann
in dem beschriebenen Programm ohne weiteres migarogiert werden. Dadurch wird auch
im viskoelastischen Fall zu jeder Zeit der Einflus#tberiicksichtigt. Es hat sich jedoch
gezeigt, dass dieser Einfluss eine vernachlassgéarkung hat. Denn bei grof3en Durch-
biegungen kommt das hauptsachliche Moment durchvdigormungw. Bei kleinen Aus-
lenkungen kanmr =0 angenommen werden.

5.2 Viskoelastische Stabilitat

Ein idealer diuinner Balken, auch aus viskoelastischiaterial, wird bei einer exakt zentralen
Druckkraft eine seitliche Auslenkung bzw. eine Kaing erfahren. Je nach Hohe dieser Kraft
und gewahltem Werkstoffmodell ist beim Uberschreittie spontane Durchbiegung des
Balkens elastisch. Sie erreicht einen benachbaB8@bilitatspunkt. Diese gerade zur
Knickung notige Kraft wird die kritische Kraft bazbnet und sie ist abhangig vom Material,
Geometrie des Balkens, der Lange und den Lagenpedgen. Bleibt jedoch fur einen
elastischen Balken diese Uberschrittene Kr&ft>( Fyi;) konstant, so verédndert sich die
Auslenkungw nicht mehr weiter. Bei einem viskoelastischen Balkst dies nicht der Fall.
Die Durchbiegung ist jetzt genauso wie die Ste#igldes Balkens eine Funktion der Zeit.
Mit fortwahrender Zeit wird die Auslenkung nun waeh und dadurch auch in jedem
Moment sich die Zustandsbedingungen, wie Dehnupgn®ung und Biegemoment, &ndern.
Jede erreichte Durchbiegung kann nicht als eir@lst&leichgewichtslage betrachtet werden
und man kann sagen, dass jede Auslenkw(ty zur Zeitt; eine benachbarte und dahin
treibende Lagev(t:1) hat, die zur Zeiti.; erreicht wird. Viele Versuche haben auch gezeigt,
dass obwohl die Druckkraft kleiner als die kritiscKraft bleibt, der Balken aufgrund der
abnehmenden Steifigkeit bei einer kritischen Zeiiskaickt. Damit ist bei einem
viskoelastischen Material die kritische Kraft aumhe Funktion der Zeit. Folglich kann ein
Trager der am Anfang noch einer Belastung stariti mé der Zeit kollabieren.

Bei einem exzentrisch belasteten Balken ist dientgye Auslenkung, trotz des visko-
elastischen Materials, gleich der des elastischatkeBs. Dies kommt daher, da die
Approximation des Werkstoffmodels (Prony-Reihen) Zeitt = 0 genau den Elastizitats-
modul ergibt. Im weiteren Verlauf der Zeit kdnneohsalle Volumenteile im Rahmen der
Kinematik unterschiedlich entwickeln. So kann deik®n nahe der Einspannung noch im
linear-viskoelastischem Bereich sein und in dertéMiveit in den nichtlinearen Bereich
hineinragen. Dabei breitet sich eine linear-niciettire Ubergangszone von der Balkenmitte in
Richtung der Lager aus. Fur die Zek 0 kann nun nicht mehr mit den Gleichungen wie im
elastischen Fall gerechnet werden. Auch die Diffeatgleichung ist jetzt nicht mehr global,
sonder nur noch bereichsweise anwendbar. Um diesrfassen, musste das bestehende
Programm erweitert werden.

Da Tragwerke oftmals grofen Druckkraften und glegifig ganz unterschiedlichen
Umgebungsbedingungen ausgesetzt sind, ist die Y&ape ihrer Eigenschaften und ihr
Verhalten aul3erst wichtig. Es spielen aber auchtmiar die Belastungen eine grof3e Rolle,
sondern auch die Antwort des Materials. Dahersstirmimganglich den Werkstoff neben der
Art der Belastung auch auf die Einwirkdauer deraBeing hin auszulegen. Es ist wichtig zu
erwahnen, dass dieses viskoelastische Phanomemuichlleine bei Polymeren, was nur im
Rahmen dieser Arbeit hier behandelt wird, sichtlsy sonder bei Materialien anderer
,Gattungen” auch zu sehen ist, wie z.B. Metallea dohen Temperaturen ausgesetzt sind.
Deshalb wurden schon relativ frih die theoretiscHerleitungen aufgestellt und zahlreiche
Versuche im Hinblick auf die Vorhersagbarkeit urrdgrahigkeit durchgefthrt.
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Theoretische Untersuchungen Uber das viskoelastiggficken bei Metallen und Legie-

rungen unter hohen Temperaturen mit nichtlinearestekialgesetz wurden von Gerard [124],
Rosenthal und Baer [125], Hult [126], Hoff [127]h&man, Erickson und Hoff [128] und

Odquist [129] publiziert. Neben diesen Verdfferitiogen existieren viele weitere die sich
mit dem zeitabhangigen Verhalten von Werkstoffea,ain lineares Materialgesetz besitzen,
beschaftigen. In dieser Arbeit wird an Polymereared Material sich nichtlinear mit der

Lastanderung verhalt, das exzentrische Knicken diedTorsion unter isothermen Bedin-
gungen im Hinblick auf den Stabilitatsverlust usteht.

Es wird gezeigt, dass das Ausknicken von einemoeisistischen Material zur Zeit= 0
elastisch ist und somit die oben aufgefiihrten Berengsgleichungen im elastischen Fall
(Elastica) angewendet werden kénnen. Diese Glegdmuwerlieren ihre Gultigkeit fir> 0
nicht, sie sind jetzt dann nur noch bereichswemeeadbar. Da das Material einen ,Memory-
Effekt” besitzt, missen fur jeden einzelnen Zeitgtidie Informationen aller vorange-
gangenen mitberlcksichtigt werden. Das ist ein grdufwand, doch die Berechnungszeit
halt sich Dank der schnellen Rechner in GrenzenitéNeiird das Torsionsverhalten eines
viskoelastischen Werkstoffs untersucht. Bei einestimmten Torsionsspannung und einem
Verdrehwinkel verliert das Material jegliche Widensdskraft und kollabiert pl6tzlich. Durch
diese zwei entscheidenden GroRRen, kann eine Ebetgaehtung in frage kommen.

In dieser Arbeit wird die exzentrische Knickungesmach Eulerfall Il gelagerten Balkens
mit einem nichtlinear-viskoelastischen Materialgedsehandelt. Dabei geht man davon aus,
dass die Auslenkungen so grofd werden, dass dieriehéer kleinen Deformationen nicht
mehr ohne weiteres gilt. Zusatzlich werden aufgraed wachsenden Durchbiegung die
geometrischen Nichtlinearitatseffekte bericksidhtigas Knick- und Beulproblem, was als
~buckling” bezeichnet wird, von Balken- und Schatuokturen ist ein in der Vergangenheit
ziemlich gut erforschtes Gebiet. Es wird haufig vdealen Strukturen ausgegangen und die
kritische Kraft, also bei der die Struktur seinelsitat verliert, berechnet. Da aber kein
Bauteil in der Technik als ideal angenommen wertann, muss man allerdings mit
Imperfektionen rechnen. Die Imperfektionen bewirkelass die Struktur weit unter der
Euler'schen kritischen Kraft seine Stabilitat verti Um aber nicht aufwendige Berechnungs-
verfahren aufzustellen, werden in der Technik einéaHilfsmittel, wie z.B. das Omega-
Verfahren, verwendet. Neben den mechanischen Belgsarten die aufgrund der Imper-
fektionen viele Formen annehmen kénnen und dieddeneng erschweren, ist das Material-
verhalten sehr wichtig. Ein viskoelastisches Weatfgerhalten erhdht die Komplexitat einer
solchen Berechnung. So kann eine Belastung eimekt8t mit so einem Material Uber die
Zeit sein ganzes Verhalten andern. Dadurch kannBdageil, das ursprtinglich unter der
kritischen Kraft belastet war, aufgrund des St&#itsverlustes und der Kraftumlagerungen
kollabieren. Deshalb wurden schon frih zahlreichbefen wie von Freudenthal [130],
Hilton [131, 132], Kempner und Pohle [133], Kemph&84, 135], Booker [136], Booker,
Frankham und Trahair [137], Distefano [138], Eltimig [139] und Vinogradov und Glockner
[140] zum Thema ,viskoelastisches Knicken von existh belasteten Bauteilen”
durchgefuhrt. Im allgemeinen behandeln jedoch des® Problem mit der Annahme der
Theorie fur kleine Deformationen. Die kritische Zbeim Knickkriechen, die den Moment
des Kollabierens bezeichnet, ist durch eine sadfbggverschiebung bei einer hohen Dehnge-
schwindigkeit definiert. Unter dieser Anndherung d&roblems sind Kempner und Pohle
[133] und Hilton [132] zu dem Schluss gekommen,sddas Verhalten von linear-visko-
elastischen Balken mit Imperfektionen eine uneh@i®erschiebung zur unendlichen Zeit
beschreibt, also keine bestimmte kritische Kolledsé existiert. Im Gegensatz dazu haben
Zyczkowski [141] und Huang [142] herausgefunderssdéiese Behauptung im Wiederspruch
zur Annahme der geometrisch linearen Theorie s8athaben die Effekte der geometrischen
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Nichtlinearitat mit zwei unterschiedlichen Krieclsgézen untersucht. Da die Betrachtung der
geometrischen Linearitat - Nichtlinearitat bei éesrbeit wichtig ist, soll kurz darauf einge-
gangen werden.

Auf dem folgenden Bild 5.21 ist ein exzentrischasééter Balken nach Eulerfall I mit einem
viskoelastischen Material zu sehen. Zur ZeitO wird er mit der richtungstreuen Krd# die
niedriger ist als die Euler'sche bzw. kritische Krig, = 0.25(72El)/I?, belastet und fiur > 0
konstant gehalten.

/.

Bild 5.21: Exzentrisch belasteter Balken nach Ealét

Wie in [143, 144] beschrieben, ist das SpannundsbDegsverhalten eines eindimensional
belasteten viskoelastischen Materials gegeben diastvolterra-Integral:

f(t)=% (5.79)

mit Ep als Elastizitatsmodul und als Kriechoperator das definiert ist mit der zypex-
mentell bestimmenden Kriechfunktidft-7).

rlo() =[3(t-r)o(r)or (5.80)

Mit dem Elastizitatsgesetz ergibt sich dann furkliégmmung an beliebiger Stelle folgendes:
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K=a¢(s, t)_(1+7){ M} (5.81)

0s E I

Fiur das an jeder Steleherrschende Momem, fur die Kinematik und der Randbedingung
beis = 0 gilt weiter:

M =-F[w+ecos(g,) ]

g—vsvzsin(qﬁ) (5.82)

¢, =9(0)

Bei der Kombination von Gleichung 5.81 und der Beangen 5.82 erhalt man die um die
Zeitfunktion erweiterte Elastica:

99 =—x (1 r)sin(9) (5.83)

mit /12=L|

Fur die Stelles = 0 ergibt sichw = 0 und damit kann eine zeitabhangige Randbedingung fu
die obere Stelle des Balkens aufgestellt werden.

2| =-velrr)eods,) (5.84)

Die Anfangsbedingung fur die Funktia#(s,t) erhdlt man durch die Annahme, dass sich das
Material bei der spontanen Belastung elastischalerbie vorangegangenen Gleichungen
wurden zur Zeit = 0 das Verhalten eines elastischen Balkens wiedgysipnieEs folgt dann
fur die Anfangsbedingung:

[#(s )], =¢.(9 (5.85)

Das nichtlineare Kriechknickproblem aus den Glemden 5.83-5.85 kann durch die Quasi-
Elastische—Methode fir die viskoelastische Spansamajyse nach Schapery [61] berechnet
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werden. Diese Methode wurde durch zahlreiche Erpmrie bestatigt. Dadurch kann die
Antwort der in der Technik verwendeten Material#ie ein nachlassendes Gedachtnis be-
sitzen, durch Werkstoffe ersetzt werden, die eiagméares elastisches, aber dennoch sich
zeitlich veranderndes Verhalten aufweisen. Dieak stereinfachende Approximation fur ein
eindimensionalen Spannungsfall kann man dadurchltery wenn in Gleichung 5.79 der
Kriechoperator/ { o (t)} durch den Produkt der Spannug@) mit einer Kriechfunktion(t)
ersetzt wird. Es folgt dann:

£(t)=[3(t-r)ar (5.86)

Die Kriechfunktion &t) charakterisiert eine monoton ansteigende Funkibienkonstanter
Spannung. Sie ist zur Zdit= 0 ebenfalls gleich Null und reprasentiert den etatien Fall.
Damit folgt fur die Differentialgleichung 5.83:

02¢__A2 :
- A?sin(g,) (5.87)

mit A% =A% (1+£(t))

Der Winkel ¢y soll die Approximation der exakten viskoelastisth@sung durch die Quasi-
Elastische—Methode darstellen. Damit folgt auch @ben fir die Randbedingung bei dieser
Methode:

[% = -A%ecos(¢,) (5.88)

Die Anfangsbedingung ist, wie zu erwarten war,tbei0 mit &t) = 0 und somit/Tz(O) =A°
dann auch[¢(s, t)]t:0 =¢.(). Unter der Vorraussetzung eines zeitabhangigereridége-

setzes und der Theorie fir die elastische Stabdwg [102] folgt fur die maximale Durch-
biegung Uber der Zeit:

" 4ﬁ(t)[1—cos(5(t))] Pt - o 1
R e e B

mit den zeitabhangigen Parametern:
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B(t)= )((t)sin[%aT(t)J (5.90)

5(t) = arcco{ﬁ} (5.91)

| PR £(0)]c0% (4, (1)

16°F, . Sinz(%az (t)]

(5.92)

x(t)=

Die Gleichung 5.89 zeigt, dass die Auslenkumgyx eine wachsende Funktion ist und ihr
Verlauf von zwei Faktoren abhéngt, und zwar ersters der Materialeigenschaf{t) und
zweitens vom KraftverhaltniBy./F. Damit ist klar, dass ab einem bestimmten Kraftéer
tnis und zu einer bestimmten Zeit die lineare venrdchtlinearen Theorie abweicht. Dadurch
ist es unumganglich die geometrischen Nichtlinatsdffekte aul3eracht zu lassen. Diese
substantielle Untersuchung wurden von [143] mit Aanahmen der Bernoulli-Euler-Theorie
und der Quasi-Elastischen-Methode nach Schapery d@ichgefuhrt. Diese Arbeit hat
gezeigt, dass es im Fall von geometrischer Nicdlitdt keine unendliche Auslenkung zur
unend-lichen Zeit existiert wie im Gegensatz zumediren Theorie und dass es nur eine
Uberein-stimmung der beiden Annahamen fiir relateinke Deformationen gibt. Ab einer
bestimmten Kraft &ndern sich die geometrischenkiigffeo wesentlich, dass die Struktur sich
auf das Material auswirkt. Die Nichtlinearitat dédaterials und die geometrische
Nichtlinearitat werden in der Arbeit von Touati ur@ederbaum [145] beschrieben. Im
nachfolgenden soll qualitativ der Verlauf einerelanen und nichtlinearen Analyse in einem
Diagramm dargestellt werden (Bild 5.22).

Es hat sich jedoch auch aus Versuchen gezeigt,dé@s¥erhaltnis der Exzentrizitat zu der
Lange des Balkens bei der Behandlung eine Rolletsgie kleiner/l und F/Fy;; ist, desto
spater weicht die Linearitatskurve von der Niclgéintatskurve ab. Ein praktischer Wert fur
ein Fehler von bis zd0 % ist ein Verhaltnis vore/l = 0.015 und F/Fy;; = 0.067 Die
maximalen Werte die in dieser Arbeit als Paraméengenommen wurden, betragen flr
Eulerfall 1I: | = 2454 mm(da hier Eulerfall ) = 4 mmundF = 21 N. Damit wirde man
unter der erlaubten Fehlerquote bleiben. Doch imgRamm ist die Programmierung der
geometrischen Nichtlinearitat, wie oben schon beésban, sehr schnell durchgefiuhrt.
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Wm ax

1 . .
; Lineare Theorie

’ Nichtlineare Theori

Bild 5.22: Verlauf der unterschiedlichen Annahmen

Die im Rahmen dieser Arbeit zur Untersuchung dekoelastischen Knickens verwendeten
Materialien waren PMMA, PC und PVC. Schlanke Balkemw. Stdbe mit der Hohe = 3
mm Langel = 154 mmund Breiteb = 10 mmwurden hergestellt. Damit ergibt sich fur die
Querschnittsflaché = 30 mnd und fir das Flachentragheitsmoment22.5 mnf des Stabes.
Die verwendeten Exzentrizitdten zur Einleitung ¢tesmstanten Biegemomentdd, = Fe
variierten zwischemr = 2,3und4 mm Die Kraft F wurde in2 N Schritten von Anfangg N
bis auf21 N gesteigert. Die Druckkraft, die vorher mit Gewmteingestellt worden warr,
wird mittels daftr konzipierten Lagern Uber die Blgtlatten auf die Probe aufgebracht. Der
Abstand vom Kraftangriffspunkt und der Verschraabstbetrug unter zwei Millimeter. Die
Aufbringung der Kraft in die Probe erfolgte mit fdileines unl20° gefrasten Keils. Dadurch
konnte die Kraft richtungstreu eingeleitet werdendudie Durchbiegung des Stabes
unbehindert erfolgen. Die Durchbiegung wurde anMgte des Stabes mit einem Induktiv-
aufnehmer gemessen. Die Messdaten sind dann (iser ¥erstarker, der zugleich auch die
Wheatstonesche Briicke vervollstandigte, am Rechrfasst worden. In Bild 5.23 ist die
Probe dargestellt:
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154

verschraubt mit kleiner Metallplatt

Bild 5.23: Knickprobe mit Exzentrizitat

Bild 5.24: Proben aus unterschiedlichen Materialien
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Im nachsten Bild 5.25 ist die Lageraufnahme zu seBé&e gewahrleistete eine sehr leichte

reibungsfreie und richtungstreue Krafteinleitung.

Probe

Metallplattchen

Bild 5.25: Lageraufnahme

Aus den Kriech-, Relaxations- und Kurzzeitversucbhegaben sich fir die Materialparameter
mit den Prony-Reihen fur diese in der Industriegbstellten Werkstoffe

folgende Werte:

1()=%+a(0)Y Ja-e")

g(0)=ae’+c
(5.93)

E(t) =& —h(f)iZ:: E(- ;)

h(e)=a+ac+as’+ as’

[mm?2/N]

PMMA

PC

PVC

0,00029116040654

0,00041503070000

0,00026449370000

0,00000641084959

0,00001043233725

0,00000726444601

0,00000505945159

0,00000049211185

0,00000019304886

0,00000426690298

0,00000431986210

0,00000192637243

0,00000653641258

0,00000524171177

0,00000196497882

0,00000917511756

0,00000805356735

0,00000377577719

0,00002947195718

0,00001143191151

0,00001057135666
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[N/mm?] PMMA PC PVC
= 3434,5329 2409,4603 3780,8084
E,= 76,6338 59,4796 96,1130
E,= 52,4972 2,2523 8,0034
Es= 48,2524 23,8012 25,3350
= 66,9363 28,0280 26,2530
Es= 95,6023 41,9268 49,9584
Ee= 259,5462 56,3748 130,0529
[] PMMA PC PVC
a= 0,42342332 0,20820021 4,98630508
= 0,07585104 0,08926523 0,03028022
c= 0,55691074 0,49729451 -5,02531523
[] PMMA PC PVC
%= -295284,478 36128,9909 356076,606
%= 4922 ,46866 -1546,02476 -3832,22965
= -51,778177 4,65596166 -27,8382675
0= 1,06331785 1,0058737 1,0515636

Hierbei ist zu beachten, dass der Wedie Einheit [mm/N] besitzt und die Werte fiir die
Koeffizientenay....as ohne Einheit und deshalb so grof3 sind, weil didridag absolut und
nicht in Prozent eingegeben wird.

Nachdem all diese Daten aus den Experimenten eftrsihd, missen sie in das Programm

eingebaut werden. Um die Idee des Einbaus unchderén viskoelastischen Vorgange beim
Knicken zu begreifen, diene folgende einfache [@dstg [32] im Bild 5.26:

_______________

ein viskoelastisches Mode

Bild 5.26: Knickverhéaltnisse mit einem viskoeladten Material
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Wahlt man eine elastische Feder als Modell so esjih bei kleinen Winkell = ¢l und mit
der Federsteifigkeit die KraftF, = cu und somit das Momem = (F-cl)u um das Lager. Ist
das Moment kleiner als Null, so wird der Stab wrethedie unverformte Position zurtick-
kommen. Ist das Moment gréf3er als Null, so dasd-gH cl, dann ware die belastende Kraft
groRer als die der Feder und die Auslenkung wiweks| das Gleichgewicht instabil ist,
weiter wachsen. Fiff = cl hatte man einen indifferenten Punkt. Wirde die Feldech ein
Maxwell-Kdrper ersetzt werden, so ergéabe sich neih differentialoperatoren folgender
Zusammenhang:

F,+pF, =qu (5.94)

Auch fur diesen Fall ist der Stab fér= 0 und F, = 0 senkrecht. Falls jedoch spontan eine
Auslenkung erfolgt, kann der Dampfer nicht reagiev@d es ergibt sich dann die Kraft im
Maxwell-Modell F, = (q1/p1)u und damit das Moment am Lager zu:

M :(F—ilju (5.95)

Fur F < gil/p; wird der Stab in die urspringliche Lage zurtickkehifirF > qil/p1 wird er
kollabieren. Der Stab wird fUF < qil/p; aber auch nur dann in die urspringliche Lage
zurickkommen, wenn die Kraft plotzlich wieder enttewird. Falls in der ausgelenkten Lage
eine Zeit verweilt wird, kann das Maxwell-Elemertaxieren. Es kann sein, dass der Stab
jetzt plotzlich kollabiert oder ein anderer Gleielagchtspunkt nebenan mit der neuen Kraft
F, stellt sich ein. Jetzt wird der Winkel kontinuierlich wachsen. Das bedeutet, dass fur ein
Kréafteverhaltnisk > qil/p; der Stab elastisch und f&r< qil/p; durch Kriechen kollabieren
wird.

Wird ein Kelvin-Voigt-Modell verwendet, so kann kespontanes Auslenken aufgrund des
blockierenden Dampfers entstehen. Mit der Zeit weird Kriechen entstehen und der Winkel
@ wird wachsen. Nach der Entlastung kann der Stiib pecht mehr plétzlich in die senk-
rechte Position zuriick, doch dies geschieht autldeniZeit.

Da aus vielen Versuch sich herausgestellt hat, d@s®ehnung tber die Balkenhthe stetts
linear ist und fir die Druck- und Zugseite gleiciveskoelastisches Verhalten angenommen
werden kann [148, 149], soll hier ein verallgema®e® Kelvin-Voigt-Modell fir Relaxation
zur Beschreibung des Knickverhaltens verwendet ererBabei wird nach der Durchbiegung
fur einen Augenblick das Material relaxieren. Jstahmt das Momentengleichgewicht nicht
mehr. Dies kann nur wieder in einem anderen Glawhchtspunkt sein. Dadurch wird die
Durchbiegung mit der Zeit wachsen.

Fur grofRe Durchbiegungen und speziell auch im Inmgar-viskoelastischen Bereich kann die
Spannung uber die Balkenhdhe nicht mehr linearrmmgenen werden, was ein Grund fur das
Nichtverwenden des verallgemeinerten Kelvin-Voigbdélls fir Kriechen ist. Denn in

diesem Fall musste stets der nichtlineare Spanwerigsf Uber die Hohe von der vorherigen
Zeit bekannt sein. Er wird, wie man es aus eireerg -Diagramm sehen kann, zur Hohe hin
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abflachen. Das Bild 5.27 zeigt qualitativ den Veflaon Dehnung und Spannung Uber der
Hohe.

Bild 5.27: Verlaufe von Dehnung und Spannung iemimBalken

So kann jetzt die Differenzialgleichung 5.42 imstilschen Fall fir die Berechnung der
Durchbiegung im linear- und nichtlinear-viskoelastien Bereich angewendet werden. Die
Differentialgleichung wird jetzt bereichsweise @B.28), wo alle wichtigen Daten konstant
sind, angewandt und sieht wie folgt aus:

gy +Azsin(g,)=0 (5.96)

Ni, E, 0i, W, Mi, 03, &

Bild 5.28: Bereichsweise Analyse

Der EigenwertA? ist in jedem Teilabschnitt konstant und es wirdterin das Differenzen-

verfahren verwendet. FlUr jede einzelne Randbedmglia in einem Teilabschnitt erfor-
derlich ist, wird der berechnete Wert aus der voegiangenen hergenommen. Dabei sind die
globalen Randbedingung&r(0) = Ound ¢(I/2) = 0 unverandert.

Die Untersuchungen haben auch Aufschluss lber mierachiedlichen Regionen innerhalb
des Stabes gebracht. Da der ausgeknickte Stabrd@tsedgvioment in der Mitte hat, ist es
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offensichtlich das in diesem Bereich auch die hiil8pannung herrschen muss. Analysen
haben eine Linear - Nichtlinearfront die sich var #itte aus Richtung der Lager bewegt
gezeigt. Es sei kurz erwahnt, dass diese Front fi&é&) 149] auch in der Druckseite existiert
(hier nicht dargestellt). Im nachsten Bild 5.29 dgtalitativ solch eine sich mit der Zeit
bewegende Front zu sehen:

Ausbreitungsfront des linearen und
nichtlinearen viskoelastischen Bereichs

Bild 5.29: Qualitativer Verlauf der Linear-Nichtigar-Front

Der Programmablauf ist grob wie folgt: nach demratén des Programms fragt es nach den
Materialparametern, wenn sie nicht schon vorheQuellcode miteinprogrammiert sind. In
dieser Phase wird auch entschieden, in wie vieladshnitte der halbe Stab (Symmetrie)
unterteilt wird. Zu erst wird eine Datei geoffnet,der alle berechneten Werte, formatiert fur
die spatere Weiterverarbeitung, gespeichert werttererhalb der ersten Schleife wird der
elastische Knickvorgang an allen N-Stellen berechDabei ist der Startwert flr die An-
fangsdurchbiegung aus der Losung der linearisibiffierentialgleichung ging = ¢) herge-
nommen. Noch innerhalb dieser Schleife wird anrn&telle N der dazugehoérige Winkgl
berechnet und auf die Einhaltung der Fehlerschréinkdie Randbedingungy = O geachtet.
Wird diese Fehlehrschranke unterschritten, schig®tSchleife und alle wichtigen Gréf3en
wie das Moment, die Dehnung, die Spannung und dietibiegung berechnet. Sie werden
dann nacheinander in die Datei geschrieben. Diesééh sind jetzt die Anhalts- und
Startwerte fur die Berechnung des viskoelastischeteils. Bevor die Schleife fur die Zeit
geoffnet wird, muss der User angeben wie vielesZhiitte er rechnen will. In diesem Fall
waren es 52 Schritte (10 pro Dekade bei einer ithgaischen Achsaufteilung). In der Zeit-
schleife wird eine neue Schleife gedffnet, in dier @réRen an den N-Stellen nacheinander
berechnet werden. Dabei muss jedes Mal gepriftemerab die Berechnung sich im linearen
(h = 1) oder im nichtlinear-viskoelastischem € f(&)) Bereich befindet. Zu beachten fir jede
einzelne Stelle und zu jeder Zeit ist, dass dasN&teinen Memory-Effekt besitzt und alle
vorherigen Grof3en mitbertcksichtigt werden mis&mas geschieht in einem eigens dafur
geschriebenem Algorithmus. Nachdem alle GréRenchest wurden, werden sie nach-
einander in die Datei geschrieben. Die Stellengiehkchliel3t und die Zeit erhoht sich um
den nachsten Schritt. Die letzten berechneten WiteGrolRen dienen als Zustandsgrof3en
fur den weiteren Zeitschritt. Dieses wird solanged&rholt, bis alle gewiinschten Zeitschritte
durchgerechnet und alle GréRRen in die Datei gesibln sind. Danach wird auch die Zeit-
schleife geschlossen. Nun schlief3t und beendePaagamm die Zieldatei. Nachfolgend ist
das Schema des Programms dargestellt (Bild 5.30):
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Star
[

Eingabe der Materialparameter.J, E,...Es, 11...Te, gt, h, I, A, |,

1 offnen einer Schlei

I
offnen einer Zieldat
[

Berechnung fir die Stelle 1 mit Ansatz aus derdiisterten Differentialgleichung

Berechnung aller Winkel im elastischen F3

ﬂi

N-Stellen

Prifung ob die
Randbedingun
erfullt ist

schlieRen der Schle
[

nein

Den Ansatwert ander

Berechnung aller wichtigen Werte an jeder Stells)Wy(s),o(s,z),&(s,z)

-

Diese Werte sind Zustandswerte
die erste Berechnung der

[
schreiben in die Dat

viskoelastischen Werte>

offnen ener Schleife fir die Ze

1

offnen einer Schleife fiir die Ste

Ja

=1

Abfrage ob der aktuelle
Zustand fur diese Stelle line
ist

nein

h=f(g)

Berechnung der Zustandsgrof3en an dieser Steltidsen Zeitschritt mit der Be- und
Entlastungsmethode aus allen vorangegangenen Zedtgen dem Memory-Effekt
¢(t,8), M(t,s), w(t,s)o(t,s,2),&(t,S,2)

N-Stellen

[
schreiben in die Dat

schlieRen der Schle
[

nachsten Zeitschritt einleit

alle Zeitschritte

Bild 5.30: Programmablauf

schlieRen der Schle
[
schlieRen der Dai
I
Ende
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Auf den folgenden Diagrammen sind nacheinandeKdiekexperimente an PMMA, PC und
PVC und die mit Hilfe der aus den Kriech- und Ralfonsversuchen ermittelten Material-
parameter berechneten Kurven dargestellt. Diesevdfumvurden mit dem beschriebenen
Programm errechnet. Es sind nur die Lastparameter Einsatz gekommen, die auch im
Experiment verwendet wurden. Diese waren die Krafte 7...21 N jeweils mit eine2 N
Steigerung, und der Exzentrizitaten ver= 2...4 mmjeweils uml mmgesteigert. Bei den
Materialien die einen relativ niedrigen Elastizt@bdul besitzen, konnten nicht alle Versuche
gefahren werden.

9
21N
8 - /
7 M
6,
L e MNN
= 5] I M
£
2 4 |:::|||+++_|_*=|,+.|—|——|‘|'+-|—'I—++ J/_’_]_?N
e MW
31 N T L e 15N
E e o e N L WW
T P P 13 N
27 T—:—::::—:_:__:_II_LIIIIIIILLIIIIIII_}__:_:::::_I__L++_'—|—-|—'H'II +++++;|—11N
r_'_IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII:|||||||||||||||=
SN ISRNTE S SNSRI RN RSN
1+ A e
A A
0 T
1 10 100 1000 10000 100000 1000000

- Berechnung + Experiment
4 +50 Zeit [s]

Bild 5.31: Maximale Durchbiegung fir PMMA mit e=2mgemessen und berechnet
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Aus diesen Diagrammen (Bilder 5.31-5.39) lasst sleh gute Ubereinstimmung von Ex-
periment und Berechnung erkennen. Ferner zeigt siaks die aus den relativ einfachen
Versuchen, wie Relaxation und Kriechen, gewonneMeterialparameter auch fur eine
andere Belastungsart einsetzbar sind. Dadurch Ka@in Kenntnis der theoretischen
Beziehungen die Vorhersage komplizierter Lastaofiuingen erfolgen. Dies erspart
weitgehendst komplexe und schwierige Konzepte undiberlegungen bei komplizierten
Belastungen, wie z.B. wechselnde bzw. schwingendst.LZu beachten ist auch die
Zeitersparnis, wenn man bedenkt, wie aufwendig ureltintensiv der Bau der

Versuchsvorrichtungen waren.

Als nachstes sollen bei gleicher Belastungsartlemtge der Materialien im Bezug auf die
Exzentrizitdten und die Materialien untereinanagebDiagrammen dargestellt werden. Hierzu
wird erstens fir jeden einzelnen Werkstoff, bei izweerschiedlichen Kraften, der Vergleich
bezuglich der Exzentrizitat und zweitens, wiederfim zwei unterschiedliche Krafte, das
Verhalten der jeweiligen Materialien bei konstankezentrizitat untereinander untersucht
und erortert. Gewahlt wurden die minimale und matexgemeinsame Kraft.

Es ist aus den folgenden Diagrammen (Bilder 5.80).zu erkennen, dass die
Durchbiegungszunahme bei wachsender Exzentrizitéteptual zunimmt. Dies ist durch die
Steigung der einzelnen Kurven ersichtlich. Am Maaisten ist das bei PMMA und am
Minimalsten bei PVC zu erkennen. Die Belastungsksafelt dabei auch eine wesentliche
Rolle. Noch deutlicher wird dieser Zusammenhangden Diagrammen, wo alle drei
Werkstoffe gleichzeitig abgebildet sind. Nach distschen Belastungsphase ist bei PVC
nicht mehr relativ viel zu erkennen, wo hingegen NPM als Werkstoff viel arbeitet.
Angemerkt sei, dass bei der hdchsten Exzentridigitgemeinsame vergleichbare Kraft nur
13 Nbetrug.
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Bild 5.40: Maximale Durchbiegung von PMMA bei kamsér Kraft 7 N und Exzentrizitat als
Parameter
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Bild 5.41: Maximale Durchbiegung von PMMA bei kamsér Kraft 21 N und Exzentrizitat
als Parameter
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Bild 5.42: Maximale Durchbiegung von PC bei kongtarkraft 7 N und Exzentrizitat als
Parameter
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Bild 5.43: Maximale Durchbiegung von PC bei konsgtarkraft 13 N und Exzentrizitat als
Parameter
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Bild 5.44: Maximale Durchbiegung von PVC bei kongta Kraft 7 N und Exzentrizitat als

Parameter
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Bild 5.45: Maximale Durchbiegung von PVC bei kongta Kraft 21 N und Exzentrizitat als
Parameter

1,40
PC
1,20
o a2 e R
1,00
PMMA

0,80 et

w [mm]
T
<
(@)

0,60 s e L I L L L

0,40

0,20 A

0,00 ‘ ‘
1 10 100 1000 10000 100000 1000000
- Berechnung + Experiment Zeit [s]

Bild 5.46: Maximale Durchbiegung bei 7 N und 2 mxadntrizitat mit dem Werkstoff als
Parameter
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Bild 5.47: Maximale Durchbiegung bei 17 N und 2 Exaentrizitat mit dem Werkstoff als
Parameter
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Bild 5.48: Maximale Durchbiegung bei 7 N und 3 mxadntrizitat mit dem Werkstoff als
Parameter
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Bild 5.49: Maximale Durchbiegung bei 17 N und 3 Exzentrizitat mit dem Werkstoff als
Parameter
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Bild 5.50: Maximale Durchbiegung bei 7 N und 4 mxadntrizitat mit dem Werkstoff als
Parameter
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Bild 5.51: Maximale Durchbiegung bei 13 N und 4 Exzentrizitat mit dem Werkstoff als
Parameter

Bild 5.52: Aufgeklebte DMS an vier Positionen
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Zusatzlich zu der Durchbiegungsmessung hat man wsmessungen durchgefuhrt. Dabei
wurden jeweils an vier Stellen der Probe DMS-Steifjeklebt. Die Abstdnde waren immer
gleich lang. In Bild 5.52 ist das dargestellt.

Die Klebeschicht war sehr diinn, so dass sie keirvikkungen auf die H6he macht, und der
Abstand der einzelnen DMS voneinander betrug vameMur Mitte19,25 mmEs kamen nur
die Werkstoffe PMMA und PVC zum Einsatz. Die Klebagte an den Seiten waren so klein,
dass sie keinen Einfluss auf die Steifigkeit austibtvVerbunden wurde das ganze mit
weiteren drei DMS, die am selben Material geklebtem, um eine Temperaturkompensation
durchzufiihren. Danach konnte man mit einem Messanog die Signale Uber einen Ver-
starker auswerten. Die experimentelle Untersuchuibgschrankten sich auf die Exzentrizitéat
von 2 mmund den Krafter7...21 N

Wertet man flr isochrone Zeiteh < const) die Diagramme aus, dann lasst sich erkennen,
dass sich die Knickform mit laufender Zeit verand&as kommt daher, weil die héchste
Spannung bzw. Dehnung, bei der Annahme symmetristhiekung, in der Mitte des Stabes
auftritt. Diese Erscheinung ist deutlicher bei h@neDruckkraft zu sehen. So kann gesagt
werden, dass bei ein und demselben Stab lineackniahtlinear-viskoelastische Bereiche
entstehen. Setzt man die LinearitdtsgrenzwertediéirDehnung aus den Relaxationsver-
suchen an &mmagrenz = 0,14 %, &vcgrenz = 0,156 %, so konnen lineare und nichtlineare
Bereiche ermittelt werden. Ein Punkt der sich agligh im linearen Bereich befand, kann
mit laufe der Zeit in den nichtlinearen wandernt Kgine Krafte bleibt er natirlich die ganze
belastete Zeit im linearen Bereich. Diese Messurggsiatigen die lineare und nichtlineare
Ausbreitungsfront. Auf den folgenden Diagrammerdists dargestellt (Bilder 5.53-5.60):
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Bild 5.53: Dehnungsverlaufe bei PMMA fiir 4-DMS-Riosien
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Bild 5.54: Dehnungen bei PMMA fiir 4-DMS-Positionen
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Bild 5.55: Dehnungen bei PMMA fiir 4-DMS-Positionen
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Bild 5.56: Dehnungen bei PMMA fiir 4-DMS-Positionen
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Bild 5.57: Dehnungen bei PVC fur 4-DMS-Positionen
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Bild 5.58: Dehnungen bei PVC fur 4-DMS-Positionen
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Bild 5.59: Dehnungen bei PVC fur 4-DMS-Positionen
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Bild 5.60: Dehnungen bei PVC fur 4-DMS-Positionen

Wie oben schon beschrieben, kann der Stabilitdtsstemauch aus einem energetischen
Blickwinkel betrachtet werden. Dabei ist als enstel recht gute Annaherung das Erreichen
einer konstanten dissipativen Energie zu erwahnéfe im Kapitel Viskoelastizitat
dargestellt, sind Versagenskriterien und —artendaiinnere aufgenommene Gesamtenergie
zurtickzufuhren. Jahrzehnte durchgefuhrte theoretiatmd experimentelle Untersuchungen
bestéatigen diese Annahmen mit sehr grof3er Genatiigke

Wird ein metallisches Rohr auf Torsion beansprusbtbleibt sie ,Tragfahig® bis sich aus
irgendeinem Grund die Umgebungsbedingungen (Temper&pannung, Schlag usw.)
verandern. Bei keiner auf3eren Veranderung ist irmabFall tber die Zeit kein Stabilitats-
verlust zu erwarten, es sei denn, das anfangligelagte Torsionsmoment Ubersteigt sofort
die Tragfahigkeit. Bei einer Kunststoffprobe isé detrachtung nicht mehr so einfach. Auch
ein anfanglich niedriges Torsionsmoment kann irg€ales Steifigkeitsverlustes tber der Zeit
irgendwann zum Versagen fuhren.

Bei sproden Kunststoffen (z.B. PMMA, PC) wird dasr¥agen hauptsachlich tber einen
Bruch eingeleitet. Dabei entstehen kleine Risse,sith auf Grund der hohen Belastung in
Richtung der Hauptspannungslinien ausbreiten uhthgartig zum Versagen durch Bruch
fuhren. Auch war es sehr schwierig dieses sprodeemdh in den Aufnahmebacken
einzuspannen. Man musste sehr aufpassen, dasdén Ber Probe nicht schon vor dem
Versuch zum ,Springen” begannen. Diese kleineneRissi es durch die Einspannung oder
durch den eigentlichen Versuch, waren nie zu unfekin, so dass die Stabilitdtsversuche an
diesem Material nicht durchgefiihrt wurden. Um doddn Last zu Gbertragen, mussten in den
Backen sehr hohe Druckkrafte induziert werden, shéort zum ,Sprung“ und auch zum
Bruch unter Versuchsbedingungen ausreichten. Inrdahfolgenden Bildern sind Proben
dargestellt, die durch Rissausbreitung von den &adker, versagten. Es ist eindeutig zu
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sehen, wie der ,Sprung“ an einem Ende der Prob&tasmden ist und sich schraubenférmig
(laut Theorie 45°) bis zum Durchbrechen ausgelire#e

- — - -

- - e

Bild 5.61: Torsionsbruch an PMMA (sprodes Material)

Viel Vorteilhafter fur die Stabilitdtsuntersuchumgeat sich auf Grund seiner Duktilitat PVC
gezeigt. Mit diesem Material war es maoglich, big @arsionsspannungen von 34 MPa zu
steigen, ohne in der Backe zu rutschen. Durch s&ihégkeit konnte die Probe hervorragend
eingespannt werden. Das Versagen kennzeichnetedsia Wellung, Farb&nderung und
Abtordieren aus. Kurz vor dem Versagen begann dalr Rus PVC sich zu Wellen

(Gartenschlauch unter Torsion) und an einer niclefinierenden Stelle fing es an seine
Farbe (auf wei3) zu verandern. Das Abtordieren keichnete den vollkommenen

Stabilitatsverlust. Dieser trat plotzlich ohne Varwung ein. Auf den folgenden Bildern sind
Beispiele fur diese Phanomene dargestellt:
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Bild 5.62: Eingespannte Torsionsprobe

Die Versuche haben gezeigt, dass es eine bestimisdgative Energie gibt, bei der die
Proben abtordieren. Diesen Untersuchungen miussen zhlreiche Experimente vorab
folgen. Nach dem Abdrehen der Proben wurde dasreedrehen durch einen Stift gestoppt,
was dem Schutz der Messapparatur diente. Der Schikbwwvurde, wie in den vorange-
gangenen Kapiteln beschrieben, induktiv gemessenSpannungen betrugen 28...34 MPa.
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Das folgende Diagramm zeigt diese Ergebnisse. Aufist der sehr schnelle Anstieg des
Schubwinkels, sowie der Durchschlag zu sehen. Dapp®r war auf einen Gammawinkel
von ca. 0,4 rad eingestellt. Die dickliche Kurvenkeeichnet die Punkte mit der konstanten
dissipativen Energie. Die dargestellten Punkte Medspunkte.
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Bild 5.63: Torsionskriechkurven von PVC bis zumdbschlag

1000000

Es ist sehr schon zu sehen, wie die Kurve der kotet dissipativen Energie sehr nahe an
den Stabilitatsverlust herankommt. Der berechnegetWir die dissipative Energie betragt in
diesem FallWgss = 0,18 Nmm/mm. Die Kurve lasst sich mit einem logarithmischen

Potenzansatz hervorragend empirisch annéhern:

y(t) =4, +alog(t) + &, log( t)2

(5.97)

mit den Werten fiieg= 0,00164,a; = 0,05507,a, = -0,00125. Dabei muss die dazugehorige
Spannung separat ermittelt werden.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Kunststoffe gewinnen von Tag zu Tag auf Grund ilegchten Verarbeitbarkeit und ihres
niedrigen Gewichts hohere Bedeutung in der TechBi&. werden sie sogar, Dank der
fortschreitenden Weiterentwicklung und der beesgharen Werkstoffeigenschaften, in
hochbelasteten Bauteilen eingesetzt. Als Beispidéirew die Luft- und Raumfahrt,

Elektrotechnik und die Automobilbranche zu erwéhrfuf jeden Fall hat sich gezeigt, dass
die Forschung in dieser Richtung nutzenbringend ist

Trotz vieler experimenteller und theoretischer Wsiehungen und Materialweiterentwick-
lungen ist die Handhabung der Zeitabhangigkeit kpetastisch), der Ubergang linear-
nichtlinear und die unterschiedlichen Versagensmaismen von diesem Werkstoff recht
schwierig. Diese Schwierigkeiten erschwaren dasdbsionieren und die Vorhersage von
Bauteilen erheblich. Zusatzliche Probleme entstdbeinder Materialauswahl. So kann ein
und das selbe Material unterschiedliche Eigensehafiufgrund seiner Vorgeschichte
aufweisen. Auch werden sie sehr stark durch Umggdhedingungen beeinflusst. Deshalb ist
es von grol3ter Wichtigkeit die Experimente genatzwbereiten. Auch muss stets darauf
geachtet werden, die Versuchsparameter konstantfiundlle Versuche reproduzierbar zu
halten.

Das Ziel dieser Arbeit war, mathematische und expartelle Methoden fir die Beschrei-
bung des Stabilitdtsverlustes anhand ,einfachenfsghen zu entwickeln. Auch sollten
bereits entwickelte Gleichungen (Energiemethoder® Anwendung finden. Die Betrachtung
eines Stabes jenseits seiner kritischen Knickk(gfilerkraft), ist bei realen Staben mit
unvermeidlicher Imperfektion auf3erst wichtig, zul dar Faktor der Zeitabhangigkeit mit
einfliest. Das Durchschlagen von Rohren ist nialt@ine Polymersache, sonder ist auch bei
metallischen Rohren bei hohen Temperaturen sichtbar

Die Zeit war bei jeder Anwendung von grol3ter Bedegt Die hier angewendeten Methoden
sind nur in dem Zeitbereich hinreichend genau, emdsie in Versuchen getestet wurden.
Jedoch lassen sich alle mit den Hilfsmitteln dert-B@annungs- bzw. Zeit-Temperatur-
Verschiebung auf beliebig lange Zeiten anwenden.

Die Annéherung aller Versuchsarten mit den Pronyebliet-Reihen erwies sich als richtig.
Auch war die Anwendung der Nichtlinearitatsfaktoren dieser Form sehr einfach. Die
berechneten Werte zeigten eine sehr gute Ubemimstng mit den Experimenten, nicht nur
im Falle der ,einfachen“ Versuche, sondern auchemumomplizierten Belastungen wie
Knicken und Torsion.

Die Vorhersage mit Hilfe der Energiemethode ist gool3em Vorteil, nicht weniger, weil sie
eine zusatzliche Gleichung zur Bestimmung der Egsié bringt.

Zusatzlich sind Programme geschrieben worden, idi&amplexen Belastungsarten erfassen
und die dazugehérigen wichtigen physikalischen @ndfierechnen.

Wie vereinfachend auch Methoden seien mogen, isGadrauch von modernen Rechnern
nicht mehr wegzudenken. Dank der schnelleren P&'slas Rechnen der vielen Material-
parameter, die Anndherung mit grol3er Genauigkedtdia Auswertungen auf das Minimale
gesunken.
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Anhang

Verzeichnis fur die wichtigsten verwendeten Forraiglzen

Lateinische Buchstaben

AB Zeitmatrix

ar Materialkennwert

a,b,c Parameter fur den Nichtlim@asfaktor bei Kriechen

gy -er Parameter figrdNichtlinearitéatsfaktor bei Relaxation

a,h Materialparameter

E Elastizitatsmodul

E spontaner Relaxationsnhodu

E(t) zeitabhangiger Relaxationmodul

E Relaxationsmodul aus dkskreten Relaxationsspektrum

E, Relaxationsmodul zur Zeit «

e Exzentrizitat

F Kraft

Fii kritische Kraft

f Lagerverschiebung

G Schubmodul

G Kriechmodul bei Torsion

Oox Nichtlinearitatsfaktor féie spontane Materialantwort bei Kriechen
O Nichtlinearitatsfaktor fédie zeitabhangige Matalantwort bei Kriechen
Oy Nichtlinearitatsfaktor féire zeitabhangige Materialavort bei Torsion
H Balkenhohe

H (t) Heaviside Funati

Mox Nichtlinearitatsfaktor fdie spontane Materialantwort bei Relaxation
hy Nichtlinearitatsfaktor fdie zeitabhangige Materialantwort bei Relzo@
h; Nichtlinearitatsfaktor féiire zeitabhéangige Materialantwort bei Torsion
I Flachentragheitsmoment

J Vektor der lin@sr Parameter

J¢ Vektor der experimentelRarameter

J(t) zeitabhangige Kriechnachigjkeéit

J(9) Laplace Transformation detatghangigerKriechnachgiebigkeit

Jo spontane Kriechnachgikeig

J; Kriechnachgiebigkeit alesn diskretem Retardationsspektrum

J, Krieclathgiebigkeit zur Zeit - o
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W, W,

Lange
Biegemoment
Anzahl der Stitzstellen
Differentialoperator
Materialkonstanten in den Differentiale@torgleichunge
Differentialoperator
Materialkonstanten in den Differentialoperatorglegsu
Rohrradius
Bogen des Balkens
Bogenelement
Zeit
Mel3signal an der DMS-&ké
Widerstandsmoment
Energie
Energie bei Torsion
Balkendurchbiegung
Balkéwhe

Griechische Buchstaben

Dehnungsgeaindigkeit

spontane Dehnung

zeitabhangige und Laplaaansformation der Dehnur
Dehlumgsinkrement

ausgewertete Dehnungsaioeg

Kriechoperator

Winkel und Winkelelement d&ekens

Gleitwinkel

Viskositat

Krimmung

Eigenwert

Querkontraktion

Potentia
Spannungsgeschwindigkeit
zeitabhangige und Laplagaiisformation der Spannu
Spannungsinkrement

Retations- bzw. Retardationszeiten
Torsionsspannung

reduzierte Zeit
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