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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit préasentiert eine effiziente Diskretisierungsstrategie fiir physikalisch
nichtlineare Probleme, die auf finiten Elementen hoher Ordnung basiert. Bei elastoplastischen
Problemen entsteht eine Singularitéit entlang des Randes der plastischen Zone. Thre Rand-
geometrie entspricht im zweidimensionalen Fall einer Kurve, im dreidimensionalen Fall einer
Oberfliache. Dieser Verlust an Regularitét lasst nur eine algebraische Konvergenz zu, sofern das
elastisch-plastische Interface das Innere von Elementen schneidet. Um auch fiir diese Klasse
von Problemen exponentielle Konvergenz zu erreichen, zerlegt der hier vorgestellte Ansatz das
gesamte Berechnungsgebiet in Teilgebiete, deren Berandung mit dem Verlauf des elastisch-
plastischen Interface zusammenfillt. Die exakte Losung auf diesen Teilgebieten, die entweder
zum elastischen oder plastischen Bereich der Struktur gehoren, ist unter der Voraussetzung,
dass keine weiteren Singularitédten vorhanden sind, glatt. Jedes dieser Teilgebiete wird dann
durch eine p-Version auf grobem Netz diskretisiert, ohne in Richtung der plastischen Front zu
verfeinern. Das Berechnungsgebiet mit einer nicht-glatten Losung wird in Teilgebiete mit glat-
ten Losungen zerlegt. Weil Ort und Verlauf des elastisch-plastischen Interface nicht a prior:
bekannt sind, findet der rp-adaptive Algorithmus iterativ die Grenze der plastischen Zone.
Zwei- und dreidimensionale Untersuchungen der rp-adaptiven Methode zeigen, dass die vor-
gestellte Diskretisierungsstrategie effizient zu sehr genauen Ergebnissen fiihrt. Sie ermdglicht
exponentielle Konvergenz.

Abstract

This thesis presents an efficient discretization strategy for physically non-linear problems based
on high order finite elements. For elastoplastic problems a singularity arises along the boundary
of the plastic zone. Its contour corresponds in two dimensions to a curve, in three dimensions
to a surface. Due to this loss of regularity, only an algebraic rate of convergence can be
achieved if the interface intersects the interior of elements. To obtain an exponential rate of
convergence even for this class of problems, the approach presented here decomposes the whole
computational domain into subdomains, so that their boundaries coincide with the shape of
the elastic-plastic interface. The exact solution over these subdomains — belonging either to an
elastic or a plastic area of the structure — is smooth, assuming that no additional singularities
occur, such as those due to reentrant corners. Each subdomain is then discretized by the p-
version applied on a coarse mesh, where no refinement towards the elastic-plastic interface
is necessary. The computational domain with a non-smooth solution is split into areas for
which regular solutions do exist. As the boundary of the elastic-plastic interface describes an
arbitrarily curved contour, element edges are accordingly shaped. As position and shape of the
elastic-plastic interface are not known a priori, an rp-adaptive algorithm iteratively detects
the boundary of the plastic zone.

Numerical studies on the rp-adaptive approach for two- and three-dimensional problems show
that the proposed discretization strategy enables an improvement of efficiency and leads to
accurate results. It enables an exponential rate of convergence.
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Kapitel 1

Einleitung

Parallel zur Leistungsfihigkeit von Rechnern entwickelte sich die Methode der finiten Elemen-
te, deren Wurzeln bis in die 20er Jahre des 20ten Jahrhunderts reichen, zu einem universel-
len Werkzeug, das eine Fiille ingenieurrelevanter Problemstellungen numerisch behandelbar
macht. Es unterstiitzt nicht nur die Beantwortung strukturmechanischer Fragestellungen, die
den Impuls zur Entwicklung des Naherungsverfahrens gaben, sondern ist ebenso zur Diskreti-
sierung von Fluidstromungen und anderen Feldproblemen geeignet.

Auf dem Weg zur numerischen Abbildung eines physikalischen Phénomens wird die Giite
der endgiiltigen Losung durch verschiedene Abstraktionsstufen beeinflusst. Der erste verein-
fachende Schritt ist die Idealisierung des physikalischen Problems zu einem mathematischen
Modell, das sich als Satz an Differentialgleichungen darstellt. Sie werden in einem zweiten
Schritt durch den Finite-Element-Ansatz ndherungsweise gelost. Die numerische Approxima-
tion kann maximal so genau sein wie das Modell, das sie diskretisiert. So ist einerseits die
Modellbildung, andererseits die Diskretisierungsstrategie entscheidend [11]. Um den Fehler
des numerischen Verfahrens zu kontrollieren, wurden verschiedene Methoden entwickelt.
Wiéhrend die klassische h-Version der Finite-Element-Methode die Genauigkeit durch globale
oder lokale Netzverfeinerung erhoht, reduzieren r-Methoden den Fehler durch die geeignete
Repositionierung der topologischen Objekte des Finite-Element-Netzes. Ansétze hoher Ord-
nung verbessern die Losung durch globale oder lokale Erhchung des Polynomgrades auf fixem
Netz. Dass die p-Version eine effiziente Methode zur Diskretisierung linear-elliptischer Proble-
me ist und fiir glatte Losungsstrukturen exponentielle Konvergenz erzielt, haben zahlreiche
Arbeiten gezeigt. In Kombination mit geeigneter Netzverfeinerung konvergiert sie als soge-
nannte hp-Version sogar fiir nicht-glatte Losungen exponentiell.

Die dreidimensionale p-Version diskretisiert balken-, platten- und schalenartige Strukturen —
also allgemein diinnwandige Kontinua — effizient mithilfe anisotroper Ansétze, die sich ab
einem Polynomgrad grofler vier robust gegeniiber Elementverzerrungen und Locking-Phéno-
menen verhalten [72, 31, 76]. Der Zugang tberfithrt den Modellfehler klassischer, dimen-
sionsreduzierter Ansétze in einen kontrollierbaren Diskretisierungsfehler. Wie Schalen durch
entsprechende Elementformulierungen effizient diskretisiert werden, wird in [100, 15, 14, 65]
untersucht.

Im Falle von elastoplastischen Materialmodellen wie der Deformationstheorie von HENCKY
oder der Jy-Plastizitét, konnte die hohe Effizienz der p-Version auch im direkten Vergleich mit
einer adaptiven h-Version nachgewiesen werden [34, 35, 33].



2 1. Einleitung

Im Rahmen vorliegender Arbeit wird fiir diese Problemklasse eine Diskretisierungsstrategie
vorgestellt, die eine weitere Effizienzsteigerung moglich macht. Bei physikalischer Nichtlinea-
ritét verliert die exakte Losung im Bereich der plastischen Front an Regularitét, so dass auch
mit Ansédtzen hoher Ordnung nur ein algebraisches Konvergenzverhalten erreicht werden kann,
sofern das elastisch-plastische Interface das Innere von Elementen schneidet. Um auch fiir ela-
stoplastische Probleme exponentielle Konvergenz zu erzielen, besteht die Idee der rp-Version
darin, das Berechnungsgebiet, auf dem eine nicht glatte Losung existiert, so in Teilgebiete zu
zerlegen, dass die Elementrander mit dem Verlauf des elastisch-plastischen Interface zusam-
menfallen. Die Losungen dieser Substrukturen, die entweder zu einem elastischen- oder zu
einem plastifizierten Bereich des Berechnungsgebietes gehoren, sind glatt, vorausgesetzt, dass
keine weiteren Singularitdten — z.B. aufgrund einspringender Ecken — vorhanden sind. Jedes
Teilgebiet wird dann durch eine p-Version auf grobem Netz diskretisiert. So konvergieren die
Ergebnisse sogar fiir diese Klasse von Problemen exponentiell. Mitentscheidend fiir den Erfolg
der rp-Methode ist dabei die Tatsache, dass der Rand von Elementen hoher Ordnung durch
allgemeine Kurven beschreibbar und nicht wie bei Elementen niedriger Ordnung auf geradli-
nige oder parabolische Formen beschrankt ist.

Im Anschluss an diese Einleitung bilden die Kapitel 2-7 den Kern der Arbeit. Thre Struk-
tur folgt einer impliziten Dreiteilung in:

Grundlagen

e Kapitel 2 stellt die hier betrachteten Gleichungen der Mechanik in ihren kontinuumsme-
chanischen Kontext. Unter der Voraussetzung kleiner Deformationen fasst es Kinematik,
Spannungen und Gleichgewicht zusammen und stellt {iber die konstitutiven Beziehungen
sowohl den elastischen als auch den plastischen Zusammenhang zwischen Spannungen
und Dehnungen her. Letzterer ist richtungsweisend fiir die hier entwickelte Diskretisie-
rung. Die variationelle Formulierung bereitet das mechanische Problem fiir das numeri-
sche Verfahren auf.

e Kapitel 3 widmet sich der Geometrie, die allgemein bei der Elementformulierung hoher
Ordnung — speziell im Rahmen der hier entwickelten Algorithmen — eine aulergewohn-
lich wichtige Rolle spielt. Grobe Finite-Element-Netze, typisches Werkzeug der p-Version,
fordern die exakte Beschreibung beliebig berandeter Elemente. Mit Elementrandern die
Form der plastischen Zone zu modellieren, ist hier die geometrisch dominierte Aufgabe.
Entsprechende Grundlagen, auf denen die Abbildungskonzepte und Algorithmen basie-
ren, stehen im Zentrum dieses Kapitels, das die topologische und geometrische Struktur
physikalischer Modelle beleuchtet.

Diskretisierung

e Kapitel 4 stellt eingangs die Methode der finiten Elemente als allgemeines Diskretisie-
rungsverfahren vor und klassifiziert die Fehler, die solche Approximation mit sich bringt,
hinsichtlich der Konvergenzraten verschiedener Verfeinerungsstrategien. Weil diese Ar-
beit auf der Elementformulierung hoher Ordnung aufsetzt, prégen die entsprechenden
Aspekte dieses Kapitel. Demgeméf stellen sowohl die hierarchischen Ansatzfunktionen



als auch das Abbildungskonzept und die numerische Integration , p“-spezifische Ansétze
und Verfahren dar. Welche Algorithmen die nichtlinearen konstitutiven Beziehungen
auflosen, beantwortet ebenfalls dieses Diskretisierungskapitel.

e Kapitel 5 diskutiert die Losungsstruktur physikalisch nichtlinearer Fragestellungen im
Hinblick auf die Diskretisierung mit Ansétzen hoher Ordnung und entwickelt daraus die
rp-adaptive Idee zur effizienten Approximation dieser Problemklasse mit dem Ziel expo-
nentieller Konvergenz. Es erlautert die entsprechenden Algorithmen zur Umsetzung des
rp-adaptiven Gedankens und erortert iibliche Strategien zur numerischen Behandlung
nichtlinearer Fragen.

Numerische Beispiele

e Kapitel 6 beantwortet die Frage nach der Effizienz der rp-Adaptivitit in zwei Raum-
dimensionen anhand dreier Beispiele zur Deformationstheorie von HENCKY. Detaillier-
ten Studien zur prinzipiellen Approximationseigenschaft der rp-Version bei materiel-
ler Nichtlinearitéat folgen Konvergenzbetrachtungen der jeweils rp-adaptiven Diskretisie-
rung.

e Kapitel 7 widmet sich schliellich einem einfachen dreidimensionalen Problem und priift,
ob die rp-Version hinsichtlich des Konvergenzverhaltens wie es sich in zwei Dimensionen
zeigt, entsprechenden Anforderungen auch im dreidimensionalen Raum standhélt.

Von Anfang an war bewusst, dass die in der Praxis erforderliche Genauigkeit von Ergebnissen
elastoplastischer Untersuchungen zum einen durch die Modellbildung, zum anderen durch die
Materialparameter zahlreichen Beschriankungen unterliegt. Die eingehenden Untersuchungen
des moglichen Konvergenzverhaltens unterschiedlicher Diskretisierungsstrategien in dieser Ar-
beit sind dadurch gerechtfertigt, dass die hier entwickelte Methode auf eine viel grofiere Klas-
se von Problemen der Kontinuumsmechanik {ibertragbar ist. Zu diesem , Modellcharakter*
nimmt Kapitel acht Stellung, indem es resumiert und einen Blick auf mogliche zukiinftige
Arbeiten wagt.






Kapitel 2

Kontinuumsmechanische
Grundlagen

Als Basis fiir die anschlieBenden Finite-Element-Konzepte fasst dieses Kapitel die kontinu-
umsmechanischen Grundlagen zusammen. Ein Kontinuum wird dabei als Punktemenge ver-
standen, die zu jedem Zeitpunkt ¢ den Raum oder Teile des Raumes stetig ausfiillt. Jeder
Punkt ist durch Materieeigenschaften charakterisiert. Alle weiteren Betrachtungen basieren
im Wesentlichen auf den Ausfithrungen von ALTENBACH und ALTENBACH [5], WRIGGERS
[104] und BONET und WooD [17].

2.1 Kinematik

Der dreidimensionale EUKLIDsche Raum IR? bildet den Rahmen aller folgenden Betrachtun-
gen. Er wird durch eine im Bezugspunkt O des Systems definierte Orthonormalbasis auf-
gespannt. Andern sich die Eigenschaften eines materiellen Punktes mit seiner Bewegung im
Raum, sind verschiedene Perspektiven auf diese Verdnderung moglich.

e Bei der EULERschen Betrachtungsweise ist der Beobachter mit einem raumfesten Punkt
verbunden. Er nimmt die Verédnderung an diesem Ort wahr, die durch den Aufenthalt
immer anderer materieller Punkte hervorgerufen wird. Wie sich die physikalischen FEi-
genschaften eines bestimmten Teilchens &ndern, ’sieht’ er nicht.

e Bei der LAGRANGEschen Betrachtungsweise ist der Beobachter mit einem materiellen
Teilchen verbunden und nimmt die Anderung physikalischer Eigenschaften dieses Parti-
kels wahr.

Wiéhrend in der Fluidmechanik meist die EULERsche Betrachtungsweise Anwendung findet,
erweist sich im Rahmen der Festkorpermechanik die auch hier verwendete LAGRANGEsche
Perspektive als sinnvoll. Schlieflich ist die Zustandsénderung eines materiellen Punktes bei
Bewegung und Deformation innerhalb einer gewissen Zeit ¢ € [0,7] C R, von Interesse.

2.1.1 Bewegung

Ein oben beschriebener materieller Punkt sei durch X € Q4 zum Zeitpunkt ¢ = 0 in der Refe-
renzkonfiguration €y C IR? lokalisiert. Die Oberfliche des offenen Gebietes €2 sei durch den
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Rand 0, definiert, so dass Qy = Qy U 0. Die aktuelle Lage x € Q beschreibt den Punkt

¥

e27X2>x2ay
e17X17'T17X

Abbildung 2.1: Bewegung eines materiellen Punktes

in der Momentankonfiguration €2, wobei mit dem Rand 02 — analog zur Referenzkonfigu-
ration — Q = QU 99 gilt. Die Abbildung ¢ iiberfiihrt die Referenzkonfiguration €y auf die
Momentankonfiguration ) zur Zeit t € [0, T]. Entsprechend ordnet ¢ einem Punkt x(¢) in der
Momentankonfiguration 2 seinen Ort X(t = t;) in der Referenzkonfiguration € zu.

o Qx[0,T] —Q mit Q0 cR?

(2.1)
x(t) = (X, 1)
2.1.2 Verschiebung und Verschiebungsgradient
Der Verschiebungsvektor u definiert schliellich die additive Beziehung von x und X.
u=x-X (2.2)

Da die Deformationen spéter nicht durch die Bewegung ¢, sondern iiber das Verschiebungsfeld
u ausgedriickt werden sollen, wird an dieser Stelle der Verschiebungsgradient H eingefiihrt,
der durch die Ableitung der Verschiebung u nach dem Ortsvektor X der Referenzkonfiguration

Ju
H = — 2.3
X (2.3)
definiert ist. Im Allgemeinen versteht man unter Ableitungen nach dem Ortsvektor X der
Referenzkonfiguration materielle Gradienten, unter Ableitungen nach dem Ortsvektor x der
Momentankonfiguration rdumliche Gradienten einer Grofie (e).
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9(e)

X Grad(e), O(e) = grad(e) (2.4)

Da der Unterschied der Gradienten erst bei geometrischer Nichtlinearitdt zutage tritt, die-
ser Arbeit jedoch geometrische Linearitéit zugrunde liegt (vgl. auch Abschnitt 2.1.3), wird
aufgrund der Néherung

ou ou
— 7 o 2.
Gradu 5% . gradu (2.5)
vereinfachend vereinbart:
H = gradu (2.6)

2.1.3 Deformation und Verzerrung

Die in Abschnitt 2.1.1 beschriebene Bewegung in der Umgebung eines materiellen Punktes
kann mithilfe des Deformationsgradienten F linear approximiert werden.

dx = FdX (2.7)

F transformiert ein materielles Linienelement dX der Referenzkonfiguration 2y in ein Lini-
enelement dx der Momentankonfiguration 2. Uber den Deformationsgradienten F sind zusétz-
lich Transformationen zwischen raumlichen und referentiellen Fldchen- und Volumenelementen
definiert.

da = detFF7TdA (2.8)
dv = detFdV (2.9)

F~T bezeichnet die Inverse des transponierten Deformationstensors (F~1)7, nicht den Kehr-
wert von F7. Die Forderung nach der Eindeutigkeit der Abbildung ¢ zu jedem Zeitpunkt ¢
manifestiert sich in Ungleichung (2.10) fiir die JACOBI-Determinante J. Die Forderung schliefit
Selbstdurchdringungen eines Volumenelementes aus.

J = detF >0 (2.10)

Im Folgenden wird der GREEN-LAGRANGEsche Verzerrungstensor eingefiihrt. Er leitet sich
aus der Differenz der Quadrate materieller Linienelemente vor- bzw. nach der Deformation

ab.
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dxdx — dXdX = FdXFdX — dXdX
= dX(FTF)dX — dX1dX (2.11)
= dX (FTF — 1)dX = dX (2E)dX

Der Verzerrungstensor wird zu

1
E:§(FTF—1), (2.12)
wobei 1 den Einheitstensor zweiter Stufe bezeichnet. Als Funktion des Verschiebungsgradien-

ten H = grad u lasst sich die symmetrische Gréfe E durch

E = _ (gradu + grad’ u + grad” u gradu) (2.13)

1
5
ausdriicken.
Da dieser Arbeit die geometrisch lineare Theorie zugrunde liegt, werden sowohl die Ver-
schiebungen als auch die Deformationen als klein erachtet. Sind die Verschiebungen klein,
wird angenommen, dass die Momentankonfiguration der Referenzkonfiguration entspricht, so
dass bei der Bildung von Gradienten Grad(e) bzw. grad(e) auf eine Unterscheidung zwischen
den Konfigurationen verzichtet werden kann. Bei kleinen Deformationen darf insbesondere
der Verschiebungsgradient grad(u) als klein erachtet werden, so dass das quadratische Glied
[(grad” u gradu) < 1] in Gleichung (2.13) vernachlissigt wird und nur noch der lineare kine-
matische Zusammenhang das Verzerrungsmaf

1
e = 3 (gradu + grad” u) (2.14)

bestimmt. Die Symmetrieeigenschaft der Verzerrung fiithrt bei der Betrachtung dreidimensio-
naler Kontinua auf sechs unabhéngige Grofen.

2.2 Spannung und Gleichgewicht

Die fundamentalen kontinuumsmechanischen Beziehungen werden durch die Bilanzgleichun-
gen ausgedriickt, die unabhéngig von speziellen Eigenschaften des Kontinuums giiltig sind.
Ganz allgemein sagt die Bilanzierung aus, wie sich physikalische Gréflen eines Koérpers auf-
grund duflerer Einwirkungen dndern. Bleibt die Bilanzgrofie innerhalb eines zu bilanzierenden
Vorgangs konstant, haben die entsprechenden Gleichungen Erhaltungscharakter. Zu den me-
chanischen Erhaltungsgleichungen gehéren Massenerhaltung, Impulserhaltung und Drehim-
pulserhaltung.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschlieBlich die Forderung nach Gleichgewicht auf der Ba-
sis der lokalen Impulsbilanz besprochen. Bevor die entsprechenden Gleichungen angegeben
werden, fiihrt Abschnitt 2.2.1 die dazu erforderlichen Spannungsmafle ein.
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2.2.1 Spannungszustand

Der Spannungszustand bezeichnet die Menge aller Spannungstensoren, die in einem materiellen
Punkt denkbar sind. Die Kontinuumsmechanik definiert unterschiedliche Spannungstensoren.
Sie entstehen aufgrund der Vielfalt an Kréaften und Schnittflichen, die unabhéngig voneinander
sowohl in der Referenz- als auch in der Momentankonfiguration betrachtet werden kénnen.
Der CAUCHYsche Spannungsvektor t(x,¢) wird als wahrer Spannungsvektor an einem Punkt
verstanden. Die aktuelle Kraft df wird auf eine Schnittflache da in der aktuellen Konfiguration
bezogen.

df

(2.15)

Das CAucHYsche Fundamentaltheorem (2.16) stellt einen linearen Zusammenhang zwischen
dem Spannungsvektor t(x, ) und dem Normaleneinheitsvektor n(x, t) einer betrachteten Ober-
flache her.

t = on (2.16)
o = tn (2.17)

Entsprechend definiert Gleichung (2.17) den CAUCHY-Spannungstensor o. Abbildung 2.2 stellt
die iibliche Vorzeichenkonvention zur Definition von Spannungstensoren dar.

Abbildung 2.2: Vorzeichenkonvention der Spannungen

Als weitere Spannungsmafle werden im Folgenden der auch als gewichteter CAUCHY-Spannungs-
tensor bekannte KIRCHHOFFsche Spannungstensor T sowie die Spannungstensoren P! und P?
nach PIOLA-KIRCHHOFF eingefiihrt. Letztere sind insbesondere bei der numerischen Umset-
zung von zentraler Bedeutung.
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7 = detFo = Jo (2.18)
P! = detFoF ' = JoF T = 7F 7T (2.19)
P’ = detFF 'oF ' = JF'oF " = F'P! (2.20)

Wie o ist auch 7 eine auf das Referenzvolumen bezogene raumliche, symmetrische Grofle. Der
KIRCHHOFF-Spannungstensor 7 und der zweite PIOLA- KIRCHHOFF-Spannungstensor P? sind
hier Rechengréfien. Thre physikalische Bedeutung erhalten sie erst im Rahmen der geometrisch
nichtlinearen Elastizitatstheorie.

Der erste P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor P! ldsst sich interpretieren, indem man die
aktuelle, infinitesimale Kraft df = o da auf die Ausgangsfliche dA bezieht. Mit Gleichung
(2.8) erhélt man:

df = oda = o detFF1dA = P'dA (2.21)

2.2.2 Gleichgewicht

Auf der Basis der lokalen Massen- und Impulsbilanz fiir ein Kontinuum im EUKLIDschen Raum
wird hier die Gleichgewichtsbedingung angegeben, die fiir jeden beliebigen materiellen Kérper
und jeden Teilkorper erfiillt sein muss. Die Kréfte, die von aulen auf den Korper einwirken,
werden geméafl Abschnitt 2.2.1 als bekannt vorausgesetzt. So entsteht die Differentialgleichung
des dreidimensionalen Modellproblems aus der Forderung nach Gleichgewicht am differentiel-
len Elementarteilchen. Sie ist mit dem Spannungstensor o und dem Vektor f zur Beschreibung
der Volumenlasten im quasistatischen Fall bei Vernachlassigung von Trégheitskraften durch

dive+f = 0 (2.22)

gegeben. Im dreidimensionalen Fall fiihrt dies auf ein System aus drei partiellen Differential-
gleichungen.

2.3 Materialmodelle

In den vorangegangenen Abschnitten wurden kinematische Beziehungen, Spannungs- und
Gleichgewichtsbetrachtungen zur Beschreibung des kontinuumsmechanischen Modells in Glei-
chungen ’gegossen’, die im Wesentlichen unabhéngig von den kontinuumsspezifischen Eigen-
schaften giiltig sind. Die Anzahl dieser Gleichungen liegt deutlich unter der Anzahl unbekann-
ter Groflen zur Beschreibung des Kontinuums. Dies rein formale mathematische Problem ist
Ausdruck der Tatsache, dass das Randwertproblem noch nicht vollsténdig beschrieben ist. Die
noch fehlenden konstitutiven Beziehungen, die einen funktionalen Zusammenhang zwischen
Spannungen und Dehnungen definieren, werden aus den jeweiligen Materialeigenschaften des
betrachteten Koérpers gewonnen. Im Sinne idealisierter Ingenieuranwendungen gehorcht ein
Kontinuum — grob klassifiziert — zwei Materialgesetzen:

Elastisches Materialverhalten zeichnet sich durch vollstéandige Reversibilitat der auftretenden
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Deformationen aus.
Plastisches Materialverhalten behélt nach der Entlastung des Korpers irreversible Deforma-
tionen, d.h. bleibende Gestaltdnderung des Systems.

2.3.1 Elastisches Materialverhalten

Material, das sich elastisch verhélt, ist durch drei Charakteristika gekennzeichnet:

Alle Verzerrungen aus duflerer Beanspruchung bilden sich vollsténdig zuriick, sobald der span-
nungslose Ausgangszustand wiederhergestellt ist. Verformungen werden ausschlieflich durch
die Grofle, nicht jedoch durch die Geschwindigkeit der Belastung geprégt. Die im Rahmen
der Verformung geleistete Arbeit geht génzlich in reversible Verzerrungsenergie iiber, die im
Korper gespeichert wird.

So existiert ein eindeutig invertierbarer Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnun-
gen. Er kann im Falle grofler Deformationen nichtlinear sein. Unter der Voraussetzung kleiner
Verzerrungen vereinfachen sich die Gleichungen auf die Beschreibung linear elastischen Mate-
rialverhaltens, das durch das HOOKEsche Gesetz

o = Ce (2.23)

definiert ist. Als Tensor vierter Stufe stellt sich C fiir den isotropen Werkstoff unter Verwen-
dung von Symmetrieeigenschaften wie folgt dar:

C = A\ ®1+2ul, (2.24)

wobei 1 den Einheitstensor zweiter Stufe, I den Einheitstensor vierter Stufe bezeichnet.

Der Materialtensor C héingt ausschlieflich von den LaME-Konstanten A und p ab. Sie stehen
mit dem Elastizitdtsmodul E, der Querkontraktionszahl v und dem Schubmodul G in Zu-
sammenhang:

FE vE
n= G =aary AT Troa—o) (225)

Als alternative Darstellung des Elastizitédtstensors ist in Abhéngigkeit vom Kompressionsmo-
dul x auch diese Schreibweise iiblich:

1 E
C = kl1®l+2uI--1®1 it = 2.26
FlO142pl- 2101  mit o« 30 _20) (2.26)

Die Spannungen o sind damit auch in Form von (2.40) darstellbar.
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2.3.2 Plastisches Materialverhalten

Auch die Klasse plastischer Materialien zeichnet sich allgemein durch drei Charakteristika
aus:

Das Material ist durch irreversible Deformationen geprégt. Ist der Grenzspannungszustand
iiberschritten, dissipiert ein Teil der umwandelbaren Dehnungsenergie in irreversible Verfor-
mungsenergie. Die Beanspruchung wird sowohl durch den Werkstoff als auch durch den Bela-
stungsweg beeinflusst. Das Antwortverhalten plastischen Materials héingt von der Belastungs-
geschichte ab.

Die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten elastoplastischen Materialgesetze beschreiben ein
Verhalten, dem sich eine Vielzahl nichtlinearer Materialien unterordnen. Dazu gehoren neben
metallischen Werkstoffen wie z.B. Stahl oder Aluminium auch Materialien wie Beton, Sand,
Ton oder Fels.

A
ol e
------- I
,,,, I
.* |
. I
o) O G— _._._.:_ i
I
I
I
I
I
I
I
o .
i linear-elastisches Verhalten e
! nichtlineare Verfestigung — -----
i lineare Verfestigung _—
! keine Verfestigung -
. -
eP ‘ g® €

| |
I |
| € |
I |

Abbildung 2.3: Spannungs-Dehnungs-Beziehung elastoplastischen Materials mit isotroper Verfesti-
gung

Auf der Basis von WRIGGERS [104] HILL [45] und LUBLINER [56] stehen im Folgenden die
Gleichungen zur Definition ratenunabhéngiger elastoplastischer Materialien unter Beriicksich-
tigung isotroper Verfestigung im Zentrum. Weiterhin wird die Annahme kleiner Deformationen
getroffen, unter der noch immer viele Materialien nichtlinear antworten. Wie sich ein solches
Material verhélt, stellt Abbildung 2.3 anhand einer typischen Spannungs-Dehnungs-Kurve
dar. Das phdnomenologische Modell trennt den elastischen vom plastischen Bereich durch ei-
ne FlieSgrenze, deren Wert durch die AnfangsflieBspannung o definiert ist. Vor Erreichen der
in Abbildung 2.3 durch Punkt 0 gekennzeichneten Grenze verhélt sich der Werkstoff elastisch,
danach kommt es zu irreversiblen Deformationen. Bei Entlastung des Systems verschwinden
die elastischen Deformationen, wihrend die plastischen Verzerrungen weiter bestehen. Neben
dem Eintreten des Plastifizierens definiert das Materialmodell auch den Zusammenhang zwi-
schen Spannung und Dehnung nach Uberschreiten der FlieBgrenze. Idealplastisches Material
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liegt vor, wenn die Spannung o die Fliegrenze auch bei Steigerung der Last nicht iiberschrei-
tet. Wichst o iiber die Grenze o( hinaus, spricht man von Material mit Verfestigung. Sie kann
sowohl linear als auch nichtlinear definiert sein.

1. Postulate
Unter der Annahme geometrischer Linearitat darf die durch den linearen Verzerrungsten-
sor (2.14) beschriebene Gesamtdehnung additiv in einen elastischen und einen plastischen
Anteil zerlegt werden.

e = e*+eP. (2.27)

Nachdem e als unabhéngige Variable verstanden werden kann und die Evolution von &P
iiber die weiter unten beschriebene Fliefiregel definiert ist, bezeichnet €® = € — P den
elastischen Dehnungstensor. Er steht im Falle kleiner Verzerrungen mit dem Spannungs-
tensor o iiber die unter Abschitt 2.3.1 beschriebene isotrope linear-elastische Spannungs-
Dehnungs-Beziehung in Form des HOOKEschen Gesetzes in Verbindung.

o = C(e—¢€P). (2.28)

2. Flielflichenbehaftetes Materialgesetz
Das wichtigste Merkmal plastischen Flielens ist durch das Phéanomen der Irreversibilitét
charakterisiert.

e Elastisches Gebiet und Spannungsraum
GeméB der oben verwendeten Nomenklatur sei im Raum der Spannungen ein Ge-
biet IE, gegeben, das durch sein Inneres IE,, dem sogenannten elastischen Bereich,
und seinen Rand 0IE,, der sogenannten Flielfliche, definiert ist. Dieses Gebiet zu
begrenzen ist Aufgabe der FlieBbedingung, die durch das FlieSkriterium f(o, a) fiir
einen Spannungszustand (o, «) reprasentiert wird. f ist eine Funktion des Span-

unzuléssig (f > 0)

Abbildung 2.4: Elastisches Gebiet E, und Spannungsraum

nungstensors o und der Verfestigungsvariablen, die sich hier aufgrund der Betrach-
tung isotroper Verfestigung auf die GroBe a reduzieren. Fiir das Innere von E,,
den Rand von [E, und zusammengefasst fiir IE, selbst gilt:

E, = {(a,a)|f(0',a) <0}7
OE, = {(o,a)|f(o,a)=0}, (2.29)
E, = {(o,0)|f(o,a)<0}



14 2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

Spannungszustinde (o, «), deren Fiefkriterium die FlieBbedingung erfiillen, sind

erlaubt (vgl. Abbildung 2.4).

e Fliefiregel und Evolutionsgleichung fiir die Verfestigung
Die Idee der Irreversibilitét plastischen FlieBens basiert auf der Fliefregel und der
Evolutionsgleichung fiir die Verfestigung:

e = A 170) g:‘” (2.30)
& = WW (2.31)

Die Fliefiregel gibt die Richtung plastischen Flieens vor. Die im Rahmen dieser
Arbeit betrachtete assoziierte FlieBegel (2.30) darf als Grundlage vieler Metalle vor-
ausgesetzt werden und beschrénkt die Evolutionsgleichungen auf die deviatorischen
Anteile der plastischen Verzerrung eP. Man spricht auch von der Normalenregel.

Die innere Variable «, die auch als dquivalente plastische Verzerrung bekannt ist,
beschreibt die nichtlineare isotrope Verfestigung. Der aufgrund der Irreversibilitét
der plastischen Verzerrungen nicht-negative Konsistenzparameter v beschreibt die
Grofle des plastischen Flieens und geniigt den Be- und Entlastungsbedigungen.

720, flo,a) <0, 7yf(e,a)=0 (2.32)
Zusétzlich zu den sogenannten KUHN-TUCKER Bedingungen (2.32) erfiillt v die
Konsistenzbedingung

vfle.a) = 0, (2.33)
worin

fo.a) = @) do D](0,a)do

Jo dt Oa dt

die , zeitliche* Ableitung von f(o, «) bezeichnet.

Die gemeinsame Interpretation von Konsistenzbedingung und KUHN-TUCKER Be-
dingungen fiithrt auf das intuitive Verstdndnis plastischer Be- und elastischer Ent-
lastung. IThre detaillierte Interpretation wird in StMO und HUGHES [90] diskutiert.

(2.34)

Die mafBigeblichen Gleichungen zur Beschreibung der klassischen ratenunabhéngigen Plasti-
zitdt unter der Voraussetzung einer assoziierten Fliefiregel und isotroper Verfestigung sind
abschliefend in Tabelle 2.1 zusammengefasst. Sie werden im Rahmen der folgenden beiden
Abschnitte 2.3.2.1 und 2.3.2.2 hinsichtlich der Plastizitdtstheorie nach voN MISES und der
Deformationstheorie nach HENCKY spezifiziert. Bei der numerischen Umsetzung werden die
nichtlinearen Gleichungen mithilfe einer NEWTON-RAPHSON-Methode und einem RADIAL-
RETURN-Algorithmus gelost. Beide sind weiter unten in Kapitel 4.5.1 und 4.5.2 genauer be-
schrieben.
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1. Linear-elastische isotrope Spannungs-Dehnungs-Beziehung;:
o=C(e—egP)
2. Elastisches Gebiet im Spannungsraum:
T, — {(0,) | f(o,0) < 0}
3. assoziierte Flieffregel mit isotropem Verfestigungsgesetz:
of (o, a) of (o, «)

gP=y——"——= und a=y——>

oo O
4. KUuHN-TUCKER Be-/Entlastungsbedingung:

7>0, flo,a) <0,vf(o,0) =0

5. Konsistenzbedingung;:

vflo,a) =0

Tabelle 2.1: klassische ratenunabhéngige Plastizitéit mit assoziierter Fliefiregel und isotroper Verfe-
stigung

2.3.2.1 Jy-Flie3theorie

Im Falle der Plastizitdt nach vON MISES spricht man auch von Metallplastizitdt, da sich
das Verhalten metallischer Werkstoffe, die auch hier Gegenstand sind, diesem Modell un-
terordnet (vgl. Anhang A.1). Das Eintreten plastischen Fliefens bleibt vom hydrostatischen
Spannungszustand unbeeinflusst. Das Fliekriterium héngt nur von der zweiten Invarianten
Ja (vgl. Anhang A.2) des Spannungsdeviators ab und lésst sich daher — speziell fiir isotrope
Verfestigung — explizit ausdriicken durch

flo,a) = HdeV[U]H—\/gK(@), (2.35)

wobei dev[e] den deviatorischen Anteil des Spannungstensors o definiert. K («) beschreibt die
nichtlineare isotrope Verfestigung, die im Folgenden durch eine lineare und eine exponentielle
Funktion beschrieben wird.

K(a) = o9+ ha+ (00 —00)(1 — exp(—wa)) (2.36)

oo bezeichnet darin die AnfangsflieBspannung, h den linearen Verfestigungsparameter, o, die
Sattigungsspannung und w den Verfestigungsexponenten. Die Parameter zur Beschreibung
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des Materialmodells sind in Tabelle 2.2 zusammengefasst. In Abbildung 2.5 ist isotrope Ver-
festigung K («) fiir verschiedene Konfigurationen von Materialparametern gemafi SIMO und
HUGHES [90] aufgetragen. Aus (2.30) folgt fiir FlieSregel und Verfestigungsgesetz

, of (o, ) dev|o]
P =y = vy 2.37
€ dor T devia]] (2:37)
2
Y = —. 2.38
@ = 743 (2.38)
Nummer Materialparameter Symbol Einheit
1 Kompressionsmodul K [MPal]
2 Schubmodul i [MPal]
3 Anfangsfliefspannung 00 [MPa]
4 Sattigungsspannung Ooo [MPa]
5 lineare Verfestigung h [MPal]
6 Verfestigungsexponent w ]

Tabelle 2.2: Materialparameter des nichtlinearen Modellproblems

(0oo —00)(1 —exp(~wa) + ha+oy ———
AR S R Bl —
ha =+ og

(040 R

0o = 715

isotrope Verfestigung K («)

gg — 450

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

dquivalente plastische Dehnung «

Abbildung 2.5: Lineare und nichtlineare isotrope Verfestigung K (o) mit w = 16.93 und h = 129.4
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2.3.2.2 Deformationstheorie

1924 stellte HENCKY [44] erstmals die Deformationstheorie fiir isotropes Material unter radia-
ler! Belastung (vgl. z.B. [54, 56, 99]) bei geometrischer Linearitéit vor. Er verkniipfte Span-
nungen und Dehnungen im Sinne einer algebraischen Formulierung. Im Rahmen dieser Arbeit
wird das HENCKY Problem fiir ideal plastisches Material auf der Basis des VON MISES Flief3-
kriteriums (2.35) betrachtet, das sich im Falle perfekter Plastizitéat zu

fle) = ||dev]e]| — \/gao mit devlo] = 2udevie] (2.39)

vereinfacht. Die FlieBbedingung (2.29) definiert auch bei der Deformationstheorie die erlaub-
ten Spannungszustinde durch f(o) < 0. Der Spannungstensor ist iiber die konstitutiven
Beziehungen definiert. Ist die FlieBbedingung erfiillt (f(o) < 0) berechnet er sich zu

o = 2udevle] + rtrle] 1 (2.40)

andernfalls durch

2
o = \/; i dev(e| + K tr[e] 1. (2.41)

[ deve]]

Bei der in Abschnitt 2.3.2.1 beschriebenen PRANDTL-REUSS Plastizitdt werden die plasti-
schen Verzerrungen mithilfe der Ratengleichung berechnet. Darauf verzichtet die Theorie nach
HENCKY. Die proportionale Belastung, die bei der Deformationstheorie vorausgesetzt wird,
definiert einen algebraischen Zusammenhang zwischen den plastischen Dehnungen und den
Deviatorspannungen, unabhéngig von der Belastunsgeschichte. Das erméglicht eine formale
Integration der Fliefiregel und fiithrt auf die algebraische Gleichung zur Berechnung der pla-
stischen Verzerrungen.

— —)devo] (2.42)

s bezeichnet den Sekantenschubmodul. In [54] ist ein Theorem zur Exisitenz proportionaler
Belastung angegeben.

!Eine Belastung gilt als radial oder proportional, wenn das Verhiltnis der Spannungskomponenten wihrend
der Belastung konstant bleibt.
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2.4 Die variationelle Formulierung

Bis jetzt wurde das Modellproblem durch die mechanischen Grundgleichungen beschrieben.
Die Bilanzgleichungen der Mechanik fithren auf entsprechende Variationsprinzipe, ndmlich das
Prinzip der virtuellen Verschiebung und das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten. Sie ma-
chen das mechanische Problem fiir ein numerisches Losungsverfahren anwendbar. Nachdem in
Kapitel 2.2.2 nur die Gleichgewichtsbeziehung auf Basis der lokalen Impuls- und Massenbilanz
aufgestellt wurde, beschrénkt sich dieser Abschnitt auf die entsprechende Variationsformulie-
rung gemaf dem Prinzip der virtuellen Verschiebung. Es ist spéater Basis der Finite-Element-
Methode. Bevor in Abschnitt 2.4.2 die schwache Form des Gleichgewichts angegeben wird,
beschreibt Kapitel 2.4.1 die Verschiebungs- und Kraftrandbedingungen, die bei der Herleitung
des Prinzips der virtuellen Verschiebung beriicksichtigt werden miissen. Thre Definition ist zur
Losung des mechanischen Problems notwendig.

2.4.1 Randbedingungen

Aus der Vielfalt moglicher Belastungen, die auf einen Korper wirken kénnen, konzentriert sich
diese Arbeit ausschliefllich auf Volumenlasten fo und Oberflichenlasten fy, o, die in einem
Gesamtlastvektor f zusammengefasst werden.

Q INQ2

Darin bezeichnet p die Dichte der Masse, k das Gravitationsfeld und t den Spannungsvektor
bzgl. des materiellen Fléchenelementes geméfl Gleichung (2.15).

Die Randbedingungen werden entlang des gesamten Randes 0f) des Berechnungsgebietes (2
definiert. Hier werden DIRICHLET-Réander 0pf) von NEUMANN-Randern dy €2 unterschieden.
Alle Randbedingungen miissen auf dem gesamten Rand folgende Relation erfiillen:

Np U 9y = 09
(2.44)

Np N Oy = 0

Darin bezeichnet dp€2 den Teil des Randes, auf dem Verschiebungen @ gegeben sind, dy¢) den
Teil von 012, auf dem Kraftrandbedingungen definiert sind.

u|3DQ = u

(2.45)

0'|3NQII =t

Die vorgegebenen dufleren Kréfte miissen mit den inneren Kréften im Gleichgewicht stehen.
Innere Kréfte berechnen sich dabei als Produkt aus CAUCHY-Spannungstensor o und Norma-
lenvektor n des Randes.
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2.4.2 Schwache Form des Gleichgewichts

Unter Beriicksichtigung der zuvor definierten Randbedingungen ist das Verschiebungsfeld u
gesucht, das Gleichgewichtsbeziehung (2.22)

dive +f = 0 (2.46)

erfiillt. Zur Losung wird zunéchst ein Testfunktionenvektor v € V definiert, der als Aus-
druck fiir die virtuelle Verschiebung verstanden werden kann. ¥V = {v(x) € [H}(Q)]"am : v =
0 auf 0pQ2} definiert dabei einen SOBOLEV-Raum [7], der auf Funktionen mit quadratinte-
grierbaren, verallgemeinerten Ableitungen basiert. Multipliziert man — gemé&fl der Methode
des gewichteten Residuums — die Differentialgleichung (2.46) mit dem Testfunktionenvektor
v und integriert den daraus entstandenen Ausdruck iiber das Berechnungsgebiet €2, ergibt sich

/(div0'+f)v a2 = 0 Vv eV. (2.47)

Q

Gleichgewicht ist nur noch im integralen Sinn erfiillt. Partielle Integration und die Anwendung
des Divergenztheorems auf Gleichung (2.47) liefert unter Beriicksichtigung der konstitutiven
Beziehung und der Randbedingungen die sogenannte schwache Form des Gleichgewichts

B(u,v) = F(v) Vv e V. (2.48)

Darin ist das Energieskalarprodukt B(u) eine Bilinearform, die durch

Blu,v) = / e(v) or(u) dQ (2.49)

Q

gegeben ist. Die lineare Form des Lastfunktionals F(v) ist wie folgt definiert:

Fv) = / Vo A0+ / vE don 0 (2.50)

Q ONQ2

Das Adjektiv s ¢ h w a ¢ h charakterisiert den Ausdruck (2.48), weil die Anforderung an die
Regularitédt der Verschiebungsfunktion gesunken ist.

Aus Sicht der Mechanik bezeichnet man Gleichung (2.48) auch als Prinzip der virtuellen Arbeit,
wobei (2.49) die Arbeit Wiy (u, v) der inneren, (2.50) die der dufleren Krifte Wey (v) definiert,
also Wiyt (u, v) 1= B(u, v) und Wex (v) := F(v) gilt. Die daraus resultierende Dehnungsenergie
ist durch

U(u) = %B(u, u), (2.51)
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die entsprechende Energienorm durch

fullo = Ve =/ 3B (2.52)

gegeben. Fiir Gleichung (2.48) ist die exakte Losung u = ue, mit endlicher Dehnungsenergie
gesucht, die die geometrischen Randbedingungen erfiillt. Beziiglich aller Funktionen v € V,
die den geometrischen Randbedingungen geniigen, minimiert die schwache Lésung ue, das
Gesamtpotential II(u).

) = Uw) ~ Fw) = 2 Buw) - Flu) (2.53)

Die oben beschriebene Herleitung des Prinzips der virtuellen Arbeit, ausgehend von der partiel-
len Differentialgleichung, ist fiir verschiedenste Problemklassen giiltig, auch fiir elastoplastische
Fragestellungen. Ein alternativer Weg liegt im Variationsprinzip. Seine Anwendung ist aber
im Allgemeinen nicht fiir die hier betrachtete Klasse elastoplastischer Probleme giiltig, weil
die Existenz des Potentials nicht vorausgesetzt werden darf. Da das Variationsprinzip aber —
sofern anwendbar — héufig verwendet wird, um das Prinzip der virtuellen Arbeit abzuleiten,
wird es im Folgenden dargestellt.

Nimmt man also an, dass das Potential II(u) existiert, gelten die folgenden Betrachtungen.
Um dem Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials gerecht zu werden, ent-
wickelt man das Gesamtpotential II(u) zunéchst in eine TAYLOR-Reihe, deren Terme héherer
Ordnung vernachléssigt werden.

M(u) = I(ue + Adu) =~ I(uey) + DII(ue + Adu)[du] (2.54)

Die gesuchte Losung u sei die Summe der unbekannten exakten Losung ue, und einem Zuwachs
(Adou) in Richtung von du. Von allen moglichen Losungen u = ue, + A du, die den geometri-
schen Randbedingungen geniigen, ist diejenige gesucht, die das Gesamtpotential IT(ue + A du)
minimiert. Die Forderung nach Stationaritét der Gleichung (2.54) driickt sich durch

DII(Uex + ASu)[6u] = 0 (2.55)

aus. Fiir vektor- oder tensorwertige Funktionen wird die linke Seite dieses Ausdrucks durch die
GATEAUX- oder auch Richtungsableitung repréasentiert, die hier den Zuwachs des Funktionals
IT an der Stelle ue, in Richtung von du beschreibt. Der lineare Operator DIl wirkt an der
Stelle ue, in Richtung von du, so dass sich das lineare GATEAUX-Differential beziiglich der
Verschiebung du zu

D Il(uex + Adu)[du] =

Il

{H(uex+)\5u)]|Ao = 0 (2.56)
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ergibt.

Das Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials basiert hier auf einer reinen Ver-
schiebungsformulierung, die im Rahmen der Finite-Element-Methode am héufigsten Anwen-
dung findet. Es gibt allerdings Félle, in denen sie nicht sehr effizient ist, z.B. bei der Berechnung
Locking-anfalliger Strukturen oder bei der Untersuchung inkompressibler oder nahezu inkom-
pressibler Materialien [65]. Fiir solche Problemklassen werden effektivere Zuginge erreicht,
indem man neben den Verschiebungen auch Verzerrungen und Spannungen als primére Varia-
blen in die Formulierung aufnimmt. Man spricht daher von gemischten Variationsprinzipien
(vgl. [12, 18, 109]).

2.4.3 Linearisierung der schwachen Form

Die schwache Form des Gleichgewichts (2.48) verhélt sich im Allgemeinen sowohl bzgl. der
Geometrie als auch bzgl. der Physik nichtlinear. Da diese Arbeit auf geometrischer Linearitét
basiert, wurde die Geometrie bereits in Kapitel 2.1 linearisiert, so dass die schwache Form hier
nur noch aufgrund der Materialgleichungen nichtlinear von den Verschiebungen abhéngt. Zur
Losung dieses Problems kommt im Rahmen der spéter beschriebenen Finite-Element-Methode
das NEWTON-RAPHSON-Verfahren, das in der Ndhe der Losung quadratisch konvergiert, zur
Anwendung. Um die schwache Form fiir diese Nullstellensuche aufzubereiten, bedarf es einer
Linearisierung der entsprechenden Gleichung (2.48), die sich als Ausdruck der inneren und
auferen Arbeit wie folgt darstellt:

W(u,v) = /s(v)a(u) Q) — /Vfg Q) + / vt doNQ (2.57)

9 P Q oONQ
Wing (u,v) Wext (V)

Zur Linearisierung entwickelt man Gleichung (2.57) iiber die GATEAUX-Ableitung in eine
TAYLOR-Reihe. An einer aktuellen, bekannten Gleichgewichtsstelle (u = u + Au) folgt:

W(u,v) = W@+ Au,v) = W(a,v)+DW(a,v)Au = 0 (2.58)

Darin spaltet sich WW(u,v) in einen verschiebungsabhéngigen Anteil Wiy (1, v) und einen
verschiebungsunabhéngigen Anteil Wy (V).

Win(a,v) = /s(v)a(ﬁ) s (2.59)
Q
Wet (V) = vig dQ+ | vt doyQ (2.60)
[rom]

Fiir den linearisierten Term in Gleichung (2.58) erhélt man

DWy(a,v) Au = /s(v) Do (u) Audf? (2.61)
Q
Die verschiebungsunabhéngige Grofie Wiy (v) geht nicht mit ein.
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Kapitel 3

Grundlagen geometrischer
Modellierung

Die exponierte Rolle der Geometrie im Ingenieurwesen erhob geometrische Modellierung zum
eigenstandigen Gebiet in der Forschungslandschaft. Mit der Intention, verschiedene Vorgénge
— vom Entwurf {iber die Analyse bis hin zur industriellen Herstellung — zu verbinden und
im Rechner umzusetzen, studiert geometrische Modellierung computergestiitze Geometriedar-
stellung. Geometrie, die mit der Physik von Modellen, mit Prozessen oder mit numerischen In-
formationen korrespondiert, muss erzeugt, dargestellt, kommuniziert und manipuiert werden.
Dazu bedarf es geeigneter Datenstrukturen und Algorithmen. Sie zu entwickeln und fiir eine
grofle Zahl der oben genannten Aspekte anwendbar zu machen, ist Anliegen der geometrischen
Modellierung. Geméaf} entsprechender Fragestellungen gibt es verschiedenste Geometriemodel-
lierer. SHAH und MANTYLA [89] klassifizieren Modelle nach den Anforderungen, denen sie
geniigen sollen, wie folgt:

e Grafische Modelle dienen vorwiegend der Erzeugung von Ingenieurzeichungen und
-illustrationen.

e Oberflaichenmodelle sollen in erster Linie den Design- und Herstellungsprozess kom-
plex geformter Oberflichen unterstiitzen.

e Volumenmodelle haben die Aufgabe, dreidimensionale Geometrie eines physikalischen
Objektes vollstéandig zu erfassen, um auf dieser Ebene Funktionalitit bereitzustellen, die
von den anderen Modellen nicht angeboten werden kann.

Die Klasse der Volumenmodelle ist vorrangig bestrebt, geometrische Fragestellungen zu drei-
dimensionalen Objekten algorithmisch beantwortbar zu machen. In der Vergangenheit ent-
wickelte sich eine Fiille von Strategien zur Modellierung von Kérpern. Um sie einzuordnen,
abstrahiert MANTYLA [57] einen realen Korper mathematisch als Punktemenge des dreidi-
mensionalen EUKLIDschen Raums IR3. Jedes der spiter betrachteten Modelle weist solch einer
Punktemenge eine endliche Summe von Darstellungen zu, die ihrerseits die Anwendung von
Algorithmen erlauben. Aus dieser Perspektive gliedert sich die Modellbildung in drei Klassen:
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e Modellbildung durch Zerlegung
Das Modell représentiert eine Punktemenge als ,,verklebte“ Sammlung sich nicht {iber-
lappender Objekte einfachen Typs, sogenannter Basisblocke. Die verschiedenen Strate-
gien der Zerlegung zeichnen sich einerseits durch die Art der Basisobjekte, andererseits
durch das Speicherschema aus, das sie verwaltet. Man unterscheidet aufziahlende, zell-
zerlegende und raumteilende Schemata.
Aufzihlungsschemata stellen einen Korper durch dreidimensionale, geradlinige, regelméfi-
ge Blocke — sogenannte Voxel — dar, ordnen diesen Material oder ,,Luft® zu und , ver-
kleben* sie.
Als Verallgemeinerung dieses Ansatzes kombinieren Zellzerlequngsschemata einen Kérper
aus der Summe unregelméfiger Zellen.
Raumteilende Ansdtze basieren im Allgemeinen auf einer wiirfelartigen Strukturierung
des den Korper umschlieenden Raumes. Sie stellen das Objekt durch rekursive Unter-
teilung der jeweils relevanten Unterrdume dar, die mit Material assoziiert sind.

e Modellbildung durch Konstruktion
Diese Modelle setzen eine Punktemenge aus einfacheren Punktemengen zusammen. Je-
des dieser Primitive wird als Instanz eines einfachen Volumenobjektes dargestellt. Das
gesamte Modell entsteht dann durch Anwendung boolscher Operatoren (Vereinigung,
Differenz, Schnitt) auf die Primitive.

e Modellbildung durch Randdarstellung
Dieses Modell stellt die besagte Punktemenge durch ihre Berandung dar. Der Rand einer
dreidimensionalen Punktewolke entspricht dabei einer quasi zweidimensionalen Hiille,
die sich aus der Summe mehrerer Oberflichen zusammensetzt. Jede dieser Oberflachen
ist wiederum durch ihren Rand, eine Kette eindimensionaler Kurven représentiert, die
ihrerseits durch Anfangs- und Endpunkte berandet werden.

Weil diese Arbeit auf dem Geometriemodell durch Randdarstellung fufit, widmet sich der
folgende Abschnitt der entsprechenden Topologie.

3.1 Topologie bei der Modellbildung durch Randdar-
stellung

Die topologische Struktur von Modellen durch ihre Randbeschreibung, allgemein unter dem
Namen Boundary-Representation Modell bekannt, wird durch folgenden Satz charakterisiert:

Die Modellbildung auf Basis der Randbeschreibung entspricht einer Modellhierarchie, bei der
Objekte hoherer Dimension durch die Menge niedrigerdimensionaler Objekte und deren Be-
ziehungen zueinander dargestellt werden.

Demgeméf entsteht ein Korper durch Zerlegung seiner Hiille in geeignete Flachen, deren Form
sich mathematisch kompakt beschreiben lasst, wenn die Fléachen Teil einfacher Ebenen, Zylin-
deroberflachen oder parametrisierter Oberflichen sind. Analog zu den Fldchen werden deren
berandende Kurven durch die Zerlegung in Knoten beschrieben. Die Wahl der Kantenzerle-
gung korrespondiert iiblicherweise mit einer sinnvollen Darstellung durch z.B. parametrisierte
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Kurven. Das Kurvensegment, das die jeweilige Kante formt, ist durch seinen Anfangs- und
Endknoten mit den entsprechenden Punktkoordinaten berandet. Abbildung 3.1 dokumentiert
das Konzept.

— —

= —

Abbildung 3.1: Struktur des Boundary-Representation Modells am Beispiel eines Quaders

3.1.1 Datenstrukturen

Die Datenstruktur zu einem Boundary-Representation Modell muss die Fléchen, die einen
Korper umbhiillen, erfassen. Allgemein wird das durch ein hierarchisches Speicherschema reali-
siert, das die Flachen iiber ihre Kanten und diese durch ihre Knoten beschreibt. Zusétzlich zu
diesen Basisobjekten mit ihren gegenseitigen Abhéngigkeiten miissen entsprechende geometri-
sche Informationen in Form von Oberflichen- und Kurvenbeschreibungen sowie Punktkoordi-
naten gespeichert werden. Diese formgebenden Attribute fallen unter den Begriff der Geome-
trie und sind Gegenstand von Kapitel 3.2. Zur Verarbeitung topologischer und geometrischer
Informationen wurden zahlreiche Datenstrukturen entwickelt. Bevor einige grundlegende Kon-
zepte charakterisiert werden, wird deren gemeinsame Basis, der ve f-Graph, erldutert.

Der vef-Graph G,.; definiert die Topologie geometrischer Modelle iiber Adjazenzrelationen
R, die Beziehungen zwischen den Objektmengen Knoten V' (vertices), Kanten E (edges) und
Féchenstiicken F' (faces) herstellen. Unter Knoten im Graphen

Gy = (V,E,F;G) (3.1)
versteht man Elemente der Mengen

Vo= v, v, )
E = {e1,..,eny} (3.2)
F = {fl,...,an}.

Zwischen den Mengen {V, E, F'} konnen viele verschiedene Relationen gebildet werden. BUN-

GARTZ et al. beschreiben sie in [20] ausfiihrlich. Auf der Seite der Topologie stellen solche
Beziehungen die Basis geometrischer Algorithmen dar.
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Wie eingangs erwéhnt, will Volumenmodellierung geometrische Algorithmen auf Korper an-
wenden. Sie sollen sowohl schnell als auch speichereffizient sein und auf moglichst redun-
danzfreien Datenstrukturen aufbauen. Ob nun eine der oben angesprochenen Relationen zur
Beschleunigung eines Algorithmus in der Datenstruktur verankert wird oder aufgrund hoher
Speicherkomplexitét besser unberiicksichtigt bleibt, ist je nach Aufgabenstellung abzuwégen,
eine ,, Gratwanderung“. Grundlegende Varianten sind unten genannt.

e Polygonbasierte Randbeschreibung

Ist ein Korper durch ebene Oberflachen definiert, handelt es sich um einen Polyeder. Weil
all seine Kanten Geraden sind, ist er in kompakter Form darstellbar. Jede Flédche wird
als Folge von Koordinatentripeln beschrieben. Diese Daten geniigen als Basis zur Berech-
nung der entsprechenden Oberflachenbeschreibung, so dass die Speicherung zusétzlicher
Oberflachengeometrie iiberfliissig wird. Nachbarschaftsbeziehungen der Flichen unter-
einander sind nicht bekannt. Die Knotenkoordinaten werden sooft wiederholt, wie sie in
Flachenbeschreibungen auftauchen.

¢ Knotenbasierte Randbeschreibung

Die redundante Datenhaltung von Knotenkoordinaten bei der polygonbasierten Rand-
beschreibung wird vermieden, wenn die Koordinaten zu unabhéngigen Eintrdgen in der
Datenstruktur werden und damit Grundlage verschiedener knotenbasierter Modelle sein
konnen. Ist die Knoteninformation explizit bekannt, ist eine effiziente Generierung to-
pologischer Abhéngigkeiten moglich. Die eine Fliche umgebenden Knoten sind so an-
geordnet, dass die im Gegenuhrzeigersinn orientierten Knoten das AuBere des Koérpers
kennzeichnen.

¢ Kantenbasierte Randbeschreibung

Sind die Flichen eines Volumenmodells gekriimmt, ist es sinnvoll, Kanten explizit zu
speichern, um deren entsprechende Kurvengeometrie zu verwalten. Kantenbasierte Mo-
delle stellen Objekte durch einen geschlossenen Kantenzug — loop — dar. Knoten einer
Fliche werden nur indirekt durch die Anfangs- bzw. Endpunkte der Kanten repréasen-
tiert. Die Datenstruktur weist jeder Kante eine Orientierung zu. Die Orientierung der
Flédchen entsteht {iber eine im mathematisch positiven Sinn geordnete Liste von Kanten.
Jede Kante ist Teil zweier Flachen, einmal positiv — einmal negativ orientiert.

3.1.2 Giiltigkeit des Modells

Ein Boundary-Repesentation Modell ist giiltig, wenn es ein physikalisch sinnvolles Volumen
definiert. Darunter versteht man fiir Objekte, die durch geschlossene, orientierbare Oberflichen
berandet sind, das Einhalten folgender Bedingungen:

1. Die Menge der Fliachen des Boundary-Repesentation Modells erzeugt eine geschlossene
,2Haut® fiir das jeweils zu beschreibende Volumen.
Modelle, die sicherstellen, dass eine Kante zu exakt zwei Fliachen gehort, werden dieser
Forderung gerecht. Keine Kante kann Teil eines fehlenden ,,Stiickes* Oberfliche sein.
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2. Das Modell ist frei von Selbstdurchdringungen. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn Fléachen
des Modells einander ausschliefilich an gemeinsamen Knoten und Kanten schneiden und
Randkanten einander ausschliellich in ihren gemeinsamen Knoten schneiden.

3. Eine — wie unter Bedingung eins — geforderte, geschlossene ,Haut® stellt nicht si-
cher, dass die Oberflache ein physikalisch sinnvolles Objekt definiert. Die Oberfliche der
KrLEINschen Flasche beschreibt beispielsweise eine nicht erzeugbare Struktur; Ursache:
Die Oberfliache ist nicht orientierbar.

Die Richtung einer Flédche entspricht der des mathematisch positiv orientierten Kanten-
zuges, der sie umschliet. Unter dieser Voraussetzung ist die Orientierbarkeit folgender-
maflen definiert.

Eine geschlossene Oberflache ist orientierbar, wenn die Richtungen der geschlossenen,
orientierten Kantenziige, aus denen sie besteht, so gewihlt werden koénnen, dass je-
de Kante paarweise auftritt — einmal positiv, einmal negativ bzgl. der angrenzenden
Flache ausgerichtet.

3.2 Geometrie

Der vorangegange Abschnitt hat die Topologie geometrischer Objekte charakterisiert. Dass
zwel topologisch identische Korper verschieden sein konnen, zeigt der Vergleich eines Wiirfels
mit einem Quader. Erst die geometrischen Attribute all seiner topologischen Elemente defi-
nieren ein Objekt eindeutig.

Knoten, Kanten und Flédchen sind die Vertreter der Topologie mit einer Entsprechung in der
Geometriewelt. Dort heiflen sie Punkte, Kurven und Oberflachen. Thre wesentlichen Eigen-
schaften aus der Perspektive der Differentialgeometrie [28] sind Gegenstand der folgenden
Abschnitte.

3.2.1 Punkte

Die Lage eines Punktes ist im dreidimensionalen EUKLIDschen Raum IR? durch seine Koordi-
naten

x=[z,y9,2]" € R (3.3)

eindeutig definiert.

3.2.2 Kurven

Mit Methoden der Differentialrechnung untersucht die Differentialgeometrie globale und lokale
Eigenschaften ebener und raumlicher Kurven. Sie werden dabei als Teilmenge des IR? bzw. IR?
verstanden. Zu ihrer Definition verwendet man neben expliziten und impliziten Gleichungen
die Parameterform, die auch im Rahmen dieser Arbeit im Vordergrund steht. Die Parametri-
sierung einer Kurve nimmt Einfluss auf die Losung von Finite-Element-Berechnungen.
Wichtiges Merkmal von Kurven — insbesondere im Zusammenhang mit der Methode der
finiten Elemente — ist die Differenzierbarkeitseigenschaft.
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e Parameterdarstellung einer Kurve

Eine parametrisierte Kurve ist eine Abbildung x¢ : I — IR? eines Intervalls I = [tg, ]
der reellen Geraden IR in den IR3. Fiir jedes t € I gilt:

Xo = [l‘c(t), yc(t), Zc(t)]T € Rg (34)

t heiit Parameter der Kurve.

Differenzierbarkeit einer Kurve
Ist x¢ : I — IR?® m-mal stetig differenzierbar, so existieren die n = 1, ..., m Ableitungen
Oxc(t)  [ora(t) oy(t) oz(t)]"

3 _
= | o e o | €W tEI=lth]. (3.5)

Die erste Ableitung wird auch als Tangentenvektor oder Geschwindigkeitsvektor der
Kurve xo bei t bezeichnet.

Regulidre Kurven
Eine parametrisierte, differenzierbare Kurve x¢ : I — IR3 heifit regulir, falls fiir alle
t eI gilt:

Oxc(t)
% 40 (3.6)

Punkte ¢, die Ungleichung (3.6) verletzen, heiflen singulére Punkte. Im Folgenden werden
nur regulire, parametrisierte, differenzierbare Kurven betrachtet.

Orientierung einer Kurve
Die Richtung, in der sich ein Punkt x = [z¢(t), yc(t), zc(t)]T fiir wachsende Werte des
Parameters ¢ bewegt, definiert die positive Orientierung einer Kurve der Form (3.4).

Natiirliche bzw. uniforme Parametrisierung
Eine parametrisierte Kurve, deren Parameter ldngentreu ist, d.h. mit der Lénge der
Kurve korrespondiert, heiffit natiirlich oder uniform parametrisiert. Die natiirliche Para-
metrisierung ist auch als ,, Parametrisierung nach der Bogenldnge* bekannt. Die Kurve
wird mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen.

Bogenlinge einer parametrisierten Kurve
Ist ¢t € I der Kurvenparameter einer Kurve x¢ : I — IR?, so ist die Bogenlinge dieser
Kurve — ausgehend von ty — gegeben durch:

L = /||8X0(t)||dt (3.7)

ot

Darin bezeichnet

oxc(t), | ox()® dyt)*  0x(1)°
I 8015 H_\/ ot ot o

die Lénge des Tangenten- bzw. Geschwindigkeitsvektors.
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Im Folgenden werden einige Kurventypen besprochen, die im Rahmen dieser Arbeit von Be-
deutung sind.

3.2.2.1 Kreiskurve

Der in Abbildung 3.2 dargestellte Ausschnitt eines Kreisbogens mit Mittelpunkt M = [M,, M,]”
und Radius 7 ist in seiner parametrisierten Darstellung x¢ = [z¢(t), yo ()] € IR? durch die

.
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Abbildung 3.2: Kreiskurvendarstellung

Abbildung des Parameters t € I = [—1, 1] auf den zweidimensionalen EUKLIDschen Raum IR?
wie folgt gegeben:

1—1t 1—t
zo = M, + r cos [290+ 201]
(3.9)

1—¢ 1—1t¢
yo = M, + rsin {2€0+ 291}

3.2.2.2 Freiformkurve

Mit der Entwicklung von Rechnern und immer komplexeren Systemen zur Geometriemodel-
lierung wuchs die Bedeutung von Freiformkurven und -flichen zur Darstellung beliebiger Geo-
metrie. Fragestellungen aus der Automobilindustrie haben die Forschung auf diesem Gebiet
ganz entscheidend motiviert. Zahlreiche Veroffentlichungen zur Theorie der freien Formen do-
kumentieren den Einfluss dieses Werkzeugs [37, 64, 3].

Freiformgeometrie vereint verschiedenste Typen zur Représentation von Kurven und Fléchen,
z.B. BEZIER Kurven, BEZIER Flichen [3], COONS Patches [23], Blending-Funktionen [41, 42]
(vgl. auch Abschnitt 4.4), B-Spline Kurven [37, 64] und nicht-uniforme, rationale B-Spline
Kurven — kurz NURBS Kurven [64]. Aus dieser Liste sind hier die B-Spline Kurven und
NURBS Kurven relevant und stehen daher im Zentrum folgender Betrachtungen.

Beide Kurventypen gehoren zur Familie der Spline Kurven und sind als Konstrukt der unten
beschriebenen, lokal definierten B-Spline Basisfunktionen stiickweise zusammengesetzt. Diese
Eigenschaft macht die B-Spline Kurven flexibel und effizient, wenn eine Form — beispielswei-
se im Entwurfsprozess — lokal zu modifizieren ist. Ebenso geeignet sind die B-Spline- und
NURBS Darstellungen zur sowohl interpolativen als auch approximativen Rekonstruktion von
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Kurven und Fliachen. Die folgenden Zeilen erldutern den Aufbau dieser Geometrieklasse.

B-Spline Basisfunktionen
Die B-Spline Basisfunktionen vom Grad p sind iiber einer monoton wachsenden Folge von
(m+ 1) Knoten t; < t;11 € T = {to, ..., tm} € R durch

. I t;, <t<tin
Nio(t) { 0 sonst
(3.10)
t—t; t; —t
Ny = s Doy

(tip — i) (titps1 — tis1)

gegeben. Quotienten (0/0), die in Gleichung (3.10) entstehen, werden als 0 definiert. N;o(t)
ist eine Funktion mit Sprung, die ausschliefllich im offenen Intervall ¢ € [¢;,¢;11) von Null
verschiedene Werte annimmt. Funktionen fiir p > 0 entstehen als Linearkombination zweier
Basisfunktionen vom Grad (p—1). Ein Satz an Basisfunktionen ist abhéngig von dem speziel-
len Knotenvektor 7" und dem Polynomgrad p. Die Basisfunktionen sind stiickweise Polynome,
die in ganz R definiert sind, obwohl im Allgemeinen nur das Intervall [to, t,,] betrachtet wird.
Sie nehmen auf (p + 1) benachbarten Teilintervallen des Knotenvektors von Null verschiedene
Werte an. Die B-Spline Basisfunktionen erfiillen die Partition der Eins. Fiir ein beliebiges In-
tervall [t;, ;1) des Knotenvektors T = {to, ..., t,, } gilt fiir alle t € [t;, t;41):

XZ: Nt = 1 (3.11)

J=i—p

B-Spline Kurve
Eine B-Spline Kurve vom Polynomgrad p ist durch

xc(t) =Y Niy(t)P; to <t <tm (3.12)
=0

definiert. Darin bezeichnen N; ,(t) die B-Spline Basisfunktionen geméafl Gleichung (3.10) und
P; die (n+1) Kontrollpunkte, die ein sogenanntes Kontrollpolygon aufspannen. Der Parame-
terbereich [to, t,,] korrespondiert mit einem Knotenvektor T = {tq, ..., t,,}, der aus (m + 1)
Knoten t; besteht:

T:{ tg, ..., Lo ,tp+1,...,tm_p_1, tm,...,tm} (3.13)
p+1 p+1

Eine B-Spline Kurve ist geméfl der Definition der Basisfunktionen eine stiickweise polyno-
mielle Kurve. Thr Polynomgrad p, die Anzahl der (n + 1) Kontrollpunkte und der (m + 1)
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Knoten héngen iiber die Beziehung m = n + p 4+ 1 zusammen. Als Konstrukt der B-Spline
Basisfunktionen erbt der B-Spline die Eigenschaft der Partition der Eins.

Ist eine Kurve vom Grad p auf dem Intervall [to, t,,] mit einem Knotenvektor der Form (3.13)
definiert, interpoliert sie die Endpunkte Py und P,, ihres Kontrollpolygons:

xc(to) = Py und  x¢(t,) =P, (3.14)

Um dies sicherzustellen, miissen — wie in Ausdruck (3.13) dargestellt — die entsprechenden
Knoten des Knotenvektors (p + 1)-fach genannt werden. Solche Vielfachheit eines Knotens
ist am Rand meist erwiinscht, um Start- und Endpunkt der Kurve zu fixieren. Fallen im
Knotenvektor k£ Parameterwerte zusammen, wird die Differentiationsordnung an diesem Kno-
ten auf CP~* erniedrigt. Solche Effekte sind im Kurveninnern unerwiinscht, weil sie lokal die
Regularitit der Kurve einschranken. Im Rahmen geometrischer Modellierung kénnen diese
Eigenschaften aber nur ausgeschlossen werden, wenn man auf die Konstruktion der Kurve
im Detail Einfluss nehmen kann. Bei {iblichen Geometriemodellierern ist das im Allgemeinen
problematisch.

Ein besonderer Vorteil der B-Spline Kurven — verwurzelt in der Eigenschaft der Partition der
Eins — liegt in der Invarianz bzgl. affiner Transformationen. Zu ihnen gehéren Translationen,
Rotationen, Skalierungen und Scherungen.

Nicht-uniforme, rationale B-Spline Kurve — NURBS Kurve
Eine NURBS Kurve vom Polynomgrad p kann als Erweiterung der B-Spline Kurve vom Po-
lynomgrad p verstanden werden. Sie ist durch

xo(t) = =% to <t <tpm (3.15)
;) vap(t) w;

definiert. P; bezeichnen die Kontrollpunkte und N;,(t) die B-Spline Basisfunktionen (3.10),
die auf einem nicht-uniformen Knotenvektor 7' = {to,...t,,} aus (m + 1) Knoten ¢; definiert
sind. Mit ¢ty = a und t,, = b ist er wie folgt gegeben:

T =1 to,osto stprts oo tmp1, tmseoostm } (3.16)
p+1 p+1

Dariiber hinaus ordnet ein NURBS jedem Kontrollpunkt P; ein Gewicht w; zu. Es wirkt auf
die Kurve ,anziehend* oder ,,abstoflend“. Entarten alle Gewichte w; zu 1, entsteht automa-
tisch die korrespondierende B-Spline Kurve, weil die Gewichte einerseits die Kontrollpunkte
im Zé&hler unbeeinflusst lassen, andererseits den Nenner von Gleichung (3.15) zu 1 machen.
Grund hierfiir ist die Eigenschaft der Partition der Eins (3.11).

Eine NURBS Kurve ist noch flexibler als ein B-Spline. Die Gewichte w; der Kontrollpunkte
ermoglichen Variationen.

Rational zu sein, ist ein weiterer Vorteil gegeniiber der B-Spline Kurve, der sich insbesondere
in der Invarianz bzgl. affiner Abbildungen &uflert. Wéhrend ein B-Spline invariant gegeniiber
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affinen Transformationen ist, zeigt ein NURBS zusétzlich Invarianz bzgl. perspektivischer Pro-
jektionen. Solche Abbildungen eines Raumes in einen niedrigerdimensionalen Raum bewirken
néamlich rationale Ausdriicke.

Die Struktur eines NURBS erlaubt weiterhin die Modellierung sogenannter NURBS Kreise.
Der folgende Abschnitt umreifit die Idee.

Darstellung einer Kreiskurve durch einen NURBS

Die Représentation einer Kreiskurve durch einen NURBS macht diesen Typ der Freiformkurve
universell. Die Konstruktion allgemeiner NURBS Kreise ist komplex und Thema zahlreicher
Veroffentlichungen [64, 63]. Ein iibliches Verfahren nach [64] wird im Folgenden skizziert.
Ausgangspunkt eines NURBS Kreisbogens < 360° ist dabei stets ein Bogensegment, das im
ersten Quadranten darstellbar ist und entsprechend maximal einen Winkel von 90° umschlief3t.
Ein solcher Abschnitt wird als Kurve vom Grad 2 durch Gleichung (3.15) definiert. Dabei wer-

I

\j

Abbildung 3.3: Darstellung eines Viertelkreises durch einen NURBS vom Polynomgrad p = 2 als
Ausgangspunkt zur Generierug allgemeinerer NURBS Kreise

den im Falle des Einheitskreises die Kontrollpunkte P; mit ihren Gewichten w; = {1, 1/v/2,1}
zu P; = {(1,0),(1,1),(0,1)} gew#hlt. Der Knotenvektor, auf dem die Basisfunktionen le-
ben, ergibt sich zu T"= {0,0,0, 1,1, 1}. Das stiickweise Zusammensetzen solcher Viertelkreise
ermoglicht die Definition eines Vollkreises. NURBS Kreisbégen < 360° erhélt man analog. Der
entsprechende Algorithmus ist in [64] im Detail erklért.

Eine Kurve vom Polynomgrad p = 2 ist oft unerwiinscht. Die Darstellung eines Kreisbogens
> 180° ohne Zuhilfenahme innerer Knoten ¢; im Knotenvektor 1" wére dann beispielsweise
unmdoglich. Der Ubergang einer quadratischen Kurve auf Ausdriicke hoherer Ordnung wird
durch Algorithmen der Graderhohung fiir NURBS erreicht [64]. Um die Parametrisierung ei-
ner Kurve zu beeinflussen, stellen PIEGL und TILLER in [64] Methoden zur Modifikation des
Knotenvektors vor.

Représentiert ein NURBS eine Kreiskurve, darf man ihn dennoch nicht dem Kreis , gleich-
setzen“. Die beiden Darstellungen wéren nur dann identisch, wenn auch ihre Ableitungen
kongruierten. Dies ist nicht der Fall.
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3.2.2.3 Transformation von Parameterbereichen und Reparametrisierung

Im Rahmen der Finite-Element-Diskretisierung werden Kurven von oben beschriebenem Typ
durchlaufen. Um dabei die Konsistenz zwischen einer Kante des finiten Elementes und der
allgemeinen Kurve zu gewéhrleisten, sind zwei Aspekte zu berticksichtigen.

Zum einen ist die Orientierung der Kurve x¢, d.h. die Richtung, in der der Kurvenpara-
meter ¢ die Kurve durchlduft, der Orientierung der Finite-Element-Kante anzugleichen.

Zum anderen muss man das Intervall I = [to,t;], auf das sich die Parametrisierung einer
Kurve x¢ bezieht, dem Parameterintervall /* = [—1, 1], in dem der lokale Parameter £ einer
Finite-Element-Kante lduft, anpassen. Diese Parametertransformation unterscheidet sich bei
uniform bzw. nicht-uniform parametrisierten Kurven.

Handelt es sich bei der betrachteten Kurve um eine — geméfl obiger Definition — natiirlich
parametrisierte Geometrie (vgl. Abbildung 3.4), ermoglicht die einfache lineare Interpolation

t(€)

3
— —
-1

0 +1 to t(& = 0) ty zl xc(t1)
T Y

Abbildung 3.4: Parameterwechsel einer natiirlich parametrisierten Kurve x¢ € IR?

x
x*

zwischen den Intervallgrenzen ¢y und ¢; des Parameters ¢ € I = [ty,t;] die gewiinschte Repa-
rametrisierung bzgl. £ € I* = [—1,1]:

M) = 2t —ta)(E+ 1) 1o (317)

Wird die betrachtete Kurve mit unterschiedlicher Geschwindigkeit durchfahren, ist die Ab-
bildung x¢ : I — R3 verzerrt (vgl. Abbildung 3.5). Die Variation der Geschwindigkeit mani-
festiert sich in einer starken Schwankung der JACOBI-Determinante. In Bereichen hoher Ge-
schwindigkeit ist sie besonders klein. Solche Effekte kénnen einer Finite-Element-Approxima-
tion unerwiinschte, kiinstliche Spannungskonzentrationen zufiihren und zu einem Genauig-
keitsverlust in der Losung fithren. Dieses Phianomen wird in Abschnitt 4.4.3 diskutiert. Um
dem Problem entgegenzuwirken, bedarf es einer Reparametrisierung von ¢ nach der Bogenlédnge
L (3.7) mithilfe des Parameters ¢:

() =50+L (3.18)
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3 £(€)

— —

-1 0 +1 to t(¢ =0) 1

Abbildung 3.5: Parameterwechsel einer nicht-uniform parametrisierten Kurve x¢ € IR?

3.2.3 Oberflachen

Als Verallgemeinerung von Raumkurven, die in Abschnitt 3.2.2 als Teilmenge des IR® mit
eindimensionalem Charakter verstanden wurden, stellen Oberflichen Teilmengen des IR? mit
zweidimensionalem Charakter dar. Ganz entsprechend gelten folgende Definitionen:

e Parameterdarstellung einer Fliche
Eine parametrisierte Fliche ist eine Abbildung xz : I — IR? eines Intervalls I = [ug, u;] X
[vg, v1] der reellen Ebene IR? in den IR?. Fiir jedes (u,v) € I gilt:

Xp = [vp(u,v),yr(u,v), zr(u,v)]’ € R? (3.19)

(u,v) heiflen Parameter der Fldche.

e Regulire Flachen
Eine parametrisierte, differenzierbare Fliche xp : I — IR? heiit reguliir, falls fiir alle
(u,v) € I = [ug, u1] X [vg, v1] folgende Ungleichungen erfiillt sind:

Oxp(u,v)

ou

aXF(“? U)

70 ov

£0 (3.20)

Punkte (u,v), die Ungleichung (3.20) verletzen, heiflen singuldre Punkte.

Einer Kreiskurve mit eindimensionalem Charakter entspréiche in diesem Kontext eine Kugel-,
Kegel- oder Zylinderoberfliache. Kugel- und Kegeloberflachen besitzen jedoch singuldre Punkte
und erfiillen nicht die geforderte Regularitédtsbedingung.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Oberflichen handelt es sich um Freiformflichen, B-

Spline- und NURBS Oberfléachen.
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3.2.3.1 Freiformoberfliche

Da die entsprechenden Kurventypen bereits weiter oben erldutert sind, beschriankt sich dieser
Abschnitt auf die Definitionen der korrespondierenden Oberfléchenbeschreibungen. Sie entste-
hen jeweils z.B. als Tensorprodukt der entsprechenden Kurventypen.

B-Spline Oberflache
Eine B-Spline Oberflache vom Polynomgrad p ist durch

Ny Ny

xp(u,v) = Y Y Nip,(u) Njp,(v) Py (3.21)

i=0 j=0

definiert. Darin bezeichnen P; ; die auf einem bidirektionalen Kontrollnetz angeordneten [n,, +
1] x [n, + 1] Kontrollpunkte. N;,, (u) und Nj,, (v) entsprechen den B-Spline Basisfunktionen
(3.10). Ihre Polynomgrade p, und p, korrespondieren mit den Parameterrichtungen u und v.
Die Basisfunktionen sind bzgl. der Knotenvektoren U = {uq, ..., U, } und V' = {vg, ..., 0p, }
definiert:

U = { Uy, Ug 5 Upyity ooy Umy—pu—1s Umys s Umy } (3.22)
Putl Put1

Vo= { 00,500 s Upytts oo Umy—py—1s Umys - Umy } (3.23)
put1 pot+1

Die Polynomgrade p, und p, hingen mit der Anzahl der Knoten (m, + 1) bzw. (m, + 1) und
der Anzahl n, bzw. n, an Kontrollpunkten wie folgt zusammen:

My = Ny + Pu + 1 und My = Ny + P + 1 (3.24)

Nicht-uniforme, rationale B-Spline Oberfliche — NURBS Oberfliche
Analog zur Definition der B-Spline Oberflache ist eine NURBS Oberflache vom Polynomgrad
p durch

Ny Ny

2 2o Nip, (u)Njp, (V)i ;P
xp(u,v) = Z_Onju_?% (3.25)

> 2 Nip, (W)Njp, (V)w; 5

i=0 j=0

gegeben. Zusétzlich zu den in Gleichung (3.21) definierten Groflen gehort zu jedem Kontroll-
punkt P; ; des bidirektionalen Kontrollnetzes ein Gewicht w; ;, das den lokalen Oberfléchenver-
lauf in der Umgebung des Kontrollpunktes beeinflusst. Fiir Gewichte w; ; = 1 geht geméfl der
Eigenschaft der Partition der Eins auch die NURBS Oberflache in die entsprechende B-Spline
Oberfléche iiber.
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3.2.3.2 Transformation von Parameterbereichen und Reparametrisierung

Analog zu den Kurven, werden im Rahmen einer Finite-Element-Diskretisierung die Ober-
flichen durchlaufen. Auch hier muss Konsistenz zwischen einer Flédche des finiten Elementes
und der allgemeinen Oberfliche gewéhrleistet sein. Folgende Aspekte finden Beachtung:

Zum einen ist die Orientierung der Oberfliche xg, d.h. die Richtungen, in der die Flédchenpa-
rameter sie durchlaufen, an der Orientierung der Finite-Element-Flache auszurichten.

Zum anderen muss man den Parameterbereich (up, vr), der eine Oberfliche xp parametrisiert,
an das Intervall I* = [—1,1] x [—1,1] der Finite-Element-Fliche anpassen. Der verwendete
Ansatz basiert auf folgender Uberlegung:

Die allgemeine Oberflichenbeschreibung xz bezieht sich auf die Parameter(ug, vp). Sie miissen
— wie Abbildung 3.6 zeigt — nicht notwendigerweise kantentreu sein. So bedarf es eines von

kantentreu nicht kantentreu

Abbildung 3.6: Parametrisierung (up,vg) von Oberflichen xp

(up,vr) unabhéngigen Parametergitters (u,v), das in Abbildung 3.7 (mittig) dargestellt ist.
Erzeugt wird es mithilfe der zweidimensionalen Blending-Funktionen Methode nach GORDON
und HALL [41, 42], die in Abschnitt 4.4.1 im Detail erklart ist.

Der in Abbildung 3.7 dargestellte Parameterwechsel erfolgt dann durch folgende Gleichung:

“(&m) (3.26)
(1 =mEF(E) + (1 +E3(n) + (1+n)EZ(E) + (1 - EI(n)

- [N%\,Ill(gv 7)) Ul + Nilf(f, 7)) U2+ Nilf(f, 77) U3+ Nilf(f, 77) U4]

=
I
I D)
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r
v(&n)

u(&,n)

Abbildung 3.7: Parameterwechsel bei Oberflichen

Ein Knoten U; der Darstellung in der Parameterebene (u, v) ist dabei das Bild des entsprechen-
den globalen Flachenpunktes X; bzgl. der Umkehrabbildung der globalen Flachenbeschreibung
Xp

U, = x:/(X)) (3.27)
Die Kanten EY in der Parameterebene (u, v) entstehen aus der Umkehrabbildung der globalen

Flichenbeschreibung x5 bzgl. der globalen Kantenbeschreibungen Xc,, die den betrachteten
Oberflachenausschnitt beranden:
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Betont sei, dass die Abbildungen x¢ ;1 (t(€)), xc2(t(n)), xc3(t(§)) und xc4(t(n)) in den Glei-
chungen (3.28)-(3.31) der Reparametrisierung von Kurven geméf Abschnitt 3.2.2.3 entspre-
chen.

3.2.4 Interpolation von Kurven und Flichen

Die Probleme zu bewéltigen, die bei der Interpolation von Funktionen durch Polynome entste-
hen, ist Gegenstand der Approximationstheorie. In Abhéngigkeit von der zu interpolierenden
Funktion oszilliert der polynomielle Interpolant unter Umstdnden stark. Solche Effekte gilt
es zu minimieren [21, 83, 88, 95]. Eine Polynominterpolation hoher Qualitét ist bei Anwen-
dung der Finite-Element-Methode — insbesondere mit Ansétzen hoher Ordnung — besonders
wichtig. Interpoliert man eine Funktion polynomiell, werden die entsprechenden Konvergenz-
eigenschaften und die Genauigkeit der Approximation entscheidend durch die Regularitét der
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zu interpolierenden Funktion und die Lage der Interpolationsstiitzstellen beeinflusst.

Dieser Abschnitt beschreibt ein spezielles Interpolationsschema. Es wurde 1995 erstmals von
CHEN und BABUSKA [21] vorgestellt und 1997 von KIRALYFALVI und SzZABO [49] als Grundla-
ge einer quasi-regionalen Abbildung im Rahmen finiter Elemente hoher Ordnung aufgegriffen
(vgl. auch Abschnitt 4.4.3). Der Schliissel zu den nahezu optimalen Approximationseigenschaf-
ten dieser Strategie liegt in der Wahl der Stiitzstellen.

Anschaulich dargestellt wird eine minimale Oszillation des Interpolationspolynoms um eine
zu interpolierende Funktion dadurch erreicht, dass die Betragssumme der Basisfunktionen
moglichst wenig ,,um die Null“ oszilliert. Bei Festlegung auf den Typ der Basisfunktionen
stehen als Variablen fiir dieses Optimierungsproblem die Stiitzstellen der Basisfunktionen zur
Verfiigung.

CHEN und BABUSKA verwenden zur Interpolation die bekannten LAGRANGE-Polynome.

p+1

N@© = 1 g}%- (3.32)
j=lg#i >

Die Punkte &;, an denen die Polynome folgende Eigenschaft zeigen

N(&) = 0y, (3.33)

werden auch als Knoten oder Stiitzstellen bezeichnet. Dass die Wahl dieser Stiitzstellen die
Giite der Approximation maflgeblich beeinflusst, zeigt folgende Betrachtung:

o Aquidistante Stiitzstellen werden im Intervall [-1,1] durch die Verteilung

1
3 :-4+2151 j=1,..p+1 (3.34)

definiert.

e Beweise und detaillierte Erlduterungen zum Stiitzstellenschema nach CHEN und BA-

BUSKA findet man in [21]. Dort sind die Kollokationspunkte auch tabelliert. Hier wird
ausschliefSlich die Idee skizziert.
Die optimalen oder kanonischen Stiitzstellen sind das Ergebnis eines Minimierungspro-
blems mit den Nebenbedingungen & = —1 und {,1; = 1. Fiir jeden Polynomgrad p
existiert ein Satz =P an (p + 1) Kollokationspunkten und eine korrespondierende Schar
an (p+1) LAGRANGE-Polynomen NP (§) mit ¢ = 1, ..., p+1. Zur Spezifikation der verwen-
deten Stiitzstellen werden die Funktionen in diesem Abschnitt mit N7 Ep(@ bezeichnet.
Fiir jedes p definieren CHEN und BABUSKA eine Funktion A(£,ZP), die die Betrige all
dieser LAGRANGE-Polynome N/ (§) summiert, die LEBESGUE-Funktion:

p+1

NEE) = D INPTQ)] (8:35)
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Sie weist iiber dem Intervall [§1,&,+1] in den entsprechenden Interpolationsstiitzstellen
lokale Minima auf. Zwischen diesen, d.h. auf jedem Teilintervall [;, & 1] miti=1,...,p,
liegt ein lokales Maximum, dargestellt durch:

p+1
N(EP) = max NPE mit i=1,..., 336
=) EelErbipi] 2 [N7= (€)] » 3,36

Das globale Maximum aller lokalen Maxima A;(=ZP) definiert die LEBESGUE-Konstante

AZP) = max Ni(EP) . (3.37)

Ein Stiitzstellenschema ZP minimiert 1t. CHEN und BABUSKA die LEBESGUE-Konstante,
wenn — und nur wenn — fiir die lokalen Maxima \;(ZP) gilt:

by
™

P) = M(EP) = ... = M\, (ZP) (3.38)

Dass dies der Fall ist, zeigt Abbildung 3.8 anhand der LEBESGUE-Funktionen fiir die
Polynomgrade p = 1,...,9. Aufgrund der Symmetrie sind sie jeweils nur im Intervall
[0,1] dargestellt. Links im Bild basieren sie auf der Interpolation dquidistanter Stiitz-

18 18
17— MEEP) firp= ‘g‘ i 17 k (&, EP) fir p = ]
8L ME,ZP) fiir p = ] 6k (&, 2P) fiir p = 4
5L A€, EP) fiir p=3 _ 15 A(§,EP) fiirp =3 -
b (€, EP) fiir p = 4 i 14 L A(§,EP) fir p = -
13 L MEEP) firp = 13 F 77 AMEEP) fiirp = .
oL A&, EP) fir p = i 12 b A(§,EP) fiir p =6 4
11 b A&, =P) fiir p = _ 11 b A&, EP) fiir p = i
0 L - M&,2P) fiir p = L 0 | A€, EP) fiir p = |
oL ME,EP) fiir p = il gL T A(§EP) firp=9 i
8 - 4 8 L -
7 ‘ Tr ]
6 6 ]
5 5T i
4 4r i
3 3T i
) 2
1 L
0 0

0 1 0 1

dquidistante Stiitzstellen Stiitzstellen nach CHEN und BABUSKA

Abbildung 3.8: LEBESGUE-Funktionen A(§, ZP) fiir die Polynomgrade p =1, ...,9
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stellen, rechts auf der Interpolation der Kollokationspunkte von CHEN und BABUSKA.
Man erkennt die oben genannten lokalen Minima in den Interpolationsstiitzstellen und
die lokalen Maxima A;(ZP). Wéhrend die lokalen Maxima A;(=P) bei dquidistanten Stiitz-
stellen variieren und zum Intervallrand hin wachsen, erfiillen sie bei der Wahl ,,optimaler*
Stiitzstellen gerade die geforderte Minimierungsbedingung. Weiterhin ist ablesbar, dass
das globale Maximum, d.h. die LEBESGUE-Konstante, bei dquidistanten Stiitzstellen
deutlich schneller wichst als bei den ,,optimalen“ Punkten. Nach CHEN und BABUSKA
entwickelt sie sich im ersten Fall exponentiell. [21] beweist, dass A(ZF) bei der Wahl
bestmoglicher Punkte asymptotisch logarithmisch zunimmt und bei p < 50 unter einem
Wert von 3 bleibt. Entsprechendes Verhalten ist anhand von Abbildung 3.9, die fiir wach-
senden Polynomgrad p die LEBESGUE-Konstante unterschiedlicher Stiitzstellenschemata
=P gegeniiberstellt, ablesbar.

18 T T T T T T T
< —=— Hquidistantes Stiitzstellenschema nach Gleichung (3.34)
: 16 b —°— Stiitzstellenschema nach CHEN und BABUSKA [21] i
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Polynomgrad p

Abbildung 3.9: Entwicklung der LEBESGUE-Konstante A(EP) in Abhéngigkeit von der LEBESGUE-

Funktion A(¢,ZP) fiir verschiedene Polynomgrade p

Die giinstigen Eigenschaften dieser Interpolationsmethode haben ihre Anwendung auch im
Rahmen dieser Arbeit motiviert. Auf der Basis der entsprechenden Kollokationspunkte erhélt
man fiir die ndherungsweise Darstellung der oben beschriebenen Kurven xo und Fléachen xp
folgende Ausdriicke:
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e Die Interpolation einer Kurve x¢c € IR? durch einen Satz N? an LAGRANGE-Polynomen
und den korrespondierenden p + 1 Stiitzstellen xo(r;) mit ¢ = 1,...p + 1 ldsst sich
darstellen durch:

xc(r) ~ x5P(r) = Zxc(ri)zvg’(m (3.39)

Der Kurvenparameter r steht hier repriasentativ fiir einen der lokalen Parameter {£,n, (} €
[—1,1].

e Die entsprechende Interpolation einer Fliche xp : I — IR3 hat als natiirliche Verallge-
meinerung der Kurvendarstellung die Form:

xp (1, 5) ~ X, 5) = (ii;lxmswm) (§XF<r,sj>Nfs<s>) (3.40)

pr+1 ps+1

= D0 D Xl )N (1) NP (s) (3.41)

i=1 j=1

Der Fldachenparameter (7, s) steht hier repréasentativ fiir jeweils ein Paar lokaler Parame-

ter {(5777>7 (77’ C)? (€7C)} S ([_17 1] X [_17 1])
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Kapitel 4

Die Methode der finiten Elemente

Als Diskretisierungsverfahren stellt die Finite-Element-Methode ein numerisches Verfahren
dar, das fiir die mathematische Formulierung eines speziellen Modellproblems eine Néhe-
rungslosung liefert [109, 110, 47, 26]. Mit ihrer Anwendung wird das urspriingliche Pro-
blem, das sich in Form einer partiellen Differentialgleichung bzw. der schwachen Formulierung
présentiert, nicht analytisch gelost, sondern durch eine aus endlich vielen Operationen hervor-
gegangene Losung approximiert. Die Giite dieser Approximation wird dabei durch die Anzahl
der Freiheitsgrade beeinflusst.

Das prinzipielle Vorgehen des Finite-Element-Ansatzes — von der Unterteilung des Berech-
nungsgebietes in endlich viele Elemente bis hin zur Lésung des Gleichungssystems — ist von
dem jeweiligen Problem unabhingig.

4.1 Diskretisierung

Geméif der kontinuumsmechanischen Grundgleichungen steht hier die Diskretisierung drei-
dimensionaler Kontinua im Zentrum. Bevor in Kapitel 4.1.2 die Approximation durch finite
Elemente besprochen wird, iiberfithrt Abschnitt 4.1.1 die oben definierten, relevanten konti-
nuumsmechanischen Grundgleichungen in matrizielle Schreibweise, um so einen homogenen
Ubergang zur Notation der diskretisierten Form herzustellen. In den Abschnitten 4.1 und 4.2
wird dabei zunéchst von einem linear-elastischen Materialgesetz ausgegangen.

4.1.1 Ubergang auf matrizielle Schreibweise

Die schwache Form des Gleichgewichts (2.48) kann zusammengefasst werden zu:

/eT(v)Ce(u)dQ = /vfg dQ—i—/vi_:d&NQ. (4.1)
0 Q N

In diesem Ausdruck bezeichnet u den Verschiebungsvektor (2.2), v den Vektor der virtuellen
Verschiebungen, € den linearen Verzerrungstensor (2.14) und C die Elastizitdtsmatrix (2.24)
bzw. (2.26). Zur Approximation durch finite Elemente werden diese GroBen in matrizielle
Schreibweise iiberfiihrt.

T

u = [uy, uy, U, und v = [v, vy, v.]" (4.2)
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Die Symmetrieeigenschaft der Verzerrung e fiihrt bei der Betrachtung dreidimensionaler Kon-
tinua auf sechs unabhéngige Groflen, die in folgendem Vektor zusammengefasst sind:

g = [53[:7 Eys €25 Vays Vyz» '%cz]T (43)

Er héngt iiber die Differentialoperatormatrix L von den Verschiebungen ab.

0
97 0 0
0
0 — O
dy
0
0 0 =
e = Lu mit L = 0z (4.4)
9 9
oy Ox
o 0
0 -
0z Oy
0 0
1 5: " o
Die Dehnungen (4.3) hiangen von (2.14) iiber folgende Gleichungen ab:
£y =€ _ O =c —auer%
z = 11_8x’ Vaey = 12_8y G
ou ou ou,
Ey = €22 = 6—;’ Vyz = €23 = 8—zy + ay (4.5)
B _ Ou, B _ Oug  Ou,
€y = €33 = 0z VYaxz = €13 = Oz O

Im linearen Fall steht die Spannung o mit dem Verzerrungsvektor (4.3) tiber die konstitutiven
o = [ Oz, Oy, Oz, Ty, Tyzy Tzz ]T = Ce (46)

Gleichungen gemaf Ausdruck (4.6) in Beziehung. C, der Elastizitatstensor (2.26), hat in Ma-
trizenschreibweise die Form

[ 3k4+4p 3k—2u 3k—2u4 0 0
3k =2 3k+4p 3k—=2n 0 O
3k =2 3k—2pu 3k+4p 0 O

0 0 0 6p 0
0 0 0 611
0 0 0 0 6u

Wl =
o O o o o




4.1. Diskretisierung 45

4.1.2 Approximation durch finite Elemente

Es gibt unendlich viele Funktionen v, die der Gleichung (4.1) geniigen und die geometri-
schen Randbedingungen erfiillen. Da es jedoch im Allgemeinen nicht moglich ist, den ,, Test®
gegen unendlich viele Funktionen durchzufiihren, ,testet“ man nur gegen endlich viele Basis-
funktionen N;, ¢ = 1,...,n. Diese Ansatzfunktionen sind auf jedem der Elemente, in die das
Berechnungsgebiet 2 zuvor unterteilt wurde, definiert. Der Ansatz fiir die Ndherungslosung
upg an die exakte Losung u., wird entsprechend formuliert:

i=1

Mit der Nédherungslosung upg und den endlich vielen Testfunktionen N; kann das Prinzip der
virtuellen Arbeit folgendermaflen ausgedriickt werden:

Die Linearitat der Bilinearform erlaubt den Schritt

S UBN,N,) = F(N,), (110)

so dass schlielich das zu 16sende Gleichungssystem entsteht:

KU = F (4.11)

Wo vor der Diskretisierung die Losung ue, gesucht wurde, sind jetzt die Koeffizienten U;, © =
1,...,n die Unbekannten, die obiger Gleichung geniigen und die geometrischen Randbedingun-
gen erfiillen miissen. K bezeichnet die Gesamtsteifigkeitsmatrix, F' den Gesamtlastvektor.

¢ Berechnung der Elementmatrizen
Zerlegt man das Integral zur Berechnung der Gesamtsteifigkeitsmatrix K aus Gleichung
(4.11) in Integrale iiber die einzelnen Elemente, fithrt dies auf den Ausdruck zur Berech-
nung der Elementsteifigkeitsmatrizen, die durch

K¢ = /(LNZ-)TC (LN;) dzdydz (4.12)
Qe

gegeben sind. Durch Anwendung der in Gleichung (4.4) definierten Differentialoperator-
matrix L auf die Ansatzfunktionenmatrix N der Elementansatzfunktionen im Element e,
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entsteht die Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix, die allgemein auch als B-Matrix bekannt
ist:

B = LN (4.13)

Darin ist die Matrix N der Ansatzfunktionen durch Ausdruck (4.14) definiert:
N = [N¥ N° NY N™] (4.14)
Die Knotenmoden NY gem#f Gleichung (4.15) entsprechen den trilinearen

NN — [NN1 NNQ NNg NNB]
M M
— N171171 e Nl,f,l (4.15)
N%\,Ill,l Ni}il

Ansatzfunktionen des isoparametrischen achtknotigen Standardelementes. Der Aufbau
der Kanten-, Flidchen- und inneren Moden zur Bildung der Matrizen

NP = [N® NP NP ... NP2 (4.16)
N = [Nft Nf Nf ... N (4.17)

und N'™ ist Thema des Abschnitts 4.3. Fiir den Audruck (4.12) erhélt man

K = /BTCBd:pdydz. (4.18)

Qe

Berechnung der Elementlastvektoren
Die Zerlegung des Lastvektors F in Elementlastvektoren F¢ erfolgt ganz analog zu der
der Elementmatrizen:

Fe(N;) = Fo(Nj) + F o(Nj) (4.19)
mit
Fo(N;) = /NJTfQ dx dy dz (4.20)
Qe
F§ o(N;) = / NTt doyQ (4.21)

onQe
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e Koordinatentransformation zur Integration iiber das Element
Elementsteifigkeitsmatrix und Elementlastvektor sind zunéchst Funktionen von x. Die
Ansatzfunktionen, die im folgenden Kapitel eingehend beschrieben werden, sind jedoch
auf dem Standardelement in den lokalen Koordinaten & auf dem Berechnungsgebiet
Qb = [(=1,1)x(=1,1)x(—1,1)] definiert. So ist die Integration in den Grenzen von [-1,1]
moglich. Um diese giinstigen Eigenschaften nutzen zu kénnen, bedarf es einer eindeutig
umkehrbaren Abbildungsfunktion zwischen den globalen und den lokalen Koordinaten
x und &. Sie ist durch die Funktion Q¢ definiert, zu der die eindeutige Umkehrabbildung
(Q°)~! existiert.

x = Q°(§) und ¢ = (Q)'(x) (4.22)
Durch Anwendung der Transformationsvorschrift sind die Ansatzfunktionen von & ab-

héngig.

M) = N (@) ) = m(€) (.23

Die Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix B besteht aus den Ableitungen der Ansatzfunk-
tionen. Beim Differenzieren ist daher nach der Koordinatentransformation die Ketten-
regel zu beriicksichtigen. Die so entstandenen Operationen auf der Seite der Geometrie
zu kapseln und vom anderen Teil der Berechnung abzuspalten, ist Aufgabe der JACOBI-

Matrix:
[ ON; ] "%@%'—6%_ —6NZ-_
ox or Ox Ox o3 ¢
ON; | _ | 96 On O¢ ONi | _ 31 ON; (4.24)
dy dy Oy Oy on on
ON; % @ % ON; ON;
L Oz L 0z 0z 0z A o¢ | | OC |
Mit
o0& 90& 0
b% oy 0% |
J=| — =— — gilt: drdydz = detJ-dédnd( (4.25)
on 9dn Jdn
01 oy 0
L 0¢ 9¢ 9¢ |

Das Integrationsproblem wurde somit auf das Standardelement QF transformiert. Fiir
Elementsteifigkeitsmatrix und Elementlastvektor ergeben sich daraus die folgenden Be-
ziehungen:
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1. Elementsteifigkeitsmatrix

K¢ = [ 1BTCB detJ dédndC (4.26)
/1]

-1-1-1

2. Elementlastvektor

1 1 1
F, = ///foﬂ detJ d¢dndC (4.27)

-1-1-1

1 1
Fo o = //N;ft detJ drds, (4.28)

14
wobei geméfl Abschnitt 4.4.2 gilt:

7’:67 s=1n fir 221,6
r=¢§ s=( fir i=2/4 (4.29)
r=mn s=¢( fir 1 =3,5

Im Rahmen finiter Elemente hoher Ordnung unterscheiden sich sowohl die Ansatzfunktio-
nen als auch die Abbildungsfunktion von denen der iiblichen A-Version. Wo die Unterschiede
auftreten wird jeweils in den Abschnitten 4.3 und 4.4 im Detail erldutert.

4.2 Fehlerkontrolle

Als Approximationsverfahren zur Beschreibung physikalischer Vorgénge liefert die Finite-
Element-Methode nur in ganz seltenen Fillen die exakte Losung uey. Ublicherweise ,schlei-
chen* sich im Laufe der numerischen Analyse des mathematischen Modells eine Vielzahl von
Fehlern ein. Thre wichtigen Ursachen seien grob klassifiziert:

e Modellfehler entstehen aufgrund einer Diskrepanz zwischen der Realitédt und dem zur
numerischen Simulation gebildeten Modell. Solche Abweichungen resultieren z.B. aus der
Reduktion rdumlicher Probleme auf dimensionsreduzierte zwei- oder sogar eindimensio-
nale Modelle. Auch Fehler aufgrund idealisierter konstitutiver Gesetze oder kinemati-
scher Beziehungen sind der Klasse der Modellfehler zuzuordnen.

e Diskretisierungsfehler entstehen im Anschluss an die oben beschriebene Modellbil-
dung aufgrund einer Diskrepanz zwischen kontinuierlicher und diskreter Beschreibung
des entsprechenden Modells. Der Schritt der Diskretisierung birgt verschiedene Fehler-
quellen. Sie liegen in der Approximation der Geometrie, der Elementgrofie, dem Poly-
nomgrad der Ansatzfunktionen, der Genauigkeit der zeitlichen Diskretisierung oder auch
in der Regularitit der Losung.

e Rundungsfehler sind bei Anwendung stabiler Algorithmen dank heutiger Rechner-
prézision im Allgemeinen vernachléssigbar.
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All diese Fehler tragen zur Abweichung e der Finite-Element-Losung upg von der exakten
Losung ug, bei.

€ = Uex — UFE (4.30)

Den darin enthaltenen Anteil des Diskretisierungsfehlers zu kontrollieren, ist Bestreben vie-
ler Approximationsstrategien. So gibt es zahlreiche Ansétze, Probleme zu diskretisieren, den
Fehler der Berechnung zu kontrollieren bzw. sogar zu schétzen, um schliefilich die Losung
sukzessive zu verbessern.

e h-Version
Die klassische h-Version der Finite-Element-Methode — benannt nach dem Halbmesser
h eines Elementes — reduziert den Fehler einer Approximation durch uniforme oder
adaptive, d.h. problemangepasste Netzverfeinerung. Weil der Polynomgrad p der An-
satzfunktionen wihrenddessen konstant bleibt, kann die Anzahl N der Freiheitsgrade
im zweidimensionalen Fall niherungsweise zu N ~ h? geschiitzt werden.

e p-Version
Bei der p-Version der Finite-Element-Methode — benannt nach dem Polynomgrad p
der Ansatzfunktionen — steigt die Genauigkeit der Ndherung durch globale oder lokale
Erhohung des Polynomgrades p. Aufgrund grober Netze bedarf es einer Abbildungsfunk-
tion, die die geometrische Beschreibung beliebig berandeter Elementrinder erlaubt.

e hp-Version
Die hp-Version der Finite-Element-Methode kombiniert die Verfeinerung des Berech-
nungsnetzes, die einer h-Version entspricht, mit der Erhéhung des Polynomgrades p, die
aus der p-Version der Finite-Element-Methode stammt.

e r-Methode
Die r-Methode erhoht die Genauigkeit einer Finite-Element-Berechnung bei konstanter
Netztopologie durch lokale Verdichtung des Finite-Element-Gitters. Die dazu erforderli-
che Repositionierung von Knoten hat der Methode ihren Namen gegeben. Bei gegebener
Elementanzahl bleibt im Falle eines konstanten Polynomgrades die Anzahl an Freiheits-
graden unverandert.

e rp-Methode

Die rp-Methode ist eine Kombination aus r- und p-Version. Im Kontext von Elementen
hoher Ordnung wird der Begriff der Repositionierung allgemeiner verstanden. Neben ei-
nem Verschieben von Knoten werden im zweidimensionalen Fall auch Kantenverléaufe, im
dreidimensionalen Fall Oberflichenbeschreibungen angepasst. Parallel zur Modifizierung
der Geometrie von Knoten, Kanten und Fléchen erhéht die rp-Version den Polynomgrad
p der Ansatzfunktionen. Im Unterschied zur reinen r-Methode variiert daher die Anzahl
an Freiheitsgraden. Im Rahmen einer Neuvernetzung ist die Verfeinerung des Gitters
erlaubt.
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Unterstiitzt eines der oben beschriebenen Diskretisierungsverfahren den Entwurfsprozess in-
nerhalb einer Ingenieurdisziplin, ist es von besonderer Bedeutung, die Qualitéit der Ergebnis-
se einordnen zu konnen. Da die exakte Losung im Allgemeinen unbekannt ist, ist es umso
wichtiger, eventuelle Fehler zu quantifizieren und einzuschétzen. So wurden innerhalb der ver-
gangenen dreiflig Jahre verschiedendste Methoden zur Fehlerschéatzung von Finite-Element-
Approximationen entwickelt. Detaillierte Ausfithrungen zu diesem komplexen Thema gibt es
in AINSWORTH und ODEN [4], BABUSKA und STROUBOULIS [7] sowie WRIGGERS [104], um
nur einige zu nennnen. Hier werden nur Grundsétzlichkeiten zu dieser Frage angesprochen.
Man unterscheidet prinzipiell a priori- von a posterior: Fehlerschéitzung.

4.2.1 A priori Fehlerschitzung — Konvergenzraten

Die Frage nach der Genauigkeit einer Losung, nach Grofle und Verteilung des Fehlers eines
Diskretisierungsverfahrens kann erst nach der Berechnung beantwortet werden. Prinzipielle
Aussagen {iiber die Eigenschaften eines Fehlers sind jedoch schon vor der Finite-Element-
Analyse moglich, wenn nédmlich die u.a. durch Randbedingungen und Geometrie beeinflusste
Struktur des Problems bekannt ist. Detaillierte Beschreibungen zu a priori Fehlerschiatzung
sind in [7, 85, 96] gegeben. Weifl man, wie ,,glatt eine Losung ist, unterstiitzt solche a priori
Kenntnis iiber die zu losende Aufgabe die Wahl eines geeigneten Diskretisierungsverfahrens
und einer sinnvollen Netzgenerierung. Die Rate, mit der das gewéhlte Verfahren asymptotisch
konvergiert, ist im Vorfeld bekannt. Um zu vergleichen, wie fiir einige der oben aufgefiihrten
Approximationsanséitze der Fehler fiir gewisse Problemklassen sinkt, stehen im Folgenden die
entsprechenden Gleichungen zur Beschreibung von Konvergenzraten zweidimensionaler Pro-
bleme im Zentrum. Die Betrachtungen folgen den Ausfiihrungen von SzZABO und BABUSKA
[96].

Auf der Basis des Prinzips vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials (2.53) wird iibli-
cherweise die in Gleichung (2.52) definierte Energienorm || e || 5(q) des Fehlers e (vgl. Gleichung
(4.30)) als Ma8B fiir die Giite der Approximation gew&hlt:

lelley = VU(e) = %B(e,e) (4.31)

Zum Vergleich der Konvergenzraten unterschiedlicher Approximationsverfahren anhand dieser
GroBe wird ||e|| g(q) mit den Freiheitsgraden NV in einen funktionalen Zusammenhang gebracht.
Zur Klassifizierung des Konvergenzverhaltens ist es sinnvoll, eine doppeltlogarithmische Dar-
stellung zu wahlen, bei der log||e|| gy als Funktion von (log/V) betrachtet wird. Entsprechen-
de Kurven zeigt Abbildung 4.1 und schematisiert damit das Konvergenzverhalten durch die
Unterteilung in algebraische Konvergenz, exponentielle Konvergenz und einige ,,Graustufen
dazwischen, deren Fehler zunichst exponentiell, spiter algebraisch sinkt. Nach SzABO und
BABUSKA [96] grenzen sich algebraische und exponentielle Konvergenz durch folgende Unglei-
chungen voneinander ab.
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e Algebraische Konvergenz liegt vor, wenn die Abschéitzung folgende Form hat:

k
lelze = <5 (4.32)

k und 3 bezeichnen darin Konstanten. Ein Logarithmieren von Ungleichung (4.32) liefert

den Ausdruck:
log|le||p) =~ logk — BlogV (4.33)

Interpretiert man ihn als Geradengleichung y(z) = yo — [z, kennzeichnet darin (3
die negative Steigung. Sie entspricht gerade der Konvergenzrate, die sich aus der oben
empfohlenen doppeltlogarithmischen Betrachtung von log||e|| gy (logN' ) ergibt. § wird
durch den Polynomgrad p der Ansatzfunktionen und die Regularitdt der Losung be-
einflusst. Letztere wird durch den Faktor A bemessen — je glatter die Losung desto
grofler ist A. In zweidimensionalen Gebieten wird beispielsweise die Singularitét einer
Rissspitze durch A = 0.5 quantifiziert. Nach SZABO und BABUSKA [96] ldsst sich A aus
der Losung eines Eigenwertproblems bestimmen. In Abhéngigkeit von p und A hat g im
zweidimensionalen Fall schliellich die Form:

g = %min(p,)\) (4.34)

Der Absolutwert von [ heifit auch asymptotische Konvergenzrate.

e Exponentielle Konvergenz liegt vor, wenn die Abschéitzung folgender Ungleichung
gehorcht:

k

lellp@) < xp(B N9 (4.35)

Zusétzlich zu k und [ bezeichnet 6 eine weitere Konstante, fiir die 6 > 0.5 gilt. Ein
Logarithmieren der Ungleichung liefert den Ausdruck:

log|le||p@) =~ logk — 3N’ (4.36)

Welchem Konvergenzverhalten sich ein gewisser Berechnungszyklus beiordnet, hdngt sowohl
von der Wahl des Diskretisierungsverfahrens als auch von der Beschaffenheit der Lésung ab.
Eine entsprechende Klassifizierung mit Anlehnung an Abbildung 4.1 wird im Folgenden be-
sprochen:
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algebraische Konvergenz, § = 1p

--------- algebraische Konvergenz, § = %)\ bzw. = A

log(|le]| g )

---------- exponentielle Konvergenz

praasymptotisch exponentielle,
asymptotisch algebraische Konvergenz, 3 = A

log(N)

Abbildung 4.1: Konvergenzraten von h-, p-, hp- und rp-Version der Finite-Element-Methode bei zwei-
dimensionalen Problemen mit verschiedenen Steigungen

e algebraische Konvergenz

— Unabhéngig von der Regularitéit der Losung zeichnet sich eine uniforme oder quasi
uniforme h-Version durch algebraische Konvergenz aus. Die Steigung [ ist geméafl
Gleichung (4.34) durch den Polynomgrad p = 1 auf 5 = 0.5 beschriankt. Im Falle
von p = 2 kann sie maximal den Wert 1 annehmen.

— Die Approximation eines Problems mit Singularitéit — beispielsweise aufgrund ein-
springender Ecken — ist durch algebraische Konvergenz begrenzt, wenn die reine
p-Version auf Netzen angewendet wird, die nicht in Richtung der Singularitét ab-
gestuft sind. Die Steigung [ ist durch die Stédrke der Singularitdt A nach unten
beschrénkt, da ja p beliebig dariiber hinauswachsen kann. (8 ist geméafl Gleichung
(4.34) durch § = 0.5 A charakterisiert, falls die Punktsingularitét nicht mit einem
Knoten zusammenféllt. Sonst definiert 5 = A die Steigung.

e exponentielle Konvergenz

— Untersucht man ein ,,glattes” Problem mit der uniformen p-Version, konvergiert die
Losung gemafl Gleichung (4.36) sehr schnell.

— Bei Problemen mit Singularitdt ermoglicht die hp-Version exponentielle Konver-
genz.

— Fiir elastoplastische Probleme konvergiert die rp-Version der Methode der finiten
Elemente exponentiell.

e priaasymptotisch exponentielle, asymptotisch algebraische Konvergenz

— Analysiert man ein Problem mit Punktsingularitéit unter Verwendung der p-Version
auf Netzen, die in Richtung der Singularitdt verfeinert wurden, sinkt der Fehler in
folgender Art: Nach anfianglicher exponentieller Konvergenz ist die Rate asympto-
tisch durch algebraische Konvergenz mit einer Steigung § gemé&fl der Grofle der
Singuaritdt A beschrdnkt. Dieser Zugang setzt voraus, dass die Singularitdt mit
einem Knoten zusammenfallt. So ist die Steigung durch § = A definiert.
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— Nach anfénglicher exponentieller Konvergenz ist die uniforme p-Version bei Proble-
men der Elastoplastizitit asymptotisch durch algebraische Konvergenz beschrankt.

Die Einordnung der rp-Version in dieses Schema ist das Ergebnis dieser Arbeit. Die Klassifizie-
rung erhebt insbesondere hinsichtlich der Abstraktion der Problemklassen keinerlei Anspruch
auf Vollstandigkeit. Es wurden nur solche Probleme charakterisiert, zu denen im Rahmen
dieses Kontextes Erfahrungen vorliegen.

4.2.2 A posteriori Fehlerschitzung — Extrapolation

Der Fehler einer Finite-Element-Analyse kann auch nach einer Berechnung auf Basis der ent-
sprechenden Ergebnisse bewertet werden. Sie sind die Grundlage solcher a posterior: Feh-
lerschétzer, die im Berechnungsgebiet eine Fehlerverteilung prognostizieren, die ihrerseits die
anschliefende adaptive Mafinahme — Netzverfeinerung, Netzanpassung oder Polynomgra-
derhchung — lokal oder global steuert. Die Bandbreite der a posterior: Fehlerschétzer ist grof.
Es gibt explizite, implizite, duale, residualbasierte, hierarchische, glédttende Fehlerschétzer, um
nur einige zu nennen. Eine eingehende Diskussion zu diesem Thema fithren AINSWORTH und
ODEN [4]. Weiter unten wird ein Fehlerschitzer auf der Basis von Extrapolationsmethoden
vorgestellt, der Wissen aus der oben beschriebenen a priori Abschétzung nutzt. Die Ausfithrun-
gen folgen SZABO und BABUSKA [96].

Um den Fehler e (4.30) einer linearen Finite-Element-Analyse zu schétzen, wird auch im
Rahmen der Extrapolation die Energienorm || @ ||gq) des Fehlers e betrachtet. Die Idee be-
steht darin, von den Ergebnissen, die aus drei aufeinanderfolgenden Berechnungsschritten
{p — 2,p — 1,p} mit méBig hoher oder hoher Anzahl an Freiheitsgraden stammen, auf das
yexakte Ergebnis jenseits dieser Werte zu schliefen. Zunéchst gilt:

lellk@ = Iluex —urpllhg) = U —ups) = | U(ue) — U(urs) | (4.37)

Unter der Voraussetzung, dass die Dehnungsenergie U (upg ) monoton wéchst und somit U (uey) >
U(upg) gilt, lasst sich Gleichung (4.37) in

lel%q = U(ue) —U(upg) (4.38)

iiberfithren. Dazu muss gewihrleistet sein, dass die Ansatzriume SP~2, SP~! und SP der
aufeinanderfolgenden Berechnungen {p — 2,p — 1,p} hierarchisch aufgebaut sind, dass also
SP=2 C SP7! C 8P gilt. Im Rahmen der p-Version ist dies erfiillt, sofern die Struktur der
Ansatzriaume beriicksichtigt wird. Bei der h-Version bedarf es einer hierarchischen Netzverfei-
nerung.

Die Schétzung (4.32) fiir h- und p-Version ist insbesondere fiir eine hohe Anzahl an Freiheits-
graden N erfahrungsgeméif genau. Mit dieser Kenntnis lasst sich Gleichung (4.32) in folgender
Art und Weise zu einem Ausdruck von HerE(Q) umformen.

k
R O e v (4.39)
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Gleichsetzen von (4.38) und (4.39) liefert

k’2

Z/{(uex) — Z/{(UFE) W .

(4.40)
Dieser Ausdruck enthélt drei Unbekannte, HueXH%(Q), k und . Um sie zu bestimmen, werden
die Ergebnisse aus den oben genannten aufeinanderfolgenden Berechnungen {p — 2,p — 1, p}
genutzt, die Dehnungsenergien U, o(urg), Uy—1(urg) und U,(upg) sowie die Anzahl an Frei-
heitsgraden N, _5, N,_; und N,. Stellt man fiir jeden der drei Rechenléufe eine Gleichung der
Art (4.40) auf und setzt die logarithmierten Quotienten jeweils zweier aufeinanderfolgender
Energiefehler in Beziehung, erhélt man schlieSlich

N, 1
Np

N,

u(ueX) - up<uFE> ~ (Z/I(uex) — Z/{p1<uFE)) long—l . (4.41)
Z/{(uex) - up71<uFE) u(uex) - up72<uFE)
Dieses Problem ist beispielsweise mithilfe eines NEWTON-RAPHSON-Verfahrens (vgl. Ab-

schnitt 4.5.1) zu 16sen. Man gewinnt die geschétzte ,exakte® Dehnungsenergie U(u.c) und
daraus den geschétzten Fehler in der Energienorm.

log

4.2.3 Konvergenzraten am Beispiel

Dieser Abschnitt lehnt sich an die z.B. in SZABO und BABUSKA [96] gemachten Untersuchun-
gen, erginzt diese aber um die numerische Studie einer adaptiven h-Version mit p = 2.

Um die in Abschnitt 4.2.1 besprochenen Konvergenzraten zu reflektieren, wird in diesem Kapi-
tel das Beispiel einer L-formigen Scheibe der Dicke ¢ = 1.0[mm] im ebenen Verzerrungszustand
durch verschiedene Strategien diskretisiert. Geometrie und Randbedingungen des Systems, das
aufgrund der einspringenden Ecke eine Punktsingularitéit enthélt, sind in Abbildung 4.2 dar-
gestellt.

p (HHTTTPTETEEY

Abbildung 4.2: Geometrie und Randbedingungen des Systems
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Die Struktur ist an ihren langen Ré&ndern in Normalenrichtung gehalten und wird jeweils
in Richtung der L-Linien durch eine Streckenlast p = 100.00[N/mm] gezogen. Die Lénge [
misst 10.0[mm]. Mit einem Elastizititsmodul von E = 210000.00[N/mm’] und einer Quer-
dehnzahl von v = 0.3 antwortet das Material linear-elastisch. Allen Berechnungen liegt der
im folgenden Abschnitt beschriebene Ansatzraum Spe”” (%) zugrunde. Drei unterschiedliche
Diskretisierungen werden auf das Problem angewandst:

Im ersten Schritt kommt die adaptive h-Version fiir p = 1 und p = 2 zum Einsatz. Die Ergeb-
nisse stammen aus einer Berechnungsreihe auf Finite-Element-Netzen mit 12, 24, 260, 1131
und 2338 Elementen. Einige sind exemplarisch in Abbildung 4.3 dargestellt. Auf Basis einer
expliziten Fehlerschétzung [50] sind sie mithilfe des am Lehrstuhl fiir Bauinformatik der Tech-

nischen Universitdt Miinchen entwickelten Freivernetzers DO_MESH [87] generiert worden.

JRBERES
WSS
ll“""i“"«'"',' sul
SOH

12 Elemente 260 Elemente 1131 Elemente

Abbildung 4.3: Adaptive Netze zur Berechnung mit der h-Version

Der néchste Schritt wendet die uniforme p-Version auf geometrisch verfeinerten Netze mit 9,
15, 21 und 27 Elementen an. Abbildung 4.4 dokumentiert die hierarchische Abstufung des
Berechnungsgitters in Richtung der Singularitét, deren Progressionsfaktor in Anlehnung an

e Negp = 33

Nel = 15 ...

nel:9

Abbildung 4.4: Geometrisch verfeinertes Netz zur Analyse mit der p- und hp-Version
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[96] zu 0.15 gewéhlt wurde. Der Polynomgrad der Ansatzfunktionen variiert von p = 1, ..., 20.

Im letzten Schritt diskretisiert die hp-Version das L-formige Gebiet. Die dazu verwendeten
Netze entsprechen denen der uniformen p-Version, ng = 9,15, 21,27, 33. (vgl. Abbildung 4.4)
Der Polynomgrad der hp-Version ist wie folgt verteilt: Elemente, die mit einem Knoten die
Singularitét treffen, sind durch den kleinsten Ansatz py;, = 1 diskretisiert. Mit dem Abstand
zum singuldren Punkt wéchst p jeweils um eins. Die Referenzlosung stammt aus einer Berech-
nung mit p = 14 auf einem Netz aus 1149 Elementen und einer korrespondierenden Anzahl
an 451696 Freiheitsgraden. Zu seiner Generierung wurde das h-adaptive Netz mit 1131 Ele-
menten in drei Schritten weiter zur Singularitdt hin verfeinert.

1e+02: T T T T T T T T T T
XX
S
]
<
E le+00 | -
. ; ]
2
= ™~
ﬁ F adaptiv A-Version p=1 —=— N og ““‘s 1
o I adaptiv h-Version p =2 —— N Py ]
) . . N
2 le-01 b uniforme p-Version ne = 9 - £ SSQQ% 4
E i uniforme p-Version ne = 15 —+— ﬁﬁg% ]
L uniforme p-Version ne = 21 -—o-—- AA&%&A
uniforme p-Version ng = 27 -4
hp-Version —e—
16_02 " " Ll " " Ll " " Ll " " Ll " " M| " " "
le-01 1le+00 le+01 le+02 le+03 le+04 le+05

Anzahl der Freiheitsgrade N

Abbildung 4.5: Relativer Fehler in der Energienorm |[le|| g in [%] in Abhéngigkeit der Anzahl der
Freiheitsgrade fiir h-, p- und hp-Version

Abbildung 4.5 zeigt die Ergebnisse. Der relative Fehler in der Energienorm |le[|g) in [%]
ist gegeniiber der Anzahl an Freiheitsgraden in doppeltlogarithmischem Mafistab aufgetragen.
Die zuvor beschriebenen diskretisierungs- und problemabhéngigen Konvergenzraten werden
anhand des Beispiels bestétigt. Sowohl algebraische und exponentielle Konvergenz als auch die
Rate, die zunéchst exponentiell — asymptotisch aber algebraisch konvergiert, sind ablesbar.
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4.3 Hierarchische Ansatzfunktionen fiir Elemente hoher
Ordnung

Um eine hohere Genauigkeit bei der Finite-Element-Berechnung zu erzielen, arbeitet die p-
Version bei kleiner Elementanzahl mit hohem Polynomgrad der Ansatzfunktionen. Hierbei
bietet ein hierarchischer Aufbau der Ansatzfunktionen besondere Vorteile.

Die Idee:

Fine Familie von Ansatzfunktionen sei so konstruiert, dass alle Ansatzfunktionen niedrigerer
Ordnung in der Menge der Ansatzfunktionen héherer Ordnung enthalten sind.

Der fundamentale Unterschied zur Standardbasis wird zunéchst in Abschnitt 4.3.1 anhand der
eindimensionalen hierarchischen Ansatzfunktionen erldutert. Ihnen liegt die von SZABO und
BABUSKA [96] eingefiihrte Basis zugrunde.

4.3.1 Die eindimensionale hierarchische Basis

Im zweiknotigen eindimensionalen Standardelement Qg = [—1,1] entsprechen die in den
Gleichungen (4.42) und (4.43) definierten ersten beiden Ansatzfunktionen Ni(&) und Ny(§)
den iiblichen linearen Ansatzfunktionen, wie man sie von der h-Version der Finite-Element-
Methode kennt. Sie sind sowohl Teil der Standardbasis als auch Teil der hierarchischen Basis.
(vgl. Abbildung 4.6, links bzw. rechts) Es handelt sich dabei um Knotenansatzfunktionen,
nodal modes, die jeweils an einem Knoten den Wert 1 annehmen und am anderen Knoten
verschwinden.

p=1 p=1
p=2 p=2
p=3 p=3

Abbildung 4.6: Eindimensionale Standard- und hierarchische Ansatzfunktionen fiir p =1,2,3

Die hoheren Ansatzfunktionen der Standardbasis (Abbildung 4.6, links) sind durch LAGRANGE-
Polynome definiert. Sie zeichnen sich durch die Eigenschaft aus, an einem der im Intervall
[—1,1] dquidistant verteilten Knoten den Wert 1, an allen {ibrigen den Wert 0 anzunehmen.
Von dieser ,, Knotensichtweise* 16st sich das hierarchische Konzept vollig. Bei Wahl eines An-
satzes p > 1 wird der bestehende Ansatzraum der linearen Funktionen Ny(§) und Ny(&)

1
M) = 51-9 (4.42)
1
Na(§) = (148 (4.43)
Ni(§) = ¢ia(), i=34,..p+1 (4.44)
um jeweils eine Ansatzfunktion N;(§), i = 3,4, ... , deren Polynomgrad mit dem gewéhlten

Ansatz korrespondiert, erweitert (siche Gleichung (4.44)).
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Ni(=1) = Ny(1)=0, i=34,.. (4.45)

Weil solch hohere Moden nur im Elementinnern von Null verschiedene Werte liefern (vgl.
Gleichung (4.45)) und an den Elementrdndern verschwinden, nennt man sie auch internal
modes oder bubble modes. Die Polynome ¢;(§) entstehen durch Integration der bekannten
LEGENDRE-Polynome.

‘ ¢
09 = L [ L@t = oo O - (@), =230 (@40

LEGENDRE-Polynome {L,(z)} ~, sind Losung der LEGENDRE-Differentialgleichung
(1—=2*)y) +nn+1l)y = 0, v€(-1,1), n=0,1,2,.. (4.47)
und entwickeln sich entweder durch Anwendung der RODRIGUEZ-Formel [107]

1 d
2nnl dzn

oder aus der Rekursionsformel von BONNET [96].

L.(z) = (> =1)", xe(-1,1), n=0,1,2,.. (4.48)

L.(x) = % [(2n — DxLy_1(xz) — (n — 1)L, o(x)], z€(-1,1), n=2,3,4,... (4.49)

So ergeben sich die ersten neun LEGENDRE-Polynome wie folgt:

Lo(z) = 1,

Li(z) = =z,

Ly(x) = 3/22%—1/2,

Liy(x) = 5/22°-3/2x,

Ly(x) = 35/82*—15/42%+3/8, (4.50)
Ls(x) = 63/82° —35/42°+15/8x,

Le(r) = 231/162° —315/162* + 105/16 2> — 5/16,

L:(x) = 429/162" —693/162° + 315/16 2° — 35/16 z,

Lg(r) = 6435/128 2° — 3003/322° + 3465/64 2* — 315/32 2% + 35/128

1 2
/ L@ Em(z)de = { 2py1 Plls n=m (4.51)
0 sonst

Jede Funktion, die mithilfe der Standardbasis darstellbar ist, kann auch durch die hierarchi-
sche Basis beschrieben werden. Letztere ist der iiblichen Standardbasis in vielerlei Hinsicht
iiberlegen. Die Hierarchie iibertréagt sich bei entsprechender Nummerierung der Freiheitsgrade
auf die Elementmatrizen und ermoglicht in der Losungsphase die Kondensation der inneren
Moden: ein Effizienzgewinn. Dariiber hinaus verbessert die hierarchische Basis die Kondition
der Steifigkeitsmatrix, so dass iterative Loser schneller konvergieren.
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4.3.2 Hierarchische Ansatzfunktionen fiir vierknotige Elemente

Die Konstruktion der zweidimensionalen Ansatzfunktionen folgt der von SzABO und BA-
BUSKA [96] eingefiihrten Basis und setzt auf einer vierknotigen Elementformulierung auf. Das
entsprechende zweidimensionale Standardelement Qg = [(—1,1) x (—1,1)] ist in Abbildung
4.7 dargestellt.

Ny Ej N

Nl El N2

Of = [(=1,1) x (=1,1)]

Abbildung 4.7: Definition von Knoten und Kanten im vierknotigen Standardelement

Bildet man das Tensor Produkt der eindimensionalen hierarchischen Basis, entstehen automa-
tisch die zweidimensionalen Ansatzfunktionen. Es gibt drei Typen von Funktionen.

1. Knotenmoden (nodal modes):
Wie im eindimensionalen Fall entsprechen die Knotenmoden

(L+&OL+nn), i=1,..,4 (4.52)

IS,

NYi(&n) =

den tiblichen bilinearen Ansatzfunktionen isoparametrischer, vierknotiger Elemente. Das
Koordinatenpaar (&;, ;) bezeichnet die lokalen Koordinaten des i-ten Knotens. Exem-
plarisch zeigt Abbildung 4.8 die Ansatzfunktion fiir Knoten 1.
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2. Kantenmoden (edge modes):
Die Kantenmoden haben die Eigenschaft, auf jeweils einer Elementkante ungleich Null
zu sein und auf allen anderen Kanten zu verschwinden. Sie werden als Produkt einer
eindimensionalen hierarchischen Ansatzfunktion ldngs einer Kante und einer linearen
Ansatzfunktion senkrecht zur selben Kante berechnet.

N (&) = (1 —=n)ei(€) (4.53)

Moden der Kante E; sind durch Gleichung (4.53) gegeben. Exemplarisch ist fiir i = 2
auf der Kante 1 die entsprechende Ansatzfunktion in Abbildung 4.9 dargestellt.

3. Innere Moden (internal modes):
Innere Moden sind durch Gleichung (4.54) beschriebene Ansatzfunktionen, die nur im
Elementinneren von Null verschiedene Werte annehmen, an den Elementkanten ver-
schwinden und daher rein lokal sind.

N (Em) = ¢i(&)e(n) (4.54)

Exemplarisch zeigt Abbildung 4.10 den inneren Mode fiir i = j = 2.

0.375

Abbildung 4.10: Innerer Mode (i = j = 2): N;E(ﬁ, n) = ¢2(&)p2(n)

Die Indizes ¢, j der Ansatzfunktionen korrespondieren mit den Polynomgraden p¢ und p,, der
lokalen Richtungen &, 1 des Standardelementes €.
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4.3.3 Hierarchische Ansatzfunktionen fiir Hexaederelemente

Auch in drei Raumdimensionen geht die Implementation der hierarchischen Basis auf die
von SZABO und BABUSKA [96] eingefiihrten Ansatzfunktionen zuriick und basiert auf einer
Hexaederelementformulierung. Das entsprechende Standardelement ist in Abbildung 4.11 dar-
gestellt.

Qg =[(-1,1) x (=1, 1) x (=1, 1)]

Abbildung 4.11: Definition von Knoten und Kanten und Fléchen im Hexaederelement

Die hierarchische Basis ergibt sich als natiirliche Verallgemeinerung des zweidimensionalen
Falls, um die lokale Koordinate ¢ erweitert. Man unterscheidet vier Typen von Ansatzfunk-
tionen.

1. Knotenmoden (nodal modes):
Die acht Knotenmoden (4.55) entsprechen den trilinearen Ansatzfunktionen des isopara-
metrischen achtknotigen Standardelementes. (&;, 7;, ¢;) sind die lokalen Koordinaten des
Knotens .

o =

Ni\,lli,l (57 n, C) =

2. Kantenmoden (edge modes):
Sie sind jeweils einer der zwolf Elementkanten zugeordnet und verschwinden an allen
anderen Kanten. Die Ansatzfunktionen der Kante E; (vgl. Abbildung 4.11) sind durch
Gleichung (4.56) gegeben.

(1=n)(1—=¢)ei(§) (4.56)

o |

NP (& Q) =
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3. Flachenmoden (face modes):
Die Fliachenmoden entstehen durch Multiplikation zweier eindimensionaler hierarchi-
scher Ansatzfunktionen — auf der betrachteten Fliche Werte ungleich Null liefernd —
mit einer linearen Ansatzfunktion senkrecht zur selben Ebene. Infolgedessen sind die
Funktionen auf jeweils einer der sechs Elementflichen von Null verschieden. Die Ansatz-
funktionen von Flache F; stellen sich wie folgt dar:

N (€ Q) = = (1=0)ail&)e;(n) (4.57)

N | —

4. Innere Moden (internal modes):
Sie sind analog zum ein- und zweidimensionalen Fall rein lokal und verschwinden an den
Fléachen des Hexaederelementes.

Nk(En, Q) = 6i(€)ei(m)ek(C) (4.58)

Die Indizes 4, j, k der Ansatzfunktionen bezeichnen die Polynomgrade p¢, p, und p, bzgl. der
lokalen Richtungen &, n, ¢ des Standardelementes Q2.

4.3.4 Die Ansatzriaume der Diskretisierung

Der Ansatzraum S einer Finite-Element-Berechnung wird durch einen Satz von Funktionen
aufgespannt, fiir die Bedingung (4.9) gilt.

e Im eindimensionalen Fall korrespondiert der Grad p des Ansatzraumes Sps () direkt
mit dem Polynomgrad der Ansatzfunktion in ¢-Richtung.

e Im zweidimensionalen Fall hingt die Beschreibung der Ansatzraume von & und 7 ab. Sz-
ABG und BABUSKA [96] unterscheiden den sogenannten trunk space S’ (Qg) von dem
tensor product space Sps™"(Q%). Wie sich diese unterschiedlichen Erzeugendensysteme
zusammensetzen, ldsst sich anhand des in Abbildung 4.12 dargestellten PASCALschen
Dreiecks besonders anschaulich erkléren.

Der tensor product space Sps™"(Q%), der auch unter dem Namen voller Ansatzraum be-
kannt ist, wird durch die Polynome gebildet, die auf dem zweidimensionalen Standard-
element Qg = [(—1,1) x (—1,1)] leben und durch die Menge der Monome

gl,r]] mlt i:()?l?""vpf) j:()’l’““’pn

aufgespannt werden. Im Gegensatz dazu wird der Ansatzraum Si:""(Q%) durch die
Menge der Monome

E fir i=0,..,p6,j=0,..,pp, i-+j=0,.. ,max{pe,p,}
aufgespannt, wobei gilt:

En fir pe=pc=1
en  fir pe>2
P fir py > 2
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Zum Vergleich stehen sich in Abbildung 4.12 die Ansatzriume S2°(Q%) und S33(0%)
gegeniiber.

SP(Qd)

8353 ()

65

£° £ &n? \‘\53773// &t &n° U

Abbildung 4.12: Ansatzraume trunk space SE’f(Qgt) und tensor product space Sg’gg(ﬂgt)

e Im dreidimensionalen Fall unterscheidet man den trunk space Spe™""(Qh), den ten-

sor product space Sps*""* (%) und den anisotropic tensor product space SPP(QR). Thre
Definition geht wiederum auf SZABO und BABUSKA zuriick und ist in [96] im Detail
beschrieben.
Die Polynomgrade pg, p, und p; der Ansatzriume Spo""(QL) und Sps™""(QL) sind
bzgl. ihrer korrespondierenden lokalen Richungen &, n und ¢ variabel und individu-
ell wiahlbar. Die beiden Ansatzridume unterscheiden sich im Aufbau der Fldchenmo-
den und inneren Moden. Auch in drei Raumdimensionen enthélt der volle Ansatzraum
Spe"P (O ) mehr Funktionen als der reduzierte Ansatzraum Spe""e(Qh).
Der sogenannte anisotropic tensor product space SPP(QL) verzichtet auf eine Unter-
scheidung zwischen den Polynomgraden pe und p,, es gilt p. = p, = p. Hohere An-
satzfunktionen, die entsprechend durch p gepréigt sind, korrespondieren mit den Moden
der Kanten Fj; fiir ¢ = 1...4,9...12, der Flachen F} und Fg sowie allen inneren Moden.
So entsprechen die Ansatzfunktionen auf den Flachen F; und Fg denen des trunk space
oo PP Q) fiir pe = p, = p. Der Polynomgrad p; = ¢ bestimmt die héheren An-
satzfunktionen in die noch verbleibende dritte Richtung (. ¢ nimmt Einfluss auf die
Ansatzfunktionen der Kanten F; fiir ¢ = 5...8, auf die Ansatzfunktionen der Flachen F;
fiir i« = 2...5 sowie alle inneren Moden. Die Ansatzfunktionen der Flachen F; mit i = 2...5
gleichen denen des tensor product space Sps™*""¢ (Qh) fiir pe = py = p und p = q.
Fiir einen konstanten Polynomgrad p = ¢ = ps = p, = p¢ zéhlt der trunk space
coPrPe(Qh ) die kleinste, der anisotropic tensor product space SPP4(QM) eine mittle-
re und der tensor product space Sps¥""¢ (QL) die hochste Zahl an Ansatzfunktionen.
Die Elemente hoher Ordnung sind nicht nur flexibel bzgl. der lokalen Richtungen &, n
und ¢, sondern auch hinsichtlich der Verschiebungsvariablen u,, u, und w,. Diese im
Folgenden angesprochene Flexibilitét ist in DUSTER [29] und DUSTER et al. [31] detail-

liert beschrieben. Gleichung (4.59) zeigt das Beispiel zur Definition eines sogenannten
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Polynomgradtemplates p mit drei unbhéingigen Variablen u = [u,, u,, u,]”

Uy Uy Uy

&1 4T
p = 77(2 - 8) (4.59)
¢\3 6 9

Bei Verwendung des trunk space St27"P¢(QL) gibt dieses Template das Verschiebungs-
feld u, € SE**(Qk), u, € SE™°(O) und u, € SL*(Qh) vor. Fiir die anderen An-
satzrdaume wird entsprechend verfahren. Jedes einzelne Element kann ein eigenes Poly-
nomgradtemplate erhalten. Die Kontinuitdt an Elementfachen und -kanten wird dadurch
sichergestellt, dass jeweils der hohere Polynomgrad die Definition der Moden an Ele-
mentiibergdngen dominiert.

Auf der Basis dieser Uberlegungen ist die Verwendung einer Hexaederelementformulie-
rung im Vergleich zu Tetraeder- oder Pentaederelementformulierungen besonders effi-
zient. Neben einer intuitiven Umsetzung der numerischen Integration fiihrt eine Dis-
kretisierung durch Hexaederelemente zu hoher Genauigkeit. Die Analyse diinnwandiger
Strukturen, bei denen eine lokale Variable mit der Dickenrichtung der Struktur korre-
spondiert, ist ausgesprochen zuverlissig. Hohe Effizienz ist moglich, weil der Polynom-
grad in Dickenrichtung unabhéngig von denen in Richtung der Mittelfliche wéhlbar ist.
Eingehende Studien zu dieser Fragestellung werden in [29], [31], [76] und [98] diskutiert.

Die numerischen Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit basieren mafigeblich auf Berech-
nungen mit dem tensor product space Sps™" (%) bzw. Sp¥"¢ (1), Der volle Ansatzraum, den
Experten auch liebevoll killer space nennen, beansprucht selbstverstandlich hohere Rechenzei-
ten, insbesondere bei der numerischen Integration. Eine Methode, sie zu beschleunigen, wird
in Abschnitt 4.6 vorgestellt.

4.4 Konzept zur Abbildung von Elementen hoher
Ordnung

Die h-Version der Methode der finiten Elemente senkt den Diskretisierungsfehler durch globale
oder lokale Netzverfeinerung. Parallel dazu wird die Randgeometrie einer Struktur automatisch
immer genauer erfasst. Strebt der Elementhalbmesser h gegen Null, ndhert sich die approxi-
mierte der exakten Geometrie.

Im Unterschied dazu erreicht die p-Version der Finite-Element-Methode durch globale oder
lokale Erhohung des Polynomgrades p der Ansatzfunktionen Konvergenz gegen die exakte
Losung. Die Elementgrofie bleibt fix. Demgeméf bedarf es einer von der Anzahl der Elemente
unabhéngigen Geometriebeschreibung. Ein Werkzeug, das dieser Forderung gerecht wird, ist
die Blending-Funktionen-Methode, die erstmals 1973 von GORDON und HALL [41, 42] vorge-
stellt wurde. Sie macht die Beschreibung beliebig berandeter finiter Elemente unter Bertick-
sichtigug der exakten Geometrie moglich. Die Idee der Abbildung ist fiir den zwei- und drei-
dimensionalen Fall Gegenstand der Abschnitte 4.4.1 und 4.4.2.

Abschnitt 4.4.3 nimmt eine grobe Klassifizierung verschiedener Abbildungskonzepte vor und
diskutiert deren Stédrken und Schwichen.
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4.4.1 Zweidimensionale Abbildungsfunktion

Als Basis der folgenden Erlduterungen zeigt Abbildung 4.13 die Transformation Q¢(§) =
[Q5(€), Q¢ (&))" eines vierknotigen Standardelementes Q% = [(—1,1) x (—1,1)] in lokalen
Koordinaten & = [¢,7]T auf ein allgemeines vierknotiges Element in globalen Koordina-
ten x = [x,y]”. Seine vier Knoten X; = [X;,Y;]” mit i = 1,...,4 und seine vier Kanten
E; = [Ei, Eiy)" mit i = 1,...,4 definieren die Elementgeometrie im R

Q°(&,m)
Ny Es; N3
. & . /\
n
E4 T_, A E,
§
yL

@ > L J
Nl El N2 v

Abbildung 4.13: Abbildungsfunktion vierknotiger Elemente

Geht man davon aus, dass die in Abschnitt 3.2.2.3 besprochenen Transformationen zwischen
verschiedenen Parameterbereichen der Kurvengeometrie moglich sind, gilt folgende Aussage:

e Die Kanten E;(r) mit ¢ = 1...4 lassen sich als parametrisierte Kurven der Parameter £
und 7, fiir die {&,n} € [—1,1] gilt, durch E;(r) = [E;,(r), Ei,(r)]" darstellen, wobei

r = ¢ fir i=1,3

4.60
r =7 fiir ¢ =2,4. ( )

Vor diesem Hintergrund beschreibt Gleichung (4.61) die allgemeine Abbildung des Standar-
delementes auf das geometrische Element. Darin entspricht der erste Term der bilinearen

Standardabbildung eines isoparametrischen Vierknotenelementes, bei der die Ansatzfunktio-
nen NE{(&, n) durch (4.52) gegeben sind.

4 4

x = Q&) = D NNE X+ el n) (4.61)

i=1 i=1

Der zweite Term in Gleichung (4.61), der auch als Kantenblendingterm bezeichnet wird,
beriicksichtigt — falls erforderlich — gekriimmte Kantenverldufe des Elementes. Wie diese
Terme konstruiert sind, wird im Folgenden am Beispiel der lokalen Kante Eq(n) erklart, de-
ren Bild Teil einer beliebig gekriimmten Kurve durch die Punkte X5 und X3 — geometrisch
definiert iiber Eq(n) = [Fa,(n), Eay(n)]" — ist (vgl. Abbildung 4.13).
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1—

e, m) = {Ez(ﬁ) - ( 277X2 1;77X3)} IT% (4.62)

Der in eckigen Klammern berechnete Teil von es(&, 1) entspricht der Differenz der gekriimm-
ten Kante Eq(n) = [Ea.(n), Fay(n)]" und der ,gedachten® geradlinigen Kante zwischen den
Knoten X5 und X3 (vgl. Gleichung 4.62). Multiplikation mit [(1+&)/2] stellt sicher, dass diese
Differenz entlang der Kante zwei mit (¢ = 1) — an der [(1 4+ &)/2] = 1 gilt — vollsténdig
beriicksichtigt wird, zur gegeniiberliegenden Kante vier mit (§ = —1) — an der [(1 + &)/2]
verschwindet — linear ausgeblendet wird.

Substituiert man die in Gleichung (4.61) gegebenen Kantenterme e;(&, 1) durch die in An-
hang B.1 definierten Ausdriicke, erhédlt man zusammenfassend Gleichung (4.63). Im Rahmen
der Substitution entsteht das Minuszeichen als Faktor vor den linearen Anteilen der Abbil-
dungsfunktion.

X = Qe(§>77) (463)
S| B + (4 OBaln) + (14 mES(E) + (1~ OBa(n)

- [Ni\,lll<£7 77>X1+ NE%(&? U)X2+ ijf(é? 77>X3+ NE%(&? 77>X4]

4.4.2 Dreidimensionale Abbildungsfunktion

Ganz entsprechend verfahrt man im dreidimensionalen Fall. Die Formulierung wird lediglich
um die Flachenterme erweitert. Die dreidimensionale Blending-Funktionen-Methode fiir He-
xaederelemente wird ausfiihrlich in [49], [19] und [16] diskutiert. Abbildung 4.14 motiviert
die Erlduterungen zur Transformation Q°(€) = [Q5(€), Q5 (&), Q5(€)]" des Standardelementes
Qb = [(=1,1) x (=1,1) x (=1,1)] in lokalen Koordinaten & = [£,n,¢]T auf ein allgemei-
nes achtknotiges Element in globalen Koordinaten x = [z,v, z]T. Die Elementgeometrie im
R3 ist durch die acht Knotenkoordinaten X; = [X;,Y;, Z;]T mit i = 1, ..., 8, die zwolf Kan-
ten E; = [Ei, Eiy, Ei.)7, i = 1,...,12 und die sechs Flichen F; = [Fm,FZy,F ,i=1,..6
definiert. Geht man davon aus, dass die in den Abschnitten 3.2.2.3 und 3.2.3. 2 besproche-
nen Transformationen zwischen Parameterbereichen der Geometrie von Kurven und Fléchen
moglich sind, gelten folgende Aussagen:

e Die Kanten E; mit ¢ = 1,...,12 lassen sich als parametrisierte Kurven der Parameter
¢, nund ¢, fir die {£,n,¢} € [—1,1] durch E;(r) = [Eiw.(r), Eiy(r), Ei.(r)]" darstellen,
wobei

r = ¢ fir ¢=1,3,9,11
r = fir ¢=2,4,10,12 (4.64)

r = ( fir ¢1=5,6,7,8.
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Q°(&,m,¢)

Abbildung 4.14: Abbildungsfunktion fiir Hexaederelemente

e Die Fldchen F; mit ¢ = 1,...,6 lassen sich als parametrisierte Flachen je zweier Para-
meter (£,n), (&,¢) bzw. (n, ), fur die {£,n,(} € [—1,1] gilt, darstellen durch F;(r, s) =
[Fiu(r,8), Fy(r,s), Fi.(r,s)]", wobei

(r,s) = (&n) fir 1=1,6
(r,s) = (£0) fir ¢=2,4 (4.65)
(r,s) = (n,Q) fir i1=3,5.

Vor diesem Hintergrund definiert Gleichung (4.66) die allgemeine Abbildung des Standar-
delementes auf das geometrische Element. Darin beschreibt der erste Term die trilineare
Standardabbildung des isoparametrischen achtknotigen Hexaederelementes. Die Funktionen
Nflil(f .1, ¢) entsprechen den zuvor eingefithrten Ansatzfunktionen (4.55).

8 6 12
X = Qe(gv n, C) = Z NE;,I(&v n, C) Xz + Z fz(€7 7, C) - Zei(€7 n, C) (466>
i=1 =1 =1

Der zweite Term in Gleichung (4.66) — auch als Fldchenblendingterm bekannt — berticksich-
tigt gekriimmte Elementflichen. Sein Aufbau ist in Anhang B.2.2 ausfiihrlich angegeben und
wird hier exemplarisch anhand der Fliche 6 erlautert. Der in eckigen Klammern berechne-
te Ausdruck von f5(&, 1, ¢) (vgl. Gleichung (4.67)) entspricht der Differenz der gekriimmten
Fliche Fo(&,m) = [For(&,n), Foy(&,n), Fo-(&,m)]" und der ,,gedachten® bilinearen Fiche, die
durch die Knoten X5, Xg, X7 und Xg aufgespannt wird. (vgl. Abbildung 4.14) Dass diese Diffe-
renz von der Fliache 6 zur gegeniiberliegenden Fléche 1 linear ausgeblendet wird, gewéhrleistet
die Multiplikation mit dem Ausruck [(1 + ¢)/2].
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=90-ny  0+90=ny (4.67)
! |

e 0 = [Fulsn) - ( :
A0y (=900 Y] (1)

Der letzte Term in Gleichung (4.66) entspricht dem Kantenblending, das hier exemplarisch
anhand der Kante 1 vorgefiihrt wird. Analog zum zweidimensionalen Fall bezeichnet auch in
Gleichung (4.68) der Ausdruck in eckigen Klammern die Differenz zwischen der gekriimm-
ten Kante E () = [E1.(£), E1, (&), E1.(§)]T und der ,gedachten” geradlinigen Verbindung
zwischen den Knoten X; und Xj,. Dass diese Differenz an allen der Kante E;(&) gegeniiber-
liegenden Kanten mit gleichem lokalen Kantenparameter — also E3(§), Eg(¢) und Eq;(§) —
verschwindet, stellen die Faktoren [(1 —#)/2] und [(1 — ()/2] sicher.

aten.0) = [mo- (5% 5| (50 (5. (468

Jede Kante ist Teil zweier Flachen. Die korrespondierenden Anteile der Kantendifferenz tau-
chen entsprechend jeweils doppelt im Flachenblending auf. Die Kantenblendingterme werden
daher subtrahiert.

Substituiert man die in Gleichung (4.66) gegebenen Kanten- und Flidchenterme e;(¢, () und
f;(¢, n¢) durch die in Anhang B.2 definierten Ausdriicke, erhdlt man zusammenfassend Glei-
chung (4.69).

“(&:m.¢) (4.69)
OF1(&n)+ 1 =n)Fa(E O+ A+ Fsn, () +

”
Il
wIH(o

DFAE O+ (1— ) Fs(n, )+ (1+ ) Fyle, n)]

O =8Ea(n)+ (1 =& 1 —n)Es(C)+(1+&)(1—n) Ee(C) +
&) (1 +n) E7(¢) + (1 =¢) (1+n)Es(C) + (1+¢) (1 —n) Eo(&) +

£ (148 Epln) + <1+<><1+n>En<5>+<1+<><1—5>E12<n>}

+ N (& m, O Xy + N2 (€, O X+ NEL (€ m, Q)X+
+ N%\,Iil(£7 7, C) X4 + N%\,Iil(£7 7, C) X5 + N%\,Iil(£7 7, C) XG +
+ N1 (Em, ) X+ NS (€, n, ) X

H(1+
=00 DB+ -0 0+ OB+ (1= 0 1+ W) +
H(1-
H(1+
+ (1
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4.4.3 Abbildungsstrategien — eine Diskussion

Ein Uberblick iiber grundlegende Eigenschaften verschiedener Abbildungsmethoden ordnet die
Finite-Element-Ansétze beziiglich der Geometrie drei Gruppen zu:

e isoparametrischer Ansatz
Die Funktionen, die den Ansatz upg zur Approximation der unbekannten Losung uey
des Problems definieren, werden auch zur Abbildung der Geometrie verwandt. Dieses
Konzept wird am héufigsten im Rahmen der h-Version fiir lineare- oder quadratische
Elemente genutzt.

e subparametrischer Ansatz
Die Funktionen, die die unbekannte Losung ue, approximieren, sind allgemeiner als die
zur Abbildung der Geometrie.

e superparametrischer Ansatz
Die Funktionen zur Definition der Geometrie sind komplexer als die zur Approximation
der Losung u.. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn der Geometrie eine allgemeine-
re Beschreibung als den Unbekannten zugrunde liegt, oder wenn die Geometrie durch
hohergradige Polynome als die Unbekannten ausgedriickt wird.

Die Unterscheidung dieser Zugénge ist insbesondere im Hinblick auf die Darstellung von
Starrkorpermoden ug, relevant. In Anlehnung an [96, 19] und [29] sei diese Problematik
im Folgenden skizziert.

Unterwirft man einen elastischen Korper einer Starrkorperverschiebung oder -rotation, bleibt
er verzerrungsfrei. Die Starrkérperverschiebungen in x-, y- und z-Richtung und die Starrkorper-
rotationen um den Ursprung des Korpers sind durch das Verschiebungsfeld (4.70) mit den
Konstanten C;, 1 = 1, ..., 6 représentiert.

1 0 0 0 z —y
Uskm = Cl 0 + 02 1 + 03 0 + 04 —Zz + 05 0 + CG X (470)
0 0 1 Y —r 0

Die Darstellbarkeit dieser Moden ist nur dann gewéhrleistet, wenn der Funktionenraum, aus
dem die Geometriebeschreibung stammt, ein Unterraum der Finite-Element-Approximation ist
oder aber diesem entspricht. Der Finite-Element-Ansatz muss also die Geometriebeschreibung
darstellen konnen.

N'Moden
UFRE ; Ugkm mit UfFg = Z N,(E)al (471)
i=1

Bei isoparametrischen und subparametrischen Anséitzen ist Bedingung (4.71) stets eingehalten;
nicht so, wenn die polynomielle Ordnung oder die Komplexitdt der Funktionen zur Geome-
triebeschreibung die des Verschiebungsansatzes iibersteigt. In diesem Fall bilden zwar Kno-
tenmoden die Starrkorperverschiebungen ab, zur Darstellung der Starrkorperrotationen fehlt
jedoch eine Entsprechung auf der Finite-Element-Seite. Das unausgewogene Verhéltnis fiihrt
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zu kiinstlichen® Spannungen in der Losung. Lt. SZABO und BABUSKA [96] ist der Fehler
aufgrund dieses Phdnomens bei Anwendung der p-Version vernachléssigbar klein, sofern die
Geometriebeschreibung ausreichend glatt ist. Dass es unter Umsténden schwerwiegende Fol-
gen hat, wenn dies nicht gewéahrleistet ist, hat BROKER in [19] anhand detaillierter Studien
gezeigt. Bereiche eines Berechnungsgebietes, deren VON MISES Vergleichsspannung It. ana-
lytischer Losung hitten Null sein miissen, zeigten in der Finite-Element-Analyse deutliche
Spannungskonzentrationen.

Die im Rahmen dieser Arbeit relevanten Abbildungskonzepte werden im Folgenden skizziert:

e Die in den Abschnitten 4.4.1 und 4.4.2 vorgestellten Ansétze erméoglichen unter Verwen-
dung der Gleichungen (4.61) und (4.66) eine grofie Variation der Elementgeometrie. Der
besondere Vorteil liegt in der Berechnung der JACcOBI-Matrizen auf Basis der exakten
Geometrie. Voraussetzung ist, dass sie als parametrisierte Kurven und Flachen E;(r)
bzw. F;(r,s) in Abhéngigkeit der lokalen Parameter & darstellbar sind. Dieser Vorteil
birgt aber auch die Gefahr, in die Klasse der superparametrischen Ansétze zu ,rutschen*,
die im Falle nicht-glatter Geometrie zu unbrauchbaren Ergebnissen fiithren kann.

e Im Gegensatz dazu schlie8t das isoparametrische Standardkonzept solche Probleme aus.
Geméif der Finite-Element-Diskretisierung macht es auch fiir die Geometrie den Ansatz

(p+1)?

x ~ Y N'(§a, (4.72)

wobei je nach Dimension d des Problems gilt: x = [z, y|”, & = [&,,&,]" und a; = [a4y, a;y)”
bzw. x = [x,y, 2|7, € = [&, &, &]T und a; = [aiz, @iy, aix]". NP(€) bezeichnen die in Ab-
schnitt 3 bereits eingefithrten LAGRANGE-Polynome, a; die {iblicherweise auf einem &qui-
distanten Schema basierenden Stiitzstellen. Weil der Polynomgrad der Finite-Element-
Analyse dem entspricht, der die Geometrie interpoliert, konnen keine unerwiinschten
Effekte aufgrund einer Diskrepanz zwischen der Komplexitit dieser beiden Ansétze ent-
stehen. Der Nachteil des Konzepts liegt — wie in Abschnitt 3 gezeigt — in der Interpo-
lationseigenschaft von Gleichung (4.72). Die eventuell ungenaue Geometriebeschreibung
fithrt zu fehlerbehafteten Ergebnissen.

e Eine andere Strategie, die im Rahmen dieser Arbeit weitestgehend zur Anwendung
kommt, wurde 1997 von KIRALYFALVI und SzZABO [49] vorgestellt, das quasi-regionale
Mapping. Die Idee besteht darin, die Blending-Funktionen-Methode ((4.61) und (4.66))
mit der in Abschnitt 3 vorgestellten Interpolation nach CHEN und BABUSKA [21] zu
verkniipfen. Die daraus resultierenden Interpolationen E; (1) und F™®(r, s) der ex-
akten Kanten und Fliachen E;(r) und F;(r, s) sind in Gleichung (4.73) angegeben. E;(r)
und F;(r, s) entsprechen dabei den in den Gleichungen (4.60) bzw. (4.64) und (4.65) de-
finierten Groflen. LAGRANGE-Polynome interpolieren die Geometrie an den Stiitzstellen
E;(ry) bzw. F;(ry, s;) der sogenannten BABUSKA-CHEN Punkte 7, bzw. s;. Das Stiitz-
stellenschema findet man in [21]. Eigenschaften dieses Verfahrens sind in Abschnitt 3.2.4
diskutiert.
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Ei(r) =~ E"®(r) = ) N(r)Ein)

(4.73)

p+1 g+1

Fi(r,s) ~ F™P(rs) = ZZ NP (r) N/ (s) Fi(rg, s1)

k=1 l=1

Im Hinblick auf vier- und achtknotige finite Elemente charakterisieren KIRALYFALVI und
SzABO ihre Methode der Randreprisentation selbst durch zwei wesentliche Merkmale:

1. ,The only information required are coordinates of the curves and surfaces in the
collocation points.*

2. ,If the curves or surfaces are analytic then their piecewise polynomial approxima-
tion converges to the analytic expressions as the number of collocation points is
increased.“

Aufgrund der Tatsache, dass die LAGRANGE-Polynome jeweils an einem Knoten den
Wert 1 annehmen und an allen iibrigen Knoten verschwinden, kann bei der Berechnung
der Kollokationspunkte E;(ry) bzw. F;(ry, s;) auf das Losen eines Gleichungssystems ver-
zichtet werden. Bei diesem Konzept ist ein ,, Abrutschen® in einen superparametrischen
Ansatz nicht ausgeschlossen.

e Eine dritte Alternative konnte daher sein, die Geometrie anstelle der Interpolation durch
den gleichen Ansatz wie die Finite-Element-Losung anzunihern. Die Terme zur Appro-
ximation hétten dann folgende Form:

MModen
Ei(r) =~ EP™@r) = > Nfr)a;
=1
(4.74)

MModen
Fi(r,s) ~ F™(r,s) = Y Ni(r,s)b;

i=1

Darin bezeichnen die Funktionen N;(r) und N;(r, s) die hierarchischen Ansatzfunktionen
geméfl Abschnitt 4.3, a; und b; die entsprechenden Koeffizienten. Sie zu berechnen bedarf
es dann allerdings der Losung eines Gleichungssystems. Dieses Vorgehen entspriche dem
eines isoparametrischen Konzepts. Vor- und Nachteile sind abzuwégen (vgl. auch [27]).

Abschlieflend schematisiert Abbildung 4.15 die oben beschriebenen und im Rahmen dieser
Arbeit relevanten Strategien zur Beriicksichtigung der Randgeometrie finiter Elemente. Ganz
links ist der direkte Weg von der exakten Geometrie zur Abbildung via Blending-Funktionen-
Methode dargestellt. Darin fliet die exakte Beschreibung von Fléchen und Kanten F;(r, s)
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und E;(r) unmittelbar in die Gleichungen der Blending-Funktionen-Methode ein.

Die quasi-regionale Abbildung wird durch ein ,Zwischenschalten® der Geometrieinterpolati-
on (4.73) erreicht (Abbildung 4.15 mittig). Die Blending-Funktionen-Methode arbeitet auf
den Interpolationen F™* (7 s) und E™P(r). Der Vorschlag der Geometrieapproximation ist
rechts im Bild skizziert.

Blending-Funktionen-Methode,
Gleichungen (4.61) und (4.66)

Fi(r,s) F"“P(r,s) FPP (r, s)
(1) B (r) BI(r)
Interpolation Approximation
der exakten Geometrie der exakten Geometrie
Fi (Tv 8) Fz (Tv 8)
EZ(T‘) EZ(T‘)

exakte Geometrie

Abbildung 4.15: Abbildungskonzepte: von der exakten Geometrie zu den Gleichungen der Blending-
Funktionen-Methode; E;(r) und F;(r,s) sind durch die Gleichungen (4.60) bzw.
(4.64) und (4.65) gegeben.

4.5 Nichtlineare Algorithmen

Das im Rahmen der kontinuumsmechanischen Grundlagen beschriebene Modellproblem verhalt
sich aufgrund der linearisierten Kinematik nur noch bzgl. der konstitutiven Gleichungen nicht-
linear. Die nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung des Materialmodells fithrt zu einer
nichtlinearen schwachen Form des Gleichgewichts

/ET(v)a(u)dQ _ /V-fg 4o + /v~td8NQ, (4.75)

Q Q INQ

fiir die das Verschiebungsfeld u € V = {v(x) € [H}(Q)]? : v = 0 auf dpQ} gesucht ist, das
den homogenen DIRICHLET-Randbedingungen geniigt. Das Hauptproblem solch nichtlinea-
rer Fragestellungen liegt in der Bestimmung des Gleichgewichtszustandes. Thm n&hert man
sich schrittweise durch eine ,zeitliche® Diskretisierung, die die Belastung als lineare Funktion
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der sogenannten Pseudozeit vorgibt. Dazu wird die innerhalb eines gewissen Zeitintervalls zu
beriicksichtigende Last inkrementell in einer Folge von Zeitschritten [t,,, t,11], in die das Inter-
vall zuvor unterteilt wurde, aufgebracht. Zu jedem Zeitpunkt muss Gleichgewicht herrschen.
Dieser Forderung ordnen sich die inneren Variablen, die das nichtlineare Verhalten préagen
und durch ihre Zeitabhéngigkeit unmittelbar von der Belastung beeinflusst sind, durch In-
tegration der Materialgleichungen unter. Zur Zeitdiskretisierung auf globaler Ebene kommt
das im folgenden Abschnitt beschriebene NEWTON-RAPHSON-Verfahren zur Anwendung. In-
nerhalb eines NEWTON-RAPHSON-Schrittes gewéhrleistet der in Abschnitt 4.5.2 beschriebene
Projektionsalgorithmus, dass die Spannungen ,,im Lot* sind.

4.5.1 Das NEwTON-RAPHSON-Verfahren

Im Rahmen der Finite-Element-Methode ist das NEWTON-RAPHSON-Verfahren eine weit ver-
breitete effiziente Methode zur numerischen Loésung nichtlinearer Probleme. Geméf der oben
beschriebenen zeitlichen Diskretisierung, die im Falle der Elastoplastizitét einer schrittweisen
Laststeuerung entspricht, 16st das Verfahren in jedem Zeitschritt [t,,, ¢, 1] ein nichtlineares Pro-
blem, um das Verschiebungsfeld u,, 1 zum Zeitpunkt ¢,,,1 zu bestimmen. Dazu setzt es voraus,
dass zum Zeitpunkt ¢t = t,, die in Abschnitt 2.4 linearisierte schwache Form des Gleichgewichts
(2.58) erfiillt ist:

W(u,v) = W(a+ Au,v)
(4.76)

Q

W(ua,v)+DW(u,v)Au = 0

Gesucht ist die unbekannte Losung ug,41) zum Zeitpunkt ¢ = t(,11), die die homogenen

DiricHLET-Randbedingungen auf dem Rand 0p{2 erfiillt, und der Gleichung (4 76) geniigt.
Im NEWTON-RAPHSON-Verfahren korrespondiert u = u 4+ Au mit ugf::l)) (n oyt Au ::1
Um u(,4+1) zu finden, wird in jeder NEWTON-RAPHSON-Iteration das Verschlebungsmkrement

AuEH:l) gesucht, so dass

(4.77)

gilt. Nachdem nun in jedem NEWTON-RAPHSON-Schritt o (1) mit CEQH) e(uy)
diert, sind die entsprechenden Terme wie folgt definiert:

) korrespon-
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Wint(u EQH) v) = /5( )CE;H (UEQH))dQ (4.78)
Q
Wext(v)(n+1) = /VfQ,(n—H) ds) + / VE(n—&—l) dOon$) (479)
Q ONQ2
i i+1 i i (i+1)
DW(ul)), ), v) Aulfl) = / e(v)Cl)y e(ul), ) Aultl) do (4.80)
Q

Stehen innere- und auﬁere Krifte im Gleichgewicht, liegt also das in Gleichung 4.77 defi-
nierte Residuum W( (n +1), v) der schwachen Form des Gleichgewichts jenseits einer gewissen
Toleranz T'OL, ist Konvergenz erreicht. Algorithmus A-1 stellt die Umsetzung dar. Darin
bezeichnen Grofien (o)( 1) Variablen zur Zeit des Lastschrittes ¢ € [t,,t,+1] in der i-ten
NEWTON—RAPHSON—Iteratlon

Algorithmus A-1 NEWTON-RAPHSON-Algorithmus

Berechne: Arbeit der dueren Lasten im Zeitschritt [t,, t,11] durch Wex (V) n+1)

loop (NEWTON-RAPHSON-Iterationen ¢ = 1,2, 3, ...)

Berechne: Arbeit der inneren Krifte Wint(ugg 1y V)

Berechne: Residuum W(u (n)+1) V) = Wet (V) (ng1) - Wint(uggﬂ),v)

if (W(u),,,v) < TOL) then

Abbruch  (Konvergenz)

else

Berechne: Au&“l) durch Losen von
D Wmt(u (ni1)> V) Auggll)) = W(UEQH), V)

Berechne: neues Verschiebungsfeld 118::)) = uEQ 1y T Au Zntrll)
Berechne: Spannungszustand 0'8:1) gemaf Algorithmus A-2
Berechne: konsistente Tangente clt (n +1 gemaf Algorithmus A-2
Setze: 1=1+1

end if

end loop
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Abbildung 4.16 stellt das NEWTON-RAPHSON-Verfahren in einer Dimension grafisch dar. Die
zu minimierende virtuelle Arbeit, die dem Residuum entspricht, ist gegeniiber der Verschiebung
u aufgetragen. Unten im Bild ist die Lastschrittweite [t(,), {(n+1)] exemplarisch herausgegriffen,
um die entsprechenden Iterationen innerhalb dieses Zeitschritts darzustellen. Ausgehend vom

Punkt ug,) = ugg)ﬂ) nihert sich das Verfahren solange der Nullstelle, bis die Differenz von

Wint(ugzn) 1y V) und Wext (V) (n+1) eine gewisse Toleranz unterschreitet.

W(u,v)

0 —

Wext( )(n+1)
o

E ow
£ ou
—~ _”
>
\§ = =| =
§ bl = ~=]
— ] ®o—
+H F O£t
sg| g g
3 3 3
S~— S~—" ~—
- - +
= E g
| | |
| | |
| | | .
! ! w Iterationen
| | |
a® QD (fmax)

(n+1) " (n+1) " (n+1)

Zeitschritt ¢ € [t(y), t(ny1)]

|
|
k == Zeitschritte

Un—1) Uy U(n+t1)

Abbildung 4.16: Grafische Darstellung des NEWTON-RAPHSON-Algorithmus im eindimensionalen
Fall

4.5.2 Der Projektionsalgorithmus

Im iterativen Losungsprozess des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens, der in jedem Zeitschritt
Gleichgewicht herstellt, muss sichergestellt sein, dass der Spannungszustand des elastoplasti-
schen Problems den in Abschnitt 2.3.2 definierten Materialgleichungen geniigt. Dies zu gewéhr-
leisten, werden in jedem NEWTON-RAPHSON-Schritt (i) eines Lastschrittes ¢ € [t(n), t(i1)]
sowohl die Tangentensteifigkeit CEQ 1) als auch die Spannungen 0'81) +1) an jedem Integra-
tionspunkt mithilfe eines Projektionsalgorithmus angepasst. Das im Rahmen dieser Arbeit
verwendete Verfahren zur , Riickprojektion® der Spannungen wurde unter dem Namen Radial-
Return-Algorithmus [90, 104] erstmals 1964 von WILKINS [103] vorgestellt. Es gliedert sich in
einen elastischen Pradiktor- und einen plastischen Korrektor-Schritt. Zu Beginn eines oben
beschriebenen NEWTON-RAPHSON-Iterationsschrittes im Lastintervall ¢ € [t(n), t(n+1)] werden
(i)

)
. . . p
die inneren Variablen € (n+1)

. . 4
(n+1 zunéchst , eingefroren®.

)unda



76 4. Die Methode der finiten Elemente

p(®

_ p
(n+1) €n)
(4.81)
G
Aty = )

Mit diesen Groflen berechnet der elastische Pradiktor-Schritt aus dem Stoffgesetz o = C : (e — €P)

auf der Basis des aktuellen Verzerrungszustandes 683 1) den sogenannten Trial-Spannungszustand

(4.82). Alle GroBen (o)™ bezeichnen Variablen in solch einem ,, Versuchs®-Zustand.
dev[afﬂfl)] = 2u dev[eggﬂ) — &0y (4.82)

Fiir diesen Spannungszustand O'Efliill) und die entsprechende Variable a4y wird das FlieBkri-
terium f berechnet:

ria. ria. 2
Fefiy), am) = dev[odd ]| — \/; (Uo + hay + (00 — 00) (1 — eXp[—wam)])) (4.83)

e Ist der berechnete Spannungszustand (4.82)

f(agfmlill)aa(n)) S 0

zuldssig, handelt es sich um einen elastischen Schritt, in dem sich sdmtliche Spannungen
als Funktion des linear-elastischen Materialgesetzes zu

(4)

Ty = K tr[e!” ]1+dev[a'gjil1)] (4.84)

(n+1)

berechnen lassen. In Abbildung 4.17 ist die Situation schematisch dargestellt. Die pla-

trial —
o-(n—l-l) = O (n+1)

unzuléssig
Abbildung 4.17: Elastischer Schritt im P#diktor-Korrektor-Verfahren

stischen Variablen 81(0:111) = el(on) und O‘EQ 1) = Q(n) bleiben konstant.

4 ooV
c? = = (4.85)
(n+1) 52

(n+1)
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Die konsistente Tangente, die Voraussetzung fiir den néchsten NEWTON-RAPHSON-
Schritt ist, ergibt sich aus dem differentiellen Zusammenhang (4.85) zwischen Gesamt-
verzerrungen und Spannungen zu:

1
= slel+oul-2101] (4.86)

e Verletzt das FlieSkriterium f der im elastischen Pradiktor-Schritt berechneten Spannung
die FlieBbedingung:

f(o'Egian a(n)) > O,

wird der Spannungszustand in einem plastischen Korrektor-Schritt auf einen erlaubten
Zustand zuriickgefiihrt, auf die FlieSflaiche OIE, projiziert. Der Vorgang ist anhand von
Abbildung 4.18 skizziert. Fiir diese Projektion werden die in Tabelle 2.1 definierten

1

L OEq(far1=0)

unzuléssig

Abbildung 4.18: Plastischer Schritt im Padiktor-Korrektor-Verfahren

konstitutiven Gleichungen integriert, so dass schliefllich unter der Nebenbedingung

i ) i
f(o'grzﬂ)vo‘énﬂ)) =0 (4.87)

die Losung fiir die noch unbekannten Gréflen aus dem folgenden nichtlinearen System
an Gleichungen ermittelt wird.

(4) _ (4) @
@) 7 ria

) ) 9
(¥) _ %
iy = a(n)+m<>\/; (4.90)
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Diese Methode kommt dem impliziten EULER-Verfahren gleich und liefert fiir die ge-
suchten Groflen im neuen Zustand folgendes Ergebnis:

i i i @
UETBH) = /-@tr[egn)ﬂ)]l + 24 dev[egn)ﬂ) — sl(’nﬂ)] (4.91)
: devlo!” ]
© i (n+1)
€i) = € 9 (4.92)

Idev[ol)) ]

(@) _ %
Y1) = a<n>+A7“\[§ (4.93)

Ein effizienter Weg zur Berechnung des Konsistenzparameters Ay® liegt in der Reduk-
tion obiger Ausdriicke auf eine einzige nichtlineare Gleichung:

F(A) = 0

. ) 2 2 )
= [ldevlo il — 2nAy® — \/; {ao + h(%) + \/;A’V(“)
2 A~ ()
+(0c —00) | 1 —exp | —w | o) + gAfy (4.94)

Solche nichtlinearen, algebraischen Ausdriicke — entstanden aus der numerischen Inte-
gration konstitutiver Gleichungen — kénnen durch Anwendung einer lokalen NEWTON-
RAPHSON-Iteration gelost werden. Liegt dem Materialmodell ein lineares, isotropes Ver-
festigungsgesetz zugrunde, exisiert fiir f(Ay®) = 0 die analytische Losung

Flofy, am)

Ay® > (4.95)
Auf Basis des neuen Spannungszustandes liefert die Beziehung
. doV
(4) _ (n+1)
Cory = 270 (4.96)
(n+1)

die neue Tangentensteifigkeit, die Voraussetzung fiir den néchsten NEWTON-RAPHSON-
Schritt ist. Der elastoplastische Tangentenmodul berechnet sich gemé&f folgender Vor-

schrift:
CO k1@ 4 2l - 21@1] - 20 % % 4.97
ey — R1@1+2u (n+1) [ 3 ® 1] —2pu (n+1) Dy gy @Dy (4.97)
' 211 Ay®
mit: 0(n+1) =1- W
I ev[a(n+1)]H

_ (1 h+w (00 — ao)exp(—wa&)+1

Ons1) =
(n+1) 31

D) =)

Abschlieflend fasst Algorithmus A-2 die Umsetzung der ,,Riickprojektion® des Spannungszu-
standes zusammen.
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Algorithmus A-2 Radial-Return-Algorithmus fiir die J,-FlieBtheorie mit isotroper Verfesti-
gung

elastischer Pradiktor-Schritt

. . rial
Berechne: Trial-Spannungszustand — dev(o ()] = 2u dev[e!’ (n )~ Ew)
Berechne: FlieSkriterium  f(o tﬁfl) Q@) geméf Gleichung (4.83)
if (f(aff;ill) () < 0) then
(%)

Berechne: Xpi1) = An)

Berechne: ’5?1(111) = efn)

Berechne: (.., = wtrfe() 1 +devlo )

1
Berechne: CEnH =rkl1®1+2u[I— §1®1]
Abbruch: (elastischer Schritt)

else

Berechne: Konsistenzparameter Ay® durch Lésen von Gleichung (4.94)

Projektion

— devlgrtrial

Berechne: IIE )+1) #;D]
Hdev[a(nﬂ)]ﬂ

i 2 .
Berechne: O‘En)ﬂ) = Q) + \/;A,Y(z)

P
Berechne: ?

(i)
(nt1) = Em) T Ayn

D)
Berechne: JE:L)H) = I{tT[EEZn)Jrl)]]- + deV[o'Eizlill | — 20" HEZ +1)

elastoplastischer Tangentenmodul

241 Ay®

Idevie(et, ]I

Berechne: 0, ) =1 —

(%)
(

h+ w (00 — 0g)exp(—way,, 1)\ ~1
+1) ) . (1 . 6(n+1))

34

Berechne: §(n+1) = (1 +

1 = i i
Berechne: CEnH =r1® 14210441 I — 3 1® 1] — 2u 0341 n(rg H® nETBH)

end if
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4.6 Numerische Integration

Das zu 16sende Integrationsproblem bei der Finite-Element-Methode steckt in der Berechnung
der Elementsteifigkeitsmatrix K¢ (4.26) und des Lastvektors F¢ (4.27) bzw. (4.29). Wie héufig
bei Problemen der angewandten Mathematik ist analytische Integration hier nur in Spezi-
alfillen denkbar, so dass man sich numerischer Integrationsverfahren bedient. Die Wahl der
Quadraturmethode héngt von der Art der Fragestellung ab: Wie glatt ist der Integrand, gibt
es Singularitdten? Wie liegt der Integrand vor, kontinuierlich oder diskret? Wie hoch wird der
Grad der Genauigkeit eingestuft?

Neben Trapez- und Transformationsmethoden gibt es die Klasse der interpolatorischen Qua-
draturformeln, zu denen z.B. die NEWTON-COTES-, aber auch die GAUSS-Integration zédhlen.
Sie approximieren den Integranden durch ein Interpolationspolynom. Der grundlegende Unter-
schied zwischen NEWTON-COTES- und GAuss-Quadratur liegt in der Wahl der Stiitzstellen,
die einerseits dquidistant, andererseits mit dem Ziel hoher Genauigkeit geeignet gewéhlt wer-
den.

Zur effizienten Integration von Steifigkeitsmatrizen hoher Ordnung wurden von MELENK et
al. [58] und HINNANT [46] verschiedene Ansétze entwickelt.

4.6.1 GAvuss-Quadratur

Im Rahmen von Finite-Element-Berechnungen stellt die GAUss-Quadratur das am haufigsten
verwendete Integrationswerkzeug dar. Bei dem zu integrierenden Term handelt es sich im
Allgemeinen um einen gebrochenrationalen Ausdruck, da die JACOBI-Matrix eine Funktion
von &, 1, ¢ ist. Das Integrationsproblem présentiert sich somit als

+1 41 +1

| ][ rencacanac (4.98)

-1-1-1

und wird mit der GAUSSschen Quadraturformel approximiert durch:

l n

DD wiwywy Gy G) (4.99)

i=1 j=1 k=1

Das Volumenintegral ldsst sich also auf eine eindimensionale Integration in drei Richtungen
mit entsprechender Néherung zuriickfiithren:

+1 .
/ f(x)dr = Z w; f(z;) wobel x; € [—1,1] (4.100)
-1 i=1

Hierin sind w; die GAUSS-Gewichte, x; die Stiitzstellen oder GAUSS-Punkte. Fiir die GAUSSschen
Quadraturformeln gilt:
Es existiert genau eine Quadraturformel (4.100) mit n Integrationsstiitzstellen, x; € [—1,1],



4.6. Numerische Integration 81

und maximaler Genauigkeit (2n—1). Die Stiitzstellen z; sind die Nullstellen des n-ten LEGENDRE-
Polynoms (4.48) bzw. (4.49), die Integrationsgewichte sind definiert als

1
n 2
wi:/H(x_xﬂ) dr >0, (i=1,2,...,n). (4.101)
j=1

T — Xy
=1 G
Die Integrationsstiitzstellen x; # 0 liegen paarweise symmetrisch zum Nullpunkt. Anhand von
(4.101) wird leicht klar, dass zu diesen Paaren jeweils gleiche Gewichte gehoren. Die Anwen-
dung der GAussschen Quadraturformel setzt selbstverstdndlich Kenntnis iiber Stiitzstellen
und Gewichte voraus. Eine numerisch stabile Methode zur Berechnung dieser Groflen wird in
[86] vorgestellt. Die zwei- und dreidimensionalen Integrationsschemata ergeben sich als Ten-
sorprodukt der ein- bzw. zweidimensionalen Formeln.

4.6.2 Vektorintegration

1994 stellte HINNANT [46] erstmals die Methode Vektorintegration vor. Die Idee einer ad-
aptiven Vektorquadratur steht im Zentrum von [61, 62]. Dort wurde das Integrationsschema
in das bestehende p-Versions Programm AdhoC [30] implementiert und anhand numerischer
Beispiele getestet. Neben dem in Abschnitt 4.6.3.1 beschriebenen Beispiel, das auch in [62]
dargestellt ist, prasentiert Abschnitt 4.6.3.2 eine weitere Anwendung. Effizient zu integrieren,
ist nicht nur bei linearer Elastizitdt, sondern auch bei physikalisch nichtlinearen Problemen
von groffem Interesse.

Die Grundidee besteht darin, den Integranden in ein Produkt zu iiberfiihren, dessen Faktoren
dann jeweils einzeln integriert werden, um spéter wieder geeignet zusammengefiigt zu werden.
Sie ldsst sich vorteilhaft anhand des Integrationsproblems in einer Raumdimension darstellen,
in der ein Eintrag (i, 7) der Steifigkeitsmatrix durch

1
ki = /Bki(x)Clelj(:p) det J dx (4.102)

-1

berechnet wird. Hierzu wird das Produkt zweier Funktionen gebildet, wobei Materialmatrix
Cy; und JACOBI-Determinante det J einer der beiden Funktionen zugeordnet werden konnen.
So wird der Ausdruck auf das Produkt zweier Funktionen g;(z) und h;(x) zuriickgefiihrt, von
denen die eine nur vom Zeilenindex ¢, die andere nur vom Spaltenindex j abhéngt.

1

kij = /gz(x) h;(z) dz (4.103)

-1

Als Ausgangsgleichung fiir die Anwendung der Vektorintegration verdeutlicht Gleichung (4.103)
den Grundgedanken dieser Methode. Wihrend die GAUss-Quadraturformeln eine Approxi-
mation an das Integral iiber den Integranden f(x) = g;(x)h;j(x) vornehmen, arbeitet die
Vektorintegration auf g;(z) und h;(x) getrennt, um dann mit den Ergebnissen in all ihren
Kombinationen von ¢ und 5 das Punktprodukt zu bilden.

Die Ordnung von g¢;(x) und h;(z) variiert fiir verschiedene i und j. Diese Eigenschaft lasst
sich in zweierlei Hinsicht nutzen. Zum einen kann der Aufwand, der zur , Vektorintegration*
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der jeweiligen g¢;(z) bzw. h;(z) erforderlich ist, der Ordnung der Funktion angepasst werden.
Zum anderen verhélt sich der Aufwand bei der Bildung des Punktproduktes proportional zur
Dimension des Vektorintegrals, das aus der Funktion kleinerer Ordnung stammt.

4.6.2.1 Mathematische Umsetzung der Idee

Die mathematische Umsetzung der Idee ist gleichzusetzen mit der Antwort auf die Frage nach
der Trennung des Integranden in zwei Faktoren und deren anschliefende separate Behandlung.
Bei der Integration von

1

/g(:c) h(x) dz (4.104)
“1
bleiben die Indizes ¢ und j unberiicksichtigt, da sie in diesem Zusammenhang keine Rolle

spielen. g(z) und h(x) sind zunéchst nur skalare Funktionen. Durch Potenzreihenentwicklung
lassen sie sich jeweils als unendliche Reihe von LEGENDRE-Polynomen exakt darstellen.

r) =Y e Pil) und h(z) =Y d; Ps(x) (4.105)

Zusétzlich zur Orthogonalitét (4.51) der bereits erwidhnten LEGENDRE-Polynome (4.48) bzw.
(4.49) sind diese LEGENDRE-Polynome (4.105) auf dem Intervall [-1,1] orthonormal:

sonst

/ Pi() Py(x)de — {(1) fiar 7= (4.106)

So unterscheiden sie sich von den zuvor verwendeten Polynomen durch einen Faktor und sind
wie folgt definiert:

(1
V2
Pi(z) = \/:'E fir i=1 (4.107)
i—1 [2i+1
i 21—-3
Die Funktlonen g(z) und h(x) werden approximiert, indem man nach der Methode der klein-
sten Fehlerquadrate fordert:

/ [Zcfpf(x)—g(x)] dr = Min und / [ZdJPJ(:E)—h(x)] dz = Min (4.108)

1=0 el

fir 1=0

(NN OV

Q.| =

P, _o(x) fir i>2

V(20 —1)(2i + 1)z Py (z) —
)

Unter Ausnutzung der Orthonormalitétseigenschaft der LEGENDRE-Polynome im Bereich [-1,1]
lassen sich die Terme fiir g(x) und h(x) soweit umformen, dass sich die Faktoren ¢; und d;
wie folgt darstellen lassen:

1 1

cr = /g(x)PI(x) dx und dy = /h(:p)PJ(x) dx (4.109)

-1 -1
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Setzt man in die Ausgangsgleichung (4.104) die Terme (4.105) fiir g(x) und h(x) ein, so ist
fir I =0,...,00

1 1
00

/ g(z) h(z) de = / (er Py(x)] [dy Py(z)]de = > erdr = cd, (4.110)

—1 -1 1=0

Das Integral des Produktes aus g(x) und h(z) kann somit als Punktprodukt der Vektoren c
und d mit [ =0, ..., 00 exakt berechnet werden. Einsetzen von (4.109) liefert

1 1

cd = /g(az)PI(az) dx /h(x)PI(:c) dx (4.111)

-1 -1

- V/lg(x) da th@) da (4.112)

(. J (. J

vV Vv
Vektorintegral zu g(z) Vektorintegral zu h(x)

Obwohl das Integral {iber das Produkt zweier Funktionen in zwei Integrale iiber Produkte
zweier Funktionen iibergeht, wird eine Ersparnis hinsichtlich des Integrationsaufwandes er-
reicht. Der Vorteil der Vektorintegrale liegt darin, dass man den einen Faktor des Integranden
— néamlich Pr(z) — genau kennt. Dies ldsst sich hinsichtlich der numerischen Umsetzung
nutzen.

4.6.2.2 Numerische Berechnung des Vektorintegrals

Im Folgenden wird die numerische Berechnung eines Verktorintegrals unter der Voraussetzung
eines polynomiellen Integranden besprochen. Das Vektorintegral ¢ der Funktion g(x) ist Vektor
von Integralen, deren Integrand sich jeweils als Produkt aus g(z) und LEGENDRE-Polynom
mit aufsteigender Ordnung ergibt.

/ o(2) Pr(z) da

L —1 .

Um diese Integrale zu approximieren, bedarf es einer geeigneten Quadraturformel, die auf je-
de Komponente des Vektors anzuwenden ist. Vom Grundsatz her entspricht das Schema dem
anderer Integrationsmethoden. Das Integral wird durch eine Summe gewichteter Funktionsaus-
wertungen angendhert. Die Dimension (I 4 1) des Vektorintegrals hiangt von einer ungeraden
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Ordnung I > p, dem Grad des LEGENDRE-Polynoms, durch das die zu integrierende Funk-
tion g(x) approximiert wird, ab. Fiir die Anzahl n der Stiitzstellen, die gleiches Vorzeichen
aufweisen, gilt demzufolge mit n = (I + 1)/2 stets n € IN. Das Vektorintegral (4.114) wird
entsprechend approximiert. Zu allen z; # 0, die paarweise symmetrisch zum Nullpunkt liegen,
gehoren die gleichen Gewichte.

[ s@P@) s S Wi (0,0) (g(a) + 9(—,))

V1 /g(:c)Pl(a:) dx ZW]’(Ln) (9(z;) — g(=;))

/g(ﬂf) dv = ¢ = | 5 ~ (4.114)
jg(w)Pz(x) dx ZWJ(L”) (g(xj):lzg(—:cj))

| -1 .
Die Gewichte W; hingen von der Ordnung I > p des Polynomgrades p und der Anzahl be-
tragsmaBig gleicher Stiitzstellen ab. Jede Integrationsordnung erfordert eine eigene Gewichts-
matrix W € RUTD*"_ Sje wird sowohl auf eine gerade als auch auf die darauffolgende ungerade
Ordnung angewandt. Ein Satz an Stiitzstellen g(z;), g(—=;) geniigt zur Berechnung des ge-
samten Vektorintegrals. Jedes Vektorintegral entsteht aus (I 4+ 1)/2 € IN Auswertepunkten
und (I + 1) x n Gewichtsfaktoren. Das alternierende Vorzeichen der Funktionsauswertungen
g(—x;) korrespondiert mit der Ordnung von P;(z) und entsteht aus der Ableitung der Ge-
wichtsfaktoren. Thre Berechnung ist in [46, 61, 62] im Detail erldutert.

4.6.2.3 Adaptive Vektorintegration

Bisher wurde die Methode Vektorintegration selbst erkldrt. Genauere Untersuchungen und
Ergebnisse zur Effizienz der Quadraturtechnik, die anhand einer ,,methodengerechten“ Imple-
mentierung zur Integration ganzrationaler Funktionen erreicht wurden, sind in [46, 61] und
[62] dargelegt.

Dieser Abschnitt widmet sich der Modifikation der Methode, wie sie im Zuge der Implemen-
tierung in das bestehende p-Versions Finite-Element-Programm AdhoC' [30] — gekoppelt mit
den Anforderungen an die Integration von Steifigkeiten verzerrter Elemente — vorgenommen
wurde, um eine Steigerung der Effizienz zu erreichen.

1. Ankniipfung an das bestehende Finite-Element-Programm
In der urspriinglichen Version des Finite-Element-Programms wurde die GAUSS-Quadra-
tur zur Integration verwendet. Dazu wird die gesamte B-Matrix an jedem GAUSs-Punkt
ausgewertet. Der Aufbau der Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix erfolgt fiir jeden der
Ansatzraume sukzessive.
Grundverschieden zu diesem Vorgehen arbeitet Vektorintegration komponentenweise auf
den Eintragen der B-Matrix und passt die Anzahl erforderlicher Integrationsstiitzstellen
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dem Grad der zu integrierenden Funktion an.

Um fundamentale Anderungen in der Gesamtstruktur des Programms zu vermeiden,
wird auch im Rahmen der Vektorintegration die gesamte B-Matrix an jedem GAUSS-
Punkt ausgewertet. Ganz entsprechend hat es sich als effizient erwiesen, auf den Aufwand
zur Berechnung der richtigen Integrationsordnung jeder Komponente der B-Matrix fiir
alle Richtungen zu verzichten. Stattdessen werden die Vektorintegrale vollstédndig be-
rechnet — die B-Matrix wurde ja bereits an sdmtlichen GAUSS-Punkten ausgewertet
— um dann nachtréglich die Nullkomponenten der Vektorintegrale zu ermitteln. Da die
Quelle der Effizienz ohnehin auf der Seite der multiplikativen Operationen liegt, sind die
Einbuflen durch diesen Kompromiss verschwindend klein.

2. Integration verzerrter Elemente
Bei unverzerrten Elementen ist der Integrand ein Polynom und die Dimension des Vek-
torintegrals ist von vornherein bekannt.
Bei der Quadratur von Elementmatrizen verzerrter Elemente werden gebrochenrationa-
le Funktionen integriert. Grund hierfiir sind die Eintrdge der JACOBI-Matrix, die als
Funktionen von € in J=! — und somit fiir die zu integrierenden Funktionen — gebro-
chenrationale Ausdriicke erzeugen. Man weify somit nicht a priori, welche Eintrige der
Vektorintegrale ¢ und d nahezu verschwinden.
Wie oben beschrieben wird die gesamte B-Matrix an jedem Integrationspunkt ausge-
wertet. So wird im ersten Schritt jeder Eintrag beider Vektorintegrale berechnet. Thre
Dimension ist durch den Grad der Finite-Element-Approximation definiert. Im zweiten
Schritt werden alle Komponenten innerhalb eines gewissen Toleranzintervalls berechnet.
Mit dem a posteriori Wissen iiber die vernachléssigharen Komponenten der Vektorinte-
grale konnen bei der Berechnung des Punktproduktes — in dem Rahmen, in dem die
Vektoren vernachlissigbare Eintrige liefern — in gleicher Weise Operationen gespart
werden wie zuvor.

Zur Berechnung des Punktproduktes hat es sich als effizient erwiesen, die Suche nach der
minimalen Anzahl relevanter Eintrédge der beiden Integranden zu sparen. Woran das liegt, sei
anhand der Betrachtung der Integranden im eindimensionalen Fall erlautert.

Jadj Jadj

1 1
/BTCB det J d¢ = /(mei)T) C <Lm(Nj) detJ) d¢ (4.115)

—1 -1

/ Jagj T
) el s e

-1 S 7

Integ;rand 1 Integrtmd 2

Die JAcOBI-Matrix als Funktion von ¢ produziert in J=! und somit auch fiir die zu inte-
grierenden Funktionen gebrochenrationale Ausdriicke. Im zweiten Integranden kiirzt sich die
Determinante det J im Nenner von J~! heraus. J adj ist eine Matrix ganzrationaler Funktionen,
deren Ordnung sich nach der Unterdeterminante der jeweiligen Komponente von J richtet. In-
tegrand zwei ist ,einfacher” zu integrieren und enthélt dementsprechend mehr Zahlen =~ 0.
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Ginge man zur Berechnung des Punktproduktes nach dem Prinzip der Minimumsuche vor,
so wiirde Integrand zwei das Minimum dominieren. Die Multiplikation anhand der von Null
verschiedenen Eintrdge von Integrand zwei lasst sich auflerdem programmiertechnisch effizi-
ent umsetzen, so dass auch fiir die Integration unverzerrter Elemente keinerlei Einbuflen zu
verzeichnen sind. Das prinzipielle Vorgehen kann somit wie folgt zusammengefasst werden:

1. Die Vektorintegrale beider Integranden werden vollstdndig berechnet. Hierzu wird die
B-Matrix an sdmtlichen GAuUss-Punkten ausgewertet.

2. Bei der Bildung des Punktproduktes werden die Multiplikationen, die aufgrund der von
Null verschiedenen Komponenten von Integrand zwei erforderlich sind, durchgefiihrt.

4.6.3 Numerische Beispiele

Die folgenden beiden Beispiele zeigen die Reduzierung des numerischen Aufwandes durch
die Methode Vektorintegration anhand von Rechenzeiten. Jedem der gewé#hlten Ansatzraume
liegt ein uniformer Polynomgrad zugrunde. Samtliche Berechnungen wurden auf einer digital
2x500au? (alpha) Maschine (processor evh 21164 mit 500 MHz) durchgefiihrt.

4.6.3.1 Deckenplatte auf Stiitzen

Als erstes wird eine auf neun Stiitzen gelagerte Deckenplatte unter Gleichflichenlast betrach-
tet. Bei einer Plattendicke von ¢ = 0.2 [m] ist das Langen-Dickenverhéltnis der Struktur durch
einen Wert von 60 gekennzeichnet. Die Querschnittsflichen der 3.0[m] langen Stiitzen mes-
sen 0.3[m] x 0.3[m]. Die Struktur wurde durch 194 Hexaederelemente diskretisiert, wobei das
in Abbildung 4.19 dargestellte Netz zum Rand und zu den Stiitzen hin verfeinert ist. Die
Elemente sind zum Teil stark verzerrt.

Abbildung 4.19: Deckenplatte auf neun Stiitzen, mit 194 Hexaederelementen diskretisiert

Um den Effizienzgewinn der Methode Vektorintegration im Vergleich zur iiblichen GAuSs-
Quadratur zu quantifizieren, tragt Abbildung 4.20 das Verhéltnis der Rechenzeiten dieser
beiden Integrationsschemata gegeniiber dem gewéhlten Polynomgrad der jeweiligen Finite-
Element-Diskretisierung auf. Er ist durch den erforderlichen Speicherbedarf zur Gleichungs-
16sung limitiert.
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Abbildung 4.20: Verhiltnis der CPU-Zeiten von GAUss-Quadratur und Vektorintegration
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Abbildung 4.21: Relativer Fehler in der Energienorm in [%] gegeniiber der CPU-Zeit zur Berechnung
der Steifigkeit
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Je nach Ansatzraum wird eine Beschleunigung um einen Faktor iiber 16 erreicht. Der Ef-
fizienzgewinn ist bei Berechnungen mit dem reichen tensor product space Spe™"™(Qh) am
deutlichsten zu spiiren, weil die Anisotropie der Ansatzraume, die sich die Methode Vektorin-
tegration zunutze macht, bei dem wvollen Ansatzraum Sps™""*(QL) am stirksten ausgepriigt
ist.

Abbildung 4.21 trégt den relativen Fehler in der Energienorm in Abhéngigkeit der CPU-
Zeit zur Berechnung der Steifigkeit auf. Fiir alle Ansatzraume liegt die erforderliche Zeit zur
Integration — mit dem Ziel eines relativen Fehlers von weniger als 6% — bei adaptiver Vek-
torintegration um etwa eine Groéflenordnung unter der der herkémmlichen GAUSss-Quadratur.
Die exakte Dehnungsenergie wurde durch Extrapolation der Ergebnisse (vgl. Abschnitt 4.2.2),
die aus Berechnungen mit dem tensor product space fir pe = p, = pc = 1,...,7 stammen,

geschétzt.

4.6.3.2 Knotenkonstruktion einer Stabwerkskuppel

Als weiteres Beispiel stellt dieser Abschnitt die Ergebnisse zu Berechnungen einer gekriimm-
ten Struktur aus dem Stahlbau vor. Es handelt sich um die in Abbildung 4.22 dargestellte
Detailkonstruktion einer Stabwerkskuppel, die jeweils vier Stédbe kraftschliissig verbindet. Sie
schlieflen an den vier Stegen an, die radial an einem zylindrischen Kern angreifen, dessen schub-
beanspruchter Bereich durch eine innenliegende Kreisringplatte verstérkt ist. Die Symmetrie
des Systems erlaubt die Reduktion des Berechnungsmodells auf ein Achtel der Struktur.

Abbildung 4.22: Geometrie der Knotenkonstruktion einer Stabwerkskuppel und Finite-Element-Netz
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Abbildung 4.23: Verhéltnis der Rechenzeiten von GAUss-Quadratur zu Vektorintegration gegeniiber
dem Polynomgrad p bei Berechnungen mit dem reduzierten Ansatzraum
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Abbildung 4.24: Relativer Fehler in der Energienorm in [%] gegeniiber der Zeit zur Berechnung der
Steifigkeiten
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Neben den entsprechenden symmetrischen DIRICHLET-Randbedingungen wirkt auf die Ste-
ge seitlicher Druck sowie eine Zugkraft in Richtung der Stegachse. Das durch 162 Elemente
diskretisierte Achtelsystem ist in Abbildung 4.22 rechts unten dargestellt.

Analog zu dem vorangegangenen Beispiel ist der Effizienzvergleich der Integrationsmethoden
bei Berechnungen mit dem trunk space durch die Diagramme der Abbildungen 4.23 und 4.24
dargestellt. Bei pe = p, = pc = 9 ist Vektorintegration um eine Faktor von fast 6 schneller.
Um einen relativen Fehler in der Energienorm von unter 2% zu erreichen, benotigt die adaptive
Vektorintegration etwa eine Groflenordnung weniger Rechenzeit.
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Kapitel 5

rp-adaptive Diskretisierung

Der Darstellung der Finite-Element-Methode und der speziellen Eigenschaften von Ansétzen
hoher Ordnung folgt nun die Beschreibung des rp-adaptiven Verfahrens, motiviert durch das
Modellproblem physikalischer Nichtlinearitét.

Geméf Abschnitt 4.2 konvergiert die uniforme p-Version fiir diese Problemklasse algebraisch.
Hinsichtlich der Konvergenzrate physikalisch nichtlinearer Probleme haben L1 und BABUSKA
[55] theoretische Untersuchungen zur Wahl von Polynomgrad und Elementgrofie des Finite-
Element-Modells verdffentlicht. Die Strategie der hier entwickelten effizienten Diskretisierung
ist Gegenstand der folgenden Abschnitte.

5.1 Die Idee

Bei physikalisch nichtlinearen Problemen entsteht eine Singularitét entlang der plastischen
Front, die im eindimensionalen Fall einem Punkt, im zweidimensionalen Fall einer Kurve und

op

Abbildung 5.1: Gebiet (2, zerlegt in einen elastischen 2° und einen plastischen QP Bereich
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im dreidimensionalen Fall einer Oberflache entspricht.

Dieser Regularitétsverlust erlaubt nur algebraische Konvergenz, sofern die Kurve des elastisch-
plastischen Interface das Innere von Elementen durchquert. Um auch fiir diese Klasse von
Problemen exponentielle Konvergenz zu erreichen, besteht die Idee darin, das gesamte Be-
rechnungsgebiet ) so in Teilgebiete Q¢ und 2P zu zerlegen, dass deren Réander dem Verlauf
des elastisch-plastischen Interface folgen. Abbildung 5.1 illustriert die Idee anhand des zweidi-
mensionalen Problems. Die exakte Losung auf den Substrukturen 2° und 2P, die entweder zu
einem elastischen oder einem plastischen Bereich des Gebietes €2 gehoren, ist glatt, vorausge-
setzt man schliefit sonstige Singularititen — beispielsweise aufgrund einspringender Ecken —
aus. Jedes dieser Teilgebiete wird dann durch eine p-Version auf grobem Netz diskretisiert; eine
Verfeinerung in Richtung des elastisch-plastischen Interface ist iiberfliissig. Das Berechungsge-
biet mit einer nicht-glatten Losung wird in Teilgebiete zerlegt, auf denen jeweils eine regulére
Losung existiert. ,,So hoffnungslos einfach ist die Losung.“ [101].

Nachdem der Rand des elastisch-plastischen Interface eine beliebige Kurve beschreibt, sind die
Elementkanten entsprechend geformt. Die Berechnung solcher Elementgeometrie erméglicht
die in Abschnitt 4.4 beschriebene Abbildungsfunktion.

Ort und Geometrie des elastisch-plastischen Interface sind nicht a priori bekannt. Daher be-
darf es eines rp-adaptiven Algorithmus, der den Rand der plastischen Front iterativ sucht.
Das Konzept ist Thema des folgenden Abschnitts.

5.2 rp-adaptiver Algorithmus

Wie die schrittweise Suche nach der plastischen Front algorithmisch umgesetzt ist, dokumen-
tieren Abbildung 5.2 und Algorithmus A-3.

Fiir ein gegebenes Berechnungsgebiet wird zunéchst eine Anfangsdiskretisierung in Form ei-
nes groben Netzes mit Polynomgrad p = 1 generiert (vgl. Iteration la in Abbildung 5.2).
Zusétzlich wird ein sogenanntes Hintergrundnetz oder Auswertenetz erzeugt. Es entsteht ent-
weder vollig unabhéngig vom Berechnungsnetz oder durch Zerlegung der p-Elemente in jeweils
k x k Subelemente. Seine Netzdichte korrespondiert mit der Anzahl an Integrationspunkten
zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren. Das Hintergrund-
netz ermoglicht eine Approximation der plastischen Zone mit hoher Auflésung, unabhéngig
von der Dichte des (groben) p-Netzes. Die nichtlineare Finite-Element-Berechnung liefert nun
elastische und plastifizierte Punkte auf einem derartigen Hintergrundnetz.

Schneidet das elastisch-plastische Interface keines der Elemente, enthélt also ein Element aus-
schlieBlich elastische oder plastische Punkte, bleibt die rdumliche Diskretisierung unveréandert
(vgl. Interation 2a in Abbildung 5.2). Der Polynomgrad wird erhoht, die Integrationsordnung
angepasst, ein neues Auswertenetz generiert.

Schneidet — wie in Iteration 2b von Abbildung 5.2 dargestellt — das elastisch-plastische Inter-
face das Innere von Elementen, enthélt also ein Element sowohl elastische als auch plastifizierte
Punkte, wird ein neues Berechnungsnetz unter Beriicksichtigung dieser Punkte generiert (vgl.
Iteration 3a in Abbildung 5.2). Das Prozedere wird wiederholt.

Durchquert die plastische Front das Elementinnere so, dass die urspriingliche Netztopologie
der Form des Interface nicht ldnger ,standhélt®, wird das Berechnungsgebiet unter Beritick-
sichtigung der Zerlegung in elastische und plastifizierte Regionen neu vernetzt (vgl. Iteration
4a in Abbildung 5.2).
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Dieser Algorithmus kann bis zu einem gewiinschten Polynomgrad wiederholt werden. Die
endgiiltige Diskretisierung ist dadurch gekennzeichnet, dass nach der nichtlinearen Berech-
nung kein Element vom elastisch-plastischen Interface geschnitten wird (vgl. Iteration 4b in
Abbildung 5.2).

Um ein brauchbares Ergebnis zu gewéhrleisten, muss der Polynomgrad p der Finite-Element-
Analyse einen minimalen Wert p.,;, erreicht haben. Weiterhin sollte die relative inkrementelle
Anderung in U (Gleichung (2.51)) unter einer definierten Toleranz TOL liegen. Algorithmus
A-3 fasst die rp-adaptive Diskretisierung zusammen.

Um Position und Verlauf der plastischen Front zu berechnen, verwendet der rp-adaptive Al-
gorithmus den im folgenden Abschnitt beschriebenen geometrischen Algorithmus.

Algorithmus A-3 rp-adaptiver Algorithmus

Generiere: Finite-Element-Netz = generiere (grobes) Ausgangsnetz
Setze: Polynomgrad prg = 1
Setze: Integrationsordnung go = 2 ppg

Generiere: Auswertenetz, dessen Dichte mit der Anzahl an Integrationspunkten

korrespondiert
repeat
Berechne: nichtlineares Finite-Element-Problem
Berechne: FErgebnisse auf einem Hintergrundnetz
Generiere: aus den Ergebnissen des Hintergrundnetzes ein neues
Finite-Element-Netz gemafl Algorithmus A-4
Setze: Polynomgrad prg = prg + 1
Setze: Integrationsordnung go = 2 pgg
Generiere: Auswertenetz, dessen Dichte mit der Anzahl an
Integrationspunkten korrespondiert
until

kein Element wird von der plastischen Front geschnitten
und PFE 2 Pmin

|upFE B upFE*1| < TOL
Upgss|

und
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a)

[teration 1
Polynomgrad p =1

[teration 2
Polynomgrad p = 2

Iteration 3
Polynomgrad p = 3

[teration 4
Polynomgrad p = 4

Abbildung 5.2: Grafische Darstellung des rp-adaptiven Algorithmus mit Integrationsordnung 2p
(blau: elastische Punkte/Bereiche, rot: plastifizierte Punkte/Bereiche)
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5.3 Geometrischer Algorithmus

Um im rp-adaptiven Zyklus die Geometrie des Interface zu bestimmen und ein entsprechendes
neues Finite-Element-Netz zu generieren, wird der folgende Algorithmus eingesetzt:
Ausgehend von einem Hintergrundnetz mit elastischen und plastifizierten Punkten, wie es in
Abbildung 5.3 a dargestellt ist, sucht der Algorithmus alle Elemente und Kanten, die vom pla-
stischen Rand geschnitten werden. Jede der identifizierten Kanten ist durch einen elastischen
und einen plastifizierten Knoten berandet (vgl. Abbildung 5.3b). Die Kurve, die den Verlauf
der plastischen Zone beschreibt, teilt jede Kante. Die Positionen dieser Schnittpunkte P} wer-
den fiir alle Kanten k& berechnet (vgl. Abbildung 5.3 c). Sie definieren die geometrischen Orte,
um einen interpolierenden B-Spline zur Approximation der plastischen Zone zu erzeugen.
Zur Berechnung der Schnittpunkte P} werden die physikalischen Eigenschaften der Endpunkte
einer entsprechenden Kante £ interpoliert, die VON MISES Vergleichsspannung oy, ; der ela-
stischen Punkte Pf und ein Dehnungsmaf 5’? geméf Gleichung (5.4) der plastifizierten Punkte
P]P. Das entsprechende Interpolationsschema ist durch

we

PI —_ 1 _ ; i b ] P 51
r= = fu)xi + fix;  wobei  fj " (5.1)

gegeben. Zur Berechnung der sogenannten elastischen und plastifizierten Gewichte w{ und w?
unterscheidet man zwei Zugénge:

1. Ein ganz einfacher Weg liegt in der Annahme

wy = w?, (5.2)

die zu fr = 0.5 fiihrt und daher im Folgenden als Mittelpunktregel bezeichnet wird.

2. Einen anderen Zugang liefert die Berechnung der elastischen und plastifizierten Punkte

durch:
00 — Ovgl,i . .
Wy = ———— mit Oyglmin = Min(oyg ), (=0,...,n—1 (5.3)
00 — Ovgl,min l
und
P
p_ _7J ; = _ =p —
wi == mit Ehax = max(eh), ¢=0,..,n,—1 (5.4)
Emax q

p 2 p 2 p 2
B \/ i Ty T Vjay

e 2 e 2 e 2
\/ ja T Ey" T Vjay

Der Wert n; bezeichnet die Anzahl elastischer Punkte, n, die Anzahl plastifizierter Punk-
te. Im Folgenden wird dieser Ansatz als gewichtete Regel bezeichnet.
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Abbildung 5.3: Algorithmus zur Approximation der Interface Geometrie als Basis der anschliefenden
Neuvernetzung
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Ist der Verlauf der plastischen Front approximiert, wird ein neues Netz unter Beriicksichtigung
dieser Geometrie generiert. Man unterscheidet zwei Zugénge:

Falls ein moderat feines oder feines Netz gewiinscht ist, wird das gesamte Berechnungsgebiet
entlang des Interface in Teilgebiete zerlegt, die dann durch den Netzgenerator DO _MESH [87]
diskretisiert werden.

Ist ein grobes Berechnungsnetz gefordert, entstehen neue p-Elemente durch lokale Neuvernet-
zung der vom Interface geschnittenen Elemente der Ausgangsdiskretisierung. Abschnitt 6 zeigt
beide Typen von Netzen.

Algorithmus A< Approximation der Interface Geometrie zur anschliefenden Zerlegung und
Neuvernetzung des Berechnungsgebietes

Lies: Auswertenetz

Finde Schnittpunkte der plastischen Front mit dem Hintergrundnetz:

Setze: E=0
Suche: Kante, = Anfangs-Interface Kante, begrenzt durch PS und ij
repeat

Berechne: P} durch Interpolation auf Basis der Mittelpunktregel (5.2)
oder der gewichteten Regel (5.3) und (5.4)
Setze: Element;, = Nachbarelement von Kante;, das noch nicht
besucht wurde
Setze: k=k+1
Setze: Kante, = suche néchste Interface Kante von Element;_;
until
alle Interface Kanten sind gefunden
Berechne: Geometrie des Interface (interpolierender B-Spline aller Stiitzstellen P})

Generiere: neues Finite-Element-Netz (grob, moderat fein oder fein)
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5.4 Datentransfer der Geschichtsvariablen —
Widerspruch zum rp-adaptiven Gedanken?

Exponentielle Konvergenz auch fiir die Klasse nichtlinearer Probleme zu erreichen, ist erklértes
Ziel der rp-adaptiven Idee.

Diskretisiert man physikalisch nichtlineare Modellprobleme, bedarf es im Allgemeinen eines
Datentransfers der Geschichtsvariablen, der iiblicherweise in Form glidttender Methoden, wie
beispielsweise der superconvergent patch recovery-Technik [111, 112] erfolgt. Solches Vorgehen
im Hinblick auf das oben formulierte Ziel in Frage zu stellen und einen alternativen Zugang
vorzuschlagen, ist Anliegen dieses Abschnitts. Dies zu motivieren, wird der Unterschied ge-
schichtsunabhéngiger zu geschichtsabhédngigen Materialmodellen charakterisiert.

Wie sich die rp-adaptive Diskretisierung iterativ dem Verlauf des elastisch-plastischen Inter-
face ndhert, wurde anhand von Abbildung 5.1, die die Zerlegung in elastische und plastifizierte
Bereiche illustriert, gezeigt. Die dort dargestellte Situation entspricht einem endgiiltigen Zu-
stand, der Resultat einer Folge von (n+ 1) Lastschritten ist, wie sie in Abbildung 5.4 zu sehen
sind.

p

Abbildung 5.4: Gebiet Q mit Entwicklung der plastischen Front, zerlegt in einen elastischen Q¢ und
einen plastischen QP Bereich

Je nach Materialmodell nehmen die n Zustdnde aufgrund der Lastschritte t; 1,...,t; mit
i = 1,...,n unterschiedlich Einfluss auf das Ergebnis des (n + 1)-ten Belastungszustandes
und somit auf die endgiiltige Losung:

Weil die Deformationstheorie nach HENCKY die formale Integration der Flieregel erméglicht,
ist die Losung des Problems vom Lastpfad unabhéngig — ein Lastschritt liefert dasselbe Er-
gebnis wie mehrere Lastschritte. Die Diskretisierung der Pseudozeit ist nur noétig, falls das
NEWTON-RAPHSON-Verfahren nicht konvergiert.
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Anders verhélt es sich bei realistischeren Materialmodellen, wie beispielsweise der Jo-Flief3-
theorie. Die Flieiregel kann nicht formal integriert werden, so dass die endgiiltige Losung je
nach Lastschrittsteuerung variiert. Die Diskretisierung der Zeit dient nicht nur der Konvergenz
des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens, sondern nimmt zusétzlich Einfluss auf die Genauigkeit
der Ergebnisse.

Im Hinblick auf die rp-adaptive Idee fiihrt das zu folgender Konsequenz:

Héangt die Losung des physikalisch nichtlinearen Problems von der Lastgeschichte und den
entsprechenden Zwischenkonfigurationen ab, geniigt es nicht, nur den letzten Zustand im
rp-adaptiven Sinn aufzul6sen. Die Fehler, die sich im Laufe der vorhergehenden Schritte
yeingeschlichen® hétten, verboten bereits die exponentielle Konvergenz. So bedarf es in je-
dem Lastschritt eines rp-adaptiven Zyklus, der das korrespondierende Interface approximiert.
Das endgiiltige Finite-Element-Netz einer solchen elastoplastischen Analyse enthélt infolge-
dessen alle Berandungen plastischer Fronten, die sich wahrend der Entwicklung des elastisch-
plastischen Interface einstellen. Die im rp-adaptiven Algorithmus verankerte Neuvernetzung
erfolgt nicht nur bzgl. der endgiiltigen-, sondern bzgl. aller Interface Kurven.

Behauptung:
Diskretisiert man in jedem der (n + 1) Zeitschritte ¢ € [t;_1,...,%;] mit ¢ = 1,...n einer
elastoplastischen Finite-Element-Analyse die plastische Front rp-adaptiv, erreicht man
exponentielle Konvergenz.

Voraussetzung:
Wurde die Losung, die aus dem vorletzten Zeitschritt ¢ € [t,,_o, ..., t,_1] stammt, im Sinne
der exponentiellen Konvergenz genau genug approximiert, ermdoglicht die rp-adaptive
Diskretisierung auch fiir die Losung des letzten Zeitschritts ¢ € [t,_1, ..., t,,] exponentielle
Konvergenz. Dies zeigen die Untersuchungen der Abschnitte 6 und 7.

Schluss:
Nachdem aufgrund der Behauptung jede Losung eines Zeitschrittes [t; 1, ..., ¢;] mit der
geforderten Genauigkeit rp-adaptiv ermittelt wurde, gilt aufgrund der Voraussetzung
obiger Schluss rekursiv fiir alle Zeitintervalle bis einschliefllich ¢ € [, ..., t1]. O

Bemerkung:

Um fiir ein lastpfadabhéingiges Problem exponentielle Konvergenz zu erreichen, muss
sowohl die ,zeitliche” als auch die rdumliche Diskretisierung exponentiell konvergieren.
Eine Effizienzsteigerung in der Zeitdiskretisierung ist nicht Gegenstand dieser Arbeit.
Sie beschrankt sich auf die Entwicklung eines Algorithmus zur exponentiellen Konver-
genz elastoplastischer Probleme im Raum. Demgeméfl formuliert obige Behauptung
ihr Konvergenzziel bzgl. der rdumlichen Approximation. Die im Schluss prognostizierte
exponentielle Konvergenz basiert auf einer Referenzlosung mit fixer Lastschrittweite und
hat rein rdumlichen Charakter.

Um zusétzlich in der Zeit — und somit fiir das gesamte Problem — exponentielle Kon-
vergenz zu ermoglichen, bedarf es einer entsprechend effizienten zeitlichen Diskretisie-
rungsstrategie.
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Weil die Finite-Element-Netze von einem zum folgenden Lastschritt variieren, miissen auch
die Geschichtsvariablen von einem auf das folgende Netz transferiert werden.

Ublicherweise werden dazu glittende Methoden verwendet, die beispielsweise in ZIENKIEWICZ
und ZHU [111, 112] sowie WIBERG und ZIUKAS [102] beschrieben sind. Solche Zugénge appro-
ximieren die geschichtsabhéngigen Daten ohne Riicksicht auf die Singulariit, an der die Losung
Regularitét verliert. Die angestrebte exponentielle Konvergenz wiirde durch diese Strategie
zerstort. Untersuchungen von NIGGL [60] untermauern das. Diesen Nachteil umgeht die rp-
adaptive Diskretisierung, angewandt auf den Transfer der Geschichtsvariablen. Als Basis des
entsprechenden Integrationsverfahrens im Lastschritt (i) dient dann das bereits im (i — 1)-ten
Schritt rp-adaptiv erzeugte Berechnungsnetz, das die korrespondierende Singularitdt auflost.
Voraussetzung dazu ist das monotone Wachstum der plastischen Front.

Im Rahmen der rp-adaptiven Diskretisierung ist ein Datentransfer der Geschichtsvariablen im
herkémmlichen Sinn also kontraproduktiv!

5.5 Basisalgorithmen

Bei der Entwicklung der oben beschriebenen Algorithmen A-3 und A-4 zur rp-adaptiven
Diskretisierung sind verschiedene Basisalgorithmen entstanden. Sie werden in Folge oder auch
geschachtelt aus A-3 und A-4 aufgerufen und sind Gegenstand der folgenden Abschnitte.
Der objektorientierte Modellierkern ACIS [24, 25] dient als geometrische Grundlage. Seine
Datenstrukturen basieren auf der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Modellbildung durch Rand-
darstellung und sind auch fiir andere Geometriemodellierer nach dem Boundary-Repesentation
Modell reprasentativ. Dennoch verzichtet diese Arbeit auf eine technisch detaillierte Beschrei-
bung der an ACIS gekoppelten Algorithmen und beschréinkt sich darauf, deren prinzipielles
Vorgehen zu erlautern.

5.5.1 Konvertierungsalgorithmen

Im rp-adaptiven Prozess werden unterschiedliche Werkzeuge miteinander verkniipft. Die Daten
des zwei- oder dreidimensionalen geometrischen Modells sind zum einen auf der Seite des
Geometriemodellierkerns, zum anderen auf der Seite des am Lehrstuhl fiir Bauinformatik der
Technischen Universitéit Miinchen entwickelten p-Versions Finite-Element-Programms AdhoC
[30] présent. Bei zweidimensionalen Problemen ist ggf. zuséitzlich eine Darstellung im Format
des in Abschnitt 5.5.2.2 beschriebenen Netzgenerators DO_MESH [87] gefordert. Weil all diese
Bausteine Daten austauschen, bedarf es geeigneter Konvertierungsalgorithmen, die Topologie
und Geometrie eines Formates in die jeweils gewiinschte Sprache iiberfiihren.

5.5.2 Zweidimensionale Zerlegung

Algorithmus A-4 initiiert eine Neuvernetzung der betrachteten Struktur unter Beriicksichti-
gung einer Zerlegung in elastische und plastifizierte Bereiche. Die dabei entstehenden Netze
kénnen je nach Wunsch grob, moderat fein oder fein sein. Die entsprechenden Vernetzungs-
strategien werden im Folgenden erldutert. Finite-Element-Netze beider Algorithmen sind im
Rahmen der numerischen Beispiele zu sehen.
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5.5.2.1 Generierung grober Netze

Ist ein grobes Netz gewiinscht, entstehen neue Elemente durch lokale Neuvernetzung urspriing-
licher Elemente. Die Umsetzung basiert auf der Anwendung verschiedener Verfeinerungsma-
kros fiir vierknotige Elemente. Welches der drei Makros verwendet wird, héngt davon ab,
welche Kanten des Ursprungselementes wie oft von der plastischen Front geschnitten werden.
Abbildungen 5.5-5.7 zeigen die relevanten Fille zur Zerlegung in Subelemente.

e Das Interface schneidet gegeniiberliegende Kanten.

/\ schematisiert
| — —_—

Abbildung 5.5: Zerlegung des Ursprungselementes in zwei Subelemente

e Das Interface schneidet benachbarte Kanten.

schematisiert
R

/

Abbildung 5.6: Zerlegung des Ursprungselementes in drei Subelemente

e Das Interface schneidet eine Kante zweimal.

schematisiert
e

Abbildung 5.7: Zerlegung des Ursprungselementes in vier Subelemente
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Diese Verfeinerungsmakros sind selbstversténdlich nicht auf alle denkbaren Fille von Ver-
schneidungsmustern anwendbar und decken also nur eine ausgesuchte Teilmenge ab. Den Si-
tuationen, die im Rahmen der numerischen Beispiele dieser Arbeit auftreten (vgl. Abschnitt
6), halten sie aber stand. Tritt ein Fall ein, in dem die oben vorgestellten Verfeinerungssche-
mata nicht greifen muss entweder ein passendes Makro hinzugefiigt werden, oder eine moderat
feine bzw. feine Vernetzung geméafl Abschnitt 5.5.2.2 gewahlt werden.

Aus der Verfeinerung konnen Elemente hervorgehen, deren Geometrie so verzerrt ist, dass die
p-Version trotz ihrer Robustheit gegeniiber allgemeinen Elementformen [31, 33, 32, 29, 76, 97|
keine Losung findet. Darauf reagiert der Algorithmus durch weitere Verfeinerung der Subele-
mente, die aus den in Abbildung 5.6 und 5.7 dargestellten Makros entstanden sind. Die ent-
sprechenden Zerlegungen sind in Abbildung 5.8 bzw. 5.9 dargestellt und werden je nach Bedarf
auf kein, ein, mehrere oder alle Subelement /e des Ursprungselementes angewandst.

Abbildung 5.8: Verfeinerung von Subelementen, entstanden aus dem Makro gem#f8 Abbildung 5.6

[

Abbildung 5.9: Verfeinerung von Subelementen, entstanden aus dem Makro gem&f Abbildung 5.7

Erweiterte man diese Makros um Zerlegungsstrategien fiir dreiknotige Elemente, kénnte man
grobere Netze erzeugen und die Effizienz weiter steigern. Dazu wire jedoch die Implementie-
rung von Dreieckselementen hoher Ordnung auf der Finite-Element-Seite erforderlich.

5.5.2.2 Generierung moderat feiner und feiner Netze

Dieser Zugang teilt in jedem rp-adaptiven Iterationsschritt zunéchst das gesamte Berechnungs-
gebiet in rein elastische und rein plastische Regionen (vgl. Abbildung 5.10 links). Diese werden
anschlieBend durch den Netzgenerator DO_MESH [87] mit gewiinschter Dichte vernetzt (vgl.
Abbildung 5.10 rechts). Gerade Kanten des entstandenen Finite-Element-Netzes erhalten ihre
Geometriebeschreibung riickwirkend durch die in Abschnitt 5.5.3 skizzierte Vereinigung von
Ausgangsgeometrie und Finite-Element-Netz.
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/]

Abbildung 5.10: Vernetzungsstrategie zur Erzeugung moderat feiner und feiner Interface Netze

Netzgenerierung nach der Gebietszerlegungstechnik

Zur Generierung von Finite-Element-Netzen gibt es unterschiedlichste Ansétze [39]. Der Netz-
generator DO_MESH, entwickelt am Lehrstuhl fiir Bauinformatik der Technischen Universitét
Miinchen, generiert durch rekursive Gebietsteilung Oberflachennetze.

Geometrie Randunterteilung

Ry I3 RIQ

tq
> > > L R4 t2

Abspaltung weiterer Gebiete von Rs

bis Teilgebiet = Dreieckselement

3 Rl 3 R2 L

5 N)oo )

Abspaltung des Gebietes Ro

Abbildung 5.11: Methode der rekursiven Gebietsteilung, aus [43]
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SCHWEINGRUBER-STRATEN stellt das Verfahren detailliert in [87] vor, HALFMANN erklart
in [43] weiterfithrende Entwicklungen, die insbesondere auf Probleme der Fluid-Struktur-
Interaktion zugeschnitten sind. Hier steht nur das grundlegende Prinzip zur Diskussion.
BANK beschreibt in [8] wie man Strukturen rekursiv teilt, um Finite-Element-Netze zu erzeu-
gen. Den entsprechenden Algorithmus zur Generierung dreiknotiger Elemente veranschaulicht
Abbildung 5.11.

Ausgehend von einem ebenen, zweidimensionalen, geometrischen Modell durch Randdarstel-
lung (vgl. Abschnitt 3.1), unterteilt der Algorithmus zunéchst die geschlossenen, orientier-
ten Kantenziige, die die Struktur bilden, in Kantenabschnitte vorgegebener Lénge, die mit
dem sogenannten Knotenabstandswert korrespondiert. Die Kantenabschnitte entsprechen den
spateren Elementkanten, ihre Endpunkte den spéteren Elementknoten. Die geradlinige Verbin-
dung zweier solcher Randknoten bewirkt eine Zweiteilung des Gebietes (vgl. Abbildung 5.11).
Weil die Lage dieser ,,Schnittlinie” die Qualitédt des Finite-Element-Netzes beeinflusst, stellen
RANK et al. in [81] Kriterien vor, die zur Definition einer moglichst optimalen Teilungskante
fithren. Sie wird dann analog zu den geschlossenen, orientierten Kantenziigen in Abschnitte
— spétere Elementkanten — zerlegt. Neu entstandene Teilgebiete werden nun geméfl dieser
Strategie solange rekursiv zerlegt, bis sie als dreiknotige Substrukturen finites Element sein
konnen. Ein Dreiecksnetz entsteht.

Da diese Arbeit auf einer vierknotigen Elementformulierung basiert, ist es erforderlich, das
oben generierte Netz in ein reines Vierecksnetz zu iiberfithren. Diese Konvertierung erfolgt in
DO_MESH schrittweise:

e Zunichst werden jeweils vier Dreieckselemente, die um einen zentralen Knoten ein Vier-
eck aufspannen, miteinander verschmolzen und analog zu Abbildung 5.12 in vier Vier-
eckselemente zerlegt.

Abbildung 5.12: Konvertierung von vier Dreiecken in vier Vierecke

e Im néchsten Schritt entstehen geméafl Abbildung 5.13 aus jeweils zwei benachbarten

Abbildung 5.13: Konvertierung zweier benachbarter Dreiecke in vier Vierecke
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Dreiecken Vierecke, die sich ihrerseits in vier Viereckselemente teilen. Dabei nimmt die
Reihenfolge, in der sich jeweils zwei benachbarte Dreiecke in Vierecke wandeln, entschei-
dend Einfluss auf die Giite des Finite-Element-Netzes. Um entsprechend hochwertige
Finite-Element-Netze zu generieren, stellen RANK et al. [81] Giitekriterien fiir die Kon-
vertierungsfolge dar.

e Elemente, die im Rahmen der oben beschriebenen Konvertierung nicht beriicksichtigt
werden und als sogenannte isolierte Dreiecke im Netz verbleiben, werden analog zu Ab-
bildung 5.14 in drei Vierecke iiberfiihrt.

Abbildung 5.14: Konvertierung verbleibender, isolierter Dreiecke in Viereckselemente

Wie sich ein Dreiecksnetz durch solch eine Konvertierung in ein Vierecksnetz verédndert, zeigt
Abbildung 5.15.

\
1WA

Dreiecksnetz (91 Knoten, 138 Elemente) Vierecksnetz (339 Knoten, 295 Elemente)

Abbildung 5.15: Konvertierung eines Dreiecksnetzes in ein Vierecksnetz (aus [43])

Neben gleichmiflig dichten Netzen sind zur Fehlerkontolle (vgl. Abschnitt 4.2) oft lokal ver-
feinerte, problemangepasste Netze erwiinscht, vgl. RANK [67, 66, 68, 70, 69]. Entsprechende
Funktionalitét wurde zur Generierung der in Abbildung 4.3 dargestellten adaptiven Netze ver-
wendet. Die flexible Variante zur lokalen Erhohung der Netzdichte, die DO_MESH verwendet,
basiert auf einer Knotendichtefunktion, die fiir das gesamte Berechungsgebiet auf einem Hin-
tergrundnetz (vgl. Abschnitt 5.2) definiert ist. Diese knotenbezogenen Abstandswerte konnen
sowohl héndisch als auch automatisch — aufgrund der Ergebnisse einer Fehlerschiatzung —
vorgegeben werden. Entsprechend erzeugte Netze sind mittig und rechts in Abbildung 4.3 dar-
gestellt. Auch der adaptiven Netzgenerierung liegt die oben skizzierte Methode der Gebietstei-
lung zugrunde. Sie wird jedoch zur Beriicksichtigung der geforderten variierenden Netzdichte
um effiziente Suchalgorithmen, die in KRAUSE und RANK [51] beschrieben sind, erweitert.
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5.5.3 Vereinigung von Geometrie und Topologie

Dieser Abschnitt stellt den Algorithmus sowohl im zwei- als auch im dreidimensionalen Fall
grafisch anhand der Abbildungen 5.16 und 5.17 dar. In beiden Fillen ist jeweils der Zustand

a) Geometrie

b) Finite-Element-Netz mit n
geraden Kanten

c¢) Finite-Element-Netz mit
allgemeiner Geometrie

/1]

Abbildung 5.16: Zweidimensionale Vereinigung von Geometrie und Topologie (rechts: Zoom)

vor bzw. nach der Vereinigung von Geometrie und Topologie abgebildet. Das riickwirken-
de Verschmelzen der topologischen Objekte mit ihrer Geometrie erfolgt — falls erforderlich
— durch eine Projektion gerader Kanten und bilinearer Oberflichen auf die gekriimmten
Gebietsrander. Geometrische Grenzfille in Form von stark verzerrten Elementen miissen im
Rahmen der Netzgenerierung abgefangen werden. Ein Tetraedernetzgenerator, der dies leistet,
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ist beispielsweise Netgen [1].

a) Geometrie b) Finite-Element-Netz mit  ¢) Finite-Element-Netz mit
geraden Kanten und allgemeiner Geometrie
bilinearen Fléchen

Abbildung 5.17: Dreidimensionale Vereinigung von Geometrie und Topologie (Geometrie aus [6])






109

Kapitel 6

rp-adaptive Berechnungen in zwei
Dimensionen

Dieses Kapitel ist eine Zusammenschau von Beispielen zur rp-Adaptivitit in zwei Raumdi-
mensionen. Die Beispiele basieren auf Berechnungen nach der Deformationstheorie von HEN-
CKY. Allen nichtlinearen Berechnungen liegt fiir den iterativen Losungsprozess des NEWTON-
RAPHSON-Verfahrens der in Abschnitt 4.5.2 beschriebene RADIAL-RETURN-Algorithmus zu
Grunde.

6.1 Ein quasi eindimensionales Beispiel

Trotz der eigentlich zweidimensionalen Struktur der in Abbildung 6.1 dargestellten Scheibe
ist die Problematik dieses Beispiels quasi eindimensionaler Natur. Die rechteckige Scheibe mit
Breite b = 100 [mm], Lange [ = 200 [mm] und einer Dicke ¢ von 1 [mm)] ist sowohl am oberen
Rand als auch an den Seitenrdndern in Normalenrichtung gehalten.
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Abbildung 6.1: Geometrie und Randbedingungen des quasi eindimensionalen Scheibenproblems
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Die Struktur wird durch eine in y-Richtung wirkende, sinusférmige Volumenlast f = [f,, f,]*
beansprucht, wobei f, = 0.0 und f, = —2.25 — a sin(y/50)? mit a = 3.7840545235491813!
gilt. Bei einem Elastizititsmodul von E = 1.0 [N/mm?], einer Querdehnzahl von v = 0.0 und
der FlieBspannung o = 450.0 [N/mm?] liegt den Berechnungen der ebene Verzerrungszustand
zu Grunde. Die Konvergenz von Verschiebungen und Spannungen wird an den Punkten 1, 2
und entlang der Schnittlinie A-A untersucht.

Aufgrund der oben beschriebenen Parameterwahl wird die exakte Grenze zwischen elasti-
schem und plastifiziertem Bereich durch eine horizontale Gerade in der Mitte der Struktur
beschrieben. Reduzierte man das Problem auf eine echte eindimensionale Fragestellung, wire
die Geometrie der plastischen Front ein Punkt. Die durch Erweiterung auf die zweite Di-
mension entstandene Gerade représentiert die einfachste Geometrie, die zur Beschreibung der
Interface-Kurve denkbar ist. Sie ist daher als Test fiir den rp-adaptiven Algorithmus préde-
stiniert.

Die Referenzlosung stammt aus einer Berechnung mit dem tensor product space Sps™”" (%) fiir
Pe = pyp = 8 auf einem strukturierten, unverzerrten Netz aus 4 800 Elementen und der daraus
resultierenden Anzahl an N = 614 719 Freiheitsgraden. Die Elementkanten des Referenznetzes
decken sich mit der Geraden, die das Interface zwischen elastischem und plastifiziertem Bereich
markiert. Weiter unten werden Ergebnisse der Verschiebung w,, am Punkt 1, der Spannung
oyy am Punkt 2, der VON MISES Vergleichsspannung o4 entlang der Schnittlinie A-A sowie
der Dehnungsenergie

= [€zzs Eyys ”Y:vy]T
(O Oyys U:vy]

1
U= /eTU dQ mit € (6.1)

Q

betrachtet. Tabelle 6.1 listet einige der oben genannten Gréfen fiir die Polynomgraderhohung
von pe = p, = 1,...,8 der Referenzlésung. Ab einem Polynomgrad von ps = p, = 6 sind fiir alle
Ergebnisse mindestens 13 Stellen stabil. Im Folgenden werden drei unterschiedliche raumliche
Diskretisierungsstrategien verglichen.

D N Dehnungsenergie U Uy, am Punkt 2 o,y am Punkt 3

1 9639  3.4584552237789E4-09  -1.13182790375597E+05  6.32572485402930E4-02
2 38479  3.4585218730660E+09  -1.13183196131301E+4+05  6.30863182449240E+-02
3 86519  3.4585218737342E4+09  -1.13183197470864E+05  6.30859646867154E4-02
4 153759  3.4585218737343E+09 -1.13183197467266E+05  6.30859606657389E+02
5 240199  3.4585218737343E+09  -1.13183197467241E+4+05  6.30859606669240E+-02
6 345839  3.4585218737343E+09  -1.13183197467241E4+05  6.30859606668881E+-02
7 470679  3.4585218737343E+09  -1.13183197467241E+405  6.30859606668885E+-02
8 614719  3.4585218737342E+09  -1.13183197467240E+05  6.30859606668878E+-02

Tabelle 6.1: Ergebnisse der uniformen p-Version auf dem Referenznetz mit 4800 Elementen mit
p=1,..8

'Diese Genauigkeit ist fiir praxisrelevante Fragestellungen bedeutungslos, bei den Betrachtungen in dieser

Arbeit jedoch unbedingt erforderlich, um das Konvergenzverhalten zu studieren.
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Netze, deren Elementkanten nic ht mit dem elastisch-plastischen Interface zusammenfallen
— solche Netze werden im Folgenden als ,,nicht-Interface Netze“ bezeichnet —, stehen Netzen
gegeniiber, deren Elementkanten dem Verlauf der plastischen Front folgen. Letztere werden
in der weiteren Arbeit Interface Netze genannt. Fiir beide wird auf dem jeweiligen Finite-
Element-Netz der Polynomgrad der Ansatzfunktionen erhoht, um so eine Ndherungslosung
fiir die schwache Form des gegebenen Problems zu finden. Am Ende dieses Kapitels stehen
schlieBlich Berechnungen mithilfe des dritten Ansatzes, der adaptiven rp-Methode.

6.1.1 Diskretisierung mit nicht-Interface Netzen

Die hier untersuchten rdumlichen Diskretisierungen haben gemeinsam, dass ihre Element-
kanten nicht mit der elastisch-plastischen Grenzlinie zusammenfallen. Einige dieser Finite-
Element-Netze, die ab einer Elementanzahl ney > 2 mithilfe des Freivernetzers DOMESH [87]
erzeugt wurden, sind exemplarisch in Abbildung 6.2 dargestellt. Um Konvergenz gegen die Re-
ferenzlosung zu erzielen, wird auf dem jeweiligen Netz bei vollem Ansatzraum Sps*”(Q%) der
Polynomgrad der Ansatzfunktionen erhcht. Die Integrationsordnung der verwendeten GAUSS-
Quadratur betrédgt (p+1) x (p+1). Die Abbildungen 6.3-6.5 zeigen entsprechende Ergebnisse.
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Abbildung 6.2: Finite-Element-Netze mit 2, 28, 513 und 2025 Elementen, deren Elementkanten nicht
mit dem spéteren elastisch-plastischen Interface zusammenfallen

Fiir die oben angesprochenen Grofien sind jeweils die relativen Fehler in [%] gegeniiber der
Anzahl der Freiheitsgrade auf doppeltlogarithmischem Mafistab dargestellt. Der relative Feh-
ler in der Energienorm (vgl. Abbildung 6.3) sinkt fiir moderat feine Netze ab einer Anzahl von
etwa N = 10000 Freiheitsgraden unter eine Schranke von 0.1[%)].

Der relative Fehler in der Verschiebung u,, am Punkt 1 (siehe Abbildung 6.4) zeigt ein &hn-
liches Verhalten wie der in der Energienorm. Im asymptotischen Bereich zeigen ab einem
Polynomgrad von p > 4 sowohl Netzverfeinerung als auch Polynomgraderhohung eine dhn-
liche Konvergenzrate. Im Vergleich dazu fallt auf, dass der relative Fehler in der Spannung
oy, am Punkt 2 (vgl. Abbildung 6.5) hohere Oszillationen aufweist als die zuvor betrachteten
GroBen.  Abbildung 6.6 zeigt die VON MISES Vergleichsspannung oy, entlang der Schnitt-
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linie A-A. Zusétzlich zur Referenzlosung sind fiir das Netz aus zwei Elementen exemplarisch
Losungen fiir die Polynomgrade pe = p, = 2,4, und 8 dargestellt. Auch die Kurve fiir p = 8
weicht insbesondere im Bereich der Elementkante bei y = 70 und in der Néhe des plastischen
Interface noch deutlich von der Referenzlosung ab.

6.1.2 Diskretisierung mit Interface Netzen

Nun werden Finite-Element-Netze betrachtet, deren Elementkanten die Geometrie der elastisch
plastischen Grenzlinie treffen. Einige sind in Abbildung 6.7 zu sehen. Zur Fehlerkontrolle wurde
hier wie oben beschrieben verfahren.

Abbildungen 6.8-6.11 zeigen die Ergebnisse. Fiir simtliche Groflen ist der relative Fehler in [%)]
gegeniiber der Anzahl der Freiheitsgrade in doppeltlogarithmischem Mafistab aufgetragen. Er
sinkt fiir jede Diskretisierung — unabhéngig von der Anzahl der Freiheitsgrade — weit unter
einen Wert von 1.0 - 1074[%] (vgl. Abbildung 6.8). ,, Wahnsinn Wahnsinn Wahnsinn Wahn-
sinn“[22].
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Abbildung 6.7: Finite-Element-Netze mit 2, 28, 518 und 2014 Elementen, deren Elementkanten mit
dem spiéteren elastisch-plastischen Interface zusammenfallen

Stort — wie hier — ausschliefllich die Singularitdt aufgrund der Elastoplastizitéit die glatte
Losung, gilt: Folgen die Elementkanten dem Verlauf der plastischen Front, sind Lésungen auf
groben Netzen und feinen Netzen gleich gut. Dieses Phdnomen wird durch das Konvergenz-
verhalten der Verschiebung u,, am Punkt 1 sowie der Spannungen o,, am Punkt 2 bestétigt.
Die relativen Fehler aller Diskretisierungen fallen auf einen nahezu gleichen Wert, unabhéngig
von der Anzahl der Elemente (vgl. Abbildungen 6.9 und 6.10).

Im Unterschied zu Ergebnissen aus Berechnungen mit nicht-Interface Netzen sei hier auf die
Charakteristik der Konvergenzrate hingewiesen. Nicht-Interface Netze liefern zwar aus Inge-
nieurperspektive ausreichend hohe Genauigkeit, sind jedoch auf algebraisches Konvergenzver-
halten beschrankt. Alle Interface Netze fallen exponentiell auf nahezu gleiche Fehler. Abbil-
dung 6.11 zeigt die VON MISES Vergleichsspannung oy, entlang des Schnittes A-A. Neben
der Referenzlosung sind die Ergebnisse von Berechnungen des Netzes aus zwei Elementen fiir
die Polynomgrade p; = p, = 2,4 und 8 zu sehen. Fiir p = p, = 8 ist die Losung mit
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N = 263 Freiheitsgraden von der Referenzlosung mit N = 614 719 Freiheitsgraden nicht mehr
zu unterscheiden.

6.1.3 rp-adaptive Diskretisierung

Die exponentielle Konvergenz, die sich bei exaktem ,, Treffen“ des Interface seitens des Berech-
nungsnetzes einstellt, zeigt, dass diese Diskretisierungsstrategie das Systemverhalten bei phy-
sikalischer Nichtlinearitdt sehr effizient abbildet. Da jedoch Lage und Geometriebeschreibung
der plastischen Grenzkurve im Allgemeinen nicht a priori bekannt sind, ist die Generierung
eines Interface Netzes vor der eigentlichen Finite-Element-Berechnung unmdéglich.

Der Idee des Interface Netzes ,nachzueifern” ist Strategie der rp-Adaptivitat, die die Kurve
der plastischen Grenze iterativ sucht,

Tteration 1 Iteration 2 Iteration 3
100 LoO / LOOiJ/ ——
p =1 p =2 p =3
0 100 N - 4 0 100 N 17 0 100 N 38
Iteration 4 Iteration 5 Iteration 6
p =4 p =95 p =6
, il N =67 | © N =104 | iy N = 149

Abbildung 6.12: rp-adaptive Finite-Element-Netze aus jeweils zwei Elementen ne = 2

um so schrittweise Netze zu erzeugen, die dem optimalen, grobsten Interface Netz aus zwei
Elementen immer néher kommen. Der rp-adaptive Zyklus, der in jedem Iterationsschritt den
Polynomgrad der Ansatzfunktionen erhéht und bei einer GAuss-Integrationsordnung von 2p
sukzessive den Rand der plastischen Zone sucht, fiihrt in diesem Beispiel zu Finite-Element-
Netzen aus zwei Elementen. Sie sind bis zum sechten Iterationsschritt in Abbildung 6.12
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dargestellt. Man erkennt sowohl die Lage der BABUSKA-CHEN Punkte [21], als auch die Geo-
metrie der Elementkante, die aus der in Kapitel 3 beschriebenen Interpolation entstanden ist.
Zur rp-adaptiven Interfacesuche ist hier die gewichtete Regel verwendet worden. Ausgehend
von einem Startnetz aus zwei Elementen, deren gemeinsame Elementkante die elastisch-plasti-
sche Grenze unter einem Winkel von 45° schneidet (vgl. Abbildung 6.12, Netz 1) ndhert sich
diese Kante der tatsdchlichen plastischen Front, bis die rp-adaptiv gefundene Kurve im sech-
sten Iterationsschritt mit der rot markierten Geraden in Systemmitte optisch iibereinstimmt.

le+02 ¢ ———— ——r —————r ————
— - rp-adaptiver Algorithmus, gewichtete Regel —— 1
=, - Interface Netz ngl = 2 ---%---
E le+01 ]
— L
o
=
o
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3} I
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Abbildung 6.13: Relativer Fehler n = 4/ M%‘ZFE‘ 100 [%)] gegeniiber der Anzahl der Freiheitsgrade

In Abbildung 6.13 ist der relative Fehler in der Energienorm in [%)] gegeniiber der Anzahl der
Freiheitsgrade dargestellt. Die Ergebnisse des optimalen Interface Netzes aus zwei Elementen
sind zum Vergleich zusétzlich im Diagramm dargestellt. Ab Iteration fiinf liegen beide Kurven
annahernd aufeinander.

Abbildung 6.14 vergleicht den relativen Fehler in der voN MISES Vergleichsspannung. Auf-
geschliisselt wurde die Verteilung des Fehlers in [%] iiber dem gesamten Berechnungsgebiet
fiir die ersten sechs rp-adaptiven Schritte. Unter jeder Fehlerverteilung ist der Maximalfehler
der Vergleichsspannung im Gebiet notiert. Er liegt in Schritt sechs bei 0.054 %. Die mini-
malen Fehler der Iterationsschritte fiinf und sechs beschrinken sich auf schmale Bereiche in
Interface-Nahe. Um den Maximalfehler auch in spéteren Iterationsschritten zu quantifizieren,
fasst Tabelle 6.2 entsprechende Werte zusammen.
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Tteration 1 Iteration 2 Iteration 3

100

Nel = 2 Nel = 2 Nel = 2 "
N =4 N =17 N =38 07
Evgl,r S 100.0 % Evgl,r S 25.90 % Evgl,r S 4.052 %
0.6
Iteration 4 Iteration 5 Iteration 6

0.3

02

0.1

n61:2 n61:2 n61:2
N =67 N =104 N =149
evgr < 1.921% evglr < 0.806% evglr < 0.054 %

Abbildung 6.14: Verteilung des relativen Fehlers eyg, = ‘Uvg#_oavgl’exl 100[%] in der vON MISES
Vergleichsspannung wihrend der rp-Adaption (Darstellung durch Xmesh 2.90)
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Iteration Polynomgrad Polynomgrad Freiheitsgrade max(eyg ) in [%]
P =De =Dy Pgeo N

1 1 3 4 1.000000e + 02
2 2 3 17 2.590018e + 01
3 3 3 38 3.543600e — 01
4 4 4 67 1.286406¢ + 01
5 5 5 104 7.281600e — 02
6 6 6 149 5.399500e — 02
7 7 7 202 2.550000e — 03
8 8 8 263 1.131000e — 03
9 9 9 332 4.488256¢ — 05
10 10 10 409 1.418227¢ — 05
11 11 10 494 4.828524e — 07
12 12 10 587 1.184500e — 07
13 13 10 688 3.518860e — 09
14 14 10 797 7.016794e — 10
15 15 10 914 1.161371e — 10
16 16 10 1039 6.427460e — 11

Tabelle 6.2: maximaler relativer Fehler g, = ‘ovg#ioovg“’x' 100[%] in der vVON MISEs Vergleichs-
spannung im Berechnungsgebiet

6.2 Dickwandiges Rohr unter Innendruck

Analog zum vorangegangenen Beispiel ist auch fiir das dickwandige Rohr unter Innendruck mit
einem Innenradius r; und einem Auflenradius 7, die exakte Geometrie des elastisch-plastischen
Interface aus analytischen Betrachtungen bekannt. Es handelt sich um einen Kreis mit Radius
ri, 1 wie Interface, fiir den r; < r; < r, gilt. Die Materialparameter zur weiter unten be-
schriebenen elastoplastischen Berechnung sind so gewéhlt, dass sich der Interfaceradius 7 bei
0.5 (i +7,) einstellt. Analytisch darstellbar und komplexer als die einfache Gerade erméglicht
diese Interfacegeometrie eine Bewertung der geometrischen Approximationseigenschaften des
rp-adaptiven Algorithmus.

6.2.1 Analytische Losung

Die analytische Losung des Problems ist sowohl fiir den linear elastischen Fall [40] als auch
fiir das elastoplastische Problem [99, 56, 45] bekannt. Letztere setzt jedoch inkompressibles
Material mit einer Querdehnzahl von v = 0.5 voraus. Ob die Konvergenzbetrachtungen der
Finite-Element-Analyse trotz dieser Restriktion sinnvoll sind, entscheidet Abschnitt 6.2.2.

6.2.1.1 Lineare Elastizitat

Nachdem die oben genannte Literatur detaillierte Herleitungen zur analytischen Losung bereit-
stellt, nennt dieser Abschnitt nur die entsprechenden Gleichungen. So sind die Verschiebungen
u,, die Verzerrungen e, 4, £, sowie die Spannungen o,, 0y, 0, bzgl. der radialen und tangentia-
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len Richtungen r und € im ebenen Verzerrungszustand (e, = 0) des linear elastischen Problems
durch die Gleichungen 6.2-6.7 gegeben.

U = ' l(1 — W)+ :—2} (6.2)

1.0e+04 T

Upr ——

9.5e¢+03

9.0e+03

8.5e+03

8.0e+03

7.5e+03

Verschiebung u,.

7.0e+03

6.5e+03

6.0e+03 .
50 5 100

Radius r

Abbildung 6.15: Verschiebung u,. in radialer Richtung entlang des Radius r

Wiéhlt man einen Innenradius von r; = 50[mm], einen Auflenradius von 7, = 100[mm] und eine
Scheibendicke von ¢ = 1[mm], so erhélt man bei einem Elastizitdtsmodul von E = 1.0[N/mm?],
einer Querdehnzahl von v = 0.3 und einem Innendruck von p; = 100[N/mm?] entlang eines
Radialschnittes die entsprechenden Verlaufe geméfi Abbildung 6.15-6.17.

1

e = E{ar—u(angaz)} (6.3)

1

0 = = {0—9 — o, + o—z)} (6.4)
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gy = (:3)2_1[(7;) +1} (6.6)
o, = 21 (6.7)

6.2.1.2 Deformationstheorie fiir inkompressibles Material

Verhilt sich das Material elastoplastisch, liegt der entsprechenden analytischen Lésung eine
Querdehnzahl von v = 0.5 zugrunde. Die Losung wird jetzt fiir die elastischen und plastifi-
zierten Bereiche der Struktur getrennt betrachtet. Im elastischen Teil des Systems, also bei
ry < r < r,, verhalten sich die Dehnungen geméfl Gleichungen 6.3 und 6.4, die Spannungen
geméaf Gleichungen 6.8-6.10.

2 2
_ g0 (M) (T
T \/g{(m\) <T)} (63)
0o 71 ? T ?
_ Yo (1 ! 6.9
70 \/g{(ra) +(7’)} (6.9
2
0o (71
o, = —|— 6.10
\/§<Ta) ( )
Im plastifizierten Teil der Struktur (r; < r <) stellt sich die Losung folgendermaflen dar:
3
Er = E(UT_O_Q) (611)
= oy (6.12)
6 — AE oy Or .
2
) 1 71
o= Ll (L) +2m 2 6.1
7 \/g{ (Ta> e T} (6.13)
2
0o T 71
= —1 — ] —21In — .14
7 \/5{ +<Ta) ! T] (6.14)

o, = % [(?)2 —2In ﬂ (6.15)

Mit der Wahl der FlieBspannung o zu 138.73829590718162 stellt sich das elastisch-plastische
Interface bei r; = 75[mm] ein. Die korrespondierenden Verldufe der Dehnungen und Spannun-
gen sind in Abbildung 6.18 und 6.19 dargestellt.

2Die Angabe der FlieBspannung auf Maschinengenauigkeit ist hier wiederum nétig, um das Konvergenzver-
halten bis in den asymptotischen Bereich detailliert studieren zu kénnen.
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Dehnungen €,, €4, ¢,

Spannungen o,, 0,0,
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Abbildung 6.18: Dehnungen ¢,,¢4, ¢, entlang des Radius r fiir v = 0.5
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Abbildung 6.19: Spannungen o,., 04, 0, 0¢q entlang des Radius r fiir v = 0.5
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6.2.2 Finite-Element-Analyse bei linearer Elastizitéit

Die prinzipiellen Approximationseigenschaften dieses Problems im linear-elastischen Fall zu
bewerten, ist Aufgabe dieses Kapitels. Die Untersuchungen von Abschnitt 6.2.2.1 korrespon-
dieren mit der unter 6.2.1.1 dargestellten analytischen Losung. Abschnitt 6.2.2.2 beantwortet
die Frage, ob sich die unter 6.2.1.2 beschriebene analytische Losung des nichtlinearen Problems
als Referenzlosung eignet, ob also der Fehler aufgrund der Inkompressibilitdat gegeniiber dem
Fehler aus der rp-Diskretisierung vernachléssighar ist.

»|

1
Ta

Y L
Y bi
x

Abbildung 6.20: Geometrie und Randbedingungen des Systems

Aus Symmetriegriinden entspricht das untersuchte System der in Abbildung 6.20 dargestellten
Struktur. Der in der spéteren nichtlinearen Analyse wichtige Interfaceradius 71 ist der Skizze
hier bereits einbeschrieben.

6.2.2.1 Berechnung fiir kompressibles Material

Mit der oben genannten Parameterwahl dokumentiert dieser Abschnitt die Konvergenz des
Problems bei Materialverhalten nach dem HOOKEschen Gesetz. Einige der entsprechenden
Diskretisierungen sind exemplarisch in 6.21 und 6.22 abgebildet. Die Unterscheidung in nicht-
Interface bzw. Interface Netze ist im linear-elastischen Fall selbstverstandlich irrelevant. Da
diese Finite-Element-Netze aber auch Grundlage der nichtlinearen Untersuchung sind, erhalten
sie bereits hier ihre Namen. Alle Kreiskanten sind durch eine exakte Kreiskurvenbeschreibung
definiert. Auf sdmtlichen Netzen wird der Polynomgrad der Ansatzfunktionen im tensor pro-
duct space Sps™"(QL) bei einer Integrationsordnung von (p + 1) x (p + 1) uniform erhoht.

Der relative Fehler n[%], der in Abbildung 6.23 gegeniiber der Anzahl an Freiheitsgraden dop-
peltlogarithmisch dargestellt ist, fallt fiir jede der gewahlten raumlichen Diskretisierungen auf

unter 10~4[%].

Die Konvergenz der Spannung o, auf dem nicht-Interface Netz aus 11 Elementen entlang ei-
nes Radialschnittes dokumentiert Diagramm 6.24 anhand der Polynomgrade 3, 5 und 8. Bei
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Pe = Py = pc = 8 ist ,per Augenmafl* kein Unterschied mehr zwischen analytischer und ap-
proximierter Losung erkennbar.

Abbildung 6.21: Finite-Element-Netze mit 11, 47 und 143 Elementen, deren Elementkanten nicht mit
dem spiéteren elastisch-plastischen Interface zusammenfallen
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Abbildung 6.22: Finite-Element-Netze mit 2, 128 und 2048 Elementen, deren Elementkanten mit dem
spéteren elastisch-plastischen Interface zusammenfallen

Die linear-elastische Analyse bei kompressiblem Material zeigt, dass die Finite-Element- Approxi-
mation zufriedenstellende Ergebnisse liefert. Ob dies ebenfalls fiir nahezu inkompressibles Ma-
terial zutrifft, beantwortet der folgende Abschnitt.
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6.2.2.2 Berechnung bei nahezu inkompressiblem Material

Warum die analytische Losung im Rahmen der Deformationstheorie als Referenzlosung unge-
eignet ist, kldrt eine Untersuchung zur Robustheit von Elementen hoher Ordnung hinsichtlich
der Diskretisierung nahezu inkompressibler Materialien.

Locking — ein Exkurs

Approximiert eine Finite-Element-Diskretisierung ein mathematisches Modell, kénnen soge-
nannte Locking-Effekte auftreten. IThre Ursachen sind vielféltig, sie allgemein zu definieren
nahezu unmoglich. Grundsétzlich versteht man Locking als numerischen Defekt der Element-
formulierung, deren Verschiebungsansatz nicht in der Lage ist, die exakte Verschiebung eines
Problems genau genug zu approximieren. Grund hierfiir sind i.d.R. problemabhéngige Zwangs-
bedingungen, die in Konflikt zum Verschiebungsansatz stehen. Ein Anliegen der Entwicklung
von Elementformulierungen ist die Vermeidung von Locking-Phénomenen. Zu ihnen gehéren
u.a. Schub-Locking [12, 13, 93, 94, 29, 65], Membran-Locking [12, 13, 53, 29, 65] und Volumen-
Locking [12, 93, 96, 29, 65]. Letzteres tritt bei inkompressiblen oder beinahe inkompressiblen
Verzerrungszustédnden auf, die sich einstellen, wenn die Querdehnzahl v gegen 0.5 strebt. Dar-
aus resultiert fiir den hier betrachteten elastischen Fall die Forderung nach Volumenerhaltung,
(det J = 1). Steifigkeiten streben gegen unendlich, volumetrische Dehnungen gegen null. Dieser
Forderung geniigen die Schubverzerrungen bei Finite-Element-Berechnungen nach der reinen
Verschiebungsformulierung im Allgemeinen nicht, sie sind zu klein. Es gibt zahlreiche Losungs-
strategien zur Handhabung solcher Locking-Phénomene. In [104] werden verschiedene Ansétze
diskutiert. Wie robust sich Elemente hoher Ordnung gegeniiber dem Volumen-Locking verhal-
ten, ist Gegenstand der folgenden Untersuchung.

Das in Abbildung 6.20 dargestellte System wurde in Anlehnung an SurI [93] sowohl durch
zwei als auch durch acht Elemente diskretisiert (vgl. Abbildung 6.25). Um das Verhalten bei

2 Elemente: 8 Elemente:

Abbildung 6.25: Finite-Element-Netze mit 2 und 8 Elementen

nahezu inkompressiblem Material schrittweise zu untersuchen, variiert die Querdehnzahl v
der Berechnungen auf diesen Finite-Element-Netzen. Tabelle 6.3 listet die betrachteten Wer-
te. Fiir jede Konfiguration wurde der Polynomgrad der Finite-Element-Analyse uniform von
Pe = py = pc = 1,...,20 erhoht. Die entsprechenden relativen Fehler n[%] fiir Berechnungen
auf Netzen aus zwei bzw. acht Elementen sind in den Diagrammen 6.26 bzw. 6.27 dargestellt.
Die verwendete Referenzenergie eines jeden Berechnungszyklus v = 0.49; ...,0.49999999999
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Diskretisierung v analytische berechnete Dehnungsenergie U
1 0.49 0.392031493259836323 E+08

2 0.499 0.392633500952080467 E+08

3 0.4999 0.392692535405032237 E+08

4 0.49999 0.392698427187164687 E+08

5 0.499999 0.392699016248746305 E+08

6 0.4999999 0.392699075153738150 E+08

7 0.49999999 0.392699081044225672 E+08

8 0.499999999 0.392699081633274307 E+08

9 0.4999999999 0.392699081692179170 E+08

10 0.49999999999 0.392699081698069656 E+08

11 0.5 0.392699081698724154 E+08

Tabelle 6.3: Analytisch berechnete Dehnungsenergien fiir v — 0.5

korrespondiert mit der analytischen Referenzenergie U(v = 0.49),...,U(v = 0.49999999999)

geméf Tabelle 6.3.

Unabhéngig von der Anzahl der Elemente kénnen die Ergebnisse wie folgt zusammengefasst
werden: Die p-Version verhélt sich robust gegeniiber Volumen-Locking und zeigt im préaasymp-
totischen Bereich exponentielle Konvergenz. Diese ist jedoch zunehmend schwieriger zu errei-
chen, je ,kompressibler® das Material wird. Ab einer gewissen Anzahl an Freiheitsgraden
(p > 8) verbessert sich die Losung nicht weiter, die Fehlerkurve oszilliert um einen gewissen

Wert. Grund ist die hohe Konditionszahl.
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Abbildung 6.26: Relativer Fehler n[%] gegeniiber der Anzahl an Freiheitsgraden auf einem Netz aus

2 Elementen unter Verwendung eines CG-Losers
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Konditionsprobleme entstehen bei unterschiedlichen Arten schwieriger, strukturmechanischer
Probleme, so z.B. bei der hier betrachteten Berechnung nahezu inkompressibler Materialien
oder auch bei der Analyse diinner Schalen (vgl. WALL et al. [100]).

Um die Stabilitdt der Ergebnisse zu iiberpriifen, wurden die Berechnungen zu den Diagram-
men 6.26 und 6.27 zusétzlich mit dem direkten Loser SPOOLES [2] durchgefiihrt. Bis zu einem
Polynomgrad von p = 8 sind die Ergebnisse deckungsgleich, anschlieSlend oszillieren beide
Losungen. So werden fiir weitere Betrachtungen nur die Ergebnisse bis zu einem Polynomgrad
von p = 8 als brauchbar erachtet. Die Konvergenzrate der p-Version bleibt von der Wahl der
Querdehnzahl unbeeinflusst.
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Abbildung 6.27: Relativer Fehler n[%)] gegeniiber der Anzahl an Freiheitsgraden auf einem Netz aus
8 Elementen unter Verwendung eines CG-Losers

Der Gesamtfehler einer Berechnung mit inkompressiblem Material wird sich aus verschiede-
nen Fehlern zusammensetzen. Zum einen entsteht ein Modellfehler, weil die Querdehnzahl v
nur gegen den Wert 0.5 konvergiert, ihn aber nicht exakt trifft. Zum anderen wird ein Fehler
aufgrund von Volumen-Locking in der Lésung sichtbar.

Um diese Fehleranteile zu quantifizieren, wurden Berechnungen mit den Querdehnzahlen v =
0.49, ..., 0.49999999999 einerseits bzgl. der jeweiligen analytischen Referenzenergie U (v = 0.49)
.. U(r = 0.49999999999), andererseits bzgl. der analytischen Referenzenergie U(v = 0.5) aus-
gewertet. Abbildung 6.28 zeigt die entsprechenden Ergebnisse.

Strichlierte Kurven représentieren die Klasse an Ergebnissen ohne Modellfehler. Als Refe-
renzenergie wurde stets die analytische Energie verwendet, die der Querdehnzahl der Finite-
Element-Analyse entspricht. Néhert sich die Querdehnzahl dem Wert 0.5, wéchst der Fehler
aufgrund des Volumen-Locking. Durchgezogene Kurven resultieren aus einer Konvergenzbe-
trachtung, bei der die Referenzenergie stets der analytisch berechneten Energie fiir v = 0.5
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Abbildung 6.28: Relativer Fehler n [%] gegeniiber der Anzahl an Freiheitsgraden
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Abbildung 6.29: Relativer Fehler in Verschiebungen, Dehnungen und Spannungen bei r=62.5[mm)]

fiir das Finite-Element-Netz aus 2 Elementen bei v = 0.4999999
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entspricht. Der Fehler setzt sich jetzt aus zwei Komponenten zusammen, einem Modellfehler
und einem Locking-Fehler. Der Modellfehler basiert auf der Diskrepanz zwischen der Quer-
dehnzahl der Finite-Element-Berechnung und v = 0.5. Der Fehler aus dem Volumen-Locking
entsteht durch nahezu inkompressibles Material, das mit der Finite-Element-Methode nur
anndhernd abzubilden ist. Fiir v = 0.49, ..., 0.49999999999 erkennt man zunéchst den Modell-
fehler. Er ist durch horizontale Tangenten im asymptotischen Bereich charakterisiert. N&dhert
sich v dem Wert 0.5, schrumpft der Modellfehler bis zu einer Querdehnzahl von v = 0.4999999.
Bei weiterer Konvergenz von v gegen 0.5 wichst der Gesamtfehler wieder. Durchgezogene Kur-
ven liegen auf strichlierten Kurven, in denen ausschliellich der Fehler aufgrund von Locking
zu sehen ist. Ab v = 0.4999999 dominiert der Locking-Fehler den Gesamtfehler.

Die Querdehnzahl seitens der Finite-Element-Analyse, die sich nach dieser Betrachtung als ge-
eignet fiir eine Untersuchung im nichtlinearen Fall herauskristallisiert, 1ldge bei v = 0.4999999.
Die entsprechende Genauigkeit liegt weit unter der, die im Rahmen der linearen Elastizitét bei
kompressiblem Material erreicht wurde. Die relativen Fehler in Verschiebungen, Dehnungen
und Spannungen bei r = 62.5[mm]| bestétigen die Aussage (vgl. Abbildung 6.29).

Die Betrachtung inkompressiblen Materials verbietet eine Konvergenzbetrachtung, die im Rah-
men dieser Arbeit von Interesse ist. Der Fehler aufgrund des Locking wiirde stets den Fehler
iiberlagern, der hier zur Diskussion steht.

6.2.3 Finite-Element-Analyse fiir die Deformationstheorie

Nachdem Abschnitt 6.2.2.2 gezeigt hat, dass die Finite-Element-Analyse bei nahezu inkom-
pressiblem Material fiir die hier zu untersuchenden Einfliisse unbrauchbar ist, basiert die Dis-
kretisierung in diesem Abschnitt auf kompressiblem Material. Systemabmessungen und Bela-
stung der betrachteten Struktur werden analog zu Abschnitt 6.2.1.1 bzw. 6.2.2.1 und gemafl
Abbildung 6.20 gewihlt. Mit einer Querdehnzahl von v = 0.3, einem Elastizitédtsmodul von
E = 1.0[N/mm?] und einer Last von p; = 100[N/mm?| wird unter der Voraussetzung des ebe-
nen Verzerrungszustandes eine FlieBspannung von o = 139.28)N/mm?] zugrunde gelegt. Mit
dieser Parameterkonfiguration stellt sich das elastisch-plastische Interface r; mittig zwischen
Innenradius r; = 50[mm| und Auflenradius r, = 100[mm]| bei r; = 75[mm] ein.

Die Referenzlosung stammt aus Berechnungen mit der uniformen p-Version auf einem feinen
Interface Netz und einer korrespondierenden Anzahl an 748 224 Freiheitsgraden. Die entspre-
chende Dehnungsenergie berechnet sich zu U, = 5.3866388035196 - 107. Auch hier wurden
zunéchst die Ergebnisse von nicht-Interface Netzen mit denen auf Interface Netzen verglichen.
Als Diskretisierungen stehen die bereits in Abschnitt 6.2.2.1 vorgestellten Finite-Element-
Netze zur Verfiigung. Sie erfiillen die Eigenschaften von nicht-Interface Netzen und Interface
Netzen, die plastische Front zu ignorieren bzw. ihr mit den entsprechenden Elementkanten zu
folgen. Von Interesse sind die Dehnungsenergie U sowie die VON MISES Vergleichspannung
Ovgl-

Abbildung 6.30 zeigt entsprechende Ergebnisse. Der relative Fehler n [%] ist gegeniiber der
Anzahl an Freiheitsgraden auf doppeltlogarithmischem Mafistab aufgetragen. Wihrend bei li-
nearer Elastizitat in Abschnitt 6.2.2.1 alle Diskretisierungen einen relativen Fehler 1 von unter
1075 [%)] erreichen (vgl. Abbildung 6.23), sind hier die nicht-Interface Netze algebraisch auf
einen Fehler von iiber 1072 [%] beschrinkt. Netze, die den Verlauf des elastisch-plastischen
Interface aufnehmen, konvergieren ebensogut wie im linear elastischen Fall und erreichen —
unabhéngig von der Anzahl der Elemente — gleichen Fehler. Das optimale Interface Netz
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Abbildung 6.90: Relativer Fehler n = |/ Heeteel 100 %]

besteht aus zwei Elementen (vgl. Abbildung 6.22 links) und sinkt bei p; = p, = p = 8 und
einer Anzahl von 272 Freiheitsgraden auf einen Fehler von 1075 [%].

Da die Generierung optimaler Interface Netze a priori unmoglich ist, stehen die Ergebnisse
der nicht-Interface Netze im Folgenden der rp-adaptiven Diskretisierung gegeniiber. Die ent-
sprechenden Finite-Element-Netze der ersten sechs Iterationsschritte sind in Abbildung 6.33
dargestellt. Das blofle Auge nimmt in Schritt sechs keinen Unterschied mehr zwischen ex-
aktem und geschétztem Interface wahr. Entsprechende Ergebnisse zeigt Abbildung 6.31. Die
rp-adaptive Suche wurde sowohl nach der Mittelpunktregel als auch nach der gewichteten Me-
thode durchgefiihrt. Beide Ansétze sind den Ergebnissen der nicht-Interface Diskretisierung
iiberlegen.

Wie sich der relative Fehler in der vON MISES Vergleichspannung im gesamten Berechnungsge-
biet wihrend der rp-Adaption verteilt, ist anhand von Abbildung 6.32 ablesbar. Exemplarisch
wurden dort die Iterationen 2, 5 und 8 herausgegriffen. In Schritt acht liegt der Fehler jenseits
von 6.6 - 107*[%)]. Eine detaillierte Entwicklung des maximalen Fehlers von ey, listet Tabelle
6.4.

Die rp-adaptiven Kurven in Abbildung 6.31 zeigen nach etwa elf Iterationen keine signifikante
Verbesserung des Fehlers — jedenfalls nicht mit exponentieller Rate. Die Giite der Appro-
ximation wéchst mit der Naherung des adaptiv geschéitzten Interface an die Kreiskurve der
exakten Front. Um einen Zusammenhang zwischen den entsprechenden Abweichungen herzu-
stellen, wird im Folgenden der relative Fehler e, (s) eingefiihrt:
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Abbildung 6.31: Relativer Fehler n = \/‘Z’{“’Z{%iw 100 [%)]

Iteration 8:
p=_8, go=16

Iteration 5:
p=295,g0=10

Tteration 3:
p=3,90=6

Evglr < 21.726479%

evgrr < 1.672765%

evglr < 0.000659%

1.0e+05

Abbildung 6.32: Verteilung des relativen Fehlers in der vON MISES Spannung [%] (Darstellung durch

Xmesh 2.90)
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ece(s) = @ 100[%] (6.16)

Darin bezeichnet d(s) den Abstand zweier Kurven durch

d(s) = |Crp(s) — Crer(s)], (6.17)

wobel s ein gemeinsamer Parameter der Kurven C,,(s) und Cie(s) ist. 71 = 75[mm]| bezeichnet
den Radius des Kreises, der mit C'\f korrespondiert.

Tteration 1: Iteration 2: Iteration 3:

€Crmax = 13.3333% €Crmax = 22.2222% €Crmax = 13.3333%

Tteration 4: Iteration 5: Iteration 6:

|
|
4

€Crmax = 9.52381% €Crmax = 7.40741% €Crmax = 0.02530%

Abbildung 6.83: Finite-Element-Netze im rp-adaptiven Algorithmus und korrespondierender maxi-
maler Fehler ec y max geméf Gleichung (6.18)

Unter den Diskretisierungen in Abbildung 6.33 ist jeweils der maximale Fehler

ecrmax = max(ec,(s;)) (6.18)

eines speziellen Satzes an BABUSKA-CHEN Punkten s; [21] angegeben.
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Iteration max Fehler max Fehler Fehler
p N Pgeo evglvr[%] €C,r,max [%] n [%]

1 1 6 1 31.211985 13.333333 47.582178
2 2 20 3 19.342243 22.222222 26.031322
3 3 42 3 21.726479 13.333333 4.872195
4 4 72 3 16.213371 9.523809 3.469684
5 5 110 4 1.672765 7.407407 0.352711
6 6 156 5 0.006683 0.025297 0.034262
7 7 210 6 0.023299 0.017828 0.019930
8 8 272 7 0.000659 0.008806 0.009008
9 9 342 8 0.001824 0.001162 0.001022
10 10 420 9 0.001644 0.004487 0.004272
11 11 506 10 0.002943 0.008046 0.006595
12 12 600 10 0.000427 0.002979 0.002596
13 13 702 10 0.000024 0.000187 0.000154
14 14 812 10 0.000021 0.001938 0.001335
15 15 930 10 0.000004 0.002767 0.001956
16 16 1056 10 0.000002 0.003023 0.002133
17 17 1190 10 0.000002 0.002929 0.002055
18 18 1332 10 0.000002 0.002632 0.001833
19 19 1482 10 0.000001 0.002231 0.001535
20 20 1640 10 0.000001 0.001789 0.001207

Tabelle 6.4: Maximaler Fehler ey ,, maximale Abweichung ec ; max und Fehler n [%] in Abhéngigkeit
des Polynomgrades der Finite-Element-Diskretisierung p = p¢ = p,, der Anzahl der
Freiheitsgrade N und der Geometrieapproximation pge,

Tabelle 6.4 stellt dem maximalen Fehler ey max[%] einer jeweiligen Iteration den entsprechen-
den Fehler n[%)] gegeniiber. Die Grofienordnungen beider Abweichungen korrespondieren.
Dass der Fehler der nichtlinearen Finite-Element-Analyse mit der Genauigkeit der rp-adaptiven
Suche korreliert, zeigt Abbildung 6.34. Sie vergleicht Ergebnisse von Berechnungen, bei denen
die Geometrieapproximation des exakten Interface — der Kreiskurve mit Radius r1=75[mm]|
— variiert. Bei exakter Kreiskurvendarstellung konvergiert die Losung exponentiell bis auf
einen Fehler im Bereich der Rechnergenauigkeit. Interpoliert man die Kreisgeometrie durch
das in Kapitel 3.2.4 angegebene Schema, wichst die Genauigkeit mit der Interpolationsord-
nung. Weil die Stiitzstellen aus der echten Kreiskurvenbeschreibung stammen, entspricht der
Fehler bei hohem Polynomgrad pge, dem der Kreiskurvenbeschreibung. Passt man die Ord-
nung zur Interpolation der Geometrie dem Polynomgrad der Finite-Element-Analyse an, féllt
die entsprechende Kurve nahezu mit der des exakten Kreises zusammen. Die horizontal ver-
laufenden Kurven in Abbildung 6.34 zeigen den ,,Modellfehler* hinsichtlich der Approximation
des Interface. Die Ergebnisse bestétigen, dass der Fehler der rp-Adaption aus Diagramm 6.31
auf der Approximation des Interface basiert.
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Abbildung 6.34: Relativer Fehler n = \/M“M;me' 100 [%)] gegeniiber der Anzahl der Freiheitsgrade

fiir verschiedene Ordnungen der Geometrieinterpolation

6.3 Rechteckgebiet mit Kreisloch

Im Rahmen des DFG-Paketprojektes ,, Adaptive Finite-Element-Methods in Computational
Mechanics® definierten STEIN et al. [91] ein Benchmarkbeispiel, das in diesem Abschnitt
Grundlage der Untersuchungen zur rp-adaptiven Diskretisierung ist. Geometrie und Rand-
bedingungen des Systems sind in Abbildung 6.35 dargestellt.

Ein Viertel einer quadratischen Scheibe mit zentrischem Loch und konstanter Dicke wird durch
eine gleichférmige Kraft von ¢, = 450.0 [MPa] gezogen. Die Symmetrie der Struktur legt die
DiricHLET-Randbedingungen fest: sowohl der rechte als auch der untere Rand der Struktur
sind in Normalenrichtung unverschieblich gelagert. Allen Berechnungen liegt der Schubmodul
p = 80193.8 [MPa], der Kompressionsmodul x = 164206.35 [MPa] und die Fliespannung
oo = 450.0 [MPa] zu Grunde.

Die Referenzlosung stammt aus Berechnungen mit bis zu 927 675 Freiheitsgraden auf einem fei-
nen Netz mit 5717 Elementen und einem uniformen Polynomgrad von bis zu p = p¢ = p,=9 mit
dem wollen Ansatzraum Sps”"(Q%). Das entsprechende Finite-Element-Netz ist in Abbildung
6.36 links dargestellt. Es sei darauf hingewiesen, dass alle Elementkanten in Interface-Nihe
die elastisch-plastische Grenze genau treffen. Die Referenzgeometrie der plastischen Front ist
rechts in der entsprechenden Abbildung dargestellt. Sie ist Resultat eines rp-adaptiven Zyklus
auf feinen Netzen.

Zum Effizienzvergleich verschiedener Diskretisierungen stehen im Folgenden die Verschiebung
u, am Punkt 5, u, am Punkt 4, die Spannung o, am Punkt 2 sowie die Dehnungsenergie U zur
Diskussion. Die entsprechenden Ergebnisse einer uniformen p-Version auf dem Referenznetz
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Abbildung 6.36: Referenznetz mit 5717 Elementen und Referenz-Interface

D N  Dehnungsenergie U oy am Punkt 2 u, am Punkt 4 u, am Punkt 5
1 11603 0.031878161E+03 7.111549585E4-02 2.458480576E-01  6.185653057E-02
2 46074 5.053212080E+03 5.131223551E4-02 2.473042571E-01 6.120824879E-02
3 103413 5.053493895E+03 5.189611480E4-02 2.473231374E-01  6.120047246E-02
4 183620 5.053503931E+03 5.195543402E4-02 2.473237977E-01  6.120019071E-02
5 286695 5.053504324E+03 5.195450701E4-02 2.473238739E-01  6.120017286E-02
6 412638 5.053504437E+03  5.195445331E402 2.473238826E-01  6.120016960E-02
7 561449 5.053504453E+03 5.195445033E4-02 2.473238838E-01  6.120016914E-02
8 733128 5.053504455E+03 5.195445062E4-02 2.473238840E-01  6.120016907E-02
9 927675 5.053504456E+03  5.195445056E4-02 2.473238840E-01  6.120016905E-02

Tabelle 6.5: Referenzlosung auf einem Netz mit 5717 Elementen
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sind in Tabelle 6.5 gelistet. Acht Stellen der Losung sind stabil. Neben diesen Groien wurden
die Spannungen o0,,, 0, und o, entlang der Schnittlinie 1 — 1 betrachtet.
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Abbildung 6.38: Interface Netze mit 41, 514 und 3329 Elementen

Zunichst wird die Konvergenz von Interface Netzen und nicht-Interface Netzen verglichen.
Abbildungen 6.37 und 6.38 zeigen einige der untersuchten Diskretisierungen. Zum Effizi-
enzvergleich beider Netztypen wurde der Polynomgrad bei einer Integrationsordnung von
(p+1) x (p+ 1) GAUss-Punkten jeweils uniform erhéht. Die Abbildungen 6.39 - 6.42 zeigen
die Ergebnisse. Wahrend strichlierte Linien die Konvergenz der nicht-Interface Netze doku-
mentieren, stellen durchgezogene Kurven die Effizienz von Interface Netzen dar.

Abbildung 6.39 trigt den relativen Fehler n [%] gegeniiber der Anzahl N an Freiheitsgraden
doppeltlogarithmisch auf. Im praasymptotischen Bereich zeigen beide Strategien exponentielle
Konvergenz. Dariiber hinaus machen die Interface Netze eine weitere Reduktion des relativen
Fehlers um bis zu einer Groflenordnung moglich.

Die Abbildungen 6.40-6.42 stellen die Konvergenz von Verschiebungen und Spannungen an
den Punkten 2, 4 und 5 dar. Beide Diagrammachsen sind jeweils logarithmisch skaliert. Passt
man das Finite-Element-Netz an den Verlauf des elastisch-plastischen Interface an, sinkt der
relative Fehler in Verschiebungen und Spannungen drastisch, besonders deutlich anhand der
Spannungskomponente o,, am Punkt 2 ablesbar.

Der relative Fehler aufgrund von Berechnungen auf Interface Netzen féllt auf einen Wert von
1075 [%)]. Der Effizienzgewinn liegt bei bis zu drei Gréfienordnungen. Die Konvergenzkurven
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6.39-6.42 weisen starke Oszillationen auf. In Anlehnung an die Untersuchung in Abschnitt
6.2.3 zur exakten Geometriebeschreibung des Interface, deren Ergebnisse Tabelle 6.4 zusam-
menfasst, liegt die Vermutung nahe, dass auch die Oszillationen auf den Grad der Genauigkeit
zuriickzufiithren sind, mit dem die Interfacegeometrie erfasst wird. Die Ergebnisse reagieren
sehr sensibel auf eine entsprechende Ungenauigkeit, wie detaillierte Untersuchungen in Ab-
schnitt 6.2.3 zeigen.

Dass das Verhalten, das aus den Diagrammen 6.39-6.42 ablesbar ist, nicht nur ein Konver-
genzphénomen an speziellen Punkten ist, zeigen Betrachtungen verschiedener Grofien entlang
der Schnittlinie 1-1.

Die Abbildungen 6.43-6.45 stellen die relativen Fehler dieser Grofien auf logarithmischer Ska-
la dar. Fiir einen speziellen Polynomgrad vergleicht jedes Diagramm die Ergebnisse eines
nicht-Interface Netzes mit denen eines Interface Netzes annédhernd gleicher Elementanzahl.
Festzuhalten ist: Folgen Finite-Element-Netze der Geometrie der plastischen Front, sinkt der
relative Fehler um mehr als eine Gréflenordnung. Verschiebungen und Spannungen, Grofien,
die aus der Sicht des Ingenieurs besonders aussagekréftig sind, verbessern sich signifikant. Die
Kurven der Diagramme 6.43-6.45 spiegeln weiterhin die Oszillation der polynomiellen Ansatz-
funktionen um die exakte Losung wider. Aufgrund der Tatsache, dass jeweils der Absolutbe-
trag des Fehlers aufgetragen ist, prasentieren sich die Schwingungen in ,, Arkadenform® und
zeigen beispielsweise in Abbildung 6.44 fiir das Interface Netz aus 41 Elementen im Bereich
/22 + y? > 40 Oszillationen mit einer Amplitude von 107¢ [%]. Dass sich diese Oszillationen
um die exakte Losung in Abbildung 6.44 stérker ausdriicken als in den Diagrammen 6.43 und
6.45 liegt an der rdumlichen Diskretisierung und demonstriert folgendes typisches Verhalten
der p-Version: Die Losung schwingt nur in dem Element, das direkt neben der Stérung, hier
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Iteration 1 Iteration 2 Iteration 3
Iteration 4 Iteration 5 Iteration 6
Iteration 9 Iteration 12 Iteration 15

Abbildung 6.46:

Finite-Element-Netze wihrend des rp-adaptiven Algorithmus
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dem Interface, liegt. Weil die ,,betroffenen“ Elemente aufgrund der Dichte der Finite-Element-
Netze zu den Diagrammen 6.43 und 6.45 klein sind, sieht man den Einfluss der Stérung nur in
der Nahe der plastischen Front. Die zuvor angesprochene Oszillation des Interface Netzes mit
41 Elementen aus Abbildung 6.44 im Bereich /22 + y? > 40 zeigt die Wirkung der Stérung
innerhalb eines groflen p-Elementes. Die 17 Schwingungsbéuche korrespondieren mit dem Po-
lynomgrad p = 18 der Ansatzfunktionen und liegen im Bereich der Maschinengenauigkeit.
Weil — im Gegensatz zu Beispiel eins und zwei — die Energie des Systems von elastischem
Verhalten dominiert ist, der plastische Anteil eine eher untergeordnete Rolle spielt, zeigt hier
im praasymptotischen Bereich auch die reine p-Version exponentielle Konvergenz des Fehlers
n[%].

Abschlieend wird das System mithilfe der gewichteten Regel rp-adaptiv diskretisiert. Eini-
ge der entsprechenden Finite-Element-Netze stellt Abbildung 6.46 vor. Wie effizient die rp-
Adaption den Fehler n auf etwa 0.01[%] reduziert, beweist Diagramm 6.47. Die Verteilung des
relativen Fehlers in der VON MISES Vergleichspannung ey, erscheint in Abbildung 6.48. Ex-
emplarisch sind die Iterationsschritte zwei, sechs und elf herausgegriffen. Nach elf Iterationen
liegt der relative Fehler im gesamten Berechnungsgebiet unter 0.2[%)].

%ok
()
PO
.

Abbildung 6.50: Startnetz mit 64 Q1-P0O Elementen und adaptives Netz mit 875 Q1-P0 Elementen
(aus [9])

Zum Vergleich der rp-Version mit Berechnungen nach der klassischen h-Version zeigen die
Abbildungen 6.51, 6.52 und 6.53 die Konvergenz der Verschiebung u, am Punkt 5, u, am
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Punkt 4 und die der Spannung o, am Punkt 2.

Die rp-adaptiven Berechnungsergebnisse basieren auf der oben beschriebenen Diskretisierung.
Sie stehen zunéchst einer uniformen h-Version mit p = 2 gegeniiber. Ein Startnetz wurde 12
mal verfeinert, 10 Elemente in 28491 Elemente iiberfiithrt. Schritte auf diesem Weg sind in
Abbildung 6.49 dargestellt. Ein Vergleich beider Diskretisierungsmethoden zeigt die Uberle-
genheit der rp-Version.

Weiterhin wurde die rp-Version mit einer adaptiven h-Version verglichen. Es handelt sich da-
bei um Ergebnisse von BARTHOLD, SCHMIDT und STEIN [9, 10, 92], die Berechnungen mit
Q1-P0O Elementen durchgefithrt haben. Von den bekannten bilinearen Vierknotenelementen
unterscheidet sich die Formulierung durch einen zusétzlichen elementweise konstanten Druck-
freiheitsgrad [59]. Ein aus 64 Q1-P0 Elementen bestehendes Netz wurde mithilfe des Gleichge-
wichtskriteriums nach BABUSKA und MILLER in 10 Schritten verfeinert, um so ein Netz aus
875 Elementen mit 1816 Freiheitsgraden zu schaffen. In [9, 10, 92] werden die Ergebnisse einer
Reihe abgestufter Netze préasentiert. Die dort angegebene Referenzlosung basiert auf 24 200
Q1-P0O Elementen und einer daraus resultierenden Anzahl an 49062 Freiheitsgraden.
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Abbildung 6.51: Relativer Fehler “=s—"“2F5l 100 [%] am Punkt 5

Uy, re

Auch der h-Version auf geometrischen Netzen ist die rp-Version um etliche Gréfenordnungen
iiberlegen (Abbildungen 6.51, 6.52). Weder die uniforme h-Version mit p = 2 noch die adaptive
h-Version mit Q1-P0 Elementen reicht an die Genauigkeit der rp-Version. Sie allein konvergiert
exponentiell.
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Kapitel 7

Dreidimensionale Berechnungen mit
der rp-Version

Um die Effizienz der rp-Diskretisierung auch fiir den dreidimesionalen Fall zu untersuchen,
steht in diesem Kapitel beispielhaft die Hohlkugel unter Innendruck fiir das Modellproblem
der Deformationstheorie im Zentrum. Fiir diese Fragestellung existiert eine analytische Losung.
Sie wird zunéchst sowohl fiir den linear-elastischen Fall als auch fiir elastoplastisches Verhalten
nach der Deformationstheorie angegeben und anschliefend mit den numerischen Ergebnissen
verglichen.

Die Kugelsymmetrie des Systems legt nahe, alle relevanten kontinuumsmechanischen Grofien
in Polarkoordinaten zu betrachten. So bezeichnen die Indizes 7, j, k aus Kapitel 2 hier die
Koordinaten r, ¢, §. Die Herleitung folgt den Ausfithrungen von LUBLINER [56] und HILL [45].

7.1 Hohlkugel unter Innendruck — die analytische
Losung

Lost man das Problem der Hohlkugel unter Innendruck fiir isotropes Material analytisch,
leitet sich sowohl die linear-elastische als auch die elastoplastische Losung wie folgt ab. Eine
Innenkugel mit Radius r; und eine Aulenkugel mit Radius r, begrenzen die Struktur, auf
die der Innendruck p; und der Auflendruck p, wirken. Die resultierenden Verschiebungen und
Spannungen zeigen Kugelsymmetrie. Die Verschiebung u enthélt nur die radiale Komponente
uy1; = u,, die ausschlieflich vom Radius r abhéngt. Die Dehnung e setzt sich aus einer radialen
Komponente €11 = ¢, und einer Komponente €99 = €y, fiir die g9 = ¢, gilt, zusammen. Die
Dehnungskomponenten sind durch

g = — U, und €g = — (7.1)
gegeben. Sie erfiillen die Kompatibilitdtsbedingungen

e = dir [req) . (7.2)
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Die Spannung o hat einen Beitrag aus der radialen Komponente o, und der Komponente in
Umfangsrichtung oy mit oy = 04. Diese Groflen geniigen der Gleichgewichtsbedingung

(7.3)

)
(e

|

S)

S
o= O

d
5 Upr. 74
d'r’a (7:4)

7.1.1 Lineare Elastizitiat

Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir ein linear-elastisches, isotropes Kontinuumselement
reduziert sich von

1
€ij = E [(1 + V)Uij — VO'kk(sl'j] (75)

auf die folgenden beiden Ausdriicke fiir £, und &

1

& = % [0, — 2v04]
(7.6)
1
€@ = (1 —v)og —vo,] .

Einsetzen dieser Ausdriicke in die Kompatibilitdtsbedingung (7.2) fiihrt nach einiger Umfor-
mung zu Gleichung (7.7).

g = d% [r eq]
%(ar — 2voy) = di; ré (1—v)oy — vo,]
d 1
o (t=v)og —vo] = ——(1+v)(oy — ov) (7.7)

Ersetzt man in diesem Term den Ausdruck (o9 — o,.)/r durch die rechte Seite von Gleichung
(7.4), reduziert sich das Problem weiter zu

d
%[O}«—FQO’@] = 0 (78)
- d _ 1d
drao n 2drar
g9 — Op
= - 7.9
- (7.9

Aus Gleichung (7.8) folgt mit der Integrationskonstante Cly 1

o + 209 = Cip1. (7.10)
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Weiterhin kann man den Ausdruck (7.8) mithilfe von (7.9) wie folgt umformen:

% o, + 209 = 0
d d
— 5[0r+209]—3509 = —3509 1)
- g — o) = 3{"9—‘”} |
dr " r
= —[0'9—0'7»]+§[0'9—0'7»] =0
dr r
Die Losung dieser Differentialgleichung lautet
1
09 = 0r =3 Cint,2 (7.12)

wobei Ciy 2 eine zweite Integrationskonstante bezeichnet. Durch Gleichsetzen von (7.10) und
(7.12) ergeben sich fiir die Komponenten des Spannungstensors

1 2
Or = g |:Cint,1 - Fc(int,2:|
| | (7.13)
oy = 3 [Cint,l + ﬁcint,Q} .
Mit den beiden Randbedingungen
1 2
o(r=mn) = —pn — 3 Cint,1 — _3Cint,2 = —Di
X ’”2 (7.14)
UT(T - ra) = —Pa = g |:Cint,1 - Fcint,2:| = —Pa
berechnen sich die Konstanten Cj,; und Ciy 2 dann zu
Ciny = 38— = 8 — Loy (7.15)
T
(5-5) 20
und
Cingg = 3 |—pi+2 b p;?)
()
(7.16)
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Aus Gleichung (7.13) erhélt man damit schlieBlich fiir die Spannungskomponenten

1 Pi — Da T ’ T ’
o = )t 3 1*(?) ‘2(?)
————— L a
Anteil 1 21— (E)
An?e;l 2
(7.17)
1 pi—p r 3 r 3
e e (2 )]
Ti a
Anteil 1 21— (a)
Anggﬂ 2

Das Spannungsfeld ist die Superpostion zweier Anteile. Der erste entspricht dem negativen
Mittelwert aus innerem und duflerem Druck. Anteil 2 beschreibt ein variables Spannungsfeld,
das sich proportional zur Druckdifferenz verhélt.

Im Rahmen dieses Beispiels wird das System unter Innendruck analysiert. Um die Herleitung
der elastisch-plastischen Losung entsprechend zu vereinfachen, erfolgen alle weiteren Schritte
unter der Bedingung p, = 0. So vereinfachen sich die Ausdriicke der Spannungen o, und gy zu

o (G

Ti
(7.18)
i 1 a ’
by __l%__[_<£)+1
Ta 2\ r
() -
Ti
Mit Bedingung (7.1) ist die radiale Verschiebung durch
r
U = T = (1 —v)og — vo,] (7.19)

gegeben. Die Diagramme 7.1, 7.2 und 7.3 fassen die Verschiebungs-, Dehnungs- und Span-
nungsverldufe der analytischen Losung entlang eines Radialschnittes zusammen. Die Kugel,
fir die die Gleichungen ausgewertet wurden, misst einen Innenradius von r; = 50 [mm)], einen
AuBenradius von 7, = 100 [mm| und wird durch einen Innendruck von p; = 50 [N/mm?] be-
ansprucht. Die Materialparameter wurden zu E = 10000 [N/mm?] und v = 0.3 gewéhlt. Die
Dehnungsenergie U,s aufgrund der analytischen Losung ergibt sich zu

1
Uret = 5/6 codQ) =157079.6326794896. (7.20)
Q
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Abbildung 7.1: Verschiebungsverldufe entlang eines Radialschnittes nach Gleichung (7.19)
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Abbildung 7.2: Dehnungsverlidufe entlang eines Radialschnittes nach Gleichung (7.6)
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Abbildung 7.3: Spannungsverliaufe entlang eines Radialschnittes nach Gleichung (7.18)

7.1.2 Deformationstheorie

Betrachtungen der linear-elastischen Losung schliefft sich nun die Bestimmung der analyti-
schen Losung fiir den physikalisch nichtlinearen Fall an, bei dem sich das Kugelmaterial nach
der Deformationstheorie verhélt. Der grofitmogliche Druck, bei dem das System noch linear-
elastisch antwortet, ist erreicht, wenn die Spannungen fiir einen gewissen Radius r zum ersten
Mal das in Abschnitt 2.3.2 beschriebene FlieBkriterium erfiillen. Dieser Grenzdruck wird im
Folgenden mit pe max bezeichnet. Nachdem zwei Komponenten — o4 und oy bzw. 09 und o3
— der Hauptspannung identisch sind, ist der vorliegende Spannungszustand dquibiaxial:

\/72 = \/é [(01—02)2+(02—03)2+(03—01)2} = \/g|01_‘73|

= \/3 lo, — o (7.21)

Mit der Bedingung (oy > 0,) reduziert sich das VON MISES FlieSkriterium auf
09 — 0, = 0. (7.22)

Unter Verwendung der Gleichungen (7.18) lédsst sich Gleichung (7.22) zu folgendem Ausdruck

3 i ra )’
5#(3) . (7.23)
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umformen. Da die Differenz (69 — o,) an der inneren Kugeloberfliche r = r; maximal wird,
liegt der Grenzdruck pej, max bei

3 Pel,max Ta ’ 2 1 Ti ’ (7 24)
=3 | — =0 el,max — 5 0 -\~ : :
5 <Ta)3 " 0 — Del, 3 0 ™
— | =1
Ty

Steigt der Druck im Innern der Hohlkugel {iber den Wert pej max, beginnt ein hohlkugelférmi-
ges Teilgebiet der Struktur zu plastifizieren. Der Innenradius der plastifizierten Substruktur

entspricht r;, der &uflere, zunéchst unbekannte Radius 71 sei durch den Index I — wie Interface
— bezeichnet. Im Bereich r; < r < 1 ist das Gebiet plastifiziert.

7.1.2.1 Losung im elastischen Bereich der plastifizierten Struktur

Im Bereich r; < r < r, verhélt sich die Struktur wie eine elastische Hohlkugel unter Innen-
druck, die an ihrem inneren Radius r; gerade zu plastifizieren beginnt. Somit sind o, und oy

durch

(7.25)

P1 1/r 3
)

gegeben. Der Innendruck p; wird gerade so gewéhlt, dass das elastische Teilgebiet an der
inneren Oberflache r = r; das FlieBkriterum erfiillt. Er berechnet sich entsprechend zu

P = gao [1 - <:—I)3] . (7.26)

Damit kann man die Spannnungsverldufe von o, und oy im elastischen Bereich der plastifi-
zierten Struktur auch durch

w6 ()]
+ - 5B ()]

darstellen. Dehnungen und Verschiebungen im elastischen Bereich der plastifizierten Struktur

resultieren aus den Gleichungen der rein linear-elastischen Losung. (siehe Gleichungen (7.6)

und (7.19))

r<r<r, (7.27)
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7.1.2.2 Losung im plastifizierten Bereich der Struktur

Im plastischen Bereich der Struktur ist das FlieBkriterium (o9 — o, = 0¢) an jeder Stelle erfiillt.
Verkniipft man es mit der Gleichgewichtsbeziehung (7.3), erhdlt man

doi92=% g Ao 5,0 (7.28)
ar’ r N T o0 ’

einen Ausdruck, der sich durch Integration in

o, =200 In(r) 4+ Cine.3 (7.29)

iberfithren lésst. Darin ergibt sich die Integrationskonstante Ciy; 3 mithilfe der Ubergangsbe-
dingung am Interface 7y

9 3 3
200 In(r) + Cints = —370 [(ﬁ> — <ﬁ) ] fiir r = ry, (7.30)

Ta

die die Kontinuitat der Radialspannung o, fordert, zu

Clats = —% o0 [1 - (ﬁ)g +3 ln(rl)] . (7.31)

Fiir die Spannungsverldufe im plastifizierten Bereich erhélt man damit schliefSlich
9 3 3
o, = —20p [1 — (ﬁ) —i—ln(ﬁ) ]
3 Ta T
o\ 3 o\
142 (—I) —2111(—1) ] .
Ta r

Der Verschiebungsverlauf im plastifizierten Bereich basiert auf folgenden Uberlegungen:

Geometrisch interpretiert steht die Spur des Dehnungstensors trle] = ¢; = V - u fiir die
volumetrischen Dehnungen AV/V;, wobei AV die Volumenédnderung, Vi das entsprechende,
infinitesimal kleine Anfangsvolumen bezeichnet. In der plastifizierten Region der Struktur

besteht die Volumendehnung ausschlieBllich aus elastischen Anteilen. So erhélt man mit den
Gleichungen (7.1) und (7.6) fiir die Spur des Dehnungstensors

i <r<nr (7.32)

Op = =0y
3

1 2
trle] = e, +2¢ep = E(UT —2voy) + 5 (1 —v)og — vo,]
12w (00 + 20)
== 1D Oy Op

_ % [(%)3—111(%)3] . (7.33)

Fiir die linke Seite von Gleichung (7.33) kann man auch

d
trle] = e, 4+2¢9 = Jur + 27 = S (TQUT) (7.34)
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schreiben. Es folgt

SICCEES GO @

Beriicksichtigt man die Kontinuitatsbedingung der Verschiebung am elastisch-plastischen In-
terface r; und fordert mit dem Wissen aus dem Verschiebungsverlauf (7.19) im linear-elastischen
Bereich sowie den Spannungsverlaufen (7.27), dass

(1 —v)og —vo,] = o

3

u.(r=mry) =

| =

1+v+2(1-2v) (ﬁ)gl , (7.36)

Ta

so erhélt man schliefllich durch Integration von Gleichung (7.35 )

1 m) 20 gy o (1) (™Y 7.37
w-n (%) = a2 - (2) wm(2) || (737
Der Dehnungsverlauf in der plastifizierten Region der Struktur wird wie folgt ermittelt:

Ist das Verhiltnis (r,/r;) von KugelauBen- zu Kugelinnenradius — wie hier — ausreichend
grof}, liegen die Dehnungen in einer GréSenordnung von ((r,/ri)*c/E), nicht mehr infinitesi-
mal klein. Die Losung fiir endliche Dehnungen ergibt sich, wenn man selbige als logarithmisch
auffasst. Im vorliegenden Fall ist dies aufgrund der Richtungstreue der Hauptspannungen er-
laubt. Das Volumen einer Kugelschale mit dem Anfangsradius ry und einer Dicke von dr ist
durch (4772 drg) gegeben. Das aktuelle Volumen der entsprechenden Kugelschale, deren Geo-
metrie die Kugeloberflichen r und (r 4 dr) begrenzen, ist durch den Wert (4 7 r? dr) gegeben.
Die daraus resultierende volumetrische Dehnung in logarithmischer Form lautet

r2dr dr r
1 —— | =In[ — 21In| — ). 7.3
n('f’ngo) n(dTo) " n(’f’o) (7.38)

Assoziiert man diesen Term mit der Spur des Dehnungstensors, lédsst sich die Beziehung

g9 =In (:—O> (7.39)

herausfiltern. Unter der Voraussetzung plastischer Inkompressibilitét gilt wie bei der Betrach-
tung der Verschiebungen fiir die volumetrischen Dehnungen, ausgedriickt als Spur des Deh-
nungstensors,

1—-2v
FE

trle] = e, +2¢9 = (0, + 20). (7.40)

Mit Gleichung (7.39) erhélt man fiir die radiale Komponente ¢,

1-2
&= —— Y0, +205) — 2 In (1) . (7.41)

To
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g, lasst sich weiterhin in einen elastischen und einen plastischen Anteil zerlegen

g = €, +¢€b
(7.42)
= %(ar — 2voy) + €
Durch Gleichsetzen von g, erhélt man dann fiir den plastischen Anteil der radialen Dehnungen
e = 2 [(1—-v)og —vo,] —21In (L) : (7.43)
" E ro

Die Diagramme 7.4, 7.5 und 7.6 zeigen die Verschiebungs-, Dehnungs- und Spannungsverliufe
der analytischen Losung entlang eines Radialschnittes. Die Gleichungen wurden fiir das System
ausgewertet, das auch der linear-elastischen Losung zugrunde lag. Die Fliespannung fiir dieses
Beispiel wurde zu 41.79389833783693 [N/mm?| gesetzt, womit sich das elastisch-plastische
Interface bei einem Kugelradius von r; = 75 [mm] einstellt.

4.0e-01
3.0e-01
=
= 2.0e-01
e}
L
=
§ :
5) 1.0e-01 | 1 .
> ¢ |
T L S .
-1.0e-01 !

50 75 100
Kugelradius r

Abbildung 7.4: Verschiebungsverldaufe entlang eines Radialschnittes

Die Dehnungsenergie des elastoplastischen Problems wird anhand der dufleren Arbeit zu

1
Z/{ref = 5 / 11(7"1) . fn d@NQ
ONQ2
(7.44)
1
= 5 u(ry)prdmrl = 309203.73604763224

bestimmt.
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Abbildung 7.5: Dehnungsverldufe entlang eines Radialschnittes
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Abbildung 7.6: Spannungsverlaufe entlang eines Radialschnittes
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7.2 Finite-Element-Analyse bei linear elastischem
Materialverhalten

Ziel dieses Kapitels ist, am vorliegenden Beispiel eine Aussage zur Effizienz der rp-Diskreti-
sierung in drei Raumdimensionen fiir das Modellproblem der Deformationstheorie zu ermogli-
chen. Um die Qualitét der entsprechenden Ergebnisse einordnen zu kénnen, wird das Problem
zundchst unter linear-elastischem Materialverhalten studiert. So behandelt dieser Abschnitt
dieselben Diskretisierungen, auf denen auch die nichtlineare Analyse basiert.

Aufgrund der angesprochenen Kugelsymmetrie des Systems geniigt es, ein Achtel der Hohl-
kugel unter Innendruck zu untersuchen, so dass sich die Struktur auf das in Abbildung 7.7
dargestellte grau schattierte System reduziert. Geméaf§ dieser Vereinfachung sind Symmetrie-
randbedingungen durch eine unverschiebliche Lagerung der Strukturoberflichen parallel zur
xy- rz- bzw. yz-Ebene — jeweils in Normalenrichtung — realisiert. Alle anderen Parameter
entsprechen den in Abschnitt 7.1 vorgegebenen Gréflen fiir den linear-elastischen Fall. Die Re-
ferenzenergie Uy = 19634.95408493620 des Systems entspricht einem Achtel des in Gleichung
(7.20) ermittelten Wertes.

Abbildung 7.7: Achtelsystem der Hohlkugel unter Innendruck

Wie eingangs erwihnt, soll die linear-elastische Untersuchung ein Maf3 fiir die Giite der Er-
gebnisse im nichtlinearen Fall definieren. Dariiber hinaus sollen aus einer Menge moglicher
rdumlicher Diskretisierungen diejenigen gefiltert werden, die sich fiir die anschlieBende Un-
tersuchung bei nichtlinearem Materialverhalten eignen. Das Vorgehen basiert auf folgender
Uberlegung:
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Im physikalisch nichtlinearen Fall stellt sich das elastisch-plastische Interface mit den oben
definierten Parametern bei einem Radius von r = r; = 75 ein (vgl. Kapitel 7.1.2). Dazu wer-
den Interface Netze und nicht-Interface Netze generiert, die sich paarweise mit etwa gleicher
Elementanzahl gegeniiberstehen. Interface Netze aus 6, 24, 48, 108 und 162 Elementen kor-
respondieren mit nicht-Interface Netzen aus 9, 36, 60, 135 und 189 Elementen. Einige sind
exemplarisch in den Abbildungen 7.8 und 7.9 dargestellt.

R

6 Elemente 48 Elemente 162 Elemente

Abbildung 7.8: Finite-Element-Netze, die das elastisch-plastische Interface treffen

9 Elemente 60 Elemente 189 Elemente

Abbildung 7.9: Finite-Element-Netze, die das elastisch-plastische Interface nicht treffen

In der Implementierung des verwendeten Finite-Element-Programms wird die Geometrie all-
gemeiner Oberflichen stets durch Interpolation mit LAGRANGE-Polynomen angenédhert. Es
gilt herauszufinden, wie gut diese Naherung fiir ein FE-Netz mit gewisser Elementanzahl sein
muss, um eine gewiinschte Genauigkeit der Finite-Element-Ergebnisse zu erreichen. So wird
fiir alle Netze die Ordnung zur Approximation der Geometrie von 3 bis 10 variiert. Fiir jede
dieser Diskretisierungen wird zusétzlich der Ansatz der FE-Berechnung von 1 bis py,., uniform
erhoht. Der Polynomgrad py,.x bezeichnet die Ordnung, die fiir das jeweilig betrachtete System
noch mit vertretbarem Aufwand berechenbar ist. Ziel dieser Studie ist, fiir jedes Interface- wie
fiir jedes nicht-Interface Netz den geeigneten Polynomgrad pge, zur Interpolation der Geome-
trie zu extrahieren, um so eine Diskretisierung als Grundlage zur anschlieBenden nichtlinearen
Untersuchung zu definieren.

Die Auswahl der entsprechenden rdumlichen Diskretisierungen basiert auf der Betrachtung
der Grole 7, also der Wurzel des relativen Energiefehlers und wird anhand der Diagramme
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Abbildung 7.10: Relativer Fehler n = 4/ M%‘ZFE‘ 100 [%)] gegeniiber der Anzahl der Freiheitsgrade
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Abbildung 7.11: Relativer Fehler n = 4/ M%‘ZFE‘ 100 [%)] gegeniiber der Anzahl der Freiheitsgrade
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Abbildung 7.12: Relativer Fehler n = \/Wr%j;w 100 [%)] gegeniiber der Anzahl der Freiheitsgrade
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Abbildung 7.13: Relativer Fehler n = \/Wr%j;w 100 [%)] gegeniiber der Anzahl der Freiheitsgrade
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7.10, 7.11 und 7.12 exemplarisch dokumentiert. Jedes der Diagramme enthélt Konvergenz-
kurven eines Interface Netzes und eines nicht-Interface Netzes dhnlicher Elementanzahl. Die
Kurven des Interface Netzes sind mit durchgezogenem Linientyp, die des nicht-Interface Netzes
mit gestricheltem Linientyp gekennzeichnet. Fiir beide Netztypen wurde die Approximation
der Geometrie, pgeo, durch unterschiedlich genaue polynomielle Beschreibungen variiert. Das
entsprechende Konvergenzverhalten basiert auf uniformer Polynomgraderh6hung. Ungenaue
Geometriedarstellung bewirkt einen Fehler, der auch durch Erh6hung des Polynomgrades nicht
sinkt, ablesbar an asymptotisch horizontal verlaufenden Kurven. Nur Diskretisierungen mit
einem relativen Fehler unter 1.0 - 1074[%] sind fiir Betrachtungen im Rahmen der Deformati-
onstheorie geeignet. Sie werden fiir weitere Untersuchungen in Abschnitt 7.3 ausgewéhlt. Thr
Konvergenzverhalten ist zusammenfassend in Abbildung 7.13 dargestellt. Der relative Fehler n
aller gewahlten Diskretisierungen — sowohl von spéteren Interface Netzen als auch von nicht-
Interface Netzen — fillt im linear elastischen Fall unter einen Wert von 1.0 - 1074[%].

le-02 T
TLC1=6, pgcozlo, pFE:12, ] —
le-03 n61:487 pgec;:ga PFE:& I - '
ne=162, pgeo:67 pFEZG, I -
le-04 | Ne1=9, Pgeo=10, ppr=11, N-I ------
g ne1=60, pgeo:& prg=8, N-I -~~~
:)L le-05 n61:1897 pg60:67 pFE:67 I
= 1e-06 Pk '
- i
<
% 1e-07 .
o {
5 1e-08
2 i
B 1e-09
S
—
le-10
le-11
le-12 1
50 75 100

Kugelradius r

Abbildung 7.14: relativer Fehler in der Verschiebung u,. [%)]

Die Grofle n ist ein ingenieurméfig kaum relevantes Mafl. Daher stellen die Diagramme 7.14,
7.15 und 7.16 relative Fehler von Spannungen und Verschiebungen in Kugelkoordinaten ent-
lang eines radialen Schnittes dar. Die Ergebnisse wurden auf Berechnungsnetzen ausgewertet,
die auch spater im Rahmen der Deformationstheorie untersucht werden sollen. Die dargestell-
ten Ergebnisse einer jeden Diskretisierung stammen aus der Finite-Element-Analyse mit dem
jeweils hochsten Polynomgrad. Die Fiille der in den Abbildungen 7.14, 7.15 und 7.16 dar-
gestellten Kurven erlaubt kaum mehr eine eindeutige Zuordnung zur Legende. Sie eriibrigt
sich auch, denn einzig wichtige Aussage dieser Kurven ist: im linear elastischen Fall unter-
schreitet der relative Fehler lokaler Groflen entlang des Radialschnittes fiir alle betrachteten
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Abbildung 7.15: relativer Fehler in der Spannung o, [%)]
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Abbildung 7.16: relativer Fehler in der VON MISES Vergleichsspannung o g [%]
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Finite-Element-Netze bei einem Polynomgrad puax einen Wert von 1.0 - 1074[%)].

7.3 Finite-Element-Analyse fiir Berechnungen nach der
Deformationstheorie

Tabelle 7.1 fasst die Auswahl an Diskretisierungen zusammen, die im vorangegangenen Ab-
schnitt zufriedenstellende Ergebnisse lieferten.

Interface Netze nicht-Interface Netze
Approximation Approximation
Elementanzahl ng der Geometrie pgeo Elementanzahl ng der Geometrie pgeo
6 10 9 10
24 8 36 8
48 8 60 8
108 8 135 8
162 6 189 6

Tabelle 7.1: Finite-Element-Netze

Thema dieses Abschnitts ist die Frage nach der Konvergenz der entsprechenden Kurven bei Be-
rechnungen nach der Deformationstheorie. Zu den linear-elastischen Berechnungen dndert sich
ausschliellich das Materialgesetz. Unter der Voraussetzung der HENCKY-Plastizitdt nimmt
die Fliespannung oy nun den Wert 41.79389833783693[N /mm?| an. Mit dieser Konfiguration
stellt sich das elastisch-plastische Interface bei einem Radius r; = 0.5 (r; 4+ r,) = 75 ein. Die
Referenzenergie entspricht auch hier einem Achtel des zuvor in Gleichung (7.44) errechneten
Wertes, User = 38 650.467005954030.

Die Effizienz der rp-Version wird in Abbildung 7.17 zunéchst anhand der Konvergenz bzgl. des
relativen Fehlers 7[%] beurteilt. Deutlich erkennt man den Unterschied im Verhalten von Inter-
face Netzen und nicht-Interface Netzen. Wéahrend der relative Fehler aller Diskretisierungen,
deren Kanten und Oberflichen den Verlauf der elastisch-plastischen Grenzschicht beriicksich-
tigen, auf unter 1.0 - 107*[%] sinkt, erreicht keine Diskretisierung durch nicht-Interface Netze
einen relativen Fehler von 0.1[%]. Wie im zweidimensionalen Fall unterscheidet sich auch in
drei Raumdimensionen die Charakteristik der Konvergenz. Gegeniiber nicht-Interface Netzen,
die auf algebraische Konvergenz beschrankt sind, grenzen sich Interface Netze mit exponenti-
ellem Konvergenzverhalten deutlich ab.

Wie im vorhergehenden Abschnitt wird der relative Fehler von Verschiebungen und Span-
nungen nun fiir die Berechnungen nach der Deformationstheorie dargestellt (vgl. Abb. 7.18 -
7.20). Die GroBenordnung des relativen Fehlers der Ergebnisse aus Berechnungen auf Interface
Netzen spiegelt im nichtlinearen Fall den gleichen Wert wider wie im linear-elastischen Fall.
Die nicht-Interface Netze zeigen hohere Fehler.

Der relative Fehler der Verschiebung u,. entlang des gesamten Schnittes liegt um zwei Gréfen-
ordnungen iiber dem der Interface Netze. Auch in Bezug auf den relativen Fehler in den
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Spannungen o, und oy erreichen die Ergebnisse der nicht-Interface Netze kaum die Giite der
Ergebnisse von Interface Netzen. Lediglich an der Innenfliche der Hohlkugel entspricht der
relative Fehler in o, der nicht-Interface Netze dem der Interface Netze. Er wachst mit dem Ab-
stand vom Zentrum. Innenliegende Elemente der Struktur, die nicht vom elastisch-plastischen
Interface durchquert werden, sind weniger fehlerbehaftet.

7.4 rp-adaptive Berechnungen nach der Deformations-
theorie

Fiir die rp-adaptive Diskretisierung wird die vorliegende Kugelsymmetrie dahingehend ge-
nutzt, die rp-Adaption zu einem eindimensionalen Problem zu kollabieren. So verwendet der
Ansatz a priori Wissen iiber die Geometrie des elastisch-plastischen Interface, die stets eine
Kugeloberflache beschreibt. Abbildung 7.21 stellt das Vorgehen schematisch dar. Sie zeigt das
Finite-Element-Netz, dessen Topologie wihrend der gesamten rp-Adaption konstant bleibt
und der des Interface Netzes aus sechs Elementen (vgl. Abb. 7.8 links) entspricht. Der Radius,

Y
- -
.\%)7‘/ —l>\
IS4 T
S -
: T
&7 a
.- >
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Abbildung 7.21: Netztopologie des rp-adaptiven Netzes

der die Geometrie der im Systeminnern liegenden gekriimmten Elementflichen definiert, wird
iterativ angepasst. Diese eindimesionale Suche fiihrt zu einer Variation der innenliegenden —
in Abbildung 7.21 grau schattiert dargestellten — Kugeloberfliche. Die schrittweise Adaption
erfolgt anhand der Ergebnisse auf einem feinen Hintergrundnetz, das aufgrund der Kugelsym-
metrie zu Auswertepunkten entlang eines Radialschnittes entartet (vgl. Abb. 7.21).

Die rp-adaptive Diskretisierung vergleicht zwei verschiedene Regeln, die Mittelpunkt- und die
gewichtete Regel. Beide entsprechen den in Kapitel 5 vorgestellten Ansétzen, ganz natiirlich auf
den dreidimensionalen Fall verallgemeinert. Die Intergrationsordnung wurde zu p+ 1 gewéhlt.



170 7. Dreidimensionale Berechnungen mit der rp-Version

Wihrend die Netzdichte des Hintergrundnetzes bei Anwendung der Mittelpunktregel mit der
GauBordnung korrespondiert, wird das Auswertenetz im Rahmen der gewichteten rp-Adaption
feiner gewéhlt, ndmlich — mit der Dimension d =3 — zu d(p+ 1) + 1 bzw. d(p + 1) + 2, so
dass es sich stets um eine ungerade Anzahl handelt. Ausgehend von einem Anfangsradius von

r = 90.0 [mm] ist die schrittweise Anpassung des Radius r in Tabelle 7.2 dokumentiert.

Iteration Mittelpunktregel gewichtete Regel
1 90.00000000000000 90.00000000000000
2 58.33448704903470 57.72121398300915
3 75.00000000000002 76.24304479208335
4 75.00000000000002 75.59934149692535
5 75.00000000000002 74.76041215456774
6 75.00000000000001 74.99277267178529
7 75.00000000000001 74.99958905072077
8 75.00000000000001 74.99996362790856
9 75.00000000000001 74.99999433125553

10 75.00000000000001 74.99999960934408

Tabelle 7.2: Adaptive Anpassung des Radius r [mm] fiir die Mittelpunktregel und die gewichtete
Vorschrift

Die Mittelpunktregel fiihrt hier aufgrund der Systemgeometrie auf das Interface und weist
nach schon drei Iterationsschritten den exakten Wert r; = 75 [mm] auf. Die gewichtete Regel
nahert sich dem Interfaceradius r; langsamer und erreicht den entsprechenden Wert nach zehn
Iterationen bis auf eine Genauigkeit von 1.0 - 107¢ %.

Zum Vergleich wird eine uniforme h-Version mit quadratischem Ansatz herangezogen. Die h-
Verfeinerung basiert auf einer Reihe von Netzen mit 3, 27, 81, 1029, 2187 und 3993 Elementen.
Abbildung 7.22 zeigt den relativen Fehler n gegeniiber der Anzahl an Freiheitsgraden auf
doppelt logarithmischer Skala. Zusétzlich ist das optimale Ergebnis dargestellt, das mithilfe
des Interface Netzes aus sechs Elementen im vorangegangenen Abschnitt 7.3 erreicht wurde.
Wiéhrend die Konvergenzrate der uniformen h-Version mit p = 2 durch algebraisches Verhal-
ten beschrankt ist, zeigen die rp-adaptiven Ansétze exponentielle Konvergenz. Die Kurve zur
rp-Adaption nach der Mittelpunktsregel fillt ab p = 4 mit der Kurve des Interface Netzes
aus sechs Elementen zusammen. Dieser Effekt wurde aufgrund der Konstruktion des Hinter-
grundnetzes auch so erwartet. Die rp-adaptive Diskretisierung nach der gewichteten Methode
konvergiert dhnlich gut. Auch im dreidimensionalen Fall stellt die schrittweise Anpassung an
das Interface eine effiziente Methode dar, den Fehler elastoplastischer Probleme asymptotisch
zu kontrollieren. Diese Aussage wird durch die Konvergenz punktweiser Grofien bestétigt. Ab-
bildungen 7.23-7.25 stellen den relativen Fehler in der Verschiebung wu,., der Dehnung &, sowie
der VON MISES Vergleichsspannung oy, an den Punkten 1 (r = 74.5) und 2 (r = 75.5) in
Interfacenéhe dar. Sie zeigen, dass die rp-adaptive Strategie der uniformen h-Version mit p = 2
deutlich iiberlegen ist. In Abbildung 7.25 verlauft die Konvergenzkurve der h-Version ab der
zweiten Verfeinerung horizontal. Grund hierfiir ist, dass der entsprechende Auswertepunkt aus
diesen Rechnungen als plastifiziert hervorging. Die FlieBspannung ist schon erreicht.



7.4. rp-adaptive Berechnungen nach der Deformationstheorie

171

le+02 ¢

le+01

relativer Fehler n [%]

le-04

1e+00
1le-01
1le-02

1le-03

le-05 -
le+01

nel:6, pgeozl(), ] ——
uniforme h-Version, p=2 -------
rp-adaptiv, gemittelt ----x---
Tp-adapltiv, gewichtet e

le+02 le+03

le+04

Freiheitsgrade N

le+05

le+06

Abbildung 7.22: Relativer Fehler n = \/‘M‘“M;L:FE‘ 100 [%)] gegeniiber der Anzahl der Freiheitsgrade

le+06

le+02 ; : : :
®-...
1le+00 | i
X
S le-02 | g ]
o WY
) G
o le-04 .
—
[<b} .
R y
T 106
—_— e- - ‘1. a
et y
uniforme h-Version, p=2 ---x---- ﬁ
1e-06 rp-adaptiv, gemittelt ----x--- "»‘-.-E i
rp-adaptiv, gewichtet - Lo
le+01 le+02 le+03 le+04 le+05

Abbildung 7.23: relativer Fehler in der Verschiebung u, [%] am Punkt 1 bei r = 74.5

Freiheitsgrade N



172

7. Dreidimensionale Berechnungen

mit der rp-Version

le+02 : : . .
&®--...
1e4-00 | |
g X
S 1e02 | 5 |
— N
=
3 ]
& le-04
— N
> L]
+ ‘-‘..
= 1e-06 ; |
= Y
uniforme h-Version, p=2 ------- Ri’l
1le-06 rp-adaptiv, gemittelt ----%--- |
rp-adaptiv, gewichtet --—&--
le+4-01 le+4-02 le4-03 le4-04 le+05

Freiheitsgrade N

le+06

Abbildung 7.24: relativer Fehler in der Dehnung €, [%] am Punkt 2 bei r = 75.5

le+06

le+02 : — — — |
B
. -

1le+00 | |
X
& 1e-02 J;} |
E ‘:.:'s_t
— ‘H.
=
T Ay
Lg le-04 "ﬂa_‘_\‘ |
s-‘ N

"
T 1e-06 | . |
) !
— \
uniforme h-Version, p=2 -------
1e-06 rp-adaptiv, gemittelt ----x--- i
rp-adaptiv, gewichtet ---&--
le+01 le+02 le+03 le+04 le+05

Freiheitsgrade N

Abbildung 7.25: relativer Fehler in der VON MISES Vergleichsspannung oy, [%] am Punkt 2 bei

r=175.5



173

Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Die Methode der finiten Elemente in all ihren Facetten ist seit Jahren unverzichtbares Werk-
zeug der Strukturanalyse und wird auf unterschiedlichste Problemklassen der Ingenieurdiszi-
plinen angewandt, u.a. auf physikalisch nichtlineare Fragestellungen, die hier fokussiert wur-
den. Untersuchungen auf diesem Gebiet haben gezeigt, dass selbst im Vergleich zu adapti-
ven h-Versionen Elementformulierungen hoher Ordnung bereits in ihrer ,,Reinform“ — ohne
zusitzliche Intelligenz durch Adaptivitdt — deutlich iiberlegen sein konnen [34, 35, 33, 74].
Dariiber hinaus Effizienz weiter zu steigern, war erklértes Ziel dieser Arbeit und miindete in
die Entwicklung eines rp-adaptiven Algorithmus fiir elastoplastische Probleme.

e Stark geometrisch orientiert, ist der rp-adaptive Algorithmus auf das physikalisch nicht-
lineare Verhalten ,zugeschnitten®.
So lieBen diese beiden Merkmale die Kapitel 2 und 3 zu Fundamenten werden, auf de-
nen die Arbeit griindet. Sie schaffen zum einen den kontinuumsmechanischen Rahmen,
diskutieren zum anderen prinzipielle geometrische Aspekte.

e Die rp-adaptive Idee erwuchs dem Studium des ,p“.
So erkldren Kapitel 4 und 5, die sich der Darstellung der Diskretisierung widmen, einer-
seits die Methode der finiten Elemente und deren spezielle Eigenschaften bei der Wahl
hoher Ansétze, entwickeln andererseits den rp-adaptiven Gedanken mit den daraus re-
sultierenden Algorithmen.

e Die Frage nach der Effizienz des rp-adaptiven Algorithmus entscheidet iiber seine Ak-
zeptanz in Wissenschaft und Praxis und war schliellich zu beantworten.
So dokumentieren die Abschnitte 6 und 7 Genauigkeit und Konvergenzverhalten der
hier entwickelten Diskretisierungsstrategie, sowohl im zweidimensionalen als auch im
dreidimensionalen Fall.

Die numerischen Beispiele zeigen, dass die rp-Version der Finite-Element-Methode selbst im
Falle einer wichtigen Klasse physikalisch nichtlinearer Probleme exponentielle Konvergenz be-
wirkt und damit die ohnehin schon iiberlegene, reine p-Version in der Charakteristik ihrer
Konvergenz und ihrer Genauigkeit iibertrifft. Das Konvergenzverhalten verbessert sich, weil
Finite-Element-Kanten und -Fldchen mit der plastischen Front, entlang derer die Losung Re-
gularitét verliert, kongruieren.
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Der Blick nach vorn gruppiert die zahlreichen weiterfiihrenden Fragen, die sich im Verlauf
dieser Arbeit stellten, in zwei Kategorien. Zum einen gibt es verschiedene Angriffspunkte, die
bestehende Losung zu erweitern und im Rahmen des betrachteten Kontext noch effizienter zu
machen. Zum anderen dringt sich die Frage nach der Effizienz des vorgestellten Verfahrens
beim Transfer auf verwandte Problemklassen auf. Diese Klassifizierung strukturiert die fol-
genden, abschliefenden Zeilen.

Weiterentwicklung der bestehenden Diskretisierungsstrategie

Die numerischen Beispiele haben gezeigt, dass der rp-adaptive Algorithmus — unabhéngig von
der Anzahl der Elemente — exponentielle Konvergenz erreicht, sofern die Elementrénder mit
dem Rand der plastischen Zone genau genug zusammenfallen. Die Finite-Element-Analyse
ist umso effizienter, je grober das Finite-Element-Netz ist. Grobere Netze in zwei Raumdi-
mensionen sind moglich, wenn neben vierknotigen auch dreiknotige Elemente nutzbar sind.
Eine entsprechende Erweiterung der in Kapitel 5.5.2.1 beschriebenen Zerlegungsmakros wiirde
diese unmittelbar universell machen und die Generierung duflerst grober Netze erméglichen.
Dieser Schritt bediirfte einer Erweiterung der zweidimensionalen Elementfamilie um Dreiecks-
elemente. Das erfordert einerseits die Losung der numerischen Integration, andererseits die
Entwicklung eines Abbildungskonzeptes [84] fiir dreiknotige Elemente hoher Ordnung.

Zur Erweiterung des rp-adaptiven Algorithmus auf die dritte Dimension miisste eine entspre-
chende dreidimensionale Elementfamilie mit Pentaedern und Tetraedern gegriindet werden
48], weil die rdumliche Netzgenerierung sonst nicht realisierbar ist. Das Interface entspricht
einer beliebigen Oberfliache, deren Verlauf bei der Netzgenerierung beriicksichtigt werden muss.

Transfer der rp-adaptiven Idee auf verwandte Problemklassen

Neben der Weiterentwicklung des rp-adaptiven Algorithmus bietet sich der Transfer gewon-
nener Erkenntnisse auf Probleme mit Losungen dhnlichen Typs, beispielsweise Kontaktpro-
bleme, an. Kontaktprobleme gehéren sowohl aus Sicht der ingenieurwissenschaftlichen An-
wendung als auch der mathematisch-mechanischen Grundlagen zu einer der interessantesten
Problemklassen computergestiitzter Mechanik [105, 52, 108]. Die numerische Analyse basiert
heute iiblicherweise auf finiten Elementen niedriger Ordnung, deren Genauigkeit durch globa-
le oder lokale Netzverfeinerung erhéht wird. Ergebnisse von WRIGGERS und ZAVARISE [106],
F1SCHER und WRIGGERS [38] haben gezeigt, dass bereits quadratische Ansétze zu deutlichem
Effizienzgewinn gegeniiber linearen Ansétzen fiihren.

Auch bei Kontaktproblemen ist die mathematische Struktur der Losung dadurch gekennzeich-
net, dass das Berechnungsgebiet in zwei disjunkte Bereiche aufgeteilt werden kann, in denen
die Losung — abgesehen von Singularitdten, die sich mit den bekannten Methoden fiir lineare
Elastizitédt problemlos bewéltigen lassen — jeweils glatt ist. Bei elastoplastischen Problemen
ist das die elastische bzw. plastische Zone, bei Kontaktproblemen eine Fortsetzung vom frei-
en bzw. Kontaktrand ins Gebietsinnere. In beiden Fillen ist der geometrische Ort, der die
Teilgebiete trennt, nicht a priori bekannt, kann aber a posteriori durch Punkte (Endpunk-
te des Kontaktgebietes in 2D), glatte Kurven (Rand des 3D-Kontakts bzw. der plastischen
Front bei 2D-Plastizitdt) oder glatte Flichen (Rand der plastischen Zone bei 3D-Plastizitét)
bestimmt werden. Die Losung am Ubergang beider Teilgebiete ist glatt genug, um durch
Positionierung von Elementrandern auf diesem Rand insgesamt exponentielle Konvergenz zu
prognostizieren. Ergebnisse von ECK et al. [36] zur Regularitit von Kontaktproblemen mit
Reibung unterstiitzen diese Prognose durch die Aussage, der Spannungsintensitatsfaktor an
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den Endpunkten des aktiven Teils der Kontaktzone verschwinde.

Grund fiir die Vermutung, dass die p-Version und insbesondere die rp-Version effizient fiir
Kontaktprobleme eingesetzt werden koénnen, ist also die enge Verwandtschaft der Problem-
klassen Plastizitit und Kontakt. Thre strukturelle Ahnlichkeit erklirt WRIGGERS in Kapitel
4 seines Buches [105] im Detail. Auf Basis dieser Uberlegungen sei die Formulierung folgender
Hypothese erlaubt:

Die reine p-Version der Finite-Element-Methode ist auch fiir Probleme des reibungsbehaf-
teten, statischen Kontakts hinsichtlich Genauigkeit und Effizienz der klassischen h-Version
iiberlegen. Kombiniert man den Ansatz hoher Ordnung mit adaptiven Verfahren zur Netz-
anpassung, werden die Ergebnisse weiter verbessert und fithren im Falle einer rp-adaptiven
Diskretisierung sogar auf exponentielle Konvergenz.
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Anhang A

Definitionen der Tensoralgebra

Dieser Abschnitt fasst fiir Kapitel 2 wichtige Definitionen der Tensoralgebra zusammen, die
insbesondere hinsichtlich der physikalischen Nichtlinearitéit von Interesse sind. Alle Betrach-
tungen beziehen sich auf Tensoren A zweiter Stufe. Eine ausfiihrliche Diskussion der Tensor-
rechnung ist z.B. in ALTENBACH und ALTENBACH [5] oder BONET und WOOD [17] gegeben.

A.1 Kugeltensor und Deviator

Jeder Tensor A zweiter Stufe ldsst sich eindeutig in einen Kugelanteil Akyge und einen devia-
torischen Anteil Age, zerlegen.
A = AKugel + Agey (Al)

Fiir Kugelanteil und Deviator gilt:

1
AKugel = gtl"[A]]_ (AQ)
Adev = dev[A] = A-— AKugel (A3)
1 bezeichnet den Einheitstensor zweiter Stufe, tr[e] den Spuroperator. Speziell fiir den Deviator
gilt die Eigenschaft
tr [Agey] = tr[dev[A]] = 0. (A4)
tr [Aqey] entspricht der ersten Invarianten des Spannungsdeviators. (siche Gleichung A.11)
Wird isotropes Material betrachtet, ist die Aufspaltung des Tensors A in zwei Anteile von

besonderer physikalischer Bedeutung:
Gegeben sei ein hydrostatischer Spannungszustand

A = —pl, (A.5)
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wobei der hydrostatische Druck p in jedem Volumenelement gleich ist. Fiir diesen Spannungs-
zustand A haben Kugeltensor und Deviator folgende Form:

1
Axuge = gtr[A]l = —pl = A (A.6)
Adev = dGV[A] = A_AKugel =0 (A7>

Bei isotropem Material ruft der Kugeltensor ausschliefllich Volumenénderungen, der Deviator
nur Gestaltédnderung hervor.

Im Falle der Elastoplastizitit haben Experimente an metallischen Werkstoffen belegt, dass
plastische Zustédnde nicht vom hydrostatischen Spannungszustand abhéngen.

A.2 Invarianten

Die Eigenschaft, bei einer Koordinatentransformation invariant — d.h. unverdndert — zu
bleiben, hat den Invarianten eines Tensors A ihren Namen gegeben. Man unterscheidet die
lineare, die quadratische und die kubische Invariante I, I und I3 , die folgendermaflen definiert
sind:

L(A) = tr[A] (A.8)
BA) = 5 (F(A) ~ (A7) (A.9)
L(A) = det[A] (A.10)

Die Invarianten Ji, J und J3 des Spannungsdeviators Aqe., = dev[A] sind bei der Betrachtung
elastoplastischer Fragestellungen von zentraler Bedeutung.

Ji(A) = tr[dev[A]] = 0 (A.11)
B(A) = 3 (BA) — H(A%) = 5 (MY (A12)
Jo(A) = det[dev]A]] (A.13)
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Anhang B
Abbildungsfunktion

B.1 Zweidimensionale Abbildung

Kantenterme fiir das in Abbidlung 4.13 dargestellte vierknotige Element:

(1-X;+ (14+ X,
2

e = |Bif) -

a€m) = [Baln) - !

(1 -OXy+ (1+6)X5
2

ealen) = | Ba(e) -

(1 — 77)X1 + (1 + T})X4
2

|
(1—-n)Xo+ (14 n)Xg}
|
|

ei(en) = |Baln) -

B.2 Dreidimensionale Abbildung

Kanten-und Flachenterme fiir das in Abbidlung 4.14 dargestellte Hexaederelement:

B.2.1 Kantenterme nach [49]
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