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Kurzfassung

Zur Sicherstellung einer geräuscharmen Bremse ist im Serienentwicklungspro-
zess eines PKWs ein bedeutender Aufwand erforderlich. Dieser Prozess kann
durch die Simulation von Bremsenquietschen unterstützt werden.
In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren zur Simulation von Bremsen-
quietschen (Brake Squeal) vorgestellt und bei der Lösung eines in der Serienent-
wicklung aufgetretenen hochfrequenten Quietschproblems angewendet. Dieses
Verfahren besteht aus einer Stabilitätsanalyse eines Finite-Element-Modells der
Bremse. Durch eine Berechnung der komplexen Eigenwerte werden instabile
Schwingformen des Systems ermittelt. Voraussetzung dafür ist ein repräsenta-
tives Modell was in der Regel mit Hilfe von Messdaten validiert werden muss.
Neben den mechanischen Hintergründen wird auf Vorteile und Grenzen des Ver-
fahrens eingegangen.

Bei dem untersuchten Quietschproblem tritt eine spezielle in-plane-Bewegung ei-
ner innenbelüfteten Bremsscheibe auf. Anhand von durchgeführten Messungen
und Simulationen kann eine physikalische Erklärung dieses Phänomens gefun-
den und daraus eine Reihe von Abhilfemaßnahmen abgeleitet werden.

Abstract

Securing a quiet brake requires a significant effort during an automotive serial
development process. That process may be supported by the simulation of brake
squeal.
This work presents a method to simulate brake squeal and its application to the
solution of a high-frequency squeal problem. It consists of a stability analysis of
a Finite-Element-Model of the brake. By means of the calculation of the complex
eigenvalues unstable modes of the system are obtained. This requires a represen-
tative model wich generally has to be validated with measurements. Besides the
mechanical background advantages and limits of the method are addressed.

The investigated squeal problem consists of a special kind of in-plane movement
of a ventilated brake disk. By carrying out measurements and simulations a phy-
sical explanation of this phenomenon is found and corrective measures are deri-
ved.
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z, ż Zustandsvektoren, Seite 12
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1

Kapitel 1

Einleitung

Das Thema Bremsgeräusche und insbesondere das Teilgebiet des Bremsenquiet-
schens (engl. Brake Squeal)1 hat in der Automobilindustrie eine große Bedeutung.
Wenngleich es die Funktion und Sicherheit der Bremse nicht beeinträchtigt, wird
die Immission hochfrequenter Schalldrücke als besonders unangenehm empfun-
den. Diese Geräusche haben in den letzten Jahren an Bedeutung gewonnen, da
in modernen Personenkraftwagen durch eine Vielzahl von akustischen Maßnah-
men Motor-, Getriebe-, Wind- und Reifengeräusche deutlich reduziert werden
konnten. Bei geringen Fahrzeuggeschwindigkeiten, vor allem kurz vor dem Still-
stand, können sie besonders in der Nähe des Fahrzeuges, aber auch im Innen-
raum wahrgenommen werden.
Bremsgeräusche werden nicht nur als unangenehm, sondern oft auch als Mangel
empfunden, was bei den Automobilherstellern Gewährleistungskosten verur-
sacht. Vermieden werden kann dieses nur durch einen bedeutenden Aufwand im
Serienentwicklungsprozess eines Automobils. Die Sicherstellung einer geräusch-
armen Bremse erfolgt derzeit hauptsächlich mittels Prüfstands- und Fahrversu-
chen in einer Kombination aus Erfahrung und „trial and error“. Um diesen Pro-
zess zu beschleunigen und damit Kosten zu sparen, besteht ein großer Bedarf an
Simulationstechniken, mit denen Abhilfemaßnahmen erarbeitet, bewertet und
verifiziert sowie Wirkzusammenhänge verstanden werden können.
Die Simulation oder auch das Computer Aided Engineering (CAE) von Bremsge-
räuschen setzt voraus, dass die Mechanismen, die dazu führen, bekannt sind.
Nach dem heutigen Stand der Forschung gibt es keine eindeutige, geschlossene
Erklärung dafür. Vielmehr gibt es verschiedene mechanische Modelle, anhand
derer eine Erklärung für bestimmte Phänomene gelingt. Sehr viele z.T. unbe-
kannte Effekte beeinflussen das Geräuschverhalten einer Bremse. Aufgrund z.B.
extremer Temperaturunterschiede, verschiedener Betriebszustände und tribolo-
gischer Vorgänge unterliegen die Parameter aller bisher vorgestellten Modelle
großen Schwankungen.

1Als Abgrenzung zu anderen Bremsgeräuschen (z.B. Rubbeln, Knarzen, Heulen) werden Ge-
räusche oberhalb von 1kHz als Bremsenquietschen bezeichnet.
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1.1 Geschichte

Der in diesem Abschnitt enthaltene kurze historische Abriss hat nicht den An-
spruch auf Vollständigkeit. Weitere detailliertere Literaturrecherchen zur Ge-
schichte von Bremsgeräuschen findet man z.B. in den Arbeiten von ALLGAIER

[3], FLINT [30], oder KINKAID et al. [45].
Erste Untersuchungen zu mechanischen Ursachen von Bremsgeräuschen began-
nen in den 50er Jahren unter der Annahme, dass der bereits bekannte Stick-Slip-
Effekt die Ursache sei [30, 29]. BASFORD & TWISS [8] fanden heraus, dass dieser
bei hohen Geschwindigkeiten nicht mehr auftritt. Sie machen u.a. ein charakte-
ristisches Reibgesetz als Hauptursache für das Auftreten von Geräuschen aus.
Anfang der 60er Jahre wurde das Bremsenquietschen von SPURR mit einem
Sprag-Slip-Effekt erklärt [81]. Dieser wurde u.a. durch JARVIS und MILLS an-
hand von Pin-on-Disc-Modellen untersucht [42]. Sie beschreiben u. a., wie durch
die Kombination von Doppelmoden einer Scheibe stehende und fortschreitende
Wellenmuster erzeugt werden können, welches eine wichtige Grundlage für die
Abbildung der rotierenden Scheibe in vielen folgenden Modellen ist [30].
Dieses berücksichtigt NORTH Anfang der 70er Jahre und bringt in seinen Model-
len das Bremsenquietschen mit dem Flatterphänomen (engl. binary flutter) infolge
Reibungskopplung in Verbindung [66]. Zusammen mit dem charakteristischen
Reibgesetz bildet das die Grundlage für die heute in der Praxis angewendeten
Simulationsverfahren.
Die Forschung auf dem Gebiet der Bremsgeräusche konzentriert sich in den 70er
und 80er Jahren jedoch auf die Weiterentwicklung der Pin-on-Disc-Modelle [61].
Diese basieren auf der geometrischen Änderung der Kontaktbedingung (geome-
trically induced instability oder kinematic constrained instability [25]). Seit den 80er
Jahren werden aber auch komplexe Eigenwertanalysen mittels Finite-Element-
(FE-) Modellen von Bremsen durchgeführt, welche auf der Reibungskopplung
bzw. dem Flatterphänomen beruhen [53].
Seit den 90er Jahren stehen immer leistungsstärkere Computer und FE-Program-
me zur Verfügung, die es erlauben, Bremsen detailliert mit vielen Freiheitsgraden
abzubilden. Dieses hat sich bis in die Gegenwart fortgesetzt. Heute sind kom-
merzielle FE-Programme erhältlich, die Berechnungen an Modellen mit mehre-
ren Millionen Freiheitsgraden ermöglichen. Solche Analysen können entweder
in Form einer nichtlinearen direkten Zeitschrittintegration oder als nichtlineare
Berechnung der Bremse mit anschließender komplexer Eigenwertanalyse durch-
geführt werden [2, 49, 6].

1.2 Stand der Technik

In der Praxis kommen zur Simulation von Bremsenquietschen fast ausschließlich
Simulationsverfahren zur Anwendung, die auf komplexen Eigenwertanalysen
(engl. Complex Eigenvalue Analysis, CEA) mit FE-Modellen basieren [26]. In der
Bremsenentwicklung von Automobilen gibt es verschiedene Anwendungen der
FE-Methode (FEM). Neben Temperatur- und Festigkeits- können auch Geräusch-
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untersuchungen an einem FE-Modell durchgeführt werden. Der Aufwand für
die Modellerstellung verteilt sich damit auf mehrere Anwendungen.
Schwierigkeiten in der Simulation bereitet die Anpassung der Modelle an die
realen Verhältnisse. Viele Parameter, insbesondere Materialkenngrößen, sind
entweder unbekannt und müssen aufwändig ermittelt bzw. sinnvoll abgeschätzt
werden, oder sie gehorchen komplexeren Gesetzen, die in einer linearen Metho-
de vereinfacht werden müssen. Viele Modellparameter sind z.B. temperatur-,
frequenz- oder druckabhängig und werden durch nichtlineare Zusammen-
hänge beschrieben. Durch den Belagverschleiß ist die Kontaktdruckverteilung
zwischen Scheibe und Belag nicht konstant. Das in der Praxis vorwiegend
verwendete CEA-Verfahren verlangt eine Vereinfachung oder Linearisierung
dieser Zusammenhänge.
Inkorrekte Annahmen haben nicht nur ungenaue Ergebnisse zur Folge, sondern
können auch zu Prognosen von Instabilitäten führen, die real nicht existieren.
Ebenso kann es sein, dass am Prüfstand oder im Fahrversuch beobachtete
Quietschprobleme in der Simulation nicht als instabile Lösungen auftreten.
Daher war in den letzten Jahren die Ermittlung von Materialkenngrößen ein
Schwerpunkt der Forschung [31, 76, 95].
Neben der von z.B. BAJER et al. [5] beschriebenen Reibungsdämpfung wird
in jüngeren Publikationen nur in ELVENKEMPER et al. [26] von der Berück-
sichtigung einer Dämpfung in Form von Materialdämpfung in der komplexen
Eigenwertanalyse berichtet. Einige in der Praxis angewendete Maßnahmen zur
Geräuschabhilfe wirken aufgrund dämpfender Effekte. Deshalb stellt die Imple-
mentierung einer Dämpfung in das Simulationsmodell eine Herausforderung
dar.

1.3 Ziel und Inhalt dieser Arbeit

Grund zur Initiierung dieser Arbeit waren in der Serienentwicklung gehäuft im
Bereich 8-15 kHz auftretende Bremsen(quietsch)geräusche, die mit konventio-
nellen Maßnahmen nicht zufriedenstellend gelöst werden konnten und für die
neuartige Lösungsansätze entwickelt werden mussten. Außer der Untersuchung
dieses Problems sollte eruiert werden, inwieweit CEA-Verfahren geeignet
sind, die Serienentwicklung eines PKWs im Bereich der Bremsgeräusche zu
unterstützen.

In der vorliegenden Arbeit wird die praktische Anwendung des CEA-Verfahrens
sowie die mechanischen Grundlagen, auf denen es basiert, erläutert. Dazu wer-
den zunächst im zweiten Kapitel neben weiteren Mechanismen, die ursächlich
für reibungsinduzierte Schwingungen sind, die mechanischen Zusammenhänge,
die dem CEA-Verfahren zugrunde liegen, anhand von Beispielmodellen erklärt.
Da das Bremsenquietschen als Stabilitätsproblem der Bremse aufgefasst werden
kann, enthält das dritte Kapitel eine allgemeine Erläuterung des Stabilitätsbegrif-
fes. Außerdem wird dort ein CEA-Stabilitätsanalyseverfahren mit FE-Modellen
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beschrieben. Dieses Verfahren beschränkt sich aufgrund verschiedener Annah-
men auf das Bremsenquietschen (Bremsgeräusche >1 kHz). Die Untersuchung
von niederfrequenten Bremsgeräuschen (<1 kHz, z.B. Rubbeln, Knarzen, Heu-
len) ist nicht Ziel dieser Arbeit.
Möglichst detaillierte Kenntnisse über das Materialverhalten der Bremsenbau-
teile sind Voraussetzung für die Simulation. Im vierten Kapitel werden daher die
in einer Scheibenbremse typischerweise verwendeten Materialien vorgestellt.
Außerdem wird erläutert, wie die Kennwerte je nach Materialgesetz ermittelt
werden können.
Eine Abbildung der Dämpfung in dem vorliegenden Simulationsverfahren setzt
in besonderem Maße ein vertieftes Verständnis des verwendeten Dämpfungs-
modells voraus. Deshalb widmet sich das fünfte Kapitel der Dämpfung. Es
enthält eine allgemeine Beschreibung der in der Mechanik bekannten Dämp-
fungsmodelle. Besonderes Augenmerk wird auf die in einer Bremse wirkenden
Dämpfungsmechanismen gelegt, die in einer linearen komplexen Modalanalyse
verwendet werden können.

Das eingangs erwähnte, an mehreren PKW-Scheibenbremsen beobachtete, hoch-
frequente Quietschproblem wird in Kapitel sieben analysiert. Dieses geschieht
aufbauend auf Erkenntnissen aus vorangegangenen Untersuchungen anhand
von weiteren Messungen und insbesondere CAE-Simulationen. Als Ursache
konnte eine bisher in der Literatur wenig beschriebene instabile in-plane-
Schwingung der Bremsscheibe ausgemacht werden.
In dieser praktischen Anwendung des CEA-Verfahrens können dessen Vorteile
und Einschränkungen erläutert werden. Aus den Ergebnissen werden verschie-
dene Abhilfemaßnahmen abgeleitet und deren mechanische Wirkungsweise er-
läutert. Im Zuge dieser Untersuchung verwendete Bezeichnungen werden zu-
sammen mit einer Klassifizierung der Moden als Lösung der Bewegungsdiffe-
rentialgleichung für eine Bremsscheibe in Kapitel sechs vorgenommen. Ferner
wird dort auf das Abstrahlverhalten dieses Bauteils eingegangen.
Zur Erklärung von in Kapitel sieben beobachteter Diskrepanzen zwischen Si-
mulation und Versuch wird der Einfluss von Zentrifugal- und CORIOLISkräften,
welche in dem verwendeten CEA-Verfahren nicht berücksichtigt werden, in Ka-
pitel acht gesondert untersucht.
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Kapitel 2

Reibungserregte Schwingungen

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Mechanismen erklärt, die zu rei-
bungserregten Schwingungen führen und deren Relevanz hinsichtlich der in ei-
ner Bremse auftretenden Effekte diskutiert.
Bei allen beschriebenen „selbsterregten“ Systemen handelt es sich um nicht
konservative Systeme, da sie einerseits in der Lage sind, Energie über einen
Reibungsmechanismus aufzunehmen und weiterhin, beim Vorhandensein einer
Dämpfung, Energie zu dissipieren. Da selbsterregte Schwinger zur Aufnahme
von Energie nicht auf einen externen Energieeintrag in Form einer periodischen
oder transienten Erregung angewiesen sind, werden diese als autonome Syste-
me bezeichnet [78]. Man spricht auch von parametererregten Schwingungen, al-
so Schwingungen mit zeitveränderlichen Randbedingungen. Im Falle von rei-
bungserregten Schwingungen erfolgt der Leistungseintrag durch die während
der Schwingung variierende Reibkraft.
Viele Schwingungsphänomene können durch gewöhnliche, lineare Differential-
gleichungen (DGL) zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten in der Form

a2 ẍ(t) + a1 ẋ(t) + a0 x(t) = b (2.1)

beschrieben werden. Bei parametererregten Schwingungen sind die Koeffizien-
ten an und b nicht konstant, sondern können auch von der Zeit abhängen, was
zu selbsterregten Schwingungen führen kann [46]. Reibungserregte Schwingun-
gen entstehen aufgrund einer nicht konstanten Reibkraft, welche in (2.1) einem
veränderlichen b entspricht.
Wird die durch die Gleitreibung entstehende Reibkraft über einen konstanten
Reibkoeffizienten µG beschrieben, ist die Größe der Relativgeschwindigkeit zwi-
schen den Reibungspaaren für eine statische Betrachtung nicht relevant. Man
spricht dann auch von einem quasi-stationären oder quasi-statischen Ausgangs-
zustand [82].
Weiterhin kann zwischen linearen und nichtlinearen Schwingungen unterschie-
den werden. Die Nichtlinearität kann durch Reib- oder Materialgesetze oder aber
durch geometrische Verhältnisse bedingt sein. Während für die Untersuchung
der linearen Schwingungen modale Verfahren uneingeschränkt zur Anwendung
kommen können, erfordern nichtlineare Schwingungen, so weit möglich, eine
Linearisierung oder eine Berechnung im Zeitbereich.
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2.1 Reibschwinger mit einem Freiheitsgrad

Als einfachstes Modell für eine reibungsinduzierte, parametererregte Schwin-
gung dient der in Abbildung 2.1 gezeigte Schwinger mit der Masse m, der Fe-
der k und dem viskosen Dämpfer c, der mit der Normalkraft F auf ein sich mit
konstanter Geschwindigkeit vB bewegendes Band gedrückt wird. Für die Rela-
tivgeschwindigkeit zwischen Schwinger und Band gilt:

vrel = vB − ẋ (2.2)

m�v μ

F

x

k

c

F�F�F �� ��� ��F �F
Abbildung 2.1: Reibschwinger mit einem Freiheitsgrad

2.1.1 Reibgesetze

Die auftretende Reibung wird im Folgenden nach den Gesetzen von AMONTON

und COULOMB angenommen. Diese besagen, dass sowohl bei Gleit- als auch bei
Haftreibung die Reibkraft proportional zu der Normalkraft und unabhängig von
der Kontaktfläche ist [20, 90]. Der Proportionalitätsfaktor µ muss dabei nicht kon-
stant sein, sondern kann von weiteren Größen abhängen. Dabei ist insbesondere
die Abhängigkeit von der Relativgeschwindigkeit des Reibungspaares von Be-
deutung. In Abbildung 2.2 ist in der Mitte ein typischer Verlauf des Reibwertes
µ über die Relativgeschwindigkeit vrel dargestellt, wie er z.B. bei einem Kontakt-
paar Bremsbelag/-scheibe gemessen wird [11]. Der Reibwert steigt mit Annähe-
rung an den Nullpunkt an.

μ 	
�v

�μ
μ �μ�μ ���v
μ∂

∂���v
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∂
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�v

Abbildung 2.2: µ(vrel)-Beziehungen

Wird dieses Verhalten in einer Weise idealisiert, dass nur zwischen

vrel < 0, vrel = 0 und vrel > 0 (2.3)
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unterschieden wird, so wie in Abbildung 2.2, links dargestellt, wird das Reibge-
setz durch zwei Parameter, dem Gleitreibungswert µG und dem Haftreibungs-
wert µH, beschrieben.
Eine weitere Möglichkeit besteht darin, den Verlauf zu linearisieren, so wie es in
Abbildung 2.2, rechts gezeigt ist. Dabei wird das Reibgesetz durch die Beziehung

µ(vrel) =

{

+µ0 + cµ · vrel ∀ vrel > 0
−µ0 + cµ · vrel ∀ vrel < 0

mit cµ < 0 (2.4)

und

cµ =
∂µ

∂vrel
(2.5)

charakterisiert.

2.1.1.1 Stick-Slip

Zur Beschreibung der selbsterregten Schwingung des in Abbildung 2.1 gezeig-
ten Beispiels durch den Stick-Slip-Effekt wird das durch Gleit- und Haftreibung
idealisierte Reibgesetz aus Abbildung 2.2, links verwendet. Bei der Gleit- oder
auch dynamischen Reibung [20] ist die Relativgeschwindigkeit vrel 6= 0, wobei
die Masse auf der Unterlage gleitet. Die Reibkraft ergibt sich mit dem Gleitrei-
bungswert µG zu

FR = µG · FN · vrel

|vrel |
. (2.6)

Bei der Haft- oder auch statischen Reibung [20] ist die Relativgeschwindigkeit
vrel ≡ 0 und die Masse haftet auf der Unterlage. Die Grenzkraft, die maximal
über den Reibkontakt übertragen werden kann, wird dabei durch den Haftrei-
bungswert µH beschrieben:

FH,max = µH · FN (2.7)

Bewegt sich das Band mit konstanter Geschwindigkeit vrel =const. gleitet der
Reibschwinger zunächst über das Band und wird durch die Reibkraft FR be-
schleunigt. Sobald er die Geschwindigkeit des Bandes vB erreicht hat, bleibt er
haften und bewegt sich mit konstanter Bandgeschwindigkeit vB. Wird die Sum-
me aus Rückstellkraft der Feder und der Dämpferkraft größer als die Haftrei-
bungskraft FH,max, geht der Schwinger wieder in eine gleitende Bewegung über,
bis er erneut durch die Beschleunigung mit FR die Bandgeschwindigkeit erreicht.

Dabei gilt für den Gleitzustand

m · ẍ + c · ẋ + k · x =

{

+µG · FN ∀ ẋ < vB,
−µG · FN ∀ ẋ > vB

(2.8)

und für den Haftzustand:

ẍ = 0 und ẋ = vB für |k · x + c · vB| ≤ µH · FN (2.9)
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Abbildung 2.3: Haft- und Gleitzustände einer Stick-Slip-Schwingung
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Abbildung 2.4: Typische Stick-Slip-Schwingung

Eine typische Stick-Slip-Schwingung ist in Abbildung 2.4 dargestellt. Der in Glei-
chung (2.8) beschriebene Fall, in dem die Geschwindigkeit des Schwingers grö-
ßer der des Bandes ist, kann dann auftreten, wenn z.B. aufgrund einer großen
Anfangsauslenkung x0 soviel Energie im System ist, dass bei vrel = 0 die Haft-
bedingung (2.9) nicht erfüllt ist. Der Reibschwinger wird dann durch die ent-
gegengesetzt wirkende Reibkraft gebremst, bis soviel Energie dissipiert ist, dass
die Bandgeschwindigkeit erreicht ist und die Haftbedingung eingehalten wer-
den kann (vgl. Abbildung 2.5).

x

x
.

0

v
B x

0

Abbildung 2.5: Grenzzykel einer Stick-Slip-Schwingung mit großer Anfangsaus-
lenkung x0

Unter Vernachlässigung der Dämpfung lässt sich aus (2.9) mit

ẋ = ωE · x und ωE =

√

k

m
(2.10)

eine Grenzgeschwindigkeit vB,max ableiten, bei welcher der Schwinger die Ge-
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schwindigkeit der Unterlage nicht mehr erreicht:

vB,max = ωE
µGFN

k
(2.11)

Bewegt sich die Unterlage also schneller als vB,max, kann der Stick-Slip-Effekt
nicht mehr auftreten.
Eine Dämpfung des Stick-Slip-Schwingers bewirkt eine Reduzierung der Ampli-
tude bzw. des Grenzzykels. Die Grenzgeschwindigkeit bei einem gedämpften
System ist zusätzlich noch abhängig vom Verhältnis µG

µH
[75].

In der Arbeit von RINSDORF [75] findet man eine Parameterstudie, die zeigt,
dass eine geringe Systemdämpfung c, eine niedrige Eigenkreisfrequenz ωE,
eine große Differenz µG

µH
und eine große Reibnormalkraft FN das Auftreten des

Stick-Slip-Effektes begünstigt.
Durch die sich abwechselnden Gleit- und Haftzustände stellt ein Stick-
Slip-Schwinger eine nichtlineare Schwingung dar, die eine Berechnung im
Zeitbereich erfordert.

In der Fachwelt herrscht Einigkeit darüber, dass der Stick-Slip-Effekt nicht die
Ursache von Bremsenquietschen ist (z.B. [3, 30, 37]). Es findet kein Haften des
Belages auf der Bremsscheibe während der Schwingung statt. Dies kann einfach
mit der Beziehung (2.11) gezeigt werden. Eine Schwingung, die ein quietschen-
des Geräusch erzeugt, hat eine Frequenz f >1000 Hz. Mit einer Bremssattelmasse
von m=5 kg, einem Gleitreibungswert µG =0, 5 und einer Bremskraft von 1000 N
ergibt sich die Grenzgeschwindigkeit

vB,max = 1, 5 · 10−2
[m

s

]

, (2.12)

welches einer Fahrzeuggeschwindigkeit von weniger als 1 km/h entspricht.
Bremsenquietschen tritt jedoch auch bei deutlich höheren Fahrzeuggeschwindig-
keiten auf.
An dieser Stelle sei zu bemerken, dass das niederfrequente (<1 kHz) Bremsen-
knarzen durch den Stick-Slip-Effekt hervorgerufen wird [11].

2.1.1.2 Negative
∂µ

∂vrel
-Beziehung

Ein weiterer Effekt, der zu reibungserregten Schwingungen führt, lässt sich un-
ter Verwendung des idealisierten Reibgesetzes aus Abbildung 2.2, rechts bzw.
Gleichung (2.4) herleiten. In einem Bremsvorgang ist eine solche Linearisierung
des tatsächlich auftretenden Verlaufes möglich, da für das Verhältnis Schwing-
geschwindigkeit zu Scheibengeschwindigkeit

ẋ

vrel
≪ 1 (2.13)

gilt.
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Die Bewegungsdifferentialgleichung für den Reibschwinger aus Abbildung 2.1
kann unter Annahme des Reibgesetzes (2.4) mit (2.2) und (2.5) als

m · ẍ + (c + cµ · FN)ẋ + k · x =

{

(µ0 + cµ · vB)FN ∀ ẋ < vB

(−µ0 + cµ · vB)FN ∀ ẋ > vB
(2.14)

geschrieben werden. An Gleichung (2.14) ist zu erkennen, dass durch ein
negatives cµ der geschwindigkeitsproportionale Teil der DGL negativ werden
kann. Selbst bei einer sehr kleinen negativen Steigung kann dieses durch eine
große Normalkraft verstärkt werden. Dieser Zustand kann auch als „negative
Dämpfung“ aufgefasst werden. Tritt dieser ein, stellt der erste Fall der Glei-
chung (2.14) eine aufklingende Schwingung dar. Sobald der Schwinger soweit
aufgeschwungen ist, dass er die Geschwindigkeit vB der Unterlage erreicht,
wirkt die Reibkraft entgegen der Schwingungsrichtung und das System kann
keine weitere Energie mehr aufnehmen. Somit stellt sich auch hier ähnlich
wie in Abschnitt 2.1.1.1 ein Grenzzykel ein. In Abbildung 2.6 ist eine solche
Schwingung dargestellt.
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Abbildung 2.6: Schwingung aufgrund fallender Reibkennlinie

Bei dieser Art von parametererregter Schwingung ist ebenfalls die Reibkraft der
nicht konstante Parameter. Das Auftreten dieses Effektes sowie die auftretende
Frequenz sind unabhängig von der Geschwindigkeit vB der Unterlage solange
der Schwinger diese nicht erreicht.
Durch die Systemdämpfung c wird der Effekt des negativen Dämpfungsanteiles
verringert. Es sei darauf hingewiesen, dass bei einer ausreichend großen Nor-
malkraft immer eine „negative Dämpfung“ erreicht werden kann.
Auch diese Schwingung ist nach Erreichen des Grenzzykels eine nichtlineare
Schwingung, die nur durch eine Analyse im Zeitbereich berechnet werden
kann. Bevor der Schwinger die Grenzgeschwindigkeit zum ersten Mal erreicht,
handelt es sich um eine lineare, exponentiell aufklingende Schwingung, deren
Verlauf durch eine lineare, komplexe Eigenwertanalyse ermittelt werden kann.
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In Bezug auf die Relevanz für das Bremsenquietschen ist in Kapitel 7 gezeigt,
dass dieser Effekt für das Auftreten einer bestimmten Klasse von instabilen
Schwingformen der Bremsscheibe verantwortlich ist.
Es existieren kommerzielle FEM-Programme, die in einer Stabilitätsanalyse eine
lineare ∂µ

∂vrel
-Beziehung berücksichtigen können [6, 49, 5].

2.2 Reibschwinger mit zwei Freiheitsgraden

Im vorangegangenen Abschnitt wurden anhand eines Einmassenschwingers das
Auftreten von parametererregten Schwingungen erklärt. Weiterhin existieren
Mechanismen, die zu Instabilitäten führen, welche auf einer Kopplung von meh-
reren Freiheitsgraden beruhen. Diese können nur durch Mehrmassenschwinger
abgebildet werden. Im Folgenden werden mit Zweifreiheitsgradsystemen zwei
weitere Mechanismen von reibungserregten Schwingungen erläutert.

2.2.1 Reibungskopplung

Zur Beschreibung des Effektes der Reibungskopplung dient das in Abbildung
2.7 gezeigte Minimalmodell in Form eines Schwingers mit zwei Freiheitsgraden.
Wie der Reibschwinger aus Abschnitt 2.1 besteht auch dieser aus einer Masse m,
die auf einer bewegten Unterlage mit der Geschwindigkeit vB reibt. Die Feder k
und der viskose Dämpfer c sind um den Winkel θ zur Horizontalen geneigt. Am
Reibkontakt ist eine zusätzliche Feder kv eingefügt.

mk
.constμ =�v �kc

�x�x �� FFμ =�F
�F�F �	F 
�F�

Abbildung 2.7: Reibschwinger mit zwei Freiheitsgraden

2.2.1.1 Aufstellen der Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen werden um die quasi-statische Ruhelage aufgestellt.
Außerdem wird vorausgesetzt, dass die Andruckkraft FN auf die Unterlage im-
mer groß genug ist, dass der Schwinger nicht davon abheben kann und dass die
Bandgeschwindigkeit vB immer größer als die des Schwingers ẋ ist; also ein li-
neares Verhalten vorliegt. Der Verlauf µ(vB) wird als konstant angenommen.
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Damit lauten die Bewegungsgleichungen
[

m 0
0 m

](
ẍ1
ẍ2

)

+

[
c11 −c12
−c21 c22

](
ẋ1
ẋ2

)

+

[
k11 −k12
−k21 k22

](
x1
x2

)

=

(
−FR

0

)

, (2.15)

mit

c11 = c · cos2(θ), k11 = k · cos2(θ),

c22 = c · sin2(θ), k22 = k · sin2(θ) + kv, (2.16)
c12 = c21 = c · sin(θ) cos(θ), k12 = k21 = k · sin(θ) cos(θ).

Die Reibkraft auf der rechten Seite von Gleichung (2.15) kann über den Reibkoef-
fizienten µ in Abhängigkeit von der Verschiebung der x2-Richtung ausgedrückt
werden:

FR = µFN = µ · kv · x2 (2.17)

Umgeformt erhält man eine homogene Bewegungsgleichung mit unsymmetri-
scher Steifigkeitsmatrix:
[

m 0
0 m

]

︸ ︷︷ ︸

M

(
ẍ1
ẍ2

)

ẍ

+

[
c11 −c12
−c21 c22

]

︸ ︷︷ ︸

C

(
ẋ1
ẋ2

)

ẋ

+

[
k11 −k12 + µkv

−k21 k22

]

︸ ︷︷ ︸

K

(
x1
x2

)

x

=

(
0
0

)

(2.18)
Durch die schräge Anordnung von Feder und Dämpfer sowie den Zusammen-
hang zwischen Normalkraft FN und FR über die Konstante µ sind die beiden
Richtungen x1 und x2 durch unsymmetrische Einträge in der Steifigkeitsmatrix
gekoppelt. Systeme dieser Art werden auch als aktiv bezeichnet [64].

2.2.1.2 Lösung der Bewegungsgleichung

Dieses Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung mit n = 2 Freiheitsgraden
lässt sich mit Hilfe des Zustandsvektors

z =

(
x
ẋ

)

(2.19)

in das Zustandsdifferentialgleichungssystem erster Ordnung

ż = A z (2.20)

mit der Zustandsmatrix

A =

[
0 I

−M−1K −M−1C

]

. (2.21)

überführen [59], wobei I die Einheitsmatrix darstellt. Durch den Exponentialan-
satz

z(t) = ẑ eλ̂t (2.22)
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mit dem komplexen Eigenwert2

λ̂ = σ ± ω i (2.23)

erhält man das spezielle Eigenwertproblem

(A − λI)z0 = 0. (2.24)

Die nichttriviale Lösung dieses komplexen Eigenwertproblems der Ordnung 2n
wird durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p(λ) = det(A − λI) =
1

detM
det(Mλ2 + Cλ + K) (2.25)

beschrieben. Die Nullstellen von Gleichung (2.25) stellen die 2n Eigenwerte des
Zustandssystems aus Gleichung (2.20) dar. Aufgrund des Exponentialansatzes
in Gleichung (2.22) stellt ein rein imaginärer Eigenwert λ eine freie, ungedämpf-
te, harmonische Schwingung dar. Ein rein reeller, positiver Eigenwert entspricht
einer exponentiell ansteigenden, ein negativer einer exponentiell abfallenden Be-
wegung. Eigenwerte mit Real- und Imaginärteil beschreiben je nach Vorzeichen
auf- oder abklingende harmonische Schwingungen. Der Sonderfall eines doppel-
ten, rein imaginären Eigenwertes beschreibt eine harmonische, linear ansteigen-
de Schwingung [13].
Aufgrund dieses Zusammenhanges kann die Stabilität eines durch ein Eigen-
wertproblem beschreibbares, lineares System anhand der Eigenwerte beurteilt
werden. Systeme, die Eigenwerte mit positiven Realteilen haben, sind daher in-
stabil (vgl. Kapitel 3).
Das viskos gedämpfte System in Gleichung (2.18) besitzt für µ = 0 symmetrische
Matrizen K und C und hat entweder rein reelle oder paarweise konjugiert kom-
plex auftretende Eigenwerte, deren Realteile immer negativ sind [64]. Bei µ 6= 0
werden die Matrizen K und C unsymmetrisch. Darum sind sowohl positive als
auch negative Realteile der Eigenwerte möglich.

2.2.1.3 Modenkopplung

Unter der Kopplung von Moden versteht man die „Vereinigung der Eigenfre-
quenzen“ bei Variation eines Systemparameters wie z.B. dem Reibwert µ. Das
Verhalten der Eigenwerte wird im Folgenden anhand des Modells aus Abbildung
2.7 mit k/kv = 0, 6 und θ = 30◦ veranschaulicht. Zunächst wird vorausgesetzt,
dass das System keine Dämpfung hat (c = 0).
Für Reibwerte kleiner µgrenz sind die Realteile beider Eigenwerte des Systems in
Gleichung (2.18) gleich 0. Die Bewegung wird durch den Imaginärteil, also die
Frequenz einer harmonischen Eigenschwingung, charakterisiert. Beide Frequen-
zen sind voneinander verschieden.
Steigert man nun den Wert von µ, verändern sich diese Frequenzen und nähern

2Abweichend zu der in dieser Arbeit verwendeten Notation wird die komplexe Größe λ̂ im Fol-
genden zur Vereinfachung lediglich mit λ bezeichnet.
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Abbildung 2.8: Modenkopplung (System ohne Dämpfung)

sich einander an (vgl. Abbildung 2.8). Ab einem bestimmten Grenzwert µgrenz

vereinigen sich beide Frequenzen; beide Eigenwerte haben den gleichen Imagi-
närteil. Die Realteile der Eigenwerte sind ab diesem Punkt von Null verschieden
und unterscheiden sich nur durch ihr Vorzeichen. Auch beide Eigenmoden Φ̂1
und Φ̂1, die jeweils als konjugiert komplexe Paare auftreten, sind bis auf ihr Vor-
zeichen identisch. Die beiden Lösungen in der Form

x1(t) = Φ̂1eλ1t + ¯̂
Φ1eλ̄1t bzw. x2(t) = Φ̂2eλ2t + ¯̂

Φ2eλ̄2t (2.26)

beschreiben zwei gleiche, aber entgegengerichtete Bewegungen (vgl. Abbildung
2.9). Die eine Lösung ist eine stabile, abklingende und die andere eine instabile,
aufklingende Bewegung. �x�x)(� tx )(� tx

Abbildung 2.9: Bewegungen der stabilen und instabilen Lösungen bei der Mo-
denkopplung

Die Modenkopplung in diesem Beispiel ist außer vom Reibwert µ auch noch vom
Winkel θ, also von der geometrischen Kopplung der beiden Richtungen x1 und
x2 abhängig. Nur in bestimmten Konstellationen dieser Werte kommt es zu einer
Modenkopplung (vgl. Abbildung 2.10).

2.2.1.4 Einfluss von Dämpfung

Proportionale Dämpfung

Betrachtet man das System aus Abbildung 2.7 mit einer zusätzlichen viskosen,
(steifigkeits-) proportionalen Dämpfung (C = βK, c = 0), verändert sich die



2.2 Reibschwinger mit zwei Freiheitsgraden 15

0

0,5

1 0
30° 

60° 
90° 

θ
µ

ℑ
(λ

)

ω
1

ω
2

Abbildung 2.10: Modenkopplung abhängig von µ und θ
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Abbildung 2.11: Einfluss proportionaler Dämpfung auf die Modenkopplung

Kopplungscharakteristik. Wie in Abbildung 2.11 gezeigt, nähern sich die bei-
den Eigenfrequenzen ebenfalls mit steigendem µ einander an. Der Reibbeiwert
µgrenz, bei dem sich die Eigenfrequenzen treffen, verändert sich gegenüber dem
ungedämpften Fall nicht. Sie vereinigen sich jedoch nicht, sondern haben immer
unterschiedliche Werte. Betrachtet man die Anwachsrate σ bzw. den Realteil des
Eigenwertes, so steigt er, wie auch im ungedämpften Fall, oberhalb von µgrenz

stark an. Allerdings ist je nach Dämpfung ein größeres µkrit erforderlich, bevor
eine Mode instabil wird. Bei ausreichend großer Dämpfung tritt unabhängig vom
Reibwert keine Instabilität auf.
Die beiden komplexen Eigenmoden sind ebenfalls voneinander verschieden. Das
System hat also immer zwei voneinander verschiedene Lösungen, wobei es ober-
halb von µgrenz zu positiven Anwachsraten und damit zu instabilem Verhalten
kommen kann.

Diskrete Dämpfung

Wird eine nichtproportionale Dämpfung gewählt, indem lediglich der viskose
Dämpfer c aus Abbildung 2.7 berücksichtigt wird, ändert sich das System-
verhalten. Es gibt keinen Wert von µ, bei dem beide Frequenzen gleich sind.
Hingegen existiert ein gemeinsames µkrit, bei dem für alle Werte von c̃ = c

√
k m

der Übergang von stabilem zu instabilem Verhalten stattfindet. Dieses µkrit ist
kleiner als das µgrenz aus dem ungedämpften Fall. Das bedeutet zum Einen, dass
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Abbildung 2.12: Einfluss des Dämpfers c auf die Modenkopplung

eine Dämpfung ausschließlich mit dem Dämpfer c keinen positiven Beitrag zum
Stabilitätsverhalten des Systems liefert. Es tritt sogar das Gegenteil auf, da sich
der instabile Bereich vergrößert. Zum Anderen ist der Übergang vom stabilen
zum instabilen Bereich unabhängig von der Größe c.

Dieses Phänomen ist dadurch zu erklären, dass durch den Dämpfer c die Kopp-
lung der Freiheitsgrade verstärkt wird. Wird anstelle des Dämpfers c und der
Feder k nur eine (reelle) Feder mit der Steifigkeit

k̃ = |k + c̃ i ω| (2.27)

verwendet, ergibt sich das Ergebnis aus Abbildung 2.13. Mit zunehmender
Dämpfung verändert sich die Kopplung der Freiheitsgrade und damit der insta-
bile Bereich. Anders ausgedrückt entspricht dieses einer Variation des Verhält-
nisses k/kv .
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Abbildung 2.13: Einfluss des Dämpfers c mit der modifizierten Feder k̃ auf die
Modenkopplung

Nun bleibt zu klären, warum in Abbildung 2.12, rechts jeweils eine der beiden
Lösungen für einen Wert µkrit identisch und damit unabhängig von der Dämp-
ferkonstante c ist. Eine Erklärung findet sich durch eine genauere Betrachtung
der in diesem Fall auftretenden Mode

Φµkrit
=

(
1

−
√

3

)

. (2.28)

Diese ist wie auch der zugehörige Eigenwert rein reell und beschreibt nicht wie
in Abbildung 2.9 eine „kreisende“, sondern eine linienförmige Bewegung. Diese
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Bewegung ist so gerichtet, dass der Dämpfer c und die Feder k in Abbildung 2.7
nicht daran beteiligt sind bzw. die Bewegungskomponenten in dem Verhältnis

Φµkrit,1

Φµkrit,2
= tan(θ) (2.29)

stehen (vgl. Abbildung 2.14).

��� ����θ ���	
Φ���	
Φ

���	
�
θ �
��

Abbildung 2.14: Auftretende reelle Eigenform bei µ = µkrit

Die Größe des stabilen bzw. instabilen Bereiches ist somit abhängig vom Anstell-
winkel θ von Feder und Dämpfer aus Abbildung 2.14. Abbildung 2.15 zeigt die
Abhängigkeit des Reibwertes µkrit vom Winkel θ.
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Abbildung 2.15: Einfluss des Winkels θ auf die Modenkopplung

Das Beispiel zur Modenkopplung mit Dämpfung verdeutlicht, dass bei einem
Reibschwinger das Einbringen eines diskreten Dämpfers durch eine Verstärkung
der Kopplung der Freiheitsgrade das Stabilitätsverhalten nicht unbedingt ver-
bessert. Unter bestimmten Voraussetzungen kann dies sogar zu instabilem Ver-
halten führen. Dieses wird in HOFFMANN & GAUL [38] an einem ähnlichen Mo-
dell gezeigt. Auch MOTTERSHEAD & CHAN [62] machen analoge Beobachtun-
gen.

2.2.1.5 Energiebetrachtung

Auch der zuvor beschriebene Effekt kann als parametererregte Schwingung
aufgefasst werden, mit der Reibkraft als ursächlichem Parameter. Die im vor-
angegangen Abschnitt gegebene Erklärung für das Auftreten der Instabilität ist
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rein mathematischer Natur. Eine andere, etwas anschaulichere Erklärung gelingt
über eine Arbeitsbetrachtung einer Bewegung in einem nichtkonservativen
Kraftfeld [39]. Das Modell in Abbildung 2.16 zeigt einen Bremsbelag in Form
eines elastischen Materials, das mit einer Kraft F auf eine bewegte Unterlage
gedrückt wird, welche die rotierende Bremsscheibe darstellt. Soll nun eine Be-
wegung von Punkt A nach Punkt B ausgeführt werden, besteht ein Unterschied
zwischen den beiden dargestellten Pfaden. Wird das Material zunächst auf die
bewegte Unterlage gedrückt und dann nach links verschoben, ist aufgrund der
Reibkraft eine größere Arbeit aufzuwenden, als wenn das Material erst nach
links bewegt und dann auf die Unterlage gedrückt wird. Diese Betrachtung kann
auch auf das Modell in Abbildung 2.7 angewendet werden. Hat das System eine
kreisförmige Bewegung in dieser Form als Eigenlösung, kann eine Schwingung
in jedem Zykel Energie aufnehmen. Einer entgegengesetzten Kreisbewegung
wird Energie entzogen.

elastischer Belag

F �FAB
rotierende Bremsscheibe (starr)

Abbildung 2.16: Nichtkonservative Reibkraft [39]

An dieser Stelle sei auf die Arbeit von ALLGAIER [3] verwiesen, in der anhand
eines zu Abbildung 2.7 ähnlichen Modells sehr anschaulich das auf die bewegte
Masse wirkende Kraftfeld für verschiedene Zustände dargestellt ist. Mittels
Zeitbereichsberechnungen wird u.a. auch der Grenzfall (µgrenz), bei dem sich
beide Eigenwerte koppeln, aber noch keinen Realteil aufweisen, untersucht.

Für das Bremsenquietschen ist der Effekt der Reibungskopplung die wesentli-
che Ursache [39, 30]. Er ist Grundlage für das im Rahmen dieser Arbeit ver-
wendete Simulationsverfahren und kann in verschiedenen kommerziellen FE-
Programmen (z.B. NASTRAN, ABAQUS, ANSYS) abgebildet werden.

2.2.2 Follower-Forces

Mit Follower-Forces werden Kräfte auf einer Struktur bezeichnet, deren Richtun-
gen sich ändern, indem sie der verformten Struktur „folgen“ [52]. Im Falle ei-
nes Reibkontaktes stellt die Reib- bzw. die Normalkraft eine solche Follower-Force
dar. In Abbildung 2.17 sind links Normal- und Reibkraft für einen Reibkontakt
im unverformten Zustand dargestellt. Rechts ist der Fall einer biegedeformier-
ten Bremsscheibe dargestellt. Die tangential auf der Scheibenoberfläche ausge-
richtete Reibkraft FR wird durch die normal auf der Scheibenoberfläche wirken-
de Komponente der Kraft FN erzeugt. Durch eine Aufteilung der Reibkraft in
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horizontale (Scheibendrehrichtung) und vertikale Anteile entsteht eine vertika-
le Komponente, die eine translatorische Bewegung hervorruft. Rotatorische (Bie-
ge-) Freiheitsgrade und translatorische Freiheitsgrade normal zur Scheibenebene
sind somit gekoppelt. �F �F���F �F�F�v ϕ

sin�Fsin�F�v �v ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

Abbildung 2.17: Follower-Forces an einem Reibkontakt

Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 2.18 ein Modell mit zwei Freiheitsgra-
den ϕ und x dargestellt. Ein drehbar gelagerter Stab (Länge l, Masse m, Rota-
tionsträgheit bezüglich des Schwerpunktes IS

Θ) bewegt sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit vB in horizontaler Richtung. Über Reibkontakte wirken die verti-
kalen Federn k1, die durch eine Vorspannung eine Kontaktkraft FN erzeugen.�� ���� ���� 	
 	
Θ� �
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Abbildung 2.18: Follower-Force-Modell mit zwei Freiheitsgraden

Die Bewegungsgleichungen lauten
[

m11 m12
m21 m22

]

︸ ︷︷ ︸

M

(
ẍ
ϕ̈

)

+

[
k11 k12
k21 k22

]

︸ ︷︷ ︸

K

(
x
ϕ

)

=

(
2FR sin ϕ
FR l sin ϕ

)

︸ ︷︷ ︸

FF

, (2.30)

mit

m11 = m, k11 = 2(k1 + k2),

m22 = IS
Θ + m

l2

4
, k22 = (

k1

2
+ k2) l2, (2.31)

m12 = m21 = m
l

2
, k12 = k21 = (k1 + k2) l.

Geht man von kleinen Verformungen aus, kann der inhomogene Teil in (2.30)
linearisiert und die Follower-Forces wie folgt in die Steifigkeitsmatrix K integriert
werden: [

m11 m12
m21 m22

] (
ẍ
ϕ̈

)

+

[
k11 k12 − 2µFN

k21 k22 − µFN l

](
x
ϕ

)

= 0 (2.32)
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Dadurch wird die Matrix K unsymmetrisch und analog zu dem Beispiel in Ab-
schnitt 2.2.1 können instabile Lösungen für bestimmte Parameterkombinationen
existieren.
Durch die erst bei einer geometrischen Verformung auftretende Kopplung ist
auch dieser Effekt nichtlinear. Er kann jedoch, wie gezeigt, für kleine Defor-
mationen linearisiert und somit durch eine komplexe Modalanalyse berechnet
werden.
Im Falle instabiler Lösungen wird der damit verbundene Effekt auch als Flatter-
(engl. Flutter-) Phänomen bezeichnet und wurde erstmals in Form von Tragflä-
chenschwingungen an Flugzeugen untersucht [85, 86]. Er kann aber auch z.B.
bei Brückenkonstruktionen auftreten [71].

MOTTERSHEAD & CHAN [62] untersuchen das Instabilitätsverhalten einer Schei-
be mit Reibkontakt mit einer Kopplung durch Follower-Forces. OUYANG et al. [69]
kombinieren dieses mit einem geschwindigkeitsabhängigen Reibgesetz (vgl. Ab-
schnitt 2.1.1.2). In Bezug auf das Bremsenquietschen zeigen die Untersuchungen
von HULTÉN [39] und FLINT [30], dass Follower-Forces nur einen sehr geringen
Beitrag zu den an Bremsen auftretenden Instabilitäten haben.

2.3 Sprag-Slip

Der Effekt des Sprag-Slips, auch Selbsthemmung oder Kinematic Constraint In-
stability genannt [3], beschreibt das „Verkeilen“ eines Reibungspaares und ist
in einem einfachen Modell nach SPURR [81] in Abbildung 2.19, links dargestellt
[45]. Ein gelenkig gelagerter, starrer Stab wird mit der Kraft F auf einen sich mit
konstanter Geschwindigkeit bewegenden (starren) Untergrund gedrückt. Durch
Reibung entsteht eine horizontale Reibkraft FR, die den Stab zusammen mit der
Reibnormalkraft FN zwischen der oberen Lagerung und dem Untergrund „ver-
keilen“ kann. Der Zusammenhang zwischen Reibwert µ, Anstellwinkel θ, An-

�v θ

A

F
.const=μ

A

�FF�F
Abbildung 2.19: Sprag-Slip-Mechanismus nach SPURR [81]

druckkraft F, Reibnormalkraft FN und Reibkraft FR wird über das Momenten-
gleichgewicht um den Lagerungspunkt A ermittelt. Mit

FN =
FR

µ
(2.33)
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folgt für Reib- und Reibnormalkraft:

FR =
µF

1 − µ tan(θ)
FN =

F

1 − µ tan(θ)
(2.34)

Erreicht der Anstellwinkel den Wert

θ = arctan
(

1
µ

)

(2.35)

werden die Nenner in (2.34) zu Null und damit Reib-, Reibnormal- und Stabkraft
unendlich groß; eine Bewegung des Untergrundes ist nicht mehr möglich.
Bevor dieses eintritt, werden sich die geometrischen Bedingungen durch tatsäch-
lich auftretende elastische Verformungen des Stabes oder der Lagerung ändern.
Dadurch wird ein Verkeilen verhindert. Dieses wird beispielsweise von POPP et.
al. [73] anhand des in Abbildung 2.20 dargestellten Modells gezeigt. Mit den bei-
den Freiheitsgraden x und ϕ wird insbesondere der Fall abgebildet, bei dem sich
der Stab von der bewegenden Unterlage abhebt. POPP et. al. zeigen, dass eine
nichtlineare, oszillierende Bewegung entstehen kann, bei der der Stab entweder
auf der Unterlage haftet oder sich davon abhebt.
Aufgrund der beim Abheben entstehenden nichtlinearen Zusammenhänge kann
auch diese Schwingung ausschließlich im Zeitbereich berechnet werden.

�v .const=μ
ϕkϕc

�m
�c �k�m  , Θ

� �
ϕ

�
� ,

Abbildung 2.20: Sprag-Slip-Modell nach POPP et. al. [73]

Da solche geometrischen Verhältnisse in PKW Bremsen nicht vorliegen, ist ein
Verkeilen als Ursache für Bremsenquietschen auszuschließen [3, 39]. Die Anstell-
winkel sind in der Regel >90◦, wodurch diese Form geometrischer Instabilität
nicht entstehen kann.
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Kapitel 3

Stabilitätsanalyse

Dieses Kapitel behandelt zunächst die allgemeine Stabilitätsbetrachtung in der
Mechanik und deren mögliche Verfahren. Im zweiten Teil dieses Kapitels wird
auf die Stabilitätsanalyse von den heute üblicherweise in PKW zum Einsatz kom-
menden Scheibenbremsen eingegangen. Es wird ein Verfahren beschrieben, wel-
ches im Rahmen dieser Arbeit für die Stabilitätsuntersuchungen anhand von FE-
Modellen angewendet wird und in der Praxis dem Stand der Technik entspricht
[26].

3.1 Der Stabilitätsbegriff

Ganz allgemein bezeichnet man ein System als stabil, wenn es dazu neigt, seinen
momentanen Zustand beizubehalten, auch wenn Störungen von außen einwir-
ken. Der Stabilitätsbegriff kann jedoch nicht allgemein gültig definiert werden,
da er oft von einer speziellen Problemstellung abhängt und sich im Laufe der Ge-
schichte ständig geändert hat. Eine umfangreichere Definition sowie einen histo-
rischen Abriss findet man in LEIPHOLZ [51].
Das Bremsenquietschen kann als dynamischer Stabilitätsverlust der Bremse auf-
gefasst werden. Eine Störung, die als immer vorhanden angenommen wird, führt
zu einem Aufschwingen der Bremse in einer Eigenlösung. Durch nichtlineare Ef-
fekte erreichen diese Schwingungen irgendwann einen Grenzzykel. Diese kön-
nen z.B. große Verformungen nichtlinearer Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
und/oder nichtlineare geometrische Verhältnisse sein [47]. Vor Erreichen die-
ses Zustandes können durch die Schallemission bereits signifikante Schalldrücke
entstehen.

3.1.1 Stabilitätskriterien in der Mechanik

Die in der Elastomechanik gebräuchlichen Stabilitätskriterien können in drei Be-
reiche eingeteilt werden [50, 51]:

• Bei dem statischen oder auch geometrischen Stabilitätskriterium wird die
kleinste Last gesucht, unter der neben der ursprünglichen (trivialen) eine
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weitere Gleichgewichtslage des Systems existiert. Beispiele für die An-
wendung des geometrischen Stabilitätskriteriums sind Knick-, Kipp- und
Beul-Probleme [70]. Die Bewegung selbst wird nicht betrachtet. Trägheits-
und Dämpfungskräfte bleiben unberücksichtigt.

• Nach dem energetischen Stabilitätskriterium ist ein System dann stabil,
wenn das Integral der potentiellen Energie positiv definit ist. Auch bei
diesem Kriterium bleibt der Verlauf der Bewegung des Systems unberück-
sichtigt.

• Beim kinetischen Stabilitätskriterium hingegen wird der Bewegungs-
verlauf unter dem Einfluss von Störungen betrachtet. Demnach ist ein
System stabil, wenn sein Bewegungsverlauf durch eine beliebig große
Störung lediglich um einen endlichen Betrag von seinem ursprünglichen
(ungestörten) Verlauf abweicht. Dieses Stabilitätskriterium, auf welches im
Folgenden näher eingegangen wird, eignet sich in spezieller Form zur Un-
tersuchung des durch Stabilitätsverlust verursachten Bremsenquietschens.

Weiterhin ist noch der Ausdruck „Grad der Stabilität“ zu erwähnen [51]. Hierbei
handelt es sich um ein Maß, welches das Bestreben der gestörten Bewegung
in ihren ungestörten Verlauf zurückzukehren, beschreibt. Je größer der Grad
der Stabilität, desto schneller kehrt eine gestörte Bewegung wieder in ihren
ungestörten Bewegungsverlauf zurück.

3.1.2 LJAPUNOW-Stabilität

Das kinetische Stabilitätskriterium geht auf A.M. LJAPUNOW zurück, der in sei-
ner Dissertation 1892 Das allgemeine Problem der Stabilität einer Bewegung [54] erst-
malig ein allgemeines mathematisches Kriterium mit Lösungsmethoden veröf-
fentlichte. Das vorgestellte Kriterium ist die Grundlage einer Vielzahl von Er-
weiterungen und Anwendungen der kinetischen Stabilitätstheorie [10, 55].
Für eine Bewegung, die auf ein System von Differentialgleichungen in der Form

ẋ = X(x, t) (3.1)

zurückgeführt werden kann und dessen ungestörte Bewegung durch x(t) mit
dem Anfangswert x(t0) beschrieben wird, sei x̆(t) der gestörte Bewegungsver-
lauf mit dem Anfangswert x̆(t0). Stabilität im Sinne LJAPUNOW liegt vor, wenn
für eine Störung des Anfangszustandes

|x(t0) − x̆(t0)| ≤ η(ε) (3.2)

gilt und die Störung der daraus resultierenden Bewegung für alle t > t0

|x(t) − x̆(t)| < ε (3.3)
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ist. Soll also die aus einer Störung der Anfangsbedingungen entstehende gestörte
Bewegung maximal um den Betrag ε vom Verlauf der ungestörten abweichen,
muss es einen beliebig kleinen, von ε abhängigen Betrag η geben, um das die
Anfangslage höchstens gestört werden darf. Lässt sich so ein η(ε) nicht angeben,
ist das System instabil.
Wenn zusätzlich

lim
t→∞

|x(t) − x̆(t)| = 0 (3.4)

gilt, die gestörte Bewegung also nach einer endlichen Zeit wieder in ihren unge-
störten Verlauf übergeht, spricht man von asymptotischer Stabilität. Eine Bewe-
gung, die stabil aber nicht asymptotisch stabil ist, wird auch grenz- oder schwach
stabil genannt.
Für die Untersuchung einer Ruhelage hinsichtlich Stabilität ist es sinnvoll, ei-
ne partikulare Lösung des DGL-Systems (3.1) als ungestörten Zustand anzuneh-
men. Damit gilt:

˙̆x = X(x̆, t) (3.5)

Die Bewegungsgleichungen der Störung erhalten mit der Transformation

s(t) = x(t) − x̆(t) (3.6)

die Form
ṡ = X(s + x̆, t)− X(x̆, t). (3.7)

Die triviale Lösung dieses DGL-Systems entspricht der ungestörten Bewegung.
Die Stabilitätsbedingungen (3.2) bis (3.4) lauten dann

|s(t0)| ≤ η(ε) (3.8)

und für alle t > t0
|s(t)| < ε (3.9)

bzw. im Falle asymptotischer Stabilität

lim
t→∞

|s(t)| = 0. (3.10)

Wird für den ungestörten Zustand die statische Ruhelage angenommen (x = 0),
kann das DGL-System (3.1) direkt zur Stabilitätsuntersuchung mittels der Bezie-
hungen (3.8) bis (3.10) hergenommen werden und es gilt

s(t) ≡ x̆(t). (3.11)

Um über die Stabilität des gestörten Zustandes etwas aussagen zu können, ist
es notwendig, den zeitlichen Verlauf der daraus resultierenden Bewegung zu
kennen. Ist dieser bekannt, kann die so genannte erste Methode nach LJAPUNOW

angewendet werden und die Stabilität unmittelbar untersucht werden. Dieses ist
allerdings bei vielen Problemstellungen in der Mechanik nicht der Fall. Dazu hat
LJAPUNOW die zweite oder direkte Methode entwickelt. Darin kann durch den
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Abbildung 3.1: Stabilität einer gestörten Ruhelage [7]

Nachweis der Existenz von so genannten LJAPUNOW-Funktionen die Stabilität
einer Ruhelage nachgewiesen werden. Alle Anfangsbedingungen, die im Gebiet
dieser LJAPUNOW-Funktion definiert sind, stellen stabile Lösungen dar. Diese
Methode ist beispielsweise in LASALLE & LEFSCHETZ [50] beschrieben.

3.2 Stabilitätsanalyse von Bremsen

Zur Übertragung des Stabilitätsbegriffes auf eine Bremse wird zunächst das Bei-
spiel aus Abschnitt 2.2.1 herangezogen. Die dort aufgestellten Bewegungsglei-
chungen stellen ein System von linearen, gekoppelten Differentialgleichungen
dar, welche durch eine (komplexe) modale Transformation entkoppelt und gelöst
werden können. Somit kommt für eine Stabilitätsbetrachtung die erste Methode
nach LJAPUNOW zur Anwendung, da der zeitliche Verlauf der Lösung bekannt
ist. Die ungestörte Bewegung entspricht darin der quasi-statischen Ruhelage des
Systems und es gilt (3.11).
Diese Lösung des Gleichungssystem besteht aus komplexen Eigenwerten und Ei-
genvektoren. Diese können grundsätzlich drei verschiedene Formen annehmen.3

1. Alle Eigenwerte sind rein imaginär:
Bei einer beliebigen Störung reagiert das System mit einer harmonischen
Schwingung. Es liegt Grenzstabilität vor. Dieser Fall tritt nur auf, wenn kei-
ne Systemdämpfung berücksichtigt wird. Das System ist grenzstabil.

2. Es existieren nur komplexe Eigenwerte mit negativen Realteilen und/
oder rein reelle (negative) Eigenwerte:
Dieses ist immer dann der Fall, wenn Dämpfung berücksichtigt wird. Stö-
rungen klingen in Form von harmonischen Schwingungen ab oder gehen
direkt in ihren Ausgangszustand zurück (überkritische Dämpfung). Das
System ist asymptotisch stabil.

3Der in der Praxis nicht vorkommende Fall des Auftretens von doppelten Eigenwerten (vgl. Ab-
schnitt 2.2.1.2) ist hier ausgenommen.



3.2 Stabilitätsanalyse von Bremsen 27

3. Es existieren komplexe Eigenwerte mit positiven Realteilen:
In diesem Fall liegen Schwingungen mit exponentiell aufklingender Am-
plitude vor. Das System ist instabil.

Der allgemeine Stabilitätsbegriff nach LJAPUNOW bezeichnet eine gestörte Be-
wegung, die eine Abweichung um einen endlichen Betrag ε von der ungestörten
Bewegung aufweist, als stabil. Streng genommen ist das bei einer Bremse immer
gegeben, da irgendwann ein Grenzzykel erreicht wird, es also einen endlichen
Wert ε gibt. Daher muss im Sinne LJAPUNOWs asymptotische Stabilität (3.10)
gefordert werden.
Der Realteil des Eigenwertes ist ein Maß für den Grad der Stabilität (vgl.
Abschnitt 3.1.1). Aufgrund des für die Lösung der Bewegungsgleichungen
angewandten Exponentialansatzes (2.22) gilt im Falle von Stabilität (σ < 0);
je kleiner (negativer) σ ist, desto schneller fällt eine Schwingung, verursacht
durch eine Störung, exponentiell in die ungestörte Lage zurück. Daraus folgt
unmittelbar, dass im Falle von Instabilität (σ > 0) der Grad der Stabilität negativ
ist und damit den exponentiellen Anstieg einer aus einer Störung resultierenden
Schwingung beschreibt. Dieses kann auch als Grad der Instabilität aufgefasst
werden.
Außer der Eigenwerte erhält man durch eine lineare, komplexe Eigenwertana-
lyse auch die Eigenformen als Ergebnis. Diese entsprechen im instabilen Fall
den auftretenden Schwingformen. Das hier zugrunde liegende lineare Verfahren
erfordert eine Linearisierung aller Zusammenhänge, was z.B. nicht das Abbilden
der Kontaktmechanismen ermöglicht.

Alternativ ist es möglich, den zeitlichen Verlauf der Bewegung durch eine direk-
te Zeitschrittintegration zu ermitteln. Dabei können auch nichtlineare Effekte,
insbesondere Kontaktbedingungen, berücksichtigt werden. Das Ergebnis der
Berechnung im Zeitbereich sind die zeitlichen Verläufe der Bewegungsgrö-
ßen (Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung). Diese müssen in
nachgeschalteten Rechenschritten weiterverarbeitet werden, um Informationen
über die auftretenden Frequenzen, Schwingformen und Instabilitätsgrade zu
erhalten. Ein Nachteil dabei ist der hohe numerische Rechenaufwand bei einer
großen Anzahl von Freiheitsgraden.

Stabilitätsbetrachtungen an Bremsen werden in der Praxis überwiegend durch
eine komplexe Eigenwertanalyse durchgeführt. In ABUBAKAR & OUYANG [1]
und ABUBAKAR et al. [2] werden sowohl komplexe Eigenwertanalysen als auch
direkte Zeitbereichsintegrationen an FE-Modellen von Bremsen durchgeführt
und deren Ergebnisse gegenübergestellt.

Im Rahmen dieser Arbeit werden Schwimmsattel-Scheibenbremsen betrachtet.
Auch andere Bremsenkonzepte wie z.B. Festsattel-Scheibenbremsen oder Trom-
melbremsen können analog dazu in ihrem Stabilitätsverhalten bewertet werden.
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3.2.1 Mechanische Modelle

Es existieren verschiedene Ansätze zur Modellierung von Scheibenbremsen. Ob-
ligatorisch bei der Modellierung zur Stabilitätsuntersuchung ist die Abbildung
des Reibkontaktes bzw. Reibgesetzes wie er in den Minimalmodellen aus Kapitel
2 beschrieben ist.

(Schwimm-) Sattel
BremsbelägeKolben
Halter
Schwenklager(Anschnitt)
Bremsscheibe

Abbildung 3.2: Komponenten einer Schwimmsattel-Scheibenbremse

JEARSIRIPONGKUL et al. [43, 91] verwenden ein nichtlineares MKS-Modell einer
Scheibenbremse. Das Scheibenbremsenmodell von FLINT [30] enthält für die Be-
läge und die Scheibe kontinuierliche Balken. Solche Modelle eignen sich sehr
gut, um das Phänomen des Bremsenquietschens mechanisch zu erklären. Auch
die wesentlichen Charakteristiken der auftretenden Schwingformen können da-
mit abgebildet werden. Durch eine Anpassung der Modellparameter gelingt es
in der Regel ebenfalls, die Ergebnisse, mit an realen Bremsen erhaltenen Mess-
ergebnissen zu korrelieren. Der Nachteil dieser Modelle ist die eingeschränkte
Modellierungstiefe. Hier sind FE-Modelle von Vorteil, mit denen ein System in
vielen Details diskretisiert werden kann. Von Nachteil ist dabei der im Allgemei-
nen große Rechenaufwand.
In der Automobil-Serienentwicklung erfolgt die Untersuchung des Geräuschver-
haltens einer Bremse normalerweise zu einem Zeitpunkt, an dem der Entwick-
lungsprozess bereits recht weit fortgeschritten ist. In erster Linie wird eine Brem-
se nach Leistungs- und Gewichtsanforderungen entwickelt. Sind diese erfüllt,
wird das Geräuschverhalten untersucht und die Konstruktion ggf. geändert, um
auch den akustischen Anforderungen zu genügen. Dafür sind oft nur noch sehr
kleine konstruktive Änderungen möglich. Um den Einfluss solcher Änderungen
in einem Modell auflösen zu können, ist häufig eine große Modellierungstiefe
notwendig. Diese ist in der Regel nur mit FE-Modellen zu realisieren.
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3.2.2 Nichtlineare quasi-statische Berechnung mit anschließen-

der komplexen Eigenwertanalyse

Das in der Praxis und auch im Rahmen dieser Arbeit angewendete Verfahren
besteht aus einer zunächst nichtlinearen, quasi-statischen Analyse des Betriebs-
zustandes der Bremse. Darin wird ein definierter Bremsdruck aufgebracht und
unter der Definition der Bremsscheibenrotation nach Abschnitt 3.2.2.2 in einer
nichtlinearen, quasi-statischen Berechnung die elastische Verformung des Sys-
tems, der Zustand sämtlicher Kontakte sowie die Kontaktdruckverteilung zwi-
schen Belag und Scheibe ermittelt. Anschließend wird die lineare, komplexe Ei-
genwertanalyse durchgeführt. Dazu werden die Systemmatrizen um den zuvor
ermittelten Betriebszustand linearisiert. Das bedeutet insbesondere für die Kon-
takte im Modell, dass geöffnete Kontakte als frei und geschlossene Kontakte als
fest verbunden angenommen werden. Effekte, die aufgrund sich in einer Schwin-
gung öffnender und schließender Kontakte entstehen, sind somit nicht darge-
stellt. Frequenzabhängige Parameter können nicht in einer einzelnen Rechnung
abgebildet werden. Sie erfordern eine Berechnung für verschiedene Frequenzen
bzw. in Frequenzbereichen. Das gilt auch für das Dämpfungsverhalten, auf das
näher in Kapitel 5 eingegangen wird.
Da es Größen gibt, die wiederum von mehreren Parametern abhängen, ist es
erforderlich, mehrere Betriebszustände zu untersuchen. Dabei ist zunächst der
Bremsdruck zu variieren, der bei Komfortbremsungen4 in PKW etwa zwischen
0 und 15 bar auftritt. Dieser beeinflusst über das entstehende Bremsmoment die
vorliegenden Kontakt- und Lagerungsbedingungen der Beläge sowie die elasti-
sche Verformung aller Komponenten.
Der Gleitreibungswert ist abhängig von vielen Größen, wie z.B. Temperatur, Ge-
schwindigkeit oder Druck. Daher wird er entsprechend seines Streubereiches
zwischen etwa 0,4 und 0,6 variiert.
Die Abhängigkeit der elastischen Eigenschaften einiger Materialien (z.B. Belag,
Scheibe) von der Temperatur oder dem Bremsdruck kann in diesem Verfahren
ebenfalls durch mehrere Rechnungen mit verschiedenen Werten im Streubereich
simuliert werden.

3.2.2.1 Systemgrenzen und Elementgröße

Bei der Modellbildung mittels FEM stellt sich die Frage, wo die Systemgrenzen
gezogen werden sollen. Der in Abschnitt 2.2.1 beschriebene Effekt erfordert
in jedem Fall die Abbildung von Bremsscheibe und Belägen sowie deren
Kontaktbedingungen. Auch der Bremssattel, der die Lagerung der Bremsbeläge
darstellt, ist in der Regel für eine Systembetrachtung unerlässlich. Ob weitere
Komponenten wie Radlager, Schwenklager oder sonstige Achsbauteile für eine
hinreichend genaue Analyse hinzugezogen werden müssen, kann nicht allge-
mein gültig angegeben werden. Das hängt von der untersuchten Schwingform

4Komfortbremsungen sind in Abgrenzung zu Notfallbremsungen alle Bremsvorgänge, die unter
normalen Bedingungen bei einem PKW auftreten. Notfallbremsungen stellen Extremsituationen
dar, für die keine Anforderungen an Bremsgeräusche gestellt werden.
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bzw. deren Frequenz ab. Manche Schwingformen werden nur korrekt ermittelt,
wenn angrenzende Bauteile in ihrem strukturdynamischen Verhalten ebenfalls
abgebildet werden.
Ähnlich verhält es sich mit der FE-Netzfeinheit, für die ebenfalls keine all-
gemeine Anforderung definiert werden kann. Je höher die untersuchten
Frequenzbereiche sind, desto feiner müssen die Bauteile diskretisiert sein, um
die auftretenden Moden korrekt abzubilden.

Abbildung 3.3: FE-Modell einer PKW-Scheibenbremse

Die in Kapitel 7 vorgestellten Ergebnisse mit hochfrequenten IPTS-Moden
wurden mit einem FE-Modell berechnet, welches aus Scheibe, Sattel, Halter und
einem kleinen Teil des Schwenklagers besteht (vgl. Abbildung 3.3). Die Knoten
der Fläche der Bremsscheibe, die zwischen dem Radlager und der Felge über die
Radmuttern eingespannt ist, sind darin in allen drei Verschiebungsrichtungen
gelagert.
Der Halter ist über Bolzenelemente am Schwenklager befestigt, welches kurz
unterhalb der Anbindung des Halters abgeschnitten ist und deren Knoten an
der Schnittkante ebenfalls in den drei translatorischen Richtungen gelagert sind.
Dieses Modell hat sich als geeignet für die Untersuchung von hochfrequenten
Quietschproblemen (ca. 8 bis 15 kHz) erwiesen (vgl. Kapitel 7).
Die Elementabmessungen wurden so gewählt, dass bei einem modalen Abgleich
von numerischer und experimenteller Modalanalyse der Einzelkomponenten
hinreichend genaue Übereinstimmungen erzielt werden konnten. Das gilt
insbesondere für Belag und Scheibe.

Werden Instabilitäten im niederfrequenten Bereich (ca. 1 bis 8 kHz) untersucht,
haben oft die angrenzenden Bauteile wie Rad- und/oder Schwenklager einen
bedeutenden Anteil an der auftretenden Schwingform. Bleibt deren Einfluss un-
berücksichtigt, kann die Stabilitätsanalyse zu falschen Ergebnissen führen. Eine
hinreichend genaue Abbildung der Eigenmoden aller Bauteile im niederfrequen-
ten Bereich gelingt dafür in der Regel mit einer weniger feinen Vernetzung.
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3.2.2.2 Abbildung der Scheibenrotation

Die Rotation der Bremsscheibe kann in einer dynamischen Berechnung im
Zeitbereich in Form einer direkten Zeitschrittintegration umgesetzt werden.
Darin bewegt sich das FE-Netz der Bremsscheibe und die Kontaktbedingungen
werden mit der geänderten Position der Scheibe in jedem Zeitschritt neu ermit-
telt.
Alternativ kann man sich für die Bremsscheibe der EULERschen Betrachtungs-
weise bedienen und sich bei einem ortsfesten FE-Netz das Material durch das
Netz bewegend denken. Man spricht hier auch von gemischten LAGRANGE-
EULER oder ALE-Formulierungen (engl. Arbitrary Lagrangian Eulerian, [21]).
Nicht rotierende Komponenten der Bremse (Sattel, Halter, etc.) werden in
LAGRANGEkoordinaten und die rotierende Bremsscheibe in EULERkoordinaten
ausgedrückt. Das gesamte FE-Netz ist demnach ortsfest.
Das dynamische Verhalten der rotierenden Scheibe kann für geringe Drehge-
schwindigkeiten näherungsweise unabhängig von der Rotation der Scheibe
untersucht werden. Dieses soll im Folgenden an einem Beispiel gezeigt werden.
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Abbildung 3.4: Ringförmiger Dehnstab

In Abbildung 3.4 ist ein ringförmiger Dehnstab mit der Dehnsteifigkeit EA
(Querschnittsfläche A, Elastizitätsmodul E), der Dichte ̺ und dem Radius der
Mittellinie r dargestellt. Dieser ist über eine kontinuierliche Federbettung k0 ent-
lang des Umfanges gelagert. Die Variable x stellt die ortsfeste Koordinate bezüg-
lich des Punktes B dar. Die Bewegungsdifferentialgleichung für den Ring lautet
in der Koordinate x:

k0 · u(x, t) − EA
∂2u(x, t)

∂x2 + ̺A
∂2u(x, t)

∂t2 = p(x, t) (3.12)
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Für m = 0, 1, 2, ... stellt der Ansatz

um(x, t) = um
s · sin
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m
2π
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x

)

sin (ωm t) (3.13)

+ um
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sin (ωm t) (3.14)

= um
s · sin

(m

r
x
)
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x
)

sin (ωm t) (3.16)

mit dem Umfang U und den Eigenfrequenzen

ωm =

√

k0 + EA(m
r )2

̺A
(3.17)

homogene Lösungen der DGL (3.12) dar.

Wirkt eine ortsfeste, harmonische und bezüglich des Ortes beliebige Last in der
Form

p(x, t) = P(x) · sin(Ωt) (3.18)

auf den Ring (vgl. Abbildung 3.4), kann der ortsabhängige Teil mittels einer FOU-
RIER-Reihe

P(x) =
∞

∑
m=1

pm
s sin

(m

r
x
)

+
∞

∑
m=0

pm
c cos

(m

r
x
)

(3.19)

für m = 0, 1, 2, ... durch sin- und cos-Anteile dargestellt werden. Die FOURIER-
Koeffizienten werden für m = 1, 2, 3, ... über die Integrale

pm
s =

2
U

U∫

0

P(x) sin
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)

dx, pm
c =

2
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P(x) cos
(m

r
x
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und für m = 0 durch

p0
c =

1
U

U∫

0

P(x)dx (3.21)

gebildet.
Im Folgenden werden daher lediglich Lastterme in der Form

pm(x, t) =pm
s sin

(m

r
x
)

sin(Ωt) (3.22)

+ pm
c cos

(m

r
x
)

sin(Ωt) (3.23)

betrachtet. Werden die Lastterme (3.22) und (3.23) mit den zugehörigen Verschie-
bungsansätzen

um(x, t) =um
s sin

(m

r
x
)

sin(Ωt) (3.24)

+ um
c cos

(m

r
x
)

sin(Ωt) (3.25)
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in die DGL (3.12) eingesetzt, ergeben sich mit den Frequenzverhältnissen und
den Vergrößerungsfunktionen

ηm =
Ω

ωm
und Vm =

1
|1 − (ηm)2| (3.26)

die Lösungen:

um(x, t) =
pm

s

k0 + EA(m
r )2 Vm sin
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)

sin(Ωt) (3.27)

+
pm
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r )2 Vm cos
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r
x
)

sin(Ωt) (3.28)

Die Lösung (3.27) ist in Abbildung 3.5 für m=1 und

E · Ω2

̺ · A · r
= 2 × 10−16 (3.29)

dargestellt.
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Abbildung 3.5: Lösung u(x, t) des Ringes mit ortsfester Last

Wird auf den Ring in Abbildung 3.4 eine entlang des Umfanges mit der Tan-
gentialgeschwindigkeit vB gegen den Uhrzeigersinn bewegte Last p(x̃, t) in der
bewegten Koordinate

x̃ = x − vB · t (3.30)

aufgebracht, entspricht dieses einer ortsfesten Last p(x, t) bei einem mit der
Geschwindigkeit vB im Uhrzeigersinn rotierenden Ringes.
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Für die bewegte Last werden die Lastansätze (3.22) und (3.23) in der ortsfesten
Koordinate x durch
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s sin
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r
(x − vBt)

)

sin(Ωt) (3.31)
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ausgedrückt. Für die sin-förmige Last (3.33) kann über die Beziehungen zwi-
schen den trigonometrischen Funktionen eine Separierung der Variablen nach
Ort und Zeit erfolgen [13].
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Analog ergibt eine Separation von x und t für den cos-Anteil der Last (3.34):
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(3.38)

Die Lösung der DGL (3.12) lautet mit den Frequenzverhältnissen

η+
m =

Ω+

ωm
und η−

m =
Ω−

ωm
(3.39)

sowie den Vergrößerungsfunktionen

V+
m = V(η+

m ) =
1

|1 − (η+
m )2| und V−

m = V(η−
m ) =

1
|1 − (η−

m )2| (3.40)
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für den sin-förmigen Teil der bewegten Last:
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Diese kann mit der Beziehung (3.30) durch x = x̃+vBt in der bewegten Koordi-
nate x̃ ausgedrückt werden:
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(3.42)

Abbildung 3.6 stellt die Lösung (3.42) für m=1, (3.29) und

Ω · r

vB
= 40 (3.43)

dar.
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Abbildung 3.6: Lösung u(x̃, t) des Ringes mit bewegter Last

Für den cos-förmigen Anteil ergibt sich analog:
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Der konstante Bewegungsanteil für m=1 in (3.28)

u0(x, t) = u0(x̃, t) =
p0

c

k0
V0 sin(Ωt) (3.45)

ist unabhängig vom Ort und damit von der Geschwindigkeit der bewegten Last.
Er ist in der bewegten und in der ortsfesten Betrachtung gleich.

Werden die Lösungen der bewegten Lasten (3.42) und (3.44) in der bewegten
Betrachtung mit denen der ortsfesten Lasten (3.27) und (3.28) in der ortsfesten
Betrachtung verglichen, unterscheiden sie sich zum Einen durch die Vergröße-
rungsfunktionen Vm und V+

m bzw. V−
m . Zum Anderen haben die Lösungen für

die bewegten Lasten eine zusätzliche phasenversetzte Komponente.
Die durch die bewegte Last auftretenden Verschiebungen entsprechen also nicht
den Eigenmoden wie für den Fall der ortsfesten Last. Je kleiner vB ist, desto mehr
nähern sie sich diesen an.
In der Betrachtung einer ortsfesten Last mit rotierendem Ring stellen diese Ver-
schiebungen, welche den Eigenmoden des Ringes sehr ähnlich sind, „stehende
Wellen“ bezüglich der Last dar.
Die Vergrößerungsfunktionen

Vm =
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∣
∣
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(3.46)

können für k0 = 0 mit den Eigenfrequenzen
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̺A
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m
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̺
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m

r
cPEA

(3.47)

in Abhängigkeit von der (quasi-)Kompressionswellengeschwindigkeit5 cPEA
aus-

gedrückt werden:

Vm =
1

∣
∣
∣
∣
1 −

(

ηm ± vB
cPEA

)2
∣
∣
∣
∣

(3.48)

Bei einer bewegten Last sind die Vergrößerungsfunktionen also außer von ηm

noch vom Verhältnis der Tangentialgeschwindigkeit zur Kompressionswellen-
geschwindigkeit im Ring abhängig. Diese Abhängigkeiten sind in Abbildung 3.7
für V+

m und V−
m dargestellt.

Für vB ≪ cPEA
ist dieser Einfluss jedoch sehr gering, was bei der Betrachtung

von rotierenden Bremsscheiben in der Stabilitätsanalyse von Bremsen der Fall
ist. Die Kompressionswellengeschwindigkeit cPEA

für das Bremsscheibenmateri-
al (Grauguss) beträgt etwa 4× 103 m/s. Die Instabilitäten an der Bremse werden

5siehe Fußnote 7 auf Seite 49
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Abbildung 3.7: Abhängigkeit der Vergrößerungsfunktionen Vm von ηm und vB
cPEA

bei Fahrzeuggeschwindigkeiten von weniger als 10 km/h beobachtet. Das ent-
spricht einer Tangentialgeschwindigkeit an der Reibkontaktstelle vB von etwa
1 m/s. Für das Beispiel mit dem Ring ergibt sich damit das Verhältnis

vB

cPEA

= 2, 5 × 10−4. (3.49)

Abbildung 3.8 zeigt für diesen Fall die Abweichungen der Lösungen in der Form

∆V1
m =

V+
m + V−

m

2
− Vm und ∆V2

m =
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2
. (3.50)
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Abbildung 3.8: Abweichungen der bewegten zur unbewegten Lösung

Darin wurde abweichend von (3.26) bzw. (3.40) die Vergrößerungsfunktion für
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eine gedämpfte Schwingung

Vm =
1

√

(1 − η 2
m)

2 + (2ζηm)2
(3.51)

mit dem Dämpfungsgrad ζ = 0, 005 verwendet. Das entspricht etwa der Materi-
aldämpfung von Grauguss.
Abbildung 3.8 zeigt, dass nur in der Nähe der Resonanz erkennbare Unterschie-
de zwischen den Vergrößerungsfunktionen einer ruhenden und einer bewegten
Last bestehen. In der Praxis treten in der Regel keine Anregungen mit nur einer
distinkten Frequenz auf. Für etwas breitbandigere Anregungen um den Reso-
nanzpunkt (ω−∆Ω) < Ω < (ω+∆Ω) führt eine Mittelung der Amplituden in
(3.42) bzw. (3.44) und (3.27) bzw. (3.28) zum jeweils gleichen Ergebnis:
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Vm dΩ (3.52)

Aufgrund des sehr geringen Einflusses der Scheibenrotation kann diese in der
EULERschen Betrachtung bei der Stabilitätsanalyse von Bremsen in der Regel
vernachlässigt werden. Sie wird lediglich in Form einer Relativgeschwindigkeit
zwischen Scheibe und Belag in der Reibkontaktformulierung berücksichtigt.
OUYANG [68] berichtet von einem Einfluss der Rotation auf das Stabilitäts-
verhalten eines Bremsen-FE-Modells im Falle von Biegeschwingungen der
Bremsscheibe.
Die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Berechnungen lieferten auch ohne
eine Berücksichtigung der Scheibenrotation zufriedenstellende Ergebnisse mit
den in Versuchen beobachteten Instabilitäten.

Zentripetal- und CORIOLISbeschleunigungen bleiben in dieser Betrachtung
ebenfalls unberücksichtigt. Bei den für das Bremsenquietschen relevanten Dreh-
geschwindigkeiten und Scheibenradien haben auch diese nur einen sehr gerin-
gen Einfluss (vgl. Kapitel 8).

3.2.2.3 Störung der Symmetrie

Die EULERsche Betrachtung setzt voraus, dass der Ring rotationssymmetrisch
ist und damit für jede Ordnung m unabhängige sin- und cos-förmige Lösungen
bezüglich des Ortes gemäß den Gleichungen (3.15) und (3.16) aufweist. Ist die
Symmetrie jedoch gestört, sind die m Lösungen untereinander gekoppelt.
Wirkt beispielsweise in Abbildung 3.4 im Punkt C eine einzelne tangentiale Feder
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kC, erhält man unter Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeiten mit k0 =0
die Beziehung

− EA
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∂2u(x, t)

∂x2 δu(x) dx + ̺A
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∂2u(x, t)

∂t2 δu(x) dx

+ kC · u(x, t)
∣
∣
∣

U
4

δu(x)
∣
∣
∣

U
4

=

U∫

0

p(x, t) δu(x) dx (3.53)

mit der virtuellen Verschiebung δu(x). Verwendet man darin für eine sin-förmige
Belastung den Verschiebungsansatz (3.24) sowie

δu(x) = sin
(m

r
x
)

(3.54)

für die virtuelle Verschiebung, sind für dieses Beispiel die Lösungen für alle un-
geraden m untereinander gekoppelt.
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(3.55)
Im Falle einer rotierenden Last ist in (3.53) der Anteil der virtuellen Arbeit der
Feder kC für ungerade m abhängig von der Zeit:
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(3.56)

In Abbildung 3.9 ist die Systemantwort einer sin-förmigen Belastung mit m = 1
und den Lösungen u1

s bis u10
s für

E · A

U · kC
= 0, 01 und

Ω · r

vB
= 10 (3.57)

dargestellt. Die Anteile der durch die Symmetriestörung in der Lösung enthal-
tenen Wellenzahlen sind nicht nur von der Anregungskreisfrequenz Ω, sondern
außerdem von der Geschwindigkeit vB abhängig.

Inwieweit Symmetriestörungen das Auftreten von Instabilitäten verhindern
können, kann in der zuvor beschriebenen EULERschen Betrachtung nicht
untersucht werden. Das gilt z.B. auch für Effekte, die bei innenbelüfteten Schei-
ben durch die unterschiedliche Steifigkeit zwischen Rippen und Kühlkanälen
entstehen können und ebenfalls eine Symmetriestörung darstellen. Auch das
Bremsenrubbeln (engl. brake judder), was durch Unebenheiten auf der Scheiben-
oberfläche entsteht, fällt in diese Kategorie.



40 Kapitel 3: Stabilitätsanalyse

0
T

2T
3T

4T
5T

0

U/2

U

0

t
x~

u(x,t)
~

Abbildung 3.9: Systemantwort einer sin-förmigen Belastung mit m=1 bei gestör-
ter Symmetrie

Um Symmetriestörungen der Bremsscheibe in einer Stabilitätsbetrachtung
zu berücksichtigen, muss auch die Bremsscheibe in LAGRANGEkoordinaten
ausgedrückt und die Berechnung in Form einer nichtlinearen direkten Zeit-
schrittintegration durchgeführt werden.
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Kapitel 4

Materialverhalten

Dieses Kapitel stellt die in einem Bremssystem typischerweise verwendeten Ma-
terialien hinsichtlich ihrer Eigenschaften sowie die in der Simulation verwende-
ten Materialgesetze vor. Darüber hinaus wird auf Besonderheiten im Abgleich
Rechnung-Messung eingegangen.

4.1 Bremsscheibe

Bremsscheiben werden üblicherweise aus Grauguss hergestellt. In speziellen Fäl-
len, wie z.B. im Rennsport, kommen auch Materialien wie Keramik und Kohlefa-
sern oder Edelstahl zum Einsatz. Aufgrund der hohen Kosten dieser Materialien
sind sie jedoch in der Serienproduktion bisher wenig verbreitet. Zur Gewicht-
einsparung existieren auch zusammengesetzte Scheiben, deren Topf aus Alumi-
nium besteht. Die Reibringe, die hohen Temperaturen ausgesetzt sind, sind aus
thermisch widerstandsfähigeren Materialien wie Grauguss oder Edelstahl her-
gestellt.
Die Bezeichnung Grauguss ist auf die gräuliche Farbe der Bruchkanten von Bau-
teilen aus diesem Material zurückzuführen. Bei dem für Bremsscheiben verwen-
deten Material handelt es sich um Grauguss mit Lamellengraphit (Bezeichnung
GJL). Das bedeutet, dass der Kohlenstoff im Eisengefüge in Lamellenform ein-
gebunden ist und einen Massenanteil von 3 bis 4% hat. Grauguss mit Lamellen-
graphit zeichnet sich durch gute Wärmeleiteigenschaften und gute Gießbarkeit
sowie sprödes und relativ hoch dämpfendes Verhalten aus [72].
Die allgemeine Angabe der Materialeigenschaften von Grauguss in Bremsschei-
ben ist schwer möglich. Während die Dichte in der Regel in allen Bereichen
gleich ist, kann ein charakteristischer E-Modul durch eine Zugprobe nicht er-
mittelt werden. Wird das Material für eine Zugprobe an einer bestimmten Stelle
entnommen, hängt das elastische Verhalten wesentlich von der Anordnung der
Kohlenstofflamellen in dieser Probe ab. Diese Einschlüsse sind in Bremsscheiben
nicht homogen verteilt. Aufgrund der Kohlenstoffeinschlüsse besteht insbeson-
dere ein Unterschied des E-Moduls zwischen Druck- und Zugbelastung.
Diese Inhomogenitäten sind auf die in den verschiedenen Bauteilbereichen stark
variierenden Abkühlbedingungen bei der Fertigung zurückzuführen. So werden
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bei einer Bremsscheibe im Bereich der Kühlrippen andere E-Module gemessen
als im Reibringbereich. Auch die sogenannte Gusshaut hat andere Gefügeeigen-
schaften. Diese Oberfläche der Kühlkanäle, welche bei einer fertigen Bremsschei-
be nicht abgeschliffen wird, wird durch den Sandkern bzw. dessen Bindemittel
während des Gieß- und Abkühlprozesses beeinflusst. Dort bildet sich ein ande-
res Gefüge aus, als in Bereichen, die weiter im Inneren des Bauteils liegen [89].
Unter Verwendung eines linear elastischen, isotropen Materialgesetzes stehen
für einen Abgleich von experimentell und numerisch ermittelten Eigenformen
und -frequenzen die Parameter Dichte, E-Modul und Querkontraktion zur Ver-
fügung. Werden diese Größen bei einer Parameteridentifikation als globale Grö-
ßen ermittelt, ergibt sich ein E-Modul als verschmierte Größe über alle Bereiche.
Es können aber im FE-Modell auch Bereiche mit unterschiedlichen Materialei-
genschaften definiert werden. Dann stehen im Abgleichprozess mehr Parameter
zur Verfügung.
Bei den Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit wurde lediglich ein konstanter
E-Modul für alle Bereiche definiert. Damit gelang eine Korrelation der nume-
risch und experimentell ermittelten Eigenfrequenzen mit einer Abweichung von
≤ 5%.
Der E-Modul für Grauguss ist nahezu nicht frequenz-, jedoch temperaturabhän-
gig. Das hat insbesondere bei der Bremsscheibe einen Einfluss, da hier Tempera-
turen bis 600◦C vorkommen können.

Abbildung 4.1: Gefüge von Lamellen- (links) und Kugelgraphit (rechts)

4.2 Sattel und Halter

Bremssättel und -halter sind in der Regel aus Spheroguss hergestellt. Häufig
kommen aber auch Leichtbau-Bremssättel zum Einsatz. Diese sind aus einer
Aluminiumlegierung gegossen. Bei Spheroguss handelt es sich um eine Art von
Gusseisen mit Kugelgraphit (Bezeichnung GJS), was bedeutet, dass eingelagerte
Kohlenstoffpartikel eine rundliche Form haben. Gusseisen mit Kugelgraphit hat
ähnliche Eigenschaften wie Stahl; hohe Festigkeit bei duktilem Verhalten. Im Ver-
gleich zum Grauguss bei Bremsscheiben hat Spheroguss schlechtere Gießeigen-
schaften. Das stellt bei den Sattelbauteilen, die im Vergleich zu Bremsscheiben
einfachere Geometrien aufweisen, keinen Nachteil dar [72].
Der Streubereich der elastischen Eigenschaften dieser Materialien ist deutlich
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kleiner als beim Grauguss mit Lamellengraphit. Die kugelförmigen Kohlenstoff-
einschlüsse im Gefüge entstehen wie beim Grauguss ebenfalls während des Ab-
kühlprozesses, sind aber deutlich kleiner. Daher entsteht ein homogeneres Gefü-
ge. Somit kann für den Halter und den Bremssattel, egal ob er aus Aluminium
oder Grauguss besteht, ein isotropes Materialgesetz verwendet werden.
Da diese Bauteile keinen extremen Temperaturschwankungen ausgesetzt sind,
kann die Temperaturabhängigkeit des E-Moduls in der Regel vernachlässigt wer-
den.

4.3 Bremsbeläge

Die Bremsbeläge von Scheibenbremsen bestehen zunächst aus dem Reibmateri-
al, welches zusammen mit der Bremsscheibenoberfläche am Reibkontakt betei-
ligt ist und mit fortschreitender Anzahl von Bremsvorgängen verschleißt. Dieses
Reibmaterial ist auf die Belagträgerplatte geklebt. Zwischen Reibmaterial und
Belagträgerplatte liegt oft noch eine Zwischenschicht (Underlayer). Auf der Rück-
seite der Belagträgerplatte ist in der Regel ein Dämpfungsblech (Shim) geklebt,
welches aus ein oder mehreren Metallschichten besteht, die wiederum mit einer
Gummischicht überzogen sein können.

Belagträgerplatte

Zwischenschicht
(Underlayer)

Reibmaterial

Kleber

Dämpfungsblech
(Shim)

Abbildung 4.2: Komponenten eines Bremsbelages

4.3.1 Reibmaterial

Im Gegensatz zu den anderen Belagkomponenten hat das Reibmaterial kein
isotropes Materialverhalten. Durch den Pressvorgang in der Produktion von
Bremsbelägen und durch die Metallfasern, die dabei quer zur Pressrichtung
ausgerichtet werden, hat das Reibmaterial normal zur Reibebene ein anderes
Verhalten als in der Ebene. Zur Beschreibung dieses Verhaltens muss ein aniso-
tropes Materialgesetz formuliert werden.
Das Reibmaterial besteht aus bis zu 30 verschiedenen Komponenten wie Me-
tallen, Füllstoffen, Gleitmitteln und organischen Stoffen. Die Metalle, welche in
Form von Fasern vorkommen, erhöhen die Festigkeit, Wärmeleitfähigkeit und
den Reibwert und führen gleichzeitig zu einer Verringerung des Verschleißes.
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Mit Füllstoffen aus z.B. Aluminium- oder Eisenoxid können Porosität, Kom-
pressibilität und Oberflächeneigenschaften beeinflusst werden. Gleitmittel wie
z.B. Graphit werden zur Einstellung eines bestimmten Reibwertes und zur
Beeinflussung der Wärmeleiteigenschaften eingesetzt. Die organischen Stoffe
sind im Wesentlichen Harze, die zur Bindung des Materials dienen [75].
Die Zwischenschicht, die in vielen Belägen eingebracht ist, besteht grundsätzlich
aus ähnlichen Komponenten wie das Reibmaterial selbst. Sie ist aber deutlich
weicher und dient zur gezielten Veränderung der elastischen Eigenschaften
sowie zur Dämpfung des Belages. Die Schicht ist nur ca. 2 mm dick und nicht
für einen Reibkontakt vorgesehen.
Im Herstellungsprozess der Bremsbeläge werden zunächst die einzelnen
Komponenten des Reibmaterials miteinander vermischt. Mittels einer Form
werden die Mischungen (Reibmaterial und Zwischenschicht) auf die mit Kleber
beschichtete Belagträgerplatte gepresst. Während des Pressvorganges wird das
Reibmaterial in Pressrichtung komprimiert. Dabei richtet sich ein Großteil der
in Faserform vorliegenden Komponenten quer zur Pressrichtung aus. Somit
erhöht sich die Steifigkeit senkrecht zur Pressrichtung und das Material verhält
sich anisotrop. Da die Richtungen, in denen das Reibmaterial unterschiedliche
elastische Eigenschaften aufweist, senkrecht zueinander stehen, kann von
orthotropen Bedingungen ausgegangen werden. Da weiterhin das Verhalten in
der Belagebene gleich ist, ist die Beschreibung der elastischen Eigenschaften in
Form eines transversal isotropen Materialgesetzes möglich [12].

3

2
1

Abbildung 4.3: Koordinatensystem für transversal isotropes Reibmaterial

4.3.1.1 Transversal isotropes Materialverhalten

Allgemein linear elastisches, anisotropes Materialverhalten kann für kartesische
Koordinaten in der Indexschreibweise durch die Beziehung

σkl = Cklmnεmn (4.1)

ausgedrückt werden. Dabei ist σkl der CAUCHYsche Spannungstensor und εmn

der Tensor der GREEN-ST.VENANTschen Dehnungen. Cklmn ist ein Tensor vierter
Ordnung, der die elastischen Eigenschaften des jeweiligen Materials beschreibt
und einen linearen Operator zwischen Spannungen und Dehnungen darstellt.
In einer orthogonalen Basis mit kartesischen Koordinaten können die CAUCHY-
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schen Spannungen in der bekannten Matrixform

σ =





σ11 τ12 τ13
τ21 σ22 τ23
τ31 τ32 σ33



 (4.2)

geschrieben werden.
Analog gilt für die GREEN-ST.VENANTschen Dehnungen

ε =





ε11 ε12 ε13
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33



 =





ε11
1
2γ12

1
2γ13

1
2γ21 ε22

1
2γ23

1
2γ31

1
2γ32 ε33



 , (4.3)

wobei die Definition der Gleitung

γmn =
∂um

∂xn
+

∂un

∂xm
(4.4)

durch ein Vertauschen der Indizes zeigt, dass die Komponenten des Dehnungs-
tensors symmetrisch sind. Ferner gilt

τ12 = τ21 = σ12,
τ13 = τ31 = σ13, (4.5)
τ23 = τ32 = σ23.

Somit reduzieren sich Spannungs- und Dehnungstensor auf jeweils sechs unab-
hängige Komponenten:

ε =





ε11 ε12 ε13
ε12 ε22 ε23
ε13 ε23 ε33



 σ =





σ11 σ12 σ13
σ12 σ22 σ23
σ13 σ23 σ33



 (4.6)

Der Elastizitätstensor C hat damit 36 von null verschiedene Einträge. Dieser
muss unter Voraussetzung der Existenz eines elastischen Potentials symmetrisch
sein und hat daher 21 unabhängige Komponenten [9].
Die Einträge des Tensors C können auch als Matrix geschrieben und das linear
elastische, anisotrope Materialgesetz wie folgt ausgedrückt werden:











σ11
σ22
σ33
σ13
σ23
σ12











=











C1111 C1122 C1133 C1113 C1123 C1112
C2222 C2233 C2213 C2223 C2212

C3333 C3313 C3323 C3312
C1313 C1323 C1312

sym. C2323 C2312
C1212











·











ε11
ε22
ε33
ε13
ε23
ε12











(4.7)

Anders als bei isotropem Material kann bei orthotropem Material das kartesi-
sche Koordinatensystem nicht beliebig gedreht werden, ohne dass sich die Kom-
ponenten des Elastizitätstensors ändern. Eine 180◦-Drehung der orthogonalen
Basisachsen ändert aber auch bei orthotropem Material die Einträge von Cklmn

nicht. Mit den Basistransformationen des Elastizitätstensors
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β(1) =





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 , β(2) =





−1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 und β(3) =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 (4.8)

(Drehung um 1-Achse) (Drehung um 2-Achse) (Drehung um 3-Achse)

C
(j)
k◦ l◦m◦n◦ = β

(j)
kk◦ · β

(j)
ll◦ · β

(j)
mm◦ · β

(j)
nn◦ · Cklmn (4.9)

dürfen sich die Einträge von C nicht ändern und es muss gelten:

C
(j)
k◦l◦m◦n◦ = Cklmn für j = 1 . . . 3 (4.10)

Diese Bedingung ist nur erfüllt, wenn

C1113 = C1123 = C1112 = C2213 = C2223 = C2212 =

C3313 = C3323 = C3312 = C1323 = C1312 = C2312 = 0. (4.11)

Das linear elastische, orthotrope Materialgesetz hat damit neun unabhängige
Komponenten:











σ11
σ22
σ33
σ13
σ23
σ12











=











C1111 C1122 C1133 0 0 0
C2222 C2233 0 0 0

C3333 0 0 0
C1313 0 0

sym. C2323 0
C1212











·











ε11
ε22
ε33
ε13
ε23
ε12











(4.12)

Bei transversal isotropem Material unterscheidet sich das Verhalten in der 1/2-
Ebene zu dem der Richtung 3. Wird also das System um einen beliebigen Winkel
um die 3-Achse gedreht, muss ebenfalls die Bedingung (4.10) erfüllt sein.
Durch eine 90◦-Basisdrehung um die 3-Achse

β =





0 1 0
−1 0 0
0 0 1



 (4.13)

gilt für die Einträge von C:

C1◦1◦1◦1◦ = β21◦ · β21◦ · β21◦ · β21◦ · C2222 = C2222

C1◦1◦3◦3◦ = β21◦ · β21◦ · β33◦ · β33◦ · C2233 = C2233 (4.14)
C1◦3◦1◦3◦ = β21◦ · β33◦ · β21◦ · β33◦ · C2323 = C2323

Durch eine 45◦ Basisdrehung um die 3-Achse

β =






1√
2

1√
2

0

− 1√
2

1√
2

0
0 0 1




 (4.15)
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gilt weiterhin für den Eintrag

C1◦1◦2◦2◦ =β11◦ · β11◦ · β12◦ · β12◦ · C1111

+β11◦ · β11◦ · β22◦ · β22◦ · C1122

+β21◦ · β21◦ · β12◦ · β12◦ · C2211

+β21◦ · β21◦ · β22◦ · β22◦ · C2222

+β11◦ · β21◦ · β12◦ · β22◦ · C1212

+β11◦ · β21◦ · β12◦ · β22◦ · C2121

+β11◦ · β21◦ · β12◦ · β22◦ · C1221

+β11◦ · β21◦ · β12◦ · β22◦ · C2112. (4.16)

Unter Berücksichtigung der Symmetrie und Gleichung (4.10) gilt:

C1◦1◦2◦2◦ = C1122 =
1√
2
· 1√

2
· 1√

2
· 1√

2
· 2C1111

+
1√
2
· 1√

2
· 1√

2
· 1√

2
· 2C1122

+
1√
2
· −1√

2
· 1√

2
· 1√

2
· 4C1212

=C1111 − 2C1212, (4.17)

was die Zahl der unabhängigen Größen auf fünf reduziert.

4.3.1.2 Messung der transversal isotropen Materialeigenschaften

Mittels Ultraschallmessung ist es möglich, die Ausbreitungsgeschwindigkeiten
sowohl von Kompressions- als auch von Scherwellen in einem Kontinuum zu
bestimmen [83]. Der Zusammenhang zwischen den Wellengeschwindigkeiten c
und den Komponenten des Tensors C in kartesischen Koordinaten wird durch
die KELVIN-CHRISTOFFELschen-Gleichungen beschrieben [63]:

(Cklmnnlnn − ̺c2δkm)pm = 0 (4.18)

Darin ist n die Richtung der Wellenausbreitung, δkm das KRONECKERdelta und p
der Vektor der Partikelbewegung. Dieses führt für die Kompressionswellen mit

n = p =





1
0
0



 ,





0
1
0



und





0
0
1



 (4.19)

direkt auf die Zusammenhänge

C1111 = c2
11̺, C2222 = c2

22̺, C3333 = c2
33̺, (4.20)

wobei der erste Index in den Geschwindigkeiten c die Ausbreitungsrichtung und
der zweite die Polarisierung, d.h. die Richtung der Partikelbewegung darstellt.
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Für die Scherwellen gilt analog:

C1313 = C1331 = C3113 = C3131 = c2
13̺ = c2

31̺

C2323 = C2332 = C3223 = C3232 = c2
23̺ = c2

32̺ (4.21)

C1212 = C1221 = C2112 = C2121 = c2
12̺ = c2

21̺

Für transversal-isotropes Material können zunächst mit vier Messungen die un-
abhängigen Konstanten

C1111 = C2222, C3333, C1313 = C2323 und C1212 (4.22)

ermittelt werden. In diesen Messungen wird durch einen Sender (S) ein Ultra-
schallsignal angeregt. Dieses ist entweder normal zur Probenkante polarisiert
und erzeugt damit eine Kompressionswelle (vgl. Abbildung 4.4, b) und c)), oder
es ist parallel zur Kante polarisiert und erzeugt dadurch eine Scherwelle (vgl. Ab-
bildung 4.4, a) und d)). Diese Signale werden auf der anderen Probenkante am
Empfänger (E) registriert. Mit den gemessenen Durchlaufzeiten des Ultraschall-
signals und den Abmessungen der Probekörper lassen sich die Wellengeschwin-
digkeiten und damit die Konstanten (4.22) des Elastizitätstensors ermitteln.

� ���
S

E���� �S E

� ���
S

E� ���S E

� ���S E

C����
C�	�	, C�	�	 C����, C���� C				

C��		, C��		

a) b) c)

d) e)

Abbildung 4.4: Ultraschall-Messungen an Probekörpern zur Ermittlung der Ma-
terialkonstanten

Den Eintrag für C1122 erhält man aus den bereits ermittelten Werten durch die
Beziehung (4.17):

C1122 = C1111 − 2C1212 (4.23)

Für die Einträge C1133 bzw. C2233 ist eine zusätzliche Messung notwendig. Dazu
ist ein weiterer Probekörper erforderlich. Dieser hat zwei parallele Kanten, die
einen 45◦ Winkel zu der 3-Basisachse und der 1- bzw. 2-Basisachse aufweist (vgl.
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Abbildung 4.4, e)). Damit kann die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit normal
zu diesen Kanten gemessen werden:

n1 =
1√
2





1
0
1



 bzw. n2 =
1√
2





0
1
1



 (4.24)

Für n2 lautet das Eigenwertproblem (4.18)





1
2(C1212 + C1313)− ̺c2 0 0

0 1
2(C2222 + C2323)− ̺c2 1

2(C2233 + C2323)
0 1

2(C2233 + C2323)
1
2(C3333 + C1313)− ̺c2



 p = 0.

(4.25)
Über die Eigenwerte dieses Gleichungssystem erhält man die Wellengruppenge-
schwindigkeiten.6 Die Eigenvektoren geben die Richtung der Wellenausbreitung
an. Die Beziehungen für die erste Mode

̺c2
1 =

1
2
(C1212 + C1313) p1 =





1
0
0



 (Scherwelle) (4.26)

sind redundant, da die Konstanten C1212 und C1313 aus anderen Messungen be-
reits bekannt sind.
Aus der zweiten und dritten Mode erhält man die Bedingung

̺c2
2/3 =

1
4

[

C2222 + C3333 + 2C1313 ±
√

(C2222 − C3333)2 + 4(C1133 + C1313)2

]

(4.27)
mit den zugehörigen Eigenvektoren

p2 und p3. (4.28)

Die Partikelbewegung ist dabei jedoch nicht normal bzw. parallel zur Anre-
gungsebene. Da die sich ausbreitenden Wellen in der Regel eine longitudinale
bzw. transversale Ausprägung bezogen auf die Anregungsebene haben, spricht
MUSGRAVE [63] von quasi-Kompressions-7 und quasi-Scherwellen. Gegenüber
den Wellen in einem isotropen Medium sind darin Gruppen- und Phasenge-
schwindigkeit nicht gleich groß und die Ausbreitungsrichtung ist nicht normal
zu der Anregungsebene (vgl. Abbildung 4.5). Mit der gemessenen Gruppenge-
schwindigkeit c45◦ in der 2-3-Ebene kann aus Gleichung (4.27) die Konstante
C2233 ermittelt werden:

6Mit der Wellengruppengeschwindigkeit beschreibt man die Geschwindigkeit, mit der sich die
Hüllkurve einer Wellengruppe ausbreitet. Eine Wellengruppe besteht aus mehreren überlagerten
Einzelwellen, die sich jeweils mit ihrer eigenen Phasengeschwindigkeit ausbreiten.

7Der Begriff quasi-Kompressionswelle wird von CREMER & HECKL [19], zur Differenzierung von
sich in einem unendlich ausgedehnten Kontinuum ausbreitenden Kompressionswellen, für Kom-
pressionswellen in Platten und Stäben verwendet, bei denen eine eingeschränkte Querdehnungs-
behinderung vorliegt.
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C2233 =

√
[

2̺c2
45◦ −

1
2

(C2222 + C3333 + 2C1313)

]2

− 1
4

(C2222 − C3333)
2 − C1313

(4.29)
Alternativ erhält man die Konstante C2233 auch direkt aus den gemessenen Grup-
pengeschwindigkeiten [15]:

C2233 = 2̺

√
(

c2
13 −

1
2

c2
45◦ −

1
2

c2
33

)(

c2
13 −

1
2

c2
22 −

1
2

c2
45◦

)

− ̺c2
45◦ (4.30)

In beiden Gleichungen (4.29) und (4.30) können entweder die gemessene
Kompressions- oder die Scherwellengeschwindigkeit für die Ermittlung von
C2233 verwendet werden. Unabhängig davon, ob bezogen auf die Probenkante
eine longitudinale oder transversale Erregung aufgebracht wird, werden immer
beide Wellentypen angeregt. Wird vom Sender ein Impuls ausgesendet, misst
der Empfänger zwei Signale nacheinander. Das erste gehört zur schnelleren
Kompressionswelle, das zweite zur langsameren Scherwelle. Beide Geschwin-
digkeiten führen auf das gleiche C2233.
Bei der Ultraschallmessung einer 45◦ Probe wird jedoch in der Regel nicht die
Wellengruppengeschwindigkeit, sondern die Phasengeschwindigkeit ermittelt,
da die gemessene Durchlaufzeit eines Ultraschallimpulses auf die Probendicke
und nicht auf die tatsächliche Durchlaufstrecke bezogen wird (s. Abbildung
4.5). Der entstehende Fehler ist von dem Winkel χ abhängig, den Gruppen- und
Phasengeschwindigkeitsvektor einschließen. Die Abweichung ist umso größer,
je mehr sich die elastischen Eigenschaften des Materials in den Raumrichtungen
unterscheiden.

χ

p2 n

p3

31 , 2
45°

Abbildung 4.5: Winkel zwischen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Um diesen Fehler zu berücksichtigen, ist eine Korrektur der gemessenen Pha-
sengeschwindigkeit notwendig. Das kann in einem Iterationsprozess erfolgen,
indem zunächst ein Winkel χ angenommen und damit das Eigenwertproblem
(4.25) gelöst wird. Aus dem Winkel zwischen dem Vektor p2 der Partikelbewe-
gung der Kompressionswelle (entspricht der Ausbreitungsrichtung) und dem
Vektor n der Anregungsnormalenrichtung erhält man eine neue Schätzung für χ.
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Durch Invertierung der Matrix kann die Beziehung (4.12) mit den in der Praxis
üblicherweise verwendeten engineering constants geschrieben werden:











ε11
ε22
ε33
ε13
ε23
ε12











=













1
E1

− ν12
E2

− ν13
E3

0 0 0
1

E2
− ν23

E3
0 0 0

1
E3

0 0 0
1

G13
0 0

sym. 1
G23

0
1

G12













·











σ11
σ22
σ33
σ13
σ23
σ12











(4.31)

Die Invertierung ergibt für transversal isotropes Material die Zusammenhänge:

E1 = E2 =4C1212 −
4C3333C2

1212

C1111C3333 − C2
1133

E3 =C3333 −
C2

1133
C1111 − C1212

ν13 = ν23 =
C1133

2 (C1111 − C1212)
(4.32)

ν12 =1 − 2C3333C1212

C1111C3333 − C2
1133

G13 = G23 =C1313

G12 =C1212

Aufgrund der frequenzabhängigen Eigenschaften des Reibmaterials ist dieses
Verfahren nicht geeignet, um die relevanten Werte direkt zu ermitteln. Die
Ultraschallmessungen werden bei ca. 2 MHz durchgeführt, während die für
das Quietschen relevanten Frequenzen im Bereich von 1 bis 15 kHz liegen.
Daher ist eine Parameteridentifikation durch einen Vergleich der Ergebnisse
einer numerischen und einer experimentellen Modalanalyse (vgl. Abschnitt 4.4)
unerlässlich.
Nimmt man an, dass die Verhältnisse von Elastizitäts- und Schubmodulen der
beiden Richtungen sowie die der Querkontraktionen nicht frequenzabhängig
sind, können diese beibehalten und somit die Anzahl der Parameter in der
Parameteridentifikation reduziert werden.
Liegen keine Messergebnisse der Materialkenngrößen aus z.B. einer Ultraschall-
messung vor, ist es auch möglich, die Parameteridentifikation mit geschätzten
Startwerten durchzuführen. GUGGENBERGER [36] zeigt, dass mit Werten eines
ähnlichen Materials als Startgröße eine gute Übereinstimmung zwischen nume-
rischer und experimenteller Modalanalyse zu erzielen ist.

Auch bei dem Reibmaterial sind die Materialeigenschaften nicht gleichmäßig
verteilt. Durch die Geometrie und den Herstellungsprozess gibt es Inhomoge-
nitäten, welche bei der Parameteridentifikation durch eine Aufteilung in mehre-
re Bereiche berücksichtigt werden können. Durch die beim transversal isotropen
Material auftretenden fünf unabhängigen Konstanten erhöht sich damit die An-
zahl der Parameter gegenüber isotropem Material um den Faktor fünf.
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4.3.2 Belagträgerplatte

Die Belagträgerplatten von Bremsbelägen bestehen in der Regel aus Stahl und
können durch ein isotropes Materialgesetz abgebildet werden. Durch den Her-
stellungsprozess (Stanzen von Löchern, Schmieden von Verstärkungen) können
ebenfalls Bereiche mit abweichenden Materialparametern entstehen. Diese Un-
terschiede wurden im Rahmen dieser Arbeit als gering eingeschätzt und daher
nicht berücksichtigt. Eine Frequenzabhängigkeit des E-Moduls bei Stahl ist ver-
nachlässigbar und der Einfluss der Temperaturabhängigkeit ist gering, da die
Belagträgerplatten keinen extremen Temperaturen ausgesetzt sind.

4.3.3 Dämpfungsblech (Shim)

Auf der Rückseite der Belagträgerplatte wird häufig aus Gründen der Dämpfung
ein dünnes Blech (auch Entdröhnblech oder Shim) geklebt. Dieses hat mehre-
re Funktionen. Zum Einen erzeugt es den sogenannten constraint-layer-damping-
Effekt (vgl. Abschnitt 5.2.3). Zum Anderen bewirkt die Gummierung außer einer
Dämpfung eine Entkopplung von Kolben und Belag bzw. Sattel und Belag. Au-
ßerdem beeinflusst es die Kontaktdruckverteilung zwischen den Kontaktpaaren.
Die Simulation des dynamischen Verhaltens von Shims wurde von FLINT et al.
[31] und MCDANIEL et al. [57] durchgeführt. Dieses erfordert eine sehr detail-
lierte Abbildung als FE-Modell, welches im Rahmen dieser Arbeit vereinfacht
wird. Ziel ist es, den wesentlichen Effekt des Shims, das constrained layer damping,
prinzipiell abzubilden. Dazu wurden Blech- und Klebeschicht in Form von je-
weils nur einer Volumenelementschicht im FE-Modell abgebildet. Die frequenz-,
druck,- und temperaturabhängigen Materialdaten wurden als Mittelwerte aus
der Literatur, insbesondere aus den Untersuchungen von FLINT et al. [31] über-
nommen. Aufgrund der sehr geringen Blechdicke (ca. 0,5 mm) und der sehr ge-
ringen Steifigkeit des Klebermaterials (ca. 10 N/mm2) ist der Einfluss des Shims
auf die Steifigkeit bzw. die Eigenfrequenzen der Beläge sehr gering [36]. Ledig-
lich die Dämpfung hat einen signifikanten Einfluss auf das Schwingverhalten der
Beläge. Diese wird mit dem in Abschnitt 5.2.2 beschriebenen Verfahren abgebil-
det.
Da die Abbildung der Dämpfung in einer linearen Eigenwertanalyse nur einge-
schränkt möglich ist (vgl. Abschnitt 5.1), ist das Ziel dieser Vorgehensweise weni-
ger ein exakter quantitativer Abgleich der Dämpfung als vielmehr eine Möglich-
keit zur qualitativen Bewertung des constraint-layer-damping-Effektes von Dämp-
fungsblechen auf Bremsbelägen.
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4.4 Parameteridentifikation

Ziel der Parameteridentifikation oder des Parameter-Fittings ist es, für die Ergeb-
nisse von numerischer und experimenteller Modalanalyse von Bauteilen sowohl
bei den ermittelten Eigenfrequenzen als auch bei den Eigenformen eine mög-
lichst gute Übereinstimmung durch Variation von Parametern im numerischen
Modell zu erzielen. Dieses Verfahren wird auch als Model-Updating bezeichnet
[32]. Dadurch ist es möglich, unbekannte Materialkonstanten bzw. -parameter
eines Werkstoffes zu ermitteln.

Direkte Methode

Bei der direkten Methode wird durch eine Anpassung von Massen- und Stei-
figkeitsmatrix des numerischen Modells eine Übereinstimmung von berechne-
ten und gemessenen Ergebnissen erreicht. Da die Komponenten dieser Matrizen
von mehreren physikalischen Größen (Parametern) abhängen, erhält man damit
keine Informationen über die physikalische Bedeutung einer solchen Änderung.
Bei jeder Modifikation der Geometrie des Modells ist ein erneutes Updating er-
forderlich. Der Vorteil dieser direkten Methode ist, dass keine Iterationen not-
wendig sind und somit die Anpassung in einem Rechenschritt erfolgen kann.

Iterative Methoden

Iterative Methoden zeichnen sich dadurch aus, dass die Parameter, anhand derer
ein Updating durchgeführt werden soll, frei gewählt werden können. Somit ist es
im Gegensatz zur direkten Methode möglich, durch einen iterativen Updating-
Prozess die Materialparameter eines Modells näherungsweise zu ermitteln. Bei
Änderungen des Modells, die z.B. nur die Geometrie betreffen, braucht unter der
Annahme, dass das richtige Materialgesetz Grundlage der Parameter ist, kein
weiteres Updating zu erfolgen.

4.4.1 Korrelation

Während die Eigenfrequenzen aus Rechnung und Messung direkt miteinander
verglichen werden können, kann für den Vergleich der Eigenformen u.a. das
Modal Assurance Criterion (MAC) für einen Vergleich herangezogen werden. Der
MAC-Wert wird mit den Vektoren der berechneten Φnum und gemessenen Φexp

Schwingformen ermittelt.

MAC
(
Φnum, Φexp

)
=

∥
∥Φ

T
num · Φexp

∥
∥

2

(
Φ

T
num · Φexp

)
(Φ

T
exp · Φnum)

(4.33)

Zwei identische Vektoren haben den MAC-Wert 1,0. Je größer die Übereinstim-
mung der Vektoren ist, desto größer ist der MAC-Wert.
Es können auch Frequency Response Functions (FRFs) zur Korrelation von numeri-
schen und experimentellen Berechnungen im Zeitbereich herangezogen werden.
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Damit ist es möglich, auch Dämpfungsgrößen zu bestimmen. Ein solches Verfah-
ren ist z.B. in DASCOTTE & STROBBE [22] näher beschrieben.

4.4.2 Sensitivitäten

Die Sensitivitäten Smn stellen die Ableitung einer Zielgröße Zm nach einem Para-
meter Pn dar. Für die Eigenfrequenz als Zielgröße (Z = ω) ergibt sich die Sensi-
tivitätsmatrix in normierter Form:

S̃ = S̃mn = ω−1
m

(
∂ωm

∂Pn

)

Pn (4.34)

Abbildung 4.6 zeigt exemplarisch die Sensitivitätsmatrix S̃ für einen Bremsbe-
lag (vgl. Abbildung 4.2) mit transversal isotropen Materialparametern (vgl. Ab-
schnitt 4.3.1.1) für Reibmaterial und Zwischenschicht.
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Abbildung 4.6: Sensitivitätsmatrix für einen Bremsbelag mit transversal isotro-
pen Materialparametern

4.4.3 Updating-Prozess

In Abbildung 4.7 ist der Updating-Prozess schematisch dargestellt. Die experi-
mentell und durch Schätzwerte numerisch ermittelten Zielgrößen werden korre-
liert, bevor die Sensitivitäten der Parameter, anhand derer ein Updating erfolgen
soll, bestimmt werden. Stimmt die Anzahl der Parameter n mit der Anzahl der
Zielgrößen m überein, erhält man über die Invertierung der Sensitivitätsmatrix
(4.34) eine neue Parameterschätzung.

∆Pn = S−1
nm · ∆Zm (4.35)
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Mit dieser Schätzung erfolgt dann eine erneute numerische Berechnung der
Zielgrößen. In der Regel ist die Anzahl der Zielgrößen (Eigenwerte und Ei-

Korrelation (Frequenzen, MAC)
Ermittlung der Sensitivitäten S

Parameterabschätzung
numerische Modalanalyse

Korrelation (Frequenzen, MAC)

ne
in Ende

OK? ja

experimentelle
Modalanalyse

numerische
Modalanalyse

Abbildung 4.7: Updating-Prozess

genformen) größer als die Anzahl der Parameter. Eine Invertierung der Matrix
in (4.35) ist nicht möglich, so dass Schätzverfahren zur Anwendung kommen
müssen.
Bei der Parameterschätzung besteht die Möglichkeit, sowohl die Zielgrößen
als auch die Parameter zu wichten. Basiert eine Zielgröße (z.B. MAC-Wert) auf
qualitativ weniger guten Messergebnissen, können diese mit einem größeren
Streuparameter als bessere Messergebnisse gewichtet werden. Gleichzeitig kön-
nen bei den Parametern Größen, die weniger streuen (z.B. E-Modul von Stahl),
anders gewichtet werden, als welche mit größeren Streubreiten (z.B. Kennwerte
des Reibmaterials). Eine solche gewichtete Parameterschätzung kann analog
dem Verfahren von BAYES erfolgen [64]. In einem Iterationsprozess werden
solange neue Schätzungen ermittelt, bis die Korrelation der aktualisierten
Rechnungen mit den Messergebnissen zufriedenstellend ist.

FRISWELL & MOTTERSHEAD [32] gehen näher auf weitere Themen des Model-
Updatings wie z.B. Eigenvektor-Sensitivitäten oder Korrelation von komplexen
Moden ein.
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Kapitel 5

Dämpfung

In Abschnitt 2.2.1.4 wurde gezeigt, dass Dämpfung einen besonderen Einfluss
auf das Stabilitätsverhalten von Reibschwingern haben kann. Folglich müssen
bei der Simulation von Bremsenquietschen möglichst dem physikalischen
Verhalten entsprechende Dämpfungsmodelle abgebildet werden.
In diesem Kapitel werden zunächst verschiedene Dämpfungsmodelle anhand
der Bewegungsgleichung eines Einmassenschwingers erklärt und mittels eines
Mehrmassenschwingers untereinander verglichen. Hinsichtlich der Anwendung
von Dämpfungsmodellen in dem in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Verfahren
werden lediglich freie Schwingungen betrachtet. Weiterhin werden die ver-
schieden Dämpfungsmechanismen, die in einer Bremse wirken, aufgeführt und
deren mögliche Berücksichtigung auf die Simulation von Bremsenquietschen
diskutiert.

Der Begriff Dämpfung beschreibt ganz allgemein eine Energieentnahme aus ei-
nem schwingenden System. Dabei wird Bewegungsenergie in eine andere Ener-
gieform, in der Regel Wärme, umgewandelt. Diese Energieentnahme entspricht
einer „positiven Dämpfung“. Von „negativer Dämpfung“ spricht man, wenn ein
schwingendes System in jedem Zykel Energie aufnimmt (vgl. Abschnitt 2.1.1.2,
[41]).

5.1 Dämpfungsmodelle

5.1.1 Reibungsdämpfung

Bei Reibungsdämpfung, welche nach dem verwendeten Reibungsmodell auch
COULOMBsche Dämpfung genannt wird [40], gilt für den Einmassenschwinger
aus Abbildung 5.1:

m · ẍ + k · x + µFN · ẋ

|ẋ|
︸ ︷︷ ︸

FD

= 0 (5.1)
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Darin ist die Dämpfungskraft

FD = FR = µFN · ẋ

|ẋ| (5.2)

vom Betrag konstant und wirkt stets gegen die Bewegungsrichtung. Bei jeder
Richtungsänderung des Schwingers ändert sich das Vorzeichen der Dämpfungs-
kraft sprunghaft. Der Schwinger verhält sich wie ein ungedämpftes System mit
der Eigenkreisfrequenz

ωE =

√

k

m
, (5.3)

dessen Gleichgewichtslage bei jedem halben Schwingzykel sprunghaft zwischen

±x0 =
|FR|

k
(5.4)

alterniert (vgl. Abbildung 5.1) und dessen Amplitude pro Zykel um

∆x = 4x0 = 4
|FR|

k
(5.5)

abnimmt. Das entspricht einer linear abfallenden Amplitude [18, 41].8 Die Eigen-
kreisfrequenz wird in diesem Fall nicht von der Dämpfung beeinflusst.

ω∗
E = ωE (5.6)

m
0≠μ

F

x

k

F
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Abbildung 5.1: Reibungsdämpfung

Streng genommen kann hier nicht von einer Eigenkreisfrequenz gesprochen wer-
den, da es sich nur abschnittsweise um eine harmonische Bewegung handelt [34].
Für die Periodendauer bzw. die Länge eines Schwingzykels gilt jedoch wie im
Falle einer harmonischen Schwingung die Beziehung [40]:

T =
2π

ωE
(5.7)

8Bei vollständig abgeklungener Schwingung verbleibt der Schwinger bei ±x0 aus Gleichung (5.4).
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5.1.2 Viskose Dämpfung

Von viskoser Dämpfung spricht man bei einem Schwinger mit einem Dämp-
fer, der eine geschwindigkeitsproportionale Dämpfungskraft erzeugt. Die Bewe-
gungsgleichung ergibt sich mit der Dämpfungskonstante c zu

m · ẍ + c · ẋ
︸︷︷︸

FD

+k · x = 0. (5.8)

Die Lösung dieses Systems erhält man mit dem Exponentialansatz

x(t) = x̂ · eλt (5.9)

durch konjugiert komplex auftretende Eigenwerte λ, λ̄ und Koeffizienten x̂, ¯̂x als

x(t) = x̂ · eλt + ¯̂x · eλ̄t. (5.10)

Darin entspricht der Imaginärteil des Eigenwertes

|ℑ(λ)| = ω∗
E =

√

k

m
−
( c

2m

)2
(5.11)

der gedämpften Eigenkreisfrequenz des Systems. Der Realteil

ℜ(λ) = σ = −δ = − c

2m
(5.12)

beschreibt den exponentiellen Abfall9 der Amplitude. Mit dem Satz von MOIVRE

[13] kann die Verschiebung x(t) in Gleichung (5.10) mittels der Beziehungen

λ = −δ ± ω∗
E A = 2|x̂| α = arctan

(

−ℑ(x̂)

ℜ(x̂)

)

(5.13)

durch rein reelle Größen dargestellt werden [40]:

x(t) = A e−δt (cos ω∗
Et − α) (5.14)

Mit dem Exponentialansatz (5.9) und

ẋ(t) = λ · x̂ · eλt = λ · x(t) (5.15)

ergibt sich die Dämpfungskraft in (5.8) zu

FD = Fc = c · λ · x = c (−δ + ω∗
Ei) · x. (5.16)

Sie ist in Phase mit der Geschwindigkeit und bei schwacher Dämpfung δ ≪ ωE

etwa proportional zur Eigenkreisfrequenz ωE und Auslenkung x.
Bei dieser Form von Dämpfung fällt die Amplitude der freien Schwingung ex-
ponentiell ab (vgl. Abbildung 5.2). Die Eigenkreisfrequenz dieser Schwingung
wird durch die Dämpfung beeinflusst. Gleichung (5.11) zeigt, dass sich die Ei-
genkreisfrequenz ω∗

E mit steigender Dämpfung verringert. Dieser Effekt kann in
der Regel bei schwach gedämpften Strukturen vernachlässigt werden.

9Im Falle „negativer Dämpfung“ (vgl. Abschnitt 2.1.1.2, [41]) wird ein exponentieller Anstieg be-
schrieben.
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Abbildung 5.2: Einmassenschwinger mit viskoser Dämpfung

RAYLEIGH-Dämpfung

Das RAYLEIGHsche Dämpfungsmodell stellt einen Sonderfall der viskosen
Dämpfung dar [40]. Die Dämpferkonstante c aus (5.8) wird hier als Linearkom-
bination von Masse und/oder Steifigkeit gebildet:

c = α · m + β · k (5.17)

Die Dämpfungskraft ergibt sich dabei zu

FD = (αm + βk) λ · x. (5.18)

Für β = 0 spricht man auch von massenproportionaler bzw. für α = 0 von stei-
figkeitsproportionaler Dämpfung [40].
Die Dämpfungskraft ist wie in Gleichung (5.16) abhängig von der Kreisfrequenz
ω∗

E, aber nicht von einer unabhängigen Dämpferkonstante c wie in (5.8), sondern
zusätzlich noch von Masse und/oder Steifigkeit über die Konstanten α und β.
Die Dämpfung ist wie in (5.8) viskos, also in Phase und proportional zur Ge-
schwindigkeit. Darum hat auch in diesem Fall die Schwingungsamplitude wie
in Abbildung 5.2 eine exponentiell abfallende Amplitude. Analog zu (5.11) wird
die Eigenkreisfrequenz der Schwingung durch die Dämpfung gemindert.

5.1.3 Strukturelle/hysteretische Dämpfung

Beim strukturellen oder auch hysteretischen Dämpfungsmodell hat die Bewe-
gungsgleichung keinen geschwindigkeitsproportionalen Dämpfungsterm [34].
Die Dämpfung wird über eine komplexe Steifigkeit der Feder k̂ = k(1± iη) durch
den Verlustfaktor η abgebildet [40]. Dieses wird auch als Korrespondenzprinzip be-
zeichnet [93]:

m · ẍ + k(1 ± iη) · x = 0 (5.19)

Mit dem Exponentialansatz (5.9) erhält man auch hier komplexe Eigenwerte λ.
Wie in Abschnitt 5.1.2 entspricht der Imaginärteil des Eigenwertes der Eigen-
kreisfrequenz des gedämpften Schwingers,

|ℑ(λ)| = ω∗
E =

√

k

m

√

1 +
√

1 + η2

2
(5.20)



5.1 Dämpfungsmodelle 61

und der Realteil dem Koeffizienten des exponentiellen Amplitudenabfalls,

ℜ(λ) = −δ = −
√

k

m

√

1 −
√

1 + η2

2
. (5.21)

In diesem Fall entsteht eine Dämpfungskraft, die unabhängig vom Dämpfungs-
grad immer genau in Phase mit der Geschwindigkeit ẋ ist. Sie ist über die Kon-
stante η proportional zur Steifigkeit k, jedoch im Gegensatz zu den oben beschrie-
benen Dämpfungsmodellen (5.8) und (5.17) nicht frequenzabhängig:

FD(t) = ℑ(F̂k) = ηki · x̂ (5.22)

Die Schwingungsamplitude hat auch in dieser Lösung einen exponentiell abfal-
lenden Verlauf wie in Abbildung 5.3 mit dem Unterschied, dass die Kreisfre-
quenz der abklingenden Schwingung ω∗

E mit steigendem Verlustfaktor η grö-
ßer wird. Das erkennt man am Imaginärteil des Eigenwertes in Gleichung (5.20).
Auch das ist bei schwach gedämpften Strukturen in der Regel vernachlässigbar.
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Abbildung 5.3: Einmassenschwinger mit viskoser Dämpfung

5.1.4 Vergleich der Dämpfungsmodelle

Mit Ausnahme der Reibungsdämpfung (Abschnitt 5.1.1) unterscheiden sich die
in Abschnitt 5.1 beschriebenen Dämpfungsmodelle bezogen auf die Lösung frei-
er Schwingungen von Einfreiheitsgradsystemen nicht. Die verschiedenen Para-
meter c, α, β und η können so gewählt werden, dass das Schwingungsverhalten
identisch ist10. Die Zusammenhänge sind in Tabelle 5.1 aufgeführt.

Strukturen mit mehreren Freiheitsgraden

Werden die im vorangegangenen Abschnitt erläuterten Dämpfungsmodelle
auf Systeme mit mehreren Freiheitsgraden angewendet, bestehen Unterschie-
de in den Eigenlösungen. Je nach Dämpfungsmodell entstehen unterschiedli-
che Dämpfungsmatrizen. Dabei sind insbesondere Systeme mit ungleichmäßig

10Mit Ausnahme der Frequenz bei struktureller Dämpfung
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c α β η

c αm βk
√

2mk
(√

1+η2−1
)

α c
m β k

m

√

2k
m

(√
1+η2−1

)

β c
k α m

k

√

2m
k

(√
1+η2−1

)

η
√
(

1+ c2
2km

)2
−1

√
(

1+ α2m
2k

)2
−1

√
(

1+
β2k
2m

)2
−1

Tabelle 5.1: Beziehungen zwischen den Dämpfungsgrößen bei den verschiede-
nen Dämpfungsmodellen

verteilter (diskreter) Dämpfung oder diskretisierte, kontinuierliche Systeme von
Interesse. Letztere lassen sich durch eine endliche Zahl von Einzelmassen und
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen untereinander darstellen [48]. Die System-
bzw. Materialdämpfung kann dabei entweder durch gleichmäßig verteilt ange-
ordnete, einzelne viskose Dämpfer oder durch die Verwendung von komplexen
Federn berücksichtigt werden.
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Abbildung 5.4: Diskretisierter Kragarm mit drei Freiheitsgraden

Zur Veranschaulichung wird der Kragarm in Abbildung 5.4 durch drei Freiheits-
grade diskretisiert und die Materialdämpfung in Form von diskreten Dämpfern
bzw. komplexen Federn abgebildet. Entsprechend des verwendeten Dämpfungs-
modells ergeben sich die folgenden Bewegungsgleichungen:

viskose Dämpfung

m





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ẍ +
cϕ

l2





6 −4 1
−4 5 −2

1 −2 1



 ẋ +
kϕ

l2





6 −4 1
−4 5 −2

1 −2 1



 x = 0 (5.23)

massenproportionale Dämpfung

m





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ẍ + αm





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ẋ +
kϕ

l2





6 −4 1
−4 5 −2

1 −2 1



 x = 0 (5.24)
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steifigkeitsproportionale Dämpfung

m





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ẍ + β
kϕ

l2





6 −4 1
−4 5 −2

1 −2 1



 ẋ +
kϕ

l2





6 −4 1
−4 5 −2

1 −2 1



 x = 0 (5.25)

strukturelle Dämpfung

m





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ẍ +
kϕ

l2





6 −4 1
−4 5 −2

1 −2 1



 (1 ± iη)x = 0 (5.26)

Mehrfreiheitsgradsysteme können modal zerlegt und deren entkoppelte Glei-
chungen mittels der Lösung des Einmassenschwingers gelöst werden [17, 41].
Bei der Zerlegung wird jeder Mode eine modale Masse, modale Steifigkeit und
eine modale Dämpfung zugeordnet.
Im Falle einer beliebig besetzten Dämpfungsmatrix kann diese durch den Ansatz
reeller Moden und Eigenwerte nicht entkoppelt werden. Dazu ist ein komplexer
Ansatz zu wählen und folglich ein komplexes Gleichungssystem zu lösen.
Beim RAYLEIGH-Dämpfungsmodell ist die Dämpfungsmatrix nicht beliebig be-
setzt. Die Gleichungssysteme können durch eine reelle modale Transformation
entkoppelt werden. Beim strukturellen Dämpfungsmodell ist aufgrund der kom-
plexen Steifigkeit unbedingt ein komplexes Gleichungssystem zu lösen.
Im Rahmen dieser Arbeit werden alle Systeme mit dem komplexen Ansatz (5.9)
modal zerlegt. Darin sind außer den Eigenwerten λ auch die Eigenvektoren Φ

des Systems
λ2M + λC + K = 0 (5.27)

wie auch die generalisierten (modalen) Größen

M̃n = Φ
T
n M Φn

C̃n = Φ
T
n C Φn (5.28)

K̃n = Φ
T
n K Φn

ebenfalls komplex [58, 7].

2Φ 3Φ
1Φ

Abbildung 5.5: Eigenmoden des Kragarms mit drei Freiheitsgraden

Die durch die modale Zerlegung für das jeweilige Einfreiheitsgradsystem zuge-
ordnete modale Dämpfung wird in der Regel durch den Anteil der kritischen
Dämpfung des jeweiligen modalen Systems beschrieben. Diese kann z.B. durch
den Dämpfungsgrad ζ ausgedrückt werden und ergibt sich aus den komplexen
Eigenwerten

λ = σ ± ωi (5.29)
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zu [48]:

ζn =
−ℜ(λn)

|ℑ(λn)| = − σ

|ω| (5.30)

Zum Vergleich der Dämpfungsmodelle aus (5.23) bis (5.26) wird für das visko-
se Dämpfungsmodell eine Dämpfung c angenommen und die Konstanten α, β
und η der übrigen Dämpfungsmodelle so gewählt, dass die modale Dämpfung
bei der zweiten Eigenmode für alle Modelle gleich ist. Mit den Beziehungen aus
Tabelle 5.1 und den generalisierten Größen (5.28) aus der zweiten Lösung des
Systems mit viskoser Dämpfung ergeben sich die Dämpfungsgrößen:

α =
C̃2

M̃2
β =

C̃2

K̃2
η =

√
√
√
√

(

1 +
C̃2

2

2K̃2M̃2

)2

− 1 (5.31)
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Abbildung 5.6: Vergleich der Dämpfungsmodelle

Abbildung 5.6 zeigt das Verhältnis der modalen Dämpfungsgrade aller vier
Dämpfungsmodelle zueinander. Viskose und β-Dämpfung sind in diesem Fall
gleich, was man auch schon in den Dämpfungsmatrizen in (5.23) und (5.25)
erkennen kann. Während bei der strukturellen Dämpfung der Verlauf der
Dämpfungsgrade über die Frequenz konstant ist, nimmt er bei viskoser bzw.
β-Dämpfung linear zu und bei α-Dämpfung invers-proportional zur Frequenz
ab.

5.1.5 Modale Dämpfung

In der Praxis werden die Matrizen der Bewegungsgleichungen oft ganz ohne
Dämpfung aufgestellt und den modal zerlegten Systemen jeweils eine moda-
le Dämpfung ζn zugeordnet. Diese modalen Dämpfungen sind aber in der Re-
gel nicht bekannt und müssen geschätzt werden. Dabei wird oft für alle Moden
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ein Wert verwendet. Dieses ist aber nur möglich, wenn die Dämpfung im Sys-
tem gleich verteilt ist. Sind z.B. nur einige wenige Freiheitsgrade im System ge-
dämpft, wirkt sich das nicht auf alle Moden aus (vgl. Abbildung 5.7, [7]).

2Φ4Φ

1Φ 3Φ

Abbildung 5.7: Modale Dämpfung am Einfeldbalken

In der in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Stabilitätsanalyse sind die modalen
Dämpfungen das Ergebnis. Durch eine komplexe Modalanalyse werden die mo-
dalen Dämpfungen jeder Eigenlösung des Systems ermittelt. Existieren modale
Dämpfungen mit negativem Vorzeichen, ist das System instabil.

5.2 Dämpfungsmechanismen

Im Allgemeinen kann man zwischen externer und interner Dämpfung unter-
scheiden [33]. Bei externer Dämpfung greifen äußere Kräfte auf das Schwin-
gungssystem, die der Bewegungsrichtung entgegengesetzt sind. Durch die damit
geleistete Arbeit wird dem System Energie entzogen. Beispiele für solche Kräfte
sind externe Reibkräfte, Luftwiderstand oder diskrete (Visko-) Dämpfer.
Bei interner Dämpfung wird durch Hysterese oder innerer (Bauteil-) Reibung
ebenfalls Energie dissipiert.

5.2.1 Reibungsdämpfung

Wie bereits erwähnt kann Reibungsdämpfung als innere oder äußere Dämpfung
auftreten. Reibt beispielsweise eine Komponente des Schwingungssystems an ei-
ner Systemgrenze, wirkt eine äußere Reibkraft. Reiben zwei Komponenten eines
Schwingungssystems untereinander, wie z.B. an einer Fügestelle, wirkt eine in-
nere Reibkraft [67, 19].
Obwohl dieser Dämpfungsmechanismus durchaus als innere Dämpfung zwi-
schen verschiedenen Komponenten in selbsterregten (Bremsen-) Systemen vor-
kommt, wird er in der in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Simulationsmethode
nicht berücksichtigt. Durch die Signumfunktion in Gleichung (5.1) ist dieser Ef-
fekt nichtlinear und kann deshalb nicht in einer linearen Stabilitätsbetrachtung
abgebildet werden.

Reibung bei bewegter Unterlage

Anders ist das für den Fall, wenn sich die Unterlage des Reibschwingers mit der
Geschwindigkeit vB bewegt (vgl. Abbildung 5.8). Dann hängt die Richtung der
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Abbildung 5.8: Reibschwinger mit einem Freiheitsgrad

Reibkraft FR (vgl. Abschnitt 5.2) von der Relativgeschwindigkeit vrel = vB− ẋ
zwischen Schwinger und Unterlage ab. Für den eindimensionalen Fall gilt:

FR = µFN
vrel

|vrel |
(5.32)

Damit gibt es für ein geschwindigkeitsunabhängiges Reibgesetz ( ∂µ
∂vrel

= 0) zwei
Möglichkeiten. Entweder die Geschwindigkeit des Schwingers ẋ ist größer oder
kleiner als die der Unterlage. Im ersten Fall wirkt die Reibkraft FR solange immer
gegen die Bewegungsrichtung, bis ẋ ≤ vB ist und hat somit einen dämpfenden
Effekt (vgl. Abschnitt 5.1.1).
Im Fall ẋ ≤ vB ist die Reibkraft unabhängig von der Bewegung des Schwingers.
Sie wirkt dann immer in die gleiche Richtung und ruft keinen dämpfenden Ef-
fekt hervor.
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Abbildung 5.9: Reibschwinger mit zwei Freiheitsgraden

Hat der Schwinger wie in dem Beispiel aus Abbildung 5.9 auch eine Komponente
y normal zur Geschwindigkeitsrichtung der Unterlage, gilt für die Bewegungs-
gleichungen:

[
m 0
0 m

] (
ẍ
ÿ

)

+

[
kx 0
0 ky

] (
x
y

)

=

(
FRx

FRy

)

(5.33)
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Darin ist der Vektor der Reibkraft mit

ẋrel = vB − ẋ (5.34)

|vrel | =
√

ẋ2
rel + ẏ2 (5.35)

vrel =

(
ẋrel

ẏ

)

(5.36)

nichtlinear [82].
(

FRx

FRy

)

= FR = µFN
vrel

|vrel |
=

µFN
√

ẋ2
rel + ẏ2

(
ẋrel

ẏ

)

(5.37)

Zunächst wird dessen x-Komponente mittels einer TAYLOR-Entwicklung unter
Verwendung des ersten Gliedes um das quasi-statische Gleichgewicht lineari-
siert:

FR,x,lin = FR,x
∣
∣
equ

+
∂FR,x

∂ẋrel

∣
∣
∣
∣
equ

(−ẋ) +
∂FR,x

∂ẏ

∣
∣
∣
∣
equ

ẏ (5.38)

Zusammen mit den quasi-statischen Geschwindigkeiten
(

ẋrel

ẏ

)

equ

=

(
vB

0

)

(5.39)

und den partiellen Ableitungen

∂FR,x

∂ẋrel
=

µFN
√

ẋ2
rel + ẏ2

− µFN · ẋ2
rel

√

(ẋ2
rel + ẏ2)3

, (5.40)

∂FR,x

∂ẏ
= − µFN · ẋrel · ẏ

√

(ẋ2
rel + ẏ2)3

(5.41)

(5.42)

vereinfacht sich die x-Komponente der Reibkraft zu

FR,x,lin = µFN . (5.43)

Mit der TAYLOR-Reihe der y-Komponente von (5.37)

FR,y,lin = FR,y
∣
∣
equ

+
∂FR,y

∂ẋrel

∣
∣
∣
∣
equ

(−ẋ) +
∂FR,y

∂ẏ

∣
∣
∣
∣
equ

ẏ, (5.44)

den partiellen Ableitungen

∂FR,y

∂ẋrel
= − µFN · ẋrel · ẏ

√

(ẋ2
rel + ẏ2)3

, (5.45)

∂FR,y

∂ẏ
=

µFN
√

ẋ2
rel + ẏ2

− µFN · ẏ2
√

(ẋ2
rel + ẏ2)3

(5.46)
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sowie den quasi-statischen Geschwindigkeiten (5.39) ergibt die y-Komponente
der Reibkraft aus (5.37)

FR,y,lin = −µFN

vB
ẏ. (5.47)

Die Reibkraft ist also in x-Richtung konstant und in y-Richtung geschwindig-
keitsabhängig. Damit kann das System (5.33) mit einem viskosen Dämpfungsteil
geschrieben werden:

[
m 0
0 m

] (
ẍ
ÿ

)

+

[

0 0
0 µFN

vB

](
ẋ
ẏ

)

+

[
kx 0
0 ky

](
x
y

)

=

(
µFN

0

)

(5.48)

Durch die Linearisierung muss vB ≥ ẋ sein. Die Reibkraft in x-Richtung ändert
nicht das Vorzeichen und hat damit keinen dämpfenden Effekt. Die linearisier-
te Reibkraft in y-Richtung hingegen ist geschwindigkeitsproportional und ent-
spricht damit einer viskosen Dämpfung. Diese viskose Dämpfungskraft ist pro-
portional zur Reibnormalkraft FN und invers proportional zur Geschwindigkeit
der Unterlage vB. Dieser Effekt kann also mit einem viskosen Dämpfungsmo-
dell (vgl.Abschnitt 5.1.2) in der linearen Stabilitätsanalyse (vgl. Abschnitt 3.2.2)
abgebildet werden.

5.2.2 Materialdämpfung

Materialdämpfung entsteht durch das Hystereseverhalten von Materialien.
Ganz allgemein bedeutet dies, dass sich die Spannungen nicht linear zu den
Dehnungen verhalten. Das kann z.B. durch das Auftreten von plastischen Ver-
formungen oder durch Reibungskräfte zwischen den Molekülen hervorgerufen
werden [40].
In einer Bremse tragen hauptsächlich die Materialien des Belagmaterials und
ggf. der Zwischenschicht sowie die der Klebeschicht des Dämpfungsbleches
(siehe Abschnitt 5.2.3) zur Systemdämpfung bei. Die übrigen Komponenten aus
Grauguss, Stahl und Aluminium haben dagegen eine vergleichsweise geringe
Dämpfung (vgl. Abschnitt 5.3.2).

Für den ebenen Spannungszustand kann ein allgemeines Materialgesetz mit

... + p2σ̈ + p1σ̇ + σ = q0ε + q1 ε̇ + q2 ε̈ + ... (5.49)

angegeben werden [48]. Darin können die Koeffizienten pn und qn von verschie-
denen Parametern wie z.B. Frequenz und Temperatur abhängen.
FLINT et al. [31] ermitteln das Dämpfungsverhalten einer Dämpfungsblech-
Klebeschicht und passen es an verschiedene Dämpfungsmodelle an. Bei Annah-
me eines viskoelastischen Materialgesetzes

σ = q0ε + q1 ε̇ (5.50)

in einem ebenen Schubspannungszustand

τ = G′(ω)γ + G′′(ω)γ̇ (5.51)
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mit linear von der Frequenz abhängigem Speichermodul G′(ω) und ebenfalls
linear von der Frequenz abhängigem Verlustmodul G′′(ω) konnte eine sehr
gute Übereinstimmung zwischen Rechnung und Messung erzielt werden. Bei
Verwendung eines RAYLEIGH-Dämpfungsmodells konnte die Frequenzabhän-
gigkeit der Dämpfung nicht annähernd korrekt dargestellt werden. Durch eine
Anpassung an das strukturelle Dämpfungsmodell, indem weder Schubmodul
noch das Dämpfungsverhalten frequenzabhängig sind, wurde zumindest für
die Dämpfung eine zufriedenstellende Übereinstimmung in einem breiteren
Frequenzbereich erzielt.
In der in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen linearen Stabilitätsanalyse können keine
beliebigen, in Versuchen ermittelten, Hystereseverhalten berücksichtigt werden.
Es können lediglich zwei spezielle Fälle des Materialgesetzes aus (5.49) zur
Anwendung kommen, die im Folgenden anhand eines ebenen Spannungszu-
standes erläutert werden.

Im ersten Fall hängt die Spannung von Dehnung und Dehnungsgeschwindigkeit
ab:

σ = E′ · ε + E′′ · ε̇ (5.52)

Speicher- und Verlustmodul sind aber, entgegen des allgemeinen viskoelasti-
schen Materialgesetzes, nicht frequenzabhängig, sondern konstant.
Unter Annahme einer harmonischen Anregung mit der Kreisfrequenz Ω gilt für
die Dehnungen:

ε(t) = ε̂ eiΩ t + ¯̂ε e−iΩ t (5.53)

σ

ε

Abbildung 5.10: Hysteretisches Materialverhalten bei harmonischem Span-
nungs- und Dehnungsverlauf

Die Dämpfungsarbeit pro Zyklus bezogen auf ein Volumenelement kann mit
(5.53) und (5.52) als

ADV
=

2π
Ω∫

0

σ ε̇ dt = π E′′ Ω ε̂2 (5.54)

angegeben werden. Sie entspricht der Fläche der Hysteresekurve (vgl. Abbil-
dung 5.10) und ist frequenzabhängig. Dieses Materialverhalten stimmt mit dem
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viskosen Dämpfungsmodell aus Abschnitt 5.1.2 überein.

Im zweiten Fall wird ein komplexer E-Modul mit dem Verlustfaktor η

Ê = E (1 ± ηi) (5.55)

definiert. Mit dem daraus resultierenden Materialgesetz

σ = Ê · ε = E (1 ± ηi) ε (5.56)

und dem Ansatz (5.53) ergibt sich für die Dämpfungsarbeit eines Volumenele-
mentes pro Zyklus

ADV
=

2π
Ω∫

0

σ ε̇ dt = π η E ε̂2, (5.57)

welche in diesem Fall frequenzunabhängig ist.

Ein solches Materialverhalten entspricht dem strukturellen Dämpfungsmodell
aus Abschnitt 5.1.3.

Materialdämpfung in der Stabilitätsanalyse

Bei der in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Stabilitätsanalyse wird eine lineare,
komplexe Zerlegung des untersuchten Systems in den Frequenzbereich vorge-
nommen. Damit sind die Dämpfungsmodelle, die darin verwendet werden kön-
nen, auf die in den Abschnitten 5.1.2 bis 5.1.3 beschriebenen Dämpfungsmo-
delle oder eine Kombination daraus beschränkt. Es ist also nicht möglich, be-
liebige für beteiligte Materialien experimentell ermittelte Frequenz-Dämpfungs-
Beziehungen zu berücksichtigen.
Wird nur ein enger Frequenzbereich oder eine diskrete Frequenz betrachtet, ist
ein Abgleich möglich. Für die Untersuchung eines größeren Frequenzbereiches
ist es in der Regel notwendig, die Dämpfung im Modell für verschiedene Berei-
che getrennt abzugleichen und die Stabilitätsanalyse für diese Bereiche getrennt
durchzuführen. Da diese Berechnungen aber recht aufwendig sind, ist eine Un-
terteilung in viele Frequenzbereiche zu vermeiden. Für den Fall, dass weitere Pa-
rameter, wie z.B. der E- bzw. Speichermodul E′ ebenfalls frequenzabhängig sind,
ist eine Aufteilung in Frequenzbereiche unvermeidbar. ELVENKEMPER et al. [26]
führen dieses an einem Bremsbelag durch.
Eine Verwendung von nur einem Dämpfungsmodell führt in der Regel zu kei-
ner besonders guten Übereinstimmung von Berechnungs- und Versuchsergeb-
nissen in einem breiteren Frequenzspektrum. Werden alle drei Modelle aus den
Abschnitten 5.1.2 bis 5.1.3 verwendet, muss für n, bei der Kreisfrequenz ωn ex-
perimentell ermittelten, modale Dämpfungen Dn das Minimierungsproblem

min
α,β,η

∑
n

(
α

2ωn
+

ωnβ

2
+

η

2
− Dn

)2

(5.58)
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gelöst werden. In Abbildung 5.11 sind die aus einer Frequency-Response-Analyse
ermittelten modalen Dämpfungen einer Reibmaterialprobe aufgeführt. Die mo-
dalen Dämpfungen wurden darin über die Halbwertsbreite11 aus den Peaks der
Übertragungsfunktion berechnet . In der rechten Grafik ist der Dämpfungsver-
lauf über die Frequenz mittels des Minimierungsproblems (5.58) durch ein Least-
Square-Verfahren gelöst und damit die Parameter α, β und η bestimmt. In der lin-
ken Grafik wurde dieses nur unter Berücksichtigung der RAYLEIGH-Dämpfung
(Parameter α und β) durchgeführt. Es ist zu erkennen, dass bei einer Anpassung
unter ausschließlicher Verwendung der RAYLEIGH-Parameter ein größerer Feh-
ler verbleibt, als wenn auch die strukturelle Dämpfung hinzugezogen wird.

1,6 3,0 3.6 4,4    4,8 7,0
1,0%

1.5%

2.0%

2.5%

3.0%

ζ

Frequenz [kHz]

akkumulierter Fehler: 2,1⋅ 10−5

Parameter: α,β

1,6 3,0 3.6 4,4    4,8 7,0
1,0%

1.5%

2.0%

2.5%

3.0%

ζ

Frequenz [kHz]

akkumulierter Fehler: 9,5⋅ 10−6

Parameter: α,β,η

Abbildung 5.11: Modale Dämpfungen einer Reibmaterialprobe unter Berücksich-
tigung von RAYLEIGH-Dämpfung (links) und zusätzlich struktureller Dämpfung
(rechts)

Wie bereits in Abschnitt 5.2.2 erwähnt, passen FLINT et al. [31] das viskoelasti-
sche Materialverhalten einer Dämpfungsblech-Klebeschicht sowohl an das RAY-
LEIGH- als auch an das hysteretische Dämpfungsmodell an und stellen fest, dass
RAYLEIGHdämpfung nicht geeignet ist, um das frequenzabhängige Dämpfungs-
verhalten zufriedenstellend abzubilden. Unter Hinzunahme des Parameters η
kann dieses deutlich verbessert werden.

5.2.3 Constrained-Layer-Dämpfung

Das häufig auf die Rückseite der Belagträgerplatte geklebte Dämpfungsblech
(Shim) funktioniert durch eine spezielle Form der Materialdämpfung. Die rela-
tiv weiche, hoch dämpfende Klebeschicht, mit der dieses dünne Blech auf dem
Bremsbelag befestigt wird, wird bei den Biegeformen des Belages starken Schub-
deformationen ausgesetzt (vgl. Abbildung 5.12, [23]). Durch das viskoelastische
bzw. hysteretische Verhalten des Klebermaterials können Biegeformen des Be-
lages effektiv gedämpft werden. Es ist auch möglich, das Dämpfungsblech als
„Sandwich“ auszuführen und den Dämpfungseffekt durch mehrere Blech- und
Klebeschichten weiter zu erhöhen.
Eine Abschätzung des Verlustfaktors eines solchen aufgeklebten Bleches findet
man in CREMER & HECKL [19]. FLINT [30] und FLINT et al. [31] bilden das Cons-
traint Layer Damping anhand von mehreren Theorien ab und vergleichen die Er-

11siehe z.B. [23]
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gebnisse miteinander.

Schub-
deformation

Abbildung 5.12: Schubverformungen einer weichen Schicht zwischen zwei Me-
tallschichten [23]

Dieser Dämpfungseffekt ist in vielen Fällen entscheidend für die Behebung von
Geräuschproblemen an Bremsen. Deshalb wird er durch Verwendung von Mate-
rialdämpfung des Klebermaterials in der in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Stabili-
tätsanalyse berücksichtigt. Dort wird sowohl die Blech- als auch die Klebeschicht
des Dämpfungsbleches im FE-Modell abgebildet.

5.2.4 Abstrahldämpfung

Unter Abstrahldämpfung versteht man den Effekt, dass Energie an den
Systemgrenzen dissipiert wird. Sich ausbreitende Wellen, die nicht an den
Systemgrenzen reflektiert werden, bewirken eine Energieabfuhr.
Durch die FE-Modellierung einer Bremse wird eine strukturelle Systemgrenze
festgelegt. Das ist die Stelle, an der das FE-Modell gelagert bzw. die Bremse an
weiteren Fahrzeugkomponenten befestigt ist.

Eine weitere Systemgrenze stellt der Übergang zur umgebenden Luft dar. Das
Bremsgeräusch ist deshalb wahrnehmbar, weil die schwingende Struktur Wellen
in die umgebende Luft abstrahlt.

5.3 Quantifizierung der Dämpfungsmechanismen

Außer der Wirkungsweise der verschiedenen Dämpfungsmechanismen in einer
Bremse ist eine Abschätzung über deren Beiträge zu der gesamten System-
dämpfung von Interesse. In diesem Abschnitt sollen die zuvor vorgestellten
Mechanismen anhand von konkreten Zahlenwerten quantifiziert und unterein-
ander verglichen werden.
Ein Vergleich ist über die während eines Schwingungszykels dissipierte Dämp-
fungsenergie möglich. Dazu werden die Amplituden von Geschwindigkeit und
Verschiebung der Schwingung benötigt.

Im Zuge von Messungen mittels Laservibrometrie [24] an quietschenden Brem-
sen wurden maximale Geschwindigkeitsamplituden im Bereich 0,1 mm/s bis et-
wa 100 mm/s bei Frequenzen von 1 bis 15 kHz gemessen. Damit können für den
Zustand einer quietschenden Bremse, zusammen mit einem mittleren Reibwert
µ, einem typischen Bremsdruck p, der Kolbenfläche AK und einer tangentialen
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Scheibengeschwindigkeit vB an der Reibkontaktstelle, die etwa 10 km/h Fahr-
zeuggeschwindigkeit entspricht, die charakteristischen Werte

ẋch = 1, 0
[mm

s

]

, f = 5000 [Hz], p = 0, 2
[

N

mm2

]

,

µ = 0, 5 [−], AK = 3000 [mm2], vB = 1, 0
[m

s

]

(5.59)

herangezogen werden.

5.3.1 Reibungsdämpfung

Existiert bei einer Scheibenbewegung eine radiale Bewegungskomponente, leis-
tet die entstehende Reibkraft (5.47) in einem Schwingungszykel die Dämpfungs-
arbeit

ADFR
= 2

2π
ω∫

0

FR ẏ dt = 2

2π
ω∫

0

µ p A

vB
ẏ2 dt. (5.60)

Da keine Messgrößen für die radiale Schnelle ẏ vorliegen, wird zum Vergleich
für die maximale Amplitude der charakteristische Wert ẋch aus (5.59) verwen-
det. Weiter wird angenommen, dass eine harmonische, sinusförmige Schwin-
gung vorliegt. Der abklingende Charakter wird dabei vernachlässigt.
Aus (5.60) und (5.59) ergibt sich ein Wert für die Reibungsdämpfungsarbeit pro
Schwingzykel von

ADFR
≈ 1 × 10−7 J. (5.61)

5.3.2 Materialdämpfung

Unter Verwendung des strukturellen Dämpfungsmodells, in dem die Material-
dämpfung über den Verlustfaktor η beschrieben wird (vgl. Abschnitt 5.2.2), ist
die geleistete Materialdämpfungsarbeit ADM

während einer Periode einer har-
monischen Bewegung proportional zu der maximalen Formänderungsenergie
Umax:

ADM
= ηUmax (5.62)

Die maximale Formänderungsenergiedichte in einem linear-elastischen
Spannungs-/Dehnungszustand σ, ε ist in kartesischen Koordinaten durch

UV =
1
2

εki σkj (5.63)

gegeben [9]. Eine große Formänderungsenergie und damit eine große Dämp-
fungsarbeit entsteht also durch große Verformungen (Dehnungen) bzw. durch
große Spannungen.
Durch einen Vergleich der Verhältnisse modaler Dämpfungsarbeiten von ver-
schiedenen Materialien der Bremse können die Dämpfungsbeiträge der unter-
schiedlichen Komponenten relativ zueinander bestimmt werden. Die gesamte
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Formänderungsenergie einer Mode Φ
n kann über die Beziehung

UΦ
n =

1
2

∫

V

εn
ki σn

kj dV (5.64)

ermittelt werden. Die Formänderungsenergie einer Materialkomponente der
Bremse erhält man, wenn nur über das jeweilige Materialvolumen VMat integriert
wird:

UΦ
n
Mat

=
1
2

∫

VMat

εn
ki σn

kj dVMat (5.65)

Durch die proportionale Beziehung zwischen Dämpfungsarbeit und Formände-
rungsenergie (5.62) erhält man mit dem Verhältnis

ǫn
Mat =

ηMat · UΦ
n
Mat

∑
Mat

ηMat · UΦ
n
Mat

(5.66)

eine Größe, die den Anteil der Dämpfungsarbeit des Materials Mat bezogen auf
die gesamte Dämpfungsarbeit der Mode Φ

n beschreibt.
Die Verlustfaktoren der Materialien (vgl. Tabelle 5.2) sind für Grauguss, Stahl
und Aluminium der Literatur entnommen [65]. Für das Reibmaterial, die Zwi-
schenschicht und den Kleber wurden die Verlustfaktoren in einer Parameteriden-
tifikation (vgl. Abschnitt 4.4, [36]) ermittelt.

Material ηMat

Stahl 0,0001
Aluminium 0,0001
Grauguss (GJL/GJS) 0,001
Reibmaterial/
Zwischenschicht 0,4
Klebeschicht 1,2

Tabelle 5.2: Verlustfaktoren für die verschiedenen Materialien einer Bremse

In Tabelle 5.3 sind die Dämpfungsanteile der unterschiedlichen Bremsenkom-
ponenten (-materialien) nach Gleichung (5.66) für acht verschiedene Moden ge-
genübergestellt. Es ist zu erkennen, dass bei den meisten Moden der Anteil der
Klebeschicht und des Reibmaterials an der Gesamtdämpfung am größten ist. Die
Moden 6 und 7 bilden eine Ausnahme. Darin liegt eine in-plane Scheibenbewe-
gung vom Typ IPT-2ND vor (vgl. Abschnitt 6.1.2.2). Die Beläge und damit auch
die Shim-Klebeschicht sind kaum an der Bewegung beteiligt. Die Dämpfungsar-
beit wird fast ausschließlich in der Bremsscheibe verrichtet.
Die Moden, die die Grundlage der Verhältnisse in Tabelle 5.3 bilden, sind so
skaliert, dass die maximale Verschiebung 1 mm beträgt. In der Formänderungs-
energie und damit auch in der Dämpfungsarbeit geht die Verschiebung im Qua-
drat ein. Um die Materialdämpfungsarbeit quantifizieren zu können, müssen die
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Mode Scheibe Sattel Halter Reibmat./ BTP Shim Shim ∑
Mat

ηMatUΦ
n
Mat

Φ
n (GJL) (Alu) (GJS) Zw.-schicht (Stahl) (Blech) (Kleber) [J/mm2]

1 1,4% <1% 7,6% 16% <1% <1% 75% 3, 0 × 102

2 <1% <1% <1% 84% <1% <1% 15% 3, 0 × 103

3 <1% <1% <1% 74% <1% <1% 25% 5, 5 × 103

4 1,2% <1% 1,0% 74% <1% <1% 23% 3, 8 × 103

5 6,6% <1% <1% 55% <1% <1% 39% 9, 3 × 103

6 84% <1% <1% 5,3% <1% <1% 11% 2, 0 × 103

7 99% <1% <1% <1% <1% <1% <1% 3, 0 × 103

8 <1% <1% <1% 27% <1% <1% 70% 4, 3 × 102

Tabelle 5.3: Dämpfungsanteile der verschiedenen Materialien

Werte der gesamten modalen Dämpfungsarbeiten

∑
Mat

ηMatUΦ
n
Mat

(5.67)

in der letzen Spalte in Tabelle 5.3 mit dem Quadrat einer charakteristischen Ver-
schiebung multipliziert werden:

AΦ
n

DM
= ∑

Mat

ηMatUΦ
n
Mat

· x2
ch (5.68)

Unter Verwendung von (5.59), (5.68) und der letzen Spalte in Tabelle 5.3 liegt die
Dämpfungsarbeit infolge von Materialdämpfung je nach auftretender Schwing-
form in einem Bereich von

ADM
= AΦ

DM

(
ẋch

ω

)2

= AΦ

DM

(
1, 0

5000 · 2π

)2

≈ 1 × 10−10 − 1 × 10−8J. (5.69)

5.3.3 Abstrahldämpfung

Die Dämpfung, die über die Systemgrenzen an angrenzende Bauteile dissipiert
wird, bleibt in dem in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Verfahren unberücksich-
tigt. Bauteile wie Schwenklager, Radlager oder andere Achsbauteile bestehen in
der Regel aus Stahl, Grauguss oder Aluminium. Im vorangegangen Abschnitt ist
gezeigt, dass diese Materialien einen geringen Anteil an der Systemdämpfung
haben, es sei denn, sie sind maßgeblich an der Mode beteiligt. Die Wahl der Sys-
temgrenzen muss derart erfolgen, dass die Bauteile, die einen wesentlichen An-
teil an der untersuchten Schwingform haben, auch in dem verwendeten Modell
enthalten sind, um die auftretende Schwingform korrekt abzubilden. Haben die-
se angrenzenden Bauteile keinen nennenswerten Beitrag an der Schwingform,
leisten sie auch keine signifikante Dämpfungsarbeit.
Für die Quantifizierung der Abstrahldämpfung durch die Schallemission wird
vereinfachend und konservativ angenommen, die Bremse strahle optimal (σ = 1)
Schall über eine Fläche von A = 1 [m2] mit der charakteristischen Oberflächen-
schnelle ẋch aus (5.59) als Effektivwert in die Umgebung ab. Die abgestrahl-
te Leistung kann dann über einen Vergleich von Schallleistungspegel LW und
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Schallschnellepegel Lv mit den Bezugswerten

P0 = 1 · 10−12 [W] und v0 = 5 · 10−8
[m

s

]

(5.70)

abgeschätzt werden [60]:

LW = 20 lg
(

P

P0

)

= Lv = 20 lg
(

ẋch

v0

)

+ 10 lg(A) − 10 lg(σ) [dB] (5.71)

Daraus ergibt sich mit der Schwingperiodendauer T = 1/ f die Abstrahldämp-
fungsarbeit pro Schwingzykel

ADA
= P · T ≈ 1 · 10−12J. (5.72)

Ein Vergleich der Dämpfungsarbeiten (5.61), (5.69) und (5.72) zeigt, dass die Rei-
bungsdämpfung gegenüber Material- und Abstrahldämpfung den größten Bei-
trag an der Systemdämpfung hat. Diese tritt aber nur bei ganz bestimmten Mo-
den auf, bei denen eine radiale Bewegungskomponente der Scheibenschwingung
vorliegt. Bei den meisten Moden ist diese Art von Dämpfung deshalb nicht vor-
handen.
Die Größe der Materialdämpfung ist in hohem Maße von der auftretenden
Schwingform abhängig. Je nachdem welche Komponenten der Bremse an der
Schwingform beteiligt sind, kann Materialdämpfung mehr oder weniger rele-
vant zur Systemdämpfung beitragen.
Die Modellierung einer Abstrahldämpfung durch Schallabstrahlung ist nur mit
einem erheblichen numerischen Aufwand in einem CAE-Modell abbildbar. Der
Dämpfungsbeitrag liegt deutlich unter dem der Materialdämpfung gering ge-
dämpfter Moden und kann daher vernachlässigt werden.
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Kapitel 6

Schwingformen von Bremsscheiben

In diesem Kapitel werden zunächst die möglichen Schwingformen einer Brems-
scheibe anhand der Lösungen einer Kreisplatte bzw. -scheibe mit Loch vorgestellt
und in Klassen eingeteilt. Die hier größtenteils aus der Literatur übernommenen
und etwas erweiterten Begriffe werden in den folgenden Kapiteln für die Be-
schreibung von Phänomenen verwendet. Weiterhin enthält dieses Kapitel auch
eine Untersuchung des Abstrahlverhaltens von verschiedenen Scheibenmoden-
typen.
Eine Kreisplatte bzw. -scheibe mit Loch stellt eine rotationssymmetrische Struk-
tur dar, welche Lösungen in Form von Eigenmoden hat, die als Doppellösung
vorkommen. Eine solche Doppellösung besteht aus einem Paar von orthogona-
len Moden [87, 88, 80]. Dieses ist insbesondere bei rotierenden Strukturen in-
teressant, da durch die Symmetrie für relativ geringe Rotationsgeschwindigkei-
ten stehende Wellen der rotierenden Struktur auftreten können (vgl. Abschnitt
3.2.2.2 und 3.2.2.3). Diese Symmetrie der Bremsscheibe ist ursächlich für das Auf-
treten von vielen instabilen Lösungen der Radbremse [62].

6.1 Klassen von Schwingformen

Bei dem Schwingverhalten von Bremsscheiben kann zunächst zwischen Be-
wegungen in und senkrecht zur Scheibenebene unterschieden werden. Erstere
nennt man auch in-plane (IP) und letztere out-of-plane (OP) Bewegungen [94].
Bei Kreisscheiben kann unter Zugrundelegung von Zylinderkoordinaten bei in-
plane-Bewegungen weiter zwischen radialen (IPR) und tangentialen (IPT) diffe-
renziert werden.
Bei Eigenmoden der Kreisplatte bzw. -scheibe mit Loch als Lösungen der LAMÉ-
NAVIERschen Gleichungen kann entsprechend ihrer Bewegungen dieselbe Ein-
teilung vorgenommen werden.
OP-Bewegungen stellen Lösungen der Kreisplatten-Bewegungsgleichung und
IP-Bewegungen Lösungen der Kreisscheiben-Bewegungsgleichung dar und tre-
ten entkoppelt voneinander auf. Das gilt streng genommen aber nicht mehr für
Bremsscheiben mit fest verbundenem Topf. In diesem Fall treten die Bewegun-
gen bzw. Moden gekoppelt auf und es existieren auch Mischmoden mit OP und
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IP Bewegungen [44, 4].
Bei der Mehrzahl der Bremsscheibenmoden ist aber entsprechend ihrer domi-
nanten Bewegung eine Einteilung in diese Klassen möglich. Auch bei den in-
stabilen Schwingformen einer Bremse kann eine Einteilung entsprechend der
Bremsscheibenbewegungen vorgenommen werden, wenngleich die o.g. Schei-
benmoden dort in der Regel in entarteter Form auftreten.

Topf Reibringe
Kühlkanälemit Rippen
� h

b
a

Abbildung 6.1: Bezeichnungen der Bremsscheibe und der Kreisplatte bzw. Kreis-
scheibe mit Loch

6.1.1 Out-of-plane (OP) Moden

OP-Moden werden entsprechend ihrer Verformung auch Biegemoden genannt
[4]. Sie ergeben ein Wellenmuster, welches durch radiale Knotenlinien und tan-
gentiale Knotenkreise beschrieben wird (vgl. Abbildung 6.2). In der Literatur
werden häufig die Abkürzungen ND, für nodal diameter und NC für nodal circle
verwendet [44].

������ ������ ������
�����	 ���������	 ���������	

Abbildung 6.2: OP-Bremsscheibenmoden mit radialen Knotenlinien und tangen-
tialen Knotenkreisen
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Die Lösung der Bewegungsdifferentialgleichung für Plattenschwingungen

D△△w + ̺h
∂2w

∂t2 = 0 (6.1)

mit der Platten-Biegesteifigkeit

D =
Ed3

12(1 − ν2)
(6.2)

(Plattendicke d, Elastizitätsmodul E, Querdehnung ν) erfolgt zweckmäßig in Zy-
linderkoordinaten r und θ. Damit lautet der LAPLACE-Operator △ in (6.1) [13]:

△ =
∂2

∂r2 +
1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂θ2 (6.3)

Die allgemeine Lösung der Bewegungsgleichung (6.1) für eine Kreisplatte mit
Loch wird durch die BESSEL-Funktionen Jm und Ym sowie den modifizierten BES-
SEL-Funktionen Im und Km mit dem Parameter

γ2
mn = ω2

mn

√

̺h

D
(6.4)

beschrieben [34]:

w(r, θ, t) =
[

C1 Jm(γmnr) + C2 Ym(γmnr)

+ C3 Im(γmnr) + C4 Km(γmnr)
] { sin(mθ)

cos(mθ)

}

eiωmnt (6.5)

Ym wird auch als NEUMANN-Funktion und Km als MACDONALD-Funktion be-
zeichnet. Die Konstanten C1 bis C4 ergeben sich aus den Randbedingungen für
z.B. einen freien Rand am inneren und äußeren Radius (vgl. Abbildung 6.1):

∂2w

∂r2

∣
∣
∣
∣
r=a

=
∂3w

∂r3

∣
∣
∣
∣
r=a

=
∂2w

∂r2

∣
∣
∣
∣
r=b

=
∂3w

∂r3

∣
∣
∣
∣
r=b

= 0 (6.6)

Wird der Lösungsansatz (6.5) mit den angepassten Randbedingungen (6.6) in die
DGL (6.1) eingesetzt, erhält man die Eigenfrequenzen ωmn.
In der Lösung (6.5) ist zu erkennen, dass die OP-Bewegung über die Winkelko-
ordinate θ durch Sinus- bzw. Kosinus-Funktionen und über den Radius r durch
BESSEL- bzw. modifizierte BESSEL-Funktionen beschrieben werden. Die Knoten-
kreise (nNC) entstehen durch die Nulldurchgänge der Funktionen Jm, Ym, Im und
Km, die Knotenlinien (mND) durch die der sin- bzw. cos-Funktionen.

In Abbildungen 6.3 und 6.4 sind die Funktionen Jm, Ym, Im und Km nullter bis
dritter Ordnung abgebildet.
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Abbildung 6.3: BESSEL- und NEUMANN-Funktionen Jm, Ym der Ordnung m =
0, 1..3
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Abbildung 6.4: Modifizierte BESSEL- und MACDONALD-Funktionen Im, Km der
Ordnung m=0, 1..3

6.1.2 In-plane (IP) Moden

IP-Moden einer Kreisscheibe können mit der Lösung der LAMÉ-NAVIERschen
Bewegungsdifferentialgleichung eines Kreiszylinders beschrieben werden, wenn
darin die LAMÉschen Konstanten λ und µ für den ebenen Spannungszustand
verwendet werden [27]. Mit der Dichte ̺ und dem Verschiebungsvektor u lautet
die Bewegungsgleichung [35]:

µ△u + (λ + µ)∇∇ · u − ̺

(
∂2u

∂t2

)

= 0 (6.7)

Im Falle von Zylinderkoordinaten

u =

(
ur

uθ

)

(6.8)

gilt außer dem LAPLACE-Operator (6.3) für den Nabla-Operator

∇ =

(
∂

∂r
,

1
r

∂

∂θ

)

(6.9)

und für die Divergenz [13]

∇ · u =
ur

r
+

∂ur

∂r
+

1
r

∂uθ

∂θ
. (6.10)
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Die allgemeinen Lösungen von (6.7) werden mit

γP
mn =

ωmn

cP
und γS

mn =
ωmn

cS
(6.11)

in radialer Richtung durch die BESSEL-Funktionen Jm, Ym und in tangentialer
Richtung durch Sinus- und Kosinus-Funktionen ausgedrückt [96]:

ur(r, θ, t) =
{[

C1
m

r
Jm(γS

mnr) + C2
m

r
Ym(γS

mnr) − C3

(m

r
Jm(γP

mnr) − γP
mnJm−1(γP

mnr)
)

−C4

(m

r
Ym(γP

mnr) − γP
mnYm−1(γP

mnr)
)]

cos(mθ)

−
[

C5
m

r
Jm(γS

mnr) − C6
m

r
Ym(γS

mnr) − C7

(m

r
Jm(γP

mnr) − γP
mn Jm−1(γP

mnr)
)

− C8

(m

r
Ym(γP

mnr) − γP
mnYm−1(γP

mnr)
)]

sin(mθ)
}

eiωmnt (6.12)

uθ(r, θ, t) =
{[

C5
m

r
Jm(γP

mnr) + C6
m

r
Ym(γP

mnr) + C7

(m

r
Jm(γS

mnr) − γS
mnJm−1(γS

mnr)
)

+C8

(m

r
Ym(γS

mnr) − γS
mnYm−1(γS

mnr)
)]

cos(mθ)

+
[

C1
m

r
Jm(γP

mnr) + C2
m

r
Ym(γP

mnr) − C3

(m

r
Jm(γS

mnr) − γS
mn Jm−1(γS

mnr)
)

− C4

(m

r
Ym(γS

mnr) − γS
mnYm−1(γS

mnr)
)]

sin(mθ)
}

eiωmnt (6.13)

Die Konstanten C1 − C8 ergeben sich durch die Anpassung der Randbedingun-
gen bei r= a und r=b. Die Eigenfrequenzen ωmn erhält man durch Einsetzen der
Lösungen (6.12) und (6.13) in die Bewegungsgleichung (6.7).
Für den Sonderfall m=0, wenn also die Bewegungen ur und uθ unabhängig von
der Koordinate θ sind und somit rotationssymmetrische Bewegungen vorliegen,
vereinfachen sich (6.12) und (6.13) zu:

ur(r, t) =
{

C3γP
n J1(−γP

n r) + C4γP
n Y1(−γP

n r)
}

eiωnt (6.14)

uθ(r, t) =
{

C5γS
n J1(−γS

nr) + C6γS
nY1(−γS

nr)
}

eiωnt (6.15)

Gleichung (6.14) stellt eine reine Kompressionswellenlösung mit einer rotations-
symmetrischen Verschiebung in radialer Richtung und n Knotenkreisen dar. In
(6.15) liegt eine reine Scherwellenlösung vor, in der sich die Scheibenelemente
mit n Knotenkreisen in tangentialer Richtung bewegen (vgl. Abbildung 6.5). Für
den Fall m 6=0 hat die Lösung Anteile aus Scher- und Kompressionswellen.
In ERINGEN & ŞUHUBI [27] und GAZIS [35] werden deshalb eine Einteilung der
IP-Schwingungen in reine Schubschwingungen, reine Dehnschwingungen und
Mischformen daraus vorgenommen. Im Folgenden wird es jedoch vorgezogen,
eine Einteilung nach der Art der überwiegenden Verformung vorzunehmen.



82 Kapitel 6: Schwingformen von Bremsscheiben

Abbildung 6.5: Reine Kompressions- (links) und Scherwellenlösung (rechts) mit
n = 3 Knotenkreisen

6.1.2.1 In-plane-Radial (IPR)

Bei radialen IP-Moden (IPR) verformen sich die Scheiben (unter Annahme von
extremen Amplituden) zu einem Oval (IPR-2ND), einem „Dreieck“ (IPR-3ND),
einem „Viereck“ (IPR-4ND) usw., was in Abbildung 6.6 gezeigt ist.

IPR-2ND IPR-3ND IPR-4NDIPR-1ND IPR-2ND IPR-3ND IPR-4NDIPR-1ND

Abbildung 6.6: IPR-Bremsscheibenmoden mit radialen Knotenlinien

Eine IPR-Mode mit nur einer Knotenlinie gibt es nicht. Die erste Ordnung dieses
Modentyps entspricht einer pumpenden Bewegung des Reibringes in der Schei-
benebene. Sie wird im Rahmen dieser Arbeit dennoch als IPR-1ND bezeichnet.
Es sei bemerkt, dass es sich in diesem Fall um keine Doppelmode, sondern um
eine Einzellösung handelt.
Es existieren auch IPR-Moden mit Knotenkreisen. Diese liegen jedoch bei den
in PKW üblichen Bremsscheibengeometrien in der Regel außerhalb des hörba-
ren12 Bereiches. Das kann leicht mit den Ergebnissen von GAZIS [35] gezeigt
werden. Für die bei Bremsscheibengeometrien üblichen Verhältnisse von etwa
0, 5 <

h
a < 1, 0 können die Eigenfrequenzen reiner Kompressionswellenlösungen

mit

ωn ≈ n · π · cP

h

[
1
s

]

(6.16)

abgeschätzt werden. Mit einer Reibringhöhe h < 100 mm und der Kompres-
sionswellengeschwindigkeit für Grauguss cP ≈ 4, 5×106 mm

s ergibt sich für die
IPR-1NC-Mode eine Frequenz von f1 = ω1

2π > 22 kHz, was deutlich außerhalb
des hörbaren Bereiches liegt.

12Unter dem Hörbereich versteht man mechanische Schwingungen zwischen 16 Hz und 16 kHz
[60].
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6.1.2.2 In-plane-Tangential (IPT)

Tangentiale IP-Moden (IPT) zeichnen sich durch umlaufende Kompressionswel-
len aus. Die nullte Ordnung ist eine Drehbewegung der unverzerrten Scheibe
relativ zum elastischen Topf.

IPT-1ND IPT-2ND IPT-3ND IPT-1NCIPT-1ND IPT-2ND IPT-3ND IPT-1NC

Abbildung 6.7: IPT-Bremsscheibenmoden

Die Lösungen mit Knotenkreisen liegen bei relativ hohen Frequenzen. Auch die-
se können mit den Untersuchungen von GAZIS [35] abgeschätzt werden. IPT-
nNC-Moden entsprechen der Lösung mit reinen Scherwellen. Mit

ωn ≈ n · π · cS

h

[
1
s

]

, (6.17)

einer Reibringhöhe h < 100 mm und der Scherwellengeschwindigkeit in Grau-
guss cS≈2, 4×106 mm

s liegt die IPT-1NC-Mode bei f1 = ω1
2π <12 kHz. Damit kann

dieser Modentyp nicht grundsätzlich unberücksichtigt bleiben.

6.1.2.3 In-plane-Tangential mit Schubverformung (IPTS)

Diese Kategorie ist ein Sonderfall, der nur bei innenbelüfteten Bremsscheiben
vorkommen kann. Bei IPTS-Moden verformen sich die beiden Reibringe jeweils
wie im vorherigen Abschnitt beschrieben. Die Reibringe führen aber zueinander
gegenphasige Bewegungen aus (vgl. Abbildung 6.8). Diese Moden liegen bei der
in PKW üblichen Bremsscheibengeometrien in der Regel außerhalb des hörba-
ren Bereiches [49]. Lediglich Bremsscheiben mit Kühlkanälen, deren Höhe etwa
1,5 mal so groß wie die Reibringdicke ist, weisen diese Moden im hörbaren Fre-
quenzbereich auf. Dieses wird ausführlich in Kapitel 7 behandelt.
Die nullte Ordnung ist hier die Bewegung, bei der sich die Reibringe in sich nicht
dehnen bzw. stauchen, aber über eine Biegeverformung der Rippen zueinander
eine Scherbewegung ausführen.

6.1.2.4 OP/IP-Mischmoden

Wie bereits erwähnt sind nur im Falle einer Kreisscheibe mit Loch OP- und IP-
Bewegungen entkoppelt. Bei Bremsscheiben beginnt jedoch am inneren Reibring
der sogenannte Topf, mit dem die Scheibe an der Achse befestigt wird. Dieser
kann, je nach Bremse, unterschiedliche Abmessungen aufweisen. Im Falle von



84 Kapitel 6: Schwingformen von Bremsscheiben

IPTS-1NDIPTS-0ND IPTS-2ND

Abbildung 6.8: IPTS-Bremsscheibenmoden

innenbelüfteten Scheiben kann dieser am inneren oder äußeren Reibring befes-
tigt sein. Abhängig von den Abmessungen von Scheibe und Topf entstehen ge-
koppelte Eigenmoden der Scheibe, die sowohl OP- als auch IP-Komponenten
aufweisen. Das Kopplungsverhalten wird in BAE & WICKERT [4] für den Fall
einer Massivscheibe untersucht. Dort ist gezeigt, dass für besonders tiefe Töp-
fe die IPR-nND-Moden eine signifikante OP-Komponente aufweisen. Allerdings
sind Moden mit IPR-Anteil aufgrund der an der Reibkontaktstelle aktivierten
Reibungsdämpfung (vgl. Abschnitt 5.2.1) als weniger kritisch einzustufen.
OP/IP-Mischmoden sind hinsichtlich des Auftretens als instabile Lösungen ei-
nes Bremsengesamtsystems allgemein als unkritischer im Vergleich zu reinen IP-
Moden zu werten, da sie zwangsläufig auch weitere Komponenten des Systems
eine Bewegung aufzwingen, die im Gegensatz zu der Bremsscheibe selbst leich-
ter bedämpft werden können (vgl. Abschnitt 7.3.3).

6.2 Abstrahlverhalten

Das in Abschnitt 3.2.2 beschriebene Verfahren bewertet das Stabilitätsverhalten
einer Bremse. Im Falle einer Instabilität wird davon ausgegangen, dass die auf-
tretende Schwingform in der Lage ist, Schall in das umliegende Fernfeld zu emit-
tieren. Die Bremsscheibe wird oft als dominanter Strahler in einer quietschenden
Scheibenbremse angesehen [84].
Bei der Unterdrückung von selbsterregtem Bremsenquietschen wird eine Ver-
hinderung des Auftretens der Instabilität angestrebt. Viele akustische Probleme
werden hingegen durch die Beeinflussung bzw. Verschlechterung des Abstrahl-
verhaltens gelöst. Dieses ist hier nicht zielführend, da durch das Auftreten einer
Instabilität theoretisch unendlich große Amplituden entstehen können, die auch
bei niedrigen Abstrahlgraden eine Schallabstrahlung zur Folge haben. Die Struk-
tur so zu verändern, dass eine Schallabstrahlung aller Flächen verhindert wird,
ist kaum möglich.
Im Folgenden wird deshalb auf das Schallabstrahlverhalten von Bremsscheiben
nur kurz eingegangen. Im Rahmen einer Diplom- bzw. Masterarbeit [79] wur-
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de das modale Schallabstrahlverhalten von einer innenbelüfteten Bremsscheibe
(a≈110 mm, b≈190 mm, Reibringdicke ≈10 mm Scheibendicke 36 mm, vgl. Ab-
bildung 6.1) mittels der Boundary Element Methode (BEM) [16] untersucht. Dabei
sollte insbesondere geprüft werden, inwieweit IP-Moden einer innenbelüfteten
Bremsscheibe in der Lage sind, Schall abzustrahlen. Außer dem Abstrahlgrad σ
wird die Verteilung der abgestrahlten Leistung auf die Teiloberflächen von Rei-
bringen, Topf und Rippen ermittelt.
Der Abstrahlgrad σ beschreibt das Verhältnis von tatsächlich abgestrahlter
Schallleistung P zu der Leistung, die die gesamte Strukturoberfläche A unter
Annahme einer Abstrahlimpedanz von ̺ · cL abstrahlen würde [92]:

σ =
P

̺ · cL · ṽ2 · A
[−] (6.18)

Darin ist ṽ2 das Quadrat der zeitlich und räumlich gemittelten Oberflächen-
schnelle [77].

6.2.1 OP-Moden

Für das Schallabstrahlverhalten von Bremsscheiben ist die Abstrahlung in das
Fernfeld von wesentlichem Interesse. Diese kann bei einem unendlich ausge-
dehnten Strahler nur stattfinden, wenn die Wellenlänge größer oder gleich der
der Luft ist [60]. Unter Vernachlässigung von Randeffekten, die bei einer endli-
chen Struktur entstehen, können mit dieser prinzipiellen Überlegung generell al-
le OP-Moden von Bremsscheiben als schallabstrahlende Strukturen ausgemacht
werden. In Abbildung 6.9 sind die mittels eines FE-Modells ermittelten Eigen-
frequenzen für die innenbelüftete Bremsscheibe in Abbildung 6.11 die OP-mND
Moden mit ihrer Frequenz dargestellt.
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Abbildung 6.9: Zusammenhang von ND-Knotenlinien und Frequenz von OP-
Eigenmoden

Der Zusammenhang zwischen Eigenfrequenz f und Anzahl der Knotenlinien
mND der OP-Eigenmoden kann für m ≥ 2 durch ein quadratisches Polynom mit
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der Methode der kleinsten Fehlerquadrate approximiert werden:

fm ≈ 17, 3m2 + 788m − 720
[

1
s

]

(6.19)

Mit den inneren und äußeren Scheibenradien a = 100 mm, b = 200 mm (vgl.
Abbildung 6.1) und einem mittleren Reibringumfang

Um = 2π
(a + b)

2
≈ 0, 9 [m] (6.20)

kann die Wellenlänge λm der Moden näherungsweise abhängig von der Zahl der
Knotenlinien mND angegeben werden:

λm ≈ Um

m
=

0, 9
m

[m] (6.21)

Wird nun die Wellenlänge der Luft λL mit Gleichung (6.19) und der Geschwin-
digkeit cL≈340m

s ebenfalls durch die Anzahl Knotenlinien ausgedrückt

λLm =
cL

fm
=

340
17, 3m2 + 788m − 720

[m] (6.22)

kann mit (6.21) und (6.22) die Bedingung

λm ≥ λLm

0, 9
m

≥ 340
17, 3m2 + 788m − 720

(6.23)

⇒ m ≥ 1, 64

aufgestellt werden. Damit ist gezeigt, dass alle OP-mND-Moden der untersuch-
ten Bremsscheibe mit m≥2 besonders gut in das Fernfeld Schall abstrahlen kön-
nen.
Die Untersuchungen in SELIMEFENDIGIL [79] kommen zu dem selben Ergebnis.
Alle dort untersuchten OP-Eigenmoden einer innenbelüfteten Bremsscheibe mit
den Abmessungen gemäß (6.20) weisen Abstrahlgrade σ von etwa 0,4 bis 0,9 auf
(vgl. Tabelle 6.1). Ferner sind für die Abstrahlung im Wesentlichen die Flächen
der Reibringe verantwortlich.

6.2.2 IP-Moden

Auch für IP-Moden lassen sich ähnliche Überlegungen anstellen.
IPT-Moden verformen sich in sich und ändern ihre äußerer Kontur aufgrund der
Querdehnung. Mit der gleichen Herangehensweise wie für OP-Moden in Ab-
schnitt 6.1.1 und dem approximierten Zusammenhang zwischen Eigenfrequenz
und Knotenlinie aus Abbildung 6.10 durch das quadratische Polynom

fm ≈ −146, 3m2 + 3729m + 1638
[

1
s

]

(6.24)
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Frequenz Modentyp Abstrahlgrad
1184 OP-2ND 0,36
2338 OP-3ND 0,42
3547 OP-4ND 0,63
4753 OP-5ND 0,58
5973 OP-6ND 0,55
7228 OP-7ND 0,57
8528 OP-8ND 0,90
4966 OP-1ND-1NC 0,68
5880 OP-2ND-1NC 0,61
7245 OP-3ND-1NC 0,55
8237 OP-4ND-1NC 0,90

Tabelle 6.1: Abstrahlgrade verschiedener Bremsscheiben OP-Moden aus [79]
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Abbildung 6.10: Zusammenhang von ND-Knotenlinien und Frequenz von IPT-
Eigenmoden

ergibt sich für die durch Querdehnung entstehende OP-Bewegung die generelle
Abstrahlbedingung mit (6.21) und (6.22) zu:

λm ≥ λLm

0, 9
m

≥ 340
−146, 3m2 + 3729m + 1638

(6.25)

⇒ m ≤ 23, 4

Somit ist auch hier eine Schallabstrahlung durch alle IPT-Moden, deren Fre-
quenzen im hörbaren Bereich liegen, zu erwarten.
Für die Schallabstrahlung bei Scheibenmoden vom Typ IPR lassen sich ähnliche
Überlegungen anstellen. Da dieser Modentyp aufgrund der Reibungsdämpfung
in Scheibenbremsen nicht als Instabilität auftritt (vgl. Abschnitt 5.2.1), wird
darauf verzichtet.
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Bei innenbelüfteten Scheiben ist durch die komplexere Geometrie der Scheibe
mit Rippen und Kühlkanälen eine genauere Betrachtung erforderlich. Lediglich
ein Effekt, der bei IPTS-mND-Moden auftritt, kann durch generelle Überlegun-
gen bewertet werden. Hierbei handelt es sich um das Entstehen des wellenför-
migen Musters auf der Bremsscheibenoberfläche durch die in den Reibringen
eingespannten Rippen (vgl. Abbildung 6.11). Die harmonischen Verdrehungen
an diesen Einspannungen erzeugen eine Schnelle mit Wellenform.

IPTSλ

Abbildung 6.11: Wellenförmige Schnelleverteilung auf den Reibringen bei der
Verformung in IPTS-Moden

Die untersuchte Bremsscheibe (vgl. Abbildung 6.11) hat 40 Rippen. Mit einem
mittleren Reibringumfang von etwa Um = 0, 9 m entspricht das einer Wellen-
länge von λIPTS = 0, 023 m. Mit der Abstrahlbedingung (6.23) und der Schall-
geschwindigkeit cL ≈ 340m

s würde mit dieser Wellenlänge bei einer unendlich
ausgedehnten Struktur eine Abstrahlung in das Fernfeld nur stattfinden, wenn

0, 023 ≥ 340
f IPTS

⇒ f IPTS ≥ 15 kHz. (6.26)

Somit liegen bei den IPTS-Moden dieser Scheibe durch die wellenförmige
Schnelleverteilung auf der Scheibenoberfläche gegenüber den Biegeformen der
OP-Moden deutlich ungünstigere Abstrahlbedingungen vor. Dieses stimmt mit
den Ergebnissen von SELIMEFENDIGIL [79] überein. Die IPTS-0ND-Mode der
Scheibe aus Abbildung 6.11 weist darin im Vergleich zu anderen Scheibenmo-
den nur eine sehr geringe Abstrahlung (σ≈0, 001) auf.

6.2.3 Einfluss des Topfes und der Rippen

Die Überlegungen in den Abschnitten 6.2.1 und 6.2.2 beziehen sich nur auf
Moden der Scheibe bzw. der Reibringe. Der Einfluss auf das Abstrahlverhalten
durch die lateralen Flächen des Topfes und der Rippen kann nicht mit ähnlich
einfachen Betrachtungen untersucht werden. In der BEM-Berechnung in SELI-
MIFENDIGIL [79] wurde für die Bremsscheibe aus Abbildung 6.11 auch die Mode
IPTS-1ND bewertet, welche einen Abstrahlgrad von σ=0, 14 aufweist. Dieser ist
signifikant größer als der der IPTS-0ND-Mode, obwohl auch hier die generellen
Überlegungen aus Abschnitt 6.2.2 für IPTS-Moden gelten.
Bei einer genaueren Betrachtung der IPTS-1ND-Mode ist zu erkennen, dass sie
nicht ganz „rein“ ausgebildet ist. Die Reibringe weisen außer dem Effekt aus
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Abbildung 6.12: IPTS-1ND-Mode der untersuchten Bremsscheibe

Abbildung 6.11 zusätzlich eine weitere OP-Bewegung auf, die aus der Querdeh-
nung entsteht. Auch die lateralen Flächen des Topfes sind an der Schwingform
beteiligt (vgl. Abbildung 6.12). Die Leistung wird in diesem Fall zu etwa einem
Drittel über die Fläche des Topfes und zu zwei Dritteln über die Reibringflächen
emittiert (vgl. Tabelle 6.2).

Teilfläche Anteil an der
Abstrahlung

Reibringe 70%
Topf 30%
Rippen <1%

Tabelle 6.2: Anteil der Teilflächen an der Abstrahlung [79]

Auch wenn die Reibringflächen im Verhältnis zum Topf normal zur Ebene
relativ geringe Verschiebungen aufweisen, haben sie den größten Anteil an der
Abstrahlung.
Die Abstrahlung der IPTS-1ND-Mode wird also nicht primär durch die tan-
gentiale Reibringbewegung, sondern vielmehr durch die daraus resultierende
OP-Bewegung sowie der Bewegung der lateralen Topfflächen hervorgerufen.

Aufgrund der Komplexität der bei Instabilitäten auftretenden Schwingformen
der Bremsscheibe ist eine generelle Quantifizierung des Abstrahlverhaltens
verschiedener Moden nicht möglich. Wie gezeigt wurde, können auch IP-Moden
Abstrahlgrade aufweisen, die in einer ähnlichen Größenordnung wie die von
OP-Moden liegen. Wenngleich IP-Moden nicht primär durch ihre radiale oder
tangentiale Bewegung an der Abstrahlung beteiligt sind, existieren oft sekun-
däre Bewegungen, die einen Beitrag an der Abstrahlung liefern [84, 56].

Wie eingangs erwähnt, hängt die Größe der Schallabstrahlung auch von der Am-
plitude der Oberflächenschnelle ab. Selbst bei sehr geringen Abstrahlgraden kön-
nen durch hinreichend große Schwingamplituden bzw. -schnellen wahrnehmba-
re Schalldrücke entstehen. Beim Auftreten einer Instabilität der Bremse steigen
die Amplituden zunächst exponentiell an, bis sie aufgrund nichtlinearer Effekte
einen Grenzzykel erreichen (vgl. Abschnitt 3.2). Die Absolutwerte der Oberflä-
chenschnelle sind aber in der Regel nicht bekannt und können mit dem in Ab-
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schnitt 3.2.2 vorgestellten Simulationsverfahren auch nicht ermittelt werden. Sie
gehen lediglich aus Messungen (z.B. durch Laservibrometrie) hervor. Deshalb ist
eine Ermittlung des Abstrahlgrades für die virtuelle Bewertung des Geräusch-
verhaltens einer Bremse nicht zielführend. Abstrahlgrade von σ ≡ 0 sind nicht
möglich, daher muss zur Verhinderung der Schallemission das Auftreten der In-
stabilität unterbunden werden.
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Kapitel 7

Beispiel: Instabilitäten mit
IPTS-Moden der Bremsscheibe

Durch steigende Motorleistungen und Fahrzeuggewichte steigen ebenfalls die
Leistungsanforderungen von Bremsanlagen. Ein wesentlicher Aspekt ist dabei
die Kühlleistung der Bremsscheibe. Durch innenbelüftete Scheiben mit großem
Kühlkanalquerschnitt wird diese positiv beeinflusst. Zur Erfüllung dieser An-
forderung kommen mittlerweile auch PKW Bremsscheiben mit einem Verhältnis
von Kühlkanalhöhe zu Reibringdicke von >1,5 zum Serieneinsatz.
Bei Bremsen mit solchen Scheiben traten im Entwicklungsprozess gehäuft Ge-
räuschprobleme bei hohen Frequenzen (ca. 8-15 kHz) auf. Diese Probleme haben
sich in der Vergangenheit als extrem hartnäckig und resistent gegen jegliche kon-
ventionelle Abhilfemaßnahme gezeigt und erforderten neue Lösungsstrategien.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde dieses Phänomen intensiv untersucht und aus
den Ergebnissen mögliche Abhilfemaßnahmen abgeleitet.

7.1 Analyse der auftretenden instabilen Schwing-

formen

Die eingangs genannten Probleme wurden an vier Bremsen mit Hilfe von CAE-
Simulationen und Schwingformmessungen an der rotierenden Bremsscheibe un-
tersucht. Wenn auch der Grad der Ausprägung bei den vier untersuchten Brem-
sen unterschiedlich ist, konnte dennoch für alle das gleiche Phänomen als Ursa-
che der hochfrequenten Geräusche nachgewiesen werden. Im Folgenden werden
daher die Untersuchungsergebnisse exemplarisch für eine dieser vier Bremsen
vorgestellt.
Bei der untersuchten Bremse handelt es sich um eine Schwimmsattel-
Scheibenbremse mit zwei Kolben und Aluminium-Rahmensattel. Bei dieser
Bremse traten im Entwicklungsprozess sowohl am Prüfstand als auch im Fahr-
versuch Quietschprobleme bei 8,1 kHz, 11,4 kHz und besonders gehäuft bei 9,3
kHz auf (vgl. Abbildung 7.1). Diese waren sowohl in der Häufigkeit des Auftre-
tens als auch in der Höhe der aufgetretenen Schalldrücke für den Serieneinsatz
nicht akzeptabel. Alle, sowohl an der Sattelgeometrie und -masse als auch an
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der Belaggeometrie und -masse vorgenommenen Modifikationen zeigten wenig
Einfluss auf die vorhandenen Problemfrequenzen. Kleine Änderungen an der
Bremsscheibengeometrie beeinflussten das Auftreten dieser Frequenzen eben-
falls kaum.
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Abbildung 7.1: Geräuschprüfstandsergebnisse: jeder Punkt stellt einen „Quiet-
scher“ dar

Die mittels Doppelpuls-Laser-Holographie bzw. dem ESPI-Verfahren (elektroni-
sche Speckle-Interferometrie, [74]) durchgeführte Betriebschwinganalyse (BSA)
bei 9,3 kHz zeigte eine Starrkörperbewegung des Sattels und des Halters (vgl.
Abbildung 7.2, Mitte). Eine Ausnahme ist die Gehäusehaltefeder, welche eine
Schwingform ausführt, die als Interferenzmuster zu erkennen ist. Die Feder war
aber für die Ursache des Quietschens bei 9,3 kHz unbedeutend, da auch ein Ent-
fernen keine Änderung des Geräuschverhaltens hervorrief.

Abbildung 7.2: BSA bei 9,3 kHz mittels Doppelpulslaserholographie/ESPI

Die BSA der rotierenden Bremsscheibe ergab eine entgegengesetzte Bewegung
der Reibringe zueinander, welches an dem Interferenzmuster in Abbildung 7.2,
rechts zu erkennen ist. Offensichtlich liegt hier eine spezielle tangentiale in-plane-
Bewegung der Bremsscheibe vor, bei der die Reibringe sich gegenphasig zuein-
ander bewegen (Typ IPTS, vgl. Abschnitt 6.1.2.3). Um dieses Phänomen näher zu
untersuchen, wurden die betroffenen Bremsen als FE-Modell abgebildet und der
in Abschnitt 3.2.2 beschrieben Stabilitätsanalyse unterzogen.
In dieser Analyse wurde zunächst von einem konstanten (geschwindigkeitsun-
abhängigen) Reibgesetz ausgegangen. Hier zeigte das System keine Instabilitäten
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Abbildung 7.3: Stabilitätsanalyse mit und ohne geschwindigkeitsunabhängigem
Reibgesetz

bei den am Prüfstand und im Fahrversuch verstärkt aufgetretenen 9,3 kHz und
eine nur sehr schwache Instabilität bei 8,3/11,4 kHz (vgl. Abbildung 7.3, links).
Bei Annahme eines geschwindigkeitsabhängigen Reibgesetzes in der Form (2.4)
treten jedoch einige Instabilitäten der Bremse auf (vgl. Abbildung 7.3, rechts),
welche als tangentiale IP-Moden mit gleichphasiger Bewegung der Reibringe
zueinander (Typ IPT-mND, vgl. Abschnitt 6.1.2.2) oder mit gegenphasiger Be-
wegung (Typ IPTS-mND, vgl. Abschnitt 6.1.2.3) identifiziert werden können. Die
zugehörigen Schwingformen der Scheibe bei den Instabilitäten vom Typ IPTS
sind in Abbildung 7.4 dargestellt. Unter Einbeziehung der Ergebnisse der BSA
aus Abbildung 7.2 und denen der Stabilitätsanalyse lag die Vermutung nahe,
dass es sich bei den drei Quietschfrequenzen um instabile Moden vom Typ IPTS
handelt.

8,3 kHz 9,3 kHz 11,4 kHz

Abbildung 7.4: Durch CAE-Simulation ermittelte instabile Schwingformen

Während das Ergebnis der mittels Doppelpulslaserholographie/ESPI durchge-
führten BSA zwar auf eine entgegengerichtete Bewegung der Reibringe zuein-
ander hinweist, liefert es keine weiteren Informationen über die auftretende
Schwingform der Bremsscheibe. Um diese genauer zu untersuchen, wurde eine
weitere BSA an den Bremsen durchgeführt. Zur Messung der tangentialen IP-
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Abbildung 7.5: BSA mit In-plane-Vibrometern

Schwingung der Bremsscheiben-Reibringe, wurden, wie in Abbildung 7.5, links
gezeigt, zwei In-plane-Vibrometer der Fa. POLYTEC radial auf die beiden Reibrin-
ge gerichtet. Dadurch werden die tangentialen Bewegungen der Reibringe ge-
messen. Die Grafik rechts in Abbildung 7.5 zeigt einen Bereich des zeitlichen
Verlaufs der von den beiden Vibrometern gemessenen Schwinggeschwindigkei-
ten. Es ist klar zu erkennen, dass beide Reibringe mit der gleichen Amplitude
schwingen und die Signale um genau 180◦ phasenversetzt sind. Dieses konnte
nicht nur bei 9, 3 kHz, sondern ebenfalls bei 11, 4 kHz gemessen werden. Die in
Fahrversuchen bzw. am Prüfstand ebenfalls registrierte Problemfrequenz bei 8,1
kHz konnte im Rahmen dieser zweiten BSA am Messaufbau nicht reproduziert
und somit auch nicht gemessen werden.
Um die räumliche Verteilung der IP-Bewegungen auf den Reibringen zu ermit-
teln, wurde das eine IP-Vibrometer an der Referenzposition bei 270◦ auf einem
Reibring belassen (siehe Abbildung 7.6), während mit dem zweiten in etwa 30◦-
Schritten an verschiedenen Positionen gemessen wurde. Aufgrund der einge-
schränkten Zugänglichkeit durch den Prüfstand bzw. Sattel konnten nicht alle
Positionen gemessen werden.

0° 30°

90°

150°210°

330°
300°

270°

240°

Abbildung 7.6: Messung der IP-Bewegung entlang des Umfanges.

Ein Amplitudenvergleich der gemessenen Geschwindigkeiten an den verschie-
denen Positionen gibt Aufschluss über die auftretenden Knotenlinien auf der
Scheibe. Abbildungen 7.7 und 7.8 zeigen das Ergebnis dieser Messungen. Die
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maximalen Amplituden sind dabei jeweils auf das an 270◦ gemessene Referenz-
signal bezogen. Bei der 9,3 kHz Quietschfrequenz ist der sinusförmige Verlauf
der auftretenden Amplituden entlang des Umfanges der Bremsscheibe eindeutig
zu erkennen. Damit existiert eine Knotenlinie entlang 0◦-180◦ wie in Abbildung
7.7 angedeutet. Bei 11,4 kHz ist der sinusförmige Verlauf nicht ganz so eindeu-
tig zu erkennen. Das ist auf die nicht exakt eingehaltenen 30◦-Abschnitte bei der
Messanordnung und der eingeschränkten Anzahl von Messstellen zurückzufüh-
ren. Die Existenz von zwei Knotenlinien kann jedoch durch den vierfachen Vor-
zeichenwechsel entlang des Umfanges belegt werden.
Ein weiteres Ergebnis der BSA mittels Laservibrometrie ist, dass die zusätzlich zu
den IP-Schwingungen der Scheibe gemessenen OP Schwingamplituden an ver-
schiedenen Positionen des Sattels und Halters um ca. Faktor zehn kleiner sind,
als die IP-Amplituden der Scheibe. Damit ist die IP-Schwingung der Scheibe die
dominierende Bewegung dieser instabilen Schwingform.
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Abbildung 7.7: Gemessene instabile Schwingform bei 9,3 kHz
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Abbildung 7.8: Gemessene instabile Schwingform bei 11,4 kHz

Die in diesem Abschnitt beschriebene BSA belegt also, dass die bei 9,3/11,4 kHz
auftretenden instabilen Moden der Scheibe vom Typ IPTS-1ND und IPTS-2ND
sind. Weiterhin ist gezeigt, dass die Ergebnisse der CAE-Simulation zum selben
Ergebnis kommen.
Wie anfangs bereits erwähnt, wurden insgesamt vier Bremsen mit ähnlichen Pro-
blemen untersucht. Bei allen vier wurde die in diesem Abschnitt beschriebene
BSA mittels Laservibrometrie durchgeführt und das Auftreten von instabilen
IPTS-1ND und/oder IPTS-2ND Moden nachgewiesen. In allen Fällen wurden
diese Moden auch in der CAE-Simulation als instabile Lösungen ermittelt.
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7.2 Mechanische Erklärung

Abbildung 7.3 zeigt, dass die instabile IPTS-1ND-Lösung in der Simulation nur
unter Annahme eines geschwindigkeitsabhängigen Reibgesetzes ermittelt wer-
den konnte. Die Scheibenschwingformen aller IPTS-mND-Lösungen haben nur
sehr geringe OP-Komponenten. Eine Kopplung von radialen und normalen Frei-
heitsgraden am Kontakt Belag-Scheibe, wie er in Abschnitt 2.2 beschrieben ist,
kann deshalb keine Erklärung dafür sein. Die Simulationsergebnisse im voran-
gegangenen Abschnitt belegen, dass offensichtlich das in Abschnitt 2.1.1.2 be-
schriebene geschwindigkeitsabhängige Reibgesetz Ursache der Instabilität ist.
Ein Unterschied besteht jedoch darin, dass in diesem Fall die bewegte Unter-
lage (Bremsscheibe) die aufklingende Bewegung ausführt.
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Abbildung 7.9: Ersatzmodell für IPT- und IPTS-Schwingformen

Das Ersatzmodell in Abbildung 7.9 mit dem geschwindigkeitsabhängigen Reib-
gesetz aus (2.4) und den Bewegungsgleichungen

[
m 0
0 m

] (
ẍ1
ẍ2

)

+

[
cµFN 0

0 cµFN

] (
ẋ1
ẋ2

)

+

[
k + k12 −k12
−k12 k + k12

] (
x1
x2

)

=

(
−(µ0 − cµvB)FN

−(µ0 − cµvB)FN

)

(7.1)

hat mit m1 =m2 =m und k1 =k2 =k sowie dem in Abschnitt 2.2.1.2 beschriebenen
Verfahren die Lösung

λ1 = σ1 ± ω1i, Φ1 =

(
1
1

)

und λ2 = σ2 ± ω2i, Φ2 =

(
1

−1

)

(7.2)

mit

ω1 =

√

k

m
− σ2

1 , σ1 = − cµ

2m
, (7.3)

ω2 =

√

k + 2k12

m
− σ2

1 , σ2 = − cµ

2m
. (7.4)
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Die Lösung λ1/Φ1 stellt dabei die Schwingung vom Typ IPT und die Lösung
λ2/Φ2 den Typ IPTS dar. An den Realteilen von λ ist zu erkennen, dass bei einer
negativen Steigung des geschwindigkeitsabhängigen Reibgesetzes cµ < 0 beide
Lösungen eine aufklingende Schwingung darstellen.
Dieses Ersatzmodell gibt also eine Erklärung für das Auftreten von IPTS-Brems-
scheibenmoden in Bremsen. Es zeigt aber auch, dass IPT-Moden gleichermaßen
als Instabilitäten hervortreten können. Dieses deckt sich mit den Ergebnissen der
numerischen Stabilitätsanalyse (vgl. Abbildung 7.3), steht allerdings im Gegen-
satz zu den im Versuch gemachten Beobachtungen. Dort traten keine instabilen
Schwingformen der Scheibe vom Typ IPT auf. Dieser Umstand wird daher in
Kapitel 8 weiter untersucht.

7.3 Abhilfemaßnahmen

Nachdem das Problem im vorherigen Abschnitt analysiert wurde und auf das
Auftreten von instabilen IPTS-Moden der Bremsscheibe zurückgeführt werden
konnte, sollen im nächsten Schritt sinnvolle Abhilfemaßnahmen abgeleitet wer-
den. Die Frage, warum gerade diese bestimmte Klasse von Bremsen solche davor
noch nicht beobachteten hochfrequenten Geräuschprobleme hat, lässt sich ein-
fach mit dem großen Verhältnis von Kühlkanalhöhe zu Reibringdicke begründen
(≈ 1, 9). Bremsen mit einem geringeren Verhältnis haben bislang keine vergleich-
baren Geräuschprobleme gezeigt. Der Grund ist der Umstand, dass die Höhe
der Rippe bei der Biege- bzw. Kippsteifigkeit in der dritten Potenz eingeht. Da-
durch haben innenbelüftete Bremsscheiben mit einem Verhältnis Kühlkanalhö-
he zu Reibringdicke von <1,5 Moden vom Typ IPTS in einem deutlich höheren
(nicht hörbaren13) Frequenzbereich.

7.3.1 Verstimmung

Das Ersatzmodell aus Abschnitt 7.2 zeigt, dass ein Verstimmen der Reibpart-
ner, was in vielen Fällen eine Lösung des durch Instabilitäten hervorgerufenes
Bremsenquietschens ist (vgl. Abschnitt 2.2), hier keine Lösung sein kann. Eine
Veränderung der Steifigkeiten k1, k2 oder k12 bzw. der Massen hat keinerlei Ein-
fluss auf das Auftreten der Instabilität. Lediglich die Frequenz der auftretenden
instabilen Schwingung wird beeinflusst. Hier ist ausschließlich das geschwin-
digkeitsabhängige Reibgesetz aus 2.1.1.2 und nicht die Reibungskopplung aus
2.2.1.3 Ursache der Instabilität.

7.3.2 Versteifung

Eine einfach erscheinende Lösungsmöglichkeit besteht darin, die Rippenstei-
figkeit so zu erhöhen, dass die IPTS-mND-Moden in einen nicht hörbaren

13siehe Fußnote 12 auf Seite 82
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Frequenzbereich verschoben werden. Die Frage dabei ist, welche systemverträg-
liche Maßnahme dieses bewirkt.
Für die o.g. Bremse wurde eine alternative Bremsscheibengeometrie mit dicke-
ren, nach innen keilförmig geformten Rippen erprobt (vgl. Abbildung 7.10).

Abbildung 7.10: Standard- und modifizierte Scheibe mit verdickten Rippen

Das Ergebnis dieser Erprobung war, dass die Quietschprobleme bei 8,1/9,3/11,4
kHz zwar nicht mehr bestehen, dafür aber eines bei 11,2 kHz auftritt. Das
bestätigen auch die Simulationsergebnisse (vgl. Abbildung 7.11). Durch die
Versteifung werden die IPTS-mND Problemfrequenzen zwar in einen höheren
Frequenzbereich verschoben, aber nicht hoch genug, so dass sie weiterhin im
hörbaren Bereich liegen. Diese Maßnahme alleine kann das Problem demnach
nicht lösen.

-0,3%

-0,2%

-0,1%

0,0%
7,0 8,0 9,0 10,0 11,0 12,0 13,0 14,0Frequenz [kHz]

Dä
mp

fun
g

2 bar
5 bar
10 bar
15 bar

IP
T-
2N

D

IP
T-
3N

D

IP
TS

-1
N
CIP
TS

-0
N
D

IP
TS

-1
N
D

11,4 kHz

IP
TS

-2
N
D

70

80

90

100

110

7,0 8,0 9,0 10,0 11,0 12,0 13,0 14,0
Frequenz [kHz]

Sch
all

pe
ge

l [d
B(A

)] 11,2 kHz

Abbildung 7.11: Ergebnis von Simulation (links) und Versuch (rechts) der Bremse
mit modifizierter Scheibe

Bei einer Bremsscheibe sind der Modifikation der Geometrie enge Grenzen
gesetzt. Die Rippendicke kann nicht beliebig verstärkt bzw. dessen Anzahl
beliebig erhöht werden, da dieses zu Lasten der Kühlleistung geht. Außen-
und Innendurchmesser sowie die Dicken der Reibringe sind ebenfalls einigen
Zwängen unterworfen, damit sie weiteren Anforderungen z.B. hinsichtlich des
Bauraums oder der Thermomechanik genügen.
Um zu untersuchen, welche Parameter der Scheibengeometrie einen großen
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Abbildung 7.12: Erweitertes Ersatzmodell für IPT-1ND und IPTS-1ND

Einfluss auf die Frequenz der IPTS-mND-Moden haben, wurde ein weiteres
Ersatzmodell erstellt. Im Gegensatz zur Analyse von Instabilitäten mit dem Phä-
nomen der Reibungskopplung aus Abschnitt 2.2 ist es bei der hier vorliegenden
Ursache (vgl. Abschnitt 2.1.1.2) möglich, nur die Scheibe als Einzelkomponente
zu untersuchen.
Dazu wird das in Abbildung 7.12 gezeigte Ersatzsystem verwendet, welches
lediglich die Eigenformen IPT-0ND, IPT-1ND, IPTS-0ND und IPTS-1ND einer
an der Topfauflagerfläche gelagerten Bremsscheibe, nicht aber die die Instabilität
verursachende Reibung bzw. Sattel und Beläge abbildet. Die Massen und Federn
werden in Abhängigkeit von den Bremsscheibenparametern bzw. -abmessungen
ausgedrückt. Somit kann der Einfluss einer Parametervariation auf diese vier
Bremsscheibenmoden untersucht werden.

Die berücksichtigten Bremsscheibenparameter sind:

Außendurchmesser da = 374 mm Reibringhöhe hRR = 76 mm
Reibringdicke tRR = 9, 25 mm Rippenhöhe hR = 17, 5 mm
Rippendicke tR = 5 mm Topfwanddicke tT = 6 mm
Topfhöhe hT = 50 mm Anzahl Rippen nR = 40
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Abbildung 7.13: Bremsscheibenparameter
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Mit den Materialparametern

E = 112000
[

N
mm2

]

, G = 43100
[

N
mm2

]

, ̺ = 7, 8 · 10−9
[

to
mm3

]

(7.5)
können die folgenden Werte abgeleitet werden:

innerer Reibringdurchmesser di = da − 2 · hRR

Topfdurchmesser dT = di − 60 mm

mittlerer Reibringradius rm =
da − di

2

Reibringfläche ARR =
(d2

a − d2
i )

4
π

Topffläche AT =
d2

T

4
π

Reibringmasse mit Rippenanteil mRR =

(

ARR · tRR + nR · lR · hR

2
· tR

)

̺

Rotationsträgheit Reibring IΘRR
=

1
2
· π · mRR

ARR
· (d2

a − d2
i )

16

Torsionsfeder zum Topf kϕT =
2 · G · A2

T · tT

π · dT
2 · hT

Flächenmoment einer Rippe IR =
hR · t3

R

12

Kippsteifigkeit einer Rippe kRkipp
=

12 · E · IR

h3
R

Drehfeder aller Rippen kϕR = nR · kRkipp
· r2

m

Dehnsteifigkeit Reibring kϕRR =
E · tRR · hRR

2 · π · rm
· r2

m

Diese werden durch folgende Beziehungen auf das Ersatzmodell aus Abbildung
7.12 übertragen:

m13 = 1, 10 · IΘRR

m24 = 0, 95 · IΘRR

kT =
kϕT

2
(7.6)

kR =
kϕR

2
kRR = 18 · kϕRR

Der Faktor 1, 10 bei den Massen m13 berücksichtigt die etwas höhere Reibringdi-
cke auf der Topfseite sowie einen Trägheitsanteil vom Topf, der Faktor 0, 95 bei
den Massen m24 die etwas geringere Reibringdicke auf der Innenseite. Die Dehn-
steifigkeit der Reibringe kϕRR erfordert eine Korrektur, da die relativ komplizier-
ten Schwingformen bei IPT bzw. IPT-1ND Moden nur näherungsweise durch
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vier Freiheitsgrade dargestellt werden können.

Mode Frequenz Frequenz Abweichung
FE-Modell Ersatzmodell

IPT 1214 Hz 1306 Hz 7,6%
IPT-1ND 5546 Hz 4952 Hz 12%
IPTS 8152 Hz 7848 Hz 3,9%
IPTS-1ND 9138 Hz 9196 Hz 0,6%

Tabelle 7.1: Abweichungen der Frequenzen zum FE-Modell bei der Standard-
scheibe

Mode Frequenz Frequenz Abweichung
FE-Modell Ersatzmodell

IPT 1169 Hz 1289 Hz 10,2%
IPT-1ND 5421 Hz 4855 Hz 11,7%
IPTS 10574 Hz 10560 Hz 0,1%
IPTS-1ND 11392 Hz 11559 Hz 1,5%

Tabelle 7.2: Abweichungen der Frequenzen zum FE-Modell bei der Scheibe mit
verdickten Rippen

In Tabelle 7.1 ist zu erkennen, dass die vier Eigenfrequenzen dieses Ersatz-
modells gut zu denen des FE-Modells mit der Standardscheibe passen. Auch
ein Vergleich mit den Ergebnissen der modifizierten Scheibe aus Abbildung
7.10, deren einzig unterschiedliche Parameter die mittlere Rippendicke von
tR = 6, 2 mm ist, liefert eine ähnlich gute Übereinstimmung des Ersatzmodells
und der FE-Analyse (vgl. Tabelle 7.2). Die Materialparameter der FE-Modelle
sind dabei so abgestimmt, dass die Ergebnisse mit denen der experimentellen
Modalanalyse übereinstimmen.

Im Folgenden wird nun eine Variation einiger Bremsscheibenparameter durch-
geführt. Dabei wird zunächst die Rippendicke im Bereich 4 mm ≤ tR ≤ 10 mm
variiert. In Abbildung 7.14 ist die Veränderung der Eigenfrequenzen dargestellt.
Darin ist die Rippendicke der Standardscheibe und die mittlere Rippendicke der
modifizierten Scheibe markiert.
Es ist zu erkennen, dass zur Verlagerung der IPTS-mND-Moden in den nicht hör-
baren Bereich eine Rippendicke notwendig ist, die geometrisch nicht mehr um-
setzbar ist.
Zu erwähnen ist, dass das Ersatzmodell bei größeren Rippendicken nicht mehr
gültig ist, da die Feder nicht mehr durch die Biegesteifigkeit der Rippen abge-
bildet und der Einfluss der Schubsteifigkeit nicht mehr vernachlässigt werden
kann. Da eine deutliche Überschreitung der mittleren Rippendicke der modifi-
zierten Scheibe aus Gründen der Kühlleistungsanforderungen nicht möglich ist,
wird dieses nicht weiter berücksichtigt.
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Abbildung 7.14: Variation der Rippendicke tR

Eine Erhöhung der Rippenanzahl nR ist nicht sehr effektiv, da sie linear in die
Rippenersatzfeder eingeht, während die Rippendicke tR in der dritten Potenz
eingeht. Denkbar wäre eine Verkleinerung der Rippenanzahl bei vergrößerter
Rippendicke. Damit würde die Rippenfeder deutlich steifer, ohne dass die Kühl-
kanalquerschnitte zu sehr verengt werden. Aber auch solch eine Maßnahme wür-
de sich ungünstig auf das Kühlverhalten auswirken, da die Oberfläche in den
Kühlkanälen und der Volumenstrom deutlich kleiner wird.
Eine Variation der Reibringdicke tRR bei konstanter Rippenhöhe hR (=Kühlka-
nalhöhe) ergibt das Ergebnis aus Abbildung 7.15. Durch eine Reduzierung der
Reibringmassen lässt sich ebenfalls eine Erhöhung der IPTS-mND-Moden errei-
chen. Jedoch ist auch hier die notwendige Reduzierung der Reibringdicke, um
eine Verlagerung der Problem-Moden in den nichthörbaren Bereich zu erzielen,
nicht umsetzbar.
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Abbildung 7.15: Variation der Reibringdicke tRR

Wird die Rippenhöhe hR bei konstanten Reibringdicken tRR variiert, gelten für
die Anwendung der Biegetheorie die gleichen Einschränkungen wie bei der Va-
riation der Rippendicke. In Abbildung 7.16 ist zu erkennen, dass bei einer Redu-
zierung der Rippenhöhe auf etwa 11 mm, welches einem Verhältnis von Kühl-
kanalhöhe zu Reibringdicke von etwa 1,2 entspricht, die IPTS-mND-Frequenzen
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Abbildung 7.16: Variation der Rippenhöhe hR

den hörbaren Bereich verlassen haben. Das deckt sich mit der Tatsache, dass bei
Bremsscheiben mit diesem oder einem geringeren Verhältnis derartige Probleme
nicht bekannt sind.
Die Ergebnisse dieses Ersatzmodells veranschaulichen, dass die instabilen IPTS-
mND-Moden bei Bremsscheiben mit einem Verhältnis von Kühlkanalhöhe zu
Reibringdicke von etwa 1,2 oder weniger nicht mehr im hörbaren Bereich lie-
gen.
Weiterhin ist zu erkennen, dass durch kleinere Modifikationen an der Brems-
scheibe, welche die Scheibe geometrisch nicht wesentlich verändern, keine signi-
fikante Verlagerung der Frequenzen von IPTS-mND-Moden möglich ist. Ist aus
Leistungs- bzw. Kühlungsgründen eine große Rippenhöhe erforderlich, kann
nicht auf die herkömmliche Scheibengeometrie zurückgegriffen werden, ohne
dass die Gefahr des Auftretens von instabilen IPTS-mND Moden besteht.
Werden Kühlkanäle bzw. die Rippen in Form eines Fachwerks ausgebildet (vgl.
Abbildung 7.17), wird die Rippensteifigkeit in tangentialer Richtung deutlich
erhöht. Wird dieses Prinzip auf die hier untersuchte Bremse angewendet (60
dreiecksförmige Kühlkanäle mit einer Rippendicke von 4 mm), liegen die IPTS-
mND-Moden außerhalb des hörbaren Bereiches. Bei einer Betrachtung des Kühl-
verhaltens stellt man fest, dass sich die erhöhte Fläche in den Kanälen positiv
auf die Kühlung auswirkt.14 Nachteil dieser Rippen- bzw. Kühlkanalform ist ein
erhöhter Herstellungsaufwand und ein größeres Gewicht.

7.3.3 OP Komponente

Ein großes Problem bei der Verhinderung des Auftretens von instabilen IPTS-
mND-Moden ist der Umstand, dass Dämpfungsmaßnahmen an der Scheibe nur
schwer möglich sind. Da bei diesen Schwingformen im Wesentlichen nur die
Scheibe an der Schwingform beteiligt ist, können auch nur hier Dämpfungs-
maßnahmen wirken. Wenn nun die auftretende instabile Mode nicht nur eine
„reine“ IPTS-Bewegung ausführt, sondern gleichzeitig auch OP-Komponenten

14Der Nachweis erfolgte ausschließlich durch CAE-Simulationen.
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Abbildung 7.17: Scheibengeometrie mit als Fachwerk ausgebildeten Kühlkanä-
len bzw. Rippen

hat, sind andere Bauteile der Bremse, insbesondere die Beläge, zwangsläufig
mit an der Schwingung beteiligt. Die Beläge vollziehen dabei nicht selten eine
Biegebewegung und können mit einem Dämpfungsblech (Shim) durch den
constrained-layer-damping-Effekt bedämpft werden. Auch die Materialdämpfung
des Reibmaterials oder ggf. der Zwischenschicht bewirken dann eine Dämpfung
(vgl. Abschnitt 5.3.2).

Abbildung 7.18: Instabilität mit „reiner“ IPTS-Scheibenmode (links) und mit zu-
sätzlicher Bewegung/Verformung der Beläge (rechts) OP-Komponente

Diese Hypothese wird durch die Ergebnisse der BSA und der CAE-Simulation
an einer weiteren untersuchten Bremse bestätigt, bei der Beläge von zwei
verschiedenen Firmen erprobt wurden. BSA und CAE-Simulation ergeben eine
instabile IPTS-1ND Schwingform der Scheibe bei 9,1 kHz, in der zwar die
tangentiale IP-Bewegung dominierend, aber auch eine geringe OP-Bewegung
und eine Bewegung/Verformung der Beläge vorhanden ist (vgl. Abbildung 7.18,
rechts).
Bei der Verwendung der Beläge der Firma A trat dieses Problem auf, bei Belägen
der Firma B nicht. Eine experimentelle FRF-Analyse der beiden Belagtypen er-
gibt nur marginale Unterschiede in den Eigenfrequenzen, aber einen deutlichen
Unterschied in der Materialdämpfung der Zwischenschicht.
So konnte dieses Problem einer instabilen IPTS-1ND-Bewegung der Scheibe, bei
gleichzeitiger Bewegung/Verformung der Beläge, durch eine erhöhte Material-
dämpfung in der Zwischenschicht gelöst werden.

Ein allgemein gültiges Kriterium für die Bedämpfbarkeit von IPTS-Formen der
Bremsscheibe mit OP-Anteil kann jedoch nicht angegeben werden. Sie ist ab-
hängig von der individuellen, instabilen Schwingform des Gesamtsystems. Auch
wenn in der Modalanalyse der Scheibe alleine eine „reine“ IPTS-Mode ermittelt
wird, was bedeutet, dass nur IPTS-Bewegungen auftreten, kann sich im Gesamt-
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system trotzdem eine Instabilität der IPTS-Mode mit OP-Komponente ausbilden.
Daher ist das Auftreten von instabilen IPTS Schwingformen bzw. die Häufigkeit
und/oder Intensität der hochfrequenten Quietschprobleme bei allen untersuch-
ten Bremsen nicht gleich, obwohl die Bremsscheibengeometrien in allen Brem-
sen sehr ähnlich sind. Je nachdem wie „rein“ sich die IPTS Moden der Scheibe
im Bremsengesamtsystem ausbilden, stellen sie instabile Lösungen dar, die zu
Geräuschen führen.

7.3.4 IPR Komponente

Einen weiteren Dämpfungseffekt erhält man, wenn eine Schwingform außer der
IPT- gleichzeitig eine IPR-Komponente an der Reibfläche Belag-Scheibe aufweist
(vgl. Abschnitt 5.2.1, [5, 49, 82]). Durch den Vektor der auftretenden Relativge-
schwindigkeit zwischen den Reibpartnern erhält man zu der negativen Dämp-
fung aus dem geschwindigkeitsabhängigen Reibgesetz zusätzlich auch eine po-
sitive Reibungsdämpfung. Beide sind proportional zum Bremsdruck σN.
Nimmt man an, dass sich die Bremsbeläge weder in radialer noch in tangentialer
Richtung bewegen, entspricht die Relativbewegung an der Reibkontaktfläche Aµ

der Bewegung der Scheibe xrad, xtan in diesem Bereich. Dann gilt für die positive
Reibungsdämpfungsarbeit aus der radialen Bewegung

ADpos =

T∫

0

∫

Aµ

µ

vB
σN · ẋrad(t)2 dA dt (7.7)

und für die negative Reibungsdämpfungsarbeit aus der tangentialen Bewegung

ADneg =

T∫

0

∫

Aµ

∂µ

∂vrel
σN · ẋtan(t)2 dA dt. (7.8)

Die Bewegung wird instabil, wenn

ADneg > ADpos (7.9)

ist. Nimmt man vereinfachend an, dass σN, µ, ẋrad, ẋtan und vB über die Reibkon-
taktfläche Aµ konstant sind, können die Beziehungen (7.7) und (7.8) wie folgt
geschrieben werden:

ADpos =
µ

vB
FN

T∫

0

ẋrad(t)2 dt

ADneg =
∂µ

∂vrel
FN

T∫

0

ẋtan(t)2 dt (7.10)
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Da die Verschiebungen xrad und xtan Bestandteil der selben Mode sind, ist der
zeitliche Verlauf identisch. Unter der Annahme einer geringen Dämpfung kön-
nen die Integrale in (7.10) über eine gemeinsame Konstante κ und das Quadrat
der Verschiebung ausgedrückt werden:

ADpos =
µ

vB
FN κ x2

rad (7.11)

ADneg =
∂µ

∂vrel
FN κ x2

tan (7.12)

Mit (7.9) kann nun ein Stabilitätskriterium in der Form

xrad

xtan
>

√
√
√
√

∂µ
∂vrel

vB

µ
(7.13)

angegeben werden. Für die in diesem Kapitel durchgeführten Stabilitätsuntersu-
chungen wurden folgende charakteristische Werte angenommen:

∂µ

∂vrel
= 5, 0 · 10−5

[ s
mm

]

vBtan
= 1, 0 · 103

[mm
s

]

(7.14)

µ = 0, 5 [−]

Daraus ergibt sich ein Verhältnis

xrad

xtan
> 0, 3. (7.15)

Werden also Bremsscheiben mit IPTS-Eigenmoden verwendet, die nicht nur ei-
ne reine IPTS-Bewegung, sondern gleichzeitig eine IPR-Komponente haben, die
mindestens 30% der tangentialen entspricht, sind demnach keine Instabilitäten
mit IPTS-Schwingformen zu erwarten.
Um diese Hypothese zu belegen, wurden weitere alternative Bremsscheibengeo-
metrien untersucht (siehe Abbildung 7.19). Diese Varianten sind aus einer Op-
timierung des Kühlverhaltens hervorgegangen. Sie zeichnen sich dadurch aus,
dass sie keine reinen IPTS-Schwingformen ausbilden, sondern diese auch rele-
vante radiale und/oder OP-Komponenten aufweisen.
Im Folgenden werden zunächst für alle untersuchten Bremsscheiben die Eigen-
formen mittels FE-Modellen unter frei-frei Bedingungen ermittelt. Die Verschie-
bungen in radialer, tangentialer und normaler Richtung für die IPTS-0ND, -1ND
und -2ND Moden werden an einem äußeren Knotenring des topfseitigen Rei-
bringes (vgl. Abbildung 7.20) in Diagrammen in den Abbildungen 7.21 bis 7.24
als Abwicklung dargestellt. Die Schwingformen sind so skaliert, dass das jewei-
lige Maximum der tangentialen Verschiebung 1,0 ergibt.

Bei der Standard-Scheibe (vgl. Abbildung 7.21) hat die IPTS-0ND-Mode eine
sehr geringe radiale Komponente. Die bei der IPTS-Bewegung entstehende
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Abbildung 7.19: Alternative, laufrichtungsabhängige Bremsscheibengeometrien

Abbildung 7.20: Knotenring für Ausgabe von Verschiebungen

Welligkeit auf der Scheibenoberfläche (40 Perioden aufgrund der Rippenanzahl)
ist u.a. in dieser Darstellung zu erkennen.
Bei den IPTS-1ND- und -2ND-Moden ist der Verlauf der radialen Komponente
in Relation zur tangentialen um 90◦ bzw. 45◦ phasenversetzt. Dort, wo die
tangentialen Verschiebungen ihr Maximum haben, sind die radialen null bzw.
sehr klein.
Die Stabilitätsanalysen wie auch die erweiterte BSA zeigen, dass sich die
instabilen IPTS-1ND und -2ND Moden jeweils so einstellen, dass das tangen-
tiale Maximum im Bereich der Reibkontaktstelle Belag-Scheibe auftritt (vgl.
Abbildung 7.4, 7.7 und 7.8). Dadurch ist der positive Energieeintrag nach (7.8)
maximal. Die radiale Komponente hat dort einen Nulldurchgang. Folglich ist
die positive Reibungsdämpfung nach (7.7) gering.
Bei der Scheibe mit verdickten Rippen (vgl. Abbildung 7.10, rechts) ist das
Verhalten ähnlich.

Die Scheibe mit 45◦-schrägen Rippen (vgl. Abbildung 7.22) hat dagegen deutlich
größere radiale und normale Komponenten. Bei der IPTS-0ND Mode ist eben-
falls eine Periodizität durch die 2× 30 Rippen zu erkennen. Es fällt auf, dass hier
kein Phasenversatz bei den IPTS-1ND und -2ND Moden vorhanden ist. An der
Kontaktstelle Belag/Scheibe, bei der das Maximum der tangentialen Bewegung
auftritt, hat auch die radiale Bewegung ihr Maximum. Daher hat der Vektor
der Relativgeschwindigkeit außer in tangentialer auch in radialer Richtung eine
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Abbildung 7.21: IPT/IPR/OP-Komponenten der IPTS-mND-Schwingformen
von der Scheibe mit Standard- (radialen) Rippen

Komponente und erzeugt dadurch positive Reibungsdämpfung.

Bei der Scheibe mit gekrümmten Rippen (vgl. Abbildung 7.23) verhält es
sich ähnlich. Im Bereich der Kontaktstelle ist der Phasenversatz zwischen
tangentialer und radialer Komponente sehr klein, so dass auch hier radiale und
tangentiale Bewegungen zusammenfallen und eine positive Reibungsdämpfung
existiert.

Im Falle der Scheibe mit teilgekrümmten Rippen (vgl. Abbildung 7.24) ist das
Ergebnis indifferent. Während die IPTS-0ND Schwingform eine radiale Kompo-
nente entlang des Umfanges zeigt, sind die radialen Anteile bei den IPTS-1ND
und -2ND Moden gering. Hier zeigt sich wiederum der Phasenversatz von 90◦

bzw. 45◦ gegenüber der tangentialen Komponente.

Die Reibkontaktfläche erstreckt sich etwa über einen 30◦-Sektor der Bremsschei-
be. Um das Stabilitätskriterium (7.13) zu überprüfen, wird für die untersuchten
Bremsscheiben das Verhältnis xrad/xtan (7.15) ermittelt. Das ergibt sich verein-
facht aus dem Mittelwert der Bewegungen im Bereich ±15◦ um ein Maximum
der tangentialen Verschiebung. Da in diesem Bereich für die tangentiale
Verschiebung sowohl positive als auch negative Werte auftreten, wird der
Mittelwert dabei aus den Beträgen der Knotenwerte berechnet. Radiale Relativ-
verschiebungen erzeugen, unabhängig, ob sie nach innen oder außen gerichtet
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Abbildung 7.22: IPT/IPR/OP-Komponenten der IPTS-mND-Schwingformen
von den Scheiben mit 45◦ schrägen Rippen

sind, immer eine positive Dämpfung und heben sich nicht auf.
Diese Mittelwerte sind in den Abbildungen 7.21 bis 7.24 in einem Sektor von
±15◦ um ein lokales Maximum der tangentialen Bewegung markiert. In Tabelle
7.3 sind die Verhältnisse von radialer zu tangentialer Bewegung aus diesen
Mittelwerten für die drei Scheibentypen dargestellt. Es zeigt sich, dass das Kri-
terium (7.15) bei der Standard-Scheibe und der Scheibe mit verdickten Rippen
für alle IPTS-Moden nicht eingehalten ist. Auch die Verhältnisse bei der Scheibe
mit teilgekrümmten Rippen liegt deutlich darunter. Die Scheibenvarianten mit
45◦-schrägen und gekrümmten Rippen haben hingegen ein deutlich größeres
Verhältnis von radialer zu tangentialer Bewegung, was jedoch nicht in allen
Fällen den Wert aus (7.15) erreicht. Dabei ist zu beachten, dass sowohl die
Herleitung des Stabilitätskriteriums (7.15) als auch die Ermittlung der Werte in
Tabelle 7.3 der Scheibe einigen vereinfachenden Annahmen unterliegt.
Dennoch ist in Tabelle 7.3 zu erkennen, dass sich die Varianten mit gekrümmten
und 45◦-schrägen Rippen durch deutlich höhere Verhältnisse von den anderen
Varianten unterscheiden.
Die durchgeführte CAE-Stabilitätsanalyse der Bremse mit den hier beschriebe-
nen drei modifizierten Scheiben zeigt das Auftreten von allen IPTS-mND Moden
als instabile Lösung für die Scheibe mit schräg-radialen Rippen. Bei der Scheibe
mit gekrümmten Rippen treten gar keine Instabilitäten mit IPTS-mND Moden
auf. Bei der Scheibe mit 45◦ schrägen Rippen nur die IPTS-1ND Mode, allerdings
mit einem wesentlich geringeren Grad der Stabilität und mit signifikanter
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Abbildung 7.23: IPT/IPR/OP-Komponenten der IPTS-mND-Schwingformen
von den Scheiben mit gekrümmten Rippen

OP-Komponente, als bei der mit geraden Rippen.

In Versuchen am Geräuschprüfstand sind die Scheibengeometrien der Varian-
ten 45◦ schräg, schräg-radial und gekrümmt in einer ähnlichen Bremse erprobt
worden. Die dort gewonnenen Erkenntnisse stimmen mit denen aus der CAE-
Simulation überein. Im Gegensatz zur Scheibe mit teilgekrümmten Rippen zeig-
ten die Scheiben mit 45◦ schrägen und die mit gekrümmten Rippen eine klare
Verbesserung in Bezug auf das Auftreten von hochfrequenten Quietschproble-
men.

7.3.5 Störung der Symmetrie

Ein weiterer Ansatz zur Verhinderung des Auftretens von instabilen Moden in
Bremsen ist die Störung der Rotationssymmetrie der Scheibe. Dabei gibt es allge-
mein zwei Effekte, die das Schwingverhalten von rotationssymmetrischen Struk-
turen beeinflussen, welche im Folgenden erläutert werden.

7.3.5.1 Teilung von Doppelmoden

Durch die Symmetrie der Bremsscheiben können stehende Wellen auf der ro-
tierenden Scheibe entstehen, welche bei instabilen Bremszuständen beobachtet
werden (vgl. Abschnitt 3.2.2.2). Wird bei Scheiben die Achssymmetrie gestört,



7.3 Abhilfemaßnahmen 111

IPTS-0ND

-0,25
0,00
0,25
0,50
0,75
1,00
1,25

-180° -90° 0° 90° 180°

Am
pli

tud
e

OP
IP rad.
IP tan.

IPTS-1ND

-1,50

-0,50

0,50

1,50

-180° -90° 0° 90° 180°Am
pli

tud
e

OP
IP rad.
IP tan.

IPTS-2ND

-1,50
-1,00
-0,50
0,00
0,50
1,00
1,50

-180° -90° 0° 90° 180°Am
pli

tud
e

OP
IP rad.
IP tan.

Abbildung 7.24: IPT/IPR/OP-Komponenten der IPTS-mND-Schwingformen
von der Scheibe mit teilgekrümmten Rippen

d.h. die Scheibe ist nicht um jeden beliebigen Durchmesser auf der Scheibe
symmetrisch, hat dieses einen Einfluss auf das Auftreten von bestimmten
Doppelmoden [44].
Eine Störung der Achssymmetrie muss immer so geartet sein, dass die Scheibe
ausgewuchtet bleibt. Das bedeutet, dass die Hauptträgheitsachse mit der Ro-
tationsachse übereinstimmen muss [28]. Innenbelüftete Bremsscheiben weisen
eine Störung der Achssymmetrie auf. Durch die äquidistant um den Umfang
verteilten Rippen ist für alle Volumenelemente mit dem Ortsvektor r bezüglich
der Drehachse die Bedingung der Auswuchtung erfüllt:

̺
∫

V
r dV = 0 (7.16)

KIM et al. [44] geben die Regel an, dass es für OP-Moden einer Scheibe bei N
äquidistant um den Umfang verteilten Störungen zwei Fälle gibt:

1. N ist gerade:
Moden mit radialen Knotenlinien ND = m · N

2 mit m = 1, 2, 3...
treten nicht mehr als Doppelmode auf.

2. N ist ungerade:
Moden mit radialen Knotenlinien ND = m · N mit m = 1, 2, 3...
treten nicht mehr als Doppelmode auf.
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Scheibentyp IPTS-0ND IPTS-1ND IPTS-2ND
Standard 0,02 <0,01 0,06
verdickte Rippen 0,01 0,02 0,14
45◦-schräg 0,21 0,25 0,58
gekrümmt 0,24 0,33 0,29
schräg-radial 0,12 0,05 0,07

Tabelle 7.3: Verhältnisse der gemittelten radialen und tangentialen Verschiebun-
gen für IPTS-Moden im Bereich der Reibkontaktstelle

Durch die Störung von 40 Rippen werden also erst Moden mit über 20 Kno-
tenlinien beeinflusst, die in der Regel nicht mehr im hörbaren Frequenzbereich
liegen.

Abbildung 7.25: Bremsscheibe mit zwei (links) und fünf (rechts) äquidistant an-
geordneten dicken Rippen

Unter der Annahme, dass die Regel für das Teilen von Doppelmoden auch für
IPTS-Moden gilt, wäre zur Teilung der IPTS-1ND-Mode eine Störung durch
N = 1 oder N = 2 Elemente notwendig. Ersteres ist aus Gründen der Wuchtung
schwer möglich. Für die IPTS-2ND-Mode hingegen wäre eine Störung durch
N = 2 oder N = 4 notwendig. Daher ist eine Störung mit N = 2 Elementen
sinnvoll, da sie beide instabile Moden beeinflusst.
Die IPTS-0ND Mode kommt nicht als Doppelmode vor. Sie kann auch als
Einzellösung eine stehende Welle erzeugen (vgl. Abschnitt 3.2.2.2).

Um den Einfluss von Störungen der Symmetrie auf IP-Moden zu untersuchen,
wurde zunächst die alternative Bremsscheibengeometrie aus Abbildung 7.25,
links untersucht. Sie hat zwei gegenüberliegende Rippen mit doppelter Dicke.
Dadurch entsteht eine Störung der Achssymmetrie von N = 2, die die Wucht-
bedingung (7.16) erfüllt. Entsprechend der o.g. Regel werden dadurch alle
Moden mit radialen Knotenlinien m=1,2,3,... beeinflusst. In Tabelle 7.4 werden
die Auswirkungen dieser Störung auf die Eigenfrequenzen der IP-Moden unter
frei-frei Bedingungen mit denen der Standardscheibe aus Abbildung 7.10, links



7.3 Abhilfemaßnahmen 113

verglichen.

Modentyp Standardscheibe N = 2 Störungen
IPT-1ND 5430 5407

5431 5421
IPT-2ND 8227 8170

8227 8243
IPT-3ND 11315 11221

11316 11325
IPTS-0ND 8821 8832

IPTS-1ND 9200 9205
9200 9517

IPTS-2ND 11432 11446
11435 11924

IPR-2ND 1955 1947
1956 1969

IPR-3ND 4016 3993
4017 4041

IPR-4ND 6133 6108
6135 6207

OP-1ND 1940 1932
1941 1986

OP-2ND 867 860
867 883

OP-3ND 1807 1795
1807 1846

Tabelle 7.4: Teilung der Doppelmoden durch Störung der Symmetrie mit N =2

Darin ist zu erkennen, dass sich die Störung auf alle Doppelmoden auswirkt.
IPT-, IPR- und OP-Moden entfernen sich um etwa 15-100 Hz voneinander.
Die Auswirkung auf die IPTS-Moden ist deutlich größer. Hier beträgt der
Frequenzabstand der geteilten Moden über 300 Hz.

Die in diesem Kapitel beschriebenen Instabilitäten mit IPTS-Schwingformen der
Bremsscheibe treten mit Ausnahme der IPTS-0ND-Mode durch die Existenz
von Doppelmoden, also bei symmetrischen Verhältnissen, als stehende Moden
der rotierenden Scheibe auf. Durch Unsymmetrien entsteht jedoch ein Einfluss
durch die Rotation (vgl. Abschnitt 3.2.2.3).
Eine Bewertung dieses Effektes in einem Bremsengesamtmodell ist mit dem
Verfahren aus Abschnitt 3.2.2 nicht möglich. Darin wird vorausgesetzt, dass
die Bremsscheibe rotationssymmetrisch und der Einfluss der Scheibenrotation
gering ist.
Ob die Symmetriestörung ausreicht, um das Auftreten der instabilen IPTS-mND
zu verhindern, muss daher entweder mit anderen Simulationsverfahren (vgl.



114 Kapitel 7: Instabilitäten mit IPTS-Moden der Bremsscheibe

Abschnitt 3.2) oder experimentell ermittelt werden.
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Abbildung 7.26: Stabilitätsanalyse mit der Scheibe aus Abbildung 7.25, links mit
Symmetriestörung an der Reibkontaktstelle (links) und 90◦ dazu (rechts)

Wird dennoch das Verfahren nach Abschnitt 3.2.2 angewendet, ist das Ergebnis
erwartungsgemäß abhängig von der Lage der verdickten Rippen relativ zur
Reibkontaktstelle. Die Knotenlinien von IPTS-1ND- und IPTS-2ND-Mode bilden
sich entlang der Linie der verdickten Rippen aus. Daher treten in dem Fall, dass
eine verdickte Rippe in der Reibkontaktstelle liegt, weder instabile IPTS-1ND-
noch IPTS-2ND-Moden auf (vgl. Abbildung 7.26, links). Bei einer Drehung der
Scheibe um 90◦ kommt es zu einer instabilen Mode vom Typ IPTS-1ND, nicht
aber zur einer vom Typ IPTS-2ND (vgl. Abbildung 7.26, rechts).
Eine Ausnahme bildet die IPTS-0ND-Mode, die mit symmetrischer Schwing-
form nicht als Doppelmode vorkommt, sich jedoch auch bei Rotation der
Scheibe als stehende Mode ausbilden kann. Sie wird allerdings auch durch die
Symmetriestörung beeinflusst, welches im folgenden Abschnitt näher erklärt
wird.

7.3.5.2 Kontaminierung mit weiteren Wellenzahlen

Störungen der Symmetrie können das Schwingverhalten von Bremsscheiben
jedoch noch in anderer Hinsicht beeinflussen. Auch wenn durch das Einbringen
einer Störung nicht das Teilen einer Doppelmode erreicht wird, so kann dies
trotzdem Einfluss auf die Form bestimmter Moden haben.
Ergebnisse der Untersuchungen von KIM et al. [44] und CHANG & WICKERT

et al. [14] zeigen, dass durch das Einfügen von Störungen die Formen von Mo-
den beeinflusst bzw. mit zusätzlichen Wellenzahlen kontaminiert werden. Die
vorgestellten Ergebnisse beziehen sich jedoch auf OP-Moden und können daher
nicht direkt auf die IPTS-Moden übertragen werden. Daher soll im Folgenden
eine Bremsscheibe mit N = 5 Störungen wiederum in Form von äquidistant
verteilten, dickeren Rippen, wie in Abbildung 7.25, rechts abgebildet, untersucht
werden.
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Abbildung 7.27: IPT/IPR/OP-Komponenten der IPTS-mND-Schwingformen
von der Scheibe mit fünf äquidistant angeordneten dicken Rippen

Bei dieser Scheibe kommen sowohl IPTS-1ND- als auch -2ND-Doppelmoden
mit nahezu identischer Eigenfrequenz vor. Bei Betrachtung der Eigenformen in
Abbildung 7.27 sind jedoch auch weitere Wellenzahlen aller Bewegungsrich-
tungen zu erkennen. Das gilt auch für die Mode vom Typ IPTS-0ND. Anhand
des Verlaufes der IPT-Komponenten sind die Schwingformen als vom Typ IPTS
zu erkennen. Man kann im Hinblick auf die relativ großen OP-Bewegungen
allerdings nicht mehr von einer dominanten IPTS-Bewegung sprechen. Somit ist
auch hier eine reine IPTS-Bewegung nicht ohne OP-Komponente möglich (vgl.
Abschnitt 7.3.3). Das gilt insbesondere auch für die Moden vom Typ IPTS-0ND.

Auch hier ist aufgrund der gestörten Rotationssymmetrie eine Stabilitätsanaly-
se nach Abschnitt 3.2.2 nicht zulässig. Um das Verhalten dennoch einigermaßen
abschätzen zu können, wurden zwei Positionen der verdickten Rippen relativ
zur Reibkontaktstelle untersucht. Einmal liegt eine verdickte Rippe genau in der
Mitte der Reibkontaktstelle, beim zweiten Mal ist die Scheibe um genau den hal-
ben Winkelabstand (36◦) gedreht. Beide Rechnungen kommen zu dem Ergebnis,
dass instabile Lösungen mit IPTS-Charakteristik nicht auftreten.
In Prüfstandsversuchen konnte dieses bestätigt werden. Dort traten bei Verwen-
dung dieser Scheibengeometrie kaum hochfrequente Geräuschprobleme auf.
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Kapitel 8

Unterschiede bei IPT- und
IPTS-Moden

Die Berechnungsergebnisse aus Kapitel 7 zeigen, bei Annahme eines geschwin-
digkeitsabhängigen Reibgesetzes, das Auftreten von Instabilitäten bei nahezu
allen im untersuchten Frequenzbereich auftretenden IPT- und IPTS-Moden
der Bremsscheibe. So stimmen die Simulationsergebnisse bezogen auf das
IPTS-Problem sehr gut mit den im Feld und Versuch auftretenden Quietsch-
frequenzen überein. Das Auftreten der IPT-Moden, als instabile Lösung in
der Simulation, steht im Gegensatz zu den am Prüfstand oder im Fahrzeug
gemachten Beobachtungen.
IPT-Moden sind bei allen Scheibengeometrien insbesondere auch bei Mas-
sivscheiben in dem relevanten Frequenzbereich vorzufinden. Die in der
Simulation auftretenden instabilen IPT-Moden deuten daher auf eine Vielzahl
von Quietschfrequenzen bei jedem Scheibenbremsentyp hin, welche in Fahr-
und Prüfstandsversuchen nicht oder zumindest nicht in diesem Umfang vorzu-
finden sind.
Grundlage für das Auftreten von instabilen IPT und IPTS-Moden in der
Simulation ist das geschwindigkeitsabhängige Reibgesetz. Diese Reibgesetzcha-
rakteristik ist in Versuchen bestätigt [11]. Auch die sehr gute Übereinstimmung
bei IPTS-Moden zwischen Versuch und Simulation setzt diese Charakteristik
voraus, so dass sie nicht in Frage zu stellen ist.

Dieses Kapitel beschäftigt sich damit, die Unterschiede zwischen dem Auftre-
ten von instabilen IPT- und IPTS-Moden näher zu untersuchen, um eine Erklä-
rung für die o.g. Unstimmigkeiten zu finden. Dazu wird zunächst untersucht,
ob die Zentripetal- und CORIOLISbeschleunigung, die in dem in Abschnitt 3.2.2
beschriebenen Verfahren unberücksichtigt bleiben, auf die Modentypen IPT und
IPTS unterschiedliche Einflüsse haben. Weiterhin wird überprüft, ob eine IPT-
Mode der Scheibe, nicht aber eine IPTS-Mode an der Dämpfung der Sattelkom-
ponenten beteiligt ist.



118 Kapitel 8: Unterschiede bei IPT- und IPTS-Moden

8.1 Berücksichtigung der Scheibenrotation

Das in Abschnitt 3.2.2 beschriebene Verfahren bedient sich der EULERschen Be-
trachtungsweise. Die Scheibe wird nicht tatsächlich gedreht, sondern es werden
lediglich die Bedingungen an der Reibkontaktstelle so angenommen, dass sie de-
nen einer rotierenden Scheibe entsprechen (vgl. Abschnitt 3.2.2.2). Die durch die
Rotation auftretenden Zentripetal- und CORIOLISbeschleunigungen werden ver-
nachlässigt. Diese Beschleunigungen bewirken eine Kopplung der radialen und
tangentialen Bewegungsrichtung.
Diese Kopplung wird anhand des Zweifreiheitsgradsystems in Abbildung 8.1
verdeutlicht. Das System besteht aus der Masse m, welche am Ende einer mas-
selosen Stange mit der Länge r und der Dehnsteifigkeit kr um einen gelenkig
gelagerten Punkt rotiert. An der Stange wirkt eine Drehfeder kϕ, deren Lage-
rungspunkt mit der konstanten Geschwindigkeit ψ ebenfalls rotiert. Über die
Freiheitsgrade xr und ϕ kann die Masse m zu ihrer mit konstanter Geschwindig-
keit rotierenden Bewegung zusätzlich oszillierende Radial- und Tangentialbewe-
gungen ausführen. Die dabei auf die Masse wirkenden Kräfte sind ebenfalls in
Abbildung 8.1 dargestellt.
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Abbildung 8.1: Zweifreiheitsgradsystem mit CORIOLIS- und Zentrifugalkräften

Die Bewegungsgleichungen für dieses System lauten:

mr2 · ϕ̈ + 2mrψ · ẋr
︸ ︷︷ ︸

r·FCORIOLIS

+kϕ · ϕ = 0 (8.1)

m · ẍr − 2mrψ · ϕ̇
︸ ︷︷ ︸

FCORIOLIS

+kr · xr = mr(ϕ̇2 + ψ2)
︸ ︷︷ ︸

FZentripetal

(8.2)

Dieses Gleichungssystem enthält die Zentripetalkraft als nichtlineare Kompo-
nente. Diese besteht aus einem konstanten Teil, der durch die konstante Drehung
ψ2 beschrieben wird und aus dem veränderlichen Teil, abhängig von ϕ̇2. Wird die
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Winkelgeschwindigkeit ϕ̇ linearisiert und damit der nichtlineare veränderliche
Anteil der Zentrifugalkraft vernachlässigt, lautet das System:
[

mr2 0
0 m

] (
ϕ̈
ẍr

)

+

[
0 2mrψ

−2mrψ 0

] (
ϕ̇
ẋr

)

+

[
kϕ 0
0 kr

](
ϕ
xr

)

=

(
0

mrψ2

)

(8.3)

Hier ist zu erkennen, dass für eine rotierende Scheibe (ψ 6= 0) die beiden
Freiheitsgrade ϕ und xr gekoppelt sind. Diese Kopplung ist um so stärker, je
höher die Drehgeschwindigkeit der Scheibe ψ ist. Durch die Kopplung kann mit
einer tangentialen Bewegung auch eine radiale Bewegung einher gehen.
Für eine rotierende Bremsscheibe mit Reibkontakt bedeutet dies, dass die radiale
Bewegung aufgrund der Reibung zwischen Belag und Scheibe gedämpft ist (vgl.
Abschnitt 5.2.1). Somit könnte also eine vorwiegend tangential schwingende
Mode aufgrund ihrer gleichzeitig auftretenden radialen Bewegungskomponente
gedämpft sein.

Im Folgenden soll an einem Vierfreiheitsgrad-Ersatzsystem untersucht werden,
inwieweit durch die Kopplung von radialer und tangentialer Bewegung der ro-
tierenden Scheibe, unter Bedingungen die beim Auftreten von Bremsenquiet-
schen vorliegen, IPT bzw. IPTS-Moden an der Dämpfung der radialen Reibung
beteiligt sind.
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Abbildung 8.2: Vierfreiheitsgradsystem mit CORIOLIS-, Zentrifugal- und Reib-
kräften

Das Lumped-Mass-Ersatzmodell in Abbildung 8.2 kann die vier Bremsscheiben-
moden aus Abbildung 8.3 abbilden. Diese sind typisch für die in den untersuch-
ten Bremsen auftretenden Moden bei einer an der Topfauflagerfläche gelagerten
Bremsscheibe. Das Modell besteht aus zwei Massen mit jeweils Dreh- und radia-
lem Verschiebungsfreiheitsgrad. Massen, Federn, Radius, Kräfte, Reibgesetz und
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Abbildung 8.3: Bremsscheibenmoden für Lumped-Mass-Ersatzmodell

die Drehgeschwindigkeit werden so gewählt, dass sie den Verhältnissen an der
untersuchten Bremsscheibe entsprechen. Das Modell kann so Effekte mit Moden
der Bremsscheibe vom Typ IPT, IPTS, IPR und IPRS mit ihren radialen und tan-
gentialen Bewegungen sowie der auftretenden Kopplung näherungsweise abbil-
den.
Mit dem geschwindigkeitsabhängigen Reibgesetz (vgl. Abschnitt 2.1.1)

µ(vrel) = µ0 + cµ · vrel (8.4)

und der bereits linearisierten Reibungskraft (vgl. Abschnitt 5.2.1)

FR =

(
FRrad

FRtan

)

= µFN
vrel

|vrel |
=

µ · FN
√

ẋ2 + (rϕ̇rel)2

(
ẋ

rϕ̇rel

)

lin.−−→ FRlin
=

(
µFN
ψr ẋ

µFN

)

(8.5)
ergeben sich die Bewegungsgleichungen:







m1 0 0 0
0 m2 0 0
0 0 m1r2 0
0 0 0 m2r2













ẍ1
ẍ2

ϕ̈1
ϕ̈2







+








µ(ψr)FN

ψr 0 2ψm1r 0

0 µ(ψr)FN

ψr 0 2ψm2r

−2ψm1r 0 −cµr2FN 0
0 −2ψm2r 0 −cµr2FN














ẋ1
ẋ2

ϕ̇1
ϕ̇2







+







k1 + k12 −k12 0 0
−k12 k2 + k12 0 0

0 0 kϕ1 + kϕ12 −kϕ12

0 0 −kϕ12 kϕ2 + kϕ12













x1
x2
ϕ1
ϕ2







=







mr(ϕ̇2
1 + ψ2)

mr(ϕ̇2
2 + ψ2)

(µ0 + cµψr)FNr
(µ0 + cµψr)FNr







(8.6)

Der Anteil ϕ̇2 im rechten Teil von Gleichung (8.6) wird ebenfalls linearisiert. Die-
se oszillierende Komponente der Zentrifugalkraft bewirkt immer eine nach au-
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ßen gerichtete Kraft, egal welches Vorzeichen die Geschwindigkeit ϕ̇ hat.
Bei IPT- und IPTS-Moden besteht daher bei der gleichen Schwinggeschwindig-
keit kein Unterschied in der radialen Kraftwirkung auf die Bremsscheibe. Da in
diesem Kapitel gerade diese Unterschiede im Fokus stehen, wird dieser Effekt
nicht weiter untersucht und im Folgenden vernachlässigt.
Es wird zunächst von einem geschwindigkeitsunabhängigen Reibgesetz
µ(vrel) = µ0 = const. ausgegangen; das System hat also keine „negative Dämp-
fung“, sondern nur „positive Dämpfung“ aus der Reibung. Damit ergeben sich
zusammen mit den Werten

m1 = m2 = 3, 5 · 10−3 [to] r = 0, 150 · 103 [mm]

k1 = k2 = 5, 25 · 105
[

N
mm

]

k12 = 2, 36 · 107
[

N
mm

]

kϕ1 = kϕ2 = 4, 55 · 109
[

rad
mm

]

kϕ12 = 1, 05 · 1011
[

rad
mm

]

(8.7)

µ0 = 0, 5 [−] cµ = 0

FN = 3, 0 · 103 [N] ψ = 10
[

rad
s

]

und Abschnitt 2.2.1.2 die homogenen Lösungen in Form von Eigenwerten λ =
σ ± ωi mit zugehörigen Eigenmoden zu

λ1 =−3, 87 × 10−4 ± 7, 60 × 103i Φ1 =







−5, 81 × 10−3 − 2, 47 × 10−1i
−5, 81 × 10−3 − 2, 47 × 10−1i

1, 00 × 100 − 5, 10 × 10−8i
1, 00 × 100 − 5, 10 × 10−8i







(IPT),

λ2 =−1, 43 × 102 ± 1, 23 × 104i Φ2 =







1, 00 × 100 − 1, 17 × 10−2i
1, 00 × 100 − 1, 17 × 10−2i

−6, 71 × 10−7 − 1, 77 × 10−5i
−6, 71 × 10−7 − 1, 77 × 10−5i







(IPR),

λ3 =−1, 30 × 10−6 ± 5, 22 × 104i Φ3 =







−1, 96 × 10−5 − 1, 43 × 10−2 i
1, 96 × 10−5 + 1, 43 × 10−2 i
1, 00 × 100 − 2, 50 × 10−11i

−1, 00 × 100 + 2, 50 × 10−11i







(IPTS),

λ4 =−1, 43 × 102 ± 1, 17 × 105i Φ4 =







1, 00 × 100 − 1, 22 × 10−3i
−1, 00 × 100 + 1, 22 × 10−3i
−4, 35 × 10−9 − 1, 43 × 10−6i

4, 35 × 10−9 + 1, 43 × 10−6i







(IPRS).

Es ist zu erkennen, dass die Kopplung zwischen Dreh- und Radialbewegung bei
der Lösung Φ1 (IPT-Mode) stärker ist als bei Φ3 (IPTS-Mode):

|Φ11|
|Φ31|

=
|Φ21|
|Φ41|

= 2, 47× 10−1
> 1, 43× 10−2 =

|Φ13|
|Φ33|

=
|Φ23|
|Φ43|

(8.8)

An den Eigenwerten erkennt man ferner, dass die zugehörige IPT-Mode eine
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(positive) Dämpfung aufweist, die IPTS-Mode hingegen nicht. Wird nun ein ge-
schwindigkeitsabhängiges Reibgesetz mit

µ0 = 0, 5 [−], cµ = −5, 0 · 10−5
[ s

mm

]

(8.9)

berücksichtigt, welches den an der Bremsscheibe vorliegenden Verhältnissen ent-
spricht (vgl. dazu Abschnitt 2.1.1.2), ergeben sich die Lösungen zu

λ1 = 2, 14 × 101 ± 7, 60 × 103i Φ1 =







−6, 68 × 10−3 − 2, 47 × 10−1i
−6, 68 × 10−3 − 2, 47 × 10−1i

1, 00 × 100 + 2, 82 × 10−3i
1, 00 × 100 + 2, 82 × 10−3i







(IPT),

λ2 =−1, 43 × 102 ± 1, 23 × 104i Φ2 =







1, 00 × 100 − 1, 17 × 10−2i
1, 00 × 100 − 1, 17 × 10−2i

−7, 71 × 10−7 − 1, 77 × 10−5i
−7, 71 × 10−7 − 1, 77 × 10−5i







(IPR),

λ3 = 2, 14 × 101 ± 5, 22 × 104i Φ3 =







−2, 25 × 10−5 − 1, 43 × 10−2i
2, 25 × 10−5 + 1, 43 × 10−2i
1, 00 × 100 + 4, 10 × 10−4i

−1, 00 × 100 − 4, 10 × 10−4i







(IPTS),

λ4 =−1, 43 × 102 ± 1, 17 × 105i Φ4 =







1, 00 × 100 − 1, 22 × 10−3i
−1, 00 × 100 + 1, 22 × 10−3i
−5, 01 × 10−9 − 1, 43 × 10−6i

5, 01 × 10−9 + 1, 43 × 10−6i







(IPRS).

Der Kopplungseffekt durch die CORIOLISkraft in der Dämpfungsmatrix reicht
offensichtlich nicht aus, um für die IPTS-Mode einen Dämpfungsbeitrag zu leis-
ten, der die negative Dämpfung aus dem geschwindigkeitsabhängigen Reibge-
setz ausgleicht.
Der Dämpfungsbeitrag aus der radialen Reibung ist zwar vorhanden, aber für
die beim Bremsenquietschen auftretenden Scheibengeschwindigkeiten so gering,
dass er gegenüber den wesentlich größeren negativen Dämpfungsbeiträgen aus
dem geschwindigkeitsabhängigen Reibgesetz unbedeutend wird.
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8.2 Kopplung von Sattel- und Scheibenmode durch

das geschwindigkeitsabhängige Reibgesetz

Ein weiterer Erklärungsversuch für das Auftreten von Instabilitäten mit IPT-
Moden in der Stabilitätsanalyse, die im Kontrast zu den in Fahr- bzw. Prüfstands-
versuchen gemachten Beobachtungen stehen, ist die Kopplung bzw. Interakti-
on der instabilen IPT/IPTS-Moden mit einer tangentialen Sattelschwingung, die
durch die Bushing-Lagerung eine im Vergleich zur Scheibenmaterialdämpfung
hohe Dämpfung aufweist (vgl. Abbildung 8.4).
Im Folgenden wird untersucht, ob IPT- bzw. IPTS-Moden durch die bei der Rei-
bungskopplung entstehenden Mischmoden an der Dämpfung der tangentialen
Sattelbewegung beteiligt sind.
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Abbildung 8.4: IPT- und IPTS Scheibenmoden mit tangentialer Sattelschwingung
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Abbildung 8.5: Lumped-Mass-Modell für Reibungskopplung der Scheibe mit tan-
gentialer Sattelschwingung

Auch dieses Lumped-Mass-Modell wird so auf das FE-Modell abgestimmt, dass
die Eigenfrequenzen der an der Scheibe auftretenden IPT- und IPTS-Moden so-
wie der tangentialen Sattelbewegung übereinstimmen (vgl. Abbildung 8.4).
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Die Bewegungsgleichungen für das Ersatzmodell aus Abbildung 8.5

2m1ẍ1 + 2c1ẋ1 + 2k1x1 = FR12 + FR13 (8.10)
m2ẍ2 + k2x2 + k23(x2 − x3) = −FR12 (8.11)
m2ẍ3 + k2x3 + k23(x3 − x2) = −FR13 (8.12)

können mit der dem geschwindigkeitsabhängigen Reibgesetz (8.4), den Relativ-
geschwindigkeiten

vrel12
= vB + ẋ2 − ẋ1 und vrel13

= vB + ẋ3 − ẋ1 für vrel < vB (8.13)

durch die Reibkräfte

FR12 =µ(vrel12
)FN = (µ0 + cµvB)FN − cµFN · ẋ1 + cµFN · ẋ2, (8.14)

FR13 =µ(vrel13
)FN = (µ0 + cµvB)FN − cµFN · ẋ1 + cµFN · ẋ3, (8.15)

ausgedrückt werden:




2m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3









ẍ1
ẍ2
ẍ3



+





2(c1 + cµFN) −cµFN −cµFN

−cµFN cµFN 0
−cµ 0 cµFN









ẋ1
ẋ2
ẋ3





+





2k1 0 0
0 k2 + k23 −k23
0 −k23 k3 + k23









x1
x2
x3



 =





2(µ0 + cµvB)FN

−(µ0 + cµvB)FN

−(µ0 + cµvB)FN



 (8.16)

Mit

m1 = 2, 85 · 10−3 [to] m2 = m3 = 3, 5 · 10−3 [to]

k1 = 1, 8 · 104
[

N
mm

]

k2 = k3 = 2, 02 · 105
[

N
mm

]

k23 = 4, 67 · 106
[

N
mm

]

c1 = 0

cµ = −5, 0 · 10−4
[mm

s

]

FN = 3, 0 · 103 [N]

und Abschnitt 2.2.1.2 ergeben sich die homogenen Lösungen in Form von Eigen-
werten λ = σ ± ωi mit zugehörigen Eigenmoden zu

λ1 =2, 632 × 101 ± 2, 51 × 103i Φ1 =





1, 00 × 100 + 1, 05 × 10−2i
−1, 00 × 10−6 − 2, 10 × 10−3i
−1, 00 × 10−6 − 2, 10 × 10−3i



 (Sattel),

λ2 =2, 143 × 101 ± 7, 60 × 103i Φ2 =





1, 12 × 10−5 + 7, 78 × 10−3i
1, 00 × 100 + 2, 82 × 10−3i
1, 00 × 100 + 2, 82 × 10−3i



 (IPT),

λ3 =2, 143 × 101 ± 5, 22 × 104i Φ3 =





0
1, 00 × 100 + 4, 10 × 10−4i

−1, 00 × 100 − 4, 10 × 10−4i



 (IPTS).
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An den Nebendiagonaleinträgen der Dämpfungsmatrix aus (8.16) ist zu erken-
nen, dass durch die Einträge aus dem Reibgesetz die Richtungen x1 und x2 bzw.
x1 und x3 gekoppelt sind. Am Eigenvektor Φ3 sieht man, dass aufgrund der
anti-symmetrischen Reibkräfte dort die Kopplung nicht besteht. Wird nun eine
Dämpfung c1 für den Sattel angenommen

c1 = 1, 5
[

N s
mm

]

(entspricht ζ1 ≈ 10%) (8.17)

erhält man die homogenen Lösungen

λ1 =−2, 369 × 102 ± 2, 50 × 103i Φ1 =





1, 00 × 100 − 9, 47 × 10−2i
5, 27 × 10−5 − 2, 10 × 10−3i
5, 27 × 10−5 − 2, 10 × 10−3i



 (Sattel),

λ2 = 2, 144 × 101 ± 7, 60 × 103i Φ2 =





−5, 91 × 10−4 + 7, 74 × 10−3i
1, 00 × 100 + 2, 82 × 10−3i
1, 00 × 100 + 2, 82 × 10−3i



 (IPT),

λ3 = 2, 143 × 101 ± 5, 22 × 104i Φ3 =





0
1, 00 × 100 + 4, 10 × 10−4i

−1, 00 × 100 − 4, 10 × 10−4i



 (IPTS).

Diese Dämpfung bewirkt eine stabile Lösung für die Sattelmode Φ1. Auf die
Mode Φ3 (IPTS) hat sie keinen Einfluss; der Eigenwert bleibt identisch. Der
aufklingende Charakter der Mode Φ2 (IPT) hingegen wird durch diese (positive)
Dämpfung sogar ganz leicht verstärkt.15

Die Kopplung von Sattel- und IPT-Mode durch die Nebendiagonaleinträge
der Dämpfungsmatrix kann also nicht für eine Dämpfung der IPT Moden
verantwortlich sein. Sie ist aufgrund kleiner cµ-Werte nur sehr schwach und eine
Dämpfung der Sattelschwingung begünstigt offensichtlich eher das Aufklingen
von IPT-Moden.
Für die an der untersuchten Bremsscheibe vorliegenden Verhältnisse bei
IPT/IPTS-Moden kann dieser Effekt deshalb nicht zu einer abklingenden
Lösung für Φ2, λ2 bei gleichzeitig aufklingender Lösung für Φ3, λ3 führen.

8.3 Fazit

Die vorangegangenen Untersuchungen zeigen, dass weder die Vernachlässi-
gung der Zentrifugal- und CORIOLISkräfte noch eine Kopplung von Sattel-
und Scheibenmode Ursache der in Kapitel 7 beschriebenen Abweichungen zwi-
schen Simulations- und Versuchsergebnissen sind. Eine weitere mögliche Ursa-
che könnte in der Wahl der Systemgrenzen liegen. Bei dem in Kapitel 7 verwen-

15HOFFMANN & GAUL [38] und OUYANG et al. [69] stellen in ihren Untersuchungen ebenfalls fest,
dass das Einbringen von Dämpfung nicht grundsätzlich zu einer Verbesserung des Stabilitäts-
verhaltens führt.



126 Kapitel 8: Unterschiede bei IPT- und IPTS-Moden

deten FE-Modell ist die Bremsscheibe an den Knoten der Topfauflagerfläche un-
verschieblich gelagert, da die angrenzenden Bauteile (Radlager, Felge, Schwenk-
lager) nicht abgebildet sind. In der Realität wird diese Fläche über Schrauben
zwischen Felge und Radlager eingespannt. Durch eine Verschiebung der Sys-
temgrenzen, in Form einer Erweiterung des Modells um diese Bauteile, ergeben
sich evtl. andere CAE-Simulationsergebnisse. Für die in Kapitel 7 untersuchten
Probleme mit instabilen IPTS-Moden der Bremsscheibe hat sich die Wahl der Sys-
temgrenzen als hinreichend genau erwiesen, was nicht unbedingt auch für die
Untersuchung von IPT-Moden gelten muss.
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird ein CAE-Verfahren zur Simulation von Brem-
senquietschen vorgestellt und angewendet, dass in der Praxis eingesetzt werden
kann. Ein spezielles Problem hochfrequenter Bremsgeräusche bei Brems-
scheiben mit einem großen Verhältnis von Kühlkanalhöhe zu Reibringdicke,
welches Anlass zur Initiierung dieser Arbeit war, konnte mit Unterstützung der
CAE-Simulation gelöst werden. Außer einer mechanischen Erklärung werden
verschiedene Abhilfemaßnahmen abgeleitet. Diese wurden z.T. in Form von
alternativen Kühlkanalgeometrien umgesetzt und deren Wirksamkeit virtuell
und auch in Versuchen bestätigt. Die so gewonnenen Erkenntnisse sind in
aktuelle Fahrzeugprojekte eingeflossen. Sie erlauben es, weitere Bremsschei-
bengeometrien hinsichtlich dieses Phänomens auch rein virtuell zu bewerten.
Dadurch ist gezeigt, dass sich die Simulation von Bremsenquietschen eignet,
den Serienentwicklungsprozess eines Fahrzeuges durch wertige Beiträge zu
unterstützen. Im Gegensatz zur Grundlagenforschung oder Vorentwicklung
geht es darin um die konkrete Umsetzung und Absicherung der Anforderungen
einer Bremse in einem Serienfahrzeug. Die in der Serienentwicklung geforderten
Lösungen unterliegen in der Regel besonderen konstruktiven, vor allem aber
wirtschaftlichen und terminlichen Anforderungen. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde die Simulation von Bremsenquietschen bezogen auf das o.g. spezielle
Problem erfolgreich in den Bremsgeräuschprozess der Entwicklung eines Seri-
enfahrzeugs integriert.

An einem validierten Modell ist es möglich, den Einfluss geplanter Maßnahmen
auf das Stabilitätsverhalten zu bewerten. Auch können Sensitivitäten von
ausgewählten Parametern auf die Stabilität bekannter Problemmoden beurteilt
werden. Hier besteht der Vorteil, dass ganz gezielt Parameter gewählt werden
können, deren Variation keine anderen Größen beeinflusst. Dieses ist unter Ver-
suchsbedingungen aufgrund der realen Streuung vieler Parameter nicht immer
sichergestellt. Die so erhaltenen Ergebnisse sind abgesehen von numerischen
Ungenauigkeiten immer reproduzierbar.
Ein weiterer großer Vorteil besteht in der Möglichkeit der Visualisierung der
instabilen Schwingformen. Das Schwingverhalten der im Inneren der Bremse
liegenden Komponenten kann wegen der eingeschränkten Zugänglichkeit
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häufig nicht durch Messungen veranschaulicht werden. In der CAE-Simulation
können dagegen die auftretenden Schwingungen für alle Bereiche in fast jeder
denkbaren Form dargestellt werden. Dadurch erhält man häufig zusätzliche
wertvolle Informationen, die es ermöglichen, das bestehende Problem besser zu
verstehen und eine gezieltere Problemlösung zu finden.
Am effektivsten zeigt sich die Simulation durch eine enge Zusammenarbeit
mit den Prüfstands- und Fahrversuchen. So lieferte die Einbeziehung der
Versuchsergebnisse im Rahmen dieser Arbeit entscheidende Impulse für die
Durchführung der CAE-Simulationen. Umgekehrt gaben auch Simulationser-
gebnisse wichtige Hinweise für die Durchführung von Betriebschwinganalysen
an den Prüfständen. Ziel der Simulation von Bremsenquietschen mit dem
CEA-Verfahren muss daher nicht der Ersatz, sondern vielmehr die Erweiterung
und Unterstützung der Prüfstands- und Fahrversuche sein.

Wenngleich dem CAE-Verfahren durch den modalen Ansatz Grenzen gesetzt
sind und insbesondere nichtlineare Effekte nicht abgebildet werden können, ist
dennoch, bei Kenntnis der mechanischen Hintergründe und der Einschränkun-
gen, ein Einsatz in der Praxis sinnvoll. Es können damit ausgewählte Phänomene
untersucht, erklärt und infolgedessen auch rein virtuell bewertet werden. Dieses
wurde anhand eines praktischen Beispiels gezeigt. Lediglich eine Einbeziehung
und Bewertung aller möglichen Effekte, die zu Bremsenquietschen führen, ist
nicht möglich.
Da sich hinter dem Begriff Bremsenquietschen eine Vielzahl von Effekten
und Phänomenen verbirgt, muss auch in der Bewertung der Simulation eine
Differenzierung stattfinden. Die Einsetzbarkeit und Prognosegüte hängt von
dem individuellen Problem ab. Bei bereits ausführlich untersuchten Problemen,
für die Erkenntnisse und Erfahrungen in der Simulation vorhanden sind, ist
durchaus eine Prognose anhand von rein virtuellen Modellen möglich.
Die Modellierung der FE-Modelle orientiert sich neben den verfügbaren
Computer-Ressourcen an dem jeweils vorliegenden oder vermuteten Problem.
Aufgrund der gesammelten Erfahrungen und Erkenntnisse bei der Simulation
von mehreren, verschiedenen Bremsen und der damit einhergehenden ständigen
Verbesserung der Modelle konnte die Aussagekraft der CAE-Ergebnisse sukzes-
siv erhöht werden. Insbesondere durch die Abbildung der Materialdämpfung
werden weitere Effekte berücksichtigt und somit die Ergebnisqualität verbessert.

In der Praxis tritt es immer wieder auf, dass Instabilitäten Ergebnis der Berech-
nung sind, aber in der Realität nicht auftreten. Anders kommt es auch vor, dass
im Versuch beobachtete akustische Probleme nicht in der Simulation ermittelt
werden. Die Beurteilung der Ergebnisse erfordert die genaue Kenntnis der
Annahmen und Grenzen des verwendeten Verfahrens. Auch das Verständnis
über die Mechanismen, die zu selbsterregten Schwingungen durch Reibkontakte
führen, ist Voraussetzung für die erfolgreiche Durchführung der Simulation von
Bremsenquietschen und der kritischen Bewertung der Ergebnisse. Die Gefahr
einer Fehlinterpretation der Simulationsergebnisse ist ungleich höher, als in
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derzeit typischen Anwendungsfällen der NVH16- bzw. Strukturmechanikana-
lyse im Bereich der FE-Simulation. Bei der Erstellung der FE-Modelle und der
nichtlinearen Simulation des Betriebszustandes, der die Ausgangsbasis für die
CEA-Analyse ist, sind fundierte Kenntnisse auf dem Gebiet der nichtlinearen
Finiten Element Methode notwendig.

Ein kurzfristig nutzbares Potential des CEA-Verfahrens liegt in der verbes-
serten Berücksichtigung der Dämpfung. Wird das Dämpfungsverhalten der
verschiedenen Materialien sowie weitere Dämpfungsmechanismen im Modell
hinreichend genau abgebildet, kann dieses insbesondere die Fälle reduzieren, bei
denen Probleme in der Simulation berechnet werden, aber in der Realität nicht
auftreten. Durch eine erweiterte Berücksichtigung der dämpfenden Elemente in
der Bremse sowie die weitergehende Untersuchung des Dämpfungsverhaltens
der Materialien können Abhilfemaßnahmen für Geräusche, in denen Dämpfung
eine Rolle spielt, besser abgebildet werden.

Die Steigerung der Modellierungstiefe durch die Verwendung feinerer FE-Netze,
was in Zukunft aufgrund leistungsstärkerer Computer und verbesserter Re-
chenalgorithmen möglich sein wird, führt dazu, dass weitere Effekte in der Simu-
lation von Bremsenquietschen mit einbezogen werden können. Jedoch ist es da-
durch nicht möglich, die fundamentalen Einschränkungen des CEA-Verfahrens
aufzuheben. Nichtlineare Zusammenhänge können wegen des modalen Ansat-
zes nicht berücksichtigt werden. Dazu ist eine Berechnung im Zeitbereich not-
wendig, wobei z.B. detailliert formulierte, nichtlineare Materialgesetze zur An-
wendung kommen können, aber auch sehr große Rechenkapazitäten erforder-
lich sind. Eine gegenüber heute deutliche Steigerung der verfügbaren Computer-
Ressourcen ermöglicht langfristig evtl. die effektive Verwendung dieses Ansat-
zes in der Simulation von Bremsenquietschen.

16Die im Automobilbereich geläufige Abkürzung NVH steht für Noise Vibration Harshness und be-
schreibt das Gebiet der unerwünschten Geräusche und Vibrationen in einem Fahrzeug.
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