- TECHNISCHE
UNIVERSITAT
MUNCHEN

Numerische Integration gestérter
~ Satellitenbahnen mit MATLAB

R. Schmidt

IAPG /FESG No. 5

Institut flr Astronomische und Physikalische GeodaSIe
Forschungseinrichtung Satellitengeodésie

~ Miinchen 1999



Numerische Integration gestérter Satellitenbahnen mit MATLAB
R. Schmidt

IAPG / FESG No. 5
Miinchen 1999

ISSN 1437-8280
ISBN 3-934205-04-6

Adressen: :
Institut fiir Astronomische und Physikalische Geodésie
Technische Universitdt Miinchen
Arcisstrasse 21
D-80290 Miinchen

Germany

Telefon: 4-49-89-289-23190

Telefax: +-49-89-289-23178

http://step.iapg.verm.tu-muenchen.de/iapg/

Forschungseinrichtung Satellitengeodisie
Technische Universitit Miinchen
Arcisstrasse 21
D-80290 Miinchen
Germany
Telefon: +49-89-289-23191
Telefax: +49-89-289-23178
http:/ /alpha.fesg.tu-muenchen.de/fesg/



Technische Universitét Miinchen

Institut fiir Astronomische und Physikalische Geodisie

Roland Schmidt

Numerische Integration gestorter Satellitenbahnen mit MATLAB

Diplomarbeit

Betreuer: Dr.-Ing. Jiirgen Miiller
Univ. Prof. Dr. rer.nat. Manfred Schneider

Miinchen, Juni 1998



Yorwort

Das im Rahmen dieser Diplomarbeit entstandene Programm SATLAB 1.0: ,Bahnberechnung’ bildet
einen Teil eines umfassenderen Software-Pakets SATLAB. Unter SATLAB ist eine Auswerte-
Software zu verstehen, mit deren Hilfe zahlreiche Aufgaben der Satelllitengeodisie (Bahnbestimmung
kiinstlicher Erdsatelliten, Parameterschitzung, Visualisierung) vorgenommen werden konnen. Es ist
angedacht dieses Software-Paket (basierend auf MATLAB) im Zuge mehrerer Diplomarbeiten
entstehen zu lassen. Zum gegenwirtigen Zeitpunkt (Juni 1998) sind zwei Teilbereiche konkret
realisiert. Dies ist einmal das hier vorgestellte Bahnberechnungsprogramm, zum anderen ein
Programmpaket zur graphischen Darstellung von Satellitenbahnen in verschiedenen Ko-
ordinatensystemen (siche dazu M. Nitschke, SATLAB — Ein Werkzeug zur Visualisierung von
Satellitenbahnen, Schriftenreihe IAPG/FESG, No.2, ISSN 1437-8280). Innerhalb dieser Arbeit bezieht
sich der Begriff SATLAB stets auf den hier beschriecbenen Programmteil ,Bahnberechnung‘. Der
zugehorige MATLAB-Code, sowie eine Bedienungsanleitung sind auf Anfrage erhiltich.
Entsprechende Anfragen sind bitte an Herm Dr.-Ing. Jiirgen Miiller (Adresse siche letzte Seite) oder
an den Verfasser (an nachfolgende Anschrift) zu richten:

Roland Schmidt
Gautinger Strafie 67
D-82234 Oberpfaffenhofen
Tel: +49-8153-952463

Abschlieflend mochte ich an dieser Stelle noch all jenen danken, die zum erfolgreichen Gelingen
dieser Arbeit mit beigetragen haben. Allen voran mdchte ich Herrn Dr.-Ing. Jiirgen Miiller fiir die
umfassende Betreuung danken. Den Herren Prof. Dr.-Ing. Reiner Rummel und Prof. Dr. rer. nat.
Manfred Schneider danke ich fiir ihr fortwihrendes Interesse an meiner Arbeit und zahlreichen
fruchtbaren Diskussionen. Herm Nico Sneeuw danke ich fiir Tips und Tricks zur Programmierung in
MATLAB, Herrn Dr. rer.nat. Dieter Egger gilt mein Dank fiir die Bereitstellung seines Scanners. Fiir
die Bereitstellung und Erliuterung von Teilen des Software-Pakets DOGS danke ich Herm Michael
Gerstl vom Deutschen Geodiitischen Forschungsinstitut. SchlieBlich méchte ich meinen Eltern danken,

die mir meine Ausbildung ermoglicht haben.

Miinchen, im Juni 1998
Reland Schmidt
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Einleitung , 1

1. Einleitung

Die Bewegung kiinstlicher Erdsatelliten um die Erde erfolgt unter dem Einfluf einer Reihe von
Kriften. Durch die Beobachtung der Bahn eines Satelliten lassen sich Riickschliisse auf die auf den
Satelliten wirkenden Krifte gewinnen und gehen so in eine physikalische Modellbildung ein.
Umgekehrt bestimmt man auf Grundlage solcher Kriftemodelle die Bahn eines Satelliten. Diesen
Vorgang nennt man die Ephemeridenrechnung, wobei unter einer Ephemeride der Zustandsvektor
eines Satelliten zv einer bestimmten Epoche zusammengesetzt aus seinem Orts- und
Geschwindigkeitsvektor verstanden wird.

Dabei erginzen sich Bahnbeobachtung und Ephemeridenrechung im Rahmen einer
Parameterschitzung von ModellgréBen zur Beschreibung der Satellitenbewegung. Die
Ephemeridenrechnung erfullt den Zweck der Beschaffung von Niherungswerten fiir die Satellitendrter
im linearen Modell der Ausgleichung von Beobachtungen.

Ziel dieser Arbeit war es, ausgehend vom Anfangswertproblem ein Programm zur Bahnvorhersage
unter Verwendung konkreter Modelle der Satellitenbewegung unter MATLAB' zu erstellen. Wegen
der Art und Vielfalt der auf den Satelliten wirkenden Krifte wird die Bewegungsgleichung numerisch
integriert.

Die Arbeit gliedert sich in zwei Teile. In den Kapiteln 1 bis 4 werden die theoretischen Grundlagen
der Bewegungsgleichung und ihre konkrete Realisierung im Bahnberechnungsprogramm SATLAB
1.0: Bahnberechnung zusammengestellt. Die Abschnitte 6 bis 12 umfassen quantitative und qualitative
Tests des Bahnberechnungsprogramms. Neben den implementierten Modellen wurden die von
MATLAB zur Verfiigung gestellten Integratoren hinsichtlich ihrer Eignung in einem solchen
Bahnvorhersageprogramm niher untersucht.

1.1 Bewegungsgleichung einer gestérten Satellitenbahn
Die Bewegungsgleichung der gestérten Satellitenbewegung wird im Rahmen einer Newton’schen

Mechanik dargestelit. Fiir die Relativbewegung der Massenmittelpunkte des Satelliten und der Erde
gilt in einem Inertialsystem X (Schneider, 1989)

. . &. R R. B F
HF =Gpe+ ) Gggp + (£ - —E)4 (-5 --£), (1.1.1)
= ; el mg Mg mg Mg '

mit G s : Gravitationswechselwirkung Erde - Satellit

N —
" Ggs, : Gezeitenkrifte dritter Korper (z.B. Sonne, Mond)
e

,u(£s— - ﬁ-"‘"—) : nichtgravitative Volumenkrifte (z.B. elektromagnetische Einflisse)

Mg E

F_.:g F‘ E . . . - . Y . .
H(—-~- -"A}_) : nichtgravitative Flachenkrifte (z.B. Atmosphérenwiderstand,

mg E

Strahlungsdruck der Sonne)
M .
=% my : reduzierte Masse des Systems Erde — Satellit
Mg +mg

Die Angabe einer strengen analytischen Losung fiir die Bewegungsgleichung (1.1.1) ist im Falle der
ungestdrten, sogenannten Kepler-Bewegung mdoglich. Dort reduziert man die auf den Satelliten
wirkenden Krifte auf die Gravitationswechselwirkung zwischen Erde und Satelliten, wobei fir die
Erde ein kugelsymmetrisches Gravitationsfeld angenommen wird. Damit vereinfacht sich (1.1.1) zu

! Die Realisierung erfolgte konkret in MATLAB 5.
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GMBM 7, (1.12)
¥

Fe-

mit 7,r : Relativvektor bzw. dessen Betrag im Inertialsystem X

GMz: Produkt Gravitationskonstante mal Erdmasse in [":’—:]

Die analytische Integration der Gleichung (1.1.2) fithrt auf die bekannten Gleichungen der Losung des
Kepler-Problems, wie man sie beispielsweise in (Schneider, 1989) findet. Die Losung hat die formale

Gestalt:

FO)=F(ta,....,a5)
FO)=F(ta,,...,a5) . : (1.1.3)

Die Elemente a;,...,as sind dabei frei wihlbare Integrationskonstanten, wobei oft die bekannten sechs
Kepler-Elemente a, e, i, @, £2 M verwendet werden.

Die Satellitenbewegung wird hauptsichlich durch den kugelsymmetrischen Anteil des
Gravitationsfeldes der Erde beeinfluBt. Die Einflisse der iibrigen auf den Satelliten wirkenden
gravitativen und nichtgravitativen Krifte machen sich als Abweichungen von der Bahn der
ungestérten Bewegung bemerkbar. Diese Einfliisse werden daher als Storkrifte bezeichnet.

Nachfolgende Gleichung bringt dies besonders zum Ausdruck

= GMgy . =
FaeMow iz, f (1.1.4)
,
mit kg : Summe der Storbeschleunigungen auf den Satelliten.

Wie oben bereits angedeutet, gibt es eine Vielzahl von Stdrbeschleunigungen, die fiir eine ,exakte’
Ephemeridenrechnung beriicksichtigt werden miissen. Seeber (1989) gibt folgende wesentlichen
Stérbeschleunigungen an

1. Beschleunigungen wegen der Inhomogenitiit des Gravitationsfeldes der Erde

2. Beschleunigungen verursacht durch die Gravitationskrifte sog. Drittkorper (Sonne, Mond, groBe
Planeten)

3. Beschleunigungen aufgrund von Erd- und Mecresgezeiten

4. Beschleunigungen aufgrund des atmosphirischen Stromungswiderstandes (sog. drag)

5. Beschleunigungen aufgrund des direkten oder reflektierten Strahlungsdrucks der Sonne

Die Storbeschleunigungen sind gravitativer (1-3) bzw. nichtgravitativer Natur (4-5) und werden durch
entsprechende Modelle fiir eine numerische Auswertung zuganglich gemacht.

Die Losung von Gleichung (1.1.2) wird im Rahmen der Tests des Programms SATLAB 1.0 von
Bedeutung sein. Gleichung (1.1.4) deutet die Vorgehensweise zur Beriicksichtigung der Stérkréfte an.
Jeder StoreinfluB wifd mit einem geeigneten Modell berechnet und dem Zentralterm additiv
iberlagert.
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1.2 Bewegungsgleichung in einem bewegten Bezugssystem

Die Beschreibung der Bewegungsgleichung hingt wesentlich von dem gewihlten Bezugssystem ab.
Betrachtet man die Bewegungsgleichung eines Satelliten mit der konstanten Masse m;, so gilt bzgl.
einem Bezugssystem S, das sich in Ruhe oder gleichférmiger Bewegung befindet,

mgF = Fl:7,7), 2.1

mit F,f‘ : Orts-, Geschwindigkeitsvektor bzgl. §

F : Kriftefunktion aller angreifenden Kriifte bzgl. S
mg: Masse des Satelliten

Wird die Bewegung des Satelliten bzgl. eines Systems S dargestellt, das sich gegeniiber S in
Bewegung befindet, so lautet die Bewegungsgleichung:

D¥ = - DF AR = = =
mg—==F t,F,— -mg——me——C-Z-§, 122
S Dr ( Dt} S dr (122

mt L2 Zeitableitungen im System Sbzw. §

at'Dt’ g Y '

F Ortvektor des Satelliten in §

R Translation von O nach O°

@ : Rotationsvektor von § gegenitber §

F Kraftefunktion ausgedriickt im System §

o —2m5&3x%: Coriolis-Kraft

Z =-mdx(@xF): Zentrifugalkraft
§=m,22,%.  BulerKnaft
Dr

Man vergleiche dazu Abbildung 1.1. In einem translatorisch und/oder rotatorisch beschleunigtem
System S treten also neben der Krafiefunktion F noch zusitzliche Krifte, die Trigheitskrifte auf.

Bezugssysteme fiir die R=0 und 6=0 gilt werden als inertiale Bezugssysteme bezeichnet. Fiir die
numerische Integration der Bewegungsgleichung in SATLAB 1.0 wird ein solches System benétigt.
Da sich der Satellit um das Geozentrum bewegt, wird bequemerweise ein geozentrisch gelagertes
Inertialsystem gewihit. Dies wird in Kapitel 2 Koordinatensysteme diskutiert. Geht man davon aus,
daB ein derartiges Bezugssystem zur Verfiigung steht, kann die Aufgabe der numerischen Integration
der Bewegungsgleichung der Form (1.1.4) angegangen werden.

Anmerkung. Alternativ zur Integration der Bewegungsgleichung (1.1.4) im Inertialsystem konnte als
Bezugssystem der Integration das wahre Aquinoktium {TDS, vgl. 2.5) verwendet werden. Wegen der

2 Die Newton’sche Mechanik setzt eine absolute Zeit voraus, die fiir alle Bezugssysteme gilt. Nach der
speziellen Relativitéitstheorie wird dieses Postulat der absoluten Zeit fallen gelassen. Jedes Koordinatensystem
besitzt sein eigenes Zeitsystem, das fest mit ihin verbunden ist. Transformationen zwischen solchen Systemen

erfolgen mit der Lorentz-Transformation.
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Abbildung 1.1: Bewegung eines Satelliten in einem bewegten System § und einem Ruhsystem S

(Reigber, 1989)

Prizessions- und Nutationsbewegung wire dieses System kein Inertialsystem mehr und in der
Bewegungsgleichung miiften die Anteile der Trigheitskrifte, verursacht durch Prizession und
Nutation, beriicksichtigt werden, , .

In der Rechenpraxis solcher Bahnberechnungsprogramme werden die Winkel fiir Prizession und
Nutation sowie deren Anderungsraten vorausberechnet und in der Integration interpoliert. Damit
werden dann die Trigheitskrifte berechnet (Reighber, 1989). Der Vorteil dieser Methode liegt darin,
da} wihrend der Integration explizit nur Winkel fiir die Erddrehung und Polbewegung bzw.
entsprechende Rotationen beriicksichtigt werden miissen.

In dieser Arbeit wurde der Methode der Integration der Bewegungsgleichung im Inertialsystem der
Vorzug gegeben. Dort entfillt die Berechnung der Anteile der Trigheitskrifie, dafiir miissen aber in
jedem Integrationsschritt Ausdriicke zur Bestimmung von Prizessions- und Nutationswinkeln
ausgewertet werden. In Kapitel 9 wurde die Maoglichkeit untersucht, eine Senkung der Rechenzeit
durch Interpolation von vorausberechneten Prizessions- und Nutationswinkein zu erzielen, um damit
dic explizite Auswertung v.a. der Nutationstheorie abzukiirzen,

1.3 Bahnbestimmung als Anfangswertaufgabe

Das Problem der Ephemeridenrechnung eines kimnstlichen Erdsatelliten wird hier als
Anfangswertaufgabe formuliert, d.h. fiir einen gegebenen Zeitpunkt (Startpunkt der numerischen
Integration) ist der entsprechende Orts- und Geschwindigkeitsvektor des Satelliten bekannt (z.B.
BrennschluBwerte einer Rakete, die den Satelliten in einen Orbit bringt oder der letzte Orts- und
Geschwindigkeitsvektor eines ausgeglichenen Bahnbogens). Mit Hilfe des Integrationsverfahrens
werden dann Ephemeriden fiir spétere Zeitpunkte berechnet.

Die numerisch zu integrierende vektorielle Differentialgleichung der Bewegung ist mit Gleichung
(1.1.4) gegeben. Dies ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung, die zur Lésung in ein System zweier
Differentialgleichungen 1. Ordnung umgestellt wird. Hierzu gibt es zwei Moglichkeiten: die Methode
von Cowell und die Methode von Encke. Hier wurde der Methode von Cowell der Vorzug gegeben.
Eine Beschreibung der Encke-Methode findet man z.B. in Schneider (1993) oder Seeber (1989).

Cowell stellt die grundlegende Differentialgleichung (1.1.4) wie folgt in zwei Differentialgleichungen
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1. Ordnung um

-

=¥ (1.3.1)

s
GMErde F + Es
1'3

v

bzw. in Vektorkomponenten dargestellt

G :
x=v, v, =k, -@x
r
GM g,
y=v, v, =k, -r—f" y _ (1.3.2)
Z=v, v, =k, —-(-;-—A—égi"iz
r

Die Anfangswerte dieser Gleichungen werden durch einen Orts- und Geschwindigkeitsvektor fiir den.
Anfangszeitpunkt festgelegt.

Die Stérbeschleunigung (als Zusammenfassung aller modellierten Storbeschleunigungen) wird
entsprechend der im Kapitel 4 Kriftemodell angegebenen Gleichungen fiir die gegebenen Startwerte
bestimmt. Es ist darauf zu achten, daB die Storbeschleunigungen bzw. deren Summe im inertialen
Bezugssystem der Bahnintegration angebracht werden. Die Zeit ist hier die unabhingige Variable der
zweiteiligen Lésungsfunktion.
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2. Koordinatensysteme

In der Satellitengeodisie werden mindestens zwei Koordinatensysteme bendtigt,

1) ein (quasi-) inertiales, raumfestes Bezugssystem und
2) ein erdfestes Bezugssystem.

Im raumfestem Bezugssystems wird die Bewegungsgleichung der Satellitenbewegung formuliert und
(in SATLAB 1.0 numerisch) integriert. Das erdfeste Bezugssystem wird im Rahmen der
Ephemeridenrechnung v.a. zur Bestimmung der Orientierung der felderzeugenden Massen ‘des
Gravitationspotentials gegenitber dem Satelliten benétigt. Der Ursprung beider Systeme ist identisch
und liegt im Geozentrum.

Die gegenseitige Orientierung von raumfestem und erdfestern Bezugssystem ist zeitlich verdnderlich
und wird durch Priizession, Nutation, Erddrehung und Polbewegung beschrieben. Da beide Systeme
ihren gemeinsamen Ursprung im Massenmittelpunkt der Erde haben erfolgt der Ubergang raumfestes-
erdfestes Bezugssystem (und umgekehrt) mit Hilfe orthogonaler Rotationsmatrizen. Deren Argumente
sind die momentanen Werte fiir Prizession, Nutation, Erddrehung und Polbewegung.

raumfestes Bezugssystem
Préizesgion
O Eridrehung
{} Polbewegung
erdfestes Bezugssystem

Abbildung 2.1: Verkniipfung raumfestes-erdfestes Bezugssystem

In den nachfolgenden Abschnitten werden das in SATLAB 1.0 verwendete raum- und erdfeste
Bezugssystem sowie die Bezichungen zwischen den beiden Systemen dargestellt. Dort tanchen fiir den
Begriff Bezugssystem die Ausdriicke ,reference system® und ,reference frame® auf.

In der englischsprachigen Literatur wird zwischen der konzeptionellen Idee eines Bezugssystems und
der tatsichlichen Realisierung desselben durch Verwendung unterschiedliche Begriffe differenziert.
Fir erstere wird der Begriff ,reference system‘ verwendet wihrend der Begriff reference frame*
letzteres meint. Im Deutschen wird eine begriffliche Unterscheidung nicht getroffen und i.d.R. ¢in und
derselbe Begriff ,Bezugssystem* verwendet.

Die nachfolgende Herleitung der Zusammenhéinge stiitzt sich bzgl. Inhalt und Notation auf Reigber
(1989) und Zhu (1996). Fir die tatsichliche Realisierung der Bezugssysteme werden die IERS-
Conventions 1996 verwendet.

2.1 Conventional Inertial Reference System (CIS)

Die Beschreibung der gestdrten Bewegungsgleichung (1.1.1) bzw. (1.1.5) erfordert ein Inertialsystem.
In der physikalischen Wirklichkeit lassen sich strenge Realisicrungen solcher Systeme nicht finden,
sondern stets nur Anniherungen.

Eine gute Anndherung an ein solches Inertialsystem S, das die eine Forderung R=0 crfullt, erhalt
man, wenn man den Ursprung O von § ins Baryzentrum des Sonnensystems legt. Die Rotationsfreiheit
des Systems S, d.h. bzgl. der raumfesten Lage seiner Achsen wird durch Orientierung dieser Achsen
mit einem Satz von extragalaktischen Radioquellen oder Sternen festgelegt. Durch Angabe bzw.
Tabellierung von Positionen (und Geschwindigkeiten) d1eser Ziele bzgl. dem Ipertialsystem wird
dieses selbst definiert,
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Ein solches System wird als CIS, Conventional Inertial Reference System bezeichnet und stellt die
konzeptionelle Idee des raumfesten Bezugssystem in der Satellitengeodasie dar. '

Fir die Beschreibung der Bewegung eines Satelliten ist nun jedoch ein geozentrisches Bezugssystem
bequemer. Wegen der translatorisch beschleunigten Bewegung der Frde um das Baryzentrum Erde-
Mond und um das Baryzentrum des Sonnensystems ist ein solches System kein strenges Inertialsystem
mehr und wird deshalb als Quasi-Inertialsystem bezeichnet. Oben genannte translatorische
Beschleunigungen kénnen jedoch gut im Rahmen einer Storung durch Drittkérper beriicksichtigt
werden.

2.2 International Celestial Reference Frame (ICRF)

Die konkrete Realisierung des CIS ist in SATLAB 1.0 das International Celestial Reference Frame
(ICRF)'. Dies geschieht in SATLAB 1.0 durch Verwendung der mit den IERS-Conventions 1996
empfohlenen Prézessions- und Nutationstheorie. Der Ursprung des ICRF liegt im Baryzentrum. Zur
Epoche J2000.0 fillt es mit dem mittleren Aquatorsystem, das durch den mittleren Himmelspol (z-
Achse) und mittleren Frihlingspunkt (x-Achse) definiert ist, zusammen. Das ICRF ist damit ein
Aquatorsystem,

Fir die Integration wird der Ursprung in das Geozentrum verschoben. Daraus resultierende
translatorische Beschleunigungen werden durch Drittkérperstorungen kompensiert. Der Unterschied
zwischen TDB und TDT wird im Rahmen dieser Arbeit vernachlissigt, d.h. J2000.0 TDB ist in
SATLAB 1.0 gleich J2000.0 TDT. AnschlieBend wird das ICRF mit dem momentanen Wert fiir dic
Schiefe der Ekliptik um die xicrr-Achse in die Ekliptikebene gedreht. Integrationssystem der
Bewegungsgleichung in SATLAB 1.0 ist damit das quasi-inertiale Ekliptiksystem ICRF J2000.0 TDT.

Der Ubergang auf ein momentanes erdfestes Bezugssystem erfordert den Ubergang in die
Aquatorebene und dort die Beriicksichtigung der Einfliisse von Priizession, Nutation, Erdrotation und
Polbewegung.

2.3 Prizession, Nutation

Unter dem Einfluf (im wesentlichen) Iunisolarer Gravitationskrifte, die auf den abgeplaticten
Erdkérper wirken ist die Erdrotationachse und die damit verbundene Aquatorebene nicht raumfest,
sondern édndert ihre Orientierung in Bezug auf CIS in der Zeit. Die Gesamtbewegung setzt sich aus
Prizession® und Nutation zusammen, wobei die Prizession den mittleren sikularen Anteil und die
Nutation den periodischen Anteil beschreibt. Die Prizession stellt sich als Kreiselbewegung der
Erdrotationsachse bzgl. des Geozentrums um die z-Achse des vereinbarten Inertialsystems dar, der
periodische Bewegungen (Nutation) aufgelagert sind.

Die Periode fiir die Prizessionsbewegung betriigt etwa ca. 25800 Jahre, die Nutationsbewegung weist
Perioden im Bereich einem Tag bis etwa 18.6 Jahre auf. Beides sind zwar sehr langsame rotatorische
Bewegungen, die jedoch beim Ubergang vom raumfesten auf das erdfeste Bezugssystem nicht
vernachlédssigt werden diirfen. Zum einen diirften die von einer rotatorischen Beschleunigung wegen
Prazession und Nutation herithrenden Trigheitskrifte nicht vernachldssigt werden, zum anderen
summieren sich die Winkel, die die gegenseitige Lage eines momentanen Aquatorsystems gegeniiber
dem raumfesten vereinbarten Aquatorsystem beschreiben so, daB eine Vernachlassigung dieser
Bewegungen langfristig signifikante Orientierungsfehler zwischen diesen beiden Systemen ergeben

! Das ICRF wird vom IERS laufend gehalten. IERS steht fiir International Earth Rotation Service.

2 Aufgrund der Anzichungskrifte der iibrigen Planeten und des Mondes bewegt sich der Massenmittelpunkt der
Erde nicht in einer cbenen Bahn um die Sonne. Der Anteil der Anzichungskrifte der Plancten bewirkt eine
Drehung der Ekliptik. Dieser Effekt wird als planctare Prizession bezeichnet. Der Anteil der Anzichungskrifte
des Mondes wird zusammen mit den Einfliissen der Anzichungskrifte der Sonne in der lunisolaren Prézession
beriicksichtigt. Planetare und lunisolare Prizession werden allgemein als Priizession bezeichnet. Die unten
angegebene Theorie (Lieske et al., 1977) dient zur Berechnung der allgemeinen Prizession. Im weiteren wird die
allgemeine Prizession einfach als Priizession bezeichnet.
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wiirde. Dies wiirde sich in Inkonsistenzen zwischen berechneten (,simulierten‘) und tatsichlichen
Beobachtungen bemerkbar machen.

Mond

Abbildung 2.2; Prizession, Nutation

2.4 Mittleres Aquinoktium des Datums (MDS)

Wird der Einfluf der Prizession beriicksichtigt, gelangt man durch Verwendung der Prizessionsmatrix
P in das sogenannte mittlere Aquatorsystem zur Epoche ¢ (englisch als Mean of Date Frame MDS
bezeichnet).

Faps = P Tes, (2.4.1)

mit  P=R;(-z,)R,(6,)R,(-¢,) . (24.2)
Die Winkelargumente der Matrix P werden mit Hilfe einer geeigneten Theorie berechnet. In SATLAR
1.0 wird die Empfehtung des IERS verwendet, der wiederum die Theorie der IAU von 1977 (Lieske et

al.) empfiehlt. Im m-file Prezwink2.m wurden zur Berechnung der Winkel z,, @,, £, entsprechend der
IAU-Theorie folgende Formeln programmiert:

z, = 2306218t +0."30188¢> +0."017998¢°

0,=2004."3109 —0.42665> —0."041833¢ (2.4.3)
A

¢, = 23067218t +1709468> +0."018203¢>

wobel die Epoche ¢ in julianischen Jahrhunderten seit J2000.0 TDT einzusetzen ist.

2.5. Wahres Aquinoktium des Datums (TDS)

Berticksichtigt man den EinfluB der Nutation, so gelangt man ins wahre Aquatorsystem zur Epoche ¢
(englisch: True of Date Frame TDS). Es gilt:

Fops = NP T, - (2.5.1)
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mit N=R (¢, - Ae)R;(-Ayp)R(g,). (2.5.2)

Darin sind & wahre Schiefe der Ekliptik zur Epoche ¢
Ae: die Nutation in Schiefe zur Epoche ¢
A die Nutation in Linge (gezihlt auf der Ekliptik)
N: Nutationsmatrix zur Epoche .

Diese GriBen werden wiederum mit der von der IAU empfohlenen Theorie berechnet. Fir die Schiefe
der Ekliptik gilt:

£, = 84381."448~ 46”8150 — 0."00059¢* +0."001813¢* (2.5.3)
Zur Berechnung der Nutation in Schiefe und Linge wird die IAU Theorie 1980 verwendet.
106
Ay = Z(A7 + At)sin(Argument), 254
i=l
106 ,
Ag =" (B, +B,t) cos(Argument), (2.5.5)
i=l '
5
Argument =" N,F, . (2.5.6)

i=l

Die Grofe Argument berechnet sich aus den N; (Integerwerte) und den Funktionen Fj, die mit der
Nutationstheorie gegeben werden. Die Funktion F; lauten im einzelnen:

F, =1=134.°96340251+1717915923 "2178¢ +31."8792¢* +0.7051635¢> —0.700024470¢*,
F, =1'=357.°52910918+129596581."0481¢ - 0."5532¢* - 0.7000136¢° —0.700001149¢*,

F, = F =93.°27209062 +1739527262."8478: —12,"7512¢% —0.001037¢> +0."00000417¢*,
F, = D =297.°85019547 +1602961601."2090¢ - 6."3706¢ +0."006593+* —0."00003169¢*,

F, =2 = 125.°04455501 - 6962890." 26651 +7." 4722t* +0."007702t° — 0." 00005939¢*,
(2.5.7)

wobei t wiederum die Epoche ¢ in julianischen Jahrhunderten seit J2000.0 TDT ist.
Die Funktionen F; bedeuten konkret

! = mittlere Anomalie des Mondes,

!’ = mittlere Anomalie der Sonne,

F=L -0, wobet L die mittlere Lange des Mondes ist,

D = mittlere Elongation des Mondes von der Sonne,
£2=mittlere Linge des aufsteigenden Bahnknotens des Mondes.

Die Koeffizienten 4, 4;°, B, B;‘, sowie die Integerzahlen N; sind vertafelt und in SATLAB 1.6 in Form
der Matrix nut.mat.(Variablenname nut) gespeichert. Diese Matrix wird von Nutwink2.m zur
Berechnung der Nutationswinkel fiir jeden Integrationsschritt aufgerufen. Die Speicherung der Grofien
in der Matrix entspricht der Tabellierung und hat damit folgende Form: '

! I' F D Q Perioden 4 A4 B, B,

muf=1 0 0 0 1 67984 172062 -1744 92053 9
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- Die Einheiten der Perioden sind [Tage)}, der 4; A;*, B, B;'sind jeweils {0.0001 mas].

Anmerkung: Beobachtungen mit VLBI und LLR haben gezeigt, daB oben beschricbene
Nutationstheorie Méngel aufweist. Die Theorie wird jedoch vom IERS beibehalten. An den Grofen
As, Ay werden beobachtete Differenzen als Korrekturen dAy; d4g angebracht. Entsprechende Werte
werden in den 1IERS-Bulletins verbreitet. Die mittels IERS-Bulletin verbreiteten Korrekturen dAy,
5As werden in SATLAR 1.0 nicht beriicksichtigt. Jedoch wurden an manchen Amplituden 4; 4, B;
und B’; entsprechende Korrekturen angebracht, so daf die in SATLAB 1.0 verwendeten Ausdriicke in
nut.mat nicht exakt den vertafelten Werten im Anhang entsprechen.

2.6 Conventional Terrestrial Reference System CTS - ITRF

Das CTS ist das vereinbarte erdfeste Bezugssystem, CTS ist ein kartesisches Aquatorsystem. Es wird
festgelegt durch Stationskoordinaten und —geschwindigkeiten ausgewshlter Beobachtungsstationen
auf der Erde, sowie weiterer Konstanten und Theorien, so daB bzgl. dem Netz der Stationen und der
Erdoberfliche keine Rotationen oder Translationen existieren. Der Ursprung des CTS liegt im
Geozentrum®. Die zcrs-Achse ist so festgelegt, daBb sie mit dem mittleren Himmelspol zu einer
gewihlten Epoche zusammenfillt. Die xcrs-Achse zeigt in Richtung Greenwich und ist so definiert, so
dall Netzrotationen um die zers-Achse verschwinden,

Hier ist das vereinbarte erdfeste Bezugssystem der International Terrestrial Reference Frame des [ERS
in der Realisierung von 1996 (ITRF 1996). Man beachte, dafl die Verwendung anderer tatsichlicher
Realisierungen erdfester Bezugssysteme (z.B. frilhere Realisierungen von ITRF oder andere
Bezugssysteme z.B. WGS84, GRS80, etc.) Koordinatentransformationen erforderlich machen. Der
IERS empfichlt hierzu eine 7-Parameter Ahnlichkeitstransformation zwischen kartesischen
Koordinatensystemen mit einer Translation des Ursprungs, sowie kleinen Drehwinkeln zwischen den
Achsen. Ausfithrliches dazu findet man in den IERS Conventions (1996), Dennis D. McCarthy et al.

2.7 Erdrotation

Das vercinbarte erdfeste Bezugsystem CTS unterscheidet sich bzgl. seiner Orientierung vom
momentanen raumfesten Bezugsystem TDS durch die Phase der Erdrotation. Die momentane
Erdrotation wird durch UT1 bzw. die wahre Sternzeit bzgl. Greenwich beschrieben (GAST). Zur
Berechnung von Satellitenephemeriden geniigt die Verwendung der mittleren Sternzeit Greenwich
(GMST), die ebenfalls aus UT1 berechnet wird (vgl. 3.1). Die Berechnung simulierter Beobachtungen
dagegen, bei der die Position der Beobachtungsstation(en) mdglichst genau bekannt sein mub, ist zur
Bestimmung der momentanen Orientierung des vereinbarten erdfesten Bezugssystems gegeniiber dem
vereinbarten raumfesten Bezugssystems GAST statt GMST zu verwenden.

Damit lautet der Ubergang von CIS nach CTS:

Fors = SNP-Fgs {2.7.1)

mit 8§ =R, (GAST). (2.7.2)
In SATLAB 1.0 wird die mittlere Sternzeit Greenwich (GMST) statt GAST verwendet,

2.8 Polbewegung

Das vereinbarte erdfeste Bezugssystem CTS, das mit GAST/GMST gegeniiber raumfesten Systemen
rotiert, unterscheidet sich vom momentanen erdfesten Bezugssystem durch die Polbewegung. Die
Polbewegung bringt zum Ausdruck, daf die Lage der momentanen Rotationsachse gegeniiber der
vereinbarten zcrs-Achse verdndert ist, d.h. die Drehachse bewegt sich relativ zur Erdkruste. Die

* Der Bezug zum Geozentrum wird durch Beobachtungen zu Erdsatelliten hergestellt. VLBI-Beobachtungen
erginzen die CTS-Definition durch MabBstabsinformationen, d.h. Langen von Basislinien zwischen den
Stationen, VLBI-Messungen haben keinen direkten Bezug zum Geozentrum,
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Polbwegung wird in rechtwinkligen Koordinaten yp, xp auf der Kugel gemiB Abbildung 2.3 in
Bogensekunden angegeben,

Abbildung 2.3: Erdrotation, Polbewegung, GAST mit 8 bezeichnet (Reigber, 1989)

'Die Transformationsmatrix ¥ vom momentanen zum vereinbarten Bezugssystem (CTS) lautet:
W=R,(~xp)R,(-yp)- (2.8.1)

Damit lautet der Gesamtiibergang vom vereinbarten Inertialsystem CIS zum vereinbarten CTS wie
folgt:

Fors = WSNP-Fops | (2.8.2)

Die Polbewegung ist einerseits zur Beschreibung der momentanen Lage von Beobachtungsstationen
nétig. Dies ist fir die Berechnung simulierter Beobachtungen in der Satellitengeodisie wichtig, kann
aber fiir eine Ephemeridenrechnung der Satelliten zunichst unterbleiben.

Andererseits wird die Orientierung des momentanen erdfesten Bezugssystems zur Bestimmung der
Gravitationsbeschleunigung auf den Satelliten verursacht durch den statischen Anteil des
Erdgravitationsfeldes bendtigt. Zur Bestimmung dieser gravitativen Beschleunigung wird
angenommen, daf die felderzeugenden Massen fest mit der Erde verbunden sind, d.h. die angegeben
Potentialkoeffizienten gelten bzgl. des vereinbarten CTS. Zur Berechnung der momentanen
Beschleunigung auf den Satelliten mufl das momentane erdfeste Bezugssystem verwendet werden
bzw. dessen Orientierung gegenitber dem CTS bekannt sein, das sich eben um die Polbewegung vom
CTS unterscheidet. Fir die Ephemeridenrechmung mub die Polbewegung also fiir die Bestimmung der
Kriftefunktion der Gravitationsbeschleunigung durch die Erde beriicksichtigt werden.

In SATLAB 1.0 wird die Polbewegung bislang nicht beriicksichtigt, sie ist jedoch in spiteren
Versionen zu implementieren. Bei der Verwendung entsprechender Werte xp, vy fiir die Polbewegung
ist darauf zu achten, bzgl. welchem vereinbarten erdfesten System diese Werte gegeben werden.

2.9 Zusammenfassung: Ubergang CIS-CTS

In SATLAB 1.0 wird als Bahnintegrationssystem das ICRF in ekliptikaler Lage verwendet. Dazu muf
das ICRF, das als Aquatorsystem vereinbart ist, mit dem aktuellen Wert der Schiefe der Ekliptik in die
Ekliptikebene gedreht werden. Die Polbewsgung bleibt in SATLAB 1.0 bislang noch
unberiicksichtigt. Damit lautet der Gesamtiibergang vom Bahnintegrationssystem in das vereinbarte
erdfeste Bezugssystem ITRF96
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Firrros = SNPR, (84)Ficrp euiiprikat » (2.9.1)
und umgekehrt

;'..ICRF,einptikaI = (SNPR, (£,)) - Firriss »” (29.2)
mit S =R,(GMST): Erdrotation

N=R,(~¢, ~A8)R; (-Ay)R(s,):  Nutation

P=R,(-z,)R, (8, )R (¢, ): Prizession

R(g,): Schiefe der Eklipitik

TiCRF ekliptikal - geozentrischer Ortsvektor bzgl. ICRF in ekl. Lage

Firnpos © geozentrischer Ortsvektor bzgl. ITRF96.

An dieser Stclle werden alle notwendigen Transformationen zum Ubergang vom vereinbarten
Inertialsystem (CIS) zum vereinbarten erdfesten Bezugssystem (CTS) und umgekehrt
zusammengefalit,

—y Bahntegrationssystem: ICRF, 72000.0 TDT
Ekliptikale, geozentrische Lage

Schiefe der Ekliptik -
ICRF J2000.0 TDT

: Geozentrisches Aquatorsystem
Prazession IAU 1977 —
—» Mittleres Aquinoktium des Datums (MDS)
Nutation JAU 1980 —
9 Wahres Aquinoktium des Datums (TDS)
Erdrotation/GMST —
—» TTRF96 (CTS)

Polbewegung —

—» Momentanes erdfestes Bezugssystem

Abbildung 2.4: Ubergang CIS - CTS
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3. Zeitsysteme

Die Bewegung cines Satelliten ist zeitabhiingig, d.h. Orts- und Geschwindigkeitsvektor variieren in
der Zeit. Zeit tritt damit quasi als 4. Koordinate auf, mit der der Bewegungszustand des Satelliten
eindeutig beschrieben werden kann. Analog zu Bezugssystemen bedarf es einer Definition von
Zeitsystemen. - :

Im Rahmen der Bewegung und Beobachtung von Satelliten spielen drei Zeitskalen eine Rolle.

(1) Mit der Zeitskala der Weltzeit bzw. Sternzeit, die sich beide von der Erdrotation ableiten wird die
zeitabhiingige Orienticrung eines erdfesten Bezugsystems gegenilber einem  raumfesten

Bezugssystems festgelegt.

(2) Die Beschreibung der Satellitenbewegung bzgl. eines geozentrischen, raumfesten Bezugssystems
erfordert ein streng gleichférmiges Zeitmal. Dieses kann beispiclsweise aus der Bewegung der Erde
im Raum abgeleitet werden und wird als Dynamische Zeit bezeichnet.

(3) Die Messung von Signallaufzeiten von und/oder zu Satelliten erfordert ebenfalls ein streng
gleichférmiges und dariiber hinaus hochauflésendes ZeitmaB, das sich gut beobachten, d.h. messen
14Bt. Das geeignete ZeitmaB wird mit der sogenannten Atomzeit realisiert.

Es ist offensichtlich, daB die Beziehungen zwischen diesen verwendeten Zeitsystemen so genau wie
méglich bekannt sein miissen, um eine sinnvolle Nutzung der Satellitengeodisic im Rahmen der
Jeweiligen Anwendung zu ermdglichen.

Die Satellitengeodasie stellt an das jeweilige Zeitsystem folgende Genauigkeitsanspriiche (Seeber,
1989). Bei einer maximal zuldssigen Positionsabweichung von 1 cm auf dem Aquator muB die
Erdrotation mit einer Genauigkeit von 2-10"® s bekannt sein. 1 cm in der Bahn des erdnahen Satelliten
entspricht etwa einem Zeitfehler von 1-10° 5. Ein Fehler von 1.10" s in der Signallaufzeit bei
Entfernungsmessungen zum Satelliten verursacht einen Positionsfehler von 1 cm.

Damit ergeben sich unterschiedlich hohe Anforderungen an die Genauigkeit des jeweils bendtigten
Zeitsystems.

dT; [s] £2-107 Erdrotation
dT>[s]<1-10° | Bahnbewegung
dls [s] <1-10" | Signallaufzeiten

Tabelle 3.1: Genauigkeitsanforderungen Zeit (Seeber, 1989)

In den nachfolgenden Abschnitten werden die einzelnen Zeitsysteme und ihre gegenseitigen
Bezichungen genauer vorgestelit.

3.1 Sternzeit und Weltzeit (Universal Time)

Sternzeit und Weltzeit leiten sich beide aus der Erdrotation ab und sind damit einander aquivalent.
Unter Sternzeit ist allgemein der Stundenwinkel des Friihlingspunktes Y bzgl. eines belicbigen
Ortsmeridian zu verstehen. Bezieht man die scheinbare oder wahre Sternzeit am lokalen Ortsmeridian

auf den wahren Frithlingspunkt, auf dem beispielsweise eine astronomische Beobachtung durchgefuhrt
wird, so spricht man von '

LAST = Stundenwinke] des wahren Frithlingspunktes bzgl. des lokalen Ortsmeridians (3.L.1)

Wihlt man als Ortsmeridian den Meridian von Greenwich, der fir die Definition eines erdfesten
Bezugssystems eine Rolle spielt, so spricht man von

GAST = Greenwicher Stundenwinkel des wahren Frithlingspunktes. (3.1.2)
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Der Frithlingspunkt ist nun jedoch nicht raumfest, sondern wandert unter dem Einfluf von Prizession
und Nutation. Der Nutationsanteil 188t sich im Stundenwinkel beriicksichtigen, so daB man den
Stundenwinkel (sowohl fiir einen Ortsmeridian, als auch fiir den Meridian von Greenwich) bzgl. des
mittleren Frithlingspunktes erhalt. Die so berechneten GréBen werden mit LMST bzw. GMST
bezeichnet. Abbildung 3.1 falt dies noch einmal zusammen.

Die Zeitskala der Sternzeit ist nun nicht die scheinbare Sternzeit, die fiir astronomische
Beobachtungen benétigt wird, sondern die mittlere Stemzeit. Die Zeiteinheit der mittleren Sternzeit ist
der Sterntag, der durch zwei aufeinander folgende Durchginge des mittleren Frithlingspunktes durch
den Meridian festgelegt wird'.

Abbildung 3.1: Wahre, mittlere Sternzeit (Seeber, 1989)

Die Grofen GAST bzw. GMST werden zur Bestimmung der Erdrotationsrate bzw. zur Bestimmung
der Orientierung des vereinbarten erdfesten Bezugssystems gegeniiber dem raumfesten Bezugssystem
bendtigt. Die Sternzeitskala ist aber nicht unmittelbar zugénglich, sondem wird erst iiber die Weltzeit
zuginglich,

Dies liegt daran, daf die Sternzeitskala fiir die Nutzung im taglichen Leben weniger gecignet ist. Statt
dessen verwendet man ein ZeitmaB, das sich am scheinbaren tiglichen Lauf der Sonne orientiert.
Wegen der wechselnden Sonnenhdhe im Lauf des Jahres und der Elliptizitit der Erdbahn variiert der
wahre Stundenwinkel der Sonne sehr stark, so dabB er als Zeitskala ungeeignet ist. Deshalb fiihrt man
eine fiktive mittlere Sonne ein, die sich mit gleichformiger Geschwindigkeit auf dem Aquator bewegt.
Entsprechend zum mittleren Sterntag definiert man einen mittleren Sonnentag, als das Zeitintervall
zwischen zwei aufeinander folgenden Durchgangen der mittleren Sonne durch den Meridian.

Der Stundenwinkel der mittleren Sonne bzgl. des Mendians von Greenwich heift Weltzeit UT
(Universal Time). Da der mittlere Sonnentag um Mitternacht beginnt, gilt:

UT = 12 h + Greenwicher Stundenwinkel der mittleren Sonne. (3.1.3)
Zwischen Stern~ und Weltzeit besteht der formelmiBige Zusammenhang;:
1 mittlerer Sterntag = 1 mittlerer Sonnentag - 3™ 55.°909. (3.1.4)

Der Unterschied zwischen mittlerem Stern- und mittlerem Sonnentag resultiert daraus, daB sich die
Erde im Laufe zwischen zwel Meridiandurchgingen der mittleren Sonne um etwa 1°/ Tag ( abgeleitet

! Der so definierte Sterntag entspricht wegen der Prizession nicht einer vollen Erdumdrehung im inertialen
Raum. Die tigliche Differenz betréigt 0.°0084,
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aus 360° in 365 Tagen) auf ihrer Bahn weiterbewegt hat. Der Durchgang des Frithlingspunktes durch
den Meridian ist dagegen von der Bewegung der Erde um die Sonne (abgesehen vom EinfluB von
Prizession und Nutation) unabhingig.

Die Weltzeit UT wird aus Beobachtungen mit VLBI, SLR, LLR, GPS und DORIS abgeieitet. Hier ist
zu beriicksichtigen, daB sich derartige Beobachtungen auf ein momentanes erdfestes Bezugssystem
beziehen. Bengtigt wird aber ein ZeitmaB bzgl. eines vereinbarten erdfesten Bezugssystems. Die
Abweichung eines momentanen erdfesten und eines vereinbarten Bezugsystems wird als Polbewegung
bezeichnet (vgl. Kapitel 2: Bezugssysteme). Dic um den EinfluB der Polbewegung korrigierte und
damit auf den vereinbarten Pol bezogene Weltzeit wird mit UT1 bezeichnet. UT1 ist nun das
Zeitargument mit dem die aktvelle Orientierung eines erdfesten gegeniber einem raumfesten
Bezugssystem berechnet wird. Es gilt (seit dem 1.1.1984 durch Festlegung der IAU):

GMST = UT1 + 6" 41™ 50.°5481 + 8640184.°812866 T, + 07093104 T.2-672-10°T2, (3.1.5)

Darin ist T, die Zeit seit der Standardepoche J2000, 1. Januar 12 h UTI (als J2000.0 bezeichnet)
ausgedrickt in julianischen Yahrhunderten.

Man beachte, daB UT1 nur zur Bestimmung der Rotation der Erde im inertialen Raum beniitzt wird,
nicht jedoch als Zeitsystem fiir die Beschreibung der Satellitenbewegung. Dies liegt daran, daB eine
mit der Erdrotation verbundene Zeitskala wegen UnregelmaBigkeiten in der Erddrehrate nicht

- gleichférmig ist.
3.2 Dynamische Zeit

Ein gleichformiges ZeitmaB zur - Beschreibung  der Satellitenbewegung kann aus den
Bewegungsgleichungen der Himmelsmechanik abgeleitet werden. Unter Verwendung einer
entsprechenden dynamischen Theorie und entsprechenden beobachteten Ephemeriden (der in der
Theorie beriicksichtigten Himmelskérper) bzgl. einem geeigneten Bezugssystems kann ein
entsprechendes Zeitsystem abgeleitet werden. Ein solches Zeitsystem erfillt bestméglich das Konzept
einer Inertialzeit.

Es gibt nun eine dynamische Zeitskala, die aus der Bewegung von Himmelskérpern um das
Massenzentrum des Sonnensystems (Baryzentrum) und einer die aus der Bewegung von
Himmelskérpern um das Geozentrum abgeleitet wird. Erstere wird als TDB (Temps Dynamique
Barycentrique) bezeichnet, letztere als TDT (Temps Dynamique Terrestre). TDB ist Koordinatenzeit
im Baryzentrum des Sonnensystems (im Sinne der Terminologie der Allgemeinen Relativititstheorie),
wihrend TDT die Eigenzeit auf dem Geoid darstellt. Die Abweichungen zwischen TDT und TDB
aufgrund der jihrlichen Bewegung einer mit der Erde verbundenen Uhr im Gravitationsfeld der Sonne
erreichen periodische Veréinderungen bis zu 1.6 Millisekunden. Dies kann aus der Niherungsformel
(Seidelmann, 1992)

TDB =TDT +0.001658*° sin g +0.000014*° sin 2g, (3.2.1)

mit g =357.°53+0.9856003(JD - 2451545.0) mittlere Anomalie der Erde
JD: julianisches Datum

abgelesen werden.

Fiir die Bewegung eines Satelliten um die Erde braucht dies jedoch nicht beriicksichtigt werden, da
sich der Satellit mit der Erde bewegt. Als unabhéngige Zeitvariable in den Bewegungsgleichungen
wird das Zeitsystem TDT gewihit.

Dic TDB-Zeitskala spielt im Zusammenhang mit der Bestimmung der Orter der Drittkorper eine
Rolle. In SATLAB 1.0 jedoch wird vereinfachend angenommen, daB TDT-Zeitskala und TDB-
Zeitskala identisch sind (vgl. Kapitel 4.3 Drittkorperstérungen).
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Neuerdings tritt als weitere dynamische Zeitskala in den Bewegungsgleichungen die sogenannte
Geocentric Coordinate Time (TCG) auf Der Unterschied zwischen TDT (neuerdings auch als
Terrestrial Time TT bezeichnet) und TCG liegt darin, daB TDT auf dem Geoid definiert ist, wihrend
TCG im Geozentrum definiert wird. Im Konzept der allgemeinen Relativititstheorie erfihrt eine Uhr
auf dem Geoid cinen Gangunterschied gegeniiber einer Uhr im Geozentrum, da die Uhr auf dem
Geoid dem Gravitationsfeld der Erde ausgesetzt ist. Wiederum kann man die Begriffe Eigenzeit und
Koordinatenzeit anwenden: TCG ist (wie der Name schon beinhaltet) bzgl. einem erdfesten
Bezugssystem Koordinatenzeit, wahrend TDT die Eigenzeit darstelit.

Der Unterschied zwischen TCG und TDT ist wie folgt definiert. Es gilt fur das Verhaltnis von Eigen-
und Koordinatenzeit: :

Ar=ar1-2, (32.2)
c
mit ¢ = 300000 [km/s] Vakuumlichtgeschwindigkeit
GM
U = Gravitationspotential der Erde im Ort der Uhr, vereinfacht U = —Zré¢
r

GME4 = 398600.5 [km*/s?]
r = 6378 [km]

Setzt man fiir At ein Jahr ein mit 4 = 365.25-24-3600 [sec], so crhilt fiir die Differenz Az - At (unter
Verwendung obiger Daten) einen Wert von -0.022 [sec] nach einem Jahr. Dieser Unterschied
entspricht wiederam -6 - 10” [sec] nach einem Tag. Beachtet man nun, daB fiir die Bahnbewegung
cine Zeitgenauigkeit von 1-10° [sec] bei 1 [cm] Lagegenauigkeit gefordert ist, so ergibt sich bei der
Verwendung von TCG und TDT doch ein deutlicher Lageunterschied. Eine inkonsistente Verwendung
oder Vermischung der beiden Zeitsysteme verursacht signifikante Fehler.

Die Verwendung von TCG erfordert nun aber eine Angleichung einer Vielzahl von verwendeten
Parametern wie z.B. GMg.ge, GMonne, grobe Halbachse des Erdellipsoids oder Stationskoordinaten,
etc. um die Konsistenz zu wahren. Von daher ist die Implementierung von TCG nicht einfach. Im
weiteren wird TDT als unabhingige Zeitvariable der Bewegungsgleichungen verwendet,

3.3 Atomzeit TAI

Die Atomzeit TAI (Temps Atomique International) wird aus Beobachtungen an Atomuhren
verschiedener Institute bestimmt. Federfithrend ist das BIH bzw. BIPM (Burean International de
I’Heure bzw. seit 1998 Bureau International des Poids et Mesures).

Dic Atomzeit ist im Gegensatz zu einer dynamischen Zeitskala eine unmittelbar zugingliche
gleichformige Zeitskala. Die Atomzeitsekunde ist definiert als das 9 192 631 770 fache der
Periodendauer der beim Ubergang zwischen den beiden Hyperfeinstruktumiveaus des Grundzustandes
von Atomen des Nuklids '**Cs entsprechenden Strahlung.

Mit dieser Festlegung wurde die Linge der Atomzeitsekunde bestmoglich der Dauer der
Ephemeridensekunde der dynamischen Zeit angepaBt. Damit besitzt die Sekunde in TAI und TDT
dieselbe Linge, so daB} zwischen Atomzeit und TDT gilt:

TDT = TAI + 32,184 {sec]. (3.3.1)
Die Atomzeit wurde so festgelegt, daB ihr Zeitpunkt am 1. Januar 1958, 0 Uhr mit dem

entsprechenden Zeitpunkt der Weltzeitskala niherungsweise tibereinstimmte. Da sich die Erdrotation
standig verlangsamt weichen UT1 und TAI immer weiter voneinander ab.
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3.4 Koordinierte Weltzeit UTC

UTC ist eine Kompromifizeitskala die zweierlei Forderungen erfiillt. Wie man Abbildung 3.2
entnehmen kann ist UTC einerseits eine gleichférmige Zeitskala, andererseits orientiert sie sich an
UT1 und damit der Erdrotation. UTC unterscheidet sich von der Atomzeit nur durch eine ganze
Anzahl von Sekunden, den sogenannten Schaltsekunden. Zeiteinheit von UTC ist damit die SI-
Sekunde. Die Schaltsekunden werden je nach Bedarf zu UT1 dazu gezihlt bzw. abgezogen, so daf
stets gilt:

dUT1 = UTC - UT1 < 0.9 [sec] 340

Entsprechende Werte fiir dUT1 werden seit 1984 durch den IERS verbreitet. Abbildung (3.2) zeigt
dic Beziehungen zwischen den Zeitsysteme noch einmal zusammenfassend.

&t . U1 a
sl Weltzeit
ﬁfms
S— = TAl  Stomizail
325184
N ————deem T Dynamische Zeit
1988 1987

Abbildung 3.2: Zeitsysteme (Seeber, 1989)

3.5 Transformationen zwischen den Zeitsystemen in SATLAB 1.0

In SATLAB 1.0 werden die Epochen bzgl. TDT-Zeitskala fiir die Integration der Bewegungsgleichung
bendtigt. Zur Bestimmung der Rotationsphase der Erde werden die Epochen bzgl. UT1 ausgedriickt.
Abbildung 3.5 zeigt die Vorgehensweise und die Bedeutung der Epoche in der jeweiligen Zeitskala.

TDT: unabhingige Variable in den Bewegungsgleichungen
Préizession, Nutation, Schiefe der Ekliptik
geozentrische Ephemeriden der Drittkérper

TAI=TDT + 32.184 [sec]
UTC =TAI + n Schaltsekunden
UTl= UTC - dUT}

UT1: GMST, Rotationsphase der Erde
Bestimmung zeitabhingiger GréBen der Erdatmosphire im CIRA86-Model

Abbildung 3.3; Zeitsysteme in SATLAB 1.0
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Fiir die Transformation TDT - UT1 werden folgende GréBen benétigt

UTC - UT1:  bestimmt aus Beobachtungen mit VLBI, LLR, SLR, GPS. Entsprechende Werte
werden vom IERS gesammelt und veréffentlicht.
UTC - TAL ganze Anzahl von Schaltsckunden fir die jeweilige Epoche (ebenfalls IERS)

TDT - TAL:  32.184 [sec] , konstant fiir alle Epochen
TDB - TDT: Hirayama et al.(1987), in SATLAB 1.0 gilt jedoch TDB - TDT =0

Damit kann jede Epoche von TDT nach UT1 umgerechnet werden.
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4. Kriiftemodell

In den nachfolgenden Abschnitten wird das in SATLAB 1.0 verwendete Kriftemodell erliutert.
Grundlage hierfiir ist die gestérte Bewegungsgleichung des Satelliten im vereinbarten Newton-System
wie sie in Kapitel 1 vorgestellt wurde (vgl. Gleichung (1.1.1) bzw. (1.1.4)). Konkret werden von den
in Kapitel 1 genannten Beschleunigungen auf den Satelliten, folgende in SATLAB 1.0:
Bahnberechnung durch Modelle erfafit

- Anisotropes Gravitationsfeld der Erde (statischer Anteil)
- Drittkorper
- Atmosphédrenwiderstand.

4.1 Integration im vereinbarten Ekliptiksystem

Abbildung 4.1 zeigt die in SATLAB 1.0 eingeschlagene Vorgehensweise zur numerischen Integration
der gestdrten Bewegungsgleichung anhand des Beispiels der Beschleunigung wegen des anisotropen
Gravitationsfeldes der Erde.

Analog werden die Storbeschleunigung wegen des Atmosphirenwiderstandes und wegen der
Anziehungskrifte der Drittkérper im jeweiligen Modellsystem berechnet und zur Integration ins
Ekliptiksystem itberfiihrt. Fiir den nichsten Integrationsschritt muf dann die im Ekliptiksystem neu
berechnete Ephemeride in das jeweilige Modellsystem zur Berechnung der Beschleunigung
transformiert werden.

Wie bereits in Kapitel 1 erwidhnt, miissen bei dieser Vorgehensweise keine Trigheitskrifte berechnet
werden. Dafiir sind aber fiir jeden Integrationszeitpunkt die Ausdriicke der Theorien fiir Priizession
und Nutation auszuwerten und entsprechende Rotationsmatrizen zu berechnen. Jede Beschleunigung
wird aus Sicht des Inertialsystems berechnet und die Transformationen fiir Prizession, Nutation,
Erddrehung und Polbewegung sind lediglich geometrische Transformationen, die den inertialen
Berechnungspunkt zur Berechnung der jeweiligen Beschleunigung entsprechend orientieren und
anschlieend den so bestimmten Beschleunigungsvektor in das Ekliptiksystem zur Integration rein
geometrisch riicktransformieren. :

» Ficrm» Ticr des Satelliten im ekliptikalen ICRF

| Ubergang CIS-CTS: Schiefe der @iptik, Priizession, Nutation, GMST

Prrrros s ﬁm s des Satelliten im ITRF96 (Aquatorsystem)
Berechnung der Beschleunigung auf den Satelliten wegen VIV

Niichste Integrationsepoche

Ubergang CTS-CIS: (Schiefe der E@ptik, Prézession, Nutation, GMST)"

Beschleunigungsvektor im ekliptikalen ICRF
Numerische Integration liefert 7qpp, i"_',CRF des Satelliten im ekliptikalen ICRF

Abbildung 4.1: Transformation der Beschleunigungen ins Ekliptiksystem in SATLAB 1.0
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Anteile von Trigheitskrafien, wie sie aus den Gleichungen (2.4.1), (2.5.1), (2.7.1), (2.7.2) durch
zweimalige  Differentation beider Seiten nach der unabhingigen Zeitvariablen der
Bewegungsgleichung auch in Beschleunigungsvektoren in beschleunigten Bezugssystemen
hervorgehen, brauchen hier nicht beriicksichtigt zu werden. Man beachte auch, daB wie in Kapitel 2
erwihnt die an sich notwendige Transformation zur Beriicksichtigung der Polbewegung in SATLAB
1.0 nicht durchgefiihrt wird.

Abbildung (4.2) gibt einen Uberblick iiber die GroBenordnung der von Seeber (1989) genannten
Storbeschleunigungen.

[a/52} Beschieunighng
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1C¢ pad & i [ ) .
L2 B-21 ) R %
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Abbildung 4.2: Gréfenordnung von Storbeschleumgungen auf Satelliten (Seeber, 1989)
4.2 Anisotropes Gravitationsfeld der Erde (statischer Anteil)

Das Gravitationspotential der Erde kann mit der bekannten Kugelfunktionsentwicklung als Reihe
dargestellt werden. Es gilt fiir das Potential auflerhalb der felderzeugenden Massen der Erde:

Vi 9;,)_&2‘2( ey[C,, cos ma+5,, sinmA]P,, (cos6), @2.1)

n=0 m=0

mit 7,8 A: Kugelkoordinaten des Aufpunktes P
r: radialer Abstand in fkm])
& Co-Breite mit 8= 90°-¢, e [0° 180°]
A: geograph. Linge, 4 € [-180°, 180°], nach Westen negativ, nach Osten positiv
GMg,q.: Gravitationskonstante mal Erdmasse in ":’f]
a.: groBe Halbachse des Erdellipsoids

C,,, .S : vollstindig normierte Potentialkoeffizienten

nm’

P (cos 9) : zugeordnete Legendre-Polynome (ebenfalls vollstindig normiert).

Wird das Bezugssystem, bzgl. dem die Potentialkoeffizienten gelten, so gewiéhlt, daB der Ursprung im
Geozentrum zu liegen kommt und die Richtungen der Achsen des Bezugssytems mit den

Haupttrigheitsachsen der Erde zusammenfallen, so nehmen die Koeffizienten C,,,C,,, S}, Cy, S5,
jeweils den Wert Null an. Damit vereinfacht sich die Reihe zu

V(r,0,4) = SorBrde ME"” [1+ZZ( y[€,, cosmi+5,, sinmilP, (cosﬁ)]. (4.2.2)

n=2 m=0
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In Formel (4.2.2) kann der Zentralterm 2z (auch als Kepler-Term bezeichnet) und der Anteil des

r

Storpotentials als Rest der Summation in (4.2.2) abgelesen werden.

Die Formeln (4.2.1) bzw. (4.2.2) zur Bestimmung des Gravitationspotentials gelten fiir eine Erde,
deren felderzeugende Massen fest mit einem gewihlten Koordinatensystem verbunden sind.
Naturgemib ist dieses Koordinatensystem erdfest. Beziiglich dieses Systems gilt ein berechneter Satz
von Potentialkoeffizienten sowie je ein vereinbarter Wert fir GMg,., und a,. Das so beschriebene
Gravitationsmodell nimmt die Koeffezienten C,, S, als zeitlich konstant an. Sikulare und
periodische Verénderungen in den Koeffizienten werden zweckmiBigerweise in anderen Modellen

(z.B. Verdnderung der C,,, S, wegen Erd- und Mecresgezeiten) erfalit. Eine zeitliche Variation der
Potentialkoeffizienten wird in SATLAB 1.0 nicht beriicksichtigt.

SATLAB 1.0 verwendet konkret die Potentialkoeffizientén des Erdmodells EGMO96, die bis Grad und
Ordnung #me = Mpe = 180 vorhanden sind. Fiir @, und GMj,,, werden die Werte der IERS-
Conventions 1996 verwendet. Dies sind

a. = 6378.13649 [km],
GMz,a. = 398600.4418 [ﬂ",—]

4.2.1 Gradientenbildung V¥V

Die durch das Gravitationsfeld verursachte Beschleunigung auf den Satelliten 4Bt sich durch
Gradientenbildung angewendet auf Gleichung (4.2.2) bestimmen. Bendétigt wird der Gradient am Ort
des Satelliten zunéchst in kartesischen Koordinaten bzgl. des erdfesten Bezugssystems. Hierzu gibt es
zwei Méglichkeiten: '

1. Berechnung des Beschleunigungsvektors in einem lokalen System im Aufpunkt P unter
Verwendung des Gradienten in Kugelkoordinaten in diesem System. zy. zeigt in Richtung des
Ortsvektors P, yia in Richtung der z-Achse des globalen Systems und steht senkrecht auf dem
Ortsvektor, X erginzt zum Rechtssystem. AnschlieBend wird dieser Tensor durch geeignete
Drehmatrizen in das geozentrische System transformiert (vgl. Abbildung 4.3). Diese
Vorgehensweise wird auch als Tensormethode bezeichnet,

2. Berechnung des Beschleunigungsvektors durch partielles Differenzieren von Gleichung (4.2.2)
nach Kugelkoordinaten mit anschlieBendem Nachdifferenzieren nach kartesischen Koordinaten.

Beide Vorgehensweisen sind im Ergebnis identisch. Hier wurde der zweiten Methode gegeniiber der
Tensormethode der Vorzug gegeben.

Zglokal Fialal Zlekat
Kokl

|
e 7 |
|
!
|
f

{ =

" — M 7
r ) I - [

Xgtybal

Abbildung 4.3: Lokales, globales Koordinatensystem zur Berechaung von V¥
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Im globalen System gilt fiir die Gravitationsbeschleunigung am Ort P des Satelliten ausgedriickt in
kartesischen Koordinaten:

v ar L v 88 | oV a4

p; or ax']'aeax-""azax

— | 8V &ér L DV B8 | &V 0A
VW=V, = et ee ey | (4.2.1.1)

oV gr , BV 88 , &V 04

T/Z 8raz+6862+3;1 az

mit % :i =r, 8 Apartielle Ableitungen von ¥ nach globalen Kugelkoordinaten

—g: : ] = x, , z partielle Ableitung der globalen Kugelkoordinaten nach globalen kartesischen

Koordinaten.
Die &£ Jauten:

or re

n=2 m=0

W _ Mpa)), Z n+DE)" Z (C,, cosmi+S,, sinmA)P,, (cos 6):1 ,
r

P, (c059) )} (4.2.12)

vV GMg, & a, = = .
S T Erde e yn c 1+8 y)
Y Jéz(?‘) MEEG( wm COS 1 e SIN MA) — ry:

o GMp, [&.a, & = = . =

—_— = ="y m(S,__cosmA-C__ sinmA)P, (cos@)!,

0 et | S ) 3ot o it P c50)

op, .
mit —"’%‘;ﬂ: partielle Ableitung der volistindig normierten Legendre-Polynome. Eine

Herleitung hierzu findet man im Anhang 2: Ableitung der Legendre-Polynome .

Die partiellen Koordinatendifferentiale lauten:

or . 08 cosBcosl a1 sin A

—=sinfcosid —_—— LS

dr Ox r ox rsin@

& inBsin A 90 _cosfsin i o1 _cost (4.2.13)
oy oy r dy rsin@

zzcosf) _622_—811]9 a_lzﬂ

oz oz ¥

Mit diesen Formeln erhidlt man die Gravitationsbeschleunigung im Punkt P bzgl. des erdfesten
Bezugssystems.

Fir die Integration wird jedoch der Gravitationstensor bzgl. dem vereinbarten raumfesten
Bezugssystem (hier: ICRF J2000.0 TDT) in kartesischen Koordinaten benétigt. Dazu wird der Vektor,
berechnet im ITRF96, durch Anbringen von Erdrotation, Nutation und Prizession nach ICRF
transformiert. Abschlieffiend wird dieser Vektor noch mit dem momentanen Wert der Schiefe der
Ekliptik ins Ekliptiksystem gedreht. Damit folgt

Fous = (SNPR, (84))" Fers » | (4.2.14)

mit . Matrix der Erdrotation, vgl. (2.7.1)
N: Nutationsmatrix, vgl, (2.5.2)
P: Prazessionsmatrix, vgl. (2.4.2).
R;(gp): Matrix mit Schiefe der Ekliptik
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Die Argumente der Matrizen S, N, P, R)(sy) sind fiir die jeweilige Epoche der Integration zu
bestimmen. Dieser Vektor wird dann mit dem gewdhlten Verfahren numerisch integriert und dadurch
cine Ephemeride fiir den Integrationszeitpunkt berechnet.

4.3 Drittkorper
4.3.1 Allgemeines Modell

Sonne und Mond, sowie die anderen Planeten des Sonnensystems verursachen aufgrund ihrer Massen
eine Gravitationsbeschleunigung des Satelliten. GleichermaBen wirken die Gravitationskrifie der
Drittkorper auf die Massen der Erde. Fiir die Berechnung der Stérbeschleunigung auf den Satelliten ist
daher die Relativbeschleunigung Satellit-Massen der Erde zu betrachten. Im Modell zur
Beriicksichtung dieser Anziehungskrifte werden alle beteiligten Korper und deren Massen als
Punktmassen betrachtet'. Damit ergibt sich folgende Situation (vgl. Abbildung 4.4).

X

Abbildung 4.4: Gravitationswirkung von Sonne und Mond auf einen Satelliten (Seeber, 1989)

Die nachfolgende Ableitung ist Seeber (1989) emtnommen. Das in Abbildung 4.3 dargestellte
Koordinatensystem S(X, Y,Z) ist zunéchst irgendein geeignetes Inertialsystem.

Es gilt mit den Bezeichnungen aus Abbildung 4.4 firr die Beschieunigung der Erde und des Mondes
auf den Satelliten

Fo =G TEF+T2 5,), (43.1.1)

m
mit G: universelle Gravitationskonstante
mg: Masse der Erde

M. Masse des Mondes
F,r : geozentrischer Ortsvektor des Satelliten bzw. dessen Betrag

P Pm: Relativvekter Satellit-Mond bzw. dessen Betrag.

Fiir die Beschleunigung der Erdmassen, die als im Geozentrum vereinigte Punktmasse betrachtet
werden, durch die ebenfalls als Punktmasse gedachten Mondmassen ergibt sich

! In anderen Bahnintegrationsprogrammen wird der Mond als ausgedehnter Kérper mit in Kugelfunktionsreihe
entwickeltem Gravitationspotential dargestellt, siche z.B. ERS-Standards (Zhu et al., 1996).
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Fop = G2 (4.3.12)

ne

m

mit ¥ _,r..: geozentrischer Ortsvektor des Mondes bzw. dessen Betrag.

rm’ m-

Die Relativbeschleunigung auf den Satelliten durch die Gravitationswirkung der Mondmassen in
bezug auf die Erde erhilt man durch Differenzbildung von Gleichung (4.3.1.1) und (4.3.1.2).

7o Gm,, (Lo -y, . (43.13)

bZW. rMnna‘ ==

Beriicksichtigt man mnoch, daB der erste Term der rechten Seite in (4.3.1.3) dem Zentralterm der
Gravitationsbeschleunigung der Erdmassen auf den Satelliten entspricht und bereits mit Gleichung
(4.2.1.4) bzw. (4.2.1.5) beriicksichtigt wird, so ergibt sich fiir die Stdrbeschleunigung auf den
Satelliten wegen der Gravitationswirkung des Mondes

Srtona = G Ty, 4.3.1.4)
|7 =P | 1,

Entsprechend gilt fiir die Sonne bzw. die Planeten des Sonnensystems

R 4 (4.3.1.5)

|7 -FP 7

5’-'; =Gm,

mit m;. Masse des i-ten Korpers
7., r;: geozentrischer Ortsvektor des i-ten Korpers bzw. dessen Betrag

F,r: geozentrischer Ortsvektor des Satelliten bzw. dessen Betrag
i: Drittkérper (Sonne, Mond, Merkur, Mars, Venus, Jupiter,...)

Die gesamte Storbeschleunigung durch Drittkémper erhilt man als Summation iiber alle Stérkérper

éﬁDﬁﬂkﬁrper,gesam! = ZJ}; . (4316)

Zur Berechnung der Drittkérperstorung bendtigt man die Massen m; der Drittkorper, die
geozentrischen Ortsvektoren der Drittkdrper bzw. deren Betrige 7,,r, zur Epoche der Integration,
sowie den geozentrischen Ortsvektor (und dessen Betrag) des Satelliten zur selben Epoche in einem
geozentrischen System. In SATLAB 1.0 ist dies ICRF J2000.0 TDT in ekliptikaler, geozentrischer
Lage. Zur Berechnung der geozentrischen Ortsvektoren der Drittkorper wurden in SATLAB 1.0 zwei
Wege eingeschlagen. Ein Modul bictet die Moglichkeit die geozentrischen Ephemeriden der
Drittkarper iiber die Gleichungen der Losung des Kepler-Problems zu bestimmen. Ein zweites Modul
berechnet geozentrische Orter der Drittkérper durch Interpolation der Orter zur Integrationsepoche aus
vorausberechneten (und tabellierten) Ephemeriden. Eine dritte Moglichkeit bestinde unter
Verwendung einer Bahntheorie die Orter der Drittkorper ebenfalls durch numerische Integration
simultan mit der Integration der Satellitenbahn zu bestimmen. Dies ist jedoch sehr anfwendig und
wiirde die Rechenzeit belasten, so daB von dieser Alternative abgesehen wird. Die Abschnitte 4.3.3
und 4.3.4 erldutern die beiden zu erst genannten Modelle.
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4.3.2 Diskussion des Drittkdrpermodells

Das Modell der Punktmassen ist fiir alle Himmelskorper geniigend genau. Lediglich fiir den Mond ist
wohl eine Genauigkeitssteigerung in der Berechnung der Drittkérperstérung zu erreichen, wenn das
Gravitationspotential des Mondes in einer Kugelfunktionsreihe dargestelit wird. Davon wird aber in
SATLAB 1.0 abgeschen und der Mond ebenfalls als Punktmasse betrachtet.

Singularitéten fir den Ausdruck |7 —7 ' in (4.3.1.5) treten fiir mégliche Konfigurationen kiinstlicher

Erdesatelliten nicht auf. Der Term |7 —7|* nimmt nur fir 7 = 7, den Wert Null an, d.h. wenn sich der
Satellit am Ort des (als Punktmasse gedachten) Storkompers befindet. Dies ist natiirlich nicht sinnvoll,
Die GroBe des Einflusses nach Gleichung (4.3.1.5) hingt fiir tatsichliche Anwendungen von der
Masse und/oder dem Betrag der Relativentfernung |7, —7| ab. Insgesamt kann man sagen, daB je
niher der Satellit am betreffenden Storkorper ist und je groBer die Masse des Storkérpers ist, desto
groBer ist die vom Stérkorper verursachte Storbeschleunigung auf den Satelliten. Ist |7 | << |7} und
7 kollinear mit 7, wird der Ausdruck innerhalb der Klammer von Gleichung (4.3.1.5) sehr klein. Die
GréBenordnung von (4.3.1.5) wird in diesem Fall im wesentlichen von der Grolenordnung der Massen
des Storkorpers bestimmt. Besonders deutlich wird dies im Fall der Sonne. Man betrachte dazu die
vereinfachte Situation, wie sie in Abbildung 4.5 dargestellt ist.

Fiir r = 42000 km (geostationirer Satellit) und #senme = 149 -10° km (mittlerer Abstand Sonne Erde)
erreicht der Klammerausdruck in (4.3.1.5) einen Wert von etwa 2.5-10%° [#] Wegen der groBen

Sonnenmasse erhilt man mit GM,, . ~1325.10° [“"’3] als Storbeschleunigung auf den Satelliten
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Sonne

z3.36-10‘6[sﬂz] .

Sonne
Satellit

Tsonne

Erde

Abbildung 4.5: Stoérung durch die Sonne auf geostationdren Satelliten

Werte in derartiger GroBenordnung sind fiir eine Bahnberechnung nicht vernachlissigbar. In
Abbildung 4.1 erkennt man, daB fiir einen geostationiren Satelliten die Stérbeschleunigung von Sonne

(und Mond) die GroBenordnung der Beschleunigung, die durch den t'“m -Term verursacht wird,
errcicht hat. Im Fall des Mondes resultiert eine Stérbeschleunigung im Bereich von 107 - 10° [ 2] im
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wesentlichen aus der relativ geringen Entfei‘nung zwischen Satellit und Storkorper.

Eine weiterfithrende Diskussion der Einfliisse der Drittkdrper auf unterschiedliche Orbits sowie,
welche Drittkérper in SATLAB 1.0 beriicksichtigt werden, findet man in Kapitel 10.

4.3.3 Ephemeriden der Drittkérper aus mittleren Bahnelementen

Fir die groBen Plancten des Sonnensystems werden die Ortsvektoren der Drittkorper bzgl. des
vereinbarten geozentrischen, inertialen Ekliptiksystems aus mittleren Bahnelementen berechnet. Der in
accpla.m (und zugehdrigen Programmen) umgesctzte Algorithmus folgt der in Meeus (1992), S.233 ff.
beschriebenen Methode. Dieser wird nachfolgend niher dargestellt.
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Zunichst werden iiber einen Polynomansatz der Form
a(t) = a, +ayt+a,t’ +a,r’ 4331

fiir den Integrationszeitpunkt £ in [julian. Jahrhunderten] seit J2000.0 TDT giiltige Bahnelemente des
jeweiligen Drittkorpers berechnet. Die Koeffizienten ay, a;, @;, as liegen fir jeden Planeten tabeiliert
vor und gelten in diesem Fall fiir J2000.0 (siche Meeus, Astronomische Algorithmen, 5.221 ff). Die so
berechneten Bahnelemente spiegeln dic Bewegung der groBen Planeten nur im ,Mittel’ wieder, d.h.
kurzperiodische Storungen in den Planetenbewegungen bleiben in den gegebenen Koeffizienten
unberiicksichtigt. Von daher werden diese Bahnelemente im weiteren als mittlere Bahnelemente
bezeichnet, obwohl fiir jeden Zeitpunkt ¢ ein Satz von Bahnelementen bestimmt wird.

Mit diesen Bahnelementen wird unter Verwendung der Gleichungen der Ephemeridenrechnung, wie
sie fiir eine ungestorte Kepler-Bewegung gelten, rechtwinklige heliozentrische, ekliptikale
Koordinaten fiir den Integrationszeitpunkt ¢ berechnet. '

Der Ubergang auf ein geozentrisches Ekliptiksystem erfolgt durch eine einfache Translation. Dazu
wird der Differenzvektor Ortsvektor des Drittkérpers und Orisvektor der Erde bzgl. des
heliozentrischen Koordinatensystems gebildet (vgl. Abbildung 4.6). Der geozentrische Ortsvektor der
Sonne ist der mit negativem Vorzeichen versehene Ortsvektor der Erde bzgl. des heliozentrischen
Systems.

ES gilt: Ly Dritteorper, geozentrisch =4 Drittksrper  heli trisch — s Erde, heli risch *
. Zictorzme
Drittkdrper A ) 2z
?nmprm
- Erde
Fﬁ?ﬂmw.m.‘
Nivazenr
g
,'Hiumu::,
’ Ebatioromr

Abbildung 4.6: Transformation heliozentrische-geozentrische Koordinaten

Die so berechneten geozentrischen Ortsvektoren’ gehen in die Berechnung der
Storkérperbeschleunigung nach obigem Modell (4.3.1.5) ein.

Fiir den Mond werden unmittelbar rechtwinklige geozentrische Koordinaten bzgl. dem mittleren
Aquinoktium des Datums (MDS) berechnet. Die Vorgehensweise wurde Meeus (1992), S.336 f£
entnommen. Um rechtwinklige Koordinaten bzgl. des vereinbarten ICRF in ekliptikaler Lage zu
erhalten, miissen die Koordinaten in MDS mit der Prizessionsmatrix und dem Wert der Schiefe der
Ekliptik gedreht werden.

'z 43.32)

rMona‘JCRF in ekliptikaler Lage = (P Rl (50 )) n{ondms ]

mit  P: Prizessionsmatrix fiir den Integrationszeitpunkt
R;(ey): Drehmatrix fiir die Schiefe der Ekliptik.

Bei diesem Ansatz handelt es sich um ein relativ einfaches Modell. Die erste Vereinfachung besteht
darin, dad mittlere Bahnelemente zur Berechnung der Planctenephemeriden verwendet werden. Wie
oben bereits angedeutet, lassen sich damit nicht exakte Ephemeriden der groBen Planeten bestimmen,
Eine andere wesentliche Vereinfachung besteht darin, daBl die Ephemeriden zwar quasi-baryzentrisch
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berechnet werden, aber als Zeitskala TDT statt TDB verwendet wird. Damit kann der Ubergang auf
geozentrische Koordinaten durch die oben beschriebene einfache Translation erfolgen. Bei einer
strengen Berechnung der Planctendrter bzgl. einem baryzentrischen Inertialsystem mit der Zeitskala
TDB miilte dic Transformation ins geozentrische Bezugssystem erfolgen. Dazu miissen gecignete
Transformationsgleichungen auf Basis der Einstein’schen Gravitationstheorie verwendet werden.

4.3.4 Ephemerideh der Drittkdrper durch Interpolation

Die zweite Moglichkeit zur Bestimmung geozentrischer Planctenérter, die in SATLAB 1.0
verwirklicht wurde, besteht darin, mit Hilfe einer (in diesem Fall relativistischen) Planetentheorie
numerisch auBlerhalb von SATLAB integrieren zu lassen. Die Planetendrter (inklusive Mond) werden
bzgl. einem baryzentrischen Ekliptiksystem J2000.0 TDB fur fest vorgegebene Zeitpunkte vor der
numerischen Integration berechnet. Hier wird wiederum vereinfachend angenommen, daB J2000.0
TDB = J2000.0 TDT. AnschlieBend werden diese baryzentrischen Koordinaten mit der in (4.3.3)
beschriebenen Translation in geozentrische Koordinaten umgewandelt. Damit liegen fiir feste Epochen
bzgl. TDT bekannte Planetenérter vor. Fisr SATLAB wurden mat-files fiir den Zeitraum 1.1.1996 0°
TDT ~ 9.5.2005 0" TDT mit einem Zeitinkrement At = 12 h erzeugt, so daB lange auf diese Matrix
zuriickgegriffen werden kann. '

Fur den jeweiligen Integrationszeitpunkt # werden entsprechende Ephemeriden durch Interpolation
gewonnen. Zur Approximation des Ortsvektors bzw. dessen Komponenten wird ein Polynom vom
Grad 5 mit Hilfe der Lagrange-Interpolation berechnet. Eine Beschreibung der in SATLAB 1.0
implementierten Lagrange-Interpolation findet man im Anhang.

Die mit dieser Methode berechneten Ephemeriden bzw. Drittkérperstorungen weisen gegeniiber der
ersten Methode v.a. fiir hochfliegende Satelliten Differenzen in den Satellitenephemeriden auf. Da die
Planctenephemeriden mit Hilfe einer ,genauen‘ Bahntheorie bestimmt werden, ist diese Methode dem
Verfahren ,Planetenephemeriden aus mittleren Bahnelementen® vorzuziehen, wenn es um moglichst
genaue Ergebnisse (im Rahmen der Leistungsfihigkeit von SATLAB 1.0) geht.

#t..)

» geozentr. Bahn eines
Drittkérpers

Geozentrum

Abbildung 4.7: Lagrange-Interpolation fiir Planetenephemeriden

Der Nachteil der zweiten Methode liegt in der im Gegensatz zum erstgenannten Verfahren erhohten
Rechenzeit. Entsprechende numerische Vergleiche hinsichtlich der Rechenzeit sowie Differenzen in
den integrierten Ephemeriden findet man in Kapitel 10.

Wie bei der erstgenannten Methode wird beim Ubergang Baryzentrum-Geozentrum auch hier auf die
formal notwendigen Transformationsgleichungen verzichtet. In dieser Beziehung sind also beide
Berechnungsweisen einschrinkend modelliert.
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4.4 Atmosphirenwiderstand (drag)
4.4.1 Allgemeines zur Modellierung des Atmosphiirenwiderstandes

Gerade fiir niedrigfliegende Satelliten stellt der Strémungswiderstand der Atmosphire eine erhebliche
Storung auf die Bewegung eines Satelliten dar und mufl in einem Bahnintegrationsprogramm
beriicksichtigt werden, Die Wechselwirkung der Partikel der Atmosphdre und der Satellitenoberfliche
verursachen acrodynamische Krifte, die im wesentlichen von

- der Geometrie des Satelliten

- der Oberflachenbeschaffenheit des Satelliten

- der Orientierung des Satelliten relativ zur Strémung

- der Satellitengeschwindigkeit

- der Dichte der Atmosphére in der Umgebung des Satelliten

abhingen.

Im Gegensatz zu den Modellen ,Anzichung des inhomogenen Gravitationsfeldes der Erde’ und
,Anziehung von Drittkérpern® kann der Satellit streng genommen nicht mehr als Punktmasse aufgefafit
werden, sondern muf als ausgedehnter Kérper mit bestimmter Geometrie betrachtet werden, Neben
der geometrischen Ausdchung des Satellitenkorpers spielt in  der Berechnung des
Atmosphirenwiderstandes seine Masse eine Rolle.

Die Modellierung der Geometrie des Satelliten bzw. die zeitliche Anderung der Orientierung der
Satellitenfldchen relativ zur Strdmung ist fiir einen nichtkugelférmigen Satelliten sehr aufwendig. In
SATLAB 1.0 wird die Orientierung der Satellitenflichen zur umgebenden Erdatmosphiire nicht
modelliert. Stattdessen werden zeitlich konstante Verhiltnisse fiir die angestrdmte Fliche des
Satelliten angenommen. Abweichungen der Geometrie des Satelliten von der Kugelform (Cp = 1)
werden durch entsprechende (hdhere) Cp-Werte beriicksichtigt. Weiterhin wird vereinfachend
angenommen, daf die Erdatmosphire nur einen Wlderstand entgegen der Bewegungsrichtung
verursacht, jedoch keine sog. Lifi-Effekte’.

In SATLAB 1.0 sind also bei der Berechnung des Atmosphirenwiderstandes nur die
Satellitengeschwindigkeit und die Dichte in der unmittelbaren Umgebung des Satelliten zeitlich
variabel.

Die Dichte der Atmosphire variiert mit der Héhe, der geographischen Position, der Jahres- und
Tageszeit, der Sonnenaktivitit und dem Geomagnetismus. Damit wird die Bestimmung der
Atmosphérendichte zu einem komplexen Problem. Eine ausfithrliche Darstellung der Zusammenhinge
oben genannter GroBen mit der Atmosphérendichte findet man z.B. bei Nagel, Reigber (1973),
Thalhammer (1989).

Zur Berechnung des Atmosphirenwiderstandes werden wie bei der Drittkdrperstérung zwei Module
angeboten, die sich nur durch eine unterschiedliche Berechnung der Atmosphérendichte am Ort des
Satelliten unterscheiden. In der einen Methode wird die Atmosphirendichte aus fest vorgegebenen
Dichtewerten durch Interpolation einer Potenzreihe bis Grad n = 8 bestimmt. Dieses Modell geht von
einer kugelsymmetrisch geschichteten und zeitlich unverinderlichen Erdatmosphire aus. In einer
zweiten Methode wurde zur Berechnung der Atmosphirendichte das Atmosphdrenmodell CIRAS6 in
SATLAB 1.0 implementiert.

Zundchst wird das grundlegende Modell erldutert, mit dem in SATLAB 1.0 der
Atmosphérenwiderstand und die daraus resultierende Stérbeschleunigung berechnet werden. Die
Abschnitte 4.4.4, 4.45 stellen dann die beiden unterschiedlichen Modelle zur Berechnung der

Atmospharendichte dar.

? Der Satellit erfihrt nicht nuor einen Strémungswiderstand, sondern je nach Geometrie des Satelliten auch einen
Auftrieb (sog. lift).
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4.4.2 Modell zur Berechnung des Atmosphirenwiderstandes

Die Storbeschleunigung aufgrund des Atmospharenwiderstandes berechnet sich nach der Formel (vgl.
Seeber, 1989, S. 104°) :

F-F|, (4.4.2.1)

= -y A - =
¥ =“‘;‘CDP(’=t)m_(?""’a)
s

mit ms: Masse des Satelliten in [kg]
Cp: satellitenspezifischer Widerstandsbeiwert
A: wirksamer Strémungsquerschnitt des Satelliten _
p(F ,t): Atmosphirendichte in der Umgebung des Satelliten

7,7 : Orts- und Geschwindigkeitsvektor des Satelliten
7. : Geschwindigkeit der Atmosphire am Ort des Satelliten.

Im weiteren wird stets angenommen, daB die Atmosphére starr mit der Erde rotiert; damit erhilt man
fiir

i~y
Fog o=l y-d |, 4.4.2.2)

Z

mit %, ¥, 2 : Komponenten des Geschwindigkeitsvektors 7,
x, y: Komponenten des Ortsvektors 7,
@ : Rotationsrate der Erde.

In SATLAB 1.0 werden die GroBen ms, A, Cp als zeitlich konstant angenommen. Entsprechende
Werte koénnen . unter dem Meniipunkt Atmosphirenwiderstand eingegeben werden. Der
satellitenspezifische Widerstandsbeiwert Cp betrégt fiir einen kugelfdrmigen Satelliten Cp = 1. Fir
andere Satelliten gelten andere, hohere Werte. Typische Werte findet man z.B. in Cappelari et al.
1976.

4.4.3 Diskussion des Modells fiir den Atmosphirenwiderstand

Singularititen tauchen in den Termen der Gleichungen (4.4.2.1) nicht auf, so daB sich keine
Unstetigkeiten im Verlauf der Beschleunigungsfuntkion ergeben. Die Storbeschleunigung aufgrund
des Atmosphirenwiderstandes nimmt den Wert Null an, falls der Satellit sich mit derselben
Geschwindigkeit bewegt wie die Atmosphire, Dies trifft unter der Voraussetzung fiir eine starr mit der
Erde rotierende Atmosphire fiir einen geostationdren Satelliten in der Aquatorebene zu, der sich
relativ zu einem erdfesten, rotierenden System nicht bewegt. Ein solcher Satellit befindet sich aber mit
einer geozentrischen Entfernung von gréBer als 40000 [km] deutlich auBerhalb der Erdatmosphire.
Kritischer in dem Zusammenhang einer realistischen Berechnung des Strémungswiderstandes sind die
Vereinfachungen bzgl. konstanter Verhiltnisse der Orientierung des Satelliten bzw. des wirksamen
Stromungsquerschnitts des Satelliten zu sehen. Gerade fir ausgedehnte, nicht kugelférmige Satelliten
(wie z.B. die ERS-Satelliten) mit Antennen, Sonnenpanels, etc. muf} diese Vereinfachung fallen
gelassen werden. Fir spitere Versionen von SATLAB wird es sinnvoll sein, obiges Modell durch
entsprechende Module (zeitabhingige Grofie 4) zu erweitem oder durch véllig andere Modelle zu
ersetzen (z.B. Modell des Atmosphirenwiderstandes in Zhu et al., 1996).

In SATLAB 1.0 héngt die Qualititit der Berechnung des Atmosphirenwiderstandes in erster Linie von
der Berechnung der Atmosphéarendichte in unmittelbarer Satellitenumgebung ab.

? Die zitierten Formeln weisen dort Fehler auf, Die hier dargestellten Ausdriicke sind die vollstindigen,
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4.4.4 Atmosphirendichte mit einem Kugelschalenmodell

Ausgehend von gegebenen mittleren Dichtewerten der Erdatmosphére in bestimmten Hohen iiber der
Erdoberfliche wird der jeweilige Dichtewert als konstant in dieser Hohe global iiber die ganze Erde
angenommen. Damit erhilt man eine kugelsymmetrische Dichteverteilung auBberhalb der Erde, die nur
hohenabhingig ist.

Die Dichte p nimmt dabei nach auBen hin ab, so daB gilt p; > p, > ps, ... . Auf Grundlage der
barometrischen Hohenformel wurde versucht den hohenabhingigen Dichteverlauf mit Hilfe einer
Potenzreihe zu approximieren. Die barometrische Hohenformel lautet

p(z)=p, e(— FJ, : (4.4.4.1)
mit  p(z): Dichte der Erdatmosphire in der Hohe z iiber der Erdoberfliche

po. Dichte in einer gewihlten Ausgangshéhe
z: Hohe iber der Erdoberfliche
H: sog. Dichteskalenhdhe.

Wie man aus Formel (4.4.4.1) sieht, sinkt die Atmosphérendichte auf den e-ten Teil ab, falls z=H
und die Dichteskalenhdhe Kkonstant ist.

Erdatmosphire mit kugelsymmetr.
Schichtung der Dichte

Abbildung 4.8: Kugelsymmetrische Dichteverteilung
Fiir H gilt

RT
H=—, 4.442
Mg ( )

mit R: universelle Gaskonstante
T Temperatur in [°K]
M Molekulargewicht
g: Schwerebeschleunigung.

Abgesehen von R sind alle GréBen zur Berechnung der Dichteskalenhdhe rdumlich und zeitlich
variabel, so daB ein konstanter Wert fiir 7 wohl nur in engen rdumlichen und zeitlichen Bereichen

méglich ist. Von daher scheitert der Versuch aus gegebenen Dichtewerten die GroBen pp und H iiber
einen gréferen Hohenbereich im Rahmen einer vermittelnden Ausgleichung zu schitzen. Stattdessen

wurde die Dichte pfz) in diesem Modell als Funktion der Hbhe in ¢iner Potenzreihe der Form
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P(Z)= ay+a,z” +a,z7t +... =Za,-z‘i : 4.4.43)

i=0

dargestellt. Die Koeffizienten ay 4, @, ....a, sind Konstanten. Diese konnen mit Hilfe gegebener
Dichtewerte fiir dazugehorige Hohen bestimmt werden. Hierzu standen die Dichtewerte aus Tabelle
4.1 zur Verfiigung (vgl. Seeber, 1989, 8.105).

Die sinnvolisten Ergebnisse erhiilt man, wenn man die Koeffizienten a; in einer vermittelnden
Ausgleichung fiir ein Polynom vom Grad » = 8 bestimmt. Als bekannte Dichtewerte wurden aus
obiger Tabelle jeweils die Mittelwerte der Dichte fiir jede Hohe im Hohenbereich 300 — 1000 [km)]
verwendet’. Die bei der Ausgleichung auftretende Jacobi-Matrix ist wegen des hohen Grades n = 8
fast singulir (fiir z = 1000 [km] ist z° = 1000 1). Versucht man die Dichtewerte fiir 100 und 200 [km]
mit in die Ausgleichung einzubeziehen, ergeben sich nicht akzeptable Verbesserungen in den
gegebenen Dichtewerten.

Hohein [km] | Dichte in %J
100 497400
200 255 -316
300 17-35
400 22-175
500 - 04-2.0
600 0.08 - 0.64
700 0.02-022
800 0.07-0.01
960 0.003 - 0.04
1000 0.001 - 0.02

Tabelle 4.1: Dichte der hohen Atmosphére (nach Seeber, 1989)

Die als Potenzreihe bestimmte Dichteformel weist also einige numerische und qualitative Schwichen
auf. Sie dient damit nur zur niherungsweisen Berechnung einer wegen des Atmosphirenwiderstands
gestorten Satellitenbahn, erlaubt aber wegen der Einfachheit des Modells schnelle Berechnungen.

4.4.5 Atmosphirendichte mit CIRA86

CIRAZB6 ist ein globales semi-empirisches Modell zur Bestimmung der Erdatmosphére im Bereich von
90 bis 2000 [km] iiber der Erdoberfliche. Die Abkiirzung CIRA steht fiir COSPAR International
Reference Atmosphere, wobei COSPAR selbst Committee on Space Research bedeutet. CIRAS6 ist
das bislang zuletzt verdffentlichte Atmospharenmodell (1986) von COSPAR, die seit den 60er Jahren
solche Modelle versffentlichen.

In diesem Modell ist die Atmosphirendichte eine Funktion des Ortes, der H8he, der Jahres- und
Tageszeit, der Sonnenaktivitit und des Geomagnetismus. Die Berechnung der Dichte der
Erdatmosphire in der Umgebung des Satelliten erfolgt mit Hilfe analytischer Ausdriicke, wobei
zunichst Partialdichten der Konstituenten Helium, Argon, atomarer und molekularer Stickstoff,
atomarer und molekularer Sauerstoff, sowie Wasserstoff einzeln bestimmt werden. Daraus wird die
Atmosphérendichte in der Umgebung des Satelliten berechnet. Dieser Wert wird in Gleichung
(4.4.2.1) zur Berechnung des Atmosphirenwiderstandes verwendet.

Im nachfolgenden wird der Weg zur Berechnung der Partial- sowie der Gesamtdichte grob skizziert.
Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in COSPAR International Reference Atmosphere:1986, Part

# Verwendet man ein Polynom vom Grad n = 8 ergibt sich mit acht gegebenen Dichtewerten eine Redundanz
von r=0, d.h. die Koeffizienten a; wurden eigentlich in einem minimal besetzten linearen Gleichungssystem

bestimmt !
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I: Thermosphere Models. Die hier verwendete Notation entspricht der der Literaturangabe.
Volistindige Formeln findet man ebenfalls dort.

In einem ersten Schritt werden die G-Funktionen ausgewertet. Diese Funktionen sind abhdngig von
gegebenen  Modellparametemn  der  einzelnen Konstituenten und Eingabeparametern  fiir
Sonnenaktivitit, Geomagnetismus, Zeit und Ort des Satelliten bzgl. dem erdfesten Bezugssystem.

G; = G(Sonnenaktivitdt, Geomagnetismus, Zeit, Ort). (4.4.5.1)

Der Index # driickt aus, daB fir jeden Konstituenten solche G-Funktionen ausgewertet werden miissen.
Die Struktur der G- Funktionen ist fiir alle Konstituenten im wesentlichen dieselbe, jedoch varneren
die Anzahl und Werte der einzusetzenden Modellparameter mit den Konstituenten.

Die Sonnenaktivitit wird in diesem Modell mit den GréBen F,,, }7‘1 o, beschrieben. Fi,, ist der
Strahlungsflub der 10.7 [cm]-Strahlung der Sonne am vorhergehenden Tag des Berechnungstages.
F 57 ist das arithmetische Mittel der F,,,—Werte itber drei Sonnenrotationen {(3-27 = 81 Tage) vor
dem Berechnungszeitpunkt.

Die geomagnetische Aktivitit wird in dicsem Modell durch Angabe von sog. a,-Werten
beriicksichtigt. CIRAS86 sicht entweder die Verwendung eines mittleren tiglichen a,-Wertes oder eines
Satzes von je 3-stiindlichen a,-Werten vor, die fiir den Berechnungstag giiltig sind. Verwendet man 3-
stiindliche a,-Werte, benétigt man konkret:

a; = a,~Wert fir den Berechnungszeitpunkt,

a; = a;-Wert drei Stunden vor dem Berechnungszeitpunkt,
a; = a,-Wert sechs Stunden vor dem Berechnungszeitpunkt,
a4 = a,»Wert neun Stunden vor dem Berechnungszeitpunkt,

d,,= mittlerer Wert aus acht a,-Werten 12 bis 35 Stunden vor dem Berechnungszeitpunkt,
a,, = mittlerer Wert aus acht a,-Werten 36 bis 59 Stunden vor dem Berechnungszeitpunkt.

Werte fiir die Sonnenaktivitit, als auch fur die geomagnetische Aktivitit kann mittels fip z.B. von der
NASA bezichen. Entsprechende Adressen findet man im Anhang (Bedienungsanleiting).

Alle mit dem Berechnungsort (= Satellitenposition) verkniipfien Terme in der Gleichung (4.4.5.1)
gelten bzgl. des vereinbarten erdfesten Bezugssystems, hier ITRF96°, Benotigte Zeitangaben werden
in UT1 eingesetzt.

Mit den ausgewerteten G-Funktionen werden Temperaturen fiir die Exosphére, der Mesopause und in
der momentanen Flughohe des Satelliten bestimmt. Die momentane Flughdhe z des Satelliten wird aus
dem geozentrischen Ortsvektor bzgl. ITRF96 als Hohe iber einem gewihlten Referenzellipsoid
bestimmt (vgl. Abschnitt 4.4.5.1).

Mit diesen Temperaturwerten und der Flughthe des Satelliten wird dann fiir jeden Konstituenten ein
Dichteprofil berechnet.

n; = m; (2, M), (4.4.5.2)
mit  m;: Patialteilchendichte des jeweiligen Konstituenten

z: Flughohe des Satelliten
M;: Molekulargewicht des jeweiligen Konstituenten,

* Die Modellparameter in CIRA86 wurden nicht bzgl. ITRF96 berechnet, sondern bzgl. eines anderen erdfesten
Bezugssystems, Es konnte jedoch in der zur Verfiigung stehenden Literatur das betreffende Bezugssystem nicht
ausfindig gemacht werden. Es wird damit im weiteren davon ausgegangen, dab die Verwendung des ITRF9%
keine signifkanten Fehler in der Berechnung der Atmosphirendichte verursacht.
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Die Gesamtdichte der Atmosphére in der Umgebung des Satelliten ergibt sich aus der Summe aller
Partialdichten »;:

p(7.0) = in,- , (4.4.5.3)

i=1
wobet die Dichte in der Umgebung des Satelliten in l% J angegeben wird.

Die so berechnete Dichte wird in Gleichung (4.4.2.1) eingesetzt und damit der momentane
Atmosphirenwiderstand berechnet. '

CIRAS6 ist ein komplexes Modell zur Bercchnung der aktuellen Atmosphirendichte in der Umgebung
des Satelliten. Der rechentechnische Anfwand ist hoch, die Rechenzeit zur Integration steigt an (vgl.
Abschnitt 12). Im Gegensatz zum Kugelschalenmodell liefert CIRAS6 natiirlich wesentlich
realistischere Werte.

4.4.6 Bestimmung der Flughthe z
Unter der Flughohe eines Satelliten kann mit geniigender Genauigkeit der Abstand Satellit-

Subsatellitenpunkt verstanden werden. Der Subsatellitenpunkt ist der Schnittpunkt des geozentrischen
Ortsvektors bzgl. CTS und dem gewshiten Erdellipsoid.

Es gilt: :
— 2 2 2 1- 92
hzzzlr’—rs,lb=1[x +y“+z° —-a, — 4.4.6.1)
1-e?cos? p
x
mit ¥ =| y |: geozentrischer Ortsvektor des Satelliten bzgl. CTS
V4

a.: groBe Halbachse des gewihlten Erdellipsoids

e : Exzentrizitt des Meridianschnittes; e? = 2/ f° (f Abplattung des Erdellipsoids)
@ : geozentrische Breite '

@ : geodiitische Breite bgzl. Erdellipsoid

h : senkrechter Abstand Satellit-Oberfliche des Erdellipsoids (eigentliche Flughdhe)

z Satellit

Abbildung 4.9: Flughthe z tiber Erdellipsoid

Die GréBen a., f sind mit der Wah! des ITRF96 als erdfestes Bezugssystem festgelegt. Fiir dieses
System gelten die Werte a.= 6378.13649 [km] und 1/f=298.25645.
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5. Test der Programme

In den Abschnitten 6 bis 12 werden die Ergebnisse von Testrechnungen mit dem Programmpaket
SATLAB 1.0 zusammengestelit. Mit Testrechnungen der Programme von SATLAB 1.0 wurden drei

wesentliche Aspekte untersucht:

1. Untersuchung der in MATLAB zur Verfiigung stehenden Integratoren ode45 und odell3
hinsichtlich ihrer Eignung fiir ein Bahnberechnungsprogramm:.

2. Uberpriifung der Programme auf richtige Implementation der verwendeten Modelle.

3. Sammeln von Erfahrungen in der Nutzung der Modelle u.a. in Hinblick auf benétigte
Rechenzeiten.

5.1 Quantitative und qualitative Tests

Im Rahmen der Untersuchung oben genanater Aspekte wurden quantitative und qualitative Tests
durchgefiihrt. Quantitative Tests ziclen auf exakte numerische Vergleiche ab, beispiclsweise der
Vergleich zwischen einer analytisch und numerisch integrierten ungestérten Kepler-Bahn oder die
Uberprisfung der Giite der Energieerhaltung einer numerisch integrierten Kepler-Bahn. Verbleibende
Abweichungen zwischen Ist- und Sollwert werden gegebenenfalls mit Toleranzwerten verglichen.

Qualitative Tests kommen immer dort zur Anwendung, wo einfache Abschitzungen geniigen und/oder
exakte numerische Vergleiche nicht (einfach) méglich sind. Beispiele hierfiir sind die Untersuchungen
der Stérungen in den Kepler-Elementen aufgrund des anisotropen Gravitationsfeldes der Erde (Kapitel
8) oder der EinfluB des Atmosphirenwidertandes (Kapitel 11). Gegebene Referenzwerte dienen an
dieser Stelle zum Vergleich von Gréfienordnungen und letztlich als Plausibilititskontrolle der erzielten

Ergebnisse.
5.2 Modulare Programmierung, Rechenzeiten

Numerische Verfahren sind im aligemeinen rechenintensiv und damit zeitaufwendig. So auch hier, Mit
wachsender Anzahl von Modellen in einem Bahnberechnungsprogramm und der Verfeinerung dieser
Modelle steigt die Rechenzeit. Da man aber in der Modellierung i.d.R. keine Abstriche machen will
bzw. kann, kommen als Mittel zur Minimierung der Rechenzeit nur eine ,optimale‘ Programmierung
und die Verwendung leistungsfihiger Rechenmaschinen in Frage.

In SATLAB 1.0 wurde eine modulare Programmierweise angestrebt, d.h. die Implementierung der
Modelle erfolgte in Teilprogrammen fiir jedes Modell. Innerhalb des Teilprogrammes fiir ein Modell
erfolgte i.d.R. eine Zerlegung in weitere Unterprogramme (vgl. Anhang Programmstrukturen).

Die modulare Programmierweise besitzt zwei wesentliche Vorteile. Einerseits wird die
Programmierarbeit durch Zerlegung in fiberschaubare Einzelabschnitte erleichtert und damit ebenso
die unvermeidliche Fehlersuche/-behebung {Debugging) wihrend der Programmierung. Andererseits
erleichtert bzw. erméglicht die modulare Programmierung die Verbesserung und den Austausch von
Modellen, sowie dic Erweiterung um zusétzliche Modelle zu einem spiteren Zeitpunkt. Die Software
kann damit stets weitergefithrt und verbessert werden. Damit steht die modulare Vorgehensweise einer
,optimalen® Programmierung entgegen, wenn man darunter einen Algorithmus mit einer minimalen
Anzahl an Rechenschritten bei bestmdglich erzielbaren Ergebnissen versteht. Dieser Widerspruch 140t
sich aufheben, wenn man in der Gesamtprogrammstruktur einen modularen Aufbau anstrebt, die
einzelnen Module jedoch versucht mit hoher rechentechnischer Effizienz zu gestalten.

Die in den nachfolgenden Kapiteln angegebenen Rechenzeiten sind abhingig von den Leistungsdaten
des verwendeten Rechners. Alle nachfolgenden Tests wurden mit einem PC mit folgenden
Leistungsdaten durchgefiihrt';

- Pentium II-Prozessor
- Taktfrequenz 300 MHz
- 64 MB Arbeitsspeicher.

! Die Verwendung eines Rechners mit anderen Leistungsdaten fithrt i.d.R. auf andere Rechenzeiten.
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Dies stellt zum gegenwirtigen Zeitpunkt (Juni 1998) einen relativ leistungsfihigen, handelsiiblichen
PC dar. Die angegebenen Rechenzeiten sind die reine Integrationszeit, d.h. die Zeit, die der Rechner
zur Integration der Bewegungsgleichung bendtigt.

5.3 Parameter RelTol, AbsTol der MATLAB-Integratoren

Die Steuerung der Genauigkeit der Ergebnisse der numerischen Integration durch Stenerung der
Schrittweite 4 ist dem Anwender von MATLAB-Integratoren nicht unmittelbar moglich. Stattdessen
kénnen dort fiir jedes Integrationsverfahren die Parameter RelTol, AbsTol zur Steuerung der
Integration verwendet werden. Fiir Spezialfille konnen die Parameter MaxStep, InitialStep in den
Integrationsverfahren angepafit werden. Dies war hier aber jedoch nicht notwendig.

Die prinzipielle Vorgehensweise der Integratoren in MATLAB ist nun folgende: fiir jeden
Integrationsschritt wird der lokale Diskretisationsfehler an der Integrationsstelle mit Hilfe der fiir das
Jeweilige Verfahren gilltigen theoretisch abgeleiteten Abschitzung bestimmt. Dieser Wert soll nun
kleiner oder gleich einem tolerierbaren bzw. akzeptablen Fehler sein, der wiederum eine Funktion von
RelTol, AbsTol ist:

le(i)| < max (RelTol-|y(i)|,AbsTol(i)}, | (5.4.1)

mit le(i)|: Betrag des lokalen Diskretisationsfehlers der i-ten Komponente des
Lsungsvektors ¥ .

RelTol ist darin die relative Fehlertoleranz bzgl. der i-ten Komponente der Lésung . Dies bedeutet,
dafl RelTol sinnvollerweise in Abhangigkeit der GroBenordnmung von j einzusetzen ist. Damit
kontrolliert Re/Tol in etwa dic Anzahl der korrekten Stellen, die bei den Berechnungen verwendet
werden. ' ,

Wird beispielsweise eine GPS-Bahn mit dem Wert RelTo! = 10" integriert und beachtet, daB sich in
den Komponenten y(i) des Losungsvektors fiir den Ortsvektor Werte in der GroBenordnung von ca.
26000 [km] ergeben kénnen, so erhilt man:

lefi)| <RelTol{y(i)| ~3-107 fmm].

Liegt der Betrag des lokalen Diskretisationsfehlers oberhalb des Toleranzwertes, wird der
Integrationsschritt mit einer verkirzten Schrittweite » erneut berechnet und wieder der Vergleich
(5.4.1) durchgefiihrt. Die Verkitrzung der Schrittweite erfolgt solange bis das Ergebnis angenommen
werden kann. Die Verkiirzung der Schrittweite lauft jedoch nur innerhalb, durch den Integrator
festgelegten, bestimmten Grenzen. Wird trotz maximaler Verkiirzung der Schrittweite nicht die
Bedingungsgleichung (5.4.1) erfiillt, wird das Integrationsverfahren automatisch von MATLAB mit
einer entsprechenden Fehlermeldung abgebrochen®. Damit weisen die in MATLAB implementierten
Integrationsverfahren eine variable Schrittweite bzw. automatische Schrittweitensteuerung aus.

Mit AbsTol wird eine absolute Fehlertoleranz gesteuert. AbsTol ist entweder ein Skalar und der
angegebene Wert gilt fir alle Komponenten des Losungsvektors oder es ist ein Vektor entsprechend
der Léange des Losungsvektors, der fiir jede Komponente unterschiedliche absolute Fehlertoleranzen
haben kann. Die entsprechende Werte fiir AbsTo! gegeben damit einen Schwellenwert an, unterhalb
dessen Werte der zugehorigen Komponente des Losungsvektors vernachlissigt werden kénnen,
AuBerdem bestimmen die absoluten Fehlertoleranzwerte die Genauigkeit der Integration im Bereich
von Nulldiirchgéngen der L&sung, wenn also der Ausdruck RelTol-|y(i)|, wegen |y(i)| = 0 sehr klein
wird. In allen nachfolgenden Testrechnungen wurde stets RelTol = AbsTol = 2.2204-10""* verwendet.
Diese Werte sind im m-file numsat.m fest cingestellt. Etwaige Anderungen miissen dort erfolgen.

? Dies kann beispielsweise passieren, wenn in der zu integrierenden Bewegungsgleichung in der Kriifiefunktion
Unstetigkeiten aufireten. Da dies in SATLAB 1.0 nicht der Fall ist, arbeiten die Integratoren stabil.
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6. Integratoren in MATLAB

MATLARB stellt folgende Integratoren zur Lésung von gewohnlichen Differentialgleichungen zur
Verfiigung:

Integrator Beschreibung

oded5 Einschrittverfahren
Explizites Runge-Kutta-Verfahren in Form des
Dormand-Prince-Paares

ode23 ' Einschrittverfahren
Explizites Runge-Kutta-Verfahren in Form des
Bogacki-Shampine-Paares

odell3 Mehrschrittverfahren
Adams-Bashfort-Moulton, Pridiktor-
Korrektorverfahren
odelSs, ode23s Integratoren fiir ,steife® Probleme; hier nicht
geeignet

Tabelle 6.1: Integratoren in MATLAB

Mit den MATLAB-Integratoren lassen sich nur Differentialgleichungen 1. Ordnung bzw. Systeme von
Differentialgleichungen 1.Ordnung 16sen. Zur Losung der Bewegungsgleichung nach der Methode
von Cowell wird die Bewegungsgleichung, die zunichst ein vektorielle Differentialgleichung
2.0rdnung ist, in ein System von sechs Differentialgleichungen 1.0rdnung umgeordnet (vgl. Kapitel
1.3). Damit kénnen oben genannte MATLAB-Funktionen zur numerischen Integration verwendet
werden, Die zugehérigen mathematischen Grundlagen der Runge-Kutta-Verfahren bzw. des Adams-
Bashfort-Verfahren werden kurz im Anhang 1. Verfahren der numerischen Integration vorgestellt, so
daB an dieser Stelle darauf verzichtet wird.

Hinsichtlich der Fehlerordnung kommen fiir die numerische Integration der Bewegungsgleichungen
von Satelliten aus obiger Tabelle nur die Routinen ode45 und odell3 in Frage. Diese sollen im
weiteren hinsichtlich numerischer Genauigkeit und Rechenzeit getestet werden.

- 6.1 Test der Integratoren ode45, odell3

Fiirr einen Satelliten fiir den sechs Kepler-Elemente vorgegeben sind, wird dessen Bahn aunf
analytischem Wege, als auch durch numerische Integration berechnet. Die Bewegung des Satelliten ist
ungestort und verlduft allein unter dem Einflu eines kugelsymmetrischen Gravitationsfeld der Erde.
Daher konnen fiir die analytische Losung die Gleichungen zur Lésung des Kepler-Problems (z.B.
Schneider, 1989) herangezogen werden. Die numerische Integration der (hier vereinfachten)
Bewegungsgleichungen erfolgt mit den Integratoren ode45 und odel13.

Die so berechneten Ephemeriden werden nun fiir folgende Tests herangezogen:

1. Vergleich von numerisch und analytisch berechneten Ephemeriden. Mit diesem: Test wird
iiberpriift, ob die numerische Bahn mit ausreichender Genauigkeit gleich der analytischen Bahn
gesetzt werden kann, '
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2. Fir die Bewegung cines Satelliten allein unter dem EinfluB eines kugelsymmetrischen
Gravitationsfeldes der Erde gilt folgender Satz der Energieerhaltung (vgl. Schneider, I 989Y):

: GM '
E=l;-—-ﬂ = const,, 6.1.1)
r

mit GMg,q. = 398600.5 [km?/s?]
' v : Betrag des Geschwindigkeitsvektors
7 : Betrag des Ortsvektors.

Dies ist ein weiterer Test um die Giite der numerischen Integration zu @iberpriifen, sowohl
im Vergleich mit dem Ergebnis aus der analytischen Berechnung, als auch im Vergleich
zwischen den beiden numerisch integrierten Bahnen.

3. In einem dritten Test werden die Ortsvektoren der beiden numerisch integrierten Bahnen
miteinander verglichen, indem Differenzen zwischen den kartesischen Komponenten berechnet
werden.. Hier zeigen sich eventuelle Unterschiede im Integrationsverhalten des
Einschrittverfahrens ode45 und des Mehrschrittverfahrens ode113.

4. Als unabhiingiger Test des Mehrschrittverfahrens odell3 dient ein Vergleich mit
Satellitenephemeriden, die mit einem unter FORTRAN zur Verfiigung stehenden Integrator
berechnet wurden.

6.2 Testparameter

Fir den Satelliten gelten folgende Parameter; -

g in [km) 6800
e 1 0.01
iin[?] 60
in [°] 30
@ in [°] 60
T 0

Tabelle 6.2: Kepler-Elemente des Testsatelliten

Bezugssystem: geozentrisches Ekliptiksystem fiir die analytisch und numerisch berechneten
Ephemeriden. :
Umlaufzeit: 6 h; es werden relative Zeitpunkte verwendet, der Satellit befindet sich zum

Zeitpunkt £ = 0 im Perigéum (¢ = = 0). Zeitinkrement df = 60 [sec].

Es wurde eine Bahn mit relativ geringer Halbachse gewahlt, um eine moglichst grofe Wirkung des
Gravitationspotentials auf die Bahn des Satelliten zu erzielen.

6.3 Ergebnisse: Test der Integratoren

Zundchst wurde ein Vergleich vom Typ 1 (Abschnitt 6.1) durchgefiihrt, dh. es wurde fiberpriift, ob
eine numerische Bahn mit ausreichender Genauigkeit gleich der analytischen Referenzbahn gesetzt
werden kann. Fiir den einfachen Fall einer Kepler-Bahn muB diese Forderung unter Ausniitzung der
maximal mdglichen numerischen Genauigkeit erfiillt sein.

Abbildung 6.1 zeigt die Abweichungen der Komponenten der analytisch berechneten Bahnvektoren
und der numerisch berechneten Bahnvektoren. Als Integrator wurde das Mehrschrittverfahren odell3

verwendet.
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Abbildung 6.1: Vergleich numerisch und analytisch berechnete Bahn

Man sicht ein zeitabhingiges Verhalten der Abweichungen, d.h. mit fortlaufender Integration weicht
dic numerische Bahn von der Referenzbahn ab. Jedoch erreichen in diesem Fall dic Abweichungen in
den Komponenten nur maximal —1.7- 10° [mm). Von daher kann die mit odel13 berechnete Babn
gleich der Referenzbahn gesetzt werden. Selbst eine angenomme Abweichung von ~1.7- 10 [mm] in
allen drei Komponenten dx, dy, dz fiir eingn Zeitpunkt ergiibe im Betrag des Ortsvektors lediglich eine
Abweichung von dr = 2.9- 107 [mm). Die numerisch berechneten Bahnvektoren unterscheiden sich
also weder in ihrer Richtung, noch in ihrem Betrag. Ein Vergleich zwischen den Komponenten der
Geschwindigkeitsvektoren zeigte sogar noch um etwa eine GroBenordnung bessere Ergebnisse. Die
Ursache liegt darin, daB zunichst die Komponenten der Beschleunigung integriert werden (dies liefert
die Komponenten der Geschwindigkeit) , um diese dann noch einmal zu integrieren, um letztlich auf
den Ortsvektor zu kommen. Es wirken sich also die typischen Fehler numerischer
Integrationsverfahren auf die Ortsvektoren zweimal aus.

Dic Abweichungen nmumerische Bahn - analytische Bahn (unter Verwendung der mit oded5
berechneten Bahn) lagen ebenfalls im [um]-Bereich. Nach einem 6 h-Orbit betrdgt dic maximale
Abweichung in der dy-Komponente etwa 5 um (vgl. Abbildung 6.2). Von daher kann die mit ode45
berechnete Bahn ebenfalls der analytischen Bahn gleich gesetzt werden.

Die maximale Abweichung erreicht absolut gesehen etwa dem Dreifachen des Wertes der Integration
mit odel13. Die Abweichungen bzgl. der jeweiligen Zeitpunkte differieren jedoch teilweise dentlich

(Test vom Typ 3). Dies ist in Abbildung 6.3 dargestelit.
Absolut gesehen liefern jedoch beide Integrationsverfahren Ephemeriden, die mit geniigendender

Genauigkeit gleich der analytischen Losung genommen werden kénnen.

Neben den giinstigeren numerischen Erge.hnisscn des Mehrschrittverfahrens stellt ein anderer Aspekt
_einen deutlichen Vorteil des Mehrschrittverfahrens dar : die Rechenzeit. Es ergibt sich ein deutlicher
Unterschied in der Rechenzeit fiir die Integration ein und derselben Bahn mit ode45 und odell3, wie

nachfolgende Werte zeigen:
Ir odeils = 11.4 [sec]

t_R, odeds = 24.]. [SBC].
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Abbildung 6.2: Vergleich numerisch und analytische berechnete Bahn

Das Mehrschrittverfahren ist also doppelt so schnell wie das Einschrittverfahren, bei besseren
Diese Zwischenergebnisse sprechen fir den Einsatz des
Mehrschrttverfahrens ode113 in einem Bahnintegrationsprogramm.
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Abbildung 6.3: Vergleich numerisch und analytisch berechnete Bahn

Bevor aber einem der beiden Integratoren der Vorzug gegeben wurde, wurden noch weitere Tests
vorgenommen. Mit denen fiir obigen Vergleich berechnete Ephemeriden wurden dann Tests vom Typ
2, d.h. eine Uberpriifung der Energieerhaltung durchgefithrt. Dieser Vergleich zeigt einerseits
wiederum das numerische Verhalten der Integratoren, andererseits ist dieser Test eine gute Kontrolle,
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ob das physikalische Modell in den MATLAB-Routinen fiir die numerische Integrationsverfahren
uberhaupt richtig umgesetzt wurde. Da in der Formel (6.1.1) fiir die Energieerhaltung einer Kepler-
Bahn sowohl die Betrige der Geschwindigkeiten des Satelliten, als auch die Betrige seiner Position
eingehen, kénnen mit diesem Test beide Groben gleichzeitig tiberprift werden.

Mit den numerisch berechneten Ephemeriden wurden nun nach obiger Formel (6.1.1) fiir jeden
Integrationszeitpunkt ein Energiewert berechnet und mit dem Sollwert verglichen. Dieser Sollwert
(vgl. Schneider, 1989) ergibt sich zu:

Eson=- Mo 6.3.1)
2a

Dieser Wert wurde dann von den jeweiligen Werten der numerischen Bahnen abgezogen. Dies ist in

Abbildung 6.4 dargestellt.

Fiir beide Integrationsverfahren wird das Kriterium der Energicerhaltung im Rahmen der
Rechnergenauigkeit gut erfullt. Dies bestdtigt obige Aussage, daB beide Verfahren zur

Bahnbestimmung herangezogen werden koénnen. Es werden jedoch wieder Unterschiede im
numerischen Verhalten der beiden Integratoren sichtbar. Wihrend die Differenz der Energiewerte mit

odell3 vom Sollwert um Null oszilliert, zeigt sich fiir ode45 ein ,lineare’ Zunahme der Residuen.

Dieses Ergebnis spricht wiederum fiir das Mchrschrittverfahren.

Die bisher durchgefiihrten Test beinhalten bzgl. ihrer Testparameter einige Einschrinkungen.
Einerseits ist das Integrationsintervall mit sechs Stunden relativ kurz, andererseits wurde mit e = 0.01
eine schwach elliptische Bahn gewihlt. Im folgenden wurde nun das Integrationsverhalten fiir lingere
Bahnbdgen und stirker exzentrische Bahnen untersucht. Hierzu wurden bzgl. der Testparameter des
gewihiten Satelliten diese Anderungen vorgenommen:

- Ausdehnung des Integrationsintervalls auf 96 Stunden ( = 4-Tage-Orbit), wobei das Zeitinkrement
dt = 60 [sec] beibehalten wurde.
- Verwendung von numerischen Exzentrizititen e = 0.3 und e = 0.9
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Abbildung 6.4: Encrgierhaltung ungestorter Bahnen, numerisch integriert

Anmerkung: Verwendet man fur den Testsatelliten mit einer grofien Halbachse @ = 6800 [km] Werte
fiir die numerische Exzentrizitdt von 0.3 bzw. 0.9 stellt man fest, daB die sich daraus ergebende Bahn
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teilweise innerhalb der festen Erde verlduft. Bereits fiir einen Wert oberhalb von e = 0.062 ist dies der
Fall. Eine derartige Bahn entspricht damit nicht den Zielen ciner praktischen Anwendung fir
kiinstliche Erdsatelliten, es JaBt sich aber an diesen Beispiclen das Verhalten der Integratoren
studieren. Von daher sind diese Tests als reine numerische Untersuchungen zu verstehen.

Tabelle 6.3 falit die Erweiterungen der bisherigen Tests zusammen.

Test Integrator Parameter
A odell3 e=0.01, At=96 [h]
B odell3 e=03,4r=6[h]
C oded5 e=073, Ar=6[h]
D odell3 e=09, Ar=6[h]
E oded5 e=10.9, At=6h]

Tabelle 6.3: Testerweiterungen

Fiir jede dieser Bahnen wurde eine entsprechende ahalytische Bahn berechnet, die dann als
Referenzbahn im Sinne von Sollwerten firr die numerischen Vergleiche herangezogen wurde.

Mit Test A) wurde das Integrationsverhalten des Mehrschrittverfahrens dber einen lingeren
Bahnbogen untersucht. Hier wurde fiir den Testsatelliten ein 96 h, d.h. 4-Tage-Orbit gewdhit. Von
Interesse ist nun wie groB die zu erwartenden Abweichungen der numerischen Bahn von der
analytischen Bahn werden. Dazu wurden nun die Komponenten der Ortsvektoren miteinander
- verglichen und in Abbildungen 6.5 dargestellt. Desweiteren wurde die Energierhaltung iiber den
Integrationszeitraum betrachtet.

In Abbildung 6.5 sind lediglich die Abweichungen der x-Komponenten dargestellt. Fir die y-, z-
Komponente ergeben sich dhnliche Kurven, die betragsmiBig in derselben GroBerordnung, jedoch
etwas ,phasenverschoben® zu den dargestellten dx-Werten zu liegen kommen. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit wurde auf eine Darstellung der dy-, dz-Werte in Abbildung 6.5 verzichtet. Fiir alle
Zeitpunkte ist |dx| < 0.3 [mm]. Nimmt man nun in allen drei Komponenten einen Abweichungswert
von ldx] =dy| = |dz} = 0.3 [mm] an, so ergébe sich fiir den Betrag der Abweichung |[dr| = 0.5 [mm)].
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Abbildung 6.5: Vergleich numerisch und analytisch berechnete Bahn
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Damit ergibt sich fiir einen langeren Bahnbogen eine (zu erwartende) Zunahme der Abweichungen
zwischen analytischer und numerischer Bahn. Die Abweichungen liegen jedoch fiir den Ortsvektor in
der GréBenordnung < 1[mm]. Mit ausreichender Genauigkeit kann also die numerische Bahn der
analytischen Bahn gesetzt werden. Abbildung 6.6 zeigt die Energieerhaltung fiir diese Bahn.

Auch hier sieht man nun eine langfristige Zunahme der Abweichungen zwischen dem Energiewert aus
numerisch berechneten Ephemeriden und dem Sollwert. Insgesamt wird jedoch die Bedingung der
Energieerhaltung gut erfiillt. Selbst nach 96 Stunden liegt die maximale Abweichung immer noch
unter dem Maximalwert der Abweichung fiir den Integrator ode45 nach einem 6-h-Orbit (vgl. dazu

Abb. 6.4).

Anmerkung: Betrachtet man einen Wert von dE = 13-10"° [km%s?] als die Differenz zweier
Potentialwerte eines kugelsymmetrischen Gravitationsfeldes mit unterschiedlichem Abstand r,, 7. vom
Mittelpunkt der felderzeugenden Erdmasse, so erhilt man fiir den Unterschied im Abstand dr =r. - r;

folgendes:

V() = M e , gilt fiir ein kugelsymmetrisches Gravitationspotential
dE = W(r;) - V(r1) , Mit 72> g
dE = GM Erde _ GM Erde
" K
=  dr=pop=U1E mit 7 = 75 % 7, = 6800 [km]
2 ] GMEm,e E 2 1

dr=0.15 [um].

Dies bedeutet, dab eine Abweichung von der Energicerhaltung mit JE = 13-10" {km?s?] ansgedriickt
als Potentialunterschied eines kugelsymmetrischen Gravitationspotentials der Erde durch eine
Abweichung von 0.15 [pm] im radialen Abstand von den felderzeugenden Massen hervorgerufen
wird'. Umgekehrt kann man sagen, daB diec Abweichung der Energieerhaltung um den Wert dE =
13-10™ [km?s7] in etwa einen Lagefehler von dr = 0.15 [um] verursacht. Ein derart niedriger Wert
steht jedoch deutlich unterhalb einer geforderten Positionsgenauigkeit fur einen Erdsatelliten. Von
daher kann man die Energieerhaltung der Testrechnungen als konstant betrachten.

In den Tests B, C, D, E wurde diec Umlaufzeit wieder auf sechs Stunden verkiirzt, jedoch die
numerische Exzentrizitit der Bahn auf e = 0.3 bzw. e = 0.9 erhoht. Mit der Erh6hung der numerischen
Exzentrizitit wird die Bahn des Satelliten stiirker elliptisch, d.h. die Bahn ist in Apo- bzw. Perigium
stiarker gekriimmt. Fir die numerische Integration bedeutet dies, daB in diesem Bereich mehr bzw.
enger beicinander liegende Stiitzstellen berechnet werden miissen, um die Bahn mit geniigender
Genauigkeit zu approximieren. Numerische Instabilitliten konnen sich bei der Integration deutlicher
bemerkbar machen, da sich gerade im Perigdum die Ephemeriden {v.a. der Geschwindigkeitsvektor)
stirker dndern, als im Vergleich mit einer weniger exzentrischen Bahn (bei sonst gleichen Kepler-
Elementen). In den nachfolgenden Abbildungen ( 6.7 — 6.10) ist das numerische Verhalten der
Integratoren oded5 bzw. odell3 fiir e = 0.3 dargestelit. Als Vergleich dient wiederum eine analytisch
berechnete Referenzbahn mit entsprechender Energicerhaltung.

Wihrend die Ergebnisse fiir eine numerische Exzentrizitit e = 0.3 mit dem Runge-Kutta-Verfahren
nur gering von denen fiir die mit demselben Integrator berechnete Bahn mit einer Exzentrizitiit von e =
0.01 abweichen, sicht man in den Ergebnissen des Mehrschrittverfahrens eine Verschlechterung der
Ergebnisse mit Zunahme der Exzentrizitit aufe = 0.3,

! Gilt fitr diesen Satelliten mit einer grofien Halbachse von a = 6800 [km]
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Abbildung 6.6: Energieerhaltung einer numerisch berechneten Bahn

Die Rechenzeit fiir diesen Orbit betrug 3 [min] 23.58 [secl.
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Abbildung 6.7: ¢ = 0.3, Integrator odel13
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Abbildung 6.8: e = 0.3, Integrator ode45
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Abbildung 6.9; e = 0.3, Integrator odel13
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Abbildung 6.10: e = 0.3, Integrator ode45

Absolut gesehen sind die Abweichungen mit odel13 im Vergleich mit der Referenzbahn immer noch
ausreichend gering, jedoch im Verhiltnis zum Integrator ode45 liefert nun das Mehrschrittverfahren
schlechtere Ergebnisse. Entsprechende Darstellungen fir ¢ = 0.9 sind im Anhang dargestelit.In
nachfolgender Tabelle sind Teile der Tests hinsichtlich ihrer Ergebnisse und v.a. der bendtigten

Rechenzeit dargestellt.

Test Integrator, Parameter Rechenzeit Ergebnis, Bewertung |
Vergleich numerischer odell3, e=0.01, |dx], ldyl, |dz|
und analytischer Bahn At =6 [h], 11.4 [sec} < 1.5 [um]

- dt = 60 [sec) Frumer, = Fanalyt
Vergleich numerischer oded5, e =001, : ldx|, |ay|, |dz|
und analytischer Bahn At=6 [h], 24.1 [sec} <5 [pm]
dt = 60 [sec] Pougner. = Papalyt,
Vergleich numerischer odell3,e=0.0], |, |dyl, 1dz]
und analytischer Bahn At =96 [h], 203.58 [sec] <0.3 [mm]
dt = 60 [sec] Prumer, = Fanglyt
Vergleich numerischer odell3,e=0.23, x|, |dy), |dz|
und analytischer Bahn At =6 [h], 18.89 [sec] < 8 {um]
dt = 60 [sec] Prumer, = Panalyt
Vergleich numerischer ode45, e =03, Idx], iay), ldz]
und analytischer Bahn At=6 [h], 185.32 [sec] < 8 {um])
dr = 60 [sec] Trumer. = Fanalyt.
Vergleich numerischer odell3, e =0.9, |}, idvl, ldz|
und analytischer Bahn Ar=6 fh], 42.62 [sec] < (.1 [mm]
dt =60 [SGC] Frumer. = Fanalyt.
Vergieich numerischer oded5,e=10.9, |dx|, |ay, ||
und analytischer Bahn At =6 [h], 311.97 [sec] <0.025 [mm]
dt = 60 [sec] Frumer. = Fanalyt.

Tabelle 6.4: Zusammenfassung aller Testergebnisse
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AbschlieBend wurde ein Vergleich des Mehrschrittverfahrens odel 13 mit einem Mehrschrittverfahren
(vom Typ Adams-Bashforth-Moulton), das als FORTRAN-Routine zur Verfiigung stand,
durchgefithrt. Dazu wurde eine gravitativ gestdrte Bahn zuniachst mit dem Verfahren odell3 mit
SATLAB 1.0 berechnet. Die gravitative Stérung rithrt vom anisotropen Gravitationsfeld der Erde her,
das in diesen Testrechnungen mit Potentialkoeffizienten aus dem Erdmodell EGM96 bis Grad und
Ordnung #0e = Mper = 10 entwickelt war.

Analog wurde dieselbe gravitativ gestorte Bahn mit einem in der Programmiersprache FORTRAN
vorhandenen Bahnintegrationsprogramm numerisch integriert. Dort wird zur Integration ebenfalls ein
Mehrschrittverfahren vom Typ Adams-Bashforth-Moulton verwendet. Die beiden integrierten Bahnen
wurden bzgl. Abweichungen in den Komponenten der Ortsvektoren untersucht. '
Dieser Test zeigt nun einerseits, ob das Modell zur Beriicksichtigung der gravitativen Stérung
verursacht durch das anisotrope Gravitationsfeld der Erde richtig implementiert wurde. Andererseits
1aBt sich die Qualitit des MATLAB-Integrators iiberpriifen. Abbildung 6.11 zeigt die Unterschiede in
den Komponenten der Ortsvektoren nach einem Tag.

In den Komponenten erreichen die Abweichungen dx, dy und dz eine Grdéfenordnung von etwa 0.5
[mm). Nimmt man fiir jede Komponente diesen Maximalwerte an, so erhilt man im schlechtesten Fall

einen Verschiebungsvektor (am Ort des Satelliten) mit der Lange

|dr| = Jax? +dy* +dz* = 0.87 [mm)],
mit  dx, dy, dz = 0.5 [mm].

)]

Abbildung 6.11: Vergleich numer. integrierte Bahn mit SATLAB 1.0 (ode113) und FORTRAN-
Programm

Ein derartiger Wert ist vernachléissigbar klein, d.h. die Richtung der Ortsvektoren aus beiden Bahnen
kann als identisch angenommen werden. Betrachtet man die Unterschiede in den Betrigen der
Ortsvektoren der beiden Bahnen, so ergibt sich hier ein ebenfalls vernachlissigbarer Maximalwert
Armac = 0.01 [mm]. Die Linge entsprechender Ortsvekioren des Satelliten unterscheidet sich damit
nicht.

Mit diesem Ergebnis werden das Modell zur Beriicksichtigung der Stérung verursacht durch das
anisotropen Gravitationsfeld auf den Satelliten, das in SATLAB 1.0 implementiert ist und der
MATLAB-Integrator odel 13 bestitigt.
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6.4 Bewertung der Integratoren in MATLAB

Ephemeriden (ungestorter Satellitenbewegungen) berechnet durch numerische Integration mit dem
Einschrittverfahren oded45 und dem Mehrschrittverfahren odell3 konnen mit ausreichender
Genauigkeit analytisch berechneten Ephemeriden gleich gesetzt werden. Fiir das Mehrschrittverfahren,
daB fur die Realisierung des Bahnberechnungsprogramms SATLAB 1.0 favorisiert wird, wurden fir
ginen 4-Tage-Orbit (einer Kepler-Bahn) Abweichungen in den kartesischen Komponenten bzgl. einem
geozentrischen quasi-inertialen Ekliptiksystems deutlich kleiner als 1 [mm] erreicht.

Die Bevorzugung des Mehrschrittverfahrens leitet sich aus der in allen Féllen z.T. erheblich kiirzeren
Rechenzeit bei ausreichend kleinen Abweichungen von der jeweiligen analytischen Referenzbahn ab.
Eingeschrinkt wird dieses Ergebnis durch die numerische Exzentrizitit der jeweiligen Bahn. Im
* Vergleich zwischen ode45 und odel13 zeigt das Runge-Kutta-Verfahren bzgl. der Genauigkeit der
Ephmeriden eine geringere Empfindlichkeit gegeniiber Veranderungen in e, als das
Mehrschrittverfahren. Jedoch sind die festgestellten Abweichungen des Mehrschrittverfahrens
vernachldssigbar gering.

Fiir Bahnen mit einer numerischen Exzentrizitit ¢ < 03 wird zur Integration der
Bewegungsgleichungen das Mehrschrittverfahren odel13 empfohlen und fest in SATLAB 1.0
implementiert. Fir stirker elliptische Bahnen kann der Integrator ode45 u.U. bessere Ergebnisse
erzielen. Jedoch wird dies mit einer deutlichen Zunahme der Rechenzeit erreicht. Von daher ist ode45
nur bedingt zu empfehlen. In diesem Zusammenhang ist zu erwihnen, daB Satelliten bzw. deren
Bahnen fiir geowissenschafiliche Anwendungen i.d.R. numerische Exzentrizititen e < 0.1 besitzen.
Fiir derartige Satelliten kann odel13 verwendet werden.

Ein Vergleich mit einem Bahnintegrationsprogramm unter FORTRAN bestitigt die Richtigkeit des in
SATLAB 1.0 implementierten Modells fir das anisotrope Gravitationspotentials der Erde und das
Mehrschrittverfahren odel 13.

Lingerfristig sollte mit zukiinftigen Erweiterungen der Programmodule und/oder Steigerung der
Genauigkeit der verwendeten Modelle dber die Implementierung von Integratoren héherer
* Fehlerordnung nachgedacht werden, da die Anforderungen an numerische Genauigkeit ansteigen. Zum
gegenwirtigen Stand der Programme (Tuni 1998) wird jedoch die Leistungsfihigkeit von odell3 als
ausreichend betrachtet. '
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7. Jacobi-Integral

Fir cine wegen des inhomogenen Gravitationsfeldes gestérte Satellitenbahn gilt nicht mehr die
Energicerhaltung der Kepler-Bahn. Fiir die Bewegung eines Satelliten im anisotropen Gravitationsfeld
einer mit konstanter Rotationsgeschwindigkeit drehenden Erde 148t sich die sogenannte Jacobi-
Konstante als Integral der Bewegung angeben.

J =172 +V(F)~al, = const (1.1
Darin ist: v die Geschwindigkeit des Satelliten im raumfesten Bezugssystem

V(F'):=~V(F') das Potential am Ort des Satelliten bzgl. des erdfesten
Bezugssystems

@ die Drehrate des erdfesten Bezugssystems gegeniiber dem raumfesten
Bezugssystems
L, ist die z-Komponente der Drehimpulses L = (F x¥)

xcos @)t + ysin wt
F =| ycos @t~ xsinax | Ortsvektor zum Zeitpunkt t im erdfesten System
z

%, ¥, z Komponenten des Ortsvekiors zum Zeitpunkt t im raumfesten System

Fiir rotationssymmetrische Kérper (d.h. nur zonale Potentialkoeffizienten) waren im Bewegungsablauf
eines Satelliten die Energie £ =172 +¥ () und die z-Komponente des Drehimpulses L = (7 x¥)

separat erhalten. Die Energieerhaltung der Satellitenbewegung gilt jedoch nur unter bestimmten
Bedingungen.

(1) Die felderzeugenden Massen sind fest mit dem erdfesten System verbunden und rotieren
(2) gleichformig mit der Winkelgeschwindigkeit & um die gemeinsame z-Achse.
(3) Die Potentialkoeffizienten sind zeitlich konstant,

Ist eine dieser Bedingungen verletzt gilt die Erhaltung der Jacobi-Konstante nicht mehr. Von daher
mufiten einige Parameter in den Programmen zur numerischen Integration angepalt werden, um die
Erhaltung der Jacobi-Konstanten iiberpriifen zu kénnen. Statt dem variablen GMST wurde wgg =
0.7292115-10% [%2] = const. zur Bestimmung der Orientierung der Erde im Raum verwendet,
Drehungen fitr Prizession, Nutation wurden weggelassen, da diese zeitlich variabel sind und auBerdem
nicht ausschlieBlich um die z-Achse des erdfesten Systems erfolgen. Ebenso wurde die Schiefe der
Ekliptik (entspricht einer Drehung um die x-Achse des raumfesten Systems) nicht angebracht. Damit
ergab sich die vereinfachte Situation, daB

- das raumfestes Bezugssytem ein raumfestes Aquatorsystem ist, dessen

- z-Achse mit der z-Achse des erdfesten Aquatorsystems identisch ist und
- das erdfeste System mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um diese gemeinsame Achse rotiert.

Zesumfest = Zerdfest

w't - ‘_' ye!‘df&

g ta > V. fi
Xraumfest /é ‘

Kerdfest

Abbildung 7.1: raumfestes und erdfestes Aquatorsystem
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Die Bahn wird damit nicht im vereinbarten Ekliptiksystem, sondem in einem als raumfest
angenommenen Aquatorsystem integriert. Abbildung 7.1 stellt die vereinfachte Beziehung zwischen
raumfesten und erdfestem Aquatorsystem dar. Die Potentialkoeffizienten gelten bzgl. dem erdfesten
Aquatorsystem und sind zeitlich konstant. Mit diesen Parametern wurde nun die Jacobi-Konstante fiir
zwel verschiedene Testbahnen berechnet.

7.1 Testparameter

Als Integrationsverfahren wurde das Mehrschrittverfahren odell3 verwendet. Da der Integrator
odel13 abhingig von der numerischen Exzentrizitit der Bahn ist, wurde eine Bahn mit e = 0.01 uand
e = (.3 berechnet, um einen AufschluB iiber derartige Abhangigkeiten zu erhalten.

Die Bewegung des Satelliten wird durch ein inhomogenes Gravitationsfeld der Erde, dessen
Kugelfunktionsreihe bis Grad und Ordnung 7,4 = Mpe = 10 entwickelt ist, gestort. Die zugehorigen
Potentialkoeffizienten wurden dem Erdmodell EGM96 enitnommen und als konstant betrachtet. Eine

Variabilitit der Koeffizienten C,,S, wurde ausgeschlossen. Es gilt C,,,S5,= 0. Als grobe
Halbachse gilt fitr dieses Erdmodell der Wert a, = 6378.13649 [km]. Die Erddrehrate wurde mit @g,q,
=(.7292115-10* [l‘_;:“l ] als konstant angenommen.

*Es wurden fol gende Bahnen integriert:

Parameter | Satellit 1 | Satellit 2
a [km} 6300 10000
E 0.01 0.3
i[9 60 60
- £ 30 30
@ 60 60
T 0 0
At [h] 8 8
dt [sec] 60 60

Tabelle 7.1: Satellitenparameter Jacobi-Integral

Beide Satelliten starten zum Zeitpunkt ¢+ = 7 = 0 im Perigium. Fiir jeden Zeitpunkt wurden nun
numerisch Ephemeriden integriert und mit diesen fiir jeden Integrationszeitpunkt die zugehérige
Jacobi-Konstante berechnet.

7.2 Ergebnisse: Jacobi-Integral

Abbildung 7.2 zeigt die Differenz der Jacobi-Konstanten minus ithrem Mittelwert fiir Satellit 1. Die
Abweichungen bewegen sich im Mittel in der GréBenordnung von -2-10° [—"E';-} Dieser Wert kann

als hinreichend klein betrachtet werden {fiir eine Abschitzung siehe Kapitel 6.3, Test der Integratoren
- in MATLAB). Die Jacobi-Konstante ist fiirr diese Bahn konstant.

Fiir den Satelliten 2, mit seiner stiarker exzentrischen Bahn zeigt sich ein dhnliches Verhalten, wie es
im Kapitel 6.3, Test der Integratoren in MATLAB bereits deutlich wurde. Im Bereich des Perigdums
werden die Abweichungen vom Mittelwert aller berechneten Jacobi-Konstanten deutlich. In
Abbildung 7.3 ist dieses Ergebnis graphisch dargestellt. Wiederum ist von den Jacobi-Konstanten
bzgl. jeden Integrationszeitpunktes der gemeinsame Mittelwert abgezogen worden. Absolut gesechen

sind die Abweichungen vom Mittelwert mit maximal -6-107 [*m_} wiederum vernachlassigbar

gering,
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7.3 Bewertung: Jacobi-Integral
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Die Erhaltung der Jacobi-Konstanten fiir den Bewegungsablauf dient als Test in zweifacher Hinsicht.
Einerseits wird damit die Richtigkeit des implementierten Modells fiir die Beschleunigung auf den
Satelliten aufgrund des anisotropen Gravitationspotentials iiberpriift, andererseits dient sie als
zusitzlicher Test des verwendeten Mehrschrittverfahrens zur numerischen Integration der
Bewegungsgleichungen des jeweiligen Satelliten.
In Anbetracht der Ergebnisse kann man nun festhalten, daB das Modell fiir den statischen Anteil des
Gravitationpotentials der Erde im Rahmen der Rechengenauigkeit richtig implementiert wurde und
daB das verwendete Mehrschrittverfahren in seiner Leistungsfihigkeit bestatigt wird.
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8. Stérungen aufgrund des anisotropen Gravitationsfeldes

Die Erde ist ein abgeplatteter Korper mit einer inhomogenen Massenverteilung innerhalb dieses
Kérpers. Das von diesen Massen erzeugte Gravitationsfeld ist damit ebenfalls inhomogen und erzeugt
Abweichungen von eincr entsprechenden Satellitenbewegung wie sie mit den Gleichungen der Losung
des Kepler-Problems zu erwarten wire.

Die inhomogene Massenverteilung des Zentralkdrpers wird durch die bekannte
Kugelfunktionsentwicklung des Gravitationpotentials der Erde beschrieben. Es gilt (vgl. 4.2.2):

max(n) »n _ _
V(r,A,&):G_M;E.@z_[H 3 Z("T ' (cos )T, cosmA+5, sin mz)j‘, @.1)
n=2 m=0

mit den aus Kapitel 4.2 bekannten GréBen. Der fithrende Term GM,"* beschreibt das Potential einer

homogenen Kugel, wie sie fir die Kepler-Bahn angenommen wird (sog. Kepler-Term oder
Zentralterm). Die restlichen Terme der Doppelsumme entsprechen dann dem sogenannten

Storpotential R.

GM g | ™20 2 (0, Y - = .
R(r,2,8) = R E E ~ fFom {cos I)(C,,, cosmA+S§,, sinmi) (8.2).
n=2 m=0 .

Im Zusammenhang mit den Stdrungsgleichungen nach Lagrange kann man die Variation der
klassischen Kepler-Elemente als Funktion des Stérpotentials R darstellen. Diese Lagrange‘schen
Stérungsgleichungen findet man u.a bei Kaula, Schneider. Im Verlauf der Lésung dieser Gleichungen
ist es nétig die Stérfunktion R nach den Kepler-Elementen zu entwickeln. Dies fithrt auf Differentiale

der Form £, mit @= [g, ¢, #, £2 @, M] zu deren Lésung vierfache Summationen iiber (theoretisch)

unendlich viele Glieder, die v.a. die Potentialkoeffizienten C,,, S, enthalten berechnet werden
miiBten. Selbst die Verwendung nur endlich vieler Terme 148t die analytische Integration dieser
Gleichungen sehr schnell hinreichend komplex werden. Von daher beschrinkt man sich oft bei der
Integration der Stdrungsgleichungen iiber ein bestimmtes Zeitintervall auf eine Approximation
1.0rdnung unter der Annahme, daB dic Abhingigkeiten zwischen den einzelnen Stérungen
vernachlissigbar klein sind. Die Gesamtstérung auf das jeweilige Kepler-Element ergibt sich dann
durch Summation aller Einzelstérungen.

Mit diesen Storungsgleichungen lassen sich nun quantitative, v.a. aber qualitative Einfliisse der
Potentialkoeffizienten auf die Kepler-Elemente studieren. Man unterscheidet drei Gruppen von
Stérungen;

- sikulare,
- langperiodische und
- kurzperiodische Stérungen,

wobei bestimmte Strungen an bestimmten Gruppen der harmonischen Koeffizienten festgemacht
werden kodnnen.

o
Loy

In diesem Abschnitt sollen nun diese Stérungen aufgrund des anisotropen Gravitationsfeldes der Erde
auf die numerisch berechnete Bahn eines Satelliten nachgewiesen werden.
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Abbildung 8.1: Charakteristische Stérungen in den Bahnelementen {Seeber 1989)

8.1 Testparameter

Die GroBenordnung der Storungen, die durch das anisotrope Gravitationsfeld der Erde verursacht
werden ist u.a. abhéngig vom radialen Abstand des Satelliten von den felderzeugenden Massen (siche
(8.2)). Um entsprechende Stérungen nachweisen zu kénnen wurde deshalb die Bahn eines relativ
niedrigflicgenden Satelliten untersucht. Fiir diesen gelten folgende Parameter:

ain [km] | 6800
4 0.01
iin [°] 60
£2in [°] 30
@ in [°] 60
T 0

Tabelle 8,1: Satellitenparameter, Test Gravitationsfeld

Der Satellit startet im Perigdum. Die Umlaunfzeit betragt acht Stunden (47 = 8 {h]), wobei Ephemeriden
fiir alle df = 60 [sec] berechnet werden. Bezugssystem ist das ekliptikale Inertialsystem J2000.0.

Die Storungen auf die Bahn des Satelliten werden durch ein Gravitationsfeld verursacht, dessen
Kugelfunktionsentwicklung bis Grad und Ordnung #pe: = Mo = 10 entwickelt ist. Die zugehdrigen
vollstandig normierten Koeffizienten wurden dem Erdmodell EGM96 entnommen (siche Anhang).

Mit den so berechneten Ephemeriden wurde folgende Vergleiche gegeniiber einer analytisch
berechneten ungestérten Referenzbahn durchgefiihrt:

- Storung im Betrag der Ortsvektoren aufgrund der Potentialkoeffizienten bis Grad und
Ordnung ny,0x = Mpae = 10, sowie des Anteils allein von C,,.
- Storung in den Kepler-Elementen durch Riickrechnung von instantanen Kepler-Elementen

aus den gestérten Ephemeriden (wiederum #imae = Mg = 10) und Vergleich mit Werten
aus der analytischen Stérungsrechnung

Anmerkung: Im wesentlichen handelt es sich um qualitative Tests, da quantitative Vergleiche
zwischen dieser ,empirischen Stérungsrechnung’ und der analytischen Stérungsrechnung nicht einfach
moglich sind. Dies liegt daran, dafl die analytische Storungsrechnung (hier) nur in 1. Ordnung
entwickelt ist und somit Abhingigkeiten zwischen den Stérungen vernachlissigt. Bei der numerischen
Integration dagegen sind diese Abhingigkeiten implizit enthalten und tauchen damit in den
berechneten Werten fiir die Stérungen der Kepler-Elemente auf, Von daher kénnen exakte numerische

Vergleiche nicht gelingen.
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8.2 Charakteristik der Elementstérungen

Wie oben bereits erwihnt verursachen die harmonischen Koeffizienten drei Typen von Stérungen.
Untersucht man das Spektrum dieser Einfliisse so lassen sich fiir bestimmte Koeffizientengruppen

typische Storungen angeben.

Koeffizienten mit m = 0 nennt man zonal
m # 0 tesseral
und m = » sektorial.

Man kann nun zeigen, dafl sikulare Storungen allein auf die zonalen Koeffizienten (E,,Q)
zuriickzufiihren sind, wobei der Hauptanteil vom Koeffizienten C,, herriihrt, Dieser beschreibt die
Abplattung des Erdkorpers. Da dieser Koeffizient alle anderen Koeffizienten um den Faktor 10°
iibersteigt, wird der Hauptanteil aller Stérungen bereits mit C,, erfaft.

Die beiden wichtigsten sakularen Stdrungen sind die Wanderung der Knoten- und Perigiumslage. Die
Variation der Perigdumslage ist abhingig von der Exzentrizitit der Bahn. Desweiteren wird die

mittlere Anomalie M sakular gestort. Fiir den Anteil von C,, erhilt man mit der analytischen
Stérungsrechnung folgende Zusammenhinge (Kaula, 1964):

aQ = 35:13 .

——=Cy —F—"—zcosi

dt Zaz(l—ez)

do = 3na’

— =Chp |1 -5cos?i 8.2.1)
T ( ) ‘
= = 3

ﬂ:ﬁnfzo_—%-’la-i—u——(Scoszi—l)

at 4a’4{l-e?

a_di_de o

dt dt drt

Die Bahnneigung 7, die Exzentrizitit e und die grofe Halbachse a werden durch C,, nicht sikular
gestort. Desweiteren kann man daraus erkennen, daB Polbahnen (i = 90 [°]D keine Wanderung der
Knotenlinie wegen 520 aufweisen. Fiir / < 90 [°] ergibt sich ein Knotenriicklauf, fiir 7 > 90 [°] ein
Knotenvorlauf,

Fiir Bahnen mit einer Bahnneigung i ~ 63.4 [°], der sogenannten kritischen Bahnneigung (i) gehen
Anderungen der Perigdumslage gegen Null, wobei zu beiden Seiten dieser Bahnneigung die sikulare
Apsidenstérung verschiedenes Vorzeichen hat. Fiir Bahnen mit i < iy erreicht der Satellit das
Perizentrum spater, fiir 7 > i, dagegen frilher. Umlaufzeiten, die bzgl. dem Perizentrum ausgedriickt
werden, sind wegen der Wanderung der Apsidenlinie nicht mehr konstant. Mit den Formeln (8.2.1)
konnen dann Vergleichswerte fiir die mit der Vorgchensweise 8.3 bestimmten Anderungsraten
berechnet werden.

Langperiodische Stérungen werden durch die Wanderung der Apsidenlinie hervorgerufen und haben
oft Wellenléngen von mehreren 100 Tagen. Wiederum wirken besonders zonale Koeffizienten. Sie
bewirken langperiodische Storungen in 2 @, sowie e und 7. In  Anbetracht des relativ kurzen
berechneten 8-h-Orbits ist die Unterscheidung zwischen sikularer und langperiodischer Stérung in aus
Ephemeriden abgeleiteten Stérungen u.U. nicht einfach.
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Kurzperiodische Stérungen hingen mit der Umlanfzeit des Satelliten und der Rotation der Erde
zusammen. Sie werden allein durch sektorielle und tesserale Koeffizienten hervorgerufen. Als lingste
Periode einer Storung, verursacht durch eine tesserale Harmonische der Ordnung m = 1, ist ein Tag.
Zusammenfassend kann man eine Ubersicht angeben, welche Typen von Storungen auf cin Kepler-
Element wirken. Die Gesamtstérung ist dann die Uberlagerung aller méglichen Einzelstorungen.

Parameter Sakular Langperiodisch Kurzperiodisch
A - - X
E “ X x
I - X X
0 X X X
@ X X X
M X X X

Tabelle 8.2: Charakteristik von Elementstérungen (Seeber, 1989)

8.3 Berechnung von Kepler-Elementen aus Ephemeriden

Ausgehend von den numerisch integrierten Ephemeriden kann man fiir jeden Integrationszeitpunkt
einen Satz von sechs Kepler-Elementen angeben die fiir diesen Zeitpunkt giiltig sind. Die Variation
der Kepler-Elemente von Zeitpunkt zu Zeitpunkt kann dann quantitativ und qualitativ mit Werten aus
der analytischen Stérungsrechnung verglichen werden.

Es gelten zur Berechnung der Kepler-Elemente aus gegebenen Ephemeriden folgende Formeln:

GM .7
Vzr—ZGMErde ’

C JC +C2 |
tan 2= —2L tanj= 2“2 8.3.1)
e= 1—£, cosco=<I?,}3),
a
cos 2
mit: C=Fx¥ K=|sinQ
0
é Cal - -
C,===|C, ﬁ:imsv—(éox—)smv
S i’
0
2
p= ¢ cosv:p
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8.4 Ergebnisse: Stérungen aufgrund des anisotropen Gravitationsfeldes

Zunéchst wurde der EinfluB eines anisotropen Gravitationsfeldes entwickelt als Kugelfunktionsreihe
bis Grad und Ordnung #mar = Mme = 10 auf den Betrag des Ortsvektors dargestellt. Abbildung 8.2 zeigt
das Ergebnis. In der oberen Graphik ist die Differenz der Betrige der Ortsvektoren der ungestirten
und der gestorten Bahn dargestellt. Die Differenz liegt nach ca, 5 Umléufen im Bereich von 0 [km] < d
<9 [km]. Da d stets groBer als Null ist sieht man, daB die gestérte Bahn stets betragsmiBig innerhalb
der ungestérten Bahn liegt. d erreicht im Apogéum die groBiten Werte ( 8 — 9 [km]), im Perigium ist 4
<1 [km]. Wegen der exzentrischen Bahn wirken die Stérungen nicht gleichmaBig, sondern variieren
mit dem Umlauf des Satelliten. Die Anzahl der Satellitenumlaufe 148t sich direkt aus dem Verlauf von
d ablesen.

d = Jungestérter Ortsvektor] - |gestérier Ortsveidor(n = m = 10)|

din fiem]

N

o} 1 2 3 4 5 ]

d = |gestérter Ortsvekton(n = m =10)| - jgestdrier Crisveldor (c20)]

= ol ..}_,;._.d.._‘.z.../_ \.\\’/ \\ / \ /,
: i \.,// \ \-//
-0.5 .
=] 1 2 3 4 5 15}

tn]

Abbildung 8.2: Stérung einer Satellitenbahn durch Gravitationsfeld entwickelt bis Mgy = Mg = 10

Berechnet man eine mur vom C,)-Term gestérte Bahn, bildet anschlieBend die Betrage der
Ortsvektoren und zieht diese von den Betrigen der mit einem 10er Feld gestorten Ortsvektoren ab, so
erhélt man den EinfluB aller Koeffizienten dieses 10er Feldes ausschlieBlich des C,, -Terms.

Dies ist in der unteren Graphik von Abbildung 8.2 dargestellt. Der Hauptanteil der Storungen auf eine
wegen der Inhomogenitit des Gravitationsfeldes der Erde verursachten Stdrung beruht wie zu

erwarten auf dem C,-Term. Die restlichen harmonischen Koeffizienten verursachen nach ca. 5
Umldufen Abweichungen kleiner + 0.75 [km], wobei die Abweichungen in der Zeit zunehmen.

In einem weiteren Schritt wurden die Stérungen verursacht durch das 10er Feld bzgl. der Kepler-
Elemente ausgedriickt. Dazu wurde mit den Formeln (8.3.1) fir jeden Zeitpunkt solche Elemente
berechnet und mit den konstanten Elementen der ungestorten Kepler-Bahn verglichen. In Abbildung
8.3 ist die Storung auf die groBe Halbachse dargestellt. Man sieht kurzperiodische Storungen auf die
Halbachse im Bereich + 4 — 5 [km]. Dies ist fiir a eine charakteristische Elementstérung, die nur
solche kurzperiodischen Stérungen aufweist (vgl. Tabellel ).

Die Wanderung der Knotenlinie ist in Abbildung 8.4 dargestellt. Entsprechend der Bahnneigung ergibt

sich eine negative Wanderungsrate der Knotenlinie, d.h. £2 wird im Lauf der Zeit kleiner bzw. die
Knotenlinie wandert Richtung Westen. Aus den Ephemeriden kann man eine mittlere Drehrate von
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8= -4.45-];:7!;;~ ableiten. Mit der Formel aus (8.3.1) ergibt sich fiir den Anteil von C,, ein Wert von

4% =-3.98 7. Der Hauptanteil riihrt also von der Erdabplattung her.

Stérung in der gr. Halbachse a
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Abbildung 8.3: periodische Stérung der Halbachse a, £

Stérung in der Rektaszension Omega

[l
yd

[h}

Abbildung 8.4: Stérung von (2, 42

Die iibrigen Koeffizienten und Abhéingigkeiten zwischen den Einzelstérungen bedingen die Differenz
der beiden numerischen Ergebnisse fiir die Drehrate 42 . Wie man am Verlauf von 43 erkennen kann

ist die sikulare Stérung von kurzperiodischen Stdrungen iiberlagert. Langperiodische Stdrung sind
gemdhB der Stérungsrechnung ebenfalls enthalten, kénnen jedoch aus der Graphik wegen der Kiirze des
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Bahnbogens nicht abgelesen werden. Fir Abbildung 8.4 wurde aus den Ephemeriden fiir jeden
Zeitpunkt ein Wert fiir die Rektaszension des aufsteigenden Bahnknotens £Xr) berechnet und

anschliefend das arithmetische Mittel £2 von jedem £X£)-Wert abgezogen.
Die Bahnneigung 7 und die numerische Exzentrizitit e weisen nur kurz- und langperiodische

Stérungen auf. In den Abbildungen 8.5 und 8.6 sind v.a. kurzperiodische Storungen auf diese
Elemente erkennbar.

Stérung In der Bahnnelgung |
T

0.4

[l

Lo B Tl T N SOOIt o T ..........,4...5................A..... e e b s mme e era e,
;

0.05 oo,

-0, .
050 1 2 3 4 ] 6 7 8

ih]

Abbildung 8.5: Storung der Bahnneigung 7, £

Die Zunahme der Bahnneigung ist als Ausschnitt einer langperiodischen Storung zu interpretieren.
Auch in der Graphik fiir die Stérung der numerischen Exzentrizitit sind kurzperiodische Anteile dirckt
sichtbar. Langperiodische Einfliisse dagegen sind unmittelbar nicht erkennbar.

x 10" . Stérung in der numer, Exzentrizitét
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Abbildung 8.6: Stérung von e, 2
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AbschlieBend wurde die Drehrate der Apsidenlinie 42 untersucht. Aus den berechneten Ephemeriden

kann man einen Wert von <2 = 0,693 -J-%g- ableiten. Ein entsprechender Wert nur wegen Stérung durch

Cy ist 92=09967—. Wiederum resultieren die Unterschiede aus den Anteilen der ibrigen

Koeffizienten. Mit e = 0.01 ist die Bahn des Satelliten relativ gering exzentrisch, so daB sich insgesamt
eine relativ geringe Wanderung der Apsidenlinie ergibt. Abbildung 8.7 zeigt das Ergebnis.

Stérung der Perigdumsiage omega
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Abbildung 8.7: Stérung von w, 42

8.5 Bewertung: Stérung aufgrund des anisotropen Gravitationsfeldes

Zusammenfassend kann man sagen, daB die zu erwartenden Stérungen auf die Bahn eines Satelliten
wegen eines inhomogenen Gravitationsfeldes der Erde mit den numerisch integrierten Ephemeriden
qualitativ verifiziert werden konnten. Vergleichswerte fiir die Drehrate der Knotenlinie und die
Drehrate der Apsidenlinie aus der analytischen Stdrungsrechnung bzw. den berechneten Ephemeriden
stimmen gut iiberein. Zusammen mit den Ergebnissen das Abschnitts 7. Jacobi-Integral wird das
Modell fiir das anisotrope Gravitationsfeld als richtig bestitigt.
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9. Interpolation von Priizessions-, Nutationswinkeln

Der Ubergang vom erdfesten Bezugssystem ins raumfeste Bezugssystem (oder umgekehrt) wird durch
Drehmatrizen beschrieben, deren Argumente die momentane Priizessions-, Nutationswinkel, sowie die
momentane Schiefe der Ekliptik sind. Diese Winkelargumente sind fir eine Beschreibung der
gegenseitigen Orientierung oben genannter Bezugssysteme unerliBlich.

Tors =SNPR, (=&, )ys : ' (9.1)

mit - P=R,(~z,)R,(6,)R,(-¢,)
N=R,(~¢, - AR, (-AF)R (¢,)
S = R, (GMST)

Da SATLAB 1.0 die Polbewegung bislang nicht beriicksichtigt, wurden in (9.1) entsprechende
Ausdriicke weggelassen.

Die Winkelargumente der Prazession, Nutation und Schiefe der Ekliptik (vgl. Kapitel 2.3, 2.4, 2.5)
werden mit Hilfe von vereinbarten Theorien berechnet (vgl. Kapitel 2.4, 2.5).

In SATLAB 1.0 ist das Bezugssystem der Bahnintegration das quasi-inertiale ICRF in geozentrischer,
ekliptikaler Lage. Die auf den Satelliten witkenden Beschleunigungen werden aber in dem Jeweils
geeigneten System berechnet, also z.B. Beschleunigung wegen Gravitationsfeld der Erde im erdfesten
Bezugsystem oder Drittkrperstorung im ICRF in geozentrischer, ekliptikaler Lage. Von daher ist es
notwendig, die Transformationen bzw. Riicktransformationen in (9. 1) fir jeden Rechenschrtt der
numerischen Integration zu bestimmen. Dies kann je nach verwendeter Priizessions-, Nutationstheorie
und der gewdhlten Integrationsschrittweite (z.B. df = 60 [sec]) sehr mithsam und damit zeitaufendig
sein. Oft wird daher als Bezugssystem der Integration der Bewegungsgleichung das wahre
Aquinoktium des Datums (TDS) verwendet. Dadurch sind zuniichst nur Rotationen fiir Erddrehung
und Polbewegung auszuwerten. Jedoch miissen die wegen Prazessions- und Nutationsbewegung
entstechenden Trigheitskrafte beriicksichtigt werden.

Dazu kann man, wie Reigber in Reference Frames in Astronomy and Geophysics (1989) anregt, die
Winkel fiir Prézession und Nutation, sowie entsprechende Anderungsraten der Winkelargumente fiir
den zu berechnenden Orbit fiir groBere Intervalle Ar innerhalb der Zeitdauer des Orbits mit Hilfe der
exakten Theorie vorausberechnen, um dann mit diesen Werten wihrend der Integration entsprechende
Ausdriicke fiir den jeweiligen Integrationszeitpunkt zu interpolieren.

Diese Idee wurde im Rahmen dieser Diplomarbeit in abgewandeiter Form aufgegriffen. Das
Bezugssystem der Bahnintegration bleibt das ICRF in geozentrischer, eklitpikaler Lage. Statt nun die
Theorien fir Prizession, Nutation fir jeden Integrationsschritt auszuwerten, werden fir den
Bahnintegrationszeitraum mit einem festen Zeitintervall 4¢ die Winkelargumente fiir Prizession,
Nutation und Schiefe der Ekliptik vor der Integration mit der exakten Theorie bestimmt und tabelliert.
Wihrend der numerischen Integration der Bahn werden dann entsprechende Winkelargumente mit
Hilfe diescr Tabellen interpoliert. Wegen der relativ geringen Anderungsraten in den Winkeln fiir
Prizession und Nutation wird eine lineare Interpolationsvorschrift vorgeschlagen. Die Idee ist also
eine Verkirzung der Rechenzeit durch Interpolation der Winkelargumente fiir Prézession, Nutation
und Schiefe der Ekliptik aus vorausberechneten Werten zu erzielen.

In diesem Abschnitt wird diese Vorgehensweise untersucht und iiberpriift, ob damit eine Verkiirzung
der Rechenzeit bei entsprechenden numerischen Ergebnissen zu erzielen ist.
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9.1 Vorgehensweise

Es wurde zunichst ein 5-Tage-Orbit cines GPS-Satelliten mit dem m-File numsat.m auf zwei Arten
berechnet.

1) Die Winkel fiir Prizession und Nutation wurden mit den m-Files Prezwink2.m, Nutwink2.m fiir
jeden Integrationszeitpunkt ausgewertet und daraus entsprechende Drehmatrizen berechnet. Die
so berechnete Bahn dient als Referenzbahn. Prezwink2.m und Nutwink2.m enthalten die vom
IERS empfohlenen Theorien, wie ste in den Kapiteln 2.4, 2.5 beschrieben sind.

2) Die Winkel der Prizession und Nutation wurden mit Hilfe der m-Files Prezwink2.m und
Nutwink2.m fiir die Bahn fiir ein Zeitintervall von Af = 6 [h] vor der eigentlichen Integration
berechnet (m-File prenutprez.m). Die so berechneten Werte werden in den Matrizen Nuta.mat,
Prez.mat und epsilon.mat gespeichert. In der Integration werden diese gespeicherten Matrizen
aufgerufen und entsprechende Winkel fiir den jeweiligen Integrationszeitpunkt durch lineare
Interpolation gewonnen.

Die auf diese Weisen berechneten Bahnen werden bzgl. Abweichungen ihrer Ephemeriden und der
bendtigten Rechenzeiten untersucht. Beide Bewegungen wurden nur unter EinfluB des Kepler-Terms
des Gravitationfeldes der Erde numerisch integrieri( d.h. ungestérte Bahnen).

9.2 Lineare Interpolation

Unter der Annahme, dal sich die Winkelargumente fiir entsprechend kurze Zeitriume nur linear
innerhalb dieser Zeitrdume 4ndern, werden die Winkel aus vorausberechneten Werten nach folgender
Vorschrift interpoliert.

Essei #der jeweilige Integrationszeitpunkt, fiir den gilt
% € [T}, T;+,1], wobei
T, T;+; Zeitpunkte der vorausberechneten Prizessions-, Nutanomwmkel sind.
T=[T), T, .., Ty, ... T
hier: AA=T;-T;=6[h]

Gesucht ist nun die Grofe G(t)) mit G € [z, 8y, i, AF, &, Aé]. Diese wird nun mit Hilfe folgender
linearen Interpolationsvorschrift berechnet.

Es gilt:
G(t;)=G(T) +m-(G(T,y)-G(T), (©.2.1)
. dr;
mit m =~ und
At
d{,. =f— T,
G® A
/, G(Tiny)
Gtt) | 4G=G(Tuy - G(T)
Gy
dy, At
I
Ti t_; T,'+1 Zeit

Abbildung 9.1: Lineare Interpolation
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G(T}), G(T:,) sind darin die mit Hilfe der ,exakten® Theorien aus Prezwink? m und Nutwink2.m
vorausberechneten Winkel. Fiir den Zeitraum At = T}y, - 7; = 6 [h] konnen die Anderungen der G(t)
als linear betrachtet werden. Die jeweilige GroBe G(t) ergibt sich dann aus der vorausberechneten
GréBe G(T)), wobei T; < f;, an der ein skalierter Zuschlag m-AG angebracht wird.

9.3 Testparameter

Fir den Satelliten wurden mit folgenden Kepler-Elementen Startwerte fur denselben im
geozentrischen, ekliptikalen Newton-System berechnet.

Der Satellit startet im Perigdum am 6.5,1998 0" TDT. Als Endzeitpunkt wurde der 11.5.1998 0" TDT
gewidhit. Die Orbit betrégt also fiinf Tage. Alle dr = 120 [sec] wurden Ephemeriden berechnet. Die
Bewegung ist gravitativ und nichtgravitativ ungestért. Zur Integration der Bewegungsgleichungen
wird das Mehrschrittverfahren odel13 verwendet.

ain[km] | 26560
e 0
iinf°] 55
2in [°] 30
@ in [?] 60

Tabelle 9.1: Satellitenparameter, Interpolation Prizessions-, Nutationswinkel

Die Satellitenparameter gelten bzgl. dem Ekliptiksystem. Die Bahn des Satelliten entspricht in etwa
einer GPS-Satellitenbahn. Es wurde ein Orbit mit einer groBen Halbachse gewihlt damit sich etwaige
Orientierungsunterschiede, die aus der Berechnung der Bahn mit interpolierten Nutations~ und
Prizessionswerten herrithren kénnen, besonders deutlich werden.

Die Dauer des Orbits von finf Tagen hat fir aus der Interpolation resultierende mogliche
Orienticrungsunterschiede der beiden Bahnen ebenfalls eine Bedeutung. Es werden zwar alle sechs
Stunden Prizessions- und Nutationswinkel verwendet, die mit Hilfe der ,exakten* Theorien
vorausberechnet wurden, so dafl die Abweichungen dieser Winkel innerhalb eines solchen Intervalls
relativ gering bleiben. Jedoch verursachen Abweichungen in den Winkeln, die innerhalb eines 6-
Stunden-Intervalls interpoliert werden Abweichungen in den Ephemeriden, die mit der Zunahme der
Dauer des Integrationsintervalls anwachsen und iiber ein tolerierbares MaB hinausgehen kdnnen. Die
Ursache dafiir liegt in den fiir das jeweilige Interpolationsverfahren typischen Rundungs - bzw.
Absolutfehlern. AuBerdem wurde ein 5-Tage-Orbit gewahlt, um Unterschiede in der Rechenzeit
deutlich sichtbar zu machen.

9.4 Ergebnisse: Interpolation von Prizessions-, Nutationswinkeln

Die Abweichungen dx, dy, dz in den kartesischen Komponenten bzgl. dem Ekliptiksystem der beiden
Bahnen fiir den 5-Tage-Orbit liegen im Submillimeterbereich (vgl. Abbildung 9.2). Dabei werden die
maximalen Abweichung jeweils innerhalb des 6-Stundenintervalls erreicht. Damit wird die oben
vorgeschlagene Moglichkeit als Alternative zur expliziten Berechnung von Prizessions- und
Nutationswinkeln fiir jeden Integrationsschritt bestitigt. Dic sich ergebenden Abweichung in den
Bahnen sind vernachlassigbar klein.

Hinsichtlich der Rechenzeit ergab sich jedoch nicht der gewiinschte Effekt einer Verkiirzung. Unter
Verwendung der expliziten Berechnung der Prizessions- und Nutationswinkel ergab sich eine
Rechenzeit von #z = 53.17 [sec]. Im Fall der Interpolation der entsprechenden Winkel ergab sich eine
Rechenzeit von fri = 64.70 [sec]. Statt der gewiinschten Verkiirzung ergab sich also eine
Verlingerung der Rechenzeit um etwa 22 %. Fiir einen 1-Tag-Orbit und einen 10-Tage-Orbit ergaben
sich dhnliche Werte (vgl. Tabelle 9.2).

Die Ursache fiir die kiirzere Rechenzeit, trotz der expliziten Auswertung der Formeln fiir Priizession
und Nutation fur jeden Integrationsschritt liegt darin, daB der zunichst scheinbar rechenintensive
Anteil der Auswertung der Nutationsreihen mit je 106 Gliedern in MATLAB bequem
matrizenorientiert programmiert werden kann (vgl. m-File Nutwink2.m). Da die entsprechenden
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Glieder als Vektor bzw. Matrix gespeichert sind und bei der Verarbeitung als ein ,Objekt’ in
MATLAB betrachtet werden, ergibt sich eine geringere Rechenzeit, als bei der Interpolation. Dort
muBl fir jeden Integrationsschritt zunichst der entsprechende Wert aus Matrizen bzw. Vektoren

herausgefunden werden und kann dann erst weiterverarbeitet werden.
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Abbildung 9.2: Abweichungen der kartesischen Komponenten fiir 5-Tage-Orbit

Von daher wird die explizite Berechnung der Priizessions- und Nutationswinkel fur Jjeden
Integrationspunkt mit den m-Files Prezwink2.m und Nutwink2.m beibehalten.

Lexplizit [sec) Linterp. frec) ot [%]

1-Tag-Orbit 11.87 14.55 22.6

5-Tage-Orbit 53.17 64.7 21.7
10-Tage-Orbit 107.43 128.63 19.7

Tabelle 9.2: Rechenzeiten fiir Satellitenorbits mit ,exakten’ und linear interpolierten Nutations-,

Prizessionswinkeln

9.5 Bewertung: Interpolation von Prizessions-, Nutationswinkeln

Die alternative Berechnung von Winkeln fir Prizession und Nutation durch lineare Interpolation
vorausberechneter Werte ergibt vernachlissigbare Abweichungen fir Satellitenephemeriden im
Vergleich zur Berechnung von Satellitenephemeriden unter Auswertung der exakten Theorien fir
Prézession und Nutation. Eine Verringerung der Rechenzeit konnte jedoch nicht erzielt werden.



EinfluB von Drittkérpern 63

10. Einfluf} von Drittkérpern

In SATLAB 1.0 sind zwei Modelle zur Beriicksichtigung von Stérbeschleunigungen aufgrund der
Gravitationswirkung von sogenannten Drittkérpern implementiert. In diesem Abschnitt wird die
Leistungsfihigkeit der beiden Module im Hinblick auf Differenzen in den integrierten
Satellitenephemeriden sowie der benétigten Rechenzeit mit verschiedenen Orbits untersucht.
Wesentliches Unterscheidungskriterium der gewahlten Testorbits ist deren Flughohe bzw. groBie
Halbachse, da die Drittkdrperstdrung von Seiten des Satelliten durch den Abstand desselben von den
Drittkérpern abhdngt. Wie nachfolgende Testrechnungen zeigen werden, rithrt der Hauptanteil der
Drittkérperstérungen von Sonne und Mond her. Diese wurden in SATLAB 1.0 als defanlt-Werte bei
der Beriicksichtigung von Drittkérpern eingestellt, d.h., sobald ein Modell fiir die Drittk6rperstrung
angewihlt wird, ist der Einfluf Sonne und Mond in der Integration enthalten. Dariiber hinaus kénnen
optional folgende Planeten mit einbezogen werden:

Drittkérper | Einstellungen GM-Werte in [":’—:]
Sonne default 1.327124.10"
Mond default 4.902671-10°
Mars optional 4.282830-10*
Venus optional 3.248585-10°
Saturn optional 3.794061-10’
Jupiter optional 1.267128-10°

Tabelle 10.1: Drittkérper in SATLAB 1.0, GM-Werte IERS-Conventions 1996

Der EinfluB der itbrigen Plancten des Somnensystems ergab bei Testrechnungen vernachlissigbar
geringe Werte, so dafl auf deren Beriicksichtigung verzichtet wurde. Mit diesen Stérkérperm wurden
nun die in Tabelle 10.2 zusammengefaiten Testrechnungen durchgefithrt.

“Test Stérkorper Satellit Modell

...Al Sonne, Mond niedrigfliegend Ephemerideninterpolation
A2 Sonne, Mond hochfliegend Ephemerideninterpolation
B alle Storkérper aus Tab. 10.1 hochfliegend Ephemerideninterpolation
Cl Sonne, Mond niedrigfliegend mittlere Bahnelemente
C2 Sonne, Mond hochfliegend mittlere Bahnelemente

Tabelle 10.2: Testrechnungen fir Drittkérper

10.1 Testparameter

Aus gewihlten Kepler-Elementen wurde mit dem m-file startm Startwerte fiir etnen niedrig- und
einen hochfliegenden Satelliten bzgl. dem geozentrischen Ekliptiksystem berechnet. Die beiden Orbits
unterscheiden sich in den Kepler-Elementen nur in ihrer groBlen Halbachse. Tabelle 10.3 faft die
gewdhlten Kepler-Elemente zusammen.

Kepler-Elemente | niedn hoch
ain [km] 7000 | 26560
e 0.01 0.01

iin[7] 55 55
£in [°] 30 30
@in [] 60 60

Tabelle 10.3: Satellitenparameter, EinfluB von Drittkérpern
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Integrationsbeginn; fsare = [1998 6 30 12.0] (TDT)
Integrationsende: - tenge = [1998 6 30 13.0} (TDT)
- Zeitinkrement: df =60 [sec]

Die Satelliten starten jeweils zum Zeitpunkt fs,: im Perigium. Damit sind die Startwerte der
numerischen Integration eindeutig festgelegt. Die Storung auf die Bahn des Satelliten riihrt allein von
Drittkérpern her; fiir das Gravitationsfeld der Erde wurde nur der Zentralterm zugelassen. Fiir jeden
Testfall wurde als Referenzbahn eine Bahn unter EinfluB des Zentralterms numerisch integriert.
AnschlieBend wurde Koordinatendifferenzen zwischen gestérten und ungestérten Ephemeriden bzgl.
dem geozentrischen, inertialen Ekliptiksystem berechnet.

10.2 Ergebnisse: Einflufl von Drittkérpern

Zunichst wurde der Einfluf aufgrund der Gravitationswirkung von Sonne und Mond auf die Bahn des
niegrigfliegenden Satelliten untersucht (Test A1). Abbildung 10.1 zeigt das Ergebnis fiir einen 3-h-
- Orbit. Dargestellt sind die Koordinatendifferenzen der ungestérten und gestdrten Ephemeriden (beide
Bahnen wurden numerisch integriert). Es ergeben sich Abweichungen bis zu + 6 [m]. In den Betriigen
der ungestorten und gestorten Ortsvektoren erreicht die Differenz einen maximalen Abweichungswert

von -1.5 {m].

ihgestarte Bahh - gestorte Bahn {hurSohive + Morid)

19 T

Abbildung 10.1: EinfluB Sonne, Mond auf 3-h-Orbit eines niedrigfliegenden Satelliten

Fir einen hochfliegenden Satelliten (Test A2) erreichen die Abweichungen wegen der
Drittkdrperstérung verursacht durch Sonne und Mond z.T. wesentlich groBere Betrige. Dies zeigt die
allgemeine Zunahme der GroBenordnung einer Drittkdrperstrung mit Zunahme der groien Halbachse
einer Satellitenbahn und der damit verbundenen Verringerung des Abstandes zum jeweiligen
Drittkorper, die aus dem Modell fiir die Drittkdrperstérung abgelesen werden kann. In diesem
konkreten Fall betragen die maximalen Koordinatendifferenzen zwischen ungestérten und gestérten
Ortsvektoren fiir dx = 43.6 [m], fir dy = 3.3 [m] und fiir dz = 141.1 [m]. In den Betrigen der
Ortsvektoren wird eine maximale Abweichung von dr = 35 [m] erreicht (vgl. Abbildung 10.2).

Da das Zeitintervall mit 3 [h] fiir den hochfliegenden Satelliten sehr kurz ist (der Satelliten durchliuft
in diesem Zeitraum nur etwa ein Drittel seiner Bahn) und damit die Dauer der Stérungen von Sonne
und Mond ebenfalls kurz sind, wurde fiir diesen Satelliten ein 3-Tage-Orbit berechnet.
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Aus Abbildung 10.3 kénnen die verursachten Stérungen in den Richtungen und den Betriigen
zwischen ungestérten und gestorten Bahnvektoren abgelesen werden. Die Koordinatendifferenzen dvx,
dy, dz erreichen Werte bis zu 5 [km]. In den Betriigen erreichen die Abweichungen eine
GréBenordnung von ca. 500 [m].
Die Drittkorperstorung von Sonne und Mond bewirken in starkem Male eine Anderung der Richtung
der Ortsvektoren des Satelliten, die in der Zeit wichst (Aufschaukeln), wihrend sein Abstand vom
Geozentrum im Vergleich zur ungestérten Bahn relativ geringe Stérungen erfihrt und nur langsam in
der Zeit anwichst. Die maximale Abweichung wird bereits iiber den ersten Satellitenumlanf erreicht,
danach erkennt man eine mit dem Satellitenumlauf gehende periodische Abweichung in dr, die
langsam in der Zeit zunimmt. '
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Abbildung 10.2: Einfluf Sonne, Mond auf 3-h-Orbit eines hochfliegenden Satelliten
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Abbildung 10.3: EinfluB Sonne, Mond auf 3-Tage-Orbit eines hochfliegenden Satelliten
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Der nichste Test diente der Untersuchung des Einflusses der iibrigen in SATLAB 1.0 zugelassenen
Storkorper (Mars, Venus, Saturn, Jupiter) auf dic Bahn des hochfliegenden Satelliten fur den 3-Tage-
Orbit (Test B). In der Integration dieser Bahn wurden also zusitzlich zu Sonne und Mond die
Drittkdrper Mars, Venus, Saturn und Jupiter beriicksichtigt. Die so berechneten Ephemeriden wurden
von den Ephemeriden, die nur die gravitative Storung von Sonne und Mond beinhalten abgezogen.
Damit ergab sich ein numerischer Vergleich des Einflusses der iibrigen Storkorper fiir die gestorte
Satellitenbewegung (vgl. Abbildung 10.4). Wiederum sieht man das Aufschaukeln in den Differenzen
dx, dy, dz mit dem Satellitenumldufen, wihrend die Amplitude der radialen Abweichung dr nur relativ
Iangsam anwichst.

Insgesamt sind die Abweichungen relativ gering (im Vergleich zum EinfluB von Sonne und Mond).
Dennoch werden Abweichungen im [cm]-Bereich erreicht, so daB fiir eine moglichst

-dgesterte Biahr{Mat, Yenis: dubiter, SEnim»
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Abbildung 10.4: EinfluB Mars, Venus, Jupiter, Saturn auf hochfliegenden Satelliten

genaue Ephemeridenbestimmung eines hochfliegenden Satelliten Mars, Venus, Saturn und Jupiter in
der Bahnintegration beriicksichtigt werden sollten.

DaB in dr die maximale Grofenordnung der Storung bereits im ersten Umlauf nahezu erreicht wird
und dann nur relativ langsam in der Zeit zunimmt liegt daran, dabB sich die Positionen der Storkdrper
wihrend der Satellitenbewegung kaum dndern. Wihrend der Satellit also einen vollen Umlauf um das
Geozentrum vollzogen hat, sind die Storkérper um ihren Bahnmittelpunkt mur geringfligig weiter
gewandert. Im nichsten Umlauf des Satelliten besteht zwischen allen beteiligten Korpern fast dieselbe,
nur geringfiigig gednderte Geometrie, so daB der Betrag der Storbeschleunigung in identischen
Bahnpunkten zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Umldufen nahezu gleich ist.

Die Richtung dagegen variiert wesentlich stirker, da in jedem Umlauf die Stérungen additiv wirken
und so relativ grole Abweichungen von der Bahnebene des Satelliten verursachen. Die Bewegung des
Satelliten ist also nicht mehr, wie im ungestorten Fall eine ebene Bewegung.

Int den bisherigen Tests wurden die Planetentrter mit Hilfe der Lagrange Interpolation aus prazidierten
Planetenortern berechnet. In den nachfolgenden Tests vom Typ C wurden Ephemeriden der Storkérper
aus mittleren Bahnelementen berechnet und in der Bahnintegration verwendet. Die so berechneten
Satellitenephemeriden wurden mit denen aus den Tests A wund B  Thinsichtlich
Koordinatenunterschieden und der Rechenzeit verglichen.
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Fiir die Koordinatendifferenzen gilt wiederum das geozentrische, quasi-inertiale Ekliptiksystem als
Bezugssystem.

Zunichst wurde der 3-Tage-Orbit des hochfliegenden Satelliten, dessen Bewegung durch die
Gravitationswirkung von Sonne und Mond gestort wird, unter Verwendung von entsprechenden
Ortemn fiir Sonne und Mond, berechnet aus mittleren Bahnelementen, untersucht. Als Vergleichsbahn

dient die in Test A2 berechnete Bahn.
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Abbildung 10.5: Verwendung verschiedener Planetenephemeriden

Abbildung 10.5 zeigt das Ergebnis. Wahrend die radialen Abweichungen vernachlassigbar gering sind,
ergeben sich in den Richtungen der Ortsvektoren des Satelliten deutliche Abweichungen im [m]-
Bereich. Fiir einen hochfliegenden Satelliten wird zur Berechnung der Orter der Storkorper die
Interpolation aus vorausberechneten Planetenephemeriden empfohlen.

Die Ergebnisse aus diesem Test deuten darauf hin, daB in der Vorgehensweise Planetenérter mit
mittleren Bahnenelemente zwar die geozentrischen Entfernungen gut modelliert werden, geozentrische
Richtungen dagegen nur ungenau. ' '

Der Vorteil der Methode mit mittleren Bahnelementen lige in der eindeutigen Verkirzung der
Rechenzeit. Fiir die Berechnung des 3-Tage-Orbits unter Verwendung der Interpolationsmethode wird
eine Rechenzeit von #,, = 7 [min] 38.41 [sec] benétigt, fir denselben Orbit unter ‘Verwendung
mittlerer Bahnelemente (Test C1) dagegen nur #z; = 60.97 {sec] ! Die Verkiirzung der Rechenzeit
betrégt hier etwa einen Faktor 7.

Dieser Wert wurde in einem weiteren Test bestitigt. In Test C2 wurde nun das Verhalten im Falle des
niedrigfliegenden Satelliten fiir den 3-h-Orbit untersucht. Als Vergleichsbahn dient die in Test Al
numerisch integrierte gestérte Bahn. Die Rechenzeit im Fall Al betrug £,; = 145.17 [sec], im Fall C2
dagegen nur f¢; = 20.1 [sec]. Die Verkiirzung der Rechenzeit betrigt also wiederum etwa einen Faktor
7.

In diesem Fall ergibt sich neben dem positiven Effekt der Verkiirzung der Rechenzeit, das erfreuliche
Ergebnis, dal sowohl die Koordinatendifferenzen, als auch die radialen Abweichungen zwischen
beiden gestorten Orbits sehr klein ausfallen (vgl. Abbildung 10.6). Im Falle des niedrigfliegenden
Satelliten kann also zur Berechnung der Drittkdrperstérung verursacht durch Sonne und Mond die
Methode der Berechnung der Ortsvektoren der Stérkérper aus mittleren Bahnelementen verwendet
werden. Tabelle 10.4 fabt die bendtigien Rechenzeiten aller Tests in diesem Kapitel zusammen.
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Test Rechenzeit
Al 145,17 [sec]
A2(3-h-0Orbit) 33.84 [sec]
A2(3-Tage-Orbit) 7 [min] 38.41 [sec]
B 7 [min] 55.93 [sec]
Cl 60.97 [sec]
C2 20.1 [sec]

Tabelle 10.4: Rechenzeiten bei Drittkorperstérungen
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Abbildung 10.6: Verwendung unterschiedlicher Planetenephemeriden

10.3 Bewertung: Einflull von Drittkérpern

Die von Drittkérpemn verursachte Storbeschleunigung aufgrund ihrer Gravitationswirkung kann in der
Beschreibung der Satellitenbewegung nicht vernachlissigt werden. Der Hauptanteil rithrt von Sonne
und Mond her, wiahrend die anderen Planeten relativ geringe, jedoch fiir genaue Anwendungen nicht
vemachlassigbare Stérungen verursachen. '

Fiir eine moglichst genaue Ephemeridenrechnung des Satelliten wird die Methode Interpolation der
Orter der Storkorper aus vorausberechneten Planetendrtem empfohlen. Beriicksichtigt man neben
Sonne und Mond noch Mars, Venus, Saturn und Jupiter in der Integration erzielt man noch genauere
Ergebnisse bei einer geringen Zunahme der Rechenzeit (vgl. Tabelle 10.4 , Zeile 4/5). Insgesamt ist
dic Rechenzeit mit dieser Methode relativ hoch im Vergleich zur Berechnung Planetendrter aus
mittleren Bahnelementen. Diese Methode bietet geringe Rechenzeiten, jedoch sind die Ergebnisse
ungenauer als gegeniiber der Interpolationsmethode und fir niedrigfliegende Satelliten bedingt
empfehlenswert. Sie ist jedoch sicherlich geeignet, relativ schnell Niherungswerte fiir
Satellitenephemeriden zu berechnen. Von daher wurde diese Methode ebenfalls in SATLAB 1.0

beibehalten.
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11. Einflufl der Atmosphire: Dichte mit Kugelschalenmodell

In den nachfolgenden Abschnitten wird der alleinige Einflul des Atmosphirenwiderstandes auf
verschiedene Sateliitenbahnen untersucht. Andere Stérungen wurden ausgenommen. Die Dichte wird
dabei mit dem in (4.4.4) beschriebenen Kugelschalenmodell bestimmt.

11.1 Testparameter

Das verwendete Dichtemodell gilt in einem Hhenbereich von 300 ~ 1000 [km]. Um den EinfluB der
Atmosphire iiber diesen Hohenbereich zu testen wurden zwei Orbits mit unterschiedlichen Flughdhen
untersucht. Tabelle 11.1 stellt die Kepler-Elemente aus denen Startwerte bzgl. dem geozentrischen,
quasi-inertialen Ekliptiksystem fiir die numerische Integration berechnet wurden, sowie
satellitenspezifische Parameter (angestromte Fliche, Masse, Cp-Wert) zusammen. Mit Cp = 1 wurde
ein kugelformiger Satellit gewihlt,

Satellit1 | Satellit 2
ainfkm] | 6778 7000
e 0 0.01
i 45 45
02 0 0
@ 0 0
A in [m?] 1 1
m in [ke] 300 300
Cp 1 1

Tabelle 11.1: Satellitenparameter Atmosphérenwiderstand

Im ungestorten Fall durchliuft Satellit 1 eine Kreisbahn mit einer Flughdhe von 400 [km] (bei
Annahme einer kugelfdrmigen Erde mit Rp, = 6378 [km]). Wegen der numerischen Exzentrizitat von
e =0.01 variiert die Flughche von Satellit 2 im Bereich von etwa 600 — 700 [km] iiber einer wiederum
kugelformig gedachten Erde. Beide Satelliten starten im Perigium, die Orbitdauer betriigt sechs
Stunden, wobei fiir jede Minute eine Ephemeride integriert wurde. Fiir die Satelliten wurde jeweils
eine ungestorte Referenzbahn ebenfalls numerisch integriert.

11.2 Ergebnisse: Atmosphireneinflufi mit Kugelschalenmodell

Abbildung 11.2 zeigt die Abnahme der Flughohe des Satelliten 1 itber einer kugelférmig
angenommenen Erde. Nach etwa vier Umléufen hat sich die Flughdhe um ca. 20 [m] verringert. Man
sicht eine stufenformige Abnahme der Satellitenhohe, die mit dem Satellitenumlauf geht. Dies liegt an
der zugrunde gelegten Kreisbahn und der kugelsymmetrischen Schichtung der Atmosphirendichie.

Erde kugelsymmetr. Dicheverteilung

Satellit 1 (Ausgangssituation)

Abbildung 11.1: Kreisbahn im Kugelschalenmodell
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Abnahme der Flughtdhe Ober elner kugeférmigen Erde (R=6378.137km)
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Abbildung 11.2: Abnahme der Flughhe

Die Ausgangsbahn des Satelliten 1 ist kreisformig. Der Atmospharenwiderstand bewirkt ein Absinken
in darunter liegende Hohenbereiche mit stetig zunehmender Dichte. Da nun die Dichte nicht linear mit
der Hohe zu- bzw. abnimmt und sich die Relativgeschwindigkeit Satellit-Atmosphire wegen der
Zunahme der Satellitengeschwindigkeit mit Abnahme des Abstandes von den felderzeugenden Massen
andert, ergibt sich keine lineare Abnahme in der Flughche.

Im Falle von Satellit 2 ergibt sich wegen der Exzentrizitit der Bahn ein anderes Bild. Die Exzentrizitit
der Bahn bewirkt, daB der Satellit in seinem Umlauf Schichten der Erdatmosphire mit hoherer und
niedrigerer Dichte durchfliegt, so daB sich pro Orbit Bereiche mit unterschiedlich starkem
Atmosphirenwiderstand ergeben (vgl. Abb. 11.3). In Abbildung 11.4 ist das numerische Ergebnis fiir
Satellit 2 dargestellt. Dort ist allerdings nicht die Flughéhe tiber einer kugelformigen Erde dargestellt,
sondern hier wurde die Differenz der Betriige der atmosphirisch gestdrten und ungestdrten Bahn
geplottet.

Abbildung 11.3: Exzentrische Bahn im Kugelschalenmodell
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Differenz der Betrige d. Ortsvektoren: ungestére - atrmos, gestdrte Bahn
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Abbildung 11.4: Atmosphidrische Stérung

Die Abwelchungen in den Betrigen nehmen im Mittel zwar zu, weisen jedoch unterschiedlich starke
Abweichungen auf, die von der Exzentrizitit der Bahn herriihren. Insgesamt sind die Abweichungen
mit drpe = -1.9 [m] geringer als im Fall von Satellit 1. Dics liegt an der groBeren Flughdhe von

Satellit 2.
11.3 Bewertung: Atmosphirenwiderstand mit Kugelschalenmodell

Die Annahme einer zeitlich konstanten, rein héhenabhingigen Atmosphirendichte ist an sich
unrealistisch. Fir die Bestinmung realistischer’ Ephemeriden, wie sie beispielsweise als
Naherungswerte fiir eine Ausgleichung von Beobachtungen notwendig sind, wird das Modell mit der
Berechnung der Atmosphirendichte mit CIRA86 empfohlen. Fiir schnelle Abschitzungen des
Atmosphirenwiderstandes auf die Bahn eines Satelliten liefert das Modell der Berechnung der
Atmospharendichte mit dem Kugelschalenmodell im angegebenen Héhenbereich jedoch relativ
plausible Ergebnisse.



Atmosphirenwiderstand: CIRA86 72

12. Einflul} der Atmosphire: CIRA86

In diesem Test wurde die Atmosphirendichte mit Hilfe des Atmospharenmodells CIRAB6 unter
Verwendung aktueller Daten fiir die geomagunetische Aktivitit und Sonnenaktivitit bzw. der daraus
resultierende Atmospharenwiderstand berechnet. Das CIRA86-Modell bietet die Moglichkeit fiir die
geomnagnetische Aktivitat 3-stindliche a,-Werte oder tigliche a,-Werte zur Berechnung der
Atmosphirendichte zu verwenden (vgl. Kapitel 4.4.5).

Untersucht werden in diesem Kapitel die GroBenordnung der Stérung auf cine Satellitenbahn aufgrund
des Atmosphirenwiderstandes, wenn die Dichte mit CIRA86 berechnet wird, eventuelle Unterschiede
in der GréBenordnung der Storung, wenn 3-stindliche a,-Werte bzw. tagliche a,-Werte verwendet
werden, sowie die bendtigte Rechenzeit.

12.1 Testparameter

Um einen Vergleich mit dem vorgehenden Kapitel zu erméglichen, wurden fir nachfolgenden
Testrechnungen die Testparameter aus Kapitel 11.1 (vgl. Tabelle 11.1) iibemommen. Als Testkérper
wurde Satellit 1 mit den in Tabelle 11.1 gegebenen spezifischen Bahn- und Satellitenparametern
verwendet. Es gilt damit die besondere Situation, daB der Betrag des Ortsvektors als Flughdhe iiber
einer kugelformig gedachten Erde angenommen werden kann.

Die Orbitdaner wurde in den folgenden Tests auf 24 Stunden verlingert, um Abhangigkeiten in der
Verwendung von 3-stindliche a,-Werten oder tégliche a,-Werten sichtbar zu machen. Fur das
Integrationsintervall giiltige Werte fiir geomagnetische Aktivitit und Sonnenaktivitat wurden mittels
fip von den in Kapitel 4.4.5 angegebenen Internet-Adressen bezogen. Fir die gegebenen Parameter
wurden drei Bahnen numerisch integriert:

- ungestéite Referenzbahn (nur Zentralterm) '
- atmosphirisch gestorte Bahn mit CIRA86 und 3-stiindliche a,-Werten
- atmosphirisch gestorte Bahn mit CIRA86 und tigliche a,-Werten

12.2 Ergebnisse: Atmosphireneinflul mit CIRA86

Da der Satellit im ungestorten Fall eine Kreisbahn mit einer Flughdhe von 400 {km] iber einer
kugelférmigen Erde (Rgg = 6378.137 [km]) durchliuft, stellen Abweichungen im Betrag des
Ortsvektors der aufgrund des Atmospharenwiderstandes gest6rten Bahn unmittelbar Abweichungen in
der Flughshe dar. Abbildung 12.1 stellt dies dar. Dort wurden zur Berechnung der Atmosphérendichte
mit CIRA86 3-stiindliche a,~-Werte verwendet.

Nach einem Tag hat die Flughthe um ca. 12 {m] abgenommen. Verwendet man zur Bestimmung der
Atmospharendichte das Kugelschalenmodell, so wird bereits nach sechs Stunden ein Wert von ca. 20
[m] erreicht (vgl. 11.2). Extrapoliert man diesen Wert linear, so ergéibe sich unter Verwendung des
Kugelschalenmodells nach einem Tag eine Abnahme der FlughShe um etwa 80 [m]. Di¢
Dichteunterschiede aus dem Kugelschalenmodell und CIRA86 liefern fiir diese Bahn nach einem Tag
gine Differenz in der Abnahme der Flughéhe von &dz) = 70 [m]. Die Berechnung des
Atmosphirenwiderstandes unter Verwendung des Kugelschalenmodells liefert damit wohl nur grobe
Niherungswerte fiir eine atmosphérisch gestorte Bahn,

Bildet man die Differenz zwischen den geozentrischen Ortsvektoren der ungestorten und gestorten
Bahn (bzgl. dem Ekliptiksystem) und transformiert die so bestimmten Differenzvektoren in das
,Bahnsystem®, so erhilt man Differenzwerte in Flugrichtung, senkrecht zur Bahnebene und in radialer
Richtung des Vektors Geozentrum-Massenmittelpunkt des Satelliten. Unter ,Bahnsystem® ist das (fur
jeden Zeitpunkt unterschiedliche) begléitende Dreibein mit Ursprung im Massenmittelpunkt des
Satelliten zu verstehen. Die Koordinatenrichtungen sind wie in Abbildung 12.2 dargestellt, festgelegt.
Die x-Achse zeigt in Flugrichtung, die z-Richtung in Richtung des Vektors Geozentrum-
Massenmittelpunkt des Satelliten; die y-Achse ergéinzt zum Rechtssystem.
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Abnabme der Flughshe Uber einer kugelfmigen Erde (R = B378.137 km)
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- Abbildung 12.1: Abnahme der Flughdhe

Die Abbildungen 12.3 und 12.4 zeigen die Abweichung in x-, y-, 2-Richtung. Die grofte Differenz
erhilt man in Flugrichtung bzw. entgegengesetzt dazu, d.h. der Satellit wird in Bewegungsrichtung
deutlich gebremst. Dies fihrt zur Abnahme der Flughéhe. Die in Abbildung 12.4 dargestellten Kurve
entspricht der aus Abbildung 12.1. Senkrecht zur Bahn bewirkt die Atmosphére nur geringe
Stérungen. Dies stimmt mit der Modellierung des Atmosphirenwiderstandes (vgl. Kapitel 4.4.2)
iiberein. :

Abbildung 12.2: Begleitendes Dreibein, ,Bahnsystem*

Zur Berechnung der Atmosphérendichte mit CIRA86 bzw. des Atmosphirenwiderstandes wurden
bislang 3-stiindliche a,-Werte verwendet. Berechnet man dieselbe Bahn mit entsprechenden tiglichen
a,-Werten, ergeben sich in den kartesischen geozentrischen Koordinaten der Ortsvektoren der beiden

gest6rten Bahnen Unterschiede im Bereich + 60 {m]. Die Differenzvektoren g(t) wurden wie folgt
berechnet:

d(f) = ¥, (tdgliche a }; ~Werte,f) -7, (3 - stiindliche a , —Werte,1), (12.1)

mit 7,(...) : Ortsvektoren der gestdrten Bahnen bzgl. dem Ekliptiksystem.
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Abweichung in Flugrichtyng: ungestorte - gestérie Bahn
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Abbildung 12.3: Abweichung in Flugrichtung

Abiweichung senkrecht zir Bahingbené: ingestarte - gestdite Bahn

0.15 T Y ! T

fmm]

=015 s:__:_._.

&
A

)}

Abbildung 12.4: Abweichung senkrecht zur Bahnebene
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Abwelchung In redizler Richtung: ungestérte - gesterte Bahn
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Abbildung 12.5: Abweichung in radialer Richtung

Driickt man diese Abweichungen wiederum in der Bahnebene aus, so erhilt man den groBten
Differenzwert in Flugrichtung (Abbildung 12.6).

Abwelchung in-Flugrichitung
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Abbildung 12.6: Abweichung in Flugrichtung, Verwendung téglicher bzw. 3-stiindlicher a,-Werte

Die Abweichungen senkrecht zur Bahnebene liegen im Submillimeterbereich. Die Unterschiede in
radialer Richtung zwischen beiden gestorten Bahnen erreichen ein Maximum von etwa 60 [em].
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12.3 Bewertung: Atmosphireneinflull mit CIRA86

Die Verwendung von 3-stindlichen a,-Werten bzw. tiglichen a,-Werten verursacht in der
Bahnbestimmung deutliche Differenzen in den Ephemeriden. Fiir genaue Anwendungen werden
deshalb 3-stiindliche a,-Werte empfohlen.

Der zeitliche Mehraufwand fiir die Auswertung von 3-stiindliche a,-Werten ist, wie nachfolgende
Tabelle 12.1 zeigt, relativ gering. Insgesamt sicht man jedoch, dafi die Rechenzeit mit der Bestimmung
der Atmosphirendichte mit CIRA86 im Verhaltnis zur Verwendung des Kugelschalenmodells deutlich
ansteigt.

Bahn Rechenzeit
ungestort 1 [min] 9.34 {sec]
| gestort, 3-stiindliche a,-Werte 35 [min] 55.57 [sec]
gestort, tigliche a,-Werte 31 [min] 6.69 [sec]

Tabelle 12.1: Rechenzeiten, Atmosphirenwiderstand mit CIRA86

Anmerkung: Die Verwendung 3-stiindlicher a,-Werte zur Bestimmung der Atmosphérendichte und
damit zur Bestimmung des Atmosphirenwiderstandes suggeriert eine Genauigkeitssteigerung
gegeniiber der Berechnung mit tiglichen a,-Werten, wenn man annimmt, dafl die Verwendung von 3-
stindliche a,-Werten einer feineren Modellierung der Atmosphére entspricht. Ob nun tatsichlich eine
bessere Modellierung der Atmosphirendichte durch Verwendung von 3-stiindliche a,-Werten erfolgt,
kénnte erst anhand realer Beobachtungen iiberpriift werden. Diese Uberpriifung ist noch an weitere
Bedingungen gekniipft, wie 2B. -einem Dbesseren Modell zur Bestimmung des
Atmosphirenwiderstandes (Geometrie des Satelliten, zeitlich variable angestromte Fliiche, zusitzliche
Lift-Effekte) sowie die Modellierung aller wesentlicher Storkrifte (z.B. direkter und indirekter
Strahlungsdruck, Erd- und Meeresgezeiten, usw.) und nicht nur eines Teiles der Storkrifte, wie es in
SATLABR 1.0 der Fall ist.
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13. SchluB3betrachtung und Ausblick

Die Ephemeridenrechnung von kiinstlichen Erdsatelliten durch numerische Integration der gestérten
Bewegungsgleichung ist fiir dic Auswertung von Beobachtungen der Satellitengeodisie und zur
Schitzung von Modellparametern erforderlich. Mit SATLAB 1.0: Bahnberechnung steht ein solches
Ephemeridenrechnungsprogramm zur Verfiigung. SATLAB 1.0: Bahnberechnung liefert
geozentrische, kartesische Orts- und Geschwindigkeitsvektoren bzgl. dem vereinbarten Inertialsystem
J2000.0 (in dquatorialer Lage).

Storkrifie verursacht durch das anmisotrope Gravitationsfeld der Erde, Gravitationswirkung von
Drittkérpern und Reibungswiderstand der Hochatmosphire werden in Modellen erfaBt und kénnen
optional beriicksichtigt werden. SATLAB 1.0: Bahnberechnung bietet damit die Méglichkeit einzelne
Storeinfliisse bzw. Gruppen von Storeinfliissen gezielt zu beriicksichtigen. Zur Bestimmung der
Storkrifte durch die Gravitationswirkung von Drittkérpern und dem Atmosphirenwiderstand stehen je
zwei  Alternativmodelle zur Verfiigung, die einerseits eine schnelle Bahnberechnung bei
eingeschrankier Genauigkeit, andererseits genauere Ergebnisse bei lingerer Rechenzeit erlauben.

Die implementierten Modelle wurden durch qualitative und quantitative Tests bestitigt. Von den in
MATLAB 5 zur Verfigung stehenden Integratoren bietet sich die Routine odell3 fiir ein
Bahnberechnungsprogramm an, weil sich mit diesem Mehrschrittverfahren gute numerische
Ergebnisse bei geringer Rechenzeit erzielen lassen. Insgesamt ist die Verwendung von MATLAB, als
,matrixorientierte’ Software, vorteithaft. Ein Beispiel hierfiir ist die geringere Rechenzeit in der
Nutationsberechnung mit der vollstindigen IAU-Theorie mit 106 Nutationstermen fiir jeden
Integrationsschritt im Gegensatz zur Interpolation der Nutationswinkel aus vorausberechneten Werten
(vgl. Kapitel 9).

Bei der Umsetzung der Modelle in konkrete MATLAB-Programme (sog. m-Files) wurde eine
modulare Programmierweise angestrebt. Durch die Zerlegung eines Problems in iiberschaubare
Teilabschnitte wird die tatsachliche Programmierung und die unvermeidliche Fehlersuche wihrend der
Softwareerstellung erleichtert. Fiir eine Weiterentwicklung der Software ergibt sich der Vorteil, daB
bestehende Modelle leichter geandert (z B. Verfeinerung eines bereits implementierten Modells) oder
zusdtzliche Modelle (z.B. Modell fiir Strahlungsdruck der Sonne) leichter implementiert werden
kénnen. :

In der Modellierung des Atmosphirenwiderstandes ergibt sich eine Einschrinkung durch Annahme
konstanter Werte fiir das Oberflichenmasseverhiltnis, wie sie eigentlich nur fir kugelformige
Satelliten gelten. Dies stellt fiir dic Bahnbestimmung konkreter (nichtkugelformiger) Satelliten
sicherlich einen Nachteil dar, andererseits erlaubt SATLAB 1.0: Bahnberechnung die Integration von
Bahnen beliebiger Satelliten, sofern man sinnvolle (konstante) Werte fiir die angestromte Flache 4 und
den Widerstandsbeiwert Cp angeben kann. Insgesamt ist jedoch durch Modellierung des Satelliten als
ausgedehnter Kérper in einem verfeinerten Modell fir den Atmosphirenwiderstand eine
Genauigkeitssteigerung in den Ephemeriden zu erwarten’.

SchlieBlich stellen die in SATLAB 1.0 modellierten Stérkrifte nur einen Teil der auf einen
kiinstlichen Erdsatelliten wirkenden Storeinfliisse dar. Fiir eine genauere Bahnbestimmung ist die
Modellierung folgender zusitzlicher Einfliisse erforderlich

e Zeitliche Variationen der Potentialkoeffizienten
¢ Gezeitenwirkung der festen Erde und der Ozeane
o direkter Strahlungsdruck der Sonne

¢ Albedostrahlung der Erde

e Thermische Emission

! Dies gilt dariiber hinaus fiir die durch. Storkrifie verursachten Drehmomente, Neben der Beschreibung des
Satelliten als ausgedehnten Korper, ist dort die Berechnung der Rotation des Satelliten, d h. die Bestimmung der
zeitabhlngigen Orientierung cines ,satellitenfesten‘ Bezugssystems notwendig.
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o Magnetfeld der Erde
» Relativistische Effekte
e Bahnmandver

Im Rahmen der Systemiiberginge raumfestes — erdfestes Bezugssystem ist die Polbewegung zu
beriicksichtigen. Eine spitere Implementierung dieser Modelle bzw. die Verbesserung bestehender
Modelle wird durch die modulare Programmierung von SATLAB 1.0: Bahnberechnung erleichtert.
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Anhang 1: Verfahren der numerischen Integration

Die numerische Mathematik bietet zur (numerischen) Lésung von Differentialgleichungen eine Vielzahl
von Methoden und Verfahren, mit der eine genaherte Losung der exakten, aber unbekannten Losung
bestimmt werden kann. Die Ergebnisse der numerische Integration sind also im strengen Sinne stets
- Naherungen, fiir die aber im Rahmen der Anwendung diese Naherungslésung mit geniigender
Genauigkeit gleich der exakten Losung gesetzt werden kann bzw. soll.

Gleichung (1) zeigt anhand einer skalaren Differentialgleichung 1.Ordnung die grundsatzliche
Problemstellung ’

¥ ) =fxy(x). - Q)

Die Losungsfunktion y(x} der unabhingigen Vanablen x ist unbekannt. Bekannt ist jedoch eine
Anfangsbedingung

Y(xg) =Yo. 2)

Als einfachste Methode dic Losungsfunktion durch numerische Integration zu bestimmen besteht in der
Anwendung der sog. Euler-Methode. Mit der Schrittweite / erhélt man dquidistante Stitzstellen

xe=xs+kh (k=12.) 3)
mit denen sich nach der Vorschrift

Yees = e+ Bfteey), (k=012 ..) - | @)

Niherungswerte y, der exakten Losung y(x;) bestimmen lassen. Bei der Methode nach Euler wird die
Information iiber die Tangente einer Funktion zur Bestimmung eines gendherten Verlaufs der wahren
Lésungsfunktion genutzt,

An dieser Stelle kann nur eine ausgewihlte Darstellung der Verfahren der numerischen Integration
erfolgen. Die Auswahl konzentriert sich auf die prinzipiclle Darstellung von Runge-Kutta-Verfahren,
sowie von Adams-Bashforth-Moulton-Verfahren (ABM). Beide Verfahren werden in MATLAB als
fertige Tools zur numerischen Integration von Differentialgleichungen 1. Ordnung angeboten. Das
Einschrittverfahren nach Runge-Kutta ist im Integrator ode45, das Mehrschrittverfahren nach Adams-
Bashfort-Moulton im Integrator odell3 implementiert. Eine Zusammenstellung aller Integratoren in
MATLAB findet man in Kapitel 6 (Test der Integratoren). In den Abschnitten 3, 4 werden die den
beiden Integratoren ode45 und odel13 zugrundeliegenden Verfahren erlautert.

Die Verwendung von Notation und Begriffen, sowie Herleitung von Sachverhalten ist Schwarz, HR.

(1988), S.358 ff entnommen.
1. Ein- und Mehrschrittverfahren
Zur numerischen Integration oben genannter Differentialgleichung (Gleichung (1)) kémner Ein- und

Mehrschrittverfahren herangezogen werden.
In einem Einschrittverfahren wird der zu berechnende Wert y,.; aus dem unmittelbar vorher berechneten

Wert y; bzw. der Stiitzstelle x; bestimmt, d.h.

Yesr =Yt B X, Yo, B), (1.1)

wobei  ¢(xi, , Vi, A): das gewihlte Einschrittverfahren und
h: die Integrationsschrittweite ist.
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Bei einem Mehrschrittverfahren wird der gesuchte Wert yy.; durch Verwendung der Informationen an
mehreren vorhergehenden Stiitzstellen xy, Xi.s, Xp.2 ...bestimmt also

Vivr =Y t+ h ¥y, Vi Yer Yez - h), (1.2)

wobei  ¥{Xw Yo Vs Yo --- 1) das gewihlte Mehrschrittverfahren und
h: die Integrationsschrittweite ist.

In beiden Fillen wird die Qualitit der numerischen Integration u.a. von der Schrittwette /2 gesteuert. In
den MATLAB-Routinen ode45 und odell13 wird die Schrittweite / innerhalb der Tools selbsténdig
gesteuert. Der Nutzer kann auf die Schnttweltensteuerung indirekten Einflul nehmen, indem er
Parameter fiir relative und absolute Fehler eingeben kann'.

2. Lokaler, globaler Diskretisationsfehler, Rundungsfehler

Jedes numerische Integrationsverfahren zur Bestimmung einer Losung weist aufgrund seines
Losungskonzepts Abweichungen von der exakten Losung auf. Im Rahmen der numerischen Integration
treten sogenannte lokale und globale Dlskretlsatlonsfe}ﬂer auf, die von der Wahl des
Integrationsverfahrens abhingen.

Der lokale Diskretisationsfeliler d, meint die Abweichung der exakten Losung von der genfherten
Lasung nach einem Integrationsschritt mit dem gewdhlten Verfahren. Es gilt

A 1= YXur1)-y (e}l , Vi, B), 2.1
bzw. dk+13= y(x;,”)-y(xy-h SU(xk, Vio Xieds Yieds X2 s YVie2y o-os h) (22)

Y(ke:1)-¥(xi) ist die Differenz zwischen exakten Funktionswerten an den Stiitzstellen xx. Ad(xe Ve, h)
bzw. B ¥(x, Yo Xkt Vet Xe2 » Yo, -, B) Ist die Differenz zwischen den numerisch integrierten Werte
Yerr, Ve mit dem Ein- bzw. Mehrschrittverfahren.

Der globale Diskretisationsfehler g; ist dann die Abweichung zwischen exakter und genéberter Losung
nach der Ausfithrung mehrerer solcher Integrationsschritte. Hinter dem Begriff Abweichung verbirgt
sich nur im einfachsten Fall tatsichlich die Differenz exakter Wert minus Naherungswert.

Intuitiv ist klar, daB der globale Diskretisationsfehler von lokalen Diskretisationsfehlern abhingt. Dieser
Zusammenhang sowie die Qualitat des Integrationsverfahrens wird im Begriff der Fehlerordnung zum
Ausdruck gebracht, d.h. jedes Integrationsverfahren besitzt eine bestimmte Fehlerordnung, die u.a. von
der gewihlten Schrittweite A abhingt. Die Fehlerordnung héingt mit dem lokalen Diskretisationfehler di
wie folgt zusammen

max |dy < const-h 71 = O (2.3)

Darin ist max |d, der maximale Diskretisationsfehler, const eine fiir das jeweilige Verfahren giltige
Konstante. p ist die Fehlerordnung. Zusammen mit einer kleinen Schrittweite # und einer hohen
Fehlerordnung p ergibt sich also ein geringer lokaler Diskretisationsfehler.

Rundungsfehler iiberlagern lokale und globale Diskretisationsfehler und kommen dadurch zustande, daB
jede praktische Berechnung nur mit einer endlichen Anzahl von relevanten Rechenstellen erfolgen kann.
Rundungsfehler gehdren damit nicht zum theoretischen Fehlerbudget des jeweiligen Verfahrens, konnen
aber in den Ergebnissen, je nach geforderter Genauigkeit der Anwendung, signifikante Fehler
verursachen.

! An dieser Stelle sei angemerkt, dah durch Wahl einer feinen Auflésung fiir den Zeitvektor der numerischen
Integration i.d.R. keine Verbesserung (oder Verschlechterung) des Integrationsverfahren erzielt werden kann.
MATLAR wihlt sich selbst Stiitzstellen fiir die Integration und interpoliert anschlieBend die Ergebnisse auf die
Zeitpunkte des benutzerdefinierten Zeitvektors.
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Wiahrend der lokale und globale Diskretisationsfehler durch das Verfahren gesteuert werden kann, mufl
dem (unvermeidbaren) Aufireten von Rundungsfehlern durch den Einsatz adiquater Rechenmaschinen
entgegengewirkt werden.

3. Runge-Kutta-Verfahren

Fiir ein m-stufiges Runge-Kutta-Verfahren berechnet sich der gendherte Funktionswert y..; aus dem
bekannten Variablenwert x; und Funktionswert y; nach folgender Vorschrift

Vers = Vet B {e1 160 Y(E1)) + 280 WEN + oo + Cnflom Y& }. (B.1)

mit &, =xp & =xtah, & = xitash, 0 <ay as <1, und
&S =y + h by flxu ),
Y& =Y+ b b flxs i)+ B buaflttash y(E))+...,
é}, 4"'2, ...,rfm G[Xk, x;,.;.;].

Faft man diese Ansitze zusammen, erhilt man beispielsweise fiir ein dreistufiges Runge-Kutta-
Verfahren den Ansatz

kr = fixw i)

k> = fixitazh, yithbak;)

ks = fat+ash, yith(bsiky+bsky)) (3.2)
Veer =Y t+ h{C;k; + Cgkz + Cgk_g}.

Der Niherungswert yi.; ergibt sich aus dem zuvorberechneten Naherungswert Y&, sowie den
Hilfspunkten &. Die & (f = 1, 2, 3) sind Steigungen in den Hilfspunkten &, die durch die konstanten
Koeffizienten ¢; gewichtet werden. Die anderen Parameter a; as ba;, b3, sind ebenfails konstant,
Abbildung .1 zeigt die Methode von Heun (Verfahren dritter Ordnung).

¥4
.
- ’/I
w’/
-‘/.
" ®3
¥he?
¥s

h . X
!ﬁ x" +> 3 :H’ 23!1 lhﬂ ¥

Abbildung 1: Verfahren von Heun 3.0rdnung (Schwarz, 1988)

Die Koeffizienten ay, as, by, bsz, ¢, €5 ¢s werden so bestimmt, daf das Verfahren eine ‘maglichst hohe
Fehlerordnung aufweist. Dies fithrt auf nichtlineare Gleichungssysteme dieser Parameter, bei denen
einige frei gewihlt werden kénnen. Einmal bestimmt gelten sie fix fiir das entsprechende Verfahren. Im
Fall der dltesten, sogenannten klassischen, Runge-Kutta-Methode vierter Ordnung gelten folgende
Gleichungen
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ki = fl% 3

k= flat b yth k)

ks = fat £ b, yetht ko) (3.3)
ks = flauth, yethks)

Mﬂ=ﬁ+%m+ﬁﬁ4@+w.

Wie man aus Gleichung (3.2) sieht, muB zur sukzessiven Bestimmung der k-Terme die gegebene
Differentialgleichung ffx,») dreimal ausgewertet werden, im Falle von (3.3) sogar viermal. Dies ist ein
Nachteil der Runge-Kutta-Verfahren, weil dadurch die benétigte Rechenzeit (im Vergleich zu
Mehrschrittverfahren gleicher Fehlerordnung) zunimmt. Ein wesentlicher Vorteil der Runge-Kutta-
Verfahren ist ihre Einfachheit mit der Integrationsverfahren hoherer Fehlerordnung mit dem Ansatz
(3.1) konstruiert werden kénnen. '

4. Adams-Bashforth-Moulton-Verfahren (ABM-Verfahren)

Bei diesem Verfahren handelt es sich um ein Mehrschrittverfahren bei dem explizite und implizite
Verfahren zu einer Pridiktor-Korrektor-Methode kombiniert werden. Die ABM-Methode baut sich aus
dem Adams-BRashforth- und dem Adams-Moulton-Verfahren auf,

4.1 Adams-Bashforth-Verfahren

Ausgangspunkt ist die zur Differentialgleichung (4.1.1) 4quivalenten Integralgleichung

Tial

(X )= ¥(x )+ _ff (x, y(x))dx . (4.1.1)

Dieses Integral wird an den bekannten Stellen fi=fixp yi), fo-1= fxe1.Ve-1)s fe2= fXe2Ye2) und fis= fixe.
#¥e3) durch eine interpolatorische Quadraturformel approximiert. Man beachte, dai zur Bestimmung
des Integrals vier bekannte Funktionswerte f; verwendet werden. Dies geschieht hier nur, um die
grundsétzliche Darstellung des Verfahrens einfach zu halten. Prinzipiell kénnen beliebig vicle bekannte

J-Werte verwendet werden.
Zur Interpolation wird das eindeutig bestimmte Polynom Psfx) dritten Grades beniitzt, das mit den
Lagrange-Polynomen L, fx) wie folgt lautet

3
P(x)=2 fil, ;(x). (4.12)
j=0
Das Integral (4.1.1) wird durch das Integral von P;(x) angenidhert und man erhalt
Thsf

3
Y1 = Vi +ka—j -[Lk—j(x)dx- (4.1.3)
=0

Xk

Wertet man die Integrale der Lagrange-Polynome L. x) analytisch aus, erhilt man fir das 4-
Schrittverfahren von Adams-Bashforth

h
Yin = Ve +£(55fk =59 fea+37/,2-5fi5). (4.1.4)

h ist die Schrittweite.
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Mit einem Verfahren vom Typ Adams-Bashforth erhilt man also durch Linearkombination bekannter
Funktionswerte eine Naherung fiir den gesuchten Funktionswert ;.. Die Adams-Bashforth-Methode ist

eine explizite Methode.

fi
Pyix)
A
L fea L fi
X3 % Xyt Xy $ge

Abbildung 2: Approximation des Integrals (4.1.1) (Schwarz, 1988)

4.2 Adams-Moulton-Verfahren

In dieser Methode wird zur Berechnung des Integrals (4.1.1) nun auch der eigentlich unbekannte
Funtkionswert fi+;=f{Xe+s,Ve+;) mit verwendet. Analog der Vorgehensweise in (4.1) erhilt man ein
- Interpolationspolynom P,fx} vierten Grades. Wird dies ebenfalls analytisch integriert, erh4lt man fiir die
Methode von Adams-Moulton

h
C Ve = Ve "‘Ea (2511,,, +646f, —264f, , +106f, , —191,_ 3}, 4.2.1)
mit h: Schrittweite.

Wie man sicht, ist die Integrationsvorschrift (4.2.1) implizit, weil sie zur Bestimmung von y;.; bereits

den Funktionswert f,.; = i+, benbtigt.
Fir fs; setzt man den mit einem Adams-Bashforth-Verfahren bestimmten Wert ein und betrachtet

diesen als Naherung. Die Auswertung des Adams-Moulton-Verfahrens liefert dann einen verbesserten

Wert fiir Yi+i-
In der Mathematik ist diese Vorgehensweise als Pridiktor-Korrektor-Methode bekannt.

¥r.;: Nherungswert mit Adams-Bashforth (Pradiktor)
Vi, Verbesserter Wert mit Adams-Moulton (Korrektor)

Der Vorteil der ABM-Methode liegt darin, dal bereits bekannte Information wieder verwendet wird und
die Funktion f{x, y) nur einmal ausgewertet werden muf, um y;.; zu bestitnmen.

Die ABM-Methode kann nur starten, wenn entsprechende Werte f, fis, ..., fi.n bekannt sind. Diese
werden in einer Initialisierungsphase mit einem Einschrittverfahren gewonnen.
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Anhang 2: Ableitung der Legendre-Polynome

Fir dic Berechmung der Gravitationsbeschleunigung auf einen Satelliten in CTS wegen des
anisotropen Gravitationspotentials der Erde werden neben den vollstindig normierten zugeordneten

Legendre-Polynomen P, (cos #) auch deren Ableitungen nach der Co-Breite & bendtigt. Diese
koénnen nun mit den bereits berechneten P, (cos 8)-Werten bestimmt werden.

oP (cos )

1. Bestimmung der
g o0

Die Ableitung der Polynome wird hier aus der Rekursionsvorschrift zur Bestimmung der Ableitungen
der nicht-normierten zugeordneten Legendre-Polynome gewonnen (vgl. Rummel, 1992). Fir diese gilt:

apP,,, ;;05 &) =—P, . (cos @) +mcot P, (1)

mit n, m : Grad und Ordnung
8: Co-Breite des Satelliten bzgl. CTS

Fiihrt man nun den fiir das Polynom P,,(cos®) giiltigen Normierungsfaktor H,, in die Rekursion (1.1)
ein und beachtet, daB dieser von einer Differentation des Polynoms vom Grad » und der Ordnung m
nach der Co-Breite unabhingig ist, so erhilt man eine Rekursionsformel fiir die Ableitung der

vollstindig normierten Legendre-Polynome.

JTnm = Hnm 'an H (1'2)
Fncsb) _p FomC0S0) 4 5 (cos8)+meotBP,, (cosh), (13)
20 26 '
J2n+1
m=0
mit  H,, =4 | (14)
- |
2w+ a0
{ (n+m)!
H
Apm = (1.5
Hn,m+1

Wie bereits in Gleichung (1.1) deutlich wird, sind Ableitungen von Legendre-Polynomen fiir &= 90 °
wegen cot@ nicht definiert. Damit ergibt sich, dab Polbahnen mit @exakt 90° nicht berechnet werden
konnen'. Fiir den Skalierungsfaktor A, ergeben sich in Abhangigkeit von der Ordnung m vereinfachte
Ausdriicke. Dabei sind zwei Fille zu unterscheiden:

! Fiir polnahe Bahnen, d.h. @ = 90° geht der Ausdruck cotf gegen . Hier ergeben sich v.U. numerische
Instabilitiiten,
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1. Fallm=0
An(,:H"D: V2n+1 _ {n(n-i—l) . 16)
Hnl (”'""D1 2 .
22n+1)
(n+1)!
2. Fallm#0
. _
A, =-I-I--’—'-'-’-’—=...=,/(n-m)(n+m+l)q wmn
n,m+l .

Man beachte, daB} die A, fiir n =m den Wert Null ann.eh.men, so daB die Ableitungen der sektorialen
Polynome allein vom Term mcot&P,, (cosd) bestimmt werden.

Diese Formeln wurden im m-file dPdth.m realisiert. dPdth.m verwendet die zuvor mit pnm2.m
berechneten Funktionswerte der vollstindig normierten Legendre-Polynome fiir die Co-Breite 4.
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Anhang 3: Lagrange-Interpolation fiir Planetenephemeriden

Die Herleitung der Lagrange-Interpolation folgt im wesentlichen der in Schwarz, H.R, (1988)
beschriebenen Vorgehensweise, _

Gegeben sind in der aligemeinen mathematischen Situation (n+1) Stitzstellen xo Xj,..., Xa sowie
dazugehérige Stitzwerte Yy, y.... ¥» . In diesem Fall sind die Stiitzstellen die in julianischen
Jahrhunderten seit J2000.0 TDT ausgedriickte Epochen fiir die Planctendrter, die Stiitzwerte
entsprechen den mit Hilfe der genauen Planetentheorie im voraus berechneten Planetendrtern. Die
Stiitzstellen wurden im mat-File epht.mat gespeichert. Die Stiitzwerte sind die (bereits) geozentrischen
kartesischen Koordinaten der Ephemeriden (gespeichert in eph.mat).

Gesucht ist ein Polynom P,fx) vom {maximal) n-ten Grad fiir das gilt

Pn(xk)=yk= (l)
mit X, e[xosxl,---sxn]’
Vi E[.Vo=.3’1>--"yn]‘

Die prinzipielle Vorgehensweise wird fiir ein Polynom vom Grad n = 5 vorgestellt. Mit den gegebenen
Stiitzwerten bzw. —stellen berechnet sich ein solches Polynom nach der Vorschrift von Lagrange nach
folgenden Formeln:

P, (x)=zyiLi (x), 2
i=0
mit  y: bekannte Stiitzwerten

e (x—x;)
L(x)= llr::j) : Lagrange-Polynome €))

jei

x;,;: bekannte Stittzstellen
Im Falle von n = 5 lautet P, (%} also
Py(x)=yoLy + 0Ly +yaLy + Y3 Ly + Y, Ly +ysLs. @

Anmerkung: Die Lagrange-Interpolation bietet die Mégtichkeit aus (#+1) Stiitzstellen und Stitzwerten
¢in Polynom vom Grad » fiir den ganzen Stiitzstellenbereich x,, x;, ..., X, zu bestimmen.

Hier wird fiir je sechs Zeitpunkte der vorausberechneten Ephemeriden ein Interpolationspolynom vom
aus sechs Stiltzstellen maximal méglichen Grad » = 5 gebildet. Fiir den momentanen
Integrationszeitpunkt ¢ werden aus epht.mat bzw. eph.mat je drei davorliegende bzw. zwei
zuriickliegende vorausberechnete Werte entnommen und ein fir dieses Intervall giiltiges
Interpolationspolynom berechnet (siehe Abbildung 1).

Es gllt te [t e it 5]
F (Ik ): k=1 i+1, ..., i+5 vorausberechnete Ephemeriden fiir die Epochen #;

F (t) : zu interpolierende Ephemeride des jeweiligen Drittkorpers.

Das Interpolationspolynom Ps(t) gilt fiir den Zeitraum ?€[fi2%45]; wandert  dber dieses Intervall
hinaus muB ein neues Polynom vom Grad » = 5 berechnet werden. Im m-File lagrintp.m wird kein
analytisches Polynom Ps(f) fiir den jeweiligen Integrationszeitraum etz %.5] aufgestellt und ein
Wert fiir ¢ cingesetzt, sondern fir jeden Integrationszeitpunkt ¢ das betreffende Polynom sofort
numerisch berechnet.
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Abbildung 1: Lagrange-Interpolation fiir Planetenephemeriden

Die Lagrange-Interpolation 13uft dort schematisch folgendermalen ab

1. Suche fiir f aus epht.mat das Intervall 7 &/t.5,643]

2. Suche die Ephemeriden x(%), y(ty), z(ty) fir k =1, i+1, ..., i+5 aus eph.mat

3. Wende die Lagrange-Interpolation explizit fir f an und bestimme x(2), y(%}, z(t)
4. Berechne mit x(?), y(1), z(t) die Stoérbeschleunigung des jeweiligen Drittkérpers.

1. Lagrange-Interpolation mit Polynoinen verschiedenen Grades

Die Interpolationsgenauigkeit hingt vom Grad des verwendeten Polynoms und vom zeitlichen
Abstand der Stiitzstellen ab. An dieser Stelle wurde die Approximationsgiite durch Verwendung von
Polynomen unterschiedlichen Grades untersucht, nicht durch Verringerung des Stiitzstellenabstandes,
Dazu wurde eine allein wegen der Anziehungskrifte von Drittkérpern gestorte Satellitenbahn
numerisch integriert. Die Ephemeriden der Stérkorper wurden aus dem Satz vorausberechneter
Planetendrter mit der Lagrange-Interpolation berechnet. Zur Interpolation wurde jeweils ein Polynom
vom Grad » = 3, ein Polynom vom Grad #» = 5 und ein Polynom » = 7 verwendet. Als Stérkérper
wurden Sonne, Mond, Mars, Venus, Saturn und Jupiter beriicksichtigt. Differenzen in den so
berechneten  Satellitenephemeriden bzw. deren  kartesische Komponenten bzgl. des
Bahnintegrationssystems zeigen die unterschiedliche Approximationsgiite.

Satellitenparameter:
Kepler-Elemente
a in [km] 26560
e 0.01
7in [] 55
£2in [°] 30
@ in [°] 60

Tabelle 1: Satellitenparameter Lagrange-Interpolation

Der Satellit startet im Perigdum, die Umlaufzeit betrigt 24 Stunden, wobei fiir jede Minute eine
Ephemeride integriert wurde. Abbildung 2 zeigt die Unterschiede in den Komponenten der
Ortsvektoren bei Verwendung der Polynome Ps(t) und Ps(t). Durch Verwendung des Polynoms vom
Grad »n = 5 erreicht man eine Steigerung in der Genauigkeit der Satellitenephmeriden im [cm]-Bereich.
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Abbildung 2: Abweichungen in Satellitenephemeriden durch Verwendung von Ps(%) und Ps(t) in der
Lagrange-Interpolation zur Berechnung der Orter von Storkdrpern

Verwendet man zur Lagrange-Interpolation ¢in Polynom vom Grad » = 7, erhilt man Abweichungen
in den Satellitenephemeriden im Bereich + 2-3 [mm)] verglichen mit denen, die unter Verwendung der
Lagrange-Interpolation mit Ps(#} berechnet wurden. Dies ist in Abbildung 3 nochmals veranschaulicht.
Durch Verwendung von Polynomen héheren Grades wird die Approximationsgiite der Orter der
Storkorper und damit letztlich die Genauigkeit von numerisch integrierten Satellitenephemeriden
gesteigert. Mit der Erhohung des Polynomgrades steigt jedoch auch die Zahl der auszuwertenden
Terme pro Integrationsschritt und damit die Rechenzeit. So wurden folgende Rechenzeiten bendtigt

Grad » des Polynoms Rechenzeit in [sec]
3 145.97
5 154.75
7 222.57

Tabelle 2: Rechenzeiten Lagrange-Interpolation verschiedenen Grades

In Anbetracht der deutlichen Zunahme der Rechenzeit bei Verwendung von Pt) und der relativ
geringen Genauigkeitssteigerung von wenigen [mm] wird in SATLAB 1.0 die Lagrange-Interpolation
mit einem Polynom vom Grad n = 5 fest implementiert. Fiir genauere Anwendungen steht die
Lagrange-Interpolation mit einem Polynom vom Grad » = 7 im m-File lagrintp2.m zur Verfligung.
Dieser kann bei Bedarf vom Nutzer im m-File accintpla.m anstelle von lagrintp.m eingesetzt werden.
Alternativ kann zur Steigerung der Genauigkeit der Ergebnisse unter Beibchaltung der Lagrange-
Interpolation mit Ps(%) einer neuer Satz von Planetendrtern vorausberechnet werden, jedoch mit einem
geringeren zeitlichen Abstand der Planetendrter als es bisher in epht.mat bzw. eph.mat der Fall ist.
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Abbildung 3: Abweichungen in Satellitenephemeriden durch Verwendung von Psft) und Py(t) in der
Lagrange-Polynome zur Berechnung der Orter von Stérkérpern
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Anhang 4: Variation der Exosphiirentemperatur, Partialdichten der Konstituenten und
der Gesamtdichte mit der Sonnenaktivitit

In diesem Abschnitt wird die Abhidngigkeit der Atmosphirendichte in CIRA86 von der
Sonnenaktivitit in unterschiedlichen Hohen anhand zweier numerischer Beispiele dargestellt. Die
Sonnenaktivitit, dargestellt in Werten der extremen ultravioletten Strahlung F;4 7cm, wird in

Fiozem=T5  “geringe Aktivitit
Fip7em =150 mittlere Aktivitit
Fio9m =250  starke Aktivitit

unterteilt.

CIRAS86 benétigt als Eingabeparameter zur Berechnung der Atmosphirendichte einen Wert der
Sonnenaktivitit des vorhergehenden Tages' F, ,,,, sowie einen Mittelwert iiber drei Sonnenrotationen

(81 Tage) F -

In den nachfolgenden Tests wurde der Mittelwert mit F,,,, = 150, dh. mittlere Sonnenaktivitit
angenommen. Als unabhéngige Variable in den Testrechnungen wurde der Wert der Sonnenaktivitat
des vorhergehenden Tages Fj,,., im Intervall F,. = [75, 250] variiert. Mit diesem variablen
Floq.m-Wert wurden fir zwei Hohenbereiche (z; = 120 [km] und z; = 400 [km]) Atmospharendichte-,

Exosphirentemperatur- und Partialdichtenwerte berechnet. Die iibrigen benétigten Parameter wurden
jeweils konstant gehalten, u.a. wurde der EinfluB des Geomagnetfeldes durch Verwendung von a, = 4

eliminiert.
1. Ergebnisse: Variation von Atmosphirenparameter mit der Sonnenaktivitit
Abbildung 1 zeigt die Variation der Partialdichten der einzelnen Konstituenten in einer Hohe von 400

[km] idber der Erdoberfliche. Man sicht eine deutliche Korrelation (bzw. Antikorrelation) der
beteiligten Gase. Die Ausnahme bildet Helium, dessen Dichte nahezu konstant bleibt.

Fartiatelichendichten in 2 = 400 km

14-5 T T T T T T
QT
71 ‘ -
13.5p -
'é-' 13
g
125
P
1 1 ‘5 A L L L 1 L 1 3
-80 -60 ~-40 -20 ] 20 40 80 &0 100

DF = [-75,100]

Abbildung 1: Partialdichten in 400 [km] Hohe

! Vom Berechnungstag aus gesehen.
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Abh#ingigkeit d. Atmosphiirendichte von Tinf in 2 = 400 km
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Abbildung 2: Atmosphérendichte, Exosphirentemperatur in 400 [km] Hohe

Abbildung 2 zeigt deutlich die Korrelation zwischen Sonnenaktivitit, Exosphirentemperatur und
Atmosphérendichte. Die Zunahme der Atmosphérendichte (zwischen pyi, ind pra) erreicht in diesem
Beispiel einen Wert von 160 % ! )

In einer Hohe von 120 [km] macht sich der EinfluB der Sonnenaktivitit deutlich gedidmpfier

bemerkbar.

pFartialteiichendichten in 2 = 120 km
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Abbildung 3: Partialdichten in 120 [km] Héhe
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Die Partialdichten der meisten Konstituenten sind in dieser Hohe konstant und damit weitgehend
unabhingig von der Sonnenaktivitit. Dies spiegelt sich auch in der Gesamtatmosphérendichte wieder.
Die Dichtezunahme verursacht durch Zunahme der Sonnenaktivitit, erreicht hier lediglich 8 % (vgl.

Abb. 4).

Abh#ingigkeit d, Atmosphéirendichte von TInf inz = 120 km
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Abbildung 4: Atmosphérendichte, Exosphirentemperatur in 120 [km] Héhe
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