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1.Vorbemerkungen

Mit den Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und GOCE , die speziell der
rdumlich und zeitlich hochauflésenden Bestimmung des dufleren Gravitations-
feldes der Erde gewidmet sind, wird sich die Methodik der Gravitations-
feldbestimmung mit Satelliten grundlegend wandeln. Erstmals wird die
Bahnverfolgung dieser Satelliten liickenlos mit Hilfe der Satelliten des GPS-
Systems moglich sein, es entfillt damit das Problem, die geozentrische Umlauf-
bewegung aus den in der Regel stark liickenhaften Bahnverfolgungsdaten von
Bodenstationen zu rekonstruieren. Genaue Lasermessungen von Bodenstationen
dienen jetzt eher der Eichung der aus GPS-Messungen abgeleiteten Bahnen, und
nicht mehr der Gravitationsfeldbestimmung. Hinzu kommt, daBl diese
Satellitenmissionen neuartige Observablen liefern, wie beispielsweise satellite —
to — satellite — tracking (SST) — Daten beit CHAMP und GRACE in einer hoch —
niedrig- bzw. niedrig — niedrig — Variante oder Satellitengradiometrie-Daten im
Falle von GOCE. Hinzu kommt die in situ — Messung der Resultierenden aller
nichtgravitativen Krifte im Flugbereich der Satelliten durch Akzelerometrie
sowie die Moglichkeit der Lagebestimmung der Satelliten in Bezug auf
Fixsterne durch Sternsensoren.

Die neuartigen Observablen stehen zusammen mit den Bahnverfolgungsdaten
sowie der Lagesbestimmung in hoher zeitlicher Dichte und nahezu global zur
Verfligung. Dieser verdnderten Situation muf3 die Methodik der Gravitations-
feldbestimmung mit Erdsatelliten angepalit werden. Im Folgenden sollen hierzu
einige vorgeschlagene Verfahrensweisen dargestellt werden.



2. Konzepte der Gravitationsfeldbestimmung
mit Erdsatelliten

Die Satellitengeodésie hat die Bestimmung des Gravitationsfeldes der Erde von
Beginn an im Rahmen eines allgemeinen Bahnbestimmungsproblems gelost.
Dabei wurden aus der astronomischen Bahnbestimmung bekannte Verfahren
angepallt und 1m Hinblick auf neue Observable (Entfernungen, Entfer-
nungsdnderungen) der Bahnverfolgungs- und Ortungsverfahren weiterent-
wickelt.

Mit dem Aufkommen der satellitengestiitzten Flughohenmessung (Radar-
altimetrie) begann sich die Methodik der Gravitationsfeldbestimmung mit Erd-
Satelliten zu wandeln. Besonders deutlich wird das werden durch die
Moglichkeiten des satellite — to — satellite — tracking (SST) und die Satelliten-
gradiometrie (SGQG).

Im folgenden sollen Konzepte der Gravitationsfeldbestimmung mit FErd-
satelliten dargestellt werden.

2.1 Nutzung akkumulierter Bahnstorungen

Aus der Theorie der Umlaufbewegung der Erdsatelliten ist bekannt, dal die
Anisotropie des Gravitationsfeldes der Erde zu

charakteristischen Akkumulationen monotoner (sdkularer) und/oder
periodischer Natur der Bahnstorungen (etwa der Keplerschen
Bahnelemente i,Q,m,a,e,7)

fiihrt:
gerade Zonale sdkularen
ungerade Zonale ; zu {langperiodischen ; Stérungsanteilen

Nichtzonale periodischen

Die analytischen Darstellungen dieser Storungsanteile  konnen als Be-
stimmungsgleichungen fiir die Potentialkoeffizienten der zonalen/nichtzonalen
Harmonischen der Entwicklung des AuBenraumpotentials der Erde nach
Kugelflachenfunktionen herangezogen werden.
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Beispiel: Fur die auf die zonalen Potentialkoeffizienten C, , zurlickzufiihrenden

Storungsanteile ergibt sich im Rahmen einer Bahntheorie 1.0rdnung
(o steht fiir die gestorte Apsidenlage )

i(t)=i,+ A sinw

e(t)y=e,+ A, sinw

: ) (2.1)
w(t)=w,+wt+ A4, cosw
Q) =Q, +Qt+ 4, cosw
trennt man aus der Gesamtstorung die kurzperiodischen Anteile
heraus. Die Anderungsraten &,Q der sédkularen Anteile und die
Amplituden 4, der langperiodischen Storungsanteile erhélt man
zu
Q= ZaZI (i,a,0)C,)
=1
&= by, (i,a,e)Cy, (2.2)
I=1
Aa’_ = Zczl (i,a,e)C, 0 a; € {i,Q,a,e}
=1

Hat man aus den Bahnverfolgungsdaten die Raten &,Q sowie
die Amplituden 4, berechnet, konnen aus den in den Potential-

koeffizienten C, ,C,,,, der Zonalen linearen Gleichungen die

Potentialkoeffizienten ermittelt werden.

Da je Satellitenbahn maximal 6 solcher Gleichungen zur
Bestimmung der theoretisch unendlich vielen Potentialkoeffizienten
der geraden und ungeraden Zonalen anfallen, ist die Aufgabe
grundsédtzlich unterbestimmt. Es mull deshalb der Laufbereich des
Grades | beschriankt werden auf einen maximalen Grad L, d.h., die
linearen Bestimmungsgleichungen, die tatsichlich zur Verfiigung
stehen, lauten [21,22]



LQ
Q= Zazl (i,a,e)C,

=1

L,
@ =Y by(i,a,e)Cy, (2.3)
=1

a

A = czl(i,a,e)CZHL0 aie{i,Q,a,e}

a;
1

~

~
I

Die Summationsindizes L,,L, L, konnen unterschiedlich sein.

(ol

Zur Aufldsung nach den Potentialkoeffizienten mufl noch sichergestellt werden,
daB die einzelnen Gleichungen hinreichend von einander unabhingig sind.

Um das zu erreichen, sind Satellitenbahnen mit ausreichend unterschiedlichen
mittleren Bahnelementen i, a, e zu wihlen, also. Die Abhéingigkeit der
Koeffizientenfunktionen a,,,b,,c,,, von i, a,e auszunutzen. Der nur geringe

Variationsbereich von a, e und die liickenhafte Verteilung in der Bahnneigung
der nutzbaren Erdsatelliten beschriankt die Anzahl bestimmbarer Potential-
koeffizienten erheblich.

Die Nutzung der akkumulierten Bahnstorungen setzt voraus, dall man moglichst
hypothesenfrei, d.h. ohne Vorabkenntnis der gesuchten Potentialkoeffizienten
aus den Bahnverfolgungsdaten die GroBen @,Q sowie die Amplituden

4, ermittelt. Dazu greift man auf ein aus der astronomischen Bahnbestimmung,

d.h. der sog. definitiven Bahnbestimmung bekanntes Verfahren zuriick, die
differentielle Korrektur von Modellparametern, zuriick, das in der Satelliten-
geodasie entscheidend weiterentwickelt worden ist und zum Verfahren der Wahl
zur Losung des allgemeinen Bahn- und Parameterbestimmungsproblems [21]
schlechthin geworden ist. Darauf soll kurz eingegangen werden.

2.2 Differentielle Verbesserung von Parametern

Der Observablen O, gemessen zur Zeit ¢*, wird die theoretisch korrespondie-
rende Grofle 4, gerechnet zum Zeitpunkt 7, gegeniibergestellt[22].
Das Ergebnis dieses Vergleiches wird eine Differenz

O@t") - A(t) # 0 (2.4)
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sein. Dieser Widerspruch von Observabler und testbarem Funktional zu den
korrespondierenden Zeitpunkten ¢ und ¢ ist auf verschiedene Ursachen
zurlickzufiihren, insbesondere auf korrekturbediirftige Parameter P°, mit denen
das Funktional 4 berechnet wird. Zu diesen zdhlen beispielsweise

e geozentrische Koordinaten der Bahnverfolgungsstationen oder
Satelliten

e Transformationselemente beim Wechsel der Bezugssysteme

e Feld- und Wechselwirkungsparameter aus der Kréftefunktion

Der Widerspruch O(")-A(r)#0 wird nach dem Verfahren differentieller
Korrektur dadurch aufgelost, daB man geringfiigige Korrekturen AO, A4 an O
bzw. A anbringt, also

O+AO— (AP ,t" +At)+ AA) =0 (2.5)
Die Korrektur A4 des Funktionals selbst fithrt man zuriick auf Korrekturen der

e Parameterwerte P’

e Korrekturen an den Epochen ¢* der abgelesenen Uhren, die
die bei der Beschreibung der Bewegung unterlegte 7-Skala
nur ndherungsweise erzeugen.

Geht man mit einer Taylorentwicklung

AP’ + APt + At) =~ A(P°, 1) +

oA (2.6)
Ata P +AP-V, A4 po o oo

in die Gleichung zur Beseitigung des Widerspruchs ein, so erhélt man die
linearisierte Beobachtungsgleichung

814 * *
AP-V A|, .+ Ata we =00 )= AP’ )+ AO (2.7)

Diese Gleichung ist linear in den Korrekturen AP sowie Ar und AO. Sie kann

zu jedem MeBzeitpunkt +* aufgeschrieben werden. Bendtigt werden hierzu noch
die partiellen Ableitungen



V,A|, . und

o 2.8
Pt at ( )

P

des testbaren Funktionals 4, gerechnet am Taylorpunkt P°,¢". Zu diesen gelangt
man iiber die Losung von Variationsgleichungen[21,22].

Um die Gesamtheit der so anfallenden Beobachtungsgleichungen nach den
Parameterkorrekturen AP auflésen zu kdnnen, werden Arbeitshypothesen tliber

die Epochenkorrekturen As bzw. die Verbesserungen AOan den MeB3- bzw.
Beobachungsdaten benétigt. D.h., es muB3 u.a.

e das jeweilige MefB3-/Beobachtungsverfahren

e die zugehorige Vorverarbeitung der rohen Daten O"

e das Uhrenverhalten

hinsichtlich systematischer und/oder stochastischer Fehler bewertet/eingeschétzt
werden.

2.3 Neuere Konzepte

Auf neuere Konzepte in der Methodik der Gravitationsfeldbestimmung mit
Erdsatelliten soll im folgenden niher eingegangen werden, und zwar auf die

e Nutzung des Jacobi-Integrals (in § 3)
e Verwendung von Potenzreihen (in § 4)
e Parameterbestimmung bei Randwertdeterminierung (in § 5)

e Verallgemeinerung des GAUSS-Verfahrens
fiir gestorte Kepler-Bahnen (in § 6)

e Nutzung des Prinzips von Neumann
zur Gravitationsfeldbestimmung (in § 7)

e Gravitationsfeldbestimmung basierend auf impliziten Storungs-
gleichungen (in § 8).
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3. Nutzung des Jacobi - Integrals

Die Bahn ist Zwischenunbekannte [21,22] im allgemeinen Bahn - und
Parameterbestimmungsproblem. Mit der Moglichkeit, den Bahnverlauf und
den Geschwindigkeitsverlauf weitgehend entkoppelt von der Parameter-
bestimung messen zu konnen, wie das bei den Missionen CHAMP und
GRACE der Fall ist, ergeben sich neue Wege der eigentlichen
Parameterbestimmung, speziell der Gravitationsfeldbestimmung.

Ein Weg, ndmlich die Existenz von Bewegungsintegralen zu nutzen, soll in
diesem Abschnitt diskutiert werden.

O'KEEFE hatte 1957 fiir die Bewegung eines Satelliten im Schwerefeld
einer gleichformig um eine feste Achse rotierenden Erde gezeigt, dal ein
Bewegungsintegral existiert, das fiir das eingeschriankte Dreikorperproblem
von JACOBI bereits 1836 gefunden worden ist. Dieses sog. Jacobi-Integral
wurde dann 1967 von SCHNEIDER [26] im Rahmen der Hamilton-
Mechanik hergeleitet und dabei die Moglichkeit einer zeitverdnderlichen
Jacobi-Konstanten in Betracht gezogen, um die einschrinkenden
Voraussetzungen fiir die Existenz des Jacobi-Integrals im Hinblick auf eine
geoditische Nutzung dieses Bewegungsintegrals abzuschwéchen. Ebenfalls
1967 hat BIERHAMMER|2] seinen Vorschlag zur geodétischen Nutzung
des Jacobi-Integrals — in der Interpretation als Energieerhaltungssatz im
terrestrischen Bezugssystem - verdffentlicht. REIGBER[19] legte 1969
erstmals Ergebnisse umfangreicher Simulationsrechnungen zu dieser
Moglichkeit der Gravitationsfeldbestimmung vor, die sich an der
seinerzeitigen  Qualitdt der Ortungs- und Bahnverfolgungsverfahren
orientierten; die eher wenig befriedigenden Ergebnisse lieBen sich deutlich
verbessern, wenn eine hohere Genauigkeit der Ortung und Bahnverfolgung
angenommen wurde. Die seinerzeit getroffenen optimistischen Annahmen
sind inzwischen tlibertroffen worden.. Der Weg wurde ab 1983 von ILK[6-
8] in mehreren Arbeiten in methodischer Hinsicht weiter entwickelt und
1999 von JEKELI [12] angesichts des sich abzeichnenden SST erneut
aufgegriffen. GERLACH et. al.[4] haben erste Versuche unternommen, um
Daten der CHAMP- Mission zur Gravitationsfeldbestimmung auf der
Basis des Jacobi-Integrals zu nutzen. Weiter ist zu nennen die Studie von
HAN et. al. [5].

Im folgenden werden die methodischen Grundlagen dargelegt,
insbesondere  Moglichkeiten  aufgezeigt, wie man die engen
Voraussetzungen der Existenz des Jacobi-Integrals weitgehend beseitigen
kann, und zwar durch den Nachweis eines verallgemeinerten Jacobi-
Integrals. Auch wird diskutiert, wie eine zeitverdnderliche Jacobi-Konstante
Zu interpretieren ist.
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3.1. Herleitung des Jacobi — Integrals

Die Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem beliebigen GALILEI-
System B lautet [21]

D t (3.1
Fi=-mR+Z+T Fiihrungskraft
Z:=-mdx (H X i) Zentrifugalkraft
worin ~mR translatorische Fiihrungskraft .
T:=-m % X X Euler-(Kreisel-)Kraft
t
C=—max2X  Coriolis-Kraft
Dt
Mit den Potentialfunktionen [21,22]
U, = %((_l(t) X i)z Potential der bezogenenFliehkraft
U, =X R Potential der bezogenen translatorischen
Fiihrungskraft (3.2)
o =-2x- (a(t) X %} Potential der bezogenen Coriolis-Kraft
— 1_ (Dd _ .
3 X X o X X Potential der bezogenen Euler-Kraft
t
146t sich die Bewegungsgleichung schreiben in der Gestalt
DX 1o _ DX y
=—KX,—;0)+V (U, +U, +®)+V_ x A 3.3
7= RE 0 + ViU + Uy + @) +V (3.3)

Skalare Multiplikation dieser Gleichung mit %f ergibt
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Dx D’x DX 1 - _ DX _
_— —K&X,—;0))+V_(U,+U,+DP)+V_xA 34
o= RE )+ ViU +U, + @)+ VxR ) (34)

oder

1 Dx,) Dx 1= _ DX Dx
Dt(Z(E) j_E EK( 1)+ —— XV U, +U, +CD)+E V. xA. (3.5)

Die rechte Seite kann dann als vollstindige Zeitableitung eines Ausdrucks
geschrieben werden, wenn

1. Die bezogene Kraft K(x D t) nicht explizit zeitabhéngig ist und liberdies

als Gradient einer skalaren Potentialfunktion darstellbar ist, also
K(X)=mV_U,. (3.6)

2. U,+U,+® nicht explizit zeitabhingig ist, also insbesondere nicht von

einem d(¢)und einem ﬁ(t) # 0 abhangt. D.h., die Winkelgeschwindigkeit der
Drehung des Bezugssystems B darf nicht zeitverdnderlich sein. Dann ist
%:Ound es entfdllt der Term mit dem Vektorpotential A. Und es darf

keine translatorische Fiihrungsbeschleunigung auftreten.

Dann folgt
DXy w, +u,+0)y= 2l +U, +P) (3.7)
Dt Dt
Da aullerdem
Dx
—-V.0=0 3.8
Y (3.8)

folgt (C Integrationskonstante)

__\2 —\2
lﬂ(&j _DYs (&j — U ()~ C . (3.9)
2Di\Dt)  Dr Dt
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Darin ist
U,=U,+U, (3.10)

das Schwerepotential im Bezugssystem B.

3.2. Jacobi-Integral und Gauss-Prinzip

Die Beschleunigung eines Teilchens , das sich unter der alleinigen Einwirkung
einer alleinigen Kraft K bewegt , wiirde sich nach der Newton-Eulerschen
Bewegungsgleichung ergeben zu

. K

= (3.11)
Bei Bestehen einer Nebenbedingung[21]

N(r,r;t)=0 (3.12)

wird sich die tatsdchliche Beschleunigung ¥ des Teilchens davon unterscheiden.
Die Wirkung der Nebenbedingung 148t sich durch eine geeignete Zwangskraft Z
erzielen [21].

GAUSS definiert als Mal} fiir den durch eine Nebenbedingung auf die
Bewegung ausgeiibten Zwang die Grof3e

Z:=m(¥-¥,) (3.13)
und formuliert fiir den Verlauf einer Teilchenbewegung bei Vorliegen einer
Nebenbedingung das

Prinzip des kleinsten Zwanges:

Die tatsdchliche Beschleunigung i, verglichen mit allen anderen mit der
Nebenbedingung vertrdglichen Beschleunigungen, macht den Zwang Z
zu einem Extremum [21]

2
m('r' —Ej = extremal . (3.14)

m
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Die Auswertung dieses Gaussschen Prinzips lauft auf die Aufgabe hinaus , eine
Extremwertaufgabe bei Vorliegen von Nebenbedingungen zu 16sen [21].

Das fiihrt auf eine Bestimmungsgleichung fiir die Beschleunigung F des
Teilchens unter der gemeinsamen Wirkung der Kraft K und einer den
Nebenbedingungen entsprechenden Zwangskraft Z

mi=K+AV,N =K+Z. (3.15)

Der Lagrange-Multiplikator 4 ergibt sich zu [21]

A=—"  mit G(t;r,v)z:%—]j+V-VrN, (3.16)

so daB3 die Bewegungsgleichung

mr=K+ AV N =K+ Z (3.17)
lautet
KV,N
mr:K—lm—ZVvN, (3.18)
—|V.N|
m

3.2.1 Bewegungsintegrale als Nebenbedingungen
Ein nichtholonom - rheonomes Bewegungsintegral
N(r,v:t) (3.19)
ist Losung der linearen partiellen Differentialgleichung 1.0rdnung (PDE)
A=0 = KV N+G=0 (3.20)

Tragt man fiir G ein, so lautet diese PDE



-12 -

ON ON & ON
IV N=KVN = —+ y Kk L
> Z e ; oy 32D

Die charakteristischen  Gleichungen zu dieser linearen partiellen
Differentialgleichung ergeben sich aus der Bewegungsgleichung

mi=K(r,v;t) £ A=0 (3.22)
nimmt man die Variablensubstitution v :=r vor.

3.2.2 Jacobi-Integral als Nebenbedingung

Im Galilei-System B definiert das Jacobi-Integral  eine nichtholonom-
skleronome Nebenbedingung

(%] U@+ C= N =) (3.23)

Die aus dem Gauss - Prinzip folgende PDE lautet fiir eine solche Nebenbe-
dingung

3

V-VN=-K-V.N = ka ZKk (3.24)

k=1 k=1 avk

Trigt man in diese Gleichung das Jacobi - Integral als Nebenbedingung ein und
setzt fir die Kraft die Schwerkraft im Bezugssystem B

K=mV U, (3.25)
ein, so bestdtigt man, dal3 das Jacobi - Integral die PDE erfiillt.

3.2.3 Herleitung des Jacobi-Integrals im Rahmen der
Hamilton-Mechanik

Die in Abschnitt 3.2.1 formulierte Vermutung, dal Bewegungsintegrale durch
Losung der verschwindendem Zwang A1=0 entsprechenden partiellen
Differentialgleichung gefunden werden konnen, kann auf eine andere Weise
bestétigt werden.
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Dazu sei ein dynamisches System mit der Hamilton-Funktion H betrachtet [21].
Sind in dessem Phasenraum zwei Funktionen u(q,p;?) und v(q,p;¢) erkldrt, so ist
deren Poisson-Klammer definiert durch (Querstriche bedeuten Transposition
der als Matrizen gelesenen Variablen)

(3.26)

u;v) = Uy —v, =
(1) e Zaq,ﬁpl- dq; Op,

i=l1

2 [8u ov Ov 8u]

Die vollstandige Zeitableitung einer auf dem Phasenraum erklidrten Funktion
A(q,p;t) ergibt sich damit zu

dA o4 _
=4 (Aq -+ 2
ey +(4,q+p4,) (3.27)

bzw. mit den kanonischen Gleichungen

dq dp

“a_g &L __g 3.28

dt P dt 4 ( )
ZUu

dA o4

= (g, ~ Hd,) (3.29)

oder mit der Poisson-Klammer von 4 und H zu

dA 04

—=""4(4:H 3.30

dt at+(’ ) ( )
Ist nun

A(q,p;?) = const (3.31)

ein Bewegungsintegral, so verschwindet die vollstindige Zeitableitung

dA 8A
_— B — A'H = . 2
v 0o — 6t+( ;H)=0 (3.32)

Diese Gleichung korrespondiert der aus dem Gauss - Prinzip hergeleiteten
partiellen Differentialgleichung, d.h., sie ist deren Gegenstiick fiir ein
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Hamiltonsches System. Die Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung
fiir ein nichtholonom - rheonomes Bewegungsintegral, sie vereinfacht sich fiir
ein nichtholonom - skleronomes Bewegungsintegral zu

(4,H)=0 < -V,-K-V.N=0 (3.33)

Mit dem Jacobi-Integral

Dx Y’ _ e < DX
(Ej —2Us(x)+C—.N(x,V=E) =m A(X,V) (3.34)

sowie der Hamilton-Funktion

H=T+V=%i'2—mUS (3.35)

bestitigt man, da3 die partielle Differentialgleichnung
(A4;H)=0 (3.36)
durch das Jacobi-Integral geldst wird.

Zum Jacobi-Integral gelangt man aber auch ausgehend von einer nicht explizit
von der Zeit abhéngigen Hamilton - Funktion. Wenn ndamlich

dH oH

A 0, (3.37)

dann ist H eine Erhaltungsgrofie
H(q.p)=pq-L(q.4(q.p) =E . (3.38)

Gilt fiir die Lagrange - Funktion
L(q.4:0) =T(q,&:0) -V (q:1), (3.39)

so ergibt sich, weil T eine quadratische Form in den generalisierten
Geschwindigkeiten [21]
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1.,... r. 1
T=—qGq+b q+—c
2‘1 q q >

= 0L, +T + 1T
mit den Abkiirzungen
G =mrr,
T
b7 = mF r,
ot
or’ or
=-m——-
ot ot

ist, beachtet man die Eulersche Homogenititsrelation [21]

avqT:qu(Tz"'ﬂ"'];)):sz"'];

und die Definition der generalisierten Impulse
p=V,L
fiir die Hamilton - Funktion

H(q;p;t) =pa—L(q,4:)=qV,L— (T V)
=qV T~ (T-V)=T,~T,+V(q;t)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Wenn nun H nicht explizit zeitabhingig ist, dann kann es auch 7 nicht sein, und

es resultiert der Erhaltungssatz fiir die Hamilton - Funktion

T,-T,+V(q)=E.

Bei skleronomer Transformation

r=r(q)

bedeutet das wegen
L=T,=0=T=T,

(3.45)

(3.46)

(3.47)
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die Erhaltung der Gesamtenergie 7 +7 des dynamischen Systems mit der (nicht

explizit zeitabhdngigen) Hamilton - Funktion H(q,p).

Bei rheonomer Transformation
r=r(q,?)

ist die erhaltene Hamilton - Funktion wegen
r+T1,-1,

nicht mehr die Gesamtenergie 7 +7 . Das Bewegungsintegral
T,-T,+V=E

heil3t in diesem Fall das Jacobi-Integral.

Anm.: Mit einer Umdefinition entsprechend[15]

T2 =T, und V’ =-T,+V

pot

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

kann man das Jacobi-Integral (3.39) interpretieren als Erhaltungssatz fiir eine

durch
EP=T: +V?

pot

erkldrte Gesamtenergie (vgl. $3.3).

(3.52)

Die bei der Herleitung des Jacobi-Integrals getroffenen Annahmen sind erfiillt,
wenn die potentielle Energie des Teilchens nicht explizit von der Zeit abhéngt.

Beispiele: 1. Im eingeschrinkten Dreikdrperproblem bewegt sich das Teilchen
1m Gravitationsfeld zweier endlicher Massen, die einander in
festem Abstand auf Kreisbahnen umlaufen. Dieses Feld ist in
einem mitrotierenden Bezugssystem, in dem die endlichen Massen
an festen Pldtzen ruhen, unverinderlich und damit die potentielle

Energie des Teilchens [11,21].

Als generalisierte Koordinaten q werden zweckmafBig die

kartesischen Koordinaten x,(i=1,2,3) des Teilchens im rotierenden

Bezugssystem B gewdhlt:



r=D,(H)X mit X:=(x,x,,xX;)
coswt sinwt 0
D,(¢t):=| —sinwt coswt 0 (3.53)
0 0 1
@ Winkelgeschwindigkeit der Drehung

Diese Drehtransformation ist eine rheonome Transformation
Xor:r=r(qQ=X,t) (3.54)

des Ortsvektors X im rotierenden Bezugssystem B auf den
Ortsvektor r des Teilchens im Inertialsystem K.

Fiir den Anteil 7, der kinetischen Energie erhélt man mit dieser
Transformation

mor’ or m
TO ::E o EZEQ)Z(XIZ'F.X;) (355)

und damit als potentielle Energie des Teilchens im Bezugssystem
B

Ve =-T, +I7:—%a)2(xf +x;)+V

(3.56)
=—%a)2(xl2 +x2)-mU, =mUj
Zusammen mit
meer_ .- m DX ?
T,=—q Gq=—| — 3.57
= Q4 Gg=- (DJ (3.57)
ergibt sich das Jacobi — Integral zu
ﬂ(§j2 =mUy(X)-C (3.58)
2\ Dt *

in Ubereinstimmung mit der in § 3.1 gegebenen Herleitung [26].
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2.  Fir die hier interessierende Bewegung eines Satelliten im
Schwerefeld einer um eine feste Achse gleichformig rotierenden
Erde ist die potentielle Energie im erdfesten Bezugssystem B
ebenfalls nicht explizit zeitabhiingig (in B!).Der Ubergang von
einem geozentrisch gelagerten Inertialsystem K zum erdfesten
System B ist eine rheonome Tranformation .
Das Jacobi — Integral nimmt die Gestalt an [22,26]

m(DXY —
?(Ej =mUy(X)-C. (3.59)

3.3 Interpretation des Jacobi-Integrals als Energie-Bilanz

Stellt man das Jacobi-Integral

Dx Y _
um
1(DxY’ .
5(_DJ _U(®)=-C, (3.61)

so sieht man, dal} der erste Term

1(DxY 1 m(DXY
() == =5{F) G2

die bezogene kinetische Energie des Teilchens zufolge seiner Geschwindigkeit

%’; im gleichformig rotierenden Bezugssystem B bedeutet.

Andererseits kann man den zweiten Term
Uy(X,d)=U, +U, (3.63)
mit einer potentiellen Energie

VE(x,d) = -mU(X,d) (3.64)

des Teilchens zufolge seiner Lagerung im Schwerefeld



-19 -
G(X) =m gradU, = mV_U(X,d) (3.65)
in Verbindung bringen, womit sich dann das Jacobi - Integral in der Gestalt

To+V?=-mC=E,,, ~H (3.66)

schreiben 14Bt, also in der Form eines Erhaltungssatzes fiir die Gesamt-
energie des Teilchens im Galilei-Sytem B [2,15,26]

T+ E = E e (3.67)

kin gesamt

Die so definierte potentielle Energie 7 *(x,d) ist p. def. nicht nur von der
Lage x des Teilchens m im Bezugssystems B, sondern auch von

der Winkelgeschwindigkeit d, mit der B gegen ein Inertialsystem K rotiert,
abhéngig . Es ist ja

Uy,=U,+U, :;UG+%(H><§)2 =:Us(i,ﬁ). (368)

Diese Interpretation bringt das Transformationsgesetz fiir die Energie beim
Ubergang von einem Inertialsystem zu einem dagegen gleichformig um eine
feste Achse rotierenden Galilei-System zum Ausdruck. Der zur potentiellen
Energie im Inertialsystem hinzutretende Term ist eine von der Rotation
herrithrende Zentrifugalenergie [15,26].

3.4 Verallgemeinertes Jacobi-Integral

Die bei der Herleitung des Jacobi-Integrals getroffenen Annahmen sind nur
gendhert erfiillt: die Erde rotiert um eine variable Achse mit verdnderlicher
Winkelgeschwindigkeit und das Schwerefeld ist zeitlich verdnderlich. Hinzu
kommt eine Reihe von gravitativen und nichtgravitativen Storkréften.

Es stellt sich daher die Frage, ob ein verallgemeinertes Jacobi-Integral existiert
oder ob man auf andere Weise den Abweichungen von den getroffenen
Annahmen Rechnung tragen kann. Darauf soll jetzt ndher eingegangen werden.

3.4.1 Herleitung eines verallgemeinerten Jacobi-Integrals

Die Gleichung
__\2 DX
ﬂ(lKEJ J:E lK(— D+ 2X v U, U, +0)+ 22V xR, (3.69)
Dit| 2\ Dt Dt m Dt

die aus der Bewegungsglelchung
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DX 1 -._ Dx —
=—KEX,—;0)+V. (U, +U,+D)+V_xA 3.70
th m ( Df ) x( F VA ) X ( )

nach skalarer Multiplikation mit der Geschwindigkeit % folgte, geht mit der

Aufspaltung der Kraft
K(X,t) =mV U, (X,1t)+ Z(i,%,t) und U, :=U_ +U,+U,+D, (3.71)
worin
Dx
Z(X,— 3.72
(X, 1) (3.72)

die Resultierende aller michtgravitativen Krifte wie z.B. Atmosphirenwider-
stand, Strahlungsdruckkréfte etc. bedeute, liber in

D (1(DxY DX _ DX DX _
E(E(Ej ]_+E-( vi(US)+Z(x,E,z )+E-V§><A. (3.73)
Nach unbestimmter Integration iiber die Zeit t
Dx ¢ (oU, Dx DX —_
== | =20, - S = (LR, — XA )|Dt-C. 74
(Dtj U, J(8t+Dt((x,Dt,t )4V, )j —C (3.74)
Wegen [21]
DX v ao-o (3.75)
Dt
kann man in
Uy,=U,+U,+U,+® (3.76)

die Potentialfunktion® der (bezogenen) Corioliskraft weglassen, so dal das
verallgemeinerte Jacobi-Integral lautet
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DX - (oU; DX DX DX
(Dtj Us -[ (at Dt (2& 0 ) b < j ¢ (3.77)

mit der Potentialfunktion [21]

U, ::UG+UF+UZ=UG(i,f)—i'§—%(a(f)Xi)2- (3.78)
Der Integrand
(aUsJFE.(Z(i,E,, )+E.vxng (3.79)
ot Dt Dt Dt

verschwindet, wenn sich d zeitlich nicht d&ndert und wenn das Bezugssystem B
translatorisch nicht beschleunigt ist, d.h. wenn d=0 und R=0.

Bemerkungen zum Integranden:

1. Er kann nicht als vollstindige Zeitableitung einer skalaren Funktion
geschrieben werden, d.h., es ist

(3.80)

DF _ (GU DX((— y )+&VxAj
Dt ot Dt Dt

nicht erreichbar .

2. Man kann ihn physikalisch nicht zum Verschwinden bringen oder zu einer
Konstanten machen, d.h., es gelingt nicht

(GU Dx (z (— i t )+ EV xAj 0 oder =const. (3.81)
ot Dt Dt

zu erreichen.
Ein Ausweg aus dieser Situation konnte sein:

Annahme: Lings der aktuellen Bahn sind

lZ(i,ﬁ,t) =F(t) und rot A=G() (3.82)
m Dt

reine Zeitfunktionen, so daf} mit einer weiteren Potentialfunktion
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U.(1)=X- [ 7(x(), 22X D_( ) 1)+ rot A(i(t),t)j 5.53)
=x( F(1) + G(1))
die Bewegungsgleichung des Teilchens in B lautet
D’X ,
D =V_(Uy) mit Uy=U;+U, (3.84)

=U,+U,+U,+D+U,

und man das verallgemeinerte Jacobi-Integral schreiben kann in der Gestalt

(&j =2U, —2] aUVSDt—C

Dt (3.85)
=20, —C(t)
und einer zeitverdnderlichen Jacobi-Konstanten [26]
C(?) —2j DBos pr—c'. (3.86)
Das unbestimmte Integral
U
o)) 3.87
| Pl (3.87)

kann mit dem verallgemeinerten Schwerepotential U () berechnet werden,
wenn man die Bewegung x(¢) kennt.

Ergebnis: In der verallgemeinerten Fassung kann das Jacobi-Integral in der aktuell
gegebenen Situation zur Gravitationsfeldbestimmung angewendet werden. Es ist
ein nur fiir die aktuelle Bewegung giiltiges Bewegungsintegral, es hat also nicht
den allgemeinen Charakter des eigentlichen Jacobi-Integrals, in das es in der
dort angenommenen Situation (konstante Drehung, keine nichtgravitativen
Krifte, unverdnderliche Gravitation im Bezugssystem der Bewegungsgleichung
aber tlibergeht.

Anm.: 1. Die partielle Zeitableitung im Integranden von
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t

U,
=

wirkt auf die explizite Zeitabdngigkeit von U g, insbesondere auf die

Dt

explizite Zeitabhdngigkeit im Anteil

DX(?)
t

U,(t)=X- (% Z(X(?), 5

,1) +rot A(X(2), t)j (3.88)

von U, d.h. der expliziten Zeitabhdngigkeit der Krdftefunktion

Z(x(D), DZ(; ) 1)+ mrot AGR(0).1). (3.89)
2. Die Kraft
250, 229D ) VU (%,0)+ R(X(0), DZ(; ) (3.90)

Dt

enthdlt eine gravitative Komponente herriihrend von dritten Korpern
(Sonne,Mond etc.), die von einer zeitabhdngigen Potentialfunktion
U,,(X,t) ableitbar ist, so dafs

__ DX(?)
_ . OR(X(),—/2,1)
Ws _ 4oz |VUs®ED) Dr |, 5. OotAW (397
ot ot m Ot ot

3.4.2 Bestimmungsgleichung fiir ein verallgemeinertes
Jacobi- Integral

Die Differentialgleichung fiir ein nichtholonom - rheonomes Bewegungs-
integral N(r,v,7) lautet

aa—];’+v~er=—K~va (3.92)
bzw. mit dem Ansatz

N(r,v,t)= N,(r,v,t)+ &N, (r,v,1) (3.93)
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oN,
ot

+€%+V-VrNO+gV-VrN]=—K'Vr(N0+5N1) (3.94)

Gruppiert nach Potenzen des Kleinheitsparameters ¢

N,y +v-V.N,+K-V N,
aa]f/ (3.95)
+g(6—tl+v-VrN1 +K-V N) =0

Wenn man fiir die Kraft ansetzt
K =K, +¢K, (3.96)

und in die Gleichung (3.95) eintrdgt, dann erhélt man

Ny +v-V.N,+(K,+¢K,)-V N,
a’aN (3.97)
+8(8_t1+ v-V.N,+(K,+¢K,)-V,N,) =0

bzw. umgestellt
Ny +v-V.N,

ot (3.98)
+g(%+ v-V.N)=-K,-V,N,-¢K,-V N, -¢K,-V N, -&’K, -V N,

Gruppiert nach Potenzen des Kleinheitsparameters folgt

oN,

in der Ordnung &° = Y V.N,+K,-V,N,=0 (3.99)
in der Ordnung &' % +v-V.N,+K,-V.N,+K,-V N, =0  (3.100)
in der Ordnung &’ K, -V.N, =0 (3.101)

Bis zu linearen Termen bestehen also die beiden linearen partiellen Differential-
gleichungen

oN,

ot

VYN, +K,-V,N, =0 (3.102)
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oN,
ot

+v-V.N,+K,-V.N,+K,-V.N, =0 (3.103)

zur Bestimmung der Funktionen N (r,v,z)und N,(r,v,?).
Sucht man ein skleronomes Integral N(r,v), so vereinfachen sich diese
Gleichungen zu

V-V.N,+K,-V.N, =0 (3.104)
v-V.N,+K,-V.N,+K,-V N, =0 (3.105)

Wenn man nun in der Ordnung 0 die Gleichung als gelost betrachten kann, also
die Funktion N,(r,v) bereits bekannt ist, dann ist die zweite Gleichung eine

Gleichung zur Bestimmung der Funktion N,(r,v).
Analoges gilt fiir den rheonomen Fall.

Anm.: Wenn man bis zur zweiten Ordnung geht, dann muf3 in jedem Fall
beachtet werden, daf3 sich die unabhdngigen Variablen r und v in den
verschiedenen Ordnungen unterscheiden, d.h. man muf3 dann auch die
partiellen Ableitungen unterscheiden! (Ungestorte und gestorte Bahn
gehen durch eine Transformation auseinander hervor!).

Um nun etwa eine Verallgemeinerung des Jacobi-Integrals zu erhalten, die zu-
folge der zeitverdnderlichen Drehung des Bezugssystems und weiterer Kréfte

Z(i,%,t) , die Gravitation dritter Korper wie Sonne und Mond eingeschlossen,

erforderlich ist, konnte man ausgehen von dem skleronomen Jacobi-Integral, das
die Gleichung

V-V.N,+K, VN, =0 (3.1006)
erfiillt, und der Gleichung
ON, _ = —
Py +V-V.N,+K,-V.N,+K,-V.N, =0 (3.107)

zur Bestimmung der Funktion N,(X,v,7). In dieser PDE wéren einzutragen
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__Dx,_(Dx\ .. _
NO(X,V=E).—(DJ 2U,(X)+C (3.108)
und
K, =mV_ U (X) (3.109)
sowie

Kl:Z(i,%,mvxxA+m{vx(UG(i,z)+UZ) |~V Uy (X,0+U,) |d0}. (3.110)

Die geschweifte Klammer berticksichtigt die zeitverdnderliche Drehung in ihrer
Auswirkung auf die Potentialfunktionen

U,+U,. (3.111)
Es ist unterstellt, daf3 keine translatorische Fiihrungskraft
F, =mV U, =-mR (3.112)
auftritt, sich das System B also nicht translatorisch beschleunigt gegen

K bewegt.

Die Potentialfunktion ® und damit die Corioliskraft C bleibt auch bei zeitver-
dnderlicher Drehung ohne Einfluf3. D.h., schon bei der Herleitung des Jacobi-
Integrals kann @ als zeitabhéngig angenommen werden.

3.5 Zur Gravitationsfeldbestimmung mit Hilfe des
Jacobi-Integrals

3.5.1 Zur Anwendung des Jacobi-Integrals

Eine Bewegung, fiir die das Jacobi-Integral besteht, ist eine Freifallbewegung,
hier im Schwerefeld der Erde, das im terrestrischen Bezugssystem feststellbar ist
und das dort voraussetzungsgemdll unverdnderlich sein mufBl. Durch einen
besimmten Wert der Jacobi-Konstanten C ist eine spezielle Freifallbewegung
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aus der Schar aller moglichen Freifallbewegungen im gegebenen Schwerefeld
ausgewdbhlt.

Wenn nun die Jacobi-Konstante abgeédndert wird [26,19], dann wird dadurch
eine andere Freifallbewegung im gleichen Schwerefeld ausgewdhlt.

Die aus der Bahnbestimmung zur Verfligung stehende Bahn als
Freifallbewegung interpretiert, zu der die abgeénderte Jacobi-Konstante C+DC
gehort. Die CHAMP-Bahn ist aber keine Freifallbewegung, sie ist ja nicht
storkraftkompensiert. Es werden von Null verschiedene nichtgravitative Kréifte
gemessen.

Die Differenzen sind nicht Null als Folge der Tatsache, dal die aus der
Bahnbestimmung gegebene Bewegung keine Freifallbewegung ist, sondern eine
durch die nichtgravitativen Kréfte gestorte Bewegung ist.
Diese so rekonstruierte Freifalbewegung kann man dann verwenden, um das
JACOBI-Integral fiir die Feldbestimmung heranzuziehen.

3.5.2 Rekonstruktion der Freifallbewegung

Bezeichne

r(t) aktuelle Bahn
r' (1) Freifallbewegung
A(t) =r(t)—r'(t) AbweichungderaktuellenBahn von derFreifallbewegung

und seien im geozentrischen Bezugssystem N,

i‘:l(G+G3+Z)
m (3.113)

die Bewegungsgleichungen der aktuellen Bewegung bzw. der Freifallbewegung,
wobei
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G(r,t)  das Gravitationsfeld der Erde
G, die Resultierende der sonstigen Gravitationskréfte

Z(r,r;¢t) die Resultierende der nichtgravitativen Kréfte

seien.

Fiir die Abweichung A(z) bekommt man nach Taylorentwicklungen der Bahnen
die Darstellung [21,22]

A(t,+Dt)~ %S(rl,fl,A, Aty (D), (3.114)
m 0

wenn man am Taylorpunkt ¢, Oskulation annimmt, d.h.

r(t,)=r'(,) und ¥(t,)=1'(z,) (3.115)

Dort ist dann auch
A(t,) =0 und A(t,)=0 (3.116)
so dal} die die Abweichung bedingende Storkraft

S=(G+G,;+Z)-G=G,+Z (3.117)
am Taylorpunkt zu berechnen ist, also

Lsat i, (3.118)
2m 0

Zwischenergebnis: Wenn am Taylorpunkt Oskulation gegeben ist, dann laufen
die aktuelle Bewegung und die Freifallbewegung entsprechend

A(t,+ Dr) z2LS(1~‘(10),f‘(t0),to)(Dt)2 (3.119)
m

auseinander, d.h. gemif einem Fallgesetz mit der Fallbeschleunigung
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ﬁsu'(%),w(%),%), (3.120)
die berechenbar ist mit den Daten
r'(¢,) =r(t,) und ¥'(t,)=r(t,) (3.121)
Rekonstruktion der Freifallbewegung: aus der Definition der Abweichung
A()=r(t)-r'(2) (3.122)
erhilt man

r'(H) =r(t) - A1)

1 oon 2 (3.123)
= r(f)—Z—S(r ()1 (£,)4,) (D)
m
und zwar im Zeitraum ¢, bis ¢, + Az.
In dieser Ndherung ergibt sich fiir die Geschwindigkeit
i (1) = (1) - A(t)
(3.124)

= (0~ S( 1), (1)1 Dt

Da Ar iallg. nicht den gesamten Zeitraum iiberdeckt, mul man die
Rekonstruktion der Freifallbewegung abschnittsweise vornehmen.

Hinweise: 1. Die Liange von Dr bestimmt neben der Storbeschleunigung die
Genauigkeit, mit der die Freifallbewegung rekonstruierbar ist im
Zeitabschnitt [7,,z, + Dr].

Anm.: Wiirde man die Taylorentwicklungen erst spdter abbrechen,
wdre prinzipiell eine hohere Genauigkeit zu erwarten.
Dazu aber mufl man hohere Zeitableitungen der Storbe-
schleunigung berechnen was aufwendig oder praktisch
nicht moglich ist.

2. Da die Storbeschleunigung bis auf die Komponente G, am Taylorpunkt
als gemessene Grofle vorliegt, kann sie nach Transformation ins
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geozentrische Bezugssystem direkt verwendet werden.

3. Die ganzen Uberlegungen koénnen auch in einem terrestrischen
Bezugssystem vorgenommen werden.

Lost man das Jacobi-Integral

(%) =2U(r,d)-C mit U,=U,+U, (3.125)

nach dem Gravitationspotential U (r) auf, so erhilt man

. 1(DFrY C
z4xry:5(2§) ~u,+<. (3.126)

Entwickelt man das Gravitationspotential U, (¥) nach (orthonormierten)
Kugelflachenfunktionen

o ]
Ug(P) =2 Ugun (3.127)
=0 m=0
mit
i
UG,lm = GM® %I:élmélm (19’ ﬂ“) + A§lm‘§lm (197 //L):I 9 (3 . 128)
dann folgt
© / / —\2
Y oM, 2 [E, 0 (9,)+ 5,5 (9,1)] - 1(£) ~u,+< (3.129)
=0 m=0 r 2 Dt 2

Daraus erhélt man nach Multiplikation mit der Kugelfldchenfunktion

C'"(9,A) bzw. 8"(9,1)

und anschliefender Integration tiber die Einheitskugel



-31-

— 1(DFY C o L
C (,9,/1):9?{ E(EJ —UZ+5 {d9'd2'  analog fiir S,,. (3.130)

Danach lassen sich die Potentialkoeffizienten berechnen aus der Verteilung der
Funktion

1(DFY C

—| = -U,+=, 3.131
2 ( Dt j 273 ( )
deren Werte aus den Daten F(t),%j der Bahnbestimmung berechnet werden

konnen.

Anwendung auf CHAMP: Da der Satellit eine polnahe Umlaufbahn beschreibt,
die kreisnah (e= 0.004) ist, sind die Daten F(t),% gendhert auf einer Kugel um

das Geozentrum verteilt. Damit aber ergibt sich die Moglichkeit, die
Potentialkoeffzienten einzeln aus den Bahndaten durch Ausfiihrung eines Fla-
chenintegrals zu berechnen und dieses Ergebnis mit der Auflosung des Jacobi-
Integrals

Dr Y’ -
(Ej —2U(F,d)-C (3.132)

zu vergleichen.

Anm.: Da die CHAMP-Bahn nicht exakt kreisformig ist und auch
nicht genau tiber die Pole verlduft, verbleibt noch die Aufgabe, die
Bahndaten auf eine Kugel zu tibertragen.

3.5.3 Variation DC der Jacobi-Konstanten

Bildet man das vollstindige Differential des Jacobi-Integral, also

D(lﬂ)z + DI¥(r)= DC (3.133)
2 Dt

bzw.
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g—:-Di'—i-V,V(r)-Dr =DC (3.134)
oder mit
11 I g 2
Dr :E_S(r (%), ¥ (to)ato)(Dt)
lm (3.135)
Dr = _S(rl(to)a I"I(to)al‘o)Dt
m
E-lS(r'(t ) (1));4,) (D) +V V(r)-liS(rl(t ), 5 (t,);t )(Dt)2 =DC. (3.136)
Dt m 0/ 0/°%0 r 2 m 0/ 0/°%0
Setzt man fiir die Storbeschleunigung ein entsprechend
(3.137)

S=G;+Z,

so ergibt sich die Anderung der Jacobi-Konstanten C im Zeitelement Dt zu

Dr 1 ~ 11 2
E;(Q+Z)Dt+er(r)~5E(G3+Z)(Dt) =DC (3.138)
oder als zeitliche Anderungsrate der Jacobi-Konstanten
Dr 1 ~ 11 DC
— .= zZ —= Z)(Dt)="—. 1
D m(G3 +Z)+V.V(r) 5 m(G3+ )(Dt) iy (3.139)
Vernachldssigt man die Gravitation dritter Korper G,, so ergibt sich
Dr 1 ~ 11 2
— . —7ZDt+V ——7Z(Dt)’ =D 14
o LD+ J(r) . (D) C (3.140)
bzw.
1 DC (3.141)

E-lzwj(r)-l—z(m) =—,
Dt m 2m Dt
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Da aber der zweite Term gegen den ersten vernachlédssigbar ist, folgt gendhert

Dr lypi—pc = AC, . .. = j Z Dby (3.142)
Dt m o W m
bzw.
fo+At ty+At
0 Dr Z ’ DC
2T 2 b= 2= Dt=AC 3.143
Dl m J- Dt ty—>ty+At ( )

fy )

3.5.4 Interpretation der Abinderung der Jacobi-Konstanten

Die Bewegung eines Teilchens im Schwerefeld einer konstant rotierenden Erde
erfiillt das Jacobi-Integral. Wird nun zu einem Zeitpunkt ¢, eine Storkraft zuge-

schaltet, so besteht das Jacobi-Integral von diesem Zeitpunkt nicht mehr. Man
kann aber im Zeitintervall [7,,7,+ Dt] eine die aktuelle Bewegung oskulierende

Freifallbewegung im Schwerefeld auffinden, mit einer geeignet abgeinderten
Jacobi-Konstanten C+DC. Die Abédnderung DC ist aus der Storkraft zum
Oskulationszeitpunkt 7, berechenbar. Dabei kann wie in der Methode der

Variation der Konstanten vorgegangen werden.
Die aktuelle Bewegung unter der Wirkung der Schwerkraft und der nicht-
gravitativen Kréfte stellt sich dann dar als die

Einhiillende einer Folge ungestort durchlaufener (differentieller) Ausschnitte
von Freifallbewegungen im Schwerefeld der konstant rotierenden Erde, die
sich von Zeitpunkt zu Zeitpunkt durch eine gednderte Jacobi-Konstante
unterscheiden.

Bei der Herleitung des verallgemeinerten Jacobi-Integrals in § 3.4.1 wurde die
Zeitveranderlichkeit der Jacobi-Konstanten angegeben zu [26,19,4]

cw=2[ Zepi-c (3.144)

Daraus entnimmt man, dal C(t) genau dann eine Konstante ist, wenn die
partielle Zeitableitung im Integranden verschwindet. Das ist dann der Fall, wenn
die Vorausetzungen (s.§ 3.1 unf 3.4.1) des klassischen Jacobi-Integrals erfiillt
sind.
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3.5.5 SST und Jacobi-Integral

Fiir jeden der beteiligten Satelliten m, (i =1,2) besteht in einem

terrestrischen Bezugssystem B,,, eine Bewegungsgleichung

terr

22— _
m 2% =Ki(ii,%;tj+l_ﬂ.+(_ji . (3.145)
Dt Dt

Darin bedeuten

F = —miﬁ +Z,+T  Fithrungskraft
Z. =-mdx(dxX,) Zentrifugalkraft
T =-m % XX, Euler-(Kreisel-)Kraft - (3.146)
C, = -2mdx % Coriolis-Kraft
!

Durch Differenzbildung erhilt man als Bewegungsgleichung der
Relativbewegung der beiden Satelliten (R ist indexfrei!)

Dx, DX, K, K, F+C F +C
22_ 2]:_2__1_|_( 2 2)_( 1 1)
Dt Dt m, m, m, m, (3.147)
_K, K +(Z2+T2+C2)_(ZI+T1+C1)
m, —m, 2 1

Die Krifte werden sich aus verschiedenen Komponenten zusammensetzen

K (X,V;0)=mV Uy (X,0) + Zg,(X;0)+  Zy (X, ;50
Gravitationskrifte  nichtgravitative Krifte |, (3.148)
Erde dritte Korper

so dal} folgt [22]
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DX, DX _ _
thz - thl =V12UG(X2,t)—VilUG(X1,Z)
+ Ly, (X50)  Zg(X50) n ZNz(izavz;t)_ Z,,(X,,V,31)
m, m, m, m,
Z,+T,+C, Z +T +C
+ (& 2 T 1 1)
m, m
Mit

1463t sich dafiir schreiben

D*A
thlz :VYZUG(i29t)_vilUG(il7t)
+zcz(iz;t)_zcl(iﬁt)+ZNz(iz’Vz;t)_ZNl(ilavl;t)
m, m m, m
Z,+T,+C, Z +T +C
+ (& 2 x4 1 )
m, m

Tragt man die Darstellungen der Tragheitskréfte ein, so ergibt sich

D*A _ _
7212: VKZUG(XZ’t)_VilUG(Xl’t)
+ ZGz(iz§t) . ZGl(il;t) n ZNZ(iZ’VZ;t)_ Z,,(X,,v,;1) .
m, m, m, m,
Dd DA,,

—aX(aXZu)—EXZn—ZHX Di

DA

Skalare Multiplikation mit der Relativgeschwindigkeit 5 ;2 fiihrt auf

DA, D’A, DA, _ _
: - (V Uy (X,,t) -V U, (X,,t
Dt th Dt ( X, G ( 2 ) -G ( 1 ))

n Dle .(ZGz(iz;t) _ zGl(il;Z) n Zy,(X,,V,5t ZNl(il’Vl;t))
Dt m, m, m, m,
DA

o _ Dd - -~ DA
——2 . (dx(dxA,)+—xA, +2dx—=
Dt (dx( 12) Dt " Dt)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)
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bzw.

— 2 —
D | 1( DA, DA,, - -
_ — = . V—U X,t _V*U th
Dt[2( Dt j} b VRUe(0=Vile(X.0)

N DZD .(ZGz(iz;t) 3 Zm(il;t) " ZNz(izavz;t)_ ZNl(il’Vl;t)) (3153)
Dt m, m,; m, m,

DA, -~ —~ —  Dd -
Ty (X))

beachtet man

DA, DA,,
—12.(2d =0. 3.154
o (dx—2) ( )
Da weiter
DA, -~ —~ — . DA 1 - — DU

—Tt‘z-(dx(dxAn): D;Z Vs (E(dxAu)z)::TtZ”, (3.155)
folgt mit den weiteren Annahmen

(1) Zcz(iz;t) _ ZGl(il;t) " ZNz(iz’Vz;t)_ Z,,(X,v;0) -0 (3156)

m, m, m, m,
@) 2d_, (3.157)
Dt

Dt 2\ Dr Dt

D1 DZIZ ’ _DZIZ X..1)— X bY%,
{_(_j ]_— (VXZUG(Xzat) VXIUG(Xl’t))+ Dt (3158)

und nach unbestimmter Integration iiber die Zeit t

DZIZZ_ lDle' X. f)— X Laxa,y -
(sz = (| (Vi U (R20) VXIUG(XIJ))DH(E(“XAH) j) ¢ (3.159)

mit

U, (3@ ) (3.160)
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Das ist die Entsprechung des Jacobi-Integrals fiir den SST-Fall.

Das unbestimmte Integral

- DA
I o0

(VU (X,,1) = Ve Ug(X,, 1) Dt (3.161)

148t sich wie folgt umformen:

Da in der runden Klammer des Integranden die Differenz der Anziehungskraft
der Erde auf die beiden Satelliten steht, also die Gezeitenkraft der Erde auf das
Satellitenpaar, kann man mit einem Gezeitenpotential 7, schreiben [6,7,8]

(1,2)

Ve, Us(X,,0) =V Us(X,0) = ViVe (3.162)

so daB folgt

D D ayDt+U, )-C (3.163)

(%j — 2(J‘ DA, V.V,
Der Integrand liele sich dann als vollstindige Zeitableitung schreiben, wenn die
Gradientenbildung sich auf A,, und nicht auf x bezichen wiirde, d.h. wenn man
bilden konnte

DA DV,
V®12 —)Ttmvf V®12 2&. (3164)

v App Dt

Z12

Dann ergibe sich im SST - Fall als Bewegungsintegral

N
DA,

3.5.6 Bewertung des Konzeptes

Voraussetzung der Nutzung des Jacobi-Integrals fiir die Gravitationsfeldbe-
stimmung ist die Verfiigbarkeit des Bahn- und des Geschwindigkeitsverlaufes.

Fir den Fall des CHAMP- Satelliten sind solche Verldufe weitgehend
hypothesenfrei aus der Bahnverfolgung durch die GPS- Satelliten u.a. von
SVEHLA &ROTHACHER [36,37,38] bestimmt worden.
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Darauf aufbauend haben GERLACH et.al. erste Ergebnisse fiir das
statische Gravitationsfeld der Erde erzielt [4]. SNEEUW et.al. haben
dann versucht, eine Zeitveranderlichkeit des Feldes nachzuweisen [34].

Die verbesserte Genauigkeit der von SVEHLA&ROTHACHER
mittlerweile bestimmten Verldufe sind in diesen ersten Versuchen der
Feldbestimmung allerdings noch nicht zum Tragen gekommen. Es
konnen verbesserte Ergebnisse der Feldbestimmung erwartet werden.
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4. Verwendung von Potenzreihen zur Gravitations-
feldbestimmung mit Erdsatelliten

4.1. Losung der Volterra-Gleichung mit Potenzreihen

Eine Anfangswertaufgabe zur Bewegungsgleichung

mr=K=G+S G GQGravitation der Erde

. . ] (4.1)
S Resultierende aller sonstigen Kréfte
wird durch die Volterra-Gleichung beschrieben [21,22]
r(f) =)+ j (t—0)K(r,i;7)dr, (4.2)
worin
r(t)=r(f)+1()(1 1) (4.3)
eine Tragheitsbewegung mit den Anfangswertenr,,r, bedeutet.
Mit einer Taylor - Reihe fiir die Kraft K um den Zeitpunkt ¢,
1 d 1
Z—' 5 ( ~t,)" = z Kf,”’(t—to)v, (4.4)
=0V
ergibt sich die Volterra-Gleichung zu
0 (v)
r(f) = f‘(t)+z j (t-7)r—1,)dr (4.5)
bzw. mit den Integralen
B t ~ ~ ) ~ (t _ to)v+2 4
N, (1) = [ (t=)(z—7,)"dT = 0D (4.6)

fy
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© KE)V) © KE)V) (t_to )V+2

r(t) =F()+ ). —N,(t,1,) =F(t)+ )

Die Taylorreihen-Koeffizienten

L 1d'K
Ky =———
vl dt" |0

setzen sich aus denjenigen der Kraftkomponenten G und S
K" =G{" +S}’

aus den Potenzreihen

c 1 v v
G=Z;Gg)(t—to)

v=0

und
=21
_ W (4 _ v
S—;;So (t—1y)
zusammen.

4.2 Formulierung von Bestimmungsgleichungen fiir die
Gravitationsfeldbestimmung

v! ~ vl v+ +]D)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

4.11)

Die Resultierende S enthélt gravitative und nichtgravitative Komponenten

S=G,+$

Der Anteil S ist bei den Missionen CHAMP, GRACE der Messung

zugénglich
S( t,) t, MeBzeitpunkte

4.12)

wihrend die Komponente G, zu den MeBzeitpunkten ausreichend genau

berechenbar ist.
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Aus den damit gegebenen Daten
S() =G5 (1) +8(1) (4.13)

berechnet man durch Aufldsung der Gleichungen
o 1 v v
VZ:(;;SE) )(ti_to) :S(ti) (414)

die Reihen-Koeffizienten S{” bis zu einem endlichen Grad N.

Die Reihen-Koeffizienten

1d'G
Gy =———+ 4.15
“owvldt |0 (4.15)
berechnet man ausgehend von einer in den Feldparametern linearen
Parametrisierung der Gravitationskraft der Erde (Beispiel: Kugelflichen-

funktionsentwicklung)
G=3 56,0 = L3I0 (4.16)
n=0 dtv n=0 dtv

R WP A XS (4.17)

Tragt man die Reihen-Koeffizienten in die obige Gleichung

r0) =0+ Ky (=)™

= v (v+2)(v+])

(4.18)

ein, so resultiert

(5, g e |G
;v!(;g’“c" "5 ](v+2)(v+1) F(t)-r () (4.19)
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Das ist ein in den Feldparametern g, lineares Gleichungssystem.

Aus der Bahnbestimmung sind die rechten Seiten zu den MeBzeitpunkten

t. bekannt.

4.3 Bewertung des Konzeptes

Da die Reihen ein endliches Konvergenzintervall haben, mufl man einen

langeren Bahnbogen in der Regel aufteilen. Man kann dann fiir jeden dieser

Teilbdgen die obigen Schritte anwenden und gelangt so fiir jeden Teilbogen zu
einem Satz von Bestimmungsgleichungen fiir die Feldparameter

3 ¢, ~1)" r(t,)-¥(,). (4.20)

N ) )
Z [zg”G"‘) 50 J(v+2)(v+l)

V=

Darin gehoren die Zeitpunkte ¢, jeweils dem Zeitintervall ¢ <z, <y, an.

Vertauscht man die Summationen, so folgt

1 = N )
(,k)j Nv(f,»k)(r(tik) () Z; S¢'N, (). (4.21)

e, (iicf:a V
n=0 o v!

Anm.: 1. Das Konvergenzintervall der Reihen ist i.allg. kiirzer als die
Umlaufszeit der Satelliten, im Falle der Satelliten CHAMP, GRACE

diirfte es zweckmdpfsig sein, einen Umlauf wenigstens zu dritteln, also

Teilbogen dieser Linge zu bearbeiten.
Fiir die Gravitationsfeldbstimmung ist aber auch die obige Darstellung

der gemessenen Krdfte durch eine Potenzreihe ein begrenzender

Faktor.

2. Anstelle der Potenzreihen kommen auch Reihenentwicklungen nach
den STUMPFFschen c-Funktionen oder die ihnen gleichwertigen
G-Funktionen, die Stiefel und Scheifele [35] untersucht haben, in
Frage. Bei diesen kommt man bei geforderter Genauigkeit mit weniger

Reihentermen aus.
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Allen drei Alternativen ist gemeinsam, daf} man die Berechnung der

bendtigten vollstdndigen Zeitableitungen rekursiv gestalten kann
[21.26,35].

3. Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich auf ein terrestrisches
Bezugssystem iibertragen.

4. Wenn man sich in der Potenzreihenentwicklung auf den Term
v =0beschrdinken kann, dann lautet das obige System von
Bestimmungsgleichungen

Ja (0) 0) (tl _tk)z ~
ZgnGn,O +8, : X = r(tik)_r(tik) (4.22)
n=0 .
bzw.
> G- z HUGEIMER (4.23)
n=0 i Yk

Das sind je Zeitintervallt, <1, <t,, drei lineare Gleichungen fiir die
N, +1 (N, Entwicklungsgrad) Potentialkoeffizienten g,. Auf der
rechten Seite steht gendhert eine beschleunigte Bewegung

() ()-8 =7() - (G +80) 6, - (424)

Die Beschleunigung ist gegeben durch die Kraft

S =G +8 (4.25)
zum Zeitpunkt t, (% t, des k — ten Teilbogens).

3. Man kann aus den Bestimmungsgleichungen (6) Terme mit a
priori bekannten Feldparametern herauslosen und auf die rechte
Seite verlagern.
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4.4 SST-Analyse mit Potenzreihen

Im folgenden werden die Bezeichnungen verwendet:

r,.rg geozentrische Ortsvektoren der Satelliten A und B

A Verbindungs-oder Abstandsvektor von A nach B

sowie

OY p =T —T,

OF =T —T,

5G£:3 = GS,/(% B _Gl(:(; y
58y =S|, S|,
_ v+2 (426)
NV (l‘l ) = M
' v+2)v+1
St)=a (t,)=0F,5(1)
o ]
F(z,)=St,)— > —0SY'N,(,)
v=0 14
Schreibt man die Losung
) (v)
r(t) =F(t)+ ), K"' N, (.t,) (4.27)
v=0 V-

der Volterra-Gleichung fiir jeden der Satelliten A und B auf, bildet die Differenz
der Losungen und spaltet die Koeffizienten K{”auf entsprechend

K =Gy +8y, (4.28)

erhélt man als Grundgleichung fiir die SST-Analyse

36, Y L SGUN, (1) =F(,) (4.29)
0 v=0

1
o v!

oder mit der Bezeichnung
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— S l )
Mm = ZO > SGUN, (t,) (4.30)
in der Gestalt
e M, ()=F@) mit g <1 <t (4.31)

n=0

Ein solches System von Bestimmungsgleichungen erhilt man fiir jeden

Teilbogen ¢, <z, <¢,,.

Anm.: 1. Wieder kénnte die Verwendung von G-Reihen [35] Vorteile gegeniiber
den Potenzreihen bringen.

2. Terme mit a priori bekannten Feldparametern kann man auf die rechten
Seiten verlagern.
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S. Gravitationsfeldbestimmung mit
Erdsatelliten als Randwertaufgabe

Von SCHNEIDER wurde 1967[23,24] ein neuer Weg zur Losung des
allgemeinen Bahnbestimmungsproblems vorgeschlagen, basierend auf einer
Randwertaufgabe [19,20,30]. Dieser Vorschlag war auch als eine Alternative
zum GAUSS — Verfahren [21] der vorldaufigen /definitiven Bahnbestimmung
gedacht und sollte die in der Anwendung wichtigen Sonderfille

Ephemeridenrechnung

vorlaufigen Bahnbestimmung
definitiven Bahnbestimmung und der
Parameterbestimmung

umfassen.
In der Folge wurden eingehende Untersuchungen durchgefiihrt, in denen vor
allem methodische Einzelheiten des Losungsvorschlages geklédrt wurden, so

die zuverldssige Berechnung der auftretenden bestimmten Integrale mit rasch
oszillierenden Integranden durch ILK und KLOSE [9]

o der Bereitstellung von Restgliedfunktionen , um das asymptotische

Abklingverhalten der Koeffizienten der Reihenentwicklungen nach den
Eigenfunktionen des Integralgleichungskerns einer Fredholmschen
Integralgleichung abzuschitzen durch ILK und KLOSE [10]

das Konvergenzverhalten der iterativen Auflosung der unendlichen Systeme
der anfallenden nichtlinearen Gleichungen durch ILK [41], REIGBER[42]
und SCHNEIDER

der praktischen Durchfiihrbarkeit des Verfahrens in den oben angefiihrten
Sonderfillen durch SCHNEIDER [23], BERGER [1], REIGBER][19], ILK
[41], LUDWIG, FROHLICH [3], LANSARD&BIANCALE [16],
THALHAMMER [39], KUSCHE [14] und RUDOLPH [20].

Dariiber hinaus wurden von SCHNEIDER, REIGBER, FROHLICH und ILK
im Hinblick auf die Anwendung eine Reihe methodischer Erweiterungen des
urspriinglichen Vorschlages vorgenommen, beispielsweise
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e die Verbindung mit der differentiellen Verbesserung von Modellparametern
[21,22]

e die Formulierung fiir spezielle testbare Funktionale (Observable) [21,22],

e Varianten zur iterativen Auflosung der Bedingungsgleichungen (basierend
auf einem Satz von Helge von Koch) [21].

5.1. Allgemeines Bahnbestimmungsproblem als Randwertaufgabe

Neben den sog. Laplace-Methoden, die sich auf die Anfangswert-
determinierung eines Bewegungsproblems stiitzen, spielen in der Bahnbe-
stimmung die Gauss-Methoden eine bedeutende Rolle. Sie basieren auf einer
Determinierung des Bewegungsproblems durch zeitliche Randwerte[21,22].

In diesem Sinne soll im folgenden das allgemeine Bahnbestimmungsproblem als
Randwertaufgabe [17,18,19,23,24,27,28,33] behandelt werden.

Die Bewegungsgleichung eines Satelliten
mit = K(r, ;1) (5.1)

und die zeitlichen Randwerte beispielsweise einer Zielbewegung
konnen mit dem Integralgleichungskern (Dreieckskern) [21,22]

r,(1-1¢,) T, <t
K'(t,7,)= fiir 0<t
tn(l_Tn) t ST

7, <1 (5.2)

n’"n

sowie der gleichformig - geradlinigen Bewegung vom einen zum anderen
Randort in der Zeitspanne 7:=¢, -1,

() =r,+(r,—r), (5.3)

zur Fredholmschen Integralgleichung
r(tn ) = F(l‘n ) - TZ '[ KI (tn 4 Tn )K(r(rn )9 l"(Tn )’ Tn )dTn (5'4)
0

zusammengefalit werden.
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Ihr korrespondiert im Falle der Anfangswertdeterminierung die in §4
zugrundegelegte Volterrasche Integralgleichung

r(t) = F(1) - j (t-0)K(r,F;0)dr  mit  F(f)=r(t,) + 1)t —1,). (5.5)

fy

In beiden Fillen der Determinierung wird die Losung der gestellten Anfangs-
/Randwertaufgabe in halbexpliziter Form dargestellt. Im Integranden ist ja die
auftretende Kriftefunktion von der Bahn 1.allg. abhingig.

Fiir die RWA soll jetzt ein von der Kriftefunktion K weitgehend unabhéngiger
Losungsweg angegeben werden [25,27,33].

5.2. Losung der Randwertaufgabe durch Entwicklung nach
Eigenfunktionen

Auf dem normierten Zeitintervall 0<7 <1 bilden die Eigenfunktionen des
Dreieckskerns K’

@ (t)=~2sinA,t,  v=1l)o zudenEigenwerten A, =v’7’ (5.6)

ein orthonormiertes Funktionensystem. Nach diesem konnen die gesuchte
Losung der Randwertaufgabe als auch der Integralgleichungskern in
gleichmifBig konvergente Reithen entwickelt werden [21,22,26,31,33,40,43]:

r0,)=70,)+ Y57l

a 1, - 5.7
2. 0.(1,)0,(7;) 6-7)
Kl — o=l
(z,) ry
Geht man mit diesen Reihen in die zu ldsende Integralgleichung ein, folgt
Snole) =Y 5 (ol oy K d (5.8)
v=l o=l (o 0

Darin bedeutet

T=t,—t, mit ¢,,t, und t,<t,. (5.9)
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Multiplikation der Gleichung mit der x—ten Eigenfunktion und anschlieende
Integration iiber das Intervall 0<z, <1 ergibt, beachtet man die Orthonormierung

.[ (p/ll (Tn)¢)|f (Tn )dTn = 5,uv > (5' 1 O)
0

ein unendliches System von Bedingungsgleichungen fiir die im Losungsansatz
zundchst unbestimmten Koeffizienten r,

\4

2 1
= [ BUEDKEE)IE AT, V1) (5.11)
v 0

Im Integranden ist der Losungsansatz einzutragen, d.h.
K(r(z)),#())57)) = K(F+ Y5, 5L (). F + Do, p (2] 7)) (5.12)
o=1 o=1
Das Gleichungssystem ist i.allg. ein nichtlineares Gleichungssystem der Gestalt
r,=r,(T°,1,;r,,r;r,..) v=1l)wo, (5.13)

dessen Auflosung die gesuchten Entwicklungskoeffizienten r, des Losungs-
ansatzes sind. r,,r, sind die gegebenen Randwerte der gesuchten Losung zu den
Randzeitpunkten ¢, und ¢t .

5.3. Bestimmungsgleichungen fiir Feldparameter
5.3.1 Nutzung der Bedingungsgleichungen
Liegt eine Parametrisierung der Kréftefunktion der Gestalt [22]

K(r,E5t,) =Y kK, (r,E5t,)+z(r,F3t,) +u(t,) (5.14)
i=0

vor, worin der erste Term die interessierenden Parameter &, enthilt, der zweite

nicht parametrisiert ist und der dritte Term der Existenz eventueller
unbekannter, aber zeitverdnderlicher Kraftkomponenten Rechnung trigt.
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Im Hinblick auf die Gravitationsfeldbestimmung wird die Kréftefunktion die
Gestalt haben
K(r,55t,) =) gG,(r,F;t,) +z(r,F5t,) +u(z,) (5.15)

i=0
worin

G(ri1,)=Y gG,(r1,) (5.16)

die Gravitation der Erde bedeutet und g, die interessierenden Feldparameter.

Das System der Bestimmungsgleichungen fiir diese Parameter nimmt dann
mit den parameterfreien Integralen

1
3, =[G, (x(z)7,)d,
’ (5.17)
z) = [l (0 Z(r(z,).i(z)); 7,)dx,
0

die Gestalt an

2 © 1
rv=—§ {ZgiJfﬁZiJr | q?f(r,;)u(r;)dr;} vl (5.18)
i=0 0

v

Setzt man noch fiir den Zeitverlauf des nichtmodellierten/nichtmodellierbaren
Anteil eine Entwicklung [22]

u(z,) =(z,)+ 3,7 (z,) (5.19)

an, so erhélt man schlieflich das im Prinzip unendliche System von
Bestimmungsgleichungen fiir die Feldparameter

2 )
r, =—Z—{2giva+Zi+NsuA +Ks(u3—u>+uv} (5.20)
i=0

14

mit den Integralen
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0 v gerade
Iumr)dr-— 2 fiir (5.21)
A, v ungerade
2
. + ) v gerade
K’ Jrngov (z))dr! = ’ fiir : (5.22)
2
0 - v ungerade
7 g

Damit liegt ein Gleichungssystem der Struktur

geju upsuu,,.) =0 (5.23)

vor, das bei bekannter Losung
K(t,) = F(1,)+ Y67 (,) (5.24)

zur Parameterbestimmung und zur Schitzung des nichtmodellierten Anteils
u(z,) der Kréftefunktion herangezogen werden kann.

5.3.2 Direkte Nutzung der Integralgleichung

Trigt man in die Fredholmsche Integralgleichung
rt,)=r(,)-T fKI(fn,Tn)K(l‘(Tn),f‘(fn);Tn)dTn (5.25)
0
die Parametrisierung der Kréiftefunktion
K(r,r;t) = ZI:giGi(r,i‘;tn) +z(r,r;t))+u(t,) (5.26)
pary

ein , folgt
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1

ZgiTz'[K’ (t,,7,)G,(r,7,)dzr, = r(tn)—F(tn)+T2J.K1 (t,,7,)(z(r,5;7,) +u(zr,))dz,. (5.27)

i=0 0

8

Im Falle der CHAMP-Mission sind bekannt

e r(z,)-7(¢,) aus der Einmessung der Satellitenbahn in das GPS-System
e die nichtgravitativen Anteile der bezogenen Krifte z(r,r;z,).

Die gravitativen Anteile von z(r,r;z,), herriihrend von der Gravitation dritter

Korper wie Sonne und Mond kénnen genau genug als Zeitfunktionen berechnet
werden.
Schreibt man die Gleichung fiir alle MeB3zeitpunkte #* :=¢_auf

o 1

1
YT [K'(t7,7,)G,(r,7,)dz, =r(t]) = F(t)+T* [ K' (7 ,7,)(2(r, F57,) +u(z,) )T,
0

i=0 0

(5.28)
so liegt damit ein in den gesuchten Parametern &, (i =0,1,...0) lineares
Gleichungssystem vor, das an die Stelle der Bestimmungsgleichungen

TZ o0
r, =—/I—{Zg[JfV+Z‘§+N‘V‘uA+K‘V‘(u3—u)+uv} (5.29)
v Li=0

treten kann. Dieses ist die Transformation des ersteren in den Spektralbereich.

Anstelle der Integralgleichung
r(t,) =¥(,)-T [ K'(t,,7,)K(r(,),(r,);7,)dT, (5.30)
0

konnen folgende Varianten verwendet werden, auf deren Herleitung hier nicht
eingegangen werden soll [21]:

n’>"n?’

a) r(t,) =T (t,) T [ K'(t,,7,; DK , (r(@,),¥(z, );7,)d7,  (5.31)
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mit der die Randorter die verbindenden Kreisbahn

_ sin\/Z(l—t ) sin~/At
= n n 5.32
(1) sin\/z fat sin\/z s ( )

sowie dem Integralgleichungskern

sin«/Ztn sin\/Z(l—z'n) ¢ <1

JAsin/2 S
K'(t,,7,;4) = fiir . (5.33)

sin \/Zrn sin \/Z(l —t) py

JAsin/2 S

Die Kraft K, ist erklért durch
K, =K+, g GMm, (5.34)
h a a

und der Parameter A in der hier zugrundeliegenden linearen Erweiterung des
primédren Newtonschen Differentialausdrucks durch

A= Gjil =n’> £ 3.Kepler-Gesetz
a .

a Radius der Kreisbahn

(5.35)

Diese Fassung der grundlegenden Integralgleichung ist der nahezu
kreisformigen = CHAMP-Bahn besser angepalit als eine die Randorter
verbindende Trigheitsbewegung

(5.36)

r(t)=r,+(r;—r)t

n
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b) Mit der von Brumberg 1962 angegebenen Integralgleichung [21]
r(t) =T, (t) - j K'(t,7)Q(7)dr (5.37)

148t sich eine noch weitergehende Annéherung an die aktuelle Bahn erzielen,
ndmlich durch eine die Randorter verbindende elliptische Kepler-Bahn. Es
bedeuten

1 sinn(t, —t)sinn(r —t,)

T<t
n sinn(t, —t,)
K'(t;7) = fiir (5.38)
1sinn(t, —7)sinn(t—t,) i<t
n sinn(t, —t,)
und
1 1 .
Q:=GM(—3——3jr—F*(r,r,t), (539)
rooa

worin die Kraft F*(r,r,7) definiert ist durch

GM

K+——r=F*(ri,7) (5.40)
r

Wollte man r(¢) als eine die Randdrter verbindende elliptische Kepler-Bahn mit

sdakular gestorter Knoten- und Apsidenlinie sowie verdnderter mittlerer
Bewegung einfiihren, so konnte man beispielsweise von der intermedidren

Losung ausgehen, die Kyner und Bennett im Rahmen einer modifizierten
Encke-Methode vorgeschlagen haben oder die ihr Losung, die Cui seiner
Bahntheorie 2.0rdnung zugrunde gelegt hat. Das soll hier nicht ndher untersucht
werden. Man wird hier aber anstelle einer Greenschen Funktionen auf einen
Tensor solcher Funktionen zuriickgreifen miissen. Hierzu sei auf die Arbeiten
von SCHNEIDER [21] und FROHLICH [3] verwiesen.
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In den Kriftefunktionen K o

Struktur der Bewegung r(r) aus der Kriftefunktion K Komponenten heraus-
nimmt, und zwar die dominierende Kepler-Kraft.

bzw. Q kommt zum Ausdruck, da} die reichere

5.3.3 Analyse von SST-Daten mit Hilfe der Integralgleichung

Zur Anwendung auf eine SST-Mission wie GRACE schreibt man die Gleichung

1

> &l [K'(t,,7,)G,(r,7,)dz, =x(t,) = F(t,)+ T* [ K'(¢,,7,)(2(r,;7,) +u(z,) )z, (5.41)

i=0 0

8

fiir jeden der beteiligten Satelliten (1) und (2) auf

w 1 1
YT K (t,,7,)G,(x",7,)dr, = (6,) - F )+ T* [ K' (t,,7,) (2(r #;7,) +u"(z,) )z,
i=0 0 0

(5.42)

0 1 1
Z g[T2 I K[ (tn > Tn )Gl (r(z) > Tn )dTn = r(2) (tn) - F(z) (tn) +T2 J‘ K[ (tn > Tn)(Z(r(Z) > r(2) ; Tn) + u(2) (Tn ))dTn
i 0 0

i=0

(5.43)

und bildet anschlieBend die Differenz dieser Gleichungen

w 1
> g T” j K'(¢t,z )G,x?,r)-G,@x",z )dr, =
i=0 0
=AY (t,) - AP (@,) +
1
T [ K (1,7,) (200605 1,) — 2000805 7,) + (02 (7,) —u® (7, ) i,
0

(5.44)

Fiir eine SST-Konfiguration , in der sich die Orter der Satelliten nur wenig
voneinander unterscheiden, kann man an eine Taylorentwicklung der
Funktionen in den Integranden vornehmen

G[ (r(z)’rn) = G[ (r(l) + A’ Tn) ~ Gi (r(]) s Tn) + A : (VrGi (r5 Tn ))

i, Fees (5.45)
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womit man erhalt

e 1 0 1
> T [K'(t,,7,)G,(x?,1,) -G, 7, )d7, = > g T [K' t,.7,)A- (V,G,(r,T,)
i=0 0 0

i=0

(5.46)

In dieser linearen Néaherung wird deutlich, wie man auf diesem Wege auch die
Satellitengradiometrie bearbeiten konnte.

Analog lassen sich auch die anderen Varianten der Integralgleichung heran-
ziehen.

Im Hinblick auf die Anwendung kommt es darauf an, die auftretenden Integrale
unter Beriicksichtigung der besonderen Verldufe der Integralgleichungskerne zu
berechnen. Verglichen mit der Feldbestimmung im Spektralbereich (s 5.3.1)
treten hier keine rasch oszillierenden Integranden auf.

5.4 Bewertung des Konzeptes

5.4.1 Methodische Vorarbeiten

Im Hinblick auf die Anwendung auf die Gravitationsfeldbestimmung waren vor
allem folgende Fragen zu kléren:

1. Berechnung der bestimmten Integrale

2. Abschitzung der Fehler zufolge Reihenabbruch

3. Regionale vs. Globale Feldbestimmung zufolge der begrenzten Linge
der nutzbaren Bahnbogen

4. Auflosung der Bestimmungsgleichungen

Hier sollen Literaturstellen angefiihrt werden, in denen Antworten auf die
vorstehenden Fragen zu finden sind.

Zu 1. Zur praktischen Durchfiihrung des Verfahrens wurden von SCHNEIDER
[21,22] fiir die wichtigsten Operationen mit den Reihen die bendtigten
Formelausdriicke ausgearbeitet, insbesondere im Hinblick auf eine
symbolische Formelmanipulation, und in Testrechnungen erprobt.

dr
r(l),rn

n

+...



-57 -

Die bestimmten Integrale konnen wie ILK und KLOSE [9] gezeigt haben,
auch bei rasch oszillierenden Integranden zuverlédssig und mit vertretbarem
Rechenaufwand durch numerische Quadratur berechnet werden.

Zu 2. Der durch Reihenabbruch begangene Fehler kann durch Restglied-
funktionen zuverldssig abgeschitzt werden, wie ILK und KLOSE [10]
gezeigt haben.

Zu 3. Die nutzbare Lange der Bahnbogen ist im Falle der Variante mit der
Tragheitsbewegung r(z,)=r, +(r, —r,)t, zwischen den Randortern deutlich

unter einem Umlauf begrenzt, wie in zahlreichen Simulationen von ILK
gezeigt worden ist. Um ldngere Zeitintervalle nutzen zu konnen, mufl ein

langer Bahnbogen

entweder geeignet unterteilt und die Teilbogen getrennt verarbeitet
werden, was in den bisherigen Untersuchungen geschieht

oder man synthetisiert die Amplitudenspektren der Teilbogen
zu einem Amplitudenspektrum des Gesamtbogens nach
einem Vorschlag von SCHNEIDER [21].

Eine andere Moglichkeit wire die Verwendung der die Randorter
verbindenden Kreis- oder Ellipsenbahn sein und Anpassung der Methode
der unendlich vielen Variablen, d.h. der Entwicklung nach Eigenfunk-
tionen. Oder man greift von Beginn an auf die direkte Nutzung der
Integralgleichungen zuriick (s.5.3.2 ). Damit aber verliert man die
Vorziige der Spektraldarstellung.

Zu 3. und 4. Die Begrenztheit der Lédnge der nutzbaren Bahnbdgen hat das
Problem der regionalen Felddarstellung aufgeworfen, das ist
eingehend von ILK, THALHAMMER [39], KUSCHE [14] und
RUDOLPH [20] untersucht worden, vor allem auch im Hinblick
auf die globale Feldbestimmung durch Synthese regionaler
Feldbestimmungen.

Zu 4. Die Auflosung der anfallenden groflen Gleichungssysteme insbesondere
im Hinblick auf eine globale Feldbestimmung haben RUDOLPH [20]
und ILK untersucht.
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Die umfangreichen Untersuchungen von ILK et.al.  zeigen, daB die
Voraussetzungen fiir die praktische Anwendung des Weges der
Gravitaionsfeldbestimmung durch Losung einer Randwertaufgabe [41] in
methodischer Hinsicht als gegeben angesehen werden. Eine Bewertung des
Weges wird man erst nach einer solchen Anwendung auf Echtdaten beispiels-
weise aus Satellitenmissionen vornehmen kdnnen.

Erste Anwendungen (s.5.4.3) waren jedenfalls erfolgreich.

5.4.2 Methodische Erginzungen

In diesem Abschnitt sollen drei methodische Ergéinzungen zu den
Entwicklungen nach Eigenfunktionen bzw. in Potenzreihen angefiihrt werden.

5.4.2.1 Zusammenhang der Reihenkoeffizienten

Betrachtet sei eine eindimensionale Bewegung, die einerseits nach
Eigenfunktionen entwickelt und andererseits durch eine Potenzreihe dargestellt
sel

X, +(x, —x,)t, +vagzj(tn) =x(t,) = Zx"(t—to)"
o=0

v=]

Entwicklung nach den Eigenfunktionen Potenzreihe (5.47)
¢’ (t,)=~2sin(vrt,)

und zwar im Zeitintervall T =¢,-¢,, von dem angenommen werde, daf} es

kleiner als das Konvergenzintervall der Potenzreihe ist. Andernfalls miifite man
die Potenzreihe iiber ihr Konvergenzintervall analytisch fortsetzen.

Mit
Zix(")(t ~1,)" =x +xV(t~1,) +Zix(a)(t —1,)° (5.48)
o=0 G' o=2 O-'

normiert man die Zeitzdhlung auch in der Potenzreihe gemil3

P, Wl N PP C LY (5.49)
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folgt
0 0 x(a)
X+ —x )+ > x,@ (1) =x,(1,)=x,+x", T+ 2—'T“t;’ (5.50)
v=l ' o=0 O
bzw.
[59) 0 x(o')
(‘xB _xa )tn + ZXV(BI (tn) = xn (tn) = x(l)tnT + z ' TU[: . (55 1)
v=l ' o=0 O

Multipliziert man diese Gleichung mit @, (z,) und integriert man iiber ¢,, so
erhélt man wegen der Orthonormierung der Eigenfunktionen

1 1 0 (o)po 1
(X —x{,)f 6,0, (t,)dt, +x, = x(, =0)TI £, (t,)dt, + Zx A I 7@, (t,)dt, (5.52)
0 0 o=2 0
bzw. mit den Abkiirzungen
1 1
K= [6,01(t)dt, und I7 = [t7p](t,)dt, (5.53)
0 0
) x(O')TU
(xy —x,)K; +x, =%, =0)T,K; + 17 (5.54)
n n ~ (7'
oder umgestellt
© x(U)TO'
xp—x,— X%, =0T)K; +x, :Z ' I7. (5.55)
o=2 O

Wenn man die Potenzreihenkoeffizienten x'° kennt, dann konnen daraus die
Entwicklungskoeffizienten x, berechnet werden.

Die Potenzreihenkoeffizienten konnen rekursiv ermittelt werden, wenn man die
ersten beiden Koeffizienten

x” =x(t, =0)=x, und x" =x(t,=0) (5.56)

kennt. Ersterer ist durch den linken Randwert bekannt, letzterer ergibt sich wie
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folgt

v=1

. de(t,) ldx(t,) 1 e _
x(t,) = T m =?|:)CB—XA+Z)CVV7Z(D‘I,(Z‘W):| (5.57)

mit den orthonormierten Eigenfunktionen vom Typ II [21]
D7 (t ) =2 cos(vat,), (5.58)

woraus flir ¢, =0 folgt

xV = x(, =0):%{x3—x/1+iwir] (5.59)

v=l

Damit ergibt sich folgender Algorithmus zur Berechnung der
Entwicklungskoeffizienten x,

(1) Berechne mittels einer Ausgangsndherung x*’
die Potenzreihenkoeffizienten
(x )(k) rekursiv mittels der Differentialgleichung fiir x(r)
(2) Berechne mittels eine neue Naherung x!*"
(2) Ist |xi"
(4) Wenn nein, dann gehe zuriick zu (1) usw.

<g?

Die oben eingefiihrten Integrale K; und I7lassen sich geschlossen berechnen:

] 0 v gerade
K; = [t,8,(,)dt, = fiir (5.60)
0 2\/5
- > v ungerade
(vrr)
Zur Berechnung von
1
17 =175 ,)dt, (5.61)
0

kann man die Formel
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H 2]
Ix" sin xdx = cos xi D" (p;=1;2v)x" " +sinx i =D (p;=L2v+Dx" " +C (5.62)
v=0 v=0

verwenden. Es bedeuten
[a] = entier (a)
eaf| @
”(b“‘) . (5.63)
;)
b
Die vorstehend geschilderte Umrechnung der Potenzreihenkoeffizienten in die

Entwicklungskoeffizienten einer Entwicklung nach den orthonormierten
Eigeenfunktionen

(a;b;c) =

Po(t,)= V2 sin(vzt, ) (5.64)

kann auf beliebige Vektorfunktionen A(z,) lbertragen werden, wenn diese als

Losung einer Differentialgleichung ist, die die rekursive Berechnung der Potenz-
reihenkoeffizienten A'” ermdglicht. Das ist bei einer Teilchenbewegung, die
durch die Newton-Eulersche Bewegungsgleichung geregelt wird, der Fall.

5.4.2.2 Modifizierte Entwicklung nach Eigenfunktionen

Die Losung einer I. Randwertaufgabe zur Differentialgleichung

f;f=f(x)=ﬁ(x)+€ﬁ(x) = 2;2“:“;2‘ =x"=T"f(x)=T"(f,(x)+&f,(x)) (5.65)

werde angesetzt in der Form

x(t,) =% (t,)+ Y'Y %, 7. (t,) (5.66)

Jj=0 v=1

Sei auch f(x)in gleicher Weise entwickelt
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JSx)= fo(x) n &£ (%)
AR ND WAL AR DTS WD WALAD (5.67)

Triagt man die Reihenentwicklungen in die Differentialgleichung ein , so
resultiert

S+ S, ) =T (ﬁ(rm S S 0 G T eSS S g m]
=0 vl =0 ol =0 ol

(5.68)

bzw.

>y, 76 =T [ﬁ(a) XD WA BTV AL WD WA R4 )J

= j=0 o=1 = o=1

(5.69)
oder wegen

o' (t,)=~(vr)' P, (t,) (5.70)

0

i &Y ~0mYx, Bl) =T [70 (t,)+ Z &' 1a) Pat)+ £+ ei WA )J

o=l o=1

(5.71)

Multiplikation mit der Eigenfunktion @’(¢z,) und anschliefende Integration iiber

0<t, <1 ergibt wegen der Orthonormierung der Eigenfunktionen iiber diesem
Intervall

Y e () x, + A} =T (I (7@ + 27" 0,)7 (5,)dr, + 3o JPJ
(5.72)

Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen von ¢ ergibt

©) _ () I
_ a7

_ — A=1,2,..0
2 (0) ) =1 j >
Xy = —(lﬂ.)z +T ‘([ (f (Tn)+ Ef (Tn ))(pl (Tn )dTn fir j= 0,1,...00

(5.73)



-63 -

Das Integral ist geschlossen auswertbar

f f(o) + 8/7(1) (Tn))@l (T,,)dfn —

:f;O)N5+(f(°) f;m)Ks i g(flil)NS_{_(f(l) f/;“)Kj): (5.74)
=(S+ef )N+ (7 = )+ e (1 = ) K; =
:(fAN;l+€(fB_fA)Kz)

so daB folgt

f(O) (1)
X, == ) P (f Ny +e(fy = f)KS). (5.75)

5.4.2.3 Randwertaufgabe zu Storungsgleichungen

Zur Losung einer I. Randwertaufgabe zu Storungsgleichungen

da da
—=¢cf(a,t) =
» f(a,?) %

n

=a'=¢Tf(a,t,) (5.76)

sollen die Ansatze

a(t) =)+ Y a5 () = a'()=a)+Y (va)a,d" ()
v v=l (5.77)

F)=F6)+ Y £71,)

herangezogen werden. Geht man damit in die Storungsgleichungen ein, so erhélt
man eine Darstellung der «, durch die f,

70+ 3 vk, B, =5 70+ 3 1010 (578)

bzw. nach Multiplikation der Gleichung mit ®”(¢,) und anschlieBender
Integration tiberz,
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1 ¥ 1__ ¥
(\ﬁ_fl”dtn +(| p)al :e% éfl: Iﬂdtn + é ﬁ]Klny
0 To n=l b

bzw. umgestellt

L _ ¥
| pa, = def— aT(I)F,”dtn +edq [k,
0 n=l1

Eine Darstellung der /. durch die a, ergibt sich wie folgt:

Man multipliziere
3 = e g .., .0
a_(ttn) + a_ (np hn Fn (tn) = egf([n) + a_ ﬁ]J_n ([n)a
mit j-, (+,) und integriere anschlieBend tiber ¢,

1 ¥ I
\— — .IJ
Flat, +a (. Ky =e OfI'dt, + /iy

.1
.
-Iu

0 To

oder umgestellt
‘ = s
efi =@t efydt, +a (g, K, .
0 n=l

Die aufretenden Integrale lauten

>

i
T- >~ N gerade
A i (p)
Ky =0 @), =i
0 T \/5
it > N ungerade
i (p)
| i 0 n gerade
_ |
K= ¢, Fa@)d, =i 242
. i N ungerade
|

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)
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1 0 v gerade
s o | =1 _
N = l L()dt, =1, [ 2  ungerade (5.86)
(vrr
1
Ny = [®U(t,)dt, =0 fiir alle v (5.87)
0
sowie
1 \/_ZE g v (u+v+n) ungerade
Koy = [ 16, )0! 0, )0 (1, ), = 7 [ = (uv) | [ = (u-v)]]
’ 0 (,u+v+n) gerade
(5.88)
bzw. im hier interessierenden Sonderfall =0
22n 1
b 2) — d
K, = [®! )7 (,)dt, = {(J—) w oy (V) ungerade
v \"n n \"n n (5.89)
0 0 (v+n) gerade
Damit erhilt man die Darstellungen der Koeffizienten in der Gestalt
f, = a,: Ana, :givaM
v=1
(5.90)

0

a, = fl:efﬂzAaNj—e[fANj+Aﬂ(ﬂ+ (vr)a,K,,
-l

1%

Der Losungsweg 146t sich auf Systeme von Differentialgleichungen 1.0rdnung
iibertragen, beispielweise auf Storungsgleichungen [19,21,22,].
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5.4.3 Bisherige Anwendungen

Die bisherigen Anwendungen des vorgeschlagenen Verfahrens
galten den Fragestellungen:

e Vorlaufige Bahnbestimmung aus Richtungsmessungen
durch SCHNEIDER [23] und Vergleich mit Ergebnissen
aus der Literatur

e Ephemeridenrechnung durch Losung der
Randwertaufgabe bei vorgegebenen Randwerten durch
ILK [41]

e Bestimmung der resonanten Harmonischen C,,,S,; aus

Laserentfernungs- und Richtungsmessungen nach
Edsatelliten durch BERGER [1]

e Bestimmung resonanter Harmonischer verschiedener
Ordnungen und von Stationskoordinaten aus Satelliten-
beobachtungen durch REIGBER [19,28,42]

e Parameterbestimmung aus Erdrotationsdaten durch
FROHLICH [3]

e Analyse von Doppler-Beobachtungen durch
LANSARD& BIANCALE [16]

e Umfangreiche Simulationen der hochauflosenden
regionalen/globalen Gravitationsfeldbestimmung aus
SST- und SGG-Daten durch ILK, THALHAMMER [39],
KUSCHE [14] und RUDOLPH [20].

Die Vorarbeiten fiir die Anwendung des Verfahrens auf
Echtdaten der neuen Missionen wie CHAMP, GRACE und
GOCE werden von der Gruppe von ILK derzeit durchgefiihrt.
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6. Verallgemeinerung des GAUSS-Verfahrens
fiir gestorte Keplerbahnen

Das von Gauss 1809 angegebene Verfahren zur vorlaufigen Bahnbestimmung
ist auf Kepler-Bewegungen beschriankt. Kernstiick dieses Verfahrens ist das sog.
Sektor-zu-Dreieck-Verfahren, das die nichtlineare Fredholmsche Integral-
gleichung [21]

) =70, — [ K 6,07, K (7, ), (6.1)
m 0

im Falle der Kepler-Kraft

mGM r

2
r r

K'(r):= - (6.2)

exakt zu 16sen gestattet, und zwar fiir alle Arten ungestorter Kepler-Bahnen.

Das Sektor — zu - Dreieck - Verfahren stiitzt sich wesentlich auf die Ebenheit der
Kepler-Bewegung [21].

Bucerius hat aber 1955 gezeigt, dal sich das Gauss-Verfahren auf nichtebene
Bewegungen, auf gestorte Kepler-Bewegungen erweitern 148t und dies fiir die
Bestimmung einer Kometenbahn ausgearbeitet [21].

Im folgenden soll gezeigt werden, dal sich das Gauss-Verfahren auch fiir die

Bahnen von Erdsatelliten verallgemeinern 1d6t. Das ermdglicht dann die
definitive Bahnbestimmung gestorter Kepler-Bahnen.

6.1 Separation der Fredholmschen Integralgleichung

Die Randorter r, und r, bilden mit dem durch

I, =T, XTI, (6.3)
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definierten Vektor r, eine Basis, wenn die Randvektoren r, und r, nicht

kollinear sind, was im folgenden vorausgesetzt werden soll. Diese Basisvektoren
sind allerdings nicht orthogonal. Orthogonale Basisvektoren erhédlt man, wenn
man den Randvektor r, durch den sog. Mertonschen Vektor [21] ersetzt.

Er ist definiert durch

LERLY I (6.4)

Er liegt in der von den Randvektoren aufgespannten Ebene und steht senkrecht
auf r,. Es gilt

g =TI, XI, (6.5)
Nach der Basis

r,,rg,r, bzw. r,rgr,
sollen der Ortsvektor r(t) und der Kraftvektor K zerlegt werden
r(t,) =n,(,)r, +ng(t,)rs +ng(t,)rg (6.6)

iK=:ArA +Sry + Br, (6.7)

m

Tragt man diese Zerlegungen in die zu 16sende Fredholmsche Integralgleichung
ein, so resultiert das folgende System gekoppelter (i.allg. nichtlinearer )
Integralgleichungen [21]
1
n,(t,)=n,(t) —TZIK[(tn,rn)Adrn
0
n(t)=1-t,
1
ng(t) = -7 [K'(t,,7,)Sdz,  mit (6.8)
0
ﬁB (tn) = tn

1
ny(t,) =iy (t,) - T [ K'(t,,7,)Bdx,
0
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Daraus sind die skalaren Funktionen n,,(z,) zu bestimmen. Sie nehmen an den
Réndern des zeitlichen Grundgebietes die Werte an

Rand n,(t)) ng(t)) ngy(t,)

t =0 1 0 0 (6.9)

Fiir die Funktionen 4,S,B erhidlt man nach skalarer Multiplikation von

lK::ArA+SrS+BrB (6.10)
m

mit den Vektoren r, bzw. r,,

K- K-
1Kr und B = 1Kr,
mr m

S =

6.11)

und damit nach skalarer Multiplikation der Zerlegung der Kraft nach der Basis
r,,rg,r,

2
m vy

1k =: Ar, + Sr; + Br, =(A+BrA'rBJrA+SrS+BrM (6.12)

mit dem Randvektor r, die Komponente

A:%E(Q-” Ty er. (6.13)

r, m

Ersetzt man in der Zerlegung des Ortsvektors
r(tn) = nA (tn )rA + nS (tn )rS + nB (tn )rB (6' 14)

den Randvektor r, durch den Mertonschen Vektor gemall der Definition



so bekommt man als Zerlegung des Ortsvektors nach der Basis r,,r,,r,

Ty

r(t,)=n, (tn)[l +

T
= i ]rA +ng(t g +ny(t,)r,, .
A

Beispiel: Fiir die bezogene Kepler-Kraft

ergeben sich die Funktionen 4 und B zu
GM
A = _r_3 nA (tn)

GM
Bz—r—3”3(fn)

und wegen der Ebenheit der Bewegung im Zentralkraftfeld

s=-M, )=0 .
r

Fiir den Abstand r gilt
r :| n(t)r,+n,(t )ry, wegen ng(t )= O| ,

so daB nur die skalaren Integralgleichungen

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)
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1
n,(t)=1-t, +12j1<’(tn,rn)%dr
0

n

mit °:=GMT”’ (6.21)

1
ng(t,)= tn+r2.[K1(tn,r,7)nB(T”)dr
0

3 n
r

fir die beiden Funktionen n, ,(z,) verbleiben. Diese lassen sich
mit dem Gaussschen Sektor-zu-Dreieck—Verfahren exakt l6sen.

6.2 Losung der separierten Integralgleichungen

Ist $#0, so sind die drei gekoppelten Integralgleichungen
1
n(t,)=1-t,-T*[K'(t,,7,)4dx,
0
1
ng(t,)= t, —szK’(tn,rn)Bdrn (6.22)
0

1
ng(t,) = -7’ [K'(t,,7,)Sdr,
0

zu losen.

Bucerius hat wie schon gesagt 1955 am Beispiel einer gestdrten Kometenbahn
gezeigt, wie sich das Gausssche Sektor-zu-Dreieck —Verfahren auf gestorte
Keplerbewegungen verallgemeinern 146t [21]. Im folgenden soll gezeigt
werden, wie man sich von diesem Sonderfall 16sen kann.

Dazu wird ausgegangen von den separierten Integralgleichungen



-72 -
1
n(t,)=1-t,-T*[K'(t,,7,)4dx,
0
1
n(t)=  t,-T"[K'(t,7,)Bdr,
0

1
()= -T'[K'(t,7,)Sdz,
0

und fiir die Kréftefunktion K angesetzt

GM
K=K,+S mit K,>S und K, =-"——r
r

so dal} die zu 16senden Integralgleichungen lauten

1
ny(t,)=1=t,~T* [ K'(t,,7,)(4,+ 4, )dr,
0
1
nB(tn): tn_T2J‘K1(tn’rn)(B0+B1)d2—n
0

1
()= ~T'[K'(t,.7,)(S,+5))dr,
0

mit den Abkiirzungen

AZL(K0+S)_[rA_rA.rBrM]::AO+Al

2 m ]
K, +S)-
B:iWZZBo"'Bl
m Ty
K, +8)-
S:lM:So"'&
m T
Ist
KO:——mG3Mr

so erhilt man

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)
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GM GM GM
4, = _THA(tn) B, = —r—3n3(tn) Sy = _r_3n5(tn) > (628)

womit flir die zu l6senden Integralgleichungen folgt

1 nA(t) 4

n,(t)=1-t +t jK (t,07,) =51+ Ao)dr

nat,) = rij(rn, a2 e, (6.29)
_ (K 2y S

ng(t,) = T J‘K .7 ,,)( S 1+S0]dz'n

In den beiden ersten Integralgleichungen ist

4, _ Biy_
(1+A—0)_1+0(8) (1+BO) 1+0(¢) (6.30)

¢ Kleinheitsparameter

so dal man einen zeitlichen Mittelwert< >, dieser Klammern als
Korrektionsfaktor — der Integralgleichungskern ist im Grundgebiet 0<r7, <1
nichtnegativ! - vor das jeweilige Integral ziehen kann, also

n,(t,)=1-1, +7° <1+Af;> IK’(r,,, A
0 ' (6.31)
= B n (tn)
ng(t,)= t,+1° <1+F> '[K .7 ) Br3 dr,

0

Diese beiden Integralgleichungen fir n,,(s,) sind fast wieder die
Integralgleichungen des ungestorten Kepler - Problems. Im Integranden ist

jedoch wegen der Nichtebenheit ny(z,) # 0 zu setzen

r=|nr, +ngry + nSrS|3 : (6.32)

Da »n; unter den getroffenen Voraussetzungen klein ist, kann man wie folgt
binomisch um die ungestorte Bewegung entwickeln
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il ;{mn <>} 633)

3 = 3 s 2
|n,x, +ngry| |n,x, + ngry|

Eingetragen in obige Integralgleichungen fiir », ,(z,) und nochmalige Mittelwert-

bildung — Dreieckskern im Grundgebiet nichtnegativ! - im Integranden fiihrt
auf

A r.-(n,r,+n.r 1 /
n(t)=1-t, +7> <l+-L><1-3n, > (n.r, + B)+... > | K'(t,,T )—nA(") dr
4 " " AO t S t n n

0

2 3
|”A1'A + nBrB| nr,+ nBrB|

I, -(n,r, +nr 1
ng(t,) = t,+7° <1+ > <41-3ng > (s + 1 ZB)+_._ > IKI(fn»Tn)( ny(t,) :
0 |nAl'A +nBrB| 0 |I’lAl’A + nBl’B|
(6.34)
Verzerrt man jetzt alle Zeitintervalle nach der Vorschrift
o=VRe, =123 (6.35)

mit dem Verzerrungsfaktor

t

: + (n,r,+n,r .
K::<1+%>,<{1—3ns rs (., "Br3)+..}>z<{1+%—3n Fs (1 + 1 B)+..}>::K

|n,r, +”BFB|2 g |n,r, +nBrB|2
(6.36)
so lauten die Gleichungen fiir n, ,(z,)

1 n,(z,)

n(t,) =i, ) +7 [K'(¢,.7,) = -dt,
T ), + T )r

01 nA( n) A nB( n) B‘ (6.37)
ny(t,) =iy 0)+ 7 [ K1 (,07,) W) i,

0 n,(t,)r, +nB(z'n)rB‘

Sie stimmen formal mit den Gleichungen im ungestorten Fall {iberein.

n

dr

n



- 75 -

In der Integralgleichung fiir n(z,) ist
n =0 (6.38)

eine gute Ausgangsniherung, die eingetragen im Integranden der Gleichung

1
ng(t) = 17 K’(zn,m(%+%] dr, (6.39)
0

0

die bessere Naherung

W =22 [ K0, )% dr. (6.40)
0

0
nach sich zieht. Hier kann wieder ein Mittelwert der Klammer im Integranden

vor das Integralzeichen gezogen werden, und es geniigt zur Bestimmung von
ny(t,) die Ndherung

n® =0 . (6.41)

Die Losung der gekoppelten Gleichungen fiir n, ,(z,) gelingt wie im ungestorten
Fall mit Hilfe des n— Verfahrens.

6.3 Bahn- und Parameterbestimmung nach dem
verallgemeinerten Gauss-Verfahren

Die Gravitationsfeldbestimmung kann direkten Gebrauch machen von den
gekoppelten Integralgleichungen
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1
n(t,)=1-t,-T*[K'(t,,7,)4dx,
0
1
n(t)=  t,-T"[K'(t,7,)Bdr, (6.42)
0

1
()= -T'[K'(t,7,)Sdz,
0

Hier konnen die Funktionen
n,(t,), ng(t,), ngt,)

bei bekannter Bahnbewegung r(z,) berechnet werden aus der Zerlegung

r,-r
r(tn) = nA (tn )rA + nS (tn )rS + nB (tn )rBr(tn) = nA (tn)El + 4 2 z jrA + nS (tn)rS + nB (tn )rB *
Ty

(6.43)
Die Komponenten der Kréftefunktion 4, S, B beziiglich der Basis r,,r,r,
aus e Ar, + Sr, + Br, (6.44)
m
bzw. beziiglich der Basis r,,r,,.r,
aus Ik :(A+Br”' ;rBJrA +8rg + Br), (6.45)
m ,
also A:%E(r/l—r/‘ -er rMJ S:iK'er p=1K M (6.46)
ry m Ty m rg m r,
sind mit der Darstellung der Kraft
1
K(ra r’ tn) = Z giGi(ra ra tn) + Z(r’ ra tn) + u(tn) (6‘47)

i=0

Zu parametrisieren.
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Man erhalt so

1
1 Zgth(rﬁr;tn)-i_Z(rar;tn)—’_u(tn)
Y, =—2[1‘A SLERLY er. 0 = A, +A +4 (6.48)
r Ty m
mit
= 2(1'/1— rM]::Zg,A’
4 v
A, =z(r,r;t,) 12 (rA L 'er rMJ (6.49)
mr, Ty
u —U(t) z(rA_rAerrMJ
A M
und analog
1 K-r
S=———=>=8;+85.+5, (6.50)
m rg
mit
Ss=>.gG,(r,t,) - Zg,S'
i=0
S, =z(r,r;t,) —5 (6.51)
Ts
u n I”S
sowie
p=1KT _p .p .5 (6.52)
m ry

mit
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=> gG,(r.1, Z g,B;
i=0
B, =1z(r,r;t, p (6.53)
M
S
u I”Aj
Eingetragen in die gekoppelten Integralgleichungen ergibt sich
1
n(t)=1-t,-T*[K'(t,.7 n){Zgl A+ A +A4 e,
0

1 e
ny(t,)= tn—szK[(tn,Tn){Zgl . +B.+B, ldr, (6.54)

0 i=0
ng(t,) = —TZJ.KI(tn,rn){ig SL+S.+S, lde,

0 i=0

oder umgestellt

" 1
> & [K't,.7,)S0dr, ——jK (t,,7,) (4. +4,)dr, %
i=0 0
- 1
> & [K'(t,.7,)Bdr, _—jK’(zn,rn)(BﬁBu)drn—% (6.55)
i=0 0

1
1 i _ _n_s
Zgin (t,.7,)S.dr, = J.K (t,,7,)(S. +8S,)dr, .

2
0

Dieses Tripel von Gleichungen ist fiir jeden MeBzeitpunkt 7 aufzuschreiben.

Es  entsteht ein System von (3xAnzahl der MeBzeitpunkte) linearen
Gleichungen zur Bestimmung der Feldparameter g..

Die Koeffizientenmatrix dieses Systems wird aus den bestimmten Integralen

A[
1 G
[K'(t,.7,){B; { d, firalle 1© o=1,2,.. (6.56)
0 ii

SG
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gebildet. Sie konnen ausgehend von den aus der Bahnbestimmung bekannten
Bahnen r(z,) berechnet werden , unter Beriicksichtigung des Dreieckskerns

Kl(tn’z-n) *

Zur Berechnung der rechten Seiten sind auller der Bahn r(z,) die gemessenen
Storkrifte heranzuziehen.

Wenn man andererseits die Gleichungen
1
n,(t,)=1-t,-T*[K'(t,.7,) Adz,
0
1
ny(t)=  t,-T’[K'(t,,7,) Bdr, (6.57)
0

1
ny(t,) = -T*[K'(t,.7,) S dr,
0

nach der Methode der unendlich vielen Variablen 16st, dann erhélt man ebenfalls
ein in den Feldparametern lineares System von Bestimmungsgleichungen.
Dieses ist das Gegenstiick zu obigem Gleichungssystem im Spektralbereich und
korrespondiert den Gleichungen aus § 5.3.1

2 ©
r, = —Z—{Zgiva +Z)+Nju, +K;(u, —u>+uv}- (6.58)
i=0

14

6.4 Bewertung des Konzeptes

Es liegen bisher noch keine Testrechnungen einer Gravitationsfeldbestimmung
nach dieser Variante der direkten Nutzung der Integralgleichungen vor, weder
im Rahmen einer Simulation noch aus einer Verarbeitung von Echtdaten. Eine
Bewertung ist daher noch nicht moglich.



- 80 -

7. Prinzip von Neumann zur Losung
der Fredholmschen Integralgleichung

Die Fredholmsche Integralgleichung [21,22]

0, =70, [ K'(,7,)K(r(z, )i, (7.1)
m 0

lautet fur die Kraftefunktion

K(r) ="M (7.2)
r r
des Kepler-Problems
1
r(t)="r(t)+1 '[ K'(t,r, )(r(z;n ))dz'n mit ° = GMT". (7.3)
0 r

Die Losung dieser Integralgleichung kann mit Hilfe der Neumannschen Reihe
schrittweise angenéhert werden [21].

7.1 Prinzip der Neumannschen Reihe
Aus der Theorie der Integralgleichungen ist bekannt der

Satz: Falls fiir ein 4 die Neumannsche Reihe
F(nEA) =Y A K (x,) (7.4)
v=0

absolut und gleichméBig in
a<x,E<b (7.5)

konvergiert, dann existiert fiir dieses 1 zu beliebig vorgegebener Funktion
f(x) genau eine stetige Losung der inhomogenen (linearen)
Fredholmschen Integralgleichung
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y(x)=f(x)+ ﬂjK(x, E)y(&)dé (7.6)
der Gestalt
y(x) = f(x)+ i:jr(x,é;i)f(é)dé : (7.7)
Das kann auch als Abbildung gelesen werden
£() = p(x): p(x) =f(x)+ﬂuir(x,§;ﬂ)f(§>d§- (7.8)

Anm.: 1.Die in der Definition der Neumannschen Reihe auftretenden iterierten
Kerne ergeben sich aus dem Integralgleichungskern K(x,&)gemdfs

K" (x,&) = ij e, ) K" (x,u)du (7.9)

mit
KO(x,&) =K (x,&). (7.10)

2 Die Neumannsche Reihe ist konvergent, wenn, wie in der
Integralgleichungstheorie gezeigt wird,

2] < ——— ~3J10. (7.11)
\/ [[IKCx ¢l dxdg

Der Satz besagt, daf} das durch

V()= f(x)
YO ()= f(x)+ AT K (x,8)f(£)dé

a (7.12)
YOx) = f(x)+ /”LTK(”(JC, & (E)dS +...

2K (x,) f(©)dE
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beschriebene Iterationsverfahren, eingeleitet durch die Inhomogenitédt f(x)als

Ausgangsndherung, eine Funktionenfolge liefert, die gegen die Losung der
Integralgleichung konvergiert

P00, 30 (1), (2),. = () (7.13)
Die Neumannsche Reihe ist dabei der 16sende Kern, die Resolvente der
Fredholmschen Integralgleichung.
7.2 Ubertragung des Prinzips der Neumannschen Reihe

Zur schrittweisen Anndherung an die Losung der Integralgleichung des Kepler-
Problems [21]

r(t,)=¥(,)+7"| K’(z,,,rn)(LT;)) dr
0 r

n

(7.14)

wird als Ausgangsndherung
r' () =1(t) (7.15)

gewihlt und in die Integralgleichung eingetragen, was zu der neuen Niherung

r¥(,)=¥(@t)+ 7’ [K' (tn,z'n)[r(o)—(r")31 dr, (7.16)

0
r(,)

fithrt. Da der Dreieckskern K'(z,,7,) im Grundgebiet 0<¢ 7, <1 nichtnegativ ist,
kann man im Intervall 0<z, <1 einen Mittelwert von

(7.17)

0
r,)

=|f(z,)

vor das Integral

r(,) = f(tn)+12JK1(t,1,Tn)[ r(O)(T")S]drn = f‘(tn)+z—2J.K](tn,rn)(f‘(rn)) dr, (7.18)

(e i
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ziehen mit dem Zeitmittel < >,

- e 0)
r(l) =< ‘r( (Tn)

>

so daB folgt

F) > 100): 100, = F) - [K 0, (7)) d,.

Ty o

Definiert man einen Parameter

2
T

A, = v=I1(1)oo,

O
Ty

so lautet diese Integralgleichung schlielich
1
r(l) (tn) = i\.(tn) + A‘(l) j K[ (tn H z-n )f(rn) dTn *
0

In dieser Gestalt stellt die Gleichung eine Abbildung

1
B >0 v0,) = B+ Ay [ K .10, de,
0

dar. Sie wird gelost durch

1
r(t) =0+ 4, [T, 7,, DR, )T, .
0

Das entspricht formal der in § 7.1 diskutierten Losungsdarstellung

J(x) = y(x): y(x) = f(x)+ /IJ. I'(x,&; ) f($)de

der Integralgleichung

y(x) = f(x)+ le(x,i)y(i)df :

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)
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Tragt man diese Ndherung in die zu I6sende Integralgleichung ein, so ergibt sich
als nichste Ndherung

(1)( n)

n

r?(t)=¢(t)+7° .[Kl(fna n)

=i, )+—ij(¢”,1 Oz ) dr,
"2 o (7.27)
=f<r,7>+ﬂ(2)j1< (67 { F(z,)+ 4, jK (t,,7,)E(z,) Jdz,

:f'(tn)+)l’(2)J-K(l)(tnﬂrn)f'(z-n)dz-n + Aoy Ay J.K(Z)(tnaf )(z,)d,
0
mit den iterierten Kernen

1
K,.7,) = [KV(t,,7,)K"(,.7,)dz, v=12,... (7.28)
0

n> n>

Analog erhilt man fiir den v -ten Anndherungsschritt

1
r(V) (tn) = f'(l‘n) + /l(v) '[ KI (t
0

no

r.)dt,
1

Ao | K21k, )dz, (7.29)
0

1
et A Ay [ KO (6,7, ),
0

7.3 Feldbestimmung mit der Neumannschen Reihe

Die Faktoren
2 2
Ay == 1) (7.30)
r(v) Ty

enthalten sdmtlich den (im Kepler - Problem einzigen!) Feldparameter GM , so
daB die Gleichung
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1

GMT? GMT? GMT2

r () =#(t,)+ j K'(t,,7,)d7, + =——— o [ K2(t,,7,)i(z, )d7,. +
T o Tey o
2 2 2 1
+G%T G_AfT ...G%T [K© @, 0k, )dz,
vy T Ty 0
(7.31)

als Bestimmungsgleichung fiir GM gelesen werden kann.

Sie ist ein Polynom in GM vom Grade v. Alle Koeffizienten dieses Polynoms
konnen aus der bekannten Bahn r(¢) berechnet werden. Die iterierten Kerne

K"t ) lassen sich samtlich geschlossen angeben.

Die Konvergenz der Neumannschen Reihe ist gesichert, wenn alle 4, durch ein
A majorisiert werden konnen, d.h. wenn gilt
Az, (7.32)

Das ist fiir Kepler - Bahnen moglich und diirfte in gleicher Weise auch fiir
gestorte KEPLER-Bahnen sichergestellt werden konnen.

Eine Verallgemeinerung auf mehrere Feldparameter sollte ahnlich wie im
obigen Fall des Kepler-Problems moglich sein. Darauf soll hier nicht ndher
eingegangen werden.

Wie im Falle der Gravitationsfeldbestimmung basierend auf Potenzreihen wird
man die endliche Linge des Konvergenzintervalls der Reihe als Nachteil sehen.
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8. Gravitationsfeldbestimmung basierend auf impliziten
Storungsgleichungen

8.1 Grundgleichung der Gravitationsfeldbestimmung

Durch die Kriftefunktion K, (r,¥;¢) werde ein integrables Bewegungsproblem
[21]

mi =K, (r,F;1) (8.1)
beschrieben mit der Losung
r=r'(t,a) a Integrationskonstanten (8.2)

Im Sinne der Variation der Integrationskonstanten soll die Losung des aktuellen
Bewegungsproblems

mi = K(r,F; ?) (8.3)
angesetzt werden in der Form
r=r'(t,a(t)) (8.4)

mit zu bestimmenden Zeitfunktionen a(z). Diese geniligen den impliziten
Storungs- oder Variationsgleichungen [21]

¥Ya=V_R+n (8.5)

Sie sind hier in impliziter Form aufgeschrieben, also nicht aufgeldst nach den
Anderungsraten «,. Es bedeutet

Y= ([ai;aj]) (8.6)

die Matrix der Lagrange - Klammern [21]

I - 1 I - 1
[a,.;a.]:: o or or or ' (8.7)
'2 Oa, Oa; Oa; Oa,
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Sie ist schiefsymmetrisch und hat daher nicht 36 Elemente, sondern nur 15 von
Null verschiedene.
Weiter bedeutet R = R(r,7) den hier interessierenden Anteil aus der Potential-

funktion U, (r,r) des Gravitationsfeldes der Erde. D.h. fiir die Storkraft gelte

S(r,r;t) = K(r,r;?) - K, (r,r;1)
=mV U, (r,t) + mz(r,¥;1) -K,(r,r;1) (8.8)
=mV (Ug,o(r,0)+ R(x, 1)) + mz(r, ;) — K, (r, ;)

Darin ist
mz(r,r;t)

die Resultierende aller gravitativen und nichtgravitativen Kréfte, von denen
angenommen wird, da3 sie entweder ausreichend genau modellierbar oder
mefbar sind.

In der Potentialfunktion

Ugo(t,0)+ R(r,t) =Ug o (r,0) + R(r(t,@),t) = U o (r,1) + R(e, 1) (8.9)

ist der erste Anteill Ug,(r,r)dic Potentialfunktion des integrablen

Bewegungsproblems, wihrend der zweite Anteil die zu bestimmende
Potentialfunktion bedeutet, also in der hier interessierenden Gravitationsfeld-
bestimmung die Anisotropie des AuBBenraumfeldes der Erde. Der erste Term ist
beispielsweise das Potential der Kepler-Kraft, wenn man als intermediéres,
integrables Bewegungsproblem das Kepler-Problem wihlt. Im Falle der Cui-
Losung [21] erfalt der erste Term mehr vom Gesamtpotential U,(r,z) als

U,, =GM /r, das Potential im Kepler-Problem.
In der Grundgleichung fiir die Gravitationsfeldbestimmung

Y=V, R+n (8.10)
bzw. umgestellt
V.R=¥da-n (8.11)

ist der Term n=z-V,a (8.12)
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durch die Resultierende z(r,r;z) bestimmt und wird im Hinblick auf die
Gravitationsfeldbestimmung als ausreichend modellierbar/meBbar angenommen.

Auf der linken Seite von (8.11) steht die partielle Ableitung von R(r,r) nach den
gewdhlten zu variierenden Konstanten « . Man kann von diesen Ableitungen zu
den in der Regel interessierenden partiellen Ableitungen nach den
Ortskoordinaten r=(x,y,z)", also dem Beitrag V, R(a,f) der Anisotropie zur
Gravitationsfeldstirke V U, (r,r) libergehen vermittels der Beziehung

V. R(a(r,¥;t),t (8.13)

l’j'

)= Z_:8R(05(r r;?), t)

J

Triagt man entsprechend der Grundgleichung (8.11) ein, so resultiert fiir die
Gravitationsfeldbestimmung die Gleichung

V. R(a(r,¥;0),0) 2V _R(x(t,a),t) = i(%z ~z:V,r) V&

=

(8.14)

j
Die rechten Seiten konnen im Falle von CHAMP angegeben werden zufolge
1. GPS-Bahnverfolgung von CHAMP r(¢,),¥(z,) - a(t,)

2. Die Messung der nichtgravitativen Storkraftkomponenten und die
Modellierung der gravitativen Storkréifte ergeben die Vektoren z(z,)

3. Die Losung des integrablen Bewegungsproblems erlaubt die
Berechnung der partiellen Ableitungen der Matrix der Lagrange-
Klammern

[a . } or' o or' oF (8.15)
a oa, 8a Gaj oa, ‘

und wegen der Reziprozitét



Y= (8.16)
auch die der Matrix ® der Poisson-Klammern [21]
©:=((a30,))=((V.) Via, - (V@) V) . (8.17)
4. Die Zeitableitungen a(z,) konnen durch die rechten Seiten der

expliziten Storungsgleichungen berechnet werden. Sie haben die
Funktionsstruktur

a = f(a,V, R(a,t),z;t) . (8.18)
Somit ergibt sich als Funktionsstruktur der Grundgleichung (8.10)

V,R=¥d-n=Yf(a,V, R(a,t),z;t)—n. (8.19)

8.2 SST - Fall

Es liegt im SST - Fall nahe, die Grundgleichung fiir jeden Satelliten
aufzuschreiben

V_R(x(t,a),t) = Z (Pa-z-V,r) v s (8.20)

V_.R(x(t,a),t) = Z (Pa-z-V,r) v iy (8.21)

und dann deren Differenz zu bilden, also

V.R(r(t,a)0) |, -V, Rr(t,a)0) |, =

6 6 (8.22)
Q. (Ya-z-V,r) V) [~ (Ya-2z-V,r)V.a) |,

J=1 Jj=1
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Auf der linken Seite von (8.22) kann man 1n eine Taylorreihe um die Bahn von
A entwickeln, wodurch die rdumliche Anderungsrate der Gravitationsfeldstirke,
der Gravitationsgradient, ins Spiel kommt

(Vr (Vrﬁ(t,a))A - Ay, + Terme hoherer Ordnung in Ay, = 5(RS) (8.23)
mit

Ay, =r,—r,

(8.24)

S(RS) = (i(‘l’o’c ~z:V,r) Via,), - (i(‘l’d -z:V,r) Via,),

J=1 J=1

In dieser Linearisierung ist die Gleichung (8.23-24) brauchbar fiir geringe
Absténde der Satelliten A und B.

Ausgehend davon sollte der Fall der Satellitengradiometrie (GOCE) zuginglich
sein, die aber auch wie folgt behandelt werden kann.

8.3 Satellitengradiometrie

Entwickelt man in (8.23) auch 5(RS), also

S(RS)=A,, ~Vr(z6:(‘Pd—z-Var)ijaj)|A , (8.25)

J=1

so folgt

(Vo R0, Ay = Ay V(Y (Va-2:V,0) Vi), (8.26)

J=1

bzw.

[

(V.(V.R(t,)), = [Vr(Z(‘Pd—z-VQr)ija j)J . (8.27)

j=1
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Diese Gleichung gilt lings derBahn ( |, ) des Gradiometrie-Satelliten.

Zur Ausfiihrung des Gradienten auf der rechten Seite der Gleichung (8.27), also
von

V(3 (Ya-2-Y,5) V,a) (8.28)

J=1

kann man die Ableitung nach dem Ortsvektor auf diejenige nach den Elementen
zuriickfiihren [21]

= Oa

5 0
V.= —V.a, . (8.29)

r r | ) rak : (830)
=1 k=1 oa,
Als Alternative hierzu bietet sich an, auf die Produktregel fiir die
Gradientenbildung zuriickzugreifen
V.(UV)=UVV+VVU (8.31)
worin U und V' skalarwertige Funktionen sind.
Angewendet auf die linke Seite von (8.30) ist dann in
6
V.Q (Ya-z-V,r) V.a) (8.32)
j=1
Zu setzen
6
U= Ya-z-V, ).
,Z_:‘( x); , (8.33)

V=V, a;) mit r=(x X0,%,)"
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so daB folgt
Vr(Vrﬁ(t,a):26:(‘110'5—z-Var)in(kaaj)+(kaaj)V (26: Ya-z-V,r J (8.34)
. =

Jj=1

bzw. wenn man die Kraftkomponente z vernachlissigt

V.(V.R(t,a) = i(\m)jvr (V,a)+(V, a)V, (i(\ya)j] . (8.35)

J=1

8.4 Ausformulierung der Grundgleichung —Arbeitsschritte

Die Grundgleichung
V,R=Yda-n=%f(a,V R(a,t),z;t)—n (8.36)

soll ausformuliert werden fiir den Fall, daB als integrables Bewegungsproblem
das Kepler-Problem gewéhlt wird.

Die Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen unter der Keplerkraft

K. - mGMg r'

Kej - 2
v r r

G = Newtonsche Gravitationskonstante (8.37)

M ; =Masse des Zentralkorpers

lautet in einem geozentrischen Bezugssystem

1
mit =M T (8.38)
r r

Die Losung 146t sich im geozentrisch gelagerten Bahnsystem
P,Q,C, (Bahnnormalenvektor C,) darstellen in der Form [21]
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r'(t,a) = a(cos E —e)P + a1 - ¢’ sin EQ
_ 2
Pay=—V1=¢ “le(—sinEP +1-¢ cosEQ)

- p(l—ecoskE)
(8.39)
p=a(l—e’) Parameter der Bahnkurve
E exzentrische Anomalie
wihlt man die Keplerschen Bahnelemente [21]
a=0i,Q,w,aeM)" . (8.40)
Fiir diese bestehen die Storungsgleichungen [21,22]
cosiF, —F,
ﬁ na*\1-e* sini
dt F,
a“Q na’~\1-e’ sini
dt i
dw —cosiF; + siniF,
— e
: dt
a=f(t,a)= da |~ na’~1-e’ sini : (8.41)
@ | |2k
de na
dt —~1-&*F, +(1-&)F,
do na’e
dt —2aeF, —(1-¢€°)F,
na’e
Darin bedeuten
n= Gj;l® mittlere Bewegung
(8.42)
1 1
E :=is-aL=:1(K—KKep)- or

“m Oda, m oa,
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Da im Kepler-Problem ein Erhaltungssatz fiir die Gesamtenergie besteht, sind
die Lagrange-Klammern stationédr [21], d.h., sie konnen fiir einen beliebigen
Zeitpunkt berechnet werden, beispielsweise fiir den Zeitpunkt des Perigdums-
durchgangs. Die von Null verschiedenen Lagrange-Klammern ergeben sich so
zu

[, a,]=[i Q]=na’N1-¢€’sini (8.43) [@ a]:%\/l—e2 cosi (8.44)
[Q e]=- — cosi  (8.45) [@ a]z; 1-¢*  (8.46)

1
[a G]z—zna. (8.47)

Anm.: An Stelle von o verwendet man hdufig die mittlere Anomalie[21]

M =n(a)+o. (8.48)

Dann tritt an die Stelle der Storungsgleichung fiir o eine Gleichung fiir M

2
m :n_l_e Fe_i(Ez)expnzit' (8.49)

2
dt na-e na

Damit sind nahezu alle Beziehungen verfiigbar, um die Grundgleichung explizit
aufzuschreiben.

Bleiben noch die partiellen Ableitungen der Storungsfunktion R(z,«).Sie

konnen mit der bekannten Entwicklung von R(t,a)nach den Kepler-Elementen
[21]

| g=+o

R(t,a) = GMiZI:Z > "l—%lﬁmp ()G, (€)S,,,, (@, M ,Q,0), (8.50)

=1 m=0 p=0 g=—x a

gebildet werden.Die ersten beiden Summationen rithren von den Summationen
in der Entwicklung des AuBenraumpotentials der Erde nach Kugelflachen-
funktionen her [21]
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m
Z UG,lm

R=U,(r,t)-Ugy =

o0
=

1 m=0
/
mit Uy, =GM %B’" (sin&)[C,, cosmA+S,, sinmA|
r
P"(sinS) zugeordnete Kugelfunktionen1.Art (8.51)
r,0,A raumliche Polarkoordinaten im
terrestrischen Bezugssystem

F,, (i) Neigungsfunktionen G, (e) Exzentrizititsfunktionen (8.52)

und

Simpq (@0, M ,Q,0) = L?’"}cos[(! -2p)o+({-2p+q)M + m(Q —@)]

Im

(8.53)
Slm .
+ sm[(l—2p)a)+(l—2p+q)M+m(Q—®)]
Im
[Aﬂ‘} := man nehme den oberen Wert, wenn i—k gerade
ik
© Sternzeit Greenwich (8.54)

berechnet werden. Dabei ist hilfreich, daB3 diese Entwicklung weitgehend
faktorisiert ist hinsichtlich der Abhingigkeit von den Kepler-Elementen. Das
Ergebnis ist beispielsweise in [21] zu finden.

Anm.: Die bendtigten ersten partiellen Ableitungen fiir die verschiedenen
Indexkombinationen der Neigungs- und Exzentrizitdtsfunktionen konnen
auch rekursiv aus diesen Funktionen selbst ermittelt werden[21].

Damit sind alle erforderlichen Beziehungen verfiigbar, um die Grundgleichung
auszuformulieren.
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Die Grundgleichung ist im Idealfall eine Identitét. Setzt man ndmlich in
V,R=¥d—-n=Yf(a,V R(a,t);t)—n (8.55)
die rechten Seiten der expliziten Storungsgleichungen ein, also entsprechend

a=¥"F,=¥"(V,R+n)=f(t,a), (8.56)
so folgt die Behauptung.

Das ist aber nur dann richtig, wenn insbesondere die einander korrespondier-
enden Werte von «a(¢) und C,, S, gegeben sind.

Im

Es sollen jetzt die Arbeitsschritte niher ausgefiihrt werden:
Gegeben seien der Bewegungsablauf

r=r'(t,a(t)) und ¥=¥(,at)) (8.57)
sowie die gemessenen nichtgavitativen Storkrafte.Weiter seien die Modelle zur

Berechnung der gravitativen Storkrifte, so dal die Beschleunigung z(r) als
Zeitfunktion bekannt ist.

Damit kdnnen nun folgende Schritte ausgefiihrt werden:
1. Umrechnung von Ort und Geschwindigkeit zum Zeitpunkt in oskulierende

Kepler-Elemente

r'(0), ¥ () = a(t) (8.58)

2. Berechnung der Matrix der Lagrange-Klammern und ihrer Inversen

a(t)=Y(), Y ' (t) (8.59)
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3. Berechnung der partiellen Ableitungen der Storungsfunktion mit den
vorhandenen Werten der Feldparameter

C. .S, und a(t)= % (8.60)
;1. Bereitstellung der Terme
n(¢):=z(t)-V r(t) (8.61)
5. Berechnung der rechten Seiten der Storungsgleichungen
a(t),% und n(t)= f(t,a(t)) (8.62)
6. Aufstellen der Grundgleichung (8.11)(Iterationsfunktion)
(V.R)"" =¥ (@ (V,R@.0:0)" ~n (8.63)

Damit werden aus der Darstellung der linken Seite durch die Feldparameter
neue Naherungswerte fiir diese bestimmbar:

Beispielsweise liefert die partielle Ableitung [21]

OR &L 0Ug, i (1)
E=Zz Py " — GM Z i “’ G,, (€S, (0,M,Q,0)  (8.64)
=1 m=0

Impg 4

wegen

Sinpg (@, M,Q,0) := {_?’" }cos[(l —2p)o+(1-2p+q)M +m(Q-0)]
(8.65)

+[ifm }sin[(1—2p)a)+(1—2p+q)M+m(Q—®)]
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eine in den Feldparametern C, und S, lineare Gleichung. Zusammen erhilt

man also je Zeitpunkt 6 solcher linearer Bestimmungsgleichungen fiir die
Feldparameter.

Fir N Zeitpunkte ergeben sich so 6N lineare Gleichungen. Die
Koffizientenmatrix A dieses Gleichungssystems kann mit den oskulierenden
Kepler-Elementen «(r)aus den Darstellungen der partiellen Ableitungen

w berechnet werden. Deren iiber die Grundgleichung (8.11) berechneten
(04

Werte bilden die rechten Seiten des Gleichungsssystems
AX=b (8.60)
mit dem Vektor X der Unbekannten C,, und S,,.

Hat man die neuen Werte dieser Feldparameter durch Auflosung des
Gleichungssystems ermittelt, so geht man damit zuriick zu Schritt 3 und verfahrt
wie geschildert- bis die Iteration steht.

Anm.: Man kann aber auch zuerst die partiellen Ableitungen umrechnen in der
Storungsfunktion entsprechende Gravitationsfeldstdrken

V. R(r(t,a),t) = 26:(‘1102 -z Vfa)ijaj (8.67)

und dann diese zur Bestimmung der Potentialkoeffizienten heranziehen.
Man wird zuvor die Gesamtfeldstirke bilden

VUG =V, (UG +R) (8.68)

Die Wahl der Kepler-Elemente kann zu numerischen Instabilitdten fiihren, wenn
man das Verfahren auf den CHAMP-Satelliten anwendet. Dessen kreisnahe
Bahn e~ 0 fiihrt in den Storungsgleichungen zu kleinen Nennern. Als Ausweg
bietet sich der Ubergang zu nichtsinguliren Elementen [ 21] an und den ihnen
zugeordneten Storungsgleichungen, oder man wéhlt von vorne herein
beispielsweise die Hillschen Variablen und als Stoérungsgleichungen die
Hillschen Gleichungen etwa in der Gaussschen Form [21]. Dariiber hinaus kann
als integrables Bewegungsproblem das von Cui [21] seiner Bahntheorie
zugrundeliegende intermedidre Bewegungsproblem verwendet werden. Der
Verfahrensablauf bleibt dhnlich dem oben geschilderten.
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8.5 Bewertung des Konzeptes

Das vorgeschlagene Verfahren der Gravitationsfeldbestimmung 148t sich wie
folgt charakterisieren:

1. Es kann ein beliebiges integrables (intermedidres) Bewegungsproblem
zugrunde gelegt werden.

2. Die Integrationskonstanten des intermedidren Bewegungsproblems
sind frei wéhlbar.

3. Es wird keine Storungstheorie bendtigt, weder eine analytische Theorie
noch eine numerisch erzeugte, sondern es werden nur die Variations-
gleichungen fiir die Integrationskonstanten gebraucht.

4. Grundlage sind allein
e die aus der Ortung/Bahnverfolgung rekonstruierte
Bahnbewegung
e die Messungen der nichtgravitativen Storkréfte
e die ausreichende Modellierung der gravitativen Storkrafte
5. Eine zeitliche Begrenzung in Folge von Konvergenzradien etc. ist
nicht gegeben.

Das Verfahren ist in der praktischen Durchfiihrung iterativ angelegt.
Die Frage eines Fixpunktes der Iteration bleibt zu priifen.

Als Iterationsvorschrift dient gemiB (8.63)

(Vaﬁ)(km

= ¥f (o (V,R@n,z0) —n, (8.69)

worin (k) den Iterationsindex bezeichnet.
Benotigt wird zur Einleitung der Iteration ein Startwert der partiellen
Ableitungen

(v.R)" (8.70)

zu berechnen mit a priori - Werten der Feldparameter.
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Hilfreich fiir die Bildung der partiellen Ableitungen ist es, wenn die Storungs-
funktion R(e;f) entwickelt nach den zu variierenden Konstanten o vorliegt.

Das ist beispielsweise bei der Wahl der Kepler-Elemente und der nach diesen
entwickelten Storungsfunktion aus der Kaula-Theorie [22] der Fall. Aber auch
bei Wahl der Hillschen Variablen und der nach diesen entwickelten Stérungs-
funktion aus der Cui-Theorie ist das der Fall. Als weiteres Beispiel sei die
Theorie von You genannt, die auf KS-Elementen [21] basiert. Auch hier ist die
Entwicklung der Storungsfunktion nach den gewihlten Elementen bekannt.

Cui hat ausgehend von den fiir die Hillschen Variablen bestehenden Gaussschen
Gleichungen[21] diese nach den Kraftkomponenten in radialer, transversaler
und normaler Richtung aufgelost und deren Verwendung mit Ergebnissen aus
seiner Bahntheorie diskutiert.

Das hier vorgestellte Verfahren der Gravitationsfeldbestimmung verallgemeinert
diesen Grundgedanken auf beliebig wéahlbare integrable Bewegungsprobleme
und darin frei wihlbare zu variierende Integrationskonstanten.

Wihlt man das Keplerproblem, so ist der gesamte Formalismus wie Losungs-
darstellung des Keplerproblems, Matrix der Lagrange-Klammern, Storungs-
gleichungen bekannt.

Um einer variablen Erddrehung Rechnung zu tragen, kann man auf die von
SCHNEIDER in [21] angegebenen Stoérungsgleichungen in einem beliebigen
Galilei-System [21] zuriickgreifen.

Das Verfahren teilt mit den anderen in dieser Arbeit vorgestellten Moglichkeiten
die Vorstellung, die inverse Aufgabe zur Lésung eines Bewegungsproblems zu
16sen. Mit den neuen Satellitenmissionen ist ja die Moglichkeit gegeben, die
Losung des aktuellen Bewegungsproblems geliefert zu bekommen, mit der man
dann in die Bewegungsgleichung eingehen und dadurch die Kréftefunktion er-
mitteln kann.

Es liegen bisher noch keine Ergebnisse aus Simulationsrechnungen oder aus der
Verarbeitung von Echtdaten vor. Wesentlich fiir eine erfolgreiche Durchfiithrung
des Verfahrens wird die mdglichst hypothesenfreie Bahnbestimmung sein, also
die Bereitstellung von r(z),r(¢), woraus die zeitlich variablen Integrations-
konstanten «(¢r) iiber die als bekannt vorausgesetzte Ldsungsdarstellung

r' () berechenbar sind.
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Als Ergebnis der Gravitationsfeldbestimmung nach dem vorgestellten Verfahren
erhilt man

e die Gravitationsfeldstiarke vV U, lings der Bahn des CHAMP-Satelliten ,
e den Gradienten V V U_ der Gravitationsfeldstirke lings der Bahn A
im GRACE- Fall. In (8.23), also

(V. (V.R(t,@)) Ay, =S(RS)

kann man auf der linken Seite die gemessenen Abstandsvektoren
einfithren und auf der rechten Seite die Ergebnisse der Bahnbestimmung
fir die beiden Satelliten A und B, womit die rechte Seite

6 6
S(RS)=(Q (Ya-2z-V,r) V,a),~ (D (Ya-2z-V,r)V.a), (8.71)
bekannt ist, so dal eine Gleichung fiir den zu bestimmenden Gradienten
der Gravitationsfeldstarke resultiert, und zwar ldngs der Bahn von A. Die
Mitnahme nur des linearen Terms aus der Taylorentwicklung der linken
Seite wird zu Abbruchfehlern [29] fiihren, wie ILK gezeigt hat [7,21].

bzw.
e den Gravitationstensor V V U, lings der Satellitenbahn im GOCE- Fall.
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ANHANG A

Zur Berechnung des Geschwindigkeitsverlaufes
aus dem Bahnverlauf

Bekannt sei der Bahnverlauf [36,38,38] r(r) im Zeitraum ¢, <t<¢,. Er soll
dargestellt werden durch [21,22]

K1) =1 () + Y05 ) 0.1)

mit der die Randorter r, und r, verbindenden Kreisbahn ( Radius a)

T (l )_: sin\/Z(l—t,,)r n Sin\/an r. mit A= ﬂNTZ — G_MTz (02)
oo sin\/z 8 sin\/z g N &’ ’

den im Zeitintervall 0<¢, <1 orthonormierten Eigenfunktionen [21]

gﬁj(tn)::x/zsin(\/ﬂ—vtn) mit A, = (wz)2 (0.3)

und der normierten Zeitvariablen

LIl I P (0.4)
T

Mit Hilfe der Orter r(s)2r(s),i=1..I berechne man die Entwicklungs-

koeffizienten r, sowie die Randorter r,,r,.Das nach den r aufzulésende

Gleichungssystem lautet fiir 7 Orter

Sr, G = (@)1 (6) i=1,..
e (0.5)
\/EZrV sin (vat,)= r, —rg ()
v=l
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Alternativ  zur Auflosung dieses Gleichungssystems kann man die
Orthonormierung der Eigenfunktionen zur Bestimmung der Entwicklungs-
koeffizienten nutzen [21]:

Multipliziert man die gegebene Bahndarstellung
v=l

mit der Eigenfunktion ¢, (z,) und integriert anschlieBend, also

1

S| @ e)dn, = | ()57 5, 0.7)

0

so folgt wegen
[ 2@, =0, (0.8)
0

fiir die Entwicklungskoeffizienten die Darstellung

1

r, =£ r(,)?, (r,)dz, —{ (7,)P, (7,)dT, (0.9)

— ) )
= - I

Die Integrale

1" = [r(z,)7,(z,)dx, (0.10)

0

sind numerisch auszuwerten mit Hilfe der gegebenen Orter r(z)2r(s),i=1..1.
Es diirfte vorteilhaft sein, wenn die Zeitrpunkte . dieser Orter dquidistant
liegen.

Die Integrale

1

1Y = [ (z,)8) (z,)dx, (0.11)

0
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konnen geschlossen ausgewertet werden.

Damit ist die obige Bahndarstellung bekannt. Sie stellt die aktuelle Bahn r(z,)
als Uberlagerung einer die Randdrter verbindenden Kreisbahn und einer

Entwicklung der Abweichungen

At)=r(t)-r.(t,) mit A(t,=0)=A@,=1)=0 (0.12)

nach den Eigenfunktionen

A(tn) :eraj(tn) * (0'13)
Differenziert man jetzt
r(,) =re(t,)+ 2 1,9, (,) (0.14)
v=l

nach der Zeit t, d.h. bildet man [21]

= ) = , (0.15)
so folgt wegen

d © — —
d;(t") ) r;(t") + 21, va @ (1,) mit ] (,):=2cos(vat,) (0.16)

fiir die Geschwindigkeit

r=—-=
dt Tdt T

_ 1(—«/Zcosﬁ(1—tn)r +x/Zcos\/Ztn

o dr_ldr _lK—d r;(t”) - irv vzt @ (2, )J

v=1

. (0.17)

T

v+ 3r, v & (1))

sin ﬁ 4 sin \/Z p J

Die Verwendung einer die Randorter verbindenden Kreisbahn (die CHAMP-
Bahn ist nahezu kreisformig!!) hat gegeniiber einer die Randdrter verbindenden
Tragheitsbewegung in der Bahndarstellung



(1) =, 4 (1, —x,)e, - r(t)=F(t,)+ Sr, 3(,) (0.18)

vermutlich Vorteile.

Die Summe kann praktisch nur bis zu einem endlichen Index N gefiihrt werden,
d.h., es liegt eine Bahndarstellung der Gestalt

r(t,) ~¥(4,)+ 2 r, 7,() (0.19)
vor. Um den dadurch begangenen Abbruchfehler
d@t,)=2r, ¢, ()~ 1, §,(1,) (0.20)
v=N v=1

zu verringern, kann man nach ILK&KLOSE [10,41] Restgliedfunktionen d, (z,)
einfiihren

d(t,) ~ d (1) (0.21)

so dal} die Bahndarstellung (0.19) die Gestalt annimmt

r(t,) =F(tn)+irv Pt zf(tn)+irv PL(t)+dg(t,) . (0.22)

SchlieBlich  verbleibt noch die Aufgabe, die Auswirkung von fehlerhaften
Bahnverfolgungsdaten auf die Amplitudenspektren durch eine Filterung zu
vermindern. Diese Fehler wirken sich im allgemeinen auf alle Amplituden aus.
Es ist anzunehmen, daB3 vor allem der hochfrequente Teil des Spektrums
betroffen ist. Hierzu liegen Erfahrungen aus Simulationsrechnungen vor.
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ANHANG B

Erganzungen zur Analyse von SST-Daten

B.1 Analyse der SST-Daten nach der Methode der unendlich vielen
Variablen

Die Bewegungsgleichung des Massenmittelpunktes O;, des Satelliten B in
einem Bezugssystem B,, dessen Ursprung stindig mit dem Massenmittelpunkt
0;,des Satelliten A zusammenfillt, lautet

(0.23)

Darin bezeichnet A, den Ortsvektor von 07, nach O;,, , wobei der Querstrich
tiber den Vektoren auf deren Darstellung im Bezugssystem B, hinweist. Weiter
bezeichnen Fbzw.C die auf O, wirkende Fiihrungskraft bzw. Corioliskraft
zufolge der nichtinertialen Bewegung des Bezugssystems B, gegen ein
geozentrisch gelagertes Bezugssystems B,,, . Die Kriftefunktion

_ _ Dr _ _ - _ Dr
KE 0= GED) 42, F )
S a (0.24)
=Y ¢8(F,0)+Z,00 (T E-t)
P 181 > nongray s Df >

in der G(r,r) bzw. Z Dz ;t) die Gravitation der Erde bzw. die

nongrav (

Resultierende aller iibrigen Kréfte bezeichnet, werde entwickelt um die Bahn
des Massen-mittelpunktes O;,, des Satelliten A In linearer Ndaherung erhilt man
mit

F=T,+A, (0.25)

DT
K(r t) ch( )+ Lo (T D; )
(0.26)

— — = _ r
~ G(rA’t) + ZciAAB .(vrg[(r’t))A t.o.t Zn(mgmv rA’TtA;Z)
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Da das Bezugssystem B, voraussetzungsgeméill im Gravitationsfeld der Erde

sich translatorisch beschleunigt bewegt, ist die translatorische Fiihrungskraft

gegeben durch
mﬁ é (_;(FAﬂt)-'_znongmv(FA’%;t) (027)

so daB sich die auf 0O;;, wirksame Fiihrungskraft ergibt zu
F=Z+T+C (0.28)

und damit die Bewegungsgleichung zu

2 AAB _ ﬁ (V& (Fu1)), 4.t C (0.29)

Mit dem Ansatz

AAB (tn) :ZAB (tn)_i_iA;lB@lf(tn) (030)

v=l

also im Sinne der Methode der unendlichen Variablen (s.§ 5.2) folgt fiir die
Koeffizienten A’, das Gleichungssystem

AV, :—Z—QZN“CJAAB(T”)-{(V,@(?, z,)),+.-+Cldr, (0.31)

v =1 0

bzw. nach Eintragen der Reihe im Integranden

N
v 14
AAB ZC
i=l1

o'—.—-

A () {(V.&(F.7)), +..+Cldr,
(0.32)

) 1
> a5, [70@){(V.EF.2), +..+C}dr,
o=l 0

Das ist ein in den zu bestimmenden Feldparametern c, lineares Gleichungssytem.

Die linken Seiten sind liber die Darstellung der SST- und Sternsensordaten
durch die Reihe nach den Eigenfunktionen bekannt. Auf den rechten Seiten sind
die Amplituden A9, aus dieser Reihe zu entnehmen, die Faktoren

{(Vrgi(i 7)), +...+(_Z} (0.33)
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in den Integralen sind bekannte Zeitfunktionen als Ergebnis der Bahnverfolgung
des Satelliten A und der aus den Sternsensordaten bekannten Orientierung des
mit dem Satelliten A verbundenen Bezugssytems A im geozentrischen
Bezugssystem:

e Berechnung von V g,(r,7,) entlang der Bahn von A
e Berechnung der Tragheitskréfte (s.§ 3.1)

7= —max(HxAAB) (0.34)
T--m29a (0.35)
Dt
C = —2max 22 (0.36)
Dt

mit den Orientierungsdaten des Sternsensors. d ist der
Winkelgeschwindigkeitsvektor, mit dem das Bezugssystem B,

gegen das geozentrische Bezugssystem rotiert.

Anm.: Die gleiche Uberlegung kann mit dem Satelliten B anstellen. Es resultiert
ein zweites System von Bestimmungsgleichungen fiir die Feldparameter.

B.2 Formulierung der Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung
mit Hilfe des Prinzips des kleinsten Zwanges von GAUSS

Die SST-Daten der GRACE — Mission sind genauer als die aus der GPS-
Bahnverfolgung erhaltenen Bahnen. Wie in [21] ausgefiihrt, kann man die
Methode der unendlich vielen Variablen mit dem Verfahren der differentiellen
Korrektion von Parametern verkniipfen, um die SST- und Sternsensor-Daten zur
Verbesserung der aus der GPS-Bahnverfolgung der GRACE- Satelliten
bestimmten Bahnen heranzuziehen.

Um diese hohere Genauigkeit fiir die Feldbestimmung nutzbar zu machen,
konnte man auf die Relativbewegung der Satelliten A und B

A (1) =1y (1) -1, (1) (037)
das GAUSSsche Prinzip des kleinsten Zwanges (s.§ 3.2) anwenden beispiels-

weise durch Verwendung des genau gemessenen Zeitverlaufs des Abstandes der
Satelliten
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N(AAB’t) ::|AAB| - |rB(t)_rA(t)| =0
=lA,s] - 80 =0 (0.38)
oder N(A ;1) :=% (|AAB|2 ~8%(t) ): 0 (0.39)

als holonom-rheonome Nebenbedingung. Man miiite dann versuchen, zwei
Bahnen als Losungen der Bewegungsgleichungen der beiden Satelliten so zu
bestimmen, dal deren Zeitverlauf gerade die Nebenbedingung einhilt. Die
Bewegungsgleichungen der Satelliten in einem geozentrischen Newton-System
[21] lauten

my, =K(r,,r,;t) a=A4,B

. 0.40
=K +K!" +F, (0.49)

K 4uBere Volumenkrifte
mit K" innere Volumenkrifte
F, Flachenkrifte

Wenn fiir die inneren Volumenkréfte ein Reaktionsprinzip
K =-K{ =K" (0.41)

gilt, wie es zum Beispiel bei Gravitationswechselwirkung der Satelliten A und B
der Fall ist, dann folgt durch Subtraktion der Bewegungsgleichungen der
Satelliten

Ky K F _F (0.42)

oder mit der reduzierten Masse [21]

By = (0.43)

mA—i—mB
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als Bewegungsgleichung der Relativbewegung [21]

. @ @)
KB KA FB FA J = relativ (0‘44)

—K®
HamDap = K7+ 1 45 (___"'___ =
Mg m, mg m,

bzw. wenn man die Gravitationswechselwirkung der Satelliten vernachldssigt

B K(E) K(G) F F
/’l(AB)AAB = Hup) (_B -+ L= K, i (045)
mp m, mg my

Um die Nebenbedingung an die Losung A ,(r) dieser Gleichung einzuhalten,
muf} nach dem GAUSSschen Prinzip des kleinsten Zwanges eine Zwangskraft

Ly = AV, N(A ;1)) (0.46)

hinzugefiigt werden.Der LAGRANGE- Multiplikator 2 ergibt sich im hier be-
trachteten Fall einer holonom-rheonomen Nebenbedingung [21] zu

- =2 . ..
A-IW+‘A‘ _(5>-55)

P C T (0.47)
a
und damit als Zwangskraft
b 2 . .o
A-Kfefanu‘ﬁ‘ _(5>-55)
z,, =——tun i A (0.48)
und als Bewegungsgleichung
- =2 . ..
) A-K’el"”v+‘A‘ _(5*-585)
A = Krelat[v _ ’u(AB) — A (049)
Hap) ‘A‘

Sie ist einer Bahnbestimmung fiir das Satellitenpaar GRACE zugrunde zu legen,
wenn man ein Paar von geozentrischen Umlaufbahnen bestimmen will unter
Verwendung der GPS-gestiitzten Bahnverfolgung und der SST-Abstandsmes-
sungen und dabei deren hohere Genauigkeit nutzen will.
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Sonderfall: Andert sich der gegenseitige Abstand der beiden Satelliten nicht,
wie es beispielsweise bei einer starren Hantel der Fall ist, dann
ergibt sich bei Abwesenheit von Kriften, also K . =0, wegen

relativ

5=0 — 5(t)=const (esisti.allg. A+ 0) als Bewegungsgleichung

=12

. A
A=——py
4]

>

(0.50)

wie sie BAUMGARTE in seiner Untersuchung [45] zur
numerischen Stabilisierung der Bewegungsgleichung der Kepler-
Bewegung angegeben hat. Der Fall der starren Hantel im

Gravitationsfeld eines kugelformigen Zentralkorpers wird u.a. in
[21] behandelt.

Um auch eine gemessene Richtung A,(¢) bei der Bestimmung der Bahnen des

Satellitenpaars zu beriicksichtigen, hitte man eine weitere Nebenbedingung in
die Bewegungsgleichung einzuarbeiten.
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