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Zusammenfassung

Die zunehmende Verbreitung von Smartphones in den letzten Jahren hat zu einer vermehrten
Nutzung virtueller Tastaturen gefihrt und es wurde der Ruf nach einer Alternative zur allge-
genwartigen QWERTY -Tastatur laut. Einer der Hauptgriinde daftir ist, dass sich die Bedienung
eines Smartphones deutlich vom Schreiben auf Schreibmaschinen, fiir welche die QWERTY -
Tastatur urspriinglich entwickelt wurde, unterscheidet.

Die vorliegende Arbeit widmet sich der Optimierung von Tastenbelegungen ausgewahlter Lay-
outs mit dem Ziel die erwartete zurlickzulegende Strecke und die erwartete Schreibdauer eines
deutschen Textes zu minimieren. Dabei steht zunachst die einhandige, vertikale Textubertra-
gung im Fokus. Das zugehdrige Optimierungsproblem, welches die Suche nach einer leis-
tungsfahigen Tastenbelegung beschreibt, lasst sich als lineares Zuordnungsproblem modellie-
ren und kann leicht geldst werden. Jedoch kénnen die Ergebnisse hinsichtlich ihrer Eignung
in der Praxis nicht Uberzeugen, weshalb unter Verwendung zusétzlicher binérer Variablen ein
weiterentwickeltes Optimierungsproblem formuliert wird. Das resultierende quadratische Zu-
ordnungsproblem ist NP-hart und deshalb nicht fiir die L6sung von Instanzen realistischer Gro-
Benordnung geeignet. Im Anschluss an dessen Linearisierung werden verschiedene Anséatze
zur Verbesserung der zeitlichen Lésbarkeit entwickelt und getestet. In Kombination mit einem
Verfahren, das die Anzahl der Variablen reduziert und die globale Optimalitat aufgibt, ebnen
sie den Weg zu Tastenbelegungen, deren Qualitat die bisheriger Tastaturen um bis zu 53 %
Ubertrifft.

Neben der einhandigen, vertikalen Handhabung werden Smartphones oftmals in horizontaler
Position genutzt und mit beiden Handen bedient. Die vorliegende Arbeit Ubertrégt die Theorie
der Optimierung von Tastenbelegungen auf diese relativ neue Art der Bedienung und erweitert
so das bisherige Angebot an Literatur fir die 2-Daumen-Schreibweise. AuBerdem liefert sie
Tastenbelegungen, welche fir die horizontale Textlbertragung optimiert wurden und im Ver-
gleich zur QWERTY -Tastatur potentielle Verbesserungen von bis zu 36 % erzielen.

Besondere Anforderungen an Tastenbelegungen stellt die abwechselnd vertikale und horizon-
tale Textibertragung, die in der Realitdt sehr h&ufig vorkommt, in der vorliegenden Arbeit
aber erstmals wissenschaftlich betrachtet wird. In diesem Zusammenhang werden Tastenbe-
legungen erzeugt, welche fir beide Geratepositionen geeignet sind und damit den problemlo-
sen Wechsel zwischen den Bedienkonzepten erméglichen. Die Untersuchung und Auswertung
der Resultate zeigt eine Uberlegenheit der optimierten Belegungen gegeniiber der QWERTY -
Tastatur von bis zu 33 %.







Abstract

The vast spread of smartphones in the last decade and thus the rising use of virtual keyboards is
accompanied by an increasing demand for an alternative to the standard QWERTY -keyboard.
The reasons for this lay in the different handling concepts of a smartphone and a typewriter for
which QWERTY was originally designed.

Intending to minimize the expected total time and the expected travel distance for german text
this thesis focuses on the optimization of key assignments on given layouts. The first goal is to
develop high-performance assignments for single-finger writing in vertical device position. The
modeling yields a linear assignment problem which can be easily solved but doesn’t generate
satisfying results. Using additional binary variables a more sophisticated model arises. This new
formulation is the quadratic assignment problem which is known to be NP-hard and therefore
not suited for solving realistic data. In order to improve running times various methods are
developed and tested after the problem was linearized. Together with a technique reducing the
number of variables and abandoning global optimality they clear the way for key assignments
which perform up to 53 % better than common keyboards.

Besides vertical single-finger utilization smartphones are often used in horizontal position and
both hands are employed for text entry. The transfer and adaption of previously investigated
theory provide the basis for optimizing keyboard assignments for this relatively new 2-thumb-
writing-method. This thesis enlarges the set of available literature on this topic and provides
assignments with up to 36 % advantage over QWERTY.

The omnipresent text entry in alternating positions leads to special requirements on the key
assignment and is studied the first time in this thesis. Switching between vertical and hori-
zontal handling concepts doesn’t cause any difficulties due to the optimized keyboard assign-
ments. Analysis and evaluation reveal a potential improvement of up to 33 % compared to the
QWERTY -assignment.

Xi






Inhaltsverzeichnis

Zusammenfassung

I Einleitung und Grundlagen

1 Einleitung

1.1 Einsatz und Bedeutung virtueller Tastaturen auf Smartphones . . . . . . . . ..

1.2 Geschichtliche Entwicklung von Tastaturen . . . . . .

2 Grundlagen

2.1 Optimierungspotential von Tastaturen und Tastenbelegungen . . . . . ... ..

2.2 StandderForschung . .. ... ... .. .......

2.3 Voraussetzungen und Thematik der vorliegenden Arbeit

2.3.1
2.3.2
2.3.3

Voraussetzungen und Konventionen . . . . . .
Inhaltund Aufbau . . . .. ... ... .....
Grundlegende Begriffe und Notationen. . . . .

2.4 Datenund deren Beschaffung . . . . ... ... ...

241
24.2
2.4.3
24.4
245
2.4.6

Buchstaben- und Bigrammwahrscheinlichkeiten
Textldnge . . . . . . .. . ... oL
Tastaturlayouts . . . ... ... ... .....
Entfernungender Tasten . . . . ... ... ..
Bewegungsdauer . . ... ... .. ......
System und Software . . . .. ... ... ...

Il Optimierung von Tastenbelegungen

3 Distanzminimierung fiir vertikale Anwendungen

3.1 Modellierung als lineares Zuordnungsproblem . . . . .

3.1.1
3.1.2

Beschreibung und mathematische Formulierung
Ergebnisse der Optimierung . . . . . ... ..

3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem .

3.2.1

Beschreibung und mathematische Formulierung

10
17
17
18
20
20
21
21
22
24
27
28

29



3.2.2 Linearisierungdes Problems . . . . .. ... ... ... ... ... 41
3.2.3 Ansatze zur Verbesserung der Lésungsdauer des linearisierten Problems 46

3.2.4 Auswege aus der zeitlichen Unlésbarkeit. . . . . . ... ... ... ... 79
3.2.5 Ergebnisse der Optimierung . . . . . . . . . .. ... . L. 89

3.3 Verallgemeinerung des verbesserten, linearen Problems . . . . . .. .. .. .. 90
3.3.1 Ubertragungder Ansdtze . . . . . . .. ... ... 91
3.3.2 Formulierung eines verallgemeinerten Problems . . . . . .. ... ... 93
3.3.3 Ergebnisse der Optimierung . . . . . . . .. . ... ... . 94

3.4 Zusammenfassung der Ergebnisse im vertikalenFall . . . .. .. ... ... .. 95
Distanzminimierung fiir horizontale Anwendungen 97
4.1 Vereinfachte Modellierung der beidh&ndigen Bedienung . . . . . . . ... ... 97
4.1.1 Beschreibung und mathematische Formulierung . . . . . .. ... ... 97
4.1.2 Ergebnisse der Optimierung . . . . . . . .. . .. ... .. 98

4.2 Realistische Modellierung der beidhéndigen Bedienung . . . . . .. ... ... 100
4.2.1 Naive Wahl der Wartepositionen . . . . . .. ... .. ... ... .... 101
4.2.2 Praxisnahe Wahl der Wartepositionen . . . . . .. ... ... ... ... 103
423 Ergebnisse der Optimierung . . . . . . .. .. ... L 104

4.3 Zusammenfassung der Ergebnisse im horizontalenFall . . . . ... ... ... 106
Distanzminimierung fiir Hybrid-Anwendungen 107
51 Modellierung . . . . . . . . . 108
5.2 Ergebnisse der Optimierung . . . . . . . . . .. oo o 109
5.3 Zusammenfassung der Ergebnisse im Hybrid-Fall . . . . . . ... ... ... .. 111
Minimierung der benétigten Zeit 113
6.1 Zeitminimierung fur vertikale, horizontale und Hybrid-Anwendungen . . . . . . . 113
6.1.1 Modellierung . . . . . . . . . 113
6.1.2 Ergebnisse der Optimierung . . . . . . . . . . ... ... .. 116

6.2 Zeitreduktion mithilfe der Hover-over-Schreibweise . . . . . . .. ... ... .. 118
6.2.1 Ergebnisse im horizontalenFall . . . . . ... ... .. ... ....... 120
6.2.2 Ergebnisse in Hybridanwendungen. . . . . . . .. ... ... ... ... 122
Implementierung 125
Implementierung 127
7.1 AufbauderlInputdaten. . . . . . . ... 127
7.2 Schematischer Aufbau des Tools VirtualKeyboardOptimization.mos . . . . . . . 129

7.3 Funktionen von VirtualKeyboardOptimization.mos . . . . . . . . . . .. .. ... 129



IV Auswertung und Diskussion der Ergebnisse

8 Auswertung und Vergleich der Ergebnisse

8.1 Theoretische Bestimmung der Schreibgeschwindigkeit . . . . . . .. ... ...

8.2 Alternative Tastaturen und Tastenbelegungen . . .
8.2.1 Belegungen des QWERTY-like-Layouts . .
8.22 DVORAK-Tastatur . . ... ... ......
8.2.3 KALQ-Tastatur. ... ............
8.2.4 Weitere Belegungen fiir rechteckige Layouts

8.3 Vergleich der optimierten Tastenbelegungen mit alternativen Tastaturen . . . . .
8.3.1 Vergleich der Eigenschaften im vertikalenFall . . . . . .. .. ... ...

8.3.2 Vergleich der Eigenschaften im horizontalen
8.3.3 Vergleich der Eigenschaften im Hybrid-Fall

Fall . ... .........

8.3.4 Zusammenfassung der Ergebnisse der Vergleiche . . . .. .. ... ..

9 Diskussion

10 Ausblick

Anhang

A Input-Daten

A.1 Konkrete Buchstaben- und Bigrammwahrscheinlichkeiten . . . . . . ... ...

A.2 Numerische Beschreibung der Layouts . . . . ..
A.2.1 Layout1- QWERTY-like . ... ... ...
A22 Layout2-3x9-Layout . . . ... ... ...
A.2.3 Layout3-3x70-Layout . . ... ... ...
A.2.4 Layout4-4x8-Layout . . . ... ... ...

A.2.5 Layouts der Testinstanzen 1 und 2 - 3x3- und 2x4-Layout . . .. .. ..

A.2.6 Zusatzliche Layouts - 5x6- und 5x7-Layout
B Quellicode
Literaturverzeichnis
Abbildungsverzeichnis

Tabellenverzeichnis

133

135
135
136
136
138
138
138
140
140
142
144
145

149

153

155

157
157
160
160
164
168
173
179
181

193

217

229

233






Teil |

Einleitung und Grundlagen






1 Einleitung

1.1 Einsatz und Bedeutung virtueller Tastaturen auf Smartphones

Das steigende Bedirfnis nach Vernetztheit und stéandiger Erreichbarkeit hat in den vergange-
nen Jahren zu einem rasanten Anstieg der Nachfrage und Verbreitung von mobilen Endgeraten
gefuhrt [Pols, 2013]. Im Mittelpunkt dieser Entwicklung stehen zweifellos Smartphones, welche
verschiedenste Funktionen in sich vereinen [Bao et al., 2011]. So dienen neue Smartphones
beispielsweise als Telefon, Nachrichtenzentrale, Internetschnittstelle und Navigationsgerat.

In den meisten Anwendungen steht die Ubertragung von Text im Mittelpunkt der Kommunika-
tion zwischen Nutzer und Endgerét, weshalb eine effiziente Textlibertragung enorme Bedeu-
tung fiir die effektive Smartphone-Nutzung hat. Die Ubermittlung eines Textes kann auf einem
Smartphone durch mehrere alternative Arten erfolgen, welche sich in drei Gruppen einteilen
lassen. Bei der akustischen Ubertragung wird der Text in ein Mikrofon gesprochen und mit ge-
eigneter Software digitalisiert. Die visuelle Ubertragung funktioniert mithilfe einer Kamera. Die
Texteingabe (iber ein Textfeld oder eine Tastatur bezeichnet man auch als taktile Ubermittlung
[Schukat-Talamazzini, 1995].

Um eine passende Art der TextUbertragung auswéahlen zu kénnen, missen je nach Anwen-
dung die Vor- und Nachteile der einzelnen Gruppen gegeneinander aufgewogen werden (siehe
Abschnitt 2.1). In den allermeisten Féllen erfolgt die Texteingabe jedoch Uber eine Tastatur,
welche bei Bedarf auf dem Bildschirm eingeblendet wird. Diese sogenannten virtuellen Tasta-
turen verwenden fast immer das QWERTY-Layout und die QWERTY-Tastenbelegung (siehe
Abb. 57).

Neben dem Einsatz auf Smartphones ist diese Belegung in Landern mit lateinischem Alphabet
seit beinahe 100 Jahren der Standard auf Schreibmaschinen und Computern. Die lange Nut-
zungsdauer und die daraus resultierende Vertrautheit durften die Hauptgriinde fur die Adoption
der QWERTY-Tastatur auf Smartphones sein. Wahrend beim Umstieg von Schreibmaschinen
auf Computer einige Argumente, wie der Transfer bereits erlernter Schreibfahigkeiten, fir die
Ubernahme dieser Tastenbelegung sprachen, gab es bei der Einfiihrung von Smartphones au-
Ber oben genannter Gewohnheit keinen Grund, die QWERTY -Tastatur beizubehalten. Es gibt
sogar einige Punkte, die gegen ihre Verwendung auf Smartphones sprechen.

Eine charakteristische Eigenschaft der QWERTY-Belegung ist die Verteilung von aufeinander-
folgenden Tastenanschlagen auf verschiedene Hande. Diese Eigenschaft, welche bei der beid-
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héndigen Bedienung einer Computertastatur Vorteile hinsichtlich der Schreibgeschwindigkeit
mit sich bringt, entpuppt sich auf einem Smartphone als Nachteil. Der Grund dafur liegt in der
unterschiedlichen Schreibweise, da ein Smartphone in vertikaler Position oftmals mit einem
Finger bedient wird. Dies geschieht in der Regel mit dem Daumen der dominanten Hand. Es ist
offensichtlich, dass oben genannte Buchstabenverteilung gréBere, vom Finger zurlickzulegen-
de Distanzen provoziert, als es vielleicht bei einer Alternativbelegung der Fall ware. Dies fiihrt
zu einer geringeren Schreibgeschwindigkeit, welche sich als Flaschenhals einer schnellen und
effizienten Textlbertragung in vertikaler Gerateposition identifizieren Iasst [Zhai et al., 20023a]
[Francis u. Rash, 2003].

In den letzten Jahren wurde durch den Einbau von Lagesensoren in Smartphones das schnelle
Umschalten zwischen vertikalem und horizontalem Bildschirm mdéglich. Die zunehmende ho-
rizontale Nutzung fuhrt dazu, dass vermehrt auch mit beiden Handen geschrieben wird. Auf
den ersten Blick scheint die QWERTY-Tastatur dank der polaren Buchstabenverteilung gut
fir diese 2-Daumen-Schreibweise geeignet zu sein, jedoch besteht aufgrund anderer Eigen-
schaften, wie beispielsweise haufig nétigen Zeilenwechseln (siehe [Noyes, 1998]), auch hier
Optimierungspotential.

Die zum Teil kontrédren Anforderungen der beiden positionsabhangigen Bedienkonzepte eines
Smartphones gilt es auf der Suche nach einer verbesserten Tastenbelegung, welche das Pro-
blem der ineffizienten Texteingabe 16st, zu vereinbaren.

1.2 Geschichtliche Entwicklung von Tastaturen

Die Geschichte der Tastaturen beginnt mit der Erfindung der Schreibmaschine. Die erste Be-
schreibung einer ”[...] kiinstlichen Maschine oder Methode [...]", die in der Lage ist "Buchstaben
abzudrucken oder abzuschreiben, [...] fortlaufend [...], sodass jeglicher Text klar und deutlich
und deshalb nicht vom Druck zu unterscheiden, auf Papier ausgefertigt werden kann [...]” findet
sich in einem Patent, welches dem englischen Erfinder Henry Mill 1714 von der britischen Ké-
nigin Anne erteilt wurde [Mill, 1714]. Die alteste nachweislich funktionierende Schreibmaschine
baute der ltaliener Pellegrino Turri im Jahr 1808. Wie die meisten Schreibmaschinen zu Beginn
des 19. Jahrhunderts war diese noch dafirr konzipiert Blinden das Schreiben zu ermdglichen.
Dies &nderte sich jedoch mit der sogenannten Schnellschreibmaschine, welche Karl Drais 1829
erstmals prasentierte. Trotz der wachsenden Bedeutung geschaftlicher Korrespondenz Mitte
des 19. Jahrhunderts und vielen Weiterentwicklungen und neuen Erfindungen in diesem Be-
reich ging keine der Schreibmaschinen in Serienproduktion. Erst der 1868 von Christopher
Latham Sholes, Carlos Glidden und Samuel W. Soule gebaute Sholes-and-Glidden-typewriter
konnte sich erfolgreich durchsetzen und wurde ab 1876 von der Firma E. Remington & Sons
produziert [Buzing, 2003] [Lessing, 2010].
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Wéhrend fast alle bis dato gebauten Texteingabegeréate auf eine alphabetische Tastenbelegung
zurilickgriffen, konnte der Sholes-and-Glidden-typewriter, welcher spater leicht modifiziert unter
dem Namen Remington No. 2 verkauft wurde, bereits eine QWERTY-&hnliche Tastatur vorwei-
sen. Uber die Griinde, die Sholes zu dieser Tastenbelegung bewegten, ist man sich bis heute
uneinig. Einer der Meistgenannten ist, ein Verhaken der Typenhebel, das sogenannte "mecha-
nical jamming”, zu verhindern, was bei alphabethischen Tastaturen regelmaiig vorkam und den
Schreibfluss enorm behinderte. Sholes soll dies durch die rdumliche Trennung von besonders
h&ufig auftretenden Buchstabenpaaren und somit einem ausreichenden Abstand der Typen-
hebel realisiert haben (siehe [Jain u. Bhattacharya, 2010], [Buzing, 2003], [Zhai et al., 2002a],
[Yamada, 1980]). Yasuoka u. Yasuoka [2011] sind der Ansicht, dass die Anordnung der Tas-
ten vom Morse-Alphabet inspiriert wurde und nicht wie anderweitig behauptet dem Marketing
diente, indem man das Wort "Typewriter” nur mit den Tasten der obersten Tastaturreihe zu
Papier bringen kann [David, 1985]. Andere, weniger verbreitete Versionen Uber Sholes Bele-
gungswahl sind, dass die unintuitive Anordnung ein Uberbleibsel aus seiner fritherer Tétigkeit
als Drucker war, aber auch Griffiths Hypothese, wonach die QWERTY-Belegung nur eine Vari-
ante des Alphabets ist, zu der man mit zwei Umordnungsschritten gelangt [Noyes, 1998].
Aufgrund der hohen Verkaufszahlen der Remington No. 2, dem Zusammenschluss der finf
gréBten Schreibmaschinen-Hersteller 1893 zur Union Typewriter Company und der Tatsache,
dass diese sich auf ein Tastaturlayout und eine gemeinsame Tastenbelegung einigen konnten,
wurde QWERTY in den Jahren um die Jahrhundertwende herum bekannt [Davis, 2005]. Bis
auf wenige Umordnungen und fehlende Sonderzeichen, welche im Lauf der Zeit hinzukom-
men sollten, entsprach die damalige Tastatur bereits der heute Ublichen und weit verbreiteten
Standard-Computertastatur. Da Christopher Latham Sholes der Ausldser dieser Entwicklung
war, gilt er als der Erfinder der QWERTY-Tastatur [Yasuoka u. Yasuoka, 2011].

Trotz der zunehmenden Verbreitung von Remington-Schreibmaschinen mit QWERTY -Belegung
gab es viele konkurrierende Hersteller, welche sich durch unterschiedliche Funktionsweisen
oder mithilfe alternativer Tastenbelegungen auf dem Markt behaupten wollten [Noyes, 1998]. Zu
dieser Zeit war Remington der Marktfiihrer, begriindet hauptsachlich durch die kluge Verkaufss-
trategie, sowie die mit diversen Siegen in Schnellschreibwettbewerben einhergehende 6&ffentli-
che Aufmerksamkeit [Liebowitz u. Margolis, 1990]. Neben dem reinen Verkauf von Geréaten bot
Remington Kurse an, in denen Benutzer die damals aufkommende 10-Finger-Schreibweise er-
lernen konnten, um sie so an ihre Schreibmaschinen zu binden [Buzing, 2003]. Obwohl keiner
der Konkurrenten die Marktfuhrerschaft von Remington ernsthaft gefahrden konnte, schafften
es weder QWERTY noch eine andere Tastatur, sich zu etablieren und es wurden nach wie vor
verschiedene Layouts und Belegungen verwendet [Robert, 2001].

Erst in den 1920er Jahren konnte sich die QWERTY -Tastatur gegentiber den anderen durch-
setzen, indem mehrere Lander die Tastenbelegungen standardisierten und das QWERTY-
Layout samt zugehdriger Belegung, vermutlich aufgrund des zeitlichen und zahlenmaBigen
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Vorsprungs in Normen aufnahmen (z.B. DIN 2112: Tastenanordnungen flr handbetriebene
Schreibmaschinen). Die Standardisierung hatte zur Folge, dass die meisten Schreibmaschi-
nen ab diesem Zeitpunkt mit QWERTY-Tastaturen produziert wurden und neue Schreibkrafte
fast ausschlieBlich auf QWERTY ausgebildet wurden. Selbst ernstzunehmende Ansétze, wie
der von August Dvorak 1932, welcher auf die Optimierung hinsichtlich ergonomischer Gesichts-
punkte zielt [Dvorak, 1943], konnten sich nicht durchsetzen. Die Griinde hierflr sind vor allem
die mangelnde Bereitschaft der Konsumenten, das Schreiben auf einer neuen, ungewohnten
Tastatur zu erlernen, sowie der finanzielle Aufwand, der durch das Ersetzen der weit verbreite-
ten QWERTY-Schreibmaschinen entstanden ware [David, 1985].

Ende der 1980er Jahre erreichte die Verbreitung der Schreibmaschinen ihren Héhepunkt. In der
Folge wurden sie immer haufiger durch Computer und Drucker ersetzt. Als Texteingabegeréte
fir Computer dienten Tastaturen, deren Tasten analog zur vertrauten QWERTY -Tastatur einer
Schreibmaschine angeordnet und belegt waren. Trotz der Weiterentwicklung jedes Bauteils und
zahlreicher Innovationen im Bereich der Informationstechnologie wurde die Tastenbelegung
einer Computertastatur nie verandert.

Einige neuere Ansatze mit dem Ziel die QWERTY-Tastatur auf Computern zu reformieren
sind die Colemak-Belegung, das Neo-Design oder das RISTOME-Layout (siehe [Menzel et al.,
2005], [Behrens, 2004], [Coleman, 2006]). Die Wahrscheinlichkeit, dass dies gelingt, dirfte je-
doch gering sein, da sich an der Umlern-Problematik und dem finanziellen Aufwand fiir den
Austausch der gewohnten und derzeit genutzten Tastaturen wenig geéndert hat. Vieles spricht
dafiir, dass eine umfassende Neuordnung oder Umbelegung der Tasten von Computertasta-
turen, abgesehen von einigen speziellen Anwendungsbereichen wie beispielsweise der Pro-
grammierung, nicht stattfinden wird (siehe Abschnitt 2.1).

Nachdem es ab 1980 zwei Jahrzehnte lang vor allem Computer waren, welche sich rasend
schnell ausbreiteten und sowohl in privaten wie geschéftlichen Bereichen Einzug hielten, waren
es in den Jahren um die Jahrtausendwende Mobiltelefone. Wahrend die ersten tragbaren Tele-
fone noch mit einer reinen Zifferntastatur ohne Buchstaben auskamen, waren spatere Gerate
bereits mit Tastaturen ausgestattet, bei denen mehrere Buchstaben in alphabetischer Reihen-
folge auf einer Taste geblindelt wurden. Bendtigt wurden sie in den Anfangsjahren vor allem
zum Versenden von Textnachrichten. Uber die Jahre vervielfachten sich die Einsatzméglich-
keiten der Mobiltelefone und es etablierte sich die Sparte der Smartphones. Aufgrund der zu-
nehmenden Anzahl von Anwendungen mit Texteingabe (Email, Chat, soziale Netzwerke, etc.)
und der damit verbundenen regelmaBigen Verwendung der Tastaturen setzten manche Her-
steller zunachst auf kleine, vollwertige QWERTY -Tastaturen, deren dauerhafter Erfolg jedoch
ausblieb.

Mit dem Einbau von bertihrungsempfindlichen Bildschirmen in Smartphones begann die vorerst
letzte Epoche in der Geschichte der Tastaturen. Abermals orientierte man sich beim Design die-
ser virtuellen Tastaturen an der vertrauten QWERTY-Belegung. In Anlehnung an frihere Mo-
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biltelefone bediente man die neuen Gerate zu Beginn in vertikaler Position, oftmals mit einem
zugehdrigen Stift oder einem Finger. Doch spéatestens seit der Integration von Lagesensoren
in Smartphones kommt es haufig vor, dass die Texteingabe auch in horizontaler Gerateposition
erfolgt und dafiir beide Daumen benutzt werden.







2 Grundlagen

Dieses Kapitel widmet sich der zugrundeliegenden Motivation der Forschung im Bereich der
Tastaturentwicklung und liefert einen Uberblick Giber bisherige Ansétze und Ergebnisse. Es
folgt eine Abgrenzung der vorliegenden Arbeit zu bisheriger Literatur sowie das Abstecken des
Forschungsbereichs durch die Festlegung auf gewisse Voraussetzungen. Ein Abschnitt zum
Thema Datenbeschaffung bildet den Abschluss dieses Kapitels.

2.1 Optimierungspotential von Tastaturen und Tastenbelegungen

Bevor das Potential analysiert wird, das in einer Uberarbeitung der Tastenbelegung einer vir-
tuellen Tastatur steckt, werfen wir einen Blick auf die Vor- und Nachteile der einzelnen Text-
Ubertragungsmethoden. Die akustische Ubertragung besitzt sicherlich das gréBte Potential im
Bezug auf die Eingabegeschwindigkeit. Hierbei ist es theoretisch méglich, bis zu 250 Wér-
ter pro Minute in digitalen Text zu verwandeln, ohne zuvor geubt zu haben, wie es beispiels-
weise flr eine Geschwindigkeit von 100-150 Wérter pro Minute auf einer Tastatur erforderlich
ware. AuBerdem benétigt der Benutzer weder Hande noch Augen fiir eine Ubermittlung, so-
dass er parallel andere Aufgaben erledigen kann. Der Grund warum sich die Spracherkennung
bisher nur in wenigen Bereichen der Digitalisierung von Text durchgesetzt hat, ist die rela-
tiv schlechte Erkennungsrate fir allgemeine, nicht wortschatz- oder kontextbeschrankte Texte
[Schukat-Talamazzini, 1995].

Sowohl die visuelle Textlbertragung als auch die Handschrifterkennung kénnen nur in Berei-
chen eingesetzt werden, in denen die Eingabegeschwindigkeit keine wichtige Rolle spielt, da
man mithilfe dieser Methoden in der Regel nicht mehr als 25 Wérter pro Minute Gbermitteln
kann. Ahnlich zu akustischen Verfahren hangt die zu erwartende Fehlerrate stark von der Kom-
plexitat des Textes ab und ist in der Praxis nur fir Anwendungen mit sehr geringem Wort-
oder Zeichenschatz akzeptabel. Die héchste Erkennungsgenauigkeit von annahernd 100 %
bietet eine Tastatur - mit einer erzielbaren Geschwindigkeit von ungefédhr 150 Wértern pro
Minute auf einer vollwertigen Hardware-Tastatur. Im Vergleich dazu ist die Ubermittlung von
Text mit etwa 30 Wértern pro Minute auf einer virtuellen QWERTY -Tastatur deutlich langsamer
[Schukat-Talamazzini, 1995] [Wienecke, 2003] [Schenk u. Rigoll, 2010] [Zhai et al., 2002a].
Trotz der geringeren Geschwindigkeit im Vergleich zu anderen Texteingabemethoden ist die
Tastatur derzeit das Mittel der Wahl in puncto Texteingabe. Der Hauptgrund fiir den um ein
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Vielfaches haufigeren Einsatz liegt in der geringeren Fehlerrate. Dariiber hinaus ist im Gegen-
satz zur Spracherkennung die Ubertragung eines Textes in der Offentlichkeit problemlos, ohne
EinbuBen der Privatsphare méglich.

Die Geschwindigkeit der Textubermittlung mithilfe einer Tastatur hangt maBgeblich von der An-
ordnung, Form, GréBe und Belegung der Tasten ab. Genau diese Faktoren sind es also, die
sich prinzipiell fir eine Optimierung eignen. In jede der Richtungen besitzt die gegenwértige
Standardtastatur Optimierungspotential (siehe Abschnitt 2.2). Insbesondere im Bereich der vir-
tuellen Tastaturen sind der Variabilitdt kaum Grenzen gesetzt, da sie vollstandig auf Software
basieren und somit schnell und kostenglinstig angepasst werden kénnen. Die vorliegende Ar-
beit widmet sich speziell der Belegung von Tastaturen (siehe Abschnitt 2.3).

Wie in Abschnitt 1.2 beschrieben, werden in nahezu allen Landern mit lateinischem Alphabet
standardmaBig Tastaturen mit QWERTY-Belegung produziert und verwendet. In der Herstel-
lung von Schreibmaschinen und dem Bereich der Computer ist es hdchst unwahrscheinlich,
dass sich daran etwas &ndert und sich eine andere, méglicherweise effizientere Tastenbele-
gung durchsetzen kann [Zhai et al., 2000]. In den Wirtschaftswissenschaften wird dies oftmals
damit begriindet, dass der Technikpfad bereits zu weit beschritten sei, was aufgrund der Un-
umkehrbarkeit von Investitionen ein Umschwenken auf Alternativen praktisch unméglich macht
[David, 1997]. AuBerdem beruft man sich in diesem Zusammenhang haufig auf die grof3e
QWERTY-Nutzerzahl und den aus einem Tastaturwechsel resultierenden Aufwand [Bi et al.,
2012].

Die Erfolgswahrscheinlichkeit fur eine Veranderung der Standardtastatur von Touchscreen-
geraten ist deutlich héher, da sich aufgrund der kurzen Lebensdauer und regelméBiger Software-
Updates die Einflihrung einer neuen Tastenbelegung oder eines neuen Layouts ohne finanziel-
len Aufwand durchfiihren Iasst. Ein weiterer Grund, der fir eine tiefgehende Analyse von virtu-
ellen Tastaturen zum jetzigen Zeitpunkt spricht, ist die noch relativ kleine Zahl an Smartphone-
Nutzern weltweit, sodass sich das Umlernen in Grenzen halt. Die viel gréBere Gruppe der po-
tentiellen Neukunden héatte kaum zusétzlichen Aufwand, da sie nicht von ihren Erfahrungen auf
einer Computertastatur profitieren kann, weil sich die Schreibweise auf einem mobilem End-
gerat mit Touchscreen deutlich vom Schreiben auf einer Hardwaretastatur unterscheidet (siehe
Abschnitt 1.1 und [Zhai et al., 2000]).

2.2 Stand der Forschung

Im Bereich der Texttbertragung mithilfe von Tastaturen gibt es eine Vielzahl unterschiedlichster
Forschungsansétze. Angesichts der langen Geschichte und der groBen Bedeutung, die dieses
Forschungsfeld aufgrund der vielen Nutzer und der hdufigen Verwendung von Tastaturen hat,
ist dies kaum verwunderlich. Nachfolgend wird eine Auswahl von Arbeiten vorgestellit.
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Die Erforschung von Texteingabe lasst sich grob, aber nicht nur, in vier Hochphasen untertei-
len, die jeweils mit der Etablierung neuer technischer Geréte einhergingen. Natirlich sind die
Ubergénge zwischen den Phasen oft flieBend oder es wurde parallel in mehreren Bereichen
geforscht.

In der ersten frlhen Phase waren es vor allem Erfinder, die es sich zum Ziel gesetzt hatten, ihre
eigenen Entwirfe einer Schreibmaschinentastatur (oftmals samt neuem Schreibmaschinenmo-
dell) auf dem Markt zu platzieren. Spater waren es Wissenschaftler, die die Vormachtstellung
von QWERTY brechen wollten, indem sie auf die ergonomischen Nachteile hinwiesen. Die zu-
nehmende Verbreitung von Computern und ihre wachsende Bedeutung fir Birotatigkeiten zu
Beginn der 1980er Jahre war der Ausléser der zweiten Phase. Das dritte Mal rlickten Tastaturen
mit der immer alltaglicheren Nutzung von Mobiltelefonen ab 1990 in den Mittelpunkt. Diese drit-
te Phase I&sst sich unterteilen in die Erforschung numerischer Tastaturen und die Entwicklung
virtueller Tastaturen, welche durch den Einbau von Touchscreens in mobile Gerate realisiert
wurden. Beiden Tastaturarten liegt jedoch die gleiche einh&ndige Schreibweise zugrunde. Die
vierte und vorerst letzte Phase beginnt mit der Erfindung des Smartphones. Durch eingebaute
Lagesensoren etablierte sich eine neue Schreibweise, die auf der Verwendung beider Daumen
basiert.

1. Phase

Friihe Versuche die QWERTY -Tastatur auf Schreibmaschinen zu ersetzen gab es bereits kurz
nach ihrer Einflihrung. Zu den Bekannteren zahlen jene von Rowell 1909 und Nelson 1920,
die Buchstaben- und Bigrammh&ufigkeiten zugrundelegten, sowie die 1914 vorgestellte geteil-
te Tastatur von Heidner (siehe [Noyes, 1998]). Die bedeutendste und in diesem Zusammen-
hang immer wieder genannte Arbeit ist die von August Dvorak, der die Tastenbelegung in den
1930er Jahren durch ergonomische Uberlegungen zu reformieren versuchte [Dvorak, 1943].
Mehrere Jahrzehnte gab es keinen Zweifel, dass die DVORAK-Belegung (siehe Abb. 62) dem
QWERTY-Design in puncto Geschwindigkeit Uberlegen sei. Jedoch wurde diese Annahme,
die sich vermutlich augrund einer im Nachhinein fragwirdigen Studie der US Navy durchsetz-
te, von Liebowitz u. Margolis [1990] in Frage gestellt. West [1998] und Buzing [2003] kamen
zu dem Ergebnis, dass der Unterschied in der Schreibgeschwindigkeit lediglich 4-5 % betragt
und Vorteile von Dvoraks Tastenbelegung eher im Bereich der ausgeglicheneren Verwendung
der Hande liegen, was eine spatere Ermidung zur Folge hat. Auch in den darauffolgenden
Jahrzehnten war man auf der Suche nach besseren Tastenbelegungen fiir Schreibmaschinen,
stellte theoretische Vergleiche zwischen den Kandidaten und der Standardtastatur an und fhr-
te praktische Studien zur Evaluation durch (siehe u.a. [Kinkead, 1975] [Burkard u. Offermann,
1977] [Michaels, 1971] [Hirsch, 1970]).
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2. Phase

Die Einfihrung von Computern markiert einen Punkt in der Geschichte, an dem sich die For-
schung im Bereich der Texteingabe in mehrere unterschiedliche Richtungen entwickelte. So
existierten nach wie vor die klassischen Forschungsfragen, wie die nach einer guten Tastenbe-
legung (siehe bspw. [Malt, 1977]). Nebenbei riickte jedoch die Entwicklung neuer Tastaturmo-
delle, die durch den Anschluss an den Computer und seiner Rechenleistung méglich geworden
sind, ins Blickfeld [Kdlsch u. Turk, 2002]. Mehr und mehr beschéftigte man sich auch mit den
gesundheitlichen Auswirkungen der intensiven Nutzung von gewdhnlichen Tastaturen und we-
niger mit deren Belegungen oder Designs. Eine ausfihrliche Auflistung von Literatur und Studi-
en zum Thema Tastaturen findet sich in [Kroemer, 2001]. Trotz der weitestgehenden Akzeptanz
der QWERTY-Computertastatur im Alltag wird weiter an effizienteren Belegungen fiir spezielle
Bereiche gearbeitet. Ein Beispiel daflr ist das NEO-Design, welches Sonderzeichen, wie sie in
der Programmierung haufig verwendet werden, statt an den Rand der Tastatur auf zusatzlichen
Ebenen platziert (siehe [Behrens, 2004]).

3. Phase

Die zunehmende Verbreitung von Mobiltelefonen flihrte zu einer Intensivierung der Forschung
an Tastaturen und leutete damit die dritte Phase ein. Zentrales Forschungsgebiet war zu Beginn
die Schreibgeschwindigkeit und die Uneindeutigkeit der Eingabe von numerischen Tastaturen
(siehe [Oommen et al., 1991] [Lesher et al., 1998] [Silfverberg et al., 2000]). Die Integration von
Woérterblchern und die Verwendung von Algorithmen, die Worte gemaf ihrer Haufigkeit in der
jeweiligen Sprache vorschlagen, l6ste letzteres Problem [MacKenzie u. Soukoreff, 2002b].

In den Jahren um die Jahrtausendwende verbreiteten sich Geréte mit beriihrungsempfindlichen
Bildschirmen als eine Weiterentwicklung gewdhnlicher Mobiltelefone. Daraufhin konzentrierten
sich unzahlige Projekte auf das Verstandnis und die Beschleunigung der einhandigen stift-
oder fingerbasierten Schreibweise auf Touchscreens. Eine Auswahl davon sei im Folgenden
vorgestellt.

MacKenzie et al. [1999] vergleichen die Eingabgeschwindigkeit auf sechs Tastaturen, welche
sich sowohl im Design als auch in der Tastenbelegung unterscheiden (QWERTY, Dvorak, ABC,
FITALY (siehe Abb. 65), JustType, telephone). Dabei wird zwischen der Bedienung durch An-
fanger und Experten unterschieden. Alle Tastaturen haben gemein, dass sie nur die 26 Buch-
staben samt Leertaste(n) enthalten. Die Vorhersagen zur theoretischen Schreibgeschwindigkeit
basieren dabei auf einem in [William Soukoreff u. Scott Mackenzie, 1995] entwickelten Modell,
welches neben der reinen Bewegungsdauer auch die Zeit bertcksichtigt, die nétig ist, um die
Position eines Buchstabens zu identifizieren.

Via "Trial-and-error” entwerfen MacKenzie u. Zhang [1999] eine neue Tastenbelegung namens
OPTI (5x7-Layout, siehe Abb. 64). Die Qualitat der entstehenden Tastatur, sowie der Standard-
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QWERTY -Tastatur, werden mithilfe eines Modells basierend auf Fitts’ Law (siehe Abschnitt
2.4.5) berechnet. Die theoretische Geschwindigkeit liegt angeblich 35 % tber der der QWERTY -
Tastatur. Eine 5x6-Version von OPT/ (siehe Abb. 66) wird zusammen mit den Ergebnissen einer
praktischen Studie in [Zhang, 1998] vorgestellt.

Zwei alternative Tastaturen namens Hooke’s Keyboard und Metropolis werden in [Zhai et al.,
2000] vorgestellt. Dabei verwenden die Autoren im ersten Fall ein Modell, das Zugfedern zwi-
schen den Buchstaben simuliert, im zweiten Fall einen Random-Walk-Ansatz. Beide Ansatze,
die eine Tastenbelegung im Gegensatz zum Vorgehen aus [MacKenzie u. Zhang, 1999] auf
systematischerem Weg erzeugen, finden sich auch in [Hunter et al., 2000]. Die entstehenden
Belegungen verfligen jedoch (ber keine geordnete optische Struktur, wie man sie normalerwei-
se von Tastaturen gewohnt ist. Mittels Fitts’ Law werden in [Zhai et al., 2000] auBerdem sieben
Tastaturen (QWERTY, Chubon, FITALY, OPTI, OPTI I, Metropolis und Hooke’s) bewertet und
verglichen. Dabei liefert die Metropolis-Tastatur das beste Ergebnis und erméglicht eine 40 %
schnellere Texteingabe als die Standardtastatur. Darlber hinaus korrigieren Zhai et al. [2000]
einen Fehler in der Berechnung der absoluten Geschwindigkeit in [MacKenzie u. Zhang, 1999].
Lesher u. Moulton [2000] verwenden ein 2-opt-Verfahren, um zwei effizientere Tastenbelegun-
gen zu erhalten (siehe u.a. Abb. 60). Die beiden zugrunde gelegten physikalischen Layouts sind
das einer Standard-Computertastatur (mit fixierter Leertaste; ohne Sondertasten, -zeichen und
Umlaute) und ein Layout im FITALY-Design (5x6-Layout, 26 Tasten und 2 grdBere Leertasten).
Die Reduktion des Schreibaufwandes bewegt sich laut den Autoren im Bereich von etwa 30 %.
Ahnlich zu [MacKenzie et al., 1999] werden in [Zhai et al., 2002a] sechs verschiedene Tasta-
turen (QWERTY, Square alphabetic, OPTI, FITALY, Chubon, Lewis—Kennedy—Lalomia) hin-
sichtlich ihrer Eingabegeschwindigkeit basierend auf Fitts’ Law (siehe auch Abschnitt 8.1) be-
wertet. Die beiden Methoden aus [Zhai et al., 2000] und deren Ergebnisse werden nochmals
vorgestellt und der Random-Walk-Ansatz um ein "alphabetisches Tuning” erweitert, welches
Anfangern die Buchstabensuche auf der Tastatur erleichtern und damit die Erlernbarkeit be-
gunstigen soll. Laut Zhai et al. [2002b] wurden fur die Berechnung der Eingabegeschwindigkeit
mittels Fitts’ Law jedoch falsche Parameter benutzt, weshalb die absoluten Werte der Schreib-
geschwindigkeit zu niedrig sind. Dies wird zusammen mit einer Studie zur Lernféhigkeit von
Tastaturen in [Zhai et al., 2002b] korrigiert.

Eine Gegeniberstellung von tasten- und stiftbasierter Eingabe, verschiedene Ziele der Tasta-
turoptimierung und grundséatzliche Punkte, welche bei der Evaluation zu beachten sind, finden
sich in [MacKenzie u. Soukoreff, 2002b]. Analog zu oben genannter Literatur stellen die Auto-
ren einen Vergleich der bekanntesten, bis dato verfligbaren Tastenbelegungen an, wobei die
Empfehlung fiir die Parameterwerte aus [Zhai et al., 2002b] noch nicht eingearbeitet wurde.
Raynal u. Vigouroux [2005] und Brewbaker [2008] bedienen sich evolutionarer Algorithmen bei
der Suche nach einer besseren Tastatur. Wie einige Arbeiten vor ihm verwendet Brewbaker
[2008] Fitts’ Law. Die Werte der verwendeten Parametern stimmen aber auch hier nicht mit
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den in [Zhai et al., 2002b] Vorgeschlagenen Uberein. Die verwendeten Bigrammhaufigkeiten
stammen aus zwei Quellen, den Werken Shakespeares und einem Linux Kernel Korpus. Als
Vorlagen fur das physikalische Layout dienen ahnlich zu [Lesher u. Moulton, 2000] ein gitterfor-
miges QWERTY-like-Design und das 5x6-FITALY-like-Design.

Eine Arbeit, die sich der Aufgabe der Tastaturoptimierung zu Beginn auf mathematischen Wege
néhert ist [Li et al., 2006]. Die Autoren formulieren zu diesem Zweck ein ganzzahliges Optimie-
rungsproblem mit dem Ziel die erwarteten Kosten in Form der Strecke oder Zeit pro Tippvor-
gang zu minimieren. Das Problem erweist sich aufgrund der enormen Anzahl an Variablen als
zu aufwendig fir eine exakte L&sung, weshalb man sich einer Hybridheuristik aus der 2-opt-
Methode und dem simulated-annealing-Verfahren bedient. Angewendet wird diese Heuristik auf
drei Tastaturformen (QWERT Y-like-Design, 5x6-FITALY-like-Design und ein quasi-kreisférmiges
Design). Das Ergebnis sind Tastenbelegungen, welche eine etwa 25 % schnellere Texteingabe
als die Standardtastatur erlauben (siehe u.a. Abb. 59).

Dunlop u. Levine [2012] machen es sich zur Aufgabe, neben der Minimierung der vom Fin-
ger zurtickzulegenden Strecke eine Verbesserung der Autokorrektur und die Maximierung der
Vertrautheit mittels einer QWERTY -Ahnlichkeitsfunktion anzustreben. Das Ergebnis ihrer For-
schung ist eine rechteckige, gitterférmige Tastatur, die neben einer geringeren Fehleranzahl die
Eingabegschwindigkeit verbessert. Die Ahnlichkeit zur QWERTY-Tastatur kénnte die Textiiber-
tragung fir Anfanger angenehmer gestalten und die Erlernbarkeit verbessern. Letzteres stellen
auch Smith u. Zhai [2001] in den Mittelpunkt ihrer Forschung und erhalten so eine alphabetisch
geordnete Tastenbelegung mit erhéhter erzielbarer Schreibleistung.

Eine Arbeit mit dem Ziel Tastaturen bezlglich ihrer Eignung fiir mehrere Sprachen zu ver-
bessern ist [Bi et al., 2012]. In Ahnlehnung an [Zhai et al., 2002a] wird ein Random-Walk-
Algorithmus verwendet. Als Ergebnis dient vor allem die Feststellung, dass eine bezUlglich
mehreren einzelnen Sprachen verbesserte Tastenbelegung im vorliegenden Fall ohne groB3e
Leistungseinbuf3en auch als internationales Layout eingestzt werden kann.

Dell’Amico et al. [2009] versuchen sich in einer Klassifizierung der verschiedenen Probleme
einer optimalen Tastatur (single-finger versus n-finger). Im Anschluss wird die Suche nach einer
optimalen Tastatur fur die Bedienung mit einem Finger oder einem Stift auf ein quadratisches
Zuordnungsproblem zurtickgefiihrt (siehe auch [Burkard u. Offermann, 1977]) und Heuristiken
beschrieben, die sich bei der Anwendung auf Probleme dieser Klasse bewé&hrt haben.

Andere Forschungsrichtungen in dieser Phase widmeten sich alternativen Eingabemethoden,
wie sensorbestickten Handschuhen und projizierten Tastaturen (siehe [Kélsch u. Turk, 2002]
[Du et al., 2005]) oder verwendeten heuristische Methoden fiir die Verbesserung der Standard-
Computertastatur (siehe [Light u. Anderson, 1993] [Wagner et al., 2003]). Magnien et al. [2004]
und Al Faraj et al. [2009] forschten an der Fehlerreduktion und der schnelleren Erlernbarkeit der
einhandigen Touchscreen-Texteingabe mithilfe von optischen Hinweisen oder der Veranderung
der TastengréBe wahrend des Schreibflusses. Einen Vergleich beriihrungsempfindlicher Gerate
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mit herkdmmlichen Mobiltelefonen findet man in [Curran et al., 2005].

4. Phase

Die vorerst letzte Phase begann mit dem weltweiten, groBen Erfolg von Smartphones. Die
Schreibweise auf modernen Smartphones unterscheidet sich deutlich von der auf Schreib-
maschinen- oder Computertastaturen, welche beidhandig mit zehn Fingern bedient werden,
und der auf numerischen oder den ersten virtuellen Tastaturen, welche mit einem Finger oder
einem Stift bedient wurden. Vor allem Lagesensoren machen es mdglich, das Gerét in der
Praxis sowohl horizontal als auch vertikal zu verwenden. Letzteres gestaltet den Ubergang
zur vorherigen Phase flieBend. Offensichtlich kébnnen bis dato entwickelte mathematische Mo-
delle die Schreibweise mit zwei Daumen nur unzureichend beschreiben, weshalb man daran
interessiert ist, diese Art der Texteingabe zu erforschen und verbesserte Tastaturen daflr zu
entwickeln.

Die Arbeit von Soukoreff [2002] widmet sich sowohl der Bedienung mit einem Finger als auch
der Bedienung mit beiden Daumen. Manche Teile der Arbeit, welche sich mit einhandiger Be-
dienung auseinandersetzen, findet man in [MacKenzie u. Soukoreff, 2002b] wieder. Au3erdem
entwickelt Soukoreff [2002] ein Modell fir das Schreiben mit beiden Daumen und beschaftigt
sich mit dessen Robustheit. Dariliber hinaus untersucht er den Einfluss, den unterschiedliche
Verwendungsarten der Leertaste einer mini-QWERTY -Tastatur auf die Schreibgeschwindigkeit
haben. Eine gekirzte und speziell auf das neue 2-Daumen-Modell abgestimmte Version der
Arbeit wurde in [MacKenzie u. Soukoreff, 2002a] veroffentlicht.

Clarkson et al. [2007] Uberarbeiten das oben genannte Modell. Im Gegensatz zur Arbeit von
MacKenzie u. Soukoreff [2002a] basiert ihr Modell auf der Annahme, dass es Tasten gibt, die
von beiden Daumen bedient werden, anstatt das gegebene Tastaturlayout strikt aufzuteilen.
Sowohl Soukoreff [2002] als auch Clarkson et al. [2007] bleiben die Antwort auf die Frage nach
einer optimalen Tastatur schuldig.

Eine weitere Arbeit, die sich dem Schreiben mit beiden Daumen widmet, ist [Jlingst, 2008]. Der
Autor entwickelt mithilfe eines Evolutionsalgorithmus eine, speziell fir die Strokes-Eingabe-
technik, optimierte Tastatur. Bei dieser Form der Texteingabe gleitet der Daumen (ber die
Tasten anstatt diese anzutippen. Nach einer langwierigen Ubungsphase stellt der Autor eine
zweifach schnellere Geschwindigkeit in Aussicht als auf einer mini-QWERTY -Tastatur.

Die in [Li et al., 2011] vorgestellte Tastatur ist ein Exot im Bereich der virtuellen Tastaturen, da
sie nur aus einer Tastenzeile besteht und damit den Vorteil hat, dass sie auf kleineren Geraten
kaum Bildschirminhalte bedeckt. Da die Tasten mehrere Buchstaben beherbergen, handelt es
sich wie bei numerischen Tastaturen um eine uneindeutige Eingabe, weshalb der Nutzer in
einem zweiten Schritt das gewlinschte Wort auswahlen muss. Die Autoren prognostizieren eine
Verdopplung der Eingabegeschwindigkeit im Vergleich zu herkémmlichen virtuellen Tastaturen.
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Ein interessanter Forschungsansatz, welcher die Lagesensoren eines Smartphones nutzt um
die aus der Bewegung des Benutzers resultierenden Schreibungenauigkeiten auszugleichen,
findet sich in [Goel et al., 2012]. Die Anzahl der Tippfehler eines gehenden Benutzers liel3 sich
in der zugehorigen Studie um 45 % reduzieren.

Grofes Presse-Echo rief die Vorstellung einer neuen virtuellen Tastatur zur verbesserten Ein-
gabe mit beiden Daumen (siehe [Oulasvirta et al., 2013]) durch Forscher des Max-Planck-
Instituts fUr Informatik in Saarbriicken hervor. lhr Weg zur verbesserten 2-Daumen-Tastatur
umfasst eine Haltungsstudie, ein Modell fir die Bewegungen der Daumen, die Optimierung
mittels eines heuristischen Hybridansatzes, einen Korrekturalgorithmus und die Evaluation. Als
Ergebnis prasentieren sie KALQ (siehe Abb. 63), eine zweigeteilte Tastatur, die in der anschlie-
Benden Studie bis zu 34 % besser abschneidet als die QWERTY -Tastatur.

Zusammenfassung

Zusammengefasst kann man sagen, dass sich ein GroBteil der vorhandenen Literatur mit Tasta-
turen beschéftigt, die entweder mit einem oder mit zehn Fingern bedient werden (siehe Tabelle
1). Der Grund dafir ist, dass sich die Bedienung eines Mobilgerats mit beiden Daumen erst in
den letzten Jahren verbreitete. Wie auch Dell Amico et al. [2009] bestatigen, waren es bisher
vor allem Wirtschaftswissenschaftler, die sich fir das Problem einer optimalen Tastatur inter-
essierten, was haufig dazu fihrte, dass eine mathematische Formulierung des Problems fehit.
Naturgemaf waren deshalb Heuristiken das Mittel der Wahl, um sich der Lésung des Problems
anzunahern.

Eine Klassifikation ausgewahlter Literatur auf Grundlage der Anzahl am Schreibvorgang be-
teiligter Finger und verwendter Methoden zur Verbesserung der Tastenbelegung findet sich in
Tabelle 1. Im Mittelpunkt der Auswahl stand die Eingabe eines Buchstabens durch blof3es Antip-
pen sowie die Erzeugung und Présentation einer Tastatur mit genau einer Taste pro Buchstabe
(siehe auch Abschnitt 2.3.1).

Bezuglich der Eingabegeschwindigkeit, die in den h&ufigsten Fallen mit Fitts’ Law berechnet
wird, lasst sich feststellen, dass den Werten kaum zu trauen ist. Dies liegt vor allem an der
fehlenden Standardisierung. So ist man sich uneinig in der Textkorpus- und Parameterwahl,
wobei aus Ersterer die Wahrscheinlichkeiten der Buchstaben und ihrer Kombinationen gewon-
nen werden. Beides beeinflusst die Berechnung der Schreibgeschwindigkeit, weshalb in der
Literatur unterschiedlichste Ergebnisse fiir ein und dieselbe Tastatur prasentiert werden.
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2.3 Voraussetzungen und Thematik der vorliegenden Arbeit

Tabelle 1: Klassifikation ausgewéhlter Literatur aus dem Bereich der Tastaturentwicklung hinsichtlich
verwendeter Lésungsmethoden und Anzahl der am Schreibvorgang beteiligten Finger.

Literatur Finger Lésungsmethoden
[Burkard u. Offermann, 1977] 10 2-opt, 3-opt
[Wagner et al., 2003] 10 ant colony algorithm

[Light u. Anderson, 1993] simulated annealing
[Li et al., 2006] simulated annealing
[Getschow et al., 1986] greedy algorithm
[Lesher u. Moulton, 2000] 2-opt

[Lewis et al., 1999a]

[Dunlop u. Levine, 2012]
[Bietal., 2012]
[Brewbaker, 2008]

[Zhai et al., 2002a], [Zhai et al., 2000]
[MacKenzie u. Zhang, 1999]
[Oulasvirta et al., 2013]

minimal-connected-network approach
pareto front optimization
metropolis random walk
evolutionary algorithm
spring simulation, metropolis rand. walk
trial-and-error

—_
'\)_L_L_L_L_L_L_L_I._LO

gradient-descent, simulated annealing

2.3 Voraussetzungen und Thematik der vorliegenden Arbeit

2.3.1 Voraussetzungen und Konventionen

Um den Rahmen der Arbeit nicht zu sprengen, werden grundlegende Fahigkeiten eines Mathe-
matikstudiums sowie fortgeschrittene Kenntnisse aus der linearen und ganzzahligen Optimie-
rung vorausgesetzt und nicht weiter erlautert. Zum Verstandnis von Kapitel 7 sind Erfahrungen
mit dem Programm FICO IVE Xpress hilfreich. Dartberhinaus sollen folgende Konventionen
und Voraussetzungen im gesamten Verlauf der Arbeit gelten.

Die vorliegende Arbeit widmet sich der Optimierung von Tastenbelegungen gegebener Tas-
taturlayouts (siehe Abschnitt 2.4.3). Das bedeutet, dass eine Optimierung oder tiefergehende
Diskussion beziiglich der Positionierung, sowie der Form und GrdBe der Tasten nicht statt-
findet. Ebensowenig werden Ansatze weiterverfolgt, welche eine Mehrfachverwendung von
Buchstaben (wie bspw. die ENTI-key++-Tastatur, siehe [Barkow, 2007]), eine Mehrfachbele-
gungen von Tasten (wie bspw. die 7-line-Tastatur aus [Li et al., 2011]) oder verschiedenen
Tastaturebenen (wie bspw. die NEO-Belegung, siehe [Behrens, 2004]) voraussetzen. Unter-
sucht werden also Belegungen virtueller, vollwertiger Tastaturen, welche durch ein Antippen
der Tasten bedient werden. Vollwertig bedeutet in diesem Zusammenhang, dass jede der Tas-
ten héchstens ein Zeichen beherbergt und jedes Zeichen genau einmal auf den berechne-
ten Tastaturen zu finden sein soll. Alternative Eingabemethoden, wie beispielsweise Swype
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2 Grundlagen

(siehe [Swype-Inc., 2010]) oder gestenbasierte Schreibweisen (siehe bspw. [Jingst, 2008],
[MacKenzie u. Soukoreff, 2002b]) sind nicht Gegenstand der Arbeit.

Die Menge der zu verteilenden Zeichen umfasst dabei die 26 Standardbuchstaben des deut-
schen Alphabets. Somit enthalten die Ausgangsdaten flr die Entwicklungen neuer Tastenbele-
gungen keine Sonderzeichen, es wird nicht zwischen Grof3- und Kleinschreibung unterschieden
und Umlaute werden als Kombination der Standardbuchstaben interpretiert. Symbole sowie die
Beschaffenheit und Position der Leertaste werden genauso wenig betrachtet wie Sonder- und
Funktionstasten.

Die Begriffe virtuelle Tastatur, Smartphone-Tastatur und Touchscreentastatur werden synonym
verwendet und bezeichnen eine Software-basierte Tastatur, welche bei Bedarf auf dem be-
rihrungssensitiven Bildschirm eines Smartphones eingeblendet wird. Es wird zwischen den
Begriffen Tastatur, Tastaturlayout und Tastenbelegung unterschieden. Eine Tastatur setzt sich
zusammen aus einem Layout (oder Design), wozu unter anderem die Anordnung und die Be-
schaffenheit der Tasten zahlt, und der Tastenbelegung. Die Belegung bezeichnet ausschlieBlich
welche Zeichen auf einer Taste zu finden sind.

Landerspezifische Konfigurationen der Standardtastenbelegung, wie beispielsweise das deut-
sche QWERTZ oder das franzdsische AZERTY, werden nicht gesondert betrachtet. Sie alle
sind unter dem Oberbegriff der QWERTY -Tastenbelegung zusammengefasst.

Im Verlauf der Arbeit wird zwischen der Textlbertragung mithilfe eines Fingers (oder ahnlichem
Hilfsmittel) in vertikaler Gerateposition, was in der vorliegenden Arbeit oftmals als vertikaler Fall
bezeichnet wird, und dem Schreiben in horizontaler Position unterschieden. Letzteres erfolgt
mithilfe von zwei Fingern, in der Regel den beiden Daumen und wird deshalb als 2-Daumen-
Schreibweise oder synonym als beidhandiger oder horizontaler Fall bezeichnet. Dessen Be-
sonderheit im Gegensatz zum vertikalen Fall ist die Verwendung einer gesplitteten Tastatur.
Deren Teilung muss dabei nicht notwendigerweise optischer Natur sein, aber in jedem Fall fin-
det eine Zuordnung jeder Taste zu einer Seite und damit zu einem Finger statt. Obwohl es
moglich ware, dass bestimmte Tasten von beiden Daumen angesteuert werden kdnnen (sie-
he [Clarkson et al., 2007]), wird diese Mdglichkeit nicht betrachtet, da sie in der Realitat kaum
Verwendung findet. Darliberhinaus wére es denkbar, die disjunkte Aufteilung der Tasten véllig
frei vorzunehmen, jedoch geht man aus praktischen Griinden davon aus, dass sich die abzu-
deckenden Tastaturbereiche der beiden Daumen nicht Gberschneiden. Analog zu den in der
Praxis verwendeten Layouts wird in der vorliegenden Arbeit auf eine optische Teilung der Tas-
tatur verzichtet.

2.3.2 Inhalt und Aufbau

Inhalt und Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, dem Leser das Potential aufzuzeigen, das in einer
Uberarbeitung der auf Smartphones weit verbreiteten QWERTY-Belegung steckt und alterna-
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tive, verbesserte Tastenbelegungen flr unterschiedliche Schreibweisen und Geratepositionen
zur VerfUgung zu stellen.

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage, welche Charakteristika eine gute Tastenbe-
legung ausmachen. Als Ziele der Optimierung werden dabei insbesondere zwei Eigenschaf-
ten identifiziert, ndmlich die Reduzierung des erwarteten Schreibaufwands und der erwarteten
Schreibdauer. Die Minimierung des Schreibaufwands entspricht der Minimierung der erwarte-
ten zurGickzulegenden Strecke, welche die am Schreibvorgang beteiligten Finger zuriicklegen
mussen, um einen Text durchschnittlicher Lédnge zu Ubertragen (siehe Kapitel 3, 4 und 5). Die
Minimierung der erwarteten benétigten Zeit fiir die Ubertragung eines durchschnittlichen Textes
findet sich in Kapitel 6.

Bezuglich der Geratepositionen wird zunachst zwischen vertikalen (Kapitel 3) und horizontalen
(Kapitel 4) Anwendungen unterschieden, bevor der Fokus in Kapitel 5 auf sogenannte Hybrid-
Anwendungen gelegt wird, welche beide Positionen in sich vereinen.

Abhangig von der Position des Gerétes existieren verschiedene Schreibweisen, die der Reihe
nach vorgestellt und untersucht werden und je nach Realitdtsnédhe auf Optimierungsprobleme
unterschiedlicher Schwierigkeit fihren (siehe bspw. Abschnitt 3.1 und 3.2).

Besonderer Wert wird in der gesamten Arbeit auf die Modellierung und die Formulierung der
Optimierungsprobleme gelegt. Ansatze und Verfahren, welche die Lésbarkeit der resultieren-
den Probleme (aus zeitlicher Sicht) erméglichen, werden an geeigneten Stellen beschrieben
und diskutiert (siehe Abschnitt 3.2.3 und 3.2.4).

Kapitel 7 widmet sich der Implementierung der Optimierungsprobleme in eine geeignete L&-
sungssoftware (siehe auch Abschnitt 2.4.6) und beschreibt die Fahigkeiten des resultierenden
Programmes.

Im Anschluss folgt ein Vergleich mit alternativen Tastenbelegungen und Tastaturen (siehe Ka-
pitel 8) sowie eine Diskussion Uber die Ergebnisse der Arbeit und ihren zugrundeliegenden
Voraussetzungen (siehe Kapitel 9). Die Arbeit endet mit einem Ausblick, welche Fragen im Mit-
telpunkt zukiinftiger Projekte im Bereich der Tastaturoptimierung stehen kénnten (siehe Kapitel
10).

Insbesondere der Fokus auf den mathematischen Problemen stellt einen bedeutenden Unter-
schied zur bisher verfligbaren Literatur dar. Zum gro3en Teil bedient man sich dort Heuristiken,
um bessere Tastaturen zu erzeugen (siehe Abschnitt 2.2). Ein weiterer Punkt, der diese Arbeit
positiv von anderen Publikationen abgrenzt, ist die Verwendung von exakteren Parametern im
Bereich der Minimierung der Schreibdauer und der Bestimmung der Schreibgeschwindigkeit
(siehe Abschnitt 2.4.5). Dariiber hinaus erweitert die vorliegende Arbeit das Uberschaubare
Angebot an Literatur im Bereich der Textlbertragung mit zwei Fingern auf Smartphones. Wéh-
rend ein GroBteil der verfugbaren Tastaturen und Belegungen fur die Eingabe von englischem
Text konzipiert ist, eignen sich die im Verlauf der Arbeit prasentierten Tastenbelegungen fir die
Ubertragung deutscher Texten. Die Erzeugung einer Tastatur, welche fiir vertikale und horizon-
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tale Anwendungen geeignet ist, stellt ein Novum im Bereich der Tastaturforschung dar.

2.3.3 Grundlegende Begriffe und Notationen

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit und Verstandlichkeit werden folgende Notationen sofern
nicht explizit anders angegeben in der gesamten Arbeit verwendet.

Bezeichne mit m € N die Anzahl der Tasten und mit n € N die Anzahl der zu verteilenden Buch-
staben. Dann ist [n] = {1, ...,n} die Menge der zu verteilenden Zeichen und [m] = {1,...,m}
die Menge der Tasten. Eine Tastenbelegung lasst sich damit beschreiben als die Verteilung
von n Zeichen auf m Tasten. In allen Kapiteln der vorliegenden Arbeit gilt dabei m > n und in
ausgewahlten, gekennzeichneten Abschnitten m = n.

Im gesamten Verlauf der Arbeit dienen i und & als Buchstabenindizes, das heif3t es gilt i € [n]
und k € [n]. Fir die Tastenindizes j und [ gilt j € [m] und [ € [m].

Sei X ein lineares, ganzzahliges Optimierungsproblem, dann bezeichne Fx den Zuléssigkeits-
bereich des Problems und Px das Polytop oder Polyeder, welches durch den Zulassigkeits-
bereich der LP-Relaxierung beschrieben wird. Desweiteren ist L£x die Menge der optimalen
Lésungen des Problems und fx dessen Zielfunktion. Im Verlauf der Arbeit werden = € Fx
auch als zuldssige Punkte und x* € Lx als Lésungen bezeichnet. Taucht in der Arbeit die
Notation dim(Px ) auf, so bezeichnet das die Dimension des Polytops oder Polyeders Px und
ist definiert als die Dimension seiner affinen Hille.

Darlber hinaus sei (-, -) die Notation des Standardskalarprodukts.

Wird bei der Untersuchung von Optimierungsproblemen die Anzahl der Nebenbedingungen
genannt, so flieBen Ganzzahligkeits- und Positivitditsbedingungen nicht in die Zahlung ein.

An manchen Stellen der vorliegenden Arbeit wird von Unlésbarkeit von Optimierungsproblemen
gesprochen, was sich ausschlie3lich auf die Dauer der Optimierung bezieht und somit aus
zeitlicher Sicht zu verstehen ist.

2.4 Daten und deren Beschaffung

Bei der Entwicklung optimaler Tastenbelegungen, welche nicht nur theoretisch, sondern auch
in der Praxis gute Ergebnisse liefern sollen, ist die Qualitét der zugrundeliegenden Daten von
groBer Bedeutung. Um die Qualitat zu gewahrleisten, wurde darauf geachtet, méglichst realis-
tische Daten zu beschaffen und an Stellen, an denen Annahmen und Einschrédnkungen nétig
waren, nahe an der Realitat zu bleiben.

Die kompletten Daten, die den spater prasentierten Lésungen zugrundeliegen, finden sich in
Anhang A. Dort finden sich neben realistischen Instanzen auch Testinstanzen kleinerer Di-
mension, die erstellt wurden, um die Lésungsdauer der formulierten Probleme flr realistische
GréBenordnungen vorherzusagen. Samtliche Instanzen sind identisch aufgebaut (siehe auch
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Abschnitt 7.1) und in *.dat-Files gespeichert, um ein problemloses Einlesen in die Optimie-
rungssoftware zu ermdglichen.

2.4.1 Buchstaben- und Bigrammwahrscheinlichkeiten

Um Tastenbelegungen fiir das Schreibverhalten eines durchschnittlichen Smartphone-Nutzers
zu optimieren, ist es nétig einen Textkorpus hinsichtlich der Wahrscheinlichkeiten der auftreten-
den Buchstaben oder Buchstabenkombinationen zu analysieren. Im Mittelpunkt steht bei der
Auswahl des Korpus dessen Aktualitat, dessen Herkunft und dessen Umfang. Seine Aktualitat
ist wichtig, um ein méglichst aktuelles Schreibverhalten der Nutzer zu erfassen. Bezlglich der
Herkunft des Textes ist es wiinschenswert, ihn aus einer Onlinequelle zu beziehen, da die Tex-
teingabe auf Smartphones haufig im Internet Anwendung findet. Eine ausreichende Korpusgré-
Be ist ndtig, um die Reprasentativitat sicherzustellen. Bei der Zusammensetzung des Korpus
wird auf literarische Werke verzichtet, da sie oftmals &lter sind und in der Regel nicht Gegen-
stand der Textubertragung auf Smartphones. Der verwendete Korpus wird von der Universitat
Leipzig bereitgestellt und setzt sich aus 10.000 deutschen Satzen zusammen, welche zufallig
aus verschiedenen online-Nachrichtenportalen entnommen wurden. Mit insgesamt 1.012.851
Buchstaben sollte dieser Korpus damit den Aufbau eines zu Ubertragenden deutschen Textes
und somit das Schreibverhalten der Nutzer realistisch abbilden ([Universitat Leipzig, 2010]).
Um die in der Optimierung verwendeten Haufigkeiten von Buchstaben oder Buchstabenkombi-
nationen aus obigem Korpus auszulesen, wird das Programm WordCreator.exe genutzt ([Trost,
2013]). Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, sollen beispielsweise Sonderzeichen keine Rolle in
der Optimierung spielen. Somit ist es zunachst nétig, den Textkorpus fiir das Auslesen vor-
zubereiten. Die Vorverarbeitung besteht im Wesentlichen aus der Interpretation der Umlaute
als ihre Kombination aus Standardzeichen, der Entfernung von Sonder- und Leerzeichen und
der Transformation von GroBbuchstaben. Alle Textbearbeitungsschritte wurden in ApacheOpe-
nOffice v. 3.4.0 ausgefiihrt. Der resultierende Text wird im Anschluss an das Zahlprogramm
Ubergeben, welches die gewlinschten Daten ausgibt. Die Einstellungen wurden so festgelegt,
dass die Wahrscheinlichkeiten in Prozent ausgegeben und auf zwei Nachkommastellen gerun-
det werden.

2.4.2 Textlange

Die Anzahl B der Buchstaben des zu Ubertragenden Textes, welche auch als Textlange be-
zeichnet wird, spielt fiir die Berechnung und Minimierung der zurlickzulegenden Gesamtdistanz
eine wichtige Rolle, weshalb eine realistische Parameterwahl dabei im Mittelpunkt steht.

Dazu ist festzustellen, dass das Schreiben langer Texte mit mehreren hundert Wértern auf
Smartphones selten vorkommt, was insbesondere an der vergleichsweise geringen Gerategroé-
Be und daraus resultierenden Nachteilen in der Handhabung liegen dirfte. Ein weiterer Grund
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ist, dass ein GrofB3teil der Textlbertragung auf Smartphones in den Bereichen Kommunikation
und Internetnutzung stattfindet, in denen kurze Satze und Textfragmente Standard sind.

Ein Hauptbestandteil der Kommunikation sind SMS, die je nach Nutzergruppe eine durch-
schnittliche Lange von 93.5 oder 106.77 Buchstaben aufweisen [Dittmann et al., 2007]. Die Er-
gebnisse der vorliegenden Arbeit sollen, unabhangig von der Zusammensetzung der Gruppe,
for alle Smartphone-Nutzer geeignet sein, weshalb B als der gerundete Mittelwert der obigen
Langen gewahlt wird, also B = 100. Auch im Bereich der Internetnutzung, die sich vor allem
aus Statusmeldungen und Kommentaren zusammensetzt, erscheint diese Wahl sinnvoll, da
beispielsweise fir eine Twitter-Nachricht eine Obergrenze von 140 Zeichen gilt.

Ist man an Tastenbelegungen interessiert, die fir eine alternative Parameterwahl optimiert sind,
so bietet das Programm VirtualKeyboardOptimization.mos passende Einstellungsmdglichkei-
ten (siehe Kapitel 7). Eine Betrachtung der Auswirkungen einer Anderung von B findet sich in
Kapitel 9.

2.4.3 Tastaturlayouts

Allgemein ist ein Tastaturlayout durch die Anzahl und Form, sowie GréBe und Position sei-
ner Tasten gegeben. Wie in Abschnitt 2.3 angekiindigt, werden vorgegebene Tastaturlayouts
verwendet, die Uber identische, quadratischen Tasten verfiigen und vollstandig innerhalb ei-
nes bestimmten, zuldssigen Bereichs liegen. Da die Kantenlange der Tasten nur als Faktor im
Zielfunktionswert auftritt, wird diese der Einfachheit halber gleich einer Langeneinheit (1 LE)
gewabhlt. Orientiert man sich an der Gré3e der in der Praxis verwendeten Tastaturen auf Smart-
phones, so ist ein zulassiger Tastaturbereich mit einer Héhe von 4 LE auf eine Breite von 10 LE
gerechtfertigt (graues Hilfsraster in den Abbildungen). Innerhalb des zuldssigen Bereichs liegen
die Layouts horizontal zentriert am oberen Rand. Diese Position basiert auf der Ausrichtung von
realen Tastaturen und bietet im unteren oder seitlichen Bereich Platz fur Sonder- und Funkti-
onstasten. Den im Verlauf der Arbeit prasentierten Ergebnissen liegen folgende Tastaturlayouts
zugrunde.

r "~ "~ "~ Y~ "~ 4 4 "~ "~ R

T | T2 | T3 | T4 | TS5 | T6 | T7 | T8 | T9 | T10

N v

{TH {T12{T13 T14 T15{T16{T17 T18[T19}

e
e ] o

Abbildung 1: QWERTY-like-Layout
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Das sogenannte QWERT Y-like-Layout (siehe Abb. 1) mit zeilenweise 10,9,7 Tasten wurde aus-
gewahlt, um der Gewohnheit der Nutzer Rechnung zu tragen, indem es eine ahnliche Tas-
tenanordnung wie die derzeit verwendete Standardtastatur aufweist. Es bietet Platz fir die 26
Standardbuchstaben des deutschen Alphabets. Die Leertaste und etwaige Sonder- und Funk-
tionstasten kénnten in einem spateren Schritt unterhalb des Layouts positioniert werden.

Dem zweiten Layout-Kandidaten (siehe Abb. 2) liegt eine 3x9-Gitterstruktur zugrunde, was ihm
im Gegensatz zum QWERT Y-like-Layout eine regelmaBigere Tastenanordnung beschert.

T1 | T2 | T3 | T4 | T5 | T6 | T7 | T8 | T9

( e e a a a e s s 7

T10|T11|T12 | T13|T14 | T15|T16|T17 | T18

T19 | T20 | T21 | T22 | T23 | T24 | T25 | T26 | T27

Abbildung 2: 3x9-Layout

Dieses Design verflgt Uber 27 Tasten, was bei der Verteilung der 26 Standardbuchstaben da-
zu fOhrt, dass eine Taste frei bleibt. Es wére denkbar, dass diese spater flir Sonderzeichen
oder als Leertaste verwendet wird. Die verbleibenden Funktionstasten wirden in der Praxis
wahrscheinlich in die vierte Zeile gelegt werden.

Da im Verlauf der Arbeit Tastaturen gesplittet werden, ist der Wunsch nach einer symmetrischen
Aufteilbarkeit gerechtfertigt. Dies funktioniert jedoch nicht mit den bisherigen Layouts, weshalb
zwei weitere Kandidaten betrachtet werden.

TH | T2 | T3 | T4 | TS5 | T6 | T7 | T8 | T9 | T10

r 4 . . . . - 4 4 4 R

T11|T12 | T13 | T14 | T15|T16 | T17 | T18 | T19| T20

T21|T22 | T23 | T24 | T25 | T26 | T27 | T28 | T29 | T30

Abbildung 3: 3x10-Layout

Das 3x70-Layout aus Abbildung 3 unterscheidet sich bis auf die gerade Spaltenanzahl, der
daraus resultierenden symmetrischen Splitbarkeit und der gréBBeren Tastenanzahl nicht vom
3x9-Layout.

Das vierte verwendete Layout (siehe Abb. 4) ist mit seiner zugrundeliegenden 4x8-Gitterstruktur
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weniger breit, doch daflr héher. Analog zum 3x9- und 3x710-Layout bietet es aufgrund seiner
Tastenanzahl, welche die Buchstabenanzahl Gbersteigt, mehr Belegungsmdoglichkeiten als das
QWERTY-like-Layout. Dieses Layout verfligt liber sechs Tasten, die nicht von Buchstaben be-
legt sind und beispielsweise Platz fiir Sonderzeichen bieten. Darliberhinaus benétigte Tasten
wirden an den Seiten des Layouts platziert werden.

T1 | T2 | T3 | T4 | TS5 | T6 | T7 | T8
T9 | T10 | T11|T12|T13 | T14 | T15|T16
T17 | T18 | T19|T20 | T21 | T22 | T23 | T24

r . . . . 4 4 4 R

T25|T26 | T27 | T28 | T29 | T30 | T31 | T32

N A A A A A A A W

Abbildung 4: 4x8-Layout

Neben der Anordnung und der Anzahl der Tasten bendtigt man Informationen Uber die Teilung
des Layouts, also die eindeutige Verteilung aller Tasten auf die Seiten L und R. Daflr dienen
die Mengen Ty, C [m] und T C [m], fur die gilt T, UTg = [m)].

Aufgrund der weltweit gréBeren Zahl (= 90%) an Rechtshandern ([Cashmore et al., 2008])
wird davon ausgegangen, dass der Benutzer der Touchscreentastatur Rechtshander ist. Damit
gilt im vertikalen Fall T = [m], da ein Finger der rechten Hand die gesamte Schreibarbeit
Ubernimmt und das Layout nicht gesplittet wird (siehe Abb. 5).

Um im horizontalen Fall keinen der beiden Finger zu Uberbeanspruchen, wird jede Tasten-
zeile eines Layouts mittig geteilt wird (siehe Abb. 6). Aufgrund der Neigung anspruchsvolle
Aufgaben mit der dominanten Hand zu erledigen ([Cashmore et al., 2008]) werden Zeilen mit
ungerader Tastenzahl zugunsten der rechten Seite geteilt. Bezeichnet Z die Menge der Tas-
taturzeilen und 7'(z) die Anzahl der Tasten in Zeile z € Z, dann gilt Tr = [m]\1L, wobei

= U s o lie {1521

z2€Z

2.4.4 Entfernungen der Tasten

Um eine Tastenbelegung ermitteln zu kénnen, die das Ziel der Distanzminimierung erfllt, ist
man an den Entfernungen innerhalb eines gewahlten Layouts interessiert.

Ubernimmt ein Finger die gesamte Schreibarbeit, beschranken sich die bendtigten Daten auf
die Abstande dj;; der Tasten untereinander (siehe (2.1)) und die Absténde d; der Tasten zum
Startpunkt des Fingers SP (siehe (2.2)).

Wird das Smartphone mit beiden Handen bedient, hat dies zur Folge, dass es zwei Startpunkte
SP(S) € R?2mit S € {L, R} gibt und nicht beide Finger dauerhaft beschéftigt sind. Im Verlauf
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der Arbeit werden verschiedene beidhandige Schreibweisen modelliert, die sich darin unter-
scheiden, auf welcher Warteposition W P(S) € R? ein temporar nicht benutzter Finger pau-
siert. Damit bendtigt man im horizontalen Fall neben den Distanzen d;; zwischen den Tasten
(siehe (2.1)) und den Entfernungen Jj von den Startpunkten (siehe (2.3)) auch die Distanzen
a?j zu den Wartepunkten (siehe (2.4)), die von der benutzten Schreibweise abh&ngen. Unab-
hangig von der Position des Gerates werden die zu einer Taste gehérigen Entfernungen dabei
standardmafig vom Tastenmittelpunkt aus und mithilfe der 2-Norm bestimmt.

Bezeichne M; € R? die Positionen des Mittelpunktes der Taste j € [m], dann gilt:

dy = |IMj - M, Vjl€[m] (2.1)
dj = ||SP—-Mll, Vjem| (2.2)
I = |ISP(S)~Myll, Vjeml (2.3)
Ij = |WP(S)— M, Vje[m (2.4)

Um konkrete Werte berechnen zu kénnen, werden die Koordinaten der Warte- und Startpunkte,
sowie der Tastenmittelpunkte bendtigt. Zu diesem Zweck interpretiert man den zulassigen Tas-
taturbereich als Ausschnitt des ersten Quadranten, wobei der Ursprung mit der linken unteren
Ecke des Bereichs tbereinstimmt. Die Positionen der Tastenmittelpunkte kénnen dann anhand
der Layouts aus Abschnitt 2.4.3 bestimmt und damit die Werte von d;; leicht berechnet werden.

Far die Wahl der Start- und Wartepunkte muss man sich prinzipiell zwischen zwei Méglichkeiten
entscheiden. So ist es denkbar, die Positionen SP, SP(S) und W P(S) fix oder in Abhangigkeit
der Tastenbelegung zu wéahlen. Unabhéangig davon ist es wiinschenswert die Punkte moglichst
realistisch zu wahlen, da sie die Ergebnisse der Optimierung beeinflussen. Eine Diskussion
Uber den Einfluss der Wahl findet in Kapitel 9 statt.

Aufgrund der Bauweise eines Smartphones fallt die Entscheidung flr oder gegen einen fixen
vertikalen Startpunkt SP leicht. Da nahezu die gesamte Bedienung des Gerates Uber den
Touchscreen erfolgt und die Tastatur bei Bedarf von unten eingeblendet wird, kann man davon
ausgehen, dass der Startpunkt am oberen Rand des zuldssigen Tastaturbereichs liegt. Auf-
grund der Diversitat der unzahligen Anwendungen, welche eine Wahl zugunsten einer Seite
kaum mdglich macht, und aufgrund der Eignung einer Tastenbelegung fiir Rechts- und Links-
hander bei mittiger Startpunktwahl, gilt SP = (5, 4) (siehe Abb. 5).

Um die Sichtbarkeit des Bildschirms nicht zu beeintrachtigen, liegen die horizontalen Start-
punkte SP(S) analog zum vertikalen Fall am Rand des zul&ssigen Tastaturbereichs. Aus Griin-
den der stabileren Handhabung befinden sie sich am seitlichen Rand in symmetrischer Lage
[Oulasvirta et al., 2013]. Aufgrund der besseren Drehfreudigkeit sind sie (aus horizontaler Sicht)
tendenziell in Richtung des unteren Bildschirmrandes positioniert, jedoch nicht direkt am un-
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2 Grundlagen

teren Bildschirmrand. Letztgenannte Positionierung wiirde die Stabilitdt negativ beeinflussen,
da bei modernen Smartphones der Touchscreen meist die komplette Vorderseite des Gera-
tes einnimmt. Insgesamt kann man somit davon ausgehen, dass fur die Lage der horizontalen
Startpunkte gilt: SP(L) = (0,1) und SP(R) = (10, 1) (siehe Abb. 6).

Die exakten Positionen der Wartepunkte W P(.S) sind, wie oben erwahnt, abhangig vom Rea-
lismusgrad der horizontalen Schreibweise und werden fir ein sogenanntes semirealistisches
Modell gleich den Startpunkten gewahlt, also W P(S) = SP(S) (siehe Abschnitt 4.2.1).

Fir realistischere Schreibweisen, betrachtet man die Folgen, die eine fixe oder belegungsab-
hangige Wahl nach sich zieht. Wiirde man die Punkte W P(S) nicht fix wahlen, sondern in
Abhangigkeit der Tastenbelegung, so lieBen sich die Distanzen dj (siehe (2.4)) nur allgemein,
in Abhangigkeit der Optimierungsvariablen angeben. Dies wirde dazu fuhren, dass anstatt
reeller Werte, welche eine fixe Wahl liefern wiirde, nichtlineare Ausdriicke in die Zielfunktion
aufgenommen werden muissten. Eine Linearisierung ware nur auf Kosten der Lésungsdauer
durchfiihrbar. Trotzdem kann man der zugrundeliegenden Idee folgen, indem man versucht die
Warteposition fir feste Tastenbelegungen zu bestimmen. Daflr stellt sich zunachst die Frage,
wo der Wartepunkt W P(.S) allgemein liegt. Am sinnvollsten erscheint es, fur W P(S) den er-
warteten anzusteuernden Punkt des jeweiligen Daumens zu wéhlen. Bezeichnet M; € R? den
Vektor zum Tastenmittelpunkt von j, dann liefert folgender Ausdruck den erwarteten anzusteu-
ernden Punkt.

WP(S) = zn: > pi-M; VSe{L R} (2.5)

i=1j€eTg

Bestimmt man die erwarteten anzusteuernden Punkte fiir mehrere Tastenbelegungen und Lay-
outs, dann stellt man fest, dass sich die Punkte fiir beide Finger erwartungsgeman in der Mit-
te der jeweiligen Layouthalfte haufen. Wagt man die minimale Verbesserung hinsichtlich der
zurtickzulegenden Distanz gegentber der deutlich schlechteren Handhabbarkeit des resultie-
renden Problems ab, so spricht alles flr eine fixe Wahl der Wartepunkte W P(S) nahe der
Mittelpunkte der Layouthélften. Um die Vergleichbarkeit sicherzustellen werden die beiden War-
tepunkte identisch und unabhé&ngig von den zugrundeliegenden Layouts gewéhlt. Aufgrund obi-
ger Erkenntnisse bietet sich dafir der Mittelpunkt der jeweiligen Hélfte des zuldssigen Bereichs
an, weshalb gilt WP(S) = MP(S)VS € {L,R} mit MP(L) = (2.5,2) und MP(R) = (7.5,2)
(siehe Abb. 6 und Abschnitt 4.2.2).

Die Abbildungen 5 und 6 visualisieren die Wahl der Aufteilung (siehe Abschnitt 2.4.3) und der
oben beschriebenen speziellen Punkte am Beispiel des QWERT Y-like-Layouts. Die blauen Tas-
ten sind dabei dem rechten Finger zugeordnet, die orangen dem linken. Die roten und griinen
Punkte stellen die Start- und Mittelpunkte der jeweiligen Tastaturseite dar.

26



2.4 Daten und deren Beschaffung

O

T1 | T2 | T3 | T4 TSTTG T7 | T8 | T9 | T10

‘TH ‘T12‘T13’T14’T15’T16’T17‘T18‘T19’

‘TZO‘T21 ’T22’T23’T24’T25‘T26’

Abbildung 5: Aufteilung und spezielle Punkte des QWERTY-like-Layouts in vertikaler Position.

Diese Farbwahl bleibt mit Ausnahme des Hybrid-Falls, in welchem durch den Positionswechsel
des Smartphones eine solche Zuordnung nicht mdéglich ist, erhalten.

T | T2 | T3 | T4 | T5 | T6 | T7 | T8 | T9 | T10

[TH {T12/LT13 {T14 ’ T15 ’ T16 ’ T17J\T18‘T19’

[T2OTT21 {T22 ’ 123 ’ T24 ’ T25TT26 ’

O
g

Abbildung 6: Aufteilung und spezielle Punkte des QWERT Y-like-Layouts in horizontaler Position.

Welche der Distanzen aus (2.1)-(2.4) genau in die Optimierung einflieBen, hangt von der jewei-
ligen Position des Gerats und der Schreibweise des Benutzers ab und wird deshalb zusammen
mit der Wahl der Wartepunkte am Beginn des jeweiligen Kapitels geklart.

Die konkreten Werte der Distanzen wurden in ApacheOpenOffice v. 3.4.0 berechnet und finden
sich in Anhang A.2.

2.4.5 Bewegungsdauer

Mit den Entfernungen, die dank Abschnitt 2.4.4 aus den Layouts gewonnen werden kénnen, ist
man theoretisch in der Lage distanz-minimierende Tastenbelegungen zu berechnen oder Be-
legungen hinsichtlich der zurlickzulegenden Distanz zu bewerten. Fiir eine Optimierung oder
Evaluation hinsichtlich der aufzuwendenden Zeit bedarf es darliberhinaus eines Modells, wel-
ches die Zeit t := t(P, Z) € R liefert, die man benétigt, um von einem Punkt P € R? zu einem
Ziel Z € R? zu gelangen und dieses anzutippen.

Das in diesem Zusammenhang am haufigsten verwendete Modell basiert auf Fitts’ Law, das
erstmals 1954 von Paul Fitts vorgestellt wurde (siehe [Fitts, 1954]). Die Genauigkeit des Modells
konnte in mehreren Untersuchungen bestéatigt werden (siehe bspw. [MacKenzie, 1989]) und es
lautet:
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2 Grundlagen

D(P,Z)
G(2)
Dabei bezeichnet G(Z) € R die GréBe des Ziels Z € R? und D(P,Z) € R dessen Distanz

vom Punkt P € R? aus.
Trotz der haufigen Verwendung von (2.6) in der Literatur existiert keine standardmaBige Wahl

t=a+b-logy(

+c) (2.6)

der Parameter a, b, ¢ € R, was den Vergleich zwischen Tastenbelegungen erschwert. Uber die
Wahl von ¢ = 1 (sog. Shannon-Formulierung) ist man sich im GroBBen und Ganzen einig, die
Werte von a und b unterscheiden sich jedoch zum Teil erheblich. Die Arbeit folgt an dieser Stelle
der aktuellsten verfligbaren Empfehlung aus [Zhai et al., 2002b] und man wahlt ¢ = 0,083 und
b=1/7,9.

Es sollte nicht unerwahnt bleiben, dass das Modell nur die Dauer der reinen Bewegung liefert.
Die Zeit, welche von einem Anfanger fiir die Suche nach dem néchsten Buchstaben bendtigt
wird, ist in diesem Modell nicht berlicksichtigt.

Die Gleichung (2.6) ist es auch, die der Berechnung der erzielbaren Schreibgeschwindigkeit auf
einer Tastenbelegung zugrunde liegt (siehe Abschnitt 8.1). Aufgrund der Vernachlassigung an-
derer zeitraubender Faktoren (wie bspw. der Suchzeit) ist der resultierende Wert in der Theorie
eine obere Schranke an die Schreibgeschwindigkeit.

2.4.6 System und Software

FUr die Implementierung (siehe Teil lll) und Optimierung wurde das Programm FICO IVE Xpress
v. 7.5 verwendet, das auf einem Windows-7-Rechner (64Bit) mit 4 GB Arbeitsspeicher und
AMD-PhenomX6-2.8GHz-Prozessor installiert war.
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3 Distanzminimierung fur vertikale
Anwendungen

Aufgrund der anfangs intuitiveren Handhabung von Smartphones in vertikaler Position ist es na-
heliegend, die Optimierung der Tastenbelegung hinsichtlich der zuriickzulegenden Distanz mit
einem Kapitel fir diesen Fall zu beginnen. Das komplette dritte Kapitel widmet sich also der aus
der vertikalen Gerateposition resultierenden Ein-Finger-Schreibweise auf virtuellen Tastaturen.
Dabei wird zunachst ein Ansatz untersucht, der das Problem einer optimalen Tastenbelegung
fur vertikale Anwendungen grundsatzlich 16st (siehe Abschnitt 3.1). Er basiert jedoch auf ei-
ner vereinfachenden Annahme, die einen Einsatz der resultierenden Tastaturen in der Realitat
nicht sinnvoll erscheinen Iasst. Im zweiten Teil dieses Kapitels wird ein Ansatz vorgestellt, wel-
cher die Realitat besser abbildet (siehe Abschnitt 3.2). In diesem Zusammenhang st63t man
auf Schwierigkeiten, die aus der Modellierung und der Art des Problems resultieren. Mithilfe
verschiedener Ideen und Vereinfachungen lassen sich diese in den Griff bekommen und man
gelangt zu zufriedenstellenden Ergebnissen. Den dritten Teil bildet die Verallgemeinerung der
in Abschnitt 3.2 erarbeiteten Theorie, bevor in 3.4 die Ergebnisse der vertikalen Distanzmini-
mierung zusammengefasst werden.

3.1 Modellierung als lineares Zuordnungsproblem

3.1.1 Beschreibung und mathematische Formulierung

Um eine Verteilung von n Buchstaben auf m Tasten berechnen zu kénnen, die unseren Wunsch
nach einer méglichst kurzen zurtickzulegenden Distanz erf(llt, ist es zunachst nétig, die verwen-
dete Schreibweise zu modellieren. Zu diesem Zweck nimmt man an, dass die Texteingabe bei
dem Punkt beginnt und endet, auf dem der Finger des Benutzers vor Beginn der Texteingabe
positioniert ist. Desweiteren nimmt man an, dass der Finger zwischen jeder Eingabe zweier
Zeichen zu diesem Startpunkt S P zuriickkehrt und sich dann erneut auf den Weg macht. Dies
liefert die sogenannte vereinfachte vertikale Schreibweise, welche in Abbildung 7 schematisch
dargestellt ist.
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

s

Abbildung 7: §chematische Darstellung der zurtickzulegenden Wege und ihrer Reihenfolge fiir die
Ubertragung des Textes "AJRN” bei Verwendung der vereinfachten Schreibweise in verti-
kaler Geréateposition.

Um eine Aussage Uber die erwartete zurlickzulegende Gesamtdistanz treffen zu kénnen, be-
n6tigt man die Wahrscheinlichkeit p; mit 0 < p; < 1, dass ein Buchstabe i € [n] in einem Text
vorkommt (siehe Abschnitt 2.4.1). AuBerdem ist man auf die Distanz d; € R>o zwischen dem
Startpunkt und jeder Taste j € [m] angewiesen (siehe (2.2) in Abschnitt 2.4.4). Um eine eindeu-
tige Zuordnung von Zeichen auf Tasten zu erhalten, wird fiir jede Buchstabe-Taste-Kombination
(i,7) € [n] x [m] eine bin&re Optimierungsvariable y;; eingefiihrt, die angibt, ob sich der Buch-
staben 7 auf Taste j befindet. Dies ist genau dann der Fall, wenn y;; = 1. Fir y;; = 0 liegt der
Buchstabe 7 nicht auf Taste j. Aus diesen Komponenten lasst sich die lineare Funktion formu-
lieren, welche die erwartete zuriickzulegende Distanz pro Buchstabe beschreibt und wie folgt
lautet:

> 2-dj-pi-yij (3.1)
=1j=1

)

Multipliziert mit der durchschnittlichen Buchstabenanzahl B eines Textes (siehe Abschnitt 2.4.2),
erhalt man die zurlickzulegende Gesamtstrecke.

Eine Bedingung an die Tastenbelegungen ist, dass jeder Buchstabe genau einmal vorkommt
(siehe Abschnitt 2.3.1). Mathematisch ausgedriickt lautet diese Forderung:

j=1

AuBerdem haben die gewahlten Layouts die Eigenschaft, dass jede Taste Platz fiir héchstens

einen Buchstaben bietet (siehe Abschnitt 2.3.1). Diese Eigenschaft lasst sich als lineare Ne-
benbedingung folgendermafen formulieren:

>y <1 Vje[m] (3.3)

=1

Fasst man die obigen Komponenten zusammen, erhalt man ein binéares, lineares Optimierungs-
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3.1 Modellierung als lineares Zuordnungsproblem

problem, welches die Suche nach einer distanz-minimalen Tastenbelegung fir die vereinfachte
vertikale Bedienung beschreibt:

n m
min B'Zzz'dj'pi’yij
i=17=1

wdN. ) yj =1 Vie(n]
= (P1)

=1
yijE{O,l} ViE[n],jG[m]

Da dieses ganzzahlige, lineare Optimierungsproblem (ILP) aus der Klasse der linearen Zuord-
nungsprobleme mit m-n Variablen und m+n Nebenbedingungen (ohne die Bindrbedingungen)
weder zu den groBen Problemen der kombinatorischen Optimierung z&hlt, noch die Lésung ei-
ne besondere Herausforderung darstellt, kann es in polynomieller Zeit gelést werden.
Folgende Lemmata widmen sich den Eigenschaften von (P1), wobei standardmaBig i € [n]
und j € [m)] gilt, jedoch an manchen Stellen aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht explizit
erwahnt wird. Das erste Lemma befasst sich mit der Existenz von zulassigen Punkten.

Lemma 3.1. Es gilt: Fp1 # ().

Beweis.
Zu zeigen: 35 € R™” flr das qilt § € Fp1.
n m
Wahle fj;; = 1 Vi = jund §i;; = 0Vi # j, dann gilt > " 5;; <1Vjund > gy = 1Vi
i=1 j=1
und g;; € {0,1} Vi, 4. Damit erflllt 7 alle Nebenbedingungen aus (P1) und es folgt § € Fp;.

O

Mehr als an der Existenz von zulassigen Punkten fiir (P1) ist man an der Existenz einer Lésung
interessiert. Aus diesem Grund untersucht folgendes Lemma die Beschranktheit von (P1).

Lemma3.2. SeiC:=B-Y > 2-d;-pi. Esgilt:0 < fp1(y) < C < 0o Vy € Fpr.
i=1j=1

Beweis.

Sei C := B-Y > 2-d;-p;. Die Behauptung C < oo folgt aufgrund der Tatsache, dass
i=1j—=1
B,m,n € Nund 0 < p; < 1Viundd; € R>o Vj. AuBerdem gilt dank y;; € {0,1} und

2-d;j-p; > 0Vi,jund B € N, dass fpi(y) > 0. Bleibt zu zeigen, dass gilt fp1(y) < C'Vy € Fp1.
Angenommen es existiert ein §j € Fp; fir das gilt: fp1(§) > C. Dann existieren i € [n] und
j € [m] mit #; > 1 und damit §;; ¢ {0,1}. Letzteres ist ein Widerspruch zu §j € Fp.

O

33



3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

Lemma 3.3. Es gilt: Lpy # 0.

Beweis.
Angenommen Lp; = (), dann ist (P1) in Zielfunktionsrichtung unbeschrankt oder Fp; = 0.
Dies widerspricht jedoch den Aussagen aus Lemma 3.1 oder Lemma 3.2.

O

Dank Lemma 3.3 weif3 man, dass das Problem (P1) mindestens eine Losung besitzt, weshalb
es sich fir die Suche nach einer optimalen Tastenbelegung eignet. Diese kann im Anschluss
an die Optimierung aus den y-Variablen ausgelesen werden.

3.1.2 Ergebnisse der Optimierung

Als Inputdaten dienen die Werte der Buchstabenwahrscheinlichkeiten p; aus Tabelle 24, sowie
die Distanzen d; des jeweiligen Layouts (siehe Tabelle 27, 31, 35 und 40).

FOr das QWERTY-like-Tastaturlayout liefert der Solver in 0,08 s eine optimale Lésung (siehe
Abb. 8) mit Zielfunktionswert 372,414 LE. Der Zielfunktionswert gibt dabei die Distanz an, die
der Finger fir einen Text der LAnge B zurlicklegen musste, falls die Buchstaben geman den

verwendeten Wahrscheinlichkeiten vorkommen.
DY

X1 Z|GJ|A ETN R|IL|IK|Q
Y WD |T| 1 S|H]F]|J]
PlBjojujc|m]v]

Abbildung 8: Distanz-optimale Tastenbelegung fiir das QWERT Y-like-Layout bei vereinfachter Schreib-
weise im vertikalen Fall.

—O
VI IC| DI/ NIE|I |S|M
X H|T|R L Y
P F|O|U B | Z

Abbildung 9: Distanz-optimale Tastenbelegung flir das 3x9-Layout bei vereinfachter Schreibweise im
vertikalen Fall.
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3.1 Modellierung als lineares Zuordnungsproblem

Die Lésung des Optimierungsproblems flr das 3x9-Layout (siehe Abb. 9) erhélt man in 0,08 s,
wobei das Minimum der Zielfunktion gleich 368,661 LE ist.

Die Bestimmung der Lésung fir das 3x70-Layout (siehe Abb. 10) dauert 0,09 s, der Zielfunkti-
onswert betragt 372,685 LE.

Q K/IGIR|N|E|A|L W|X
P/ M| D| I |S|T]|C
J|Z|O|U H B|F|Y

Abbildung 10: Distanz-optimale Tastenbelegung fir das 3x10-Layout bei vereinfachter Schreibweise im
vertikalen Fall.

Fir das 4x8-Layout erhalt man in 0,1 s die Tastenbelegung aus Abbildung 11, die einen Ziel-
funktionswert von 371,037 LE aufweist.

O
P'H RINJIE|A|U|F
Q| C S| I |D|M|X
B/ L|G|O|W
J | Z | K]Y

Abbildung 11: Distanz-optimale Tastenbelegung fiir das 4x8-Layout bei vereinfachter Schreibweise im
vertikalen Fall.

Die Ergebnisse der Optimierung stimmen mit den Erwartungen Uberein. So sind Buchsta-
ben, die haufig in einem Text auftreten, also eine hohe Wahrscheinlichkeit besitzen (z.B. "¢”,
p(e) ~ 17,5%, siehe Tabelle 24) nahe am Startpunkt zu finden. Diese geringe Entfernung
erscheint sinnvoll, da die dazugehdrige Strecke zum Startpunkt oftmals zurlickgelegt werden
muss. Dagegen sind Tasten ohne Belegung oder mit seltenen Buchstaben weiter entfernt vom
Startpunkt, da sie seltener angesteuert werden.

AuBerdem kann man feststellen, dass die Zielfunktionswerte und damit die zurlickzulegenden
Distanzen fiir die Tastenbelegungen der vier Layouts sehr ahnlich sind (maximale Differenz
ca. 1%). Der Grund daflr ist, dass sich die Layouts aus Sicht des Startpunktes kaum unter-
scheiden. Alle verfligbaren Tasten liegen lickenlos in einem 180 °-Kreisektor mit dem Startpunkt
als Kreismittelpunkt. Darlberhinaus verfligen alle Layouts Gber eine &hnliche Anzahl an Tasten

in bestimmter Entfernung zum Startpunkt.
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

Lést man sich von den gegebenen Tastaturlayouts, so wirde eine kompakte, kreisférmige Tas-
tatur mit Startpunkt im Kreismittelpunkt den besten Zielfunktionswert liefern, da sie die Anzahl
der Tasten in geringer Entfernung maximiert. Die Buchstaben wéren dabei mit von innen nach
auBen absteigender Wahrscheinlichkeit verteilt.

3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Wie bereits zu Beginn des Kapitels erwahnt, ist die Annahme, dass der Benutzer zwischen je
zwei Buchstaben zum Startpunkt zurlickkehrt nicht besonders realitdtsnah, weshalb die in Ab-
schnitt 3.1.2 prasentierten Tastenbelegungen fir ein normales Schreibverhalten nicht optimal
waren und deren Einsatz deshalb nicht zu empfehlen ist. Aus diesem Grund widmet sich der
folgende Abschnitt der Erzeugung von Tastenbelegungen, welche besser fiir den Einsatz in der
Praxis geeignet sind.

3.2.1 Beschreibung und mathematische Formulierung

Analog zum vorherigen Abschnitt zielen wir auf die Minimierung der erwarteten zurlickzulegen-
den Distanz ab. Wir wollen uns zu Beginn auf Tastaturlayouts beschranken, deren Anzahl an
Tasten gleich der Anzahl an zu verteilenden Buchstaben ist (also m = n). Diese Forderung
ist jedoch nur voribergehend und wird in Abschnitt 3.3 aufgegeben. Um die Erkenntnisse spa-
ter leichter Gbertragen zu kénnen, werden [m] und [n] als Indexmengen weiterverwendet. Im
gesamten Abschnitt gilt standardméaBig, dass i, k € [n] und 7,1 € [m].

Im Gegensatz zur vereinfachten vertikalen Schreibweise aus Abschnitt 3.1 soll nun zwischen
dem Tippen zweier Tasten keine Rickkehr zum Startpunkt erfolgen. Das heif3t, der Benut-
zer kann sich nach dem Antippen einer Taste direkt und ohne Umwege zur nachsten Taste
begeben. Abbildung 12 veranschaulicht diese Schreibweise, welche im weiteren Verlauf als
realistische vertikale Schreibweise bezeichnet wird.

Abbildung 12: Qchematische Darstellung der zuriickzulegenden Wege und ihrer Reihenfolge fiir die
Ubertragung des Textes "AJRN” bei Verwendung der realistischen Schreibweise in ver-
tikaler Geréteposition.
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

In der Optimierung fUhrt das dazu, dass die Buchstaben nicht mehr unabhéngig voneinander
und nur geman ihrer Wahrscheinlichkeiten verteilt werden, sondern dass zusatzlich die Haufig-
keit des Auftretens jeder Kombination zweier Buchstaben (Bigramm) in die Losung einflie3t. So-
mit bendtigt man die Wahrscheinlichkeiten 0 < p;;. < 1 fir alle Bigramme (i, k) € [n] x [n]. Des-
weiteren benétigt man die Distanzen dj; € R>( zwischen allen Tastenpaaren (j,1) € [m] x [m]
(siehe Abschnitt 2.4.4).

Modelliert man zunachst die durchschnittliche Strecke, die zwischen einem Buchstabenpaar
zuriickgelegt werden muss, so gelangt man mit Hilfe der bin&ren Optimierungsvariable y;; (sie-
he Abschnitt 3.1.1) zu folgender nichtlinearer Funktion:

n

YD vk di - yig o ym (3.4)

i=1j=1k=11=1
Eine Umrechnung auf die zuriickzulegende Gesamtstrecke zwischen allen Buchstabenpaaren
gelingt durch die Multiplikation von Funktion (3.4) mit der Anzahl der Bigramme B — 1.
Die Forderung, dass jeder Buchstabe genau einmal auf der Tastatur vorkommt (siehe Glei-
chung (3.2)), in Verbindung mit m = n und der Tatsache, dass jede Taste Platz fir héchstens
einen Buchstaben bietet (siehe Ungleichung (3.3)), fihrt dazu, dass sich auf jeder Taste genau
ein Buchstaben befindet. Dies liefert die Nebenbedingung:

Syy=1 Vjem (3.5)
=1

Damit ergibt sich folgendes nichtlineares Optimierungsproblem:

min (B — Z Z Z szk dji - Yij * Ywi

i=1j=1k=11=1

wdN. Y y;=1 Vje[m]
z; ! (P2)

m

Zyijzl Vie [TL]

j=1
yl]€{071} Vze[n],je[m]
Aus den ganzzahligen Lésungswerten der y-Variablen des Problems (P2) lasst sich analog zu

(P1) die optimale Tastenbelegung rekonstruieren. Zu den Eigenschaften von (P2) kann man
folgende Aussagen machen.

Korollar 3.4. Es gilt:
1. F P2 75 @

2. Fpa C Fpy undPpy C Pp.
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

3. EICERVyGfPQ:OSfpg(y)SC’<oo.
4. L:PQ#@.

Beweis.

Zu 1.: Wahle j (analog zum Beweis von Lemma 3.1) so, dass ¢;; = 1 Vi = j und g;; = 0Vi # j.
n m

Dann gilt Zgij = 1Vjund Zgij = 1Viund g;; € {0,1} Vi, . Damit erfiillt § die Nebenbe-

i=1 j=1
dingungen aus (P2) und es qilt § € Fpo.

Zu 2.: Die Behauptungen folgen direkt aus der Tatsache, dass die Nebenbedingungen von
(P2) eine Teilmenge der Nebenbedingungen aus (P1) sind. Denn angenommen es existiert ein
y € Fpo mity ¢ Fp1, dann gibt es mindestens eine Nebenbedingung in (P1), die von ¢ verletzt
wird. Diese Nebenbedingung ist auch in (P2) verletzt, weshalb gilt: § ¢ Fpo = Widerspruch.

n m

Zu3:Sei C := (B—-1)- Z Z pir - dji, dann gilt analog zum Beweis von Lemma 3.2,
ih=1j,i=1
dass C' < oo, da B,m,n € Nund 0 < p; < 1Vi,kundd; € Ry Vj,1. AuBerdem gilt mit

yi; € {0,1} und 2-dj;-p;, > 0Vi, j,k,lund B € N, dass fpa(y) > 0. Bleibt zu zeigen, dass gilt
fr2(y) < C Vy € Fpy. Angenommen es existiert ein § € Fpo fir das gilt: fp2(7) > C. Dann
existieren i, k € [n] und j,1 € [m] mit §; - §3; > 1 und damit ;5 ¢ {0,1} v §3; ¢ {0,1}. Somit
verletzt § mindestens eine der Binarbedingungen aus (P2) und es gilt: § ¢ Fpy = Widerspruch.

Zu 4.: Die Behauptung folgt analog zum Beweis von Lemma 3.3, denn angenommen Lps = ()
dann wére (P2) in Zielfunktionsrichtung unbeschrankt oder Fpy = (). Dies widerspricht jedoch
den Aussagen 1 und 3 dieses Korollars.

O
Lemma 3.5. Seim = n, dann gilt: dim(Ppy) = n? — 2n + 1.
Beweis.
5 n n
Sei m = n. Definiere A := {y € R" | 0 < y;; Vi,jund > y;; = 1Vjund > y;; = 1Vi}.

i=1 j=1
Dann gilt nach Billera u. Sarangarajan [1996], dass dim(A) = (n — 1)? = n? — 2n + 1.

n m
AuBerdem gilt Ppy := {y € R™" | Zyij =1Vj und Z yi; = 1Vi und 0 < y;; < 1Vi,j}.
i=1 j=1

Die Bedingungen Zyij = 1Vjund 0 < y;; Vi, j bewirken die Redundanz der Bedingungen
=1
yij < 1Vi, j. Mit m = n gilt deshalb Ppy = A und damit dim(Pp2) = dim(A) = n? — 2n + 1.

O
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Obwohl sich die Grd3e des Problems (P2) hinsichtlich der Anzahl an Nebenbedingungen und
Variablen im Vergleich zu (P1) nicht veréandert hat, sind die Komplexitédten der beiden Probleme
nicht vergleichbar. W&hrend (P1) ein lineares Zuordnungsproblem ist, das in polynomieller Zeit
geldst werden kann, ist (P2) das klassische quadratische Zuordnungsproblem (QAP). Dieses
wurde erstmals 1957 im Zusammenhang mit der optimalen Wahl von Fabrik-Standorten be-
schrieben (siehe [Koopmans u. Beckmann, 1957]). Eine friilhe Beschreibung der Suche nach
optimalen Tastenbelegungen flr Schreibmaschinen mittels quadratischer Zuordnungsproble-
me findet sich in [Burkard u. Offermann, 1977]. Das QAP, z&hlt zur Klasse der NP-harten Pro-
bleme (siehe [Sahni u. Gonzalez, 1976]), die nicht in polynomieller Zeit gelést werden kdnnen
(auBer P=NP).

In diesem Fall ist man h&ufig an einer Linearisierung des Problems interessiert (siehe bspw.
[Adams et al., 2004]), um die zahlreichen bekannten Techniken flir eine Verbesserung der L6-
sungsdauer eines ganzzahligen, linearen Problems anwenden und kombinieren zu kénnen.

Ein erster Schritt auf dem Weg zur Linearisierung von (P2) ist die Einflhrung zusétzlicher Va-
riablen z;;,; € {0,1}. Sie erméglichen zunachst die Formulierung eines zu (P2) &quivalenten
Problems mit linearer Zielfunktion und nichtlinearen Nebenbedingungen (siehe Problem (P3)),
welche im Anschluss in Abschnitt 3.2.2 linearisiert werden und so auf das ganzzahlige, lineare
Optimierungsproblem (P4) fihren.

Die neuen Variablen x;;;,; geben an, ob der Buchstabe i € [n] auf der Taste j € [m] und der
Buchstabe k € [n] auf der Taste [ € [m] liegt (x;;1; = 1) oder nicht (x;;,; = 0). Dabei muss ihre
Binaritat nicht explizit gefordert werden, sie folgt implizit aus der Beziehung, die zwischen den
x- und y-Variablen gilt und als neue Nebenbedingung in das Problem eingeht. Sie lautet:

Tijkl = Yij -y Vi, k € [n], j,1 € [m] (3.6)
Damit ergibt sich folgendes Problem:

n

min (B—l)-ZZZZpik-dﬂ'%jkl

i=1j=1k=11=1

u.d.N. Zyij =1 Vje [m]
i=1

iyiﬂ' =1 Vie[n]
j=1
Tijkl = Yij - Yu Vi k € [n], 4,1 € [m]
yi; €4{0,1} Vien], jem]
Das Problem zur Erzeugung optimaler Tastenbelegungen ist im Vergleich zu (P2) durch die
Einflhrung der Variablen x;;x; und der zuséatzlichen Nebenbedingungen deutlich gré3er gewor-
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

den. (P3) besitzt m? - n? + m - n Variablen und m? - n? + m + n Nebenbedingungen (ohne die
Binarbedingungen). Fir das Optimierungsproblem (P3) gelten folgende Aussagen.

Lemma 3.6. Es gilt: (y,x) € Fps = y € Fpo.

Beweis.

Sei (y,x) € Fps. Angenommen es gilt y ¢ Fpo, dann existiert mindestens eine Nebenbedin-
gung in (P2), die von y verletzt wird. Da die Nebenbedingungen aus (P2) eine Teilmenge der
Nebenbedingungen aus (P3) sind, verletzt (y, «) diese Nebenbedingung auch in (P3). Damit ist
(y,x) ¢ Fps, also kein zuldssiger Punkt fir (P3), was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

]
Lemma3.7. Seiy € R™ x € R™*"* dann gilt:
Tijkl = Yij - Yu Vi, k € [n], .1 € [m] & [y € Fpa = (y,x) € Fps].
Beweis. Seiy € R™ x € RMn?,
’="  Sei Tijkl = Yij * Ykl v, 7, k‘,l und y € Fpo. Dann erfillt (y, l‘) alle
Nebenbedingungen aus (P3) und es folgt (y, z) € Fps.
"<" Seiy € Fpo und es gelte [y € Fpa = (y,x) € Fps). Dann bleibt zu zeigen,
dass (y, ) den Zusammenhang [z;jk = Yij - Ym Vi, j, k, 1] erflllt.
Angenommen [z = ¥ij - Ym Vi, J, k, 1] gilt nicht, dann existieren i.ke [n]
und 7,1 € [m] mit T # Yij + Y und (y, x) erfullt nicht alle Nebenbedingungen
von (P3). Damit gilt (y, x) ¢ Fps, was ein Widerspruch zu den Voraussetzungen ist.
O

Korollar 3.8. Es gilt: Fp3 # 0.

Beweis.
Seiy € Fpy (Existenz wg. Korollar 3.4, Aussage 1). Wahle ;i = 9i; - Ui Vi, k € [n], 7,1 € [m],
dann folgt mit Lemma 3.7, dass (3, %) € Fp3 und damit Fpz # 0.

I

Die Existenz zul&ssiger Punkte beantwortet allerdings nicht die Frage ob das Problem (P3) tat-
sachlich optimale Tastenbelegungen liefert. Dieser Frage widmen sich die folgenden Lemmata.

Lemma 3.9. Es gilt: (y*,z*) € Lps = y* € Lpo.
Beweis.

j L x*)eF
Sei (y*,x*) € Lps = {(’5) (y v ) P
(i1)  frs(y*,z*) < fps(y,z) Y(y,x) € Fps
Aus (i) und Lemma 3.6 folgt, dass y* € Fps.

Angenommen y* ¢ Lpo, dann existiert ein § € Fpo mit fp2(9) < fp2(y*).
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Wahle & so, dass &k = Ui - Ui Vi, J, k, [, dann folgt mit Lemma 3.7, dass (9, &) € Fps.
AuBerdem gilt: fp3(9,2) = fr2(9) < fr2(v*) = frs(y*, z*), was ein Widerspruch zu (i7) ist.
L]

Lemma 3.10. Seiy € R™ x € R™*"* dann gilt:
J";k]kl = y;,kj : y;gl V’L, ke [n} ’ j)l € [m] Ang [y* € 'CP2 = (y*,l‘*) € 'CP?)] :
Beweis.

"=" Selaly, =yl - yiy Vi, gk, Lund y* € Lpo. Zu zeigen: (y*, z%) € Lps.
(1) y* € Fpo
(ii)  fr2(y*) < fra(y) Vy € Fpa2
Aus (i) und Lemma 3.7 folgt, dass = (y*, z*) € Fps.

AuBerdem gilt mit (i): fp3(y*, ") = fpa(y*) < fr2(y) = fr3(y, ) V(y,x) € Fps,
weshalb (y*, x*) Lésung von (P3) ist. Also gilt: (y*, z*) € Lps.

Aus y* € Lpy folgt, dass {

Es gelte [y* € Lp2 = (v, 2%) € Lps] (%).

(1) y* € Fpo

(i1)  fra(y*) < fra(y) Vy € Fpo
und zusammen mit (%), dass (y*,z*) € Lps.

Angenommen [z}, = v - yi, Vi, j, k, ] gilt nicht, dann existieren i, k € [n]

Sei auBerdem y* € Lpo, dann folgt: {

und 7,1 € [m] mit a¥; # V5 - Ui Also verletzt (y*, «*) eine Nebenbedingung
aus (P3) und es folgt: (y*, 2*) ¢ Fps. Damitist (y*, z*) keine L&sung von (P3),
was einen Widerspruch zu (y*, x*) € Lp3 darstellt.

Lemma 3.11. Es gilt: Lps # (.

Der Beweis kdnnte analog zum Beweis von Lemma 3.3 Uber die Existenz zulassiger Punkte und
die Beschrankheit von (P3) gefiihrt werden. Eine alternative Méglichkeit ist folgender Beweis.

Beweis.
Sei y* € Lpy (Existenz dank Aussage 4 aus Lemma 3.4) und wahle z* € R™"* 50, dass
Tiiw = Y5y Yk Visk € [n], j,1 € [m], dann gilt nach Lemma 3.10, dass (y*, z*) € Lps.

]

3.2.2 Linearisierung des Problems

Mathematische Formulierung

Um ausgehend von (P3) ein lineares, ganzzahliges Optimierungsproblem zu erhalten, missen
die nichtlineare Nebenbedingungen (3.6), welche die x-Variablen an die y-Variablen koppeln,
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

linearisiert werden. Dies gelingt mittels drei neuen Gruppen von Nebenbedingungen. Die Erste
dient als untere Schranke an z;;;; und lautet:

Yij +yet — 1 < wiju Vi k€ [n], 5,1 € [m] (3-7)

Die zweite Gruppe beschrénkt x;;z; von oben und lautet:

22w < yij +yw Vi k€ n], j,l€m] (3.8)

Die dritte Gruppe fordert die Ganzzahligkeit der x;;x;:

Tijkl € {Oa 1} Vl,k‘ € [n] ) ]al € [m] (39)
Zusammengefasst ergibt sich folgendes lineares, ganzzahliges Optimierungsproblem:

n

min (B—l)-ZZZZpik-djz'wijkl

i=1j=1k=11=1

n
u.d.N. Zyij =1 Vje [m]
i=1

;ym =1 Vie(n] (P4)

Yij Ty — 1 <@g Vi k € [n], 4,1 € [m]
2 2ip < yij +yw Vi k€ [n], gl € m]
vi; € {0,1} Vie[n], j€[m]
zijm € {0,1} Vi,k € n], j,l €[m]

Das Problem (P4) liefert ganzzahlige Lésungen und besteht aus m?n? + mn Variablen und
2m?n? +m + n Nebenbedingungen. Dariiberhinaus besitzt es folgende Eigenschaften.

Korollar 3.12. Es gilt:
1. Fpa # 0.
2. Fiirm =n =1 gilt: Fpy = Ppy = {(1,1)}.
3. Firm =n > 2 gilt: Fpy C Ppy.

Beweis.
Zu 1.: Betrachte (§, &) mit &1 = ij + G — 1 Vi, j, k,lund g3 = 1 Vi = jund g;; = 0 Vi # j.
n m
Dann qilt 2 - Z;5 = Uij + Yk + ¥ij + Ut — 2 < Yij + Y und Zgij‘ =1Vjund Zgij =1Vi.
———— :

20 =1 7j=1
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Somit sind alle Nebenbedingungen von (P4) erfillt und es gilt: (7, %) € Fpy.

Zu 2.: Sei m = n = 1, dann lauten die Bedingungen von (P4) (ohne Binarbedingungen):
yi1 =1undyir +y11 — 1 <z und 2-x1111 < y11 + y11- Aus ihnen folgt direkt die Behaup-
tung.

Zu 3.: Seim = n > 2. Zu zeigen: 3(y,Z) € Ppa mit (§,2) ¢ Fpa. Betrachte (7,2) mit
n m

fij = = Vi, jund &5 = 0 Vi, j, k1. Dann gilt > §;; = 1Vj und > §;; = 1 Vi, desweiteren
i=1 j=1

gilt Qij + g —1= % —-1<0= i‘ijkl und 2 - iijkl =0< = gij ~+ 9. Damit ist (Q, i) € Ppy,

aber (Q,i’) ¢ ./_"P4, da ?gij §7_f {0, 1}.

2
m

O

Lemma 3.13. Sei (y,z) € R™™"*+mn ynd erfiille (y, ) die Bedingungen (3.7),(3.8) und (3.9),
dann gilt: x;;11 = yij - yr Vi, k € [n], 4,1 € [m].

Beweis. Sei (y,z) € Rm™*n*+mn ynd erfiille (y, x) die Bedingungen (3.7),(3.8) und (3.9).
Angenommen [x11 = vij - Y1 V4, j, k, ] gilt nicht, dann existieren i,k € [n] und j,1 € [m] mit
T35k 7 Y57 - Y Und man unterscheidet folgende Félle:

Fall 1: y;; =Y = 0
Dann lauten die Nebenbedingungen 2 - 2z < 0 und —1 < x5 und 2557 € {0, 1}. Damit folgt
T30 = 0, was ein Widerspruch zur Annahme ist.

Fall 2: y;; = 0 und y;; = 1 oder vice versa
Dann lauten die Nebenbedingungen 2 - z;z; < 1und 0 < 2577 und 27557 € {0, 1}. Damit folgt
z75; = 0, was ein Widerspruch zur Annahme ist.

Fall 3: Y5 =Y = 1
Dann lauten die Nebenbedingungen 2 - Ty < 2 und 1 < T5i und T € {0,1}. Es folgt,

dass x;;;; = 1, was ein Widerspruch zur Annahme ist.
]

Lemma 3.14. Es gilt: (y,x) € Fps < (y,z) € Fpy.

Beweis.
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

"="  Sei(y,r) € Fps, dann gilt z;1; = vij - yu Vi, j, k, L und mit Lemma 3.6, dass y € Fpo.
(@) yij oy — 1< xym
Es bleibt zu zeigen, dass Vi, j, k, [ gilt, dass: { (i1) 2z < yij + ym

(#11)  wijm € {0,1}

Zu (i):Esgilt: yij + vy — 1 < Zijir © vij +ye — 1 < Yij - Yyt
< 0 <y Yy — ¥ij — yr + 1. Dies ist erfillt, da y;; € {0,1} (wg. y € Fp2).
Zu (ii): Es gilt: 2 - 2401 < yij + yrt < 0 < yij + Yt — 2 - Tiji
SO0<yi+yu—2 Y Y <0< vyij - (1 —yp)+ yrr - (1 — vij)

NGNS LN L

>0 >0 >0 >0
Zu (i1i): Aus y;; € {0, 1} und xi8 = yij - ym V4, J, k, [ folgt offensichtlich x;;1,; € {0,1}.

<" Sei(y,z) € Fpy, dann erfillt (y, z) die Bedingungen (3.7),(3.8),(3.9) und es
gilt y € Fp2 (da die Nebenbedingungen von (P2) eine Teilmenge der Bedingungen
aus (P4) sind). Mit Lemma 3.13 folgt, dass ;i = vij - yu Vi, J, k, [ weshalb gilt,
dass (y,z) € Fps.

Lemma 3.15. Es gilt: (y*,2*) € Lp3 & (y*,2*) € Lpy.

Beweis.

(1)  (y".z") € Fps

(i)  fra(y*,x*) < fp3(y,x) V(y,x) € Fp3

Aus (i) und Lemma 3.14 folgt (y*, 2*) € Fpa.

Angenommen (y*, z*) ¢ Lpy4, dann existiert (§,2) € Fpg mit fpa(4,2) < fra(y*, x*).
Mit Lemma 3.14 gilt (g, Z) € Fps und aufgrund von fps = fp4 gilt, dass

fr3(9,2) < fps(y*,z*). Dies ist ein Widerspruch zu (i7).

"="  Sei (y*,x*) € Lps, dann gilt: {

"«<” Der Beweis funktioniert analog zur Hinrichtung.

]
Korollar 3.16. Es gilt: Lpy # 0.
Beweis.
Die Behauptung folgt aus der Existenz einer Lésung von (P3) (Lemma 3.11) und Lemma 3.15.
[

Das Optimierungsproblem (P3), welches eine nichtlineare Nebenbedingung enthalt und das bi-
nare, lineare Problem (P4) besitzen also den gleichen Zulassigkeitsbereich, sowie die gleiche
Lésungsmenge. Dank Lemma 3.9 gilt somit, dass die y-Komponenten jeder Lésung von (P4)
auch das quadratische Zuordnungsproblem (P2) I6sen. Dies rechtfertigt die Verwendung von
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

(P4) zur Bestimmung optimaler Tastenbelegungen im weiteren Verlauf. Dabei kénnen die resul-
tierenden Tastenbelegungen (analog zu (P3)) sowohl aus den x- als auch aus den y-Variablen
rekonstruiert werden.

Qualitative Ergebnisse der Optimierung

Ubergibt man das Problem (P4) an einen Solver fiir lineare, ganzzahlige Optimierungsproble-
me, stellt man fest, dass diese Formulierung nicht daflir geeignet ist eine optimale Tastatur flr
den Praxiseinsatz zu ermitteln. Da wir es mit einem linearisierten QAP zu tun haben, ist es nicht
verwunderlich, dass es sich um ein schwieriges Problem handelt und ein dramatischer Anstieg
der Laufzeit fir eine wachsende Zahl an Buchstaben und Tasten mit einhergeht. Tastenbele-
gungen in der GréBenordnung von m = n < 10 lassen sich in der Regel noch berechnen,
darUber st6Bt man bereits an eine Grenze.

Im konkreten Fall wurde das Optimierungsproblem (P4) in Xpress IVE implementiert (siehe
Abschnitt 2.4.6) und anhand von Test-Instanz 1 (siehe Anhang A.2.5) getestet. Um verlassli-
che Aussagen treffen zu kénnen, wurden eingebaute Presolving- und Cuttingstrategien, sowie
Heuristiken ausgeschaltet. Abbildung 13 zeigt den Verlauf der Optimierung. Man erkennt, dass
der Solver nach etwa 30 Sekunden eine optimale Lésung errechnet hat. Davon bendtigt die
Suche nach einem ersten zulassigen Punkt und damit einer oberen Schranke an die Optimallé-
sung etwa 5 Sekunden, die restlichen 25 Sekunden entfallen auf die Optimierung in Form des
Abarbeitens des Branch&Bound-Baums.

Betrachtet man die untere Kurve, welche das Anwachsen der besten unteren Schranke im
zeitlichen Verlauf visualisiert, fallt auf, dass diese nur sehr langsam ansteigt. Dies hat zur Fol-
ge, dass man im Baum weniger Aste abschneiden kann als das mit einer schérferen unteren
Schranke der Fall ware, da nicht ausgeschlossen werden kann, dass in ihnen noch Ldésungen
auftreten. Dies wiederum hat zur Folge, dass man noch in Asten nach Lésungen sucht, von
denen sich im Nachhinein herausstellt, dass in ihnen keine besseren Losungen mehr zu finden
waren. Kdénnte man die untere Schranke verbessern und somit dem Solver im Voraus mitteilen,
dass in bestimmten Asten keine besseren Lésungen mehr auftreten, wiirden diese abgeschnit-
ten. Die Konsequenz ware, dass man sich in diesen Asten die Suche nach Lésungen spart,
was eine Reduktion der Laufzeit mit sich bringt.

Es stellt sich die Frage, was es heif3t, die groBte untere Schranke zu verbessern. Die untere
Schranke in jedem Knoten des Baums ist der Zielfunktionswert des zugehdérigen relaxierten
linearen Minimierungsproblems. Eine Verbesserung der unteren Schranke entspricht der Ver-
gréBerung der Zielfunktionswerte der LP-Relaxierungen. Um dies zu erreichen, kénnen wir zu-
satzliche Nebenbedingungen, sogenannte Cuts, zum Problem hinzufligen. Diese Nebenbedin-
gungen dirfen dabei keine potentiellen Lésungen, also keine zulassigen Punkte des urspringli-
chen linearen ganzzahligen Poblems abschneiden (Zulassigkeit). Anschaulich entspricht dieses
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Abbildung 13: Grafische Darstellung (in IVE XPress) des Verlaufs der Optimierung von Test-Instanz 1
bei ausgeschaltetem Presolving, Heuristiken und Cutstrategien unter Verwendung von
VirtualKeyboardOptimization.mos.

Vorgehen der Verkleinerung des Polytops ohne eine der darin liegenden potentiellen Lésungen
wegzuschneiden (siehe Abb. 14).

Diese und andere mdgliche Verbesserungen werden im folgenden Abschnitt erarbeitet, um
einer optimalen Tastenbelegung einen Schritt ndher zu kommen.

3.2.3 Ansatze zur Verbesserung der Losungsdauer des linearisierten Problems

Im folgenden Abschnitt stehen Ansédtze und Ideen zur Verbesserung der Lésbarkeit von Pro-
blem (P4) im Mittelpunkt. Dabei wird jede potentielle Verbesserung separat betrachtet. Eine
Evaluation und die Entscheidung, welche Ansétze letztendlich in das Optimierungsproblem auf-
genommen werden, findet sich am Ende dieses Abschnitts.

Hinzufiigen von Schnittebenen - CUTS

Die grundsétzliche Idee hinter dem Hinzufligen von Schnittebenen ist es, die Beschreibung der
konvexen Hulle der zuldssigen Punkte von (P4) (sog. integer-hull) durch das Polytop zu verbes-
sern (siehe Abb. 14) und so die Lésbarkeit des Problems aus zeitlicher Sicht zu erreichen.
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Abbildung 14: Schematische Darstellung der grundlegenden Idee des Ansatzes CUTS. Dabei sind P
und P’ das urspriingliche bzw. neue, durch die (rote) Nebenbedingung entstehende
Polytop und P; die konvexe Hiille der zuldssigen Punkte (grau) und der Lésung (grin).

Zu diesem Zweck ist es notwendig, die potentiellen neuen Nebenbedingungen auf ihre Zu-
lassigkeit zu prifen. AuBerdem kann man prifen, ob sie niitzlich sind in dem Sinne, dass sie
wirklich Teile des Polytops abschneiden. Im folgenden Unterabschnitt werden einige neue Ne-
benbedingungen untersucht.

Wir beginnen mit der Forderung, dass fir jedes Buchstabenpaar (i, k) € [n] x [n] genau ein
Tastenpaar (j,1) € [m] x [m] existiert, auf dem es liegt. Mathematisch ausgedriickt lautet dies:

Y>> wgu=1 Viken (8.10)
j=11=1
Dass diese n? Nebenbedingungen ihre oben genannte Aufgabe erflllen, zeigen die folgenden
Aussagen.

Lemma 3.17. Die Gleichungen (3.10) sind zuldssige Cuts flir das Problem (P4).

Beweis.
Zu zeigen: (y,x) € Fpy = (y, x) erfillt (3.10).
Sei (y,z) € Fps und angenommen (y,z) erfilllt (3.10) nicht, dann existieren i,k € [n] mit
m
> ;. 7 1. Man unterscheidet:
Jil=1
m
Fall 1: Y @y <1
jl=1

Wegen ;i € {0,1} Vi, 75, k,1 gilt dann Ty = 0 V), 1 Aus y;; 4y, — 1 < 0V, 1 folgt, dass

y;; = 0V yj, = 0Vj, 1. Aber wegen Y y;; = 1und Y y;, = 1 existieren j € [m] und [ € [m]
=1 =1
mit y;; = y;; = 1, was ein Widerspruch ist.
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

m
Fall2: " x> 1

Jl=1
Wegen zi € {0,1} Vi, j,k, 1 existieren (j1,11), (j2,l2) € [m] x [m] mit (j1,l1) # (j2,12)
und z;; &, = %i,u, = 1. Aus den Nebenbedingungen 2 = 2. a3, 1, < w3, + yj,, und

1

2=2 %0, < Yijp t Vi, folgt, dass y;;, = v, = ¥ij, = Yiy, = 1. Dies ist ein Widerspruch
m

zur Nebenbedingung » _ v;; =
j=1

Korollar 3.18. Sei m = n > 2, dann beschneiden die Cuts (3.10) das Polytop Pp.

Beweis.
Sei m = n > 2. Zu zeigen: 3(9,%) € Ppy, welches (3.10) verletzt. Genauer gesagt ist zu
m
zeigen, dass 3(§, &) € Ppy i,k € [n] : Y &3, # 1. Man unterscheidet:
Jl=1
m n
Fall 1: Wahle §;; = L Vi, j und &, = 0 Vi, j, k,1. Dann gilt: > " §;; = 1 Viund Y _ g = 1V
j=1 i=1
und 95 + G — 1 = % —1<0=2pund 22, =0 < % = i; + Ur,- Damit sind alle Neben-
bedingungen (bis auf die Ganzzahligkeitsbedingung) erfillt, weshalb folgt, dass (7, Z) € Ppa.

Aber: ) " &, = 0 < 1Vi, k, weshalb (7, ) von (3.10) abgeschnitten wird.
i

=1
= = Jij + Jr- Damit sind alle
Nebenbedingungen (bis auf die Ganzzahligkeitsbedingung) erflllt, weshalb folgt, dass (9, ) €
Ppa. Aber: Zi‘z‘jkl =m > 1Vi, k, weshalb (g, z) von (3.10) abgeschnitten wird.
jl

Fall 2: Wahle §;; = L Vi, j und 2,0 = - Vi, 7, k, 1. Dann gilt: S " gs; = 1Viund S g;; = 1V
J m J m J J
=1
2

~ ~ 2 1 N ~
und §i + g — 1 = 5 — 1 < & = Zijp und 2 - Ty =

O

Die zweite Gruppe von potentiellen neuen Nebenbedingungen stellt sicher, dass jedes Tasten-
paar (j,1) € [m] x [m] genau ein Buchstabenpaar (i, k) € [n] x [n]| beherbergt. Also:

SN wiju=1 Vjle[m (3.11)
=1 k=1

Die m? Nebenbedingungen haben folgende Eigenschaften.

Lemma 3.19. Die Gleichungen (3.11) sind zuldssige Cuts fiir das Problem (P4).

Beweis.
Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Lemma 3.17.
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Korollar 3.20. Seim = n > 2, dann beschneiden die Cuts (3.11) das Polytop Ppy.

Beweis.
Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Korollar 3.18.
O

Um die Beschreibung der konvexen Hulle der zulassigen Punkte durch das Polytop weiter zu
verbessern, kann man eine zusétzliche Information in Form einer weiteren Nebenbedingung
an unser Optimierungsproblem Ubergeben. Betrachtet man die urspriingliche Definition der -
Variablen, so stellt man fest, dass diese paarweise gleich sind. Es soll also gelten:

Tijkl = Tklij Vi ke [n], 7,1 € [m] (3.12)

Bei genauem Hinsehen bemerkt man, dass jede der m?n? Nebenbedingungen doppelt erzeugt
wird. Es gentgt deshalb, nur jene Indexkombinationen zu betrachten, fir die zusatzlich ¢ < k
und (4, 7) # (k,1) gilt. Damit reduziert sich die Anzahl der Bedingungen auf ’%2(712 +n) —mn.

Lemma 3.21. Die Gleichungen (3.12) sind zuldssige Cuts flir das Problem (P4).

Beweis.
Zu zeigen: (y,x) € Fps = (y, z) erfullt (3.12).
Sei (y,2) € Fp4 und angenommen (y, z) erfiillt (3.12) nicht, dann existieren 7,k € [n] und
7,1 € [m] mit T # Tgir;- Sei 0.B.d.A. appr < wjps (der Beweis flir "> funktioniert analog),
dann gilt: z;z; = 0 A zjgz = 1. Wegen 2 = 2 - a5z < 7+ y;; und g5 € {0,1} Vi, j folgt
Yei = ¥;; = Lund damit 1 = 5= + yp; — 1 < 5577 = 0. Dies ist ein Widerspruch.

O

Korollar 3.22. Seim = n > 2, dann beschneiden die Cuts (3.12) das Polytop Ppy.

Beweis.
Sei m = n > 2. Zu zeigen: 3(gy,z) € Pps, Welches (3.12) verletzt. Genauer gesagt ist zu
zeigen, dass 3(¢, %) € Ppa Ji,k € [n], j,1 € [m] : &35 # Zjiis-
m n
Wahle §;; = L Vi, j,danngilt > §;; = 1Viund > §;; = 1Vj. Wahle auBerdem eine beliebige

j=1 i=1

Indexkombination (i, j, k,1) € [n] x [m] x [n] x [m] und die dazugehorige Variable &;5;; = -

e
Desweiteren wahle ;5 = 0V(4, j, k,1) # (i, 7, k,1), dann gilt 2- &0 < 2 = G55 + 911 Vi, 4, k, 1
und g5 + g — 1 = % —1 <0 < %451 Vi, 4, k, . Damit sind alle Nebenbedingungen (aul3er
der Ganzzahligkeitsbedingung) erfillt, weshalb folgt, dass (§,2) € Ppa. Aber: &35 > Ty,
weshalb (g, &) von (3.12) abgeschnitten wird (der Beweis fiir "<” funktioniert analog).

]
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

Um weitere Cuts zu finden, kann man sich die Einfihrung der z-Variablen als Produkt der
zugehorigen y-Variablen zuriick ins Gedachtnis rufen (siehe Gleichung (3.6)). Fur (i, 5) = (k, )
ergibt sich daraus z;j;; = yf] was sich dank y;; € {0,1} reduzieren lasst auf die lineare
Nebenbedingung:

Tijij = Yi; Vi€ [n], j€[m] (3.13)

Unser Problem wirde im Falle des Hinzufigens dieser Information um mn Nebenbedingungen
wachsen.

Lemma 3.23. Die Gleichungen (3.13) sind zuldssige Cuts flir das Problem (P4).

Beweis.

Zu zeigen: (y,x) € Fps = (y, z) erfullt (3.13).

Sei (y,z) € Fpa, dann folgt der Zusammenhang xz;;i; < yi; Vi, j direkt aus den Nebenbe-
dingungen 2 - xijm < yij + yw Vi, 7, k, 1 fur (4,k) = (j,1). Damit bleibt zu zeigen, dass die
Bedingung x;;;; > y;; ein zuldssiger Cut ist. Angenommen (y, x) erfllt [x;;;; > v;; Vi, ] nicht,
dann 3i € [n], j € [m] : ;575 < y;;- Daraus folgt, dass x5 = 0 A y;; = 1, was dazu fihrt,

dass (y, ) eine Nebenbedingung von (P4) verletzt, da y;; + y;; — 1 = 1 < 2;5;; = 0. Damit ist
(y,x) ¢ Fpy, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

O

Die Ungleichungen der Form z;;;; < y;; verbessern die Beschreibung des Polytops nicht, da
sie aufgrund der Nebenbedingungen 2-z;;1; < v;; + 1y redundant sind. Flr die Cuts x;;;; > v;;
gilt folgendes Lemma.

Korollar 3.24. Seim = n > 2, dann beschneiden die Cuts x;j;; > y;; das Polytop Pp.

Beweis.

Seim =n > 2. Zu zeigen: 3(y, &) € Ppa, fir das gilt: (9, 2) erfllt [z;5;; > yi; Vi, j] nicht.

Das heiBt, es ist zu zeigen, dass 3(f), #) € Ppa Ji € [n], j € [m] : 2557 < y;;.

Waéhle g;; = Vz Jund 2y = 0 Vi, 5, k, l dann gilt g;; + ykl —-1==2-1<0=2yu

und 2 - i = 0 < 2 = g5 + G, SOWie Zyw =1 Vi und Zyw = 1 Yj. Damit sind alle
j=1 =1
Nebenbedingungen (auBer der Ganzzahligkeitsbedingung) erfillt, weshalb folgt (7, Z) € Ppa.

Aber: z;;;; < §i; Vi, 7, weshalb (g, &) von der Bedingung Tijij > Yij abgeschnitten wird.
O

Erinnert man sich an die zulassigen Nebenbedingungen (3.10) und (3.11), dann dréangt sich die
Frage auf, ob es nicht méglich ist, statt der Buchstabenpaare beziehungsweise Tastenpaare ein
Buchstaben-Taste-Paar zu wahlen und fir die zugehdrigen z-Variablen gewisse Eigenschaften
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

zu fordern. Man stellt fest, dass mit festem Buchstaben-Taste-Paar (k,l) € [n] x [m] fUr die
Summe der z;1;-Variablen folgendes gilt:

DD @i =n-yu Vke[n], lelm (3.14)

i=1j=1

Folgende Lemmata rechtfertigen die potentielle Verwendung dieser mn neuen Cuts.
Lemma 3.25. Die Gleichungen (3.14) sind zuldssige Cuts fir das Problem (P4).

Beweis.
Zu zeigen: (y,x) € Fps = (y, z) erfllt (3.14).
Sei (y,x) e ]-"p4 und angenommen (y,z) erfiillt (3.14) nicht, dann existieren k& € [n] und

[ € [m] mit Z Zﬂ%kz # n - y;;. Man unterscheidet:
=1 j5=1

n m
Fall 1:2235@],;[ <n-yip

Fir y;; = 0 folgt der Widerspruch aus den Bedingungen x”kl € {0,1} Vi, j, kL.

n m
Fir yz; = 1 gilt: yij + yz — 1 = i < 2,57 und damit ZZyl] Y 1=n< ZZ S
i=1j=1 i=1 i=1j=1
Letzteres ist ein Widerspruch zu den Voraussetzungen.

n o m
Fall 2: Z Z Liiki >N Y
i=1j=1

n m

Fur yz; = 0 gilt: ZZ%H > 0. Daraus folgt, dass 3i € [n], j € [m] : ;37 = 1 und damit
i=1j=1

2=2 w5 <y;+yy <1 was ein Widerspruch ist.

Firyz; = 1 qilt 2 - %kl < yij + ykl < yij + 1. Mit z 7 € {0,1} Vi, j folgt a:wkl < yij Vi, j.

Daraus folgt, dass Z Z i < Z Z yi; = n, was ein Widerspruch ist zu Z Z Ty > e
i=1j=1 i=1j=1 1=1j=1
]

Korollar 3.26. Sei m = n > 2, dann beschneiden die Cuts (3.14) das Polytop Pp.

Beweis.
Sei m = n > 2. Zu zeigen: a(g fc) € Pp4, fur das gilt: (9, &) verletzt (3.14). Also ist zu zeigen,
e

dass 3(§),2) € Ppy 3k € | Z Zx”kl # n - §z;. Man unterscheidet:

Fall 1: Wahle §;; = L Vi, j, dann gilt: Zgij = 1 Vi und Zgij = 1 V4. Wahle auBer-
j=1 i=1

dem Z;;,; = 0 Vi,j,k,[, dann gilt zusatzlich §;; + g — 1 = -1 < 0 = &, und

2
m
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

. 2
2 Ty =0< 5

= 9;; + - Damit sind alle Nebenbedingungen (bis auf die Ganzzahlig-

n m

keitsbed.) erfiillt, weshalb gilt: (§,2) € Pps. Aber: > Y & = 0 < n - i Vk, I, weshalb
i=1j=1

(g, 2) von (3.14) abgeschnitten wird.

m n

Fall 2: Wahle §j;; = 1 Vi = jund §;; = 0Vi # j, danngilt Y " 9;; = 1Viund > §;; = 1Vj.
j=1 i=1

Waéhle auBerdem 2,5,y = 1 Vi = j,k = lund ;554 = 0,5 Vi = j,k # [ und alle restlichen

Ty = 0. Dann qilt: 95 + Gry — 1 < Zyjpg Ve, 7, k, Lund 2 - T4 < 955 + i V4, J, k, [ Damit folgt,
dass (9,%) € Pp4, da alle Bedingungen (bis auf die Ganzzahligkeitsbed.) erfilllt sind. Aber:

m

Z Zijk = 0,5-n>0=n-gy Yk # [, weshalb (¢, %) von (3.14) abgeschnitten wird.
i=1j=1

O

Eliminierung von Symmetrien - SYMM

Ein Blick auf die Zielfunktion von (P4) offenbart, dass es auf3er der distanzminimierenden Po-
sitionierung von Buchstabenpaaren kein Kriterium fir die Auswahl einer Tastenbelegung gibt.
Dies hat zur Folge, dass viele Symmetrien innerhalb des Problems auftreten, weshalb die Men-
ge der zuldssigen Punkte eine groBe Teilmenge an aquivalenten Optimallésungen enthalt (sie-
he Abb. 15). Der Grund, warum die Existenz vieler symmetrischer Lésungen problematisch
sein kann, ist, dass im Lésungsvorgang unter Umstanden all diese Lésungen betrachtet wer-
den mussen. Das kostet Zeit und lieB3e sich durch eine Reduktion der Anzahl an symmetrischen
Lésungen verhindern.

[ABCD}{DCBA}
LEFGH}[HGFE}

A~ A~ A~ . - S

Tastenbelegung 1 Tastenbelegung 2

{EFGH}{HGFE}
LABCD}[DCBA}

A~ A~ A~ - - -

Tastenbelegung 3 Tastenbelegung 4

Abbildung 15: Vier symmetrische Tastenbelegungen (bezliglich der Zielfunktion (3.4) und im geometri-
schen Sinne).

Nebenbei ist an dieser Stelle zu bemerken, dass viele der im obigen Sinne symmetrischen L§-
sungen auch im klassischen, geometrischen Sinne symmetrisch sind (siehe Abb. 15). So sind
fur ein rechteckiges Tastaturlayout beispielsweise alle Spiegelbilder bezlglich der Koordinaten-
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

achsen und dem Mittelpunkt einer optimalen Tastatur auch optimale Lésungen des Problems.

Um manche der Symmetrien zu vermeiden und somit die Anzahl der méglichen Lésungen zu
reduzieren bietet es sich an, einen bestimmten Buchstaben i € [n] nur auf einem Teilbereich
() # T C [m] der Tastatur zuzulassen. Formuliert als potentielle neue Nebenbedingung sieht
der Ansatz SYMM(z, T') wie folgt aus:

>y =1 (3.15)
jer
Es ist anzumerken, dass (3.15) die Redundanz der Nebenbedingung bewirkt, welche urspriing-
lich sichergestellt hat, dass der Buchstabe ¢ auf der gesamten Tastatur genau einmal vorkommt
(siehe Gleichung (3.2)).

Die Idee hinter der Fixierung eines Buchstabens auf einen Teilbereich der Tastatur ist der
Wunsch, positiven Einfluss auf die GréBe des Branch&Bound-Baums zu nehmen. Durch das
Hinzufligen der neuen Nebenbedingung reduziert man abhangig von 1" die Menge an zulassi-
gen Punkten, indem man Teile des Polytops Pp4 abschneidet. Damit reduziert man bei geeig-
neter Wahl von T" auch die Menge der &quivalenten Optimallésungen, da manche der urspriing-
lichen Lésungen durch die neue Nebenbedingung unzulédssig werden. Im ldealfall verbleiben
nur wenige der Lésungen mit gleichem minimalen Zielfunktionswert (siehe Abb. 16) und man
kann dank dieser Reduktion der Lésungsmenge auf eine Verbesserung der Laufzeit hoffen.

Wird der Tastaturbereich T' zu klein oder falsch gewahlt, so kann dies dazu fiihren, dass alle
ursprunglichen Optimallésungen von (P4) abgeschnitten werden (siehe Abb. 16). In diesem
Fall wirde man als Lésung einen urspringlich suboptimalen zuldssigen Punkt erhalten. Eine
richtige Wahl von T ist deshalb entscheidend fir die globale Optimalitat der erhaltenen Lésung.

Da ein Grof3teil der Tastaturlayouts in Theorie und Praxis und insbesondere die Layouts aus
Abschnitt 2.4.3 symmetrisch bezliglich ihrer vertikalen Achse sind und die Zielfunktion von (P4)
nur die Lage der Buchstaben zueinander optimiert, aber keine Praferenz bezlglich der Positio-
nierung eines Buchstabens auf der Tastatur enthalt, kann als Zielbereich T' eine Tastaturhélfte
H gewahlt werden. Mit dieser Wahl ist sichergestellt, dass nicht alle Optimallésungen abge-
schnitten werden, da aus jedem aquivalenten (bzgl. der Zielfunktion aus (P4)), spiegelbildlich
identischen (bzgl. der vertikalen Achse) Tastenbelegungspaar eine der beiden Belegungen im
Zulassigkeitsbereich verbleibt. Anschaulich halbiert die Wahl T' = H das Polytop, die Menge
an zulassigen Punkten und die Menge der symmetrischen Lésungen.

Unter bestimmten zusatzlichen Voraussetzungen wie der horizontalen Symmetrie des Layouts,
kdnnte als Zielbereich sogar ein Tastaturviertel IV gewahlt werden, da aus jeder Gruppe von vier
aquivalenten (bzgl. der Zielfunktion aus (P4)) , spiegelbildlich identischen Tastenbelegungen,
durch die Nebenbedingung (3.15) drei Belegungen unzulassig werden. Die vierte Belegung,
welche (3.15) erfillt ist nach wie vor zulassig und eine potentielle Optimallésung.
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zZ2
NB 1
—
—0
P NB 2
ohne SYMM
z29 22
T NB 1 NB 1
| |
|—_C—> |—-C—>
4(
Pl
p! L P NB 2 P NB 2
v 2 T 4
mit SYMM - gute Wahl von' T mit SYMM - schlechte Wahl von T

Abbildung 16: Schematische Darstellung der grundlegenden Idee des Ansatzes SYMM und Einfluss
der Wahl von T auf die zusétzlichen Nebenbedingungen (rot oder griin) und die ur-
spriingliche Lésungsmenge (grtine Punkte). Dabei sind P und P’ das urspriingliche bzw.
neue Polytop und rote Punkte ehemalige Lésungen.

Um den Ansatz SYMM(z, T') auf alle in 2.4.3 gewahlten Layouts anwenden zu kdnnen, fallt die

Entscheidung auf die Fixierung eines Buchstabens i auf einer Tastaturhélfte. Fiir Layouts mit

ungerader Spaltenanzahl, deren Halften bei mittiger Teilung halbe Tasten enthalten wirden,

erfolgt die Teilung zugunsten einer Seite und die Fixierung von i erfolgt auf der gréBeren Halfte.

Analog zur Teilung der Layouts im horizontalen Fall (siehe Abschnitt 2.3.1) sei dies die rechte

Seite, weshalb zukinftig gilt 7' = Hpg.

Obige Aussagen zur méglichen Wahl von 7" sind auf die Verwendung der Zielfunktion aus (P4)

zugeschnitten und lassen sich nicht generalisieren. Fir alternative Zielfunktionen, deren aqui-

valente Losungen eine andere Struktur haben und nicht den spiegelbildlichen Zusammenhang
aufweisen, muss Uber die Wahl von T' neu nachgedacht werden.

Variation der Zielfunktion - OBJFCT

Neben der Vermeidung von Symmetrien mittels einer Beschneidung des Polytops (bspw. durch
SYMM) gibt es eine weitere Mdéglichkeit weniger oder keine symmetrischen Lésungen zu erhal-

54



3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

ten. Sie basiert auf der Eigenschaft, dass der Zielfunktionsvektor senkrecht auf der konvexen
Hulle der symmetrischen Lésungen steht.

Durch eine Variation des Zielfunktionsvektors versucht man diese Eigenschaft aufzuheben und
zu erreichen, dass sich der Zielfunktionswert mancher zuvor optimaler Lésungen verschlech-
tert, sodass diese danach nicht mehr optimal sind. Anschaulich wird also ein neues Kriterium
hinzugeflgt, welches im besten Fall die Lésungsmenge des Problems verkleinert, indem es
manche der symmetrischen Lésungen bevorzugt, andere disqualifiziert (siehe Abb. 17). In der
Regel birgt dieses Vorgehen eine Gefahr, da man unter Umsténden Punkte zur L6sungsmenge
hinzufugt, die zuvor keine Optimallésungen waren. Um diese Problematik méglichst zu vermei-
den, variiert man die Werte des Zielfunktionsvektors nur minimal, was anschaulich einer sehr
kleinen Richtungsanderung entspricht.

Z2 NB 1 #2 NB 1
-C/
>
|—_C—> \%»
0 o) :
P NB 2 P NB 2
DR L A 4
ohne OBJFCT mit OBJFCT

Abbildung 17: Schematische Darstellung der grundlegenden Idee des Ansatzes OBJFCT und Einfluss
der Variation des Zielfunktionsvektors (-c) auf die urspriingliche Lésungsmenge (grin). P
und P’ sind das urspriingliche bzw. neue Polytop und rote Punkte ehemalige Lésungen.

Im aktuellen Fall jedoch bietet sich eine wundervolle Gelegenheit diese Methode ohne Proble-

me anzuwenden. Erinnert man sich zuriick an den Beginn des Abschnitts 3.2.1. Dort wurde

zunachst nur die Gesamtstrecke zwischen den Buchstabenpaaren modelliert. Es ware auf-
grund der Vergleichbarkeit zu den Ergebnissen aus Abschnitt 3.1 aber wiinschenswert, die

Texteingabe auch am Startpunkt beginnen und enden zu lassen. Damit muss am Anfang eines

zu schreibenden Textes zuerst der Weg vom Startpunkt zum ersten Buchstaben und am Ende

der Weg vom letzten Buchstaben zum Startpunkt zuriickgelegt werden.

Da wir keinen konkreten Text fir die Optimierung verwenden, sondern mit Haufigkeiten arbei-
ten und somit den ersten und letzten Buchstaben nicht kennen, errechnen wir die Lange des
erwarteten Weges. Pro Text der durchschnittlichen Textlange B muss diese Strecke zweimal
(Hin- und Rlckweg) zuriickgelegt werden. Damit erhalt man als neue Zielfunktion:

n

B>

i=1j=1k=11

n m
Pik - dj - T +2- > > djpi -y (3.16)
1 i=1j—=1

WE
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Es bleibt festzuhalten, dass der Einfluss des zweiten Summenterms, welcher im Vergleich zur
Zielfunktion von (P4) neu hinzugekommen ist, auf den Wert der Zielfunktion mit gréBer wer-
dendem B abnimmt. Dieses Verhalten stimmt mit seiner intuitiven Funktion der Modellierung
des Hin- und Rickwegs Uberein, da die beiden Wege fir langer werdende Texte einen immer
kleineren Teil der zuriickzulegenden Gesamtstrecke einnehmen. Der Anteil des ersten Terms
am Zielfunktionswert wird mit wachsendem B sinnvollerweise gré3er, da er die Gesamtstrecke
fir die Ubertragung der B — 1 Bigramme modelliert.

Die Wahl des Startpunktes und die Wahl des Tastaturbereichs T', auf dem ein Buchstabe ¢
fixiert wird, entscheiden (iber die Kompatibilitidt der Ansatze SYMM(z, ") und OBJFCT. Der
Grund daflr ist, dass die Qualitat einer Tastenbelegung bei Verwendung der neuen Zielfunktion
(3.16) an den Startpunkt des Fingers gekoppelt ist, wahrend die urspriingliche Zielfunktion
(aus Problem (P4)) nur die Lage von Bigrammen untereinander optimiert, nicht jedoch deren
Position auf der Tastatur. So kann es vorkommen, dass eine bestimmte Wahl von T, die fir (P4)
geeignet war, die urspriinglich &quivalenten Lésungen abschneidet, die neuerdings von (3.16)
bevorzugt werden. Dies wirde zu einer suboptimalen Tastenbelegung fuhren. Die Problematik
wird deutlich, wenn in Abbildung 16 statt dem Zielfunktionsvektor (1,0)? aufgrund von OBJFCT
der Vektor (1, ¢)” verwendet wird. Dann wére der Punkt (1,1) die Lésung des Problems (ohne
SYMM, mit OBJFCT), welcher durch die zusatzliche Anwendung von SYMM jedoch in beiden
Fallen abgeschnitten wird. Insgesamt existieren in (P4) mehr symmetrische Lésungen und die
Wahl von T ist deutlich weniger eingeschrankt, als dies bei Verwendung von (3.16) als neue
Zielfunktion der Fall ist.

Fir die konkrete Wahl des vertikalen Startpunktes (mittig, am oberen Rand - siehe Abschnitt
2.4.4) und die Fixierung auf eine Tastaturhalfte H sind die Ansatze OBJFCT und SYMM(z, T))
kompatibel. Der Grund dafir ist, dass OBJFCT bei mittiger Startpunktwahl nicht alle aquiva-
lenten Lésungen aus (P4) eliminiert, sondern ein Tastenbelegungspaar in der Ldsungsmenge
verbleibt, das symmetrisch (bzgl. vertikalen Achse) ist. An diesem Punkit setzt SYMM(z, H) an
und eliminiert eine der beiden Belegungen.

Die Vorteile der potentiellen Einfiihrung der neuen Zielfunktion (3.16) liegen auf der Hand. Eine
exaktere Modellierung der realistischen Schreibweise, sowie eine erhoffte Verbesserung der
Laufzeit durch eine Reduktion der Anzahl an symmetrischen Lésungen.

Relaxierung der oberen-Schranken-Bedingungen - UPBND

Wie zuvor bereits erwéhnt, ist man an einer méglichst genauen Beschreibung der konvexen
Hulle der zuldssigen Punkte von (P4) durch das Polytop Pp, interessiert. Besonders wichtig
ist dabei eine gute Beschreibung in Zielfunktionsrichtung, weshalb man insbesondere an Ne-
benbedingungen interessiert ist, die Teile des Polytops in Zielfunktionsrichtung abschneiden.
Aus diesem Grund kann man Uber eine Reduktion des Problems um jene Nebenbedingungen
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

nachdenken, welche an anderer Stelle ansetzen (siehe Abb. 18).

Dies wére in mehrfacher Hinsicht eine Hilfestellung fiir das Problem (P4). Einerseits schrumpft
durch das Vernachlassigen von Nebenbedingungen die Gro3e des Problems. Andererseits ver-
gréBern wir den Zulassigkeitsbereich des Problems, was die Suche nach einem zulassigen
Punkt, dessen Funktionswert als obere Schranke an die Optimallésung im Branch&Bound-
Verfahren dient, vereinfachen sollte. DarlGber hinaus findet eine VergréBerung des Polytops
statt, sodass die untere Schranke in jedem Knoten des Branch&Bound-Verfahrens schneller
bestimmt werden kann. Der Grund dafir ist, dass der Algorithmus, der das relaxierte Problem
in jedem Knoten I8st, schneller einen Punkt im Polytop findet, der als Ausgangspunkt der Opti-
mierung dient.

29 z2

NB 1 NB 1

e o o L—

N N

s P s
e o e
P NB 2
7 o :
ohne UPBND mit UPBND

Abbildung 18: Schematische Darstellung der grundlegenden Idee des Ansatzes UPBND. P’ ist das
neue Polytop, welches aus dem urspriinglichen Polytop P durch die Relaxierung (von
NB 2) entsteht. Zuldssige Punkte sind grau, Lésungen grin.

In unserem Fall sind die Nebenbedingungen, die das Polytop nicht in Zielfunktionsrichtung be-

schranken, leicht zu identifizieren. Es sind die Ungleichungen der Form 2 - ;. < vij + i,

welche z;;,; von oben beschranken. Ihr Vernachlassigen flhrt zu folgendem linearen, ganz-

zahligen Optimierungsproblem, welches eine Relaxierung von (P4) darstellt:

n

min(B—l)-ZZi

i=1j=1k=1

NE

Dik - dji - Tijhi

~

1

n
u.d.N. Zyij =1 Vje [m]
=1

Suy=1 Vie (P)
j=1

Yij t Yy — 1 < @i Vi k €n], j,l € [m]
yij €{0,1} Vien], jem]
ziji € {0,1} Vi, k€ [n], j,l € [m]
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

Die Anzahl der Nebenbedingung hat sich im Vergleich zu (P4) reduziert auf m?n? +m + n, die
Anzahl der Variablen hat sich nicht verandert.

Uber die Beziehung der Zulassigkeitsbereiche der Probleme (P4) und (P5) und ihrer Polytope
gibt folgendes Lemma Auskunft.

Lemma 3.27. Es gilt:
1. Fpy € Fps und Ppy C Pps.
2. Fps # 0.
3. Fiirm =n =1 gilt: Fps = Pps = {(1,1)}.
4. Firm =mn > 2 gilt: Fpy C Fps und Ppy C Pps.

Beweis.

Zu 1.: Der Zusammenhang Fpys C Fp5 folgt aus der Tatsache, dass die Menge der Neben-
bedingungen von Problem (P5) eine Teilmenge der Nebenbedingungen aus (P4) ist. Denn sei
(y,x) € Fpy und angenommen (y, x) ¢ Fps, dann existiert eine Nebenbedingung in (P5), wel-
che von (y, ) verletzt wird. Diese Bedingung wére auch in (P4) verletzt, weshalb (y, ) ¢ Fpy,
was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

Analoges gilt fir die Menge der Nebenbedingungen der LP-relaxierten Probleme, weshalb
Pra C Pps qilt.

Zu 2.: Die Behauptung folgt aus Fp, # () (Aussage 1 in Korollar 3.12) und Aussage 1 dieses
Lemmas.

Zu 3.: Die Aussage erhalt man durch das Aufstellen der Nebenbedingungen von (P5) oder sei-
ner LP-Relaxierung (fir m = n = 1).

Zu 4.: Sei m = n > 2, dann bleibt dank Aussage 1 dieses Lemmas zu zeigen, dass:
(1) (9, 2) € Fps mit (4,2) ¢ Fpg und (i7) (9, &) € Pps mit (9,2) ¢ Ppa.
Betrachte (§, ) mit g;; = 1 Vi = ] und g;; = 0 Vi 75 jund &, = 1 Vi, j, k1. Dann gilt
9ij + O — 1 < i1 Vi, §, ky L und Zyw =1VYiund Zyw = 1V;. Daraus folgt: (1}, #) € Fps.
7j=1 =1
Wahle 7, k € [n] und [ € [m] mit k # [ (Existenz wg. mm = n > 2), dann gilt, dass
2: %777 =2> 140 =g5+7;; (x)undsomit (y,2) ¢ Fps. AuBerdem gilt: (y,2) € Fps € Pps
und mit (%), dass (4, Z) ¢ Pp4. Insgesamt erfillt (7, #) also die Behauptungen (i) und (7).
O

Lemma 3.28. Es gilt: (y*,2*) € Lps = (y*,2*) € Lps.
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Beweis.
1 *at)eF
Sei (y*,z*) € Lpa4, dann gilt: @ ) P
(“) fP4(y*7 l‘*) < fP4(y7 l‘) \V/(y,.’ll‘) € fP4
Mit () und Aussage 1 aus Lemma 3.27 folgt, dass (y*, z*) € Fps.
Angenommen (y*, z*) ¢ Lps, dann 3(9, %) € Fps : fp5(9, ) < fps(y*, x*).
Wegen fps = fp5 gilt dann aber, dass (g, 2) ¢ Fp4 (sonst ware (y*,z*) ¢ Lpy).
Daraus folgt, dass i, k € [n] und j,1 € [m] existieren mit 2 - 317 > 955 + G-
Wegen ﬁ%}fcf € {0,1} ,ﬁ;} € {0,1} Ui € {0,1} gilt a?;ﬁc[ =1und ﬁ;} + 95 < L.
Wahle (g,:i‘) mit gij = gij VZ,] und jijkl = iijkl V(’i,j, k‘,l) 75 (%,3, k‘,l) und j}jl}f = 0. Dann
gt g+ —1 =05+ 9 —1<0= T30 und 2 - Typr = 0 < U35 + Ui weshalb (g, %) € Fpa.
Mit 577 = 0 < 1= 5557 9ilt fp5(5,2) = > pan - djt Figr < Y pie - dji - Rijr = frs(9,2)-

ijkl >0 ijkl

Daraus folgt fp5(7,Z) < fps(y*, x*). Mit fpy = fps folgt der Widerspruch zu (i).

(|
Korollar 3.29. Es gilt: Lps # 0.
Beweis.
Die Behauptung folgt aus £p,4 # 0 (Korollar 3.16) und Lemma 3.28.

O

Um die Verwendung von (P5) flir die Suche nach einer optimalen Tastenbelegung zu recht-
fertigen, ist man neben der Existenz einer Losung fir (P5) an der Ruckrichtung von Lemma
3.28 interessiert. Diese gilt jedoch im Allgemeinen nicht, aber es kann folgende Eigenschaft
der L6sungsmenge des Problems (P5) festgestellt werden.

Lemma3.30. Seid;;-pi, > 0Vi, k € [n],j,1 € [m], danngilt: (y*,2*) € Lps = (y*,2*) € Lpa.
Beweis.
Seidj; - pir > 0Vi, k€ [n],j,l € [m]und (y*,2*) € Lps.

@) (%)

(”) fP5(y*7x*) < fP5(y7x) v(ya I) € -FP5
Angenommen (y*, z*) ist keine Lésung von (P4), dann unterscheide:

€ Fps
Aus Letzterem folgt, dass

Fall 1: (y*, l‘*) € Fpy, aber H(A, f]) € Fpyg mit fp4(@,§?) < fp4(y*,a:*).
Aus Lemma 3.27 folgt, dass (3, Z) € Fps. Mit fpy = fp5 folgt der Widerspruch zu (ii).

Fall 2: (y*, l‘*) ¢ Fpy.
Dann existieren i,k € [n], 7,0 € [m] : 2 T > v Uk
Analog zum Beweis von Lemma 3.28 lasst sich ein (7,Z) € Fp4 konstruieren, fir das gilt
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

frs(0.2) = pik - dji Fij < > ik - dji - T = frs(y*, a*) = Widerspruch zu (ii).
ikl ikl
>0
O

Betrachtet man die Erkenntnisse, die man bislang fiir den Ansatz OBJFCT sammeln konnte,
so stellt man fest, dass das Problem (P5) eine Lésung des Problems (P4) und damit eine opti-
male Tastenbelegung liefert, wenn die Koeffizienten aller Summanden in der Zielfunktion echt
gréBer Null sind (siehe Lemma 3.30). Anschaulich bedeutet das, dass die obere Schranke (Be-
dingung (3.8)) keine Lésungen von (P5) abschneidet, wenn alle x-Variablen in die Zielfunktion
einflieBen. Diese Eigenschaft ist jedoch nicht erfiillt, da die Entfernungen d;; = 0 Vj € [m]
sind, weshalb es weiterhin herauszufinden gilt, ob dieser potentielle Verbesserungsansatz fiir
die Suche nach einer optimalen Tastenbelegung geeignet ist.

Lemma 3.31. Bezeichne mit fp, und fps die identischen Zielfunktionen der Probleme (P4)
und (P5) und definiere f := fps = fps. Sei (yi,x}) € Lpy und (y3,25) € Lps, dann gilt
fi,21) = f(y3,25)

Beweis.
Sei (yf,z7) € Lpyund (y3,25) € Lps, dann gilt (y],z7) € Fpy und (y5,25) € Fps. Wegen
Fps C Fps (Lemma 3.27) gilt (y7, x7) € Fps und f(yf,27) > f(y3,z3). Bleibt zu zeigen, dass
fyi,27) < f(y3,23). Angenommen f(y7,27) > f(y3,23), dannist (y7,27) ¢ Lps, was im
Widerspruch zu Lemma 3.28 steht.

O

Dank Lemma 3.31 weil3 man, dass das resultierende Problem (P5) in jedem Fall eine Lésung
mit identischem Zielfunktionswert (wie (P4)) liefert. Es stellt sich die Frage, ob und wie aus einer
Lésung von (P5) die zugehdrige Tastenbelegung ausgelesen werden kann.

Lemma 3.32. Sei (y*,2*) € Lps, dann gilt: x7;, > yi; - yiy Vi, k € [n], 4,1 € [m].

Beweis.
Sei (y*,z*) Losung von (P5). Angenommen es gilt nicht [z}, > vi; - vk, Vi, j, k, 1],
dann existieren i,k € [n], 7,1 € [m] mit % < U5 - ¥ und man unterscheidet:

Fall 1: y;‘] = 0V yz; = 0. Dann folgt y;‘J - Y77 = 0 und somit x%m < 0, was ein Widerspruch zu

Fall 2: y:‘] = 1 Ay;; = 1. Dann folgt y% -y7; = 1 und somit :Iz%m <1l= y% + yi; — 1. Damit

verletzt (y*, z*) eine Nebenbedingung von (P5), was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.
[

Lemma 3.33. Sei (y*,z*) € Lps. Firi, k € [n], j,1 € [m] mit dsi i, > 0 gilt: %0 = % -y
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Beweis.
Sei (y*,2*) € Lps und fiir i,k € [n], j,I € [m] gelte ds; - pyj, > 0. Mit Lemma 3.32 bleibt zu

zeigen, dass dann gilt: x%é[ < yZ*j . yli::f' Angenommen es gilt "E%H > y% - y%-, dann folgt mit

B
yi; € {0,1} und x5, < 1, dass y:‘] = 0V y;; = 0. Daraus folgt a:;fm > 0 und y;‘] -y =0.
Wahle (g, &) mit §i; = y;; Vi, j und 2ijm = 23 V(i 5.k, 1) # (1,4, k, 1) und 23557 = y%5 -y = 0.
Dann folgt §;; + 957 — 1 = y;‘] +y7; — 1 < 0 = &5 und damit (9, &) € Fps.

AuBerdem gilt mit ii}l}f =0< x%l}[ und dﬂ - p;z > 0, dass dﬁ P jiﬁcf < dﬁ A SU%H und
damit fp5(9,2) < fps(y*, x*). Dies ist ein Widerspruch zu (y*, z*) € Lps.

O

Korollar 3.34. Sei (y*,2*) € Lps undi,k € [n], 7,1 € [m] mit i > 5 yip dann gilt:
dj; - pgj, = 0.

Beweis.
Das Korollar ist die Kontraposition der Aussage aus Lemma 3.33.
O

Dank Lemma 3.13 weil3 man, dass fir alle zuldssigen Punkte aus (P4) und damit auch fir alle
Lésungen der Zusammenhang x;;x; = vi; - yr 9ilt. Aus Lemma 3.33 weil3 man, dass derselbe
Zusammenhang in (P5) fur alle z-Variablen gilt, deren Lésungswert den Zielfunktionswert be-
einflusst. Insofern Uberrascht die Aussage, dass die Zielfunktionswerte der Probleme (P4) und
(P5) tbereinstimmen (siehe Lemma 3.31), nicht.

Mit dem Wissen, dass z;;1 = vij - yr Vi, J, k, [ gelten muss, um die Tastenbelegung aus den
x-Variablen auslesen zu kdnnen (siehe (3.6)), gelangt man mithilfe der Aussagen aus Lemma
3.32, Lemma 3.33 und Korollar 3.34 zu folgender Erkenntnis: x-Variablen, deren Lésungswert
den Zielfunktionswert beeinflusst, geben auch bei Verwendung von UPBND in der L&sung die
korrekte Belegung eines Tastenpaars wieder. Flr x;;,, deren Zielfunktionskoeffizienten gleich
Null sind, ist dies nicht notwendigerweise der Fall (im Gegensatz zu (P3) und (P4)). Ist man
sich dieses Umstandes bewusst und rekonstruiert in der Folge die Tastenbelegung aus den
y-Variablen, so steht einer Verwendung von UPBND nichts im Weg.

Bisher wurde die Zulassigkeit und die Nltzlichkeit aller Cuts nur flir das Problem (P4) bewiesen.
Nun stellt sich die Frage, ob diese auch flr das Problem (P5) zulassig und hilfreich im Bezug
auf die bessere Beschreibung der konvexen Hulle der zulassigen Punkte sind. Da das relaxierte
Problem (P5) einen gréBeren Zulassigkeitsbereich hat als seine urspriingliche Formulierung
(P4), sind die Cuts nicht automatisch zulassig. Folgende Lemmata widmen sich der Zulassigkeit
der Cuts fir Problem (P5).

Lemma 3.35. Folgende Nebenbedingungen sind zuldssig fir das Problem (P5):
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

n
1Y aym=1 Vjlelm
ik=1

m
2. Z Tijki >1 Vike [n]
ji=1

3. wijij > yi; Vie([n], je[m]

n m
4.3 > wiju>n-yy Ykeln], e m]
i=1j=1
Beweis.
Die Beweise funktionieren analog zu den Zulassigkeitsbeweisen der jeweiligen Cuts flr Pro-
blem (P4) (siehe Beweise 3.17, 3.19, 3.23 und 3.25).
O

Korollar 3.36. Sei m = n > 2, dann beschneiden die Cuts aus Lemma 3.35 das Polytop Pps.

Beweis.
Die Aussage folgt aus Punkt 1 von Lemma 3.27 und den Korollaren 3.18, 3.20, 3.24 und 3.26.
O

Nun stellt sich die Frage, welchen Einfluss die Relaxierung auf die Eigenschaften der verblei-
benden Cuts hatte. Darlber informiert folgendes Lemma.

Lemma 3.37. Sei m,n > 2, dann sind folgende Nebenbedingungen nicht zuldssig fir das
Problem (P5):

n
1. Y aijm <1 Vjlem]
ik=1

m
2. Z Tijkl <1 Vike [n]
=1

3. xiji; <y Vie|n], je[m]

4.z = 2y Vi k€ [n], 4,1 € [m]

53 > wiju<n-yuy Ykeln], e m]
i—1j—1

Beweis.

n
Zu 1.:Zu zeigen: (9, &) € Fps 35,1 € [m] + Y _ T > 1
i k=1
Wahle g;; = 1 Vi = jund §;; = 0 Vi # jund 25 = 14, j, k, 1, dann gilt ;; € {0, 1} Vi, j und
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n m
ijkt € {0,1} Vi, 4, k,lund Y gy =1Vjund Y iy = 1Viund §ij + G — 1 < Zijwa Vi, 4, K, L.
i=1 j=1

Damit ist (§, #) € Fps und fir beliebige j,1 € [m] gilt Y x5, =n® > 1.
i,k=1

Zu 2.: Zu zeigen: 3(§, &) € Fps Ji k € | Z Ty > 1
Jl=1

Wahle (g, #) wie in 1., dann gilt (§, #) € Fps und fir beliebige 7, k € [n] gilt > a;,3, = n* > 1.
4l=1

Zu 3.:Zu zeigen: 3(9, &) € Fps Ji € [n], j € [m] : &35 > G55

Wahle (g, ) wiein 1., dann gilt (§,%) € Fpsund 1 = I35 > Uy = O furalle i 7.

Zu 4.: Zu zeigen: 3(§, &) € Fps Ji k € [n], J,1 € [m] : w55 # wjp5-

Waéhle g wie in 1. und ;1 = 1 Vi = j,k = . Alle £;;,4 mit ¢ # j oder k # [ wahle so, dass
Zijr = 1Vi < kund &5, = 0Vi > k, dann folgt (¢, &) € Fps. Wahle i,k € [n] miti < k, dann

gitl = ;> %z@'j = 0 (der Beweis flir "<” funktioniert analog).

ijk

Zu 5.: Zu zeigen: 3(9, &) € Fps 3k € | Z Z%M >Ny
i=17=1
Wahle (gj Z) wiein 1.,dannist (9, &) € Fps. Wéhle auBerdem beliebige k € [n], [ € [m], dann

gilt Z Z%kl n® >n-

i=1j=1
O

Eine interessante Erkenntnis in diesem Zusammenhang ist, dass selbst die unzulassigen Cuts
aus Lemma 3.37 nie alle Lésungen von (P5) abschneiden. Dies wird in folgendem Lemma
deutlich.

Lemma 3.38. Seia € R™ "™ 3 ¢ R und (a, (y,x)) < B zuldssiger Cut fir das Problem
(P4), dann gilt: Es existiert eine Lésung (y*, =*) von (P5) fir die {(a, (y*,z*)) < j3 gilt.

Beweis.
Seia € R™*"*+mn 3 € R und (a, (y, z)) < B zuldssiger Cut fiir das Problem (P4).
Angenommen es existiert keine Lésung (7*, 2*) von (P5) mit (a, (g*, *)) < 5. Dann gilt fir alle
Lésungen (y*, x*) von (P5): (a, (y*,z*)) > (. Sei (§*,2*) € Lpy (Existenz wg Lemma 3.16),
dann gilt nach Lemma 3.28, dass (y ,&*) € Lps und damit (a, (§*,2*)) > B = Widerspruch
u {a, (y,x)) < [ zulassiger Cut flr (P4).
O

Aufgrund dieser Aussage kann man also all jene Cuts, welche fir (P4) zulassig sind, auch zu
Problem (P5) hinzufiigen, ohne dass alle Lésungen abgeschnitten werden (siehe Abb. 19).
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cuT2 cuT
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ohne UPBND mit UPBND

Abbildung 19: Schematische Darstellung der Kompatibilitdt der Ansédtze CUTS (magenta, orange) und
UPBND anhand der Auswirkungen von CUTS auf (P4) (links) und (P5) (rechts). Die
urspriinglichen Lésungen (griin) bleiben bei Verwendung von CUTS und/oder UPBND
optimale Punkte. Die Punkte, welche durch UPBND zu Lésungen wurden (rot), werden
durch CUTS potentiell abgeschnitten.

Ob eine Kombination der Ansatze UPBND und CUTS Verwendung findet und wenn ja, wel-
che Cuts zugunsten der Ldsbarkeit tatséchlich in unsere Problemformulierung aufgenommen
werden, entscheidet sich in mehreren Evaluationsphasen am Ende des Abschnitts 3.2.3. Die
Kombination von UPBND mit den Ansatzen SYMM und OBJFCT ist problemlos mdglich.

Relaxierung der Ganzzahligkeitsbedingungen - NOBIN

Wahrend die Rekonstruktion der Tastenbelegung in den Problemen (P3) und (P4) sowohl aus
den y- wie auch aus den z-Variablen vollzogen werden konnte, war Letzteres in (P5) nicht
mehr méglich. Durch eine Relaxierung der oberen Schranken kam es zu dem Verlust der an-
schaulichen Bedeutung der z;;; (Belegung eines Tastenpaars (j,1)), weshalb in Zukunft alle
optimalen Tastenbelegungen aus den Lésungswerten der y;; gewonnen werden. Dies flhrt auf
die Frage, ob es in (P4) mdglich ist, andere Bedingungen als die oberen Schranken (siehe
Bedingungen (3.8)) zu relaxieren. Nach dem Loslésen von der anschaulichen Bedeutung der
x-Variablen bieten sich besonders die Binarbedingungen der z;;;, flr eine Relaxierung an (sie-
he Abb. 20). Die zugrundeliegende Motivation ist die Hoffnung auf eine enorme Verbesserung
der Laufzeit aufgrund der Reduktion an ganzzahligen Variablen und der damit einhergehenden
verringerten GréBe des Branch&Bound-Baums.
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#2 NB 1 ZT NB 1

NB 2 P NB 2

ﬁﬂ:{ ?/ <1 T/ Z1

ohne NOBIN mit NOBIN

Abbildung 20: Schematische Darstellung der grundlegenden Idee des Ansatzes NOBIN. Die Relaxati-
on der Bindrbedingungen (rot) der z»-Variable vergréBert den Zuldssigkeitsbereich (grau
und grin), beeinflusst aber nicht den Wert der z, -Komponente von Lésungen (grin).

Das aus (P4) und NOBIN resultierende gemischt-ganzzahlige Problem wiirde lauten:
n m n
min(B—l)-ZZZ

i=1j5=1k=1

NE

Dik * dji * Tijri

~

1

n
u.d.N. Zyij =1 Vje [m]

i=1

m

j=1
Yij e — 1 < i Vi, k€ n], j,l € [m]
2 wijr < yij +yw Vi k€ln], jl€[m]
yijG{O,l} Vie[n],je[m]
0<zym<1 Vikeln], jlelm]

Die Anzahl der Variablen und gewdéhnlichen Nebenbedingungen hat sich im Vergleich zu (P4)
nicht verandert, jedoch liefert (P6) im Gegensatz dazu aufgrund der Relaxierung nicht mehr

notwendigerweise ganzzahlige Lésungen.
Korollar 3.39. Es gilt:
1. Fpy € Fpg und Pps = Ppg.
2. Fpg # 0.
3. Firm =n =1 gilt: Fp¢ = Pps = {(1,1)}.
4. Firm =n > 2 gilt: Fpy C Fpe C Ppa = Pps.

Beweis.
Zu 1.: Die Behauptung Fp4 C Fpg folgt aus der Tatsache, dass Problem (P6) eine Relaxierung
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von (P4) ist. Ppy = Ppg folgt aus der Identitat der zugehdrigen LP-Relaxierungen.
Zu 2.: Die Behauptung folgt aus Aussage 1 dieses Korollars und Korollar 3.12.

Zu 3.: Die Aussage erhalt man durch das Aufstellen der Nebenbedingungen von (P6) oder sei-
ner LP-Relaxierung (fir m = n = 1).

Zu 4.:Sei m = n > 2. Mit Punkt 3 aus Korollar 3.12 und der 1. Aussage dieses Lemmas bleibt
zu zeigen, dass (i) 3(9, &) € Fpe mit (9, &) ¢ Fpy und (i7) (g, x) € Ppe mit (7,2) ¢ Fpe.

Betrachte (9,2) mit §;; = 1 Vi = jund §;; = 0 Vi # jund &6 = 0,5 - (95 + Umt) Vi, 5, k, L.
Dann gilt i + 9 — 1 = 0,5 (95 + 1) + 0,5 (Ji5 +0r) =1 < 0,5 (G5 + Jr1) = Tijua

<0

und > i = 1Vjund Y §;; = 1 Vi, weshalb gilt: (§,2) € Fpg. Aber fir i,k € [n], | € [m]
i=1 )

mit k # [ (Existenz wg. m = n > 2) gilt Z:7; = 0,5 - (95 + 9z7) = 0,5 ¢ {0, 1}. Daraus folgt

(9, &) ¢ Fpy und damit Behauptung (7).

Betrachte (¢, #) mit §;; = = Vi,j und &,y = = V4,5, k, . Dann gilt 2 - Z;5; = 2 = §ij + G

m

und gij + g — 1 = 2 —1 <

1
m

= Tijiund > Fi; = 1Vjund > §i; = 1 Vi, weshalb folgt,
i=1 j=1
dass (7, Z) € Pps. Aber wegen g;; ¢ {0,1} gilt (7, %) ¢ Fpe und damit Behauptung (iz).

Lemma 3.40. Es gilt: (y*,2*) € Lpy = (y*,2*) € Lpg.

Beweis.

(1) (y*,2*) € Fpa

(i1)  fra(y*,2*) < fpay, =) V(y,x) € Fpa

Mit () und Aussage 1 aus Korollar 3.39 folgt, dass (y*, z*) € Fps.

Angenommen (y*, z*) ¢ Lpg, dann 3(9, &) € Fpe : fre(9,2) < fre(y*, z*).

Wegen fps = fpg gilt dann aber, dass (4§, &) ¢ Fp4, sonst wére (y*, x*) keine Lésung von (P4).
Daraus folgt, dass i, k € [n] und j,1 € [m] existieren mit & ¢ {0, 1}. Damit gilt 0 < 2577 < 1
(Wg. (4, %) € Fpe). Wahle (§, ) mit §i; = Gi; Vi, j und &1 = 2450 V3, j, k, 1) # (3,7, k,1) und
fi}l}[ = 0,dann gilt 2- ji}l}f =0< ﬂﬁ + Yii und g;; +yg—1= 39%3 —i—ﬁm— 1< jijl}f < 1. Daraus
folgt % + 957 — 1 < 0 = T334 Insgesamt gilt damit (9,2) € Fpaund fps(7,2) < fps(9,2) <
fre(y™, x*). Mit fpy = fpg folgt der Widerspruch zu (i).

Sei (y*,x*) € Lpy4, dann gilt {

O

Korollar 3.41. Es gilt: Lpg # 0.
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Beweis.
Die Aussage folgt aus Lp4 # () (3.16) und Lemma 3.40.

(|
Folgende Lemmata liefern die Berechtigung der Verwendung von NOBIN.
Lemma 3.42. Sei (y*,z*) Lésung von (P6), dann gilt x7;,, > yi; - yp, Vi k € [n], j,1 € [m].
Beweis.
Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Lemma 3.32.

O

Lemma 3.43. Sei (y*,*) Ldsung von (P6). Fir i,k € [n], j,1 € [m] mit d5; - py, > 0 gilt:

=yt ks
Tiel = Y5 Yk
Beweis.
Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Lemma 3.33.
O

Analog zu Lemma 3.31, welches sich dem Zielfunktionswert von (P5) widmet, folgt aus Lemma
3.43, dass eine Lésung von (P4) und eine Lésung von (P6) den gleichen Zielfunktionswert
besitzen. AuBerdem qilt fir (P6) folgendes:

Lemma 3.44. Seia € R™ ™ *+mn 3 ¢ R und (a, (y,z)) < B zuldssiger Cut fiir das Problem
(P4), dann gilt: Es existiert eine Lésung (y*, =*) von (P6) fir die {(a, (y*,z*)) < j3 gilt.

Beweis.
Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Lemma 3.38.
O

Damit eignet sich (P6) fir die Suche nach optimalen Tastenbelegungen, welche aus den L&-
sungswerten der y-Variablen rekonstruiert werden kénnen. Um im spateren Verlauf der Ar-
beit die zuvor préasentierten Ansatze zur Verbesserung der Lésbarkeit von (P4) mit NOBIN
kombinieren zu kénnen, wird im Folgenden die Kompatibilitat der Ansatze untersucht. Inter-
essant ist an dieser Stelle insbesondere der Ansatz UPBND, da bei der Kombination der bei-
den Ansatze zwei Relaxierungen an Problem (P4) vorgenommen werden. Zunachst jedoch
werden die Folgen einer Verwendung von NOBIN mit CUTS betrachtet. Lemma 3.44 gestattet
es, alle zuvor entdeckten, urspriinglich fir (P4) gedachten Schnittebenen (siehe Bedingungen
(3.10),(3.11),(3.12),(3.13) und (3.14)) auch auf das Problem (P6) anzuwenden. Damit sind die
Ansatze CUTS und NOBIN kompatibel, genauso wie die Ansdtze SYMM und OBJFCT zu-
sammen mit NOBIN verwendet werden kdnnen, da ihnen Ideen zugrundeliegen, die auf den
y-Variablen basieren und deshalb von einer Relaxierung der z-Variablen unberiihrt bleiben.
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

Bevor Aussagen zur Kompatibilitat von UPBND und NOBIN gemacht werden, betrachten wir
das zugehdrige Problem:

n

min (B—l)-ZZZZpik‘djl'l'ijkl

i=1j=1k=11=1

n
u.d.N. Zyij =1 Vje [m]
i=1

j=1

Yij Ty — 1 <wiji Vi k€ln], j,l € [m]
yij € {0,1} Vien], je[m

0<aym<1 Vikeln], jlec[m]

Bis auf die fehlende Ganzzahligkeitsbedingung an die z;;; ist die Formulierung identisch zu

(P5). Neben einer méglicherweise nicht-ganzzahlige Lésung gelten folgende Eigenschaften fir
Problem (P7).

Korollar 3.45. Es gilt:

1.

2.

Fps € FprundPpy C Ppr.
Fps € Fpr € Pps = Ppr.
Fpe € Fpr und Pps € Ppr.
Fpr # 0.

Fpr=Ppr = {(1, 1)}

6. Flirm =n > 2 gilt: Fpy C Fp7 und Ppy C Ppr.
7. Firm =mn > 2 gilt: Fps C Fp7 C Pps = Ppr.
8. Flrm =n > 2 gilt: Fpg C Fp7 und Pps C Ppy.
Beweis.
Zu 1. und 3.: Die Behauptungen folgen daraus, dass Problem (P7) eine Relaxierung von (P4)

und (P6) darstellt.

Zu 2.: Der Zusammenhang Pps; = Pp7 folgt aus der Tatsache, dass die LP-Relaxierungen der
Probleme (P5) und (P7) identisch sind. Mit dem Wissen, dass allgemein F C P qilt, bleibt zu
zeigen, dass Fps C Fpy, was daraus folgt, dass (P7) eine Relaxierung von (P5) darstellt.
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Zu 4.: Die Behauptung folgt aus Ausage 1 dieses Korollars und Lemma 3.12.

Zu 5.: Die Aussage erhalt man durch das Aufstellen der Nebenbedingungen von (P7) oder sei-
ner LP-Relaxation (fir m = n = 1).

Zu 6.: Die Behauptung folgt aus Fpys C Fpg und Ppy = Ppg (Korollar 3.39) und Aussage 8
dieses Korollars.

Zu 7.:Sei m = n > 2. Dank der 2. Aussage dieses Korollars bleibt zu zeigen, dass:
(i) 3(§,2) € Fpr mit (§,2) ¢ Fps und (ii) 3(§, %) € Ppy mit (4, %) ¢ Fpr.

Betrachte (Q, :fi) mit gij =1Vi = j und fgij =0Vi # jund «%ijkl =1Vi =4,k =1lund
n m

ijkt = 0,5 Vi # j V k # 1. Dann gilt (§,2) € Fpr,da ) §; = 1Vj und Zgw =1Viund
=1 =
Uij + U — 1 < i Vi, g, k, 1 erflllt ist. Aber (9,%) ¢ Fps, da 25, = 0,5 gé {O 1} existieren

(wg. m = n > 2). Damit folgt Behauptung (7).
Betrachte auBerdem (7, ) mit §i; = - Vi, j und &;jp = 0 Vi, j, k1. Dann gilt > g;; = 1Vj
=1

und Zym =1Viund §ij + g — 1 = 2 — 1 < 0 = &4, weshalb gilt (§,%) € Ppr. Aber da
7j=1
5i; ¢ {0,1}, folgt (7, &) ¢ Fpr und damit die Behauptung (7).

Zu 8.: Sei m = n > 2, dann bleibt dank Aussage 3 dieses Korollars zu zeigen, dass:

(4) 3(9,2) € Fpr mit (9,2) ¢ Fpe und (ii) I(9,2) € Ppr mit (9,2) ¢ Ppe.
Betrachte (9, &) mit yZJ =1Vi = jund g; = 0Vi # jund 25, = 1 V1,5, k, 1. Dann gilt
Zyw = 1Vjund Zy,] = 1Viund §; + Gk — 1 < £i581 Vi, j, k, [, weshalb folgt (9, £) € Fpr.
=1 J=1
Wahle 7,k € [n], [ € [m] mit k # [ (Existenz wg. m = n > 2), dann gilt (§,2) ¢ Fps, da
2-3=7=2>1+0=g;+7;; () gilt. Daraus folgt die Behauptung (7).
AuBerdem gilt: (§,%) € Fpr € Pp7 und zusammen mit (%), dass (9, %) ¢ Ppg, weshalb die
Behauptung (i7) gilt.

0

Lemma 3.46. Es gilt: (y*,2*) € Lps = (y*,2*) € Lpr.

Beweis.

i ) e F
Sei (y*,x*) € Lpy, dann gilt @ ) Pa

(“) fP4(y*7x*) < fP4(y7x) V(y,x) EFPZ,L
Mit () und Aussage 1. aus Korollar 3.45 folgt, dass (y*, z*) € Fpr.

Angenommen (y*,z*) ¢ Lp7, dann 3(9, &) € Fpr : fprr(y,2) < frr(y*, x¥).
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

Wegen fpy = fp7 giltdann aber, dass (9, &) ¢ Fpa4, sonst ware (y*, z*) keine Ldsung von (P4).
Damit existieren i, k € [n], j,1 € [m] : #5537 ¢ {0,1} V 2 #5557 > 5 + 0 Beide Flle lassen
sich analog zu den Beweisen der Lemmata 3.28 und 3.40 zum Widerspruch fihren.

O
Korollar 3.47. Es gilt: Lp7 # ().
Beweis.
Die Behauptung folgt aus £p4 # 0 (Korollar 3.16) und Lemma 3.46. O
Lemma 3.48. Sei (y*,z*) € Lpr, dann gilt v, > yi; - yiy Vi, k € [n], 4,1 € [m].
Beweis.
Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Lemma 3.32.

O

Lemma3.49. Sei(y*,a*) € Lpy. Furi,k € [n], j,1 € [m] mitds; - pyz, > 0 gilt: w57 = y - .
Beweis.
Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Lemma 3.33.

O

Wie schon zuvor (siehe Lemma 3.31) folgt mit Lemma 3.49 die Gleichheit der Zielfunktionswerte
von (P4) und (P7).

Lemma 3.50. Seia € R™ " *+mn 3 ¢ R und {a,(y,x)) < B zuldssiger Cut fir das Problem
(P4), dann gilt: Es existiert eine Lésung (y*, x*) von (P7) fir die {a, (y*,z*)) < 3 gilt.

Beweis.
Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Lemma 3.38.
O

Damit sind die Ansédtze UPBND und NOBIN kompatibel und das daraus resultierende Optimie-
rungsproblem (P7), welches eine optimale Tastenbelegung liefert, darf wie schon zuvor (P6)
mit den Ideen CUTS, SYMM und OBJFCT kombiniert werden.

Verwendung einer alternativen Linearisierung - AJLIN

Studiert man die auBerordentlich umfangreiche Literatur zum Thema quadratische Zuordnungs-
probleme beziehungsweise deren Linearisierungen, stdéBt man unweigerlich auf die Adams-
Johnson-Linearisierung (siehe bspw. [Burkard et al., 1998]). Diese wurde 1994 von Warren
Adams und Terri Johnson in [Adams u. Johnson, 1994] vorgestellt. Im Vergleich zu anderen
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Linearisierungen ist sie, aufgrund ihrer Nebenbedingungen, hinsichtlich der Lésbarkeit zu favo-
risieren, obwohl es Linearisierungen gibt, die weniger Variablen oder Nebenbedingungen ver-
wenden. Ein Vorteil, den die Adams-Johnson-Nebenbedingungen mit sich bringen ist, dass sich
aus ihnen durch Linearkombinationen die Nebenbedingungen aller anderen gangigen Lineari-
sierungen erzeugen lassen (siehe [Adams u. Johnson, 1994]). Eine schematische Darstellung
der Grundidee dieses Ansatzes findet sich in Abbildung 21.

Z2 NB 1 #2 NB 1’

% I
Y
NB 2

-+ w1 ;

ohne AJLIN mit AJLIN

Abbildung 21: Schematische Darstellung der grundlegenden Idee des Ansatzes AJLIN. Dabei sind
NB 1’ und NB2’ die Nebenbedingungen der neuen Linearisierung, P’ das zugehdrige

Polytop und griine Punkte Ldsungen des Problems.
Angepasst auf unser Problem der Tastaturoptimierung ergibt sich aus der Adams-Johnson-
Linearisierung (AJLIN) folgendes gemischt-ganzzahlige, lineare Optimierungsproblem:

n

min(B—l)-Zzzn:

i=1j=1k=1

NE

Dik * dji * Tijkl
1

~

n
u.d.N. Zyij =1 Vje [m]
=1

Zyijzl Vieée [n]
j=1

Y i =y Ykeln], jlem (P8)
i=1

Zazijkl =y Vi,k€[n],le€[m]

i=1

Tijk = Thij Vi k € [n], 4,1 € [m]
yi; € {0,1} Vie[n], je[m]
Tij >0 Vi ke n|, jl€m]

Da die Adams-Johnson-Linearisierung genau wie die Linearisierung aus (P4) darauf basiert,
dass die z-Variablen das Produkt der zugehdrigen y-Variablen représentieren, ist die Anzahl
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

der Variablen in beiden Féllen gleich m?n? + mn. Jedoch enthélt (P8) m?n + n’m + m +n
Nebenbedingungen (ohne Ganzzahligkeits- und Positivitidtsbedingungen) und damit deutlich
weniger als Problem (P4).

Die beiden ersten Gruppen an Nebenbedingungen sind bereits aus zuvor betrachteten Pro-
blemen (bspw. (P4)) bekannt, genau wie die paarweise Gleichheit der z-Variablen (siehe Glei-
chung (3.12)). Die bisher unbekannten Nebenbedingungen der dritten Gruppe fordern, dass flir
jede feste Wahl eines Buchstaben k € [n] und zweier Tasten j,1 € [m], der Wert der Summe
Uber die xij,gi-Variablen gleich dem der y;;-Variablen ist. Anschaulich I&sst sich dieser Zusam-
menhang so erklaren, als dass sicher ein Buchstabe existiert, welcher auf der gewahlten Taste
j liegt, weshalb die Werte der einzelnen Summanden davon abhéngen, wie & und I gewéhlt
wurden. Liegt der Buchstabe k nicht auf Taste f, so sind alle Summanden gleich Null. Ist die
Variable y;;; gleich Eins, dann ergibt sich zusammen mit den anderen Nebenbedingungen, dass
genau einer der Summanden gleich Eins ist (siehe auch Korollar 3.52). Die Nebenbedingungen
der vierten Gruppe haben eine &hnliche Struktur wie die eben erlduterten und fordern dieselbe
Eigenschaft der z-Variablen fir eine gewahlte Buchstabe-Buchstabe-Taste-Kombination.

Lemma 3.51. Sei (y,x) € Fps, dann gilt: x5 = yij - yu Vi, k € [n], 4,1 € [m].

Beweis.
Sei (y,x) € Fpg. Firm =n = 1folgty;; = 1und z1111 = 1 direkt aus den Nebenbedingungen
und die Behauptung ist erfilllt. Fiir m = n > 2 wahle i,k € [n], j,1 € [m] und unterscheide:

Fall 1: Yi; =V

n
Daraus folgt, dass y;; - y;; = 0. AuBerdem gilt Z Tyis = 5 = 0. Mit iz > 04,7, k, [ folgt
k=1
Tyi; = 0 Vk und damit Tii; = 0. Mit ;5 = x5 Vi, J, k, | folgt daraus, dass T3 = 0.

Fall 2: Yii = 0.
n
Daraus folgt, dass y;; - y;; = 0. AuBerdem gilt injk[ =Yg = 0, weshalb z,5;; = 0 Vi und

=1
damit Ty = 0.

Fall 3: y;; =Y = 1.
n n
Danngiltyz; = 1Ay = 1und Y w5z = ot D Tagr =y =1 (x)-Wegen) y; =1
=1 =1

= ~ [n]i#1
und y;; = 1 gilt, dass y;; = 0 Vi # @

Wahle i # i (Existenz wg. m = n > 2), dann gilt > ;75 = y;5 = 0 Vi # i und damit
k

Ty = O Vk, 1 # i Mit @ijy = xpi; Vi, j, k, | folgt daraus, dass z;;,; = 0 Vk, i # i. Damit gilt
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

x%ﬁ:[ =0 V?t 7é %, weshalb Z‘rzjl}f = 0. Mit (*) f0|gt x;ﬁ[ =1.

i#1
O
Korollar 3.52. Sei (y,x) € Fps, dann gilt: x5, € {0,1} Vi, k € [n], j,l € [m].
Beweis.
Sei (y,x) € Fps, dann gilt y;; € {0,1}. Mit Lemma 3.51 folgt die Behauptung.
O

Analog zu (P4) kann eine optimale Tastenbelegung dank Lemma 3.51 sowohl aus den z- als
auch aus den y-Werten der Lésung ausgelesen werden. Darin unterscheidet sich die Adams-
Johnson-Linearisierung des QAP von den Problemen (P5),(P6) und (P7), flir deren Lésungen
die Rekonstruktion der Belegung nur aus den y-Variablen méglich war.

Einen weiteren Unterschied zwischen den gemischt-ganzzahligen Problemen (P6),(P7) und
(P8) liefert Korollar 3.52. Es besagt, dass zulassige Punkte und damit insbesondere Lésungen
von (P8) im Gegensatz zu (P6) und (P7) immer ganzzahlig sind.

Zusammenfassung und Evaluation der potentiellen Verbesserungen

Tabelle 2 bietet einen Uberblick (iber die in Abschnitt 3.2.3 erarbeiteten Ansétze.

Um die Frage zu beantworten, welche der potentiellen Verbesserungen tatsachlich in die finale
Problemformulierung aufgenommen werden, wird ihr Einfluss auf die Optimierung am Beispiel
der Testinstanz 2 mit m = n = 8 untersucht. Die zugehd&rigen konkreten Daten sind in Anhang
A.2.5 zu finden.

Um das Verbesserungspotential der Ansétze besser abschétzen zu kénnen, werden in der
ersten Evaluationsphase zunéchst die eingebauten Strategien des Solvers ausgeschaltet. Die
aus der Verwendung der einzelnen Ansatze resultierenden Laufzeiten findet man in Tabelle
3. Auf eine Spalte mit der Anzahl der Variablen wird bewusst verzichtet, da sie unabhangig
von den verwendeten Ansatzen ist (64 y-Variablen, 4096 x-Variablen). Dies gilt auch fir den
Zielfunktionswert, der abgesehen von Testfall (g), in welchem die Zielfunktion verandert wird,
gleich 116,742 LE ist und die Distanz angibt, die fir die Eingabe aller Bigramme zuriickgelegt
werden muss. Alle Testfalle (Spalte 1) basieren auf Problem (P4), wobei die zweite Spalte Uber
die daran vorgenommenen Anderungen Aufschluss gibt. Die dritte und vierte Spalte listen die
Anzahl der Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen auf, Spalte 5 liefert die Laufzeit
des zugehdorigen Testfalls.

Analysiert man die Ergebnisse aus Tabelle 3, so stellt man fest, dass bei unterdriickten Sol-
verstrategien die groBte Verbesserung der Laufzeit durch die Verwendung von NOBIN erzielt
werden kann. Der Grund dafir ist die Reduktion der GréBe des Branch&Bound-Baums, die aus
der Vernachlassigung der Ganzzahligkeitsbedingungen an die z-Variablen resultiert.
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

Tabelle 2: Schematischer Uberblick iiber die Ansétze zur Verbesserung der zeitlichen Lésbarkeit von
Problem (P4) und welche Nebenbedingungen hinzugefiigt (©) oder entfernt (©) werden.

Name des Ansatzes Unterschiede zu Problem (P4)
Z Tkt = 1
CUTS(1) o | &
D wijw =1
ik
CUTS(2) 57 Tijkl = Thlij
CUTS(3) ® Tijij = Yij
CUTS4) D Z Tijkl = T Ykl
]
SYMM(, T) & | Dy =1
JET
OBJFCT ZEkt. | fpa+2-> dj-pi-yi
ij
UPBND © | 2wk < Yij + Yk
AJLIN AJCON, CUTS(2), NOBIN
D Tijkt = Yk
AJCON @ ‘
Z Lijkl = Ykl
J
ikl € 10,1
NOBIN © | wuk €101}
@ 0 <zl <1

Ein weiterer Ansatz, der eine enorme Verbesserung mit sich bringt, ist UPBND, der ebenfalls
auf einer Relaxierung des Problems basiert. Im Gegensatz zu NOBIN behalt er die Forderung
nach Ganzzahligkeit bei und vernachléssigt stattdessen die oberen Schranke der z;;;;. Der
Grund fur die Beschleunigung der Optimierung liegt hier in der Reduktion der zu erfiillenden
Ungleichungen.

Auch die Testfalle (f1),(f2),(f3),(g) liefern im Vergleich zum urspriinglichen Modell schneller op-
timale Lésungen des Problems. Dies lasst darauf schlie3en, dass die Vermeidung von Symme-
trien ein vielversprechender Ansatz zur Verbesserung der Lésbarkeit ist. Die Differenz der Lauf-
zeiten in den Fallen (f1), (f2), (f3) resultiert aus den Unterschieden der Wahrscheinlichkeiten der
fixierten Buchstaben. Eine anschauliche Erklarung dafir ist, dass mit steigender Wahrschein-
lichkeit fir einen Buchstaben auch die Wahrscheinlichkeit fir Bigramme, an denen er beteiligt
ist, steigt. Somit ist sein Einfluss auf die Zielfunktion gréBer als der von seltenen Buchstaben.
Es macht also Sinn, den haufigen Buchstaben eine gewisse Prioritat einzurdumen und sie zu-
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Tabelle 3: Phase 1 - Evaluation der erarbeiteten Ansétze mit unterdriickten Solverstrategien.

Testfall | verw. Ansatz | Ungl.NB | GL.NB LZ
(@) - 8192 16 21,8s
(b) CUTS(1) 8192 144 46,7 s
() CUTS(2) 8192 2256 | >10min
(d) CUTS(3) 8192 80 23,1s
(e) CUTS(4) 8192 80 43,4s
(f1) SYMM(e, Hg) 8192 17 43s
(f2) SYMM(d, Hg) 8192 17 51s
(f3) SYMM(f, HR) 8192 17 7,5s
(8) OBJFCT 8192 16 81s
(h) UPBND 4096 16 3,0s
(i) AJCON 8192 1040 29,5s
G) AJLIN 0 3280 | 163,5s
(k) NOBIN 8192 16 2,3s

erst zu verteilen. Geschieht diese Verteilung zusatzlich auf einem vorbestimmten Teilbereich,
dann erleichtert das die Aufgabe. Fixiert man im Gegensatz dazu einen seltenen Buchstaben
auf einem Teilbereich, so schrankt man die Platzierung der priorisierten Buchstaben ein, was
die Bestimmung einer optimalen Tastenbelegung anspruchsvoller macht.

Dariiberhinaus stellt man fest, dass sich die verwendeten Anséatze aus den Fallen (b), (c), (d),
(e), (i), (j) im derzeitigen Setting nicht daflir eignen, die Lésbarkeit des Optimierungsproblems
zu verbessern. Der Hauptgrund ist die Vervielfachung der Nebenbedingungen, die im Idealfall
eine Hilfestellung fir den Solver sein sollten, jedoch bei unterdriickten Strategien zu Uberflis-
sigen Forderungen werden. Aus diesem Grund erscheint es sinnvoll in einer zweiten Evaluati-
onsphase die Unterdriickung der Solverstrategien aufzuheben.

Auch in der Realitédt wirde man die implementierten Strategien des Solvers in der Regel ein-
geschaltet lassen, da sie erfahrungsgemaf kirzere Laufzeiten erzielen. Um die Ansatze aus
Abschnitt 3.2.3 bestmdglichst bewerten zu kénnen und den Einfluss der Solver-Strategien zu
ermitteln, wird die Dauer des Lésungsvorgangs fiir zwei Szenarien betrachtet (siehe Tabelle 4).
Im ersten Szenario (Spalte 5) wird die eingebaute Presolving-Strategie des Solvers verwendet,
wahrend Cut-Strategien und heuristische Verfahren ausgeschaltet sind. Im zweiten Szenario
(Spalte 6) misst man die Laufzeit unter Verwendung all dieser Strategien. Die Spalten 3 und 4
geben die Anzahl der nach dem Presolving verbleibenden Nebenbedingungen und Variablen
an.

Bei der Analyse der Ergebnisse aus Szenario 1 der Phase 2 (eingeschaltetes Presolving - Ta-
belle 4) stellt man zuallererst fest, dass die urspriingliche Anzahl der Nebenbedingungen und
der Variablen im Vergleich zu Phase 1 (Tabelle 3) in allen Fallen durch das Presolving redu-
ziert werden konnte. Damit geht eine deutliche Reduktion der Laufzeit einher. Der Vergleich der
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

Tabelle 4: Phase 2 - Evaluation der erarbeiteten Ansétze mit ausgewéhlten Solverstrategien.

Testfall | verw. Ansatz | NB | Var. | LZ(P) | LZ(P,C,H)
(a) - 3152 | 1632 | 1,8s 1,8s
(b) CUTS(1

) | 6400 | 3200 | 38,65 | 8865
(©) CUTS(2) | 3152 | 1632 | 2,0s 2,1s
(d) CUTS(3) | 3152 | 1632 | 1,7s 1,7 s
(e) CUTS(4) | 6352 | 3200 | 174s | 1485 s

(f1) | SYMM(e, Hp) | 2760 | 1432 | 1,5s 16s
(f2) | SYMM(d, Hp) | 2760 | 1432 | 1,65 1,7 s
(f3) | SYMM(f, Hp) | 2760 | 1432 | 2,0s 2,0

() OBJFCT | 3152 | 1632 | 2,15 22s
(h) UPBND 1668 | 1716 | 1,0s 18s
() AJCON 7632 | 3200 | 39s 28,1's
G) AJLIN 912 [ 1632 | 1,1s 19s
) NOBIN 5728 | 2920 | 3,3s 42's

Laufzeiten untereinander liefert, dass die Falle (b) und (e) deutlich mehr Zeit als die anderen
Ansatze bendtigen, um eine optimale Lésung zu bestimmen. Der Grund dafir ist, dass das
Presolving in diesen Fallen weniger erfolgreich ist. Auch (i) und (k) z&hlen zu den langsameren
Fallen, in denen viele Nebenbedingungen und Variablen nach dem Presolving verbleiben. Je-
doch profitiert der Ansatz AJCON von der Qualitat seiner Nebenbedingungen (siehe Abschnitt
AJLIN) und NOBIN von der kleineren Menge ganzzahliger Variablen, sodass sie trotzdem un-
terhalb der Laufzeiten von (b) und (e) bleiben. Wie schon in Evaluationsphase 1 (siehe Tabelle
3) liefert der Ansatz UPBND in (h) aufgrund seiner relaxierenden Eigenschaft sehr schnell ei-
ne Lésung von (P4). Die gréBte Verbesserung (-99 %) durch das Verwenden der eingebauten
Presolving-Strategie ergibt sich fir Fall (j), womit der Ansatz AJLIN hinsichtlich der Laufzeit zu
Fall (h) aufschlieB3t. Ein Blick auf die Falle (a), (c) und (d) offenbart, dass diese hinsichtlich der
Anzahl an Nebenbedingungen und Variablen Ubereinstimmen, was darauf hinweist, dass sie
in gleicher Art und Weise von der Presolving-Strategie profitieren und die Anséatze aus (c) und
(d) keine neuen Informationen fir das linearisierte Optimierungsproblem (P4) (siehe Fall (a))
liefern. Die Laufzeiten sind dementsprechend sehr &hnlich und unterscheiden sich nur durch
die Dauer des Presolvings. Im Gegensatz zur Testreihe mit unterdriickten Strategien (Tabelle
3) kann in Fall (g) kein Laufzeitgewinn gegeniber Fall (a) verzeichnet werden. Die minimale
zusétzliche Dauer resultiert vermutlich aus dem Presolving, das letztendlich jedoch ein Pro-
blem gleicher GréBe liefert. Die Laufzeit der Falle (f1), (f2), (f3) wachst analog zur vorherigen
Testreihe (Tabelle 3) mit sinkender Wahrscheinlichkeit der fixierten Buchstaben. Davon hangt
auch ab, ob eine Verbesserung der Laufzeit im Vergleich zu (a) erzielt werden kann.

Beim Vergleich der Laufzeiten des ersten und zweiten Szenarios (Spalte 5 und 6 - Tabelle 4)
beobachtet man, dass trotz der Verwendung aller Solver-Strategien im zweiten Szenario die
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Laufzeiten meist gréoBer sind als bei der Unterdriickung der Cutting- und Heuristik-Strategien.
Erwartet hatte man an dieser Stelle die kontrare Entwicklung. Die Griinde hierfir kénnten sein,
dass die Generierung von Cuts durch den Solver, sowie die Anwendung von heuristischen Ver-
fahren zuséatzliche Zeit bendtigt, aber der erwiinschte Erfolg hinsichtlich der Laufzeit ausbleibt.
Vergleicht man die Laufzeiten der einzelnen Falle in Szenario 2, so erkennt man Tendenzen
bezuglich einer Verbesserung oder Verschlechterung der Lésbarkeit, die identisch sind zu de-
nen aus Szenario 1 (siehe Tabelle 3). Griinde fiir die verschiedenen Verhaltnisse in manchen
Fallen duarften in der unterschiedlich erfolgreichen Vorgehensweise der Strategien des Solvers
liegen.

Insgesamt kann man festhalten, dass fir die urspriingliche Linearisierung (siehe (P4)) insbe-
sondere UPBND einen positiven Einfluss auf die Laufzeit hat. Neben UPBND ist vor allem
AJLIN in der Lage, die Suche nach einer optimalen Tastenbelegung zu beschleunigen. Aus
diesem Grund werden die Formulierungen (P5) und (P8) die Grundlage fiir weitere Verbesse-
rungen sein. Au3erdem erscheint es sinnvoll, iber eine Kombination der Ansatze OBJFCT und
AJLIN nachzudenken. Zu diesem Zweck wird AJLIN in seine Komponenten AJCON, CUTS(2)
und NOBIN aufgeteilt (siehe Tabelle 2), sodass diese auf (P5) angewendet werden kénnen.
Die Ansatze CUTS(1), CUTS(3) und CUTS(4) verschlechtern die Laufzeit oder liefern keine
neuen Informationen, da sie beispielsweise durch Aufsummieren aus den scharferen Neben-
bedigungen von AJCON erzeugt werden kénnen. Aufgrund dessen und der fehlenden Laufzeit-
gewinne werden diese Ansétze nicht weiter verwendet.

Aufgrund der exakteren Modellierung der zuriickzulegenden Gesamtstrecke wird im weiteren
Verlauf OBJFCT zur Symmetrievermeidung eingesetzt. Jedoch muss noch geklart werden, ob
eine Kombination mit SYMM(z, Hy) erfolgt, um die Zahl der symmetrischen Lésungen weiter
zu reduzieren. Die Erfahrungen aus den ersten beiden Evaluationsphasen haben gezeigt, dass
sich haufige Buchstaben besonders als Fixkandidaten eignen, weshalb bei einem Einsatz von
SYMM der Buchstaben e fixiert wird, da er die gré3te Wahrscheinlichkeit hat (siehe Tabelle 24
in Anhang A.1).

Somit verbleiben die Ansatze OBJFCT, SYMM(e, Hg), UPBND, CUTS(2), AJCON, NOBIN und
AJLIN in der Menge der potentiellen Verbesserungen. In einer dritten Phase werden die Aus-
wirkungen von Kombinationen dieser Anséatze auf die Laufzeit untersucht.

Tabelle 5 listet die zugehérigen Resultate auf, wobei sie analog zu Tabelle 4 aufgebaut ist.
Vergleicht man zunachst die Anzahl der Variablen und Nebenbedingungen, die nach dem Pre-
solving verbleiben, so stellt man fest, dass diese durch die Verwendung von SYMM(e, Hg) in
allen Fallen weiter reduziert werden konnten. Vor allem in den Fallen (r1), (s1) und (t1) wirkt
sich dies positiv auf die Dauer der Optimierung aus.

Die Verwendung von Heuristiken und Cuttingstrategien bringt in (11)-(t1) eine Zunahme der
Laufzeit mit sich. Damit verhalten sich diese Félle analog zur Phase 2 (siehe Tabelle 4). Fir die
Falle (12)-(t2) ist eine solche Entwicklung nicht feststellbar, was daran liegt, dass bei Verwen-
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Tabelle 5: Phase 3 - Evaluation von Kombinationen ausgewéhlter Ansétze.

Test verwendete Ansitze NB | Var. | LZ(P) | LZ(P,C,H)
(11) OBJFCT, UPBND 1668 | 1716 | 2,1s 3,3s
(m1) OBJFCT, UPBND, NOBIN 1472 | 1520 | 1,7s 2,3s
(n1) OBJFCT, UPBND, AJCON 4048 | 3200 | 24s 13,4s
(o1) OBJFCT, UPBND, AJCON, NOBIN 4048 | 3200 | 0,7s 1,1s
(p1) OBJFCT, UPBND, CUTS(2) 1668 | 1716 | 2,1s 51s
(q1) OBJFCT, UPBND, CUTS(2), NOBIN 1472 | 1520 | 1,7s 6,6s
(r1) OBJFCT, UPBND, AJCON, CUTS(2) 2480 | 1632 | 2,0s 3,3s
(s1) OBJFECT, UPBND, AJCON, CUTS(2), NOBIN 2480 | 1632 | 1,3s 2,78
(t1) OBJFCT, AJLIN 912 | 1632 | 1,0s 3,0s
(12) OBJFCT, SYMM(e, H), UPBND 1450 | 1494 | 10s 1,6s
(m2) OBJFCT, SYMM(e, Hp), UPBND, NOBIN 1276 | 1320 | 3,0s 19s
(n2) OBJFCT, SYMM(e, H), UPBND, AJCON 3600 | 2999 | 2,3s 3,0s
(02) OBJECT, SYMM(e, H ), UPBND, AJCON, NOBIN 3600 | 2999 | 1,0s 3,2s
(p2) OBJFCT, SYMM(e, Hg), UPBND, CUTS(2) 1450 | 1494 | 3,65 3,0s
(92) OBJFCT, SYMM(e, Hy), UPBND, CUTS(2), NOBIN 1276 | 1320 | 3,4s 1,5s
(r2) OBJECT, SYMM(e, H), UPBND, AJCON, CUTS(2) 2228 | 1432 | 1,6s 0,8s
(s2) | OBJFCT, SYMM(e, Hg), UPBND, AJCON, CUTS(2), NOBIN | 2228 | 1432 | 0,8s 0,6s
(t2) OBJFCT, SYMM(e, Hp), AJLIN 856 | 1432 | 0,5s 0,5s

dung aller Solverstrategien alternative Lésungsverfahren angewendet werden und diese gut mit
dem Ansatz SYMM(e, Hr) harmonieren. Aus Griinden der Nachvollziehbarkeit der resultieren-
den Laufzeiten, werden im weiteren Verlauf nur Presolving-Strategien verwendet.

Eine Untersuchung der Laufzeiten zeigt auBerdem, dass NOBIN positive Effekte auf die Lo-
sungsdauer hat. Diese Effekte verstarken sich in Kombinationen mit den Ansatzen AJCON und
CUTS(2) (siehe (o1), (02), (g1), (g2), (s1), (s2)), was vor allem an der kleineren Anzahl an
Variablen (im Vergleich zu (I1) bzw. (12)) liegt.

Insgesamt ergibt die Auswertung der Testergebnisse, dass die Optimierungssoftware (siehe
Abschnitt 2.4.6) mit eingeschaltetem Presolving fiir die Berechnung einer optimalen Tastenbe-
legung der Testinstanz 2 am wenigsten Zeit bendtigt, wenn der Ansatz OBJFCT zusammen mit
der Adams-Johnson-Linearisierung und SYMM(e, Hg) (siehe Fall (t2)) verwendet wird.

Das aus (P4) und den Verbesserungen aus Abschnitt 3.2.3 resultierende Optimierungsproblem
hat folgende allgemeine Form:
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min(B—l)'ZZZ

i=1j=1k=11

n m
Pik - dji - Tijrr +2- > > dj - pi - yi
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u.d.N. Zyij =1 VJ S [m]
=1
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JjeT (P9)
> wijw=yw Vkeln], jlem

i=1
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j=1

Tijkl = Trij Vi, k€ [n], 5,1 € [m]
yi; € {0,1} Vi€ [n], je[m]
Tijw >0 Vi ken], j,l€m]

Die Anzahl der Variablen und Nebenbedingungen ist identisch zu Problem (P8).

Der Versuch 26 Buchstaben optimal auf dem QWERT Y-like-Layout mit 26 Tasten zu verteilen,
fohrt unter Verwendung der obigen Formulierung auf ein Problem mit 457.652 Variablen und
271.805 Nebenbedingungen. Trotz der Reduktion auf 219.668 Variablen und 34.580 Nebenbe-
dingungen durch das Presolving scheitert die Suche nach einer optimalen Tastenbelegung und
wird nach einer Rechenzeit von 20 Minuten abgebrochen.

Es muss also festgestellt werden, dass trotz der Bemiihungen in Abschnitt 3.2.3 keiner der An-
satze den Durchbruch liefert und das Problem fiir realistische GréBenordnungen aus zeitlicher
Sicht nach wie vor unlésbar ist.

3.2.4 Auswege aus der zeitlichen Unldsbarkeit
Implizites Nullsetzen geeigneter xz-Variablen - IMPLZERO

Da trotz der Verbesserungen aus Abschnitt 3.2.3 das Problem einer optimalen Tastenbelegung
fir 26 Buchstaben nicht gelést werden konnte, wird in diesem Abschnitt ein neuer Ansatz ver-
folgt. Sein Ziel ist es die ProblemgréBe deutlich zu reduzieren, indem x;;,;-Variablen, welche
keinen Einfluss auf die Zielfunktion haben, per Gleichungsnebenbedingung auf Null gesetzt
werden.

Betrachtet man dafiir die Zielfunktion des Optimierungsproblems (P9), so stellt man fest, dass
dies der Fall ist, wenn p;;, = 0 oder d;; = 0. Anschaulich bedeutet das, dass eine z-Variable
auf Null gesetzt werden kann, wenn das zugehérige Bigramm niemals auftritt, oder die daflir

79
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zurlickzulegende Distanz gleich Null ist. Letzteres wiirde bedeuten, dass das Bigramm auf
einer Taste liegt.

22

#2 T NB 1 NB 1
|—-C —> |—_C —>
oY
P NB 2 NB 2
Pl
T/ Z1 ; ; z1
ohne IMPLZERO mit IMPLZERO

Abbildung 22: Schematische Darstellung der grundlegenden Idee des Ansatzes IMPLZERO. Die nicht-
ganzzahlige Variable z» wird auf 0 gesetzt, da sie keinen Einfluss auf den Zielfunktions-
wert hat. Damit verdndert sich der Zuldssigkeitsbereich (grau und griin), die Menge der
Lésungen (griin) und das urspr. Polytop P wird zu P’ (Bindrbedingungen sind rot).

Zuséatzlich zu diesen beiden Fallen, lassen sich dank der festgelegten Eigenschaften der Tas-
tenbelegungen (ein Buchstabe pro Taste, eine Taste pro Buchstabe) bereits vor der Optimie-
rung z-Variablen identifizieren, von denen man weif3, dass sie in jedem zulédssigen Punkt und
damit in jeder Lésung den Wert 0 annehmen. Dies sind jene x-Variablen, die den gewiinschten
Tastatureigenschaften widersprechen (siehe Abschnitte 2.3 und 3.2.1). Insgesamt I&sst sich
damit die Indexmenge I° erzeugen. Mit I := {(i, k,j,1) | i,k € [n], 4,1 € [m]} gilt:

Y= {(i,j,k, ) €T | (i=kNjE)V(i£kNj=1)Vdj=0Vpy=0} (3.17)

Sie enthélt alle (i, j, k, [)-Kombinationen, fir die ein Buchstabe auf zwei verschiedenen Tas-
ten liegt, eine Taste zwei verschiedene Buchstaben beherbergt, die Entfernung zweier Tasten
gleich Null ist und Kombinationen zweier verschiedener Buchstaben, die niemals im Textkorpus
auftreten. Offensichtlich gilt d;; = 0 < j = [, da zwei verschiedene Tasten immer einen echt
positiven Abstand haben. Damit I&sst sich I° vereinfachen zu:

I°={(i,j,k, ) €T |i=kVj=1Vpy =0} (3.18)

Die zu den Indize aus I° gehdrigen z-Variablen sind jene, firr die gefordert wird, dass sie gleich
Null sind. So lauten die |I°| Bedingungen, welche die ausgewahlten Variablen fixieren:

Tij =0 Y (i,5,k,1) €1° (3.19)

Die Anzahl der bindren Variablen, welche nicht durch obige Gleichungsbedingung fixiert wur-
den, ist demnach m?n? + mn — |I°|. Es gilt:
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

m2n +mn® —mn < ‘IO‘ < m?n? (3.20)

Innerhalb dieser Schranken hangt die GréBenordnung von |1°| stark von den Werten der Wahr-
scheinlichkeiten p;; ab.

Ein Punkt, den man bei der Verwendung dieses Ansatzes beachten muss, ist, dass aufgrund
des Nullsetzens mancher z;;; das Auslesen der Tastenbelegung aus den z-Variablen, analog
zu (P5),(P6) und (P7), aber im Gegensatz zu (P8), nicht mehr méglich ist. Die Tastenbelegung
wird also aus den y-Variablen rekonstruiert.

Modchte man die Nebenbedingungen (3.19) direkt zu Optimierungsproblem (P9) hinzuflgen,
so birgt dies ein grof3es Risiko. Durch das Nullsetzen von Variablen kann es namlich vorkom-
men, dass manche der Nebenbedingungen aus (P9) ihre Gultigkeit verlieren. Um nicht auf ein
Optimierungsproblem mit leerem Zulassigkeitsbereich zu sto3en, ist es deshalb zwingend er-
forderlich, dass alle Nebenbedingungen daraufhin Uberpriift werden, ob sie mit dem Ansatz
kompatibel sind.

Die Nebenbedingungen, welche keine x-Variablen enthalten (37i; yi; = 1 und >, y;; = 1,
sowie 3 jcr ygj) sind von IMPLZERO nicht betroffen, weshalb sich an ihrer Korrektheit nichts
andert. Betrachtet man die Gleichungen x;;i; = x1;; So stellt man fest, dass deren Richtigkeit
nicht mehr gewahrleistet ist, da es in manchen Fallen dazu kommen kann, dass die Variable
einer Seite (in ihrer Funktion als Reprasentant der Belegung eines Tastenpaars) gleich Eins
sein musste, die andere durch (3.19) jedoch auf Null gesetzt wurde. Als Konsequenz betrach-
tet man nur noch die Nebenbedingungen, in denen keine der beiden z-Variablen gleich Null
gesetzt wurde. Somit gilt:

Tiji = Ty Y (3,5, k, 1) € T\I° (3.21)

Die Anzahl der Nebenbedingungen hangt dabei von |1°| und damit von p;;, ab.

Die Richtigkeit der verbleibenden Gleichungsnebenbedingungen der Adams-Johnson-Lineari-
sierung (3_; Tijkr = yre UNd 375 ik = Ywe), bleibt dann erhalten, wenn sie zu Ungleichungen
aufgeweicht werden. Definiere I, = {(j,k,1) | (i,4,k,1) € I} und I;;; analog, dann lauten
die angepassten Nebenbedingungen:

> wign <wym V(i k1) € Lk (3.22)
=1

und
Y wign <yw V(i k1) € Ling (3.23)
j=1

Nimmt man in (P9) lediglich die Anpassungen der Nebenbedingungen an IMPLZERO vor (siehe
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(3.21),(3.22) und (3.23)), so ergibt sich fur die daraus resultierende Formulierung ein weiteres
Problem. Da nun auBer der Positivitdtsbedingung keine unteren Schranken mehr an die z-
Variablen existieren, wéare das Ergebnis der Optimierung eine Tastenbelegung, mit erwarteter
zuriickzulegender Distanz 0, da alle z;;,; = 0 gewéahlt werden wirden. Diesem Problem kann
man entkommen, indem man untere Schranken fir all jene Variablen einfihrt, die nicht gleich
Null gesetzt wurden. Mit den unteren Schranken aus Abschnitt 3.2.2 (Nebenbedingungen (3.7))
erhalt man somit folgende zuséatzliche Nebenbedingungen:

vij + oy — 1 < zigr ¥ (6,5,k,1) € I\I° (3-24)

Dies fihrt auf das Optimierungsproblem:

n

min(B—l)-Zzzn:

i=1j=1k=11

n m
Pik - dj - Tijr + 2> > di - pi i
1 i=1j=1

WE

n
u.d.N. Zyij =1 Vje [m]
1=1

Zyijzl VZE[H],’L#;
j=1

Doy =1

jer

Yij + oy — 1 <wim Y (i,5,k 1) € I\I° (P10)
n

> i <yw V(. k1) € L

i—1

m

> ik <ym V(i k1) € Lig

=

Tijkl = Ty ¥ (i,5,k,1) € I\I°
Tijn =0 ¥ (i,5,k,1) € 1°

Tkl >0V (i,k,j,0) € I\I°
yi; € {0,1} Vie[n], je[m]

Das Problem (P10) besteht aus 2 - [I\I°| + m?n + n®*m + m + n Nebenbedingungen (oh-
ne die Ganzzahligkeitsbedingungen an y;; und die Positivitats- beziehungsweise Fixierungs-
Bedingungen an ;) und aus m?n? 4+ mn — |1°| nicht-fixierten Variablen, wovon fiir mn viele
Ganzzahligkeit gefordert wird.

Neben der Mdglichkeit, von (P9) ausgehend die Nebenbedingungen anzupassen und untere
Schranken einzuflihren, existiert ein weiteres Vorgehen, um das Problem (P10) zu erhalten.So
kénnte man den Ansatz des impliziten Nullsetzens alternativ auf (P7) anwenden, also zu (P7)
die Gleichungen x;,; = 0V 4,5, k,1 € 19 hinzufigen. Wie zuvor wére es nétig, die urspriing-
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lichen Nebenbedingungen auf den Ansatz anzupassen. Einige Nebenbedingungen der Form
Yij + Y — 1 < 451 Waren nicht mehr richtig (beispielsweise fir y;> = yz; = 1 und Ty =0,
aufgrund von p;z = 0 und (7, j) # (k,1)), sodass man nur folgende Bedingungen beibehalten
wirde:

Yij + e — 1 < Y (i, 4,k 1) € I\I° (3.25)

Das soeben erzeugte Optimierungsproblem (aus (P7) + IMPLZERO) beschreibt zwar die Su-
che nach einer optimalen Tastatur auf korrekte Art und Weise. Es wirde also im Gegensatz
zu Problem (P9) + IMPLZERO theoretisch immer auch eine sinnvolle Lésung liefern, jedoch
nicht in befriedigender Zeit. Der Grund dafir ist die schlechte Qualitat der unteren Schranke im
Branch&Bound-Verfahren. Erinnern wir uns zuriick an das Ende des Abschnitts 3.2.2, als wir
schon einmal an einem ahnlichen Punkt standen und uns zusétzlicher Cuts bedient haben, um
die untere Schranke und damit die Laufzeit zu verbessern. Dieser I[dee kann man erneut folgen,
muss dabei jedoch vorsichtig sein, damit durch das Hinzufligen von Schnittebenen keine Pro-
bleme mit leerem Zulassigkeitsbereich entstehen. Um dies zu vermeiden, wird jede der neuen
Bedingungen, welche Teil des Optimierungsproblems werden soll, geprift und gegebenenfalls
angepasst. Aufgrund der Erfolge der Adams-Johnson-Linearisierung in der Evaluationspha-
se (siehe Tabelle 5) entscheiden wir uns fir die dazugehdrigen Nebenbedingungen (AJCON,
CUTS(2)) als neue Schnittebenen. Die Anpassung auf den Ansatz IMPLZERO liefert wie zuvor
die Bedingungen (3.21),(3.22) und (3.23). Integriert man diese Nebenbedingungen in (P7) +
IMPLZERO, erhalt man wie zuvor das Problem (P10).

Betrachtet man die Menge der aufgeweichten Adams-Johnson-Constraints in (P10) stellt sich
die Frage, ob man zu weit gegangen ist und sich einige der aufgeweichten Bedingungen wie-
der etwas verscharfen lassen. Ist es also méglich, Index-Kombinationen zu identifizieren, fiir
die die urspriinglichen Gleichheitsbedingungen trotz Nullsetzen gelten, also die zugehérigen
Bedingungen ihre Richtigkeit durch das Nullsetzen nicht eingebiBt haben. Man stellt fest,
dass fUr manche der (i, k, [)-Kombinationen weiterhin Gleichheit in den Bedingungen der Form
> Tijkl < Yk garantiert werden kann, weil in bestimmten Fallen nicht alle Summanden z;;x
implizit gleich Null gesetzt wurden. Sei I3, := {(i,k,1) | (4,4, k,1) € I’} und definiere analog
I]le. Die ursprunglichen Nebenbedingungen teilen sich dann auf in:

S wim <yu ¥k € I (3.26)
=1
S @i =yu V(i k1) € L\ Iy (3.27)
7j=1

Fir die Nebenbedingungen der Form 3°; x5 < yii kdénnen wir keine solchen (3, k,1)-Kombinationen
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finden. Damit bleibt:
n
> i <wyw Y (k1) € L (3.28)
i=1
Daraus resultiert folgendes Problem:
n m n m
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j=1
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Tiji = Ty Y (3,5, k, 1) € I\I"
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Tk >0V (i,k,j,0) € I\I°
yij; €{0,1} Vien], je[m]

Sowohl die Anzahl der Variablen als auch die Anzahl der Nebenbedingungen von Problem
(P11) sind identisch zu (P10). Durch die Verscharfung der aufgeweichten Adams-Johnson-
Nebenbedingungen (siehe (3.22) und (3.23)) hin zu den Bedingungen (3.26),(3.27) und (3.28)
hat sich lediglich das Verhéltnis von Ungleichungen und Gleichungen zugunsten Letzterer ver-
schoben.

Verwendet man diese Formulierung, um eine optimale Tastenbelegung fiir das QWERT Y-like-
Layout (m = n = 26) zu berechnen, dann resultiert daraus ein Optimierungsproblem mit
458.354 Nebenbedingungen und 457.652 Variablen. Das Presolving reduziert die GroBe auf
194.324 Nebenbedingungen und 166.426 Variablen. Verglichen mit Problem (P9) nach dem
Presolving, konnte durch den Ansatz IMPLZERO die Zahl der Variablen um etwa 53.000 ver-
ringert werden (ca. -24 %), zu dem Preis, dass die Anzahl der Nebenbedingungen um etwa
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

160.000 gewachsen ist (ca. +460 %). Trotzdem oder vielleicht gerade deshalb schléagt der Ver-
such eine optimale Belegung von 26 Buchstaben auf 26 Tasten zu finden, fehl.

Reduktion der Eintrage der Wahrscheinlichkeitsmatrix

Bei der Analyse des Textkorpus und der Extraktion der Bigrammwahrscheinlichkeiten (siehe
Abschnitt 2.4.1) stellt man fest, dass viele der n? Bigramme sehr geringe Wahrscheinlichkeiten
aufweisen. Diese Beobachtung motiviert die Uberlegung, ob einige Eintrage der Wahrschein-
lichkeitsmatrix aufgrund ihrer geringen GrdBe vernachléssigt werden kdnnen, da sie ohnehin
nur einen kleinen Einfluss auf die Zielfunktion haben. An dieser Stelle ist es wichtig, sich klar-
machen, dass man durch ein solches Vorgehen die Optimalitat der Lésung aufgeben wirde.
Die Rechtfertigung daflr kénnte nur eine enorme Verbesserung der Lésbarkeit sein.

Im Folgenden werden verschiedene Mdglichkeiten vorgestellt, die alle auf eine Reduktion der
Eintrage der Wahrscheinlichkeitsmatrix abzielen, um in Kombination mit IMPLZERO die Anzahl
der Variablen oder Nebenbedingungen zu verkleinern. Samtliche prasentierte Methoden fin-
den sich im Programm VirtualKeyboardOptimization.mos als wéhlbare Optionen wieder (siehe
Abschnitt 7.3).

Werfen wir zuerst einen Blick auf den bereits angedeuteten Ansatz THRESHOLD (kurz: THR(p)),
der darauf basiert nicht mehr alle Bigrammwahrscheinlichkeiten zu betrachten, sondern nur
noch jene Uber einer gewissen Schwelle 0 < p < 1. Alle Wahrscheinlichkeiten p;; mit p;. < p
werden vernachlassigt, indem sie gleich Null gesetzt werden. Dies fihrt dazu, dass die zuge-
hérigen Variablen keinen Einfluss mehr auf die Zielfunktion haben. Dem Ansatz des impliziten
Nullsetzens aus Abschnitt 3.2.4 folgend, lassen sich diese dann per Gleichungsnebenbedin-
gung auf Null fixieren. Die Auswirkungen auf die Laufzeit hdngen dabei stark von der GréB3en-
ordnung von p ab (siehe Tabelle 7). Aus Sicht der Losbarkeit waren méglichst viele fixierte Va-
riablen und damit mdglichst wenige Nebenbedingungen zu favorisieren (p >> 0). Der Wunsch
eine Tastatur zu finden, deren Zielfunktionswert méglichst nahe am Optimum ist, forciert aber
das kontréare Verlangen mdéglichst wenige Wahrscheinlichkeiten zu unterdriicken (p klein). An
dieser Stelle ist es also nétig, einen befriedigenden Kompromiss zwischen Ldsbarkeit und Qua-
litdt der Lésung zu finden.

Neben THRESHOLD gibt es viele weitere Mdglichkeiten, die Anzahl der Eintrdge der Wahr-
scheinlichkeitsmatrix (Tabelle 25 in Anhang A.1) zu reduzieren. Denkbar sind Verfahren, wie
die Auswahl einer bestimmten Anzahl N € N an Eintrdgen pro Zeile (ENTRIES_PER_ROW,
kurz: EPR(XV)), die Auswahl der N € N besten Eintrage (BEST_ENTRIES, kurz: BE(NN)) oder
Kombinationen der Anséatze untereinander (ENTRIES_PER_ROW + BEST_ENTRIES). AuBBer-
dem kdénnen die Ansatze mit der Forderung verknlpft werden, dass eine Mindestanzahl NV
an Eintragen pro Zeile verbleibt (MIN_ENTRIES_PER_ROW, kurz: MIN(V)), oder eine Maxi-
malanzahl nicht Gberschritten wird (MAX_ENTRIES_PER_ROW, kurz: MAX(V)). Dabei haben
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

alle Ansatze gemein, dass sie im Rahmen ihrer Anforderungen gréBere Eintrage bevorzugt
auswahlen.

Eine Konsequenz aller Reduktionsmethoden ist, dass die Summe der neuen Bigrammwabhr-
scheinlichkeiten ungleich Eins ist, weshalb der Zielfunktionswert nicht mehr der tatsachlich zu-
rickzulegenden Gesamtstrecke entspricht. Um den Einfluss des zweiten Terms, welcher den
Hin- und Ruckweg modelliert, auf den Zielfunktionswert nicht zu verfalschen, skaliert man den
ersten Term und erhalt:

B-1 A& L
ﬁ'ZZZZﬁik'djl‘xijkl+2'zzdj'pi'yij (3.29)
=1j=1k=11=1

> ik=1Dik i—1 i=1j=1

)

Dabei bezeichnet p;; die Eintrdge der bearbeiteten Bigramm-Wahrscheinlichkeitsmatrix. Der
zugehorige Zielfunktionswert gibt die Strecke an, die zurilickgelegt werden muss, um einen
Text der Lange B schreiben, welcher nur aus den Bigramme besteht, die in die Optimierung
einbezogenen wurden. Mit I° := I°U{(4, j, k,1) | i = 0}, erhalt man das neue Optimierungs-
problem:

n m
S ik i Tijr 20 0> dj - pi - i
ik=1Pik ;352 =1 1=1 i=1j=1
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Tiji = Ty V4, 4,k 1€ I\I°
yijG{O,l} Vie[n],je[m]
ngklzo Vi,ke[n],j,le[m]

Obwohl dieses Problem auf den ersten Blick dem Problem (P11) &hnelt, so hat es doch deut-
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

lich weniger nicht-fixierte Variablen (m?n? + mn — ’fo‘), sowie weniger Nebenbedingungen
2. ‘I\fo’ + m2n + n®m +m + n), da in der Regel ]fo‘ >> [19] gilt.

An dieser Stelle gilt es zu entscheiden, welche der zuvor prasentierten Methoden kinftig ver-
wendet wird, um die Eintrdge der Bigramm-Wahrscheinlichkeitsmatrix zu reduzieren. Um diese
Frage zu beantworten, muss man neben den speziellen Eigenschaften, die resultierende Lauf-
zeit und einen potentiellen Einfluss auf die Qualitat der suboptimalen Lésungen vergleichen
(siehe Tabelle 6). Daflir werden in einer Testphase die Parameter so gewahlt, dass die Anzahl
der in die Optimierung einbezogenen Bigramme gleich ist. Eine Ausnahme stellt die Methode
ENTRIES_PER_ROW dar, da in ihrem Fall die Anzahl der verbleibenden Bigramme immer ein
Vielfaches der Buchstabenanzahl ist.

Tabelle 6 listet die Ergebnisse dieser Testphase auf. Dabei findet man neben dem Zielfunkti-
onswert (Spalte 6) und der Laufzeit (Spalte 7) auch die Anzahl an nach dem Presolving ver-
bleibenden Nebenbedingungen und Variablen (Spalte 3 und 4). Eine Analyse der bearbeiteten
Bigramm-Wahrscheinlichkeitsmatrix liefert die Anzahl der Nicht-Null-Eintréage, sowie den mini-
malen, maximalen und durchschnittlichen Matrixeintrag (Spalte 2).

Tabelle 6: Vergleich der Methoden zur Reduktion der Eintrdge der Wahrscheinlichkeitsmatrix.

Fall Methode Eintrage # 0 NB Var. | Zielfkt.wert | LZ
(min;max;aver.) (LE)

() EPR(1) 26 (0,02;4;1,00885) | 19304 | 13614 117,372 85,9s

(v) THR(0,7) 30(0,71;4;,1,38733) | 21138 | 14352 126,03 43,1s

(w) BE(30) 30(0,71,4;,1,38733) | 21138 | 14352 126,03 43,1s

(x) | BE(30)+MAX(2) | 30 (0,42;4;1,25567) | 20058 | 14964 | 128,063 | 66,35
(y) | THR(1,2)+MIN(1) | 30 (0,02;4;1,16333) | 20758 | 15264 | 128,284 | 514s
(z) | EPR(1)+BE@4) | 30(0,02;4;1,16333) | 20758 | 15264 | 128,284 | 514s

Die Auswertung der Resultate zeigt, dass die Laufzeiten der Methoden THR(0.7) und BE(30)
sowie THR(1.2)+MIN(1) und EPR(1)+BE(4) Ubereinstimmen, was daran liegt, dass sie die glei-
chen Eintrdge aus der Bigramm-Wahrscheinlichkeitsmatrix auswéahlen. Die klrzeste Laufzeit
kommt durch die Verwendung von THR(0.7) und BE(30) zustande, da diese Verfahren oft-
mals viele Werte in einer Matrixzeile auswahlen. Die Auswahl der Bigramme bei den anderen
Methoden ist gezwungenermafen auf mehrere Zeilen verstreut, was sich unter anderem in ei-
ner geringeren durchschnittlichen Wahrscheinlichkeit der ausgewahlten Bigramme bemerkbar
macht. Anschaulich fihrt dies dazu, dass die Positionen einer gréBeren Menge an Buchstaben
aneinander gekoppelt sind, weshalb die Optimierung tendenziell schwieriger wird.

Mit steigender Abhangigkeit der Positionen nimmt auch der Zielfunktionswert zu, da aus Platz-
griinden nicht mehr jeder Buchstabe auf die Taste gelegt werden kann, die seinen Bigramm-
Wabhrscheinlichkeiten nach am Besten fir eine geringe zuriickzulegende Distanz wére.
Insbesondere die unbeschrénkte Auswahl der Eintrage, die einen geringeren Zielfunktionswert
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

nach sich zieht, spricht fir die kiinftige Verwendung von THR oder BE. Darlberhinaus kann
durch THR oder BE mit geeigneter Parameterwahl jede beliebige Anzahl von Eintrdgen an
das Optimierungsproblem Ubergeben werden und nicht wie beispielsweise bei EPR nur Viel-
fache der Buchstabenanzahl n. Aufgrund der verloren gegangenen Optimalitat erscheint es
auBerdem sinnvoll, sich Gedanken Uber eine nachgeschaltete Heuristik, wie beispielsweise
das 2-opt-Verfahren, zu machen, um die neue Lésung unter Einbeziehung aller Bigramm-
Wahrscheinlichkeiten weiter zu verbessern (siehe Kapitel 10). Hierflr eignen sich bevorzugt
Lésungen, die aus Verfahren resultieren, welche weniger Buchstaben aneinanderkoppeln (wie
THR oder BE), da die nicht-optimierten Buchstaben untereinander gewinnbringend vertauscht
werden kénnen, ohne die optimierte Ordnung der anderen Buchstaben zu beschadigen.
Insgesamt stellt man fest, dass alle Eintrag-Reduktions-Methoden in Kombination mit dem An-
satz IMPLZERO ein méachtiges Instrument sind, da sie die Anzahl der Variablen und der Neben-
bedingungen deutlich reduzieren und so die Lésbarkeit des Problems ermdglichen. Die Ergeb-
nisse rechtfertigen den Einsatz von THRESHOLD oder BEST_ENTRIES im weiteren Verlauf
der Arbeit. Aufgrund der gréBeren Anschaulichkeit des Parameters p gegentiber N wird kinftig
der Ansatz THRESHOLD verwendet. Damit gilt 10 := {Gi,j, k1) | (3,5,k,1) € I°V py, < P}
Der Erfolg des THRESHOLD-Verfahrens basiert auf einer geeigneten Wahl von p. Wie bereits
erwahnt, ist die Wahl immer ein Kompromiss zwischen Laufzeit und Qualitat der Lésung. Je
kleiner das gewahlte p, desto mehr Bigrammwahrscheinlichkeiten flieBen in die Berechnung
mit ein und die Lage der zugehérigen Buchstaben zueinander wird verbessert. Dies steigert in
der Regel die Qualitat der resultierenden Tastatur, hat aber zur Folge, dass die Lésungsdauer
deutlich zunimmt, da die Anzahl der Variablen, welche nicht fixiert wurden, und die Anzahl der
Nebenbedingungen zunimmt.

Tabelle 7 zeigt die Resultate der Testlaufe mit unterschiedlicher Wahl von p am Beispiel des
QWERTY-like-Layouts (siehe Abschnitt 2.4.3). Neben der Anzahl der Nebenbedingungen und
Variablen (Spalte 4 und 5), dem Zielfunktionswert (Spalte 6) und der Laufzeit (Spalte 7) von
(P12) bei unterschiedlicher Wahl von p liefert sie die Anzahl der einbezogenen und nullgesetz-
ten Eintrdge (Spalte 2) sowie die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller in die Optimierung
einbezogenen Bigramme (Spalte 3).

Ein Resultat, das auf den ersten Blick verwundert, ist die Erhéhung des Zielfunktionswertes
mit abnehmendem p, da man ja an einer Minimierung der zurlickzulegenden Gesamtstrecke
interessiert ist. Der Grund dafir ist, dass der Zielfunktionswert nicht die Gesamtstrecke angibt,
sondern die Strecke, die zuriickzulegen ware, wenn der Text nur aus den von THR ausgewéahl-
ten Bigrammen besteht. Er vernachlassigt also die Distanzen, die zwischen den unterdriickten
Bigrammen zuriickgelegt werden missen. Damit zieht ein grof3es p (viele unterdriickte Matrix-
eintrdge) zunachst einen geringeren Zielfunktionswert nach sich, da die wenigen betrachteten
Buchstaben nah aneinander positioniert werden kénnen und die tbrigen keinen Einfluss ha-
ben. In der Auswertung der resultierenden Tastatur, also der Berechnung der zuriickzulegen-
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3.2 Modellierung als quadratisches Zuordnungsproblem

Tabelle 7: Eigenschaften und Ergebnisse des Problems (P12) fiir abnehmendes p am Beispiel des
QWERTY-like-Layouts.

P (%) Eintrige Summe WS. NB Var. | Zielfkt.wert LZ
(# 0; O-gesetzt) (%) (LE)

4,0 1; 471 4 759 1102 102,724 74s
2,0 4; 468 12,38 3280 2540 102,956 9,65
1,5 9; 463 21,55 6538 4752 107,25 10,8s
1,0 16; 456 30,09 9785 6802 113,024 11,5s
0,9 20; 452 33,91 13052 | 9102 117,035 16,5s
0,8 22; 450 35,61 14174 | 9664 118,165 24,0s
0,7 30; 442 41,62 21138 | 14352 126,03 43,1s
0,6 38; 434 46,77 25059 | 17514 131,38 199,0s
0,55 48; 424 52,41 29319 | 20902 137,44 678,7s
0,2 131; 341 79,03 68794 | 53464 - -
0,0 472;0 100 186073 | 160002 - -

den Gesamtdistanz, wirde es sich jedoch negativ bemerkbar machen, dass nur die Lage von
vergleichsweise wenigen Buchstaben zueinander optimiert wurde.

Leider lasst sich keine allgemeine Aussage zum Zielfunktionszuwachs machen, der durch die
Verkleinerung von p einhergeht, da dies sehr stark von den verwendeten Bigrammwahrschein-
lichkeiten abhangt. Auch Uber die zurlickzulegende Gesamtdistanz, die unter Einbeziehung
aller Bigramme berechnet wird, 1&sst sich nur der folgende Trend prophezeien: Die zurlickzule-
gende Distanz nimmt mit kleiner werdendem p ab, da mit kleinem p die Lage vieler Bigramme
zueinander optimiert wird. Die Folgerung, dass Tastenbelegungen mit kleinerer Gesamtstrecke
notwendigerweise aus einem kleineren p resultieren, gilt nicht.

Da die Suche nach einer optimalen Tastenbelegung keine sich wiederholende Handlung ist,
sondern im ldealfall nur einmal vollzogen wird, legt man den Fokus auf die Qualitat der Lésung,
das heif3t man bevorzugt eine kleine Wahl von p. Um im weiteren Verlauf Ergebnisse prasentie-
ren zu kénnen, wird p aus praktischen Grinden und basierend auf den Erfahrungen aus Tabelle
7 gleich 0,6 % gewahlt. Anschaulich bedeutet dies, dass nur Bigramme vernachlassigt werden,
die im Korpus seltener als jedes 166. Bigramm einmal auftreten.

3.2.5 Ergebnisse der Optimierung

Wir haben uns zu Beginn des Abschnitts 3.2 darauf beschrankt, optimale Tastenbelegungen fiir
den Fall zu bestimmen, dass die Anzahl der zu verteilenden Buchstaben gleich der Anzahl der
Tasten ist (m = n). Betrachtet man die Tastaturlayouts aus Abschnitt 2.4.3 und erinnert man
sich daran, dass die 26 Standardbuchstaben des deutschen Alphabets verteilt werden sollen
(siehe Abschnitt 2.3.1), so stellt man fest, dass sich unter diesen Voraussetzungen nur eine
optimierte Tastenbelegung fir das QWERT Y-like-Layout (m = n = 26) berechnen lasst.
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

Die Optimierung fir p = 0,6 % mit fixiertem e auf der rechten Tastaturhélfte Hy dauert 181.6s
und liefert folgende Belegung.

QK M B|R/ D G/ O|Z|X

Abbildung 23: Distanz-optimierte Tastenbelegung flir das QWERTY-like-Layout bei realistischer
Schreibweise im vertikalen Fall.

Flr diese Belegung ergibt sich eine zuriickzulegende Gesamtdistanz von 220,372 LE (bei ei-
nem Zielfunktionswert von 131,38 LE).

Fir alle anderen Layouts aus Abschnitt 2.4.3 gilt . > n, womit sie nicht die Voraussetzungen
des Abschnitts 3.2 erfiillen. Eine Mdglichkeit, diese Problematik zu umgehen, ware es, m — n
Dummyzeichen einzufliihren, sie zusammen mit den anderen Buchstaben zu verteilen und im
Nachhinein zu entfernen. Um den Wert der eigentlichen Lésung nicht zu verfalschen, dirfen
die Dummyzeichen d € {n + 1,...,m} jedoch nie angesteuert werden. Es miisste also gelten,
dass py = pig = psi = 0Vd € {n+1,...,m},i € [n]. Ein Nachteil des Hinzufligens von
Dummyzeichen ist, dass dieses Vorgehen einer Vergré3erung der Menge an zu verteilenden
Zeichen entspricht, was die Dimension des Problems vergréert und sich negativ auf die L6-
sungsdauer auswirkt (siehe Tabelle 8). Aus diesem Grund wird die bisher erarbeitete Theorie
im folgenden Abschnitt verallgemeinert bevor optimierte Tastenbelegungen fir die Layouts 3x9,
3x10 oder 4x8 prasentiert werden.

3.3 Verallgemeinerung des verbesserten, linearen Problems

Wie man bereits am Beispiel der in Abschnitt 2.4.3 gegebenen Layouts sieht, méchte man
in der Realitat oftmals eine Belegungen von Tastaturen berechnen, flr die statt statt m = n
nur m > n gilt. Um diese Anforderungen zu erflilllen ohne wie in Abschnitt 3.2.5 vorgeschla-
gen zusatzliche Zeichen einflhren zu mussen, ist man an einer Verallgemeinerung der bisher
erarbeiteten Theorie interessiert, welche fir den Spezialfall m = n geschaffen wurde.
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3.3 Verallgemeinerung des verbesserten, linearen Problems

3.3.1 Ubertragung der Ansitze

Erinnert man sich zuriick an das quadratischen Optimierungsproblems (P2) in Abschnitt 3.2.1,
welches die Suche nach einer Tastenbelegung mit minimaler zurlickzulegender Fingerdistanz
for den Fall m = n modelliert. Der Zusammenhang m = n ist auf dem Weg zur Formulierung
des QAP lediglich in die Nebenbedingungen der Form "7, ;; = 1 (siehe (3.5)) eingeflossen.
Durch die Verwendung ihrer allgemeineren Form >, y;; < 1 (siehe (3.3)) erhélt man ein
Generalized Quadratic Assignment Problem (GQAP) [Lee u. Ma, 2004]. Folgt man analog zur
Linearisierung des QAP den Ideen aus Abschnitt 3.2.2, so erhalt man, ausgehend vom GQAP,
ein ganzzahliges, lineares Optimierungsproblem, das theoretisch dafiir geeignet ist, Distanz-
optimale Tastenbelegungen fiir den Fall m > n zu errechnen. Es ist das verallgemeinerte

Analogon zu (P4) und lautet:

n

min(B—l)-ZZi

i=1j=1k=1

Dik * dji - Tijl

Mz

—

1

n
=1

;yz‘j=1 Vi€ [n] (P13)

Yij t ke — 1 <@g Vi k €[n], 4,1 € [m]
2 Zijw < Yij +yn Vik€n], 5l € m]
yi; €{0,1} Vien], je[m]
zijw € {0,1} Vi, ke [n], 4,0 € [m]

Die Anzahl der Variablen, sowie der Nebenbedingungen bleibt im Vergleich zu (P4) unveran-
dert. Es andert sich nur das Verhéltnis zwischen Gleichungs- und Ungleichungsbedingungen
zugunsten letztgenannter. Die Eigenschaften der Beziehung zwischen dem QAP (P2) und Pro-
blem (P4) Ubertragen sich auf die Beziehung zwischen dem GQAP und (P13). Erwartungsge-
man &ndert sich auch an der zeitlichen Unldsbarkeit des Problems flr realistische GréBenord-
nungen nichts, weshalb obige Formulierung flr die Berechnung von Tastenbelegungen in der
Praxis nicht genutzt werden kann. Aus diesem Grund sind Verbesserungen nétig, welche die
Losbarkeit sicherstellen. Im Prinzip eignen sich dafur die Ideen aus Abschnitt 3.2.3, die jedoch
auf die veranderte Ausgangssituation (m > n) angepasst werden missen. Um den Rahmen
der Arbeit nicht zu sprengen, betrachtet man die Veranderungen, welche eine Relaxierung der
Annahme m = n hin zu m > n in den Ansatzen AJLIN und SYMM(e, H) zur Folge hat, denn
sie lieferten die besten Ergebnisse in den Evaluationsphasen (siehe Tabelle 5).

Die Zunahme der Tasten im Vergleich zur Buchstabenanzahl hat keinen Einfluss auf die Neben-
bedingungen der Form >~ y;; = 1 und x5 = x5, da nach wie vor jeder Buchstaben genau
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einmal verteilt wird und die x-Variablen per Konstruktion paarweise gleich sein missen. Auch
die Nebenbedingung >~ ;cr y;; = laus SYMM kann unverandert bleiben, da das Verhaltnis der
Tastenanzahl zur Buchstabenzahl die Fixierung nicht beeinflusst.

Eine Anpassung ist fir die Nebenbedingungen der Form %", v;; = 1 nétig, die (analog zu (P13))
durch die Nebenbedingungen ", v;; < 1 (siehe Ungleichungen (3.3)) ersetzt werden.

Die Nebenbedingungen >~ ; z;jx = yi bleiben bestehen, da sich fir jede Wahl zweier Buch-
staben 7, k € [n] und einer Taste | € [m] eine weitere Taste j € [m] finden l&sst, auf der ; liegt.
Damit ist der Wert der Summe }°; ;. nach wie vor gleich dem Wert von y;;.

Im Fall der Nebenbedingungen >°; ;i = yw kann man nicht fir jede Wahl £ € [n] und
4,1 € [m] garantieren, dass es einen Buchstaben i € [n] gibt, der auf Taste j liegt, da fiirm > n
die Taste j méglicherweise leer ist. Die Tasten, welche leer bleiben, lassen sich natiirlich erst
in der Losung (also nach der Optimierung) identifizieren (ansonsten wéren wir ja wieder im Fall

m = n), weshalb die Nebenbedingungen folgendermaBen angepasst werden missen:

D wigu <y Vken], jlem (3.30)
i=1

Durch die Anpassung dieser m?n Nebenbedingungen ergibt sich eine allgemeine Form von
Problem (P9):

m n m n

min (B—l)'zzzzpik'dﬂ'$ijkl+2'zzdj'pi'yij

i=1 j=1k=11=1 i=1j=1

n
u.d.N. Zyij <1 Vje [m]
i=1

j=1
> v =1
Jjer (P14)
> @i <wyw Vkeln], jlem
i=1
> wigw =y Vike[n], L €m]
j=1
Tij = Tpy Vi, k € [n], 4,1 € [m]
yij €{0,1} Vien], je[m]
Tijkl >0 VZ,k' € [n]> .]>l € [m]
Ausgehend von (P14) wollen wir das in Abschnitt 3.2.4 entwickelte Verfahren des impliziten

Nullsetzens (IMPLZERO) anwenden. Dabei muss geprift werden, ob die in (P14) verwende-
ten Nebenbedingungen, welche z-Variablen enthalten, ihre Gltigkeit behalten. Man stellt fest,
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3.3 Verallgemeinerung des verbesserten, linearen Problems

dass im Gegensatz zum Fall m = n nur zwei der drei Gruppen von Nebenbedingungen korri-
giert werden mussen. Dies liegt daran, dass die urspriinglichen Adams-Johnson-Bedingungen
der Form 3", x;;,1 = yr zuvor bereits durch die Verallgemeinerung auf m > n zu den Un-
gleichungen (3.30) aufgeweicht wurden. Damit verbleiben die Gleichungen 3~ z;jx = yx und
Tijk = Tkiij, wWelche an das implizite Nullsetzen angepasst werden missen. Dies geschieht
analog zu Abschnitt 3.2.4.

Eine Reduktion der Eintrage der Bigrammwahrscheinlichkeitsmatrix ist auch im allgemeinen
Fall nétig, um die Lésbarkeit fir realistische Instanzen zu gewahrleisten. Dabei wird aufgrund
der Erfahrungen aus Abschnitt 3.2.4 der Ansatz THRESHOLD verwendet.

3.3.2 Formulierung eines verallgemeinerten Problems

Mithilfe der in Abschnitt 3.3.1 verallgemeinerten Ansétze erhalt man folgendes lineares, ganz-
zahliges Optimierungsproblem:

n m
= ik - djt - Tighe + 2 Y di - pi - yig
2ik=1Dik 7S = i=1j=1

E
NE
NE
™
NE

Zyijzl Vien],i#1

j=1
> v =1

JET

ZEijkl =0 V’i,j,k,l € INO

n
> wijr < yw Vi k1€ L

i=1

m
S i =yu Vi kL€ L\l
j=1

m
> i <yw Vi k1€ Ly
j=1

Tijkl = Triij Vi, 4, k1 € I\I
yi; €{0,1} Vien], je[m]
Tijlw >0 Vi ke[n], j,l€m]

Dieses Optimierungsproblem mit m?n? + mn — ’jo’ Variablen und 2 - ’I\fo‘ +m?n + n’m +
m-+n Nebenbedingungen (ohne die Ganzzahligkeits-, Positivitats- und Fixierungsbedingungen)

93



3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

eignet sich fir die Suche nach einer optimalen Tastenbelegung im Fall m > n. Bis auf die
Nebenbedingung der Form >, y;; < 1 ist es identisch zu Problem (P12), in welchem die
genannten Nebenbedingungen als Gleichungen auftreten.

3.3.3 Ergebnisse der Optimierung

Die Interpretation der Lésungen von (P15) fir die Layouts aus Abschnitt 2.4.3 mit m > n als
Tastenbelegungen liefert folgende Ergebnisse (Parameterwahl fir THR und SYMM: p = 0,6 %,
e auf Hp).

Abbildung 24 zeigt die optimierte QWERT Y-like-Tastenbelegung mit einer zuriickzulegenden
Gesamtdistanz von 198,884 LE (Zielfunktionswert 131,107 LE), welche man in 114.5s aus der
Optimierung erhalt.

O~
JI M|O|D|I |S|C|F
XIW|IG|NJ|E|T K|lY
PIU/A|R|L|B|Z

Abbildung 24: Distanz-optimierte Tastenbelegung fiir das 3x9-Layout bei realistischer Schreibweise im
vertikalen Fall.

In 222.8 s erhalten wir eine Tastenbelegung flr das 3x9-Layout (siehe Abb. 25) mit einer zu-
rickzulegenden Distanz von 199,199 LE (Zielfunktionswert: 131,139 LE).

N

Q/Z/ M L|D|I |S|C|W|X
OlAN|E|T|H|V
Y KIU GIR|B|F|J

Abbildung 25: Distanz-optimierte Tastenbelegung fiir das 3x10-Layout bei realistischer Schreibweise
im vertikalen Fall.

Die Verwendung der Tastenbelegung aus Abbildung 26 erfordert das Zurticklegen einer Distanz
von 185,922 LE. Sie resultiert mit einem Zielfunktionswert von 129,756 LE in 362,2s aus der
Optimierung der Belegung des 4x8-Layouts.
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3.4 Zusammenfassung der Ergebnisse im vertikalen Fall

clulaTr L m[P

Y|W|G|N|E|T|B|Q
violD|I|s|z
X | K|H|C

Abbildung 26: Distanz-optimierte Tastenbelegung fiir das 4x8-Layout bei realistischer Schreibweise im
vertikalen Fall.

Bei der Betrachtung der aus (P12) und (P15) resultierenden Belegungen fiir das QWERT Y-like-
Layout (siehe Abb. 23) beziehungsweise das 3x9-, 3x10- und 4x8-Layout (siehe Abb. 24, 25
und 26) lassen sich einige gemeinsame Eigenschaften feststellen.

So sind auf allen Belegungen die Buchstaben D, E, N, R, S und T sehr nahe zusammen und
darUber hinaus auch nahe am Startpunkt. Der Grund dafirr ist, dass diese Buchstaben und
die dazugehérigen Bigramme jene sind, welche am Haufigsten in deutschen Texten auftreten
(siehe Tabellen 24 und 25 in Anhang A.1). Aus ihnen lasst sich bereits eine Vielzahl von haufig

benutzten Wértern wie "er”, ”in”, “der”, “die”, "ist”, "den” libertragen, ohne dass der Finger gro3e
Strecken zurlcklegen muss, weshalb diese Positionierung intuitiv ist.

Dass nicht alle Bigramm-Wahrscheinlichkeiten in die Optimierung eingeflossen sind, kann man
beispielsweise anhand von Buchstabenkombinationen aus A und H erkennen, da sie auf allen
Layouts eher weit auseinander liegen, obwohl beide Bigramme nicht selten sind. Da aber die
zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten knapp unterhalb der Schwelle p liegen, werden sie gleich
Null gesetzt und es existiert keine Motivation fur eine nahe Positionierung.

Analog zu den Tastenbelegungen aus Abschnitt 3.1.2 sind seltene Buchstaben wie Q oder X
sinnvollerweise auf fernen Taste untergebracht, da keines ihrer Bigramme in die Optimierung
einflieBt und der Weg vom Stratpunkt zur zugehdérigen Taste selten zurlickgelegt werden muss.

3.4 Zusammenfassung der Ergebnisse im vertikalen Fall

Um kinftig eine Unterscheidung zwischen den Féllen m = n und m > n beziehungsweise
zwischen den zugehdrigen finalen Optimierungsproblemen (siehe (P12) und (P15)) tberflis-
sig zu machen, fassen wir die in Kapitel 3 erarbeitete Theorie zur Suche nach einer distanz-
minimierenden vertikalen Tastenbelegung in folgendem Optimierungsproblem zusammen:
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3 Distanzminimierung fur vertikale Anwendungen

n m
ik it T 20 dj - pi i
i=1j=1

NE
NE
]

NE

(P16)
Fpri2

Fpis

{ falls m = n
wd.N. (y,x) € Fpig :=

falls m > n
Tabelle 8 bietet einen Uberblick Giber die Ergebnisse der Optimierung von Tastenbelegun-
gen im vertikalen Fall. Fir die realistische Schreibweise wurde p = 0,6 % gewahlt, sowie
SYMM(e, Hr) verwendet. Die Zielfunktionswerte in Spalte 6, sowie die Werte der zurlickzu-
legenden Gesamtdistanz (Spalte 7) sind in LE angegeben. Die dritte Spalte gibt an, ob von
einer vereinfachten Schreibweise des Benutzers ausgegangen wird, was auf ein lineares Zu-
ordnungsproblem fihrt (siehe Abschnitt 3.1) oder ob die Suche nach einer optimalen Tastenbe-
legung auf der realistischen Schreibweise aus Abschnitt 3.2 beruht. Die Ubrigen Spalten liefern
wie gewohnt das Layout, die Anzahl der Nebenbedingungen und Variablen, sowie die Laufzeit
der Optimierung.

Tabelle 8: Ergebnisse der Distanzminimierung fiir vertikale Anwendungen.

Layout Schreibweise | NB Var. | Laufzeit | Zfkts.wert | Distanz
QWERTY-like vereinfacht 52 676 0,08s 372,414 372,414
QWERTY-like realistisch 25040 | 17514 | 181,6s 131,393 220,372

3x9-Layout vereinfacht 53 702 0,08s 368,661 368,661
3x9 (Dummy) realistisch 27164 | 19047 | 176,8s 131,107 198,297
3x9-Layout realistisch 27163 | 19020 | 114,5s 131,107 198,884
3x10-Layout vereinfacht 56 780 0,09s 372,685 372,685
3x10 (Dummy) realistisch 32975 | 23070 | 253,3s 131,139 196,523
3x10-Layout realistisch 32971 | 22950 | 222,8s 131,139 199,199
4x8-Layout vereinfacht 58 832 0,1s 371,037 371,037
4x8 (Dummy) realistisch 37604 | 26304 | 374,1s 129,756 189,946
4x8-Layout realistisch 37598 | 26112 | 362,2s 129,756 185,922




4 Distanzminimierung fur horizontale
Anwendungen

Nachdem wir uns in Kapitel 3 ausgiebig mit der Minimierung der zurlickzulegenden Strecke flr
einen Finger beschéftigt haben, wollen wir unsere Aufmerksamkeit im folgenden Kapitel dem
distanzoptimalen Schreiben mit zwei Fingern widmen. Diese Art der Textibertragung wurde
insbesondere seit der Integration von Lagesensoren in neue Smartphone-Gerate immer popu-
larer (siehe Abschnitt 1.1 und 1.2). Ein Vorteil der horizontalen Schreibweise ist unter anderem
die stabilere Handhabung, da das Geréat mit beiden Handen fixiert wird. AuBBerdem wird durch
die Nutzung beider Hande die Belastung pro Finger reduziert, da im Gegensatz zum vertika-
len Fall kein Finger die gesamte Schreibarbeit Gbernehmen muss. Hinsichtlich der Ermidung
hat dies einen positiven Einfluss. Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, will man als Lésung der
Optimierung die Tastenbelegung einer gesplitteten Tastatur erhalten. Im Mittelpunkt steht also
die Frage nach einer distanzoptimalen Verteilung der Buchstaben, wenn jedem Daumen ein
eindeutiger Tastaturbereich und damit eine eindeutige Menge an Tasten zugeordnet ist.

4.1 Vereinfachte Modellierung der beidhandigen Bedienung

4.1.1 Beschreibung und mathematische Formulierung

Erinnert man sich zuriick an die vereinfachte, vertikale Schreibweise aus Abschnitt 3.1 und
Ubertragt diesen Ansatz auf den beidhandigen Fall, so erhalt man die sogenannte vereinfachte,
horizontale Schreibweise, welche darauf basiert, dass die Finger nach einem getippten Buch-
staben zum jeweils zugeordneten Startpunkt zuriickkehren (siehe Abb. 27). Man stellt fest, dass
fiir eine erfolgreiche Ubertragung lediglich eine Veranderung der Inputdaten notwendig ist, ge-
nauer gesagt bendtigt man statt d; (siehe (P1) und Abschnitt 2.4.4) nun die Werte Jj > 0, die
jeweils den Abstand einer Taste j € [m] zum ihr zugeordneten Startpunkt angeben.
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4 Distanzminimierung fir horizontale Anwendungen

2

©

Abbildung 27: Qchematische Darstellung der zuriickzulegenden Wege und ihrer Reihenfolge fiir die
Ubertragung des Textes "AJRN” bei Verwendung der vereinfachten Schreibweise in ho-
rizontaler Geréateposition.

Nachdem in Abschnitt 2.4.3 eine Aufteilung 77, U Tr = [m] der Tasten auf die beiden Layout-

Seiten gewahlt wurde, lassen sich die Werte dank der in Abschnitt 2.4.4 gewahlten Startpunkte

SP(S) fur alle Tastaturlayouts mithilfe der 2-Norm berechnen. Analog zu Abschnitt 2.4.4 gilt

demnach:

dj :==||SP(S) - J|, VjeTs,Se{L R} (4.1)

Abgesehen von den veranderten Input-Daten entspricht das Optimierungsproblem, welches die
Suche nach einer optimalen Tastenbelegung fiir die vereinfachte Schreibweise im horizontalen
Fall beschreibt, dem Problem (P1) aus Abschnitt 3.1. Also:

min ZZQd]pZyU

i=1j=1

udN. » y;=1 Vie]n]
JZ‘I ’ (P17)

>y <1 Vje[m]
i=1
yijE{O,l} ViE[n],jG[m]

Die Eigenschaften der Probleme (P1) und (P17) sind identisch.

4.1.2 Ergebnisse der Optimierung

Ubergibt man die Buchstabenwahrscheinlichkeiten aus Tabelle 25 in Anhang A.1, sowie die
Informationen Uber die Entfernungen Jj der Tasten zum jeweiligen zugeordneten Startpunkt
(siehe Tabelle 28, 32, 36 und 41 in Anhang A.2) an die Optimierungssoftware, dann besitzt das
Optimierungsproblem fir das QWERT Y-like-Layout in 0,06 s folgende Ldsung.
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4.1 Vereinfachte Modellierung der beidhandigen Bedienung

)
7

Abbildung 28: Distanz-optimale Tastenbelegung fiir das QWERTY-like-Layout bei vereinfachter
Schreibweise im horizontalen Fall.

Die zuriickzulegende Entfernung fir die Tastenbelegung aus Abbildung 28 ist gleich 512,27 LE.

Einen geringeren Zielfunktionswert von 445,494 LE ergibt die in 0,08 s berechnete Tastenbele-
gung fir das 3x9-Layout (siehe Abb. 29).

HIC| WY J|F|]O]|U
R|S|B|v| QP M| D] I
EIAG|Z | X | K|L|T]|N

Abbildung 29: Distanz-optimale Tastenbelegung fiir das 3x9-Layout bei vereinfachter Schreibweise im
horizontalen Fall.

Flr das 3x710-Layout erhalten wir in 0,09 s eine fir die vereinfachte, horizontale Schreibweise
optimierte Tastenbelegung (siehe Abbildung 30). Die zurlickzulegende Distanz betragt 372,685 LE.

L|{B|Z]|Y J | KIM|H
A|D|C |V PlO|S | T
NIl 1T |G/ W| X|Q|F|U|R]|E

© o

Abbildung 30: Distanz-optimale Tastenbelegung fiir das 3x10-Layout bei vereinfachter Schreibweise im
horizontalen Fall.

Die aus der Optimierung (Laufzeit: 0,11 s) resultierende Tastenbelegung fiir das 4x8-Layout in
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4 Distanzminimierung fir horizontale Anwendungen

Abbildung 31 erfordert einen Weg von 453676 LE.

G|Z|Y J | K|O
A|lL|P V| iC|T
R|U|B F| S| I

Q@ - s s s o
EIH/W|Q|X|M|D|N

Abbildung 31: Distanz-optimale Tastenbelegung fiir das 4x8-Layout bei vereinfachter Schreibweise im
horizontalen Fall.

Analog zu den Ergebnissen im vertikalen Fall (siehe Abschnitt 3.1.2) stellt man fest, dass un-
abhangig vom Layout die Buchstaben mit hoher Wahrscheinlichkeit nahe an den Startpunkten
positioniert werden, wohingegen seltene und leere Tasten die gréBte Entfernung aufweisen.

Wahrend die zuriickzulegenden Gesamtdistanzen der Layouts bei einhandiger, vereinfachter
Bedienung sehr ahnlich sind (siehe Tabelle 8), lassen sich fiir die vereinfachte Schreibweise mit
beiden Handen grof3e Abweichungen in den Zielfunktionswerten ausmachen (bis zu 37,5 %).
Der Grund dafir ist, dass die Anzahl an Tasten in geringer Entfernung zum Startpunkt, welche
in Abschnitt 3.1 als bedeutendes Kriterium flr einen geringen Zielfunktionswert identifiziert wur-
de, stark variiert. So liegt beim QWERTY-like-Layout beispielsweise keine Taste im Bereich von
1,6 LE um den Startpunkt, bei den anderen Layouts sind es 2 (3x9-Layout), 4 (4x8-Layout) oder
sogar 6 (3x10-Layout) Tasten innerhalb dieser Entfernung. Dementsprechend weist die Tasten-
belegung des QWERTY-like-Layouts den gréBten und die des 3x70-Layouts den geringsten
Zielfunktionswert auf.

4.2 Realistische Modellierung der beidhandigen Bedienung

Wie schon bei der einhdndigen Bedienung eines Smartphones (siehe Kapitel 3) entspricht das
Zuriickkehren zum Startpunkt zwischen je zwei Zeichen in Abschnitt 4.1 nicht der allgemein
verwendeten beidhandigen Schreibweise. Vielmehr ist es in der Praxis so, dass bei der Ver-
wendung gesplitteter Tastaturen die Strecke zwischen zwei Zeichen, die demselben Finger zu-
geordnet sind, ohne Umweg Uber den Startpunkt zurlickgelegt wird. Fir die Modellierung der
zuriickzulegenden Strecke eines Bigramms, das von beiden Fingern getippt wird, fiihrt man
Wartepunkte W P(S) VS € {L, R} ein, auf denen ein temporar nicht benutzter Finger pausie-
ren kann (siehe Abschnitt 2.4.4). In den folgenden Abschnitten werden mehrere Mdglichkeiten
fur die Wahl der Wartepositionen vorgestellt.
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4.2 Realistische Modellierung der beidhandigen Bedienung

4.2.1 Naive Wahl der Wartepositionen

Ein mégliches Bewegungsmuster fir die Eingabe von Bigrammen, deren Buchstaben auf ver-
schiedenen Seiten der Tastatur liegen, ist, dass der Finger, welcher das erste Zeichen tippt zum
Startpunkt zurlickkehrt und der andere Finger sich vom Startpunkt zum zweiten Zeichen be-
wegt. Der Wartepunkt W P(S) entspricht also dem Startpunkt SP(.S), weshalb die Entfernung
Jj einer Taste j zum ihr zugeordneten Wartepunkt gleich der Entfernung Jj zum ihr zugeord-
neten Startpunkt ist (siehe auch Abschnitt 2.4.4). Anschaulich resultiert daraus die sogenannte
semi-realistische, horizontale Schreibweise in Abbildung 32.

Abbildung 32: Schematische Darstellung der zuriickzulegenden Wege und ihrer Reihenfolge fiir die
Ubertragung des Textes "AJRN” bei Verwendung der semirealistischen Schreibweise in
horizontaler Geréteposition. Dabei kehrt der linke Finger fiir das zweiseitige Bigramm
"AJ” auf den (roten) Startpunkt zur(ick.

Folgender Ausdruck liefert die erwartete, durchschnittlich zuriickzulegende Distanz fur Bigram-
me auf der Seite S € {L, R}:

S0 i dii - i (4.2)

i,k€n] j,leTs

Dabei bezeichnet d;; wie gewohnt die Distanz zwischen der Taste j € [m] und der Taste [ € [m]
(siehe (2.1) in Abschnitt 2.4.4). Fir Bigramme, deren Buchstaben auf verschiedenen Seiten lie-
gen und die somit beide Finger beschaftigen, ist die zurlickzulegende Strecke gegeben durch:

Z Z Z Z ik - (dj + di) - mij (4.3)

Se{L,R} i,k€n] j€Ts I¢Ts

Abermals wird davon ausgegangen, dass sich die Finger am Anfang und am Ende des Textes
auf den Startpunkten befinden. Die erwartete Lange des Hin- und Rickwegs fir den Finger der
Seite S € {L, R} wird durch folgenden Ausdruck modelliert:

2-% > di-pivyi (4.4)

ie[n] j€Ts

Aus den obigen Termen lasst sich die Zielfunktion unseres Optimierungsproblems erzeugen.
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4 Distanzminimierung fir horizontale Anwendungen

Sie lautet:

B-1)- > D D pik-dji-wijm

Se{L,R}i,ken] 4,l€Ts

B > > > D e (dj+ ) - @i (4.5)

Se{L,R}i,k€n] JETs I¢Ts

+2-0) 0 YD dipicwy

Se{L,R}i€[n] j€Ts

Mithilfe einer geeigneten Definition von le Iasst sich die Funktion (4.5) zusammenfassen zu:

n m n m ~ n m ~
B=1)-> 33" pie-dji-wijia +2-D> > dj-pi- yij (4.6)
i=1j=1k=11=1 i=1j=1
mit
) d, firjleTuvjleT
gy J LVJ R “.7)
d; +d;, sonst.

Damit beschreibt Definition (4.7) die fir ein Bigramm zuriickzulegende Strecke in Abhangigkeit
davon, ob dessen Buchstaben auf einer oder beiden Seiten liegen.

Die Formulierung des Optimierungsproblems verlauft analog zu Abschnitt 3.2.1. Dariiberhinaus
kann auch die Linearisierung und die Anséatze zur Verbesserung der Ldsbarkeit (siehe Abschnitt
3.2.3 und 3.2.4) aus dem vertikalen Fall Gbernommen werden. Damit entsteht ein Problem,
das bis auf die Inputdaten identisch ist zum Optimierungsproblem fir die Suche nach einer
vertikalen Tastenbelegung (siehe (P16)).

B _ 1 n m n m ~ n m
min —o——— -3 > > Y Pik - dj i+ 23> djpi vy
ik=1DPik = j=1k=11=1 i=1j=1 (P18)

wd.N. (y,z) € Fpis

Wahrend in Abschnitt 4.1 der Zielfunktionswert die tatsachlich zuriickzulegende Distanz an-
gibt, verhalt es sich in diesem Fall wie in Abschnitt 3.2. Durch die Reduktion der Eintrége der
Wahrscheinlichkeitsmatrix, die fir die Lésbarkeit des Problems aus zeitlicher Sicht von groB3er
Bedeutung ist, gibt der Zielfunktionswert nur die Distanz an, die fiir eine Ubertragung der nicht-
unterdriickten Bigramme nétig waére.

Es wird an dieser Stelle auf eine grafische Prasentation der Ergebnisse verzichtet, da die semi-
realistische, horizontale Schreibweise Schwéachen im Bezug auf die Realitat aufweist, welche
im folgenden Abschnitt durch eine bessere Wartepunktwahl korrigiert werden. Eine Auflistung
der semi-realistischen Resultate findet sich in Tabelle 9.
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4.2 Realistische Modellierung der beidhandigen Bedienung

4.2.2 Praxisnahe Wahl der Wartepositionen

Trotz der auf den ersten Blick zufriedenstellenden Ergebnisse aus Abschnitt 4.2.1 (siehe Tabel-
le 9) stellt sich die Frage, ob die zugrundeliegende Annahme W P(S) = SP(S) der Realitat
entspricht. Also ob der Benutzer fiir ein zweiseitiges Bigramm tatséchlich mit dem ersten Finger
zum zugehdrigen Startpunkt zuriickkehrt und sich mit dem anderen Finger von dessen Start-
punkt aus dem zweiten Buchstaben ndhert. Realistisch gesehen ist diese Frage mit Nein zu
beantworten, vielmehr ist in der Praxis eine andere Schreibweise zu beobachten (siehe Abb.
33). Bigramme, die auf einer Seite liegen, werden vom Benutzer direkt, ohne Umwege ange-
steuert und getippt (analog zu Abschnitt 4.2.1). Fir Bigramme, die auf verschiedenen Seiten
der Tastatur liegen, beobachtet man nach dem Tippvorgang des ersten Fingers ein Zurtickzie-
hen auf eine schwebende, mittige Warteposition.

Abbildung 33: Schematische Darstellung der zuriickzulegenden Wege und ihrer Reihenfolge fiir die
Ubertragung des Textes "AJRN” bei Verwendung der realistischen Schreibweise in ho-
rizontaler Geréteposition. Zwischen der zweiten und dritten Bewegung wird der linke
(griine) Wartepunkt benutzt, da "A” und *J” auf verschiedenen Seiten liegen.

Um optimierte Tastenbelegungen flr diese sogenannte realistische (horizontale) Schreibweise
berechnen zu kénnen, bendtigt man die Entfernungen c?j > 0 der Tasten zu den jeweiligen
Wartepunkten W P(S) € R2. Mit der Wahl der Wartepunkte W P(S) als Mittelpunkte M P(.S)
der jeweiligen Tastaturhalfte der Seite S € { L, R}, lassen sich die Distanzen a?j durch folgenden
Ausdruck bestimmen (siehe (2.4) in Abschnitt 2.4.4):

dj == |WP(S) = J|ly = |MP(S) = J||, VjecTs,Se{L R} (4.8)

Um die Tasten j € [m] und I € [m] aufeinanderfolgend anzutippen, muss bei Verwendung der
realistischen, horizontalen Schreibweise folgende Entfernung zurtickgelegt werden (vergleiche
Definition (4.7)):

A dir, furg,l e T Vv y,leT
dj ::{ ! PEEALE RO (4.9)

d;j +d;, sonst.

Integriert man diese Neuerung in Optimierungsproblem (P18) aus Abschnitt 4.2.1, dann ergibt
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4 Distanzminimierung fir horizontale Anwendungen

sich:

B_1 n m R nom
in ST ' E E E Dik - dji - Tijrg + 2 - E E d; - pi - Yij
1,K=

mi
i=1 j=1k=11=1 i=1j=1 (P19)

wd.N. (y,z) € Fpis

NE

Dieses Problem ist bis auf die verédnderten Inputdaten c?jl identisch zu den Problemen (P16)
und (P18) aus dem vertikalen beziehungsweise dem semi-realistischen, horizontalen Fall.

4.2.3 Ergebnisse der Optimierung

Neben den Wahrscheinlichkeiten aus Anhang A.1 benétigt man die Layout-spezifischen Werte
der Distanzen d;; fiir alle Tastenpaare (j,1) € [m] x [m]. Ihre Bestimmung erfolgt automatisch
mithilfe der eingelesenen Distanzen ozj und d;; aus den Layout-spezifischen Tabellen in Anhang
A.2 durch das Tool VirtualKeyboardOptimization.mos (siehe Kapitel 7). Folgende Tastenbele-
gungen sind die Ergebnisse der Optimierung mit THR(0, 6 %) und SYMM(e, HR).

FIW K| V|]Y X|G|R|A|O

[ [SLC{P’Q‘L‘ELN‘U’
[TTH[Z]J\B\lTD]

<

O
A

Abbildung 34: Distanz-optimierte Tastenbelegung flir das QWERTY-like-Layout bei realistischer
Schreibweise im horizontalen Fall.

Die Tastenbelegung (Zielfunktionswert: 128,542 LE) fir das QWERT Y-like-Layout bei horizon-

taler Geréateposition und realistischer Schreibweise aus Abbildung 34 erhalten wir in 327,6s.
Die zurlickzulegende Gesamtstrecke betragt 183,791 LE.
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Abbildung 35: Distanz-optimierte Tastenbelegung fiir das 3x9-Layout bei realistischer Schreibweise im
horizontalen Fall.
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4.2 Realistische Modellierung der beidhandigen Bedienung

Im Vergleich zur optimierten QWERT Y-like-Belegung mussen die Finger auf der optimierten
Tastenbelegung des 3x9-Layouts (siehe Abb. 35) mit Zielfunktionswert 127,641 LE weniger
Weg zuriicklegen, namlich nur 173,236 LE.

Die Optimierung der Tastenbelegung fir das 3x70-Layout bendétigt 283,5s und liefert eine Tas-
tenbelegung mit Zielfunktionswert 121,357 LE und Gesamtdistanz 167,751 LE (siehe Abb. 36).
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Abbildung 36: Distanz-optimierte Tastenbelegung fiir das 3x10-Layout bei realistischer Schreibweise
im horizontalen Fall.

Eine Strecke von 163,457 LE muss auf der optimierten Tastenbelegung des 4x8-Layouts (siehe

Abb. 37) zurlckgelegt werden. Sie ist das Resultat der 298,9s dauernden Optimierung mit

Zielfunktionswert 120,874 LE.
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Abbildung 37: Distanz-optimierte Tastenbelegung fiir das 4x8-Layout bei realistischer Schreibweise im
horizontalen Fall.
Vergleicht man die horizontalen Tastenbelegungen mit den Ergebnissen aus dem vertikalen Fall
(siehe Abschnitt 3.2.5 und 3.3.3), so stellt man fest, dass die haufigen Buchstaben D, E, I, N, R,
Sund T wieder so positioniert wurden, dass die dazwischenliegenden Entfernungen méglichst
gering sind. Die Griinde daflir sind wie zuvor die hohen Bigrammwahrscheinlichkeiten, welche
daraus resultieren, dass viele Worter Kombinationen der genannten Buchstaben enthalten. Im
Gegensatz zu den Tastenbelegungen aus Abschnitt 3.3.3 missen sich die genannten Buch-
staben jedoch nicht auf nebeneinanderliegenden Tasten befinden, sondern kénnen dank der
Bedienung mit zwei Fingern auch fiir eine Platzierung auf beiden Seiten des Layouts geringe
Entfernungen zueinander aufweisen. Da sich die Daumen zwischen allen zweiseitigen Bigram-
men zu den Wartepunkten bewegen, missen diese Strecken im Schreibvorgang 6fter zurlick-
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4 Distanzminimierung fir horizontale Anwendungen

gelegt werden als der Hin- und Riickweg. Damit verlieren die Startpunkte im Vergleich zu den
Wartepunkten an Bedeutung und die haufigen Buchstaben werden bevorzugt nahe der Warte-
punkte positioniert. Fir Buchstaben, deren Kombinationen nicht in die Optimierung einflieBen,
dienen die Startpunkte nach wie vor als einziger Bezugspunkt hinsichtlich ihrer Positionierung
auf der Tastatur. Analog zum vertikalen Fall werden sie gemaf ihrer Haufigkeit verteilt was
dazu fOhrt, dass leere Tasten und seltene Buchstaben in der Mitte des Layouts platziert wer-
den. An dieser Stelle erkennt man die in Abschnitt 1.1 erwé&hnten kontraren Anforderungen der
vertikalen und horizontalen Position an die Tastenbelegungen.

4.3 Zusammenfassung der Ergebnisse im horizontalen Fall

Tabelle 9 listet die Ergebnisse der Distanzminimierung im horizontalen Fall auf. Sie ist dabei
aufgebaut wie Tabelle 8 und basiert auf der identischen Wahl der Parameter und Einstellungen
(p =0,6%, e wird auf Hp, fixiert).

Tabelle 9: Ergebnisse der Distanzminimierung fir horizontale Anwendungen.

Layout Schreibweise | NB Var, | Laufzeit | Zfkts,wert | Distanz
QWERTY-like | vereinfacht 51 676 0,06s 512,27 512,27
QWERTY-like semi-real. 25040 | 17514 61,8s 138,531 263,585
QWERTY-like realistisch 25040 | 17514 | 327,6s 128,542 183,791

3x9-Layout vereinfacht 53 702 0,08s 445,494 445,494
3x9-Layout semi-real. 27163 | 19020 | 130,3s 133,508 236,318
3x9-Layout realistisch 27163 | 19020 | 321,4s 127,641 173,236
3x10-Layout vereinfacht 56 780 0,09s 372,685 372,685
3x10-Layout semi-real. 32971 | 22950 | 493,7s 132,701 220,963
3x10-Layout realistisch 32971 | 22950 | 283,5s 121,357 167,751
4x8-Layout vereinfacht 58 832 0,11s 453,676 453,676
4x8-Layout semi-real. 37598 | 26112 | 184,0s 131,898 230,462
4x8-Layout realistisch 37598 | 26112 | 298,9s 120,874 163,457
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5 Distanzminimierung far
Hybrid-Anwendungen

Die meisten Nutzer bedienen ein Smartphone in der Realitdt sowohl vertikal als auch horizon-
tal. Betrachtet man die Performance bisher prasentierter Tastenbelegungen in Positionen, fiir
welche sie nicht optimiert wurden, dann erhalt man alarmierende Ergebnisse (siehe Tabelle
10). In einzelnen Fallen kommt es vor, dass die zuriickzulegende Distanz in *falscher” Positi-
on um Uber 60 % grdBer ist, als die einer Tastenbelegung, welche fiir diese Position optimiert
wurde.

Tabelle 10: Zuriickzulegende Distanz (in LE) und Mehraufwand flir die Texteingabe mit optimierten Tas-
tenbelegungen in richtiger” und “falscher” Geréateposition.

Layout + Belegung Distanz | Distanz | zusdtzl. Aufwand ggii. | mittlere

(vert.) (hor.) vert./hor. Optimum Distanz

QWERTY-like (vert.opt, Abb.23) | 220,372 | 253,207 +0 % +38 % 236,7895

QWERTY-like (hor.opt, Abb.34) | 305,514 | 183,791 +39 % +0 % 244,6525

3x9-Layout (vert.opt, Abb.24) | 198,884 | 245,767 +0 % +42 % 222,3255

3x9-Layout (hor.opt, Abb.35) | 299,024 | 173,236 +50 % +0 % 236,13

3x10-Layout (vert.opt, Abb.25) | 199,199 | 237,658 +0 % +42 % 218,4285
3x10-Layout (hor.opt,Abb.36) | 326,815 | 167,751 +64 % +0 % 247,283
4x8-Layout (vert.opt,Abb.26) 185.922 | 246,84 +0 % +51 % 216,381
4x8-Layout (hor.opt,Abb.37) 312,389 | 163,457 +68 % +0 % 237,923

Wiirden solche Tastaturen in der Realitat eingesetzt werden, hatte dies zur Folge, dass es
groBe Vorbehalte gegen einen Wechsel der Geréateposition gdbe und man wirde die komplet-
te TextUbertragung in der "richtigen” Position vornehmen. Da ein Wechsel der Position aber
durchaus Vorteile wie eine stabilere Handhabung oder ein anderes Bildschirmverhaltnis mit
sich bringt, ist man an sogenannten Hybrid-Tastenbelegungen interessiert, welche fir die ein-
handige und beidhéndige Textlbertragung gleichermaBen geeignet sind. Wir beschranken uns
in diesem Zusammenhang auf die Erzeugung von Tastenbelegungen, welche fir realistische
Schreibweisen optimiert sind.
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5 Distanzminimierung fir Hybrid-Anwendungen

5.1 Modellierung

Betrachtet man die finalen Optimierungsprobleme fir die realistische Schreibweise im vertika-
len beziehungsweise horizontalen Fall (siehe (P16) in Abschnitt 3 bzw. (P19) in Abschnitt 4),
so stellt man fest, dass sie in ihrer allgemeinen Form (bereinstimmen. Lediglich die Koeffi-
zienten der Zielfunktionen unterscheiden sich, da diesen unterschiedliche Distanzen zugrun-
deliegen. Anschaulich bedeutet das, dass die Suche nach Tastenbelegungen im gleichen Po-
lytop stattfindet und sich lediglich durch die Richtung des Zielfunktionsvektors unterscheidet.
Bei der Formulierung einer neuen Zielfunktion, mit der man in der Lage ist, optimierte Hybrid-
Tastenbelegungen flr die realistischen Schreibweisen zu berechnen, ist es naheliegend, Gber
eine Verknipfung der Vektoren, also Uber eine gewichtete Kombination der urspriinglichen Ziel-
funktionen (aus (P16) und (P19)) nachzudenken (siehe Abb. 38). Der Zulassigkeitsbereich des
neuen Problems, welcher unsere Anforderungen an eine Tastenbelegung wiedergibt und An-
satze zur Verbesserung der zeitlichen Lésbarkeit enthélt, ist identisch zu den finalen Problemen
aus den Kapiteln 3 und 4.
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vertikale oder horizontale Position Hybrid-Position

Abbildung 38: Schematische Darstellung der grundlegenden Idee hinter der Modellierung des Hybrid-
Falls. Durch eine Kombination der Zielfunktionsvektoren des vertikalen (magenta) und
horizontalen (blau) Problems erhélt man einen neuen Zielfunktionsvektor (grin), der fir
die Suche nach einer Hybrid-Tastenbelegung geeignet ist. Die farbigen Punkte sind da-
bei die Lésungen der jeweiligen Probleme.

Damit erhélt man folgendes gemischt-ganzzahliges Optimierungsproblem:

B _ 1 n m n m R n m ~
min ———— > > >N i (adj + Bdjp) i +2-> Y pi- (adj + Bd;) - i
Yik=1Pik 3= i= i=1j=1

wdN. (y,z) € Fpig
(P20)

Dabei sind o > 0 und 8 > 0 Faktoren, die das Verhéltnis zwischen vertikaler und horizontaler
Bedienung angeben und es gilt « + 8 = 1. Die Eigenschaften des Problems (P20) tbertragen
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5.2 Ergebnisse der Optimierung

sich von (P16).

Abbildung 39 veranschaulicht den Wechsel zwischen realistischer einhdndiger und beidhandi-
ger Bedienung, welcher aus einer Veranderung der Gerateposition resultiert.

[Verhéiltnis zwischen vertikaler ]

und horizontaler Bedienung: « : 3

Vertikale Bedienung

Horizontale Bedienung

Abbildung 39: Schematische Darstellung der zuriickzulegenden Wege und ihrer Reihenfolge fiir die
Ubertragung des Textes "AJRN” bei Verwendung der realistischen Schreibweisen in ver-
tikaler und horizontaler Geréteposition im Verhéltnis o : 3.

5.2 Ergebnisse der Optimierung

Die folgenden Ergebnisse basieren auf der Annahme, dass ein Smartphone-Nutzer sein Gerat
in gleichen Teilen einhandig und beidhandig bedient, es gilt also o = 8 = 0, 5. Eine Diskussion
dieser Wahl und ihrer Auswirkungen findet in Abschnitt 9 statt.

Die Inputdaten, die den Ergebnissen zugrundeliegen finden sich in Anhang A und umfassen
die Wahrscheinlichkeiten p; und p;;, sowie die Layout-abhangigen Distanzen d;, Jj, Jj und dj;.
Die Distanzen cZﬂ werden analog zu Abschnitt 4.2.2 automatisch berechnet. Der Wert von p far
den Ansatz THR (siehe Abschnitt 3.2.4) wird wie gewohnt gleich 0, 6 %, der fixierte Buchstaben
und der Tastatur-Teilbereich fir SYMM gleich e beziehungsweise gleich der rechten Halfte Hg
gewahlt. Unter diesen Voraussetzungen erhélt man folgende Tastenbelegungen.
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5 Distanzminimierung fir Hybrid-Anwendungen

Abbildung 40: Distanz-optimierte Tastenbelegung flir das QWERTY-like-Layout bei realistischer
Schreibweise im Hybrid-Fall.

Obige Tastenbelegung fiir das QWERT Y-like-Layout erhélt man in 53,2s (Zielfunktionswert:
135,022 LE, zurlickzulegende Distanz: 218,02 LE). Firr das 3x9-Layout erhdlt man nach 74,9 s
folgende Belegungen mit Zielfunktionswert 133,09 LE und zurtickzulegender Distanz 206,753 LE.
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Abbildung 41: Distanz-optimierte Tastenbelegung fiir das 3x9-Layout bei realistischer Schreibweise im
Hybrid-Fall.

Das Ergebnis der Optimierung fir das 3x70-Layout (siehe Abb. 42) erhalt man in 121,7 s (Ziel-
funktionswert: 133,068 LE, Zuriickzulegende Distanz: 211,635 LE).
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Abbildung 42: Distanz-optimierte Tastenbelegung fiir das 3x10-Layout bei realistischer Schreibweise
im Hybrid-Fall.

Die Dauer der Berechnung der distanzoptimierten 4x8-Tastenbelegung aus Abbildung 43 mit
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5.8 Zusammenfassung der Ergebnisse im Hybrid-Fall

Zielfunktionswert 132,191 LE und zurtickzulegender Distanz 197,567 LE betragt 435,0s.

o
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Abbildung 43: Distanz-optimierte Tastenbelegung fiir das 4x8-Layout bei realistischer Schreibweise im
Hybrid-Fall.

Eine Analyse der resultierenden Tastenbelegungen im Hybrid-Fall zeigt, dass die Gruppe der
Buchstaben mit den haufigsten Bigrammen (D, E, I, N, R, S, T) diesmal im Gegensatz zum ho-
rizontalen Fall (siehe Abschnitt 4.2.2) auf einer Seite positioniert wurde. Dies erscheint insofern
sinnvoll, als dass die Tastatur vertikal und horizontal verwendet wird, weshalb eine Platzierung
auf beiden Seiten lange zuriickzulegende Strecken bei vertikaler Nutzung erfordern wiirde. Dies
ist auch der Grund, warum samtliche Vokale auf der rechten Seite liegen und seltene Buchsta-
ben auf der linken Seite. In der Praxis kénnte diese Positionierung dazu fiihren, dass die beiden
am Schreibvorgang beteiligten Finger nicht gleichméaBig belastet werden, was problematisch
sein kdénnte (siehe auch Kapitel 10). Leere Tasten und seltene Buchstaben sind analog zu den
Ergebnissen im vertikalen und horizontalen Fall weit entfernt von den Startpunkten platziert.

5.3 Zusammenfassung der Ergebnisse im Hybrid-Fall

Die nachfolgenden Ergebnisse basieren auf der Verwendung der realistischen Schreibweisen
und resultieren aus der Wahl p = 0, 6 % fiir den Ansatz THR und : = e, T' = Hp, fiir den Ansatz
SYMM.

Tabelle 11 fasst die Eigenschaften und Resultate der Optimierung von Problem (P20) zusam-
men. Dabei ist sowohl der Zielfunktionswert (Spalte 5) als auch die zuriickzulegende Gesamt-
distanz (Spalte 6) in LE angegeben.

Tabelle 11: Ergebnisse der Distanzminimierung fiir Hybrid-Anwendungen.

Layout NB Var. | Laufzeit | Zfkts.wert | Distanz
QWERTY-like | 25040 | 17514 | 53,2s 135,022 218,02
3x9-Layout | 27163 | 19020 | 74,9s 133,09 206,753

3x10-Layout | 32971 | 22950 | 121,7s 133,068 211,635
4x8-Layout | 37598 | 26112 | 435,0s 132,191 197,567

111



5 Distanzminimierung fir Hybrid-Anwendungen

Vergleicht man die Werte aus Tabelle 11 mit jenen aus den Tabellen 8 und 9, so stellt man fest,
dass die Anzahl der Variablen und Nebenbedingungen fir alle Geratepositionen tibereinstimmt.
Dies macht insofern Sinn, als dass sich die zugehérigen Probleme nur in den Koeffizienten der
Zielfunktionen unterscheiden.

Die Werte der zuriickzulegenden Gesamtdistanz liegen in der Regel Uber denen im vertika-
len und horizontalen Fall, was daher rihrt, dass die bereits mehrfach erwahnten kontraren
Tastenbelegungs-Anforderungen der beiden regularen Positionen im Hybrid-Fall vereint wer-
den massen.

Unabhangig von den konkreten Werten stellt sich die Frage, ob durch die Modellierung in Ab-
schnitt 5.1 die Eignung der resultierenden Tastenbelegungen flr vertikale und horizontale Be-
dienung sichergestellt werden konnte. Tabelle 12 gibt Aufschluss Uber die Eigenschaften der
hybrid-optimierten Tastenbelegungen in verschiedenen Geratepositionen, wobei die Werte der
Spalten 2,3 und 5 in LE angegeben sind.

Tabelle 12: Zuriickzulegende Gesamtdistanz der hybrid-optimierten Tastenbelegungen in verschiede-
nen Gerdtepositionen, sowie zusétzlicher Aufwand gegeniiber den Optima der urspriingli-
chen Positionen.

Layout Distanz | Distanz | zusidtzl. Aufwand ggii. | Distanz
(vert.) (hor.) vert./hor. Optimum (hybrid)
QWERTY-like (hybr.opt, Abb.40) | 240,173 | 195,867 +9,0 % +6,6% | 218,02
3x9-Layout (hybr.opt, Abb.41) | 228,568 | 184,939 +15,0 % +6,8% | 206,753
3x10-Layout (hybr.opt, Abb.42) | 238,191 | 185,079 +19,6%  +10,0% | 211,653
4x8-Layout (hybr.opt, Abb.43) | 212,803 | 182,331 +14,5%  +11,5% | 197,567

Der Vergleich der Informationen aus Tabelle 12 mit denen aus Tabelle 10 offenbart, dass die
zurtickzulegende Distanz auf hybrid-optimierten Belegungen deutlich geringer ist, als die mitt-
lere zurlickzulegende Distanz von Tastenbelegungen, die fiir eine Position optimiert wurde und
gleichermal3en in der anderen Position genutzt werden. Damit geht eine Reduktion des durch-
schnittlichen zusétzlichen Aufwandes einher. AuBerdem sind die Abweichungen der Distan-
zen vom Optimum der jeweiligen Position deutlich gleichmaBiger, also "fairer” verteilt, weshalb
die Hybrid-Tastenbelegungen den urspriinglichen Wunsch Vorbehalte gegen eine Position zu
verhindern erfiillen und in der Lage sind die Textlbertragung auf Smartphones effizienter zu
gestalten.
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6 Minimierung der benotigten Zeit

Alternativ zur Minimierung des Schreibaufwandes in Form der zuriickzulegenden Gesamtstre-
cke, sind Smartphone-Nutzer oftmals an einer Minimierung der Zeit interessiert, die fir die
Ubertragung eines Textes bendtigt wird. Um diesen Wunsch in einer Tastenbelegung umset-
zen zu kdnnen, ist ein Modell erforderlich, mit dem sich die Bewegungsdauer zwischen zwei
Punkten bestimmen I&sst. Fiir diesen Zweck wird in Ubereinstimmung mit verwandter Literatur
das Gesetz von Fitt verwendet (siehe Abschnitt 2.4.5). Analog zu Kapitel 5 werden vereinfachte
sowie semi-realistische Schreibweisen nicht betrachtet.

6.1 Zeitminimierung fur vertikale, horizontale und
Hybrid-Anwendungen

6.1.1 Modellierung

Analog zur Suche nach einer distanzminimalen Tastenbelegung (siehe Abschnitt 3.2.1) lasst
sich die Suche nach einer zeitminimalen Belegung flr realistische Schreibweisen als quadra-
tisches Zuordnungsproblem modellieren. Der Unterschied zwischen beiden Fallen besteht le-
diglich in der Verwendung der Distanz beziehungsweise der Zeit als Koeffizienten der Variablen
in der Zielfunktion. Wie in Abschnitt 3.2.2 lasst sich daraus ein ganzzahliges, lineares Optimie-
rungsproblem ableiten, welches folgende Form hat.

n

min (B—1)-> "> " pir - tji - Tiju

i=1j=1k=11=1 (P21)
uwd.N. (y,z) € Fpy

In (P21) bezeichnet t;; > 0 die Zeit, die benétigt wird, um die Tasten j € [m] und [ € [m]
aufeinanderfolgend zu tippen. Fir eine TastengrdBe von 1 LE I&sst sich diese dank (2.6) durch
folgenden Ausdruck bestimmen.

tjy =a+b-logy(dj + c) (6.1)

Das Problem (P21) ist aufgrund der langen Laufzeit fur realistische Instanzen abermals un-
geeignet (vgl. (P4) in Abschnitt 3.2.2). Méchte man die Verbesserungsansatze aus Abschnitt
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6 Minimierung der bendtigten Zeit

3.2.3 darauf anwenden, so stellt sich die Frage, welche Auswirkungen die Veranderung der
Koeffizienten auf die potentiellen Verbesserungen hat.

Die Eigenschaften und der Erfolg der Ansatze CUTS, SYMM, AJLIN, AJCON sind unabhan-
gig von den Koeffizienten, weshalb sie unverandert verwendet werden kénnen. Die Einflihrung
eines neuen Kriteriums fir die Zielfunktion mittels OBJFCT kann analog mithilfe der Bewe-
gungsdauer t; vom Startpunkt zur Taste j statt der Distanz d; erfolgen. Es gilt analog zu (6.1):

ti =a+0b-logy(d; + c) (6.2)

Die Wahl der Parameter in Fitts’ Law (siehe Abschnitt 2.4.5) hat zur Folge, dass die Zeiten ¢
fir alle Tastenpaare (j,1) € [m] x [m] echt gréBer Null sind, da man selbst fiir das doppelte
Antippen derselben Taste Zeit benétigt (¢ = 0.083s). Dies flhrt dazu, dass es im Gegensatz
zu den Optmierungsproblemen aus den Kapiteln 3, 4 und 5 nur noch von den Wahrschein-
lichkeiten 0 < p; < 1 abhangt, ob die Koeffizienten gleich Null sind. Erinnern wir uns an die
Aussage aus Lemma 3.30, welches sich Gbertragen lasst, dann erkennt man, dass die Zulas-
sigkeitsbereiche der Optimierungsprobleme, welche aus (P21) und den Relaxationen UPBND
und NOBIN entstehen, unter geeigneten Umstanden (p;i. # 0 Vi, k) gleich Fps; sind. Die Kon-
sequenz davon ware die nicht explizit geforderte Ganzzahligkeit der Lésungen aufgrund von
yi; € {0,1} und dem impliziten Zusammenhang ;;x = vij - Ykl-

Allein die Verbesserungen aus Abschnitt 3.2.3 konnten im Fall der Distanzminimierung die Lauf-
zeit nicht ausreichend senken, weshalb der Ansatz IMPLZERO und Methoden zur Reduktion
der Eintrage der Wahrscheinlichkeitsmatrix entwickelt wurden (bspw. THRESHOLD, siehe Ab-
schnitt 3.2.4). Letztere kdnnen unverandert auch fiir zeitminimierende Optimierungsprobleme
genutzt werden. Der Ansatz IMPLZERO muss insofern auf die Verwendung von t;; statt dj
angepasst werden, als dass die Variablen x;;,, fur die j = [ gilt, nun nicht mehr allein aufgrund
dieses Zusammenhangs nullgesetzt werden dirfen. Der Grund dafiir ist oben erlauterte Eigen-
schaft, dass ¢;; > 0. Damit ergibt sich eine neue Indexmenge I*, deren zugehdrige z-Variablen
nullgesetzt werden (vergleiche I° in Abschnitt 3.2.4).

I'={(, k) el | (i=kAjADV(i#kANj=1)Vpy =0} (6.3)

Die Verwendung der Reduktionsmethode THR(p) gestattet folgenden Definition.

=G,k ) el |(i=kAj#D)V(E#kN]=1)Vpy <P} (6.4)

Damit erh&lt man ein lineares Optimierungsproblem, das mit einer geeigneten Definition von ¢,
und ¢, (siehe 6.5 und 6.6) fiir die Berechnung von zeitminimierenden Tastenbelegungen fir die
realistischen Schreibweisen in verschiedenen Geréatepositionen geeignet ist.
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6.1 Zeitminimierung fur vertikale, horizontale und Hybrid-Anwendungen

B _ 1 n m m B n m _
min S e ZZ Z Zﬁik il - Tijrl + 2 Zztj “Di Yij
K= i=1j=1k=11=1 i=1j=1

n
> yiy=1 fallsm=n
udN. ¢ 5t Vj € [m]
Zyij <1 fallsm>n
i=1

m ~
dyy=1 Vie[n],i#1

j=1

douy=1

JET

T =0 Vi j,kilel

Yij +yp — 1 < a5,k 1€ I\I'

(P22)

n
injkl Syw Vi k€L
=1

m
S i =y Vi, k1€ L\Ljy
j=1

m

, =1
> i <yw Vi k1€l
=1

Tijkl = Thiij V4,75, k1€ VA
yi; € {0,1} Vie[n], je[m]
Tijie >0 Vi ke[n], j,l€m]
Analog zur Distanzminimierung unterscheiden sich die Positionen lediglich in den Inputdaten

und ¢;; ist definiert als:

til im vertikalen Fall
_ R ti, wenn gilt: 5, l € Ty V 5,1l € T . )
tjp = tj = f R im horizontalen Fall (6.5)

tj + 1, sonst
atj + Bty im Hybrid-Fall
und ¢, als
tj, im vertikalen Fall
tj =11, im horizontalen Fall (6.6)

atj + Btj, im Hybrid-Fall

Dabei bezeichnen ¢; und fj die Dauer einer Bewegung von der Taste j zum zugehdrigen ho-
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6 Minimierung der bendtigten Zeit

rizontalen Startpunkt beziehungsweise zum zugehérigen Wartepunkt. Sie lassen sich mithilfe
von Fitts’ Law (siehe (6.2)) aus den Distanzen Jj und cij bestimmen.

6.1.2 Ergebnisse der Optimierung

Die nachfolgenden Tastenbelegungen sind die L6sungen von (P22) fir eine realistische Schreib-
weise in vertikaler Gerateposition. Sie basieren auf der Wahl ; = ¢, T'= Hr und p = 0,6 %.
Die Lésungen der Zeitminimierung fiir horizontale und Hybrid-Anwendungen werden erst spater
prasentiert, da sie zuvor in Abschnitt 6.2 mithilfe einer neuen Schreibweise verbessert werden
kénnen. Die Werte fir ¢;; und ¢; werden von VirtualKeyboardOptimization.mos automatisch aus
den eingelesenen Layout-spezifischen Distanzen (siehe Anhang A.2) und in Abhangigkeit der
Geréateposition errechnet.

Das QWERTY-like-Layout wird in 158,3 s auf folgende Art und Weise mit Buchstaben belegt.

Abbildung 44: Zeit-optimierte Tastenbelegung fir das QWERTY-like-Layout bei realistischer Schreib-
weise im vertikalen Fall.

Die benétigte Zeit fiir die Ubertragung eines Textes der Lange B auf obiger Tastenbelegung
betragt 27,8433 s (Zielfunktionswert: 23,465 s).

Die optimierte Belegung des 3x9-Layouts (siehe Abb. 45) erhalt man in 139,9s und fuhrt zu
einer bendtigten Schreibzeit von 27,1755 s (Zielfunktionswert: 23,4319 s).
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6.1 Zeitminimierung fur vertikale, horizontale und Hybrid-Anwendungen
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Abbildung 45: Zeit-optimierte Tastenbelegung fir das 3x9-Layout bei realistischer Schreibweise im ver-
tikalen Fall.

Das 3x710-Layout erhalt dank der Optimierung in 153,0 s die Tastenbelegung in Abbildung 46
mit Zielfunktionswert 23,4345 s. Die Schreibdauer darauf betragt 27,0569 s.
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Abbildung 46: Zeit-optimierte Tastenbelegung flir das 3x10-Layout bei realistischer Schreibweise im
vertikalen Fall.

Abbildung 47 zeigt die Tastenbelegung des 4x8-Layouts (Laufzeit: 259,6 s, Zielfunktionswert:
23,3447 s), auf welcher man 26,5841 s fiir die TextUbertragung benétigt.
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Abbildung 47: Zeit-optimierte Tastenbelegung fiir das 4x8-Layout bei realistischer Schreibweise im ver-
tikalen Fall.

Vergleicht man die eben prasentierten zeit-optimierten, vertikalen Tastenbelegungen mit den
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6 Minimierung der bendtigten Zeit

distanz-optimierten Ergebnissen aus Kapitel 3, so stellt man fest, dass sich die Belegungen
kaum unterscheiden. Der Grund daflr ist, dass trotz des nichtlinearen Zusammenhangs aus
Fitts’ Law (siehe Abschnitt 2.4.5) eine kurze zurlickzulegende Strecke auch eine geringe be-
noétigte Zeit mit sich bringt. Damit gelten die in Abschnitt 3.3.3 beschriebenen Charakteristika
beziglich der Buchstabenverteilung auch fir die zeit-optimierten Tastenbelegungen.

Der Vollstandigkeit halber und um spater die eingangs erwahnten Verbesserungen flr die ho-
rizontale und die Hybrid-Position belegen zu kénnen, zeigt Tabelle 13 die Eigenschaften und
Ergebnisse der Zeitminimierung fur realistische Schreibweisen in allen Geratepositionen mit-
hilfe von (P22) und i = e,7 = Hpg, p = 0,6 %. Die Werte der Spalten 6 und 7 sind dabei in
Sekunden angegeben. Abermals stimmt die Anzahl der Nebenbedingungen und Variablen fr
alle Positionen tberein und ist dartiber hinaus identisch zu den Werten der Distanzminimierung.

Tabelle 13: Ergebnisse der Zeitminimierung fir unterschiedliche Geréatepositionen bei Verwendung der
realistischen Schreibweisen.

Layout Position NB Var. | Laufzeit | Zfkts.wert | Schreibdauer
QWERTY-like | wvertikal | 25040 | 17514 | 158,3s 23,465 27,8433
QWERTY-like | horizontal | 25040 | 17514 | 254,1s 23,7947 30,4198
QWERTY-like hybrid 25040 | 17514 52,0s 23,7821 29,6797

3x9-Layout vertikal 27163 | 19020 | 1399s 23,4319 27,1755
3x9-Layout | horizontal | 27163 | 19020 | 166,35 23,5551 29,3373
3x9-Layout hybrid 27163 | 19020 | 118,0s 23,5342 28,8278
3x10-Layout vertikal | 32971 | 22950 | 153,0s 23,4345 27,0569
3x10-Layout | horizontal | 32971 | 22950 | 123,7s 23,5158 29,7443
3x10-Layout hybrid 32971 | 22950 | 128,3s 23,5328 29,2674
4x8-Layout vertikal 37598 | 26112 | 259,6s 23,3447 26,5841
4x8-Layout | horizontal | 37598 | 26112 | 260,3s 23,4664 28,9742
4x8-Layout hybrid 37598 | 26112 | 332,4s 23,4764 28,6867

Die Auswertung der Resultate zeigt, dass die Schreibdauer auf Belegungen, welche fir den
horizontalen Fall optimiert wurden, 1&nger ist als die der vertikalen Belegungen. Auf den ers-
ten Blick entspricht dieses Resultat nicht den Erwartungen, da man durch die Benutzung von
zwei Fingern eine schnellere Eingabe prognostiziert hatte. Der Grund warum die Erwartun-
gen in diesem Fall nicht erflllt sind, liegt in der verwendeten Schreibweise, die darauf basiert,
dass Bewegungen hintereinander ausgefuhrt werden. Im folgenden Abschnitt wird deshalb eine
Schreibweise zugrundegelegt, welche parallele Bewegungen zulasst.

6.2 Zeitreduktion mithilfe der Hover-over-Schreibweise

Wie in Abschnitt 2.4.4 erlautert, unterscheiden sich die Schreibweisen im horizontalen Fall von
denen im vertikalen Fall durch die Eingabe mit zwei Fingern statt mit einem. Dies flhrt unter
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6.2 Zeitreduktion mithilfe der Hover-over-Schreibweise

anderem dazu, dass sich der Finger, welcher im Moment keine Aufgabe zu erledigen hat, auf
eine Warteposition zurlickzieht (siehe Abschnitt 2.4.4 und 4.2). Es ist aber wahrscheinlich, dass
dieser Finger nicht auf dem Wartepunkt positioniert bleibt, bis er an der Reihe ist, sondern sich
ab einem gewissen Zeitpunkt bereits auf den Weg zur nachsten anzutippenden Taste macht.
FUr die zurlickzulegende Distanz macht diese spezielle Schreibweise keinen Unterschied, aber
sie eignet sich dafiir die bendtigte Zeit zu reduzieren. Der Name "Hover-over” resultiert aus der
Tatsache, dass ein Finger in diesem Fall unter Umstanden schon Uber der Taste schwebt, die
er als nachstes antippen muss.

In der Annahme, dass ein Benutzer sich auf die aktuelle Texteingabe konzentrieren muss und
deshalb nicht in der Lage ist vorausschauend zu schreiben, kann man davon ausgehen, dass
sich ein wartender Finger frihestens dann in Bewegung setzt, wenn der letzte Buchstabe vor
seinem Einsatz getippt wurde. Das bedeutet, dass ab dem Moment, ab dem sich der eine
Finger auf den Ruckweg zur Mitte macht, der andere Finger sich in Richtung des nachsten
Buchstabens bewegt (siehe Abb. 48).

Abbildung 48: Schematische Darstellung der zuriickzulegenden Wege und ihrer Reihenfolge fiir die
Ubertragung des Textes "AJRN” bei Verwendung der Hover-over-Schreibweise in ho-
rizontaler Geréteposition. Dabei erfolgen die Bewegung 1.a und 1.b zur gleichen Zeit,
jedoch muss der rechte Daumen mit der Eingabe von "J” warten, bis der linke Daumen
"A” getippt hat. Im Anschluss daran folgen (gleichzeitig) die Bewegungen 2.a und 2.b.

Um die Formulierung (P22) zur Berechnung einer optimalen Tastenbelegung fiir den Hover-
over-Ansatz verwenden zu kdnnen, geniigt eine neue Definiton von ¢j;. Da die Hover-over-
Schreibweise nur dann mdglich ist, wenn sich das Smartphone in horizontaler Lage befindet
und zwei aufeinanderfolgende Buchstaben auf verschiedenen Tastaturseiten liegen, verandert
sich die urspriingliche Definition von ¢;; (siehe Definition (6.5)) vor allem fiir diesen speziellen
Fall der Bedienung. Damit &ndert sich auch die Definition im Hybrid-Fall, da dieser zum Teil auf
der horizontalen Schreibweise basiert. Insgesamt gilt nun:
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6 Minimierung der bendtigten Zeit

til im vertikalen Fall
_ N ti, wenn gilt: j,l € T, V j,l € TR
i o= Ly = T o J im horizontalen Fall ~ (6.7)
max{t;,t}, sonst
ot + Bty im Hybrid-Fall

Betrachtet man die Unterschiede zwischen den Definitionen (6.5) und (6.7) im horizontalen
Fall, so stellt man fest, dass flir den Tippvorgang zweier Tasten auf unterschiedlichen Seiten
der Term #; + #, durch max{#;,#,} ersetzt wurde. Wahrend Ersterer die Dauer der Bewegung
eines Fingers zum zugehdrigen Wartepunkt und des anderen Fingers vom Wartepunkt zum
jeweiligen Ziel modelliert, kann max{#;,#;} anschaulich als die gleichzeitige Bewegung beider
Finger samt Warten desjenigen, welcher friiher sein Ziel erreicht, interpretiert werden.

6.2.1 Ergebnisse im horizontalen Fall

Analog zu den Lésungen der Zeitminimierung im vertikalen Fall (siehe Abschnitt 6.1.2) basie-
ren folgende horizontale Ergebnisse auf Problem (P22) und der Wahl i = ¢, T = Hp und
p = 0,6 %, wobei fur ¢;; Definition (6.7) verwendet wird. Damit sind nachfolgend prasentierte
Tastenbelegung firr die Hover-over-Schreibweise optimiert.

Die Berechnung der Koeffizienten ¢;; erfolgt wie gewohnt automatisch mithilfe von VirtualKey-
boardOptimization.mos, weshalb sich die Inputdaten auf die Wahrscheinlichkeiten aus Tabelle
24 und 25, sowie auf die Distanzen aus Anhang A.2 beschrénken.

F{O/L|V XY B|G K| W
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Abbildung 49: Zeit-optimierte Tastenbelegung fir das QWERTY-like-Layout und die Hover-over-
Schreibweise im horizontalen Fall.

Das QWERTY-like-Layout erhalt durch die Optimierung (Laufzeit: 160,3 s) die Tastenbelegung
aus Abbildung 49 mit Zielfunktionswert 20,511 s und Schreibdauer 23,4275 s.

Folgende Tastenbelegung ist die Losung fur das 3x9-Layout mit einer bendtigten Textlbertra-
gungszeit von 22,8984 s (Laufzeit: 208,4 s, Zielfunktionswert: 20,5061 s).
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6.2 Zeitreduktion mithilfe der Hover-over-Schreibweise
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Abbildung 50: Zeit-optimierte Tastenbelegung fir das 3x9-Layout und die Hover-over-Schreibweise im
horizontalen Fall.

In 61,72 s lasst sich die Tastenbelegung fir das 3x70-Layout errechnen (siehe Abb. 51). Sie
besitzt einen Zielfunktionswert von 20,5698 s und flihrt zu einer Schreibdauer von 23,0816 s.
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Abbildung 51: Zeit-optimierte Tastenbelegung fiir das 3x10-Layout und die Hover-over-Schreibweise
im horizontalen Fall.

Die Optimierung liefertin 118,3 s eine Belegung fiir das 4x8-Layout, die einen Zielfunktionswert
von 20,5678 s hat und eine Schreibzeit von 22,7836 s nach sich zieht (sieche Abb. 52).
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Abbildung 52: Zeit-optimierte Tastenbelegung fir das 4x8-Layout und die Hover-over-Schreibweise im
horizontalen Fall.

Wahrend die Buchstaben bei realistischer Schreibweise im horizontalen Fall (siehe Abschnitt

4.2.2) so verteilt werden, dass die Buchstaben der hdufigsten Bigramme (EN, ER) direkt neben-
einanderliegen (siehe bspw. Abb. 34), werden diese bei Verwendung der Hover-over-Schreib-
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6 Minimierung der bendtigten Zeit

weise auf unterschiedliche Seiten aufgeteilt (siehe bspw. Abb. 49). Die Positionierung erfolgt
wie gewohnt nahe des Wartepunktes. Der Grund fiir die Aufteilung haufiger Bigramme ist, dass
sich so die daflir benétigte Eingabezeit reduzieren lasst. Wahrend die Bewegung zwischen be-
nachbarten Tasten mindestens die Zeit bendtigt, die es dauert 1 LE zurlickzulegen, erfordern
zweiseitige Bigramme bei Hover-over-Bedienung nur einmal die Zeit von der weiter entfernten
zugehdrigen Taste zum Wartepunkt. Diese ist im besten Fall nur so grof3 wie die Bewegungs-
dauer der minimalen Entfernung einer Taste zum Startpunkt (0,5 LE).

Die Ubrigen Buchstaben, deren Bigrammwahrscheinlichkeiten nicht in die Optimierung einflie-
Ben, werden geman ihrer Wahrscheinlichkeiten mit Bezug zum Startpunkt verteilt.

Tabelle 14 fasst die Ergebnisse der Hover-over-Schreibweise im horizontalen Fall zusammen.

Tabelle 14: Ergebnisse der Zeitminimierung fir die Hover-over-Schreibweise im horizontalen Fall.

Layout NB Var. | Laufzeit | Zfkts.wert (s) | Schreibdauer (s)
QWERTY-like | 25040 | 17514 | 160,3s 20,511 23,4275
3x9-Layout | 27163 | 19020 | 208,4s 20,5061 22,8984
3x10-Layout | 32971 | 22950 | 61,7s 20,5698 23,0816
4x8-Layout | 37598 | 26112 | 118,3s 20,5678 22,7836

Wie man anhand der Schreibdauer firr verschiedene Layouts in Tabelle 14 sehen kann, hat
sich die fur die Textlbertragung bendtigte Zeit in horizontaler Gerateposition beim Wechsel
von der realistischen Schreibweise (siehe Definition (6.5) und Tabelle 13) auf die Hover-over-
Schreibweise (siehe Definition (6.7)) deutlich reduziert (um durchschnittlich 22 %). Dies ent-
spricht den Erwartungen, die der Modellierung der Hover-over-Bedienung zugrundelagen.

6.2.2 Ergebnisse in Hybridanwendungen

Da die Hybrid-Position zu einem gewissen Teil auf der horizontalen Geréateposition basiert,
deren zugehdrige Bedienung durch die Hover-over-Schreibweise verbessert wurde, werden
in diesem Abschnitt die Auswirkungen auf die Ergebnisse des Hybrid-Falls betrachtet. Um die
Vergleichbarkeit zu bisherigen Ergebnissen zu gewéhrleisten werden die Parameter von SYMM
und THR identisch zu Abschnitt 6.2.1 gewahlt. « und g seien analog zu Abschnitt 5.2 gleich
0,5.

Die Suche nach einer optimalen Tastenbelegung fiir die Hybrid-Position bei Verwendung der
Hover-over-Schreibweise liefert in 157,1 s folgende Lésung (Zielfunktionswert: 23,5829 ) fir
das QWERTY-like-Layout. Auf ihr betragt die Dauer der Textlbertragung 27,2262 s.
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6.2 Zeitreduktion mithilfe der Hover-over-Schreibweise

Abbildung 53: Zeit-optimierte Tastenbelegung fir das QWERTY-like-Layout und die Hover-over-
Schreibweise im Hybrid-Fall.

In 424.,4 s erhélt man die hybrid-optimierte Tastenbelegung fir das 3x9-Layout (siehe Abb. 54).
Der Zielfunktionswert ist dabei gleich 23,4922 s und die Schreibdauer gleich 26,7147 s.
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Abbildung 54: Zeit-optimierte Tastenbelegung fiir das 3x9-Layout und die Hover-over-Schreibweise im

Hybrid-Fall.
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Abbildung 55: Zeit-optimierte Tastenbelegung fir das 3x10-Layout und die Hover-over-Schreibweise
im Hybrid-Fall.

Die 3x10-Belegung aus Abbildung 55 mit Zielfunktionswert 23,501 s I&sst sich in 257,6s er-
rechnen und provoziert eine Schreibdauer von 27,039 s.
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Abbildung 56: Zeit-optimierte Tastenbelegung fiir das 4x8-Layout und die Hover-over-Schreibweise im
Hybrid-Fall.

Im Vergleich dazu ist die Schreibdauer auf der Tastenbelegung des 4x8-Layouts (siehe Abb. 56)
mit 26,6507 s etwas geringer, jedoch dauert ihre Berechnung mit 515,5s auch deutlich langer
(Zielfunktionswert: 23,4388 s).

Analog zur horizontalen Geréateposition lie3 sich auch im Hybrid-Fall die bendtigte Zeit durch die
Verwendung der Hover-over-Schreibweise reduzieren. Allerdings betragt die durchschnittliche
Reduktion in diesem Fall nur 7,6 % und damit deutlich weniger als in Abschnitt 6.2.1. Der Grund
dafir ist, dass die Hover-over-Schreibweise nur in horizontaler Position verwendet werden kann
und diese nur einen Teil des Hybrid-Falls (genauer gesagt /3 - 100 %) ausmacht. Damit ist der
in Abschnitt 6.2.1 beschriebene Wunsch haufige Bigramme aufzuteilen weniger stark ausge-
pragt und die grundséatzliche Verteilung der Buchstaben auf die Seiten der Layouts sowie die
relative Lage der Buchstaben untereinander hat sich im Vergleich zu den distanz-optimierten
Hybrid-Belegungen aus Abschnitt 5.2 kaum veréndert (vergleiche bspw. Abb. 40 und Abb. 53).
Lediglich das Bigramm BE wird neuerdings auf verschiedenen Seiten positioniert (siehe bspw.
Abb. 55), was die Anderungen der absoluten Buchstabenpositionen erklart. Der Grund dafiir ist,
dass B nur zusammen mit E haufige Bigramme bildet und somit nur an einer kurzen Distanz zu
E nicht aber an einer Positionierung zusammen mit anderen hdufigen Buchstaben (wie bspw.
D) auf einer Seite interessiert ist.

Tabelle 15 dient als Zusammenfassung der Ergebnisse der Hover-over-Schreibweise im Hybrid-
Fall. Die Anzahl der Nebenbedingungen und Variablen der zugehérigen Optimierungsprobleme
stimmen mit denen zuvor prasentierter Probleme (berein.

Tabelle 15: Ergebnisse der Zeitminimierung fiir die Hover-over-Schreibweise im Hybrid-Fall.

Layout NB Var. | Laufzeit | Zfkts.wert (s) | Schreibdauer (s)
QWERTY-like | 25040 | 17514 | 157,1s 23,5829 27,2262
3x9-Layout | 27163 | 19020 | 424,4s 23,4922 26,7147
3x10-Layout | 32971 | 22950 | 257,65 23,501 27,039
4x8-Layout | 37598 | 26112 | 515,5s 23,4388 26,6507
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7 Implementierung

Die Implementierung der vorgestellten Optimierungsprobleme wurde in Xpress IVE vorgenom-
men. Das daraus resultierende Tool VirtualKeyboardQOptimization.mos liefert die in der Arbeit
prasentierten Ergebnisse. Um diese reproduzieren zu kénnen und zum tieferen Verstandnis
werden im Folgenden der Funktionsumfang von VirtualKeyboardOptimization.mos und die dar-
in wahlbaren Optionen néher erlautert.

7.1 Aufbau der Inputdaten

Um eine fehlerfreie Funktionsweise von VirtualKeyboardOptimization.mos sicherzustellen und
die gewlinschten Ergebnisse zu erhalten, sind die Inputdaten einer zu optimierenden Instanz
in englischsprachiger Standardformatierung als *.dat-Datei an das Tool zu Ubergeben. Diese
enthalt folgende Daten:

’Keyboard’ (st ring): Der Name des Tastaturlayouts

’Shape’ (st ring): Die Tastenanordnung des zugrundeliegenden Layouts, also ob die Tastatur
eine rechteckige oder unregelmaBige Form hat (rectangular oder free)

’Rows’ (integer): Die Anzahl der Zeilen des zugrundeliegenden Tastaturlayouts
‘Columns_free’ (array (1..Rows) of integer): Die Anzahl der Tasten jeder Zeile im
Fall einer unregelmaBigen Layoutform

’Columns_rect’ (integer): Die Anzahl der Spalten im Fall einer rechteckigen Layoutform
’numberofkeys’ (integer): Die Anzahl der verfliigbaren Tasten

’numberofletters’ (integer): Die Anzahl der zu verteilenden Zeichen

’Keyname’ (array (1. .numberofkeys) of string): Die Namen der Tasten, welche zur
Verfligung stehen

Lettername’ (array (1. .numberofletters) of string):Die NamenderZeichen, wel-
che verteilt werden sollen

'dist_keys_orig’ (array (1. .numberofkeys, 1. .numberofkeys) of string):Die Di-
stanzen zwischen den einzelnen Tasten

'dist_start_vert_orig’ (array (1. .numberofkeys) of real): Die Distanzen d; der Tas-
ten zum vertikalen Startpunkt

'dist_start_hor_orig’ (array (1. .numberofkeys) of real): Die Distanzen Jj der Tas-
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ten zum jeweils zugehdrigen horizontalen Startpunkt

’dist_mid_hor_orig’ (array (1. .numberofkeys) of real): Die Distanzen c?j der Tas-
ten zum jeweils zugehoérigen Wartepunkt

’letter_prob_orig’ (array (1. .numberofletters) of real):Die Buchstabenwahrschein-
lichkeiten p;

’bigram_prob_orig’ (array (1. .numberofletters, 1l..numberofletters) of real):
Die Bigrammwahrscheinlichkeiten p;

‘assignment_letters_keys’ (array (1. .numberofletters) of integer): Eine optio-
nale Moglichkeit eigene Tastenbelegungen auswerten zu lassen, indem man jedem Buchsta-
ben eine der verfligbaren Tasten zuordnet
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7.2 Schematischer Aufbau des Tools

VirtualKeyboardOptimization.mos

Algorithmus 1 VirtualKeyboardOptimization.mos

Eingabe: Inputdaten der in Abschnitt 7.1 beschriebenen Form

1.

Ol 0N

Wiéhle Parameter und lege Optionen fest

Deklariere die Variablen und lies die vorhandenen Daten ein
Initialisiere Funktionen und Prozeduren

Initialisiere (Hilfs-)Variablen

Priife die Inputdaten und die gewdhlten Optionen auf Richtigkeit

if Aufgabe des Tools ist die Optimierung einer Tastenbelegung then

if Kein Fehler in den Daten/Optionen then

6.1.1  Erzeuge die fiir die Optimierung benétigten Daten aus den eingelesenen
Daten (in Abhéngigkeit der Schreibweise und Position des Smartphones)
6.1.2  Optionale Ausgabe der Einstellungen

6.1.3  Optionale Ausgabe der Eigenschaften der Daten

6.14  Erzeuge die Nebenbedingungen

6.1.5  Optionale Anzeige der Modellgrofie

6.1.6  Erzeuge die Zielfunktion

6.1.7  Optimiere die Zielfunktion

6.1.8  Optionale Verwendung einer Heuristik

6.1.9  Ausgabe der resultierenden Tastenbelegung

6.1.10 Bewertung der resultierenden Tastenbelegung

6.1.11 Optionale Bewertung einer selbst erstellten Tastenbelegung

end if

else if Aufgabe des Tools ist die Auswertung einer Tastenbelegung then

if Kein Fehler in den Daten/Optionen then

6.2.1  Erzeuge die fiir die Evaluation benétigten Daten (in Abhdngigkeit der
Schreibweise und Position des Smartphones)

6.2.2  Ausgabe der eingelesenen Tastenbelegung

6.2.3  Bewertung der eingelesenen Tastenbelegung

6.24  Optionale Verwendung einer Heuristik

end if

end if

7.

Definiere Funktionen und Prozeduren

7.3 Funktionen von VirtualKeyboardOptimization.mos

Das parallel zur Erforschung der Theorie der Optimierung von Tastenbelegungen (siehe Kapi-

tel 3 - 6) entstandene Programm VirtualKeyboardOptimization.mos verfligt tber eine Vielzahl

von Funktionen und Einstellungsméglichkeiten. Diese erlauben es dem Benutzer Tastenbele-

gungen hinsichtlich seiner individuellen Gegebenheiten und Vorstellungen zu optimieren. Eine
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Auswahl davon sei im Folgenden genannt.

Optimierung oder Evaluation Der Benutzer kann entscheiden, ob er die Tastenbele-
gung eines Layouts optimieren oder lediglich eine selbst erstellte Tastatur auswerten
méchte.

verschiedene Zielfunktionen Die Tastenbelegung eines eingelesenen Layouts kann
hinsichtlich der erwarteten zurlickzulegenden Distanz beziehungsweise der erwarteten
bendtigten Zeit optimiert werden (siehe Kapitel 3 - 6). Die notwendigen Daten berechnet
das Tool automatisch aus den eingelesenen Werten (siehe Abschnitt 7.1).

verschiedene Geréatepositionen Tastenbelegungen werden abhangig von der gewahl-
ten Gerateposition optimiert. Dabei steht die vertikale (siehe Kapitel 3), horizontale (siehe
Kapitel 4) und hybrid-Position (siehe Kapitel 5) zur Auswahl.

verschiedene Schreibweisen Die Schreibweise des Benutzers (vereinfacht (Abschnitt
3.1 und 4.1), semirealistisch (Abschnitt 4.2.1), realistisch (Abschnitt 4.2.2), Hover-over
(Abschnitt 6.2)) kann frei gewéhlt werden. Die benétigten Daten werden auch in diesem
Fall automatisch berechnet und in der Optimierung verwendet.

Kompatibilitdt zu unterschiedlichen Layouts Das Tool ist nicht beschrankt auf die in
der Arbeit verwendeten Tastaturformen, sondern optimiert die Belegungen beliebiger Lay-
outs (einzulesen in der Form aus Abschnitt 7.1). Analog dazu ist das Tool nicht an die
Wabhl der speziellen Punkte aus Abschnitt 2.4.4 gebunden.

Grafische Ausgabe von Tastenbelegungen Um sich eine Tastenbelegung nicht mih-
sam aus einem 0-1-Vektor konstruieren zu missen, ist das Tool in der Lage Tastenbele-
gungen grafisch darzustellen.

Textldnge Die Lénge eines zu Ubertragenden Textes fur den die Tastenbelegung opti-
miert wird kann frei gewéahlt werden.

Modell der Bewegungsdauer Die Bewegungsdauer wird mithilfe von Fitts’ Law be-
stimmt (siehe Abschnitt 2.4.5). Aufgrund der uneindeutigen Wahl der Parameter in ver-
flgbarer Literatur (siehe Abschnitt 2.2) existiert innerhalb des Tools die Mdglichkeit die
Parameter frei zu wahlen, sodass die Vergleichbarkeit zwischen eigenen Ergebnissen
und Resultaten aus der Literatur sichergestellt ist.

Verhéltnis im Hybrid-Fall Das Verhaltnis zwischen vertikaler und horizontaler Schreib-
weise im Hybrid-Fall kann beliebig gewahlt werden (siehe «, 5 in Kapitel 5).

Reduktionsmethoden Es stehen verschiedenste Methoden zur Auswahl, welche die
Eintrage der Bigramm-Wahrscheinlichkeitsmatrix reduzieren (siehe Abschnitt 3.2.4).
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7.3 Funktionen von VirtualKeyboardOptimization.mos

+ Anséatze zur Verbesserung der Lésbarkeit Alle in Abschnitt 3.2.3 und 3.2.4 prasen-
tierten Ansatze zur Verbesserung der Lésbarkeit stehen in vollem Umfang zur Verfligung
und kénnen in verschiedenen Kombinationen vom Benutzer getestet werden.

» Grad der Ausgabe Je nach Infomationsbediirfnis des Benutzers l&sst sich der Umfang
der ausgegebenen Informationen anpassen.

« Heuristik Das Tool enthalt das 2-opt-Verfahren, welches als Heuristik fir die weitere
Verbesserung der aus der Optimierung resultierenden Tastenbelegungen dient. Dabei
kann eine beliebige Anzahl an lterationen gewahlt werden.

 Tastaturtest in verschiedenen Situationen Das Tool ermdglicht die Auswertung ei-
ner optimierten Tastenbelegung in verschiedenen Situationen, das heiBt Tests fur alle
Schreibweisen und Geréatepositionen, fir die sie eigentlich nicht erstellt wurde. Analog
dazu kann eine eingelesene Tastatur fur verschiedene Szenarien getestet werden, bei-
spielsweise um herauszufinden, fir welches Setting sie am besten geeignet ist.

+ Bestimmung der Laufzeit Das Tool liefert automatisch neben der Gesamtlaufzeit die
Dauer der Optimierung, der Heuristik und der Evaluationen.

» Fehlerprifung Das Tool Uberpriift eigenstandig, ob die eingelesenen Daten sinnvoll sind
und ob die gewahlten Einstellungen zulassig sind. Sollte das nicht der Fall sein, erkennt
es an welcher Stelle die Problematik liegt und liefert Korrekturhinweise.

» Auslesen der Belegung Auf Wunsch gibt das Tool die Tastenbelegung in Form eines
Vektors an, um beispielsweise die Evaluation zu einem spateren Zeitpunkt unabhangig
von der Optimierung vornehmen zu kénnen.

Neben den wichtigsten Funktionen, welche soeben vorgestellt wurden, existieren zahlreiche
weitere Features, deren detaillierte Erklarung an dieser Stelle zu umfangreich wéare. Der Le-
ser ist deshalb herzlich eingeladen eigene Erfahrung mit dem Tool zu sammeln oder einen
Blick in die Kommentare des Tools (siehe Quellcode in Anhang B) zu werfen, wo sich weitere
Erklarungen finden.
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8 Auswertung und Vergleich der Ergebnisse

Neben der zuriickzulegenden Distanz und der benétigten Zeit fir die Eingabe eines Standard-
textes der Lange B gibt es ein weiteres Maf3, das einem Vergleich zwischen verschiedenen
Tastaturlayouts und -belegungen zugrunde gelegt werden kann.

8.1 Theoretische Bestimmung der Schreibgeschwindigkeit

Oftmals wird in der Literatur die auf einer Tastatur oder mithilfe einer Tastenbelegung erzielbare
Schreibgeschwindigkeit préasentiert. Sie wird in Wértern pro Minute (wpm) angegeben und lasst
sich allgemein wie folgt berechnen:

60
wpm = —

= (8.1)

Dabei gibt ¢ die durchschnittlich benétigte Zeit in Sekunden an, die fir die Eingabe eines Buch-
stabens benétigt wird. Die Formel zur Berechnung des wpm-Wertes einer Tastenbelegung ba-
siert dabei auf der allgemeinen Konvention, dass ein Wort durchschnittlich aus 5 Buchsta-
ben besteht (siehe bspw. [MacKenzie u. Soukoreff, 2002b]). AuBBerdem flie3t die benébtigte Zeit
fr den Hin- und Rickweg der Finger zum jeweiligen Startpunkt nicht in die Berechnung der
Schreibgeschwindigkeit ein. Damit Iasst sich die durchschnittliche Eingabedauer ¢ eines Buch-
stabens bestimmen durch:

t= ZZ Pik - tryr (e (8-2)

Dabei bezeichnen T'(i) und T'(k) die Tasten, auf denen die Buchstaben i und k liegen und
ET(Z-)T(k) die Dauer einer Bewegung zwischen diesen Tasten. Letztere ist abhangig von der
Position des Gerates und der Schreibweise des Benutzers.

Da man an der Leistungsfahigkeit der Tastenbelegungen fiir méglichst realitditsnahe Schreib-
weisen interessiert ist, ist t_T(i)T(k) definiert wie in (6.7). Die Geschwindigkeiten, welche auf den
in der Arbeit erzeugten Tastenbelegungen erzielt werden kdnnen, finden sich in den Tabellen
16, 18 und 20 in Abschnitt 8.3.
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8 Auswertung und Vergleich der Ergebnisse

8.2 Alternative Tastaturen und Tastenbelegungen

Aufgrund der Vielzahl von Tastenbelegungen auf unterschiedlichsten Layouts beschréanken wir
uns auf eine Auswahl der Bekanntesten und Vielversprechendsten, um diese mit den Ergeb-
nissen aus den vorangegangenen Kapiteln zu vergleichen. Dabei wird auf die Auswertung von
unregelmafBigen Tastaturen (siehe bspw. Metropolis oder Hooke’s Keyboard aus [Zhai et al.,
2000]) oder solchen, die aufgrund ihrer Proportionen fir den Einsatz auf Smartphones unge-
eignet sind (siehe bspw. Tastaturform Il aus [Li et al., 2006]), verzichtet.

8.2.1 Belegungen des QWERTY-like-Layouts

Die Abbildungen 57 - 58 zeigen verschiedene Tastenbelegungen fiir das QWERT Y-like-Layout.
Sie reichen von einer alphabetischen Anordnung der Buchstaben (siehe Abb. 58) (ber die
Standard-QWERTY-Belegung (siehe Abb. 57), welche im 19. Jahrhundert von Christopher L.
Sholes entwickelt wurde (siehe Abschnitt 1.2), bis hin zu weniger bekannten Tastenbelegungen.

r "~ "~ "~ Y~ "~ 4 4 "~ "~ R

QW ER|T|Y| U|I |O|P

N v

[a]solrfafn]y K]
EEE T BT

Abbildung 57: Standard-QWERTY-Tastatur (siehe bspw. [Lewis et al., 1999b])

>
—

Abbildung 58: Alphabetische Belegung des QWERT Y-like-Layouts

Abbildung 59 zeigt die aktuellste der ausgewahlten Belegungen fir das QWERT Y-like-Layout.
Sie wurde von Li et al. [2006] mithilfe einer simulated-annealing-Heuristik fir die Eingabe von
englischem Text mit einem Finger erzeugt und ermdglicht laut den Autoren eine 30 % schnellere
Texteingabe als QWERTY.
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8.2 Alternative Tastaturen und Tastenbelegungen

Abbildung 59: [Li et al., 2006]-Tastenbelegung fir das QWERT Y-like-Layout

Die Tastenbelegung aus Abbildung 60, welche in [Lesher u. Moulton, 2000] présentiert wird,
entstand durch die Verwendung einer 2-opt-Heuristik und reduziert den einhandigen Schreib-
aufwand um etwa 36 % gegeniber der QWERTY-Belegung.

r Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ N

Z|V|C|I |R|L|JU|P|X|Q

G
W

Y

Abbildung 60: [Lesher u. Moulton, 2000]-Tastenbelegung fiir das QWERTY-like-Layout

Im Mittelpunkt der Arbeit von Light u. Anderson [1993] steht die Textlibertragung mit 10-Fingern,
fir welche die Autoren mithilfe eines simulated-annealing-Ansatzes eine 8 % schnellere Bele-
gung als QWERTY entwickeln (siche Abb. 61).

r Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ Y~ N

QPRI S|H|Z | K| I |T|X

M
J

Y

Abbildung 61: [Light u. Anderson, 1993]-Tastenbelegung fiir das QWERT Y-like-Layout
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8 Auswertung und Vergleich der Ergebnisse

8.2.2 DVORAK -Tastatur

Abbildung 62 zeigt die DVORAK-Tastatur. Sie besitzt zeilenweise 7,10,9 Tasten und verfugt
Uber die Belegung, welche 1943 von August Dvorak als Konkurrent zur Standard-QWERTY -
Tastatur vorgestellt wurde (siehe Abschnitt 2.2). Laut Buzing [2003] betragt der Unterschied
in der Schreibgeschwindigkeit bei 10-Finger-Bedienung etwa 5% zugunsten der DVORAK-

[ply[rle]c]n]L]
E(I U DI H|T|N|S

o]y [k]x[e[m[w]v]z]

Abbildung 62: DVORAK-Tastatur (siehe bspw. [Lewis et al., 1999b])

Tastatur.

8.2.3 KALQ-Tastatur

Die KALQ-Tastatur (siehe Abb. 63) ist einer der neuesten Versuche die QWERTY-Belegung
zu reformieren. Sie wurde von Oulasvirta et al. [2013] mithilfe einer Kombination aus gradient-
descent- und annealing-Ansatz fir die horizontale Textlibertragung auf Smartphones erstellt.
Das Ergebnis einer empirischen Studie ist eine Verbesserung der Schreibgeschwindigkeit der
Probanden um etwa 32 % in horizontaler Gerateposition.

r Y~ "~ Y~ "~ 4 4 4 N

M|IB/W|H|G|T|]O|J

r . . . - 4 4 4 R

r . .

P X
R|IY|S
D F

>

r - . .

C
Z  K|A|L | Q
Vv

NG A A A A A A A Wi

Abbildung 63: KALQ-Tastatur aus [Oulasvirta et al., 2013]

8.2.4 Weitere Belegungen fiir rechteckige Layouts

Die OPTI | & II-Belegungen aus Abbildung 64 und 66 verfigen laut MacKenzie u. Soukoreff
[2002b] im vertikalen Fall Gber eine &hnliche Schreibgeschwindigkeit (Abweichung: 0,5 %), de-
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8.2 Alternative Tastaturen und Tastenbelegungen

ren relative Verbesserung geniiber der QWERTY-Tastatur in [Zhai et al., 2002b] mithilfe einer
exakteren Parameterwahl (siehe auch Abschnitt 2.4.5) auf 25 % korrigiert wird. Der Vorteil der
FITALY -Tastatur (siehe Abb. 65) wird mit 20 % angegeben.

o
LAt Ll
L
R S ILISS
e v]afe]v]

i
e LS
A
e
[as[u]m]r]x]

T
aljoe vy,
e LNeL
W HIE AN,
BERENGEE

Abbildung 66: OPTI Il-Tastatur (siehe bspw. [MacKenzie u. Soukoreff, 2002b])
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8 Auswertung und Vergleich der Ergebnisse

8.3 Vergleich der optimierten Tastenbelegungen mit alternativen
Tastaturen

8.3.1 Vergleich der Eigenschaften im vertikalen Fall

Die Tabellen 16 und 17 geben Auskunft Gber die Leistungsfahigkeit der in der Arbeit prasentier-

ten Tastaturen und Tastenbelegungen bei realistischer Bedienung in vertikaler Gerateposition.

Tabelle 16: Leistungsfahigkeit der in der Arbeit errechneten distanzopt. (*) oder zeitopt. (**) Tastenbe-
legungen in vertikaler Geréteposition.

Layout Belegung | Distanz (LE) | Zeit (s) | Geschwindigkeit (wpm)
QWERTY-like | Abb. 23 * 220,372 27,8664 43,5171
3x9-Layout | Abb.24* 198,884 27,1582 44,6604
3x10-Layout | Abb.25* 199,199 27,126 44,7166
4x8-Layout | Abb.26* 185,922 26,5801 45,6607
QWERTY-like | Abb. 44 ** 219,865 27,8433 43,5539
3x9-Layout | Abb. 45 ** 199,316 27,1755 44,6314
3x10-Layout | Abb. 46 ** 197,783 27,0569 44,8332
4x8-Layout | Abb. 47 ** 186,087 26,5841 45,6537

Tabelle 17: Leistungsfahigkeit der Tastaturen und Tastenbelegungen aus verwandter Literatur bei verti-
kaler Geréteposition und realistischer Schreibweise.

Layout Belegung Distanz (LE) | Zeit (s) | Geschwindigk. (wpm)
QWERTY-like | QWERTY (Abb. 57) 331,389 33,1674 36,5021
QWERTY-like ABC (Abb. 58) 334,753 33,2452 36,3977
QWERTY-like Abb. 59 260,405 29,8661 40,5943
QWERTY-like Abb. 60 236,001 28,7688 42,1355
QWERTY-like Abb. 61 312,195 32,4602 37,295

Dvorak-Layout | DVORAK (Abb. 62) 394,192 35,6411 33,9583
4x8-Layout KALQ (Abb. 63) 318,216 32,737 37,0066
5x7-Layout OPTI I (Abb. 64) 197,564 27,3247 44,514
5x6-Layout FITALY (Abb. 65) 208,212 27,9832 43,4351
5x6-Layout OPTI II (Abb. 66) 191,873 27,056 44,9444

Bereits auf den ersten Blick offenbaren sich die Unterschiede in der Performance verschiede-
ner Tastaturen und Belegungen und damit die Sinnhaftigkeit, welche in der Erforschung und
Erzeugung von verbesserten, vertikalen Tastenbelegungen steckt.

Die geringe Abweichung der benétigten Schreibzeit auf distanz- und zeit-optimierten Bele-
gungen konnte bereits in Abschnitt 6.1.2 beobachtet werden. Darlber hinaus stellt man fest,
dass sich auch die jeweilige zuriickzulegende Strecke sowie die Leistungsfahigkeit in Form der
Schreibgeschwindigkeit nur minimal unterscheiden (um maximal 0,71 % bzw. 0,26 %).
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8.3 Vergleich der optimierten Tastenbelegungen mit alternativen Tastaturen

Eine Analyse der Tastaturen aus der Literatur zeigt, dass nur OPT/ | & I/ und FITALY mit den
Tastenbelegungen aus Teil Il der vorliegenden Arbeit konkurrieren kénnen. lhre guten Ergebnis-
se begriinden sich vor allem darin, dass diese Tastaturen explizit fir die Bedienung mit einem
Finger erstellt wurden. Die Tastenbelegungen des QWERT Y-like-Layouts aus Abbildung 59 und
60 basieren ebenfalls auf dem Versuch die vertikale Textlbertragung effizienter zu gestalten.
Der Grund, dass die zugehérigen Ergebnisse hinter denen von OPT/ | & I/ und FITALY zurlick-
bleiben, sind die unterschiedlichen Layoutformen (QWERTY-like vs. 5x6- bzw. 5x7-Layout).
Die DVORAK-Tastatur, welche genau wie die Belegung aus Abbildung 61 fir die 10-Finger-
Schreibweise erstellt wurde, schneidet aus diesem Grund im vertikalen Fall sehr schlecht ab.
Ihre Leistungsfahigkeit ist sogar geringer als die der Standardtastatur, was jedoch nicht den Er-
gebnissen aus [Buzing, 2003] (siehe Abschnitt 2.2) widerspricht, da in der genannten Arbeit die
Bedienung mit 10-Fingern zugrundegelegt wurde. Die kirzlich vorgestellte KALQ-Tastatur (sie-
he Oulasvirta et al. [2013]) bringt fiir die einhandige Textlbertragung kaum Vorteile gegenlber
der Standardtastatur mit sich, was sich darin begriindet, dass sie fiir die horizontale Schreib-
weise konzipiert ist.

Im Vergleich mit der QWERTY -Tastatur und den Tastaturen aus der Literatur (siehe Tabelle 17)
liefern die in der vorliegenden Arbeit optimierten Belegungen (siehe Tabelle 16) meist deutlich
bessere Ergebnisse hinsichtlich der zurlickzulegenden Distanz (Reduktion um durchschnittlich
27,8 % und im besten Fall bis zu 52,8 %) und der benétigten Zeit (Reduktion um durchschnittlich
14,8 % und im besten Fall bis zu 25,4 %).

Da diese Werte aufgrund der unterschiedlichen zugrundeliegenden Layouts und Schreibwei-
sen sowie dem Einfluss der alphabetischen (siehe Abb. 58) und Standard-QWERTY-Belegung
(siehe Abb. 57) nur eine begrenzte Aussagekraft haben, wird darliber hinaus ein Vergleich zwi-
schen den optimierten Tastenbelegungen aus Tabelle 16 und den fiir die 1-Finger-Schreibweise
entwickelten Belegungen aus Tabelle 17 (siehe Abb. 59, 60, Abb. 64, 65 und 66) angestellt. Die-
ser liefert eine durchschnittliche Reduktion der zuriickzulegenden Gesamtdistanz um 8,2 % und
der benétigten Zeit um 3,6 %. Beschrankt man sich zuséatzlich auf die Belegungen derselben
Layouts, dann ergibt sich eine durchschnittliche Reduktion der Distanz und der Schreibdauer
um 11,3 % beziehungsweise 5,0 % fur das QWERT Y-like-Layout.

Ein Grund fir das Verbesserungspotential der Tastenbelegungen aus der Literatur hinsicht-
lich der zurlickzulegenden Distanz und benétigten Zeit ist, dass dort statt der Distanz- und
Zeitminimierung eine mdglichst hohe Schreibgeschwindigkeit im Vordergrund steht. Trotzdem
liegen auch in diesem Bereich die optimierten Belegungen vorne (durchschnittlich 3,5% Ver-
besserungspotential bzw. 5,2 % auf dem QWERT Y-like-Layout), was teilweise durch die Wahl
des Textkorpus zu erklaren ist. So wurden die Tastaturen aus Tabelle 17 oftmals nicht fir die
deutsche Sprache, sondern fiir die Ubertragung eines englischen Textes entwickelt.
Gegenlber der Standard-QWERTY -Tastatur erzielen die optimierten Tastenbelegungen aus
Abbildung 23 und 44 potentielle Verbesserungen von durchschnittlich 33,6 % im Bereich der
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8 Auswertung und Vergleich der Ergebnisse

zurlickzulegenden Distanz, 16,0 % hinsichtlich der benétigten Zeit und 19,2 % bezliglich der
erzielbaren Geschwindigkeit.

Insgesamt kann man festhalten, dass die Tastenbelegungen, welche im Verlauf der Arbeit als
Lésung verschiedener Optimierungsprobleme auftraten, im vertikalen Fall durchweg sehr gute
Resultate erzielen und nur wenige der alternativen Tastaturen ahnliche Eigenschaften besitzen.

8.3.2 Vergleich der Eigenschaften im horizontalen Fall

Die Eigenschaften verschiedener Tastaturen und Tastenbelegungen hinsichtlich der zurlickzu-
legenden Distanz, der benétigten Zeit und der Schreibgeschwindigkeit in horizontaler Geréte-
position kann man den Tabellen 18 und 19 entnehmen. Den Werten der benétigten Zeit und
der Geschwindigkeit liegt dabei die Annahme zugrunde, dass der Benutzer die Hover-over-
Schreibweise verwendet.

Tabelle 18: Leistungsfahigkeit der in der Arbeit errechneten distanzopt. (*) oder zeitopt. (**) Tastenbe-
legungen in horizontaler Geréteposition.

Layout Belegung | Distanz (LE) | Zeit (s) | Geschwindigkeit (wpm)
QWERTY-like | Abb. 34 * 183,791 24,3013 50,2618
3x9-Layout | Abb.35* 173,236 23,7396 51,4432
3x10-Layout | Abb. 36 * 167,751 23,2795 52,4558
4x8-Layout | Abb.37* 163,457 23,0041 53,1037
QWERTY-like | Abb. 49 ** 184,167 23,4275 52,1897
3x9-Layout | Abb.50 ** 171,4 22,8984 53,3513
3x10-Layout | Abb. 51 ** 171,351 23,0816 52,9168
4x8-Layout | Abb. 52 ** 165,713 22,7836 53,624

Tabelle 19: Leistungsfahigkeit der Tastaturen und Tastenbelegungen aus verwandter Literatur in hori-

zontaler Geréateposition.

Layout Belegung Distanz (LE) | Zeit (s) | Geschwindigk. (wpm)
QWERTY-like | QWERTY (Abb. 57) 255,454 26,9233 45,3133
QWERTY-like ABC (Abb. 58) 269,736 28,0001 43,5273
QWERTY-like Abb. 59 259,016 27,331 44,6808
QWERTY-like Abb. 60 240,122 26,7825 45,6354
QWERTY-like Abb. 61 251,26 27,035 45,1463

Dvorak-Layout | DVORAK (Abb. 62) 241,218 26,7153 45,6108
4x8-Layout KALQ (Abb. 63) 242,43 26,0118 46,9321
5x7-Layout OPTI I (Abb. 64) 277,603 28,1012 43,5012
5x6-Layout FITALY (Abb. 65) 293,521 28,1789 43,365
5x6-Layout OPTI II (Abb. 66) 250,131 26,6657 45,8965

Beim Blick auf die erzielbare Schreibgeschwindigkeit stellt man zuallererst fest, dass die Werte
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8.3 Vergleich der optimierten Tastenbelegungen mit alternativen Tastaturen

deutlich Uber denen im vertikalen Fall liegen. Dies Uberascht insofern nicht, als dass man im ho-
rizontalen Fall zwei Finger flr die Textlbertragung zur Verfligung hat, die sich die Schreibarbeit
aufteilen. Die zurlickzulegende Distanz nimmt beim Wechsel der Gerateposition jedoch nicht
im selben Maf3 ab, wie die fiir die Textlbertragung benbétigte Zeit abnimmt oder die erzielbare
Schreibgeschwindigkeit zunimmt. Der Grund dafir liegt darin, dass sowohl die Zeit als auch die
Geschwindigkeit im Gegensatz zur Distanz von der Verwendung der Hover-over-Schreibweise
aus Abschnitt 6.2 profitieren.

Im Gegensatz zu Abschnitt 8.3.1 Iasst sich diesmal eine geringfligig gréBere Geschwindigkeit
bei den hinsichtlich der benétigten Zeit optimierten Tastenbelegungen feststellen. Erwartungs-
geman liegen die Vorteile der distanzoptimierten Belegungen im Bereich der zuriickzulegenden
Gesamtstrecke.

Vergleicht man die Ergebnisse der Tastenbelegungen aus Tabelle 18 mit denen aus Tabelle
19 so erkennt man, dass samtliche Tastaturen aus der Literatur im horizontalen Fall einen
deutlich gréBeren Schreibaufwand in Form der zurlickzulegenden Distanz erfordern als die
optimierten Belegungen. Analog verhalt es sich fir die erzielbaren Geschwindigkeiten und die
bendétigte Zeit. Dies liegt vor allem daran, dass der GroBteil der Tastaturen aus Tabelle 19 fir
die Bedienung mit einem Finger konzipiert wurde.

Die KALQ-Tastatur, deren Erzeugung auf der 2-Finger-Schreibweise basiert, liefert diesbezlg-
lich erwartungsgeman die besten Ergebnisse. Der Grund warum sie trotzdem weit hinter den
Werten aus Tabelle 18 zuriickbleibt, ist die Verwendung einer alternativen Hover-over-Strategie
im Entstehungsprozess (siehe auch Kapitel 9). Die Verwendung der KALQ-Tastatur wiirde un-
ter den der Arbeit zugrundegelegten Voraussetzungen im Vergleich zu den optimierten 4x8-
Tastenbelegungen (siehe Abb. 37 und 52) die Gesamtstrecke im Durchschnitt um 32,1 % ver-
langern und einen zeitlichen Mehraufwand 12,0 % hervorrufen. Die Verschlechterung hinsicht-
lich der erzielbaren Geschwindigkeit wiirde 10,8 % betragen.

Der Vergleich der Leistungsfahigkeit der errechneten Tastenbelegungen fiir das QWERT Y-like-
Layout aus Tabelle 18 mit der Standard-QWERTY -Tastatur offenbart die besseren Eigenschaf-
ten der Erstgenannten. lhre Nutzung wirde zu einer Reduktion der zurlickzulegenden Strecke
(-28,0 %) und der bendtigten Zeit (-11,4 %), sowie einer um 13,0 % gréBeren Schreibgeschwin-
digkeit flhren.

Erinnert man sich zuriick an die Tastaturen, die im vertikalen Fall gute Resultate erzielen konn-
ten (OPTI I, OPTI I, FITALY, siehe Abschnitt 8.3.1), und analysiert ihre Daten im horizontalen
Fall, so zeigt sich dass ihre Leistungsfahigkeit fir die 2-Daumen-Schreibweise deutlich unter
den Leistungen der optimierten Tastenbelegungen liegt (bspw. eine bis zu 23,7 % langsamere
TextUbertragung). Der Grund dafir ist, dass ihrer Erzeugung eine vertikale Gerateposition zu-
grundelag. Unabhéangig von der Performance misste man jedoch allein aufgrund ihrer Propor-
tionen Uber einen Einsatz auf Smartphones in horizontaler Position diskutieren (siehe Kapitel
9).
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Aufgrund der gréBeren Ahnlichkeit des horizontalen Falls zur 10-Finger-Schreibweise kén-
nen die DVORAK-Tastatur und die Belegung aus Abbildung 61 im Gegensatz zum vertikalen
Fall hinsichtlich des Schreibaufwandes und der Leistung zur Standard-QWERTY -Tastatur auf-
schlieBen.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass keine der in Abschnitt 8.2 prasentierten Tasta-
turen wirklich gute Ergebnisse fiir die horizontale Textlbertragung liefert. Vielmehr sollte bei
Verwendung der 2-Daumen-Schreibweise iber einen Wechsel hin zu den im Verlauf der Arbeit
optimierten Tastenbelegungen nachgedacht werden.

8.3.3 Vergleich der Eigenschaften im Hybrid-Fall

Fir Hybrid-Anwendungen liefern die im Verlauf der Arbeit prasentierten Tastaturen und Tasten-
belegungen die Resultate, welche in Tabelle 20 und 21 zusammengefasst sind. Analog zu den
Ergebnissen in horizontaler Gerateposition (siehe Abschnitt 8.3.2) wird davon ausgegangen,
dass die Hover-over-Schreibweise verwendet wird.

Tabelle 20: Leistungsfdhigkeit der in der Arbeit errechneten distanzopt. (*) oder zeitopt. (**) Tastenbe-
legungen fiir Hybrid-Anwendungen.

Layout Belegung | Distanz (LE) | Zeit (s) | Geschwindigkeit (wpm)
QWERTY-like | Abb. 40 * 218,02 27,2141 44,7506
3x9-Layout | Abb.41* 206,753 26,8374 45,3833
3x10-Layout | Abb. 42~ 211,635 27,0307 45,0489
4x8-Layout | Abb.43* 197,567 26,5032 45,984
QWERTY-like | Abb. 53 ** 218,755 27,2262 44,7288
3x9-Layout | Abb.54 ** 205,641 26,7147 45,5946
3x10-Layout | Abb. 55 ** 214,665 27,039 45,0316
4x8-Layout | Abb. 56 ** 202,973 26,6507 45,723

Bei der Auswertung der Daten bestétigt sich die Vermutung, dass die Werte der zurlickzule-
genden Distanz, der bendtigten Zeit und der erzielbaren Geschwindigkeit fur die Tastaturen aus
Tabelle 21 zwischen denen der einfachen Geratepositionen liegen. Auch die optimierten Tas-
tenbelegungen aus Tabelle 20 erreichen nicht mehr die guten Werte, welche fir die horizontale
Gerateposition in Abschnitt 8.3.2 zustandekamen. Der Grund dafiir sind die bereits mehrfach
erwahnten kontréren Anforderungen der verschiedenen Geratepositionen an eine Tastenbele-
gung, welche im Hybrid-Fall vereint werden mussen. Diese haben auch zur Folge, dass der
Unterschied zwischen den Tastaturen aus der Literatur und den optimierten Tastenbelegungen
im Hybrid-Fall weniger gro3 ausfallt, als dies zuvor fir vertikale und horizontale Anwendun-
gen der Fall war. Nichtsdestotrotz sind die optimierten Tastenbelegungen aus Tabelle 20 den
Tastaturen aus der Literatur (siehe Tabelle 21) in der Regel Uberlegen.

Legt man dem Vergleich nur die Tastaturen aus Tabelle 21 zugrunde, deren Motivation eine
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8.3 Vergleich der optimierten Tastenbelegungen mit alternativen Tastaturen

Tabelle 21: Leistungsfdhigkeit der Tastaturen und Tastenbelegungen aus verwandter Literatur fir

Hybrid-Anwendungen.

Layout Belegung Distanz (LE) | Zeit (s) | Geschwindigk. (wpm)
QWERTY-like | QWERTY (Abb. 57) 293,421 30,0454 40,4332
QWERTY-like ABC (Abb. 58) 302,245 30,6226 39,6445
QWERTY-like Abb. 59 259,71 28,5985 42,5396
QWERTY-like Abb. 60 238,061 27,7757 43,8157
QWERTY-like Abb. 61 281,727 29,7476 40,8468

Dvorak-Layout | DVORAK (Abb. 62) 317,705 31,1782 38,9314
4x8-Layout KALQ (Abb. 63) 280,323 29,3744 41,3825
5x7-Layout OPTI I (Abb. 64) 237,583 27,713 44,0018
5x6-Layout FITALY (Abb. 65) 250,866 28,0811 43,4
5x6-Layout OPTI II (Abb. 66) 221,002 26,8609 45,4154

Verbesserung der QWERTY -Tastatur war und welche fir die Bedienung eines Smartphone-
ahnlichen Gerétes konzipiert sind, und lasst deshalb die Belegungen der Abbildungen 57, 61,
58 und 62 auf3en vor, so erhéalt man folgende Unterschiede hinsichtlich der durchschnittlichen
Eigenschaften. Die hybrid-optimierten Tastenbelegungen aus Tabelle 20 sind in der Lage die
durchschnittlich zuriickzulegende Strecke um 15,5% und die durchschnittliche Schreibdauer
um 4,2 % zu reduzieren. Die erzielbare Geschwindigkeit liegt im Durchschnitt um 4,6 % héher
als die der einbezogenen Tastaturen aus Tabelle 21.

Der Vergleich mit der Standard-QWERTY -Tastatur liefert die Uberlegenheit der in Kapitel 5 und
Abschnitt 6.2.2 optimierten Tastenbelegungen, welche sich in einer reduzierten Gesamtstrecke
(-28,6 %), einer reduzierten Schreibdauer (-10,5 %) und einer héheren Schreibgeschwindigkeit
(+12,0 %) ausdruckt. Beschrankt man sich beim Vergleich auf hybrid-optimierte Belegungen fur
das QWERTY-like-Layout (siehe Abb. 40 und 53) erhalt man geringfiigig schlechtere Werte fiir
das Verbesserungspotential (Distanz: -25,6 %, Zeit: -9,4 %, Geschwindigkeit: +10,6 %), da der
positive Einfluss der leistungsfahigen rechteckigen Layouts verloren geht.

8.3.4 Zusammenfassung der Ergebnisse der Vergleiche

Die Auswertung der Ergebnisse und der Vergleich der Tastenbelegungen und Tastaturen in den
Abschnitten 8.3.1, 8.3.2 und 8.3.3 haben gezeigt, dass sich die Entwicklung und Einflihrung
einer neuen Tastenbelegung fir Smartphones aus Sicht der zurlickzulegenden Strecke, der
bendtigten Zeit und der Schreibgeschwindigkeit prinzipiell lohnen wirde.

Eine Nutzung der als Konkurrent zur QWERTY -Tastatur bekannten DVORAK-Tastatur (siehe
Abb. 62) auf Smartphones ist nicht zu empfehlen, da sie insbesondere bei einhandiger Be-
dienung allen anderen Tastaturen und Belegungen deutlich unterlegen ist. Ein erstaunliches
Ergebnis ist, dass das die alphabetische Belegung (siehe Abb. 58) nur im horizontalen Fall
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8 Auswertung und Vergleich der Ergebnisse

schlechtere Eigenschaften als die QWERTY -Tastatur mit sich bringt. Auch die alternativen Tas-
taturen, welche in Abschnitt 8.2 vorgestellt wurden, besitzen teilweise noch gro3es Verbesse-
rungspotential hinsichtlich der Ubertragung eines deutschen Textes auf Smartphones, weshalb
von einer Empfehlung abgesehen werden muss. Insbesondere im horizontalen Fall weisen sie
deutliche Schwachen auf.

Unabhéangig von der Einsatztauglichkeit in der Praxis stellt sich in diesem Zusammenhang die
Frage, ob die relativen Ergebnisse aus der Literatur fiir die Ubertragung eines deutschen Tex-
tes reproduziert werden kénnen. Mit Ausnahme der Tastenbelegung in Abbildung 59 (siehe
[Li et al., 2006]) waren die in der vorliegenden Arbeit bestimmten relativen Geschwindigkeits-
zuwéachse mit denen der Quellen vergleichbar. Ein méglicher Grund fiir die Abweichung der
Werte im Vergleich zur erstgenannten Arbeit ist neben der Korpuswahl beispielsweise die Plat-
zierung der im Deutschenn sehr haufigen Buchstaben E, N und R auf Tasten, die keinen mi-
nimalen Abstand zueinander haben (siehe Abb. 59). Der zugrundegelegte Text dlirfte auch ein
Grund fur die (um 7,2%) geringere Reduktion der Distanz bei der Belegung aus Abbildung 60
sein. Die groBe Diskrepanz hinsichtlich der relativen Verbesserung der Schreibgeschwindigkeit
der KALQ-Tastatur im Vergleich zur QWERTY -Tastatur (empirische Studie: +32 %, Werte aus
Tabelle 19: +4 %) ist nur durch die abweichende Schreibweise zu erklaren, die der Erzeugung
der KALQ-Tastatur zugrundelag (siehe Kapitel 9).

Dariiber hinaus haben die Resultate aus den Abschnitten 8.3.1 - 8.3.3 gezeigt, dass die vor-
liegende Arbeit und insbesondere Kapitel 3 die theoretische Basis flr eine leistungsféhige Ver-
teilung der Buchstaben liefert. Die aus der Optimierung resultierenden Belegungen sind den
fortgeschritteneren Belegungen aus Abschnitt 8.2 (siehe Abb. 59, 60 und 63 - 66) je nach Ge-
rateposition und Evaluationskriterium (Distanz, Zeit, Geschwindigkeit) um bis zu 41,6 % (verti-
kal), 44,3 % (horizontal) oder 29,5% (hybrid) (iberlegen. Diese Uberlegenheit setzt sich beim
Vergleich mit der QWERTY -Tastatur fort, sodass am Ende der Arbeit fir alle Positionen Tas-
tenbelegungen zur Verfligung stehen, welche leistungsféhiger sind als die derzeitige Standard-
Smartphone-Tastatur (siehe Tabelle 22).

Tabelle 22: BetragsmaBig gréte, relative Verbesserung der Leistungsfdhigkeit der Standard-QWERTY-
Tastatur hinsichtlich verschiedener Kriterien durch eine in der vorliegenden Arbeit errechne-
te (jeweils in Klammern genannte) Tastenbelegung.

Position Distanz Zeit Geschwindigkeit
vertikal | -43,9 % (Abb. 26) | -19,9 % (Abb. 26) | +25,1 % (Abb. 26)
horizontal | -36,0 % (Abb. 37) | -15,4 % (Abb. 52) | +18,3 % (Abb. 52)
hybrid -32,7 % (Abb. 43) | -11,8 % (Abb. 43) | +13,7 % (Abb. 43)

Betrachtet man die Tastenbelegungen, welche die gréBten Verbesserungen gegenlber der
QWERTY -Tastatur hervorrufen und welche in Tabelle 22 aufgelistet sind, so bemerkt man,
dass all diese Belegungen fiir das 4x8-Layout entwickelt wurden. Untersucht man die maxima-
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le Verbesserung der QWERTY -Tastatur durch Tastenbelegungen fiir das QWERT Y-like-Layout,
dann ergeben sich die Werte aus Tabelle 23. Der Unterschied in den Werte der beiden Tabellen
zugunsten der 4x8-Belegungen ist ein Indiz dafiir, dass neben der Optimierung der Tastenbe-
legung auch an einem besseren Tastaturlayout gearbeitet werden sollte (siehe Kapitel 10).

Tabelle 23: BetragsméBig gréBte, relative Verbesserung der Leistungsfédhigkeit der Standard-QWERTY-
Tastatur hinsichtlich verschiedener Kriterien durch eine in der vorliegenden Arbeit errechne-
te QWERTY-like-Tastenbelegung.

Position Distanz Zeit Geschwindigkeit
vertikal | -33,7% (Abb. 44) | -16,1 % (Abb. 44) | +19,3 % (Abb. 44)
horizontal | -28,0 % (Abb. 34) | -13,0 % (Abb. 49) | +15,2% (Abb. 49)
hybrid -25,7 % (Abb. 40) | -9,4% (Abb. 40) | +10,7 % (Abb. 40)

Neben der Uberlegenheit der optimierten Tastaturen konnte in der Auswertung beobachtet wer-
den, dass die Unterschiede zwischen den distanz-minimierten (siehe Kapitel 3, 4 und 5) Tas-
tenbelegungen und den zeit-optimierten Belegungen (aus Kapitel 6) in allen Positionen nicht
sehr grof3 sind. Aus diesem Grund ist es naheliegend sich beispielsweise fir die Optimierung
von Tastenbelegungen alternativer Layouts zukinftig fir eines der beiden Ziele zu entscheiden.
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9 Diskussion

In Kapitel 8 wurde die theoretische Uberlegenheit der optimierten Tastenbelegungen gegen-
Uber den Tastaturen aus der Literatur fir das in Abschnitt 2 gewahlte Setting festgestellt. Trotz
der méglichst realistischen Wahl der Voraussetzungen lohnt es sich einen Blick zuriickzuwer-
fen, um die Ergebnisse der Arbeit im Gesamtkontext der Tastaturforschung einordnen zu kén-
nen.

Es wurde zu Beginn der Arbeit festgelegt, Tastenbelegungen flr vorgegebene Layouts zu op-
timieren. Zu diesem Zweck wurden in Abschnitt 2.4.3 vier Layouts gewahlt, ohne zuvor unter-
sucht zu haben, ob diese Tastenanordnungen fir eine leistungsfahige Tastatur geeignet sind.
Wir haben uns bei der Wahl der Layouts an den derzeit verwendeten Tastaturen orientiert und
darauf geachtet, dass sie bezlglich ihrer GréBe aus praktischer Sicht kompatibel sind zu ge-
woéhnlichen Smartphones. Sowohl ihre Héhe als auch die Breite spielen in diesem Zusammen-
hang eine wichtige Rolle, da die Ansteuerbarkeit der einzelnen Tasten und die Sichtbarkeit
beispielsweise eines Textfeldes gewahrleistet sein muss. Insofern kénnte man durch die Wahl
alternativer Layouts potentiell die Ergebnisse weiter verbessern, jedoch ist fraglich, ob die re-
sultierenden Tastaturen flr den Einsatz in der Praxis geeignet wéaren.

Dariiber hinaus wurden die Verteilung der einzelnen Tasten auf die Hande festgelegt. Eine
mittige Aufteilung erscheint nicht zuletzt aufgrund der Handigkeit der Nutzer sinnvoll, jedoch
mussten fiir eine einwandfreie Legitimation zunachst Modelle erarbeitet oder Studien durchge-
fihrt werden, die diese Thematik behandeln. Solange die Disjunktheit der Tastenmengen der
beiden Seiten erhalten bleibt, beeinflusst dies zwar die resultierenden Tastenbelegungen, je-
doch gelten die theoretischen Aussagen der Arbeit unverédndert. Analog verhalt es sich, wenn
die Teilung nicht nur im Hintergrund stattfindet, sondern das Layout zusatzlich optisch gesplittet
wird, was zu einer Veranderung der Distanzen zwischen den Tasten verschiedener Seiten flhrt.
Die Existenz von Tasten, welche von beiden Daumen angesteuert werden kénnen, wirde die
Uberarbeitung der prasentierten mathematischen Formulierungen erfordern.

Um das Ziel der Minimierung der zurlickzulegenden Gesamtstrecke beziehungsweise der be-
notigten Zeit zu erreichen, war es notwendig, bestimmte Start- und Wartepunkte fir die Finger
zu definieren. Dazu ist zu sagen, dass die Wahl der Punkte vor allem die Optimierungspro-
bleme beeinflusst, denen eine Schreibweise mit haufiger Ansteuerung jener Punkte zugrunde-
liegt. Betrachtet man beispielsweise die realistische Schreibweise im vertikalen Fall (Abschnitt
3.2), so spielt der Startpunkt pro Ubertragenem Text nur zweimal eine Rolle, namlich zu Be-
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9 Diskussion

ginn und am Ende. Der Einfluss hdngt damit von der gewéhlten Textldnge B ab, ist fir eine
hinreichend groBe Wahl aber gering. Es stellt sich die Frage, ob im horizontalen Fall nicht
auch eine Schreibweise existiert, welche ohne die Riickkehr zum Wartepunkt auskommt. Tat-
sachlich gibt es Literatur, die auf der Verwendung einer solchen Schreibweise basiert (siehe
[Oulasvirta et al., 2013]) und davon ausgeht, dass ein Finger lber seiner zuletzt getippten Taste
verharrt, bis er eine neue Aufgabe bekommt. In der Zwischenzeit erledigt der andere Finger sei-
ne Schreibarbeit. Meiner Ansicht nach ist diese Schreibweise nicht realitdtsnah, weil sie davon
ausgeht, dass der Nutzer seine Finger in unnatirlicher Weise auf den zuvor gedrilickten Tasten
positioniert lasst. Die Inkaufnahme dieses muskularen Aufwands kann ich weder aus eigener
Erfahrung noch aus Befragungen und Beobachtungen in der Praxis bestatigen. Trotzdem sei
angemerkt, dass die Resultate des in Abschnitt 6.2 erarbeiteten Ansatzes eine obere Schranke
an eben genannte Schreibweise ist. Eine untere Schranke kénnte man erhalten, indem man
in Gleichung (6.7) die Dauer einer Bewegung zwischen zwei Tasten auf verschiedenen Seiten
gleich Null setzt. Im Gegensatz zur konkreten Wahl in Abschnitt 2.4.4 héngt die Position der
Wartepunkte in der Realitat sicher von Faktoren wie der Form und GréBe des Gerats ab.

Zur bereits erwahnten Wahl der Textlange B ist zu bemerken, dass sie fur die Gewichtung zwi-
schen der Positionierung der Buchstaben zueinander und ihrer Positionierung auf dem Tastatur-
layout verantwortlich ist. Eine Reduktion der durchschnittlichen Buchstabenanzahl eines Textes
fihrt dazu, dass sich die resultierenden Tastenbelegungen den Ergebnissen aus Abschnitt 3.1
und 4.1 angleichen, da die zugehdérigen Optimierungsprobleme lediglich die Positionierung auf
dem Layout betrachten.

Fur die Erzeugung von Tastenbelegungen im Hybrid-Fall (siehe Kapitel 5) war es nétig ein
Verhéltnis zwischen vertikaler und horizontaler Nutzung zu wéhlen. In der vorliegenden Arbeit
wurde mangels Studien zu diesem Thema davon ausgegangen, dass die Textlbertragung in
beiden Positionen zu gleichen Teilen erfolgt. Eine Anpassung auf zukinftig potentiell verfigbare
Parameterwerte wirde die Losungen in Richtung der Ergebnisse fir die einfachen Geréateposi-
tionen (siehe Kapitel 3 und 4) verandern.

In Kapitel 2 wurde die Minimierung der zurlickzulegenden Gesamtdistanz als ein mdgliches
Ziel der Optimierung identifiziert. Fir eine Tastenbelegung, welche neben dem Schreibauf-
wand auch Eigenschaften wie die Fehleranzahl miteinbezieht, gilt es herauszufinden, ob eine
geringe Distanz zwischen den Tasten lberhaupt wiinschenswert ist, oder aber beispielswei-
se die Fehleranzahl nach oben treibt. Im Gegensatz zu verwandter Literatur konzentriert sich
die vorliegende Arbeit auf die Minimierung der zurlickzulegenden Gesamtdistanz oder der be-
nétigten Schreibdauer anstatt auf die Maximierung der Schreibgeschwindigkeit. Letzteres ist
Uber die Zusammenhange (8.1) und (8.2) &quivalent zur Minimierung der durchschnittlichen
Eingabedauer eines Buchstabens. Somit unterscheidet sich die Zielfunktion, auf welcher samt-
liche prasentierten Ergebnisse basieren, von der in der Literatur verwendeten Zielfunktion nur
durch den Zusatzterm, welcher durch den Ansatz OBJFCT hinzukam (siehe 3.2.3). Verzich-
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tet man auf diesen Zusatzterm, der anschaulich als ein Gefalle in der Zielfunktion interpretiert
werden kann, so lieBe sich der Tastaturbereich T auf dem der Buchstabe i fixiert wird weiter
einschranken, was positive Effekte auf die Losbarkeit der Optimierungsprobleme (aus zeitlicher
Sicht) mit sich bringt. Darlber hinaus zieht die Festlegung auf ein Ziel der Optimierung keine
groBen Veranderungen nach sich. Es sollte an dieser Stelle nicht unerwahnt bleiben, dass das
Tool VirtualKeyboardQOptimization.mos bei geeigneten Einstellungen in der Lage ist sowohl die
Distanz und die Schreibdauer als auch die Schreibgeschwindigkeit zu optimieren.

Die Minimierung der benétigten Schreibdauer basiert wie auch die Schreibgeschwindigkeit auf
Fitts’ Law (siehe Abschnitt 2.4.5), welches jedoch fiir sehr fortgeschrittene Schreiber konzipiert
ist. Ist man daran interessiert, dass auf einer Tastenbelegung auch Anfénger gute Resultate
erzielen, ist es notig die Modelle daraufhin anzupassen.

Die Optimierung von Tastenbelegungen im horizontalen Fall in Kapitel 4 basiert auf der An-
nahme, dass sich beide Daumen gleich schnell bewegen. Praktischen Studien (siehe bspw.
[Oulasvirta et al., 2013]) zufolge existiert jedoch ein Unterschied zwischen den Geschwindig-
keiten der Ansteuerung einer Taste. Um die Praxistauglichkeit der Tastenbelegungen zu erhé-
hen, misste ausfuhrlicher in diese Richtung geforscht werden (siehe auch Kapitel 10).

Die Auswahl des Textkorpus ist ein weiterer Punkt Gber den diskutiert werden kann. Die pra-
sentierten Tastenbelegungen sind aufgrund der Gewinnung der Bigrammwahrscheinlichkeiten
(siehe Abschnitt 2.4.1) fiir die Ubertragung eines deutschen Textes optimiert. Je nachdem wie
empfénglich die groBen Smartphone-Hersteller fir die Einflhrung einer eigenen Tastenbele-
gung in jedem Land sind, misste man gegebenenfalls an der Mehrsprachlichkeit der Tasten-
belegungen arbeiten, anstatt sich auf eine Sprache festzulegen.

Neben der Verwendung von Wahrscheinlichkeiten, welche aus einem deutschen Text hervor-
gegangen sind, wurden im Verlauf der Arbeit nur die 26 Standardbuchstaben auf die Tasten der
Layouts verteilt. Es wurde nicht zwischen Grof3- und Kleinschreibung unterschieden, Umlaute,
Sonderzeichen, Leertaste(n), Symbole und Funktionstasten wurden nicht betrachtet. Natirlich
ware es mdglich all diese Tasten in einem zweiten Schritt manuell um die optimierte Tastenbele-
gung herumzulegen, es wiirde sich jedoch anbieten die Input-Daten diesbezlglich zu erweitern
und so die besonderen Zeichen in die Optimierung aufzunehmen. Die Folge dieser VergroBe-
rung der Menge an Zeichen wére ein Anwachsen der Optimierungsprobleme, was sich negativ
auf deren Lésungsdauer auswirkt.

In Abschnitt 3.2.4 wurden sogenannte Reduktionsmethoden eingeflhrt, welche mafgeblich an
der Reduktion der Laufzeit beteiligt waren. Eine Konsequenz dieser Methoden war es jedoch,
dass die Lage einiger Buchstaben zueinander nicht optimiert wurde. Zugunsten der zeitlichen
Losbarkeit wurde also auf die globale Optimalitat der Tastenbelegungen verzichtet. Die Re-
sultate aus Kapitel 8 legitimieren riickblickend dieses Vorgehen und es sei erwahnt, dass ein
Teil der eben genannten, unerwlnschten Auswirkungen mithilfe nachgeschalteter Heuristiken
abfangen werden kann (siehe Kapitel 10).
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10 Ausblick

Aufgrund der vielen individuellen Faktoren wie beispielsweise der Praferenz einer Geratepositi-
on, welche in die Erzeugung von besseren Tastenbelegungen einflie3en, ist es nahezu ausge-
schlossen, dass eine Tastenbelegung alle Nutzer gleichermafBen zufriedenstellt. Nichtsdesto-
trotz ist die Suche nach einer besseren Tastenbelegung generell sinnvoll, da die Verwendung
von QWERTY oder eine unbedachte Wahl der Belegung einen deutlich hdheren Aufwand pro-
voziert als nétig. Aus diesem Grund wird auf absehbare Zeit weiter an Tastaturen und deren
Belegungen geforscht werden.

Eine Méglichkeit die Resultate der vorliegenden Arbeit weiter zu verbessern ist die Verwendung
einer Heuristik im Anschluss an die Optimierung. Erste Tests mit dem Tool VirtualKeyboardOp-
timization.mos, in welchem das 2-opt-Verfahren bereits implementiert wurde, haben gezeigt,
dass sich die prasentierten Tastenbelegungen durch 1000 Iterationen um durchschnittlich 5,2 %
verbessern lassen. Die Dauer der implementierten 2-opt-Heuristik betragt dabei etwa 0,26 Se-
kunden pro lteration. Die Verwendung alternativer heuristischer Methode kénnte im Mittelpunkt
zukiinftiger Forschungsprojekte stehen.

AuBerdem ist es nicht unwahrscheinlich, dass die Optimierung von Tastenbelegungen in Zu-
kunft auch die Verteilung von Umlauten und Sonderzeichen umfasst, was die Qualitat der Re-
sultate weiter verbessern wirde. Die Frage nach der Form, GrdéBe und Positionierung einer
oder mehrerer Leertasten zahlt zu den spannendsten in diesem Bereich und wird bei zukinfti-
gen Forschungsansétzen eine grof3e Rolle spielen.

Ein weiterer Punkt, welcher fir einhandig bediente Gerate bereits im Mittelpunkt der Forschung
stand ist die Erlernbarkeit einer schnellen Textlbertragung durch Anfanger. Im Bereich der
Smartphones kénnte diese Thematik weiter untersucht werden.

Erinnert man sich zurlck an die Tastenbelegungen aus Abschnitt 5, die haufige Buchstaben
auf einer Layoutseite platzierten, ist es naheliegend Uber eine aus Sicht der Haufigkeiten aus-
geglichenere Verteilung der Buchstaben anzustreben, um eine Uberlastung eines Fingers zu
vermeiden.

Bevor man sich jedoch einer umfassenden Optimierung der Smartphone-Tastatur fir alle Gera-
tepositionen widmet, missten noch einige Punkte hinsichtlich der genauen Handhabung insbe-
sondere im horizontalen Fall geklart werden. Im Vergleich zum vertikalen Fall besteht in diesem
Bereich noch Aufholbedarf hinsichtlich der verwendeten Schreibweisen in der Praxis.
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A Input-Daten

A.1 Konkrete Buchstaben- und Bigrammwahrscheinlichkeiten

Tabelle 24: Buchstabenwahrscheinlichkeiten p;

a 627 |b 212|c 266|d 504|e 1755 |f 168 |g 296

h 405|i 778|j 028k 143|1 371 |'m 26 |n 951

o 29 |p 101|q 003|r 764 |s 6.2 t 62 |u 448

v 09 |w 145 |x 007 |y 017 |z 1.21

Tabelle 25: Bigrammwahrscheinlichkeiten p;y,

aa 0.05|ab 024 |ac 027 |ad 014 |ae 057 |af 013 |ag 017
ah 026 |ai 007]a 001|ak 007 |al 064 |am 031 |an 098
ao 001 |ap 006 |aq O ar 055 |as 043 |at 042 | au 077
av 003 |aw 0.02 | ax 001 |ay 002 |az 002 |ba 023 |bb 0.01
bc 0 bd 003 |be 1.04|bf 0.01|bg 0.03]|bh 0.01]|bi 019
bj 0.01|bk 0 bl 008 | bm 0 bn 001 [bo 0.06  bp 0
bg 0 br 013 |bs 0.06 | bt 0.04|bu 013 |bv 0 bw  0.02
bx 0 by 0 bz 001 |ca 004|cb 0 cc 0 cd 001
ce 003 |c O cg O ch 23 |ci 002|¢ O ck 0.16
cd 001 |cm O can 0 co 005|cp O c¢q O ca  0.01
cs 001 |ct 00l|cu 001|cv O cw 0 cx 0 cy O
cz 0 da 05 |db 005|dc 001 |dd 015 |de 235 |df 0.03
dg 004 | dh 004|di 093|dj 001|dk 003|dl 006 |dm 0.05
dn 004 | do 012 |dp 002|dgq O dr 009 |ds 012 |dt 0.07
du 02 |dv 0.04|dw 0.06 | dx O dy 0.01|dz 0.03|ea 028
eb 053 |ec 024 |ed 058 |ee 028 |ef 026|eg 048 |eh 05
ei. 197 |e¢ 003 ek 019 |el 078 | em 055 |en 373 |eo 007
ep 012 |eq 001 |er 4 es 133 |et 063 |eu 039 |ev 0.16
ew 022 |ex 004 |ey 001|ez 015|fa 02 |[fb 002 fc 0.01
fd 007 | fe 026 |ff 011 |fg 004 |fth 001 |fi 012 0
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fk
fr
fy
gf
gm
gt
ha
hh
ho
hv
ic

i
iq
ix
je
jl

js
jz
kg
kn
ku
Ib
li
Ip
Iw
md
mk
mr
my
nf
nm
nt
oa
oh
00
ov
pc
pj
Pq
px
qe
ql
gs
qz
rg

0.01
0.12
0
0.02
0.03
0.12
0.54
0.02
0.19
0.03
0.72
0.01
0
0.01
0.07
0

0

0
0.01
0.01
0.11
0.08
0.63
0.02
0.03
0.08
0.03
0.03
0.01
0.19
0.16
0.6
0.02
0.08
0.02
0.03

o]

(=l e el

0.01
0.17
0.19
0.03
0.05
0.04
0.01
0.01

1.64
0.28
0.79
0.04

0.04
0.01
0.07

0.01
0.15
0.04
0.02
0.02
0.04
0.19
0.08
0.68
0.15
0.19
0.16
0.12
0.01

0.01
0.14
0.06
0.02

0.03
0.27
0.57

0.02
0.23
0.03
0.17
0.01
0.03
0.16
0.03
0.42
0.01
0.08
0.29
0.79
0.14

0.01
0.01
0.12
0.04
0.21
0.01
0.02
0.11
0.37
0.09
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A.1 Konkrete Buchstaben- und Bigrammwahrscheinlichkeiten

m
ru
sb
si
Sp
SwW
td
tk
tr
ty
uf
um
ut
va
vh
VO
vV

wj

wq

xe
x1

Xs
XZ

y&
yn
yu
zb
Zi

zp

W

N eNoNoN oo eNeNeNoN)

g
o
(]

0.11

0.1

ro
v
sc
5
59
SX
te
tl
ts
tz
ug
un
uu
vb
vi
vp
vw
wd
wk

wy
xf
Xm

xt
ya

yo
yv
zc
Zj

zq

zX

0.33
0.11
0.84
0.03

1.94
0.14
0.39
0.26
0.1

1.25
0.01

0.09

o

O OO OO OO

O O OO

q
rx
se
sl

Ss
Sz

tn
tu
ub
ui
up
uw
vd
vk
vr
vy
wif

wt
Xa
xh
X0
XV
yc
yi
ya
yX
ze
zl
Zs
7z

0.86
0.07
0.48
0.09
0.09
0.07
0.32
0.07
0.02
0.06
0.01

=

o

0.28
0.01
0.01
0.01

o O O

0.01
0.01
0.03

0.01
0.01
0.42

S OO OO

o

0.02
0.01
0.05
0.01
0.03
0.01
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A Input-Daten

A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

A.2.1 Layout 1 - QWERTY-like

* numberofkeys =26, Rows = 3, Columns = (10,9,7)

Tabelle 26: Tastenbelegungen fiir das QWERTY-like-Layout

Belegung Input-Daten
QWERTY (1124221331415168171819262591014125723221206
[Li et al., 2006] (1411621221852316198412151739132524722612010

[Lesher u. Moulton, 2000]

[Light u. Anderson, 1993]

Alphabet

(1724142016121958217111315262134925232210186
(1234567891011121314151617 1819 20 21 22 23 24 25 26

)
)
(1518321142512224191161713168105242372209261)
)
)

Tabelle 27: Distanzen d; zum vertikalen Startpunkt (5,4) flir das QWERT Y-like-Layout

T1
T8
T15
T22

4.53
2.55
1.5

2.69

T2
T9
T16
123

3.54
3.54
1.8
25

T3 255
T10 4.53
T17 25

124 2.69

T4  1.58
T11 4.27
T18 3.35
125 3.2

T5

T12
T19
126

0.71
3.35
4.27
391

T6  0.71
T13 25
120 3.91

T7  1.58
T14 1.8
121 3.2

Tabelle 28: Distanzen d; zum jeweils zugeordneten Startpunkt (SP(L) = (0,1) oder SP(R) = (10,1))
fir das QWERTY-like-Layout

T1
T8
T15
122

2.55
3.54
5.22
4.03

T2
T9
T16
123

292
2.92
4.27
5.02

T3 354 | T4 43 |T5 515|Te 515|717 43
T10 255 | T11 18 | T12 25 | T13 3.35 | Ti4 4.27
T17 335 | T18 25 |T19 1.8 | T20 2.06 | T21 3.04
124 4.03 | T25 3.04 | T26 2.06

Tabelle 29: Distanzen d; zum zugeordneten Wartepunkt (W P(L) = (2.5,2) oder W P(R) = (7.5,2))
fiir das QWERT Y-like-Layout

T1
T8
T15
T22

25
1.5
2.55
1.58

T2
T9
T16
123

1.8
1.8
1.58
2.55

T3 1.5
T10 25
T17 0.71
T24 1.58

T4

T11
T18
T25

1.8

1.58
0.71
0.71

5 25

T12 0.71
T19 1.58
T26 0.71

T6 25
T13 0.71
T20 0.71

T7 1.8
T14 1.58
121 0.71
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

Tabelle 30: Distanzen d;; zwischen den Tasten fiir das vertikale QWERT Y-like-Layout

T1-T1
T1-T6
T1-T11
T1-T16
T1-T21
T1-T26
T2-T5
T2-T10
T2-T15
T2-T20
T2-T25
T3-T4
T3-T9
T3-T14
T3-T19
T3-T24
T4-T3
T4-T8
T4-T13
T4-T18
T4-T23
T5-T2
T5-17
T5-T12
T5-T17
T5-T22
T6-T1
T6-T6
T6-T11
T6-T16
T6-T21
T6-T26
T7-T5
T7-T10
T7-T15
T7-T20
T7-T25
T8-T4
T8-T9
T8-T14
T8-T19
T8-T24
T9-T3

0

5
1.12
5.59
32
7.76
3

8
3.64
2.06
5.85

1.8
6.58
4.03

1.12
4.61
2.5

2.69
2.69
2.06

4.61
1.12
3.2
3.2

1.8
4.92
2.06
4

1
3.64
1.8
2.5
6

T1-T2
T1-T7
T1-T12
T1-T17
T1-T22
T2-T1
T2-T6
T2-T11
T2-T16
T2-T21
T2-T26
T3-T5
T3-T10
T3-T15
T3-T20
T3-125
T4-T4
T4-T9
T4-T14
T4-T19
T4-T24
T5-T3
T5-T8
T5-T13
T5-T18
T5-T23
T6-T2
T6-T7
T6-T12
T6-T17
T6-T22
T7-T1
T7-T6
T7-T11
T7-T16
T7-T21
T7-T26
T8-T5
T8-T10
T8-T15
T8-1T20
T8-T25
T9-T4

1

6
1.8
6.58
4.03
1

4
1.12
4.61
25
6.8

2.69
2.06
4.92

1.12
5.59
3.2

1.8
3.64
2.06

3.64
1.8
2.5

5.59
1.12
4.03
25
3

2
2.69
5.85
2.06
5

T1-T3
T1-T8
T1-T13
T1-T18
T1-T23
T2-T2
T2-T7
T2-T12
T2-T17
T2-T22
T3-T1
T3-T6
T3-T11
T3-T16
T3-T21
T3-T26
T4-T5
T4-T10
T4-T15
T4-T20
T4-T25
T5-T4
T5-T9
T5-T14
T5-T19
T5-T24
T6-T3
T6-T8
T6-T13
T6-T18
T6-T23
T7-T2
T7-17
T7-T12
T7-T17
T7-T22
T8-T1
T8-T6
T8-T11
T8-T16
T8-T21
T8-T26
T9-T5

2

7
2.69
7.57
4.92
0

5
1.12
5.59
3.2

1.8

3.64
2.06
5.85

1.8
2.5
4.03

1.12
4.61
2.5

2.69
2.69
2.06

4.61
1.12
3.2
7

2
6.58
1.8
4.92
2.06
4

T1-T4
T1-T9
T1-T14
T1-T19
T1-T24
T2-T3
T2-T8
T2-T13
T2-T18
T2-T23
T3-T2
T3-T7
T3-T12
T3-T17
T3-T22
T4-T1
T4-T6
T4-T11
T4-T16
T4-T21
T4-T26
T5-T5
T5-T10
T5-T15
T5-T20
T5-T25
T6-T4
T6-T9
T6-T14
T6-T19
T6-T24
T7-T3
T7-T8
T7-T13
T7-T18
T7-T23
T8-T2
T8-T7
T8-T12
T8-T17
T8-T22
T9-T1
T9-T6

3

8
3.64
8.56
5.85
1

6
1.8
6.58
4.03

1.12
4.61
2.5

2.69
2.69
2.06
4.92

1.12
3.2
3.2

1.8
3.64
2.06

3.64
1.8
25
6

1
5.59
1.12
4.03
8

3

T1-T5
T1-T10
T1-T15
T1-T20
T1-T25
T2-T4
T2-T9
T2-T14
T2-T19
T2-T24
T3-T3
T3-T8
T3-T13
T3-T18
T3-T23
T4-T2
T4-T7
T4-T12
T4-T17
T4-T22
T5-T1
T5-T6
T5-T11
T5-T16
T5-T21
T5-T26
T6-T5
T6-T10
T6-T15
T6-1T20
T6-T25
T7-T4
T7-T9
T7-T14
T7-T19
T7-T24
T8-T3
T8-T8
T8-T13
T8-T18
T8-1T23
T9-T2
T9-T7

4

9
4.61
25
6.8
2

7
2.69
7.57
4.92

1.12
5.59
3.2

1.8
3.64
2.06

3.64
1.8
25
4.03

1.12
4.03
2.5

2.69
2.69
2.06
5

0
4.61
1.12
3.2
7

2
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T9-T8
T9-T13
T9-T18
T9-T23
T10-T2
T10-T7
T10-T12
T10-T17
T10-T22
T11-T1
T11-T6
T11-T11
T11-T16
T11-T21
T11-T26
T12-T5
T12-T10
T12-T15
T12-T20
T12-T25
T13-T4
T13-T9
T13-T14
T13-T19
T13-T24
T14-T3
T14-T8
T14-T13
T14-T18
T14-T23
T15-T2
T15-T7
T15-T12
T15-T17
T15-T22
T16-T1
T16-T6
T16-T11
T16-T16
T16-121
T16-T26
T17-T5
T17-T10
T17-T15
T17-T20
T17-T25

1

5.59
1.12
4.03

7.57
2.69
5.85
1.12
4.61

7.76
3.2

2.69
7.57

4.92
1.12
5.59

6.8
1.8
3.64

1.41
3.64
1.8

1.41
5.59
1.12

3.16
7.76
2.69
2.69

51

T9-T9
T9-T14
T9-T19
T9-124
T10-T3
T10-T8
T10-T13
T10-T18
T10-123
T11-T2
T11-T7
T11-T12
T11-T17
T11-T22
T12-T1
T12-T6
T12-T11
T12-T16
T12-T21
T12-T26
T13-T5
T13-T10
T13-T15
T13-1T20
T13-T25
T14-T4
T14-T9
T14-T14
T14-T19
T14-T24
T15-T3
T15-T8
T15-T13
T15-T18
T15-1T23
T16-T2
T16-T7
T16-T12
T16-T17
T16-122
T17-T1
T17-T6
T17-T11
T17-T16
T17-T21
T17-T26

0
4.61
1.12
3.2

6.58
1.8

4.92
1.12
5.59

6.8
1.8
3.64

1.41
4.03
1.8

6.58

1.41
5.85
1.12
4.61

7.76
2.69
2.69

4.61
1.12

2.24
6.58
1.8

4.12
1.41

T9-T10
T9-T15
T9-T20
T9-T25
T10-T4
T10-T9
T10-T14
T10-T19
T10-T24
T11-T3
T11-T8
T11-T13
T11-T18
T11-T23
T12-T2
T12-T7
T12-T12
T12-T17
T12-T22
T13-T1
T13-T6
T13-T11
T13-T16
T13-T21
T13-T26
T14-T5
T14-T10
T14-T15
T14-T20
T14-T25
T15-T4
T15-T9
T15-T14
T15-T19
T15-T24
T16-T3
T16-T8
T16-T13
T16-T18
T16-1T23
T17-T2
T17-17
T17-T12
T17-T17
T17-T22
T18-T1

3.64
6.8
2.5

5.59
1.12
4.03
1.8

6.58

5.85
1.12
4.61

7.76
2.69
2.69

4.92
1.12
5.59

2.24
6.8
1.8
3.64

1.41
3.64
1.8

1.41
5.59
1.12

3.16
7.57

T9-T11
T9-T16
T9-T21
T9-T26
T10-T5
T10-T10
T10-T15
T10-T20
T10-T25
T11-T4
T11-T9
T11-T14
T11-T19
T11-T24
T12-T3
T12-T8
T12-T13
T12-T18
T12-T23
T13-12
T13-T7
T13-T12
T13-T17
T13-T22
T14-T1
T14-T6
T14-T11
T14-T16
T14-T21
T14-T26
T15-T5
T15-T10
T15-T15
T15-T20
T15-T25
T16-T4
T16-T9
T16-T14
T16-T19
T16-1T24
T17-T3
T17-T8
T17-T13
T17-T18
T17-T23
T18-T2

7.57
2.69
5.85
2.06

4.61
7.76
3.2

2.69
7.57

4.92
1.12
5.59

6.8
1.8
3.64

1.41
3.64
1.8

1.41
5.85
1.12
4.61

3.16
7.76
2.69
2.69

4.61
1.12

2.24
6.58

T9-T12
T9-T17
T9-T22
T10-T1
T10-T6
T10-T11
T10-T16
T10-T21
T10-T26
T11-T5
T11-T10
T11-T15
T11-T20
T11-T25
T12-T4
T12-T9
T12-T14
T12-T19
T12-T24
T13-T3
T13-T8
T13-T13
T13-T18
T13-1T23
T14-T2
T14-T7
T14-T12
T14-T17
T14-1T22
T15-T1
T15-T6
T15-T11
T15-T16
T15-T21
T15-T26
T16-T5
T16-T10
T16-T15
T16-1T20
T16-125
T17-T4
T17-T9
T17-T14
T17-T19
T17-T24
T18-T3

6.58
1.8
4.92

8.56
3.64
6.8
2.5
3.64
8.56

1.41
4.03
1.8

6.58

5.85
1.12
4.61

7.76
2.69
2.69

4.61
1.12

2.24
6.8
1.8
3.64

412
1.41
3.64
1.8

1.41
5.59
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

T18-T4
T18-T9
T18-T14
T18-T19
T18-T24
T19-T3
T19-T8
T19-T13
T19-T18
T19-T23
T20-T2
T20-T7
T20-T12
T20-T17
T20-T22
T21-T1
T21-T6
T21-T11
T21-T16
T21-T21
T21-T26
T22-T5
T22-T10
T22-T15
T22-T20
T22-T25
T23-T4
T23-T9
123-T14
T23-T19
123-T24
T24-T3
1T24-T8
T24-T13
T24-T18
T24-T23
T25-T2
T25-T7
T25-T12
125-T17
T25-T22
T26-T1
T26-T6
T26-T11
T26-T16
T26-T21
T26-T26

4.61
1.12

2.24
6.58
1.8

4.12
2.06
4.92

51

32
3.2
7.76
3.16

2.06
5.85
1.41

25

4.03
1.41
4.12

4.03
2.5
6.8
2.24

5.85
2.06
4.92

7.76
3.2
3.2
7.76

T18-T5
T18-T10
T18-T15
T18-T20
T18-T25
T19-T4
T19-T9
T19-T14
T19-T19
T19-T24
T20-T3
T20-T8
T20-T13
T20-T18
T20-1T23
T21-T2
T21-T7
T21-T12
T21-T17
T21-1T22
T22-T1
T22-T6
T22-T11
T22-T16
T22-T21
T22-T26
T23-T5
T23-T10
T23-T15
T23-T20
T23-1T25
T24-T4
T24-T9
T24-T14
T24-T19
T24-T24
T25-T3
T25-T8
T25-T13
T25-T18
T25-T23
T26-T2
T26-T7
T26-T12
T26-T17
T26-T22

3.64
1.8

6.08
1.41
5.59
1.12

3.16
2.06
5.85
1.41
6.08

2.5

4.03
1.41
412

4.03
25
6.8
2.24

2.06
492

3.2
3.2
7.76
3.16

4.92
2.06
5.85
1.41

6.8
25
4.03
1.41

T18-T6
T18-T11
T18-T16
T18-T21
T18-T26
T19-T5
T19-T10
T19-T15
T19-T20
T19-T25
T20-T4
T20-T9
T20-T14
T20-T19
T20-T24
T21-T3
T21-T8
T21-T13
T21-T18
T21-T23
T22-T2
T22-T7
T22-T12
T22-T17
T22-T22
T23-T1
T23-T6
T23-T11
T23-T16
T23-T21
T23-126
T24-T5
124-T10
T24-T15
T24-T20
T24-T25
T25-T4
T25-T9
T25-T14
T25-T19
T25-T24
1T26-T3
T26-T8
T26-T13
T26-T18
T26-1T23

2.69
7

2
51
1
4.61
1.12

7.07
2.24
2.5
6.8
224
7.07

2.06
4.92

51

3.2
3.2
7.76
3.16

4.92
2.06
5.85
1.41

25
4.03
1.41

4.03
2.5
6.8
2.24

5.85
2.06
4.92

T18-T7
T18-T12
T18-T17
T18-T22
T19-T1
T19-T6
T19-T11
T19-T16
T19-T21
T19-T26
T20-T5
T20-T10
T20-T15
T20-T20
T20-125
T21-T4
T21-T9
T21-T14
T21-T19
T21-124
T22-T3
T22-T8
T22-T13
T22-T18
T22-T23
T23-T2
T23-T7
T23-T12
T23-T17
T23-T22
124-T1
T24-T6
124-T11
T24-T16
T24-T21
T24-T26
T25-T5
T25-T10
T25-T15
T25-T20
T25-T25
126-T4
T26-T9
T26-T14
T26-T19
T26-T24

1.8
6

1
4.12
8.56
3.64

6.08
1.41
3.2

7.76
3.16

2.06
5.85
1.41
6.08

25

4.03
1.41
4.12

4.03
2.5
6.8
2.24

5.85
2.06
4.92

3.2
3.2
7.76

4.92
2.06
5.85
1.41

T18-T8
T18-T13
T18-T18
T18-1T23
T19-T2
T19-T7
T19-T12
T19-T17
T19-T22
T20-T1
T20-T6
T20-T11
T20-T16
T20-T21
T20-T26
T21-T5
T21-T10
T21-T15
T21-T20
T21-125
T22-T4
T22-T9
T22-T14
T22-T19
T22-T24
T23-T3
T23-T8
T23-T13
T23-T18
T23-T23
124-T2
T24-T7
T24-T12
T24-T17
T24-T22
T25-T1
T25-T6
T25-T11
T25-T16
T25-T21
T25-T26
T26-T5
T26-T10
T26-T15
T26-T20
T26-125

1.12
5
0
3.16
7.57
2.69

51
25
4.03
1.41
412

2.5
6.8
2.24

2.06
4.92

51

3.2
3.2
7.76
3.16

4.92
2.06
5.85
1.41

6.8
2.5
4.03
1.41

4.03
25
6.8
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A Input-Daten

A.2.2 Layout 2 - 3x9-Layout

* numberofkeys =27, Rows =3, Columns =9

Tabelle 31: Distanzen d; zum vertikalen Startpunkt (5,4) fir das 3x9-Layout

T1
T8
T15
T22

4.03
3.04
1.8

2.69

T2
T9
T16
123

3.04
4.03
2.5
25

T3  2.06
T10 4.27
T17 3.35
124 2.69

T4 112
T11 3.35
T18 4.27
125 3.2

T5

T12
T19
126

0.5
2.5
4.72
391

T6 112
T13 1.8

T20 3.91
127 4.72

17  2.06
T14 15
121 3.2

Tabelle 32: Distanzen d; zum jeweils zugeordneten Startpunkt (SP(L) = (0,1) oder SP(R) = (10,1))

fuir das 3x9-Layout

T1
T8
T15
122

2.69
3.2

4.27
4.03

T2
T9
T16
123

3.2

2.69
3.35
5.02

T3

T10
T17
124

3.91
1.8
2.5
4.03

T4 472
T11 25
T18 1.8
125 3.04

T5  5.59
T12 3.35
T19 1.12
126 2.06

T6

T13
120
127

4.72
4.27
2.06
1.12

T7 391
T14 522
121 3.04

Tabelle 33: Distanzen d; zum zugeordneten Wartepunkt (W P(L) = (2.5,2) oder W P(R) = (7.5,2))
fir das 3x9-Layout

T1 212 | T2 1.58 | T3 158 | T4 212 |15 292 |Te 212 |T7 158
T8 158 | T9 212 | T10 158 | T11 0.71 | T12 0.71 | T13 158 | T14 2.55
T15 158 | Tl6 0.71 | T17 0.71 | T18 158 | T19 158 | T20 0.71 | T21 0.71
T22 158 | T23 255 | T24 158 | T25 0.71 | T26 0.71 | T27 1.58
Tabelle 34: Distanzen d;; zwischen den Tasten fiir das vertikale 3x9-Layout
T1-T1 0 T1-T2 1 T1-T3 2 T1-T4 3 T1-T5 4
T1-T6 5 T1-T7 6 T1-T8 7 T1-T9 8 T1-T10 1
T1-T11 1.41 | T1-T12 224 | T1-T13 3.16 | T1-T14 4.12 | T1-T15 5.1
T1-T16 6.08 | T1-T17 7.07 | T1-T18 8.06 | T1-T19 2 T1-T20 2.24
T1-T21 2.83 | T1-T22 3.61 | T1-T23 4.47 | T1-T24 5.39 | T1-T25 6.32
T1-T26 7.28 | T1-T27 8.25 | T2-T1 1 T2-T2 0 T2-T3 1
T2-T4 2 T2-T5 3 T2-T6 4 T2-T7 5 T2-T8 6
T2-T9 7 T2-T10 1.41 | T2-T11 1 T2-T12 1.41 | T2-T13 2.24
T2-T14 3.16 | T2-T15 4.12 | T2-T16 5.1 T2-T17 6.08 | T2-T18 7.07
T2-T19 224 | T2-T20 2 T2-T21 2.24 | T2-T22 2.83 | T2-T23 3.61
T2-T24 4.47 | T2-T25 5.39 | T2-T26 6.32 | T2-T27 7.28 | T3-T1 2
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

T3-12
T3-T7
T3-T12
T3-T17
T3-T22
T3-T27
T4-T5
T4-T10
T4-T15
T4-T20
T4-T25
T5-T3
T5-T8
T5-T13
T5-T18
T5-T23
T6-T1
T6-T6
T6-T11
T6-T16
T6-T21
T6-T26
T7-T4
T7-T9
T7-T14
T7-T19
T7-T24
T8-T2
T8-T7
T8-T12
T8-T17
T8-T22
T8-T27
T9-T5
T9-T10
T9-T15
T9-T20
T9-T25
T10-T3
T10-T8
T10-T13
T10-T18
T10-T23
T11-T1
T11-T6

NS

2.24
6.32

3.16
2.24
2.83
3.61

1.41
4.12

4.12
1.41
3.61
2.83

2.24
6.32
2.24

51

4.47
2.24

8.06
3.16
7.28
2.83
2.24
7.07

4.12
1.41
4.12

T3-T3
T3-T8
T3-T13
T3-T18
T3-T23
T4-T1
T4-T6
T4-T11
T4-T16
T4-T21
T4-T26
T5-T4
T5-T9
T5-T14
T5-T19
T5-T24
T6-T2
T6-17
T6-T12
T6-T17
T6-T22
T6-127
T7-T5
T7-T10
T7-T15
T7-T20
T7-T25
T8-T3
T8-T8
T8-T13
T8-T18
T8-1T23
T9-T1
T9-T6
T9-T11
T9-T16
T9-T21
T9-T26
T10-T4
T10-T9
T10-T14
T10-T19
T10-T24
T11-T2
T11-T7

0
5
1.41
6.08
2.83

2.24
3.16
2.24
4.47

447
2.24

3.16
2.24
2.83
3.61

6.08
1.41
5.39

412
1.41
3.61

7.07
2.24
6.32
2.24
3.16
8.06

5.1

5.1

T3-T4
T3-T9
T3-T14
T3-T19
T3-T24
T4-T2
T4-T7
T4-T12
T4-T17
T4-T22
T4-T27
T5-T5
T5-T10
T5-T15
T5-T20
T5-T25
T6-T3
T6-T8
T6-T13
T6-T18
T6-1T23
T7-T1
T7-T6
T7-T11
T7-T16
T7-T21
T7-T26
T8-T4
T8-T9
T8-T14
T8-T19
T8-T24
T9-T2
T9-T7
T9-T12
T9-T17
T9-122
T9-T27
T10-T5
T10-T10
T10-T15
T10-T20
T10-T25
T11-T3
T11-T8

2.24
2.83
3.61

1.41
4.12

5.39

4.12
1.41
3.61
2.83

2.24
3.16
2.24

51

4.47
2.24

3.16
7.28
2.83

6.08
1.41
5.39

4.12

1.41
6.08
1.41
6.08

T3-T5
T3-T10
T3-T15
T3-T20
T3-1T25
T4-T3
T4-T8
T4-T13
T4-T18
T4-T23
T5-T1
T5-T6
T5-T11
T5-T16
T5-T21
T5-T26
T6-T4
T6-T9
T6-T14
T6-T19
T6-T24
T7-T2
T7-T7
T7-T12
T7-T17
T7-T22
T7-T27
T8-T5
T8-T10
T8-T15
T8-T20
T8-1T25
T9-T3
T9-T8
T9-T13
T9-T18
T9-T23
T10-T1
T10-T6
T10-T11
T10-T16
T10-T21
T10-T26
T11-T4
T11-T9

2

2.24
3.16
2.24
4.47

51
2.24

3.16
2.24
2.83
3.61

1.41
5.39

4.12
1.41
3.61
2.83

7.07
2.24
6.32
2.24

51

4.47

51

2.24

7.07

2.24
7.07

T3-T6
T3-T11
T3-T16
T3-T21
T3-T26
T4-T4
T4-T9
T4-T14
T4-T19
T4-T24
T5-T2
T5-T7
T5-T12
T5-T17
T5-T22
T5-T27
T6-T5
T6-T10
T6-T15
T6-T20
T6-1T25
T7-T3
T7-T8
T7-T13
T7-T18
T7-T23
T8-T1
T8-T6
T8-T11
T8-T16
T8-T21
T8-1T26
T9-T4
T9-T9
T9-T14
T9-T19
T9-T24
T10-T2
T10-T7
T10-T12
T10-T17
T10-T22
T10-T27
T11-T5
T11-T10

3
1.41
4.12

5.39

1.41
3.61
2.83

2.24
3.16
2.24
4.47

51

4.47
2.24

3.16
2.24
2.83

6.08
1.41
5.39

412
8.25
3.61
1.41
6.08

3.16
8.06
3.16
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A Input-Daten

T11-T11
T11-T16
T11-T21
T11-T26
T12-T4
T12-T9
T12-T14
T12-T19
T12-T24
T13-T2
T13-T7
T13-T12
T13-T17
T13-T22
T13-T27
T14-T5
T14-T10
T14-T15
T14-T20
T14-T25
T15-T3
T15-T8
T15-T13
T15-T18
T15-T23
T16-T1
T16-T6
T16-T11
T16-T16
T16-T21
T16-126
T17-T4
T17-T9
T17-T14
T17-T19
T17-T24
T18-T2
T18-T7
T18-T12
T18-T17
T18-T22
T18-127
T19-T5
T19-T10
T19-T15

1.41
6.08
1.41
6.08

2.24
3.16
2.24
3.16

3.16
2.24
3.16
2.24

1.41
6.08
1.41

4.12
1.41
4.12
1.41

7.07
2.24
7.07
2.24
51

4.47

51

T11-T12
T11-T17
T11-T22
T11-T27
T12-T5
T12-T10
T12-T15
T12-T20
T12-T25
T13-T3
T13-T8
T13-T13
T13-T18
T13-T23
T14-T1
T14-T6
T14-T11
T14-T16
T14-T21
T14-126
T15-T4
T15-T9
T15-T14
T15-T19
T15-T24
T16-T2
T16-T7
T16-T12
T16-T17
T16-T22
T16-T27
T17-T5
T17-T10
T17-T15
T17-T20
T17-T25
T18-T3
T18-T8
T18-T13
T18-T18
T18-T23
T19-T1
T19-T6
T19-T11
T19-T16

2.24
7.07
2.24

1.41
4.12
1.41
4.12

1.41
4.12
1.41

2.24
3.16
2.24
3.16

51

51

3.16
2.24
3.16

6.08
1.41
6.08
1.41

4.12

5.39

1.41
6.08

T11-T13
T11-T18
T11-T23
T12-T1
T12-T6
T12-T11
T12-T16
T12-T21
T12-T26
T13-T4
T13-T9
T13-T14
T13-T19
T13-T24
T14-T2
T14-T7
T14-T12
T14-T17
T14-T22
T14-127
T15-T5
T15-T10
T15-T15
T15-T20
T15-T25
T16-T3
T16-T8
T16-T13
T16-T18
T16-T23
T17-T1
T17-T6
T17-T11
T17-T16
T17-T21
T17-T26
T18-T4
T18-T9
T18-T14
T18-T19
T18-T24
T19-T2
T19-T7
T19-T12
T19-T17

3.16
224
3.16

51

51

3.16
2.24
3.16
2.24

1.41
4.12
1.41

4.12
1.41
4.12
1.41

2.24
7.07
2.24

51

51

8.06
3.16
2.24
6.32
2.24
7.07

T11-T14
T11-T19
T11-T24
T12-T2
T12-T7
T12-T12
T12-T17
T12-T22
T12-127
T13-T5
T13-T10
T13-T15
T13-T20
T13-T25
T14-T3
T14-T8
T14-T13
T14-T18
T14-T23
T15-T1
T15-T6
T15-T11
T15-T16
T15-T21
T15-T26
T16-T4
T16-T9
T16-T14
T16-T19
T16-T24
T17-12
T17-T7
T17-T12
T17-T17
T17-T22
T17-127
T18-T5
T18-T10
T18-T15
T18-T20
T18-T25
T19-T3
T19-T8
T19-T13
T19-T18

1.41
4.12
1.41
4.12

1.41
6.08
1.41

2.24
3.16
2.24
3.16

3.16
2.24
3.16
2.24

6.08
1.41
6.08
1.41

4.12
1.41
4.12

7.07
2.24
2.83
7.28
3.16
8.06

T11-T15
T11-T20
T11-T25
T12-T3
T12-T8
T12-T13
T12-T18
T12-T23
T13-T1
T13-T6
T13-T11
T13-T16
T13-T21
T13-T26
T14-T4
T14-T9
T14-T14
T14-T19
T14-T24
T15-T2
T15-T7
T15-T12
T15-T17
T15-T22
T15-T27
T16-T5
T16-T10
T16-T15
T16-T20
T16-T25
T17-T3
T17-T8
T17-T13
T17-T18
T17-T23
T18-T1
T18-T6
T18-T11
T18-T16
T18-T21
T18-T26
T19-T4
T19-T9
T19-T14
T19-T19

51

51

2.24
3.16
2.24

1.41
4.12
1.41
4.12

4.12
1.41
4.12
1.41

2.24
3.16
2.24

3.16
8.06
3.16

6.08
1.41
3.61
8.25
4.12
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

T19-T20
T19-T25
T20-T3
T20-T8
T20-T13
T20-T18
T20-T23
T21-T1
T21-T6
T21-T11
T21-T16
T21-T21
T21-126
T22-T4
1T22-T9
T22-T14
T22-T19
T22-T24
T23-T2
T23-T7
T23-T12
123-T17
T23-T22
123-127
T24-T5
124-T10
T24-T15
T24-T20
T24-T25
T25-T3
T25-T8
T25-T13
T25-T18
T25-T23
T26-T1
T26-T6
T26-T11
T26-T16
T26-T21
T26-T26
T27-T4
T27-T9
T27-T14
127-T19
T27-T24

2.24
6.32
2.24
7.07

2.83
3.61
1.41
4.12

5.39
1.41

3.61
2.83
2.24
3.16

2.24
51

4.47
2.24
3.16
2.24

7.28
2.83
6.08
1.41
5.39

4.12

T19-T21
T19-T26
T20-T4
T20-T9
T20-T14
T20-T19
T20-T24
T21-T2
T21-T7
T21-T12
T21-T17
T21-T22
T21-T27
T22-T5
T22-T10
T22-T15
T22-T20
T22-T25
T23-T3
T23-T8
T23-T13
T23-T18
T23-T23
T24-T1
T24-T6
T24-T11
T24-T16
T24-T21
T24-T26
T25-T4
T25-T9
T25-T14
T25-T19
T25-T24
T26-T2
T26-T7
T26-T12
T26-T17
T26-T22
T26-T27
T27-T5
T27-T10
T27-T15
T27-1T20
T27-T25

2.83
7.28
3.16

2.24
4.47

51

2.24
3.16
2.24

2.83
3.61
1.41
4.12

5.39

4.12
1.41

3.61
2.83
2.24

6.32
2.24
51

447
8.06
3.16

T19-T22
T19-127
T20-T5
T20-T10
T20-T15
T20-T20
T20-T25
T21-T3
T21-T8
T21-T13
T21-T18
T21-T23
T22-T1
T22-T6
T22-T11
T22-T16
T22-T21
T22-T26
T23-T4
T23-T9
T23-T14
T23-T19
T23-T24
124-12
T24-T7
124-T12
T24-T17
T24-T22
124-T27
T25-T5
T25-T10
T25-T15
T25-T20
T25-T25
126-T3
T26-T8
T26-T13
T26-T18
T26-1T23
T27-T1
T27-T6
T27-T11
T27-T16
127-121
T27-T26

3.61
1.41
4.12

5.39
1.41
6.08

3.61
2.83
2.24
3.16

224
4.47

4.47
2.24
3.16
2.24

2.83
6.08
1.41

5.39

4.12
1.41

8.25
3.61
7.07
224

T19-T23
T20-T1
T20-T6
T20-T11
T20-T16
T20-T21
T20-T26
T21-T4
T21-T9
T21-T14
T21-T19
T21-T24
122-T2
T22-T7
122-T12
122-T17
T22-T22
T22-T27
T23-T5
T123-T10
T23-T15
T23-T20
T23-T25
124-T3
T24-T8
124-T13
T24-T18
T24-T23
T25-T1
T25-T6
T25-T11
T25-T16
125-T21
T25-T26
126-T4
T26-T9
T26-T14
T26-T19
T26-T24
T27-T2
T27-1T7
T27-T12
T27-T17
127-122
T27-T27

2.24
4.47

51

2.24
6.32
2.24

2.83
3.61
1.41
4.12

4.12
1.41

3.61
2.83
2.24
3.16

6.32
2.24
51

4.47
2.24
3.16

7.28
2.83
6.08
1.41

T19-T24
T20-T2
T20-T7
T20-T12
T20-T17
T20-T22
T20-T27
T21-T5
T21-T10
T21-T15
T21-T20
T21-T25
1T22-T3
T22-T8§
T22-T13
T22-T18
T22-T23
T23-T1
T23-T6
T23-T11
T23-T16
T23-T21
T23-T26
124-T4
T24-T9
1T24-T14
T24-T19
T24-T24
T25-T2
T25-T7
T25-T12
T25-T17
T25-1T22
T25-T27
T26-T5
T26-T10
T26-T15
T26-T20
T26-125
T27-T3
T27-T8
T27-T13
T27-T18
T27-123

5
2
5.39
1.41
6.08
2
7
2.83
2.24
3.16

2.24
4.47

51

4.47
2.24
3.16
2.24

2.83
3.61
1.41

5.39

4.12
1.41

3.61
7.07
2.24

6.32
2.24
5.1
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A Input-Daten

A.2.3 Layout 3 - 3x70-Layout

* numberofkeys =30, Rows =3, Columns = 10

Tabelle 35: Distanzen d; zum vertikalen Startpunkt (5,4) fir das 3x10-Layout

T1
T8
T15
T22
129

4.53
2.55
1.58
4.3
4.3

T2
T9
T16
123
T30

3.54
3.54
1.58
3.54
5.15

T3

T10
T17
T24

2.55
4.53
212
2.92

T4  1.58
T11 4.74
T18 2.92
125 2.55

T5

T12
T19
126

0.71
3.81
3.81
2.55

T6  0.71
T13 292
T20 4.74
127 292

T7  1.58
T14 212
121 5.15
128 3.54

Tabelle 36: Distanzen d; zum jeweils zugeordneten Startpunkt (SP(L) = (0,1) oder SP(R) = (10,1))
fur das 3x10-Layout

T1
T8
T15
T22
129

2.55
3.54
4.74
1.58
1.58

T2
T9
T16
123
T30

292
2.92
4.74
2.55
0.71

T3

T10
T17
T24

3.54
2.55
3.81
3.54

T4 43

T11 1.58
T18 292
T25 4.53

5 5.15
T12 212
T19 212
126 4.53

T6

T13
120
127

5.15
2.92
1.58
3.54

T7 4.3

T14 3.81
T21 0.71
128 2.55

Tabelle 37: Distanzen d; zum zugeordneten Wartepunkt (W P(L) = (2.5,2) oder W P(R) = (7.5,2))
fir das 3x10-Layout

W 25 |T2 18 |T3 15 |T4 18 |15 25 |Te 25 |T7 18
¢ 15 | T9 18 | Ti0 25 | Til 206 | Ti12 1.12 | T13 05 | T4 1.12
T15 206 | Tl6 206 | T17 112 | Ti8 05 | T19 1.12 | T20 2.06 | T21 2.06
T22 112 | T23 05 | T24 112 | T25 206 | T26 206 | T27 1.12 | T28 0.5
T29 1.12 | T30 2.06
Tabelle 38: Distanzen d;; zwischen den Tasten fiir das vertikale 3x10-Layout
T1-T1 0 T1-T2 1 T1-T3 2 T1-T4 3 T1-T5 4
T1-T6 5 T1-T7 6 T1-T8 7 T1-T9 8 T1-T10 9
T1-T11 1 T1-T12 1.41 | T1-T13 2.24 | T1-T14 3.16 | T1-T15 4.12
T1-T16 5.1 T1-T17 6.08 | T1-T18 7.07 | T1-T19 8.06 | T1-T20 9.06
T1-T21 2 T1-T22 224 | T1-T23 2.83 | T1-T24 3.61 | T1-T25 4.47
T1-T26 5.39 | T1-T27 6.32 | T1-1T28 7.28 | T1-T29 8.25 | T1-T30 9.22
T2-T1 1 T2-T2 0 T2-T3 1 T2-T4 2 T2-T5 3
T2-T6 4 T2-T7 5 T2-T8 6 T2-T9 7 T2-T10 8
T2-T11 141 | T2-T12 1 T2-T13 1.41 | T2-T14 2.24 | T2-T15 3.16
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

T2-T16
T2-T21
T2-T26
T3-T1

T3-T6

T3-T11
T3-T16
T3-T21
T3-T26
T4-T1

T4-T6

T4-T11
T4-T16
T4-T21
T4-T26
T5-T1

T5-T6

T5-T11
T5-T16
T5-T21
T5-T26
T6-T1

T6-T6

T6-T11
T6-T16
T6-121
T6-T26
T7-T1

T7-T6

T7-T11
T7-T16
T7-T21
T7-T26
T8-T1

T8-T6

T8-T11
T8-T16
T8-T21
T8-T26
T9-T1

T9-T6

T9-T11
T9-T16
T9-T21
T9-T26
T10-T1
T10-T6

4.12
2.24
4.47

2.24
3.16
2.83
3.61

3.16
2.24
3.61
2.83

4.12
1.41
4.47
2.24

51

5.39

6.08
1.41
6.32
2.24

7.07
2.24
7.28
2.83

8.06
3.16
8.25
3.61

T2-T17
T2-T22
T2-T27
T3-12

T3-T7

T3-T12
T3-T17
T3-T22
T3-T27
T4-T2

T4-T7

T4-T12
T4-T17
T4-T22
T4-T27
T5-T2

T5-T7

T5-T12
T5-T17
T5-T22
T5-T27
T6-T2

T6-T7

T6-T12
T6-T17
T6-122
T6-T27
T7-T2

T7-17

T7-T12
17-T17
T7-T22
T7-127
T8-T2

T8-T7

T8-T12
T8-T17
T8-T22
T8-127
T9-T2

T9-T7

T9-T12
T9-T17
T9-T22
T9-T27
T10-T2
T10-T7

51

5.39

1.41
4.12
2.24
4.47

2.24
3.16
2.83
3.61

3.16
2.24
3.61
2.83

4.12
1.41
4.47
2.24

51

5.39

6.08
1.41
6.32
2.24

7.07
2.24
7.28
2.83

T2-T18
T2-T23
T2-T28
T3-T3

T3-T8

T3-T13
T3-T18
T3-1T23
T3-T28
T4-T3

T4-T8

T4-T13
T4-T18
T4-T23
T4-T28
T5-T3

T5-T8

T5-T13
T5-T18
T5-T23
T5-T28
T6-T3

T6-T8

T6-T13
T6-T18
T6-T23
T6-T28
T7-T3

17-T8

T7-T13
17-T18
T7-T23
T7-T28
T8-T3

T8-T8

T8-T13
T8-T18
T8-1T23
T8-T28
T9-T3

T9-T8

T9-T13
T9-T18
T9-T23
T9-T28
T10-T3
T10-T8

6.08
2.24
6.32
0

5

1
51
2
5.39

1.41
412
2.24
4.47

2.24
3.16
2.83
3.61

3.16
2.24
3.61
2.83

4.12
1.41
4.47
2.24

51

5.39

6.08
1.41
6.32
2.24

T2-T19
T2-T24
T2-T29
T3-T4

T3-T9

T3-T14
T3-T19
T3-T24
T3-T29
T4-T4

T4-T9

T4-T14
T4-T19
T4-T24
T4-129
T5-T4

T5-T9

T5-T14
T5-T19
T5-T24
T5-T29
T6-T4

T6-T9

T6-T14
T6-T19
T6-124
T6-T29
T7-T4

T7-T9

T7-T14
T7-T19
T7-T24
T7-T29
T8-T4

T8-T9

T8-T14
T8-T19
T8-T24
T8-T29
T9-T4

T9-T9

T9-T14
T9-T19
T9-T24
T9-T29
T10-T4
T10-T9

7.07
2.83
7.28
1

6

1.41
6.08
2.24
6.32

51

5.39

1.41
4.12
2.24
4.47

2.24
3.16
2.83
3.61

3.16
2.24
3.61
2.83

4.12
1.41
4.47
2.24

51

5.39
2
6
1

T2-T20  8.06
T2-T25  3.61
T2-T30  8.25
T3-T5 2
T3-T10 7
T3-T15 224
T3-T20 7.07
T3-T25 2.83
T3-T30 7.28
T4-T5 1
T4-T1I0 6
T4-T15 141
T4-T20  6.08
T4-T25 224
T4-T30 6.32
T5-T5 0
T5-T10 5
T5-T15 1
T5-T20 5.1
T5-T25 2
T5-T30  5.39
T6-T5 1
T6-T10 4
T6-T15 141
T6-T20  4.12
T6-125 224
T6-T30  4.47
T7-T5 2
T7-T10 3
T7-T15 224
T7-T20  3.16
T7-125  2.83
T7-T30  3.61
T8-T5 3
T8-T10 2
T8-T15 3.16
T8-T20 2.24
T8-T25 3.61
T8-T30  2.83
T9-T5 4
T9-T10 1
T9-T15  4.12
T9-T20 141
T9-T25  4.47
T9-T30 2.24
T10-T5 5
T10-T10 0
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A Input-Daten

T10-T11
T10-T16
T10-T21
T10-T26
T11-T1
T11-T6
T11-T11
T11-T16
T11-T21
T11-T26
T12-T1
T12-T6
T12-T11
T12-T16
T12-T21
T12-T26
T13-T1
T13-T6
T13-T11
T13-T16
T13-T21
T13-T26
T14-T1
T14-T6
T14-T11
T14-T16
T14-T21
T14-T26
T15-T1
T15-T6
T15-T11
T15-T16
T15-T21
T15-T26
T16-T1
T16-T6
T16-T11
T16-T16
T16-T21
T16-T26
T17-T1
T17-T6
T17-T11
T17-T16

9.06
4.12
9.22
4.47

5.1

51
1.41
4.12

1.41
4.12
2.24
3.16

2.24
3.16
3.16
2.24

3.16
2.24
4.12
1.41

4.12
1.41
5.1

5.1

6.08
1.41

T10-T12
T10-T17
T10-T22
T10-T27
T11-T2
T11-T7
T11-T12
T11-T17
T11-T22
T11-T27
T12-T2
T12-T7
T12-T12
T12-T17
T12-T22
T12-T27
T13-T2
T13-T7
T13-T12
T13-T17
T13-T22
T13-T27
T14-T2
T14-T7
T14-T12
T14-T17
T14-T22
T14-T27
T15-T2
T15-T7
T15-T12
T15-T17
T15-122
T15-T27
T16-T2
T16-T7
T16-T12
T16-T17
T16-T22
T16-T27
T17-T2
T17-T7
T17-T12
T17-T17

8.06
3.16
8.25
3.61
1.41
6.08

1.41
6.08

51

51
1.41
4.12

1.41
412
2.24
3.16

2.24
3.16
3.16
2.24

3.16
2.24
4.12
1.41

4.12
1.41
51

T10-T13
T10-T18
T10-T23
T10-128
T11-T3
T11-T8
T11-T13
T11-T18
T11-T23
T11-T28
T12-T3
T12-T8
T12-T13
T12-T18
T12-T23
T12-T28
T13-T3
T13-T8
T13-T13
T13-T18
T13-T23
T13-T28
T14-T3
T14-T8
T14-T13
T14-T18
T14-T23
T14-T28
T15-T3
T15-T8
T15-T13
T15-T18
T15-T23
T15-128
T16-T3
T16-T8
T16-T13
T16-T18
T16-1T23
T16-T28
T17-T3
T17-T8
T17-T13
T17-T18

7.07
2.24
7.28
2.83
2.24
7.07

2.24
7.07
1.41
6.08

1.41
6.08

51

5.1
1.41
4.12

1.41
4.12
2.24
3.16

2.24
3.16
3.16
224

3.16
2.24
4.12
1.41

T10-T14
T10-T19
T10-T24
T10-T29
T11-T4
T11-T9
T11-T14
T11-T19
T11-T24
T11-T29
T12-T4
T12-T9
T12-T14
T12-T19
T12-T24
T12-T29
T13-T4
T13-T9
T13-T14
T13-T19
T13-T24
T13-T29
T14-T4
T14-T9
T14-T14
T14-T19
T14-T24
T14-T29
T15-T4
T15-T9
T15-T14
T15-T19
T15-T24
T15-T29
T16-T4
T16-T9
T16-T14
T16-T19
T16-T24
T16-T29
T17-T4
T17-T9
T17-T14
T17-T19

6.08
1.41
6.32
2.24
3.16
8.06

3.16
8.06
2.24
7.07

2.24
7.07
1.41
6.08

1.41
6.08

51

51
1.41
4.12

1.41
4.12
2.24
3.16

2.24
3.16
3.16
2.24

T10-T15
T10-T20
T10-T25
T10-T30
T11-T5

T11-T10
T11-T15
T11-T20
T11-T25
T11-T30
T12-T5

T12-T10
T12-T15
T12-T20
T12-1T25
T12-T30
T13-T5

T13-T10
T13-T15
T13-T20
T13-1T25
T13-T30
T14-T5

T14-T10
T14-T15
T14-T20
T14-T25
T14-T30
T15-T5

T15-T10
T15-T15
T15-T20
T15-T25
T15-T30
T16-T5

T16-T10
T16-T15
T16-T20
T16-125
T16-T30
T17-T5

T17-T10
T17-T15
T17-T20

51

5.39

4.12
9.06

4.12
9.06
3.16
8.06

3.16
8.06
224
7.07

2.24
7.07
1.41
6.08

1.41
6.08

51

51
1.41
4.12

1.41
4.12
2.24
3.16
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

T17-T21 6.08 | T17-T22 5.1 | T17-1T23 4.12 | T17-124 3.16 | T17-T25 2.24
T17-126 141 | T17-T27 1 T17-128 1.41 | T17-T29 2.24 | T17-T30 3.16
T18-T1  7.07 | T18-T2 6.08 | T18-T3 51 | T18-T4 4.12 | T18-T5 3.16
T18-T6 224 | T18-T7 141 | T18T8 1 T18-T9  1.41 | T18-T10 2.24
T18-T11 7 T18-T12 6 T18-T13 5 T18-T14 4 T18-T15 3
T18-T16 2 T18-T17 1 T18-T18 0 T18-T19 1 T18-T20 2
T18-T21 7.07 | T18-T22 6.08 | T18-T23 5.1 | T18-T24 4.12 | T18-T25 3.16
T18-T26 2.24 | T18-T27 1.41 | T18-T28 1 T18-T29 141 | T18-T30 2.24
T19-T1  8.06 | T19-T2 7.07 | T19-T3  6.08 | T19-T4 51 | T19-T5 4.12
T19-T6  3.16 | T19-T7 2.24 | T19-T8 1.41 | T19-T9 1 T19-T10 141
T19-T11 8 T19-T12 7 T19-T13 6 T19-T14 5 T19-T15 4
T19-T16 3 T19-T17 2 T19-T18 1 T19-T19 0 T19-T20 1
T19-T21 8.06 | T19-T22 7.07 | T19-T23 6.08 | T19-T24 5.1 | T19-T25 4.12
T19-T26 3.16 | T19-T27 2.24 | T19-T28 141 | T19-T29 1 T19-T30 141
T20-T1  9.06 | T20-T2  8.06 | T20-T3  7.07 | T20-T4 6.08 | T20-T5 5.1
T20-T6  4.12 | T20-T7 3.16 | T20-T8  2.24 | T20-T9  1.41 | T20-T10 1
T20-T11 9 T20-T12 8 T20-T13 7 120-T14 6 T20-T15 5
T20-T16 4 T20-T17 3 T20-T18 2 T20-T19 1 T20-T20 0
T20-T21 9.06 | T20-T22 8.06 | T20-123 7.07 | T20-T24 6.08 | T20-T25 5.1
T20-T26 4.12 | T20-T27 3.16 | T20-T28 2.24 | T20-T29 1.41 | T20-T30 1
T21-T1 2 T21-T2 224 | T21-T3 2.83 | T21-T4 3.61 | T21-T5 447
T21-T6 539 | T21-T7 632 | T21-T8  7.28 | T21-T9 825 | T21-T10 9.22
T21-T11 1 T21-T12 1.41 | T21-T13 2.24 | T21-T14 3.16 | T21-T15 4.12
T21-T16 5.1 | T21-T17 6.08 | T21-T18 7.07 | T21-T19 8.06 | T21-T20 9.06
T21-T21 0O T21-T22 1 T21-T23 2 T21-T24 3 T21-T25 4
T21-T26 5 T21-127 6 T21-T28 7 T21-129 8 T21-T30 9
T22-T1 224 | T22-T2 2 T22-T3 224 | T22-T4 283 | T22-T5 3.61
T22-T6 447 | T22-T7 5.39 | T22-T8§ 6.32 | T22-T9  7.28 | T22-T10 8.25
T22-T11 141 | T22-T12 1 T22-T13 141 | T22-T14 2.24 | T22-T15 3.16
T22-T16 4.12 | T22-T17 5.1 | T22-T18 6.08 | T22-T19 7.07 | T22-T20 8.06
T22-T21 1 T22-T22 0 T22-T23 1 122-T24 2 T22-T25 3
T22-T26 4 T22-T27 5 T22-T28 6 122-129 7 122-T30 8
T23-T1  2.83 | T23-T2 2.24 | T23-T3 2 T23-T4 224 | T23-TS 2.83
123-T6  3.61 | T23-T7  4.47 | T23-T8  5.39 | T23-T9  6.32 | T23-T10 7.28
T23-T11 224 | T23-T12 1.41 | T23-T13 1 T23-T14 1.41 | T23-T15 2.24
T23-T16 3.16 | T23-T17 4.12 | T23-T18 5.1 | T23-T19 6.08 | T23-T20 7.07
123-121 2 T23-122 1 123-123 0 123-124 1 T23-T25 2
T23-T26 3 T23-T27 4 T23-T28 5 T23-T29 6 T23-T30 7
T24-T1  3.61 | T24-T2 2.83 | T24-T3 224 | T24-T4 2 T24-T5 224
T24-T6  2.83 | T24-T7  3.61 | T24-T8  4.47 | T24-T9 539 | T24-T10 6.32
T24-T11 3.16 | T24-T12 2.24 | T24-T13 1.41 | T24-T14 1 T24-T15 141
T24-T16 224 | T24-T17 3.16 | T24-T18 4.12 | T24-T19 5.1 | T24-T20 6.08
T24-T21 3 T24-T22 2 T24-T23 1 1T24-T24 0 T24-T25 1
T24-T26 2 T24-T27 3 T24-T28 4 T24-T29 5 T24-T30 6
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A Input-Daten

T25-T1
T25-T6
T25-T11
T25-T16
T25-T21
T25-1T26
T26-T1
T26-T6
T26-T11
T126-T16
T26-121
T26-T26
127-T1
T27-T6
127-T11
T27-T16
T27-T21
T27-T26
T28-T1
T28-T6
T28-T11
T28-T16
T28-T21
T28-1T26
T29-T1
T29-T6
T29-T11
T29-T16
T29-T21
T29-1T26
T30-T1
T30-T6
T30-T11
T30-T16
T30-T21
T30-T26

4.47
2.24
4.12
1.41

5.39

51

6.32
2.24
6.08
1.41

7.28
2.83
7.07
2.24

8.25
3.61
8.06
3.16

9.22
4.47
9.06
4.12

T25-T2
T25-17
T25-T12
125-T17
T25-T22
T25-T27
T26-T2
T26-T7
T26-T12
T26-T17
T26-122
T26-T27
T27-12
T27-1T7
127-T12
T27-T17
T27-1T22
T27-1T27
T28-T2
T28-T7
T28-T12
T28-T17
T28-T22
128-T27
T29-T2
129-17
T29-T12
T29-T17
T29-T22
T29-T27
T30-T2
T30-17
T30-T12
T30-T17
T30-122
T30-T27

3.61
2.83
3.16
2.24

4.47
2.24
4.12
1.41

5.39

5.1

6.32
2.24
6.08
1.41

7.28
2.83
7.07
2.24

8.25
3.61
8.06
3.16

T25-T3
T25-T8
T25-T13
T25-T18
T25-T23
T25-128
T26-T3
T26-T8
T26-T13
T26-T18
T26-123
T26-128
127-T3
T27-T8
T27-T13
T27-T18
T27-T23
T27-T28
T28-T3
T28-T8
T28-T13
T28-T18
T28-1T23
T28-128
T29-T3
T29-T8
T29-T13
T29-T18
T29-T23
T29-128
T30-T3
T30-T8
T30-T13
T30-T18
T30-1T23
T30-T28

2.83
3.61
2.24
3.16

3.61
2.83
3.16
224

4.47
2.24
4.12
1.41

5.39

51

6.32
2.24
6.08
1.41

7.28
2.83
7.07
2.24

T25-T4
T25-T9
T25-T14
T25-T19
T25-T24
125-1T29
T26-T4
T26-T9
T26-T14
T26-T19
T26-1T24
T26-T29
127-T4
T27-T9
127-T14
T27-T19
T27-T24
T27-1T29
T28-T4
T28-T9
T28-T14
T28-T19
T28-T24
T28-129
T29-T4
T29-T9
T29-T14
T29-T19
T29-T24
T29-1T29
T30-T4
T30-T9
T30-T14
T30-T19
T30-T24
T30-T29

2.24
4.47
1.41
4.12

2.83
3.61
2.24
3.16

3.61
2.83
3.16
2.24

4.47
2.24
4.12
1.41

5.39

51

6.32
2.24
6.08
1.41

T25-T5

T25-T10
T25-T15
T25-T20
T25-T25
T25-T30
T26-T5

T26-T10
T26-T15
T26-1T20
T26-125
T26-T30
T27-T5

T27-T10
T27-T15
T27-T20
T27-T25
T27-T30
T28-T5

T28-T10
T28-T15
T28-T20
T28-1T25
T28-T30
T29-T5

T29-T10
T29-T15
T29-T20
T29-T25
T29-T30
T30-T5

T30-T10
T30-T15
T30-T20
T30-1T25
T30-T30

2
5.39

51

2.24
4.47
1.41
412

2.83
3.61
2.24
3.16

3.61
2.83
3.16
2.24

4.47
2.24
4.12
1.41

5.39

51
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

A.2.4 Layout 4 - 4x8-Layout

* numberofkeys =32, Rows =4, Columns =8

Tabelle 39: Tastenbelegungen fiir das 4x8-Layout

Belegung
KALQ

Input-Daten
(22212251427541382123126792417196 1628311 18 20)

Tabelle 40: Distanzen d; zum vertikalen Startpunkt (5,4) fir das 4x8-Layout
T2 255 | T3 158 | T4 071 |T5 071 |Té6 158 | T7

T1 354 2.55

T8
T15
122

3.54
292
2.92

T9 381
T1l6 3.81
123 3.54

T10
T17
124

2.92
4.3
43

T11
T18
125

2.12
3.54
4.95

T12
T19
T26

1.58
292
4.3

T13 1.58
T20 2.55
127  3.81

T14 212
121 2.55
128 3.54

T29 354 | T30 3.81 | T31 4.3 | T32 495

Tabelle 41: Distanzen d; zum jeweils zugeordneten Startpunkt (SP(L) = (0,1) oder SP(R) = (10,1))
fiir das 4x8-Layout

292 | T2 354
292 | T9 212
292 | Tl6 212
354 | T23 255
453 | T30 3.54

T1
T8
T15
T22
129

T3

T10
T17
T24
T31

43

292
1.58
1.58
2.55

T4

T11
T18
125
T32

5.15
3.81
2.55
1.58
1.58

T5 5.15
T12 4.74
T19 3.54
T26 2.55

T6

T13
120
127

4.3

4.74
4.53
3.54

T7  3.54
T14 3.81
121 4.53
128 4.53

Tabelle 42: Distanzen c?j zum zugeordneten Wartepunkt (W P(L) = (2.5,2) oder WP(R) = (7.5,2))
fuir das 4x8-Layout

T 18 |T2 15 |13 18 | T4 25 |T5 25 |Te 18 |17 15
8 18 |T9 112 | T10 05 | T11 1.12 | Ti2 206 | T13 2.06 | T14 1.12
T15 05 | Tl6 112 | Ti17 112 | Ti8 0.5 | T19 1.12 | T20 2.06 | T21 2.06
122 112 | T23 05 | T24 112|125 18 |T26 15 |T27 18 |T28 25
129 25 | T30 18 |T31 15 |T32 1.8
Tabelle 43: Distanzen d;; zwischen den Tasten fiir das vertikale 4x8-Layout
T1-T1 0 T1-T2 1 T1-T3 2 T1-T4 3 T1-T5 4
T1-T6 5 T1-T7 6 T1-T8 7 T1-T9 1 T1-T10 1.41

T1-T11 224 | T1-T12 3.16 | T1-T13 4.12 | T1-T14 5.1 | T1-T15 6.08
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T1-T16 7.07 | T1-T17 2 T1-T18 2.24 | T1-T19 2.83 | T1-T20 3.61
T1-T21 4.47 | T1-T22 5.39 | T1-T23 6.32 | T1-T24 7.28 | T1-T25 3
T1-T26 3.16 | T1-T27 3.61 | T1-T28 4.24 | T1-T29 5 T1-T30 5.83
T1-T31 6.71 | T1-T32 7.62 | T2-T1 1 T2-12 0 T2-T3 1
T2-T4 2 T2-T5 3 T2-T6 4 T2-T7 5 T2-T8 6
T2-T9 141 | T2-T10 1 T2-T11 1.41 | T2-T12 2.24 | T2-T13 3.16
T2-T14 4.12 | T2-T15 51 | T2-Tl6 6.08 | T2-T17 2.24 | T2-T18 2
T2-T19 224 | T2-T20 2.83 | T2-T21 3.61 | T2-T22 4.47 | T2-T23 5.39
12-T24 6.32 | T2-T25 3.16 | T2-T26 3 T2-T27 3.16 | T2-T28 3.61
T2-T29 4.24 | T2-T30 5 T2-T31 5.83 | T2-T32 6.71 | T3-T1 2
T3-12 1 T3-T3 0 T3-T4 1 T3-T5 2 T3-T6 3
13-17 4 T3-T8 5 T3-T9 224 | T3-T10 141 | T3-T11 1
T3-T12 1.41 | T3-T13 2.24 | T3-T14 3.16 | T3-T15 4.12 | T3-T1l6 5.1
T3-T17 2.83 | T3-T18 224 | T3-T19 2 T3-T20 224 | T3-T21 2.83
T3-T22 3.61 | T3-1T23 4.47 | T3-124 5.39 | T3-T25 3.61 | T3-T26 3.16
T3-127 3 T3-T28 3.16 | T3-129 3.61 | T3-T30 4.24 | T3-T31 5
T3-T32 5.83 | T4-T1 3 T4-T2 2 T4-T3 1 T4-T4 O
T4-T5 1 T4-T6 2 T4-T7 3 T4-T8 4 T4-T9 3.16
T4-T10 224 | T4-T11 141 | T4-T12 1 T4-T13 141 | T4-T14 224
T4-T15 3.16 | T4-T16 4.12 | T4-T17 3.61 | T4-T18 2.83 | T4-T19 2.24
T4-T20 2 T4-T21 224 | T4-T22 283 | T4-T23 3.61 | T4-T24 4.47
T4-T25 4.24 | T4-T26 3.61 | T4-T27 3.16 | T4-T28 3 T4-T29 3.16
T4-T30 3.61 | T4-T31 4.24 | T4-T32 5 T5-T1 4 T5-T2 3
T5-T3 2 T5-T4 1 T5-T5 0 T5-T6 1 T5-T7 2
T5-T8 3 T5-T9 412 | T5-T10 3.16 | T5-T11 2.24 | T5-T12 1.41
T5-T13 1 T5-T14 1.41 | T5-T15 2.24 | T5-T16 3.16 | T5-T17 4.47
T5-T18 3.61 | T5-T19 2.83 | T5-T20 2.24 | T5-T21 2 T5-T22 2.24
T5-T23 2.83 | T5-T24 3.61 | T5-T25 5 T5-T26 4.24 | T5-127 3.61
T5-T28 3.16 | T5-T29 3 T5-T30 3.16 | T5-T31 3.61 | T5-T32 4.24
T6-T1 5 T6-T2 4 T6-T3 3 T6-T4 2 T6-T5 1
T6-T6 0 T6-T7 1 T6-T8 2 T6-T9 51 | T6-T10 4.12
T6-T11 3.16 | T6-T12 224 | T6-T13 141 | T6-T14 1 T6-T15 1.41
T6-T16 2.24 | T6-T17 539 | T6-T18 4.47 | T6-T19 3.61 | T6-T20 2.83
T6-T21 224 | T6-T22 2 T6-123 2.24 | Te-124 2.83 | T6-T25 5.83
T6-T26 5 T6-T27 4.24 | T6-1T28 3.61 | T6-129 3.16 | T6-T30 3
T6-T31 3.16 | T6e-132 3.61 | T7-T1 6 T7-T2 5 T7-T3 4
T7-T4 3 T7-T5 2 T7-T6 1 T7-17 0 T7-18 1
T7-T9  6.08 | T7-T10 5.1 | T7-T11 4.12 | T7-T12 3.16 | T7-T13 2.24
T7-T14 1.41 | T7-T15 1 T7-T16 1.41 | T7-T17 6.32 | T7-T18 5.39
T7-T19 4.47 | T7-T20 3.61 | T7-121 2.83 | T7-T22 2.24 | T7-T23 2
T7-T24 224 | T7-T25 6.71 | T7-T26 5.83 | T7-T27 5 T7-T28 4.24
17-T29 3.61 | T7-T30 3.16 | T7-T31 3 T7-T32 3.16 | T8-T1 7
T8-T2 6 T8-T3 5 18-T4 4 T8-T5 3 T8-T6 2
T8-T7 1 T8-T8 0 T8-T9 7.07 | T8-T10 6.08 | T8-T11 5.1
T8-T12 4.12 | T8-T13 3.16 | T8-T14 2.24 | T8&-T15 1.41 | T8-T16 1
T8-T17 7.28 | T8-T18 6.32 | T8-T19 5.39 | T8-T20 4.47 | T8-T21 3.61
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

T8-T22
T8-127
T8-1T32
T9-T5
T9-T10
T9-T15
T9-T20
T9-T25
T9-T30
T10-T3
T10-T8
T10-T13
T10-T18
T10-T23
T10-T28
T11-T1
T11-T6
T11-T11
T11-T16
T11-T21
T11-T26
T11-T31
T12-T4
T12-T9
T12-T14
T12-T19
T12-T24
T12-T29
T13-T2
T13-T7
T13-T12
T13-T17
T13-T22
T13-T27
T13-T32
T14-T5
T14-T10
T14-T15
T14-T20
T14-T25
T14-T30
T15-T3
T15-T8
T15-T13
T15-T18
T15-T23

2.83
5.83

4.12

3.16

5.39
1.41
6.08

51

2.83
2.24
3.16

2.24
2.24
4.47

1.41
4.12
2.24
3.16
2.24

4.12
1.41
2.83
3.61
1.41

2.24

5.39

4.12
1.41

5.1

T8-1T23
T8-T28
T9-T1
T9-T6
T9-T11
T9-T16
T9-T21
T9-T26
T9-T31
T10-T4
T10-T9
T10-T14
T10-T19
T10-T24
T10-T29
T11-T2
T11-T7
T11-T12
T11-T17
T11-T22
T11-T27
T11-T32
T12-T5
T12-T10
T12-T15
T12-T20
T12-T25
T12-T30
T13-T3
T13-T8
T13-T13
T13-T18
T13-1T23
T13-T28
T14-T1
T14-T6
T14-T11
T14-T16
T14-T21
T14-T26
T14-T31
T15-T4
T15-T9
T15-T14
T15-T19
T15-T24

2.24

4.12
2.24
6.32
2.24

1.41
6.08
3.61
1.41
412

2.24
3.16

5.39
1.41

3.61
2.83
2.24
3.16

3.16
2.24
2.24
51

1.41
4.47
2.24
3.16

4.12
1.41

T8-T24
T8-T29
T9-T2
T9-T7
T9-T12
T9-T17
T9-T22
T9-T27
T9-T32
T10-T5
T10-T10
T10-T15
T10-T20
T10-T25
T10-T30
T11-T3
T11-T8
T11-T13
T11-T18
T11-T23
T11-T28
T12-T1
T12-T6
T12-T11
T12-T16
T12-T21
T12-T26
T12-T31
T13-T4
T13-T9
T13-T14
T13-T19
T13-1T24
T13-T29
T14-T2
T14-T7
T14-T12
T14-T17
T14-T22
T14-127
T14-T32
T15-T5
T15-T10
T15-T15
T15-T20
T15-T25

4.24
1.41
6.08

51

2.83
7.28
3.16

2.24
2.24
4.47

51

1.41
4.12
2.24
3.16
2.24

1.41
2.83
3.61
1.41

2.24

3.16

4.12
1.41

51
3.61

2.83
2.24

3.16
6.32

T8-125
T8-T30
T9-T3
T9-T8
T9-T13
T9-T18
T9-T23
T9-T28
T10-T1
T10-T6
T10-T11
T10-T16
T10-T21
T10-T26
T10-T31
T11-T4
T11-T9
T11-T14
T11-T19
T11-T24
T11-T29
T12-T2
T12-T7
T12-T12
T12-T17
T12-T22
T12-T27
T12-T32
T13-T5
T13-T10
T13-T15
T13-T20
T13-1T25
T13-T30
T14-T3
T14-T8
T14-T13
T14-T18
T14-T23
T14-T28
T15-T1
T15-T6
T15-T11
T15-T16
T15-T21
T15-126

7.62
3.61
2.24
7.07
4

1.41
6.08
3.61
1.41
4.12
1

6

3.16
2

5.39
1.41

51

2.83
2.24
3.16

3.16
2.24
2.24
447

1.41
4.47
2.24
3.16
2.24

4.12
1.41
2.83
6.08
1.41

2.24
5.39

T8-1T26
T8-T31
T9-T4
T9-T9
T9-T14
T9-T19
T9-T24
T9-T29
T10-T2
T10-T7
T10-T12
T10-T17
T10-T22
T10-T27
T10-T32
T11-T5
T11-T10
T11-T15
T11-T20
T11-125
T11-T30
T12-T3
T12-T8
T12-T13
T12-T18
T12-T23
T12-T28
T13-T1
T13-T6
T13-T11
T13-T16
T13-T21
T13-T26
T13-T31
T14-T4
T14-T9
T14-T14
T14-T19
T14-T24
T14-T29
T15-T2
T15-T7
T15-T12
T15-T17
T15-T22
T15-T27

6.71
3.16
3.16
0

5

2.24
7.07
4.47

5.1

1.41
412
2.24
6.32
2.24

1.41
2.83
3.61
1.41
412

2.24
3.16

4.12
1.41

3.61
2.83
2.24

3.16
224
2.24
51

6.08
1.41
4.47
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T15-T28
T16-T1

T16-T6

T16-T11
T16-T16
T16-T21
T16-126
T16-T31
T17-T4

T17-T9

T17-T14
T17-T19
T17-T24
T17-T29
T18-T2

T18-T7

T18-T12
T18-T17
T18-T22
T18-127
T18-T32
T19-T5

T19-T10
T19-T15
T19-T20
T19-T25
T19-T30
T20-T3

T20-T8

T20-T13
T20-T18
T20-T23
T20-T28
T21-T1

T21-T6

T21-T11
T21-T16
T21-T21
T21-T26
T21-T31
T22-T4

T22-T9

T22-T14
122-T19
T22-T24

3.61
7.07
2.24

3.16
6.32
2.24
3.61

5.1

4.12

5.39
2.24

1.41
6.08
2.83
1.41
4.12

2.24
3.16
2.24
4.47
1.41

4.47
2.24
2.24
3.16

3.16
2.24
2.83
5.1

T15-T29
T16-T2

T16-T7

T16-T12
T16-T17
T16-T22
T16-T27
T16-T32
T17-T5

T17-T10
T17-T15
T17-T20
T17-1T25
T17-T30
T18-T3

T18-T8

T18-T13
T18-T18
T18-T23
T18-128
T19-T1

T19-T6

T19-T11
T19-T16
T19-T21
T19-126
T19-T31
T20-T4

T20-T9

T20-T14
T20-T19
T20-T24
T20-129
T21-T2

T21-1T7

T21-T12
T21-T17
T21-T22
T21-T27
T21-T32
T22-T5

T22-T10
T22-T15
122-120
T22-T25

2.83
6.08
1.41

7.07
2.24
5.39

4.47
1.41
6.08

51

2.24
6.32
3.16

2.24
2.83
3.61

51

1.41
4.12

3.16
2.24

1.41
3.61
2.83
1.41

2.24
3.16
2.24
4.12
1.41

51

T15-T30
T16-T3

T16-T8

T16-T13
T16-T18
T16-1T23
T16-128
T17-T1

T17-T6

T17-T11
T17-T16
T17-T21
T17-T26
T17-T31
T18-T4

T18-T9

T18-T14
T18-T19
T18-T24
T18-1T29
T19-T2

T19-T7

T19-T12
T19-T17
T19-T22
T19-T27
T19-T32
T20-T5

T20-T10
T20-T15
T20-T20
T20-T25
T20-T30
T21-T3

T21-T8

T21-T13
T21-T18
T21-T23
T21-T28
T22-T1

T22-T6

T22-T11
T22-T16
122-121
T22-T26

2.24
51

6.08
1.41
4.47

5.39
2.24
7.07

1.41
6.08
2.83
1.41
4.12

3.16
2.24
4.47
1.41

5.1

224
2.24
3.16

3.16
2.24
2.83
3.61

1.41
5.39

3.16
2.24

412

T15-T31
T16-T4

T16-T9

T16-T14
T16-T19
T16-T24
T16-129
T17-T2

T17-17

T17-T12
T17-T17
T17-T22
T17-1T27
T17-T32
T18-T5

T18-T10
T18-T15
T18-T20
T18-T25
T18-T30
T19-T3

T19-T8

T19-T13
T19-T18
T19-T23
T19-T28
T20-T1

T20-T6

T20-T11
T20-T16
T20-T21
T20-T26
T20-T31
T21-T4

T21-T9

T21-T14
T21-T19
T21-T24
T21-T29
122-T2

T22-T7

122-T12
T22-T17
122-122
T22-T27

4.12

5.1

3.61
2.24
6.32
3.16

2.24
7.07
3.61

51

1.41
4.12

5.39
2.24

1.41
3.61
2.83
1.41
4.12

2.24
3.16
2.24
4.12
1.41

4.47
2.24
2.24

3.16

T15-T32
T16-T5

T16-T10
T16-T15
T16-T20
T16-1T25
T16-T30
T17-T3

T17-T8

T17-T13
T17-T18
T17-T23
T17-T28
T18-T1

T18-T6

T18-T11
T18-T16
T18-T21
T18-T26
T18-T31
T19-T4

T19-T9

T19-T14
T19-T19
T19-T24
T19-1T29
T20-T2

T20-T7

T20-T12
T20-T17
T20-1T22
T20-T27
T20-T32
T21-T5

T21-T10
T21-T15
T21-T20
T21-T25
T21-T30
T22-T3

T22-T8§

T22-T13
T22-T18
T22-1T23
T22-T28

2.24
3.16

4.12
7.28
2.83
2.83
7.28
412

3.16
2.24
4.47
1.41
6.08

51

2.24
2.24
3.16

2.24
2.83
3.61

1.41
4.12

3.16
2.24

4.12
1.41
3.61
2.83
1.41

2.24
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T22-T29
T23-T2

T23-T7

T23-T12
123-T17
T23-T22
123-127
T23-T32
124-T5

T24-T10
T24-T15
T24-T20
T24-T25
T24-T30
T25-T3

T25-T8

T25-T13
T25-T18
T25-T23
T25-T28
T26-T1

T26-T6

T26-T11
T26-T16
T26-T121
T26-126
T26-T31
T27-T4

127-T9

T27-T14
127-T19
T27-T24
127-1T29
T28-T2

T28-T7

T28-T12
T28-T17
T28-122
T28-T27
T28-T32
T29-T5

T29-T10
T29-T15
T29-T20
T29-T25
T29-T30

1.41
5.39

3.16

4.12
1.41
3.61
6.08
1.41

7.07
2.24
3.61
7.62
4.47
1.41
6.08

3.16

2.24
6.32
3.16

3.16
2.83
3.61

51

3.61
4.24

3.16
2.24

3.61
2.83
1.41

T22-T30
T23-T3

T23-T8

T23-T13
T23-T18
T23-1T23
T23-1T28
T24-T1

T24-T6

T24-T11
T24-T16
T24-T21
T24-T26
T24-T31
T25-T4

T25-T9

T25-T14
T25-T19
T25-T24
T25-1T29
T26-T2

T26-T7

T26-T12
T26-T17
T26-T22
T26-T27
T26-T32
T27-T5

T27-T10
T27-T15
T27-1T20
T27-T25
T27-T30
T28-T3

T28-T8

T28-T13
T28-T18
T28-T23
T28-128
T29-T1

T29-T6

T29-T11
T29-T16
T29-T21
T29-T26
T29-T31

4.47
2.24
2.24

3.16
7.28
2.83
5.1

6.08
1.41
4.24

5.39
2.24
7.07

5.83
2.83
1.41
4.12

3.61
2.24
4.47
1.41

3.16

2.24
2.24
3.16

3.16
2.83
3.61

T22-T31
T23-T4

T23-T9

T23-T14
T23-T19
T23-T24
T23-T29
T24-T2

124-T7

T24-T12
T24-T17
T24-T22
T24-T27
T24-T32
T25-T5

T25-T10
T25-T15
T25-T20
T25-T25
T25-T30
T26-T3

T26-T8

T26-T13
T26-T18
T26-T23
T26-128
T27-T1

T27-T6

127-T11
T27-T16
127-121
T27-T26
127-T31
T28-T4

T28-T9

T28-T14
T28-T19
T28-1T24
T28-T29
T29-12

T29-T7

T29-T12
T29-T17
T29-1T22
T29-T27
T29-T32

1.41
3.61
6.08
1.41
4

1

2.24
6.32
2.24
4.12

2.24
6.32
3.16

3.16
6.71
3.61

51

3.61
4.24

5.39
2.24

3.61
2.83
1.41
4.12

4.24
3.61
2.24
4.12
1.41

T22-T32
T23-T5

T23-T10
T23-T15
T23-T20
T23-1T25
T23-T30
T24-T3

124-T8

T24-T13
T24-T18
T24-T23
T24-T28
T25-T1

T25-T6

T25-T11
T25-T16
T25-T21
T25-T26
125-T31
T26-T4

T26-T9

T26-T14
T26-T19
T26-124
T26-129
T27-12

T27-1T7

T27-T12
T27-T17
127-122
127-127
127-T32
T28-T5

128-T10
T28-T15
T28-1T20
T28-T25
T28-T30
T29-T3

T29-T8

T29-T13
T29-T18
T29-123
T29-T28
T30-T1

2.24
2.83
51
1

3
6.08
1.41
5.39

3.16

4.12

5.83
2.83
7.28
4.12

3.61
2.24
4.47
1.41
6.08

3.16
2.24

2.24
3.16

3.16
2.83
3.61

3.61
4.24

3.16
2.24

5.83

T23-T1
T23-T6
T23-T11
T23-T16
T23-T21
T23-1T26
T23-T31
T24-T4
124-T9
T24-T14
T24-T19
T24-T24
T24-T29
T25-T2
T25-T7
T25-T12
T25-T17
T25-1T22
T25-T27
T25-T32
T26-T5
T26-T10
T26-T15
T26-1T20
T26-T25
T26-T30
T27-T3
T27-T8
T27-T13
T27-T18
T27-123
T27-T28
T28-T1
T28-T6
T28-T11
T28-T16
T28-T21
T28-T26
T28-T31
T29-T4
T29-T9
T29-T14
T29-T19
T29-1T24
T29-T29
T30-T2

6.32
2.24
4.12
1.41
2
51
1
4.47
7.07
2.24
5

0
3.16
3.16
6.71
3.61

51

4.24

5.39
2.24

5.83
2.83
1.41
4.12

4.24
3.61
2.24
4.47
1.41
2

3

3.16
4.47
2.24
2.24
3.16
0

5
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T30-T3
T30-T8
T30-T13
T30-T18
T30-T23
T30-T28
T31-T1
T31-T6
T31-T11
T31-T16
T31-T21
T31-T26
T31-T31
T32-T4
T32-T9
T32-T14
T32-T19
T32-T24
T32-T29

4.24
3.61
2.24
4.12
1.41

6.71
3.16
4.47
2.24
2.24

7.28
2.83
51

T30-T4

T30-T9

T30-T14
T30-T19
T30-T24
T30-129
T31-T2

T31-T7

T31-T12
T31-T17
T31-122
T31-T27
T31-T32
T32-T5

T32-T10
T32-T15
T32-1T20
T32-T25
T32-T30

3.61
5.39

3.16
2.24

5.83

3.61
6.08
1.41

4.24
6.32
2.24
4.12

T30-T5

T30-T10
T30-T15
T30-T20
T30-T25
T30-T30
T31-T3

T31-T8

T31-T13
T31-T18
T31-T23
T31-T28
T32-T1

T32-T6

T32-T11
T32-T16
T32-T21
T32-T26
T32-T31

3.16
4.47
2.24
2.24

3.16
2.83
51

7.62
3.61
5.39

3.16

T30-T6

T30-T11
T30-T16
T30-T21
T30-T26
T30-T31
T31-T4

T31-T9

T31-T14
T31-T19
T31-T24
T31-T29
T32-T2

T32-T7

T32-T12
T32-T17
T32-T22
T32-127
T32-T32

3

3.61
2.83
1.41
4

1

4.24
6.32
2.24
4.12
1.41

6.71
3.16
4.47
7.07
2.24

T30-T7

T30-T12
T30-T17
T30-1T22
T30-T27
T30-T32
T31-T5

T31-T10
T31-T15
T31-T20
T31-1T25
T31-T30
T32-T3

T32-T8

T32-T13
T32-T18
T32-T23
T32-T28

3.16
2.83
51

3.61
5.39

3.16

5.83

3.61
6.08
1.41
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

A.2.5 Layouts der Testinstanzen 1 und 2 - 3x3- und 2x4-Layout

3x3-Layout fiir Testinstanz 1

Tabelle 44: Distanzen d; zum vertikalen Startpunkt (5, 4) fir das 3x3-Layout

T1
T8

112\ T2 05 | T3 112 | T4 18| T5 15| Te 18 |T7 2.69
25 |19 2.69

Tabelle 45:

Distanzen d; zum jeweils zugeordneten Startounkt (SP(L) = (0,1) oder SP(R) = (10, 1))
fiir das 3x3-Layout

T1
T8

472 | T2 559 | T3 472 | T4 427 |15 522 |Té6 427 |T7 4.03
502 | T9 4.03

Tabelle 46:

Distanzen ch zum zugeordneten Wartepunkt (W P(L) = (2.5,2) oder WP(R) = (7.5,2))
fir das 3x3-Layout

T1
T8

212 | T2 292 | T3 212 | T4 158 | TS 255 |T6 158 | T7 1.58
255 | T9 1.58

Tabelle 47: Distanzen d;; zwischen den Tasten fiir das vertikale 3x3-Layout

T1-T1 0 T1-T2 1 T1-T3 2 T1-T4 1 T1-T5 141
T1-T6 224 | T1-T7 2 T1-T8 224 | T1-T9 2.83 | T2-T1 1
T2-T2 0 T2-T3 1 T2-T4 141 | T2-T5 1 T2-T6 1.41
T2-T7 224 | T2-T§ 2 T2-T9 224 | T3-T1 2 T3-T2 1
T3-T3 0 T3-T4 224 | T3-TS 141 | T3-T6 1 T3-T7 2.83
T3-T8 224 | T3-T9 2 T4-T1 1 T4-T2 141 | T4-T3 2.24
T4-T4 O T4-T5 1 T4-T6 2 T4-T7 1 T4-T8 1.41
T4-T9 224 | T5-T1 141 | T5-T2 1 T5-T3 1.41 | T5-T4 1
T5-T5 0 T5-T6 1 T5-T7 1.41 | T5-T8 1 T5-T9 141
T6-T1 224 | T6-T2 1.41 | T6-T3 1 T6-T4 2 T6-TS 1
T6-T6 0 T6-T7 224 | T6-T8 141 | T6-T9 1 T7-T1 2
T7-T2 224 | T7-T3 2.83 | T7-T4 1 T7-T5 141 | T7-T6é 2.24
T7-T7 0 T7-T8 1 T7-T9 2 T8-T1 224 | T&T2 2
T8-T3 224 | T8-T4 1.41 | T8&T5 1 T8-T6 1.41 | T8-T7
T8-T8 0 T8-T9 1 T9-T1 2.83 | T9-T2 224 | T9-T3
T9-T4 224 | T9-T5 1.41 | T9-T6 1 19-T7 2 T9-T8
T9-T9 0

— N~
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2x4-Layout fiir Testinstanz 2

Tabelle 48: Distanzen d; zum vertikalen Startpunkt (5,4) fir das 2x4-Layout

T1 158 | T2 071 | T3 0.71 | T4 158 | TS5 212 | T6é 158 | T7 1.58
T8 212

Tabelle 49: Distanzen d; zum jeweils zugeordneten Startpunkt (SP(L) = (0,1) oder SP(R) = (10,1))
fir das 2x4-Layout

T1 43 | T2 515 | T3 515 | T4 43 |T5 381 | Te 474 |T7 4.74
T8 3.81

Tabelle 50: Distanzen d; zum zugeordneten Wartepunkt (W P(L) = (2.5,2) oder W P(R) = (7.5,2))
fir das 2x4-Layout

1 18 | T2 25 |T3 25 |T4 18 |T5 112 | T6 206 | T7 206
T8 1.12

Tabelle 51: Distanzen d;; zwischen den Tasten fiir das vertikale 2x4-Layout

T1-T1 0 T1-T2 1 T1-T3 2 T1-T4 3 T1-T5 1
T1-T6 1.41 | T1-T7 2.24 | T1-T8 3.16 | T2-T1 1 T2-12 0
T2-T3 1 T2-T4 2 T2-T5 1.41 | T2-T6 1 T2-T7 141
T2-T8§ 224 | T3-T1 2 T3-T2 1 T3-T3 0 T3-T4 1
T3-T5 224 | T3-T6 1.41 | T3-T7 T3-T8 1.41 | T4-T1 3
T4-T2 2 T4-T3 1 T4-T4 T4-T5 3.16 | T4-T6e 2.24
T4-T7 141 | T4-T8 1 T5-T1 T5-T2 1.41 | T5-T3 2.24
T5-T4 3.16 | T5-T5 0 T5-T6 T5-T7 2 T5-T8 3
1
1

T6-T1 1.41 | Te-T2 T6-T3 T6-T4 224 | T6e-TS5 1
T6-T6 0 T6-1T7 T6-T8 T7-T1 224 | T7-T2 141
T7-T3 1 T7-T4 141 | T7-T5 T7-T6 1 T7-17 0
T7-T8 1 T8-T1 3.16 | T8-T2 224 | T8-T3 141 | T8T4 1
T8-T5 3 T8-T6 2 T8-T7 T8-T8 0

FNNNR R 2O
=~
[
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

A.2.6 Zusatzliche Layouts - 5x6- und 5x7-Layout

5x6-Layout

* numberofkeys =30, Rows =5, Columns =6

Tabelle 52: Tastenbelegungen f(ir das 5x6-Layout

Belegung | Input-Daten
FITALY (1024320167194826611281521292522239272530121)
OPTI II (172631116274159622318102129122814 205 13 30 28 25)

Tabelle 53: Distanzen d; zum vertikalen Startpunkt (5,4) fir das 5x6-Layout

T1
T8
T15
122
129

T2
T9
T16
123
T30

2.55
212
2.55
3.54
4.74

1.58
1.58
2.55
3.81
5.15

T3 071
T10 1.58
T17 292
124 4.3

T4 071
T11 212
T18 3.54
T25 5.15

T5

T12
T19
T26

1.58
2.92
4.3

4.74

T6  2.55
T13 3.54
T20 3.81
127 4.53

T7 292
T14 292
121 3.54
128 4.53

Tabelle 54: Distanzen d; zum jeweils zugeordneten Startpunkt (SP(L) = (0,1) oder SP(R) = (10,1))

fur das 5x6-Layout

T1
T8
T15
122
129

4.3
4.3
4.74
4.53
3.54

T2
T9
T16
123
T30

4.95
5.15
4.74
3.54
2.55

T3

T10
T17
T24

57

5.15
3.81
2.55

T4 57
T11 43
T18 292
125 2.55

T5  4.95
T12 3.54
T19 2.55
126 3.54

T6

T13
120
127

4.3

292
3.54
4.53

17  3.54
T14 3.81
T21 4.53
128 4.53

Tabelle 55: Distanzen d; zum zugeordneten Wartepunkt (W P(L) = (2.5,2) oder WP(R) = (7.5,2))

fir das 5x6-Layout

T1
T8
T15
122
129

2 T2
141 | T9
2 T16
224 | 123
224 | T30

2.24
2.24
2
1.41
2

T3 2.83
T10 2.24
T17 1
124 1

T4 2.83
T11 141
T18 0
125 2

5 224
T12 1
T19 1
T26 2.24

T6 2
T13 0
T20 1.41
127 2.83

T7 1
T14 1
T21 224
128 2.83
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Tabelle 56: Distanzen d;; zwischen den Tasten fiir das vertikale 5x6-Layout

T1-T1
T1-T6
T1-T11
T1-T16
T1-T21
T1-T26
T2-T1
T2-T6
T2-T11
T2-T16
T2-T21
T2-T26
T3-T1
T3-T6
T3-T11
T3-T16
T3-T21
T3-T26
T4-T1
T4-T6
T4-T11
T4-T16
T4-T21
T4-T26
T5-T1
T5-T6
T5-T11
T5-T16
T5-T21
T5-T26
T6-T1
T6-T6
T6-T11
T6-T16
T6-T21
T6-T26
T7-T1
T7-T6
T7-T11
T7-T16
T7-T21
T7-T26

0
5
4.12
3.61
3.61
4.12
1
4
3.16
2.83
3.16

2.24
2.24

4.12

1.41

3.16
4.47

2.24
3.61

1.41
2.83
4.24
5.66

5.1
3.16

2.83
3.16

T1-T2
T1-T7
T1-T12
T1-T17
T1-T22
T1-T27
T2-T2
T2-T7
T2-T12
T2-T17
T2-T22
T2-T27
T3-T2
T3-T7
T3-T12
T3-T17
T3-T22
T3-T27
T4-T2
T4-T7
T4-T12
T4-T17
T4-T22
T4-T27
T5-T2
T5-T7
T5-T12
T5-T17
T5-T22
T5-1T27
T6-T2
T6-17
T6-T12
T6-T17
T6-T22
T6-T27
T7-T2
T7-T7
T7-T12
T7-T17
T7-T22
T7-T27

1

1
51
4.47
4.24
4.47
0
1.41
4.12
3.61
3.61
4.12
1
2.24
3.16
2.83
3.16
4

2
3.16
2.24
2.24

4.12

4.12
1.41

3.16
4.47

51

2.24
3.61

1.41

4.12

3.61
3.61

T1-T3
T1-T8
T1-T13
T1-T18
T1-T23
T1-T28
T2-T3
T2-T8
T2-T13
T2-T18
T2-T23
T2-T28
T3-T3
T3-T8
T3-T13
T3-T18
T3-T23
T3-1T28
T4-T3
T4-T8
T4-T13
T4-T18
T4-T23
T4-T28
T5-T3
T5-T8
T5-T13
T5-T18
T5-1T23
T5-T28
T6-T3
T6-T8
T6-T13
T6-T18
T6-T23
T6-T28
T7-T3
T7-T8
T7-T13
T7-T18
T7-T23
T7-T28

2
1.41
2
5.39

T1-T4
T1-T9
T1-T14
T1-T19
T1-T24
T1-T29
T2-T4
T2-T9
T2-T14
T2-T19
T2-T24
T2-T29
T3-T4
T3-T9
T3-T14
T3-T19
T3-T24
T3-1T29
T4-T4
T4-T9
T4-T14
T4-T19
T4-T24
T4-T29
T5-T4
T5-T9
T5-T14
T5-T19
T5-T24
T5-T29
T6-T4
T6-T9
T6-T14
T6-T19
T6-T24
T6-T29
T7-T4
T7-T9
T7-T14
T7-T19
T7-T24
T7-T29

3
2.24
2.24
3
5.83
5.66
2
1.41
2
3.16

T1-T5

T1-T10
T1-T15
T1-T20
T1-T25
T1-T30
T2-T5

T2-T10
T2-T15
T2-T20
T2-T25
T2-T30
T3-T5

T3-T10
T3-T15
T3-T20
T3-T25
T3-T30
T4-T5

T4-T10
T4-T15
T4-T20
T4-T25
T4-T30
T5-T5

T5-T10
T5-T15
T5-T20
T5-1T25
T5-T30
T6-T5

T6-T10
T6-T15
T6-T20
T6-T25
T6-T30
T7-T5

T7-T10
T7-T15
T7-T20
T7-T25
T7-T30

4
3.16
2.83
3.16
4
6.4
3
2.24
2.24

412
5.66

1.41

3.16
4.47

2.24
3.61

4.47
1.41
2.83
4.24
5.66
4.12

2.24
3.61

6.4

4.12

2.24
2.24

5.83
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T8-T1
T8-T6
T8-T11
T8-T16
T8-T21
T8-T26
T9-T1
T9-T6
T9-T11
T9-T16
T9-T21
T9-T26
T10-T1
T10-T6
T10-T11
T10-T16
T10-T21
T10-T26
T11-T1
T11-T6
T11-T11
T11-T16
T11-T21
T11-T26
T12-T1
T12-T6
T12-T11
T12-T16
T12-T21
T12-T26
T13-T1
T13-T6
T13-T11
T13-T16
T13-T21
T13-T26
T14-T1
T14-T6
T14-T11
T14-T16
T14-T21
T14-T26
T15-T1
T15-T6
T15-T11

1.41
4.12

2.24
2.24

2.24
3.16

1.41

3.16
3.16
2.24

2.24
3.61
4.12
1.41

1.41
2.83
4.24
5.1

2.24
3.61

5.39
4.12

2.24
2.24
2.24
4.47
3.16

1.41
2.83

3.61
2.24

T8-T2
T8-1T7
T8-T12
T8-T17
T8-T22
T8-127
T9-T2
T9-T7
T9-T12
T9-T17
T9-T22
T9-T27
T10-T2
T10-T7
T10-T12
T10-T17
T10-T22
T10-T27
T11-T2
T11-T7
T11-T12
T11-T17
T11-T22
T11-T27
T12-T2
T12-T7
T12-T12
T12-T17
T12-T22
T12-T27
T13-T2
T13-T7
T13-T12
T13-T17
T13-T22
T13-T27
T14-T2
T14-T7
T14-T12
T14-T17
T14-T22
T14-T27
T15-T2
T15-T7
T15-T12

1
1

3.16
2.83
3.16
1.41

2.24
2.24

2.24

1.41

3.16
3.16

2.24
3.61
4.12

1.41
2.83
4.24
2.24

51

3.16
2.83

1.41
412

2.24
2.24
2.24
2.24
3.16

T8-T3
T8-T8
T8-T13
T8-T18
T8-123
T8-T28
T9-T3
T9-T8
T9-T13
T9-T18
T9-T23
T9-T28
T10-T3
T10-T8
T10-T13
T10-T18
T10-T23
T10-T28
T11-T3
T11-T8
T11-T13
T11-T18
T11-T23
T11-T28
T12-T3
T12-T8
T12-T13
T12-T18
T12-T23
T12-T28
T13-T3
T13-T8
T13-T13
T13-T18
T13-T23
T13-T28
T14-T3
T14-T8
T14-T13
T14-T18
T14-T23
T14-T28
T15-T3
T15-T8
T15-T13

1.41

1.41
4.12
3.61
3.61

2.24
3.16
2.83
3.16
1.41

3.16
2.24
224

2.24

4.12
1.41

3.16
3.16

5.1

2.24
3.61
2.83
1.41

4.12
3.61
2.24

3.16
2.83

1.41

T8-T4
T8-T9
T8-T14
T8-T19
T8-T24
T8-T29
T9-T4
T9-T9
T9-T14
T9-T19
T9-T24
T9-1T29
T10-T4
T10-T9
T10-T14
T10-T19
T10-T24
T10-T29
T11-T4
T11-T9
T11-T14
T11-T19
T11-T24
T11-T29
T12-T4
T12-T9
T12-T14
T12-T19
T12-T24
T12-T29
T13-T4
T13-T9
T13-T14
T13-T19
T13-T24
T13-T29
T14-T4
T14-T9
T14-T14
T14-T19
T14-T24
T14-129
T15-T4
T15-T9
T15-T14

2.24

2.24
4.47
4.24
1.41

1.41
2.83
3.61
3.61

2.24
3.61
2.83
3.16
1.41

3.16
4.47
2.24

2.24

4.12
5.39

3.16
3.61
2.24

5.1

4.47
2.83
1.41

1.41
4.12
3.61
2.24

T8-T5
T8-T10
T8-T15
T8-T20
T8-1T25
T8-T30
T9-T5
T9-T10
T9-T15
T9-T20
T9-T25
T9-T30
T10-T5
T10-T10
T10-T15
T10-T20
T10-1T25
T10-T30
T11-T5
T11-T10
T11-T15
T11-T20
T11-T25
T11-T30
T12-T5
T12-T10
T12-T15
T12-T20
T12-T25
T12-T30
T13-T5
T13-T10
T13-T15
T13-T20
T13-1T25
T13-T30
T14-T5
T14-T10
T14-T15
T14-T20
T14-T25
T14-T30
T15-T5
T15-T10
T15-T15

3.16
2
1.41
2
3.16
5
2.24
1
1
2.24
3.61
4.24
1.41

1.41
2.83
4.24
3.61

2.24
3.61

3.16
1.41

3.16
4.47
5.83

4.47
3.16

1.41

5.39
3.61
2.24

224
4.47
2.83
1.41
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T15-T16
T15-T21
T15-T26
T16-T1
T16-T6
T16-T11
T16-T16
T16-T21
T16-126
T17-T1
T17-T6
T17-T11
T17-T16
T17-T21
T17-T26
T18-T1
T18-T6
T18-T11
T18-T16
T18-T21
T18-T26
T19-T1
T19-T6
T19-T11
T19-T16
T19-T21
T19-T26
T20-T1
T20-T6
T20-T11
T20-T16
T20-T21
T20-1T26
T21-T1
T21-T6
T21-T11
T21-T16
T21-T21
T21-T26
T22-T1
T22-T6
122-T11
T22-T16
122-121
T22-T26
T23-T1

2.24
3.61
2.83
1.41

1.41
2.83
4.47
2.24

2.24
3.61
5.39

1.41

3.16
4.47

5.83
4.47
3.16

1.41
3.16

3.61
2.24

3.61
4.24
2.83
1.41

1.41
4.24
3.61
2.24
1
1
2.24
5

T15-T17
T15-T22
T15-T27
T16-T2
T16-T7
T16-T12
T16-T17
T16-T22
T16-T27
T17-T2
T17-17
T17-T12
T17-T17
T17-T22
T17-T27
T18-T2
T18-T7
T18-T12
T18-T17
T18-122
T18-T27
T19-T2
T19-T7
T19-T12
T19-T17
T19-T22
T19-T27
T20-T2
T20-T7
T20-T12
T20-T17
T20-T22
T20-T27
T21-T2
T21-1T7
T21-T12
T21-T17
T21-122
T21-T27
122-T2
T22-T7
122-T12
T22-T17
T22-T22
T22-T27
T23-T2

1.41

2.83
3.16
2.24

2.24
3.61
4.12
1.41

1.41
2.83
4.47
51

2.24
3.61
3.16

5.39
4.12

2.24

2.24
447
3.16

1.41
3.16
2.83
3.61
2.24

3.61
3.61
2.83
1.41

1.41
4.24

T15-T18
T15-1T23
T15-T28
T16-T3
T16-T8
T16-T13
T16-T18
T16-T23
T16-128
T17-T3
T17-T8
T17-T13
T17-T18
T17-T23
T17-T28
T18-T3
T18-T8
T18-T13
T18-T18
T18-1T23
T18-T28
T19-T3
T19-T8
T19-T13
T19-T18
T19-T23
T19-T28
T20-T3
T20-T8
T20-T13
T20-T18
T20-T23
T20-128
T21-T3
T21-T8
T21-T13
T21-T18
T21-T23
T21-T28
1T22-T3
T22-T8§
T22-T13
T22-T18
T22-T23
T22-T28
1T23-T3

2.24
2.24
224
2.24

1.41

2.83
3.16

2.24
3.61
4.12

1.41
2.83
3.61
2.24

5.1

3.16
3.16

1.41
4.12

2.24

2.24
2.24
3.16

1.41
3.16
2.83
3.16
2.24

3.61

T15-T19
T15-T24
T15-T29
T16-T4
T16-T9
T16-T14
T16-T19
T16-T24
T16-1T29
T17-T4
T17-T9
T17-T14
T17-T19
T17-T24
T17-T29
T18-T4
T18-T9
T18-T14
T18-T19
T18-T24
T18-T29
T19-T4
T19-T9
T19-T14
T19-T19
T19-T24
T19-T29
T20-T4
T20-T9
T20-T14
T20-T19
T20-T24
T20-129
T21-T4
T21-T9
T21-T14
T21-T19
T21-T24
T21-T29
122-T4
T22-T9
122-T14
T22-T19
122-T24
T22-T29
T23-T4

2.24
3.16
2.83

1.41

3.16
2.24
2.24
2.24
2.24

4.12
1.41

2.83
3.16

5.1
2.24
4.24

2.83
1.41

4.12
3.61
2.24

3.16
3.16

1.41

2.24
2.24
2.24

1.41
3.16

T15-T20
T15-1T25
T15-T30
T16-T5

T16-T10
T16-T15
T16-1T20
T16-T25
T16-T30
T17-T5

T17-T10
T17-T15
T17-T20
T17-T25
T17-T30
T18-T5

T18-T10
T18-T15
T18-T20
T18-1T25
T18-T30
T19-T5

T19-T10
T19-T15
T19-T20
T19-1T25
T19-T30
T20-T5

T20-T10
T20-T15
T20-T20
T20-T25
T20-T30
T21-T5

T21-T10
T21-T15
T21-T20
T21-T25
T21-T30
T22-T5

T22-T10
T22-T15
T22-T20
T22-1T25
T22-T30
T23-T5

1.41
2.83
3.61
2.24

2.24
3.61
2.83

1.41

3.16
4.47
2.24
2.24
2.24

4.12
5.39

3.61
2.24

51

4.24
2.83
1.41

1.41
412
3.61
2.24
1
1
2.24
3.16
3.16
2
1.41
2
3.16
2.24
3
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T23-T6
T23-T11
T23-T16
T23-T21
T23-T26
T24-T1
124-T6
T24-T11
124-T16
T24-T21
T24-T26
T25-T1
125-T6
T25-T11
T25-T16
T25-T21
T25-T26
T26-T1
T26-T6
T26-T11
T26-T16
T26-T21
T26-T26
T27-T1
T27-T6
T27-T11
T27-T16
T27-T21
T27-126
T28-T1
128-T6
T28-T11
128-T16
T28-T21
128-T26
T29-T1
T29-T6
T29-T11
T29-T16
T29-T21
T29-T26
T30-T1
T30-T6
T30-T11
T30-T16
T30-T21
T30-T26

3.16

1.41

3.16
5.83

2.24
2.24

4.12

6.4

3.61
2.24

4.12
5.66
4.24
2.83
1.41

4.47

3.61
2.24

4.47
3.16

1.41

5.66
4.12

2.24
2.24

6.4
3.16

2.83
3.16

T23-T7
T23-T12
T23-T17
T23-T22
T23-T27
T24-T2
T24-T7
T24-T12
124-T17
T24-T22
T24-T27
T25-T2
T25-T7
T25-T12
T25-T17
T25-T22
T25-T27
T26-T2
T26-T7
T26-T12
T26-T17
T26-T22
T26-T27
T27-T2
T27-T7
T27-T12
T27-T17
T27-T22
127-127
T28-T2
T28-1T7
T28-T12
T28-T17
T28-T22
T28-T27
T29-T2
T29-T7
T29-T12
T29-T17
T29-1T22
T29-T27
T30-T2
T30-T7
T30-T12
T30-T17
T30-1T22
T30-T27

T23-T8
1T23-T13
T23-T18
T23-T23
T23-T28
T24-T3
124-T8
T24-T13
124-T18
T24-T23
T24-T28
T25-T3
T25-T8
T25-T13
T25-T18
T25-T23
T25-T28
T26-T3
T26-T8
T26-T13
T26-T18
T26-1T23
T26-T28
T27-T3
T27-T8
T27-T13
T27-T18
T27-T23
T27-128
T28-T3
128-T8
T28-T13
T28-T18
T28-T23
T28-T28
T29-T3
T29-T8
T29-T13
T29-T18
T29-T23
T29-T28
T30-T3
T30-T8
T30-T13
T30-T18
T30-T23
T30-T28

3.61
4.12
1.41
0
1.41
4.24
4.47
51

T23-T9
T23-T14
T23-T19
T23-T24
T23-129
T24-T4
124-T9
T24-T14
124-T19
T24-T24
T24-T29
T25-T4
T25-T9
T25-T14
T25-T19
T25-124
T25-129
T26-T4
T26-T9
126-T14
T26-T19
T26-T24
T26-T29
T27-T4
T27-T9
T27-T14
T27-T19
T27-T24
T27-129
T28-T4
128-T9
T28-T14
128-T19
T28-T24
128-129
T29-T4
T29-T9
T29-T14
T29-T19
T29-124
T29-T29
T30-T4
T30-T9
T30-T14
T30-T19
T30-124
T30-T29

2.83
3.16
4
1
1
3.61
3.61
4.12

1.41

3.61
2.24

51

4.47
3.16

1.41
4.12

4.12

2.24
2.24
3.16

3.16
2.83
3.16
2.24

4.12
3.61
3.61
4.12
1.41

4.47
4.24
4.47
51

T23-T10
T23-T15
T23-T20
T23-1T25
T23-T30
T24-T5

T24-T10
T24-T15
124-1T20
T24-T25
T24-T30
T25-T5

T25-T10
T25-T15
T25-T20
T25-T25
T25-T30
T26-T5

T26-T10
T26-T15
T26-T20
T26-125
T26-T30
T27-T5

T27-T10
T27-T15
T27-T20
T27-T25
T27-T30
T28-T5

T28-T10
T28-T15
T28-1T20
T28-T25
T28-T30
T29-T5

T29-T10
T29-T15
T29-T20
T29-125
T29-T30
T30-T5

T30-T10
T30-T15
T30-T20
T30-125
T30-T30

2.24
2.24
3
4.12
1.41
3.16
2.83
3.16
4
5.1
1
5.66
4.24
2.83
1.41
0

5

5
3.61
2.24

4.47
3.16

1.41

4.12

2.24
2.24

3.16
2.83
3.16

4.12
3.61
3.61
412
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A Input-Daten

5x7-Layout

* numberofkeys =35, Rows =5, Columns =7

Tabelle 57: Tastenbelegungen fiir das 5x7-Layout

Belegung | Input-Daten
OPTI 1 (191552618232122429633425103011716113312021347)

Tabelle 58: Distanzen d; zum vertikalen Startpunkt (5,4) fir das 5x7-Layout

T1T 304 | T2 206|T3 112 |T4 05 |T5 112 |T6 206 |T7 3.04
8 33|19 25 |Ti0 18 |Ti1 15| T12 18 |T13 25 |Ti4 3.35
T15 391 | Tile 32 | T17 269 | T18 25| T19 2.69 | T20 3.2 | T21 391
122 461 | T23 4.03 | T24 3.64 | T25 3.5 | T26 3.64 | T27 4.03 | T28 4.61
T29 541 | T30 492 | T31 4.61 | T32 45| T33 461 | T34 492 | T35 541

Tabelle 59: Distanzen d; zum jeweils zugeordneten Startpunkt (SP(L) = (0,1) oder SP(R) = (10,1))
fiir das 5x7-Layout

T1 403 T2 461 |T3 532 |T4 61 |T5 532 |T6 461 |T7 4.03
8 32 |T9 391 | T10 472 | T11 559 | T12 472 | T13 391 | T14 3.2
T15 25 | Tle 335 |T17 427 | Ti8 522 | T19 427 | T20 335 |T21 25
122 2.06 | T23 3.04 | T24 4.03 | T25 5.02 | T26 4.03 | T27 3.04 | T28 2.06
129 206 | T30 3.04 | T31 4.03 | T32 5.02 | T33 4.03 | T34 3.04 | T35 2.06

Tabelle 60: Distanzen cij zum zugeordneten Wartepunkt (W P(L) = (2.5,2) oder WP(R) = (7.5,2))
fuir das 5x7-Layout

T1 206 | T2 206 | T3 25|T4 32 |T5 25|Te6e 206|T7 206
T8 112 |T9 1.12 | Ti0O 18| T11 269 | T12 18 | T13 1.12 | T14 1.12
T15 05 |Ti6 05 |T17 15| T18 25 |T19 15| T20 05 | T21 05

T22 112 | T23 1.12 | T24 18 | T25 269 | T26 1.8 | T27 1.12 | T28 1.12
129 206 | T30 206 | T31 25| 132 32 |T33 25| T34 206 | T35 2.06
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

Tabelle 61: Distanzen d;; zwischen den Tasten fiir das vertikale 5x7-Layout

T1-T1
T1-T6
T1-T11
T1-T16
T1-T21
T1-T26
T1-T31
T2-T1
T2-T6
T2-T11
T2-T16
T2-T21
T2-T26
T2-T31
T3-T1
T3-T6
T3-T11
T3-T16
T3-T21
T3-T26
T3-T31
T4-T1
T4-T6
T4-T11
T4-T16
T4-T21
T4-T26
T4-T31
T5-T1
T5-T6
T5-T11
T5-T16
T5-T21
T5-T26
T5-T31
T6-T1
T6-T6
T6-T11
T6-T16
T6-T21
T6-T26
T6-T31
T7-T1

0
5
3.16
2.24
6.32
5
4.47

T1-T2
T1-T7
T1-T12
T1-T17
T1-T22
T1-T27
T1-T32
T2-T2
T2-T7
T2-T12
12-T17
T2-T22
T2-T27
T2-T32
T3-T2
T3-T7
T3-T12
T3-T17
T3-T22
T3-T27
T3-1T32
T4-T2
T4-T7
T4-T12
T4-T17
T4-T22
T4-T27
T4-T32
T5-T2
T5-T7
T5-T12
T5-T17
T5-T22
T5-T27
T5-T32
T6-T2
T6-T7
T6-T12
T6-T17
T6-T22
T6-T27
T6-T32
T7-T2

1
6
4.12
2.83
3
5.83

T1-T3
T1-T8
T1-T13
T1-T18
T1-T23
T1-T28
T1-T33
T2-T3
T2-T8
T2-T13
T2-T18
T2-T23
T2-T28
T2-T33
T3-T3
T3-T8
T3-T13
T3-T18
T3-T23
T3-T28
T3-T33
T4-T3
T4-T8
T4-T13
T4-T18
T4-T23
T4-T28
T4-T33
T5-T3
T5-T8
T5-T13
T5-T18
T5-T23
T5-T28
T5-T33
T6-T3
T6-T8
T6-T13
T6-T18
T6-T23
T6-T28
T6-T33
T7-T3

2

1
51
3.61
3.16
6.71
5.66
1
1.41
4.12
2.83
3
5.83
5

0
2.24
3.16
2.24
3.16

4.47

3.16
2.24

3.61
4.24
4.12

4.12
1.41
2.24
4.24
3.61
4

3
51
1
2.83
5
3.16
4.12
4

T1-T4
T1-T9
T1-T14
T1-T19
T1-T24
T1-T29
T1-T34
T2-T4
T2-T9
T2-T14
T2-T19
T2-T24
T2-T29
T2-T34
T3-T4
T3-T9
T3-T14
T3-T19
T3-T24
T3-T29
T3-T34
T4-T4
T4-T9
T4-T14
T4-T19
T4-T24
T4-T29
T4-T34
T5-T4
T5-T9
T5-T14
T5-T19
T5-T24
T5-1T29
T5-T34
T6-T4
T6-T9
T6-T14
T6-T19
T6-T24
T6-T29
T6-T34
T7-T4

3
1.41
6.08
447
3.61
4
6.4
2

1
5.1
3.61
3.16
4.12
5.66

1.41
4.12
2.83

4.47

2.24
3.16
2.24
3.16

4.47

3.16
2.24

3.61
5.66
4.12

4.12
1.41
2.24
4.24
6.4
4

3

T1-T5

T1-T10
T1-T15
T1-T20
T1-T25
T1-T30
T1-T35
T2-T5

T2-T10
T2-T15
T2-T20
T2-T25
T2-T30
T2-T35
T3-T5

T3-T10
T3-T15
T3-T20
T3-1T25
T3-T30
T3-T35
T4-T5

T4-T10
T4-T15
T4-T20
T4-T25
T4-T30
T4-T35
T5-T5

T5-T10
T5-T15
T5-T20
T5-T25
T5-T30
T5-T35
T6-T5

T6-T10
T6-T15
T6-T20
T6-T25
T6-T30
T6-T35
T7-T5

4
2.24
2
5.39
4.24
412
7.21
3
1.41
2.24
4.47
3.61
4
6.4
2

1
2.83
3.61
3.16
4.12
5.66

1.41
3.61
2.83

4.47
5
0
2.24
4.47
2.24
3.16
5
4.47
1
3.16
5.39
2
3.61
5.66
4.12
2
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A Input-Daten

T7-T6
T7-T11
T7-T16
T7-T21
T7-T26
T7-T31
T8-T1
T8-T6
T8-T11
T8-T16
T8-T21
T8-126
T8-T31
T9-T1
T9-T6
T9-T11
T9-T16
T9-T21
T9-T26
T9-T31
T10-T1
T10-T6
T10-T11
T10-T16
T10-T21
T10-T26
T10-T31
T11-T1
T11-T6
T11-T11
T11-T16
T11-T21
T11-T26
T11-T31
T12-T1
T12-T6
T12-T11
T12-T16
T12-T21
T12-T26
T12-T31
T13-T1
T13-T6
T13-T11
T13-T16
T13-T21

1
3.16
5.39

3.61
5.66

51

1.41
6.08
4.47
3.61
1.41
4.12

5.1

3.61
3.16
2.24
3.16

1.41
4.12
2.83

3.16
2.24

2.24
3.16
2.24
3.16
4.12
1.41

3.16
2.24

3.61
5.1

4.12
1.41

T7-T7
T7-T12
T7-T17
T7-T22
T7-T27
T7-T32
T8-T2
T8-T7
T8-T12
T8-T17
T8-T22
T8-T27
T8-T32
T9-T2
T9-T7
T9-T12
T9-T17
T9-T22
T9-T27
T9-T32
T10-T2
T10-T7
T10-T12
T10-T17
T10-T22
T10-T27
T10-T32
T11-T2
T11-T7
T11-T12
T11-T17
T11-T22
T11-T27
T11-T32
T12-T2
T12-T7
T12-T12
T12-T17
T12-T22
T12-T27
T12-T32
T13-T2
T13-T7
T13-T12
T13-T17
T13-T22

0

2.24
4.47
6.71
3.16

1.41
6.08

2.24

5.39
4.24

51

1.41
2.24
447
3.61
1.41
4.12

2.83
3.61
3.16
2.24
3.16

1.41
3.61
2.83

3.16
2.24

2.24
447
2.24
3.16
4.12
1.41

3.16
5.39

T7-T8
T7-T13
T7-T18
T7-T23
T7-T28
T7-T33
T8-T3
T8-T8
T8-T13
T8-T18
T8-T23
T8-1T28
T8-T33
T9-T3
T9-T8
T9-T13
T9-T18
T9-T23
T9-T28
T9-T33
T10-T3
T10-T8
T10-T13
T10-T18
T10-T23
T10-128
T10-T33
T11-T3
T11-T8
T11-T13
T11-T18
T11-T23
T11-1T28
T11-T33
T12-T3
T12-T8
T12-T13
T12-T18
T12-T23
T12-T28
T12-T33
T13-T3
T13-T8
T13-T13
T13-T18
T13-T23

6.08
1.41
3.61
5.83

4.47
2.24

3.16
2.24
6.32

1.41

2.24

5.39
4.24

1.41
2.24
4.47
3.61
1.41

2.83
3.61
3.16
2.24

1.41
3.61
2.83

3.16

2.24
4.47

T7-T9
T7-T14
T7-T19
T7-T24
T7-T29
T7-T34
T8-T4
T8-T9
T8-T14
T8-T19
T8-T24
T8-1T29
T8-T34
T9-T4
T9-T9
T9-T14
T9-T19
T9-T24
T9-T29
T9-T34
T10-T4
T10-T9
T10-T14
T10-T19
T10-T24
T10-T29
T10-T34
T11-T4
T11-T9
T11-T14
T11-T19
T11-T24
T11-T29
T11-T34
T12-T4
T12-T9
T12-T14
T12-T19
T12-T24
T12-T29
T12-T34
T13-T4
T13-T9
T13-T14
T13-T19
T13-T24

5.1

2.83

7.21
4.12
3.16

4.12
2.83

5.83
2.24

3.16
2.24
3.16

1.41

2.24

3.61
4.24

1.41
2.24
4.24
3.61
1.41

2.83
3.16
2.24

1.41
3.61

T7-T10
T7-T15
T7-T20
T7-T25
T7-T30
T7-T35
T8-T5
T8-T10
T8-T15
T8-T20
T8-T25
T8-T30
T8-T35
T9-T5
T9-T10
T9-T15
T9-T20
T9-T25
T9-T30
T9-T35
T10-T5
T10-T10
T10-T15
T10-T20
T10-T25
T10-T30
T10-T35
T11-T5
T11-T10
T11-T15
T11-T20
T11-T25
T11-T30
T11-T35
T12-T5
T12-T10
T12-T15
T12-T20
T12-T25
T12-T30
T12-T35
T13-T5
T13-T10
T13-T15
T13-T20
T13-1T25

4.12
6.32
2.24
4.24
6.4

4.12

5.1

3.61
3.16
6.71
3.16

1.41
412
2.83

5.83
2.24

2.24
3.16
2.24
3.16

1.41

3.16
2.24

3.61
4.24

412
1.41
2.24
4.24
3.61
1.41

51

2.83
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A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

T13-T26
T13-T31
T14-T1
T14-T6
T14-T11
T14-T16
T14-T21
T14-T26
T14-T31
T15-T1
T15-T6
T15-T11
T15-T16
T15-T21
T15-T26
T15-T31
T16-T1
T16-T6
T16-T11
T16-T16
T16-T21
T16-T26
T16-T31
T17-T1
T17-T6
T17-T11
T17-T16
T17-T21
T17-126
T17-T31
T18-T1
T18-T6
T18-T11
T18-T16
T18-T21
T18-T26
T18-T31
T19-T1
T19-T6
T19-T11
T19-T16
T19-T21
T19-T26
T19-T31
T20-T1
T20-T6

2.24
4.24
6.08
1.41

51

2.83

5.39
3.16

4.12
2.83
2.24
4.47
2.24

3.16
2.24
2.83
3.61
1.41

2.24

3.61
2.83

1.41
2.24
4.47
2.24
1.41
3
2
1
2.83
5.39
2

T13-T27
T13-T32
T14-T2
T14-T7
T14-T12
T14-T17
T14-T22
T14-T27
T14-T32
T15-T2
T15-T7
T15-T12
T15-T17
T15-T22
T15-T27
T15-T32
T16-T2
T16-17
T16-T12
T16-T17
T16-T22
T16-T27
T16-T32
T17-T2
T17-T7
T17-T12
T17-T17
T17-T22
T17-127
T17-T32
T18-T2
T18-T7
T18-T12
T18-T17
T18-T22
T18-T27
T18-T32
T19-T2
T19-T7
T19-T12
T19-T17
T19-T22
T19-T27
T19-T32
T20-T2
T20-T7

3.61
5.1

412
6.32
2.24
4.24
2.24
6.32
4.12

5.1
3.61

5.39
3.16

1.41
4.12
2.83
2.24
4.47
2.24

2.24
3.16
2.24
2.83
3.61
1.41

3.16
2.24

3.61
2.83

4.12
1.41
2.24
4.47
2.24

T13-T28
T13-T33
T14-T3
T14-T8
T14-T13
T14-T18
T14-T23
T14-T28
T14-T33
T15-T3
T15-T8
T15-T13
T15-T18
T15-T23
T15-T28
T15-T33
T16-T3
T16-T8
T16-T13
T16-T18
T16-T23
T16-128
T16-T33
T17-T3
T17-T8
T17-T13
T17-T18
T17-T23
T17-T28
T17-T33
T18-T3
T18-T8
T18-T13
T18-T18
T18-T23
T18-T28
T18-T33
T19-T3
T19-T8
T19-T13
T19-T18
T19-T23
T19-T28
T19-T33
T20-T3
T20-T8

2.24
3.16
4.12
6

1

3.16
5.39

3.61
2.83

5.1

1.41
6.08
4.47
224
1.41
4.12

51
3.61

2.24
3.16

1.41
4.12
2.83
2.24
3.16
2.24

224
3.16
224
2.83
4.12
1.41

3.16
2.24

3.61
51

T13-T29
T13-T34
T14-T4
T14-T9
T14-T14
T14-T19
T14-124
T14-T29
T14-T34
T15-T4
T15-T9
T15-T14
T15-T19
T15-T24
T15-1T29
T15-T34
T16-T4
T16-T9
T16-T14
T16-T19
T16-T24
T16-1T29
T16-T34
T17-T4
T17-T9
T17-T14
T17-T19
T17-T24
T17-129
T17-T34
T18-T4
T18-T9
T18-T14
T18-T19
T18-T24
T18-T29
T18-T34
T19-T4
T19-T9
T19-T14
T19-T19
T19-1T24
T19-T29
T19-T34
T20-T4
T20-T9

5.83
3

3.16
5

0

2.24
4.47
6.71
3.16
3.61
1.41
6.08

2.24

5.39
2.83

51

1.41
2.24
4.47
2.24
1.41
4.12

2.83
3.61

2.24
3.16

1.41
3.61
2.83
2.24
3.16
2.24

2.24
4.47
2.24
2.83
4.12

T13-T30
T13-T35
T14-T5

T14-T10
T14-T15
T14-T20
T14-1T25
T14-T30
T14-T35
T15-T5

T15-T10
T15-T15
T15-T20
T15-T25
T15-T30
T15-T35
T16-T5

T16-T10
T16-T15
T16-1T20
T16-T25
T16-T30
T16-T35
T17-T5

T17-T10
T17-T15
T17-T20
T17-T25
T17-T30
T17-T35
T18-T5

T18-T10
T18-T15
T18-T20
T18-125
T18-T30
T18-T35
T19-T5

T19-T10
T19-T15
T19-T20
T19-1T25
T19-T30
T19-T35
T20-T5

T20-T10

3.16
2.24

6.08
1.41
3.61
5.83

4.47
2.24

3.16
2.24
6.32
3.61
1.41

2.24

5.39
2.83

1.41
2.24
4.47
2.24
1.41

2.83
3.61

2.24

1.41
3.61
2.83
2.24
3.16
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A Input-Daten

T20-T11
T20-T16
T20-T21
T20-1T26
T20-T31
T21-T1

T21-T6

T21-T11
T21-T16
T21-T21
T21-T26
T21-T31
T22-T1

T22-T6

T22-T11
T22-T16
T22-T21
T22-1T26
T22-T31
T23-T1

T23-T6

T23-T11
T23-T16
T23-T21
T23-T26
T23-T31
T24-T1

T24-T6

124-T11
T24-T16
124-T21
T24-T26
124-T31
T25-T1

125-T6

T25-T11
T25-T16
T25-T21
T25-1T26
T25-T31
T26-T1

126-T6

T26-T11
T26-T16
T26-T21
T26-126

2.24

1.41
3.61
6.32
2.24
3.16

2.24
4.47

5.83
3.61
1.41
6.08

2.24
3.16

2.83

51

1.41
3.61
4.24
2.24
1.41
4.12

4.24
3.61

2.24
3.16

1.41

3.16
2.24
3.16
2.24

T20-T12
T20-T17
T20-T22
T20-T27
T20-T32
T21-T2

T21-T7

T21-T12
T21-T17
T21-T22
T21-T27
T21-T32
T22-T2

T22-T7

T22-T12
122-T17
T22-T22
122-T27
T22-T32
T23-T2

T23-T7

T23-T12
T23-T17
T23-T22
T23-T27
T23-T32
T24-T2

T24-T7

124-T12
T24-T17
124-122
T24-T27
T24-T32
T25-T2

T25-T7

T25-T12
T25-T17
T25-122
T25-T27
T25-T32
T26-T2

T26-17

T26-T12
126-T17
T26-122
T26-T27

1.41

51

2.83
5.39

2.24

6.08
1.41
3.61
3.16
6.71
4.47
2.24

3.16

5.83
3.61
1.41

2.24
3.16

2.83

1.41
3.61
4.24
2.24
1.41

4.24
3.61

2.24

T20-T13
T20-T18
T20-T23
T20-128
T20-T33
T21-T3

T21-T8

T21-T13
T21-T18
T21-T23
T21-T28
T21-T33
T22-T3

T22-T8

T22-T13
T22-T18
T22-T23
T22-T28
T22-T33
123-T3

T23-T8

T23-T13
T23-T18
T23-1T23
T23-T28
T23-T33
T24-T3

T24-T8

T24-T13
T24-T18
124-1T23
T24-T28
T24-T33
T25-T3

T25-T8

T25-T13
T25-T18
T25-T23
T25-128
T25-T33
T26-T3

T26-T8

T26-T13
T26-T18
T26-T23
T26-128

4.12
1.41
2.24
4.47
6.08
1.41

51

2.83
3.61

5.39
3.16

4.12
3.16
2.24
4.47
2.24

3.16

2.83
3.61
1.41

2.24
3.16
3.61
2.83

1.41
3.61
4.47
2.24
1.41

T20-T14
T20-T19
T20-T24
T20-T29
T20-T34
T21-T4

T21-T9

T21-T14
T21-T19
T21-T24
T21-T29
T21-T34
T22-T4

T22-T9

T22-T14
T22-T19
T22-T24
122-1T29
T22-T34
123-T4

T23-T9

T23-T14
T23-T19
T23-T24
T23-T29
123-T34
124-T4

T24-T9

124-T14
T24-T19
124-T24
T24-T29
124-T34
T25-T4

T25-T9

T25-T14
T25-T19
T25-T24
T25-1T29
125-T34
T26-T4

T26-T9

T26-T14
T26-T19
T26-T24
T26-129

1.41

3.16
5.39

3.61
51

4.12
6.32
2.24
4.24
2.24
6.32
4.12

5.1
3.61

5.39
3.16

1.41
4.12
3.16
2.24
4.47
2.24

2.24
3.16

2.83
3.61
1.41

3.16
2.24
3.16
3.61
2.83

4.12

T20-T15
T20-T20
T20-T25
T20-T30
T20-T35
T21-T5

T21-T10
T21-T15
T21-T20
T21-T25
T21-T30
T21-T35
T22-T5

T22-T10
T22-T15
T22-T20
T22-T25
T22-T30
T22-T35
T23-T5

T23-T10
T23-T15
T23-T20
T23-1T25
T23-T30
T23-T35
T24-T5

T24-T10
T24-T15
T24-T20
T24-T25
T24-T30
T24-T35
T25-T5

T25-T10
T25-T15
T25-T20
T25-T25
T25-T30
T25-T35
T26-T5

T26-T10
T26-T15
T26-1T20
T26-T25
T26-T30

2.24
4.47
2.24
2.83
4.12

3.16
5.39

2.83

51

1.41
6.08
4.24
2.24
1.41
4.12

5.1
3.61

2.24
3.16

1.41
412
3.16
2.24
3.16
2.24

2.24
3.16

2.83
4.12
1.41

3.16

190




A.2 Numerische Beschreibung der Layouts

T26-T31 224 | T26-T32 1.41 | T26-T33 1 T26-T34 1.41 | T26-T35 2.24
T27-T1 583 | T27-T2 5 T27-T3 424 | T27-T4 3.61 | T27-T5  3.16
T27-T6 3 T27-T7  3.16 | T27-T8 539 | T27-T9  4.47 | T27-T10 3.61
T27-T11 2.83 | T27-T12 2.24 | T27-T13 2 T27-T14 224 | T27-T15 5.1
T27-T16 4.12 | T27-T17 3.16 | T27-T18 2.24 | T27-T19 1.41 | T27-T20 1
T27-T21 141 | T27-T22 5 T27-T23 4 1T27-T24 3 T27-T25 2
127-126 1 127-127 0 127-128 1 T27-129 5.1 | T27-T30 4.12
T27-T31 3.16 | T27-T32 2.24 | T27-T33 141 | T27-T34 1 T27-T35 141
128-T1 671 | T28-T2 5.83 | T28-T3 5 128-T4 424 | T28-T5  3.61
T28-T6  3.16 | T28-T7 3 T28-T8  6.32 | T28-T9  5.39 | T28-T10 4.47
128-T11 3.61 | T28-T12 2.83 | T28-T13 2.24 | T28-T14 2 T28-T15 6.08
T28-T16 5.1 | T28-T17 4.12 | T28-T18 3.16 | T28-T19 2.24 | T28-T20 1.41
T28-T21 1 T28-T22 6 T28-T23 5 128-124 4 1T28-T25 3
T28-T26 2 T28-127 1 T28-T28 0 T28-T29 6.08 | T28-T30 5.1
128-T31 4.12 | T28-T32 3.16 | T28-T33 2.24 | T28-T34 1.41 | T28-T35 1
T29-T1 4 T29-T2 412 | T29-T3  4.47 | T29-T4 5 T29-T5  5.66
1T29-T6 64 | T29-T7 7.21 | T29-T8 3 T29-T9  3.16 | T29-T10 3.61
T29-T11 4.24 | T29-T12 5 T29-T13 5.83 | T29-T14 6.71 | T29-T15 2
T29-T16 224 | T29-T17 2.83 | T29-T18 3.61 | T29-T19 4.47 | T29-T20 5.39
T29-1T21 6.32 | T29-T22 1 T29-T23 141 | T29-T24 2.24 | T29-T25 3.16
T29-T26 4.12 | T29-T27 5.1 | T29-T28 6.08 | T29-T29 0 T29-T30 1
T29-T31 2 T29-T32 3 129-T33 4 129-T34 5 T29-T35 6
T30-T1  4.12 | T30-T2 4 T30-T3 412 | T30-T4 4.47 | T30-T5 5
T30-T6  5.66 | T30-T7 64 | T30-T8 3.16 | T30-T9 3 T30-T10 3.16
T30-T11 3.61 | T30-T12 4.24 | T30-T13 5 T30-T14 5.83 | T30-T15 2.24
T30-T16 2 T30-T17 224 | T30-T18 2.83 | T30-T19 3.61 | T30-T20 4.47
T30-T21 5.39 | T30-T22 1.41 | T30-T23 1 T30-T24 1.41 | T30-T25 2.24
T30-T26 3.16 | T30-T27 4.12 | T30-128 5.1 | T30-129 1 T30-T30 0O
T30-T31 1 T30-T32 2 T30-T33 3 T30-T34 4 T30-T35 5
T31-T1 447 | T31-T2 412 | T31-T3 4 T31-T4 4.12 | T31-T5  4.47
T31-T6 5 T31-T7 5.66 | T31-T8 3.61 | T31-T9 3.16 | T31-T10 3
T31-T11 3.16 | T31-T12 3.61 | T31-T13 4.24 | T31-T14 5 T31-T15 2.83
T31-T16 224 | T31-T17 2 T31-T18 224 | T31-T19 2.83 | T31-T20 3.61
T31-T21 4.47 | T31-T22 2.24 | T31-T23 141 | T31-T24 1 T31-T25 141
T31-T26 2.24 | T31-T27 3.16 | T31-1T28 4.12 | T31-T29 2 T31-T30 1
T31-T31 0 T31-T32 1 T31-T33 2 T31-T34 3 T31-T35 4
T32-T1 5 T32-T2 447 | T32-T3 412 | T32-T4 4 T32-T5 412
T32-T6 447 | T32-T7 5 T32-T8  4.24 | T32-T9  3.61 | T32-T10 3.16
T32-T11 3 T32-T12 3.16 | T32-T13 3.61 | T32-T14 4.24 | T32-T15 3.61
T32-T16 2.83 | T32-T17 2.24 | T32-T18 2 T32-T19 224 | T32-T20 2.83
T32-T21 3.61 | T32-T22 3.16 | T32-T23 2.24 | T32-T24 1.41 | T32-T25 1
T32-T26 1.41 | T32-T27 2.24 | T32-128 3.16 | T32-T29 3 T32-T30 2
T32-T31 1 T32-T32 0 T32-T33 1 T32-T34 2 T32-T35 3
T33-T1  5.66 | T33-T2 5 T33-T3 447 | T33-T4 412 | T33-T5 4
133-T6 412 | T33-T7 4.47 | T33-T8 5 T33-T9 4.24 | T33-T10 3.61
T33-T11 3.16 | T33-T12 3 T33-T13 3.16 | T33-T14 3.61 | T33-T15 4.47
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A Input-Daten

T33-T16
T33-T21
T33-T26
T33-T31
T34-T1

T34-T6

T34-T11
T34-T16
T34-T21
T34-1T26
T34-T31
T35-T1

T35-T6

T35-T11
T35-T16
T35-T21
T35-126
T35-T31

3.61
2.83

6.4

3.61
4.47
2.24
1.41

7.21
4.12
4.24
5.39

2.24

T33-T17
T33-122
T33-T27
T33-T32
T34-T2

134-T7

T34-T12
T34-T17
T34-T22
T34-T27
T34-T32
T35-T2

T35-17

T35-T12
T35-T17
T35-T22
T35-T27
T35-T32

2.83
412
1.41

5.66
4.12
3.16
3.61
51

6.4

3.61
4.47
6.08
1.41

T33-T18
T33-1T23
T33-128
T33-T33
T34-T3

T34-T8

T34-T13
T34-T18
T34-T23
T34-T28
T34-T33
T35-T3

T35-T8

T35-T13
T35-T18
T35-T23
T35-128
T35-T33

2.24
3.16
2.24

5.83

2.83
4.12
1.41

5.66
6.71
3.16
3.61
51
1

2

T33-T19
T33-T24
T33-T29
T33-T34
T34-T4

T34-T9

T34-T14
T34-T19
T34-T24
T34-1T29
T34-T34
T35-T4

T35-T9

T35-T14
T35-T19
T35-T24
T35-1T29
T35-T34

2.24

4.47
3.16

2.24
3.16

5.83

2.83
4.12

T33-1T20
T33-1T25
T33-T30
T33-T35
T34-T5

T34-T10
T34-T15
T34-T20
T34-T25
T34-T30
T34-T35
T35-T5

T35-T10
T35-T15
T35-T20
T35-T25
T35-T30
T35-T35

2.24
1.41

412
4.24
5.39

2.24

4.47

6.32
2.24
3.16
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B Quellcode

model KeyboardOptimization Iname

options noimplicit, explterm; !IVE Optionen

uses ’‘mmxprs’, ‘mmsystem’, ’‘mmive’; !gain the Xpress-Optimiz

!PARAMETER

parameters
Task = ’optimization’; 'Au e d Programms (optimization, eva
Objective = ’travel-distance’; !Zielfunktion (travel-distance,
Position = 'vertical’; !Geraeteposition (vert , horizontal, hybrid

ni-realisti

Writing_method = ’'realistic’; ise (

1 b ple, se
datafile = 'QWERTY-like-Layout (26B) .dat’; !Einzulesende D¢

c

,realistic,hover-

i

!Grad der Ausgabe
MESSLEV = 3; ! M
!Grundleg 1
tol = 0.000001; !Toleranz

aver_text_length =100; !Durchschnittliche Textlaenge

ge-Level (1,2,

e Parameter

fitts_law_param_a =0.083; !Parameter a fuer Fitts Law
b fuer Fitts Law

fitts_law_param_b =1/7.9; !Parameter
key_width =1; !
alpha =0.5;
beta =0.5;

engroesse

\nteil der vertikalen “hreibw

ise im Hybrid-Fall

teil der horiz. Schreibweise im Hybrid-Fall

'REDUKTIONSMETHODEN
PROB_HANDLING = ’'threshold’;

threshold = 0.6;

min_entries_per_row = 0;

global_best = 0;

max_entries_per_row = 0;

entries_per_row = 0;

Inone = = alle Eintraege unter

e threshold, aber

Eintraege, global_l

entries ntraege einer Rei

e entries die best

IMIERUNG

NSTELLUNGEN FUER (semi-real.,r .,hover-over)

Objfct_extra_term = ‘on’; !OBJFCT (zusaetzlicher Term in der Zielfunktion

Implicit_zero = ‘on’; !IMPL_ZERO (implizites Nullsetzen
X_LowB = 'on’; ! - (untere Schranke an x)

X_UpB = "off’; !UPBND (obere Schranke an x)

AJ_Con = 'on’; !AJCON (Adams-Johnson-Nebenbedingungen
Letter_Letter_Con = 'off’; (la)

Key_Key_Con = Toff’;

X_Equ = ‘on’;
XY_Equ = roff’;
Letter_Key_Con = ’off’;

Binaryness = "off’; INOB x)

Fix_Letter = 5; !SYMM (Bucl Haelfte fixieren)

'POST-OPTIMIERU OPTIONEN

Heuristic_Iter = 0; !Anzahl der 2-opt-Iterati

test_keyboard_in_alternative_situations = "off’; sition oder

der optimierten Tastatur fuer ande

hreibweise betrachten

examine_own_keyboard = 'off’; l!eigene Tastenbelegung nach imierung auswerten

improve_own_keyboard = ’'off’; l!eigene Tastenbelegung vert

show_assignment_array = 'off’; !Belegungsvekt

en anzeigen

end-parameters

! SOLVEREINSTELLUNGEN

lve’,0);

!setparam (' XPRS_p
setparam(’XPRS_cutstrategy’, 0);
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100
101
102
103
104
105
106
107
108
109

110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127

B Quellcode

setparam(’XPRS_heurstrategy’, 0);

ARA

declarat

Keyboard, Shape: string;

Rows:

TIO

ions

integer;

und F

!Anzahl der en der

numberofletters, numberofkeys: integer;

Letter
end-decl

INLES

s, Keys:
arations

-1

der Buc

range;

initializations from datafile

Keyboa

rd; Shape

; Rows; numberofletters;

end-initializations

Letters
Keys

{LARA
declarat

!Die e
Lett
Keyn.
Colu
Colu

. .numb

. .numbero

TIONEN
ions

30

inge
ername: a
ame: arra
mns_free:

mns_rect:

INITION DER ZUM EINLESEN BENO

erofletters;
fkeys;

en Daten
rray (Letters) of string;
st

vy (Keys) of string; !
array(l..Rows) of integ
integer; !Anzahl der S

x: array (Letters,Keys, Letters, Keys) o

y: array (Letters,Keys) of mpvar; !

objf

ct: linct

r; !Zielfunktion

dist_keys_orig: array(Keys,Keys) of r

dist_start_vert_orig: array(Keys) of

dist_start_hor_orig: array(Keys) of r

dist_mid_hor_orig: array(Keys) of rea

bigram_prob_orig: array(Letters,Lette

letter_prob_orig: array(Letters) of r

assignment_letters_keys: array(Letter

'Die I
lett
bigr
dist
dist
time
time

'Hilfs

en, die
er_prob:
am_prob:
_keys: ar
_start: a
_keys: ar
_start: a
variablen

in der Optimierung verw
array (Letters) of real;
array (Letters, Letters) o
ray (Keys,Keys) of real;
rray (Keys) of real; D1
ray (Keys,Keys) of real;
rray (Keys) of real; 1 Ze

individual_keyboard_vector: array (Let

Left

keys, Rig

htkeys: set of integer;

numberofconstraints_equ, numberofcons

numberofvar_x, numberofvar_y, numbero

star
erro
bett

ttime, ru
r: boolea
er_sol: b

ntime: real; ariablen

n; ehlervariable

oolean; 'Variable fuer

number_nonzero_entries, number_nonzer:

gramm

hrsc

inlichkeiten

final_solution: array(Letters,Keys) o

sol_optimization: array(Letters,Keys)

sol_heuristic: array(Letters,Keys) of

end-decl

JLES

arations

II

initializations from datafile

Letter:

name; Key

der Tastatur

Ta

tur

!Anzahl der en

hstaben und T

en

numberofkeys;

VARIABLEN

!Buchstabennamen

ennamen
er; 'Anzahl der Sp
palten bei einem re

f mpvar; !Optimieru

timierungsvariablen

eal; !urspru
real; lurspr
eal; !urspru

1; 'urspruen

rs) of real;

eal;
s) of integer; l!eig

endet werden
!neue Buchsta

f real; 'ne

!Distanze e

anzen zum S '(’p']
1Zeit

it zum ¢

ters,Keys) of real;

!Menge der linken,
traints_inequ: inte

fvar_implzero: inte

zur Laufzeit stimm

Heuristik

o_entries_orig: int

f real; 'Fi
of real;

real; !

name; Columns_free; Columns_rect; dist_keys

dist_start_hor_orig; dist_mid_hor_orig;

end-initializations

"INIT
forward
forward
forward
forward
forward

forward

DER F
procedure
procedure
procedure
procedure
procedure
procedure

UNKTIONEN UND PROZEDUREN
check_data
check_setting
create_dist_start
create_time_start
create_letter_prob
assign_keys_to_side

bigram_prob_orig;

_orig;

$,$ Anzahl

alten nem freien Tastatu
chteckigen Tastaturlayout
ngsvariablen - 1

horizontal

im Mittelpunkt

cheinlic

cheinlic
ene Bele 1g, welche rtet werden soll
ahrscheinlichkeiten
mm-Wahrsch 1lichkeiten

n den Tasten

Tasten

rech
ger;
ger;
ung

eger; !Variablen

letter_prob_orig;

fuer Analyse der

dist_start_vert_orig;

assignment_letters_keys;
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128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152

153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199

forward procedure create_dist_keys

forward procedure create_time_keys

forward procedure create_probability_matrix

forward procedure show_probability matrix(Matrix: array(Letters,Letters) of
forward procedure analyse_probability matrix(Matrix: array(Letters,Letters
forward procedure show_dist_or_time_matrix (Matrix: array (Keys,Keys) of real)
forward procedure show_setting

forward procedure show_analysis

forward procedure show_model

forward procedure show_result

forward procedure show_solution_part

forward procedure show_solution_complete

forward procedure create_constraints

forward procedure create_objfct

forward function keyboard_gquality_dist (sol:array (Letters,Keys) of real): rea
forward function keyboard_quality_time (sol:array (Letters,Keys) of real): rea
forward function keyboard_gquality_wpm(sol:array (Letters,Keys) of real): real
forward function movement_time_keyZ2point (j:integer,point: string): real
forward function movement_time_key2key(j:integer,l:integer): real

forward procedure visualize_keyboard(sol: array(Letters,Keys) of real)
forward procedure show_keyboard_characteristics(sol:array (Letters,Keys) of r

forward function two_opt_heuristic(sol:array(Letters,Keys) of real): array(Letters,Keys)

forward function apply_heuristic(max_iter:integer, sol: array(Letters,Keys)

real)
of real)

1
1

eal)

of real):

of real

forward procedure do_keyboard_test_in_alternative_situations(sol:array (Letters,Keys) of real)

forward function create_individual_keyboard_vector (assignment_set:array (Lett
real

ers) of integer):

forward function create_assignment_array(sol:array(Letters,Keys) of real): array(Letters)

' E

EFE DI

error := false;
check_data;
check_setting;

TIMIERUNG UND EVTL. AUSWERTUNG
if(Task = ‘optimization’) then
! INITIALISIERUNG ABLEN

starttime := gettime;
numberofconstraints_equ := 0;
numberofconstraints_inequ := 0;
numberofvar_x := 0;
numberofvar_y := 0;
numberofvar_implzero:= 0;
number_nonzero_entries := 0;
better_sol := false;

if (error = false) then
!TEILE DIE

if (Position <> ’'simple’ or Fix_Letter<>0 or test_keyboard_in_alternative_situations

assign_keys_to_side;
end-if

!ERZEUGE DIE DATEN FUER DI

create_dist_start;

create_time_start;

create_letter_prob;

if (Writing_method <> ’simple’) then
create_dist_keys;
create_time_keys;
create_probability_matrix;

end-if

Iy DER NSTE LYSE DER W S INLICHKEITEN
show_setting;
show_analysis;
if (MESSLEV >=2) then
writeln(’ ");
writeln (' —————————~— OPTIMIERUNG-———————— )

end-if

'ERZEUGE DIE N

create_constraints;

'ERZEUGE DIE

ELFU!

“on’)

array (Letters, Keys)

array (Letters, Keys)

of integer

then

of
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B Quellcode

200 create_objfct;

201

202 !OPTIMIERUNG

203 minimize (objfect);

204

205 !OPTIMIERUNG s S

206 forall(i in Letters,j in Keys) do

207 sol_optimization(i,j) := y(i,3).sol;

208 end-do

209

210 Iy ABE DER EF 3NISSE

211 if (MESSLEV >=2) then

212 writeln(’Optimierung abgeschlossen...’);

213 show_result;

214 writeln(/ —————————- ENDE OPTIMIERUNG----');

215 end-1if

216

217 'HEURISTIK

218 if (MESSLEV >=2) then

219 writeln(’ ’);

220 writeln(’ HEURISTIC N

221 if (Heuristic_Iter >0) then

222 sol_heuristic := apply_heuristic(Heuristic_Iter,sol_optimization);
223 else

224 writeln(’Keine Heuristik verwendet’);

225 end-1if

226 writeln (' —————————— END HEURISTIC----');

227 end-if

228

229 OES

230 writeln(’ ')

231 writeln(/ —————————— SOLUTION-——————————— "y ;

232 if (better_sol = true) then

233 final_solution := sol_heuristic;

234 else

235 final_solution := sol_optimization;

236 end-if

237 writeln(’Loesung:’);

238 visualize_keyboard(final_solution);

239 if (show_assignment_array = ‘on’ and MESSLEV>=2) then

240 writeln(’ ’);

241 writeln(’Finale Belegung: ’,create_assignment_array(final_solution));
242 writeln(’ ’);

243 end-if

244 show_keyboard_characteristics (final_solution);

245 writeln(/ —————————— END SOLUTION-——————— Ty

246

247 !TESTE DIE OPTIMIERTE TASTENBELEGUNG IN VERSCHIEDENEN SITUATIONEN
248 if (test_keyboard_in_alternative_situations = ’“on’) then

249 writeln(’ ’);

250 writeln (' —————————— EVALUATION-————————— Ty

251 do_keyboard_test_in_alternative_situations (final_solution);
252 writeln(/ ———-————- END EVALUATION--—--——--—-— N

253 end-if

254

255 !UNTERSUCHE DIE EIGENE EINGELESENE TASTENBELEGUNG

256 if (examine_own_keyboard = ’‘on’) then

257 writeln(’ ’);

258 writeln(’/————————- OWN KEYBOARD-———————-— Ty

259 if (MESSLEV>=3) then

260 writeln(’Eingelesene Belegung: ’,assignment_letters_keys);
261 end-if

262 writeln (’Auswertung der selbst-erstellten Tastatur:’);

263 individual_keyboard_vector := create_individual_keyboard_vector (assignment_letters_keys);
264 visualize_keyboard(individual_keyboard_vector);

265 show_keyboard_characteristics (individual_keyboard_vector);
266 if (test_keyboard_in_alternative_situations = ‘on’) then
267 writeln(’ ’7);

268 do_keyboard_test_in_alternative_situations (individual_keyboard_vector);
269 end-1if

270

271 'EVIL. HEURI { AUF EIGENE NBELEG

272 if (improve_own_keyboard = ’on’) then
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273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285

287
288
289

291

301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345

writeln(’ ");
better_sol := false;
sol_heuristic := apply_heuristic (Heuristic_Iter,individual_keyboard_vector)
if (better_sol = true) then
visualize_keyboard(sol_heuristic);
show_keyboard_characteristics (sol_heuristic);
if (test_keyboard_in_alternative_situations = ’on’) then
writeln(’ ");
do_keyboard_test_in_alternative_situations (sol_heuristic);
end-if
else
writeln (’ Tastatur konnte nicht verbessert werden’);
end-if
end-if
writeln(/————-—— END OWN KEYBOARD———-——— ")
end-if
writeln(’ ");
writeln(’Gesamte Laufzeit: ’, gettime-starttime, ’s’);
else
writeln(’ ’);
writeln(’Keine Optimierung: Bitte Fehler korrigieren!’);
end-1if
!NUR ERTU KEINE OPTIMIERUNG
elif (Task = ’evaluation’) then
!TEILE DIE T AUF
if (Position <> ’simple’ or test_keyboard_in_alternative_situations = ’‘on’) then
assign_keys_to_side;
end-1if
!ERZEUGE DIE EN FueR DIE AUS
create_dist_start;
create_time_start;
create_dist_keys;
create_time_keys;
!WERTE DIE E
writeln (' —————————— EVALUATION-—-——
writeln(’Auswertung der selbst-erstellten Tastatur:’);
individual_keyboard_vector := create_individual_keyboard_vector (assignment_letters_keys);
visualize_keyboard(individual_keyboard_vector);
show_keyboard_characteristics (individual_keyboard_vector) ;
if (test_keyboard_in_alternative_situations = ‘on’) then
writeln(’” ’);
do_keyboard_test_in_alternative_situations (individual_keyboard_vector)
end-1if
writeln(/-—------ END EVALUATION--—--——---— ")
!'VERB 'RE DIE EIGENE TASTENBEL:
if (improve_own_keyboard = ’on’ and Heuristic_Iter>0) then
writeln(’ ’);
writeln(/ ——————-—-—- HEURISTIC-———————-——-- N
better_sol := false;
sol_heuristic := apply_heuristic (Heuristic_Iter,individual_keyboard_vector);
if (better_sol = true) then
visualize_keyboard(sol_heuristic);
show_keyboard_characteristics (sol_heuristic);
if (test_keyboard_in_alternative_situations = ’“on’) then
writeln(’ ");
do_keyboard_test_in_alternative_situations (sol_heuristic);
end-if
else
writeln (’ Tastatur konnte nicht verbessert werden’);
end-if
writeln(/—————————- END HEURISTIC--—-'");
end-1if
end-1if
1 e o o ok o o o o o K K K K K K Jeok ok o ok ok o K K K K K K K ok o o o o o o o o K K
zeduren und Funktionen
Dk sk ko ok ok ok ok ko ok Kk ok Kk ok Kk K Rk ok K Kk ok K Kk Kk
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346
347

ek ok ok ko kK Kk ek ok ok kK ok K kK ek ok ok kK K kK

inktion um e ne Ta g in einen Vektor zu uebers

1be

349 function create_assignment_array(sol:array (Letters,Keys) of real): array(Letters) of integer
350 declarations

351 assignment: array(Letters) of integer;

352 end-declarations

353 forall(i in Letters) do

354 forall(j in Keys | abs(sol(i,j)-1)<tol) assignment (i) := j;
355 end-do

356 returned := assignment;

357 end-function

358

359 ! kkkkkok ok ok ok ok ok ok ok kK ok kK kK Kok ok ko k ko ok ok ok ok kK ok Kk Kok ok kK ok ok ok ok kK k

zedur um die haften e enbelec ugeben

361 procedure show_keyboard_characteristics(sol:array (Letters,Keys) of real)

362 writeln(’Ergebnisse fuer die gewaehlten Optionen (’,Writing_method,’$,$ ’,Position,’) und ’,aver_text_length,’

Buchstaben: ’);
363 writeln(’ -Zurueckzulegende Distanz (LE): ’,keyboard_quality_dist (sol));
364 writeln(’ -Aufzuwendende Zeit (s): ’,keyboard _quality_time(sol));
365 writeln(’ Theoretische Leistungsfaehigkeit (wpm): ’,keyboard_quality_wpm(sol));
366 end-procedure
367
B3B8 !k ok ko ok k ko kA kK
369 !P

370 procedure do_keyboard_test_in_alternative_situations(sol:array(Letters,Keys) of real)

*okok ok ok ok Kk K kK Kk ok

jur um Tastenbelgung in ver zu testen

371 declarations

372 orig_Writing_method, orig_Position: string;
373 iter: integer;

374 possible_WM, alternative_Pos: set of string;
375 end-declarations

376 iter :=1;

377 orig_Writing_method := Writing_method;

378 orig_Position := Position;

379 if (Position = ’"vertical’) then

380 possible WM := {’simple’,’realistic’};

381 alternative_Pos := {’horizontal’,’hybrid’};
382 elif (Position = 'horizontal’) then

383 possible_WM := {’simple’,’semi-realistic’,’realistic’,’hover-over’};
384 alternative_Pos := {’vertical’,’hybrid’};

385 elif (Position = ’"hybrid’) then

386 possible_WM := {’realistic’,’hover-over’};
387 alternative_Pos := {’vertical’,’horizontal’};

388 end-1if
389 forall (WM in possible WM | WM <> orig_Writing_method) do

390 Writing_method := WM;

391 create_dist_start;

392 create_time_start;

393 create_dist_keys;

394 create_time_keys;

395 writeln(iter,’. alternative Verwendung (’,Writing_method,’$,$ ’,Position,’$,$ ’,aver_text_length,’
396 writeln(’ -Zurueckzulegende Distanz (LE): ’,keyboard_quality_dist (sol));

397 writeln(’ -Aufzuwendende Zeit (s): ’,keyboard_quality_time(sol));

398 iter += 1;

399 end-do

400 Writing_method := orig_Writing_method;

401 forall (Pos in alternative_Pos | Pos <> orig_Position) do

402 Position := Pos;

403 create_dist_start;

404 create_time_start;

405 create_dist_keys;

406 create_time_keys;

407 writeln(iter,’. alternative Verwendung (’,Writing_method,’$,$ ’,Position,’$,$ ’,aver_text_length,’
408 writeln(’ -Zurueckzulegende Distanz (LE): ’,keyboard_quality_dist (sol));

409 writeln(’ -Aufzuwendende Zeit (s): ’,keyboard_quality_time(sol));

410 writeln(’ Theoretische Leistungsfaehigkeit (wpm): ’,keyboard_quality_wpm(sol));
41 iter += 1;

412 end-do

413 Writing_method := orig_Writing_method;

414 Position := orig_Position;

415 create_dist_start;
416 create_time_start;
417 create_dist_keys;

Buchstaben)

Buchstaben)

1)

1)
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418
419
420
421
422
423
424
425
426
427
428
429
430
431
432
433
434

436
437
438

440
441
442
443
444
445
446
447
448
449

451
452
453
454
455
456
457

459
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469
470

471
472

473
474
475
476
477
478
479
480
481
482
483

484

create_time_keys;

end-procedure

D ko ko kK kKK KKKk KKk KKk KK R KK K KRk KKk K Kk kK R K K

!Funktion um die reibgesc ndigkeit einer Tastenbelgung zu ermitteln
function keyboard_quality_wpm(sol:array (Letters,Keys) of real): real
declarations

wpm, time_per_char: real;

prob_jl: real;

best_time_keys: array(Keys,Keys) of real;
end-declarations

time_per_char := 0;
wpm := 0;
if (Position = ’vertical’) then

forall(j in Keys,1l in Keys) do

best_time_keys(j,1l) := movement_time_key2key (Jj,1);
end-do
end-1if
if (Position = "horizontal’) then

forall(j in Keys,1l in Keys) do

best_time_keys(j, 1) := movement_time_key2key (j, 1)
end-do
forall(j in Keys,1l in Keys | (Jj in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do
best_time_keys (j,1) := maxlist (movement_time_key2point (j, middle’),movement_time_key2point (1, 'middle’));
end-do
end-1if
if (Position = ’"hybrid’) then
forall(j in Keys,1l in Keys) do
best_time_keys(j, 1) := movement_time_key2key (j, 1)
end-do
forall(j in Keys,1l in Keys | (Jj in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do
best_time_keys(j,1) := alphas*movement_time_key2key(j,1l) + betasmaxlist (movement_time_key2point (j,’middle’),

movement_time_key2point (1, middle’));
end-do
end-1if
forall(j in Keys,1l in Keys) do
prob_jl := 0;
forall(i in Letters,k in Letters | abs(l-sol(i,j))<tol and abs(l-sol(k,1))<tol) do
prob_jl := bigram_prob_orig(i,k);
end-do
time_per_char += prob_jl+best_time_keys(j,1);
end-do
time_per_char := time_per_char/(sum(i in Letters,k in Letters) bigram_prob_orig(i,k));
wpm := 60/ (5xtime_per_char);
returned := wpm;

end-function

[ ———

*okok ok ok kK ok Kk kK

!Funktion um die zurueckzule de Distanz einer Tastenbelgung zu ermitteln
function keyboard_quality_dist (sol:array(Letters,Keys) of real): real
declarations
quality: real;
end-declarations
quality := (1/sum(i in Letters) letter_prob_orig(i))+2x(sum(i in Letters,j in Keys) dist_start(j)+letter_prob_orig(i)
sol (i, j))*aver_text_length;
if (Writing_method <> ’simple’) then
quality := quality/aver_text_length + ((sum(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys) sol(i, j)=*sol(k, 1)«
dist_keys (j, 1) *bigram_prob_orig(i,k))  (aver_text_length-1)*(1/sum(i in Letters,k in Letters) bigram_prob_orig(i, k)
)) i
end-if
returned := quality;
end-function

Dok kokkhk ok k ok khkkhkhkkkkkhkhkhkhkhkkhkkkkkhkhkkhkkkk ok k k& Kk x & *

!Funktion um die Schreibg n eit einer Tastenbelgung zu ermitteln
function keyboard_quality_time(sol:array(Letters,Keys) of real): real
declarations
quality: real;
end-declarations
quality := (1/sum(i in Letters) letter_prob_orig(i))«+2x(sum(i in Letters,j in Keys) time_start(j)+letter_prob_orig(i)
sol (i, j))*aver_text_length;
if (Writing_method <> ’simple’) then
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B Quellcode

485 quality := quality/aver_text_length + ((sum(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys) sol (i, j)=*sol(k,1l)*
time_keys(j, 1) bigram_prob_orig(i,k)) » (aver_text_length-1)*(1/sum(i in Letters,k in Letters) bigram_prob_orig(i, k)
)) i

486 end-1if

487 returned := quality;

488 end-function

489

AO0 1k ko k ok kK A Kk A A KK N L e T

491 !'Prozedur um die Zielfunktion zu erste en
492 procedure create_objfct
493 if (Objective = ’travel-distance’) then

494 if (Objfct_extra_term = ‘on’ or Writing_method=’simple’) then

495 objfct := aver_text_length+ (1/sum(i in Letters) letter_prob_orig(i))+2*(sum(i in Letters,j in Keys) dist_start (j)*
letter_prob (i) *y (i, J));

496 if (Writing_method<>’simple’) then

497 objfct := objfct/aver_text_length + ((sum(i in Letters, j in Keys,k in Letters,l in Keys) x(i,J,k,1l)*dist_keys (],

1) xbigram_prob (i, k)) % (aver_text_length-1)« (1/sum(i in Letters,k in Letters) bigram_prob(i,k)));
498 end-if

499 else

500 objfct := (aver_text_length-1)«((sum(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys) x(i,J, k,1)*dist_keys(j,1)x*
bigram_prob(i,k))*(1/sum(i in Letters,k in Letters) bigram_prob(i,k)));

501 end-if

502 elif (Objective = ’"travel-time’) then

503 if (Objfct_extra_term = ‘on’ or Writing_method=’simple’) then

504 objfct := aver_text_lengthx (1/sum(i in Letters) letter_prob_orig(i))*2*(sum(i in Letters,j in Keys) time_start (j)*
letter_prob (i)*y (i, J));

505 if (Writing_method<>’simple’) then

506 objfct := objfct/aver_text_length + ((sum(i in Letters, j in Keys,k in Letters,l in Keys) x(i,J,k,1l)*time_keys (j,

1) xbigram_prob (i, k)) % (aver_text_length-1)« (1/sum(i in Letters,k in Letters) bigram_prob(i,k)));

507 end-if

508 else

509 objfct := (aver_text_length-1)«((sum(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys) x(i,J,k,1)*time_keys(j,1)x
bigram_prob(i,k))*(1/sum(i in Letters,k in Letters) bigram_prob(i,k)));

510 end-if

511 end-1if

512 end-procedure

513
B4 | skkkkhkkkkkkkkkk kK kx A
515 !Prozedur um die Matrix der ben Tasten len

516 procedure create_time_keys
517 if (Position = ’vertical’) then

518 forall(j in Keys,1l in Keys) do

519 time_keys(j,1l) := movement_time_key2key (j,1);

520 end-do

521 elif (Position = 'horizontal’) then

522 forall(j in Keys,1l in Keys) do

523 time_keys(j,1l) := movement_time_key2key(j,1);

524 end-do

525 if (Writing_method = ’semi-realistic’) then

526 forall(j in Keys,1l in Keys | (j in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do

527 time_keys(j,1l) := movement_time_key2point (j,’start’) + movement_time_key2point (1,’start’);

528 end-do

529 elif (Writing_method = ’realistic’) then

530 forall(j in Keys,1l in Keys | (j in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do

531 time_keys(j,1l) := movement_time_key2point (j,’middle’) + movement_time_key2point (1, middle’);

532 end-do

533 elif (Writing_method = ’'hover-over’) then

534 forall(j in Keys,1l in Keys | (j in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do

535 time_keys(j,1l) := maxlist (movement_time_key2point (j, middle’),movement_time_key2point (1,’middle’));

536 end-do

537 end-1if

538 elif (Position = "hybrid’) then

539 forall(j in Keys,1l in Keys) do

540 time_keys(j,1l) := movement_time_key2Zkey (j, 1)

541 end-do

542 if (Writing_method = ’realistic’) then

543 forall(j in Keys,l in Keys | (j in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do

544 time_keys(j,1l) := alpha * movement_time_key2key(j,1l) + beta * (movement_time_keyZ2point (j, middle’) +
movement_time_keyZ2point (1, middle’));

545 end-do

546 elif (Writing_method = ’hover-over’) then

547 forall(j in Keys,1l in Keys | (Jj in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do
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548 time_keys(j,1) := alpha * movement_time_key2key(j, 1) + beta * (maxlist (movement_time_key2point (j,’middle’),

movement_time_key2point (1, middle’)));
549 end-do
550 end-if

551 end-1if

552 end-procedure

553
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555 !Funktion um die Dauer einer B g zwischen einer Taste und einem Punkt zu bestimmen

556 function movement_time_key2point (j:integer,point: string): real

557 declarations

558 mov_time: real;

559 end-declarations

560 mov_time := 0;

561 if (point = ’start’) then

562 if (dist_start (j)>0) then

563 if (Position = ’'hybrid’) then

564 mov_time := alphax (fitts_law_param_a + fitts_law_param_bx (log(l + dist_start_vert_orig(j)/key_width)/log(2))) +

betax (fitts_law_param_a + fitts_law_param_ b= (log(l + dist_start_hor_orig(j)/key_width)/log(2)));
565 else

566 mov_time := fitts_law_param_a + fitts_law_param_b=* (log(l + dist_start (j)/key_width)/log(2));
567 end-if

568 else

569 mov_time := fitts_law_param_a;

570 end-if

571 elif (point = 'middle’) then

572 if (dist_mid_hor_orig(j)>0) then

573 mov_time := fitts_law_param a + fitts_law_param b+ (log(l + dist_mid_hor_orig(j)/key_width)/log(2))
574 elif (dist_mid_hor_orig(j)=0) then

575 mov_time := fitts_law_param_a;

576 end-if

577 end-if

578 returned := mov_time;

579 end-function

580

581 1okskowkkoxk ok k
582 !Funktion um g Ve
583 function movement_time_key2key (j:integer, l:integer) :
584 declarations

*okok K koK Kk kK ok k kK Kk K

die Dauer einer Be Tasten zu b

real

585 mov_time: real;

586 dist_jl: real;

587 end-declarations

588 mov_time := 0;

589 if (j<>1) then

590 dist_jl := dist_keys_orig(j,1);
591 mov_time fitts_law_param_a + fitts_law_param_b« (log(l + dist_jl/key_width)/log(2));
592 else

593 mov_time := fitts_law_param_a;
594 end-if

595 returned := mov_time;

596 end-function

597

[ T ——

599 !Prozedur um c Matrix der asten zu erste bs

600 procedure create_dist_keys

601 if (Position = ’vertical’) then

602 forall(j in Keys,1l in Keys) do

603 dist_keys(3j,1) := dist_keys_orig(j,1);

604 end-do

605 elif (Position = 'horizontal’) then

606 forall(j in Keys,1l in Keys) do

607 dist_keys(j,1) := dist_keys_orig(j,1);

608 end-do

609 if (Writing_method = ’semi-realistic’) then

610 forall(j in Keys,1l in Keys | (Jj in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do
611 dist_keys(j,1l) := dist_start_hor_orig(j) + dist_start_hor_orig(l);

612 end-do

613 elif (Writing_method = ’realistic’) then

614 forall(j in Keys,1l in Keys | (Jj in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do
615 dist_keys(j,1) := dist_mid_hor_orig(j) + dist_mid_hor_orig(l);

616 end-do

617 elif (Writing_method = ’hover-over’) then

618 forall(j in Keys,1l in Keys | (j in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do
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B Quellcode

dist_keys(j,1) := dist_mid_hor_orig(j) + dist_mid_hor_orig(l);
end-do
end-if
elif (Position = "hybrid’) then
forall(j in Keys,1l in Keys) do
dist_keys(Jj,1) := dist_keys_orig(j,1);
end-do
forall(j in Keys,1l in Keys | (Jj in Leftkeys and 1 in Rightkeys) or (1 in Leftkeys and j in Rightkeys)) do
dist_keys(Jj,1) := alpha * dist_keys_orig(j,1l) + beta % (dist_mid_hor_orig(j) + dist_mid_hor_orig(l));
end-do
end-if

end-proce

1ok ok ok ok

zeqQur
procedure
if (Posi
foral
elif (Po
foral
elif (Po
foral
end-if
end-proce
[P

zedur

procedure
forall(

end-proce

Jur
procedure

forall(
end-proce

[P

!Prozedur
procedure

declara

dure

o e K K KK ek ok ok kK ok ok kK K K kK ek ok ok kK ok ok kK

ktor der Distanzen zum Startpunkt zu e ellen

um der
create_dist_start

tion = ’vertical’) then

1(j in 1..numberofkeys) dist_start(j) := dist_start_vert_orig(j);

sition = "horizontal’) then

1(j in 1..numberofkeys) dist_start (j) := dist_start_hor_orig(j);

sition = 'hybrid’) then

1(j in 1..numberofkeys) dist_start(j) := alphaxdist_start_vert_orig(j)+betaxdist_start_hor_orig(Jj);

dure

o e o K Kk K ek ok ok kK ok ok kK K K kK ek ok ok kK ok ok kK

cheinlichkeiten zu erst

um den Vektor der Buchste

create_letter_prob
i in Letters) letter_prob(i) := letter_prob_orig(i);
dure

um den zeiten zum &

create_time_start
j in Keys) time_start(j) := movement_time_key2point (j,’start’);
dure

o e K Kk K ek ok ok ok ok ok ok o kK kK ok ok kK ok ok o kK ok

um Tasten auf die Seit zu verteilen
assign_keys_to_side

tions

columns_per_side_rect: integer;

columns_per_side_free: array(l..Rows) of integer;

end-dec
Leftkey
if (Shap:

larations
s = {};
e = ’rectangular’) then

columns_per_side_rect := floor (Columns_rect/2);

foral
Lef
end-di
elif (Sh
foral
foral
Lef
end-d
end-1if
Rightke
end-proce

1k ko ko

edur

procedure
!input
if ((Sha

1(r in 1..Rows,c in 1..columns_per_side_rect) do

tkeys += {(r-1)*Columns_rect+c};

o

ape = ’'free’) then

1(r in 1..Rows) columns_per_side_free(r) := floor (Columns_free(r)/2);
1(r in 1..Rows,c in 1..columns_per_side_free(r)) do

tkeys += {ct+sum(z in 1..r-1) Columns_free(z)};

o

ys := Keys - Leftkeys;
dure

Kk ok ok Kk K kK Kk Kk kK k Kk k Rk Kk K Kk Kk K Rk Kk Kk ok Kk K Kk K

um lesenen D 1 auf Fehler zu ue iefen

check_data

ueberpruefen: Ta en und Tastatur

yout

pe = ’free’ and numberofkeys <> sum(i in 1..Rows) Columns_free(i)) or (Shape = ’'rectangular’ and numberofkeys <

> Rows*Columns_rect)) then

error
write
elif (n
error
write
elif (s
error

write

:= true;
In(’input-Fehler: Tastenzahlen stimmen nicht mit dem angegebenen Tastaturlayout ueberein!’);
umberofkeys < numberofletters) then
:= true;
In(’input-Fehler: Zu wenige Tasten um alle Buchstaben zu verteilen!’);
hape <> ’'rectangular’ and Shape <> ’free’) then
:= true;

1n(’input-Fehler: ueberpruefe Tastaturlayout!’);
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end-1if

input ue rpruefen: Wahrscheinlichkeiten

if (or(i in Letters,k in Letters) (bigram_prob_orig(i,k)<0 or bigram_prob_orig(i,k)>100)) then
writeln(’input-Fehler: Bigramm-Wahrscheinlichkeiten ueberpruefen!’);
error := true;

end-1f

if (or(i in Letters) (letter_prob_orig(i)<0 or letter_prob_orig(i)>100)) then
writeln(’input-Fehler: Buchstaben-Wahrscheinlichkeiten ueberpruefen!’);

error := true;
end-1if
!input ueberpruefen: Distanzen

if(or(j in Keys,l in Keys) dist_keys_orig(j,1)<0 ) then
writeln(’input-Fehler: Distanzen zwischen den Tasten ueberpruefen!’);
error := true;

end-1if

if(or(i in 1..numberofkeys) (dist_start_vert_orig(i)<0 or dist_start_hor_orig(i)<0)) then
writeln(’input-Fehler: Distanzen zum Startpunkt ueberpruefen!’);
error := true;

end-1if

if(or(i in 1..numberofkeys) dist_mid_hor_orig(i)<0) then
writeln(’input-Fehler: Distanzen zur Mitte ueberpruefen!’);
error := true;

end-1if

end-procedure

Dok ok koo ok ok ok kA Kk k ok ok kAo k ok kA Kk kR kK Aok k ok kA Kk

cozedur um die E

stellungen auf Fehler zu ueberpruefen
procedure check_setting

if (Task not in {’optimization’,’evaluation’}) then
writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: ueberpruefe die Aufgabe des Tools’);
error := true;

end-1if

if (Position not in {’vertical’,’horizontal’,’hybrid’}) then
writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Position des Geraets’);
error := true;

end-if

if (Position = ’vertical’ and Writing_method not in {’simple’,’realistic’}) then
writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Diese Schreibweise existiert nicht fuer vertikales Geraet’);
error := true;

end-if

if (Position = ’"hybrid’ and Writing_method not in {’realistic’,’hover-over’}) then
writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Diese Schreibweise ist fuer hybrid-positioniertes Geraet nicht verfuegbar’);
error := true;

end-if

if (Writing_method not in {’simple’,’semi-realistic’,’realistic’,’hover-over’}) then
writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Schreibweise ueberpruefen’);
error := true;

end-if

if (aver_text_length<l) then
writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Durchschnittliche Textlaenge ueberpruefen!’);
error := true;

end-if

if(fitts_law_param_a<0 or fitts_law_param b<0 or key_width<=0 or alpha<0 or beta<0 or (alphatbeta<>1)) then
writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Fitts’-Law- und Hybrid-Parameter pruefen!’);
error := true;

end-if

if (Heuristic_Tter<0) then
writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Maximale Anzahl an Heuristik-Iterationen ueberpruefen!’);
error := true;

end-if

if (Task = ‘evaluation’) then
if((or(i in Letters) ((assignment_letters_keys (i)>numberofkeys) or (assignment_letters_keys(i)<=0))) or (or(i in

Letters, j in Letters | i<> j) (assignment_letters_keys (i)=assignment_letters_keys(j)))) then
writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Eingelesene Tastenbelegung ueberpruefen!’);

error := true;
end-1if
if (improve_own_keyboard = ’on’ and Objective not in {’travel-time’,’travel-distance’}) then

writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Zielfunktion’);

error := true;
end-1if
elif (Task = ’optimization’) then
if (Objective not in {’travel-time’,’travel-distance’}) then

writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Zielfunktion’);
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B Quellcode

763 error := true;

764 end-if

765 if (Writing_method = ’simple’ and (PROB_HANDLING <> ’'none’ or (or(z in {Objfct_extra_term,Implicit_zero,X_LowB, X_UpB,
AJ_Con, X_Equ, XY_Equ, Letter_Letter_Con,Key_Key_Con, Letter_Key_Con,Binaryness}) z <> '0off’))) then

766 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Einfache Schreibweise nicht mit gewaehlten Optionen kombinierbar’);

767 error := true;

768 end-if

769 if (MESSLEV<=0 or MESSLEV>6) then

770 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Message-Level ueberpruefen!’);

771 error := true;

772 end-if

773 if(tol<=0 or tol>=1) then

774 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Toleranz ueberpruefen!’)

775 error := true;

776 end-if

777 if (Writing_method <> ’simple’) then

778 if (PROB_HANDLING not in {’none’,’threshold’,’threshold_but_min_entries_per_row’,’global_best’,’
global_best_but_max_entries_per_row’,’entries_per_row’,’entries_per_row_plus_global_best’} ) then

779 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: PROB_HANDLING ueberpruefen!’);

780 error := true;

781 end-if

782 if (PROB_HANDLING='threshold’ and ((threshold<0 or threshold>100) or (threshold>max(i in Letters,k in Letters
bigram_prob_orig(i,k)))) then

783 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: WS-Schranke ueberpruefen!’);

784 error := true;

785 elif (PROB_HANDLING='threshold_but_min_entries_per_row’ and (threshold<0 or threshold>100 or min_entries_per_row<0
or min_entries_per_row>numberofletters)) then

786 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: threshold oder min_entries_per_row!’);

787 error := true;

788 elif (PROB_HANDLING='global_best’ and (global_best<0 or global_best>numberofletterssnumberofletters)) then

789 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: global_best!’);

790 error := true;

791 elif (PROB_HANDLING='global_best_but_max_entries_per_row’ and (global_best<0 or global_best>numberoflettersx
max_entries_per_row or max_entries_per_row<=0)) then

792 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: global_best oder max_entries_per_row!’);

793 error := true;

794 elif (PROB_HANDLING='entries_per_row’ and (entries_per_row<=0 or entries_per_row>numberofletters)) then

795 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: entries_per_row!’);

796 error := true;

797 elif (PROB_HANDLING='entries_per_row_plus_global_best’ and (entries_per_row<=0 or entries_per_row>numberofletters
or global_best<0 or entries_per_rowsnumberofletters+global_best>numberofletters+numberofletters)) then

798 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: entries_per_row oder global_best!’);

799 error := true;

800 end-if

801 if(or(z in {Implicit_zero,X_LowB,X_UpB,AJ_Con,X_Equ,XY_Equ, Letter_Letter_Con,Key_Key_Con,Letter_Key_Con,Binaryness
}) (z<>’on’ and z<>'off’)) then

802 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Verwende on/off’);

803 error := true;

804 end-if

805 if ((Implicit_zero='off’ and X_LowB='off’ and (AJ_Con='off’ or X_Equ='off’)) or (Implicit_zero = ’‘on’ and X_LowB=’
off’)) then

806 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Die x-Variablen benoetigen eine untere Schranke’);

807 error := true;

808 end-if

809 if(X_LowB=’on’ and X_UpB=’on’ and (and(z in {AJ_Con,Letter_Letter_Con,Key_Key_Con,Letter_Key_Con,Binaryness})z="'
off’)) then

810 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Bitte Ganzzahligkeit fordern’);

811 end-if

812 end-if

813 if (Fix_Letter not in 0..numberofletters) then

814 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Zu fixierender Buchstabe’);

815 error := true;

816 end-if

817 if (PROB_HANDLING='none’ and Heuristic_Iter>0) then

818 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Heuristik bringt keinen Gewinn bei vollstaendiger Optimierung!’)

819 error := true;

820 end-if

821 if (examine_own_keyboard = ’‘on’ and ((or (i in Letters) ((assignment_letters_keys (i) >numberofkeys) or (

assignment_letters_keys(i)<=0))) or (or(i in Letters, J in Letters | i<> j) (assignment_letters_keys (i)=

assignment_letters_keys(j))))) then
822 writeln(’Fehler $in$ den Einstellungen: Eingelesene Tastenbelegung ueberpruefen!’)
823 error := true;
824 end-1if
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end-1if

end-procedure

L

!Prozedur um Zeit- oder Distanz-Matrizen anze en zu ennen
procedure show_dist_or_time_matrix (Matrix: array(Keys,Keys) of real)
forall(j in 1..numberofkeys) do

forall(l in 1..numberofkeys) do

write (Matrix(j,1),” )
end-do
writeln(’ ");
end-do

writeln(’ 7);

end-procedure

Dokok ok ok ok ok ok kA A K K K R

zedur um d hkeits-Matrix anzeigen zu k

nn

procedure show_probability_matrix (Matrix: array(Letters,Letters) of real)

forall(i in Letters) do

forall(k in Letters) do

write (Matrix (i,k),” ");

end-do

writeln(’ 7);
end-do
writeln(’ ’);

end-procedure

L B

zedur um die Bigrammwahr hkeits-Matrix zu analysieren
procedure analyse_probability_matrix (Matrix: array(Letters,Letters) of real)
declarations
analysiscounter: integer;
min_val,max_val, entry_sum,aver: real;

end-declarations

analysiscounter := 0;
writeln(’ <= | 0123456789 "7);
write(/ —-—-———- - - - =-=-=-=-=---- ")

forall(i in 0..3) do

writeln(’ ");

write(’ ’,1i,7$,8... | ")
forall(j in 0..9) do
analysiscounter := 0;

forall(k in Letters,l in Letters | 1+0.1%(j-1) < Matrix(k,1l) and Matrix(k,1l) <= i+0.1x7)
analysiscounter += 1;
end-do
write (analysiscounter,’ ’);
end-do

end-do
writeln(’ ’);
writeln(’ 7);

min_val min(i in Letters, k in Letters) Matrix (i, k);

max_val := max(i in Letters, k in Letters) Matrix(i,k);

entry_sum := sum(i in Letters, k in Letters) Matrix (i, k);

writeln(’Minimaler Eintrag: ’,min_val);

writeln(’Maximaler Eintrag: ’,max_val);

writeln (’Durchschnittlicher Eintrag: ’,entry_sum/ (numberofletters”2));
writeln(’Summe der Eintraege: ’,sum(i in Letters,k in Letters) Matrix(i,k));

writeln(’ 7);

min_val := min(i in Letters, k in Letters | Matrix(i,k)<>0) Matrix (i, k);
max_val := max(i in Letters, k in Letters | Matrix (i, k)<>0) Matrix(i,k);
aver := entry_sum/(sum(i in Letters, k in Letters | Matrix(i,k)<>0) 1);

writeln(’Minimaler Nicht-Null-Eintrag: ’,min_val);
writeln(’/Maximaler Nicht-Null-Eintrag: ’,max_val);
writeln(’Durchschnitt der Nicht-Null-Eintraege: ’,aver);
writeln(’ ’);

writeln(’ 7);

end-procedure

L

ozedur um Nebenbedingungen zu erzeugen
procedure create_constraints

! AUSGABE

if (MESSLEV >= 2) then

do
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B Quellcode

writeln(’Erzeuge Nebenbedingungen...’);
end-1f

INB(y): Ganzzahligkeit

forall(i in Letters,j in Keys) do
y(i,J) is_binary;
numberofvar_y += 1;

end-do

INB(y) = > 1 aben muss einmal vorko
forall(i in Letters) do
sum(j in Keys) y(i,3) = 1;
numberofconstraints_equ += 1;
end-do
INB(y): Ho stens genau ein stabe pro Taste
if (numberofletters = numberofkeys) then
forall(j in Keys) do
sum(i in Letters) y(i,J) = 1;
numberofconstraints_equ += 1;
end-do
else

forall(j in Keys) do

sum(i in Letters) y(i,J) <= 1;
numberofconstraints_inequ += 1;
end-do
end-1if

if (Writing_method <> ’simple’) then
INB (x) :

anzzahligkeit
if (Binaryness = ‘on’) then
forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,1l in Keys) do
x(i,3,k,1) is_binary;
numberofvar_x += 1;
end-do
end-1if
if (Implicit_zero = ’'off’) then
INB(y$,$x): Untere Schranke fuer x-Variablen
if(X_LowB = ’‘on’) then
forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys) do
y(i,9) + vk, 1) -1 <= x(i,4,%1);
numberofconstraints_inequ +=1;
end-do
end-if

INB (y$ x): Obere Schranke
1if(X_UpB = ’on’) then
forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys) do

2xx(1,3,k, 1) <= y(i,3) + y(k,1);

numberofconstraints_inequ +=1;
end-do
end-if
INB (y %) ¢ Adams-Johnson-Nebenbedingungen

if (AJ_Con = ’on’) then
if (numberofletters=numberofkeys) then
forall(j in Keys,k in Letters,l in Keys) do
sum (i in Letters) x(i,7j,k,1) = y(k,1);
numberofconstraints_equ += 1;
end-do

forall(i in Letters,k in Letters,l in Keys) do
sum(j in Keys) x(i,3,k,1) = y(k,1);
numberofconstraints_equ += 1;
end-do
else
forall(j in Keys,k in Letters,l in Keys) do
sum(i in Letters) x(i,73,k,1) <= y(k,1);
numberofconstraints_inequ += 1;
end-do
forall(i in Letters,k in Letters,l in Keys) do
sum(j in Keys) x(i,3,k,1) = y(k,1);
numberofconstraints_equ += 1;
end-do
end-if
end-if
N Gleichheit
if(X_Equ = ’“on’) then
forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | i<=k and
x(i,9,k,1) = x(k,1,1,9);

(i<>k or j<>1)) do
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971 numberofconstraints_equ +=1;

972 end-do

973 end-if

974 INB(y$, $x): Gleichheit timmten x und y

975 if (XY_Equ = ’‘on’) then

976 forall(i in Letters,j in Keys) do

977 x(i,3,4,9) = y(d,9);

978 numberofconstraints_equ +=1;

979 end-do

980 end-if

981 INB(x): Genau ein Tastenpaar pro Buchstabenpaar

982 if (Letter_Letter_Con = ‘on’) then

983 forall (i in Letters,k in Letters) do

984 sum(j in Keys,1l in Keys) x(i,J,k,1) = 1;

985 numberofconstraints_equ +=1;

986 end-do

987 end-if

988 INB(x) : Ho stens oder genau ein Buch pro T

989 if (Key_Key_Con = ’‘on’) then

990 if (numberofkeys=numberofletters) then

991 forall(j in Keys,l in Keys) do

992 sum(i in Letters,k in Letters) x(i,3j,k,1) = 1;

993 numberofconstraints_equ +=1;

994 end-do

995 else

996 forall(j in Keys,1l in Keys) do

997 sum(i in Letters,k in Letters) x(i,j,k,1) <= 1;

998 numberofconstraints_inequ +=1;

999 end-do

1000 end-if

1001 end-if

1002 INB(x): B tabe-Taste-Paar

1003 if (Letter_Key Con = ’on’) then

1004 forall(k in Letters,l in Keys) do

1005 sum(i in Letters,j in Keys) x(i,Jj,k,1l) = numberoflettersxy(k,1);

1006 numberofconstraints_equ += 1;

1007 end-do

1008 end-if

1009 elif (Implicit_zero = ‘on’) then

1010 if (Objective = ’travel-distance’) then

1011 INB(x): Nullsetzen ausgewaehlter x-Variablen

1012 forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | i=k or j=1 or bigram_prob (i, k)=0) do land not (1$=$k and
s—51) 272

1013 x(i,3,k,1) = 0;

1014 numberofconstraints_equ +=1;

1015 numberofvar_implzero += 1;

1016 end-do

1017 x) : Untere Schranke fuer x-Variable die nicht gleich Null g zt wurden

1018 if(X_LowB = ‘on’) then

1019 forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | not (i=k or j=1 or bigram_prob(i,k)=0)) do !NB:

Coupling constraints

1020 y(i,3) + y(k, 1) -1 <= x(i,3,k,1);

1021 numberofconstraints_inequ +=1;

1022 end-do

1023 end-if

1024 INB(y$, $x): Obere hranke fuer x-Variablen$,$ die nicht gl "h Null gesetzt

1025 if(X_UpB = "on’) then

1026 forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | not(i=k or j=1 or bigram_prob (i, k)=0)) do

1027 2xx(i,3,k,1) <= y(i,3) + y(k,1);

1028 numberofconstraints_inequ +=1;

1029 end-do

1030 end-if

1031 INB (y$, $x) : Adams-Johnson-Nebenbedingungen

1032 if (AJ_Con = ’on’) then

1033 forall(j in Keys,k in Letters,l in Keys) do

1034 sum(i in Letters) x(i,J,k,1) <= y(k,1);

1035 numberofconstraints_inequ += 1;

1036 end-do

1037 forall(i in Letters,k in Letters,l in Keys | i=k or bigram_prob (i, k)=0) do

1038 sum(j in Keys) x(i,3,k,1) <= y(k,1);

1039 numberofconstraints_inequ += 1;

1040 end-do

1041 forall(i in Letters,k in Letters,l in Keys | i<>k and bigram prob(i,k)>0) do
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B Quellcode

1042 sum(j in Keys) x(i,3,k,1) = y(k,1);

1043 numberofconstraints_equ += 1;

1044 end-do

1045 end-if

1046 INB(x): Paarweise Gleichheit

1047 if (X_Equ = ’‘on’) then

1048 forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | i<k and j<>1 and bigram_prob (i, k)>0 and bigram_prob(k,1i
)>0) do

1049 x(i,3,k,1) = x(k,1,1i,3);

1050 numberofconstraints_equ +=1;

1051 end-do

1052 end-if

1053 INB (yx) : Gleichheit be mter y und x

1054 if (XY_Equ = ‘on’) then

1055 forall(i in Letters,j in Keys) do

1056 X(1,9,1,9) = v(i,9);

1057 numberofconstraints_equ +=1;

1058 end-do

1059 end-if

1060 INB(x) : Hoe stens o C au ein Tastenpaar > Buchst

1061 if (Letter_Letter_Con = ’‘on’) then

1062 forall(i in Letters,k in Letters | i=k or bigram_prob (i, k)=0) do

1063 sum(j in Keys,1l in Keys) x(i, 3, k,1) <= 1;

1064 numberofconstraints_equ +=1;

1065 end-do

1066 forall(i in Letters,k in Letters | i<>k and bigram_prob(i,k)>0) do

1067 sum(j in Keys,l in Keys) x(i,3,k,1) = 1;

1068 numberofconstraints_equ +=1;

1069 end-do

1070 end-if

1071 INB (x) : Hoechstens ein Buchstabenpaar pro Tastenpaar

1072 if (Key_Key_Con = ‘on’) then

1073 forall(j in Keys,1l in Keys) do

1074 sum(i in Letters,k in Letters) x(i,Jj,k,1) <= 1;

1075 numberofconstraints_inequ +=1;

1076 end-do

1077 end-if

1078 INB (y$, $x) : Buchstabe-Taste-Paar

1079 if (Letter_Key_Con = ‘on’) then

1080 forall(k in Letters,l in Keys) do

1081 sum(i in Letters,j in Keys) x(i,j,k,1) <= numberoflettersxy(k,1);

1082 numberofconstraints_inequ += 1;

1083 end-do

1084 end-if

1085

1086 elif (Objective = ’travel-time’) then

1087 INB(x): Nullsetzen aus hlter x-Variablen

1088 forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | (i=k and j<>1) or (j=1 and i<>k) or bigram_prob (i, k)=0)
do

1089 x(i,3,k, 1) = 0;

1090 numberofconstraints_equ +=1;

1091 numberofvar_implzero += 1;

1092 end-do

1093 INB (y$, $x) : Untere 1ranke fuer x-Variablen$,$ die nicht gleich Null gesetzt wurden

1094 if(X_LowB = ’‘on’) then

1095 forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | not ((i=k and j<>1) or (j=1 and i<>k) or bigram_prob (i, k
)=0)) do INB: C g constraints

1096 y(i,3) + y(k, 1) -1 <= x(i,3,k,1);

1097 numberofconstraints_inequ +=1;

1098 end-do

1099 end-if

1100 !Obere Schranke fuer x-Variablen$,$ die nicht gleich Null tzt wurden

1101 if(X_UpB = ’‘on’) then

1102 forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | not ((i=k and j<>1) or (j=1 and i<>k) or bigram_prob (i, k
)=0)) do

1103 2%x(i,9,k,1) <= y(i,9) + v(k,1);

1104 numberofconstraints_inequ +=1;

1105 end-do

1106

1107 n

1108 ’on’) then

1109 forall(j in Keys,k in Letters,l in Keys) do

1110 sum(i in Letters) x(i,j,k,1) <= y(k,1);
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1111
1112
1113
1114
1115
1116
1117
1118
1119
1120
1121
1122
1123
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1125
1126
1127
1128
1129
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1131
1132
1133
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1135
1136
1137
1138
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1141
1142
1143
1144
1145
1146
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1150
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1154
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1156
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1158
1159
1160
1161
1162
1163
1164
1165
1166
1167
1168
1169
1170
171
1172
1173
1174
1175
1176
1177
1178
1179
1180
1181
1182

numberofconstraints_inequ += 1;
end-do

forall(i in Letters,k in Letters,l in Keys | bigram_prob (i, k)=0) do

sum(j in Keys) x(i,3,k,1) <= y(k,1);
numberofconstraints_inequ += 1;

forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | i<k and j<>1 and bigram_prob(i,k)>0 and bigram_prob (k, i

end-do
forall(i in Letters,k in Letters,l in Keys | bigram_prob (i, k)>0) do
sum(j in Keys) x(i,3J,k,1) = y(k,1);
numberofconstraints_equ += 1;
end-do
end-if
INB(x) : Paarweise Gleic
if (X_Equ = ‘on’) then
)>0) do
x(i,9,k, 1) = x(k,1,1i,9);
numberofconstraints_equ +=1;
end-do
end-if
INB(y$, $x): Gleichheit bestimmter y und x
if (XY_Equ = ’on’) then

forall(i in Letters,j in Keys) do
x(i,3,4,3) = y(,3);
numberofconstraints_equ +=1;
end-do
end-if
INB(x): H
if (Letter_Letter_Con = ’on’) then
forall(i in Letters,k in Letters | bigram_prob (i, k)=0) do

stens o au ein Tastenpaar pro Buchsta

sum(j in Keys,1l in Keys) x(i,3,k,1) <= 1;
numberofconstraints_equ +=1;

end-do

forall(i in Letters,k in Letters | bigram_prob (i, k)>0) do
sum(j in Keys,1l in Keys) x(i,3,k,1) = 1;
numberofconstraints_equ +=1;

end-do

end-if

INB (%) : oechstens ein Buc

s pro Tastenpaar
if (Key_Key_Con = ‘on’) then
forall(j in Keys,1l in Keys) do
sum(i in Letters,k in Letters) x(i,3,k,1) <= 1;
numberofconstraints_inequ +=1;
end-do
end-if
INB (
if (Letter_Key_Con = ’‘on’) then

7$,$x) : Buchstabe-Taste-Paar

forall(k in Letters,l in Keys) do

npaar

sum(i in Letters,j in Keys) x(i,j,k,1) <= numberoflettersxy(k,1);

numberofconstraints_inequ += 1;

end-do
end-if
end-if
end-if
end-1f
INB(y): Buchstaben fixieren

if (Fix_Letter > 0) then
sum(j in Rightkeys) y(Fix_Letter,j) = 1;
numberofconstraints_equ += 1;

writeln (’Nebenbedingungen erzeugt...’);
show_model;
writeln(’Optimierung gestartet...’);
end-if
end-procedure

Dk ko kKKK KR KK KK kKK KK KKK KK R KK KK R KK

ozedur um die Wahrscheinlichkeitsmatrix zu bearbeiten (Reduktic
procedure create_probability_matrix

declarations
bigram_prob_copy: array (Letters,Letters) of real; !ehemals hel

number_of_hidden_entries: integer;

nethoden)
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1183
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1235
1236
1237
1238
1239
1240
1241
1242
1243
1244
1245
1246
1247
1248
1249
1250
1251
1252
1253
1254
1255

B Quellcode

help_count: array(Letters) of integer;
missing_entries: integer;
current_prob: array(Letters) of real;
current_max: realj;
end-declarations
number_of_hidden_entries := 0;
missing_entries := 0;
if (PROB_HANDLING = ’threshold’) then
forall (i in Letters,k in Letters) bigram_prob(i,k) := bigram_prob_orig(i, k);
!Nullse der Wah einlichkeiten unter r ranke
forall(i in Letters,k in Letters | bigram_prob_orig(i,k) < threshold and bigram_prob_orig(i,k) > 0)
bigram_prob (i, k) := 0;
number_of_hidden_entries +=1;
end-do
elif (PROB_HANDLING = ’threshold_but_min_entries_per_row’) then
forall(i in Letters) help_count (i) := 0;
'Hilfsverfahren fuer Best-N

forall (i in Letters,k in Letters | bigram_prob_orig(i, k) >= threshold) do

bigram_prob (i, k) = bigram_prob_orig(i,k);

help_count (i) += 1;
end-do
!Erzeugen von prob fuer Best-N
forall(i in Letters | help_count (i) < min_entries_per_row) do
missing_entries := min_entries_per_row - help_count (i);
forall(k in Letters) do
current_prob (k) := bigram_prob_orig(i,k);
end-do
while (missing_entries > 0) do
current_max := max(k in Letters | current_prob (k)<threshold) current_prob(k);
forall(k in Letters | current_prob (k) = current_max) do
if (missing_entries > 0) then
bigram_prob (i,k)

:= bigram_prob_orig (i, k);
missing_entries -= 1;
current_prob (k) := 0;
end-if
end-do
end-do
end-do
elif (PROB_HANDLING = ’‘global_best’) then
forall(i in Letters,k in Letters) bigram_prob_copy (i, k) := bigram_prob_orig(i,k);
missing_entries := global_best;
while (missing_entries > 0) do
current_max := max (i in Letters,k in Letters) bigram_prob_copy (i, k);
forall(i in Letters,k in Letters | bigram_prob_copy (i, k) = current_max) do
if (missing_entries > 0) then
bigram_prob (i, k) := bigram_prob_orig(i,k);
missing_entries -= 1;
bigram_prob_copy (i, k) := 0;
end-if
end-do
end-do
elif (PROB_HANDLING = ’global_best_but_max_entries_per_row’) then
forall(i in Letters,k in Letters) bigram_prob_copy (i, k) := bigram_prob_orig(i,k);
forall(i in Letters) help_count (i) := 0;
missing_entries := global_best;
while (missing_entries > 0) do
current_max := max(i in Letters,k in Letters) bigram_prob_copy (i,k);
forall(i in Letters,k in Letters | bigram_prob_copy (i, k) = current_max) do
if (missing_entries > 0 and help_count (i) < max_entries_per_row) then
bigram_prob (i, k) := bigram_prob_orig(i,k);
missing_entries -= 1;
help_count (i) += 1;
bigram_prob_copy (i, k)

]
o

else
bigram_prob_copy (i,k) := 0;
end-if
end-do
end-do
elif (PROB_HANDLING "entries_per_row’) then
! > fuer I N

irzeugen v

forall(i in Letters) do
missing_entries := entries_per_row;
forall(k in Letters) do

do
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current_prob (k) := bigram prob_orig (i, k);
end-do
while (missing_entries > 0) do
current_max := max(k in Letters) current_prob(k);
forall(k in Letters | current_prob(k) = current_max) do
if (missing_entries > 0) then
bigram_prob (i, k) := bigram_prob_orig(i,k);
missing_entries -= 1;
current_prob (k) := 0;
end-if
end-do
end-do

end-do
elif (PROB_HANDLING = ’entries_per_row_plus_global_best’) then

forall(i in Letters,k in Letters) bigram_prob_copy (i, k) := bigram_prob_orig(i,k);

forall(i in Letters) do
missing_entries := entries_per_row;

while (missing_entries > 0) do

current_max := max(k in Letters) bigram_prob_copy (i,k);
forall(k in Letters | bigram prob_copy (i, k) = current_max) do
if (missing_entries > 0) then
bigram_prob (i, k) := bigram_prob_orig(i,k);
missing_entries -= 1;
bigram_prob_copy (i, k) := 0;
end-if
end-do
end-do
end-do
missing_entries := global_best;
while (missing_entries > 0) do
current_max := max(i in Letters,k in Letters) bigram_prob_copy (i, k);
forall(i in Letters,k in Letters | bigram_prob_copy (i, k) = current_max) do

if (missing_entries > 0) then

bigram_prob (i, k) := bigram_prob_orig(i,k);
missing_entries -= 1;
bigram_prob_copy (i, k) := 0;
end-if
end-do
end-do
else
forall(i in Letters,k in Letters) bigram_ prob (i, k) := bigram_prob_orig(i, k);
end-1f

forall (i in Letters,k in Letters | bigram_prob_orig(i, k)<>0) do
number_nonzero_entries_orig += 1;

end-do

forall (i in Letters,k in Letters | bigram_prob (i, k)<>0) do
number_nonzero_entries += 1;

end-do

end-procedure

. T

ozedur um die stellungen anzuzeigen

procedure show_setting

writeln (' SETTING 7Y
if (MESSLEV >=1) then
writeln(’Gegebenes Tastaturlayout:’);
writeln(’ ©Name: ’,Keyboard);
writeln(’ Form: ’,Shape);
end-1if

if (MESSLEV >=2) then
writeln(’ Anzahl an Buchstaben: ’,numberofletters);
writeln(’ Anzahl der Tasten: ’,numberofkeys);
end-1if
if (MESSLEV >=1) then
writeln(’ ’);
writeln ('’ Grundsaetzliche Daten:’);
writeln (’ Zielfunktion: ’,Objective);
write(’ Geraeteposition: ’,Position);
if (Position="hybrid’) then
writeln(’ (alpha$=$’,alpha,’$,$ beta$=$’,beta,’)’);
else
writeln(’” ’);
end-if
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B Quellcode

writeln (’ Schreibweise: ’,Writing_method);
end-1f
if (MESSLEV >=2 and Writing_method <> ’simple’) then
writeln(’ ’);
writeln(’Einstellungen fuer die Optimierung: ’);
writeln (/ Implizites Nullsetzten mancher Variablen: ’,Implicit_zero);
writeln (’ Untere Schranke an x: ', X_LowB);
writeln(’ Obere Schranke an x: ', X_UpB);
writeln(’ Adams-Johnson-Nebenbedingungen: ’, AJ_Con);

writeln(’ Paarweise Gleichheit von x: ’, X_Equ);

writeln(’ Gleichheit von x und y: ', XY_Equ);
writeln(’ Nebenbedingung fuer Buchstabenpaare: ’, Letter_Letter_Con);
writeln(’ Nebenbedingung fuer Tastenpaare: ’, Key_Key_Con);
writeln(’ Nebenbedingung fuer Buchstabe-Taste-paare: ’, Letter_Key_Con);
writeln(’ Ganzzahligkeit: ’, Binaryness);
writeln(’ Iterationen der Heuristik: ’, Heuristic_Iter);
if (Fix_Letter <> 0 and MESSLEV>=2) then
writeln (’ ’,Fix_Letter,’. Buchstaben (’,Lettername (Fix_Letter),’) auf die rechte Tastaturhaelfte fixieren’);
else
writeln(’ Keinen Buchstaben fixieren’);
end-if
write (' Handhabung der Wahrscheinlichkeitsmatrix: ’, PROB_HANDLING) ;
if (PROB_HANDLING = ’threshold’) then

writeln(’ mit WS-Schranke $=$ ’,threshold,’%’);

elif (PROB_HANDLING = ’threshold_but_min_entries_per_row’) then
writeln(’ mit WS-Schranke $=$ ’,threshold,’$% und mindestens ’,min_entries_per_row,’ Eintraegen pro Zeile’);

elif (PROB_HANDLING = ’‘global_best’) then
writeln(’ mit den ’,global_best,’ besten Eintraegen’);

elif (PROB_HANDLING = ’global_best_but_max_entries_per_row’) then
writeln(’ mit den ’,global_best,’ besten Eintraegen$,$ aber maximal ’,max_entries_per_row,’ pro Zeile’);

elif (PROB_HANDLING = ’entries_per_row’) then
writeln(’ mit den ’,entries_per_row,’ besten Eintraege jeder Zeile’);

elif (PROB_HANDLING = ’'entries_per_row_plus_global_best’) then
writeln(’ mit den ’,entries_per_row,’ besten Eintraege jeder Zeile plus die ’,global_best,’ besten sonstigen
Eintraege’);

else
writeln(’ ’);

end-1f

writeln (’ (damit sind ’,number_nonzero_entries,’ Bigrammwahrscheinlichkeiten ungleich Null...’);

writeln (’ und ’,number_nonzero_entries_orig-number_nonzero_entries,’ Bigrammwahrscheinlichkeiten wurden aktiv
unterdrueckt)’);

end-1if
writeln(/—————————— ENDE SETTinG-——-—-—-—-—--— Ty
end-procedure

Dok ok kA koo ok ok kA ok k ok ok kKA ok ok ok kA ok kR kK Kok ok kK A Kk ok

rozedur um die Ergebnisse der Matrix-Analyse anzuzeigen

procedure show_analysis

if (MESSLEV >= 3) then

writeln(’ 7);

writeln (’ ANALYSE "y
end-1if

if (MESSLEV >= 3 and MESSLEV < 4 and Writing_method<>’simple’) then
writeln(’Analyse der verwendeten Bigrammwahrscheinlichkeiten’);
analyse_probability_matrix (bigram_prob) ;
end-1if
if (MESSLEV >=4) then
writeln(’/Distanz zum Startpunkt:’);
writeln (dist_start);
writeln(’ 7);
writeln (’Bewegungszeit zum Startpunkt:’);
writeln(time_start);
writeln(’ 7);
writeln (’Buchstabenwahrscheinlichkeiten:’);
writeln (letter_prob);
if (Writing_method <> ’simple’) then
writeln(’ 7);
writeln(’Distanz der Tasten untereinander:’);
show_dist_or_time_matrix(dist_keys);
writeln(’Bewegungszeit der Tasten untereinander:’);
show_dist_or_time_matrix (time_keys);
if (PROB_HANDLING <> 'none’) then

writeln (’Urspruengliche Bigrammwahrscheinlichkeiten’);
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1400
1401
1402
1403
1404
1405
1406
1407
1408
1409
1410
1411
1412
1413
1414
1415
1416
1417
1418
1419
1420
1421
1422
1423
1424
1425
1426

1427
1428
1429

1430
1431
1432
1433
1434
1435
1436
1437
1438
1439
1440
1441
1442
1443
1444
1445
1446
1447
1448
1449
1450
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1452
1453
1454
1455
1456
1457
1458
1459
1460
1461
1462
1463
1464
1465
1466
1467
1468
1469
1470

show_probability_matrix (bigram prob_orig);
writeln(’Analyse der urspruenglichen Bigrammwahrscheinlichkeiten’);
analyse_probability_matrix (bigram_prob_orig);
writeln (’Neue Bigrammwahrscheinlichkeiten’);
show_probability_matrix (bigram_prob);
writeln(’Analyse der neuen Bigrammwahrscheinlichkeiten’);
analyse_probability_matrix (bigram_prob) ;
else
writeln (’Bigrammwahrscheinlichkeiten’);
show_probability_matrix (bigram_prob_orig);
writeln(’Analyse der Bigrammwahrscheinlichkeiten’);
analyse_probability_matrix (bigram_prob_orig);
end-if
end-1if
end-if
if (MESSLEV >= 3) then
writeln(/——————--—- ENDE ANALYSE--—-——--—-— N
end-1if

end-procedure

Dok koo ok ok ok ok &k ok ok Kk ok ok k ok ok ok ok Kk ok K kK ok Kk ok ok K Kk ok K
!Prozedur um das Modell anzuzeigen
procedure show_model

writeln(’ ’);

writeln(’Modell:");

writeln(’ Anzahl an y-Variablen: ’,numberofvar_y);

writeln(’ Anzahl an x-Variablen: ’,numberofvar_x,’ (davon ’,numberofvar_implzero,’ per Gleichungs-NB auf Null gesetzt

)"

writeln(’ ’);

writeln(’ Anzahl an Ungleichungs-NB: ’,numberofconstraints_inequ);

writeln(’ Anzahl an Gleichungs-NB: ’,numberofconstraints_equ,’ (davon ’,numberofvar_implzero,
)"

writeln(’ ’);

end-procedure

L

!Prozedur um die Ergebnisse der Optimierung anzuzeigen

procedure show_result

if (MESSLEV >= 2) then

SABE: Status, Variablen und Tastatur

GABE: Rechenzeit
runtime := gettime - starttime;

writeln(’ 7);

writeln(’Resultate (fuer obige Einstellungen): ’);
write(’ Status: ’);
if getprobstat = XPRS_OPT then

writeln(’Solution optimal’);
writeln (’ Zielfunktionswert: ’,getobjval)
writeln(’ Benoetigte Rechenzeit: ’, runtime, ’'s’);
if (Heuristic_Iter > 0) then
writeln(’ ");
writeln(’ Optimierte Tastatur:’);
visualize_keyboard(sol_optimization);

if (show_assignment_array = ’on’) then
writeln(’ ");
writeln(’Errechnete Belegung: ’,create_assignment_array (sol_optimization));

writeln(’ ’);

end-if

show_keyboard_characteristics (sol_optimization);
end-if
if (MESSLEV >= 5) then

show_solution_part;
end-if
if (MESSLEV >= 6) then

show_solution_complete;

end-if
elif getprobstat = XPRS_inF then
writeln(’Problem infeasible’);
elif getprobstat = XPRS_UNB then

writeln (’Problem unbounded’);

else
writeln(’No opt. sol.: Status $=$ ’, getprobstat);
if (Heuristic_Iter > 0) then

x—-ist-Null-Bedingungen
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1471
1472
1473
1474
1475
1476
1477
1478
1479
1480
1481
1482
1483
1484
1485
1486
1487
1488
1489
1490
1491
1492
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1494
1495
1496
1497
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1499
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1501
1502
1503
1504
1505
1506
1507
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1510
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1514
1515
1516
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1524
1525
1526
1527
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1529
1530
1531
1532
1533
1534
1535
1536
1537
1538
1539
1540
1541
1542
1543

B Quellcode

writeln(’ ");

writeln(’ Beste gefundene Tastatur (suboptimal):’);
visualize_keyboard(sol_optimization);
if (show_assignment_array = ’on’) then
writeln(’ ");
writeln (’Errechnete (suboptimale) Belegung:
writeln(’ ");
end-if

show_keyboard_characteristics (sol_optimization);
end-1if
writeln(’ Eigenschaften der suboptimalen Loesung:’);
if (MESSLEV >= 5) then

show_solution_part;

end-if
if (MESSLEV >= 6) then
show_solution_complete;
end-1if
end-1if
end-1if

end-procedure

Dok ok koo ok ok kA Ak kR kK Kook k ok kKK kK kK K Kk T

zedur um nbelegung anzuzeigen
procedure visualize_keyboard(sol: array (Letters,Keys)
declarations
helpidx_row,

helpidx_col: integer;

max_col, spacenumber: integer;
end-declarations
= 0;
helpidx_col := 0;

helpidx_row
if (Shape = ’free’) then

max_col := max(i in 1..Rows) Columns_free(i);
helpidx_row += 1;

forall(k in Keys) do

spacenumber := max_col - Columns_free (helpidx_row);
helpidx_col += 1;
if helpidx_col = 1 then
if (spacenumber = 1) then write(’ ’); end-if
if (spacenumber = 2) then write(’ ")y; end-if
if (spacenumber = 3) then write (' ’); end-if
if (spacenumber = 4) then write(’ 7); end-if
if (spacenumber = 5) then write(’ ’); end-if
if (spacenumber = 6) then write(’ "); end-if
write (’ 1)
end-if
if (Position = ’"horizontal’ and helpidx_col = 1+floor (Columns_free (helpidx_row)/2)) then
write (' 1)
end-if

forall(l in Letters | abs(l-sol(l,k))< tol ) do
write (Lettername (1), [");

end-do

if abs(sum(l in Letters) sol(l,k)) < tol then
write('-1|");

end-if

if (helpidx_col = Columns_free (helpidx_row)) then

writeln(’ ’);
helpidx_col 0;
helpidx_row += 1;
end-if
end-do
end-1if

if (Shape = ’'rectangular’) then

forall (k in Keys) do
helpidx_col += 1;
if helpidx_col = 1 then

write (’ 1)

end-if

if (Position = ’"horizontal’
write (’ 1)

end-1if

forall(l in Letters | abs(l-sol(l,k)
write (Lettername(l),’[");

end-do

< tol) do

of real) !sodass ich

and helpidx_col = l+floor (Columns_rect/2))

alte und

then

ne

’,create_assignment_array (sol_optimization));

ng grafisch habe)
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1544
1545
1546
1547
1548
1549
1550
1551
1552
1553
1554
1555
1556
1557
1558
1559
1560
1561
1562
1563
1564
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1566
1567
1568
1569
1570
1571
1572
1573
1574
1575
1576
1577
1578
1579
1580
1581
1582
1583
1584
1585
1586
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1593
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1597
1598
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if (abs(sum(l in Letters) sol(l,k)) < tol) then
write('—1[");

end-if

if (helpidx_col = Columns_rect) then
writeln(’ ");
helpidx_col := 0;

end-if

end-do
end-1if

end-procedure

[ kR K K kAR K K KKK KK Rk A K K Kk K

!Funktion um c

Belegung von zwei Tasten zu ve

function two_opt_heuristic(sol:array (Letters,Keys) of real):

declarations
new_sol: array(Letters,Keys) of real;
keyl, key2: integer;
occupied: boolean;
end-declarations
occupied := false;
while (occupied = false) do
keyl := ceil (randomxnumberofkeys);
if( or(i in Letters) abs(l-sol(i,keyl)) < tol) then
occupied := true;
end-if
end-do
key2 := ceil (random*numberofkeys) ;
while (key2 = keyl) do
key2 := ceil (random*numberofkeys);
end-do
forall(i in Letters) do

forall(j in Keys | j<>keyl and j<>key2) do

new_sol (i, j) := sol(i,3);
end-do
new_sol (i, keyl) := sol(i,key2);
new_sol (i,key2) := sol(i,keyl);
end-do
returned := new_sol;

end-function

R

!Funktion um die 2-opt-Heuristik anzuwenden

function apply_heuristic(max_iter:integer, sol: array(Letters,Keys) of real):

declarations
iter: integer;
current_best_sol: array(Letters,Keys) of real;
sol_candidate: array(Letters,Keys) of real;
end-declarations

iter := 0;

current_best_sol := sol;

if (MESSLEV>=2) then
writeln(’Heuristik gestartet...’);

end-1if

if (numberofkeys=1) then
iter := max_iter+1;

>n (fuer

array (Letters, Keys)

opt)

writeln(’Heuristik abgebrochen$,$ da nur eine Taste verfuegbar.’);

end-1if
while (iter < max_iter) do
iter += 1;

if (MESSLEV>= 2 and MESSLEV < 4 and iter mod 20 = 1) then

writeln(’ ',iter,’-’,minlist (iter+19,Heuristic_Iter),’

end-1if
sol_candidate := two_opt_heuristic(current_best_sol);
if (MESSLEV >= 4) then

writeln(’ ’);

writeln(iter,’. Iteration:’);

visualize_keyboard(sol_candidate);

if (Objective = ’travel-distance’) then
writeln (’ Zurueckzulegende Distanz: ’,keyboard_quality_dist (sol_candidate));
elif (Objective = ’"travel-time’) then
writeln (' Aufzuwendende Zeit: ’,keyboard_quality_time (sol_candidate));
end-if
end-if

Iteration laeuft.’);

of real

array (Letters, Keys)
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1617
1618
1619
1620
1621
1622
1623
1624
1625
1626
1627
1628
1629
1630
1631
1632
1633
1634
1635
1636
1637
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1639
1640
1641
1642
1643
1644
1645
1646
1647
1648
1649
1650
1651
1652
1653
1654
1655
1656
1657
1658
1659
1660
1661
1662
1663
1664
1665
1666
1667
1668
1669
1670
1671
1672
1673
1674
1675
1676
1677
1678
1679
1680
1681
1682
1683
1684
1685
1686
1687
1688

B Quellcode

if (Objective = ’travel-distance’) then
if (keyboard_quality_dist (sol_candidate) < keyboard_gquality_dist (current_best_sol)) then
current_best_sol := sol_candidate;
better_sol := true;
end-1if
elif (Objective = ’travel-time’) then
if (keyboard_quality_time (sol_candidate) < keyboard_quality_time (current_best_sol)) then
current_best_sol := sol_candidate;
better_sol := true;
end-1if
end-if

end-do
if (numberofkeys <> 1) then
if (MESSLEV=1) then
writeln(’Bessere Loesung gefunden:’);
elif (MESSLEV>=2) then
writeln(’Heuristik abgeschlossen....’);
writeln(’ 7);
writeln (’Resultat der Heuristik: ’);
if (better_sol = true) then
writeln(’ Bessere Loesung gefunden’);
elif (better_sol = false) then
writeln(’ Keine bessere Loesung gefunden’);
end-if

writeln(’ Laufzeit der Heuristik: ', ge
end-1if
end-1if

returned := current_best_sol;

ime-runtime-starttime, ’s’);

end-function

1 ke ok ok ok k ok ok ok K kK K K kK ek ok ok kK K Kk K K Kk K K kK kK ok ok kK K

o

rozedur um Teile der Optimierur
procedure show_solution_part
writeln(’ 7);

writeln(’ Variablen mit Loesungswert $1$:7);

forall(i in Letters,j in Keys | abs(l-y(i,j).sol) < tol) do
writeln(’ y(’,i,"%,8,3,"): ",y (i,3).s0l);
end-do

forall (i in Letters,j in Keys,k in Letters,l in Keys | abs(l-x(i,Jj,k,1).sol) < tol) do
writeln(’ x(’',1i,"%,%",3,"7%$,%",k,"$,%",1,"): ",x(i,73,k,1).s0l);
end-do
end-procedure

Dk kokk ko kk ok kk ok k ko k ok kkkkk Kk k ok ok h ok Kk ok ko kkkk ok k ok ok ok ok ok Kk &

ozedur um die komplette Optim loesung anzuze

procedure show_solution_complete
writeln(’ 7);
writeln(’ Loesungswerte der Variablen im Detail’);
forall(i in Letters,j in Keys) do
writeln(’ y(',1i,"%$,%",3,”): ',y (i,3).s0ol);
end-do
forall(i in Letters,j in Keys,k in Letters,1l in Keys) do
writeln(’ x(’',i,7$,%",3,"7%$,%",k,"$,$",1,"): ",x(i,3,k,1).s0l);
end-do
end-procedure
R e
!Funktion um aus der eingelesenen Belegung einen 1 ktor zu erstellen
function create_individual_keyboard_vector (assignment:array (Letters) of integer): array(Letters,Keys) of
declarations
keyboard_vector: array(Letters,Keys) of real;
end-declarations
forall (i in Letters,j in Keys) do
keyboard_vector (i, j) := 0;
end-do
forall(i in Letters) do
keyboard_vector ((i),assignment (1)) := 1;
end-do
returned := keyboard_vector;

end-function
1ok ko Kk kK K K T T ——

end-model

real
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