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Abstract

In 2004, Kliippelberg, Lindner and Maller introduced the so-called COGARCH model as a con-
tinuous time version of the discrete time GARCH(1,1) model, based on a single background
driving Lévy process. In this thesis we consider an extention of the COGARCH, the continuous
time asymmetric power ARCH(1,1) model, and suggest the continuous time GJR GARCH(1,1)
model as a continuous time analogue to the discrete time GJR GARCH. Besides considering
important properties of the COGARCH model we investigate Markovian, stationarity, moment
and mixing properties of the continuous time APARCH(1,1) model and in particular of the con-
tinuous time GJR GARCH(1,1) model. Based on the compound Poisson and Variance Gamma
process the continuous time GJR GARCH(1,1) process is simulated and we study its proper-
ties in detail. For practical implementation, continuous time models must be discretized onto
a discrete grid over a finite time interval. In this thesis we introduce a discrete approximation
procedure of the continuous time GJR GARCH model. We show that the discrete time GJR
GARCH approximating sequence, after appropriate rescaling, converges to the continuous time
GJR GARCH model in probability, in the Skorokhod metric, as the discrete approximating grid
grows finer. Furthermore we give an estimation method for the parameters of the continuous
time GJR GARCH model.
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Kapitel 1

Einleitung

Modelle mit generalisierter autoregressiver bedingter Heteroskedastie sind besonders in der Fi-
nanzmathematik und den Wirtschaftswissenschaften von grofier Bedeutung. Die Volatilitiat eines
Preisprozesses, welche das Schwankungsverhalten von Finanzzeitreihen beschreibt, wird in die-
sen Modellen in Abh#ngigkeit von vorangegangenen Prozesswerten bestimmt. Solche Modelle
bieten die Mdoglichkeit empirische Charakteristika von Finanzzeitreihen wie Volatilitdtscluster
und Leptokurtosis abzubilden. Mit Volatilitédtscluster bezeichnet man die Eigenschaft, dass Fi-
nanzzeitreihen Phasen hoher und niedriger Volatilitat aufweisen. Fiir Leptokurtosis wird héufig
auch der englische Begriff heavy-tailed verwendet. Dies beschreibt Verteilungen, die in den En-
den mehr Masse als die Normalverteilung haben. Die wohl bekanntesten zeitdiskreten Modelle
zur Analyse von Finanzzeitreihen sind das ARCH (autoregressive conditionally heteroscedastic)
Modell von Engle [10] und das GARCH (generalized ARCH) Modell von Bollerslev [4].

Da heutzutage die meisten Finanzzeitreihen zeitstetig sind, wurden zahlreiche unterschiedli-
che Versuche unternommen, um einen zeitstetigen Prozess zu definieren, der die Eigenschaften
des zeitdiskreten GARCH-Prozesses beibehilt. Bei der Erweiterung des zeitdiskreten GARCH-
Modells durch eine Diffusionsapproximation von Nelson in [26] werden zwei unabhéngige Brown-
sche Bewegungen verwendet. Dieser Ansatz fithrt zu einem Modell mit stochastischer Volatilitét
(SV-Modell). In diesen Modellen ist die Volatilitdt nicht von vorangegangenen Beobachtun-
gen abhingig, sondern wird von latenten Variablen bestimmt. Im zeitdiskreten GARCH-Modell
jedoch treten Spriinge auf und es besitzt nur eine Quelle von Unsicherheit. Es gibt eine Modifi-
kation von Nelsons Diffusionsapproximation, die in Verteilung gegen einen Prozess konvergiert,
der nur von einer einzigen Brownschen Bewegung abhéngt. Jedoch hat Corradi in [7] gezeigt,
dass diese Modifikation zu einem Grenzwert fiithrt, der deterministische Volatilitat besitzt. Des-
weiteren hat [34] gezeigt, dass das GARCH-Modell und sein zeitstetiger Diffusionsgrenzwert
statistisch nicht dquivalent sind.

Das zeitstetige SV-Modell von Barndorff-Nielsen und Shephard in [28] beschreibt die Vo-
latilitdt durch einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess, der von einem Lévyprozess getrieben wird.
Um den Preisprozess zu bestimmen, wird eine unabhéngige Brownsche Bewegung als treibender
Noise-Prozess benutzt. Dieses Modell erlaubt die Modellierung von Spriingen, jedoch ist es durch
zwei unabhéngige stochastische Prozesse bestimmt.

Kliippelberg, Linder und Maller stellten in [19] einen neuen Ansatz vor, um eine zeitstetige
Version des GARCH-Modells zu erhalten. Es wird als COGARCH(1,1)-Modell bezeichnet, ab-
geleitet von continuous time GARCH-Modell. Im Gegensatz zum Ansatz von Nelson, welcher
auf einer Diffusionsapproximation basiert, ist der Ansatz in [19] direkt aus dem zeitdiskreten
GARCH-Modell motiviert und héngt nur von einem treibenden Lévyprozess ab. Als Noise-
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Prozess ersetzen die Inkremente des Lévyprozesses die Innovationen des zeitdiskreten GARCH-
Prozesses. Dadurch erhilt man eine zeitstetige Version des zeitdiskreten GARCH-Prozesses. In
[17] wurde gezeigt, dass der COGARCH(1,1)-Prozess tatsichlich als Grenzwert in Verteilung
der zeitdiskreten GARCH(1,1)-Prozesse erhalten werden kann. Dadurch kann in [24] gezeigt
werden, dass man den zeitstetigen GJR GARCH als Grenzwert einer eingebetteten Folge von
zeitdiskreten GJR. GARCH-Reihen erhilt.

Obwohl GARCH-Modelle einige der wichtigen empirischen Charakteristika von Finanzzeitrei-
hen wie Spriinge, Volatilitdtscluster und Leptokurtosis abbilden, zeigen empirische Beobachtun-
gen, dass auflerdem Asymmetrie in den Daten auftritt. Dies wird hiufig als Leverage Effekt
bezeichnet. Darunter versteht man, dass die Volatilitat aufgrund von fallenden Preisen im All-
gemeinen stérker steigt als bei einem betragsméBig gleich hohen Preisanstieg. Jedoch kann diese
durchaus wichtige empirische Eigenschaft nicht durch ein klassisches GARCH-Modell erfasst
werden, da dieses eine symmetrische Verteilung besitzt. Es wurden bereits zahlreiche zeitdiskre-
te Modelle entwickelt, die die Asymmetrie der Daten beriicksichtigen. Nelson stellt in [27] das
sogenannte exponentielle GARCH-Modell vor. Fiir dieses zeitdiskrete Modell wurde in [16] eine
zeitstetige Version, das zeitstetige exponentielle GARCH-Modell (ECOGARCH), definiert und
einige wichtige Verteilungseigenschaften gezeigt.

Eine andere Erweiterung des zeitdiskreten GARCH-Modells ist das Asymmetric Power ARCH-
Modell (APARCH) aus [8]. In der Literatur wird dieses Modell auch als Asymmetric Power
GARCH bezeichnet, in dieser Arbeit jedoch wird die urspriingliche Bezeichnung aus [8] verwen-
det. Das APARCH-Modell enthélt viele asymmetrische Modelle wie das GJR GARCH-Modell
aus [13] und das Threshold GARCH-Modell aus [30, 35]. Lee beschreibt in [21, 22] eine zeits-
tetige Version des zeitdiskreten APARCH-Modells und gibt einige wichtige Eigenschaften des
zeitstetigen APARCH(1,1)-Modells an.

Ziel und Aufbau der Arbeit

Das Ziel der Arbeit ist, eine Approximation an einen asymmetrischen COGARCH zu formulieren
und eine Methode zur Schéitzung der Parameter des asymmetrischen COGARCH-Modells zu ent-
wickeln. Dazu wird das zeitstetige APARCH(1,1)-Modell aus [21, 22] betrachtet und es wird das
darin enthaltene GJR GARCH-Modell gewéhlt, um eine Approximation und ein Schétzverfahren
anzugeben. Der zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Prozess wird nach der Methode aus [19] als zeits-
tetige Version des zeitdiskreten GJR GARCH hergeleitet. Auflerdem wird gezeigt, wie man
den zeitstetigen GJR GARCH als Grenzwert einer eingebetteten Folge von zeitdiskreten GJR
GARCH-Reihen erhilt. Diese eingebettete Folge von zeitdiskreten GJR GARCH-Prozessen kon-
vergiert in Wahrscheinlichkeit in der Skorokhod Metrik gegen den zeitstetigen Prozess, wenn das
zeitdiskrete Approximationsnetz feiner wird. Die Diskretisierung des zeitstetigen GJR. GARCH-
Prozesses wird schliefflich fiir die Implementierung des Schétzverfahrens verwendet. Die Para-
meter des zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Modells werden dabei durch eine Pseudo-Maximum-
Likelihood-Methode geschétzt.

Die folgende Arbeit ist wie folgt stukturiert. Kapitel 2 ist eine Zusammenfassung von De-
finitionen und Resultaten, die fiir diese Arbeit relevant sind. In Abschnitt 2.2 wird eine kurze
Einfiihrung in die Theorie der Lévyprozesse gegeben und der zusammengesetzte Poissonpro-
zess und Varianz-Gamma-Prozess werden definiert. Auflerdem werden Begriffe aus der sto-
chastischen Integration beziiglich Lévyprozessen erldutert. In Kapitel 3 werden symmetrische
Modelle betrachtet. Zunéchst wird das ARCH-Modell von Engle [10] und dessen Erweiterung,
das GARCH-Modell von Bollerslev [4] vorgestellt. Ausgehend vom zeitdiskreten GARCH(1,1)-
Prozess wird der COGARCH-Prozess aus [19] hergeleitet und einige Eigenschaften wie Momente



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3

und Stationaritédt formuliert. Im 4. Kapitel werden asymmetrische Modelle behandelt. Es wird
zunéchst das zeitdiskrete APARCH-Modell aus [8] definiert. Anschlieend wird gezeigt, dass
andere Modelle wie etwa das GJR GARCH-Modell aus [13] im zeitdiskreten APARCH-Modell
enthalten sind. Darauf aufbauend wird das zeitstetige APARCH(1,1)-Modell aus [21, 22] als
eine zeitstetige Version aus dem zeitdiskreten APARCH(1,1)-Modell hergeleitet. Desweiteren
werden wichtige Charakteristika des Modells wie Momente, Stationaritdt und Mischungseigen-
schaften formuliert und die dazu in [21, 22] angegebenen Beweisskizzen ausgearbeitet. In Kapitel
5 werden die Eigenschaften des zeitstetigen APARCH(1,1)-Modells am Beispiel des zeitstetigen
GJR GARCH(1,1)-Modells und des COGARCH(1,1)-Modells ausfiihrlich untersucht. In Kapitel
6 wird der zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Prozess nach der Methode aus [19] aus dem zeitdis-
kreten GJR GARCH(1,1)-Prozess aus [13] hergeleitet. Die Hauptaussage des Kapitels, dass
die eingebettete Folge von zeitdiskreten GJR. GARCH-Prozessen in Wahrscheinlichkeit in der
Skorokhod Metrik gegen den zeitstetigen GJR GARCH-Prozess konvergiert, wird durch meh-
rere Teilschritte bewiesen. Zunéchst werden die Approximationsverfahren fiir den zugrundelie-
genden Lévyprozess, den Volatilitdtsprozess und zeitstetigen GJR GARCH-Prozess behandelt
und schliellich die besagte Konvergenz gezeigt. Basierend auf der Diskretisierung des zeitsteti-
gen GJR GARCH-Prozesses wird in Kapitel 7 eine Pseudo-Maximum-Likelihood-Methode zur
Schétzung der Parameter des zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Modells entwickelt. AbschlieSend
wird in Kapitel 8 der zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Prozess simuliert.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

Im ersten Teil dieses Kapitels werden einige grundlegende Begriffe zu stochastischen Prozes-
sen und damit verbundenen Themen definiert. Anschliefflend wird eine kurze Einfiihrung in die
Theorie der Lévyprozesse und der stochastischen Integration beziiglich dieser gegeben. Dabei
beschréinkt sich der Kurziiberblick auf die fiir diese Arbeit relevanten Resultate. Diese sind
hauptséchlich aus [1], [18] und [29] entnommen.

Es wird angenommen, dass alle stochastischen Groflen auf einem vollstédndigen, filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, F, P) mit einer rechtsstetigen Filtration F = (F}),-, definiert
sind, so dass Fy jede P-Nullmenge auf F enthilt. Man sagt, dass in diesem Fall der vollstindige,
filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,F, P) die iiblichen Bedingungen erfiillt. Falls eine Zu-
fallsvariable X messbar beziiglich F; ist, schreibt man X € F;.

In dieser Arbeit werden folgende Notationen verwendet. Die Abkiirzung f.s. bedeutet fast

sicher. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit wird geschrieben als L, und die Konvergenz in Ver-

teilung als L, . Gleichheit in Verteilung wir mit 2 hezeichnet. Sei (S, F) ein messbarer Raum.
Dann wird die Indikatorfunktion der Menge A € F mit 14 bezeichnet und fiir z € S durch

1, wenn z€ A

1 =
{A}(x> {O, sonst

definiert. Die Borel o-Algebra von R wird mit B(R) bezeichnet.

2.1 Stochastische Prozesse

Mit T wird die Indexmenge eines stochastischen Prozesses bezeichnet.

Definition 2.1 (Stochastischer Prozess). Ein stochastischer Prozess X auf (0, F,F, P) ist
eine Familie von (reellwertigen) Zufallsvariablen (Xi),cp die auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P) definiert sind. Der stochastische Prozess X wird adaptiert genannt, falls X; € Fi, d.h.
Xy ist beziiglich Fy messbar fir alle t € T. Die Funktionen (X.(w)),cq werden Realisierungen
oder Pfade des Prozesses X genannt.

Definition 2.2. FEin stochastischer Prozess heifit cadlag (continue a droit, limites a gauche),
falls die Pfade t — X (w) f.s. fiir t € T rechtsstetig sind und endliche linksseitigen Grenzwerte
existieren.

Definition 2.3 (Stoppzeit). Eine Zufallsvariable 7: Q — [0,00] ist eine Stoppzeit, falls {T <
t} € Fy, fiir jedes t € [0, 00] gilt.
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Definition 2.4 (Autokovarianzfunktion). Sei (X),.; ein stochastischer Prozess, so dass
Var (X;) < oo fiir alle t € T gilt. Dann wird die Funktion

Cov (X5, Xy) = F[(Xs — E[X§]) (Xy — E[X4])], s,teT,
Autokovarianzfunktion des Prozesses (Xi),.p genannt.

Definition 2.5 (Schwache Stationaritét). Ein stochastischer Prozess (Xi),cp heifit schwach
stationdr, falls

(i) E [|Xt\2} <oo WHET,
(i) E|X)=p VteT,
(iii) vx (s,t) =vx (s +h,t+h) Vs, t,heT.

Definition 2.6 (Strikte Stationaritéit). Der Prozess (X;) heifit strikt stationdr, falls seine
endlichdimensionalen Verteilungen invariant gegeniiber einer Zeitverschiebung sind, d.h. fir alle
neN,0<t <ty <---<ty, und h >0 sind (X¢,, Xy, ..., Xs,) und (Xt1+h’Xt2+h7"‘7Xt
identisch verteilt.

n+h)

Definition 2.7 (Weiles Rauschen). Ein Prozess (X;),.p heifit weifles Rauschen (white noi-
se), falls fiir eine endliche Konstante o2 > 0 gilt

(i) E[X)] =0, VteT,
(ii)) E[X:Xs]=0 Vs#t, dh X; und X, sind unkorreliert,
(iii) E [X}]| =0% VteT.

Definition 2.8. Sei (2, F,F, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und T" C R. Sei X =
(Xt)er ein reellwertiger, adaptierter stochastischer Prozess mit E [|Xy|] < oo fiir jedes t € T.
Der Prozess X heifst (beziiglich F) ein

(i) Martingal, falls E [ X¢|Fs] = X fir alle s, t € T mitt > s,
(11) Submartingal, falls E [X¢|Fg] > X fir alle s, t € T mit t > s,
(11i) Supermartingal, falls E [X|Fs) < X5 fir alle s, t € T mitt > s.

Somit ist fiir Martingale ¢ — E [X;] konstant, fiir Submartingale monoton wachsend und fiir
Supermartingale monoton fallend.

Definition 2.9 (Markovprozess). Sei S ein reellwertiger Zustandsraum. Ein stochastischer
Prozess (Xi),cqp heifft Markovprozess, genau dann, wenn fir alle to < t; < ... < tyq1, t; €T
und xg, ..., Tny1 €S, n € N die Markoveigenschaft

P (Xt = Tnt1| Xy, = Tn, .., Xiy = xo) =P (th+1 =rp1| Xy, = :Un) ) (2.1)

n+1

erfillt ist. Falls die rechte Seite der Gleichung (2.1) nur vom Zeitabstand t,1 — t, abhdngt,
jedoch nicht von t,, dann wird der Markovprozess homogen genannt.

Definition 2.10. Ein Markovprozess (X;),cp auf einem reellwertigen Zustandsraum S erfillt
die starke Markoveigenschaft, falls fiir jede Stoppzeit T mit P (1 < o00) =1, s > 0,

P(Xrys €AlX; =2, Xt <71)=PFP(Xs€A)
fiir alle A € F gilt.
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Definition 2.11 (Charakteristische Funktion). Die charakteristische Funktion ¢, (z) eines
Wahrscheinlichkeitsmafles p ist definiert durch

ou(2) = / e*y (dr), z€R.
R

Satz 2.12 (Laplace-Transformation). Ein endliches Maf$ v auf [0, 00) ist eindeutig bestimmit
durch Angabe der Laplace- Transformierten

L, ()= / e Mu(dx)  fir X > 0.
[0,00)

2.2 Lévyprozesse

Bei der Herleitung einer zeitstetigen Version aus dem zeitdiskreten GARCH-Prozess spielen
Lévyprozesse eine bedeutende Rolle, da die Innovationen des zeitdiskreten GARCH-Modells
durch die Inkremente eines Lévyprozesses ersetzt werden. Deshalb soll an dieser Stelle eine
kurze Einfithrung in die Theorie der Lévyprozesse gegeben werden. Die Resultate aus diesem
Abschnitt basieren hauptséchlich auf [1].

Definition 2.13 (Lévyprozess). Sei (Q, F,F, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, der
die iblichen Bedingungen erfillt. Ein adaptierter Prozess L = (Lt)tzo mit Lo = 0 f.s. ist ein
Lévyprozess, falls folgende Bedingungen gelten.

(i) Der Prozess L hat unabhingige Zuwdichse, d.h. Ly — Lg ist unabhdngig von Fg, 0 < s <
t < oo.

(ii) Der Prozess L hat stationdre Zuwdchse, d.h. Ly — L besitzt die gleiche Verteilung wie
Ly 5, 0<s<t<o0.

(11i) Der Prozess L ist stetig in Wahrscheinlichkeit, d.h. es gilt limg_¢ P (|Ly — Lg| > €) = 0 fiir
allet > 0 und € > 0.

Beispiele fiir Lévyprozesse sind die Brownsche Bewegung, der Poissonprozess und der zusam-
mengesetzte Poissonprozess. Da diese in dieser Arbeit noch héufiger Verwendung finden, werden
sie in den folgenden Beispielen beschrieben.

Beispiel 2.14 (Standard-Brownsche Bewegung). [1, Beispiel 1.3.8] Fine Standard-Brown-
sche Bewegung auf R ist ein Lévyprozess B = (Bt)tzo fiir den

(i) By ~ N (0,t) fiir jedest > 0 und
(i) B besitzt stetige Pfade
gelten.

Beispiel 2.15 (Poissonprozess). [1, Beispiel 1.3.9] Ein Poissonprozess mit Rate ¢ > 0 ist
ein Lévyprozess N = (N¢),~q, mit Werten in No, wobei jedes Ny ~ m (ct), mit Poissonverteilung
7 (), so dass

fir jedes n € Ny gilt.

Die Pfade von N sind auf endlichen Intervallen stiickweise konstant mit Spriingen der Sprung-
héhe 1 zu den zufilligen Zeitpunkten (Tp,), ey, wobei Ty := 0 und T, := inf{t > 0; N; = n}
gesetzt werden.
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Beispiel 2.16 (Zusammengesetzter Poissonprozess). [1, Beispiel 1.8.10] Sei (Zy), oy €ine
Folge von unabhdngig identisch verteilten Zufallsvariablen, mit Werten in R. Weiter sei (N;),~,
ein Poissonprozess mit Rate ¢ > 0, der unabhingig von allen Z, ist. Dann ist ein zusammenge-
setzter Poissonprozess L = (Ly),~ definiert durch

Ny
Li=) Z, t>0.
=1

Im Gegensatz zum Poissonprozess besitzt der zusammengesetzte Poissonprozess Spriinge von
zufdlliger Sprunghdhe.

‘_| —]
_T ——._ ~— ) B

— |

| -
AN

| -

| | | |
0 2 4 6 8 10
t

Abbildung 2.1: Simulierter Pfad eines zusammengesetzten Poissonprozesses mit Rate ¢ = 1 und
standardnormalverteilten Spriingen Z; auf dem Zeitintervall [0, 10].

Ein weiteres Beispiel fiir einen Lévyprozess ist der Varianz-Gamma-Prozess aus [23, Ab-
schnitt 2].

Beispiel 2.17 (Varianz-Gamma-Prozess). Der Varianz-Gamma-Prozess kann durch eine
zeitverschobene Brownsche Bewegung mit Drift definiert werden. Die Zeitdnderung der Brown-
schen Bewegung wird beziiglich eines Gammaprozesses (Gi)i>o mit den Parametern a, b > 0

durchgefiihrt, so dass jedes Gy ~ T'(at,b) gammaverteilt ist mit der Dichte
AT
— at—1,—bx 2.2

fiir x > 0, wobei T'(+) die Gammafunktion bezeichnet. Dann erhdilt man den Varianz-Gamma-
Prozess (Vi)i>0 mit den Parametern 6y € R, oy > 0 und ky > 0 durch

‘/;f == Qth + UvBGt, (23)

wobei (Byt)i>o eine Standard-Brownsche Bewegung ist und (Gi)i>o0 ein Gammaprozess mit Pa-
rametern a = 1/ky und b = 1/ky .
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Abbildung 2.2: Simulierter Pfad eines Varianz-Gamma-Prozesses mit Parametern 6y, = —0.03,

oy = 0.3 und Ky = 0.05 auf dem Zeitintervall [0, 10]

Lévyprozesse sind eng mit unendlich teilbaren Verteilungen verbunden.

Definition 2.18 (Unendliche Teilbarkeit). Sei M; (R) die Menge der Wahrscheinlichkeits-
mafle auf R. Ein Maff up € My (R) heiffit unendlich teilbar, falls es fiir jedes n € N ein Majs
tn € My (R) mit der Eigenschaft pi" = p gibt. Analog nennt man eine charakteristische Funk-
tion eines Wahrscheinlichkeitsmafies auf R (CFW) ¢ unendlich teilbar, falls es zu jedem n € N
eine CFW ¢, gibt mit ¢ = ¢ . Eine reellwertige Zufallsvariable X heifit unendlich teilbar, falls

es zu jedem n € N unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen Yl(n), .. .,Yn(n) gibt mit

XEyM gy

Nach [1, Proposition 1.2.6] sind alle drei Begriffe der unedlichen Teilbarkeit #quivalent. Bei-
spiele fiir unendlich teilbare Verteilungen sind Normal-, Poisson- und Exponentialverteilung.
Hingegen sind Gleichverteilung und Binomialverteilung nicht unendlich teilbar.

Falls L ein Lévyprozess ist, dann ist die Verteilung von L; unendlich teilbar fiir jedes ¢ > 0,
da fiir jedes n € N gilt

L= Lt/n + (LQt/n - Lt/n) +eee (Lt - L(n—l)t/n) )

wobei die Zufallsvariablen Yk(n) = Lgi/n — Lk—1)1/n aufgrund der Stationaritdt und der Un-
abhéngigkeit der Zuwéchse von Lévyprozessen identisch verteilt und unabhéngig sind.

Nach [32, Satz 8.1] kann die charakteristische Funktion jeder unendlich teilbaren Verteilung
in der sogenannten Lévy-Khintchine Formel geschrieben werden. Dies gilt insbesondere auch fiir
Lévyprozesse.

Satz 2.19 (Lévy-Khintchine Formel). Sei (L), ein reellwertigen Lévyprozess. Dann exis-
tiert ein eindeutiges Tripel (T%,VL,’)/L), das sogenannte charakteristische Tripel, bestehend aus
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einer Konstanten 7‘% > 0, einem MafS vy, auf R, das

v({0}) =0 und /min (Jz|*, 1) v (dz) < oo (2.4)
R
erfillt und einer Konstanten v, € R, so dass
E [eth} = e W) (2.5)
wobei )
KZJL(U,) = %UQ - iu*yL +/ (1 - eiux + iul‘]l{mgl})VL (dx) (26)
R

der charakteristische Exponent von L ist.

Hat man umgekehrt ein Tripel (T%,VL,VL) gegeben, das aus der Konstanten T]% > 0, einem
Maf vy, auf R, das (2.4) erfillt und einer Konstanten v € R besteht, dann existiert ein re-
ellwertiger Lévyprozess, so dass (2.5) und (2.6) erfillt sind. D.h. durch das charakteristische
Tripel ist die Verteilung von L eindeutig bestimmit.

Definition 2.20 (Drift). Falls [ min (1, |z|)v, (dz) < oo, dann wird v = VL—f[,l 1 zvp(dx)
Drift von L genannt.

Definition 2.21 (Sprung). Der Sprung eines cadlag Lévyprozesses (Li)y~q zum Zeitpunkt
t > 0 ist definiert als ALy = Ly — Ly, wobei Ly der linksseitige Grenzwert des Pfades von L
zum Zeitpunkt t > 0 ist. Man setzt Lo_ := 0.

Als néchstes soll die Lévy-Ito-Zerlegung aus [1] angegeben werden. Dazu sind aber zunéchst
noch einige Notationen zu erklaren. Man kann ein Mafl definieren, das die Spriinge von L, die
eine bestimmte Sprunghohe haben, zihlt. Sei 0 < ¢t < co und A € B (R) dann definiert man das
Maf

Np(t,A)=#{0<s<t;AL;€ A} = Y 14(ALy). (2.7)

0<s<t

Nach [1, Kapitel 2.3.1] ist das Mafl N, ein Poisson-Zufallsmaf}. Daraus folgt insbesondere:
(i) Fiir jedes t > 0, w € Q ist Ny, (t,) (w) ein ZahlmaB auf B (R\{0}).

(ii) Fiir jedes A, das von Null weg beschrankt ist, stellt (N, (¢, A),¢ > 0) einen Poissonprozess
mit Rate E [N(1, A)] dar. Man sagt, dass A € B(R) von Null weg beschrénkt ist, falls
0¢ A

Die Rate des Poissonprozesses (Np, (t,A),t > 0) mit A € B(R\{0}) ist die erwartete Anzahl

an Spriingen mit Sprunghéhe in A pro Zeiteinheit und definiert nach [29, Satz 1.35] ein Maf} auf
B (R\{0}), fiir das

vi(A) =E[Ny(1L,A)]=E| > 1a(AL)
0<t<L1

gilt. Das Mafl vy, wird Lévymafl von L genannt und ist dasselbe Maf} wie in Satz 2.19.
Weiter sei fiir jedes t > 0 und A von Null weg beschrinkt ein zusammengesetztes Poisson-
Zufallsmaf} definiert durch N
NL<t, A) = NL(t, A) — tI/L(A).

Mithilfe von [29, Satz 1.36], der die Integration beziiglich eines Poisson-Zufallsmafes beschreibt,
kann man nun die Lévy-It6-Zerlegung angeben.



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 10

Definition 2.22 (Lévy-Ito-Zerlegung). Fulls L ein Lévyprozess ist, dann existiert eine Kon-
stante v1, € R, eine Brownsche Bewegqung B mit Varianz Tg und ein unabhdngiges Poisson-
Zufallsmafl N, auf Ry x R\{0}, so dass fir alle t >0

Lt—’YLt-i-Bt—i-/

oy (1, do) + / Ny (t, dz) (2.8)
el<1)

{lz[>1}
gilt, wobei v, = E [Ll — f{|x‘>1} l’NL(l,dl’):| ist. Dabei entsprechen die Konstanten vy und Tg
denen des charakteristischen Tripels.

Definition 2.23 (spektral-negativ). Ein Lévyprozess heifst spektral-negativ, wenn er keine
positiven Spriinge besitzt, d.h. wenn das Lévymaf vy, Trdager in (—oo,0) hat.

Zur Berechnung von Ausdriicken mit Lévyprozessen ist die Kompensationsformel aus [2] ein
niitzliches Hilfsmittel.

Satz 2.24 (Kompensationsformel). Sei L ein Lévyprozess mit Spriingen, die Werte in R\{0}
annehmen, und H € Po(T,R —{0}). Dann gilt

E| > H(u,AL,) :E{/OT/RH(u,x)VL(dx)du . (2.9)

0<u<T

2.3 Stochastische Integration

Definition 2.25. Sei (Q, F,F, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, der die iiblichen Be-
dingungen erfillt. Ein stochastischer Prozess X heifst Semimartingal bzgl. der Filtration I, falls
man den Prozess als Summe X; = Xo + M; + Ay schreiben kann, wobei

(i) M ein lokales Martingal ist, d.h. M ist adaptiert, cadlag und es existiert eine Folge von
monoton wachsenden Stoppzeiten (Tn)neN mit T, — oo f.s., wenn n — 00, so dass der
gestoppte Prozess (Minr, 17,50);>0 €in gleichmdfig integrierbares Martingal fir jedes n
15t. -

(ii) A ein adaptierter, cadlag Prozess ist, der Pfade von endlicher Variation auf kompakten
Intervallen besitzt und in O startet.

Nun wird die quadratische Variation fiir Semimartingale definiert.

Definition 2.26. Seien X und Y zwei Semimartingale. Der quadratische Variationsprozess
(X, X] = ([X, X]t);>o von X ist definiert durch

(X, X]:= X% - 2/X_dX,
wober Xog— = 0 gilt. Die quadratische Kovariation von X und Y ist gegeben durch
[X,Y]:= XY—/X_dY—/Y_dX,

wobei Xo— = 0 und Yo— = 0 gelten. Die Abbildung (X,Y) — [X,Y] ist bilinear und symmetrisch.
Somit gilt die folgende Polarisations-Identitdt

X,Y] =2 (X +Y, X + Y]~ [X, X] - [V, Y)).

1
2



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 11

Definition 2.27 (quadratisch reiner Sprungprozess). Fir ein Semimartingal X ist der
pfadweise stetige Anteil [X, X|¢ von [X, X] durch

(X, X]p = (X, XJ;+ X5+ ) (AX,)?
0<s<t
=X, X{+ ) (AX,)?
0<s<t

definiert. Ist [X, X]¢ =0, so heifit das Semimartingal X quadratisch reiner Sprungprozess.



Kapitel 3

Symmetrische Modelle

Modelle mit autoregressiver bedingter Heteroskedastie, sogennante ARCH-Modelle und ihre Wei-
terentwicklungen sind in der Literatur weitverbreitet und besonders in den Wirtschaftswissen-
schaften wird ihnen grofie Beachtung geschenkt. Eine wichtige Eigenschaft dieser Modelle ist die
bedingte Volatilitéit, d.h. die Volatilitéit bedingt auf die Vergangenheit. Im ersten Teil dieses Ka-
pitels sollen diese Modelle beschrieben werden und im zweiten Teil wird das COGARCH-Modell
(continuous time GARCH-Modell) aus [19] behandelt.

3.1 Das ARCH-Modell und Erweiterungen

Robert F. Engle stellte in seinem Paper [10] das ARCH-Modell erstmals vor und behandelte
in einer Vielzahl von nachfolgenden Veroffentlichungen ausfiihrlich dessen Eigenschaften. Dafiir
erhielt er im Jahr 2003 zusammen mit Clive W.J. Granger den Nobelpreis fiir Wirtschafts-
wissenschaften. Das Modell wurde entwickelt um typische Eigenschaften von log-Return Daten
X; = log St — log S¢—1 von Aktienkursen, Wechelkursen, Zinssédtzen, etc., bezeichnet durch Sy,
zu beschreiben. In [10] wird ein zeitdiskreter Prozess (Y, )nen der Form

Y, = epon, (3.1)
q
ol =0+ Z aY? (3.2)
=1

als linearer ARCH-Prozess der Ordnung ¢, kurz ARCH(q), definiert. Die Zufallsvariable o, ist die
positive Quadratwurzel von o2 und (En)pen ist eine Folge von nicht degenerierten, unabhéngig

und identisch verteilten Zufallsvariablen (En 2 5) mit P (¢ = 0) = 0. Die Parameter ¢, 6 und o,
erfillen g €N, 0 >0, a; >0 fliri =1,...,¢— 1 und ag > 0.
Eine der zahlreichen Erweiterungen des ARCH-Modells ist das sogenannte Generalized Au-

toregressive Conditional Heteroskedasticity (GARCH) Modell von [4]. Ein GARCH(p,q)-Prozess
ist definiert durch:

Y, = enon (3.3)

q p
or=04+> Yl +> Bion (3.4)
i=1 j=1

Wie beim ARCH-Modell ist die Zufallsvariable o, die positive Quadratwurzel von o2 und
(€n)pen ist eine Folge von nicht degenerierten, unabhéngig und identisch verteilten Zufallsva-

12
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riablen <€n 2 5) mit P (¢ = 0) = 0. Die Parameter des GARCH-Modells erfiillen ¢ € N, p € N,
0>0,0>0fliri=1,...,9—1,0>0,8; >20fiirj=1,...,p—1und 3, > 0.

3.2 Das COGARCH-Modell

Die Versuche, das GARCH-Modell durch immer kleiner werdende Schrittweiten zeitstetig zu
machen, fithren zu unterschiedlichen Ergebnissen. Ein kurzer Uberblick zu den unterschiedli-
chen Ansétzen findet sich in der Einleitung. Der Ansatz in [19] ist direkt aus dem zeitdiskreten
GARCH-Modell motiviert. In diesem sogenannten COGARCH-Modell, das die Eigenschaften
des zeitdiskreten GARCH-Modell beibehilt, wird die Idee eines einzelnen Noise-Prozesses auf-
genommen. Im Folgenden wird das COGARCH-Modell beschrieben und einige Verteilungsei-
genschaften werden hergeleitet. Die Beweise zu den folgenden Sétzen findet man in [19].

3.2.1 Definition des COGARCH-Modells
Setzt man in (3.4) p =1 und ¢ = 1, so erhélt man den zeitdiskreten GARCH(1,1)-Prozess

Y, =en0, mit o2 =0+aY,? |+ Bo2_,, neEN, (3.5)
wobei § > 0, @ > 0 und 8 > 0. Ausgehend von (3.5) ergibt sich rekursiv fir n € N
o2 =0+ (B+aci_i)or_y (3.6)

2
=0+ (B+ac ) (0+ (B+aci_y) ol )
=60+40 (B—i—aen 1) + (5+aan 1) (5+04€%72) 072172

n—1 n—1 n—1
=0> [ (B+es) +a5 [ (B+as)) (3.7)
=0 j=i+1 7=0
n n—1
= 9/ exp Z log (B + ae?) ds + 08 exp Z log (ﬁ + ae?)
j=0
@ 2
=4 exp logB+log | 1+ st ds
strl
n—1 o
+ 02 exp Z <logﬂ + log (1 + 5€?>)
j=0
n n—1 a
:9/ exp | (n—|s])logB + Z <log <1+55?>> ds
0 j=Lsl+1
n—1

+ o2 exp Z <log,6’ + log (1 + gﬁ)) (3.8)

=0

Um eine zeitstetige Version des zeitdiskreten GARCH-Prozesses zu erhalten, ersetzt man die In-
novationen ¢; durch die Inkremente eine Lévyprozesses. Sei daher (L¢)¢>¢ ein cadlag Lévyprozess
mit Spriingen AL, = L; — Ly, t > 0, und einem Lévymaf vy, # 0.
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Hinsichtlich Gleichung (3.8) definiert man den cadlag Prozess (X;);>¢ durch

X, =—tlogh— Y log (1 + (g) (ALS)2>, t>0, (3.9)

0<s<t

wobei 0 < 8 < 1, @ > 0. Mit 8 > 0 und einer endlichen Zufallsvariable o, die unabhéngig von
(Lt)¢>0 ist, wird der linksseitig stetige Volatilitétsprozess (o7),. , analog zu (3.8) definiert durch

>0
t
= (6/ eXeds + 0'3) e Xt=, t>0. (3.10)
0
Der integrierte COGARCH-Prozess (G¢)¢>0 ist ein cadlag Prozess, definiert durch
th = Jtst, t> O, G() = 0, (311)

und springt zu den gleichen Zeiten wie L mit Sprunghéhe AG; = o, ALy, t > 0. In diesem Fall
nehmen die Spriinge AL; die Funktion der Innovationen ¢,, im zeitdiskreten GARCH Modell ein.
Fiir den zeitstetigen COGARCH lésst sich eine stochastische Differentialgleichung formulieren.

Proposition 3.1. [19, Proposition 3.2] Der Prozess (07),, definiert in (3.10) erfillt die sto-
chastische Differentialgleichung B

dop, = 0dt + oje*-d (e_Xt) , t>0, (3.12)
und besitzt die Reprdisentation
t
0 =0l +0t+ 1og5/ o2ds + 2 > olALL)?, t>0. (3.13)
0 0<s<t

Im Folgenden wird gezeigt, dass (G¢)¢>0 und (O’%) ~p im zeitstetigen Fall GARCH-dhnliches
Verhalten aufweisen. Mit Gleichung (3.6) kann man zeigen, dass der zeitdiskrete GARCH(1,1)

UEL_H —ai =0- (1—6)024—0407215%, n € Ny
erfiillt und Aufsummieren ergibt
n—1 n—1
0721:08—1—972—(l—ﬁ)Zog—i—aZU?s?, (3.14)
i=0 i=0

analog zu (3.13). Die Analogie zwischen den Gleichungen (3.13) und (3.14) ist nicht exakt, da
die Parametrisierung leicht unterschiedlich ist: (1 — 8) wird in der zeitstetigen Version durch
—log 3 ersetzt.

Ziel ist es Stationaritdtsbedingungen zu formulieren. Im Hinblick darauf ldsst sich folgende
Stabilitdtsaussage angeben.

Satz 3.2. [19, Theorem 3.1] Sei

/Rlog <1 n (g) y2> v (dy) < — log B. (3.15)

Dann folgt o D, o2, fiirt — 0o, wobei 0o eine endliche Zufallsvariable ist, fiir die gilt

o0
o 20/ e~ Xt dt.
0

[e.e]

Falls (3.15) nicht gilt, dann folgt o? LS fiir t — oo.
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Bemerkung 3.3. (i) Der Wert a =0 ist in (3.9) zuldssig. In diesem Fall ist X; = —tlog 3,
t>0, (0<pB<1), und mit (3.10) erhdilt man die triviale Lisung
2 _ 0 (1 — ﬁt)

O-t :Tgﬁ—"—o-gﬂt’ tZO

Mit (3.7) und o« = 0 ergibt sich fiir den zeitdiskreten GARCH-Prozess

(1-5")

n—1
’ 0
0721:92,6’”_1_2%—085”: - + 028", neN,
i=0

was wiederum die Ubereinstimmung zwischen dem zeitdiskreten und zeitstetigen Fall zeigt.

(i1) In den Gleichungen (3.9) - (3.15) wird 8 > 0 vorausgesetzt, deshalb enthdlt der COGARCH
keinen zeitstetigen ARCH als Unterklasse. Um den ARCH Fall mit 5 = 0 zu erfassen, sollte
man (3.9) folgendermafen definieren

X; = —tloga — Z log(ALs)Q]l{ALS#)}, t > 0.
0<s<t

Dies ist jedoch nur dann ein wohl definierter Lévyprozess, falls L ein zusammengesetzter
Poissonprozess ist.

2

Die néchste Aussage ist, dass (at ein Markovprozess und auflerdem strikt stationér ist,

)0
falls der Prozess mit o3 2 o2 gestartet wird.

Satz 3.4. [19, Theorem 3.2] Der Volatilititsprozess (o}) wie in (3.10) gegeben, ist ein

>0’
, . , . . D
zeithomogener Markovprozess. Falls die Grenzvariable o2, in Satz 8.2 existiert und of = o2,

unabhingig von (Lt)i>0, dann ist (af)t>0 strikt stationdr.

Fiir den Prozess Gt = fg osdLg, t > 0, gilt fiir jedes 0 <y < ¢,

t
Gi=Gy+ | osdLs, t>0.
y+

In diesem Fall hingt (as)y <s<¢ von der Vergangenheit bis zum Zeitpunkt y nur durch oy ab und
der Integrator ist unabhéingig von der Vergangenheit. Somit erhélt man von Satz 3.4:

Korollar 3.5. [19, Korollar 3.1] Der bivariate Prozess (oy, G1) > besitzt die Markoveigenschaft.

: . A . . D . . .
Falls (Uf)tzo die strikt stationdre Version des Prozesses mit o3 = o2, ist, dann ist (Gt)i>0 ein
Prozess mit stationdren Zuwdchsen.

3.2.2 Momente des Volatilitdtsprozesses

Im Folgenden werden die Momente und die Autokorrelationsfunktion des Volatilitdtsprozesses
(0,52) />0 Wie in [19] angegeben. Aus Gleichung (3.10) geht hervor, dass Momente von (atz) (>0 it
gewissen exponentiellen Momenten von (X¢)t>0 zusammenhéngen. Diese Beziehung wird durch

das folgende Lemma genauer beschrieben.

Lemma 3.6. [19, Lemma 4.1] Im Folgenden gelte stets ¢ > 0.
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(a) Sei o > 0. Fiir die Laplace-Transformierte von Xy an der Stelle ¢ gilt E [e*CXf] < oo fiir
ein t >0, oder dquivalent fiir alle t > 0, genau dann, wenn E [L%C] < 00.

(b) Wenn E [e=“*1] < oo gilt, definiere W(c) als ¥(c) = ¥x(c) = log E [e"“*1]. Dann folgt
W (c)| < oo, E [emXt] = e!¥(9) und

U(c) = clog 3 +/R ((1 + <g> y2>c - 1> vr(dy). (3.16)

(¢) Falls E [L}] < co und ¥(1) < 0, dann ist (3.15) erfillt und o} konvergiert in Verteilung
gegen eine endliche Zufallsvariable.

(d) Falls U(c) <0 fiir ein ¢ > 0, dann gilt U(d) < 0 fir alle 0 < d < c.

Das néchste Resultat liefert die ersten beiden Momente und die Autokovarianzfunktion von
(af) >0 0 Abhéngigkeit der Funktion ¥ und zeigt insbesondere, dass die Autokovarianzfunktion
mit wachsendem Zeitabstand exponentiell abfillt.

Proposition 3.7. [19, Proposition 4.1] Sei o >0, t > 0, h > 0. Dann gilt

(a) E [o}] < oo genau dann, wenn E [L3] < oo und E [0§] < oo. In diesem Fall gilt

4 4 (1
Blof) = =g + (E [02] + w) L), (3.17)

wobei fiir ¥(1) = 0 die rechte Seite als ihr Grenzwert fir (1) — 0 interpretiert werden
muss, d.h. B [O‘?] =0t+FE [08].

(b) E [0}] < 0o genau dann, wenn E [L}] < co und E [o§] < co. Falls dies erfillt ist, gilt

262 262 et‘l/(2) et‘l/(l)
Eloi] = s T e@ —wn) (\11(2) - xp(n)
SU(2) _ 1u(1)
+20F (o) (‘11(2)—‘11(1)) + E[o§] V@, (3.18)

Cov (07,07,,) = Var (o7) e, (3.19)

Die folgende Proposition gilt fiir die stationéire Version des Volatilitédtsprozesses. Aus Satz 3.4
geht hervor, dass (af) dies fiir o2 D o2, erfiillt, wobei 02, die Grenzvariable aus Satz 3.2

darstellt.

t>0

Proposition 3.8. [19, Proposition 4.2] Sei a > 0. Fiir das k-te Moment von o2, gilt E [agf] <
oo genau dann, wenn B [L%k] < oo und ¥(k) <0, k € N. In diesem Fall gilt

k
E [agﬂ = klg* ZHI —‘1;1(0 (3.20)

Daraus ergibt sich der Erwartungswert und das zweite Moment fiir 02,. Aulerdem wird die

Autokovarianzfunktion des stationdren Prozesses (Ut?) >0 angegeben.
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Korollar 3.9. [19, Korollar 4.1] Falls (U?)t>0 der stationdre Prozess mit o3 Z o2, ist, dann
gilt B
E[o%)] = 0 (3.21)
=)y
20>
E 03] = 22
7l = Sy (3:22)
2 1
2 2\ _ p2 _ hW(1)
=0 t,h > 2
Cov (07,07,1,) <\Il(1)\IJ(2) \112(1)> e , tL,h2>0, (3.23)

vorausgesetzt, dass E [L3*] < oo und V(k) < 0, mit k = 1 fir (3.21) und k = 2 fir (3.22),
(3.23).

Das Ziel ist, die Funktion ¥ in Abhéngigkeit des treibenden Lévyprozesses (L);>o darzu-
stellen. Fiir die Existenz von Momenten von ago erhélt man folgende Bedingungen.

Satz 3.10. [19, Theorem 4.1] Sei k € N, 0 < 8 < 1, a > 0. Dann existiert die Grenzvariable
o2 und E [U?X]f] < 00, genau dann, wenn

@) /]R <<1 + gzﬁ)k - 1) vr(dy) < —log . (3.24)

Man stellt fest, dass das zeitstetige GARCH-Modell, wie bereits das zeitdiskrete Modell,
heavy-tailed ist. Dies folgt daraus, dass der Volatilitédtsprozess niemals alle Momente besitzt.

Proposition 3.11. [19, Proposition 4.3] Sei k € N, 0 < 5 <1, a« > 0. Dann gilt

(a) Fir jeden Lévyprozess (Li)i>0 mit Lévymaf ungleich Null, so dass [ log (1 + y2) vr(dy) <
oo, existieren Parameter 3, a € (0,1), fiir die o2, existiert, aber E [ago] = 0.

(b) Fir jeden Lévyprozess (Li)i>o mit E [L%k] < 0o und jedes B € (0,1) existiert ein ag > 0,
so dass die Grenzvariable ago existiert mit & [agf] < oo fir jedes Parameterpaar (B, o),

50 dass 0 < o < ag gilt.

(c) Sei k € N, 0 < 8 <1, a > 0. Dann gibt es keinen Lévyprozess (Li)i>0 mit Lévymaf

ungleich Null, fiir den alle Momente von o2, existieren. Insbesondere existiert die Laplace-

Transformierte von o2, nicht fiir negative Argumente.

3.2.3 Momente des integrierten COGARCH

Aus der Definition des integrierten COGARCH-Prozesses in Gleichung (3.11) folgt, dass fiir
jeden festen Zeitpunkt ¢ alle Momente von AG; Null sind. Es ist jedoch sinnvoll Momente fiir
die Zuwichse von G auf beliebigen Zeitintervallen zu betrachten. Die Zuwéchse von G bezeichnet

man mit GET) und definiert fiir r > 0

t+r
G\ =Gy — Gy = / oeds, t>0.
t+

Dann kann man fiir die Momente folgende Aussage treffen.
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Satz 3.12. [19, Proposition 5.1] Sei (Li)i>0 ein quadratisch reiner Sprungprozess, d.h. ¢ =0

n (2.6), mit E [L}] < oo, E[Li] = 0 und ¥(1) < 0. Desweiteren sei (Ug)tzo der stationdre

Volatilititsprozess mit o2, L o3. Dann gilt fiir jedest >0 und h >r >0,

Cov (G Gggh) 0.

Sei ferner E [L}] < oo und ¥(2) < 0. Dann gilt

Cov <<G£T)) <G£?h) > = (%) E [Lﬂ Cov (Gz,af) M), (3.25)

Cov (G}, 07) = (i) Var (07) (1 — M _10g 8 (1_;?11/;)>> ) (3.26)

Falls a > 0, E[L}] < o0, ¥(4) < 0, f[_l ylzlvr(de) < 0 und Jg#Pvi(da) = 0, dann ist die
rechte Seite von (3.25) strikt positiv.

Dabes ist



Kapitel 4

Asymmetrische Modelle

4.1 Zeitdiskrete Modelle

Das GARCH-Modell bildet viele der wichtigen Charakteristika von Finanzzeitreihen ab, wie
Volatilitéatscluster und Leptokurtosis. Jedoch kann es den Leverage Effekt nicht modellieren,
da es eine symmetrische Verteilung besitzt. Dies ist ein Widerspruch zu empirischen Studien
am Aktienmarkt, die zeigen, dass die Volatilitdt aufgrund von fallenden Preisen im Allgemei-
nen stirker steigt als bei einem betragsméfig gleich hohen Preisanstieg. Um dieses Problem
zu 16sen, wurden viele Erweiterungen des GARCH Modells vorgeschlagen, unter anderem das
exponentielle GARCH (EGARCH) Modell in [27], das sogenannte GJR Modell in [13] und das
Threshold GARCH Modell in [30] und [35]. Ein weiteres Modell, das Asymmetric Power ARCH
(APARCH) Modell, wurde in [8] vorgestellt. Dieses soll im Folgenden genauer betrachtet werden,
da es viele asymmetrische Modelle wie den GJR. GARCH und den Threshold GARCH sowie das
symmetriche GARCH Modell als Spezialfall enthélt.

4.1.1 Definition des zeitdiskreten APARCH-Modells

Das Asymmetric Power ARCH Modell (APARCH) ist ein sehr allgemeines Modell und ist nach-
folgend wie in [8, Abschnitt 6] definiert.

Definition 4.1 (Asymmetric Power ARCH). Sei (e,)nen eine Folge von unabhingig und
identisch verteilten Zufallsvariablen, so dass E [e,] = 0 und Var(e,) = 1. Der Prozess (Yy)nen
heifst Asymmetric Power ARCH(p,q), (APARCH(p,q)) falls er eine Gleichung der Form

Y, = enon (4.1)

q p
oy =0+> aih(Yui)+ > Biod (4.2)
i=1 j=1

erfiillt, wobei h(z) = (Jx| —yz)°, 0> 0,6 >0, o >0, B; >0 und |y| < 1.

Bemerkung 4.2. Die Funktion h(z) = (|z| — yx)° aus Definition 4.1 ist fir alle z € R\{0}
und § > 0 strikt positiv, da |x| > va durch die Parameterbedingung |y| < 1 gilt.

Fiir den APARCH(1,1)-Prozess lisst sich nach [21] ein Stabilitéatskriterium formulieren.
Satz 4.3. [21, Satz 2.1] Angenommen es ist

E|log (B8 + ah(e1))] < oo, FElog (B + ah(er)) <0, (4.3)

19
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wobei h(z) = (x| — yx)°. Dann gilt Yy, LY und 0 25 0 wenn n — oo fir endliche Zufallsva-
riablen Y und o.

4.1.2 Spezialfille des zeitdiskreten APARCH-Modells
Das APARCH-Modell aus (4.1), (4.2) mit der Funktion h(z) = (|| —~z)? beinhaltet die meisten

symmetrischen und asymmetrischen ARCH-Modelle wie im Folgenden gezeigt wird (siehe auch

[8])-

GARCH (5 =2,y = 0)

Wé&hlt man in (4.1), (4.2) die Parameter § = 2 und 7; = 0 fiir ¢ = 1,..., ¢, so erhilt man den
zeitdiskreten GARCH-Prozess mit h(x) = 2 von [4], der bereits in Gleichung (3.4) beschrieben
wurde.

Threshold GARCH (6 =1)

Wird in (4.1), (4.2) der Parameter § = 1 gesetzt, so erhilt man durch die Funktion h(x) =
(|z| — yx) den Prozess

q p
op =0+ Zai (1Yn—i| = 7viYn—i) + Zﬁjffn—j
i—1 =1
q

q p
=0+ il =7)Yailgy, 5oy — > il +7) Yo ilgy, <oy + Y Bjonj-
i=1 i=1 j=1

Definiert man nun
af = ai(l - ),
/7; = ai(l + ’Yi)’

dann ist dies der sogenannte Threshold GARCH aus [30] und [35]

q q p
0 =0+ o Vaily, oy = D% Yoilpy, <oy + 3 Bony-
i=1 i=1 j=1

GJR GARCH (§ = 2)

Wenn man in (4.1), (4.2) den Paramerter § = 2 wiihlt, ergibt sich h(z) = (|z| — v2)? und man
erhédlt den GJR GARCH aus [13], der nach den Autoren Glosten, Jagannathan und Runkle
benannt ist. Zur Herleitung dieses Resultats nimmt man eine Fallunterscheidung vor. Sei 0 <
v < 1, so ergibt sich

q p
02 =0+ a; ([Yaoil = 1Yui)* + Y Bi02_
i=1 j=1

q P q
=0+ ai(l—%)Yo i+ > Bioaj+ > ai{(1+%)7 = (1= %) iy, <oy Yo
i—1 j=1 i=1
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q p q
=0+ Z (1 —3)* Y2 + Z Bion_i + Z doyilyy, <ot Yo
i=1 j=1 i—1

Definiert man nun
af = o;(1— )2,
Vi = 4oy,
dann erhilt man das GJR Modell
q P q
o =0+ Z Y+ Z ﬂjai—j + Z Wiy, <oy Vi
i=1 =1 i=1
Falls —1 < v; < 0, so ergibt sich
q p q
(7721 =0+ Z a;(1+ %’)QY,E_i + Z BjO‘Z_j - Z 4041'%'11{}’n,i>0}YnQ—i-
i=1 j=1 i=1
Definiert man nun
- 2
a; = ai(l +7®) s
72* = _4ai’7ia
dann erhilt man das GJR Modell

q p q
on =04+ QY+ Bion i+ Y Vil 0 Yei
i=1 j=1 i=1

4.2 Zeitstetige Modelle

Das zeitdiskrete APARCH-Modell kann nach der Methode aus [19] in ein zeitstetiges Modell
iiberfiithrt werden. Dies wurde in [21, 22] gezeigt und einige Eigenschaften des Modells behan-
delt. In diesem Kapitel soll nun das zeitstetige APARCH(1,1)-Modell vorgestellt werden und
Momente, Stationaritdts- und Mischungeigenschaften des Modells betrachtet werden. Die Be-
weise zu den folgenden Sétzen sind denen aus [19] und [22] nachempfunden.

4.2.1 Definition des zeitstetigen APARCH

Setzt man im zeitdiskreten APARCH(p,q)-Prozess (siehe (4.1) und (4.2)) die Parameter p =
g = 1, so erhiilt man den zeitdiskreten APARCH(1,1)-Prozess

Y, = €,0n, 02 =0+ a(|Y,-1| — yYn,l)‘S + Bag_l, (4.4)

wobei h(z) = (|z| —72)°, 0 > 0,6 >0, @ >0, 8> 0 und |7| < 1 gelten. Nun sollen, wie im
GARCH-Fall die Innovationen des zeitdiskreten APARCH durch Inkremente eines Lévyprozesses
ersetzt werden. Dazu wird zunéchst der Volatilitdtsprozess des zeitdiskreten APARCH so um-
geformt, dass er nur von Innovationen abhéngt. Man erhélt aus (4.4)

o =0+ a([Yao1| = Ya1)’ + Boj_y



KAPITEL 4. ASYMMETRISCHE MODELLE 22

=0+ a(len10n-1] — fyz-:n,lanfl)5 + 502_1
=0+ a(lep-1| - VEn—l)(s od_1 +Bod_,
=0+ (ah(en1) + B) op 1. (4.5)

Durch Iteration von (4.5) erhélt man

0 =0+ (B+ahle,_1)) oS, (4.6)
=0+ (B + ah(en-1)) (6 (8 + ah(en- 2))0272)
=0+0(8+ ah(en_1)) + (B+ ah(en-1)) (B + ah(en_2)) o’ _,

n—1 n—1
_HZ H (B + ah(ey)) —i—aOH (B + ah(e))) (4.7)
=0 j=i+1
n n—1 n—1
= 0/ exp Z log (8 + ah(e;)) | ds + 0 exp Z log (8 + ah(e;)) (4.8)
0 j=Ls]+1 =0
a
=40 exp logB+1log |1+ Bh(sj) ds
sJJrl

n—1
+ogexp [ <logﬁ + log (1 + gh(&?a‘)»
§=0
= /" exp | (n— |s])log B+ Z <log ( h(ej)>> ds
0 =[s]+1 b

+ ol exp § <logﬁ + log (1 + gh(ej)» (4.9)

=0

Wie im klassischen COGARCH-Fall werden auch hier die Innovationen ¢; durch die Inkre-
mente eines Lévyprozesses ersetzt, um eine zeitstetige Version des zeitdiskreten GARCH-Modells

zu erhalten. Sei daher L ein Lévyprozess mit Lévymafl vy, # 0. Man definiert einen cadlag Prozess
hinsichtlich (4.9) als

X, =—tlogh— Y log (1 + (g) h(AL8)>, t>0, (4.10)

0<s<t

wobei § >0, >0,0< <1, |y <1,§>0und h(z) = (|z| — y2)° gilt. Analog zu (4.9) wird
auch hier eine linksstetige Version des Volatilitéitsprozesses definiert,

t
0d = (6/ eXads + Ug) e Xt >0, (4.11)
0

wobei 08 eine positive endliche Zufallsvariable ist, die unabhéngig von (Lt)¢>o ist. Man defi-

niert den integrierten zeitstetigen APARCH(1,1)-Prozess (G¢):>0 als einen cadlag Prozess, der
Folgendes erfiillt
th = O'tst, t Z 0, GO =0. (412)



KAPITEL 4. ASYMMETRISCHE MODELLE 23

Der Prozess G springt zu den gleichen Zeiten wie L mit Sprunghéhe AG; = AL, t > 0. In die-
sem zeitstetigen Fall nehmen die Spriinge AL; die Funktion der Innovationen ¢,, im zeitdiskreten
APARCH Modell ein. Im Folgenden wird gezeigt, dass (G¢)¢>0 und (Jf ) im zeitstetigen Fall

>0
APARCH-ahnliches Verhalten aufweisen. B

Man beginnt zunéchst mit der Betrachtung des Prozesses (X¢);>0 aus (4.10), dieser besitzt
nach [19, Proposition 3.1] und [22] eine spezielle Form.

Proposition 4.4. Man nimmt E [\le < 00 an. Dann ist der Prozess (X¢)i>0 ein spektral-
negativer Lévyprozess von beschrinkter Variation mit Drift vxo = —logB = n > 0, Gauss-
Komponente 7')2( =0 und dem Lévymafl vx, das durch

Vx([o, OO)) =0

und

Q™

vx ((—o0,—2z]) = vy, ({y eR: h(y) > —(e* — 1)}) , x>0,

gegeben ist.
Beweis. Der Prozess (X¢):>0 ist aufgrund seiner Definition in (4.10) ein Lévyprozess und besitzt
keine positiven Spriinge, da
AX,y=X,— X, = ) log <1 + ah(ALS)) — ) log (1 + ah(ALs)> <0
0<s<t 6 0<s<t ﬁ

gilt. Somit ist (X¢)z>0 nach Definition 2.23 ein spektral-negativer Lévyprozess und somit gilt
vx([0,00)) = 0. Das Lévymaf von (X;);>0 ist gegeben durch

vx ((—oo, —:U]) =F Z ]l{_log(H%h(ALs))S—x}

0<s<1

=E ) Langse- 12}

0<s<1 “

o ({w ) = 2@ =) 2o

Das bedeutet, dass das Mafl vx unter der Transformation

™

T:R— (—00,0]; z+ —log <1 + gh(x)) (4.13)

das Bildmafl von vy, ist. Somit gilt

d = l Eﬁh, > d ’
/[—1,1} v () /{y:h(y)<§(e—1)} o (1 * s () Jveldy) < oo

wenn [, h(y)vr(dy) < oo, was dquivalent zu E [|L1|°] < oo ist. Dadurch ist (X¢)¢>0 mit [32, Satz
21.9 und Satz 19.3] ein Lévyprozess von beschrinkter Variation mit charakteristischer Funktion

E [¢"¥] = exp (—z’tu log 8 —I—t/ (e — 1)1/X(dx)> , u€ER,
(_

0070)

mit yx,0 = —log 8 und 7')2( =0. O
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Fiir den zeitstetigen APARCH-Prozess kann eine stochastische Differentialgleichung angege-
ben werden.

Satz 4.5. Der Prozess (a,‘fS erfillt die stochastische Differentialgleichung

)tZO
alaf+ = 0dt + afext‘d (eiXt) , t>0, (4.14)

und besitzt die Reprdsentation

t
0d =) + 0t + log,B/O olds + 2 Z o’h(ALs), t>0. (4.15)
0<s<t

Beweis. Setze K; := tlog 8, St := [[j. o< (1 + %h(ALQ) und f(k,s) := eFs. Dann wendet

man Itd’s Formel [29, Satz 33| an, um aus (4.10) zu erhalten

o= Xe _ Hos At Toc,c log (1+5h(AL))

ZZQK}E%

= f(Kt7 St)
¢ t

= f (Ko, So) +/ el S, dK, +/ o= ds,
0+ 0+

+ Z {e*XS — e X — -8 AK, — eKS—ASS}
0<s<t
=1+ logﬁ/ Xeds —l— = Z e Xs=h(AL,), t>0. (4.16)

O<s§t

Partielle Integration fiihrt zu

t
e_Xt/ eXsds
0
t s t s .
—/ e_XSd</ exydy> —I—/ </ eXydy>d(e_X5)+ [e‘X',/ eXSds]
o+ 0 o+ \Jo 0 ¢
t t s
—/ e_XSeXSds+/ (/ eXydy>d(e_XS)
o+ o+ \Jo
t s
:t—l-/ (/ eXydy>d(e_X5),
o+ \Jo
da fiir die quadratische Kovarianz gilt
[e‘X',/. eXS‘ds} = [logﬂ/' e_XSds,/.eXSds]
0 t 0 0 t
t
— [ dlstogs.s) -
0

d <e—Xt /0 t eXsds> =dt + < /0 t eXsds> d(e ™). (4.17)

und deshalb gilt
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Kombiniert man (4.11) und (4.17) so erhilt man die stochastische Differentialgleichung (4.14)
t
do?, = 0d <eXt / eXsds> +odd (e7**) (4.18)
0

t
= 0dt + (0/ eXds + ag> d (e=)
0
= 0dt 4+ oleXt-d (e_Xt) .

Nun verwendet man (4.16) und (4.18) um zu erhalten, dass

t
0d = o) + 0t + / oleXs-d (e_XS)

0+

t
=0+ 0t + /0+ oleXs=d <log5

S

e_X”du>

0+

t
!
+/ oleXo=d | = e Xu=h(AL,)
ot IBO;USS

t
:ag—i—ﬁt—i—logﬁ/o Ugds—&—g Z o’h(ALy),

0<s<t

was den Beweis vervollstéindigt. O

Im Hinblick auf Stationaritétskriterien, kann man nach [19, Satz 4.6] auch hier ein Stabi-
litdtskriterium fiir den Volatilitdtsprozess (02S ) > des zeitstetigen APARCH formulieren und die

Crenzvariable o2, definieren.

Satz 4.6. Se:
/ log (1 + gh(y)) vr(dy) < —logf3. (4.19)
R

o

%, eine endliche Zufallsvariable ist, fir die gilt

Dann folgt o? o, ol fiir t — oo, wobei o

o0 Ly / et dy. (4.20)
0

Falls (4.19) nicht gilt, dann folgt o? KNS fiir t — oo.

Beweis. Nach [11] konvergiert [ e **ds fast sicher gegen eine endliche Zufallsvariable, falls

X; — oo f.s., anderenfalls gilt o) i 00, falls t — oo. Durch das Dualitdtslemma fiir Lévyprozesse
aus [2, Lemma I1.1.2] gilt

t t t t
_ _ _ D _
e Xt/ eXsds:/ eXs Xtds:/ eX(t—s) Xtds:/ e Xsds, t>0.
0 0 0 0

Deshalb reicht es zu zeigen, dass (4.19) dquivalent ist zu X; — oo fast sicher, falls ¢ — oco. Da
nach Proposition 4.4 vx ([0, 00)) = 0 gilt, existiert E [X;] immer, wobei méglicherweise der Wert
—oo angenommen wird. Durch das starke Gesetz der Grofien Zahlen (siehe [32], Satz 36.5 und
Satz 36.6) konvergiert X/t fast sicher gegen E [X;], wenn ¢ — oo gilt. Weiter kann man mit
[32, Satz 36.7] zeigen, falls F'[X;] < 0 gilt, dann konvergiert X; — —oo fast sicher oder (X¢)¢>0
oszilliert. Somit muss man zeigen, dass E [X1] > 0 genau dann wenn (4.19) erfiillt ist. Mithilfe
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der charakteristischen Funktion ¢x,(u) = exp (—iu log B + f(ioo 0) (e —1) VX(daz)) von X3
ldsst sich E'[X;] berechnen. Man erhilt die Ableitung der charakteristischen Funktion

¢’y (u) = exp (—iu log B8 + /(_ ) (ei”x - 1)1/X(d:v)) (—ilogﬁ + /(_ ) ixei”xux(dx))

und somit gilt

E[X4] = SDL(O) = —log B+ /(_ ) zvx(dx) = —log 5 — /Rlog <1 + ah(y)) vr(dy).

B

Daraus ergibt sich, dass (4.19) erfiillt ist, genau dann wenn E [X;] > 0 gilt. O
Als néchstes kann man wie in [19, Satz 3.2] und [22] das folgende Resultat angeben.

Satz 4.7. Die beiden Prozesse (Uf)

o D 0% und o unabhingig von (Lt)>o ist, dann ist o) strikt stationdr und (Gy)i>o ist ein

Prozess mit stationdren Inkrementen.

und (of,Gy)

sind zeithomogene Markovprozesse. Falls

£>0 >0

Beweis. Sei (F1),5, die durch (af)t>0 generierte Filtration. Fiir 0 < y < t gilt

t
0d = (6/ eXeds + O'é) e Xt-
0

=00 Ay + By, (4.21)

wobei .
Ayt = e~ (Xt—=Xy-) ynd By = 0/ e(Xs=Xy-) g5 o= (Xe-—Xy-)
y
unabhéngig von F, sind. Dies bedeutet, dass o?, bedingt auf Fy, nur von 02 abhéngt. Dadurch
folgt, dass (Uf)t>0
Sei D [0, 00) der Raum der cadlag Funktionen auf [0, co) und man definiere Gyt D[0,00) —
R2, z +— (e_(xt*_‘”y*), 0 fy e_(xt*_xs)ds). Da (X¢)¢>0 ein Lévyprozess ist, gilt (Xs)s>0 L (Xgyn—
Xh)SZO fiir jedes h > 0. Desweiteren gﬂt (Ay,ta By,t) = gy,t((Xs)SZO) und (Ay+h,t+h> By+h,t+h> =
Gyt ((Xsyn — Xp)s>0). Dies zeigt, dass die gemeinsame Verteilung von (A, ¢, By ) nur von t —y
abhéngt. Durch die Unabhéngigkeit von 05 und (Ay, By,) sind die Ubergangsfunktionen somit
zeithomogen.

ein Markovprozess ist.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass af 2 ago fiir alle ¢ > 0 gilt, unter der Voraussetzung, dass

08 D O'go gilt. Um die Verteilung von

t
af+ = 0/ X" Xtds 4 o710
0

zu berechnen, ist ag =0 fo e~ Xe+0=Xt) 4 eine geeignete Darstellung, da 08 unabhéngig von

(Ls)o<s<t ist und die gleiche Verteilung wie 09 besitzt. Dann ergibt sich mit dem Dualititslemma
fiir Lévyprozesse aus [2, Lemma II.1.2]

t 00
o, =0 / eX—-=Xt) g 4 eXit-0-—X1)g / e (Xt =X1) g
0 0
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e

t )
0/ e Xsds + eXtH/ e~ (Xsti=Xe) gg
0 0

t [e’e]
0/ e Xsds + 0/ e Xsds
0 t

)

oo

Il

g

Da o) fast sicher an keinem festen Punkt eine Unstetigkeit besitzt, gilt of = o) fast sicher

und somit folgt af D ago fir alle ¢ > 0. Fiir den Prozess G; = fot osdLg, t > 0, gilt fiir jedes

0<y<t,
t

Gt:Gy+ osdLgs, t>0.
y+

In diesem Fall héngt (o*s)y <s<¢ von der Vergangenheit bis zum Zeitpunkt y nur durch oy ab und
der Integrator ist unabhéngig von der Vergangenheit. Durch diese Darstellung folgt, dass (o, G)
ein Markovprozess ist. O

4.2.2 Momente des Volatilitatsprozesses

In diesem Abschnitt sollen die Momente und die Autokorrelationsfunktion des Volatilitdtspro-
zesses (of) >0 Dach dem Vorbild von [19] formuliert werden. Aus der Gleichung (4.11) geht

hervor, dass Momente von (U?) 1> it gewissen exponentiellen Momenten von (X¢):>o zusam-
menhéngen. Diese Beziehung wird durch das folgende Lemma und die Proposition danach ge-
nauer beschrieben.

Lemma 4.8. Im Folgenden gelte stets ¢ > 0.

(a) Sei o > 0. Fir die Laplace-Transformierte von Xy an der Stelle ¢ gilt E [e‘cxt] < oo fiir
ein t > 0, oder dquivalent fiir alle t > 0, genau dann, wenn E [|L1\5C] < 00.

(b) Wenn E [e=**1] < oo gilt, definiere ¥(c) als ¥(c) = ¥x(c) = log E [e"**1]. Dann folgt
W (c)| < oo, E [em¥t] = e und

U(c) = clog B + / ((1 + gh(y))c - 1) vr(dy), (4.22)

R

wobei ¥(c) der Laplace-Exponent der Laplace- Transformation E [e_CXt] = et des Hilfs-
prozesses X aus (4.10) ist.

(c) Falls E [|L1\5] < oo und V(1) <0, dann gilt

/Rlog (1 + gh@)) vr(dy) < —log B, (4.23)

§

S wenn t — oo fiir eine endliche Zufallsvariable o2, die o7, 2 9]000 e~ Xtdt

und o? s
erfillt.

(d) Falls ¥(c) <0 fiir ein ¢ > 0, dann gilt ¥(d) <0 fir alle 0 < d < c.
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Beweis. (a) Nach [32, Satz 25.17] ist die Laplace-Transformierte E [e~“Xt] endlich fiir ein
beliebiges und somit fiir alle ¢ > 0 genau dann wenn |, {2|>1} e “vx(dr) endlich ist. Fir
dieses Integral erhélt man mit der Transformation (4.13)

/ e “vx(dr) = / e “vx(dz)
{lz[>1} (—00,—1)

_/{ B> £ (e-1)} A
y:h(y e—

«

) /{y:h(y)>’3(e1)} <1 * gh(y)>CVL(dy)

Somit folgt mit [32, Satz 25.3], dass E [L¢] < oo gilt.

(b) Mit [32, Satz 25.17] folgt, dass f{‘x|>1} e~ “vx(dz) endlich ist, wenn die Laplace-Trans-
formierte F [efCXl] < oo erfiillt. Somit gilt

E [em“*t] = exp (ct log 8 + t/ (e7 — l)l/X(dx)> = et
(7

0070)

und daraus ergibt sich fiir den Exponenten

U(c) =clogf +/ (e™ = 1)vx(dz)

(_0070)

= clog f + /R <ec< log (1+3h(1))) _ 1> vr(dy)

:clogﬁ—l—/R<<1+gh(y)>c—1>yL(dy).

(c) Mit (4.22) kann man

((1+ 5n00) = 1)vatan) =105+ [ Sntmmatan)

berechnen. Daraus sieht man, dass die Bedingung ¥(1) < 0 dquivalent zu 3 Jz h(y)ve(dy) <
—log 8 ist. Mit der Abschiitzung log(1 + |z|) < |z| erhélt man

U(l) = logﬁ+/

R

[ 108 (14 5000 Jowtan) < [ Sntuatan) < 1o

(d) Sei ¥(c) < 0. Aus Teil (a) und (b) erhélt man, dass ¥U(d) fiir 0 < d < ¢ definiert ist. Mit
(4.22) folgt dann, dass ¥(d) < 0 gilt, genau dann wenn

;/R ((1 + (;h(y))d - 1) vi(dy) < —log

gilt. Die Funktion f: (0,00) — R; d +— (1/d)((1 + (o/B)h(y))? — 1) ist monoton wachsend
fiir jedes feste y und somit folgt die Behauptung.
O
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Wie in [19, Proposition 4.1] kann man auch fiir den zeitstetigen APARCH die ersten beiden
Momente und die Autokovarianzfunktion des Volatilitétsprozesses ((7,‘5$ ) in Abhéngigkeit von

>0
U angeben.

Proposition 4.9. Seia > 0,t >0, h > 0. Dann gilt

(i) E [0?] < oo genau dann, wenn E [|L1]°] < oo und E [0] < co. In diesem Fall gilt

E [af] = _;(1) + (E [ag} + \1;‘(91)> v, (4.24)

wobei fiir ¥(1) = 0 die rechte Seite als ihr Grenzwert fiir ¥(1) — 0 interpretiert werden
muss, d.h. E [0‘?] =0t+E [ag].

(ii) E[0#] < oo genau dann, wenn E [|L1]|*] < oo und E [03°] < co. Falls dies erfillt ist,

gilt
B[o¥’] = \1/(12)9\12/(2) + \p(g)QfQ\pu) (ii(;)) - ﬁ?;)
+20E [ag} (M) tE [035] ), (4.25)
Cov (af ,a? +h) — Var <af) D), (4.26)

Beweis. (i) Zunichst soll E [07] berechnet werden. Benutzt man den Satz von Fubini und die

Tatsache, dass ag unabhéngig von allen anderen Grofien ist, erhdlt man mit der Gleichung

(4.11) und Lemma 4.8, dass
t t
E [af} =0FE [/ eXs_Xtds] +FE [03} E [e_X’f*] = 9/ E [e_Xﬂds +FE [ag} E [e_Xt]
0 0
endlich ist genau dann wenn E [|L;|°] < co und E [0§] < co. Dann folgt (4.24) aus

E [af} = G/Ot eVWds + B {03} et

(ii) Es wird angenommen, dass E [|L1|*] < oo und E [03°] < co. Dann wird E [07°] wie folgt

berechnet:
t 2
</ eXSXtds)
0

= 0?E[I,] + 20E [ag} E[L]+E [036] otY(2)

E [035] — 0’E

+ 20 [of] B [ / t eXSZXtdS} + B o] B[]
0

Benutzt man die Stationaritit der Inkremente von (X¢)¢>0, so erhélt man

t 2 I t
</ eXs_Xtds> = (/ e_XSd5>
0 0
t ot t s
:/ / e_XSe_X“dudSZQ/ / e~ (Xe=Xu) o =2Xu o 5.
0 JO 0o JO

2
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Durch die Unabhéngigkeit der Inkremente von (X¢)¢>o und Lemma 4.8(b) folgt schliefilich

s
- // X=X (B[] duds
_ // (s—) (1) u¥(2) gy, 1

9 w2 (1)
= \p(1)xp(2) EETOEET0 (W(2) - \I'(1)> '

E[L]=E

Wiederum durch die Unabhéngigkeit der Inkremente von (X;);>o und Lemma 4.8(b) erhélt
man fiir das zweite Integral

E[L]=F [/Ot eXs—”ftds] = [ X*ds}

" —ow@) s e
- —s ds =
/06 °T w) TR

Fiigt man nun die Terme zusammen, so ergibt sich
E [a?é} = 0’FE 1] + 20E [ag} E|L]+E [036} ()

262 262 et\If(Q) et\If(l)
S IR v v (qf(z) - \1/(1)>

U(2) _ (1)

+20E [ag} (‘M) +E [ggé] (V)

was (4.25) entspricht. AuBlerdem erkennt man mithilfe von Lemma 4.8, dass E [0?5] < 00
genau dann, wenn E [|L1|25] < oound E [085] < 00.

Im Folgenden sei (Ft),5, die durch (0?) 1>0 generierte Filtration. Dann folgt durch (4.21)
und (4.24), dass -

E [Uf+h’ft} =K {UfAt,tHz + Bt,t+h“’rt}

t+h
= O'?E [e_(XHh_Xt)] +FE {9/ e(Xs=Xt-) gge= (Xern=Xi)
t

t+h
= afE [e_Xh] + FE [9/ e_(XS_Xt)ds]
t

(ot [rd]) 0 1 [o]. o



KAPITEL 4. ASYMMETRISCHE MODELLE 31

Dann gilt fir A > 0

Nun kann man die Kovarianz

Cov (af,af+h> =F [(Uf -FE [U?]

E|o}]) ™V + E[of] B [of] - B [of] E[ol,4]

}
} E [ggD (1
(e[t B[] - (2 [o])") e

berechnen.
O

Die folgende Proposition nach [19, Proposition 4.2] gilt fiir die stationére Version des Vola~
tilitdtsprozesses.

Proposition 4.10. Sei a > 0. Fiir das k-te Moment von o gilt E [agf] < 0o genau dann,
wenn E [|L1|%%] < 0o und ¥(k) <0, k € N. In diesem Fall gilt

k
B [02k] = hio* E —m;(z) (4.29)
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Beweis. Verwendet man den Satz von Fubini, die Unabhéngigkeits- und die Stationarititseigen-
schaft der Inkremente von (X¢)¢>0, so erhélt man mit (4.20) fir k € N

E o] ) k
(o)

:0"“E[ / e_th'--e_thdtk"-dtl}
0

o rh1 tp—1
E / / e / e_th PN e_th dtk . dt1:|
0 0 0

t
k—1 th th) (Xt2 Xt3) (k‘fl)(thilfAth)e—k‘th dtk; . dt1:|

E e Xm)} B |t X)] B et dty -y

/tk ' et =t2)¥ (D) o(b2=t3)V(2) . o(te—1—te)V(h=D) o te¥(K) gy, ... gt
0

o] t1 te_1
_ Lk / / VW) 2 (TD-V(D) | (T -TE-1) gy . g
0 0
LB
—KOFTT ——
k6" T =0k

vorausgesetzt, dass U(1),..., ¥ (k) definiert und negativ sind. Die letzte Gleichheit erhélt man
durch Induktion. Fiir £ = 1 ist die Behauptung

o0 1
Mgty =
/0 ()

erfiillt. Nun nimmt man an, dass fiir &

k

/oo /t1 o /tkl etl\lj(l)etz(\p(2)—\ll(l)) L etk(‘l’(k) W (k—-1)) dtk H
0 0 0

=1

gilt. Dann folgt fiir den Induktionsschritt

[e%e) t tr_ t
/ / L / e / B (1) 2 (VR=T(D) L (VR -V ED) lea (VEDI R g ar .y

k-1 1 123
/ / [w E(U@=W(D) | st (V1) — W (k) diy - dt,

U(k+1)— \If(k:)]o

te—1
- .. (1) k(U (k+1)—P(k—1)) ..
Tk 1> ~U(k) </0 /0 ¢ ¢ - G

o] th—
_/ /’“ 1€t1ﬂz<1>...€tk<w>ﬂz(kl))dtk...dt1>

1 Mg LI
:\I/(k+1)—\li(k)< U(k+1) 11 —o( H_xp(z)>

=1 =1

.:1
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:—@wywwk+nii 1

U(k+1)— U(k)
k+1

1
:g_w).

Falls j € {1,---,k} der erste Index ist fiir den ¥(j) > 0 oder E [¢™¥1] = oo gilt, dann

ok
)

erhilt man aus der obigen Berechnung, dass F [aiﬁ] = oo gilt. Da aus F [0 ] < oo folgt, dass

ok
00

ist, wenn W(k) definiert ist, d.h. E [|L1|°%] < oo, und negativ ist. O

E [aiﬁ] < oo fiir j < k gilt, erhélt man aus Lemma 4.8, dass [O’ ] < 00 genau dann erfiillt

Daraus ergibt sich der Erwartungswert und das zweite Moment fiir ago. AuBerdem kann nun
die Autokovarianzfunktion des stationéiren Prozesses (af ) wie in [19, Korollar 4.1] angegeben

>0
werden.
Korollar 4.11. Falls (Uf)t>0 der stationdre Prozess mit o 2 0% ist, dann gilt
0
E[5]:———, 4.
20*
E|c®| = 4.31
{%J U(1)U(2)’ (4:31)
2 1
s 6\ _ 2 R (1)
=0 — > 4.32
Cov (Jt ’ Ot+h) <\I/(1)\If(2) @2(1)> € ’ tv h = 07 ( 3 )

vorausgesetzt, dass E [|L1|°%] < oo und ¥(k) < 0, mit k = 1 fiir (4.30) und k = 2 fiir (4.31),
(4.32).

Beweis. (4.30) und (4.31) folgen direkt aus der Berechnung von (4.29) fir o > 0. (4.32) folgt
durch das Einsetzen von (4.30) und (4.31) in (4.26). O

Das Ziel ist, die Funktion ¥ in Abhéngigkeit des treibenden Lévyprozesses (L:):>o darzu-
stellen. Fiir die Existenz von Momenten von ¢, erhilt man nach [19, Theorem 4.1] folgende
Bedingungen.

Satz 4.12. Seik € N, 0 < 8 <1, a > 0. Dann ezistiert die Grenzvariable ago und hat endliches
k-tes Moment, d.h. E [agg] < 00, genau dann, wenn

A

Beweis. Mit Lemma 4.8 erhélt man, dass E [|L1|°] < co und ¥(k) < 0 die Bedingungen
E[|L1|°] < oo und ¥(1) < 0 implizieren. Dadurch ist (4.23) in Lemma 4.8 (c) erfiillt und
die Grenzvariable Jgo existiert. Laut Proposition 4.10 gilt E [agf] < oo genau dann, wenn die
beiden Bedingungen E [|L1|°*] < oo und ¥(k) < 0 erfiillt sind. Mit Lemma 4.8 (a) folgt aus

E [|L1\5k] < 00, dass U(k) definiert ist und somit erhélt man mit (4.22) und der Bedingung

U(k)<0
k
U (k) = klog 8 —i—/R (<1 + gh(y)> - 1) v (dy) < 0.

Dies ist jedoch nichts anderes als (4.33). O
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Man stellt fest, dass das zeitstetige APARCH-Modell, wie bereits das zeitdiskrete Modell,
heavy-tailed ist. Dies folgt daraus, dass der Volatilitéitsprozess niemals alle Momente besitzt.

Proposition 4.13. Sei k€ N, 0< <1, a > 0. Dann gilt

(i) Fiir jeden Lévyprozess (Ly)i>o mit Lévymap ungleich Null, so dass [ log(14+h(y))v(dy) <
oo, existieren Parameter 3, o € (0,1), fir die ago existiert, aber E [Ugo} = 0.

(ii) Fiir jeden Lévyprozess (Li)i>o mit E [|L1|°*] < oo und jedes 8 € (0,1) existiert ein ag > 0,

5k] < oo fir jedes Parameterpaar (B, ),

so dass die Grenzvariable oo existiert mit E (o2

s0 dass 0 < o < ag gilt.

(111) Sei k € N, 0 < 8 < 1, @ > 0. Dann gibt es keinen Lévyprozess (L¢)i>0 mit Lévymaf

ungleich Null, fiir den alle Momente von Ugo existieren. Insbesondere existiert die Laplace-

Transformierte von ago nicht fir negative Argumente.

Beweis. (i) Man definiert die beiden Parameter Sy := exp (— [ log(1 + h(y))vi(dy)) und
B1 = exp (— [z M(y)vr(dy)). Dann gilt 0 < 1 < By < 1 und fiir jedes o = 3 € (B1, o)
gilt

[ 10w (14 S0 ) vuta) = [ tor 1+ 1(09) waty) = =10 o < ~10g 5,

wodurch (4.23) erfiillt ist, d.h. 0, existiert. Jedoch ist (4.33) nicht erfiillt, da

/R <<1 + gh(y)> - 1> vi(dy) = /Rh(y)yL(dy) — _log B > —log 8.

Somit gilt £ [ago] = 00.

(ii) Sei B € (0,1) fest. Da E [|L1°f] < oo gilt, ist (1) Jg ((1—|— Sh( ))k - 1) vr(dy) < oo

fiir jedes o > 0 und die linke Seite von (4.33) konvergiert gegen 0, falls @ — 0. Damit die
Bedingung (4.33) erfiillt ist und somit die Grenzvariable oJ  existiert mit E [02%], muss
man ag nur klein genug wihlen.

(iii) Sei ¢ > 0, so dass ¢ := v ({y: ly| > ¢}) > 0 gilt. Dann folgt fiir k € N

LG (50" =)= (14 (3)00) 1),

Wenn alle Momente von o2,

(+ (G)ma) 2 <x(5)

gelten. Dies ist jedoch ein Widerspruch und so hat man gezeigt, dass es keinen Lévyprozess

(L¢)s>0 mit LévymaB ungleich Null gibt, fiir den alle Momente von ¢, existieren.

existieren wiirden, wiirde fiir alle k € N

O]
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4.2.3 Momente des zeitstetigen APARCH

In diesem Abschnitt sollen die Momente fiir den zeitstetigen APARCH angegeben werden. Jedoch
ist nicht bekannt, wie die Momente fiir beliebiges 6 > 0 berechnet werden kénnen. Um die
quadratische Variation bei der stochastischen Integration anwenden zu kénnen, beschréinkt man
sich in diesem Abschnitt auf Modelle mit § = 2. Fiir diesen Fall sollen nun die Momente berechnet
werden.

Man hat den integrierten APARCH Prozess definiert, so dass er dG; = oydL; fiir t > 0
erfiillt. Das bedeutet, dass die beiden Prozesse G und L zu denselben Zeitpunkten springen und
G die Sprunghdhe AG; = o+ ALy besitzt. Aus der Definition des integrierten APARCH-Prozesses
folgt, dass fiir jeden festen Zeitpunkt ¢ alle Momente von AGy Null sind. Es ist jedoch sinnvoll
Momente fiir die Zuwéachse von G auf beliebigen Zeitintervallen zu betrachten. Die Zuwéchse

r)

von G bezeichnet man mit GE und definiert

t+r
G\ = Gy — Gy = / osds, t>0.
t+

Dann kann man fiir die Momente folgende Aussage treffen.

Satz 4.14. Sei (L;)1>0 ein quadratisch reiner Sprungprozess, d.h. 73 = 0 in (2.6), mit E [L}] <
oo und E[Li] = 0. Fir den Laplace-Exponenten aus (4.22) gelte ¥(1) < 0. Desweiteren sei

(U?)tzo der Volatilititsprozess aus (4.15) mit o2, D o3. Dann gilt fiir jedest > 0 und h > r > 0,

Elc] o, (4.34)
E [(G( ) } _\i?;l)E (23], (4.35)
Cov (G{7,G11),) =o. (4.36)

Sei ferner E [L}] < oo und ¥(2) < 0. Dann gilt

00v<(G§”) (Ggrgh) ) - (%) [£2] Cov (G2, 02) "V, (4.37)

Cov (G, 07) = (i) Var (3) (1 — M _1og B (1_;(1;1)>> . (4.38)

Fiir den COGARCH(1,1)-Prozess und den GJR GARCH(1,1)-Prozess ist die rechte Seite von
(4.37) strikt positiv, falls o > 0, E [|L1[®] < oo, ¥(4) <0, f[_l I x|y (dz) < 0 und [ 2*vi(de) =
0.

Dabei ist

Beweis. Der Lévyprozess (Lt):>0 ist ein quadratisch integrierbares Martingal, da E[L1] = 0
und E [L}] = Var(L¢) = tVar (L) = tE [L3] < oo fiir t > 0 gelten. Da (L;);>o auferdem
ein quadratisch reiner Sprungprozess ist, ist sein quadratischer Variationsprozess nach Definiti-
on 2.27 gegeben durch

L], = Y (AL,)? t>0. (4.39)

0<s<t
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Nach Satz 4.7 ist der Volatilitdtsprozess (Uf) >0
Inkremente, d.h. die Zuwéchse (G,@) . sind strikt stationdr. Durch die strikte Stationaritit
t>

strikt stationdr und (Gy)i>o besitzt stationére

von (G,@) . und die Martingaleigenschaft von (L;);>o erhdlt man
> >

E[G(’")} [G(”] [Gr]:E[/O ade] E[Ly] / Eloy)ds =0,

was (4.34) zeigt. Mit partieller Integration und der It6-Isometrie erhilt man

E[G! =E [2 /O Gs_ades] +E[G))=E UO o2d [L]S] =E| ) ol(ALy)’

0<s<r

Nun kann die Kompensationsformel aus [2, S. 7] angewendet werden und mit der Gleichung
Jg#?vi(dz) = Var(Li) = E [L?] und der strikten Stationaritét der (o7),., ergibt sich mit
(4.30)

>0

E[G}=E| Y olAL)*| =E [/Or/lRangVL(dx)ds]

0<s<r
=F {/ J?ds/ .TQVL(CZ.%):|
0 R
= Var(L;)E [/ o?ds}
0

L] /0 "B [0?]ds

[L5] E o] v

= T(1)13 [L].

Dies zeigt, dass G, quadratisch integrierbar ist und durch die strikte Stationaritéit von (G,Er)) .
t
folgt die Aussage (4.35), da

E [(Ggﬂﬂ —E [(Gé’”’f] —E [(GT - Go)ﬂ = oller

gilt. Aus der It6-Isometrie fiir quadratisch integrierbare Martingale als Integrator (siehe [31,
Abschnitt IV.27]) folgt, dass

(") ) B
E [Gt GHh} =K [/0 Us]l(t,t—f—r] (3)1(t+h,t+h+r} (S)d [L]s] =0
fiir h > r gilt. Damit kann man (4.36) folgern, da

Cov (GE ),G§?h> = [G( )Gggh] L [Ggr)} E |:G§T+)h:|

gilt.
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Fiir den Beweis von Gleichung (4.37) nimmt man zusétzlich E [L{] < co und ¥(2) < 0
an. Mit FE, sei die bedingte Erwartung gegeben F, bezeichnet, wobei F, die durch (03)
generierte Filtration ist. Partielle Integration und die Kompensationsformel fithren zu

0<s<r

h+r

5 (@] = &2 6doit G -6

h+r h+r
= E, [2 Gs_ades] + B, [ / a?d[L]s}
h+ h

= 0+E | Y, olAL)

h<s<h+r

= E, [ /h " (02) ds /R xQVL(dx)]
= E[L7] / WET [02]ds
h

h+r
(4.27) B [Lﬂ / [(Uz _E [0_(2)]) =¥ 4 p [O—g_rﬂds (4.40)
h

r

~ (2-E[e]) E[L3] /Ore_s‘l’(l)dseh‘l’(l)+E[08]E[Lﬂ o (441)
Auflerdem berechnet man
(@) ()] - el @ —cor (6]
- rlas|(o)]]
]

) E[L7] / VW s ¥ 4 G2 [02] B [L] r
0

= F Gg(az—E[ag

= E[G20? - G2E [02]] E [L3] ") <€N(1)_1>
ror T _\Ij(l)
+ E[G} E [0§] E [LF] r. (4.42)

Somit lasst sich nun die Kovarianz

Cov (Gz, (G%’”))2> -k [Gz <Gﬁf))2] -l RG?Y]
—r¥(l) _
U2 B (6202 - G2E [03]] E 1] (63\11(1)1>

+E[GHE [0 E[LY]r - E[G]] E [(G’(I)Y}

—u(1) o

e <§;1)E 3 - B {(G?)QD

—rw()
(420) <6 1) E [L%] Cov (G2 02) eh\II(l)
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berechnen. Durch die Gleichung (4.35) und die strikte Stationaritét von (GET)) . erhélt man
24

nun (4.37).

Um zu zeigen, dass die rechte Seite der Gleichung (4.37) strikt positiv ist, wird zusétzlich
angenommen, dass E [L§] < oo, ¥(4) < 0, f[—Ll} |zvr(dz) < oo und [ #’vy(dz) = 0 gelten.
Nun will man zeigen, dass Cov (G7,07) = E [Gio?] — E [G}] E [07] > 0. Dazu berechnet man
zunéchst F [Gfof]. Da die beiden Prozesse G und L zu denselben Zeitpunkten springen und
AG = 0 ALy gilt, folgt mit partieller Integration und (4.39)

t t t
G? = [G]t+2/ GedGy= ) (AGS)2+2/ GedGy= Y o} (ALS)2+2/ Gs_ogdLs.
0 0 0

0<s<t 0<s<t

Durch Umstellen erhilt man aus dieser Gleichung Zo<s§t o2 (ALS)2 =G?-2 fg Gs_osdL,, was
man in Gleichung (4.15) einsetzt um

t t
%Gf =02 — 0t — logﬁ/ o2ds — o + 22/ G,_oydLs. (4.43)
0 0

zu erhalten. Nun multipliziert man (4.43) mit o7 und betrachtet davon den Erwartungswert
t
%E [O‘?G%] =F [afa?] — 0tE [af] —log BE [03/0 U?ds]
2 2 - 2 [
— E [o705] + QBE o; | Gs—osdLg
0
=D+ F +logBH + J+2%K. (4.44)

Zunichst betrachtet man den Term K der Gleichung (4.44), diesen kann man mit (4.21)
schreiben als

t t
o} / Gs—0sdLs = / Gs_0, (02Asy + Bsy)dLs. (4.45)
0 0+

Nun setzt man

t
Ast = eXs==Xt— yund B = 0/ eXuXe— gy
S

aus Gleichung (4.21) in Gleichung (4.45) ein und somit gilt

¢ t t
U?/ Gs_osdLs = / Gs_ 0o, <O’§€X$_Xt + 9/ eX“_Xtdu> dLg
0 0+ s

t t t
= e_Xt7 / GS—G§€X57dLs +/ Gs—Us (0/ €Xu_Xtdu> dLS (446)
0+ 0+ s

Setze I; := fot+ Gs_ageXS* dLs. Um zu zeigen, dass der erste Term auf der rechten Seite von
(4.46) Erwartung 0 hat, reicht es E [e”**;] zu betrachten, da X fast sicher an keinem festen
Punkt eine Unstetigkeit besitzt. Mit partieller Integration gilt

t t
e X, = / e Nomdl, + / Ii—d (e %) + Cy, (4.47)
0+ 0+
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wobei C; = [e*X i ] , die quadratische Kovariation bezeichnet. Fiir den ersten Term der rechten
Seite von Gleichung (4.47) folgt mit der Definition des Integrals I;

t t s t t
/ e_Xs*dIs :/ e_Xsd/ Gu_ageX“*dLu :/ e_XS*Gs_Ug’eXS*dLS :/ Gs_a;j’dLS.
0+ 0+ 04 0+ 0+

Somit erhilt man die Erwartung

t t t
E [/ e—Xsd[S] =F U Gs_a;”dLs] = E[Ll]/ E[Gs_0ol]ds = 0.
0+ 0+ 0+

Man kann zeigen, dass
V() g (e—Xt—tqf(l) _ 1) + e X (1) dt
— Y (d (e Xt) et qf(1)e—Xte—t‘P(1>dt) + e XW(1)dt
= d (e X)) — Ww(1)e Xtdt + e X (1) dt
=d (e_Xt)

gilt und damit folgt fiir den zweiten Term der rechten Seite von Gleichung (4.47)

/Ot I_d(e ™) = /0: I (es\y(l)d (e_XS_S\I’(l) - 1) + e_XS\If(l)ds)

+
t t
- / I,_e?¥Mg (e*Xs*SW) - 1) + (1) / I, e Xsds. (4.48)
0+ 0+

Sei Ry := e Xt=t¥(1) _ 1 Da (X¢)t>0 ein Lévyprozess ist und fiir die Laplace-Transformierte die
Gleichung £ [e‘cxt] = et gilt, lsst sich zeigen, dass R, fiir 0 < s < ¢ die Martingaleigenschaft

E [ethft\I/(l) _ 1’]:5} —E |:67Xt7t‘1/(1)|f8:| _E[|F)
- E [e—(Xt—Xs)—(t—s)\Ii(l)e—Xs—S\If(l)|]_—S} 1

= o Xs=sU(1) ,—(t=5)¥(1) [e—(xt—xs)} 1

— o XemsU(1) o~ (=)W (1) (t—5)W(1) _ {

— XU (1) (=) (D) [eXt=] — 1

_ eszfs\Il(l) -1
erfiillt. Desweiteren gilt mit Lemma 4.8(b)

B[R] = B || — 1] < B[l X O] 41
Y p [eX] +1= et (D) (1) | g

=2< o0

und somit hat man gezeigt, dass R; ein Martingal mit E[R;] = 0 ist. Betrachtet man nun den
Erwartungswert von (4.48), so gilt

t t t
E [/ I,_d (e_XS)] =F U Is_es‘l’(l)dRs} +¥(1)E [/ Is_e_XSds} .
0+ 0+ 0+
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In [19] wird aus der Tatsache, dass R; ein lokal quadratintegrierbares Martingal mit E[R;] = 0
ist, fiir den Erwartungswert von (4.48)

t t ¢
E[/ fsd(e‘XS)]=E[/ IseS‘I’“)dRs%\If(l)E [ / Jse—Xsds}
0+ 0+ 0+

=U(1) /O:E [Is_e*XS] ds

geschlussfolgert. Zuletzt betrachtet man noch die quadratische Kovariation C; aus Gleichung
(4.47). Da L; ein quadratisch reiner Sprungprozess ist, gilt nach [29, Satz I1.23], Gleichung
(4.16) und der Definition des Integrals I

ACt = (AB_Xt) (A_[t)
= ( —Xi _ _Xt*) (It - It7>
— B e Nt (AL)2Gi_oie (AL)
= %Gt_af'(ALt)E‘.
Sei My :=3 o<y (ALg)3, dann folgt mit [29, Satz I1.28]

Cr= > (Ae™) ZG _a3(ALy) /Gs_adM.

0<s<t 0<s<t

Mithilfe der Kompensationsformel und der Annahme [ 23vr(dz) = 0 kann man zeigen, dass

EM)=E| Y (AL)*| =E [/{:/Ra:?’u,;(dz)ds] =0. (4.49)

0<s<t

Aufgrund der Unabhéngigkeit der Inkremente von L und (4.49) lédsst sich zeigen, dass M, fiir
0 < r <t die Martingaleigenschaft

E[My|F] = E[My — My + M| F,] = E[My — M, + M,|F,) = E | Y (AL)?| + M, = M,

r<s<t

erfiillt. Weiter gilt

E(M=E|] Y (AL)|| <E| > (AL)?| < oo,

0<s<t 0<s<t

da aufgrund der Annahme f[_l 1 |z|v(dz) < oo der Lévyprozess (Lt):>0 nach [32, Satz 21.9]
von beschriankter Variation ist. Dadurch hat man gezeigt, dass My ein Martingal mit E[M;] = 0
ist. Da M, einen Lévyprozess darstellt erhédlt man

t

E[Cy] = %E [ Oi Gs_aﬁ’dMs} = %E[Mﬂ /0+E [Gs_a;”] ds = 0.

Zusammengefasst ergibt sich somit fiir die Erwartung der Gleichung (4.47)

EleX1] = \Il(l)/OtE [e=*1,]ds,



KAPITEL 4. ASYMMETRISCHE MODELLE 41

dies impliziert jedoch E [e’XtIt] =0.
Den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung (4.46) kann man schreiben als

t t
/ Gs_0s (0 / eXu—Xt—du> dLg
0+ s
t t t s
— 0 < / eXu—Xtdu> < / Gsodes) -0 / Gs_0s < / eXu—Xtdu) dLs.
0 0+ 0+ 0+

Wendet man nun partielle Integration an, so erhélt man

t t t S
0 ( / eXuXt—du> ( / Gs_ades> —0 / Gy_0s ( / eXuXt—du> dL,
0 0+ 0+ 0+

t s N
_y / ( / GuaudLu> e Xt—ds 1+ 0C,, (4.50)
0 0+

wobei C; die quadratische Kovariation von fg eXu=Xt—dy und fot . Gs-0sdLs bezeichnet. Nach
[29, Satz 11.23] und Gleichung (4.16) gilt

t
ACy = <A(e‘Xt/ eX“dU)> (Gi—0tALy)
0

t
= %C_Xt7 (ALt)2 (/ eX“du> Gi_o ALy
0

¢
— ge_Xt* </ eX“du) Gt,at(ALt)g’.
B 0
Mit [29, Satz I1.28] folgt

Ci= > <A(e—Xs /O SeX“du)> (Gs_0sALy)

0<s<t

_ — X, ° Xu AL.)3
3 Z e </0 e du) Gs_0s(ALy)

0<s<t

a t S
— / e X (/ eX“du> Gs_osdMs.
B Jot 0

Damit erhélt man fiir die Erwartung von C,

EB|C] - %E [/t e~ Xe- (/ eX"du> Gs_ades]
0+ 0
= %E[Ml] /0: E [eXs </OS eX“du) GS_JS] ds

= 0.

Somit besitzt die Gleichung (4.50) die Erwartung 0. Aus diesen Berechnungen ergibt sich, dass
fiir den Term K aus (4.44) K = 0 folgt.

Um Term H aus (4.44) zu berechnen, verwendet man (4.28) und die strikte Stationaritét
von (0?)t>0, d.h. B [atz] =F [0(2)] um

E [030?] = (E [agl] - F [U?] E [ag]) =% 4 B [03] E [af_s]
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= (E[oj] — E [08] E [08]) =YD + B [03] E [03]
= Var (02) %0 4 (E [62])? (4.51)

zu zeigen. Setzt man s = 0 in (4.51), so gilt E [of03] = Var (o) W 4+ (B [0(2)])2, wodurch

man zusammen mit (4.44) und der strikten Stationaritét von (o7) >0

/3 E[G}o}] = B |(08)°] - 0B [o8] — log 8 /Ot (Vax (o8) =90 1 (E [63])*)ds - E [oof]

t
=E [(%) ] —0tE [Uo] log SVar (UO) tU(1 )/O e—5Y(1) g

(E [02]) log 8 /O "1ds — Var (o2) 0 — (B [62])?

= 5 [(68)"] - (B[07])" ~ Var (o8) ¥ 015 o]
1o (1)

— log BVar ((T%) (1:\11(1)) —tlog 8 (E [U%})Q

= Var (Jg) (1 — etq’(l)> — 0t [03] — log fVar (03) (1:‘11(1)> —tlog B (E [03])2

folgert. Durch die Bedingung fR 23vp(dr) = 0 betrachtet man nur symmetrische Verteilungen
der Sprungverteilung des zugrundeliegenden Lévyprozesses und somit gilt [, [ylyvr(dy) = 0.
Fiir den zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Prozess mit h(y) = (Jy| — yy)? gilt mithilfe von (4.22)

w(1) = logs+ [ <(1 T gh@)) - 1) vi(dy)

=log B + % / (lyl — vy)*ve(dy)
=log B+ / (lyl> = 2vlyly + v*y*) vi(dy)

=logf+ - ( 1++%) y “vi(dy) —27/ lylyvr( dy))
=logf + = ( V) E [ HE (4.52)

Zusammen mit (4.52), (4.35) und (4.30) folgt

“B[cH £ [o?) -

32 @) } [o?]

_a bt 2

~ (¥(1) —log B)OtE [Ug]
M)A+

OtE [of] _ ftlogBE (03]

1++2  —¥(1)(1++?)

OtE (03] tlog B (E [08})2
1 +72 B 1+ 72 :
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Dadurch gilt

%COV(G?,O‘?) = %E (G}o?] - %E (G}] E [o7]
— et¥()
= Var (08) (1 - etq’(l)> —0lE [08] — log fVar (03) (L;i;)

0tE [02]  t1 E [02])?
—tlog B (E [03])° + 1+[:g] ngiv[;()])

— et¥(D)
= Var (ag) (1 — M) _logp <1_\116?P1)1>>

. <1+172 - 1) tE [03] (0 — log B [02])

_ et2(@)
= Var (08) (1 —et?) _ log 8 <1_\Ijet(‘11’>1>>

+ <1+172 —1>t_;(1) (9—logﬂ_£(l)> >0,

da ¥(l) <0< —logfB,0< B <1,0>0und 0 <~ <1 angenommen wird. Somit folgt, dass
(4.37) fiir den zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Prozess strikt positiv ist. Die Aussage ist auch fir
den COGARCH(1,1)-Prozess erfiillt, dazu setzt man v = 0. O]

4.2.4 Mischungseigenschaften

Dieses Kapitel wird mit einer Mischungseigenschaft fiir den zeitstetigen APARCH-Prozess be-
endet. Es wird gezeigt, dass der Volatilitdtsprozess (af ) >0 V-gleichmiBig ergodisch und somit
exponentiell S-mischend ist. Bevor diese Aussage formuliert und bewiesen werden kann, sind
noch einige Begriffe einzufiihren.

Unterschiedliche Mischungseigenschaften sind in [5] zusammengefasst. In diesem Abschnitt
wird der Begriff exponentiell S-mischend gebraucht. Dieser ist nach [5] wie folgt definiert.

Definition 4.15 (a-mischend, f-mischend). Sei (Z;)s>0 ein stationdrer Prozess. Man de-
finiert Q[%u = 0 (Zs: s €[0,u]) und Q[ZHOO) = 0(Zs: s >u—+t). Dann heifit (Zs)s>o a-
mischend, f]alls

a(t) == sup {|[P(ANB)— P(A)P(B)|} =0, wenn t—

NSO Gy

und (Zs)s>o heifst B-mischend, falls

I J
1
B(t) := sup Y ) |IP(Ain Bj) — P(A)P(B;)| p =0, wenn t— oc.
Ai€G( ) AinA;=0 23 j=1
BiEQﬁth’oo),BiﬂBj:@

I = -
Ui:l Az*Uj:l ijﬂ

Man nennt (Zs)s>o exponentiell B-mischend, falls 3(t) < Ke= fiir Konstanten K >0, a > 0
und fir alle t > 0.
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Nach [5, Seite 112] gilt die Ungleichung 2a(t) < 5(t) und somit folgt a-mischend aus /-
mischend.

Im Folgenden bezeichnet (®¢)¢>( einen zeitstetigen Markovprozess mit Zustandsraum X und
Ubergangswahrscheinlichkeiten P!(z, A) = P(®; € A|®y = z), 2 € X, A € B(X), wobei B(X)
die Borel o-Algebra von X bezeichnet. Auflerdem bezeichnet E,[®;] den bedingten Erwartungs-
wert von @y, gegeben &y = x. Nun werden einige Eigenschaften zeitstetiger Markovprozesse, die
fiir den spéteren Beweis benotigt werden, definiert. Die nachfolgenden Definitionen sind aus [9]
entnommen.

Definition 4.16 (V-gleichmé8ig ergodisch). Ein Markouprozess (®)i>0 heifit V -gleichmdifig
ergodisch, wobei V' > 1 eine messbare Funktion auf X ist, wenn ein eindeutiges invariantes Mafl
7 fiir PY(-,-) existiert, so dass

| P! (z,) —7n()|ly < V(z)kp', t>0, z€X (4.53)
fiir Konstanten k < oo, 0 < p < 1. Hier ist || - ||y fir jedes vorzeichenbehaftete Maf$ p durch
lllv = supjy <y | [ 9(w)u(dy)| definiert.

Nun kann die Hauptaussage dieses Abschnitts formuliert werden.

Satz 4.17. Sei E [|L1]°] < oo und V(1) < 0. Dann ist (o)
exponentiell B-mischend.

>0 V-gleichmdf$ig ergodisch und

Definition 4.18 (p-irreduzibel). Fiir jedes o-endliche Maff ¢ wird der Prozess (®i)i>0 -
irreduzibel genannt, falls fir B € B(X) und fir alle x € X

(,O(B) >0=F, |:/0 ]]'{<I>t€B}dt:| > 0,

gilt.

Definition 4.19 (aperiodisch). Die Menge aller messbaren Teilmengen A C X, die p(A) >0
erfillen, wird mit B (X) bezeichnet. Ein p-irreduzibler Markovprozess (®;)i>0 heifst aperiodisch,
falls fiir C € BY(X) ein T existiert, so dass P'(x,C) > 0 fiir allet > T und x € C.

Definition 4.20 (petite Menge). FEine nichtleere Menge C € B(X) heifit petite, falls ein
nichttriviales Mafl v, auf B und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung a auf (0,00) die Bedingung

Ko(z,:) > ve(), el

erfillen, wobei Kq(z, A) = [g Pi(x,A)a(dt), v € X, A € B(X) der stochastische Kern der
Ubergangswahrschemlzchkezten von X ist.

Definition 4.21 (erweiterter Erzeuger). Durch D(A) wird die Menge aller Funktionen V :
X — R bezeichnet, fir die eine messbare Funktion U : X — R existiert, so dass fiir jedes x € X,
t>0,

E, [V(®,)] = V(2) + E, [/;U(@S)ds], (4.54)
/ E, [|U(®,)]] ds < . (4.55)

Man schreibt AV := U und nennt A den erweiterten Erzeuger des Prozesses (®t)i>0.
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AuBerdem wird noch der Begriff der Selbstzerlegbarkeit benétigt.

Definition 4.22 (selbstzerlegbar). Sei i ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R und Z eine reell-
wertige Zufallsvariable. Das Wahrscheinlichkeitsmafl p heifit selbstzerlegbar, falls fiir jedes b > 1
ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ pp auf R existiert, so dass

‘P,u(z) = ‘Pu(b_lz)@ub (2)

gilt. Eine Zufallsvariable Z heifst selbstzerlegbar, falls fiir jedes b > 1 eine Zufallsvariable Yy, die
unabhdngig von Z ist, existiert, so dass

Z2p 171y,
erfillt ist.

Die V-gleichmiBige Ergodizitit von (o7),. , wird mithilfe des folgenden Satzes (siehe [9, Satz

t>0
5.2]) zur V-gleichméfBigen Ergodizitit eines zeitstetigen Markovprozesses gezeigt.

Satz 4.23. Sei ($1)i>0 ein p-irreduzibler, aperiodischer Markovprozess. Wenn fiir Konstanten
b > 0 und ¢ > 0, eine petite Menge C aus B(X) und eine messbare Funktion V : X — [1,00)
die Bedingung

AV < —cV +bl¢ (4.56)

gilt, dann ist (®¢)i>0 V-gleichmdfig ergodisch.

Satz 4.24 (Schwache Fellereigenschaft). Ein Prozess (Yi)i>o erfiillt die schwache Fellerei-
genschaft, falls fiir jede beschrdnkte stetige Funktion g

n—oo

T —— x = B, [9(Xy)] = Ex [9(Xy)]
gilt.

Beweis von Satz 4.17. Mit den Annahmen E [|L;]°] < oo und ¥(1) < 0 erhilt man aus

Lemma 4.8(c), dass af = 0l = Qfoo e~ Xtdt fiir t — oo und falls o D 0%, unabhingig von

(Lt)¢>0 angenommen wird, ist (at)t>0 nach Satz 4.7 strikt stationdr. Wendet man die strikte
Markoveigenschaft zum ersten Ubergangszeitpunkt T}, := inf{t > 0 : X; > z} = inf{t > 0 :
X: = 2} (da X; nach Proposition 4.4 spektral-negativ 1st) an, erhélt man

I= / e Xtdt
0
T 00
:/ e_Xtdt—l—/ e Xt dt
0 x

Ty 00
:/ e~ Xedt + e_x/ e~ (Xe—X1o) gy
0 T,

Te
:/ e Xtdt + e "I’
0

wobei I’ die gleiche Verteilung wie I besitzt und unabhingig von fOT“' e~ Xtdt ist. Somit ist
I laut Definition 4.22 eine selbstzerlegbare Zufallsvariable und nach [32, Satz 53.1] ist ihre
Verteilung unimodal, d.h. I besitzt eine Dichte. Damit ist ago = 01 selbstzerlegbar und besitzt



KAPITEL 4. ASYMMETRISCHE MODELLE 46

eine Dichte. Im Folgenden bezeichnet 7 die Verteilung von o3, und P!(z, A) = P (o} € Alo§ = )
die Ubergangswahrscheinlichkeiten von (U,§s ) o fir z € R, A € B(R). Daher gilt

Pz, A) 22 n(A), VxR, Ac BR).

Dies impliziert, dass (Uf) m-irreduzibel und aperiodisch ist. Auflerdem erfiillt der Volati-

>0
litdtsprozess (af) o die schwache Fellereigenschaft (siche Satz 4.24), da fiir jedes x, — z,
n — oo und fiir jede beschriankte stetige Funktion g durch den Lebesgue’schen Konvergenzsatz
K, [g (af)] — By [g (0’?)} folgt. Da o laut [22] eine m-irreduzible Fellerkette darstellt, deren
Trager nichtleer ist, ist laut [25, Satz 6.0.1] jede kompakte Menge petite.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass eine Funktion V' > 1 existiert, die lim|,_,o, V(z) = 00
und V' € D(A) erfiillt, so dass die Bedingung (4.56) aus Satz 4.23 gilt. Dabei ist A der erweiterte
Erzeuger von o).

Nach [17, Satz 3.5] ist A gegeben durch

(07

Af(y) = (0 +ylogB) f'(y) +/R [f <y+y5

b)) - S|t @)
wobei f : (0,00) — R stetig differenzierbar ist.

Sei 0 < p < B <1 und sei V eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf R, so dass
V(y) = |y|P+1 auf [y| > 1, V(y) > 1 fiir alle y und V, V', V" beschriinkt sind auf |y| < 1. Dann
gilt fiir [y| > 1

AV =0+ 31080 V') + [ [V (54050 ) = V) |rulan)
= (0-+ylogP) benn) ool + [ Hy Fyne)| + 1=l — 1)

= (0-+y10g9) Gem)ploP "+ bl” [ ('1 +Shio)

- 1)fas).

Durch die Annahme ¥(1) < 0 folgt aus Lemma 4.8 (d), dass ¥(p) < 0 fiir 0 < p < 1 gilt und

/R ((1 + gh(y))p - 1) vi(dy) < —plog B — c1,

fiir eine kleine Konstante ¢; > 0. Dadurch erhélt man die Abschitzung
AV (y) < (0 +ylog B) (sgny) ply[P~" — (plog B+ c1) [y|’
= Op (sgny) [yl +ylog B (sgny) ply|P ! — plog Bly|P — c1|y[?

= Op(sgny) [y’ — c1 |yl
< —colylP +day, |yl >k>1 (4.58)

fiir positive Konstanten cg, do und k. Aufgrund der Ungleichung (4.58) kann man Konstanten
b >0, c>0und k* > 0 so wihlen, dass die Bedingung

AV (y) < =V (y) + blgypy1<iy (4.59)

erfiillt ist. Um den Beweis zu vervollstindigen, bleibt noch zu zeigen, dass V' € D(A). Es gibt
Konstanten ¢3 > 0 und ds > 0, so dass die Ungleichung

AV (y) < esV(y) +ds, VyeR (4.60)
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erfiillt ist. It6’s Formel fiir Semimartingale aus [29, Satz I1.32] impliziert

v (o) =v(ot) + v (ot it | v (o8 Yot o
+ Z (V (aﬁ) -V (0?_) -V (ag_) Aai).

Sei 7, = inf{t : ¢ > n}. Dann gilt mit Gleichung (4.15)

tATh

v(ggm):v(ag)+ / (o ity [ (o )a o]
> (V(er) V(o) - v (o) ani)

0<s<tATn

— /O:A Vv’ <a5 <9ds +log Bo®_ds + U _h(ALs ))
5 ()l o)
— ( ) /O:AT Vv’ (05 ) (9 + log Bo? ) ds + Z Vv’ (ag_) %Jg_h(ALs)

0<s<tATh

6 5\ 5 _ 5 g s
! 0<s§t:/\rn <v (0-87 AUS) v (0-57) VI (03*) Bash(ALs)>
tAT,

_y (o—g> n /0+ Ty (ag_) (9 +od_log 5) ds
S (v <a§ - gaﬁhms)) v (o—i))- (4.61)

0<s<tAT

Betrachtet man den Erwartungswert von (4.61), so folgt mit der Kompensationsformel, der
Gleichung (4.57) und der Ungleichung (4.60)

tAT,

E, [V (afwﬂ - B, [V (ag)] +E, UM Ty (ag_) (0 +00 log 5) ds]
0<§w (v <a§ _ gagh(ALs)> v (H))]
=V(y) + E, UW v/ (o2) (0+05 logﬁ)ds]

+E, [/M M/( <8_ ﬁ _ )—V(oﬁ_))u];(dx)ds}
— V(y) +EyUO TAV<S) ] (4.62)

< V(y) + 3 /0 o [Ey (V <a§)) n dﬂ ds. (4.63)

C3

+ Ey

Nun addiert man auf beiden Seiten der Ungleichung (4.63) die Konstante ‘Z—g um die Gronwall-
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Ungleichung [1, Proposition 6.1.4] anwenden zu kénnen. Dann erhélt man die Ungleichung

B[V (ohhn,)] = (Vi) + ) e (4.64)

Aufgrund der Definition V(y) = |y/P + 1 und p < 1, kann man £ > 0 so wéhlen, dass p* =
p(l+¢) <1 und

(V) = (gl + 1 <2 (g +1). ol > 1

gilt. Mit dieser Abschitzung und Ungleichung (4.64) folgt

1+e "
By [(V (Ufmn)) ] <2V E, “U?Am ’

fiir ¢ > 0 und dj > 0. Nach [3, Seite 31] gilt mit Bedingung (4.65), dass V (0., ) gleichmiBig
integrierbar ist und mit [3, Satz 3.5] folgt

1| < (gl r1e B et (4.65)
c3

E, [v (afmﬂ B, [V (af)] < o0, (4.66)

wenn n — oo. Mit dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz und den Ungleichungen (4.60) und (4.64)

gilt
tATh

t
E, [ AV <af)ds} ~ B, [ / AV (o) ds] . (4.67)

0 0
Aus (4.62), (4.66) und (4.67) folgen schlieBlich (4.54) und (4.55), welche die Bedingungen sind,
damit V' € D(.A). Somit sind alle Voraussetzungen des Satzes 4.23 erfiillt und mit (4.56) hat
man gezeigt, dass (U,§S ) >0 V-gleichmiBig ergodisch ist. Nach [9, Abschnitt 3] ist die exponentielle
Konvergenz (4.53) dquivalent zur exponentiell 3-Mischungseigenschaft. O



Kapitel 5
Beispiele

In den Abschnitten 4.2.2 und 4.2.3 wurden einige Eigenschaften wie Momente und die Autoko-
variationsfunktion des zeitstetigen APARCH(1,1)-Modells betrachtet. Man stellt fest, dass diese
Ergebnisse vom Laplace-Exponenten ¥(c) aus (4.22) sowie von den Momenten des zugrundelie-
genden Lévyprozesses (Li):>0 abhéngen. Im Folgenden sollen nun diese GréBen am Beispiel des
zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Modells und des COGARCH(1,1)-Modells berechnet werden. Fiir
den treibenden Lévyprozess L wird ein zusammengesetzter Poissonprozess (sieche Beispiel 2.16)
und ein Varianz-Gamma-Prozess (siehe Beispiel 2.17) gewéhlt.

5.1 Momente des zugrundeliegenden Lévyprozesses

Im Folgenden werden die ersten beiden Momente des zusammengesetzten Poissonprozesses und
des Varianz-Gamma-Prozesses bestimmt.

5.1.1 Zusammengesetzter Poissonprozess

Die charakteristische Funktion ist fiir die Bestimmung von Momenten von groffem Nutzen, da
diese die folgende Eigenschaft besitzt.

Proposition 5.1. [6, Proposition 2.4] Falls Y eine Zufallsvariable ist mit E[|Y|"] < oo, dann
ist oy (u) bei u =0 n-mal stetig differenzierbar und es gilt
1 9%
k| _ Y _
E[Y } = o (0), Vk=1...n,
Die charakteristische Funktion eines zusammengesetzten Poissonprozesses (L¢)¢>0 ist durch
die folgende Proposition gegeben.

Proposition 5.2. [6, Proposition 3.4] Sei (Lt)i>0 ein zusammengesetzter Poissonprozess mit
Rate c und Sprungverteilung F'x einer Zufallsvariable X. Dann ist die charakteristische Funktion
von Ly gegeben durch

or,(u)=F [eth} = exp (ct/R (e™* —1) FX(d:v)) =exp(ct(px(u)—1)), uek.

Somit gilt fiir die Ableitungen der charakteristischen Funktion eines zusammengesetzten
Poissonprozesses

o, (u) = exp (ct (px (u) — 1)) ety (u) = pr, (u)cte (u),

49
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/

(erowet (w)' = ¢, (wetly (u) + pr, (w)eto (1)
= et (pr,(w)et (¢ (w)” + pr, (W) () )

o7, (u)

Mit Proposition 5.1 erhélt man fiir die ersten beiden Momente des zusammengesetzten Poisson-
prozesses L

BIL] = 564, (0) = 501, (0)cty (0) = > etiBIX] = ctB[X], (.1)

B3] = 5, (0) = ~ct (i1, 0)ct (#5(0)” + 01, (0} (0))

— —ct (ct (i B[X])? + z’QE[XQ])
= (ct)’EB[X)? + ctE[X?). (5.2)
Die Momente von L hingen von den Momenten der Zufallsvariable X ab. Diese kann man

ebensfalls mithilfe der charakteristischen Funktion berechnen.

5.1.2 Varianz-Gamma-Prozess

Nun sollen die ersten beiden Momente des Varianz-Gamma-Prozesses L (siehe Beispiel 2.17)
bestimmt werden. Laut [23, Gleichung A4] ist die Varianz-Gamma-Zufallsvariable L;, bedingt
auf Zeitdnderung g beziiglich des Gammaprozesses, iiber ein Intervall der Léange ¢ normalverteilt
mit Erwartung 6, g und Varianz oy ,/g. Deshalb kann man

Ly =0vg+ov\/9z (5.3)

schreiben, wobei z eine standardnormalverteilt Zufallsvariable darstellt, die unabhéngig von der
Zufallsvariable g ist. Es gilt auerdem E[g] = ¢ und Var(g) = kyt. Damit ergibt sich nun fiir das
erste Moment des Varianz-Gamma Prozesses L

E[L{] = 0, Elg] + 0 E[\/9|E[z] = 0yt (5.4)
Mit (5.3) gilt
(Lt — E[Ly))? = 029° — 202tg + 2000 9\/92 + 0212 — 20y 00t\/g2 + oL g2°
und somit erhélt man die Varianz
Var(Ly) = E [(Lt - E[Lt])Q]

= 02 E[g?] — 202tE[g] + 20v0v E[g\/g|E[2] + 02t* — 20,0t E[\/g|E[2] + 02 E[g] E[%?]
=07 (Kot +1°) —2028° + 026* + opt
= 02 kyt + o2t (5.5)

Mithilfe von (5.5) und (5.4) erhédlt man das zweite Moment des Varianz-Gamma-Prozesses L

E [L?] = Var(Ly) + E[Li]* = 02 kvt + 02t + Oyt
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5.2 Laplace-Exponenten V(1) und ¥(2)
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In diesem Abschnitt soll nun der Laplace-Exponenten W(c) aus (4.22) am Beispiel des zeitstetigen
GJR GARCH(1,1)-Modells und des COGARCH(1,1)-Modells konkret bestimmt werden. Um den
zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Prozess aus dem zeitstetigen APARCH(1,1)-Prozess zu erhalten
setzt man in (4.10) und (4.10) den Parameter § = 2. Somit gilt h(x) = (|z| —~yz)?. Diese Funktion
wird fiir die Berechnung des Laplace-Exponenten ¥(c) benétigt. Mithilfe von Lemma 4.8 kann

man V(1) und ¥(2) berechnen. Dazu bendtigt man
[ hawtan) = [ (] - raulin)
R R
= / |ac]2 — 29|z|x + VQxQVL(d:c)
R
=1+ 72)/ xQVL(dx) — 27/ |z|zvy (dz)
R R
und
[ rea@wntan) = [ (] =) vuldz)
R R
— / (]x\"‘ — 4’y|x!3m + 6’)/2|x]2m2 — 473]x\$3 + 74334) v (dx)
R
= / ((1+ 6+ + 74) B (47 + 473) x3|x|) v (dx)
R
= (1464 + 74) / atvp (dz) — (4y + 49%) / 23|z |v (d).
R R
Mit Gleichung (4.22) und (5.6) erhélt man
V(1) =logp +/ <<1 + ah(az)) — 1> vy (dz)
R B
@
= o+ 5 [ (ol = 90w (a0

—log 5+ § <(1+72)/Rx%L(dx)—zy/R\xym(de.

Den Laplace-Exponenten ¥(2) berechnet man mithilfe von (4.22), (5.6) und (5.7). Es gilt

U(2) = 2log 8 +/R ((1 + gh(:v)>2 - 1) vi(dz)

2
=2log 8 + /R <1 + 2%]1(1‘) + %hQ(x) - 1) v (dx)
2
— 2105 5+ 25 /R (1o = 72)vi(do) + 55 /R (] — ) vy (da)

~2l0g -+ 25 ((1 +92) /szuL(da:) - 27/R yx\m(dx)>

2

B

+ o% <(1 +67% +4%) /RCC4VL(dx) — (47 +49%) /Rﬂf3|$\VL(dx)> :

(5.8)

(5.9)
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Um ¥(1) und ¥(2) fiir den zeitstetigen GJR GARCH konkret bestimmen zu kénnen beschrénkt
man sich auf symmetrische Verteilungen der Sprungverteilung von L. Sei G x eine symmetrische
Verteilung, dann erhélt man durch die Substitution y = —x im zweiten Summanden

/R 2[2Gx (dz) = / " 26 (dr) — / " 2Gy(dn)

0 —o0
= /000 mQGX(dx) + /OOO yQGX(—dy)
= /OO 22Gx (dx) — /OO 3G x (dx)
= .0 : (5.10)
Durch dieselbe Substitution folgt
/Ra:?’]x|GX(dx) =0. (5.11)

Als néchstes betrachtet man bestimmte Lévyprozesse und berechnet die Laplace-Exponenten in
diesen konkreten Féllen.

5.2.1 Zusammengesetzter Poissonprozess

Nun wéhlt man als treibenden Lévyprozess einen zusammengesetzten Poissonprozess (L:)i>0
mit Rate ¢ und Sprungverteilung F'x. Um (1) und ¥(2) fiir den zeitstetigen GJR GARCH
ausrechnen zu kénnen beschrinkt man sich auf symmetrische Sprungverteilungen. Falls F'x eine
symmetrische Sprungverteilung ist, gilt nach (5.10) und (5.11)

/ |z|zFx(dr) =0 und / 2|23 Fx (dz) = 0. (5.12)
R R

Mit Gleichung (5.8) und der Symmetrie-Eigenschaft (5.12) erhélt man fiir den zusammengesetz-
ten Poissonprozess

¥(1) =log 5+ § ((1—1—72)/]1{352%(@0)—QV/R\xlqu(de

=1 2 2) [ a?Fx(d
0g6+66(1+7)/Rw x (dx)

=log B + %c (1 —I—ny) E [XQ] .
Mit (5.9) und (5.12) kann man

U(2) = 210g6+2% ((14_72) /RnyL(d:r) —2’7/R|$|56VL(d33))
2
+% <(1+672+’74)/R$4VL(CZ$)_ (4v+4v3)/Rx3lrcle<dw))

_ o 2 2 0‘: 2 4 4
_2logﬂ+2ﬁc(1+’y )/Ra: FX(da:)+B20(1+6’y + )/R:r Fx(dz)
2

= 210gﬁ+2%c(1 +9%) E[X?] + %c(l +692 + %) B [XY]
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berechnen.

Die Laplace-Exponenten fiir den COGARCH erhilt man, indem man den Parameter v = 0
setzt. Somit folgt fiir den COGARCH(1,1)-Prozess mit treibendem zusammengesetzten Poisson-
prozess

W(1) = log B + %CE [X?]

und

o2
U(2) = 2log B+ 22¢E [X2] + 2B [X1].
B B
Man sieht, dass ¥(1) und ¥(2) im Falle eines treibenden zusammengesetzten Poissonprozesses
von den Momenten der Zufallsvariable X abhéngen, wobei X die Sprungverteilung F'x besitzt.

5.2.2 Varianz-Gamma-Prozess

Als treibenden Lévyprozess betrachtet man im Folgenden einen Varianz-Gamma-Prozess (L¢):>0
(siehe Beispiel 2.17). Auch hier beschrinkt man sich auf den symmetrischen Fall, um die Laplace-
Exponenten ¥(1) und ¥(2) angeben zu kénnen. Wenn man den Parameter 6, = 0 setzt erhélt
man laut [23, Gleichung 14] ein symmetrisches Lévymafl um Null und somit einen symmetrischen
Varianz-Gamma-Prozess. Das Lévymafl eines symmetrischen Varianz-Gamma-Prozesses L hat

die Lebesguedichte
\/2
exp ( /HV\ |) x#0

und aufgrund der Symmetrie gilt mit (5.10) und (5.11)

vp(dx) =

Ky ||

/R|.%"$I/L(dl‘) =0 und /R|x|3331/L(da:) =0. (5.13)

Fiir die Berechnung von ¥(1) und ¥(2) benétigt man

/RxA‘VL(dx) /3”4@1@\ ex p< ‘/i/VTVmO de

-/ :c|3exp( Vo, r)

_2/ x36xp< V2/hy )dw
0

Ry Oy

2 3!

ov

=30tky (5.14)

und die Varianz Var (L;) des symmetrischen Varianz-Gamma-Prozesses L. Setzt man 6, = 0
und ¢ = 1 in Gleichung (5.5) so folgt

Var (L) = o2. (5.15)
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Nun folgt mithilfe von Gleichung (5.8), der Symmetrie-Eigenschaft (5.13) und (5.15) fiir den

Laplace-Exponenten W¥(1) eines symmetrischen Varianz-Gamma-Prozesses

w(1) :10g5+% <(1+72)/Rx2VL(dx)—27/R\az|qu(d:c)>

= log 8 + % (14 42) Var (L)

=log B + % (1 —|—’y2) 0‘2/.
Auflerdem erhélt man durch (5.9), (5.13), (5.15) und (5.14)

(2) :2log6+2% (/Rx21/L(daz)—27/R:1;|:EVL(dx)—|—’y2/Ra:2VL(dx)>

2

S (o) [t - (o 07) [ el

g
o 2 2 a’ 2 4 4
:2log5+2(1+’y)/az VL(dx)+7(1+67 +’y)/x vr(dx)
B R p R
_ a 2\ 2 0472 2 4 4
—2log5—|—25 (1+'y)av+52 (1+67 —I—’)/)3UVK,V.

Die Laplace-Exponenten fiir den COGARCH erhilt man, indem man den Parameter v = 0 setzt.

Somit folgt fiir den COGARCH(1,1)-Prozess mit treibendem Varianz-Gamma-Prozess

(0%

g

2
Oy

V(1) =logps +

und

2
(07 «

U(2) :210g,3+2ﬁav+@



Kapitel 6

Approximation des zeitstetigen GJR
GARCH

In diesem Kapitel sollen Approximationen an einen zeitstetigen asymmetrischen COGARCH
betrachtet werden. Maller et al. [24] stellen eine Approximation des COGARCH durch eine
eingebettete Folge von zeitdiskreten GARCH-Prozessen vor, die gegen das zeitstetige Modell
konvergieren. Mit dieser Methode aus [24] soll nun gezeigt werden wie man den zeitstetigen
GJR GARCH als Grenzwert einer eingebetteten Folge von zeitdiskreten GJR GARCH-Reihen
erhilt. Die zeitdiskreten Prozesse konvergieren in Wahrscheinlichkeit in der Skorokhod Metrik
gegen den zeitstetigen Prozess.

6.1 Mathematische Grundlagen

Zunichst werden an dieser Stelle noch einige Begriffe erkldrt und mathematisches Handwerks-
zeug aufgefithrt, das spéter fiir den Konvergenzbeweis verwendet wird. Die Definitionen und
Resultate sind hauptséchlich aus [18] und [29] entnommen.

Satz 6.1 (Markov’sche Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable und f: [0,00) — [0, 00)
monoton wachsend. Dann gilt fir jedes € > 0 mit f(e) > 0 die Markov’sche Ungleichung

Elf(X])]
P(X| 2 ) < =55

Im Spezialfall f(x) = x* erhilt man P(|X|>¢) <e?E [X?].

Sei I C Np. Die néchste Aussage, die sogenannte Doob’sche Ungleichung, erlaubt es, fiir ein
Martingal X = (X;,)ne; Wahrscheinlichkeiten der Form P(supy<; |X;| > A) fiir A > 0 nach oben
abzuschéitzen. Man schreibt fiir n € N

X; =sup{Xi: k<n} und |X| =sup{|Xk|: k <n}.

Satz 6.2 (Doob’sche LP-Ungleichung). Sei X ein Martingal oder ein positives Submartingal
und n € I, wober I C Ny die Indexmenge von X bezeichnet.

(i) Fiir jedes p > 1 und A > 0 gilt

NP(IX], = A) < B[ X[

55
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(i1) Fiir jedes p > 1 gilt

BIxP) < BXGP < (S25) Bl

Fualls X ein Martingal mit Xoo € L? ist, dann ist | X| ein positives Submartingal. Insbe-
sondere gilt fiir p = 2 die sogenannte quadratische Mazimalungleichung von Doob

E[(X*)?] <4B[XZ)].

Definition 6.3. FEine Folge (H"),>1 von Prozessen konvergiert gegen den Prozess H gleichmdfSig
auf kompakten Mengen nach Wahrscheinlichkeit (uniformly on compacts in probability - kurz:
ucp), falls fir alle t > 0

sup |H] — H Lo
0<s<t
Definition 6.4. Sei 6 eine endliche Folge von Stoppzeiten mit
O=m<n<...<1 <00
Die Folge 0 heif$t zufillige Partition. Man sagt, dass eine Folge (0,,) von zufilligen Partitionen
Op:g <1 <...<Tp
gegen die Identitit konvergiert, falls
(i) limy, o0 SUPE>( T = 00 f.5., und
(i) 1|0nll = supp>o |73y — 7| = 0 fs.

Es soll gezeigt werden, dass die Prozesse in der Skorokhod Metrik konvergieren. Die Skorok-
hod Metrik ist wie in [12] definiert.

Definition 6.5 (Skorokhod .J; Distanz). Sei D?[0,T] der Raum der cadlag RY-wertigen
stochastischen Prozesse auf [0,T]. Weiter seien U und V zwei R%-wertige stochastische Prozesse
aus D40, T]. Die Skorokhod J, Distanz zwischen U und V ist definiert durch

p(U, V) = inf ¢ sup [[Us — Vil + sup |[A(t) —t] ¢, (6.1)
A€A | o<t<T 0<t<T
wobei A die Menge der streng monoton wachsenden stetigen Funktionen mit A\(0) = 0 und

MNT) =T darstellt.

6.2 Approximation des zeitstetigen GJR GARCH

Zunichst wird die Herleitung des zeitstetigen GJR GARCH-Prozesses aus dem zeitdiskreten
GJR GARCH, nach der Methode aus [19], gezeigt. Im Folgenden sei L = (L(t));>0 ein reell-
wertiger Lévyprozess auf dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,F, P) mit charakteris-
tischem Tripel (v, 0,v), d.h. L ist ein reiner Sprungprozess. Auflerdem wird angenommen, dass
der Lévyprozess E[L(1)] =0 und E [L*(1)] =1 erfiillt.

Das zeitdiskrete APARCH(1,1)-Modell aus Definition 4.1 beinhaltet laut [8] das zeitdiskrete
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GJR GARCH(1,1)-Modell. Um dies zu zeigen, setzt man die Parameter p = ¢ = 1, § = 2,
0=a>0,a=0>0,8=ce (0,1) und y=d € (0,1). Damit folgt aus Gleichung (4.2)
ol =a+b(|Yi_i| —dYi_1)* + co? |
=a+b(lei10i 1| — dei_1041)% + co? 4
=a+be? (0} | —2bd|e; 105 1|ei_10i1 + bd*e? |o? | + co? |
=a+b(1— d)2612—101'2—1]1{6i_120} +b(1 + d)25?—103—11{6¢_1<0} +co} .

Somit erhilt man mit b* = b(1 — d)?> > 0 und d* = b(1 + d)? > 0 den zeitdiskreten GJR
GARCH-Prozess

2

of = a+b'e;_y07 U, >0y +d'ef 107 1y, <oy + CoP . (6.2)

Aus dieser Darstellung erhélt man nach dem Ansatz von [19] eine stetige Version des Volati-
litdtsprozesses. Dazu betrachte

O’iz =a-+ 5*5?7101'271]1{51-,120} + d*512710i271]1{si,1<0} + 001'271
a+(c+ (0", 20) + d e, <0y) €7-1) 071
=a+ (c+ (Ve 500 + AL, <)) €71)
x (a4 (c+ ("L, uz0) +d L, <)) €1)) 07 s
=a+ta (C + (b*]l{ez;lzo} + d*]l{5¢,1<0}) 51271)
+ (C + (b*]l{fi—lzo} + d*]l{az‘—l <0}) E%2—1) (C + (b*]l{si—zz()} + d*]l{ai_2<0}) 512—2) 01‘2—2

i—1 i1 i1
=a)  JI (c+ (0" ez0y + dLpcp) 8) + 08 [ ] (e (0" Lm0y + A Lz <0p) 1)
=0 k=41 o
: i—1
= a/ exp Z log (C + (b*]l{akZO} + d*ﬂ{£k<0}) Ez) ds
0 k=[s]+1
i—1
+ o2 exp (Z log (¢4 (b*1iz, >0 + d* 1, <0}) 5%)) (6.3)
k=0
; i—1
) b 1 . +dl .
= a/ exp Z <logc+log <1 4o Aoz { <0}€z)> ds
0 k=[s)+1 ¢
i—1
b*1 +d*1
+ 0§ exp (Z <logc + log (1 i =) {e<0} 5%)))
k=0 ¢
‘ i—1
' b 1 +d*1
= a/ exp | (i — |s])logc+ Z <10g (1 42 T Her20) {e<0} 5%)) ds
0 k=[s)+1 ¢

i—1

b* 1y, +d'ly,
+ 0p exp (Z (logc + log (1 4 {20 - {e<0} 5%))) (6.4)

k=0




KAPITEL 6. APPROXIMATION DES ZEITSTETIGEN GJR GARCH 58

Der Ausdruck ist wohldefiniert, da ¢+ (b*]l{akzo} + d*1{5k<0}) g2 > 0in (6.3) gilt. Man definiert
den Prozess X = (X(¢))e>0

b*1 a1
X(t) = —tloge — Z log (1 + ("L o203 t (ar)<0) (AL(s))2>.
0<s<t

Durch die Parameterwahl ¢ = ¢™, b = we™, ¢ > 0und d = v € (0,1) gilt b* = b(1 — d)? =
we (1 —~)? und d* = b(1 +d)? = pe (1 + «)2. Somit kann man

X(t) =nt - Z log (1+ [(1=9)*Tares)so0y + (1 +7)*Liarns)<oy] ©(AL(5))?) (6.5)
0<s<t

schreiben. Nun lésst sich der Volatilitétsprozess o2 = (02(t)) />0 definieren als

t

o (t) = (9 / eX<8>ds+a2(0)> e X0 >0, (6.6)
0

vergleiche dazu (6.3) und setze a = 6. Der integrierte zeitstetige GJR GARCH-Prozess G =

(G(t))t>0 ist definiert durch

Glt) = /0 o(s—)dL(s), > 0. (6.7)

Im Folgenden soll ausgehend vom zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Prozess G eine Familie von
zeitdiskreten GJR GARCH(1,1)-Prozessen G,, = (G (t))t>0, n = 1,2,... definiert werden, die
den zeitstetigen Prozess G approximiert. Nach einer geeigneten Reskalierung um die zeitdiskreten
und zeitstetigen Parameter anzupassen, wird die Konvergenz der zeitdiskreten Prozesse G,, gegen
den zeitstetigen Prozess G nach Wahrscheinlichkeit in der Skorokhod Metrik gezeigt.

Fiir die Diskretisierung auf dem endlichen Intervall [0,7], T > 0, betrachtet man eine de-
terministische Folge (Ny,)n>1, die limy, oo Ny = 00 und 0 = tp(n) < t1(n) < --- < tn,(n) =T
erfiillt. Fiir jedes n = 1,2,... wird das kompakte Intervall [0,7] also in N, Teilinterval-
le der Linge At;(n) = t;(n) — t;—1(n), fir i = 1,2,..., N,, zerlegt. Man nimmt an, dass
At(n) := max;—1, N, Ati(n) — 0 fiir n — oo gilt und fir jedes n = 1,2,... wird ein zeit-
diskreter Prozess (G )i=1,... N, definiert, der

Gin=Gic1n+oicinVAti(n)eiyn, 1=1,2,..., Ny, (6.8)

erfiillt, wobei Go,, = G(0) = 0 gilt. Die Volatilitét aiz’n kann fir ¢ = 1,2,..., N, durch die
Rekursion

01'2,71 = GAtl(n)

+ <1 + [(1 =)L,y 0y + (1 + 7)211{si_1,n<o}] sDAti(n)a?_l,n) e Me? (09
dargestellt werden. Die Gleichungen (6.8) und (6.9) beschreiben eine GJR GARCH(1,1)-artige
Rekursion. Wihlt man fiir alle Zeitabstdnde eine identische Linge, so dass At;(n) = At(n),
i=1,2,..., N, gilt, dann ist nach einer Reskalierung durch A¢(n) und einer geeigneten Repara-
metrisierung (6.9) dquivalent zu (6.2). Fiir diese Reparametrisierung der Parameter (6, ¢, n,7)
nach (a,b*,c,d*) wihlt man wie zuvor a = 6, b* = b(1 — d)? = e (1 — )2, ¢ = ¢ " und
d* =b(1+d)? = e (1 +7)%
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Die Innovationen (g&;,)i=1,..n,, fiir n = 1,2,... approximieren den Lévyprozess durch ei-
ne Naherung der ersten Spriinge, was im Folgenden niher erkliart wird. Dazu verwendet man
eine strikt positive Folge reeller Zahlen 1 > m,, | 0, die lim,_,oo At(n)7%(m,) = 0 erfiillt, wo-

bei v(z) = f|y|>x v(dy) der Tail von v ist. Eine solche Folge existiert, da fiir jedes Lévymaf

lim, 0 2%7(x) = 0 gilt. Seien AL(t) = L(t) — L(t—), fiir t > 0, die Spriinge des Lévyprozesses,
wobei AL(0) = 0 gilt. Man setzt n > 1 fest und definiert die Stoppzeiten 7; ,, durch

Tin = inf {t € [ti—1(n),ti(n)) : |[AL(t)| >m,}, i=1,2,...,N,. (6.10)

D.h. mit 7;,, wird der Zeitpunkt des ersten Sprungs von L im i-ten Intevall bezeichnet, dessen
Hohe my, iibertrifft. Falls der Lévyprozess in einem Intervall (¢;_1(n), t;(n)] keine Spriinge besitzt,
die m,, iibersteigen, so setzt man fiir die Stoppzeit 7; ,, = +00. Fiir den zeitstetigen GJR GARCH-
Prozess ist von Bedeutung, ob der zugrunde liegende Lévyprozess L(t) nach oben oder nach unten
springt, da durch die Asymmetrie des Modells positive und negative Spriinge unterschiedlich
gewichtet werden. Deshalb geniigt es nicht, wie fiir die Stoppzeiten 7;,, nur den Betrag der
Sprunghohe |AL(t)| zu betrachten. Man muss zusétzlich noch beachten, ob der Sprung positiv
oder negativ ist.

Durch die starke Markoveigenschaft, ist (ﬂ{rm<oo}AL(Ti,n))i=1,...,Nn fiir jedes n = 1,2,...
eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen. Die Spriinge des Lévyprozesses L(t) bis zum Zeit-
punkt ¢t > 0, deren Sprunghéhe m,, iibertreffen, kann man durch das Integral f‘x|>mn xNp(t,dx)
beziiglich des Poisson-Zufallsmafles Ny, das in (2.7) definiert wurde, ausdriicken. Der Prozess

<f‘x|>m xNL(t, dx)) . ist laut [20, Lemma 2.8] ein zusammengesetzter Poissonprozess mit Ra-
- n ti
te 7(my) und Sprungverteilung 7(my,)~'v(dz) Lz >m,}- Da die Zeiten zwischen den Spriingen

exponentialverteilt sind, ist die Verteilung der Zufallsvariablen (1{T¢7n<m}AL(Ti,n))izl,..., N, fur
jedesn =1,2,... durch

V(d) L gja>m,} At (n)7
—o Lt (3 A} g e R0}, i=1,2,.., N 6.11
o (1 C @ eR0), i=12.. Ny (611)
gegeben und hat bei 0 die Masse e~ 2t(W7(mn) Diege Zufallsvariablen besitzen endliche Erwar-
tungswerte ;(n) und endliche Varianzen £?(n), da E[L?(1)] endlich ist. Die Folge der Innova-
tionen (&;,)1,....N,, sei definiert durch

_ Lrin<oo} AL(Tin) — pi(n)

; , i=1,2,...,N,. 6.12
€in gz(n) ? n ( )
Im Folgenden wird angenommen, dass p;(n) = 0 gilt. Also gilt
]1{7. <oo}AL(Tl n)
in = —= ’ =1,2,..., Np. 6.13
619” gz(n) ) ? n ( )
Fiir jedes n = 1,2,..., sind die Innovationen ¢; , paarweise unabhéngig mit Ele;,] = 0 und

Var(e; ) = 1. In Gleichung (6.9) wird a&n = 0%(0) unabhiingig von ¢;,, gesetzt.
Man bettet die zeitdiskreten Prozesse G, und afn in die zeitstetigen Versionen (,, und J?L
ein, die definiert sind durch

Gn(t):=Gipn und o2(t) := Uzn, t € [ti—1(n),ti(n)), 0<t<T, (6.14)

wobei G,(0) = 0 gilt. Die Prozesse G,, und o, sind aus D[0,7], dem Raum der reellwerti-
gen, cadlag stochastischen Prozesse auf [0,7]. Nun kann man die Konvergenz der zeitdiskreten
Prozesse gegen den zeitstetigen Prozess formulieren.
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Satz 6.6. Seien die Prozesse (G,0?) wie in (6.7) und (6.6) definiert. Weiter seien (Gp, 02)n>1
wie in (6.14) gegeben. Dann konvergiert die Skorokhod Distanz zwischen den Prozessen (G, o?)
und den diskretisierten, stickweise konstanten Prozessen (G, G%)nzl in Wahrscheinlichkeit ge-
gen 0, wenn n — oo, d.h.

p ((Gny02),(G,0%) 50, n— o (6.15)

Somit gilt auch, dass die Skorokhod Distanz auf D[0,T] x D[0,T] in Verteilung gegen 0 konver-
giert.

6.3 Beweis zu Satz 6.6

Der folgende Beweis wird in mehrere Teilschritte zerlegt. In den Teilen (i)-(iii) werden die Ap-
proximationsverfahren fiir den Lévyprozess L(t), den Volatilitéitsprozess o2(t) und den zeitste-
tigen GJR GARCH-Prozess G(t) behandelt. Schliefllich wird im Teil (iv) die Konvergenz aus
Satz 6.6 gezeigt. Um die Aussage des Satzes 6.6 beweisen zu kénnen, bendtigt man noch einige
Voriiberlegungen und eine Konvergenzaussage, die in einer Proposition formuliert wird.

Die pfadweise Konstruktion, die verwendet wird, basiert auf einer ,erster Sprung“ Appro-
ximation an einen Lévyprozess eingefithrt durch [33]. Diese Idee soll nun fiir das hier vorlie-
gende Problem formuliert werden. Sei Z = {Z(¢): t > 0} ein Lévyprozess mit charakteristi-
schem Tripel (7%, 0,v%). Man betrachtet den Lévyprozess Z auf dem kompakten Intervall [0, T).
Dieses Intervall unterteilt man in N, Teilintervalle der Lange At;(n) := t;(n) — t;—1(n) fir
1 =1,2,..., N,. Dabei miissen die einzelnen Teilintervalle nicht von gleicher Lénge sein. Die
Unterteilung 0 = tp(n) < ti(n) < --- < tn,(n) = T ist eine deterministische Partition des
Intervalls [0, 7] und (N,,),>1 ist eine Folge von ganzen Zahlen, wobei lim,,_,o N,, = oo gilt. Es
wird angenommen, dass die Lénge des grofiten Teilintervalls At(n) := max;—1,._n, Ati(n) gegen
0 konvergiert falls n — co. Sei (mZ),>1 eine positive Folge, so dass lim,_,oo mZ = 0 gilt und
man definiert die Stoppzeiten

2 =inf {t € [t;_1(n),t:(n)): |AZ(t)| >mZ} firi=1,..., Ny, (6.16)

nLn

wobei AZ(t) := Z(t)
Prozess® (Z,(t): 0 <

— Z(t—) die Spriinge des Lévyprozess Z darstellen. Der ,erste Sprung
t <T) wird definiert durch

Nn,
Zn(t) = Zn{TfnSt}AZ(Tfn) +t (72 - / e zyz(dz)> fiir 0 <t <T. (6.17)
=1 UL P

Die folgende Proposition zeigt, dass die Prozesse Z,, gleichmiSBig fiir ¢ € [0, 7] in Wahrscheinlich-
keit gegen den Lévyprozess Z konvergieren, wenn n — oo und vorausgesetzt wird, dass At(n)
und die Folge mZ mit einer geeigneten Konvergenzrate gegen 0 konvergieren.

Proposition 6.7. [2/, Proposition 5.1] Angenommen es gilt lim, . \/At(n)v?(mZ) = 0.
Dann gilt
(1)

sup |Zn(t) — Z(t)| 50 wennn— . (6.18)
0<t<T

Falls zusitzlich E[|Z(1)|] < oo und E[Z(1)] = 0 gilt, kann man in (6.17) den Term v% —
fmZ<|z|<1 2% (dz) durch — f|z\>mZ 2% (dz) ersetzen und (6.18) gilt weiterhin. Falls ferner
E[(Z(1))?] < oo gilt, so gilt die Konvergenz in (6.18) in La, d.h. limy, o0 || 25 (t) — Z(t)||2 =
0.



KAPITEL 6. APPROXIMATION DES ZEITSTETIGEN GJR GARCH

61

(ii) Falls der Lévyprozess Z von endlicher Variation ist mit der Sprungkomponente Z4(t) :=
20<s§t AZ(S), dann g’ilt

Beweis zu Satz 6.6.

Nn

sup Z ]l{Tizngt}AZ(Tfn) A 50 wennn— .
0<t<T | "

(i) Approximationsverfahren fiir den Lévyprozess L(t)

(6.19)

Sei 7; , wie in (6.10) und €;,, wie in (6.13) definiert. Es wird T = Tim A t;(n) gesetzt und
man definiert den Zahlprozess

Np(t) :==#{i e N: 7/, <t}, 0<t<T,

(6.20)

wobei N, (0) = 0 gilt. Der Z&hlprozess N, (t) steigt um den Betrag 1 in jedem Teilintervall
(ti—1(n),ti(n)], fiir i = 1,2,...,n entweder zum Zeitpunkt 7; ,, an dem der Prozess L die
Sprunghdhe m,, im Intervall zum ersten Mal tibertrifft, oder zum Zeitpunkt t;(n), falls
kein solcher Sprung existiert. Es gilt N, (tn, 1)(n)) = No(T) = N,. In Abbildung 6.1 ist
der Zahlprozess N, (t) zu den Spriingen eines simulierten Pfad eines zusammengesetzten
Poissonprozesses L(t) dargestellt.

AL(t)

Nin(t)

ol
o

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 6.1: oben: Spriinge AL(t) eines simulierten zusammengesetzten Poissonprozesses L(t)
und Sprunghshe m,, = 0.2, dargestellt durch die gestrichtelten Linien; unten: Zihlprozess N, (t)
fiir die Sprunghthe m,, = 0.2 und Teilintervalle (t;_1(n),t;(n)] mit ¢ = 0 und Intervalllinge

At(n) =1

Man definiert den Prozess Zn durch

Nn(t)

Lo(t) ==Y V/Ati(n)ein, 0<t<Tn=12,...
=1

und desweiteren benétigt man die Folge der Prozesse

Ny (t)

Zn(t) = Z ]]'{Ti,n<oo}AL(Ti7n) — t/

i=1 |z|>mnp

xv(dx)

(6.21)

(6.22)
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auf die man die Proposition 6.7 anwenden kann, um zu zeigen, dass der Prozess L eine
Approximation der Form (6.17) an den Lévyprozess L ist. Setzt man Z(t) = L(¢) und
mZ = m,, so erhilt man mit (6.16)

7'51 = inf{t € [ti_l(n),ti(n)): ’AL(t” > mn} = Tin-

Der Prozess L aus (6.22) ist von der Form (6.17), da

Ny Ny N (t)
d1 {Tfngt}AZ(Tgn) = U< AL(Tin) = Y L <o} AL(Ti0) (6.23)
=1 =1 =1

gilt und der Drift v% — fmZ<\Z|<1 2v%(dz) aus (6.17), wie in Proposition 6.7 beschrie-

ben, durch den Term _f|z|>mZ 2w?(dz) = —f|x|>mn zv(dr) ersetzen werden kann. Da
der Lévyprozess L von beschriankter Variation ist, gilt E[|L(1)|] < oo. Zusammen mit
der Annahme E[L(1)] = 0 sind die Bedingungen von Proposition 6.7(i) erfiillt und somit

konvergiert L, gleichmiig auf [0, 7] in Wahrscheinlichkeit gegen L, d.h.

sup |Ln(t) — L(t)| 2,0, wenn n— oo, (6.24)
0<t<T

Um zu zeigen, dass L,, gleichméBig auf dem Intervall [0, 7] in Wahrscheinlichkeit gegen L
konvergiert, geniigt es zu zeigen, dass die Distanz von L, zu L, gleichméflig konvergiert.
Dazu schreibt man den Prozess L mithilfe von (6.13) in Abhingigkeit der Innovationen

Ein
Nn(t)
L,(t) = Z Lir o dAL(Tin) — t/ zv(dz)
i=1 ’ |z[>mn

Ny (t)
= Z gin&i(n) —t/ zv(dx). (6.25)
i=1 |

z|>mp

Mithilfe von Gleichung (6.11) kann man die Varianz der Zufallsvariable 1 o} AL(7ip)
berechnen. Man erhélt

2
§z2(n) = Var (]l{n,n<oo}AL(Ti,n)> =K |:<]l{‘ri,n<oo}AL(7—i,n)) :|
| o dtm)(ma)

= 22v(dx).
v(mny) /{|:13>mn} (dz)

Da At;(n)v(my) > 0 gilt, kann man mit der Abschitzung 1 — e * < z fir x > 0 das
asymptotische Verhalten von ¢2(n), wenn n — oo, beschreiben. Es folgt

2(”) ’ 1— e*Ati(n)U(Mn) / 9
i —1] = xv(dr) — 1
At;(n) v(my)Ati(n)  J{jz>mn} (dz)
At;(n)v(my,

IN

Ati(n)7(ma) v (dz) —
2(mn) Ati(n) /ﬂmn} (dz) ~1

= / 22v(dz) — 1| =0, n — oo,
{lz[>mn}
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da my, eine Folge reller Zahlen ist, die 1 > m,, | 0 erfiillt, und [ 2?v(dz) = Var(L(1)) =1
gilt. Somit gilt fiir das asymptotische Verhalten von 51‘2(”)7 wenn n — oo

max
i=1,...,Np

2 n
Agitf(n)) - 1‘ — 0. (6.26)

Fiir die Differenz der beiden Prozesse aus (6.21) und (6.25) gilt

Na(t)

Lo(t) = La(t) = > (VAti(n )eim + 1 /| | zv(dx). (6.27)

i=1

Die unabhéngigen Innovationen (&; ,,)i=1,...n, aus (6.13) sind so konstruiert, dass Ele; ] =
0 und Var(e; ) = 1 gilt. Fﬁr die Varianz des ersten Terms auf der rechten Seite von

Gleichung (6.27) gilt mit Z Atz( ) < T und (6.26)

(B

=1

oo k
=3 Var (Z (VLM - &m) e> P(N(t) = k)
k=0

-y Zk:\/'ar ((VAtM) = &) cin) PNWt) = F)

k=0 i=1
ook
=3y ’\/F(n) — fi(n)‘QVar (gin) P(Nn(t) = k)
k=0 i=1
o k
=33 VAR - )| P0) = )
k=0 i=1 § ( ) )
< At;( max N,(t) =k
;)Z 77777 s 1] PO = 8
2
5;( )
< AtZ jmax — 1| P(Ny(t) =k)
= max _&m) -1 iPN Zk:Atl(n)
j=1,....Np, At] (n) = nl i1 '
<T max f3(71)—12i]3(Nn(t):k)
J=LNn | /At (n) k=0
2
=T max &(n) —1
j=1,..., n Atj(n)
<T max Jz(n)—l -0, n—oo (6.28)
j=1,..Nn | At;(n) ’ ' '
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Ferner gilt

Ny (t)
E|Y (\/Ati(n)—ﬁi(n)) Ein
=1
k
=Y B Y (VALM) — &) ein | P(Na(t) = k)
=1

M T
M?r

(VAL®) — &) B [eia] P(Nu(t) = k) = 0. (6.29)

i

0 i=1

Aus (6.28) und (6.29) folgt, dass die Summe Zi\/:nl(t) (\/Ati(n) - &(n)) €in gleichméBig
auf [0,7] in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert. Da m,, eine Folge reller Zahlen ist,
die 1 > m,, | 0 erfiillt, konvergiert der zweite Term ¢ f\a:|>mn zv(dz) aus (6.27) gegen

t [ xv(dz), wenn n — co. Mit [ zv(dz) = E[L(1)] = 0 folgt
t/ zv(dr) — 0, wenn n — oo.
|z|>mp

Insgesamt gilt somit fiir die Differenz (6.27)

Ny (t)
sup [La(6) = Zu(®)| = sup | S (VAGG) &) et [ avldo)
0<t<T 0<t<T | =5 |z|>mn,
Ny (t)
= sup (\/ Ati(n) — fi(n)> Eim| T t/ av(dz)
0<t<T | =4 |z >mn
20, n— oo (6.30)

Wendet man nun die Dreiecksungleichung an, so gilt

sup |L(t) = Ln(t)] = sup |L(t) = a(t) + Tn(t) — Lu(t)

0<t<T 0<t<T
< sup [L(t) = La(t)] + sup |La(t) = La(t)
0<t<T 0<t<T

Daraus kann man mit Gleichung (6.30) und (6.24)
sup ‘L(t) - Zn(t)‘ 50, n—oo (6.31)
0<t<T

folgern.
(ii) Approximationsverfahren fiir den Volatilititsprozess o2 (t)

Der Volatilitdtsprozess o2 ist mithilfe der GJR GARCH(1,1)-Gleichung (6.9) konstruiert.
Die Gleichung (6.9) ist laut [14, Gleichung (1.2)] eine Iteration der Form

Rit1:=Qiy1 + M1 R;;, n=0,1,2,...,
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und somit gilt nach [14]

R; = ZQJ H Mk+R0HM (6.32)

k=j+1

Mithilfe von Gleichung (6.32) erhélt man hier, wenn man R; = afn, Q; = 0Atj(n) und

M, = e "Atk(n) <1 + [(1 —7)? L, >0y +(1+ 7)? Le, n<0}] ©At(n)e? n) setzt, die expli-
zite Représentation

=0> Atj(n) [] e™ (1 + [(1 — )1, z0p + (14 7)2]1{sk,n<o}] @Afk(n)gﬁ,n>
- k—j+1
03 [T (14 [(1= 921, 20 + (1)L, cop| 0BG ()2,

j=1
(6.33)

fir ¢ =0,1,..., Ny. Man definiert fiir n = 1,2,... einen zeitdiskreten Prozess

Xi,n = ntz<n) - Zlog (1 + [(1 - ) ]l{s n>0} + (1 +7) ]1{8 n<0} @At ( ) jn) (634)

und dessen zeitstetige Entsprechung fiir 0 < ¢t < T wird durch Interpolation definiert als

Xn(t) = XNn( ) (635)
Na(t)
= ntn, 1) (n Z log (1 + [ (1 =71y, 01 + (1 +7)* 1y, , <oy | PALi(n)e zn)
(6.36)

Dabei ist N,,(t) der Zihlprozess aus (6.20), so dass )}n(Tl*n) = XN,z )m = Xin gilt. Um
die Konvergenzaussage aus der Proposition 6.7 anwenden zu konnen, definiert man sich
fiir 0 <t < T den Hilfsprozess

Xn(t) = NN, (1) (n)

= > 108 (14 [(1 =V ar(nz0 + (192 ar(rn <0t | Pl ncoe) (AL(Tn))?)-
=1
(6.37)

Zu beachten ist dabei, dass die Indikatorfunktionen 1., oy und Liar(r, ,)>0} zu allen
Zeitpunkten ¢, wobei 0 < t < T gilt, die gleichen Werte annehmen. Dies ist wegen der
Definition von €; ,, siehe (6.13), und aufgrund der Annahme, dass p;(n) = 0 ist, erfiillt.
Das Gleiche gilt natiirlich fiir die Indikatorfunktionen 1., oy und Liar(r,; ,)<0}- Um die

Abweichung von X, zu X zu zeigen, verwendet man folgende Abschitzung

1+ 14z T—y
log(l1 4+ ) —log(1+1vy) =1lo < —1= <z -y,
g( ) — log(1+y) BTy S 1hy Ty y
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wobei x > 0 und y > 0. Da [(1 —7)2]1{52.1n20} +(1 +7)2]l{5i’n<0}} goAti(n)sin > 0 und
auch [(1=9)Lar(r, 20) + (192 L(aL(r <0} #Lirco0) (AL(7i))? > 0 ist, gilt

log <1 + [(1 — )1, >0 + (1 + 7)1y, <0}} pAti(n)e zn)

[(1 — 7)1y, >0 + (1 4+7)? ]1{51-,”<0}] P

log (1+ (1= 12 L(arrz0) + 1+ 12U (aL(r )0 ] #1500} (AL (Tin))?)
[(1 = 7)1, 500 + (1 + 7)2]1{ai,n<0}] P
|10 =10 + (4P| A0,
{(1 =), >0 + (14 7)2]1{6¢,n<0}} @
{(1 —*1arn(r )0 + (1 + 7)21{AL(TZ~,”)<0}} Plir, <o} (AL(Tin))? }
{(1 7)1, 00 + (14 7)2]1{6¢,n<0}} @

At~ s, oo (AL (Tin))?]
=|Ati(n)ei,, — (cin&i(n))?|

)

— |(Ati(n) - E(n))e2,] . (6.38)

Man kann zeigen, dass die rechte Seite von (6.38), wenn sie iiber 1 < i < N, (¢) aufsum-
miert wird, gleichméfig auf [0,7] in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert, da fiir das
asymptotische Verhalten von £2(n), wie in Teil(i) des Beweises (siehe (6.26)) gezeigt wurde,

aXi=1,....Nn Aézi( o 1’ — 0 gilt, falls n — co. Ferner erhilt man
No (1)
E ) |[(Ati(n) - & n] ZE Z |(Ati(n) — & (n)) €7, ]1{Nn(t)k]
=1 i=1
=2 Z |Ati(n) = & ()| E [0 T (v )=k
k=0 i=1
ook
=YD |Ati(n) = & (n)| E [£,] P(Nal(t) = k)
k=0 i=1
—ZZN@ ) 1’P(Nn(t) = k)
k=0 i=1 ti n)
oo k 9
& (n)
: ;;Ati(")ﬁ? e Ay | TR0 =k
< kzzo; Ati<n>J_Ilr}a?(Nn Aﬂtj ol 1| P(N,(t) = k)
&(n) o0 k
- erlr,l.?t.},an Ajtj(n) -1 kZOP(Nn(t) = k); At;(n)
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& (n) 2 B
< Tj:Ilné.if(Nn Aty (n) - ;P(Nn(t) = k)
B & (n)
=1 Aty 1‘ '

Sei C' := [(1 — 7)2]1{51.%20} +(1+ 7)2]1{ai,n<0}] ¢, dann gilt mit der Abschéitzung (6.38)

und der Konvergenz von Zi]i"l(t) ’(Atz(n) - §f(n))s?n gegen 0

sup ‘Yn(t) - Xn(t)‘
0<t<T

< sup |ty (n) = ntn, @ (n)]
0<t<T

Np(t)

+ sup | > log (14 [(1 =) z0p + (1) Lie, <0y | 9DE(R)ED, )
0<t<T | 5

Na(t)
— ) log (1 + {(1 — N Lar(r,)z0p + (1+ 7)2]1{AL(ri,n)<o}} wﬂ{n,n<oo}(AL(Tz',n))2)
=1

Na(t)
< — ~)2 2 , 2
< Sup ; ‘105; (1 + [(1 V), >0+ (1+7) ]1{51-,n<0}:| @Atz(n)fz,n)
2 2 2
— log (1 + [(1 ) YaLe, =0y + (1 +7) ﬂ{AL(T,-,n)<o}} lir, <o} (AL(Tin)) )’
Nn(t)
P

< C sup Z |(Ati(n) — & (n)) ag’n‘ —0, n— oo. (6.39)
0<t<T ‘=

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass der Prozess X aus (6.37) eine Approximation der
Form (6.17) an den Prozess X ist, der in Gleichung (6.5) definiert wurde. Setzt man

Z(t) = X(t) und mf = log (1 + [(1 = 7)*Tqarsz0y + (1 +7)*Tgar(s)<oy] ¥m;), wobei
my, eine strikt positive Folge reeller Zahlen 1 > m,, | 0 ist, so erhélt man mit (6.16)

Tfn = inf {t S [ti_l(n), tz(n))
[AX(8)] > log (14 [(1 = 1)*Tiarz0p + (1 +9)*Tians)<oy] ema) }
= inf {t S [ti_l(n),ti(n)): ‘AL(t)’ > mn}

= Tivn'

Der Prozess X aus (6.37) ist von der Form (6.17), da X den Drift ’yZ—fmZ<‘Z|<1 2wZ(dz) =
X - fmx<|$‘<1 xvX (dx) = 1 besitzt (siche Proposition 4.4) und

Ny,
Z ]l{TfnSt}AZ(TZ,Zn)
i=1
Nn,
= 1y, <y AX (Tin)

=1
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No(t
= > log (1 + [(1 — ) Uar(n o + (1 + ’7)2]1{AL(TZ-,”)<O}} so]l{n,n<oo}(AL(Ti,n))2)
=1

gilt. Da der Lévyprozess X von endlicher Variation ist und lim, o0 ty, ) (n) = t gilt,
ergibt sich mit Teil (ii) der Proposition 6.7

sup ‘X — X (t) }
0<t<T

< sup |nt —nty,m(n)|
0<t<T

+ sup |— > log (14 [(1 = 7)*Tgarnzor + (1 + ) Liaris)<op)e(AL(s))?)
0SIST| p<s<t

Noa(8)

+ log (1 + [(1 — 1) LaL(m,)z0p + (1+ 7)21{AL(TZ-,,L)<0}} wﬂ{n,n@o}(AL(Ti,n))Q)
=1

Ny,

Z Lir, <) AX (7in) = X°(1)

= sup ‘7715—77751\7 @t (n ‘4— sup KO, n — oo, (6.40)

0<t<T 0<t<T

wobei X4(t) := > 0<s<t AX(s) die Sprungkomponente des Prozesses X darstellt, fiir die

hier X(t) = Y ococilog (14 [(1 =) Tiaris=o0p + (1 +7)*L{ars)<oy) P(AL(s))?) gilt,
Mithilfe der Dreiecksungleichung erhélt man

sup ’X(t) _)?n(w = Ssup ’X(t) _Yn(t)"i_yn(t) _)}n(t)‘

0<t<T 0<t<T
< sup X = Xa(®)] + sup [Xalt) = Ku(t)]
0<t<T 0<t<T

Daraus kann man mit Gleichung (6.39) und (6.40)
sup ‘X(t) — )?n(t)’ 50, nooo (6.41)
0<t<T

folgern.
Nun kann man zeigen, dass sich die interpolierte Version von o2 dem Volatilititsprozess
o?(t) annithert. Mit Gleichung (6.34) erhélt man

o= Xin — My log (L4 [(1-)2L e >0y H1UH) T, <oy [0t (m)E2 )

— e Nti(n) ﬁ (1+ [( 1y, >0p + (14+7)° 1, n<0}} pALj(n)e n)

j=1

i
=L@ (14 [(1 =)L 4e, im0, + 0+ 10, <) 9D ()L, )
j=1
Substituiert man dies in Gleichung (6.33) kommt man zu

i
07, = e Xin Z Atj(n)ein + % (0)eFim, (6.42)
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(iii)

Man definiert den stiickweise konstanten Prozess

_ Nn(t) _
GE(t) == 0 " Xl At (n) + 0?(0)e XM, 0<t< T (6.43)

i=1

Nun konvergiert e Xn wegen (6.41) gleichmiBig auf [0,7] gegen e~ nach Wahrschein-

lichkeit. Abgesehen von moglicherweise dem letzten Intervall, fiir das i = Ny (t) gilt, ist
Xn(77n) = Xn(ti(n)), da X;, nur zu den Zeitpunkten ¢ = 77, den Wert éndern kann und
ansonsten konstant ist. Somit gilt

Ny (t) N N
su Atz n eX”(Ti*,n) _ eXn(ti(n))
S, | 3 At ( )

= sup |Aty, ) (n) (eX”(TJ*Vn(t),n) - e)?”(th(t)(n))>‘
0<t<T

< 2At(n) sup eXn(®)
0<t<T

< 2¢" At(n) — 0,

da der Prozess )?n(t) nach oben durch n7T" beschriankt ist. Nun schétzt man ab

Na(t) i}
- Ati(n) (XE@) _ oXnltitn)
ogth ; ( ) ( >

N (T) B
< 3 Ati(n)eX ) ’1 _ exnm(n))—X(ti(n))‘
=1

< Te”T sup ‘1 _ e)?,L(s)—X(s)
0<s<T

Mit (6.41) konvergiert der letzte Ausdruck in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Schlieflich kon-
vergiert nach [29, Satz I1.2.1] der Ausdruck Zfi"l(t) eXEM) Aty (n) gleichmiBig auf [0, 7]
gegen das Integral fot eX(5)ds nach Wahrscheinlichkeit. Somit erhélt man

N () .

sup Z ey("(Tifn)Ati(n)—/ Xds| 5 o.
0<t<T | 5 0

Mithilfe der Gleichungen (6.6) und (6.43) folgert man daraus nun, dass
t
F2(t) 5 e X® / eXds + 02(0)e XO = 52(1), (6.44)
0

gleichmafig fiir 0 <t <T.

Approximationsverfahren fiir den zeitstetigen GJR GARCH-Prozess G(t)

Man definiert eine GJR GARCH-Folge GG,, und zeigt die Konvergenz dieser Folge gegen
den zeitstetigen GJR GARCH-Prozess G. Fiir die Folge G, aus (6.8) erhélt man durch
Iteration

Gin = Gi—1n+ 0icinV/Ati(n)ein
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_Zaj LA/ Ati(n)ejpn, i=1,..., Ny,

wobei €;,, die Gleichung (6.13) und 0']2»771 die Gleichung (6.33) erfiillt. Man interpoliert den
zeitdiskreten Prozess G, um eine zeitstetige Version

Zalln ti(n)ein, 0<t<T (6.45)

zu erhalten. Sei &, wie in der Gleichung (6.43) definiert dann erhilt man mit L,, aus (6.21)

Nn(t) t
t)= > Gnlrf 1 )VAL(N)Ein = | Fn(s—)dLn(s), 0<t<T.
i=1 0
Durch diese Darstellung liegt es nahe, dass Gy (t) fo L(s) gleichmaBig fiir

te [0, T] konvergiert. Diese Behauptung soll im Folgenden gezelgt werden Man definiert
DL n (T ).:Ln(T* )—Ln(va )und DL(7},) := L(7},) — L(7}, ,,) fiir i = 1,2, ..., Ny,.

©,n i—1ln
Dann gllt
DL (7-':71) = Ln(T;:n) - Ln(Ti*—l,n)
Nn(T:n) Ti— 1, n
= Atj(n)ejn — Z VAti(n)gjn
7=1
Nn(7F,)

Z Atj(n)ejn
\/ 61 n

und damit lédsst sich der Prozess C:’n schreiben als

N (t)
Gn(t) = Z Ti— ln \/75171

=1
N (t)

= [&H(Ti*—l,n) - O-(Titl,n)] Atl 52 ;n Z Ti— 1 n \/mgi,n
=1
Nn(t) Nn( )

= Z [5’/1(7—;(—1,n) - U(T{k—l,n)] At ( )gln + Z U( Ti— ln)DL ( )
=1 =1
N (t)

= [Un(Tzfl n) U( ifl,n)] At ( )8“1
i=1

N (t) N (t)



KAPITEL 6. APPROXIMATION DES ZEITSTETIGEN GJR GARCH 71

Der letzte Ausdruck kann abgekiirzt geschrieben werden als

én(t) = MNn(t),n + QNn(t),n + RNn(t),rw (646)

wobei

Mi:n = [571(7_;—1,71) - O-(Tl;k—l,n)] Atk 5k n Z ak—1 n\/mek,n

und

Qi =Y 0(ri1,) (DLalri) = DL(7i0)) = 3 01, Din
k=1

k=1

gilt. Nun soll die Vermutung von oben, dass ét gegen G(t) konvergiert gezeigt werden. Dazu
werden die einzelnen Summanden der Gleichung (6.46) betrachtet. Man zeigt, dass der
Term M; ,, gleichmifig asymptotisch vernachlédssigbar ist. Dies soll mit der Markov’schen
und der Doob’schen Ungleichung gezeigt werden. Jedoch besitzt o2 (t) unter den gegebenen
Bedingungen nicht notwendigerweise einen endlichen Erwartungswert. Deshalb benotigt
man ein Abbruchkriterium. Fiir v > 0 und C' > 0 erhélt man mit dem Satz der totalen
Wabhrscheinlichkeit

P( max | M;,| > v) <P < max _ |M;,| > v, sup lon(t) —o(t)] < C’)
i=0,...,Ny, i=0,...,Ny, 0<t<

0<t<T

4P ( sup |5n(t) — o(t)] > c) .

Der zweite Term auf der rechten Seite konvergiert wegen (6.44) gegen 0, wenn n — oc.
Der erste Term auf der rechten Seite ist beschrénkt durch die bedingte Wahrscheinlichkeit

(max >v):P< max, ] m]>v>,
ZO,,n 1= ,777,

wobei man Mzczl = Z;ﬂ:l ak—1nl{ja,_, ]<crV/ Atg(n)eg, definiert. Um die Doob’sche Un-
gleichung anwenden zu konnen, muss an ein Martingal sein. Deshalb soll als néchstes

Zak 1l (a1 1<cyV A(M)eR R

gezeigt werden, dass (MF,)i—o...n, fiir jedes n > 1 ein Martingal beziiglich der Filtration

i,n

i,mn

(Fr# )i=0,...,N,, ist. Da die €, , unabhéngig sind mit Eey, ] = 0 und E [akfl,n]l{|ak,1yn|§0}
C < oo fiir k=1,...,7 und €, unabhéngig von aj_; , ist, gilt

=F

Z ak—1nl{ja,_, . |<C}V Atk(n)Ek,n]
=1

<.

E [ak_1,n]1{|ak,1,n|g0}\/ Atk(n)gk,n}

i
I

I
M&

E [ak—1,n]1{|ak,1,n|g0}} V At (n) Elegn)

I
o =
l
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Damit ldsst sich fiir 0 < j < ¢ die Martingaleigenschaft

_ C
= M_y,n

zeigen, da M C messbar beziiglich .7-" o ist und MZ-C M; ¢ . unabhéngig von .7-" . Weiter

gilt
E Hak—17n]l{|ak,1,n|§0} VAL (n)ekn ]
=1

Silgkg { Hak Ll o, 1n|<0}m5’“”u}
=4 max { [!ak L 1n|<C}} WE llexnll }

E[|Mf; 1 Loy <0y VAL (R)ER

.

IN

ol

1<k<i
< lf?l?x {CV At (n)Ellernl]} < 0.
<z

Es gilt E[e? ] = Var(eg,) = 1 fir k = 1,..., N, und Z,]fv;l Aty < T. Nutzt man dies
zusammen mit der Markov’sche Ungleichung aus Satz 6.1 und der quadratischen Maxima-
lungleichung von Doob aus Satz 6.2 so erhélt man

1 O 2
P ( _max M, Cnl > v) < 5F _i:ﬁ?‘?‘.f?vn(Mi’”) ]
4
S WE [(M]gmn)z]
1 [
= ﬁE Zaz1,nﬂ{|ak_17n|<C’}Atk(n)€i,n]
Lk=1
4
=2 > E [a%fl,nﬂ{lak_l,ugo}} Atg(n)E[e} )
k=1
4T ~
< —E |min ( sup |Gn(t) —a(t))?, C2> (6.47)
v 0<t<T

Durch die Konvergenz in (6.44) und den Lebesgue’schen Konvergenzsatz konvergiert (6.47)

in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Somit gilt max;—1 . n, M;n 3) 0, wenn n — oo.
Als néchstes wird Q; , betrachtet. Fiir (6.6) erhdlt man mit der monotonen Konvergenz

E
0<t<T 0<t<T

sup 02(t)] = sup E[o?(t)]
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und schlieflich ergibt sich mit E[o?(t)] = _\11‘9(1) + E[0%(0))e®™ ™) aus Proposition 4.9 fol-
gende Abschitzung

E | sup O'Q(t)] = sup FE[o*(t)]
0<t<T 0<t<T
0
< gy T (E*O))
=:C".

Als Néchstes soll gezeigt werden, dass (Qin)i=o,..., N, ein Martingal beziiglich der Filtration
(Fr# )i=o0,..,N,, ist, da diese Eigenschaft bendtigt wird, um die Doob’sche Ungleichung

i,n

anwenden zu konnen. Dazu sind einige Voriiberlegungen zu treffen. Fiir die Prozesse L

und L, gilt
Nn(ﬂ:,n) k
E|Luwin)| =E| Y VAtmen| =F Z\/ﬁgzn] Z\/ﬁg i =
i=1 =1
und

E[L(7},)] = BIEIL(7,)\Fr 1) = EIL(5,) + (. — i) EIL(D)]
— E[L(0)] + 7, E[0] = 0,

wobei Eley,] =0, 75, = 0, L(0) = 0 und E[L(1)] = 0 zuvor getroffene Annahmen sind.
Mit diesen Erwartungswerten erhilt man

(Tieyn) = DL(7k )]
Thn ) Lu(ti—1n) = L(min) + L(Ti_1,0)]
Ten)) = ElLa(Ti1 )] = BIL(73 )] + EIL(7_y.,)]

E[Dk,n] = E[ f’
n(
n(

X Fz

[

I
S =&

Aufgrund der Unabhéngigkeit der Inkremente von L und da E [U(Tg_lm)] < oo gilt, was
nach Proposition 4.9 aus F[L?(1)] = 1 < co und E[0?(0)] < oo folgt, ergibt sich

i
E1Qu) = B [Y (1) Dk = 3 Bl 101D =3 Bl EIDG] 0.
k=1 k=1
Mithilfe dieser Berechnungen kann man nun zeigen, dass @; . fiir 0 < j < i die Martinga-
leigenschaft
E[Qz,n|FT]*n] = E[Qj,n + (Qz,n - Qj,n)’fT;n]
= E[Qjn|Fr: ]+ ElQin — Qjn| Frr |
= Qjn + E[Qin — Qjn]
= Qj,n
erfiillt, da @);, messbar beziiglich ]:Tfn ist und @;, — @, unabhéngig von .7-"7]%”. Weiter
gilt 7 ’
i
E[|Qinll = E || o(Ti-1,,) Dk ]
k=1
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<Y Ello(ti_1,)Dinl]
k=1

=" Ello(ri_1 )| E[|Dk.]

i

=" Elo(rf 1 )EIDLn(7},) — DL,

k=1
<> Blo(riy,)) (EIDLa(ri,)l] + EIDL( )
k=1
= 3" Blo(rioy)] (BlIVAmeral) + BIL(,) = L(ry,)l])
k=1
<> Blo(rio )] (VAW Ellekall + BIL( )] + EIL(5 1)) < oo
k=1

Zusammen mit der Markov’sche Ungleichung aus Satz 6.1 und der quadratische Maxima-
lungleichung von Doob aus Satz 6.2 erhélt man

1
P < max  |Qin| > v) < —2Var(‘ max_ Q;n)
7 v

i=1,....,Np,

1 ! ’
02 1N < U(Tl:—l,n)Dk,n>
— Lyl

=1,...,Nn

IA
|
&=
B
93
"

AN
@l\.’)‘ I
&
N
Ik
2
2
*

—

N
S
3
N~

no

4 *
=2 ZVM(U(Ti—l,n)Di,n)
i=1
4
= 5> Bl (r |2, .

=1

Dies kann man nach oben abschéitzen durch die Schranke

Ny, 4
> BIDL)==E
=1

sup o(t)

0<t<T

4
—FE

2
3 t
: sup_o2(t)

Ny,
> Var(D; )
0<t<T i1

i

5 Var(Lo(78, ) = L(T%, )

sup E[|Ln(t) - L(1)[], (6.48)

V7 o<i<T

40*

*

<
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da
Nn, Nn,
=1 =1
Np,

= Z Ln(77) = La(721 ) — L(775,) + L7724 )
= —Ln(70,) + L(700) + La(7N, ) — LT, n)

gilt. Bleibt noch zu zeigen, dass der Ausdruck supg<;<r E[|L,(t) — L(t)]?] aus (6.48) gegen
0 konvergiert. Dazu betrachtet man folgende Umformung

sup E[|Ly(t) — L(t)[’]

0<t<T
= sup BlILu(t) = Lo(t) + T(®) — L)Y
< sup El|Lu(t) = Zu(®)? +2{La(t) = T Ta(t) = LO| + [La(t) = L)
= swp BLu(t) = L) +2 sup Bl|Lu(t) = La(Ol|Za(t) - L(0)]
0<t<T 0<t<T
+ sup BT(t) ~ L),
0<t<T

Aus (6.28) erhélt man supy<;<r E[|Ly(t) — Ly (t)2] — 0, wenn n — oo und aus Propo-
sition 6.7 folgt supg< i<y E[|Ln(t) — L(t)[*] — 0, wenn n — oo. Insgesamt hat man nun
gezeigt, dass der zweite Summand der Gleichung (6.46) gegen 0 konvergiert.

Der dritte Summand Ry, (), der Gleichung (6.46) ist ein diskretes stochastisches Integral
mit zufélliger Partition (77,)i=o,.,n,, wobei die Gitterweite der Partition durch 2At(n)
beschriinkt ist und somit f.s. gegen 0 konvergiert. Deswegen kann man [29, Satz I1.2.1] an-

wenden, um zu zeigen dass dieser Ausdruck gleichméBig auf [0, 7] gegen das stochastische

Integral fo —)dL(s) nach Wahrscheinlichkeit konvergiert. So gilt schlielich
sup |Gn(t) — G(t)] 50, wemn n— . (6.49)
0<t<T

(iv) Konvergenz der Skorokhod Distanz
Um den Beweis zu vervollstindigen, ist noch die Konvergenz von (G,,02) gegen (G,0?)
in der Skorokhod Distanz zu zeigen. Dazu muss zunéchst ein Zusammenhang zwischen
den Prozessen 62(t) und Gy, (t) und den Prozessen o2(t) und G, (t) aus (6.14) hergestellt
werden. Da die Prozesse 52(t) und G, (t) nach Definition stiickweise konstante Prozesse
sind, sind sie zwischen den Zeitpunkten 7", = 7i; A ti(n), fiir n > 1, zu denen Spriinge
stattfinden, konstant. Somit kann man fiir die Zeitpunkte ¢;(n) der Intervallgrenzen schrei-

ben
op(ti(n)) = Ga(r,) und  Gy(ti(n)) = Gu(r},,).

Die beiden Prozesse 52 und Gn springen zu den gleichen Zeitpunkten und héchstens ein-
mal in jedem Intervall (t;_1(n),t;(n)] fir ¢« = 1,..., N,. Somit kann die Funktion der
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Zeitdnderung A(t), die man fiir die Skorokhod Distanz benétigt, pfadweise wie folgt ange-
geben werden. Man definiert die Funktion A(¢) auf dem Netz (¢;(n))i=1,... N,—1

An(ti(n);w) = 77, (W) = Tin(w) Ati(n) firi=1,...,N, -1,

wobel A, (0;w) = 0 = to(n) und A\, (Tiw) =T = ty, (n) gilt. Um diese Definition zu veran-
schaulichen wird in Abbildung 6.3 die Funktion der Zeitdnderung A, (t;(n)) auf dem Netz
(ti(n))i=1,...No—1 = 0,1,...,7 fiir den simulierten Pfad des Prozesses G aus Abbildung 6.2
abgebildet. Um die beiden Abbildung besser vergleichen zu kénnen sind in Abbildung 6.3
die Achsen vertauscht. Nun interpoliert man stiickweise linear zwischen den Netzpunkten

LQ 0
=
S
g
CI> . L4
3 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
o |
= '—
0] . —
~
H_
I T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8

t(n)

An(t(n))

Abbildung 6.3: Funktion \,(t;(n)) auf dem Netz (t;(n))i=1,..~N,—1 =0,1,...,7
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(ti(n))i=1,...N,—1 und erhélt damit eine Funktion \,(-;w) aus A. Durch diese Konstruktion
gilt
sup A (t;w) —t| < At(n).
0<t<T

Durch die Festlegung A\, (T;w) = T zum Endpunkt des kompakten Intervalls [0, 7], die
fiir die Funktion A € A gefordert wird, werden alle Spriinge im letzten Teilintervall
(tn,—1,T] ignoriert. Aber die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, = {7y, n < T} ist
durch Aty, ,)7(mn) = o(y/At(n)) — 0, wenn n — oo, beschrénkt. Hier verwendet man

Landau’s Notation f = o(g) fiir hmg = 0. Somit ist diese Einschrinkung asymptotisch
vernachléssigbar.

Aufgrund der Definition von A, (-;w) kann man auf AY, bei pfadweiser Betrachtung
or(t) =Ga(Mn(t)) und  Gu(t) = Gu(Ma(t)) fir 0<t<T
schreiben. Dies impliziert

sup |7 (t) — o (Ma(1)] = sup |52 (Aa(t)) = 0*(An(t))]
0<t<T 0<t<T

= sup [57(t) — o*(1)]
0<t<T

und
sup |Gu(t) = GOn(1)| = sup |Gn(An(t)) — GOAn(1)))]
0<t<T 0<t<T
= sup |Gu(t) — G(t)].

0<t<T

Somit kann man die Skorokhod Distanz durch

PGy on), (G,0%)) < sup [Gu(t) = G(O)| + sup [33() = o*(1)| + At(n)

0<t<T 0<t<T

beschrianken. Dieser Ausdruck konvergiert gegen 0 in Wahrscheinlichkeit durch (6.44) und
(6.49). Damit ist der Beweis abgeschlossen.
O



Kapitel 7

Schitzmethode fiir den zeitstetigen
GJR GARCH

Im Folgenden soll eine Methode zur Schitzung der Parameter (6,7, p, ) des zeitstetigen GJR
GARCH(1,1)-Modells formuliert werden. Dabei wird wie in [24, Kapitel 3] vorgegangen, wo ein
Schitzverfahren fiir den COGARCH(1,1) angegeben wird.

Angenommen man hat Beobachtungen G(¢;) zu den Zeitpunkte 0 =t < t; < --- <ty =T
des integrierten zeitstetigen GJR GARCH, der in (6.7) definiert wurde. Weiter nimmt man an,
dass der integrierte zeitstetige GJR GARCH-Prozess (G(t))¢>0 stationér ist und die Zeitpunkte
{ti} fest, d.h. nichtzufillig, sind. Durch Y; := G(t;) — G(t;—1) werden die beobachteten Returns
von G definiert und man setzt At; :=t; — t;—1. Dann gilt mit (6.7)

Y, = G(ts) — Glti1) = / o(s—)dL(s), (7.1)

ti—1

wobei L = (L(t))t>0 ein Lévyprozess mit E[L(1)] = 0 und E[L?(1)] = 1 sei. Ausgehend von
den beobachteten Returns Y7,Y5,..., Yy sollen nun durch eine Pseudo-Maximum-Likelihood-
Methode, die im Folgenden mit PML abgekiirzt wird, die Parameter (6,7, ¢, y) geschitzt werden.
Die Returns Y; sind bedingt unabhingig von Y;_1,Y; o,..., gegeben F,_,, da (07)i>0 nach
Satz 4.7 ein Markovprozess ist. Mithilfe von (4.34) kann man die bedingte Erwartung von Y;

ED/Z"]:tFJ = ED/Z] = E[G(tz) - G(tifl)] =0

berechnen. Um die bedingte Varianz von Y; zu erhalten, nutzt man Gleichung (4.40)

BIVZIR ) = B [ (0200~ Bl @) 0 4 Blo%(s 1)) ds
t;

— (0(t;_1) - Elo*(0)) /

t;
e(s—ti—l)‘l’(l)ds + / E[02(5 — tifl)}ds
ti—1 ti-1

ti

= (0*(ti—1) = B[o*(0))e ") [\le)esw)] , RO

— (02(t;_1) — E[o2(0)])e 1) (q}gnetﬂ@ _ \I,zl)eti—ﬂ“l)) + El02(0)|At,

! (&ti‘m — 1) + E[0%(0)]At;. (7.2)

= (o*(ti-1) — E[UZ(O)D@

78
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Nun muss noch ¥(1) in Abhéngigkeit der Parameter berechnet werden. Fiir den zeitstetigen
GJR GARCH mit h(z) = (|z| — vyz)? gilt nach Lemma 4.8 mit den Parametern log3 = —n

5=

¥(e) = o+ [ ((1+ ool =19 = 1) vi(dy). (7.3
Um V(1) fiir den zeitstetigen GJR GARCH konkret bestimmen zu kénnen beschrénkt man
sich auf symmetrische Verteilungen der Sprungverteilung des zugrundeliegenden Lévyprozesses.

Somit gilt dann [, |y|yvz(dy) = 0. Dies wurde ausfiihrlich in Kapitel 5.2 begriindet. Mit der
Annahme [; y?vp(dy) = E[L*(1)] = 1 und der Symmetrie-Annahme folgt

= —n+p(1+?). (7.4)

Setzt man (7.4) in Gleichung (7.2) ein, so erhélt man fiir die bedingte Varianz von Y;, die man
im Folgenden mit p? bezeichnet

P} = EY?|F,_]

1 ti .
— (*(ti1) — E[UQ(O)])E (eA v() 1) + E[o?(0)]At;
1 b 2 |
= (0%(t;i.1) — E[0%(0)]) ) (eA (—n+p(149%) _ 1) + E[o*(0)]At;.  (7.5)

Um Stationaritiit beizubehalten setzt man E[0%(0)] = 7\1?(1) = 77_80(91""72)

die PML Methode wird angenommen, dass die beobachteten Returns Y; bedingt N (0, p?) sind.

, wobel n > ¢ gelte. Fiir

1(Y:)?
Mit f(Y;) = pﬁeif (PT> erhilt man die Pseudo-log-Likelihood Funktion fiir die beobachteten

Returns Y7, Y;, oYy

N N2
Ly =Ln(0,p,n,7) =log (H = e_%(%> )
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N N 2
- _% > log(p?) — glog(ZH) - %Z <Y> (7.6)

2
i=1 i—1 \Pi

mit p? aus (7.5). Fiir die Implementierung dieser Schiitzmethode bendtigt man in der Pseudo-
log-Likelihood Funktion (7.6) eine berechenbare Gréfe fiir p?. Um diese zu erhalten wird der
zeitstetige Volatilitiitsprozess o2(t;_1) aus (6.6) wie in Satz 6.6 diskretisiert. Das Vorgehen der
Diskretisierung aus Satz 6.6 wurde in Abschnitt 6.2 ausfiihrlich beschrieben. Aus (6.9) erhélt
man fiir 02(¢;_1) mithilfe von Atifs?fla?fl =(G; —Gi1)? = Yf die Darstellung

01'2 = 0AL; + (1 + [(1 - 7)2]1{517120} + (1 + 7)2]]‘{5i71<0}]80Ati€?71) einAtiO’?fl
= OAt; + e MMig? | 4+ [(1 - ’Y)Z]l{si,lzo} + (1 + 7)21{51,1<0}]<P€7nAtiAti5?710i271
= OAL + e o7 4 (1= ) e, 500 + (14 7) L,y <oplpe 20V (7.7)

Nachdem man o2(t;—1) in (7.5) durch die berechenbare Grofie o2 ; aus (7.7) ersetzt hat und
die daraus resultierende Modifikation von p? in Gleichung (7.6) eingesetzt hat, kann man die
Rekursion aus (7.7) programmieren. Als Startwert fiir 02(0) wihlt man den Wert E[02(0)] =
_‘5(1) = n*w(ﬁ%ﬂ)‘ Dann kann die Funktion Ly = Ln(0,,n,7) aus (7.6) maximiert werden
um PML-Schiitzer fiir die Parameter (0, p,n,~) des zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Modells zu
erhalten.

Dieses Schitzverfahren fiir die Parameter des zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Modells wurde
in Zusammenarbeit mit Marlit Granzer programmiert und ist im R-Packet cogarch, das im
Rahmen ihrer Masterarbeit [15] entstanden ist, enthalten. In dieser Arbeit wird die Theorie
des Verfahrens beschrieben. Fiir die Dokumention des Programms, die genaue Beschreibung des
Vorgehens bei der Implementierung sowie die Anwendung des Verfahrens wird auf [15] verwiesen.




Kapitel 8

Simulationen

Im Folgenden wird das zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Modell, das in Abschnitt 6.2 aus dem
zeitdiskreten GJR GARCH hergeleitet wurde, betrachtet. Das zeitstetige GJR GARCH(1,1)-
Modell ist durch die Gleichungen (6.5), (6.6) und (6.7) definiert. Fiir die Parameter gelten die
Bedingungen 0 > 0, 7 > 0, ¢ > 0 und v € (0,1). Durch die Wahl des Parameters v wird die
Asymmetrie des zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Prozesses beeinflusst. Je grofler man den Para-
meter v wahlt, desto stédrker werden negativen Spriinge des zugrundeliegenden Lévyprozesses
im Vergleich zu positiven Spriingen gleicher Hohe gewichtet. Somit haben negative Spriinge des
treibenden Lévyprozesses grofleren Einfluss auf die Volatilitdt des zeitstetigen GJR GARCH-
Modells als positive Spriinge gleicher Hohe. Dies wird haufig als Leverage Effekt bezeichnet.
Setzt man den Parameter v = 0, so werden positive und negative Spriinge gleicher Hohe des
zugrundeliegenden Lévyprozesses gleich stark gewichtet. Somit erhélt man ein symmetrisches
Modell. Aus den Gleichungen (6.5), (6.6) und (6.7) folgt, dass man fiir v = 0 das klassische
COGARCH(1,1)-Modell erhilt.

Im Folgenden soll der integrierte zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Prozess basierend auf einem
zusammengesetzten Poissonprozess und einem Varianz-Gamma-Prozess simuliert werden. Die
Simulationsprogramme fiir den zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Prozess wurden in Zusammenar-
beit mit Marlit Granzer geschrieben. Sie sind im R-Packet cogarch, das im Rahmen der Master-
arbeit [15] entstanden ist, enthalten. Fiir eine genaue Beschreibung der Simulationsprogramme
wird auf [15] verwiesen.

8.1 Zusammengesetzter Poissonprozess

Auf der Basis eines zusammengesetzten Poissonprozesses (Lt)o<t<so00 mit Rate ¢ = 1 und
standardnormalverteilten Spriingen wird der integrierte zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Prozess
(Gt)o<t<soo0 simuliert. Als Parameter werden 6 = 0.02, n = 0.062 und ¢ = 0.047 gewihlt.
Fiir den Parameter v werden unterschiedliche Werte v € {0,0.2,0.3,0.4} gewihlt, um zu zei-
gen, welchen Einfluss v auf das zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Modell hat. Die Zufallsvariable
crg wird auf ¢ = 0.32258 gesetzt. Abbildung 8.1 zeigt den simulierten zusammengesetzten Pois-
sonprozess (L¢);>0 mit Rate ¢ = 1 und standardnormalverteilten Spriingen fiir 0 < ¢ < 5000
und seine zugehorigen Spriinge AL(t). Dieser simulierte Prozess liegt allen weiteren Simula-
tionen zugrunde. In Abbildung 8.2 ist der simulierte Volatilitéitsprozess (02);>o fiir die unter-
schiedlichen y-Werte v € {0,0.2,0.3,0.4} zu sehen. Im ersten Bild der Abbildung 8.2 ist der
Volatilitatsprozess des COGARCH(1,1)-Modells zu sehen. In den drei unteren Bildern ist der
Leverage Effekt zu erkennen, d.h. negative Spriinge des simulierten zusammengesetzten Pois-
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sonprozess beeinflussen die Volatilitdt stirker als positive Spriinge gleicher Hohe. Durch die
gleiche Achsenskalierung ist leicht zu sehen, dass dieser Effekt umso stirker ausgeprigt ist, je
groBer man v wihlt. Abbildung 8.3 zeigt den simulierten zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Prozesse
(Gt)t>o fiir v € {0,0.2,0.3,0.4}. Man kann erkennen, dass die Prozesse G dem treibenden zu-
sammengesetzen Poissonprozess L aus Abbildung 8.1 &hnlich sehen. Jedoch treten immer wieder
Bereiche auf, in denen sich G iiber- bzw. unterproportional im Vergleich zu L entwickelt. Auch
hier ist die unterschiedliche Gewichtung von negativen und positiven Spriingen zu erkennen.
Je grofler man vy wahlt, desto grofler ist die Auspragung der Asymmetrie. In Abbildung 8.4
wird schliellich noch der durch Differenzenbildung entstandene Prozess Ggl) = Gyy1 — Gy fir
v €40,0.2,0.3,0.4} gezeigt. Hier ist wiederum durch die gleiche Achsenskalierung gut zu sehen,
dass die Volatilitdtscluster umso stéarker ausgeprégt sind, je grofler man v wéhlt. In den drei un-
teren Bildern in Abbildung 8.4 kann man im Vergleich zum ersten Bild, in dem der Prozess Ggl)
des COGARCH(1,1)-Prozesses dargestellt ist, die stirkere Gewichtung der negativen Spriinge
im Vergleich zu positiven Spriingen gleicher Hohe erkennen.
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Abbildung 8.1: Simulierter zusammengesetzter Poissonprozess (L¢):>0 mit Rate ¢ = 1 und stan-
dardnormalverteilten Spriingen (oben) und zugehorige Spriinge AL; (unten) fiir 0 < ¢ < 5000
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Abbildung 8.2: Simulierte Volatilititsprozesse (07);>p mit Parametern v = 0 (erste Abb.), v =
0.2 (zweite Abb.), v = 0.3 (dritte Abb.) und v = 0.4 (vierte Abb.) fiir 0 < ¢ < 5000
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Abbildung 8.3: Simulierte zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Prozesse (G¢)¢>0 mit Parametern v = 0
(erste Abb.), v = 0.2 (zweite Abb.), v = 0.3 (dritte Abb.) und v = 0.4 (vierte Abb.) fir
0 <t <5000
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Abbildung 8.4: Durch Differenzenbildung entstandene Prozesse Ggl) = G441 — Gy mit Parametern
v = 0 (erste Abb.), v = 0.2 (zweite Abb.), v = 0.3 (dritte Abb.) und v = 0.4 (vierte Abb.) fiir
0 <t <5000
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8.2 Varianz-Gamma-Prozess

Basierend auf einem Varianz-Gamma-Prozess (L¢)o<t<5000 mit den Parametern 6y, = 0, o, = 0.8
und xy = 0.5 wird der integrierte zeitstetigen GJR GARCH(1,1)-Prozesse simuliert. Als Para-
meter werden 8 = 0.06, n = 0.053 und ¢ = 0.038 gewihlt. Auch in diesem Fall werden fiir
~ unterschiedliche Werte v € {0,0.2,0.4,0.5} gewihlt, um zu zeigen, welchen Einfluss v auf
das zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Modell hat. Die Zufallsvariable o2 wurde auf % = 1.13208 ge-
setzt. Abbildung 8.5 zeigt den simulierten Varianz-Gamma-Prozess (L;);>0 sowie dessen Spriinge
AL(t) fir 0 <t < 5000. Dieser simulierte Prozess liegt allen weiteren Simulationen zugrunde. In
Abbildung 8.6 sicht man den simulierten Volatilititsprozess (o2 );>o fiir v € {0,0.2,0.4,0.5}. Im
ersten Bild von Abbildung 8.6 ist der Volatilitdtsprozess (o7)i>0 des COGARCH(1,1)-Modells
dargestellt. In den drei unteren Bildern kann man auch in diesem Fall den sogenannten Leverage
Effekt erkennen, da negative Spriinge des simulierten Varianz-Gamma-Prozesses L die Volati-
litdt stérker als positive Spriinge gleicher Hohe beeinflussen. Durch die gleiche Achsenskalierung
sieht man, dass dieser Effekt umso stérker ausgeprégt ist, je grofler man ~ wahlt. Abbildung 8.7
zeigt den simulierten zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Prozesse (Gt)¢>o fiir v € {0,0.2,0.4,0.5}. Die
Prozesse G sehen dem treibenden Varianz-Gamma-Prozess L aus Abbildung 8.5 &hnlich. Jedoch
treten immer wieder Bereiche auf, in denen sich G iiber- bzw. unterproportional im Vergleich zu
L verhilt. Je grofler man v wéhlt, desto grofer ist der Einfluss der negativen Spriingen im Ver-
gleich zu positiven Spriingen gleicher Hohe des Varianz-Gamma-Prozesses L. In Abbildung 8.8
wird schliellich noch der durch Differenzenbildung entstandene Prozess Ggl) = Gyy1 — Gy fiir
v €40,0.2,0.4,0.5} abgebildet. Hier ist durch die gleiche Achsenskalierung leicht zu sehen, dass
die Volatilitdtscluster eine umso stédrkere Ausprigung haben, je gréfler man ~ wéhlt. In den
drei unteren Bildern in Abbildung 8.8 kann man im Vergleich zum ersten Bild, in dem der Pro-
zess Ggl) des COGARCH(1,1)-Prozesses dargestellt ist, die stirkere Gewichtung der negativen
Spriinge im Vergleich zu positiven Spriingen gleicher Hohe erkennen.
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Abbildung 8.5: Simulierter Varianz-Gamma-Prozess (L¢)¢>0 mit den Parametern 6y = 0, oy =
0.8 und xy = 0.5 (oben) und zugehorige Spriinge AL; (unten) fiir 0 < ¢ < 5000
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Abbildung 8.6: Simulierte Volatilititsprozesse (07);>p mit Parametern v = 0 (erste Abb.), v =

0.2 (zweite Abb.), v

= 0.4 (dritte Abb.) und v = 0.5 (vierte Abb.) fiir 0 < ¢ < 5000
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Abbildung 8.7: Simulierte zeitstetige GJR GARCH(1,1)-Prozesse (G¢)¢>0 mit Parametern v = 0
(erste Abb.), v = 0.2 (zweite Abb.), v = 0.4 (dritte Abb.) und v = 0.5 (vierte Abb.) fur
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Abbildung 8.8: Durch Differenzenbildung entstandene Prozesse Ggl) = G441 — Gy mit Parametern
v = 0 (erste Abb.), v = 0.2 (zweite Abb.), v = 0.4 (dritte Abb.) und v = 0.5 (vierte Abb.) fiir
0 <t <5000
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