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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Generierung von Netzen, die für eine
Berechnung mit der Finite-Elemente-Methode hoher Ordnung geeignet sind. Da-
bei werden Verfahren zur Vernetzung gekrümmter Flächenmodelle in Dreiecks-
und Viereckselemente sowie zur Vernetzung von unterschiedlichen Volumenmo-
dellen in Tetraeder- und Hexaeder-Elemente präsentiert.
Zunächst wird eine Einführung in die wesentlichen Aspekte des geometrischen
Modellierens sowie in die Finite-Elemente-Methode hoher Ordnung gegeben und
ein Konzept zur möglichst exakten Erfassung der Geometrie mithilfe gekrümmter
Elemente dargelegt. Anschließend wird der Aufbau einer Rahmen-Software erläu-
tert, welche als Fundament für die entwickelten Vernetzungstechniken dient. Die
Vernetzung beliebig gekrümmter Oberflächenmodelle mit qualitativ hochwerti-
gen Elementen erfolgt durch eine Kopplung der rekursiven Gebietsteilungstechnik
mit differentialgeometrischen Berechnungsmethoden. Darauf aufbauend wird ei-
ne Strategie zur Vernetzung indirekter Volumenmodelle in Tetraeder-Elemente
aufgezeigt. Abschließend wird ein Verfahren zur Generierung von Hexaeder-
Elementen für komplexe dünnwandige Strukturen dargelegt und seine Praxistaug-
lichkeit an zahlreichen Beispielen getestet.

Abstract

This thesis addresses the generation of meshes which are well suited for compu-
tations with high order finite element methods. It presents approaches for the
generation of triangular and quadrilateral elements on curved surface models and
for the generation of tetrahedral and hexahedral elements on solid models of dif-
ferent types.
Firstly it introduces the fundamental aspects of geometric modelling and the fi-
nite element method of high order. It focuses on a concept for describing curved
elements to best cover the exact shape of the underlying geometry. Subsequently,
the architecture of a framework-software which serves as a foundation for the
developed meshing techniques is outlined. The generation of finite element mes-
hes with high element quality on arbitrary curved surface models is achieved by
coupling the recursive subdivision technique with mathematical methods of diffe-
rential geometry. Based on this a strategy for generation of tetrahedral elements
for indirect solid models is shown. Finally, a method for generation of hexahedral
elements on complex thin-walled structures is presented and its suitability for
practical use is demonstrated in several examples.
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Kapitel 1

Einleitung

Mit der Entwicklung von leistungsstarken Rechnern in der zweiten Hälfte des letz-
ten Jahrhunderts begann die Erforschung von numerischen Berechnungsverfahren
für die computergestützte Bearbeitung von komplexen, ingenieurrelevanten Fra-
gestellungen der Struktur- und Strömungsmechanik. In den 50er und 60er Jahren
des 20ten Jahrhunderts wurde die Methode der finiten Elemente (FEM), von den
Professoren Argyris (Universitäten Stuttgart und London) und Clough (Univer-
sität Berkeley, Kalifornien) unabhängig voneinander entwickelt. Diese Methode
stellt bis heute das wichtigste und am häufigsten eingesetzte Verfahren zur Be-
rechnung von mechanischen Systemantworten dar.

In den Anfangsjahren der numerischen Simulation wurden zunächst nur klei-
ne Systeme für stark vereinfachte geometrische Modelle angesetzt. Die Ursache
hierfür lag einerseits in der mangelnden Rechenleistung und andererseits am zu
geringen Speichervolumen der damaligen Rechensysteme. Durch die enorme Stei-
gerung dieser beiden Faktoren stiegen auch die Größe der zu berechnenden Sy-
steme sowie die Komplexität der geometrischen Aufgabenstellungen bis zum heu-
tigen Zeitpunkt kontinuierlich an. In den vergangenen zwei Jahrzehnten war be-
sonders im Bereich des computergestützten Konstruierens (CAD) ein deutlicher
Leistungssprung von einfachen zweidimensionalen Modellierungstechniken hin zu
Modellierungstechniken für die Erstellung von komplexen dreidimensionalen Frei-
formmodellen zu beobachten. Dies belegen die zahlreichen neu erschienenen oder
weiter entwickelten CAD-Anwendungen der heutigen Zeit.

Mit steigender Komplexität stiegen auch die Anforderungen an die Techniken zur
Diskretisierung des geometrischen Modells, was bis heute einer der wichtigsten
und gleichzeitig problematischsten Schritte der Finite-Elemente-Analyse ist. Die
Diskretisierung erfolgt über die näherungsweise Beschreibung des Berechnungsge-
bietes mit einem Finite-Elemente-Netz. Dieses besteht im Fall von zweidimensio-
nalen Berechnungsgebieten aus einer endlichen Zahl von Dreiecks- oder Vierecks-
elementen. Bei dreidimensionalen Berechnungsgebieten werden Volumenelemente
wie Tetraeder oder Hexaeder angesetzt. Für die Qualität der Berechnungsergeb-
nisse spielt die Größe, bei manchen strömungsmechanischen Problemen auch die



2 1. Einleitung

Ausrichtung der einzelnen Elemente eine entscheidende Rolle [69]. Die vollau-
tomatische Generierung von geeigneten Finite-Elemente-Netzen ist daher eine
Schlüsselaufgabe bei der Simulation geometriebasierter physikalischer Phänome-
ne.

Die Unterteilung von geometrischen Flächenmodellen in qualitativ hochwerti-
ge Dreiecks- und Viereckselemente war besonders in den 80er und 90er Jahren
des vergangenen Jahrhunderts im Fokus vieler Forschungsprojekte und ist heute
durch zahlreiche grundlegende Vernetzungstechniken möglich [72]. Die Grenzen
der heutigen Vernetzungssysteme liegen dabei hauptsächlich in der Vernetzung
von topologisch komplexen oder geometrisch stark gekrümmten Freiformflächen,
welche als Folge der gesteigerten Modellierungsmöglichkeiten immer häufiger wer-
den. Durch eine Kopplung der Vernetzungstechniken mit differentialgeometri-
schen Darstellungsmethoden [107] sind solche Probleme oft einfach und effektiv
zu lösen.

Die Vernetzung von dreidimensionalen Berechnungsgebieten ist im Vergleich zur
Flächenvernetzung wesentlich aufwendiger und bis heute zentraler Bestandteil
vieler Forschungsvorhaben. Der am einfachsten zu generierende dreidimensiona-
le Elementtyp ist das Tetraeder-Element, für das eine ausreichende Zahl guter
Vernetzungsalgorithmen existiert [72]. Deutlich komplizierter ist die Vernetzung
mit Hexaeder-Elementen. Allerdings besitzen Hexaeder-Elemente im Vergleich
zu Tetraeder-Elementen mathematische Vorteile [21, 36]. Eine Reihe von Vernet-
zungsprogrammen ist zwar auf die Generierung von Hexaeder-Elementen spezia-
lisiert, doch bis zum heutigen Zeitpunkt ist noch kein Verfahren bekannt, welches
eine allgemeingültige Lösung mit ausreichend guten Elementen für beliebige geo-
metrische Problemstellungen liefert.

Die generierten Elemente unterscheiden sich nicht nur nach der Dimension und
nach dem Elementtyp, sondern besitzen je nach Finite-Elemente-Ansatz auch
unterschiedliche Anforderungen an die Diskretisierung. In der klassischen Finite-
Elemente-Methode [19, 100] beschreiben die Elemente einfache Interpolations-
polynome und werden durch gemeinsame Knoten miteinender verbunden. Die
Auflösung des Berechnungsgebietes wird dabei durch die Anzahl der Elemente
gesteuert. In der p-Version der Finite-Elemente-Methode [15, 40, 81] überneh-
men die Elemente am Rand die exakte Form des Berechnungsgebietes und werden
durch polynomiale Funktionsräume hoher Ordnung diskretisiert. Daher sind nur
vergleichsweise wenige Elemente für eine exakte Beschreibung des geometrischen
Modells notwendig.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Generierung von Finite-Elemente-
Netzen mit unterschiedlichen Elementtypen, die für eine Berechnung mit klassi-
schen Ansätzen sowie mit der p-Version der Finite-Elemente-Methode geeignet
sind.
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Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Grundlagen

• Kapitel 2 legt die Grundlagen der geometrischen Modellierung dar. Zu-
nächst werden die mathematischen Darstellungen einfacher geometrischer
Kurven und Flächen sowie der Aufbau von komplexen Volumenmodellen
beschrieben. Darauf aufbauend gibt das Kapitel Einblick in die wichtigsten
Grundlagen der Differentialgeometrie und erläutert ausgewählte Aspekte
der topologischen Algebra.

• Kapitel 3 widmet sich der Beschreibung der Finite-Elemente-Methode. Die-
se beginnt mit der Einführung eines allgemeinen Randwertproblems und
seiner schwachen Formulierung. Im Anschluss daran wird die eigentliche
Methode mit Hauptaugenmerk auf der Lösung des Integrationsproblems
erklärt. Abschließend werden der klassische Ansatz und die p-Version der
Finite-Elemente-Methode vorgestellt und miteinander verglichen.

Rahmen-Software

• Kapitel 4 stellt die im Zuge dieser Arbeit entwickelte Rahmen-Software
TUM.GeoFrame vor. Diese bildet die Basis für alle implementierten Al-
gorithmen. Der Schwerpunkt der Beschreibung liegt auf dem Aufbau und
dem Design der Rahmen-Software, sowie dem Zusammenspiel zwischen den
algorithmischen Prozeduren und der Datenbasis.

Netzgenerierung

• Kapitel 5 diskutiert die Generierung von Finite-Elemente-Netzen auf geo-
metrischen Flächenmodellen. Die gezeigte Methode stellt eine Erweiterung
des Netzgenerators DoMesh [82, 91] dar und wurde in den Vernetzungskern
von TUM.GeoFrame integriert. Die Verbesserung basiert auf der Einbe-
ziehung von wichtigen differentialgeometrischen Eigenschaften von Kurven
und Flächen. Dadurch lassen sich qualitativ hochwertige Dreiecks- oder
Viereckselemente auf beliebig geformten Freiformflächen erzeugen.

• Kapitel 6 widmet sich der Generierung von Volumenelementen auf dreidi-
mensionalen Berechnungsgebieten. Die Generierung von Tetraedern erfolgt
durch die Anbindung des Netzgenerators Netgen [90]. Eine anschließende
Diskretisierung der Tetraeder-Oberflächen ermöglicht die Beschreibung des
Netzes für die p-Version der Finite-Elemente-Methode. Die Generierung von
Hexaeder-Netzen basiert auf einfachen Abbildungstechniken. Der finale Vo-
lumenkörper wird dabei aus einem dimensionsreduzierten Flächenmodell
entwickelt. Im Blickfeld der neu entwickelten Methode steht die Bearbei-
tung unterschiedlicher Szenarien, bei denen sich einzelne dimensionsredu-
zierte Referenzflächen parallel, senkrecht, oder schiefwinklig berühren oder
schneiden.
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Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Algorithmus ist speziell für dünnwandi-
ge Strukturen gut geeignet. Die Entwicklung eines allgemeingültigen Verfahrens
zur Generierung von Hexaeder-Elementen auf beliebigen Volumenmodellen bleibt
weiterhin ein Themengebiet mit vielen noch ungelösten Problemen. Das gezeigte
Verfahren ist jedoch in der Lage, Netze für eine Reihe von geometrischen Modellen
zu generieren, für die bisher noch keine geeignete Vernetzungsmethode bekannt
war. Kapitel 7 nimmt dazu Stellung und wagt einen Ausblick auf mögliche zu-
künftige Arbeiten.
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Kapitel 2

Grundlagen der geometrischen

Modellierung

Die computergestützte Beschreibung der Form geometrischer Objekte spielt eine
zentrale Rolle in der Berechnung von physikalischen Phänomenen im konstruk-
tiven Maschinenbau, im Bauingenieurwesen und in vielen anderen Ingenieurs-
disziplinen. Hierfür existiert eine Vielzahl von unterschiedlichen Modellierungs-
konzepten, wobei die Wahl der jeweiligen Methode stark von der spezifischen
Problemstellung sowie von den zu modellierenden Objekten abhängt. Dieses Ka-
pitel möchte die für das Verständnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen der
geometrischen Modellierung vermitteln. Für detaillierte Ausführungen wird auf
die Literatur [7, 8, 47] verwiesen.

2.1 Geometrische Beschreibung von Kurven

Geometrische Kurven sind eindimensionale Objekte, die entweder in der eukli-
dischen Ebene R

2 oder im euklidischen Raum R
3 liegen. Die einfachste Form

einer Kurve ist die Gerade, die durch einen Start- und einen Endpunkt eindeutig
bestimmt wird. Ist die Form der Kurve komplexer, existieren dafür verschiedene
mathematische Darstellungsweisen. Dieser Abschnitt behandelt die mathemati-
schen Beschreibungen der wichtigsten geometrischen Kurventypen. Die Auswahl
umfasst dabei den Standardsatz eines jeden computergestützten Konstruktions-
programms (CAD).

2.1.1 Darstellung von Kurven

Explizite Darstellung

Bei der expliziten Darstellung wird die Kurve C über eine Funktion
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y = f(x) (2.1a)

im R
3 zusätzlich : z = g(x) (2.1b)

beschrieben. Die Kurve durchläuft hierbei für die unabhängige Koordinate (x)
ein vorgegebenes Definitionsintervall I ⊂ R. Die abhängigen Koordinaten (y, z)
entsprechen dabei in jedem Punkt des Definitionsintervalls einem Funktionswert.

Obwohl die explizite Darstellung aufgrund ihrer Eindeutigkeit analytisch direkt
verwertbar ist, lässt sich damit nur eine sehr begrenzte Anzahl an Kurven be-
schreiben. Beispielsweise können keine geschlossenen Kurven (z.B. Kreis, Ellip-
se) oder Kurven mit Tangenten vertikal zur unabhängigen Koordinatenachse be-
schrieben werden. Daher wird die explizite Darstellung im Rahmen von Kurven-
betrachtungen eher selten benutzt.

Implizite Darstellung

Bei der impliziten Darstellung wird die Kurve C über die Lösungsmenge einer
Funktion

f(x, y) = 0 (2.2)

beschrieben und der Hinweis auf die Art der Koordinate ist unwesentlich.

Die implizite Darstellung erlaubt die Beschreibung von allen möglichen ebenen
Kurven (z.B. Kreis, Ellipse) und liefert einen sehr effizienten Ansatz zur Bestim-
mung, ob ein Punkt auf einer Kurve liegt, bzw. auf welcher Seite er liegt und
welchen Abstand er hat. Allerdings besitzt die implizite Darstellung oft mehr Lö-
sungen als erwünscht (z.B. wird sowohl ein Kreis als auch ein Halbkreis durch die
selbe implizite Funktionen x2 +y2−1 = 0 beschrieben) und ist somit uneindeutig.

Parameterdarstellung

Bei der Parameterdarstellung der Kurve C werden die Koordinaten einzeln als
Funktionen

x = fx(t) (2.3a)

y = fy(t) mit t0 ≤ t ≤ t1 (2.3b)

im R
3 zusätzlich : z = fz(t) (2.3c)

von einem Laufparameters t beschrieben. Der Laufparameter kann hierbei als
Zeitachse interpretiert werden und durchläuft ein vorgegebenes Definitionsinter-
vall I ⊂ R. Die Koordinaten (x, y, z) werden zu jedem Zeitpunkt (t) einzeln
über diese reellen Funktionen bestimmt.
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In der Parameterdarstellung ist jede Steigung erlaubt und auch Überschneidungen
sind möglich, allerdings verliert die Kurve vorteilhafte analytische Eigenschaften
wie z.B. die direkte Differenzierbarkeit. Aufgrund ihrer Vielseitigkeit ist die Pa-
rameterdarstellung in der Computergrafik jedoch die am häufigsten verwendete
Darstellungsart.

Kurventypen und ihre Darstellung

Explizite Kurven können ohne Schwierigkeit in eine implizite Darstellung und
implizite Kurven jederzeit in eine Parameterdarstellung überführt werden. Um-
gekehrt ist das nicht für alle Kurventypen möglich. Daher basieren geometri-
sche Algorithmen bevorzugt auf der Parameterdarstellung. Tabelle 2.1 gibt einen
Überblick über die in dieser Arbeit behandelten Kurventypen und die jeweiligen
Darstellungsmöglichkeiten.

Kurve Explizit Implizit Parametrisch

Parabel X X X

Hyperbel X X X

Kreis - X X

Ellipse - X X

Bézier-Kurve - - X

BSpline-Kurve - - X

Tabelle 2.1: Kurventypen und ihre Darstellungsarten

2.1.2 Kegelschnitte

Kegelschnitte bezeichnen Kurven, die aus dem Schnitt eines Drehkegels mit einer
Ebene ǫ hervor gehen, die nicht durch die Spitze des Kegels geht. Je nach Neigung
der Ebene ǫ beschreibt die Schnittkurve einen Kreis, eine Ellipse, eine Parabel
oder eine Hyperbel.

Ellipse

Bei der Ellipse ist der Winkel zwischen der Achse des Drehkegels und der Schnit-
tebene größer als der halbe Öffnungswinkel des Kegels. Eine Ellipse mit den
beiden Halbradien r1 und r2 lässt sich über die implizite Darstellung

f(x, y) =
(

x

r1

)2

+
(

y

r2

)2

− 1 = 0 (2.4)

beschreiben. In der Parameterform lautet die Ellipsengleichung
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(a) Kreis (b) Ellipse (c) Parabel (d) Hyperbel

Abbildung 2.1: Kegelschnitte







x

y






=







r1 · cos (t)

r2 · sin (t)






mit 0 ≤ t ≤ 2π. (2.5a)

Kreis

Der Kreis ist ein Spezialfall der Ellipse, mit einem rechten Winkel zwischen der
Achse des Drehkegels und der Schnittebene. Ein Kreis mit Mittelpunkt im Ko-
ordinatenursprung und Radius r besitzt die implizite Darstellung

f(x, y) = x2 + y2 − r2 = 0 (2.6)

In der Parameterform lautet die Kreisgleichung







x

y






=







r · cos (t)

r · sin (t)






mit 0 ≤ t ≤ 2π. (2.7)

Parabel

Bei einer Parabel ist die Schnittebene ǫ parallel zu einer Mantellinie des Drehke-
gels, so dass der Winkel zwischen Achse und Ebene gleich dem halben Öffnungs-
winkel des Kegels entspricht. Eine Parabel mit Scheitelpunkt im Koordinatenur-
sprung besitzt die explizite Darstellung

y = λ · x2 (2.8)
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In impliziter Form lautet die Parabelgleichung

f(x, y) = λ · x2 − y = 0. (2.9)

Die Parameterform der Parabel lautet







x

y






=







t

λ · t2






mit − ∞ < t < ∞. (2.10)

Hyperbel

Bei einer Hyperbel verläuft der Schnitt der Ebene ǫ parallel zu zwei Mantellinien
des Drehkegels. Dies bedeutet, dass der Winkel zwischen Achse und Ebene kleiner
als der halbe Öffnungswinkel des Kegels ist. Eine Hyperbel mit Mittelpunkt im
Ursprung besitzt die explizite Darstellung

y =
λ

x
(2.11)

In impliziter Form lautet die Hyperbelgleichung

f(x, y) =

(

x2

a2

)

−
(

y2

b2

)

− 1 = 0 (2.12)

Die Parameterform der Hyperbel lautet







x

y






=







a
cos (t)

b
tan (t)






mit 0 ≤ t ≤ 2π. (2.13)

2.1.3 Bézier-Kurven

Bézier-Kurven wurden Anfang der 1960er Jahre von Paul de Casteljau und Pier-
re Bézier unabhängig voneinander entwickelt und stellen ein wichtiges Werkzeug
der geometrischen Kurvenbeschreibung dar. Eine Bézier-Kurve ist eine Parame-
terdarstellung eines Polynoms vom Grad p zu p+1 gegeben Kontroll- oder Bézier-
Punkten, die mittels einer rekursiven Formel zu einer parametrischen Kurvenglei-
chung verknüpft werden. Bézier-Kurven interpolieren den ersten und den letzten
Kontrollpunkt und approximieren die inneren Kontrollpunkte. Dafür besitzen sie
vorteilhafte mathematische wie geometrische Eigenschaften [51].
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Bernsteinpolynome

Die Bernsteinpolynome wurden 1911 von Sergei Natanowitsch Bernstein formu-
liert und gehören zu den reellen Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten. Bern-
steinpolynome bilden die Basis von Bézier-Kurven und sind ein nicht mehr weg zu
denkender Grundstein des heutigen computergestützten Konstruierens. Die p + 1
Bernsteinpolynome vom Grad p sind definiert als

Bi,p(t) =







p

i






ti · (1 − t)p−i mit 0 ≤ t ≤ 1 (2.14)

für i, p ∈ N und 0 ≤ i ≤ p, sowie t ∈ [0, 1]. Alternativ lassen sich die Bernstein-
polynome über die einfache Rekursionsformel

Bi,p(t) = (i − t) · Bi,p−1(t) + t · Bi−1,p−1(t) mit 0 ≤ t ≤ 1 (2.15)

erzeugen, mit Bi,p = 0 für i < 0 oder i > p, sowie B0,0 := 1. Abbildung 2.2 zeigt
die fünf Bernsteinpolynome für p = 4.

1

1

0.8

0.8

0.6

0.6

0.4

0.4

0.2

0.2

0
t

Abbildung 2.2: Bernsteinpolynome (p=4)

Nicht rationale Bézier-Kurven

Die nicht rationale Bézier-Kurve ist die einfachste Form der Darstellung einer
Freiformkurve. Sie ergibt sich aus der Summe der Produkte der p + 1 Bernstein-
polynome Bi,p mit den p + 1 Kontrollpunkten bi nach

F (t) =
p
∑

i=0

Bi,p(t) · bi mit 0 ≤ t ≤ 1 (2.16)
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Der De-Casteljau-Algorithmus ist ein numerisch stabiles, rekursives Berechnungs-
verfahren für die Werte einer nicht rationalen Bézier-Kurve zum Zeitpunkt t nach
der Vorschrift

Pi,0(t) := bi (2.17)

Pi,j(t) := (1 − t) · Pi,j−1(t) + t · Pi+1,j−1(t) (2.18)

mit j = 1, . . . , p und i = 0, . . . , p − j. Abbildung 2.3 zeigt eine nicht rationale
Bézier-Kurve vom Grad p = 4 und das dazugehörige Kontrollpolygon.

Abbildung 2.3: Nicht Rationale Bézier-Kurve (p=4)

Rationale Bézier-Kurven

Rationale Bézier-Kurven sind Bézier-Kurven, deren Kontrollpunkte bi mit zu-
sätzlichen Wichtungsfaktoren ωi versehen werden, um damit die Kurvenverläufe
zu beeinflussen. Rationale Bézier-Kurven sind definiert als

F (t) =

∑p
i=0 ωi · Bi,p(t) · bi
∑p

i=0 ωi · Bi,p(t)
. (2.19)

Hohe Wichtungsfaktoren ziehen die Kurve näher an den entsprechenden Kon-
trollpunkt heran, während niedrige Wichtungsfaktoren die Kurve stärker vom
Kontrollpunkt entkoppeln. Sind die Wichtungsfaktoren aller Kontrollpunkte iden-
tisch, so resultiert aus Gleichung (2.19) eine nicht rationale Bézier-Kurve. Abbil-
dung 2.4 illustriert den Einfluss von verschiedenen Wichtungsfaktoren auf einer
rationalen Bézier-Kurve vom Grad p = 4, anhand verschiedener Werte für Kon-
trollpunkt b3.

2.1.4 BSpline-Kurven

Die in Kapitel 2.1.3 beschriebenen Bézier-Kurven sind zwar besonders einfach zu
konstruieren, allerdings hängt der Polynomgrad der Kurve p direkt mit der An-
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Abbildung 2.4: Rationale Bézier-Kurve (p=4)

zahl der Kontrollpunkte (p+1) zusammen. Das hat den Nachteil, dass Kurven bei
einer wachsenden Anzahl von Kontrollpunkten zum einen in komplexen und nu-
merisch ineffizienten Termen resultieren und zum anderen lokale Verschiebungen
von einzelnen Kontrollpunkten Einfluss auf den globalen Verlauf der gesamten
Kurve haben.

BSpline-Kurven basieren auf der Idee, anstatt der global definierten Bernstein-
polynome abschnittsweise definierte Polynome als Basisfunktionen zu verwenden,
um den Einfluss einzelner Kontrollpunktverschiebungen auf die lokale Umgebung
zu beschränken und den Polynomgrad p der Kurve unabhängig von der Anzahl
der Kontrollpunkte n klein halten zu können. BSpline-Kurven können aufgrund
ihrer hohen Flexibilität nahezu jede Form mathematisch exakt beschreiben.

Knotenvektor

Der Knotenvektor

v = {t0, t1, . . . , tn} mit t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn (2.20)

spezifiziert die Definitionsbereiche der abschnittsweisen Polynome und bestimmt
die Kontinuität an den Übergängen. Die Werte im Knotenvektor müssen aufstei-
gend sein, dürfen sich jedoch wiederholen. Die Anzahl der Wiederholungen eines
Wertes im Knotenvektor nennt man Vielfachheit. Entspricht die Vielfachheit eines
Wertes im Knotenvektor p + 1, so wird der Kontrollpunkt an der entsprechenden
Stelle interpoliert, bei geringerer Vielfachheit wird der Kontrollpunkt approxi-
miert.

Knotenvektoren mit äquidistanten Abständen zwischen sich nicht wiederholenden
Werten nennt man uniforme Knotenvektoren, bei nicht äquidistanten Abständen
spricht man von nicht-uniformen Knotenvektoren.
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BSpline-Basisfunktionen

Die BSpline-Basisfunktionen sind abschnittsweise definierte Polynome vom Grad
p, die über das Intervall von p+1 benachbarten Werten im Knotenvektor definiert
sind. Die BSpline-Basisfunktionen vom Grad p lassen sich anhand des Knoten-
vektors rekursiv ermitteln nach

Ni,p(t) =
t − ti

ti+p − ti
· Ni,p−1(t) +

ti+p+1 − t

ti+p+1 − ti+1
· Ni+1,p−1(t) (2.21)

für p ≥ 1 mit

Ni,0(t) =











1 ti ≤ t ≤ ti+1

0 sonst
(2.22)

Da der Nenner der Gleichung Null werden kann, definiert man 0
0 := 0. Abbildung

2.5 zeigt eine BSpline-Basisfunktion für einen nicht-uniformen Knotenvektor mit
den Polynomgraden p = 0, 1, 2, 3.

Abbildung 2.5: BSpline-Basisfunktion (p=0,1,2,3)

Nicht rationale BSpline-Kurven

Die nicht rationale BSpline-Kurve ergibt sich ähnlich wie die Bézier-Kurve aus der
Summe der Produkte der Basisfunktionen Ni,p (2.21) mit den Kontrollpunkten
xi nach

F (t) =
n
∑

i=0

Ni,p(t) · xi (2.23)
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Bei BSpline-Kurven hängt die Anzahl der Kontrollpunkte xi nicht direkt vom
Polynomgrad p ab, sondern erfüllt die Bedingung

nv = p + n + 1 (2.24)

wobei nv der Anzahl der Werte im Knotenvektor und n der Anzahl der Kontroll-
punkte entspricht. BSpline-Kurven, deren erster und letzter Wert im Knoten-
vektor eine Vielfachheit von p + 1 besitzen, interpolieren den ersten und letzten
Kontrollpunkt als Start- und Endkoordinate der Kurve. Abbildung 2.6 illustriert
das Verhalten zweier nicht rationaler BSpline-Kurven vom Grad p = 2 mit iden-
tischem Kontrollpolygon aber unterschiedlichem Knotenvektor und unterschied-
licher Vielfachheit.

Abbildung 2.6: Nicht Rationale BSpline-Kurven (p=2)

Rationale BSpline-Kurven (NURBS)

Rationale BSpline-Kurven sind die allgemeinste Darstellung von Freiformkurven
und werden im Fall von nicht-uniformen Knotenvektoren auch als NURBS (Non-
Uniform-Rational-B-Splines) bezeichnet. Rationale BSpline-Kurven sind durch

F (t) =

∑n
i=0 ωi · Ni,p(t) · xi
∑n

i=0 ωi · Ni,p(t)
(2.25)

definiert, wobei ωi die zusätzlichen Wichtungsfaktoren in den jeweiligen Kontroll-
punkten darstellen. Sind die Wichtungsfaktoren in allen Kontrollpunkten iden-
tisch, so resultiert daraus eine nicht rationale BSpline-Kurve. Durch geeignete
Wahl der Wichtungsfaktoren lassen sich mit rationalen BSpline-Kurven viele Ar-
ten von Kurven exakt beschreiben. Für ein Kontrollpolygon C = (P0, P1, P2) mit
dem Knotenvektor v = [0, 0, 0, 1, 1, 1] und den Wichtungsfaktoren ω0 = 1, ω1 =
η, ω2 = 1 folgt beispielsweise:
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η > 1 hyperbolische Kurve

η = 1 parabolische Kurve

η < 1 elliptische Kurve

η =
1

2

√
2 Kreiskurve

η = 0 Gerade

Abbildung 2.7 illustriert den Einfluss von unterschiedlichen Wichtungsfaktoren
an zwei rationalen BSpline-Kurven mit identischem Kontrollpolygon und identi-
schem Knotenvektor v = [0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4]. Eine Kurve beschreibt über
die vier Kurvensegmente durchgehend eine Kreisbahn, während die zweite Kurve
in den vier Abschnitten jeweils einen hyperbolischen, einen parabolischen, einen
kreisförmigen und einen elliptischen Verlauf annimmt. Aufgrund der abschnitts-
weisen Beschreibung durch die BSpline-Basisfunktionen haben die variierenden
Wichtungsfaktoren nur Einfluss auf den lokalen Verlauf der Kurve.

Abbildung 2.7: Rationale BSpline-Kurve (n=3)

2.2 Geometrische Beschreibung von Flächen

Geometrische Flächen sind zweidimensionale Objekte im euklidischen Raum R
3.

Flächen können sowohl eben als auch gekrümmt sein, wobei die Krümmung in
jedem Punkt der Fläche von der Betrachtungsrichtung abhängt. Verschwindet die
Krümmung auf einer Fläche in einer Betrachtungsrichtung, so spricht man von
einfach gekrümmten Flächen. Existiert in jeder Betrachtungsrichtung eine Krüm-
mung, so spricht man von zweifach gekrümmten Flächen. Ähnlich wie geometri-
sche Kurven lassen sich geometrische Flächen mathematisch auf unterschiedliche
Weise darstellen. Dieser Abschnitt behandelt die mathematische Beschreibung
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von verschiedenen gekrümmten Flächentypen, beschränkt sich dabei jedoch auf
die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Flächen. Diese bilden gleichzeitig das
Fundament des computergestützten Konstruierens (CAD).

2.2.1 Darstellung von Flächen

Explizite Darstellung

Analog zur expliziten Darstellung von Kurven lassen sich Flächen als Funktion
von zwei Variablen

z = f(x, y) (2.26)

ansetzen. Die Fläche umfasst hierbei für zwei unabhängige Koordinaten (x, y)
einen vorgegebenen Definitionsraum B ⊂ R

2, die dritte Koordinate (z) bestimmt
dabei für jeden Punkt des Definitionsraumes einen Punkt auf der Fläche.

Auch hier ist die Vielfalt an möglichen Formen durch die Zuordnung von genau ei-
nem Funktionswert pro Flächenkoordinate (x, y) stark eingeschränkt, daher spie-
len explizite Darstellungen von Flächen in der geometrischen Modellierung kaum
eine Rolle.

Implizite Darstellung

Bei der impliziten Darstellung wird die Fläche nicht durch einen Term, sondern
durch die Lösungsmenge einer Funktion

f(x, y, z) = 0 (2.27)

beschrieben.

Mit der impliziten Darstellung lassen sich alle möglichen Flächenformen erstel-
len und es existieren einfache Kriterien dafür, ob ein Punkt innerhalb, außerhalb
oder genau auf der zu beschreibenden Fläche liegt (siehe z.B. [30, 48]). Die impli-
zite Darstellung von Flächen ist jedoch genau wie die implizite Darstellung von
Kurven uneindeutig und somit nicht für alle geometrischen Problemstellungen
geeignet.

Parameterdarstellung

Bei der Parameterdarstellung der Fläche werden die Koordinaten einzeln als
Funktionen
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x = fx(u, v) (2.28a)

y = fy(u, v) (2.28b)

z = fz(u, v) (2.28c)

von zwei Laufparametern u und v bestimmt. Die beiden Laufparameter durchlau-
fen einen vorgegebenen Definitionsraum B ⊂ R

2 und die Koordinaten (x, y, z)
werden in jedem Parameterpunkt (u, v) einzeln über reelle Funktionen bestimmt.

In der Parameterdarstellung können Flächen sehr leicht polygonisiert und damit
näherungsweise grafisch dargestellt werden. Zudem lassen sich viele Flächentypen
lediglich in der Parameterdarstellung beschreiben. Daher ist diese Darstellung
wie bei den Kurven die geeignetste für die computergestützte Beschreibung und
Verarbeitung von geometrischen Flächen.

Flächentypen und ihre Darstellung

Wie bei den Kurven lässt sich die explizite Darstellung einer Fläche einfach in eine
implizite Darstellung umwandeln, sowie die implizite Darstellung jederzeit in die
Parameterform überführen. Der umgekehrte Weg ist jedoch auch hier nicht immer
möglich bzw. eindeutig. Daher basieren die im Laufe dieser Arbeit entwickelten
Algorithmen ausschließlich auf der Parameterdarstellung. Tabelle 2.2 zeigt die
hier behandelten Flächentypen und die jeweiligen Darstellungsmöglichkeiten.

Fläche Explizit Implizit Parametrisch

Zylinder X X X

Kegel X X X

Kugel X X X

Torus X X X

Rotationssymmetrische Fläche - - X

Extrusions Fläche - - X

Bezier-Fläche - - X

BSpline-Fläche - - X

Tabelle 2.2: Flächentypen und ihre Darstellungsarten

2.2.2 Rotationsflächen

Rotationsflächen bezeichnen Flächen, die durch Rotation einer Kurve um eine
beliebige Achse erzeugt werden. Die Erzeugerkurve kann dabei gerade (Zylinder,
Kegel), kreisförmig (Kugel, Torus) oder beliebig geformt (Rotationssymmetrische
Fläche) sein (siehe Abbildung 2.8).
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(a) Zylinder (b) Kegel (c) Kugel (d) Torus (e) Rotationsfl.

Abbildung 2.8: Rotationsflächen

Zylinder

Der Zylinder gehört zu den einfach gekrümmten Flächen und entsteht durch die
Rotation einer Geraden um eine dazu parallele Rotationsachse. Ein Zylinder mit
Mittelpunkt im Koordinatenursprung und Radius r lässt sich über die implizite
Darstellung

f(x, y, z) = x2 + y2 − r2 = 0 (2.29)

beschreiben. Die Parameterdarstellung des Zylinders lautet
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=













r · cos (u)

r · sin (u)

v













mit 0 ≤ u ≤ 2π, −∞ < v < ∞. (2.30)

Kegel

Der Kegel beschreibt ebenfalls eine einfach gekrümmte Fläche und resultiert aus
der Rotation einer Geraden um eine Rotationsachse, die weder parallel noch senk-
recht zu ihr steht. Den Winkel zwischen Rotationsachse und Gerade nennt man
Öffnungswinkel (γ), der Schnittpunkt zwischen Gerade und Rotationsachse heißt
Scheitelpunkt. Ein Kegel mit Scheitelpunkt im Koordinatenursprung und Öff-
nungswinkel γ erfüllt die implizite Gleichung

f(x, y, z) = x2 + y2 − (sin (γ) · z)2 = 0 (2.31)

Die Parameterdarstellung des Kegels lautet
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z · sin (γ) · cos (u)

z · sin (γ) · sin (u)

v













mit 0 ≤ u ≤ 2π, −∞ < v < ∞. (2.32)

Kugel

Die Kugel gehört zu den doppelt gekrümmten Flächen und resultiert aus der
Rotation eines Halbkreises mit Start- und Endpunkt auf der Rotationsachse.
Eine Kugel mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung und Radius r erfüllt die
implizite Gleichung

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2 = 0 (2.33)

Die Parameterdarstellung der Kugel lautet
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r · sin (u) · cos (v)

r · sin (u) · sin (v)

r · cos (u)













mit 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π. (2.34)

Torus

Der Torus gehört ebenfalls zu den doppelt gekrümmten Flächen und resultiert
aus der Rotation eines Vollkreises um eine Rotationsachse, die ihn nicht schneidet.
Den Radius des Vollkreises nennt man den kleinen Radius (rmin), den Abstand
des Kreismittelpunktes von der Rotationsachse den großen Radius (rmax). Ein
Torus mit kleinem Radius rmin und großem Radius rmax erfüllt die implizite
Gleichung

f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + rmax
2 − rmin

2)2 − 4 · rmax
2 · (x2 + y2) = 0 (2.35)

Die Parameterdarstellung des Torus lautet
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(rmax + rmin · cos (u)) · cos(v)

(rmax + rmin · cos (u)) · sin(v)

rmin · sin (u)













mit 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 2π

(2.36)
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Rotationssymmetrische Fläche

Eine rotationssymmetische Fläche resultiert aus der Rotation einer beliebigen Ro-
tationskurve C um eine Rotationsachse z. Die Rotationskurve kann dabei durch
jede mögliche organische Kurve definiert sein und resultiert in der Parameterdar-
stellung
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fx(u) · cos(v)

fy(u) · sin(v)

fz(u)













mit t0 ≤ u ≤ t1, 0 ≤ v ≤ 2π (2.37)

mit fx(t), fy(t) und fz(t) als Parameterfunktionen der Rotationskurve.

2.2.3 Extrusionsflächen

Extrusionsflächen entstehen durch Parallelverschiebung einer beliebigen Kurve C

(Extrusionskurve) im Raum entlang einer zweiten Kurve L (Leitkurve). Extrusi-
onsflächen besitzen die Parameterdarstellung
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=













fC,x(u) + fL,x(v)

fC,y(u) + fL,y(v)

fC,z(u) + fL,z(v)













mit tC,0 ≤ u ≤ tC,1, tL,0 ≤ v ≤ tL,1 (2.38)

mit fC,x(t), fC,y(t) und fC,z(t) als Parameterdarstellung der Extrusionskurve und
fL,x(t), fL,y(t) sowie fL,z(t) als Parameterdarstellung der Leitkurve. Abbildung
2.9 zeigt eine Extrusionsfläche resultierend aus der Extrusion einer BSpline-Kurve
entlang einer zweiten BSpline-Kurve.

Abbildung 2.9: Extrusionsfläche
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2.2.4 Bezier-Flächen

Die in Kapitel 2.1.3 eingeführten Bézier-Kurven können auch zur Definition von
gekrümmten Flächen im Raum verwendet werden. Eine Bézier-Fläche ist eine
Tensorprodukt-Fläche vom Grad p und q, die über ein Kontrollpunkt-Gitter von
(p + 1) × (q + 1) Kontroll- oder Bézier-Punkten aufgespannt wird. Die Kontroll-
punkte bilden dabei auf der Parameterebene R

2 ein kartesisches Gitter. Im eukli-
dischen Raum R

3 werden die vier Eckpunkte des Gitters als Begrenzungspunkte
der Fläche interpoliert und die inneren Kontrollpunkte approximiert.

Nicht Rationale Bézier-Fläche

Eine nicht rationale Bézier-Fläche ergibt sich aus der Summe der Tensorprodukte
der (p + 1) × (q + 1) Bernsteinpolynome Bi,p · Bj,q zu gegebenen (p + 1) × (q + 1)
Kontrollpunkten bi,j nach

F(u, v) =













x(u, v)

y(u, v)

z(u, v)













=
p
∑

i=0

q
∑

j=0

Bi,p(u) · Bj,q(v) · bi,j . (2.39)

Abbildung 2.10 zeigt eine nicht rationale Bézier-Fläche vom Grad p = 4 und
q = 2 zu einem gegebenen Kontrollpunkt-Gitter.

(a) Kontrollpunkt-Gitter (b) Bézier-Fläche

Abbildung 2.10: Nicht Rationale Bézier-Fläche (p=4, q=2)

Rationale Bézier-Fläche

Die rationale Bézier-Fläche besitzt zu den gegebenen (p + 1) × (q + 1) Kontroll-
punkten bi,j zusätzliche Wichtungsfaktoren ωi,j und ist definiert als
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F(u, v) =













x(u, v)

y(u, v)

z(u, v)













=

∑p
i=0

∑q
j=0 ωi,j · Bi,p(u) · Bj,q(v) · bi,j

∑p
i=0

∑q
j=0 ωi,j · Bi,p(u) · Bj,q(v)

. (2.40)

Sind die Wichtungsfaktoren aller Kontrollpunkte identisch, so resultiert aus Glei-
chung 2.40 eine nicht rationale Bézier-Fläche. Eine Änderung eines einzelnen
Wichtungsfaktors hat wie bei den Bezier-Kurven Einfluss auf den Verlauf der
gesamten Fläche: Ein größerer Wichtungsfaktor zieht die Fläche näher an den
entsprechenden Punkt heran. Abbildung 2.11 illustriert diesen Effekt an zwei
Flächen vom Grad p = 4 und q = 2 mit identischem Kontrollpunkt-Gitter aber
unterschiedlichen Wichtungsfaktoren.

(a) Unifrome Gewichtung (b) Unterschiedliche Gewichtung

Abbildung 2.11: Rationale Bézier-Flächen (p=4, q=3)

2.2.5 BSpline-Flächen

BSpline-Flächen sind Tensorprodukt-Flächen zu den abschnittsweise definier-
ten BSpline-Basisfunktionen aus Kapitel 2.1.4. BSpline-Flächen besitzen gegen-
über Bézier-Flächen dieselben vorteilhaften Eigenschaften wie die entsprechen-
den Kurven: Sie entkoppeln die Polynomgrade p und q von der Anzahl der
Kontrollpunkte n × m und sie begrenzen den Einfluss einzelner Kontrollpunkt-
Verschiebungen auf deren unmittelbare lokale Umgebung.

Nicht Rationale BSpline-Flächen

Die nicht rationale BSpline-Fläche vom Grad p und q zu n × m Kontrollpunkten
ergibt sich aus der Summe der Tenorprodukte der Basisfunktionen Ni,p · Nj,q mit
den Kontrollpunkten xi,j nach
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F(u, v) =













x(u, v)

y(u, v)

z(u, v)













=
n
∑

i=0

m
∑

j=0

Ni,p(u) · Nj,q(v) · xi,j (2.41)

Die Anzahl der Kontrollpunkte xi,j erfüllt die Bedingung

nv = p + n + 1 (2.42)

nw = q + m + 1 (2.43)

mit nv und nw als Anzahl der Werte in den beiden Knotenvektoren und n×m als
Anzahl der Kontrollpunkte. Analog zu den BSpline-Kurven bestimmt die Viel-
fachheit der Werte in den beiden Knotenvektoren die Kontinuität in den Flächen-
Übergängen und das Interpolationsverhalten an den Randpunkten und im Inne-
ren. Abbildung 2.12 zeigt eine nicht rationale BSpline-Fläche vom Grad p = 2
und q = 2.

(a) Kontrollpunkt-Gitter (b) BSpline-Fläche

Abbildung 2.12: Nicht Rationale BSpline-Flächen (p=2,q=2)

Rationale BSpline-Flächen (NURBS)

Rationale BSpline-Flächen oder NURBS-Flächen besitzen zu jedem Kontroll-
punkt einen Wichtungsfaktor ωi,j und lassen sich definieren als

F(u, v) =













x(u, v)

y(u, v)

z(u, v)













=

∑n
i=0

∑m
j=0 ωi,j · Ni,p(u) · Nj,q(v) · xi,j

∑n
i=0

∑m
j=0 ωi,j · Ni,p(u) · Nj,q(v)

. (2.44)

Über die Wahl von geeigneten Wichtungsfaktoren lassen sich analog zu den Kur-
ven verschiedene Krümmungen definieren. Abbildung 2.13 zeigt den Einfluss von
unterschiedlichen Wichtungsfaktoren in einzelnen Kontrollpunkten auf die erzeug-
te Fläche.
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(a) Uniforme Gewichtung (b) Unterschiedliche Gewichtung

Abbildung 2.13: Rationale BSpline-Flächen (p=2,q=2)

2.3 Geometrische Volumenmodelle

Geometrische Volumenmodelle beschreiben dreidimensionale Körper im euklidi-
schen Raum R

3. Die zu beschreibenden Volumenkörper besitzen dabei eine ge-
schlossene und orientierte Oberfläche und haben die gemeinsame Eigenschaft,
dass für jeden beliebigen Punkt eindeutig die Aussage getroffen werden kann,
ob sich der Punkt innerhalb, außerhalb oder auf der Oberfläche des Körpers be-
findet. Volumenkörper können auf verschiedene Weise modelliert werden, dieser
Abschnitt beschreibt die im Rahmen dieser Arbeit wichtigsten Modellierungsme-
thoden.

2.3.1 Direkte Darstellungsschemata

Bei den direkten Darstellungsschemata werden komplexe Volumenkörper aus ein-
fachen Grundkörpern zusammen gesetzt. Das hat den Vorteil, dass keine „unsin-
nigen“ Körper konstruiert werden können und eine mathematisch exakte Reprä-
sentation der Körper existiert. Dieser Abschnitt erklärt die wichtigsten direkten
Darstellungsschemata mit ihren Eigenschaften.

Konstruktive Festkörpergeometrie (CSG)

In der konstruktiven Festkörpergeometrie (CSG) werden komplexe Körper durch
die Verknüpfung von einfachen Grundkörpern (z.B. Quader, Zylinder, Kegel, Ku-
gel, Torus, . . . ) mit booleschen Operatoren (Vereinigung ∪, Schnitt ∩, Differenz \)
erzeugt. Der Bauplan für ein CSG-Modell entspricht einer baumartigen Anwei-
sungskette, die zur Laufzeit ausgewertet wird. Abbildung 2.14 zeigt ein Beispiel
für ein CSG-Modell samt Konstruktionsbaum.

Durch geschickte Verknüpfung lassen sich mit CSG zwar sehr komplexe Körper
modellieren, die Beschränkung auf relativ einfach zu beschreibende Grundfor-
men geben der klassischen CSG jedoch geometrische Grenzen vor. Dafür bieten
die meisten CSG-basierten Konstruktionsprogramme die Möglichkeit, einzelne
Grundkörper oder einzelne boolsche Operatoren nachträglich zu verändern, um
durch Versuch-und-Irrtum-Verfahren die finalen Modelle zu kreieren. Diese Ei-
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Abbildung 2.14: CSG-Modell mit Konstruktionsbaum

genschaft macht CSG-basierte Konstruktionssysteme bei Designern zu einem sehr
beliebten Werkzeuge.

Normzellenschema

Das Normzellenschema unterteilt den Definitionsraum des zu beschreibenden
Körpers in ein Gitter aus gleich großen Zellen („Normzellen“). Die einzelnen Zel-
len sind meist Würfel (Voxel), können aber auch andere Formen annehmen (z.B.
Quader, Prismen, etc.).

Abbildung 2.15: Normzellenschema

Normzellenschemata lassen sich als einfache Bit-Matrizen implementieren und
sind dadurch unkompliziert zu benutzen. So lässt sich die Position einer Zelle im
Speicher einfach in die Position im Raum umrechnen und umgekehrt. Das gleiche
gilt für die Bestimmung der Nachbarzellen. Durch eine Zellverfeinerung lässt sich
eine beliebig genaue Annäherung auch an die wahre Geometrie erreichen (vgl.
Abbildungn 2.15), diese Annäherung ist bei gekrümmten Objekten in der Praxis
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jedoch nie exakt. Da bei dieser Darstellungsvariante innerhalb des zu beschrei-
benden Volumens alle Zellen gleich groß sind, erhöht sich der Speicheraufwand
bei steigenden Genauigkeitsanforderungen erheblich. Zudem geht die Informati-
on über die Oberflächenkrümmung innerhalb des Normzellenschemas vollständig
verloren.

Oktalbäume

Oktalbäume sind baumartige Datenstrukturen, die ähnliche Eigenschaften wie die
Normzellen besitzen. Der zu beschreibende Körper wird genau wie im Normzel-
lenschema in ein Gitter aus Zellen aufgeteilt, allerdings haben diese Zellen keine
einheitliche Größe, sondern werden so groß gewählt, wie es für eine ausreichende
Approximation an der entsprechenden Stelle notwendig ist.

Abbildung 2.16: Oktalbaum

Oktalbäume lassen sich im Gegensatz zu Normzellen sehr speichereffizient be-
schreiben, allerdings ist eine einfache, allgemeingültige Bestimmung der Nach-
barschaftsbeziehungen nicht mehr möglich. Daher sind Oktalbäume zwar nicht
immer gut geeignet, um geometrische Modelle für numerische Simulationen di-
rekt zu beschreiben, allerdings lassen sich diese einfach und unkompliziert in
eine Vielzahl von geometrischen Algorithmen integrieren und sind somit als un-
terstützendes Modell ein nicht mehr weg zu denkender Bestandteil von vielen
numerischen Simulationsalgorithmen.

2.3.2 Indirekte Darstellungsschemata

Bei den indirekten Darstellungsschemata werden Volumenkörper indirekt über
die Oberfläche des Körpers modelliert. Geometrische Operationen werden nicht
am Volumenkörper direkt ausgeführt, sondern auf den einzelnen Oberflächenseg-
menten. Auf diese Weise lassen sich beliebig geformte Körper geometrisch exakt
beschreiben. Dieser Abschnitt erklärt die im Rahmen dieser Arbeit wichtigsten
indirekten Darstellungsschemata.

Randdarstellungsschema (B-Rep)

Das Randdarstellungsschema (B-Rep) ist ein extrem leistungsfähiges und genau-
es Konzept zur effizienten Beschreibung von komplexen Körpern. In ihm wird die
Begrenzung eines Körper über eine hierarchische Struktur von Punkten, Kanten
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Abbildung 2.17: Knotenmodell

und Flächen definiert. Damit das Volumen geschlossen ist, teilen sich benachbar-
te Flächen gemeinsame Kanten und Punkte. Die Form der einzelnen Kanten und
Flächen ist dabei beliebig und kann jeden geometrischen Kanten- und Flächentyp
aus Abschnitt 2.1 und 2.2 annehmen. In der computergestützten Beschreibung
von B-Rep Modellen werden die Nachbarschaftsbeziehungen der einzelnen Objek-
te (Topologie) separat von ihrer Form (Geometrie) beschrieben. Dadurch lassen
sich die Modelle leicht und flexibel darstellen und weiter verarbeiten. Abbildung
2.18 zeigt die topologische und geometrische Hierarchie des Randdarstellungs-
schemas

Topologie

Volumen

Mantelfläche

Region

Kantenzug

Kante

Knoten

Geometrie

Geometrische Fläche

Geometrische Kurve

Abbildung 2.18: Topologische und geometrische Hierarchie des Randdarstellungsschemas

Jedes Volumen besitzt einen äußeren Rand, beschrieben durch einen geschlosse-
nen Satz von Flächen. Weist ein Volumenkörper Hohlräume auf, so werden diese
ebenfalls durch geschlossene Oberflächen beschrieben. Somit haftet dem Volumen
in der Randdarstellung pro Hohlraum eine weitere innere Randbeschreibung an.

Die einzelnen Oberflächen besitzen jeweils einen äußeren Rand bestehend aus
einem geschlossenen Kantenzug und können im Inneren Löcher aufweisen. Analog
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zu den Hohlräumen bei Volumenkörpern wird jedes Loch durch eine weitere innere
Randbeschreibung aus zusammenhängenden Kanten dargestellt.

Abbildung 2.19 illustriert den Aufbau eines Volumenmodels im Randdarstellungs-
schema nach Unterteilung in seine einzelnen Grundobjekte.

Abbildung 2.19: Randdarstellungsschema

Facettenmodell

Das Facettenmodell ist ein Spezialfall des Randdarstellungsschemas, bei dem die
Oberfläche des Körpers aus Dreiecken und/oder Vierecken zusammen gesetzt ist.
Bei gekrümmten Flächen kann das Facettenmodell den zu beschreibenden Körper
geometrisch nicht exakt repräsentieren, durch Verfeinerung des Oberflächennetzes
kann jedoch eine beliebige Genauigkeit erreicht werden. Facettenmodelle haben
zwar einen hohen Speicherbedarf, allerdings sind geometrische Operationen auf
den facettierten Flächen wesentlich leichter zu handhaben.

Abbildung 2.20 zeigt das Facettenmodell eines Volumenkörpers. Die Anzahl der
Facetten ist dabei lokal an die Krümmung der Oberfläche angepasst.
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Abbildung 2.20: Facettenmodell

2.3.3 Extrusionsmodelle

Extrusionsmodelle beschreiben Volumenkörper über dimensionsreduzierte Mit-
telflächen, welche durch Verschiebung entlang einer Leitkurve ein Volumen er-
zeugen. Die so geformten Extrusionskörper besitzen dabei topologisch identische
Ober- und Unterflächen. Somit sind einfache Extrusionsmodelle nur für eine klei-
ne Gruppe von geometrischen Modellierungsaufgaben geeignet wie z.B. der Be-
schreibung von dünnwandigen Strukturen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden drei verschiedene Extrusionstypen eingeführt,
die für eine anschließende Vernetzung auf unterschiedliche Art und Weise mitein-
ander kombiniert werden können (vgl. Kapitel 6.3). Durch eine geeignete Kom-
bination der Extrusionstypen konnten für eine Vielzahl von geometrischen Pro-
blemstellungen Lösungen gefunden werden. Dieser Abschnitt beschreibt die drei
Extrusionstypen mit ihren grundlegenden Eigenschaften.

Extrusionstyp 1

Der erste Extrusionstyp bestimmt den Extrusionskörper über eine Mittelfläche
und einem konstanten Vektor, der die Dicke und die Extrusionsrichtung definiert.
Die Mittelfläche wird in jedem Punkt konstant entlang der vorgegebenen Extru-
sionsrichtung verschoben, so dass der auf diese Weise erzeugte Volumenkörper
parallele Ober- und Unterflächen besitzt. Abbildung 2.21 zeigt ein Beispiel für
ein Extrusionsmodell vom Extrusionstyp 1.

(a) Mittelfläche (b) Extrusionsmodell (c) Volumenkörper

Abbildung 2.21: Extrusionstyp 1
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Extrusionstyp 2

Der zweite Extrusionstyp beschreibt den Extrusionskörper über eine Mittelfläche
und einem Skalar als konstante Dicke. Die Extrusionsrichtung wird hierbei für
jeden Punkt auf der Mittelfläche über den Flächennormalenvektor definiert. Der
so erzeugte Extrusionskörper besitzt Seitenflächen, die senkrecht zum Rand der
Mittelfläche stehen (vgl. Abbildung 2.22).

(a) Mittelfläche (b) Extrusionsmodell (c) Volumenkörper

Abbildung 2.22: Extrusionstyp 2

Extrusionstyp 3

Der dritte Extrusionstyp wurde entwickelt, um Extrusionskörper mit variieren-
der Dicke modellieren zu können. Das finale Volumen wird bei dieser Variante
über eine Mittelfläche, eine Ober- und eine Unterfläche definiert. Der Extrusions-
körper entsteht durch Extrusion der Mittelfläche entlang der Flächennormalen
wie bei Extrusionstyp 2, die Extrusionsdicke wird jedoch für jeden Punkt auf
der Mittelfläche individuell durch eine Verschneidung des Normalenvektors mit
der Ober- und Unterfläche festgelegt. Durch eine geeignete Modellierung der drei
Referenzflächen lassen sich Extrusionskörper mit individuellen Ober- und Unter-
flächenformen einfach und effektiv beschreiben (vgl. Abbildung 2.23).

(a) Referenz-Flächen (b) Extrusionsmodell (c) Volumenkörper

Abbildung 2.23: Extrusionstyp 3

2.3.4 Hybridmodelle

Hybridmodelle werden eingesetzt, wenn keines der gezeigten Modelle für alle An-
wendungen gleich gut geeignet ist. Sie beschreiben den zu modellierenden Körper
mit mehreren unterschiedlichen Modellen gleichzeitig. Dabei muss auf die Konsi-
stenz der Daten zwischen den verschiedenen Darstellungsarten geachtet werden.
Um von einem Darstellungsschema in ein anderes zu wechseln sind entsprechen-
de Konvertierungsalgorithmen notwendig [29, 64]. Jede Konvertierung ist in der
Regel mit Genauigkeitsverlust verbunden und nicht alle Objekte können in jedes
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Darstellungsschema überführt werden. Daher wird bei Hybridmodellen oft eine
Primärdatenstruktur und eine Sekundärdatenstruktur verwendet.

Moderne Konstruktionsprogramme bieten in der Regel mehrere Varianten zur
Modellierung von geometrischen Objekten an, wobei die beiden beliebtesten Kon-
struktionssysteme die Konstruktive Festkörpergeometrie (CSG) und das Rand-
darstellungsschema (B-Rep) sind. Da sich jedes CSG-Modell einfach in ein B-
Rep Modell konvertieren lässt, jedoch nicht jedes Modell in umgekehrter Rich-
tung konvertiert werden kann, bedient das Randdarstellungsschema das breiteste
Spektrum an Anwendungen.

2.4 Einführung in die Differentialgeometrie

Die Differentialgeometrie stellt als Teilgebiet der Mathematik die Synthese von
Analysis und Geometrie dar. Sie beschäftigt sich sowohl mit Kurven als auch mit
zweidimensionalen gekrümmten Flächen im euklidischen Raum R

3. Mit Hilfe der
Differentialgeometrie ist es möglich, wichtige geometrische Eigenschaften wie die
Krümmung oder die Abstände zwischen beliebigen Punkten auf einer gekrümm-
ten Oberfläche auch quantitativ zu erfassen. Dieser Abschnitt beschreibt die für
diese Arbeit wichtigsten differentialgeometrischen Eigenschaften von Kurven und
Flächen, basierend auf den Ausführungen von [31, 50, 27].

2.4.1 Vektorrechnung

Für eine differentialgeometrische Betrachtung von geometrischen Objekten wer-
den die zu untersuchenden Kurven und Flächen nach Abschnitt 2.1.1 und 2.2.1
in der Parameterdarstellung angesetzt. Dadurch können die modellierten Objekte
als Vektorfunktionen formuliert werden. In diesem Abschnitt werden zunächst die
wichtigsten Vektoroperationen eingeführt. Auf diesen aufbauend werden anschlie-
ßend die wichtigsten differentialgeometrischen Eigenschaften der parametrischen
Kurvenansätze (R → R

3) und Flächenansätze (R2 → R
3) aufgezeigt. Dem eukli-

dischen Vektorraum R
3 liegt die kartesische Basis

e1 =
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, (2.45)

zugrunde. Jeder Vektor a ∈ R
3 lässt sich somit als Linearkombination der drei

Basisvektoren darstellen.
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a =













a1

a2

a3













= a1 · e1 + a2 · e2 + a3 · e3 (2.46)

Die Addition von zwei Vektoren und die Multiplikation mit einem Skalar (R3 →
R

3) sind durch die folgenden Vorschriften definiert

a + b = (a1 + b1) · e1 + (a2 + b2) · e2 + (a3 + b3) · e3 (2.47)

λ · a = (λ · a1) · e1 + (λ · a2) · e2 + (λ · a3) · e3 (2.48)

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren (R3 · R3 → R) ist definiert als

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3 (2.49)

Der Betrag eines Vektors (R3 → R) berechnet sich nach

|a| =
√

a · b =
√

a1a1 + a2a2 + a3a3 (2.50)

Jede quadratische Matrix A ∈ R
n×n besitzt eine Determinante det (A). Diese ist

eine reelle Zahl, welche für eine Matrix im euklidischen Raum A ∈ R
3×3 nach

folgender Vorschrift gebildet wird

det A =
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∣
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∣
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=
+a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33
(2.51)

Das Kreuzprodukt (R3 × R
3 → R

3) zweier Vektoren berechnet sich nach

a × b =
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∣

∣
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∣
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(2.52)
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Das Spatprodukt ((R3 × R
3) · R3 → R) von drei Vektoren berechnet sich nach

(a × b) · c = det(a, b, c) =

∣

∣

∣
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∣
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∣

∣

(2.53)

Der Winkel α zwischen zwei Vektoren folgt aus

α = arcsin
|a × b|
|a| · |b| (2.54)

2.4.2 Differentialgeometrische Eigenschaften von Kurven

Grundbetrachtungen

In der Parameterdarstellung werden Kurven als Vektorfunktion von einem Para-
meter (R → R

3) formuliert (vgl. Abschnitt 2.1.1).

y(t) =













y1(t)

y2(t)

y3(t)













=
3
∑

i=1

yi(t)ei (2.55)

Besitzt jeder Punkt x auf der Kurve einen eindeutigen Parameterwert t so kann
die Umkehrabbildung (R3 → R)

y−1(x) = t (2.56)

analytisch oder iterativ ermittelt werden. Die Ableitung der Kurvenfunktion nach
dem Parameter t ist definiert durch die Vorschrift

ẏ(t) =
d

dt
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ẏ1(t)

ẏ2(t)

ẏ3(t)













(2.57)

und kann als Parametergeschwindigkeit interpretiert werden. Verschwindet die
Ableitung der Kurvenfunktion in einem Parameterwert ẏ(t0) = 0, so handelt es
sich um einen singulären Punkt in dem die Kurve keine eindeutige Tangente hat
(z.B. Mehrfachpunkt).
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Bogenlänge

Die Länge einer Kurve wird auch als Bogenlänge bezeichnet. Ausgehend von
einem festen Punkt y(a) bis zu einem zweiten Punkt y(b) bestimmt sich die
Bogenlänge durch

s(t) =
∫ b

a
|ẏ(t)|dt (2.58)

Daraus resultierend lässt sich die Länge eines Bogenelementes definieren durch

ds = |ẏ(t)|dt (2.59)

Die Bogenlänge s einer Kurve wird auch als natürlicher Parameter bezeichnet.
Dieser ordnet der aktuellen Länge des Kurvenstücks die aktuelle Lage im euklidi-
schen Raum zu. Existiert die Bogenlänge s(t) so spricht man von ratifizierbaren
Kurven. Betrachtet man die Kurve über den Funktionsparameter t, so spricht
man von freier Parametrisierung (y(t)), wird die Bogenlänge s als Funktionspa-
rameter verwendet, so spricht man von natürlicher Parametrisierung (ŷ(s)).

Das begleitende Dreibein

Für eine Kurve in natürlicher Parametrisierung berechnet sich durch die folgende
Vorschrift der Tangentenvektor bzw. Tangentialvektor

t(s) = ŷ′(s) =
ẏ(t)

|ẏ(t)| (2.60)

Betrachtet man die zweite Ableitung der Kurvenfunktion, so lässt sich der soge-
nannte Hauptnormalenvektor berechnen nach

n(s) =
ŷ′′(s)

|ŷ′′(s)| (2.61)

Da die beiden Vektoren orthogonal zueinander sind, lässt sich leicht ein dritter
hierzu orthogonaler Vektor angeben, der sogenannte Binormalenvektor

b(s) = t(s) × n(s) (2.62)

Die drei oben beschriebenen Vektoren (t(s), n(s), b(s)) bezeichnet man als be-
gleitendes Dreibein.
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Krümmung

Die Krümmung einer Kurve kann vereinfacht als Abweichung einer Kurve von
einer Geraden betrachtet werden. Das Krümmungsmaß κ gibt für einen Punkt
an, wie stark diese Abweichung ist. Die Krümmung einer Kurve in natürlicher
Parametrisierung bestimmt sich durch

κ(s) = |ŷ′′(s)| (2.63)

In freier Parametrisierung kann die Krümmung ermittelt werden nach

κ(t) =
ẏ(t) × ÿ(t)

|ẏ(t)|3 (2.64)

2.4.3 Differentialgeometrische Eigenschaften von Flächen

Grundbetrachtungen

In der Parameterdarstellung werden Flächen als Vektorfunktion von zwei Para-
metern (R2 → R

3) formuliert (vgl. Abschnitt 2.2.1).

x(u1, u2) =













x1(u1, u2)

x2(u1, u2)

x3(u1, u2)













=
3
∑

i=1

xi(u1, u2)ei (2.65)

Besitzt jeder Punkt x ∈ R
3 auf der Fläche ein eindeutiges Parameterpaar u ∈ R

2

so kann die Umkehrabbildung (R3 → R
2)

x−1(x) = u (2.66)

analytisch oder iterativ ermittelt werden. Die partiellen Ableitungen der Flächen-
funktion nach den beiden Parametern u1, u2 sind definiert durch die Vorschrift

∂

∂ui
x(u1, u2) =













∂
∂ui

x1(u1, u2)

∂
∂ui

x2(u1, u2)

∂
∂ui

x3(u1, u2)













; i = 1, 2 (2.67)
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Verschwindet eine der beiden partiellen Ableitungen der Flächenfunktion in einem
Parameterpaar ( ∂

∂ui
x(u1, u2) = 0), so handelt es sich um einen singulären Punkt

in dem die Fläche keine eindeutige Tangente hat (z.B. Nord- und Südpol einer
Kugeloberfläche). Für eine gegebene Flächenfunktion x(u1, u2) wird die Matrix

JF (u1, u2) =













∂x1(u1,u2)
∂u1

∂x1(u1,u2)
∂u2

∂x2(u1,u2)
∂u1

∂x2(u1,u2)
∂u2

∂x3(u1,u2)
∂u1

∂x3(u1,u2)
∂u2













(2.68)

auch als Jakobimatrix bezeichnet.

Das begleitende Dreibein

Für eine Fläche in der Parameterdarstellung x(u1, u2) berechnen sich die beiden
Tangentialvektoren in einem beliebigen Punkt u1,0, u2,0 nach

t1(u1, u2) =
∂

∂u1
x(u1, u2,0) |u1,0 (2.69a)

t2(u1, u2) =
∂

∂u2
x(u1,0, u2) |u2,0 (2.69b)

Die Flächennormale ergibt sich aus dem Kreuzprodukt der beiden Tangentenvek-
toren nach

f(u1, u2) =
t1 × t2

|t1 × t2| =
x,1 × x,2

|x,1 × x,2| (2.70)

wobei x,i die partielle Ableitungen der Flächenfunktion nach ui ist. Die bei-
den oben beschriebenen Vektoren (t1(u1, u2), t2(u1, u2)) sowie die Flächennormale
f(u1, u2) bezeichnet man als begleitendes Dreibein der Fläche.

1. metrische Fundamentalgröße

Die 1. metrische Fundamentalgröße G ist definiert als

G = JT
F (u1, u2) JF (u1, u2) =







G11(u1, u2) G12(u1, u2)

G21(u1, u2) G22(u1, u2)






(2.71)

Sie bestimmt alle Krümmungsmaße einer Fläche und wird verwendet, um die Bo-
genlänge von Kurven auf Flächen, die Schnittwinkel zwischen Flächenkurven und
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den Flächeninhalt von Flächenstücken zu berechnen. Definiert man die Flächen-
parameter ui = ui(t), i = 1, 2 als Funktionen in Abhängigkeit des Parameters t,
so liegt die Kurve

y(t) = x(u1(t), u2(t)) (2.72)

in der Fläche F. Ausgehend von der Definition eines Bogenelementes einer Kurve
(2.59) bestimmt sich ein Bogenelement einer Flächenkurve durch

ds =
√

ẏT Gẏ (2.73)

Die Bogenlänge einer Flächenkurve ist definiert durch die Vorschrift

s =
∫ t

0

√

ẏT Gẏdt (2.74)

Betrachtet man den Schnittwinkel zwischen zwei Flächenkurven y1(t) und y2(t),
so ergibt sich die Gleichung

cos Φ =
ẏT

2 Gẏ1
√

ẏT
1 Gẏ1

√

ẏT
2 Gẏ2

(2.75)

Der Flächeninhalt des Flächenstücks (dy1xdy2) berechnet sich zu

AF =
∫ t1

0

∫ t2

0

√
det Gdy1dy2 (2.76)

2. metrische Fundamentalgröße

Die 2. metrische Fundamentalgröße L ist definiert als

L = x,ij(u1, u2) f(u1, u2) =







L11(u1, u2) L12(u1, u2)

L21(u1, u2) L22(u1, u2)






(2.77)

mit x,ij(u1, u2) als den 2. partiellen Ableitungen der Parameterdarstellung der
Fläche und f(u1, u2) als dem Flächennormalenvektor. Sie liefert ein direktes Maß
für die Krümmung von Flächenkurven. Im Rahmen dieser Arbeit spielt die 2.
metrische Fundamentalgröße jedoch keine Rolle.
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2.5 Topologische Aspekte der geometrischen Model-

lierung

Bei der Betrachtung von Volumenmodellen indirekter Darstellungsweise (vgl. Ka-
pitel 2.3.2) lassen sich mit Hilfe der Graphentheorie und einfachen Matrizenope-
rationen Aussagen über die Topologie und die Orientierung des geometrischen
Modells treffen. Dieser Abschnitt behandelt die für diese Arbeit wichtigsten to-
pologischen Aspekte der graphenbasierten geometrischen Modellierung.

2.5.1 Graphenbasierte Datenbasis

Ein einfacher Graph G = (V, E) besteht aus Knoten V und Kanten E, die jeweils
zwei Knoten verbinden. Wird bei Kanten zwischen Startknoten va und Endknoten
ve unterschieden, so spricht man von einem gerichteten Graphen. Ist die Reihen-
folge unwesentlich, so ist der Graph ungerichtet. Abbildung 2.24 zeigt ein Beispiel
für einen gerichteten Graphen mit 6 Knoten und 9 Kanten.

v1
v2

v3

v4
v5 v6

e1

e2

e3

e4 e5e6

e7

e8 e9

e1 : v4 → v1

e2 : v5 → v2

e3 : v6 → v3

e4 : v4 → v2

e5 : v5 → v3

e6 : v5 → v1

e7 : v6 → v2

e8 : v4 → v3

e9 : v6 → v1

Abbildung 2.24: Gerichteter Graph

Alternativ lässt sich der Graph auch als Matrix M darstellen, bei der die Zeilen die
einzelnen Kanten E und die Spalten die Knoten V repräsentieren. Ist ein Knoten
vi der Startknoten einer Kante ej , so steht in der Matrix an der entsprechenden
Stelle (i, j) eine −1, ist der Knoten vi der Endknoten einer Kante ej , so steht
an entsprechender Stelle eine +1. Besteht keine Verbindung zwischen Knoten vi

und Kante ej , so steht in der Matrix an der entsprechenden Stelle eine 0 (vgl.
Abbildung 2.25)

Der Nullraum einer Matrix M bezeichnet die Menge aller von Null verschiedenen
Vektoren x, für die gilt:

M · x = 0 (2.78)

Die Lösung des linearen Gleichungssystems liefert den Nullraum der Matrix.
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Abbildung 2.25: Matrix des gerichteten Graphen

2.5.2 Identifizierung von geschlossenen Volumina

Die Identifizierung von geschlossenen Flächen und Volumina und deren lokaler
Orientierung spielt bei der Weiterverarbeitung mit numerischen Algorithmen eine
entscheidende Rolle. Mit Hilfe der Graphentheorie lassen sich wichtige Aussagen
zu den betrachteten Modellen treffen.

Knoten-Kanten Matrix

In der Randdarstellung werden alle geometrischen Flächen topologisch über ihre
Randkanten (äußerer Rand, innerer Rand) definiert. Dabei besitzt jede Rand-
kante eine eindeutige Orientierung mit einem Start- und einem Endknoten. Be-
schreibt man das geometrische Modell über einen gerichteten Graphen, bei dem
die Kanten des Graphen den Randkanten entsprechen und die Knoten des Gra-
phen den geometrischen Knoten, so lässt sich die Topologie des Modells über eine
Knoten-Kanten Matrix darstellen (vgl. Abbildung 2.26).

v1 v2 v3

v4 v5 v6

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7
































1 0 0 −1 0 0 0

0 0 1 1 0 0 −1

0 0 0 0 0 1 1

−1 −1 0 0 0 0 0

0 1 −1 0 −1 0 0

0 0 0 0 1 −1 0

































⇒

Abbildung 2.26: Knoten-Kanten Matrix

Berechnet man den Nullraum dieser Matrix wie oben beschrieben, so entspricht
jeder Lösungsvektor einer topologisch geschlossenen Fläche. Die Koeffizienten im
Lösungsvektor markieren dabei die entsprechenden Kanten nach folgendem Mu-
ster:

• 0: Kante gehört nicht zu Flächenbeschreibung
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• 1: Kante gehört zur Flächenbeschreibung, Kantenorientierung entspricht
Flächenumlaufsinn.

• -1: Kante gehört zur Flächenbeschreibung, Kantenorientierung entgegen
Flächenumlaufsinn.

Der Nullraum der Knoten-Kanten Matrix aus Abbildung 2.26 enthält die zwei
folgenden Lösungsvektoren:

[

−1 1 1 −1 0 0 0

]

(2.79a)
[

0 0 −1 0 1 1 −1

]

(2.79b)

Die beiden dazugehörigen topologischen Flächen bestehen demzufolge aus den
Kanten (e1, e2, e3, e4) sowie (e3, e5, e6, e7) mit den entgegen dem Umlaufsinn ori-
entierten Kanten e1 und e4 für die erste Fläche und e3 und e7 für die zweite
Fläche.

Kanten-Flächen Matrix

Analog zum oben gezeigten Vorgehen lassen sich bei indirekten Volumenmodellen
Aussagen über die einzelnen Volumina treffen. Hierfür werden alle topologischen
Flächen und ihre Randkanten betrachtet. Die Orientierung der Flächen ist hierbei
durch die Flächennormalenvektoren definiert, die immer im Sinne der Rechten-
Faust Regel zum Flächenumlauf orientiert sind: Weist der Daumen der rechten
Hand in Richtung der Flächennormalenvektoren, so zeigen die gekrümmten Fin-
ger in die Umlaufrichtung des Randes dieser Fläche. Zunächst wird das geometri-
sche Modell über eine Kanten-Flächen Matrix beschrieben, bei der die einzelnen
Zeilen den topologischen Kanten entsprechen und die Spalten der Matrix den to-
pologischen Flächen. Jede Kante, die zur Randbeschreibung einer Fläche gehört,
wird in der Matrix an entsprechender Stelle mit einer 1 (Kantenorientierung ent-
spricht Flächenumlauf) oder einer −1 (Kantenorientierung entgegen Flächenum-
lauf) markiert. Gehört die Kante nicht zum Flächenrand, so steht in der Matrix
an entsprechender Stelle eine 0 (siehe Abbildung 2.27).

Berechnet man den Nullraum dieser Matrix, so entspricht jeder Lösungsvektor
einem topologisch geschlossenen Volumen. Die Koeffizienten im Lösungsvektor
markieren jetzt die entsprechenden Flächen nach folgendem Muster:

• 0: Fläche gehört nicht zur Volumenbeschreibung

• 1: Fläche gehört zur Volumenbeschreibung, Flächennormalenvektor zeigt
nach außen.

• -1: Fläche gehört zur Volumenbeschreibung, Flächennormalenvektor zeigt
nach innen.
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Abbildung 2.27: Kanten-Flächen Matrix

Der Nullraum der Kanten-Flächen Matrix aus Abbildung 2.27 enthält folgenden
Lösungsvektor:

[

−1 −1 1 1 −1 1

]

(2.80)

Das innerhalb des Lösungsvektors beschriebene Volumen besteht aus den sechs
Flächen (f1, f2, f3, f4, f5, f6), wobei die Flächennormalenvektoren der Flächen f1,
f2 und f5 ins Volumeninnere zeigen und die Flächennormalenvektoren der Flächen
f3, f4 und f6 nach außen.
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Kapitel 3

Methode der Finiten Elemente

Nachdem in dem vorangegangenen Kapitel die Grundlagen der geometrischen
Modellierung vermittelt worden sind, folgt nun eine Beschreibung der Finite-
Elemente-Methode, welche eines der am häufigsten eingesetzten Verfahren zur
Berechnung von geometriebasierten physikalischen Phänomenen in der Fluid- und
Strukturmechanik ist. Zunächst wird der klassische Finite-Elemente-Ansatz für
ein dreidimensionales lineares Elastizitätsproblem eingeführt. Anschließend wird
auf die p-Version der Finite-Elemente-Methode eingegangen. Das Hauptaugen-
merk dieser Ausführung liegt in der Diskretisierung des geometrischen Modells
für die partitionierte Integration. Detaillierte Beschreibungen zu dem gesamten
Themengebiet sind in der Literatur zu finden [15, 19, 40, 42, 81, 100, 117].

3.1 Grundlagen der linearen Elastizitätstheorie

3.1.1 Gleichgewicht

Die Betrachtung des Gleichgewichts für ein dreidimensionales Kontinuum mit
dem Gebiet Ω und dem Rand ∂Ω = Γ erfolgt an einem infinitesimal heraus
geschnittenen Elementarteilchen (vgl. Abbildung 3.1). Die Gleichgewichtsbedin-
gungen für das dreidimensionale Elementarteilchen lassen sich in Form eines Dif-
ferentialgleichungssystems beschreiben als

∂σ
(u)
x

∂x
+ ∂τ

(u)
xy

∂y
+ ∂τ

(u)
xz

∂z
+ fx = 0

∂τ
(u)
yx

∂x
+ ∂σ

(u)
y

∂y
+ ∂τ

(u)
yz

∂z
+ fy = 0

∂τ
(u)
zx

∂x
+ ∂τ

(u)
zy

∂y
+ ∂σ

(u)
z

∂z
+ fz = 0

(3.1)

wobei fx, fy, fz die Volumenkräfte darstellen.
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x
y

z

σx

σy

σz

τxy
τyx

τyz

τzy

τxz

τzx

Abbildung 3.1: Spannungszustand am Elementarteilchen

3.1.2 Kinematik

Die Verschiebungen u des Körpers aus dem unverformten Zustand werden durch
den Verschiebungsvektor

u =
[

ux(x, y, z) uy(x, y, z) uz(x, y, z)

]T

(3.2)

erfasst, der als Funktion in Abhängigkeit von euklidischen Koordinaten definiert
ist. Das Verhältnis von Verzerrungen zu Verschiebungen wird durch einen linearen
Zusammenhang zu den Verschiebungsableitungen dargestellt und resultiert in
dem Verzerrungsvektor

ǫ(u) =
[

ǫ
(u)
x ǫ

(u)
y ǫ

(u)
z γ

(u)
xy γ

(u)
yz γ

(u)
xz

]T

= Du (3.3)

wobei D der Differentialoperatormatrix

D =
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(3.4)

entspricht.
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3.1.3 Stoffgesetz

Für ein isotropes, linear elastisches Material ergeben sich die Spannungen

σ(u) =
[

σ
(u)
x σ

(u)
y σ

(u)
z τ

(u)
xy τ

(u)
yz τ

(u)
xz

]T

(3.5)

durch einen linearen Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen mit
der Beziehung

σ(u) = C(ǫ(u) − ǫ(0)) + σ(0) (3.6)

Dabei werden in ǫ(0) die vorgegebenen Anfangsverzerrungen und in σ(0) die auf-
gebrachten Anfangsspannungen definiert. Die Elastizitätsmatrix C ergibt sich
mithilfe des Hookeschen Gesetzes zu

C =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)

































(1 − ν) ν ν 0 0 0

ν (1 − ν) ν 0 0 0

ν ν (1 − ν) 0 0 0

0 0 0 1−2ν
2 0 0

0 0 0 0 1−2ν
2 0

0 0 0 0 0 1−2ν
2

































(3.7)

wobei E den Elastizitätsmodul und ν die Poissonzahl bezeichnet.

3.1.4 Randbedingungen

Die Randbedingungen werden als Neumann-Randbedingungen ΓT (Kraftrandbe-
dingungen) und als Dirichlet-Randbedingungen Γu (Verschiebungsrandbedingun-
gen) auf dem Rand ∂Ω des Berechnungsgebietes Ω definiert. Für eine vektorielle
Erfassung der Randbedingungen werden diese mithilfe des Normalenvektors n
und den Tangentenvektoren t1 und t2 in Komponenten normal und tangential
zum Rand angegeben. Aufgrund des Kräftegleichgewichts am Rand ergibt sich
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(3.8)



46 3. Methode der Finiten Elemente













u
(u)
n

u
(u)
t1

u
(u)
t2













=













nx ny nz

t1x t1y t1z

t2x t2y t2z

























ux

uy

uz













(3.9)

An jedem Randpunkt muss für jede Richtungskomponente entweder eine Verschiebungs-
oder eine Kraftrandbedingung gegeben sein.

Γ = Γn
T ∪ Γn

u, Γn
T ∩ Γn

u = 0

Γ = Γt1
T ∪ Γt1

u , Γt1
T ∩ Γt1

u = 0

Γ = Γt2
T ∪ Γt2

u , Γt2
T ∩ Γt2

u = 0

(3.10)

3.2 Prinzip der virtuellen Arbeit

Das Prinzip der virtuellen Arbeit stellt als klassisches Variationsprinzip die
Grundlage der Methode der finiten Elemente dar. Durch Multiplikation des Dif-
ferentialgleichungssystems (3.1) mit einer Testfunktion

v =
[

vx(x, y, z) vy(x, y, z) vz(x, y, z)

]T

(3.11)

und anschließender Integration über das Berechnungsgebiet lässt sich die schwa-
che Form des Gleichgewichts

∫∫∫

Ω

ǫ(v)T Cǫ(u)dΩ =
∫∫∫

Ω

vT fΩdΩ +
∫∫

∂N Ω

vT t̄d∂N Ω (3.12)

herleiten. Die Testfunktion v wird dabei oft als virtuelle Verschiebung bezeich-
net. Befindet sich ein System im Gleichgewicht, so entspricht für jede beliebige,
virtuelle Verschiebungsfunktion die innere virtuelle Arbeit der äußeren virtuellen
Arbeit. Aus (3.3) und (3.6) ergibt sich

ǫ(v)T σ(u) = (Dv)T C Du − (Dv)T C ǫ(0) − (Dv)T σ(0) (3.13)

Aus Gleichung (3.12) folgt nach partieller Integration
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∫∫∫

Ω
(Dv)T C Du dx dy dz =

∫∫∫

Ω
(fxvx + fyvy + fzvz) dx dy dz

+
∫∫∫

Ω
(Dv)T (Cǫ(0) + σ(0)) dx dy dz

+
∫∫

Γ
(T (u)

n vn + T
(u)
t1 vt1 + T

(u)
t2 vt2) dΓ

(3.14)

wobei v die virtuellen Verschiebungen, ǫ(v) die virtuellen Verzerrungen und σ(v)

die virtuellen Spannungen bezeichnen. Die linke Seite von Gleichung (3.14) wird
als Energieskalarprodukt

B(u, v) :=
∫∫∫

Ω

(Dv)T C Du dx dy dz (3.15)

bezeichnet und ist eine symmetrische Bilinearform B(u, v) = B(v, u). Die rechte
Seite entspricht dem Lastfunktional und stellt eine Linearform F dar

F(v) :=
∫∫∫

Ω
(fxvx + fyvy + fzvz) dx dy dz

+
∫∫∫

Ω
(Dv)T (Cǫ(0) + σ(0)) dx dy dz

+
∫∫

Γ
(T (u)

n vn + T
(u)
t1 vt1 + T

(u)
t2 vt2) dΓ

(3.16)

3.3 Finite-Elemente-Diskretisierung

In der Finite-Elemente-Methode wird das Berechnungsgebiet Ω zunächst in eine
endliche Anzahl von Teilgebieten Ωe, die sogenannten finiten Elemente, unterteilt
(vgl. Abbildung 3.2).

Abbildung 3.2: Diskretisierung durch finite Elementen
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Auf diesen Elementen sind Ansatzfunktionen Ni formuliert, welche durch freie Ko-
effizienten Ui (Freiheitsgrade) miteinander verknüpft werden und so den Lösungs-
raum für eine Näherungslösung definieren. Die Ansatzfunktionen sind auf einem
Standardelement definiert, welches einen einfachen Parameterraum beschreibt.
Die Verknüpfung des Parameterraums mit der wahren Geometrie der Elemente
ist durch die Abbildungsfunktion Qe gegeben. Zu dieser muss für eine Berechnung
mit der Finite-Elemente-Methode eine eindeutige Umkehrabbildung (Qe)−1 exi-
stieren. Abbildung 3.3 zeigt die in dieser Arbeit verwendeten Standardelemente
für Dreiecke und Vierecke und deren Abbildung in den euklidischen Raum.

u

v

x

y

z

Qe

(Qe)−1

(-1,-1) (+1,-1)

(-1,+1)

(a) Dreieckselement

u

v

x

y

z

Qe

(Qe)−1

(-1,-1) (+1,-1)

(+1,+1)(-1,+1)

(b) Viereckselement

Abbildung 3.3: Abbildung und Umkehrabbildung auf Flächenelementen

Volumenartige Körper wie Tetraeder und Hexaeder werden ebenfalls auf Standar-
delementen definiert. Diese beschreiben dann einen dreidimensionalen Parame-
terraum. Abbildung 3.3 zeigt die in dieser Arbeit angesetzten Standardelemente
für Tetraeder und Hexaeder und die dazugehörige Abbildung in den euklidischen
Raum.

3.3.1 Gleichungssystem

Auf dem diskretisierten Berechnungsgebiet lässt sich die gesuchte Funktion u der
partiellen Differentialgleichung jetzt aus der Summe der Produkte der n Ansatz-
funktionen Ni mit den Freiheitsgraden Ui näherungsweise formulieren als

uF E =
n
∑

i=1

Ui · Ni (3.17)



3.3 Finite-Elemente-Diskretisierung 49replacemen

u

w
v

x

y

z

Qe

(Qe)−1

(-1,-1,-1) (+1,-1,-1)

(-1,+1,-1)

(-1,-1,+1)

(a) Tetraeder-Element
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(b) Hexaeder-Element

Abbildung 3.4: Abbildung und Umkehrabbildung auf Volumenelementen

Setzt man die Näherungsfunktion uF E in die schwache Formulierung der Diffe-
rentialgleichung (3.13) ein und die Ansatzfunktionen Nj gleichzeitig als Testfunk-
tionen an, so entsteht das Näherungssystem

B(
n
∑

i=1

UiNi, Nj) = F(Nj) (3.18)

welches umgeformt werden kann zu

n
∑

i=1

UiB(Ni, Nj) = F(Nj) (3.19)

und schließlich in dem zu lösenden Gleichungssystem resultiert:

KU = F (3.20)

wobei K die Gesamtsteifigkeitsmatrix bezeichnet und F den Gesamtlastvektor.
Die Dimension der Gesamtsteifigkeitsmatrix ergibt sich aus der Anzahl der An-
satzfunktionen multipliziert mit den dem physikalischen Modell zugrunde liegen-
den Freiheitsgraden (z.B. Verschiebungen in x-Richtung, y-Richtung, Verdrehun-
gen um diverse Achsen).
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3.3.2 Integrationsproblem

Durch die Diskretisierung des Berechnungsgebietes verteilt sich das Integrati-
onsproblem der Gesamtsteifigkeitsmatrix K und des Gesamtlastvektors F aus
Gleichung (3.20) auf Integrale über die einzelnen Elemente. Das Integrationspro-
blem der Elementsteifigkeitsmatrix Ke eines dreidimensionalen Elementes lässt
sich formulieren als

Ke =
∫

ΩE

(.) dΩE =
∫∫∫

ΩE

(.) dx dy dz (3.21)

Das Integrationsproblem eines dreidimenionalen Elementlastvektors Fe lässt sich
analog darstellen. Innerhalb der Formulierung der Elementsteifigkeitsmatrix Ke

und des Elementlastvektors Fe werden die Ansatzfunktionen Ni angesetzt, die
auf den lokalen Parametern des Standardelementes definiert sind. Um das Inte-
grationsproblem über globale Koordinaten aus Gleichung (3.21) in ein Integrati-
onsproblem auf lokalen Parametern zu überführen, wird die Jacobi-Matrix J der
Abbildungsfunktionen Qe eingeführt:
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(3.23)

Die Determinante der Jacobi-Matrix beschreibt die Transformation der euklidi-
schen Koordinaten in die Parameterebene

dx dy dz = det J · dξ dη dζ (3.24)

Mit Hilfe dieser Beziehung kann die Integration auf das Standardelement Ωstd

transformiert werden. Für die Elementsteifigkeitsmatrix Ke ergibt sich daraus:

Ke =

1
∫

−1

1
∫

−1

1
∫

−1

(.) det J dξ dη dζ (3.25)
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Durch numerische Integration lassen sich die einzelnen Elementsteifigkeitsmatrit-
zen Ke und Elementlastvektoren Fe einfach und effektiv berechnen und zu der
Gesamtsteifigkeitsmatrix K und dem Gesamtlastvektors F assemblieren.

K =
nel

A
e=1

Ke (3.26)

F =
nel

A
e=1

Fe (3.27)

Diese bilden das Fundament des zu lösenden Gleichungssystems. Im Rahmen
unterschiedlicher Finite-Elemente-Formulierungen unterscheiden sich sowohl die
Ansatzfunktionen Ni als auch die Abbildungsfunktionen Qe. Im Folgenden wer-
den die Ansätze der klassischen h-Version und der p-Version der Finite-Elemente-
Methode vorgestellt, und miteinander verglichen.

3.3.3 h-Version

Die klassische h-Version der Finite-Elemente-Methode verwendet in der Regel
knotenbasierte Ansatzfunktionen, die jeweils in einem Knoten des Standardele-
mentes den Wert 1 und in den anderen Knoten den Wert 0 annehmen. Die Anzahl
der Knoten pro Element kann dabei erhöht werden, um polynomiale Ansatzfunk-
tionen höherer Ordnung zu erlauben. Die Verknüpfung benachbarter Elemente
während der Assemblierung ist durch gemeinsame Knoten bestimmt, in denen
die Freiheitsgrade des Systems definiert sind. Abbildung 3.5 zeigt die eindimen-
sionalen Ansatzfunktionen der klassischen h-Version basierend auf den Lagrange-
Polynomen für p = 1, 2, 3.

p=1

p=2

p=3

Abbildung 3.5: Lagrange-Polynome

In der h-Version der Finite-Elemente-Methode hängt die Genauigkeit der Lö-
sung direkt von der Anzahl der Knoten ab. Da die Anzahl an Knoten auf allen
Elementen vom selben Elementtyp gleich ist, erhöht sich die Genauigkeit einer
Berechnung nur durch eine Verfeinerung des Finite-Elemente-Netzes. In der h-
Version erfolgt dies oft problemangepasst (adaptiv) an den Stellen, an denen hohe
Gradienten z.B. der Spannungen erwartet werden (vgl.Abbildung 3.6).



52 3. Methode der Finiten Elemente

Abbildung 3.6: Adaptive Netzverfeinerung

3.3.4 p-Version

Bei der p-Version der Finite-Elemente-Methode werden hierarchische Ansatzfunk-
tionen angesetzt und in jedem Element einen polynomialer Lösungsraum hoher
Ordnung definiert. Abbildung 3.7 zeigt die eindimensionalen hierarchischen An-
satzfunktionen der Finite-Elemente-Methode hoher Ordnung für p = 1, 2, 3.

p=1

p=2

p=3

Abbildung 3.7: Hierarchische Ansatzfunktionen

Diese basieren im Gegensatz zum klassischen Ansatz auf den integrierten
Legendre-Polynomen [6, 15]. Die hierarchischen Ansatzfunktionen werden un-
terschieden in

• knotenbasierte Ansatzfunktionen, die jeweils in einem der Knoten den Wert
1, in den anderen Knoten den Wert Null annehmen (vgl. Abbildung 3.8(a)),

• kantenbasierte Ansatzfunktionen, die jeweils auf einer der Kanten eine po-
lynomiale Form annehmen und auf den anderen Kanten verschwinden (vgl.
Abbildung 3.8(b)),

• flächenbasierte Ansatzfunktionen, die bei dreidimensionalen Elementen auf
einer der Oberflächen leben (vgl. Abbildung 3.8(c)) und in

• innere Ansatzfunktionen, die im Inneren des Elementes definiert sind und
auf dem Elementrand vollständig verschwinden.

In der p-Version ist auf jedem Element eine hohe Zahl von Ansatzfunktionen
definiert. Die Anzahl von Ansatzfunktionen auf einem Element hängt dabei di-
rekt vom Polynomgrad p ab. Dieser kann auf jedem Element und für jede lokale
Parameterrichtung individuell gesetzt werden. Eine Erhöhung der Genauigkeit
der Lösung erfolgt daher durch eine Erhöhung des Polynomgrads p, während die
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Abbildung 3.8: Typen von hierarchischen 2D Ansatzfunktionen

Anzahl der Elemente konstant bleibt [40, 101]. Damit die Größe des resultieren-
den Gleichungssystems nicht unkontrollierbar groß wird, werden in der p-Version
Netze mit nur sehr wenigen groben Elementen gefordert. Diese dürfen im Gegen-
satz zum klassischen Ansatz jedoch stark verzerrt sein und können den Rand des
Berechnungsgebietes exakt abbilden (vgl. Abbildung 3.9).

Abbildung 3.9: Finite-Elemente-Netz hoher Ordnung

Da die Elemente in der p-Version eine gekrümmte Berandung annehmen können,
bedarf es spezieller Abbildungsfunktionen, die eine Beschreibung beliebiger Ele-
mentberandungen erlauben. Eine beliebte Methode zur Abbildung gekrümmter
Elementränder ist die Blending-Funktionen-Methode [49, 55], welche die para-
metrische Beschreibung der geometrischen Randkurve oder Randfläche über die
lokalen Parameter des Standardelementes ein- bzw. ausblendet. Abbildung 3.10
zeigt die Abbildung eines Viereckselementes, bei dem die gekrümmte Randkan-
te des Berechnungsgebietes mit Hilfe der Blending-Funktionen-Methode auf das
Viereckselement im euklidischen Raum abgebildet wird.
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(X2, Y2)
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Abbildung 3.10: Abbildung auf Elementen hoher Ordnung
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3.4 Fehlerquellen

Die Beschreibung physikalischer Systeme oder Prozesse mit Hilfe numerischer
Berechnungsverfahren liefert nur eine Näherung an die reale Welt. Für Probleme
der Struktur- oder Strömungsmechanik können Fehler folgendermaßen klassifi-
ziert werden (vgl. Abbildung 3.11):

• Idealisierungsfehler entstehen aus der Diskrepanz zwischen der Realität und
den idealisierten konstitutiven Gesetzen, den kinematischen Beziehungen
und den Randbedingungen.

• Modellierungsfehler entstehen aus der Diskrepanz zwischen mathematischer
Formulierung und physikalischem Modell (z.B. Formulierung von dimensi-
onsreduzierten Ansätzen für räumliche Probleme).

• Diskretisierungsfehler entstehen aus der Diskrepanz zwischen der kontinu-
ierlichen Beschreibung und der diskreten Beschreibung des Modells

• Lösungsfehler entstehen bei der Lösung des Gleichungssystems durch den
Einsatz von iterativen Näherungsverfahren und durch Rundungsfehler, die
im Allgemeinen vernachlässigbar sind.

Reales

Problem

Physikalisches

Modell

Mathematisches

Modell

Diskretes

Modell

Diskrete
Lösung

Idealisierungsfehler Modellierungsfehler Diskretisierungsfehler Lösungsfehler

Abbildung 3.11: Fehlerquellen der numerischen Simulation

Idealisierungsfehler entstehen aufgrund vereinfachender Annahmen bei der Defi-
nition der physikalischen Gesetze, Modellierungsfehler aufgrund vereinfachender
Annahmen bei der Formulierung des mathematischen Modells. Bei komplexen
Aufgabenstellungen des konstruktiven Ingenieurwesens werden die berechneten
Systemantworten daher immer durch praktische Versuche validiert.

Diskretisierungsfehler entstehen durch die näherungsweise Beschreibung der Geo-
metrie und des Verschiebungsansatzes auf Basis von finiten Elementen. Die Ge-
nerierung von geeigneten Finite-Elemente Netzen hat daher einen entscheidenden
Einfluss auf die Qualität der berechneten Lösung. Im Folgenden beschäftigt sich
diese Arbeit mit Verfahren zur Generierung von qualitativ hochwertigen Netzen
auf zwei- und dreidimensionalen Berechnungsgebieten, für eine Berechnung mit
der h- und der p-Version der Finite-Elemente-Methode.
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Kapitel 4

TUM.GeoFrame

Rahmen-Software

Die numerische Berechnung von Problemen der Strukturmechanik (siehe Kapi-
tel 3) erfordert die Diskretisierung des geometrischen Modells (vgl. Kapitel 2),
oftmals gegeben als computergestütztes Konstruktionsmodell (CAD). Die Im-
plementierung der entwickelten Diskretisierungstechniken wurde innerhalb der
eigens entwickelten Rahmen-Software TUM.GeoFrame umgesetzt. Die Rahmen-
Software umfasst in der aktuellen Version sieben Programmmodule mit et-
wa 120.000 Zeilen Quellcode und etwa 45.000 Kommentarzeilen. Es beinhal-
tet Funktionen zur Beschreibung, Diskretisierung, Simulation und Visualisierung
von CAD-Modellen. Dieses Kapitel beschreibt den Aufbau von TUM.GeoFrame,
die Zusammensetzung der einzelnen Programmmodule und die implementierten
Schnittstellen.

4.1 Programmaufbau

Die Kernaufgabe des zu entwickelnden Programmfundamentes TUM.GeoFrame
liegt in der Beschreibung, Bearbeitung und Visualisierung von geometrischen Da-
ten. Die Beschreibung der geometrischen Rohdaten wurde in dem Geometrie-
modul TUM.GeometryEngine als zentraler Projekt-Datenbasis umgesetzt. Die
Visualisierung erfolgt im Visualisierungskern (TUM.VisualEngine). An den Vi-
sualisierungskern angeschlossen ist ein Werkzeugsystem (TUM.ToolsEngine), be-
stehend aus einem kompilierten Hilfemodul (Help Engine), sowie einem Lizenzie-
rungssystem für die Verwaltung von Benutzerrechten (Licence Engine).

Drei Module mit Algorithmen zur Reparatur (TUM.HealingEngine), Diskreti-
sierung (TUM.MeshingEngine) und Simulation (TUM.AnalysisEngine) der Roh-
daten sind über eine gemeinsame Schnittstelle (TUM.InterfaceEngine) an die
Projekt-Datenbasis angebunden. Diese Schnittstelle bietet darüber hinaus Funk-
tionen zum Anbinden externer Programmbibliotheken. Abbildung 4.1 zeigt den
Aufbau der Rahmen-Software sowie die Zusammensetzung der einzelnen Module.
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TUM.GeometryEngine TUM.VisualEngine TUM.ToolsEngine

TUM.InterfaceEngine

TUM.HealingEngine TUM.MeshingEngine TUM.AnalysisEngine
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Pre-processor
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Healer

Linear algebra package
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MeshGen

DoMesh

Netgen

FEM

FCM

IGA

Abbildung 4.1: TUM.GeoFrame - Grafische Benutzeroberfläche

Eine direkte Anbindung der drei algorithmischen Programmmodule an die
Projekt-Datenbasis ohne grafische Benutzeroberfläche (GUI) erfolgt über das Ver-
linken einer Konsolenanwendung (Console application). Diese Variante ist durch
das Umgehen des Visualisierungssystems schneller und eignet sich besonders für
umfangreiche Parameterstudien. Abbildung 4.2 zeigt den Aufbau der Konsolenan-
wendung.

Console applicationTUM.GeometryEngine

TUM.HealingEngine TUM.MeshingEngine TUM.AnalysisEngine User module

Topology Kernel

Geometry Kernel

Healer

Linear algebra package

Lapack

MeshGen

DoMesh

Netgen

FEM

FCM

IGA

Abbildung 4.2: TUM.GeoFrame - Konsolenanwendung

4.1.1 TUM.GeometryEngine

Die Beschreibung von physikalischen Problemstellungen, basierend auf einem geo-
metrischen Modell, den Randbedingungen und den jeweiligen Materialeigenschaf-
ten, erfordert eine leistungsfähige und flexible Datenbasis mit optimalen Zugriffs-
zeiten unter vertretbarem Speicheraufwand. Die T UM.GeometryEngine, das
Herzstück von T UM.GeoFrame, ist eine solche Datenbasis. Sie dient als allein
stehende Programmbibliothek mit integriertem Geometriekern der Beschreibung
von physikalischen Problemstellungen.
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Die Beschreibung einer einzelnen Problemformulierung ist in der Basisklasse
Project implementiert. Diese besitzt zur Geometriebeschreibung vier verschie-
dene Modelle vom Typ T opo_Shape:

• Das geometrische Hauptmodell beschreibt die aktuelle Geometrie und ist
mit der Visualisierungsschnittstelle gekoppelt.

• Das geometrische Nebenmodell ermöglicht die Sicherung der Originalgeo-
metrie und unterstützt die Reparatur-Algorithmen.

• Das diskretisierte Hauptmodell beschreibt das aktuelle Finite-Elemente
Netz und stellt die Rohdaten für die Visualisierung.

• Das diskretisierte Nebenmodell ermöglicht die Definition eines Hintergrund-
netzes und unterstützt die Vernetzungsalgorithmen.

Je nach verwendetem Verfahren kann auf eines oder mehrere dieser Modelle
gleichzeitig zugegriffen werden und verschiedene geometriebasierte Techniken be-
liebig kombiniert werden. Darüber hinaus bietet die Basisklasse Methoden zur
Kommunikation (Messages) und Interaktion (Interactions) mit der grafischen
Benutzeroberfläche (vgl. Abschnitt 4.1.2). Abbildung 4.3 zeigt den schematischen
Aufbau der Projekt-Datenbasis mit den wichtigsten Basisklassen.

Topo_Shape

Map* Attributes

Map* BoundaryConditions

Map* Topo_Nodes

Map* Topo_Edges

Map* Topo_Faces

Map* Topo_Solids
Project

Topo_Shape* Geometry

Topo_Shape* Geometry_orig

Topo_Shape* Mesh

Topo_Shape* Mesh_bg

Messages* Message_Interface

Interactions* Interaction_Interface

Messages

Interactions

send_message()

send_warning()

send_error()

send_progress()

redraw()

update_model_explorer()

update_property_editor()

clear()

clear()

import()

export()

open()

save()

Abbildung 4.3: Projekt-Datenbasis der T UM.GeometryEngine

Die Basisklasse T opo_Shape dient der Beschreibung der vier parallelen Model-
le und besitzt Abbildungslisten (Map) für die Verwaltung der unterschiedlichen
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Entitätsarten. Jede Entitätsart ist dabei noch mal in topologische und geome-
trische Entitätsklassen untergliedert. Die topologischen Entitätsklassen besitzen
Informationen über die Nachbarschaftsbeziehungen zu den höher und niedriger
gestellten topologischen Entitätsklassen und verweisen auf ein Objekt der jewei-
ligen geometrischen Entitätsklasse. Die geometrischen Entitätsklassen besitzen
Informationen über die Form der jeweiligen Objekte und beinhalten eine Vielzahl
an geometrischen Funktionalitäten (z.B. Verschneidung, Abbildung/Umkehrab-
bildung, Metrik, . . . ). Der Geometriekern basiert auf den Klassen des Geome-
triemodellierers Open CASCADE [71]. Für einen Vollzugriff auf die komplette
Funktionalität des Geometriemodellierers kann auf die Objekte der entsprechen-
den Open CASCADE-Klassen zugegriffen werden. Abbildung 4.4 zeigt den Auf-
bau des Entitätsmodells (T opo_Shape) und die Hierarchie der topologischen und
geometrischen Entitätsklassen.

Topology Kernel Geometry Kernel

Open CASCADE [71]
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Geo_Shell

Geo_Solid

TopoDS_Node

TopoDS_Edge

TopoDS_Wire

TopoDS_Face

TopoDS_Shell

TopoDS_Solid

Geom_Curve

Geom_Surface

Abbildung 4.4: Topologische und geometrische Hierarchie der Entitätsklassen

4.1.2 TUM.V isualEngine

Eine der wichtigsten Grundlagen in der heutigen computergestützten Berech-
nung von physikalischen Problemstellungen ist die Visualisierung des geometri-
schen Modells und der berechneten physikalischen Lösungen. Darüber hinaus
ist eine möglichst benutzerfreundliche und intuitive Interaktion mit dem Modell
samt Randbedingungen eines der wichtigsten Merkmale von erfolgreichen Softwa-
rekonzepten. Die T UM.V isualEngine beinhaltet eine benutzerfreundliche gra-
fische Benutzeroberfläche (GUI) und dient der Visualisierung der geometrischen
Modelle über zwei verschiedene Visualisierungsschnittstellen, einer Prä-Prozessor
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Schnittstelle zur Interaktion mit den geometrischen Entitäten und einer Post-
Prozessor Schnittstelle zur grafischen Ausgabe der Simulationsergebnisse (vgl.
Abbildung 4.5).

interagieren

visualisieren

Project

Topo_Shape* Geometry

Topo_Shape* Geometry_orig

Topo_Shape* Mesh

Topo_Shape* Mesh_bg

. . .

TUM.Visual Engine

GUI

Pre-processor

Post-processor

Abbildung 4.5: TUM.Visual Engine

Die Prä-Prozessor Schnittstelle basiert auf den Visualisierungsklassen von Open
CASCADE [71] und kann zur Visualisierung des geometrischen Hauptmodells so-
wie des diskretisierten Hauptmodells in der Projekt-Datenbasis eingesetzt werden.
Die Post-Prozessor Schnittstelle beruht auf den Bibliotheken von VTK [109] und
visualisiert lediglich das diskretisierte Hauptmodell, allerdings mit entsprechender
Farbcodierung und zahlreichen weiteren Visualisierungstechniken.

Die grafischen Prä- und Post-Prozessor Schnittstellen sind in der mit Qt [79]
implementierten GUI in einem sogenannten Projekt-Fenster eingebettet, bei dem
zwischen folgenden Ansichtsfenstern gewechselt werden kann:

• Geometrie: Prä-Prozessor Schnittstelle auf das geometrische Hauptmodell
(vgl. Abbildung 4.6(a))

• Netz: Prä-Prozessor Schnittstelle auf das diskretisierte Hauptmodell (vgl.
Abbildung 4.6(a))

• Post-Prozessor : Post-Prozessor Schnittstelle auf das diskretisierte Haupt-
modell (vgl. Abbildung 4.6(b))

Projekt-Fenster
Werkzeugleiste

Ansichtsfenster

(a) Prä-Prozessor Fenster (b) PostProzessor Fenster

Abbildung 4.6: GUI - Projekt-Fenster
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Innerhalb der GUI können mehrere Projekt-Fenster zu einem Projekt geöffnet
werden. Zusätzlich können auch mehrere Projekte gleichzeitig geladen und ange-
zeigt werden (siehe Abbildung 4.7).

Hauptmenu

Werkzeugleiste

Projekt-Fenster

Statusleiste

Modellexplorer

Eigenschaftenfenster

Abbildung 4.7: GUI - Anwendungsfenster

Die Interaktion mit den Entitäten im Prä-Prozessor Modus erfolgt über den Mo-
dellexplorer und das Eigenschaftenfenster, welche die ausgewählten grafischen
Objekte mit der Benutzeroberfläche verbinden. Der Modellexplorer zeigt das geo-
metrische Hauptmodell (Abbildung 4.8(a)) und das diskretisierte Hauptmodell
(Abbildung 4.8(b)) als Baumstruktur an und dient zum Auswählen und Markie-
ren einzelner Entitäten.

Modell-Schalter

Modell-Baum

Entitäten

(a) Modellexplorer - Geometrie (b) Modellexplorer - Netz

Abbildung 4.8: GUI - Modellexplorer

Das Festlegen und Verändern der konstruktiven Eigenschaften einzelner Entitä-
ten, wie z.B. der Randbedingungen und Materialwerte, erfolgt im Eigenschaf-
tenfenster (Abbildung 4.9). Dort können die entweder im Projekt-Fenster oder
im Modellexplorer ausgewählten Entitäten einzeln oder in Gruppen bearbeitet
werden.

Darüber hinaus beinhaltet die T UM.V isualEngine zahlreiche weitere Dialogfen-
ster und Einstellungsmöglichkeiten zur Steuerung des geometrischen Modells und
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Entitäten-Schalter

Eigenschaftenfeld

Schaltfläche

(a) Eigenschaftenfenster - Knoten (b) Eigenschaftenfen-
ster - Kante

(c) Eigenschaftenfen-
ster - Region

Abbildung 4.9: GUI - Eigenschaftenfenster

einzelner Entitäten. Auf diese zusätzlichen Funktionalitäten wird in dieser Arbeit
jedoch nicht näher eingegangen wird.

4.1.3 TUM.ToolsEngine

Die Benutzung einer umfangreichen konstruktiven Ingenieursanwendung durch
einen ungeübten Anwender bedarf einer unterstützenden Hilfefunktionalität. Das
Hilfesystem kann auf verschiedene Arten in die Anwendung integriert werden.
Ein Überblick über verschiedene Implementierungskonzepte von grafischen Hilfe-
systemen steht in [108].

Die T UM.HelpEngine ist das kompilierte und integrierte Hilfesystem von
T UM.GeoFrame und bietet interaktive Hilfe zum aktuell bearbeiteten Thema
durch den Austausch von Schlüsselworten. Die T UM.HelpEngine ist beliebig
durch eigene kompilierte Hilfeprojekte erweiterbar und beinhaltet standardmä-
ßig Hilfeprojekte zu allen Kernmodulen. Abbildung 4.10 zeigt den Aufbau des
Hilfesystems T UM.HelpEngine.

Schlüsselwort

Hilfefenster

TUM.Tools Engine

TUM.Help Engine

Help projects:

TUM.Geometry Engine

TUM.Healing Engine

TUM.Meshing Engine

TUM.Analysis Engine

User Engine

. . .

TUM.Visual Engine

TUM.Visual Engine

GUI

Pre-processor

Post-processor

Abbildung 4.10: TUM.Help Engine

T UM.GeoFrame besitzt zum Schutz vor unkontrollierter Verbreitung und
Benutzung ein Lizenzierungssystem (T UM.LicenceEngine), welches an die
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T UM.V isualEngine angeschlossen ist. In der T UM.LicenceEngine wird aus der
lokalen Festplattennummer mittels Primzahlenmultiplikation eine Seriennummer
generiert, die über ein grafisches Eingabefenster registriert wird. Die GUI prüft
über einen einfachen Funktionsaufruf das Vorhandensein der korrekten Serien-
nummer und deaktiviert im negativen Fall alle Exportfunktionen. Abbildung 4.11
zeigt den Aufbau des Lizenzierungssystems T UM.LicenceEngine.

registrieren

prüfen

TUM.Tools Engine

TUM.Licence Engine

read_hdd_number()

generate_licence_number()

register_licence_number()

check_licence_number()

. . .

TUM.Visual Engine

GUI

Pre-processor

Post-processor

Abbildung 4.11: TUM.Licence Engine

4.1.4 TUM.HealingEngine

Der Austausch von CAD-Daten zwischen unterschiedlichen Konstruktionssyste-
men über standardisierte Dateiformate resultiert häufig in fehlerhaften oder „un-
sauberen“ geometrischen Modellen. Solche fehlerhaften Modelle besitzen dann
beispielsweise Klaffungen, Überlappungen, doppelte Kanten und Flächen, topo-
logisch nicht verbundene Regionen. In der Praxis werden solche Fehler oft durch
mühevolle Handarbeit beseitigt.

T UM.GeoFrame besitzt einen integrierten Heilungskern, der fehlerhafte Entitä-
ten nach eigens definierbaren Suchkriterien identifiziert und die fehlerhaften Stel-
len automatisch beseitigt. Die innerhalb der Rahmen-Software T UM.GeoFrame

implementierten Heilungsprozeduren sind nicht Teil dieser Arbeit. Im folgenden
wird von geometrisch und topologisch “sauberen” Modellen ausgegangen. Ein
Überblick über die vollautomatischen Heilungs-Algorithmen in T UM.GeoFrame

ist in [45] zu finden.

4.1.5 TUM.MeshingEngine

Die Diskretisierung von geometrischen Modellen gehört zum Forschungsschwer-
punkt dieser Arbeit und ist in den nachfolgenden beiden Kapiteln im Detail
beschrieben. Die Implementierung der entwickelten Diskretisierungsalgorithmen
erfolgt innerhalb der T UM.MeshingEngine, die verschiedene interne wie exter-
ne Vernetzungstechniken zu einem leistungsfähigen Vernetzungskern kombiniert.
Die Anbindung der T UM.MeshingEngine an die Projekt-Datenbasis Project

ist in Abbildung 4.12 skizziert. Für die Vernetzung des geometrischen Haupt-
modells kann neben den Geometrieinformationen ein Hintergrundnetz importiert
werden. Die Ausgangsinformationen werden innerhalb des Kernmoduls MeshGen
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in einer eigenen Datenbasis verarbeitet. Nach Abschluss des Vernetzungsvorgangs
werden die numerischen Daten des Finite-Elemente Netzes aus dem Kernmodul
MeshGen in die Projekt-Datenbasis Project zurück geschrieben.

1. kopieren

2. importieren

2. importieren

3. vernetzen

4. exportieren

Project

Topo_Shape* Geometry

Topo_Shape* Geometry_orig

Topo_Shape* Mesh

Topo_Shape* Mesh_bg

. . .

TUM.Meshing Engine

MeshGen

Eigene Datenbasis

DoMesh

Netgen

Abbildung 4.12: TUM.Meshing Engine

4.1.6 TUM.AnalysisEngine

T UM.GeoFrame dient als Rahmen-Software für verschiedene numerische Simu-
lationsmethoden. Hierbei kann die Projekt-Datenbasis Project für die Formu-
lierungen von verschiedenen mechanischen Aufgabenstellungen angesetzt wer-
den. Der Forschungsschwerpunkt liegt in der Unterstützung der klassischen
Finite-Elemente-Methode sowie der Finite-Elemente-Methode hoher Ordnung
durch die Entwicklung geeigneter Vernetzungsprozeduren. Daneben unterstützt
die T UM.AnalysisEngine jedoch auch geometriebasierte Simulationsmethoden
(z.B. Iso-Geometric-Analysis [52]) durch Vollzugriff auf die geometrischen Roh-
daten der zugrunde liegenden BSpline- und NURBS-Objekte, sowie Embedded-
Domain-Methoden (z.B. Finite-Cell-Methode [76]) durch die Bereitstellung von
leistungsfähigen Innen-Außen-Testfunktionen und Abstandsfunktionen zum Rand.
Weiterführende Details zu den bereit gestellten Prozeduren sind in [96] zu finden.

4.1.7 TUM.InterfaceEngine

Die Anbindung der Programmmodule T UM.HealingEngine,
T UM.MeshingEngine und T UM.AnalysisEngine, sowie beliebiger externer
Programmmodule erfolgt über die Programmschnittstelle T UM.InterfaceEngine.
Alle Programmmodule werden dabei von der Klasse Meta_Project abgelei-
tet und als dynamische Bibliotheken in die GUI geladen. Die Anbindung der
implementierten Algorithmen erfolgt über Einträge in der Menü- bzw. Werk-
zeugleiste. Dazu können beliebige Schaltflächen definiert werden, die anschlie-
ßend in der Menü- bzw. Werkzeugleiste eingetragen werden. Der Austausch der
Programmmodule mit der Problemformulierung in der Projekt-Datenbasis er-
folgt über Zugriffsfunktionen auf die T UM.GeometryEngine. Abbildung 4.13
zeigt den Aufbau eines Benutzerprojektes (User Module) und seiner Superklasse
Meta_Project. Durch die Einbindung des Benutzerprojektes in die grafische Be-
nutzeroberfläche werden die Benutzerprozeduren (Slots) mit den neu definierten
Schaltflächen verbunden. Die Interaktion der Benutzerprozedur mit der Projekt-
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Datenbasis ist über eine vererbte Zugriffsfunktion (get_current_project()) mög-
lich.

einbinden

interagieren

TUM.Interface Engine

Meta Project

List* Meta Actions

List* Meta Menus

List* Meta Toolbars

Project* get_current_project()

User Module : Meta Project

User Actions

User Menus

User Toolbars

User slot_1()

User slot_2()

. . .

TUM.Visual Engine

TUM.Geometry Engine

Project

Topo_Shape* Geometry

Topo_Shape* Geometry_orig

Topo_Shape* Mesh

Topo_Shape* Mesh_bg

Abbildung 4.13: TUM.Interface Engine

4.2 Schnittstellen

Die Interaktion der physikalischen Problemformulierung mit externen Program-
men erfordert den Austausch von geometrischen und konstruktiven Daten. Als
Schnittstellen für den Austausch sind verschiedene Dateiformate implemen-
tiert, sowie eine Programmschnittstelle für die direkte Kommunikation mit der
Projekt-Datenbasis. Dieser Abschnitt beschreibt die entwickelten Schnittstellen
für T UM.GeoFrame

4.2.1 Geometrie-Schnittstelle

Wie in Abschnitt (4.1.1) beschrieben, untergliedern sich die Entitäten der
Projekt-Datenbasis in topologisch und geometrische Entitätsklassen. Handelt es
sich bei der zu untersuchenden Entität um eine Kante oder eine Fläche, so besitzt
diese Entität innerhalb des Geometriekerns detaillierte geometrische Eigenschaf-
ten. Um die geometrischen Informationen einer Entität vollständig im Topologie-
kern vorzuhalten, werden den topologischen Kanten und Flächen geometrische
Attribute zugewiesen. Diese Attribute können aus den Objekten des Geometrie-
kerns ausgelesen werden. Umgekehrt können geometrische Objekte aus dem topo-
logischen Objekt mit dem dazu gehörigen geometrischen Attribut erstellt werden.
Abbildung 4.14 zeigt das Zusammenspiel der topologischen und geometrischen
Klassen von Kanten.

Analog zu den Kanten werden geometrische Flächen durch topologische Flächen
mit geometrischem Attribut beschrieben und umgekehrt (siehe Abbildung 4.15).
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erstellen

auslesen

Topology Kernel Geometry Kernel

Topo_Edge

Topo_Edge_AttributeTopo_Edge_Attribute_Circle

Topo_Edge_Attribute_Ellipse

Topo_Edge_Attribute_Bezier_Curve

Topo_Edge_Attribute_BSpline_Curve

. . .

Geo_Edge

Abbildung 4.14: Geometrie Pipeline - Kanten

Dabei spielt es für den Erstellungs- bzw. Auslesealgorithmus keine Rolle, ob es
sich bei der topologischen Fläche um ein Dreieckselement, ein Viereckselement
oder eine topologische Region handelt.

4.2.2 Dateischnittstellen

Die Kommunikation von verschiedenen Konstruktionsprogrammen erfolgt in der
Praxis oft über standardisierte Dateiformate. Dabei ist es mit Hilfe dieser stan-
dardisierten Formate nicht immer möglich, die programminterne Datenbasis voll-
ständig und effektiv abzubilden. Daher besitzen alle gängigen Konstruktions-
und Berechnungssysteme in der Regel zusätzliche interne Dateiformate. In
T UM.GeoFrame können nachfolgend aufgelistete standardisierte Dateiformate
direkt über die Open CASCADE internen Parser in die entsprechenden Objekte
des Geometriekerns geladen werden:

• Iges [2]

• Step [3]

• BRep [1]

• CSFDB [71]

• STL [4]

• VRML [5]

Aus den Geometriekern-Objekten wird wie oben beschrieben das topologische
Modell im Topologiekern generiert. Der Austausch zwischen internen Dateifor-
maten erfolgt direkt im Topologiekern. Hierbei werden die topologischen Objekte
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erstellen

auslesen

Topology Kernel Geometry Kernel

Topo_Region

Topo_Triangle

Topo_Quadrilateral Topo_Face

Topo_Face_AttributeTopo_Face_Attribute_Cylinder

Topo_Face_Attribute_Cone

Topo_Face_Attribute_Bezier_Surface

Topo_Face_Attribute_BSpline_Surface

. . .

Geo_Face

Abbildung 4.15: Geometrie Pipeline - Flächen

samt Attributen aus den externen Dateien gelesen und in die Objekte des Geo-
metriekerns umgewandelt. Abbildung 4.16 zeigt das Zusammenwirken der unter-
schiedlichen Dateischnittstellen.

importieren

importieren

importieren importieren exportierenexportieren

TUM.Geometry Engine

Topology Kernel Geometry Kernel

Interne Dateiformate Standardisierte Dateiformate

Abbildung 4.16: Dateischnittstellen

4.2.3 Programmschnittstellen

Die Anbindung von externen Programmmodulen erfordert

• den Austausch von geometrischen Daten mit der Projekt-Datenbasis,

• die Möglichkeit zur Darstellung von Rückmeldungen sowie

• den Zugriff auf verschiedene Anweisungsfunktion zum Aktualisieren der gra-
fischen Benutzeroberfläche.
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Der Zugriff auf die Projekt-Datenbasis ist wie in Abschnitt (4.1.1) beschrieben
implementiert. Die Darstellung von Rückmeldungen (vgl. Abbildung 4.17) ist
über die Basisklasse Messages möglich, auf die über den globalen Projekt-Zeiger
(vgl. Abbildung 4.3) zugegriffen werden kann.

Abbildung 4.17: Programmschnittstelle - Messages

Die Aktualisierung der GUI ist über die Basisklasse Interactions gewährlei-
stet. Hier sind Funktionsaufrufe zur Aktualisierung des Projekt-Fensters, des
Modellexplorers und des Eigenschaftenfensters implementiert.
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Abbildung 4.18: Programmschnittstelle - Interactions
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Kapitel 5

Generierung von

Oberflächennetzen

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln die für das Verständnis dieses Kapi-
tels benötigten Grundlagen dargelegt wurden, soll nun der in das Rahmenwerk
T UM.GeoFrame (vgl. Kapitel 4) implementierte Algorithmus zur Vernetzung
von beliebig gekrümmten geometrischen Flächen im euklidischen Raum R

3 er-
läutert werden. Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Algorithmus basiert
dabei im Wesentlichen auf den Ideen und Ausführungen von [18, 82, 91].

5.1 Einführung

Die Generierung von Oberflächennetzen gliedert sich prinzipiell in Techniken zur
Generierung von strukturierten Netzen, auch (konforme) Gitter-Generierung ge-
nannt, und Techniken zur Generierung von unstrukturierten Netzen, auch Frei-
vernetzung genannt.

Bei strukturierten Vernetzungstechniken [105, 106] haben alle inneren Knoten
die gleiche Anzahl von angrenzenden Elementen, allerdings lassen sich für vie-
le komplexe Strukturen keine konformen strukturierten Gitter erzeugen. Daher
sind strukturierte Vernetzungstechniken als alleinige Netzgenerierungstechnik für
allgemeine geometrische Problemstellungen nicht ausreichend.

Unstrukturierte Vernetzer haben keine einschränkenden Bedingungen an die Kon-
nektivität in den inneren Knoten und lassen sich grundsätzlich für jede beliebige
geometrische Problemstellung anwenden. Dafür besitzen die Netze in der Re-
gel einen höheren Anteil an verzerrten Elementen, was sich nachteilig auf die
numerischen Berechnungen auswirken kann. Die genaue Platzierung der inne-
ren Knoten spielt daher die zentrale Rolle bei der Generierung von geeigneten
Finite-Elemente-Netzen.

Die Generierung von unstrukturierten Dreiecksnetzen basiert in der Regel auf
einer oder mehreren Grundtechniken, wie der
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• Delauney-Triangulierung [59, 110], bei der die inneren Knoten zu Beginn
nach einem bestimmten Schema positioniert werden und anschließend über
ein Umkreiskriterium [37] zu Dreiecken verknüpft werden, der

• Advancing-Front-Methode [63, 61], bei der neue Knoten und Elemente vom
aktuellen Gebietsrand ausgehend generiert werden, oder der

• Gebietsteilungstechnik [18, 82, 91], welche die Grundlage des im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten Algorithmus ist.

Das bei weitem beliebteste Kriterium bei der Generierung von Dreiecksnetzen ist
das Delauney-Kriterium [37]. Dieses Kriterium besagt, dass kein Knoten inner-
halb des Umkreises sein darf, der durch die drei Knoten eines nicht angrenzenden
Elementes verläuft. Das Delauney-Kriterium selbst ist noch kein Vernetzungsalgo-
rithmus, sondern wird auf eine zuvor generierte Menge von Knoten angewendet.
Die Platzierung der inneren Knoten kann auf unterschiedliche Weise erfolgen,
beispielsweise als reguläres Gitter, aus dem Element-Umkreis [35, 85, 95], aus
dem Voronoi-Diagramm [84, 58], oder einer Reihe weiterer Platzierungstechni-
ken. Obwohl das Delauney-Kriterium einfach zu implementieren und anzuwenden
ist, resultiert das Generieren der inneren Knoten bei komplexen geometrischen
Strukturen speziell in Randnähe oft in stark verzerrten Elementen.

Eine weitere beliebte Familie der Netzgenerierungsalgorithmen ist die Advancing-
Front-Methode [63, 61, 78]. In dieser Methode werden die Dreiecke stets vom
aktuellen Gebietsrand in Richtung Gebietinneres abgespalten, so dass sich der
Gebietsrand mit fortlaufendem Vernetzungsfortschritt nach innen bewegt. Diese
Methode hat im Vergleich zu anderen Techniken ihre Stärke vor allem in der
Qualität der Elemente am Gebietsrand. Bei Gebieten mit mehreren Rändern
(z.B. Region mit Löchern) ist die Advancing-Front-Methode aufgrund der vie-
len benötigten Verschneidungsoperationen jedoch teuer und erzeugt im Fall von
unterschiedlichen Netzdichten (adaptive Vernetzung) speziell in den Übergangs-
bereichen stark verzerrte Elemente.

Die Gebietsteilungstechnik [18, 82, 91] generiert die inneren Knoten entlang neu-
er Teilungskanten, die durch eine rekursive Teilung des Vernetzungsgebietes ent-
stehen. Das Dreiecksnetz entsteht durch eine endliche Wiederholung dieser re-
kursiven Prozedur, bis das Vernetzungsgebiet nur noch aus Dreiecken besteht.
Diese Vorgehensweise hat im Vergleich zu den anderen beiden Grundtechniken
ihre Stärken vor allem bei adaptiver Vernetzung und bei komplexen, beliebig
gekrümmten Strukturen mit vielen Strukturrändern, wie in vielen realen Pro-
blemstellungen der Fall.

Die Generierung von unstrukturierten Vierecksnetzen gliedert sich in direkte und
indirekte Techniken. Bei den indirekten Techniken wird zunächst ein Dreiecks-
netz generiert, welches anschließend in ein Vierecksnetz konvertiert wird. Direkte
Techniken platzieren die Viereckselemente direkt auf dem Vernetzungsgebiet, oh-
ne vorher ein Dreiecksnetz generieren zu müssen.



5.2 Gebietsteilungstechnik auf Freiformflächen 71

Die bekanntesten direkten Vierecksvernetzungstechniken sind die Dekompositi-
onstechniken, bei denen das Gebiet zunächst in Unterstrukturen unterteilt wird,
z.B. durch Quadtrees [16], Polygone [102, 33, 70] oder Mittelachsen [103], auf
denen mit Hilfe von verschiedenen Vorlagen Viereckselemente platziert werden.

Eine weit verbreitete Alternative der direkten Vierecks-Vernetzung ist, wie schon
bei der Dreiecks-Netzgenerierung, die Advancing-Front-Methode. Diese projiziert
die Viereckselemente entweder durch Verschiebung des Gebietsrandes in Richtung
Gebietinneres [116], oder durch das Einfügen von kompletten Elementreihen in
das Berechnungsgebiet [26, 32, 112].

Obwohl die direkten Vierecks-Netzgenerierungstechniken oft gute Elmente am
Gebietsrand generieren, sind die beteiligten geometrischen Operationen bei kom-
plexen Vernetzungsgebieten mit vielen Regionsrändern in der Regel sehr teuer
und Netze mit unterschiedlicher Elementdichte nur begrenzt möglich. Deutlich
schneller und flexibler sind diesbezüglich die indirekten Konvertierungsschemata,
da alle geometrischen Operationen nur lokal statt finden und die teuren Ver-
schneidungsoperationen wegfallen.

Bei den indirekten Konvertierungsschemata wird prinzipiell unterschieden zwi-
schen

• Methoden, bei denen die Knoten des Dreiecksnetzes topologisch erhalten
bleiben und Vierecke durch Zusammenfassen [54] oder Unterteilen [83, 60]
der Dreiecke generiert werden und

• freien Konvertierungsmethoden, bei denen das Vierecksnetz durch eine Ma-
nipulation der Topologie des Dreiecksnetzes, beispielsweise durch Einfügen
von zusätzlichen Knoten oder Teilen bzw. Zusammenfassen von Randkan-
ten [75], generiert wird.

Ersteres Prinzip ist zwar leichter zu implementieren, dafür lassen sich mit dem
zweiten Prinzip qualitativ hochwertigere Netze speziell in Randnähe generieren.

Bei der Beschreibung von Oberflächennetzen für die Finite-Elemente-Methode ho-
her Ordnung (vgl. Abschnitt 3.3.4) muss für jedes Element die exakte Geometrie
aus dem geometrischen Modell bekannt sein. Dies erfolgt entweder durch eine
Kopplung des Finite-Elemente-Netzes mit dem zugrunde liegenden Geometrie-
Modellierer, oder durch eine eigene Diskretisierung der Elementoberflächen [12].

5.2 Gebietsteilungstechnik auf Freiformflächen

Im Folgenden wird der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Algorithmus zur
Vernetzung von Freiformflächen für die h und die p-Version der Finite-Elemente-
Methode beschrieben (vgl. Kapitel 3). Der Algorithmus ist eine Erweiterung des
Netzgenerators DoMesh, bei dem durch Einführung von Längen- und Winkel-
berechnungen auf Basis der lokalen Metrik (vgl. Abschnitt 2.4.3) adaptive Netze
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mit hoher Elementqualität auf beliebigen polygonal berandeten Freiformflächen
generiert werden.

5.2.1 Topologisches Modell

Das topologische Model der zu vernetzenden Oberflächenstruktur ist eine Erwei-
terung der Randdarstellung (vgl. Abbildung 5.1).

Region Rand

Löcher

Zwangskanten

Zwangspunkte

Kante Knoten

Kantenzüge

Abbildung 5.1: Topologisches Oberflächenmodell

Modelle mit mehreren Regionen besitzen Konnektivität und resultieren in kon-
formen Netzen, sobald sich benachbarte Regionen gemeinsame topologische En-
titäten teilen. Diese Entitäten können gemeinsame Regionsränder in Form von
äußeren oder inneren Randkanten sein (vgl. Abbildung 5.2), oder im Fall von ge-
schnittenen Regionen topologische Zwangskanten sein, die zur Regionsbeschrei-
bung hinzu gefügt werden (vgl. Abbildung 5.3).

Abbildung 5.2: Konnektivität mit und ohne innere Randkante
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Abbildung 5.3: Konnektivität mit und ohne Zwangskante

Die Konnektivität zwischen Regionen und geschnittenen Kurven wird über
Zwangspunkte definiert, die unverändert als Elementknoten in die Vernetzung
übernommen werden (vgl. Abbildung 5.4).

Abbildung 5.4: Konnektivität mit und ohne Zwangspunkte

5.2.2 Elementdichte-Verteilung

h-Wert

Die Verteilung der Elementdichte des generierten Netzes wird durch die h-Wert
Funktionen, geometrische Besonderheiten des Modells und durch ein adaptives
Vernetzungsschema definiert. Der h-Wert beschreibt dabei die maximale Länge ei-
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ner Elementkante und ist umgekehrt proportional zur Elementdichte. Der h-Wert
wird global definiert, kann aber auf einzelnen Entitäten lokal verändert werden,
um lokale Netzverfeinerungen oder Netzvergröberungen zu erreichen. Sind für
eine Entität mehrere h-Werte gleichzeitig definiert so gilt folgende Priorität:

1. Knoten-h-Wert

2. Kanten-h-Wert

3. Regions-h-Wert

4. Globaler h-Wert

Einfacher Lauf und adaptiver Lauf

Die h-Werte werden vor dem eigentlichen Vernetzungslauf über eine Verteilungs-
funktion auf das gesamte Vernetzungsgebiet abgebildet und geglättet. Die Ver-
teilungsfunktion wird dabei entweder über die Strukturknoten des geometrischen
Modells, bestehend aus den Knoten der Rand- und Zwangskanten, sowie allen
Zwangspunkten (vgl. Abschnitt 5.2.1) beschrieben (einfacher Lauf), oder in ei-
nem zusätzlichen Hintergrundnetz diskretisiert (adaptiver Lauf).

In einem einfachen Lauf werden die lokalen h-Werte der Entitäten sowie der
globale h-Wert nach oben aufgeführter Priorität auf die Strukturknoten verteilt.
Um den Einfluss von kurzen Kanten (vgl. Abbildung 5.5) auf die Elementqualität
zu reduzieren, werden anschließend alle h-Werte in den Strukturknoten so weit
herab gesetzt, dass sie das λ-fache der Länge der längsten angrenzenden Struk-
turkante nicht überschreiten. Ein Wert von λ = 1.4 hat sich empirisch bewährt
und sorgt dafür, dass einerseits stark verzerrte Elemente in Bereichen mit kurzen
Kanten vermieden werden und andererseits der Einfluss von kurzen Kanten auf
den globalen h abgefedert wird. Da eine Auflösung der h-Wert Verteilung über die
Strukturknoten nur eine sehr grobe Diskretisierung der h-Wert Funktion zulässt,
haben kleine h-Werte in einzelnen Bereichen Einfluss auf den Elementverlauf in
der gesamten Struktur (vgl. Abbildung 5.6).

0,05 20,0

h-global = 1,0

Abbildung 5.5: Geometrie mit kurzer Kante

Bei einem adaptiven Lauf werden die h-Werte in den Knoten eines Hinter-
grundnetzes diskretisiert. Dadurch ist eine deutlich feinere Auflösung der Ver-
teilungsfunktion möglich und Schwankungen in der h-Wert Verteilung können
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h
1,00

0,76

0,53

0,30

0,07

Abbildung 5.6: h-Wert Verteilung - einfacher Lauf

lokal geglättet werden. Die Glättungsfunktion wurde mit dem Ziel entwickelt, so-
wohl Elemente mit guten Innenwinkel-Verhältnissen für die h-Version der Finite-
Elemente-Methode zu generieren, als auch schnelle Übergänge von groben auf
feine Elemente für die p-Version der Finite-Elemente-Methode zuzulassen. Die
Propagation der h-Werte basiert auf den folgenden beiden Kontrollparametern:

• Propagationsfaktor: Definiert den maximalen Gradienten der h-Wert Ver-
teilungsfunktion im Inneren des Vernetzungsgebietes und kontrolliert die
Elementqualität in den Übergangsbereichen von groben auf feine Elemen-
te.

• Randkantenfaktor: Kontrolliert den Einfluss von kurzen Kanten auf die Ele-
mentqualität am Rand durch Skalierung der oberen h-Wert Schranke in den
Randknoten des Hintergrundnetzes. Die h-Wert Schranke ist dabei definiert
durch die Länge der kürzesten angrenzenden Strukturkante.

Abbildung 5.7 zeigt den Einfluss der beiden Kontrollparameter auf die h-Wert
Verteilung bei einem adaptiven Lauf mit Hintergrundnetz.

5.2.3 Randanbindung

Die Ausgangsgeometrie für den Algorithmus zur Triangulierung der Oberflächen-
struktur beruht auf geschlossenen Polygonen. Um das in Abschnitt 5.2.1 einge-
führte topologische Modell verarbeiten zu können, werden zunächst alle Löcher,
Zwangskanten und Zwangspunkte mit Hilfe von neuen Anbindungskanten an den
äußeren Rand der Struktur angebunden. In einem zweiten Schritt werden aus der
Originalgeometrie und den Anbindungskanten neue geschlossene Polygonzüge de-
finiert. Diese sind so orientiert, dass der Rand des Polygons im Gegenuhrzeiger-
sinn durchlaufen wird und das Strukturinnere linksseitig des Polygonrandes liegt
(vgl. Abbildung 5.8).

5.2.4 Randunterteilung

Nach Anbindung der inneren Strukturen an den Regionsrand werden die Struk-
turkanten der neu definierten Polygonzüge entsprechend der geglätteten h-Werte
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h
1,25

0,95

0,66

0,36

0,07

(a) Propagationsfaktor = 1,4; Randkantenfaktor = 1,4

h
1,25

0,95

0,66

0,36

0,07

(b) Propagationsfaktor = 2,4; Randkantenfaktor = 1,4

h
1,25

1,00

0,75

0,50

0,25

(c) Propagationsfaktor = 1,4; Randkantenfaktor = 5,0

Abbildung 5.7: h-Wert Verteilung - adaptiver Lauf

(vgl. Abschnitt 5.2.2) unterteilt. Die Platzierung der neuen Teilungsknoten (vgl.
Abbildung 5.9) erfolgt analog zur Platzierung der inneren Knoten während der
Triangulierung und wird in Abschnitt 5.2.5 im Detail erläutert.

Die Darstellung der zugrunde liegenden geometrischen Kurven für die Randun-
terteilung beruht auf einer natürlichen Parametrisierung der Parameterdarstel-
lung der einzelnen Kurvenobjekte im Bogenlängenmaß (vgl. Abschnitt 2.4.2).
Dadurch werden für die Abbildung und Umkehrabbildung die tatsächlichen Län-
genparameter angesetzt und Schwankungen der Parametergeschwindigkeit in der
Parameterdarstellung bei stark gekrümmten Freiformkurven abgefangen.

Referenzierte Teilung

Alternativ zur freien Kantenteilungstechnik nach der h-Wert Verteilung kann die
Unterteilung einer sogenannten Slave-Kante über eine Referenz auf eine über-
geordnete Master-Kante vorgegeben werden. Die Slave-Kante wird dadurch mit



5.2 Gebietsteilungstechnik auf Freiformflächen 77

�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������

�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������

(a) Region mit inneren Strukturen (b) Region nach Randanbindung

Abbildung 5.8: Randanbindung

(a) Region vor Randunterteilung (b) Region nach Randunterteilung

Abbildung 5.9: Randunterteilung

der selben Anzahl an Unterteilungen und äquivalenten Längenverhältnissen un-
terteilt, wie die entsprechende Master-Kante. Eine Master-Kante kann dabei von
mehreren Slave-Kanten gleichzeitig referenziert werden. Abbildung 5.10 illustriert
den Einfluss von referenzierten Kanten auf einem rechteckigen Gebiet mit mehre-
ren kreisförmigen Aussparungen von unterschiedlichem Radius und unterschied-
licher Bogenlänge.

(a) Geometrie mit Master-
kante (rot)

(b) Freie Kantenteilung (c) Referenzierte Kanten-
teilung

Abbildung 5.10: Referenzierte Teilung bei Vierecksnetz Generierung

Vorgegebene Unterteilung

Neben der freien und referenzierten Teilung der Strukturkanten kann der Ele-
mentverlauf am Gebietsrand durch eine vorgegebene Unterteilung der Randkan-
ten bestimmt werden. Anschließend wird die weitere Teilung der betroffenen Kan-
ten innerhalb des Vernetzungslaufs unterdrückt. Während der Konvertierung in
Viereckselemente wird jede Dreieckskante von Knoten PA nach Knoten PB je-
doch genau einmal unterteilt. Bei der Generierung von Vierecksnetzen werden
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die Kanten bei vorgegebener Unterteilung daher mit einem inneren Knoten PC

angereichert, der auf der geometrischen Kurve innerhalb des Intervalls zwischen
Knoten PA und Knoten PB liegt. Die Teilung der betroffenen Kanten wird da-
durch während der Dreiecksnetz-Generierung unterdrückt. Bei der Konvertierung
in Viereckselemente wird jede Kante jedoch einmal in zwei Kanten von Knoten PA

nach Knoten PC und von Knoten PC nach Knoten PB unterteilt (vgl. Abbildung
5.11).

(a) Vorgegebene Teilung
mit inneren Knoten (blau)

PA
PB

PC

(b) Dreiecksnetz

PA
PB

PC

(c) Vierecksnetz

Abbildung 5.11: Vorgegebene Teilung bei Vierecksnetz Generierung

5.2.5 Triangulierung

Rekursive Gebietsteilungstechnik

Die rekursive Gebietsteilungstechnik ist das Herzstück der Dreiecksvernetzung
und basiert auf zwei grundlegenden Prozeduren, zum einen für die Abspaltung
von einzelnen Dreiecken (chop) und zum anderen für die Teilung des aktuel-
len Vernetzungsgebietes (divide). Beide Prozeduren werden durch ein rekursives
Schema miteinander verknüpft (vgl. Abbildung 5.12). Durch eine endliche Wie-
derholung des Schemas bis zum Erreichen des Abbruchkriteriums wird das Gebiet
vollständig in Dreieckselemente unterteilt.

if(Not finished)

if(No triangle found)

if(No cutting line found)

if(No triangle found)

else

else

else

else
Break criterion

Chop (good quality)

Divide

Chop (bad quality)

Error

Finished

Start

Abbildung 5.12: Grundschema der rekursiven Gebietsteilungstechnik
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Die chop-Prozedur verbindet drei aufeinender folgende Randknoten und spaltet
die so erstellten Dreiecke vom aktuellen Gebietsrand ab (vgl. Abbildung 5.13(a)).

PA

PA

PB

PB

PC

PC

(a)

a1 =
min (hPA

,‖PAPB‖)

max (hPA
,‖PAPB‖)

a2 =
min (hPB

,‖PAPB‖)

max (hPB
,‖PAPB‖)

a = min (a1, a2) >







0.6 good quality

1.0E − 6 bad quality

(b)

Abbildung 5.13: Dreiecks-Abspaltung (chop)

Die chop-Prozedur kann dabei mit zwei unterschiedlichen Gütestufen aufgerufen
werden. Bei einem ersten Aufruf werden nur Dreiecke abgespalten, bei denen das
Verhältnis zwischen der neuen Dreieckskante und den h-Werten in den beiden
dazu gehörigen Knoten (hPA

, hPb
) ein vorgeschriebenes empirisch ermitteltes Mi-

nimalverhältnis nicht unterschreitet (vgl. Abbildung 5.13(b)). Der zweite Versuch
spaltet das bestmögliche gültige Dreiecke vom aktuellen Gebietsrand ab.

Die divide-Prozedur sucht nach einer Teilungskante durch Verbinden zweier nicht
benachbarter Randknoten, die das aktuelle Vernetzungsgebiet in zwei Unterge-
biete unterteilt (vgl. Abbildung 5.14(a)). Die Teilungskante darf dabei den aktu-
ellen Gebietsrand nicht schneiden oder berühren und muss mit den angrenzenden
Gebietskanten ein Mindestkriterium für die Winkel zwischen Teilungskante und
den benachbarter Randkante erfüllen (vgl. Abbildung 5.14(b)). Entlang dieser
Teilungskante werden wie im nachfolgenden Abschnitt erläutert neue Knoten
platziert.

α1

α2

α3

α4

(a)

α1 > π
4

α2 > π
4

α3 > π
4

α4 > π
4

(b)

Abbildung 5.14: Gebietsteilung (divide)

Durch eine endliche Wiederholung dieser beiden Prozeduren nach dem rekursiven
Gebietsteilungsschema (vgl. Abbildung 5.12) wird das Vernetzungsgebiet in ein
reines Dreiecksnetz unterteilt (vgl. Abbildung 5.15).
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Abbildung 5.15: Rekursive Gebietsteilung einer Strukturfläche

Längen- und Winkelberechnung von Flächenkurven

Die an der rekursiven Gebietsteilung beteiligten geometrischen Operationen ba-
sieren auf ebenen Vernetzungsgebieten. Eine Vernetzung von beliebigen Raum-
flächen erfolgt daher durch Ansetzen der Parameterdarstellung der zugrunde lie-
genden geometrischen Flächen. Bei gekrümmten Raumflächen gehen durch eine
Transformation der Flächenparameter (u, v) in euklidische Koordinaten (x, y, z)
jedoch die tatsächlichen Längen- und Winkelverhältnisse verloren. Dieses Pro-
blem tritt bereits in 2D bei Parameterfunktionen mit stark variierenden Ablei-
tungen auf. Der Klarheit der Darstellung wegen wurde zur Veranschaulichung der
Methoden zur Längen- und Winkelberechnung ein 2D-Beispiel mit einer stark va-
riierenden Metrik verwendt (vgl. Abbildung 5.16).

u

v

x

y

Abbildung 5.16: Freiformfläche im euklidischen Raum und in der Parameterebene

In der ursprünglichen Version des Vernetzungsalgorithmus erfolgt eine Berech-
nung der räumlichen Abstände und Winkel über eine skalierte Parameterebene
(û = u · fu, v̂ = v · fv). Die Skalierungsfaktoren fu und fv werden über das
Längenverhältnis der zwei Mittel-Isolinien (rot) zu ihren tatsächlichen Längen
im euklidischen Raum festgelegt. Abbildung 5.17(a)) zeigt die skalierte Para-
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meterebene samt Transformation in Flächenparameter für das 2D-Beispiel aus
Abbildung 5.16. Aufgrund der starken Abweichung zwischen den skalierten und
euklidischen Winkeln und Abständen resultieren auf diese Weise jedoch stark
verzerrte oder sogar unbrauchbare Elemente (vgl. Abbildung 5.17(b)).

û

v̂

u

v

(a) Skalierung der Parameterebene

(b) Vierecksnetz

Abbildung 5.17: Längen- und Winkelberechnung auf skalierter Parameterebene

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Berechnung der räumlichen Abstände und
Winkel über die differentialgeometrischen Eigenschaften der Fläche (vgl. Kapitel
2.4.3) implementiert. Die exakten Winkel und Längenverhältnisse lassen sich so
unter Einbeziehung der lokalen Ableitungen durch eine Taylorreihe nähern. Auf
diese Weise werden qualitativ hochwertige Netze auf stark gekrümmten Vernet-
zungsgebieten generiert.

Länge einer Flächenkurve

Eine Flächenkurve C auf einer geometrischen Fläche S ist definiert durch einen
Startpunkt PA, einen Endpunkt PB und einer Geraden innerhalb der Parameter-
ebene (u, v) (vgl. Abbildung 5.18).

PA

PA

PB
PB

C
C

u

v

x

y

Abbildung 5.18: Länge einer Flächenkurve
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Die approximierte Länge der Flächenkurve berechnet sich in der ursprünglichen
Version des Algorithmus direkt aus den skalierten Parametern des Startpunktes
(ûA, v̂A) und des Endpunktes (ûB , v̂B) nach

‖PAPB‖ =
√

(ûB − ûA)2 + (v̂B − v̂A)2 (5.1)

Wird die Jakobimatrix (2.68) der parametrischen Flächenfunktion f(u, v) punkt-
weise in einem Flächenpunkt (uP , vP ) ausgewertet, so lässt sich nach 2.71 der
Metrik Tensor MP wie folgt ermitteln

τ1,p =













∂fx(uP ,vP )
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∂fy(uP ,vP )
∂u

∂fz(uP ,vP )
∂u













; τ2,p =
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∂fz(uP ,vP )
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(5.2)

EP = τ1,p · τ1,p (5.3a)

FP = τ1,p · τ2,p (5.3b)

GP = τ2,p · τ2,p (5.3c)

MP =







EP FP

FP GP






(5.4)

Die Länge der Flächenkurve von Punkt PA nach Punkt PB lässt sich mit Hilfe
des Metrik-Tensors im Punkt PA über eine nach dem ersten Glied abgebrochene
Taylorreihe der metrischen Bogenlänge (2.74) annähern nach

‖PAPB‖MA
≈
√

EA(uB − uA)2 + 2FA(uB − uA)(vB − vA) + GA(vB − vA)2

(5.5)

Die Berechnung berücksichtigt hierbei die erste Ableitung im Flächenpunkt PA

und liefert eine gute Näherung für kurze Flächenkurven und Flächenkurven mit
konstanter Ableitung. Eine verbesserte Näherung erfolgt über die Mittelung der
beiden Längenberechnungen mit Hilfe des Metrik-Tensors in Punkt PA und in
Punkt PB .

‖PAPB‖ ≈ ‖PAPB‖MA
+ ‖PAPB‖MB

2
(5.6)
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Winkel zwischen zwei Flächenkurven

Zwei Flächenkurven C1 und C2 haben einen gemeinsamen Schnittpunkt P , wenn
sich die beiden Geraden in der Parameterebene (u, v) schneiden (vgl. Abbildung
5.19).

C1

C1

C2
C2

u

v

x

y

Abbildung 5.19: Winkel zwischen zwei Flächenkurven

In der ursprünglichen Version des Algorithmus berechnet sich der Winkel zwi-
schen den Flächenkurven im Punkt P auf der skalierten Parameterebene nähe-
rungsweise nach

τ1 =







ûP − ûA

v̂P − v̂A






(5.7a)

τ2 =







ûP − ûB

v̂P − v̂B






(5.7b)

sin(α) =
τ1 · τ2

|τ1| · |τ2| (5.8)

Eine Berechnung der exakten Winkel im euklidischen Raum in einem Flächen-
punkt P erfolgt über die Richtungsableitungen der parametrischen Flächenfunk-
tion f(u, v) nach

τ1 =
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(uP − uA) + ∂fx(uP ,vP )
∂v

(vP − vA)
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(5.9a)
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(5.9b)
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sin(α) =
τ1 · τ2

|τ1| · |τ2| (5.10)

Abbildung 5.20 illustriert den Einfluss der Längen- und Winkelberechnung unter
Einbeziehung des Metrik Tensors auf die Vernetzung anhand der Beispielgeome-
trie aus Abbildung 5.16.

Abbildung 5.20: Vierecksnetz auf Basis der lokalen Metrik

Platzierung der inneren Knoten

Die Platzierung der inneren Knoten entlang einer Randkante oder einer Flächen-
kante erfolgt grundsätzlich auf zwei unterschiedliche Weisen.
In einem einfachen Lauf (vgl. Abschnitt 5.2.2) werden die neuen Knoten entspre-
chend der h-Werte in Start- und Endknoten der Kante ‖PAPB‖ platziert (vgl.
Abbildung 5.21(a)), die Berechnung der Kantenlänge erfolgt über die natürliche
Parametrisierung bei Randkanten oder über den Metrik Tensor in Start- und
Endknoten bei Flächenkanten.
Bei einem adaptiven Lauf berechnet sich die Anzahl und Position der neuen Kno-
ten entlang einer Rand- oder Flächenkante abschnittsweise zwischen zwei benach-
barten Schnittpunkten mit dem Hintergrundnetz (vgl. Abbildung 5.21(b)). Die
h-Werte in den Schnittpunkten werden aus dem Hintergrundnetz interpoliert und
die Länge der Kante wird über die Länge der einzelnen Abschnitte aufsummiert.
Dadurch sind im Fall von stark gekrümmten Flächenkanten deutlich genauere
Längenberechnungen auf Basis des lokalen Metrik Tensors möglich

Sind auf einer Kante ‖PAPB‖ (einfacher Lauf) oder auf einem Abschnitt ‖PiPi+1‖
(adaptiver Lauf) die h-Werte in beiden Knoten identisch, so berechnet sich die
Anzahl der neuen Knoten (nK) für diesen Abschnitt nach

nK =
‖Pi, Pi+1‖

hi
(5.11)

Bei unterschiedlichen h-Werten in Start- und Endknoten ermittelt sich Anzahl der
neuen Knoten mit Hilfe des vordefinierten Propagationsfaktors p (vgl. Abschnitt
5.2.2) nach
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PB

PA

(a) Einfacher Lauf
PB

PA

P1

P2

P...

(b) Adaptiver Lauf

Abbildung 5.21: Platzierung der inneren Knoten
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(5.12a)
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(5.12b)

nK =
log ( bmin

amin
)

log (‖Pi,Pi+1‖−amin

‖Pi,Pi+1‖−bmin
)

(5.13)

Bei einem einfachen Lauf wird die Anzahl der neuen Knoten abgerundet

ntot = INT (nK − 0.5 + ǫ) (5.14)

und die neuen Knoten linear oder adaptiv auf der Kante verteilt. Bei einem
adaptiven Lauf wird die Anzahl der neuen Knoten aus der Summe der neuen
Knoten entlang der Abschnitte ermittelt nach

ntot = INT

(

∑

i

(ni
K) + 0.5 − ǫ

)

(5.15)

und die neuen Knoten abschnittsweise auf der Kante verteilt.
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5.2.6 Konvertierung in ein Vierecksnetz

Die Konvertierung des Dreiecksnetzes in ein Vierecksnetz [83] erfolgt über vier
Konvertierungsvarianten, die nach einander aufgerufen werden. Zunächst werden
alle Inseln aus vier Dreiecken, die sich einen gemeinsamen Knoten teilen, in vier
Vierecke konvertiert (vgl. Abbildung 5.22(a)). Anschließend werden alle Drei-
eckspaare, die in Elementen mit guten Innenwinkeln resultieren, in vier Vierecke
konvertiert (vgl. Abbildung 5.22(b)). Die übrigen Dreiecke werden je nach Um-
gebung entweder in zwei (vgl. Abbildung 5.22(c)) oder in drei (vgl. Abbildung
5.22(d)) Vierecke konvertiert.

(a) 4 Dreiecke → 4 Vierecke (b) 2 Dreiecke → 4 Vierecke

(c) 1 Dreiecke → 2 Vierecke (d) 1 Dreiecke → 3 Vierecke

Abbildung 5.22: Konvertierungsvarianten

Die vier Grundvarianten basieren auf der Teilung der ursprünglichen Dreiecke, da-
durch werden neue Knoten auf den Dreieckskanten erzeugt und die Elementdichte
verdoppelt sich. Wird auf einem Vernetzungsgebiet ein Vierecksnetz generiert, so
wird zuvor ein Dreiecksnetz mit halber Elementdichte erstellt.
Abbildung 5.23 illustriert die einzelnen Konvertierungsschritte für das Beispiel
aus Abbildung 5.15.

Abbildung 5.23: Konvertierung eines Dreiecksnetzes
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5.2.7 Knotenrelaxation

In der abschließenden Knotenrelaxation werden alle verschieblichen Knoten im
Inneren der Struktur in Richtung des Schwerpunkts der Teilfläche geschoben, die
durch alle angrenzenden Dreiecks- oder Viereckselemente aufgestellt wird (vgl.
Abbildung 5.24(a)). Um Übergänge von grob auf fein vernetzte Gebiete zu erlau-
ben wird der Schwerpunkt mit den h-Werten in den Elementknoten skaliert (vgl.
Abbildung 5.24(b)).
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Abbildung 5.24: Knotenrelaxation

Die Relaxation ist ein iterativer Prozess und kann anhand der neuen Knoten-
Koordinaten rekursiv wiederholt werden. Bei zu vielen Wiederholungen kann je-
doch die Qualität der kleineren Element auf Kosten der großen Elemente sinken.
Das empirisch bestimmte Optimum liegt bei drei Relaxationsschritten. Abbildung
5.25 zeigt den Einfluss der Knotenrelaxation für das Vierecksnetz aus Abbildung
5.23 mit drei Relaxationsschritten.

(a) Unrelaxiertes Netz (b) Netz nach drei Relaxationsschritten

Abbildung 5.25: Relaxierung eines Vierecksnetzes

5.3 Diskretisierung mit Elementen hoher Ordnung

In der p-Version der Finite-Elemente-Methode werden Ansatzfunktionen hoher
Ordnung auf groben Netzen mit nur wenigen Elementen definiert (vgl. Kapi-
tel 3.3.4). Die Elemente nehmen dabei für die Integration die exakte Geometrie
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des zugrunde liegenden geometrischen Modells an. Eine Kopplung der Elemente
mit der exakten Geometriebeschreibung im Geometriemodellierer führt im Fall
von komplexen Freiformflächen zu teuren geometrischen Differentialoperationen.
Deutlich schneller lassen sich gekrümmte Elemente numerisch integrieren, wenn
jedes Element eine eigene Oberflächendiskretisierung besitzt. Hierfür werden auf
der Oberfläche der Elemente Kontrollpunkte generiert, welche das Berechnungs-
gebiet durch eine Polynominterpolation näherungsweise beschreiben. Der Poly-
nomgrad wird durch die Anzahl der inneren Kontrollpunkte definiert (p = nK+1),
welche wiederum durch das diskretisierte Interpolationspolynom interpoliert wer-
den. Abbildung 5.26 zeigt die Diskretisierung von Viereckselementen hoher Ord-
nung auf einer stark gekrümmten Freiformfläche mit unterschiedlichem Polynom-
grad p.

(a) Geometrie (b) Netz (p = 3)

(c) Netz (p = 5) (d) Netz (p = 9)

Abbildung 5.26: Diskretisierung von Viereckselementen hoher Ordnung

Die Verteilung der Kontrollpunkte hat einen entscheidenden Einfluss auf die Qua-
lität der Näherung. Bei äquidistanter Verteilung der Kontrollpunkte (vgl. Abbil-
dung 5.27(a)) wird das Berechnungsgebiet gleichmäßig gut aufgelöst. Eine opti-
mierte Verteilung der Kontrollpunkte bezüglich der Integration erfolgt nach der
Gaußschen Verteilung (vgl. Abbilung 5.27(b)). Bei Berechnungsgebieten mit lo-
kalen Krümmungen oder Knicken können durch die Diskretisierung der Element-
oberflächen jedoch Oszillationen entstehen. Eine optimale Verteilung der Kon-
trollpunkte auf dem Berechnungsgebiet bezüglich minimalen Oszillationen (vgl.
Abbildung 5.27(c)) erfolgt durch die Babuška-Chen Punkte [12].
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(a) Reguläre Verteilung (b) Gauss-Veteilung (c) Babuška-Chen Vertei-
lung

Abbildung 5.27: Kontrollpunktverteilung

5.4 Element und Netzqualität

Die Form und Ausrichtung der einzelnen Elemente hat einen entscheidenden Ein-
fluss auf die Qualität der Berechnungsergebnisse. Neben günstigen Seitenverhält-
nissen und möglichst regulären Innenwinkeln, ist aus mathematischer Sicht eine
Ausrichtung der Elemente nach den Gradienten der physikalischen Größen vor-
teilhaft. Da ohne genaue Kenntnis des zu berechnenden physikalischen Problems
viele der zahlreichen Einflussparameter auf die Qualität des Finite-Elemente Net-
zes nur schwer zu erfassen sind, wird die Netzqualität in der Praxis anhand rein
geometrischer Kriterien bestimmt. Einen ersten Eindruck liefert in der Regel die
Visualisierung, jedoch lassen sich bei großen Gebieten mit vielen Elementen auf
diese Weise keine zuverlässigen Aussagen treffen.

Neben einer visuellen Kontrolle gibt es zahlreiche Größen die einen Hinweis auf
die Qualität von Finite-Elemente Netzen liefern. So lassen sich beispielsweise die
Innenwinkel oder Seitenverhältnisse der einzelnen Elemente ermitteln und sta-
tistisch auswerten. Aufgrund der unterschiedlichen Anforderungen an Netze für
eine Berechnung mit der h- und der p-Version der Finite-Elemente-Methode lassen
sich aus diesen Werten jedoch keine allgemeingültigen Aussagen zur Netzqualität
treffen.

Eine weit verbereitete und beliebte Größe zur Bestimmung der Netzqualität, die
sowohl für h als auch für p Elemente aussagekräftige Werte liefert, ist die skalierte
Jakobi-Metrik. Dieser Abschnitt erklärt die Ermittlung der Netzqualität anhand
der skalierten Jakobi Metrik und illustriert den Einfluss der in diesem Kapitel
beschriebenen Vernetzungsparameter auf die Güte der generierten Netze.

5.4.1 Skalierte Jakobi Metrik

Die numerische Integration eines Elementes erfolgt auf der lokalen Parametere-
bene des Standardelementes (vgl. Kapitel 3.3). Die Berücksichtigung der tatsäch-
lichen Geometrie erfolgt über die Jakobi-Matrix der Abbildungsfunktion Qe, die
in den beiden Ableitungsvektoren
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resultiert. Der Winkel zwischen den beiden Ableitungsvektoren τ1 und τ2 ent-
spricht dabei dem Winkel zwischen den beiden lokalen Parameterrichtungen u
und v im euklidischen Raum (vgl. Abbildung 5.28).

P1
P2

P3

P4

M

(a) h-Element

P1
P2

P3
P4

M

(b) p-Element

Abbildung 5.28: Jakobi Metrik

Aus den beiden Ableitungsvektoren lässt sich für jeden beliebigen Punkt P in-
nerhalb des Standardelementes die skalierte Jakobi-Metrik JP berechnen nach

JP =

√

(τ1,p · τ1,p) · (τ2,p · τ2,p) − (τ1,p · τ2,p)2

√

(τ1,p · τ1,p) · (τ2,p · τ2,p)
(5.17)

Die Qualität eines Elementes entspricht dem Minimum der skalierten Jakobi-
Metrik innerhalb des Standardelementes, welches in der Regel in einem der Ele-
mentknoten Pi auftritt. Eine Ermittlung der Elementqualität eines einzelnen Ele-
mentes erfolgt nach

Jref = min (JPi
) (5.18)

Eine Einschätzung der Qualität eines Netzes anhand der skalierten Jakobi-Metrik
erfolgt nach folgender Einstufung:

• 1.0 - 0.8: optimal

• 0.8 - 0.6: gut

• 0.6 - 0.4: ausreichend
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• 0.4 - 0.2: schlecht

• 0.2 - 0.0: sehr schlecht

• < 0.0: inakzeptable

5.4.2 Beispiele

Das erste Beispiel demonstriert den Einfluss unterschiedlicher Propagationsfakto-
ren (vgl. Abschnitt 5.2.2) auf die Element- und Netzqualität. Das adaptiv vernetz-
te Gebiet (hlokal = 0, 05; hglobal = 1, 00) resultiert in allen vier Fällen in optimalen
bis ausreichenden Elementen, wobei der Anteil der ausreichenden Elemente mit
steigendem Propagationsfaktor zunimmt (vgl. Abbildung 5.29).
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Abbildung 5.29: Beispiel 1: P ropagationsfaktor

Das zweite Beispiel verdeutlicht den Einfluss des Randkantenfaktors (vgl. Ab-
schnitt 5.2.2) auf einem Vernetzungsgebiet mit uniformen h-Wert (hglobal = 1, 0)
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und im Verhältniss dazu kurzen Randkanten (lmin = 0, 05). In den ersten drei
Fällen entstehen bei einem Randkantenfaktor von 4, 0 und weniger Netze mit
überwiegend sehr guten bis guten und wenigen ausreichenden Elementen. Eine
Steigerung des Randkantenfaktors auf 10, 0 wie im vierten Beispiel der Fall re-
sultiert nun auch in schlechten bis sehr schlechten Elementen im Bereich der
Verfeinerung (vgl. Abbildung 5.30).
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(b) Randkantenfaktor = 2, 0
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(d) Randkantenfaktor = 10, 0

Abbildung 5.30: Beispiel 2: Randkantenfaktor

Das dritte Beispiel zeigt den Einfluss der Metrik-Vernetzung (vgl. Abschnitt 5.2.5)
anhand des gekrümmten Oberflächenmodells einer Schraube. Das Modell wurde
sowohl mit linearen Elementen als auch mit gekrümmten Elementen hoher Ord-
nung vernetzt und ausgewertet. Aufgrund der starken Verzerrungen zwischen
Parameterebene und euklidischem Raum entstehen bei der Vernetzung mit der
ursprünglichen Längen- und Winkelberechnung besonders im Bereich des Schrau-
benkopfs zahlreiche unbrauchbare Elemente. Die Vernetzung auf Basis der lokalen
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Metrik hingegen resultiert in qualitativ deutlich hochwertigeren Netzen aus Ele-
menten mit überwiegend ausreichender bis sehr guter Qualität.
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Abbildung 5.31: Beispiel 3: Metrik Vernetzung
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Kapitel 6

Generierung von

Volumennetzen

Aufbauend auf den im vorangegangenen Kapitel gezeigten Techniken zur Generie-
rung von Oberflächennetzen sollen nun die in das Rahmenwerk T UM.GeoFrame

(vgl. Kapitel 4) implementierten Algorithmen zur Generierung von Tetraeder-
und Hexaeder-Netzen für die h-Version (vgl. Kapitel 3.3.3) und die p-Version
(vgl. Kapitel 3.3.4) der Finite-Elemente-Methode auf unterschiedlichen geometri-
schen Volumenmodellen (vgl. Kapitel 2.3) erläutert werden. Im speziellen wur-
den ein Algorithmus zur Generierung von gekrümmten Tetraeder-Elementen auf
indirekten Volumenmodellen als Erweiterung des Tetraeder-Netzgenerators Net-
gen [90] und eine neue entwickelte Methode zur Generierung von gekrümmten
Hexaeder-Elementen auf dünnwandigen Extrusionsmodellen entwickelt und im-
plementiert. Die Leistungsfähigkeit der beiden Verfahren wird anhand einer Reihe
von Beispielen illustriert.

6.1 Einführung

Die Generierung von Finite-Elemente Netzen zur Diskretisierung von dreidimen-
sionalen Strukturen gliedert sich ähnlich wie die Generierung von Oberflächen-
netzen in Techniken zur Erstellung von strukturierten Gittern und Techniken zur
Erstellung von unstrukturierten Netzen.

Bei rein strukturierten Vernetzungstechniken wird das Netz entweder durch
komplexe iterative Glättungstechniken an den Rand der Struktur angepasst
[87, 41, 77], oder ein umhüllendes blockstrukturiertes Gitter erzeugt, welches mit
dem Rand der Struktur nicht zusammen fällt. Erstere Variante liefert zwar quali-
tativ hochwertige Finite-Elemente-Netze, lässt sich jedoch nur auf eine kleine Zahl
von geometrischen Modellen anwenden. Die zweite Variante ist auf jedem belie-
bigen geometrischen Modell anwendbar, allerdings müssen die Randbedingungen
unabhängig vom generierten Gitter beschrieben werden. Dies ist in der klassischen
Finite-Elemente-Methode jedoch nicht möglich. Beispiele für numerische Berech-
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nungsverfahren auf Basis von umhüllenden Gittern sind die Lattice-Boltzmann-
Methode [34] in der numerischen Strömungsmechanik und die Embedded Domain
Methoden [76, 86] in der Strukturmechanik.

Unstrukturierte Vernetzungstechniken können in einer Vielzahl von unterschiedli-
chen Elementtypen resultieren. Hierbei stellen einerseits die klassischen Tetraeder-
Elemente aufgrund der verhältnissmäßig einfachen und allgemeingültigen Gene-
rierbarkeit und andererseits die Hexaeder-Elemente aufgrund ihrer mathemati-
schen Vorteile bei numerischen Simulationsverfahren [80] die wichtigsten Ele-
menttypen dar.

Obwohl der Übergang von zweidimenionalen in dreidimensionale Algorithmen
mit einer deutlich gesteigerten Komplexität verbunden ist, lassen sich unstruk-
turierte Tetraeder-Netze über ähnliche Verfahren generieren wie unstrukturierte
Dreiecksnetze. Die wichtigsten Grundtechniken sind dabei

• die Oktalbaum-Technik [114, 92], in der ein die geometrische Struktur um-
gebender Würfel rekursiv geteilt wird und Tetraeder-Elemente aus den un-
terteilten Zellen generiert werden,

• die Delaunay-Methode [17, 111], bei der analog zur Dreiecksvernetzung
Tetraeder-Elemente anhand eines Umkugelkriteriums [37] auf einer zuvor
generierten Menge an inneren Punkten definiert werden, und

• die Advancing-Front-Methode [89, 62], bei der die Tetraeder-Elemente aus-
gehend von einem triangulierten Oberflächennetz in Richtung Strukturin-
neres generiert werden.

In der Oktalbaum-Technik [88, 53] wird ein die Struktur umhüllender Würfel so
lange rekursiv geteilt, bis eine gewünschte Auflösung erreicht ist. Die Tetraeder-
Elemente werden sowohl auf den irregulären mit dem Rand verschnittenen Zellen,
als auch auf den regulären inneren Zellen generiert. Durch Begrenzung der Dif-
ferenz der Rekursionstiefe von benachbarten Zellen lassen sich glatte Übergänge
von groben auf feine Netzbereiche erzeugen. Eine weitere Verbesserung der Ele-
mentqualität wird über zusätzliche Glättungs- und Säuberungstechniken erzielt
[44]. Obwohl die Oktalbaum-Technik ohne ein vorab generiertes Oberflächennetz
auskommt, machen die vielen benötigten Verschneidungsoperationen den Algo-
rithmus bei komplexen Geometrien teuer. Zudem sind die Elemente in Randnähe
oft stark verzerrt. Daher wird die Oktalbaumtechnik in der Praxis eher selten
verwendet.

In der Delauney-Technik erfolgt die Generierung der inneren Knoten wie bei
der Dreiecksvernetzung auf unterschiedliche Weise. Beispielsweise lassen sich die
neuen Knoten vom Rand ausgehend in Richtung Strukturinneres erzeugen [65],
oder entlang Kanten definieren, die durch die Struktur gelegt werden [28], oder
durch die iterative Verfeinerung eines groben Tetraeder-Netzes bestimmen [46],
welches aus der Unterteilung der Ausgangsgeometrie in konvexe Teilstrukturen
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entsteht [74]. Das Delauney-Kriterium für dreidimensionale Problemstellungen
[37] besagt nun, dass kein Knoten innerhalb der Umkugel liegen darf, die durch
die vier Knoten eines nicht angrenzenden Tetraeder-Elementes definiert ist.

Die Advancing-Front-Methode zur Generierung von Tetraeder-Elementen [89, 62]
beruht auf einem vorab generierten Oberflächennetz aus Dreieckselementen. Die
Tetraeder-Elemente werden ausgehend vom aktuellen Strukturrand in Richtung
Strukturinneres abgespalten. Die ideale Position des vierten Knotens wird an-
hand der entsprechenden Dreiecksfläche des aktuellen Strukturrandes ermittelt.
Zudem werden als möglicher vierter Knoten auch die Knoten eines gegenüber
liegenden Strukturrandes berücksichtigt. Der Algorithmus generiert so entweder
einen neuen Knoten, oder er verbindet durch Einfügen eines neuen Tetraeders
den aktuellen Gebietsrand mit einem gegenüber liegenden Gebietsrand. Neben
einer Kalibrierungs-Funktion zur Bestimmung der Elementgröße [39] benötigt die
Advancing-Front-Methode teure Verschneidungsfunktionen, um sicher zu stellen,
dass ein Tetraeder nicht über den Gebietsrand hinaus geht.

Die Generierung von unstrukturierten Hexaeder-Netzen gilt als die Königsdiziplin
der Netzgenerierung und birgt nach wie vor viele ungelöste Fragen und Problem-
stellungen [24, 93]. Die Vernetzung in Hexaeder-Elemente gliedert sich in

• Abbildungstechniken, bei denen unstrukturierte Vierecks-Netze auf den
Mittelflächen eines Volumenmodells erzeugt werden und in Hexaeder-Netze
extrudiert werden,

• indirekte Techniken, bei denen zunächst ein einfach zu generierendes
Tetraeder-Netz erzeugt wird, welches anschließend in ein Hexaeder-Netz
konvertiert wird, und

• direkte Techniken, bei denen die Hexaeder-Elemente direkt auf dem geome-
trischen Modell ohne vorheriges Vernetzen der Ausgangsgeometrie platziert
werden.

Die Abbildungstechnik erzeugt das Hexaeder-Netz durch die Extrusion eines Vier-
ecksnetzes, welches auf der Mittelfläche eines dreidimensionalen Volumenmodells
generiert wird. Der erste Schritt beinhaltet üblicherweise die Dimensionsreduzie-
rung des Volumenmodells in ein zweidimensonales Flächenmodell [94, 10, 57, 11].
Der Extrusionsalgorithmus verbindet anschließend topologisch getrennte Mittel-
flächen durch Verknüpfung der inneren Knoten [23, 56, 97, 66], so dass ein kon-
formes Hexaeder-Netz entsteht. Obwohl die Abbildungstechnik sehr stabil ist und
im Allgemeinen sehr gute Ergebnisse liefert, liegen die Hauptschwierigkeiten bei
diesem Verfahren in der Dimensionsreduzierung des Volumenmodells, was nicht
für jede beliebige Geometrie möglich ist.

Indirekte Techniken generieren das Hexaeder-Netz durch die Konvertierung ei-
nes Tetraeder-Netzes. Die einfachste Form der indirekten Hexaeder-Vernetzung
ist die Zerlegung eines Tetraeder-Elementes in jeweils vier Hexaeder-Elemente.
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Diese Technik resultiert jedoch in einer sehr schlechten Element- und Netzquali-
tät. Daher wird dieses Verfahren als Basis für numerische Berechnungen im All-
gemeinen abgelehnt. Ein vollständiger Algorithmus zur Generierung von reinen
Hexaeder-Netzen durch Zusammenfassen von einzelnen Tetraeder-Elementen, ist
in der Literatur bisher noch nicht dargelegt worden. Es existieren zwar Schemen,
die durch zusammenfassen Netze aus überwiegend Hexaeder-Elementen erzeugen
[73]. In den seltensten Fällen entstehen dabei jedoch reine Hexaeder-Netze. Ein
indirektes Schema, welches ein reines Hexaeder-Netz durch Zusammenfassen von
Tetraeder-Elementen generiert, müsste jeweils fünf oder mehr Tetraeder-Elemente
zu einem Hexaeder-Element vereinen. Dieses Problem wurde bis heute noch von
keiner Methode angemessen gelöst.

Die Generierung von unstrukturierten Hexaeder-Netzen mit direkten Methoden
wird in der Literatur von drei Grundtechniken dominiert,

• den gitterbasierten-Techniken, welche ein strukturiertes Gitter im Inneren
der Struktur generieren und dieses mit Übergangselementen an den Rand
anbinden,

• den Pflasterungstechniken, welche Hexaeder-Elemente durch rekursives
„Pflastern“ von neuen Elementreihen erzeugen, und

• den Web-Techniken, bei denen zunächst die Topologie des Hexaeder-Netzes
innerhalb der Struktur generiert wird und anschließend die Hexaeder-
Elemente eingepasst werden.

Bei der gitterbasierten Technik [115, 87, 41] wird im Inneren der Struktur zu-
nächst ein angepasstes strukturiertes Gitter erzeugt. Anschließend werden zwi-
schen dem strukturiertem Gitter und dem Strukturrand Hexaeder-Elemente ein-
gefügt, um die Lücke entsprechend auszufüllen. Obwohl diese Methode sehr robu-
ste Ergebnisse liefert, werden auf diese Weise speziell in Randnähe sehr verzerrte
Elemente generiert. Zudem hängt das generierte Netz stark von der Ausrichtung
des strukturierten inneren Gitters ab. Darüber hinaus sind Netze mit unterschied-
licher Elementgröße auf diese Weise nur sehr begrenzt möglich.

Bei der Pflasterungstechnik [26, 25, 98, 99] werden Hexaeder-Elemente reihenwei-
se vom Rand ausgehend in Richtung Gebietsinneres durch das „Pflastern“ von
neuen Elementreihen generiert. Eine Reihe von Prozeduren bestimmt die Reihen-
folge, in der neue Elementformationen gesetzt werden. Ähnlich zur Advancing-
Front-Methode wird nach Einfügen einer neuen Elementreihe der Strukturrand
aktualisiert. Neben dem Ermitteln der Reihenfolge der Elementreihen muss bei
der Pflasterungsmethode der Anschluß an bereits existierende Knoten ermittelt
werden, sowie verschnittene Flächen erkannt werden. Im Laufe des Algorithmus
können komplexe innere Hohlräume entstehen, welche in manchen Fällen nicht
mit reinen Hexaeder-Elementen gefüllt werden können. Um das Generieren von
Hexaeder-Elementen im Inneren der Struktur zu ermöglichen, müssen daher in
manchen Fällen die bereits gesetzten Elementreihen modifiziert oder wieder ent-
fernt werden. Obwohl bei jeder Ausgangsgeometrie zunächst eine große Zahl von



6.2 Tetraeder-Vernetzung auf indirekten Volumenmodellen 99

Elementreihen erfolgreich „gepflastert“ werden kann, ist eine vollständige Auflö-
sung der Struktur nur in den seltensten Fällen möglich.

Die Web-Technik [104, 67, 68] basiert auf der Idee, zunächst nur die Topologie des
Hexaeder-Netzes zu erzeugen und anschließend die Elemente geometrisch einzu-
passen. Die Topologie des Netzes wird aus sich schneidenden Flächen beschrieben.
Die einzelnen Flächen werden durch die Web-Technik zunächst nur topologisch
ermittelt, so dass keine teueren Verschneidungsoperationen benötigt werden. Erst
anschließend wird das Topologie-Modell an die Oberfläche der Struktur angepasst
und Hexaeder-Elemente eingefügt. Dabei entsteht in jedem Schnittpunkt von drei
topologischen Flächen ein Hexaeder-Element. Obwohl die Web-Technik für vie-
le Beispiele erfolgreiche Lösungen liefert, ist auch diese Methode nicht auf allen
geometrischen Szenarien anwendbar.

Neben den einzelnen Grundtechniken gibt es zahlreiche Methoden zur Konver-
tierung von Hexaeder-Netzen. Ziel dieser Methoden ist die Konvertierung von
nicht konformen Element-Oberflächen in konforme Element-Oberflächen. Auf die-
se Weise lassen sich komplexe dreidimensionale Strukturen in einfachere Unter-
strukturen zerlegen und einzeln mit der jeweils bestmöglichen Methode vernetzen.
Die Teilnetze werden anschließend derart konvertiert, dass die Elemente auf den
gemeinsamen Oberflächen zusammenfallen.

6.2 Tetraeder-Vernetzung auf indirekten Volumen-

modellen

Im nachfolgenden Abschnitt wird der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Al-
gorithmus zur Generierung von Tetraeder-Elementen für die Finite-Elemente-
Methode hoher Ordnung (vgl. Abschnitt 3.3.4) dargelegt. Der Algorithmus basiert
auf den in Kapitel (5.2) vorgestellten Methoden zur Generierung von Dreicks-
netzen und der frei verfügbaren Netgen-Bibliothek [90] zur Generierung von
Tetraeder-Elementen. Die Kopplung dieser beiden Prozeduren unter Berücksichti-
gung der topologischen Aspekte des geometischen Modells (vgl. Kapitel 2.5) und
die Diskretisierung der gekrümmten Tetraeder-Oberflächen ist Teil des in das
Rahmenwerk TUM.GeoFrame (vgl. Kapitel 4) implementierten Netz-Generators
MeshGen.

6.2.1 Topologisches Modell

Das topologische Modell der zu vernetzenden Struktur basiert auf dem Randdar-
stellungsschema (vgl. Kapitel 2.3.2) unter Einbeziehung des erweiterten Oberflä-
chenmodells für Regionen aus Kapitel 5.2.1. Die Struktur besteht dabei aus einem
oder mehreren Volumenkörpern, die durch eine geschlossene äußere Mantelfläche
und optionalen inneren Mantelflächen (Hohlräume), bestehend aus einzelnen Re-
gionen, begrenzt werden (vgl. Abbildung 6.1).

Besteht ein Modell aus mehreren Volumenkörpern, so muss die Konnektivität
zwischen benachbarten Volumenkörpern durch gemeinsame topologische Entitä-
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Volumen Äußere Randflächen

Innere Randflächen

Region

Mantelflächen

Abbildung 6.1: Topologisches Volumenmodell

ten wie z.B. gemeinsame Regionen (vgl. Abbildung 6.2(a)), gemeinsame Kanten
(vgl. Abbildung 6.2(b)) oder gemeinsame Knoten (vgl. Abbildung 6.2(c)) definiert
sein.

(a) Gemeinsame Region (b) Gemeinsame Kante (c) Gemeinsamer Knoten

Abbildung 6.2: Konnektivität von indirekten Volumenkörpern

6.2.2 Netgen-Bibliothek

Netgen [90] ist ein frei verfügbarer Tetraeder Netzgenerator, basierend auf ei-
ner Advancing-Front-Methode mit abstrakten Regeln zur Berechnung der inne-
ren Knoten. Netgen kann als alleinstehende Anwendung kompiliert werden und
als externe Bibliothek in andere Programme eingebunden werden. Die Netgen-
Bibliothek verfügt dabei über zwei Schnittstellen. Die erste Schnittstellenpro-
zedur generiert aus einem konstruktiven Festkörpermodell (CSG-Modell) oder
einem Facettenmodell (vgl. Kapitel 2.3) ein Oberflächennetz aus Dreiecken.
Die zweite Schnittstellenprozedur generiert aus einem geschlossenen Dreiecks-
netz, welches einen beliebigen Volumenkörper berandet, die inneren Tetraeder-
Elemente (vgl. Abbildung 6.3).

Um eine universale und leistungsfähige Anbindung von Netgen zu gewährleisten,
wird nur die zweite Netgen-Prozedur zur Generierung der Tetraeder-Elemente
aufgerufen. Auf diese Weise kann die Oberfläche des Tetraeder-Netzes anhand
der internen geometrischen Datenbasis direkt mit den in Kapitel 5 gezeigten
Vernetzungstechniken generiert werden und das geometrische Modell muss nicht
über aufwändige Konvertierungsalgorithmen in eines der Netgen-kompatiblen
Geometrieformate überführt werden. Das Dreiecksnetz, welches den zu beschrei-
benden Volumenkörper zunächst berandet, muss für eine Vernetzung mit Netgen
geschlossen sein, darf keine Klaffungen oder Überlappungen aufweisen und die
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replacemen

CSG-Modell / Facetten

Dreiecke

Netgen-Bibliothek

Geometrisches Modell

Oberflächennetz

Tetraeder-Netz

Dreiecke

Tetraeder
exportieren

exportierenimportieren

importieren

Abbildung 6.3: Schnittstellen der Netgen Bibliothek

Dreieckselemente müssen so orientiert sein, dass die Flächennormale der einzel-
nen Elemente nach außen zeigt (vgl. Abbildung 6.4).

(a) Gerichtetes Dreiecksnetz (b) Tetraeder-Netz

Abbildung 6.4: Orientierung des Oberflächennetzes

6.2.3 Orientierung der Flächennormalen

Die Orientierung der Flächennormalen eines einzelnen Dreieckselementes ist defi-
niert durch den Umlaufsinn der drei Knoten. Die Flächennormale kann mit Hilfe
der Rechten-Faust-Regel bestimmt werden, d.h. zeigen die gekrümmten Finger
der rechten Hand in Richtung des Umlaufsinns eines Dreiecks, so zeigt der Dau-
men in Richtung der Flächennormalen. Durch Umdrehen der Reihenfolge der drei
Knoten lässt sich die Flächennormale des Dreieckselementes einfach invertieren
(vgl. Abbildung 6.5).

PA

PB

PC

(a) Uhrzeigersinnn

PA

PB

PC

(b) Gegen-Uhrzeigersinnn

Abbildung 6.5: Orientierung eines Dreieckselements
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Die anfängliche Ausrichtung der Flächennormalen der Dreieckselemente nach Ab-
schluss der automatischen Dreiecksvernetzung (vgl. Kapitel 5.2.5) entspricht der
Ausrichtung der Flächennormalen der einzelnen Regionen. Für eine Vernetzung
mit Netgen müssen die Flächennormalen bezogen auf den Volumenkörper jedoch
nach außen zeigen. Modelle, die aus mehreren Volumenkörpern zusammen gesetzt
sind, besitzen dabei Regionen, zu denen keine eindeutige Aussage bezüglich der
Ausrichtung der Flächennormalen nach innen bzw. nach außen getroffen werden
kann (vgl. Abbildung 6.7).

(a) Geometrisches Modell (b) Oberflächennetz

Abbildung 6.6: Orientierung des Dreiecksnetzes

Bei der Vernetzung von geometrischen Modellen aus mehreren Volumenkörpern
wird zunächst ein Dreiecksnetz auf allen geometrischen Regionen generiert. An-
schließend werden die Volumenkörper einzeln mit Tetraeder-Elementen vernetzt.
Auf diese Weise lassen sich die Oberflächenelemente für jeden Volumenkörper
einzeln nach außen ausrichten und an Netgen übergeben.

Die Ermittlung der anfänglichen Ausrichtung der Elemente auf einem Volumen-
körper erfolgt durch das Aufstellen der Flächen-Kanten Matrix des Volumen-
körpers und der Berechnung des dazu gehörigen Nullraums (vgl. Kapitel 2.5).
Zeigen die Flächennormalen einer Region auf einem Volumenkörper nach innen,
werden die Knoten aller Elemente auf dieser Region in umgekehrter Reihenfolge
an Netgen übergeben (vgl. Abbildung 6.7).

(a) Volumenkörper 1 (b) Volumenkörper 2

Abbildung 6.7: Ausrichtung der Elemente
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6.2.4 Diskretisierung der Tetraeder-Oberflächen

Bei der p-Version der Finite-Elemente-Methode müssen die Tetraeder-Elemente
den Rand des Berechnungsgebietes möglichst genau beschreiben. Im Fall von
gekrümmten Rändern werden die Oberflächen der Tetraeder-Elemente über eine
Polynominterpolation mit Kontrollpunkten diskretisiert (vgl. Kapitel 5.3). Die
Verteilung der Kontrollpunkte im Inneren der Oberflächen-Dreiecke wird über
das lokale Referenzelement und eine vorgegebene Knotenverteilung [12] definiert
(vgl. Abbildung 6.8).

u

v

x

y

(-1,-1) (+1,-1)

(-1,+1)

Abbildung 6.8: Standard-Dreieck und gekrümmtes Element

Die Diskretisierung von gekrümmten Tetraeder-Elementen hoher Ordnung erfolgt
durch die Diskretisierung aller Dreiecksflächen und der Berücksichtigung der po-
lynomialen Abbildungsfunktionen der einzelnen Oberflächen in der Abbildung
des Standard-Tetraeder-Elementes (vgl. Abbildung 6.9).

u

v

w

x

y

z
(-1,-1,-1)

(+1,-1,-1)

(-1,+1,-1)
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Abbildung 6.9: Standard-Tetraeder und gekrümmtes Element

Dabei können grundsätzlich Elemente entstehen, die für eine Berechnung mit
der p-Version der Finite-Elemente-Methode geometrisch nicht geeignet sind. Zur
Überprüfung der Tauglichkeit eines Elementes werden die partiellen Ableitun-
gen der Tetraeder-Abbildungsfunktion berechnet und die Determinante der dazu
gehörigen Jakobimatrix berechnet (vgl. Kapitel 2.4). Diese muss innerhalb des
gesamten Elementes positiv sein. Ist dies nicht der Fall, so weist das Element
beispielsweise Überlappungen, Selbstüberschneidungen oder unzulässige Verwin-
dungen auf und resultiert in unbrauchbaren Berechnungsergebnissen. Solche geo-
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metrisch fehlerhaften Elemente können in der Regel durch lokale Netzverfeinerung
eliminiert werden.

6.2.5 Tetraeder-Vernetzung

Der vollständige Algorithmus zur Vernetzung von indirekten Volumenmodellen
mit Tetraeder-Elementen erfolgt in folgenden Schritten:

1. Importiere Oberflächenmodell: Das Randdarstellungsmodell (BRep-Modell)
wird importiert und der Nullraum der Flächen-Kanten Matrix (vgl. Kapitel
2.5.2) auf Gültigkeit überprüft.

2. Generiere Oberflächennetz: Die Oberfläche des Modells wird mit dem in
Kapitel 5.2 eingeführten Vernetzungsalgorithmus in Dreieckselemente un-
terteilt.

3. Netgen: Die Oberflächen-Dreiecke der im ersten Schritt identifizierten Vo-
lumina werden ausgerichtet (vgl. Abschnitt 6.2.3) und volumenweise an
Netgen übergeben. Tetraeder-Elemente werden aus Netgen importiert.

4. Diskretisierung der Tetraeder-Oberflächen: Die Tetraeder-Oberflächen wer-
den durch polynomiale Abbildungsfunktionen innerhalb des Tetraeder-
Standardelementes diskretisiert (vgl. Abschnitt 6.2.4).

6.2.6 Beispiele

Schraube

Das erste Beispiel zeigt das Modell einer Schraube in der Randdarstellung (vgl.
Abbildung 6.10(a)). Abbildung 6.10(b) zeigt das Oberflächennetz aus Dreiecks-
elementen, welches mit dem Dreiecksvernetzer DoMesh erstellt wurde. Nach
Ausrichtung der Elemente und der Vernetzung mit Netgen entsteht das lineare
Tetraeder-Netz (vgl. Abbildung 6.10(c)), welches abschließend durch eine Dis-
kretisierung der Oberflächen in ein Teraedernetz hoher Ordnung überführt wird
(vgl. Abbildung 6.10(d)).
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(a) (b) (c) (d)

Abbildung 6.10: Schraube

Verbindungsstange

Das zweite Beispiel zeigt das Randdarstellungmodell einer Verbindungsstan-
ge (vgl. Abbildung 6.11(a)), das dazu gehörige Dreiecksnetz (vgl. Abbildung
6.11(b)), das lineare Teraeder-Netz (vgl. Abbildung 6.11(c)) und das Tetraeder-
Netz hoher Ordnung (vgl. Abbildung 6.11(d)).

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 6.11: Verbindungsstange

Oberschenkelknochen

Das dritte Beispiel zeigt das Modell eines Oberschenkelknochens (vgl. Abbildung
6.12(a)), samt Dreiecksnetz (vgl. Abbildung 6.12(b)), linearem Teraeder-Netz
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(vgl. Abbildung 6.12(c)) und dem abschließenden Tetraeder-Netz hoher Ordnung
(vgl. Abbildung 6.12(d)).

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 6.12: Knochen

6.3 Hexaeder-Vernetzung von dünnwandigen Extru-

sionsmodellen

Im nächsten Abschnitt wird der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Algorith-
mus zur Generierung von Hexaeder-Netzen für die Finite-Elemente-Methode ho-
her Ordnung (vgl. Kapitel 3.3.4) dargelegt. Der Algorithmus basiert auf einfa-
chen Abbildungstechniken für schalenartige Flächenmodelle. Üblicherweise liegt
der Schwerpunkt der Forschung bei der Vernetzung mit Abbildungstechniken in
der automatischen Generierung von Mittelflächenmodellen für beliebige dreidi-
mensionale Strukturen [38, 94, 57, 11]. Der implementierte Algorithmus geht von
einem eigens entwickelten Modell aus Referenzflächen als Ausgangsgeometrie aus.
Dafür konzentriert er sich auf die Vernetzung von unterschiedlichen geometrischen
Szenarien, in denen sich die Referenzflächen parallel, senkrecht und schiefwinklig
berühren oder schneiden. Die vereinfachenden geometrischen Annahmen haben
auf die computergestütze Konstruktion des Modells keinen wesentlichen Einfluß,
da komplexe Platten- und Schalenmodelle in der Regel sowieso anhand von Mit-
telflächen modelliert werden.

6.3.1 Topologisches Modell

Das topologische Modell der zu vernetzenden Struktur basiert auf den drei Ex-
trusionsmodellen aus Kapitel 2.3.3 (vgl. Abbildung 6.13,6.14).
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(a) Extrusionstyp 1 (b) Extrusionskörper

(c) Extrusionstyp 2 (d) Extrusionskörper

(e) Extrusionstyp 3 (f) Extrusionskörper

Abbildung 6.13: Einfache Extrusionsmodelle

Extrusionstyp 1

Extrusionstyp 2

Extrusionstyp 3

Mittelfläche + Vektor

Mittelfläche + Skalar

Mittelfläche

Oberfläche

Unterfläche

Region

Referenzflächen

Abbildung 6.14: Topologisches Extrusionsmodell

Dabei lassen sich diese drei Extrusionstypen auf unterschiedliche Art und Weise
miteinander kombinieren. Volumenkörper, die aus mehreren Extrusionskörpern
zusammen gesetzt sind, resultieren in konformen Netzen, sobald sich die Re-
gionen der Mittelflächen gemeinsame topologische Kanten oder Knoten teilen.
Die Mittelflächen bei solchen multiplen Extrusionsmodellen dürfen sich dabei
parallel, senkrecht oder schiefwinklig berühren und können zu unterschiedlichen
Extrusionstypen gehören. Der entwickelte Algorithmus kann in der aktuellen Im-
plementierung bis zu vier Mittelflächen pro Kante und bis zu 12 Mittelflächen pro
Knoten miteinander verbinden. Auf diese Weise lässt sich jedoch eine Vielzahl an
realen Systemen für die Vernetzung mit Hexaeder-Elementen beschreiben. Abbil-
dung (6.15(a)) zeigt ein Beispiel für ein multiples Extrusionsmodell, bestehend
aus einem Extrusionskörper von Extrusionstyp 2 und einem Extrusionskörper
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von Extrusionstyp 3, mit sich schneidenden Mittelflächen. Abbildung (6.15(b))
zeigt den resultierenden Volumenkörper.

(a) Mittelflächenmodell

(b) Extrusionskörper

Abbildung 6.15: Multiples Extrusionsmodell

6.3.2 Versatzabbildung

Zunächst wird der jeder einzelnen Mittelfläche anhaftende Extrusionsraum als
parametrische Abbildungsfunktion z formuliert. Diese Abbildungsfunktion ordnet
jedem Punkt auf der Mittelfläche x über einen Versatzparameter t die globale
Position x̂ innerhalb des Extrusionskörpers zu.

z(x, t) = x̂, t ∈ R (6.1)

Der Versatzparameter t ist dabei so definiert, dass er unabhängig von Form und
Dicke des jeweiligen Extrusionskörper auf der unteren Randfläche immer den
Wert 0.0 und auf der oberen Randfläche immer den Wert 1.0 annimmt. Die inverse
Versatzabbildung z−1 bestimmt für jeden Punkt x̂ innerhalb des Extrusionskör-
pers die Referenzkoordinaten x auf der Mittelfläche sowie den Versatzparameter t.

z−1(x̂) = x, t (6.2)

Abbildung 6.16 zeigt die Isolinien der Versatzabbildung auf einer der Randkan-
ten für die drei Extrusionsmodelle aus Abbildung 6.13. Der Raum innerhalb der
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t = 2.0
t = 1.0
t = 0.0
t = −1.0

(a) Extrusionstyp 1

t = 2.0
t = 1.0
t = 0.0
t = −1.0

(b) Extrusionstyp 2

t = 2.0
t = 1.0
t = 0.0
t = −1.0

(c) Extrusionstyp 3

Abbildung 6.16: Isolinien

Isolinien t = 0.0 und t = 1.0 definiert dabei den vorderen Rand des finalen
Extrusionskörpers.

Bei einer Extrusion des Mittelflächennetzes mit mehreren Elementschichten in
Dickenrichtung können die Schichtgrenzen der Elemente durch fest vorgegebene
innere Versatzparameter ti vordefiniert werden mit 0.0 < ti < 1.0. Abbildung 6.17
zeigt die Vernetzung des Extrusionsmodells aus Abbildung 6.13(e) mit den vor-
definierten Schichtgrenzen (t0 = 0.0, t1 = 0.1, t2 = 0.9, t3 = 1.0). Die Extrusion
der Knoten und der Kontrollpunkte erfolgt durch Ansetzen der Versatzabbildung
(6.1) auf die Koordinaten der Mittelfläche.

(a) Extrusionsmodell (b) Mittelflächennetz (c) Mittelflächennetz mit
Kontrollpunkten

(d) Extrudiertes Netz (e) Extrudiertes Netz mit
Kontrollpunkten

(f) Extrudiertes Netz mit
Kontrollpunkten

Abbildung 6.17: Extrusion mit vordefinierten Schichtgrenzen

Bei multiplen Extrusionsmodellen besitzen Kanten, die zu mehreren Mittelflä-
chen gleichzeitig gehören, eine Versatzabbildung pro angrenzender Mittelfläche.
Die einzelnen Versatzabbildungen werden zu einem gemeinsamen Versatzabbil-
dungsraum vereinheitlicht. Hierfür wird der Schnittwinkel zwischen den Mittel-
flächen ausgewertet und für eine Klassifizierung in quasi-parallele (|α| ≤ 1

4 · π)
und quasi-senkrechte (1

4 · π < |α| < 3
4 · π) Verbindungskanten angesetzt (vgl.

Abbildung 6.18).

Knoten, die zu mehr als einer Mittelfläche gleichzeitig gehören, resultieren in
unterschiedlichen Arten von Verbindungsknoten. Knoten, die nur quasi-parallele
Mittelflächen verbinden werden als 1D Verbindungsknoten angesetzt (vgl. Abbil-
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(a) quasi-parallele Verbindungskante (b) quasi-senkrechte Verbindungskante

Abbildung 6.18: Klassifizierung der Kanten-Verbindungen

dung 6.19(a)). Zwei verschiedenen Sätze von nur quasi-parallelen Mittelflächen
resultieren in 2D Verbindungsknoten (vgl. Abbildung 6.19(b)), bei drei verschie-
denen quasi-parallelen Mittelflächensätzen entstehen 3D Verbindungsknoten (vgl.
Abbildung 6.19(c)).

(a) 1D Verbindungsknoten (b) 2D Verbindungsknoten (c) 3D Verbindungsknoten

Abbildung 6.19: Klassifizierung der Knoten-Verbindungen

1D Verbindungsknoten vereinheitlichen die parametrischen Versatzabbildungen
der benachbarten Mittelflächen in eine globale 1D Versatzabbildung. Hierfür wer-
den die Schnittpunkte der extrudierten Mittelflächen ermittelt und der Abbil-
dungsparameter t zwischen den Schnittpunkten linear interpoliert (ta = 0.0, tb =
1.0). Abbildung 6.20 zeigt ein Beispiel für zwei sich berührende Mittelflächen, die
in einer 1D Versatzabbildung entlang der gemeinsamen Kante resultieren.

Abbildung 6.20: Mittelflächen-Geometrie und Netz (1D Versatzabbildung)
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Abbildung 6.21 zeigt die Abbildungsparameter der einzelnen Mittelflächen und
den gemeinsamen Abbildungsparameter nach Vereinheitlichung der 1D Versatz-
abbildung für einen beliebigen Punkt auf der Kante.

t = 1.0

t = 0.0
(a) Abbildungsparameter - Mittelflächen

t = 1.0

t = 0.0
(b) Gemeinsamer Abbildungsparameter

Abbildung 6.21: 1D Versatzabbildung

Die einzelnen Versatzabbildungen in 2D Verbindungsknoten werden zu einer glo-
balen 2D Versatzabbildung zusammen gefasst. Hierfür werden die Schnittpunkte
zwischen den extrudierten quasi-senkrechten Mittelflächen ermittelt und bilinear
auf einen zweidimensionalen Abbildungsraum interpoliert. Abbildung 6.22 zeigt
ein Beispiel für zwei sich schneidende Mittelflächen, die in einer 2D Versatzabbil-
dung entlang der gemeinsamen Kante resultieren.

Abbildung 6.22: Mittelflächen-Geometrie und Netz (2D Versatzabbildung)

Abbildung 6.23 zeigt die Abbildungsparameter von vier unterschiedlichen, sich
berührenden Mittelflächen und den gemeinsamen Abbildungsparameter nach Ver-
einheitlichung in eine 2D Versatzabbildung.

Bei 3D Verbindungsknoten entsteht aus den einzelnen Versatzabbildungen ei-
ne globale 3D Versatzabbildung. Zunächst werden die acht Eckpunkte aus den
Schnittpunkten der extrudierten Mittelflächen ermittelt, anschließend wird die
3D Versatzabbildung durch eine trilineare Interpolationsfunktion formuliert. Ab-
bildung 6.24 zeigt ein Beispiel für drei sich schneidende Mittelflächen, die in einer
3D Versatzabbildung innerhalb des gemeinsamen Schnittpunktes resultieren.
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t = 1.0

t = 0.0

(a) Abbildungsparameter - Mittelflächen

t1 = 1.0

t2 = 1.0

t1 = 1.0

t2 = 0.0

t1 = 0.0

t2 = 1.0

t1 = 0.0

t2 = 0.0

(b) Gemeinsamer Abbildungsparameter

Abbildung 6.23: 2D Versatzabbildung

Abbildung 6.24: Mittelflächen-Geometrie und Netz (3D Versatzabbildung)

Abbildung 6.25 zeigt die Abbildungsparameter von 12 unterschiedlichen, sich be-
rührenden Mittelflächen und den gemeinsamen Abbildungsparameter nach Ver-
einheitlichung in eine 3D Versatzabbildung.

(a) Schnittdarstellung

t1 = ...

t2 = ...

t3 = ...

(b) Schnittdarstellung

Abbildung 6.25: 3D Versatzabbildung

6.3.3 Versatzgeometrie

Bei der Vernetzung von multiplen Extrusionsmodellen wird zunächst die Geome-
trie und die Topologie der Mittelflächen an den Verbindungsstellen manipuliert
und eine Versatzgeometrie generiert. Die Generierung der Versatzgeometrie er-
folgt an allen quasi-senkrechten Verbindungsstellen und spielt eine zentrale Rolle
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in der Vernetzung von multiplen Extrusionsmodellen. In einem ersten Schritt
werden alle Verbindungskanten auf den Mittelflächen dupliziert und über die
Versatzabbildung an die jeweiligen Rand der Verbindungsstelle im extrudierten
Volumenkörper projeziert. Die Projektion erfolgt über eine Kopplung der Ab-
bildung und Umkehrabbildung der Originalkante im Bogenlängenmaß (vgl. Ab-
schnitt 2.4.2) mit der Versatzabbildung der zugrundeliegenden Mittelfläche bei
einem vorgegebenen Versatzparameter tfixed, welcher der Isolinie der Zielkurve
entspricht (vgl. Abbildung 6.16).

R → R
3











y(s) = x

z(x, tfixed) = x̂
(6.3)

R
3 → R











z−1(x̂) = x, tfixed

y−1(x) = s
(6.4)

In einem zweiten Schritt werden die Verbindungskanten auf den angrenzenden
Mittelflächen durch die Versatzkanten ersetzt und neue Randkantenzüge auf den
Mittelflächen definiert. Die Versatzkanten werden über eine referenzierte Teilung
als Slave-Kanten an die Verbindungskante als Master-Kante gekoppelt (vgl. Ab-
schnitt 5.2.4). Dadurch werden quasi-senkrechte Mittelflächen topologisch vonein-
ande getrennt, werden jedoch während der Vernetzung äquivalent unterteilt. Der
in dieser Arbeit entwickelte Algorithmus unterscheidet zwischen drei möglichen
Szenarien, je nachdem, ob die Verbindungskante zum Rand, zu einer Lochkante,
oder zu einer Zwangskante auf der jeweiligen Mittelfläche gehört.

Verbindungskanten, die Teil einer äußeren Regionsberandung sind (vgl. Abbil-
dung 6.26(a)) projezieren die Versatzkante in das Innere der Region und trim-
men die angrenzenden Kanten an den Knoten der Versatzkante (vgl. Abbildung
6.26(b)). Der Versatzparameter tfixed nimmt dabei je nach Orientierung der Mit-
telfläche entweder den Wert 0.0 oder den Wert 1.0 an. Das Oberflächennetz wird
nun auf der Versatzgeometrie generiert und die Versatzkanten äquivalent unter-
teilt (Abbildung 6.26(c)).

(a) Mittelflächen (b) Versatzgeometrie (c) Oberflächennetz

Abbildung 6.26: Verbindung durch Randkanten
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Verbindungskanten, die Teil einer inneren Regionsberandung sind (vgl. Abbil-
dung 6.27(a)), projezieren die Versatzkante in das Innere der Region und trim-
men die angrenzenden Kanten an den Knoten der gegenüberliegenden Versatz-
kante (vgl. Abbildung 6.27(b)). Der Randkantenzug wird durch die Einführung
von neuen Kanten, welche die Knoten der gegenüberliegenden Versatzkanten ver-
binden, geschlossen. Um den Elementgenzen der angrenzenden quasi-senkrechten
Mittelfläche nach der Extrusion zu entsprechen, werden diese Kanten mit einer
vorgegebenen Unterteilung geteilt (vgl. Kapitel 5.2.4), und eine weitere Unter-
teilung der Teilkanten während der Oberflächen-Vernetzung unterdrückt (vgl.
Abbildung 6.27(c)).

(a) Mittelflächen (b) Versatzgeometrie (c) Oberflächennetz

Abbildung 6.27: Verbindung durch Lochkanten

Verbindungskanten, die Teil einer Zwangskante sind (vgl. Abbildung 6.28(a)),
werden durch eine geschlossene inner Regionsberandung (Loch) ersetzt. Der Kan-
tenzug für die innere Berandung wird durch beiden Versatzkanten (t1,fixed =
0.0, t2,fixd = 1.0) definiert und analog zum Vorgehen bei Lochkanten durch un-
terteilte Verbindungskanten geschlossen (vgl. Abbildung 6.28(b)). Nach Generie-
rung des Oberflächennetzes, fallen die unterteilten Verbindungskanten mit den
Elementgrenzen des extrudierten quasi-senkrechten Mittelflächennetzes zusam-
men (vgl. Abbildung 6.28(c)).

(a) Mittelflächen (b) Versatzgeometrie (c) Oberflächennetz

Abbildung 6.28: Verbindung durch Zwangskanten

6.3.4 Verbindungsnetz

Um die topologisch getrennten Oberflächennetze auf der Versatzgeometrie wäh-
rend der Extrusion wieder zusammenzufügen, wird zunächst ein strukturiertes
Verbindungsnetz entlang der ursprünglichen Verbindungskanten bestehend aus
Viereckselementen und Hexaeder-Elementen generiert. Das Skelett dieses Verbin-
dungsnetzes wird durch die unterteilten Verbindungskanten definiert. Das Auf-
spannen der Elemente erfolgt über die Versatzabbildungen, die jedem Punkt auf



6.3 Hexaeder-Vernetzung von dünnwandigen Extrusionsmodellen 115

dem Skelett zugeordnet sind (vgl. Abschnitt 6.3.2). An Stellen mit nur quasi-
parallelen Mittelflächen entstehen dabei Viereckselemente. Sind quasi-senkrechte
Mittelflächen in einem Punkt verbunden, so entstehen auf diese Weise Hexaeder-
Elemente (vgl. Abbildung 6.29).

(a) Mittelflächenmo-
dell

(b) Versatzgeometrie (c) Oberflächennetz (d) Verbindungsnetz

Abbildung 6.29: Generierung des Verbindungsnetzes

6.3.5 Extrusion

Die Extrusion der Oberflächennetze erfolgt durch Ansetzen der Versatzabbildung
auf allen Knoten und Kontrollpunkten des Mittelflächennetzes. Knoten und Kan-
ten, die auf einer der Verbindungsstellen liegen werden dabei jedoch nicht direkt
extrudiert, sondern importieren die entsprechenden Zielknoten und Zielkanten
aus dem Verbindungsnetz. Um eine Überlappung der Kontrollpunkte in den Ele-
menten, die an eine schiefwinklige Verbindungsstelle angrenzen, während der Ex-
trusion zu vermeiden, werden die Kontrollpunkte in diesen Elementen während
der Extrusion korrigiert (vgl. Abbildung 6.30).

(a) quasi-parallele Verbindungsstelle (b) quasi-senkrechte Verbindungsstelle

Abbildung 6.30: Kontrollpunkte im Anschlussbereich

Der komplette Algorithmus zur Vernetzung von multiplen Extrusionsmodellen
erfolgt in folgenden Schritten:

1. Importiere Oberflächenmodell (vgl. Abbildung 6.31(a)).

2. Importiere Kantenzüge der Referenzflächen. (vgl. Abbildung 6.31(b)).

3. Generiere Versatzgeometrie (vgl. Abbildung 6.31(c)).

4. Generiere Oberflächennetz (vgl. Abbildung 6.31(d)).
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5. Generiere Verbindungsnetz (vgl. Abbildung 6.31(e)).

6. Extrudiere Oberflächennetz und verknüpfe Verbindungsnetz (vgl. Abbil-
dung 6.31(f)).

(a) Geometrisches Modell (b) Mittelflächen-
Geometrie

(c) Versatzgeometrie

(d) Oberflächennetz (e) Verbindungsnetz (f) Hexaeder-Netz hoher
Ordnung

Abbildung 6.31: Vernetzung von multiplen Extrusionsmodellen

In dem in Abbildung 6.31 gezeigten Beispiel werden die Zylinderflächen durch die
Projektion bis zur unteren Begrenzungsfläche (rot) verlängert. Dies ist möglich,
da die Zylinderflächen ursprünglich aus einer Trimm-Operation resultieren und
auf der neu gewonnenen Fläche eine Abbildung und Umkehrabbildung existiert.

6.3.6 Beispiele

Schiffshülle

Die Leistungsfähigkeit des Algorithmus wird zunächst an einem multiplen Mittel-
flächenmodell einer Schiffshülle mit Quer- und Längsspanten demonstriert (vgl.
Abbildung 6.32). Die Schiffshaut (blau) wird durch BSpline-Flächen beschrieben,
welche die Mittelflächen eines Extrusionskörpers vom Extrusionstyp 2 darstellen.
Die Quer- und Längsspanten (rot), werden als ebene Mittelflächen vom Extrusi-
onstyp 1 modelliert und quasi-senkrecht an die Schiffshaut angeschlossen.
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Abbildung 6.32: Mittelflächenmodell einer Schiffshülle mit Quer- und Längsspanten

Der Extrusionsvektor der Mittelflächen an den Quer- und Längsspanten ent-
spricht der Dicke der Spanten. Die Dicke der Schiffshaut geht als Skalar in
das zugrunde liegende Mittelflächenmodell ein. Abbildung 6.33 zeigt die einzel-
nen Schritte des Netzgenerierungsprozesses und das finale Netz mit gekrümmten
Hexaeder-Elementen hoher Ordnung.

(a) Mittelflächen-Geometrie (b) Versatzgeometrie

(c) Oberflächennetz (d) Hexaeder-Netz hoher Ordnung

Abbildung 6.33: Vernetzung der Schiffshülle
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Flugzeugflügel

Das zweite Beispiel besitzt einen ähnlichen Aufbau wie das Modell der Schiffshülle
und beschreibt einen Flugzeugflügel mit Beplankung, Rippen und Stegen. Die
Beplankung ist als Extrusionskörper vom Extrusionstyp 2 modelliert, die Rippen
und Stege als Extrusionskörper vom Extrusionstyp 1. Abbildung 6.34 zeigt das
Modell des Flügels und das finale Netz.

(a) Versatzgeometrie

(b) Verbindungsnetz

(c) Hexaeder-Netz hoher Ordnung

Abbildung 6.34: Vernetzung des Flugzeugflügels
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Windrad

Ein drittes Beispiel zeigt das multiple Mittelflächenmodell eines Windrades (vgl.
Abbildung 6.35) und illustriert den Anschluss von quasi-senkrechten Verbindun-
gen an doppelt gekrümmten Kanten. Die Flügel des Windrades (blau) sowie die
Nabe (rot) sind beide als Extrusionskörper vom Extrusionstyp 2 modelliert, be-
sitzen jedoch unterschiedliche Dicken.

Abbildung 6.35: Mittelflächenmodell eines Windrades

Abbildung 6.36 zeigt die Zwischenschritte des Vernetzungsprozesses von der
Mittelflächen-Geometrie (vgl. Abbildung 6.36(a)) über die Versatzgeometrie (vgl.
Abbildung 6.36(b)), zum Oberflächennetz (vgl. Abbildung 6.36(c)), sowie dem
Verbindungnetz (vgl. Abbildung 6.36(d)).

(a) Mittelflächen-Geometrie (b) Versatzgeometrie

(c) Oberflächennetz (d) Verbindungsnetz

Abbildung 6.36: Vernetzung des Windrades

Abbildung 6.37 zeigt das finale Netz bestehend aus gekrümmten Hexaeder-
Elementen hoher Ordnung.
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Abbildung 6.37: Hexaeder-Netz hoher Ordnung

Geigenkörper

Das vierte und abschliessende Beispiel beschreibt einen Geigenkörper (vgl. Ab-
bildung 6.38). Es demonstriert die Leistungsfähigkeit des Algorithmus bei der
Vernetzung von komplexen, gekrümmten Extrusionskörpern. Die Ober- und die
Unterseite des Geigenkörpers ist als Extrusionskörper vom Extrusionstyp 3 mit
zwei jeweils ebenen Mittelflächen und den dazugehörigen Ober- und Unterflä-
chen (rot) als Begrenzungsflächen des Geigenkörpers modelliert. Die Begren-
zungsflächen beschreiben dabei die tatsächliche Form des ’echten’ Geigenkörpers.
Die internen Strukturen innerhalb des Geigenkörpers, wie z.B. die f-Löcher, der
Bassbalken und der Stimmstock, werden durch innere Randkanten und Zwangs-
kanten auf den Mittelflächen definiert. Die Seitenwände des Geigenkörpers sind
als Extrusionskörper vom Extrusionstyp 2 mit konstanter Dicke t modelliert. Die
Konnektivität zwischen den Seitenwänden und der Ober- und Unterseite des Gei-
genkörpers wird durch die Verbindung der Seitenflächen an die Mittelflächen des
Geigenbodens und Geigendeckels mit Hilfe von Zwangskanten definiert.

Abbildung 6.38: Mittelflächenmodell eines Geigenkörpers
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Abbildung 6.39 zeigt die einzelnen Schritte der Vernetzung von der Versatzgeome-
trie (vgl. Abbildung 6.39(a)) über das Oberflächennetz (vgl. Abbildung 6.39(b)),
bis hin zum Hexaeder-Netz samt Verbindungsnetz (vgl. Abbildung 6.39(c)).

(a) Versatzgeometrie

(b) Oberflächennetz

(c) Hexaeder-Netz

Abbildung 6.39: Vernetzung des Geigenkörpers

Abbildung 6.40 zeigt das endgültige Netz des Geigenkörpers, bei dem Gegendeckel-
und Geigenboden mit variierender Dicke zwischen 0.35 cm und 0.5 cm inklusive
f-Löcher modelliert sind. Die Positionen des Bassbalkens und des Stimmstocks
sind als Zwangskanten vorgegeben und können so konstruktiv durch eine Erhö-
hung der Steifigkeit innerhalb der Simulation berücksichtigt werden.
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Abbildung 6.40: Hexaeder-Netz

6.3.7 Einschätzung

Mit dem gezeigten Algorithmus lässt sich eine Vielzahl von komplexen, schalen-
artigen Strukturen konform mit Hexaeder-Elementen hoher Ordnung vernetzen.
Es lassen sich jedoch auch Szenarien generieren, für die der Algorithmus in seiner
aktuellen Ausführung keine Lösung findet, oder bei denen Netze mit fehlerhaften
Übergängen entstehen.

Durch die Beschränkung auf ein rein reguläres Schnittstellennetz lassen sich in
jedem Schnittstellen-Punkt maximal vier Flächen zu einer gemeinsamen Abbil-
dungsfunktion vereinen. Abbildung 6.41(a) zeigt ein Beispiel für eine unzulässi-
ge Verbindungskante. Durch die Einführung von unstrukturierten Verbindungs-
netzen könnten solche Anschlüsse jedoch konform vernetzt werden. Abbildung
6.41(b) zeigt eine mögliche Ausführung für ein entsprechendes Schnittstellennetz,
es sind jedoch auch zahlreiche andere Formen vorstellbar. Alternativ könnte ein
solches Anschluss-Probleme auch durch eine lokale Ummodellierung und eine an-
einander Reihung von regulären Schnittstellen gelöst werden.

Eine weitere Einschränkung der aktuellen Implementierung ist der Übergang von
1D- auf 2D-Verbindungskanten (vgl. Abbildung 6.42(a)). Durch die Einführung
des zweidimensionalen Schnittstellennetzes aus Viereckselementen zur Verbin-
dung von nur quasi-parallelen Mittelflächen können beim Übergang von Vierecks-
auf Hexaeder-Schnittstellen Lücken entstehen. Diese müssen aktuell mit prisma-
tischen Elementen gefüllt werden. Um solche Übergangsstellen konform mit nur
Hexaeder-Netzen auflösen zu können, könnte beispielsweise ein reines Hexaeder
Schnittstellen-Netz eine geeignete Lösung liefern (vgl. Abbildung 6.42(b)).



(a) Verbindungskante mit acht Flächen (b) Mögliches Schnittstellennetz

Abbildung 6.41: Unzulässige Verbindungskante

(a) Übergang von 1D auf 2D Verbindungskante (b) Mögliches Schnittstellennetz

Abbildung 6.42: Unzulässiger Schnittstellen-Übergang
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Kapitel 7

Zusammenfassung und

Ausblick

Die Methode der finiten Elemente ist das seit Jahren wichtigste und am häufig-
sten eingesetzte Werkzeug zur Berechnung verschiedenster physikalischer Phäno-
me aus den unterschiedlichsten Ingenieursdisziplinen. Ausgangspunkt einer jeden
Finite-Elemente-Berechnung ist ein Netz, bestehend aus einer endlichen Zahl von
Elementen, welche das Berechnungsgebiet näherungsweise beschreiben. Die Ele-
mente selber können dabei von unterschiedlicher Dimension, unterschiedlichem
Elementtyp und unterschiedlicher Ordnung sein. Um qualitativ gute Berech-
nungsergebnisse mit angemessenem Zeitaufwand zu erzielen, bestehen je nach
Finite-Elemente-Ansatz unterschiedliche Anforderungen an die Form und Aus-
richtung der einzelnen Elemente [9, 13, 80, 118]. Eine der Hauptschwierigkei-
ten der Finite-Elemente-Analyse ist die vollautomatische Generierung eines ge-
eigneten Finite-Elemente-Netzes für beliebig geformte Berechnungsgebiete. Das
erklärte Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Netzgenerierungsproblema-
tik, sowie die Entwicklung von Diskretisierungsmethoden zur Generierung von
Finite-Elemente-Netzen, welche das Berechnungsgebiet mit gekrümmten Elemen-
ten beschreiben, um für Finite-Elemente-Ansätze hoher Ordnung [14, 15, 40, 81]
geeignet zu sein.

• Üblicherweise werden die geometrischen Modelle der zu simulierenden
Strukturen mit Hilfe von computergestützten Konstruktionsprogrammen
erzeugt. Diesen Programmen liegen unterschiedliche Modellierungskonzep-
te zu Grunde, mit welchen komplexe zwei- oder dreidimensionale Gebiete
einfach und effektiv beschrieben werden. In Kapitel 2 wurden die wich-
tigsten Modellierungskonzepte zur Beschreibung unterschiedlicher geome-
trischer Modelle erläutert. Zudem wurde ein Einblick in die wichtigsten
differentialgeometrischen Eigenschaften der zu beschreibenden Modelle ge-
geben, sowie verschiedene topologische Aspekte aufgezeigt.

• Die Finite-Elemente-Methode kann zur Lösung von Randwertproblemen
auf unterschiedliche Art und Weise formuliert werden. Neben den klas-
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sischen Ansätzen, deren Genauigkeit hauptsächlich von der Feinheit des
Finite-Elemente-Netzes abhängt, existieren Ansätze hoher Ordnung, welche
insbesondere bei Problemen mit glatten Lösungen schon auf sehr groben
Netzen mit nur wenig Elementen hochwertige Ergebnisse liefern [40, 81].
Kapitel 3 widmet sich der allgemeinen Beschreibung eines Randwertpro-
blems, sowie der Einführung der h- und der p-Version der Finite-Elemente-
Methode zur Berechnung seiner schwachen Form.

• Der Schlüssel zur Beschreibung von komplexen geometrischen Modellen für
eine Vernetzung in Finite-Elemente ist eine leistungsfähige Datenbasis. Die-
se muss neben einem schnellen Zugriff auf das Modell und seine Entitäten
eine detaillierte geometrische Modellbeschreibung inklusive geometrischen
Operationen wie Verschneidung, Abbildung, etc. bereit halten. Komplexe
Ingenieursanwendung besitzen aufbauend auf einer solchen Datenbasis in
der Regel Module zur Visualisierung, Bearbeitung und Simulation der geo-
metrischen Daten. T UM.GeoFrame ist eine Rahmen-Software, welche im
Zuge dieser Arbeit entwickelt wurde, um als Fundament für die entwickelten
Algorithmen zu dienen. In Kapitel 4 wurden der Aufbau und die Funktions-
weise von T UM.GeoFrame erklärt, sowie das Zusammenspiel der einzelnen
Programmmodule innerhalb des Rahmenwerks erläutert.

• Die Gebietsteilungstechnik ist ein Verfahren zur Generierung von Finite-
Elemente-Netzen auf beliebigen zweidimensionalen Berechnungsgebieten.
Besteht das Berechnungsgebiet aus gekrümmten Freiformflächen, so wird
die Parameterebene der einzelnen Flächen für die Vernetzung angesetzt. Um
exakte Längen- und Winkelberechnungen auf der Parameterebene durch-
führen zu können, werden die differentialgeometrischen Eigenschaften der
einzelnen Flächen ausgenutzt. In Kapitel 5 wurden grundlegende Techniken
zur Generierung von Oberflächennetzen aufgezeigt. Zudem wurde die Funk-
tionsweise des Netzgenerators DoMesh erläutert, der im Rahmen dieser Ar-
beit erweitert wurde, um auf beliebig geformten Freiformflächen qualitativ
hochwertige Elemente zu generieren.

• Die Generierung von Finite-Elemente-Netzen auf dreidimensionalen Berech-
nungsgebieten ist im Gegensatz zur Vernetzung von zweidimensionalen Flä-
chen mit ungleich höherem Aufwand verbunden. Neben dem zugrundelie-
genden geometrischen Modell hat der zu generierende Elementtyp einen
entscheidenden Einfluss auf die Schwierigkeit dieser Aufgabenstellung. Die
klassischen Tetraeder-Elemente sind die am einfachsten zu generierenden
Elementtypen und lassen sich auf so gut wie jedem geometrischen Modell er-
zeugen. Deutlich schwieriger ist die Generierung von Hexaeder-Elementen,
für die in der Literatur noch keine allgemeingültige Lösung bekannt ist. Al-
lerdings besitzen Hexaeder-Elemente gegenüber Tetraedern mathematische
Vorteile. In Kapitel 6 wurde zunächst eine Strategie zur Generierung von
Tetraeder-Elementen auf beliebigen dreidimensionalen Modellen aufgezeigt,
welche für eine Berechnung mit der p-Version der Finite-Elemente-Methode
geeignet sind. Anschließend wurde eine neue Methode zur Generierung von
Hexaeder-Netzen auf dimensionsreduzierten Flächenmodellen gezeigt. Diese
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Methode ist in der Lage, eine Vielzahl von komplexen, schalenartigen Struk-
turen für eine Berechnung mit der p-Version der Finite-Elemente-Methode
in Hexaeder-Elemente zu vernetzen, für die nach Kenntnis des Autors bis
heute keine geeignete Vernetzungsmethoden bekannt waren. Das gezeigte
Verfahren profitiert dabei von einem eigens entwickelten geometrischen Flä-
chenmodell, welches die Schwierigkeiten der Dimensionsreduzierung, die den
bekannten Extrusionsverfahren üblicherweise anhaften, bereits auf der Mo-
dellebene umgeht. Die in dieser Arbeit vorgeschlagene Herangehensweise,
schalenartige Strukturen für eine 3D Vernetzung über Mittel- und Referenz-
flächen zu modellieren, wie bei dimensionsreduzierten Berechnungsmetho-
den ohnehin schon üblich, ist nach Kenntnis des Autors bis zum heutigen
Zeitpunkt einzigartig.

Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Algorithmus zur Generierung von
Hexaeder-Netzen ist nur für eine beschränkte Menge von geometrischen Modellen
anwendbar. Eine allgemeingültige Methode zur Generierung von qualitativ hoch-
wertigen Hexaeder-Elementen auf beliebigen dreidimensionalen Berechnungsge-
bieten bleibt nachwievor ein ungelöstes Problem und Ziel vieler weiterer For-
schungsvorhaben. Die gezeigte Methode ist nach Kenntnis des Autors jedoch das
einzige bekannte Verfahren, welches Hexaeder-Netze auf dimensionsreduzierten
Flächenmodellen generiert, die für eine Berechnung mit der p-Version der Finite-
Elemente-Methode geeignet sind.

Der Netzgenerierungsalgorithmus wurde prototypisch implementiert und birgt in
seiner aktuellen Form zahlreiche weiterführende Fragen. So lässt sich die Komple-
xität der vernetzbaren Strukturen durch den Ausbau des geometrischen Modells,
sowie durch eine Erweiterung der Kombinationsmöglichkeiten verschiedener sich
schneidender Flächen weiter steigern.

Darüber hinaus besteht die Frage einer möglichen Anbindung an Netzgenerie-
rungstechniken zur Vernetzung von beliebigen dreidimensionalen Berechnungs-
gebieten. Eine Methode zur vollautomatischen Generierung von zusammenhän-
genden Hexaeder-Netzen auf gemischten Strukturen bestehen aus dünnwandigen
Schalen und dicken Volumenkörpern, so wie sie in vielen strukturmechanischen
System vorkommen, ist in der Literatur bisher noch nicht bekannt.

Neben einer Berechnung auf zusammenhängenden Berechnungsgebieten werden
in der Praxis häufig Verfahren zur Kopplung sich berührender aber nicht zu-
sammen fallender, also nicht konformer Finite-Elemente-Netze angesetzt [20, 43,
22, 113]. Werden solche Kontaktstellen mit der p-Version der Finite-Elemente-
Methode berechnet, können die Kontaktflächen beliebig gekrümmt sein. Zur Op-
timierung der Rechengenauigkeit ist es in solchen Fällen wichtig, den geometri-
schen Fehler entlang der Kontaktflächen durch eine geeignete Diskretisierung zu
minimieren. Die Generierung von nicht konformen, zusammenfallenden Netzen
mit gekrümmten p-Elementen von unterschiedlichem Elementtyp auf Basis der
gezeigten Algorithmen steht daher im Blickfeld weiterführender Forschungsvor-
haben.
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