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Zusammenfassung

Anhand einer Fallstudie aus dem Bereich der Verifikation eines Mikro-
prozessors wird der Einsatz des automatischen Theorembeweisers SETHEO
in einer interaktiven taktikgesteuerten Beweisumgebung demonstriert. Da-
zu wird nach Vorstellung der theoretischen Grundlagen beschrieben, wie
dieser Einsatz erfolgt. Es werden die verwendeten Taktiken erliutert und
die maschinell generierten Beweise angegeben.
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Einleitung

Beim Entwurf von Hardware und Programmen wird héufig eine anfingliche grobe
Spezifikation der erwiinschten Funktionalitéit stufenweise immer weiter verfeinert,
bis schlieflich ein in der verwendeten Programmiersprache formulierbares Pro-
gramm oder ein Konstruktionsplan fiir einen Schaltkreis entsteht. Aufgabe der
Hardware- oder Software-Verifikation ist es nun, die Korrektheit der Uberginge
zwischen den einzelnen Spezifikationsstufen mittels formaler Methoden zu bewei-
sen.

Die dabei auftretenden Beweisverpflichtungen sollen in diesem Bericht an einem
Beispiel untersucht werden, welches von Harman und Tucker stammt [7]. Dabei
wird eine Implementation einer Additionsfolge mit maximal 2 Additionen be-
trachtet. Die Maschine des hoheren Abstraktionslevels verfiigt iiber die Addition
natiirlicher Zahlen, wihrend die Maschine des niedrigeren Abstraktionslevels nur
inkrementieren und dekrementiern kann. Im ersten Abschnitt werden die fiir den
Beweis der Aufgabe notwendigen theoretischen Grundlagen dargelegt, die Be-
weisaufgabe exakt formuliert und die zur Losung der wihrend des Beweises der
Aufgabe entstehenden Probleme verwendeten Systeme ILF [1] und SETHEO [§]
vorgestellt. Im zweiten Abschnitt werden die zur Losung der Aufgabe erforder-
lichen Taktiken entwickelt. Der dritte Abschnitt beschéftigt sich mit Problemen
der Theorieauswahl. Im vierten Abschnitt wird die Losung der Beispielaufgabe
beschrieben. Nach Schlufifolgerungen im fiinften Abschnitt findet man im An-
hang ein Beispiel eines maschinellen Beweises einschlieflich seiner Darstellung
in einer unter Benutzung weiterer Funktionalitéiten von ILF [3] durchgefiihrten
maschinellen Ubersetzung in natiirliche Sprache.



1 Theoretische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden Erlduterungen zum mathematischen Beweisen und
zur algebraischen Beschreibung von Objekten gegeben. Auflerdem wird der theo-
retische Hintergrund zur Beweisaufgabe besprochen.

1.1 Mathematische Grundlagen

Die mathematische Grundlage dieses Berichts bildet die Prédikatenlogik erster
Stufe. Priadikatenlogik und Aussagenlogik werden wie in [16] beschrieben voraus-
gesetzt. Wir verwenden in diesem Bericht den Pridikatenkalkiil erster Stufe ohne
freie Variablen. Weiterhin werden einige Grundbegriffe aus der Modelltheorie und
der Mengenlehre, wie Struktur, (freie) Worthalbgruppe, geordnetes Paar, Kreuz-
produkt, rekursive Funktion, rekursive Relation vorausgesetzt. Auch hierbei wird
weitgehend der Darstellung in [16] gefolgt.

Definition 1 .

Seien I, J und K Indexmengen. Sei A eine Menge und f;(i € I) Funktionen auf
A, S;j(j € J) Relationen auf A und ax(k € K) Konstanten in A, so heifit die
Zusammenstellung A = (A; ficr; Sjes; arex) eine Struktur.

Fiir viele Anwendungen einer Struktur ist die Menge A von komplexer Gestalt.
Ebenso sind es auch die Funktionen, Relationen und Konstanten. Fiir die prak-
tische Handhabung ist es sinnvoll, die Funktionen, Relationen und Konstanten
auf Teilmengen beziehungsweise Trigermengen von A zu definieren. Dafiir werden
mehrsortige Strukturen eingefiihrt. Als Sorte wird eine Klasse von Objekten (Ter-
men) bezeichnet. Die Sorte jedes Objektes ist eindeutig bestimmt. Die Mengen
der Objekte gleicher Sorte sind Aquivalenzklassen auf A. Die dazugehorige Aqui-
valenzrelation ist die Typgleichheit. Dadurch wird es notwendig, die Funktionen,
Relationen und Konstanten mit ihren Sorten zu deklarieren. Die Sortenidentifi-
kation ist moglich als © € Ag (x ist Element der Menge As) oder als x : s (x
ist von der Sorte s). Oftmals werden die Menge von Elementen einer Sorte und
diese Sorte gleich bezeichnet. Der Ubergang zu mehrsortigen Strukturen wird
entsprechend der Darstellung in [17] im folgenden beschrieben.

Definition 2 .
Sei S eine (nichtleere) Menge von Sorten.

1. Eine Menge A heifit S-sortig, wenn A = (A4,|s € 5).

2. Sie ist endlich, wenn die disjunkte Vereinigung iiber alle A4(s € S) endlich
ist.



3. Seien A und B zwei S-sortige Mengen, dann ist A Teilmenge von B (A C
B), wenn A; C By fiir alle s € S.

Definition 3 .
Sei (W (S), x) die Worthalbgruppe iiber S.

1. A% := A, und A" := A" x A® fiir s € S und w € W(S).

2. Eine Funktion f auf A mit Deklaration [w — s] ist definiert als Funktion
mit Definitionsbereich A* und Wertebereich A°.

3. Eine Relation S auf A mit Deklaration [w] ist definiert als Relation auf A".

4. Eine Konstante a in A mit Deklaration [s] ist definiert als Konstante in A®.

Die Worthalbgruppe iiber S ist frei, das heif3t sie enthélt keine nichttrivialen
Gleichungen. Mit Y wird die Menge der Deklarationen iiber A bezeichnet. Die
Gleichheit wird jeweils fiir jede Sorte vorausgesetzt. Die einzelnen Gleichheitsre-
lationen werden in ihrer Schreibweise identifiziert. Im weiteren werden die (mehr-
sortige) Menge A und die Sortenmenge S nicht explizit angegeben, sondern nur
ihre Trigermengen A (s € S).

Definition 4 .

Seien A = (Ag|ls € S) eine mehrsortige Menge und f;(i € I) Funktionen mit
Deklarationen o; auf A, S;(j € J) Relationen mit Deklarationen o; auf A und
ap(k € K) Konstanten mit Deklarationen oy in A, wobei die Deklarationen fiir
Funktionen, Relationen und Konstanten o;cr, 0jcy, orex € X jeweils dem Muster
der vorhergehenden Definition entsprechen. Dann heif}t die Zusammenstellung
A = (Ases; fierloil; Sjesloj]; arex|ok]) eine mehrsortige Struktur.

Bemerkung 1 .

Sei Ay = (Asesy; fienloil; Sjenlojl; aker,|ox]) eine mehrsortige Struktur und
gelte gleiches auch fiir Ay=(Ascs,; fienloil; Sienlojl; arer,low]). Gelten S;C
Sy, I1Cly, J1CJy und K{CKs, so kann die Struktur A auch in der folgenden
vereinfachten Form angegeben werden:

A2:<A1; ASE(SQ\Sl); fiE(IQ\Il)[Ji]; SjE(Jz\Jl)[Jj]; akE(KQ\Kl)[Jk]>

Seien im folgenden noch einige Anmerkungen zum Kreuzprodukt und seiner Dar-
stellung gegeben. Das Kreuzprodukt oder auch kartesische Produkt der Mengen
Ay, ..., A, ist die Menge aller geordneten n-Tupel (ay,...,a,) mit a; € A; fiir



alle = = 1,...,n. Die Gleichheit auf Kreuzprodukten wird auf die komponen-
tenweise Gleichheit zuriickgefiihrt. Jedem Kreuzprodukt wird eine eigene Sorte
zugeordnet.

Die bis jetzt gemachten Aussagen zum Kreuzprodukt sind mengentheoretischer
Natur. Fiir die praktische Handhabung von n-Tupeln in der Pridikatenlogik ist
es allerdings notwendig, jedem Kreuzprodukt eine Kompositionsfunktion fiir die
Bildung und Darstellung der geordneten n-Tupel zuzuordnen. Diese bildet die
ai,...,a, auf das n-Tupel (ai,...,a,) ab. Da die Gleichheit auf dem Kreuzpro-
dukt dquivalent zur Gleichheit beziiglich der einzelnen Komponenten ist, muf}
die Kompositionsfunktion injektiv sein. Gleichzeitig werden zu jeder n-stelligen
Kompositionsfunktion ihre n Projektionsfunktionen betrachtet.

Auf die sich daraus ergebenen Moglichkeiten der Beweisreduzierung durch eine
Zerlegung in die einzelnen Projektionen wird im Abschnitt 3 eingegangen.

1.2 Algebraische Modellierung und Korrektheit

Die in diesem Bericht behandelte Aufgabe wurde aus Algebraic Models and the
Correctness of Microprocessors in Correct Hardware Design and Verification Me-
thods von Harman und Tucker [7] entnommen. In dem Artikel werden Maschi-
nen auf verschiedenen Abstraktionsstufen betrachtet und algebraisch modelliert.
Als solche Maschinen kénnen u. a. Mikroprozessoren, Programmiersprachen und
Computerprogramme aufgefafit werden. Ziel ist es, Kriterien zu finden, um die
Korrektheit von Maschinen verschiedener Stufen nachzuweisen. Korrektheit wird
in dem Sinne gefordert, dafl bei gleicher Eingabe gleiche Ergebnisse (unabhingig
vom Berechnungsweg) erzielt werden. Da aufgrund der unterschiedlichen Ab-
straktionsstufen im allgemeinen unterschiedlich viele Rechenschritte ausgefiihrt
werden miissen, ist eine Zeitrelativierung, das sogenannte Retiming, notwendig.

Unter einer Maschine wird ein (abstrakter) Automat mit einer Zustandsmenge
und einer Uberfithrungsfunktion verstanden. Die Uberfiihrungsfunktion operiert
von der Zustandsmenge in die Zustandsmenge. Es werden in diesem Bericht nur
deterministische Automaten betrachtet, die eine eindeutige Uberfithrungsfunkti-
on besitzen. In der Automatentheorie werden h#ufig neben der Zustandsmenge
noch ein Eingabe- und ein Ausgabealphabet sowie eine Ausgabefunktion betrach-
tet. Bei den Betrachtungen in dieser Arbeit spielt die Ein- und Ausgabe keine
Rolle. Es wird angenommen, dafl keine Ausgabe und nur zu Beginn der Arbeit
eine Eingabe erfolgt. Diese Eingabe flie3t gleich in den Anfangszustand mit ein.
Sie wird nicht explizit betrachtet.

Da Maschinen sehr komplex aufgebaut seien konnen, ist es ratsam, sie durch
mehrsortige Strukturen darzustellen. Aufferdem ist es tiblich, die Uberfiihrungs-
funktion durch Komposition der partiellen Uberfiihrungsfunktionen beziiglich der



einzelnen Trégermengen zu definieren. Dieses Vorgehen wird sich spéter bei der
Theorieauswahl als niitzlich erweisen.

Seien A und B die algebraischen Modelle zweier Maschinen mit den Zustands-
mengen A = A; x---x A, und B = B} x--- X B,,. Die Trdgermengen A; kénnen
von unterschiedlicher Sorte sein. Analoges gilt fiir die Mengen B;. Die iterativen
Abbildungen auf den Kreuzprodukten A und B, die Einschritt-Uberfiihrungs-
funktionen, seien f und g. Diese werden durch die Funktionen fi—; ,: A — A;

777777 m @ B — Bj wie folgt definiert. Die Funktionen ak und bk sind die
jeweiligen Kompositionsfunktionen. ap; und bp; sind die zugehorigen Projektions-
funktionen.

f(a) :=ak(fi(a),..., fula))

und
g(b) := bk(g1(b), ..., gm(D))

fiir alle a € A und b € B. Die Funktionen fi,..., f, und gi,..., gn werden als
die partiellen Einschritt-Uberfiihrungsfunktionen bezeichnet.

Damit werden die Maschinen durch folgende Strukturen beschrieben:

.A = (A,Al,,An,f[A — A],fj:1 __________

B=(B,Bi,...,Bn;9[B = B|,gj=1,...m|B = Bj],bk[By X - - - X By, = B],bpj=1,....m|B = Bj])

ey

Von Interesse ist auch die Arbeit einer Maschine {iber einen ldngeren Zeitraum.
Die Arbeit erfolgt in Takten. Damit wird die Zeit durch eine diskrete Zeitskala
charakterisiert. Folglich ist die Analyse des Zustandes der Maschine nach mehre-
ren Arbeitsschritten bei gegebenem Ausgangszustand erforderlich. Dazu werden
die Strukturen A beziehungsweise B zu A* beziehungsweise B* erweitert, indem
diskrete Zeitskalen 1" beziehungsweise S eingefiihrt werden.

A* = (A; T; FIAXT — A], Fjoy, o [AXxT — Aj], +1[T — TY; 0[T])

B = (B; S; GIBx S — B], Gier..m[B x S — Bj], +1[S — S]; 0[S])

Die mehrfache Deklaration der Operatoren +1 und 0 auf den verschiedenen Men-
gen T und S wird dadurch gerechtfertigt, dafl die beiden diskreten Zeitskalen
isomorph zu den natiirlichen Zahlen sind. Sie werden auch nur in diesem Sinne be-
nutzt. Die Operatoren auf ihnen werden als auf den natiirlichen Zahlen deklariert
betrachtet und nicht unterschieden. Der Operator +1 kann als Suffix-Operator
angesehen werden und ermoglicht die rekursive Definition iiber den Zeitskalen. In



der praktischen Anwendung wird die kanonische Addition der natiirlichen Zah-
len zugrunde gelegt, wobei die zweite Argumentstelle als mit 1 fixiert betrachtet
wird.

Die Mehrschritt-Uberfihrungsfunktionen F und G werden wie folgt rekursiv de-
finiert:

F(a,0) :=a, F(a,t+1) := f(F(a,1))
G(b,0) :=b, G(b,s+ 1) := g(G(b,s))

firalleae A,be B,t €T und s € S.

Zusitzlich werden fiir die Maschine B die partiellen Mehrschritt-Uberfithrungs-
funktionen G—i .., wie folgt rekursiv definiert:

Gi(b,0) := bp;(b), G;(b,s + 1) := g;(bk(G1(b,s),...,Gn(b,s)))

firalles=1,....m, b€ Bund s € S.

Die partiellen Mehrschritt-Uberfiihrungsfunktionen werden hier nur fiir die Ma-
schine B angegeben. Die Definition fiir A geschieht analog. Es gilt dann der
folgende Satz.

Satz 1 .
Fiir alle b € B und fir alle s € S gilt G(b, s) = bk(G1(b, s),...,Gpn(b,s)).

Beweis: Induktion tiber s.

Induktionsanfang: Fiir alle b € B : G(b,0) = bk(G1(b,0),...,G,(b,0)). Da
G(b,0) = b und G;(b,0) = bp;(b) fiir alle i = 1,...,m ist, ist obige Formel
dquivalent zur Projektionseigenschaft b = bk(bp;(b), .. ., bpy,(b)).

Induktionsschritt: Gelte fiir beliebiges s € S sowie fiir alle b € B die Gleichung
G(b, s)=bk(G1(b,s),...,Gpn(b,s). Nach Definition und Induktionsvoraussetzung
gilt G;(b,s + 1) = g;(bk(G1(b,s),...,Gn(b,s))) =g;(G(b,s)). Aus G(b,s + 1) =
g(G(b, s))=bk(g1(G(b,$)),-..,9m(G(b,s))) folgt dann die Induktionsbehauptung
G(b,s + 1)=bk(G1(b,s +1),...,Gp(b,s +1)). O

Im nun folgenden geht es um die Beziehung zwischen beiden Strukturen. Beide
Maschinen sind von unterschiedlichem Abstraktionsniveau. Ohne Beeintrichti-
gung der Allgemeingiiltigkeit nehmen wir an, daf§ A von héherem Abstraktions-
niveau als B ist. Damit ist die Menge B von komplizierterer Gestalt als A. Deshalb
miissen im allgemeinen fiir jeden Befehl in A mehrere Befehle in B ausgefiihrt
werden.



Zunichst werden dquivalente Zustidnde charakterisiert. Das geschieht durch die
beiden Abbildungen ¢ : A — B und ¢ : B — A. Den Zustéinden aus A werden
dquivalente Zustédnde in B zugeordnet und umgekehrt. Mit der Annahme des
groferen Abstraktionsniveaus fiir A mufl die Abbildung ¢ nicht eindeutig sein.
Im allgemeinen wird jeder Zustand in B durch zusétzliche Daten charakterisiert.
Diese kénnen beim Start des Systems beliebig sein. Die zusétzlichen Daten entfal-
len bei Anwendung der Projektion . Fiir die Komposition beider Abbildungen

o ¢ gilt: Va € A: ¢(¢p(a)) = a.

Danach werden die beiden Zeitskalen T" und S mittels eines Retimings in Bezie-
hung gesetzt. Dabei kénnen die Uhren 7" und S unterschiedliche Geschwindigkei-
ten aufweisen. Auch miissen nicht alle Zeitzyklen gleich lang sein, das heifit die
Uhren konnen irregulér sein. Ein Retiming A : S — 1" ist eine surjektive, mono-
tone Abbildung. Die dazugehérende Immersion A : T — S ist wie folgt definiert:
A(t) == (us € S)[\(s) =t].

Sei A eine Zustandsmenge, so dal die Anzahl der Zyklen, die die Maschine B
durchlaufen muf}, um auf das dquivalente Ergebnis der Maschine A nach einem
Zyklus zu kommen, vom Startzustand abhingig ist. Dann ist A : A x S — T
ein statusabhéngiges Retiming, wenn es fiir alle a € A surjektiv und monoton
beziiglich s ist. Das bedeutet, daf aus s; > s fiir alle s1, so € S und fiir allea € A
die Aussage A(a,s1) > A(a,sq) folgt. Analog zum nicht statusabhéngigen Fall
wird die Immersion A : A x T — S definiert, als A(a,t) := (us € S)[\(a, s) = ]
fiir alle a € A.

Daraus ergibt sich folgende Struktur M fiir diese mathematische Problemstel-
lung:

M = (A", B, ¢[A — B), ¥[B — A], NAx S = T], NAxT — S))

Mittels der so eingefiihrten Funktionen kann die Korrektheit im eingangs be-
schriebenen Sinne mathematisch folgendermafien beschrieben werden.

Korrektheitsbedingung: Die Funktion G (auf B) simuliert die Funktion F (auf
A) bgzl. ¢ und 1), wenn ein (statusabhdingiges) Retiming mit X : Ax T — S
existiert, so daf das folgende Diagramm (Abbildung 1) fir alle a € A undt € T
kommutiert.

Aquivalent dazu ist die folgende Formel:

VYa € AVt e T : F(a,t) = (G(¢(a), A\a,t))).

Da die Retimingfunktion A, die der obigen Korrektheitsbedingung geniigt, im
allgemeinen nur kompliziert dargestellt werden kann, ist ihre Existenz allgemein
nur schwer konstruktiv nachweisbar. Wir geben nun ein mégliches Kriterium an
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Abbildung 1:

F
AxT —_— A
(¢, M) 0
G
B xS _— B

ein solches A an. Dieses sollte gleichzeitig praktisch anwendbar fiir die Verifikation
sein. Der folgende Satz gibt ein solches Kriterium, welches dadurch charakterisiert
ist, daf} jedem Zustand der Menge A eine positive Anzahl von Arbeitsschritten
beziiglich Maschine B zugeordnet wird.

Satz 2 .
Seil: A— IZ\T+ eine beliebige Funktion. Durch eine solche Funktion | werden die
Funktionen A : AXT — S und \: A x S — T auf die folgende Weise definiert:

1. Vz € A: A(x,0):=0
2. Vo e AVt e T : Ma,t +1) := Na,t) + U(F(z,1))
3. Vo€ AVs € S: \x,s):= (ut € T)[ Mz, t +1) > 3]

Dann ist X ein Retiming und es gilt: A(x,t) = (us € S)[A(z,s) =t] Vo € AVt €
T.

Beweis: Zunéchst wird gezeigt, daf} die Funktion A total ist. Da die Funktion /
auf die positiven natiirlichen Zahlen abbildet, ist die Funktion A nach (2) streng
monoton wachsend beziiglich ¢. Somit ist in (3) A stets definiert.

Als néchstes wird gezeigt, da8 A surjektiv ist. Sei t € T beliebig. Nach (1) und
(2) existiert A(x,t) fiir alle t € T und ist streng monoton in t. Sei s := A(z,1).
Daraus folgt nach (3), daB8 A(z,s) = (uu € T)[A(z,u + 1) > A(z,t)]. Aufgrund
der strengen Monotonie von A ist (uu € T)[A(z,u + 1) > A(z,t)] = ¢ und damit
Az, s) =t.

Wei_terhin ist A monoton in ¢. Seien s; llnd S aus S mit s; > $y. S_eien ty = (ut €
T)[ Mz, t+1) > s1] und ty := (ut € T)[A(z,t+1) > s9). Somit ist A(z, ¢ +1) > s;

10



und folglich auch A(x,#; + 1) > so. Dies bedeutet, dafl t, < ¢;. Da A(z,s1) = t;
und A(z, s9) = to, gilt die Monotonie s; > so — A(z, s1) > A(z, $2).

Noch zu zeigen ist die Gleichheit A(z,t) = (us € S)[\(x, s) = t] fiir alle t € T'. Sei
t € T beliebig, aber fest. Dann ist, wie oben bereits bewiesen, A(x, A(z,t)) = t;
also (us € S)[A(z,s) =t] < A, t). Wenn ¢ = 0, dann gilt nach (1), da8 A\(x,t) =
0, und somit trivialer Weise (us € S)[A(z,s) = t] = A(z,t). Wenn ¢ > 0, dann
gilt aufgrund der strengen Monotonie von A, da8 A(z,t) > 0. Dann ist A(z,t) >
AMz,t) — 1 (> 0). Folglich gilt (pu € T)[A(w,u+1) > Ao, t) —1] <t —1 (< t).
Nach (3) bedeutet dies A(z, A(x,t) —1) < ¢t und da A monoton ist, da§ s = \(x, t)
minimal fiir A\(z, s) = t. Damit ist gezeigt, dal (us € S)[A(x, s) = t] = A(z,t). O

Bemerkung 2 .

Sind die Funktionen [ und F' rekursiv, so ist es nach dem Rekursionsschema
auch die Funktion A. Da + und > rekursiv sind, folgt nach der Anwendung
des p-Operators, dal auch A rekursiv ist. Damit folgt aus der Rekursivitét der
Uberfithrungsfunktionen fi, ..., f,, da das Retiming rekursiv ist, da F mittels
Uberlagerung und Rekursionsschema aus fi, ..., f, gewonnen wurde. Zur Defini-
tion rekursiver Funktionen siehe auch [11].

1.3 Die Beweisaufgabe

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel zweier Maschinen betrachtet, deren Kor-
rektheit im erlduterten Sinne nachgewiesen werden soll. Der Zustandsraum beider
Maschinen besteht jeweils aus 3 Speichern, in denen natiirliche Zahlen enthalten
sind. Im folgenden wird der Zustandsraum als geordnetes Tripel natiirlicher Zah-
len betrachtet. Bei Maschine A wird der Speicherinhalt des dritten Speichers
(sofern grosser Null) zum Inhalt des ersten addiert und der dritte Speicher auf
Null gesetzt. Danach wird der Speicherinhalt des zweiten Speichers (sofern grosser
Null) zum Inhalt des ersten addiert und der zweite Speicher auf Null gesetzt. Ist
sowohl der Inhalt des zweiten als auch des dritten Speichers gleich Null, wird
der Zustand der Maschine nicht gedndert. Bei Maschine B wird der Speiche-
rinhalt des dritten Speichers (sofern grosser Null) dekrementiert und der Inhalt
des ersten Speichers inkrementiert. Dieses wird so oft wiederholt bis der Inhalt
des dritten Speichers gleich Null ist. Dann wird der Speicherinhalt des zweiten
Speichers (sofern grosser Null) dekrementiert und der Inhalt des ersten Speichers
inkrementiert. Auch dieses wird wiederholt bis der Inhalt des zweiten Speichers
gleich Null ist. Ebenso &ndert sich der Zustand der Maschine nicht, wenn sowohl
der Inhalt des zweiten als auch des dritten Speichers gleich Null ist.

Da beide Maschinen die gleiche Zustandsmenge IN® besitzen, vereinfachen sich
die Beziehungen zwischen beiden Maschinen entsprechend. Die Abbildungen ¢
und ¢ entsprechen der Identitit auf IV3. Sie werden nicht explizit angegeben.
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Auch die Kompositions- und Projektionsfunktionen werden nicht unterschieden.
Die Beschreibung des Problems erfolgt in der Struktur:

M = (A%, B*; [[IN* = IN], AIIN* x IN — IN]).

Zustandsgruppen. Bei der Abarbeitung werden vier Gruppen von Zusténden
unterschieden:

Al :{(.’171,.1'2,.’173) e N3 | To > 0A x5 >0}
Zy :{(.’El,l'g,.’lfg) E]N3 | To = 0A 23 >0}
Z3 = {(x1, 79, 13) € N3 | 29 > 0 A z3 = 0}
Zy = {(x1,79,73) € IN* | 29 = 0 A w3 = 0}.

Diese Fallunterscheidung ist vollsténdig tiber IN3 und wird der Definition der
partiellen Uberfiihrungsfunktionen zugrunde gelegt.

Uberfiihrungsfunktionen. Die Mehrschritt-Uberfiihrungsfunktionen F und
G sind rekursiv, wie oben angegeben, definiert.

Vo € IN?: F(z,0) ==z

ax(F,ra,rek_def, Rekursionsanfang)

Ve e IN*Vte IN : F(x,t+1) = f(F(xz,t))
ax(F,rs,rek_def, Rekursionsschritt)

Ve e N3 : G(z,0) ==

ax(G,ra,rek_def, Rekursionsanfang)

Ve e N*Vt e IN : G(z,t + 1) = g(G(z, 1))
ax(G,rs,rek_def, Rekursionsschritt)

Vo € IN? : Giz123.(2,0) := pi(x)
ax(Giz123,ra, rek_def, Rekursionsanfang)
Ve e NVt € IN : Gimya3(z, t + 1) := gi(k(Gy(x,t), Ga(z,t), G3(z, 1))

ar(Giz1,23,7s,rek_def, Rekursionsschritt)

Die Strukturen A* und B* haben folgende Gestalt, wobei die Zeitskalen und ihre
Operatoren durch die Struktur A/ dargestellt werden:

A* = (A4; FIIN? x N — IN?))
B* = (B; GIIN* x IN — IN?], Gi—193[IN* x IN — IN]).

Die Uberfithrungsfunktionen f und g sind mittels der Kompositionsfunktion
k:IN x IN x IN — IN? und den partiellen Uberfiihrungsfunktionen definiert:
Vo € IN?: f(z) = k(fi(2), f2(2), f3())

ax(f, k,def, Komposition)
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Vo € IN? @ g(x) = k(g1(2), g2(), g3())
ax(g, k, def, Komposition).

Die partiellen Uberfiihrungsfunktionen haben folgende Gestalt:

Vo € IN? i p3(x) > 0 — fi(x) = pi(z) + ps(x)
ax(f1,?,def_fu, Definition 1)

Vo € IN? : ps(x) = 0 A pa(z) > 0 = fi(z) = pi(z) + pa()
ax(fi,?,def_fu, Definition 2)

Vo € IN? : p3(x) = 0 Apa(z) = 0 — fi(2) = pi(2)
ax(f1,?,def_fu, Definition 3)

Vo € I pala) > 0~ fole) = pala)
ax(fa,?,def_fu, Definition 1)

Vo € IV 2 py() = 0 A pa(w) > 0= foz) =0
ax(fo,?,def_fu, Definition 2)

Vo € IN? : ps3(z) = 0 A pa(z) = 0 = fox) = p2()
ax(fa, 7, def_fu, Definition 3)

Vo € IN3 : p3(z) >0 — f3(z) =0
ax(fs,?,def_fu, Definition 1)

Vo € IN? : p3(z) =0 = f3(z) = p3(x)
ax(fs,?,def_fu, Definition 2)

und

Vo € IN? : p3(z) — g1(x) = inc(py(z)
ax(gy,?,def_fu, Definition 1)

Vo € IN? : ps(z) = 0 Apa(x) > 0 = g1(z) = inc(pr(z)
ax(g1,?,def_fu, Definition 2)

Vo € IN? : ps(x) = 0 A pa(z) = 0 = gi(2) = pa(w)
ax(gy,?, def_fu, Definition 3)

Vo € IN? : p3(x) > 0 — gao(x) = pa(x)
ax(gq,?,def_fu, Definition 1)

Vo € IN? : py(z) = 0 A pa(z) > 0 — ga(x) = dec(pa(z))
ax(gq,?,def_fu, De finition 2)

Vo € IN? : p3(z) = 0 A pa(x) = 0 = go(z) = pa(x)
ax(gs,?, def_fu, Definition 3)

Vo € IN? : p3(z) > 0 — g3(x) = dec(ps(x))
ax(gs,?,def_fu, Definition 1)

Vo € IN? : py(z) = 0 — g3(x) = ps(2)
ax(gs,?,def_fu, Definition 2).

{21, 22}
{Z3}
{24}

{21, 22}
{Z3}
{24}

{21, 22}

{Zs, 24}

{21, 22}
{Z3}
{24}

{21, 22}
{Z3}
{24}

{21, 22}

{Z?n Z4}

Bei den auf Fallunterscheidung basierenden Definitionen wurden am Ende jeder
Zeile jeweils die Mengen der zugehorigen Zustandsgruppen angegeben. Jede dieser
partiellen Uberfiihrungsfunktionen kénnte auch als ein Axiom dargestellt werden,
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Abbildung 2: Maschine A

Abbildung 3: Maschine B

in dem die einzelnen Félle konjunktiv verbunden werden. Die beiden folgenden
Graphen (Abbildungen 2 und 3) zeigen die moglichen Ubergéinge zwischen den
einzelnen Zustandsgruppen.

Die beiden Maschinen werden durch die zwei folgenden mehrsortige Strukturen
beschrieben.
A= (NP fIN? = IN?], fizi2p[IN® — IN])

und
B = <N3; 9[17\73 - W3]7 9i:1,2,3[17\73 — IN])

Die Strukturen des dreifachen Kreuzproduktes der natiirlichen Zahlen und der
natiirlichen Zahlen selbst ist wie folgt definiert.

N3 = (N; IN* k[IN x IN x IN = IN?], pi—123[IN* — IN])
N =(IN; +, —, inc, dec; >, <, >, <; 0, 1)
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Komposition und Projektion. Wir geben nun die Funktionen und Rela-
tionen der Struktur N sowie die Kompositions- und Projektionsfunktionen an.
Der Zusammenhang zwischen der Komposition und der Projektion wird durch
folgende vier Axiome beschrieben:

\V/.’El € N V.Z'Q c N V.Z'3 c IN : pl(k($17x27x3)) =1
ax(pr,p1,def, Projektion 1)

Vxl € IN VJZ'Q € IN vai'g € IN : pg(k(l‘l,ib'g,a?g)) = T9
ax(pr, ps, def, Projektion 2)

Va, € IN Voo € IN V3 € IN : p3(k(x17:r27x3)) = 23
ax(pr, ps, def, Projektion 3)

Vo € IN? : k(py(x), p2(x), ps(x)) =«

az(pr, k, de f, Komposition).

Retiming. In den theoretischen Betrachtungen wurde die Existenz eines
(statusabhéingigen) Retimings A auf die Existenz einer Funktion [ : A — IN*T
zuriickgefiihrt. Im folgenden wird nun ein solches [ : IN®* — IN™* fiir die Beispiel-
aufgabe konkret angegeben:

Vo € IN? : p3(z) > 0 = l(z) = p3(x) {Z1, Z5}
ax(l,?,def_fu, Definition 1)
Vo € IN? : p3(z) = 0 A pe(x) > 0 = I(z) = po(x) {Z3}
ax(l,?,def_fu, Definition 2)
Vo € IN? : p3(z) =0 Ape(z) =0 = l(z) =1 {Z,}

ax(l,?,def_fu, Definition 3).

Auch hierbei spielen die vier Zustandsgruppen wieder eine wesentliche Rolle bei
der Unterscheidung. Das Retiming A und seine Immersion A sind damit eindeutig
festgelegt. Fiir die Funktion A : IN® x IN — IN werden dabei folgende Axiome
mit in die Theorie aufgenommen:

Vo € IN* : N(z,0) =0

azx(\, ra,rek_def, Rekursionsanfang)

Ve € N3Vt € IN : Mz, t +1) = Ax, t) + [(F(z, 1))
ax(\, s, rek_def, Rekursionsschritt).

Natiirliche Zahlen. Zum Abschlufl der Beschreibung dieses Beispiels werden
noch die fiir die Aufgabe notwendigen Funktionen und Relationen auf den natiirli-
chen Zahlen charkterisiert:

e Addition als kommutatives Monoid.

Vee N:x+0==x
ax(+,?, eig, neutrales Element)
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Vee NVye N:z+y=y—+zx

ax(+,?, eig, kommutativ)

Vie NVye NVzeIN:x+ (y+2)=(x+vy)+2
ax(+,?, eig, assoziativ)

Subtraktion.

VeeIN:x—0=ux

ax(—,?, eig, rechtsneutrales Element)

VeI Nx—x2=0

ax(—,?, eig, gleich)

Vee NVye IN:z>y—>x—y>0

ax(—,?, eig, groBer)

Ve NVye NVse N:(v—y)—2=2—(y+2)
ax(—,?, eig, nacheinander)

Die Funktion inc und die partielle Funktion dec.

Vo € IN :inc(z) =x + 1

ax(inc, ?, def, Definition)
VeeIN:2>0—dec(x) =a—1
ax(dec,?, part_def, De finition)

>-Relation als irreflexive Ordnung mit kleinstem Element, Beziehungen zu
weiteren Relationen.

1>0

ax(gr,>,def, Fakt(1 > 0))
VeeIN:x=0Vax>0

ax(gr, >, eig, kleinstes Element)

Ve € IN:=(z > x)

ax(gr, >, eig, irreflexiv)

Vee NVye NVzeIN:x>yANy>z2—x>2
ax(gr, >, eig, transitiv)

Vee NVye IN:x>yVy>axVr=y

ax(gr, >, eig, konnex)

Vie NVye N:x<y—y>x

az(gr, <,def, De finition 1)

Vie NVye N:x <y<+y>x

az(gr, <,def, De finition 2)

Vee NVye N:x>y—x>yVr=y
az(gr, >, def, De finition 1)

Vee NVyeIN:z >y x>y

az(gr, >, def, De finition 2)

Vee NVyeIN:z>y<+x=y
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az(gr, >, def, De finition 3)
Vee NVye N:2<y—y>x
az(gr, <, def, De finition 1)
Vie NVye N:x <y<+y>uw
az(gr, <, def, De finition 2)

Weiterhin steht die PROLOG-Arithmetik fiir Zahlen zur Verfiigung.

Lemmata. Aus diesen Axiomen lassen sich einige Lemmata beweisen, die mehr-
fach bei der Beweisfiihrung benutzt werden. Auch diese Lemmata wurden au-
tomatisch mit Hilfe von Setheo bewiesen. Sie wurden ebenfalls in die Theorie
aufgenommen:

Ve € N3Vt € IN : G(z,t) = k(Gy(x,t), Gy(z,t), Gs(x,t)).
ax(G, k,lem, Komposition)

Vee NVye N:z+1<y—z<y

ax(gr,?,lem, Lemma 1)

Vie NVye IN:z<y—x<y

ax(gr,?,lem, Lemma 2)

VeeN:xz <z

ax(gr,?,lem, Lemma 3).

Aufgabe. In der Beispielaufgabe sind die Zustandsmengen gleich. Die Abbil-
dungen ¢ und v entsprechen der Identitéit auf IN3. Die zu verifizierende Aufgabe
hat damit die folgende Form:

Vo € IN*Vt € IN : F(x,t) = G(x, Mx,1)).

Der Beweis dieser Aufgabe ist nun unser weiteres Ziel. Dabei werden die im fol-
genden beschriebenen Systeme und Hilfsmittel angewandt. Die zu beweisende
Formel wird auf einfachere Teilprobleme zuriickgefiihrt. Hierbei werden die neu
entstehendenen Teilprobleme und die Rechtfertigung fiir diesen Schritt angege-
ben. Dieser Prozefl wird rekursiv wiederholt, solange bis ein Teilproblem durch
den automatischen Theorembeweiser SETHEO l6sbar ist.

1.4 ILF

Das System ILF (Integrate Logical Functions) [1] integriert interaktive und auto-
matische Theorembeweiser sowie gebietsspezifische Deduktionssysteme. Es stellt
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eine einheitliche grafische Oberfliche, eine Taktiksprache und eine natiirlich-
sprachliche Beweisausgabe zur Verfiigung. ILF verfiigt {iber einen eigenen Klausel-
Normalform-Algorithmus. Dieser baut bei allgemeinen pridikatenlogischen Aus-
driicken die Quantoren ab und ersetzt die Variablen durch lokale Konstanten
beziehungsweise durch Skolemfunktionen. Anschlieend werden konjunktive Nor-
malformen gebildet, und gegebenenfalls Konjunktionen getrennt.

Fiir die Beweisfiihrung stehen verschiedene interaktive Deduktionssysteme, wie
zum Beispiel proofpad ([1], Seite 44 ff) zur Verfiigung. Damit konnen Taktiken
auf die Beweisaufgabe(n) angewandt werden und der Beweis strukturiert wer-
den. Solche Taktiken sind unter anderem direkte und indirekte Beweisfiihrung,
Induktion und Fallunterscheidung, und Einfiigen von Lemmata. Dadurch wer-
den die urspriinglichen Beweisaufgaben auf einfachere Aufgaben zuriickgefiihrt.
Gleichzeitg ist eine Konfiguration des oder der verwendeten automatischen Be-
weisers mit einer bestimmten Theorie moglich. Diese Theorieauswahl kann auch
automatisch beziehungsweise halbautomatisch durchgefiihrt werden. Ein auf syn-
taktischer Formelanalyse beruhender Ansatz wird im Abschnitt 4 ausfiihrlich be-
trachtet.

Ziel der natiirlichsprachlichen Beweisdarstellung ist es, Beweise auszugeben, die
ohne ILF-spezifisches Wissen verstanden werden kénnen. Dazu werden die Be-
weise aufbereitet und anschliessend in einen LATEX-Script iibertragen. Dieses
kann sowohl fiir Beweise automatischer Theorembeweiser, als auch fiir Beweise
des proofpad getan werden. Bei letzteren konnen automatisch generierte Teilbe-
weise eingebunden werden. Dieser Prozef} lduft in 4 Stufen ab, wobei die 1. Stufe
nur fiir automatisch generierte Beweise notwendig ist. Die Stufen 3 und 4 kénnen
variert und wiederholt werden.

Die 1. Stufe (syntaktische Beweisunifikation) erstellt ein einheitliches Darstel-
lungsformat des Beweises. Der Beweis kann dann als gerichteter azyklischer Graph
aufgefa8t werden. In der 2. Stufe (semantische Beweisunifikation) wird dieser Be-
weis dann in Blokkalkiil [2] transformiert. Die 3. Stufe (strukturelle Beweistrans-
formation) versucht charakteristische Strukturen im Beweis zu finden und ent-
sprechend umzuformen. Dazu gehéren Lemmagenerierung, Weglassung von ,, Tri-
vialitdten®, Loschung von Duplikaten u. weiteres. In der 4. Stufe (Generierung der
Beweisdarstellung) werden die logischen Konstruktionen durch natiirlichsprach-
liche Formulierungen ersetzt. Ausserdem kénnen nutzerdefinierte Darstellungen
von Formeln erzeugt werden. Auch ist hierbei eine typengerechte Darstellung
moglich.

1.5 SETHEO

SETHEO [8] ist ein auf Modellelimination [9, 15] basierender automatischer Theo-
rembeweiser, der Beweise in Tableauform generiert. Bedingt durch den ver-
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wendeten Kalkiil, kann er nur Klauseltheorien verarbeiten. Da ILF iiber einen
Klausel-Normalform-Algorithmus verfiigt, konnen beliebige Axiome des Préidika-
tenkalkiils erster Ordnung verarbeitet werden. Das gleiche gilt fiir das Beweisziel,
das heiflt jede aus der Theorie ableitbare priadikatenlogische Aussage kann von
SETHEO bewiesen werden. Das Beweisziel wird negiert in die Datenbasis auf-
genommen. Mit dieser Datenbasis wird versucht, einen Widerspruch zu finden,
was dquivalent dazu ist, dafl die zu beweisende Aussage ableitbar ist. Der ma-
thematische Hintergrund dieser Sachverhalte wird ausfiihrlich in ([16], Kapitel 2)
beschrieben.

SETHEO wird bei der hier behandelten Beweisaufgabe wettbewerbsparallel einge-
setzt, das heif}t, jede zu widerlegende Formelmenge wird an mehrere mit unter-
schiedlichen Parametersitzen versehene Beweiser iibergeben. Der zuerst erfolg-
reiche Beweiser stoppt iiber eine Message in der Parallelen Virtuellen Maschine
(PVM) [4] die anderen Beweiserinstanzen und informiert ILF. Es zeigte sich bei
den Messungen, dafl es zur Losung der in dieser Studie generierten Beweisauf-
gaben keine optimale Parametrisierung des Beweisers gibt. So losen bestimmte
Parametrisierungen einige Aufgaben sehr schnell, andere Aufgaben werden inner-
halb der Zeitschranken nicht gelost. Erst bei Verwendung eines parallelen Systems
ist man iiberhaupt in der Lage, ohne manuellen Eingriff in die Beweiserparame-
trisierung alle auftretenden Beweisverpflichtungen in zumutbarer Zeit zu losen.
Zur Gewinnung einer vollstindigen Ubersicht der Beweiszeiten wurden in dieser
Studie die iibrigen Beweiser nicht terminiert. Beim Einsatz von SETHEO erfolgt
zunéchst eine Compilation der zu widerlegenden Formelmenge. Anschliefend wird
der eigentliche Beweiser (sam = Setheo Abstrakte Maschine) aufgerufen.

SETHEO kann mit unterschiedlichen Parametereinstellungen eingesetzt werden.
Zunichst ist festzulegen, welches Verfahren fiir die iterative Durchsuchung des
Suchbaumes verwendet wird. Unsere Konfigurationen verwenden iterative Tie-
fensuche (dr) und gewichtete iterative Tiefensuche (wdr). Bei letzterer wird das
starre Konzept der Suche bis genau in eine bestimmte Tiefe durch die Zutei-
lung von Gewichten auf die Formeln im Beweistableau gelockert. Desweiteren
wurden in dieser Studie suchraumumordnende Techniken verwendet, die dyna-
misch wéihrend der Beweissuche die Liste der noch zu losenden Teilziele unter
verschiedenen Gesichtspunkten umordnet (dynsgreord < n >). AuBerdem wur-
den suchraumeinschriinkende Constraints wie etwa Regularitidt benutzt (cons).
SETHEO bietet einen ganzen Zoo an verschiedenen Einstellungsoptionen, die von
Fall zu Fall entsprechend den Anforderungen der aktuellen Anwendung kombi-
niert werden konnen. Fiir die Zwecke dieser Studie waren die hier verwendeten
Einstellungen erfolgreich.

In dieser Studie wurde SETHEO mit 6 verschiedenen Konfigurationen eingesetzt.

e -cons -dr
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e -cons -dr -dynsgreord 2
e -cons -dr -dynsgreord 5
e -cons -wdr

e -cons -wdr -dynsgreord 2

e -cons -wdr -dynsgreord 5

Die Abarbeitungszeiten der einzelnen Beweiservarianten sind im Abschnitt 5 auf-
gefiihrt.
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2 Taktiken

Bei mathematischen Beweisen haben sich im Laufe der Zeit Beweisstrategien
und Beweistaktiken herauskristallisiert, die das Auffinden und die Ubersichtlich-
keit von Beweisen verbessern. Dazu gehoren u.a. Induktion, Fallunterscheidung,
indirekte Beweisfithrung, gleichzeitige Addition und Subtraktion von geeigneten
Termen usw.

Im Mittelpunkt dieses Abschnittes stehen Auswahl, Anwendung und Analyse von
Beweistaktiken beim maschinellen Beweisen im Rahmen von proofpad. Bei der
Auswahl geht es um Kriterien fiir die Anwendung einzelner Taktiken. Diese Krite-
rien werden im allgemeinen nicht notwendig sein. Es ist sinnvoll, Taktikvorschlige
(Heuristiken) anzubieten, denen der Nutzer folgen, die er jedoch auch verwerfen
kann. Die Analyse soll Vorteile der gezielten Anwendung von Beweistaktiken bei
Suchaufwand und Beweisdarstellung aufzeigen.

2.1 Induktion

Eine der wichtigsten Beweistaktiken im Bereich der natiirlichen Zahlen ist die Me-
thode der vollstindigen Induktion. Das in diesem Abschnitt verwendete Indukti-
onsschema wird im folgenden Satz 3 angegeben. Dabei kénnen durch zwei Beweis-
aufgaben — Induktionsanfang und Induktionsschritt — Aussagen iiber natiirliche
Zahlen verifiziert werden.

Satz 3 .

Sei H(n) ein Ausdruck (des Praidikatenkalkiils erster Ordnung) mit der (einzigen)
freien Variable n, die vom Typ IN ist. Gelten die Aussagen H(0) (Induktionsan-
fang) undVk € IN : H(k) — H(k+1) (Induktionsschritt), so ist auch die Aussage
Vn € IN : H(n) giltig.

Bemerkung 3 .

Die Ausdriicke H(k) und H(k+ 1) werden auch entsprechend als Induktionsvor-
aussetzung und Induktionsbehauptung bezeichnet. Die Variable n wird Indukti-
onsvariable genannt.

Der Beweis von Satz 3 kann indirekt iiber das Fundierungsaxiom gefiihrt werden
([16],5.163). Die Bedeutung fiir die Arithmetik (natiirlicher Zahlen) ergibt sich
aus dem mengentheoretischen Aufbau der natiirlichen Zahlen, der genau diesem
Schema folgt. Diese Methode liBt sich variieren zum Beispiel als Ubergang von
n = k und n = k41 nach n = k42, wobei der Induktionsanfang fiir n = 0 und n =
1 bewiesen werden muf}) und auch auf andere Aufbauprozesse (wie zum Beispiel
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den Formelaufbau) iibertragen. Eine umfangreiche Beschreibung der Induktion
ist in [12] gegeben. Dieses Beweismittel steht in engem Zusammenhang mit der
Behandlung von Funktionen, die mittels Rekursionsschemata definiert sind. Diese
werden unter anderem bei der Behandlung diskreter Zeitsysteme genutzt, sofern
die Zeitskala mit den natiirlichen Zahlen identifiziert wird.

Ein wichtiger Spezialfall ist die Induktion iiber Aussagen der Form

Vn € IN : \ H;(n)

el

mit einer endlichen Indexmenge I. Sei H(n) = Hi(n) A Ha(n). So ergibt sich
fiir den Induktionsanfang die Beweisaufgabe H;(0) A H5(0). Der Beweis dieser
Aufgabe folgt aus der Giiltigkeit der beiden Teilaussagen H;(0) und Hy(0), die
voneinander unabhéngig bewiesen werden kénnen. Der Induktionsschritt

Vk € IN : Hy(k) A Hy(k) — Hy(k+1) A Hy(k + 1)

a8t sich auf die obige Weise nicht in zwei unabhéngige Teilaufgaben zerlegen,
da die Induktionsvoraussetzung global ist. Es existiert eine Zerlegung in folgende

zwei Beweisaufgaben.

Aus diesen beiden voneinander unabhéngig zu beweisenden Aufgaben folgt die
Giiltigkeit des Induktionsschrittes. Dieser Spezialfall (und die Verallgemeinerung
auf endlich viele Konjunktionsglieder) wird auch als simultane Induktion bezeich-
net. Dabei ergeben sich 2k Beweisaufgaben, wobei k£ die Anzahl der Konjunkti-
onsglieder ist.

2.2 Fallunterscheidung

Das Beweisen mittels Fallunterscheidung ist eine Taktik, die es erlaubt, Beweise
zu strukturieren und damit iibersichtlicher zu gestalten. Dabei wird fiir eine Aus-
sage jeweils eine zusitzliche Annahme gemacht. Zusétzlich mufy die Alternative
iiber alle Annahmen bewiesen werden.

Satz 4 .

Seien Q,Py,..., P, (k € IN,k > 1) beliebige Aussagen des Prddikatenkalkiils
erster Ordnung. Gelten die Aussagen P — Q,..., P, — @Q und P,V ...V Py, so
qilt auch Q. O
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Damit wird die Aussage () k-mal, jeweils unter einer der Annahmen P; bewiesen.
Daraus ergeben sich k + 1 neue Beweisaufgaben bei Anwendung dieser Fallunter-
scheidung. Fiir k£ = 1 entspricht obiger Satz der Abtrennungsregel. Auf die sich
ergebenden Implikationen P; — () konnen weitere Taktiken, wie spéter beschrie-
ben, angewandt werden.

Da eine Beweisaufgabe durch Erzeugung von k£ + 1 neuen Beweisaufgaben gelost
wurde, steht die Frage nach Notwendigkeit und Effektivitit von Fallunterschei-
dungen. Die vier folgenden Beispiele untersuchen das Zeitverhalten und zeigen
den moglichen Vorteil der Taktik fiir Fallunterscheidungen. Dabei wurden sowohl
Fallunterscheidungen mit zwei als auch mit drei Féllen behandelt. Die Unter-
suchungen erfolgten mit SETHEO auf einer SPARC-10. Die benétigten Abarbei-
tungszeiten sind in der folgenden Tabelle 1 angegeben (Zeiten in Sekunden). Die
Beweistiefe bezeichnet die Tiefe des gefundenen Beweistableaus, die Inferenzen-
zahl die Anzahl der im Beweis enthaltenen Inferenzen.

Beispiel 1 :
Struktur: P = {a,b}; f: P — P, g: P — P
Aufgabe: Vo € P : f(z) = g(x)

Axiome:

Vee P:o=a— f(x)=0
Vee P:o=b— f(z)=a
VeeP:x=a—g(x)=0>
VeeP:x=b—g(z)=a

)
Ve P:x=aVaz=Db

Beispiel 2 :
Struktur: T ={a,b,c}; f:T =T, g:T —>T
Aufgabe: Vo € T': f(z) = g(z)

Axiome:

VeeT:x=b— f(z) =
VeeT:x=c— f(z) =
VeeT: )

VeeT :x=bb—g(zx) =

82 8 &
Il
IS
=
8
Il
8 2 0 g O o~

)
VeeT :z=c— g(x)
b

Beispiel 3 :
Struktur: P = {a,b}; f: P — P
Aufgabe: Vo € P: f(f(z)) ==

Axiome:
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Vee P:ix=a— f(z)=0
Vee P:x=b— f(z)=a
Vee P:x=aVa=»>

Beispiel 4 :
Struktur: T'={a,b,c}; f: T =T
Aufgabe: Ve € T: f(f(f(z))) ==«

Axiome:

b
VeeT :x2=b— f(x)=c
VeeT :z=c— f(x)=a
VeeT :z2=aVrx=bVzx

Vergleicht man die Laufzeiten, so bringen die Fallunterscheidungen in den Bei-
spielen 1 bis 4 Zeitgewinne. Das ist aber aber nicht immer notwendig, um die
Aufgabe innerhalb eines CPU-Limits von 2 Minuten, wie es ILF vorgibt, zu l6sen.
Dagegen sind die Fallunterscheidungen in den Beispielen 2 und 4 notwendig, um
eine Losung innerhalb des Zeitlimits zu finden. Eine geringfiigige Verdnderung
des CPU-Limits hétte in diesen beiden Beispielen auch zu keiner Losung gefiihrt,
da die Suchzeiten im Stundenbereich liegen. Derartige Zeiten sind in interaktiven
Systemen nicht akzeptabel.

Wird die Fallunterscheidung fiir den Beweis benétigt und auch im automatisch ge-
nerierten Beweis des Ursprungsproblems implizit durchgefiihrt, dann wird durch
die manuelle Vorwegnahme dieses Schrittes die Beweistiefe der verbleibenden Tei-
laufgaben verringert, im besten Fall halbiert. Das 148t sich jedoch nicht allgemein
feststellen, wie das folgende Beispiel 5 veranschaulicht.

Beispiel 5 :

Struktur: 7' = {a,b}; ¢: T, p1 : T; pasaps
Aufgabe: Vo € T : q(x)
Axiome:

Ve e T : pl(x) Apy — q(x)
pi(a)

pi(a)

VeeTl :x=aVr=0»>

D3 — P2

Ps — D3

D5 — P4

Ps

Sowohl ohne Fallunterscheidung als auch mit der Fallunterscheidung x = avVe = b
werden die Aufgaben jeweils in der Tiefe 5 gelost. Bei Anwendung der Fallunter-
scheidung vergrofert sich die Theorie durch Hinzunahme der jeweiligen Annahme.
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Tabelle 1: Fallunterscheidungen

Tiefe/Inf./Zeit 1 2 3 4 5

ohne Falluntersch. | 7 4943 | 8 1001548 | 7 30.33 | 9 7049.15 | 5 0.03
mit Falluntersch.

Alternative 2 <0.0112 <0.01 |2 <0.01]2 <0.01 | 2 0.02
Fall 1 4 0.10 | 4 0.10 | 4 0.05 | 5 0.37 | 5 0.17
Fall 2 4 0.08 | 4 0.10 | 4 0.05 | 5 0.35 | 5 0.17
Fall 3 - -1 4 0.10 | - -5 0.40 | - -

Damit vergroflert sich auch der Suchraum. Es ist folglich moglich, dafl ein Beweis
erst spiter gefunden wird, als es ohne Fallunterscheidung der Fall gewesen wiére.
Die Anwendung der Fallunterscheidung kann die Beweistiefe des gefundenen Be-
weises nicht vergréflern, da der alte Beweis ohne Fallunterscheidung ebenfalls im
Suchraum verbleibt. Das folgt unmittelbar daraus, dal die Beweisaufgabe gleich
bleibt und sich die Theorie nur durch Hinzunahme der Annahme vergroflert. Also
wird der Beweis ohne Anwendung der Fallunterscheidung in der gleichen Tiefe
wieder gefunden. Durch Suchraumvergrosserung aufgrund der Theorieerweiterung
und Erzeugung von n + 1 neuen Beweisaufgaben bei Anwendung einer n-fachen
Alternative kann sich der kumulierte Suchaufwand erheblich steigern.

Werden Funktionen mittels Fallunterscheidung definiert, ist es im allgemeinen
notwendig und auch sinnvoll, diese Fallunterscheidung auch in Beweisen, in de-
nen diese Definition genutzt wird, anzuwenden. In der Beispielaufgabe trifft dies
auf die Funktionen f;—; 23 und gi—; 23 zu, die in Abhéngigkeit von dem Wert x
durch Fallunterscheidung definiert worden sind. Die letzte Aussage charakterisiert
bereits ein Anwendungskriterium fiir die Fallunterscheidung. Wird in der Formel-
menge der Beweisaufgabe eine Funktion ermittelt, die durch Fallunterscheidung
definiert wurde, so wird diese Alternative vorgeschlagen. Ein weiteres Kriterium
kénnte die Suche nach Alternativen in der Theorie sein. Weiterhin kann durch
Fallunterscheidungen, in denen einzelne Fille schnell widerlegt werden konnen,
der Beweisumfang reduziert werden.

2.3 Projektion

Ziel dieses Abschnittes ist die Zerlegung von Gleichheitsaussagen auf Kreuzpro-
dukten auf die einzelnen Faktoren. Dieses Konzept wird im weiteren verallgemei-
nert und auch auf Funktionen angewandt. Grundlage hierfiir ist die Paramodu-
lation.
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Maschinen werden als komplexe Strukturen interpretiert. Gleichzeitig werden die
Ubergiinge zwischen zwei aufeinander folgenden Zustinden komponentenweise
definiert. Die Einschritt-Uberfiihrungsfunktionen werden dann als Kompositio-
nen iiber diesen Komponenten erklidrt. Das dient der ganzheitlichen Behandlung
und Charakterisierung der Maschinen. Fiir den Nachweis der Aquivalenz zwei-
er Maschinen wird der Kompositionsproze3 mit der folgenden Projektionsregel
wieder riickgidngig gemacht.

Satz 5 .
Seien A= Ay x---x A, und a,b € A, wobeia = (ay,...,a,) und b= (by,...,b,).
Dann qilt a = b genau dann, wenn a; = by,...,a, = b,.

Der Satz ist die Verallgemeinerung der Charakterisierung geordneter Paare ([16],
Satz 5.4).

Ausgehend von dieser mengentheoretischen Betrachtung gehen wir nun iiber zur
pradikatenlogischen Darstellung. Sei A wie im vorangegangenen Satz, k : A; X
-+ x A, = A die Kompositionsfunktion und p;—y, ,: A — A;—; _, die Projek-

tionsfunktionen. Dann werden a und b wie folgt definiert: a := k(aq,...,a,),b :=
k(by,...,by,). Fiir die Projektionen gilt dann: p;(a) = a; und p;(b) = b; fiir alle
t=1,...,n. Aufgrund der Injektivitit der Kompositionsfunktion gilt dann auch

die obige Projektionsregel, das heifit fiir die Gleichheit der Werte der Kompo-
sitionsfunktion (oder der geordneten n-Tupel) geniigt es, die Gleichheit fiir alle
Parameter der Kompositionsfunktion (oder der Komponenten der geordneten n-
Tupel) zu zeigen. Diese letzte Aussage, dal aus der Gleichheit der Parameter
die Gleichheit fiir die Funktionswerte folgt, entspricht der Paramodulation fiir
Funktionen beziiglich aller Parameter. Die Umkehrung dieser Aussage, dafl aus
der Gleichheit der Funktionswerte auch die Gleichheit der Argumente folgt, gilt
nur bei injektiven Funktionen, also auch bei den Kompositionsfunktionen.

Mit Hilfe der Paramodulation kann diese Idee der Beweisreduzierung auf Glei-
chungen der Form f(z) = f(y) verallgemeinert werden, wobei f eine beliebige
Funktion ist. Der Nachweis der Gleichheit der Argumente T = 3 ist bei injektiven
Funktionen immer ein moglicher Beweisweg. Bei nicht-injektiven Funktionen ist
dieser Weg auch moglich, er mufl jedoch nicht zum Erfolg fiihren.

Bei SETHEO kann die Anwendung dieser Taktik zur Tiefenreduzierung fiihren.
Die Weglassung von Paramodulationsaxiomen fiihrt zu einer Reduzierung des
Suchraumes. Werden Paramodulationsaxiome weggelassen, so lassen sich nicht
mehr alle Aussagen durch SETHEO beweisen. In einem solchen Falle dient die
Projektionstaktik nicht nur der Reduzierung des Beweisumfanges, sondern ist
sogar notwendig.
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2.4 Beweisansitze

Wie bereits erwéhnt, kann es keine allgemeine Strategie geben, nach der Beweise
gefunden werden konnen. Vielfach werden deshalb verschiedene Ansétze parallel
betrachtet. Intuitiv werden die Zwischenergebnisse der einzelnen Ansitze bewer-
tet und erfolgversprechende Anséitze weiterverfolgt.

Mit dem proofpad kann diese Taktik durch wiederholte Einfiigung (ins) der zu
beweisenden Formel realisiert werden. Anstelle der zu beweisenden Formel kann
auch eine hinreichende Bedingung eingefiigt werden. Da die Beweisverwaltung im
proofpad durch eine lineare Abhéngigkeit gekennzeichnet ist und die einzelnen
Beweisansitze natiirlich von einander unabhéngig seien miissen, werden die ein-
zelnen Ansétze mit lock nach auflen gesperrt. Diese sind alle gleichberechtigt, eine
Bewertung mittels Heuristiken existiert nicht. Die Aufgabe ist bewiesen, sobald
ein Ansatz erfolgreich war. Dieser Ansatz — oder einer, wenn mehrere gleichzeitig
erfolgreich waren — wird ausgewéhlt.

Grundsétzlich konnen fiir alle Aufgaben mehrere Anséitze vorgenommen werden.
Zunichst werden Ansétze betrachtet, bei denen durch logische Umformungen
verschiedene Beweiswege realisiert werden konnen. Dazu seien zwei Beispiele dis-
kutiert.

Werden Formeln betrachtet, auf die die Induktionstaktik angewandt werden kann,
kann die Induktion {iber mehrere Variable durchgefiihrt werden. Es wird fiir je-
de dieser Variablen ein Ansatz generiert. Zusétzlich kann die Aufgabe auch ohne
Anwendung der Induktion gelost werden. Da Abhéngigkeiten zwischen den Varia-
blen bestehen kénnen, ist es moglich, dafl verschiedene Ansétze nicht erfolgreich
sind.

Ein zweites Beispiel ist das Beweisen von Implikationen. SETHEO kann eine Impli-
kation durch Widerlegung der Préamisse oder durch Beweis der Konlusion bei zur
Datenbasis hinzugenommener Pramisse beweisen. Im Falle der Widerlegung der
Préamisse mufl die Konklusion eventuell nicht in die Formelmenge aufgenommen
werden. Das kann insbesondere bei der mehrfachen Anwendung von Fallunter-
scheidungen auftreten, wenn sich bereits die einzelnen Annahmen widersprechen.
Weiterhin kann der Umfang der genutzten Annahmen auch die Theorieauswahl
und damit den gesamten Beweisumfang beeinflussen.

Ein abschliefendes Beispiel ist die Moglichkeit der unterschiedlichen Konfigu-
ration. Dabei geht es darum, durch eine geeignete Axiomendarstellung andere
Axiome aus der Theorie entfernen zu kénnen. Das ist moéglich bei Paramodula-
tionsaxiomen und als Spezialfall bei der Transitivitit der Gleichheit. Weiterhin
steht die Frage nach eventueller Hinzunahme von Fakten (Literalen). Dariiber
hinaus konnen verschiedene Ansitze mit unterschiedlicher Theorieauswahl be-
trachtet werden.
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Die Beweisauswahl bei nur einem erfolgreichen Ansatz ist eindeutig:

1. die nicht erfolgreichen Ansdtze werden mit delete geloscht und

2. der erfolgreiche Ansatz wird mit unlock sichtbar gemacht.

Mit Hilfe dieses Ansatzes wird dann die Formel, fiir die mehrere Ansétze gene-
riert wurden, bewiesen. Da dies im allgemeinen nur eine triviale aussagenlogische
Umformung ist, konnte hierfiir auch ein Regelsystem genutzt werden. Fiir diese
triviale Aufgabe miifite kein spezieller Beweiser gestartet werden. Welche Regeln
in solch ein Regelsystem aufgenommen werden, wird aus der Situation, in der die
verschiedenen Anséitze gemacht werden, abgeleitet.

Fiir die Beweisauswahl bei mehreren erfolgreichen Ansétzen gibt es keine Regel,
welcher Ansatz ausgewéhlt werden sollte. Nach Auswahl eines erfolgreichen An-
satzes wird analog der Beweisauswahl bei einem erfolgreichen Ansatz verfahren.

2.5 Verwendete Strategien

Im folgenden wird die Aufgabe aus Abschnitt 2 im Rahmen der Moglichkeiten
von ILF bearbeitet. Die vorangegangen Taktiken dieses Kapitels werden, wenn
moglich, angewandt. Auflerdem wird bereits auf die Theorieauswahl eingegan-
gen. Diese Betrachtungen werden in Abschnitt 4 noch vertieft. Die Grundlage fiir
die Bearbeitung bildet das interaktives Tool proofpad, welches auf einzelne Be-
weisaufgaben angewandt wird und entsprechende Taktikvorschlége unterbreitet.
Auflerdem priift es, ob bei mehreren Beweisanséitzen wenigstens einer erfolgreich
war. Im Erfolgsfall wird ein solcher Beweis entsprechend ausgewdihlt. Zusétzlich
kann die Theorieauswahl angesteuert werden. Nach jeder Verdnderung der Be-
weisstruktur wird diese im TREEVIEWER neu angezeigt. Das Tool arbeitet nach
dem folgenden Schema.

1. Sind an wenigstens einer Stelle im Gesamtbeweis mehrere Beweisansétze
fiir eine Aufgabe gemacht worden, so wird iiberpriift, ob einer der Ansétze
bereits erfolgreich war. Im Erfolgsfall wird entsprechend ausgewihlt.

Auf diese Weise werden alle entsprechenden Stellen behandelt. Die Informa-
tion, daf fiir eine Aufgabe mehrere Ansétze gemacht wurden, wird separat
gespeichert. Anschliefend wird zu 2. {ibergegangen.

2. Abfrage nach der weiteren Vorgehensweise. Dabei sind folgende Eingaben
moglich:

(a) — der Steuerung
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(b) Ubergang zur Theorieauswahl (— 5.)
(c) Weiterbearbeitung der aktuellen Position (— 3.)

(d) Bearbeitung einer anderen unbewiesenen Position (—3.)
3. Analyse der zu bearbeitenden Formel nach folgenden Kriterien:
(a)
(b)
(c)
)

(d) Kann eine Fallunterscheidung angewandt werden?

Sind mehrere Beweisansidtze mdglich?
Kann eine Induktion angewandt werden?

Ist eine Zerlegung in einzelne Projektionen moglich?

Alle diese so ermittelten Vorschlige werden dem Nutzer angeboten. Au-
Berdem wird die aktuelle Position, die Formel, sowie alle Annahmen
(assumption) angezeigt. Anschlieend wird zu 4. iibergegangen.

4. Eingabe einer Anweisung. Dabei mufl den angebotenen Taktikvorschlagen
nicht gefolgt werden. Nach der erfolgten Eingabe wird die verdnderte Be-
weisstruktur sowohl im ILF-Fenster, als auch im TREEVIEWER angezeigt.
Anschlieflend wird zu 2. zuriickgesprungen.

5. Theorieauswahl fiir alle noch nicht behandelten Beweisaufgaben. Zuerst
wird der Umfang der Theorieauswahl abgefragt. Neben der zu beweisenden
Formel konnen auch alle fiir die zu beweisende Formel nutzbaren Formeln
oder eine Teilmenge davon analysiert werden. Es kann auf eine Standard-
theorie zuriickgegriffen werden oder eine individuelle Theorieangabe erfol-
gen.

Fiir das Losen der Beispielaufgabe wird zunéichst die Induktion auf den Zeitpara-
meter angewandt. Der Induktionsanfang ist dann sofort ohne weitere Zerlegung
durch SETHEO beweisbar. Die vollstdndige Losung der Aufgabe findet mal im
Abschnitt 4
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3 Theorieauswahl

In diesem Abschnitt wird untersucht, welche Axiome fiir eine Beweisaufgabe
tatsdchlich benotigt werden. Ist es moglich, bereits vorher dariiber Aussagen zu
treffen, welche Axiome fiir eine Beweisaufgabe nicht von Bedeutung sind, so soll-
ten diese dem Beweiser nicht iibergeben werden. Diese Theorieeinschriankung ist
rein technischer Natur, aber fiir den effektiven Einsatz von automatischen Theo-
rembeweisern unerlédflich, da sie eine Suchraumeinschrankung mit relativ einfa-
chen Mitteln ermoglicht. Bei der Theorieeinschrinkung spielen mathematische
und intuitive Heuristiken, die nicht einem mathematischen Verfahren gleichge-
setzt werden konnen, eine Rolle. Ein solches Verfahren existiert nicht, da manche
mathematischen Probleme erst dadurch gelost werden, dafl die Problemstellung
oder ein Teil davon in ein anderes mathematisches Teilgebiet transformiert wird.

Zunichst beschéftigen wir uns mit der Einteilung der Axiome in Gruppen und
damit, wie diese Gruppen untereinander in Beziehung stehen und ausgewé&hlt
werden. Auflerdem wird die Frage nach der Erweiterung der Theorie durch Auf-
nahme von bewiesenen Lemmata diskutiert. Danach geht es um die Frage, wie die
zu beweisende Formel analysiert werden sollte, um eine fiir eine schnelle Beweis-
findung gute Theorieauswahl zu erhalten. Abschlieflend wird auf die Darstellung
der Axiome und deren Bedeutung fiir den Beweisumfang eingegangen. Dabei wird
auf den Beweiser SETHEO Bezug genommen.

3.1 Axiomengruppierung

Wenn nur bestimmte Axiome in eine Theorie fiir einen Beweiser aufgenommen
werden sollen, miissen die Axiome unterscheidbar sein. Diese Unterscheidung
ist durch den Inhalt (die Formel) der Axiome gegeben Ein solches Unterschei-
dungsmerkmal ist praktisch meist schlecht anwendbar. Soll ein Axiom ausgew#hlt
werden, miifite immer die — oftmals umfangreiche — Formel angegeben werden.
Giinstiger ist es, jedem Axiom einen Namen zu geben.

Im System ILF werden alle Axiome durch zwei PROLOG-Terme dargestellt. Der
erste Term stellt den Inhalt des Axioms dar und der zweite den Namen. Mit den
Kommandos use, use_also und use_always kann die Theorie fiir eine Beweis-
aufgabe gedndert werden. Als Parameter fiir diese Kommandos wird eine Liste
iibergeben, die Axiomennamen, Theorienamen und weitere Handles enthalten
kann. Kommen in den Listenelementen Variablen vor, so werden alle Terme, die
damit matchen, ausgewédhlt. Wird keine Theorieauswahl vorgenommen, so wird
eine vom Nutzer vorgegebene Standardtheorie verwendet.

Fiir die Bearbeitung der Beispielaufgabe wurde folgende Struktur fiir die Axio-
mennamen gewéhlt: ax(Operator,Spezifikation,Status,Name). Der Opera-
tor sollte das fiir den Beweis wesentliche Funktions- oder Relationssymbol des
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Axioms sein. Manchmal will oder kann man ein wesentliches Symbol nicht fest-
legen. So lafit sich zum Beispiel fiir das Axiom der Monotonie der Addition
beziiglich der Relation > nicht von vornherein eindeutig bestimmen, ob + oder >
wesentlicher ist. Eine mogliche Losung ist, als Operator auch Listen zuzulassen.
Mit Hilfe der Spezifikation 148t sich die Axiomenauswahl beziiglich eines Opera-
tors noch verfeinern. Beispiele sind Rekursionsanfang und Rekursionsschritt sowie
Projektionen mehrstelliger Funktionen. Der Status enthélt eine Zusatzinformati-
on, wie zum Beispiel Definition oder Lemma fiir die Verbesserung der Ubersicht-
lichkeit. Fiir die Auswahl der Axiome der Addition kann dann das Kommando
use(ax(+,_,_,_)) verwendet werden. Wird von der rekursiv definierten Funktion
F (dargestellt durch ff, PROLOG interpretiert Grobuchstaben als Variable) nur
das Axiom fiir den Rekursionsanfang benotigt, so ist dies mit dem Kommando
use(ax(ff,ra,_,_)) moglich.

Axiomennamen koénnen auch nach inhaltlichen Griinden strukturiert werden. So
kénnen die Projektions- und Kompositonsaxiome zusammengefafit werden, bei-
spielsweise unter den Axiomennamen ax(projektion,_,_,_ ), wobei _ fiir beliebi-
ge Terme steht. Eine solche semantische Zusammenfassung kann nur vom Nutzer
realisiert werden, wihrend fiir den ersten Ansatz auch eine automatische Axio-
mennamenbildung denkbar ist.

Axiome konnen zu Theorien zusammengefaflt sein, wie zum Beispiel die Axiome,
die die Addition etwa in IN beschreiben, zur Theorie der Addition. Dazu mufl
diese Theorie einen Namen erhalten, beispielsweise thplus, und es muf} erklart
werden, welche Axiome diese Theorie enthélt.

Beide Moglichkeiten der Axiomengruppierung kénnen parallel genutzt werden.
Letztere ist vor allem dann geeignet, wenn die Theorie (fiir einen Operator) im
Laufe des Gesamtbeweises nicht mehr verdndert wird, also keine Lemmata hin-
zukommen.

3.2 Formelanalyse

Fiir die Theorieauswahl gilt das Prinzip, daf§

1. die verwendete Theorie so stark wie moglich eingeschrinkt werden soll und
andererseits

2. alle fiir den Beweis benétigten Axiome in die Datenbasis aufgenommen
werden.

Dieses Auswahlverfahren wird als Vorbereitung fiir den automatischen Beweiser
angesehen. Es sollte folglich entsprechend schnell sein. Das setzt voraus, dafl die
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Axiome entsprechend strukturiert ausgewéhlt werden kénnen. Mit Hilfe des oben
beschriebenen Ansatzes ist dies auf einfache Weise mdoglich.

Zur Analyse wird die zu beweisende Formel nach syntaktischen Regeln analy-
siert und die vorhanden Operatoren ermittelt. Eine weitergehende Unterschei-
dung wird in der Beispielaufgabe nur bei rekursiv definierten Funktionen bezie-
hungsweise bei Projektionen gemacht: Unterscheidung in Rekursionsanfang und
Rekursionsschritt, sofern das entsprechende Argument das zulédfit, beziehungswei-
se Ermittlung der Projektionskomponente.

Bei einigen Operatoren werden weitere zugehorige Axiome ausgewihlt. Das ist
hauptséchlich bei Operatoren notwendig, die auf Basis anderer Operatoren defi-
niert wurden. Beispielsweise sollten bei den Operatoren inc beziehungsweise dec
auch die Axiome fiir die Addition beziehungsweise fiir die Subtraktion hinzuge-
nommen werden. Dieses ist ein semantisches Auswahlverfahren. Diese Zuordnun-
gen werden innerhalb der hier beschriebenen Theorieauswahl nicht automatisch
vom System durchgefiihrt, sondern beruhen auf den vom Nutzer eingegebenen
Abhéngigkeiten. Denkbar ist aber auch hier eine automatische Ermittlung von
Zusammenhéngen, bei denen Verfahren der Theorieauswahl, Strukturierung der
Axiomennamen und semantischer Theorieaufbau gleichzeitig betrachtet werden.

Wie Beispiele zeigen, ist es oft nicht ausreichend, nur die zu beweisende Formel
zu analysieren. Deswegen ist es moglich, weitere Annahmen und Voraussetzungen
auf die gleiche Art und Weise zu untersuchen, und die so gewonnenen Axiome
zusétzlich in die Datenbasis aufzunehmen. Im Rahmen des Strategie-Tools kann
der Nutzer entscheiden, in welchem Umfang die Analyse erfolgen soll. Die zusétz-
liche Analyse von Annahmen beziehungsweise Voraussetzungen wird bendtigt,
wenn daraus andere fiir den Beweis notwendige Aussagen abgeleitet werden sol-
len. Dieser Ansatz beschriankt sich auf rein syntaktische Untersuchungen, seman-
tische Aspekte spielen — mit Ausnahme der vom Nutzer fixierten Abhingigkeiten
— keine Rolle.

3.3 Axiomendarstellung

In diesem Abschnitt wird die Aufmerksamkeit auf die Darstellung der Axiome
gelenkt. Aussagen konnen logisch dquivalent seien. Welche von zwei logisch dqui-
valenten Aussagen in die Theorie aufgenommen wird, ist semantisch unbedeut-
sam. Das gleiche gilt auch fiir die Aufnahme beider Aussagen in die Theorie. Fiir
einen automatischen Beweiser kann der Unterschied erheblich sein.

Definition 5 .

Seien ¢, und ¢y zwei Aussagen des Priadikatenkalkiils erster Ordnung. ¢; und ¢,
heiflen (logisch) dquivalent (¢ = ¢2), wenn gilt, daBl ) = ¢; <> ¢5. Dann wird
die Aussage ¢; <+ ¢ auch allgemeingiiltig genannt.
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Aus dieser Definition folgt unter Benutzung des Ableitungssatzes unmittelbar

{¢1} ): ¢2 und {¢2} ): P1.

Satz 6 .

Gelte ¢1 = ¢o und sei T eine Theorie des Prdadikatenkalkiils erster Ordnung.
Wenn Ty = TU {¢1}, To = T U{pa} und Ts = T U {1, 2} sind, so gelten die
folgenden beiden Aussagen:

1. Ded(Ty) = Ded(T3) und
2. D@d(Tl) = Ded(Tg)

Beweis: Aus {¢1} C {0U{¢1} C 71 und {¢1} | ¢ folgt 71 = ¢o. Aufgrund
der Hiilleneigenschaften der Deduktion gilt Ded(T}) O Ded(T) 2 T. Da also aus
Ded(Ty) sowohl ¢y als auch T folgen, gilt Ded(Ty) 2 To = T'U {¢2}. Nochmalige
Anwendung der Hiilleneigenschaften ergibt, dal Ded(T)) = Ded(Ded(T})) 2
D@d(TQ)

Analog wird Ded(T5,) D Ded(T)) gezeigt, woraus dann schliefilich (1) folgt.

Da T} C Tj gilt, folgt dal Ded(T)) C Ded(T3). Wie oben 1d8it sich zeigen, daf
Ded(T)) D Ts. Daraus folgt mit Hilfe der Hiilleneigenschaften, dafi Ded(T;) =
= Ded(Ded(T1)) D Ded(T3). Damit wurde auch (2) bewiesen. O

Analog zur Aussage (2) des Satzes 6 gilt natiirlich auch Ded(T3) = Ded(T3).
Wenn die konkrete Darstellung eines Axioms semantisch gleichwertig ist, so ergibt
sich die Frage, ob und warum das Verhalten der Beweiser von der Form abhéingig
ist.

Da SETHEO ein tableaubasierter Modelleliminationsbeweiser ist und sich der Su-
chumfang im allgemeinen exponentiell mit der Beweistiefe entwickelt, soll unter-
sucht werden, ob durch eine bestimmte Form der Axiomendarstellung die Bewei-
stiefe reduziert werden kann. Um einerseits dem automatischen Beweiser gerecht
zu werden und um andererseits vom Nutzer nicht zu verlangen, die Theorie selbst
geeignet umzuformen, sollte diese Prozedur vom proofpad {ibernommen werden.
Eventuell konnten Optionen angegeben werden, um diese Prozedur zu beeinflus-
sen.

Im folgenden wird aufgezeigt, welche Axiome in welcher Weise fiir SETHEO um-
geformt werden kénnen, um eventuell die Beweistiefe zu reduzieren. Auch wird
auf die Moglichkeit des Weglassens von Substitutionsaxiomen eingegangen. Au-
Berdem wird die Moglichkeit des Weglassens der Transitivitdt der Gleichheit un-
tersucht, da diese wesentlich die Suche beeinfluf3t.

Untersucht wird jetzt die Axiomenklasse mit den bedingten Gleichungen der Art
p(z) = f(7) = c(z). (1)
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Sei ohne Beeintriachtigung der Allgemeingiiltigkeit f eine n-stellige Funktion mit
den Parametern g;(Z), ..., g,(Z). Die Bedingung p(Z) sei eine Konjunktion von
Literalen. Die Konjunktion kann auch leer sein, d.h. aus der obigen bedingten
Gleichung wird dann eine reine Gleichung. Es werden dann n + 1 neue Varia-
blen vq,...,v, und w eingefithrt und das Axiom dann wie folgt paramoduliert
dargestellt:

v =g@)AN...Avy=gn(T) ANw =¢c(Z) Ap(Z) = f(vr,...,v) =w. (2)

Diese Variablenersetzung kann bei allen Parametern beziehungsweise beim Funk-
tionswert entfallen, wenn diese bereits eine Variable sind. Allerdings nur, wenn
diese Variable erstmals als Parameter beziehungsweise Funktionswert auftritt. Bei
jedem weiteren Auftreten dieser Variable als Parameter beziehungsweise Funk-
tionswert wird sie an diesen Stellen durch eine neue Variable ersetzt. Dieses so
neu gewonnene Axiom (2) wird an Stelle des Ausgangsaxioms (1) in die Theorie
aufgenommen. Ist die Bedingung p() leer, so kann zusétzlich das Ausgangsaxiom
in die Theorie aufgenommen werden. Das kann dann moglicherweise die Bewei-
stiefe um 1 reduzieren, es kann aber auch in einigen Fillen zu einem erheblichen
Anwachsen des Suchumfanges fiihren.

Nachstehend werden die Beweistiefen von SETHEO bei der urspriinglichen (1)
und der umgeformten (2) Axiomendarstellung untersucht. Dabei wird der Beweis
einer Gleichung analysiert. Neben der ausgewihlten Theorie kdnnen zusétzliche
Paramodulationsaxiome in die Datenbasis mit aufgenommen werden. Das wird
mit Hilfe der Einstellung des ilfstate setheo_split gesteuert. Ist dieser auf
off gesetzt, werden keine, bei on wird fiir jeden Parameter ein Paramodulations-
axiom und bei one_axiom ein Paramodulationsaxiom fiir alle Parameter simultan
erzeugt. Das bezieht sich jeweils auf jedes Funktions- und Relationssymbol, wel-
ches in der Datenbasis vorkommt.

Betrachtet wird die Gleichung f(t1,...,t,) = t, die mit Hilfe des oben angegebe-
nen Axioms (1) beziehungsweise des Axioms (2) bewiesen werden soll. Es miissen
fir alle t = 1,...,n t; = ¢;(T) und t = ¢(T) gezeigt werden. Zunichst werden
einige Bezeichnungen eingefiihrt:

e PM, = urspriingliche Axiomendarstellung (1) und
ilfstate setheo_split on.

e PM, = urspriingliche Axiomendarstellung (1) und
ilfstate setheo_split one_axiom.

e PM; = umgeformte Axiomendarstellung (2) und
ilfstate setheo_split off.
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me sei die Anzahl der zu paramodulierenden Elemente (Parameter und Funkti-
onswert) von f, fiir die gilt, dal ¢; #Z g;(Z) beziehungsweise ¢t Z ¢(Z). Sei weiterhin

0 = (ul € IN)[2' > m, + 1].

Dann gilt, dafl 0 < m, < n + 1. Weiter 148t sich abschétzen, dafl o, > 0. Sei
I'={1,...,n}und I :=={i € :t; # g;(Z)}. Dann ist I* C I. Wenn k gleich der
Kardinalitét von I* ist, so gilt me < k+1 < m, + 1.

Fiir alle ¢« = 1,...,n seien d; die minimalen Beweistiefen von SETHEO fiir die
Aussagen t; = ¢;(Z). Analog seien dy und d, die Beweistiefen fiir die Aussa-
gen t = ¢(Z) und p(z). Die Beweisaufgabe unter den Konfigurationen PM, und
PM, kann im allgemeinen nicht in einem Schritt auf diese einzelnen Teilaufgaben
zuriickgefithrt werden. Dazu muf} die Aufgabe mittels des Transitivitdtsaxioms
der Gleichheit aufgespalten werden. Erst an diesen Stellen, wir nennen sie Ansatz-
punkte, ist dann die Paramodulation beziiglich der Parameter und die Anwendung
von (1) moglich. Dagegen wird bei der Konfiguration PM; diese Reduzierung auf
die Teilaufgaben durch die umgeformte Axiomendarstellung (2) in genau einem
Schritt erreicht. Mit dype, dpma, dpmi Werden die Beweistiefen fiir die Gleichung
f(t1,...,t,) =t beziiglich PM,, PM,, PM; bezeichnet.

Definition 6 .
Sei A eine endliche Menge natiirlicher Zahlen und min(A) wie iiblich definiert.
Dann existiert ein ag € A, so dafl min(A) = ag. Dann sei min*(A) := min(A —

{ao})-

Es gilt dann, dal min(A) < min*(A) fiir alle Mengen A natiirlicher Zahlen ist.
Mit dieser Symbolik gelten dann folgende Beziehungen.

Satz 7 .
Abschdtzungen der Beweistiefe beztiglich PM,:

1. Wenn m, =0, so ist dppme =1+ d,.

2. (a) Wenn m, >0 und t = ¢(T), so ist dyme > 1+ max{l + dicr-,1 + d,}.
(b) Wenn m, >0 und t = ¢(Z), 50 ist dpme > 0e +min* {1 +djer+, 1 +d,}.

3. Wenn me >0, t # ¢(Z) und I* =0, so ist dype = 1 +maz{l +d,,do}.

4. (a) Wenn me > 0, t # ¢(Z) und I* # 0, so ist dyme > 1 + maz{l +
diEI*72+dp7d0}-

(b) Wenn me > 0, t # c(z) und I* # 0, so ist dyme > 0c + min*{1 +
dier-, 1+ dp, do}.
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Beweis: Wenn m, = 0 so ist keine Paramodulation notwendig und es wird nur
das Axiom (1) angewandt. Daraus folgt 1.

Um die m, 4+ 1 Ansatzpunkte mit Hilfe der Transitivitéit der Gleichheit zu erzeu-
gen, ist wenigstens die Tiefe o, notwendig, da sich die Anzahl der unbewiesenen
Literale durch die Transitivitit jeweils verdoppelt. Wegen der Verzweigung sind
wenigstens zwei Ansatzpunkte in dieser Tiefe, woraus dann 2(b) folgt. Der erste
Ansatzpunkt hat wenigsten die Tiefe 1, da m, > 1. Daraus folgt 2(a).

Da m.+1 = 2 ist, muf} die Transitivitit genau einmal angewandt werden, woraus
unmittelbar 3 folgt.

4(a) und 4(b) ergeben sich mit analoger Argumentation wie 2(a) und 2(b). O

Satz 8 .
Abschdtzungen der Beweistiefe beziiglich PM,:

1. Wenn me =0, 50 ist dppe = 1+ d),.
2. Wenn me > 0 und t = ¢(Z), 50 ist dpma = 1 +maz{l + dicy, 1 + d, }.
3. Wenn me > 0, t # ¢(Z) und I* =0, so ist dyme = 1+ maz{l +d,, do}.

4. (a) Wennm, > 0,t# c(z) und I* # 0, so ist 1 +mazx{l+max{dis},2+
dp, do} < dpma < 24+ max{l + maz{dicr},1 +dp, do}.

(b) Wenn me > 0, t # ¢(z) und I* # 0, so ist dyme = min{maz{2 +
maz{dicr},3 + dy, 2+ do}, max{l + maz{dicr },3 + dp,2 + dp } }.

Beweis: Der Beweis kann genauso wie der Beweis des vorhergehenden Satzes 7
gefiihrt werden, wobei sich die Anzahl der Ansatzpunkte von m,+1 auf m,— (k —
1) + 1 reduziert, falls & > 0. Andernfalls bleibt sie gleich. o, wird entsprechend
der Fallunterscheidung ersetzt. Wenn k& > 0, so wird nicht mehr maz{1 + d;c;+}
gebildet, sondern aufgrund der allgemeineren Paramodulation 1 + max{dcs},
wobei d; = 1 fiir alle ¢ € I — I'*. Die identischen Parameter werden mit durch das
Reflexivitdtsaxiom der Gleichheit bewiesen. a

Satz 9 .
Die Beweistiefe beziiglich PM; betrigt dpp; = 1+ max{d;crd,, dy}.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Darstellung des Axioms (2).0

Satz 10 .
Vergleich der Beweistiefen beziiglich PM,, PM, und PM;:
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1. dpme > dpma-
2. Wenn d, >0, s0 ist dpme > dpmi-

3. Wenn d, = 0 und das Aziom f(g1(Z),ldots, g,(ZT)) = ¢(Z) in dieser Form
mit in die Theorie aufgenommen wird , so gilt dyme > dpmi-

Beweis: Zunichst gilt, dafy die Fallunterscheidung in 1, 2, # und 4 aus den voran-
gegangenen Sitzen 7 und 8 vollsténdig ist.

Wenn m, = 0 (Fall 1), 5o dpme = dpma- Im Fall 2 gilt dppe > dpmg wegen 2(a) und
weil d; = 1 fiir allet € I—I* und d; > 1 fiir alles € I*. Im Fall & gilt trivialer Weise
wieder dype = dpmq. Im Fall / gilt dpye = maz{l+1+maz{dics-},2+1+d,, 2+do}
oder dye = mar{2+1+max{dics- },2+1+d,, 1+dy}, da die die beiden einzigen
Aufspaltungen beziiglich dreier Ansatzpunkte sind. In beiden Féllen folgt, dafl
dpme > dpma, da dppe wie folgt abgeschétzt werden kann. Weil m, > 2, gilt
dpme > maz{l +1+dip,2 + 1 +max{dicr fioy},2 + 1+ dp,2 + do} oder dpp, >
maz{2 + 1+ maz{dicr-},2+ 1+ d,, 1 + dy}.

dpma > dpmi folgt sofort mit der Fallunterscheidung fiir die Fille 2, & und 4. Im
Fall 2 gilt sogar >. Im Fall 1 gilt die Aussage dpn, > dpm; nur, wenn d, > 0.

Die Bedingung d, > 0 kann entfallen, sobald das oben angegebene Axiom (ent-
spricht der urspriinglichen Axiomendarstellung (1)) mit in die Theorie aufgenom-
men wird. In diesem Falle ist auch d,,,; = 1. O

Bemerkung 4 .

Dafl in den Konfigurationen PM, und PM, zur Beweistiefe der Ansatzpunk-
te noch Beweise der Tiefen 1 + d; bzw 1 + d, angehéngt werden, folgt aus der
Tatsache, dafl an den Ansatzpunkten erst noch das Paramodulationsaxiom bezie-
hungsweise das urspriingliche Funktionsaxiom (1) angewandt werden muf}. Fiir
den Ansatzpunkt, an dem die Gleichheit der Funktionswerte von f nachgewiesen
wird, ist dies nicht notwendig, da die Paramodulation hier bereits der Transiti-
vitéit der Gleichheit entspricht. Bei drei oder mehr Ansatzpunkten kann maximal
einer die Tiefe 1 haben, alle anderen haben eine grofere Tiefe. Im Fall / liegt der
Ansatzpunkt fiir die Anwendung des urspriinglichen Axioms (1) frithestens in der
Tiefe zwei, da vorher sowohl Funktionsparameter als auch Funktionswert gleich-
gesetzt werden miissen. Das bedeutet, dafl sowohl die linke Seite (mit wenigstens
einem Split), als auch die rechte Seite der Axiomengleichung (mit genau einem
Split) angeglichen werden miissen. Bei allen Betrachtungen wird jeweils die Tran-
sitivitdt der Gleichheit als x = y Ay = 2z — x = 2z angenommen, auch wenn diese
bei der Konfiguration PM, in der Form x =y Au =2 Av =y — u = v denkbar
wire. In der Konfiguration PM; ist die Einstellung des i1fstate setheo_split
unbedeutend fiir die gemachten Untersuchungen.
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Alle bis jetzt durchgefiihrten Betrachtungen bezogen sich auf ein umgeformtes
Axiom (beziehungsweise eine umgeformte Funktionendefinition). Werden prak-
tisch alle (bedingten) Gleichungen entsprechend umgeformt, so kann sich die
Tiefenreduzierung folglich vergréflern. Hierbei mufl beachtet werden, daf§ sich
die Optimierung iiber alle Teile des Beweisbaumes gleichzeitig erstreckt, so dafl
die oben genannten Abschéitzungen nicht einfach addiert werden kénnen.

Da die Umformung der Axiome auf einer Einbeziehung der Paramodulation be-
ruht, stellt sich die Frage, inwiefern die Paramodulationsaxiome noch gebraucht
werden. Dabei sind zwei mogliche Félle zu unterscheiden:

1. Nachweis der Gleichheit durch Berechnen der Funktionswerte und

2. Nachweis der Gleichheit durch Parametervergleich.

Im 1. Fall sind die Paramodulationsaxiome nicht mehr notwendig, da eines der
Funktionsaxiome angewandt werden mufl und die Paramodulation dabei reali-
siert werden kann. Im 2. Fall sind die Paramodulationsaxiome noch notwendig,
allerdings ist die Aufgabenstellung untypisch. Um die Paramodulationsaxiome
grundsétzlich einsparen zu konnen, ist eine entsprechende Taktik notwendig. Die-
se generiert fiir eine zu beweisende Aussage f(p1,...,pn) = f(q1,--.,Gn) 1 neue
Gleichungen p; = q1,...,pn = ¢u, Wobei pi—; _, und g—; ., beliebige Terme
sind.

Die Transitivitdt der Gleichheit sollte nicht grundsétzlich ausgeschlossen werden,
da im allgemeinen nicht alle Funktionen als bedingte Gleichung (1) beschrieben
werden und so auch nicht in die paramodulierte Form (2) umgeformt werden
kénnen. Ein Beispiel hierfiir ist die Addition, fiir die meist nur einige Eigen-
schaften, wie Kommutativitit oder Assoziativitit, anstelle einer vollstindigen
Definition angegeben werden.

Zum Abschluf} sei noch ein Beispiel fiir die erfolgreiche Umwandlung der Axiome
angegeben. Die Aufgabe ist eine reine Gleichungsumformungsaufgabe. Die Theo-
rie wird in der urspriinglichen Darstellung angegeben. Die Umformung wird wie
beschrieben durchgefiihrt.

Beispiel 6 :
Aufgabe: f(g(h(g(d),b)),g(h(c,d)),g(b)) = g(a)

Axiome:

fla,b,c) =d

gla) =d,g(b) = c,g(c) =b,g(d) = a
h(a,b) = d, h(c,d) = ¢

Dann werden die folgenden Konfigurationen betrachtet.
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Tabelle 2: Vergleich Konfigurationen: Axiomendarstellung

Konfiguration Tiefe Zeit
K1 6 139.75s
K2 5 0.30 s
K3 5 0.03 s
K4 4 0.05s
K5 4 0.03 s

e K1: angegebene (urspriingliche) Axiomendarstellung mit Paramodulations-
axiomen (einzeln) und mit Transitivitdt der Gleichheit.

e K2: umgeformte (neue) Axiomendarstellung ohne Paramodulationsaxiome,
mit Transitivitidt der Gleichheit.

e K3: umgeformte (neue) Axiomendarstellung ohne Paramodulationsaxiome
und ohne Transitivitidt der Gleichheit.

e K4: beide Axiomendarstellungen (neue Axiomendarstellung + Hinzunahme
von Fakten) ohne Paramodulationsaxiome, mit Transitivitéit der Gleichheit.

e K5: beide Axiomendarstellungen (neue Axiomendarstellung + Hinzunah-
me von Fakten) ohne Paramodulationsaxiome und ohne Transitivitdt der
Gleichheit.

In Tabelle 2 werden die bendttigten Beweistiefen und Beweiszeiten SETHEO
(SPARC-10, Zeiten in Sekunden) fiir diese Aufgabe beziiglich der einzelnen Konfi-
gurationen dargestellt. Durch die neue Axiomendarstellung konnte nicht nur eine
Tiefenstufe eingespart werden, sondern auch die bendtigte Zeit wurde drastisch
verkiirzt. Die Hinzunahme der Fakten in den Konfiguration K4 und K5 verkiirzt
die Tiefe noch einmal um eine Stufe. Insgesamt waren die Konfigurationen K2
bis K5 um Groéflenordnungen schneller als die Konfiguration K1.
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4 Losung der Beispielaufgabe

In diesem Abschnitt wird die Losung der Beispielaufgabe angegeben. Es wer-
den die in dieser Arbeit beschriebenen Systeme und Hilfsmittel angewandt. Die
zu beweisende Formel wird auf einfachere Teilprobleme zuriickgefiihrt. Die da-
bei entstehenden Teilprobleme und die Rechtfertigung fiir diesen Schritt werden
angegeben. Diese Problemzerlegung wird durchgefiihrt, bis das betreffende Teil-
problem durch SETHEO losbar ist.

Formeln, die Annahmen sind, (also nicht zu beweisen sind!), werden mit einem
»A“ vor der Formelnummer gekennzeichnet.

Zunichst wird auf die Formel

Vo € N3Vt € IN : F(x,t) = G(x, Mz, 1)) [1,0]
Induktion iiber ¢ angewendet (~» [1,1], [1,2]). Der Induktionsanfang
Vo € IN? : F(z,0) = G(x, A\(z,0)) 1,2]

wird durch SETHEO im Beweis 3 gelost. Beim Induktionsschritt [1,1] wird der
Allquantor der Induktionsvariablen abbgebaut (~ [2,0], A[2,1]), und ansch-
liessend Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehauptung getrennt (~ [3,0],
A[3,1]). An der Induktionsbehauptung [3,0] wird dann der V-Quantor beziiglich
der (Zustands-)Variablen z eleminiert (~ [4,0], A[4,1]). Die Formel
F(triple;,nat; + 1) = G(z, A(triple;, nat; + 1)) [4,0]
wird durch SETHEO im Beweis 5 unter Zuhilfenahme von [4,2] und [4,3] gelost.
Auf die Formel

Ve € N3Vt € IN Vty € IN : G(z,t, + ty) = G(G(x, 1), ts) 4,3]
wird Induktion (iiber der Variablen ty) angewandt (~ [4,4], [4,5]). Der Indukti-
onsanfang

Vo e IN? Vt; € IN : G(.Z‘,tl + 0) = G(G(.Z‘,tl), 0) [4,5]
wird durch SETHEO im Beweis 7 gelost. Beim Induktionsschritt [4,4] wird der
Allquantor der Induktionsvariablen abbgebaut (~ [5,0], A[5,1]). Aanschliessend
werden Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehauptung getrennt (~ [6,0],
A[6,1]). Die Induktionsbehauptung

Vo € IN* Vit € IN : G(x,t1 + naty + 1) = G(G(z, t1), naty + 1) 6,0]
wird durch SETHEO im Beweis 8 gelost.

Sei im folgenden « := F(triple;, nat;). Dann wird die Formel

fla) = g(a, () [4,2]
mittels Fallunterscheidung bewiesen (~ [4,6], [7,0], [7,1], [7,2]). Die Alternative
ps(@) >0V (ps(a) = 0 Apy(a) > 0) V (ps(a) = 0 A pa(a) = 0) [4,6]

wird durch SETHEO im Beweis 11 gelost. Im 1.Fall [7,2] werden Voraussetzung
und Behauptung getrennt (~ [8,0], A[8,1]) und mit Hilfe ihrer 3 Projektion [8,2],
[8,3] und [8,4] durch SETHEO im Beweis 18 gelost. Die 3 Projektionen

fila) = gi(a, (@) 8,2]
f2(a) = g2(a, l(a)) 8,3]
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f3(er) = g3(a, () [8,4]
werden jeweils unter Zuhilfenahme der Formel [7,3] und der Fallannahme A[8,1]
durch SETHEO im Beweis 13, 15 und 17 gel6st. Die eingefiigte Formel [7,3] wird
spiter bewiesen.

Der zweite Fall [7,1] wird &hnlich dem ersten behandelt. Zunéchst werden Voraus-
setzung und Behauptung getrennt (~ [9,0], A[9,1]) und mit Hilfe der 3 Projektion
[9,2], [9,3] und [9,4] durch SETHEO im Beweis 26 gelost. Die 3 Projektionen [9,2],
[9,3] und [9,4] werden wieder jeweils unter Zuhilfenahme der Formel [7,4] und der
Fallannahme A[9,1] durch SETHEO im Beweis 21, 23 und 25 geldst. Man beachte,
daf die Formeln [8,2] und [9,2], [8,3] und [9,3], [8,4] und [9,4] jeweils gleich sind,
die Fallannahmen A[8,1] und A[9,1] aber verschieden. Die eingefiigte Formel [7,4]
wird ebenfalls spiter bewiesen.

Im dritten Fall [7,0] werden Voraussetzung und Behauptung getrennt (~ [10,0],
A[10,1]) und mit Hilfe der 3 Projektion [10,3], [10,4] und [10,5] durch SETHEO im
Beweis 36 gelost. Die 3 Projektionen [10,3], [10,4] und [10,5] werden jeweils unter
Zuhilfenahme der Formel [10,2] und der Fallannahme A[10,1] durch SETHEO im
Beweis 31, 33 und 35 geldst. Auch hier sind wieder die Formeln [8,2] und [10,3],
[8,3] und [10,4], [8,4] und [10,5] jeweils gleich, aber die Fallannahmen A[8,1] und
A[10,1] verschieden. Die eingefiigte Formel

(@) =0+1 [10,2]
dient der Anwendung der Rekursionsaxiome fiir die G;= 23, und wird mit Hilfe
der Fallannahme A[10,1] durch SETHEO im Beweis 29 gelost.

Die eingefiigte Formel

Ve € IN* Vit € IN : py(x) > 0Nt < p3(z) = Gi(z,t) = pr(x) +t A Gy(z,t) =
pa(z) A Gs(z,t) =ps(x) —t [7,3]
wird mittels Induktion iiber ¢ aufgeldst (~ [7,5], [7,6]). Der Induktionsanfang
[7,6] wird durch SETHEO im Beweis 39 gelost. Beim Induktionsschritt [7,5] wird
zunéichst der Allquantor der Induktionsvariablen elimiert (~ [11,0], A[11,1]), und
dann in Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehauptung aufgesplittet (~»
[12,0], A[12,1]). Dann wird der Allquantor der (Zustands-)variablen elimiert (~
[13,0], A[13,1]), und anschliessend die Implikation in Voraussetzung und Behaup-
tung aufgesplittet (~ [14,0], A[14,1]). SchlieBlich wird die Konjunktion rekursiv
abgebaut (~ [14,2], [14,3] (~ [14,4], [14,5])). Die Formel

G1(triples, nats + 1) = py(triples) + (nats + 1) [14,2]
wird durch SETHEO im Beweis 46 mit Hilfe der Formeln [14,6] und [14,7] gelost.
Die eingefiigte Formel

inc(G1(tripley, nats)) = py(triples) + (nats + 1) [14,7]
wird durch SETHEO im Beweis 44 mit Hilfe der Formeln [14,6] und den Annah-
men A[12,1] und A[14,1] gelost. Die Formel

Go(triples, nats + 1) = py(triples) [14,4]
wird durch SETHEO im Beweis 48 mit Hilfe der Formel [14,6] und Annahmen
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A[12,1] und A[14,1] gelsst. Die Formel

Gs(triples, nats + 1) = ps(triples) — (nats + 1) [14,5]
wird durch SETHEO im Beweis 54 mit Hilfe der Formeln [14,6] und [14,9] gelost.
Die eingefiigte Formel

dec(Gs(triples, nats)) = ps(triples) — (nats + 1) [14,9]
wird ihrerseits durch SETHEO im Beweis 53 mit Hilfe der Formeln [14,6] und
[14,8] und den Annahmen A[12,1] und A[14,1] gelost. Die eingefiigte Formel
(ps(triples) — nat3) — 1 = ps(triples) — (nats + 1), ps(triples) — nats > 0 [14,8]
wird durch SETHEO im Beweis 50 und 51 mit Hilfe der Annahme A[14,1] gel6st.
Die eingefiigte Formel

nats < ps(triples), Gs(triples, nats) > 0 [14,6]
wird durch SETHEO im Beweis 41 und 42 mit Hilfe der Annahmen A[12,1] und
A[14,1] geldst.

Als letztes mufl noch die eingefiigte Formel

Ve € IN* Vit € IN : p3s(z) = 0Apa(z) > 0Nt < po(z) — Gy, t) =
pi(x) +t A Ga(z,t) = pa(x) —t A Gs(z,t) =0 [7,4]
bewiesen werden. Diese wird mittels Induktion iiber ¢ aufgelost (~ [7,7], [7,8]).
Der Induktionsanfang [7,8] wird durch SETHEO im Beweis 57 gelost. Beim Induk-
tionsschritt [7,7] wird zunéchst der Allquantor der Induktionsvariablen elimiert
(~ [15,0], A[15,1]), und dann in Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehaup-
tung aufgesplittet (~ [16,0], A[16,1]). Dann wird der Allquantor der (Zustands-
Jvariablen elimiert (~ [17,0], A[17,1]), und anschliessend die Implikation in Vor-
aussetzung und Behauptung aufgesplittet (~ [18,0], A[18,1]). Schlieflich wird die
Konjunktion rekursiv abgebaut (~ [18,2], [18,3] (~ [18,4], [18,5])). Die Formel
G\ (triples, naty + 1) = py(triples) + (naty + 1) [18,2]
wird durch SETHEO im Beweis 65 mit Hilfe der Formeln [18,6] und [18,7] gelost.
Die eingefiigte Formel

inc(G1(triples, naty)) = py(triples) + (naty + 1) [18,7]
wird durch SETHEO im Beweis 63 mit Hilfe der Formel [18,6] und den Annahmen
A[16,1] und A[18,1] gelost. Die Formel

Gy(triples, naty + 1) = pa(triples) — (naty + 1) [18,4]
wird durch SETHEO im Beweis 72 mit Hilfe der Formeln [18,6] und [18,9] gelost.
Die eingefiigte Formel

dec(Gs(triples, nats)) = ps(triples) — (nats + 1) [18,9]
wird ihrerseits durch SETHEO im Beweis 70 mit Hilfe der Formeln [18,6] und
[18,8] sowie den Annahmen A[16,1] und A[18,1] gelost. Die eingefiigte Formel
(p2(triples) — naty) — 1 = po(triples) — (naty + 1), po(triples) — naty > 0 [18,8]
wird durch SETHEO im Beweis 67 und 68 mit Hilfe der Annahme A[18,1] gel6st.
Die Formel

Gs(triples,naty +1) =0 [18,5]
wird durch SETHEO im Beweis 73 mit Hilfe der Formel [18,6] gelost. Die ein-
gefiigte Formel
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naty, < po(triples) A Gs(triples, naty) = 0 A Gy(triples, naty) > 0 [18,6]
wird durch SETHEO im Beweis 59, 60 und 61 mit Hilfe der Annahmen A[16,1]
und A[18,1] gelost.
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5 Schluf3folgerungen

Die folgende Tabelle zeigt die durch die einzelnen verschiedenen Beweiserstra-
tegien erreichten Beweiserfolge und Beweiszeiten. Es ist zu erkennen, dafl der
parallele Einsatz mehrerer Beweiserparametrisierungen zu einer erheblichen Be-
weiszeitverkiirzung fiihrt. Das ist insbesondere beim Einsatz automatischer Be-
weiser in interaktiven Umgebungen unverzichtbar. Setzt man etwa voraus, dafl
die gesamte einem Beweiser zur Verfiigung stehende Zeit, einschliefilich der hier
nicht mit erfafliten Compilationszeit, sich im interaktiven Betrieb in einer Gréflen-
ordnung von 30 bis 60 Sekunden bewegt, werden viele Aufgaben iiberhaupt erst
16sbar, indem ein paralleler Beweiser eingesetzt wird.

Name dr, dyn2 dr, dyn5 dr wdr, dyn2 wdr, dyn5 wdr

Tf Inf Zeit Tf Inf Zeit Tf Inf Zeit Tf Inf Zeit Tf Inf Zeit Tf Inf Zeit
ilf_11 3 5 0.32 3 5 0.27 3 5 0.35 4 5 0.46 4 5 0.49 4 5 0.32
ilf_13 5 12 0.90 5 12 0.65 5 12 1.05 6 12 1.09 6 12 1.05 6 12 0.76
ilf_15 5 12 0.91 5 12 0.69 5 12 1.05 6 12 1.04 6 12 1.02 6 12 0.71
ilf_17 5 15 6.76 5 15 4.31 5 15 32.24 6 14 12.95 6 14 12.38 6 15 13.89
ilf_18 5 13 2.96 5 13 2.07 5 13 1.42 6 13 102.59 6 13 104.12 6 13 26.76
ilf_21 5 15 0.96 5 15 0.68 5 15 1.16 6 15 1.25 6 15 1.14 6 15 0.87
ilf_23 5 18 8.15 5 18 5.38 5 18 48.20 6 17 16.07 6 17 15.27 6 18 19.80
ilf_25 5 16 0.95 5 16 0.68 5 16 1.51 6 15 2.03 6 15 1.97 6 16 3.41
ilf_26 5 13 3.84 5 13 2.60 5 13 1.53 6 13 162.13 6 13 159.09 6 13 38.09
ilf_29 4 9 0.27 4 9 0.21 4 9 0.26 5 9 0.27 5 9 0.26 5 9 0.33
ilf_3 4 8 0.39 4 8 0.30 4 8 0.42 5 8 0.62 5 8 0.59 5 8 0.26
ilf_31 6 21 27.56 6 21 18.13 6 21 17.45 7 20 1884.54 7 20 1889.71 7 -
i1f_33 6 21 26.62 6 21 17.79 6 21 18.83 7 25 1998.04 7 25 2006.69 7 -
ilf_35 6 19 27.28 6 19 18.08 6 19 18.62 7 18 1965.88 7 18 1980.08 7 -
i1f_36 5 13 4.28 5 13 2.96 5 13 1.49 6 13 215.01 6 13 213.82 6 13 39.87
i1f_39 3 9 0.37 3 9 0.26 3 9 0.36 5 10 16.60 5 10 0.44 5 10 0.30
ilf_41 3 3 0.41 3 3 0.30 3 3 047 3 3 0.42 3 3 0.44 3 3 0.37
ilf_42 5 9 240.41 5 9 09.15 5 9 T7.31 5 9 3.87 5 9 3.30 5 9 2.11
ilf_44 4 9 3.20 4 9 2.27 4 9 0.43 5 10 2.44 5 10 2.41 5 9 043
ilf_46 5 - 5 - 5 11  2.35 6 11 461.18 6 11 463.33 5 11 2.18
ilf_48 5 12 33.67 5 12 21.85 5 12 2.29 5 12 4.90 5 12 4.82 5 12 2.14
ilf_5 5 13 0.50 5 13 0.33 5 16 2.08 6 12 2.10 6 12 2.03 6 13 0.91
ilf_50 3 3 0.42 3 3 0.36 3 3 0.48 3 3 0.49 3 3 0.47 3 3 0.32
ilf_51 4 4 0.47 4 4 0.35 4 4 0.56 4 4 0.53 4 4 0.46 4 4 0.34
ilf_53 4 9 1.11 4 9 0.79 4 9 0.63 5 9 1.10 5 9 1.03 5 9 0.64
ilf_54 5 - 5 - 5 11 2.29 6 11 416.31 6 11 418.62 5 11 2.21
ilf_57 3 11 0.58 3 11 0.30 3 11 0.43 5 12 174.33 5 12 20.44 5 12 12.11
ilf_59 3 3 0.43 3 3 0.33 3 3 0.45 3 3 0.47 3 3 0.45 3 3 0.35
ilf_60 4 6 0.60 4 6 0.43 4 6 0.57 4 6 0.56 4 6 0.53 4 6 0.38
ilf_ 61 5 10 324.71 5 11 18.60 5 11 18.51 5 10 3.85 5 10 3.68 5 10 2.42
i1f_63 4 10 4.20 4 10 2.63 4 10 0.50 5 11 3.03 5 11 2.99 5 10 0.44
ilf_65 5 - 5 - 5 14 2.43 6 - 6 - 6 14 8.03
ilf_ 67 3 3 0.44 3 3 0.34 3 3 0.52 3 3 0.46 3 3 0.55 3 3 0.34
i1f_68 4 4 0.48 4 4 0.37 4 4 0.49 4 4 0.51 4 4 0.57 4 4 0.35
ilf_7 3 5 0.20 3 5 0.14 3 5 0.19 4 5 0.27 4 5 0.24 4 5 0.20
ilf_70 4 10 1.11 4 10 0.76 4 10 0.46 5 10 0.99 5 10 0.96 5 10 0.54
ilf_72 5 - 5 - 5 14 2.39 6 - 6 - 6 14 8.06
ilf_73 5 - 5 10 20.28 5 10 2.32 5 8 1.74 5 8 1.75 5 8 0.53
ilf_8 4 10 0.71 4 10 0.45 4 10 0.76 5 10 2.52 5 10 2.86 5 10 1.64

Prinzipiell wurde durch die in dieser Arbeit beschriebene Studie nachgewiesen,
dafl der Einsatz von automatischer Beweisertechnologie in einer interaktiven Be-
weisumgebung ein handhabbares Mittel zur Erfiillung von Verifikationsaufgaben

1st.
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Anhang: Ein Beispiel fiir einen maschinell gefun-
denen Teilbeweis

Im folgenden sei der Beweis fiir den oben beschriebenen Beweisereinsatz 33 pro-
tokolliert. Dieser Beweis wurde deshalb ausgewihlt, weil er einer der komplexeren
Beweise ist und an den automatischen Beweiser von den gelosten Aufgaben mit
die héchsten Anforderungen stellte.

Das Beweisziel dieses Problems ist die Gleichheit der 2.Komponenten der Terme
f(@) und G(a,l(e)) im (3.)Fall @ € Zy, d.h. die zweite und dritte Komponente
von « ist jeweils Null. Aus der Tatsache a € Z; ergibt sich {(a) = 1 und somit
G(a,l(a)) = g(a). Die Gleichheit der 2.Komponenten der Terme f(a) und g(«)
folgt dann aus den partiellen Uberfiihrungsfunktionen.

Die hohen Anforderungen fiir den automatischen Beweiser ergeben sich aus der
Tiefe der Termstrukturen. Die unten angegebene Theorie ermdglicht es nur in
kleinen Schritten, diese Strukturen abzubauen. Dieses geschieht durch vielfache
Anwendung der split-Axiome sowie der Transitivitit der Gleichheit.

Die .lop-Formulierung des Problems

#clausename ax(f2,7,def_fu,definitionl)
eqq(to(nat,nat) ,f2(tr_nat,_984) ,p2(tr_nat,_984)) <-
greater(nat,p3(tr_nat,_984),cc0).
#clausename ax(f2,7,def_fu,definition2)
eqq(to(nat,nat) ,f2(tr_nat,_984),cc0) <-
eqq(to(nat,nat) ,p3(tr_nat,_984),cc0),
greater(nat,p2(tr_nat,_984),cc0).
#clausename ax(f2,7,def_fu,definition3)
eqq(to(nat,nat) ,f2(tr_nat,_984) ,p2(tr_nat,_984)) <-
eqq(to(nat,nat) ,p3(tr_nat,_984),cc0),
eqq(to(nat,nat) ,p2(tr_nat,_984),cc0).
#clausename ax(g2,?,def_fu,definitionl)
eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,_984),p2(tr_nat,_984)) <-
greater(nat,p3(tr_nat,_984),cc0).
#clausename ax(g2,?,def_fu,definition2)
eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,_984) ,dec(nat,p2(tr_nat,_984))) <-
eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,_984),cc0),
greater(nat,p2(tr_nat,_984),cc0).
#clausename ax(g2,?,def_fu,definition3)
eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,_984),p2(tr_nat,_984)) <-
eqq(to(nat,nat) ,p3(tr_nat,_984),cc0),
eqq(to(nat,nat) ,p2(tr_nat,_984),cc0).
#clausename ax(gg,ra,rek_def,rekursionsanfang)
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eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,_984,cc0),_984).
#clausename ax(gg,rs,rek_def,rekursionsschritt)
eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,_984,plus(nat,_987,ccl)), \
g(tr_nat,gg(tr_nat,_984,_987))).
#clausename ax(gg2,ra,rek_def,rekursionsanfang)
eqq(to(nat,nat) ,gg2(tr_nat,_984,cc0) ,p2(tr_nat,_984)).
#clausename ax(gg2,rs,rek_def,rekursionsschritt)
eqq(to(nat,nat) ,gg2(tr_nat,_984,plus(nat,_987,ccl)), \
g2(tr_nat,k(tr_nat,ggl(tr_nat,_984,_987), \
gg2(tr_nat,_984,_987),gg3(tr_nat,_984,_987)))).
#clausename ax(gg,k,lem,komposition)
eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,_984,_985), \
k(tr_nat,ggl(tr_nat,_984,_985), \
gg2(tr_nat,_984,_985),gg3(tr_nat,_984,_985))).
#clausename A[3,1]
eqq(to(tr_nat,tr_nat) ,ff(tr_nat,_984,natl(skolem)), \
gg(tr_nat,_984,lambdaq(tr_nat,_984,natl(skolem)))).
#clausename A[10,1] 1.Teil
eqq(to(nat,nat) ,p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(skolem), \
natl(skolem))),ccO).
#clausename A[10,1] 2.Teil
eqq(to(nat,nat) ,p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(skolem), \
natl(skolem))),ccO).
#clausename [10,2]
eqq(to(nat,nat),l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(skolem),natl(skolem))), \
plus(nat,ccO,ccl)).
#clausename ref
eqq(to(_973,_973),_975,_975).
#clausename sym
eqq(to(_973,_974),_975,_976) <-
eqq(to(_974,_973),_976,_975).
#clausename trans
eqq(to(_973,_974),_975,_976) <-
eqq(to(_973,_981),_975,_983),
eqq(to(_981,_974),_983,_976).
#clausename split(+(nat),1)
eqq(to(nat,nat) ,plus(nat,_981,_982),plus(nat,_985,_982)) <-
eqq(to(nat,nat),_981,_985).
#clausename split(+(nat),2)
eqq(to(nat,nat) ,plus(nat,_981,_982),plus(nat,_981,_986)) <-
eqq(to(nat,nat),_982,_986).
#clausename split(>(nat),1)
greater(nat,_977,_978) <-
greater(nat,_982,_978),
eqq(to(nat,nat),_977,_982).
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#clausename split(>(nat),1)

greater(nat,_977,_978) <-
greater(nat,_977,_983),
eqq(to(nat,nat),_978,_983).

#clausename split(dec(nat),1)

eqq(to(nat,nat) ,dec(nat,_981) ,dec(nat,_984)) <-
eqq(to(nat,nat),_981,_984).

#clausename split(f(tr_nat),1)

eqq(to(nat,nat) ,f2(tr_nat,_981) ,f2(tr_nat,_984)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).

#clausename split(ff(tr_nat),1)

eqq(to(tr_nat,tr_nat) ,ff(tr_nat,_981,_982),ff(tr_nat,_985,_982)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).

#clausename split(ff(tr_nat),2)

eqq(to(tr_nat,tr_nat) ,ff(tr_nat,_981,_982),ff(tr_nat,_981,_986)) <-
eqq(to(nat,nat),_982,_986).

#clausename split(g(tr_nat),1)

eqq(to(tr_nat,tr_nat),g(tr_nat,_981),g(tr_nat,_984)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).

#clausename split(g2(nat),1)

eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,_981),g2(tr_nat,_984)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).

#clausename split(gg(tr_nat),1)

eqq(to(tr_nat,tr_nat) ,gg(tr_nat,_981,_982),gg(tr_nat,_985,_982)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).

#clausename split(gg(tr_nat),2)

eqq(to(tr_nat,tr_nat) ,gg(tr_nat,_981,_982),gg(tr_nat,_981,_986)) <-
eqq(to(nat,nat),_982,_986).

#clausename split(ggl(nat),1)

eqq(to(nat,nat),ggl(tr_nat,_981,_982),ggl(tr_nat,_985,_982)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).

#clausename split(ggl(nat),2)

eqq(to(nat,nat),ggl(tr_nat,_981,_982),ggl(tr_nat,_981,_986))
eqq(to(nat,nat),_982,_986).

#clausename split(gg2(nat),1)

eqq(to(nat,nat) ,gg2(tr_nat,_981,_982),gg2(tr_nat,_985,_982)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).

#clausename split(gg2(nat),2)

eqq(to(nat,nat) ,gg2(tr_nat,_981,_982),gg2(tr_nat,_981,_986)) <-
eqq(to(nat,nat),_982,_986).

#clausename split(gg3(nat),1)

eqq(to(nat,nat),gg3(tr_nat,_981,_982),gg3(tr_nat,_985,_982)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).

#clausename split(gg3(nat),2)

eqq(to(nat,nat) ,gg3(tr_nat,_981,_982),gg3(tr_nat,_981,_986)) <-

A
|
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eqq(to(nat,nat),_982,_986).
#clausename split(k(tr_nat),1)
eqq(to(tr_nat,tr_nat) ,k(tr_nat,_981,_982,_983), \
k(tr_nat,_986,_982,_983)) <-
eqq(to(nat,nat),_981,_986).
#clausename split(k(tr_nat),2)
eqq(to(tr_nat,tr_nat) ,k(tr_nat,_981,_982,_983), \
k(tr_nat,_981,_987,_983)) <-
eqq(to(nat,nat),_982,_987).
#clausename split(k(tr_nat),3)
eqq(to(tr_nat,tr_nat) ,k(tr_nat,_981,_982,_983), \
k(tr_nat,_981,_982,_988)) <-
eqq(to(nat,nat),_983,_988).
#clausename split(l(nat),1)
eqq(to(nat,nat) ,1(tr_nat,_981),1(tr_nat,_984)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).
#clausename split(lambdaq(nat),1)
eqq(to(nat,nat) ,lambdaq(tr_nat,_981,_982),lambdaq(tr_nat,_985,_982)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).
#clausename split(lambdaq(nat),2)
eqq(to(nat,nat),lambdaq(tr_nat,_981,_982),lambdaq(tr_nat,_981,_986)) <-
eqq(to(nat,nat),_982,_986).
#clausename split(p2(nat),1)
eqq(to(nat,nat) ,p2(tr_nat,_981) ,p2(tr_nat,_984)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).
#clausename split(p3(nat),1)
eqq(to(nat,nat) ,p3(tr_nat,_981) ,p3(tr_nat,_984)) <-
eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).
#clausename goal(33)
<- eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(skolem),natl(skolem))),\
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(skolem),natl(skolem)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(skolem),natl(skolem))))).
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Das Beweisprotokoll

SAM V3.3 Copyright TU Munich (December 22, 1995)

Options : -dr -cons -dynsgreord 5 ilf_33

using antilemma-constraints
using regularity-constraints
using tautology-constraints
using subsumption-constraints

Start proving...

-d: 2 time < 0.01 sec
-d: 3 time < 0.01 sec
-d: 4 time = 0.11 sec
-d: 5 time = 10.91 sec
-d: 6 time = 6.58 sec

inferences = 23 fails =
inferences = 193 fails =
inferences = 2317 fails =
inferences = 205908 fails =

124415 fails =

inferences

kkokkokkkk SUCCESS kkskskskokskokokokokk

Number of inferences in proof
- E/R/F/L

Intermediate free variables
Intermediate inferences
Intermediate open subgoals
Generated antilemmata
Number of unifications

- E/R/F/L
Number of generated constraints

- anl/reg/ts
Number of fails

- unification

- depth bound

- constraints

- anl/reg/ts

Number of folding operations

- one level

- root
Instructions executed
Abstract machine time (seconds)
Overall time (seconds)

21
21/ 0/ o/
8
23
5
2353
332856
256931/ 0/ 75925/
27280
5407/ 12245/ 9628
599238
296022
280406
22810
1594/ 7658/ 13558
2648
1
2648
1129102
17.61
17.79
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4442
367366
226970
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Der maschinell generierte Beweisbaum

[
["query__,[ 0 , ext__(0.1,45.1) 1 ,[

[ query__ 1,

[“eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk))), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk))))),[ 1 , ext__(45.2,17.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk))), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk))))) 1 ,

["eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)))), \
f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl1(sk)))),[ 2 , ext__(17.2,18.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),natl(sk)))), \
f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)))) 1 ,

["eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)))), \
g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)),cc0))), \
[ 3, ext__(18.2,18.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)))), \
g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)),cc0))) 1 ,

["eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)))), \
g2(tr_nat,k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0), \
gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0)))),[ 4 , ext__(18.2,18.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),natl(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),natl(sk)))), \
g2(tr_nat,k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0), \
gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),natl(sk)),cc0)))) 1 ,

["eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff (tr_nat,tr_nati(sk),natl(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),natl(sk)))), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)),plus(nat,ccO,ccl))), \

[ 5, ext__(18.2,34.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)), \
1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)))), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),plus(nat,ccO,ccl))) 1 ,

[“eqq(to(nat,nat),1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nat1(sk))),plus(nat,ccO,ccl)), \
[ 6, ext__(34.2,15.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),l1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk))),plus(nat,ccO,ccl)) ]

11

11,

[“eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),natl(sk)),plus(nat,ccO,ccl)), \
g2(tr_nat,k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0), \
gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0)))),[ 7 , ext__(18.3,10.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),plus(nat,ccO,ccl)), \

g2(tr_nat,k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0), \
gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)),cc0)))) 1]

11

11,
["eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nat1(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0), \
gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0))), \
g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0))),[ 8,ext_(18.3,17.1)]1,[
[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0), \
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gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),natl(sk)),cc0))), \
g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)),cc0))) 1 ,
[“eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0)), \

g2(tr_nat,k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0), \
gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0)))),[ 9 , ext__(17.2,28.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0)), \
g2(tr_nat,k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0), \
gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)),cc0)))) 1 ,

["eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \
k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),natl(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natli(sk)),cc0), \
gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0))),[ 10 , ext__(28.2,11.1) 1 ,[

[ eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \

k(tr_nat,ggl(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \
gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)),cc0), \
gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0))) 1]

11

11
11

11,
["eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)),cc0)), \
f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati1(sk)))),[ 11 , ext__(18.3,18.1) 1 ,[
[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)),cc0)), \
f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)))) ] ,
["eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)),cc0)), \
p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nat1(sk)))),[ 12 , ext__(18.2,18.1) 1 ,[
[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0)), \
p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)))) 1 ,
[“eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk)),cc0)), \
g2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)))),[ 13 , ext__(18.2,28.1) 1 ,[
[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0)), \
g2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)))) 1 ,
[“eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nat1(sk)),cc0), \
ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk))),[ 14 , ext__(28.2,7.1) 1 ,[
[ eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk)),cc0), \
ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk))) 1]
11

11,
[“eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk))), \
p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)))),[ 15 , ext__(18.3,6.1) 1 ,[
[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk))), \
p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)))) 1 ,
[“eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk))),cc0), \
[ 16 , ext__(6.2,13.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk))),cc0) ]
11,
["eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natli(sk))),cc0), \

[ 17 , ext__(6.3,14.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk))),cc0) ]

11

11

11,
[“eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk))), \
f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)))),[ 18 , ext__(18.3,17.1) 1 ,[
[ eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk))), \
f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nati(sk)))) 1 ,
[“eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk))), \

ol



p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nati(sk),nat1(sk)))),[ 19 , ext__(17.2,3.1) 1 ,[
[ eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk))), \

p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nati(sk)))) 1 ,
[“eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk))),cc0), \

[ 20 , ext__(3.2,13.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk))),cc0) ]
11,
[“eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),nat1(sk))),cc0), \

[ 21, ext__(3.3,14.1) 1 ,[

[ eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_natl(sk),natl(sk))),cc0) ]

11

11
11
11
11
11

11
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Beweis in natiirlichsprachiger Darstellung

A Proof from the ILF Server*

Setheo
Kmoch

April 8, 1997

Axiom 0.1 (handle[10,2]) I(F(triple;,nat;)) =0+ 1.
Axiom 0.2 (split(gg2(nat),2)) (A= B) — (G2(C, A) = G»(C, B)).

Axiom 0.3 (recursionstep of Gq)
G2(A, B+ 1) = g2(k(G1(4, B), G2(A, B),G5(A, B))).

Axiom 0.4 (transitivity) (A=B) A (B=C) —» (A=0C).

Axiom 0.5 (lemma of composition of G)
G(A: B) = k(Gl("L B) GZ(A7 B); GB(AY B))

Axiom 0.6 (split(g2(nat),1)) (A= B) — (g2(4) = g2(B)).

Axiom 0.7 (symmetry) (A= B) — (B=A).

Axiom 0.8 (recursionstart of G) G(A,0) = A.

Axiom 0.9 (assumption[10,1]) ps(F(triple;, nat,)) = 0.

Axiom 0.10 (assumption[10,1]) po(F (triple;, naty)) = 0.

Axiom 0.11 (definition 3 of ¢2) (ps(A) =0) A (p2(4) =0) — (g2(A4) = p2(A4)).
Axiom 0.12 (definition 3 of f2) (ps(A) =0) A (p2(4) =0) = (f2(4) = p2(A)).

Theorem 0.1 fo(F(triplei,naty)) = Go(F(triplei, naty), ((F(triplei, naty))).

*This manuscript was generated by ILF. The development of ILF was supported by the Deutsche
Forschungsgemeinschaft. For information on ILF contact gehne@mathematik.hu-berlin.de.
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Proof!. We show directly that

fo(F (triples, naty)) = Go(F (tripler, naty), {(F (triple,, nat,))). (1)

Because of split(gg2(nat),2) and by handle[10, 2]

Gy(F (tripley, naty), l(F(tripley, naty))) = Ga(F (tripley, naty),0 + 1). (2)

Because of definition 3 of fo, assumption[10,1], and by assumption[10,1]
fa(F(tripley, naty)) = po(F (tripley, naty)). Hence by symmetry

pe(F(tripler, naty)) = fo(F (tripley, naty)). (3)

Because of definition 3 of go, assumption[10,1], and by assumption[10,1]
go(F(triple;,naty)) = po(F (tripley,naty)). Because of split(g2(nat),1) and by
recursionstart of G g2(G(F(triple;, naty),0)) = go( F(tripley, naty)). Therefore by
transitivity go(G(F (tripley,naty),0)) = pao(F(triples, naty)). Hence by transitivity
and by (3)

92(G(F (tripley, naty),0)) = fo( F(tripley, naty)). (4)

Because

of split(g2(nat), 1) and by lemma of composition of G g2(G(F (triple,,nat,),0)) =
g2(k(G1(F (tripley, naty),0), Go(F(tripley, naty),0), Gs(F (triple;, naty), 0))). Hence by
symmetry

92(k(G1(F (tripley, naty),0), Go(F (tripley, naty), 0), Gs(F(tripley, naty ), 0))) =
92(G(F (tripley, naty), 0)). By (2), by
transitivity, and by recursionstep of Go Go(F (tripler,naty),l(F (triple,, nat,))) =
g2(k(G1(F (tripley, naty),0), Go(F (tripley, naty), 0), Gs(F (tripley, naty ), 0))).
Therefore by transitivity
Go(F (tripley, naty), l(F (tripler, naty))) = g2(G(F(tripley, naty),0)). Hence by
transitivity and by (4) Go(F (tripley, naty), [(F(triple;,naty))) = fo( F(tripley, naty)).
Hence by symmetry fo(F(tripley, naty)) = Go(F (triple, naty), l(F (triple;, naty))).
Thus we have completed the proof of (1).

q.e.d.

1Setheo and IIf
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