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ZusammenfassungAnhand einer Fallstudie aus dem Bereich der Veri�kation eines Mikro-prozessors wird der Einsatz des automatischen Theorembeweisers Setheoin einer interaktiven taktikgesteuerten Beweisumgebung demonstriert. Da-zu wird nach Vorstellung der theoretischen Grundlagen beschrieben, wiedieser Einsatz erfolgt. Es werden die verwendeten Taktiken erl�autert unddie maschinell generierten Beweise angegeben.1
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EinleitungBeim Entwurf von Hardware und Programmen wird h�au�g eine anf�angliche grobeSpezi�kation der erw�unschten Funktionalit�at stufenweise immer weiter verfeinert,bis schlie�lich ein in der verwendeten Programmiersprache formulierbares Pro-gramm oder ein Konstruktionsplan f�ur einen Schaltkreis entsteht. Aufgabe derHardware- oder Software-Veri�kation ist es nun, die Korrektheit der �Uberg�angezwischen den einzelnen Spezi�kationsstufen mittels formaler Methoden zu bewei-sen.Die dabei auftretenden Beweisverp
ichtungen sollen in diesem Bericht an einemBeispiel untersucht werden, welches von Harman und Tucker stammt [7]. Dabeiwird eine Implementation einer Additionsfolge mit maximal 2 Additionen be-trachtet. Die Maschine des h�oheren Abstraktionslevels verf�ugt �uber die Additionnat�urlicher Zahlen, w�ahrend die Maschine des niedrigeren Abstraktionslevels nurinkrementieren und dekrementiern kann. Im ersten Abschnitt werden die f�ur denBeweis der Aufgabe notwendigen theoretischen Grundlagen dargelegt, die Be-weisaufgabe exakt formuliert und die zur L�osung der w�ahrend des Beweises derAufgabe entstehenden Probleme verwendeten Systeme Ilf [1] und Setheo [8]vorgestellt. Im zweiten Abschnitt werden die zur L�osung der Aufgabe erforder-lichen Taktiken entwickelt. Der dritte Abschnitt besch�aftigt sich mit Problemender Theorieauswahl. Im vierten Abschnitt wird die L�osung der Beispielaufgabebeschrieben. Nach Schlu�folgerungen im f�unften Abschnitt �ndet man im An-hang ein Beispiel eines maschinellen Beweises einschlie�lich seiner Darstellungin einer unter Benutzung weiterer Funktionalit�aten von Ilf [3] durchgef�uhrtenmaschinellen �Ubersetzung in nat�urliche Sprache.
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1 Theoretische GrundlagenIn diesem Abschnitt werden Erl�auterungen zum mathematischen Beweisen undzur algebraischen Beschreibung von Objekten gegeben. Au�erdem wird der theo-retische Hintergrund zur Beweisaufgabe besprochen.1.1 Mathematische GrundlagenDie mathematische Grundlage dieses Berichts bildet die Pr�adikatenlogik ersterStufe. Pr�adikatenlogik und Aussagenlogik werden wie in [16] beschrieben voraus-gesetzt. Wir verwenden in diesem Bericht den Pr�adikatenkalk�ul erster Stufe ohnefreie Variablen. Weiterhin werden einige Grundbegri�e aus der Modelltheorie undder Mengenlehre, wie Struktur, (freie) Worthalbgruppe, geordnetes Paar, Kreuz-produkt, rekursive Funktion, rekursive Relation vorausgesetzt. Auch hierbei wirdweitgehend der Darstellung in [16] gefolgt.De�nition 1 .Seien I, J und K Indexmengen. Sei A eine Menge und fi(i 2 I) Funktionen aufA, Sj(j 2 J) Relationen auf A und ak(k 2 K) Konstanten in A, so hei�t dieZusammenstellung A = hA; fi2I ; Sj2J ; ak2Ki eine Struktur.F�ur viele Anwendungen einer Struktur ist die Menge A von komplexer Gestalt.Ebenso sind es auch die Funktionen, Relationen und Konstanten. F�ur die prak-tische Handhabung ist es sinnvoll, die Funktionen, Relationen und Konstantenauf Teilmengen beziehungsweise Tr�agermengen von A zu de�nieren. Daf�ur werdenmehrsortige Strukturen eingef�uhrt. Als Sorte wird eine Klasse von Objekten (Ter-men) bezeichnet. Die Sorte jedes Objektes ist eindeutig bestimmt. Die Mengender Objekte gleicher Sorte sind �Aquivalenzklassen auf A. Die dazugeh�orige �Aqui-valenzrelation ist die Typgleichheit. Dadurch wird es notwendig, die Funktionen,Relationen und Konstanten mit ihren Sorten zu deklarieren. Die Sortenidenti�-kation ist m�oglich als x 2 As (x ist Element der Menge As) oder als x : s (xist von der Sorte s). Oftmals werden die Menge von Elementen einer Sorte unddiese Sorte gleich bezeichnet. Der �Ubergang zu mehrsortigen Strukturen wirdentsprechend der Darstellung in [17] im folgenden beschrieben.De�nition 2 .Sei S eine (nichtleere) Menge von Sorten.1. Eine Menge A hei�t S-sortig, wenn A = (Asjs 2 S).2. Sie ist endlich, wenn die disjunkte Vereinigung �uber alle As(s 2 S) endlichist. 4



3. Seien A und B zwei S-sortige Mengen, dann ist A Teilmenge von B (A �B), wenn As � Bs f�ur alle s 2 S.De�nition 3 .Sei (W (S); �) die Worthalbgruppe �uber S.1. As := As und Aw�s := Aw � As f�ur s 2 S und w 2 W (S).2. Eine Funktion f auf A mit Deklaration [w ! s] ist de�niert als Funktionmit De�nitionsbereich Aw und Wertebereich As.3. Eine Relation S auf A mit Deklaration [w] ist de�niert als Relation auf Aw.4. Eine Konstante a in A mit Deklaration [s] ist de�niert als Konstante in As.Die Worthalbgruppe �uber S ist frei, das hei�t sie enth�alt keine nichttrivialenGleichungen. Mit � wird die Menge der Deklarationen �uber A bezeichnet. DieGleichheit wird jeweils f�ur jede Sorte vorausgesetzt. Die einzelnen Gleichheitsre-lationen werden in ihrer Schreibweise identi�ziert. Im weiteren werden die (mehr-sortige) Menge A und die Sortenmenge S nicht explizit angegeben, sondern nurihre Tr�agermengen As(s 2 S).De�nition 4 .Seien A = (Asjs 2 S) eine mehrsortige Menge und fi(i 2 I) Funktionen mitDeklarationen �i auf A, Sj(j 2 J) Relationen mit Deklarationen �j auf A undak(k 2 K) Konstanten mit Deklarationen �k in A, wobei die Deklarationen f�urFunktionen, Relationen und Konstanten �i2I ; �j2J ; �k2K 2 � jeweils dem Musterder vorhergehenden De�nition entsprechen. Dann hei�t die ZusammenstellungA = hAs2S; fi2I [�i]; Sj2J [�j]; ak2K[�k]i eine mehrsortige Struktur.Bemerkung 1 .Sei A1 = hAs2S1 ; fi2I1 [�i]; Sj2J1[�j]; ak2K1[�k]i eine mehrsortige Struktur undgelte gleiches auch f�ur A2=hAs2S2; fi2I2 [�i]; Sj2J2[�j]; ak2K2[�k]i. Gelten S1�S2; I1�I2; J1�J2 und K1�K2, so kann die Struktur A2 auch in der folgendenvereinfachten Form angegeben werden:A2=hA1; As2(S2nS1); fi2(I2nI1)[�i]; Sj2(J2nJ1)[�j]; ak2(K2nK1)[�k]iSeien im folgenden noch einige Anmerkungen zum Kreuzprodukt und seiner Dar-stellung gegeben. Das Kreuzprodukt oder auch kartesische Produkt der MengenA1; : : : ; An ist die Menge aller geordneten n-Tupel (a1; : : : ; an) mit ai 2 Ai f�ur5



alle i = 1; : : : ; n. Die Gleichheit auf Kreuzprodukten wird auf die komponen-tenweise Gleichheit zur�uckgef�uhrt. Jedem Kreuzprodukt wird eine eigene Sortezugeordnet.Die bis jetzt gemachten Aussagen zum Kreuzprodukt sind mengentheoretischerNatur. F�ur die praktische Handhabung von n-Tupeln in der Pr�adikatenlogik istes allerdings notwendig, jedem Kreuzprodukt eine Kompositionsfunktion f�ur dieBildung und Darstellung der geordneten n-Tupel zuzuordnen. Diese bildet diea1; : : : ; an auf das n-Tupel (a1; : : : ; an) ab. Da die Gleichheit auf dem Kreuzpro-dukt �aquivalent zur Gleichheit bez�uglich der einzelnen Komponenten ist, mu�die Kompositionsfunktion injektiv sein. Gleichzeitig werden zu jeder n-stelligenKompositionsfunktion ihre n Projektionsfunktionen betrachtet.Auf die sich daraus ergebenen M�oglichkeiten der Beweisreduzierung durch eineZerlegung in die einzelnen Projektionen wird im Abschnitt 3 eingegangen.1.2 Algebraische Modellierung und KorrektheitDie in diesem Bericht behandelte Aufgabe wurde aus Algebraic Models and theCorrectness of Microprocessors in Correct Hardware Design and Veri�cation Me-thods von Harman und Tucker [7] entnommen. In dem Artikel werden Maschi-nen auf verschiedenen Abstraktionsstufen betrachtet und algebraisch modelliert.Als solche Maschinen k�onnen u. a. Mikroprozessoren, Programmiersprachen undComputerprogramme aufgefa�t werden. Ziel ist es, Kriterien zu �nden, um dieKorrektheit von Maschinen verschiedener Stufen nachzuweisen. Korrektheit wirdin dem Sinne gefordert, da� bei gleicher Eingabe gleiche Ergebnisse (unabh�angigvom Berechnungsweg) erzielt werden. Da aufgrund der unterschiedlichen Ab-straktionsstufen im allgemeinen unterschiedlich viele Rechenschritte ausgef�uhrtwerden m�ussen, ist eine Zeitrelativierung, das sogenannte Retiming, notwendig.Unter einer Maschine wird ein (abstrakter) Automat mit einer Zustandsmengeund einer �Uberf�uhrungsfunktion verstanden. Die �Uberf�uhrungsfunktion operiertvon der Zustandsmenge in die Zustandsmenge. Es werden in diesem Bericht nurdeterministische Automaten betrachtet, die eine eindeutige �Uberf�uhrungsfunkti-on besitzen. In der Automatentheorie werden h�au�g neben der Zustandsmengenoch ein Eingabe- und ein Ausgabealphabet sowie eine Ausgabefunktion betrach-tet. Bei den Betrachtungen in dieser Arbeit spielt die Ein- und Ausgabe keineRolle. Es wird angenommen, da� keine Ausgabe und nur zu Beginn der Arbeiteine Eingabe erfolgt. Diese Eingabe 
ie�t gleich in den Anfangszustand mit ein.Sie wird nicht explizit betrachtet.Da Maschinen sehr komplex aufgebaut seien k�onnen, ist es ratsam, sie durchmehrsortige Strukturen darzustellen. Au�erdem ist es �ublich, die �Uberf�uhrungs-funktion durch Komposition der partiellen �Uberf�uhrungsfunktionen bez�uglich der6



einzelnen Tr�agermengen zu de�nieren. Dieses Vorgehen wird sich sp�ater bei derTheorieauswahl als n�utzlich erweisen.Seien A und B die algebraischen Modelle zweier Maschinen mit den Zustands-mengen A = A1�� � ��An und B = B1�� � ��Bm. Die Tr�agermengen Ai k�onnenvon unterschiedlicher Sorte sein. Analoges gilt f�ur die Mengen Bj. Die iterativenAbbildungen auf den Kreuzprodukten A und B, die Einschritt-�Uberf�uhrungs-funktionen, seien f und g. Diese werden durch die Funktionen fi=1;:::;n : A! Aiund gj=1;:::;m : B ! Bj wie folgt de�niert. Die Funktionen ak und bk sind diejeweiligen Kompositionsfunktionen. api und bpi sind die zugeh�origen Projektions-funktionen. f(a) := ak(f1(a); : : : ; fn(a))und g(b) := bk(g1(b); : : : ; gm(b))f�ur alle a 2 A und b 2 B. Die Funktionen f1; : : : ; fn und g1; : : : ; gm werden alsdie partiellen Einschritt-�Uberf�uhrungsfunktionen bezeichnet.Damit werden die Maschinen durch folgende Strukturen beschrieben:A = hA;A1; : : : ; An; f [A! A]; fj=1;:::;n[A ! Ai]; ak[A1 � � � � �An ! A]; api=1;:::;n[A ! Ai]iB = hB;B1; : : : ; Bm; g[B ! B]; gj=1;:::;m[B ! Bj ]; bk[B1�� � ��Bm ! B]; bpj=1;:::;m[B ! Bj ]iVon Interesse ist auch die Arbeit einer Maschine �uber einen l�angeren Zeitraum.Die Arbeit erfolgt in Takten. Damit wird die Zeit durch eine diskrete Zeitskalacharakterisiert. Folglich ist die Analyse des Zustandes der Maschine nach mehre-ren Arbeitsschritten bei gegebenem Ausgangszustand erforderlich. Dazu werdendie Strukturen A beziehungsweise B zu A� beziehungsweise B� erweitert, indemdiskrete Zeitskalen T beziehungsweise S eingef�uhrt werden.A� = hA; T ; F [A� T ! A]; Fj=1;:::;n[A� T ! Aj]; +1[T ! T ]; 0[T ]iB� = hB; S; G[B � S ! B]; Gi=1;:::;m[B � S ! Bi]; +1[S ! S]; 0[S]iDie mehrfache Deklaration der Operatoren +1 und 0 auf den verschiedenen Men-gen T und S wird dadurch gerechtfertigt, da� die beiden diskreten Zeitskalenisomorph zu den nat�urlichen Zahlen sind. Sie werden auch nur in diesem Sinne be-nutzt. Die Operatoren auf ihnen werden als auf den nat�urlichen Zahlen deklariertbetrachtet und nicht unterschieden. Der Operator +1 kann als Su�x-Operatorangesehen werden und erm�oglicht die rekursive De�nition �uber den Zeitskalen. In7



der praktischen Anwendung wird die kanonische Addition der nat�urlichen Zah-len zugrunde gelegt, wobei die zweite Argumentstelle als mit 1 �xiert betrachtetwird.Die Mehrschritt- �Uberf�uhrungsfunktionen F und G werden wie folgt rekursiv de-�niert: F (a; 0) := a; F (a; t+ 1) := f(F (a; t))G(b; 0) := b; G(b; s+ 1) := g(G(b; s))f�ur alle a 2 A, b 2 B, t 2 T und s 2 S.Zus�atzlich werden f�ur die Maschine B die partiellen Mehrschritt-�Uberf�uhrungs-funktionen Gi=1;:::;m wie folgt rekursiv de�niert:Gi(b; 0) := bpi(b); Gi(b; s+ 1) := gi(bk(G1(b; s); : : : ; Gm(b; s)))f�ur alle i = 1; : : : ; m, b 2 B und s 2 S.Die partiellen Mehrschritt-�Uberf�uhrungsfunktionen werden hier nur f�ur die Ma-schine B angegeben. Die De�nition f�ur A geschieht analog. Es gilt dann derfolgende Satz.Satz 1 .F�ur alle b 2 B und f�ur alle s 2 S gilt G(b; s) = bk(G1(b; s); : : : ; Gm(b; s)):Beweis: Induktion �uber s.Induktionsanfang: F�ur alle b 2 B : G(b; 0) = bk(G1(b; 0); : : : ; Gm(b; 0)). DaG(b; 0) = b und Gi(b; 0) = bpi(b) f�ur alle i = 1; : : : ; m ist, ist obige Formel�aquivalent zur Projektionseigenschaft b = bk(bp1(b); : : : ; bpm(b)).Induktionsschritt: Gelte f�ur beliebiges s 2 S sowie f�ur alle b 2 B die GleichungG(b; s)=bk(G1(b; s); : : : ; Gm(b; s). Nach De�nition und Induktionsvoraussetzunggilt Gi(b; s + 1) = gi(bk(G1(b; s); : : : ; Gm(b; s))) = gi(G(b; s)). Aus G(b; s + 1) =g(G(b; s))=bk(g1(G(b; s)); : : : ; gm(G(b; s))) folgt dann die InduktionsbehauptungG(b; s+ 1)=bk(G1(b; s+ 1); : : : ; Gm(b; s + 1)). 2Im nun folgenden geht es um die Beziehung zwischen beiden Strukturen. BeideMaschinen sind von unterschiedlichem Abstraktionsniveau. Ohne Beeintr�achti-gung der Allgemeing�ultigkeit nehmen wir an, da� A von h�oherem Abstraktions-niveau als B ist. Damit ist die Menge B von komplizierterer Gestalt als A. Deshalbm�ussen im allgemeinen f�ur jeden Befehl in A mehrere Befehle in B ausgef�uhrtwerden. 8



Zun�achst werden �aquivalente Zust�ande charakterisiert. Das geschieht durch diebeiden Abbildungen � : A ! B und  : B ! A. Den Zust�anden aus A werden�aquivalente Zust�ande in B zugeordnet und umgekehrt. Mit der Annahme desgr�o�eren Abstraktionsniveaus f�ur A mu� die Abbildung � nicht eindeutig sein.Im allgemeinen wird jeder Zustand in B durch zus�atzliche Daten charakterisiert.Diese k�onnen beim Start des Systems beliebig sein. Die zus�atzlichen Daten entfal-len bei Anwendung der Projektion  . F�ur die Komposition beider Abbildungen � � gilt: 8a 2 A :  (�(a)) = a.Danach werden die beiden Zeitskalen T und S mittels eines Retimings in Bezie-hung gesetzt. Dabei k�onnen die Uhren T und S unterschiedliche Geschwindigkei-ten aufweisen. Auch m�ussen nicht alle Zeitzyklen gleich lang sein, das hei�t dieUhren k�onnen irregul�ar sein. Ein Retiming � : S ! T ist eine surjektive, mono-tone Abbildung. Die dazugeh�orende Immersion �� : T ! S ist wie folgt de�niert:��(t) := (�s 2 S)[�(s) = t].Sei A eine Zustandsmenge, so da� die Anzahl der Zyklen, die die Maschine Bdurchlaufen mu�, um auf das �aquivalente Ergebnis der Maschine A nach einemZyklus zu kommen, vom Startzustand abh�angig ist. Dann ist � : A � S ! Tein statusabh�angiges Retiming, wenn es f�ur alle a 2 A surjektiv und monotonbez�uglich s ist. Das bedeutet, da� aus s1 > s2 f�ur alle s1; s2 2 S und f�ur alle a 2 Adie Aussage �(a; s1) � �(a; s2) folgt. Analog zum nicht statusabh�angigen Fallwird die Immersion �� : A � T ! S de�niert, als ��(a; t) := (�s 2 S)[�(a; s) = t]f�ur alle a 2 A.Daraus ergibt sich folgende Struktur M f�ur diese mathematische Problemstel-lung:M = hA�; B�; �[A! B];  [B ! A]; �[A� S ! T ]; ��[A� T ! S]iMittels der so eingef�uhrten Funktionen kann die Korrektheit im eingangs be-schriebenen Sinne mathematisch folgenderma�en beschrieben werden.Korrektheitsbedingung: Die Funktion G (auf B) simuliert die Funktion F (aufA) bgzl. � und  , wenn ein (statusabh�angiges) Retiming mit �� : A � T ! Sexistiert, so da� das folgende Diagramm (Abbildung 1) f�ur alle a 2 A und t 2 Tkommutiert.�Aquivalent dazu ist die folgende Formel:8a 2 A 8t 2 T : F (a; t) =  (G(�(a); ��(a; t))):Da die Retimingfunktion �, die der obigen Korrektheitsbedingung gen�ugt, imallgemeinen nur kompliziert dargestellt werden kann, ist ihre Existenz allgemeinnur schwer konstruktiv nachweisbar. Wir geben nun ein m�ogliches Kriterium an9



Abbildung 1:FA� T - A?(�; ��)  G 6B � S - B
ein solches � an. Dieses sollte gleichzeitig praktisch anwendbar f�ur die Veri�kationsein. Der folgende Satz gibt ein solches Kriterium, welches dadurch charakterisiertist, da� jedem Zustand der Menge A eine positive Anzahl von Arbeitsschrittenbez�uglich Maschine B zugeordnet wird.Satz 2 .Sei l : A! IN+ eine beliebige Funktion. Durch eine solche Funktion l werden dieFunktionen �� : A� T ! S und � : A� S ! T auf die folgende Weise de�niert:1. 8x 2 A : ��(x; 0) := 02. 8x 2 A 8t 2 T : ��(x; t+ 1) := ��(x; t) + l(F (x; t))3. 8x 2 A 8s 2 S : �(x; s) := (�t 2 T )[��(x; t + 1) > s]Dann ist � ein Retiming und es gilt: ��(x; t) = (�s 2 S)[�(x; s) = t] 8x 2 A 8t 2T .Beweis: Zun�achst wird gezeigt, da� die Funktion � total ist. Da die Funktion lauf die positiven nat�urlichen Zahlen abbildet, ist die Funktion �� nach (2) strengmonoton wachsend bez�uglich t. Somit ist in (3) � stets de�niert.Als n�achstes wird gezeigt, da� � surjektiv ist. Sei t 2 T beliebig. Nach (1) und(2) existiert ��(x; t) f�ur alle t 2 T und ist streng monoton in t. Sei s := ��(x; t).Daraus folgt nach (3), da� �(x; s) = (�u 2 T )[��(x; u + 1) > ��(x; t)]. Aufgrundder strengen Monotonie von �� ist (�u 2 T )[��(x; u + 1) > ��(x; t)] = t und damit�(x; s) = t.Weiterhin ist � monoton in t. Seien s1 und s2 aus S mit s1 > s2. Seien t1 := (�t 2T )[��(x; t+1) > s1] und t2 := (�t 2 T )[��(x; t+1) > s2]. Somit ist ��(x; t1+1) > s110



und folglich auch ��(x; t1 + 1) > s2. Dies bedeutet, da� t2 � t1. Da �(x; s1) = t1und �(x; s2) = t2, gilt die Monotonie s1 > s2 ! �(x; s1) � �(x; s2).Noch zu zeigen ist die Gleichheit ��(x; t) = (�s 2 S)[�(x; s) = t] f�ur alle t 2 T . Seit 2 T beliebig, aber fest. Dann ist, wie oben bereits bewiesen, �(x; ��(x; t)) = t;also (�s 2 S)[�(x; s) = t] � ��(x; t). Wenn t = 0, dann gilt nach (1), da� ��(x; t) =0, und somit trivialer Weise (�s 2 S)[�(x; s) = t] = ��(x; t). Wenn t > 0, danngilt aufgrund der strengen Monotonie von ��, da� ��(x; t) > 0. Dann ist ��(x; t) >��(x; t) � 1 (� 0). Folglich gilt (�u 2 T )[��(x; u + 1) > ��(x; t) � 1] � t � 1 (< t).Nach (3) bedeutet dies �(x; ��(x; t)�1) < t und da � monoton ist, da� s = ��(x; t)minimal f�ur �(x; s) = t. Damit ist gezeigt, da� (�s 2 S)[�(x; s) = t] = ��(x; t). 2Bemerkung 2 .Sind die Funktionen l und F rekursiv, so ist es nach dem Rekursionsschemaauch die Funktion ��. Da + und > rekursiv sind, folgt nach der Anwendungdes �-Operators, da� auch � rekursiv ist. Damit folgt aus der Rekursivit�at der�Uberf�uhrungsfunktionen f1; : : : ; fn, da� das Retiming rekursiv ist, da F mittels�Uberlagerung und Rekursionsschema aus f1; : : : ; fn gewonnen wurde. Zur De�ni-tion rekursiver Funktionen siehe auch [11].1.3 Die BeweisaufgabeIn diesem Abschnitt wird ein Beispiel zweier Maschinen betrachtet, deren Kor-rektheit im erl�auterten Sinne nachgewiesen werden soll. Der Zustandsraum beiderMaschinen besteht jeweils aus 3 Speichern, in denen nat�urliche Zahlen enthaltensind. Im folgenden wird der Zustandsraum als geordnetes Tripel nat�urlicher Zah-len betrachtet. Bei Maschine A wird der Speicherinhalt des dritten Speichers(sofern gr�osser Null) zum Inhalt des ersten addiert und der dritte Speicher aufNull gesetzt. Danach wird der Speicherinhalt des zweiten Speichers (sofern gr�osserNull) zum Inhalt des ersten addiert und der zweite Speicher auf Null gesetzt. Istsowohl der Inhalt des zweiten als auch des dritten Speichers gleich Null, wirdder Zustand der Maschine nicht ge�andert. Bei Maschine B wird der Speiche-rinhalt des dritten Speichers (sofern gr�osser Null) dekrementiert und der Inhaltdes ersten Speichers inkrementiert. Dieses wird so oft wiederholt bis der Inhaltdes dritten Speichers gleich Null ist. Dann wird der Speicherinhalt des zweitenSpeichers (sofern gr�osser Null) dekrementiert und der Inhalt des ersten Speichersinkrementiert. Auch dieses wird wiederholt bis der Inhalt des zweiten Speichersgleich Null ist. Ebenso �andert sich der Zustand der Maschine nicht, wenn sowohlder Inhalt des zweiten als auch des dritten Speichers gleich Null ist.Da beide Maschinen die gleiche Zustandsmenge IN3 besitzen, vereinfachen sichdie Beziehungen zwischen beiden Maschinen entsprechend. Die Abbildungen �und  entsprechen der Identit�at auf IN3. Sie werden nicht explizit angegeben.11



Auch die Kompositions- und Projektionsfunktionen werden nicht unterschieden.Die Beschreibung des Problems erfolgt in der Struktur:M = hA�; B�; l[IN3 ! IN ]; ��[IN3 � IN ! IN ]i:Zustandsgruppen. Bei der Abarbeitung werden vier Gruppen von Zust�andenunterschieden:Z1 = f(x1; x2; x3) 2 IN3 j x2 > 0 ^ x3 > 0gZ2 = f(x1; x2; x3) 2 IN3 j x2 = 0 ^ x3 > 0gZ3 = f(x1; x2; x3) 2 IN3 j x2 > 0 ^ x3 = 0gZ4 = f(x1; x2; x3) 2 IN3 j x2 = 0 ^ x3 = 0g.Diese Fallunterscheidung ist vollst�andig �uber IN3 und wird der De�nition derpartiellen �Uberf�uhrungsfunktionen zugrunde gelegt.�Uberf�uhrungsfunktionen. Die Mehrschritt-�Uberf�uhrungsfunktionen F undG sind rekursiv, wie oben angegeben, de�niert.8x 2 IN3 : F (x; 0) = xax(F; ra; rek def; Rekursionsanfang)8x 2 IN3 8t 2 IN : F (x; t+ 1) = f(F (x; t))ax(F; rs; rek def; Rekursionsschritt)8x 2 IN3 : G(x; 0) = xax(G; ra; rek def; Rekursionsanfang)8x 2 IN3 8t 2 IN : G(x; t+ 1) = g(G(x; t))ax(G; rs; rek def; Rekursionsschritt)8x 2 IN3 : Gi=1;2;3;(x; 0) := pi(x)ax(Gi=1;2;3; ra; rek def; Rekursionsanfang)8x 2 IN3 8t 2 IN : Gi=1;2;3(x; t+ 1) := gi(k(G1(x; t); G2(x; t); G3(x; t)))ax(Gi=1;2;3; rs; rek def; Rekursionsschritt)Die Strukturen A� und B� haben folgende Gestalt, wobei die Zeitskalen und ihreOperatoren durch die Struktur N dargestellt werden:A� = hA; F [IN3 � IN ! IN3]iB� = hB; G[IN3 � IN ! IN3]; Gi=1;2;3[IN3 � IN ! IN ]i:Die �Uberf�uhrungsfunktionen f und g sind mittels der Kompositionsfunktionk : IN � IN � IN ! IN3 und den partiellen �Uberf�uhrungsfunktionen de�niert:8x 2 IN3 : f(x) = k(f1(x); f2(x); f3(x))ax(f; k; def;Komposition) 12



8x 2 IN3 : g(x) = k(g1(x); g2(x); g3(x))ax(g; k; def;Komposition).Die partiellen �Uberf�uhrungsfunktionen haben folgende Gestalt:8x 2 IN3 : p3(x) > 0! f1(x) = p1(x) + p3(x) fZ1; Z2gax(f1; ?; def fu;Definition 1)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) > 0! f1(x) = p1(x) + p2(x) fZ3gax(f1; ?; def fu;Definition 2)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) = 0! f1(x) = p1(x) fZ4gax(f1; ?; def fu;Definition 3)8x 2 IN3 : p3(x) > 0! f2(x) = p2(x) fZ1; Z2gax(f2; ?; def fu;Definition 1)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) > 0! f2(x) = 0 fZ3gax(f2; ?; def fu;Definition 2)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) = 0! f2(x) = p2(x) fZ4gax(f2; ?; def fu;Definition 3)8x 2 IN3 : p3(x) > 0! f3(x) = 0 fZ1; Z2gax(f3; ?; def fu;Definition 1)8x 2 IN3 : p3(x) = 0! f3(x) = p3(x) fZ3; Z4gax(f3; ?; def fu;Definition 2)und8x 2 IN3 : p3(x)! g1(x) = inc(p1(x) fZ1; Z2gax(g1; ?; def fu;Definition 1)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) > 0! g1(x) = inc(p1(x) fZ3gax(g1; ?; def fu;Definition 2)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) = 0! g1(x) = p1(x) fZ4gax(g1; ?; def fu;Definition 3)8x 2 IN3 : p3(x) > 0! g2(x) = p2(x) fZ1; Z2gax(g2; ?; def fu;Definition 1)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) > 0! g2(x) = dec(p2(x)) fZ3gax(g2; ?; def fu;Definition 2)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) = 0! g2(x) = p2(x) fZ4gax(g2; ?; def fu;Definition 3)8x 2 IN3 : p3(x) > 0! g3(x) = dec(p3(x)) fZ1; Z2gax(g3; ?; def fu;Definition 1)8x 2 IN3 : p3(x) = 0! g3(x) = p3(x) fZ3; Z4gax(g3; ?; def fu;Definition 2).Bei den auf Fallunterscheidung basierenden De�nitionen wurden am Ende jederZeile jeweils die Mengen der zugeh�origen Zustandsgruppen angegeben. Jede dieserpartiellen �Uberf�uhrungsfunktionen k�onnte auch als ein Axiom dargestellt werden,13



Abbildung 2: Maschine A?Z1����- Z3����- Z4����6Z2����Abbildung 3: Maschine B? ? ?Z1����- Z3����- Z4����- 6Z2����in dem die einzelnen F�alle konjunktiv verbunden werden. Die beiden folgendenGraphen (Abbildungen 2 und 3) zeigen die m�oglichen �Uberg�ange zwischen deneinzelnen Zustandsgruppen.Die beiden Maschinen werden durch die zwei folgenden mehrsortige Strukturenbeschrieben. A = hN 3; f [IN3 ! IN3]; fi=1;2;3[IN3 ! IN ]iund B = hN 3; g[IN3 ! IN3]; gi=1;2;3[IN3 ! IN ]iDie Strukturen des dreifachen Kreuzproduktes der nat�urlichen Zahlen und dernat�urlichen Zahlen selbst ist wie folgt de�niert.N 3 = hN ; IN3; k[IN � IN � IN ! IN3]; pi=1;2;3[IN3 ! IN ]iN = hIN ; +; �; inc; dec; >; <; �; �; 0; 1i14



Komposition und Projektion. Wir geben nun die Funktionen und Rela-tionen der Struktur N sowie die Kompositions- und Projektionsfunktionen an.Der Zusammenhang zwischen der Komposition und der Projektion wird durchfolgende vier Axiome beschrieben:8x1 2 IN 8x2 2 IN 8x3 2 IN : p1(k(x1; x2; x3)) = x1ax(pr; p1; def; Projektion 1)8x1 2 IN 8x2 2 IN 8x3 2 IN : p2(k(x1; x2; x3)) = x2ax(pr; p2; def; Projektion 2)8x1 2 IN 8x2 2 IN 8x3 2 IN : p3(k(x1; x2; x3)) = x3ax(pr; p3; def; Projektion 3)8x 2 IN3 : k(p1(x); p2(x); p3(x)) = xax(pr; k; def;Komposition).Retiming. In den theoretischen Betrachtungen wurde die Existenz eines(statusabh�angigen) Retimings � auf die Existenz einer Funktion l : A ! IN+zur�uckgef�uhrt. Im folgenden wird nun ein solches l : IN3 ! IN+ f�ur die Beispiel-aufgabe konkret angegeben:8x 2 IN3 : p3(x) > 0! l(x) = p3(x) fZ1; Z2gax(l; ?; def fu;Definition 1)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) > 0! l(x) = p2(x) fZ3gax(l; ?; def fu;Definition 2)8x 2 IN3 : p3(x) = 0 ^ p2(x) = 0! l(x) = 1 fZ4gax(l; ?; def fu;Definition 3).Auch hierbei spielen die vier Zustandsgruppen wieder eine wesentliche Rolle beider Unterscheidung. Das Retiming � und seine Immersion �� sind damit eindeutigfestgelegt. F�ur die Funktion �� : IN3 � IN ! IN werden dabei folgende Axiomemit in die Theorie aufgenommen:8x 2 IN3 : ��(x; 0) = 0ax(��; ra; rek def; Rekursionsanfang)8x 2 IN3 8t 2 IN : ��(x; t+ 1) = ��(x; t) + l(F (x; t))ax(��; rs; rek def; Rekursionsschritt).Nat�urliche Zahlen. Zum Abschlu� der Beschreibung dieses Beispiels werdennoch die f�ur die Aufgabe notwendigen Funktionen und Relationen auf den nat�urli-chen Zahlen charkterisiert:� Addition als kommutatives Monoid.8x 2 IN : x + 0 = xax(+; ?; eig; neutrales Element) 15



8x 2 IN 8y 2 IN : x + y = y + xax(+; ?; eig; kommutativ)8x 2 IN 8y 2 IN 8z 2 IN : x+ (y + z) = (x + y) + zax(+; ?; eig; assoziativ)� Subtraktion.8x 2 IN : x� 0 = xax(�; ?; eig; rechtsneutrales Element)8x 2 IN x� x = 0ax(�; ?; eig; gleich)8x 2 IN 8y 2 IN : x > y ! x� y > 0ax(�; ?; eig; gr�o�er)8x 2 IN 8y 2 IN 8z 2 IN : (x� y)� z = x� (y + z)ax(�; ?; eig; nacheinander)� Die Funktion inc und die partielle Funktion dec.8x 2 IN : inc(x) = x + 1ax(inc; ?; def;Definition)8x 2 IN : x > 0! dec(x) = x� 1ax(dec; ?; part def;Definition)� >-Relation als irre
exive Ordnung mit kleinstem Element, Beziehungen zuweiteren Relationen.1 > 0ax(gr; >; def; Fakt(1 > 0))8x 2 IN : x = 0 _ x > 0ax(gr; >; eig; kleinstes Element)8x 2 IN : :(x > x)ax(gr; >; eig; irreflexiv)8x 2 IN 8y 2 IN 8z 2 IN : x > y ^ y > z ! x > zax(gr; >; eig; transitiv)8x 2 IN 8y 2 IN : x > y _ y > x _ x = yax(gr; >; eig; konnex)8x 2 IN 8y 2 IN : x < y ! y > xax(gr; <; def;Definition 1)8x 2 IN 8y 2 IN : x < y  y > xax(gr; <; def;Definition 2)8x 2 IN 8y 2 IN : x � y ! x > y _ x = yax(gr;�; def;Definition 1)8x 2 IN 8y 2 IN : x � y  x > yax(gr;�; def;Definition 2)8x 2 IN 8y 2 IN : x � y  x = y16



ax(gr;�; def;Definition 3)8x 2 IN 8y 2 IN : x � y ! y � xax(gr;�; def;Definition 1)8x 2 IN 8y 2 IN : x � y  y � xax(gr;�; def;Definition 2)Weiterhin steht die Prolog-Arithmetik f�ur Zahlen zur Verf�ugung.Lemmata. Aus diesen Axiomen lassen sich einige Lemmata beweisen, die mehr-fach bei der Beweisf�uhrung benutzt werden. Auch diese Lemmata wurden au-tomatisch mit Hilfe von Setheo bewiesen. Sie wurden ebenfalls in die Theorieaufgenommen:8x 2 IN3 8t 2 IN : G(x; t) = k(G1(x; t); G2(x; t); G3(x; t)).ax(G; k; lem;Komposition)8x 2 IN 8y 2 IN : x + 1 � y ! x < yax(gr; ?; lem; Lemma 1)8x 2 IN 8y 2 IN : x < y ! x � yax(gr; ?; lem; Lemma 2)8x 2 IN : x � xax(gr; ?; lem; Lemma 3).Aufgabe. In der Beispielaufgabe sind die Zustandsmengen gleich. Die Abbil-dungen � und  entsprechen der Identit�at auf IN3. Die zu veri�zierende Aufgabehat damit die folgende Form:8x 2 IN3 8t 2 IN : F (x; t) = G(x; ��(x; t)):Der Beweis dieser Aufgabe ist nun unser weiteres Ziel. Dabei werden die im fol-genden beschriebenen Systeme und Hilfsmittel angewandt. Die zu beweisendeFormel wird auf einfachere Teilprobleme zur�uckgef�uhrt. Hierbei werden die neuentstehendenen Teilprobleme und die Rechtfertigung f�ur diesen Schritt angege-ben. Dieser Proze� wird rekursiv wiederholt, solange bis ein Teilproblem durchden automatischen Theorembeweiser Setheo l�osbar ist.1.4 ILFDas System Ilf (Integrate Logical Functions) [1] integriert interaktive und auto-matische Theorembeweiser sowie gebietsspezi�sche Deduktionssysteme. Es stellt17



eine einheitliche gra�sche Ober
�ache, eine Taktiksprache und eine nat�urlich-sprachliche Beweisausgabe zur Verf�ugung. Ilf verf�ugt �uber einen eigenen Klausel-Normalform-Algorithmus. Dieser baut bei allgemeinen pr�adikatenlogischen Aus-dr�ucken die Quantoren ab und ersetzt die Variablen durch lokale Konstantenbeziehungsweise durch Skolemfunktionen. Anschlie�end werden konjunktive Nor-malformen gebildet, und gegebenenfalls Konjunktionen getrennt.F�ur die Beweisf�uhrung stehen verschiedene interaktive Deduktionssysteme, wiezum Beispiel proofpad ([1], Seite 44 �) zur Verf�ugung. Damit k�onnen Taktikenauf die Beweisaufgabe(n) angewandt werden und der Beweis strukturiert wer-den. Solche Taktiken sind unter anderem direkte und indirekte Beweisf�uhrung,Induktion und Fallunterscheidung, und Einf�ugen von Lemmata. Dadurch wer-den die urspr�unglichen Beweisaufgaben auf einfachere Aufgaben zur�uckgef�uhrt.Gleichzeitg ist eine Kon�guration des oder der verwendeten automatischen Be-weisers mit einer bestimmten Theorie m�oglich. Diese Theorieauswahl kann auchautomatisch beziehungsweise halbautomatisch durchgef�uhrt werden. Ein auf syn-taktischer Formelanalyse beruhender Ansatz wird im Abschnitt 4 ausf�uhrlich be-trachtet.Ziel der nat�urlichsprachlichen Beweisdarstellung ist es, Beweise auszugeben, dieohne ILF-spezi�sches Wissen verstanden werden k�onnen. Dazu werden die Be-weise aufbereitet und anschliessend in einen LATEX-Script �ubertragen. Dieseskann sowohl f�ur Beweise automatischer Theorembeweiser, als auch f�ur Beweisedes proofpad getan werden. Bei letzteren k�onnen automatisch generierte Teilbe-weise eingebunden werden. Dieser Proze� l�auft in 4 Stufen ab, wobei die 1. Stufenur f�ur automatisch generierte Beweise notwendig ist. Die Stufen 3 und 4 k�onnenvariert und wiederholt werden.Die 1. Stufe (syntaktische Beweisuni�kation) erstellt ein einheitliches Darstel-lungsformat des Beweises. Der Beweis kann dann als gerichteter azyklischer Graphaufgefa�t werden. In der 2. Stufe (semantische Beweisuni�kation) wird dieser Be-weis dann in Blokkalk�ul [2] transformiert. Die 3. Stufe (strukturelle Beweistrans-formation) versucht charakteristische Strukturen im Beweis zu �nden und ent-sprechend umzuformen. Dazu geh�oren Lemmagenerierung, Weglassung von "Tri-vialit�aten\, L�oschung von Duplikaten u. weiteres. In der 4. Stufe (Generierung derBeweisdarstellung) werden die logischen Konstruktionen durch nat�urlichsprach-liche Formulierungen ersetzt. Ausserdem k�onnen nutzerde�nierte Darstellungenvon Formeln erzeugt werden. Auch ist hierbei eine typengerechte Darstellungm�oglich.1.5 SETHEOSetheo [8] ist ein auf Modellelimination [9, 15] basierender automatischer Theo-rembeweiser, der Beweise in Tableauform generiert. Bedingt durch den ver-18



wendeten Kalk�ul, kann er nur Klauseltheorien verarbeiten. Da Ilf �uber einenKlausel-Normalform-Algorithmus verf�ugt, k�onnen beliebige Axiome des Pr�adika-tenkalk�uls erster Ordnung verarbeitet werden. Das gleiche gilt f�ur das Beweisziel,das hei�t jede aus der Theorie ableitbare pr�adikatenlogische Aussage kann vonSetheo bewiesen werden. Das Beweisziel wird negiert in die Datenbasis auf-genommen. Mit dieser Datenbasis wird versucht, einen Widerspruch zu �nden,was �aquivalent dazu ist, da� die zu beweisende Aussage ableitbar ist. Der ma-thematische Hintergrund dieser Sachverhalte wird ausf�uhrlich in ([16], Kapitel 2)beschrieben.Setheo wird bei der hier behandelten Beweisaufgabe wettbewerbsparallel einge-setzt, das hei�t, jede zu widerlegende Formelmenge wird an mehrere mit unter-schiedlichen Parameters�atzen versehene Beweiser �ubergeben. Der zuerst erfolg-reiche Beweiser stoppt �uber eine Message in der Parallelen Virtuellen Maschine(PVM) [4] die anderen Beweiserinstanzen und informiert Ilf. Es zeigte sich beiden Messungen, da� es zur L�osung der in dieser Studie generierten Beweisauf-gaben keine optimale Parametrisierung des Beweisers gibt. So l�osen bestimmteParametrisierungen einige Aufgaben sehr schnell, andere Aufgaben werden inner-halb der Zeitschranken nicht gel�ost. Erst bei Verwendung eines parallelen Systemsist man �uberhaupt in der Lage, ohne manuellen Eingri� in die Beweiserparame-trisierung alle auftretenden Beweisverp
ichtungen in zumutbarer Zeit zu l�osen.Zur Gewinnung einer vollst�andigen �Ubersicht der Beweiszeiten wurden in dieserStudie die �ubrigen Beweiser nicht terminiert. Beim Einsatz von Setheo erfolgtzun�achst eine Compilation der zu widerlegenden Formelmenge. Anschlie�end wirdder eigentliche Beweiser (sam = Setheo Abstrakte Maschine) aufgerufen.Setheo kann mit unterschiedlichen Parametereinstellungen eingesetzt werden.Zun�achst ist festzulegen, welches Verfahren f�ur die iterative Durchsuchung desSuchbaumes verwendet wird. Unsere Kon�gurationen verwenden iterative Tie-fensuche (dr) und gewichtete iterative Tiefensuche (wdr). Bei letzterer wird dasstarre Konzept der Suche bis genau in eine bestimmte Tiefe durch die Zutei-lung von Gewichten auf die Formeln im Beweistableau gelockert. Desweiterenwurden in dieser Studie suchraumumordnende Techniken verwendet, die dyna-misch w�ahrend der Beweissuche die Liste der noch zu l�osenden Teilziele unterverschiedenen Gesichtspunkten umordnet (dynsgreord < n >). Au�erdem wur-den suchraumeinschr�ankende Constraints wie etwa Regularit�at benutzt (cons).Setheo bietet einen ganzen Zoo an verschiedenen Einstellungsoptionen, die vonFall zu Fall entsprechend den Anforderungen der aktuellen Anwendung kombi-niert werden k�onnen. F�ur die Zwecke dieser Studie waren die hier verwendetenEinstellungen erfolgreich.In dieser Studie wurde Setheo mit 6 verschiedenen Kon�gurationen eingesetzt.� -cons -dr 19



� -cons -dr -dynsgreord 2� -cons -dr -dynsgreord 5� -cons -wdr� -cons -wdr -dynsgreord 2� -cons -wdr -dynsgreord 5Die Abarbeitungszeiten der einzelnen Beweiservarianten sind im Abschnitt 5 auf-gef�uhrt.
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2 TaktikenBei mathematischen Beweisen haben sich im Laufe der Zeit Beweisstrategienund Beweistaktiken herauskristallisiert, die das Au�nden und die �Ubersichtlich-keit von Beweisen verbessern. Dazu geh�oren u.a. Induktion, Fallunterscheidung,indirekte Beweisf�uhrung, gleichzeitige Addition und Subtraktion von geeignetenTermen usw.Im Mittelpunkt dieses Abschnittes stehen Auswahl, Anwendung und Analyse vonBeweistaktiken beim maschinellen Beweisen im Rahmen von proofpad. Bei derAuswahl geht es um Kriterien f�ur die Anwendung einzelner Taktiken. Diese Krite-rien werden im allgemeinen nicht notwendig sein. Es ist sinnvoll, Taktikvorschl�age(Heuristiken) anzubieten, denen der Nutzer folgen, die er jedoch auch verwerfenkann. Die Analyse soll Vorteile der gezielten Anwendung von Beweistaktiken beiSuchaufwand und Beweisdarstellung aufzeigen.2.1 InduktionEine der wichtigsten Beweistaktiken im Bereich der nat�urlichen Zahlen ist die Me-thode der vollst�andigen Induktion. Das in diesem Abschnitt verwendete Indukti-onsschema wird im folgenden Satz 3 angegeben. Dabei k�onnen durch zwei Beweis-aufgaben { Induktionsanfang und Induktionsschritt { Aussagen �uber nat�urlicheZahlen veri�ziert werden.Satz 3 .Sei H(n) ein Ausdruck (des Pr�adikatenkalk�uls erster Ordnung) mit der (einzigen)freien Variable n, die vom Typ IN ist. Gelten die Aussagen H(0) (Induktionsan-fang) und 8k 2 IN : H(k)! H(k+1) (Induktionsschritt), so ist auch die Aussage8n 2 IN : H(n) g�ultig.Bemerkung 3 .Die Ausdr�ucke H(k) und H(k+ 1) werden auch entsprechend als Induktionsvor-aussetzung und Induktionsbehauptung bezeichnet. Die Variable n wird Indukti-onsvariable genannt.Der Beweis von Satz 3 kann indirekt �uber das Fundierungsaxiom gef�uhrt werden([16],S.163). Die Bedeutung f�ur die Arithmetik (nat�urlicher Zahlen) ergibt sichaus dem mengentheoretischen Aufbau der nat�urlichen Zahlen, der genau diesemSchema folgt. Diese Methode l�a�t sich variieren zum Beispiel als �Ubergang vonn = k und n = k+1 nach n = k+2, wobei der Induktionsanfang f�ur n = 0 und n =1 bewiesen werden mu�) und auch auf andere Aufbauprozesse (wie zum Beispiel21



den Formelaufbau) �ubertragen. Eine umfangreiche Beschreibung der Induktionist in [12] gegeben. Dieses Beweismittel steht in engem Zusammenhang mit derBehandlung von Funktionen, die mittels Rekursionsschemata de�niert sind. Diesewerden unter anderem bei der Behandlung diskreter Zeitsysteme genutzt, soferndie Zeitskala mit den nat�urlichen Zahlen identi�ziert wird.Ein wichtiger Spezialfall ist die Induktion �uber Aussagen der Form8n 2 IN : î2IHi(n)mit einer endlichen Indexmenge I. Sei H(n) = H1(n) ^ H2(n). So ergibt sichf�ur den Induktionsanfang die Beweisaufgabe H1(0) ^ H2(0). Der Beweis dieserAufgabe folgt aus der G�ultigkeit der beiden Teilaussagen H1(0) und H2(0), dievoneinander unabh�angig bewiesen werden k�onnen. Der Induktionsschritt8k 2 IN : H1(k) ^H2(k)! H1(k + 1) ^H2(k + 1)l�a�t sich auf die obige Weise nicht in zwei unabh�angige Teilaufgaben zerlegen,da die Induktionsvoraussetzung global ist. Es existiert eine Zerlegung in folgendezwei Beweisaufgaben. H1(k) ^H2(k)! H1(k + 1)H1(k) ^H2(k)! H2(K + 1)Aus diesen beiden voneinander unabh�angig zu beweisenden Aufgaben folgt dieG�ultigkeit des Induktionsschrittes. Dieser Spezialfall (und die Verallgemeinerungauf endlich viele Konjunktionsglieder) wird auch als simultane Induktion bezeich-net. Dabei ergeben sich 2k Beweisaufgaben, wobei k die Anzahl der Konjunkti-onsglieder ist.2.2 FallunterscheidungDas Beweisen mittels Fallunterscheidung ist eine Taktik, die es erlaubt, Beweisezu strukturieren und damit �ubersichtlicher zu gestalten. Dabei wird f�ur eine Aus-sage jeweils eine zus�atzliche Annahme gemacht. Zus�atzlich mu� die Alternative�uber alle Annahmen bewiesen werden.Satz 4 .Seien Q;P1; : : : ; Pk (k 2 IN; k > 1) beliebige Aussagen des Pr�adikatenkalk�ulserster Ordnung. Gelten die Aussagen P1 ! Q; : : : ; Pk ! Q und P1 _ : : :_Pk, sogilt auch Q. 2
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Damit wird die Aussage Q k-mal, jeweils unter einer der Annahmen Pi bewiesen.Daraus ergeben sich k+1 neue Beweisaufgaben bei Anwendung dieser Fallunter-scheidung. F�ur k = 1 entspricht obiger Satz der Abtrennungsregel. Auf die sichergebenden Implikationen Pi ! Q k�onnen weitere Taktiken, wie sp�ater beschrie-ben, angewandt werden.Da eine Beweisaufgabe durch Erzeugung von k+ 1 neuen Beweisaufgaben gel�ostwurde, steht die Frage nach Notwendigkeit und E�ektivit�at von Fallunterschei-dungen. Die vier folgenden Beispiele untersuchen das Zeitverhalten und zeigenden m�oglichen Vorteil der Taktik f�ur Fallunterscheidungen. Dabei wurden sowohlFallunterscheidungen mit zwei als auch mit drei F�allen behandelt. Die Unter-suchungen erfolgten mit Setheo auf einer SPARC-10. Die ben�otigten Abarbei-tungszeiten sind in der folgenden Tabelle 1 angegeben (Zeiten in Sekunden). DieBeweistiefe bezeichnet die Tiefe des gefundenen Beweistableaus, die Inferenzen-zahl die Anzahl der im Beweis enthaltenen Inferenzen.Beispiel 1 :Struktur: P = fa; bg; f : P ! P; g : P ! PAufgabe: 8x 2 P : f(x) = g(x)Axiome:8x 2 P : x = a! f(x) = b8x 2 P : x = b! f(x) = a8x 2 P : x = a! g(x) = b8x 2 P : x = b! g(x) = a8x 2 P : x = a _ x = bBeispiel 2 :Struktur: T = fa; b; cg; f : T ! T; g : T ! TAufgabe: 8x 2 T : f(x) = g(x)Axiome:8x 2 T : x = a! f(x) = b8x 2 T : x = b! f(x) = c8x 2 T : x = c! f(x) = a8x 2 T : x = a! g(x) = b8x 2 T : x = b! g(x) = c8x 2 T : x = c! g(x) = a8x 2 T : x = a _ x = b _ x = cBeispiel 3 :Struktur: P = fa; bg; f : P ! PAufgabe: 8x 2 P : f(f(x)) = xAxiome: 23



8x 2 P : x = a! f(x) = b8x 2 P : x = b! f(x) = a8x 2 P : x = a _ x = bBeispiel 4 :Struktur: T = fa; b; cg; f : T ! TAufgabe: 8x 2 T : f(f(f(x))) = xAxiome:8x 2 T : x = a! f(x) = b8x 2 T : x = b! f(x) = c8x 2 T : x = c! f(x) = a8x 2 T : x = a _ x = b _ x = cVergleicht man die Laufzeiten, so bringen die Fallunterscheidungen in den Bei-spielen 1 bis 4 Zeitgewinne. Das ist aber aber nicht immer notwendig, um dieAufgabe innerhalb eines CPU-Limits von 2 Minuten, wie es Ilf vorgibt, zu l�osen.Dagegen sind die Fallunterscheidungen in den Beispielen 2 und 4 notwendig, umeine L�osung innerhalb des Zeitlimits zu �nden. Eine geringf�ugige Ver�anderungdes CPU-Limits h�atte in diesen beiden Beispielen auch zu keiner L�osung gef�uhrt,da die Suchzeiten im Stundenbereich liegen. Derartige Zeiten sind in interaktivenSystemen nicht akzeptabel.Wird die Fallunterscheidung f�ur den Beweis ben�otigt und auch im automatisch ge-nerierten Beweis des Ursprungsproblems implizit durchgef�uhrt, dann wird durchdie manuelle Vorwegnahme dieses Schrittes die Beweistiefe der verbleibenden Tei-laufgaben verringert, im besten Fall halbiert. Das l�a�t sich jedoch nicht allgemeinfeststellen, wie das folgende Beispiel 5 veranschaulicht.Beispiel 5 :Struktur: T = fa; bg; q : T; p1 : T ; p2;3;4;5Aufgabe: 8x 2 T : q(x)Axiome:8x 2 T : p1(x) ^ p2 ! q(x)p1(a)p1(a)8x 2 T : x = a _ x = bp3 ! p2p4 ! p3p5 ! p4p5Sowohl ohne Fallunterscheidung als auch mit der Fallunterscheidung x = a_x = bwerden die Aufgaben jeweils in der Tiefe 5 gel�ost. Bei Anwendung der Fallunter-scheidung vergr�o�ert sich die Theorie durch Hinzunahme der jeweiligen Annahme.24



Tabelle 1: FallunterscheidungenTiefe/Inf./Zeit 1 2 3 4 5ohne Falluntersch. 7 49.43 8 10015.48 7 30.33 9 7049.15 5 0.03mit Falluntersch.Alternative 2 <0.01 2 <0.01 2 <0.01 2 <0.01 2 0.02Fall 1 4 0.10 4 0.10 4 0.05 5 0.37 5 0.17Fall 2 4 0.08 4 0.10 4 0.05 5 0.35 5 0.17Fall 3 - - 4 0.10 - - 5 0.40 - -Damit vergr�o�ert sich auch der Suchraum. Es ist folglich m�oglich, da� ein Beweiserst sp�ater gefunden wird, als es ohne Fallunterscheidung der Fall gewesen w�are.Die Anwendung der Fallunterscheidung kann die Beweistiefe des gefundenen Be-weises nicht vergr�o�ern, da der alte Beweis ohne Fallunterscheidung ebenfalls imSuchraum verbleibt. Das folgt unmittelbar daraus, da� die Beweisaufgabe gleichbleibt und sich die Theorie nur durch Hinzunahme der Annahme vergr�o�ert. Alsowird der Beweis ohne Anwendung der Fallunterscheidung in der gleichen Tiefewieder gefunden. Durch Suchraumvergr�osserung aufgrund der Theorieerweiterungund Erzeugung von n + 1 neuen Beweisaufgaben bei Anwendung einer n-fachenAlternative kann sich der kumulierte Suchaufwand erheblich steigern.
Werden Funktionen mittels Fallunterscheidung de�niert, ist es im allgemeinennotwendig und auch sinnvoll, diese Fallunterscheidung auch in Beweisen, in de-nen diese De�nition genutzt wird, anzuwenden. In der Beispielaufgabe tri�t diesauf die Funktionen fi=1;2;3 und gi=1;2;3 zu, die in Abh�angigkeit von dem Wert xdurch Fallunterscheidung de�niert worden sind. Die letzte Aussage charakterisiertbereits ein Anwendungskriterium f�ur die Fallunterscheidung. Wird in der Formel-menge der Beweisaufgabe eine Funktion ermittelt, die durch Fallunterscheidungde�niert wurde, so wird diese Alternative vorgeschlagen. Ein weiteres Kriteriumk�onnte die Suche nach Alternativen in der Theorie sein. Weiterhin kann durchFallunterscheidungen, in denen einzelne F�alle schnell widerlegt werden k�onnen,der Beweisumfang reduziert werden.2.3 ProjektionZiel dieses Abschnittes ist die Zerlegung von Gleichheitsaussagen auf Kreuzpro-dukten auf die einzelnen Faktoren. Dieses Konzept wird im weiteren verallgemei-nert und auch auf Funktionen angewandt. Grundlage hierf�ur ist die Paramodu-lation. 25



Maschinen werden als komplexe Strukturen interpretiert. Gleichzeitig werden die�Uberg�ange zwischen zwei aufeinander folgenden Zust�anden komponentenweisede�niert. Die Einschritt-�Uberf�uhrungsfunktionen werden dann als Kompositio-nen �uber diesen Komponenten erkl�art. Das dient der ganzheitlichen Behandlungund Charakterisierung der Maschinen. F�ur den Nachweis der �Aquivalenz zwei-er Maschinen wird der Kompositionsproze� mit der folgenden Projektionsregelwieder r�uckg�angig gemacht.Satz 5 .Seien A = A1�� � ��An und a; b 2 A, wobei a = (a1; : : : ; an) und b = (b1; : : : ; bn).Dann gilt a = b genau dann, wenn a1 = b1; : : : ; an = bn.Der Satz ist die Verallgemeinerung der Charakterisierung geordneter Paare ([16],Satz 5.4).Ausgehend von dieser mengentheoretischen Betrachtung gehen wir nun �uber zurpr�adikatenlogischen Darstellung. Sei A wie im vorangegangenen Satz, k : A1 �� � � � An ! A die Kompositionsfunktion und pi=1;:::;n : A ! Ai=1;:::;n die Projek-tionsfunktionen. Dann werden a und b wie folgt de�niert: a := k(a1; : : : ; an); b :=k(b1; : : : ; bn). F�ur die Projektionen gilt dann: pi(a) = ai und pi(b) = bi f�ur allei = 1; : : : ; n. Aufgrund der Injektivit�at der Kompositionsfunktion gilt dann auchdie obige Projektionsregel, das hei�t f�ur die Gleichheit der Werte der Kompo-sitionsfunktion (oder der geordneten n-Tupel) gen�ugt es, die Gleichheit f�ur alleParameter der Kompositionsfunktion (oder der Komponenten der geordneten n-Tupel) zu zeigen. Diese letzte Aussage, da� aus der Gleichheit der Parameterdie Gleichheit f�ur die Funktionswerte folgt, entspricht der Paramodulation f�urFunktionen bez�uglich aller Parameter. Die Umkehrung dieser Aussage, da� ausder Gleichheit der Funktionswerte auch die Gleichheit der Argumente folgt, giltnur bei injektiven Funktionen, also auch bei den Kompositionsfunktionen.Mit Hilfe der Paramodulation kann diese Idee der Beweisreduzierung auf Glei-chungen der Form f(�x) = f(�y) verallgemeinert werden, wobei f eine beliebigeFunktion ist. Der Nachweis der Gleichheit der Argumente �x = �y ist bei injektivenFunktionen immer ein m�oglicher Beweisweg. Bei nicht-injektiven Funktionen istdieser Weg auch m�oglich, er mu� jedoch nicht zum Erfolg f�uhren.Bei Setheo kann die Anwendung dieser Taktik zur Tiefenreduzierung f�uhren.Die Weglassung von Paramodulationsaxiomen f�uhrt zu einer Reduzierung desSuchraumes. Werden Paramodulationsaxiome weggelassen, so lassen sich nichtmehr alle Aussagen durch Setheo beweisen. In einem solchen Falle dient dieProjektionstaktik nicht nur der Reduzierung des Beweisumfanges, sondern istsogar notwendig. 26



2.4 Beweisans�atzeWie bereits erw�ahnt, kann es keine allgemeine Strategie geben, nach der Beweisegefunden werden k�onnen. Vielfach werden deshalb verschiedene Ans�atze parallelbetrachtet. Intuitiv werden die Zwischenergebnisse der einzelnen Ans�atze bewer-tet und erfolgversprechende Ans�atze weiterverfolgt.Mit dem proofpad kann diese Taktik durch wiederholte Einf�ugung (ins) der zubeweisenden Formel realisiert werden. Anstelle der zu beweisenden Formel kannauch eine hinreichende Bedingung eingef�ugt werden. Da die Beweisverwaltung improofpad durch eine lineare Abh�angigkeit gekennzeichnet ist und die einzelnenBeweisans�atze nat�urlich von einander unabh�angig seien m�ussen, werden die ein-zelnen Ans�atze mit lock nach au�en gesperrt. Diese sind alle gleichberechtigt, eineBewertung mittels Heuristiken existiert nicht. Die Aufgabe ist bewiesen, sobaldein Ansatz erfolgreich war. Dieser Ansatz { oder einer, wenn mehrere gleichzeitigerfolgreich waren { wird ausgew�ahlt.Grunds�atzlich k�onnen f�ur alle Aufgaben mehrere Ans�atze vorgenommen werden.Zun�achst werden Ans�atze betrachtet, bei denen durch logische Umformungenverschiedene Beweiswege realisiert werden k�onnen. Dazu seien zwei Beispiele dis-kutiert.Werden Formeln betrachtet, auf die die Induktionstaktik angewandt werden kann,kann die Induktion �uber mehrere Variable durchgef�uhrt werden. Es wird f�ur je-de dieser Variablen ein Ansatz generiert. Zus�atzlich kann die Aufgabe auch ohneAnwendung der Induktion gel�ost werden. Da Abh�angigkeiten zwischen den Varia-blen bestehen k�onnen, ist es m�oglich, da� verschiedene Ans�atze nicht erfolgreichsind.Ein zweites Beispiel ist das Beweisen von Implikationen. Setheo kann eine Impli-kation durch Widerlegung der Pr�amisse oder durch Beweis der Konlusion bei zurDatenbasis hinzugenommener Pr�amisse beweisen. Im Falle der Widerlegung derPr�amisse mu� die Konklusion eventuell nicht in die Formelmenge aufgenommenwerden. Das kann insbesondere bei der mehrfachen Anwendung von Fallunter-scheidungen auftreten, wenn sich bereits die einzelnen Annahmen widersprechen.Weiterhin kann der Umfang der genutzten Annahmen auch die Theorieauswahlund damit den gesamten Beweisumfang beein
ussen.Ein abschlie�endes Beispiel ist die M�oglichkeit der unterschiedlichen Kon�gu-ration. Dabei geht es darum, durch eine geeignete Axiomendarstellung andereAxiome aus der Theorie entfernen zu k�onnen. Das ist m�oglich bei Paramodula-tionsaxiomen und als Spezialfall bei der Transitivit�at der Gleichheit. Weiterhinsteht die Frage nach eventueller Hinzunahme von Fakten (Literalen). Dar�uberhinaus k�onnen verschiedene Ans�atze mit unterschiedlicher Theorieauswahl be-trachtet werden. 27



Die Beweisauswahl bei nur einem erfolgreichen Ansatz ist eindeutig:1. die nicht erfolgreichen Ans�atze werden mit delete gel�oscht und2. der erfolgreiche Ansatz wird mit unlock sichtbar gemacht.Mit Hilfe dieses Ansatzes wird dann die Formel, f�ur die mehrere Ans�atze gene-riert wurden, bewiesen. Da dies im allgemeinen nur eine triviale aussagenlogischeUmformung ist, k�onnte hierf�ur auch ein Regelsystem genutzt werden. F�ur diesetriviale Aufgabe m�u�te kein spezieller Beweiser gestartet werden. Welche Regelnin solch ein Regelsystem aufgenommen werden, wird aus der Situation, in der dieverschiedenen Ans�atze gemacht werden, abgeleitet.F�ur die Beweisauswahl bei mehreren erfolgreichen Ans�atzen gibt es keine Regel,welcher Ansatz ausgew�ahlt werden sollte. Nach Auswahl eines erfolgreichen An-satzes wird analog der Beweisauswahl bei einem erfolgreichen Ansatz verfahren.2.5 Verwendete StrategienIm folgenden wird die Aufgabe aus Abschnitt 2 im Rahmen der M�oglichkeitenvon Ilf bearbeitet. Die vorangegangen Taktiken dieses Kapitels werden, wennm�oglich, angewandt. Au�erdem wird bereits auf die Theorieauswahl eingegan-gen. Diese Betrachtungen werden in Abschnitt 4 noch vertieft. Die Grundlage f�urdie Bearbeitung bildet das interaktives Tool proofpad, welches auf einzelne Be-weisaufgaben angewandt wird und entsprechende Taktikvorschl�age unterbreitet.Au�erdem pr�uft es, ob bei mehreren Beweisans�atzen wenigstens einer erfolgreichwar. Im Erfolgsfall wird ein solcher Beweis entsprechend ausgew�ahlt. Zus�atzlichkann die Theorieauswahl angesteuert werden. Nach jeder Ver�anderung der Be-weisstruktur wird diese im TreeViewer neu angezeigt. Das Tool arbeitet nachdem folgenden Schema.1. Sind an wenigstens einer Stelle im Gesamtbeweis mehrere Beweisans�atzef�ur eine Aufgabe gemacht worden, so wird �uberpr�uft, ob einer der Ans�atzebereits erfolgreich war. Im Erfolgsfall wird entsprechend ausgew�ahlt.Auf diese Weise werden alle entsprechenden Stellen behandelt. Die Informa-tion, da� f�ur eine Aufgabe mehrere Ans�atze gemacht wurden, wird separatgespeichert. Anschlie�end wird zu 2. �ubergegangen.2. Abfrage nach der weiteren Vorgehensweise. Dabei sind folgende Eingabenm�oglich:(a) { der Steuerung 28



(b) �Ubergang zur Theorieauswahl (! 5.)(c) Weiterbearbeitung der aktuellen Position (! 3.)(d) Bearbeitung einer anderen unbewiesenen Position (!3.)3. Analyse der zu bearbeitenden Formel nach folgenden Kriterien:(a) Sind mehrere Beweisans�atze m�oglich?(b) Kann eine Induktion angewandt werden?(c) Ist eine Zerlegung in einzelne Projektionen m�oglich?(d) Kann eine Fallunterscheidung angewandt werden?Alle diese so ermittelten Vorschl�age werden dem Nutzer angeboten. Au-�erdem wird die aktuelle Position, die Formel, sowie alle Annahmen(assumption) angezeigt. Anschlie�end wird zu 4. �ubergegangen.4. Eingabe einer Anweisung. Dabei mu� den angebotenen Taktikvorschl�agennicht gefolgt werden. Nach der erfolgten Eingabe wird die ver�anderte Be-weisstruktur sowohl im Ilf-Fenster, als auch im TreeViewer angezeigt.Anschlie�end wird zu 2. zur�uckgesprungen.5. Theorieauswahl f�ur alle noch nicht behandelten Beweisaufgaben. Zuerstwird der Umfang der Theorieauswahl abgefragt. Neben der zu beweisendenFormel k�onnen auch alle f�ur die zu beweisende Formel nutzbaren Formelnoder eine Teilmenge davon analysiert werden. Es kann auf eine Standard-theorie zur�uckgegri�en werden oder eine individuelle Theorieangabe erfol-gen.F�ur das L�osen der Beispielaufgabe wird zun�achst die Induktion auf den Zeitpara-meter angewandt. Der Induktionsanfang ist dann sofort ohne weitere Zerlegungdurch Setheo beweisbar. Die vollst�andige L�osung der Aufgabe �ndet mal imAbschnitt 4
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3 TheorieauswahlIn diesem Abschnitt wird untersucht, welche Axiome f�ur eine Beweisaufgabetats�achlich ben�otigt werden. Ist es m�oglich, bereits vorher dar�uber Aussagen zutre�en, welche Axiome f�ur eine Beweisaufgabe nicht von Bedeutung sind, so soll-ten diese dem Beweiser nicht �ubergeben werden. Diese Theorieeinschr�ankung istrein technischer Natur, aber f�ur den e�ektiven Einsatz von automatischen Theo-rembeweisern unerl�a�lich, da sie eine Suchraumeinschr�ankung mit relativ einfa-chen Mitteln erm�oglicht. Bei der Theorieeinschr�ankung spielen mathematischeund intuitive Heuristiken, die nicht einem mathematischen Verfahren gleichge-setzt werden k�onnen, eine Rolle. Ein solches Verfahren existiert nicht, da manchemathematischen Probleme erst dadurch gel�ost werden, da� die Problemstellungoder ein Teil davon in ein anderes mathematisches Teilgebiet transformiert wird.Zun�achst besch�aftigen wir uns mit der Einteilung der Axiome in Gruppen unddamit, wie diese Gruppen untereinander in Beziehung stehen und ausgew�ahltwerden. Au�erdem wird die Frage nach der Erweiterung der Theorie durch Auf-nahme von bewiesenen Lemmata diskutiert. Danach geht es um die Frage, wie diezu beweisende Formel analysiert werden sollte, um eine f�ur eine schnelle Beweis-�ndung gute Theorieauswahl zu erhalten. Abschlie�end wird auf die Darstellungder Axiome und deren Bedeutung f�ur den Beweisumfang eingegangen. Dabei wirdauf den Beweiser Setheo Bezug genommen.3.1 AxiomengruppierungWenn nur bestimmte Axiome in eine Theorie f�ur einen Beweiser aufgenommenwerden sollen, m�ussen die Axiome unterscheidbar sein. Diese Unterscheidungist durch den Inhalt (die Formel) der Axiome gegeben Ein solches Unterschei-dungsmerkmal ist praktisch meist schlecht anwendbar. Soll ein Axiom ausgew�ahltwerden, m�u�te immer die { oftmals umfangreiche { Formel angegeben werden.G�unstiger ist es, jedem Axiom einen Namen zu geben.Im System Ilf werden alle Axiome durch zwei Prolog-Terme dargestellt. Dererste Term stellt den Inhalt des Axioms dar und der zweite den Namen. Mit denKommandos use, use also und use always kann die Theorie f�ur eine Beweis-aufgabe ge�andert werden. Als Parameter f�ur diese Kommandos wird eine Liste�ubergeben, die Axiomennamen, Theorienamen und weitere Handles enthaltenkann. Kommen in den Listenelementen Variablen vor, so werden alle Terme, diedamit matchen, ausgew�ahlt. Wird keine Theorieauswahl vorgenommen, so wirdeine vom Nutzer vorgegebene Standardtheorie verwendet.F�ur die Bearbeitung der Beispielaufgabe wurde folgende Struktur f�ur die Axio-mennamen gew�ahlt: ax(Operator,Spezifikation,Status,Name). Der Opera-tor sollte das f�ur den Beweis wesentliche Funktions- oder Relationssymbol des30



Axioms sein. Manchmal will oder kann man ein wesentliches Symbol nicht fest-legen. So l�a�t sich zum Beispiel f�ur das Axiom der Monotonie der Additionbez�uglich der Relation > nicht von vornherein eindeutig bestimmen, ob + oder >wesentlicher ist. Eine m�ogliche L�osung ist, als Operator auch Listen zuzulassen.Mit Hilfe der Spezi�kation l�a�t sich die Axiomenauswahl bez�uglich eines Opera-tors noch verfeinern. Beispiele sind Rekursionsanfang und Rekursionsschritt sowieProjektionen mehrstelliger Funktionen. Der Status enth�alt eine Zusatzinformati-on, wie zum Beispiel De�nition oder Lemma f�ur die Verbesserung der �Ubersicht-lichkeit. F�ur die Auswahl der Axiome der Addition kann dann das Kommandouse(ax(+, , , )) verwendet werden. Wird von der rekursiv de�nierten FunktionF (dargestellt durch ff , Prolog interpretiert Gro�buchstaben als Variable) nurdas Axiom f�ur den Rekursionsanfang ben�otigt, so ist dies mit dem Kommandouse(ax(ff,ra, , )) m�oglich.Axiomennamen k�onnen auch nach inhaltlichen Gr�unden strukturiert werden. Sok�onnen die Projektions- und Kompositonsaxiome zusammengefa�t werden, bei-spielsweise unter den Axiomennamen ax(projektion, , , ), wobei f�ur beliebi-ge Terme steht. Eine solche semantische Zusammenfassung kann nur vom Nutzerrealisiert werden, w�ahrend f�ur den ersten Ansatz auch eine automatische Axio-mennamenbildung denkbar ist.Axiome k�onnen zu Theorien zusammengefa�t sein, wie zum Beispiel die Axiome,die die Addition etwa in IN beschreiben, zur Theorie der Addition. Dazu mu�diese Theorie einen Namen erhalten, beispielsweise thplus, und es mu� erkl�artwerden, welche Axiome diese Theorie enth�alt.Beide M�oglichkeiten der Axiomengruppierung k�onnen parallel genutzt werden.Letztere ist vor allem dann geeignet, wenn die Theorie (f�ur einen Operator) imLaufe des Gesamtbeweises nicht mehr ver�andert wird, also keine Lemmata hin-zukommen.3.2 FormelanalyseF�ur die Theorieauswahl gilt das Prinzip, da�1. die verwendete Theorie so stark wie m�oglich eingeschr�ankt werden soll undandererseits2. alle f�ur den Beweis ben�otigten Axiome in die Datenbasis aufgenommenwerden.Dieses Auswahlverfahren wird als Vorbereitung f�ur den automatischen Beweiserangesehen. Es sollte folglich entsprechend schnell sein. Das setzt voraus, da� die31



Axiome entsprechend strukturiert ausgew�ahlt werden k�onnen. Mit Hilfe des obenbeschriebenen Ansatzes ist dies auf einfache Weise m�oglich.Zur Analyse wird die zu beweisende Formel nach syntaktischen Regeln analy-siert und die vorhanden Operatoren ermittelt. Eine weitergehende Unterschei-dung wird in der Beispielaufgabe nur bei rekursiv de�nierten Funktionen bezie-hungsweise bei Projektionen gemacht: Unterscheidung in Rekursionsanfang undRekursionsschritt, sofern das entsprechende Argument das zul�a�t, beziehungswei-se Ermittlung der Projektionskomponente.Bei einigen Operatoren werden weitere zugeh�orige Axiome ausgew�ahlt. Das isthaupts�achlich bei Operatoren notwendig, die auf Basis anderer Operatoren de�-niert wurden. Beispielsweise sollten bei den Operatoren inc beziehungsweise decauch die Axiome f�ur die Addition beziehungsweise f�ur die Subtraktion hinzuge-nommen werden. Dieses ist ein semantisches Auswahlverfahren. Diese Zuordnun-gen werden innerhalb der hier beschriebenen Theorieauswahl nicht automatischvom System durchgef�uhrt, sondern beruhen auf den vom Nutzer eingegebenenAbh�angigkeiten. Denkbar ist aber auch hier eine automatische Ermittlung vonZusammenh�angen, bei denen Verfahren der Theorieauswahl, Strukturierung derAxiomennamen und semantischer Theorieaufbau gleichzeitig betrachtet werden.Wie Beispiele zeigen, ist es oft nicht ausreichend, nur die zu beweisende Formelzu analysieren. Deswegen ist es m�oglich, weitere Annahmen und Voraussetzungenauf die gleiche Art und Weise zu untersuchen, und die so gewonnenen Axiomezus�atzlich in die Datenbasis aufzunehmen. Im Rahmen des Strategie-Tools kannder Nutzer entscheiden, in welchem Umfang die Analyse erfolgen soll. Die zus�atz-liche Analyse von Annahmen beziehungsweise Voraussetzungen wird ben�otigt,wenn daraus andere f�ur den Beweis notwendige Aussagen abgeleitet werden sol-len. Dieser Ansatz beschr�ankt sich auf rein syntaktische Untersuchungen, seman-tische Aspekte spielen { mit Ausnahme der vom Nutzer �xierten Abh�angigkeiten{ keine Rolle.3.3 AxiomendarstellungIn diesem Abschnitt wird die Aufmerksamkeit auf die Darstellung der Axiomegelenkt. Aussagen k�onnen logisch �aquivalent seien. Welche von zwei logisch �aqui-valenten Aussagen in die Theorie aufgenommen wird, ist semantisch unbedeut-sam. Das gleiche gilt auch f�ur die Aufnahme beider Aussagen in die Theorie. F�ureinen automatischen Beweiser kann der Unterschied erheblich sein.De�nition 5 .Seien �1 und �2 zwei Aussagen des Pr�adikatenkalk�uls erster Ordnung. �1 und �2hei�en (logisch) �aquivalent (�1 � �2), wenn gilt, da� ; j= �1 $ �2. Dann wirddie Aussage �1 $ �2 auch allgemeing�ultig genannt.32



Aus dieser De�nition folgt unter Benutzung des Ableitungssatzes unmittelbarf�1g j= �2 und f�2g j= �1.Satz 6 .Gelte �1 � �2 und sei T eine Theorie des Pr�adikatenkalk�uls erster Ordnung.Wenn T1 = T [ f�1g, T2 = T [ f�2g und T3 = T [ f�1; �2g sind, so gelten diefolgenden beiden Aussagen:1. Ded(T1) = Ded(T2) und2. Ded(T1) = Ded(T3).Beweis: Aus f�1g � f; [ f�1g � T1 und f�1g j= �2 folgt T1 j= �2. Aufgrundder H�ulleneigenschaften der Deduktion gilt Ded(T1) � Ded(T ) � T . Da also ausDed(T1) sowohl �2 als auch T folgen, gilt Ded(T1) � T2 = T [ f�2g. NochmaligeAnwendung der H�ulleneigenschaften ergibt, da� Ded(T1) = Ded(Ded(T1)) �Ded(T2).Analog wird Ded(T2) � Ded(T1) gezeigt, woraus dann schlie�lich (1) folgt.Da T1 � T3 gilt, folgt da� Ded(T1) � Ded(T3). Wie oben l�a�t sich zeigen, da�Ded(T1) � T3. Daraus folgt mit Hilfe der H�ulleneigenschaften, da� Ded(T1) == Ded(Ded(T1)) � Ded(T3). Damit wurde auch (2) bewiesen. 2Analog zur Aussage (2) des Satzes 6 gilt nat�urlich auch Ded(T2) = Ded(T3).Wenn die konkrete Darstellung eines Axioms semantisch gleichwertig ist, so ergibtsich die Frage, ob und warum das Verhalten der Beweiser von der Form abh�angigist.Da Setheo ein tableaubasierter Modelleliminationsbeweiser ist und sich der Su-chumfang im allgemeinen exponentiell mit der Beweistiefe entwickelt, soll unter-sucht werden, ob durch eine bestimmte Form der Axiomendarstellung die Bewei-stiefe reduziert werden kann. Um einerseits dem automatischen Beweiser gerechtzu werden und um andererseits vom Nutzer nicht zu verlangen, die Theorie selbstgeeignet umzuformen, sollte diese Prozedur vom proofpad �ubernommen werden.Eventuell k�onnten Optionen angegeben werden, um diese Prozedur zu beein
us-sen.Im folgenden wird aufgezeigt, welche Axiome in welcher Weise f�ur Setheo um-geformt werden k�onnen, um eventuell die Beweistiefe zu reduzieren. Auch wirdauf die M�oglichkeit des Weglassens von Substitutionsaxiomen eingegangen. Au-�erdem wird die M�oglichkeit des Weglassens der Transitivit�at der Gleichheit un-tersucht, da diese wesentlich die Suche beein
u�t.Untersucht wird jetzt die Axiomenklasse mit den bedingten Gleichungen der Artp(�x)! f(�x) = c(�x): (1)33



Sei ohne Beeintr�achtigung der Allgemeing�ultigkeit f eine n-stellige Funktion mitden Parametern g1(�x); : : : ; gn(�x). Die Bedingung p(�x) sei eine Konjunktion vonLiteralen. Die Konjunktion kann auch leer sein, d.h. aus der obigen bedingtenGleichung wird dann eine reine Gleichung. Es werden dann n + 1 neue Varia-blen v1; : : : ; vn und w eingef�uhrt und das Axiom dann wie folgt paramoduliertdargestellt:v1 = g1(�x) ^ : : : ^ vn = gn(�x) ^ w = c(�x) ^ p(�x)! f(v1; : : : ; vn) = w: (2)Diese Variablenersetzung kann bei allen Parametern beziehungsweise beim Funk-tionswert entfallen, wenn diese bereits eine Variable sind. Allerdings nur, wenndiese Variable erstmals als Parameter beziehungsweise Funktionswert auftritt. Beijedem weiteren Auftreten dieser Variable als Parameter beziehungsweise Funk-tionswert wird sie an diesen Stellen durch eine neue Variable ersetzt. Dieses soneu gewonnene Axiom (2) wird an Stelle des Ausgangsaxioms (1) in die Theorieaufgenommen. Ist die Bedingung p(�x) leer, so kann zus�atzlich das Ausgangsaxiomin die Theorie aufgenommen werden. Das kann dann m�oglicherweise die Bewei-stiefe um 1 reduzieren, es kann aber auch in einigen F�allen zu einem erheblichenAnwachsen des Suchumfanges f�uhren.Nachstehend werden die Beweistiefen von Setheo bei der urspr�unglichen (1)und der umgeformten (2) Axiomendarstellung untersucht. Dabei wird der Beweiseiner Gleichung analysiert. Neben der ausgew�ahlten Theorie k�onnen zus�atzlicheParamodulationsaxiome in die Datenbasis mit aufgenommen werden. Das wirdmit Hilfe der Einstellung des ilfstate setheo split gesteuert. Ist dieser aufoff gesetzt, werden keine, bei on wird f�ur jeden Parameter ein Paramodulations-axiom und bei one axiom ein Paramodulationsaxiom f�ur alle Parameter simultanerzeugt. Das bezieht sich jeweils auf jedes Funktions- und Relationssymbol, wel-ches in der Datenbasis vorkommt.Betrachtet wird die Gleichung f(t1; : : : ; tn) = t, die mit Hilfe des oben angegebe-nen Axioms (1) beziehungsweise des Axioms (2) bewiesen werden soll. Es m�ussenf�ur alle i = 1; : : : ; n ti = gi(�x) und t = c(�x) gezeigt werden. Zun�achst werdeneinige Bezeichnungen eingef�uhrt:� PMe = urspr�ungliche Axiomendarstellung (1) undilfstate setheo split on.� PMa = urspr�ungliche Axiomendarstellung (1) undilfstate setheo split one axiom.� PMi = umgeformte Axiomendarstellung (2) undilfstate setheo split off. 34



me sei die Anzahl der zu paramodulierenden Elemente (Parameter und Funkti-onswert) von f , f�ur die gilt, da� ti 6� gi(�x) beziehungsweise t 6� c(�x). Sei weiterhinoe := (�l 2 IN)[2l � me + 1]:Dann gilt, da� 0 � me � n + 1. Weiter l�a�t sich absch�atzen, da� oe � 0. SeiI = f1; : : : ; ng und I� := fi 2 I : ti 6� gi(�x)g. Dann ist I� � I. Wenn k gleich derKardinalit�at von I� ist, so gilt me � k + 1 � me + 1.F�ur alle i = 1; : : : ; n seien di die minimalen Beweistiefen von Setheo f�ur dieAussagen ti = gi(�x). Analog seien d0 und dp die Beweistiefen f�ur die Aussa-gen t = c(�x) und p(�x). Die Beweisaufgabe unter den Kon�gurationen PMe undPMa kann im allgemeinen nicht in einem Schritt auf diese einzelnen Teilaufgabenzur�uckgef�uhrt werden. Dazu mu� die Aufgabe mittels des Transitivit�atsaxiomsder Gleichheit aufgespalten werden. Erst an diesen Stellen, wir nennen sie Ansatz-punkte, ist dann die Paramodulation bez�uglich der Parameter und die Anwendungvon (1) m�oglich. Dagegen wird bei der Kon�guration PMi diese Reduzierung aufdie Teilaufgaben durch die umgeformte Axiomendarstellung (2) in genau einemSchritt erreicht. Mit dpme; dpma; dpmi werden die Beweistiefen f�ur die Gleichungf(t1; : : : ; tn) = t bez�uglich PMe, PMa, PMi bezeichnet.De�nition 6 .Sei A eine endliche Menge nat�urlicher Zahlen und min(A) wie �ublich de�niert.Dann existiert ein a0 2 A, so da� min(A) = a0. Dann sei min?(A) := min(A �fa0g).Es gilt dann, da� min(A) � min?(A) f�ur alle Mengen A nat�urlicher Zahlen ist.Mit dieser Symbolik gelten dann folgende Beziehungen.Satz 7 .Absch�atzungen der Beweistiefe bez�uglich PMe:1. Wenn me = 0, so ist dpme = 1 + dp.2. (a) Wenn me > 0 und t � c(�x), so ist dpme � 1 +maxf1 + di2I�; 1 + dpg.(b) Wenn me > 0 und t � c(�x), so ist dpme � oe+min?f1+di2I�; 1+dpg.3. Wenn me > 0, t 6� c(�x) und I� = ;, so ist dpme = 1 +maxf1 + dp; d0g.4. (a) Wenn me > 0, t 6� c(�x) und I� 6= ;, so ist dpme � 1 + maxf1 +di2I�; 2 + dp; d0g.(b) Wenn me > 0, t 6� c(�x) und I� 6= ;, so ist dpme � oe + min?f1 +di2I�; 1 + dp; d0g. 35



Beweis: Wenn me = 0 so ist keine Paramodulation notwendig und es wird nurdas Axiom (1) angewandt. Daraus folgt 1.Um die me+1 Ansatzpunkte mit Hilfe der Transitivit�at der Gleichheit zu erzeu-gen, ist wenigstens die Tiefe oe notwendig, da sich die Anzahl der unbewiesenenLiterale durch die Transitivit�at jeweils verdoppelt. Wegen der Verzweigung sindwenigstens zwei Ansatzpunkte in dieser Tiefe, woraus dann 2(b) folgt. Der ersteAnsatzpunkt hat wenigsten die Tiefe 1, da me > 1. Daraus folgt 2(a).Da me+1 = 2 ist, mu� die Transitivit�at genau einmal angewandt werden, worausunmittelbar 3 folgt.4(a) und 4(b) ergeben sich mit analoger Argumentation wie 2(a) und 2(b). 2Satz 8 .Absch�atzungen der Beweistiefe bez�uglich PMa:1. Wenn me = 0, so ist dpma = 1 + dp.2. Wenn me > 0 und t � c(�x), so ist dpma = 1 +maxf1 + di2I ; 1 + dpg.3. Wenn me > 0, t 6� c(�x) und I� = ;, so ist dpma = 1 +maxf1 + dp; d0g.4. (a) Wenn me > 0, t 6� c(�x) und I� 6= ;, so ist 1+maxf1+maxfdi2Ig; 2+dp; d0g � dpma � 2 +maxf1 +maxfdi2Ig; 1 + dp; d0g.(b) Wenn me > 0, t 6� c(�x) und I� 6= ;, so ist dpma = minfmaxf2 +maxfdi2Ig; 3 + dp; 2 + d0g; maxf1 +maxfdi2Ig; 3 + dp; 2 + d0gg.Beweis: Der Beweis kann genauso wie der Beweis des vorhergehenden Satzes 7gef�uhrt werden, wobei sich die Anzahl der Ansatzpunkte von me+1 auf me�(k�1) + 1 reduziert, falls k > 0. Andernfalls bleibt sie gleich. oe wird entsprechendder Fallunterscheidung ersetzt. Wenn k > 0, so wird nicht mehr maxf1 + di2I�ggebildet, sondern aufgrund der allgemeineren Paramodulation 1 + maxfdi2Ig,wobei di = 1 f�ur alle i 2 I � I�. Die identischen Parameter werden mit durch dasRe
exivit�atsaxiom der Gleichheit bewiesen. 2Satz 9 .Die Beweistiefe bez�uglich PMi betr�agt dpmi = 1 +maxfdi2Idp; d0g.Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Darstellung des Axioms (2).2Satz 10 .Vergleich der Beweistiefen bez�uglich PMe, PMa und PMi:36



1. dpme � dpma.2. Wenn dp > 0, so ist dpma � dpmi.3. Wenn dp = 0 und das Axiom f(g1(�x); ldots; gn(�x)) = c(�x) in dieser Formmit in die Theorie aufgenommen wird , so gilt dpma � dpmi.Beweis: Zun�achst gilt, da� die Fallunterscheidung in 1, 2, 3 und 4 aus den voran-gegangenen S�atzen 7 und 8 vollst�andig ist.Wenn me = 0 (Fall 1), so dpme = dpma. Im Fall 2 gilt dpme � dpma wegen 2(a) undweil di = 1 f�ur alle i 2 I�I� und di � 1 f�ur alle i 2 I�. Im Fall 3 gilt trivialer Weisewieder dpme = dpma. Im Fall 4 gilt dpma = maxf1+1+maxfdi2I�g; 2+1+dp; 2+d0goder dpma = maxf2+1+maxfdi2I�g; 2+1+dp; 1+d0g, da die die beiden einzigenAufspaltungen bez�uglich dreier Ansatzpunkte sind. In beiden F�allen folgt, da�dpme � dpma, da dpme wie folgt abgesch�atzt werden kann. Weil me � 2, giltdpme � maxf1 + 1 + di0; 2 + 1 +maxfdi2I��fi0gg; 2 + 1 + dp; 2 + d0g oder dpma �maxf2 + 1 +maxfdi2I�g; 2 + 1 + dp; 1 + d0g.dpma � dpmi folgt sofort mit der Fallunterscheidung f�ur die F�alle 2, 3 und 4. ImFall 2 gilt sogar >. Im Fall 1 gilt die Aussage dpma � dpmi nur, wenn dp > 0.Die Bedingung dp > 0 kann entfallen, sobald das oben angegebene Axiom (ent-spricht der urspr�unglichen Axiomendarstellung (1)) mit in die Theorie aufgenom-men wird. In diesem Falle ist auch dpmi = 1. 2Bemerkung 4 .Da� in den Kon�gurationen PMe und PMa zur Beweistiefe der Ansatzpunk-te noch Beweise der Tiefen 1 + di bzw 1 + dp angeh�angt werden, folgt aus derTatsache, da� an den Ansatzpunkten erst noch das Paramodulationsaxiom bezie-hungsweise das urspr�ungliche Funktionsaxiom (1) angewandt werden mu�. F�urden Ansatzpunkt, an dem die Gleichheit der Funktionswerte von f nachgewiesenwird, ist dies nicht notwendig, da die Paramodulation hier bereits der Transiti-vit�at der Gleichheit entspricht. Bei drei oder mehr Ansatzpunkten kann maximaleiner die Tiefe 1 haben, alle anderen haben eine gr�o�ere Tiefe. Im Fall 4 liegt derAnsatzpunkt f�ur die Anwendung des urspr�unglichen Axioms (1) fr�uhestens in derTiefe zwei, da vorher sowohl Funktionsparameter als auch Funktionswert gleich-gesetzt werden m�ussen. Das bedeutet, da� sowohl die linke Seite (mit wenigstenseinem Split), als auch die rechte Seite der Axiomengleichung (mit genau einemSplit) angeglichen werden m�ussen. Bei allen Betrachtungen wird jeweils die Tran-sitivit�at der Gleichheit als x = y^ y = z ! x = z angenommen, auch wenn diesebei der Kon�guration PMa in der Form x = y ^ u = x ^ v = y ! u = v denkbarw�are. In der Kon�guration PMi ist die Einstellung des ilfstate setheo splitunbedeutend f�ur die gemachten Untersuchungen.37



Alle bis jetzt durchgef�uhrten Betrachtungen bezogen sich auf ein umgeformtesAxiom (beziehungsweise eine umgeformte Funktionende�nition). Werden prak-tisch alle (bedingten) Gleichungen entsprechend umgeformt, so kann sich dieTiefenreduzierung folglich vergr�o�ern. Hierbei mu� beachtet werden, da� sichdie Optimierung �uber alle Teile des Beweisbaumes gleichzeitig erstreckt, so da�die oben genannten Absch�atzungen nicht einfach addiert werden k�onnen.Da die Umformung der Axiome auf einer Einbeziehung der Paramodulation be-ruht, stellt sich die Frage, inwiefern die Paramodulationsaxiome noch gebrauchtwerden. Dabei sind zwei m�ogliche F�alle zu unterscheiden:1. Nachweis der Gleichheit durch Berechnen der Funktionswerte und2. Nachweis der Gleichheit durch Parametervergleich.Im 1. Fall sind die Paramodulationsaxiome nicht mehr notwendig, da eines derFunktionsaxiome angewandt werden mu� und die Paramodulation dabei reali-siert werden kann. Im 2. Fall sind die Paramodulationsaxiome noch notwendig,allerdings ist die Aufgabenstellung untypisch. Um die Paramodulationsaxiomegrunds�atzlich einsparen zu k�onnen, ist eine entsprechende Taktik notwendig. Die-se generiert f�ur eine zu beweisende Aussage f(p1; : : : ; pn) = f(q1; : : : ; qn) n neueGleichungen p1 = q1; : : : ; pn = qn, wobei pi=1;:::;n und qi=1;:::;n beliebige Termesind.Die Transitivit�at der Gleichheit sollte nicht grunds�atzlich ausgeschlossen werden,da im allgemeinen nicht alle Funktionen als bedingte Gleichung (1) beschriebenwerden und so auch nicht in die paramodulierte Form (2) umgeformt werdenk�onnen. Ein Beispiel hierf�ur ist die Addition, f�ur die meist nur einige Eigen-schaften, wie Kommutativit�at oder Assoziativit�at, anstelle einer vollst�andigenDe�nition angegeben werden.Zum Abschlu� sei noch ein Beispiel f�ur die erfolgreiche Umwandlung der Axiomeangegeben. Die Aufgabe ist eine reine Gleichungsumformungsaufgabe. Die Theo-rie wird in der urspr�unglichen Darstellung angegeben. Die Umformung wird wiebeschrieben durchgef�uhrt.Beispiel 6 :Aufgabe: f(g(h(g(d); b)); g(h(c; d)); g(b)) = g(a)Axiome:f(a; b; c) = dg(a) = d; g(b) = c; g(c) = b; g(d) = ah(a; b) = d; h(c; d) = cDann werden die folgenden Kon�gurationen betrachtet.38



Tabelle 2: Vergleich Kon�gurationen: AxiomendarstellungKon�guration Tiefe ZeitK1 6 139.75 sK2 5 0.30 sK3 5 0.03 sK4 4 0.05 sK5 4 0.03 s� K1: angegebene (urspr�ungliche) Axiomendarstellung mit Paramodulations-axiomen (einzeln) und mit Transitivit�at der Gleichheit.� K2: umgeformte (neue) Axiomendarstellung ohne Paramodulationsaxiome,mit Transitivit�at der Gleichheit.� K3: umgeformte (neue) Axiomendarstellung ohne Paramodulationsaxiomeund ohne Transitivit�at der Gleichheit.� K4: beide Axiomendarstellungen (neue Axiomendarstellung + Hinzunahmevon Fakten) ohne Paramodulationsaxiome, mit Transitivit�at der Gleichheit.� K5: beide Axiomendarstellungen (neue Axiomendarstellung + Hinzunah-me von Fakten) ohne Paramodulationsaxiome und ohne Transitivit�at derGleichheit.In Tabelle 2 werden die ben�otigten Beweistiefen und Beweiszeiten Setheo(SPARC-10, Zeiten in Sekunden) f�ur diese Aufgabe bez�uglich der einzelnen Kon�-gurationen dargestellt. Durch die neue Axiomendarstellung konnte nicht nur eineTiefenstufe eingespart werden, sondern auch die ben�otigte Zeit wurde drastischverk�urzt. Die Hinzunahme der Fakten in den Kon�gurationK4 und K5 verk�urztdie Tiefe noch einmal um eine Stufe. Insgesamt waren die Kon�gurationen K2bis K5 um Gr�o�enordnungen schneller als die Kon�guration K1.
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4 L�osung der BeispielaufgabeIn diesem Abschnitt wird die L�osung der Beispielaufgabe angegeben. Es wer-den die in dieser Arbeit beschriebenen Systeme und Hilfsmittel angewandt. Diezu beweisende Formel wird auf einfachere Teilprobleme zur�uckgef�uhrt. Die da-bei entstehenden Teilprobleme und die Rechtfertigung f�ur diesen Schritt werdenangegeben. Diese Problemzerlegung wird durchgef�uhrt, bis das betre�ende Teil-problem durch Setheo l�osbar ist.Formeln, die Annahmen sind, (also nicht zu beweisen sind!), werden mit einem"A\ vor der Formelnummer gekennzeichnet.Zun�achst wird auf die Formel8x 2 IN3 8t 2 IN : F (x; t) = G(x; ��(x; t)) [1,0]Induktion �uber t angewendet (; [1,1], [1,2]). Der Induktionsanfang8x 2 IN3 : F (x; 0) = G(x; ��(x; 0)) [1,2]wird durch Setheo im Beweis 3 gel�ost. Beim Induktionsschritt [1,1] wird derAllquantor der Induktionsvariablen abbgebaut (; [2,0], A[2,1]), und ansch-liessend Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehauptung getrennt (; [3,0],A[3,1]). An der Induktionsbehauptung [3,0] wird dann der 8-Quantor bez�uglichder (Zustands-)Variablen x eleminiert (; [4,0], A[4,1]). Die FormelF (triple1; nat1 + 1) = G(x; ��(triple1; nat1 + 1)) [4,0]wird durch Setheo im Beweis 5 unter Zuhilfenahme von [4,2] und [4,3] gel�ost.Auf die Formel8x 2 IN3 8t1 2 IN 8t2 2 IN : G(x; t1 + t2) = G(G(x; t1); t2) [4,3]wird Induktion (�uber der Variablen t2) angewandt (; [4,4], [4,5]). Der Indukti-onsanfang8x 2 IN3 8t1 2 IN : G(x; t1 + 0) = G(G(x; t1); 0) [4,5]wird durch Setheo im Beweis 7 gel�ost. Beim Induktionsschritt [4,4] wird derAllquantor der Induktionsvariablen abbgebaut (; [5,0], A[5,1]). Aanschliessendwerden Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehauptung getrennt (; [6,0],A[6,1]). Die Induktionsbehauptung8x 2 IN3 8t1 2 IN : G(x; t1 + nat2 + 1) = G(G(x; t1); nat2 + 1) [6,0]wird durch Setheo im Beweis 8 gel�ost.Sei im folgenden � := F (triple1; nat1). Dann wird die Formelf(�) = g(�; l(�)) [4,2]mittels Fallunterscheidung bewiesen (; [4,6], [7,0], [7,1], [7,2]). Die Alternativep3(�) > 0 _ (p3(�) = 0 ^ p2(�) > 0) _ (p3(�) = 0 ^ p2(�) = 0) [4,6]wird durch Setheo im Beweis 11 gel�ost. Im 1.Fall [7,2] werden Voraussetzungund Behauptung getrennt (; [8,0], A[8,1]) und mit Hilfe ihrer 3 Projektion [8,2],[8,3] und [8,4] durch Setheo im Beweis 18 gel�ost. Die 3 Projektionenf1(�) = g1(�; l(�)) [8,2]f2(�) = g2(�; l(�)) [8,3]40



f3(�) = g3(�; l(�)) [8,4]werden jeweils unter Zuhilfenahme der Formel [7,3] und der Fallannahme A[8,1]durch Setheo im Beweis 13, 15 und 17 gel�ost. Die eingef�ugte Formel [7,3] wirdsp�ater bewiesen.Der zweite Fall [7,1] wird �ahnlich dem ersten behandelt. Zun�achst werden Voraus-setzung und Behauptung getrennt (; [9,0], A[9,1]) und mit Hilfe der 3 Projektion[9,2], [9,3] und [9,4] durch Setheo im Beweis 26 gel�ost. Die 3 Projektionen [9,2],[9,3] und [9,4] werden wieder jeweils unter Zuhilfenahme der Formel [7,4] und derFallannahme A[9,1] durch Setheo im Beweis 21, 23 und 25 gel�ost. Man beachte,da� die Formeln [8,2] und [9,2], [8,3] und [9,3], [8,4] und [9,4] jeweils gleich sind,die Fallannahmen A[8,1] und A[9,1] aber verschieden. Die eingef�ugte Formel [7,4]wird ebenfalls sp�ater bewiesen.Im dritten Fall [7,0] werden Voraussetzung und Behauptung getrennt (; [10,0],A[10,1]) und mit Hilfe der 3 Projektion [10,3], [10,4] und [10,5] durch Setheo imBeweis 36 gel�ost. Die 3 Projektionen [10,3], [10,4] und [10,5] werden jeweils unterZuhilfenahme der Formel [10,2] und der Fallannahme A[10,1] durch Setheo imBeweis 31, 33 und 35 gel�ost. Auch hier sind wieder die Formeln [8,2] und [10,3],[8,3] und [10,4], [8,4] und [10,5] jeweils gleich, aber die Fallannahmen A[8,1] undA[10,1] verschieden. Die eingef�ugte Formell(�) = 0 + 1 [10,2]dient der Anwendung der Rekursionsaxiome f�ur die Gi=1;2;3, und wird mit Hilfeder Fallannahme A[10,1] durch Setheo im Beweis 29 gel�ost.Die eingef�ugte Formel8x 2 IN3 8t 2 IN : p3(x) > 0 ^ t � p3(x) ! G1(x; t) = p1(x) + t ^ G2(x; t) =p2(x) ^G3(x; t) = p3(x)� t [7,3]wird mittels Induktion �uber t aufgel�ost (; [7,5], [7,6]). Der Induktionsanfang[7,6] wird durch Setheo im Beweis 39 gel�ost. Beim Induktionsschritt [7,5] wirdzun�achst der Allquantor der Induktionsvariablen elimiert (; [11,0], A[11,1]), unddann in Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehauptung aufgesplittet (;[12,0], A[12,1]). Dann wird der Allquantor der (Zustands-)variablen elimiert (;[13,0], A[13,1]), und anschliessend die Implikation in Voraussetzung und Behaup-tung aufgesplittet (; [14,0], A[14,1]). Schlie�lich wird die Konjunktion rekursivabgebaut (; [14,2], [14,3] (; [14,4], [14,5])). Die FormelG1(triple2; nat3 + 1) = p1(triple2) + (nat3 + 1) [14,2]wird durch Setheo im Beweis 46 mit Hilfe der Formeln [14,6] und [14,7] gel�ost.Die eingef�ugte Formelinc(G1(triple2; nat3)) = p1(triple2) + (nat3 + 1) [14,7]wird durch Setheo im Beweis 44 mit Hilfe der Formeln [14,6] und den Annah-men A[12,1] und A[14,1] gel�ost. Die FormelG2(triple2; nat3 + 1) = p2(triple2) [14,4]wird durch Setheo im Beweis 48 mit Hilfe der Formel [14,6] und Annahmen41



A[12,1] und A[14,1] gel�ost. Die FormelG3(triple2; nat3 + 1) = p3(triple2)� (nat3 + 1) [14,5]wird durch Setheo im Beweis 54 mit Hilfe der Formeln [14,6] und [14,9] gel�ost.Die eingef�ugte Formeldec(G3(triple2; nat3)) = p3(triple2)� (nat3 + 1) [14,9]wird ihrerseits durch Setheo im Beweis 53 mit Hilfe der Formeln [14,6] und[14,8] und den Annahmen A[12,1] und A[14,1] gel�ost. Die eingef�ugte Formel(p3(triple2)� nat3)� 1 = p3(triple2)� (nat3 + 1); p3(triple2)� nat3 > 0 [14,8]wird durch Setheo im Beweis 50 und 51 mit Hilfe der Annahme A[14,1] gel�ost.Die eingef�ugte Formelnat3 � p3(triple2); G3(triple2; nat3) > 0 [14,6]wird durch Setheo im Beweis 41 und 42 mit Hilfe der Annahmen A[12,1] undA[14,1] gel�ost.Als letztes mu� noch die eingef�ugte Formel8x 2 IN3 8t 2 IN : p3(x) = 0 ^ p2(x) > 0 ^ t � p2(x) ! G1(x; t) =p1(x) + t ^G2(x; t) = p2(x)� t ^G3(x; t) = 0 [7,4]bewiesen werden. Diese wird mittels Induktion �uber t aufgel�ost (; [7,7], [7,8]).Der Induktionsanfang [7,8] wird durch Setheo im Beweis 57 gel�ost. Beim Induk-tionsschritt [7,7] wird zun�achst der Allquantor der Induktionsvariablen elimiert(; [15,0], A[15,1]), und dann in Induktionsvoraussetzung und Induktionsbehaup-tung aufgesplittet (; [16,0], A[16,1]). Dann wird der Allquantor der (Zustands-)variablen elimiert (; [17,0], A[17,1]), und anschliessend die Implikation in Vor-aussetzung und Behauptung aufgesplittet (; [18,0], A[18,1]). Schlie�lich wird dieKonjunktion rekursiv abgebaut (; [18,2], [18,3] (; [18,4], [18,5])). Die FormelG1(triple3; nat4 + 1) = p1(triple3) + (nat4 + 1) [18,2]wird durch Setheo im Beweis 65 mit Hilfe der Formeln [18,6] und [18,7] gel�ost.Die eingef�ugte Formelinc(G1(triple3; nat4)) = p1(triple3) + (nat4 + 1) [18,7]wird durch Setheo im Beweis 63 mit Hilfe der Formel [18,6] und den AnnahmenA[16,1] und A[18,1] gel�ost. Die FormelG2(triple3; nat4 + 1) = p2(triple3)� (nat4 + 1) [18,4]wird durch Setheo im Beweis 72 mit Hilfe der Formeln [18,6] und [18,9] gel�ost.Die eingef�ugte Formeldec(G3(triple2; nat3)) = p3(triple2)� (nat3 + 1) [18,9]wird ihrerseits durch Setheo im Beweis 70 mit Hilfe der Formeln [18,6] und[18,8] sowie den Annahmen A[16,1] und A[18,1] gel�ost. Die eingef�ugte Formel(p2(triple3)� nat4)� 1 = p2(triple3)� (nat4 + 1); p2(triple3)� nat4 > 0 [18,8]wird durch Setheo im Beweis 67 und 68 mit Hilfe der Annahme A[18,1] gel�ost.Die FormelG3(triple3; nat4 + 1) = 0 [18,5]wird durch Setheo im Beweis 73 mit Hilfe der Formel [18,6] gel�ost. Die ein-gef�ugte Formel 42



nat4 � p2(triple3) ^G3(triple3; nat4) = 0 ^G2(triple3; nat4) > 0 [18,6]wird durch Setheo im Beweis 59, 60 und 61 mit Hilfe der Annahmen A[16,1]und A[18,1] gel�ost.
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5 Schlu�folgerungenDie folgende Tabelle zeigt die durch die einzelnen verschiedenen Beweiserstra-tegien erreichten Beweiserfolge und Beweiszeiten. Es ist zu erkennen, da� derparallele Einsatz mehrerer Beweiserparametrisierungen zu einer erheblichen Be-weiszeitverk�urzung f�uhrt. Das ist insbesondere beim Einsatz automatischer Be-weiser in interaktiven Umgebungen unverzichtbar. Setzt man etwa voraus, da�die gesamte einem Beweiser zur Verf�ugung stehende Zeit, einschlie�lich der hiernicht mit erfa�ten Compilationszeit, sich im interaktiven Betrieb in einer Gr�o�en-ordnung von 30 bis 60 Sekunden bewegt, werden viele Aufgaben �uberhaupt erstl�osbar, indem ein paralleler Beweiser eingesetzt wird.Name dr, dyn2 dr, dyn5 dr wdr, dyn2 wdr, dyn5 wdrTf Inf Zeit Tf Inf Zeit Tf Inf Zeit Tf Inf Zeit Tf Inf Zeit Tf Inf Zeitilf 11 3 5 0.32 3 5 0.27 3 5 0.35 4 5 0.46 4 5 0.49 4 5 0.32ilf 13 5 12 0.90 5 12 0.65 5 12 1.05 6 12 1.09 6 12 1.05 6 12 0.76ilf 15 5 12 0.91 5 12 0.69 5 12 1.05 6 12 1.04 6 12 1.02 6 12 0.71ilf 17 5 15 6.76 5 15 4.31 5 15 32.24 6 14 12.95 6 14 12.38 6 15 13.89ilf 18 5 13 2.96 5 13 2.07 5 13 1.42 6 13 102.59 6 13 104.12 6 13 26.76ilf 21 5 15 0.96 5 15 0.68 5 15 1.16 6 15 1.25 6 15 1.14 6 15 0.87ilf 23 5 18 8.15 5 18 5.38 5 18 48.20 6 17 16.07 6 17 15.27 6 18 19.80ilf 25 5 16 0.95 5 16 0.68 5 16 1.51 6 15 2.03 6 15 1.97 6 16 3.41ilf 26 5 13 3.84 5 13 2.60 5 13 1.53 6 13 162.13 6 13 159.09 6 13 38.09ilf 29 4 9 0.27 4 9 0.21 4 9 0.26 5 9 0.27 5 9 0.26 5 9 0.33ilf 3 4 8 0.39 4 8 0.30 4 8 0.42 5 8 0.62 5 8 0.59 5 8 0.26ilf 31 6 21 27.56 6 21 18.13 6 21 17.45 7 20 1884.54 7 20 1889.71 7 {ilf 33 6 21 26.62 6 21 17.79 6 21 18.83 7 25 1998.04 7 25 2006.69 7 {ilf 35 6 19 27.28 6 19 18.08 6 19 18.62 7 18 1965.88 7 18 1980.08 7 {ilf 36 5 13 4.28 5 13 2.96 5 13 1.49 6 13 215.01 6 13 213.82 6 13 39.87ilf 39 3 9 0.37 3 9 0.26 3 9 0.36 5 10 16.60 5 10 0.44 5 10 0.30ilf 41 3 3 0.41 3 3 0.30 3 3 0.47 3 3 0.42 3 3 0.44 3 3 0.37ilf 42 5 9 240.41 5 9 9.15 5 9 7.31 5 9 3.87 5 9 3.30 5 9 2.11ilf 44 4 9 3.20 4 9 2.27 4 9 0.43 5 10 2.44 5 10 2.41 5 9 0.43ilf 46 5 { 5 { 5 11 2.35 6 11 461.18 6 11 463.33 5 11 2.18ilf 48 5 12 33.67 5 12 21.85 5 12 2.29 5 12 4.90 5 12 4.82 5 12 2.14ilf 5 5 13 0.50 5 13 0.33 5 16 2.08 6 12 2.10 6 12 2.03 6 13 0.91ilf 50 3 3 0.42 3 3 0.36 3 3 0.48 3 3 0.49 3 3 0.47 3 3 0.32ilf 51 4 4 0.47 4 4 0.35 4 4 0.56 4 4 0.53 4 4 0.46 4 4 0.34ilf 53 4 9 1.11 4 9 0.79 4 9 0.63 5 9 1.10 5 9 1.03 5 9 0.64ilf 54 5 { 5 { 5 11 2.29 6 11 416.31 6 11 418.62 5 11 2.21ilf 57 3 11 0.58 3 11 0.30 3 11 0.43 5 12 174.33 5 12 20.44 5 12 12.11ilf 59 3 3 0.43 3 3 0.33 3 3 0.45 3 3 0.47 3 3 0.45 3 3 0.35ilf 60 4 6 0.60 4 6 0.43 4 6 0.57 4 6 0.56 4 6 0.53 4 6 0.38ilf 61 5 10 324.71 5 11 18.60 5 11 18.51 5 10 3.85 5 10 3.68 5 10 2.42ilf 63 4 10 4.20 4 10 2.63 4 10 0.50 5 11 3.03 5 11 2.99 5 10 0.44ilf 65 5 { 5 { 5 14 2.43 6 { 6 { 6 14 8.03ilf 67 3 3 0.44 3 3 0.34 3 3 0.52 3 3 0.46 3 3 0.55 3 3 0.34ilf 68 4 4 0.48 4 4 0.37 4 4 0.49 4 4 0.51 4 4 0.57 4 4 0.35ilf 7 3 5 0.20 3 5 0.14 3 5 0.19 4 5 0.27 4 5 0.24 4 5 0.20ilf 70 4 10 1.11 4 10 0.76 4 10 0.46 5 10 0.99 5 10 0.96 5 10 0.54ilf 72 5 { 5 { 5 14 2.39 6 { 6 { 6 14 8.06ilf 73 5 { 5 10 20.28 5 10 2.32 5 8 1.74 5 8 1.75 5 8 0.53ilf 8 4 10 0.71 4 10 0.45 4 10 0.76 5 10 2.52 5 10 2.86 5 10 1.64Prinzipiell wurde durch die in dieser Arbeit beschriebene Studie nachgewiesen,da� der Einsatz von automatischer Beweisertechnologie in einer interaktiven Be-weisumgebung ein handhabbares Mittel zur Erf�ullung von Veri�kationsaufgabenist.
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Anhang: Ein Beispiel f�ur einen maschinell gefun-denen TeilbeweisIm folgenden sei der Beweis f�ur den oben beschriebenen Beweisereinsatz 33 pro-tokolliert. Dieser Beweis wurde deshalb ausgew�ahlt, weil er einer der komplexerenBeweise ist und an den automatischen Beweiser von den gel�osten Aufgaben mitdie h�ochsten Anforderungen stellte.Das Beweisziel dieses Problems ist die Gleichheit der 2.Komponenten der Termef(�) und G(�; l(�)) im (3.)Fall � 2 Z4, d.h. die zweite und dritte Komponentevon � ist jeweils Null. Aus der Tatsache � 2 Z4 ergibt sich l(�) = 1 und somitG(�; l(�)) = g(�). Die Gleichheit der 2.Komponenten der Terme f(�) und g(�)folgt dann aus den partiellen �Uberf�uhrungsfunktionen.Die hohen Anforderungen f�ur den automatischen Beweiser ergeben sich aus derTiefe der Termstrukturen. Die unten angegebene Theorie erm�oglicht es nur inkleinen Schritten, diese Strukturen abzubauen. Dieses geschieht durch vielfacheAnwendung der split-Axiome sowie der Transitivit�at der Gleichheit.Die .lop-Formulierung des Problems#clausename ax(f2,?,def_fu,definition1)eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,_984),p2(tr_nat,_984)) <-greater(nat,p3(tr_nat,_984),cc0).#clausename ax(f2,?,def_fu,definition2)eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,_984),cc0) <-eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,_984),cc0),greater(nat,p2(tr_nat,_984),cc0).#clausename ax(f2,?,def_fu,definition3)eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,_984),p2(tr_nat,_984)) <-eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,_984),cc0),eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,_984),cc0).#clausename ax(g2,?,def_fu,definition1)eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,_984),p2(tr_nat,_984)) <-greater(nat,p3(tr_nat,_984),cc0).#clausename ax(g2,?,def_fu,definition2)eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,_984),dec(nat,p2(tr_nat,_984))) <-eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,_984),cc0),greater(nat,p2(tr_nat,_984),cc0).#clausename ax(g2,?,def_fu,definition3)eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,_984),p2(tr_nat,_984)) <-eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,_984),cc0),eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,_984),cc0).#clausename ax(gg,ra,rek_def,rekursionsanfang)45



eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,_984,cc0),_984).#clausename ax(gg,rs,rek_def,rekursionsschritt)eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,_984,plus(nat,_987,cc1)), \g(tr_nat,gg(tr_nat,_984,_987))).#clausename ax(gg2,ra,rek_def,rekursionsanfang)eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,_984,cc0),p2(tr_nat,_984)).#clausename ax(gg2,rs,rek_def,rekursionsschritt)eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,_984,plus(nat,_987,cc1)), \g2(tr_nat,k(tr_nat,gg1(tr_nat,_984,_987), \gg2(tr_nat,_984,_987),gg3(tr_nat,_984,_987)))).#clausename ax(gg,k,lem,komposition)eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,_984,_985), \k(tr_nat,gg1(tr_nat,_984,_985), \gg2(tr_nat,_984,_985),gg3(tr_nat,_984,_985))).#clausename A[3,1]eqq(to(tr_nat,tr_nat),ff(tr_nat,_984,nat1(skolem)), \gg(tr_nat,_984,lambdaq(tr_nat,_984,nat1(skolem)))).#clausename A[10,1] 1.Teileqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(skolem), \nat1(skolem))),cc0).#clausename A[10,1] 2.Teileqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(skolem), \nat1(skolem))),cc0).#clausename [10,2]eqq(to(nat,nat),l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(skolem),nat1(skolem))), \plus(nat,cc0,cc1)).#clausename refeqq(to(_973,_973),_975,_975).#clausename symeqq(to(_973,_974),_975,_976) <-eqq(to(_974,_973),_976,_975).#clausename transeqq(to(_973,_974),_975,_976) <-eqq(to(_973,_981),_975,_983),eqq(to(_981,_974),_983,_976).#clausename split(+(nat),1)eqq(to(nat,nat),plus(nat,_981,_982),plus(nat,_985,_982)) <-eqq(to(nat,nat),_981,_985).#clausename split(+(nat),2)eqq(to(nat,nat),plus(nat,_981,_982),plus(nat,_981,_986)) <-eqq(to(nat,nat),_982,_986).#clausename split(>(nat),1)greater(nat,_977,_978) <-greater(nat,_982,_978),eqq(to(nat,nat),_977,_982).46



#clausename split(>(nat),1)greater(nat,_977,_978) <-greater(nat,_977,_983),eqq(to(nat,nat),_978,_983).#clausename split(dec(nat),1)eqq(to(nat,nat),dec(nat,_981),dec(nat,_984)) <-eqq(to(nat,nat),_981,_984).#clausename split(f(tr_nat),1)eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,_981),f2(tr_nat,_984)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).#clausename split(ff(tr_nat),1)eqq(to(tr_nat,tr_nat),ff(tr_nat,_981,_982),ff(tr_nat,_985,_982)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).#clausename split(ff(tr_nat),2)eqq(to(tr_nat,tr_nat),ff(tr_nat,_981,_982),ff(tr_nat,_981,_986)) <-eqq(to(nat,nat),_982,_986).#clausename split(g(tr_nat),1)eqq(to(tr_nat,tr_nat),g(tr_nat,_981),g(tr_nat,_984)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).#clausename split(g2(nat),1)eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,_981),g2(tr_nat,_984)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).#clausename split(gg(tr_nat),1)eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,_981,_982),gg(tr_nat,_985,_982)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).#clausename split(gg(tr_nat),2)eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,_981,_982),gg(tr_nat,_981,_986)) <-eqq(to(nat,nat),_982,_986).#clausename split(gg1(nat),1)eqq(to(nat,nat),gg1(tr_nat,_981,_982),gg1(tr_nat,_985,_982)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).#clausename split(gg1(nat),2)eqq(to(nat,nat),gg1(tr_nat,_981,_982),gg1(tr_nat,_981,_986)) <-eqq(to(nat,nat),_982,_986).#clausename split(gg2(nat),1)eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,_981,_982),gg2(tr_nat,_985,_982)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).#clausename split(gg2(nat),2)eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,_981,_982),gg2(tr_nat,_981,_986)) <-eqq(to(nat,nat),_982,_986).#clausename split(gg3(nat),1)eqq(to(nat,nat),gg3(tr_nat,_981,_982),gg3(tr_nat,_985,_982)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).#clausename split(gg3(nat),2)eqq(to(nat,nat),gg3(tr_nat,_981,_982),gg3(tr_nat,_981,_986)) <-47



eqq(to(nat,nat),_982,_986).#clausename split(k(tr_nat),1)eqq(to(tr_nat,tr_nat),k(tr_nat,_981,_982,_983), \k(tr_nat,_986,_982,_983)) <-eqq(to(nat,nat),_981,_986).#clausename split(k(tr_nat),2)eqq(to(tr_nat,tr_nat),k(tr_nat,_981,_982,_983), \k(tr_nat,_981,_987,_983)) <-eqq(to(nat,nat),_982,_987).#clausename split(k(tr_nat),3)eqq(to(tr_nat,tr_nat),k(tr_nat,_981,_982,_983), \k(tr_nat,_981,_982,_988)) <-eqq(to(nat,nat),_983,_988).#clausename split(l(nat),1)eqq(to(nat,nat),l(tr_nat,_981),l(tr_nat,_984)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).#clausename split(lambdaq(nat),1)eqq(to(nat,nat),lambdaq(tr_nat,_981,_982),lambdaq(tr_nat,_985,_982)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_985).#clausename split(lambdaq(nat),2)eqq(to(nat,nat),lambdaq(tr_nat,_981,_982),lambdaq(tr_nat,_981,_986)) <-eqq(to(nat,nat),_982,_986).#clausename split(p2(nat),1)eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,_981),p2(tr_nat,_984)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).#clausename split(p3(nat),1)eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,_981),p3(tr_nat,_984)) <-eqq(to(tr_nat,tr_nat),_981,_984).#clausename goal(33)<- eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(skolem),nat1(skolem))),\gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(skolem),nat1(skolem)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(skolem),nat1(skolem))))).
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Das BeweisprotokollSAM V3.3 Copyright TU Munich (December 22, 1995)Options : -dr -cons -dynsgreord 5 ilf_33using antilemma-constraintsusing regularity-constraintsusing tautology-constraintsusing subsumption-constraintsStart proving...-d: 2 time < 0.01 sec inferences = 23 fails = 84-d: 3 time < 0.01 sec inferences = 193 fails = 376-d: 4 time = 0.11 sec inferences = 2317 fails = 4442-d: 5 time = 10.91 sec inferences = 205908 fails = 367366-d: 6 time = 6.58 sec inferences = 124415 fails = 226970******** SUCCESS ************Number of inferences in proof : 21- E/R/F/L : 21/ 0/ 0/ 0Intermediate free variables : 8Intermediate inferences : 23Intermediate open subgoals : 5Generated antilemmata : 2353Number of unifications : 332856- E/R/F/L : 256931/ 0/ 75925/ 0Number of generated constraints : 27280- anl/reg/ts : 5407/ 12245/ 9628Number of fails : 599238- unification : 296022- depth bound : 280406- constraints : 22810- anl/reg/ts : 1594/ 7658/ 13558Number of folding operations : 2648- one level : 1- root : 2648Instructions executed : 1129102Abstract machine time (seconds) : 17.61Overall time (seconds) : 17.79
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Der maschinell generierte Beweisbaum[[~query__,[ 0 , ext__(0.1,45.1) ] ,[[ query__ ] ,[~eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))))),[ 1 , ext__(45.2,17.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))), \f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))),[ 2 , ext__(17.2,18.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))), \f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))), \g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0))), \[ 3 , ext__(18.2,18.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))), \g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))), \g2(tr_nat,k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)))),[ 4 , ext__(18.2,18.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))), \g2(tr_nat,k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),plus(nat,cc0,cc1))), \[ 5 , ext__(18.2,34.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)), \l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),plus(nat,cc0,cc1))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),plus(nat,cc0,cc1)), \[ 6 , ext__(34.2,15.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),l(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),plus(nat,cc0,cc1)) ]] ]] ],[~eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),plus(nat,cc0,cc1)), \g2(tr_nat,k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)))),[ 7 , ext__(18.3,10.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),plus(nat,cc0,cc1)), \g2(tr_nat,k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)))) ]] ]] ],[~eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0))), \g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0))),[ 8,ext_(18.3,17.1)],[[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \50



gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0))), \g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)), \g2(tr_nat,k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)))),[ 9 , ext__(17.2,28.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)), \g2(tr_nat,k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)))) ] ,[~eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0))),[ 10 , ext__(28.2,11.1) ] ,[[ eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \k(tr_nat,gg1(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \gg3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0))) ]] ]] ]] ]] ],[~eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)), \f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))),[ 11 , ext__(18.3,18.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)), \f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)), \p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))),[ 12 , ext__(18.2,18.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)), \p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)), \g2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))),[ 13 , ext__(18.2,28.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0)), \g2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))) ] ,[~eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),[ 14 , ext__(28.2,7.1) ] ,[[ eqq(to(tr_nat,tr_nat),gg(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)),cc0), \ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))) ]] ]] ],[~eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))), \p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))),[ 15 , ext__(18.3,6.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),g2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))), \p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),cc0), \[ 16 , ext__(6.2,13.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),cc0) ]] ],[~eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),cc0), \[ 17 , ext__(6.3,14.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),cc0) ]] ]] ]] ],[~eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))), \f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))),[ 18 , ext__(18.3,17.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))), \f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))), \51



p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))),[ 19 , ext__(17.2,3.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),f2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))), \p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk)))) ] ,[~eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),cc0), \[ 20 , ext__(3.2,13.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),p3(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),cc0) ]] ],[~eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),cc0), \[ 21 , ext__(3.3,14.1) ] ,[[ eqq(to(nat,nat),p2(tr_nat,ff(tr_nat,tr_nat1(sk),nat1(sk))),cc0) ]] ]] ]] ]] ]] ]] ]] ]].
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Beweis in nat�urlichsprachiger Darstellung
A Proof from the ILF Server�SetheoKmochApril 8, 1997

Axiom 0.1 (handle[10; 2]) l(F (triple1; nat1)) = 0 + 1.Axiom 0.2 (split(gg2(nat); 2)) (A = B) ! (G2(C;A) = G2(C;B)).Axiom 0.3 (recursionstep of G2)G2(A;B + 1) = g2(k(G1(A;B); G2(A;B); G3(A;B))).Axiom 0.4 (transitivity) (A = B) ^ (B = C) ! (A = C).Axiom 0.5 (lemma of composition of G)G(A;B) = k(G1(A;B); G2(A;B); G3(A;B)).Axiom 0.6 (split(g2(nat); 1)) (A = B) ! (g2(A) = g2(B)).Axiom 0.7 (symmetry) (A = B) ! (B = A).Axiom 0.8 (recursionstart of G) G(A; 0) = A.Axiom 0.9 (assumption[10; 1]) p3(F (triple1; nat1)) = 0.Axiom 0.10 (assumption[10; 1]) p2(F (triple1; nat1)) = 0.Axiom 0.11 (definition 3 of g2) (p3(A) = 0) ^ (p2(A) = 0) ! (g2(A) = p2(A)).Axiom 0.12 (definition 3 of f2) (p3(A) = 0) ^ (p2(A) = 0) ! (f2(A) = p2(A)).Theorem 0.1 f2(F (triple1; nat1)) = G2(F (triple1; nat1); l(F (triple1; nat1))).�This manuscript was generated by ILF. The development of ILF was supported by the DeutscheForschungsgemeinschaft. For information on ILF contact gehne@mathematik.hu-berlin.de.1
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Proof1. We show directly thatf2(F (triple1; nat1)) = G2(F (triple1; nat1); l(F (triple1; nat1))). (1)Because of split(gg2(nat); 2) and by handle[10; 2]G2(F (triple1; nat1); l(F (triple1; nat1))) = G2(F (triple1; nat1); 0 + 1). (2)Because of definition 3 of f2, assumption[10; 1], and by assumption[10; 1]f2(F (triple1; nat1)) = p2(F (triple1; nat1)). Hence by symmetryp2(F (triple1; nat1)) = f2(F (triple1; nat1)). (3)Because of definition 3 of g2, assumption[10; 1], and by assumption[10; 1]g2(F (triple1; nat1)) = p2(F (triple1; nat1)). Because of split(g2(nat); 1) and byrecursionstart of G g2(G(F (triple1; nat1); 0)) = g2(F (triple1; nat1)). Therefore bytransitivity g2(G(F (triple1; nat1); 0)) = p2(F (triple1; nat1)). Hence by transitivityand by (3) g2(G(F (triple1; nat1); 0)) = f2(F (triple1; nat1)). (4)Becauseof split(g2(nat); 1) and by lemma of composition of G g2(G(F (triple1; nat1); 0)) =g2(k(G1(F (triple1; nat1); 0); G2(F (triple1; nat1); 0); G3(F (triple1; nat1); 0))). Hence bysymmetryg2(k(G1(F (triple1; nat1); 0); G2(F (triple1; nat1); 0); G3(F (triple1; nat1); 0))) =g2(G(F (triple1; nat1); 0)). By (2), bytransitivity, and by recursionstep of G2 G2(F (triple1; nat1); l(F (triple1; nat1))) =g2(k(G1(F (triple1; nat1); 0); G2(F (triple1; nat1); 0); G3(F (triple1; nat1); 0))).Therefore by transitivityG2(F (triple1; nat1); l(F (triple1; nat1))) = g2(G(F (triple1; nat1); 0)). Hence bytransitivity and by (4) G2(F (triple1; nat1); l(F (triple1; nat1))) = f2(F (triple1; nat1)).Hence by symmetry f2(F (triple1; nat1)) = G2(F (triple1; nat1); l(F (triple1; nat1))).Thus we have completed the proof of (1). q.e.d.

1Setheo and Ilf 2
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