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EinleitungEines der bekanntesten Probleme in der Finanzmathematik ist das Findeneiner optimalen Investmentstrategie f�ur einen Investor, dem vers
hiedene ri-sikolose und risikobehaftete Anlagem�ogli
hkeiten zur Verf�ugung stehen. DasProblem ist -so formuliert- re
ht allgemeiner Natur, und daher verwundert esni
ht, da� eine Vielzahl vers
hiedener mathematis
her Modelle benutzt wer-den, um es darzustellen. Je na
hdem, wel
he Umst�ande des realen Marktesin die Modellierung einbezogen werden sollen (und au
h je na
hdem, wel
heModelle vom mathematis
hen Standpunkt aus l�osbar sind), werden Investi-tionsents
heidungen und Aktienkurse nur zu diskreten oder kontinuierli
henZeitpunkten betra
htet, wird gehandelt oder das Anfangsportfolio bis zumS
hlu� beibehalten usw.Es gibt aber au
h eine Reihe von Gemeinsamkeiten in den Modellen: Eswerden z.B. immer sto
hastis
he Prozesse zur Modellierung der Aktienkur-se und au
h der Investitionen verwendet und es wird ebenfalls immer eineInformationsstruktur dur
h eine Filtration von �-Algebren (Sti
hwort:"Han-delsents
heidungen nur aufgrund vergangener und gegenw�artiger Kurse") be-nutzt.Eine ers
h�opfende Behandlung des Themas Portfoliooptimierung ist ineiner Diplomarbeit si
her ni
ht m�ogli
h. Ziel dieser Arbeit ist daher, einen�Uberbli
k �uber die in der eins
hl�agigen Literatur verwendeten Modelle zugeben sowie die vers
hiedenen L�osungsmethoden darzustellen, die ihnen zu-grundeliegenden Ideen zu erl�autern und sie s
hlie�li
h au
h anhand von Bei-spielen anzuwenden. Diese Arbeit bes
hr�ankt si
h dabei auf den Fall eineszeitstetigen Aktienmarktes mit endli
h vielen vers
hiedenen Anlagem�ogli
hkeiten.Der Aufbau der Arbeit ist folgender: Im ersten und zweiten Kapitel wer-den die mathematis
hen Grundlagen, d.h. die Theorie der sto
hastis
henProzesse und der sto
hastis
hen Integration dargestellt und au
h auf die ent-vi



spre
hende Literatur hingewiesen. Im folgenden dritten Kapitel wird einallgemeines Modell der zeitstetigen Portfoliooptimierung aufgestellt, auf dasdie im weiteren vorgestellten Modelle zur�u
kgef�uhrt werden. Im vierten undf�unften Kapitel werden dann die beiden bekannten L�osungsmethoden, diesto
hastis
he Kontrolltheorie und die sogenannte Martingalmethode behan-delt und anhand von Beispielen erl�autert.
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Kapitel 1Sto
hastis
he ProzesseIn diesem Kapitel sollen grundlegende Eigens
haften von sto
hastis
hen Pro-zessen dargestellt werden. In ihm wie au
h in den folgenden Kapiteln werdenelementare Begri�e der Wahrs
heinli
hkeitstheorie (z.B. � -Algebren, fast si-
here oder sto
hastis
he Konvergenz u.�a.), wie sie z.B. in Bauer [3℄ dargestelltwerden, als bekannt vorausgesetzt.Der Aufbau der Kapitel 1 und 2 folgt imWesentli
hen Protter [17℄, Bewei-se werden, falls sie zu lang oder zu kompliziert f�ur eine Wiedergabe ers
hei-nen, skizziert bzw. ausgelassen (in diesem Fall wird dann auf entspre
hendeStellen in der Literatur verwiesen).1.1 Grundlagen1.1.1 Der sto
hastis
he ProzessWir gehen aus von einem Wahrs
heinli
hkeitsraum (
;F ; P ), der vollst�andigist, d.h. es gilt B � A 2 F ; P (A) = 0 =) B 2 F . Weiterhin existiere einevollst�andig geordnete Indexmenge I (in unserem Fall ist das immer R+0 , N0oder ein Intervall [t0; t1℄ � R+0 ), deren Elemente im folgenden mit t bezei
hnetwerden (in Anlehnung an die Interpretation der Indexmenge als stetige oderdiskrete Zeita
hse).De�nition 1.1.1 Eine Abbildung X : 
 � I �! Rd hei�t (Rd-wertiger)sto
hastis
her Prozess (kurz: Prozess), falls X(:; t) f�ur alle t 2 I messbarbez�ugli
h F ist. Die Funktionen X(!; :) hei�en Pfade des sto
hastis
henProzesses. Ein Prozess X mit I = R+0 hei�t messbar, falls X als Abbildung2



von 
� R+0 na
h Rd F 
 B(R+0 )-B(R d)-messbar ist, eine analoge De�nitiongilt bei I = [t0; t1℄.Je na
h Zusammenhang verwendet man au
h kurz die S
hreibweise Xt ,um die ZufallsvariableX(:; t) zu bezei
hnen. Den Prozess kann man au
h alsdur
h die Elemente von I indizierte Kollektion von Zufallsvariablen au�assenund bezei
hnet ihn dementspre
hend mit (Xt)t2I :De�nition 1.1.2 Zwei Prozesse X und Y hei�en ununters
heidbar, fallsP (f!jX(!; :) = Y (!; :)g) = 1. X hei�t Modi�kation von Y , falls P (f!jX(!; t) =Y (!; t)g) = 1 f�ur alle t 2 I .Wie aus der De�nition unmittelbar ersi
htli
h ist, folgt aus der Ununter-s
heidbarkeit zweier Prozesse, da� sie Modi�kationen voneinander sind.Die umgekehrte Folgerung gilt aber, falls I = [0;1) oder I = [t0; t1℄,im Allgemeinen ni
ht, denn f!jX(!; :) 6= Y (!; :)g = St2If!jX(!; t) 6=Y (!; t)g) ist als Vereinigung von �uberabz�ahlbar vielen Nullmengen selbstni
ht unbedingt eine Nullmenge. Allerdings ist unter bestimmten Regu-larit�atsvoraussetzungen au
h die umgekehrte Folgerung g�ultig. Hierzu be-s
hr�ankt man si
h auf die Betra
htung von (re
hts- oder linksseitig) stetigenProzessen:De�nition 1.1.3 Ein Prozess X hei�t P -f.s. stetig (re
htsseitig stetig,linksseitig stetig), fallsP (f!jX(!; :)(linksseitig; re
htsseitig) stetig auf ganz Ig) = 1Man sagt, er besitzt P -f.s. linksseitige (re
htsseitige) Grenzwerte, fallsP (f!j lims!ts<t (s>t)X(!; s) existiert 8t 2 Ig) = 1De�nition 1.1.4 Ein Prozess X hei�t 
�adl�ag (
ontinue �a droite, limites�a gau
he), falls er P -f.s. re
htsseitig stetig ist und linksseitige Grenzwertebesitzt. Entspre
hend hei�t er 
�agl�ad, falls er P -f.s. linksseitig stetig istund re
htsseitige Grenzwerte besitzt. Die Menge der 
�adl�ag-(
�agl�ad-)Prozessewird au
h mit D (L) bezei
hnet. F�ur 
�adl�ag-(bzw. 
�agl�ad-)Prozesse de�niertman X� (X+) als X�(!; t) := lims!ts<t X(!; s) (X+(!; t) := lims!ts>t X(!; s))sowie �X := X �X� (�X := X+ �X�).3



Theorem 1.1 Seien X und Y zwei re
hts- oder linksstetige Prozesse, I =[0;1) oder I = [t0; t1℄, und sei X eine Modi�kation von Y . Dann sind Xund Y ununters
heidbar.Beweis: Wir nehmen an, da� X und Y re
htsstetig sind, der linksstetigeFall ist analog. Sei A := f!jX(!; :) besitzt re
htsseitige Unstetigkeitsstelleng , B := f!jY (!; :) besitzt re
htsseitige Unstetigkeitsstellen g . Sei weiterN := St2Q+0 \If!jX(!; t) 6= Y (!; t)g . Dann gilt na
h Voraussetzung P (N) =P (A) = P (B) = 0 , also P (N [ A [ B) = 0 . Aus Stetigkeitsgr�unden giltaber au
h f�ur t =2 Q+0 \ I f!jX(!; t) 6= Y (!; t)g \ {A \ {B � N , also mitN 0 := St2If!jX(!; t) 6= Y (!; t)g au
h N 0 \ {A \ {B � N und s
hlie�li
hP (N 0) = P (N 0 \ {A \ {B) + P (N 0 \ (A [B)) � P (N) + P (A [B) = 0 .Insbesondere sind also 
�adl�ag- (bzw. 
�agl�ad-) Prozesse genau dann un-unters
heidbar, wenn sie Modi�kationen voneinander sind. Eine �ahnli
herZusammenhang (mit der glei
hen Beweiste
hnik) besteht au
h zwis
hen Pro-zessen und messbaren Prozessen: Eine F
B(R+0 )-B(Rd)-messbare Abbildungvon 
�R+0 (d.h. ein messbarer Prozess) na
h Rd ist immer au
h ein Prozess,umgekehrt ist ein Prozess, der 
�adl�ag oder 
�agl�ad ist, ein messbarer Prozess(analog f�ur I = [t0; t1℄).1.1.2 Die FiltrationUm sinnvolle Modelle f�ur die Portfoliooptimierung aufstellen zu k�onnen, istes notwendig, den Wahrs
heinli
hkeitsraum mit einer (zeitli
h geordneten)"Informationsstruktur" zu versehen, denn die Ents
heidungen �uber K�aufeoder Verk�aufe d�urfen nur vom Marktverlauf in der Vergangenheit abh�angen.Man bedient si
h dabei der Tatsa
he, da� man eine � -Algebra au
h als eine(i.A. unvollst�andige) Information au�assen kann, die man zur Verf�ugung hat:Man kennt ni
ht das konkrete ! 2 
 , aber man wei� zumindest f�ur jedeMenge A 2 F , ob ! 2 A oder ! =2 A . Interpretiert man � -Algebren indiesem Sinne, so gilt F � G =) F enth�alt weniger Information als G. DieseIdee f�uhrt zur folgendenDe�nition 1.1.5 Eine Menge (Ft)t2I von Teil-�-Algebren von F hei�t Fil-tration, falls (t � s) =) Ft � Fs gilt. Eine Filtration hei�t re
htsstetig,falls Ts>tFs = Ft 8t 2 I. Ein Prozess X hei�t adaptiert (an (Ft)t2I ), fallsX(:; t) Ft -messbar ist 8t. 4



Im Folgenden gehen wir (im Fall I = [0;1) , N0 und [t0; t1℄) au�erdemdavon aus, da� F0 bzw. Ft0(und damit alle Ft , t � 0 bzw. t � t0) vollst�andigist, d.h. alle Teilmengen von P -Nullmengen enth�alt. Hat man einen ProzessX gegeben, so kann man in naheliegender Weise eine dazu passende Filtrationde�nieren:De�nition 1.1.6 Die Filtration (Gt)t2I de�niert dur
h Gt := �(Xs; s � t)hei�t die vom Prozess X erzeugte Filtration; sie ist o�enbar die (bez�ugli
hder Teilmengenrelation) kleinste Filtration, bez�ugli
h der X adaptiert ist.Die Klasse der adaptierten 
�adl�ag-(bzw. 
�agl�ad-)Prozesse bezei
hnen wirmit D ([0;1);Rd) (bzw. L([0;1);Rd)) oder au
h, falls die Dimension ausdem Zusammenhang klar ist, als D (bzw. L). Eine weitere Vers
h�arfung desBegri�s der Messbarkeit bietet folgendeDe�nition 1.1.7 Ein Prozess X mit Indexmenge [0;1) hei�t progressivmessbar, falls f�ur alle t Xj[0;t℄ als Abbildung von [0; t℄ � 
 na
h Rd messbarist bez�ugli
h B([0; t℄)
F t und B(Rd). Eine analoge De�nition existiert f�urI = [t0; t1℄Ein progressiv messbarer Prozess X mit I = [0;1) ist o�enbar adaptiertund er ist au
h messbar wegenX(:; :)�1(A) =[t2N(Xj[0;t℄(:; :))�1(A)denn die Mengen auf der re
hten Seite sind na
h Voraussetzung in B([0; t℄)
 F t �B([0;1))
 F . Umgekehrt brau
ht ein messbarer Prozess ni
ht progressivmessbar zu sein. Ein adaptierter Prozess, der 
�adl�ag oder 
�agl�ad ist, ist au
hprogressiv messbar, der Beweis hierzu ist wieder �ahnli
h zu dem von Theorem1.1. Analoge Aussagen gelten im Fall I = [t0; t1℄1.1.3 MartingaleEine zentrale Rolle in der Theorie der sto
hastis
hen Prozesse spielt der Be-gri� des Martingals:De�nition 1.1.8 Ein reellwertiger, adaptierter Prozess (Xt)t2I hei�t Mar-tingal (Submartingal, Supermartingal) bez�ugli
h der Filtration Ft , wenn gilt:5



1. Xt 2 L1(dP ) 8t 2 I2. E[XtjFs℄ f:s:= Xs , falls t � s (bzw."� ", "� "). �Aquivalent hierzu istdie Bedingung E[Xt �XsjFs℄ = 0Sofern sogar Xt 2 L2(dP ) 8t 2 I gilt, so kann der na
h Fs be-dingte Erwartungswert au
h als Projektion auf den Unterraum der Fs -messbaren Funktionen (mit L2(dP ) als zugrundeliegendem Hilbertraum undhX; Y i := E[XY ℄ als zugeh�origem Skalarprodukt) betra
htet werden. Mitdieser Interpretation liegt es nahe, na
h einer Zufallsvariable zu su
hen, soda� f�ur beliebiges t Xt die Projektion dieser Zufallsvariable auf den Unter-raum der Ft -messbaren Zufallsvariablen ist.De�nition 1.1.9 Eine Zufallsvariable Y s
hlie�t ein Martingal X ab, fallsY 2 L1 und Xt = E[Y jFt℄; 0 � t <1 .De�nition 1.1.10 Eine Familie (U�)�2A von Zufallsvariablen hei�t glei
hm�a�igintegrierbar (uniformly integrable), wennlimn!1 sup�2A ZfjU�j�ng jU�jdP = 0:Sie hei�t p-integrierbar, fallssup�2A Z
 jU�jpdP = sup�2A jjU�jjpLp <1(1 � p < 1, wi
htigster Fall: p = 2, in diesem Fall spri
ht man au
h vonquadratis
her Integrierbarkeit).Wie die folgende Re
hnung zeigt, impliziert die p-Integrierbarkeit f�ur p >1 die glei
hm�a�ige Integrierbarkeit (dabei sei q wie �ubli
h de�niert �uber 1p +1q = 1):
6



limn!1 sup� Z
 jU�j1fjU�j�ngdP� limn!1 sup� (Z
 jU�jpdP ) 1p � (Z
 1qfjU�j�ng) 1q= limn!1 sup� jjU�jjLp � (Z
 1fjU�j�ng) 1q= limn!1 sup� jjU�jjLp � (P (jU�j � n)) 1q� limn!1 sup� jjU�jjLp � ( jjU�jjpLpnp ) 1q� limn!1 sup� jjU�jj1+ pqLp � n� pq� (sup� jjU�jj1+ pqLp ) � limn!1n� pq= 0Aus der glei
hm�a�igen Integrierbarkeit wiederum folgt die Integrierbar-keit, denn limn!1 sup�2A RfjU�j�ng jU�jdP = 0 impliziert, da� es ein n gibt, so da�sup�2A RfjU�j�ng jU�jdP <1. Dann aber gilt sup�2A R
 jU�jdP � sup�2A RfjU�j�ng jU�jdP+n <1.Es gilt au�erdem au
h im Fall eines Martingals X f�ur s � t jjXsjjLp =jjE[XtjFs℄jjLp � jjXtjjLp. Somit ist ein Martingal genau dann p-integrierbar,falls limt!1 jjXtjjLp <1.Zur Frage na
h der Existenz eines Abs
hlusses eines Martingals erh�altman folgendes Ergebnis (ohne Beweis):Theorem 1.2 Sei X ein re
htsstetiges glei
hm�a�ig integrierbares Martingal.Dann existiert Y = limt!1Xt fast si
her, E[jY j℄ < 1; und Y s
hlie�t Xab. Insbesondere besitzen damit alle Martingale mit limt!1 jjXtjjLp <1 f�urp > 1 einen Abs
hlu�.Ein weiteres interessantes Ergebnis (ohne Beweis, na
h Protter [17℄) istdas folgendeTheorem 1.3 Zu einem Martingal X existiert eine (bis auf Ununters
heid-barkeit eindeutige) Modi�kation, die 
�adl�ag ist.7



Wir k�onnen also, sofern wir zwei Prozesse, die Modi�kationen vonein-ander sind, als glei
hwertig betra
hten, bei einem Martingal immer davonausgehen, da� es 
�adl�ag ist.Da der bedingte Erwartungswert f�ur einen sto
hastis
hen Proze� X jena
h verwendetemWahrs
heinli
hkeitsma� vers
hieden sein kann, h�angt au
hdie Martingaleigens
haft ganz wesentli
h vom verwendeten Wahrs
heinli
h-keitsma� ab. Insbesondere kann man bei einem gegebenen Proze� versu
hen,ein neues (na
h M�ogli
hkeit �aquivalentes) Wahrs
heinli
hkeitsma� zu �nden,unter dem er zum Martingal wird. Ein wi
htiges Ergebnis in diesem Zusam-menhang ist folgendesTheorem 1.4 Es sei ein Wahrs
heinli
hkeitsraum (
;F ; P ) und ein zu P�aquivalentes Wahrs
heini
hkeitsma� Q gegeben. Sei weiter der Proze� Zgegeben dur
h Zt := EP [�Q�P jFs℄. Dann gilt: Ein adaptierter 
�adl�ag-Proze�M ist genau dann ein Q-Martingal, wenn MZ ein P -Martingal ist.Beweis: Es gilt: M ist Q-Martingal() EQ[Xt �XsjFs℄ = 0 8s � t() ZA(Xt �Xs)dQ = 0 8A 2 Fs; 8s � t() ZA(Xt �Xs)�Q�P dP = 0 8A 2 Fs; 8s � t() ZAXt�Q�P dP = ZAXs�Q�P dP 8A 2 Fs; 8s � t() ZAXtE[�Q�P jFt℄dP = ZAXsE[�Q�P jFs℄dP 8A 2 Fs; 8s � t() ZAXtZtdP = ZAXsZsdP 8A 2 Fs; 8s � t() ZA((XZ)t � (XZ)s)dP = 0 8A 2 Fs; 8s � t() EP [((XZ)t � (XZ)s)jFs℄ = 0 8s � twas wiederum genau dann der Fall ist, wenn XZ ein P -Martingal ist.Eine analoge Aussage gilt f�ur Super- und Submartingale.
8



1.1.4 StoppzeitenDe�nition 1.1.11 Eine ni
htnegative Zufallsvariable T hei�t Stoppzeit, fallsf!jT (!) � tg 2 Ft 8t 2 I .Zu einer Stoppzeit und einem gegebenen Prozess (Xt)t2I de�niert manden gestoppten Prozess XT als XT (!; t) := X(!;min(t; T (!))) und die Zu-fallsvariable XT als XT (!) := XT (!)(!) .Stoppzeiten spielen in den Beweisen, die zur sto
hastis
hen Integrationf�uhren, eine gro�e Rolle. Die folgenden zwei Beispiele von oft verwendetenStoppzeiten illustrieren den Begri�:Beispiel 1.1.12 Sei X ein adaptierter 
�adl�ag-Proze� und � 2 Rd eine of-fene Menge. Dann ist T (!) := infft > 0jX(!; t) 2 �g eine Stoppzeit.Beweis: siehe Protter [17℄Beispiel 1.1.13 Sei X ein adaptierter 
�adl�ag-Proze� und � 2 Rd eineabges
hlossene Menge. Dann ist T (!) := infft > 0jX(!; t) 2 � oderX�(!; t) := lims!ts<t X(!; s) 2 �g eine Stoppzeit.Beweis: siehe Protter [17℄Weiterhin sind Vielfa
he einer Stoppzeit sowie Summen, Minima undMaxima von zwei Stoppzeiten wieder Stoppzeiten. So wie die � -Algebra Ftdie Information zum Zeitpunkt t angibt, so ist man au
h daran interessiert,die Information bis zu einer zufallsabh�angigen Stoppzeit T mit Hilfe einer �-Algebra darzustellen. Man benutzt folgende De�nition:De�nition 1.1.14 Sei T eine Stoppzeit. Dann ist das Mengensystem FT :=f� 2 Fj� \ fT � tg 2 Ft 8tg eine � -Algebra (direkt aus der De�nitionersi
htli
h) und wird � -Algebra zur Stoppzeit T genannt.Die Interpretation dieser � -Algebra als "Information bis T " wird dur
hdas n�a
hste Theorem klar:Theorem 1.5 Es gilt (mit den Bezei
hnungen wie oben): FT = �(XT ;Xadaptiert und 
�adl�ag )Beweis: Sei G := �(XT ;XT adaptiert und 
�adl�ag ) . Sei � 2 FT gegeben.Dann ist der dur
h Xt := 1�1ft�Tg de�nierte Prozess adaptiert und 
�adl�ag,9



und au�erdem gilt XT = 1� , somit au
h � 2 G . Um G � FT zu zeigen,rei
ht es, zu zeigen, da� XT FT -messbar ist f�ur alle adaptierten 
�adl�ag-ProzesseX. Sei dazu f�ur festes, aber beliebiges t � : f!jT (!) � tg �! R+0 �
de�niert dur
h �(!) := (T (!); !) . Da X als 
�adl�ag-Proze� B(R+0 )
F �B(Rd) -messbar ist und � eine me�bare Abbildung von (f!jT (!) � tg;Ft \f!jT (!) � tg) na
h (R+0 � 
;B(R+0 ) 
 F) , ist au
h X Æ � eine (Ft \f!jT (!) � tg - B(Rd) -)me�bare Abbildung. Andererseits gilt aber au
hX Æ � = XT jf!jT (!)�tg. Somit gilt f�ur eine beliebige Borelmenge A 2 B(Rd):X�1T (A)\f!jT (!) � tg = XT j�1f!jT (!)�tg(A) = (X Æ�)�1(A) 2 Ft\f!jT (!) �tg � Ft , also X�1T (A) 2 FT (Die letzte Teilmengenrelation folgt daraus, da�f!jT (!) � tg 2 Ft na
h De�nition des Begri�s Stoppzeit).Bemerkung 1.1.15 Im Beweis wird verwendet, da� ein 
�adl�ag-Proze� au
hals Abbildung von R+0 �
 na
h Rd , ausgestattet mit den � -Algebren B(R+0 )
F und B(Rd) me�bar ist, wohingegen die De�nition des Begri�s Proze� nurMe�barkeit von X(:; t) bez�ugli
h F und B(Rd) f�ur alle t verlangt. Es liegtalso ein �ahnli
her Unters
hied wie zwis
hen den Begri�en "ununters
heid-bar" und "Modi�kation" vor, und au
h der (hier ausgelassene) Beweis der�Aquivalenz der beiden Begri�e f�ur 
�adl�ag-Prozesse verwendet zun�a
hst dieAbz�ahlbarkeit von Q+0 und ans
hlie�end die Stetigkeit des Prozesses.Das folgende Theorem (ohne Beweis) zeigt s
hlie�li
h, da� die "Projek-tionseigens
haft" des Martingals au
h mit Stoppzeiten anstelle von festenZeiten g�ultig ist:Theorem 1.6 (Doob's optional sampling theorem) Sei X ein re
hts-stetiges Martingal mit Abs
hlu�, T und S zwei Stoppzeiten, so da� S � Tf.s. Dann gilt E[XT jFS℄ = XT^S f.s.Mit diesem Theorem folgt weiter:Theorem 1.7 SeiX ein glei
hm�a�ig integrierbares re
htsseitig stetiges Mar-tingal, und T eine Stoppzeit. Dann ist au
h der gestoppte Proze� XT einglei
hm�a�ig integrierbares, re
htsseitig stetiges Martingal.Beweis: siehe Protter [17℄.Bemerkung 1.1.16 Im folgenden ist, sofern ni
ht ausdr�u
kli
h anders erw�ahnt,I = [0;1) , au
h wenn die Aussagen in der Regel (ggf. mit naheliegenderModi�kation) au
h im Fall I = N0 oder I = [t0; t1℄ g�ultig sind.10



1.2 L�evy-ProzesseEine wi
htige Klasse von Prozessen, die in vielen Berei
hen, insbesondere inder Finanzmathematik, Anwendung �ndet, ist die der Levy-Prozesse, d.h.Prozesse mit unabh�angigen, station�aren Zuw�a
hsen:De�nition 1.2.1 Ein adaptierter (Rd -wertiger) Proze� X hei�t L�evy-Proze�,wenn gilt:1. X0 = 0 fast si
her2. Xt �Xs ist unabh�angig von Fs; 0 � s < t <13. Xt �Xs d= Xt�s �X0(= Xt�s); 0 � s < t <14. Xt p�!t!s Xs; 0 � s; t <1Bemerkung 1.2.2 Die Bedingung 1 in der obigen De�nition ist ni
ht we-sentli
h; hat man einen adaptierten Proze� X , der die Bedingungen 2 bis4 erf�ullt, so ist eX := (Xt � X0)t�0 ein L�evy-Proze�. Die Konvergenzbedin-gung in 4 ist f�ur stetige Prozesse erf�ullt, da f�ur diese ja sogar Xt f:s:�!t!s Xs ,0 � s; t <1 . Wie man unmittelbar aus der De�nition erkennen kann, sindau�erdem au
h Vielfa
he von L�evy-Prozessen und Summen untereinanderunabh�angiger L�evy-Prozesse wieder L�evy-Prozesse.Bemerkung 1.2.3 Bedingung 2 ist, falls Xt 2 L1(dP ) , t � 0, �aquivalent zuE[Xt�XsjFs℄ = E[Xt�Xs℄. Somit folgt in diesem Fall, da� (Xt�E[Xt℄)t�0ein Martingal ist.L�evy-Prozesse sind sehr fru
htbar in der Anwendung, da die Bedingungenvon De�nition 1.2.1 die Klasse der zu betra
htenden Prozesse no
h ni
ht zusehr eins
hr�anken, man aber sehr starke Resultate bez�ugli
h der Struktursol
her Prozesse hat. Zun�a
hst allerdings betra
hten wir einige prominenteBeispiele von L�evy-Prozessen.
11



1.2.1 BeispieleDie Browns
he BewegungDe�nition 1.2.4 Ein adaptierter, Rd -wertiger Proze� B hei�t (d -dimensionale)Browns
he Bewegung (oder au
h Wiener-Proze�), falls er die folgenden Be-dingungen erf�ullt, wobei C eine beliebige ni
htsingul�are Matrix ist:1. B0 = 0 fast si
her2. Bt �Bs ist unabh�angig von Fs , 0 � s < t <13. Bt �Bs d= N(0; (t� s)C) , 0 � s < t <1Man kann zeigen, da� ein sol
her Proze� eine Modi�kation besitzt, die P-f.s. stetig ist. Es handelt si
h also (ggf. na
h Modi�zierung, die die beidenersten Bedingungen ni
ht ber�uhrt) um einen L�evy-Proze�. Eine Verallgemei-nerung dieser De�nition ist m�ogli
h, indem man Bedingung 1 wegl�a�t.Die Browns
he Bewegung ist einer der am besten untersu
hten sto
hasti-s
hen Prozesse, siehe z.B. [18℄. Daher ist es au
h ni
ht verwunderli
h, da�sie in den Anf�angen der Portfoliooptimierung regelm�a�ig zur Modellierungeingesetzt wurde. Allerdings ist ihre Praxistaugli
hkeit bes
hr�ankt, da dieNormalverteilungsannahme 3 eine starke, bisweilen zu starke, Voraussetzungist.Der (zusammengesetzte) Poissonproze�De�nition 1.2.5 Sei (Xi)i2N eine iid-Folge von exp(�) -verteilten reellwer-tigen Zufallsvariablen, und (Yi) eine weitere, von (Xi)i2N unabh�angige Folgevon Rd-wertigen iid Zufallsvariablen. Sei N := (Pi2N 1f!jPik=1Xi(!)�tg)t�0.Dann hei�t der Proze� Z := (PNtl=1 Yi)t�0 zusammengesetzter Poissonprozess.Wie man zeigen kann, besitzt dieser Proze� unabh�angige und station�areZuw�a
hse, und ist au
h sto
hastis
h stetig. Da au�erdem Z0 = 0 fast si
her,handelt es si
h au
h hier um einen L�evy-Proze�.Der Poissonproze� hat dar�uber hinaus weitere 
harakteristis
he Eigen-s
haften: Er ist o�enbar st�u
kweise konstant, re
htsstetig und besitzt links-seitige Grenzwerte, er ist also ein 
�adl�ag-Proze�.12



1.2.2 StrukturresultateWie in Bemerkung 1.2.2 bereits erw�ahnt, sind au
h Summen unabh�angigerL�evy-Prozesse wieder L�evy-Prozesse. Da au
h der (ni
ht zufallsabh�angigeProze� (at)t�0 ein L�evy-Proze� ist, sind alle Prozesse der Form(at +Bt + Zt)t�0mit einer Browns
hen Bewegung B und einem von B unabh�angigen Pois-sonproze� Z L�evy-Prozesse. Wie in Sato [19℄ gezeigt wird, l�a�t si
h jederL�evy-Proze� als Verallgemeinerung eines sol
hen Prozesses darstellen. Ge-nauer gesagt gilt:Theorem 1.8 (L�evy-Khint
hine-Darstellung) 1. Die 
harakteristis
heFunktion von Lt kann man darstellen alsE[exp(isLt)℄ = exp(t	(s)); s 2 Rd ;mit 	(s) = ia>Ls� 12s>�>�s+ ZRd(eis>x � 1� is>x � 1jxj�1)�L(dx); (1.1)wobei a 2 Rd , �>� eine positiv de�nite und symmetris
he d � d-Matrix ist,und � ein Ma� ist, das �(f0g) = 0 und RRd(jxj2 ^ 1)�(dx) <1 erf�ullt (soge-nannte L�evy-Khint
hine-Darstellung). Das Tripel (a; �; �) ist f�ur einen ge-gebenen L�evy-Proze� eindeutig und bestimmt seine endli
hdimensionale Ver-teilung.2. Weiterhin kann man L darstellen als:Lt = at + �Bt + X0<s�t�L(s) � 1fj�L(s)j>1g + Z t0 Zjxj�1 x(M(dx; ds)� �(dx)ds)(1.2)wobei f�ur ! 2 
 �L(t; !) := L(t; !) � L(t�; !); t � 0, und M(A; !) =#f(t;�L(t; !)) 2 Ag f�ur jede Borelmenge A aus [0;1)� (Rd n f0g).3. Falls RRd jxj�(dx) <1, hat L die DarstellungLt = 
t+ �Bt + X0<s�t�Ls; t � 0;mit 
 = a� Rjxj�1 x�(dx). 13



1.3 Markov-Prozesse und Di�usionenEine weitere Klasse von Prozessen ist die der Markov-Prozesse, die der sto-
hastis
hen Kontrolltheorie (Kapitel 4) zugrundeliegen. Die wesentli
he Ei-gens
haft der Markov-Prozesse ist, da� ihr zuk�unftiges Verhalten nur vomgegenw�artigen Zustand, ni
ht aber vom gesamten Verlauf in der Vergangen-heit abh�angt.1.3.1 Markov-ProzesseDie Markov-Eigens
haftDe�nition 1.3.1 Ein Rd -wertiger adaptierter Proze� X mit der von ihmselbst erzeugten Filtration (Ft)t�0 besitzt die Markov-Eigens
haft, wennP (Xt 2 BjFs) = P (Xt 2 BjXs) 8s � t P � f:s: (1.3)Dabei ist P (AjG) := Ef1A(:)jGg f�ur A 2 F , G � F.Ans
hauli
h bedeutet diese Eigens
haft: Der gegenw�artige Zustand desProzesses beinhaltet die ganze f�ur die Zukunft relevante Information aus dembisherigen Verlauf des Prozesses.Bemerkung 1.3.2 Es wurden bereits Martingale und L�evy-Prozesse vorge-stellt. Die wesentli
he Eigens
haft der Martingale war, da� E[Xt�XsjFs℄ =0 f�ur s � t war. Eine der beiden wesentli
hen Eigens
haften von L�evy-Prozessen war die Unabh�angigkeit der Zuw�a
hse, d.h. E[Xt � XsjFs℄ =E[Xt � Xs℄ (bei Integrierbarkeit). Aus der Martingaleigens
haft folgt dieUnabh�angigkeit der Zuw�a
hse, denn E[Xt � Xs℄ = E[E[Xt � XsjFs℄℄ =E[0℄ = 0 = E[Xt � XsjFs℄. Eine weitere Abs
hw�a
hung ist die ForderungE[Xt � XsjFs℄ = E[Xt � XsjXs℄, die aus E[Xt � XsjFs℄ = E[Xt � Xs℄folgt wegen E[Xt � XsjXs℄ = E[E[Xt � XsjFs℄jXs℄ = E[E[Xt � Xs℄jXs℄ =E[Xt � Xs℄ = E[Xt � XsjFs℄ (alle Glei
hungen dieser Bemerkung geltenP � f:s:). Bei entspre
hender Integrierbarkeit ist dies eine typis
he Eigen-s
haft von Markov-Prozessen.Bemerkung 1.3.3 Die Markov-Eigens
haft 1.3 kann lei
ht allgemein f�urvollst�andige metris
he Zustandsr�aume � und vollst�andig geordnete Index-mengen (z.B. N) formuliert werden. Bei der Indexmenge N und einemabz�ahlbaren Zustandsraum f�uhrt dies zum Begri� der Markovkette.14



Die �UbergangsverteilungBei Markovketten kann das Verhalten des Prozesses allein dur
h die �Ubergangsmatrix(und die Anfangsverteilung) f�ur viele Zwe
ke ausrei
hend bes
hrieben wer-den. Es ist daher naheliegend, eine analoge Gr�o�e f�ur zeitstetige reellwer-tige Prozesse zu de�nieren. Es ergeben si
h allerdings einige "te
hnis
he"S
hwierigkeiten: In einem diskreten Zustandsraum � konnte man i.A. vonP (Xs = i) > 0 8i 2 � (oder zumindest f�ur i in einer Teilmenge von �)ausgehen. Im Fall � = Rd wird dagegen P (Xs = x) = 0 die Regel sein.Daher mu� man die intuitive Formulierung der bedingten Wahrs
heinli
h-keit als Quotient (P (AjB) = P (A\B)P (B) ) ersetzen dur
h die bedingte Erwartungeiner Indikatorfunktion, ausgewertet an einem geeigneten !:De�nition 1.3.4 (Bedingte Wahrs
heinli
hkeit) Sei ein beliebiger Wahr-s
heinli
hkeitsraum (
;F ; P ) und Rd (bzw. Rm)-wertige ZufallsvariablenX; Y gegeben. Die bedingte Wahrs
heinli
hkeit, da� Y in einer Menge B 2B(R d) ist gegeben X = x 2 Rm ist dann de�niert dur
hP (Y 2 BjX = x) = E[1Y �1(B)(:)j�(X)℄(!) mit X(!) = x (1.4)Diese Gr�o�e ist wohlde�niert, da E[1Y �1(B)(:)j�(X)℄ �(X)-me�bar sein mu�und somit f�ur alle ! mit X(!) = x denselben Wert hat.Diese De�nition ist o�enbar ni
ht ganz unproblematis
h: Da bedingteErwartungen nur P � f:s: eindeutig sind, mu� die bedingte Wahrs
hein-li
hkeit keineswegs f�ur alle x ein Wahrs
heinli
hkeitsma� sein, wie es dieVorstellung nahelegt (n�aheres siehe z.B. Bauer [3℄, darin wird die Frage be-handelt, ob man geeignete Versionen der bedingten Wahrs
heinli
hkeit �n-den kann). Wir bes
hr�anken uns im weiteren darauf, zus�atzli
he Regula-rit�atsbedingungen bei der De�nition der �Ubergangsverteilung (dem Analo-gon zur �Ubergangsmatrix) zu fordern.De�nition 1.3.5 Die �Ubergangsverteilung bP zu einem Rd-wertigen Proze�(Xt)t�0 ist de�niert dur
hbP (s; x; t; B) = P (Xt 2 BjXs = x); s; t 2 [0;1); s < t; x 2 Rd ; B 2 B(R d)(1.5)sofern Versionen der bedingten Erwartung existieren, so da� gilt:15



1. Die Funktion bP (s; x; t; :) ist f�ur festes s; t; x ein Wahrs
heinli
hkeits-ma�2. bP (s; :; t; B) ist f�ur festes s; t; B me�bar (bez�ugli
h der Borel-�-Algebrenauf R bzw. Rd)3. Es gelten die Chapman-Kolmogorov-Glei
hungen:bP (s; x; t; B) = Zy2Rd bP (r; y; t; B) bP (s; x; r; dy) (1.6)Bemerkung 1.3.6 Die ersten beiden Forderungen bedeuten gerade, da� bP (s; :; t; :)ein �Ubergangskern ist. Die dritte Forderung ist ein kontinuierli
hes Analo-gon zur Formel von Bayes. Weiterhin ist die De�nition ni
ht auf Prozessemit der Markov-Eigens
haft bes
hr�ankt, wird aber im weiteren nur im Zu-sammenhang mit sol
hen verwendet.Markov-ProzesseDe�nition 1.3.7 Ein Proze� X, der die Markov-Eigens
haft besitzt und dereine �Ubergangsverteilung im Sinne der De�nition 1.3.5 besitzt, hei�t Markov-Proze�. Gilt zus�atzli
h bP (s; x; t; B) = bP (0; x; t�s; B) 8s; t; x; B; so hei�t derProze� autonomer oder zeithomogener Markov-Proze�.Bei gew�ohnli
hen zeitinhomogenen Di�erentialglei
hungen kann man eine�aquivalente homogene Glei
hung aufstellen, indemman die Zeit als zus�atzli
heVariable au�a�t. Eine analoge Erweiterung des Zustandsraums um eine Di-mension f�uhrt au
h bei Markov-Prozessen zum Erfolg: Ist X ein Markov-Proze�, so ist der Proze� (Xt; t)t�0 ebenfalls ein Markov-Proze�, aber zeitho-mogen (vgl. �ksendal [15℄). Im weiteren werden wir daher den zeithomoge-nen Fall betra
hten, sofern dies vorteilhaft ers
heint. Au�erdem ist unter demBegri� Markov-Proze� im folgenden immer ein Rd -wertiger Markov-Proze�mit Indexmenge I = [0;1) gemeint, sofern ni
hts anderes erw�ahnt ist.Wir de�nieren s
hlie�li
h f�ur Funktionen �, die auf I � Rd de�niertsind, einen zum Markovproze� assoziierten Operator A mit dem dur
h die�Ubergangsverteilung erzeugten Erwartungswert Etx dur
hA�(t; x) = limh!0+ h�1[Etx�(t + h; x(t+ h))� �(t; x)℄ (1.7)16



sofern der Grenzwert existiert. In Fleming [7℄ wird die Frage behandelt, f�urwel
he � der Grenzwert existieren mu�, damit A den Markovproze� (proba-bilistis
h) eindeutig bestimmt.1.3.2 Di�usionen und Itô-Di�usionenBestimmte Markov-Prozesse, sogenannte Itô-Di�usionen, k�onnen als L�osungenvon sto
hastis
hen Di�erentialglei
hungen dargestellt werden. Diese Prozes-se, zu denen au
h die Browns
he Bewegung geh�ort, sind die Grundlage derKontrolltheorie.Di�usionenDe�nition 1.3.8 Ein Rd-wertiger Markov-Proze�X mit Indexmenge I hei�tDi�usion, wenn folgende Bedingungen erf�ullt sind:1. F�ur � > 0 giltlimh!0+ h�1 Zjx�yj>� bP (t; x; t+ h; dy) = 0; t 2 I; x 2 Rd2. Es gibt Funktionen aij(t; x), fi(t; x), i; j = 1; 2; : : : ; d, so da� f�ur � > 0limh!0+ h�1 Rjx�yj��(yi � xi) bP (t; x; t+ h; dy) = fi(t; x); t 2 I; x 2 Rdlimh!0+ h�1 Rjx�yj��(yi � xi)(yj � xj) bP (t; x; t + h; dy) = aij(t; x); t 2 I; x 2 RdDie Funktionen f = (fi)i=1;2;:::;d und a = (aij)i;j=1;2;:::;d werden au
h alslokaler DriftkoeÆzient bzw. als lokale Kovarianzmatrix bezei
hnet, dennfalls limh!0+ h�1 Rjx�yj>� jx � yj2 bP (t; x; t + h; dy) = 0 gilt, sind hf und hao�enbar Approximationen zum Erwartungswert und der Kovarianzmatrixvon (Xt+h � Xt). Im zeithomogenen Fall h�angen f und a ni
ht von t ab.F�ur den Operator A (vgl. 1.7) gilt na
h Fleming [7℄ mit zweimal stetigdi�erenzierbaren Funktionen �:A� = �t + 12 dXi;j=1 aij�xixj + dXi=1 fi�xi
17



Itô-Di�usionenDe�nition 1.3.9 Ein Rd-wertiger Proze� X mit Indexmenge [0;1) hei�tItô-Di�usion, wenn er eine Di�erentialglei
hung der FormdXt = b(t; Xt)dt+ �(t; Xt)dBt; t � s;Xs = x (1.8)erf�ullt, wobei B einem-dimensionale Browns
he Bewegung ist, und b : R � R d !Rd sowie � : R � Rd ! Rd�m Funktionen, die Eindeutigkeit und Existenz derL�osung der Di�erentialglei
hung garantieren. Der Proze� hei�t zeithomogen,falls b und � ni
ht von t abh�angen.Ist ein Proze� X eine Itô-Di�usion, so erf�ullt der Proze� eX := (t; Xt)t�0o�enbar die Di�erentialglei
hungd eXt = � dtdXt� = � dtb(t; Xt)dt+ �(t; Xt)dBt� = � 1b( eXt)� dt+ � 0�( eXt)� dBtund die neuen KoeÆzienten garantieren wieder die Eindeutigkeit der L�osung.Es gen�ugt also, zeithomogene Itô-Di�usionen zu betra
hten. Eine wi
htigeErkenntnis ist nun, da� Itô-Di�usionen Di�usionen sind und da� si
h die
harakteristis
hen Gr�o�en f und a aus den KoeÆzienten der Di�erentialglei-
hung ergeben:Theorem 1.9 (Fleming [7℄, S.135) Ein Proze�, der eine Itô-Di�usion ist,ist au
h eine Di�usion. Mit den Notationen aus De�nition 1.3.8 und 1.3.9gilt: aij(t; x) = dXl=1 �il(t; x)�jl(t; x); i; j = 1; 2; : : : ; dbi(t; x) = fi(t; x); i = 1; 2; : : : ; d1.4 Semimartingale1.4.1 Prozesse mit endli
her VariationDe�nition 1.4.1 Eine Funktion f : I�! R d , I � R ist von bes
hr�ankterVariation, falls sup�2�IPi jf(ti+1) � f(ti)j < 1 , wobei �I die Menge allerPartitionen von I ist und ti �uber � = Si[ti; ti+1) de�niert sind. f hei�t aufI 0 � I von bes
hr�ankter Variation, falls f jI0 von bes
hr�ankter Variation ist.18



De�nition 1.4.2 Ein Proze� X ist von bes
hr�ankter Variation auf I � R,wenn P (f!jX(!; :) ist von bes
hr�ankter Variation auf Ig) = 1. Ein Pro-ze� mit Indexmenge [0;1) hei�t FV-Proze�, wenn er auf allen kompaktenIntervallen von bes
hr�ankter Variation ist. Die Menge aller FV-Prozessebezei
hnen wir mit FV ([0;1);Rd) oder kurz FV .O�enbar ist es (wegen I1 � I2 =) �I1��I2nI1 � �I2 =) sup�2�I1Pi jf(ti+1)�f(ti)j) � sup�2�I2Pi jf(ti+1)� f(ti)j ) hinrei
hend daf�ur, da� X ein FV-Proze�ist, zu zeigen, da� X bes
hr�ankte Variation auf jedem Intervall [0; an) miteiner beliebigen, gegen 1 konvergierenden Folge an besitzt (bei der Be-gr�undung in Klammern ist die direkte Summe so zu interpretieren, da� manaus zwei Partitionen auf I1bzw: I2 n I1 eine auf I2 bildet, indem man diePunkte aus beiden Partitionen zusammennimmt).Beispiel 1.4.3 Ein Poissonproze� ist ein Proze� mit bes
hr�ankter Varia-tion auf jedem kompakten Intervall, da er st�u
kweise konstant ist und nurendli
h viele Spr�unge besitzt. Dagegen ist die Browns
he Bewegung von un-bes
hr�ankter Variation (was ni
ht ganz trivial ist, Beweis siehe Resni
k [18℄).Die Eigens
haft, unbes
hr�ankte Variation zu besitzen, wird bei der De�-nition des sto
hastis
hen Integrals (mit Browns
her Bewegung als Integrator)Probleme bereiten.S
hlie�li
h f�uhren wir an dieser Stelle no
h den Begri� des Variationspro-zesses ein:De�nition 1.4.4 Sei A ein Proze� mit bes
hr�ankter Variation. Dann hei�tder Proze� (jAtj)t�0 := (supn�1 2nPk=1 jA tk2n � A t(k�1)2n j)t�0 (totaler) Variations-proze� zu A.1.4.2 LokalisierungHat man einen beliebigen Proze� X gegeben, so kann man zu ihm Stopp-zeiten de�nieren, so da� der gestoppte Proze� "g�unstigere" Eigens
haftenaufweist als der urspr�ungli
he. De�niert man z. B.(bei gegebenem steti-gen reellwertigen Proze� X und einer beliebigen positive Zahl K) T (!) :=infft � 0jX(!; t) � Kg, so ist der gestoppte Proze� XT o�enbar dur
h K19



bes
hr�ankt. W�ahlt man nun eine Folge (Tn)n2N von Stoppzeiten, so da�Tn f:s:! 1 ; so gilt XTn ! X punktweise in 
� R. Man kann somit den Pro-ze� X dur
h ggf. "einfa
here" Prozesse approximieren (im Sinne punktweiserKonvergenz). Diese Te
hnik ist in vielen Beweisen unverzi
htbar: Man kannnun Eigens
haften von X zeigen, indem man na
hweist, da� die gestopptenProzesse diese besitzen und die Eigens
haft unter punktweiser Konvergenzerhalten bleibt. Diese Idee ist die Grundlage der folgendenDe�nition 1.4.5 Sei P irgendeine Eigens
haft, die ein Proze� besitzen kann.Dann sagt man, der Proze� besitze diese Eigens
haft lokal, falls es eine Folge(Tn)n2N von Stoppzeiten mit Tn f:s:! 1 gibt, so da� XTn1fTn>0g diese Eigen-s
haft besitzt 8n 2 N.Beispiel 1.4.6 Sei Tn eine Folge von Stoppzeiten, die f.s. gegen unendli
hgeht. Dann hei�t ein Proze� X lokal quadratintegrierbar, fallssupt R
 jXTn(:; t)1fTn>0g(:)j2dP <1 8n 2 N .Weiterhin gibt es no
h den Begri� des lokalen Martingals:De�nition 1.4.7 Ein Proze� X hei�t lokales Martingal, wenn er lokal einglei
hm�a�ig integrierbares Martingal ist.O�enbar ist also ein lokales Martingal au
h lokal ein Martingal, aber ni
htunbedingt umgekehrt. Na
h Protter [17℄ (Kapitel I.5,Theorem 46) gilt aberau
h die Umkehrung, sofern der betra
htete Proze� adaptiert und 
�adl�ag ist.An dieser Stelle stellt si
h au
h die Frage na
h dem Zusammenhang zwi-s
hen der (globalen) Eigens
haft, ein Martingal zu sein, und der Eigens
haft,ein lokales Martingal zu sein. Ein Martingal ist nat�urli
h au
h lokal einMartingal (mit Tn := n 8n 2 N) und somit, sofern es ein adaptierter 
�adl�ag-Proze� ist, au
h ein lokales Martingal. Die umgekehrte Folgerung ben�otigtzus�atzli
he Integrierbarkeitsanforderungen. Hierzu zun�a
hst folgende au
hsp�ater verwendeteDe�nition 1.4.8 SeiX ein beliebiger Proze�. Dann ist X�(!; t) := sups�t jXs(!)jund X�(!) := sups jXs(!)j.Mit diesen Bezei
hnungen gilt folgendes20



Theorem 1.10 Sei X ein lokales Martingal, und sei E[X�t ℄ < 1 8t � 0Dann ist X ein Martingal. Wenn sogar E[X�℄ < 1, dann ist X dar�uberhinaus au
h glei
hm�a�ig integrierbar.Beweis: Sei Tn die in der De�nition verlangte Folge von Stoppzeiten f�urX. Sei s � t. Dann gilt mit Theorem 1.6 E[XTnt jFs℄ = E[Xt^Tn jFs℄ =X(t^Tn)^s = Xs^Tn = XTns . Da XTnt � X�t , kann man dominierte Kon-vergenz anwenden und somit die Grenzwertbildung und den Erwartungs-wert vertaus
hen. Dies ergibt die Glei
hung E[XtjFs℄ = Xs. Da nat�urli
hXt 2 L1(dP ), folgt, da� X ein Martingal ist. Wenn E[X�℄ < 1, so giltlimn!1 supt�0 R jXtj1fjXtj�ngdP � limn!1 supt�0 R jX�j1fjX�j�ngdP = limn!1 R jX�j1fjX�j�ngdP =0 (wiederum dominierte Konvergenz), also ist X dann glei
hm�a�ig integrier-bar.In Protter [17℄ werden no
h weitere hinrei
hende Kriterien daf�ur aufge-stellt, da� ein lokales Martingal ein Martingal ist, unter anderem ist dies derFall, falls der quadratis
hen Variationsproze� (siehe Kapitel Sto
hastis
heIntegration) f�ur alle festen Zeitpunkte t endli
hen Erwartungswert besitzt.1.4.3 Semimartingale- De�nition und BeispieleDie bis jetzt betra
hteten Prozesse sind no
h ni
ht allgemein genug, um alleM�ogli
hkeiten der sto
hastis
hen Integration auszus
h�opfen. Die Browns
heBewegung, die fr�uher als einziger Proze� zur Modellierung in der Portfolioop-timierung genutzt wurde, l�a�t si
h (wie au
h der zusammengesetzte Poisson-proze�) als Spezialfall der allgemeineren Klasse der L�evy-Prozesse au�assen.Daneben gibt es die Klasse der Prozesse mit bes
hr�ankter Variation und dieKlasse der 
�adl�ag-Martingale, die wiederum in der Klasse der lokalen Mar-tingale enthalten ist. Eine letzte Erweiterung zu einer Klasse, die alle lokalenMartingale sowie alle Prozesse mit endli
her Variation (und, wie man sehenwird, damit au
h alle Levy-Prozesse) beinhaltet, betra
hten wir nun.De�nition 1.4.9 Ein adaptierter 
�adl�ag-Proze� X hei�t zerlegbar, falls esProzesse M , A gibt mit M0 = A0 = 0; so da�Xt = X0 +Mt + At (1.9)wobei M ein lokal quadratintegrierbares lokales Martingal ist und A ein FV-Proze�. 21



De�nition 1.4.10 Ein adaptierter 
�adl�ag-Proze� X hei�t Semimartingal,falls es Prozesse N , B gibt mit N0 = B0 = 0 ; so da�Xt = X0 +Nt +Bt; (1.10)wobei N ein lokales Martingal ist und B ein FV-Proze�.Beispiel 1.4.11 Die Summe einer Browns
hen Bewegung und eines zusam-mengesetzten Poissonprozesses ist zerlegbar, da die Browns
he Bewegung ein
�adl�ag-Martingal, also au
h ein lokales Martingal und lokal quadratintegrier-bar ist (mit Tn = n gilt suptE[jXTnt j2℄ = n < 1), und da ein zusammen-gesetzter Poissonproze� bes
hr�ankte Variation auf kompakten Intervallen be-sitzt.Es l�a�t si
h sogar zeigen, da� jeder L�evy-Proze� zerlegbar, also insbe-sondere au
h ein Semimartingal ist (siehe Protter[17℄, Kapitel I, Theorem40).Ein zerlegbarer Proze� ist also ein Semimartingal. Es gilt aber au
h (na
hProtter[17℄, Kapitel III, Theorem 1) folgendesTheorem 1.11 Folgende Aussagen �uber einen adaptierten 
�adl�ag-Proze� Xsind �aquivalent(i) X ist zerlegbar(ii) X ist ein Semimartingal(iii) Zu � > 0 gibt es Prozesse M , A mit M0 = A0 = 0, wobei M einlokales Martingal mit dur
h � bes
hr�ankten Spr�ungen ist und A einFV-Proze�, so da� Xt = X0 +Mt + At 8t.Im n�a
hsten Kapitel werden wir nun Semimartingale dazu benutzen, umein sto
hastis
hes Integral zu de�nieren.
22



Kapitel 2Sto
hastis
he Integration
2.1 Allgemeines zur IntegrationWir wollen nun ein sto
hastis
hes Integral de�nieren, um das Problem derPortfoliooptimierung mathematis
h modellieren zu k�onnen. Ein sol
hes In-tegral sollte diverse Eigens
haften erf�ullen, die man intuitiv mit dem Inte-gralbegri� verkn�upft.Forderung 2.1 1. F�ur zeitli
h abs
hnittsweise konstante Integranden solldas Integral elementar als Summe zu bere
hnen sein2. Es soll linear im Integranden sein.3. Es sollte bez�ugli
h des Integranden (und einer geeigneten Metrik) stetigsein.Diese no
h etwas vage formulierten Forderungen werden in den n�a
hstenAbs
hnitten pr�azisiert.2.1.1 �Uberlegungen aus der FunktionalanalysisAus funktionalanalytis
her Si
ht handelt es si
h bei einem Integral um eine(von einem festen Integrator induzierte) Abbildung von einem metris
henRaum (in unserem Fall der Raum der sto
hastis
hen Prozesse) in einen an-deren metris
hen Raum. Diese Abbildung ist dur
h die obigen Forderungenauf einem Unterraum (der idealerweise di
ht im ganzen Raum bez�ugli
h der23



verwendeten Metrik ist) festgelegt, und sie ist linear und stetig. Die folgen-den �Uberlegungen kl�aren die Frage, inwiefern eine Abbildung dur
h dieseForderungen bereits eindeutig bestimmt ist.De�nition 2.1.1 Sei X ein R-Vektorraum. Eine Abbildung � : X ! Rhei�t Fr�e
het-Metrik, wenn folgende Bedingungen erf�ullt sind:1. �(x) � 0 und �(x) = 0() x = 02. �(x) = �(�x)3. �(x+ y) � �(x) + �(y)O�enbar ist die von einer Fr�e
het-Metrik induzierte Abbildung d : X �X ! R, d(x1; x2) = �(x1�x2) eine Metrik, und jede Norm ist eine Fr�e
het-Metrik.Lemma 2.2 Gilt f�ur eine Fr�e
het-Metrik � die Unglei
hung �(ax) � max(1; jaj)�(x)8a 2R; x 2 X, so gilt f�ur konvergente Folgen xn, yn:limn!1(axn + yn) = a limn!1xn + limn!1 yn (2.1)Dabei ist der Grenzwertbegri� der von der von � induzierten Metrik dXerzeugte.Beweis: Seien x und y die Grenzwerte der Folgen xn und yn. Dann gilt:limn!1 dX(ax + y; axn + yn)= limn!1�(a(x� xn) + (y � yn))� limn!1 �(a(x� xn)) + limn!1�(y � yn)� max(1; jaj) limn!1�(x� xn) + limn!1�(y � yn)= 0Theorem 2.3 Sei (X; dX) ein metris
her R�Vektorraum, (Y; dY ) ein vollst�andigermetris
her R�Vektorraum mit Metriken, die von Fr�e
het-Metriken �X , �Yerzeugt werden, die zus�atzli
h die Bedingung des Lemmas 2.2 erf�ullen. Sei24



U ein (bzgl. dX )di
hter Unterraum von X, und sei S : U ! Y eine li-neare, bez�ugli
h dX jU und dY stetige Abbildung. Dann gibt es eine eindeutigbestimmte lineare stetige (bez�ugli
h dX und dY ) Abbildung T : X ! Y , soda� T jU = S.Beweis: Zun�a
hst zur Eindeutigkeit: Seien T1, T2 zwei sol
he Abbildungen.Dann ist T1 � T2 stetig und T1 � T2jU = 0. Sei nun x 2 X beliebig. Danngibt es na
h Voraussetzung eine Folge xn in U mit dX(xn; x) n!1! 0 =)dY ((T1 � T2)xn; (T1 � T2)x) = dY (0; (T1 � T2)x) n!1! 0 =) (T1 � T2)x = 0,also ist T1 = T2.Nun zur Existenz: f�ur x 2 X sei xn eine Folge in U mit dX(xn; x) ! 0.Dann ist xn Cau
hy-Folge, also au
h Sxn (Sei � > 0 gegeben, dann gibtes wegen der Stetigkeit ein Æ > 0, so da� dX(xn; xm) = �X(xn � xm) �Æ =) dY (Sxn; Sxm) = �Y (S(xn � xm)) � �. Su
ht man nun ein N mitn;m � N =) dY (Sxn; Sxm) � �, so nimmt man dasjenige N mit n;m �N =) dX(xn; xm) � Æ). Somit besitzt die Folge Sxn einen (eindeutigbestimmten) Grenzwert. F�ur jede andere Folge (x�n)n2N mit dX(x�n; x) ! 0gilt dY ( limn!1Sxn; limn!1Sx�n)� dY ( limn!1Sxn; Sxn) + dY (Sxn; Sx�n) + dY (Sx�n; limn!1Sx�n)Wir de�nieren somit Tx := limn!1 Sxn.Es bleibt no
h zu zeigen, da� T jU = S ist und da� T tats�a
hli
h stetigund linear ist. Es gilt: zu u 2 U ist xn := u 8n eine approximierende Folge,somit ist Tu = limn!1 Sxn = limn!1 Su = Su. Weiterhin gilt: Ist xin eineapproximierende Folge von xi, i = 1; 2, so ist ax1n+x2n wegen Lemma 2.2 eineapproximierende Folge von ax1+x2. Somit gilt T (ax1+x2) = limn!1 S(ax1n+x2n) = limn!1(aSx1n + Sx2n) = a limn!1 Sx1n + limn!1 Sx2n = aTx1 + Tx2.Dabei gilt das vorletzte Glei
hheitszei
hen wieder aufgrund des Lemmas.Zur Stetigkeit: Sei � > 0 gegeben. Dann gibt es ein Æ > 0, so da�dY (Sx; 0) � � 8x 2 U mit dX(x; 0) � Æ. Sei nun x 2 X mit dX(x; 0) � Æ2 .
25



Dann gilt dY (Tx; 0)= �Y (Tx) = �Y ( limn!1Sxn)� limn!1 �Y (Sxn) + limn!1 �Y ( limn!1Sxn � Sxn)= limn!1 �Y (Sxn) = limn!1 dY (Sxn; 0)= limn!1 dY (Sxn; 0) � �Das letzte Unglei
hheitszei
hen gilt, da es wegen dX(x; 0) � Æ2 und dX(xn; x)!0 ein N geben mu�, so da� dX(xn; 0) � Æ 8n � N; woraus wiederumdY (Sxn; 0) � � 8n � N folgt.Bemerkung 2.1.2 Sind die beiden Metriken von einer Norm induziert, sosind die Bedingungen des Theorems an die Metriken o�ensi
htli
h erf�ullt.Bemerkung 2.1.3 Die zus�atzli
he Bedingung des Lemmas 2.2 ist, wie ausdem Beweis hervorgeht, nur f�ur die Linearit�at der Fortsetzung n�otig.Das Ziel einer sto
hastis
hen Integrationstheorie ist es also, geeignete Teil-klassen X; Y von sto
hastis
hen Prozessen, Metriken auf X; Y und eine Ab-bildung auf einem Unterraum U von X zu �nden, so da� die Bedingungen desobigen Theorems erf�ullt sind. Dabei sollte die Teilklasse X der Integrandenm�ogli
hst umfassend sein, die vorausgesetzte Abbildung S der Vorstellungeines Integrals entspre
hen und der von der Metrik erzeugte Konvergenz-begri� sollte mit den aus der Sto
hastik bekannten Konvergenzbegri�en(f.s.Konvergenz, Konvergenz in Wahrs
heinli
hkeit usw.) verwandt sein.2.1.2 Probleme bei der Integration sto
hastis
her Pro-zesseBei der De�nition eines sto
hastis
hen Integrals ist es naheliegend, si
h zun�a
hstam klassis
hen Integralbegri� zu orientieren. Die Einf�uhrung dieser Integra-le ist in vielen B�u
hern gut bes
hrieben und wird hier nur als Motivation inwenigen S�atzen skizziert. Beispiele f�ur Integrale auf R sind das Riemann-Integral und das Lebesgue-Integral.Das Riemann-Integral verwendet (in der Notation von Theorem 2.3) alsUnterraum U den Raum der reellwertigen, st�u
kweise konstanten Funktionen26



mit kompaktem Tr�ager K � R, als Metrik die von der Supremumsnorm f�urFunktionen induzierte Metrik, und als endg�ultigen De�nitionsberei
h denRaum der dur
h Elemente von U (bez�ugli
h der Supremumsnorm) beliebiggut approximierbaren Funktionen von R na
h R. Man erh�alt dadur
h dastotale Integral (Y = R); das Integral mit Unter- und Obergrenze kann mandann mit Hilfe von Indikatorfunktionen ableiten.Das Lebesgue-Integral verwendet den glei
hen Unterraum U , allerdingsverwendet es als Metrik die von der (zuvor unabh�angig vom Integralbegri�de�nierten) L1-Norm erzeugte Metrik und als X die Klasse der Funktionen,die dur
h Elemente aus U beliebig genau (bez�ugli
h der L1-Norm) approxi-mierbaren Funktionen. Dur
h die Wahl dieser Metrik erh�alt man ein gr�o�eresX, also einen allgemeineren Integralbegri�.Ein erster Unters
hied eines sto
hastis
hen Integrals zu diesen Integralbe-gi�en ist das Ersetzen von dx bzw. dP (x) (bei ma�de�nierenden Funktionen)dur
h ein no
h genauer zu de�nierendes dB(!; t); das von einem Proze� Berzeugt wird. W�ahlen wir in einem ersten Ansatz den Raum der (f�ur festes !)st�u
kweise stetigen Prozesse als U und die von der Supremumsnorm erzeugteMetrik. Dann ist es naheliegend,Z u(!; t)dB(!; t) :=Xi u(!; ti + ti+12 )(B(!; ti+1)�B(!; ti))f�ur u 2 U zu w�ahlen, wobei ti die (von ! abh�angigen) Grenzen der In-tervalle sind, auf denen u(!; :) konstant ist. Protter [17℄ (Kapitel I.7) zeigtnun, da� man eine Folge un 2 U mit jjunjj = 1 (grob gesagt u(!; ti+ti+12 ) =sgn(B(!; ti+1) � B(!; ti)))w�ahlen kann, so da� supn2N R un(!; t)dB(!; t) �V ariation(B(!; :)). Damit kann na
h dem Satz von Bana
h-Steinhaus der sode�nierte Integraloperator ni
ht stetig auf U bzgl. der Supremumsnorm sein,wenn man einen Proze� B mit Pfaden von unbegrenzter Variation (wie z.B.die Browns
he Bewegung) hat. Protter f�uhrt weiter aus, da� au
h die Ab-s
hw�a
hung der verwendeten Metrik auf die zur Konvergenz in Wahrs
hein-li
hkeit geh�orende Metrik keine Stetigkeit garantiert. Im n�a
hsten Abs
hnittwird eine andere Wahl von U und der verwendeten Metrik getro�en, die zumErfolg f�uhrt. Der wesentli
he Unters
hied wird dabei sein, da� man vor-hersehbare Prozesse verwendet (die die Variation der Browns
hen Bewegungni
ht "ber�u
ksi
htigen" k�onnen). 27



2.2 Das sto
hastis
he IntegralIn diesem Abs
hnitt wird nun mit der Te
hnik von Theorem 2.3 ein f�ur un-sere Zwe
ke hinrei
hend allgemeines Integral eingef�uhrt. Im ersten Unterab-s
hnitt wird die Frage na
h der verwendeten Metrik beantwortet, im zweitender verwendete Unterraum U (und au
h der Bildraum Y ) vorgestellt, undim dritten s
hlie�li
h die Frage der Stetigkeit des Integraloperators auf Ugekl�art.2.2.1 Die u
p-KonvergenzDe�nition 2.2.1 Eine Folge Hn von Prozessen konvergiert u
p (uniform-ly on 
ompa
ts in probability) gegen einen Proze� H, wenn (Hn � H)�t =sup0�s�t jHns � Hsj f�ur alle t in Wahrs
heinli
hkeit gegen 0 konvergiert f�urn!1.Diese Konvergenz leitet si
h aus bekannten Konvergenzbegri�en der Sto-
hastik ab. Im folgenden Theorem wird eine zu dieser Konvergenz kompatibleMetrik vorgestellt:Theorem 2.4 Eine Folge Hn von Prozessen konvergiert genau dann u
p ge-gen einen Proze� H, wenn d(Hn; H)! 0 mit d(X; Y ) =P1k=1 2�kE[min(1; (X�Y )�k)℄.Beweis: Es gelte Hn ! H u
p. Dann gilt f�ur alle Æ � 1 E[min(1; (Hn �H)�k)℄ � P (sup0�s�k jHns � Hsj � Æ) + ÆP (sup0�s�k jHns � Hsj < Æ) �P (sup0�s�k jHns �Hsj � Æ) + ÆSei nun � > 0 gegeben. W�ahle K 2 N so, da� P1k=K+1 2�k � �2 . W�ahleÆ = �4K : Wegen der sto
hastis
hen Konvergenz von sup0�s�k jHns �Hsj gegen0 gibt es ein N 2 N , so da� P (sup0�s�k jHns � Hsj � Æ) � Æ f�ur alle k 2
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f1; : : : ; Kg und alle n � N . Dann gilt aber f�ur n � N :d(Hn; H) = 1Xk=1 2�kE[min(1; (Hn �H)�k)℄� KXk=1 E[min(1; (Hn �H)�k)℄ + 1Xk=K+1 2�k� KXk=1(P ( sup0�s�k jHns �Hsj � Æ) + Æ) + �2� KXk=1(Æ + Æ) + �2� 2KÆ + �2= �Es gelte umgekehrt d(Hn; H) !n!1 0. Dann folgt mit der Unglei
hung vonTs
hebys
he� P (sup0�s�t jHns � Hsj � �) � P (sup0�s�dte jHns � Hsj � �) �E[min(1;(Hn�H)�dte)℄� � 1�2dted(Hn; H) !n!1 0Diese Metrik ist o�ensi
htli
h von der Fr�e
het-Metrik �(X) =P1k=1 2�kE[min(1; X�k)℄erzeugt, und es gilt �(aX) � max(1; jaj)�(X) (Beweis dur
h Na
hre
hnen),sie erf�ullt also die Anforderungen des Theorems 2.3.2.2.2 De�nition f�ur einfa
he vorhersehbare Prozesseals IntegrandenDe�nition 2.2.2 Ein Proze� H hei�t einfa
h vorhersehbar (simple predi
ta-ble), wenn es Stoppzeiten T1; T2;:::;Tn+1 gibt mit 0 = T1 � T2 � � � � � Tn+1 <1 und Zufallsvariablen Hi mit jHij < 1 fast si
her und Hi FTi-me�bar,i = 1; : : : n, so da�H(!; t) = H0(!)1f0g(t) + nXi=1 Hi(!)1(Ti(!);Ti+1(!)℄(t) (2.2)Den Vektorraum der einfa
hen vorhersehbaren Prozesse bezei
hnen wirau
h als S. 29



De�nition 2.2.3 Sei X ein Semimartingal, H ein einfa
her vorhersehbarerProze� mit Darstellung 2.2. Dann hei�t der Proze� Z, de�niert dur
hZ(!; t) := JX(H)(!; t) := Z t0 H(!; t)dX(!; t):= H0X0 + nXi=1 Hi(!)(XTi+1(!; t)�XTi(!; t)) (2.3)das sto
hastis
he Integral von H bez�ugli
h X.Bemerkung 2.2.4 Um die Wohlde�niertheit des Integrals zu beweisen, istes no
h notwendig, zu zeigen, da� si
h f�ur jede Darstellung der Form 2.2derselbe Proze� Z ergibt. Dies kann man errei
hen, indem man zuerst zeigt,da� eine Verfeinerung der (Zufalls)Partition das glei
he Integral ergibt, undans
hlie�end zeigt, da� es zu zwei Darstellungen desselben Prozesses Verfei-nerungen ihrer Partitionen gibt, die �ubereinstimmen (N�aheres siehe Protter[17℄).Protter [17℄ zeigt nun, da� die so de�nierte Abbildung JX : S! D ste-tig ist bez�ugli
h u
p-Konvergenz (bzw. bez�ugli
h der zugeh�origen Metrik).Weiter zeigt er au
h, da� D bez�ugli
h der u
p-Konvergenz vollst�andig ist.2.2.3 Erweiterung auf Integranden in LWie in den beiden letzten Unterabs
hnitten ausgef�uhrt, sind fast alle Vor-aussetzungen des Theorems 2.3 gegeben: Wir kennen den Unterraum U =S� L =X, wir haben einen Bildraum Y = D , wir haben passende Metri-ken und die Information, da� D vollst�andig bez�ugli
h dieser Metriken ist.S
hlie�li
h haben wir au
h eine stetige lineare Abbildung von S na
h D . Umdas Integral auf L zu erweitern, fehlt also nur no
h der Na
hweis, da� S di
htliegt in L.Theorem 2.5 (Protter, II.10) S ist di
ht in L bez�ugli
h u
pBeweis: Sei Y 2 L gegeben. De�niere Stoppzeiten Rn := infft : jYtj > ng.Dann sind Y Rn1fRn>0g bes
hr�ankt und konvergieren gegen Y in u
p. Mankann also Y 2 L annehmen. Wir de�nieren den Proze� Z dur
h Zt :=limu!tu>t Yu. Dann ist Z 2 D . Wir de�nieren weiterhin f�ur beliebiges � > 030



die Stoppzeiten T �0 := 0; T �n+1 := infft : t > T �n und jZt � ZT �nj > �g. Da Zein 
�adl�ag-Proze� ist, gilt T �n ! 1 fast si
her (da� die Folge monoton stei-gend ist, ist aus der De�nition ersi
htli
h, falls sie einen endli
hen GrenzwertT (!) bes�a�e, k�onnte man einen Widerspru
h zur Existenz eines linksseitigenGrenzwertes konstruieren). Sei weiter Z� :=PnZT �n1[T �n;T �n+1) . Dann sind dieZ� wie au
h Y bes
hr�ankt und konvergieren f�ur � ! 0 in der Supremums-norm gegen Z. Sei U � := Y01f0g +PnZT �n1(T �n;T �n+1℄ . Dann ist U � bes
hr�anktund in L, und U � konvergiert u
p gegen Y01f0g + Z� = Y . S
hlie�li
h de-�nieren wir no
h Y n;� := Y01f0g +Pni=1 ZT �i 1(T �i ;T �i+1℄ , womit wir Y beliebiggut in u
p ann�ahern k�onnen dur
h geeignete Wahl von n und �.Nun sind alle Voraussetzungen erf�ullt, um ein sto
hastis
hes Integral mitIntegranden in L und einem beliebigem Semimartingal X als Integrator zude�nieren:De�nition 2.2.5 Die na
h Theorem 2.3 eindeutige stetige lineare Fortset-zung des Integraloperators JX auf L hei�t sto
hastis
hes Integral bez�ugli
hX. Sie wird ebenfalls als JX(H) = R HdX = H �X bezei
hnet.Bemerkung 2.2.6 Diese Integralde�nition kann, wie in Protter [17℄ aus-gef�uhrt wird, auf Integranden, die bez�ugli
h der �-Algebra, die von den Pro-zessen aus L (aufgefa�t als Abbildungen von 
� [0;1) na
h R) erzeugt wird,me�bar sind (sogenannte vorhersehbare Prozesse), erweitert werden.Bemerkung 2.2.7 Analog zur S
hreibweise des gew�ohnli
hen Integrals de-�niert man f�ur ein (o�enes, abges
hlossenes oder halbo�enes) bes
hr�anktesIntervall A � [0; T ℄) RAHdX := R[0;T ℄(1AH)dX := (R (1AH)dX)T . F�urA = (0; T ℄ s
hreibt man au
h R T0+HdX, o�enbar gilt dann R[0;T ℄HdX =H0X0 + R T0+HdX.2.3 Eigens
haften und Anwendungen des sto-
hastis
hen IntegralsUm sto
hastis
he Integrale in der Anwendung nutzen zu k�onnen, mu� manMethoden �nden, sie zu bere
hnen oder umzuformen. Beim klassis
henIntegralbegri� ist (neben der Linearit�at des Integrals) der Hauptsatz der31



Di�erential- und Integralre
hnung und die mit seiner Hilfe abgeleiteten Re-geln (partielle Integration und Substitution, die mit Hilfe der Produkt- bzw.Kettenregel aufgestellt werden) von gro�en Nutzen.Bei sto
hastis
hen Integralen gibt es ebenfalls ein starkes Hilfsmittel: DieItô-Formel.2.3.1 Die quadratis
he Variation eines SemimartingalsDe�nition 2.3.1 SeienX, Y Semimartingale. Dann hei�t der Proze� [X; Y ℄ :=XY � R X�dY � R Y�dX der quadratis
he Kovariationsproze� von X undY . Der Proze� [X;X℄ hei�t quadratis
her Variationsproze�.Die quadratis
he Variation wird zur Aufstellung der Itô-Formel ben�otigt.Im folgenden wird gezeigt, da� man diesen Proze� sehr ans
hauli
h als Grenz-wert darstellen kann.De�nition 2.3.2 Eine Zufallspartition ist eine endli
he Folge von Stopp-zeiten T1; T2; : : : ; Tk, so da� 0 = T0 � T1 � T2 � � � � � Tk < 1 fast si
hergilt.Theorem 2.6 Der quadratis
he Variationsproze� eines Semimartingals Xist 
�adl�ag, monoton steigend und adaptiert. Au�erdem gilt:1. [X;X℄0 = X20 und �[X;X℄ = (�X)22. Sei (�n)n2N = ((T nk )k=0;1;2;:::;kn)n2N eine Folge von Zufallspartitionen,so da� T nkn !n!1 1 f.s. und limn!1 supk jT nk+1 � T nk j = 0 fast si
her.Dann gilt X20 +Xi (XTni+1 �XTni )2 u
p! [X;X℄ (2.4)3. F�ur jede Stoppzeit T gilt: [XT ; X℄ = [X;XT ℄ = [XT ; XT ℄ = [X;X℄TBeweis: siehe Protter [17℄
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2.3.2 Die Itô-FormelTheorem 2.7 (Itô-Formel) Sei X ein Semimartingal und f eine Funktionaus C2. Dann ist (f(Xt))t�0 wieder ein Semimartingal, und es gilt:f(Xt)� f(X0) = Z t0+ f 0(Xs�)dXs + 12 Z t0+ f 00(Xs�)d[X;X℄
s+ X0<s�tff(Xs)� f(Xs�)� f 0(Xs�)�Xsg (2.5)Dabei ist [X;X℄
 der stetige Anteil von [X;X℄.Beweis: siehe Protter [17℄Man erkennt in der Formel bereits die Verwandts
haft mit der bekanntenTaylor-Entwi
klung, allerdings kommen hier einige Terme hinzu. Die Formelist intuitiv verst�andli
h, sofern es si
h beiX um ein Semimartingal mit �X �0 handelt. In diesem Fall f�allt die Summe auf der re
hten Seite weg, und alseinziger Zusatzterm gegen�uber der Taylorformel bleibt das zweite Integral�ubrig, das o�enbar von der unendli
hen Variation des Integrators herr�uhrt:Korollar 2.8 Sei X ein stetiges Semimartingal und f eine Funktion aus C2.Dann ist (f(Xt))t�0 wieder ein Semimartingal, und es gilt:f(Xt)� f(X0) = Z t0+ f 0(Xs�)dXs + 12 Z t0+ f 00(Xs�)d[X;X℄s (2.6)Gruppiert man die Terme der allgemeinen Itô-Formel um,so erh�alt manf(Xt)� X0�s�t�(f(X))s = (Z t0+ f 0(Xs�)dXs � X0<s�t f 0(Xs�)�Xs)+ 12 Z t0+ f 00(Xs�)d[X;X℄
s (2.7)In dieser Form kann man die linke Seite als den stetigen Anteil von f(X)und den ersten Term der re
hten als Integral �uber f 0(Xs�) mit dem stetigenTeil von X als Integrator (also au
h als stetigen Anteil des urspr�ungli
henIntegrals) interpretieren. Die Verallgemeinerung der Itô-Formel f�ur stetige33



vektorwertige Semimartingale X = (X i)i=1;2;:::;d (d.h. vektorwertige Pro-zesse, deren Komponenten stetige Semimartingale sind) und reellwertiges fergibt (ohne Beweis):f(Xt)� f(X0) =Xi Z t0+ �if(Xs�)dX is + 12Xi;j �ijf(Xs�)d[X i; Xj℄s (2.8)2.3.3 Integrale mit speziellen IntegratorenEs ist nun naheliegend, zu fragen, wel
hen Ein
u� bestimmte Eigens
haften(z.B. Martingaleigens
haft oder lokale Martingaleigens
haft) des Integratorsauf das Integral haben. Protter zeigt hierzu folgende Ergebnisse, die ohneBeweis angegeben werden:Theorem 2.9 Sei X ein lokal quadratintegrierbares lokales Martingal undH 2 L. Dann ist H � X ebenfalls ein lokal quadratintegrierbares lokalesMartingal.Theorem 2.10 Sei X ein lokales Martingal und H 2 L. Dann ist H � Xebenfalls ein lokales Martingal.Mit einem weiter verallgemeinerten Integralbegri� kann man no
h weitereAussagen dieses Typs tre�en.2.3.4 Sto
hastis
he Di�erentialglei
hungenSto
hastis
he Di�erentialglei
hungen (genauer gesagt sind es Integralglei-
hungen, die abk�urzend in Di�erentialform ges
hrieben werden) werden ein-gesetzt, um die zeitli
he Entwi
klung von Prozessen (z.B. in der Portfolio-optimierung) zu bes
hreiben. Bei Di�erentialglei
hungen ist neben der Be-re
hnung einer L�osung (oft mit Hilfe der Itô-Formel) au
h die Frage derEindeutigkeit dieser L�osung von Interesse. Kann man eine L�osung ni
ht ex-plizit angeben, so ist au
h die Existenzfrage wi
htig. Das folgende Theoremist f�ur unsere Zwe
ke ausrei
hend:Theorem 2.11 Sei Z ein Semimartingal mit Z0 = 0 , X0 eine endli
he undF0-me�bare Zufallsvariable und sei f : R0+ � 
 � R ! R eine Funktion, diedie beiden folgenden Bedingungen erf�ullt:34



1. f�ur festes x ist f(:; :; x) 2 L2. jf(t; !; x)�f(t; !; y)j � K(!)jx�yj mit einer endli
hen ZufallsvariableKDann besitzt die Glei
hungXt = X0 + Z t0 f(s; :; Xs�)dZs (2.9)eine eindeutige L�osung und diese ist ein Semimartingal.Beweis: siehe Protter [17℄Ist die Funktion f ni
ht von ! abh�angig, so gen�ugt es also, da� f alsFunktion von t 
�agl�ad ist und bez�ugli
h x lips
hitzstetig ist mit Lips
hitz-konstante K unabh�angig von t. Die in folgenden Kapiteln auftau
hendenDi�erentialglei
hungen werden diese Bedingungen immer erf�ullen.Eine wi
htige Di�erentialglei
hung, deren L�osung man explizit angebenkann, ist folgende: Zt = 1 + Z t0 Zs�dXs (2.10)Hier ist f(t; !; x) = x, also bez�ugli
h t konstant und bez�ugli
h x lips
hitz-stetig mit Lips
hitzkonstante 1. Es existiert also eine eindeutige L�osung,n�amli
hZt = exp(Xt � 12[X;X℄t) Y0<s�t(1 + �Xs) exp(��Xs + 12(�Xs)2) (2.11)Dieses Z bezei
hnet man au
h als sto
hastis
hes Exponential und s
hreibtZ = E(X).
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Kapitel 3Modelle in derPortfoliooptimierung
3.1 Das allgemeine ModellUm ein mathematis
hes Modell f�ur die Portfoliooptimierung aufzustellen,betra
htet man die Kurse der zur Verf�ugung stehenden Anlagen als sto
ha-stis
he Prozesse in einem Wahrs
heinli
hkeitsraum mit passender Filterung.Weiterhin ben�otigt man Prozesse, die die St�u
kzahlen der gehaltenen Ak-tien und den Konsum von erworbenem Rei
htum bes
hreiben (diese bei-den Prozesse kann man als Investor beein
ussen). Allerdings werden ni
htalle Prozesse zul�assig sein (aus naheliegenden Gr�unden), weshalb man Be-s
hr�ankungen f�ur diese Prozesse formulieren mu�. S
hlie�li
h mu� man no
hein Funktional f�ur den erhaltenen Portfolioverlauf de�nieren, das als Bewer-tung dient.3.1.1 Der Preisproze�In der Portfoliooptimierung geht man davon aus, da� ein Investor eine "si
he-re" Anlagem�ogli
hkeit, deren Preisentwi
klung ni
ht zufallsabh�angig ist undvers
hiedenen riskante Anlagem�ogli
hkeiten (z.B. Aktien) hat. Die Kursedieser Anlagen (in Geldeinheiten) werden dur
h einen sto
hastis
hen Pro-ze� S : [0;1) � 
 ! Rd+1 bes
hrieben. Dabei ist Si(t; :) , i = 1; 2; : : : ; dder (zufallsabh�angige) Kurs einer Einheit der Aktie i zum Zeitpunkt t, undS0(t; !) = eS0(t) der deterministis
he Wert einer Einheit eines Bankguthabens36



zum Zeitpunkt t. Oft verwendet man eS0(t) = exp(rt) (stetige Verzinsung mitdem si
heren Zinssatz r).Wel
he Eigens
haften sollte nun der Proze� S besitzen?Da man ihn in den folgenden Anwendungen als Integrator verwendenwill, kommen nur Semimartingale in Frage. Eine weitere sinnvolle Forde-rung ist si
herli
h, da� er (komponentenweise) ni
htnegativ ist, denn we-der Aktienkurse no
h der Wert eines Bankguthabens k�onnen negativ wer-den. Diese beiden Forderungen werden z.B. von allen Prozessen S der Form(Si = exp(Pj �ijYj))i=1;2;:::;d; Y Rm -wertiges Semimartingal, � 2 Rd�m ,erf�ullt (C2-Transformationen von Semimartingalen sind wieder Semimartin-gale, siehe Itô-Formel).Wir gehen also im weiteren davon aus, da� wir als Preisproze� einenProze� S auf einem Wahrs
heinli
hkeitsraum (
;F ; (Ft)t�0; P ) mit der vonS erzeugten Filtration (Ft)t�0 haben, dessen Komponenten ni
htnegativeSemimartingale sind.Bemerkung 3.1.1 Zwar kann man sowohl mit Aktien ("short selling") alsau
h mit dem Bankguthaben S
hulden eingehen, dies �au�ert si
h aber in einernegativen Anzahl von gehaltenen Einheiten, der Wert einer Einheit ist na
hwie vor positiv.Bemerkung 3.1.2 Wir gehen davon aus, da� der Preis der Aktie f�ur belie-bige Zeiten de�niert ist. Das Vorhandensein eines endli
hen Zeithorizontswird in der Regel dur
h die zul�assigen Handelsstrategien und das Zielfunktio-nal modelliert (s.u.).3.1.2 Der Handelsproze� ' und abgeleitete Gr�o�enAls n�a
hstes sind die Investitionsents
heidungen als sto
hastis
he Prozessezu modellieren. Diese Prozesse sollten auf jeden Fall adaptiert (sonst k�onnteman Informationen aus der Zukunft in die Strategie ein
ie�en lassen) undintegrabel (also im allgemeinsten Fall vorhersehbar im Sinne des Kapitels�uber sto
hastis
he Integration) sein.Wir verwenden einen adaptierten vorhersehbaren Proze� ' = ('i)i=0;1;2;:::;d,den Handelsproze� (au
h Handelsstrategie genannt), und interpretieren 'itals die Anzahl der in Anlage i zum Zeitpunkt t gehaltenen Aktien (bzw. imFall i = 0 die Anzahl der Einheiten im Bankguthaben). Je na
hdem, ob man37



einen endli
hen oder unendli
hen Zeithorizont betra
htet, verwendet man alsIndexmenge f�ur ' entweder [0; T ℄ oder [0;1).Es ist intuitiv klar, da� ein Modell, in dem beliebige Handelsprozessem�ogli
h sind, die Realit�at unzurei
hend abbildet. Man ben�otigt daher Ein-s
hr�ankungen. Da diese in den vorhandenen Modellen unters
hiedli
h sind,wird in unserem allgemeinen Modell nur gefordert, da� ' 2 � gelten mu�,wobei � eine im jeweiligen Modell zu spezi�zierende Klasse von adaptiertenund vorhersehbaren Handelsprozessen ist.Bemerkung 3.1.3 Die Menge � ist oftmals dadur
h gegeben, da� man zun�a
hstProzesse '0 einf�uhrt, an diese bestimmte Anforderungen stellt (kurz: '0 2 �0)und dann � als Menge derjenigen Handelsprozesse ' de�niert, die man ausden '0 2 �0 dur
h Anwendung einer bestimmten Transformation T : �0 ! �gewinnt. Diese Te
hnik wird vorzugsweise verwendet, wenn die Angabe von'0 den Bezug des Modells zur Realit�at klarer ma
ht und/oder die Menge �0'einfa
her zu bes
hreiben ist als � (vgl. Beispiele)Bemerkung 3.1.4 Im folgenden wird immer vorausgesetzt, da� ' adaptiertund vorhersehbar ist.Um die Klasse der zul�assigen Handelsprozesse zu bes
hreiben (und au
hum einen Handelsproze� zu bewerten), ist es sinnvoll, vers
hiedene, aus denGr�o�en ' und S abgeleitete, Prozesse zu de�nieren:Der Verm�ogensproze�Der Verm�ogensproze� (V ';i)i=0;1;:::;d zu einem bestimmten Handelsproze� 'ergibt si
h als V ';it = 'itSit ; i = 0; 1; 2; : : : ; d (3.1)und der Gesamtverm�ogensproze� V ' ist V ' = Pdi=0 V ';i , kurz au
h V ge-nannt.Bemerkung 3.1.5 Oft fordert man V ' � 
onst f�ur zul�assige ', dabei kannentweder 
onst festgelegt sein oder aber ggf. von ' abh�angen. Ist 
onst =0, so s
hlie�t dies die M�ogli
hkeit aus, S
hulden zu ma
hen (zumindest imHinbli
k auf das gesamte Verm�ogen)38



Der Investitionsproze� ohne TransaktionskostenKann man ' beliebig (abgesehen von den bereits erw�ahnten "te
hnis
hen"Eins
hr�ankungen) w�ahlen, so mu� man im Lauf der Zeit o�enbar entwederzus�atzli
he Mittel aufwenden oder es bleiben Mittel �ubrig: In einem zeit-diskreten Modell (t = 0; 1; 2; : : : ; T ) gilt: V ';it � V ';it�1 = 'itSit � 'it�1Sit�1 ='itSit�'it�1Sit +'it�1Sit�'it�1Sit�1 = ('it�'it�1)Sit+'it�1(Sit�Sit�1), d.h. derVerm�ogenszuwa
hs in Anlage i setzt si
h zusammen aus Zuwa
hs aufgrundvon Neuinvestition in Anlage i (('it � 'it�1)Sit) und Zuwa
hs aufgrund derPreis�anderung am Markt 'it�1(Sit � Sit�1). Der Zuwa
hs It � It�1 des gesam-ten Investitionsvolumens It (mit I0 := 0) betr�agt somit (in Abwesenheit vonTransaktionskosten) It � It�1 := Pdi=0('it � 'it�1)Sit = ('>t St � '>t�1St�1) �Pdi=0 'it�1(Sit � Sit�1). Ist er positiv, so investiert man, ist er negativ, soverbrau
ht man Geld.Die Verallgemeinerung dieser Gr�o�e auf den zeitstetigen Fall lautet (unterBeibehaltung der Bezei
hnung It, ggf. au
h als I' bezei
hnet):It := '>t St � Z t0 '>dS; t � 0 (3.2)Analog ist au
h die Investition in Aktie i de�niert:I it := 'i>t Sit � Z t0 'i>dSi; t � 0 (3.3)Bemerkung 3.1.6 In dieser De�nition ist I0 = 0, d.h. die anf�angli
heInvestition '>0 S0 wird ni
ht zu I gez�ahlt.Bemerkung 3.1.7 Oft fordert man It = 0 f�ur zul�assige '. Diese Bedingungbezei
hnet man au
h als Selbst�nanzierbarkeitsbedingung.Der Investitionsproze� unter TransaktionskostenWill man Transaktionskosten modellieren, bietet si
h eine Modi�zierung deseben eingef�uhrten Investitionsprozesses an. Man orientiert si
h dabei wiederam diskreten Fall: ('it�'it�1)Sit waren hier die Kosten f�ur die Aktien selbst.Die hinzukommenden Transaktionskosten h�angen im Allgemeinen von derAktiensorte sowie vom Handelsvolumen (in Geldeinheiten) ('it � 'it�1)Sit ,ni
ht aber direkt von der St�u
kzahl oder dem Preis ab (tun sie dies denno
h,39



so k�onnte man au
h das in naheliegender Weise modellieren). Im diskretenFall ergibt si
h damit die Neuinvestition I it � I it�1 in Aktie i zuI it � I it�1= (1 + fi(('it � 'it�1)Sit))('it � 'it�1)Sit= (1 + fi('itSit � 'it�1Sit�1 � 'it�1(Sit � Sit�1)))('itSit � 'it�1Sit�1 � 'it�1(Sit � Sit�1))wobei fi die Transaktionskosten f�ur Aktie i in Abh�angigkeit vom Transak-tionsvolumen darstellt (der gew�ohnli
he Investitionsproze� ergibt si
h mitf = 0). Ein Problem ergibt si
h nun beim Au
�osen der Glei
hungen f�urt = 1; 2; : : : ; T na
h IT : Ist fi konstant, so fallen die Terme 'iSi heraus("Teleskopsumme"). Beim �Ubergang zum zeitstetigen Fall ist das hilfrei
h,da man die (f�ur allgemeines ' gar ni
ht de�nierte) Gr�o�e d('iSi) bzw. dar-aus gebildete sto
hastis
he Integrale vermeidet. Der Fall fi = 0 ergibt da-bei den Spezialfall des Investitionsprozesses ohne Transaktionskosten, anderekonstante fi ergeben im Ende�ekt ledigli
h mit dem entspre
henden Faktormultiplizierte Preisprozesse. Will man daher I f�ur allgemeinere (fi)i=0;1;:::;dde�nieren, so mu� man fordern, da� 'iSi ein Semimartingal ist (z.B. indemman fordert, da� ' selbst ein Semimartingal ist). Eine weitere S
hwierigkeitist, da� das Argument von fi im stetigen Fall ein sto
hastis
hes Di�erentialwird. Eine L�osung f�ur dieses Problem ist, den Term ('it� 'it�1) als ('it�'it�1)t�(t�1)aufzufassen, d.h. als Di�erenzenquotient, und als Argument im stetigen Falld'dt zu verwenden. Diese De�nition setzt Di�erenzierbarkeit von ' voraus.Die �ubli
hen Modelle mit Transaktionskosten fordern daher stetige Dif-ferenzierbarkeit, womit ebenfalls gesi
hert ist, da� ' ein Semimartingal ist.Die Gr�o�e I ergibt si
h dann als:It = dXi=0 Z t0+(1 + fi(d'isds Sis))Sisd'is (3.4)Dabei werden wieder die einzelnen Summanden bei Bedarf unter der Bezei
h-nung I i verwendet. Oft w�ahlt man fi st�u
kweise konstant auf (�1; 0) und[0;1) (d.h. Transaktionskosten proportional zum Handelsvolumen, aber ggf.unters
hiedli
h f�ur An- und Verkauf).Bemerkung 3.1.8 Oft fordert man It � 0 f�ur zul�assige ', d.h. es ist nurVerbrau
h m�ogli
h, keine Neuinvestition.40



Bemerkung 3.1.9 Sofern ni
ht anders erw�ahnt, versteht man im folgendenunter I immer den Investitionsproze� ohne Transaktionskosten.Bemerkung 3.1.10 In jedem sinnvollen Modell sind die Funktionen x !(1+ fi(x))x streng monoton steigend (ansonsten w�aren u.U. ein Aktienpaketmit h�oherem Marktwert billiger als ein anderes) und insbesondere sind dieseFunktionen invertierbar. Diese Umkehrfunktionen seien mit gi bezei
hnet,d.h. es gilt gi(dIisds ) = d'isds :Der Portfolioproze�Eine weitere abgeleitete Gr�o�e, die bisweilen alternativ zum Handelsproze�verwendet wird, ist der Portfolioproze� �. Er ist de�niert �uber�i = V ';iV ' ; i = 0; 1; 2; : : : ; d (3.5)und bes
hreibt den Anteil des Verm�ogens in Aktie i am Gesamtverm�ogen.O�enbar gen�ugt es, �i f�ur i = 1; 2; : : : ; d zu kennen, �0 ergibt si
h dann �uberPdi=0 �i = 1.3.1.3 Das BewertungsfunktionalDie letzte no
h fehlende Komponente des Modells ist die Bewertung eineszul�assigen Kontrollprozesses. Als Grundlage hierzu bietet si
h der Verm�ogens-und Investitionsproze� an.Will man den Investitionsproze� zur Bewertung heranziehen und dabeiden Konsum, d.h. negative Investition, zeitli
h unters
hiedli
h bewerten(z.B. mit einem Abzinsungsfaktor) oder mit einer Nutzenfunktion gewi
hten,so st�o�t man wiederum auf �ahnli
he Probleme, wie sie bereits bei der De�-nition des Investitionsprozesses unter Transaktionskosten auftraten. Fordertman wieder von ' die stetige Di�erenzierbarkeit, so kann man als Zielfunk-tional E[Z T0 e��sU(�dIsds )ds℄ (3.6)wobei ggf. T =1 ist, verwenden.Verwendet man den Verm�ogensproze� (genauer gesagt, seinen Wert zumEndzeitpunkt), so umgeht man diese S
hwierigkeiten, indem man als Ziel-funktional 41



E[U(V 'T )℄ (3.7)w�ahlt.Dabei ist U : R!R in beiden F�allen eine monoton steigende, konkaveFunktion , die man au
h als Nutzenfunktion ("utility fun
tion") bezei
hnet(oft wird z.B. U(x) = 1[0;1) lnx oder U(x) = 1[0;1) x

 verwendet). Sie er-laubt eine variable Gewi
htung des erworbenen Rei
htums. Der Faktor e��s,� � 0 dient als Abzinsung (im zweiten Fall ist er ni
ht n�otig, da nur derEndzeitpunkt betra
htet wird; au
h im ersten Fall kann man � = 0 w�ahlen,wenn man bereits den Preisproze� abgezinst hat). Unter Umst�anden ver-wendet man au
h die Summe dieser beiden Funktionalen mit m�ogli
herweisevers
hiedenen Nutzenfunktionen und vers
hiedenen Abzinsungsfaktoren, d.h.E[Z T0 e��1sU1(�dIsds )ds+ U2(V 'T )℄ (3.8)3.1.4 Zusammenfassung des allgemeinen ModellsGegeben sei ein ni
htnegatives, Rd+1 -wertiges Semimartingal S, dessen nullteKomponente deterministis
h sei und eine Menge � von adaptierten, vorher-sehbaren Rd+1 -wertigen Prozessen '. Weiterhin sei ein Funktional F : �! Rmit der in Abs
hnitt 3.1.3 bes
hriebenen Form gegeben.Das zu l�osende Problem lautet dann:Finde '� 2 �, so da� F ('�) = sup'2�F (')3.2 BeispieleIn diesem Abs
hnitt werden einige Modelle, die zum Teil au
h in sp�aterenKapiteln vorkommen, vorgestellt und auf das oben eingef�uhrte allgemeineModell zur�u
kgef�uhrt. Wie aus dem vorigen Abs
hnitt hervorgeht, sind diewesentli
hen Merkmale des konkreten Modells die Wahl des PreisprozessesS, die Menge � der zul�assigen Kontrollprozesse sowie die Wahl des Bewer-tungsfunktionals F . Die vorgestellten Modelle �nden si
h z.B. in [13℄, [11℄und[12℄. 42



3.2.1 Das klassis
he Modell von Bla
k/S
holes/Mertonohne TransaktionskostenDieses Modell wurde in den Anfangszeiten der Portfoliooptimierung gern ver-wendet, da es relativ lei
ht zu behandeln ist. Es hat allerdings den Na
hteil,da� man dur
h die Festlegung auf die Browns
he Bewegung als Preisproze�stark einges
hr�ankt ist und Transaktionen ni
hts kosten.Der Preisproze� SEs gilt dS0t = S0t rdtdSit = Sit(�idt+ mXl=1 �ildwlt); i = 1; 2; : : : ; dmit einer m-dimensionalen Standard Browns
hen Bewegung w; einem festenZinssatz r, einer (vektorwertigen) Driftkonstante � und einer (matrixwerti-gen) Varianzkonstante �. Damit ist S0t = S00e�rt und S eine geometris
heBrowns
he Bewegung.Die zul�assigen HandelsprozesseEs wird gefordert, da� das Gesamtverm�ogen ni
ht negativ wird und da� keinGeld na
hinvestiert wird, d.h. V � 0 und I = 0. Somit gilt� = f'jV ' � 0; I' = 0gDas BewertungsfunktionalMan verwendet das Funktional F (') = E[V 'T ℄. Will man den Erwartungs-wert unter Bes
hr�ankung der Varianz des Endverm�ogens optimieren, so kannman die entspre
hende Forderung V ar(V 'T ) � C in der De�nition von � auf-stellen.
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3.2.2 Das Modell von Bla
k/S
holes/Merton mit Trans-aktionskostenDer Preisproze� SEs wird derselbe Preisproze� verwendet wie im Modell ohne Transaktionsko-sten.Die zul�assigen HandelsprozesseDie zul�assigen Handelsprozesse werden dur
h Bes
hr�ankungen f�ur den Inve-stitionsproze� unter Transaktionskosten bes
hrieben. Daher nehmen wir 'als di�erenzierbar an. Die Funktion f , mit deren Hilfe der Investitionsproze�de�niert ist, ist gegeben dur
h:f0 = 0fi(x) = � �0i falls x � 0��i0 falls x < 0Dabei interpretiert man �0i als Kosten pro Aktieneinheit beim Kauf der Aktiei und �i0 als Kosten beim Verkauf (d.h. ��i0 als Einnahmen beim Verkauf).�Okonomis
h sinnvoll ist si
herli
h die Forderung j�i0j < 1 und j�0ij < 1 (daansonsten die Geb�uhr das Transaktionsvolumen �ubersteigen w�urde) sowie�0i � ��i0 (ansonsten w�aren die Geb�uhreneinnahmen beim Verkauf gr�o�erals die Geb�uhrenausgaben beim Ankauf, man k�onnte also allein dur
h Kau-fen und sofortiges Wiederverkaufen Geld verdienen). Beide Forderung sindbeispielsweise bei G�ultigkeit von 0 � �i0; �0i < 1 (Interpretation: sowohlKauf als au
h Verkauf kosten etwas) trivialerweise erf�ullt.Man fordert au�erdem, da� ni
hts na
hinvestiert wird.Somit gilt � = f'j ' stetig di�erenzierbar, I' � 0gDas BewertungsfunktionalMan bewertet nur bis zum Austritt des Prozesses (V ';i)i=0;1;:::;d aus G :=fxjx0+Pdi=1minf(1��i0)xi; (1+�0i)xig � 0g: Die Wahl dieses G kann manwie folgt begr�unden: Man fordert, da� bei einer sofortigen Liquidierung derAktienkonten ein ni
htnegatives Verm�ogen �ubrigbleibt (diese Forderung istzwar "modellte
hnis
h" ni
ht konsistent mit der Annahme einer stetig di�e-renzierbaren Handelsstrategie, dies stellt aber kein mathematis
hes Problem44



dar, da die �Uberlegung nur in den Bewertungsvorgang ein
ie�t, ni
ht aberzur Bestimmung der zul�assigen Handelsstrategien herangezogen wird). Diedazu n�otige Investition in Aktie i betr�agt dann (1+�0i)(�xi), falls xi negativist. Ist xi positiv, ist die Investition (1 � �i0)(�xi). Die Fallunters
heidungumgeht man dur
h Verwendung des Terms �minf(1 + �0i)xi; (1 � �0i)xig,der in jedem Fall mit der Investition �ubereinstimmt. Das Gesamtverm�ogenna
h der Liquidierung ist dann die Summe aus dem Bankverm�ogen und dennegativen Investitionen.Als bewertendes Funktional verwenden wir F (') = E[R �0 e��1sU1(�dIsds )ds+U2(V '� )℄ mit � := infft � 0 : V 't =2 Gg3.2.3 Ein Modell von Kallsen [8℄Der Preisproze� SAls Preisproze� S wird ein d-dimensionaler exponentieller L�evy-Proze� ver-wendet, d.h. es gilt f�ur i = 1; 2; : : : ; d:Sit = exp(Lit); (3.9)mit einem d-dimensionalen L�evy-Proze� L.Bemerkung 3.2.1 Die Komponenten von L k�onnen in diesem Modell un-tereinander abh�angig sein. Ist L eine Browns
he Bewegung mit Drift, soist L auf jeden Fall eine Lineartransformation eines anderen L�evy-Prozessesmit unabh�angigen Kompnenten, d.h. die Abh�angigkeitsstruktur ist relativeinfa
h. Will man dies au
h f�ur allgemeine L�evy-Prozesse errei
hen, so for-dert man L = �eL mit einem Proze� eL, dessen Komponenten untereinanderunabh�angig sind.Die zul�assigen HandelsprozesseIn diesem Modell wird wie im Bla
k-S
holes-Modell ohne Transaktionskostenvorausgesetzt, da� '>t Yt = '>0 Y0 + Z t0+ '>s�dYs; t � 0 (3.10)gilt, d.h. It = 0, wobei I hier wieder der Investitionsproze� ohne Transak-tionskosten ist. Ebenso wird wiederum verlangt, da� V ' � 0 gilt, d.h. da�keine S
hulden gema
ht werden k�onnen.Somit gilt � = f'jV ' � 0, I' = 0g45



Das BewertungsfunktionalAls Bewertungsfunktional verwendet dieses Modell F (') = E[U(V 'T )℄.
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Kapitel 4Sto
hastis
he Kontrolltheorieund die HJB-Glei
hungIn diesem Kapitel wird gezeigt, wie man die Ergebnisse der sto
hastis
henKontrolltheorie auf das Portfoliooptimierungsproblem anwenden kann. Dieswird ni
ht in allen F�allen m�ogli
h sein: man wird gegen�uber dem vorge-stellten allgemeinen Modell z.B. die Klasse der m�ogli
hen Preisprozesse ein-s
hr�anken m�ussen.Wir formulieren zun�a
hst die Problemstellung der sto
hastis
hen Kon-trolltheorie, leiten dann die HJB-Glei
hungen (=Hamilton-Ja
obi-Bellman-Glei
hungen) ab, de�nieren den Begri� einer "s
hwa
hen" L�osung (vis
ositysolution), und zeigen abs
hlie�end, wie man die erhaltenen Ergebnisse auf diePortfoliooptimierung anwenden kann. Die Darstellung des ersten Abs
hnittsfolgt im Wesentli
hen Fleming [7℄ und �ksendal [15℄.4.1 Sto
hastis
he KontrolltheorieAls Grundlage der folgenden �Uberlegungen dient der Abs
hnitt 1.3 �uberMarkov-Prozesse und Di�usionen.4.1.1 Die ProblemstellungEndli
her ZeithorizontWir gehen von einem �ltriertenWahrs
heinli
hkeitsraum (
;F ; (Ft)t0�t�t1 ; P )mit einer d-dimensionalen Standard Browns
hen Bewegung w aus. Weiter-47



hin seien Zeitpunkte t0; t1 gegeben sowie Funktionen f : Q0 � U ! Rn und� : Q0 � U ! Rn�d mit Q0 := [t0; t1) � Rn , U � Rm abges
hlossen, so da�f(:; :; v) und �(:; :; v) stetig di�erenzierbar sind f�ur alle v 2 U und es eineKonstante C gibt, so da� gilt:jftj+ jfxj � C; j�tj+ j�xj � Cjf(t; x; v)j � C(1 + jxj+ jvj); j�(t; x; v)j � C(1 + jxj+ jvj) (4.1)Dabei ist j:j die euklidis
he Norm bzw. die Operatornorm.Sei weiter ein Anfangszeitpunkt t 2 [t0; t1) und ein Startwert x 2 Rngegeben. Ein progressiv me�barer Proze� u : [t; t1℄ � 
 ! U hei�t zul�assig,falls E[R t1t jusjmds℄ < 1 f�ur m 2 N (dies gilt z.B. f�ur kompaktes U). Dannhat die Di�erentialglei
hungdx = f(s; xs; us)ds+ �(s; xs; us)dws; t � s � t1; xt = x (4.2)mit einem zul�assigen progressiv me�baren Proze� u na
h Fleming [7℄ eine ein-deutige progressiv me�bare L�osung. Dabei kann man w ohne Bes
hr�ankungder Allgemeinheit mit unabh�angigem Komponenten w�ahlen, ggf. �andere man� entspre
hend. Um zu optimieren, ben�otigen wir no
h eine Bewertung desvon u erzeugten Prozesses (xs)t�s�t1 . Sei dazu eine o�ene Menge O � Rngegeben, Q := [t0; t1) � O und � := inffs : (s; xs) =2 Qg. Weiterhin seienstetige Funktionen L : Q� U ! R und  : ([t0; t1)� �O) [ (ft1g � O)! Rmit jL(t; x; v)j � C(1 + jxjk + jvjk)j (t; x)j � C(1 + jxjk)mit geeigneten Konstanten C; k gegeben. Sei weiterJ(t; x; u) = E[Z �t L(s; xs; us)ds+  (�; x� )℄Dann hei�t eine zul�assige Kontrolle u� optimal, falls J(t; x; u�) = supu J(t; x; u).Betra
htet man das Supremum als Funktion von t und x, so spri
ht man vonder Wertfunktion W . Es zeigt si
h, da� man unter bestimmten Bedingungenoptimale Kontrollen �nden kann, indem man zuerst eine Di�erentialglei
hungf�ur W aufstellt, diese l�ost und dann mit Hilfe von W u� bestimmt. DieseZusammenh�ange werden in den n�a
hsten Unterabs
hnitten behandelt.48



Unendli
her ZeithorizontGegen�uber endli
hem Zeithorizont ergeben si
h in diesem Fall einige �Anderungen:Die Di�erentialglei
hungskoeÆzienten und L,  werden nun als zeitun-abh�angig (genauer: ni
ht explizit zeitabh�angig) angenommen, wodur
h diepartiellen Ableitungen na
h t in den Bedingungen an f und � wegfallen. AlsStartwert wird 0 angenommen, � kann nun1 sein, und als Bewertungsfunk-tional verwendet manJ(x; u) = E[Z �0 e��sL(xs; us)ds+ 1[0;1)(�)e��� (x� )℄Als zul�assig bezei
hnen wir einen progressiv messbaren Proze�, der neben derUnglei
hungE[R t0 jusjmds℄ <1 f�urm 2 N ; t 2 [0;1) au
h Ex[R �0 e��sjL(xus ; us)jds℄ <1 erf�ullt.4.1.2 Die L�osungsideeIn diesem Unterabs
hnitt wird die Idee, die der HJB-Glei
hung und denBeweisen zu den folgenden Theoremen zugrundeliegen, im Fall des endli
henZeithorizonts vorgestellt. F�ur eine rigorose Herleitung sei auf Fleming[7℄verwiesen.Im folgenden wird der von der Steuerung u erzeugte Proze� als xu be-zei
hnet. Zu Anfangswerten t; x sei die dazugeh�orige optimale Strategie mitu�t;x bezei
hnet.Es gilt: W (t; x) � E[Z t+ht L(s; xvs ; v)ds+W (t+ h; xvt+h)℄Diese Unglei
hung erh�alt man, indem man f�ur die re
hte Seite eine Kontrol-le w�ahlt, die bis zum Zeitpunkt h konstant v ist, und dana
h die optimaleStrategie f�ur die (zufallsabh�angigen!) Anfangsdaten (t+h; xvt+h). Dabei mu�bei exakter Behandlung nat�urli
h si
hergestellt werden, da� ein sol
hes Vor-gehen wieder eine zul�assige Kontrolle erzeugt. Au
h mu� h < � gefordertwerden, ansonsten mu� in der obigen Unglei
hung ein Term mit  dazu-gef�ugt werden, der dann m�ogli
hst mit h ! 0 vers
hwindet. Wir gehennun von der G�ultigkeit der Unglei
hung aus. Umordnen, Multiplikation mith�1 und Grenzwertbildung ergeben dann (wiederum unter geeigneten Regu-larit�atsbedingungen)limh!0h�1E[W (t + h; xvt+h)�W (t; x)℄ + L(t; x; v) � 049



bzw. kurz AvW (t; x) + L(t; x; v) � 0wobei wir analog zur De�nition des Operators A (vgl. 1.7) f�ur eine Steuerungu den Operator Au dur
h (Au�)(t; x) := limh!0 h�1E[�(t+h; xut+h)��(t; x)℄de�nieren, sofern der Grenzwert existiert. Der Operator kann mit Hilfe derItô-Formel bere
hnet werden, wenn man yvs = (xvs; s) =: (yv;is )i=1;2;:::;n+1 be-tra
htet:�(yvt+h)� �(t; x)= n+1Xi=1 Z t+ht �i�(yvs )dyv;is + 12 n+1Xi;j=1Z t+ht �i;j�(yvs )d[yv;i; yv;j℄= Z t+ht �t(yvs)ds+ nXi=1 Z t+ht �xi(yvs)dxv;is + 12 Z t+ht �ttd[s; s℄+ nXi=1 �txi(yvs)d[xv;i; s℄ + 12 nXi;j=1Z t+ht �xixj (yvs)d[xv;i; xv;j℄Verwendet man nun, da� d[s; s℄ = d[wk; s℄ = 0 (vgl. Protter [17℄ TheoremII.28), d[wk; wl℄ = Ælkds und d[xv;i; s℄ = fi(yvs)d[s; s℄ +Pdk=1 �ik(yvs)d[wk; s℄
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usw. ist erh�alt man:Z t+ht �t(yvs)ds+ nXi=1 Z t+ht �xi(yvs)dxv;is+12 nXi;j=1Z t+ht �xixj (yvs)d[xv;i; xv;j℄= nXi=1 Z t+ht (�t(yvs) + �xi(yvs)fi(yvs ; v))ds+ nXi=1 dXl=1 Z t+ht �xi(yvs)�il(yvs ; v)dwl+12 nXi;j=1 dXk;l=1Z t+ht �xixj (yvs)�ik(yvs ; v)�jl(yvs ; v)d[wk; wl℄+ nXi;j=1 dXk=1 Z t+ht �xixj (yvs)fj(yvs ; v)�ik(yvs ; v)d[s; wk℄+12 nXi;j=1Z t+ht �xixj (yvs)fj(yvs ; v)fi(yvs ; v)d[s; s℄= nXi=1 Z t+ht (�t(yvs) + �xi(yvs)fi(yvs ; v))ds+12 nXi;j=1 dXk=1 Z t+ht �xixj(yvs)aij(yvs ; v)ds+ nXi=1 dXl=1 Z t+ht �xi(yvs)�il(yvs ; v)dwlDabei ist a = ��>, f; � die KoeÆzienten der Di�erentialglei
hung. Derletzte Term ist ein Martingal, vers
hwindet also beim Bilden des Erwartungs-wertes. Multiplikation mit h�1 und Grenzwertbildung liefert dann:Av� = �t + 12 nXi;j=1 aij(t; x; v)�xixj + nXi=1 fi(t; x; v)�xiW�ahlt man v = u�(t) (die re
hte Seite ist zufallsabh�angig, also ist wiedereine genauere Betra
htung n�otig), so erwartet man, da� die zusammenge-51



setzte Strategie gegen u� konvergiert (siehe Bemerkung 4.1.1), also die Un-glei
hung AvW (t; x) + L(t; x; v) � 0 zur Glei
hung wird. Es gilt damitsupv2U (AvW (t; x) + L(t; x; v)) = 0 undu�t 2 fv� 2 U jAv�W (t; x) + L(t; x; v�) = supv2U(AvW (t; x) + L(t; x; v)gDiese Menge wird au
h als argmax[AvW (t; x) + L(t; x; v)℄ bezei
hnet. De�-niert man weiter f�ur (t; x) 2 Q0; p2Rn ; symmetris
hes M 2 Rn�nH(t; x; p;M) := supv2U [f(t; x; v)p+ 12 tr a(t; x; v)M + L(t; x; v)℄; (4.3)so erh�alt man die partielle Di�erentialglei
hung 2. OrdnungWt = �H(t; x;DxW;D2xW ); (t; x) 2 Q (4.4)Die Randbedingungen sindW (t; x) =  (t; x); (t; x) 2 ��Q (4.5)Bemerkung 4.1.1 Der exakte Beweis der HJB-Glei
hung beruht unter an-derem darauf, da� die der Dynamik zugrundeliegende Browns
he Bewegungals Markov-Proze� "ged�a
htnislos" ist und daher st�u
kweise optimale Kon-trollen au
h global optimal sind. Somit kann man den Versu
h ma
hen, lokaloptimale Strategien zu einer global optimalen zusammenzusetzen. Anderer-seits geht aus dieser �Uberlegung aber au
h hervor, da� diese Te
hnik nurf�ur Markov-Prozesse erfolgverspre
hend ist, ni
ht jedo
h f�ur allgemeine Se-mimartingale.4.1.3 Die HJB-Glei
hung und ihre klassis
hen L�osungenEndli
her ZeithorizontWie in Fleming [7℄ gezeigt wird, gilt mit den Bezei
hnungen der Unterab-s
hnitte 4.1.2 und 4.1.1 folgendes Theorem:Theorem 4.1 Sei W eine Funktion, die bez�ugli
h x zweimal, bez�ugli
h teinmal auf Q stetig di�erenzierbar ist, auf Q stetig und polynomial bes
hr�anktist und die die Glei
hungen 4.4 und 4.5 erf�ullt. Dann gilt:52



1. W (t; x) � J(t; x; u) f�ur alle zul�assigen u und alle (t; x)2. Gibt es einen zul�assigen Kontrollproze� u�, so da�u�s 2 argmax[f(s; xu�s ; v)DxW (s; xu�s ) + 12 tr a(s; xu�s ; v)D2xW (s; xu�s ) + L(s; xu�s ; v)℄(4.6)f�ur Lebesgue
P - fast alle (s; !) 2 [t; � ℄�
, dann gilt W (t; x) = J(t; x; u�).Dabei ist � die Austrittszeit zu den Anfangswerten t; x und der Steuerung u�und [t; � ℄� 
 = f(s; !)jt � s � �(!)g.Beweis: siehe Fleming [7℄, Seite 163.Aus der Theorie der partiellen Di�erentialglei
hungen wei� man, da� z.B.folgende Bedingungen die Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung mit denim Theorem geforderten Eigens
haften garantieren:Bedingung 4.2 1. Es gibt ein 
 > 0, so da�Pni;j=1 aij(t; x; v)�i�j � 
j�j28(t; x; v) 2 Q0 � U; � 2 Rn .2. U ist kompakt.3. O ist bes
hr�ankt und �O ist eine C3-Mannigfaltigkeit.4. a; f; L sind auf Q � U bez�ugli
h t einmal, bez�ugli
h x zweimal stetigdi�erenzierbar.5.  ist auf Q0 dreimal stetig di�erenzierbar.Au
h andere Bedingungskombinationen, die hier ni
ht aufgef�uhrt werden,garantieren Existenz und Eindeutigkeit.Unendli
her ZeithorizontIn diesem Fall wird die mit e��t abgezinste Wertfunktion als ni
ht von tabh�angig vorausgesetzt und dementspre
hend vereinfa
ht si
h au
h die HJB-Glei
hung. Na
h Fleming [7℄ gilt folgendes Theorem:Theorem 4.3 Sei W : O ! R eine auf O zweimal stetig di�erenzierbare,auf O stetige und polynomial bes
hr�ankte Funktion, die folgende Glei
hungenerf�ullt: 53



1. �W (x) +H(x;DW (x); D2W (x)) = 0; x 2 O2. W (x) =  (x); x 2 �ODann gilt:1. W (x) � J(x ; u) f�ur alle zul�assigen umit lim inft1!1Ex[1[t1;1)(�)W (xt1)℄ �0 und alle x, wobei xt und � die zum Steuerungsproze� u geh�orenden Gr�o�ensind.2. Gibt es einen zul�assigen Kontrollproze� u�, so da�u�s 2 argmax[f(xs; v)DW (xs) + 12 tr a(xs; v)D2W (xs) + L(xs; v)℄f�ur Lebesgue
P -fast alle (s; !) 2 [0; �)�
 und limt1!1Ex[1[t1;1)(�)W (xt1)℄ =0; wobei xs und � die zur Steuerung u� geh�orenden Gr�o�en sind, dann istW (x) = J(x; u�)Beweis: siehe Fleming [7℄, Seite 172.4.1.4 S
hwa
he L�osungen (Vis
osity Solutions)Im letzten Unterabs
hnitt wurde gezeigt, da� eine hinrei
hend glatte L�osungder HJB-Glei
hung, zu der es eine entspre
hende Steuerung gibt, die Wert-funktion sein mu�. Es wurden au
h Kriterien genannt, die die Existenzeiner sol
hen L�osung garantieren. In F�allen, in denen es keine sol
he gibt,kann es aber zumindest eine Funktion geben, die einem verallgemeinertenL�osungsbegri� gen�ugt. Unter Umst�anden ist dann diese Funktion die Wert-funktion. Wie au
h im letzten Unterabs
hnitt werden hier nur die Ergebnissevon Fleming [7℄ angegeben.De�nition 4.1.2 Sei Sn die Menge aller symmetris
hen n � n-Matrizen.Dann hei�tD+(1;2)W (t; x) = f(p; q; A) 2 Rn � R�Sn :lim sup(h;y)!0(t+h;x+y)2Q W (t+ h; x + y)�W (t; x)� qh� p>y � 12y>Ayjhj+ jyj2 � 0g
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die Menge der Superdi�erentiale im Punkt (t; x) undD�(1;2)W (t; x) = f(p; q; A) 2 Rn � R�Sn :lim inf(h;y)!0(t+h;x+y)2Q W (t+ h; x + y)�W (t; x)� qh� p>y � 12y>Ayjhj+ jyj2 � 0gdie Menge der Subdi�erentiale im Punkt (t; x).O�enbar ist bei einer hinrei
hend glatten Funktion das Tripel (DxW; �tW;D2xW )sowohl in der Menge der Super- als au
h der Subdi�erentiale.De�nition 4.1.3 Eine FunktionW hei�t s
hwa
he Subl�osung (vis
osity sub-solution) der HJB-Glei
hung, wennq +H(t; x; p; A;W (t; x)) �0 8(p; q; A) 2 D+(1;2)W (t; x) 8(t; x) 2 Q(4.7)Eine FunktionW hei�t s
hwa
he Superl�osung (vis
osity supersolution), wennq +H(t; x; p; A;W (t; x)) �0 8(p; q; A) 2 D�(1;2)W (t; x) 8(t; x) 2 Q(4.8)Eine Funktion, die zuglei
h s
hwa
he Sub- und Superl�osung ist, hei�t s
hwa-
he L�osung (vis
osity solution)Im weiteren sind nun (wie im klassis
hen Fall) folgende Fragen von Be-deutung:1. Unter wel
hen Bedingungen existiert eine s
hwa
he L�osung zur HJB-Glei
hung und wann ist sie eindeutig (ggf. mit Randbedingungen)?2. Wann ist eine s
hwa
he L�osung mit passenden Randbedingungen au
hdie Wertfunktion des zugrundeliegenden Kontrollproblems?Im folgenden gehen wir nun von einem endli
hen Zeithorizont aus.Fleming [7℄ zeigt, da� die Wertfunktion eines Kontrollproblems, wenn siestetig ist, au
h eine s
hwa
he L�osung der HJB-Glei
hung ist. Sofern also Wstetig ist und eine Funktion, die L�osung der entspre
henden HJB-Glei
hungsein und zus�atzli
h die Randbedingungen erf�ullen soll, dur
h diese Forderun-gen bereits eindeutig festgelegt ist, handelt es si
h bei dieser L�osung au
h55



um W . Im folgenden sind also no
h folgende zwei Fragen zu kl�aren: Wel
heBedingungen sind hinrei
hend f�ur die Stetigkeit von W , und unter wel
henUmst�anden ist die L�osung der HJB-Glei
hungen (mit Randbedingungen) ein-deutig?Na
h Fleming gilt zur Frage der Stetigkeit folgendes:Theorem 4.4 Seien folgende Voraussetzungen erf�ullt:1. U ist kompakt, f und � seien stetig und bez�ugli
h t und x stetig di�e-renzierbar2. F�ur geeignete Konstanten C1; C2 gilt jftj+ jfxj � C1; j�tj+ j�xj � C1;jf(t; 0; v)j+ j�(t; x; v)j � C23. Es gilt mit geeigneten Konstanten C3; k: jL(t; x; v)j � C3(1 + jxjk)4. Es gibt eine dreimal stetig di�erenzierbare Funktion g : Q0 ! R; dieselbst bes
hr�ankt ist und deren Ableitungen bis zur Ordnung drei be-s
hr�ankt sind , die auf [t0; t1)� �O mit  �ubereinstimmt, auf ft1g�Okleiner oder glei
h  ist und die au�erdemgt(t; x) +H(t; x;Dxg(t; x); D2xg(t; x)) �0; 8(t; x) 2 Q0erf�ullt.Dann ist W stetig auf QBeweis: siehe Fleming [7℄, S.219Nun bleibt no
h die Frage der Eindeutigkeit einer s
hwa
hen L�osung miterf�ullten Randbedingungen zu kl�aren (die Existenz ist ja dur
h die Stetigkeitder Wertfunktion bereits gesi
hert). Es gilt:Theorem 4.5 Sei 4.1 erf�ullt, sei au�erdem U kompakt sowie f; �; L; Lx; Ltbes
hr�ankt auf Q0 � U . F�ur zwei bes
hr�ankte s
hwa
he L�osungen der HJB-Glei
hung (ohne Randbedingungen) V und W gilt dann:supQ0 (jW � V j) = supRn (jW (t1; :)� V (t1; :)j)Insbesondere ist dann eine L�osung, die zus�atzli
h die Randbedingungen erf�ullt,eindeutig bestimmt.Beweis: siehe Fleming [7℄ S.249 56



Im allgemeinen sind nat�urli
h au
h ohne die Voraussetzungen dieses Theo-rems s
hwa
he L�osungen der HJB-Glei
hungen sinnvolle Kandidaten f�ur dieWertfunktion. Je na
h der Art des konkreten Modells mu� man dann im Ein-zelfall �Uberlegungen und Beweise der Theoreme auf die spezielle Situationanpassen.4.2 Kontrolltheorie f�ur L�evy-ProzesseWie bereits erw�ahnt, kann die �Uberlegung der sto
hastis
hen Kontrolltheo-rie au
h angewandt werden, wenn statt der Browns
hen Bewegung w einbeliebiger Markov-Proze� in der Di�erentialglei
hung dx = f(s; xs�; us)ds+�(s; xs�; us)dws; t � s � t1; xt = x verwendet wird (Die Verwendung vonxs� statt xs si
hert die L�osbarkeit der Di�erentialglei
hung, f�ur die Brown-s
he Bewegung als stetigen Proze� spielt diese Unters
heidung keine Rolle).In diesem Kapitel wird daher versu
ht, die HJB-Glei
hung f�ur L�evy-Prozesseabzuleiten.Wenn w ni
ht als Browns
he Bewegung, sondern als allgemeiner L�evy-Proze� angenommen wird, kann man au
h den Proze� At = t als ersteKomponente zu einem vorhandenen L�evy-Proze� hinzuf�ugen, ebenso f alsneue erste Spalte zu � und erh�alt dann f�ur die Di�erentialglei
hung dieForm dx = e�(s; xs�; us)d ewt (bzw. x = e�(:; x:�; u:) � ew) mit e� = (f; �) undew = (A;w). Wir nehmen daher ohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheit f = 0an. Die Dimension von x sei n, die von w sei m.Das Prinzip der dynamis
hen Programmierung, d.h. die Unglei
hungW (t; x) � E[Z t+ht L(s; xvs ; v)ds+W (t+ h; xvt+h)℄gilt bei Verwendung von L�evy-Prozessen na
h wie vor, da zu seiner Be-gr�undung nur die Markov-Eigens
haft der Browns
hen Bewegung verwendetwurde. Ebenso ergibt si
h na
h wie vor die HJB-Glei
hung alssupv2U (AvW (t; x) + L(t; x; v)) = 0allerdings mu� nun der Operator Av� := limh!0 h�1E[�(t+h; xut+h)��(t; x)℄im Fall von L�evy-Prozesse als der DGL zugrundeliegenden Prozessen bere
h-net werden. Es sei also nun w ein L�evy-Proze� mit 
harakteristis
hem Tripel57



(�; ��>; �). Dann gilt (wiederum mit der Abk�urzung y = (s; x))�(yvt+h)� �(t; x)= n+1Xi=1 Z t+ht �i�(yvs�)dyv;is + 12 n+1Xi;j=1Z t+ht �i;j�(yvs�)d[yv;i; yv;j℄+ Xt<s�t+hf�(ys)� �(ys�)� �0(ys�)�ysgDie drei Terme der re
hten Seite werden nun bere
hnet. Dabei sei wt =at + �Bt + Nt die �ubli
he Zerlegung von Levy-Prozessen in einen linea-ren deterministis
hen Teil, eine lineare Transformation einer d-dimensionalenStandard-Browns
hen Bewegung und den Rest.4.2.1 Bere
hnung von Pn+1i=1 R t+ht �i�(yvs�)dyv;isEs giltn+1Xi=1 Z t+ht �i�(yvs�)dyv;is = Z t+ht �t�(yvs�)ds+ Z t+ht r�(yvs�)dxvsDer erste Term der re
hten Seite ist bereits in der gew�uns
hten Form. F�urden zweiten ergibt si
h weiterZ t+ht r�(yvs�)dxvs= Z t+ht r�(yvs�)d(�(yv:�; v) � w)= Z t+ht r�(yvs�)�(yvs�; v)dws= Z t+ht r�(yvs�)�(yvs�; v)ads+ Z t+ht r�(yvs�)�(yvs�; v)�dBs+ Z t+ht r�(yvs�)�(yvs�; v)dNs
58



4.2.2 Bere
hnung von 12Pn+1i;j=1 R t+ht �i;j�(yvs�)d[yv;i; yv;j ℄Es gilt 12 n+1Xi;j=1Z t+ht �i;j�(yvs�)d[yv;i; yv;j℄= 12 Z t+ht �tt�(yvs�)d[s; s℄ + nXi=1 �ti�(yvs�)d[xv;i; s℄+12 nXi;j=1Z t+ht �ij�(yvs�)d[xv;i; xv;j℄Die ersten beiden Terme der re
hten Seite vers
hwinden wegen d[s; s℄ =d[xv;i; s℄ = 0. Der letzte ergibt weiter12 nXi;j=1Z t+ht �ij�(yvs�)d[xv;i; xv;j℄= 12 nXi;j=1Z t+ht �ij�(yvs�)d[�i:(yvs�; v) � w; �j:(yvs�; v) � w℄= 12 nXi;j=1Z t+ht �ij�(yvs�)d[ mXl=1 �il(yvs�; v) � wl; mXk=1 �jk(yvs�; v) � wk℄= 12 nXi;j=1 mXk;l=1Z t+ht �il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)d[wl; wk℄= 12 nXi;j=1 mXk;l=1Z t+ht �il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)d[(alt)t�0+ dXr=1 �lrBr +N l; (akt)t�0 + dXp=1 �kpBp +Nk℄Nutzt man nun die Linearit�at des Variationsprozesses aus, so erh�alt manf�ur festes i; j; k; l (d + 2)2 Variationsprozesse (alle Kombinationen der Sum-manden in d[(alt)t�0 +Pdr=1 �lrBr +N l; (akt)t�0 +Pdp=1 �kpBp +Nk℄). AlleKombinationen der Form d[s; s℄d[s; Bk℄; d[s;Nk℄; d[Bk; N l℄ sind als Kombi-nationen je eines "quadrati
 pure jump"-Prozesses (vgl. Protter [17℄, S.63sowie Theorem II.28) und eines stetigen Prozessses 0: Kombinationen der59



Form d[Br; Bp℄ ergeben 0 f�ur r 6= p und dt f�ur r = p. Insgesamt ergibt si
hdann= 12 nXi;j=1 mXk;l=1 dXr=1 Z t+ht �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)dt+12 nXi;j=1 mXk;l=1Z t+ht �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)d[N l; Nk℄= 12 nXi;j=1 mXk;l=1 dXr=1 Z t+ht �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)dt+12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nksdenn na
h Protter [17℄, Theorem 28 und S.63 ist [N l; Nk℄t =P0<s�t�N l�Nk4.2.3 Bere
hnung vonPt<s�t+hf�(ys)��(ys�)��0(ys�)�ysgEs gilt �ys = �(�(y:�; u) � w)s= �(ys�; us)�ws= �(ys�; us)�Ns4.2.4 Bere
hnung von A�Wir setzen nun die bere
hneten Terme in 1hE[�(yvt+h)��(t; x)℄ ein und bildenden Grenzwert. Man erh�alt f�ur den Term Pn+1i=1 R t+ht �i�(yvs�)dyv;is :limh!0 1hE[n+1Xi=1 Z t+ht �i�(yvs�)dyv;is ℄= limh!0 1hE[Z t+ht �t�(yvs�)ds℄ + limh!0 1hE[Z t+ht r�(yvs�)�(yvs�; v)ads℄+ limh!0 1hE[Z t+ht r�(yvs�)�(yvs�; v)�dBs℄ + limh!0 1hE[Z t+ht r�(yvs�)�(yvs�; v)dNs℄= �t�(t; x) +r�(t; x)�(t; x; v)a+ limh!0 1hE[Z t+ht r�(yvs�)�(yvs�; v)dNs℄60



F�ur den Term 12Pn+1i;j=1 R t+ht �i;j�(yvs�)d[yv;i; yv;j℄ erh�alt manlimh!0 1hE[12 n+1Xi;j=1Z t+ht �i;j�(yvs�)d[yv;i; yv;j℄℄= limh!0 1hE[12 nXi;j=1 mXk;l=1 dXr=1 Z t+ht �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)dt℄+ limh!0 1hE[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks ℄= 12 nXi;j=1 mXk;l=1 dXr=1 �lr�kr�il(t; x; v)�ij�(t; x; v)�jk(t; x; v)+ limh!0 1hE[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks ℄Der dritte Term limh!0 1hE[Pt<s�t+hf�(ys) � �(ys�) � �0(ys�)�ysg℄ kannvorerst ni
ht weiter vereinfa
ht werden.Um A weiter bere
hnen zu k�onnen, stellen wir nun folgende Forderungauf:Forderung 4.6 N ist ein zusammengesetzter Poissonproze�In diesem Fall ist R t+ht r�(yvs�)�(yvs�; v)dNs =Pt<s�t+h�0(ys�)�ys, undman erh�altlimh!0h�1E[�(t + h; xut+h)� �(t; x)℄= �t�(t; x) +r�(t; x)�(t; x; v)a+12 nXi;j=1 mXk;l=1 dXr=1 �lr�kr�il(t; x; v)�ij�(t; x; v)�jk(t; x; v)+ limh!0 1hE[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks ℄+ limh!0 1hE[ Xt<s�t+h(�(ys� +�ys)� �(ys�))℄61



Die Terme der ersten beiden Zeilen entspre
hen im Fall � = id genau denTermen der HJB-Glei
hung im Fall der Browns
hen Bewegung (hier konnteohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheit � = id gew�ahlt werden, indem manggf. � geeignet modi�zierte). Die beiden letzten Terme bed�urfen der weiterenUntersu
hung.4.2.5 Bere
hnung der verbleibenden SprungtermeSei M der zu N geh�orende Z�ahlproze�, d.h. Mt gibt die Anzahl der Spr�ungebis zum Zeitpunkt t an. Weiter seien � das Ma� der Sprungh�ohen und Peine Zufallsvariable (unabh�angig von M) mit dieser Verteilung. Dann giltP (Mt = k) = e��t (�t)kk! . Somit istE[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h�lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks ℄= P (Mt+h �Mt = 0)E[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks jMt+h �Mt = 0℄+P (Mt+h �Mt = 1)E[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks jMt+h �Mt = 1℄+P (Mt+h �Mt > 1)E[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks jMt+h �Mt > 1℄= P (Mt+h �Mt = 1)E[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks jMt+h �Mt = 1℄+P (Mt+h �Mt > 1)E[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks jMt+h �Mt > 1℄Wegen P (Mt+h �Mt > 1) =P1i=2 e��h (�h)kk! � Ch2 und62



E[12Pni;j=1Pmk;l=1Pt<s�t+h �lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks jMt+h�Mt > 1℄ = O(1) mu� nur der Term in der vorletzten Zeile weiter bere
hnetwerden. F�ur yvs� kann dabei (t; x) gesetzt werden, da zwis
hen (t; x) und yvs�ja gerade kein Sprung statt�ndet. Es ergibt si
h also weiterlimh!0 1hE[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h�lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks ℄= limh!0 1hP (Mt+h �Mt = 1)E[12 nXi;j=1 mXk;l=1 Xt<s�t+h�lr�kr�il(t; x; v)�ij�(t; x; v)�jk(t; x; v)�N ls�Nks jMt+h �Mt = 1℄= limh!0 1h 12 nXi;j=1 mXk;l=1 e��h�hE[�lr�kr�il(t; x; v)�ij�(t; x; v)�jk(t; x; v)P lP k℄= limh!0 12 nXi;j=1 mXk;l=1 e��h��lr�kr�il(t; x; v)�ij�(t; x; v)�jk(t; x; v)E[P lP k℄= 12 nXi;j=1 mXk;l=1�E[P lP k℄�lr�kr�il(t; x; v)�ij�(t; x; v)�jk(t; x; v)Die Gr�o�e �E[P lP k℄ ergibt weiter�E[P lP k℄= Z �xlxk�(dx)= Z xlxk�(dx)mit dem L�evy-Ma� � von w.Die eben gema
hten�Uberlegungen sind au
h beim anderen Sprungtermanwendbar, d.h. man erh�altlimh!0 1hE[ Xt<s�t+h(�(ys� +�ys)� �(ys�))℄= limh!0 1hP (Mt+h �Mt = 1)E[ Xt<s�t+h(�(t; x+ �(t; x; v)�Ns)� �(t; x))jMt+h �Mt = 1℄= �E[(�(t; x + �(t; x; v)P )� �(t; x))℄= Z (�(t; x + �(t; x; v)y)� �(t; x))�(dy)63



4.2.6 ZusammenfassungDer HJB-Operator A im Fall eines L�evy-Prozesses w, der aus einer determi-nistis
hen Komponente, einer Browns
hen Bewegung und einem zusammen-gesetztem Poisson-Proze� besteht, ist gegeben dur
hAv� = limh!0h�1E[�(t + h; xut+h)� �(t; x)℄= �t�(t; x) +r�(t; x)�(t; x; v)a+12 nXi;j=1 mXk;l=1 dXr=1 �lr�kr�il(t; x; v)�ij�(t; x; v)�jk(t; x; v)+12 nXi;j=1 mXk;l=1 dXr=1(Z xlxk�(dx))�lr�kr�il(t; x; v)�ij�(t; x; v)�jk(t; x; v)+ Z (�(t; x + �(t; x; v)y)� �(t; x))�(dx)sofern f�ur � die Glei
hungenlimh!0 1hE[ Xt<s�t+h(�(ys� +�ys)� �(ys�))℄ = limh!0 1hE[ Xt<s�t+h(�(yt +�ys)� �(yt))℄und limh!0 1hE[ Xt<s�t+h�lr�kr�il(yvs�; v)�ij�(yvs�; v)�jk(yvs�; v)�N ls�Nks ℄= limh!0 1hE[ Xt<s�t+h �lr�kr�il(yvt ; v)�ij�(yvt ; v)�jk(yvt ; v)�N ls�Nks ℄gelten. Sind �;�ij; � Lips
hitz-stetig, so ist hierf�ur z.B.limh!0 1hE[Xk jyv�k� � yvt j℄ = 0und limh!0 1hE[Xk jyv�k� � yvt jj�N j2℄ = 0mit den Sprungzeiten �k hinrei
hend.Die HJB-Glei
hung ist dannsupv2U(Av�(t; x) + L(t; x; v)) = 0 (4.9)64



4.3 Anwendung auf die PortfoliooptimierungEs soll nun versu
ht werden, die sto
hastis
he Kontrolltheorie auf die dreiBeispiele des Modellierungskapitels anzuwenden. Dabei wird jeweils versu
ht,das Modell solange wie m�ogli
h allgemein zu halten, und ggf. einzus
hr�anken.Die Notation glei
ht der des Modellierungskapitels.4.3.1 Beispiel 1: Bla
k-S
holes-Merton ohne Transak-tionskostenZur Erinnerung: Gegeben sind Preisprozesse der FormdSi = Si(�idt+ mXl=1 �ildwl); i = 0; 1; 2; : : : ; dwobei die erste Spalte der Matrix � 0 sei, es sind beliebige selbst�nanzie-rende Handelsstrategien mit ni
htnegativem Verm�ogensverlauf zul�assig, dasZielfunktional ist der erwartete Endnutzen E[U(VT )℄. Jede dieser Handels-strategien korrespondiert o�enbar zu einem Portfolioproze� �. Die Di�eren-tialglei
hung des Verm�ogensprozesses lautet danndV = dXi=0 'idSi = dXi=0 V iSi dSi= dXi=0 �iVSi dSi = V dXi=0 �idSiSi= V dXi=0 �i(�idt+ mXl=1 �ildwl)= V (�>�)dt+ V (�>�)dwMan w�ahlt also als kontrollierten Proze� den Verm�ogensproze� und als Kon-trollproze� den Portfolioproze� �. Die KoeÆzientenfunktionen f und � derKontrolltheorie lauten somit f(x; v) = x(v>�)�(x; v) = x(v>�)65



W�ahlt man als Zielfunktional wiederum E[U(VT )℄ und eine Menge zul�assigerKontrollen U , so ergibt si
h als HJB-OperatorH(x; p;M) = sup�2U[f(x; �)p+ 12 tr a(x; �)M + L(x; �)℄= sup�2U[(�>�)xp + 12x2(�>��>�M)℄Um weiter re
hnen zu k�onnen, mu� nun U konkret gew�ahlt werden; wirw�ahlen als Beispiele U = f�jPdi=0 �i = 1g und U = f�j�0 + �1 = 1; 0 ��1 � 1g.Beispiel 1.1: U = f�jPdi=0 �i = 1gUm die Optimierung im Fall U = f�jPdi=0 �i = 1g dur
hf�uhren zu k�onnen,s
hreiben wir das Optimierungsproblem in anderer Form. Dazu de�nierenwir zun�a
hst e� als die Matrix, die aus � dur
h Weglassen der Nullzeile ent-steht, e� der Vektor � ohne erste Komponente und e� der Vektor � ohneerste Komponente. Weiter sei abk�urzend C := x2Me�e�> und 1 der d + 1-oder d-dimensionale Vektor (je na
h Zusammenhang) mit Einsen als Ein-tr�agen.O�ensi
htli
h ist dannH(x; p;M) = supe�2Rd((e�>e� + (1� 1>e�)�0)xp + 12e�>Ce�)= supe�2Rd(�0xp + e�>(e�� 1�0)xp + 12e�>Ce�)Dann mu� der Punkt e�, an dem die Funktion ihr Supremum annimmt,die Glei
hung (e� � 1�0)xp + e�>C = 0 erf�ullen. Umformen ergibt e�> =xp(�01�e�)C�1 = pxM (�01�e�)(e�e�>)�1. Damit sind in der optimalen Stra-tegie die Verh�altnisse der riskanten Anlagen untereinander zeitli
h konstant(da der Vorfaktor pxM f�ur alle entspre
henden Komponenten glei
h ist).Der HJB-Operator f�ur negatives M ist dann gegeben dur
hH(x; p;M)= �0xp+ xp(�01�e�)C�1(e�� 1�0)xp+ 12xp(�01�e�)C�1CC�1(�01�e�)>xp= �0xp� 12x2p2(�01�e�)C�1(�01�e�)>= �0xp� 12Mp2(�01�e�)(e�e�>)�1(�01�e�)>66



Die HJB-Glei
hung lautet somit�WtWxx = �0xWxWxx � 12W 2x (�01�e�)(e�e�>)�1(�01�e�)> (4.10)zusammen mit den Randbedingungen W (T; :) = U1. Gibt es daher eineL�osung W der Di�erentialglei
hung (4.10) mit Wxx < 0 im gesamten De�-nitionsberei
h, so ist diese Funktion au
h eine L�osung der eigentli
hen HJB-Glei
hung. Die VermutungWxx < 0 ist aufgrund der Konkavit�at der Nutzen-funktion zumindest plausibel. Die allgemeine L�osung dieser HJB-Glei
hunganalytis
h anzugeben, ist ni
ht m�ogli
h, da es si
h um eine ni
htlineare parti-elle Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung handelt. Kann man sie numeris
hl�osen, so ergibt si
h mit der L�osung der Di�erentialglei
hung unmittelbarau
h die optimale Handelsstrategie als�t = (1� Wx(Vt�)Vt�Wxx(Vt�)1>(e�e�>)�1(�01�e�); Wx(Vt�)Vt�Wxx(Vt�)(e�e�>)�1(�01�e�))Bemerkung 4.3.1 Die optimale Strategie besteht aus einer zeitli
h kon-stanten Aufteilung des Verm�ogens innerhalb der riskanten Anlagen. Aller-dings variiert der Gesamtanteil im riskanten Berei
h aufgrund des Vorfak-tors Wx(Vt�)Vt�Wxx(Vt�) , den man �okonomis
h au
h als das Verh�altnis von globalem(Wx(Vt�)Vt� ) zu lokalem (Wxx(Vt�)) Wertzuwa
hs au�asssen kann.Beispiel 1.2: U = f�j�0 + �1 = 1; 0 � �1 � 1gW�ahlen wir d = 1 und U = f�j�0 + �1 = 1; 0 � �1 � 1g, so ergibt si
hsup�12[0;1℄[(�0�0 + (1� �0)�1)xp+ 12x2�>� 0�11��0 �11��M ℄= sup�12[0;1℄[(1� �1)�0xp+ �1�1xp+ 12x2(�1)2(�11)2M ℄= ( max[�0xp; �1xp+ 12x2(�11)2M ℄[(1� (�0��1)xpx2(�11)2M )�0xp+ (�0��1)xpx2(�11)2M�1xp+ 12x2( (�0��1)xpx2(�11)2M )2(�11)2M ℄falls (�0��1)px(�11)2M =2 [0; 1℄ oder M � 0sonst= ( max[�0xp; �1xp+ 12x2(�11)2M ℄ falls (�0��1)px(�11)2M =2 [0; 1℄ oder M � 0[�0xp� (�0��1)2p22(�11)2M ℄ sonst67



In einem (allerdings eher trivialen) Fall l�a�t si
h diese HJB-Glei
hungexplizit l�osen: Ist � = 0, d.h. der Kursverlauf der Anlage 1 ebenfalls de-terministis
h, so ergibt si
h als HJB-Operator H(x; p;M) = sup�12[0;1℄[(1 ��1)�0xp+ �1�1xp+ 12x2(�1)2(�11)2M ℄ = max(�0xp; �1xp) = max(�0; �1)xp.Der letzte S
hritt benutzt dabei, da� nur positives Verm�ogen m�ogli
h (x � 0)ist und die Wertfunktion monoton steigend im Anfangsverm�ogen (p � 0) ist.Die Glei
hung lautet dann�Wt = max(�0; �1)xWxL�osungen sind die Funktionen W (t; x) = Cx exp(�max(�0; �1)t); C � 0(wie au
h ans
hauli
h zu erwarten war) und als Strategie das auss
hlie�li
heInvestment in die Anlage mit h�oherer Rendite.4.3.2 Beispiel 2: Bla
k-S
holes-Merton mit Transakti-onskostenDa ' in diesem Modell di�erenzierbar ist, ist au
h I i di�erenzierbar. Wir for-dern dIisdt 2 U mit einer geeigneten Menge U und da� dIisdt der Integrierbarkeits-forderung E[R t0 jdIisds jmds℄ <1 f�urm 2 N ; t 2 [0;1) und Ex[R �0 e��1sjU1(�dIsds )jds℄ <1 der Kontrolltheorie gen�ugt, wobei U1 und �1 die Gr�ossen des Bewertungs-funktionals und � die Austrittszeit des assoziierten Verm�ogensprozesses ausG ist.Die Di�erentialglei
hung f�ur die i-te Komponente des Verm�ogensprozessesV ' lautet (mit den Bezei
hnungen aus Abs
hnitt 3.1.2):dV ';is = d('isSis)= 'isdSis + Sisd'is= 'isdSis + gi(dI isds )ds= V ';is dSisSis + gi(dI isds )ds= V ';is (�ids+ mXl=1 �ildwls) + gi(dI isds )ds= (V ';is �i + gi(dI isds ))ds+ mXl=1 (V ';is �il)dwls68



Es bietet si
h daher an, statt des Handelsprozesses ' oder des Portfoliopro-zesses den Investitionsproze� I als Kontrollproze� zu nutzen, die zugeh�origeHandelsstrategie mu� dann in einem zweiten S
hritt ermittelt werden. In derS
hreibweise der Kontrolltheorie erh�alt man also als KoeÆzientenfunktionenfi((V js )j=0;1;:::;d; (dI isds )j=0;1;:::;d) = V ';is �i + gi(dI isds )�il((V js )j=0;1;:::;d; (dI isds )j=0;1;:::;d) = V ';is �ilmit den dur
h den Preisproze� S vorgegebenen Konstanten. O�enbar erf�ullendiese KoeÆzientenfunktionen s�amtli
he in der Kontrolltheorie gestellten For-derungen (Di�erenzierbarkeit, Lips
hitzstetigkeit usw.). Die Bewertungs-funktion L ist damit L((V js )j=0;1;:::;d; (dIisds )j=0;1;:::;d) = U1(�Pdi=0 dIisds ) ,  ist0. Der HJB-Operator ist somitH(x; p;M)= supu:=(u0;u1;:::;ud)2U[f(x; u)p+ 12 tr a(x; u)M + L(x; u)℄= supu2U [ dXi=0 (xi�i + gi(ui))pi + 12 tr(xi(��>)ijxj)i;j=0;1;2;:::;dM + U1(� dXi=0 ui)℄= dXi=0 xi�ipi + 12 tr(xi(��>)ijxj)i;j=0;1;2;:::;dM + supu2U [(gi(ui))>i=0;1;:::;dp+ U1(� dXi=0 ui)℄woraus die HJB-Glei
hung folgt, wenn man U kennt. Die Randbedingungensind o�enbarW j�Q = 0. Hat man die HJB-Glei
hung gel�ost (ggf. numeris
h),so erh�alt man die optimale Strategie dur
h Einsetzen von Vs�;Wx(Vs�) undWxx(Vs�) f�ur x; p und M .Bemerkung 4.3.2 Aus der Form des HJB-Operators ist bereits zu sehen,da� die optimale Strategie ni
ht von M , also ni
ht von Wxx(Vs�) abh�angt.Beispiel 2.1 d = 1; U = fxjx0 + x1 � 0; x0 � �1; x1 � �1gIn diesem Fall existiert nur eine riskante Anlage,man darf ni
ht na
hinvestie-ren und die Konsumrate (Konsum pro Zeiteinheit) ist bes
hr�ankt. Diese Be-dingungen si
hern die Kompaktheit von U und sind au
h vom �okonomis
hen69



Standpunkt gesehen sinnvoll. Weiterhin w�ahlen wir �10 = 0 und �01 > 0beliebig, d.h. Kosten fallen nur beim Kauf an. Damit ist g0 = id undg1 = ((1 + �01)�11[0;1) + 1(�1;1))id. Es gilt au�erdem Q := fxjx0 + x1 �0; x0 + (1 + �01)x1 � 0g: Es ergibt si
h somit f�ur den no
h zu bere
hnendenTeil des HJB-Operatorssupu2U [u0p0 + g1(u1)p1 + U1(�(u0 + u1))℄= max( supu2U;u1�0(u0p0 + u1(1 + �01)�1p1 + U1(�(u0 + u1)));supu2U;u1<0(u0p0 + u1p1 + U1(�(u0 + u1))))F�ur das erste Supremum ergibt si
h weitersupu2U;u1�0(u0p0 + u1(1 + �01)�1p1 + U1(�(u0 + u1)))= sups2[�1;0℄ supu12[0;1�s℄((s� u1)p0 + u1(1 + �01)�1p1 + U1(�s))= sups2[�1;0℄(sp0 + U1(�s) + supu12[0;1�s℄u1((1 + �01)�1p1 � p0))= sups2[�1;0℄(sp0 + U1(�s) + max(0; (1� s)((1 + �01)�1p1 � p0)))und f�ur das zweite Supremumsupu2U;u1<0(u0p0 + u1p1 + U1(�(u0 + u1)))= sups2[�2;0℄ supu12[�1;min(0;1+s)℄((s� u1)p0 + u1p1 + U1(�s))= sups2[�2;0℄(sp0 +1 (�s) + supu12[�1;min(0;1+s)℄ u1(p1 � p0))= sups2[�2;0℄(sp0 + U1(�s) + max((p0 � p1);min(0; 1 + s)(p1 � p0))Diese beiden Ausdr�u
ke k�onnen nun mit Fallunters
heidungen f�ur p0; p1 be-re
hnet werden. Da dies mathematis
h problemlos, aber sehr platzaufwendigund wenig informativ ist, wird hier darauf verzi
htet. Man sieht aber an die-ser Stelle, da� der HJB-Operator vermutli
h (wegen der Fallunters
heidun-gen) ni
ht stetig di�erenzierbar in p ist, der Begri� der s
hwa
hen L�osungd�urfte daher vonn�oten sein. 70



4.3.3 Beispiel 3: Das Modell von KallsenZur Erinnerung: Das Modell von Kallsen unters
heidet si
h vom klassis
henBla
k-S
holes-Merton Modell nur dur
h die Wahl des Preisprozesses. Da diegew�ohnli
hen und die sto
hastis
hen Exponentiale von L�evy-Prozessen dieglei
he Klasse darstellen, gehen wir vondSit = Sitdwit; i = 0; 1; 2; : : : ; daus, wobei w ein (d+ 1)-dimensionaler L�evy-Proze� mit Tripel (�; �; �) sei.F�ur den Verm�ogensproze� gilt dann wiederdV = dXi=0 'idSi = dXi=0 V iSi dSi= dXi=0 �iVSi dSi = V dXi=0 �idSiSi= V dXi=0 �idwi= V �>dw
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Die KoeÆzientenfunktion � in der Notation von Abs
hnitt 4.2 ist somit�(t; x; v) = xv>, der HJB-Operator ist dannAv� = supv2U [�t�(t; x) +r�(t; x)xv>a+12�xx�(t; x; v)x2 mXk;l=1 dXr=1 �lr�krvlvk+12�xx�(t; x; v)x2 mXk;l=1 dXr=1(Z ylyk�(dy))�lr�krvlvk+ Z (�(t; x + xv>y)� �(t; x))�(dx)℄= supv2U [�t�(t; x) + �x(t; x)xv>a+12�xx(t; x; v)x2v>��>v+12�xx(t; x; v)x2 mXk;l=1 dXr=1(Z ylyk�(dy))�lr�krvlvk+ Z (�(t; x(1 + v>y))� �(t; x))�(dx)℄Die L�osung der zugeh�origen Di�erentialglei
hung ist nur numeris
h m�ogli
h,da bereits die Supremumsbildung ni
ht analytis
h dur
hgef�uhrt werden kann.4.4 Bewertung der KontrolltheorieDie Kontrolltheorie leistet in vielen F�allen gute Dienste, da in ihr die meistenOptimierungsprobleme dargestellt werden k�onnen, insbesondere au
h sol
hemit Transaktionskosten.Ein Na
hteil besteht darin, da� man Markov-Prozesse als Preisprozesseverwenden mu�. Ein weiterer, deutli
h gravierenderer Na
hteil besteht dar-in, da� bei Anwendung der Kontrolltheorie zuerst ein Optimierungsproblemgel�ost werden mu�, was unter Umst�anden analytis
h gar ni
ht m�ogli
h ist(z.B. f�ur allgemeine L�evy-Prozesse) und dana
h eine unter Umst�anden eben-falls re
ht komplizierte partielle Di�erentialglei
hung gel�ost werden mu�.72



Kapitel 5Die MartingalmethodeDer im letzten Kapitel vorgestellte L�osungsansatz aus der Kontrolltheorieleistet in vielen F�allen gute Dienste, er hat jedo
h au
h einige Na
hteile:Zum ersten mu� der zugrundeliegende Preisproze� auf jeden Fall ein Markov-Proze� sein, um die Kontrolltheorie anwenden zu k�onnen (wir haben uns so-gar auf die Browns
he Bewegung bes
hr�ankt). Zum zweiten mu� zur L�osungdes Problems eine partielle Di�erentialglei
hung zuerst aufgestellt (mit einemvorher zu l�osenden Optimierungsproblem beim Bestimmen des OperatorsH),dann gel�ost werden, was unter Umst�anden re
ht s
hwierig sein kann. Endeder 70er/Anfang der 80er Jahre des letzten Jahrhunderts wurde daher vonHarrison/Kreps [9℄ und Harrison/Pliska [10℄ ein anderer Ansatz vorgestellt,die sogenannte Martingalmethode. Es wird das in der Optimierung in ver-s
hiedenen Zusammenh�angen verwendete Prinzip der Dualit�at aufgegri�en:Die L�osung des dualen Problems liefert relativ unmittelbar au
h die L�osungdes urspr�ungli
hen Problems. In bestimmten einfa
hen F�allen (in sogenann-ten vollst�andigen und arbitragefreien M�arkten) ist (vgl. Pliska [16℄) dann dasduale Problem ledigli
h eine eindimensionale Optimierungsaufgabe, also sehreinfa
h zu l�osen. Au
h in anderen F�allen kann es einfa
her zu l�osen sein alsdas urspr�ungli
he Problem oder au
h Beitr�age zur genaueren Untersu
hungdes Problems bieten (vgl. [14℄).Der Begri� Martingalmethode gr�undet si
h auf die Erkenntnis, da� dieKontrollprozesse des dualen Problems dur
h Di
hten bez�ugli
h des Wahr-s
heinli
hkeitsma�es P gegeben sind, die den Preisproze� zu einem Martingaloder Supermartingal ma
hen, vgl. die folgenden Ausf�uhrungen.
73



5.1 Spezi�zierung des allgemeinen Modells aus3.1.4Wie im letzten Kapitel ist au
h hier eine Behandlung des Modells aus 3.1.4ni
ht in voller Allgemeinheit m�ogli
h. In diesem Abs
hnitt wird daher dasallgemeine Modell soweit spezi�ziert, wie es f�ur den Rahmen der Martin-galmethode n�otig ers
heint, in einzelnen Zusammenh�angen wird eine weitereSpezi�zierung notwendig sein.5.1.1 Der Preisproze� SDer Preisproze� S unterliegt gegen�uber dem allgemeinen Modell vorerst kei-nen weiteren Eins
hr�ankungen, ist also ein beliebiges positives Semimartin-gal. Den Fall des endli
hen Zeithorizonts kann man "simulieren", indemman Y als konstant na
h dem Endzeitpunkt vorausgesetzt. Oft betra
htenwir den diskontierten Preisproze� bS := 1S0S mit bS0 � 1.5.1.2 Die zul�assigen Handelsprozesse 'In der Regel wird verlangt, da� ' selbstfnanzierend und der assoziierte Verm�ogensproze�entweder ni
htnegativ oder zumindest von unten bes
hr�ankt ist. Gem�a� derNotation in [20℄ wird der Verm�ogensproze� au
h mit dem Bu
hstaben Xbezei
hnet. Es gilt folgendeDe�nition 5.1.1 Ein vorhersehbarer Proze� ' hei�t a-zul�assig f�ur a � 0,wenn ' �S � �a. Er hei�t zul�assig, falls es ein a � 0 gibt, f�ur das er zul�assigist. F�ur x 2 R ist Xb(x) := fx + ' � Y j' ist zul�assig und selbst�nanzierendgund X(x) := fx + ' � Y j' ist 0-zul�assig und selbst�nanzierendg. Statt X(1)s
hreibt man au
h kurz X, ebenso bei Xb5.1.3 Das BewertungsfunktionalAls Bewertungsfunktional verwendet man E[U(XT )℄. Die Funktion U wirdals stetig di�erenzierbar, strikt konkav und streng monoton wa
hsend vor-ausgesetzt. Sie ist entweder auf R oder auf [0;1) de�niert, je na
hdem obnegatives Verm�ogen (bzw. negative Konsumrate) zugelassen werden.74



5.2 Dualit�at, Vollst�andigkeit und Arbitrage-freiheitDieser Abs
hnitt orientiert si
h an den Arbeiten von Kramkov/S
ha
hermayer[14℄ und S
ha
hermayer [20℄. Wir f�uhren zun�a
hst einige Begri�e ein, die imfolgenden ben�otigt werden.De�nition 5.2.1 Die Gr�o�eAE(U) := lim supx!1 xU 0(x)U(x)hei�t die asymptotis
he Elastizit�at der Funktion U .De�nition 5.2.2 Ein Wahrs
heinli
hkeitsma� Q, das �aquivalent ist zum(bzw. absolutstetig bez�ugli
h des) urspr�ungli
hen Wahrs
heinli
hkeitsma� P ,hei�t �aquivalentes (absolutstetiges) lokales Martingalma�, falls S unter Q einlokales Martingal ist. Ist S unter Q ein Martingal, so hei�t Q �aquivalentes(absolutstetiges) Martingalma�.F�ur den Fall eines lokal bes
hr�ankten Preisprozesses S ist diese De�ni-tion na
h S
ha
hermayer [20℄ �aquivalent dazu, da� alle X 2 X(1) lokaleQ-Martingale sind. Die Menge der �aquivalenten bzw. absolutstetigen loka-len Martingalma�e zu einem gegebenen Preisproze� Y wird Me bzw. Magenannt.In den folgenden �Uberlegungen wird �ofters Me 6= ; oder Me= fQg alsVoraussetzung verwendet. Am Ende des Abs
hnitts werden diese Bedin-gungen untersu
ht, und es wird dargestellt, inwiefern sie mit der Existenzeiner sogenannten Arbitrage (risikoloser Gewinn) bzw. der Vollst�andigkeitdes Marktes (jedes Endverm�ogen kann errei
ht werden) in Verbindung stehenund somit �okonomis
h interpretierbar sind.5.2.1 Das Dualit�atsprinzipIn diesem Unterabs
hnitt wird das Dualit�atsprinzip, das Kernst�u
k der Mar-tingalmethode, vorgestellt. Die Darstellung folgt den Arbeiten von S
ha
her-mayer [20℄ und Kramkov/S
ha
hermayer [14℄; zun�a
hst betra
hten wir denFall, da� der Verm�ogensproze� ni
ht negativ werden darf.75



Wir gehen davon aus, da� der deterministis
he Preisproze� S0 eine Kon-stante ist (ggf. de�nieren wir zum gegebenen Preisproze� S den diskontier-ten Preisproze� bS := 1S0S und verwenden ihn im weiteren), und da� es ein�aquivalentes Ma�Q gibt, unter dem S zum lokalen Martingal wird, alsoM e 6=;. Weiterhin verwenden wir die Bezei
hnung u(x) := supX2X(x)E[U(XT )℄.De�nition 5.2.3 Sei V (y) := supx>0[U(x)�xy℄ f�ur y > 0 undY(y) := fY jY �0; Y0 = 0; XY ist Supermartingal f�ur alle X 2 X(1)g. Dann hei�t die Opti-mierungsaufgabe:Finde bY 2 Y, so da� E[V (bYT )℄ = infY 2Y(y)E[V (YT )℄das zum eben vorgestellten Problem duale Optimierungsproblem und mande�niert v(y) := infY 2Y(y) E[V (YT )℄ (unabh�angig davon, ob das In�mumtats�a
hli
h angenommen wird)Bemerkung 5.2.4 Die Funktion V ist monoton fallend (wegen U(x)�xy �U(x)� xy0 f�ur y > y0, x > 0) und konvex, dennV (�y1 + (1� �)y2) = supx>0[U(x) � x(�y1 + (1� �)y2)℄= supx>0[�(U(x) � xy1) + (1� �)(U(x)� xy2)℄� supx>0[�(U(x)� xy1)℄ + supx>0[(1� �)(U(x)� xy2)℄= � supx>0[U(x)� xy1℄ + (1� �) supx>0[U(x) � xy2℄= �V (y1) + (1� �)V (y2)Ist U stetig di�erenzierbar, strikt konkav und erf�ullt U 0(0) =1; U 0(1) = 0,so gilt o�enbar V (y) = U(U 0�1(y))� U 0�1(y)y.Im weiteren werden wir folgenden Fragen na
hgehen:1. F�ur wel
he x und y sind u(x) bzw. v(y) endli
h, bestehen zwis
henihnen Zusammenh�ange und ggf. wel
he?2. Wann wird das Supremum bzw. das In�mum in den Optimierungs-problemen angenommen, sind die optimalen bX bzw. bY eindeutig undkann man die Kandidaten f�ur optimale bX bzw. bY eingrenzen?76



3. Kann man das duale Problem einfa
her l�osen als das urspr�ungli
he?Wenn ja, wie genau?Letztenendes ist f�ur unsere Zwe
ke die dritte Frage von Bedeutung, dieanderen beiden werden aber auf dem Weg dorthin zu stellen sein.Eine Neuformulierung des ProblemsUm die eben gestellten Fragen zu beantworten, stellen wir zun�a
hst no
heine abstrakte Version des Problems dar. Sei dazuC(x) := fg 2 L0+(
;F ; P )j0 � g � XT f�ur ein X 2 X(x)gD(y) := fh 2 L0+(
;F ; P )j0 � g � YT f�ur ein Y 2 Y(y)gd.h. wir betra
hten statt der Verm�ogensprozesse nur die (ni
htnegativen)Endverm�ogen sowie ni
htnegative Zufallsvariablen, die von diesen dominiertwerden. Die OptimierungsaufgabenFinde bg 2 C(x), so da� EU(bg) = supg2C(x)EU(g)Finde bh 2 D(y), so da� EV (bh) = infh2D(y)EV (h)sind dann �aquivalent zum ersten Teil des eigentli
hen Optimierungsproblems,da die Funktionen U und V monoton steigend bzw. fallend sind, zu jedemg 2 C(x) ein Endverm�ogen XT � g eines Prozesses X 2 X(x) existiert, undmit diesem XT E[U(g)℄ � E[U(XT )℄ gilt.Bemerkung 5.2.5 Es gilt C(x) = xC(1), D(y) =yD(1), X(x) = xX(1) so-wie Y(y) = yY(1), denn zu jedem X 2 C(1) ist mit Anfangsverm�ogen xder Proze� xX dur
h die Handelsstrategie x' zu errei
hen (wobei ' die zuX geh�orende Handelsstrategie ist). F�ur Y gilt dieses Argument sinngem�a�au
h, denn die Supermartingaleigens
haft eines Prozesses bleibt unter derMultiplikation mit einer Konstanten nat�urli
h erhalten. f�ur die Mengen C(x)und D(y) ist der Zusammenhang dann eindeutig. Im weiteren werden daheroft Ergebnisse f�ur X = X(1) usw. angegeben, die dann lei
ht auf X(x) usw.verallgemeinert werden k�onnen.Um diese Abstraktion nutzen zu k�onnen, mu� zuerst eine duale Relationzwis
hen C und D hergestellt werden:77



Proposition 5.1 (S
ha
hermayer [14℄) Es existiere ein Wahrs
heinli
h-keitsma� Q � P , so da� alle X 2 X lokale Q-Martingale sind. Dann habendie eben de�nierten Mengen C und D folgende Eigens
haften:1. C und D sind konvex, abges
hlossen bez�ugli
h der Topologie der Kon-vergenz in Wahrs
heinli
hkeit und haben die Eigens
haft g 2 C, 0 �g� � g =) g� 2 C sowie h 2 D, 0 � h� � h =) h� 2 D2. g 2 C genau dann wenn E[gh℄ � 1 8h 2 D und h 2 D genau dannwenn E[gh℄ � 1 8g 2 C3. Die konstante Zufallsvariable 1 ist in CDie Konvexit�at folgt aus der Beoba
htung, da� es zu g1; g2 2 C X1; X2 2X gibt, so da� 0 � gi � X iT , i = 1; 2, somit 0 � �g1+(1��)g2 � �X1T +(1��)X2T ist und der Proze� �X1+(1��)X2 wieder in X liegt (Erzeugung dur
hLinearkombination der entspre
henden Handelsstrategien). Au
h die letzteBehauptung ist o�ensi
htli
h, da ein si
heres Endverm�ogen von 1 entsteht,wenn das gesamte Verm�ogen in der si
heren Anlage verbleibt. Der zweiteTeil der ersten Aussage ist weniger o�ensi
htli
h, und die zweite Aussagestellt den Kern der Proposition dar. Sie wird in Kramkov/S
ha
hermayer[14℄ bewiesen, wobei jeweils die eine Ri
htung der �Aquivalenzen aufgrundder De�nition von X und Y o�ensi
htli
h ist.Das erste Dualit�atstheorem f�ur C und DTheorem 5.2 (Kramkov/S
ha
hermayer [14℄) Gegeben seien Mengen Cund D positiver Zufallsvariablen, die die Aussagen der Proposition 5.1 erf�ullensowie das dazugeh�orige Optimierungsproblem. Die Funktion U habe die Ei-gens
haften limx!0 U 0(x) = 1, limx!1U 0(x) = 0. Weiterhin existiere einx > 0 mit u(x) <1: Dann gilt:1. u(x) <1 f�ur alle x > 0 und es gibt ein y0 > 0, so da� v(y) endli
h istf�ur y > y0. Die Funktionen u und v sind konjugiert zueinander, d.h.v(y) = supx>0[u(x)� xy℄; y > 0u(x) = infy>0[v(y) + xy℄; x > 078



Die Funktion u ist stetig di�erenzierbar auf (0;1) und v ist strikt kon-vex auf (y0;1). Weiterhin gilt:limx!0 u0(x) =1; limy!1 v0(y) = 02. Ist v(y) <1, so gibt es ein eindeutiges bh 2 D(y), f�ur das das In�mumangenommen wird, d.h. E[V (bh)℄ = v(y)Beweis: (skizziert, vollst�andige Version siehe Kramkov/S
ha
hermayer [14℄)1. Zun�a
hst zur zweiten Aussage: Man kann zeigen, da� es zu jeder Folge(gn)n2N ni
htnegativer Zufallsvariablen eine Folge hn 2 
onv(gn; gn+1; : : : )gibt, die fast si
her gegen eine ni
htnegative numeris
he (d.h. evtl. mitWerten =1) Zufallsvariable h konvergiert. Sei nun gn eine Minimalfol-ge in D(y); d.h. limn!1E[V (gn)℄ = v(y) und hn 2 
onv(gn; gn+1; : : : )eine fast si
her gegen bh konvergente Folge. Dann ist wegen der Kon-vexit�at von V E[V (hn)℄ = E[V (Pi�n �igi)℄ � Pi�n �iE[V (gi)℄ �Pi�n �i supm�nE[V (gm)℄ = supm�nE[V (gm)℄ � supm�(n�k)E[V (gm)℄und damit nat�urli
h au
h supm�nE[V (hm)℄ � supm�nE[V (gm)℄, wor-aus wiederum v(y) � lim infn!1E[V (hn)℄ � lim supn!1E[V (hn)℄ �lim supn!1E[V (gn)℄ = limn!1E[V (gn)℄ = v(y); also limn!1E[V (hn)℄ =v(y) folgt. Nun ist f�ur die Existenz der Optimall�osung no
h bh 2D(y) (mit Hilfe der sto
hastis
hen Abges
hlossenheit) zu zeigen so-wie E[V (bh)℄ = E[limn!1 V (hn)℄ = limn!1E[V (hn)℄ (mit Hilfe desFatou-Lemmas und �ahnli
her Aussagen). Die Eindeutigkeit folgt ausfolgender �Uberlegung: Seien bh1 und bh2 zwei Optimall�osungen. Dann ist12(bh1+bh2) 2 D(y) und wegen der strikten Konvexit�at von V E[V (12(bh1+bh2))℄ < E[12V (bh1) + 12V (bh2)℄ = v(y) im Widerspru
h zur Optimalit�atvon bh1 und bh2.2. Nun zur ersten Aussage: Die zentrale Behauptung ist, da� u und vkonjugiert zueinander sind. Dabei gen�ugt es, eine der beiden Relatio-nen zu zeigen, die andere l�a�t si
h dann allein aufgrund der Dualit�atfolgern. Ebenso sind die anderen Behauptungen Folgerungen der Dua-lit�atsrelation von u und v. Um v(y) = supx>0[u(x) � xy℄; y > 0 zuzeigen, de�niert man zun�a
hst Bn := fg 2 L0(
;F ; P )j0 � g � ng undzeigt dannsupg2Bn infh2D(y)E[U(g)� gh℄ = infh2D(y) supg2Bn E[U(g)� gh℄79



Die Vertaus
hung von Supremums- und In�mumsbildung ist m�ogli
hna
h dem sogenannten Minimax-Theorem. An dieser Stelle geht dieKompaktheit/Abges
hlossenheit der Mengen Bn und D(y) ein. Umdiesen Zusammenhang zu nutzen, verwendet man unter anderem Bn �C(n) (da die konstante Zufallsvariable n in C(n) ist). F�ur die linke Seiteder Glei
hung gilt:limn!1 supg2Bn infh2D(y)E[U(g)� gh℄ = supn2N supg2Bn(E[U(g)℄� suph2D(y)E[gh℄)= supx>0 supg2C(x)(E[U(g)� xy℄)= supx>0(u(x)� xy)Andererseits gilt au
hsupg2Bn E[U(g)� gh℄ = supg2Bn Z [U(g(!))� g(!)h(gw)℄dP (!)= supg;0�g(!)�n Z [U(g(!))� g(!)h(w)℄dP (!)= Z sup0�g(!)�n[U(g(!))� g(!)h(!)℄dP (!)= Z V n(h)dPmit V n(y) := sup0�x�n[U(x)� xy℄ und damitlimn!1 infh2D(y) supg2Bn E[U(g)� gh℄ = limn!1 infh2D(y)E[V n(h)℄Nun ist no
h zu zeigen, da� dieser Term infh2D(y) E[V (h)℄ = v(y) ist.Wegen V n � V gilt auf jeden Fall limn!1 infh2D(y)E[V n(h)℄ � v(y).Um "�" zu zeigen, w�ahlt man eine Folge hn, so da� limn!1 infh2D(y)E[V n(h)℄ =limn!1E[V n(hn)℄ (z.B. dur
h Wahl von hn mit j infh2D(y)E[V n(h)℄�E[V n(hn)℄j � 1n). Hierauf w�ahlt man eine fast si
her konvergente Fol-ge von Zufallsvariablen fn 2 
onv(hn; hn+1; : : : ). Deren Grenzwerth liegt wegen der sto
hastis
hen Konvergenz wieder in D(y), und esgilt (da V konvex ist und V n(:) monoton steigend in n) E[V n(fn)℄ =E[V n(Pi�n �ihi)℄ � Pi�n �iE[V n(hi)℄ � Pi�n �i supi�nE[V n(hi)℄ =80



supi�nE[V n(hi)℄ � supi�nE[V i(hi)℄, woraus wiederum (mit Hilfe desFatou-Lemmas) limn!1 infh2D(y)E[V n(h)℄ = limn!1E[V n(hn)℄= lim supn!1E[V n(hn)℄ � lim infn!1E[V n(fn)℄ � E[lim infn!1 V n(fn)℄ =E[V (h)℄ � v(y) folgt.Das zweite Dualit�atstheorem f�ur C und DTheorem 5.3 Ist zus�atzli
h zu den Bedingungen des Theorems 5.2 AE(U) <1, so gilt au
h:1. v(y) <1 f�ur alle y > 0. u und v sind stetig di�erenzierbar auf (0;1),u0 und �v0 sind streng monoton fallend und es gilt:limx!1u0(x) = 0; limy!0 v0(y) = �1sowie AE(u)+ � AE(U)+ < 12. Es gibt ein eindeutiges bg(x) 2 C(x), f�ur das das Supremum angenom-men wird, d.h. E(U(bg(x))) = u(x). Ist bh(y) die (eindeutige) L�osungdes dualen Problems f�ur y = u0(x), so gilt:bg(x) = �V 0(bh(y)) = U 0�1(bh(y))und E(bg(x)bh(y)) = xy:3. Es gilt: u0(x) = E[bg(x)U 0(bg(x))x ℄; v0(y) = E[bh(y)V 0(bh(y))y ℄Beweis: (skizziert, vollst�andige Version siehe Kramkov/S
ha
hermayer [14℄)1. Man zeigt zun�a
hst, da� f�ur eine konvergente Folge yn mit Grenwerty au
h bh(yn) in Wahrs
heinli
hkeit gegen bh(y) sowie V (bh(yn)) gegenV (bh(y)) in L1 konvergiert. Dann benutzt man, da� die asymptoti-s
he Elastizit�at von U kleiner als 1 ist: Es folgt aus dieser Tatsa-
he n�amli
h die Existenz von Konstanten C und y0 mit jV 0(y)jy =�V 0(y)y < CV (y) f�ur 0 < y < y0. Hieraus wiederum folgert man dieL1-Konvergenz von V 0(bh(yn))bh(yn) gegen V 0(bh(y))bh(y).81



2. Dieser Zusammenhang wird dann dazu verwendet, um yv0(y) = E[bh(y)V 0(bh(y))℄zu beweisen: Es giltlim�!1 v(y)� v(�y)�� 1 = � limh!0 v(y + hy)� v(y)hy y = �y limh!0 v(y + h)� v(y)h = �yv0(y)sofern der Grenzwert existiert. Daher will man (mit I(y) := �V 0(y) =U 0�1(y)) lim sup�!1;�>1 v(y)� v(�y)�� 1 � E[bh(y)I(bh(y))℄lim inf�!1;�>1 v(y)� v(�y)�� 1 � E[bh(y)I(bh(y))℄zeigen, was die G�ultigkeit von v0r(y) = E[bh(y)V 0(bh(y))y ℄ mit der re
hts-seitigen Ableitung v0r von v beweist. Die im ersten S
hritt bewieseneStetigkeit der re
hten Seite und die Konvexit�at von v beweist dann diestetige Di�erenzierbarkeit von v und somit die Formel. Die erste derbeiden Abs
h�atzungen erh�alt man dur
hlim sup�!1;�>1 v(y)� v(�y)�� 1 = lim sup�!1;�>1 E[V (bh(y))℄� E[V (bh(�y))℄�� 1� lim sup�!1;�>1 1�� 1E[V ( 1�bh(�y))� V (bh(�y))℄� lim sup�!1;�>1 1�� 1E[( 1� � 1)bh(�y)V 0( 1�bh(�y))℄= E[bh(y)I(bh(y))℄Dabei folgt die erste Unglei
hung aus der Beoba
htung, da� 1�bh(�y)in D(y) liegt (wegen bh(�y) 2 D(�y) = �D(y)), und die zweite ausder Unglei
hung V (x + h) � V (x) � hV 0(x) 8x8h. Die abs
hlie�endeGlei
hung bedarf eines gesonderten Beweises, der �ahnli
h wie die in
82



S
hritt 1 verl�auft. Die zweite Abs
h�atzunglim inf�!1;�>1 v(y)� v(�y)�� 1 = lim inf�!1;�>1 E[V (bh(y))℄� E[V (bh(�y))℄�� 1� lim inf�!1;�>1 E[V (bh(y))℄� E[V (�bh(y))℄�� 1� lim inf�!1;�>1 1�� 1E[(1� �)bh(y)V 0(�bh(y))℄= E[bh(y)I(bh(y))℄basiert analog dazu auf der Beoba
htung, da� �bh(y) 2 �D(y) = D(�y)und auf der eben erw�ahnten Unglei
hung f�ur konvexe Funktionen.3. Als n�a
hstes wird nun die zweite Aussage bewiesen: Man gibt si
hdaher Zahlen x und y mit x = �v0(y) vor. Zu zeigen ist als er-stes, da� �V 0(bh(y)) zu C(x) geh�ort: Es rei
ht aus, die Unglei
hungE[hI(bh(y))℄ � xy = �yv0(y) = E[bh(y)I(bh(y))℄ f�ur alle h 2 D(y) zu zei-gen (die beiden Glei
hungen folgen aus dem eben bewiesenen). Sei dazuf�ur beliebiges, aber festes h 2 D(y) hÆ := (1� Æ)bh(y)+ Æh; Æ 2 (0; 1).Dann gilt wegen der Optimalit�at von bh(y) und der Konvexit�at vonV (bzw. der daraus folgenden Monotonie von V 0): 0 � E[V (hÆ)℄ �E[V (bh(y))℄ = E[R bh(y)hÆ I(z)dz℄ � E[I(hÆ)(bh(y)�hÆ)℄ = E[I(hÆ)(Æ(bh(y)�h))℄ = ÆE[I(hÆ)(bh(y)�h)℄ und somit E[I((1� Æ)bh(y))bh(y)℄ � E[I((1�Æ)bh(y) + Æh)bh(y)℄ � E[I(hÆ)h℄. Bildet man nun den Grenzwert f�urÆ ! 0, so erh�alt man mit Hilfe des Fatou-Lemmas und dem Theoremvon der monotonen Konvergenz die gew�uns
hte Unglei
hung. Nun zurOptimalit�at: Sei g 2 C beliebig. Dann ist E[gbh(y)℄ � xy und U(g) =(U(g(!)))!2
 = (infy�0 V (y)+yg(!))!2
 � (V (bh(!))+bh(!)g(!))!2
 =V (bh) + bhg (Anmerkung: Diese beiden Unglei
hungen gelten au
h f�urjedes andere h 2 D(y)). Damit folgt dann E[U(g)℄ � v(y) + xy �E[V (bh(y))+bh(y)I(bh(y))℄ � E[U(I(bh(y)))℄ = E[U(bg(x))℄. Die erste Un-glei
hung ist unmittelbar einsi
htig aus dem im vorigen Satz erw�ahntenZusammenhang, die zweite folgt aus dem vorher Bewiesenen. Die dar-au�olgende Unglei
hung folgt aus V (bh(y)(!)) + bh(y)(!)I(bh(y)(!)) �supx>0 V (x)+xI(bh(y)(!)) = U(I(bh(y)(!))). Die Eindeutigkeit der op-timalen L�osung folgt aus der strikten Konkavit�at von U : W�aren bg1; bg283



vers
hiedene Optimall�osungen, so w�are 12bg1+ 12bg2 ebenfalls in C(x) undE[U(12bg1 + 12bg2)℄ > 12E[U(bg1)℄ + 12E[U(bg2)℄.4. Die Aussagen E(bg(x)bh(y)) = xy und u0(x) = E[bg(x)U 0(bg(x))x ℄ ergeben si
hnun aus v0(y) = E[bh(y)V 0(bh(y))y ℄, indem man die Relationen u0(x) = y;x = �v0(y); bg(x) = �V 0(bh(y)) und bh(y) = U 0(bg(x)) benutzt.Ergebnisse f�ur das urspr�ungli
he ProblemDie Aussagen der beiden Theoreme f�ur C und D ergeben nun entspre
hendeAussagen f�ur das urspr�ungli
he Optimierungsproblem. Die folgenden Theo-reme listen die wi
htigsten auf:Theorem 5.4 Es gebe ein �aquivalentes lokales Martingalma�, die Nutzen-funktion U sei streng monoton steigend, streng konkav, stetig di�erenzierbarund erf�ulle limx!0 U 0(x) = 1 , limx!1U 0(x) = 0 sowie AE(U) < 1. Wei-terhin gebe es ein x, so da� supX2X(x)E[U(XT )℄ <1. Dann gilt:Es gibt eine eindeutige L�osung bX(x) 2 X(x) des Optimierungsproblems.Sie ist gegeben dur
h die Glei
hungbXT (x) = I(bYT (y))mit y = u0(x) wobei bY (y) die (ebenfalls eindeutige) L�osung des dualen Opti-mierungsproblems ist und die Tatsa
he, da� bX(x)bY (y) ein glei
hm�a�ig inte-grierbares Martingal ist.Dieses Theorem legt folgende L�osungste
hnik nahe: Man su
ht zu gege-benem x das passende y �uber die Glei
hung y = u0(x), l�ost das dazugeh�origeduale Problem (da man nur bYT (y) ben�otigt, kann man au
h die mit den Men-gen C und D umformulierte Version des Problems verwenden) und erh�altbXT (x) sowie bXT (x)bYT (y). Da der Proze� bX(x)bY (y) ein glei
hf�ormig inte-grierbares Martingal ist, gilt ( bX(x)bY (y))t = E[ bXT (x)bYT (y)jFt℄, woraus manwiederum u.U. bXt(x) gewinnen und damit eine Handelsstrategie aufstellenkann. Dabei stellt si
h allerdings das Problem, da� man u0 ni
ht kennt, alsodas zu x passende y ni
ht ohne weiteres �nden kann. Dieses Problem kannman umgehen, indem man si
h ein beliebiges y vorgibt und das dazu passende84



x mit Hilfe des Prozesses bXt erh�alt. Ein weiteres Problem ist die L�osbarkeitdes dualen Problems und die Bere
hnung der bedingten Erwartungen. DieseProbleme werden im folgenden Spezialfall wesentli
h "ents
h�arft".Theorem 5.5 Es seien die Voraussetzungen des vorhergehenden Theoremserf�ullt und zus�atzli
h gebe es genau ein �aquivalentes lokales Martingalma� Q.Dann gilt: bXT (x) = I(ydQdP )mit �x = v0(y) = E[dQdP V 0(y dQdP )℄ und bX(x) ist ein glei
hm�a�ig integrierbaresMartingal unter QWie man sieht, kann man in diesem Fall das Problem relativ lei
ht l�osen.Als erstes bestimmt man die Di
hte vonQ bez�ugli
h P und bere
hnet E[dQdP V 0(y dQdP )℄in Abh�angigkeit von y. Dann w�ahlt man y zu x passend und erh�alt unmit-telbar bXT (x), woraus man wiederum dur
h Bilden der bedingten Erwartungden Proze� bX(x) erh�alt und die entspre
hende Handelsstrategie aufstellenkann.5.2.2 Vollst�andigkeit und ArbitragefreiheitUm die Theoreme des letzten Unterabs
hnittes nutzen zu k�onnen, mu� manbestimmen k�onnen, ob ihre Voraussetzungen im jeweiligen Fall zutre�en.Die Voraussetzungen limx!0 U 0(x) = 1 und limx!1U 0(x) = 0 sind einfa
hna
hzupr�ufen, ebenso, ob AE(U) < 1 ist. Die Voraussetzung u(x) < 1f�ur ein x ist zwar ni
ht ohne weiteres na
hzupr�ufen, tri�t sie ni
ht zu, sow�are allerdings das gestellte Problem ni
ht mehr sinnvoll. Wir bes
h�aftigenuns daher mit der letzten verbleibenden Voraussetzung, der Existenz (undggf. Eindeutigkeit) eines �aquivalenten lokalen Martingalmasses. Es gilt na
hDelbaen/S
ha
hermayer [4℄ folgender Zusammenhang:Theorem 5.6 Sei S ein lokal bes
hr�anktes Semimartingal. Dann existiertein �aquivalentes lokales Martingalma� genau dann, wenn es keine Folge Xn 2Xb, XnT ! XT f.s. gibt, f�ur die (x � Xn)+ in der Supremumsnorm gegen 0konvergiert und f�ur die P (XT > 0) > 0 gilt.85



Die �okonomis
he Interpretation dieser Aussage ist unmittelbar einzuse-hen: G�abe es eine sol
he konvergente Folge, so k�onnte man eine Strategie,die zumindest die M�ogli
hkeit eines Gewinnes verspri
ht, ohne ein Risikoaufzuweisen, beliebig gut simulieren (im Sinne der Bes
hr�ankung des Risikosmit einer beliebig vorgegebenen S
hranke). Eine sol
he Strategie bezei
hnetman als Arbitrage (daher der Begri� Arbitragefreiheit). Wir k�onnen daherdavon ausgehen, da� es f�ur einen �okonomis
h sinnvollen Preisproze� immerein �aquivalentes lokales Martingalma� gibt.Die Frage der Eindeutigkeit eines �aquivalenten Martingalmasses ist eben-falls von Bedeutung: Kann man die Eindeutigkeit des Martingalmasses zei-gen, so wird das duale Problem re
ht einfa
h l�osbar. Aussagen �uber dieEindeutigkeit des Martingalmasses sind in Spezialf�allen bekannt, z.B. beiVerwendung der Browns
hen Bewegung als Preisproze�. Die Frage der Ein-deutigkeit ist verbunden mit dem Begri� der Vollst�andigkeit:De�nition 5.2.6 Ein Preisproze� S (bzw. der dur
h S bes
hriebene Ak-tienmarkt) hei�t vollst�andig, wenn es zu jeder von unten bes
hr�ankten Zu-fallsvariable X eine Zahl x und einen zul�assigen Handelsproze� ' gibt mitX = x+ R 'dS.Man kann zeigen, da� die Eigens
haft der Vollst�andigkeit mit der Ein-deutigkeit des Martingalmasses im Wesentli
hen �aquivalent ist.Bemerkung 5.2.7 Die in der Literatur vorhandenen Aussagen zu diesemThema sind relativ speziell, oft nur f�ur Browns
he Bewegung als Preisproze�,au
h ist der Na
hweis der Vollst�andigkeit oft s
hwierig, so da� si
h keinee
hte Vereinfa
hung der uns eigentli
h interessierenden Optimierungsaufgabeergibt. Aus diesen Gr�unden wird an dieser Stelle ni
ht weiter auf Detailsdieses Zusammenhangs eingegangen.Bemerkung 5.2.8 Da man zur L�osung des dualen Problems ohnehin ein"optimales" �aquivalentes lokales Martingalma� �nden mu�, dienen die Aus-sagen �uber Vollst�andigkeit und Arbitragefreiheit eher dem grunds�atzli
henVerst�andnis des Problems als der konkreten L�osung.
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5.3 Die Martingalmethode mit L�evy-Prozessenals PreisprozesseWir spezi�zieren nun das verwendete Modell weiter gegen�uber dem am An-fang dieses Kapitels bes
hriebenen: Wir verwenden nun exponentielle L�evy-Prozesse (d.h. Prozesse der Form Si = eLi; i = 1; 2; : : : ; d, Li untereinanderunabh�angige L�evy-Prozesse) als Preisprozesse. Na
h Kallsen [12℄ sind das ge-nau die sto
hastis
hen Exponentiale von L�evy-Prozessen, d.h. Prozesse derForm Si = E(Li). Weiterhin lassen wir nur Handelsprozesse mit ni
htnega-tivem Verm�ogensproze� zu und betra
hten einen endli
hen Zeitraum [0; T ℄.Ein erster S
hritt zur L�osung ist es, die "duale" Menge Y zu betra
hten.Na
h unserer De�nition ist ein Proze� Y mit Y0 = y in Y(y); falls XY f�uralle X 2 X(1) ein Supermartingal ist. Diese Eigens
haft ist o�enbar s
hwerna
hzupr�ufen. F�ur lokal bes
hr�ankte Preisprozesse S allerdings gilt (wie be-reits erw�ahnt): Ist S ein lokales Martingal unter dem �aquivalenten Ma� Q,so ist jedes X 2 X(1) ebenfalls ein lokales Martingal unter Q. Diesen Zu-sammenhang benutzt das folgendeLemma 5.7 Sei S ein lokal bes
hr�anktes, ni
htnegatives Semimartingal so-wie Q ein zum urspr�ungli
hen Wahrs
heinli
hkeitsma� P �aquivalentes Wahr-s
heinli
hkeitsma�, unter dem S ein lokales Martingal ist . Dann ist derProze� (E[dQdP jFt℄)0�t�T ein Element der Menge Y.Beweis: Na
h Kramkov/S
ha
hermayer [14℄ ist jedes X 2 X(1) ein lokalesMartingal unterQ. Somit gibt es eine gegen T konvergente aufsteigende Folgevon Stoppzeiten Tn, so da� XTn ein glei
hm�a�ig integrierbares Martingalunter Q. Damit ist wiederum XTnE[dQdP jF:℄ ein Martingal unter P (vgl. 1.Kapitel). Da XTnE[dQdP jF:℄ ni
htnegativ ist, kann man das Lemma von Fatou

87



anwenden, um na
hzuweisen, da� XE[dQdP jF:℄ ein Supermartingal ist:E[XtE[dQdP jFt℄jFs℄= E[lim supn!1 XTnt E[dQdP jFt℄jFs℄� lim supn!1 E[XTnt E[dQdP jFt℄jFs℄= lim supn!1 XTns E[dQdP jFs℄= XsE[dQdP jFs℄Da X beliebig war, ist die Behauptung gezeigt.Korollar 5.8 Sei S ein lokal bes
hr�anktes Semimartingal, betra
htet werdedas zugeh�orige Optimierungsproblem, f�ur das die Voraussetzungen des Theo-rems 5.4 erf�ullt seien, sei Q ein �aquivalentes Ma�, unter dem S ein loka-les Martingal ist. Sei weiter ein Anfangsverm�ogen x und eine Zahl y0 mitx = E[dQdP U 0�1(y0 dQdP )℄. Dann gilt:u(x) � E[U(U 0�1(y0dQdP ))℄Beweis: u(x) = infy>0[v(y) + xy℄� infy>0[E[V (ydQdP )℄ + xy℄= infy>0[E[U(U 0�1(ydQdP ))� ydQdP U 0�1(ydQdP )℄ + xy℄= infy>0[E[U(U 0�1(ydQdP ))℄ + yE[x� dQdP U 0�1(ydQdP )℄℄� E[U(U 0�1(y0dQdP ))℄
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Bemerkung 5.3.1 Die erste Unglei
hung in der eben get�atigten Abs
h�atzungl�a�t si
h ni
ht ver�andern, wenn man nur ein �aquivalentes lokales Martingal-ma� kennt. Die zweite (d.h. die spezielle Wahl von y) ers
heint willk�urli
h,erweist si
h aber als zwe
km�a�ig (siehe Kallsen [12℄)Findet man somit eine Handelsstrategie zum Anfangsverm�ogen x, derenEndverm�ogen gerade U 0�1(y0 dQdP ) betr�agt, so hat man die optimale Handels-strategie gefunden.Um dieses Ergebnis f�ur L�evy-Prozesse anwenden zu k�onnen, ist folgendesLemma n�utzli
h:Lemma 5.9 Ein L�evy-Proze� mit bes
hr�ankten Spr�ungen ist lokal bes
hr�ankt.Beweis: Sei L ein gegebener L�evy-Proze�, C eine obere S
hranke f�ur seineSpr�unge. Wir de�nieren eine aufsteigende Folge von Stoppzeiten dur
h T0 :=0; Tn := minfinfft � 0; jLtj � ng; Tg. Dann ist LTn � n+C (denn jLTnt j � n8t < Tn und jLTnTnj � jLTnTn�j + �LTn � n + C). Es bleibt zu zeigen, da�Tn ! T P � f:s: Angenommen P (supn Tn < T ) > 0. Dann gibt es wegenP (supn Tn < T ) = P ( Sm2Nf!j supn Tn < T � 1mg) = limn!1 P (supn Tn <T � 1m) ein m 2 N mit P (supn Tn < T � 1m) > 0. Da fast alle Pfade 
�adl�agsind, seien o.B.d.A. die zu ! 2 f!j supn Tn(!) < T � 1mg geh�orenden Pfade
�adl�ag. ! sei nun fest, aber beliebig aus dieser Menge gew�ahlt. Da der zu! geh�orende Pfad links- und re
htsseitige Grenzwerte besitzen, gibt es umden Zeitpunkt supn Tn(!) ein Intervall (supn Tn(!) � �; supn Tn(!) + �) mit� > 0, in dem der Betrag von L bes
hr�ankt ist (o.B.d.A. dur
h n0 2 N).W�ahlen wir nun ein n1 > n0, so da� Tn1(!) 2 (supn Tn(!)� �2 ; supn Tn(!)),so enth�alt na
h De�nition jede Umgebung von Tn1(!) Zeitpunkte, an denenjLj � n1 ist. Dann gibt es aber au
h in (supn Tn(!)� �; supn Tn(!)+ �) einenZeitpunkt mit jLj � n1 � n0, im Widerspru
h zur Voraussetzung.Um die optimale Handelsstrategie f�ur allgemeine L�evy-Prozesse angebenzu k�onnen, hier no
h zwei Resultate von Kallsen [12℄, die auf der eben ent-wi
kelten Te
hnik beruhen: Man su
ht ein �aquivalentes Martingalma� underh�alt mit etwas Gl�u
k bereits das Optimum.Theorem 5.10 Sei Si = E(Li), wobei L = (Li)i=1;2;:::;d ein L�evy-Proze� mitTriplett (�; �2; �) sei. Sei U(x) := lnx. Es existiere weiter ein 
 2 Rd mit1. �(fx 2 Rd j1 + 
>x � 0g) = 0 89



2. R j x(1+
>x) � 1(0;1)(x)j�(dx) <13. �� ��>
+ R ( x(1+
>x) � 1(0;1)(jjxjj))�(dx) = 0Dann ist 'it := 
iSit�xE(
>L)t�; i = 1; 2; : : : ; d, '0t := R t0 '>s dSs�Pdi=1 'itSiteine optimale Handelsstrategie.Theorem 5.11 Sei Si = E(Li), wobei L = (Li)i=1;2;:::;d ein L�evy-Proze� mitTriplett (�; �2; �) sei. Sei U(x) := x1�p1�p f�ur p 2 (0; 1). Es existiere weiter ein
 2 Rd mit1. �(fx 2 Rd j1 + 
>x � 0g) = 02. R j x(1+
>x)p � 1(0;1)(x)j�(dx) <13. �� p��>
+ R ( x(1+
>x)p � 1(0;1)(jjxjj))�(dx) = 0Sei au�erdem a := 1�p2 (
>�)2 + 1p R ( 1+p
>x(1+
>x)p � 1)�(dx) und A := (t)t�0.Dann ist 'it := 
iSit�xe�atE(
>L+ aA)t�; i = 1; 2; : : : ; d und '0t := R t0 '>s dSs�Pdi=1 'itSit eine optimale Handelsstrategie.Bemerkung 5.3.2 Sowohl die numerierten Voraussetzungen als au
h dieAussage des zweiten Terms ergeben die entspre
henden Voraussetzungen undAussagen des ersten Theorems als Spezialfall p = 1. Die ersten beidenVoraussetzungen sind eher te
hnis
her Natur, die dritte ist die wesentli
heVoraussetzung, um ein �aquivalentes lokales Martingalma� und eine optimaleHandelsstrategie zu �nden.Bemerkung 5.3.3 O�enbar gilt 'itSit�'>t St��'0tS0t = 
i
 , d.h. die optimale Strate-gie weist eine zeitli
h konstante Aufteilung des "riskant".angelegten Verm�ogensteilsin die einzelnen Aktien auf, wie es bereits in der Kontrolltheorie der Fall war.
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5.4 Anwendung auf die Portfoliooptimierung5.4.1 Beispiel 1: Bla
k-S
holes-Merton ohne Transak-tionskostenZur Erinnerung: Gegeben sind Preisprozesse der FormdSi = Si(�idt+ mXl=1 �ildwl); i = 0; 1; 2; : : : ; dwobei die erste Spalte der Matrix � 0 sei, es sind beliebige selbst�nanzie-rende Handelsstrategien mit ni
htnegativem Verm�ogensverlauf zul�assig, dasZielfunktional ist der erwartete Endnutzen E[U(VT )℄. Der Preisproze� S istdamit gegeben als Si = E(Li) mit L�evy-Prozessen Li, deren 
harakteristi-s
hes Triplett (als vektorwertiger Proze�) (�; ��>; 0) ist. Dann ist die ersteund zweite Forderung der beiden Theoreme 5.10 und 5.11 o�ensi
htli
h f�urbeliebiges 
 erf�ullt. Die dritte Forderung wird zu� = p��>
und s
hlie�li
h 
 = 1p(��>)�1�. Weiter ist danna = 1� p2 (
>��>)(
>��>)>= 1� p2 p2�>�Die zugeh�orige Handelsstrategie ist'it := 
iSit xe�atE(
>L+ aA)t; i = 1; 2; : : : ; dDieser Term soll nun bere
hnet in Abh�angigkeit von S allein ausgedr�u
ktwerden unter Verwendung der Glei
hungen E(�B) = exp(�B � �22 t) f�ur eineStandard-Browns
he Bewegung B und E(X + Y + [X; Y ℄) = E(X)E(Y ): Es
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gilt also:E(
>L + aA)t = E(
>�B + (a+ 
>�)A)t= E( mXl=1 (
>�)lBl + (a + 
>�)A))t= exp( mXl=1 (
>�)lBl + (a+ 
>�� 12
>��>
)t)= exp( mXl=1 dXi=1 
i�ilBl � (12 mXl=1 dXi=1 
i(�il)2)t+ (12 mXl=1 dXi=1 
i(�il)2)t+ (a + 
>�� 12
>��>
)t)= ( dYi=1 exp( mXl=1 �ilBl � 12 mXl=1 (�il)2t+ �it)
i) exp((12 mXl=1 dXi=1 
i(�il)2)t+ (a� 12
>��>
)t)= ( dYi=1 E( mXl=1 �ilBl + �iA)
it ) exp((12 mXl=1 dXi=1 
i(�il)2)t+ (a� 12
>��>
)t)= ( dYi=1(Sit)
i) exp((12 mXl=1 dXi=1 
i(�il)2)t+ (a� 12
>��>
)t)= exp((12 dXi=1 
i(��>)ii)t+ (a� 12
>��>
)t) dYi=1(Sit)
iInsgesamt ist damit'it = 
iSit dYi=1(Sit)
ix exp((12 dXi=1 
i(��>)ii � 12
>��>
)t); i = 1; 2; : : : ; dund '0t = Z t0 '>s dSs � dXi=1 'itSit92



5.4.2 Beispiel 2: Bla
k-S
holes-Merton mit Transakti-onskostenWie bereits aus dem darstellenden Teil hervorgeht, sind Modelle mit Trans-aktionskosten ni
ht mit Hilfe der Martingalmethode behandelbar.5.4.3 Beispiel 3: Das Modell von KallsenDieses Modell unters
heidet si
h vom klassis
hen Bla
k-S
holes-Merton-Modellnur dur
h die Verwendung von Si = exp (Li) als Preisproze�, wobei L =(Li)i=1;2;:::;d ein L�evy-Proze� mit Triplett (�; �2; �) ist. Um die Theoreme 5.10oder 5.11 anwenden zu k�onnen, mu� das 
harakteristis
he Triplett (e�; e�2; e�)von eL mit E( eL) = exp(L) bere
hnet werden. Dieses ergibt si
h na
h Kallsen[12℄ zu e� = � + �22 + Z ((ex � 1)1(�1;1)(ex � 1)� x1(�1;1)(x))�(dx)e�2 = �2e�(G) = Z 1G(ex � 1)�(dx)Ist dabei � dur
h eine Di
hte f� bez�ugli
h des Lebesgue-Ma�es gegeben, sobesitzt au
h fe� eine Di
hte. Diese erh�alt man mit folgender Bere
hnung:e�(G) = Z 1G(ex � 1)�(dx)= Z 1G\(�1;1)(ex � 1)f�(x)dx= Z 1G\(�1;1)(y)f�(ln(1 + y)) 11 + ydyDie Di
hte von e� ist somit 1(�1;1)(y)f�(ln(1+y)) 11+y . Um �uber die Aussagender Theoreme 5.10 oder 5.11 gehende Bere
hnungen zu ma
hen, mu� derverwendete L�evy-Proze� genauer bestimmt werden.
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Beispiel 3.1: Ein Proze� mit glei
hverteilten, bes
hr�ankten Spr�ungen,d = 1Als Beispiel sei nun f� = 1(�1;1). Bere
hnet man e� und e�, so erh�alt man:e�� (� + �22 ) = Z (ex � 1)1(�1;1)(ex � 1)�(dx)= Z ln 2�1 (ex � 1)�(dx)= Z 1�1(ex � 1)dx= e� 1e � 2sowie fe�(x) = 1( 1e�1;e�1)(x) 11 + xDie dritte Voraussetzung des Theorems lautet somite�� pe�2
 + Z ( x(1 + 
x)p � 1(0;1)(x))1( 1e�1;e�1)(x) 11 + xdx = 0Dieses Integral kann nur numeris
h ausgewertet werden (in Abh�angigkeit von
). Dana
h ist (ebenfalls numeris
h) die L�osung 
 der Glei
hung zu bestim-men. Glei
hzeitig mit dieser Bere
hnung �uberpr�uft man au
h die Existenz desIntegrals R ( x(1+
x)p � 1(0;1)(x))1( 1e�1;e�1)(x) 11+xdx, d.h. die zweite Bedingungder Theoreme 5.10 bzw. 5.11. Die erste Bedingung ist, wenn man 
 bere
h-net hat, sehr einfa
h na
hzupr�ufen: Es mu� (1e�1; e�1)\fxj1+
x � 0g = ;sein. Diese Bedingung ist explizit als Unglei
hung f�ur 
 anzugeben: Ist 
 < 0,so ist fxj1 + 
x � 0g = [�
;1), d.h. es mu� �
 � e � 1 bzw. 
 � 1 � esein. Ist 
 � 0, so ergibt si
h fxj1 + 
x � 0g = (�1; 
℄, d.h. 
 erf�ullt dieerste Bedingung der beiden Theoreme ni
ht. Zusammenfassend ist die ersteBedingung also f�ur 
 � 1� e erf�ullt.
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Beispiel 3.2: Ein Proze� mit deterministis
her Sprungh�ohe, d = 1Als weiteres Beispiel w�ahlen wir � = �Æ�1. Bere
hnet man nun e� und e�, soerh�alt mane�� (� + �22 ) = Z ((ex � 1)1(�1;1)(ex � 1)� x1(�1;1)(x))�(dx)= �(e�1 � 1)und e�(G) = Z 1G(ex � 1)�(dx)= �1G(e�1 � 1)also e� = �Æe�1�1. Die dritte Voraussetzung des Theorems lautet damit:e�� pe�2
 + �( e�1 � 1(1 + 
(e�1 � 1))p � 1) = 0bzw.e�(1 + 
(e�1 � 1))p � pe�2
(1 + 
(e�1 � 1))p + �(e�1 � 1� (1 + 
(e�1 � 1))p) = 0W�ahlen wir zur weiteren Vereinfa
hung p = 1, so ergibt si
he�(1 + 
(e�1 � 1))� e�2
(1 + 
(e�1 � 1)) + �(e�1 � 1� (1 + 
(e�1 � 1))) = 0
2[(1� e�1)e�2℄ + 
[ea(e�1 � 1)� e�2 � �(e�1 � 1)℄ + [ea+ �(e�1 � 2)℄ = 0Die L�osungen dieser quadratis
hen Glei
hung sind
 = ea(1� e�1) + e�2 + �(e�1 � 1)2(1� e�1)e�2�q[ea(e�1 � 1)� e�2 � �(e�1 � 1)℄2 � 4[(1� e�1)e�2℄[a+ �(e�1 � 2)℄2(1� e�1)e�2Die zweite Bedingung des Theorems ist ohnehin erf�ullt, da � diskret ist.Die erste Bedingung wiederum lautet e�(fx 2 Rd j1 + 
>x � 0g) = 0 bzw.1 + 
(e�1 � 1) > 0 und somit 
 < ee�1 . Hat man konkrete Parameter �; �und 
 vorgegeben, so ist direkt zu sehen, ob diese Bedingung erf�ullt ist, unddie optimale Handelsstrategie ergibt si
h daraus.95



5.5 Bewertung der MartingalmethodeWie aus den zuletzt behandelten Beispielen hervorgeht, weist die Martingal-methode folgende Vorteile auf:Sie erlaubt f�ur Preisprozesse, die von L�evy-Prozessen erzeugt werden,einen relativ einfa
hen L�osungsweg, sowie die Erkenntnis, da� in diesem Falldie Verh�altnisse der Verm�ogenswerte in den einzelnen riskanten Anlagen kon-stant sind, ledigli
h das Verh�altnis des Anlagewerts im Bankguthaben unddem Rest variiert ggf. F�ur eine exponentielle Browns
he Bewegung kannman die explizite L�osung (die mit der in der Kontrolltheorie au
h tats�a
hli
h�ubereinstimmt) �nden.Sie hat ferner den Vorteil, da� sie im Prinzip f�ur beliebige Semimartingaleanwendbar ist, und da� mit ihr die bisweilen re
ht unangenehmen partiellenDi�erentialglei
hungen der Kontrolltheorie vermieden werden.Allerdings kann man mit der Martingalmethode Modelle mit Transakti-onskosten ni
ht behandeln, und f�ur allgemeine Semimartingale kann die Be-stimmung des �aquivalenten Martingalma�es s
hwierig oder ni
ht dur
hf�uhrbarsein.
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ZusammenfassungIn der vorliegenden Arbeit wurden zun�a
hst die mathematis
hen Grundlagender Portfoliooptimierung in Grundz�ugen dargestellt.Im ersten Kapitel wurden neben Grundbegri�en einige Prozessklassen,die im weiteren Verlauf ben�otigt wurden, eingef�uhrt, unter anderem Markov-und L�evy-Prozesse.Im zweiten Kapitel wurde der Weg zur De�nition eines sto
hastis
henIntegrals bes
hrieben, die Itô-Formel vorgestellt sowie der Begri� der sto
ha-stis
hen Di�erentialglei
hung erl�autert.Darauf aufbauend wurde im dritten Kapitel ein allgemein gehaltenes Mo-dell der Portfoliooptimierung aufgestellt sowie bes
hrieben, wie mit diesemeinige in der Literatur verwendete Modelle dargestellt werden k�onnen.Im vierten und f�unften Kapitel wurden die beiden g�angigen L�osungsmethodendes Problems vorgestellt:Im vierten Kapitel wurde die sto
hastis
he Kontrolltheorie verwendet, umdie Optimierungsaufgabe zu l�osen: Als Preisprozesse k�onnen im allgemein-sten Fall Markov-Prozesse verwendet werden. Es wird (aufbauend auf derMarkov-Eigens
haft) das Prinzip der dynamis
hen Programmierung verwen-det, um eine partielle Di�erentialglei
hung, die HJB-Glei
hung, f�ur die Wert-funktion aufzustellen. Kann man diese l�osen (evtl. im s
hwa
hen Sinne), soerh�alt man die Wertfunktion, mit deren Hilfe man wiederum die zugeh�origeoptimale Handelsstrategie bestimmt. Die Forderung, da� die PreisprozesseMarkov-Prozesse sein sollen, ist eine "S
hw�a
he" der L�osungste
hnik, eineweitere ist die unter Umst�anden aufwendige L�osung der HJB-Glei
hung.Im f�unften Kapitel wurde eine andere L�osungsmethode, die sogenannteMartingalmethode vorgestellt. Man stellt ein zum eigentli
hen Problem dua-les Optimierungsproblem auf, das oft einfa
her, im Fall eines vollst�andigenMarktes sogar wesentli
h einfa
her als das urspr�ungli
he Problem zu l�osenist. Eine Bes
hr�ankung an den Preisproze� �ndet hier nur insofern statt, als97



man die Existenz eines �aquivalenten Martingalma�es fordert; diese Forde-rung ist aber im Wesentli
hen �aquivalent zur Arbitragefreiheit des Marktes,stellt also keine allzu gro�e Eins
hr�ankung der Modellwahl dar. Allerdingskann die Bestimmung der �aquivalenten Martingalma�e bisweilen aufwendigsein.
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