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Einleitung

Eines der bekanntesten Probleme in der Finanzmathematik ist das Finden
einer optimalen Investmentstrategie fiir einen Investor, dem verschiedene ri-
sikolose und risikobehaftete Anlagemoglichkeiten zur Verfiigung stehen. Das
Problem ist -so formuliert- recht allgemeiner Natur, und daher verwundert es
nicht, daf eine Vielzahl verschiedener mathematischer Modelle benutzt wer-
den, um es darzustellen. Je nachdem, welche Umstidnde des realen Marktes
in die Modellierung einbezogen werden sollen (und auch je nachdem, welche
Modelle vom mathematischen Standpunkt aus 16sbar sind), werden Investi-
tionsentscheidungen und Aktienkurse nur zu diskreten oder kontinuierlichen
Zeitpunkten betrachtet, wird gehandelt oder das Anfangsportfolio bis zum
Schluf} beibehalten usw.

Es gibt aber auch eine Reihe von Gemeinsamkeiten in den Modellen: Es
werden z.B. immer stochastische Prozesse zur Modellierung der Aktienkur-
se und auch der Investitionen verwendet und es wird ebenfalls immer eine
Informationsstruktur durch eine Filtration von o-Algebren (Stichwort:,, Han-
delsentscheidungen nur aufgrund vergangener und gegenwirtiger Kurse”) be-
nutzt.

Eine erschépfende Behandlung des Themas Portfoliooptimierung ist in
einer Diplomarbeit sicher nicht moglich. Ziel dieser Arbeit ist daher, einen
Uberblick iiber die in der einschligigen Literatur verwendeten Modelle zu
geben sowie die verschiedenen Lésungsmethoden darzustellen, die ihnen zu-
grundeliegenden Ideen zu erldutern und sie schliellich auch anhand von Bei-
spielen anzuwenden. Diese Arbeit beschrankt sich dabei auf den Fall eines
zeitstetigen Aktienmarktes mit endlich vielen verschiedenen Anlagemoglichkeiten.

Der Aufbau der Arbeit ist folgender: Im ersten und zweiten Kapitel wer-
den die mathematischen Grundlagen, d.h. die Theorie der stochastischen
Prozesse und der stochastischen Integration dargestellt und auch auf die ent-
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sprechende Literatur hingewiesen. Im folgenden dritten Kapitel wird ein
allgemeines Modell der zeitstetigen Portfoliooptimierung aufgestellt, auf das
die im weiteren vorgestellten Modelle zuriickgefiihrt werden. Im vierten und
fiinften Kapitel werden dann die beiden bekannten Ldsungsmethoden, die
stochastische Kontrolltheorie und die sogenannte Martingalmethode behan-
delt und anhand von Beispielen erldutert.



Kapitel 1

Stochastische Prozesse

In diesem Kapitel sollen grundlegende Eigenschaften von stochastischen Pro-
zessen dargestellt werden. In ihm wie auch in den folgenden Kapiteln werden
elementare Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie (z.B. o -Algebren, fast si-
chere oder stochastische Konvergenz u.4.), wie sie z.B. in Bauer [3] dargestellt
werden, als bekannt vorausgesetzt.

Der Aufbau der Kapitel 1 und 2 folgt im Wesentlichen Protter [17], Bewei-
se werden, falls sie zu lang oder zu kompliziert fiir eine Wiedergabe erschei-
nen, skizziert bzw. ausgelassen (in diesem Fall wird dann auf entsprechende
Stellen in der Literatur verwiesen).

1.1 Grundlagen

1.1.1 Der stochastische Prozess

Wir gehen aus von einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), der vollstandig
ist, d.h. es gilt BC A€ F,P(A) =0 = B € F. Weiterhin existiere eine
vollstéindig geordnete Indexmenge I (in unserem Fall ist das immer Ry, Ny
oder ein Intervall [ty, ;] C Ry), deren Elemente im folgenden mit ¢ bezeichnet
werden (in Anlehnung an die Interpretation der Indexmenge als stetige oder
diskrete Zeitachse).

Definition 1.1.1 Eine Abbildung X : Q x I — R? heifit (R%-wertiger)
stochastischer Prozess (kurz: Prozess), falls X(.,t) fir alle t € I messbar
beziiglich F ist. Die Funktionen X (w,.) heiffen Pfade des stochastischen
Prozesses. Ein Prozess X mit I = Ry heifit messbar, falls X als Abbildung
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von Q x RE nach R F @ B(RS)-B(R?)-messbar ist, eine analoge Definition
gilt bei I = [ty, t1].

Je nach Zusammenhang verwendet man auch kurz die Schreibweise X ,
um die Zufallsvariable X (., t) zu bezeichnen. Den Prozess kann man auch als
durch die Elemente von I indizierte Kollektion von Zufallsvariablen auffassen
und bezeichnet ihn dementsprechend mit (X;)e;.

Definition 1.1.2 Zwei Prozesse X und Y heiffen ununterscheidbar, falls
P{w|X(w,.) =Y (w,.)}) = 1. X heifit Modifikation von Y, falls P({w|X (w,t) =
Y(w, t)}) =1 firaletel .

Wie aus der Definition unmittelbar ersichtlich ist, folgt aus der Ununter-
scheidbarkeit zweier Prozesse, daf} sie Modifikationen voneinander sind.

Die umgekehrte Folgerung gilt aber, falls I = [0,00) oder I = [ty,t],
im Allgemeinen nicht, denn {w|X(w,.) # Y(w,.)} = Uefw|X(w,t) #
Y (w,t)}) ist als Vereinigung von iiberabzihlbar vielen Nullmengen selbst
nicht unbedingt eine Nullmenge. Allerdings ist unter bestimmten Regu-
laritdtsvoraussetzungen auch die umgekehrte Folgerung giiltig. Hierzu be-
schrinkt man sich auf die Betrachtung von (rechts- oder linksseitig) stetigen
Prozessen:

Definition 1.1.3 Fin Prozess X heifst P -f.s. stetig (rechtsseitig stetig,
linksseitig stetig), falls

P({w| X (w,.)(linksseitig, rechtsseitig) stetig auf ganz I'}) =1
Man sagt, er besitzt P -f.s. linksseitige (rechtsseitige) Grenzwerte, falls

P({w| lin% X (w, s) existiert Vt € I}) =1
s<t” (s>t)

Definition 1.1.4 Fin Prozess X heifit cadlag (continue & droite, limites
G gauche), falls er P-f.s. rechtsseitig stetig ist und linksseitige Grenzwerte
besitzt. FEntsprechend heifst er caglad, falls er P-f.s. linksseitig stetig ist
und rechtsseitige Grenzwerte besitzt. Die Menge der cadlag-(caglad-)Prozesse
wird auch mit D (IL) bezeichnet. Fir cadlag-(bzw. caglad-)Prozesse definiert
man X_ (X,) als X_(w,t) := lim’;?fX(w’S) (X (w,t) := limg;;)fX(w,s))
sowie AX =X - X_ (AX:=X, - X_).



Theorem 1.1 Seien X und Y zwei rechts- oder linksstetige Prozesse, I =
[0,00) oder I = [ty,t1], und sei X eine Modifikation von Y . Dann sind X
und Y ununterscheidbar.

Beweis: Wir nehmen an, daff X und Y rechtsstetig sind, der linksstetige
Fall ist analog. Sei A := {w|X(w,.) besitzt rechtsseitige Unstetigkeitsstellen
}, B = {w|Y(w,.) besitzt rechtsseitige Unstetigkeitsstellen } . Sei weiter
N = UtEng{MX(w, t) # Y(w,t)} . Dann gilt nach Voraussetzung P(N) =
P(A) = P(B) =0, also PINUAUB) = 0 . Aus Stetigkeitsgrinden gilt
aber auch firt ¢ QF N T {w|X(w,t) # Y(w,t)} NCANCB C N, also mit
N = U, {w|X (w,t) # Y(w,t)} auch N'NCANCB C N und schlieflich
P(N')=P(N'NCANCB)+P(N'N(AUB)) < P(N)+ P(AUB)=0. =

Insbesondere sind also cadlag- (bzw. caglad-) Prozesse genau dann un-
unterscheidbar, wenn sie Modifikationen voneinander sind. Eine dhnlicher
Zusammenhang (mit der gleichen Beweistechnik) besteht auch zwischen Pro-
zessen und messbaren Prozessen: Bine FQB(RY )-B(R?)-messbare Abbildung
von QxR (d.h. ein messbarer Prozess) nach R? ist immer auch ein Prozess,
umgekehrt ist ein Prozess, der cadlag oder caglad ist, ein messbarer Prozess
(analog fiir T = [to, t1]).

1.1.2 Die Filtration

Um sinnvolle Modelle fiir die Portfoliooptimierung aufstellen zu kénnen, ist
es notwendig, den Wahrscheinlichkeitsraum mit einer (zeitlich geordneten)
,Informationsstruktur” zu versehen, denn die Entscheidungen iiber Kéaufe
oder Verkdufe diirfen nur vom Marktverlauf in der Vergangenheit abhéingen.
Man bedient sich dabei der Tatsache, dafl man eine o -Algebra auch als eine
(i.A. unvollsténdige) Information auffassen kann, die man zur Verfiigung hat:
Man kennt nicht das konkrete w € €2 , aber man weifl zumindest fiir jede
Menge A € F , ob w € A oder w ¢ A . Interpretiert man o -Algebren in
diesem Sinne, so gilt 7 C G = F enthiilt weniger Information als G. Diese
Idee fiihrt zur folgenden

Definition 1.1.5 Fine Menge (F;)icr von Teil-o-Algebren von F  heifit Fil-
tration, falls (t < s) = F, C Fs gilt. Eine Filtration heifit rechtsstetig,
falls o, Fs = F; Vt € 1. Ein Prozess X heifit adaptiert (an (Fy)ier ), falls
X(.,t) F; -messbar ist Vt.



Im Folgenden gehen wir (im Fall T = [0,00) , Ny und [tp, #;]) auBerdem
davon aus, dafi Fy bzw. F, (und damit alle F, , ¢t > 0 bzw. t > 1) vollstandig
ist, d.h. alle Teilmengen von P-Nullmengen enthélt. Hat man einen Prozess
X gegeben, so kann man in naheliegender Weise eine dazu passende Filtration
definieren:

Definition 1.1.6 Die Filtration (G;)ier definiert durch Gy := o(Xs, s < t)
heifit die vom Prozess X erzeugte Filtration; sie ist offenbar die (beziiglich
der Teilmengenrelation) kleinste Filtration, beziiglich der X adaptiert ist.

Die Klasse der adaptierten cadlag-(bzw. caglad-)Prozesse bezeichnen wir
mit D([0,00), R?) (bzw. L([0,00),R?)) oder auch, falls die Dimension aus
dem Zusammenhang klar ist, als D (bzw. LL). Eine weitere Verschiarfung des
Begriffs der Messbarkeit bietet folgende

Definition 1.1.7 Fin Prozess X mit Indezmenge [0,00) heifit progressiv
messbar, falls fir alle t Xy als Abbildung von [0,t] x Q nach R* messbar
ist beziiglich B([0,t]) @ F, und B(R?). Eine analoge Definition ezistiert fir
I = [tg,tl]

Ein progressiv messbarer Prozess X mit I = [0, c0) ist offenbar adaptiert
und er ist auch messbar wegen

X)) = UK () 1A

teN

denn die Mengen auf der rechten Seite sind nach Voraussetzung in B([0,t]) @ F, C
B([0,00)) ® F. Umgekehrt braucht ein messbarer Prozess nicht progressiv
messbar zu sein. Ein adaptierter Prozess, der cadlag oder caglad ist, ist auch
progressiv messbar, der Beweis hierzu ist wieder dhnlich zu dem von Theorem

1.1. Analoge Aussagen gelten im Fall I = [ty, 1]

1.1.3 Martingale

Eine zentrale Rolle in der Theorie der stochastischen Prozesse spielt der Be-
griff des Martingals:

Definition 1.1.8 Fin reellwertiger, adaptierter Prozess (X)ier heifst Mar-
tingal (Submartingal, Supermartingal) beziglich der Filtration F; , wenn gilt:
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1. X; e £L'(dP) Vvtel

2. E[Xi|F] L X, , fallst < s (bzw.,< 7, ,> 7). Aquivalent hierzu ist
die Bedingung E[X; — Xs|Fs] =0

Sofern sogar X; € L*(dP) V¥Vt € I gilt, so kann der nach F; be-
dingte Erwartungswert auch als Projektion auf den Unterraum der F; -
messbaren Funktionen (mit £2(dP) als zugrundeliegendem Hilbertraum und
(X,Y) := E[XY] als zugehorigem Skalarprodukt) betrachtet werden. Mit
dieser Interpretation liegt es nahe, nach einer Zufallsvariable zu suchen, so
daB fiir beliebiges ¢ X; die Projektion dieser Zufallsvariable auf den Unter-
raum der F; -messbaren Zufallsvariablen ist.

Definition 1.1.9 FEine Zufallsvariable Y schliefst ein Martingal X ab, falls
Y eL und X; =E[Y|F], 0<t<oo.

Definition 1.1.10 Fine Familie (U, )aca von Zufallsvariablen heifit gleichmdfSig
integrierbar (uniformly integrable), wenn

lim sup/ |Un|dP = 0.
{lUal=2n}

n—oo aEA

Sie heifst p-integrierbar, falls

sup/ UL PdP = sup ||Ua|[2, < 0o
Q a€A

a€EA

(1 < p < oo, wichtigster Fall: p = 2, in diesem Fall spricht man auch von
quadratischer Integrierbarkeit).

Wie die folgende Rechnung zeigt, impliziert die p-Integrierbarkeit fiir p >
1 die gleichméBige Integrierbarkeit (dabei sei ¢ wie iiblich definiert {iber % +

1 _ .
L=1):



lim sup/ |Ua|1{|Ua|2n}dP
Q

n—0oo0
< 1 P % . q %
< nlggosgp(/ﬂwal dP) (/Ql{Ua|>n})

. 1

= lim sup||Ua||cp-(/ (N ARSIK
n—o00 Q

= lim sup [|Ua|lz» - (P(|Ua] = n))

lim sup ||U ||£p . (||Ua||€p)
n—o0o @ nP

Q=

S

IN

P

p
lim sup||Ua||Z:q ‘n
n—o0 o

IN

1+2
< (sup ||Ual|pp?) - lim n %
@ n—00
= 0

Aus der gleichmifligen Integrierbarkeit wiederum folgt die Integrierbar-
keit, denn lim sup f{|U > |Ua|dP = 0 impliziert, dafl es ein n gibt, so daf
A" UPel=

n—oo ac

sup Jiv15my [UaldP < 00. Dann aber gilt sup Jo [UaldP < sup Jiv15my [UaldP+

n < 00.

Es gilt auBerdem auch im Fall eines Martingals X fiir s < ¢ || X;||z» =
|E[Xi|Fslllee < || Xt]|ce. Somit ist ein Martingal genau dann p-integrierbar,
falls hmt_mo ||Xt||£p < 0Q.

Zur Frage nach der Existenz eines Abschlusses eines Martingals erhélt
man folgendes Ergebnis (ohne Beweis):

Theorem 1.2 Sei X ein rechtsstetiges gleichmdfig integrierbares Martingal.
Dann ezistiert Y = limy_,, X; fast sicher, E[|Y|] < oo, und Y schliefft X
ab.

Insbesondere besitzen damit alle Martingale mit limy o || X¢||2r < 0o fiir
p > 1 einen Abschlufl.

Ein weiteres interessantes Ergebnis (ohne Beweis, nach Protter [17]) ist
das folgende

Theorem 1.3 Zu einem Martingal X ezistiert eine (bis auf Ununterscheid-
barkeit eindeutige) Modifikation, die cadlag ist.
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Wir konnen also, sofern wir zwei Prozesse, die Modifikationen vonein-
ander sind, als gleichwertig betrachten, bei einem Martingal immer davon
ausgehen, dafl es cadlag ist.

Da der bedingte Erwartungswert fiir einen stochastischen Prozel X je
nach verwendetem Wahrscheinlichkeitsmaf} verschieden sein kann, hiingt auch
die Martingaleigenschaft ganz wesentlich vom verwendeten Wahrscheinlich-
keitsmaf} ab. Insbesondere kann man bei einem gegebenen Prozef§ versuchen,
ein neues (nach Mdglichkeit dquivalentes) Wahrscheinlichkeitsmaf zu finden,
unter dem er zum Martingal wird. Ein wichtiges Ergebnis in diesem Zusam-
menhang ist folgendes

Theorem 1.4 Es sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und ein zu P
dquivalentes Wahrscheinichkeitsmafl () gegeben. Sei weiter der Prozefl 7
gegeben durch 7; := Ep[g—g|.7:s]. Dann qilt: FEin adaptierter cadlag-Prozefs
M st genau dann ein QQ-Martingal, wenn MZ ein P-Martingal ist.

Beweis: Es gilt: M ist (Q-Martingal

= EolXi— Xs|F]=0 Vs<t
— /(Xt—Xs)szo VA e F,,Vs <t
A
Q)
= (Xt X)anP_O VA e F,,Vs <t
— /Xt—dP /X —dP VYAe F,Vs<t
— /Xt |]-"th /XE |FsldP VA e F,, Vs <t
= /XtthP:/XSZSdP VA € F,,Vs <t
A A
= /((XZ)t—(XZ)S)dP:O VA e F,,Vs <t
A
<— Fp[(XZ),— (X2)s)|Fs|=0 Vs<t

was wiederum genau dann der Fall ist, wenn X 7 ein P-Martingal ist. m
Eine analoge Aussage gilt fiir Super- und Submartingale.



1.1.4 Stoppzeiten

Definition 1.1.11 FEine nichtnegative Zufallsvariable T' heifst Stoppzeit, falls
{wlT(w)<t}eF Vtel.

Zu einer Stoppzeit und einem gegebenen Prozess (X;);c; definiert man
den gestoppten Prozess X7 als X7 (w,t) := X (w, min(¢, T(w))) und die Zu-
fallsvariable X7 als Xr(w) := Xy (w) -

Stoppzeiten spielen in den Beweisen, die zur stochastischen Integration
fiihren, eine grofle Rolle. Die folgenden zwei Beispiele von oft verwendeten
Stoppzeiten illustrieren den Begriff:

Beispiel 1.1.12 Sei X ein adaptierter cadlag-Prozef und A € R? eine of-
fene Menge. Dann ist T'(w) := inf{t > 0| X (w,t) € A} eine Stoppzeit.

Beweis: siche Protter [17] m

Beispiel 1.1.13 Sei X ein adaptierter cadlag-Prozeff und A € R? eine
abgeschlossene Menge. Dann ist T(w) := inf{t > 0|X(w,t) € A oder
X_(w,t):= lims_?X(w, s) € A} eine Stoppzeit.

§<

Beweis: siehe Protter [17] m

Weiterhin sind Vielfache einer Stoppzeit sowie Summen, Minima und
Maxima von zwei Stoppzeiten wieder Stoppzeiten. So wie die o -Algebra F;
die Information zum Zeitpunkt ¢ angibt, so ist man auch daran interessiert,
die Information bis zu einer zufallsabhéingigen Stoppzeit 1" mit Hilfe einer o
-Algebra darzustellen. Man benutzt folgende Definition:

Definition 1.1.14 Sei T eine Stoppzeit. Dann ist das Mengensystem Fr =
{A e FIAN{T <t} € F, Vt} eine o -Algebra (direkt aus der Definition
ersichtlich) und wird o -Algebra zur Stoppzeit T genannt.

Die Interpretation dieser o -Algebra als ,, Information bis 7" ” wird durch
das nichste Theorem klar:

Theorem 1.5 Es gilt (mit den Bezeichnungen wie oben): Fr = o(Xp; X
adaptiert und cadlag )

Beweis: Sei G := o(Xr; X7 adaptiert und cadlag ) . Sei A € Fr gegeben.
Dann ist der durch X; := 1x1g>71y definierte Prozess adaptiert und cadlag,
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und auflerdem gilt X7 = 15 , somit auch A € G . Um G C Fr zu zeigen,
reicht es, zu zeigen, daff Xr Fr -messbar ist fir alle adaptierten cadlag-
Prozesse X . Sei dazu fiir festes, aber beliebiges t ¢ : {w|T(w) < t} — R xQ
definiert durch ¢(w) = (T(w),w) . Da X als cadlag-Prozefy B(R§)QF —
B(R?) -messbar ist und ¢ eine mefbare Abbildung von ({w|T(w) < t}, F; N
{w|T(w) < t}) nach (Ry x Q,B(R}) ® F) , ist auch X o ¢ eine (F, N
{w|T(w) < t} - B(RY) -)mefbare Abbildung. Andererseits gilt aber auch
X 0 ¢ = Xplurwy<yy. Somit gilt fiir eine beliebige Borelmenge A € B(R?):
X7 (A MIT() < 1) = XrlThrpen (4) = (Xod) (4) € AN fulT(w) <
t} C Fy , also X' (A) € Fr (Die letzte Teilmengenrelation folgt daraus, daf
{w|T(w) < t} € F; nach Definition des Begriffs Stoppzeit). m

Bemerkung 1.1.15 Im Beweis wird verwendet, dafs ein cadlag-ProzefS auch
als Abbildung von R xQ nach R? | ausgestattet mit den o -Algebren B(R])®
F und B(R?) mefibar ist, wohingegen die Definition des Begriffs Prozefl nur
Mepbarkeit von X (.,t) beziiglich F und B(R?) fiir alle t verlangt. Es liegt
also ein dhnlicher Unterschied wie zwischen den Begriffen ,ununterscheid-
bar” und ,Modifikation” vor, und auch der (hier ausgelassene) Beweis der
Aquivalenz der beiden Begriffe fiir cadlag-Prozesse verwendet zundichst die
Abzihlbarkeit von QF und anschliefend die Stetigkeit des Prozesses.

Das folgende Theorem (ohne Beweis) zeigt schlielich, da8 die ,,Projek-
tionseigenschaft” des Martingals auch mit Stoppzeiten anstelle von festen
Zeiten giiltig ist:

Theorem 1.6 (Doob’s optional sampling theorem) Sei X ein rechits-
stetiges Martingal mit Abschluf$, T und S zwei Stoppzeiten, so daff S < T
f.s. Dann gilt E[X7p|Fs| = Xras [.s.

Mit diesem Theorem folgt weiter:

Theorem 1.7 Sei X ein gleichmdfig integrierbares rechtsseitig stetiges Mar-
tingal, und T eine Stoppzeit. Dann ist auch der gestoppte Prozefs X' ein
gleichmdf$ig integrierbares, rechtsseitig stetiges Martingal.

Beweis: siche Protter [17]. =

Bemerkung 1.1.16 Im folgenden ist, sofern nicht ausdriicklich anders erwdhnt,
I =10,00) , auch wenn die Aussagen in der Regel (ggf. mit naheliegender
Modifikation) auch im Fall I = Ny oder I = [to, t1] giiltig sind.
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1.2 Lévy-Prozesse

Eine wichtige Klasse von Prozessen, die in vielen Bereichen, insbesondere in
der Finanzmathematik, Anwendung findet, ist die der Levy-Prozesse, d.h.
Prozesse mit unabhingigen, stationiren Zuwichsen:

Definition 1.2.1 Ein adaptierter (R -wertiger) Prozef X heifst Lévy-Prozef,
wenn gilt:

1. Xy =0 fast sicher

2. X; — X, ist unabhdngig von F;, 0<s<t<o0
3 X — XL X,y — Xo(=Xi_y), 0<s<t<oo

4. X, X, 0<s,t<o0
t—s

Bemerkung 1.2.2 Die Bedingung 1 in der obigen Definition ist nicht we-
sentlich; hat man einen adaptierten Prozeff X , der die Bedingungen 2 bis
4 erfillt, so ist X := (X; — Xo)i>0 ein Lévy-Prozef. Die Konvergenzbedin-
gung in 4 st fiir stetige Prozesse erfillt, da fiir diese ja sogar X, tf—s> X;
—s
0<s,t<oo. Wie man unmittelbar aus der Definition erkennen kann, sind
aufserdem auch Vielfache von Lévy-Prozessen und Summen untereinander
unabhdngiger Lévy-Prozesse wieder Lévy-Prozesse.

Bemerkung 1.2.3 Bedingung 2 ist, falls X, € LY(dP) , t > 0, dquivalent zu
EIX,— X,|F,] = E[X,— X,]. Somit folgt in diesem Fall, daf (X, — E[X4])i>0
ein Martingal ist.

Lévy-Prozesse sind sehr fruchtbar in der Anwendung, da die Bedingungen
von Definition 1.2.1 die Klasse der zu betrachtenden Prozesse noch nicht zu
sehr einschrinken, man aber sehr starke Resultate beziiglich der Struktur
solcher Prozesse hat. Zunéchst allerdings betrachten wir einige prominente
Beispiele von Lévy-Prozessen.
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1.2.1 Beispiele
Die Brownsche Bewegung

Definition 1.2.4 Ein adaptierter, R:-wertiger Prozef B heifit (d -dimensionale)
Brownsche Bewegung (oder auch Wiener-Prozef), falls er die folgenden Be-
dingungen erfillt, wobei C' eine beliebige nichtsinguldre Matriz ist:

1. By =0 fast sicher
2. By — By ist unabhdngig von F, , 0 < s <t < o0
3. B,— B, £ N(0,(t—s)C),0< s <t< o0

Man kann zeigen, dafl ein solcher Prozefl eine Modifikation besitzt, die P
-f.s. stetig ist. Es handelt sich also (ggf. nach Modifizierung, die die beiden
ersten Bedingungen nicht beriihrt) um einen Lévy-Prozef. Eine Verallgemei-
nerung dieser Definition ist moglich, indem man Bedingung 1 weglaf3t.

Die Brownsche Bewegung ist einer der am besten untersuchten stochasti-
schen Prozesse, siehe z.B. [18]. Daher ist es auch nicht verwunderlich, daf}
sie in den Anfangen der Portfoliooptimierung regelméfig zur Modellierung
eingesetzt wurde. Allerdings ist ihre Praxistauglichkeit beschriankt, da die
Normalverteilungsannahme 3 eine starke, bisweilen zu starke, Voraussetzung
ist.

Der (zusammengesetzte) Poissonprozef

Definition 1.2.5 Sei (X;);en eine iid-Folge von exp(\) -verteilten reellwer-
tigen Zufallsvariablen, und (Y;) eine weitere, von (X;);en unabhdingige Folge
von R*-wertigen iid Zufallsvariablen. Sei N := (3, 1{w|z;'c:1Xi(w)§t})t20-

Dann heifst der Prozefd 7 = (ZlNztl Y)i>0 zusammengesetzter Poissonprozess.

Wie man zeigen kann, besitzt dieser Prozefl unabhéingige und stationére
Zuwichse, und ist auch stochastisch stetig. Da auflerdem Z, = 0 fast sicher,
handelt es sich auch hier um einen Lévy-Prozef.

Der Poissonprozefl hat dariiber hinaus weitere charakteristische Eigen-
schaften: Er ist offenbar stiickweise konstant, rechtsstetig und besitzt links-
seitige Grenzwerte, er ist also ein cadlag-Prozef.
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1.2.2 Strukturresultate

Wie in Bemerkung 1.2.2 bereits erwihnt, sind auch Summen unabhéngiger
Lévy-Prozesse wieder Lévy-Prozesse. Da auch der (nicht zufallsabhingige
Prozef (at);>o ein Lévy-Prozef ist, sind alle Prozesse der Form

(G/t + Bt + Zt)tZU

mit einer Brownschen Bewegung B und einem von B unabhéngigen Pois-
sonprozefl 7 Lévy-Prozesse. Wie in Sato [19] gezeigt wird, 148t sich jeder
Lévy-Prozef als Verallgemeinerung eines solchen Prozesses darstellen. Ge-
nauer gesagt gilt:

Theorem 1.8 (Lévy-Khintchine-Darstellung) 1. Die charakteristische
Funktion von L, kann man darstellen als

Elexp(isL;)] = exp(t¥(s)), s € R?,
mit
1 .
U(s) =ia;s — isTﬁTﬁs +/ (" —1—is'x- Ligj<1)vi(dz), (1.1)
Rd
wobei a € R, BT eine positiv definite und symmetrische d x d-Matriz ist,
und v ein Map ist, das v({0}) =0 und [p.(|z]* A1)v(dz) < oo erfillt (soge-
nannte Lévy-Khintchine-Darstellung). Das Tripel (a, 3,v) ist fir einen ge-
gebenen Lévy-Prozef$ eindeutig und bestimmt seine endlichdimensionale Ver-
teilung.
2. Weiterhin kann man L darstellen als:

t
L, =at+ BB, + Z AL(8) - Lar(s)>1) +/ / (M (dx,ds) — v(dz)ds)
0 Jlal<1

0<s<t

(1.2)

wobei fir w € Q AL(t,w) = L(t,w) — L(t—,w), t > 0, und M(A,w) =
#{(t, AL(t,w)) € A} fiir jede Borelmenge A aus [0,00) x (R¢\ {0}).
3. Falls [4.|x|v(de) < oo, hat L die Darstellung

Li=7t+BB+ Y AL, t2>0,

0<s<t

mit v = a — f|z|<1 av(dx).
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1.3 Markov-Prozesse und Diffusionen

Eine weitere Klasse von Prozessen ist die der Markov-Prozesse, die der sto-
chastischen Kontrolltheorie (Kapitel 4) zugrundeliegen. Die wesentliche Ei-
genschaft der Markov-Prozesse ist, daf} ihr zukiinftiges Verhalten nur vom
gegenwirtigen Zustand, nicht aber vom gesamten Verlauf in der Vergangen-
heit abhéngt.

1.3.1 Markov-Prozesse
Die Markov-Eigenschaft

Definition 1.3.1 Ein R?-wertiger adaptierter Prozeff X mit der von ihm
selbst erzeugten Filtration (Fy);>o besitzt die Markov-Eigenschaft, wenn

P(X, € B|F,) = P(X, € B|X,) Vs<t P— fus. (1.3)
Dabei ist P(A|G) := E{14(.)|G} fir Ae F, G C F.

Anschaulich bedeutet diese Eigenschaft: Der gegenwirtige Zustand des
Prozesses beinhaltet die ganze fiir die Zukunft relevante Information aus dem
bisherigen Verlauf des Prozesses.

Bemerkung 1.3.2 FEs wurden bereits Martingale und Lévy-Prozesse vorge-
stellt. Die wesentliche Eigenschaft der Martingale war, daff E[X; — X¢|F,] =
0 fir s < t war. Fine der beiden wesentlichen FEigenschaften von Lévy-
Prozessen war die Unabhdngigkeit der Zuwdichse, d.h. FE[X; — X |F] =
E[X; — X;| (bei Integrierbarkeit). Aus der Martingaleigenschaft folgt die
Unabhdingigkeit der Zuwdichse, denn E[Xy; — Xs] = E[E[X; — Xs|Fs]] =
E[0] = 0 = E[X; — X,|Fs|. Fine weitere Abschwichung ist die Forderung
E[X, — X,|F,)] = E[X, — X,|X,], die aus E[X, — X,|F)] = E[X, — X,]
f0lgt wegen E[Xt - Xs|Xs] = E[E[Xt - Xs|~7:s]|Xs] = E[E[Xt - XS”XS] =
E[X; — X,] = E[X; — X,|F,| (alle Gleichungen dieser Bemerkung gelten
P — f.s.). Bei entsprechender Integrierbarkeit ist dies eine typische Eigen-
schaft von Markov-Prozessen.

Bemerkung 1.3.3 Die Markov-Figenschaft 1.3 kann leicht allgemein fir
vollstindige metrische Zustandsrdume Y und vollstindig geordnete Index-
mengen (2.B. N) formuliert werden. Bei der Indermenge N und einem
abzdihlbaren Zustandsraum fihrt dies zum Begriff der Markovkette.
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Die Ubergangsverteilung

Bei Markovketten kann das Verhalten des Prozesses allein durch die Ubergangsmatrix
(und die Anfangsverteilung) fiir viele Zwecke ausreichend beschrieben wer-

den. Es ist daher naheliegend, eine analoge Grofle fiir zeitstetige reellwer-

tige Prozesse zu definieren. Es ergeben sich allerdings einige ,technische”
Schwierigkeiten: In einem diskreten Zustandsraum 3 konnte man i.A. von

P(X; =1i) >0 Vi € X (oder zumindest fiir 7 in einer Teilmenge von X)
ausgehen. Im Fall ¥ = R? wird dagegen P(X, = x) = 0 die Regel sein.

Daher mufl man die intuitive Formulierung der bedingten Wahrscheinlich-

keit als Quotient (P(A|B) = Pl(fégj)g)) ersetzen durch die bedingte Erwartung

einer Indikatorfunktion, ausgewertet an einem geeigneten w:

Definition 1.3.4 (Bedingte Wahrscheinlichkeit) Sei ein beliebiger Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F,P) und R (bzw. R™)-wertige Zufallsvariablen
X, Y gegeben. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, daff Y in einer Menge B €
B(Rd) ist gegeben X = x € R™ ist dann definiert durch

P(Y € B|X =) = E[ly-1(5 ()|o(X)](w) mit X(w) =z (1.4)

Diese Grife ist wohldefiniert, da E[ly-1p)(.)|0(X)] o(X)-mefibar sein mufs
und somit fir alle w mit X (w) = x denselben Wert hat.

Diese Definition ist offenbar nicht ganz unproblematisch: Da bedingte
Erwartungen nur P — f.s. eindeutig sind, mufl die bedingte Wahrschein-
lichkeit keineswegs fiir alle x ein Wahrscheinlichkeitsmafl sein, wie es die
Vorstellung nahelegt (niheres siehe z.B. Bauer [3], darin wird die Frage be-
handelt, ob man geeignete Versionen der bedingten Wahrscheinlichkeit fin-
den kann). Wir beschrinken uns im weiteren darauf, zusétzliche Regula-
rititsbedingungen bei der Definition der Ubergangsverteilung (dem Analo-
gon zur Ubergangsmatrix) zu fordern.

Definition 1.3.5 Die Ubergangsverteilung P zu einem Re-wertigen Prozef
(Xt)i>0 ist definiert durch

~

P(s,z,t,B) = P(X, € B|X,=x), s,tel0,00),s<tzecR, BeBRY
(1.5)

sofern Versionen der bedingten Erwartung existieren, so dajf$ gilt:
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1. Die Funktion ﬁ(s,x,t, .) ist fir festes s,t,x ein Wahrscheinlichkeits-
maf

2. f’(s, ., t, B) ist fiir festes s,t, B mef$bar (beziiglich der Borel-o-Algebren
auf R bzw. RY)

3. FEs gelten die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen:

~

P(s,z,t,B) = / ﬁ(r,y,t, B)f’(s,a:,r, dy) (1.6)
yeERd

Bemerkung 1.3.6 Die ersten beiden Forderungen bedeuten gerade, dajs f’(s, .

ein Ubergangskern ist. Die dritte Forderung ist ein kontinuierliches Analo-
gon zur Formel von Bayes. Weiterhin ist die Definition nicht auf Prozesse
mit der Markov-FEigenschaft beschrinkt, wird aber im weiteren nur im Zu-
sammenhang mit solchen verwendet.

Markov-Prozesse

Deﬁnﬂition 1.3.7 FEin Prozef X, der die Markov-Figenschaft besitzt und der
eine Ubergangsverteilung im Sinne der Definition 1.5.5 besitzt, heifst Markov-

Prozef. Gilt zusditzlich P(s,z,t,B) = P(0,x,t—s, B) Vs,t,z, B, so heif$t der
Prozef$ autonomer oder zeithomogener Markov-Prozefs.

Bei gewdhnlichen zeitinhomogenen Differentialgleichungen kann man eine
dquivalente homogene Gleichung aufstellen, indem man die Zeit als zusétzliche
Variable auffaflt. Eine analoge Erweiterung des Zustandsraums um eine Di-
mension fiithrt auch bei Markov-Prozessen zum Erfolg: Ist X ein Markov-
Proze, so ist der ProzeB (X, t);>o ebenfalls ein Markov-Proze8}, aber zeitho-
mogen (vgl. Oksendal [15]). Im weiteren werden wir daher den zeithomoge-
nen Fall betrachten, sofern dies vorteilhaft erscheint. Auflerdem ist unter dem
Begriff Markov-Proze§ im folgenden immer ein R?-wertiger Markov-Prozef§
mit Indexmenge I = [0, 00) gemeint, sofern nichts anderes erwihnt ist.

Wir definieren schlieflich fiir Funktionen ®, die auf I x R? definiert
sind, einen zum Markovprozef§ assoziierten Operator A mit dem durch die
Ubergangsverteilung erzeugten Erwartungswert E,, durch

Ad(t,z) = lim h7'[E,®(t + h,z(t + h)) — O(t, )] (1.7)

h—0t
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sofern der Grenzwert existiert. In Fleming [7] wird die Frage behandelt, fiir
welche ® der Grenzwert existieren muf, damit A den Markovproze§ (proba-
bilistisch) eindeutig bestimmt.

1.3.2 Diffusionen und Ito-Diffusionen

Bestimmte Markov-Prozesse, sogenannte It6-Diffusionen, kénnen als Losungen
von stochastischen Differentialgleichungen dargestellt werden. Diese Prozes-
se, zu denen auch die Brownsche Bewegung gehort, sind die Grundlage der
Kontrolltheorie.

Diffusionen

Definition 1.3.8 FEin R?-wertiger Markov-Prozefs X mit Indexmenge I heifst
Diffusion, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
1. Fire >0 gilt

lim h—l/ P(t,z,t+h,dy) =0, tel zeR
lz—y|>e

h—0t
2. Es gibt Funktionen a;;(t,x), fi(t,x), i,j =1,2,...,d, so dafs fire >0

limy,_,o+ A1 f\x—y\<e(yi —z))P(t,z, t + h,dy) = fi(t,x), tel,zecR?

limy, o+ ! f|$_y|<€(yi —z;)(y; — x;))P(t, v, t + h,dy) = a;;(t,z), tel,xeR?

Die Funktionen f = (fi)i=1,2,..4 und @ = (a;j); j=12,.,4 werden auch als
lokaler Driftkoeffizient bzw. als lokale Kovarianzmatrix bezeichnet, denn
falls limy,_, o+ h_lflrrfy|>e |z — y|2P(t,z,t + h,dy) = 0 gilt, sind Af und ha
offenbar Approximationen zum Erwartungswert und der Kovarianzmatrix
von (Xyyp — Xy). Im zeithomogenen Fall hingen f und a nicht von ¢ ab.
Fiir den Operator A (vgl. 1.7) gilt nach Fleming [7] mit zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen &®:

1 -
Ad = (Dt + 5 Z az’j(bxixj + lzzl fzcbxz

ij=1
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Ito-Diffusionen

Definition 1.3.9 Ein R?-wertiger Prozefs X mit Indexmenge [0, 00) heifst
Ito-Diffusion, wenn er eine Differentialgleichung der Form

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt, t 2 S,XS = (18)

erfiillt, wobei B eine m-dimensionale Brownsche Bewegung ist, und b : R x R —
R? sowie o : R x R — R¥™™ Funktionen, die Eindeutigkeit und Ezistenz der
Lésung der Differentialgleichung garantieren. Der Prozef$ heifst zeithomogen,
falls b und o nicht von t abhdngen.

Ist ein Prozefl X eine Ito6-Diffusion, so erfiillt der Prozef} X = (t, X1)i>0
offenbar die Differentialgleichung

ax, = (dﬁ) = <b(t,Xt)dt ﬁf;(t, Xt)dBt> = <b()1?t)> dt + <a(2~(t)> 4B

und die neuen Koeffizienten garantieren wieder die Eindeutigkeit der Losung.
Es geniigt also, zeithomogene Ito-Diffusionen zu betrachten. Eine wichtige
Erkenntnis ist nun, dafl Tto-Diffusionen Diffusionen sind und daf} sich die
charakteristischen Groflen f und a aus den Koeffizienten der Differentialglei-
chung ergeben:

Theorem 1.9 (Fleming [7], S.135) FEin Prozef, der eine Ito-Diffusion ist,
ist auch eine Diffusion. Mit den Notationen aus Definition 1.3.8 und 1.3.9
qgilt:

d
ai]'(tax) :Zail(tvl‘)aﬂ(tvl‘)a iaj: 1727"'7d
=1

bz(t,l'):fz(t,l‘), i:1,2,...,d

1.4 Semimartingale

1.4.1 Prozesse mit endlicher Variation

Definition 1.4.1 Eine Funktion f : I— R? , I C R ist von beschrinkter

Variation, falls sup >, |f(tix1) — f(t:)| < oo , wobei II; die Menge aller
FEHI

Partitionen von I ist und t; Gber m = |J,[t;, tiv1) definiert sind. f heifit auf
I' C I von beschrinkter Variation, falls f|p von beschrinkter Variation ist.
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Definition 1.4.2 FEin Prozefs X ist von beschrdnkter Variation auf I C R,
wenn P({w|X (w,.) ist von beschrdinkter Variation auf I}) = 1. FEin Pro-
zeff mit Indexmenge [0,00) heifst FV-Prozef, wenn er auf allen kompakten

Intervallen von beschrinkter Variation ist. Die Menge aller FV-Prozesse
bezeichnen wir mit FV ([0, 00), R%) oder kurz FV .

Offenbar ist es (wegen I} C I, = T, @I\, CI;, = sup >, [f(tis1)—

71'61_[11

f(ti)]) < sup >, |f(tit1) — f(t;)] ) hinreichend dafiir, dal X ein FV-Prozef3

melly,
ist, zu zeigen, daBl X beschriankte Variation auf jedem Intervall [0, a,) mit
einer beliebigen, gegen oo konvergierenden Folge a, besitzt (bei der Be-
griindung in Klammern ist die direkte Summe so zu interpretieren, dafl man
aus zwei Partitionen auf I1bzw. I \ I; eine auf I, bildet, indem man die
Punkte aus beiden Partitionen zusammennimmt).

Beispiel 1.4.3 FEin Poissonprozef$ ist ein Prozeff mit beschrdinkter Varia-
tion auf jedem kompakten Intervall, da er stickweise konstant ist und nur
endlich viele Spriinge besitzt. Dagegen ist die Brownsche Bewegung von un-
beschrinkter Variation (was nicht ganz trivial ist, Beweis siehe Resnick [18]).

Die Eigenschaft, unbeschrinkte Variation zu besitzen, wird bei der Defi-
nition des stochastischen Integrals (mit Brownscher Bewegung als Integrator)
Probleme bereiten.

Schliefflich fithren wir an dieser Stelle noch den Begriff des Variationspro-
zesses ein:

Definition 1.4.4 Sei A ein Prozeﬂ mit beschrdinkter Variation. Dann heif$t
der Prozef (|A¢])i>0 = (Sup,> Z |A b — At(lc wi-n )0 (totaler) Variations-
prozefl zu A.

1.4.2 Lokalisierung

Hat man einen beliebigen Proze3 X gegeben, so kann man zu ihm Stopp-
zeiten definieren, so dafl der gestoppte Prozef} ,giinstigere” FEigenschaften
aufweist als der urspriingliche. Definiert man z. B.(bei gegebenem steti-
gen reellwertigen Proze X und einer beliebigen positive Zahl K) T'(w) :=
inf{t > 0|X(w,t) > K}, so ist der gestoppte Proze X7 offenbar durch K
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beschriankt. Wihlt man nun eine Folge (7,)n,en von Stoppzeiten, so daf

T, 1% o , so gilt X™ — X punktweise in Q x R. Man kann somit den Pro-
zeBB X durch ggf. einfachere” Prozesse approximieren (im Sinne punktweiser
Konvergenz). Diese Technik ist in vielen Beweisen unverzichtbar: Man kann
nun Eigenschaften von X zeigen, indem man nachweist, dafl die gestoppten
Prozesse diese besitzen und die Eigenschaft unter punktweiser Konvergenz
erhalten bleibt. Diese Idee ist die Grundlage der folgenden

Definition 1.4.5 Sei P irgendeine Eigenschaft, die ein Prozef$ besitzen kann.
Dann sagt man, der Prozef$ besitze diese Figenschaft lokal, falls es eine Folge
(T)nen von Stoppzeiten mit T, % 5o gibt, so daff X" 1¢p, 501 diese Eigen-
schaft besitzt ¥n € N.

Beispiel 1.4.6 Se: T;, eine Folge von Stoppzeiten, die f.s. gegen unendlich
geht. Dann heifit ein ProzefS X lokal quadratintegrierbar, falls

sup [o, [ X7 (., ) 11,503 (.)|*dP < 00 Vn € N,
¢
Weiterhin gibt es noch den Begriff des lokalen Martingals:

Definition 1.4.7 FEin Prozef X heifst lokales Martingal, wenn er lokal ein
gleichmdf$ig integrierbares Martingal ist.

Offenbar ist also ein lokales Martingal auch lokal ein Martingal, aber nicht
unbedingt umgekehrt. Nach Protter [17] (Kapitel 1.5, Theorem 46) gilt aber
auch die Umkehrung, sofern der betrachtete Prozel adaptiert und cadlag ist.

An dieser Stelle stellt sich auch die Frage nach dem Zusammenhang zwi-
schen der (globalen) Eigenschaft, ein Martingal zu sein, und der Eigenschaft,
ein lokales Martingal zu sein. Ein Martingal ist natiirlich auch lokal ein
Martingal (mit 75, := n Vn € N) und somit, sofern es ein adaptierter cadlag-
Prozef§ ist, auch ein lokales Martingal. Die umgekehrte Folgerung bendtigt
zusitzliche Integrierbarkeitsanforderungen. Hierzu zunéchst folgende auch
spater verwendete

Definition 1.4.8 Sei X ein beliebiger ProzefS. Dann ist X*(w,t) := sup | X (w)]
s<t
und X*(w) = sup | Xs(w)|-

Mit diesen Bezeichnungen gilt folgendes
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Theorem 1.10 Sei X ein lokales Martingal, und sei E[X[] < oo V& > 0
Dann ist X ein Martingal. Wenn sogar E[X*] < oo, dann ist X dariber
hinaus auch gleichmdfig integrierbar.

Beweis: Sei T), die in der Definition verlangte Folge von Stoppzeiten fiir
X. Sei s < t. Dann gilt mit Theorem 1.6 E[X/"|F,] = E[Xnr,|F.] =
Xuntoyns = Xsar, = XI». Da X/" < X/, kann man dominierte Kon-
vergenz anwenden und somit die Grenzwertbildung und den Erwartungs-
wert vertauschen. Dies ergibt die Gleichung E[X;|F;] = X,. Da natiirlich
X; € L£'(dP), folgt, daB X ein Martingal ist. Wenn E[X*] < oo, so gilt
lim sup [ |X;|1x,sn}dP < ng sup [ | X*[1{x+|>n}dP = T}Lrgof | X* 1 x+>nydP =

n—00 ¢>( 00 >0
0 (wiederum dominierte Konvergenz), also ist X dann gleichméBig integrier-
bar. m

In Protter [17] werden noch weitere hinreichende Kriterien dafiir aufge-
stellt, daf} ein lokales Martingal ein Martingal ist, unter anderem ist dies der
Fall, falls der quadratischen Variationsproze (siehe Kapitel Stochastische
Integration) fiir alle festen Zeitpunkte ¢ endlichen Erwartungswert besitzt.

1.4.3 Semimartingale- Definition und Beispiele

Die bis jetzt betrachteten Prozesse sind noch nicht allgemein genug, um alle
Moéglichkeiten der stochastischen Integration auszuschépfen. Die Brownsche
Bewegung, die friiher als einziger Prozefl zur Modellierung in der Portfolioop-
timierung genutzt wurde, 148t sich (wie auch der zusammengesetzte Poisson-
prozef}) als Spezialfall der allgemeineren Klasse der Lévy-Prozesse auffassen.
Daneben gibt es die Klasse der Prozesse mit beschrinkter Variation und die
Klasse der cadlag-Martingale, die wiederum in der Klasse der lokalen Mar-
tingale enthalten ist. Eine letzte Erweiterung zu einer Klasse, die alle lokalen
Martingale sowie alle Prozesse mit endlicher Variation (und, wie man sehen
wird, damit auch alle Levy-Prozesse) beinhaltet, betrachten wir nun.

Definition 1.4.9 FEin adaptierter cadlag-Prozefs X heifst zerlegbar, falls es
Prozesse M, A gibt mit My = Ay = 0, so dafs

Xt — XO + Mt —|— At (19)

wobei M ein lokal quadratintegrierbares lokales Martingal ist und A ein FV-
Prozefs.
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Definition 1.4.10 FEin adaptierter cadlag-Prozefs X heifst Semimartingal,
falls es Prozesse N, B gibt mit Ny = By =0, so dafs

Xt — XO + Nt + Bt; (110)
wober N ein lokales Martingal ist und B ein FV-Prozefs.

Beispiel 1.4.11 Die Summe einer Brownschen Bewegung und eines zusam-
mengesetzten Poissonprozesses ist zerlegbar, da die Brownsche Bewegqung ein
cadlag-Martingal, also auch ein lokales Martingal und lokal quadratintegrier-
bar ist (mit T, = n gilt sup, B[|X{"?] = n < 00), und da ein zusammen-
gesetzter PoissonprozefS beschrinkte Variation auf kompakten Intervallen be-
sitzt.

Es 1483t sich sogar zeigen, dafl jeder Lévy-Prozel zerlegbar, also insbe-
sondere auch ein Semimartingal ist (siehe Protter[17], Kapitel I, Theorem
40).

Ein zerlegbarer Prozef ist also ein Semimartingal. Es gilt aber auch (nach
Protter[17], Kapitel III, Theorem 1) folgendes

Theorem 1.11 Folgende Aussagen tiber einen adaptierten cadlag-Prozefs X
sind dquivalent

(i) X ist zerlegbar
(i1) X ist ein Semimartingal

(iii) Zu > 0 gibt es Prozesse M, A mit My = Ay = 0, wobei M ein
lokales Martingal mit durch B beschrankten Springen ist und A ein
FV-Prozef3, so daff X; = X9+ M, + A; Vt.

Im néchsten Kapitel werden wir nun Semimartingale dazu benutzen, um
ein stochastisches Integral zu definieren.
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Kapitel 2

Stochastische Integration

2.1 Allgemeines zur Integration

Wir wollen nun ein stochastisches Integral definieren, um das Problem der
Portfoliooptimierung mathematisch modellieren zu kénnen. Ein solches In-
tegral sollte diverse Eigenschaften erfiillen, die man intuitiv mit dem Inte-
gralbegriff verkniipft.

Forderung 2.1 1. Fiir zeitlich abschnittsweise konstante Integranden soll
das Integral elementar als Summe zu berechnen sein

2. Fs soll linear im Integranden sein.

3. Fs sollte beziiglich des Integranden (und einer geeigneten Metrik) stetig
SEin.

Diese noch etwas vage formulierten Forderungen werden in den néichsten
Abschnitten prézisiert.

2.1.1 Uberlegungen aus der Funktionalanalysis

Aus funktionalanalytischer Sicht handelt es sich bei einem Integral um eine
(von einem festen Integrator induzierte) Abbildung von einem metrischen
Raum (in unserem Fall der Raum der stochastischen Prozesse) in einen an-
deren metrischen Raum. Diese Abbildung ist durch die obigen Forderungen
auf einem Unterraum (der idealerweise dicht im ganzen Raum beziiglich der
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verwendeten Metrik ist) festgelegt, und sie ist linear und stetig. Die folgen-
den Uberlegungen kldren die Frage, inwiefern eine Abbildung durch diese
Forderungen bereits eindeutig bestimmt ist.

Definition 2.1.1 Sei X ein R-Vektorraum. FEine Abbildung p : X — R
heifit Fréchet-Metrik, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. p(x) >0 und p(x) =0<= 2 =0

3. p(x+y) < p(z) + p(y)

Offenbar ist die von einer Fréchet-Metrik induzierte Abbildung d : X X
X =R, d(zy,22) = p(x; —x2) eine Metrik, und jede Norm ist eine Fréchet-
Metrik.

Lemma 2.2 Gilt fiir eine Fréchet-Metrik p die Ungleichung p(az) < max(1, |a|)p(z)Va €
R,z € X, so gilt fiir konvergente Folgen x,, y,:

lim (ax, + y,) = a lim z, + lim y, (2.1)
n—00 n—00 n—00

Dabei ist der Grenzwertbegriff der von der von p induzierten Metrik dx
erzeugte.

Beweis: Seien x und y die Grenzwerte der Folgen z, und y,. Dann gilt:

lim dx(al‘ +y,ax, + yn)

n— o0

= lim p(a(z — 2n) + (¥ = tn))

< . _ 3 JE—

< 7}1_)120 pla(x — x,)) + 7}1_)1210 P(Y = Yn)

< max(1,|a|) lim p(x — z,) + lim p(y — y,)
n— 00 n—o0
=0

Theorem 2.3 Sei (X, dy) ein metrischer R— Vektorraum, (Y, dy) ein vollstindiger
metrischer R— Vektorraum mit Metriken, die von Fréchet-Metriken px, py
erzeugt werden, die zusdtzlich die Bedingung des Lemmas 2.2 erfillen. Sei

24



U ein (bzgl. dx )dichter Unterraum von X, und sei S : U — Y eine li-
neare, beziiglich dx |y und dy stetige Abbildung. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmite lineare stetige (beziglich dx und dy) Abbildung T : X — Y, so
daf TIU = S.

Beweis: Zunichst zur Eindeutigkeit: Seien T3, Ty zwei solche Abbildungen.
Dann ist 77 — Ty stetig und T3 — T5|U = 0. Sei nun & € X beliebig. Dann
gibt es nach Voraussetzung eine Folge x, in U mit dx(z,, ) "0 =
dy((T1 — Tg)l‘n, (T1 — TQ)!L’) = dy(o, (T1 — Tg)l‘) n—_))oo 0 = (T1 — TQ)!L’ =0,
also ist 17 = T5.

Nun zur Existenz: fiir z € X sei x, eine Folge in U mit dx(x,,x) — 0.
Dann ist z, Cauchy-Folge, also auch Sz, (Sei ¢ > 0 gegeben, dann gibt
es wegen der Stetigkeit ein § > 0, so dafl dx(x,,xm) = px(Tn — ) <
§ = dy(Sz,,Szy) = py(S(x, — ) < €. Sucht man nun ein N mit
n,m > N = dy(Sz,,Sty,) <€ so nimmt man dasjenige N mit n, m >
N = dx(rn,Tm) < 0). Somit besitzt die Folge Sz, einen (eindeutig
bestimmten) Grenzwert. Fiir jede andere Folge (x})neny mit dx(x),z) — 0
gilt

dy(lim Sz,, lim Sx))
n—o0 n—o0

< dy(lim Sz, Sz,) + dy(Sz,, Sz}) + dy(Sz;, lim Sz))
n—o0 n—o0

Wir definieren somit Tz := lim,,_, Sz,,.

Es bleibt noch zu zeigen, dal T|U = S ist und daf§ T tatséchlich stetig
und linear ist. Es gilt: zu v € U ist z, := u Vn eine approximierende Folge,
somit ist Tu = lim,,_,o, Sz, = lim,, o Su = Su. Weiterhin gilt: Ist x% eine
approximierende Folge von 2%, i = 1,2, so ist az! +z2 wegen Lemma 2.2 eine
approximierende Folge von az'+z?. Somit gilt T(ax'+2?) = lim,_,, S(az) +
22) = limy, 00 (aSzL + S22) = alim, o ST}t + lim, 0o S22 = aTx) + Ts.
Dabei gilt das vorletzte Gleichheitszeichen wieder aufgrund des Lemmas.

Zur Stetigkeit: Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es ein § > 0, so dafl

dy(Sz,0) < e Vo € U mit dx(z,0) <. Sei nun z € X mit dx(z,0) < 2.
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Dann gilt

dY (Tl‘a 0)

~ pr(T2) = py(lim Sa)

< lim py(Sz,) + lim py(lim Sz, — Sz,)
n—o0 n—o0 n—o0

= lim py(Sz,) = lim dy(Sz,,0)
n—o0 n—o0

= lim dy(Sz,,0) <€
n—o0

Das letzte Ungleichheitszeichen gilt, da es wegen dx (z,0) < £ und dx (z,, z) —

0 ein N geben muB, so dafl dx(z,,0) < § Vn > N, woraus wiederum
dy(Sx,,0) <e Vn > N folgt. m

Bemerkung 2.1.2 Sind die beiden Metriken von einer Norm induziert, so
sind die Bedingungen des Theorems an die Metriken offensichtlich erfillt.

Bemerkung 2.1.3 Die zusdtzliche Bedingung des Lemmas 2.2 ist, wie aus
dem Beweis hervorgeht, nur fir die Linearitdt der Fortsetzung nétig.

Das Ziel einer stochastischen Integrationstheorie ist es also, geeignete Teil-
klassen X,Y von stochastischen Prozessen, Metriken auf X,Y und eine Ab-
bildung auf einem Unterraum U von X zu finden, so dafl die Bedingungen des
obigen Theorems erfiillt sind. Dabei sollte die Teilklasse X der Integranden
moglichst umfassend sein, die vorausgesetzte Abbildung S der Vorstellung
eines Integrals entsprechen und der von der Metrik erzeugte Konvergenz-
begriff sollte mit den aus der Stochastik bekannten Konvergenzbegriffen(f.s.
Konvergenz, Konvergenz in Wahrscheinlichkeit usw.) verwandt sein.

2.1.2 Probleme bei der Integration stochastischer Pro-
zesse

Bei der Definition eines stochastischen Integrals ist es naheliegend, sich zunéchst
am klassischen Integralbegriff zu orientieren. Die Einfiihrung dieser Integra-
le ist in vielen Biichern gut beschrieben und wird hier nur als Motivation in
wenigen Sétzen skizziert. Beispiele fiir Integrale auf R sind das Riemann-
Integral und das Lebesgue-Integral.

Das Riemann-Integral verwendet (in der Notation von Theorem 2.3) als
Unterraum U den Raum der reellwertigen, stiickweise konstanten Funktionen
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mit kompaktem Trager K C R, als Metrik die von der Supremumsnorm fiir
Funktionen induzierte Metrik, und als endgiiltigen Definitionsbereich den
Raum der durch Elemente von U (beziiglich der Supremumsnorm) beliebig
gut approximierbaren Funktionen von R nach R. Man erhélt dadurch das
totale Integral (Y = R); das Integral mit Unter- und Obergrenze kann man
dann mit Hilfe von Indikatorfunktionen ableiten.

Das Lebesgue-Integral verwendet den gleichen Unterraum U, allerdings
verwendet es als Metrik die von der (zuvor unabhéingig vom Integralbegriff
definierten) L'-Norm erzeugte Metrik und als X die Klasse der Funktionen,
die durch Elemente aus U beliebig genau (beziiglich der L'-Norm) approxi-
mierbaren Funktionen. Durch die Wahl dieser Metrik erhélt man ein gréferes
X, also einen allgemeineren Integralbegriff.

Ein erster Unterschied eines stochastischen Integrals zu diesen Integralbe-
giffen ist das Ersetzen von dx bzw. dP(x) (bei madefinierenden Funktionen)
durch ein noch genauer zu definierendes dB(w,t), das von einem Prozef} B
erzeugt wird. Wéhlen wir in einem ersten Ansatz den Raum der (fiir festes w)
stiickweise stetigen Prozesse als U und die von der Supremumsnorm erzeugte
Metrik. Dann ist es naheliegend,

/u(w,t)dB(w,t) =, T (B, ) - Blw, 1)

fiir u € U zu wihlen, wobei ¢; die (von w abhéngigen) Grenzen der In-
tervalle sind, auf denen u(w,.) konstant ist. Protter [17] (Kapitel 1.7) zeigt
nun, daB man eine Folge u, € U mit ||u,|| = 1 (grob gesagt u(w, “5+) =
sgn(B(w, ti11) — B(w, t;)))wihlen kann, so daB sup,cy [ un(w, t)dB(w,t) >
Variation(B(w,.)). Damit kann nach dem Satz von Banach-Steinhaus der so
definierte Integraloperator nicht stetig auf U bzgl. der Supremumsnorm sein,
wenn man einen Prozefl B mit Pfaden von unbegrenzter Variation (wie z.B.
die Brownsche Bewegung) hat. Protter fiihrt weiter aus, daf§ auch die Ab-
schwichung der verwendeten Metrik auf die zur Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit gehorende Metrik keine Stetigkeit garantiert. Im néchsten Abschnitt
wird eine andere Wahl von U und der verwendeten Metrik getroffen, die zum
Erfolg fiihrt. Der wesentliche Unterschied wird dabei sein, dafl man vor-
hersehbare Prozesse verwendet (die die Variation der Brownschen Bewegung
nicht , beriicksichtigen” konnen).
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2.2 Das stochastische Integral

In diesem Abschnitt wird nun mit der Technik von Theorem 2.3 ein fiir un-
sere Zwecke hinreichend allgemeines Integral eingefiihrt. Im ersten Unterab-
schnitt wird die Frage nach der verwendeten Metrik beantwortet, im zweiten
der verwendete Unterraum U (und auch der Bildraum Y') vorgestellt, und
im dritten schliefllich die Frage der Stetigkeit des Integraloperators auf U
geklart.

2.2.1 Die ucp-Konvergenz

Definition 2.2.1 Fine Folge H, von Prozessen konvergiert ucp (uniform-
ly on compacts in probability) gegen einen Prozefs H, wenn (H"™ — H); =
SUPg<<; |Hy — Hy| fiir alle t in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert fiir

n — Q.

Diese Konvergenz leitet sich aus bekannten Konvergenzbegriffen der Sto-
chastik ab. Im folgenden Theorem wird eine zu dieser Konvergenz kompatible
Metrik vorgestellt:

Theorem 2.4 Fine Folge H, von Prozessen konvergiert genau dann ucp ge-
gen einen Prozef H, wenn d(Hy,, H) — 0 mit d(X,Y) = >";2, 27 *E[min(1, (X -
V)il

Beweis: Es gelte H,, — H ucp. Dann gilt fiir alle § < 1 E[min(1, (H" —
H)P)l < P(supgc o [HY — Hy| > 0) + 0P (supgc <y [HY — Hy| < 0) <
P(supgc,<y [HY — Ho| > 6) + 4

Sei nun € > 0 gegeben. Wihle K € N so, daB Y ;7 ., 27% < £ Wiihle
§ = ;%. Wegen der stochastischen Konvergenz von supy.,<; |H} — H,| gegen
0 gibt es ein N € N, so daBl P(supy,<) |H? — Hy| > 0) < ¢ fiir alle k& €
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{1,..., K} und alle n > N. Dann gilt aber fiir n > N:

d(H,, H) =Y 2 *Emin(1, (H" — H);)]
<Y E[min(l, (H" - H)p)]+ Y 27"

K
< Z(P( sup |H" — Hy| > 6) +6) + =

0<s<k

Es gelte umgekehrt d(H,, H) — 0. Dann folgt mit der Ungleichung von

n— 00

Tschebyscheff P(supyc,<; |Hy — Hs| > €) < P(supo<s<ip [HS — Hy| > €) <
P < 1M d(H,, H) 5 0

¢ n—o00
Diese Metrik ist offensichtlich von der Fréchet-Metrik p(X) = >3, 27* E[min(1, X})]
erzeugt, und es gilt p(aX) < max(1, |a|)p(X) (Beweis durch Nachrechnen),
sie erfiillt also die Anforderungen des Theorems 2.3.

2.2.2 Definition fiir einfache vorhersehbare Prozesse
als Integranden

Definition 2.2.2 Fin Prozefs H heifit einfach vorhersehbar (simple predicta-
ble), wenn es Stoppzeiten T\, Ty, T,y gibt mit 0 =T, <Tp <--- < T, <
oo und Zufallsvariablen H; mit |H;| < oo fast sicher und H; Fr.-mefibar,
1=1,...n, so dafl

H(w,t) = Ho(w)loy(t +ZH Ty() T ()] () (2.2)

Den Vektorraum der einfachen vorhersehbaren Prozesse bezeichnen wir
auch als S.
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Definition 2.2.3 Sei X ein Semimartingal, H ein einfacher vorhersehbarer
Prozef$ mit Darstellung 2.2. Dann heifit der Prozefs 7, definiert durch

Z(w,t) = Jx (H)(w, 1) ::/0 H(w, t)dX (w, 1)

= HyXo+ Y Hi(w)(X"+ (w,t) — X7 (w, 1)) (2.3)

=1

das stochastische Integral von H beziiglich X .

Bemerkung 2.2.4 Um die Wohldefiniertheit des Integrals zu beweisen, st
es noch notwendig, zu zeigen, dafS sich fir jede Darstellung der Form 2.2
derselbe ProzefS Z ergibt. Dies kann man erreichen, indem man zuerst zeigt,
dafl eine Verfeinerung der (Zufalls)Partition das gleiche Integral ergibt, und
anschlieffend zeigt, dafs es zu zwei Darstellungen desselben Prozesses Verfei-
nerungen ihrer Partitionen gibt, die ibereinstimmen (Niheres siehe Protter

[17]).

Protter [17] zeigt nun, daf} die so definierte Abbildung Jx : S — D ste-
tig ist beziiglich ucp-Konvergenz (bzw. beziiglich der zugehorigen Metrik).
Weiter zeigt er auch, da} D beziiglich der ucp-Konvergenz vollstindig ist.

2.2.3 Erweiterung auf Integranden in L

Wie in den beiden letzten Unterabschnitten ausgefiihrt, sind fast alle Vor-
aussetzungen des Theorems 2.3 gegeben: Wir kennen den Unterraum U =
S C L =X, wir haben einen Bildraum Y = D, wir haben passende Metri-
ken und die Information, dafl D vollstdndig beziiglich dieser Metriken ist.
Schliellich haben wir auch eine stetige lineare Abbildung von S nach D. Um
das Integral auf I zu erweitern, fehlt also nur noch der Nachweis, da8 S dicht
liegt in L.

Theorem 2.5 (Protter, I1.10) S ist dicht in L beziiglich ucp

Beweis: Sei Y € L gegeben. Definiere Stoppzeiten R,, := inf{¢ : |Y;| > n}.
Dann sind YRnl{Rn>0} beschrankt und konvergieren gegen Y in ucp. Man
kann also Y € L annehmen. Wir definieren den Prozefl Z durch Z; :=

limy—:Y,. Dann ist Z € D. Wir definieren weiterhin fiir beliebiges ¢ > 0
u>t
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die Stoppzeiten T§ := 0,T¢,, :=inf{t : ¢t > T und |Z; — Zp:| > €}. Da Z
ein cadlag-ProzeB ist, gilt T — oo fast sicher (daf§ die Folge monoton stei-
gend ist, ist aus der Definition ersichtlich, falls sie einen endlichen Grenzwert
T(w) beséBe, konnte man einen Widerspruch zur Existenz eines linksseitigen
Grenzwertes konstruieren). Sei weiter Z¢:=3 ZT,gl[T;,T;+1) . Dann sind die
Z¢ wie auch Y beschrinkt und konvergieren fiir ¢ — 0 in der Supremums-
norm gegen 7. Sei U¢ := Yyl + >on Zszl(Tﬁ,TﬁH} . Dann ist U¢ beschrankt
und in L, und U® konvergiert ucp gegen Yylyoy + Z_ = Y. Schliellich de-
finieren wir noch Y™ := Yyl + Y i, Zrel(re e, 1 » womit wir Y beliebig
gut in ucp annihern kénnen durch geeignete Wahl von n und . =

Nun sind alle Voraussetzungen erfiillt, um ein stochastisches Integral mit
Integranden in L. und einem beliebigem Semimartingal X als Integrator zu
definieren:

Definition 2.2.5 Die nach Theorem 2.3 eindeutige stetige lineare Fortset-
zung des Integraloperators Jx auf L heifst stochastisches Integral beziiglich
X. Sie wird ebenfalls als Jx(H) = [ HdX = H - X bezeichnet.

Bemerkung 2.2.6 Diese Integraldefinition kann, wie in Protter [17] aus-
gefiihrt wird, auf Integranden, die beziiglich der o-Algebra, die von den Pro-
zessen aus I (aufgefafst als Abbildungen von Q% [0,00) nach R) erzeugt wird,
mefbar sind (sogenannte vorhersehbare Prozesse), erweitert werden.

Bemerkung 2.2.7 Analog zur Schreibweise des gewdhnlichen Integrals de-

finiert man fir ein (offenes, abgeschlossenes oder halboffenes) beschrdnktes
Intervall A C [0,T]) [, HdX = [, (1aH)dX = ([(1aH)dX)r. Fir

A = (0,T] schreibt man auch fojjr HdX, offenbar gilt dann f[o,T} HdX =
HoXo + [, HdX.

2.3 Eigenschaften und Anwendungen des sto-
chastischen Integrals

Um stochastische Integrale in der Anwendung nutzen zu kénnen, mufl man
Methoden finden, sie zu berechnen oder umzuformen. Beim klassischen
Integralbegriff ist (neben der Linearitdt des Integrals) der Hauptsatz der
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Differential- und Integralrechnung und die mit seiner Hilfe abgeleiteten Re-
geln (partielle Integration und Substitution, die mit Hilfe der Produkt- bzw.
Kettenregel aufgestellt werden) von grofien Nutzen.

Bei stochastischen Integralen gibt es ebenfalls ein starkes Hilfsmittel: Die
[t6-Formel.

2.3.1 Die quadratische Variation eines Semimartingals

Definition 2.3.1 Seien X, Y Semimartingale. Dann heifit der Prozef [ X, Y] :

XY — [X_dY — [Y_dX der quadratische Kovariationsprozefs von X und
Y. Der Prozef [X, X| heifst quadratischer Variationsprozefs.

Die quadratische Variation wird zur Aufstellung der It6-Formel benétigt.
Im folgenden wird gezeigt, dal man diesen Prozef sehr anschaulich als Grenz-
wert darstellen kann.

Definition 2.3.2 FEine Zufallspartition ist eine endliche Folge von Stopp-
zeiten T, To, ..., Ty, so daff 0 =Ty <T7 < Ty < --- < T} < oo fast sicher
qgilt.

Theorem 2.6 Der quadratische Variationsprozef§ eines Semimartingals X
ist cadlag, monoton steigend und adaptiert. Auferdem gilt:

1. [X,X]o = X2 und A[X, X] = (AX)?

2. Sei (0p)nen = ((TP)k=01.2....k, )nen €ine Folge von Zufallspartitionen,
so daf T)) — oo fs. und lim, . supy [T}, — 17| = 0 fast sicher.
n—00

Dann gilt

Xg+ ) (X7 - X2 2 [X, X (2.4)

3. Fir jede Stoppzeit T gilt: [XT, X] =[X, XT] = [XT, XT] = [X, X]"

Beweis: siche Protter [17] m
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2.3.2 Die Ito-Formel

Theorem 2.7 (Ité6-Formel) Sei X ein Semimartingal und f eine Funktion
aus C?. Dann ist (f(Xy))i>0 wieder ein Semimartingal, und es gilt:

F(X0) — F(Xo) = f )dX, + 1 / F1(X,2)d[X, X0
+ Z{f(Xs)—f(X f1(X,)AX,} (2.5)

Dabei ist [X, X|° der stetige Anteil von [ X, X].

Beweis: siche Protter [17] m

Man erkennt in der Formel bereits die Verwandtschaft mit der bekannten
Taylor-Entwicklung, allerdings kommen hier einige Terme hinzu. Die Formel
ist intuitiv verstindlich, sofern es sich bei X um ein Semimartingal mit AX =
0 handelt. In diesem Fall fillt die Summe auf der rechten Seite weg, und als
einziger Zusatzterm gegeniiber der Taylorformel bleibt das zweite Integral
iibrig, das offenbar von der unendlichen Variation des Integrators herriihrt:

Korollar 2.8 Sei X ein stetiges Semimartingal und f eine Funktion aus C2.
Dann ist (f(X,))i>0 wieder ein Semimartingal, und es gilt:

FIX) = F(Xo) = /f )X, 4+ /f” X, (26)

Gruppiert man die Terme der allgemeinen Ito-Formel um,so erhélt man

- Y AU = (X - Y

0<s<t 0<s<t

w3 [ o 27)

In dieser Form kann man die linke Seite als den stetigen Anteil von f(X)
und den ersten Term der rechten als Integral {iber f'(X,_) mit dem stetigen
Teil von X als Integrator (also auch als stetigen Anteil des urspriinglichen
Integrals) interpretieren. Die Verallgemeinerung der It6-Formel fiir stetige
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vektorwertige Semimartingale X = (X');—;2.. 4 (dh. vektorwertige Pro-
zesse, deren Komponenten stetige Semimartingale sind) und reellwertiges f
ergibt (ohne Beweis):

70 - 100 = 3 [ auxyaxs + Z@Jf qX X, (28)

2.3.3 Integrale mit speziellen Integratoren

Es ist nun naheliegend, zu fragen, welchen Einflufl bestimmte Eigenschaften
(z.B. Martingaleigenschaft oder lokale Martingaleigenschaft) des Integrators
auf das Integral haben. Protter zeigt hierzu folgende Ergebnisse, die ohne
Beweis angegeben werden:

Theorem 2.9 Sei X ein lokal quadratintegrierbares lokales Martingal und
H € L. Dann ist H - X ebenfalls ein lokal quadratintegrierbares lokales
Martingal.

Theorem 2.10 Sei X ein lokales Martingal und H € .. Dann ist H - X
ebenfalls ein lokales Martingal.

Mit einem weiter verallgemeinerten Integralbegriff kann man noch weitere
Aussagen dieses Typs treffen.

2.3.4 Stochastische Differentialgleichungen

Stochastische Differentialgleichungen (genauer gesagt sind es Integralglei-
chungen, die abkiirzend in Differentialform geschrieben werden) werden ein-
gesetzt, um die zeitliche Entwicklung von Prozessen (z.B. in der Portfolio-
optimierung) zu beschreiben. Bei Differentialgleichungen ist neben der Be-
rechnung einer Losung (oft mit Hilfe der Ito-Formel) auch die Frage der
Eindeutigkeit dieser Losung von Interesse. Kann man eine Losung nicht ex-
plizit angeben, so ist auch die Existenzfrage wichtig. Das folgende Theorem
ist fiir unsere Zwecke ausreichend:

Theorem 2.11 Sei Z ein Semimartingal mit Zy = 0, X, eine endliche und
Fo-mefbare Zufallsvariable und sei f : RE x @ x R — R eine Funktion, die
die beiden folgenden Bedingungen erfillt:
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1. fir festes x ist f(.,.,z) € L

2. 1ft,w,x)—f(t,w,y)| < K(w)|x—y| mit einer endlichen Zufallsvariable
K

Dann besitzt die Gleichung

t
X, =Xy +/ f(s,., X5 )dZs (2.9)
0
eine eindeutige Losung und diese ist ein Semimartingal.

Beweis: siehe Protter [17] m

Ist die Funktion f nicht von w abhéngig, so geniigt es also, dafl f als
Funktion von ¢ caglad ist und beziiglich x lipschitzstetig ist mit Lipschitz-
konstante K unabhingig von t. Die in folgenden Kapiteln auftauchenden
Differentialgleichungen werden diese Bedingungen immer erfiillen.

Eine wichtige Differentialgleichung, deren Losung man explizit angeben
kann, ist folgende:

t
Z, =1 +/ Zs_dX, (2.10)
0

Hier ist f(¢,w,x) = x, also beziiglich ¢ konstant und beziiglich x lipschitz-
stetig mit Lipschitzkonstante 1. Es existiert also eine eindeutige Losung,
ndamlich

Z, = exp(X; — 1[X, X)) H (14+ AX,)exp(—AX, + %(AXS)Q) (2.11)

2
0<s<t

Dieses 7 bezeichnet man auch als stochastisches Exponential und schreibt
7 =E(X).
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Kapitel 3

Modelle in der
Portfoliooptimierung

3.1 Das allgemeine Modell

Um ein mathematisches Modell fiir die Portfoliooptimierung aufzustellen,
betrachtet man die Kurse der zur Verfiigung stehenden Anlagen als stocha-
stische Prozesse in einem Wahrscheinlichkeitsraum mit passender Filterung.
Weiterhin benétigt man Prozesse, die die Stiickzahlen der gehaltenen Ak-
tien und den Konsum von erworbenem Reichtum beschreiben (diese bei-
den Prozesse kann man als Investor beeinflussen). Allerdings werden nicht
alle Prozesse zuléssig sein (aus naheliegenden Griinden), weshalb man Be-
schrinkungen fiir diese Prozesse formulieren mufl. Schlie§lich mufl man noch
ein Funktional fiir den erhaltenen Portfolioverlauf definieren, das als Bewer-
tung dient.

3.1.1 Der Preisprozef}

In der Portfoliooptimierung geht man davon aus, daf} ein Investor eine ,,siche-
re” Anlagemoglichkeit, deren Preisentwicklung nicht zufallsabhéngig ist und
verschiedenen riskante Anlagemoglichkeiten (z.B. Aktien) hat. Die Kurse
dieser Anlagen (in Geldeinheiten) werden durch einen stochastischen Pro-
zeB S : [0,00) x Q — R¥! beschrieben. Dabei ist S;(t,.) , i = 1,2,...,d
der (zufallsabhiéngige) Kurs einer Einheit der Aktie i zum Zeitpunkt ¢, und
So(t,w) = Sp(t) der deterministische Wert einer Einheit cines Bankguthabens
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zum Zeitpunkt ¢. Oft verwendet man Sy(t) = exp(rt) (stetige Verzinsung mit
dem sicheren Zinssatz r).

Welche Eigenschaften sollte nun der Prozef§ S besitzen?

Da man ihn in den folgenden Anwendungen als Integrator verwenden
will, kommen nur Semimartingale in Frage. Eine weitere sinnvolle Forde-
rung ist sicherlich, dafl er (komponentenweise) nichtnegativ ist, denn we-
der Aktienkurse noch der Wert eines Bankguthabens konnen negativ wer-
den. Diese beiden Forderungen werden z.B. von allen Prozessen S der Form
(Si = exp(3;0i;Y)))i=10,..a» ¥ R™-wertiges Semimartingal, o € R™™,
erfiillt (C2-Transformationen von Semimartingalen sind wieder Semimartin-
gale, siehe It6-Formel).

Wir gehen also im weiteren davon aus, da} wir als Preisprozefl einen
Prozef S auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (F;)¢>o, P) mit der von
S erzeugten Filtration (F;);>o haben, dessen Komponenten nichtnegative
Semimartingale sind.

Bemerkung 3.1.1 Zwar kann man sowohl mit Aktien (,short selling”) als
auch mit dem Bankguthaben Schulden eingehen, dies duflert sich aber in einer
negativen Anzahl von gehaltenen Einheiten, der Wert einer Finheit ist nach
wie vor positiv.

Bemerkung 3.1.2 Wir gehen davon aus, dafS der Preis der Aktie fiir belie-
bige Zeiten definiert ist. Das Vorhandensein eines endlichen Zeithorizonts
wird in der Regel durch die zuldssigen Handelsstrategien und das Zielfunktio-
nal modelliert (s.u.).

3.1.2 Der Handelsprozef3 © und abgeleitete Groéflien

Als néchstes sind die Investitionsentscheidungen als stochastische Prozesse
zu modellieren. Diese Prozesse sollten auf jeden Fall adaptiert (sonst kénnte
man Informationen aus der Zukunft in die Strategie einflieflen lassen) und
integrabel (also im allgemeinsten Fall vorhersehbar im Sinne des Kapitels
iiber stochastische Integration) sein.

Wir verwenden einen adaptierten vorhersehbaren Prozef ¢ = (¢%)i=0,1.2,...4,
den Handelsprozefl (auch Handelsstrategie genannt), und interpretieren !
als die Anzahl der in Anlage i zum Zeitpunkt ¢ gehaltenen Aktien (bzw. im
Fall i = 0 die Anzahl der Einheiten im Bankguthaben). Je nachdem, ob man
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einen endlichen oder unendlichen Zeithorizont betrachtet, verwendet man als
Indexmenge fiir ¢ entweder [0, 7] oder [0, 00).

Es ist intuitiv klar, dal ein Modell, in dem beliebige Handelsprozesse
moglich sind, die Realitdt unzureichend abbildet. Man bendtigt daher Ein-
schrinkungen. Da diese in den vorhandenen Modellen unterschiedlich sind,
wird in unserem allgemeinen Modell nur gefordert, dafl ¢ € ® gelten muf,
wobei @ eine im jeweiligen Modell zu spezifizierende Klasse von adaptierten
und vorhersehbaren Handelsprozessen ist.

Bemerkung 3.1.3 Die Menge ® ist oftmals dadurch gegeben, dafs man zundgchst
Prozesse @' einfiihrt, an diese bestimmte Anforderungen stellt (kurz: ¢’ € @)
und dann ® als Menge derjenigen Handelsprozesse ¢ definiert, die man aus
den ' € @ durch Anwendung einer bestimmten Transformation T : &' — &
gewinnt. Diese Technik wird vorzugsweise verwendet, wenn die Angabe von

@' den Bezug des Modells zur Realitit klarer macht und/oder die Menge ®'’
einfacher zu beschreiben ist als ® (vgl. Beispiele)

Bemerkung 3.1.4 Im folgenden wird immer vorausgesetzt, dafi @ adaptiert
und vorhersehbar ist.

Um die Klasse der zulissigen Handelsprozesse zu beschreiben (und auch
um einen Handelsprozefl zu bewerten), ist es sinnvoll, verschiedene, aus den
Groflen ¢ und S abgeleitete, Prozesse zu definieren:

Der Vermoégensprozef}

Der Vermdogensprozef3 (V(p’i)i:[]’l’m’d zu einem bestimmten Handelsprozef ¢
ergibt sich als

Vol =iS i=0,1,2,...,d (3.1)

und der Gesamtvermogensprozel V¥ ist V¥ = Z?:o Vet | kurz auch V ge-
nannt.

Bemerkung 3.1.5 Oft fordert man V¥ > const fir zulissige ¢, dabei kann
entweder const festgelegt sein oder aber ggf. von ¢ abhdingen. Ist const =
0, so schlief$it dies die Mdglichkeit aus, Schulden zu machen (zumindest im
Hinblick auf das gesamte Vermdgen)
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Der Investitionsprozefl ohne Transaktionskosten

Kann man ¢ beliebig (abgesehen von den bereits erwéhnten ,,technischen”
Einschrinkungen) wéhlen, so mufi man im Lauf der Zeit offenbar entweder
zusitzliche Mittel aufwenden oder es bleiben Mittel iibrig: In einem zeit-
diskreten Modell (t = 0,1,2,...,T) gilt: V7' — V& = ¢iSi — i | Si | =
PLSt— @i 1S+ 1S — 9,151y = (ph = ¢)_1)Si+ 9,1 (S; = Si_y), d.h. der
Vermogenszuwachs in Anlage 7 setzt sich zusammen aus Zuwachs aufgrund
von Neuinvestition in Anlage i ((¢} — ¢i ,)S?) und Zuwachs aufgrund der
Preisinderung am Markt ¢! | (Si — Si_,). Der Zuwachs I, — I;_; des gesam-
ten Investitionsvolumens I; (mit Iy := 0) betrégt somit (in Abwesenheit von
Transaktionskosten) I, — I, 1 == % (¢! — @i )S! = (o] Sy — o] 1S 1) —
S @i (Si— Si ). Tst er positiv, so investiert man, ist er negativ, so
verbraucht man Geld.

Die Verallgemeinerung dieser Grofie auf den zeitstetigen Fall lautet (unter
Beibehaltung der Bezeichnung I, ggf. auch als 1% bezeichnet):

t
I == ] Sy — / ©'dS, t>0 (3.2)
0
Analog ist auch die Investition in Aktie ¢ definiert:
. . . t . .
Il =i Si —/ ©'TdSt, t>0 (3.3)
0

Bemerkung 3.1.6 In dieser Definition ist Iy = 0, d.h. die anfingliche
Investition ¢y Sy wird nicht zu I gezihlt.

Bemerkung 3.1.7 Oft fordert man I, = 0 fiir zuldssige ¢. Diese Bedingung
bezeichnet man auch als Selbstfinanzierbarkeitsbedingunyg.

Der Investitionsprozef3 unter Transaktionskosten

Will man Transaktionskosten modellieren, bietet sich eine Modifizierung des
eben eingefiihrten Investitionsprozesses an. Man orientiert sich dabei wieder
am diskreten Fall: (¢} — ! ;)Si waren hier die Kosten fiir die Aktien selbst.
Die hinzukommenden Transaktionskosten hingen im Allgemeinen von der
Aktiensorte sowie vom Handelsvolumen (in Geldeinheiten) (! — ¢! |)Si,
nicht aber direkt von der Stiickzahl oder dem Preis ab (tun sie dies dennoch,
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so konnte man auch das in naheliegender Weise modellieren). Im diskreten
Fall ergibt sich damit die Neuinvestition I} — I! | in Aktie i zu

-1,
= (L+ fil{g; — w1-1)S)) (0t — ¥1-1)S;
= (1 + fz(sOiSZ — 0 1S{ — 90;—1(52 - 52—1)))(80355; — 0y 1S{ g — 80125—1(52 - 55_1))

wobei f; die Transaktionskosten fiir Aktie ¢ in Abhéngigkeit vom Transak-
tionsvolumen darstellt (der gewohnliche Investitionsprozefl ergibt sich mit
f = 0). Ein Problem ergibt sich nun beim Auflosen der Gleichungen fiir
t = 1,2,...,T nach Ir: Ist f; konstant, so fallen die Terme ¢'S’ heraus
(, Teleskopsumme”). Beim Ubergang zum zeitstetigen Fall ist das hilfreich,
da man die (fiir allgemeines ¢ gar nicht definierte) Groe d(¢?S?) bzw. dar-
aus gebildete stochastische Integrale vermeidet. Der Fall f; = 0 ergibt da-
bei den Spezialfall des Investitionsprozesses ohne Transaktionskosten, andere
konstante f; ergeben im Endeffekt lediglich mit dem entsprechenden Faktor
multiplizierte Preisprozesse. Will man daher I fiir allgemeinere (f;)i=o,1,...d
definieren, so mufl man fordern, da§ ¢*S* ein Semimartingal ist (z.B. indem
man fordert, da§ ¢ selbst ein Semimartingal ist). Eine weitere Schwierigkeit
ist, dafl das Argument von f; im stetigen Fall ein stochastisches Differential
wird. Eine Losung fiir dieses Problem ist, den Term (¢! — ¢! ) als (fé_(ﬁz)l)
aufzufassen, d.h. als Differenzenquotient, und als Argument im stetigen Fall
dd—f zu verwenden. Diese Definition setzt Differenzierbarkeit von ¢ voraus.
Die iiblichen Modelle mit Transaktionskosten fordern daher stetige Dif-
ferenzierbarkeit, womit ebenfalls gesichert ist, dafl ¢ ein Semimartingal ist.

Die Grofle I ergibt sich dann als:

d t :
dyl, i i g
I, = Z/O+(1 + fil s SH)Stdy! (3.4)
i=0

Dabei werden wieder die einzelnen Summanden bei Bedarf unter der Bezeich-
nung I* verwendet. Oft wihlt man f; stiickweise konstant auf (—oo, 0) und
[0,00) (d.h. Transaktionskosten proportional zum Handelsvolumen, aber ggf.
unterschiedlich fiir An- und Verkauf).

Bemerkung 3.1.8 Oft fordert man I, < 0 fiir zuldssige o, d.h. es ist nur
Verbrauch mdéglich, keine Neuinvestition.
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Bemerkung 3.1.9 Sofern nicht anders erwdhnt, versteht man im folgenden
unter I immer den Investitionsprozef§ ohne Transaktionskosten.

Bemerkung 3.1.10 In jedem sinnvollen Modell sind die Funktionen v —
(1+ fi(z))x streng monoton steigend (ansonsten waren u.U. ein Aktienpaket
mit hoherem Marktwert billiger als ein anderes) und insbesondere sind diese
Funktionen invertierbar. Diese Umkehrfunktionen seien mit g; bezeichnet,

d.h. es qilt gi(ZG) = ddii'

Der Portfolioprozefl

Eine weitere abgeleitete Grofle, die bisweilen alternativ zum Handelsprozef3
verwendet wird, ist der Portfolioprozefl w. Er ist definiert iiber

) A

7 y —
e 1=0,1,2,...,d (3.5)
und beschreibt den Anteil des Vermogens in Aktie ¢ am Gesamtvermdogen.
Offenbar geniigt es, 7 fiir i = 1,2, ...,d zu kennen, 7° ergibt sich dann iiber

Z?:o m =1

3.1.3 Das Bewertungsfunktional

Die letzte noch fehlende Komponente des Modells ist die Bewertung eines
zuléssigen Kontrollprozesses. Als Grundlage hierzu bietet sich der Vermdgens-
und Investitionsprozef an.

Will man den Investitionsprozel zur Bewertung heranziehen und dabei
den Konsum, d.h. mnegative Investition, zeitlich unterschiedlich bewerten
(z.B. mit einem Abzinsungsfaktor) oder mit einer Nutzenfunktion gewichten,
so stoBt man wiederum auf dhnliche Probleme, wie sie bereits bei der Defi-
nition des Investitionsprozesses unter Transaktionskosten auftraten. Fordert
man wieder von ¢ die stetige Differenzierbarkeit, so kann man als Zielfunk-
tional

T
E[/ e‘ﬁsU(—%)ds] (3.6)
0 ds
wobei ggf. T = oo ist, verwenden.
Verwendet man den Vermogensprozef (genauer gesagt, seinen Wert zum
Endzeitpunkt), so umgeht man diese Schwierigkeiten, indem man als Ziel-
funktional
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ElUVE)] (3.7)

wahlt.

Dabei ist U : R—R in beiden Féllen eine monoton steigende, konkave
Funktion , die man auch als Nutzenfunktion (,,utility function”) bezeichnet
(oft wird z.B. U(x) = 1j,00)Inz oder U(x) = 1[0,00)% verwendet). Sie er-
laubt eine variable Gewichtung des erworbenen Reichtums. Der Faktor e %%,
f > 0 dient als Abzinsung (im zweiten Fall ist er nicht nétig, da nur der
Endzeitpunkt betrachtet wird; auch im ersten Fall kann man § = 0 wéhlen,
wenn man bereits den Preisprozefl abgezinst hat). Unter Umsténden ver-
wendet man auch die Summe dieser beiden Funktionalen mit moglicherweise
verschiedenen Nutzenfunktionen und verschiedenen Abzinsungsfaktoren, d.h.

B[ e U= T + V) (3.5)

ds
3.1.4 Zusammenfassung des allgemeinen Modells

Gegeben sei ein nichtnegatives, R¥!-wertiges Semimartingal S, dessen nullte
Komponente deterministisch sei und eine Menge ® von adaptierten, vorher-
sehbaren R*!-wertigen Prozessen . Weiterhin sei ein Funktional F' : ®— R
mit der in Abschnitt 3.1.3 beschriebenen Form gegeben.

Das zu 16sende Problem lautet dann:

Finde ¢* € @, so dafl F(¢*) = sup F(p)
ped

3.2 Beispiele

In diesem Abschnitt werden einige Modelle, die zum Teil auch in spéiteren
Kapiteln vorkommen, vorgestellt und auf das oben eingefiihrte allgemeine
Modell zuriickgefiihrt. Wie aus dem vorigen Abschnitt hervorgeht, sind die
wesentlichen Merkmale des konkreten Modells die Wahl des Preisprozesses
S, die Menge ® der zuléssigen Kontrollprozesse sowie die Wahl des Bewer-
tungsfunktionals F'. Die vorgestellten Modelle finden sich z.B. in [13], [11]
und|[12].
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3.2.1 Das klassische Modell von Black/Scholes/Merton
ohne Transaktionskosten

Dieses Modell wurde in den Anfangszeiten der Portfoliooptimierung gern ver-
wendet, da es relativ leicht zu behandeln ist. Es hat allerdings den Nachteil,
dal man durch die Festlegung auf die Brownsche Bewegung als Preisprozefl
stark eingeschriankt ist und Transaktionen nichts kosten.

Der Preisprozefl S
Es gilt
dS) = SPrdt
dS} = Si(adt + Y " o'ldw}), i=1,2,....d
1=1

mit einer m-dimensionalen Standard Brownschen Bewegung w, einem festen
Zinssatz r, einer (vektorwertigen) Driftkonstante oz und einer (matrixwerti-
gen) Varianzkonstante o. Damit ist S = SJe " und S eine geometrische

Brownsche Bewegung.

Die zulédssigen Handelsprozesse

Es wird gefordert, dafl das Gesamtvermdgen nicht negativ wird und daf} kein
Geld nachinvestiert wird, d.h. V' > 0 und I = 0. Somit gilt

® = {p[V¥>0,1? = 0}

Das Bewertungsfunktional

Man verwendet das Funktional F(p) = E[V¥]. Will man den Erwartungs-
wert unter Beschrinkung der Varianz des Endvermdégens optimieren, so kann
man die entsprechende Forderung Var(V;’) < C in der Definition von ® auf-
stellen.
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3.2.2 Das Modell von Black/Scholes/Merton mit Trans-
aktionskosten

Der Preisprozef S

Es wird derselbe Preisprozefl verwendet wie im Modell ohne Transaktionsko-
sten.

Die zuldssigen Handelsprozesse

Die zuldssigen Handelsprozesse werden durch Beschrinkungen fiir den Inve-
stitionsproze unter Transaktionskosten beschrieben. Daher nehmen wir ¢
als differenzierbar an. Die Funktion f, mit deren Hilfe der Investitionsprozef3
definiert ist, ist gegeben durch:

fo=0

fi(r) = A% falls x>0
W= N0 falls 2 < 0

Dabei interpretiert man A% als Kosten pro Aktieneinheit beim Kauf der Aktie
i und A als Kosten beim Verkauf (d.h. —\ als Einnahmen beim Verkauf).
Okonomisch sinnvoll ist sicherlich die Forderung [A\°| < 1 und |A\%| < 1 (da
ansonsten die Gebiihr das Transaktionsvolumen iibersteigen wiirde) sowie
A% > — X\ (ansonsten wiren die Gebiihreneinnahmen beim Verkauf grofer
als die Gebiihrenausgaben beim Ankauf, man kénnte also allein durch Kau-
fen und sofortiges Wiederverkaufen Geld verdienen). Beide Forderung sind
beispielsweise bei Giiltigkeit von 0 < A\ \% < 1 (Interpretation: sowohl
Kauf als auch Verkauf kosten etwas) trivialerweise erfiillt.

Man fordert auflerdem, dafl nichts nachinvestiert wird.

Somit gilt ® = {y]| ¢ stetig differenzierbar, I¥ < 0}

Das Bewertungsfunktional

Man bewertet nur bis zum Austritt des Prozesses (V%)= 4 aus G =
{z]2° + 30 min{(1 = A®)z%, (14 X\%)z'} > 0}. Die Wahl dieses G’ kann man
wie folgt begriinden: Man fordert, dafl bei einer sofortigen Liquidierung der
Aktienkonten ein nichtnegatives Vermégen iibrigbleibt (diese Forderung ist
zwar ,modelltechnisch” nicht konsistent mit der Annahme einer stetig diffe-
renzierbaren Handelsstrategie, dies stellt aber kein mathematisches Problem
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dar, da die Uberlegung nur in den Bewertungsvorgang einflieft, nicht aber
zur Bestimmung der zuldssigen Handelsstrategien herangezogen wird). Die
dazu notige Investition in Aktie i betriigt dann (1+\%)(—xz?), falls 2 negativ
ist. Ist 2 positiv, ist die Investition (1 — A\®®)(—z"). Die Fallunterscheidung
umgeht man durch Verwendung des Terms — min{(1 + \%)z?, (1 — \%)z'},
der in jedem Fall mit der Investition iibereinstimmt. Das Gesamtvermdgen
nach der Liquidierung ist dann die Summe aus dem Bankvermogen und den
negativen Investitionen.
Als bewertendes Funktional verwenden wir F/(¢) = E[ [/ e 71Uy (—42)ds+

Ux(V#)] mit 7:=inf{t > 0:V,* ¢ G}

3.2.3 Ein Modell von Kallsen [8]
Der Preisprozef3 S

Als Preisprozefl S wird ein d-dimensionaler exponentieller Lévy-Prozefl ver-
wendet, d.h. es gilt fiir i =1,2,...,d:

SZ = exp(Li), (3.9)
mit einem d-dimensionalen Lévy-Prozefl L.

Bemerkung 3.2.1 Die Komponenten von L konnen in diesem Modell un-
tereinander abhdngig sein. Ist L eine Brownsche Bewegqung mit Drift, so
ist L auf jeden Fall eine Lineartransformation eines anderen Lévy-Prozesses
mit unabhdngigen Kompnenten, d.h. die Abhdngigkeitsstruktur ist relativ
einfach. Will man dies auch fiir allgemeine Lévy-Prozesse erreichen, so for-
dert man L = oL mit einem Prozef§ L, dessen Komponenten untereinander
unabhdngig sind.

Die zulédssigen Handelsprozesse

In diesem Modell wird wie im Black-Scholes-Modell ohne Transaktionskosten
vorausgesetzt, dafl

t

1 Yi =g Yo +/ g dY,, >0 (3.10)
0+

gilt, d.h. I; = 0, wobei [ hier wieder der Investitionsprozefl ohne Transak-
tionskosten ist. Ebenso wird wiederum verlangt, dal V¥ > 0 gilt, d.h. daf
keine Schulden gemacht werden kénnen.

Somit gilt & = {p|V¥ >0, [¥ =0}
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Das Bewertungsfunktional

Als Bewertungsfunktional verwendet dieses Modell F(p) = E[U(V}Y)].
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Kapitel 4

Stochastische Kontrolltheorie
und die HJB-Gleichung

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man die Ergebnisse der stochastischen
Kontrolltheorie auf das Portfoliooptimierungsproblem anwenden kann. Dies
wird nicht in allen Féllen moéglich sein: man wird gegeniiber dem vorge-
stellten allgemeinen Modell z.B. die Klasse der moglichen Preisprozesse ein-
schrinken miissen.

Wir formulieren zunichst die Problemstellung der stochastischen Kon-
trolltheorie, leiten dann die HJB-Gleichungen (=Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichungen) ab, definieren den Begriff einer ,schwachen” Losung (viscosity
solution), und zeigen abschlielend, wie man die erhaltenen Ergebnisse auf die
Portfoliooptimierung anwenden kann. Die Darstellung des ersten Abschnitts
folgt im Wesentlichen Fleming [7] und OQksendal [15].

4.1 Stochastische Kontrolltheorie

Als Grundlage der folgenden Uberlegungen dient der Abschnitt 1.3 iiber
Markov-Prozesse und Diffusionen.

4.1.1 Die Problemstellung
Endlicher Zeithorizont

Wir gehen von einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (F)i<t<t,» P)
mit einer d-dimensionalen Standard Brownschen Bewegung w aus. Weiter-
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hin seien Zeitpunkte ty,t; gegeben sowie Funktionen f : Qy x U — R® und
o: Qo x U — R™ mit Qq := [to,t;) x R?, U C R™ abgeschlossen, so daf}
f(.,.,v) und o(.,.,v) stetig differenzierbar sind fiir alle v € U und es eine
Konstante C' gibt, so daf} gilt:

[fil + [fal £C, oe| + |oa] < C
[f (2, 0)] < OO+ |+ [o]), |o(t, z,v)] < O+ [z] 4 [v]) (4.1)

Dabei ist |.| die euklidische Norm bzw. die Operatornorm.

Sei weiter ein Anfangszeitpunkt ¢ € [ty,¢;) und ein Startwert = € R
gegeben. Ein progressiv mebarer Proze u : [t, 1] X Q — U heifit zulissig,
falls E[ftt1 lus|™ds] < oo fiir m € N (dies gilt z.B. fiir kompaktes U). Dann
hat die Differentialgleichung

de = f(s, x5, us)ds + o(s, x5, us)dws, t<s<t,x;==x (4.2)

mit einem zuléssigen progressiv mefbaren Prozefl u nach Fleming [7] eine ein-
deutige progressiv mefibare Losung. Dabei kann man w ohne Beschrankung
der Allgemeinheit mit unabhéingigem Komponenten wéhlen, ggf. dndere man
o entsprechend. Um zu optimieren, ben6tigen wir noch eine Bewertung des
von u erzeugten Prozesses (z5);<s<i. Sei dazu eine offene Menge O C R”
gegeben, Q := [to,t1) x O und 7 := inf{s : (s,z,) ¢ Q}. Weiterhin seien
stetige Funktionen L : Q x U — R und v : ([tg, 1) x 00) U ({t;} x O) = R

mit

\L(t,z,v)| < C(1 + |z|f + |v|")
(¢, z)] < C(1+|z|F)

mit geeigneten Konstanten C| k gegeben. Sei weiter
Htiu) = B[ Lo, u)ds + (r.,)
t

Dann heifit eine zuldssige Kontrolle «* optimal, falls J(¢, x; u*) = sup,, J (¢, x; u).
Betrachtet man das Supremum als Funktion von ¢ und z, so spricht man von
der Wertfunktion W. Es zeigt sich, dafl man unter bestimmten Bedingungen
optimale Kontrollen finden kann, indem man zuerst eine Differentialgleichung
fiir W aufstellt, diese 16st und dann mit Hilfe von W «* bestimmt. Diese
Zusammenhénge werden in den néchsten Unterabschnitten behandelt.
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Unendlicher Zeithorizont

Gegeniiber endlichem Zeithorizont ergeben sich in diesem Fall einige Anderungen:
Die Differentialgleichungskoeffizienten und L, ? werden nun als zeitun-
abhéingig (genauer: nicht explizit zeitabhéingig) angenommen, wodurch die
partiellen Ableitungen nach ¢ in den Bedingungen an f und o wegfallen. Als
Startwert wird 0 angenommen, 7 kann nun oo sein, und als Bewertungsfunk-
tional verwendet man

J(z;u) = E[/OT e P L(x, us)ds + 1pg o0y (7)€ PT1p(2,)]

Als zuléssig bezeichnen wir einen progressiv messbaren Prozef3, der neben der
Ungleichung B[ [ |us|™ds] < oo fiir m € N, € [0, 00) auch E,[ [ e 7| L(z, u,)|ds] <
oo erfiillt.

4.1.2 Die Losungsidee

In diesem Unterabschnitt wird die Idee, die der HJB-Gleichung und den
Beweisen zu den folgenden Theoremen zugrundeliegen, im Fall des endlichen
Zeithorizonts vorgestellt. Fiir eine rigorose Herleitung sei auf Fleming[7]
verwiesen.

Im folgenden wird der von der Steuerung u erzeugte Prozef§ als x* be-
zeichnet. Zu Anfangswerten ¢, x sei die dazugehorige optimale Strategie mit
u*b* bezeichnet.

Es gilt:

t+h
Wt z) > E[/ L(s, 2% v)ds + W(t + h, 2,
t

Diese Ungleichung erhélt man, indem man fiir die rechte Seite eine Kontrol-
le wéhlt, die bis zum Zeitpunkt A konstant v ist, und danach die optimale
Strategie fiir die (zufallsabhéngigen!) Anfangsdaten (¢4 h,z},,). Dabei muf}
bei exakter Behandlung natiirlich sichergestellt werden, daf} ein solches Vor-
gehen wieder eine zulissige Kontrolle erzeugt. Auch mufl h < 7 gefordert
werden, ansonsten mufl in der obigen Ungleichung ein Term mit ¢ dazu-
gefiigt werden, der dann moglichst mit A — 0 verschwindet. Wir gehen
nun von der Giiltigkeit der Ungleichung aus. Umordnen, Multiplikation mit
h~! und Grenzwertbildung ergeben dann (wiederum unter geeigneten Regu-
laritdtsbedingungen)

Illirr(lj W 'EW (t + h,z}.,) — W(t,z)] + L(t,z,v) <0
—

49



bzw. kurz
AW (t,x) + L(t,z,v) <0

wobei wir analog zur Definition des Operators A (vgl. 1.7) fiir eine Steuerung
u den Operator A* durch (A*®) (¢, z) := limy,_,o ™' E[®(t+h, z}, ) — D(t, 2)]
definieren, sofern der Grenzwert existiert. Der Operator kann mit Hilfe der
[t6-Formel berechnet werden, wenn man y? = (z7,5) =: (y”")i=12,..nt1 be-
trachtet:

D(yin) — (¢, x)
n+1

n+1
= Z/ D(y!)dyl + = Z/ ;@ (y)d[y™, y*]

1]1

t+h n_ bt o1 [th
— / O, (y7)ds + Z/ .. (y!)dx" + 3 / (s, s]
t -
+ Z (I)t:r yg ; Z / IZIJ ys 'U l aJ]
t

1]1

Verwendet man nun, daf d[s, s] = d[w*,s] = 0 (vgl. Protter [17] Theorem
11.28), d[wg, w;] = dids und d[z¥%,s] = f;(y)d[s,s] + S20_, our(y?)d[wg, 5]
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usw. ist erhilt man:

t+h n t+h ‘
/ Oy(y)ds + / ®, (y")dz"
t =1t

1 o [ith o
+§ Z/t (I)Iizj (ys)d['r T ’]]

i’j:]‘

-y / (@4(y2) + o, (40) fi (4, v))ds

nod o tth
159) D I MUHEATRET

i=1 =1

no 4 rtth
1 v v v
N > Z/t Do, (U5 ot (Y5> 0) e (ys s v) dlwi, wi]

i,j=1k,l=1

nod t+h
SN [ i 8 Dot 0l ]

ij=1k=1""t

1 <& t+h
"3 Z/ Dyia; (y5) fi (s, v) filys, v)d[s, 5]
t

i’j:]‘

- / (®e(y?) + Do, (42) fi(y?, v))ds

1 Il t+h
*3 > Z/ Dy (Y1) i (yy, v)ds

ij=1k=1""t

nod o stth
+303 [ eatoatysv)du

i=1 1=1 71

Dabei ist a = 00", f,o die Koeffizienten der Differentialgleichung. Der
letzte Term ist ein Martingal, verschwindet also beim Bilden des Erwartungs-
wertes. Multiplikation mit 2~ und Grenzwertbildung liefert dann:

) 1 n n
A" =@+ 5 ) it 5, 0)Cu; + ) filt 7, 0) s,

ij=1 i=1

Wihlt man v = u*(¢) (die rechte Seite ist zufallsabhéingig, also ist wieder
eine genauere Betrachtung notig), so erwartet man, daf§ die zusammenge-
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setzte Strategie gegen u* konvergiert (siehe Bemerkung 4.1.1), also die Un-
gleichung A"W (¢, x) + L(t,z,v) < 0 zur Gleichung wird. Es gilt damit

sup(A"W (t,z) + L(t,x,v)) =0 und

velU
uf € {v* € U|AY W (t,x) + L(t, z,v*) =sup(A°W (t,z) + L(t,x,v)}

vel

Diese Menge wird auch als arg max[A"W (t,z) + L(t, 7, v)] bezeichnet. Defi-
niert man weiter fiir (¢,z) € Qy, pER", symmetrisches M € R**"

H(t,z,p, M) := sup[f(t,x,v)p + %tr a(t,x,v)M + L(t, z,v)], (4.3)
velU

so erhélt man die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
Wy = —H(t,z, D,W,D2W), (t,7) € Q (4.4)
Die Randbedingungen sind
W(t,x) =¢(t,z), (t,z)€dQ (4.5)

Bemerkung 4.1.1 Der exakte Beweis der HJB-Gleichung beruht unter an-
derem darauf, daff die der Dynamik zugrundeliegende Brownsche Bewequng
als Markov-Prozefs ,gedichtnislos” ist und daher stickweise optimale Kon-
trollen auch global optimal sind. Somit kann man den Versuch machen, lokal
optimale Strategien zu einer global optimalen zusammenzusetzen. Anderer-
seits geht aus dieser Uberlequng aber auch hervor, dafi diese Technik nur
fiir Markov-Prozesse erfolguersprechend ist, nicht jedoch fiir allgemeine Se-
mimartingale.

4.1.3 Die HJB-Gleichung und ihre klassischen Lésungen
Endlicher Zeithorizont

Wie in Fleming [7] gezeigt wird, gilt mit den Bezeichnungen der Unterab-
schnitte 4.1.2 und 4.1.1 folgendes Theorem:

Theorem 4.1 Sei W eine Funktion, die beziglich x zweimal, beziglich t
einmal auf Q) stetig differenzierbar ist, auf ) stetig und polynomial beschrinkt
ist und die die Gleichungen 4.4 und 4.5 erfillt. Dann gilt:
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1. W(t,x) > J(t,x;u) fir alle zuldssigen u und alle (t, )
2. (bt es einen zuldssigen Kontrollprozefs u*, so dafs

S

(4.6)

* * 1 * *
u; € argmax[f(s,z% ,v)D,W(s,z} ) + 3 tra(s, %, v)D2W (s, 2%) + L(s, x"

fir Lebesgue ® P- fast alle (s,w) € [t, 7] x Q, dann gilt W (t,z) = J(t, z, u*).
Dabei ist T die Austrittszeit zu den Anfangswerten t,x und der Steuerung u*
und [t, 7] x Q = {(s,w)|t < s < 7(w)}.

Beweis: sieche Fleming [7], Seite 163. m

Aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen weify man, daf} z.B.
folgende Bedingungen die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung mit den
im Theorem geforderten Eigenschaften garantieren:

Bedingung 4.2 1. Es gibt ein ¢ >0, so daf Y77, aij(t, v,v)&85 > el
V(t,z,v) € Qy x U, & € R™.

2. U st kompakt.
3. O ist beschrinkt und 00 ist eine C3-Mannigfaltigkeit.

4. a, f, L sind auf Q x U beziglich t einmal, beziiglich © zweimal stetig
differenzierbar.

5. 1 ist auf Qo dreimal stetig differenzierbar.

Auch andere Bedingungskombinationen, die hier nicht aufgefiihrt werden,
garantieren Existenz und Eindeutigkeit.

Unendlicher Zeithorizont

In diesem Fall wird die mit e ?* abgezinste Wertfunktion als nicht von #
abhéngig vorausgesetzt und dementsprechend vereinfacht sich auch die HJB-
Gleichung. Nach Fleming [7] gilt folgendes Theorem:

Theorem 4.3 Sei W : O — R eine auf O zweimal stetig differenzierbare,

auf O stetige und polynomial beschrinkte Funktion, die folgende Gleichungen
erfiillt:
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1. W (x) + H(z, DW(x), D*W(z)) =0, z€O
2. W(x) =¢(x), =x€dO

Dann gilt:

1. W(z) > J(x;u) fir alle zuldssigen w mit liminf, _, oo Fy 1y, o0\ (7)W (24,)] <
0 und alle x, wobei x; und T die zum Steuerungsprozef u gehorenden Gréofien
sind.

2. Gibt es einen zuldssigen Kontrollprozef§ u*, so dafs

1
u € arg max|[f(zs, v)DW (z4) + 5 tra(zy, v)D*W () + L(z,,v)]

fiir Lebesgue®P-fast alle (s, w) € [0,7)xQ und limg, o0 E3[L, o0)(T)W (24,)] =
0, wobei x5 und T die zur Steuerung u* gehdrenden Grifien sind, dann st

W(z) = J(x;u")

Beweis: siche Fleming [7], Seite 172. =

4.1.4 Schwache Lésungen (Viscosity Solutions)

Im letzten Unterabschnitt wurde gezeigt, dafl eine hinreichend glatte Losung
der HJB-Gleichung, zu der es eine entsprechende Steuerung gibt, die Wert-
funktion sein mufl. Es wurden auch Kriterien genannt, die die Existenz
einer solchen Losung garantieren. In Féllen, in denen es keine solche gibt,
kann es aber zumindest eine Funktion geben, die einem verallgemeinerten
Losungsbegriff geniigt. Unter Umsténden ist dann diese Funktion die Wert-
funktion. Wie auch im letzten Unterabschnitt werden hier nur die Ergebnisse
von Fleming [7] angegeben.

Definition 4.1.2 Sei 8" die Menge aller symmetrischen n X n-Matrizen.
Dann heifit

DYO2DW(t x) = {(p,q, A) € R* x RxS" :
' W(t+hx+y) —W(tz)—qh—p'y— 3y Ay
lim  sup

(hyy)—0 b + [y|?
(t+h,z+y)eQ

<0}
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die Menge der Superdifferentiale im Punkt (t,x) und

D U2AW(t,2) = {(p,q, A) € R" x RxS" :
. . W(t+hax+y) —W(tz)—qgh—p'y—zy' Ay
lim inf >

(h,y)—0 b + [y|?
(t+h,z+y)EQ

0}

die Menge der Subdifferentiale im Punkt (t,z).

Offenbar ist bei einer hinreichend glatten Funktion das Tripel (D, W, 9, W, D2W)
sowohl in der Menge der Super- als auch der Subdifferentiale.

Definition 4.1.3 Fine Funktion W heifit schwache Sublésung (viscosity sub-
solution) der HJB-Gleichung, wenn

g+ H(t, 2, p, ALW(t,x)) >0 V(p,q,A) € DYIW(t,x) V(t,x)€Q
(4.7)

Fine Funktion W heifit schwache Superldsung (viscosity supersolution), wenn

g+ H(t, 2, p, AL W(t,x) <0 V(p,q,A) € D"IW(t,x) V(t,x)€Q
(4.8)

FEine Funktion, die zugleich schwache Sub- und Superlosung ist, heifit schwa-
che Lisung (viscosity solution)

Im weiteren sind nun (wie im klassischen Fall) folgende Fragen von Be-
deutung:

1. Unter welchen Bedingungen existiert eine schwache Loésung zur HIB-
Gleichung und wann ist sie eindeutig (ggf. mit Randbedingungen)?

2. Wann ist eine schwache Losung mit passenden Randbedingungen auch
die Wertfunktion des zugrundeliegenden Kontrollproblems?

Im folgenden gehen wir nun von einem endlichen Zeithorizont aus.

Fleming [7] zeigt, daf§ die Wertfunktion eines Kontrollproblems, wenn sie
stetig ist, auch eine schwache Losung der HJB-Gleichung ist. Sofern also W
stetig ist und eine Funktion, die Losung der entsprechenden HJB-Gleichung
sein und zusétzlich die Randbedingungen erfiillen soll, durch diese Forderun-
gen bereits eindeutig festgelegt ist, handelt es sich bei dieser Losung auch
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um W. Im folgenden sind also noch folgende zwei Fragen zu kldren: Welche
Bedingungen sind hinreichend fiir die Stetigkeit von W, und unter welchen
Umsténden ist die Losung der HIJB-Gleichungen (mit Randbedingungen) ein-
deutig?

Nach Fleming gilt zur Frage der Stetigkeit folgendes:

Theorem 4.4 Seien folgende Voraussetzungen erfillt:

1. U ist kompakt, f und o seien stetig und beziiglich t und x stetig diffe-
renzierbar

2. Fiir geeignete Konstanten C1,Cy gilt |fi| + |fz| < C1, |og| + |oz]| < C4,
|f(t,0,7))| + |0(t,a:,v)| S CZ

3. Es gilt mit geeigneten Konstanten Cs, k: |L(t,x,v)| < Cs(1 + |x|F)

4. Es gibt eine dreimal stetig differenzierbare Funktion g : Qo — R, die
selbst beschrdinkt ist und deren Ableitungen bis zur Ordnung drei be-
schrinkt sind , die auf [to,t,) x 0O mit 1 dibereinstimmt, auf {t,} x O
kleiner oder gleich 1) ist und die aufSerdem

9:(t, x) + H(t, 2, Dog(t, x), D3g(t, x)) >0, V(t,z) € Qo
erfiillt.

Dann ist W stetig auf Q
Beweis: siehe Fleming [7], S.219 m

Nun bleibt noch die Frage der Eindeutigkeit einer schwachen Lésung mit
erfiillten Randbedingungen zu kliren (die Existenz ist ja durch die Stetigkeit
der Wertfunktion bereits gesichert). Es gilt:

Theorem 4.5 Sei j.1 erfiillt, sei auflerdem U kompakt sowie f,o, L, L, L;
beschrankt auf Qo x U. Fir zwei beschrinkte schwache Lésungen der HJB-
Gleichung (ohne Randbedingungen) V' und W gilt dann:

ngp(|W ~V))= sﬂgp(IW(tl, )=Vt )))

Insbesondere ist dann eine Losung, die zusdtzlich die Randbedingungen erfillt,
eindeutig bestimmdt.
Beweis: siehe Fleming [7] S.249 m
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Im allgemeinen sind natiirlich auch ohne die Voraussetzungen dieses Theo-
rems schwache Losungen der HJB-Gleichungen sinnvolle Kandidaten fiir die
Wertfunktion. Je nach der Art des konkreten Modells mufl man dann im Ein-
zelfall Uberlegungen und Beweise der Theoreme auf die spezielle Situation
anpassen.

4.2 Kontrolltheorie fiir Lévy-Prozesse

Wie bereits erwihnt, kann die Uberlegung der stochastischen Kontrolltheo-
rie auch angewandt werden, wenn statt der Brownschen Bewegung w ein
beliebiger Markov-Prozefl in der Differentialgleichung dx = f(s,z,_, us)ds +
o(s,xs ,us)dws, t < s <ty,r; =z verwendet wird (Die Verwendung von
xrs_ statt xg sichert die Losbarkeit der Differentialgleichung, fiir die Brown-
sche Bewegung als stetigen Prozef spielt diese Unterscheidung keine Rolle).
In diesem Kapitel wird daher versucht, die HJB-Gleichung fiir Lévy-Prozesse
abzuleiten.

Wenn w nicht als Brownsche Bewegung, sondern als allgemeiner Lévy-
Proze3 angenommen wird, kann man auch den Prozel A; = t als erste
Komponente zu einem vorhandenen Lévy-Proze hinzufiigen, ebenso f als
neue erste Spalte zu ¢ und erhélt dann fiir die Differentialgleichung die
Form dx = o(s, x5 ,us)dw; (bzw. x = o(.,z_,u)-w) mit ¢ = (f,0) und
w = (A, w). Wir nehmen daher ohne Beschrinkung der Allgemeinheit f = 0
an. Die Dimension von x sei n, die von w sei m.

Das Prinzip der dynamischen Programmierung, d.h. die Ungleichung

t+h

W(t,z) > E[/ L(s,z3,v)ds + W (t+ h,z},,)]
t

gilt bei Verwendung von Lévy-Prozessen nach wie vor, da zu seiner Be-

griindung nur die Markov-Eigenschaft der Brownschen Bewegung verwendet

wurde. Ebenso ergibt sich nach wie vor die HJB-Gleichung als

sup(A"W (t,xz) + L(t,z,v)) =0

vel

allerdings muB nun der Operator A*® := lim,_,o A" E[®(t+h, 2}, ,) —P(t, 2)]
im Fall von Lévy-Prozesse als der DGL zugrundeliegenden Prozessen berech-
net werden. Es sei also nun w ein Lévy-Prozel mit charakteristischem Tripel
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(o, 87, v). Dann gilt (wiederum mit der Abkiirzung y = (s, 1))
D(yipp) — ()

n+l apap n+1 . '
Z/ 0B(yy_)dy," + 5 Z / 0y, )dly™" y™’]
i=1 7t

'le

+ > {®(y,) — D(ye) — ¥ (y,-) Ay}

t<s<t+h

Die drei Terme der rechten Seite werden nun berechnet. Dabei sei w; =
at + BB; + N; die iibliche Zerlegung von Levy-Prozessen in einen linea-
ren deterministischen Teil, eine lineare Transformation einer d-dimensionalen
Standard-Brownschen Bewegung und den Rest.

4.2.1 Berechnung von ZnH tt+h 0;® (y2_)dy?"
Es gilt

n+1

+h
> / 0,0y )y / 8,0(y2_)ds + / Va(yl)da?

Der erste Term der rechten Seite ist bereits in der gewiinschten Form. Fiir
den zweiten ergibt sich weiter

t+h
/ Vo )do
t

t+h
— / Vo )d(o () - w)
t
t+h
— / Vo Yoy, v)dw,
tt+h t+h
=/ Vo Yoyl ,v)ads + / Vo Yoyl v)8dB,
t t

t+h
+ Vo(yy_)o(ys_,v)dN;

t
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4.2.2 Berechnung von %Z?j:ll tHh 3i,j@(y§—)d[yv’i,yv’j]

Es gilt

1 n+l t+h ) )
2 Z/ 0;,; @ (y;_)dly™, y™]
t

=1

1 t+h n )
= 5/ O ®(y,_)d[s, s] + Zaticb(y;’_)d[x“’l,s]
i=1

t
1 n t+h ) )
DI IR

=1

Die ersten beiden Terme der rechten Seite verschwinden wegen d[s,s] =
d[z", s] = 0. Der letzte ergibt weiter

1 n t+h ) )
3 > / 0y @ (y;_)d[z"", 2]
t

ij=1

1 & t+h . '
= 3 [ AR o ) o )
t

ij=1
1 n t+h m . m '

=5 / 0@y )d[Y o (yiv) w0yl v) -]
ij=1"1 =1 k=1
1™ t+h .

= I [ o e v et
ij=1kl=1""1

1 n m t+h

S0 30 Dl ARV R L R

d d
+Y BB+ N (a" )0 + Y 87 B + N']

r=1 p=1
Nutzt man nun die Linearitit des Variationsprozesses aus, so erhilt man
fiir festes 4, j, k,[ (d + 2)? Variationsprozesse (alle Kombinationen der Sum-
manden in d[(a't);s0 + 0_, BB + N, (aFt)is0 + 300, B2 B? + N*]). Alle
Kombinationen der Form d[s, s]d[s, B¥], d[s, N*¥], d[B*, N'] sind als Kombi-
nationen je eines ,quadratic pure jump”-Prozesses (vgl. Protter [17], S.63
sowie Theorem I1.28) und eines stetigen Prozessses 0. Kombinationen der
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Form d[B", BP] ergeben 0 fiir r # p und dt fiir r = p. Insgesamt ergibt sich
dann

m d

1 <& t+h . .
S 3D D0 B AL R L
ij=1kil=1r=1"1

1 n t+h . '
430 [ O 0B ) o) N
t

ij=1k,l=1

d t+h
S 30 30 3 AL VR T

i,j=1k,l=1 r=1
1 n m ) )
+5 2.2 2 BB )0y (y, v)o™ (u), v) ANJANY
1,7=1k,l=1t<s<t+h

denn nach Protter [17], Theorem 28 und S.63 ist [N, N*], = >~ _, AN'AN*

4.2.3 Berechnungvon ), {®(ys)—P(ys—)—P'(ys- ) Ays}
Es gilt
Ays = Alo(y.—, u) - w)y

= O.(ysf; Us)Aws
= o (ys_, us) AN

4.2.4 Berechnung von A®

Wir setzen nun die berechneten Terme in + E[®(y},,) —®(t, )] ein und bilden

den Grenzwert. Man erhilt fiir den Term 30/ tHh 0P (y? )dy:

ntl  apth

i B3 [ o )y

h—0 h - t
=1

1 t+h 1 t+h
— ,{grg)EE[/t at@(ys>ds1+,ng[/t Vo )o(y!, v)ads]

1 t+h 1 t+h
slim B[ VO )0l 0)5dB] + lim Bl VO o, )N
h—0h " J, h—0h " J,

t+h
= 0®(t,x) + VO(t,x)o(t, z,v)a + Illirr(l] %E[/ Vo(y? )o(ys ,v)dNy]
- t
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Fiir den Term %Znﬂ " SP(yY)d[y"", y*7] erhilt man

ij=1J¢
n+1
tim 1 B[ Z / DB (y?_)dly", ™)
= lim B[ y zm:zd:/ BB o™y, 0) 0 (s, v)o?* (yy_, v) dt)
h=0 h 21] 1k,l=1r=1 5, ! - .

n m

1 Ir nkr zl v ik(, v [ k
+}111L1'(1) E 2 Z Z Z 6 6 ys ) )aijq)(ysfav)o.] (ysfﬂ))ANsANs]
1,j=1k,l=1t<s<t+h

m d

1 ¢ _ _
= 520 > D BBt 0) 0 (t a, 0)0 (1, 0)
1,j=1k,l=1r=1

1 1 Ir pkr zl v jk( v [ k
+ lim E 2 Z Z Z ﬂ ﬂ ys ) )ai]'q)(ys—av)o-] (ys—?v)ANsANs]

h—0 h
1,7=1k,l=1t<s<t+h

Der dritte Term lim,_o + E[>, .o, {®(ys) — ®(ys—) — ®'(y,—)Ay,}] kann
vorerst nicht weiter vereinfacht werden.

Um A weiter berechnen zu konnen, stellen wir nun folgende Forderung
auf:

Forderung 4.6 N ist ein zusammengesetzter Poissonprozefs

In diesem Fall ist th VO (yr_)o(yi_,v)dNs = >, icpin @ (ys—) Ays, und

man erhilt

: -1 u -
lim h ™ EO(t + hyafy,) — (L, 2)]

= 0®(t,x) + VO(t,x)o(t, z,v)a

n m d
1 Ir pkr _il ik
520 D D BT (b, )00 (1w, )0 (8, v)

1,5=1k,l=1r=1

+ lim E ZZ > BB (i v)0y® (YL, v)ol* (i, v) ANLANY]

h—0 h
’L] 1Ek,l=1t<s<t+h

Flim B S @y + Ag,) — By, )]

h—0 h
t<s<t+h
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Die Terme der ersten beiden Zeilen entsprechen im Fall § = id genau den
Termen der HIB-Gleichung im Fall der Brownschen Bewegung (hier konnte
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit § = id gewahlt werden, indem man
gef. o geeignet modifizierte). Die beiden letzten Terme bediirfen der weiteren
Untersuchung.

4.2.5 Berechnung der verbleibenden Sprungterme

Sei M der zu N gehorende Zahlprozefl, d.h. M; gibt die Anzahl der Spriinge
bis zum Zeitpunkt ¢ an. Weiter seien p das Mafl der Sprunghdhen und P
eine Zufallsvariable (unabhingig von M) mit dieser Verteilung. Dann gilt

P(M, = k) = e B9 Somit s

1 n m . '
B YD D0 B8 0y )00, v)o  (yl, v) ANIANY]

ij=1k,I=1t<s<t+h

1 n m ) '
= P(Mun =M, =0)B[5 Y > > B76"0" (4] . 0)0y @y v)o’ (4] ,v)

i,j=1k,l=1t<s<t+h

AN!ANF| M, — M, = 0]

1 n m . .
+P(Min = My=DE[Z > > Y 780" (4,000 (y) )0 (5, v)

1,7=1k,l=1t<s<t+h
AN!'ANE| M,y — M, = 1]

1 n m ) )
+P(Min =My > DE[Z Y > 0 Y 780"y, 0)0@(yy )0 (5, v)

i,j=1k,=1t<s<t+h
AN!'ANE| M,y — M, > 1]

1 n m ) ‘
= P(Mu =M, =1E[SY >0 > A7 (y5 )05y v)o? (4] ,v)

i,j=1 k,l=1t<s<t+h
AN'ANF| M, — M, = 1]

1 n m ) .
+P (M, — My > 1)E[§ Z Z Z ﬂlrﬁkrall(y;}_aU)az’j@(yg—vv)ajk(yg—vv)

i,j=1k,=1t<s<t+h
AN'ANF| M, — M, > 1]

Wegen P(M;, — My > 1) =372, e (Ah_)k < Ch? und



E[% ZZj:l ZZTZ:I Zt<sgt+h prarrat(yy, v)0;P(y;_, v)o ™ (y2, v) ANJANF| My~
M; > 1] = O(1) muB} nur der Term in der vorletzten Zeile weiter berechnet
werden. Fiir y? kann dabei (¢, ) gesetzt werden, da zwischen (¢, z) und y?
ja gerade kein Sprung stattfindet. Es ergibt sich also weiter

Ilbl—I}flJ hE Z Z Z ﬁlrﬁkr Zl(ys ’ )al]q)(ys ) )U]k(ys ’ )AN!AN]C]

1,7=1k,l=1t<s<t+h

1 I v Ir pkr il ik
— }111_% EP(MHh - M, = 1)E[§ Z Z Z BB ot (t, x,v)0;P(t, x,v)0" (t, x,v)
i,J=1 k,l=1t<s<t+h
ANlAN’“|Mt+h — M, =1]
= hm—— Z Z e MANRE[BT B o (8, 2, v) 0@ (t, 2, v)0d* (¢, 2, v) PLPY]

h—0 h 2
1,J=1k,l=1

o 7)\11 Ir pkr _il Jk | Dk
}lll_r% 2”21,”21 ABT B ot (t, x,v)0;P(t, x, v)0?" (¢, x, v) E[P' P"]

1 n m ‘ -
= 5 Z Z )\E[Plpk]ﬂlrﬁkrall(t,x, U)aij(b(t, T, U)U]k(t,aj, U)

ij=1 k=1
Die Grofie AE[P!P*] ergibt weiter
AE[P'P¥

= /)\xla:ku(d:r)
_ / 2ty (de)

mit dem Lévy-Mafl v von w.

Die eben gemachtenUberlegungen sind auch beim anderen Sprungterm
anwendbar, d.h. man erhélt

tim B[ 3 (B + Ay — 35, )

h—0
t<s<t+h
1
= lim —P(My, — My = 1)E[ > (®(t,x +o(t,2,0)AN,) — &(t,2))[ My, — M, = 1]
h=0h t<s<t+h

= AE[(®(t,z + o(t, x,v)P) — B(t, z))]
- /(@(t,x +o(t,z,v)y) — ®(t,z))v(dy)
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4.2.6 Zusammenfassung

Der HJB-Operator A im Fall eines Lévy-Prozesses w, der aus einer determi-
nistischen Komponente, einer Brownschen Bewegung und einem zusammen-
gesetztem Poisson-Prozefl besteht, ist gegeben durch

A = }llirr(l]h*IE[Q(tnLh,x&rh) — ®(t,7)]
—
= 0,®(t,x) + VO(t,x)o(t, z,v)a
n m d
1§:§:§:lrkril ik
+§ ﬁ 5 o (taxav)aij(b(taxav)o-] (t,!L’,U)

ij=1kil=1r=1

+= Z Z Z /:ca: v(dx)) B B (t, 2, v) 0 B(t, x,v)07* (L, 2, v)

+ /(q)(t, r+o(t,z,v)y) — Ot x))v(dr)

sofern fiir ® die Gleichungen

1 1
lim 2Bl Y (e + Ays) = B(ya))] = lim B[ Y (B + Ays) — B(w))]
t<s<t+h t<s<t+h
und
. 1 Ir pkr _il(, v v jk(, v [ k
lim B[ Y 87" oM (s, )0, v)o " (y)-, V) ANANY]
t<s<t+h
R 1 Ir pkr _il ik 1 k
_flzl—I>I(1) EE[t<;+hﬂ ﬂ o (yta )al]q)( )O-J (yt7 )ANSANS]

gelten. Sind &, ®;

iy O Lipschitz—stetig, so ist hierfiir z.B.

lim — EZIka_—yt]—O

h—0 h

und

lim E Z Yy — i [ANP] =

h—0 h

mit den Sprungzeiten i hlnrelchend.
Die HIB-Gleichung ist dann

sup(A"®(t,x) + L(t,z,v)) =0 (4.9)

vel
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4.3 Anwendung auf die Portfoliooptimierung

Es soll nun versucht werden, die stochastische Kontrolltheorie auf die drei
Beispiele des Modellierungskapitels anzuwenden. Dabei wird jeweils versucht,
das Modell solange wie moglich allgemein zu halten, und ggf. einzuschrianken.
Die Notation gleicht der des Modellierungskapitels.

4.3.1 Beispiel 1: Black-Scholes-Merton ohne Transak-
tionskosten

Zur Erinnerung: Gegeben sind Preisprozesse der Form
dS' = S'(a'dt +> " o'ldw'), i=0,1,2,....d
1=1

wobei die erste Spalte der Matrix o 0 sei, es sind beliebige selbstfinanzie-
rende Handelsstrategien mit nichtnegativem Vermd&gensverlauf zuléssig, das
Zielfunktional ist der erwartete Endnutzen E[U(Vr)]. Jede dieser Handels-
strategien korrespondiert offenbar zu einem Portfolioprozef3 7. Die Differen-
tialgleichung des Vermogensprozesses lautet dann

d d Vi
dV =) ¢ldS' =) | —dS'
1=0

i=0
2 riv
:; <

d m
=V Z ﬂi(aidt + Z aildwl)
i=0 I=1
=V(r a)dt +V(r'o)dw

d i
dst =V Z %
1=0

Sz

Man wihlt also als kontrollierten Prozefl den Vermogensprozefl und als Kon-
trollproze3 den Portfolioprozefl . Die Koeffizientenfunktionen f und o der
Kontrolltheorie lauten somit



Wihlt man als Zielfunktional wiederum E[U(Vr)] und eine Menge zuléssiger
Kontrollen U, so ergibt sich als HIB-Operator

H(x,p, M) = sup|f(x,m)p+ % tra(z, )M + L(x, )]

melU
1
= sup[(7 " a)zp + §x2(7rTaaT7rM)]
melU

Um weiter rechnen zu kénnen, mufl nun U konkret gewihlt werden; wir
withlen als Beispiele U = {n| 3% 7' = 1} und U = {x|7® + 7! = 1,0 <
rt <1}

Beispiel 1.1: U = {7| ¢ 7' =1}

Um die Optimierung im Fall U = {x| 3% " = 1} durchfiihren zu kénnen,
schreiben wir das Optimierungsproblem in anderer Form. Dazu definieren
wir zunéchst o als die Matrix, die aus o durch Weglassen der Nullzeile ent-
steht, a der Vektor a ohne erste Komponente und 7 der Vektor m ohne
erste Komponente. Weiter sei abkiirzend C := 2?Moo' und 1 der d + 1-
oder d-dimensionale Vektor (je nach Zusammenhang) mit Einsen als Ein-
tragen.Offensichtlich ist dann

T~ - 1+ -
H(w,p, M) = sup((7 a+ (1 —1"7)a)zp + §7rTC7r)
TERY
T~ 1+~
= sup (a’zp + 7' (@ — 1a°)xp + =7 C7T)
TERY 2
Dann mufi der Punkt 7, an dem die Funktion ihr Supremum annimmt,

die Gleichung (& — 1a%)zp + 7'C = 0 erfiillen. Umformen ergibt 7' =

zp(a®1—-a)C~' = £ (a’1—-a)(oo")~!. Damit sind in der optimalen Stra-

tegie die Verhéltnisse der riskanten Anlagen untereinander zeitlich konstant
(da der Vorfaktor —£- fiir alle entsprechenden Komponenten gleich ist).
Der HJB-Operator fiir negatives M ist dann gegeben durch

H(x,p, M)
- - 1 - -
= ozp+ap(a’1-a)C ' (a — 1a)ap + §xp(a01—a)0_1C’C_1(aol—a)Txp
1 ~ ~
= o’zp— §x2p2(a01—a)6”1(a01—a)T

1 SN ~
= o’zp— me(aol—a)(UUT)_l(aol—a)T
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Die HJB-Gleichung lautet somit

W W, = ®2W, W, — =W2(a’1-a) (66 ") H(a’1—a)" (4.10)

1
2
zusammen mit den Randbedingungen W(T,.) = U;. Gibt es daher eine
Losung W der Differentialgleichung (4.10) mit W,, < 0 im gesamten Defi-
nitionsbereich, so ist diese Funktion auch eine Losung der eigentlichen HJB-
Gleichung. Die Vermutung W, < 0 ist aufgrund der Konkavitit der Nutzen-
funktion zumindest plausibel. Die allgemeine Losung dieser HJB-Gleichung
analytisch anzugeben, ist nicht mdglich, da es sich um eine nichtlineare parti-
elle Differentialgleichung zweiter Ordnung handelt. Kann man sie numerisch
16sen, so ergibt sich mit der Losung der Differentialgleichung unmittelbar
auch die optimale Handelsstrategie als

W (Vi) W (Vi)
Ve W (Vio) Ve W (Vi)

Bemerkung 4.3.1 Die optimale Strategie besteht aus einer zeitlich kon-
stanten Aufteilung des Vermdgens innerhalb der riskanten Anlagen. Aller-

dings variiert der Gesamtanteil im riskanten Bereich aufgrund des Vorfak-
tors %, den man o6konomisch auch als das Verhdltnis von globalem

(%) zu lokalem (W, (Vi—)) Wertzuwachs auffasssen kann.

= (1 1"(66") "(a'1-a) (65" ) ' (a’1-a))

Beispiel 1.2: U ={r|r’ + 7' =1,0< 7! <1}
Wihlen wir d =1 und U = {r|r° + 7' = 1,0 < 7' < 1}, so ergibt sich

1 0
sup [(7%a° + (1 — 7%)a')ap + §x27rT <011> (0 ') 7M]

w1el0,1]

1
= sup [(1 — 7)o zp+ rraltap + 2% (7h)?(o)? M]
wlel0,1] 2
max[a’zp, atzp + 2% (0)2 M|
0

- OiO*Oél x aofal xr o 70(1 x
[(1 - :(r? o1l gﬂ?)aoxp_F (x2 pan 3]\?04137]) + %xQ(i2 o1l 31\5)2(0'11)2]\4]
@ @ Cad)
falls o2 ¢ 10 1] oder M >0

(o2 M

sonst

z(a11)2M
(0-a')

max[a’zp, alap + 2% (0)2M]  falls (=o' ¢ 10 1] oder M >0
[Olol'p — W] sonst
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In einem (allerdings eher trivialen) Fall 148t sich diese HJB-Gleichung
explizit 16sen: Ist o = 0, d.h. der Kursverlauf der Anlage 1 ebenfalls de-
terministisch, so ergibt sich als HJB-Operator H(x,p, M) = sup ¢ q[(1 —

m)alzp + mratap + 122 (7h)?(0!!)? M] = max(a’zp, a'zp) = max(a’, at)zp.
Der letzte Schritt benutzt dabei, daf nur positives Vermogen moglich (z > 0)
ist und die Wertfunktion monoton steigend im Anfangsverméogen (p > 0) ist.
Die Gleichung lautet dann

—W; = max(a®, o' )z W,

Losungen sind die Funktionen W (¢, z) = Czexp(—max(a®, a')t), C > 0
(wie auch anschaulich zu erwarten war) und als Strategie das ausschlieBliche
Investment in die Anlage mit hoherer Rendite.

4.3.2 Beispiel 2: Black-Scholes-Merton mit Transakti-
onskosten

Da go in diesem Modell differenzierbar ist, ist auch I°* d1ﬁerenz1erbar Wir for-
dern = ¢ U mit einer geeigneten Menge U und daﬁ der Integrierbarkeits-

forderungE[ t|d1 |™ds] < oo fiirm € Nt € [0, 00) undE L[y e Pre|Uy (—4=)|ds] <

oo der Kontrolltheorie geniigt, wobei U; und (3 die Gréssen des Bewertungs-
funktionals und 7 die Austrittszeit des assoziierten Vermogensprozesses aus
G ist.

Die Differentialgleichung fiir die i-te Komponente des Vermdgensprozesses
V¥ lautet (mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.1.2):

dV#' = d(p'Sh)
= p,dS; + Sydy,

—— dI’
— ’Ld (2 i Sd

ydS; + gi(—>)ds

dS? dI

= Vpiooe °)d

S SZ +g(d5) 5

dI’

_ <p, zd zld ; $\ds

=V, s—i—Za w, +g(d )

=1

o dl’
— (Vs@,zaz_'_gi( ds)

)ds + Y (Vo™ )duw!
=1
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Es bietet sich daher an, statt des Handelsprozesses ¢ oder des Portfoliopro-
zesses den Investitionsprozefl I als Kontrollprozefl zu nutzen, die zugehorige
Handelsstrategie mufl dann in einem zweiten Schritt ermittelt werden. In der
Schreibweise der Kontrolltheorie erhélt man also als Koeffizientenfunktionen

dIi dri

Fil (V) j=0,1,.0 (d_ss)j:[]’l’m’d) = VPl + gy - )
10 dIi .
o-ll((Vg])jIO,l,...,dj (d_;)jZOyl,---,d) — V;P,lo.ll

mit den durch den Preisprozef S vorgegebenen Konstanten. Offenbar erfiillen
diese Koeffizientenfunktionen sdmtliche in der Kontrolltheorie gestellten For-
derungen (Differenzierbarkeit, Lipschitzstetigkeit usw.). Die Bewertungs-

funktion L ist damit L((V7)j—o1...a) (%) —01...a) = Us(—= 3%, 945) | ¢ ist

ds

s i=0 ds
0.
Der HIB-Operator ist somit
H(z,p, M)
1
= sup [f(:c,u)p+—tra(:r,u)M+L(:c,u)]
w=(ulul,...,ud)elU 2
d 1 d
— SUB[Z(MZ +gi(u))p' + 5 tr(a’ (00 ") 7%7); jo12,aM + Ur(— Y )]
uel .- =0

uelU

woraus die HJB-Gleichung folgt, wenn man U kennt. Die Randbedingungen
sind offenbar Wsg = 0. Hat man die HIB-Gleichung geldst (ggf. numerisch),
so erhilt man die optimale Strategie durch Einsetzen von V,_, W,(V,_) und
Woe(Vs) fiir z,p und M.

Bemerkung 4.3.2 Aus der Form des HJB-Operators ist bereits zu sehen,
daf8 die optimale Strategie nicht von M, also nicht von W, (Vs ) abhdingt.
Beispiel 2.1 d = 1,U = {z]2° + 2! < 0,2° > —1,2' > -1}

In diesem Fall existiert nur eine riskante Anlage,man darf nicht nachinvestie-
ren und die Konsumrate (Konsum pro Zeiteinheit) ist beschréinkt. Diese Be-
dingungen sichern die Kompaktheit von U und sind auch vom konomischen
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Standpunkt gesehen sinnvoll. Weiterhin withlen wir A'® = 0 und \%' > 0
beliebig, d.h. Kosten fallen nur beim Kauf an. Damit ist gy = id und
g1 = (1 + X)) 100y + L—o00))id. Es gilt auBerdem @ := {z]z" + z* >
0,2° + (1 + A°)z! > 0}. Es ergibt sich somit fiir den noch zu berechnenden
Teil des HJB-Operators

sug[uopo + g1 (u")p' + Uy (= (u® + u"))]
ue

=max( sup (u’p’+u'(1+ ") 'p! + Ui (—(u’ +u'))),
ueUul>0

sup  (u'p” + u'p' + Uy(—(u® +uh))))
uclUul <0

Fiir das erste Supremum ergibt sich weiter
sup  (u’p® +u' (1 + X' + Uy (—(u® + u')))
uweU,ul>0

= sup sup  ((s —uh)p” + (1 + 2N 1pt + U (—s))
s€[—1,0] ul€[0,1—5]

= sup (sp” +Ui(—s)+ sup u'((1+XH)7'p! —p%)

s€[-1,0] ul€[0,1—s]
= s[up }(sp” + Uy (—s) +max(0, (1 — s)((1+ A" 1p! — p%)))
se€[—1,0

und fiir das zweite Supremum

sup  (u’p® +u'p! + Up(—(u’ +uh)))

uelUul <0

= sup sup (s —u")p® +u'p' + Ui(—s))
s€[—2,0] ul €[—1,min(0,1+4s)]

= sup (sp” +1(—s) + sup ut(pt —p"))
$€[—2,0] u!€[—1,min(0,1+s)]

= sup (sp° + Ui(—s) + max((p° —p'), min(0,1 + s)(p' — p"))
s€[—2,0]

Diese beiden Ausdriicke kénnen nun mit Fallunterscheidungen fiir p°, p' be-
rechnet werden. Da dies mathematisch problemlos, aber sehr platzaufwendig
und wenig informativ ist, wird hier darauf verzichtet. Man sieht aber an die-
ser Stelle, dal der HJB-Operator vermutlich (wegen der Fallunterscheidun-

gen) nicht stetig differenzierbar in p ist, der Begriff der schwachen Lisung
diirfte daher vonnéten sein.
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4.3.3 Beispiel 3: Das Modell von Kallsen

Zur Erinnerung: Das Modell von Kallsen unterscheidet sich vom klassischen
Black-Scholes-Merton Modell nur durch die Wahl des Preisprozesses. Da die
gewoOhnlichen und die stochastischen Exponentiale von Lévy-Prozessen die
gleiche Klasse darstellen, gehen wir von

dSi = Sidwi, i=0,1,2,...,d

aus, wobei w ein (d + 1)-dimensionaler Lévy-Proze8 mit Tripel («a, §, v) sei.
Fiir den Vermo6gensprozefl gilt dann wieder

d d
dV =) ¢ldS' =)  —dS’
1=0

=0

d d ,
i A - dS*
= ——dS' = g P—
3 S % 2 T 5

=0

d
=V Z ' dw'
1=0

=Vr'dw
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Die Koeffizientenfunktion o in der Notation von Abschnitt 4.2 ist somit
o(t,z,v) = zv", der HJB-Operator ist dann

A'® = sup|0,®(t,z) + VO(t,z)rv'a
velU
d

+= Bmcb(t r,v)z? i Zﬂlrﬁk’"vlvk

k=1 r=1

4300 0(t 0,002 Y0 S [ o'yt ulan) o gt

k=1 r=1

ISH

+ /(@(t,x + zvy) — ®(t, x))v(dr)]

= sup[0,®(t, 7) + @, (t,2)vv" a
velU

1
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m d
1 2 Ir nkr
5Ptz 0)a? Y D /yy v(dy))B" " v

+ /(@(t,x(l +v'y)) — ®(t,z))v(dx)]

Die Losung der zugehorigen Differentialgleichung ist nur numerisch maoglich,
da bereits die Supremumsbildung nicht analytisch durchgefiihrt werden kann.

4.4 Bewertung der Kontrolltheorie

Die Kontrolltheorie leistet in vielen Fillen gute Dienste, da in ihr die meisten
Optimierungsprobleme dargestellt werden konnen, insbesondere auch solche
mit Transaktionskosten.

Ein Nachteil besteht darin, dal man Markov-Prozesse als Preisprozesse
verwenden muf}. Ein weiterer, deutlich gravierenderer Nachteil besteht dar-
in, dafl bei Anwendung der Kontrolltheorie zuerst ein Optimierungsproblem
gelost werden muf}, was unter Umstinden analytisch gar nicht mdoglich ist
(z.B. fiir allgemeine Lévy-Prozesse) und danach eine unter Umsténden eben-
falls recht komplizierte partielle Differentialgleichung gelost werden muf3.
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Kapitel 5

Die Martingalmethode

Der im letzten Kapitel vorgestellte Losungsansatz aus der Kontrolltheorie
leistet in vielen Fillen gute Dienste, er hat jedoch auch einige Nachteile:
Zum ersten muf} der zugrundeliegende Preisprozef} auf jeden Fall ein Markov-
Prozef sein, um die Kontrolltheorie anwenden zu kénnen (wir haben uns so-
gar auf die Brownsche Bewegung beschréinkt). Zum zweiten muf} zur Losung
des Problems eine partielle Differentialgleichung zuerst aufgestellt (mit einem
vorher zu 16senden Optimierungsproblem beim Bestimmen des Operators #),
dann geldst werden, was unter Umstdnden recht schwierig sein kann. Ende
der 70er/Anfang der 80er Jahre des letzten Jahrhunderts wurde daher von
Harrison/Kreps [9] und Harrison/Pliska [10] ein anderer Ansatz vorgestellt,
die sogenannte Martingalmethode. Es wird das in der Optimierung in ver-
schiedenen Zusammenhingen verwendete Prinzip der Dualitéit aufgegriffen:
Die Losung des dualen Problems liefert relativ unmittelbar auch die Losung
des urspriinglichen Problems. In bestimmten einfachen Féllen (in sogenann-
ten vollsténdigen und arbitragefreien Mérkten) ist (vgl. Pliska [16]) dann das
duale Problem lediglich eine eindimensionale Optimierungsaufgabe, also sehr
einfach zu l6sen. Auch in anderen Fillen kann es einfacher zu losen sein als
das urspriingliche Problem oder auch Beitrédge zur genaueren Untersuchung
des Problems bieten (vgl. [14]).

Der Begriff Martingalmethode griindet sich auf die Erkenntnis, daf§ die
Kontrollprozesse des dualen Problems durch Dichten beziiglich des Wahr-
scheinlichkeitsmafles P gegeben sind, die den Preisprozef} zu einem Martingal
oder Supermartingal machen, vgl. die folgenden Ausfiihrungen.
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5.1 Spezifizierung des allgemeinen Modells aus
3.1.4

Wie im letzten Kapitel ist auch hier eine Behandlung des Modells aus 3.1.4
nicht in voller Allgemeinheit moglich. In diesem Abschnitt wird daher das
allgemeine Modell soweit spezifiziert, wie es fiir den Rahmen der Martin-
galmethode nétig erscheint, in einzelnen Zusammenhéngen wird eine weitere
Spezifizierung notwendig sein.

5.1.1 Der Preisprozefl S

Der Preisprozefl S unterliegt gegeniiber dem allgemeinen Modell vorerst kei-
nen weiteren Einschréinkungen, ist also ein beliebiges positives Semimartin-
gal. Den Fall des endlichen Zeithorizonts kann man ,simulieren”, indem
man Y als konstant nach dem Endzeitpunkt vorausgesetzt. Oft betrachten
wir den diskontierten Preisprozef S := S mit S® = 1.

5.1.2 Die zulassigen Handelsprozesse ¢

In der Regel wird verlangt, dafl ¢ selbstfnanzierend und der assoziierte Vermogensprozef3
entweder nichtnegativ oder zumindest von unten beschriankt ist. Gemé&fl der

Notation in [20] wird der Vermdgensprozefi auch mit dem Buchstaben X
bezeichnet. Es gilt folgende

Definition 5.1.1 FEin vorhersehbarer ProzefS ¢ heifit a-zuldssig fir a > 0,
wenn p-S > —a. Er heif$t zuldssig, falls es ein a > 0 gibt, fir das er zuldssig
ist. Fiir v € R ist X*(z) := {x + ¢ - Y|p ist zuldssig und selbstfinanzierend}
und X(x) = {x + ¢ - Y|y ist 0-zuldssig und selbstfinanzierend}. Statt X(1)
schreibt man auch kurz X, ebenso bei X°

5.1.3 Das Bewertungsfunktional

Als Bewertungsfunktional verwendet man E[U(X7)]. Die Funktion U wird
als stetig differenzierbar, strikt konkav und streng monoton wachsend vor-
ausgesetzt. Sie ist entweder auf R oder auf [0, 00) definiert, je nachdem ob
negatives Vermogen (bzw. negative Konsumrate) zugelassen werden.

74



5.2 Dualitdt, Vollstindigkeit und Arbitrage-
freiheit

Dieser Abschnitt orientiert sich an den Arbeiten von Kramkov/Schachermayer
[14] und Schachermayer [20]. Wir fithren zunéchst einige Begriffe ein, die im
folgenden benotigt werden.

Definition 5.2.1 Die Grifie

AEU) := lirrlsup xg(g)

heifit die asymptotische FElastizitit der Funktion U.

Definition 5.2.2 FEin Wahrscheinlichkeitsmafl @, das dquivalent ist zum
(bzw. absolutstetig beziiglich des) urspringlichen Wahrscheinlichkeitsmaf P,
heifit dquivalentes (absolutstetiges) lokales Martingalmap, falls S unter @Q ein
lokales Martingal ist. Ist S unter Q ein Martingal, so heifit () dquivalentes
(absolutstetiges) Martingalmap.

Fiir den Fall eines lokal beschrinkten Preisprozesses S ist diese Defini-
tion nach Schachermayer [20] #quivalent dazu, daf alle X € X(1) lokale
Q-Martingale sind. Die Menge der dquivalenten bzw. absolutstetigen loka-
len Martingalmafle zu einem gegebenen Preisprozefl Y wird M*® bzw. M?
genannt.

In den folgenden Uberlegungen wird fters M¢# () oder M°= {Q} als
Voraussetzung verwendet. Am Ende des Abschnitts werden diese Bedin-
gungen untersucht, und es wird dargestellt, inwiefern sie mit der Existenz
einer sogenannten Arbitrage (risikoloser Gewinn) bzw. der Vollsténdigkeit
des Marktes (jedes Endvermogen kann erreicht werden) in Verbindung stehen
und somit 6konomisch interpretierbar sind.

5.2.1 Das Dualitédtsprinzip

In diesem Unterabschnitt wird das Dualitétsprinzip, das Kernstiick der Mar-
tingalmethode, vorgestellt. Die Darstellung folgt den Arbeiten von Schacher-
mayer [20] und Kramkov/Schachermayer [14]; zunédchst betrachten wir den
Fall, da8 der Vermo6gensprozefl nicht negativ werden darf.
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Wir gehen davon aus, daf§ der deterministische Preisproze§ S° eine Kon-
stante ist (ggf. definieren wir zum gegebenen Preisprozefl S den diskontier-
ten Preisprozefl S = %S und verwenden ihn im weiteren), und daf es ein
aquivalentes Maf} Q gibt, unter dem S zum lokalen Martingal wird, also M*¢ #
(. Weiterhin verwenden wir die Bezeichnung u(z) := supxcx () E[U(X7)].

Definition 5.2.3 SeiV(y) := sup,o|[U(z)—zy] firy > 0 undY(y) = {Y|Y >
0,Yy = 0, XY st Supermartingal fir alle X € X(1)}. Dann heifst die Opti-
mierungsaufgabe:

Finde Y €9), so daf E[V(Yy)]= inf E[V(Y7)]
VeED(y)
das zum eben wvorgestellten Problem duale Optimierungsproblem und man
definiert v(y) = infyegu) E[V(Yr)] (unabhingig davon, ob das Infimum
tatsdachlich angenommen wird)

Bemerkung 5.2.4 Die Funktion V ist monoton fallend (wegen U(z)—xy <
U(x) —xy' firy >y, > 0) und konvex, denn

V(Ayr + (1 = Nyz) =sup[U(z) — z(Ayr + (1 — A)ya)]

>0

= sup[AN(U(z) —zy1) + (1 = A)(U(z) — z12)]

>0

< sup[A(U(x) — zy1)] + sup|(1 = A)(U(x) — zy2)]

>0 >0

= )\leilg[U (@) —zp] + (1 =) iglg[U(x) — 1)

= AV () + (1 = )V (y2)

Ist U stetig differenzierbar, strikt konkav und erfillt U'(0) = oo, U'(00) = 0,
so gilt offenbar V(y) = UU' "' (y)) = U (y)y.

Im weiteren werden wir folgenden Fragen nachgehen:

1. Fiir welche z und y sind u(x) bzw. wv(y) endlich, bestehen zwischen
ihnen Zusammenhénge und ggf. welche?

2. Wann wird das Supremum bzw. das Infimum in den Optimierungs-
problemen angenommen, sind die optimalen X bzw. Y eindeutig und
kann man die Kandidaten fiir optimale X bzw. Y eingrenzen?
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3. Kann man das duale Problem einfacher 16sen als das urspriingliche?
Wenn ja, wie genau?

Letztenendes ist fiir unsere Zwecke die dritte Frage von Bedeutung, die
anderen beiden werden aber auf dem Weg dorthin zu stellen sein.

Eine Neuformulierung des Problems

Um die eben gestellten Fragen zu beantworten, stellen wir zunéchst noch
eine abstrakte Version des Problems dar. Sei dazu

C(z) :=={g € LY(Q,F,P)|0 < g < Xr fiir ein X € X(z)}
D(y) = {h € I, F, )0 < g < Yy fir ¢in ¥ € D(y))

d.h. wir betrachten statt der Vermdogensprozesse nur die (nichtnegativen)
Endvermégen sowie nichtnegative Zufallsvariablen, die von diesen dominiert
werden. Die Optimierungsaufgaben

Finde g € C(x), so dal EU(g) = sup EU(g)

g€C()

Finde h € D(y), so daB EV(h) = inf EV(h)
heD(y)
sind dann dquivalent zum ersten Teil des eigentlichen Optimierungsproblems,
da die Funktionen U und V monoton steigend bzw. fallend sind, zu jedem

g € C(x) ein Endvermégen X > g eines Prozesses X € X(x) existiert, und
mit diesem Xp E[U(g)] < E[U(X7)] gilt.

Bemerkung 5.2.5 Es gilt C(x) = zC(1), D(y) =yD(1), X(z) = 2X(1) so-
wie Y(y) = yY(1), denn zu jedem X € C(1) ist mit Anfangsvermdigen x
der Prozefs xX durch die Handelsstrategie xp zu erreichen (wobei ¢ die zu
X gehorende Handelsstrategie ist). Fir Q) gilt dieses Argument sinngemdfs
auch, denn die Supermartingaleigenschaft eines Prozesses bleibt unter der
Multiplikation mit einer Konstanten natirlich erhalten. fir die Mengen C(x)
und D(y) ist der Zusammenhang dann eindeutig. Im weiteren werden daher
oft Ergebnisse fir X = X(1) usw. angegeben, die dann leicht auf X(x) usw.
verallgemeinert werden kénnen.

Um diese Abstraktion nutzen zu kénnen, mufl zuerst eine duale Relation
zwischen C und D hergestellt werden:
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Proposition 5.1 (Schachermayer [14]) FEs existiere ein Wahrscheinlich-
keitsmaf QQ ~ P, so daff alle X € X lokale QQ-Martingale sind. Dann haben
die eben definierten Mengen C und D folgende Eigenschaften:

1. C und D sind konvez, abgeschlossen beziglich der Topologie der Kon-
vergenz in Wahrscheinlichkeit und haben die Eigenschaft g € C, 0 <
g<g = g €CsowieheD, 0<h*<h = h*€D

2. g € C genau dann wenn E[gh] <1 Vh € D und h € D genau dann
wenn FElgh] <1 VYgeC

3. Die konstante Zufallsvariable 1 ist in C

Die Konvexitit folgt aus der Beobachtung, dal es zu g1, ¢, € C X', X2 €
X gibt, sodaB 0 < g; < X%, i = 1,2, somit 0 < Ag; + (1 —\)go < AX )+ (1 —
A) X2 ist und der Proze AX'+ (1 —\)X? wieder in X liegt (Erzeugung durch
Linearkombination der entsprechenden Handelsstrategien). Auch die letzte
Behauptung ist offensichtlich, da ein sicheres Endvermdgen von 1 entsteht,
wenn das gesamte Vermdgen in der sicheren Anlage verbleibt. Der zweite
Teil der ersten Aussage ist weniger offensichtlich, und die zweite Aussage
stellt den Kern der Proposition dar. Sie wird in Kramkov/Schachermayer
[14] bewiesen, wobei jeweils die eine Richtung der Aquivalenzen aufgrund
der Definition von X und ) offensichtlich ist.

Das erste Dualitidtstheorem fiir C und D

Theorem 5.2 (Kramkov/Schachermayer [14]) Gegeben seien Mengen C
und D positiver Zufallsvariablen, die die Aussagen der Proposition 5.1 erfiillen
sowie das dazugehorige Optimierungsproblem. Die Funktion U habe die Fi-
genschaften lim, o U'(x) = oo, lim, o U'(z) = 0. Weiterhin existiere ein
x>0 mit u(x) < co. Dann gilt:

1. u(x) < oo fiir alle x > 0 und es gibt ein yo > 0, so daff v(y) endlich ist
fiir y > yo. Die Funktionen u und v sind konjugiert zueinander, d.h.

v(y) = ililg[U(fv) —zyl, y>0

u(z) = influ(y) +ay], 2>0
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Die Funktion u ist stetig differenzierbar auf (0,00) und v ist strikt kon-
ver auf (yo,00). Weiterhin gilt:

limu'(x) =00, lim v'(y) =0

z—0 Y—00

2. Ist v(y) < 00, so gibt es ein eindeutiges he D(y), fir das das Infimum
angenommen wird, d.h. E[V (h)] = v(y)

Beweis: (skizziert, vollstédndige Version siehe Kramkov/Schachermayer [14])

1. Zunéchst zur zweiten Aussage: Man kann zeigen, daf} es zu jeder Folge
(g™)nen nichtnegativer Zufallsvariablen eine Folge h" € conv (g™, g"*',...)
gibt, die fast sicher gegen eine nichtnegative numerische (d.h. evtl. mit
Werten = 0co) Zufallsvariable h konvergiert. Sei nun g™ eine Minimalfol-
ge in D(y), d.h. lim, o E[V(¢")] = v(y) und h™ € conv(g", g"',...)
eine fast sicher gegen h konvergente Folge. Dann ist wegen der Kon-
vexitit von V E[V(h")] = EV(X s, Nig")] < Y, NEV(d)] <
D ion AiSUD s, E[V(9™)] = supp,s, E[V(9™)] < supy,>(, g E[V(9™)]
und damit natiirlich auch sup,,-,, F[V (h™)] < sup,,>,, F[V (¢™)], wor-
aus wiederum v(y) < liminf,_ o B[V (h")] < limsup, .. E[V(h")] <
limsup,,_, ., F[V(¢")] = lim, 0 E[V(9")] = v(y), also lim,,_,», E[V(h")] =
v(y) folgt. Nun ist fiir die Existenz der Optimalldsung noch h e
D(y) (mit Hilfe der stochastischen Abgeschlossenheit) zu zeigen so-
wie E[V(ﬁ)] = E[lim, o, V(h")] = lim, o E[V(h")] (mit Hilfe des
Fatou-Lemmas und dhnlicher Aussagen). Die Eindeutigkeit folgt aus
folgender Uberlegung: Seien 1 und hy zwei Optimallsungen. Dann ist
2(h14hs) € D(y) und wegen der strikten Konvexitéit von V E[V (5 (hi+

hs))] < E[%V(ﬁl) + %V(ﬁg)] = v(y) im Widerspruch zur Optimalitét
von /l\zl und BQ.

2. Nun zur ersten Aussage: Die zentrale Behauptung ist, dal v und v
konjugiert zueinander sind. Dabei geniigt es, eine der beiden Relatio-
nen zu zeigen, die andere 148t sich dann allein aufgrund der Dualitét
folgern. Ebenso sind die anderen Behauptungen Folgerungen der Dua-
litdtsrelation von w und v. Um v(y) = sup,-ou(z) —zy], y > 0 zu
zeigen, definiert man zunéchst B, := {g € L°(Q, F, P)|0 < g < n} und
zeigt dann

sup inf FE[U(g) —gh|= inf sup E[U(g) — gh]

geB, heD(y) he€D(y) geB,
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Die Vertauschung von Supremums- und Infimumsbildung ist moglich
nach dem sogenannten Minimax-Theorem. An dieser Stelle geht die
Kompaktheit /Abgeschlossenheit der Mengen B, und D(y) ein. Um
diesen Zusammenhang zu nutzen, verwendet man unter anderem B,, C
C(n) (da die konstante Zufallsvariable n in C(n) ist). Fiir die linke Seite
der Gleichung gilt:

lim sup inf FE[U(g) — gh] =sup sup(E[U(g)] — sup FEl[gh])

n—00 gcR, heD(y) neN geB, heD(y)
= sup sup (E[U(g) — zy])
>0 geC(x)
= sup(u(z) — zy)
x>0

Andererseits gilt auch

sup E[U(g) — gh] = sup / U(g(w)) — g(w)h(guw)|dP(w)

= o [0 -~ stntiart)
- / 0<S&I;<H[U(g(w)) — g(w)h(w)]dP(w)

_ / V(h)dP
mit V" (y) 1= supy<,<,[U(7) — zy] und damit

lim inf sup E[U(g) —gh] = lim inf E[V"(h)]

n=>00 heD(y) geB,, n—»00 heD(y)

Nun ist noch zu zeigen, daf§ dieser Term inf,cp(y) E[V (h)] = v(y) ist.
Wegen V" < V gilt auf jeden Fall lim,,_, infrep) E[V™(h)] < v(y).
Um ,,>” zu zeigen, wihlt man eine Folge h", so daf lim,, o inf,cp(y) E[V"(h)] =
limp, 00 E[V™(h")] (z.B. durch Wahl von A" mit |infyepq) E[V™(h)] —
E[V™(h™)]| < 1). Hierauf wiihlt man eine fast sicher konvergente Fol-
ge von Zufallsvariablen f" € conv(h™ h"™! ...). Deren Grenzwert
h liegt wegen der stochastischen Konvergenz wieder in D(y), und es
gilt (da V' konvex ist und V™(.) monoton steigend in n) E[V"™(f")] =

E[V"(Zizn b)) < ZiZn NE[V™ ()] < ZiZn Ai SUD;> E[V™(h)] =
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sup;s, E[V"(h;)] < sup;s,, E[V*(h')], woraus wiederum (mit Hilfe des
Fatou-Lemmas) lim,,_, infyep(y E[V"(h)] = lim,_,o E[V"(h")]

= limsup,,_,., E[V"(h")] > liminf, ,, E[V"(f")] > Elliminf, ,,, V*(f")] =
E[V(h)] > v(y) folgt.

Das zweite Dualitdtstheorem fiir C und D

Theorem 5.3 Ist zusditzlich zu den Bedingungen des Theorems 5.2 AE(U) <
1, so gilt auch:

1. v(y) < oo fiir alle y > 0. uw und v sind stetig differenzierbar auf (0, 00),
u' und —v' sind streng monoton fallend und es gilt:

. ! _ . ! _
lim () =0, limv'(y) = —oo

sowie AE(u); < AE(U); <1

2. Es gibt ein eindeutiges g(x) € C(x), fir das das Supremum angenom-

men wird, d.h. E(U(G(z))) = u(z). Ist h(y) die (eindeutige) Lisung
des dualen Problems fiir y = u/(x), so gilt:
(

§(z) = —V'(h(y)) = U (h(y))
und E(G(x)h(y)) = y.
3. Es gilt:

(o) — IOV EE)

: ) = E[h(y)V@’/(h(y))]

Beweis: (skizziert, vollstédndige Version siehe Kramkov/Schachermayer [14])

1. Man zeigt zunéchst, daf} fiir eine konvergente Folge y" mit Grenwert
y auch h(y"™) in Wahrscheinlichkeit gegen h( ) sowie V(h( ™)) gegen
V(h(y)) in £' konvergiert. Dann benutzt man, daf die asymptoti-
sche Elastizitdt von U kleiner als 1 ist: Es folgt aus dieser Tatsa-
che ndmlich die Existenz von Konstanten C' und y, mit [V'(y)ly =
—V'(y)y < CV(y) fiir 0 < y < yo. Hieraus wiederum folgert man die
L'-Konvergenz von V’(h( "))h(y ) gegen V’(h( ))lAL(y)
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2. Dieser Zusammenhang wird dann dazu verwendet, um yv'(y) = E[ﬁ(y)V’ (lAL(y))]

7zu beweisen: Es gilt

vy) —vQy) L ey +hy) —u(y) vy +h)—oy)
R W I hy y=-yjim h
sofern der Grenzwert existiert. Daher will man (mit I(y) := —=V'(y) =
U~'(y))

i sup "= < i) 7))

tim o ") i) 1))

zeigen, was die Giiltigkeit von v/(y) = E[MWY W) mit der rechts-
seitigen Ableitung v von v beweist. Die im ersten Schritt bewiesene
Stetigkeit der rechten Seite und die Konvexitdt von v beweist dann die
stetige Differenzierbarkeit von v und somit die Formel. Die erste der
beiden Abschéitzungen erhilt man durch

iy (?J)%l()\y) - timsup E[V(E(y))lA —_El[V(B(Aym
< limsup = EIV(5h(w) =V (0w)
< kl_r?l’s/\tl]? — 1E[(§ - 1)3()\3/)‘//(%3()\3/))]

~

= E[h(y)I(h(y))]

Dabei folgt die erste Ungleichung aus der Beobachtung, daf %?L()\y)
in D(y) liegt (wegen h(Ay) € D(Ay) = AD(y)), und die zweite aus
der Ungleichung V' (z + h) — V(x) > hV'(x) YaVh. Die abschlieBende
Gleichung bedarf eines gesonderten Beweises, der dhnlich wie die in
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Schritt 1 verlauft. Die zweite Abschitzung

poe v — o) BV ()] — BV (h())]
A= 1A>1 A—1 A= 1A>1 A—1
Q@ﬁEW@Wﬁﬂwﬁ@”
> tim i T Bl(1 — BV (V)]
= E[h(y)I1(h(y))]

basiert analog dazu auf der Beobachtung, da8 Mh(y) € AD(y) = D(\y)
und auf der eben erwidhnten Ungleichung fiir konvexe Funktionen.

. Als néchstes wird nun die zweite Aussage bewiesen: Man gibt sich
daher Zahlen z und y mit + = —v'(y) vor. Zu zeigen ist als er-
stes, daf —V’(?L(y)) zu C(z) gehort: Es reicht aus, die Ungleichung
E[hI(h(y))] < zy = —yv'(y) = E[h(y)I(h(y))] fiir alle h € D(y) zu zei-
gen (die beiden Gleichungen folgen aus dem eben bewiesenen). Sei dazu
fiir beliebiges, aber festes h € D(y) hs := (1 — 5)71(@;) +0h, € (0,1).
Dann gilt wegen der Optimalitit von /fz(y) und der Konvexitit von
V (bzw der daraus folgenden Monotonie von V'): 0 < E[V(hs)] —

EIV ()] = Bl 1(2)dz) < Bl (hs) (h(y) ~hs)] = Bl (hs) (3(hy) -
h))] = 5E[ (Qa)(h( y) = h)] und somit E[I((1—06)h(y))h(y)] = E[I((1-
§)h(y) + dh)h(y)] > E[I(hs)h]. Bildet man nun den Grenzwert fiir
0 — 0, so erhilt man mit Hilfe des Fatou-Lemmas und dem Theorem

von der monotonen Konvergenz die gewiinschte Ungleichung. Nun zur
Optimalitéit: Sei g € C beliebig. Dann ist E[gh( )] < zy und U(g) =
(U(9(@)))wen = (infyz0 V(1) +y9(w))uca < (V(A(w)+h(w)g(w)uea =
V(h) + hg (Anmerkung: Diese beiden Ungleichungen gelten auch fiir
jedes andere h € D(y)). Damit folgt dann E[U(g)] < v(y) + 2y <
EIV(h(y)+h(u)T(h(y))] < EIUI((y)))] = BIU(3(x))]. Die erste Un-
gleichung ist unmittelbar einsichtig aus dem im vorigen Satz erwidhnten
Zusammenhang, die zweite folgt aus dem vorher Bewiesenen. Die dar-
auffolgende Ungleichung folgt aus V(h( ) w)) + h(y) (W) (h(y)(w)) <
SUp,so V(2 )—i—:c[(h( )(w)) = U(I(h(y)( ))). Die Eindeutigkeit der op-
timalen Losung folgt aus der strikten Konkavitéit von U: Wéren gy, go
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verschiedene Optimallgsungen, so wiire 1§; + > ebenfalls in C(z) und
ElU(30: + 392)] > 3E[UG)] + 3 E[U(G2)]-

-~

4. Die Aussagen F(g(z)h(y )) = :ry und v'(z) = E[W] ergeben sich
h(y)V' (h(
y

nun aus v'(y) = B[R h)V' (h(®) ] indem man die Relationen u/(z) = y,

z=—v'(y), §(z) = =V'(h(y)) und h(y) = U'(§(x)) benutzt.

Ergebnisse fiir das urspriingliche Problem

Die Aussagen der beiden Theoreme fiir C und D ergeben nun entsprechende
Aussagen fiir das urspriingliche Optimierungsproblem. Die folgenden Theo-
reme listen die wichtigsten auf:

Theorem 5.4 FEs gebe ein dquivalentes lokales Martingalmaf, die Nutzen-
funktion U sei streng monoton steigend, streng konkav, stetig differenzierbar
und erfille lim, o U'(x) = 0o , limy_y0o U'(z) = 0 sowie AE(U) < 1. Wei-
terhin gebe es ein x, so daf supycy(,) E[U(Xr)] < oo. Dann gilt:

Es gibt eine eindeutige Losung X (z) € X(x) des Optimierungsproblems.
Sie 1st gegeben durch die Gleichung

Xr(x) = I(Yr(y))

mit y = u'(z) wobei Y (y) die (ebenfalls eindeutige) Losung des dualen Opti-
mierungsproblems ist und die Tatsache, dajf X( )Y(y) ein gleichmdfig inte-
grierbares Martingal ist.

Dieses Theorem legt folgende Losungstechnik nahe: Man sucht zu gege-
benem z das passende y iiber die Gleichung y = u'(x), 16st das dazugehdorige
duale Problem (da man nur ?T(y) benétigt, kann man auch die mit den Men-
gen C und D umformulierte Version des Problems verwenden) und erhélt
Xr(z) sowie Xp(z)Vr(y). Da der ProzeB X (z ) (y) ein gleichformig inte-
grierbares Martingal ist, gilt (X (2)Y (y)); = E[X7(2)Yr(y)|F,], woraus man
wiederum u.U. X,(z) gewinnen und damit eine Handelsstrategie aufstellen
kann. Dabei stellt sich allerdings das Problem, dafl man «' nicht kennt, also
das zu x passende y nicht ohne weiteres finden kann. Dieses Problem kann
man umgehen, indem man sich ein beliebiges y vorgibt und das dazu passende
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x mit Hilfe des Prozesses )?t erhilt. Ein weiteres Problem ist die Losbarkeit
des dualen Problems und die Berechnung der bedingten Erwartungen. Diese
Probleme werden im folgenden Spezialfall wesentlich ,,entschérft”.

Theorem 5.5 Es seien die Voraussetzungen des vorhergehenden Theorems
erfillt und zusdtzlich gebe es genau ein dquivalentes lokales Martingalmafs Q.
Dann gilt:

() = 1(y532)

mit —z = v'(y) = B[22V (y42)] und X (x) ist ein gleichmipig integrierbares

Martingal unter )

Wie man sieht, kann man in diesem Fall das Problem relativ leicht 16sen.
Als erstes bestimmt man die Dichte von @ beziiglich P und berechnet E[Z—?, V’(yg—g)]
in Abhéngigkeit von y. Dann w#hlt man y zu = passend und erh&lt unmit-
telbar X7 (z), woraus man wiederum durch Bilden der bedingten Erwartung
den ProzeB X (z) erhilt und die entsprechende Handelsstrategie aufstellen

kann.

5.2.2 Vollstandigkeit und Arbitragefreiheit

Um die Theoreme des letzten Unterabschnittes nutzen zu kénnen, mufl man
bestimmen konnen, ob ihre Voraussetzungen im jeweiligen Fall zutreffen.
Die Voraussetzungen lim, o U'(x) = oo und lim,_,,, U'(x) = 0 sind einfach
nachzupriifen, ebenso, ob AF(U) < 1 ist. Die Voraussetzung u(x) < oo
fiir ein z ist zwar nicht ohne weiteres nachzupriifen, trifft sie nicht zu, so
wire allerdings das gestellte Problem nicht mehr sinnvoll. Wir beschiftigen
uns daher mit der letzten verbleibenden Voraussetzung, der Existenz (und
gef. Eindeutigkeit) eines dquivalenten lokalen Martingalmasses. Es gilt nach
Delbaen/Schachermayer [4] folgender Zusammenhang:

Theorem 5.6 Sei S ein lokal beschrinktes Semimartingal. Dann existiert
ein dquivalentes lokales Martingalmaf genau dann, wenn es keine Folge X™ €
Xt X — Xp fs. gibt, fir die (v — X™), in der Supremumsnorm gegen 0
konvergiert und fir die P(Xr > 0) > 0 gilt.
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Die 6konomische Interpretation dieser Aussage ist unmittelbar einzuse-
hen: Gébe es eine solche konvergente Folge, so konnte man eine Strategie,
die zumindest die Moglichkeit eines Gewinnes verspricht, ohne ein Risiko
aufzuweisen, beliebig gut simulieren (im Sinne der Beschrinkung des Risikos
mit einer beliebig vorgegebenen Schranke). Eine solche Strategie bezeichnet
man als Arbitrage (daher der Begriff Arbitragefreiheit). Wir kénnen daher
davon ausgehen, daf} es fiir einen 6konomisch sinnvollen Preisprozefi immer
ein dquivalentes lokales Martingalmafl gibt.

Die Frage der Eindeutigkeit eines dquivalenten Martingalmasses ist eben-
falls von Bedeutung: Kann man die Eindeutigkeit des Martingalmasses zei-
gen, so wird das duale Problem recht einfach losbar. Aussagen iiber die
Eindeutigkeit des Martingalmasses sind in Spezialfillen bekannt, z.B. bei
Verwendung der Brownschen Bewegung als Preisprozefl. Die Frage der Ein-
deutigkeit ist verbunden mit dem Begriff der Vollstindigkeit:

Definition 5.2.6 Ein Preisprozefs S (bzw. der durch S beschriebene Ak-
tienmarkt) heifit vollstindig, wenn es zu jeder von unten beschrinkten Zu-

fallsvariable X eine Zahl x und einen zuldssigen HandelsprozefS ¢ gibt mat
X=z+ [¢dS.

Man kann zeigen, daf§ die Eigenschaft der Vollstindigkeit mit der Ein-
deutigkeit des Martingalmasses im Wesentlichen &quivalent ist.

Bemerkung 5.2.7 Die in der Literatur vorhandenen Aussagen zu diesem
Thema sind relativ speziell, oft nur fiir Brownsche Bewegung als Preisprozefs,
auch ist der Nachweis der Vollstindigkeit oft schwierig, so daf$ sich keine
echte Vereinfachung der uns eigentlich interessierenden Optimierungsaufgabe
ergibt. Aus diesen Grinden wird an dieser Stelle nicht weiter auf Details
dieses Zusammenhangs eingegangen.

Bemerkung 5.2.8 Da man zur Lisung des dualen Problems ohnehin ein
Loptimales” dquivalentes lokales Martingalmaf finden muf, dienen die Aus-
sagen tber Vollstindigkeit und Arbitragefreiheit eher dem grundsdtzlichen
Verstindnis des Problems als der konkreten Ldsung.
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5.3 Die Martingalmethode mit Lévy-Prozessen
als Preisprozesse

Wir spezifizieren nun das verwendete Modell weiter gegeniiber dem am An-
fang dieses Kapitels beschriebenen: Wir verwenden nun exponentielle Lévy-
Prozesse (d.h. Prozesse der Form S* = e™' i = 1,2,...,d, L' untereinander
unabhéngige Lévy-Prozesse) als Preisprozesse. Nach Kallsen [12] sind das ge-
nau die stochastischen Exponentiale von Lévy-Prozessen, d.h. Prozesse der
Form S = £(L"). Weiterhin lassen wir nur Handelsprozesse mit nichtnega-
tivem Vermdogensprozefl zu und betrachten einen endlichen Zeitraum [0, 7).
Ein erster Schritt zur Losung ist es, die ,,duale” Menge ) zu betrachten.
Nach unserer Definition ist ein Prozel ¥ mit Yy = y in 9(y), falls XY fiir
alle X € X(1) ein Supermartingal ist. Diese Eigenschaft ist offenbar schwer
nachzupriifen. Fiir lokal beschrinkte Preisprozesse S allerdings gilt (wie be-
reits erwihnt): Ist S ein lokales Martingal unter dem dquivalenten Maf @,
so ist jedes X € X(1) ebenfalls ein lokales Martingal unter ). Diesen Zu-
sammenhang benutzt das folgende

Lemma 5.7 Sei S ein lokal beschranktes, nichtnegatives Semimartingal so-
wie @ ein zum urspringlichen Wahrscheinlichkeitsmafl P dquivalentes Wahr-
scheinlichkeitsmaf, unter dem S ein lokales Martingal ist . Dann ist der
Prozefs (E[Z—g|ft])0§t§T ein Element der Menge Q).

Beweis: Nach Kramkov/Schachermayer [14] ist jedes X € X(1) ein lokales

Martingal unter (). Somit gibt es eine gegen 71" konvergente aufsteigende Folge

von Stoppzeiten T, so dal X7» ein gleichméiBig integrierbares Martingal

unter (). Damit ist wiederum XT"E[Z—]C_?,LF] ein Martingal unter P (vgl. 1.
d

Kapitel). Da XT”E[d—g|f] nichtnegativ ist, kann man das Lemma von Fatou
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anwenden, um nachzuweisen, daB X E[92|F] ein Supermartingal ist:

ELX B2 7))

) d
= Fllim sup XtT"E[£ | Fi]| F

n—o0

d
> lim sup E[XtT”E[d—g | F] | Fs)

n—0o0

d
= lim sup XZ"E[%LE]

n—oo

dQ
= X,E|—=|F,
[TEIF
Da X beliebig war, ist die Behauptung gezeigt. m

Korollar 5.8 Sei S ein lokal beschrinktes Semimartingal, betrachtet werde
das zugehorige Optimierungsproblem, fiir das die Voraussetzungen des Theo-
rems 5.4 erfillt seien, sei Q) ein dquivalentes Maf, unter dem S ein loka-

les Martingal ist. Sei weiter ein Anfangsvermdgen x und eine Zahl yo mit
x = E[22U" " (yy%2)]. Dann gilt:

dQ

u(z) < BUU (0 75)

Bewelis:

u(z) = inflv(y) + zy]

< nf[EIV (s 72)] + ]

:;I;E[E[U(U'l(y%)) yng (ydg)ny]
= inf[B[U(U" 1(y3P))]+yE[ ZgU’ 'y Zg)]l
< B0 (0 52)
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Bemerkung 5.3.1 Die erste Ungleichung in der eben getitigten Abschdtzung
laft sich nicht verdndern, wenn man nur ein dquivalentes lokales Martingal-
mafl kennt. Die zweite (d.h. die spezielle Wahl von y) erscheint willkiirlich,
erweist sich aber als zweckmapig (siehe Kallsen [12])

Findet man somit eine Handelsstrategie zum Anfangsvermdégen z, deren
Endvermdogen gerade U’ _1(y03—g) betrigt, so hat man die optimale Handels-
strategie gefunden.

Um dieses Ergebnis fiir Lévy-Prozesse anwenden zu kénnen, ist folgendes
Lemma niitzlich:

Lemma 5.9 Fin Lévy-ProzefS mit beschrdinkten Spriingen ist lokal beschrinkt.

Beweis: Sei L ein gegebener Lévy-Prozel, C' eine obere Schranke fiir seine
Spriinge. Wir definieren eine aufsteigende Folge von Stoppzeiten durch T :=
0, T}, := min{inf{t > 0,|L,| > n},T}. Dann ist L™ < n+C (denn |L;"| < n
Vt < T, und |L7"| < |L7"_| + ALy, < n+ C). Es bleibt zu zeigen, daf
T, — T P — f.s. Angenommen P(sup, T, < T) > 0. Dann gibt es wegen
P(sup, T, < T) = P(U {w|sup, T, < T — =}) = lim,_, P(sup, T, <

meN
T — +) ein m € N mit P(sup, T, <T — =) > 0. Da fast alle Pfade cadlag

sind, seien 0.B.d.A. die zu w € {w|sup, T,,(w) < T — L=} gehérenden Pfade
cadlag. w sei nun fest, aber beliebig aus dieser Menge gewihlt. Da der zu
w gehdrende Pfad links- und rechtsseitige Grenzwerte besitzen, gibt es um
den Zeitpunkt sup, T,,(w) ein Intervall (sup, T, (w) — €,sup,, Tp(w) + €) mit
e > 0, in dem der Betrag von L beschrénkt ist (0.B.d.A. durch ny € N).
Wiéhlen wir nun ein ny; > ng, so daf$ T, (w) € (sup, T, (w) — §,sup, Th(w)),
so enthélt nach Definition jede Umgebung von T,,, (w) Zeitpunkte, an denen
|L| > ny ist. Dann gibt es aber auch in (sup,, T, (w) — €, sup,, T,,(w) + €) einen
Zeitpunkt mit |L| > ny > ng, im Widerspruch zur Voraussetzung. m

Um die optimale Handelsstrategie fiir allgemeine Lévy-Prozesse angeben
zu konnen, hier noch zwei Resultate von Kallsen [12], die auf der eben ent-
wickelten Technik beruhen: Man sucht ein dquivalentes Martingalmafl und
erhélt mit etwas Gliick bereits das Optimum.

Theorem 5.10 Sei S* = (L"), wobei L = (L%);—1 ... ein Lévy-Prozefl mit
Triplett (o, 32, v) sei. Sei U(x) :=Inx. Es existiere weiter ein v € R? mit

1. v{z eRYL+~4T2<0}) =0
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2. [larm — Lon(@)v(dr) < oo

3. 0= BB+ (2 — Lo (Ilzl))v(dz) = 0

) ¢ L
(fyTL)tf, i=1,2,...,d, o = fo @l dS, —Zle @St

eine optimale Handeisstmtegie.

Dann ist @t :=

Theorem 5.11 Sei S* = (L), wobei L = (L%);1 ... ein Lévy-Prozefl mit
Triplett (o, 8%, v) sei. Sei U(x) := "’ifp
v € R mit

(0,1). Es existiere weiter ein

v({z e RH1+~T2<0})=0
2. [ |W — Lo, (2)|v(dz) < 00

5. a—pBATY+ I(W ~ T (lel))v(dz) = 0

Sei auflerdem a : 242 f ii’;’x” — Dv(dx) und A := (t);>0.
Dann ist @i 1= 7 xe*‘lté'(*y L+ aA)t_, =1,2,...,d und ) := fot 0l dS

2?21 ©LSt eine optz'male Handelsstrategie.

Bemerkung 5.3.2 Sowohl die numerierten Voraussetzungen als auch die
Aussage des zweiten Terms ergeben die entsprechenden Voraussetzungen und
Aussagen des ersten Theorems als Spezialfall p = 1. Die ersten beiden
Voraussetzungen sind eher technischer Natur, die dritte ist die wesentliche
Voraussetzung, um ein dquivalentes lokales Martingalmafl und eine optimale
Handelsstrategie zu finden.

Bemerkung 5.3.3 Offenbar gilt % = 771,
gie weist eine zeitlich konstante Aufteilung des ,riskant”.angelegten Vermdgensteils
in die einzelnen Aktien auf, wie es bereits in der Kontrolltheorie der Fall war.

d.h. die optimale Strate-
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5.4 Anwendung auf die Portfoliooptimierung

5.4.1 Beispiel 1: Black-Scholes-Merton ohne Transak-
tionskosten

Zur Erinnerung: Gegeben sind Preisprozesse der Form

dS' = S'(a’dt + Y o''dw'), i=0,1,2,....d

=1

wobei die erste Spalte der Matrix o 0 sei, es sind beliebige selbstfinanzie-
rende Handelsstrategien mit nichtnegativem Vermdégensverlauf zuldssig, das
Zielfunktional ist der erwartete Endnutzen E[U(Vr)]. Der Preisprozef S ist
damit gegeben als S* = £(L!) mit Lévy-Prozessen L', deren charakteristi-
sches Triplett (als vektorwertiger Proze}) (a, 00 ",0) ist. Dann ist die erste
und zweite Forderung der beiden Theoreme 5.10 und 5.11 offensichtlich fiir
beliebiges ~v erfiillt. Die dritte Forderung wird zu

a=poo'y

und schliefllich v = %(UO'T)_loé. Weiter ist dann
l-p
a=—=('oo")(yTo0")"
=Py 7

= 2paa

Die zugehorige Handelsstrategie ist
i

7 fy —a ;
;1= ?éxe tﬁ'(fyTL—kaA)t, Z:1,2,...,d

Dieser Term soll nun berechnet in Abhéingigkeit von S allein ausgedriickt

werden unter Verwendung der Gleichungen £(AB) =exp(AB — %215) fiir eine
Standard-Brownsche Bewegung B und £(X +Y + [X,Y]) = E(X)E(Y). Es
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gilt also:

E(V'L+4aA),=E( 0B+ (a+7"a)A),

Z (a+~v"a)A)),
=1
" 1
=exp() (77 0)'B' + (a+7Ta - SyTooT)1)
=1
m d m d m d

= eXp(ZZWiUﬂBl _ (% Z Z#(a“)?)t I (% Z ZVi(Uil)Z)t

=1 =1 =1 =1 =1 i=1
1
+(a+vy"Ta— ivTaaTv)t)

d m

Hexp Za”Bl Z N2t alt) )exp((% ZZvi(ail)Q)t

=1 =1 i=1
1

+(a= 22 Too T
- (H(‘:(ZaﬂBl+aiA>zi>exp<<§22¢(a“>2>t

+ (a - —7 Too ' y)t)
d 1 m d 1
= (LIS exp((5 YD 4 (@)t + (a— 57 Too ™))
i=1 =1 =1
d d

_ exp((% > o+ (0= 52 o 0 TS



5.4.2 Beispiel 2: Black-Scholes-Merton mit Transakti-
onskosten

Wie bereits aus dem darstellenden Teil hervorgeht, sind Modelle mit Trans-
aktionskosten nicht mit Hilfe der Martingalmethode behandelbar.

5.4.3 Beispiel 3: Das Modell von Kallsen

Dieses Modell unterscheidet sich vom klassischen Black-Scholes-Merton-Modell
nur durch die Verwendung von S* = exp (L') als Preisprozef, wobei L =
(L%)i=12,...4 €in Lévy-ProzeB mit Triplett (c, 3%, v) ist. Um die Theoreme 5.10
oder 5.11 anwenden zu kénnen, muf das charakteristische Triplett (c, 32, v)

von L mit £(L) =exp(L) berechnet werden. Dieses ergibt sich nach Kallsen
[12] 7u

a=a+ %2 + /((6’” — 1)1 iy(e® = 1) = xl_y1y(x))v(dr)

62 — 62
(@) = /16(@90 1) (da)

Ist dabei v durch eine Dichte f, beziiglich des Lebesgue-Mafles gegeben, so
besitzt auch f; eine Dichte. Diese erhélt man mit folgender Berechnung:

(@) = /1G(ex 1) (dz)
~ [1en10fE = Dhsla)da

— /lcm(—l,oo)(y)fvan(l +y))1j-—ydy

Die Dichte von v ist somit 1(_; ) () f, (In(1 +y))#y. Um iiber die Aussagen
der Theoreme 5.10 oder 5.11 gehende Berechnungen zu machen, mufy der
verwendete Lévy-Prozefl genauer bestimmt werden.

93



Beispiel 3.1: Ein Prozefl mit gleichverteilten, beschrinkten Spriingen,
d=1

Als Beispiel sei nun f, = 1(_;,;). Berechnet man «a und v, so erhilt man:

a— (a+ %2) = /(e” — D1 yy(e® = 1)v(dr)

1
:/(ex—l)d:r
-1
1
=e———2
e
sowie
Fol@) = oy (@)
p\T) =11 1. T
G he DWWy

Die dritte Voraussetzung des Theorems lautet somit
~ 52 1
a—pBy+ | (

dr =0
142 v

x
Axap Lo(@) 11y 1y(@)
Dieses Integral kann nur numerisch ausgewertet werden (in Abhéngigkeit von
7). Danach ist (ebenfalls numerisch) die Losung v der Gleichung zu bestim-
men. Gleichzeitig mit dieser Berechnung iiberpriift man auch die Existenz des
Integrals [ (5725 — 1(0,1)(x))l(%_l,e_l)(x)p%xdx, d.h. die zweite Bedingung
der Theoreme 5.10 bzw. 5.11. Die erste Bedingung ist, wenn man vy berech-
net hat, sehr einfach nachzupriifen: Es muB (£ —1,e—1)N{z|14+yz <0} =0
sein. Diese Bedingung ist explizit als Ungleichung fiir v anzugeben: Ist v < 0,
so ist {z|]1 + vz < 0} = [-7v,00), d.h. esmuBl —y > e—1bzw. y < 1—¢
sein. Ist v > 0, so ergibt sich {z|1 + vz < 0} = (—o0,7], d.h. 7 erfiillt die
erste Bedingung der beiden Theoreme nicht. Zusammenfassend ist die erste
Bedingung also fiir v < 1 — e erfiillt.
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Beispiel 3.2: Ein Prozefl mit deterministischer Sprunghdhe, d =1

Als weiteres Beispiel wahlen wir v = Ad_;. Berechnet man nun o und v, so
erhélt man

a—(a+ %2) = /((ez — D1 n(e” = 1) — 2l qy(z))v(de)
=Ae ' —1)

und

(@) = /1G(@x 1) (de)
= Mg(e™' — 1)
also v = AJ,-1_;. Die dritte Voraussetzung des Theorems lautet damit:

el —1
T+l =Dy

a—pﬁ%m(( ~1)=0

bzw.
a(l+y(e ' = 1) =pB (19 =)+ A =1 = (1+(e" = 1)) =0
Wiéhlen wir zur weiteren Vereinfachung p = 1, so ergibt sich

a1+ = 1) = Pl +y(e = 1))+ A = 1= (1+7(e ' —1))
]

Pl —e B +fale™ —1) = B = Ae™ =)+ [a+ e —2)

0
0
Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind
Al —e Y+ A1)
T 21— e1)2
£yl = 1) = B = Aem = D2~ 4]0 = ) Pla+ Ae~! — 2)
(e

Die zweite Bedingung des Theorems ist ohnehin erfiillt, da v diskret ist.
Die erste Bedingung wiederum lautet 7({z € R¢|1 + "2 < 0}) = 0 bzw.

1+ y(e7' = 1) > 0 und somit y < -%. Hat man konkrete Parameter a, 3

und v vorgegeben, so ist direkt zu sehen, ob diese Bedingung erfiillt ist, und
die optimale Handelsstrategie ergibt sich daraus.
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5.5 Bewertung der Martingalmethode

Wie aus den zuletzt behandelten Beispielen hervorgeht, weist die Martingal-
methode folgende Vorteile auf:

Sie erlaubt fiir Preisprozesse, die von Lévy-Prozessen erzeugt werden,
einen relativ einfachen Losungsweg, sowie die Erkenntnis, daf} in diesem Fall
die Verhéltnisse der Vermogenswerte in den einzelnen riskanten Anlagen kon-
stant sind, lediglich das Verhéltnis des Anlagewerts im Bankguthaben und
dem Rest variiert ggf. Fiir eine exponentielle Brownsche Bewegung kann
man die explizite Losung (die mit der in der Kontrolltheorie auch tatséchlich
iibereinstimmt) finden.

Sie hat ferner den Vorteil, daf sie im Prinzip fiir beliebige Semimartingale
anwendbar ist, und dafl mit ihr die bisweilen recht unangenehmen partiellen
Differentialgleichungen der Kontrolltheorie vermieden werden.

Allerdings kann man mit der Martingalmethode Modelle mit Transakti-
onskosten nicht behandeln, und fiir allgemeine Semimartingale kann die Be-
stimmung des dquivalenten Martingalmafles schwierig oder nicht durchfiihrbar
sein.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden zunéchst die mathematischen Grundlagen
der Portfoliooptimierung in Grundziigen dargestellt.

Im ersten Kapitel wurden neben Grundbegriffen einige Prozessklassen,
die im weiteren Verlauf bené6tigt wurden, eingefiihrt, unter anderem Markov-
und Lévy-Prozesse.

Im zweiten Kapitel wurde der Weg zur Definition eines stochastischen
Integrals beschrieben, die It6-Formel vorgestellt sowie der Begriff der stocha-
stischen Differentialgleichung erldutert.

Darauf aufbauend wurde im dritten Kapitel ein allgemein gehaltenes Mo-
dell der Portfoliooptimierung aufgestellt sowie beschrieben, wie mit diesem
einige in der Literatur verwendete Modelle dargestellt werden konnen.

Im vierten und fiinften Kapitel wurden die beiden gingigen Lésungsmethoden
des Problems vorgestellt:

Im vierten Kapitel wurde die stochastische Kontrolltheorie verwendet, um
die Optimierungsaufgabe zu l6sen: Als Preisprozesse kénnen im allgemein-
sten Fall Markov-Prozesse verwendet werden. Es wird (aufbauend auf der
Markov-Eigenschaft) das Prinzip der dynamischen Programmierung verwen-
det, um eine partielle Differentialgleichung, die HJB-Gleichung, fiir die Wert-
funktion aufzustellen. Kann man diese 16sen (evtl. im schwachen Sinne), so
erhilt man die Wertfunktion, mit deren Hilfe man wiederum die zugehérige
optimale Handelsstrategie bestimmt. Die Forderung, dafl die Preisprozesse
Markov-Prozesse sein sollen, ist eine ,,Schwiche” der Losungstechnik, eine
weitere ist die unter Umsténden aufwendige Losung der HJB-Gleichung.

Im fiinften Kapitel wurde eine andere Losungsmethode, die sogenannte
Martingalmethode vorgestellt. Man stellt ein zum eigentlichen Problem dua-
les Optimierungsproblem auf, das oft einfacher, im Fall eines vollstindigen
Marktes sogar wesentlich einfacher als das urspriingliche Problem zu lésen
ist. Eine Beschrinkung an den Preisprozef} findet hier nur insofern statt, als
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man die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles fordert; diese Forde-
rung ist aber im Wesentlichen dquivalent zur Arbitragefreiheit des Marktes,
stellt also keine allzu grofie Einschrankung der Modellwahl dar. Allerdings
kann die Bestimmung der dquivalenten Martingalmafie bisweilen aufwendig
sein.
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