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Kapitel 1EinleitungUm die Motivation f�ur diese Arbeit zu verdeutlihen, betrahte man einige Fragestel-lungen aus der Siht eines Versiherungsunternehmens. Speziell im Bereih der Kfz-Versiherung ist man z.B. daran interessiert zu wissen, wieviele Sh�aden im Durh-shnitt f�ur das n�ahste Jahr zu erwarten sind. Eine ebenfalls wihtige Fragestellung vorallem f�ur die Tarifbildung ist, welhe Gruppen von Fahrzeughaltern deutlih wenigerSh�aden verursahen als andere Gruppen. Um diese Fragen beantworten zu k�onnen,muss zun�ahst ein statistishes Modell erstellt werden, das so gew�ahlt werden soll-te, dass es die beobahteten Daten in ihrer wesentlihen Struktur wiedergibt. Bleibtman beim Beispiel der Kfz-Versiherung, so wird versuht, die Anzahl der Sh�adenin Abh�angigkeit von Gr�ossen wie das Alter des Fahrers, Baujahr des Fahrzeugs, Ge-shleht des Fahrers, u.s.w. zu erkl�aren. Da die zu untersuhende Gr�osse "Shaden-anzahl\ eine Z�ahlgr�osse ist, wird in diesen F�allen �ubliherweise das Poissonmodell alsGrundlage verwendet, da dieses den Eigenshaften eines Z�ahldatenmodells am bestenentspriht. Im ersten Abshnitt des 2. Kapitels wird daher die Poissonverteilung kurzmit ihren harakteristishen Merkmalen zusammengefasst. Eine der wihtigsten Ei-genshaften der Poissonverteilung ist die Gleihheit von Erwartungswert und Varianz.Modelliert man nun die Zufallsgr�osse "Shadenanzahl\ mit Hilfe des Poissonmodells,so kann es vorkommen, dass das Modell die Daten niht ausreihend anpasst. Dieskann z.B. erkannt werden, wenn die Devianz oder Pearson-Statistik gr�osser als dieAnzahl der Freiheitsgrade ist. In solhen F�allen muss shliesslih mittels einer Resi-duenanalyse �uberpr�uft werden, ob die systematishe Komponente des Modells rihtigspezi�ziert wurde und gegebenenfalls m�ussen noh weitere relevante Gr�ossen, die dieShadenanzahl mit beeinussen, in den linearen Pr�adiktor aufgenommen werden. Erstwenn nah diesen �Uberpr�ufungen ein Fehler in der systematishen Komponente des1



2 Kapitel 1. EinleitungModells ausgeshlossen werden kann, ist davon auszugehen, dass die Ursahe f�ur ei-ne shlehte Datenanpassung in der Modellannahme selber zu �nden ist. Die bei derVerwendung des Poissonmodells am h�au�gsten auftretende Modellverletzung ist diesogenannte �Uberdispersion, die entsteht, wenn die Z�ahldaten, also die Shadenanzahlim Beispiel der Kfz-Versiherung, in einem gr�osseren Masse um ihren Erwartungswertstreuen, als es durh das Poissonmodell erwartet wird. Damit ist die harakteristisheEigenshaft der Gleihheit von Erwartungswert und Varianz bei der Poissonverteilungverletzt, wodurh gleihzeitig eine Verletzung der Modellannahme gegeben ist. Im Ka-pitel "Theoretishe Grundlagen\ wird dieser Sahverhalt genauer beshrieben und eswird auf die M�oglihkeit eingegangen, bei Vorliegen von �Uberdispersion diese mit Hilfeeines Wehsels vom Poisson- zum Negativ-Binomial-Modell zu ber�uksihtigen. Da inder Literatur shon viel �uber die Ursahen und Konsequenzen von �Uberdispersion undderen Beseitigung geshrieben wurde, ist es hier niht das Ziel, das Auftreten von �Uber-dispersion zu diskutieren, sondern es soll stattdessen versuht werden, die vorliegende�Uberdispersion zu quanti�zieren. Die Frage, die dieser Arbeit zugrundeliegt, ist:"Wie gross muss die vorliegende �Uberdispersion sein, um einen Wehsel vom Pois-sonmodell zum wesentlih aufwendigeren Negativ-Binomial-Modell zu rehtfertigen?\Zur Beantwortung dieser Frage wird ein Bereihstest konstruiert, auf den im 3. Kapi-tel eingegangen wird. Im Prinzip handelt es sih um den Vergleih des Poisson- undNegativ-Binomial-Modells, wobei verwendet wird, dass das Negativ-Binomial-Modellmit dem Poissonmodell �ubereinstimmt, falls keine �Uberdispersion vorliegt. Das Ziel istshliesslih, die Quanti�zierung der �Uberdispersion anhand von sogenannten p-Wert-Kurven darzustellen, d.h. das klassishe Konzept der p-Werte wird durh Kurven er-setzt, die es einem erm�oglihen, die "Evidenz\ des Poisson- bzw. Negativ-Binomial-Modells simultan f�ur untershiedlihe Akzeptanzgrenzen der �Uberdispersion graphishdarzustellen. Zun�ahst wird an einer Simulationsstudie der Bereihstest mit der Er-stellung der p-Wert-Kurven durhgef�uhrt, w�ahrend anshliessend die Anwendung aufreale Datenbeispiele erfolgt.



Kapitel 2Theoretishe GrundlagenIn diesem Kapitel sollen die wihtigsten theoretishen Grundlagen zusammengefasstwerden, die die Basis f�ur diese Arbeit darstellen. In erster Linie handelt es sih umdie sogenannten generalisierten linearen Modelle, kurz GLM's, die im 2. Abshnitt be-shrieben werden. Die GLM's umfassen eine grosse Anzahl an Verteilungen, jedoh wirdhier haupts�ahlih der Spezialfall der Poissonverteilung betrahtet, da diese Grundlagef�ur das Standardmodell f�ur Z�ahldaten ist, die in dieser Arbeit verwendet werden.Wie die linearen Modelle besitzen Z�ahldaten-Modelle eine Struktur aus zwei wesent-lihen Komponenten: die systematishe Komponente, die durh die Regression mo-delliert wird, und die zuf�allige Komponente, die der Grund f�ur die Abweihung derbeobahteten Daten vom Erwartungswert ist. Die Verteilungsannahme des zuf�alligenE�ektes hat die Nihtnegativit�at der Z�ahldaten sowie deren Ganzzahligkeitsharakterzu ber�uksihtigen. Die bekanntesten Verteilungen, die diese Kriterien erf�ullen, sind diePoisson- und die Negativ-Binomialverteilung. Aus diesem Grund geh�oren das Poisson-und das Negativ-Binomialregressions-Modell zu den verbreitesten Z�ahldaten-Modellen.Liegen Z�ahldaten vor, so wird jedoh am h�au�gsten die Poissonverteilung zur Model-lierung der Daten verwendet, weshalb sie auh als eine Art Rihtlinie dient. Im erstenAbshnitt dieses Kapitels werden deshalb die wihtigsten Eigenshaften der Poisson-verteilung wiederholt. Anders als die Normalverteilung besteht sie aus nur einem Para-meter, der gleihzeitig Erwartungswert und Varianz ist. Diese Forderung der Gleihheitvon Erwartungswert und Varianz ist oft zu stark. In der Praxis wird eher beobahtet,dass die Varianz gr�osser als der Erwartungswert ist, was mit �Uberdispersion bezeih-net wird. Eine M�oglihkeit, diesem eben angesprohenen Problem auszuweihen, ist,zu dem Modell der Negativ-Binomialverteilung �uberzugehen, welhes eine so starkeForderung bez�uglih der Beziehung von Erwartungswert und Varianz niht beinhaltet.3



4 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenDie Eigenshaften der Negativ-Binomialverteilung sowie deren Zusammenh�ange zurPoissonverteilung werden im letzten Abshnitt dieses Kapitels behandelt.2.1 Die PoissonverteilungDie Poissonverteilung geh�ort zur Klasse der diskreten Verteilungen, z.B. kann mandie Anzahl der eingehenden Telefonanrufe in einer Vermittlungsstelle pro Stunde mitdieser Verteilung modellieren. Die Wahrsheinlihkeitsfunktion, die momenterzeugendeFunktion und einige n�utzlihe Eigenshaften der Poissonverteilung werden in diesemAbshnitt kurz zusammengefasst.De�nition 2.1.1 (Poissonverteilung) Sei Y eine Zufallsvariable mit einer diskre-ten Verteilung, die de�niert ist auf N [ f0g = f0; 1; 2; ::g:Y ist dann poissonverteilt mit Parameter �; kurz Y � Poi(�), falls die Wahrshein-lihkeitsfunktion folgende Form hat:P (Y = y) = e���yy! f�ur � 2 R und y = 0; 1; 2; :::Die Poissonverteilung zeihnet sih durh eine besondere Beziehung zwishen Erwar-tungswert und Varianz von anderen Verteilungen ab, es gilt hier n�amlihE(Y ) = V ar(Y ) = �:Diese Eigenshaft der Gleihheit von Erwartungswert und Varianz bezeihnet manmit "�Aquidispersion\. Falls die Varianz gr�osser ist als der Erwartungswert, sprihtman von "�Uberdispersion\, die in der sp�ateren Diskussion noh eine wihtige Rollespielen wird. Eine andere M�oglihkeit der Abweihung von der �Aquidispersion ist diesogenannte "Unterdispersion\, die dadurh gekennzeihnet ist, dass in diesem Fall derErwartungswert die Varianz �ubersteigt.Satz 2.1.2 (Momenterzeugende Funktion der Poissonverteilung) Die momen-terzeugende Funktion der Poissonverteilung ist gegeben durhMY (t) = E[etY ℄ = e�(et�1):Beweis:MY (t) = E[etY ℄ = 1Xy=0 etye���yy! = e�� 1Xy=0 ety�yy! = e�� 1Xy=0 (et�)yy! = e��eet� = e�(et�1):2



2.1. Die Poissonverteilung 5Die ersten k Momente erh�alt man daraus durh k-maliges di�erenzieren, d.h.E[Y k℄ = M (k)(0) = �kM(0)�tk f�ur k = 0; 1; 2; ::: (2.1)Konkret ergeben sih f�ur die Poissonverteilung folgende erste 3 Momente:E[Y ℄ = M 0(0) = e�(et�1)�etjt=0 = �E[Y 2℄ = M 00(0) = �ete�(et�1) + �ete�(et�1)�etjt=0 = e�(et�1)(�et + �2e2t)jt=0 = �+ �2E[Y 3℄ = M 000(0) = e�(et�1)�et(�et + �2e2t) + e�(et�1)(�et + �2e2t2)jt=0= e�(et�1)(�2e2t + �3e3t + �et + 2�2e2t)jt=0 = �+ 3�2 + �3:Aus dem ersten Moment l�asst sih der Erwartungswert direkt ablesen, w�ahrend f�ur dieVarianz nah Springers Formelsammlung (1997, S.420) [17℄ allgemein die FormelV ar(Y ) = M 00(0)� [M 0(0)℄2 (2.2)gilt. Im Fall der Poissonverteilung kann also die Varianz wie folgt �uberpr�uft werden:V ar(Y ) = M 00(0)� [M 0(0)℄2 = �+ �2 � [�℄2 = �:Als weitere angenehme Eigenshaft der Poissonverteilung kann die sogenannte Additi-vit�at angegeben werden, die im folgenden Satz gezeigt wird.Satz 2.1.3 Seien Yi � Poi(�i) i = 1; 2; :: unabh�angige Zufallsvariablen und es gelteP�i <1; dann gilt: Z =XYi � Poi(X�i):Beweis: Da die Yi unabh�angig sind, gilt f�ur die momenterzeugenden Funktionen dieGleihung MZ(t) =MP Yi(t) =Yi MYi(t):Die einzelnen Yi sind alle poissonverteilt, also giltMZ(t) =Yi MYi(t) =Yi e�i(et�1) = eP �i(et�1);was aber gerade die momenterzeugende Funktion einer poissonverteilten Zufallsvariablemit Parameter P�i ist. 2



6 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenF�ur die Charakterisierung der Poissonverteilung gibt es viele M�oglihkeiten. Eine istz.B. der Poisson-Z�ahl-Prozess, auf den hier aber niht n�aher eingegangen werden soll.Eine kurze Einf�uhrung in die Theorie der stohastishen Prozesse kann aber z. B. inResnik (1992) [18℄ nahgelesen werden, wo in Kapitel 4 speziell auf den Poissonprozesseingegangen wird.Eine andere M�oglihkeit ist die Charakterisierung der Poissonverteilung als Grenzfallder Binomialverteilung, d.h. die gesamte Anzahl der Ereignisse folgt approximativ derPoissonverteilung, falls ein Ereignis in einer grossen Zahl von Versuhen auftritt, dieWahrsheinlihkeit jedoh, dass dieses Ereignis eintritt, sehr klein ist.Satz 2.1.4 (Poisson-und Binomialverteilung) Dieser Satz ist auh unter dem Ti-tel " Law of rare events\ bekannt. Sei Y die Gesamtanzahl der Erfolge in einer grossenFolge von unabh�angigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrsheinlihkeit �, diein jedem Versuh sehr klein ist, d.h. man erh�alt eine Binomialverteilung mit den Pa-rametern n und �, kurz B(n; �), deren Wahrsheinlihkeitsfunktion gegeben ist durhP (Y = k) =  nk ! �k(1� �)n�k; k = 0; 1; 2; :::; n:F�ur � > 0 geht im Grenzfall f�ur n!1 und � := �n ! 0 die Binomialverteilung in diePoissonverteilung mit Parameter � �uber.Beweis: Der Beweis hierzu �ndet sih in Kredler (1998, S. 102) [12℄.Man betrahte zun�ahst f�ur � > 0 die B(n; �n)-verteilte Zufallsvariable Yn:P (Yn = k) = n!k!(n� k)! ��n�k �1� �n�n�k :Durh Umsortieren dieser Gleihung erh�alt manP (Yn = k) = �kk! �1� �n�n n(n� 1) : : : (n� k + 1)(1� �n)knk= �kk! �1� �n�n 1(1� 1n) : : : (1� k�1n )(1� �n)k :F�ur n!1 giltlimn!1(1� �n)n ! e�� und limn!1 1(1� 1n) : : : (1� k�1n )(1� �n)k ! 1:Somit ergibt sih insgesamt limn!1P (Yn = k) = �kk! e��;



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 7was die Wahrsheinlihkeitsfunktion einer poissonverteilten Zufallsvariable mit Para-meter � ist. 22.2 Einf�uhrung in die Theorie der GLM'sIn den letzten Jahren hat die Theorie der GLM's immer mehr an Bedeutung gewonnenund so gibt es eine Vielzahl an Literatur, die sih mit diesem Thema besh�aftigt. Eine�ubersihtlihe Einf�uhrung f�ur alle GLM's ist z.B. in MCullagh & Nelder (1989) [15℄gegeben und weiterf�uhrende Details speziell f�ur Z�ahldaten k�onnen z.B. in Cameron &Trivedi (1998) [2℄ nahgelesen werden.Generalisierte lineare Modelle haben ihren Namen daher erhalten, da sie die klassishenlinearen Modelle, die auf der Normalverteilung basieren, erweitern. Die Erweiterung be-steht aus zwei Aspekten:Zum einen k�onnen den GLM's eine Vielzahl von untershiedlihen Verteilungen zugrun-deliegen, sofern diese zu der exponentiellen Familie geh�oren. Zum anderen erlaubendiese Modelle als Erweiterung zum linearen Modell Transformationen des Erwartungs-wertes, was mit der sogenannten Linkfunktion beshrieben wird.Zun�ahst wird im folgenden erl�autert, welhe Anforderungen allgemein an ein Modellgestellt werden und welhe Terminologie in dieser Arbeit verwendet wird. In den an-shliessenden Unterabshnitten werden die einzelnen Bestandteile eines GLM's kurzzusammengefasst. Auf die Methode der Maximum-Likelihood-Sh�atzung und die Resi-dualanalyse wird in den letzten Unterabshnitten eingegangen.2.2.1 Anforderungen an ein ModellGegeben sei eine Anzahl an Messungen oder Z�ahldaten. Zus�atzlih seien strukturelleInformationen, wie die Reihenfolge der Messungen oder die Art der Messinstrumente,die benutzt wurden oder Informationen �uber die Bedingungen, unter welhen die Datenerhoben wurden, gegeben.Um nun die Daten interpretieren zu k�onnen, suht man nah bestimmten Struktureninnerhalb der Daten, z.B. dass ein Instrument regelm�assig h�ohere Werte liefert alsandere. Daf�ur muss zun�ahst ein Modell erstellt werden, das den Daten zugrundeliegt.Das einfahste ist das lineare Modell y = � + �x mit y und x 2 IRn: Das bedeutet,



8 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagendass mit dem Parameterpaar (�; �) eine einfahe Beziehung zwishen x und y herge-stellt werden kann. Gibt es mehrere Einussgr�ossen x1; :::;xp auf die zu untersuhendeGr�osse y, so shreibt man y = �0 + �1x1 + :: + �pxp; wobei das � durh �0 ersetztwird. In der Praxis gilt die lineare Beziehung zwishen x1; :::;xp und y allerdings nurapproximativ. Daher wird in das Modell noh ein sogenannter Fehlerterm " eingef�ugt,so dass sih shliesslih das folgende stohastishe Modell ergibt:yi = �0 + �1xi1 + �2xi2 + ::+ �pxip + "i; i = 1; :::n: (2.3)Von dem Fehlerterm "i nimmt man in linearen Modellen an, dass er normalverteilt istmit Erwartungswert Null und konstanter Varianz �2, kurz "i � N(0; �2): Eine weitereAnnahme ist, dass die "i identish und unabh�angig verteilt sind, d.h. sie sind iid (identi-ally independent distributed). Das Ziel ist nun, die zu untersuhende Gr�osse y durhdie Einussgr�ossen x1; ::;xp zu erkl�aren. Dazu m�ussen die Parameter (�0; �1; ::; �p)so gesh�atzt werden, dass sie die Beziehung zwishen y und x1; ::;xp bestm�oglihstwiedergeben. Die gesh�atzten Parameter werden im folgenden mit ( b�0; b�1; :::; b�p) be-shrieben. Die sih damit ergebenden Werte b�0+ b�1xi1+ :::+ b�pxip; i = 1; ::; n, die manauh mit byi oder b�i bezeihnet, heissen dann "angepasste\ bzw. "ge�ttete Werte\, diemit Hilfe der Daten und des gew�ahlten Modells erzeugt werden.Ziel der Modellerstellung ist es also, die gegebenen Daten y durh einen Datensatz vonge�tteten by zu ersetzen. Dabei spielt die Anzahl der Einussgr�ossen, die in das Mo-dell mit aufgenommen werden, eine grosse Rolle. Es gibt im wesentlihen drei F�alle zuuntersheiden: im ersten Fall spriht man vom sogenannten "Nullmodell\. Hier gehenkeine Einussgr�ossen in das Modell ein, d.h. es wird nur ein Parameter �0 verwendet,der den gemeinsamen Erwartungswert � repr�asentiert. Dieses Modell hat den Nahteil,dass es zu einfah ist und dass keine Beziehung zwishen x und y modelliert wird.Das andere Extrem ist das "volle Modell\. In diesem Fall werden so viele Parameterverwendet wie Beobahtungen vorhanden sind. Damit sind die beobahteten Dateny exakt reproduzierbar. Dies ist zwar w�unshenswert, doh der Nahteil hierbei ist,dass dieses Modell keine Informationen �uber den Erkl�arungsgehalt von y durh dieEinussgr�ossen x1; ::;xp enth�alt. Das volle Modell ist demnah niht aussagekr�aftiggenug, denn es fasst die Daten niht in ihrer wesentlihen Struktur zusammen, son-dern gibt sie exakt wieder. Im letzten Fall betrahtet man Modelle, deren Anzahl vonEinussgr�ossen gr�osser als Null (Nullmodell), aber kleiner als die Anzahl der Beobah-tungen (volles Modell) ist.Zu der bestm�oglihen Anpassung der ge�tteten an die beobahteten Werte kommt also



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 9als weitere Anforderung hinzu, die Komplexit�at der Struktur des Modells so geringwie m�oglih zu halten, was erreiht werden kann, wenn keine �uber�ussigen Parameterverwendet werden. Diese grundlegenden Ideen der Modellbildung sind hier sehr allge-mein gefasst und gelten sowohl f�ur die linearen als auh f�ur die generalisierten linearenModelle.2.2.2 TerminologieWie im vorherigen Abshnitt angesprohen, wird allgemein bei einer Regression ver-suht, eine zu untersuhende Gr�osse y durh Einussgr�ossen x1; ::;xp zu erkl�aren. Da-bei wird �ubliherweise in der Literatur die Gr�osse y mit "Response\ oder "abh�angigeVariable\ bezeihnet, w�ahrend man die Einussvektoren x1; ::;xp "Kovariablen\ oderauh "erkl�arende Variablen\ nennt. Die Datensituation l�asst sih auh kurz durh(yi j xi); i = 1; ::; nbeshreiben, d.h. gegeben den Kovariablenvektor xi der i-ten Beobahtung beobah-tet man den Wert yi, wobei xi = (xi1; xi2; :::; xip)t ist, was auh mit "Design-Vektor\oder "Kovariablenvektor\ bezeihnet wird. Die Kovariablen k�onnen quantitativ oderqualitativ sein. Quantitative Kovariablen nehmen numerishe Werte an, qualitativebestehen aus nihtnumerishen Werten. Die abh�angige Variable kann stetig oder dis-kret sein (im Fall der Z�ahldatenregression nimmt die abh�angige Variable nur diskreteWerte an). In Matrixshreibweise werden die Beobahtungen durh einen Spaltenvek-tor y = (y1; :::; yn)t beshrieben und die p Kovariablen werden in einer (n� p)- MatrixX zusammengefasst, die man "Design\ - oder "Datenmatrix\ nennt. Jede Zeile davonbeshreibt eine Beobahtung, jede Spalte geh�ort zu einer Kovariablen. In der Regelf�ugt man zu der Matrix X noh eine Einserspalte hinzu, die den Interept bestimmt.Damit erh�oht sih die Dimension der Matrix von (n� p) auf (n� (p+ 1)).Zu jeder Kovariable geh�ort ein Parameter, der in der Regel unbekannt ist. Die Para-meter werden in einem Vektor der L�ange p zusammengefa�t und kurz mit� = (�1; :::; �p)t bezeihnet. Nimmt man den Interept hinzu, ergibt sih der Parame-tervektor � = (�0; �1:::; �p)t der L�ange p+ 1.2.2.3 Die exponentielle FamilieWie shon anfangs erw�ahnt, basieren GLM's auf Wahrsheinlihkeitsfunktionen bzw.Dihten, die zur exponentiellen Familie geh�oren.



10 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenDe�nition 2.2.1 (Lineare exponentielle Familie) Eine Dihte f(y; �; �) geh�ort zuder linearen exponentiellen Familie mit nat�urlihem oder kanonishem Parameter � undSt�or - oder Skalenparameter �, falls sie sih in folgender Form shreiben l�asst:f(y; �; �) = exp��y � b(�)a(�) + (y; �)� :Dabei beshreibt (y; �) eine normalisierende Konstante und die Funktionen a(:) undb(:) bestimmen die jeweilige Verteilung.F�ur den Erwartungswert und die Varianz gelten folgende Formeln:E(Y j x) = � = b0(�) (2.4)V ar(Y j x) = b00(�)a(�): (2.5)Die Varianz von Y ergibt sih also aus einem Produkt zweier Funktionen. Die ersteist b00(�), eine Funktion, die nur vom kanonishen Parameter abh�angt und mit "Va-rianzfunktion\ bezeihnet wird. Die Varianzfunktion wird h�au�g als Funktion von �betrahtet, weshalb sie in der Regel mit V (�) abgek�urzt wird. Die zweite Funktionist a(�), die unabh�angig von �, daf�ur aber abh�angig vom Dispersionsparameter � ist.Einen Beweis zu den obigen Formeln kann man in MCullagh & Nelder (1989, S. 28) [15℄�nden. Die Formeln lassen sih aus den bekannten Gleihungen (siehe Casella, Berger(1990, S. 309�) E ��L�� � = 0 (2.6)und E ��2L��2 � + E ��L�� �2 = 0 (2.7)ableiten, wobei hier L(�; �; y) = ln f(y; �; �) die Log-Likelihood-Funktion darstellt.Ausgehend von der Dihte der exponentiellen Familie erh�alt man die Log-Likelihood-Funktion L(�; �; y) = �y � b(�)a(�) + (y; �):Als erste und zweite Ableitungen ergeben sih�L�� = y � b0(�)a(�) und �2L��2 = �b00(�)a(�) :



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 11F�ur den Erwartungswert hat man nun die Gleihung (2.6) zu l�osen, d.h.E ��L�� � = �� b0(�)a(�) = 0;woraus sih E(Y ) = � = b0(�)ergibt. F�ur die Varianz l�ost man die Gleihung (2.7), d.h.E ��2L��2 �+ E ��L�� �2 = �b00(�)a(�) + V ar(Y )a(�)2 = 0;und erh�alt daraus V ar(Y ) = b00(�)a(�):Beispiel 2.2.2 (Poissonverteilung) Die Poissonverteilung geh�ort mit vielen ande-ren Verteilungen zu der exponentiellen Familie, denn ihre Dihte bzw. Wahrsheinlih-keitsfunktion l�asst sih wie folgt umshreiben:fpoi(y; �; �) = exp f�� + y ln�� ln y!g :Dabei ist a(�) = 1; � = ln�; b(�) = e� = eln� = � und (y; �) = � ln y!:F�ur den Erwartungswert ergibt sih nah obiger FormelE(Y ) = � = b0(�) = e� = �: (2.8)Die Varianz �uberpr�uft man analog nah den oben angegebenen Formeln mitV ar(Y ) = b00(�)a(�) = e� = �:Es ergibt sih also wie erwartet die shon angesprohene Eigenshaft der �Aquidispersi-on, d.h. Gleihheit von Erwartungswert und Varianz bei der Poissonverteilung.2.2.4 Komponenten eines GLM'sSei y, ein Vektor von Beobahtungen aus n Komponenten, die Realisierung einer Zu-fallsvariablen Y . Um nun ein GLM de�nieren zu k�onnen, ben�otigt man folgende An-nahmen:(i) Verteilungsannahme:Gegeben den Kovariablenvektor xi sind die yi; i = 1; ::; n bedingt unabh�angig



12 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagenverteilt nah einer Verteilung, die sih als Exponentialfamilie darstellen l�asst mitErwartungswert E(Yi j xi) =: �i; i = 1; :::; n:Die Verteilungsannahme bildet die zuf�allige Komponente des Modells. Die exibleWahl der Verteilung ist ein Aspekt der Erweiterung der GLM's gegen�uber denklassishen linearen Modellen, in welhen ausshliesslih von der Annahme derNormalverteilung ausgegangen wird. Der andere Aspekt ist die M�oglihkeit derTransformation des Erwartungswertes, die im n�ahsten Punkt n�aher erl�autertwird.(ii) Strukturelle Annahme:Im folgenden sei i der Index der n vershiedenen Beobahtungen und j sei derIndex der p relevanten Kovariablen. Die Kovariablenvektoren x1; x2; ::; xp de-�nieren dann den sogenannten "linearen Pr�adiktor\ � mit � = (�1; ::; �n)t, dergegeben ist durh� = pXj=1 xj�j =X� mit X = (x1; ::; ;xp) 2 IRn�p und � = (�1; ::; �p)tbzw. in Komponentenshreibweise �i = xti� mit xi = (xi1; xi2; ::; xip)t; i = 1; ::; n:Anshliessend wird der Erwartungswert �i �uber eine "Responsefunktion\ h mitdem linearen Pr�adiktor �i verbunden, d.h.�i = h(�i) = h(xti�):Oft verwendet man auh die inverse Responsefunktion g := h�1(�i); die mit"Linkfunktion\ bezeihnet wird:g(�i) = �i = xti�:Die Linkfunktion verbindet also die zuf�allige Komponente mit der systematishen,welhe eine Spezi�kation f�ur den Vektor � in Termen aus einer kleinen Anzahlvon unbekannten Parametern �1; :::; �p ist, deren Werte durh die Daten gesh�atztwerden m�ussen.In den klassishen linearen Modellen sind der Erwartungswert und der linearePr�adiktor identish, d.h. es gilt � = �: GLM's erlauben aber eine Erweiterung,so dass die Linkfunktion eine beliebige, monotone, di�erenzierbare Funktion seinkann. Wenn man z.B. mit Z�ahldaten arbeitet und die zugrundeliegende Verteilung



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 13der Daten eine Poissonverteilung ist, muss man � > 0 voraussetzen. Ein additivesModell f�ur �, d.h. � = � =Ppj=1 xj�j, ist hier niht befriedigend, denn � kannf�ur bestimmte Parameterwerte jederzeit negativ werden, � soll aber positiv sein,womit die Identit�at als Linkfunktion keinen Sinn mehr maht.Modelle f�ur Z�ahldaten f�uhren daher oft zu multiplikativen E�ekten, was durhdie sogenannte log-link-Funktion ausgedr�ukt wird. Dies bedeutet formal� = ln(�) bzw. � = e�: (2.9)Oft wird in der Literatur statt von Poissonregression auh von log-linearen Mo-dellen gesprohen, da der Logarithmus des bedingten Erwartungswertes linear inden Parametern ist. Durh diese Wahl von Linkfunktionen werden nun additi-ve E�ekte bzgl. � zu multiplikativen E�ekten bzgl. � und � ist strikt positiv.Jede Verteilung hat eine spezielle Linkfunktion f�ur die eine suÆziente Statistikexistiert. Dabei heisst eine Statistik T (X) "suÆzient\ f�ur einen Parameter �, ge-nau dann wenn die bedingte Verteilung von X gegeben T (X) = t niht von �abh�angt. Solhe Linkfunktionen heissen "kanonishe Linkfunktionen\ und sinddadurh de�niert, dass � = � gilt. Mit Hilfe des Faktorisierungstheorems (sieheBikel & Doksum (1977, S. 65) [1℄) kann nahgewiesen werden, dass in einemGLM mit kanonisher Linkfunktion (Pni=1 xi1yi; :::;Pni=1 xipyi)t eine suÆzienteStatistik f�ur (�1; :::; �p) ist.(iii) Kovariablenvektor:Um ein GLM eindeutig de�nieren zu k�onnen, fehlt zum Abshluss noh die An-gabe des Kovariablenvektors xi:Beispiel 2.2.3 (Poissonregression) Da die Poissonregression ein Modell f�ur Z�ahl-daten mit Kovariablen ist, sollen hier noh einmal die oben genannten Annahmen f�urdiesen Spezialfall zusammengefasst werden. Die Verteilung der Yi gegeben die Kovaria-blenvektoren xi ist eine Poissonverteilung, d.h. (Yi j xi) � Poi(�i): Ausserdem seiendie Beobahtungen alle unabh�angig. Die kanonishe Linkfunktion ist in diesem Fall dielog-link-Funktion, d.h. � = ln(�); denn nah (2.8) gilt� = ln(�) = ln(exp(�)) = �:Damit ist der bedingte Erwartungswert der Beobahtungen Yi gegeben die Kovariablenxi gegeben durh E(Yi j xi) = exp(�i) = exp(xti�); i = 1; :::; n:



14 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenFasst man die beiden Annahmen zusammen, erh�alt man die folgende Wahrsheinlih-keitsfunktionP (Yi = y j xi) = exp(� exp(xti�)) exp(xti�y)y! ; y = 0; 1; 2; ::2.2.5 O�set in der PoissonregressionBisher wurde angenommen, dass bei der Poissonregression die Beobahtungszeitr�aumef�ur den Parameter �i, der die erwartete Anzahl von Ereignissen im Beobahtungszeit-raum beshreibt, f�ur alle i = 1; ::; n einheitlih sind. Nun kann es in der Praxis h�au�gvorkommen, dass Daten analysiert werden m�ussen, deren Beobahtungszeitr�aume va-riieren. Aus diesem Grund muss dann eine zus�atzlihe Variable ti eingef�uhrt werden,die sih auf den jeweiligen Zeitraum der i-ten Beobahtung bezieht, um die Zeiteinheitzu standardisieren. Die zu untersuhende Variable Yi ist damit poissonverteilt mit demParameter ti��i , d.h.P (Yi = yi j xi) = e�ti��i (ti��i )yiyi! ; i = 1; ::; n; y = 0; 1; 2; ::;wobei ��i = exp(xti�) ist. Shreibt man diese Dihte in die Form einer exponentiellenFamilie um, so ergibt sihfpoi(y; �; �) = expf�ti��i + yi ln(ti��i )� ln(yi!)g:Dabei muss wie in Beispiel 2.2.2 a(�) = � = 1 und b(�i) = e�i gew�ahlt werden,aber der Parameter �i ist nun gegeben durh �i = ln(ti��i ). Damit ergibt sih f�ur denErwartungswertE(Yi) = �i = b0(�i) = e�i = ti��i = ti exp(xti�) = exp(ln(ti) + xti�):F�ur den linearen Pr�adiktor gilt shliesslih�i = xti� = ln(�i)� ln(ti) = �i � ln(ti)| {z }o�set;wobei der letzte Term ln(ti) mit "o�set\ bezeihnet und als bekannt vorausgesetzt wird.Ist ti = 1 8 i, so erh�alt man wie in Beispiel 2.2.3 gezeigt, die kanonishe Linkfunktiong(�i) = ln(�i), w�ahrend man f�ur den Fall, dass ti 6= 1 die kanonishe Linkfunktiong(�i) = ln(�i)� ln(ti)erh�alt. Im folgenden wird allerdings von einem einheitlihen Beobahtungszeitraumausgegangen, d.h. es wird ti = 1 8i gesetzt.



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 152.2.6 Maximum Likelihood (ML)- Sh�atzungenNah der Wahl eines geeigneten Modells ist man an der Sh�atzung der Parameter in-teressiert und m�ohte auh, wenn m�oglih, deren Genauigkeit beurteilen. Erst dannk�onnen mit Hilfe des Modells und den Sh�atzungen Prognosen f�ur die Zukunft erstelltwerden, die in der Regel das eigentlihe Ziel sind. In diesem Abshnitt soll es nun umdie Sh�atzung der Parameter gehen.In linearen Modellen sh�atzt man die Parameter mit der Methode der kleinsten Qua-drate, d.h. man minimiert die Abstandsquadrate zwishen den beobahteten und denge�tteten Daten. Diese Methode entspriht unter Voraussetzung der Normalvertei-lung genau der Maximum-Likelihood-Sh�atzung, bei der man versuht, die Parameter�0; �1; ::; �p so zu ermitteln, dass die Wahrsheinlihkeit, die gegebenen Daten zu erhal-ten, maximiert wird. In GLM's dagegen sind diese beiden Sh�atzmethoden niht �aqui-valent. Da im Gegensatz zum kleinsten Quadrate-Ansatz bei der Maximum-Likelihood-Methode alle Informationen der Daten enthalten sind und diese Methode deshalb einemodellbasierende Sh�atzung ist, wird in der Regel in GLM's nur Maximum-Likelihood-Sh�atzung betrieben, weshalb hier nur auf diese eingegangen wird.Um ML-Sh�atzer f�ur die unbekannten Parameter zu erhalten, wird vorausgesetzt, dassdie zugrundeliegende Verteilung vollst�andig bekannt ist und dass die Design-MatrixXder Kovariablen einen vollen Spaltenrang p besitzt.Sei nun allgemein f(y j �) die Wahrsheinlihkeits- bzw. Dihtefunktion eines Zufalls-variablenvektors Y = (Y1; :::; Yn)t, wobei der Parametervektor � = (�1; ::; �m)t in demzul�assigen Parameterraum � liegt. Betrahtet man dann f(y j �) als eine Funktion von� f�ur feste Realisierungen y, so nennt man diese Funktion die "Likelihood-Funktion\und shreibt L(�). F�ur den Spezialfall, dass die Zufallsvariablen Y1; :::; Yn gegeben dieKovariablenvektoren xi; i = 1; ::; n unabh�angig diskret oder stetig verteilt sind mitWahrsheinlihkeitsfunktion bzw. Dihte f(yi j xi; �), so ergibt sih wegen der Un-abh�angigkeit der Yi die Likelihood-FunktionL(�) = nYi=1 f(yi j xi; �):Da in dieser Arbeit nur unabh�angige Zufallsvariablen betrahtet werden, kann f�ur dieweiteren Ausf�uhrungen von diesem Spezialfall ausgegangen werden. Nah der Maximum-Likelihood-Methode (siehe Bikel & Doksum (1977, S. 99) [1℄ und Kredler (1998, S.173) [12℄) w�ahlt man nun die Sh�atzungen b� f�ur den unbekannten Parameter � so, dass



16 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagendas Eintreten der beobahteten Stihprobe maximale Wahrsheinlihkeit besitzt, d.h.L(b�ML) � L(~�) 8 ~� 2 �;wobei � den Parameterraum bezeihnet. Um das Maximieren zu erleihtern, geht manh�au�g zur sogenannten "Log-Likelihood-Funktion\ �uber, die man durh Logarithmierender Likelihood-Funktion erh�alt:L(�) = lnL(�) = nXi=1 ln f(yi j xi; �) = nXi=1 Li(�):Da die Logarithmusfunktion streng monoton ist, stimmen die Maximalstellen von Lund L �uberein. In Kredler (1998, S. 173) [12℄ wird somit der Maximum-Likelihood-Sh�atzer wie folgt de�niert:De�nition 2.2.4 (ML-Sh�atzer) Die Zufallsvariablen Y1; ::; Yn seien unabh�angig ver-teilt mit Wahrsheinlihkeitsfunktion bzw. Dihte f(yi j xi; �); i = 1; ::; n. MitL(�) = Qni=1 f(yi j xi; �) sei ihre Likelihood-Funktion, mit L(�) = lnL(�) ihre Log-Likelihood-Funktion bezeihnet. Jede Maximalstelleb�ML = maxfL(b�); b� 2 �g = maxfL(b�); b� 2 �gheisst dann Maximum-Likelihood-Sh�atzer bzw. kurz ML-Sh�atzer f�ur �. b�ML mussniht immer existieren und im Falle der Existenz niht immer eindeutig sein.Im Fall der GLM's ergibt sih ausgehend von einer Dihte der exponentiellen Familief(yi; �i; �) = exp��iyi � b(�i)a(�) + (yi; �)�die folgende Log-Likelihood-FunktionLGLM(�) = nXi=1 ��i(xti�)yi � b(�i(xti�))a(�) + (yi; �)� ;wobei zu beahten ist, dass das � durh die Beziehungen �i = �i(�i); �i = h(�i) und�i = xti� in die Funktion eingeht. Um diesen Zusammenhang zu verdeutlihen, wirddie Shreibweise �i = �i(xti�) verwendet.Die Maximalstelle, und damit die ML-Sh�atzung b� von �, erh�alt man durh Di�eren-zieren der Log-Likelihood-Funktion nah � und anshliessendes Nullsetzen, d.h.�L(�)�� = nXi=1 � ln fi�� = 0;



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 17wobei fi = f(yi j xi; �) und �L(�)�� ein (p � 1)-Vektor ist. Die p Gleihungen sindallerdings nihtlinear in den p unbekannten �'s, so dass eine analytishe L�osung desGleihungssystems niht m�oglih ist. Trotzdem kann man durh iteratives Vorgehen zueiner L�osung gelangen. Bekannte Verfahren sind z.B. das "Newton-Raphson\- bzw. das"Fisher-soring-Verfahren\ (siehe MCullagh & Nelder (1989, S. 43) [15℄, und Winkel-mann (1996, S. 60) [19℄). Um das Prinzip des Fisher-Soring-Verfahrens zu erkl�aren,m�ussen zun�ahst noh einige Begri�e eingef�uhrt werden.De�nition 2.2.5 (Sore-Funktion) Die Sore-Funktion s(�), oder auh Sore-Vektorgenannt, ist der Vektor der Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion nah � :s(�) = �L(�)�� = nXi=1 � ln fi�� 2 IRp:Die Maximum-Likelihood-Gleihungen lauten dann s(�) = 0, deren L�osung der ML-Sh�atzer ist.De�nition 2.2.6 (Fisher-Informationsmatrix) Die beobahtete Fisher-Informationsmatrix wird durhFIobs(�) = ���2L(�)����t �de�niert, wobei ����t die vektorwertige Di�erentiation abk�urzt. Die erwartete Fisher-Informationsmatrix dagegen ist durh die Kovarianzmatrix des Sore-Vektors de�niert:FI(�) = Cov(s(�)) = E(s(�)s(�)t):Satz 2.2.7 (Fisher-Informationsmatrix) Die erwartete Fisher-Informationsmatrixl�asst sih durh folgende Beziehung aus der beobahteten Fisher-Informationsmatrix be-rehnen: FI(�) = E(FIobs(�)) = �E ��2L(�)����t � :Beweis: Da die erwartete Fisher-Informationsmatrix als Kovarianzmatrix des Sore-Vektors de�niert wurde, bleibt die Gleihung E(FIobs(�)) = Cov(s(�)) zu zeigen. Dazubetrahte man zun�ahst�2L(�)����t = �2����t lnL(�) = ���t h ���L(�)L(�) i = �2����tL(�)L(�)� ���L(�) ���tL(�)(L(�))2= �2����tL(�)L(�) � ���L(�) ���tL(�)L(�)L(�)| {z }��� lnL(�) ���t lnL(�) :



18 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenDamit ergibt sihE(FIobs(�)) = � Z h �2����t lnL(�)iL(�) dy= � Z h �2����tL(�)L(�) � ��� lnL(�) ���t lnL(�)iL(�) dy= � Z �2����tL(�) dy + Z ��� lnL(�)| {z }s(�) ���t lnL(�)| {z }s(�)t L(�) dy(�)= 0 + Z s(�)s(�)tL(�) dy= E(s(�)s(�)t)= Cov(s(�)); da E(s(�)) = 0:(�): F�ur das erste Integral gilt unter Regularit�atsbedingungen, die am Ende dieses Ab-shnittes aufgef�uhrt und erl�autert werden, dass Integration und Di�erentiation ver-tausht werden d�urfen. Damit erh�alt man� Z �2����tL(�) dy = � �2����t Z L(�) dy| {z }=1;daL(�)eine Dihte ist = � �2����t 1 = 0: 2Nun sind alle notwendigen Begri�e de�niert, um die Fisher-Soring-Methode zu er-kl�aren. Diese Methode ist ein iterativer Algorithmus zur Bestimmung des ML-Sh�atzersb�: Er verwendet die Taylorentwiklung erster Ordnung, um die nihtlinearen Gleihun-gen zu linearisieren und so eine shnelle Approximation zu gew�ahrleisten. Sei b�(s) dievorl�au�ge Approximation an den ML-Sh�atzer b� in der s-ten Iteration. Der Rehen-shritt zur Bestimmung der verbesserten Approximation in der s+1-ten Iteration lautetdann nah Fahrmeir & Tutz (1994, S. 40) [7℄:b�(s+1) = b�(s) + FI�1(b�(s)) s(b�(s)):Es wird solange iteriert, bis ein bestimmtes Abstandskriterium unter einer vorgegebe-nen Shranke " bleibt. So ein Kriterium k�onnte z.B.kb�(s+1) � b�(s)kkb�(s)k < "; " > 0



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 19sein, wobei k:k die euklidishe Norm bezeihnet.Hat man nun einen Sh�atzer b� errehnet, bleibt zur Kontrolle des Maximums noh diesogenannte "Hesse-Matrix\ H(�) zu �uberpr�ufen. IstH(�) = �2L(�)����tan der Stelle � = b� negativ-de�nit, so ist der errehnete Sh�atzer b� wirklih ein Maxi-mum. In der Regel sind die errehneten b� keine globalen Maxima der Log-Likelihood-Funktion, sondern nur L�osungen der Sore-Gleihungen s(b�) = 0, was einem lokalenMaximum entspriht, wenn die Hesse-Matrix negativ-de�nit ist. F�ur viele Modelle istdie Log-Likelihood-Funktion aber konkav, so dass das lokale mit dem globalen Maxi-mum �ubereinstimmt. F�ur strikt konkave Log-Likelihood-Funktionen ist das Maximumsogar eindeutig, wenn es existiert.Satz 2.2.8 Sei V eine niht-leere konkave Menge V � IRm und f : V ! IR eine striktkonkave Funktion auf V , so gibt es h�ohstens einen Maximalpunkt von f auf V .Beweis: Eine strikt konkave Funktion ist f�ur alle Paare x1;x2 2 V mit x1 6= x2 undjede Zahl � 2 (0; 1) de�niert durh die Ungleihungf(�x1 + (1� �)x2) > �f(x1) + (1� �)f(x2):Angenommen, es g�abe nun zwei vershiedene Maximalpunkte bx1 und bx2 2 V von f ,dann gilt f�ur die Verbindungsgerade von bx1 und bx2�f(bx1) + (1� �)f(bx2) = f(bx1) = f(bx2):F�ur jedes � 2 (0; 1) und f�ur jedes x = �bx1 + (1� �)bx2 2 V , das zwishen bx1 und bx2liegt, ergibt sih aber nah der De�nition der Konkavit�atf(x) = f(�bx1 + (1� �)bx2) > �f(bx1) + (1� �)f(bx2) = f(bx1) = f(bx2);was aber ein Widerspruh dazu ist, dass bx1 und bx2 Maxima sind. 2Desweiteren gilt nah Krabs (1983, S. 59) [11℄ der folgende Satz:Satz 2.2.9 Eine Funktion f : V ! IR auf einer niht-leeren o�enen und konkavenTeilmenge des IRn , die f�ur jedes x 2 V stetige zweite partielle Ableitungen besitzt, istgenau dann strikt konkav auf V , wenn ihre Hesse-Matrix H(x) f�ur jedes x 2 V negativde�nit ist.



20 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenIm folgenden Beispiel wird f�ur den Spezialfall der Poissonverteilung nun gezeigt, dassdie Hesse-Matrix negativ-de�nit und somit die Log-Likelihood-Funktion strikt konkavist, woraus nah Satz 2.2.8 die Eindeutigkeit des Maximums folgt.Beispiel 2.2.10 (ML-Sh�atzung bei Poissonverteilung) F�ur dieses Beispiel seidie kanonishe Linkfunktion �i = E(Yi j xi) = exp(xti�) gew�ahlt. Ausgehend von derWahrsheinlihkeitsfunktion der Poissonverteilung f�ur i = 1; ::; n unabh�angige Zufalls-variablen Yi erh�alt man die Log-Likelihood-FunktionL(�) = nXi=1 f��i + yi ln�i � ln(yi!)g = nXi=1 �� exp(xti�) + yi xti� � ln(yi!)	 :Dieser Term muss nun bez�uglih � abgeleitet und nullgesetzt werden.�L(�)�� = nXi=1 ��xi exp(xti�) + yixi	 = nXi=1 �yi � exp(xti�)	xi= 0BB� Pni=1 �yi � exp(xti�)	 xi1...Pni=1 �yi � exp(xti�)	 xip 1CCA = 0:Um daraus die Hesse-Matrix zu berehnen, werden zun�ahst durh partielles Ableitendie einzelnen Matrixeintr�age ermittelt.�2L(�)��r��s = ���s nXi=1 �yi � exp(xti�)	 xir = � nXi=1 exp(xti�)xirxis; r; s = 1; :::; p:Die gesamte Hesse-Matrix l�asst sih demnah durhH(�) = �2L(�)����t = � nXi=1 exp(xti�)xixit| {z }2IRp�pausdr�uken. F�ur den Nahweis, dass auh wirklih ein Maximum vorliegt, muss nohgezeigt werden, dass die Hesse-Matrix an der Stelle � = b� negativ de�nit ist, d.h. esist ztH(b�)z < 0 8 z 6= 0 zu �uberpr�ufen. Kann aber gezeigt werden, dass die Hesse-Matrix f�ur beliebige � negativ de�nit ist, dass also ztH(�)z < 0 8 z 6= 0 gilt, soist dies nah Satz 2.2.9 gleihzeitig der Nahweis f�ur eine global strikt konkave Log-Likelihood-Funktion und nah Satz 2.2.8 ist das Maximum dann eindeutig.ztH(�)z = �zt nXi=1 exp(xti�)| {z }Skalar xixitz = � nXi=1 exp(xti�)ztxixitz



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 21= � nXi=1 exp(xti�) ztxi|{z}=:wi2IR(ztxi)t = � nXi=1 exp(xti�)wiwti= � nXi=1 exp(xti�)w2i � 0:Es bleibt zu zeigen, dass der Wert gleih Null nur dann angenommen wird, wennz = 0 ist. Da die Exponentialfunktion strikt positiv ist und somit exp(xti�) > 0 gilt, ist�Pni=1 exp(xti�)w2i = 0, genau dann wenn wi = 0; 8i = 1; ::; n. Dies gilt aber genaudann, wenn xitz = 0; 8i = 1; ::; n. Ausf�uhrlih in Matrixshreibweise ergibt dies0BB� x1t...xnt 1CCA z = 0BB� x11; : : : ; x1p... ... ...xn1; : : : ; xnp 1CCA0BB� z1...zp 1CCA = 0:Nun hat aber die Matrix nah Voraussetzung (siehe Beginn des Abshnittes) einen vol-len Spaltenrang p und es gilt p � n, denn es k�onnen h�ohstens nur so viele Parametergesh�atzt werden, wie Beobahtungen vorhanden sind. Damit gibt es p linear unabh�angi-ge Zeilen in der Matrix, deren Indexmenge mit K = fk1; :::; kpg bezeihnet wird. Danngilt X�z = 0BB� xk1t...xkp t 1CCA| {z }2IRp�p z = 0;was aber nur m�oglih ist, wenn z = 0, denn die Matrix X� hat vollen Rang p. Damitist gezeigt, dass ztH(�)z < 0 8 z 6= 0; d.h. die Hesse-Matrix ist f�ur beliebige � ne-gativ de�nit. Die Log-Likelihood-Funktion ist daher global konkav und somit sind dieBedingungen f�ur ein globales Maximum erf�ullt.Sobald die Sh�atzungen durhgef�uhrt sind, geht es darum, die Eigenshaften der Sh�atzerzu �uberpr�ufen. Zu den wihtigsten geh�oren Unverzerrtheit, Konsistenz und asympto-tishe Normalverteilung. Die Unverzerrtheit und Konsistenz werden in Kredler (1998,S. 169f) [12℄ folgendermassen de�niert:De�nition 2.2.11 (Unverzerrtheit bzw. Erwartungstreue eines Sh�atzers) EineSh�atzfunktion T : IRn ! IRm heisst erwartungstreu oder unverzerrt, fallsE[T (X1; :::; Xn)℄ = �:Die Abweihung E[T (X1; :::; Xn)℄� � heisst Bias des Sh�atzers T .



22 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenF�ur die De�nition der Konsistenz wird Tn anstatt T geshrieben, um die Abh�angigkeitdes Sh�atzers vom Stihprobenumfang anzudeuten. Ausserdem wird die De�nition aufeindimensionale Sh�atzer mit Parameter � eingeshr�ankt, um eine einfahe Darstellungzu erhalten.De�nition 2.2.12 (Konsistenz eines Sh�atzers) Ein Sh�atzer Tn : IRn ! IR heisstkonsistent f�ur �, fallslimn!1P (j Tn(X1; ::Xn)� � j� ") = 1; 8 " > 0:Konsistenz bedeutet, dass der Sh�atzer Tn in Wahrsheinlihkeit gegen � konvergiert.Diese gew�unshten Eigenshaften eines Sh�atzers sind allerdings nur unter bestimmtenVoraussetzungen, den sogenannten "Regularit�atsbedingungen\ gegeben.In Cameron & Trivedi (1998, S. 23) [2℄ sind diese wie folgt zusammengefasst:(i) Die Dihte f(y j xi; �) ist global de�niert und es gilt f(y j xi; �1) 6= f(y j xi; �2)f�ur alle �1 6= �2.(ii) Es gilt � 2 �, wobei der Parameterraum � endlihdimensional, abgeshlossenund kompakt ist.(iii) Es existieren stetige und beshr�ankte Ableitungen von L(�) bis zur 3. Ordnung.(iv) Die Reihenfolge von Di�erentiation und Integration der Likelihood-Funktion darfvertausht werden.(v) Die Kovariablenvektoren xi; i = 1; ::; n erf�ullen folgende Bedingungen(a) xitxi <1(b) E(!2i )Pi E(!2i ) = 0 8i; wobei !i � xit � ln f(yijxi;�)��() limn!1 Pni=1 E(!2i j
i�1)Pni=1 E(!2i ) = 1, wobei 
i�1 = (x1;x2; :::;xi�1):Die erste Bedingung sihert, dass ein eindeutiges Maximum existiert. Die zweite Vor-aussetzung shliesst m�oglihe Probleme am Rand des Parameterraumes � aus und kannweggelassen werden, wenn z.B. L global konkav ist. Die dritte Bedingung kann oft etwasgelokert werden, indem man die Existenz der Ableitungen nur bis zur zweiten Ordnungfordert. Der vierte Punkt ist eine wihtige Bedingung, die solhe Dihten ausshliesst,bei denen der Wertebereih von yi von � abh�angt. Durh den letzten Punkt wird jede



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 23Beobahtung ausgeshlossen, deren Anteil an der Likelihood-Funktion zu gross ist. Daf�ur den ML-Sh�atzer b� = b� keine analytishen L�osungen existieren, k�onnen nur asymp-totishe Eigenshaften gefolgert werden, allerdings nur unter der Voraussetzung, dassdie oben beshriebenen Regularit�atsbedingungen gelten. Nah Fahrmeir & Tutz (1994,S. 43) [7℄ lassen sih die wihtigsten Eigenshaften des ML-Sh�atzers b� folgendermassenzusammenfassen:(i) Asymptotishe Existenz und Eindeutigkeit:Die Wahrsheinlihkeit, dass b� existiert und lokal eindeutig ist, konvergiert gegen1 f�ur n!1.(ii) Konsistenz:Falls � den wahren Wert beshreibt, dann konvergiert b� P! � f�ur n ! 1 inWahrsheinlihkeit.(iii) Asymptotishe Normalverteilung:Die Verteilung des ML-Sh�atzers ist eine Normalverteilung f�ur n ! 1; bzw.formal b� a� N(�; FI�1(b�)); (2.10)was gleihbedeutend ist mitFI 12 (b�)(b� � �) d! N(0; Ip);wobei d die Konvergenz in Verteilung andeutet und Ip eine p-dimensionale Ein-heitsmatrix abk�urzt. b� ist also asymptotish normalverteilt mit asymptotisherKovarianzmatrix Cov(b�) a= FI�1(b�);wobei FI�1(b�) die Inverse der Fisher-Informationsmatrix ausgewertet an der Stel-le � = b� darstellt.Es sind z.B. in Fahrmeir & Kaufmann (1985, S. 364) [5℄ diese Eigenshaften bewiesenworden wie auh in Prusha (1989) [16℄, der in den Kapiteln 6 und 7 auf die Beweise derasymptotishen Eigenshaften eines ML-Sh�atzers eingeht. Speziell werden die Existenzeines konsistenten ML-Sh�atzers und seine asymptotishe Normalverteilung in GLM'smit kanonisher Linkfunktion auf S. 273f bewiesen, w�ahrend auf S. 281 der Beweis f�urGLM's mit niht notwendig kanonishen Linkfunktionen gezeigt wird.



24 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagen2.2.7 Asymptotishe Hypothesentests in GLM'sZur statistishen Modellbildung geh�ort zun�ahst die explorative Datenanalyse, beider erste geeignete sinnvolle Modelle vorgeshlagen werden. Anshliessend erfolgt ei-ne �Uberpr�ufung des gefundenen Modells mit Hilfe von statistishen Hypothesentests.Erst danah shliesst sih die Residualanalyse an, durh welhe die Modellannahmenkontrolliert werden. Nun sollen in diesem Abshnitt die wihtigsten Hypothesentests inGLM's kurz vorgestellt werden, w�ahrend auf die grundlegende Testtheorie ausf�uhrlihin Kapitel 3 eingegangen wird.Die meisten Testprobleme f�ur den Parametervektor � sind lineare Hypothesen derForm H : C� = � gegen K : C� 6= �; (2.11)wobei von der Matrix C vorausgesetzt wird, dass sie einen vollen Zeilenrang q � p+ 1besitzt. Von diesen Testproblemen gibt es einen wihtigen SpezialfallH : �r = 0 gegen K : �r 6= 0: (2.12)Dabei beshreibt �r einen Teilvektor von �. Mit den Hypothesentests (2.12) �uberpr�uftman die Signi�kanz der zu �r geh�orenden E�ekte, indem man das Teilmodell, dasdurh �r = 0 de�niert ist, mit dem vollen Modell vergleiht. Zum Testen der genanntenHypothesen k�onnen die Likelihood-Quotienten-, Sore- und Wald-Statistik verwendetwerden, die nun naheinander erl�autert werden.(i) Likelihood-Quotienten-Test:Die Likelihood-Quotienten-Statistiklq = �2fL(e�)� L(b�)gvergleiht das unrestringierte Maximum L(b�) des Log-Likelihoods mit dem Ma-ximum L(e�), wobei e� der restringierte ML-Sh�atzer unter der NullhypotheseH : C� = � ist. Falls das unrestringierte Maximum L(b�) signi�kant gr�osser istals L(e�), was gleihbedeutend mit einer sehr grossen Teststatistik lq ist, so wirdH zu Gunsten von K verworfen. Der Likelihood-Quotienten-Test f�ur das Test-problem (2.12), das der �Uberpr�ufung eines Teilmodells, welhes durh �r = 0de�niert ist, entspriht, erfordert die ML-Sh�atzung von �r im entsprehendenTeilmodell und damit weitere Iterationen im Fisher-Soring-Verfahren. Allerdings



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 25ist dieser Aufwand noh sehr klein im Vergleih zur Berehnung des ML-Sh�atzerse� im Testproblem (2.11), in welhem durh die allgemeineren linearen Gleihungs-restriktionen der numerishe Aufwand erheblih erh�oht wird.(ii) Wald-Test:Die Wald-Statistik w = (Cb� � �)t[CFI�1(b�)C t℄�1(Cb� � �)misst die durh die asymptotishe Kovarianzmatrix CFI�1(b�)Ct von Cb� ge-wihtete Distanz zwishen dem unrestringierten Sh�atzer Cb� von C� und demhypothetishen Wert � = C� unter der Nullhypothese.(iii) Sore-Test:Die Sore-Statistik ist gegeben durhu = s(e�)tFI�1(e�)s(e�):Der dazugeh�orige Test basiert auf der folgenden Idee: Die Sore-Funktion s(�)ist f�ur das unrestringierte Modell gleih dem Nullvektor 0, falls sie an dem un-restringierten ML-Sh�atzer b� ausgewertet wird. Ersetzt man nun b� durh denML-Sh�atzer e� unter H, so wird sih s(e�) signi�kant von Null untersheiden,falls H niht wahr ist. Die Distanz zwishen s(e�) und Null wird eben durh dieSore-Statistik u gemessen, wobei die Inverse der Fisher-Informationsmatrix alsGewihtung fungiert. Betrahtet man den Spezialfall (2.12) des allgemeinen Test-problems, so reduzieren sih sowohl die Wald- als auh die Sore-Statistik auf einestark vereinfahte Form. F�ur die Wald-Statistik gilt dannw = b�tr bA�1r b�r;w�ahrend die Sore-Statistik durh u = estr eAresrgegeben ist. Dabei ist Ar die Teilmatrix von A = FI�1, die zu den entsprehendenElementen von �r geh�ort, und sr ist der dazugeh�orige Teilvektor von s.Nah Fahrmeir & Tutz (1994, S. 46) [7℄ ist allen drei Teststatistiken gemeinsam, dasssie unter der Nullhypothese von (2.11) asymptotish �aquivalent sind und dieselbe �2-Grenzverteilung mit q Freiheitsgraden besitzen, d.h. lq; w; u a� �2q, und analog unter



26 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagender Hypothese H von (2.12) die �2-Grenzverteilung mit r Freiheitsgraden aufweisen.Ein ausf�uhrliher Beweis f�ur die asymptotishe �2-Verteilung der Teststatistiken wurdein der Diplomarbeit von A. Franzmann (2001, S. 24f) [9℄ ausgearbeitet.2.2.8 DevianzanalyseNah der vorl�au�gen Modellerstellung und der �Uberpr�ufung durh geeignete Hypothe-sentests m�ussen nun die Modellannahmen kontrolliert werden. Dazu geh�oren sowohldie nahfolgend erl�auterten Anpassungskriterien als auh die im n�ahsten Abshnittbeshriebene Residualanalyse. Den Prozess, ein Modell zu erstellen, kann man als Me-thode betrahten, einen gegebenen Datensatz y durh ge�ttete Daten by bzw. b� zuersetzen, die vom Modell unter Verwendung einer kleinen Anzahl an Parametern abge-leitet werden. In der Regel werden aber die b�i von den gegebenen Daten yi abweihen.Die Frage ist dann, ob die Abweihung noh tolerierbar ist oder niht. Ben�otigt wirddemnah ein Mass, das angibt, wie gut das erarbeitete Modell an die Datenstrukturangepasst wird. In diesem Abshnitt sollen nun Methoden aufgezeigt werden, die dieAbweihung zwishen den wahren und den ge�tteten Daten messen.Das bekannteste Kriterium hierf�ur ist die "Devianz\. Die skalierte Devianz ist gegebendurh D�(y; �̂; �) := �2[L(�̂;y)� L(y;y)℄:L(y;y) beshreibt hierbei die Log-Likelihood-Funktion, die man in einem vollen Modellmit n Parametern erh�alt, d.h. man erreiht die maximal m�oglihe Anpassung, da dieDaten exakt reproduziert werden. L(�̂;y) dagegen ist die Log-Likelihood-Funktion desaktuellen Modells mit p < n Parametern. Da L(y;y) niht von Parametern abh�angt,ist die Maximierung von L(�̂;y) �aquivalent zur Minimierung von D�(y; �̂; �) bez�uglih�̂: Der Faktor 2 dient nur der Normalisierung, damit im Fall der Normalverteilung dieDevianz mit der Abstandsquadratsumme �ubereinstimmt.Wird D�(y; �̂; �) mit dem Parameter a(�), der als bekannt oder zumindest als festvorausgesetzt wird, multipliziert, erh�alt man die DevianzD(y; �̂) = �2a(�)[L(�̂;y)� L(y;y)℄:Beahtet man, dass L = lnL ist, dann ist die Devianz also ein Mass, das aus demLogarithmus des Likelihood-Quotienten gebildet wird.Ein anderes bedeutendes Mass zur Bestimmung der Abweihung ist die sogenannte



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 27"Pearson-Statistik\, die durh �2 = nXi=1 (yi � b�i)2V (b�i)de�niert wird. Dabei ist V (b�i) die gesh�atzte Varianzfunktion der unterstellten Ver-teilung, die in (2.5) de�niert wurde. Sind Erwartungswert und Varianz korrekt spe-zi�ziert, so gilt E(�2) = EhPni=1 (yi��i)2V ar(�i) i = n, da Eh (yi��i)2V ar(�i) i = 1 ist. Nun m�ussenaber p Parameter noh gesh�atzt werden, womit sih die Anzahl der Freiheitsgradevon n auf n � p reduziert. O�ensihtlih liegt bei einer Normalverteilung der yi ei-ne exakte �2n�p-Verteilung vor, da sih die Pearson-Statistik in diesem Fall aus derSumme von quadrierten standardisierten normalverteilten Zufallsvariablen ergibt. Inanderen F�allen ist nah Fahrmeir & Tutz (1994, S. 48) [7℄ sowohl die Devianz als auhdie Pearson-Statistik zumindest asymptotish �2n�p verteilt mit n� p Freiheitsgraden.Ein Beweis hierf�ur steht in Prusha (1989) [16℄, der auf S. 243 die Asymptotik f�urdie Pearson-Statistik zeigt und auf S. 273 in Satz 3.4 die asymptotishe �2-Verteilungf�ur die skalierte Devianz in GLM's mit kanonisher Linkfunktion und auf S. 281 f�urallgemeine GLM's beweist.Mit Hilfe der Devianz und ihrer asymptotishen �2-Verteilung k�onnen zus�atzlih zuden in Abshnitt 2.2.7 beshriebenen Hypothesentests zwei weitere Tests durhgef�uhrtwerden, die die Anpassungsg�ute des gefundenen Modells �uberpr�ufen. Der "Residual-Deviane-Test\ oder auh "Test of Fit\ genannt, testet die allgemeine NullhypotheseH : Modell passt gegen K : Modell passt niht:Man verwirft dann die Nullhypothese, d.h. man geht davon aus, dass die Anpassungdes erarbeiteten Modells an die Datenstruktur noh niht ausreihend ist, genau dannwenn Devianz > �2n�p;1��gilt, wobei n die Anzahl der Beobahtungen, p die Anzahl der zu sh�atzenden Parame-ter, � das Signi�kanzniveau beshreibt und �2n�p;1�� das 1�� Quantil der �2-Verteilungist. Der Residual-Deviane-Test geh�ort zu den asymptotishen Tests, da die Devianz,wie vorher erl�autert, asymptotish �2-verteilt ist. Im Gegensatz zu diesem Test, der dasgesamte Modell �uberpr�uft, wird beim "Partial-Deviane-Test\ die Signi�kanz von nureiner oder mehreren Kovariablen gemessen. Dies wird erreiht, indem man zwei ModelleM1 und M2 miteinander in Beziehung bringt, wobei in ModellM2 im Vergleih zu Mo-dell M1 genau diejenigen Parameter zus�atzlih enthalten sind, deren Einuss getestet



28 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagenwerden soll. Der Regressionsparametervektor � wird also aufgespalten in � = (�1;�2)t,wobei Modell M1 aus den Parametern, die in �1 enthalten sind, besteht, und ModellM2 zus�atzlih die Parameter aus �2 aufweist. Der dazugeh�orige Test lautet dannH : �2 = 0 gegen K : �2 6= 0:Die Nullhypothese wird verworfen, sobaldDevianz(M1)�Devianz(M2) > �2p2�p1;1��gilt. Dabei ist p1 die Anzahl der Parameter in Modell M1 und entsprehend p2 dieAnzahl der Parameter in Modell M2. Auh hier beshreibt wieder �2p2�p1;1�� das 1� �Quantil der �2p2�p1-Verteilung. Wird die Nullhypothese abgelehnt, so erh�alt man einenNahweis f�ur den signi�kanten Einuss der zu den Parametern aus �2 geh�orenden Ko-variablen. Zu bemerken bleibt, dass sih, wenn man mit V das volle Modell bezeihnet,beim Partial-Deviane-Test eine allgemeine Testgr�osseDevianz(M1)�Devianz(M2) = �2a(�) (L(M1)� L(V )) + 2a(�) (L(M2)� L(V ))= �2a(�) (L(M1)� L(M2))ergibt, die bis auf den Vorfaktor a(�) der Testgr�osse des Likelihood-Quotienten-Testsin Abshnitt 2.2.7 entspriht, wenn M2 das unrestringierte und M1 das Modell unterder Nullhypothese abk�urzt.Beispiel 2.2.13 (Devianz und Pearson-Statistik bei Poissonverteilung) F�ur diePoissonregression ergibt sih die folgende Devianz, die hier shrittweise hergeleitet wird:Zun�ahst werden die Log-Likelihood-Funktionen berehnet. Zu beahten ist dabei, dassL =Pni=1 Li gilt.Li(b�i; yi) = �b�i + yi ln b�i � ln(yi!) und Li(yi; yi) = �yi + yi ln yi � ln(yi!):Die Devianz lautet dann:DPoi(y; �̂) = �2 nXi=1 Li(b�i; yi)� Li(yi; yi)= �2 nXi=1 [�b�i + yi ln b�i � ln(yi!)� (�yi + yi ln yi � ln(yi!))℄= �2 nXi=1 (�yi ln yib�i + yi � b�i)= 2 nXi=1 (yi ln yib�i � (yi � b�i)):



2.2. Einf�uhrung in die Theorie der GLM's 29Dabei wird die Konvention unterstellt, dass yi ln yi = 0, falls yi = 0: Zu bemerken bleibt,dass nah Beispiel 2.2.2 a(�) = 1 gilt und somit die Devianz D mit der skaliertenDevianz D� �ubereinstimmt.Die generalisierte Pearson-Statistik kann man sofort angeben. In Beispiel 2.2.2 wurdegezeigt, dass V ar(Yi) = b00(�i)a(�) = e�i = �i ist. Somit lautet die Pearson-Statistik imSpezialfall der Poissonverteilung�2Poi = nXi=1 (yi � b�i)2b�i :Die Pearson-Statistik spielt speziell f�ur die Poissonverteilung eine wihtige Rolle. Siekann n�amlih als Indikator f�ur die theoretish geforderte Gleihheit von Erwartungswertund Varianz verwendet werden, da sie das Verh�altnis der empirishen Varianz zumempirishen Erwartungswert angibt. Nah MCullagh & Nelder (1989, S. 200) [15℄l�asst sih der Dispersionsparameter �, der nah Beispiel 2.2.2 im Poissonfall 1 ist,durh �2Poin�p sh�atzen. Somit l�asst sih �2Poi > n � p als Hinweis auf �Uberdispersiondeuten, w�ahrend man entsprehend den Fall �2Poi < n � p so interpretiert, dass dieVarianz kleiner als der Erwartungswert ist.Sowohl die Devianz als auh die Pearson-Statistik sollten nie als alleinige Kriterienf�ur die Anpassung herangezogen werden. Sie dienen vielmehr dazu, eine Vorentshei-dung zu bekommen, ob ein Modell geeignet ist, w�ahrend die genaue �Uberpr�ufung desModells eine detailliertere Untersuhung erfordert, die auh die nahstehend erl�auterteResidualanalyse beinhaltet.2.2.9 ResidualanalyseResiduen, die im klassishen Modell als Di�erenz zwishen wahrem und ge�ttetemWertde�niert werden, d.h. ri = (yi� b�i), k�onnen dazu verwendet werden, die Anpassung desModells bez�uglih der Wahl der Varianzfunktion, der Linkfunktion und der Terme imlinearen Pr�adiktor zu untersuhen. F�ur die klassishe lineare Regression mit normal-verteilten, homoskedastishen Fehlern gilt (yi � �i) � N(0; �2), was bedeutet, dass ingrossen Stihproben die Residuen symmetrish um 0 mit konstanter Varianz �2 verteiltsind. Dagegen ist f�ur Z�ahldaten (yi��i) heteroskedastish und asymmetrish. Es gibt indiesen F�allen kein Residuum, das die gew�unshten Eigenshaften wie Erwartungswertgleih 0, konstante Varianz und symmetrishe Verteilung gleihzeitig erf�ullt. Dies f�uhrtzu untershiedlihen De�nitionen von Residuen, je nahdem auf welhe Eigenshaft ammeisten Wert gelegt wird. Hier sollen aber nur die zwei wihtigsten vorgestellt werden:



30 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagen(i) Pearson-Residuum:Das Pearson-Residuum rPi ist durhrPi = yi � b�ipV (b�i)de�niert. Dies ist das klassishe Residuum, das noh mit der gesh�atzten Stan-dardabweihung zur Korrektur der Heteroskedastizit�at skaliert wird. In grossenStihproben hat dieses Residuum einen Erwartungswert 0 und ist homoskeda-stish (mit Varianz 1), allerdings ist es asymmetrish verteilt. Im Fall der Pois-sonverteilung gilt die folgende Beziehung zwishen der Pearson-Statistik und demPearson-Residuum: nXi=1 (rPi )2 = �2:Durh diese Beziehung mit der Pearson-Statistik hat dieses Residuum auh seinenNamen erhalten.(ii) Devianz-Residuum:Wird die Devianz als Anpassungsmass in einem GLM verwendet, dann tr�agtjede Einheit einen bestimmten Teil di zum gesamten Mass bei, d.h.Pni=1 di = D:Damit kann man nun das Devianz-Residuum bilden:rDi = sign(yi � b�i)pdi; mit sign(x) = 8>><>>: �1 f�ur x < 00 f�ur x = 01 f�ur x > 0:Dieses Mass w�ahst mit yi � b�i und es gilt Pni=1(rDi )2 = D: F�ur den Spezialfallder Poissonverteilung ergibt sih das Residuum zurDi = sign(yi � b�i)2hyi ln yib�i � (yi � b�i)i1=2:2.3 Die Negativ-Binomial-VerteilungIn den bisherigen Abshnitten wurde besonders auf die Poissonverteilung als Spezial-fall der GLM's eingegangen, da diese Verteilung zur Modellierung von Z�ahldaten amh�au�gsten verwendet wird. Allerdings treten im Zusammenhang mit dieser Verteilungoftmals Shwierigkeiten bei der Modellbildung auf, da die f�ur die Poissonverteilungharakteristishe Eigenshaft der �Aquidispersion, d.h. die Gleihheit von Erwartungs-wert und Varianz, durh die Daten in der Regel verletzt wird. �Ubliherweise weisen die



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 31Daten in der Praxis �Uberdispersion auf, d.h. ihre Variabilit�at ist h�oher als durh dasPoissonmodell erwartet. Im Gegensatz zu anderen Modellen reiht hier die Verletzungder �Aquidispersion shon aus, um die Poissonmodellannahme zu verletzen. M�ogliheUrsahen der �Uberdispersion sind z.B., dass noh weitere Regressoren imModell fehlen,die Linkfunktion k�onnte falsh gew�ahlt worden sein, oder die zugrundeliegende Beob-ahtungseinheit (Zeit, Volumen, et.) ist niht fest, sondern variabel. W�ahrend dieersten beiden Ursahen in jedem beliebigen Regressionsmodell auftreten k�onnen, istder letzte Punkt typish f�ur die Poissonverteilung. Eine M�oglihkeit, mit dem Problemder �Uberdispersion umzugehen ist, bei der Annahme der Poissonverteilung zu bleiben,obwohl die Voraussetzung der Gleihheit von Erwartungswert und Varianz niht erf�ulltist. Dies kann zu falshen Sh�atzungen der Teststatistiken und zu erh�ohten optimisti-shen Shlussfolgerungen bez�uglih der Signi�kanz der Regressoren f�uhren. Allerdings,solange hierbei der Erwartungswert rihtig spezi�ziert ist, sind die Sh�atzer laut Came-ron & Trivedi (1998, S. 60) [2℄ immer noh konsistent. Sh�atzungen der Standardfehlerjedoh m�ussen dann korrigiert werden.Eine Alternative zur Poissonverteilung w�are, die �Uberdispersion mit Hilfe einer ande-ren, allgemeineren Verteilung zu modellieren, die keine �Aquidispersion erfordert. Diein solhen F�allen verwendete Verteilung ist die Negativ-Binomial-Verteilung, deren Va-rianz eine quadratishe Funktion des Erwartungswertes ist.Im n�ahsten Unterabshnitt wird diese Verteilung zun�ahst de�niert, es werden kurz ei-nige wihtige Eigenshaften aufgezeigt und es wird erl�autert, inwiefern diese Verteilungeine Alternative zur Poissonverteilung darstellt.2.3.1 Die NB-Verteilung und ihre EigenshaftenIm Gegensatz zur Poissonverteilung erlaubt die NB-Verteilung mehr Flexibilit�at inder Modellierung der Varianz und besteht niht nur aus einem, sondern aus zwei Pa-rametern. Zun�ahst wird die NB-Verteilung als diskrete Verteilung mit ganzzahligemParameter r eingef�uhrt, w�ahrend sp�ater auf die Erweiterung mit stetigem Parametereingegangen wird.De�nition 2.3.1 (NB-Verteilung mit r 2 IN) Die Zufallsvariable Y heisst negativ-binomial-verteilt mit Parametern r und p, kurz Y � NB(r; p), falls sih ihre Wahr-sheinlihkeitsfunktion wie folgt darstellen l�asst:P (Y = y) =  y + r � 1y ! pr(1� p)y; y = 0; 1; 2; ::; r 2 IN; 0 < p < 1:



32 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagen�Ahnlih wie die Binomial- und auh die Poissonverteilung l�asst sih die NB-Verteilungin dieser Form leiht anshaulih interpretieren. Bei einer Zufallsvariablen Y , dieNB(r; p)-verteilt ist, bedeutet Y = y in einer Reihe von unabh�angigen Bernoulli-Versuhen mitErfolgswahrsheinlihkeit p die Anzahl der Misserfolge vor dem r-ten Erfolg.Beispiel 2.3.2 Eine defekte Pistole shiesst in 5 von 6 F�allen niht. Die Wahrshein-lihkeit, dass es z.B. 10 Fehlversuhe vor dem 3. Erfolg gibt, ist dann gegeben durhP (Y = 10) =  10 + 3� 110 !�16�3�1� 16�10 :Y w�are in diesem Fall NB(3; 16)-verteilt.In der Abbildung 2.1 sind Wahrsheinlihkeitsfunktionen von NB-Verteilungen abge-bildet mit jeweils untershiedlihen Parametern. Man erkennt, dass je kleiner die Er-folgswahrsheinlihkeit p ist, desto weiter ist die Funktion nah rehts vershoben, damehr Versuhe ben�otigt werden, bis wieder ein Erfolgsereignis eintritt.
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Abbildung 2.1: Vershiedene NB-Verteilungen



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 33Satz 2.3.3 (Momenterzeugende Funktion der NB-Verteilung) Die momenter-zeugende Funktion der NB-Verteilung lautetMY (t) = E(etY ) = � p1� (1� p)et�r ; t < jln(1� p)j:Beweis: Am einfahsten sieht man den Beweis ein, wenn man zun�ahst den Spezial-fall r=1 betrahtet, d.h. man beobahtet in einer Reihe von unabh�angigen Bernoulli-Versuhen die Anzahl der Fehlversuhe vor dem ersten Erfolg. Dies entspriht genauder geometrishen Verteilung: P (X = x) = p(1� p)x:Die momenterzeugende Funktion der geometrishen Verteilung l�asst sih folgendermas-sen berehnen: MX(t) = E(etX) = 1Xx=0 p(1� p)xetx= p 1Xx=0((1� p)et)x= p1� (1� p)et :Nun kann eine negativ-binomial-verteilte Zufallsvariable Y mit Parameter r durhY = Pri=1Xi aus r unabh�angigen geometrish verteilten Zufallsvariablen Xi gebildetwerden. Dies soll hier f�ur r = 2 gezeigt werden. Seien dazu X1 und X2 zwei geometrishverteilte Zufallsvariablen mit Erfolgswahrsheinlihkeitsparameter p. Dann gilt nahKredler (1998, S. 70) [12℄ f�ur die Wahrsheinlihkeitsfunktion der ZufallsvariableY = X1 +X2fX1+X2(y) = XX1 fX1(x1)fX2(y � x1)= yXi=0 P (X1 = i)P (X2 = y � i)= yXi=0 p(1� p)ip(1� p)y�i = yXi=0 p2(1� p)y= (y + 1)p2(1� p)y =  y + 2� 1y ! p2(1� p)y;was der Wahrsheinlihkeitsfunktion der NB-Verteilung mit Parametern r = 2 und pgleiht. Die obige Behauptung kann dann wegen der Unabh�angigkeit und der Ged�aht-



34 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagennislosigkeit der geometrishen Verteilung leiht auh f�ur r > 2 Zufallsvariablen nah-vollzogen werden. Damit ergibt sih aber f�ur die momenterzeugende Funktion der NB-Verteilung MY (t) = MPri=1Xi(t) = rYi=1 MX(t) = � p1� (1� p)et�r :Die Produktformel f�ur die momenterzeugende Funktion darf angewendet werden, da dieXi unabh�angig vorausgesetzt werden. 2Mit Hilfe der momenterzeugenden Funktion k�onnen nun aus den Formeln (2.1) und(2.2) der Erwartungswert und die Varianz berehnet werden.E(Y ) = dM(0)dt = r� p1� (1� p)et�r�1 p(1� p)et(1� (1� p)et)2 jt=0= r� p1� (1� p)�r�1 p(1� p)(1� (1� p))2= rp(1� p)p2= r1� pp :F�ur die Varianz giltV ar(Y ) = d2M(0)dt2 � �dM(0)dt �2= ddthr� p1� (1� p)et�r�1 p(1� p)et(1� (1� p)et)2 i jt=o ��r1� pp �2= r(r � 1)� p1� (1� p)et�r�2� p(1� p)et(1� (1� p)et)2�2 jt=0 +r� p1� (1� p)et�r�1� p(1� p)et(1� (1� p)et)2 + p(1� p)et2(1� (1� p)et)(1� p)et(1� (1� p)et)4 jt=0��r1� pp �2= r(r � 1)�p(1� p)p2 �2 + rp(1� p)p2 + p(1� p)2p(1� p)p4 � r2(1� p)2p2= r(r � 1)(1� p)2 + rp(1� p) + 2r(1� p)2 � r2(1� p)2p2= r2(1� p)2 � r(1� p)2 + rp(1� p) + 2r(1� p)2 � r2(1� p)2p2



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 35= r(1� p)p+ (1� p)p2= r1� pp2 :Zusammenfassend gelten also f�ur negativ-binomial-verteilte Zufallsvariablen Y die For-meln E(Y ) = r1� pp und V ar(Y ) = r1� pp2 : (2.13)An diesen Werten kann man sofort erkennen, dass die Varianz immer gr�osser als derErwartungswert ist, da 0 < p < 1. Aus diesem Grund eignet sih die NB-Verteilungbesonders gut zur Modellierung von Daten, die �Uberdispersion aufweisen.Als weitere Eigenshaft kann analog zur Poissonverteilung ein Additivit�atssatz ange-geben werden, der nahfolgend erl�autert wird.Satz 2.3.4 (Additivit�at der NB-Verteilung) F�ur die Zufallsvariable Z = X + Ymit X � NB(r; p) und Y � NB(s; p) und X und Y unabh�angig gilt:Z = X + Y � NB(r + s; p):Beweis: Da die Zufallsvariablen X und Y unabh�angig sind, gilt f�ur die momenterzeu-gende FunktionMZ(t) = MX+Y (t) =MX(t)MY (t)= � p1� (1� p)et�r � p1� (1� p)et�s = � p1� (1� p)et�r+s ;was gerade die momenterzeugende Funktion einer NB(r+ s; p)-verteilten Zufallsvaria-ble ist. 2�Ahnlih wie f�ur die Poissonverteilung gibt es auh hier eine Vielzahl von vershiede-nen Charakterisierungsm�oglihkeiten. Die mitunter wihtigste und gel�au�gste ist dieDarstellung der NB-Verteilung als eine Poisson-Gamma-Mishung, worauf im ansh-liessenden Unterabshnitt noh n�aher eingegangen wird. Eggenberger und Polya (1923)fanden eine noh andere Methode. Ihre Idee beruht auf der Charakterisierung der NB-Verteilung als ein Grenzwert eines Urnenmodells. In Johnson & Kotz (1993, S. 205) [10℄ist dieser Zusammenhang folgendermassen beshrieben:



36 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenSatz 2.3.5 (NB-Verteilung als Grenzwert der Polya-Verteilung) Gegeben seieine Urne, die Np weisse und N(1 � p) shwarze Kugeln enth�alt. Nun werde eineStihprobe der L�ange n gezogen, wobei nah jedem einzelnen Zug die jeweils gezogeneKugel wieder in die Urne zur�ukgelegt wird und  = N� Kugeln derselben Farbe wiedie gezogene Kugel in die Urne hinzugef�ugt werden. Y sei dann die Anzahl der weissenKugeln in n Z�ugen. Die Verteilung von Y folgt der Polya-Verteilung, die durhP (Y = y) =  ny !� p��[y℄� q��[n�y℄.� 1��[n℄gegeben ist, wobei a[y℄ = a(a + 1):::(a + y � 1) abk�urzt, und q = 1 � p ist. Damit l�asstsih der obige Ausdruk umshreiben in die g�angige FormP (Y = y) =  ny ! � p�� � p� + 1� � � �� p� + y � 1�� q��� q� + 1� � � �� q� + n� y � 1�� 1��� 1� + 1� � � �� 1� + n� 1�=  ny ! p(p+ �) � � � (p+ y� � �)q(q + �) � � � (q + n� � y� � �)1(1 + �) � � � (1 + n� � �) ;f�ur y = 0; 1; :::; n.Betrahtet man nun den Grenzfall f�ur n ! 1; p ! 0; � ! 0 mit np = �k undn� = �, dann ergibt sih daraus die NB-VerteilungP (Y = y) =  k + y � 1k � 1 !� �1 + ��y �1� �1 + ��k ;mit den Parametern k und p = 1� �1+� = 11+� .Beweis: Einen Beweis hierf�ur kann man in Boswell and Patil, 1970 oder in Feller(1968, S.118-145) [8℄ nahlesen. 2In der Literatur wird in der Regel nur die bisher angegebene Form der NB-Verteilungmit ganzzahligem Parameter r und p angesprohen, doh h�au�g wird bei der Verwen-dung von NB-Modellen eine Erweiterung erw�unsht, die niht nur ganzzahlige, sondernauh stetige Parameter zul�asst. Allerdings hat die erweiterte Form dann den Nahteil,dass sie sih niht mehr anshaulih interpretieren l�asst, wie das bisher der Fall war.Trotz des stetigen Parameters geh�ort aber die erweiterte Form der NB-Verteilung im-mer noh zu der Klasse der diskreten Verteilungen, da die Zufallsvariable Y weiterhinnur diskrete Werte annimmt.



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 37De�nition 2.3.6 (Negativ-Binomial-Verteilung, erweiterte Form) Die ZV Yheisst negativ-binomial-verteilt, falls ihre Wahrsheinlihkeitsfunktion folgende Formhat: P (Y = y) = �(y + a�1)�(a�1)y! � a�1 + a��y � 11 + a��a�1= �(y + a�1)�(a�1)y! � �a�1 + ��y � a�1a�1 + ��a�1f�ur y = 0; 1; 2; :::: Der Parameter a � 0 wird hierbei oft mit Dispersionsindex bezeih-net. Eine andere, auh sehr h�au�g auftretende Parametrisierung der Wahrsheinlih-keitsfunktion benutzt statt a�1 den Parameter k = a�1: Hier soll aber im folgenden dieerstere Parametrisierung verwendet werden. Als Abk�urzung f�ur die Negativ-Binomial-Verteilung wird nun Y � NB(�; a) geshrieben. Um zu zeigen, dass die angegebeneFunktion auh wirklih eine Wahrsheinlihkeitsfunktion ist, muss bewiesen werden,dass sih die Summe �uber Y zu 1 aufaddiert.Beweis:limy!1P (Y � y) = 1Xy=0 �(y + a�1)�(a�1)y! � a�1 + a��y � 11 + a��a�1(�)= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 1Xy=0 Z 10 sy+a�1�1e�s ds 1y! � a�1 + a��y(��)= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 1Xy=0 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y ds= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 sa�1�1e�s 1Xy=0 �s a�1 + a��y 1y! ds= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 sa�1�1e�ses a�1+a� ds= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 sa�1�1e�s(1� a�1+a� ) ds= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 Z 10 sa�1�1e�s( 11+a� ) ds(���)= 1�(a�1) � 11 + a��a�1 �(a�1)� 11+a��a�1 = 1:(�): Die Gammafunktion ist de�niert als�(x) = Z 10 sx�1e�s ds:



38 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagen(��): Nah dem Satz von der majorisierten Konvergenz (A. Leutbeher, Analysis-Skriptum 3, 1998/99, S. 123) gilt:Es seien fn und f auf U 2 IRn de�niert und lokal Riemann-integrierbar und es gelte8 x 2 U : limn!1 fn(x) = f(x):Sei weiter g auf U niht negativ und uneigentlih Riemann-integrierbar mit j fn j< g8 n 2 IN: Dann existieren die folgenden uneigentlihen Integrale und es gilt zwishenihnen die folgende Relation limn!1ZU fn(x) dx = ZU f(x) dx:Hier sei nun U := [0;1); fn(s) =Pny=0 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1+a��y undf(s) = limn!1 fn(s) = limn!1 nXy=0 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y= sa�1�1e�s limn!1 nXy=0 �s a�1 + a��y 1y!= sa�1�1e�ses a�1+a� = sa�1�1e�s( 11+a� ):Da die Summanden von fn(s) alle positiv sind, ist fn(s) monoton steigend und es giltf1 � f2 � � � � � f , woraus j fn j� f 8 n 2 IN folgt. Die Grenzfunktion f ist ausserdemuneigentlih Riemann integrierbar, so dass die Voraussetzungen f�ur den Satz von dermajorisierten Konvergenz erf�ullt sind und der Satz angewendet werden kann. Damitgilt shliesslihZ 10 f(s) = limn!1Z 10 fn(s) ds= limn!1Z 10 nXy=0 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y dsn endlih= limn!1 nXy=0 Z 10 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y ds= 1Xy=0 Z 10 sy+a�1�1e�s 1y! � a�1 + a��y ds;womit die Vertaushbarkeit von Summation und Integration gezeigt ist.(� � �): Laut Springers Formelsammlung (1997, S. 177) [17℄ gilt die FormelZ 10 xne�ax dx = �(n+ 1)an+1 ; n > �1; a > 0: 2



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 39Um den Erwartungswert und die Varianz f�ur die erweiterte Form zu erhalten, wirdzun�ahst analog wie f�ur die vereinfahte Darstellung die momenterzeugende Funktionhergeleitet.Satz 2.3.7 (Momenterzeugende Funktion der NB-Verteilung, erweiterte Form)Die momenterzeugende Funktion f�ur die NB-Verteilung aus De�nition 2.3.6 ist gegebendurh MY (t) =  a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1 :Beweis: Bei diesem Beweis werden analog zum Beweis der Wahrsheinlihkeitsfunk-tion in De�nition 2.3.6 die Umformungen der Gammafunktion in eine Integraldarstel-lung, die Vertaushbarkeit von Summation und Integration und die Integralformel nahSpringers Formelsammlung (1997, S. 177) [17℄ verwendet.MY (t) = E(etY ) = 1Xy=0 ety�(y + a�1)�(a�1)y! � �a�1 + ��y � a�1a�1 + ��a�1= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 1Xy=0 Z 10 sy+a�1�1e�s ds 1y! � �a�1 + ��y ety= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 Z 10 e�ssa�1�1 1Xy=0(set �a�1 + �)y 1y! ds= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 Z 10 e�ssa�1�1eset �a�1+� ds= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 Z 10 sa�1�1e�s(1�et �a�1+� ) ds= 1�(a�1) � a�1a�1 + ��a�1 �(a�1)(1� et �a�1+�)a�1=  a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1 : 2Aus der momenterzeugenden Funktion werden nun Erwartungswert und Varianz nahden bekannten Formeln (2.1) und (2.2) berehnet.E(Y ) = dM(0)dt= a�1 a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1�1 a�1a�1+� �1� a�1a�1+�� et�1� (1� a�1a�1+�)et�2 jt=0



40 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagen= a�1 1� a�1a�1+�a�1a�1+� = �a�1 + �(a�1 + �) = � und (2.14)V ar(Y ) = d2M(0)dt2 � dM(0)dt= a�1(a�1 � 1) a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1�20B� a�1a�1+�(1� a�1a�1+�)et�1� (1� a�1a�1+�)et�21CA2 jt=0+ a�1 a�1a�1+�1� (1� a�1a�1+�)et!a�1�1 264 a�1a�1+� �1� a�1a�1+�� et �1� (1� a�1a�1+�)et�2�1� (1� a�1a�1+�)et�4+ a�1a�1+� �1� a�1a�1+�� et2�1� (1� a�1a�1+�)et��1� a�1a�1+�� et�1� (1� a�1a�1+�)et�4 375 jt=0 ��2= a�1(a�1 � 1) 1� a�1a�1+�a�1a�1+� !2
+ a�1� a�1a�1+��3 �1� a�1a�1+��+ 2� a�1a�1+��2 �1� a�1a�1+��2� a�1a�1+��4 � �2= (a�1)2 �1� a�1a�1+��2 � a�1 �1� a�1a�1+��2 + a�1 � a�1a�1+�� �1� a�1a�1+��� a�1a�1+��2+ 2a�1 �1� a�1a�1+��2 � �2 � a�1a�1+��2� a�1a�1+��2= a�1 � a�1a�1+�� �1� a�1a�1+��+ a�1 �1� a�1a�1+��2� a�1a�1+��2= a�1 �1� a�1a�1 + �� a�1a�1+� + 1� a�1a�1+�� a�1a�1+��2= a�1 �1� a�1a�1+��� a�1a�1+��2 = a�1�a�1 + � (a�1 + �)2(a�1)2= �(a�1 + �)a�1 = �+ a�2: (2.15)



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 41F�ur den Spezialfall, dass der nun stetige Parameter a diskrete Werte annimmt, kanndurh leihtes Umformen die �Aquivalenz beider Darstellungsformen der NB-Verteilunggezeigt werden. Im Vergleih zur ersten Darstellung wird hier statt des Parameters rder Parameter a�1 verwendet und p wird durh den Bruh a�1a�1+� ersetzt. Shliesslihbleibt zu zeigen, dass der BinomialkoeÆzient aus der ersteren Darstellung dem Bruhder Gammafunktionen in der erweiterten Form entspriht. Es gilt�(y + a�1)�(a�1)y! = (y + a�1 � 1)!(a�1 � 1)!y! =  y + a�1 � 1y ! ; f�ur a�1 2 IN;womit die �Aquivalenz beider Formen gezeigt ist.Zusammenfassend l�asst sih sagen, dass die NB-Verteilung ebenso zur Erstellung vonZ�ahldatenmodellen geeignet ist wie die Poissonverteilung, nur mit dem Vorteil, dassdie NB-Verteilung in der Modellierung der Varianz wesentlih mehr Flexibilit�at zul�asst.Wie eng beide Modelle miteinander zusammenh�angen, kann man daran erkennen, dassdie NB-Verteilung die Poissonverteilung als Spezialfall enth�alt. Wird n�amlih der Dis-persionsparameter a = 0 gew�ahlt, was gleihbedeutend damit ist, dass keine �Uberdis-persion vorliegt, so ergibt sih daraus die Poissonverteilung.Satz 2.3.8 (Poissonverteilung als Grenzfall der NB-Verteilung) Sei Y eine ZV,die negativ-binomial-verteilt ist mit Parametern � und a = 0. Dann ergibt sih darausdie Poissonverteilung mit Paramter �:Beweis: P (Y = y) = �(y + a�1)�(a�1)y! � a�1 + a��y � 11 + a��a�1�=a�1= �(y + �)�(�)y! � 1��1 + 1���y � 11 + 1����= �(y + �)�(�)y! � �� + ��y � �� + ���(�)=  y�1Yj=0(j + �)! 1y! � 1� + ��y �y � �� + ���(��)=  y�1Yj=0 j + �� + �! 1y!�y � �� + ���=  y�1Yj=0 j� + 11 + ��!� 11 + ���� �yy!lima!0P (Y = y) = lim�!1P (Y = y) (���)= 1 e�� �yy! :



42 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenDies ist die Wahrsheinlihkeitsfunktion der Poissonverteilung mit Parameter �:(�) �(y + �)�(�) = (y + �� 1)!(�� 1)! = (y + �� 1)(y + �� 2)::::(y + �� y) = y�1Yj=0(j + �)(��) � 1� + ��y = � 1� + ��� 1� + �� ::::� 1� + ��| {z }y�mal = y�1Yj=0� 1� + ��(� � �)  y�1Yj=0 j� + 11 + ��! �!1! 1; und es gilt(� � �) � 11 + ���� = � �� + ��� = �1 + ����� �!1! e��: 22.3.2 Unbeobahtete Heterogenit�atBisher wurde die �Uberdispersion als Grund f�ur das Sheitern der Poissonregression beider Modellierung von Z�ahldaten shon genannt. Nun soll untersuht werden, durhwelhe Ursahen diese entstehen kann, wobei hier nur auf die wihtigsten Gr�unde ein-gegangen wird.Wie zu Beginn dieses Abshnittes erl�autert, kann �Uberdispersion daher r�uhren, dassz.B. noh relevante Regressoren fehlen, oder es kann der f�ur die Poissonverteilung ty-pishe Fall eintreten, dass die sogenannte "unbeobahtete Heterogenit�at\ vorliegt. Umdiese zu modellieren, w�ahlt man den einzigen Parameter der Verteilung niht fest, son-dern zuf�allig, d.h. man f�ugt im bedingten Erwartungswert der Poissonverteilung noheinen multiplikativen Fehlerterm ein, um zuf�allige Variation zu ber�uksihtigen. Diesf�uhrt zu der Familie der gemishten Modelle. In einer Poissonregression ohne Hete-rogenit�at wird die Dihte bzw. die Wahrsheinlihkeitsfunktion von (Yi j xi) bedingtdurh die Kovariablenvektoren xi spezi�ziert. Dies ist gleihbedeutend mit der Spezi-�zierung des bedingten Erwartungswertes als eine nihtstohastishe Funktion von xi.In gemishten Modellen dagegen wird die Dihte von (Yi j xi; �i) spezi�ziert, wobei�i einen unbeobahteten Heterogenit�atsterm f�ur die i-te Beobahtung darstellt. Mannimmt also an, dass die einzelnen Beobahtungen in einer Weise zuf�allig variieren, dieniht vollst�andig durh die beobahteten Kovariablen erkl�art werden kann.Obwohl eine multiplikative Heterogenit�atsannahme sehr speziell ist, ist sie mathema-tish gesehen attraktiver als ein additiver Fehlerterm, der zu einer Verletzung der



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 43Nihtnegativit�atsannahme der Yi f�uhren k�onnte. Deshalb werden in der Regel die Yiund (xi; �i) �uber den exponentiellen Erwartungswert mit multiplikativem Fehlertermmiteinander verbunden, d.h.E(Yi j xi; �i) = exp(xti�)�i = �i�i:Dabei wird vorausgesetzt, dass die �i unabh�angig von den Regressoren xi und iid-verteilt sind, und es gilt �i = exp("i); wobei "i den Fehlerterm des Modells, wie in(2.3) beshrieben, f�ur die i-te Beobahtung angibt. Mit den obigen Bezeihnungenkann nun gezeigt werden, dass unbeobahtete Heterogenit�at zu �Uberdispersion f�uhrt,vorausgesetzt, dass V ar(�i) > 0 gilt. Geht man also von der Poissonverteilung aus, sogilt (Yi j xi; �i) � Poi(�i) mit �i = exp(xti�)�i = �i�iund �i iid und unabh�angig von Yi. Der Parameter �i der Poissonverteilung ist hiernun niht mehr ein fester Wert, sondern selbst eine Zufallsvariable. Man stellt dieModellannahme, dass f�ur den bedingten Erwartungswert E(�i j �i) = �i�i gilt, wobeinah Herausintegrieren des multiplikativen Fehlerterms �iE(�i) = �iE(�i) = �i (2.16)gelten soll, wodurh man die Identi�zierbarkeitsbedingung E(�i) = 1 erh�alt. Zu zeigenist nun, dass damit die Varianz der entstandenen Mishverteilung den Erwartungswert�ubersteigt.Man setzt dazu also E(�i) = 1. Weiter sei V ar(�i) = �2� und die �i seien iid vor-ausgesetzt. Dann gilt mit den bekannten Regeln f�ur bedingten Erwartungswert undVarianz E(Yi j xi) = E�i [E(Yi j xi; �i)| {z }�i=�i�i ℄ = E�i(�i�i) = �iV ar(Yi j xi) = E�i [V ar(Yi j xi; �i)| {z }�i=�i�i ℄ + V ar�i[E(Yi j xi; �i)| {z }�i=�i�i ℄= E�i(�i�i) + V ar�i(�i�i)= �i + �2��2i :Damit ist V ar(Yi j xi) > E(Yi j xi) gezeigt, sofern �2� > 0 gilt.Ist die Verteilung von �i bekannt, so erh�alt man die Verteilung des Mishmodells durhIntegration der gemishten Dihte bez�uglih �i. Konkret sei nun f(yi j xi; �i) die Dihte



44 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagenbzw. die Wahrsheinlihkeitsfunktion der Yi und g(�i) die Dihte der Fehler �i: Dann er-gibt sih daraus die gemishte Marginaldihte von (Yi j xi) durh Integrieren bez�uglih�i, d.h. h(yi j xi) = Z f(yi j xi; �i)g(�i)d�i: (2.17)Ein Beispiel f�ur ein gemishtes Modell ist das Poisson-Gamma-Modell, das man erh�alt,wenn der Parameter der Poissonverteilung niht fest vorausgesetzt wird, sondern nahder Gammaverteilung variiert. Das Ergebnis dieser Mishung ist dann eine NB-Verteilung.Beispiel 2.3.9 (Poisson-Gamma-Mishmodell) (siehe Cameron & Trivedi (1998,S. 101) [2℄).Die Z�ahlvariable Y sei bedingt poissonverteilt mit Parameter �:f(yi j �i) = e��i�yiiyi! ; yi = 0; 1; :::Der Parameter �i habe einen multiplikativen Fehlerterm exp("i), was mit�i = exp(xti� + "i) = exp(xti�) exp("i) = �i�i (2.18)ausgedr�ukt wird. Dabei ist � = (�0; ::; �p)t, wobei �0 den Interept-Term bestimmt.Sei nun der Fehlerterm �i gammaverteilt mit den Parametern q und Æ, alsog(�i; q; Æ) = Æq�(q)�q�1i e�Æ�i ; q > 0; Æ > 0:Dann gilt f�ur den Erwartungswert E(�i) = qÆ und f�ur die Varianz V ar(�i) = qÆ2 .Wegen der Identi�zierbarkeitsbedingung E(�i) = 1 aus (2.16) muss q = Æ gew�ahltwerden, womit sih hier die Gammaverteilung auf nur einen Parameter reduziert.Betrahtet man ausgehend von der bekannten Gammaverteilung von �i die Verteilungvon �, so ergibt sih durh die Transformation � = �� nah (2.18) die folgende Dihtef�ur �: f(� j �; q) = 1�g(� = ��) = 1� qq�(q) ����q�1 e�q ��= � q��q�(q) �q�1e�q �� ;was einer Gammaverteilung mit den Parametern q und q� entspriht. Zusammenfassendkann also gefolgert werden:



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 45Sei Y j � � Poi(�), und � � �(q; q�), dann ergibt sih daraus als Mishverteilungeine NB-Verteilung mit den Parametern � und 1q = a, d.h. NB(�; 1q = a):Beweis: Da keine Verwehslungen m�oglih sind, wird hier im folgenden der Index iweggelassen. Nah (2.17) gilt dannh(y j �; q) = Z 10 f(y j �; �)g(�) d��=��= Z 10 f(y j �; �)g(�) 1� d�= Z 10 e���yy! 1� qq�(q) ����q�1 e�q �� d�= 1y!� qq�(q) 1�q�1 Z 10 e��(1+ q� )�y+q�1 d�(�)= 1�(q)y! � q��q �(y + q)(1 + q�)y+q= �(y + q)�(q)y!  11 + q�!y q� 11 + q�!q= �(y + q)�(q)y! � ��+ q�y � q�+ q�q :(�)Es gilt Z 10 ta�1e�btdt = �(a)ba f�ur jedes b > 0:Setzt man nun q = 1a , so erh�alt man genau die Darstellung der NB-Verteilung, wie siein De�nition 2.3.6 angegeben ist. 22.3.3 Die NB-Verteilung als GLMIm zweiten Abshnitt dieses Kapitels wurde in Beispiel 2.2.2 bereits gezeigt, dass diePoissonverteilung zur exponentiellen Familie geh�ort und dass sie somit als zugrundelie-gende Verteilung eines generalisierten linearen Modells gew�ahlt werden kann. Analogl�asst sih dies nun auh f�ur die NB-Verteilung zeigen, wobei im folgenden immer von dererweiterten Darstellungsform mit stetigem Parameter ausgegangen wird. Diese Wahr-sheinlihkeitsfunktion aus De�nition 2.3.6 kann dann zufNB(y; �; �) = exp�ln��(y + a�1)�(a�1)y! � + y ln� a�1 + a��� a�1 ln(1 + a�)�umgeformt werden. F�ur den Fall, dass a bekannt ist, geh�ort die NB-Verteilung zu derlinearen exponentiellen Familie, wie sie in De�nition 2.2.1 beshrieben wurde. Daf�ur



46 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagenist � = ln� a�1+a�� ; a(�) = � = 1, (y; �) = (y) = ln��(y+a�1)�(a�1)y! � undb(�) = a�1 ln(1 + a�) (2.19)zu w�ahlen. Die Funktion (y; �) = (y) h�angt in diesem Fall nur von y ab und derParameter � spielt keine Rolle. Um b(�) in Abh�angigkeit von � zu berehnen, musszun�ahst � nah � aufgel�ost und das Ergebnis in (2.19) eingesetzt werden. Aus� = ln� a�1 + a�� erh�alt man f�ur�� = e�a(1� e�) :Wird dieses Ergebnis nun in (2.19) eingesetzt, so ergibt sihb(�) = a�1 ln(1 + a�) = a�1 ln�1 + a e�a(1� e�)�= a�1 ln�1 + e�1� e�� = a�1 ln� 11� e�� :Zur �Uberpr�ufung wird der Erwartungswert nah der bekannten Formel in (2.4) bereh-net: E(Y ) = b0(�) = a�1 e�(1� e�)2. 11� e� = a�1 e�(1� e�)2 (1� e�)= a�1 e�1� e� = �:Die Varianz war in (2.5) angegeben und berehnet sih hier alsV ar(Y ) = b00(�)a(�) = a�1 e�(1� e�) + e� e�(1� e�)2= a�1 e�1� e� + a�1 (e�)2(1� e�)2 = �+ a�2:Sowohl der Erwartungswert als auh die Varianz stimmen somit wie erwartet mit denin den Gleihungen (2.14) und (2.15) berehneten Ergebnissen �uberein. Ist nun aberzus�atzlih auh a unbekannt, so ist die NB-Verteilung dann zwar kein GLM, aber eskann nah Cameron & Trivedi (1998, S. 73) [2℄ gezeigt werden, dass sie zumindestzu der Klasse der linearen exponentiellen Familie mit einem St�orparameter � geh�ort,die zu den GLM's sehr �ahnlih ist (siehe Cameron & Trivedi (1998, S. 33) [2℄). Dieexponentielle Familie mit St�orparameter � ist in Cameron & Trivedi (1998, S.32) [2℄de�niert durh fEFN(y;�; �) = expf~a(�; �) + ~b(y; �) + ~(�; �)yg;



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 47wobei � = E(y); !(�; �) = V ar(y) und � = 	(�; !) ist und 	 eine di�erenzierbareFunktion von � und ! darstellt. Ausserdem de�niert 	 f�ur jedes gegebene � eineeins-zu-eins Beziehung zwishen � und !. Bei der NB-Verteilung entspriht nun derunbekannte Parameter a dem St�orparameter � und es gilt damit~(�; a) = ln� a�1 + a�� ; ~b(y; a) = ln��(y + a�1)�(a�1)y! � und ~a(�; a) = a�1 ln(1 + a�):Weiter ist !(�; a) = �+ a�2. Aufgel�ost nah dem St�orparameter a ergibt diesa = !���2 = 	(�; !), wobei klar ersihtlih ist, dass die Funktion 	 sowohl in � als auhin ! di�erenzierbar ist und dass sie f�ur ein festes � eine eindeutige Beziehung zwishen aund ! darstellt, womit die Zugeh�origkeit der NB-Verteilung zur exponentiellen Familiemit St�orparameter gezeigt ist.Das Ziel dieser Arbeit ist nun im wesentlihen, das Poissonregressionsmodell mit demNB-Regressionsmodell zu vergleihen, wobei nah Satz 2.3.8 der Dispersionsindex aeine entsheidende Rolle spielt. Shliesslih soll ein Test erstellt werden, der pr�uft, obder Parameter a gr�osser als eine vorgegebene Shranke a0 ist, oder niht. Im erstenFall w�urde man sih f�ur das NB-Modell entsheiden, das die o�ensihtlih vorhandene�Uberdispersion modelliert, w�ahrend man im Fall a < a0 die �Uberdispersion durh dieWahl des Poissonmodells vernahl�assigen w�urde. Die notwendigen Grundlagen und dieHerleitung des Tests folgen im n�ahsten Kapitel. Dazu sind jedoh die Eigenshaftender Sh�atzer f�ur die Parameter � und a zu untersuhen, wof�ur nah (2.10) die Fisher-Informationsmatrix ben�otigt wird. Diese soll daher im folgenden shrittweise hergeleitetwerden.Zun�ahst wird die Likelihood-Funktion berehnet, wobei zu beahten ist, dass f�ur dieweiteren Ausf�uhrungen die log-link-Funktion f�ur das NB-Modell gew�ahlt wird, d.h. Yi �NB(�i; a); i = 1; ::; n unabh�angig mit �i = exp(xti�): F�ur andere Linkspezi�kationenergeben sih analoge Ergebnisse. Die Likelihood-Funktion ist gegeben durhL(�; a) = nYi=1 �(yi + a�1)�(a�1)y! � a�i1 + a�i�yi � 11 + a�i�a�1 :Da �(x+ 1) = x�(x) f�ur x > 0, gilt weiter�(yi + a�1)�(a�1) = (yi + a�1 � 1):::(yi + a�1 � yi) = y�iYj=0(j + a�1);



48 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagenwobei y�i = yi � 1 ist und Qy�ij=0 Null wird, wenn y�i < 0: Deshalb kann die Likelihood-Funktion umgeshrieben werden zuL(�; a) = nYi=1 240� y�iYj=0(j + a�1)1A 1y! � a�i1 + a�i�yi � 11 + a�i�a�135= nYi=1 240� 1ayi y�iYj=0(aj + 1)1A 1y! ayi � �i1 + a�i�yi � 11 + a�i�a�135= nYi=1 240� y�iYj=0(aj + 1)1A 1y! � �i1 + a�i�yi � 11 + a�i�a�135 :Daraus ergibt sih durh Logarithmieren die Log-Likelihood-FunktionL(�; a) = lnL(�; a) = nXi=1 24 y�iXj=0 ln(aj + 1)� ln(y!) + yi ln�i � (yi + a�1) ln(1 + a�i)35 :Um die Fisher-Informationsmatrix zu erhalten, werden ausgehend von der Log-Likelihood-Funktion zun�ahst die ersten Ableitungen bez�uglih der Parameter gebildet, also diepartiellen Ableitungen nah �1 bis �p und die Ableitung nah a. Bei den Ableitungennah den �'s muss beahtet werden, dass zwar formal in der Log-Likelihood-Funktionkeine �'s auftauhen, aber die Funktion wegen �i = exp(xti�) implizit � enth�alt. Er-setzt man daher in der Log-Likelihood-Funktion die �i durh �i = exp(xti�), kann manwie gewohnt nah �r; r = 1; ::; p ableiten.�L(�; a)��r = �L(�; a)��r nXi=1 24 y�iXj=0 ln(aj + 1)� ln(y!) + yi ln(exp(xti�))��(yi + a�1) ln(1 + a exp(xti�))i= nXi=1 0B�yixir � (yi + a�1) 11 + a�ia exp(xti�)| {z }�i xir1CA= nXi=1 �yixir � yia�ixir + �ixir1 + a�i �= nXi=1 �yixir + yixira�i � yia�ixir � �ixir1 + a�i �= nXi=1 xir(yi � �i)1 + a�i f�ur r = 1; ::; p:



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 49�L(�; a)�a = nXi=1 24 y�iXj=0 � jaj + 1� + 1a2 ln(1 + a�i)� (yi + a�1) �i1 + a�i35 :Da die Fisher-Informationsmatrix nah Satz 2.2.7 der Erwartungswert der negativenHesse-Matrix ist, muss diese nun im folgenden Shritt bestimmt werden. Dazu werdendie zweiten Ableitungen ben�otigt, weshalb zuerst die zweite Ableitung nah �, also�2L(�;a)��r��s berehnet, dann die gemishte Ableitung �2L(�;a)��r�a und shliesslih die zweiteAbleitung nah a, d.h. �2L(�;a)�a2 ermittelt wird.Um niht immer �i durh �i = exp(xti�) ersetzen zu m�ussen, wird f�ur die weiterenBerehnungen die Gleihheit��i��s = � exp(xti�)��s = exp(xti�)xis = �ixisverwendet. Damit ergibt sih�2L(�; a)��r��s = ���s nXi=1 xir(yi � �i)1 + a�i= nXi=1 �xir�ixis(1 + a�i)� xir(yi � �i)a�ixis(1 + a�i)2= nXi=1 �xirxis�i � xirxis�2ia� xirxisyia�i + xirxisa�2i(1 + a�i)2= nXi=1 �xirxis�i(1 + ayi)(1 + a�i)2 (2.20)�2L(�; a)��r�a = nXi=1 �xir(yi � �i)�i(1 + a�i)2 (2.21)�2L(�; a)�a2 = nXi=1 24 y�iXj=0 �j2(aj + 1)2 � 2 1a3 ln(1 + a�i) + 2 1a2 �i1 + a�i + (yi + a�1) �2i(1 + a�i)235= � nXi=1 24 y�iXj=0 � jaj + 1�2 + 2a3 ln(1 + a�i)� 2a2 �i1 + a�i � (yi + a�1)�2i(1 + a�i)2 35 :(2.22)Das Ziel ist nun, aus diesen Ableitungen die Fisher-Informationsmatrix FI herzuleiten,die in Satz 2.2.7 de�niert wurde. Die Fisher-Informationsmatrix ist in diesem Fall eine((p + 1) � (p + 1))-Matrix, deren erster Blok aus den Erwartungswerten der negati-ven zweiten Ableitungen nah � besteht und mit FIr;s(�; a); r; s = 1; ::; p abgek�urztwird. In der letzten Spalte, und wegen der Symmetrie der Fisher-Informationsmatrixanalog auh in der letzten Zeile, sind die gemishten Ableitungen eingetragen, die mit



50 Kapitel 2. Theoretishe GrundlagenFIr;p+1(�; a) bezeihnet werden. Shliesslih ergibt sih der letzte Eintrag an der Stelle(p + 1; p + 1) der Matrix aus dem Erwartungswert der negativen zweiten Ableitungnah a, kurz FIp+1;p+1(�; a). Aus (2.20) erh�alt man alsoFIr;s(�; a) = E " nXi=1 xirxis�i(1 + ayi)(1 + a�i)2 #= nXi=1 (1 + aE(yi))�ixirxis(1 + a�i)2 = nXi=1 �ixirxis1 + a�i f�ur r; s = 1; :::; p:(2.23)Um die Eintr�age der letzten Spalte und Zeile zu erhalten, berehnet man ausgehendvon (2.21) FIr;p+1(�; a) = E " nXi=1 �i(yi � �i)xir(1 + a�i)2 #= nXi=1 �i(E(yi)� �i)xir(1 + a�i)2 = 0 f�ur r = 1; :::; p: (2.24)Der (p + 1; p + 1)-Eintrag der Fisher-Informationsmatrix ist wegen des Erwartungs-wertes einer Summe, deren Index von y abh�angt, etwas shwieriger zu berehnen. Dereinfahste Weg das Ergebnis zu erhalten ist, L(�; a) in eine Form umzushreiben, dieaus den Parametern � und k = a�1 besteht. Daraus bildet man die Log-Likelihood-Funktion L(�; k) und berehnet sodann die zweite Ableitung nah k, also �2L�k2 . Hierausl�asst sih shliesslih durh Bildung des Erwartungswertes der Eintrag in der Fisher-Informationsmatrix ermitteln, wobei der folgende Satz verwendet wird.Satz 2.3.10 Es gilt die GleihheitE ���2L(�; a)�a2 � = 1a4E ���2L(�; k)�k2 � ;wobei k = 1a ist.Beweis: Da L = lnL(�; a) die Log-Likelihood-Funktion beshreibt, l�asst sih die linkeSeite zun�ahst ohne den Erwartungswert wie folgt berehnen:�2L(�; a)�a2 = �2�a2 (lnL(�; a)) = ��a �L0(�; a)L(�; a) � = L00(�; a)L(�; a)� [L0(�; a)℄2[L(�; a)℄2 ;wobei L0 und L00 jeweils die erste bzw. zweite Ableitung nah a abk�urzt. Wird dieLikelihood-Funktion nun mit k = g(a) = 1a umparametrisiert, so l�asst sie sih alseine Funktion L(�; k) = L(�; g(a)) au�assen, f�ur die allgemein die Formeln��aL(�; k) = ��aL(�; g(a)) = ��g(a)L(�; g(a)) ��ag(a) = L0(�; g(a))g0(a)(2.25)



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 51und �2�a2L(�; k) = �2�a2L(�; g(a))= �2�(g(a))2L(�; g(a)) � ��ag(a)�2 + ��g(a)L(�; g(a)) �2�a2 g(a)= L00(�; g(a))[g0(a)℄2 + L0(�; g(a))g00(a) (2.26)gelten. Die Ableitungen von g(a) ergeben sih zug0(a) = � 1a2 und g00(a) = 2a3 : (2.27)Mit dieser Umparametrisierung berehnet sih die linke Seite der Behauptung ohneBeahtung des Erwartungswertes wie folgt:�2L(�; k)�a2 = �2L(�; g(a))�a2 = �2�a2 (lnL(�; g(a))) = ��a  ��aL(�; g(a))L(�; g(a)) !(2:25)= ��a �L0(�; g(a))g0(a)L(�; g(a)) �(2:26)= �L00(�; g(a))[g0(a)℄2 + L0(�; g(a))g00(a)�L(�; g(a))� �L0(�; g(a))g0(a)�2[L(�; g(a))℄2(2:27)= 1a4 �L00(�; g(a)) + 2aL0(�; g(a))�L(�; g(a))� �L0(�; g(a))�2[L(�; g(a))℄2 : (2.28)Ermittelt man nun davon den Erwartungswert, so kann dieser in1a4E L00(�; g(a))L(�; g(a))� �L0(�; g(a))�2[L(�; g(a))℄2 !+ 1a4E �2aL0(�; g(a))L(�; g(a))[L(�; g(a))℄2 �aufgespalten werden. F�ur den 2.Term gilt speziell1a4E �2aL0(�; g(a))L(�; g(a))[L(�; g(a))℄2 � = 2a3E �L0(�; g(a))L(�; g(a)) �= 2a3 Z L0(�; g(a))L(�; g(a)) L(�; g(a)) dy= 2a3 Z L0(�; g(a)) dy= 2a3 ��g(a) Z L(�; g(a)) dy| {z }=1; da L Dihte = 0; (2.29)wobei im vorletzten Shritt die Vertaushung von Integration und Di�erenzierung un-ter Regularit�atsbedingungen durhgef�uhrt werden darf. Mit diesem Resultat ergibt sih



52 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagenshliesslih zusammenfassendE ���2L(�; a)�a2 � = E ��L00(�; a)L(�; a)� [L0(�; a)℄2[L(�; a)℄2 �(2:28)= 1a4E ��L00(�; g(a)) + 2aL0(�; g(a))�L(�; g(a))� �L0(�; g(a))�2[L(�; g(a))℄2 !(2:29)= 1a4E �L00(�; g(a))L(�; g(a))� �L0(�; g(a))�2[L(�; g(a))℄2 != 1a4E ���2L(�; g(a))�(g(a))2 � = 1a4E ���2L(�; k)�k2 � : 2Zun�ahst wird daher die Likelihood-Funktion als eine Funktion von � und k = a�1umgeshrieben:L(�; k) = nYi=1 �(yi + k)�(k)y! � �ik1 + �ik �yi � 11 + �ik �k= nYi=1 24 y�iYj=0(j + k) 1y! � �ik + �i�yi � 11 + �ik �k35 :Durh Logarithmieren ergibt sih nun die Log-Likelihood-FunktionL(�; k) = nXi=1 24 y�iXj=0 ln(j + k)� ln(y!) + yi ln�i � yi ln(k + �i)� k ln(1 + �ik )35 :Daraus erh�alt man die Ableitungen�L(�; k)�k = nXi=1 24 y�iXj=0 1j + k � yi 1k + �i � ln(1 + �ik )� k 11 + �ik (��ik2 )35= nXi=1 24 y�iXj=0 1j + k � yik + �i � ln(1 + �ik ) + �ik + �i35 und�2L(�; k)�k2 = nXi=1 24 y�iXj=0 �1(j + k)2 + yi(k + �i)2 � ��ik21 + �ik + ��i(k + �i)235= � nXi=1 24 y�iXj=0 1(j + k)2 � yi(k + �i)2 � �i(k + �i)k + �i(k + �i)235 :(2.30)



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 53F�ur die Berehnung des letzten Eintrags in der Fisher-Informationsmatrix ermitteltman aus (2.30) den Erwartungswert, der sih zuFIp+1;p+1(�; a) = E ���2L(�; a)�a2 � = a�4E ���2L(�; k)�k2 �= a�4E 24 nXi=1 24 Y �iXj=0 1(j + k)2 � yi(k + �i)2 � �i(k + �i)k + �i(k + �i)23535= a�4 24 nXi=1 24E0� Y �iXj=0 1(j + k)21A� E(yi)(k + �i)2 � �i(k + �i)k + �i(k + �i)23535= a�4 24 nXi=1 24E0� Y �iXj=0 1(j + a�1)21A� �i(a�1 + �i)a�13535 (2.31)ergibt. Der i-te Term in obiger Formel l�asst sih nah Lawless (1987) [13℄ durha�4 1Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Yi � j)� a�i�i + a�1! (2.32)berehnen.Beweis: F�ur diesen Beweis ist speziell die GleihheitE0� Y �iXj=0 1(j + a�1)21A = 1Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Yi � j)zu zeigen, wobei Y �i = Yi� 1 ist. Nah Resnik (1992, S. 2) [18℄ gilt allgemein f�ur einenihtnegative ganzzahlige Zufallsvariable Y die FormelE (f(Y )) = 1Xy=0 f(y)py;wobei py = P (Y = y) abk�urzt. Damit giltE (f(Y )) = E Y �Xj=0 1(j + a�1)2!= 1Xy�=0 y�Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Y = y�)= 0Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Y = 0) + 1Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Y = 1) + � � �= 1(0 + a�1)2 (PNB(Y = 0) + PNB(Y = 1) + � � �)



54 Kapitel 2. Theoretishe Grundlagen+ 1(1 + a�1)2 (PNB(Y = 1) + PNB(Y = 2) + � � �) + � � �= 1(0 + a�1)2PNB(Y � 0) + 1(1 + a�1)2PNB(Y � 1) + � � �= 1Xj=0 1(j + a�1)2PNB(Y � j): 2Nun sind alle Eintr�age berehnet, so dass die Fisher-Informationsmatrix in Blokformangegeben werden kann.FI(�; a) = " FIr;s(�; a) 00t FIp+1;p+1(�; a) # ; f�ur r; s = 1; :::; p:Bei dieser Darstellung ist zu beahten, dass FIr;s hier eine Blokmatrix darstellt,w�ahrend FIp+1;p+1 ein skalarer Wert ist. 0 beshreibt einen Nullvektor der L�ange p.Das Ziel ist nun, Aussagen �uber die Sh�atzer (b�;ba) von (�; a) im NB-Modell tre�en zuk�onnen. Allerdings treten bei der Ermittlung der ML-Sh�atzer zus�atzlihe Shwierig-keiten auf, da der Parameter a niht bekannt ist, sondern ebenfalls gesh�atzt werdenmuss. Die einfahste Methode, die Sh�atzer (b�;ba) zu erhalten ist, L(�; a) bez�uglih �f�ur bestimmte, feste Werte a zu maximieren. Damit ergeben sih die Sh�atzung b�(a)und der sogenannte "Pro�le-Likelihood\ L(b�(a); a) in Abh�angigkeit von a, von wel-hem aus man shliesslih ba durh eindimensionales Maximieren bestimmen kann. DieMaximierung von L(�; a) bez�uglih � kann wie in Abshnitt 2.2.6 beshrieben z.B. mitdem Fisher-Soring-Algorithmus oder dem Newton-Raphson-Verfahren gel�ost werden.Das wihtigste Resultat betri�t shliesslih die Asymptotik der Sh�atzer. Wie am En-de des Abshnittes 2.2.6 erl�autert, gilt auh hier f�ur sie eine asymptotishe Verteilung.Lawless (1987) [13℄ beshreibt ohne konkreten Beweis, dass man f�ur a > 0 und un-ter shwahen Bedingungen f�ur die Kovariablenvektoren xi, die die Approximationvon n�1FI(�; a) gegen einen positiv de�niten Grenzwert f�ur n !1 sihern, die ML-Sh�atzer (b�;ba) als asymptotish normalverteilt behandeln kann, d.h. man kann f�urgrosse n zeigen, dass pn(b� � �;ba� a) � N(0; nFI(b�;ba)�1) (2.33)gilt, wobei die Kovarianzmatrix gegeben ist durhnFI(b�;ba)�1 = n" FI�1r;s (b�;ba) 00t FI�1p+1;p+1(b�;ba) #



2.3. Die Negativ-Binomial-Verteilung 55mit den Eintr�agen FI�1r;s (b�;ba) und FI�1p+1;p+1(b�;ba), die sih aus den Gleihungen (2.23)und (2.31) ausgewertet an (�; a) = (b�;ba) ergeben. Da der (p + 1; p + 1)-Eintrag einskalarer Wert ist, l�asst sih FI�1p+1;p+1(b�;ba) durh einfahes Invertieren berehnen. Fahr-meir & Kaufmann (1985) [5℄ zeigen dieses asymptotishe Verhalten der ML-Sh�atzerf�ur normale GLM's bei festem Design, w�ahrend Czado & Munk (2000) [4℄ auf eine Er-weiterung f�ur GLM's mit nihtkanonishen Linkfunktionen eingehen. Sie zeigen, dasseine asymptotishe Normalverteilung f�ur den ML-Sh�atzer, der sowohl den Sh�atzerf�ur den Regressionsparametervektor �, als auh den Sh�atzer f�ur den Linkparameterumfasst, vorliegt. Da hier ebenfalls der ML-Sh�atzer (b�;ba) aus einem zus�atzlihen Pa-rameter a besteht, muss f�ur einen Beweis der asymptotishen Normalverteilung analogwie in Czado & Munk (2000) [4℄ vorgegangen werden.Es bleibt anzumerken, dass die Kovarianzmatrix eine Diagonal-Blokmatrix ist, danah (2.24) die Parameter a und � asymptotish unkorreliert sind.



Kapitel 3Quanti�zierung von �UberdispersionDieses Kapitel befasst sih mit dem zentralen Thema dieser Arbeit, n�amlih der Quan-ti�zierung von �Uberdispersion. Dazu wird ein Hypothesentest erstellt, der in den nah-folgenden Abshnitten noh n�aher erl�autert wird. In den ersten Abshnitten dieses Ka-pitels werden die dazu n�otigen Grundlagen der Testtheorie zusammengefasst, die aufLehmann (1986, Kapitel 3) [14℄ und Bikel & Doksum (1977, Kapitel 5,6) [1℄ beruhen,w�ahrend im darau�olgenden Abshnitt shliesslih der spezielle Test zur Quanti�zie-rung von �Uberdispersion beshrieben wird. Abshliessend erfolgt eine kurze Zusam-menfassung der notwendigen Grundlagen zur Durhf�uhrung einer Simulation, derenErgebnisse im 4. Kapitel dargestellt sind.3.1 Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests3.1.1 Grundlagen der TesttheorieDie Grundlage f�ur Hypothesentests ist der Wunsh, eine Entsheidung dar�uber zu tref-fen, ob eine erstellte Hypothese wahr oder falsh ist. Die Auswahl liegt in solhen F�allenzwishen nur zwei Entsheidungen: entweder ist die Hypothese anzunehmen, oder sieist abzulehnen. Eine Entsheidungsprozedur f�ur solhe Probleme heisst "Test\ der inFrage gestellten Hypothese.Die Entsheidung basiert auf dem Wert einer Zufallsvariablen X mit Verteilung P�,wobei P� zu der Klasse P = fP�; � 2 �g von Verteilungen geh�ort. Man setzt weitervoraus, dass man mit Siherheit weiss, ob die Hypothese wahr oder falsh ist, sobald �bekannt ist. Die Verteilungen von P k�onnen dann in zwei Gruppen eingeteilt werden,n�amlih einmal in die, f�ur welhe die Hypothese wahr, und in diejenige, f�ur welhe die56



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 57Hypothese falsh ist. Die resultierenden zwei disjunkten Gruppen werden mit H undK bezeihnet. Der "Parameterraum\ � spaltet sih analog in die jeweils dazugeh�ori-gen R�aume �H und �K auf, so dass H [ K = P und �H [ �K = �: Mit diesenBezeihnungen gilt dannH : � 2 �H und K : � 2 �K :Mathematish ist eine Hypothese H �aquivalent zu der Aussage, dass P� ein Elementaus H ist. Die Verteilungen, die in K liegen, werden mit "Alternativen\ zu H be-zeihnet, d.h. K ist die Klasse der Alternativen. Das Problem ist nun, eine "Entshei-dungsvorshrift\ zu �nden, die einem angibt, welhe Entsheidung zwishen Annahmeund Ablehnung der Hypothese zu tre�en ist. Mathematish wird eine solhe Entshei-dungsvorshrift durh eine Funktion Æ ausgedr�ukt, die zu jedem m�oglihen Wert xder Zufallsvariable X eine Entsheidung d = Æ(x) zuordnet. Æ ist also eine Funktion,deren De�nitionsbereih alle m�oglihen Werte von X umfasst und deren Wertebereihaus den m�oglihen Entsheidungen besteht. Die Menge der Entsheidungen wird mitD abgek�urzt und die Entsheidungen der Annahme oder Ablehnung der HypotheseH werden mit d0 und d1 bezeihnet, d.h. D = fd0; d1g. Die Funktion d = Æ(x) kannnun so interpretiert werden, dass zu einem Wert x von X eine Entsheidungsregel Æ(x)angewendet wird, die shliesslih zu der tats�ahlihen Entsheidung d f�uhrt. Durh dieZuordnung einer Entsheidung zu jedem m�oglihen Wert x von X wird der Zustands-raum von X in zwei disjunkte Regionen S0 und S1 getrennt. Falls x in S0 f�allt, wirddie Hypothese akzeptiert, ansonsten wird sie abgelehnt. S0 wird dann mit "Annahme-bereih\ bezeihnet, wogegen S1 "Ablehnungsbereih\ oder "kritisher Bereih\ heisst.In der folgenden De�nition ist dieser Sahverhalt noh einmal kurz zusammengefasst.De�nition 3.1.1 (Deterministisher, statistisher Test) Es seien mit x die Rea-lisierungen einer Zufallsvariablen X bezeihnet, deren Verteilung P� von einem unbe-kannten Parameter � 2 � abh�angt. Die Hypothese sei durh H : � 2 �H , die Alter-native durh K : � 2 �K gegeben. Ein nihtzuf�alliger bzw. deterministisher Test istdann eine Entsheidungsfunktion Æ(x) aus dem Zustandsraum der Zufallsvariable X indie Menge D = fd0; d1g der Entsheidungen, derart dass gilt:Æ(x) = ( d0 falls x 2 S0; d.h. H wird akzeptiertd1 falls x 2 S1; d.h. H wird abgelehnt.Bei einer Testdurhf�uhrung ist allerdings zu beahten, dass niht immer die wahrenEntsheidungen getro�en werden, d.h. es besteht die Gefahr von zwei m�oglihen Fehl-entsheidungen.



58 Kapitel 3. Quanti�zierung von �Uberdispersion(i) Fehler 1.Art:Die Hypothese H wird abgelehnt, obwohl sie wahr ist. Die Wahrsheinlihkeit imModell P� einen solhen Fehler zu begehen, wird mit � abgek�urzt, d.h.�(�) = P�(Fehler 1.Art):(ii) Fehler 2.Art:Die Hypothese H wird akzeptiert, obwohl sie falsh ist. In diesem Fall bezeihnetman die Wahrsheinlihkeit f�ur eine Fehlentsheidung im Modell P� mit �, d.h.�(�) = P�(Fehler 2.Art):Die Konsequenzen dieser Fehler sind oft sehr untershiedlih. M�ohte man z.B. pr�ufen,ob ein Patient an einer bestimmten Krankheit leidet, so k�onnte manH : Patient gesund gegen K : Patient kranktesten. Der Fehler 1.Art ist dann, die Hypothese abzulehnen, obwohl sie wahr ist, d.h.man erkl�art den Patienten f�ur krank, obwohl er in Wahrheit gesund ist. Diese Fehl-entsheidung w�urde dem Patienten h�ohstens Unannehmlihkeiten und eventuell einen�nanziellen Verlust f�ur eine Behandlung bringen, die niht notwendig w�are. Wird dage-gen der Patient f�ur gesund gehalten, obwohl er krank ist, so entspiht dies dem Fehler2.Art, da die Hypothese akzeptiert wird, obwohl sie falsh ist. Im shlimmsten Fallk�onnte diese Fehlentsheidung den Tod des Patienten zur Folge haben. W�unshens-wert w�are daher ein Test, der die Wahrsheinlihkeit sowohl f�ur den Fehler 1.Art, alsauh f�ur den Fehler 2.Art minimiert, jedoh k�onnen in der Realit�at bei gegebenenBeobahtungsdaten niht beide Wahrsheinlihkeiten gleihzeitig kontrolliert werden.Deshalb ist es �ublih, eine Shranke f�ur die Wahrsheinlihkeit, einen Fehler 1.Art zubegehen, d.h. dass H zu Unreht abgelehnt wird, anzugeben und unter dieser Bedin-gung die Fehlerwahrsheinlihkeiten 2.Art zu minimieren. Man w�ahlt also eine Shranke� zwishen 0 und 1 und erh�alt somit f�ur den Fehler 1.Art die BedingungP�fÆ(X) = d1g = P�fX 2 S1g � � 8 � 2 �H : (3.1)� heisst dabei das "Signi�kanzniveau\. Damit wird die Betrahtung auf diejenigen Testseingeshr�ankt, deren Wahrsheinlihkeit f�ur eine Ablehnung der Hypothese kleiner odergleih � f�ur alle � 2 �H ist. Diese Tests werden dann "�-Level-Tests\ genannt und manspriht von einer Ablehnung der Nullhypothese H zum Level �. Nun ist aber ein Test



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 59zum Level � ebenso ein Test zum Level �0 > �, denn wenn P�fÆ(X) = d1g � � 8 � 2�H erf�ullt ist, so gilt auh P�fÆ(X) = d1g � � < �0 8 � 2 �H . Daher ist es sinnvoll,den kleinsten Signi�kanzlevel eines Tests auszuzeihnen. Dieser Wert wird dann mit"size" eines Tests bezeihnet und ist o�ensihtlih die maximale Wahrsheinlihkeitdes Fehlers 1.Art, d.h.size = sup�H P�fÆ(X) = d1g = sup�H P�fX 2 S1g:Unter der Bedingung (3.1) wird nun versuht, die Fehlerwahrsheinlihkeiten 2.ArtP�fÆ(X) = d0g = 1 � P�fÆ(X) = d1g f�ur � 2 �K zu minimieren, was �aquivalent zurMaximierung von P�fÆ(X) = d1g = P�fX 2 S1g 8 � 2 �K (3.2)ist. Diese Gr�osse ist in der anshliessenden De�nition noh genauer beshrieben.De�nition 3.1.2 (Power bzw. G�ute und Powerfunktion) Die Power oder auhG�ute eines Tests gegen die Alternative � ist die Wahrsheinlihkeit, die Hypothese Habzulehnen, wenn � der wahre Wert ist. Damit gilt f�ur die PowerPower an der Stelle � 2 �K = 1� P�(Fehler 2.Art):Betrahtet man die Wahrsheinlihkeit in (3.2) als eine Funktion von �, jedoh f�ur alle� aus dem gesamten Parameterraum �, so heisst�(�; Æ) = P�(Ablehnung der Hypothese H) = P�fÆ(X) = d1g= ( G�ute des Tests f�ur � 2 �KWahrsheinlihkeit f�ur Fehler 1.Art f�ur � 2 �HPower-Funktion. Es sind also sowohl die G�ute eines Tests als auh die Wahrshein-lihkeit, einen Fehler 1.Art zu begehen, in der Power-Funktion enthalten.Eine weitere, oft sehr n�utzlihe und aussagekr�aftige statistishe Gr�osse ist der sogenann-te "p-Wert\, der als kleinstes Signi�kanzniveau � de�niert wird, zu dem die Hypothesegerade noh abgelehnt werden kann. Dieser Wert gibt einen Hinweis darauf, inwieweitdie beobahteten Daten der Hypothese widersprehen.Bisher wurde nur von nihtzuf�alligen bzw. deterministishen Tests ausgegangen, dohim folgenden wird nun mit Hilfe der sogenannten "kritishen Funktion\ die Struktureines "zuf�alligen Tests\ eingef�uhrt.



60 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionDe�nition 3.1.3 (Kritishe Funktion �) Nah De�nition 3.1.1 ist ein Test eineEntsheidungsregel Æ : X � D ! D, wobei X den Zustandsraum der ZufallsvariableX beshreibt, und D = fd0; d1g die Menge der Entsheidungen ist. Dann kann jedemTest eine umkehrbar eindeutig messbare Funktion� : X ! D mit x 7! Æ(x; fd1g) =: �(x)zugeordnet werden. Dabei gibt Æ(x; fd1g) =: �(x) die Wahrsheinlihkeit an, bei derBeobahtung x die Nullhypothese H zu verwerfen und sih f�ur die Alternative K zuentsheiden. Wird � auf diese Weise mit Æ identi�ziert, so kann ein Test als einemessbare Abbildung � : X ! Daufgefasst werden und man bezeihnet dann � als kritishe Funktion.Es ist zu bemerken, dass es nur eine Konvention ist, mit �(x) die Wahrsheinlihkeit f�urdie Ablehnung und entsprehend mit 1��(x) die Wahrsheinlihkeit f�ur die Annahmeder Hypothese zu bezeihnen. Falls � nur die Werte 0 und 1 annimmt, entspriht diesgerade einem nihtzuf�alligen Test, d.h. wenn die Realisierung x von X vorliegt und �durh �(x) = ( 1 falls x 2 S10 falls x 2 S0;gegeben ist, dann wird die Hypothese f�ur �(x) = 1 abgelehnt, w�ahrend sie f�ur �(x) = 0akzeptiert wird. Die Menge der Punkte x, f�ur die �(x) = 1 ist, ist dann gerade derAblehnungsbereih, so dass in nihtzuf�alligen Tests � genau der Indikatorfunktion deskritishen Bereihs entspriht. Um den Untershied zwishen einem deterministishenund einem zuf�alligen Test zu verdeutlihen, betrahte man folgendes Beispiel:Beispiel 3.1.4 X sei eine normalverteilte Zufallsvariable. Es soll getestet werden, obder Erwartungswert � der Zufallsvariable X einen bestimmten vorgegebenen Wert �0�ubersteigt, d.h. der Entsheidungsraum ist gegeben durh D = fd0; d1g, wobei d0 dieEntsheidung f�ur die Hypothese und d1 die Entsheidung f�ur die Alternative bezeihnet.Getestet wird die Hypothese H : � > �0 gegen die Alternative K : � � �0. Weiterseien x1; x2; ::; xm Realisierungen von X mit empirishem Mittelwert �x = 1mPmi=1 xi.Ein m�ogliher deterministisher Test ist dann durhÆ(x) = ( d1 falls �x � �0; d.h. H wird abgelehntd0 falls �x > �0; d.h. H wird akzeptiert



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 61gegeben. Es wird hier vorausgesetzt, dass abh�angig von den Realisierungen von X einekonkrete Entsheidung getro�en wird. Bei einem zuf�alligen Test dagegen wird d1, d.h.die Ablehnung der Hypothese nur mit bestimmten Wahrsheinlihkeiten �(x) gew�ahlt.Ein m�ogliher zuf�alliger Test k�onnte zum Beispiel durh�(x) = 8>><>>: 34 falls �x < �012 falls �x = �014 falls �x > �0gegeben sein. Dies bedeutet, dass man sih im Fall �x < �0 im Gegensatz zum deter-ministishen Test niht siher f�ur die Ablehnung der Hypothese entsheidet, sondernnur mit einer Wahrsheinlihkeit von 34 . Im Grenzfall �x = �0 wird die Hypothese Hnur mit einer Wahrsheinlihkeit von 12 verworfen, w�ahrend man sie nur mit einerWahrsheinlihkeit von 14 im Fall �x > �0 ablehnt.Ist die Verteilung vonX gegeben durh P� und wird die kritishe Funktion � verwendet,so ist die Wahrsheinlihkeit f�ur eine Ablehnung der Hypothese durhE��(X) = Z �(x) dP�(x) (3.3)gegeben. Die Shwierigkeit ist, � so zu w�ahlen, dass zum einen die Power��(�) = E��(X) 8 � 2 �K (3.4)maximiert wird, und zum anderen gleihzeitig die Shranke f�ur die Wahrsheinlihkeitdes Fehlers 1.Art E��(X) � � 8 � 2 �H (3.5)niht �ubershritten wird. Ein damit verbundenes Problem ist, dass sih zu jedem stati-stishen Test viele Entsheidungsfunktionen �(x) �nden lassen, die diese Bedingungenerf�ullen. Die Aufgabe der mathematishen Statistik ist es daher, zu einem vorliegendenEntsheidungsproblem eine optimale L�osung anzugeben. Das Ziel ist shliesslih, einen"gleihm�assig optimalen Test\ zu konstruieren, der unabh�angig von der Alternative diePower maximiert. Diese Tests werden im nahfolgenden Abshnitt noh genauer unter-suht. Man spriht dagegen nur von einem "optimalen Test\, wenn der Test die Powermaximiert, aber nur unter Betrahtung einer bestimmten Alternative, d.h. wenn dieAlternative einfah ist.



62 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionDe�nition 3.1.5 (Einfahe und zusammengesetzte Hypothesen) Falls der Pa-rameterraum �H der Hypothese nur aus einem einzigen Wert �0 besteht, d.h.�H = f�0g, so heissen �H und die Hypothese H einfah. Enth�alt dagegen die derHypothese zugeordnete Teilmenge �H von � mehrere Werte, so heissen �H und dieHypothese H zusammengesetzt.Die gleihen Konventionen gelten ebenfalls f�ur den Teilraum �K und die AlternativenK.Ein optimaler Test f�ur H gegen K zum Niveau � l�asst sih h�au�g so bestimmen, dassman aus K einen speziellen Wert �1 2 �K herausgreift und zun�ahst einen optimalenTest �� f�ur H gegen die einfahe Alternative �K = f�1g ermittelt.De�nition 3.1.6 (Optimaler (most-powerful) Test) Ein �-level Test �� heisstoptimal (most powerful), wenn er unter Betrahtung einer bestimmten Alternative�K = f�1g die Power maximiert, d.h.���(�1) � ��(�1)f�ur jeden beliebigen �-level Test � mit Alternative �K.Die Hypothesentests, f�ur die K einfah ist, sind dann vollst�andig durh (3.4) und (3.5)spezi�ziert. Die L�osung ist in diesen F�allen relativ einfah zu erhalten und kann sogarexplizit angegeben werden, wenn auh H einfah ist.3.1.2 Most-Powerful-Tests f�ur einfahe Hypothesen undAlternativenEs seien die Verteilungen einer Zufallsvariablen X mit Realisierungen x unter einereinfahen Hypothese H : � = �0 und Alternative K : � = �1 durh P0 und P1 gegeben.Ausserdem nehme man an, dass diese Verteilungen diskret seien mit Pi(X = x) = Pi(x)f�ur i = 0; 1.Betrahtet man nun zun�ahst nihtzuf�allige Tests, so ist ein optimaler Test de�niertdurh den Ablehnungsbereih S1, derP0fX 2 S1g = Xx2S1 P0(x) � � und (3.6)P1fX 2 S1g = Xx2S1 P1(x) = maximum (3.7)



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 63erf�ullt. Die Gleihung (3.6) bedeutet, dass die Wahrsheinlihkeit des Fehlers 1.Art,d.h. die Ablehnung der Hypothese (x 2 S1), obwohl sie wahr ist (P0(x)), durh � be-shr�ankt ist. Dagegen beshreibt die Gleihung (3.7) die Tatsahe, dass die Power, d.h.die rihtige Ablehnung der Hypothese, maximiert werden soll. Zu jeder Realisierungx geh�oren also zwei Werte, n�amlih einmal die Wahrsheinlihkeit unter P0 und ein-mal unter P1. Dabei d�urfen die Werte x, die f�ur S1 gew�ahlt werden, einerseits einenbestimmten Wert � niht �ubershreiten, andererseits m�ussen sie zu einem m�oglihsthohen Wert f�uhren. Solhe Situationen tauhen h�au�g auf, wenn man z.B. mit einembegrenzten Budget versuht, einen m�oglihst hohen Gewinn zu erzielen. Eine andereSituation ist, wenn man in einer begrenzten Zeit versuht, eine m�oglihst weite Strekezu bew�altigen. In einer solhen Situation w�urde man sih dasjenige Transportmittelw�ahlen, das die meisten km/Std zur�uklegt. Analog w�ahlt man im obigen Testproblemdiejenigen Realisierungen x f�ur S1, die zu einem grossen Wert vonr(x) = P1(x)P0(x)f�uhren. Es werden also die Realisierungen der Reihe nah bez�uglih des gr�ossten Wertesvon r(x) sortiert und in S1 aufgenommen, solange sie die Bedingung (3.6) erf�ullen.Formal bedeutet dies, dass S1 aus denjenigen Punkten x besteht, f�ur die r(x) >  gilt,wobei  bestimmt wird durh die GleihungP0fX 2 S1g = Xx:r(x)>P0(x) = �:Hier kann es zu dem Problem kommen, dass bei einem bestimmten Wert x das Si-gni�kanzniveau � noh niht erreiht ist, aber mit der Hinzunahme des bez�uglih derSortierung nahfolgenden x-Wertes � �uberstiegen wird. Es kann also passieren, dassder Wert � niht exakt angenommen wird und damit h�atte das Optimierungsproblemkeine explizite L�osung.Diese Shwierigkeit kann umgangen werden, wenn man niht von deterministishen,sondern von zuf�alligen Tests ausgeht. Das Fundamentallemma von Neyman und Pear-son, welhes in Lehmann (1986, S. 74) [14℄ nahgelesen werden kann, beshreibt diesenSahverhalt. Das Lemma geht von dem Fall aus, dass sowohl die Hypothese als auhdie Alternative einfah sind. Dies ist zwar eher nur von theoretishem Interesse, dohist die L�osung solher Probleme von grosser Bedeutung in Bezug auf die Herleitungvon gleihm�assig optimalen (uniformly most powerful) Tests, auf die im folgenden Ab-shnitt genauer eingegangen wird.



64 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionSatz 3.1.7 (Fundamentallemma von Neyman-Pearson) Seien P0 und P1 Ver-teilungen mit dazugeh�origen Dihten p0 und p1 bez�uglih eines Masses �: Dann gilt:(i) Existenz:F�ur die Hypothese H : p0 gegen die Alternative K : p1 gibt es einen Test � undeine Konstante k, derart, dass E0�(X) = � und (3.8)�(X) = ( 1 falls p1(x)p0(x) > k0 falls p1(x)p0(x) < k: (3.9)(ii) Hinreihende Bedingung f�ur einen most-powerful-Test:Falls ein Test die Gleihungen (3.8) und (3.9) f�ur ein k erf�ullt, dann ist er optimal(most-powerful) f�ur den Test p0 gegen p1 zum Level �.(iii) Notwendige Bedingung f�ur einen most-powerful-Test:Falls � ein optimaler Test zum Level � f�ur den Test H : p0 gegen K : p1 ist, dannerf�ullt er f�ur ein k auh die Gleihung (3.9) fast �uberall bez�uglih des Masses �. Ererf�ullt auh die Gleihung (3.8), ausgenommen wenn es einen Test mit size < �und mit Power 1 gibt.Beweis: F�ur die Spezialf�alle � = 0 und �=1 ist leiht zu zeigen, dass ein solher Testexistiert, vorausgesetzt, der Wert k = 1 wird zugelassen, denn � = 0 bedeutet, dassdie Wahrsheinlihkeit, H abzulehnen, obwohl H wahr ist, gleih 0 ist, d.h. H wird nieabgelehnt. Damit muss E0�(x) = Pnp1(x)p0(x) > ko != 0gelten, was f�ur k = 1 zutri�t. Analog kann f�ur den Fall � = 1 argumentiert werden,nur dass hier E0�(x) = Pnp1(x)p0(x) < ko != 1gelten muss, was mit einem sehr kleinen k gew�ahrleistet ist. Im folgenden Beweis seialso 0 < � < 1 vorausgesetzt.(i) Sei nun �() = P0fp1(X)p0(X) > g gesetzt. Da diese Wahrsheinlihkeit nur unter P0betrahtet wird, d.h. unter der Voraussetzung, dass H wahr ist, brauht man nurdie F�alle p0(x) > 0 zu betrahten. �() ist also die Wahrsheinlihkeit, dass dieZufallsvariable p1(X)p0(X) den Wert  �ubersteigt. Es gilt�() = P0np1(X)p0(X) > o = 1� P0np1(X)p0(X) � o; (3.10)



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 65wobei P0fp1(X)p0(X) � g eine Wahrsheinlihkeitsfunktion darstellt und damit mono-ton wahsend und rehtsseitig stetig ist. Aufgrund (3.10) ist auh �() rehtsseitigstetig und aufgrund 1�P0fp1(X)p0(X) � g ist �() niht wie die Wahrsheinlihkeits-funktion monoton wahsend, sondern monoton fallend. Insgesamt ist also �()eine nihtwahsende, rehtsseitig stetige Funktion mit �(�1) = 1 und �(1) = 0:Wegen der Rehtsstetigkeit gilt�(� 0)� �() = P0np1(X)p0(X) = o:F�ur ein gegebenes � mit 0 < � < 1 sei nun ein 0 so gew�ahlt, dass�(0) � � � �(0 � 0) gilt. Dann betrahte man den zuf�alligen Test�(x) = 8>><>>: 1 falls p1(x)p0(x) > 0���(0)�(0�0)��(0) falls p1(x)p0(x) = 00 falls p1(x)p0(x) < 0: (3.11)Der mittlere Ausdruk ist sinnvoll de�niert, solange �(0 � 0) 6= �(0) ist. Danun aber P0fp1(X)p0(X) = 0g = 0, ist der Test fast �uberall de�niert.Die size des Tests berehnet man ausE0�(X) = P0np1(X)p0(X) > 0o+ �� �(0)�(0 � 0)� �(0)P0np1(X)p0(X) = 0o= P0np1(X)p0(X) > 0o+ �� P0fp1(X)p0(X) > 0gP0fp1(X)p0(X) = 0g P0�p1(X)p0(X) = 0� = �:Das 0 kann shliesslih durh das k im Lemma ersetzt werden und somit ist dieExistenz eines Tests, wie im Lemma angegeben, gezeigt.(ii) Angenommen, � sei ein Test, der (3.8) und (3.9) erf�ullt und �� sei ein beliebigeranderer Test mit E0��(X) � �: Mit S+ und S� seien die Mengen im Zustands-raum von X bezeihnet, f�ur die �(x) � ��(x) > 0 bzw. < 0 ist. Falls x in S+liegt, folgt damit, dass �(x) > 0 gilt und es ist p1(x) � kp0(x): Analog folgtp1(x) � kp0(x) f�ur alle x, die in S� liegen. Damit ergibt sih f�ur die Di�erenzder Wahrsheinlihkeiten der Ablehnung der beiden Tests nah (3.3)Z (�(x)���(x))(p1(x)�kp0(x)) d�(x) = ZS+[S�(�(x)���(x))(p1(x)�kp0(x)) d�(x) � 0;denn f�ur x in S+ ist �(x) � ��(x) > 0 und p1(x) � kp0(x) � 0, w�ahrend f�ur xin S� �(x) � ��(x) < 0 und gleihzeitig aber auh p1(x) � kp0(x) � 0 gilt, was



66 Kapitel 3. Quanti�zierung von �Uberdispersioninsgesamt wieder zu einem Integral f�uhrt, das gr�osser oder gleih 0 ist.Spaltet man nun das obige Integral nah p1(x) und p0(x) auf, so erh�alt manZ (�(x)� ��(x))p1(x) d�(x) � k Z (�(x)� ��(x))p0(x) d�(x) � 0:Das linke Integral in dieser Ungleihung entspriht der Di�erenz der Power bei-der Tests, womit gezeigt ist, dass die Power von � unter Betrahtung der Al-ternative p1 immer gr�osser als die Power eines beliebigen Tests �� ist, d.h.��(p1) > ���(p1). Somit ist der Test � most-powerful, was zu beweisen war.(iii) Dieser Teil des Lemmas wird mit Hilfe eines Widerspruhbeweises gezeigt.Sei �� most-powerful f�ur H : p0 gegen K : p1 zum Level � und sei � ein weitererTest, der (3.8) und (3.9) erf�ullt. Sei S nun die Shnittmenge von S+ [ S� (aufder sih � und �� untersheiden) mit der Menge fx : p1(x) 6= kp0(x)g:Angenommen, es sei �(S) > 0, dann gilt wegen (�(x)���(x))(p1(x)�kp0(x)) > 0auf S ZS(�(x)� ��(x))(p1(x)� kp0(x)) d�(x) > 0:Dies w�urde aber bedeuten, dass die Power von � gr�osser als die von �� bez�uglihdes Tests p0 gegen p1 w�are, was ein Widerspruh dazu w�are, dass �� ein most-powerful-Test ist. Die Annahme �(S) > 0 kann also niht aufreht erhalten blei-ben und es folgt �(S) = 0, d.h. es gibt keine Menge mit Mass � > 0, auf der sih� und �� voneinander untersheiden. Damit ist der most- powerful-Test �� auhgenau der Test, der die Gleihungen (3.8) und (3.9) erf�ullt.Der Beweis von Teil iii) dieses Lemmas zeigt, dass der most-powerful-Test durh(3.8) und (3.9) eindeutig bestimmt ist, ausser auf der Menge, f�ur diep1(x) = kp0(x) gilt. Auf dieser Menge kann � beliebig gew�ahlt werden, voraus-gesetzt, dass der resultierende Test eine size = � hat. Es wurde bisher gezeigt,dass es immer m�oglih ist, � �uber eine beshr�ankte Menge konstant zu w�ahlen.Im einfahsten Fall existiert ein Test mit Power gleih 1, wobei die Konstante kaus (3.9) gleih 0 ist und man akzeptiert die Hypothese H f�ur alle Punkte, f�urdie p1(x) = kp0(x) ist, auh wenn der Test dann m�ogliherweise eine size < �hat.Es folgt also abshliessend, dass der most-powerful-Test eindeutig (bis auf Null-mengen) durh (3.8) und (3.9) de�niert ist, wenn immer die Menge, f�ur diep1(x) = kp0(x) gilt, das �-Mass Null hat. Dieser Test ist dann deterministish.Die Einf�uhrung von Zuf�alligkeit ist niht erforderlih, ausser m�ogliherweise auf



3.1. Einf�uhrung in die Theorie der Hypothesentests 67der Menge, f�ur die p1(x) = kp0(x) gilt, auf der Zuf�alligkeit notwendig ist, umeinen Test mit size genau gleih � zu erhalten. Denn wenn ein Test mit Power=1existiert, dann bestimmen (3.8) und (3.9) einen most-powerful-Test, der aberniht unbedingt eindeutig sein muss in dem Sinn, dass es einen weiteren most-powerful-Test gibt, der (3.8) und (3.9) erf�ullt, aber mit einem �0 < �: 23.1.3 Uniformly-most-powerful (UMP)-TestsBisher wurde nur der Spezialfall von einfahen Hypothesen und Alternativen betrah-tet, wobei dies allerdings eher nur von theoretishem Interesse ist, denn in der Praxistreten h�au�g zusammengesetzte Hypothesen auf. In solhen F�allen wird ein Test opti-mal, wenn er die Power unabh�angig von der Alternative K maximiert.De�nition 3.1.8 (Gleihm�assig optimaler (UMP)-Test) Ein �-Level-Test �� istein gleihm�assig optimaler bzw. ein uniformly most powerful-Test (UMP ) f�ur die Hy-pothese H : � 2 �H gegen die Alternative K : � 2 �K, genau dann, wenn���(�) � ��(�) 8 � 2 �Kf�ur jeden beliebigen �-Level-Test �:In vielen Anwendungsf�allen h�angen die Verteilungen von nur einem einzigen reellwer-tigen Parameter � ab und die Hypothese ist einseitig, d.h. die Hypothese k�onnte z.B.H : � � �0 lauten. Der optimale Test von H gegen eine Alternative K : � = �1 mit�1 > �0 h�angt dann von �1 ab und ist somit niht mehr gleihm�assig optimal (UMP ).Man kann jedoh in F�allen von einseitigen Hypothesen und Alternativen einen UMP -Test konstruieren, wenn eine zus�atzlihe Bedingung erf�ullt ist. Dies f�uhrt zu Verteilun-gen mit monotonem Likelihood-Quotienten.De�nition 3.1.9 (Verteilungen mit monotonem Likelihood-Quotienten) EineFamilie von Dihten p�(x) mit reellen Parametern hat einen monotonen Likelihood-Quotienten, falls eine reellwertige Funktion T (x) existiert, derart, dass f�ur jedes � < �0die Verteilungen P� und P�0 untershiedlih sind und der Quotient p�0 (x)p�(x) eine nihtfal-lende Funktion von T (x) ist.Nah Lehmann (1986, S. 78) [14℄ kann nun mit Hilfe dieser De�nition ein UMP -Testkonstruiert werden, was im nahstehenden Satz erl�autert wird.



68 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionSatz 3.1.10 (UMP-Test f�ur einseitiges Testproblem) Sei � ein reeller Parame-ter und die Zufallsvariable X habe eine Dihte bzw. Wahrsheinlihkeitsfunktion p�(x)mit monotonem Likelihood-Quotienten in T (x). Dann gilt:(i) F�ur den Test H : � � �0 gegen K : � > �0 existiert ein UMP -Test, der gegebenist durh �(x) = 8>><>>: 1 f�ur T (x) > C; f�ur T (x) = C;0 f�ur T (x) < C; (3.12)wobei C und  durh E�0�(X) = � bestimmt werden.(ii) Die Power-Funktion �(�) = E��(X) (3.13)dieses Tests ist strikt monoton wahsend f�ur alle � f�ur die 0 < �(�) < 1 gilt.F�ur den Beweis dieses Satzes wird ein zus�atzlihes Korollar ben�otigt, welhes hierallerdings nur zitiert, aber niht bewiesen werden soll. Der Beweis dazu l�asst sih inLehmann (1986, S. 76) [14℄ nahlesen.Korollar 3.1.11 Es seien P0 und P1 Verteilungsfunktionen mit dazugeh�origen Dihte-bzw. Wahrsheinlihkeitsfunktionen p0 und p1. Weiter sei mit � die Power des most-powerful-Tests H : P0 gegen K : P1 zum Level � bezeihnet. Dann gilt � < �, ausserwenn P0 = P1:Beweis von Satz 3.1.10:(i) und (ii): Man betrahte zuerst das Testen der einfahen Hypothese H : � = �0gegen die einfahe Alternative K : � = �1 mit �1 > �0; wobei �1 ein beliebi-ger Wert aus dem Parameterraum �K der Alternativen ist. Zu diesem Testpro-blem gibt es nah dem Fundamentallemma einen optimalen Test, n�amlih (3.11)mit E�0(�(X)) = �. Aufgrund der Voraussetzung der Monotonie des Likelihood-Quotienten p�1 (x)p�0 (x) ist dieser Test mit (3.12), wobei E�0(�(X)) = � gilt, �aquivalent.Dabei werden C und  durh E�0�(x) = P�0(T (x) > C) + P�0(T (x) = C) = �,also unabh�angig von �1 2 �K, bestimmt. Somit ist der angegebene Test (3.12)f�ur das Testproblem mit einfaher Hypothese und Alternative ein UMP-Test. F�urden Beweis des allgemeinen Falls H : � � �0 gegen K : � > �0 wird die Aussage



3.2. Bereihstest f�ur �Uberdispersion 69(ii) ben�otigt, die aber direkt aus dem Korollar 3.1.11 gefolgert werden kann. Daalso angenommen werden kann, dass �(�) eine nihtfallende Funktion ist, erf�ulltder Test �(�) = E��(X) � � f�ur � � �0: (3.14)Nun gilt aber, dass die Klasse der Tests, die (3.14) erf�ullen, in der Klasse derje-nigen Tests enthalten ist, die�(�0) = E�0�(X) � � (3.15)erf�ullen, denn wegen der Monotonie von �(�) folgt aus (3.15) direkt (3.14). F�ureine beliebige Alternative �1 2 �K maximiert der gegebene Test � aus (3.12) nahdem ersten Teil dieses Beweises die Power �(�1) innerhalb der Klasse (3.15),womit gleihzeitig �(�1) ebenfalls innerhalb der kleineren Klasse von Tests (3.14)maximiert wird. Da aber die Maximierung der Power innerhalb der Klasse (3.14)unabh�angig von der speziell gew�ahlten Alternative �1 erfolgt, ist gezeigt, dass derangegebene Test auh ein UMP-Test f�ur die Hypothese H : � � �0 gegenK : � > �0 ist. 2Eine wihtige Bemerkung ist, dass man durh Vertaushen aller Ungleihungen imobigen Satz in analoger Weise die L�osung f�ur das sogenannte "duale Problem\H : � � �0 gegen K : � < �0 (3.16)erh�alt.3.2 Bereihstest f�ur �UberdispersionAusgehend von den bisher hergeleiteten allgemeinen Hypothesentests kann nun einspezieller Test bez�uglih �Uberdispersion konstruiert werden.Zun�ahst soll aber die Motivation, die zu diesem Test f�uhrt, kurz erl�autert werden:In vielen Anwendungsbereihen ist es g�angig, gegebene Z�ahldaten mit Hilfe der Poisson-regression zu modellieren, obwohl bekannt ist, dass die Daten �Uberdispersion aufweisen.Der Grund, weshalb man oft bei dem Poissonmodell bleibt, ist, dass es wegen seiner



70 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionStruktur her einfaher zu handhaben ist und eine weniger komplexe Wahrsheinlih-keitsfunktion besitzt als die NB-Verteilung, die in solhen F�allen eigentlih verwendetwerden sollte, um die �Uberdispersion zu ber�uksihtigen. Zus�atzlih ist die Tatsahe,dass f�ur die Modellierung der Daten mittels der Poissonverteilung Standard-Software-Pakete zur Verf�ugung stehen, was f�ur die Negativ-Binomial-Verteilung niht zutri�t,ein wesentliher Grund, die Poissonverteilung als Modellgrundlage zu bevorzugen. Manvernahl�assigt also die Tatsahe, dass die Daten �Uberdispersion aufweisen zu Gunsteneiner einfaheren Modellierung.Die Frage, die man sih dann stellen kann, ist, ab wann der Aufwand gerehtfertigtw�are, das Poissonmodell aufgrund zu hoher �Uberdispersion zur�ukzuweisen und statt-dessen die Daten mit der NB-Verteilung zu modellieren.Um dies zu untersuhen, maht man sih den Zusammenhang zwishen der Poisson-und der NB-Verteilung zu Nutzen, denn wie in Satz 2.3.8 gezeigt, ist die Poissonver-teilung ein Grenzfall der NB-Verteilung, n�amlih genau dann, wenn der �Uberdispersi-onsparameter a = 0 ist. Aus diesem Grund versuht man, ein leiht interpretierbaressogenanntes "Abstandsmass\ zu w�ahlen, welhes den �Uberdispersionsparameter a mitdem Spezialfall a = 0 in Beziehung bringt, um Aussagen dar�uber zu erhalten, wie grossder Abstand zum Poissonmodell ist. Die M�oglihkeiten der Wahl eines Abstandsmasseswerden im n�ahsten Abshnitt erl�autert.Um die obige Frage beantworten zu k�onnen, wird ein "Bereihstest\ erstellt, der dieHypothese H : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0 testet, wobei a0 eine be-liebige vorgegebene Shranke f�ur a darstellt. Ein Bereihstest und die dazugeh�origenp-Wert-Kurven, die im folgenden Abshnitt de�niert werden, geben niht nur Informa-tionen �uber Ablehnung oder Annahme der Hypothese, sondern sie erm�oglihen auhdie Quanti�zierung der Abweihung vom Poissonmodell. Das Ziel ist also, ausgehendvon dem gew�ahlten Abstandsmass p-Wert-Kurven zu erstellen, die auf dem Bereihs-test basieren. Die p-Wert-Kurven geben einem shliesslih Auskunft dar�uber, welhenWert des Abstandsmasses man akzeptieren m�usste, um das Poissonmodell bei einemSigni�kanzniveau � beibehalten zu k�onnen.Im folgenden wird nun der Bereihstest konstruiert, w�ahrend die Simulationsstudie mitden p-Wert-Kurven im n�ahsten Kapitel ausgef�uhrt wird.Zur Erstelllung eines asymptotishen Bereihstests f�ur H : a > a0 gegen K : a � a0ben�otigt man die asymptotishe Eigenshaft des ML- Sh�atzers (b�;ba) im NB-Modell.



3.2. Bereihstest f�ur �Uberdispersion 71Nah (2.33) in Abshnitt 2.3.3 giltpn(b� � �;ba� a) a� Np+1(0; nFI(b�;ba)�1);was gleihbedeutend ist mitFI(b�;ba) 12 (b� � �;ba� a) D! Np+1(0; Ip+1):Die Eintr�age der Fisher-Informationsmatrix FI(b�;ba) wurden ebenfalls im Abshnitt2.3.3 hergeleitet.Satz 3.2.1 (Bereihstest f�ur �Uberdispersion) Unter der Annahme, dassFI(b�;ba) 12 (b� � �;ba� a) D! Np+1(0; Ip+1) gilt, ist ein asymptotisher �-Level-Test f�urH : a > a0 gegen K : a � a0 gegeben durh den AblehnungsbereihC = (ba : � ba� a0b�(b�;ba)! � �) ; (3.17)wobei b�2 einen konsistenten Sh�atzer von �2 beshreibt. Ein solher konsistenter Sh�atzerist z.B. durh den (p+1; p+1)-Eintrag in der Inversen der Fisher-Informationsmatrixgegeben.Beweis: Zun�ahst muss gezeigt werden, dass ein monotoner Likelihood-Quotient gem�assDe�nition 3.1.9 vorliegt. Nah Voraussetzung des Satzes geht man davon aus, dass derSh�atzer ba normalverteilt ist, d.h. ba � N(a; b�), wobei b� der p+ 1; p+ 1-Eintrag in derInversen der Fisher-Informationsmatrix darstellt und hier als bekannt vorausgesetztwird. Der einzige Parameter, der die Verteilung von ba bestimmt, ist damit a. Sei alsoa1 > a2 gew�ahlt. Dann gilt f�ur den Dihtequotientenpa1(ba)pa2(ba) = 1p2��2 expf� 12� (ba� a1)2g1p2��2 expf� 12� (ba� a2)2g= exp�� 12� �(ba� a1)2 � (ba� a2)2��= exp�� 12� �ba2 � 2baa1 + a21 � ba2 + 2baa2 � a22��= exp� 12� �2ba(a1 � a2) + a22 � a21�� :Da wegen a1 > a2 die Di�erenz a1 � a2 > 0 gilt, ist der errehnete Dihtequotienteine wahsende Funktion in ba. Nun kann daher Satz 3.1.10 angewendet werden, da einmonotoner Likelihood-Quotient in ba vorliegt. Es wird allerdings hier zum Beweis des



72 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionBereihstests das duale Problem (3.16) ben�otigt, da der Bereihstest die NullhypotheseH : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0 testet. Der erste Teil des Satzes 3.1.10(i)formuliert sih dann um zu:(i�) F�ur den Test H : � > �0 gegen K : � � �0 existiert ein UMP-Test, der gegeben istdurh �(x) = 8>><>>: 1 f�ur T (x) < C; f�ur T (x) = C;0 f�ur T (x) > C;wobei C und  durh E�0�(x) = � bestimmt werden. Damit ergibt sih f�ur den Be-reihstest H : a > a0 gegen K : a � a0 ein Ablehnungsbereih vonC = fba : ba < Cg:Das C wird hier durh die GleihungbP (C; a0; b�) = ��C � a0b� � = � (3.18)bestimmt, wobei �(:) in diesem Fall die Standardnormalverteilung bedeutet. Da dieFunktion � �C�a0b� � in C monoton f�allt, wenn C kleiner wird, ist (3.18) �aquivalent zumAblehnungsbereih C = fba : � ba� a0b�(b�;ba)! � �g;wie im Satz behauptet. 2Die bisher erl�auterte Theorie soll nun an Simulationsdaten getestet werden. W�ahrenddie Durhf�uhrung, Beshreibung und Interpretation der Simulation im n�ahsten Kapi-tel erfolgt, wird zun�ahst in den folgenden Abshnitten die grundlegende Theorie zurErstellung von Simulationsdaten, Powerfunktionen und p-Wert-Kurven zusammenge-fasst.3.3 Theoretishe Grundlagen der SimulationsstudieDas Ziel der Simulation ist es, Informationen dar�uber zu erhalten, welhe Einuss-gr�ossen und Parameter, die in das Modell eingehen, eine entsheidende Wirkung auf



3.3. Theoretishe Grundlagen der Simulationsstudie 73den in Satz 3.2.1 beshriebenen Bereihstest haben. Dazu wird speziell die Zusammen-setzung der Daten untersuht, d.h. die Gr�osse der Parameters�atze und die Shwan-kungsbreite des theoretishen Erwartungswertes sollen zwishen den vershiedenen Pa-rameters�atzen variieren. Durh den Vorteil der Simulationsdaten, dass die dem Modellzugrundeliegenden Parameter bekannt sind, kann weiter gepr�uft werden, inwiefern dieErgebnisse, die der Hypothesentest liefert, der Wahrheit entsprehen und es kann somitdie Zuverl�assigkeit des Tests beurteilt werden. Zun�ahst m�ussen jedoh erst die Simu-lationsdaten erstellt werden, wozu h�au�g der sogenannte "Signal-to-noise-Quotient\betrahtet wird, der nahstehend beshrieben wird. Anshliessend wird kurz auf diePowerfunktion, wie sie in De�nition 3.1.2 eingef�uhrt wurde, eingegangen und es wer-den die p-Wert-Kurven am Ende dieses Kapitels erkl�art.3.3.1 Konzept der SimulationsdatenF�ur die Wahl von Simulationsdaten ist es zun�ahst einmal entsheidend zu wissen,welhe Parameter gew�ahlt und festgelegt werden m�ussen. In diesem Fall sollen negativ-binomial-verteilte Zufallsvariablen Y erzeugt werden, deren Verteilung nah De�nition2.3.6 durh zwei Parameter, n�amlih durh den Dispersionsparameter a und � bestimmtwird. Im folgenden wird wie im Abshnitt 2.3.3 von der log-link-Funktion ausgegangen,so dass nah (2.9) sih der Erwartungswert mit dem Regressionsparameter � und demKovariablenvektor xi durh die Formel � = exp(xti�) bestimmen l�asst. Shliesslih istnoh die L�ange n des Zufallsvariablenvektors festzulegen. Es soll also Yi � NB(�i; a)gelten, wobei nah (2.14) und (2.15) der Erwartungswert und die Varianz durhE(Yi) = �i und V ar(Yi) = �i + a�2igegeben sind, mit �i = exp(xti�). Es sind somit zus�atzlih die Kovariablenxi; i = 1; ::; n zu w�ahlen. F�ur die Simulationsstudie wird nur von einem Kovariablen-vektor ausgegangen, d.h. es wird p = 1 gesetzt. Zusammen mit dem Interept erh�altman damit eine Design-Matrix der GestaltX = 0BB� 1 x1... ...1 xn 1CCA :Der Regressionsparametervektor � besteht daher aus nur 2 Komponenten �0 und �1,die es ebenfalls zu w�ahlen gilt.



74 Kapitel 3. Quanti�zierung von �UberdispersionIn dieser Arbeit werden zwei Gruppen von Simulationsdaten (a; �; n;xi;�) gebildet.Die eine enth�alt Zufallsvektoren der L�ange n = 25, die andere der L�ange n = 100. DieseAufspaltung soll Aufshluss dar�uber geben, ob, und falls um wieviel, die Sh�atzungender zweiten Gruppe im Vergleih zu der Gruppe, die weniger Daten enth�alt, genauerausfallen. Desweiteren werden die Parameter �0 und �1 und der Kovariablenvektor xeinmal so gew�ahlt, dass der daraus resultierende Erwartungswertvektor � in einemkleinen Intervall shwankt, d.h.12 �� < �i < 32 ��; 8 i = 1; ::; n; (3.19)im anderen Fall wird das Shwankungsintervall um14 �� < �i < 74 ��; 8 i = 1; ::; n (3.20)vergr�ossert. Dabei bedeutet �� den empirishen Mittelwert, d.h.�� = 1n nXi=1 �i:Die Shwierigkeit liegt nun in der Bestimmung der Parameter a und �. Dazu wird der"Signal-to-noise-Quotient\ betrahtet, der durhSN(a; �i) = E(Yi)pV ar(Yi) (3.21)de�niert ist. F�ur den Fall, dass Yi � NB(a; �i) verteilt ist, ergibt sih ein Signal-to-noise-Quotient vonSNNB(a; �i) = E(Yi)pV ar(Yi) = �ip�i + a�2i = �ip�ip1 + a�i =r �i1 + a�i :L�asst man sih diese Funktion in Abh�angigkeit von a und �i darstellen, so ergibt sihdie Abbildung 3.1. Hieran l�asst sih erkennen, dass der Signal-to-noise-Quotient shnellgegen 0 konvergiert, sobald a Werte annimmt, die gr�osser als 0.6 sind. Grosse Wertekann der Quotient nur dann annehmen, wenn ein kleines a in Kombination mit einemgrossen � vorliegt.F�ur die Simulationsdaten werden nun die Werte 1.25 und 2 des Signal-to-noise- Quoti-enten f�ur die weitere Betrahtung untersuht. Um daraus die jeweiligen vershiedenenKombinationen f�ur a und � abzuleiten, wird der sogenannte "Konturenplot\ verwen-det (Abbildung 3.2). In der linken Graphik sind die Werte von � auf einen Bereihbis 10 eingeshr�ankt, w�ahrend rehts der Wertebereih von � bis 100 l�auft. Wie auh
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Abbildung 3.1: Signal-to-noise-Quotient f�ur NB-Verteilungrehnerish nahgepr�uft werden kann, ergeben sih shliesslih z.B. die Paare a = 0:3und �� = 3 bzw. a = 0:63 und �� = 100 f�ur einen Signal-to-noise-Quotienten von 1.25,w�ahrend sih f�ur einen Wert von 2 die Paare a = 0:15 und �� = 10 bzw. a = 0:24 und�� = 100 ergeben. Ausgehend von diesen Ergebnissen werden nun Kombinationen von �und x gesuht, so dass �� = Pni=1 �in mit �i = exp(xti�) einmal den Wert 3 bzw. 100 f�ureinen Signal-to-noise-Quotienten von 1.25 und einmal den Wert 10 bzw. 100 f�ur einenSignal-to-noise-Quotienten von 2 annimmt. Dabei m�ussen jeweils die zwei F�alle unter-shieden werden, f�ur die �i im kleinen Intervall 12 �� < �i < 32 �� und einmal im grossenIntervall 14 �� < �i < 74 �� shwankt. Die ermittelten Parameters�atze (a; ��; n;x;�), diedie geforderten Bedingungen weitgehenst erf�ullen, sind im n�ahsten Kapitel in Tabelle4.1 systematish zusammengefasst.3.3.2 PowerfunktionAls erster Shritt der Simulationsstudie soll die Powerfunktion zum Hypothesentestf�ur �Uberdispersion betrahtet werden. Um diese anhand der ermittelten Daten zu�uberpr�ufen, muss ein Programm erzeugt werden, das nun shrittweise erl�autert wird.
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Abbildung 3.2: Konturenplot des Signal-to-noise-Quotienten bei der NB-VerteilungZun�ahst wird noh einmal der zu untersuhende Test betrahtet. Nah Satz 3.2.1 inKapitel 3.2 ist der Bereihstest f�ur �Uberdispersion gegeben durh die NullhypotheseH : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0, wobei a der Dispersionsparameter derNB-Verteilung ist und a0 eine beliebig w�ahlbare Shranke darstellt. Der Ablehnungs-bereih oder die kritishe Region ist dann gegeben durhC = (ba : � ba� a0b�(b�;ba)! � �) :Die Powerfunktion wurde in De�nition 3.1.2 angegeben und ergibt �ubertragen auf diesesspezielle Problem die Powerfunktion �(a) mit�(a) = P (H0 ablehnen j a wahrer Parameter): (3.22)Im folgenden wird stets ein Signi�kanzniveau von � = 0:05 angenommen.F�ur die Simulation der Powerfunktion ist es nun zun�ahst notwendig, einen festen Werta0 zu w�ahlen und den Parameter a festzusetzen. Anshliessend simuliert man z.B. 300mal negativ-binomial-verteilte Zufallsvariablen mit eben diesem festen Parameter a.Shliesslih f�uhrt man den Test f�ur H : a > a0 gegen K : a � a0 aus Satz 3.2.1 f�ur jede



3.3. Theoretishe Grundlagen der Simulationsstudie 77der 300 erzeugten Zufallsvariablen durh, wozu noh das b� berehnet werden muss.Daf�ur werden die Parameter a und � gesh�atzt, deren Werte nahfolgend mit ba und b�abgek�urzt werden. Zuletzt muss gez�ahlt werden, wie oft bei den 300 Durhf�uhrungender Test verworfen wird, d.h. wie oft� ba� a0b�(b�;ba)! � �auftritt. Dividiert man diese Anzahl durh die Gesamtanzahl der Durhf�uhrungen, soerh�alt man eine Sh�atzung f�ur die Power (3.22) zu dem festen Parameterwert a. DieserVorgang muss shliesslih bei gleihem a0 f�ur mehrere Werte von a wiederholt werden,bevor man eine Powerfunktion graphish darstellen kann.Das Programm "powerfunktion\, das die einzelnen Shritte durhf�uhrt und shlies-slih die Powerfunktion berehnet, ist im Anhang zu �nden. Es ist, wie alle weiterenProgramme auh, in der Statistik-Programmiersprahe Splus geshrieben. Es ist zubemerken, dass Splus im Standard-Paket zwar ein Programm zur Berehnung von NB-Modellen enth�alt, doh l�asst dieses nur diskrete Werte des Dispersionsparameters zu(siehe De�nition 2.3.1). Um nun aber auh Modelle mit stetigem Parameter a bereh-nen zu k�onnen (siehe De�nition 2.3.6), wurde von der Internetseitehttp : ==lib:stat:mu:edu=S=das Programm "negbin\ von Bill Venables installiert. Dabei ist zu beahten, dass dieNB-Verteilung in Splus eine andere Parametrisierung verwendet als in dieser Arbeit inDe�nition 2.3.6 angegeben ist. Splus benutzt die BezeihnungenP (Y = y) = �(� + y)�(�)y! ���y(� + �)�+y= �(� + y)�(�)y! � �� + ��� � �� + ��y ; (3.23)was im Vergleih zur De�nition 2.3.6 einer Parametrisierung von � = 1a entspriht. Diegr�osste Shwierigkeit in der Programmierung der Powerfunktion ist hier die Berehnungvon b�(b�;ba) in der asymptotish normalverteilten Teststatistik. So wie in Satz 3.2.1beshrieben, ist b�2(b�;ba) der Sh�atzer von �2(�; a), dem letzten Eintrag in der Inversender Fisher-Informationsmatrix. Damit erh�alt manb�(b�;ba) = 1qFIp+1;p+1(b�;ba) ;



78 Kapitel 3. Quanti�zierung von �Uberdispersionwobei FIp+1;p+1(b�;ba) nah (2.31) durhFIp+1;p+1(b�;ba) = ba�4 24 nXi=1 24E0� y�iXj=0 1(j + ba�1)21A� b�i(ba�1 + b�i)ba�13535 (3.24)gegeben ist mit b�i = exp(xti�), ausgewertet an der Stelle � = b�.Nah (2.32) l�asst sih shliesslih der Erwartungswert in obiger Formel wie folgt f�ur diei-te Beobahtung berehnen:FIp+1;p+1(b�;ba)i = ba�4 1Xj=0 1(j + ba�1)2PNB(Yi � j)� bab�ib�i + ba�1!= ba�4 1Xj=0 �ba�1 + j��2 (1� P (Yi � j � 1))� bab�ib�i + ba�1!: (3.25)Im Programm "powerfunktion\ wird also zuerst der wahre Erwartungswertvektor � ausden Daten x und � der Simulationsdaten durh �i = exp(xti�) gebildet. Anshliessendwerden in die Matrix Z der L�ange n, was der L�ange des Vektors x entspriht, und derBreite 300 die durh rnegbin(mu, theta=1/a) erzeugten Zufallsvariablen geshrieben.In dem Splus-Befehl out_glm.nb(Z[,k℄~ x,link=log) werden die Regressionspara-meter �0, �1 und a gesh�atzt, die f�ur die Berehnung von b�(b�;ba) notwendig sind. Wieshon angesprohen, l�asst sih b�(b�;ba) mit Hilfe der Gleihung (3.25) berehnen, wobeidie unendlihe Summe �uber j in der Simulationsstudie mit einer Summe bis 150 ap-proximiert wird, da f�ur j > 150 die Wahrsheinlihkeit P (Yi � 150) = 1�P (Yi < 150)gegen Null konvergiert, was gleihbedeutend damit ist, dass P (Yi < 150) gegen 1 strebt.Dieser Sahverhalt ist in den Graphiken in Abbildung 3.3 dargestellt, in denen f�ur be-stimmte feste Werte � die Verteilungsfunktion der NB-Verteilung PNB(Y < j) inAbh�angigkeit von j und a abgebildet ist. Man erkennt daran, dass bei den Parame-ters�atzen mit � = 3 und � = 10 eine Approximation der Summe bis j = 50 shonausreihen w�urde, da unabh�angig von a in diesen F�allen die Verteilungsfunktion beij = 50 bereits fast den Wert 1 annimmt. Im Fall � = 100 wird allerdings deutlih, dasseine Approximation der unendlihen Summe bis j = 50 niht ausreiht; stattdessenmuss j mindestens 150 gew�ahlt werden. Wird als obere Grenze f�ur j genau 150 ange-nommen, so wird zwar nur etwa ein Wert von 0.85 der Verteilungsfunktion PNB(Y < j)erreiht, doh ist dies f�ur die Gesamtberehnung von b�(b�;ba) ausreihend, da die Sum-manden (ba�1 + j)�2(1 � P (Yi � j � 1)) f�ur j > 150 so kleine Betr�age ergeben, dasssie f�ur das Gesamtergebnis b� vernahl�assigbar sind. Insgesamt reiht es also f�ur alle
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Abbildung 3.3: Grenzverhalten der NB-Verteilungsfunktion P (Y � j) f�urY � NB(�; a)betrahteten F�alle aus, die unendlihe Summe mit einer Summe bis 150 zu approxi-mieren. Shliesslih wird eine Matrix aus n Zeilen f�ur die Beobahtungen 1 bis n und151 Spalten f�ur die Summeneintr�age j = 0; :::; 150 gebildet. Summiert man nun �uberdie Zeilen, entspriht dies der Summe �uber j in (3.25). Wird der resultierende Vektor"innensum\ der L�ange n aufsummiert, so erh�alt man das Ergebnis der Summe �uberi in (3.24). Anshliessend wird noh ba�4 an das Zwishenergebnis heranmultipliziert,der Kehrbruh gebildet und die Wurzel gezogen, womit das endg�ultige Ergebnis b�(b�;ba)berehnet ist. Am Ende wird die Testgr�osse �� ba�a0b�( b�;ba)� berehnet und getestet, ob diesekleiner oder gr�osser � = 0:05 ist. Zuletzt wird die Anzahl der Verwerfungen durh 300dividiert, womit man eine Sh�atzung f�ur die Wahrsheinlihkeit f�ur eine Ablehnungvon H erh�alt, unter der Bedingung, dass der Parameter a vorliegt.



80 Kapitel 3. Quanti�zierung von �Uberdispersion3.3.3 P-Wert-Kurven bez�uglih Dispersionsindex a0In diesem Abshnitt wird nun beshrieben, wie eine p-Wert-Kurve erstellt werden kann,die Aufshluss dar�uber geben soll, ob der Aufwand, von einem Poissonmodell zu ei-nem NB-Modell zu wehseln, um �Uberdispersion zu ber�uksihtigen, gerehtfertigt ist.Dazu wird zun�ahst die p-Wert-Kurve bez�uglih des Dispersionsindizes a0 betrahtet,w�ahrend sp�ater noh auf die Betrahtung eines besser interpretierbaren Abstandsmas-ses zwishen beiden Verteilungen eingegangen wird.Wie shon in den vorangegangenen Kapiteln erw�ahnt, ist das allgemeine Testproblemdurh die Hypothese H : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0 gegeben. Dazu gibtes, wie in Kapitel 3.1 eingef�uhrt, zwei vershiedene Arten, einen Fehler zu begehen.Der erste Fehler liegt vor, wenn die Nullhypothese abgelehnt wird, obwohl sie wahrist. Der zweite Fehler dagegen ist die Annahme der Nullhypothese, obwohl sie falshist. Das Problem bei derartigen Tests ist, dass niht beide Fehler gleihzeitig kontrol-liert werden k�onnen. Allgemein sind nun die Tests so aufgebaut, dass nur der Fehler1. Art betrahtet wird, da dieser in der Regel als der shwerwiegendere gilt. Es gibtaber F�alle, in denen niht klar ist, welhes der Fehler 1. Art bzw. 2. Art sein soll. Insolhen Situationen ist es h�au�g hilfreih, die p-Wert-Kurve zu betrahten, die nihtnur angibt, ob eine Hypothese zu verwerfen oder anzunehmen ist, sondern auh Infor-mationen dar�uber liefert, wie weit man im Falle einer Annahme von der Ablehnungder Nullhypothese entfernt liegt. Dazu seibP (ba; b�; a0) = � ba� a0b�(b�;ba)! (3.26)mit "asymptotisher p-Wert\ bezeihnet. In der Abbildung 3.4 sind die p-Wert-Kurvenf�ur die zwei Testprobleme H : a > a0 gegen K : a � a0 und K : a � a0 gegenH : a > a0 als Funktionen von a0 abgebildet.Ist ein fester Datensatz an Beobahtungen gegeben, so gibt bP = � in der linken Gra-phik f�ur den Test H : a > a0 gegen K : a � a0 den minimalen Wert a0 an, zu dem dieNullhypothese H bei einem Signi�kanzniveau � verworfen werden kann. In der rehtenGraphik ergibt sih bei bP = � der maximale Wert a0 des Testproblems K : a � a0gegenH : a > a0, zu dem die NullhypotheseK bei einem Signi�kanzniveau � verworfenwerden kann. Zu bemerken ist, dass sih die rehte Kurve durh eine Ahsenspiegelungan bP = 0:5 aus der linken Kurve erzeugen l�asst, womit die beiden getrennten Testpro-bleme auh vereinfaht in einer Graphik betrahtet werden k�onnen. In der gemeinsamenp-Wert-Kurve f�ur beide Tests kann wie gewohnt der minimale Wert a0u (u steht f�ur
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Abbildung 3.4: p-Wert-Kurven f�ur die Testprobleme H gegen K und K gegen H"upper\), f�ur den die Nullhypothese H zu einem Signi�kanzniveau � verworfen werdenkann bei einem Level bP = � abgelesen werden. Andererseits ergibt sih nun auh beieinem Level bP = 1� � zus�atzlih der maximale Wert a0l (l steht f�ur "lower\), zu demdie Hypothese K des Tests K : a � a0 gegen H : a > a0 zu einem Signi�kanznivau� verworfen werden kann. Dieser Zusammenhang soll in Abbildung 3.5 verdeutlihtwerden.Zur Interpretation dieser Abbildung betrahte man nur den Bereih ganz links der Dis-kriminierung und den Bereih rehts der Validierung des Modells. Ist bP = � = 0:05,so ergibt sih ein minimaler Wert a0u von 0.77, zu dem H verworfen werden kannund analog bei einem Level von bP = 1 � � = 0:95 ergibt sih ein maximaler Werta0l von 0.3, zu dem die Hypothese K des zweiten Tests verworfen werden kann. Kurzzusammengefasst l�asst sih die Kurve folgendermassen beshreiben:(i) Modell-Validierung (H : a > a0 gegen K : a � a0):Ab einem Wert von a0u = 0:77 kann die Nullhypothese zu einem Signi�kanzni-veau � verworfen werden, d.h. man kann K : a � a0 annehmen und somit dasPoissonmodell als Regressionsmodell w�ahlen.(ii) Modell-Diskriminierung (K : a � a0 gegen H : a > a0):Bis h�ohstens a0l = 0:3 kann K : a � a0 verworfen werden zu einem Signi�kanz-niveau �, d.h. man nimmt H : a > a0 an und wehselt vom Poissonmodell zumNB-Modell.
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Abbildung 3.5: Allgemeine p-Wert-KurveAbshliessend l�asst sih also sagen, dass ein Poissonmodell gerehtfertigt ist, wenn manbereit ist, einen Dispersionsindex a0u von 0.77 als Shranke zu akzeptieren. Andererseitskann das Poissonmodell mit einem signi�kant feststellbaren Abstand von a0l = 0:3abgelehnt werden. Akzeptiert man also h�ohstens einen Dispersionsindex a0l von 0.3,so w�are in diesem Fall der Aufwand gerehtfertigt, das Poissonmodell zu verwerfen undzum NB-Modell �uberzugehen.3.3.4 p-Wert-Kurven bez�uglih Abstandsmass d0Der Untershied zu einer p-Wert-Kurve bez�uglih des Dispersionsindizes a0 ist hier,dass eine Abstandsmassfunktion d de�niert wird, die leihter zu interpretieren ist alsder Parameter a0 und die somit den Abstand zwishen dem Poisson- und dem NB-Modell anshaulih wiedergibt. Es ist dann zu beahten, dass sih der Test damit�andert und nun die FormH : d(a) > d0 gegen K : d(a) � d0hat, wobei die Nullhypothese genau dann gilt, wenn a > d�1(d0) = a0 ist, woraus sihwieder der Zusammenhang mit dem Dispersionsindex a0 ergibt.



3.3. Theoretishe Grundlagen der Simulationsstudie 83Bevor nun eine p-Wert-Kurve bez�uglih eines Abstandsmasses gebildet werden kann,muss dieses zun�ahst einmal festgelegt werden. Es gibt viele M�oglihkeiten, ein Mass zude�nieren, das den gew�unshten Forderungen entspriht. Eine der wihtigsten Bedin-gungen, die das Mass erf�ullen sollte, ist die Monotoniebedingung, d.h. das Mass sollteentweder streng monoton fallend oder steigend sein, da sonst Interpretationsshwierig-keiten auftreten k�onnten. Ausserdem sollte die zu w�ahlende Funktion eine Beziehungzwishen der Poisson- und der NB-Verteilung herstellen. Die einfahste Funktion, diediesen Bedingungen gen�ugt, ist das Verh�altnis der Varianzen beider Verteilungen:d(a) = V ar(NB-Verteilung)V ar(Poissonverteilung) = �+ a�2� = 1 + a�: (3.27)Da in der Regel mehrere Beobahtungen Yi; i = 1; ::; n mit Erwartungswerten �i;i = 1; ::; n vorliegen, wird der Eindeutigkeit halber die Abstandsmassfunktion aufd(a) = 1 + a expnmaxi xti�o = 1 + amaxi f�ig (3.28)festgelegt. Dieses Mass gibt dann das maximale Verh�altnis der Varianzen aus demPoisson- und dem NB-Modell wieder. Je n�aher der Wert des Abstandsmasses bei 1liegt, desto eher gilt f�ur die maximalen Varianzen der ZusammenhangV ar(Poissonverteilung) = V ar(NB-Verteilung);was ein Hinweis darauf ist, dass die Daten keine �Uberdispersion aufweisen und dass dasPoissonmodell damit gerehtfertigt ist. Ergibt sih dagegen f�ur das Abstandsmass einsehr grosser Wert, so bedeutet dies, dass die maximale Varianz der NB-Verteilung sehrviel gr�osser als die maximale Varianz der Poissonverteilung ist. Daraus kann dann ge-folgert werden, dass die Daten einen hohen Grad an �Uberdispersion aufweisen, weshalbeine Modellierung mittels der Poissonverteilung niht gerehtfertigt ersheint, sondernstattdessen die NB-Verteilung als Grundlage des Modells gew�ahlt werden sollte. In derAbbildung 3.6 ist diese Funktion f�ur den ersten Parametersatz mit n = 25 und f�ur denzweiten Parametersatz mit n = 100 abgebildet.Die gestrihelte Linie ist dabei das wahre d(a), d.h. es wird aus dem Regressionspa-rametervektor � und dem Kovariablenvektor x das wahre feste maxif�ig berehnet,w�ahrend f�ur die gesh�atzte Abstandsmassfunktion zun�ahst Zufallsvariablen erzeugtund anshliessend die Parameter �0 und �1 gesh�atzt werden. Das Problem dabei ist,dass sih mit variierendem a auh die Sh�atzungen �andern, so dass f�ur jeden Wert vona eine neue Erzeugung von Zufallsvariablen durhgef�uhrt werden muss. Aus diesem
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Abbildung 3.6: Abstandsmassfunktion d(a)Grund ist die gesh�atzte Abstandsmassfunktion niht ganz monoton, jedoh n�ahert siesih f�ur grosse n an die Gerade der wahren Abstandsmassfunktion an. Die p-Wert-Kurven bez�uglih des Abstandsmasses d(a) sind dann analog zu (3.26) durhbP (ba; b�; d0) = � ba� d�1(d0)b�(b�;ba) ! (3.29)de�niert und lassen sih wie die Kurven bez�uglih a0 interpretieren, wie es im voran-gegangenen Abshnitt beshrieben wurde.3.3.5 Interpretation und Bestimmung von p-Wert-KurvenIm folgenden sollen nun die einzelnen Shritte zur Erstellung der p-Wert-Kurven erl�autertwerden. Die entsheidenden interessierenden Werte einer Kurve sind die Shnittpunktea0u und a0l der Kurve mit den Levels bP = � = 0:05 und bP = 1 � � = 0:95. Da dieKurven aus erzeugten Zufallsvariablen entstehen, k�onnen, obwohl dieselben Parame-ter zugrundeliegen, bei mehreren Durhf�uhrungen sehr untershiedlihe Kurven, unddamit auh untershiedlihe Ergebnisse von a0u und a0l auftreten. Deshalb werden f�urjeden Parametersatz 20 Kurven erzeugt, die Shnittpunkte a0u und a0l mit den Le-



3.3. Theoretishe Grundlagen der Simulationsstudie 85vels bP = 0:05 und bP = 0:95 berehnet und zuletzt ein Mittelwert der Shnittpunkteausgegeben. Zur Berehnung der Shnittpunkte a0u und a0l aus� ba� a0ub�(b�;ba)! = 0:05 und � ba� a0lb�(b�;ba)! = 0:95muss die Umkehrfunktion der Normalverteilung � berehnet werden. Es gelten nahSpringers Formelsammlung (1997, S. 451) [17℄ die Werte ��1(0:95) = 1:645 und��1(0:05) = �1:645. Damit ergibt sihba� a0ub�(b�;ba) = �1:645; woraus a0u = ba + 1:645 b�(b�;ba) (3.30)folgt. Analog berehnet man a0l durha0l = ba� 1:645 b�(b�;ba): (3.31)Sowohl f�ur die Kurve bez�uglih a0, als auh f�ur die Kurve bez�uglih des Abstandsmas-ses d0 = d(a0) werden zun�ahst, ausgehend von den Simulationsdaten, Zufallsvariablenaus a und �i = exp(xti�) erzeugt. Anshliessend werden wie bei der Powerfunktion dieParameter a und � gesh�atzt. Es folgt dann die Berehnung von b�(b�;ba) in Abh�angig-keit des gesh�atzten Parametervektors b� und des gesh�atzten Dispersionsparametersba, woran sih die Berehnung der Shnittpunkte a0u und a0l nah den Formeln (3.30)und (3.31) anshliesst. Zuletzt werden die 20 vershiedenen Werte a0u und a0l gemit-telt, womit die entsheidenden Daten zur Erstellung einer p-Wert-Kurve berehnetsind. Diese Prozedur wird im Programm "a0quer\ durhgef�uhrt, welhes im Anhangnahgelesen werden kann. Die p-Wert-Kurven selber werden mittels des Programms"pwertaneu\ erzeugt, welhes ebenfalls im Anhang zu �nden ist. Dabei wird zuerst derVektor a0, der die x-Ahse der Graphik darstellt, angegeben. Zu jedem dieser Werte a0wird dann bP = �� ba�a0b�( b�;ba)� berehnet, wobei die gesh�atzten Werte b�, ba und b�(b�;ba) ausden Ergebnissen des Programms "a0quer\ entnommen werden. F�ur die p-Wert-Kurvenbez�uglih des Abstandsmasses d0 erfolgt zuvor noh die Umrehnungd0 = 1 + a0maxi fb�ig:Auh dieses Programm "pwertdneu\ zur Erzeugung der p-Wert-Kurven bez�uglih d0ist im Anhang beigef�ugt.



Kapitel 4SimulationsstudieIn diesem Kapitel werden nun die Ergebnisse der Simulation, wie sie in Abshnitt3.3 beshrieben wurde, dargestellt. Das Ziel der Simulation ist es, im wesentlihen diefolgenden Fragen zu beantworten:� Wann ist der Aufwand gerehtfertigt, vom Poissonmodell zum NB-Modell auf-grund zu hoher �Uberdispersion zu wehseln, bzw.� Wie gross ist der statistishe Nahweis f�ur das Poissonmodell?Dabei soll ausserdem untersuht werden, welhen Einuss die Datenstruktur auf dieErgebnisse des Bereihstests hat, d.h. es bestehen zus�atzlih die Fragen:� Hat der Datenumfang n einen Einuss auf die Testergebnisse?� Hat die Shwankungsbreite (range) der Erwartungswerte �i einen Einuss auf dieTestergebnisse?� Inwiefern beeinusst ein untershiedliher Wert des Signal-to-noise-Quotienten(3.21) die Testergebnisse?Um diese Fragen beantworten zu k�onnen, sind Datens�atze der L�ange n = 25 undn = 100 erzeugt worden und es wurde das Shwankungsintervall (range) der �i's ein-mal klein (siehe (3.19)) und einmal gross (siehe (3.20)) gew�ahlt. In Tabelle 4.1 sind dieParameter, die zur Erzeugung der Daten in der Simulation verwendet werden, syste-matish zusammengefasst.Die erste Zeile eines jeden Parametersatzes enth�alt die theoretishen Werte, w�ahrendin der zweiten Zeile die Ergebnisse f�ur den Signal-to-noise-Quotienten (SN(a; ��)), f�ur ��86



4.1. Simulation der Powerfunktion 87und f�ur das Shwankungsintervall (range) aufgelistet sind, die sih mit den gew�ahltenWerten f�ur x und � ergeben. F�ur die gesamte Simulation der Powerfunktionen undder p-Wert-Kurven werden ausshliesslih diese Parameters�atze verwendet. Die 16 ver-shiedenen Parameters�atze sind in 4 Gruppen eingeteilt. Innerhalb einer Gruppe liegtden Daten stets derselbe Parameter a und der gemittelte Erwartungswert �� zugrunde,woraus sih ein einheitliher Wert des Signal-to-noise-Quotienten ergibt. Die 4 Para-meters�atze innerhalb einer Gruppe ergeben sih durh die Aufspaltung in Daten mitn = 25 und mit n = 100 und in die Aufspaltung nah untershiedlihen Shwankungs-intervallen f�ur �i. An dieser Stelle wird angemerkt, dass im folgenden die Abk�urzungPS f�ur Parametersatz verwendet wird.4.1 Simulation der PowerfunktionDie Powerfunktion ist nah (3.22) eine Funktion des Parameters a, d.h. a kann va-riieren, w�ahrend der Index a0 als fest vorausgesetzt wird. In dieser Arbeit werdenvier vershiedene Werte von a0 gew�ahlt, die den Werten von a in den Simulations-daten entsprehen, also a0 = 0:3, a0 = 0:63, a0 = 0:15 und a0 = 0:24. Shliesslihwird zu jedem PS das Programm "powerfunktion\ durhgef�uhrt, d.h. zur Erzeugungder negativ-binomial-verteilten Zufallsvariablen mit festem Parameter a werden je dievershiedenen Regressionsparameter � mit dem zugeh�origen Kovariablenvektor x ver-wendet. Damit erh�alt man 16 vershiedene Powerfunktionen, die in 4 Gruppen mitgleihem a0 zusammengefasst sind. Zun�ahst werden die Powerfunktionen f�ur ein Si-gni�kanzniveau von � = 0:05 berehnet und in Abbildung 4.1 dargestellt. In Abbildung4.2 dagegen sind die Powerfunktionen bez�uglih eines Signi�kanzniveaus von � = 0:1und in Abbildung 4.3 bez�uglih eines Signi�kanzniveaus von � = 0:15 abgebildet. DasSigni�kanzniveau ist in den einzelnen Graphiken jeweils mit einer gestrihelten hori-zontalen Linie gekennzeihnet.Interpretation der Powerfunktionen(i) Powerfunktionen mit Signi�kanzniveau � = 0:05:In allen 4 Gruppen l�asst sih feststellen, dass der Bereihstest eher ein liberalerTest ist, d.h. man erlaubt an der Stelle a = a0, die in den Graphiken mit einergestrihelten vertikalen Linie gekennzeihnet ist, einen Fehler von � = 0:05, wasbedeutet, dass an dieser Stelle der Wert der Powerfunktion h�ohstens 0.05 be-
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Parametersatz SN(a; ��) a �� Shwankungsintervall �i d = 1 + amaxi(�i) n x �1 Ziel 1.25 0.3 3 [1.5 ; 4.5℄ 25 seq(0.05, 1.25, 0.05) (0.3, 1)erreiht 1.20 2.76 [1.42;4.71℄ 2.412 Ziel 1.25 0.3 3 [1.5 ; 4.5℄ 100 seq(-5, 4.9, 0.1) (1, 0.1)erreiht 1.22 2.82 [1.65 ; 4.44℄ 2.333 Ziel 1.25 0.3 3 [0.75 ; 5.25℄ 25 seq(-1.05, 2.6, 0.15) (0.5, 0.5)erreiht 1.17 2.77 [0.98 ; 5.90℄ 2.774 Ziel 1.25 0.3 3 [0.75 ; 5.25℄ 100 seq(-10.9, 9, 0.2) (1, 0.1)erreiht 1.18 2.89 [0.91 ; 6.62℄ 2.995 Ziel 1.25 0.63 100 [50 ; 150℄ 25 seq(15.2, 20, 0.2) (1, 0.2)erreiht 1.25 95.70 [56.83 ; 148.41℄ 94.506 Ziel 1.25 0.63 100 [50 ; 150℄ 100 seq(30.1, 40, 0.1) (1, 0.1)erreiht 1.25 94.28 [55.15 ; 148.41℄ 94.507 Ziel 1.25 0.63 100 [25 ; 175℄ 25 seq(11, 18.2, 0.3) (1.5, 0.2)erreiht 1.25 91.09 [40.45 ; 170.72℄ 108.558 Ziel 1.25 0.63 100 [25 ; 175℄ 100 seq(16, 30.85, 0.15) (2, 0.1)erreiht 1.25 84.31 [36.60 ; 161.58℄ 102.799 Ziel 2 0.15 10 [5 ; 15℄ 25 seq(-4.6, 5, 0.4) (2.2, 0.1)erreiht 1.96 9.60 [5.70 ; 14.88℄ 3.2310 Ziel 2 0.15 10 [5 ; 15℄ 100 seq(-4.9, 5, 0.1) (2.2, 0.1)erreiht 1.95 9.45 [5.53 ; 14.88℄ 3.2311 Ziel 2 0.15 10 [2.5 ; 17.5℄ 25 seq(-3.5, 3.7, 0.3) (2.2, 0.2)erreiht 1.95 10.09 [4.48 ; 18.91℄ 3.8412 Ziel 2 0.15 10 [2.5 ; 17.5℄ 100 seq(-1.3, 13.6, 0.15) (1.5, 0.1)erreiht 1.91 9.07 [3.94 ; 17.34℄ 3.6113 Ziel 2 0.24 100 [50 ; 150℄ 25 seq(1.7, 4.1, 0.1) (3, 0.5)erreiht 1.99 91.30 [46.99 ; 156.02℄ 38.4514 Ziel 2 0.24 100 [50 ; 150℄ 100 seq(20.1, 30, 0.1) (2, 0.1)erreiht 1.99 94.28 [55.15 ; 148.41℄ 36.6215 Ziel 2 0.24 100 [25 ; 175℄ 25 seq(39, 63, 1) (2, 0.05)erreiht 2.00 100.90 [51.94 ; 172.43℄ 42.3816 Ziel 2 0.24 100 [25 ; 175℄ 100 seq(33.3, 63.2, 0.3) (2, 0.05)erreiht 1.99 89.98 [39.06 ; 172.43℄ 42.38

Tabelle4.1:Parameters� atzef� urdieSimulationsstudie
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PS 5-8, a0=0.63, alpha=0.05
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PS 9-12, a0=0.15, alpha=0.05
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Abbildung4.1:Powerfunktionenf� urTest(3.17)mit�=0:05(gestrihelteLinie)und
Test(4.1)mit�=0:1(durhgezogeneLinie)
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a

po
w

er
fk

t

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

a>a0a<a0

H0 wahrH0 falsch

PS9
PS10
PS11
PS12

PS 13-16, a0=0.24, alpha=0.1

a

po
w

er
fk

t

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

a>a0a<a0

H0 wahrH0 falsch

PS13
PS14
PS15
PS16

Abbildung4.2:Powerfunktionenf� urTest(3.17)mit�=0:1(gestrihelteLinie)und
Test(4.1)mit�=0:2(durhgezogeneLinie)
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Abbildung4.3:Powerfunktionenf� urTest(3.17)mit�=0:15(gestrihelteLinie)und
Test(4.1)mit�=0:3(durhgezogeneLinie)



92 Kapitel 4. Simulationsstudietragen d�urfte. In allen 4 Gruppen ist jedoh der Fehler an dieser Stelle deutlihh�oher, weshalb man von einem liberalen Test spriht.� Einuss von n:Es ist in allen 4 Gruppen gleihermassen zu erkennen, dass die Stihpro-benl�ange n einen mehr oder weniger deutlihen Einuss auf die Powerfunk-tionen aus�ubt. In der 1. Gruppe beispielsweise verlaufen die Kurven, die zuden PSen 2 und 4 mit n = 100 geh�oren, wesentlih steiler als die Kurven,die zu den PSen 1 und 3 mit n = 25 geh�oren. Durh den steileren Verlaufshneiden die Kurven zu den PSen 2 und 4 die Ahse a = a0 deutlih tieferbei a. 0.37, w�ahrend die Kurven mit n = 25 die Ahse a = a0 bei etwa0.49 shneiden. In der 2. Gruppe ist der Untershied an der Grenze a = a0zwishen den Kurven mit n = 25 und n = 100 niht ganz so extrem wie inGruppe 1, jedoh kann auh hier klar ein steilerer Verlauf der Kurven zuden PSen 6 und 8 mit n = 100 ausgemaht werden. Analog dazu k�onnen dieGruppen 3 und 4 interpretiert werden, d.h. es l�asst sih zusammenfassendfeststellen, dass eine gr�ossere Stihprobenl�ange n zu steileren Kurven f�uhrt,die die zun�ahst stark vorhandene Liberalit�at des Tests reduzieren.� Einuss der Shwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Auh bez�uglih des Einusses der Shwankungsbreite ergibt sih in allen 4Gruppen ein einheitlihes Bild. Nahdem in allen 4 Graphiken jeweils die 1.und 3. bzw. 2. und 4. Kurven einer Gruppe nahe aneinander liegen, kanndaraus gefolgert werden, dass die Shwankungsbreite des Erwartungswer-tes keinen relevanten Einuss auf die Powerfunktionen aus�ubt, denn sonstm�ussten sih jeweils die 1. und 3. bzw. 2. und 4. Kurven deutliher vonein-ander untersheiden.� Einuss des Signal-to-noise-Quotienten (SN-Quotient):Da der SN-Quotient in den Gruppen 1 und 2 bzw. 3 und 4 jeweils �uberein-stimmt, werden nun die oberen 2 Graphiken mit den unteren 2 Graphikenverglihen. Allerdings stellt sih heraus, dass niht direkt der Wert des SN-Quotienten eine Rolle spielt, sondern eher ein Untershied zwishen Gruppe1 und 2 bzw. 3 und 4 festzustellen ist, was vermutlih mit der Wahl von�� zusammenh�angt. Sowohl in Gruppe 1 und Gruppe 3 ergibt sih aus denKurven ein weitaus liberalerer Test als dies f�ur die Gruppen 2 und 4 derFall ist, d.h. das Fehlerniveau an der Stelle a = a0 ist in den Gruppen 2



4.1. Simulation der Powerfunktion 93und 4 wesentlih niedriger (a. zwishen 0.15 und 0.2 in Gruppe 2 und 4)als in den Gruppen 1 und 3 (a. zwishen 0.35 und 0.49 in Gruppe 1 undzwishen 0.22 und 0.35 in Gruppe 3). Dabei ist zu bemerken, dass f�ur dieGruppe 1 ein durhshnittliher Erwartungswert von �� = 3 und in Grup-pe 3 ein �� = 10 zugrunde gelegt wurde, w�ahrend bei den Gruppen 2 und4 jeweils ein �� = 100 vorliegt. Daraus l�asst sih folgern, dass niht direktder SN-Quotient die Power des Bereihstests beeinusst, aber der damit zu-sammenh�angende Wert von �� sehr wohl den Verlauf der Powerfunktionenbeeintr�ahtigt. Je gr�osser n�amlih der durhshnittlihe Erwartungswert ist,desto tiefer shneiden die Kurven die Ahse a = a0, d.h. desto weniger liberalwird der Test.(ii) Powerfunktionen mit Signi�kanzniveau � = 0:1 und � = 0:15:� Einuss von n:Analog zu den Powerfunktionen mit Signi�kanzniveau � = 0:05 kann eindeutliher Einuss der Stihprobenl�ange n festgestellt werden, der daran zuerkennen ist, dass die Kurven zu den PSen mit n = 100 steiler verlaufenund somit ein geringeres Fehlerniveau an der Ahse a = a0 verursahen.� Einuss der Shwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Durh die Vergr�osserung des Signi�kanzniveaus �andert sih die Tatsaheniht, dass die Shwankungsbreite des Erwartungswertes keinen Einuss aufden Verlauf der Kurven aus�ubt, denn analog zu den Kurven mit Signi�-kanzniveau � = 0:05 liegen jeweils die 1. und 3. bzw. 2. und 4. Kurven dihtaneinander, so dass kein relevanter Untershied festzustellen ist. H�ohstensin der 1. Gruppe in Abbildung 4.2 k�onnen leihte Di�erenzen der Fehlerni-veaus an a = a0 erkannt werden, jedoh shneidet beim Vergleih der PS 1(n = 25, kleine Shwankungsbreite) mit PS 3 (n = 25, grosse Shwankungs-breite) die Kurve des PSes 1 die Ahse a = a0 bei einem h�oheren Niveau alsdie Kurve des PSes 3, w�ahrend beim Vergleih der 2. und 4. PS die Kurvedes PSes 4 mit einer grossen Shwankungsbreite des Erwartungswertes dieAhse an einem h�oheren Niveau shneidet. Es ist also keine Regelm�assigkeitbeim Vergleih der Kurven mit einer grossen bzw. kleinen Shwankungsbrei-te zu erkennen, so dass diese kleinen Abweihungen von den Beobahtungenaus den anderen Gruppen auf die Zuf�alligkeit zur�ukzuf�uhren sind.



94 Kapitel 4. Simulationsstudie� Einuss des SN-Quotienten:Beim Vergleih der oberen 2 Graphiken mit den unteren ist ebenso wiein Abbildung 4.1 mit einem Signi�kanzniveau von � = 0:05 festzustellen,dass niht der Wert des SN-Quotienten relevant ist, sondern die Wahl desdurhshnittlihen Erwartungswertes ��, der, je h�oher er ist, zu Kurven miteinem niedrigeren Fehlerniveau an a = a0 f�uhrt, was an den Gruppen 2 und4 mit einem �� = 100 im Vergleih zu den Gruppen 1 und 3 mit �� = 3 bzw.�� = 10 zu erkennen ist.
(iii) Einuss der Wahl des Signi�kanzniveaus:Um beurteilen zu k�onnen, welhes Signi�kanzniveau gew�ahlt werden sollte, wer-den nun alle 3 Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3 mit den untershiedlihen Niveaus� = 0:05, � = 0:1 und � = 0:15 miteinander verglihen. In allen 3 Abbildungenist zu erkennen, dass ein liberaler Test vorliegt, d.h. der tats�ahlihe Fehler istan der Stelle a = a0 gr�osser als das vorgegebene Signi�kanzniveau. Man kannjedoh beobahten, dass bei Vergr�osserung des Signi�kanzniveaus von � = 0:05auf � = 0:1 sih die Kurven wie erwartet leiht nah oben vershieben, aber diesgeshieht vor allem in den Gruppen 2 und 4 in einem �ausserst geringen Masse.W�ahrend bei einem Niveau von � = 0:05 in Gruppe 2 die Shnittpunkte mit derAhse a = a0 zwishen etwa 0.12 und 0.2 liegen, ergeben sih bei einem Niveauvon � = 0:1 Werte zwishen 0.18 und 0.25. Analog steigen bei Gruppe 4 dieFehlerniveaus von zwishen 0.15 und 0.21 bei � = 0:05 auf nur 0.2 bis 0.25 bei� = 0:1. Bei den Gruppen 1 und 3 liegen die Fehlerniveaus generell wie shonangesprohen etwas h�oher, so dass in diesen F�allen stets von einem liberalen Testausgegangen werden muss. Jedoh ist auh in diesen Gruppen zu erkennen, dasssih mit einer Verdoppelung des Signi�kanzniveaus von � = 0:05 auf � = 0:1 dieFehlerniveaus nur geringf�ugig vershlehtern. Erh�oht man nun das Signi�kanz-niveau noh einmal auf � = 0:15 (Abbildung 4.3), so ergeben sih die kleinstenFehlerniveaus f�ur die Gruppe 4, deren Werte zwishen a. 0.2 und 0.32 liegen.Bei einer erlaubten Fehlerwahrsheinlihkeit � = 0:15 liefert der Test also einFehlerniveau zwishen 0.2 und 0.32, d.h. dass der Test zwar noh immer liberalist, allerdings deutlih weniger stark als zun�ahst bei einem Signi�kanzniveau von� = 0:05 angenommen werden musste.



4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 95ZusammenfassungEs ergibt sih also zusammenfassend, dass man statt eines Signi�kanzniveaus von� = 0:05, das etwas zu klein ist, ein etwas gr�osseres Signi�kanzniveau von z.B. � = 0:1oder � = 0:15 w�ahlen m�usste, um einigermassen einen �-level-Test zu erhalten. Diesk�onnte auh gerehtfertigt werden, da der zugrundeliegende Bereihstest ein asymp-totisher Test ist und deshalb die Fehlerwahrsheinlihkeiten etwas gr�osser ausfallenk�onnen, bis die Asymptotik zum Tragen kommt. Doh trotz Vergr�osserung des Signi-�kanzniveaus verh�alt sih der Test immer noh in den meisten F�allen sehr liberal. Ausdiesem Grund ist es sinnvoll, den Ablehnungsbereih des Bereihstests f�ur �Uberdisper-sion auf die folgende Form abzu�andern:Verwerfe die Hypothese H : a > a0 gegen die Alternative K : a � a0 zum Signi�kanz-niveau �, genau dann wenn � ba� a0b�(b�;ba)! � �2 (4.1)gilt. Mit dieser Ver�anderung verh�alt sih der Test deutlih weniger liberal, so dass dieFehlerniveaus an der Stelle a = a0 etwa dem vorgegebenen Signi�kanzniveau entspre-hen. Zu erkennen ist dies in den Abbildungen an der durhgezogenen horizontalenLinie, die das neue Signi�kanzniveau angibt. Beispielsweise sind die Kurven in Abbil-dung 4.1 zu einem � = 0:05 berehnet. Dieses � entspriht aber nun nah der neuenTestvorshrift (4.1) dem �2 aus dem neuen Ablehnungsbereih. Das dazugeh�orige Signi-�kanzniveau betr�agt daher dann � = 0:1, das mit der durhgezogenen Linie gekenn-zeihnet ist. In Abbildung 4.1 ist die Verbesserung durh die neue Testvorshrift noheher gering, w�ahrend sie shon in Abbildung 4.2 deutlih zu erkennen ist. Die Kurvensind hier zu einem � = 0:1 gezeihnet, was bedeutet, dass nah (4.1) das dazugeh�origeSigni�kanzniveau 0.2 betr�agt. Dies ist auh der Bereih, in dem vor allem die Kurven,die zu den PSen mit n = 100 und grossen Erwartungswerten �� geh�oren (siehe Gruppe 2und 4), die Ahse a = a0 shneiden. Somit liefert der Test mit der neuen Testvorshrift(4.1) an der Stelle a = a0 in etwa das Fehlerniveau, das durh das Signi�kanzniveauvorgegeben wird.4.2 Simulation der p-Wert-KurvenWie in Abshnitt 3.3.4 erl�autert, werden f�ur jeden einzelnen PS 20 p-Wert-Kurvenerzeugt, die in einer Graphik pro PS zusammen abgebildet sind. Dieser Vorgang wird



96 Kapitel 4. Simulationsstudiesowohl f�ur Kurven bez�uglih a0, als auh f�ur Kurven bez�uglih des Abstandsmasses d0durhgef�uhrt, und es werden wie bei den Powerfunktionen die PSe in 4 Gruppen mitje gleihem Parameter a und gleihem gemittelten Erwartungswert �� eingeteilt.4.2.1 p-Wert-Kurven f�ur a0In diesem Unterabshnitt werden die Ergebnisse der p-Wert-Kurven bez�uglih a0 (siehe3.26) zusammengefasst. Zun�ahst folgen die Abbildungen 4.4, 4.5, 4.6 und 4.7, in denendie je 20 p-Wert-Kurven pro PS dargestellt sind, wobei zus�atzlih als gestrihelte Linieder wahre Wert a, und als durhgezogene Linien die gemittelten Werte �a0l und �a0ueingetragen sind. In der anshliessenden Tabelle 4.2 sind die Ergebnisse, die sih f�urjeden PS f�ur die gemittelten Shnittpunkte �a0l und �a0u der Kurven mit den LevelsbP = 0:95 und bP = 0:05 ergeben, eingetragen. Zus�atzlih sind die Abweihungen a� �a0lund �a0u � a in % angegeben, wobei der feste Wert a 100% entspriht. Die LevelsbP = 0:95 und bP = 0:05 ergeben sih nah Abshnitt 3.3.3 aus der Verwendung einesSigni�kanzniveaus von � = 0:05. Da sih erst im Nahhinein anhand der Powerfunktio-nen ergab, dass besser ein gr�osseres Signi�kanzniveau verwendet werden sollte (siehevorangegangener Abshnitt), wurden die Simulationen der p-Wert-Kurven weiterhinmit einem kleinen � = 0:05 durhgef�uhrt. Es ist aber zu bemerken, dass die nah-folgende Interpretation auh bei der Verwendung eines gr�osseren Signi�kanzniveausimmer noh rihtig bleibt und sih nur geringf�ugig in den konkreten Werten von �a0lund �a0u �andert.
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4.Parametersatz, a=0.3, range mu gross, n=100
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5.Parametersatz, a=0.63, range mu klein, n=25
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6.Parametersatz, a=0.63, range mu klein, n=100
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7.Parametersatz, a=0.63, range mu gross, n=25
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8.Parametersatz, a=0.63, range mu gross, n=100
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4.2.Simulationderp-Wert-Kurven99
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4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 101Diskriminanz Akzeptanzzu Poisson zu PoissonPS n SN(a; ��) �� Shwankungs- wahres �a0l a� �a0l �a0u �a0u � aintervall �i a in % in %1 25 1.25 3 [1.5 ; 4.5℄ 0.3 0.16 47% 0.41 37%2 100 1.25 3 [1.5 ; 4.5℄ 0.3 0.22 27% 0.35 17%3 25 1.25 3 [0.75 ; 5.25℄ 0.3 0.18 40% 0.47 57%4 100 1.25 3 [0.75 ; 5.25℄ 0.3 0.22 27% 0.35 17%5 25 1.25 100 [50 ; 150℄ 0.63 0.34 46% 0.88 40%6 100 1.25 100 [50 ; 150℄ 0.63 0.47 25% 0.74 17%7 25 1.25 100 [25 ; 175℄ 0.63 0.34 46% 0.89 41%8 100 1.25 100 [25 ; 175℄ 0.63 0.49 22% 0.77 22%9 25 2 10 [5 ; 15℄ 0.15 0.05 67% 0.16 7%10 100 2 10 [5 ; 15℄ 0.15 0.11 27% 0.19 27%11 25 2 10 [2.5 ; 17.5℄ 0.15 0.07 53% 0.21 40%12 100 2 10 [2.5 ; 17.5℄ 0.15 0.09 40% 0.16 7%13 25 2 100 [50 ; 150℄ 0.24 0.12 50% 0.33 38%14 100 2 100 [50 ; 150℄ 0.24 0.18 25% 0.29 21%15 25 2 100 [25 ; 175℄ 0.24 0.11 54% 0.31 29%16 100 2 100 [25 ; 175℄ 0.24 0.17 29% 0.28 17%Tabelle 4.2: Ergebnisse der p-Wert-Kurven bez�uglih a0, d.h. bP (ba; b�; a0) = �� ba�a0b�( b�;ba)�Interpretation der p-Wert-Kurven bez�uglih a0(i) Gruppe 1: Parameters�atze 1 bis 4� Einuss von n:Um einen �Uberblik �uber den Einuss der Stihprobenl�ange n auf die Test-ergebnisse zu erhalten, m�ussen die PSe 1 mit 2 und 3 mit 4 verglihenwerden. Dabei f�allt auf, dass beim 1. PS die Di�erenzen von �a0l = 0:16 und�a0u = 0:41 zum wahren Wert a = 0:3 (in Prozent ergeben sih damit die Wer-te 47% und 37%) sehr gross im Vergleih zum 2. PS sind, bei dem �a0l = 0:22und �a0u = 0:35, was einer Abweihung vom wahren Wert von nur 27% und17% entspriht. Die Werte �a0l und �a0u liegen also beim 2. PS mit einem Da-



102 Kapitel 4. Simulationsstudietenumfang von n = 100 sehr viel n�aher am wahren Wert a, als beim PS mitn = 25. Sowohl an den angegebenen Zahlen in der Tabelle 4.2, als auh anden Kurven in Abbildung 4.4 ist zu erkennen, dass sih die Abweihungenvon �a0l und �a0u zum wahren Wert a im Durhshnitt etwa halbieren, wennman die PSe 1 mit 2 vergleiht, d.h. wenn sih die Datenl�ange von n = 25auf n = 100 vergr�ossert. Analoge Ergebnisse treten f�ur die PSe 3 und 4auf. W�ahrend beim 3. PS die Werte �a0l = 0:18 und �a0u = 0:47 (entsprihteiner Di�erenz zu a = 0:3 von 40% und 57%) weit von a = 0:3 entferntliegen, n�ahern sie sih im Shnitt beim 4. PS mit n = 100 stark an denwahren Wert an (�a0l = 0:22, was einer Di�erenz von 27% entspriht, und�a0u = 0:35, was einer Di�erenz von nur 17% entspriht). Mit wahsendem nwerden die Kurven also steiler und liegen enger aneinander, womit sih dasIntervall [�a0l; �a0u℄ um den wahren Wert a stark verkleinert. Betrahtet manauh hier wieder die Kurven des 3. und 4. PSes in Abbildung 4.4, so kannoptish die starke Verkleinerung des Intervalls [�a0l; �a0u℄ festgestellt werden,die wie bei den PSen 1 und 2 in etwa eine Halbierung ergibt, wenn vom PS3 mit n = 25 zum PS 4 mit n = 100 gewehselt wird. Bez�uglih der Modell-wahl kann nun festgehalten werden, dass man im 1. und 3. PS shliessliheinen Wert von �a0u = 0:41 bzw. �a0u = 0:47 akzeptieren m�usste, um dasPoissonmodell beibehalten zu k�onnen, w�ahrend ein signi�kanter Abstandvon nur �a0l = 0:16 bzw. �a0l = 0:18 gemessen wird, d.h. wenn man h�ohstenseine Shranke a0 von 0.16 bzw. 0.18 akzeptiert, so ist in diesem Falle derAufwand gerehtfertigt, vom Poisson- zum NB-Modell zu wehseln. Bei denPSen 2 und 4 dagegen ist der Untershied zwishen �a0l und �a0u sehr gering,was zu dem positiven E�ekt f�uhrt, dass der Bereih zwishen �a0l und �a0u,in dem keine Aussagen bez�uglih Annahme oder Ablehnung des Poissonmo-dells getro�en werden k�onnen, stark verkleinert wird. In diesen F�allen mussdann �uberpr�uft werden, ob der Wert �a0u (hier �a0u = 0:35 im 2. PS und 4.PS), der die Akzeptanzgrenze des Poissonmodells angibt, noh so klein ist,dass er angenommen werden kann. Ist dies der Fall, so kann das Poisson-modell beibehalten werden, w�ahrend man zum NB-Modell wehseln muss,sobald einem die Grenze �a0u = 0:35 zu gross ersheint. An dieser Stelle istjedoh zu bemerken, dass es generell sehr shwierig ist, die Werte des Dis-persionsindizes a0 einzush�atzen und zu beurteilen, welher Wert �a0u als zugross bzw. als klein genug f�ur das Poissonmodell eingestuft werden kann.



4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 103� Einuss der Shwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Dazu m�ussen die Ergebnisse der PSe 1 mit 3 und 2 mit 4 verglihen wer-den. Allerdings sind hier keine nennenswerten Untershiede auszumahen,weshalb in diesen F�allen gefolgert werden kann, dass die Shwankungsbreiteder Erwartungswerte keinen relevanten Einuss auf die Testergebnisse hat.(ii) Gruppe 2: Parameters�atze 5 bis 8:� Einuss von n:Hierf�ur werden zun�ahst die Ergebnisse der PSe 5 mit 6 und 7 mit 8 vergli-hen. Bei PS 5 ergeben sih �a0l = 0:34 und �a0u = 0:88, was prozentual einerrelativ grossen Abweihung von 46% und 40% von a = 0:63 entspriht, imGegensatz zum 6. PS mit �a0l = 0:47 und �a0u = 0:74, bei dem die Abwei-hung nur 25% und 17% betr�agt, und damit im Vergleih zum 5. PS mehrals halbiert wird. Der deutlihe Einuss der Datenl�ange n und die durh-shnittlihe Halbierung der Intervalle [�a0l; �a0u℄ lassen sih auh klar beimVergleih der Kurven von PS 5 mit PS 6 in Abbildung 4.5 erkennen. Eine�ahnlihe Situation ergibt sih f�ur den 7. und 8. PS. W�ahrend beim 7. PS�a0l und �a0u mit �a0l = 0:34 und �a0u = 0:89 stark von a = 0:63 abweihen(46% und 41%), liegen sie beim 8. PS mit �a0l = 0:49 und �a0u = 0:77 deutlihn�aher am wahren Wert a (Abweihung von je 22%). Auh hier ergibt sihbeim �Ubergang von PS 7 mit n = 25 zum PS 8 mit n = 100 in etwa eineHalbierung der Abweihungen, die in Abbildung 4.5 noh einmal graphishverdeutliht werden. Analog zu den Daten der 1. Gruppe w�urde man f�ur diePSe 5 und 7 mit n = 25 einen Wehsel vom Poisson- zum NB-Modell reht-fertigen k�onnen, da ein Wert �a0u = 0:88 bzw. �a0u = 0:89, den man f�ur denErhalt des Poissonmodells akzeptieren m�usste, niht vertretbar ist. Beim 6.und 8. PS ist dagegen der Untershied zwishen �a0l und �a0u so gering, dassnur der Wert �a0u zu betrahten ist und abgewogen werden muss, ob dieserWert f�ur ein Poissonmodell noh akzeptabel ist. Sollte dies niht der Fallsein, so m�usste man den Aufwand in Kauf nehmen, die Daten mittels desNB-Modells zu modellieren.� Einuss der Shwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Analog wie bei der Gruppe 1 ist hier ebenfalls kein relevanter Untershiedbeim Vergleih der PSe 5 mit 7 und 6 mit 8 zu erkennen.



104 Kapitel 4. Simulationsstudie(iii) Gruppe 3: Parameters�atze 9 bis 12 und Gruppe 4: Parameters�atze 13bis 16:Da sih sowohl f�ur die 3. Gruppe, als auh f�ur die Gruppe 4 analoge Ergebnisseherausstellen wie f�ur die bisher behandelten Gruppen 1 und 2, werden hier dieeinzelnen Resultate niht explizit angegeben, sondern k�onnen in der Ergebnista-belle 4.2 nahgelesen werden. Der einzige au��allige Untershied zu den Gruppen1 und 2 ist die Asymmetrie der Abweihungen von �a0l und �a0u zu a in Gruppe 3.W�ahrend sih bei den Gruppen 1 und 2 die Abweihungsintervalle [�a0l; �a0u℄ vonden PSen mit n = 25 auf die PSe mit n = 100 ungef�ahr halbieren oder zumindeststark verkleinern, f�allt in Gruppe 3 beim Vergleih der PSe 9 mit 10 auf, dasssih die Di�erenz von �a0u zu a niht wie in allen anderen F�allen verringert, son-dern von �a0u = 0:16 im PS 9 auf �a0u = 0:19 vergr�ossert. Dieser Sahverhalt istin den Graphiken zu den PSen 9 und 10 in Abbildung 4.6 deutlih zu erkennen.Wie ebenfalls graphish festzustellen ist, liegt auh beim 12. PS eine au��alligeAsymmetrie des Intervalls [�a0l; �a0u℄ um a vor, allerdings entspriht der 12. PSimmer noh den Beobahtungen aus den anderen Gruppen, dass sih mit gr�osse-rem Datenumfang n das Abweihungsintervall verkleinert, was hier trotz starkerAsymmetrie der Fall ist. Vergleiht man nun noh in der Gruppe 3 die PSe 9 mit11 und 10 mit 12 um den Einuss der Shwankungsbreite des Erwartungswerteszu beurteilen, so erkennt man, dass sih die Gruppe 3 von allen anderen Grup-pen, die diesbez�uglih keinen Einuss aufweisen, untersheidet. Beim Vergleihder PSe 9 mit 11 f�allt an den Kurven in Abbildung 4.6 auf, dass der Wert von�a0l in beiden F�allen in etwa gleih bleibt, w�ahrend sih der Wert von �a0u im11. PS weiter nah rehts vershiebt, d.h. mit einer gr�osseren Shwankungsbreitedes Erwartungswertes im PS 11 zentriert sih das Abweihungsintervall [�a0l; �a0u℄besser um den wahren Wert a. Damit untersheidet sih auh die Breite des Ab-weihungsintervalls, das im 9. PS durh die Asymmetrie kleiner als im 11. PSist. Betrahtet man nun die Breite des Intervalls [�a0l; �a0u℄ f�ur die PSe 10 und 12,so ergibt sih anhand der Graphiken, dass diese zwar in beiden F�allen ungef�ahr�ubereinstimmt, allerdings ist das Intervall im 12. PS leiht nah links versho-ben, woraus die shon angesprohene Asymmetrie resultiert. Im Gegensatz zuallen anderen Gruppen ist hier nun zusammenfassend ein Untershied zwishenden PSen mit grossem und mit kleinem Shwankungsintervall des Erwartungs-wertes zu erkennen, der jedoh niht in eine Regel zusammengefasst werden kann,da die E�ekte zwishen den PSen 9 und 11 bzw. 10 und 12 jeweils untershied-



4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 105lih sind. Deshalb ist zu vermuten, dass diese Abweihungen von den bisherigenBeobahtungen aus den anderen Gruppen durh die Zuf�alligkeit der Daten zuerkl�aren ist.(iv) Einuss des Signal-to-noise-Quotienten (SN-Quotient):Da der SN-Quotient jeweils in den Gruppen 1 und 2 bzw. 3 und 4 �ubereinstimmt,werden nun die ersten beiden mit den letzten beiden Gruppen verglihen. DieBetrahtung an den Abbildungen 4.4, 4.5, 4.6 und 4.7 ist hier allerdings mit Vor-siht zu geniessen, da nur die ersten beiden Gruppen bez�uglih der x-Ahse a0einen gleihen Massstab aufweisen, weshalb der Vergleih mit den anderen beidenGruppen durh die optishe Verzerrung ershwert wird. Es kann aber festgestelltwerden, dass �ahnlih wie bei den Powerfunktionen sih keine relevanten Unter-shiede zwishen den Gruppen 1,2 mit 3,4 ergeben, woraus zu shliessen ist, dassder Wert des SN-Quotienten niht direkt den Verlauf der Kurven beeinusst.Vielmehr ist beim Vergleih der Gruppen 1 und 2 an den Abbildungen 4.4 und4.5 zu erkennen, dass sih f�ur alle 4 PSe der 1. Gruppe mit a = 0:3 und �� = 3 dieBreite des Intervalls [�a0l; �a0u℄ beim �Ubergang zur 2. Gruppe verdoppelt, was mitder Verdoppelung des Dispersionsparameters von a = 0:3 auf a = 0:63 zusam-menh�angt und woraus resultiert, dass die prozentualen Abweihungen in beidenGruppen in etwa wieder �ubereinstimmen. Ein analoges Verhalten kann f�ur dieGruppen 3 und 4 beobahtet werden. Der Dispersionsparameter vergr�ossert sihdabei von a = 0:15 auf a = 0:24 und entsprehend werden die Intervalle [�a0l; �a0u℄in der 4. Gruppe breiter, was jedoh wegen der untershiedlihen Massst�abe nihtan den Abbildungen 4.6 und 4.7 zu erkennen ist, aber an den konkreten Wertenvon �a0l und �a0u in der Tabelle 4.2 nahvollzogen werden kann. Auh hier gilt,dass die prozentualen Abweihungen von beiden Gruppen ungef�ahr gleih grosssind, so dass insgesamt kein E�ekt des SN-Quotienten bzw. der Wahl von a und�� zu vermuten ist.4.2.2 p-Wert-Kurven f�ur d0Die Shwierigkeit bei den bisher betrahteten p-Wert-Kurven bez�uglih a0 ist, dieserihtig zu interpretieren, denn man kann kaum Aussagen dar�uber tre�en, was z.B. einWert �a0l = 0:18 f�ur die Beziehung zwishen Poisson- und NB-Modell bedeutet. Aus die-sem Grund werden nun die p-Wert-Kurven bez�uglih des Abstandsmasses d betrahtet,das nah (3.27) und (3.28) das Verh�altnis der maximalen Varianzen der beiden Mo-



106 Kapitel 4. Simulationsstudiedelle angibt, womit eine einfahere Interpretation der Kurven erm�ogliht wird. Analogwie im vorherigen Unterabshnitt werden in den Abbildungen 4.8, 4.9, 4.10 und 4.11zun�ahst die je 20 Kurven bez�uglih d0 eines PSes in einer Graphik zusammengefasstund zus�atzlih mit einer gestrihelten Linie der wahre Wert d, sowie mit einer durhge-zogenen Linie die Werte �d0l und �d0u eingetragen. Anshliessend werden die Ergebnisse,die sih nun f�ur die Kurven bez�uglih des Abstandsmasses d0 = d(a0) ergeben, in derTabelle 4.3 angegeben. Hier beshreibt d den wahren Wert des Abstandsmasses, das in(3.28) de�niert wurde. Die Werte �d0l und �d0u ergeben sih analog zu �a0l und �a0u ausden gemittelten Werten der Shnittpunkte der Kurven mit den Levels bP = 0:95 undbP = 0:05. Ebenso wie in Tabelle 4.2 sind auh hier die Di�erenzen d� �d0l und �d0u � dje in % angegeben, wobei der wahre Wert d 100% entspriht.
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5.Parametersatz, d=94.5, range mu klein, n=25
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6.Parametersatz, d=94.5, range mu klein, n=100
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7.Parametersatz, d=108.55, range mu gross, n=25
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8.Parametersatz, d=102.8, range mu gross, n=100
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Abbildung4.11:p-Wert-KurvenderParameters�atze13-16bez�uglihd0



4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 111Diskriminanz Akzeptanzzu Poisson zu PoissonPS n SN(a; ��) �� Shwankungs- wahres �d0l d� �d0l �d0u �d0u � dintervall �i d in % in %1 25 1.25 3 [1.5 ; 4.5℄ 2.41 1.63 32% 2.63 9%2 100 1.25 3 [1.5 ; 4.5℄ 2.33 2.06 12% 2.69 15%3 25 1.25 3 [0.75 ; 5.25℄ 2.77 2.19 21% 4.06 47%4 100 1.25 3 [0.75 ; 5.25℄ 2.99 2.43 19% 3.25 9%5 25 1.25 100 [50 ; 150℄ 94.50 52.31 45% 132.49 40%6 100 1.25 100 [50 ; 150℄ 94.50 73.28 22% 114.06 21%7 25 1.25 100 [25 ; 175℄ 108.55 56.17 48% 142.89 32%8 100 1.25 100 [25 ; 175℄ 102.79 80.45 22% 125.31 22%9 25 2 10 [5 ; 15℄ 3.23 1.84 43% 3.57 11%10 100 2 10 [5 ; 15℄ 3.23 2.70 16% 3.89 20%11 25 2 10 [2.5 ; 17.5℄ 3.84 2.22 42% 4.80 25%12 100 2 10 [2.5 ; 17.5℄ 3.61 2.70 25% 3.82 6%13 25 2 100 [50 ; 150℄ 38.45 19.80 49% 54.64 42%14 100 2 100 [50 ; 150℄ 36.62 28.79 21% 46.14 26%15 25 2 100 [25 ; 175℄ 42.38 18.99 55% 52.97 25%16 100 2 100 [25 ; 175℄ 42.38 31.30 26% 50.49 19%Tabelle 4.3: Ergebnisse der p-Wert-Kurven bez�uglih d0, d.h. bP (ba; b�; d0) = ��ba�d�1(d0)b�( b�;ba) �Interpretation der p-Wert-Kurven bez�uglih d0(i) Gruppe 1: Parameters�atze 1 bis 4� Einuss von n:Betrahtet man die Kurven bez�uglih des Abstandsmasses d0, so ergebensih �ahnlihe Shlussfolgerungen wie bei den Kurven bez�uglih a0. Beim 1.PS liegen die Werte �d0l = 1:63 und �d0u = 2:63 ( entspriht einer Di�erenz von32% und 9% zum wahren Wert d = 2:41) ebenso weit von d = 2:41 entferntwie beim 3. PS mit �d0l = 2:19 und �d0u = 4:06 (entspriht einer Di�erenz von21% und 47% zu d = 2:77). Dagegen wird das Intervall [ �d0l; �d0u℄ sowohl im2., als auh im 4. PS durh die Vergr�osserung des Datenumfangs von n = 25



112 Kapitel 4. Simulationsstudieauf n = 100 stark verkleinert, denn f�ur den 2. PS ergeben sih die Werte�d0l = 2:06 und �d0u = 2:69, was einer Abweihung von 12% bzw. 15% vomwahren Wert d = 2:33 entspriht. F�ur den 4. PS beobahtet man die Werte�d0l = 2:43 und �d0u = 3:25, woraus sih eine Di�erenz zu d = 2:99 von 19%und 9% errehnet. Eine kleine Unregelm�assigkeit ist beim �Ubergang vom 1.PS zum 2. PS bei �d0u einzur�aumen, denn hier vergr�ossert sih der Abstandwie shon angesprohen von 9% im 1. auf 15% im 2. PS. Es ist aber an derAbbildung 4.8 deutlih zu erkennen, dass sih insgesamt die Breite des In-tervalls [ �d0l; �d0u℄ verkleinert und die eben angesprohene Unregelm�assigkeiteine Folge der leihten Asymmetrie im 1. PS ist. Es l�asst sih also auh hierwieder zusammenfassen, dass mit einem gr�osseren Datenumfang die Kur-ven steiler verlaufen und somit das Intervall [ �d0l; �d0u℄ kleiner wird. Zu derModellwahl kann hier gesagt werden, dass ein Poissonmodell gerade nohzu rehtfertigen ist, wenn man bereit ist, ein Abstandsmass von maximal�d0u = 4:06 zu akzeptieren. Dies bedeutet wegen d = V ar(NB-Verteilung)V ar(Poissonverteilung) ,dass die Varianz des NB-Modells etwa 4 mal so gross ist wie die Varianzdes Poissonmodells. Dieser Wert ist zwar shon sehr hoh, da in der Praxismaximal etwa eine 2-fahe Abweihung in den Varianzen toleriert wird, dohk�onnte man im Grenzfall den Wert 4 noh zulassen, womit das Poissonmo-dell gerehtfertigt w�are.� Einuss der Shwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Um den Einuss der Shwankungsbreite zu erkennen, m�ussen die PSe 1 mit3 und 2 mit 4 verglihen werden. Im Gegensatz zu den Kurven bez�ugliha0 ist hier ein deutliher Untershied auszumahen. W�ahrend im 1. PS�d0l = 1:63 und �d0u = 2:63 sind, liegen �d0l und �d0u im 3. PS bei �d0l = 2:19 und�d0u = 4:06. Eine solhe Rehtsvershiebung der Kurven durh eine gr�ossereShwankungsbreite l�asst sih auh beim Vergleih der PSe 2 mit 4 erken-nen, denn es gilt �d0l = 2:06 bzw. �d0u = 2:69 im 2. und �d0l = 2:43 bzw.�d0u = 3:25 im 4. PS. Es kann also festgestellt werden, dass zwar keinegrossen prozentualen Untershiede der Intervalle [ �d0l; �d0u℄ auftreten, jedohbewirkt die Vergr�osserung der Shwankungsbreite des Erwartungswertes ei-ne Gesamtvershiebung der Kurven tendenziell nah rehts, d.h. je gr�osserdas Shwankungsintervall ist, desto gr�osser werden die Werte des Abstands-masses. Dies hat dann zur Folge, dass die Rehtfertigung des Poissonmo-



4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 113dells immer shwieriger wird, denn je gr�osser die Werte des Abstandsmasseswerden, desto mehr untersheidet sih die Varianz des Poissonmodells vonder des NB-Modells, was f�ur einen Wehsel vom Poisson- zum NB-Modellspriht. Damit kann zusammengefasst werden, dass, je gr�osser das Shwan-kungsintervall des Erwartungswertes ist, desto eher muss das Poissonmodellzu Gunsten des NB-Modells abgelehnt werden.(ii) Gruppe 2: Parameters�atze 5 bis 8:� Einuss von n:Anhand der Ergebnisse dieser PSe wird noh einmal best�atigt, dass derDatenumfang n einen relevanten Einuss auf die Testergebnisse hat. Mankann an der Tabelle 4.3 ablesen, dass sih beim Vergleih des 5. und 6. PSesdie prozentualen Abweihungen von �d0l zu d und �d0u zu d in etwa halbieren(d� �d0l = 45% im 5. und d� �d0l = 22% im 6. PS, ebenso �d0u� d = 40% im5. und �d0u � d = 21% im 6. PS). Entsprehende Ergebnisse liegen bei denPSen 7 und 8 vor. Es kann also analog zu Gruppe 1 gefolgert werden, dassdie Kurven steiler und die Intervalle [ �d0l; �d0u℄ sehr viel kleiner werden, sobaldder Datenumfang n zunimmt. Ein wesentliher Untershied zu den Datender Gruppe 1 ist, dass die reinen Werte sowohl von d, als auh von �d0l und�d0u sehr viel gr�osser sind als diejenigen der 1. Gruppe. Dies h�angt allerdingsmit der Wahl des relativ grossen Erwartungswertes �� = 100 zusammen (imVergleih zu �� = 3 bei Gruppe 1), der in die Funktion des Abstandsmasses dnah (3.28) eingeht und somit die Werte d in der Gruppe 2 im Vergleih zuGruppe 1 sehr gross werden l�asst. Diese Tatsahe hat wiederum Folgen f�urdie Wahl des Modells. Aufgrund der extrem hohen Werte von �d0l ist in allen4 F�allen der PSe 5-8 ein Poissonmodell niht vertretbar, da die Varianz desNB-Modells mindestens das 52-fahe ( �d0l = 52:31 und gr�osser) der Varianzdes Poissonmodells betr�agt.� Einuss der Shwankungsbreite (range) des Erwartungswertes:Der Einuss der Shwankungsbreite ist in dieser Gruppe zwar andeutungs-weise noh zu erkennen, jedoh l�angst niht so deutlih wie in Gruppe 1. Daan den Kurven in Abbildung 4.9 optish kaum Ver�anderungen sihtbar sind,ist es sinnvoller, die konkreten Werte aus der Tabelle 4.3 f�ur die Analyse her-anzuziehen. Aus ihnen geht hervor, dass mit einem gr�osseren Shwankungs-intervall des Erwartungswertes (PSe 7 und 8) die Kurven leiht nah rehts



114 Kapitel 4. Simulationsstudievershoben sind. So ergeben sih z.B. im 5. PS die Werte �d0l = 52:31 und�d0u = 132:49, w�ahrend im 7. PS sih die Werte �d0l = 56:17 und �d0u = 142:89herausstellen. Ebenso kann man beim Vergleih des 6. ( �d0l = 73:28 und�d0u = 114:06) mit dem 8. PSes ( �d0l = 80:45 und �d0u = 125:31) eine leihteTendenz der Rehtsvershiebung erkennen, deren Konsequenz bez�uglih derModellwahl shon bei den PSen der Gruppe 1 angesprohen wurde.(iii) Gruppe 3: Parameters�atze 9 bis 12 und Gruppe 4: Parameters�atze 13bis 16:F�ur die 3. und 4. Gruppe ergeben sih analoge Ergebnisse bez�uglih des Einus-ses des Datenumfangs n, sowie des Einusses der Shwankungsbreite des Erwar-tungswertes wie in den Gruppen 1 und 2. Daher werden die einzelnen Resultateniht mehr ausf�uhrlih beshrieben, sondern k�onnen in Tabelle 4.3 nahgelesenund analog zu Gruppe 1 und 2 interpretiert werden. Es ist allerdings anzumer-ken, dass in Gruppe 3 der PS 9 in gleiher Weise eine leihte Asymmetrie desIntervalls [ �d0l; �d0u℄ zu d aufweist, wie PS 1 in Gruppe 1. Daher ergibt sih auhhier eine kleine Unregelm�assigkeit in Bezug auf den E�ekt eines gr�osseren Daten-umfangs n. W�ahrend in allen anderen F�allen die Abst�ande von �d0l und �d0u zud bei gr�osserem n geringer werden, liegt hier eine Vergr�osserung von �d0u = 3:57im 9. PS auf �d0u = 3:89 im 10. PS vor. Es ist aber trotzdem eine Verkleinerungdes Gesamtintervalls in Abbildung 4.10 erkennbar, so dass die bisherige Beobah-tung der Intervallverkleinerung bei grossem Datenumfang n auh hier G�ultigkeithat. Weiterhin ist bei Gruppe 3 in Bezug auf die Modellwahl zu bemerken, dasswie in Gruppe 1 gerade noh ein Poissonmodell gerehtfertigt werden k�onnte,da maximal eine Abweihung von �d0u = 4:8 akzeptiert werden m�usste, um dasPoissonmodell beibehalten zu k�onnen. Dagegen sind in Gruppe 4 die Werte d, �d0lund �d0u wie in Gruppe 2 aufgrund eines grossen Erwartungswertes �� = 100 vielzu hoh, als dass man ein Poissonmodell vertreten k�onnte. In allen 4 PSen derGruppe 4 m�usste also das NB-Modell gew�ahlt werden.(iv) Einuss des Signal-to-noise-Quotienten (SN-Quotient):Um den Einuss des SN-Quotienten zu beurteilen, ist es ebenso wie bei den p-Wert-Kurven bez�uglih a0 shwierig, die Kurven in den Abbildungen 4.8, 4.9,4.10 und 4.11 miteinander zu vergleihen, da sie alle untershiedlihe Massst�abed0 auf der x-Ahse aufweisen. Daher werden haupts�ahlih die Daten aus Ta-belle 4.3 betrahtet. Im Gegensatz zu den Kurven bez�uglih a0 sind hier kleine



4.2. Simulation der p-Wert-Kurven 115Untershiede in den prozentualen Abweihungen von �d0l und �d0u zu d in den ver-shiedenen Gruppen vorhanden. Dies bedeutet aber, dass niht der Wert des SN-Quotienten relevant ist, sondern die Wahl des gemittelten Erwartungswertes ��.Die prozentualen Abweihungen der 2. und 4. Gruppe, in denen ein �� = 100 vor-liegt, entsprehen sih mit nur geringf�ugigen Untershieden (a. 43% mit n = 25und a. 20% mit n = 100). Dagegen sind die prozentualen Abweihungen inder Gruppe 1 mit �� = 3 gegen�uber den Gruppen 3 (mit �� = 10), 2 und 4 (je�� = 100) am kleinsten. Es l�asst sih damit vermuten, dass die Gr�osse von �� dieprozentualen Abweihungen leiht beeinusst, d.h. je gr�osser �� ist, desto gr�osserwerden die Abweihungen �d0l und �d0u von d. Abgesehen von den prozentualenAbweihungen ist an den direkten Werten �d0l und �d0u deutlih der Einuss von ��zu erkennen. Da, wie shon erw�ahnt, der Erwartungswert in die Berehnung desAbstandsmasses d eingeht, spiegelt sih der grosse Wert �� = 100 in d, �d0l und �d0uin den Gruppen 2 und 4 wider. Daraus kann gefolgert werden, dass, je gr�osserder Erwartungswert ist, desto gr�osser wird das Abstandsmass d und desto eherwird das Poissonmodell aufgrund eines zu hohen Wertes �d0u abgelehnt.4.2.3 ZusammenfassungInsgesamt l�asst sih feststellen, dass in jeder Gruppe der Datensatzumfang n einen ent-sheidenden Einuss auf die Testergebnisse hat, denn w�ahrend die Abweihungen von�a0l und �a0u vom wahren Wert a bei PSen mit n = 25 im Shnitt bei 40% liegen, ergebensih f�ur PSe mit n = 100 prozentuale Di�erenzen von nur 25%. Diese Beobahtung giltgleihermassen f�ur alle Gruppen. Analog dazu kann auh bei den Kurven bez�uglih d0ein relevanter Einuss des Datenumfangs n in allen Gruppen festgestellt werden. Wei-terhin ergibt sih, dass eine gr�ossere Shwankungsbreite des Erwartungswertes bei denKurven bez�uglih a0 keinen relevanten Einuss hat, doh bei den Kurven bez�uglihdes Abstandsmasses d0 eine tendenzielle Vershiebung nah rehts bewirkt. Aus derRehtsvershiebung folgt dann eine Vergr�osserung der relevanten Werte �d0u, was zurKonsequenz hat, dass das Poissonmodell niht akzeptiert werden kann und stattdessendas NB-Modell gew�ahlt werden muss. Bemerkenswert ist noh, dass sih zwishen denGruppen grosse Di�erenzen bez�uglih des Abstandsmasses d ergeben. W�ahrend sihz.B. der Parameter a vom 1. zum 5. PS von a = 0:3 auf a = 0:63 nur verdoppelt, wirdd um etwa das 50-fahe vergr�ossert. Dies h�angt aber mit dem sih ebenfalls ver�andern-dem �� zusammen, das sih von �� = 3 auf �� = 100 vergr�ossert, womit shliesslih



116 Kapitel 4. Simulationsstudiegew�ahrleistet ist, dass der Signal-to-noise-Quotient in beiden Gruppen denselben WertSN = 1:25 annimmt. Eine �ahnlihe Ver�anderung kann zwishen den Gruppen 3 und4 festgestellt werden, bei denen sih das a von 0.15 auf 0.24 niht ganz verdoppelt,aber das Abstandsmass d sih von im Shnitt 3.3 auf 36 mehr als verzehnfaht. Esgilt also zusammenfassend, dass weder die Kurven bez�uglih a0 noh die bez�uglih d0direkt vom Wert des SN-Quotienten beeinusst werden, aber die Kurven bez�uglih desAbstandsmasses d0 von der Wahl des gemittelten Erwartungswertes �� abh�angen.Zu der Frage, wann der Aufwand eines Wehsels vom Poisson- zum NB-Modell gereht-fertigt ist, l�asst sih sagen, dass man bei der Betrahtung der p-Wert-Kurven bez�ugliha0 Shwierigkeiten hat, die relevanten Werte �a0u f�ur die Akzeptanz des Poissonmodellszu beurteilen. Generell sind solhe Kurven angebraht, die sih f�ur die PSe mit n = 100ergeben, bei denen die Werte �a0l und �a0u nahe aneinander liegen. Denn w�unshenswertsind solhe Kurven, deren Bereih zwishen �a0l und �a0u, in dem keine Aussagen �uber dieModellwahl getro�en werden k�onnen, so klein wie m�oglih ist. Es muss dann in jedemFall individuell entshieden werden, ob der Wert �a0u f�ur das Poissonmodell noh akzep-tiert werden kann. Wegen der grossen Interpretationsshwierigkeit des Dispersionspa-rameters a ist es sinnvoller, die Kurven bez�uglih des Abstandsmasses d zu betrahten.Hier ergibt sih in den Gruppen 1 und 3 ein noh akzeptabler durhshnittliher Wertvon �d0u = 4, so dass man f�ur alle PSe dieser Gruppen ein Poissonmodell tolerierenkann. Bei den Gruppen 2 und 4 dagegen ergibt sih f�ur alle PSe ein so hoher Wert�d0l, dass nur ein NB-Modell vertretbar ist, denn ein hoher Wert �d0l ist gleihbedeutenddamit, dass sih die Varianz des NB-Modells stark von der Varianz des Poissonmodellsuntersheidet. Mit Abshnitt 3.3 Abbildung 3.5 kann dann gefolgert werden, dass biszu einer maximalen Akzeptanzgrenze �a0l = d�1( �d0l) die Hypothese K : a � a0 gegenH : a > a0 verworfen wird, womit man annimmt, dass a > a0 gilt, und somit dasNB-Modell zu w�ahlen ist.Abshliessend ist noh zu bemerken, dass speziell beim 3. PS extreme Konvergenz-shwierigkeiten bei der Berehnung des Sh�atzers f�ur a auftraten, jedoh konnten st�uk-weise 20 Zufallsvektoren gefunden werden, f�ur die die Berehnung aller Sh�atzer inner-halb der vorgegebenen Iterationsgrenze konvergierte. F�ur den 3. PS wurden also niht20 Zufallsvektoren auf einmal berehnet, wie im Programm "a0quer\ angegeben, son-dern es wurden jeweils einzeln Zufallsvektoren erzeugt, die Sh�atzungen durhgef�uhrt,und wenn die Sh�atzung speziell f�ur den Parameter a konvergierte, so wurde dieser Zu-fallsvektor f�ur die weiteren Berehnungen verwendet. Dieses Verfahren wurde solangedurhgef�uhrt, bis 20 verwendbare Zufallsvektoren gegeben waren.



Kapitel 5AnwendungsbeispieleIn diesem letzten Kapitel wird shliesslih der Bereihstest, der im 3. Kapitel herge-leitet und im 4. Kapitel anhand einer Simulationsstudie getestet wurde, auf 2 kon-krete Datenbeispiele angewendet. Dazu werden einerseits Daten aus dem Bereih derKfz-Versiherung und andererseits Daten aus dem Bereih der wirtshaftswissenshaft-lihen Forshung untersuht. Zun�ahst wird mittels einer explorativen Datenanalyseein Poissonmodell angepasst und anshliessend gezeigt, dass die Daten �Uberdispersionaufweisen. Zuletzt wird dann das NB-Modell auf die Daten angewendet und es wirddamit eine p-Wert-Kurve erstellt, wie sie im vorangegangenen Kapitel an der Simu-lationsstudie beshrieben wurde. Das Ziel ist letztlih, anhand der p-Wert-Kurve die�Uberdispersion zu quanti�zieren und zu beurteilen, welhes Modell zur Datenanpas-sung gew�ahlt werden sollte.5.1 Shwedishe Kfz-VersiherungDie zu untersuhenden Daten sind auf der Internetseitehttp : ==www:statsi:org=data=general=motorins:txterh�altlih und entstammen einer shwedishen Kfz-Haftpliht-Versiherung aus demJahr 1977. Da in Shweden alle Kfz-Versiherungen dieselben Gr�ossen zur Klassi�-zierung ihrer Kunden verwenden, k�onnen ihre Portfolios und ihre Shadensstatistikenmiteinander kombiniert werden. Die zugrundeliegenden Daten wurden durh ein shwe-dishes Komittee gebildet, deren Aufgabe es war, die Einussgr�ossen auf die Shaden-anzahl zu identi�zieren und diese mit der Struktur des damals aktuellen Tarifs zuvergleihen. 117



118 Kapitel 5. Anwendungsbeispiele5.1.1 DatenbeshreibungDer Datensatz besteht aus den 6 Variablen Kilometer, Zone, Bonus, Automarke, An-zahl der Versiherten und Shadenanzahl. Die Gr�osse "Kilometer\ beshreibt, wievieleKilometer der Versiherte im Durhshnitt j�ahrlih zur�uklegt und ist in 5 Kategorieneingeteilt, die sih wie folgt ergeben:1 : < 1:000 km2 : 1:000 km� 15:000 km3 : 15:000 km� 20:000 km4 : 20:000 km� 25:000 km5 : > 25:000 kmDie Variable "Zone\ hat 7 Auspr�agungen, die den geographishen Aufenthaltsort desVersiherten angeben:1: Stokholm, G�oteborg, Malm�o mit Umland2: Weitere Grossst�adte mit Umland3: Kleinere St�adte mit Umland im S�uden Shwedens4: L�andlihe Gebiete im S�uden Shwedens5: Kleinere St�adte mit Umland im Norden Shwedens6: L�andlihe Gebiete im Norden Shwedens7: GotlandDie Variable "Bonus\ enth�alt 7 Kategorien und entspriht der Anzahl der Versihe-rungsjahre plus 1 seit dem letzten Shaden. Shliesslih gibt die Gr�osse "Automarke\in 9 vershiedenen Kategorien die untersuhten Automarken an, wobei in den Klassen1-8 die g�angigsten 8 Automodelle enthalten sind, w�ahrend alle anderen Automarken inder Klasse 9 zusammengefasst sind. Es bleibt die Variable "Versiherte\, die die Anzahlder Versiherten in einem Versiherungsjahr pro Merkmalskombination angibt. DieseGr�osse wird als "o�set\ verwendet werden, auf den sp�ater noh genauer eingegangenwird. Den Response bildet die "Shadenanzahl\, die nun mittels der beshriebenenKovariablen erkl�art werden soll. Die Daten liegen in aggregierter Form vor, d.h. alleKovariablenkombinationen treten h�ohstens einmal auf, woraus sih eine L�ange desDatensatzes von 2182 ergibt. Damit wird die Shadenanzahl niht bez�uglih einzelnerIndividuen, sondern bez�uglih einer Gruppe von Versiherungsnehmern mit identishenMerkmalen modelliert. Es kann allerdings vorkommen, dass die Gr�osse der einzelnen



5.1. Shwedishe Kfz-Versiherung 119Gruppen sehr untershiedlih ist, weshalb man die Anzahl der Versiherten innerhalbeiner Gruppe als Gewihtung verwendet, um die Gruppen der vershiedenen Merk-malskombinationen miteinander vergleihbar zu mahen. Bevor nun dieser Datensatzn�aher untersuht wird, soll zun�ahst seine �aussere Struktur betrahtet werden, um ihnin eine Gruppe der Parameters�atze aus der Simulationsstudie einordnen zu k�onnen.Aus der Spalte "Shadenanzahl\ der Kfz-Daten geht hervor, dass die Shadenanzah-len zwishen 0 und Werten �uber 3000 variieren. Die durhshnittlihe Shadenanzahlbetr�agt in etwa 52, so dass man von einem gemittelten Erwartungswert �� = 52 aus-gehen kann. Zusammen mit dem im nahfolgend erl�auterten Modell (5.2) gesh�atztenDispersionsparameter a ergibt sih weiter f�ur diese Daten ein Signal-to-noise-Quotientvon 5.95. Wegen des relativ grossen SN-Quotienten sollte man den Vergleih mit denParameters�atzen auf die Gruppen 3 und 4 beshr�anken, die einen SN-Quotienten von2 aufweisen. Die Datenl�ange ist zwar mit n = 2182 sehr viel h�oher als die maximaleL�ange n = 100 der Parameters�atze der Simulationsstudie, trotzdem ist dieses Beispielam besten mit denjenigen Parameters�atzen vergleihbar, deren Datenl�ange n = 100ist, deren mittlerer Erwartungswert �� = 100 betr�agt (Gruppe 4) und die eine grosseShwankungsbreite des Erwartungswertes aufweisen (Parametersatz 16). Bei der Be-trahtung der Powerfunktionen in Abshnitt 4.1 ergab sih f�ur diesen Parametersatz einwenig liberaler Test, so dass auh hier (vor allem wegen der extrem grossen Datenl�ange)bei der Durhf�uhrung des Bereihstests ein �-level-Test zu erwarten ist.5.1.2 Explorative Datenanalyse der Kfz-DatenMit Hilfe der explorativen Datenanalyse soll nun versuht werden, einen ersten �Uber-blik �uber die Daten zu erhalten und ein m�oglihes Modell zu erstellen. Dazu werdenzun�ahst die Kovariablen jeweils gegen die zu untersuhende Gr�osse "Shadenanzahl\,die im folgenden mit S abgek�urzt wird, abgetragen. Allerdings ist zu beahten, dassaus bereits angesprohenen Gr�unden die Shadenanzahl noh mit der Anzahl der Ver-siherten (V ) gewihtet wird, woraus sih die Gr�osse der Shadenh�au�gkeitSH = ShadenanzahlAnzahl Versiherte = SVergibt. Es wird also zun�ahst ein Poissonmodell mit der log-link-Funktion an die Datenangepasst, wobei die Variable "Versiherte\ als Gewihtung fungiert. Nah Abshnitt2.2.5 gilt dann:



120 Kapitel 5. AnwendungsbeispieleSi = Shadenanzahl � Poi(�i); i = 1; ::; 2128 mit�i = Vi exp(xti�) = exp(ln(Vi)| {z }o�set +xti�) bzw. ln(�i) = ln(Vi) + xti�:L�ost man diese Gleihung nah xti� auf, so erh�alt man ln��iVi� = xti�, d.h. dass sihdie logarithmierte Shadenh�au�gkeit linear zu den Kovariablen verh�alt, weshalb in denfolgenden Abbildungen 5.1 auf der x-Ahse die einzelnen Kovariablen und auf der y-Ahse die logarithmierte Shadenh�au�gkeit lnSH = ln SV abgetragen sind. An der Gra-
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AutomarkeAbbildung 5.1: Explorative Datenanalyse der Kfz-Datenphik f�ur die Variable "Kilometer\ ist deutlih zu erkennen, dass Versiherungsnehmer-gruppen, die j�ahrlih grosse Kilometerstreken zur�uklegen (Kategorie 5), eine h�oheredurhshnittlihe Shadenh�au�gkeit aufweisen als diejenigen Gruppen, die nur wenigeKilometer j�ahrlih fahren (Kategorien 1 und 2). �Ahnlih dazu kann an der Graphik f�urdie Variable "Zone\ festgestellt werden, dass in Grossst�adten (Kategorie 1 und 2) eineh�ohere Shadenh�au�gkeit vorliegt als in Kleinst�adten (Kategorien 3 und 5) bzw. l�and-lihen Gebieten (Kategorien 4 und 6). Anhand der Graphik f�ur die Gr�osse "Bonus\ ist



5.1. Shwedishe Kfz-Versiherung 121deutlih der negative lineare Zusammenhang zwishen shadenfreien Jahren und Sha-denh�au�gkeit zu erkennen, der der Struktur der Beitragserm�assigung entspriht, d.h.je mehr shadenfreie Jahre der Versiherungsnehmer vorzuweisen hat, desto geringerist die Shadenh�au�gkeit und umso h�oher f�allt f�ur ihn der Bonus aus. In der Abbildungf�ur die Variable "Automarke\ f�allt besonders die Kategorie 4 durh eine extrem kleineShadenh�au�gkeit im Vergleih zu den anderen Kategorien auf. Es ist bekannt, dassdie Klasse 4 die Automarke VW 1200 enth�alt, da deren Produktion kurz nah 1977eingestellt wurde. Die anderen Kategorien wurden niht identi�ziert, da sie sonst dieVerkaufsstatistiken der untersuhten Automarken beeinusst h�atten. Ansonsten l�asstsih dieser Graphik entnehmen, dass o�ensihtlih die Automarke einen wesentlihenEinuss auf die Shadenh�au�gkeit hat, denn abgesehen von der Kategorie 4 untershei-den sih die Werte der Shadenh�au�gkeiten aus beispielsweise den Kategorien 2 und 6relevant.5.1.3 Poissonregression der Kfz-DatenDa die vier betrahteten Kovariablen "Kilometer\, "Zone\, "Bonus\ und "Automarke\o�ensihtlih alle einen Einuss auf die Zielvariable Shadenanzahl S aus�uben, werdensie alle in das zu bildende Poissonmodell aufgenommen. Aus der Abbildung 5.1 gehthervor, dass die Variablen "Kilometer\, "Zone\ und "Bonus\ einen relativ linearenVerlauf zeigen, wodurh die M�oglihkeit besteht, diese niht als kategorielle Variablen,sondern als metrish zu betrahten. Desweiteren k�onnen Interaktionen vorhanden sein,d.h. Zusammenh�ange zwishen den vershiedenen Kovariablen. Das Modell, das wieeben beshrieben, alle Variablen (bis auf "Automarke\) metrish verwendet, und auhInteraktionen ber�uksihtigt, liefert allerdings eine extrem shlehte Anpassung, wes-halb hier auf ein Poissonmodell, das alle Kovariablen als kategorielle Variablen enth�alt,zur�ukgegri�en wird. Es werden auh weiter keine Interaktionen betrahtet, da sie zueinem hohen Verlust an Freiheitsgraden f�uhren, der in keiner Relation zur verbessertenAnpassung durh die Verwendung von Interaktionen steht. Damit ergibt sih shliess-lih das folgende Modell, das in Splus berehnet wird:insuranepoi_glm(S~offset(log(Versiherte))+kilometerf+zonef+bonusf+automarkef,family=poisson,link=log,x=T); (5.1)wobei zu erw�ahnen ist, dass die Kovariablen kilometerf, zonef, bonusf und automarkefdie vorher beshriebenen Variablen darstellen, allerdings als Faktor, d.h. als kategorielle



122 Kapitel 5. AnwendungsbeispieleCoeffiients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Interept) -1.812840 0.013755 -131.795 < 2e-16 ***kilometerf2 0.212586 0.007523 28.259 < 2e-16 ***kilometerf3 0.320226 0.008660 36.979 < 2e-16 ***kilometerf4 0.404657 0.012050 33.581 < 2e-16 ***kilometerf5 0.575955 0.012826 44.906 < 2e-16 ***zonef2 -0.238168 0.009494 -25.085 < 2e-16 ***zonef3 -0.386395 0.009669 -39.964 < 2e-16 ***zonef4 -0.581902 0.008653 -67.252 < 2e-16 ***zonef5 -0.326128 0.014526 -22.451 < 2e-16 ***zonef6 -0.526234 0.011874 -44.317 < 2e-16 ***zonef7 -0.730935 0.040474 -18.059 < 2e-16 ***bonusf2 -0.478993 0.012092 -39.614 < 2e-16 ***bonusf3 -0.693172 0.013505 -51.325 < 2e-16 ***bonusf4 -0.827397 0.014580 -56.748 < 2e-16 ***bonusf5 -0.925632 0.013965 -66.284 < 2e-16 ***bonusf6 -0.993457 0.011627 -85.445 < 2e-16 ***bonusf7 -1.327406 0.008683 -152.867 < 2e-16 ***automarkef2 0.076245 0.021230 3.591 0.000329 ***automarkef3 -0.247407 0.025056 -9.874 < 2e-16 ***automarkef4 -0.653523 0.024171 -27.037 < 2e-16 ***automarkef5 0.154924 0.020225 7.660 1.86e-14 ***automarkef6 -0.335581 0.017371 -19.318 < 2e-16 ***automarkef7 -0.055939 0.023325 -2.398 0.016473 *automarkef8 -0.043921 0.031533 -1.393 0.163666automarkef9 -0.068054 0.009954 -6.837 8.11e-12 ***---Signif. odes: 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)Null deviane: 34070.6 on 2181 degrees of freedomResidual deviane: 2966.1 on 2157 degrees of freedomTabelle 5.1: summary-Tabelle des Poissonmodells (5.1) der Kfz-Daten



5.1. Shwedishe Kfz-Versiherung 123Variable kodiert. L�asst man sih dann das "summary\ dieses Modells ausgeben, soerh�alt man die in Tabelle 5.1 unter der Spalte "value\ angegebenen Ergebnisse f�urdie Sh�atzungen der einzelnen Regressionsparameter. Aus dieser Tabelle geht hervor,dass alle durh die Faktorisierung entstandenen 25 Kovariablen hoh signi�kant sind,da sie (bis auf die vorletzte Kategorie 8 in Automarke) einen extrem kleinen p-Wertaufweisen. Dies bedeutet, dass f�ur jedes j = 1; ::; 25 der Test Hj : �j = 0 gegenKj : �j 6= 0 die Hypothese zu einem Signi�kanzniveau von � = 0:001 und kleinerverworfen werden kann, womit die statistishe Signi�kanz der zu �j geh�orenden Kova-riable bewiesen ist. Aus der Tabelle kann ebenfalls abgelesen werden, dass die Devianzmit 2966,1 gr�osser als die Anzahl der Freiheitsgrade (2157) ist, was ein Zeihen f�ur�Uberdispersion sein k�onnte. Bevor man aber davon ausgehen kann, dass �Uberdisper-sion vorliegt, m�ussen zun�ahst noh die Residuen und die Linkspezi�kation �uberpr�uftwerden, um auszushliessen, dass sie die mangelnde Anpassung verursahen. Es wurdebereits in Abshnitt 2.2.9 angesprohen, dass es f�ur Z�ahldaten kein Residuum gibt, dasden gew�unshten Eigenshaften wie Erwartungswert 0, konstante Varianz und sym-metrishe Verteilung um den Erwartungswert gleihzeitig entspriht. In MCullagh &Nelder (1989, S. 39) [15℄ wird daher f�ur die Residuenanalyse die Betrahtung der De-vianzresiduen empfohlen, da sie am besten mit standard-normalverteilten Residuenvergleihbar sind, die die obigen Eigenshaften erf�ullen. F�ur die Residuenanalyse sindin der Abbildung 5.2 vier vershiedene Graphiken dargestellt. Die linke obere Graphikzeigt die Devianzresiduen rDi (siehe Abshnitt 2.2.9) f�ur alle Merkmalskombinationeni = 1; ::; 2182. Es wird daran deutlih, dass die Residuen wie gew�unsht zuf�allig um 0streuen. In der oberen rehten Graphik sind die Devianzresiduen gegen den gesh�atztenErwartungswert der Shadenanzahl abgetragen. Hieran l�asst sih ebenfalls erkennen,dass die Residuen zuf�allig um 0 streuen, ohne eine erkennbare Form aufzuweisen, die dieAbh�angigkeit der Residuen von der Shadenanzahl bedeuten w�urde. Aus beiden obe-ren Graphiken geht weiter hervor, dass alle Shadenanzahlen mit einer betragsm�assigmaximalen Abweihung von 6 gesh�atzt werden, doh ist au��allig, dass die meistenResiduen in einem Band von �2 bis 2 enthalten sind (siehe linke obere Graphik). An-gesihts einer Shadenanzahl bis zu �uber 3000 sprehen diese kleinen Residuenwerte f�ureine relativ gute Anpassung. Da sih die Graphiken der einzelnen Kovariablen gegendie Residuen kaum untersheiden, ist hier in der unteren linken Graphik stellvertre-tend f�ur alle anderen Variablen die Graphik der Devianzresiduen gegen die Kovariable"Kilometer\ abgebildet. Aus ihr kann abgelesen werden, dass wie shon angesprohen,die Residuen einen maximalen Wert von 6 annehmen. Die letzte Graphik zeigt einen
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Abbildung 5.2: Devianzresiduen des Poissonmodells (5.1) der Kfz-Datensogenannten Q-Q-Plot, der angibt, inwiefern sih die Residuen nah der erw�unshtenNormalverteilung verhalten. Liegen die Residuen vollst�andig auf der als durhgezogeneLinie eingezeihneten Winkelhalbierenden, so liegt eine Normalverteilung der Residu-en vor. Die hier eingetragenen Devianzresiduen weisen f�ur mittlere Werte ann�aherndeine Normalverteilung auf, w�ahrend f�ur sehr kleine (< �3) und grosse Residuen (> 3)eine starke Abweihung von der Winkelhalbierenden erkennbar ist. Nah Fahrmeir &K�unstler (1999, S. 94) [6℄ kann daraus gefolgert werden, dass die Residuen zwar einesymmetrishe Verteilung haben, die aber im Vergleih zur Normalverteilung dikereEnden links und rehts aufweist. Insgesamt l�asst sih aus der Residuenanalyse shlies-sen, dass die Gesamtanpassung des Poissonmodells zwar niht optimal ist, aber auhniht so shleht, als dass sie niht akzeptiert werden k�onnte. Als n�ahstes wird nun dieWahl der Linkfunktion untersuht. Dazu ist in Abbildung 5.3 in der oberen Graphikdie Shadenanzahl gegen den Sh�atzer des linearen Pr�adiktors abgetragen. Da f�ur dasPoissonmodell die log-link-Funktion gew�ahlt wurde (2.9), bedeutet dies, dass die Sha-denanzahl nun zuf�allig um die Exponentialfunktion streuen sollte, was augensheinlih
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Abbildung 5.4: �Uberdispersion im Poissonmodell der Kfz-Daten
letzung der Modellannahme zu entnehmen, denn die mit dem Befehl "lowess\ in Spluserzeugte Gl�attungsfunktion der einzelnen Werte (hier mit einer gestrihelten Linie ge-kennzeihnet) liegt deutlih oberhalb der Winkelhalbierenden. Dies bedeutet, dass imMittel die Varianzen der einzelnen Beobahtungsgruppen die gesh�atzten Erwartungs-werte �ubersteigen und somit ein Hinweis f�ur �Uberdispersion vorliegt. Diese Tatsahewird noh einmal in der unteren Graphik verdeutliht, bei der alle Beobahtungsgrup-pen, deren gesh�atzte Varianzen 10.000 �ubersteigen, vernahl�assigt werden. Hierdurhwird eine Vergr�osserung des Massstabes im Bereih 0-10.000 erreiht. Aufgrund derTatsahen, dass im "summary\ eine Di�erenz zwishen Devianz und Anzahl der Frei-heitsgrade auftrat, was f�ur eine niht optimale Anpassung spriht, das Verhalten derResiduen niht ganz optimal war und nun in der Abbildung 5.4 der Varianzfunktionein Hinweis auf �Uberdispersion zu erkennen war, werden im folgenden die zu untersu-henden Daten mittels der Negativ-Binomial-Regression modelliert.



5.1. Shwedishe Kfz-Versiherung 1275.1.4 NB-Regression und p-Wert-Kurven der Kfz-DatenUm den Vergleih zum Poissonmodell zu gew�ahrleisten, wird nun dasselbe Modell wiebei der Poissonregression mit allen Haupte�ekten ohne Interaktionen mit der NB-Verteilung modelliert. Damit ergibt sih in Splus das Modellinsuranenb_glm.nb(S~offset(log(Versiherte))+kilometerf+zonef+bonusf+automarkef,link=log,x=T): (5.2)Im dazugeh�origen "summary\ (Tabelle 5.2) sind dann die gesh�atzten Werte der Re-gressionsparameter �j; j = 1; ::; 25 unter der Spalte "value\ eingetragen. Die statisti-she Signi�kanz aller Kovariablen bleibt wie im Poissonmodell erhalten, da nah wievor alle p-Werte < 0:05 sind (bis auf Automarke 8). Die Devianz ist nun von 2966im Poissonmodell auf 2231 gesunken, woraus geshlossen werden kann, dass das NB-Modell eine bessere Anpassung liefert als bisher mit dem Poissonmodell erreiht werdenkonnte. Dies best�atigt sih auh bei der Betrahtung der Residuen f�ur das NB-Modell.Es werden wieder dieselben Graphiken dargestellt, wie sie bei der Erstellung des
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Abbildung 5.5: Devianzresiduen des NB-Modells (5.2) der Kfz-Daten



128 Kapitel 5. AnwendungsbeispieleCoeffiients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Interept) -1.78219839 0.02372733 -75.111614 0kilometerf2 0.18856823 0.01502698 12.548642 0kilometerf3 0.27537027 0.01617412 17.025359 0kilometerf4 0.35211554 0.01928738 18.256263 0kilometerf5 0.51678723 0.02005369 25.770180 0zonef2 -0.22424254 0.01788669 -12.536838 0zonef3 -0.38285860 0.01803328 -21.230669 0zonef4 -0.55590741 0.01696209 -32.773511 0zonef5 -0.33855491 0.02252520 -15.030053 0zonef6 -0.52249743 0.01998301 -26.147080 0zonef7 -0.73067681 0.04622826 -15.805847 0bonusf2 -0.44284018 0.02134377 -20.747979 0bonusf3 -0.68053311 0.02238521 -30.401018 0bonusf4 -0.82037411 0.02309783 -35.517366 0bonusf5 -0.91903955 0.02237480 -41.074755 0bonusf6 -0.99315080 0.02029865 -48.926931 0bonusf7 -1.32594264 0.01768959 -74.956114 0automarkef2 0.06726367 0.02559771 2.627723 0.008595848automarkef3 -0.23520926 0.02943322 -7.991287 1.332268e-15automarkef4 -0.68356843 0.02931592 -23.317311 0automarkef5 0.15226372 0.02450209 6.214316 5.15487e-10automarkef6 -0.36330053 0.02209394 -16.443445 0automarkef7 -0.07909344 0.02768327 -2.857085 0.004275513automarkef8 -0.04117853 0.03516840 -1.170896 0.2416406automarkef9 -0.09024748 0.01566068 -5.762679 8.278916e-09(Dispersion Parameter for Negative Binomial family taken to be 1 )Null Deviane: 11603.73 on 2181 degrees of freedomResidual Deviane: 2231.168 on 2157 degrees of freedomNumber of Fisher Soring Iterations: 1Theta: 111.05799Std. Err.: 14.892982 x log-likelihood: 1100220.48205Tabelle 5.2: summary-Tabelle des NB-Modells (5.2) der Kfz-Daten



5.1. Shwedishe Kfz-Versiherung 129Poissonmodells shon beshrieben wurden. In den ersten 3 Abbildungen ist zu erkennen,dass weiterhin eine gleihm�assige Streuung um 0 vorliegt, aber die betragsm�assig ma-ximale Abweihung ist nun von 6 auf 4 gesunken. Die letzte Graphik rehts unten zeigtdeutlih die verbesserte Anpassung der Daten durh das NB-Modell, da die Devianzre-siduen dort fast alle auf der Winkelhalbierenden liegen und somit eine Normalverteilungder Residuen angenommen werden kann. Das "summary\ liefert nun zus�atzlih nohden gesh�atzen Dispersionsparameter "theta\, der nah (3.23) dem Bruh 1ba entspriht.Damit ergibt sih ein gesh�atzter Dispersionsparameter ba von 0.009, der angesihts derTatsahe, dass ein a = 0 zu einem Poissonmodell ohne �Uberdispersion f�uhrt, eine rela-tiv geringe �Uberdispersion in den Daten vermuten l�asst. Doh auh hier sei angemerkt,dass der Wert des Dispersionsparameters allein Shwierigkeiten bereitet, den Grad der�Uberdispersion zu quanti�zieren. Um dies zu verdeutlihen sind in der Abbildung 5.6die beiden p-Wert-Kurven bez�uglih des Dispersionsparameters a0 und des Abstands-masses d0 abgebildet. Zus�atzlih zu den Kurven sind die Levels bP = 0:05 und bP = 0:95
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Abbildung 5.6: p-Wert-Funktionen f�ur shwedishe Kfz-Daten



130 Kapitel 5. Anwendungsbeispielemit einer horizontalen gestrihelten Linie eingezeihnet. Die p-Wert-Kurven werden al-so zu einem Signi�kanzniveau von � = 0:05 betrahtet, wobei zu bemerken ist, dass mitder Anwendung der neuen Testvorshrift (4.1), die in Kapitel 4 eingef�uhrt wurde, dieErgebnisse wie f�ur ein Signi�kanzniveau von � = 0:1 zu interpretieren sind. Die obe-re Kurve in Abbidung 5.6 gibt einem die Akzeptanzgrenze f�ur das Poissonmodell vona0u = 0:0094 an, die, wie shon angesprohen, so gering ersheint, dass man dazu ge-neigt ist, das Poissonmodell zu akzeptieren. Betrahtet man dagegen die untere Kurvebez�uglih des Abstandsmasses d0, so erh�alt man eine Akzeptanzgrenze f�ur das Poisson-modell von d0u = 33:2. Dieser hohe Wert von d0u bedeutet aber wegen (3.27), dass diemaximale gesh�atzte Varianz des NB-Modells das 33.2-fahe der gesh�atzten Varianzdes Poissonmodells betr�agt. Eine solh grosse Abweihung in den maximalen Varianzenist niht zu akzeptieren, weshalb unter Betrahtung der p-Wert-Kurven bez�uglih d0gefolgert werden muss, dass das Poissonmodell niht zu rehtfertigen ist. Wie shonin der Simulationsstudie zu sehen war, haben die extrem untershiedlihen Aussagender Kurven bez�uglih a0 und d0 ihre Ursahe in den grossen Werten der gesh�atztenErwartungswerte der Shadenanzahlen (hier bis �uber 3000), die in der Abbildung 5.7noh einmal dargestellt sind. Da der maximale Wert des gesh�atzten Erwartungswer-
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Abbildung 5.7: gesh�atzter Erwartungswert f�ur S im NB-Modell (5.2)tes maxifb�ig in die Berehnung des Abstandsmasses nah (3.28) durh die Formeld0u = 1 + a0umaxifb�ig einiesst, f�uhrt dies trotz eines sehr kleinen a0u's zu einemextrem grossen Wert d0u, der eine Rehtfertigung des Poissonmodells niht zul�asst. In



5.1. Shwedishe Kfz-Versiherung 131der Abbildung 5.7 ist allerdings zu erkennen, dass die Shwankungsbreite des Erwar-tungswertes sehr hoh ist (von fast 0 bis �uber 3000) und dass die einzelnen Werte b�iim Mittel sehr viel kleiner als der maximale Wert maxifb�ig sind. Weiterhin sind in derGraphik drei horizontale Linien eingezeihnet, die das 75%-, das 90%- und das 95%-Quantil angeben. Daran l�asst sih ablesen, dass 90% der gesh�atzten Erwartungswerteniht �uber einen Wert von 87 hinausgehen und 95% der b�i's zwishen 0 und 238 liegen.Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die bisher angegebene Abstandsmassfunktion leihtzu ver�andern, indem nun niht mehr der maximale Erwartungswert der gesamten Da-ten betrahtet wird, sondern man shr�ankt sih auf einen Teilbestand der Daten ein.Dazu wird in der De�nition der Abstandsmassfunktion statt des maximalen gesh�atz-ten Erwartungswertes z.B. das 90%- Quantil eingesetzt. Daraus ergibt sih die neueAbstandsmassfunktion dQuantil0 = 1 + a0b�Quantil: (5.3)Mit der Verwendung dieser Abstandsmassfunktion �andern sih die Ergebnisse der p-Wert-Kurven drastish, da der Wert des Erwartungswertes in der Abstandsmassfunk-tion sih vom maximalen Wert 3429 auf nur 87.3 bei Verwendung des 90% -Quantilsund auf 238 bei Verwendung des 95%-Quantils verringert. In der Abbildung 5.8 sindshliesslih die p-Wert-Kurven bez�uglih dieses neuen Abstandsmasses f�ur die 90%-und 95%- Quantile abgebildet. Aus der oberen Graphik geht hervor, dass nun eineAkzeptanzgrenze f�ur das Poissonmodell von nur d0u = 1:82 vorliegt. Dieser Wert be-deutet, dass die gesh�atzte Abweihung in den Varianzen zwishen dem Poisson- unddem NB-Modell f�ur 90% der Daten niht gr�osser als 1.82 wird, d.h. f�ur 90% der Da-ten ist die Varianz des NB-Modell nur 1.82 mal so gross wie die des Poissonmodells.Bei der unteren Kurve ergibt sih shon ein etwas gr�osseres d0u von 3.24. M�ohte manalso die Betrahtung von 95% der Daten einshliessen, so muss eine 3.24-fahe Vari-anz des NB-Modells gegen�uber der des Poissonmodells akzeptiert werden, was geradenoh angenommen werden kann. In beiden F�allen f�uhrt also die Betrahtung der Ab-weihung in den Varianzen f�ur einen Teilbestand der Daten (siehe (5.3)) in diesemBeispiel zu einer Annahme des Poissonmodells. An diesem Beispiel wird deutlih, dassdie Betrahtung des Dispersionsparameters a allein niht ausreiht, um zu entsheiden,ob das Poisson- oder das NB-Modell gew�ahlt werden sollte, da die Werte von a nihtbez�uglih der Quanti�zierung von �Uberdispersion interpretiert werden k�onnen. Viel-mehr sollten die Kurven bez�uglih des Abstandsmasses d betrahtet werden, aus denenkonkrete Werte d0u abgelesen werden k�onnen, die eine einfahe Interpretation zulassen.



132 Kapitel 5. Anwendungsbeispiele
p-Wert-Kurve bzgl. d0quantil mit 90%-Quantil
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Abbildung 5.8: p-Wert-Funktionen mit neuer Abstandsmassfunktion dQuanitl0Dieses Beispiel zeigt weiter, dass aufgrund von grossen gesh�atzten Erwartungswertendie Kurve bez�uglih des Abstandsmasses d zu anderen Ergebnissen f�uhrt, als zun�ahstdie Kurve bez�uglih a vermuten l�asst. Verwendet man als Abstandsmass die maxi-male Abweihung in den Varianzen unter Ber�uksihtigung der gesamten Daten, sof�uhrt dies in diesem Beispiel zur deutlihen Ablehnung des Poissonmodells. Doh mussvor allem bei Daten, die grosse Erwartungswerte mit grosser Streuung aufweisen, dieStruktur der Erwartungswerte beahtet werden, um zu entsheiden, ob die maximaleAbweihung als Abstandsmass geeignet ist, oder ob die maximale Abweihung einesTeildatenbestandes ausreihend ist. Da hier 90% der Erwartungswerte in einem Be-reih bis maximal 87 liegen, was deutlih unter dem maximalen Erwartungswert liegt,kann die Betrahtung auf die 90% der Daten eingeshr�ankt werden, woraus nah derAbbildung 5.8 die Annahme des Poissonmodells folgt.



5.2. Patent-Daten 1335.2 Patent-DatenDie nahfolgend untersuhten Daten sind auf der Internetseitehttp : ==oe:ub:a=users=marty=patent:dataerh�altlih und beshreiben Patent-Daten von amerikanishen High-Teh- Firmen ausdem Jahr 1976. Es sind im wesentlihen nur 3 Spalten vorhanden. Die erste Spalte"patente\ gibt die Anzahl der angemeldeten Patente einer Firma an und wird hier alsResponse verwendet. Die zweite Spalte "rdsales\ gibt das Verh�altnis der Geldbetr�agean, die f�ur Forshung und Entwiklung (researh and development) investiert wurdenim Vergleih zu den Einnahmen, die sih durh die Entwiklung der Patente ergaben(R&D/Sales). Die dritte Spalte ist hier als "log(rd)\ angegeben, d.h. die Geldbetr�agef�ur Forshung und Entwiklung liegen in einer durh den Logarithmus transformiertenForm vor. Da hier im folgenden aber auh die reinen Investitionsgelder f�ur Forshungund Entwiklung ben�otigt werden, wird niht die Spalte "log(rd)\, sondern die durhdie Exponentialfunktion zur�uktransformierte Spalte "rd\ verwendet. Diese Spalte istin der Einheit von 1 Mio.Dollar angegeben. Der Originaldatensatz enth�alt noh einezus�atzlihe Spalte "(log(rd))2\, auf die aber hier niht weiter eingegangen wird. DieDaten liegen niht gruppiert vor, sondern basieren auf Einzeldaten, d.h. jede Zeile desDatensatzes kann genau einer Firma zugeordnet werden. Insgesamt wurden 70 Firmenuntersuht, d.h. die L�ange der Daten ist auf 70 beshr�ankt. Analog zum shwedishenKfz-Beispiel kann auh dieser Datensatz zum Vergleih mit den Parameters�atzen in derSimulationsstudie in die Gruppen 3 oder 4 mit einem SN-Quotienten von 2 eingestuftwerden, da sih f�ur die Patent-Daten mit dem nahfolgend in (5.5) ermittelten Dispersi-onsparameters a und einem gemittelten Erwartungswert �� = 27:1 ein SN-Quotient von1.75 ergibt. Aus der Spalte "patente\ geht hervor, dass die Anzahlen der angemeldetenPatente von 0 bis 173 variieren, d.h. es liegt eine grosse Shwankungsbreite des Erwar-tungswertes vor. Dieser Datensatz ist also zusammenfassend am besten mit demjenigenParametersatz der Simulationsstudie vergleihbar, dessen Erwartungswert �� = 10 ist(Gruppe 3), der eine grosse Shwankungsbreite des Erwartungswertes aufweist unddessen Datenl�ange n = 100 betr�agt (Parametersatz 12). F�ur diesen Parametersatz er-gab sih bei der Untersuhung der Powerfunktionen eher ein liberaler Test, doh dader gemittelte Erwartungswert der Patent-Daten mit �� = 27:1 shon deutlih gr�osserals der des Parametersatzes 12 mit �� = 10 ist, kann f�ur die Patent-Daten analog zumshwedishen Kfz-Beispiel ein weniger liberaler Test erwartet werden.



134 Kapitel 5. Anwendungsbeispiele5.2.1 Explorative Datenanalyse der Patent-Daten�Ahnlih wie im vorangegangenen Datenbeispiel wird nun anhand von ersten Abbildun-gen versuht herauszu�nden, mit welhen Kovariablen und eventuell transformiertenKovariablen die zu untersuhende Z�ahlvariable "Anzahl der Patente\ erkl�art werdenkann. Da in diesem Datenbeispiel keine Gewihtung des Responses notwendig ist,entf�allt die Anwendung eines "o�sets\. Ausserdem ist anzumerken, dass im Gegen-satz zum Beispiel der shwedishen Kfz-Daten hier keine kategoriellen Daten vorliegen,d.h. alle Kovariablen werden als metrish angesehen. Verwendet man nun zun�ahst diePoissonverteilung mit der log-link-Funktion als Linkspezi�zierung zur Modellierung derDaten, so ergibt sih:Patente � Poi(�i); i = 1; ::; 70 mit�i = exp(xti�) bzw. ln(�i) = xti�:L�asst man sih also den Logarithmus der Patente auf der y-Ahse gegen die Kovariablenauf der x-Ahse antragen, so m�usste sih zwishen ihnen ein linearer Zusammenhang
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Abbildung 5.9: Explorative Datenanalyse der Patent-Daten



5.2. Patent-Daten 135ergeben. In Abbildung 5.9 zeigt die obere linke Graphik zwar nur undeutlih eine Linea-rit�at, doh wird zun�ahst versuht, die Variable "rdsales\ (R&D/Sales) untransformiertin das Modell aufzunehmen. Die obere rehte Graphik zeigt jedoh durh die leihteBogenform, dass hier eine Transformation der Variable "rd\ (R&D) notwendig ist. Umeine solhe Bogenform zu linearisieren, kann versuht werden, die Variable mit derLogarithmusfunktion zu transformieren, oder man verwendet eine Wurzelfunktion. Andieser Stelle sei erw�ahnt, dass die Transformation mit Hilfe der Logarithmusfunktionuntersuht wurde, doh konnte in der Graphik der logarithmierten Spalte "rd\ gegen"log(patente)\ noh immmer keine Linearit�at festgestellt werden. Aus diesem Grundwird hier die Wurzelfunktion als Transformation im weiteren Verlauf verwendet. Bil-det man die 5. Wurzel aus der Variable "rd\, so kann an der unteren linken Graphikerkannt werden, dass diese Transformation vern�unftig ersheint, da nun eine deutliheLinearit�at zwishen der neuen Variable "rdw5\ (5. Wurzel aus rd) und "log(patente)\ zuerkennen ist. Die letzte Graphik zeigt eine Interaktion zwishen den beiden Kovariablen"rdw5\ und "rdsales\, die aufgrund der leiht vorhandenen Linearit�at noh als relevantbetrahtet und in das zu erstellende Modell mit aufgenommen wird. Mit den anhandder Abbildung 5.9 gefundenen Ergebnissen wird nun ein Poissonmodell erstellt, dasdie Kovariablen "rdsales\ und "rdw5\ und zus�atzlih die Interaktion zwishen beidenKovariablen enth�alt.5.2.2 Poissonregression der Patent-DatenIn Splus wird daher das folgende Poissonmodell berehnet:patentpoi_glm(patente~rdsales+rdw5+rdsales*rdw5,family=poisson,link=log,x=T). (5.4)In dem dazugeh�origen "summary\ lassen sih dann die gesh�atzten Werte der Regres-sionsparameter �j f�ur j = 1; ::; 4 unter der Spalte "value\ ablesen.Coeffiients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Interept) -1.1658 0.1850 -6.300 2.98e-10 ***rdsales -5.5006 1.9909 -2.763 0.00573 **rdw5 2.2997 0.1036 22.202 < 2e-16 ***rdsales:rdw5 3.9034 1.3119 2.975 0.00293 **



136 Kapitel 5. AnwendungsbeispieleSignif. odes: 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)Null deviane: 3324.77 on 69 degrees of freedomResidual deviane: 377.18 on 66 degrees of freedomNumber of Fisher Soring iterations: 4Tabelle 5.3: summary-Tabelle des Poissonmodells (5.4) der Patent-DatenAus der Tabelle 5.3 geht hervor, dass alle Kovariablen hoh signi�kant sind, da allep-Werte, die in der letzten Spalte aufgef�uhrt sind, sehr viel kleiner als 0.05 sind, d.h.f�ur alle j = 1; ::; 4 k�onnen die Hypothesen Hj : �j = 0; j = 1; ::; 4 zu einem sehr kleinenSigni�kanzniveau verworfen werden, woraus zu folgern ist, dass die zu �j geh�orendenKovariablen einen signi�kanten Einuss auf die Zielvariable "Anzahl der Patente\ ha-ben. Aus der Tabelle kann aber ebenfalls abgelesen werden, dass die Anpassung derDaten durh ein Poissonmodell als weniger gelungen eingestuft werden kann, da dieDevianz mit 377.2 deutlih h�oher ist als die Anzahl der Freiheitsgrade (66). Diese Be-obahtung best�atigt sih in der Betrahtung der Residuen. In der Abbildung 5.10 zeigt
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Abbildung 5.10: Devianzresiduen des Poissonmodells (5.4) der Patent-Daten



5.2. Patent-Daten 137zwar die erste Graphik links oben, dass die Residuen zuf�allig um 0 streuen, doh sinddie Werte der Residuen bis maximal 6 relativ hoh im Vergleih zu den gesh�atztenErwartungswerten. In der zweiten Graphik erkennt man, dass vor allem die kleinerenErwartungswerte shleht gesh�atzt werden, da f�ur die Erwartungswerte im Bereih von0 bis 75 viele Residuen einen Wert annehmen, der betragsm�assig gr�osser als 4 ist. Dieuntere linke Graphik zeigt die Devianzresiduen, die hier gegen die Kovariable "rdw5\abgetragen sind. Hieran l�asst sih erkennen, dass zwar die Residuen unregelm�assig um0 streuen, jedoh ist eine leihte Tendenz in den negativen Bereih o�ensihtlih. Diesbedeutet nah De�nition des Devianzresiduums rDi = sign(yi� b�i)pdi (siehe Abshnitt2.2.9 ), dass die Vorzeihenfunktion "sign\ vorwiegend negativ ist, woraus wiederumzu shliessen ist, dass das b�i gr�osser ist als das yi, d.h dass in der Kovariable "rdw5\die meisten Werte �ubersh�atzt werden. Der letzten Graphik ist shliesslih zu entneh-men, dass die Residuen sih keinesfalls nah der Normalverteilung verhalten, da siedeutlih sihtbar von der als durhgezogene Linie eingezeihneten Winkelhalbierendenabweihen. Anhand der "summary\-Tabelle und der Residuenanalyse kann bisher da-von ausgegangen werden, dass das Poissonmodell die Daten o�ensihtlih niht optimalanpasst. Um nun die Linkspezi�zierung zu �uberpr�ufen, werden analog wie im vorange-
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Abbildung 5.11: Linkspezi�kation im Poissonmodell (5.4) der Patent-Daten



138 Kapitel 5. Anwendungsbeispielegangenen Beispiel zwei Graphiken erstellt, die in der Abbildung 5.11 dargestellt sind.Dabei zeigt die obere Graphik wie im Beispiel der shwedishen Kfz-Daten die Streu-ung der Zielvariable "patente\ gegen�uber dem gesh�atzten linearen Pr�adiktor. Es istan dieser Graphik zu erkennen, dass die Anzahl der Patente um die Kurve einer Expo-nentialfunktion streut, so wie dies auh bei einer rihtigen Spezi�zierung der log-link-Funktion gefordert wird. Um die untere Graphik zu erhalten, wird der lineare Pr�adiktormit der Exponentialfunktion transformiert, woraus der gesh�atzte Erwartungswert re-sultiert. Durh die Transformation sollte nun ein linearer Zusammenhang zwishen derAnzahl der Patente und dem gesh�atzten Erwartungswert der Patente ersihtlih sein,was f�ur kleine Anzahlen der Patente in einem Bereih bis zu 100 in etwa zutri�t, denndie mit "lowess\ erzeugte Gl�attung der einzelnen Punkte (gestrihelte Linie) stimmtin diesem Intervall mit der Winkelhalbierenden (durhgezogene Linie) �uberein. F�urgr�ossere Werte der Patente allerdings weiht die Gl�attungsfunktion deutlih von derWinkelhalbierenden ab, was aber auh damit erkl�art werden kann, dass in diesem Be-reih zuwenig Daten vorliegen. Zuletzt wird noh der gesh�atzte Erwartungswert gegendie gesh�atzte Varianz abgetragen, um die m�ogliherweise vorhandene �Uberdispersion,die die Ursahe f�ur die shlehte Anpassung sein k�onnte, graphish darzustellen. Die
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Abbildung 5.12: �Uberdispersion im Poissonmodell (5.4) der Patent-DatenAbbildung 5.12 l�asst keinen Zweifel daran, dass die Daten �Uberdispersion aufweisen,denn die gestrihelte Linie, die die Gl�attungsfunktion darstellt, verl�auft weit oberhalbder als durhgezogene Linie eingezeihneten Winkelhalbierenden. Damit ist gezeigt,



5.2. Patent-Daten 139dass die Varianz der einzelnen Beobahtungen deutlih gr�osser als ihr Erwartungswertist, womit eine Modellannahme der Poissonverteilung verletzt ist. Dies ist auh dieErkl�arung daf�ur, dass im "summary\ die Devianz stark von der Anzahl der Freiheits-grade abweiht, wodurh eine shlehte Anpassung der Daten durh das Poissonmodellindiziert ist. Im anshliessenden Unterabshnitt wird also versuht, die Anpassung derDaten mittels der NB-Verteilung zu verbessern.5.2.3 NB-Regression und p-Wert-Kurven der Patent-DatenDas NB-Modell, das nun zur Modellierung der Patent-Daten verwendet wird, enth�altwie das Poissonmodell beide Kovariablen "rdsales\ und "rdw5\ zusammen mit der In-teraktion der Kovariablen, um die Vergleihbarkeit mit dem Poissonmodell zu gew�ahr-leisten. Es wird in Splus also das folgende Modell berehnet:patentnb_glm.nb(patente~rdsales+rdw5+rdsales*rdw5,link=log,x=T). (5.5)Im dazugeh�origen "summary\ (Tabelle 5.4) erkennt man, dass zwar die Kovariable "rd-sales\ und die Interaktion niht mehr einen so deutlihen Einuss auf die Zielvariable"Anzahl Patente\ haben, da ihr p-Wert �uber 0.05 liegt, jedoh soll die Vergleihbarkeitmit dem Poissonmodell erhalten bleiben, weshalb die nihtsigni�kanten Kovariablenniht aus dem Modell entfernt werden. Anhand des Wertes f�ur "theta\, der hier mit 3.4Coeffiients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Interept) -1.855308 0.3980121 -4.661435 3.140122e-06rdsales -8.234623 5.9975079 -1.373007 0.1697502rdw5 2.635982 0.2513850 10.485834 0rdsales:rdw5 5.742834 3.9627112 1.449218 0.1472767(Dispersion Parameter for Negative Binomial family taken to be 1 )Null Deviane: 524.4383 on 69 degrees of freedomResidual Deviane: 78.55312 on 66 degrees of freedomNumber of Fisher Soring Iterations: 1Theta: 3.40194Std. Err.: 0.925582 x log-likelihood: 10233.61781Tabelle 5.4: summary-Tabelle des NB-Modells (5.5) der Patent-Daten



140 Kapitel 5. Anwendungsbeispieleangegeben ist, errehnet sih ein �Uberdispersionsparameter ba mit ba = 1� = 13:4 = 0:29.Dieser Wert ist im Vergleih zum vorherigen Datenbeispiel relativ gross, so dass dieszus�atzlih ein Anzeihen daf�ur ist, dass die Daten �Uberdispersion aufweisen und daherdas NB-Modell zur Modellierung der Patent-Daten gut geeignet ist. Bemerkenswertist auh, dass die Anpassung im Vergleih zum Poissonmodell nun deutlih besser ge-worden ist, was das Verh�altnis der Devianz und der Anzahl der Freiheitsgrade betri�t.Die Devianz l�asst sih aus der Tabelle mit einem Wert von 78.5 ablesen, w�ahrend 66Freiheitsgrade zur Verf�ugung stehen. Diese starke Senkung der Devianz von 377 imPoissonmodell auf nun 78.5 spriht daf�ur, dass das NB-Modell die Daten wesentlihbesser als das Poissonmodell anpasst. Es bleibt dann zu �uberpr�ufen, ob sih die vermu-tete bessere Anpassung auh in den Residuen widerspiegelt. Die Abbildung 5.13 zeigt
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Abbildung 5.13: Devianzresiduen des NB-Modells (5.5) der Patent-Datendeutlih, dass sih die Residuen mit der NB-Verteilung verbessern. W�ahrend bei derPoissonverteilung die maximalen Werte der Residuen gr�osser als 6 waren, sind hier ma-ximale Abweihungen von nur 2 zu verzeihnen. Ausserdem f�allt an der unteren linkenGraphik auf, dass die Residuen nun gleihm�assig um 0 verteilt sind, d.h. die Tendenzin den negativen Bereih, der in der Poissonregression auftrat, ist hier ausgeglihen.



5.2. Patent-Daten 141Betrahtet man zuletzt die untere rehte Graphik, so liegen die Datenpunkte zwarniht ganz auf der Winkelhalbierenden, aber die Abweihung ist deutlih geringer imVergleih zum Poissonmodell, d.h. hier kann eher eine Normalverteilung der Residuenangenommen werden. Fasst man die momentanen Ergebnisse zusammen, so ergibt sih,dass die NB-Verteilung f�ur die Struktur der Daten besser geeignet ist als die Poisson-verteilung. Ob aber die Verbesserung durh die Verwendung der NB-Verteilung grossgenug ist, um das Poissonmodell zu verwerfen, wird abshliessend anhand der p-Wert-Kurven �uberpr�uft. Zun�ahst sind in der Abbildung 5.14 die beiden p-Wert-Kurvenbez�uglih a0 und d0 abgebildet. Es wird angemerkt, dass die Kurven bez�uglih eines
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Abbildung 5.14: p-Wert-Funktionen f�ur Patent-DatenSigni�kanzniveaus von � = 0:05 gezeihnet und auh die Shnittpunkte der Kurvenmit den Levels bP = 0:05 und bP = 0:95 berehnet sind, doh lassen sih diese Wertewie zu einem Signi�kanzniveau � = 0:1 interpretieren, wenn die neue Testvorshriftwie in Kapitel 4 (4.1) beshrieben, verwendet wird, um einen weniger liberalen Test



142 Kapitel 5. Anwendungsbeispielezu garantieren. Aus der oberen Kurve bez�uglih a0 kann abgelesen werden, dass zurAkzeptanz des Poissonmodells ein Dispersionsindex von a0u = 0:37 akzeptiert werdenm�usste, der im Vergleih zum Kfz-Datenbeispiel sehr gross ist. Besser erkennt manjedoh an der unteren Kurve bez�uglih des Abstandsmasses d0, dass das Poissonmodellniht gerehtfertigt ist, da sih die Varianzen mit einem Faktor von d0u = 121 unter-sheiden, d.h. die Varianz des NB-Modells ist 121 mal so gross wie die des Poissonmo-dells. Beide Kurven lassen daher darauf shliessen, dass die �Uberdispersion so gross ist,dass das Poissonmodell verworfen werden muss. Es bleibt die Frage zu untersuhen,wie die p-Wert-Kurven verlaufen, wenn statt des maximalen gesh�atzten Erwartungs-wertes nur 90% oder 95% der Daten ber�uksihtigt werden. Daf�ur wird die in (5.3)de�nierte neue Abstandsmassfunktion verwendet. Dies ist dadurh zu rehtfertigen, daauh hier, �ahnlih wie beim Kfz-Daten-Beispiel die gesh�atzten Erwartungswerte einerelativ grosse Shwankungsbreite aufweisen, und die meisten Erwartungswerte dohdeutlih geringer als der maximale Wert sind. In der folgenden Abbildung 5.15 sind diegesh�atzten Erwartungswerte abgebildet und zus�atzlih sind mit horizontalen Linien
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Abbildung 5.15: gesh�atzter Erwartungswert f�ur Patente im NB-Modell (5.5)die 75%-, 90%- und 95%- Quantile eingetragen. Akzeptiert man, dass nur 90% derDaten die nahfolgend berehnete Shranke d0u niht �ubershreiten, so kann in der Be-rehnung des Abstandsmasses statt des maximalen Wertes maxifb�ig = 321:7 nun das90%-Quantil 72.6 verwendet werden, bzw. wenn man die maximale Abweihung im Ab-standsmass von 95% der Daten garantieren m�ohte, so muss das 95%-Quantil (111.2)



5.2. Patent-Daten 143der gesh�atzten Erwartungswerte verwendet werden. Daraus ergeben sih shliesslihdie p-Wert-Kurven bez�uglih des Abstandsmasses dQuantil0 , die in der Abbildung 5.16dargestellt sind. Doh hier ist in beiden Graphiken im Gegensatz zum Beispiel der
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Abbildung 5.16: p-Wert-Funktionen mit neuer Abstandsmassfunktion dQuanitl0shwedishen Kfz-Daten keine Verbesserung zu erkennen. Selbst wenn nur die maxi-male Abweihung von 90% der Daten durh den Wert d0u = 28:1 garantiert wird, istdieser Wert immer noh viel zu hoh, als dass er eine Akzeptanz des Poissonmodellsrehtfertigen w�urde. In der unteren Graphik erkennt man, dass f�ur 95% der Daten eineAbweihung der Varianzen von d0u = 42:5 vorliegt, d.h. in 95% der F�alle betr�agt dieVarianz des NB-Modells das 42.5-fahe der Varianz des Poissonmodells. Alle p-Wert-Kurven haben also die aus dem "summary\ und den Residuen gewonnene Vermutungbest�atigt, dass die Anpassung dieses Datensatzes nur mit der NB-Verteilung gereht-fertigt ist.



Kapitel 6ZusammenfassungZum Abshluss dieser Arbeit sollen hier noh einmal die wihtigsten Erkenntnisseund Ergebnisse zusammengefasst werden. Da die Poissonverteilung wesentlih einfa-her zu modellieren ist als die NB-Verteilung, ist es generell erw�unsht, Z�ahldatenwenn m�oglih mit einem Poissonmodell anzupassen. Das Problem, das dabei entste-hen kann, ist, dass die Daten sehr h�au�g �Uberdispersion aufweisen und somit einewihtige Modellannahme des Poissonmodells (die Gleihheit von Erwartungswert undVarianz) verletzten. Das Ziel dieser Arbeit war es nun, den Grad der �Uberdispersionzu quanti�zieren, um konkrete Aussagen tre�en zu k�onnen, ob das Poissonmodell nohakzeptabel ist, oder ob das NB-Modell gew�ahlt werden muss, um die zu hohe �Uberdi-spersion zu ber�uksihtigen. Dazu wurde zun�ahst der Zusammenhang beider Vertei-lungen ausgenutzt, d.h. es wurde die Eigenshaft verwendet, dass die NB-Verteilungdie Poissonverteilung als Spezialfall enth�alt, n�amlih genau dann, wenn der Dispersi-onsparameter der NB-Verteilung a = 0 ist. Mit Hilfe dieser Eigenshaft wurde dannein Bereihstest konstruiert, der testet, ob der gesh�atzte Dispersionsparameter gr�osserals eine vorgegebene Shranke a0 ist. Zu diesem Test wurden dann zun�ahst in einerSimulationsstudie anhand von zuf�allig erzeugten NB-Daten die Powerfunktionen be-trahtet, deren Ergebnisse auf einen stark liberalen Test shliessen liessen. Es wurdedaher die M�oglihkeit angesprohen, die Liberalit�at des Tests zu reduzieren, indemder Ablehnungsbereih des Bereihstests statt durh das Signi�kanzniveau � durh �2beshr�ankt wird. Mit Einf�uhrung dieser neuen Testvorshrift konnte die Liberalit�atdes Tests stark verkleinert werden. Anshliessend erfolgte dann anhand der Simu-lationsdaten die Untersuhung der sogenannten p-Wert-Kurven, die den wihtigstenTeil dieser Arbeit darstellen. Mit Hilfe der p-Wert-Kurven kann konkret angegebenwerden, welhe Shranken a0 des Dispersionsparameters zu akzeptieren sind, um das144



145Poissonmodell zu rehtfertigen. Es ergab sih aber aus den Kurven, dass der Dispersi-onsparameter Shwierigkeiten bereitet, den Grad der �Uberdispersion zu interpretieren,weshalb ein Abstandsmass d0 eingef�uhrt wurde, das eine anshaulihe Interpretationzul�asst. Das Abstandsmass wurde so gew�ahlt, dass es das Verh�altnis der maximalenVarianzen beider Modelle widerspiegelt, so dass es bei Fehlen von �Uberdispersion 1ergibt und bei Vorhandensein von �Uberdispersion einen Wert gr�osser 1 annimmt. DieUntersuhung der p-Wert-Kurven aus der Simulationsstudie ergab, dass die Berehnun-gen f�ur Parameters�atze mit einer grossen Datenl�ange genauer aus�elen, was auh damitzusammenh�angt, dass der Bereihstest ein asymptotisher Test ist. Weiter ergab sihanhand der Kurven, dass speziell die Ergebnisse bei der Betrahtung der p-Wert-Kurvenbez�uglih des Abstandsmasses stark von der Gr�osse des gesh�atzten Erwartungswertesabh�angen. Sind die Erwartungswerte sehr hoh, so f�uhrt dies shnell zu einem gros-sen Wert des Abstandsmasses, was wiederum die Ablehnung des Poissonmodells zurFolge hat. Abshliessend wurde der Bereihstest auf 2 konkrete Datenbeispiele ange-wendet und jeweils die p-Wert-Kurven gebildet. Im ersten Beispiel f�uhrte zun�ahst diep-Wert-Kurve bez�uglih des Abstandsmasses zu einer deutlihen Ablehnung des Pois-sonmodells, obwohl ein �ausserst geringer Dispersionsparameter vorlag. Die Ursahe f�urdie untershiedlihen Ergebnisse in den p-Wert-Kurven bez�uglih a0 und d0 lag in densehr grossen Erwartungswerten. Durh die Einf�uhrung eines neuen Abstandsmasses,das die maximale Abweihung in den Varianzen von nur 90% der Daten ber�uksihtigt,sind allerdings p-Wert-Kurven entstanden, aus denen Werte f�ur d0 abgelesen werdenkonnten, die eine Annahme des Poissonmodells rehtfertigten. Das zweite Beispiel da-gegen lieferte p-Wert-Kurven, die allesamt gegen das Poissonmodell sprahen. Durhdas Abstandsmass d0 ergab sih n�amlih, dass die Varianz des NB-Modells ein gros-ses Vielfahes der Varianz des Poissonmodells betrug, was ein deutliher Hinweis aufzu grosse �Uberdispersion in den Daten war, weshalb in diesem Fall der Wehsel vomeinfahen Poissonmodell zum aufwendigeren NB-Modell unbedingt erforderlih wurde.



AnhangDas folgende Programm dient zur Erstellung der Powerfunktion, wie in Abshnitt 3.3.2beshrieben.powerfunktion_funtion(a0,a,beta,x,alpha){n_length(x)now <- pro.time()X_matrix(1,nrow=n,nol=2)X[,2℄_xmu_rep(0,n)muhut_matrix(0,nrow=n,nol=300)ahut_rep(0,300)betahut_matrix(0,nrow=2,nol=300)Z_matrix(0,nrow=n,nol=300)sigmahut_rep(0,300)phi_rep(0,300)kr_rep(0,300)#Berehnung des wahren Erwartungswertesfor ( i in (1:n)){mu[i℄_exp(X[i,℄%*%beta)}for ( k in (1:300)){#Erzeugung der NB-ZufallsvariablenZ[,k℄_rnegbin(mu,theta=1/a)#Shaetzung der Parameter a und betaout_glm.nb(Z[,k℄~x,link=log,ontrol=glm.ontrol(maxit=500))146



Anhang 147ahut[k℄_1/out$thetabetahut[,k℄_(out$oef[1℄,out$oef[2℄)#Berehnung des geshaetzten Erwartungswertesfor ( i in (1:n)){muhut[i,k℄_exp(X[i,℄%*%betahut[,k℄)}#Berehnung von sigmahutinnen_matrix(0,nrow=n,nol=151)innensum_rep(0,n)for ( i in (1:n)){innen[i,1℄_((1/ahut[k℄)^(-2))for ( j in (1:150)){innen[i,j+1℄_((1/ahut[k℄+j)^(-2))*(1-NBVtlg(j-1,ahut[k℄,muhut[i,k℄))}innensum[i℄_sum(innen[i,℄)-ahut[k℄*muhut[i,k℄/(muhut[i,k℄+1/ahut[k℄)}ibetaazw_ahut[k℄^(-4)*sum(innensum)ibetaainv_1/ibetaazwsigmahut[k℄_sqrt(ibetaainv)#Berehnung der Teststatistikphi[k℄_pnorm((ahut[k℄-a0)/sigmahut[k℄)if (phi[k℄<= alpha) kr[k℄_1else kr[k℄_0}poweraa0_sum(kr)/300speed <- pro.time() - nowprint("time spent")print(speed)return(list(ahut=ahut,betahut=betahut,muhut=muhut,sigmahut=sigmahut,phi=phi,poweraa0=poweraa0,speed=speed))}



148 AnhangF�ur das eben beshriebene Programm werden noh die Programme "NBVtlg\ und"fnbinom\ ben�otigt, wobei "fnbinom\ die Dihte, und "NBVtlg\ die Verteilungsfunktionder NB-Verteilung f�ur stetige Parameterwerte a berehnet.fnbinom_funtion(y,a,mu){ zaehler_gamma(y+1/a)nenner_gamma(1/a)*fak(y)if (zaehler==Inf) zaehler_1e300if (nenner==Inf) nenner_1e300erg_zaehler/nenner*(mu/(1/a+mu))^y*((1/a)/(1/a+mu))^(1/a)return(erg)}NBVtlg_funtion(y, a, mu){ vertvektor <- rep(0, y + 1)for(i in (0:y)) {vertvektor[i + 1℄ <- fnbinom(i, a, mu)}summe <- sum(vertvektor)return(summe)}Das nun folgende Programm "a0quer\ erzeugt die notwendigen Daten zur Erstellungvon 20 vershiedenen p-Wert-Kurven pro Parametersatz. Es gibt zus�atzlih die durh-shnittlihen Shnittpunkte �a0l und �a0u der p-Wert-Kurven mit den Levels bP = 0:95und bP = 0:05 aus. Dieses Programm ist in Abshnitt 3.3.4 n�aher erl�autert.a0quer_funtion(x,beta,a){n_length(x)Y_matrix(0,nrow=n,nol=20)ahut_rep(0,20)betahut_matrix(0,nrow=2,nol=20)muhut_matrix(0,nrow=n,nol=20)sigmahut_rep(0,20)



Anhang 149a0l_rep(0,20)a0u_rep(0,20)for (k in (1:20)){#Erzeugung der NB-ZufallsvariablenY[,k℄_nbzv(x,beta,a)#Shaetzung der Parameter beta und aout_glm.nb(Y[,k℄~x,link=log)ahut[k℄_1/out$thetabetahut[,k℄_(out$oef[1℄,out$oef[2℄)#Erzeugung der Design-Matrix XX_matrix(1,nrow=n,nol=2)X[,2℄_x#Berehnung des geshaetzten Erwartungswertesfor ( i in (1:n)){muhut[i,k℄_exp(X[i,℄%*%betahut[,k℄)}#Berehnung von sigmahutinnen_matrix(0,nrow=n,nol=151)innensum_rep(0,n)for ( i in (1:n)){innen[i,1℄_((1/ahut[k℄)^(-2))for ( j in (1:150)){innen[i,j+1℄_((1/ahut[k℄+j)^(-2))*(1-NBVtlg(j-1,ahut[k℄,muhut[i,k℄))}innensum[i℄_sum(innen[i,℄)-ahut[k℄*muhut[i,k℄/(muhut[i,k℄+1/ahut[k℄)}ibetaazw_ahut[k℄^(-4)*sum(innensum)ibetaainv_1/ibetaazwsigmahut[k℄_sqrt(ibetaainv)#Berehnung der Shnittppunkte a0l und a0ua0l[k℄_ahut[k℄-(1.645*sigmahut[k℄)



150 Anhanga0u[k℄_ahut[k℄+(1.645*sigmahut[k℄)}#Berehnung der durhshnittlihen Shnittpunktea0lquer_sum(a0l)/20a0uquer_sum(a0u)/20return(list(Y=Y,ahut=ahut,betahut=betahut,muhut=muhut,sigmahut=sigmahut,a0l=a0l,a0u=a0u,a0lquer=a0lquer,a0uquer=a0uquer))}In diesem Programm erfolgt die Erzeugung der NB-Zufallsvariablen �uber einen Pro-grammaufruf "nbzv\, in welhem zun�ahst der wahre Erwartungswert berehnet wirdund shliesslih durh den in Splus implementierten Befehl "rnegbin\ die Zufallsvaria-blen mit den gew�unshten Parametern erzeugt werden.nbzv_funtion(x,beta,a){ n_length(x)#Berehnung des wahren Erwartungswertes muX_matrix(1,nrow=n,nol=2)X[,2℄_xmu_rep(0,n)for ( i in (1:n)){ mu[i℄_exp(X[i,℄%*%beta)}#Erzeugung von Zufallsvariablen mit Parameter a und muY_rnegbin(mu,theta=1/a)return(Y)}Die Programme "pwertaneu\ und "pwertdneu\ dienen shliesslih der Erstellung der p-Wert-Kurven, einmal bez�uglih des Parameters a0 und einmal bez�uglih des Abstands-masses d0. Voraussetzung ist, dass die Daten, die im vorherigen Programm "a0quer\berehnet wurden, unter einem Namen "-out\ abgespeihert wurden. Auh diese Pro-gramme wurden bereits in Abshnitt 3.3.4 beshrieben. Da sih das Programm "pwerta-neu\ von "pwertdneu\ kaum untersheidet (es entf�allt nur die Berehnung f�ur d0), isthier nur das Programm "pwertdneu\ f�ur den 1.PS als Beispielprogramm aufgef�uhrt.



Anhang 151pwertdneu_funtion(out){n_25a0_seq(0.02,1.4,0.02)m_length(a0)Phi_matrix(0,nol=20,nrow=m)D0_matrix(0,nol=20,nrow=m)for (k in (1:20)){for (j in (1:m)){Phi[j,k℄_pnorm((out$ahut[k℄-a0[j℄)/out$sigmahut[k℄)D0[j,k℄_1+a0[j℄*max(out$muhut[,k℄)}}yr_range(0,1)dr_range(D0)phi1_Phi[,1℄plot(D0[,1℄,phi1,xlab="d0",ylab="p-Wert",xlim=dr/2,ylim=yr,type="l",lty=2)box(n=1)title(ex=0.8,main="1.Parametersatz, d=2.41, range mu klein, n=25")for (k in (2:20)){phi_Phi[,k℄par(new=T)plot(D0[,k℄,phi,xlab="",ylab="",main="",xlim=dr/2,ylim=yr,type="l",lty=2)abline(0.05,0,lty=1)abline(0.95,0,lty=1)abline(v=2.41,lty=4)abline(v=1.63,lty=1)abline(v=2.63,lty=1)}#return(Phi)}
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