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Kapitel 1EinleitungWir beginnen die Einleitung mit einer Motivation aus Siht eines Versiherungsunternehmens.Die Deregulierung des Versiherungsmarktes in Deutshland f�uhrte vor allem in der Kraftfahr-zeugversiherung zu neuen Tarifen mit neuen Kriterien wie gefahrene Jahreskilometer, Garage,Geshleht et. Folgende Probleme stellen sih seitdem einem Versiherungsunternehmen: Ist dieEinf�uhrung eines neuen Merkmals wie Garage sinnvoll? Wenn bei zwei Kriterien eine Erm�a�i-gung der Pr�amie gerehtfertigt ist, sollen dann auh beide Merkmale zugleih eingesetzt werden?Als Beispiel dazu f�uhren wir die untershiedlihe Handhabung der Rabatte aufgrund des Ge-shlehts (Frau) und aufgrund der Fahrleistung (geringe Jahreskilometer) an. Woran erkenntman einen Versiherungsnehmer mit geringem oder hohem Unfallrisiko? Im folgenden er�orternwir, warum Versiherungsunternehmen (VU) ihre Tarife di�erenzieren m�ussen, wenn andere dastun. Wir nehmen einen sehr vereinfahten Markt an mit zwei Typen von Versiherungsnehmern,Typ A mit geringem Unfallrisiko und Typ B mit hohem Unfallrisiko, sowie zwei VU I und II.VU I legt f�ur alle Versiherungsnehmer eine gleihe Pr�amie � fest, w�ahrend VU II von A diePr�amie �A und von B die Pr�amie �B verlangt. Wenn jeder Versiherungsnehmer sih das VUausw�ahlen darf, so besitzen die VU I und II nur dann positive Marktanteile, wenn �A < � < �Bgilt. Die guten Risiken werden eher von VU I zu II wehseln, so da� der Anteil von A in VUII steigt (Gegenselektion f�ur VU I mangels Di�erenzierung). VU I mu� die Pr�amie � erh�ohen.Shlie�lih sind alle Versiherungsnehmer der Gruppe A in VU II, und f�ur die letztlihe Pr�amiegilt: � > �A. Wenn au�erdem � < �B, so werden alle unfalltr�ahtigen Versiherungsnehmer vonVU II zu I wehseln. (Der Fall � > �B ist uninteressant.) Am Ende dieser Entwiklung gibt eszwei M�oglihkeiten:1) � = �B: Alle Versiherungsnehmer vom Typ A sind bei VU II, was II einen Vorteil versha�t.2) � < �B : Alle Versiherungsnehmer vom Typ B sind bei VU I, alle vom Typ A bei VU II.Diese Motivation zeigt die Notwendigkeit, ein Verfahren zu �nden, das die wihtigen Merkmalezur Tari�erung aus einer Vielzahl von m�oglihen Merkmalen heraus�ltert, potentielle Wehsel-wirkungen mit anderen Merkmalen erkennt und das vorhandene Datenmaterial m�oglihst gutanpa�t.Da die Tarifbildung in der Kraftfahrzeugversiherung auf der Anzahl der Sh�aden fu�t, bietet1



KAPITEL 1. EINLEITUNG 2sih als Ausgangsmodell f�ur die Analyse dieser Z�ahldaten ein Regressionmodell mit Poissonver-teilungsannahme an, �ahnlih wie die Normalverteilungsannahme Grundlage f�ur stetige Datenist. Bew�ahrt haben sih in den vergangenen drei Jahrzehnten die Analysen auf der Basis vonverallgemeinerten linearen Modellen, zu denen u. a. die Regressionsmodelle mit Poissonvertei-lung geh�oren. Nun besitzt die Poissonverteilung die reht strenge Eigenshaft, da� die Varianzgenauso gro� ist wie der Erwartungswert ist. In der Praxis der Datenanalyse stellt sih jedoh oftheraus, da� die Varianz in den Daten (bei gegebenen Regressoren) gr�o�er als der Erwartungswertist. Zwar werden die Parameter des Modells in dieser Situation noh korrekt gesh�atzt, wenndie Spezi�zierung des Erwartungswerts rihtig ist, doh die Varianz der Parametersh�atzer wirduntersh�atzt. Das f�uhrt bei Hypothesentests auf die Signi�kanz eines Regressors zu einem zuoptimistishen Erkennen der Signi�kanzen. Darum ben�otigen wir Tests, die die G�ultigkeit einesPoissonmodells bei dem Verdaht auf Verletzung der Gleihheit von Varianz und Erwartungs-wert feststellen k�onnen. Falls ein derartiger Test zur Ablehnung der Poissonverteilungsannahmef�uhrt, ist es �ublih, die Poissonverteilung in eine allgemeinere Familie von Verteilungen einzu-betten und die Regressionsanalyse mit der allgemeineren Verteilungsfamilie fortzusetzen.Diese Ideen stellen das Programm der Diplomarbeit dar.Der erste Teil von Kapitel 2 f�uhrt in die Theorie der verallgemeinerten linearen Modelle mitShwerpunkt auf dem Poissonmodell ein. Sodann beshreiben wir vershiedene Mehanismen, dieeine f�ur die Poissonverteilung zu gro�e Varianz erzeugen, sowohl innerhalb der verallgemeinertenlinearen Modelle als auh mit Hilfe der stohastishen Prozesse und stellen zwei Modellierungs-ans�atze vor. Der folgende Teil des zweiten Kapitels ist ein theoretisher Shwerpunkt der Arbeit.In ihm behandeln wir die asymptotishen Verteilungen des Likelihood-Quotienten- und des La-grangeshen Multiplikatoren-Tests unter vershiedenen Voraussetzungen. Es folgt Kapitel 3 miteiner Anwendung des Lagrangeshen Multiplikatoren-Tests, um den Zusammenhang zwishenVarianz und Erwartungswert zu �uberpr�ufen. Als Beispiele werden drei Teststatistiken entwikelt,mit denen wir die G�ultigkeit eines Poissonmodells beurteilen k�onnen. Shlie�lih untersuhen wirin Kapitel 4 einen Datensatz mittels der zuvor entwikelten Verfahren und Diagnosekennzahlen.



Kapitel 2Theoretishe Grundlagen
2.1 Verallgemeinerte lineare ModelleIn diesem Abshnitt betrahten wir eine Klasse von statistishen Modellen, die eine Verallge-meinerung des klassishen linearen Modells sind. Diese sogenannten verallgemeinerten linearenModelle (GLMe) beinhalten u.a. lineare und Poisson-Regression als Spezialf�alle. Wir beshrei-ben im folgenden die Komponenten eines GLMs, eine Methode zum Sh�atzen der Parametersowie kurz ihr asymptotishes Verhalten und ein Ma� f�ur die Anpassungsg�ute.2.1.1 DatenstrukturWir betrahten die �ublihe Regressionsstruktur, bei der eine univariate Variable y, die Zielvaria-ble, durh einen Vektor x = (x1; : : : ; xp)T von Regressoren xj, j = 1; : : : ; p, erkl�art werden soll.Andere, gel�au�ge Bezeihnungen f�ur y sind abh�angige Variable oder Response, w�ahrend xj auherkl�arende Variable, Kovariable oder unabh�angige Variable hei�t. Die Zielvariable kann eine ste-tige, reelle Variable (wie im linearen Modell), nihtnegativ, eine Z�ahlvariable oder bin�ar sein. DieRegressoren k�onnen sowohl als metrishe wie auh als qualitative (geordnete oder ungeordnetekategorishe) Variablen oder gemisht vorliegen. Wir lassen deterministishe und stohastisheRegressoren zu, solange in den einzelnen Abshnitten keine Angaben dazu gemaht werden.Desweiteren seien n Beobahtungen (yi;xi) von (y;x) gegeben. Wir fassen die yi als eine Reali-sierung der Zufallsvariablen Yi auf, die gegeben xi unabh�angig verteilt sind mit Erwartungswert�i.2.1.2 Komponenten des GLMs(i) zuf�allige KomponenteDie Verteilung von Yi geh�ort zur exponentiellen Familie, die die allgemeine Gestalt hatfYi(yi; �i; �) = expfyi�i � b(�i)a(�) + (yi; �)g (2.1)3



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 4mit spezi�shen Funktionen a(:), b(:) und (:). Dabei hei�en �i kanonisher Parameter und� Skalenparameter.De�nition und Beispiel 2.1 (Poissonverteilung als Mitglied der exponentiellenFamilie) Y sei eine Zufallsvariable mit Werten in IN0. Y hat genau dann eine Poisson-verteilung mit Parameter �; � > 0; wenn die Wahrsheinlihkeitsfunktion lautetfY (y;�) = �yy! e��.Wir shreiben: Y � Poi(�).Durh Umformen der Wahrsheinlihkeitsfunktion fY (y;�) = expfy ln� � � � ln y!g undmittels der Festlegung � := ln�, � := 1 sowie a(�) = 1, b(�) = exp �, (y; �) = � lny! istgezeigt, da� die Poissonverteilung zur exponentiellen Familie geh�ort.W�ahrend die Funktion (:) nur der Normalisierung dient, ist vor allem die Funktion b(:)zur Charakterisierung der Verteilungseigenshaften wihtig. Wir shreiben `(�i; �; yi) :=ln fYi(yi; �i; �) f�ur die log-Likelihoodfunktion, die wir als Funktion von �i und � betrahten,wenn yi gegeben ist. Der Erwartungswert �i und die Varianz von Yi k�onnen leiht aus derbekannten Formel (f�ur einen Beweis siehe z. B. Casella/Berger [1990, S. 309℄)E � �`��i� = 0 (2.2)und der Informationsgleihung (s. Casella/Berger [1990, S. 312℄)E  �2`��2i !+E � �`��i�2 = 0 (2.3)hergeleitet werden.Wir erhalten aus (2.1) `(�i; �; yi) = yi�i � b(�i)a(�) + (yi; �)sowie �`��i = �yi � b0(�i)� =a(�) (2.4)und �2`��2i = �b00(�i)=a(�). (2.5)Aus (2.2) und (2.4) ergibt sih0 = E � �`��i� = ��i � b0(�i)� =a(�)und damit der Erwartungswert von Yi gegeben xiE(Yi) = �i = b0(�i). (2.6)



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 5Analog ermitteln wir mit (2.3) { (2.5) zun�ahst0 = E ��b00(�i)a(�) �+E "�Yi � b0(�i)a(�) �2# = �b00(�i)a(�) + E(Yi �E(Yi))2a2(�) = �b00(�i)a(�) + VarYia2(�)und dann die Varianz von Yi VarYi = b00(�i)a(�). (2.7)Der zweite Term auf der linken Seite von (2.3) ist gerade die Fisher-Information, so da�wir die Varianz von Yi auh als Vielfahes der Fisher-Information au�assen k�onnen.Wir sehen in (2.7), da� die Varianz das Produkt aus zwei Funktionen ist. Die erste Funkti-on, b00(�i), h�angt ausshlie�lih vom kanonishen Parameter und folglih vom Erwartungs-wert ab. Wir nennen sie die Varianzfunktion und shreiben, indem wir sie als Funktionvon �i betrahten, V (�i).Beispiel 2.2 (Erwartungswert und Varianz der Poissonverteilung als Funktiondes kanonishen Parameters) Wir bestimmen den Erwartungswert und die Varianzeiner Poisson-verteilten Zufallsvariable Y mit Hilfe der Formeln (2.6) und (2.7). Es gilt:b(�) = exp � und a(�) = 1.Daraus folgt E(Y ) = b0(�) = exp � und VarY = b00(�)a(�) = exp �.Die Funktion a(�) besitzt h�au�g die Gestalt a(�) = �=!i, wobei !i ein bekanntes Gewihtist. Bei ungruppierten Daten, d.h. jede Beobahtung entspriht genau einer Einheit (z. B.Individuum), w�ahlen wir !i = 1. Der Fall !i 6= 1 tritt bei gruppierten Daten ein: Wennbei mehreren Beobahtungen (yi;xi) die Werte der Regressoren identish sind, fassen wirdie Beobahtungen so zusammen, da� nur noh vershiedene Regressorkombinationen ver-bleiben. Zus�atzlih ermitteln wir pro Regressorkombination die Anzahl der beobahtetenWiederholungen mk sowie das arithmetishe Mittel der urspr�unglih individuellen Zielva-riablen. In einem neuen Regressionsmodell mit dem arithmetishen Mittel als Zielvariablesind die Gewihte !k = mk. Anstelle des arithmetishen Mittels k�onnen wir als neueZielvariable auh die Summe der einzelnen Zielvariablen in einer Regressorkombinationbetrahten. Dann ergeben sih die Gewihte !k = 1=mk.(ii) systematishe KomponenteDie Regressoren werden durh einen linearen Pr�adiktor �i = xTi � = Ppj=1 xij�j in dasModell eingef�uhrt, wobei � = (�1; : : : ; �p)T ein Vektor mit unbekannten Parametern ist,die aus den Daten gesh�atzt werden sollen. In obiger Formel bedeutet xij, da� es sih umden Wert des j-ten Regressors bei der i-ten Beobahtung handelt.Zu dem Vektor xi ist das gleihe zu sagen, was bereits im linearen Modell gilt: H�au�g wirdeine Konstante, der sogenannte Interept, hinzugef�ugt, so da� der Regressorvektor die Ge-stalt (1;xi)T annimmt. Metrishe Regressoren k�onnen auh nihtlineare Transformationenf(zl) der "zugrundeliegenden\ Variablen zl sein. Ein kategorieller Regressor mu� zuvor alsDummyvektor umkodiert werden. Wihtig bei dem Ansatz der GLMe ist die Linearit�at in�.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 6(iii) Verbindung zwishen zuf�alliger und systematisher KomponenteZuletzt m�ussen wir in unserem Modell die zuf�allige Komponente, d.h. die Verteilung, mitder systematishen, dem Pr�adiktor, verbinden. Das geshieht mit Hilfe einer monotonen,di�erenzierbaren Funktion g, die den Erwartungswert als Funktion des Pr�adiktors auffa�t:g(�i) = �i bzw. �i = g�1(�i).g hei�t Linkfunktion.F�ur jede Verteilung der exponentiellen Familie gibt es eine spezielle Linkfunktion, diedie Existenz einer suÆzienten Statistik garantiert. Diese kanonishe Linkfunktion, wie siegenannt wird, ist durh die Bedingung �i = �i de�niert.Beispiel 2.3 (kanonishe Linkfunktion der Poissonverteilung) F�ur das Regressionsmo-dell mit Poissonverteilung ist die log-Linkfunktion g(�) = ln� die kanonishe Linkfunktion,weil aus b(�) = exp � folgt � = b0(�) = exp �, so da� die Bedingung � = � erf�ullt ist, wenn� = ln�( = ln(exp �) = �).Zusammenfassend halten wir fest, da� ein GLM vollst�andig harakterisiert ist durh die dreiKomponenten� den Typ der exponentiellen Familie� den Vektor mit den Regressoren (Designvektor)� die Linkfunktion.2.1.3 ML-Sh�atzung der ParameterNah Einf�uhrung des GLMs besteht die Regressionsanalyse darin, da� wir die Parameter �j ,j = 1; : : : ; p, sh�atzen m�ussen. Da wir annehmen, die zugrundeliegende Verteilung vollst�andigund korrekt zu kennen, liegt es nahe, die Maximum Likelihood-Methode (ML-Methode) zubenutzen. Zur Vollst�andigkeit wiederholen wir kurz diese Methode.De�nition 2.4 (Maximum Likelihood) Wir nehmen an, da� eine Zufallsvariable Y , gege-ben den Designvektor x und den Parametervektor #, die (stetige oder diskrete) Dihte f(yjx; #)besitzt. Diese Dihte, wenn wir sie als Funktion der Parameter bei festem y au�assen, nennenwir Likelihoodfunktion und shreiben L(#) = f(yjx; #) .Liegt nun eine Stihprobe mit n unabh�angigen Realisierungen vor, so hat die Likelihoodfunktiondie Gestalt eines Produkts L(#) = nYi=1 f(yijx; #) .



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 7Das ML-Prinzip zur Konstruktion eines Sh�atzers #̂ beruht auf der Maximierung dieser FunktionL(#̂) = max# L(#).Die Idee der Likelihood-Methode l�a�t sih anshaulih f�ur diskrete Dihten erkl�aren. Die Likelihood-Methode w�ahlt denjenigen Wert von # als Sh�atzer aus, f�ur den die Wahrsheinlihkeit, da� diegegebenen Werte y1; : : : ; yn angenommen werden, am gr�o�ten ist (s. Fahrmeir/K�unstler/Pigeot/Tutz [1997, S. 379℄).Um ML-Sh�atzer f�ur die �j zu erhalten, setzen wir ferner voraus, da� der Skalenparameter� bekannt ist und da� die Matrix X = (xT1 ; : : : ;xTn )T mit xTi = (xi1; : : : ; xip) vollen Spaltenrangp besitzt. Maximierung der Likelihoodfunktion einer Beobahtung i ist gleihbedeutend mit derMaximierung ihres oft leihter handhabbaren Logarithmus `i, da das Logarithmieren eine strengmonotone Transformation ist:`i(�i) = ln fY (yi; �i; �) = yi�i � b(�i)a(�) + (yi; �).F�ur die gesamte Stihprobe ergibt sih die Summe ` =Pni=1 `i.Wir bestimmen die ML-Sh�atzer �̂j von �j , indem wir die partiellen Ableitungen von `i nah �jmit Hilfe der Kettenregel bilden und gleih Null setzen:�`��j = nXi=1 �`i��j = nXi=1 �`i��i ��i��i ��i��j = nXi=1 yi � �ia(�) 1V (�i) ��i��j = 0 j = 1; : : : ; p (2.8)Beispiel 2.5 (ML-Sh�atzung bei der Poissonverteilung) Wir nehmen an, da� y1; : : : ; ynRealisierungen Poisson-verteilter Zufallsvariablen gegeben die zugeh�origen Regressoren xi1; : : : ; xip,i = 1; : : : ; n; sind. Die Matrix X = (xT1 ; : : : ;xTn )T besitze Rang p. Desweiteren w�ahlen wir den ka-nonishen Link als Linkfunktion. Nun bestimmen wir den ML-Sh�atzer �̂ von � = (�1; : : : ; �p)T .Die log-Likelihoodfunktion lautet`(�) = lnL(�) = nXi=1 yixTi � � exp (xTi �)� ln yi! mit xi = (xi1; : : : ; xip)T .Somit l�ost �̂j nah (2.8) die Gleihung�`��j = nXi=1(yi � expf pXk=1xik�kg) expf pXk=1xik�kg!�1 expf pXk=1 xik�kgxij = 0 j = 1; : : : ; p(2.9)und �̂ das Gleihungssystem �`�� = nXi=1(yi � expfxTi �g)xi = 0 .Nun ist aber das Kriterium, Nullstelle der ersten partiellen Ableitung zu sein, niht hinreihenddie Bestimmung eines Maximums. Aufshlu� versha�en uns die zweiten partiellen Ableitungen�2`��j��r = � nXi=1 expf pXk=1 xik�kgxirxij j; r = 1; : : : ; p (2.10)



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 8Daraus ergibt sih die Hesse-Matrix HH(�) = �2`����0 = � nXi=1 exp (xTi �)xixTi .Da H negativ de�nit ist, ist ` global konkav, so da� der ML-Sh�atzer �̂ als lokales Maximumvon ` mit dem globalen Maximum �ubereinstimmt.Wie im obigen Beispiel sind auh im allgemeinen die Likelihoodgleihungen (2.8) niht-linear in �, weswegen es gew�ohnlih keine analytishe L�osung f�ur �̂ gibt, sondern die Glei-hungen numerish mit Hilfe eines Iterationsalgorithmus (z. B. der Newton-Raphson-Methode,s. Fahrmeir/Tutz [1994, S. 40 f℄ und f�ur weitere Referenzen MCullagh/Nelder [1989, S. 43℄)gel�ost werden m�ussen.2.1.4 Asymptotishe Eigenshaften des ML-Sh�atzersEine weitere Konsequenz, die sih aus dem Fehlen einer analytishen L�osung f�ur �̂ ergibt, ist,da� wir exakte Ergebnisse �uber die Verteilung von �̂ nur shwer erhalten. Darum basieren dieFolgerungen auf asymptotishen Ergebnissen.Zun�ahst geben wir die "Regularit�atsbedingungen\ an, unter denen Konsistenz und asymptoti-she Normalverteilung des ML-Sh�atzers gelten (s. Cameron/Trivedi [1998, S. 23 f.℄):(i) Die Wahrsheinlihkeitsfunktion oder Dihte f(y;x; �) ist vollst�andig bekannt und injektivin �.(ii) Der Parameterraum � mit � 2 � ist endlihdimensional, abgeshlossen und kompakt.(iii) Die ersten drei Ableitungen von ` nah � existieren und sind stetig und beshr�ankt.(iv) Die Reihenfolge von Di�erentiation und Integration der Likelihoodfunktion kann ver-tausht werden.(v) Die Regresorvektoren xi; i = 1; : : : ; n; gen�ugen den Bedingungen(a) xTi xi <1(b) E(w2i )Pni=1 E(w2i ) = 0 mit wi = xTi �`��() limn!1 Pni=1 E(w2i j
i�1)Pni=1 E(w2i ) = 1 , wobei 
i�1 = (x1;x2; : : : ;xi�1)TDie erste Bedingung sihert, da� ` ein eindeutiges Maximum hat. Die zweite Bedingung shlie�tm�oglihe Probleme an den R�andern von � aus und kann gelokert werden, falls z. B. ` globalkonkav ist. Bei der dritten Bedingung reiht oft shon die Existenz der Ableitungen bis zurzweiten Ordnung. Die vierte Bedingung ist eine Shl�usselbedingung, die solhe Wahrsheinlih-keitsfunktionen und Dihten ausshlie�t, bei denen der Wertebereih der yi von � abh�angt. Dieletzte Bedingung sorgt daf�ur, da� nur Beobahtungen eingehen, deren Anteil an der Likelihood



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 9niht zu gro� ist.Im folgenden skizzieren wir die Beweisidee zur Konsistenz und asymptotishen Normalverteilungdes ML-Sh�atzers, wie sie sih in Winkelmann [1996, S. 61℄ be�ndet. Der ausf�uhrlihe Beweissteht z. B. in Cox/Hinkley [1973, S. 288 f, S. 294℄. Wir nehmen an, da� die Dihte im Regres-sionsmodell korrekt spezi�ziert ist, d. h. es gibt einen wahren Parameterwert �0, f�ur den derdatenerzeugende Proze� der yi die Dihte f(yijxi; �0) hat. Durh eine multivariate Taylorent-wiklung des Gradienten �`�� , den wir mit g(:) bezeihnen, im Punkt �0 erhalten wirg(�̂) � g(�0) +H(�0)(�̂ � �0) mit H(�) = �g��0 = �2`����0 .Diese Gleihung formen wir wegen g(�̂) = 0 nah (2.8) um zupn(�̂ � �0) � �� 1nH(�0)��1 1png(�0) . (2.11)Wir betrahten nun die beiden Terme auf der rehten Seite. Bei dem Term in der Klammerhandelt es sih um ein Mittel, so da� wir das Gesetz der gro�en Zahlen darauf anwenden unddie Unabh�angigkeit der Stihprobe ausnutzen:� 1nH(�0) = � 1n nXi=1Hi(�0) p�! I ,wobei Hi die Hesse-Matrix der i-ten Beobahtung und I = �E( �2`����T ) die Fisher-Informations-matrix (n�aheres s. Anhang A) ist. Auf den zweiten Term der rehten Seite von (2.11) wendenwir Liapunovs Zentralen Grenzwertsatz (s. Rao [1973, S. 127℄) an und bekommen1png(�0) d�! N (0;I) .Bei den beiden Grenz�uberg�angen haben wir stillshweigend die InformationsgleihungE( �2`��i��j ) = �E( �`��i �`��j ) i; j = 1; : : : ; p (2.12)ausgenutzt, die aus der dritten und vierten Regularit�atsbedingung folgt. Shlie�lih ergibt sihpn(�̂ � �0) d�! N (0;I�1) .Damit haben wir gezeigt, da� �̂ ein konsistenter Sh�atzer f�ur �0 ist und da� �̂ asymptotishnormalverteilt ist. Au�erdem besitzt der ML-Sh�atzer die w�unshenswerte Eigenshaft, da� seineasymptotishe Kovarianzmatrix die untere Cramer-Rao-Shranke erreiht (s. Cox/Hinkley [1974,S. 304℄) und somit asymptotish eÆzient ist.2.1.5 Goodness of �t-Ma�eDevianzIm vorangegangenen Abshnitt haben wir eine Methode zur Sh�atzung der Parameter kennenge-lernt sowie einige wihtige Eigenshaften dieser Sh�atzer. Wir ben�otigen jetzt ein Ma�, das uns



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 10anzeigt, wie gut die gefundenen Sh�atzer (und damit das Modell) an die Datenstruktur angepa�tsind. F�ur ein solhes Ma� verwenden wir erneut die log-Likelihoods.Um die grundlegende Idee darzustellen, l�osen wir uns von unseren gegebenen Regressoren. Wennuns n Beobahtungen vorliegen, k�onnen wir beliebige Modelle mit bis zu n Parametern daran an-passen. Da einfahste Modell, das Nullmodell, besitzt einen einzigen Parameter �, der zu einemgemeinsamen gesh�atzten Wert �̂ f�ur alle Beobahtungen f�uhrt. Damit ordnet das Nullmodelldie gesamte Variation zwishen den Beobahtungen der zuf�alligen Komponente zu. Das andereExtrem ist das volle Modell mit n Parametern. Wir k�onnen im vollen Modell die Parameterdurh L�osen eines linearen Gleihungssystems mit n Gleihungen und n Parametern bestimmen.Auf diese Weise ordnet das volle Modell die gesamte Variation in den Beobahtungen der syste-matishen Komponente zu und �uberl�a�t keine der zuf�alligen Komponente. In der Praxis ist dasNullmodell zu einfah und das volle Modell niht aussagekr�aftig genug, denn es fa�t die Datenniht in ihrer wesentlihen Struktur zusammen, sondern gibt sie vollst�andig wieder. Trotzdemdient uns das volle Modell als Ausgangspunkt, um die Diskrepanz zu einem Zwishenmodell mitp Parametern zu messen.Wir setzen im folgenden voraus, da� der Skalenparameter � bekannt ist oder zumindest festgew�ahlt. Mit `(�̂) bezeihnen wir die log-Likelihood des zu untersuhenden Modells mit den pParametern, w�ahrend `(y) die log-Likelihood des vollen Modells bezeihnet, denn y ist im vollenModell derjenige Sh�atzer, der die log-Likelihood maximiert. Nun k�onnen wir ein Ma� f�ur dieAnpassungsg�ute de�nieren.De�nition 2.6 (Devianz) Die skalierte Devianz D� ist de�niert durhD�(y; �̂; �) = �2[`(�̂)� `(y)℄ .Somit ist die skalierte Devianz eine Funktion von y und �̂, die durh a(�) geteilt wird. �Ubliher-weise multiplizieren wir D� mit dem Faktor a(�) und erhalten die Devianz D:D(y; �̂) = �2a(�)[`(�̂)� `(y)℄ .Beispiel 2.7 (Devianz im Poissonmodell) In Beispiel 2.5 haben wir die log-Likelihood imPoissonmodell bestimmt. Da wir aus Beispiel 2.2 wissen, da� f�ur die Poissonverteilung a(�) = 1gilt, stimmen die Devianz D und die skalierte Devianz D� �uberein. Wir erhaltenD(y; �̂) = D�(y; �̂) = �2[`(�̂)� `(y)℄= �2f nXi=1(yi ln �̂i � �̂i � ln yi!)� (yi ln yi � yi � ln yi!)g= 2f nXi=1 yi ln(yi=�̂i)� (yi � �̂i)g, (2.13)wobei yi ln yi = 0 gesetzt wird, wenn yi = 0.Bei der kanonishen Linkfunktion �i = exp(xTi �) mit Regressoren, die einen Interept enthalten,xTi = (1; xi2; : : : ; xip) vereinfaht sih die Devianz. Denn f�ur i = 1; : : : ; n gilt ��i��1 = �i und f�ur



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 11den ML-Sh�atzer �̂i = exp(xTi �̂) nah (2.9): �`��1 = Pni=1(yi � �̂i) = 0. Wir k�onnen also denletzten Term in (2.13) wegfallen lassen und erhaltenD(y; �̂) = 2 nXi=1 yi ln(yi=�̂i).Wir bemerken, da� die Konstante 2 in der De�nition der Devianz lediglih der Normalisierungdient, damit im Falle der Normalverteilung die Devianz mit der Residuenquadratsumme �uber-einstimmt. Dadurh ist sofort klar, da� die Devianz eine �2-Verteilung mit n�p Freiheitsgradenbei Modellen mit Normalverteilung hat. Bei anderen Verteilungen l�a�t sih zeigen (s. Satz 2.24),da� die Devianz asymptotish �2n�p-verteilt ist (selbstverst�andlih nur unter der Annahme, da�das Modell gilt).Die Devianz sollte niht als absolutes Ma� f�ur die Anpassung eines einzelnen Modells dienen, son-dern zum Vergleih zwishen zwei geshahtelten Modellen herangezogen werden. Wir m�ohtenbeispielsweise testen, ob die Hinzunahme eines weiteren Regressors die Anpassung signi�kantverbessert. Bezeihne der Vektor �̂0 die angepa�ten Werte des zu testenden Modells und �̂Adie angepa�ten Werte des erweiterten Modells mit dem zus�atzlihen Regressor. Wir messen dieReduktion in der Devianz durhD(y; �̂0)�D(y; �̂A) = 2 [`(�̂A)�`(�̂0)℄. Diese Statistik ist asym-ptotish �21-verteilt, wobei die �2-Approximation der Devianzdi�erenz meist erheblih genauerist, selbst wenn sie f�ur D(y; �̂0) oder D(y; �̂A) ungenau ist.Pearson �2Ein weiteres Ma� f�ur die Gesamtanpassung eines Regressionsmodells ist die intuitive Pearson-Statistik.De�nition 2.8 (Pearson-Statistik) Die Pearson-Statistik lautetP = nXi=1 (yi � �̂i)2!̂i ,wobei �̂i Sh�atzer von �i und !̂i Sh�atzer von Var Yi sind.Anhand dieser allgemeinen Darstellung erkennen wir, da� dieses Ma� f�ur beliebige Regres-sionsmodelle geeignet ist, solange nur der Erwartungswert und die Varianz bekannt sind. ImGegensatz dazu beshr�ankt sih die Devianz auf parametrishe Regressionsmodelle, denn die Li-kelihood mu� de�niert sein. Wenn der Erwartungswert und die Varianz korrekt spezi�ziert sind,gilt E(Pni=1 (Yi��i)2Var Yi ) = n wegen E (Yi��i)2Var Yi = 1. Da wir �i und Var Yi aber sh�atzen m�ussen,nehmen wir eine Korrektur der Freiheitsgrade vor und vergleihen P mit (n� p). O�ensihtlihbesitzt P bei Modellen mit Normalverteilung eine exakte �2n�p-Verteilung und ist wiederum dieResiduenquadratsumme. Bei anderen Verteilungen m�ussen wir die Daten zun�ahst so gruppie-ren, da� alle verbleibenden �i vershieden sind, um mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes dieasymptotishe �2n�p-Verteilung zu erhalten, solange die relative Gruppengr�o�e f�ur wahsendesn konstant ist (s. Fahrmeir/Tutz [1994, S. 48℄).



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 12Beispiel 2.9 (Pearson �2 im Poissonmodell) Aus Beispiel 2.2 wissen wir, da� im Poisson-modell gilt Var Yi = �i, so da� die Pearson-Statistik die Gestalt annimmtPPoi = nXi=1 (yi � �̂i)2�̂i .Weil der Quotient auf der rehten Gleihungsseite die empirishe Varianz mit dem empirishenErwartungswert vergleiht, wird PPoi oft als Indikator f�ur die theoretish geforderte Gleihheitder beiden benutzt. Dabei interpretieren wir PPoi > n � p als Hinweis darauf, da� die Varianzim Modell gr�o�er als der Erwartungswert ist, und PPoi < n � p als Hinweis, da� die Varianzkleiner als der Erwartungswert ist. Da� die Pearson-Statistik nur eingeshr�ankt als ein solhesDiagnosemittel taugt, sehen wir an folgender korrigierter Modellierung: Wir verallgemeinerndie Poissonverteilung, indem wir den Skalenparameter � aus (2.1) frei w�ahlen, statt ihn wie inBeispiel 2.1 gleih 1 zu setzen, und w�ahlen a(�) = �. Dann ist wegen (2.7) die Varianz einVielfahen vom Erwartungswert: Var Yi = ��i. Verwenden wir nun als Sh�atzer !̂i = �̂�̂i mit�̂ = 1n�pPni=1(yi � �̂i)2=�̂i, so ist die Pearson-Statistik immer gleih n � p unabh�angig von �,womit sie als Indiz f�ur die Gleihheit von Varianz und Erwartungswert untauglih geworden ist.Das Verh�altnis von empirisher Varianz und empirishen Erwartungswert in Poissonmodellenwird im folgenden Abshnitt n�aher untersuht.2.2 �UberdispersionBisher betrahteten wir GLMe ganz allgemein. In diesem Abshnitt wollen wir uns ausf�uhrlihermit den Eigenshaften eines speziellen GLMs, und zwar des Poissonmodells, besh�aftigen. DasPoissonmodell ist das einfahste Regressionsmodell f�ur Z�ahldaten.Die in Abshnitt 2.1 beshriebene Gleihheit von Erwartungswert und Varianz ist harakteri-stish f�ur die Poissonverteilung. Sie spielt eine entsheidende Rolle in der folgenden Diskussionund wird als �Aquidispersion bezeihnet. Abweihungen von der �Aquidispersion sind entweder�Uberdispersion, bei der die Varianz gr�o�er als der Erwartungswert ist, oder Unterdispersion, beider die Varianz kleiner als der Erwartungswert ist. Im Gegensatz zu anderen Verteilungen ist dieVerletzung der �Aquidispersion eine hinreihende Bedingung, um die Poissonverteilungsannahmezu verletzen. �Ubertragen auf die Poissonregression bedeutet �Uberdispersion, da� bei gegebenenRegressoren die Varianz der Zielvariable ihren Erwartungswert �ubersteigt.In vielen Untersuhungen erweisen sih die Daten variabler als durh das Poissonmodell vorher-gesagt; es liegt �Uberdispersion vor. Im folgenden Abshnitt geben wir m�oglihe Ursahen der�Uberdispersion an und beshreiben sodann, wie wir die auftretende �Uberdispersion modellierenk�onnen.2.2.1 Gr�unde f�ur �UberdispersionWir nehmen jetzt an, da� unsere Daten �Uberdispersion aufweisen. Dieses Ph�anomen tritt inuntershiedliher Weise auf. M�oglihe Mi�spezi�zierungen sind:



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 13(i) Weitere Regressoren fehlen.(ii) Die vorhandenen Regressoren gehen durh eine bislang unbekannte Transformation in denPr�adiktor ein.(iii) Der Pr�adiktor im GLM sieht nur die Linearit�at in den Parametern vor, w�ahrend zus�atzlihein nihtlinearer Zusammenhang zwishen den Parametern und den Regressoren besteht.So geht z. B. im untersuhten Modell der Regressor x nur in der Form �x in den Pr�adiktorein. Tats�ahlih aber gibt es au�erdem den unber�uksihtigten Zusammenhang e��x.(iv) Die Linkfunktion ist falsh gew�ahlt. Beispielsweise k�onnen wir den Logarithmus als Link-funktion in unserer Analyse gew�ahlt haben, w�ahrend die wahre Linkfunktion die Wurzelaus dem Erwartungswert ist.(v) Die zugrundeliegende Beobahtungseinheit (Zeit, Volumen, Fl�ahe, et.) ist niht fest,sondern zuf�allig.Die ersten vier aufgelisteten Mi�spezi�zierungen k�onnen in beliebigen Regressionsmodellen auf-treten, w�ahrend die zuletzt genannte spezi�sh f�ur Poissonmodelle ist.Um zu beweisen, da� die oben erw�ahnten Punkte zu �Uberdispersion f�uhren, verdeutlihen wir,da� unser gew�ahltes Poissonmodell niht zur vollst�andigen Erkl�arung der beobahteten Hete-rogenit�at ausreiht. Im folgenden Beweis modellieren wir die unbeobahtete Heterogenit�at alsZufallsvariable, von der die Zielvariable neben den Regressoren ebenfalls abh�angt, und nennensie U .Lemma 2.10 (unbeobahtete Heterogenit�at) Seien Y und U zwei Zufallsvariablen. Y jU =u habe eine Poissonverteilung mit Erwartungswert E(Y ju) und Varianz Var(Y ju). Dann gilt:Var(Y ) > E(Y ).Beweis: Wir verwenden die bekannte Formel f�ur die bedingte Varianz (s. Casella/Berger [1990,S. 158℄) Var(Y ) = E(Var(Y ju)) + Var(E(Y ju)). (2.14)Dann nutzen wir die Gleihheit von bedingter Varianz und bedingtem Erwartungswert der Pois-sonverteilung, um (2.14) umzuformen zuVar(Y ) = E(E(Y ju)) + Var(E(Y ju)).Den zweiten Term auf der rehten Seite in obiger Gleihung sh�atzen wir nah unten durh 0ab, und auf den ersten Term wenden wir die Formel f�ur den bedingten Erwartungswert E(Y ) =E(E(Y ju)) an, womit wir die behauptete �Uberdispersion gezeigt haben.Wir k�onnen eine Poissonverteilung auh mittels der Terminologie der stohastishen Pro-zesse beshreiben. Alle dazu notwendigen Begri�e werden im nahstehenden Exkurs eingef�uhrt,die auf der Darstellung in Cox [1966, Kap. 1-3℄ beruht. Eine Einf�uhrung j�ungeren Datums instohastishe Prozesse be�ndet sih in Resnik [1992℄.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 14Knappe Einf�uhrung in die Theorie der stohastishen ProzesseDe�nition 2.11 (stohastisher Proze�) Ein stohastisher Proze� fX(t); t � 0g ist einezeitindizierte Familie von reellwertigen Zufallsvariablen, die auf einem beliebigen Wahrshein-lihkeitsraum de�niert sind.De�nition 2.12 (Z�ahlproze�) Ein stohastisher Proze� fN(t); t � 0g hei�t Z�ahlproze�, wennN(t) die Anzahl aller Ereignisse, die bis zum Zeitpunkt t eintreten, bezeihnet.N(t) ist nihtnegativ, ganzzahlig und besitzt die Eigenshaft, da� N(s) � N(t) f�ur s < t.O�ensihtlih gibt N(t) � N(s) die Anzahl der Ereignisse an, die im Intervall ℄s; t℄ eintreten.Wir stellen uns den eindimensionalen Z�ahlproze� als eine Punktmenge auf der Zeitahse vor, dieeine zuf�allige Folge von zu gewissen Zeitpunkten eintretenden Ereignissen darstellt.Statt die Anzahl der Ereignisse in einem Intervall zu analysieren, kann man die Zeitspanne zwi-shen zwei aufeinanderfolgenden Ereignissen untersuhen. Wir transformieren somit den Z�ahl-proze� fN(t); t � 0g in eine Folge �k; k 2 IN; von Wartezeiten zwishen dem (k � 1)-ten unddem k-ten Ereignis.De�nition 2.13 (Ankunftszeit und Wartezeit) Die Ankuntszeit Sr bis zum r-ten Ereignisist de�niert durh Sr = infft � 0jN(t) = rg.Mit Hilfe der Ankunftszeit de�nieren wir die Wartezeit �k; k 2 IN : �k = Sk � Sk�1 mit S0 := 0.Die zuf�allige, nihtnegative Folge f�k; k � 1g hei�t Folge der Wartezeiten.Damit k�onnen wir Sr auh shreiben als Sr =Prk=1 �k; r 2 IN .Aus der De�nition von N(t) und Sr ist sofort klar, da� der ZusammenhangN(t) < r () Sr > tbesteht. Bezeihne Fr die Verteilungsfunktion von Sr, so folgtP (N(t) < r) = P (Sr > t) = 1� Fr(t)und weiter P (N(t) = r) = P (N(t) < r + 1)� P (N(t) < r) = Fr(t)� Fr+1(t). (2.15)Shlie�lih f�uhren wir noh eine zur Charakterisierung der Wartezeitverteilung wihtige Funktionein.De�nition 2.14 (Ausfallrate) Die Ausfallrate oder Hazardrate � ist de�niert als�(t) = limdt! 0+ P (t � � < t+ dtj� > t)dt . (2.16)



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 15Eine Anwendung des Satz von Bayes liefert die Darstellung �(t) = f(t)1�F (t) , wobei f die Dihteund F die Verteilungsfunktion der Wartezeit � sind. Wir interpretieren �(t)dt als Wahrshein-lihkeit, da� bei bereits verstrihener Wartezeit t ein Ereignis im Intervall [t; t+ dt[ eintritt.Die Ausfallrate beinhaltet damit die zugrundeliegende Zeitabh�angigkeit des Prozesses. Ist �(t)eine monoton wahsende Funktion von t, so sprehen wir von positiver Alterung. Sie bedeutet,da� das n�ahste Ereignis umso wahrsheinliher im n�ahsten Augenblik eintritt, je l�anger dieWartezeit ist. Analog sprehen wir von negativer Alterung, falls die Ausfallrate eine monotonfallende Funktion ist. Dann tritt das n�ahste Ereignis umso unwahrsheinliher gleih ein, jegr�o�er die Wartezeit ist. Bei einer konstanten Ausfallrate gibt es keine Alterung.Beispiel 2.15 (Poisson-Proze�) Wir betrahten eine Folge von Wartezeiten f�ig, wobei dasEnde einer Wartezeit sofort zum Beginn einer neuen f�uhrt. Die �i seien unabh�angig und identishexponentiell verteilt mit Dihte f� (t) = �e��t. N(T ) bezeihne die Anzahl der Ereignisse in℄0; T ℄. Wir wollen die Verteilung der Ereignisse N(t) bestimmen. Durh (2.15) ist die Verteilungmittels der Verteilungsfunktionen der Ankunftszeiten Sr gegeben. Andererseits ist Sr die Summevon iid Zufallsvariablen. Indem wir die Laplae-Transformierten verwenden, k�onnen wir zeigen,da� Sr eine Gammaverteilung besitzt mit Dihte fr(t) = �(r�1)! (�t)r�1e��t (s. Cox [1966, S. 17-21℄). Die entsprehende Verteilungsfunktion lautet:Fr(t) = Z t0 �(r � 1)! (�x)r�1e��x dx u=�x= 1(r � 1)! Z �t0 ur�1e�u duWegen r 2 IN k�onnen wir (r� 1)-mal partiell integrieren, so da� sih Fr auh shreiben l�a�t alsFr(t) = 1� e��t r�1Xk=0 (�t)kk! .Daraus erhalten wir die Verteilung von N(t):P (N(t) = r) = Fr(t)� Fr+1(t) = (�t)rr! e��t,die sih als Poisson-Verteilung mit Parameter �t entpuppt.Wir ermitteln noh die Ausfallrate�(t) = f� (t)1� F� (t) = �e��t1� (1� e��t) = �,die sih als konstant herausstellt.Demnah ist die Poisson-Verteilung angemessen, wenn die aufeinanderfolgenden Ereignissew�ahrend eines festen Zeitintervalls unabh�angig voneinander und mit konstanter Ausfallrate ein-treten. Die Verletzung der Unabh�angigkeitsannahme kann ebenfalls zu �Uberdispersion f�uhren,wie wir jetzt zeigen wollen. Die zu beobahtenden Ereignisse treten in Gruppen auf, deren Gr�o�ezuf�allig ist.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 16Satz 2.16 Gegeben sei Y = Z1+Z2+ � � �+ZN mit Zi 2 IN0 und iid. Die Anzahl der Summan-den N sei Poisson-verteilt und unabh�angig von Zi 8 i = 1; : : : ; N .Wenn gilt E(Zi2) > E(Zi) und VarZi <1, so liegt �Uberdispersion vor.Beweis: Wir bestimmen zun�ahst den Erwartungswert von Y .Mit P(N)(s), P(Y )(s) bzw. mit P(Zi)(s) bezeihnen wir die wahrsheinlihkeitserzeugenden Funk-tionen (s. Anhang A) von N , Y bzw. Zi. Laut Feller [1968, S.286f.℄ giltP(Y )(s) = P(N)(P(Zi)(s)) (2.17)Di�erenzieren obiger Formel nah s mit der Kettenregel liefert:P(Y )0(s) = P(N)0(P(Zi)(s)) � P(Zi)0(s).Indem wir den Zusammenhang (A:3) ausnutzen, erhalten wir den ErwartungswertE(Y ) = P(Y )0(1) = P(N)0 (P(Zi)(1))| {z }=1 �P(Zi)0(1) = E(N) �E(Zi)Als n�ahsten Shritt berehnen wir die Varianz von Y .Durh zweimaliges Ableiten von (2.17) nah s unter Hinzunahme der Produktregel ermitteln wirP(Y )00(s) = P(N)00 (P(Zi)(s)) � [P(Zi)0(s)℄2 + P(N)0(P(Zi)(s)) � P(Zi)00(s).Nun wenden wir die Gleihung (A:4) auf Y an:VarY = P(Y )00(1) + P(Y )0(1)� [P(Y )0(1)℄2= P(N)00 (P(Zi)(1))| {z }=1 hP(Zi)0(1)i2 + P(N)0 (P(Zi)(1))| {z }=1 �P(Zi)00(1) +E(Y )� [E(Y )℄2= P(N)00 (1)[E(Zi)℄2 +E(N) � P(Zi)00(1) +E(N)E(Zi)� [E(N)E(Zi)℄2= nP(N)00(1) +E(N)� [E(N)℄2 �E(N)o [E(Zi)℄2 ++ nP(Zi)00(1) +E(Zi)� [E(Zi)℄2 + [E(Zi)℄2o E(N)= VarN [E(Zi)℄2 + VarZiE(N)V arN=E(N)= E(N)fVarZi + [E(Zi)℄2g= E(N)E(Zi2)> E(N)E(Zi) = E(Y )Wegen der Voraussetzung E(Zi2) > E(Zi) ist die behauptete �Uberdispersion bewiesen.Als n�ahstes zeigen wir, da� �Uberdispersion auh auftreten kann, wenn die Annahme derkonstanten Ausfallrate verletzt ist.Satz 2.17 (vgl. Winkelmann [1996, S. 46℄) Sei f�ig eine Folge von iid Zufallsvariablen und N(t)die Anzahl der Ereignisse in ℄0; t[. Desweiteren nehmen wir an, da� die Dihten der Wartezei-ten �i eine monotone Ausfallrate besitzen. Dann erzeugt negative (positive) Alterung der Dihten



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 17von �i �Uberdispersion (Unterdispersion) der Verteilung von N(t) f�ur t!1.Beweis: Wir f�uhren folgende Bezeihnungen ein:E(�i) = � Var �i = �2 Sr = �1 + � � �+ �rDa Sr eine Summe von iid Zufallsvariablen ist, folgt nah dem Zentralen Grenzwertsatz, da� dieZufallsvariable Sr f�ur r ! 1 asymptotish normalverteilt mit Erwartungswert �r und Varianz�2r ist.Wir setzen rt := t� + yt�q t�3 , yt 2 IR+, was sih umformen l�a�t zu �rt � t = yt�q t� .In der De�nition tritt eine kleine analytishe Shwierigkeit auf, da rt eine ganze Zahl sein mu�.F�ur t ! 1 m�ussen wir eigentlih einen Grenzproze� betrahten, in dem yt = y + "t ist, wobei"t der kleinste Wert gr�o�er als Null ist, so da� rt ganzzahlig ist. Es bleibt also zu zeigen, da� "tf�ur t!1 vershwindet, um die Shreibweise zu rehtfertigen. Dazu folgern wir, da� wegen derBedingung rt 2 IN0 mit rt = t� + yt�q t�3 yt=y+"t= t� + y�q t�3 + "t�q t�3 =: A + "t�q t�3 geltenmu� 0 � "t�s t�3 < 1 da [A℄ � A < [A℄ + 1.Diese Ungleihung f�ur "t ist �aquivalent zu 0 � "tpt < p�3� . Da � und � fest sind, ist "tptbeshr�ankt. Lassen wir nun t ! 1 laufen, so konvergiert "t aufgrund der Beshr�anktheit von"tpt gegen Null.Dann gilt f�ur die Verteilung von N(t):P (N(t) < rt) = P (Srt > t) = P  Srt � rt��prt > t� �rt�prt != P  Srt � rt��prt > �yt�pt�prt� ! = P  Srt � rt��prt > �ytpt(t+ yt�pt=�)1=2!= P  Srt � rt��prt > �yt �1 + yt�pt���1=2!Wegen der asymptotishen Normalverteilung von Sr und insbesondere deren Symmetrie gilt:P  Srt � rt��prt > �yt �1 + yt�pt���1=2! as= P  Srt � rt��prt < yt �1 + yt�pt���1=2!Wir halten nun yt = y fest und lassen t ! 1 gehen. Dann folgt aus obiger Gleihung und ausdem Zentralen Grenzwertsatz f�ur Sr, da�limt!1P (N(t) < rt) = limt!1P  Srt � rt��prt < y! = �(y) , (2.18)wobei � die Standardnormalverteilungsfunktion bezeihnet. Damit haben wir bewiesen, da� N(t)asymptotish normalverteilt ist mit dem Erwartungswert t=� und der Varianz �2t=�3.Um jetzt die behauptete �Uberdispersion (Unterdispersion) zu beweisen, verwenden wir ein Resul-tat von Barlow und Proshan [1965, S. 33℄, nah dem aus negativer (positiver) Alterung folgt,



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 18da� die relative Streuung v = �=� der Wartezeit gr�o�er (kleiner) als 1 ist.F�ur die Grenzverteilung von N(T ) gilt:V arianzErwartungswert � �2t�3 �t = �2�2 ,weshalb v = �=� genau dann gr�o�er (kleiner) als 1 ist, wenn obiger Quotient aus Varianz undErwartungswert gr�o�er (kleiner) als 1 ist.Wir bemerken abshlie�end, da� bei einem Poisson-Proze� mit exponentiell verteilten Wartezei-ten stets v = 1 exakt gilt, w�ahrend der eben bewiesene Satz nur ein asymptotishes Ergebnisliefert.2.2.2 Modellierung der �UberdispersionNahdem wir gezeigt haben, da� es aus mehreren Gr�unden zu Abweihungen von der �Aquidisper-sion kommt, stellen wir in diesem Abshnitt zwei Ans�atze zur Modellierung der �Uberdispersionvor. Dabei parametrisieren wir die �Uberdispersion mit einer negativen Binomialverteilung, diewir mit ihren wihtigsten Eigenshaften zun�ahst einf�uhren.De�nition 2.18 (Negative Binomialverteilung) Eine Zufallsvariable X mit Werten in IN0ist negativ binomialverteilt mit Parametern a und b, wenn X die WahrsheinlihkeitsfunktionP (X = k) = �(a+ k)�(a)�(k + 1)( 11 + b)a( b1 + b)k k 2 IN0; a; b 2 IR+besitzt. Wir shreiben kurz: X � NB(a; b).Setzen wir a = 1, erhalten wir die geometrishe Verteilung als Spezialfall.Es gibt eine bekannte Interpretation der negativen Binomialverteilung f�ur a 2 IN . Dann be-shreibt P (X = k) die Wahrsheinlihkeit, da� in (a + k) unabh�angigen Bernoulliversuhengenau k Mi�erfolge dem a-ten Erfolg vorausgehen.Lemma 2.19 (Eigenshaften der negativen Binomialverteilung)Sei X � NB(a; b). Dann gilt:(i) Die wahrsheinlihkeitserzeugende Funktion lautet (f�ur einen Beweis s. Feller [1957, S. 164℄):P(s) = [1 + b(1� s)℄�a(ii) Erwartungswert und Varianz von X sind gegeben durhE(X) = P 0(1) = abVarX = P 00(1) + P 0(1)� [P 0(1)℄2 = ab(1 + b)Wir bemerken, da� wegen b > 0 die Varianz von X gr�o�er als der Erwartungswert ist,also immer �Uberdispersion auftritt.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 19(iii) Wenn a ! 1 und b ! 0, so da� ab = � konstant ist, dann konvergiert die negativeBinomialverteilung gegen die Poissonverteilung mit Parameter �.Beweis: Wir betrahten die wahrsheinlihkeitserzeugende Funktion von X und ersetzenb durh �=a: lima!1b!0 [1 + b(1� s)℄�a = lima!1[1 + �(1� s)a ℄�a = e��(1�s) (2.19)Aber das ist gem�a� Beispiel A.1 gerade die wahrsheinlihkeitserzeugende Funktion einerZufallsvariablen, die Poisson-verteilt ist mit Parameter �.Wir kehren jetzt zur Modellierung der �Uberdispersion zur�uk.(i) zuf�allige E�ekteBei einer Poissonregression ohne unbeobahtete Heterogenit�at ist die Verteilung von (Yijxi)unter den gegebenen Regressoren xi spezi�ziert. Dies ist gleihbedeutend mit der Spezi-�zierung des Erwartungswerts als nihtstohastishe Funktion von xi. Dagegen spezi�-zieren wir in gemishten Modellen die Verteilung von (Yijxi; ui), wobei ui den Ausdrukf�ur die unbeobahtete zuf�allige Heterogenit�at in der i-ten Beobahtung bezeihnet. Dergenaue spezielle Zusammenhang zwishen Yi und (xi; ui) mu� bekannt sein. Eine �ubli-he funktionelle Gestalt ist der exponentielle Erwartungswert mit multiplikativem Fehler:E(Yijxi; Ui = ui) = exp(xTi �)ui, wobei die Ui nihtnegative, iid Zufallsvariablen und un-abh�angig von den Regressoren xi sind. Die multiplikative Heterogenit�atsannahme ist rehtspeziell, aber mathematish g�angig und attraktiver als ein additiver Fehler, der zu einerVerletzung der Nihtnegativit�atsvoraussetzung der Yi f�uhren k�onnte. Durh diese Model-lierung ist (Yijxi; ui) � Poi(�i) mit �i := exp(xi�)ui. Der Erwartungswert �i ist niht mehrfest, sondern selbst eine Zufallsvariable. Obwohl wir �i und Ui niht kennen, sind wir inder Lage, Aussagen �uber die Verteilung von (Yijxi) zu mahen. Dazu normalisieren wirE(Ui) = 1, wenn es einen Interept gibt, um Identi�zierbarkeit zu garantieren. Weiter gel-ten die Bezeihnungen �u2 := Var Ui und �i := exp(xTi �). Mit den bekannten Formeln f�urden bedingten Erwartungswert und die bedingte Varianz (s. Casella/Berger [1990, S. 156und S. 158℄) bestimmen wir die ersten beiden Momente von (Yijxi):E(Yijxi) = EUi(E[Yijxi; Ui℄) = EUi(�iUi) = �iVar (Yijxi) = EUi(Var[Yijxi; Ui℄) + VarUi(E[Yijxi; Ui℄)= EUi(�iUi) + VarUi(�iUi)= �iEUi(Ui) + �i2VarUi(Ui) = �i + �u2�i2Wir sehen daraus, da� unbeobahtete, zuf�allige Heterogenit�at �Uberdispersion erzeugt, so-fern Ui niht degeneriert ist, d. h. Var Ui = 0.Ist die Dihte g(ui) von Ui bekannt, so erhalten wir die Randverteilung von (Yijxi) durhIntegration der gemeinsamen Dihte �uber Ui:h(yij�i) = Z f(yij�i; ui) g(ui) dui,



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 20wobei f(yij�i; ui) die Poisson-Wahrsheinlihkeitsfunktion von Yijxi; ui bezeihnet.Beispiel 2.20 (s. Cameron/Trivedi [1998, S. 100 f.℄) Wir nehmen an, da� die Ui gamma-verteilt sind, und zeigen, da� die gemishte Randverteilung von (Yijxi) negativ binomial ist.F�ur den Rest des Beispiels lassen wir den Index i weg, da Doppeldeutigkeit auszushlie�enist. Sei also U � G(�; �), d. h. U besitzt die Dihte g(u) = ���(�)u��1e�u� mit E(U) = �=�und Var U = �=�2. Um die Identi�zierbarkeitsbedingung E(U) = 1 zu erf�ullen, m�ussenwir � = � setzen. Dadurh verlieren wir einen Freiheitsgrad bei der Gammaverteilung,und die Varianz von U lautet 1=�. Dann ist die Randverteilung von Y gegeben durhh(yj�; �) = 1Z0 f(yj�; u)g(u) du�=�u= 1Z0 f(yj�; �)g(�) 1� d�= 1Z0 �yy! e�� ���(�) � �����1 e� ��� 1� d��(y+1)=y!= 1�(y + 1)�(�) 1Z0 ����� ��+y�1e��(1+�=�) d�= �(�+ y)�(y + 1)�(�) ����� � ��+ ���+y1Z0 1�(�+ y) ��+ �� ��+y ��+y�1e���+�� d�| {z }=1 da Integrand G(�+y;�+�� )-Dihte= �(�+ y)�(y + 1)�(�) � ��+ ��� � ��+ ��y= �(�+ y)�(y + 1)�(�) � 11 + �=��� � �=�1 + �=��yDamit ist die Randverteilung NB(�; �=�) mit den ersten beiden Momenten E(Y j�; �) = �und Var(Y j�; �) = �(1 + 1��).Um jetzt den Shritt zu einer Regression zu vollziehen, m�ussen wir den Parameter � mit-tels den Regressoren spezi�zieren. Am einfahsten w�ahlen wir � konstant, also � = 1=�u2.Dadurh ist ein quadratisher Zusammenhang zwishen Varianz und Erwartungswert ge-geben. Negative Binomialmodelle mit quadratisher Varianz bezeihnen wir kurz mit NB2.Lassen wir � von den Beobahtungen abh�angen, indem wir � = 1=�u2� setzen, so ist dieVarianz eine lineare Funktion des Erwartungswerts. Negative Binomialmodelle mit linea-rer Varianzfunktion bezeihnen wir kurz mit NB1.Bei der Berehnung der Randverteilung substituierten wir u durh �=�. Shauen wir unsdie daraus entstandene Dihte f�ur �, 1�g(�), an, so stellen wir fest, da� dies die Dihte



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 21einer Gammaverteilung mit den Parametern � und �=� ist. Da das Argument � als Er-wartungswert im Poissonmodell mit unbeobahteter Heterogenit�at eine Zufallsvariable ist,k�onnen wir allgemeiner formulieren: Ist � � G(�; �=�) und Y j� � Poi(�), dann f�uhrt dieMishung zu einer NB(�; �=�)-Verteilung f�ur Y .(ii) zuf�allige Summen von ZufallsvariablenWir haben gezeigt, da� die Poissonverteilung einen Z�ahlproze� w�ahrend eines festen Zeit-intervalls angemessen beshreibt, wenn die Ereignisse voneinander unabh�angig eintretenund ihre Wartezeiten keine Alterung aufweisen. �Uberdispersion tritt auf, wenn die Un-abh�angigkeitsannahme verletzt ist. Jetzt beweisen wir, da� auh diese Situation mit dernegativen Binomialverteilung modelliert werden kann.Satz 2.21 Sei Y = Z1 + � � � + ZN mit Zi 2 IN und iid und N � Poi(�). Zi besitzeeine logarithmishe Verteilung mit Parameter �, � 2℄0; 1[, d.h. P (Zi = k) = ��k=k mit� = �[ln(1� �)℄�1. Dann: Y � NB(��; �1�� ).Beweis: Wir bestimmen die wahrsheinlihkeitserzeugende Funktion von Y .Wegen Beispiel (A.1) und Beispiel (A.2) lauten die wahrsheinlihkeitserzeugenden Funk-tionen von Zi und NP(Zi)(s) = �� ln(1� �s) und P(N)(s) = e��+�s.Wir wenden erneut den Satz P(Y )(s) = P(N)(P(Zi)(s)) aus Feller [1968, S 286 f℄ an:P(Y )(s) = exp[��� �� ln(1� �s)℄= (1� �s)��� exp(��) = (1� �s)��� exp(1=�)���1=�=ln(1��)= �1� �s1� � ���� = �1� �1� � (1� s)����Das ist genau die wahrsheinlihkeitserzeugende Funktion einer negativen Binomialvertei-lung mit den Parametern �� und �1�� .Liegen die Regressionsdaten in Form einer Kreuzklassi�kation vor, dann k�onnen wir bei einernegativen Binomialverteilung niht untersheiden, welher der beiden hier er�orterten Mehanis-men, n�amlih zuf�allige E�ekte wie in Beispiel 2.20 oder zuf�allige Summen wie in Satz 2.21, der�Uberdispersion zugrunde liegt.2.3 Beurteilung der AnpassungMethoden zur Beurteilung der Modellanpassung k�onnen entweder formell oder niht-formellsein. Niht-formelle Methoden st�utzen sih auf die Meinung und das Auge des Statistikers, umMuster zu erkennen. Ein Modell wird anhand solher Methoden als geeignet beurteilt, wennneben anderen Kriterien die Residuen kein Muster aufweisen. Die Argumentation lautet, da�wir beim Erkennen eines Musters in den Residuen ein angemesseneres Modell �nden k�onnen.Das praktishe Problem dabei besteht darin, da� wir uns vor einer �Uberinterpretation sh�utzen



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 22m�ussen. Denn jede endlihe Residuenmenge kann derart gemaht werden, da� sie zu einem Mu-ster f�uhrt, wenn wir nur genau genug hinshauen.Formelle Methoden st�utzen sih darauf, das aktuelle Modell in eine umfassendere Familie miteinem zus�atzlihen Parameter einzubetten. Wenn � ein solher Parameter ist und den Wert �0 indem zu untersuhenden Modell annimmt, dann bestimmt die formelle Methode einen Sh�atzer�̂, der die beste Anpassung innerhalb der gr�o�eren Familie darstellt. �̂ wird mit �0 verglihen,und wenn die Hinzunahme des zus�atzlihen Parameters die Anpassung niht deutlih verbessert,behalten wir das bisherige Modell bei.Wir stellen in diesem Abshnitt beide Methoden allgemein vor. Im folgenden Kapitel konkre-tisieren wir den formellen Ansatz, indem wir die Varianzfunktion des Poissonmodells in einegr�o�ere Familie von Varianzfunktionen einbetten.2.3.1 Testen von HypothesenEs gibt drei "klassishe\ Tests: den Likelihood-Quotienten-, den Wald- und den LagrangeshenMultiplikatoren-Test (auh Sore-Test genannt). In diesem Abshnitt gehen wir ausf�uhrlih aufdie asymptotishen Eigenshaften des Likelihood-Quotienten-Test (LQ-Test) und des Lagrange-shen Multiplikatoren-Test (LM-Test) ein, w�ahrend wir nur kurz bemerken, da� alle Ergebnisseauh f�ur den Wald-Test gelten.F�ur diesen Abshnitt seien stets Y1; : : : ; Yn unabh�angige, niht notwendig identish verteilte Zu-fallsvariablen mit (stetigen oder diskreten) Dihten fi(y; �); i = 1; : : : ; n; � 2 IRq, wenn nihtexplizit eine andere Voraussetzung angegeben ist. Es gelten die Regularit�atsbedingungen i) {iv) aus Abshnitt 2.1.4 f�ur den ML-Sh�atzer. 
 � IRq bezeihne den gesamten Parameterraum,
0 den Parameterraum unter H0 und 
A mit 
 = 
0 _[
A den Parameterraum unter H1. Des-weiteren setzen wir voraus, da� der wahre Parameter im Inneren von 
 liegt. Wir f�uhren nohfolgende Bezeihnungen ein:�̂ sei der uneingeshr�ankte ML-Sh�atzer von �. F�ur alle i = 1; : : : ; n und alle j; r; s = 1; : : : ; qgelte: `i(�) := ln fi(y; �) `(�) := nXi=1 `i(�)���j `i(�j�) := ���j `i(�j)j�j=�j� ���j `(�j�) := ���j `(�j)j�j=�j����`i(�) :=  ���1 `i(�); : : : ; ���q `i(�)!T ���`(�) :=  ���1 `(�); : : : ; ���q `(�)!TIi(�) := E � ��� `i(�) ���T `i(�)� = (Iirs) mit Iirs = E � ���r `i(�) ���s `i(�)�I+(�) := E � ��� `(�) ���T `(�)� = (I+rs) mit I+rs(�) = E � ���r `(�) ���s `(�)�Wir setzen voraus, da� die Fisher-Information I+(�) der gesamten Stihprobe in einer Umge-bung des wahren Parameters positiv de�nit und endlih ist. Shlie�lih fordern wir, da� dieVoraussetzungen des shwahen Gesetz der gro�en Zahlen f�ur �2��r ��s `(�); r; s = 1; : : : ; q; erf�ulltsind. In diesem Abshnitt bezeihne k:k eine beliebige Norm im IRq, die f�ur einen Satz jeweils



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 23festgehalten wird. Mit den folgenden Bemerkungen stellen wir einige Zusammenh�ange vor, diewir in den kommenden Beweisen immer wieder verwenden werden.a) Wegen der Unabh�angigkeit der Yi; i = 1; : : : ; n; gilt I+(�) =Pni=1 Ii(�).b) Die Regularit�atsbedingungen iii) und iv) aus Abshnitt 2:1:4 sihern die Informations-gleihung (2.12), weswegen f�ur alle r; s = 1; : : : ; q mit dem shwahen Gesetz der gro�enZahlen gilt:1n �2��r ��s `(�)� 1nE  �2��r ��s `(�)! = 1n �2��r ��s `(�) + 1nE � ���r `(�) ���s `(�)�= 1n nXi=1 �2��r��s `i(�) + 1n nXi=1E � ���r `i(�) ���s `i(�)� p�! 0Dann gilt f�ur die Matrix � 1n �2�� ��T `(�) as= 1nI+(�) (2.20)) Aufgrund der De�nition des ML-Sh�atzers �̂ ist ��� `(�̂) = 0. Mit einer multivariaten Tay-lorentwiklung im wahren Parameter �� erhalten wir0 = ���`(�̂) = ��� `(��) + �2�� ��T `(~�)(�̂ � ��) mit k~� � ��k � k�̂ � ��k (2.21)und somit ���`(��) = � �2�� ��T `(~�)(�̂ � ��).~� ist wegen k~� � ��k � k�̂ � ��k ein konsistenter Sh�atzer f�ur ��. Au�erdem ist �2�� ��T `(�)stetig nah Regularit�atsbedingung iii), so da� �2�� ��T `(~�) ein konsistenter Sh�atzer f�ur�2�� ��T `(��) ist. Wegen Bemerkung b) folgt insgesamt��� `(��) as= I+(��)(�̂ � ��) bzw. �̂ � �� as= I�1+ (��) ��� `(��) (2.22)De�nition 2.22 (Likelihood-Quotienten-Test) Der Likelihood-Quotienten-Test (LQ-Test)besitzt f�ur H0 : � 2 
0 gegen H1 : � 2 
A die Teststatistike 12TLQ = sup�2
Qni=1 fi(y; �)sup�2
0Qni=1 fi(y; �) ,die �aquivalent ist zu TLQ = 2 [sup�2
 `(�)� sup�2
0 `(�)℄ = 2 [`(�̂)� sup�2
0 `(�)℄. (2.23)Wir lehnen H0 zu einem vorgegeben Signi�kanzniveau � ab, wenn TLQ � (�) mit P (TLQ �(�)) = � ist.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 24Der LQ-Test ben�otigt den uneingeshr�ankten ML-Sh�atzer �̂ von � und den ML-Sh�atzer �̂0unter H0. Ist der uneingeshr�ankte ML-Sh�atzer shwer zu bestimmen, verwenden wir lieberden Lagrangeshen Multiplikatoren-Test (LM-Test).De�nition 2.23 (Lagrangesher Multiplikatoren-Test) Der LM-Test besitzt f�ur H0 : � 2
0 gegen H1 : � 2 
A die TeststatistikTLM = ���T `(�̂0) [I+(�̂0)℄�1 ��� `(�̂0). (2.24)Wie bei dem LQ-Test lehnen wir H0 zum Signi�kanzniveau � ab, wenn der Wert der TeststatistikTLM den kritishen Wert (�) annimmt oder �ubersteigt: TLM � (�) mit P (TLM � (�)) = �.Wir bestimmen nun die asymptotishen Verteilungen des LQ-Tests und des LM-Tests sowohlunter einer einfahen als auh unter einer zusammengesetzten Nullhypothese.Einfahe HypothesenBei der einfahen Hypothese H0 : � = �0 gegen H1 : � 6= �0 vereinfahen sih TLQ und TLMwegen 
0 = f�0g zu TLQ = 2[`(�̂)� `(�0)℄ und TLM = ���T `(�0)[I+(�0)℄�1 ��� `(�0).Satz 2.24 (Asymptotishe Verteilung des LQ-Tests unter H0 bei einfaher Hypo-these) TLQ besitzt unter H0 : � = �0 gegen H1 : � 6= �0 eine asymptotishe �2q-Verteilung, falls� 2 IRq.Beweis: H0 ist wahr, d. h. �0 ist der wahre Parameterwert. Eine multivariate Taylorentwiklungvon `(�0) in �̂ analog (2.21) liefert:`(�0) = `(�̂) + 12(�̂ � �0)T �2�� ��T `(~�)(�̂ � �0) mit k~� � �0k � k�̂ � �0k. (2.25)Wir setzen diese Formel in TLQ ein:TLQ = 2[`(�̂)� `(�0)℄ = �(�̂ � �0)T �2�� ��T `(~�)(�̂ � �0)= n(�̂ � �0)T "� 1n �2�� ��T `(~�)# (�̂ � �0)Nun konvergiert der Term in ekiger Klammer nah Bemerkungen b) und ) gegen 1nI+(�0) undpn(�̂ � �0) gegen Nq(0;I�1+ (�0)) wegen der asymptotishen Normalit�at des ML-Sh�atzers, soda� TLQ asymptotish �2-verteilt ist mit Freiheitsgraden, die gleih der Dimension von � sind.Im folgenden wird der Wehsel von LQ-Test zu LM-Test rehtfertigt.Satz 2.25 TLM besitzt unter H0 eine asymptotishe �2q-Verteilung.Beweis: Es reiht zu zeigen, da� TLM asymptotish �aquivalent zu TLQ unter H0 ist.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 25Erneut benutzen wir eine Taylorentwiklung und die Formeln (2.22) und (2.20) aus den Bemer-kungen mit �� = �0, um TLQ wie in Satz 2.24 umzuformen:TLQ = 2[`(�̂)� `(�0)℄(2:25)= n(�̂ � �0)T "� 1n �2�� ��T `(~�)# (�̂ � �0)as= � ��� `(�0)�T I�1+ (�0)I+(�0)I�1+ (�0) ��� `(�0)= ���T `(�0)I�1+ (�0) ��� `(�0)= TLMWir nehmen jetzt an, da� der wahre Parameter in 
A liegt. Bei unserer Untersuhung unter-sheiden wir zwishen einer festen Alternative und lokalen Alternativen. Dazu ben�otigen wir denBegri� des konsistenten Tests, den wir zuerst einf�uhren.De�nition 2.26 (Konsistenter Test) In Analogie zur Konsistenz von Sh�atzern nennen wireine Folge von Tests (Tn) oder kurz einen Test Tn f�ur zwei Hypothesen H0 gegen H1 konsi-stent, wenn die Wahrsheinlihkeit f�ur einen Fehler 2. Art gegen 0 strebt, wenn also mit derBezeihnung B f�ur den Annahmebereih gilt:P�(Tn 2 B) n!1�! 0 bzw. P�(Tn 2 BC) = 1� P�(Tn 2 B) n!1�! 1 8 � 2 
ASatz 2.27 Ist (die feste Alternative) H1 : � = �A wahr, dann ist der LQ-Test konsistent.Beweis: Wir entwikeln `(�A) in �̂: `(�A) = `(�̂)+ 12(�A� �̂)T �2�� ��T `(~�)(�A� �̂) mit k(~�� �̂)k �k�A � �̂k. Diese Taylorentwiklung setzen wir in TLQ ein:TLQ = 2 [`(�̂)� `(�0)℄ = 2 [`(�̂)� `(�A) + `(�A)� `(�0)℄= 2 [`(�A)� `(�0)℄� (�A � �̂)T �2�� ��T `(�̂) (�A � �̂)Wie im Beweis von Satz 2.24 gilt im Grenz�ubergang n!1, da� �(�A� �̂)T �2�� ��T `(�̂) (�A� �̂)eine �2(dim�A)-Verteilung besitzt. K�onnen wir jetzt noh zeigen, da� `(�A)�`(�0) unbeshr�anktist, dann gilt f�ur jedes d 2 IR P�A(TLQ > d) n!1�! 1mit P�A als Wahrsheinlihkeit bzgl. der Dihte Qni=1 fi(y; �A), womit die Konsistenz von demLQ-Test bewiesen ist.Wir f�uhren den Beweis der Unbeshr�anktheit von `(�A)� `(�0) durh Widerspruh.Angenommen: 9K > 0 : `(�A)� `(�0) � K,dann gilt 1n [`(�A)� `(�0)℄ � Kn .und 1n [`(�A)� `(�0)℄ � 0 f�ur n!1 (2.26)



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 26Andererseits haben wir aufgrund der Jensenshen Ungleihung (und ln(�) konvex) folgende Un-gleihung: �E�A [`(�A)� `(�0)℄ = E�A �ln f(x; �0)f(x; �A)� � lnE�A � f(x; �0)f(x; �A)� ,wobei E�A den Erwartungswert bzgl. der gemeinsamen Dihte Qni=1 fi(y; �A) bezeihnet. Gleih-heit gilt genau dann, wenn der Quotient f(x;�0)f(x;�A) f. s. eine Konstante ist. Wir folgern die ehteUngleihheit aus der Regularit�atsbedingung, da� die Dihte injektiv in � ist. Au�erdem gilt:E�A � f(x; �0)f(x; �A)� = ZS f(x; �0)f(x; �A)f(x; �A)dx = ZS f(x; �0)dx � 1mit S = fx jf(x; �A) > 0g, wobei Gleihheit genau dann eintritt, wenn S = fx jf(x; �0) > 0gf. s. Beide Ungleihungen zusammen liefernE�A [`(�A)� `(�0)℄ > lnE�A � f(x; �0)f(x; �A)� � ln 1 = 0Diese Ungleihung beinhaltet aufgrund einer Anwendung des starken Gesetz der gro�en Zahlen,da� f�ur n!1 gilt: 1n [`(�A)� `(�0)℄ > 0 f.s.Damit ist ein Widerspruh zu (2.26) hergestellt und die Unbeshr�anktheit von `(�A) � `(�0)bewiesen.Im folgenden nehmen wir an, da� der wahre Parameter in H1 liegt und in Abh�angigkeit von ndie Werte �n mit �n n!1�! �0 annimmt (lokale Alternativen). Dabei untersheiden wir zwei Kon-vergenzgeshwindigkeiten. Zun�ahst betrahten wir den Fall, da� pn(�n � �0) konvergiert, unddarauf den Fall, da� pn(�n � �0) divergiert. In beiden F�allen gilt aufgrund der asymptotishenNormalverteilung des ML-Sh�atzers �̂ und aufgrund der asymptotishen �Aquivalenz von I+(�n)und I+(�0) pn(�̂ � �n) as� Nq(0;I+(�0)�1) (2.27)Satz 2.28 Wenn die lokale Alternative H1 : � = �n mit �n n!1�! �0 wahr ist und pn(�n � �0)konvergiert, besitzt der LQ-Test asymptotish eine nihtzentrale �2q-Verteilung mit Nihtzentra-lit�atsparameter (�n � �0)TI+(�0)(�n � �0).Beweis: Wir benutzen die Taylorentwiklungen von`(�n) = `(�̂) + 12(�̂ � �n)T �2�� ��T `(�1)(�̂ � �n) mit k(�1 � �n)k � k(�̂ � �n)k und`(�0) = `(�n) + (�n � �0)T ���`(�n) + 12(�n � �0)T �2�� ��T `(�2)(�n � �0)mit k(�2 � �n)k � k(�̂ � �n)k,um TLQ umzuformen:TLQ = 2 [`(�̂)� `(�0)℄ = 2 [`(�̂)� `(�n) + `(�n)� `(�0)℄= 2 [`(�n)� `(�0)℄� (�̂ � �n)T �2�� ��T `(�1)(�̂ � �n)= 2 (�n � �0)T ���`(�n) + (�n � �0)T �2�� ��T `(�2)(�n � �0)� (�̂ � �n)T �2�� ��T `(�1)(�̂ � �n)



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 27Weil �1 und �2 konsistente Sh�atzer von �n sind und �n n!1�! �0, konvergieren � 1n �2�� ��T `(�1) und� 1n �2�� ��T `(�2) aufgrund des shwahen Gesetz der gro�en Zahlen gegen 1nI+(�0). Wir shreibendamit f�ur TLQ:TLQ as= 2 (�n � �0)T ��� `(�n) + (�n � �0)TI+(�0)(�n � �0) + (�̂ � �n)TI+(�0)(�̂ � �n) (2.28)Nun wenden wir (2.27) und (2.22) auf ��� `(�n) an, um ���`(�n) = I+(�0)(�̂ � �n) zu erhalten,und setzen Æ := limn!1pn(�n � �0).TLQ as= 2 (�n � �0)TI+(�0)(�̂ � �n) + (�n � �0)TI+(�0)(�n � �0) + (�̂ � �n)TI+(�0)(�̂ � �n)= (�̂ � �n + �n � �0)T I+(�0)(�̂ � �n + �n � �0) (2.29)as= (�̂ � �n + 1pnÆ)TI+(�0)1=2I+(�0)1=2(�̂ � �n + 1pnÆ) (2.30)= �I+(�0)1=2(�̂ � �n) + I+(�0)1=2 1pnÆ�T �I+(�0)1=2(�̂ � �n) + I+(�0)1=2 1pnÆ� (2.31)Bei der Umforumg (2.30) nutzten wir aus, da� die Fisher-Information I+(�0) positiv de�nitnah Voraussetzung ist und sih deshalb als Produkt zweier identisher, symmetrisher Matrit-zen, I+(�0)1=2, shreiben l�a�t. Da der Term I+(�0)1=2(�̂ � �n) in (2.31) eine asymptotisheStandardnormalverteilung besitzt, folgt sofort, da� TLQ asymptotish �2(dim�0)-verteilt ist mitNihtzentralit�atsparameter 1pnÆTI+(�0) 1pnÆ.Es ist klar, da� der Nihtzentralit�atsparameter f�ur n!1 vershwindet, weil auh im asympto-tishen Grenzfall der wahre Parameter �0 in 
0, dem Parameterraum unter H0, liegt.Wir sehen nun leiht, da� der LM-Test unter den Voraussetzungen des obigen Satzes dieselbeasymptotishe Verteilung hat. Denn Formel (2.29) vereinfaht sih zu (�̂ � �0)TI+(�0)(�̂ � �0),was nah Satz 2.25 asymptotish gleih TLM ist.Satz 2.29 Seien Y1; : : : ; Yn iid. Unter der lokalen Alternative H1 : � = �n mit �n n!1�! �0 undpn(�n � �0) divergent ist der LQ-Test konsistent.Beweis: Der Beweis vom vorangegangegen Satz 2.28 gilt bis Gleihung (2.28) auh hier. Wegender iid-Annahme ist I+(�0) = nI1(�0), so da� (2.28) wird zuTLQ as= 2pn(�n � �0)T 1pn ���`(�n) + n(�n � �0)TI1(�0)(�n � �0) + n(�̂ � �n)TI1(�0)(�̂ � �n)Die zweite quadratishe Form, n(�̂ � �n)TI1(�0)(�̂ � �n), auf der rehten Seite ist wegen (2.27)asymptotish �2q-verteilt und somit in Wahrsheinlihkeit beshr�ankt. Ein �ahnlihes Argumentgilt f�ur den Ausdruk 1pn ��� `(�n). Denn mit (2.22) haben wir ��� `(�n) as= nI1(�n)(�̂ � �n) undmit (2.27) shlie�en wir 1pn ��� `(�n) as� Nq(0;I1(�0)), so da� der gesamte Term 2pn(�n ��0)T 1pn ��(`(�)n) in Wahrsheinlihkeit divergiert. Da I1(�0) positiv de�nit ist, haben wir (�n ��0)T I1(�0)(�n��0) > 0. Mit der Divergenz von pn(�n��0) folgern wir pn(�n��0)TI1(�0)pn(�n��0) n!1�! 1. Somit haben wir gezeigt, da� 8 d 2 IR giltP�n(TLQ > d) n!1�! 1,was ja gerade die behauptete Konsistenz ist.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 28Zusammengesetzte HypothesenNahdem wir das asymptotishe Verhalten des LQ-Tests und des LM-Tests bei einfahen Hypo-thesen untersuht haben, betrahten wir jetzt ihr asymptotishes Verhalten bei zusammengesetz-ten Hypothesen. Wir beshr�anken uns auf solhe Hypothesen, bei denen sih der q-dimensionaleParameter � unter H0 als Funktion eines niederdimensionalen Parameters � ausdr�uken l�a�t:�j = gj(�1; : : : ; �k) j = 1; : : : ; q; k < q f�ur � 2 
0 (2.32)Der einfahste Fall liegt vor, wenn wir � in � = ( ; �)T aufspalten k�onnen, so da� � ein d-dimensionaler, 1 � d < q, getrennter Nebenparameter ist, der niht durh Datenreduktioneliminierbar ist, und 
0 = f�j =  0g. Da der ML-Quotient unter Parametertransformationinvariant ist, kann die allgemeine Einshr�ankung (2.32) auf die Gestalt � = ( 0; �)T unter H0reduziert werden. Die Partitionierung von � bringt einige neue Shreibweisen mit sih. So lautetdie zu testende Hypothese H0 :  =  0 gegen H1 :  6=  0. Wir shreiben entsprehend derPartitionierung f�ur die log-Likelihood `(�) = `( ; �), ihre partiellen Ableitungen��� `(�) = � �� `( ; �); ���`( ; �)�T und �2�� ��T `(�) = 0� �2� � T `( ; �) �2�� � T `( ; �)�2� ��`( ; �) �2�� ��T `( ; �) 1AAu�erdem wird die Fisher-Information der gesamten Stihprobe zuI+(�) = I+( ; �) =  I  ( ; �) I �( ; �)I� ( ; �) I��( ; �) !und ihre Inverse zu I�1+ (�) =  i  ( ; �) i �( ; �)i� ( ; �) i��( ; �) ! .An dieser Stelle erinnern wir an den n�utzlihen Satz zur Invertierung von Blokmatrizen (s.Witting [1995, S. 368℄). Sei J = (Jil)1�i;l�2 2 IRn�n eine symmetrishe Blokmatrix mit positivde�niten Matrizen J22 und J11:2 := J11 � J12J�122 J21. Dann giltJ =  J11 J12J21 J22 ! J�1 =  J�111:2 �J�111:2J12J�122J�122 J21J�111:2 J�122 + J�122 J21J�111:2J12J�122 ! (2.33)wie wir sofort durh Nahrehnen von JJ�1 = E best�atigen k�onnen.Unter der Nullhypothese wird � durh die ML mit  =  0 fest gesh�atzt. Wir shreiben �̂0 f�urden ML-Sh�atzer von � bzgl.  =  0. Wir bemerken, da� der eingeshr�ankte ML-Sh�atzer �̂0die Gleihung ( �� `( 0; �̂0); ���`( 0; �̂0))T = 0 erf�ullt, w�ahrend f�ur die uneingeshr�ankten ML-Sh�atzer  ̂ und �̂ gilt ( �� `( ̂; �̂); ���`( ̂; �̂))T = 0. Deshalb k�onnen wir (2.21) unter der Nullhy-pothese �� = ( 0; �)T zum einen anwenden mit dem eingeshr�ankten ML-Sh�atzer �̂ = ( ̂; �̂)Tund zum anderen anwenden mit �̂ = ( 0; �̂0)T . Dann folgt wegen (2.22) durh Gleihsetzen derbeiden Formeln mit der partitionierten Shreibweise I  ( 0; �) I �( 0; �)I� ( 0; �) I��( 0; �) !  ̂ �  0�̂� � ! as=  I  ( 0; �) I �( 0; �)I� ( 0; �) I��( 0; �) ! 0�̂0 � � !



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 29()  I  ( 0; �)( ̂ �  0) + I �( 0; �)(�̂ � �)I� ( 0; �)( ̂ �  0) + I��( 0; �)(�̂� �) ! as=  I �( 0; �)(�̂0 � �)I��( 0; �)(�̂0 � �) !Die zweite Zeile des partitionierten Vektors liefert�̂0 � � as= �̂� �+ I�1�� ( 0; �)I� ( 0; �)( ̂ �  0),so da� f�ur den uneingeshr�ankten ML-Sh�atzer �̂0 gilt�̂0 as= �̂+ I�1�� ( 0; �)I� ( 0; �)( ̂ �  0). (2.34)Mit der neuen Shreibweise ergibt sih insbesondere aus pn(�̂ � ��) as� Nq(0;I�1+ (��)),�� = ( �; ��)T wahrer Parameterwert,pn( ̂� �) as� Nq�d(0; i  ( �; ��)) = Nq�d(0; [I  ( �; ��)�I �( �; ��)I�1�� ( �; ��)I� ( �; ��)℄�1)pn(�̂� ��) as� Nd(0; i��( �; ��)).Wir zeigen im folgenden, da� sih alle asymptotishen Verteilungseigenshaften des LQ-Testsvon den einfahen auf die zusammengesetzten Hypothesen �ubertragen. Bei den Beweisen benut-zen wir die gleihen Argumentationen wie in den entsprehenden S�atzen f�ur einfahe Hypothesen.Satz 2.30 Ist H0 :  =  0 wahr, so besitzt der LQ-Test eine asymptotishe �2(dim
�dim
0)-Verteilung.Beweis: Mit den Taylorentwiklungen`( 0; �) = `( ̂; �̂) + 12   ̂ �  0�̂� � !T 0� �2� � T `( 1; �1) �2�� � T `( 1; �1)�2� ��T `( 1; �1) �2�� ��T `( 1; �1) 1A  ̂ �  0�̂� � !mit k( 1 �  0; �1 � �)T k � k( ̂ �  0; �̂� �)T k und`( 0; �) = `( 0; �̂0) + 12  0�̂0 � � !T 0� �2� � T `( 2; �2) �2�� � T `( 2; �2)�2� ��T `( 2; �2) �2�� ��T `( 2; �2) 1A 0�̂0 � � !mit k( 2 �  0; �2 � �)T k � k(0; �̂0 � �)T k erhalten wirTLQ = 2 [`( ̂; �̂)� `( 0; �̂0)℄= 2 [`( ̂; �̂)� `( 0; �)℄ � 2 [`( 0; �̂0)� `( 0; �)℄= �  ̂ �  0�̂� � !T 0� �2� � T `( 1; �1) �2�� � T `( 1; �1)�2� ��T `( 1; �1) �2�� ��T `( 1; �1) 1A  ̂ �  0�̂� � !++ 0�̂0 � � !T 0� �2� � T `( 2; �2) �2�� � T `( 2; �2)�2� ��T `( 2; �2) �2�� ��T `( 2; �2) 1A 0�̂0 � � !as=   ̂ �  0�̂� � !T  I  ( 0; �) I �( 0; �)I� ( 0; �) I��( 0; �) !  ̂ �  0�̂� � !�� 0�̂0 � � !T  I  ( 0; �) I �( 0; �)I� ( 0; �) I��( 0; �) ! 0�̂0 � � !



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 30Bei der letzten Umformung haben wir Formel (2.20) aus Bemerkung b) f�ur die Blokmatrizenangewendet. Nun setzen wir Formel (2.34) in  0�̂0 � �!T  I  ( 0; �) I �( 0; �)I� ( 0; �) I��( 0; �)! 0�̂0 � �!ein: 0�̂� �+ I�1�� ( 0; �)I� ( 0; �)( ̂ �  0)!T  I  ( 0; �) I �( 0; �)I� ( 0; �) I��( 0; �)! 0�̂� �+ I�1�� ( 0; �)I� ( 0; �)( ̂ �  0)!= (�̂� �)TI��( 0; �)(�̂ � �) + 2(�̂� �)T I� ( 0; �)( ̂ �  0) +( ̂ �  0)TI �( 0; �)I�1�� ( 0; �)I �( 0; �)( ̂ �  0)Einsetzen dieser Gleihung in TLQ liefertTLQ as=   ̂ �  0�̂� � !T  I  ( 0; �) I �( 0; �)I� ( 0; �) I��( 0; �) !  ̂ �  0�̂� � !�� 0�̂0 � � !T  I  ( 0; �) I �( 0; �)I� ( 0; �) I��( 0; �) ! 0�̂0 � � !as= ( ̂ �  0)TI  ( 0; �)( ̂ �  0) + 2(�̂� �)TI� ( 0; �)( ̂ �  0)+(�̂� �)TI��( 0; �)(�̂� �)�(�̂� �)TI��( 0; �)(�̂� �)�2 (�̂� �)T I� ( 0; �)( ̂ �  0)�( ̂ �  0)TI �( 0; �)I�1�� ( 0; �)I �( 0; �)( ̂ �  0)= ( ̂ �  0)T hI  ( 0; �)� I �( 0; �)I�1�� ( 0; �)I� ( 0; �)i ( ̂ �  0)= ( ̂ �  0)T [i  ( 0; �)℄�1( ̂ �  0) (2.35)Da i  ( 0; �) die Varianz-Kovarianzmatrix der asymptotishen Randverteilung von  ̂ unter H0ist und  ̂ als ML-Sh�atzer asymptotish normalverteilt ist, folgt wie in Satz 2.24, da� der LQ-Test unter H0 eine asymptotishe �2-Verteilung mit dim 0 = dim
 � dim
0 Freiheitsgradenhat.Wir bemerken, da� bei der letzten Umformung zu (2.35) der unbekannte, wahre Parameter �herausgefallen ist, so da� die asymptotishe Verteilung von TLQ unter H0 unabh�angig von � ist.Diese Eigenshaft des LQ-Tests tri�t auh bei lokalen Alternativen H1 :  =  n mit  n n!1�!  0und pn( n �  0) konvergent zu, wie wir als n�ahstes beweisen.Zun�ahst stellen wir fest, da� pn( ̂ �  n; �̂� �)T as� Nq(0;I�1+ ( 0; �)), weil �̂ = ( ̂; �̂)T asym-ptotish normalverteilt ist und weil mit der Stetigkeit der Fisher-Information sowie  n n!1�!  0gilt I+( n; �) as= I+( 0; �). Au�erdem haben wir damit f�ur jeden konsistenten Sh�atzer ( ~ ; ~�)Tvon ( 0; �)T :� 1n 0� �2� � T `( ~ ; ~�) �2�� � T `( ~ ; ~�)�2� ��T `( ~ ; ~�) �2�� ��T `( ~ ; ~�) 1A as= 1n  I  ( ~ ; ~�) I �( ~ ; ~�)I� ( ~ ; ~�) I��( ~ ; ~�) !Durh diese Eigenshaften bleiben alle Umformungen von Satz 2.30 bis Gleihung (2.35) g�ultig.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 31Satz 2.31 Wenn H1 :  =  n mit  n n!1�!  0 wahr ist und pn( n �  0) konvergiert, dann istder LQ-Test asymptotish nihtzentral-�2(dim
� dim
0)-verteilt.Beweis: Wegen der positiven De�nitheit k�onnen wir [i  ( 0; �)℄�1 in ein Produkt aus zweiidentishen, symmetrishen Matrizen [i  ( 0; �)℄�1=2 zerlegen und formen (2.35) mit Æ :=limn!1pn( n �  0) weiter um:TLQ as= ( ̂ �  0)T [i  ( 0; �)℄�1( ̂ �  0)= ( ̂ �  n +  n �  0)T [i  ( 0; �)℄�1=2[i  ( 0; �)℄�1=2( ̂ �  n +  n �  0)as= f[i  ( 0; �)℄�1=2( ̂ �  n) + [i  ( 0; �)℄�1=2 1pnÆgTf[i  ( 0; �)℄�1=2( ̂ �  n) + [i  ( 0; �)℄�1=2 1pnÆgAus der asymptotishen Standardnormalverteilung von [i  ( 0; �)℄�1=2( ̂� n) ergibt sih, da�TLQ eine asymptotishe �2(dim
� dim
0)-Verteilung mit Nihtzentralit�atsparameter1nÆT i  ( 0; �)Æ besitzt.Satz 2.32 Seien Y1; : : : ; Yn iid. Der LQ-Test ist konsistent, wenn H1 :  =  n mit  n n!1�!  0wahr ist und pn( n �  0) divergiert.Beweis: Die iid-Annahme l�a�t uns die Inverse der Fisher-Information I�1+ (�) der gesamtenStihprobe shreiben als I�1+ (�) = [nI1(�)℄�1 = 1nI�11 (�) = 1nI�11 ( ; �), wobei I1(�) die Fisher-Information einer einzelnen Beobahtung bezeihnet. Damit erhalten wir i  ( ; �) = 1ni  1 ( ; �)mit i  1 ( ; �) als inverser Blokmatrixanteil von I�11 ( ; �) und weiter aus (2.35)TLQ as= ( ̂ �  0)T [i  ( 0; �)℄�1( ̂ �  0)= ( ̂ �  n +  n �  0)Tn[i  1 ( 0; �)℄�1( ̂ �  n +  n �  0)= n( ̂ �  n)T [i  1 ( 0; �)℄�1( ̂ �  n)| {z }as��2q�d +2pn( n �  0)T [i  1 ( 0; �)℄�1pn( ̂ �  n)| {z }as�Nq�d(0;[i  1 ( 0;�)℄�1) ++( n �  0)T [i  1 ( 0; �)℄�1( n �  0)| {z }n!1�! 1Indem wir die gleihe Argumentation wie in Satz 2.29 anwenden, haben wir gezeigt, da� TLQ inWahrsheinlihkeit unbeshr�ankt ist, und der LQ-Test somit ein konsistenter Test ist.Shlie�lih m�ussen wir noh die asymptotishe �Aquivalenz von LQ-Test, Wald-Test und LM-Testbeweisen. F�ur den Wald-Test ergibt sie sih sofort aus i  ( 0; �) as= i  ( ̂; �̂) und (2.35).Satz 2.33 Der LM-Test ist unter H0 :  =  0 und unter lokalen Alternativen H1 :  =  n mit n n!1�!  0 und pn( n �  0) konvergent asymptotish �aquivalent zum LQ-Test.Beweis: Wir benutzen (2.22) mit der Partitionierung von �:  ̂ �  0�̂� � ! as=  i  ( 0; �) i �( 0; �)i� ( 0; �) i��( 0; �) ! �� `( 0; �)���`( 0; �) !



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 32=)  ̂ �  0 as= i  ( 0; �) �� `( 0; �) + i �( 0; �) ���`( 0; �)Einsetzen in (2.35) liefert:TLQ as= ( ̂ �  0)T [i  ( 0; �)℄�1( ̂ �  0)as= �i  ( 0; �) �� `( 0; �) + i �( 0; �) ���`( 0; �)�T [i  ( 0; �)℄�1�i  ( 0; �) �� `( 0; �) + i �( 0; �) ���`( 0; �)�= � �� `( 0; �) + fi  ( 0; �)g�1i �( 0; �) ���`( 0; �)�T i  ( 0; �)� �� `( 0; �) + fi  ( 0; �)g�1i �( 0; �) ���`( 0; �)�= � �� `( 0; �)� I �( 0; �)I�1�� ( 0; �) ���`( 0; �)�T i  ( 0; �)� �� `( 0; �)� I �( 0; �)I�1�� ( 0; �) ���`( 0; �)�=: T (�)Bei der vorletzten Umformung nutzten wir (2.33) aus, weswegen wir shreiben k�onnenfi  ( 0; �)g�1i �( 0; �) = �fi  ( 0; �)g�1i  ( 0; �)I �( 0; �)I�1�� ( 0; �) = �I �( 0; �)I�1�� ( 0; �).Selbstverst�andlih h�angt T von dem unbekannten Wert � des Nebenparameters ab, aber wegender Konsistenz des ML-Sh�atzers �̂0 k�onnen wir � durh �̂0 ersetzen, ohne die asymptotisheGleihheit zu ver�andern. Mit der De�nition von �̂0 gilt ���`( 0; �̂0) = 0, so da� wir erhaltenTLQ as= T (�) as= T (�̂0) = � �� `( 0; �̂0)�T i  ( 0; �̂0) � �� `( 0; �̂0)� = TLM (2.36)Zusammengesetzte Hypothesen am Rand des ParameterraumesIn den vorangegangenen Abshnitten nahmen wir an, da� der wahre Parameter im Inneren desParameterraums liegt. Wir betrahten nun den Fall, da� bei dem wahren Parameter �� 2 IRqmit ��i � 0 , i = 1; : : : ; q; eine Komponente gleih 0 ist. Im folgenden bestimmen wir die asymp-totishe Verteilung des ML-Sh�atzers von �� unter der Nullhypothese und lokalen Alternativenund zeigen, da� die LM-Tests auh dann asymptotish �21-verteilt sind.Zuvor f�uhren wir die ben�otigten Annahmen und Bezeihnungen ein, denn die Regularit�atsbe-dingungen aus Abshnitt 2.1.4 gelten niht l�anger. Wir setzen o.B.d.A. die erste Komponente��1 = 0. Statt des gesamten Parameterraums 
 beshr�anken wir uns auf 
1 � 
, wobei 
1abgeshlossen und beshr�ankt ist und den wahren Parameter �� enth�alt. O.B.d.A. nehmen wiran, da� 
1 ein Quader ist: 
1 = f� 2 IRq j 0 � �i � bi; bi > 0; i = 1; : : : ; qg. Desweiterenist die unabh�angige Stihprobe Y1; : : : ; Yn mit den Dihten oder Wahrsheinlihskeitsfunktionenfi(Yi; �); i = 1; : : : ; n, die stetig in � sind, gegeben. Wir fassen hier jede Funktion �̂(Y1; : : : ; Yn),



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 33die Werte in 
1 annimmt und f�ur die `(�) = Pni=1 ln fi(yi; �) in 
1 ein globales Maximum be-sitzt, als ML-Sh�atzer auf. Wegen der Stetigkeit aller fi in � gibt es eine solhe Funktion. Fallsmehrere derartige Funktionen existieren, w�ahlen wir eine aus. Au�erdem seien fi(Yi; �) f�ur fastalle Werte von Yi zweimal stetig di�erenzierbar in �. Dn bezeihne die Menge aller Stihproben-werte y1; : : : ; yn, f�ur die die zweiten partiellen Ableitungen von f(Y ; �) nah � existieren. Wirsetzen voraus, da� �̂ ein konsistenter Sh�atzer f�ur � auf 
 ist. Aus der Abgeshlossenheit undBeshr�anktheit von 
1 folgt sofort, da� �̂ auf 
1 ein gleihm�a�ig konsistenter Sh�atzer ist. Esgelte die GleihheitZ ���r fi(y; �) dy = Z �2��r ��sfi(y; �) dy = 0 8 i = 1; : : : ; n und 8 r; s = 1; : : : ; q. (2.37)Wir nutzen diese Gleihheit und die stetige Di�erenzierbarkeit von fi, um zu zeigen, da� dieErwartungswerte der ersten partiellen Ableitungen von `i(�) = ln fi(Yi; �) existieren:0 = Z ���r fi(y; �) dy = Z ���r fi(y; �)fi(y; �) fi(y; �) dy = Z ���r ln fi(y; �) fi(y; �) dy = E � ���r `i(�)� .Shlie�lih fordern wir die Existenz von E( �2����T `i(�)) <1, und von einem K > 0, so da�inf�2
1(det � 1nE " �2�� ��T `i(�)#!) = K > 0.Damit sihern wir uns die Existenz der Fisher-Information I+(�). Mit Hilfe von (2.37) zeigenwir die Informationsungleihung:Wegen �2��r ��s ln fi(Y ; �) = 1fi(Y ; �) �2��r ��s fi(Y ; �)� ���r ln fi(Y ; �) ���s ln fi(Y ; �) (2.38)giltE � �2��r ��s ln fi(Y ; �)� = E � 1fi(Y ; �) �2��r ��s fi(Y ; �)� ���r ln fi(Y ; �) ���s ln fi(Y ; �)�= Z 1fi(Y ; �) � �2��r ��sfi(Y ; �)� fi(Y ; �) dy �E � ���r ln fi(Y ; �) ���s ln fi(Y ; �)�(2:37)= �E � ���r ln fi(Y ; �) ���s ln fi(Y ; �)�Die reelle Matrix Ii(�) = (Iirs(�)) ist als Varianz-Kovarianzmatrix des Zufallsvektors ��� `i(�)symmetrish, also hermitesh, und positiv semide�nit. Die positive De�nitheit von Ii(�) folgernwir mit der �Aquivalenz, da� eine beliebige quadratishe Matrix genau dann positiv de�nit (se-mide�nit) ist, wenn sie hermitesh ist und alle ihre Eigenwerte positiv (nihtnegativ) sind. Wirm�ussen also zeigen, da� 0 niht zum Spektrum von Ii(�) geh�ort. Dazu bringen wir Ii(�) aufJordan-Normalform. Es ist bekannt, da� die Determinante der Jordan-Normalform gerade dasProdukt aller Eigenwerte von Ii(�), gez�ahlt mit den algebraishen Vielfahheiten, ist und mitder Determinante von Ii(�) �ubereinstimmt. Nun haben wir vorausgesetzt, da� gilt detIi(�) > 0,weshalb Ii(�) nur positive Eigenwerte besitzt und somit positiv de�nit ist.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 34Wir folgern weiter, da� die Fisher-Information der gesamten Stihprobe I+(�) als Summe positivde�niter Matrizen positiv de�nit ist und ihre Inverse I�1+ (�) und ihre Wurzel I1=2+ (�) existieren.Au�erdem ist jede Hauptuntermatrix (Irs(�))r;s2J ; J � f1; : : : ; qg; von I+(�) positiv de�nit.Wir stellen ferner an die Fisher-Information I+(�) die Forderung, da� es ein � > 0 gibt, so da�Ej ���r `(�)j2+� f�ur r = 1; : : : ; q eine beshr�ankte Funktion von � in 
1 ist. Zuletzt verlangen wir,da� die Voraussetzungen des shwahen Gesetz der gro�en Zahlen f�ur �2��r ��s `(�); r; s = 1; : : : ; q;erf�ullt sind.Satz 2.34 Sei �� = (��1; : : : ; ��q) der wahre Parameter mit ��1 = 0; 0 < ��i < bi;8 i = 2; : : : ; q.Dann konvergiert die Verteilungsfunktion P ((�̂ � ��) < t) gleihm�a�ig in t und in �� gegendie gemishte Verteilungsfunktion 12F1(t; ��) + 12F2(t; ��), wobei F1 eine q-dimensionale Vertei-lungsfunktion auf dem Raum t1 > 0; ti 2 IR 8i = 2; : : : ; q ist. F1 besitzt dort eine Verteilung,die gleih dem Zweifahen einer Nq(0;I�1+ (��))-Verteilung ist. F2 ist eine (q � 1)-dimensionaleVerteilungsfunktion auf dem Unterraum t1 = 0; ti 2 IR 8i = 2; : : : ; q, so da� die gemeinsameVerteilung von (�̂2 � ��2); : : : ; (�̂q � ��q) diejenige der Gr�o�en(�̂i � ��i ) as= qXs=2�(1)is ws i = 2; : : : ; qist, wobei (w1; : : : ; wq)T � Nq(0;I+(��)) und die Verteilung von w2; : : : ; wq gebildet wird unterder Bedingung w1 � qXr=2 I1r(��) qXs=2�(1)is ws � 0 (2.39)mit �(1)is als Elemente der Hauptuntermatrix von I�1+ (��), die wir durh Streihen der erstenZeile und ersten Spalte erhalten:(�(1)is ) = 0BB� I+22(��) : : : I+2q(��)... ...I+q2(��) : : : I+qq(��) 1CCA�1 .Beweis: Wegen der Konvergenz des ML-Sh�atzers �̂ liegt �̂ f.s. in einer Umgebung von ��, dieo�en bzgl. 
1 ist. Da �i 2 ℄ 0; bi[ f�ur i = 2; : : : ; q, existieren die partiellen Ableitungen und es gilt���i `(�̂) = 0 i = 2; : : : ; q. (2.40)F�ur ��1 = 0 ist die rehtsseitige partielle Ableitung de�niert, die wir gleih ���1 `(��) setzen.F�ur alle Stihprobenwerte aus Dn gilt die Taylorentwiklung��� `(�̂) = ���`(��) + �2�� ��T `(~�)(�̂ � ��)mit k~� � ��k � k�̂ � ��k, wobei k:k eine beliebige Norm auf IRq ist.���`(�̂) = ���`(��) + �2�� ��T `(~�)(�̂ � ��)



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 35= ���`(��) + " �2�� ��T `(~�) + I+(��)� I+(��)# (�̂ � ��)= ���`(��) + " �2�� ��T `(~�) + I+(��)# (�̂ � ��)� I+(��)(�̂ � ��) (2.41)~� ist wegen k~� � ��k � k�̂ � ��k ein konsistenter Sh�atzer f�ur ��. Au�erdem ist �2�� ��T `(�) stetigwegen (2.38) und der vorausgesetzten zweimaligen stetigen Di�erenzierbarkeit von f , so da��2�� ��T `(~�) ein konsistenter Sh�atzer f�ur �2�� ��T `(��) ist. Mit dem shwahen Gesetz der gro�enZahlen konvergiert1n �2�� ��T `(��) + 1nI+(��) = 1n nXi=1 �2����T `i(��)� 1nE " �2�� ��T `(��)#= 1n nXi=1 �2����T `i(��)� 1n nXi=1E  �2����T `i(��)! p�! 0,weshalb die asymptotishe Gleihheit �2�� ��T `(��) as= �I+(��) gilt. Somit f�allt in (2.39) der mitt-lere Term auf der rehen Seite asymptotish heraus.1. Fall: �̂1 > 0Dann existiert die partielle Ableitung in �̂1 mit ���1 `(�̂) = 0.Es gilt 0 = ��� `(�̂), und wir haben nah (2.39)��� `(��) as= I+(��)(�̂ � ��)() (�̂ � ��) as= I�1+ (��) ��� `(��). (2.42)Nun gilt ��� `(��) as� Nq(0;I+(��)) (f�ur einen Beweis s. Rao [1974, S. 416℄), weshalb wir f�ur dieBedingung �̂1 > 0 folgern P (�̂1 > 0) = P ((�̂1 � ��1) > 0) as= 12und weiter f�ur die q-dimensionale Verteilung von (�̂1���1) unter �̂1 > 0, da� ihre Dihte 0 ist f�ur�̂1 � 0 und die Verteilung f�ur �̂1 > 0 gegen 2Nq(0;I�1+ (��)) konvergiert. Diese asymptotisheVerteilung ist gerade das behauptete F1, und das Mishgewiht 12 die Wahrsheinlihkeit von derBedingung �̂1 > 0.Die gleihm�a�ige Konvergenz von �� auf dem Unterraum �1 > 0 von 
1 folgt aus der voraus-gesetzten gleihm�a�igen Konvergenz von �̂ zusammen mit der Stetigkeit von I�1+ (�) ��� `(�) undder Beshr�anktheit von E(j ��� `(�)j2+�) in �.2. Fall: �̂1 = 0Die ML-Funktion �̂ bestimmt das globale Maximum von ` auf 
1. Deshalb gelten weiterhin dieGleihungen (2.40), w�ahrend wir f�ur die erste Komponente erhalten���1 `(�̂) � 0,



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 36denn das Maximum be�ndet sih am Rand von 
1. Mit Hilfe der Taylorentwiklung (2.39) und�̂1 = ��1 ermitteln wir f�ur die erste Komponente von ��� `(�̂)0 � ���1 `(�̂) as= ���1 `(��)� qXr=2I+1r(��)(�̂r � ��r). (2.43)F�ur die Betrahtung der restlihen Komponenten ���i `(�̂); i = 2; : : : ; q; ergibt sih aus dem Ent-fernen der ersten Komponente, da� wir in der Taylorentwiklung (2.39) die Fisher-InformationI+(��) durh ihre Hauptuntermatrix, die die erste Zeile und die erste Spalte von I+(��) nihtenth�alt, ersetzen m�ussen, damit alle Umformungen bis (2.40) g�ultig bleiben. Bezeihne��(1)rs � := 0BB� I+22(��) : : : I+2q(��)... ...I+q2(��) : : : I+qq(��) 1CCA�1
die Hauptuntermatrix von I�1+ (��), die durh Streihung der ersten Zeile und ersten Spalte vonI�1+ (��) entsteht, so shreibt sih (2.40) in der Form0BB� (�̂2 � ��2)...(�̂q � ��q) 1CCA as= (�(1)rs )0BBB� ���2 `(��)...���q `(��) 1CCCAbzw. komponentenweise (�̂r � ��r) as= qXs=2 ���s `(��)�(1)rs f�ur r = 2; : : : ; q.Setzen wir obige Formeln in (2.41) ein und identi�zieren wir ws mit ���s `(��); s = 1; : : : ; q; sofolgt sofort die behauptete Bedingung (2.39). Wegen (w1; : : : ; wq)T = ���� `( )as �Nq(0;I+(��))unter der Voraussetzung (2.39) besitzen die Komponenten (�̂r� ��r); r = 2; : : : ; q, die behauptetegemeinsame Verteilungsfunktion F2. Das Mishgewiht f�ur F2 erhalten wir aus P (�̂1 = 0) =P ((�̂1 � ��1) = 0) = 1�P ((�̂1 � ��1) > 0) = 1=2, denn der betrahtete Parameterraum 
1 liegt indem nihtnegativen Quadranten von IRq.Die gleihm�a�ige Konvergenz f�ur � shlie�en wir mit der gleihen Begr�undung wie im 1. Fall.Satz 2.35 Seien Y1; : : : ; Yn iid. Es gelten die in diesem Unterabshnitt vor Satz 2.34 getro�enenAnnahmen au�er den Voraussetzungen f�ur das shwahe Gesetz der gro�en Zahlen. Die Kompo-nenten ��2; : : : ; ��q haben feste Werte in den o�enen Intervallen 0 < ��i < bi; i = 2; : : : ; q, w�ahrend��1 = an�1=2 mit 0 � a < a0 und n 2 IN . Dann konvergiert auf diesem Intervall die gemeinsameVerteilung von pn(�̂1 � ��1); : : : ;pn(�̂q � ��q) gleihm�a�ig gegen die gemishte Verteilung von�F1(t) + (1� �)F2(t),wobei F1(t) eine q-variate Verteilungsfunktion auf dem Raum t1 > �a; ti 2 IR; i = 2; : : : ; q; ist,deren Verteilung unter der Voraussetzung pn(�̂1 � ��1) > �a gerade 2Nq(0;I�1(��)) ist. Dabei



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 37bezeihnet I(��) := Ii(��) die Fisher-Information einer Beobahtung i, deren Index wir aufgrundder iid-Annahme weglassen. F2(t) ist eine (q�1)-variate Verteilungsfunktion auf dem Raum t1 =�a; ti 2 IR; i = 2; : : : ; q; so da� wir die gemeinsame Verteilung von pn(�̂2���2); : : : ;pn(�̂q���q)wie folgt erhalten: Die pn(�̂i � ��i ) sind L�osungen der Gleihungenpn(�̂1 � ��1) = �a (2.44)wi as= �aIi1(��) + qXr=2pn(�̂r � ��r)Iir(��) i = 2; : : : ; q; (2.45)wobei die wi; i = 1; : : : ; q; eine Nq(0;I(��))-Verteilung unter der Bedingungw1 + aI11(��)� qXr=2pn(�̂r � ��r)Iir(��) � 0 (2.46)besitzen.Beweis: Der Beweis l�auft analog zum vorangegangenen Satz. Wir haben wiederum die Taylorent-wiklung (2.39) und begr�unden hier die Asymptotik des Terms [ �2�� ��T `(~�) + I+(��)℄(�̂ � ��) as= 0mit der iid-Annahme der Yi, dem starken Gesetz der gro�en Zahlen und der Konsistenz von~�. Aufgrund der De�nition von �̂ bekommen wir die Formeln ���1 `(�̂) � 0 und ���i `(�̂) =0 f�ur i = 2; : : : ; q. Wir untersheiden wieder die F�alle, da� �̂1 am Rand oder im Innerenvon [ 0; a0 [ liegt. Ist �̂1 > 0, gilt ���1 `(�̂) = 0 und wir folgern wie im 1. Fall von Satz 2.34,da� (�̂ � ��) as� Nq(0;I�1+ (��)). Wegen der iid-Annahme gilt I+(��) = nI(��), so da� wirpn(�̂� ��) as� Nq(0;I�1(��)) shreiben k�onnen. Wir erhalten �, indem wir die Wahrsheinlih-keit von �̂1 > 0 bestimmen:P (�̂1 > 0) = P (pn(�̂1 � ��1) > �a) as= 1� �(�aI1=211 (��)) =: �Im anderen Fall ist �̂1 = 0, so da� gilt pn(�̂1���1) = pn(0�an�1=2) = �a, womit wir Gleihung(2.42) gezeigt haben. Mit einer Taylorentwiklung von ���`(�̂) erhalten wir abermals (2.39) undberehnen den TermI+(��)(�̂ � ��) = nI(��)(�̂ � ��)= n0BBBBB� I11(��) : : : I1q(��)I21(��) : : : I2q(��)... ...Iq1(��) : : : Iqq(��)
1CCCCCA0BBBBB� �an�1=2�̂2 � ��2...�̂q � ��q

1CCCCCA = n0BB� �an�1=2I11(��) +Pqr=2(�̂r � ��r)I1r(��)...�an�1=2Iq1(��) +Pqr=2(�̂r � ��r)Iqr(��) 1CCADaraus folgern wir f�ur i = 2; : : : ; q1pn ���i `(��) as= �aIi1(��) + qXr=2pn(�̂r � ��r)Iir(��),so da� durh die Festlegung wi := 1pn ���i `(��); i = 1; : : : ; q; die Gleihungen (2.43) bewiesensind. F�ur i = 1 shlie�en wir aus der Taylorentwiklung und aus ���1 `(�̂) � 0 die Ungleihung



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 38(2.46):0 � 1pn ���1 `(��) + aI11(��)� qXr=2I1r(��)pn(�̂r � ��r) =: w1 + aI11(��)� qXr=2I1r(��)pn(�̂r � ��r)Somit ist die Verteilungsfunktion F2 f�ur �̂1 = 0 gezeigt. Die gleihm�a�ige Konvergenz sehen wirmit derselben Argumentation wie im vorangegangen Satz.Nahdem wir die asymptotishen Verteilung des ML-Sh�atzers �̂ f�ur den wahren Parameter��, bei dem eine Komponente ��1 am Rand des Parameterraums liegt, kennen, m�ussen wir alsn�ahstes �uberpr�ufen, ob und wie sih die asymptotishe Verteilung der Tests f�ur die HypotheseH0 : �1 = 0 gegen H0 : �1 > 0 �andert. Es handelt sih also um eine zusammengesetzte Hypothe-se mit den Bezeihnungen  := �1 und � := (�2; : : : ; �q)T aus dem vorherigen Unterabshnitt.Zur Bestimmung der asymptotishen Testverteilungen untersheiden wir erneut zwishen denF�allen �̂1 > 0 und �̂1 = 0.F�ur �̂1 > 0 hat (�̂ � ��) eine asymptotishe Nq(0;I�1+ (��))-Verteilung und erf�ullt mit den An-nahmen dieses Unterabshnitts s�amtlihe Voraussetzungen f�ur die S�atze aus dem Unterabshnitt"Zusammengesetzte Hypothesen\. Damit �ubertragen sih alle Aussagen der S�atze 2.30 bis 2.33auh f�ur Parameter mit einer Komponente auf dem Rand des Parameterraums, solange derenML-Sh�atzer im Inneren liegt.Falls �̂1 = 0, dann stimmen der eingeshr�ankte ML-Sh�atzer �̂0, der die Gleihung� �� `( 0; �̂0); ���`( 0; �̂0)�T = 0 mit  0 als Parameterwert unter H0 erf�ullt, und der uneinge-shr�ankte ML-Sh�atzer �̂, der die Gleihung � �� `( ̂; �̂); ���`( ̂; �̂)�T = 0 erf�ullt, wegen  0 =�1 = 0 = �̂1 =  ̂ �uberein. Deshalb liefert die Teststatistik TLQ = 2[`( ̂; �̂) � `( 0; �̂0)℄ desLQ-Tests auh stets den Wert 0 und lehnt die Nullhypothese niemals ab. Mit Satz 2.34 habenwir folglih gezeigt, da� die asymptotish Verteilung des LQ-Tests unter der Nullhypothese imPunkt 0 Wahrsheinlihkeitsma� 0; 5 und f�ur positive Werte eine 0; 5 � �21-Verteilung besitzt.F�ur den LM-Test mit der TeststatistikTLM = � �� `( 0; �̂0); ���`( 0; �̂0)�T (I+( 0; �̂0))�1 � �� `( 0; �̂0); ���`( 0; �̂0)�= � �� `( ̂; �̂); ���`( ̂; �̂)�T (I+( ̂; �̂))�1 � �� `( ̂; �̂); ���`( ̂; �̂)�ergibt sih jedoh wegen der S�atze 2.34 und 2.35 sowohl unter der Annahme, da� H0 : �1 = 0 = 0 wahr ist, als auh unter der Annahme, da� die lokale Alternative H1 : �1 =  0 = an�1=2mit a wie in Satz 2.35 wahr ist, da� � �� `( ̂; �̂); ���`( ̂; �̂)�T as� N (0; (I+( ̂; �̂))�1), wenn �̂1 = 0ist. Deshalb besitzt der LM-Test unter diesen Annahmen eine asymptotishe �21-Verteilung. Wirweisen darauf hin, da� der LQ-Test und der LM-Test in dieser Situation niht asymptotish�aquivalent sind. Nur f�ur den LM-Test gilt die asymptotishe �2-Verteilung, unabh�angig vondem Wert des ML-Sh�atzers �̂1, falls die Nullhypothese oder die lokale Alternative wahr ist.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 392.3.2 ResiduenanalyseResiduen messen die Abweihungen der angepa�ten Werte von den gegebenen Werten der Ziel-variable. Sie k�onnen benutzt werden, um Modellmi�spezi�zierungen, Ausrei�er oder Beobah-tungen mit shlehter Anpassung aufzusp�uren. Die Residuenanalyse, insbesondere die visuelleAnalyse, kann m�ogliherweise die Art der Mi�spezi�zierung und Wege, sie zu korrigieren, auf-zeigen sowie ein Gef�uhl f�ur die Gr�o�e der Mi�spe�zierungsauswirkung vermitteln.De�nition 2.36 (Rohresiduum) Das nat�urlihe Residuum ist das Rohresiduumri = yi � �̂i i = 1; : : : ; n;wobei der angepa�te Erwartungswert �̂i der bedingte Erwartungswert �i = �(xTi �) ausgewertetan der Stelle � = �̂ ist.Asymptotish verh�alt sih dieses Residuum wie yi � �i, denn aus �̂ p�! � folgt �̂i p�! �i. Imklassishen linearen Regressionsmodell mit normalverteilten Fehlern und konstanter Varianz �2gilt (Yi � �i) � N(0; �2), so da� das Rohresiduum in gro�en Stihproben die erw�unshte Eigen-shaft besitzt, symmetrish um den Nullpunkt mit konstanter Varianz verteilt zu sein. Jedohist Yi � �i im allgemeinen heteroskedastish und asymmetrish. Wenn z. B. Yi � Poi(�), dannhat Yi � �i Varianz �i und drittes zentriertes Moment �i. F�ur Z�ahldaten gibt es kein Resi-duum mit Erwartungswert 0, konstanter Varianz und symmetrisher Verteilung. Dies f�uhrt zuvershiedenen Residuen, die entsprehend den am meisten erw�unshten Eigenshaften de�niertsind.De�nition 2.37 (Pearson-Residuum) Eine o�ensihtlihe Korrektur der Heteroskedastizit�atist das Pearson-Residuum pi = yi � �̂ip!̂imit !̂i als Sh�atzer f�ur die Varianz !i von Yi.Die Summe der quadrierten Residuen ergibt die in De�nition 2.8 de�nierte Pearson-Statistik. Ingro�en Stihproben bei korrekt gew�ahlter Link- und Varianzfunktion besitzt dieses Residuumden Erwartungswert 0 und die Varianz 1, ist aber asymmetrish verteilt. Gilt beispielsweiseY � Poi(�), dann erhalten wir mit ! = �: E[(Y � �)=p�℄3 = 1=p�.De�nition 2.38 (Devianzresiduum) Geh�ort die Verteilung von Y der exponentiellen Familiean, k�onnen wir das Devianzresiduum verwenden, das durhdi = sign(yi � �̂i)q2f`(yi)� `(�̂i)ggegeben ist, wobei `(�̂i) die logarithmierte Dihte von Yi ausgewertet bei �i = �̂i und `(yi) dielogarithmierte Dihte an der Stelle �i = yi bezeihnet.



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 40Motiviert wird das Devianzresiduum durh die Tatsahe, da� die Summe dieser quadriertenResiduen gerade die in De�nition 2.6 de�nierte Devianz darstellt. Im Falle der Poissonvertei-lung von Yi nimmt di folgende Gestalt an: di = sign(yi� �̂i)p2fyi ln(yi=�̂i)� (yi � �̂i)g, wobeiyi ln yi = 0 gesetzt wird f�ur yi = 0.MCullagh/Nelder [1989, S. 39℄ empfehlen den Gebrauh von Devianzresiduen in der Residu-enanalyse, weil sie viel besser als die Pearson-Residuen an standardnormalverteilte Residuenherankommen (s. auh Cameron/Trivedi [1998, S. 142℄). Die folgende Darstellung behandelt den-noh beliebige Residuen Ri, wenn niht explizit ein bestimmter Residuentyp angegeben ist.Die vielleiht erfolgreihste Art, Residuen einzusetzen, ist, sie gegen andere, interessierendeVariablen graphish darzustellen. Solhe Graphiken shlie�en Residuen ein, die gegen gesh�atzteWerte der Zielvariable aufgetragen werden, um z. B. zu erkennen, ob die Anpassung bei klei-nen oder gro�en Werten der Zielvariable shleht ist, oder die gegen ausgelassene Regressorenaufgetragen werden, um einen m�oglihen Zusammenhang festzustellen, oder gegen vorhandeneRegressoren, um zu sehen, ob sie in das Modell durh eine andere als die gew�ahlte Transforma-tion eingehen.Es ist zun�ahst verlokend, die Residuen gegen die vorhandenen Werte der Zielvariable zu zeih-nen, doh eine solhe Graphik ist niht aussagekr�aftig. Um dies zu verdeutlihen, betrahten wirdiese Graphik mit Rohresiduen. Da gilt Cov(Yi � �i; Yi) = Var Yi > 0, gibt es einen positivenZusammenhang zwishen Yi � �i und Yi. Stattdessen tragen wir die Rohresiduen gegen die an-gepa�ten Erwartungswerte ab und beahten, da� Cov(Yi � �i; �i) = 0 gilt. Alternativ k�onnenwir auh die gegebenen Werte von Yi gegen die angepa�ten �̂i auftragen. Wenn wir den Erwar-tungswert �i rihtig spezi�ziert haben, streuen die Residuen Ri in einem zuf�alligen Muster umden Wert 0 und mit konstanter Varianz. Typishe systematishe Abweihungen davon sind zumeinen das Auftreten einer Kr�ummung oder eines (linearen) Trends im Erwartungswert und zumanderen eine systematishe Ver�anderung des Streuungsbereihs mit wahsenden, angepa�ten Er-wartungswerten. Ein Trend kann mehrere Gr�unde haben wie beispielsweise eine falsh gew�ahlteLinkfunktion, die falshe Skalierung von einem oder mehreren metrishen Regressoren oder dasFehlen eines quadratishen Terms bei einem Regressor. Wir gehen noh auf die Untersheidungzwishen diesen Ursahen ein.Eine andere Art, die allgemeine Anpassung eines Modells graphish zu beurteilen, besteht in derUntersuhung, wie stark die Residuen normalverteilt sind. Dazu ordnen wir die Devianzresiduendi der Gr�o�e nah und tragen sie gegen die Ordnungsstatistik einer N(0; 1)-Stihprobe auf, d. h.di gegen rnormi = �r + sr��1( i� 0; 5n ) i = 1; : : : ; nmit �r =Pni=1 di und s2r = 1n�1 Pni=1 d2i und ��1 als Inverse der Standardnormalverteilungsfunk-tion. Liegen keine Modellabweihungen vor, zeigt diese Graphik angen�ahert eine Gerade.Um die Anpassung eines metrishen Regressors xk aus dem linearen Pr�adiktor graphish aus-zuwerten, tragen wir die Regressorwerte xik gegen die Residuen Ri auf. Wie bei der GraphikResiduen Ri gegen angepa�te Erwartungswerte �̂i streuen die Residuen Ri zuf�allig mit konstan-



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN 41ter Varianz um 0, falls wir das Modell korrekt spezi�ziert haben. Wiederum deutet ein Trend imResiduenmuster auf die falshe Wahl der Linkfunktion oder eine nihtbeahtete Transformationdes Regressors xk hin. Ein Trend kann auh durh eine falshe Transformation eines anderenRegressors xj; j 6= k, der eng mit dem untersuhten xk korrelliert ist, hervorgerufen werden.Au�erdem haben wir die M�oglihkeit, die Varianzfunktion V (�i) eines Modells graphish zu�uberpr�ufen. Dazu zeihnen wir die absoluten Residuen jRij gegen die gesh�atzten Werte �̂i. Istdie rihtige Varianzfunktion V (�i) gew�ahlt, weist die Graphik keinen Trend auf, w�ahrend siheine falsh gew�ahlte Varianzfunktion V (�i) in einem Trend niedershl�agt. Ein positiver Trenddeutet darauf hin, da� die Varianzfunktion V (�i) zu langsam mit dem Erwartungswert w�ahst,so da� z. B. die urspr�unglihe Wahl V (�i) = �i durh V (�i) = �2i ersetzt werden sollte. Einnegativer Trend deutet im Gegensatz auf eine zu langsam fallende Varianzfunktion V (�i) bezo-gen auf den Erwartungswert � hin. Alternativ k�onnen wir die quadrierten Rohresiduen r2i alsSh�atzer f�ur die Varianz gegen die angepa�ten Erwartungswerte �̂i darstellen. Die Punkte indieser Graphik sollten um die gew�ahlte Varianzfunktion V (�i) streuen. F�ur das Poissonmodellmit V (�i) = �i bedeutet das eine zuf�allige Streuung um die Gerade durh den Nullpunkt mitSteigung 1.In analoger Weise veri�zieren wir graphish die Linkfunktion g(�i). Dabei stellen wir die gesh�atz-ten Pr�adiktoren �̂i = xTi � gegen die Werte yi der Zielvariablen Yi dar. Bei der rihtig gew�ahltenLinkfunktion g(�i) stimmt der funktionelle Zusammenhang in der Graphik mit dieser �uberein.Da der Pr�adiktor �i von der Skalierung der metrishen Regressoren xik; k = 1; : : : ; p; abh�angt,k�onnen Abweihungen von dem erwarteten Muster neben der falshen Linkfunktion auh auf Feh-ler in der Skalierung eines Regressors xk oder mehrerer metrisher Regressoren zur�ukzuf�uhrensein.



Kapitel 3Testen auf �UberdispersionDa viele der in Abshnitt 2.2.1 genannten Mi�spezi�zierungen zu einer Verletzung der beding-ten �Aquidispersionsannahme f�uhren, stellt die Varianzfunktion einen nat�urlihen Startpunkt f�ureinen Mi�spezi�zierungstest dar. Gew�ohnlih denken wir an eine spezielle Alternative mit einerallgemeinen Varianzfunktion, die gleihzeitig die Poisson-Varianzfunktion durh eine Parame-tereinshr�ankung einshlie�t. In dieser Situation kann einer der drei �ublihen Tests { LQ-Test,Wald-Test, LM-Test { angewendet werden. Ein h�au�ges Problem bei diesen Tests besteht darin,da� unter der Nullhypothese der wahre Parameter am Rand des Parameterraums liegen kann.Wir haben dieses Problem bereits in Abshnitt 2.2.2(i) kennengelernt, als wir die Auswirkungeneines zuf�alligen Erwartungswerts im Poissonmodell untersuhten und zeigten, da� der Varianz-funktion ein quadratisher Term ��2 hinzugef�ugt wird bezogen auf das gleihe Poissonmodellmit festem Erwartungswert, wobei � > 0 die Varianz des zuf�alligen Erwartungswerts bezeihnet.Wollen wir testen, ob ein zuf�alliger oder ein fester Erwartungswert im Poissonmodell die Datenin angemessener Weise beshreibt, so lautet unsere Hypothese H0 : � = 0 gegen die einseitigeAlternative H1 : � > 0. In Unterabshnitt 2.3.1 "Zusammengesetzte Hypothesen am Rand desParameterraums\ bewiesen wir, da� die asymptotishe Normalverteilung des ML-Sh�atzers beidiesem Testproblem niht mehr gilt und da� der LQ-Test keine asymptotishe �2-Verteilungunter der Nullhypothese oder lokalen Alternativen besitzt. Als praktikable Alternative zu denLQ-Tests erwiesen sih die LM-Tests, deren asymptotishe Verteilungseigenshaften erhaltenbleiben und die die oft m�uhselige Berehnung der Likelihoods unter der Alternativhypothesevermeiden.In diesem Kapitel leiten wir eine LM-Teststatistik zum Testen auf �Uberdispersion her und gebendrei oft verwendete Beispiele f�ur Poissonregressionsmodelle an. Die Teststatistik beruht auf derDarstellung (2.36) in Satz 2.3.3.3.1 Herleitung der TeststatistikEs seien die Beobahtungen y1; : : : ; yn der unabh�angigen Stihprobe Y1; : : : ; Yn als Zielvariablengegeben. Die Verteilung der Yi geh�ore zur exponentiellen Familie (vgl. Formel (2.1)), die wir hier42



KAPITEL 3. TESTEN AUF �UBERDISPERSION 43leiht modi�zieren. Wir setzen die Funktion des Skalenparameters a(�) = 1 und reparametri-sieren den Zusammenhang zwishen der Zielvariable Yi und dem Parameter �i, indem wir denZusammenhang zwishen einer Funktion d(�i) von �i und der Zielvariable Yi einf�uhren, so da�die Dihte von Yi die Gestaltf(Yi; �i) = expfdi(�i)Yi � bi(�i) + i(Yi)g (3.1)hat. Mit den Formeln (2.2) und (2.3) leiten wir wie in Abshitt 2.1.2(i) den Erwartungswert unddie Varianz von Yi her: E(Yi) = �i = fd0i(�i)g�1b0i(�i) (3.2)Var Yi = �2i = fd0i(�i)g�2[b00i (�i)� d00i (�i)E(Yi)℄ (3.3)wobei 0 Di�erentiation nah �i bezeihnet. �i ist eine Funktion des Regressorvektors xi 2 IRpund des Parameters �: �i = �i(xi;�). F�ur die Alternativhypothese H1 konstruieren wir nuneine gr�o�ere Familie, die �uberdispersierte Modelle enth�alt und f�ur die Var Yi � �2i gilt, wobeiGleihheit nur auftritt, wenn H0 gilt. Dazu seien die �i niht fest, sondern stetige, unabh�angigeZufallsvariablen, die wir ��i nennen, mit den folgenden Momenten:E(��i ) = �i(xi;�) (3.4)Var ��i = �ki(�i) > 0, � 2 IR+0 , ki di�enzierbare Funktion von �i in IR+ (3.5)E[(��i � �i)r℄ = �r mit �r = o(�) f�ur r � 3. (3.6)Bei gegebenem ��i geh�ort die bedingte Dihte f(Yi; �i) von Yi zur exponentiellen Familie aus(3.1). Folglih ist ��i so konstruiert, da� sih f�ur � ! 0 das �uberdispersierte Modell auf (3.1)reduziert.Als Beispiel f�ur eine solhe Modellierung erinnern wir an Abshnitt 2.2.2(i). Dort betrahtetenwir ein Poissonmodell mit ��i = �iui und �i = exp(xTi �) als feste Parameter und Ui als Zufalls-variablen mit E(Ui) = 1. Im darau�olgenden Beispiel 2.20 w�ahlten wir zum einen Var Ui = � ,also unabh�angig von xi, und zum anderen Var Ui = �=�i, also abh�angig von xi und �, so da�wir �Uberdispersion auf vershiedene Arten modellierten (s. dazu die sp�ateren Beispiele).Wie in Abshnitt 2.2.2(i) erhalten wir die Randverteilung von Yi durh Integration der gemein-samen Dihte �uber ��i : fM(Yi; �i) = E��i [f(Yi; ��i )℄. (3.7)Um nun einen LM-Test zu der HypotheseH0 : � = 0 gegen H1 : � > 0zu konstruieren, fordern wir die G�ultigkeit der Annahmen aus Unterabshnitt 2.3.1 "Zusammen-gesetzte Hypothesen am Rand des Parameterraums\ sowie hinreihende Glattheit von �i; i =1; : : : ; n; als Funktionen von �, um die positive De�nitheit der Fisher-Information in einer Umge-bung von � = 0 zu garantieren. Au�erdem sei der Erwartungswert unter H0 korrekt spezi�ziert.



KAPITEL 3. TESTEN AUF �UBERDISPERSION 44Wir berehnen zuerst den Z�ahler Pni=1 ��� `i(�̂i)j�=0 mit `i(�i) = ln f(Yi; �i) und mit �̂i als ML-Sh�atzer von �i unter der Bedingung � = 0 des LM-Tests (De�nition 2.23) und dann die Fisher-Information I+(�̂; � = 0) =Pni=1 I(�̂; � = 0) f�ur den Nenner.Dazu entwikeln wir die Dihten f(Yi; ��i ); i = 1; : : : ; n; in eine Taylorreihe:f(Yi; ��i ) = f(Yi; �i)+ ����i f(Yi; �i)(��i��i)+12 �2��� 2i f(Yi; �i)(��i��i)2+ 1Xr=3 1r! �r��� ri f(Yi; �i)(��i��i)r.Wir erhalten die Dihte fM der Randverteilung mit (3.7) und benutzen (3.4) bis (3.6) dabei:fM (Yi; �i) = E��i [f(Yi; ��i )℄= f(Yi; �i) + 0 + 12�ki(�i) �2��� 2i f(Yi; �i) + 1Xr=3 �rr! �r��� ri f(Yi; �i)= f(Yi; �i)(1 + 12�ki(�i) " �2��� 2i f(Yi; �i)# f�1(Yi; �i) + 1Xr=3 �rr! " �r��� ri f(Yi; �i)# f�1(Yi; �i))Daraus folgen die log-Likelihoods:`i(�i) = ln f(Yi; �i)+lnf1+12�ki(�i) " �2��� 2i f(Yi; �i)# f�1(Yi; �i)+ 1Xr=3 �rr! " �r��� ri f(Yi; �i)# f�1(Yi; �i)gWir bilden jetzt die partiellen Ableitungen von `i nah � an der Stelle � = 0 und beahten, da�wegen (3.6) die Reihe vershwindet.��� `i(�̂i)j�=0 = 12ki(�̂i) �2��� 2i f(Yi; �̂i) f�1(Yi; �̂i)= 12ki(�̂i)f(Yi; �̂i)n[d0i(�̂i)Yi � b0i(�̂i)℄2 + d00i (�̂i)Yi � b00i (�̂i)o f�1(Yi; �̂i)= 12ki(�̂i)fd0i(�̂i)g2 n[Yi � fd0i(�̂i)g�1b0i(�̂i)℄2 � fd0i(�̂i)g�2[b00i (�̂i)� d00i (�̂i)Yi℄o (3.8)F�ur den weiteren Konstruktionsverlauf der LM-Teststatistik unterlassen wir es zur besserenLesbarkeit, die Abh�angigkeit der Funktionen bi; di; ki; `i von �i anzugeben. Somit erhalten wirf�ur den Z�ahler der Teststatistik:��� `(�̂i)j�=0 = nXi=1 ��� `i(�̂i)j�=0 = nXi=1 12kifd0ig2 n[Yi � fd0ig�1b0i℄2 � fd0ig�2[b00i � d00i Yi℄o =: nXi=1 Ti(�̂i).Zur Berehnung des Nenners partitionieren wir die Fisher-InformationI+(�; �) =  I�� I��I�� I�� !und benutzen Formel (2.33). Die Bestimmung der einzelnen Untermatrizen von I+(�; �) mitAusnahme von I�� erfolgt durh Verwendung der Kettenregel f�ur Ableitungen:�`i��j = nXs=1 �`i��s ��s��j .



KAPITEL 3. TESTEN AUF �UBERDISPERSION 45Dazu haben wir zun�ahst die Erwartungswerte E(��2`i��2i )j�=0 und E(� �2`i��i� )j�=0 zu ermittelnund f�uhren die Abk�urzung hi := hi(�i) = lnd0i(�i) ein, woraus h0i = d00i (d0i)�1, h00i = d000i (d0i)�1 �(d00i )2(d0i)�2 und h000i = d0000i (d0i)�1 � 3d00i d000i (d0i)�2 + 2(d00i )3(d0i)�3 folgt. F�ur � = 0 hat die DihtefM (Yi; �i) die Gestalt (3.1), weshalb gilt�2`i��2i j�=0 = d00i Yi � b00i=) E  ��2`i��2i ! j�=0 = b00i � d00i E(Yi)j�=0 (3:2)= b00i � d00i (d0i)�1b0i = b00i � h0ib0i (3.9)Die Gleihung (3.8) liefert die erste partielle Ableitung ��� `ij�=0, so da� sih f�ur �2`i��i �� j�=0 mitder Produktregel ergibt:�2`i��i �� j�=0 = 12[k0i(d0i)2 + 2kid0id00i ℄n[Yi � (d0i)�1b0i℄2 + (d0i)�2[d00i Yi � b00i ℄o+ 12ki(d0i)2 n2[Yi � (d0i)�1b0i℄[�(d0i)�2d00i b0i � (d0i)�1b00i ℄� (d0i)�2[�2(d0i)�1d00i (b00i � d00i Yi) + b000i � d000i Yi℄oUnter Ber�uksihtigung von (3.2) und (3.3) folgtE  � �2`i��i �� ! j�=0 = 12ki h�2(d0i)�1d00i (b00i � d00i (d0i)�1b0i) + b000i � d000i (d0i)�1b0ii= 12ki hb0i �2(d0i)�2(d00i )2 � d000i (d0i)�1�� 2b00i (d0i)�1d00i + b000i i= 12ki hb0if(h0i)2 � h00i g � 2b00i h0i + b000i i (3.10)Zur Bestimmung von I�� verwenden wir (3.8):I�� = E "��`i�� �2# j�=0 = 14k2iE h(d0i)4f[Yi � (d0i)�1b0i℄2 � (d0i)�2[b00i � d00i Yi℄g2i= 14k2iE h(d0i)4[Yi � (d0i)�1b0i℄4 � 2(d0i)2[Yi � (d0i)�1b0i℄2[b00i � d00i Yi℄ + [b00i � d00i Yi℄2giWir ben�otigen hier das dritte und vierte Moment von Yi. Dazu nehmen wir an, da� die Umkehr-funktion von di existiert, und reparametrisieren die Dihte (3.1) zur�uk auf die urspr�ungliheGestalt (2.1), von der wir die momentenerzeugende Funktion mit ihren ersten vier Ableitungenan der Stelle 0 bestimmen (s. Bikel/Doksum [1977, S. 70 f℄). Einsetzen der Momente in obigeGleihung f�ur I�� liefert nah einiger Rehnung:I�� = nXi=1 14k2i hb0if5h0ih00i � 3(h0i)3 � h000i g+ 2fb0ih0i � b00i g2 + b00i f6(h0i)2 � 4h00i g � 4b000i h0i + b0000i iSetzen wir nun W1 = diagfE  ��2`i��2i ! j�=0; i = 1; : : : ; ngW2 = diagfE  � �2`i��i �� ! j�=0; i = 1; : : : ; ng,



KAPITEL 3. TESTEN AUF �UBERDISPERSION 46U 2 IRn�p mit dem (ir)-ten Eintrag ��i��r und bezeihne 1 2 IRn den Einheitsvektor, so erhaltenwir die Untermatrizen I�� = UTW1U und I�� = UTW21.Daraus ergibt sih wegen (2.33) die asymptotishe Varianz V 2 des Z�ahlers Pni=1 Ti(�̂i)V 2 = I�� � I��I�1�� I��= I�� � 1TW2U(UTW1U)UTW21und der LM-Test S2 = [Pni=1 Ti(�̂i)℄2V 2mit den in Abshnitt 2.3.1 gezeigten Eigenshaften.Da der LM-Test S2 unter H0 asymptotish �21-verteilt ist, besitzt seine Wurzel S = Pni=1 Ti(�̂i)Vunter H0 asymptotish die Standardnormalverteilung. Die Teststatistik S soll in den folgendenBeispielen betrahtet werden.3.2 BeispieleF�ur die drei folgenden Beispiele gelte, da� Yi � Poi(�i) unter H0.3.2.1 Log-lineares Poissonmodell mit additiven zuf�alligen E�ektenDas erste Modell stellt eine einfahe Eweiterung des �ublihen log-linearen Poissonmodells mitErwartungswert �i dar, indem wir einen additiven, zuf�alligen Fehler Zi einf�uhren. Wir setzen inden Gleihungen (3.4) und (3.5)�i = ln�i = xTi � ��i = xTi � + Zi ki(�i) = 1,wobei die Zi iid Zufallsvariablen mit E(Zi) = 0 und Var Zi = � < 1; i = 1; : : : ; n; sind. Wirk�onnen uns die Zi als unbeobahtete, stohastishe Regressoren vorstellen. Nah Beispiel 2.1identi�zieren wir in (3.1) die Funktionen di(�i) mit �i und bi(�i) mit e�i . Durh eine Approxima-tion der Exponentialfunktion und des Logarithmus mittels Taylorpolynomen ersten Grades, alsoex � 1+x bzw. lnx � x�1, bestimmen wir den Erwartungswert und die Varianz im gemishtenModell: E��i (Yi) = E��i [EYi(Yij��i )℄ (3:2)= E��i [(d0i)�1b0i℄ = E��i [e��i ℄� E��i (1 + ��i ) = 1 + �i = 1 + ln�i � 1 + �i � 1= �iVar ��i (Yi) = E��i [Var Yi(Yij��i )℄ + Var ��i [EYi(Yij��i )℄Var Yi=EYi= E��i [EYi(Yij��i )℄ + Var ��i [e��i ℄� �i + Var��i [e�i+Zi ℄



KAPITEL 3. TESTEN AUF �UBERDISPERSION 47= �i + (e�i)2Var ��i [eZi ℄� �i + �2iVar ��i [1 + Zi℄ = �i + �2i Var ��i [Zi℄= �i + ��2iWir erkennen aus diesen Formeln, da� die Modellierung eines additiven Fehlers angen�ahertdieselben ersten beiden Momente liefert wie die Modellierung der �Uberdispersion durh einenmultiplikativen Fehler in 2.2.2(i). Da die verwendeten Taylorpolynome den Entwiklungspunkt0 besitzen, ist die Approximation f�ur kleine Werte von � gut.Um die Teststatistik S = Pni=1 Ti(�̂i)V zu berehnen, beahten wir, da� wegen di(�i) = �i die ersteAbleitung d0i(�i) = 1 ist und alle h�oheren Ableitungen von di sowie s�amtlihe Ableitungen vonhi gleih 0 sind. Au�erdem sind alle Ableitungen von bi(�i) = e�i gerade wieder bi(�i), und mit�i = ln�i ist bi(�̂i) = �̂i. Deshalb erhalten wir f�ur den Z�ahler nah (3.8)Ti(�̂i) = 12[(Yi � �̂i)2 � �̂i℄.F�ur den Nenner ermitteln wir zuerstE(��2`i��2i )j�=0 = b00i (�̂i) = �̂i undE(� �2`i��i �� )j�=0 = 12b000i (�̂i) =12 �̂i, woraus folgt W1 = diag f�̂i; i = 1; : : : ; ng undW2 = diag f12 �̂i; i = 1; : : : ; ng = 12W1.Weiter giltI�� = nXi=1 14 [2fb00i (�̂i)g2 + b0000i (�̂i)℄ = nXi=1 14 [2�̂2i + �̂i℄ = 12 nXi=1 �̂2i + 14 nXi=1 �̂i.Um nun Formel (2.33) benutzen zu k�onnen, mu� die Invertierbarkeit von I�� = UTW1U inunserem Poissonmodell garantiert sein. Eine hinreihende Bedingung ist die Existenz eines In-terepts. Zur Berehnung von I��I�1�� I�� bemerken wir vorab, da� W1 als Diagonalmatrix imPoissonmodell stets positiv semide�nit ist und darum eine Matrix R 2 IRn�n existiert mitW1 = RTR. Wir shreibenI��I�1�� I�� = 1W2U(UTW1U)�1UTW21= 141TW1U(UTW1U)�1UTW11= 141TRTRU [(RU)TRU ℄�1(RU)TR 1K�onnen wir beweisen, da� der Term RU [(RU)TRU ℄�1(RU)T gerade die Einheitsmatrix En inIRn�n darstellt, so ergibt sihI��I�1�� I�� = 141TRTR 1 = 141TW11 = 14 nXi=1 �̂i.



KAPITEL 3. TESTEN AUF �UBERDISPERSION 48Insgesamt erhalten wir f�ur die Teststatistik S, die wir f�ur dieses Modell PA nennen:PA = Pni=1 Ti(�̂i)V = 12 Pni=1(Yi � �̂i)2 � �̂i(12 Pni=1 �̂2i )1=2 = Pni=1(Yi � �̂i)2 � �̂i(2Pni=1 �̂2i )1=2 . (3.11)Es steht noh der Beweis der Gleihheit RU [(RU)TRU ℄�1(RU)T = En aus:Es gilt En = RU(RU)T [(RU)TRU ℄�1 = [(RU)TRU ℄�1RU(RU)Tund Ep = (RU)TRU [RU(RU)T ℄�1,wobei En bzw. Ep die Einheitsmatrizen im IRn�n bzw. im IRp�p bezeihnen. Wir multiplizierendie letzte Gleihung von links mit RU und von rehts mit (RU)T :RU(RU)T = RU(RU)TRU [RU(RU)T ℄�1(RU)T = RU [RU(RU)T ℄�1(RU)TRU(RU)TNun multiplizieren wir [RU(RU)T ℄�1 von rehts:En = RU(RU)T [RU(RU)T ℄�1 = RU [(RU)TRU ℄�1(RU)T .3.2.2 Poissonmodell mit multiplikativen zuf�alligen E�ektenWenn wir die unbeobahtete Heterogenit�at lieber multiplikativ in unser Regressionsmodell ein-bauen wollen, dann w�ahlen wir�i = �i = xTi � ��i = Ui�i und E(Ui) = 1; Var Ui = � <1mit Ui als positive, iid Zufallsvariablen. Nah Abshnitt 2.2.2(i) gilt mit dieser Modellierung indem gemishten Modell E��i (Yi) = �i und Var ��i (Yi) = �i + ��2i exakt. Obwohl wir in 2.2.2(i)speziell die kanonishe Linkfunktion betrahteten, ist der Beweis der beiden Formeln unabh�angigvon der gew�ahlten Linkfunktion. Wir sehen also, da� die Wahl einer konstanten Varianz f�ur diezuf�alligen E�ekte Ui zu einer quadratishen Varianzfunktion im gemishten Modell f�uhrt (vgl.Beispiel 2.20).Setzen wir di(�i) = ln �i, dann ergibt sih wegen �i = �i (3:2)= (d0i(�i))�1b0i(�i) = �i b0i(�i), da�bi(�i) = �i gilt. Weiter erhalten wir hi(�i) = � ln �i, h0i(�i) = � 1�i , h00i (�i) = 1�2i und h000i (�i) = �2 1�3isowie ki(�i) = �2i mit der quadratishen Varianzfunktion. Damit berehnen wir f�ur Ti(�̂i) nah(3.8) Ti(�̂i) = 12 h(Yi � �̂i)2 � Yii .Mit (3.10) bekommen wir au�erdem f�ur E(� �2`i��i �� )j�=0:E(� �2`i��i �� )j�=0 = 12 �̂2i hfh0i(�i)g2 � h00i (�i)i = 12 �̂2i " 1�2i � 1�2i # = 0,so da�W2 = 0 und weiter I��I�1�� I�� = 0 ist. Somit vereinfaht sih V 2 wegen (2.33) zu V 2 = I��mit I�� = nXi=1 14 �̂4i h5h0i(�̂i)h00i (�̂i)� 3fh0i(�̂i)g3 � h000i (�̂i) + 2fh0i(�̂i)g2i



KAPITEL 3. TESTEN AUF �UBERDISPERSION 49= nXi=1 14 �̂4i "� 5̂�3i + 3̂�3i + 2̂�3i + 2̂�2i #= nXi=1 12 �̂2i = 12 nXi=1 �̂2i .Es ergibt sih daraus die TeststatistikPB = Pni=1 Ti(�̂i)V = 12 Pni=1(Yi � �̂i)2 � Yi(12 Pni=1 �̂2i )1=2 = Pni=1(Yi � �̂i)2 � Yi(2Pni=1 �̂2i )1=2 . (3.12)Die �Ahnlihkeit der Teststatistiken PA und PB f�allt sofort auf. Tats�ahlih stimmen beide �uber-ein, wenn wir ein Poissonmodell mit Interept und der kanonishen Linkfunktion w�ahlen, dennin Beispiel 2.7 haben wir Pni=1 Yi =Pni=1 �̂i gezeigt.3.2.3 Poissonmodell mit multiplikativen zuf�alligen E�ekten und einer alter-nativen VarianzfunkionEine dritte Art, zus�atzlihe Variation im Poissonmodell mit stohastishen Fehlern, die multipli-kativ eingehen, darzustellen, ist der lineare Varianzansatz Var��i (Yi) = �i(1+�). Die Gleihungen(3.4) und (3.5) spezi�zieren wir deshalb wir in dem vorangegangenen Beispiel, w�ahrend wir dieVarianz der zuf�alligen E�ekte in (3.5) von den Werten der Regressoren abh�angig mahen:�i = �i ��i = Ui�i mit E(Ui) = 1, Var UI = �=�i mit � <1Da wir im Vergleih zum vorherigen Beispiel nur die Varianzfunktion ver�andern, setzen wirerneut di(�i) = ln �i. Dadurh bleibt die Spezi�zierung f�ur bi(�i) = �i erhalten, so da� wirzur Bestimmung der Teststatistik den Term W2 = 0 unver�andert �ubernehmen. Mit ki(�i) = �iergeben sih auh die neuen Terme f�ur Ti(�̂i) und V 2 = I�� ohne gro�e Neuberehnung aus demvorherigen Beispiel, denn dort war ki(�i) = �2i . Somit ermitteln wir jetztTi(�̂i) = 12 1̂�i [(Yi � �̂i)2 � Yi℄I�� = nXi=1 14 �̂2i 2̂�2i = n2 .Damit bilden wir die TeststatistikPC = Pni=1 Ti(�̂i)V = 12 Pni=1 1̂�i [(Yi � �̂i)2 � Yi℄pn=2 = 1p2n nXi=1 (Yi � �̂i)2 � Yi�̂i . (3.13)Wenn die �i gro� werden, konvergiert Yi�̂i f�ur i = 1; : : : ; n, n fest, in Wahrsheinlihkeit ge-gen 1, so da� ein auf PC basierender Test �aquivalent zu einem, der auf der Pearson-StatistikP =Pni=1 (Yi��̂i)2�̂i beruht, ist. Diese �Aquivalenz rehtfertigt den Gebrauh der Pearson-Statistikals ein Ma� f�ur �Uberdispersion (s. Beispiel 2.9). Sie kann aber auh zur Beurteilung, ob derErwartungswert �i = �i(xi;�) rihtig spezi�ziert wurde, dienen.



KAPITEL 3. TESTEN AUF �UBERDISPERSION 50Die lineare Parametrisierung der Varianz ist niht f�ur alle Untersuhungen geeignet, da die un-beobahteten zuf�alligen E�ekte Ui von den bekannten Regressoren abh�angen. Wenn es f�ur dieseVarianzstruktur keine Rehtfertigung gibt, sollte laut Dean [1992, S. 456℄ besser das Modell deszweiten Beispiels mit der quadratishen Varianzfunktion verwendet werden.Dean und Lawless [1989℄ untersuhten die G�uteeigenshaften der drei Teststatistiken mittelsder MonteCarlo-Methode. Diese belegen, da� PB insbesondere bei mittleren Werten von � einegr�o�ere G�ute als die Devianz- und die Pearson-Statistik besitzt. Wenn � w�ahst, n�ahert sih dieG�ute aller drei Tests 1 an. Die Untershiede zwishen PB einerseits und der Devianz- bzw. derPearson-Statistik andererseits sind umso geringer, je kleiner die Auswirkungen der Regressorensind und je weniger die �i's variieren. Da die Devianz- und Pearson-Statistiken niht speziellals Test f�ur �Uberdispersion konstruiert worden sind, sondern um die Angemessenheit der Spe-zi�zierung der �i innerhalb des Poissonmodells zu beurteilen, verwundert es niht, da� sie einegeringere G�ute besitzen.



Kapitel 4DatenanalyseIn diesem Kapitel werden mit Hilfe der zuvor beshriebenen Poissonregression und den Testsauf �Uberdispersion die Anzahl der Sh�aden f�ur eine bestimmte, eng umgrenzte Fahrzeugartin der Kraftfahrzeughaftpihtversiherung analysiert. Alle graphishen Darstellungen wurdenmit dem Programm S-Plus entworfen, w�ahrend die Berehnungen mit dem Programm SASdurhgef�uhrt wurden. F�ur die Poissonregression verwendeten wir die von SAS bereitgestellteProzedur GENMOD. Die Tests auf �Uberdispersion wurden selbst in SAS geshrieben, und derQuelltext be�ndet sih im Anhang.4.1 Beshreibung der DatenAls Datensatz stehen die Angaben eines deutshen Versiherungsunternehmens von vier auf-einanderfolgenden Jahren zur Verf�ugung. J�ahrlih erhoben wurden dabei die Merkmale Sha-denanzahl, Shadenfreiheitsklasse, eine Regionalstruktur, die sih aus dem Zulassungsbezirk desFahrzeugs ableitet, Alter und St�arke des Fahrzeugs sowie Tarifgruppe. Wir wollen die Shaden-anzahl als Zielvariable mittels den anderen Merkmalen als Regressoren erkl�aren. Die Tarifgruppeist der einfahste Regressor, denn er gibt nur an, ob es sih bei dem Versiherungsnehmer umeinen Beamten handelt oder niht. Die St�arke des Fahrzeugs ist in kW (und niht in PS) ge-messen und betr�agt maximal 99 kW. Das Alter der hier betrahteten Fahrzeuge liegt zwisheneinem und zwanzig Jahren. Das Merkmal Regionalstruktur gliedert sih in die zw�olf Klassen0; : : : ; 11. Mit 0 bezeihnen wir die Klasse mit den wenigsten zu erwartenden Sh�aden, w�ahrendin Klasse 11 die meisten Sh�aden zu erwarten sind. Das Bonus-Malus-System besitzt die f�unfShadenfreiheitsklassen 0; 1=2; 1; 2 und 3. Diese Einteilung basiert auf der Shadenanzahl desVorjahres mit 0 als Klasse f�ur Versiherungsnehmer mit besonders vielen Vorjahressh�aden undals Einstiegsklasse f�ur Neuversiherte und mit 3 als Klasse f�ur unfallfreie, langj�ahrige Versihe-rungsnehmer. Auf die Umstufungsregeln soll hier niht weiter eingegangen werden, sondern daf�urauf die Rabatte der Beitragss�atze f�ur die vershiedenen Shadenfreiheitsklassen. In Shadenfrei-heitsklasse 0 wird der volle Beitragssatz (100%) erhoben, w�ahrend ein Versiherungsnehmer inShadenfreiheitsklasse 1=2 und 1 noh 70% des anf�anglihen Beitragsatz bezahlt. Die Shaden-51



KAPITEL 4. DATENANALYSE 52freiheitsklasse 2 wird mit 55% des Beitragsatzes veranshlagt und die Shadenfreiheitsklasse3 noh mit 40%. Die Daten liegen nun so gruppiert vor, da� jede Merkmalskombination derRegressoren h�ohstens einmal vorkommt. Die beobahtete Shadenanzahl bezieht sih also aufeine Gruppe von Versiherungsnehmern, die bez�uglih der erhobenen Regressoren identish sind,und niht auf einzelne Individuen. Demnah ben�otigen wir ein Ma� f�ur die Gr�o�e jeder Gruppe:die Jahreseinheiten. W�ahrend der beobahteten vier Jahre gibt es Versiherungsnehmer, die nurf�ur einen Teil der Zeit einer Regressorkombination angeh�oren (z. B. wegen Umstufung in eineandere Shadenfreiheitsklasse oder wegen K�undigung der Polie). Diese Versiherungsnehmerwerden bez�uglih des Volumenma�es "Anzahl Risiken\ (Risiko = kleinste versiherbare Einheit)zeitanteilig gez�ahlt. Dies bedeutet, da� z. B. ein halbj�ahriger Versiherungsnehmer als halbeJahreseinheit gez�ahlt wird, zwei solhe Versiherungsnehmer werden also zusammen wie einganzj�ahriger Versiherungsnehmer behandelt. Wir beahten, da� hierbei f�ur den Shadenspro-ze� die Homogenit�at und Unabh�angigkeit in der Zeit unterstellt wird, d. h. da� Erwartungswertund Varianz eines halbj�ahrigen Versiherungsnehmers gerade die H�alfte von Erwartungswertund Varianz eines ganzj�ahrigen Versiherungsnehmers sind. Im vorliegenden Datensatz gibt es�uber eine halbe Millionen Jahreseinheiten, die sih auf 50 842 Regressorkombinationen verteilen.4.2 Explorative DatenanalyseUm uns einen ersten �Uberblik zu versha�en, wie wir mit einer Poissonregression die beob-ahteten Shadenanzahlen am besten modellieren k�onnen, betrahten wir Graphiken, die einenRegressor auf der x-Ahse gegen die beobahteten Shadenanzahlen auf der y-Ahse darstellen.Nun beshrieben wir im vorangegangenen Abshnitt, da� uns die gesamte Shadenanzahl Sgeiner Risikogruppe bzw. Regressorkombination g vorliegt, so da� wir f�ur die Graphiken eineGr�o�e ben�otigen, die uns das Vergleihen der Shadenanzahlen aus untershiedlihen Gruppen-volumina erm�ogliht. Darum ziehen wir statt der volumenabh�angigen Gesamtshadenanzahl Sgdie anshaulihere, volumenbezogene Gr�o�e Shadenh�au�gkeit SHg = Sgvg heran, wobei vg dieJahreseinheiten als Volumen einer Gruppe bezeihnet. Die Shadenh�au�gkeit SHg gibt die mitt-lere Shadenanzahl eines Versiherungsnehmers aus Gruppe g f�ur ein Jahr an. Ausgangspunktunserer Analyse ist das Poissonmodell mit dem Logarithmus als kanonishe Linkfunktion, soda� wir unser Modell wie folgt spezi�zieren:Annahme: Sg � Poi(�g) g = 1; : : : ; 50 842Spezi�zierung des Erwartungswerts �g: ln�g = ln vg + xTg �mit xg als Regressorvektor der Merkmale Shadenfreiheitsklasse, Regionalklasse, Tarifgruppe,Fahrzeugalter und Fahrzeugst�arke, deren funktionelle Gestalt noh zu bestimmen ist, und mitln vg als O�set-Variable. Unter einer O�set-Variable verstehen wir einen Regressor mit konstan-tem KoeÆzienten 1. Wir formen die letzte Gleihung um zuln �gvg = xTg �.



KAPITEL 4. DATENANALYSE 53Aus dieser Formel wird deutlih, da� die logarithmierten Shadenh�au�gkeiten SHg als Beobah-tungen der unbekannten Gr�o�en ln �gvg in den Graphiken auf der y-Ahse gegen die einzelnenRegressoren aufzutragen sind.
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Abbildung 4.1: Explorative Datenanalyse f�ur die kategorielle RegressorenShadenfreiheitsklasse, Tarifgruppe, Regionalstruktur(Zahlen �uber den Punkten bezeihnen die Jahreseinheiten in Prozent)Anhand der explorativen Datenanlyse sehen wir zun�ahst, da� Versiherungsnehmer, die alsBeamte eingestuft sind, eine niedrigere Shadenh�au�gkeit als Nihtbeamte aufweisen. DiesenUntershied (beahte Ma�stab) als signi�kant zu klassi�zieren, ist aufgrund der wenigen Jah-reseinheiten f�ur Beamte mit Vorsiht zu bewerten. Die Graphik f�ur die Shadenfreiheitsklassengibt gut sihtbar die Struktur der Beitragserm�a�igung in den Shadenfreiheitklassen wider. Be-stimmen wir die relativen Shadenh�au�gkeiten SH(Klasse i)/SH(Klasse 0), i = 0; 1=2; 1; 2; 3, sodeken sih die empirishen Werte 100%, 68%, 67%, 58% und 44% mit den tats�ahlih tari�ertenWerten 100%, 70%, 70%, 55% und 40% im Rahmen der statistishen Ungenauigkeit. Insbesonde-re belegt die Graphik die Gleihheit der Rabatte f�ur die Shadenfreiheitsklassen 1/2 und 1. Auhdie aufsteigenden Punkte in der Graphik f�ur die Regionalklassen spiegelt deren Einteilung wider.Der zu niedrige Wert f�ur die Shadenanzahl in Regionalklasse 11 und der zu hohe Wert in Re-gionalklasse 0 k�onnen mit den wenigen Jahreseinheiten erkl�art werden, die dahinter steken, soda� sih ungew�ohnlih gut bzw. shleht verlaufende, einzelne Shadensentwiklungen besondersdeutlih in Form einer Shadenh�au�gkeitssenkung niedershlagen.
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Abbildung 4.2: Explorative Datenanalyse f�ur die stetige Regressoren Fahrzeugalter undFahrzeugst�arke(Zahlen �uber den Punkten bezeihnen die Jahreseinheiten in Prozent)Obwohl die Auspr�agungen der Regressoren Fahrzeugalter und -st�arke in diskreten, �aquidistantenWerten vorliegen, wollen wir sie in der Analyse aufgrund ihrer Bedeutung als stetig au�assen.Die Graphik f�ur den Regressor Fahrzeugalter weist eine Gliederung des Regressors in drei Ab-shnitte auf, die durh die senkrehten, gestrihelten Linien verdeutliht wird. Demnah solltenwir das Fahrzeugalter in drei neue Variablen zerlegen: die erste ist eine Indikatorfunktion f�urAlter=1; die zweite beshreibt den Altersbereih zwishen 2 und 15 Jahren und deutet auf ei-ne Transformation, die zur Potenzfamilie geh�ort. Die dritte neue Altersvariable weist auf eineandere Potenztransformation des Fahrzeugalters �uber 15 Jahren hin. F�ur den Regressor St�arketreten die Verh�altnisse niht derart o�en zutage. In den Randbereihen bis 20 kW und �uber 80kW streuen die logarithmierten Shadenh�au�gkeiten wesentlih st�arker als im mittleren Bereihvon 20 kW bis 80 kW, was durh die gestrihelten Linien in der unteren Graphik von Abb. 4.2hervorgehoben wird. Dieses Verhalten kann erneut mit den wenigen Jahreseinheiten, auf denendiese Werte basieren, erkl�art werden: 1% der Jahreseinheiten geh�oren zum St�arkebereih unter20 kW und 3% der Jahreseinheiten zum St�arkebereih �uber 80 kW. F�ur den mittleren Bereihverh�alt sih die Fahrzeugst�arke linear zu den logarithmierten Shadenh�au�gkeiten. Ob f�ur dengesamten Wertebereih der Fahrzeugst�arke eine Transformation des Regressors n�otig ist, soll einegl�attende Funktion, die auf einer Folge von lokalen Regressionsmodellen beruht, verdeutlihen.



KAPITEL 4. DATENANALYSE 55Dazu wurde die Funktion lowess() verwendet. Ihr Graph ist in der Abbildung als Linie einge-zeihnet und l�a�t eher einen nihtlinearen Zusammenhang zwishen St�arke und logarithmierenShadenh�au�gkeiten vermuten.
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Abbildung 4.3: InteraktionenN = Nihtbeamte, B = BeamteBetrahten wir nun die Graphiken aller m�oglihen Zweifah-Interaktionen. Wir erkl�aren zun�ahstdie Interpretation der Interaktionsgraphiken an einem einfahen Modell. Dazu betrahten wirdie Regressionsgleihung mit Zielvariable Y und den stetigen Regressoren x1 und x2 sowie derIdentit�at als Linkfunktion: E(Y ) = �0 + �1x1 + �2x2.Tragen wir in diesem Modell die Werte des Regressors x2 gegen E(Y ) f�ur feste Werte von x1auf, so erhalten wir eine Gerade mit y-Ahsenabshnitt �0 + �1x1 und Steigung �2. Ver�andernwir nun den Wert des Regressors x1, dann beh�alt der Graph von x2 gegen E(Y ) seine Steigung�2, nur der y-Ahsenabshnitt wird von den �Anderungen in x1 beeinu�t. Bei den Graphen f�ur



KAPITEL 4. DATENANALYSE 56vershiedene Werte von x1 handelt es sih also um parallele Linien. Betrahten wir jetzt dasgleihe Regressionsmodell mit dem zus�atzlihen Interaktionsterm x1x2:E(Y ) = �0 + �1x1 + �2x2 + �3x1x2.Die Gleihung formen wir um zuE(Y ) = �0 + �1x1 + (�2 + �3x1)x2.Wenn wir hier f�ur einen festen Wert von x1 die Werte des Regressors x2 gegen E(Y ) auftragen,haben wir wiederum den y-Ahsenabshnitt �0 + �1x1, aber die Steigung �2 + �3x1 h�angt jetztvon dem Wert des anderen Regressors x1 ab. Dementsprehend ver�andert sih bei vershiedenenWerten von x1 sowohl der y-Ahsenabshnitt als auh die Steigung des Graphen von x2 gegenE(Y ). Somit sind die Graphen f�ur untershiedlihe Werte von x1 niht mehr parallel.Wir nutzen das untershiedlihe Steigungsverhalten in den beshriebenen Modellen mit undohne Interaktionsterm in der explorativen Datenanalyse, um aus der Graphik f�ur beobahteteWerte der Zielvariable gegen einen bestimmten Regressor bei vorgegebenen Werten eines ande-ren Regressors auf die Existenz von Interaktionstermen zu shlie�en: Weisen die Graphen imRahmen der statistishen Ungenauigkeit Parallelit�at auf, so liegt keine Interaktion vor. Zeigendie Graphen ein nihtparalleles Muster, dann werden wir die Interaktion im Modell als weiterenRegressor ber�uksihtigen. Die Betrahtung solher Zweifah-Interaktionsgraphiken f�ur stetigeRegressoren kann niht f�ur alle Werte der Regressoren erfolgen. Um das Problem der repr�asen-tativen Auswahl einiger Werte zu umgehen, b�undeln wir die Auspr�agungen in wenige Gruppen,so da� wir den stetigen Regressor wie einen kategoriellen behandeln.In unserem Datensatz gibt es zwei stetige Regressoren. Indem wir das Fahrzeugalter mit sei-nen 20 Auspr�agungen auf die x-Ahse auftragen, vermeiden wir eine Gruppierung. Lediglihdie Werte der Fahrzeugst�arke m�ussen wir in gr�o�ere Gruppen zusammenfassen. Eine nahelie-gende Einteilung besteht aus einer Gruppierung mit etwa gleih vielen Jahreseinheiten in einerGruppe, um die zuf�alligen Streuungse�ekte in allen Gruppen gleih gro� zu halten. Die Gliede-rung in sehs Gruppen (bis 42 kW, bis 45 kW, bis 51 kW, bis 56 kW, bis 58 kW, bis 99 kW)sheint ein guter Kompromi� zu sein, um einerseits niht zuviel Stetigkeit zu aufzugeben undum andererseits niht zu wenig Volumen in den Gruppen zu haben.
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Abbildung 4.4: InteraktionenN = Nihtbeamte, B = BeamteAn den Graphiken der Interaktionen lassen sih mehrere Eigenshaften erkennen. Zum einenbest�atigen sie die �Ahnlihkeit der Shadenfreiheitsklassen 1/2 und 1, weshalb wir in den folgen-den Poissonregressionsmodellen anstelle der Shadenfreiheitsklassen die Beitragss�atze in Prozentbetrahten. Dadurh haben wir einen Parameter weniger zu sh�atzen. Desweiteren rehtfertigendie Graphiken f�ur die Interaktionen mit dem Fahrzeugalter die Aufspaltung in drei neue, daraushergeleitete Regressoren f�ur die Poissonregression. Unter Ber�uksihtigung der untershiedlihenVolumina in den einzelnen Gruppen stufen wir s�amtlihe Interaktionen mit dem Regressor Ta-rifgruppe als nihtsigni�kant ein. Die Beurteilung der Signi�kanz der restlihen Interakionenmit den Shadenfreiheitsklassen wird durh das Zusammenfassen von Klasse 1/2 und 1 etwasershwert, wenn aber Interaktionen im Poissonmodell als signi�kant erkannt werden, mu� diesanhand der explorativen Datenanalyse auf die Klasse 0 zur�ukzuf�uhren sein. Ebenso bei der In-teraktion zwishen Fahrzeugalter und Regionalklasse liefert die explorative Datenanalyse keinesihere Aussage zur Signi�kanz, insbesondere weil zuviele Gruppen nur wenige Jahreseinheitenbesitzen und sih darum zuf�allige Shwankungen ausgepr�agt bemerkbar mahen. Anders verh�altes sih mit den Interaktionen zwishen Alter und St�arke sowie zwishen Regionalklasse undSt�arke, die wir aufgrund ihrer Graphiken als signi�kant bewerten.Bevor wir die Daten mit einer Poissonregression anpassen, m�ussen wir eine geeignete Transfor-mation f�ur die zwei neuen Altersvariablen und die Fahrzeugst�arke �nden. Dazu benutzen wir



KAPITEL 4. DATENANALYSE 58das Box-Tidwell-Verfahren (s.Myers [1990, S. 307 f℄), das uns Sh�atzer f�ur die Exponenten ei-ner Potenztransformation liefert. Box und Tidwell shlagen ein Iterationsverfahren vor, das dieExponenten �1; : : : ; �k in einem Modell mit linearem Pr�adiktor� = �0 + �1w1 + : : : + �kwk, wobei wj = ( x�jj falls �j 6= 0lnxj falls �j = 0sh�atzt. Bei dieser Shreibweise und der folgenden Darstellung untershlagen wir bei �; x undY die Abh�angigkeit von der i-ten Beobahtung zugunsten einer besseren Lesbarkeit. Fassen wirden linearen Pr�adiktor als Funktion f(�1; : : : ; �k) = f(�) von � auf und bezeihnen wir mitg die in Abshnitt 2.1.2 de�nierte Linkfunktion, so ergibt eine Taylorreihenentwiklung erstenGrades im Punkt �0 = (�1;0; : : : ; �k;0), angewendet auf den linearen Pr�adiktor:E(Y ) = g�1(�) = g�1(f(�)) � g�1 �f(�)j�=�0 + (�� �0) ���f(�)j�=�0�Ein o�ensihtliher Startwert f�ur �0 ist 1. Mit f(�)j�=1 = �0 + �1x1 + : : : + �kxk und mit���j (x�jj ) = ���j (expf�j lnxjg) = x�jj lnxj erhalten wir f�ur die TaylorreihenentwiklungE(Y ) = g�1(�0 + �1x1 + : : : + �kxk + (�1 � 1)�1x1 lnx1 + : : :+ (�k � 1)�kxk lnxk)=: g�1(�0 + �1x1 + : : : + �kxk + 1z1 + : : :+ kzk),wobei j := (�j � 1)�j und zj := xj lnxj f�ur j = 1; : : : ; k de�niert sind.F�ur ein Iterationsverfahren zur Sh�atzung von �1; : : : ; �k sind folgende Shritte notwendig:(i) F�uhre eine Regression mit dem Modell E(Y ) = g�1(�0 + �1x1 + : : : + �kxk) durh undbezeihne die Parametersh�atzer mit �̂0; : : : �̂k.(ii) F�uhre eine Regression mit demModell E(Y ) = g�1(�0+�1x1+: : :+�kxk+1z1+: : :+kzk)durh, um die Parameter 1; : : : ; k zu sh�atzen. Bezeihne die Sh�atzer mit ̂1; : : : ; ̂k.(iii) F�ur j = 1; : : : ; k sh�atze �j durh �̂j = ̂ĵ�j + 1(iv) Die Iteration ist beendet, wenn ̂j nahe bei 0 liegt, denn dann gilt �̂j � 1 � 0. Sind dieSh�atzer ̂j von  gro�, setze w�j := x�jj und z�j := w�j lnw�j ; j = 1; : : : ; k; und wiederholedie Shritte (i) bis (iii) mit w�j bzw. z�j anstelle von xj und zj . Der neue Sh�atzer ~�jberehnet sih aus ~�j = ( ̂ĵ�j + 1)�̂j .Wir beahten, da� sih allgemein nah n Iterationsdurhl�aufen der Sh�atzer ~�(n)j ergibt aus~�(n)j = ( ̂(n)ĵ�(n)j + 1)�̂(n�1)j ,



KAPITEL 4. DATENANALYSE 59wobei �̂(n)j und ̂(n)j die Sh�atzer von �j und j in der n-ten Iteration und �̂(n�1)j den Sh�atzerdes Exponenten von xj aus der (n� 1)-ten Iteration bezeihnen.Angewendet auf unseren Datensatz liefert uns das Box-Tidwell-Verfahren f�ur den RegressorFahrzeugst�arke den Wert 1.075 f�ur den Exponenten. Weil dieser Wert nahe bei 1 liegt, k�onnenwir die Fahrzeugst�arke untransformiert lassen und einen linearen Zusammenhang zwishen ihrund der logarithmierten Shadenh�au�gkeit annehmen. F�ur die neuen Altersvariablen in den Be-reihen 2 bis 15 Jahre und �uber 15 Jahre bestimmt das Box-Tidwell-Verfahren die Werte 0.1029und -3.3017 der Exponenten, die wir auf 0.1 und -3.3 runden. Somit wird das Fahrzeugalter zwi-shen 2 und 15 Jahren in Form der zehnten Wurzel in die Poissonregression eingehen, w�ahrendwir das Fahrzeugalter �uber 15 Jahren zu 1=(Alter)3:3 transformieren.Es sei darauf hingewiesen, da� wir durh die Sh�atzung der Exponenten zus�atzlihe Varianz inein Regressionsmodell einbringen. Da wir in unseren Analysen die Exponenten als fest betrah-ten, untershlagen wir diesen Einu� auf die Varianz der Zielvariablen.4.3 PoissonregressionWir beginnen unsere Regressionsanalyse mit einem Modell, das alle Haupte�ekte und alle sinn-vollen Zweifah-Interaktionen als Regressoren umfa�t. Sinnvolle Zweifah-Interaktion hei�t hier,da� wir niht die Interaktionen zwishen den drei Altersvariablen in das Modell aufnehmen. Wirbenutzen zur Spezi�zierung des Modells die Bezeihnungen aus dem vorangegangen Abshnitt:Sg f�ur die Shadenanzahl der Gruppe von Versiherungsnehmern in Regressorkombination g undvg f�ur die Jahreseinheiten der Regressorkombination g. F�ur die Regressoren verwenden wir dieBezeihnungen aus dem Quelltext des SAS-Programms, damit die SAS-Ausgabe in den sp�aterenAbbildungen leihter zu lesen ist:tg = ( 1 f�ur Tarifgruppe = Beamte0 f�ur Tarifgruppe = Nihtbeamtebeitrag Beitragssatz einer Shadenfreiheitsklasse in Prozentaufgeteilt in die drei Indikatorvariablen beitrag = 40; beitrag = 55; beitrag = 100mit der Auspr�agung 70 als Referenzkategorieregiokl Regionalklasse 2 f0; : : : ; 11gaufgeteilt in die elf Indikatorvariablen regiokl = 0; regiokl = 1; : : : ; regiokl = 10mit der Auspr�agung 11 als Referenzkategoriestaerke Fahrzeugst�arke in kWage1 = ( 1 f�ur Fahrzeugalter = 1 Jahr0 sonstage2to15 = ( (Fahrzeugalter)0;1 f�ur Fahrzeugalter 2 f2 Jahre; : : : ; 15 Jahreg0 sonst



KAPITEL 4. DATENANALYSE 60age16min = ( (Fahrzeugalter)�3;3 f�ur Fahrzeugalter 2 f16 Jahre; : : : ; 20 Jahreg0 sonstMit diesen Bezeihnungen und dem Logarithmus als Linkfunktion spezi�zieren wir den Erwar-tungswert �g; g = 1; : : : ; 50 842; wie folgtln�g = lnvg + �0 + �tgtgg + �40(beitrag = 40)g + �55(beitrag = 55)g + �100(beitrag = 100)g+�staerkestaerkeg + �age1age1g + �age2to15age2to15g + �age16minage16ming+�regiokl=0(regiokl = 0)g + : : :+ �regiokl=10(regiokl = 10)g + �staerke�tgstaerkeg � tgg+�staerke�40staerkeg � (beitrag = 40)g + �staerke�55staerkeg � (beitrag = 55)g+�staerke�100staerkeg � (beitrag = 100)g+�staerke�regiokl=0staerkeg � (regiokl = 0)g + : : :+ �staerke�regiokl=10staerkeg � (regiokl = 10)g+�staerke�age1staerkeg � age1g + �staerke�age2to15staerkeg � age2to15g+�staerke�age16minstaerkeg � age16ming+�regiokl=0�tg(regiokl = 0)g � tgg + : : : + �regiokl=10�tg(regiokl = 10)g � tgg+�regiokl=0�age1(regiokl = 0)g � age1g + : : :+ �regiokl=10�age1(regiokl = 10)g � age1g+�regiokl=0�age2to15(regiokl = 0)g � age2to15g +: : : + �regiokl=10�age2to15(regiokl = 10)g � age2to15g+�regiokl=0�age16min(regiokl = 0)g � age16ming +: : : + �regiokl=10�age16min(regiokl = 10)g � age16ming+�regiokl=0�40(regiokl = 0)g � (beitrag = 40)g +: : : + �regiokl=10�40(regiokl = 10)g � (beitrag = 40)g+�regiokl=0�55(regiokl = 0)g � (beitrag = 55)g +: : : + �regiokl=10�55(regiokl = 10)g � (beitrag = 55)g+�regiokl=0�100(regiokl = 0)g � (beitrag = 100)g +: : : + �regiokl=10�100(regiokl = 10)g � (beitrag = 100)g+�age1�tgage1g � tgg + �age2to15�tgage2to15g � tgg + �age16min�tgage16ming � tgg+�age1�40age1g � (beitrag = 40)g + �age2to15�40age2to15g � (beitrag = 40)g+�age16min�40age16ming � (beitrag = 40)g+�age1�55age1g � (beitrag = 55)g + �age2to15�55age2to15g � (beitrag = 55)g+�age16min�55age16ming � (beitrag = 55)g+�age1�100age1g � (beitrag = 100)g + �age2to15�100age2to15g � (beitrag = 100)g+�age16min�100age16ming � (beitrag = 100)g+�40�tg(beitrag = 40)g � tgg + �55�tg(beitrag = 55)g � tgg + �100�tg(beitrag = 100)g � tgg



KAPITEL 4. DATENANALYSE 61Dieses Ausgangsmodell besitzt 129 zu sh�atzende Parameter, was auh in Hinblik auf eine Ta-rifbildung reht viel ist. Darum ist es unser Ziel, mit einer R�ukw�artsanalyse Regressoren zuerkennen, die niht signi�kant zur Erkl�arung der Shadenanzahl beitragen und diese aus demModell zu entfernen, um die Ver�anderungen in der Shadenanzahl durh ein Modell mit wenigenParametern erkl�aren zu k�onnen. Dabei nehmen wir in jedem Shritt der R�ukw�artsanalyse nureinen nihtsigni�kanten Regressor aus dem Modell.Kriterien f�ur den Vergleih zwishen zwei Modellen sind die log-Likelihoods (s. De�nition 2.4)und die skalierte Devianz (s. De�nition 2.6) als Ma�e f�ur den Verlust, wenn ein Regressor aus demModell entfernt wurde. Nat�urlih nimmt die log-Likelihood durh das Entfernen eines Regressorsab. Ist die Abnahme klein, besitzt das neue Modell mit einem Regressor weniger ann�ahrend dasgleihe Erkl�arungspotential wie das vorhergehende Modell. Ist die Abnahme im log-Likelihoodgro�, so verliert das neue Modell viel an Erkl�arungspotential. Da die skalierte Devianz als zweifa-he Di�erenz zwishen der maximal erreihbaren log-Likelihood und der erreihten log-Likelihoodde�niert ist, bedeutet eine gro�e Abnahme der log-Likelihood dementsprehend einen gro�en An-stieg in der Devianz. In Abshnitt 2.1.5 erl�auterten wir, da� die Devianzendi�erenz von zweiaufeinander folgenden Modellen in der R�ukw�artsanalyse asymptotish �2-verteilt ist mit genausovielen Freiheitsgraden, wie der entfernte Regressor besitzt. Kennen wir den asymptotishenp-Wert dieser Di�erenz, k�onnen wir die Entnahme des Regressors als signi�kant oder niht signi-�kant beurteilen. Dieses Kriterium f�ur die Signi�kanz eines Regressors stellt uns das ProgrammSAS in seiner Typ 3-Anova-Tabelle bereit. Die dritte Spalte der Anova-Tabelle enth�alt die Dif-ferenz zwishen der Devianz des untersuhten Modells und der Devianz des Modells, wenn derin der ersten Spalte der Anova-Tabelle bezeihnete Regressor aus dem untersuhten Modell ent-fernt wird. Mit anderen Worten: die dritte Spalte liefert die Teststatistik zu dem Test, ob derParameter des Regressors aus der ersten Spalte im gew�ahlten Modell gleih 0 ist. Die asympto-tishen p-Werte dieser Tests stehen in der vierten Spalte, und die zugeh�origen Freiheitsgradebe�nden sih in der zweiten Spalte. Da unser Datensatz sehr gro� ist und die Beobahtungengruppiert vorliegen, verwenden wir diese p-Werte ohne Korrektur. Wir gehen bei der R�ukw�arts-analyse so vor, da� wir jeweils denjenigen Regressor aus dem Modell entfernen, der den h�ohstenp-Wert > 0; 05 hat. Einzige Einshr�ankung dabei ist, da� wir ein hierarhishes Modell beibe-halten. Stellt sih also heraus, da� ein Haupte�ekt in der Anova-Tabelle den gr�o�ten p-Wert hat,w�ahrend eine Interaktion zwishen ihm und einem anderen Haupte�ekt als signi�kant bewertetwird, behalten wir den nihtsigni�kanten Haupte�ekt im Modell und entfernen den Regressormit dem zweith�ohsten p-Wert > 0; 05, falls m�oglih.Mit Hilfe der graphishen Residuenanalyse beurteilen wir die Anpasung eines Modells bzgl. derWahl der Varianz- und Linkfunktion, Anpassung an einen Haupte�ekt und der Gesamtanpas-sung.Die folgenden Abbildungen zeigen die Ergebnisse von der Analyse des Ausgangsmodells.
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Abbildung 4.5: Analyse der Devianzresiduen des AusgangsmodellsDie Linie nahe der x-Ahse in der oberen Graphik ist der Graph der gl�attenden Funktion lowessZur Beurteilung der Gesamtanpassung haben wir zum einen die Devianzresiduen (s. De�nition2.38) gegen die Sh�atzer unserer Zielvariablen Shadenanzahl aufgetragen und zum anderen siein einer Quantil-Quantil-Graphik dargestellt. In dem Streudiagramm erkennen wir sowohl anden Devianzresiduen als auh an der gl�attenden Funktion, da� vor allem die kleinen Shaden-anzahlen shleht von dem Modell gesh�atzt werden. Da aber auh bei h�oheren Sh�atzwertender Shadenanzahl viele gro�e Devianzresiduen auftreten, beurteilen wir die Gesamtanpassungals weniger gelungen. In der Graphik sind keine Kon�denzintervalle f�ur die Sh�atzer eingezeih-net. Diese wurden aber f�ur das 5%-Signi�kanzniveau ermittelt und sind f�ur den Gro�teil dergesh�atzten Shadenanzahlen so eng, da� bei dem Auftragen der unteren und oberen Kon�den-zintervallgrenzen in die Graphik deren Werte mit dem Sh�atzer meist zusammenfallen. Oder dieKon�denzintervallgrenzen �uberdeken die Werte anderer Beobahtungen, so da� in beiden F�allendurh diese zus�atzlihe Information andere verloren geht. Aus diesen Gr�unden wird auf eine Ab-bildung verzihtet. Die Quantil-Quantil-Graphik zeigt, da� die Residuen f�ur kleine und mittlereWerte ann�ahernd normalverteilt sind, w�ahrend die gro�en Residuen (> 4) doh deutlih davonabweihen. Die allgemeine leihte U-Form weist auf Shiefe hin, die sih durh die theoretish zuerwartende Shiefe der Poissonverteilung erkl�aren l�a�t (s. Er�orterung der Residuenanalyse nahDe�nition 2.38).
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Abbildung 4.6a: Varianzfunktion im Ausgangsmodelldurhgezogene Linie : lowess-FunktionUm die Ursahen der shlehten Gesamtanpassung herauszu�nden, betrahten wir die Graphi-ken zur �Uberpr�ufung der Varianzfunktion. Vor allem die Graphik, in der die quadrierten Roh-residuen (s. De�nition 2.36) als Sh�atzer f�ur die Varianz auf der y-Ahse gegen die gesh�atzteShadenanzahl aufgetragen sind, weist auf eine massive Verletzung der Varianzannahme hin. Wirerinnern an Abshnitt 2.3.2, in dem dargelegt wurde, da� f�ur das Poissonmodell diese Graphikein zuf�alliges Streuungsmuster um die Gerade durh den Nullpunkt mit Steigung 1 darstellensollte. Selbst wenn wir die besonders gro�en Ausrei�er mit einer gesh�atzten Varianz von �uber500 entfernen, um in einer neuen Varianzgraphik einen gr�o�eren Ma�stab zu erhalten, ist dietheoretish geforderte Varianzfunktion V (�i) = �i auh in einer solhen Darstellung niht zuerkennen, wie Abb. 4.6b belegt. Die untere Graphik in Abbildung 4.6a zur �Uberpr�ufung derVarianzfunktion, in der die absoluten Devianzresiduen gegen die gesh�atzte Shadenanzahl auf-getragen sind, best�atigt die erste Graphik. Insbesondere werden die gr�o�ten Ausrei�er als solheauh hier widergegeben. Zus�atzlih zeigt die zweite Graphik auh bei den kleinen gesh�atztenShadenanzahlen gro�e Ausrei�er, die in der ersten Graphik niht so deutlih hervortraten, washaupts�ahlih an dem gew�ahlten Ma�stab und der �Uberlagerung vieler Werte liegt.
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Abbildung 4.7: Linkfunktion im Ausgangsmodelldurhgezogene Linie: Graph der exponentiellen Linkfunktion exp(g(�i)) = exp(ln�i) = �i imPoissonmodell



KAPITEL 4. DATENANALYSE 65gestrihelte Linie: Graph der Funktion lowessAls n�ahstes veri�zieren wir graphish die Wahl des Logarithmus als Linkfunktion. Bei geeigneterWahl sollen die Punkte in der linken Graphik von Abbildung 4.7 zuf�allig um die Exponential-funktion streuen, was augensheinlih der Fall ist. Da visuell jedoh ein linearer Zusammenhangleihter zu erkennen ist, verwenden wir die exponentiellen Werte des gesh�atzten Pr�adiktors.Diese Transformation liefert uns gerade die Sh�atzer der Shadenanzahl, und ihre Darstellunggegen die beobahteten Shadenanzahlen be�ndet sih in der rehten Graphik von Abbildung4.7. Sie best�atigt den Logarithmus als passende Linkfunktion, denn die Punkte streuen zuf�alligum die theoretish geforderte Gerade durh den Nullpunkt mit Steigung 1, die zur Orientierungals durhgezogene Linie in die Graphik eingezeihnet ist. Aufgrund der mehrfahen �Uberlagerungvon Punkten, insbesondere bei gesh�atzten Shadenanzahlen bis 30, ist es jedoh allein mittelsder Streuung der Residuen niht m�oglih, den exakten Verlauf der Linkfunktion zu erkennen.Deshalb verwenden wir hier die gl�attende Funktion lowess, die die Linkfunktion mit lokalenRegressionsmodellen aus den Daten sh�atzt und so den Informationsverlust durh die �Uberla-gerungen ausgleiht. Ihr fast mit der Varianzfunktion identisher Graph liefert einen weiterenBeleg f�ur die rihtige Wahl der Linkfunktion.Statt den gesh�atzten linearen Pr�adiktor zu transformieren, h�atten wir auh die Shadenanzahltransformieren k�onnen, indem wir sie logarithmieren, um denselben linearen Zusammenhang zu�uberpr�ufen. Doh dabei gehen alle Beobahtungen verloren, bei denen keine Sh�aden aufgetretensind, weil der Logarithmus f�ur 0 niht de�niert ist. Dieser Informationsverlust wurde durh diehier gew�ahlte Transformation vermieden.
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Abbildung 4.8: Residuenanalyse der Haupte�ekte im AusgangsmodellKommen wir nun zur graphishen Residuenanalyse der Haupte�ekte. Um das Problem der vielfa-hen �Uberlagerung von Werten, das aus der gro�en Datenmenge herr�uhrt, einzushr�anken, habenwir sowohl f�ur die kategoriellen als auh die stetigen Haupte�ekte Boxplots erstellt. Zun�ahstf�allt auf, da� alle Haupte�ekte sehr viele Ausrei�er in allen Auspr�agungen haben. Das war we-gen der gro�en Varianzen aus Abbildung 4.5 zu erwarten. Ebenso ist es plausibel, da� diejenigenBoxen und Nadeln l�anger sind, wo auh mehr Jahreseinheiten in den Auspr�agungen steken (vgl.dazu Abbildungen 4.1 und 4.2). Au�erdem stellen wir fest, da� es deutlih mehr Ausrei�er nahoben als nah unten gibt und da� der Median, der als wei�er Balken in der Box sihtbar ist,stets kleiner als 0 ist. Mit der Shiefe der Poissonverteilung ist die nur geringe Abweihung allerMediane von 0 zu erkl�aren. Die negativen Mediane als systematishen Fehler und damit als eineMi�spezi�zierung des Erwartungswerts zu deuten, sheint hier �uberinterpretiert.
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Abbildung 4.9: O�set im AusgangsmodellMit Abbildung 4.9 beleuhten wir den Einu� der Jahreseinheiten als O�set. Wir erkennen ander logarithmierten Darstellung der Jahreseinheiten, da� bei sehr shwah besetzen Beobahtun-gen mit weniger als einer Jahreseinheit generell die Shadenanzahl durh 0 gesh�atzt wird, wasbei einer durhshnittlihen Shadenh�au�gkeit von 0,14 f�ur den gesamten Datensatz vern�unftigist. Ist nun doh ein Shaden (oder mehrere) eingetreten, sorgt dieser daf�ur, da� das Devi-anzresiduum dieser Beobahtung sprunghaft ansteigt, wodurh in der Graphik links unten vonAbbildung 4.9 zwei Punktestr�ange zu sehen sind. Mit steigendem Jahreseinheitenvolumen in denBeobahtungen nehmen die Residuen die Gestalt einer Punktewolke an. Es f�allt in der Grahikrehts unten in Abbildung 4.9 auf, da� bei den Beobahtungen, die ein gro�es Volumen vonmindestens 400 Jahreseinheiten besitzen, nur noh ein Ausrei�er, d. h. absolutes Devianzresidu-um jdij > 3, bei den Devianzresiduen zu �nden ist, wenn auh die Streuung um 0 gro� bleibt.Dies und das Fehlen eines Trends lassen uns shlie�en, da� diese Beobahtungen, die etwa 13%der Jahreseinheiten ausmahen, von dem Poissonmodell vergleihsweise gut angepa�t werden,wenn auh die starke Streuung auf inhomogene Gruppen bzgl. der erhobenen Merkmale deutet.Wir k�onnen also das Auftreten von zuf�alligen E�ekten bzw. unbeobahtete Heterogenit�at nihtausshlie�en.Nah der graphishen Beurteilung des Ausgangsmodells kommen wir kurz zu den formalen An-passungskriterien, die von SAS ausgegeben werden.



KAPITEL 4. DATENANALYSE 68Criteria For Assessing Goodness Of FitCriterion DF Value Value/DFDeviane 51E3 45384.6887 0.8949Saled Deviane 51E3 45384.6887 0.8949Pearson Chi-Square 51E3 65425.5584 1.2901Saled Pearson X2 51E3 65425.5584 1.2901Log Likelihood 51E3 107990.9578Abbildung 4.10: Anpassungskriterien des AusgangsmodellsDie hier ermittelten Werte f�ur die Quotienten von Devianz- und Pearson-Statistik durhdie Freiheitsgrade legen nahe, da� die �Aquidispersionsannahme des Poissonmodells nur leihtverletzt ist, ja sogar Unterdispersion vorliegen k�onnte. Im Gegensatz dazu belegt die graphisheAnalyse vehemente �Uberdispersion. Somit rehtfertigt dieser Datensatz die in Abshnitt 2.1.5empfohlene vorsihtige Anwendung der Devianz als Ma� zur Beurteilung eines einzelnen Mo-dells und den bevorzugten Gebrauh zum Vergleih zweier geshahtelter Modelle. Der Datensatzzeigt ebenso, da� die Pearson-Statistik aus De�nition 2.8 als Teststatistik f�ur �Uberdispersion imPoissonmodell mit linearer Varianzfunktion als Alternative geeignet ist (s. Beispiel 3.2.3).LR-Statistis For Type 3 AnalysisSoure DF Chi-Square Pr > ChiSqstaerke 1 139.75 <.0001regiokl 11 47.05 <.0001tg 1 0.43 0.5096age1 1 11.73 0.0006age2to15 1 15.18 <.0001age16min 0 0.00 .beitrag 3 43.76 <.0001staerke*tg 1 0.94 0.3319staerke*beitrag 3 280.02 <.0001staerke*regiokl 11 73.36 <.0001staerke*age1 1 27.73 <.0001staerke*age2to15 1 27.80 <.0001staerke*age16min 1 39.19 <.0001tg*regiokl 11 13.29 0.2750regiokl*age1 11 18.45 0.0728regiokl*age2to15 11 17.43 0.0959regiokl*age16min 0 0.00 .regiokl*beitrag 33 79.39 <.0001tg*age1 1 0.85 0.3578tg*age2to15 1 0.53 0.4647tg*age16min 0 0.00 .tg*beitrag 3 8.29 0.0404age1*beitrag 3 55.64 <.0001age2to15*beitrag 3 77.23 <.0001age16min*beitrag 3 94.29 <.0001Abbildung 4.11: Anova-Tabelle des AusgangsmodellsZu den De�nitionen der Abk�urzungen s. Anfang dieses Abshnitts



KAPITEL 4. DATENANALYSE 69Wir sind als n�ahstes daran interessiert, die Anzahl der zu sh�atzenden Parameter zu re-duzieren. Dazu ziehen wir die Anova-Tabelle des Ausgangsmodells heran, um festzustellen, obein und welher Regressor entfernt werden kann. Die Tabelle in Abbildung 4.11 zeigt, da� derHaupte�ekt Tarifgruppe den h�ohsten nihtsigni�kanten p-Wert besitzt. Da wir ein hierarhi-shes Modell beibehalten wollen, entfernen wir die Interaktion zwishen Tarifgruppe und demFahrzeugalter f�ur den Altersbereih zwishen 2 und 15 Jahren, die den zweith�ohsten nihtsi-gni�kanten p-Wert hat. Die teilweise fehlenden Angaben f�ur die dritte Altersvariable age16minwerden von SAS nur dann erzeugt, wenn das Programm lineare Abh�angigkeiten von den anderenRegressoren erkennt. Nat�urlih gibt es daf�ur inhaltlih �uberhaupt keine Grundlage und Reht-fertigung. Wir erkl�aren uns dieses Ph�anomen durh Rundungsfehler, denn durh die gew�ahlteTransformation (Alter)�3;3 entstehen sehr kleine Werte f�ur age16min, die erst in der viertenNahkommastelle ungleih 0 sind. Bei der Berehnung des Modells wird intern die Maximal-struktur an Zellen aufgebaut, d. h. alle m�oglihen Kombinationen der Regressorauspr�agungen,von denen im vorliegen Datensatz nur rund ein Viertel realisiert sind. W�ahrend der Iterationenerzeugen diese Werte f�ur den Rehner mit seinen endlihen Mashinenzahlen praktish Nullen,die lineare Abh�angigkeit bewirken. Als Beleg f�ur unseren Erkl�arungsansatz geben wir in Ab-bildung 4.12 die von SAS erstellte Typ 1-Anova-Tabelle an. In der vierten Spalte der Tabellestehen die Devianzendi�erenzen zwishen dem Modell, das aus allen in der ersten Spalte ge-nannten Regressoren in den Zeilen oberhalb der betrahteten Zeile besteht, und dem Modell,das alle Regressoren von der ersten Zeile bis einshlie�lih der betrahteten Zeile enth�alt. Eswerden somit auh in dieser Tabelle die Signi�kanzen der Regressoren getestet, aber hier in ei-ner Folge von geshahtelten Modellen, anfangend bei dem Nullmodell und bis zum vollst�andigim Prozeduraufruf spezi�zierten Modell aufsteigend. Die asymptotishen p-Werte dieser Testsbe�nden sih in der letzten Spalte und die zugeh�origen Freiheitsgrade in der dritten Spalte. Diezweite Spalte gibt in der n-ten Zeile die Devianz des Modells mit den Regressoren aus den erstenn Zeilen an.Dieser hierarhishe Aufbau der Tabelle bedeutet insbesondere, da� die Maximalstruktur derModelle von der ersten Zeile bis zur letzten Zeile, wo die Maximalstruktur des Ausgangsmodellserreiht wird, anw�ahst. Wir sehen in Abbildung 4.12, da� es SAS noh bis zum Untermodell inder f�unften Zeile von unten m�oglih ist, Signi�kanztests ohne lineare Abh�angigkeit zu bereh-nen. Erst dannah wird die Modellstruktur so gro�, da� die Rehnerungenauigkeit zu falshenTestresultaten f�uhrt.



KAPITEL 4. DATENANALYSE 70LR-Statistis For Type 3 AnalysisSoure Deviane DF Chi-Square Pr > ChiSqstaerke 58393.0034 1 2638.37 <.0001regiokl 55754.6297 11 1585.19 <.0001tg 54169.4370 1 64.25 <.0001age1 54105.1878 1 1.66 0.1975age2to15 54103.5080 1 0.02 0.8897age16min 53794.9709 1 308.54 <.0001beitrag 46103.2585 3 7691.71 <.0001staerke*tg 46100.0365 1 3.22 0.0727staerke*beitrag 45864.1718 3 235.86 <.0001staerke*regiokl 45787.0371 11 77.13 <.0001staerke*age1 45786.9661 1 0.07 0.7898staerke*age2to15 45785.3751 1 1.59 0.2072staerke*age16min 45744.6389 1 40.74 <.0001tg*regiokl 45730.2577 11 14.38 0.2126regiokl*age1 45705.3167 11 24.94 0.0093regiokl*age2to15 45691.9794 11 13.34 0.2719regiokl*age16min 45671.0726 11 20.91 0.0343regiokl*beitrag 45589.9056 33 81.17 <.0001tg*age1 45589.5775 1 0.33 0.5668tg*age2to15 45586.5297 1 3.05 0.0808tg*age16min 45586.5285 1 0.00 0.9721tg*beitrag 45578.7489 3 7.78 0.0404age1*beitrag 45480.5487 3 98.20 0.0508age2to15*beitrag 45478.9808 3 1.57 0.6667age16min*beitrag 45384.6887 3 94.29 <.0001Abbildung 4.12: Typ 1-Anova-Tabelle des AusgangsmodellsZu den De�nitionen der Abk�urzungen s. Anfang dieses AbshnittsIm Laufe der R�ukw�artsanalyse werden die Interaktionsterme tg*Altermit allen drei Alters-variablen, tg*staerke, tg*regiokl, und age2to15*regiokl eliminiert. Nah sehs Shrittenist die R�ukw�artsanalyse beendet, und das Endmodell der Poissonregression in Abbildung 4.16dargestellt.



KAPITEL 4. DATENANALYSE 71Poissonregression mit dem sehsten Modellwie Ausgangsmodell ohne tg*Alter, tg*staerke, tg*regiokl undohne age2to15*regioklCriteria For Assessing Goodness Of FitCriterion DF Value Value/DFDeviane 51E3 45419.8484 0.8952Saled Deviane 51E3 45419.8484 0.8952Pearson Chi-Square 51E3 65338.2732 1.2878Saled Pearson X2 51E3 65338.2732 1.2878Log Likelihood 51E3 107990.8440LR-Statistis For Type 3 AnalysisSoure DF Chi-Square Pr > ChiSqstaerke 1 180.53 <.0001regiokl 11 202.29 <.0001tg 1 28.91 <.0001age1 1 13.05 0.0003age2to15 1 18.76 <.0001age16min 0 0.00 .beitrag 3 44.57 <.0001staerke*beitrag 3 282.21 <.0001staerke*regiokl 11 72.23 <.0001staerke*age1 1 27.82 <.0001staerke*age2to15 1 27.94 <.0001staerke*age16min 1 39.35 <.0001regiokl*age1 11 22.48 0.0209regiokl*age16min 0 0.00 .regiokl*beitrag 33 79.05 <.0001tg*beitrag 3 8.68 0.0338age1*beitrag 3 55.86 <.0001age2to15*beitrag 3 78.44 <.0001age16min*beitrag 3 95.84 <.0001Abbildung 4.16: R�ukw�artsanalyse: 6. ShrittEs erstaunt, da� die Interaktion zwishen Alter und Regionalklasse f�ur neue und ganz al-te Fahrzeuge bestehen bleibt, w�ahrend das Shadenverhalten der Fahrzeuge mittleren Altersvon der Regionalstruktur unbeeinu�t bleibt. Das Vershwinden fast aller Interaktionen mit derTarifgruppe bedeutet, da� Beamte kein spezi�shes Shadenverhalten bez�uglih der hier unter-suhten Merkmale verglihen mit Nihtbeamten haben, was plausibel ist. Die Beitragspr�amiender Beamten sollten jedoh nah der Shadenfreiheitsklasse gesta�elt sein, das besagt der Ver-bleib der Interaktion tg*beitrag im Modell.Wir wollen die Anpassung des Endmodells an die Daten auh graphish mittels der Residuen-analyse beurteilen. Da sih die Devianz shrittweise nur nihtsigni�kant vom Ausgangs- zumEndmodell erh�oht hat, erwarten wir, da� die Residuen im Endmodell nur unwesentlih st�arkerstreuen als im Ausgangsmodell. Wie shon bei den Graphiken zum Ausgangsmodell wird dieAnalyse durh die gro�e Datenmenge und die damit verbundene �Uberlagerung der Punkte er-shwert. Ein graphisher Vergleih der beiden Modelle mu� sih deshalb auf die Betrahtung



KAPITEL 4. DATENANALYSE 72der Ausrei�er beshr�anken, denn eine �Anderung der Werte im tiefshwarzen Bereih, sozusagendem Kern, der Punktewolke ist visuell niht erkennbar. Wir k�onnen sehen, ob sih die Gestaltdes Kerns der Punktewolke ver�andert hat, um R�ukshl�usse auf einen Trend oder eine andereVarianz der Daten zu ziehen. Au�erdem zeigen uns die Graphiken, ob extreme Ausrei�er imEndmodell hinzugekommen sind, was bedeutet, da� die Streuung sih insgesamt vergr�o�ert hat,oder ob die Ausrei�er aus dem Anfangsmodell noh an H�ohe gewonnen haben, was hei�t, da�die Devianzzunahme auf einzelne shleht angepa�te Beobahtungen zur�ukzuf�uhren ist.
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Abbildung 4.17: Gesamtanpassung des Endmodellsgestrihelte Linie: lowess-FunktionBeide Graphiken zur Gesamtanpassung in Abbildung 4.17 belegen, da� sih die extremen Aus-rei�er vom Ausgangsmodell im Endmodell niht weiter vergr�o�erten und da�, wie erwartet, diegeringe Zunahme der Devianz graphish auf den ersten Blik niht festzustellen ist. Lediglih ander oberen Graphik in Abbildung 4.17 sind zwei neue Ausrei�er nah unten bei einer gesh�atz-ten Shadenanzahl von etwa 35 zu sehen. Da� diese aber keinen nennenswerten Einu� auf dieGesamtanpassung aus�uben, dr�ukt sih in dem unver�anderten Graphen der lowess-Funktion aus.
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Abbildung 4.18: Varianzfunktion im EndmodellDie durhgezogene Linie in der oberen Graphik stellt den Graphen der VarianzfunktionV (�i) = �i im Poissonmodell dar.Die Graphiken in Abbildung 4.18 zur �Uberpr�ufung der �Aquidispersionsannahme des Poisson-modells best�atigen die kaum zu erkennende st�arkere Streuung der Residuen. Nur die beidenneuen Ausrei�er aus Abbildung 4.17 sind auh in den Graphiken aus Abbildung 4.18 als solheauszumahen. Doh ihr Auftreten bedeutet niht, da� die Verletzung der Varianzfunktion noherheblih gravierender als im Ausgangsmodell ist.
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Abbildung 4.19: Linkfunktion im Endmodelldurhgezogene Linie: Graph der exponentiellen Linkfunktion exp(g(�i)) = exp(ln�i) = �i imPoissonmodellgestrihelte Linie: Graph der Funktion lowessF�ur die graphishe Veri�kation der Linkfunktion gilt dasselbe wie f�ur die bisherigen Graphiken:die Untershiede zum Ausgangsmodell sind kaum zu entdeken, weshalb der Logarithmus alsLinkfunktion im Endmodell genauso geeignet ist.
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Abbildung 4.20: Residuenanalyse der Haupte�ekte im Endmodell



KAPITEL 4. DATENANALYSE 76Bei der Betrahtung der kategoriellen Regressoren in Abbildung 4.20 f�allt die Zunahme derDevianz am deutlihsten in der Tarifgruppe auf. Dort sind insbesondere bei den Nihtbeamtenneue Ausrei�er nah oben zu erkennen. Das verwundert niht weiter, denn dieses Merkmalwurde durh die R�ukw�artsanalyse am st�arksten beeinu�t. Im Gegensatz dazu wurde keineinziger Regressor, der mit dem Pr�amienbeitrag zu tun hat, aus dem Modell entfernt. Diesdr�ukt sih auh in der fast unver�anderten Residuengraphik dieses Haupte�ekts rehts obenin Abbildung 4.20 aus. Ebenfalls bei den stetigen Haupte�ekten wirkt sih die Reduktion derParameter geringf�ugig auf die beiden Darstellungen in Abbildung 4.20 aus. Wir beobahten beiallen Regressoren auh die gleihe systematishe negative Abweihung des Medians von 0 wie imAusgangsmodell, so da� das Endmodell mit weniger Parametern gegen�uber dem Ausgangsmodellzu bevorzugen ist.Zusammenfassend halten wir fest, da� das Endmodell der R�ukw�artsanalyse mit 104 Parameterndie Daten in dem gleihen Ma�e anpa�t wie das Ausgangsmodell mit 129 Parametern. Jedohbeurteilen wir die Anpassung als niht befriedigend, weil die Varianz durh die Poissonverteilungfalsh spezi�ziert wird. Eine Verbesserung des Modells ist n�otig und mu� bei der Varianzfunktionansetzen.4.4 �UberdispersionstestsNahdem die graphishe Analyse einen klaren Hinweis auf �Uberdispersion ergab, f�uhren wirnun auh zur Best�atigung die in Kapitel 3 beshriebenen formellen Tests auf diesen Sahverhaltdurh. In unseren betrahteten Modellen w�ahlten wir die kanonishe Linkfunktion und benutz-ten einen Interept, so da� die Teststatistiken PA (s. Formel (3.11)) und PB (s. Formel (3.12))nah der in Beispiel 2.7 gezeigten Gleihheit P yi =P �̂i identishe Werte liefern. In der Praxiswerden die Berehnungen der beiden Statistiken mit dem Computer erfolgen, weshalb aufgrundvon Rundungsfehlern kleine Untershiede auftreten k�onnen. Die Ergebnisse der drei Tests mitihren zugeh�origen p-Werten zeigt Abbildung 4.21.



KAPITEL 4. DATENANALYSE 77Testen auf �Uberdispersion===========================Ausgangsmodell--------------PA PB PC21.38 21.38 30.08pWertPA pWertPB pWertPC3.7E-6 3.7E-6 4.1E-86. Modell: ohne TG*Alter, TG*St�arke, TG*Regionalkl, Alter2bis15*Regionalkl---------------------------------------------------------------------------PA PB PC21.4197 21.4197 30.4630pWertPA pWertPB pWertPC3.7E-6 3.7E-6 4.0E-8Abbildung 4.21: Ergebnisse der �UberdispersionstestsBereits f�ur das Ausgangsmodell der Poissonregression verwerfen alle drei Teststatistikenhohsigni�kant die �Aquidispersionsannahme zugunsten der �Uberdispersion. Das bedeutet, da�die Reduzierung der Regressoren und die damit einhergehende leihte Zunahme der Streuungin der R�ukw�artsanalyse niht die Ursahe f�ur die Ablehnung der �Aquidispersion im Endmodellist. Da die ehte Varianz im Datensatz gr�o�er als die von dem Poissonmodell angenommene ist,liefern die Teststatistiken der Anova-Tabellen zur Signi�kanz eines Regressors zu hohe Werte,womit die Signi�kanz der im Endmodell verbliebenen Regressoren in Frage gestellt ist. Wir wer-den darum die Datenanalyse mit einer Verteilung fortsetzen, die auh �Uberdispersion zul�a�t.Wir m�ussen dazu die Varianzfunktion neu w�ahlen. Die Ablehnung der �Aquidispersionsannahmebei beiden Teststatistiken PB und PC erlaubt uns sowohl die Verwendung einer linearen alsauh einer quadratishen Varianzfunktion. Aufgrund der gr�o�eren Steigung der quadratishenVarianzfunktion und der auh bei kleinen Sh�aden gro� gesh�atzten Varianz entsheiden wir unsf�ur die quadratishe Varianzfunktion.4.5 Negative BinomialregressionIm folgenden modellieren wir die Daten, indem wir eine negative Binomialverteilung (s.De�nition2.18) mit quadratisher Varianzfunktion V (�i) = �i+��2i ; � > 0; zugrunde legen. Ist der Nihtli-nearit�atsparameter � bekannt, so geh�ort die negative Binomialverteilung zur exponentiellen Fa-milie. Wir verfahren hier so, da� wir den Nihtlinearit�atsparameter zuerst mit der ML-Methodesh�atzen. Diesen Sh�atzer �̂ behandeln wir in der anshlie�enden negativen Binomialregressi-on als wahren Wert, wohlwissend, da� wir damit die aus der Sh�atzung von � entstehendeVarianz untershlagen. Die Zugeh�origkeit der negativen Binomialverteilung mit quadratisherVarianzfunktion und bekanntem Nihtlinearit�atsparameter zur exponentiellen Familie nutzen



KAPITEL 4. DATENANALYSE 78wir aus, um die Daten weiterhin mit der SAS-Prozedur GENMOD zu bearbeiten. Die loga-rithmishe Linkfunktion und die Transformationen der stetigen Haupte�ekte aus der Poisson-regression behalten wir bei, damit die Vergleihbarkeit des neuen Modells mit dem Endmodellder Poissonregression gew�ahrleistet ist. Wir wollen mit einer R�ukw�artsanalyse heraus�nden,ob die als signi�kant eingestuften Regressoren aus dem Endmodell auh unter der exiblerenVarianzannahme ihre Signi�kanz bewahren. Darum ist die Spezi�zierung des Erwartungswertsim Startmodell der negativen Binomialregression identish mit der Spezi�zerung im Endmodellder Poissonregression. Wir beahten, da� die Devianz im negativen Binomialmodell von demNihtlinearit�atsparameter abh�angt, so da� wir den Sh�atzer von � aus dem ersten Modell dernegativen Binomialregression f�ur die weiteren Modelle in der R�ukw�artsanalyse konstant halten.Dies erm�ogliht uns, die negativen Binomialmodelle der R�ukw�artsanalyse miteinander zu ver-gleihen. Als Wert f�ur den Sh�atzer von � ermittelt die Prozedur GENMOD �̂ = 0; 0459. Dies ist�ubrigens der gleihe Sh�atzwert wie derjenige, den wir erhalten, wenn wir das Ausgangsmodellder Poissonregression als Startmodell f�ur die R�ukw�artsanalyse der negativen Binomialregressi-on benutzen. Das werten wir als ein Indiz, da� auh unter der neuen Verteilungsannahme diebeiden Modelle reht �ahnlih sind. Wir runden �̂ auf 0; 046 und geben das Ergebnis der Regres-sion in Abbildung 4.22 an.



KAPITEL 4. DATENANALYSE 79NB2-Regression mit dem sehsten Modell und tau=0.046wie 6. Modell der PoissonregressionCriteria For Assessing Goodness Of FitCriterion DF Value Value/DFDeviane 51E3 41498.7857 0.8179Saled Deviane 51E3 41498.7857 0.8179Pearson Chi-Square 51E3 61242.6406 1.2070Saled Pearson X2 51E3 61242.6406 1.2070Log Likelihood 51E3 108209.2591LR-Statistis For Type 3 AnalysisSoure DF Chi-Square Pr > ChiSqstaerke 1 138.63 <.0001regiokl 11 117.58 <.0001tg 1 27.43 <.0001age1 1 8.47 0.0036age2to15 1 13.16 0.0003age16min 0 0.00 .beitrag 3 21.87 <.0001staerke*beitrag 3 207.34 <.0001staerke*regiokl 11 55.00 <.0001staerke*age1 1 19.68 <.0001staerke*age2to15 1 20.40 <.0001staerke*age16min 1 26.88 <.0001regiokl*age1 11 13.04 0.2908regiokl*age16min 11 12.74 0.2388regiokl*beitrag 33 59.36 0.0033tg*beitrag 3 9.03 0.0289age1*beitrag 3 22.93 <.0001age2to15*beitrag 3 39.61 <.0001age16min*beitrag 3 52.11 <.0001Abbildung 4.22: Ausgangsmodell der R�ukw�artsanalyse mit negativer BinomialverteilungWir betonen hier nohmals, da� wir die sprunghafte Abnahme der Devianz bzw. den An-stieg der log-Likelihood bezogen auf die Poissonregression nur bedingt als Kriterien f�ur eineverbesserte Anpassung heranziehen d�urfen, denn je gr�o�er wir � w�ahlen, desto kleiner k�onnenwir die Devianz dr�uken bzw. desto gr�o�er die log-Likelihood wahsen lassen. Abbildung 4.22zeigt, da� nun die Interaktion regiokl*age1 als nihtsigni�kant eingestuft und da� die Interakti-on regiokl*age16min als linear unabh�angig behandelt wird (vgl. Abbildung 4.11). Auh f�ur dieR�ukw�artsanalyse der negativen Binomialregression stellen wir niht die einzelnen Shritte dar,sondern geben in Abbildung 4.24 gleih das Endmodell an, dem die Interaktionen regiokl*age1und regiokl*age16min niht mehr angeh�oren.



KAPITEL 4. DATENANALYSE 80NB2-Regression mit dem ahten Modell und tau=0.046wie 6. Modell ohne regiokl*AlterCriteria For Assessing Goodness Of FitCriterion DF Value Value/DFDeviane 51E3 41524.9660 0.8181Saled Deviane 51E3 41524.9660 0.8181Pearson Chi-Square 51E3 61273.9739 1.2071Saled Pearson X2 51E3 61273.9739 1.2071Log Likelihood 51E3 108196.1689LR-Statistis For Type 3 AnalysisSoure DF Chi-Square Pr > ChiSqstaerke 1 138.54 <.0001regiokl 11 159.83 <.0001tg 1 27.46 <.0001age1 1 8.45 0.0037age2to15 1 13.00 0.0003age16min 0 0.00 .beitrag 3 22.06 <.0001staerke*beitrag 3 207.58 <.0001staerke*regiokl 11 56.28 <.0001staerke*age1 1 19.47 <.0001staerke*age2to15 1 20.19 <.0001staerke*age16min 1 26.56 <.0001regiokl*beitrag 33 59.55 0.0031tg*beitrag 3 8.92 0.0303age1*beitrag 3 22.75 <.0001age2to15*beitrag 3 39.61 <.0001age16min*beitrag 3 52.33 <.0001Abbildung 4.24: Endmodell der negativen BinomialregressionEs werden zwar nur drei Shritte der R�ukw�artsanalyse ben�otigt, doh beinhalten diese eineweitere Parameterreduzierung auf shlie�lih 80 Parameter im letzten Modell. Auh inhaltlih istdas Entfernen der Interaktionen regiokl*age1 und regiokl*age16min bedeutsam, denn es leuh-tet viel leihter ein, da� die Interaktion zwishen Regionalklasse und Fahrzeugalter komplettentf�allt, als da� dies nur f�ur bestimmte Altersbereihe der Fall ist, was ja das Ergebnis der Pois-sonregression ist.Um die Graphiken der Residuenanalyse ad�aquat beurteilen zu k�onnen, verdeutlihen wir zuvor,was der Wehsel der Verteilungsannahme f�ur die Parametersh�atzung und damit f�ur die Sh�atzerder Shadenanzahlen bedeutet.Unter der Poissonverteilung mit kanonisher Linkfunktion l�osen die ML-Sh�atzer �̂ der Pa-rameter � nah Beispiel 2.5 das Gleihungssystem �`�� = Pni=1 (yi � �(xi; �))xi = 0 mit `als log-Likelihood der gesamten Stihprobe und n als Anzahl der Beobahtungen. Benutzenwir nun die negative Binomialverteilung mit quadratisher Varianzfunktion V (�i) = �i + ��2iund ebenfalls mit logarithmisher Linkfunktion, dann sind die ML-Sh�atzer �̂ gem�a� Formel(2:8) L�osungen des Gleihungssystems �`�� = Pni=1 (yi � �(xi; �)) 1�(xi;�)+��2(xi;�)�(xi; �)xi =



KAPITEL 4. DATENANALYSE 81Pni=1 (yi � �(xi; �)) 11+��(xi ;�)xi = 0. Die Gleihungssysteme der beiden Verteilungen unter-sheiden sih also lediglih durh den Term 11+��(xi;�) . In unserem Datensatz ist � = 0; 046 rehtklein gew�ahlt, und �(xi; �) liegt bei den meisten Beobahtungen zwishen 0 und 20, so da� derFaktor 11+��(xi;�) sih f�ur jede Beobahtung nur wenig �andert und als angen�ahert unabh�angigvon i betrahtet werden kann. Ein konstanter Faktor beeinu�t aber niht die ML-Sh�atzungvon �, weshalb wir im negativen Binomialmodell �ahnlihe Sh�atzwerte f�ur die Shadenanzahlerwarten wie im Poissonmodell. Das bedeutet insbesondere, da� wir kaum mit Ver�anderungenbei der �Uberpr�ufung der Spezi�zierung des Erwartungswerts rehnen d�urfen. Wir haben mit der�Anderung der Verteilungsannahme haupts�ahlih eine gr�o�ere Variation in den Daten zugelassenund erwarten darum vor allem bei den hohen Shadenanzahlen eine verbesserte Modellierung.
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Abbildung 4.25: Gesamtanpassung im negativen Binomialmodellgestrihelte Linie: lowess-FunktionAbbildung 4.25 gibt die beshriebene erwartete Anpassung wider. Bereits ab einer gesh�atztenAnzahl von 30 Sh�aden streuen die Devianzresiduen in einem zufriedenstellend engen Intervallum 0, wie die obere Graphik aus Abbildung 4.25 zeigt. Wir erkennen an den Devianzresiduenund an dem Graphen der lowess-Funktion au�erdem, da� vor allem die Beobahtungen mit einerklein gesh�atzten Shadenanzahl (< 10) shleht modelliert werden.
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Abbildung 4.26a: Varianzfunktion im negativen Binomialmodelldurhgezogene Linie: Varianzfunktion V (�i) = �i + 0; 046�2i im NB2-ModellDie Graphiken aus den Abbildungen 4.26a und 4.26b zur �Uberpr�ufung der Varianzfunktionerkl�aren, warum das so ist. Vergleihen wir die Punktewolken aus der oberen Graphik vonAbbildung 4.26a und aus Abbildung 4.26b mit den entsprehenden Graphiken in Abbildung 4.18und Abbildung 4.6b f�ur die Poissonverteilung, dann stellen wir fest, da� die Shadenanzahlen vondem negativen Binomialmodell ungef�ahr genauso gesh�atzt werden wir im Poissonmodell. Dashei�t f�ur die Beobahtungen mit maximal 10 gesh�atzten Sh�aden, da� ihre Varianz auh von derquadratishen Varianzfunktion des negativen Binomialmodells stark systematish untersh�atztwird, w�ahrend die Varianz f�ur Beobahtungen mit mehr als 100 gesh�atzten Sh�aden shon�ubersh�atzt wird. Wir halten also fest, da� die Variabilit�at in den Daten von der quadratishenVarianzfunktion zwar deutlih besser modelliert wird als von der linearen Varianzfunktion derPoissonverteilung, doh der beobahtete funktionelle Zusammenhang zwishen Erwartungswertund Varianz ist auh damit niht ad�aquat beshrieben.
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Abbildung 4.27: Linkfunktion im negativen Binomialmodelldurhgezogene Linie: exponentielle Linkfunktion �igestrihelte Linie: lowess-FunktionDie Betrahtung der Linkfunktion in Abbildung 4.27 best�atigt die oben erl�auterte �Ahnlihkeitder Sh�atzer im negativen Binomialmodell und Poissonmodell, so da� die graphishe Analyse



KAPITEL 4. DATENANALYSE 84von Abbildung 4.27 zum gleihen Shlu� kommt wie die von Abbildung 4.7: der Logarithmus istdie tre�ende Wahl der Linkfunktion.
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Abbildung 4.28: Residuenanalyse der Haupte�ekte im negativen BinomialmodellDie Residuenanalyse der Haupte�ekte in Abbildung 4.28 zeigt, da� auh im negativen Binomi-almodell der Median in allen Auspr�agungen kleiner als 0 ist, was wiederum auf die Shiefe derVerteilung zur�ukzuf�uhren ist. Die Boxplots zeigen andererseits auh, da� durh die gr�o�ere Vari-anz des negativen Binomialmodells die Anzahl der Ausrei�er abgenommen hat, zum Beispiel beiden Nihtbeamten oder der Regionalklasse 5, womit die Wahl einer exibleren Varianzfunktionbest�atigt wird. Damit stimmt die graphishe Analyse mit unseren Erwartungen �uberein.4.6 Diskussion und FazitDie hier untersuhten Regressionsmodelle setzen voraus, da� die beobahteten Shadenanzah-len bei gegebenen Regressoren unabh�angig verteilt sind. Diese Annahme ist aus drei Gr�undenverletzt. Zum einen wurden die Daten �uber einen Zeitraum von vier Jahren erhoben, so da� einRisiko vier Jahreseinheiten z�ahlt, wenn es die ganze Zeit versihert war, w�ahrend erst im Lau-fe des Beobahtungszeitraums dazugekommene Risiken mit weniger Jahreseinheiten gewihtetwerden. Der zweite Grund, warum die Unabh�angigkeitsvoraussetzung niht gegeben ist, bestehtdarin, da� jedes betrahtete Risiko niht automatish einen anderen Versiherungsnehmer bzw.Fahrzeugfahrer darstellt. Wenn ein Versiherungsnehmer mehrere Fahrzeuge besitzt, mu� er



KAPITEL 4. DATENANALYSE 86f�ur jedes Fahrzeug einen eigenen Versiherungsvertrag abshlie�en und wird deshalb mehrfahgez�ahlt. Es ist naheliegend, da� das Shadenverhalten eines Versiherungsnehmers in vershie-denen Fahrzeugen niht als unabh�angig betrahtet werden kann. Weiterhin kann es vorkommen,da� ein Versiherungsnehmer w�ahrend des Beobahtungszeitraums sein Fahrzeug aufgibt undsih ein neues kauft, wodurh er als neues, aber niht unabh�angiges Risisko in die Daten eingeht.Das Ausma� der Unabh�angigkeitsverletzung ist aus den Daten niht zu erkennen, dazu liegen siezu anonymisiert vor. Doh wir vermuten, da� der erstgenannte Grund mit Abstand den gr�o�tenEinu� auf die Datenanalyse hat. Eine Reduzierung dieses Fehlers kann nur bei der Planung derUntersuhung und der Datenerhebung erfolgen, indem wir uns beispielsweise nur auf ein Jahrals Beobahtungszeitraum beshr�anken und nur solhe Risiken in die Untersuhung aufnehmen,die exakt eine Jahreseinheit an Volumen einbringen.Aufgrund von Abbildung 4.2 in der explorativen Datenanalyse haben wir uns zu einer Aufteilungdes Merkmals Fahrzeugalter in drei neue Regressoren, von denen wir zwei transformierten, ent-shieden. Nun k�onnte uns diese Graphik unter Vernahl�assigung der neuen Fahrzeuge mit Alter= 1 Jahr dazu verleiten, die restlihen Punkte als ann�ahernd linear aufzufassen. Damit gingedas Fahrzeugalter untransformiert in das Regressionsmodell ein. Wenn dieses untransformierteRegressionsmodell mit seiner einfahen Struktur die gleihe Anpassung wie die untersuhten Mo-delle besitzt, ist es zu bevorzugen. Wir �uberpr�ufen diese M�oglihkeit, indem wir im Endmodellder Poissonregression die transformierten Altersvariablen gegen die untransformierten austau-shen und erneut eine Poissonregression durhf�uhren. Das untransformierte Regressionsmodellbesitzt 32 Freiheitsgrade weniger als das Endmodell mit den transformierten Altersregressorenund eine Devianz von 45 566,38, was einer Di�erenz von 147 zum Endmodell entspriht. DerTest auf Gleihheit beider Modelle liefert einen asymptotishen p-Wert von 0; 00, womit dieNullhypothese der Gleihheit hohsigni�kant verworfen wird. Mit diesen �Uberlegungen ist dievorgenommene Aufspaltung und Transformation des Fahrzeugalters gerehtfertigt. Da wir dieFahrzeugst�arke untransformiert in den Modellen verwendeten und die anderen Regressoren alsIndikatorvariablen, beurteilen wir die Modellierung des linearen Pr�adiktors als rihtig. Mit derausgezeihneten Wahl des Logarithmus als Linkfunktion halten wir insgesamt fest, da� der Er-wartungswert korrekt spezi�ziert wurde.Damit ist nur eine der Voraussetzungen f�ur die �Uberdispersionstests, n�amlih unabh�angige Be-obahtungen, niht vollst�andig erf�ullt. Dennoh halten wir an der Ablehnung der �Aquidispersi-onsannahme, die aus den Teststatistiken sowie der Residuenanalyse folgt, fest. Dies liegt zumeinen an den sehr hohen Werten aller drei Teststatistiken und zum anderen an einem weite-ren empirishen Kriterium, und zwar dem Vergleih von Mittelwert und Stihprobenvarianz derShadenh�au�gkeit aus dem Datensatz. Wir erhalten f�ur den Mittelwert �SH = 0; 14 und f�urdie Stihprobenvarianz �2SH = 1; 34. Als Faustregel geben Cameron und Trivedi [1998, S. 77℄an, da� die Daten auh nah der Hinzunahme der Regressoren wahrsheinlih �Uberdispersionaufweisen, wenn die Stihprobenvarianz mehr als dpooelt so gro� wie der Mittelwert ist. Das isthier o�ensihtlih der Fall.Die Gr�unde f�ur das Auftreten von �Uberdispersion in unseren Daten sind vielf�altig. Fast alle in



KAPITEL 4. DATENANALYSE 87Abshnitt 2.2.1 genannten Gr�unde kommen in Frage. Wir nehmen insbesondere an, da� weite-re Regressoren wie das Wetter oder die Lihtverh�altnisse zum Zeitpunkt des Shadeneintrittszur Beshreibung der Shadenanzahl fehlen. Desweiteren wird zwar das pers�onlihe Shaden-verhalten eines Versiherungsnehmers durh seine Klasse im Bonus-Malus-System bzw. seinenBeitragssatz harakterisiert, doh reiht dieser Haupte�ekt allein niht aus, um Aggresivit�at amSteuer, Kenntnis der Stra�enverkehrsordnung und Trinkgewohnheiten vollst�andig zu beshrei-ben, wie die Signi�kanz s�amtliher Interaktionen mit dem Beitragssatz in allen Modellen belegt.Auh unsere Entsheidung, die Beitragss�atze anstelle der Shadenfreiheitsklassen als Regressorin das Modell zu nehmen, sorgt f�ur einen Erkl�arungsverlust, da die Shadenfreiheitsklassen 1=2und 1 mit dem gleihen Rabatt versehen sind und wir dadurh einen Freiheitsgrad verlieren.Aber auh die Art der Einstufung in eine Shadenfreiheitsklasse und das Verhalten der Ver-siherungsnehmer tragen zu einer verzerrten Widergabe der individuellen Shadenneigung bei.Wie in Abshnitt 4.1 erw�ahnt, dient ausshlie�lih die Shadenanzahl als Umstufungskriteri-um. Um R�ukstufungen im Bonus-Malus-System zu vermeiden, bezahlen Versiherungsnehmerkleinere Sh�aden h�au�g selbst. Durh die Strategie, Sh�aden selbst zu regulieren, be�nden sihVersiherungsnehmer oftmals in Klassen, die ihrem tats�ahlihen pers�onlihen Shadenverlaufniht entsprehen. Obwohl gleih hohe Pr�amien erhoben werden, setzen sih die Klassen dannzunehmend heterogen zusammen, so da� die korrekte individuelle Shadenneigung durh daspraktizierte shadenh�ohenunabh�angige System niht exakt modelliert werden kann. Auswegeaus der mangelhaften Beshreibung des individuellen Shadenverhaltens kann die Hinzunahmevon Stellvertretermerkmalen wie Alter des Fahrers bzw. des Versiherungsnehmers oder gefah-rene Jahreskilometerleistung mit allen damit verbundenen Nahteilen sein oder die Einf�uhrungeines neuen Bonus-Malus-Systems, das auh die Shadenh�ohe ber�uksihtigt und weitere Klassenenth�alt. Wie wir anhand von Abbildung 4.1 feststellen, sind die niedrigen Shadenfreiheitsklas-sen shwah besetzt, w�ahrend die Shadenfreiheitsklasse 3 fast zwei Drittel aller Jahreseinheitenumfa�t. Die gro�e Besetzung dieser Klasse wird wegen des oben beshriebenen Verhaltens derVersiherungsnehmer in den Jahren nah unserer Untersuhung noh zunehmen, so da� sihmit steigender Belegung auh die Heterogenit�at erh�oht. Eine Neueinf�uhrung von Klassen mitniedrigen Beitragss�atzen steuert dieser Entwiklung entgegen.Neben der erl�auterten inhaltlihen Erkl�arung f�ur das Auftreten von �Uberdispersion gibt es auhmathematishe Ursahen zu betrahten. So lassen GLMe nur einen linearen Zusammenhang zwi-shen Parameter und Regressor zu, wodurh ein tats�ahlih vorhandener nihtlinearer Zusam-menhang zu �Uberdispersion f�uhrt. Diese Art der �Uberdispersion kann �uberhaupt niht durh dieVer�anderung der Verteilung modelliert werden. Ferner bewiesen wir in Abshnitt 2.2.1, da� auhdie irrt�umlihe Annahme, da� die zugrundeliegende Beobahtungseinheit, hier Jahreseinheiten,fest ist statt zuf�allig, zu �Uberdispersion f�uhrt. Winkelmann [1994, S. 70℄ f�uhrt als ein Beispieldaf�ur an, da� h�au�g kurz nah einem eingetretenen Shaden kein neuer entstehen kann, da sihbeispielsweise das Fahrzeug in Reparatur be�ndet oder gar durh ein neues ersetzt werden mu�.Nun setzen sih die Jahreseinheiten de�nitionsgem�a� aus der Anzahl der Versiherungsnehmerund ihrer Versiherungsdauer als zeitlihe Komponente zusammen, so da� wir sie eigentlih als



KAPITEL 4. DATENANALYSE 88zuf�allig betrahten m�ussen. Doh wir beurteilen den E�ekt dieses Mehanismus zur Erzeugungvon �Uberdispersion als nebens�ahlih, denn die Wahrsheinkeit f�ur den Shadenseintritt ist we-gen �SH = 0; 14 eher klein und die Zeitspanne nah einem Shaden, in der das Fahrzeug nihtgenutzt werden kann, ist im Vergleih zu dem Beobahtungszeitraum von vier Jahren reht kurz.Verlassen wir die Terminologie der GLMe und betrahten wir die Daten aus der Siht der sto-hastishen Prozesse, so k�onnen wir die �Uberdispersion inhaltlih auh damit beshreiben. Wirerinnern, da� ein Poissonproze� die Anzahl von Ereignissen, hier Sh�aden, w�ahrend eines festenZeitintervalls angemessen beshreibt, wenn die Ereignisse unabh�anigig voneinander und mitkonstanter Ausfallrate eintreten. In Satz 2.16 haben wir gezeigt, da� �Uberdispersion auftritt, so-bald die Unabh�angigkeitsannahme verletzt ist und die Sh�aden in Gruppen bestehend aus einerzuf�alligen Anzahl von Einzelsh�aden auftreten. Wir interpretieren diesen Sahverhalt so, da� einunbeobahtetes Ereignis wie ein pl�otzliher Shlehtwettereinbruh zu einer Reihe von Sh�adenf�uhren, deren Anzahl zuf�allig ist. Abbildung 4.29 skizziert diese Art der �Uberdispersion.

  

  

Zeitachse

Abbildung 4.29: Die Pfeile oberhalb der Zeitahse markieren einen Shlehtwettereinbruh,aufgrund dessen sih eine zuf�allige Anzahlvon Sh�aden ereignet, die durh Strihe unterhalb der Zeitahse dargestellt sind.In Satz 2.17 bewiesen wir, da� �Uberdispersion auh durh eine monoton fallende Ausfallratehervorgerufen wird. Eine konstante Ausfallrate f�ur unseren Datensatz anzunehmen, was wir mitder Poissonverteilung der Shadenanzahl tun, bedeutet, da� jeder Versiherungsnehmer �uber dengesamten Beobahtungszeitraum hinweg ohne Beahtung der von ihm verursahten Sh�aden ei-ne gleih hohe individuelle Shadenneigung besitzt. Realistisher ist jedoh die Annahme, da�ein Versiherungsnehmer im Laufe der Zeit Fahrerfahrung sammelt und seine individuelle Sha-denneigung abnimmt. Damit modellieren wir gerade die monoton fallende Ausfallrate f�ur einenVersiherungsnehmer. Obwohl wir diskutierten, da� der Aufenthalt eines Versiherungsnehmersin einer Shadenfreiheitsklasse niht immer seinem tats�ahlihen Shadensverlauf entspriht, zie-hen wir die hohe Besetzung der gr�o�ten Shadenfreiheitsklasse als St�utze f�ur die Annahme einermonoton fallenden Ausfallrate heran. Denn eine sinkende Shadenneigung dr�ukt sih neben derVerringerung der Shadenanzahl auh in der Reduzierug der Shadenh�ohe aus, die ja in dempraktizierten Bonus-Malus-System niht ber�uksihtigt wird.Nahdem wir das Auftreten der �Uberdispersion auf vershiedene Weisen erkl�aren k�onnen, stelltsih die Frage nah einer angemessenen Modi�zierung der Varianzfunktion. Die Graphen der



KAPITEL 4. DATENANALYSE 89lowess-Funktion in den Abbildungen 4.6b und 4.26b legen eine lineare Varianzfunktion nahe.Aber die Graphiken zeigen auh, da� jede lineare Varianzfunktion die Variabilit�at in den Datenniht in befriedigendem Ma�e modelliert, weil entweder die Steigung des Graphen f�ur kleineWerte der gesh�atzen Shadenanzahl zu niedrig ist oder f�ur gro� gesh�atzte Shadenanzahlen zuhoh. Diese Shwierigkeit tritt ebenfalls bei der hier gew�ahlten quadratishen Varianzfunktionauf. Aufgrund der Punktewolken in den Abbildungen 4.6a, 4.6b, 4.18, 4.26a und 4.26b sheinteine konvexe Varianzfunktion eine gute Wahl zu sein.Zusammenfassend k�onnen wir festhalten, da� das Poissonmodell f�ur den vorliegenden Datensatzwegen der zu strengen �Aquidispersionsannahme keine gute Anpassung liefert. Dagegen modelliertdie negative Binomialregeression mit quadratisher Varianzfunktion die Daten zufriedenstellend,auh wenn die Modellierung verbesserungsf�ahig ist.Ein m�ogliher Ansatz ist der Einsatz einer Vorw�artsanalyse im Rahmen der NB2-Regression,die mit dem Nullmodell als Ausgangsmodell startet und dann shrittweise einen der m�oglihenRegressoren in das Modell hinzunimmt. Auswahlkriterium f�ur den Regressor ist ein m�oglihstkleiner asymptotisher p-Wert zum Test, ob die Hinzunahme dieses Regressors zum bisherigenModell die Anpassung signi�kant verbessert, unterhalb eines zuvor gew�ahlten Signi�kanznive-aus �. Die Vorw�artsanalyse ist beendet, wenn alle Regressorkandidaten, die niht dem Modellangeh�oren, einen p-Wert> � besitzen. Liefert die Vorw�artsanalyse dasselbe Modell wie die hierdurhgef�uhrte R�ukw�artsanalyse, ist dies eine gute Best�atigung unseres Endmodells der NB2-Regression. Beinhaltet das Endmodell der Vorw�artsanalyse weniger und andere Regressoren alsdas Endmodell der R�ukw�artsanalyse, wird unsere Modellierung nur teilweise abgesihert. DerEinu� derjenigen Regressoren, die nur in einem der beiden Endmodelle auftreten, ist dannshwierig zu beurteilen und bedarf weiterer Untersuhung.Ein anderer Ansatz besteht wegen der kleinen Shadenh�au�gkeit von 0,14 und der daraus re-sultierenden geringen Wahrsheinlihkeit f�ur zwei oder mehr Sh�aden pro Versiherungsnehmerdarin, die Z�ahldatenstruktur zu vernahl�assigen und eine Binomialregression durhzuf�uhren. DieZielvariable in einem solhen Modell ist eine Indikatorvariable, die den Wert 1 annimmt, wenn einVersiherungsnehmer mindestens einen Shaden im Beobahtungszeitraum gemeldet hat, und 0bei keinem Shaden. Die Binomialregression l�a�t sih auh f�ur gruppierte Daten, wie sie hier vor-liegen, durhf�uhren, indem einfah die Summe aller Indikatorvariablen in einer Gruppe als neueZielvariable betrahtet wird. Wieder k�onnen wir Regressionsmodelle mittels einer Vorw�arts- undR�ukw�artsanalyse erhalten und diese mit unserem Endmodell der NB2-Regression vergleihen.Eine gro�e Anzahl von Regressoren, die in allen untersuhten Modellen auftauhen, sihert die�Ahnlihkeit der vershiedenen Modellierungsans�atze und den signi�kanten Einu� des Regres-sors auf die Shadenanzahl als Zielvariable.Wir haben bereits erkl�art, da� die Anzahl der von einem Versiherungsunternehmen registriertenSh�aden niht mit der Anzahl der tats�ahlih eingetretenen Sh�aden �ubereinstimmen mu�, dader Versiherungsnehmer R�ukstufungen im Bonus-Malus-System vermeiden will. Dieses Ver-halten des Versiherungsnehmers h�angt von der Shadenh�ohe ab: sobald diese einen bestimmtenShwellenwert �ubershritten hat, meldet der Versiherungsnehmer einen Shaden. Damit fassen



KAPITEL 4. DATENANALYSE 90wir die Shadenh�ohe als weiteren unbeobahteten Regressor auf, der die Shadenanzahl in Formeiner Indikatorvariable beeinu�t mit dem Wert 1, falls die Shadenh�ohe den Shwellenwert�ubersteigt, und dem Wert 0, wenn die Shadenh�ohe unterhalb des Shwellenwerts bleibt. Wollenwir einen solhen Modellansatz w�ahlen, dann ist ein diskretes gemishtes Poissonmodell geeig-net. Auh hier handelt es sih bei dem Parameter der Poissonverteilung um keinen festen Wert,sondern um eine Zufallsvariable, die in Abh�angigkeit von der unbeobahteten Indikatorvaria-ble Shadenh�ohe zwei vershiedene Werte annimmt. Im Gegensatz zum Regressionsmodell mitnegativer Binomialverteilung, die nah Beispiel 2.20 als stetige gemishte Poissonverteilung mitgammaverteiltem Parameter aufgefa�t werden kann, besitzt der Parameter der Poissonverteilungin diesem Ansatz eine diskrete Dihte. Regressionsmodelle, die auf einer diskreten gemishtenPoisson-Verteilung beruhen, werden z. B. in dem Artikel von Wang/Puterman/Cokburn/Le[1996, S. 381 �℄ beshrieben.



Anhang A
A.1 Fisher-InformationWenn X eine Zufallsvariable (oder einen Zufallsvektor) mit Dihte f(x; �); � = (�1; : : : ; �k) 2 IRkist, dann ist die Fisher-Information I(�) die Matrix mit den Eintr�agenIij(�) = E � ���i ln f(X; �) ���i ln f(X; �)� i; j = 1; : : : ; k. (A.1)Dennoh sollte der suggestive Begri� "Information\ niht zu ernst genommen werden. Er wirdhaupts�ahlih durh die Tatsahe rehtfertigt, das unter den Regularit�atsbedingungen I�1(�) diekleinste asymptotishe Varianz ist, die ein konsistenter Sh�atzer erreihen kann. Obwohl wir vonder Information aus einer einzelnen Beobahtung X sprehen, beruht somit die Rehtfertigungauf der Annahme einer gro�en Stihprobe. Um zu erkennnen, was I(�) �uber den Informati-onsgehalt einer einzelnen Stihprobe aussagt, beahten wir, da� f�ur � 2 IR die logarithmierteAbleitung ��� lnf(X; �) = ���f(X; �)f(X; �)die relative Rate ist, mit der sih die Dihte f(x; �) als Funktion von � im Punkt x �andert. DieGr�o�e I(�) ist gerade das erwartete Quadrat dieser Rate. Es ist plausibel, da�, je gr�o�er I(�)bei einem gegebenen Wert �0 ist, �0 umso einfaher von naheliegenden Werten � zu untershei-den ist und da� darum � umso genauer in �0 gesh�atzt werden kann. Allgemeiner f�ur � 2 IRkausgedr�ukt: Wenn es eine eindeutige Beobahtung von X gibt, die fast siher einem Wert desParameters � entspriht, hat die Zufallsvariable maximale Information. Andererseits k�onnen wir,wenn die Zufallsvariable f�ur alle Werte von � dieselbe Verteilung hat, aufgrund des beobahtetenWerts von X keine Aussagen �uber � mahen.Beispiele, die widerlegen, da� es sih bei der Fisher-Information um ein umfassendes Ma� f�urden Zusammenhang zwishen X und � handelt, be�nden sih in Lehmann [1999, S. 462 f℄.Wir geben noh einige wihtige Eigenshaften der Fisher-Information ohne Beweis an. Die Be-weise k�onnen in Rao [1973, S. 329 �℄ nahgelesen werden.Unter den Regularit�atsannahmen aus 2.1.4 besitzt die Fisher-Information die alternative Dar-stellung Iij(�) = �E " �2��i��j ln f(X; �)# i; j = 1; : : : ; k. (A.2)91



ANHANG A. 92Die Gleihheit von (A.1) und (A.2) nennen wir auh Informationsgleihung.Au�erdem gilt die Additivit�at der Fisher-Information: Seien X und Y zwei unabh�angige Zufalls-variablen mit Dihten, die den Regularit�atsbedingungen gen�ugen. Wenn I1(�), I2(�) und I(�)die Fisher-Informationen von X, Y und (X;Y ) bezeihnen, dann gilt:I(�) = I1(�) + I2(�)Daraus folgt f�ur den Spezialfall, da� X1; : : : ;Xn iid Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dihte, dieden Regularit�atsbedingungen gen�ugt, sind, die Fisher-Information der Stihprobe (X1; : : : ;Xn)gerade gleih n � I1(�) ist, wobei I1(�) die gemeinsame Fisher-Information einer einzelnen Zu-fallsvariable Xi; i = 1; : : : ; n; ist.A.2 Wahrsheinlihkeitserzeugende FunktionSei X eine Zufallsvariable, die nihtnegative Werte annimmt, mit P (X = i) = pi; i 2 IN0. Diewahrsheinlihkeitserzeugende Funktion P von X ist gegeben durhP(X)(s) = P(s) = E(sX) = 1Xi=0 sipi.Die Funktion P(s) wird durh die pi; i 2 IN0; de�niert und de�niert ihrerseits die pi, da dieTaylorentwiklung eindeutig ist.Beispiel A.1 Sei X � Poi(�). Die wahrsheinlihkeitserzeugende Funktion lautetP(s) = 1Xi=0 si �ii! e�� = e�� 1Xi=0 (�s)ii! = e��+�s.Beispiel A.2 Die Zufallsvariable X habe eine logarithmishe Verteilung, d. h. P (X = k) =��k=k mit � = �[ln(1 � �)℄�1; k 2 IN0; � 2℄0; 1[. Wegen der Taylorreihe ln(1 � z) = �P1k=0 zkkvon ln(1� z) in 0 gilt f�ur die wahrsheinlihkeitserzeugende Funktion von X:P(s) = 1Xk=0 sk��kk = � 1Xk=0 (�s)kk = �� ln(1� �s).Eine wihtige Eigenshaft von P(s) ist, da� P(s) f�ur jsj � 1 konvergiert, weil P(1) =P1i=0 pi = 1.Insbesondere erm�ogliht uns die absolute Konvergenz das gliedweise Di�erenzieren von P(s) unddamit die Bestimmung der ersten beiden Momente:E(X) = 1Xi=0 ipi = P 0(1). (A.3)F�ur die Varianz von X berehnen wir zuerstE[X(X � 1)℄ = 1Xi=0 i(i� 1)pi = P 00(1)und erhaltenVarX = [E[X(X � 1)℄ +E(X)� [E(X)℄2 = P 00(1) + P 0(1) � [P 0(1)℄2. (A.4)



ANHANG A. 93A.3 Quelltext zum Programm Testen auf �Uberdispersion/* Berehnung der Teststatistiken aus C.B. Dean: ''Testing for Overdispersion inPoisson and Binomial Regression Models'', Journal of the Amerian StatistialAssoiation, vol.87, 451-457Die Bezeihnungen der drei Teststatistiken wird aus dem Artikel �ubernommen. ZurDurhf�uhrung des Programms wird eine Datei ben�otigt, die bereits die beobahtetenund gesh�atzten Werte der Zielvariablen enthaelt, hier hei�t sie modell7. Diebeobahteten Werte der Zielvariable tragen in diesem Programm die Bezeihnungsanzahl und die ML-Sh�atzwerte der Poissonregression die Bezeihnung mue.title1 ''Testen auf �Uberdispersion'';title2 ''=========================='';/* Im ersten DATA-Step werden Nenner und Z�ahler der vershiedenen Teststatistikenf�ur jede Beobahtung berehnet. */data hilf;set weg.modell7;zaehlerA = (sanzahl - mue)**2 - mue;zaehlerB = (sanzahl - mue)**2 - sanzahl;nennerAB = mue*mue;summandC = zaehlerB / mue;keep zaehlerA zaehlerB nennerAB summandC;run;/* Im PROC-Step erfolgt die Summation von den Nennern und Z�ahlern aus der Dateihilf �uber alle Beobahtungen. */pro means data=hilf noprint sum N;output out=overdisp sum (zaehlerA zaehlerB nennerAB summandC) = zaehlerA zaehlerBnennerAB summandC N=n;run;/* Endg�ultige Berehnung der drei Teststatistiken und der zugeh�origen p-Werte */data overtest;set overdisp;PA = zaehlerA / sqrt(2*nennerAB);PB = zaehlerB / sqrt(2*nennerAB);PC = summandC / sqrt(2*n);pWertPA = 1 - prob(PA,1);pWertPB = 1 - prob(PB,1);



ANHANG A. 94pWertPC = 1 - prob(PC,1);keep PA PB PC pWertPA pWertPB pWertPC;run;/* Ausgabe der Teststatistiken und der p-Werte */pro print data=overtest noobs;run;



Literaturverzeihnis[1℄ R.E.Barlow, F. Proshan (1965), Mathematial theory of reliability, New York, John Wiley[2℄ P.J. Bikel, K.A. Doksum (1977), Mathematial statistis: basi ideas and seleted topis,Holden-Day[3℄ A.C.Cameron, P.K.Trivedi (1990), "Regression-based tests for overdispersion in the Poissonmodel\, Journal of Eonometris, 46, 347-364[4℄ A.C.Cameron, P.K. Trivedi (1998), Regression analysis of ount data, Cambridge UniversityPress[5℄ G. Casella, R.L.Berger (1990), Statistial Interferene, Wadsworth & Brooks/Cole[6℄ D.R. Cox (1966), Erneuerungstheorie, M�unhen, Wien, R.Oldenbourg Verlag[7℄ D.R. Cox, D.V. Hinkley (1974), Theoretial statistis, London, Chapman and Hall[8℄ C.Dean, J.F. Lawless (1989), "Tests for deteting overdispersion in Poisson regression mo-dels\, Journal of the Amerian Statistial Assoiation, 84, 467-472[9℄ C.D.Dean (1992), "Testing for overdispersion in Poisson and binomial regression models\,Journal of the Amerian Statistial Assoiation, 87, 451-457[10℄ C.Diepold (1996), Statistishe Analyse zur Rehtfertigung von Bonus-Malus-Systemen inder Krafthaftpihtversiherung, Diplomarbeit an der Katholishen Universit�at Eihst�att[11℄ L. Fahrmeir, G. Tutz (1994), Multivariate statistial modelling based on generalized linearmodels, New York, Springer-Verlag[12℄ L. Fahrmeir, R.K�unstler, I. Pigeot, G.Tutz (1997), Statistik: Der Weg zur Datenanalyse,2. verb.Auage, Springer-Verlag[13℄ M. Falk, R.Beker, F.Marohn (1995), Angewandte Statistik mit SAS, Berlin, Heidelberg,Springer-Verlag[14℄ W. Feller (1968), An introdution to probability theory and its appliations (Vol. 1), 3rdedition, New York, John Wiley & Sons 95



LITERATURVERZEICHNIS 96[15℄ E.L. Lehmann (1999), Elements of large-sample theory, New York, Springer-Verlag[16℄ J. Lemaire (1985), Automobile insurane, Boston, Kluwer Aademi Publishers[17℄ T.Mak (1997), Shadenversiherungsmathematik, M�unhner R�uk, Karlsruhe, Verlag Ver-siherungswirtshaft[18℄ P.MCullagh, J.A. Nelder (1989), Generalized linear models, 2nd edition, Chapman andHall[19℄ P.A.P.Moran (1970), "Maximum-likelihood estimation in non-standard onditions\, Pro-eedings of the Cambridge Philosophial Soiety, 70, 441-450[20℄ R.H.Myers (1990), Classial and modern regression with appliations, Duxbury Press[21℄ C.Ortseifen (1997), Der SAS-Kurs: Eine leiht verst�andlihe Einf�uhrung, 1. Auage, Bonn,International Thompson Publishing GmbH[22℄ C.R.Rao (1973), Linear statistial inferene and its appliations, 2nd edition, New York,Wiley[23℄ S.I. Resnik (1992), Adventures in stohasti proesses, Boston, Birkh�auser[24℄ SAS Version 8(TS M0), SAS Online Do, HTML-Format, Copyright 2000 SAS InstituteIn.[25℄ P. Spetor (1994), An Introdution to S and SPlus, Belmont, Calif., Duxbury Press[26℄ P.Wang, M.L. Puterman, I. Cokburn, N. Le (1996), "Mixed Poisson regression models withovariate dependent rates\, Biometris, 52, 381-400[27℄ R.Winkelmann (1996), Eonometri Analysis of ount data, 2nd reviewed and enlargededition, Springer-Verlag[28℄ H.Witting, U.M�uller-Funk (1995), Mathematishe Statistik II, Stuttgart, B.G. Teubner


