Technische Universitat Miinchen

ZENTRUM MATHEMATIK

Anwendungen der

Uberlebenszeitanalyse

in der Pflegeversicherung

Diplomarbeit

von

Florian Rudolph

Themenstellerin: Prof. Dr. Czado
Betreuerin: Prof. Dr. Czado
Abgabetermin:  25. Januar 2000



Hiermit erklére ich, daf} ich die Diplomarbeit selbstéindig angefertigt und nur die angegebenen

Quellen verwendet habe.

Miinchen, 25. Januar 2000



Danksagung

An dieser Stelle m6chte ich allen meinen Dank aussprechen, die ihren Teil zur Entstehung dieser
Arbeit beigetragen haben, in erster Linie Frau Professor Czado fiir die hervorragende Betreuung,

die konstruktive Kritik und die Geduld, mit der sie mir iiber manche Hiirde hinweghalf.

Desweiteren gebiihrt mein Dank Herrn Gerd Holzner fiir die Durchsicht der Arbeit, Herrn Za-
charias und den Kollegen aus der Abteilung Leben- Mathematischer Service. Zuletzt méchte ich
noch bei allen anderen Mitarbeitern am Lehrstuhl fiir Mathematische Statistik, die mir mit Rat

und Tat zur Seite standen, danken.






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Theoretische Grundlagen

2.1 Stochastische Prozesse . . . . . . . . . . ...
2.2 Martingaltheorie . . . . . . .. .. L
2.3 ZahlprozeBStheorie . . . . . . . ..
2.4 Grenzwerttheorie . . . . . . . . . L L
2.5 Markovketten . . . . ...

Mathematische Grundlagen der Verweildaueranalyse
3.1 Die Uberlebensfunktion . . . . . ... ... ... ... ...
3.2 Die Hazardfunktion. . . . . . . . . ... L
3.3 Funktionale Darstellung der Hazardfunktion . . . . . . . ... .. ... ... ...
3.4 Aufbau einer Studie . . . . ... L
3.5 Likelihood-Techniken fiir Uberlebenszeitmodelle . . . . . . .. ... ... .....
3.5.1 Likelihood-Konstruktion fiir Modelle mit unabhéngiger Zensierung . . . .
3.5.2 Partial Likelihood . . . . . .. .. .. .
3.6 Schitzen der Uberlebensfunktion . . . . . ... ... ... ... ... .......
3.6.1 Der Produkt-Limit-Schitzer (Kaplan und Meier) . . . . ... ... .. ..
3.6.2 Der Nelson-Aalen-Schitzer . . . . . . ... ... ... ... ........
3.7 Das Proportional-Hazard-Modell . . . . . . . ... ... ... ... ...,
3.7.1 Modellierung . . . . . . . . ..
3.7.2 Partial Likelihood mit “ties” . . . . . .. . .. .. ... oL
3.7.3 Schitzung des Basis-Hazards (Breslow) . . . ... ... ..........
3.7.4 Asymptotische Eigenschaften . . . . . ... ... ... ... ... ... ..
3.7.5 Hypothesentests im Proportional-Hazard-Modell . . . . . . . ... .. ..
3.7.6 Lokale Tests . . . . . . . . . . o e e e e e e
3.7.7  Modellbildung mit dem AIC . . .. ... ... ... ... ... .. ...,
3.7.8 Residuenanalyse . . . . . . .. ... e
3.7.9  Graphische Methoden zur Uberpriifung des Proportional-Hazard . . . . .
3.8 Parametrische Modelle . . . . . . . . . ... o

17
22
24



4 Datenanalyse zur gesetzlichen Pflegeversicherung 69
4.1 Uberblick iiber die gesetzliche Pflegeversicherung . . . . . . .. ... ....... 69
4.2 Beschreibung der Daten . . . . . .. ... . ... .. o 71
4.3 Proportional-Hazard-Modell . . . . . . . .. ... ... ... o 73

4.3.1 Modellbildung (ohne Diagnosen) . . ... ... .. ... .......... 73
4.3.2 Proportional Hazard (mit Diagnosen) . . . .. .. ... ... ... .... 79
4.4 Test auf Proportional Hazard . . . . . . .. . ... ... ... ... ... .. 80
4.4.1 Residuenanalyse . . . . . ... ... ... 80
4.4.2 Graphische Tests des Propotional Hazard . . . . . ... ... ... .... 85
4.5 Modellierung der Zustandsiibergénge . . . . . . . . .. ... L. 94
4.5.1 Modellierung der Zustandsiibergénge zwischen ambulanter und stationérer
Pflege . . . . . . e 94
4.5.2 Modellierung der Zustandsiibergéinge zwischen den verschiedenen Pflege-
stufen . ... 99

5 Entwicklung eines Versicherungsmodells 103

5.1 Versicherung als Markov-Prozefl . . . . . . . . ... ... ... .. . 103
5.1.1 Zahlungsfunktionen . . . .. ... . ... ... . o oL 104
5.1.2 Berechnung von Barwerten und Erwartungswerten . . . . . . ... .. .. 105
5.1.3 Aktuarielle Werte . . . . . . . .. L 106
5.1.4 Beitrdge und Reserven . . . . . . . ... .. L o oo 107

5.2  Berechnung von Beitréigen fiir Pflegeversicherungs-Modelle . . . . . . ... .. .. 108
5.2.1 Versicherungsmodell mit Zustandsiibergingen zwischen ambulanter und

stationdrer Pflege . . . . . . . . . ... Lo 109
5.2.2  Versicherungsmodell mit Zustandsiibergingen zwischen Pflegestufen . . . 115

5.3 Beschreibung des Programms zur Beitragsberechnung . . . . .. ... ... ... 118
5.3.1 Beschreibung des Tarifs PET . . . . . ... .. ... ... ......... 118
5.3.2 Beschreibung des Programmes und Ergebnis der Beitragsberechnung . . . 119

6 Zusammenfassung und Ausblicke 121

A Routinen zur graphischen Analyse 123

B Funktionen zur Maximierung des Log-Likelihood 126

C Tabellen 128
C.1 Pflegefalleintrittswahrscheinlichkeiten der Custodial

Insurance, Japan . . . . . . ... Lo 128

C.2 Einjihrige Sterbewahrscheinlichkeiten Bayern fiir z-jahrige Frauen und Mé&nner
(1986 bis 1988) . . . . . . . . 130



Kapitel 1
Einleitung

Die Uberlebenszeit-, oder Verweildaueranalyse (engl.: Survival Analysis) ist ein Teilgebiet der
Statistik, das in vielen Gebieten der Wissenschaft auf grofles Interesse stofit. Zum Beispiel konnen
in der Medizin mit Hilfe verweildaueranalytischer Methoden Aussagen iiber die Wirksamkeit
neuer Medikamente, bzw. Behandlungsmethoden getroffen werden. In der Geologoie werden
anhand der Zerfallseigenschaften (“Uberleben”) bestimmter Molekiile die Alter von Gesteins-

schichten bestimmt.

Auch in der Personenversicherung ist die Verweildaueranlyse ein wichtiger Bestandteil. Die
Anfinge gehen zuriick auf das Jahr 1693, in dem die erste Sterbetafel (Absterbeordnung der
Stadt Breslau) entwickelt wurde. De Moivre (1724), Gompertz (1827) und Weibull (1936) und
andere versuchten, eine analytische Approximation fiir die Uberlebensfunktion eines Menschen
zu geben. Heute kénnen mit Hilfe verweildaueranalytischer Methoden sichere Beitrige kalkuliert
werden, Risiken abgeschétzt und neue Produkte entwickelt werden. Auf Volkszidhlungen basie-
rende Stebetafeln in Kombination mit medizinischem Know-how bilden dabei die Basis fiir eine
Kalkulation, die es heute erméglicht, sogar fiir sogenannte medizinische Risikogruppen (d.h. Per-
sonen, die aufgrund von Krankheiten, bzw. in Folge ihrer Krankenhistorie einem héheren Ster-
berisiko ausgesetzt sind) Lebensversicherungspolicen anzubieten. Die mathematische Grundlage
zur Bestimmung eines Lebensversicherungsbeitrages sind einjihrige Uberlebenswahrscheinlich-

keiten g,

@ =Pz <T<z+1T >x),

wobei hier mit z das Lebensalter in Jahren und mit 7' die Zufallsvariable Lebenszeit bezeichnet
ist. Mit ¢, ist also die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dal eine Person das Lebensalter = + 1
nicht erreicht, unter der Voraussetzung, dafl das Alter x erreicht wurde. In Abbildung 1.1 sehen
wir den typischen Verlauf dieser einjihrigen Sterbewahrscheinlichkeiten am Beispiel bayerischer
Méanner und Frauen (ermittelt im Zeitraum zwischen 1986 und 1988). Hier fallen einige Be-
sonderheiten auf: Zunichst erkennt man, dafy fiir Manner die Sterbewahrscheinlichkeit in allen
Altersbereichen hoher ist als fiir Frauen. Zudem bemerkt man bei Méinnern im Alter um ca.
20 Jahre eine “Uberhéhung” der Sterblichkeit, die aus Motorrad- und Autounfillen resultiert

1
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Abbildung 1.1: Einjahrige Sterbewahrscheinlichkeiten fiir x-jihrige Frauen und Ménner in Bay-
ern 1986-1988

und daher auch “Motorradbuckel” genannt wird. Die auflergewhnlich hohe Sterbewahrschein-
lichkeit bei Neugeborenen (gy =~ 10 ¢1), sowie das leichte (in der Abbildung kaum erkennbare)
Abnehmen der einjihrigen Sterbewahrlichkeiten bis zu einem Alter von ca. 10 Jahren, fiihrt zu
einem Effekt, der in englischsprachiger Literatur oft mit “bathtub-shape” (Badewannen-Form)

des Kurvenverlaufs bezeichnet wird.

Ein relativ junges Produkt in der Personenversicherung ist die Pflegeversicherung, die dem Ver-
sicherten Leistungen bietet, falls dieser nicht mehr in der Lage ist die grundliegenden Verrich-
tungen des téglichen Lebens, wie z.B. Korperwische, Nahrungsaufnahme, etc. selbstindig zu
bewerkstelligen. Diese Art der Versicherung ist im vergangenen Jahrzehnt ein immer aktuelleres
Thema geworden. Zum einen fithrte der Wandel in der Sozialstruktur (hohe Geburtenrate di-
rekt nach dem Krieg, sowie eine niedrige Geburtenrate in den letzten Jahren) zu einem Anstieg
des sogenannten Abhéngigkeitskoeffizienten (im wesentlichen das Verhiltnis von arbeitender zu
nicht-arbeitender Bevilkerung, siehe Abbildung 1.2), zum anderen fiihrt auch die wachsende
Lebenserwartung und die Anderung familiéirer Strukturen in den Industrielindern dazu, daB es
immer mehr Pflegebediirftige gibt, fiir deren Pflege teure Fachkriifte engagiert werden miissen,
da in immer mehr Familien die M6glichkeit oder Bereitschaft fiir eine Pflege durch Angehorige

fehlt. Das finanzielle Risiko dafiir trigt in diesem Fall die Pflegeversicherung.

So hat sich diese Arbeit zum Ziel gesetzt, mit Hilfe von Daten aus der gesetzlichen Pflegeversi-

cherung, die seit 1.4.1995 in Kraft ist, mittels moderner verweildaueranalytischer Methoden das
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Abbildung 1.2: Verteilung der Bevilkerung in Deutschland auf Altersgruppen in den Jahren
1910 und 1989

Uberleben von Pflegebediirftigen zu untersuchen und die Ergebnisse auf ein Versicherungsmodell

anzuwenden.

Einen zentralen Punkt der Arbeit stellt das von David Cox 1972 [9] vorgeschlagene semipa-
rametrische Regressionsmodell zur Bestimmung der Abhiingigkeit der Uberlebensfunktion von
verschiedenen Kovariablen (das Uberleben beeinflussende Faktoren, in unserem Beispiel wiren
das Alter, Geschlecht, pflegeverursachende Krankheiten, Pflegeart). Die Grundidee dieses Ver-
fahrens ist, daf sich die sogenannte Hazardfunktion (Sterbeintensitét), die fiir die Zufallsvariable

Lebenszeit T folgendermafien als Dichte von T', gegeben Uberleben bis ¢, definiert ist

PE<T<T+dtT > 1)

A(E) = — ,

formulieren 148t als Produkt aus einer, fiir alle Beobachtungen gleichen, “Basis-Hazardfunktion”

und einem fiir jede Kovariable Z unterschiedlichen Multiplikator
(| Z) = Xo(t) exp(6°Z),

wobei (3 ein endlich-dimensionaler Regressionskoeffizient und Z der Kovariablenvektor ist. Dieses

Verfahren heifit semiparametrisch, da die resultierende Uberlebensfunktion
S(t) =P(T >t)

einerseits von dem endlichen Parameter 8, zum anderen aber auch von einer “Basis-Uberlebens-

funtion” Sp(¢) abhingt, die in einem unendlich-dimensionalen Raum geschétzt wird.
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Die Arbeit ist wie folgt untergliedert: In Kapitel 2 werden wesentliche Resultate aus der Theorie
stochastischer Prozesse dargestellt, die zum einen dazu bendtigt werden, asymptotische Kon-
vergenzaussagen fiir das Cox-Regressions-Modell zu treffen, zum anderen, um ein auf Markov-
Prozessen basiertes Versicherungsmodell zu entwickeln. In diesem Zusammenhang soll das Kon-
zept lokaler Submartingale und deren Kompensatoren, insbesondere deren Anwendung auf Zahl-
prozesse, vorgestellt werden. Ein wichtiges Resultat ist hier der zentrale Grenzwertsatz fiir Mar-
tingale von Rebolledo [33], der ein Hilfsmittel fiir den Beweis der asymptotischen Normalitét

des Proportional-Hazard-Modell auf ZahlprozeB-Basis ist.

Eine Darstellung wichtiger Konzepte der Uberlebenszeitanalyse ist die Zielsetzung von Kapitel
3. Dabei sollen der spéter in der Arbeit benétigte nicht-parametrische Nelson-Aalen-Schétzer
fir die Uberlebensfunktion, das Regressionsmodell von Cox, sowie verschiedene Verfahren zur
Analyse dieses Modells detailliert herausgearbeitet werden. Andere wichtige Resultate der Uber-
lebenszeitanalyse, wie zum Beispiel das nicht-parametrische Schitzverfahren von Kaplan und

Meier (1958)[22], sowie parametrische Regressionsansétze werden in knapper Form dargestellt.

In Kapitel 4 werden wir die vorher erarbeiteten Konzepte systematisch auf einen Datensatz
anwenden. Der Datensatz beinhaltet Uberlebensdaten, sowie zusitzliche Informationen (Ce-
schlecht, Alter, Schwere und Art der Pflege, sowie diagnostizierte pflegeverursachende Krankhei-
ten) von Pflegebediirftigen in der gesetzlichen Pflegeversicherung, die im Zeitraum vom 1.4.1995
bis zum 31.12.1998 beobachtet wurden. Hier analysieren wir zum einen natiirlich das Uberleben
von Pflegebediirftigen, untersuchen aber auch Veranderungen (bzgl. Pflegeart und Pflegestufe)

im Pflegeverlauf und deren Auswirkungen auf das Uberleben von Pflegebediirftigen.

SchlieBlich werden wir in Kapitel 5 die Resultate aus Kapitel 4 im Rahmen eines Versicherungs-
modells anwenden. Die theoretische Basis hierfiir bilden Markov-Prozesse mit endlichem Zu-
standsraum, die die Entwicklung eines versicherten Risikos beschreiben. Mit Hilfe von zustands-
abhéngigen (zufilligen) Funktionen, die den Zahlungsstrom zwischen Versicherer und Versicher-
tem beschreiben modellieren wir dann das Versicherungsprinzip. Dieses besagt im wesentlichen,
daf jeder Versicherte fiir seinen erwarteten Schaden selbst aufkommt. Schliellich werden wir fiir
zwei verschiedene Versicherungsmodelle die Basis fiir eine praktische Anwendung in der Form

von Beitragsberechnungen schaffen.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

Um Aussagen iiber asymptotische Konvergenz von Schétzern in der Verweildaueranalyse treffen
zu konnen, bedient man sich hiufig Mitteln aus der Theorie der Zahlprozesse. In diesem Ab-
schnitt wird ein knapper Abrif} {iber stochastische Prozesse und die wesentlichen Konzepte von
Martingalen und Zihlprozessen gegeben. Niheres hierzu findet sich in Andersen u.a. (1993)[1].
Die wesentlichen Konzepte der stochastischen Integration sind orientiert an Rogers und Williams
(1979 und 1987)[34], [35]. Einen guten Uberblick iiber Zihlprozesse gibt Brémaud (1981) [7].

Letztendlich benétigen wir noch einige elementare Aussagen iiber zeitstetige Markov-Prozesse.
2.1 Stochastische Prozesse

Satz und Definition 2.1 (bedingte Erwartung) Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X eine Zufallsvariable mit E(|X]) < oo. Sei nun G C F eine Sub-o-Algebra von F. Dann
gibt es eine Zufallsvariable Y mit

(i) Y ist G-mefbar,
(ii) E(|Y]) < oo,
(i) VG € G gilt E(Y - I(G)) = E(X - I(GQ)), (I(G)(x) =1, falls x € G und 0 sonst).

Falls Y eine weitere Zufallsvariable ist, die die Eigenschaften (i)-(iii) erfillt, so gilt: Y =Y
fast sicher. Die so definierte Zufallsvariable Y = E(X|G) heifit bedingte Erwartung von X,
gegeben G.

Beweis:
Der Beweis findet sich zum Beispiel in Rogers und Williams (1979) [34].

Der folgende Satz enthéilt eine Auflistung einiger fundamentaler Eigenschaften bedingter Erwar-

tungen.
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Satz 2.2 (Eigenschaften der bedingten Erwartung) Seien (Q,F, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, G und H Sub-o- Algebren von F. Zudem sei fir alle auf (Q,F, P) definierten Zu-
fallsvariablen X der Erwartungswert E(|X|) < oco. Dann gelten folgende Aussagen

A. Falls X G-mefibar ist, dann gilt: E(X|G) = X fast sicher.
B. (Linearitit) E(aX; + bX2|G) = aE(X1|G). + bE(X2|G)
C. Falls H C G CF, dann gilt:
E[E(X|G)|H] = E[X|H] fast sicher.
D. Falls Z G-mefbar und beschrankt ist, dann gilt:

E[ZX|G) = ZE[X|G] fast sicher.

Zum Beweis siehe zum Beispiel Stirzaker (1994) [38] Seite 143.
Definition 2.3 (Filtration) Sei T ein zeitstetiges Intervall
T =1[0,7) oder T =1[0,7] mit 0 < 1 < 00

und (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heifit eine Familie von o-Algebren Fy -t € T
Filtration wenn fir alle s <t gilt:
Fs C F. (2.1)

Eine Filtration heif$t rechtsstetig wenn fir olle t € T gilt:
limF, = F 2.2
slr? 3 K (2:2)

und vollstdndig falls
ACBeF,P(B)=0,= A€ F. (2.3)

Bemerkung: Die Bedingungen (2.1) - (2.3) heiflen auch die “gewohnlichen Bedingungen”.

Definition 2.4 (stochastischer Prozef3) Ein stochastischer Prozef ist eine zeitindizierte
Menge von Zufallsvariablen (X (t) :t € T).

Mit X(t,w) w € Q wird die Realisierung eines stochastischen Prozesses zum Zeitpunkt t be-
zeichnet.

Die Abbildung t — X (t,w) w € Q heifit Pfad eines stochastischen Prozesses.

Ein stochastischer Prozef$ heifit adaptiert (gegeniiber der Filtration Fy), wenn X (t) Fy mefbar
ist fiir alle t € T.

Ein stochastischer Prozef heifit cadlag (continu a droite, limité & gauche), wenn fiir fast alle
w € Q die Pfade X (t,w) : t € T rechtsstetig sind und der linksseitige Grenzwert limgy; X (s,w)

existiert.
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Bemerkungen:

e Normalerweise wird bei der Definition eines stochastischen Prozesses zwischen zeitstetigen
und zeitdiskreten stochastischen Prozessen unterschieden. Die Definition 2.4 entspricht der
Definition eines zeitstetigen stochastischen Prozesses, da hier der Index ¢t € IR und damit
iiberabzéhlbar ist. Im zeitdiskreten Fall betrachtet man eine Folge von Zufallsvariablen
mit abzdhlbarer Indizierung (z.B. X,, n € IN).

e Die Filtration F; wird auch Historie genannt. Man kann F; als Informationsstand zum

Zeitpunkt ¢ betrachten. Die o- Algebra F wird mit wachsendem ¢ immer feiner.

e Hiufig wird F; := 0{X (s) : s <t} gesetzt, man spricht dann von der natiirlichen Filtrati-
on. Mit F;_ := o{X(s) : s < t} wird die Historie vor dem Zeitpunkt t bezeichnet.

Definition 2.5 (Version, Ununterscheidbarkeit) Seien X und Y zwei stochastische Pro-

zesse auf (Q, F, P). Y nennt man eine Version von X falls
P({w|X(tw) £ Y(tw)}) =0 V.
X und Y heiflen ununterscheidbar falls
P({w|X(t,w) # Y (t,w) VE}) =0,
was bedeutet, daf$ die beiden Prozesse fast sicher (bis auf P-Nullmengen) die selben Pfade haben.

Definition 2.6 (Stopzeit) FEine Stopzeit T ist eine Zufallsvariable, die Werte in T annimmt,
so dafs
{T<t}eF firale teT.

Beispiel 2.7 Wenn X cadlag und adaptiert ist, dann ist inf{t : | X (¢)| < ¢} eine Stopzeit.

Bemerkung: Intuitiv kann die Stopzeit als die zufiillige Zeit bis zu einem bestimmten Ereignis
interpretiert werden. Dabei kann zu jedem Zeitpunkt ¢ festgestellt werden, ob das Ereignis schon

eingetreten ist oder noch nicht.

Definition 2.8 (gestoppter Prozefl) Gegeben ist ein stochastischer Prozeff X und eine Stop-
zeit T'. Dann ist der gestoppte Prozefs X definiert durch:

XT(t):=X@tAT) mit tAT=min(tT).
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Definition 2.9 (lokale Eigenschaften) FEine monoton wachsende Folge von Stopzeiten T,
heifit lokalisierend, wenn gilt:

P(T,>t)— 1 fir n— oo.

Ein stochastischer Prozef besitzt eine bestimmte Figenschaft lokal, wenn eine lokalisierende

Folge von Stopzeiten T, existiert, so daf$ der Prozefl
(T, > 0)X T

die entsprechende Eigenschaft besitzt. Ein Prozef$ heifst lokal beschriankt, wenn eine lokalisie-

rende Folge von Stopzeiten T,,, sowie Konstanten c, existieren, so daf8 fiir alle n gilt:

sup | X ()| < ¢, fast sicher fir T, > 0.
t<Ty

Definition 2.10 (Variation) Ist f : [a,b] — R eine Funktion, so heifit
V(fila,bl) =sup{)_ |f(zx) = f(wp-1) :a =20 <21 <+ <y =b,n € N}
k=1

die Totalvariation von f iber [a,b]. Falls gilt
V(f;la,b]) < oo,

dann nennt man f von beschrinkter Variation. Fine Funktion f : T — IR (mit T = [0,7),
oder T €[0,7], 0 <7 < 00), heifst von lokal beschrinkter Variation, wenn f fir allet € T

von beschrdnkter Variation ist.

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun ein stochastisches Integral einfithren, das den spéteren

Anforderungen der Arbeit geniigt.

Definition 2.11 (stochastische Integration) Fir 2 stochastische Prozesse X,Y definieren
wir stochastische Integration als pfadweises Lebesque-Stiltjes-Integral. [ X dY steht hier fir
die Abbildung

t
t s / X(s) dY(s),
0
definiert fir alle (t,w) € (T,Q), fir die gilt

¢
[ X1y @) < oo,
fiir die also das pfadweise Lebesgue-Stiltjes-Integral exisistiert.

Bemerkung: Da wir uns im folgenden Text auf stochastische Prozesse Y mit lokal beschrinkter
Variation als Integratoren beschrinken, konnen wir Y als maflerzeugende Funktion verwenden,
so daf} die Existenz des Lebesgue-Stiltjes-Integrals gesichert ist und wir nicht auf den verallg-
meinerten stochastischen Integrationsbegriff von Tto (siehe zum Beispiel in Rogers und Williams

[35] (Kapitel 4)) angewiesen sind.
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Definition 2.12 (gleichmiflige Integrierbarkeit) FEin auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P) definierter stochastischer Prozefs X(t) heifit gleichméfig integrierbar, falls der

Grenzwert

lim X)) dP =0 gleichmdfiig in t € T.
s [ 1X0) gleichmafig

Ein Kriterium fiir gleichméfige Integrierbarkeit liefert folgender Satz.

Satz 2.13 Der auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definierte stochastische Prozefs X (t)
teT mit E(|X(t)]) < ooVt €T ist genau dann gleichmdfig integrierbar, wenn gilt

sup E(|X (¢)]) < o0
teT

und es fiir alle 6 > 0 ein € > 0 gibt, so daf§

AcF,PlA<s > / IX(t)|dP <& VteT.
A

Den Beweis dieses Satzes kann man in Bauer [4] Seite 106 nachlesen.

Definition 2.14 (Linksstetige Modifikation und Sprungprozef3) Fir einen cadlag Pro-
zeff X ist die linksstetige Modifikation X  definiert durch

X_(t) = lim = X (s)

und sein Sprungprozef3 AX (t) durch

Bemerkung: Die linksstetige Modifikation X _(¢) wird im Text auch mit X (¢—) bezeichnet.
2.2 Martingaltheorie

Definition 2.15 (Martingal) Fin adaptierter cadlag- Prozef$ heifst Martingal, wenn er fol-
gende Eigenschaften erfillt:

(1) E(|M(t)|) < oo fiir allet € T,
(11) E(M(t)|Fs) = M(s) fir alle s < t(Martingaleigenschaft),

Gilt in (i) 7 < 7 anstatt ”=", so spricht man von einem Supermartingal, gilt ">7, so handelt
es sich um ein Submartingal.
Ein Martingal heiffit quadratintegrierbar, falls fiir alle t € T

E(M(t)?) < .
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Da der fiir quadratintegierbare Martingale M der Grenzwert

lim M (¢)

t—T1

existiert, konnen diese durch Grenzwertbildung auf 7 erweitert werden.

Beispiel 2.16 (Standard Brownsche Bewegung) Die Standard Brown’sche Bewegung ist
ein stochastischer Prozefs X mit stetigen Pfaden und X(0) = 0 fiir alle w € Q. Die Zuwdchse

sind unabhdngig normalverteilt, d.h.

X(s) —X(t) ~N(0,s—t) t<s.
Der so definierte stochastische Prozef ist ein Martingal (Abbildung 2.1)
Beweis:

Zunichst muff man zeigen, daf§ der Erwartungswert E(| X (¢)|) < oo Vit existiert. X (¢) ist jedoch
verteilt nach N(0,t), so daf gilt:

BIXO) = 2 [ se

PR ) L v
= — e 2t = < oo Vi
{ V2rt L V27t

Nun mufl man noch zeigen, daff Vs < gilt:

Satz 2.2 A,B

E[X(t)|Fs] = Xs <= E[X()|Fs] — X (s) E[X(t) — X (s)|F]-

Da jedoch X (¢) — X (s) normalverteilt mit Erwartungswert 0 sind, erhélt man, daf
E[X(t) — X(s)|Fs] = 0.
Somit ist die Aussage gezeigt. O

Definition 2.17 (Vorhersehbarkeit) Ein stochastischer Prozef$ H heifit vorhersehbar (engl.:
predictable), falls H(w,t) hinsichtlich der durch die Klasse der linksstetigen, adaptierten Pro-

zesse erzeuten o— Algebra auf Q X T mefbar ist.

Bemerkung: Nach dieser Definition sind alle linksstetigen, adaptierten Prozesse vorhersehbar.
Jede mefibare Funktion auf 7 ist, als stochastischer Prozefl betrachtet, natiirlich auch vorher-
sehbar.

Definition 2.18 (Klasse D) Ein Submartingal X heifst von der Klasse D (Doob), wenn die
Zufallvariablen X (T)(T beliebige Stopzeit) gleichmdfig integrierbar sind.



2.2. MARTINGALTHEORIE 11

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung 2.1: Simulierte Pfade einer Brown’schen Bewegung

Satz 2.19 (Doob-Meyer-Zerlegung) Sei X ein Submartingal der Klasse D. Dann ezistiert

ein (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutiger vorhersehbarer cadlag Prozef§ X, so daf
M:=X-X

ein gleichmdpig integrierbares Martingal mit M(0) = 0 ist.

Beweis: Einen Beweis des Satzes findet man in Rogers und Williams [34] Seiten 153-154.

Bemerkung: Der Proze X heifft Kompensator-Prozef

Beispiel 2.20 (Poisson-Prozef3) Sei N ein stochastischer Prozef3, dessen Pfade Werte in INy

annehmen, d.h.

N:QXT'—>INo,

Fi die von N erzeugte o— Algebra und XA > 0. Fiir den Prozef§ N gelten folgende FEigenschaften
(i)

- k
{ ¢ 2(!/\” fiir t < oo

0 sonst
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(11) Die Zuwdichse sind unabhdngig Poisson-verteilt auf T, d.h. fir s <t < oo gilt

ef)\(tfs) — 5))k
PN~ N(s) = ) = C =20

dann nennt man N einen homogenen Poisson Prozef3. Fiir A =1 heifit N Standard Pois-
son Prozel3. Der homogene Poisson Prozef besitzt folgenden Erwartungswert

2 e MAn)* (At)*

00 -1
— _ —At _ —At AL _
E(N(t)) = E k i = Ate ,}Zl = Ate e = At.

Analog gilt fiir den erwarteten Zuwachs fir s < t < oo
E(N(t) — N(s)) = A(t — s).

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen, dafi A\t der vorhersehbare Kompensatorprozef
des homogenen Poisson Prozef ist. Die Vorhersehbarkeit ist klar, da At eine deterministische
Funktion ist. Jetzt bleibt noch zu zeigen, dafi der Prozef M(t) = N(t) — A\t ein Martingal ist.
Dazu miissen wir die Martingaleigenschaft zeigen (die Ezxistenz des Erwartungswertes haben wir

bereits gezeigt). Fir s <t < oo gilt:

Satz 2.2

E(M(t)|Fs) = E(N(t) — Xt|Fs) = E(N(t)|Fs) — E(Mt|Fs) N(s)+ A(t —s) — Xt = M(s).

a

Kommen wir nun zum Konzept der optionalen und vorhersehbaren Variation, letztere stellt ein
MaS fiir das systematische Wachsen des Prozesses M? ( M lokal quadratintegrierbares Martingal)
dar (siehe auch Rogers und Williams [35] Seiten 42-51).

Definition 2.21 (vorhersehbare und optionale Variation) Seien M und M' lokale qua-
dratintegrierbare Martingale, dann ist M? ein lokales Submartingal und MM' die Differenz
zweier Submartingale, denn

! 1 N2 1 "2
Die zugehérigen Kompensatoren fiir M? und MM', die mit (M, M) bzw. (M, M') bezeichnet
werden, heiffen vorhersehbarer Variationsprozef3, bzw. vorhersehbarer Kovariations-

prozef3. Fulls
(Ma MI) =0,

heifen M und M' orthogonal. Den vorhersehbaren Variationsprozef (M, M)(t) erhdlt man,

indem man den Grenzwert

(M) = (M, M)(t) = lim 3" Var(M(t:) — M(t;1)|F,_,)
i—=1
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iiber die Partitionen 0 = t; < to < .-+ < tp, = t bildet. Die Prozesse [M, M| und [M,M'], die
durch

[M](t) = [M,M](t) = > AM(s)*> bzw. (2.4)
s<t

[M,M(t) = > AM(s)AM'(s) (2.5)
s<t

definiert sind, heiffen optionaler (Ko)variationsprozef3.

Da in der spiteren Anwendung oft stochastische Integrale mit vorhersehbaren Prozessen als In-
tegranden und lokalen (bzw. lokal quadratintegrierbaren) Martingalen als Integratoren Verwen-
dung finden, werden im folgenden Abschnitt einige FErgebnisse zur stochastischen Integration
solcher Prozesse sowie deren vorhersehbare und optionale (Ko)variationsprozessse behandelt,
zunichst wollen wir aber noch einen kurzen Blick auf die stochastische Integration vorhersehba-
rer Prozesse hinsichtlich zeitdiskreter bzw. zeitstetiger Sub- bzw. Supermartingale (im folgenden

mit Semimartingal bezeichnet). werfen.

Definition 2.22 (stochastische Integration bzgl. zeitdiskretem Semimartingal)
Betrachten wir den mit einer Filtration Fp, n € IN versehenen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).
Sei My, n € N ein adaptierter Prozef, der die die (Sub-, oder Super-) Martingal Eigenschaf-
ten erfillt, sowie H, ein vorhersehbarer Prozefs (im diskreten Fall bedeutet dies Hy ist Fp_1-
mefSbar). Dann ist das stochastische Integral ([ H dM), definiert als

(/HdM)n = zn:Hk(Mk — M,_y).

k=1
Um eine analoge Definition des stochastischen Integrals beziiglich zeitstetige Semimartingale zu

erhalten, miissen wir zunéchst den Begriff des elementaren vorhersehbaren Prozesses definieren.

Definition 2.23 (elementarer vorhersehbarer Prozef3) Sei (Q,F, P) mit der Filtration Fy
ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Seien a,b € T, C' € F,. Dann nennt man den stocha-
stischen Prozefl

H(s,w):=1I(a < s <b)C(w)
einen elementaren vorhersehbaren Prozef3.

Fiir elementare Prozesse ist das stochastische Integral wie folgt definiert

Definition 2.24 (Integration eines elementaren vorhersehbaren Prozesses) Sei H(s,w) =
I(a < s < b)C(w) ein elementarer stochastischer Prozefi und M ein lokales cadlag Martingal,
so definieren wir mit

H(s)dM(s) = C(w)(M(b,w) — M(a,w)),

sowie mit
/H dM (s /H I(0 < s <t)dM(s)

das stochastische Integral des elementaren Prozesses hinsichtlich des Martingals.
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Das folgende Korollar zeigt, dafl bei der Integration beschrinkter elementarer Prozesse hinsicht-

lich lokaler Martingale die Martingaleigenschaft erhalten bleibt.
Korollar 2.25 Sei H(s,w) = C(w)I(a < s <b) ein elementarer stochastischer Prozef§ mit
sup |H (s,w)| < o0
und M ein Martingal, dann ist
/0 " H(s)dM(s)
ebenfalls ein Martingal.

Beweis:
. 0 0<t<a
/ H(s)dM(s) ={ C(M(t)—= M(a)) a<t<b
° C(M(b) — M(a)) b<t< oo
Nachdem M (t) € F; ist und C € F,, sieht man sofort, dafl f(f H(s)dM(s) € F;. Aus der
Beschrianktheit von H folgt, dafl

(s)dM(s)| < oc.

Nun miissen wir nur noch die Martingal-Eigenschaft E(M (t)|Fs) — M(s) = 0 zu beweisen.
Betrachten wir zunichst den den Fall a < s <t <b

B ( / "Hw) dM(u)‘]—"s> _ / " H(w) dM (u)
Satz224 p (/ H (u) dM (u /H ) dM (u ‘]—")

= M(t) — M(s))|Fs)
Satz:2.2C CE( (t) _ (8)|f5) —0

Definition 2.26 (einfacher vorhersehbarer Prozefl) Sei (2, F,P) mit der Filtration F;
ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, dann nennen wir die endliche Summe elementarer Pro-

zZesse

n
H(s,w) = ZHi(s,w) n €N
i=1
einen einfachen vorhersehbaren Prozess.

Definition 2.27 (Integration eines einfachen vorhersehbaren Prozesse)
Fiir H = Hy+---4+ Hy, ein einfacher stochastischer Prozess und M ein lokales cddlag Martingal,

so definieren wir mit
/ H(s)dM (s Z / Hi(s) dM (s
sowie mit

/H ) dM (s Z/H ) dM (s

das stochastische Integral fiir den Prozess H.
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Bemerkung: Als endlich Summe lokaler Martingale ist das stochastische Integral

/H(s) dM (s) = Z/Hi(s) dM(s),
=1
wieder ein Martingal.

Die Klasse der vorhersehbaren Prozesse erhilt man nun als Grenzwerte (fiir n — oo) einfacher

Prozesse, d.h. jeder vorhersehbare Prozess H ist durch
n

H = lim_ Z; H;
1=

darstellbar (siehe Durrett [11] Seiten 57 - 58).

Falls wir an dieser Stelle zusétzlich voraussetzen, dafl der Integrator M von lokal beschrink-
ter Variation ist, konnen wir das stochastische Integral, analog zum Lebesgue-Stiltjes-Integral
(vergleiche Elstrodt [13]), durch Grenzwertbildung auf die Klasse der vorhersehbaren Prozesse

erweitern.

Mit Hilfe der stochastischen Integration konnen wir nun einige wichtigen Zusammenhénge zwi-
schen Semimartingalen und deren optionalen-, bzw. vorhersehbaren Variationsprozessen heraus-

arbeiten.

Korollar 2.28 Fiir den optionalen (Ko )variationsprozef gilt:

(i)
IM](t) = M(t)? — 2/(: M (s—) dM(s), (2.6)

(i1)
t t
(M, M'](£) = M(#) M’ (£) — / M(s—)dM' (s) — / M (s—)dM(s). 2.7)
0 0
Den Beweis hierzu findet man in Rogers und Williams [35] Seite 59.

Satz 2.29 (Fundamentaltheorem) Wenn H ein lokal beschrinkter, vorhersehbarer Prozef
ist und M ein lokales Martingal, dann existiert [ HdM und ist ein lokales Martingal.

Beweis:

Der folgende Beweis ist fiir das zeitdiskrete Analogon durchgefiihrt, fiir den zeitstetigen Fall
findet sich der Beweis in Rogers und Williams (1987) [35].

Sei (2, Fp, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und H ein beschrinkter, vorhersehbarer
Prozef (H, € F,_1 fiir n € N). Dann ist:

</HdM>n = S Hy (M — M)

k=1
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mit ([ HdM)y = 0 ein lokales Martingal. Dazu muff man zeigen, daf}

E K/HdM)an_l} - (/HdM)n1 e F l(/HdM)n _ (/HdM)n1 |]-"n_1] —0.

Da aber H,, F,_1 mefbar ist gilt:

E [(/HdM) — (/HdM) |.7-"n1] = E[H,(M, — My_1)|Fn-1]
n n—1
= HnE[Mn - Mn71|-7:n71] = 07
und damit ist die Aussage gezeigt. O

Mit Hilfe von Korollar 2.28 und Satz 2.29 sehen wir, dafl der stochastische Prozefl

M? —[M] (2.8)

ein lokales Martingal ist, denn es gilt fiir alle s < .

E[M*(t) = [MI()I1F] = EIM?(t) =Y AM(s)*|F]

KO M) - (M0 — 2 [ Mlum)dM()IF)

= E[M*t) —VMQ(t)|]-"S]J+2E[/Ot M(u—) dM (u)|Fs]

~

0 vorhersehb.

S
Satz 2.29 2/ M (u=)dM (u)
0

Der folgende Satz enthilt ein wichtiges Resultat zum Verhalten des vorhersehbaren, bzw. optio-

nalen (Ko)variationsprozesses bei stochastischer Integration.

Satz 2.30 Sei M ein lokal integrierbares Martingal von endlicher Variation, H ein vorhersehba-
rer Prozefy und [ H? d[M] lokal integrierbar, oder [ H2d{M) lokal endlich (automatisch gegeben,
wenn H lokal beschrinkt). Dann ist [ HdM ein quadratintegrierbares Martingal und

[/HdM} = /HZd[M]
</HdM> = /H2d(M>.

Dieser Satz wird zum Beispiel in Durett (1984) [11] Seiten 57-59 bewiesen.
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2.3 Ziahlprozefltheorie

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Eigenschaften von Zahlprozessen und deren Kom-

pensatoren beschrieben. Die Darstellung ist an Brémaud (1981) [7] Seite 18-48 orientiert.

Definition 2.31 (univariater Zdhlprozefl) Gegeben sei ein mit einer Filtration F;, die die
gewdhnlichen Bedingungen bis auf (2.3) ( Fy mufl nicht unbedingt vollstindig sein) versehener
Wahrscheinlichkeitraum (0, F, P). Ein auf diesem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum definier-
ter stachastischer Prozefs N heifit univariater Zdhlprozef, falls er folgende Eigenschaften besitzt

(i) N(0)=0,
(11) N ist cadlag und adaptiert beziiglich der Filtration Fy,

(113) N ist stiickweise konstant und an den Springen gilt

AN(t) = +1.

Definition 2.32 (multivariater Z&hlprozef3) Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
Fi eine Filtration die (2.1) und (2.2) erfillt . Dann heifit der Vektor von adaptierter cadlag
Prozessen N = (Ny,---,Ny) k-variater Zdhlproze3, falls jede Kompenente von Ny ein uni-

variater Zihlprozef$ ist, wobei keine 2 Komponenten zur gleichen Zeit springen, d.h.

P(AN;AN;j(1—=6;) =1)=0 i, €{l,---,k},

ij =

5 _{ 1 falls i=j

0 sonst

Aufgrund der Tatsache, daf} es keine gleichzeitigen Spriinge gibt, ist der Prozef

auch ein Zahlprozefl. Nun kann man fiir N. eine Folge von Zufallsvariablen
O0<Th <THh<T3<---

mit Werten aus 7, sowie
Jla J27 Ty

die Werte aus 1,2,---,k U0 annehmen kann, so daf} fiir n < N.(7) gilt:
Tn € T = [07 T)a

Jn # 0,
Tn > Tnfla
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sowie
N.(T,) =n und ANy (T,,) =1.

Fir n > N.(7) sei T, = 7 und J,, = 0. Da {T;, < t} Fr,-meBbar ist, ist T}, eine Folge von
Stopzeiten. Auch J, ist Fr, -mefibar. Man kann die Zufallsvariablen T}, als Zeitpunkt, zu dem
der Zahlprozefl N. auf den Wert n springt und die Zufallsvariable J,, als Index der zum Zeitpunkt
n springenden Komponente interpretieren. Da fiir jede Komponente Ny, h € {1,--- k} des
Zéhlprozesses N. gilt: 0 < N, ,T“ < 'n, ist T}, eine lokalisierende Folge von Stopzeiten fiir Nj. Da

alle Pfade von N} monoton wachsend sind gilt

E(Np(s)|Ft) = E(Np(t) + Ni(s) — Np(t)|F)
= Nh(t)+E(Nh(S)—Nh(t) |‘7:t) ZNh(t) vVt < s.
————

>0

N}, ist also ein lokales Submartingal und fiir alle Stopzeiten T' gleichméflig integrierbar, d.h. Ny,
ein Submartingal der Klasse D. Nach Satz 2.19 besitzt N}, einen (bis auf Ununterscheidbarkeit)

eindeutigen vorhersehbaren Kompensatorprozel Ay, so dafl der Prozefl
My, = N — Ay,
ein lokales Martingal ist.

Einige wichtige Eigenschaften dieses Kompensatorprozesses Ay, wollen wir nun genauer betrach-

ten. Dazu sind jedoch noch einige vorbereitende Definitionen notwendig.

Satz und Definition 2.33 (Intensitéit eines Ziahlprozesses) Sei N(t) ein Zdhlprozef. Ein
vorhersehbarer nichtnegativer Prozef A(t), fir den gilt

(i)

t
/ A(s)ds < ooVt P-fast sicher.
0

(11) Fir alle vorhersehbaren Prozesse H(t) ist die Gleichung

Bl [THE NG| =B [T HoNG) ds]
erfullt.
heift Intensitédtsprozefl und ist, bis auf Ununterscheidbarkeit, eindeutig definiert.
Bemerkungen:

e Brémaud verzichtet in seiner Definition fiir den Intensititsprozefl auf die Vorhersehbar-
keit und zeigt dann, dal man zu jedem so definierten Intensitéitsprozel \(¢) eine bis auf

Ununterscheidbarkeit eindeutige vorhersehbare Version A(t) finden kann.
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e Eine dquivalente Definition kann gegeben werden durch

. E[N(t+dt)— N(t)|F]
) = dltlglo dt

Aven (1982) [3] beweist, da} unter bestimmten Voraussetzungen mit diesem so definierten
A(t) der Prozess N(t) — fot A(s) ds ein Martingal ist, d.h. wir kénnen den vorhersehbaren

Kompensatorprozefl eines Zihlprozesses angeben durch
t
A(t) = / A(s) ds.
0

e Aus der Existenz eines Intensititsprozesses folgt, dafl die Zuwéchse in einem Zahlprozef3
unabhiingig sind, der Beweis findet sich in Brémaud [7](Seite 25). Im folgenden Text wer-
den wir immer Zihlprozesse mit existierendem vorhersehbarem Intensitdtsprozefl, d.h. mit

unabhingigen Zuwéchsen betrachten.

40

30

10

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Abbildung 2.2: Simulierter Pfad fiir Z&hlprozefl von 50 Objekten mit Hazard A(¢) = ¢ und
Zensierungsintensitit Az () = 0.15¢, sowie zugehoriger Martingalpfad

Beispiel 2.34 (simulierter Zahlprozef3) In diesem Beispiel soll der Zusammenhang zwischen
Zihlprozessen und deren Kompensatoren veranschaulicht werden. In einer Simulation betrachten
wir 50 Individuen, die mit einer Intensitit von \(t) =t ein terminierendes Ereignis erleben und
dann aus der Risikomenge R(t) (= Anzahl der Personen unter Beobachtung) ausscheiden. Zu-

dem sei in dem Bestand eine Zensierungsintensitit von Az (t) = 0.15t gegeben, das bedeutet, dafl
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mit einer Intensitdt von 0.15¢ Individuen aus dem Bestand ausscheiden, ohne dafl ein Ereignis
stattfindet. Der ZdhlprozefS N(t) ist nun folgendermafSen definiert.

N(t) = Anzahl der Ereignisse bis zum Zeitpunkt t.

Der so definierte Prozef$ hat folgenden Kompensatorprozefs A(t):

E /0 tA(s)R(s)ds}
= /Ot)\(s)E R(s

= /t)\(s) 50 exp (— /S(A(u) + Az(u)) du) ds

= /5086Xp< /115udu> ds

15
= 50/ s exp(— s%) ds

- 1.15 (1_6 1W)'

A(t) =

Bemerkung: In diesem Beispiel wird ein Ergebnis aus Kapitel 3 verwendet, fir den Erwartungs-
wert E[R(t)] gilt

E[R(t)] = 50 P(Person zum Zeitpunkt t unter Beobachtung)
= 505(t)
S
Selz33 g exp <—/ (Au) + Az(u)) du> .
0

Da A(t) der Kompensatorprozefs von N (t) ist, ist M (t) = N(t)—A(t) ein Martingal. In Abbildung
2.2 ist ein simulierter Pfad von N(t) und dessen Kompensatorprozefs A(t) (links), sowie das
zugehorige Martingal M (t) (rechts) dargestellt.

Der folgende Satz zeigt einen wichtigen Zusammenhang zwischen Z&ahlprozessen und deren In-

tensititsprozessen.

Satz 2.35 Gegeben sei der Zihlprozefs N (t) mit Intensititsprozeff A(t). Sei M(t) = N(t) —
fot A(s)ds und H lokal beschrinkt und vorhersehbar. Dann gilt:

t

(M)(t) = ; A(s) ds, (2.9)

M](t) = N(1), (2.10)

</HdM> ) = [ HX)A(s) ds, (2.11)
0

{ / HdM] ) = [ Hs)dN(s). (2.12)
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Beweis:

Um die Aussage zu beweisen, zeigen wir zuéchst die Giiltigkeit von (2.10). Es gilt :

MO = Y AM@P = 3 ANE - [ Aw i)

0<s<t 0<s<t

Da A(t) = f(f A(s) ds ein stetiger Prozess ist, hat M (¢) Spriinge der Hohe +1 an den Stellen, an

denen N(t) springt. Aus diesem Zusammenhang erhalten wir

O] = 3 ANE) - [ Awdup?

0<s<t

= Y (AN(9)?

0<s<t

= Y AN(s)=N(t).

0<s<t

Um die Giiltigkeit von (2.10) zu zeigen, benutzen wir die Tatsache, daf§
M?(t) — [M](2)

ein Martingal ist (siehe (2.8)). Der vorhersehbare Kompensatorproze§ von [M](t) = N(t) ist
gegeben durch A(t) = [ \(s) ds, so daB

t
M2(t) — [M](t) + N(t) — /O A(s) ds
als Summe zweier Martingale wiederum ein Martingal ist und es gilt
M2(t) — [M]() + N(t) — /0 ") ds
= M0 - (M) + M) - [ As)ds
t
— M) —/0 A(s) ds.

Da f(f A(s) ds vorhersehbar ist, ist dies somit der (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutige vor-

hersehbare Kompensatorproze von M? und damit gilt
t
(M) = / A(s) ds.
0
(2.11) und (2.12) erhalten wir nun direkt aus Satz 2.30. Danach gilt:
t
< / i dM> 1) = / H2(s)d(M)(s)
0
t s
— / H(s) d(/ u) du)
0 0
t
— / H(s)A(s) ds,
0
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sowie

[ / i dM} ) = /0 " H2(s)d[M (s)]
— /Ot H?(s) AN (s).
Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung: Fiir einen k-variaten Zahlproze N = (Np,---, Ni) mit Intensitdtsproze A =
(A1,- -, Ax) und eine p x k-Matrix lokal beschrinkter vorhersehbarer Prozesse H gelten ana-
log zu 2.9 bis 2.12 die entsprechenden Zusammenhéinge fiir die vorhersehbare bzw. optionale

Kovariationsmatrix

(M)(t) = diag / A(s
[M](t) = diag( ())
< / HdM> ) / H(s)diag(\(s)) H' (s) ds,

UHdM] 1) = /H d(diagN (s)),

wobei mit diag(v), v € RP eine Matrix V' € RP*P definiert ist mit dem Vektor v als Eintrag
auf der Diagonalen, d.h. V;; = d;;v;. Der vorhersehbare, bzw. optionale Kovarationsproze} eines

k-variaten Zihlprozesses ist also eine k X k-Matrix mit folgenden Eintrigen

(M, M)(t) = om /0 " n(s) ds
[M](t) = 6;;Np(t),

t
<zh:/Hjh th,zl:/Hj,l dMl> (t) zh:/o Hjp(s)Hj(s)An(s) ds,
t
Zh:/Hjh th,Zl:/Hj'z dMl] (t) = Zh:/O Hjn(s)Hjn(s) dNp(s). (2.13)

2.4 Grenzwerttheorie

Im diesem Abschnitt werden 2 wichtige Resultate iiber asymptotische Eigenschaften von Martin-
galen und deren Kompensatoren vorgestellt. Dazu sind aber zunéchst noch einige vorbereitende
Erklirungen notig. Sei M (™) = (Ml(n), -, M, ,gn)) n € IN eine Folge quadratintegrierbarer Martin-
gale (mit jeweils k Komponenten) und Mg(") = (Mg(f), e M E(,TCL)) eine Folge quadratintegrierbarer
Martingale, die alle Spriinge von M) enhiilt, deren Absolutbetrag grofer als e ist. Mit M (™)
und Mg(n) ist auch die Differenz M ™) — g(n) ein lokal quadratintegrierbares Martingal und nach
der Definition von M™ gilt, da [AM™ — AMY| <& Vh e {1,---,k}.

Sei nun M(*®) ein Martingal mit vorhersehbarem und optionalem (Ko)variationsproze [M ()] =
(M>®) =V (V: T — RPP), zudem seien die Zuwichse von M p-variat normalverteilt d.h.
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M©)(t) — M()(s) ~ N,(0,V(t) — V(s)). Wir bezeichnen mit —p die Konvergenz in Wahr-
scheinlichkeit, sowie mit —p die Konvergenz in Verteilung. Mit diesem Vorbereitungen kann

man nun einen Grenzwertsatz fiir Martingale formulieren.

Satz 2.36 (Satz von Rebolledo) Sei Ty C T und gelte eine der beiden folgenden Bedingun-

gen:
(MY —p V() fiir alle t € Tg fiir n — oo,
[IMM(t) —p V() firalle t €Ty fiir n — oo, (2.14)
sowie
(MUY(t) —p 0 fiir alle t € To,h und & >0 fiir n — oco. (2.15)

Dann gilt:
(MU (1), -, MO (1)) =p (M) (1), -, MO (1)),

Falls zusdatzlich To dicht in T liegt und T enthdlt falls 7 € T, so gilt mit denselben Vorausset-
zungen;:
M®™ —p M) fir n— oo

und (M™) sowie [M™)] konvergieren gleichmdfig auf kompakten Teilmengen von T gegen V.

Dieser Satz wurde von Rebolledo (1980) [33] bewiesen.

Formulieren wir nun die Bedingungen (2.14) und (2.15) fiir stochastische Integrale, deren Integra-
tor ein ZihlprozeB ist. Fiir jedes n € IN sei N(™) ein k,-variater Zihlproze$ mit Intensitiitsproze
™). Sei H™ eine k x k, Matrix lokal beschriinkter vorhersehbarer Prozesse, definieren wir nun
fir j = {1,---,k} die lokalen Martingale

kn .t
M) =Y /O H ()N (5) = X (s) ds),
h=1

sowie mit

kn ot
MO0 =3 [CHP OIS o) > v = 5(s) ds) (2.16)
h=1

ein lokales Martingal, das alle Spriinge von M; enthilt mit |AM;| > e. Dann erhalten wir mit
Hilfe von Satz 2.35 fiir die Bedingungen (2.14) und (2.15) aus Satz 2.36

MM M = S /OtHﬁ)(s)HJ‘.,",Q(s)dN,g”)(s), (2.17)
sowie .
M2 M) 0 = Y [HG OIS )] > N (s) ds. (218)
h=1

Eine weitere wichtige Aussage ist die Ungleichung von Lenglart. Mit ihrer Hilfe ist es moglich,

einen stochastischen ProzeB mit Hilfe seines Kompensatorprozesses abzuschéitzen.
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Satz 2.37 (Ungleichung von Lenglart) Sei X ein lokales Martingal auf T = [0, 7] oder T =
[0,7] und X der zugehérige Kompensatorprozef nach Satz 2.19. Dann gilt V6,1 > 0

P(Sl71—pX >n) < % + P(X(7) > 6). (2.19)

Der Satz wurde von Lenglart (1977) [27] bewiesen. Im folgenden Text findet jedoch meist eine
leicht modifizierte Version von (2.19) Anwendung. Fiir ein lokal quadratintegrierbares Martingal
M (d.h. M? hat den Kompensator (M)) gilt nimlich nach Satz 2.37 fiir §,7% > 0

P(SI71_pM2 >n?) < % + P((M(7)) > 0),

was wiederum #quivalent ist zu
)

Plsup|M| > 1) <
wp|M] > 1) <

+ P((M(1)) > §). (2.20)

2.5 Markovketten

Definition 2.38 (Markov-Kette) Ein zeitstetiger Prozeff X (t),t >0 mit abzdhlbarem Zu-
standsraum S heifit zeitstetige Markovkette, wenn fiir alle n und jede endliche Menge von
Zeitpunkten 0 < tg < --- < t, < u mit

P(X(ty) = ig A+ A X(tp) = in A X(u) = §) >0,
die folgende Eigenschaft (Markov-FEigenschaft)
P(X(u) = j|X(t0) =0 A~ A X(tn) = in) = P(X(u) = jIX(ta) =) (221)

erfillt ist.

Definition 2.39 (Ubergangswahrscheinlichkeit) Die bedingten Wahrscheinlichkeiten
Bij(t,u) :== P(X(u) = j|X(t) = 1)
heifen Ubergangswahrscheinlichkeiten, mit
Pyi(t,u) := P(X(z) =i fir alle z € [t,u])

ist die Wahrscheinlichkeit bezeichnet im gesamten Intervall [t, u] im Zustand i zu verbleiben.

Die Zustinde kann man in folgende 3 Gruppen unterteilen:

e Fin Zustand i heifit absorbierend, falls

Py(t,bu) =1 (0<t<u).
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e Fin Zustand i heifit transient, falls
Pii(t,00) =0 (¢t >0).
e FEin Zustand heifit strikt transient, falls

Pii(t,u):Pﬁ(t,u)<1 (0<t<u).

Ein absorbierender Zustand ist also ein Zustand, der nicht mehr verlassen wird, falls er einmal
eingetreten ist, ein transienter Zustand ist ein Zustand, der auch wieder verlassen werden kann
und ein strikt transienter Zustand ist ein Zustand, der genau einmal erreicht werden kann (das

heift, nachdem der Zustand einmal verlassen wurde, ist es unméglich wieder einzutreten).

Definition 2.40 (Ubergangsintensititen) Die Ubergangsintensititen sind definiert als:

. Pyt t+dt)
Aij(t) = Jomy ===

Zudem definieren als Gesamtintensitdt fir das Verlassen des Zustands i

A(t) = 3 X(0).

J:g7i

Lemma 2.41 (Chapman-Kolmogorov) Fiir zeitstetige Markovketten erfillen die Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten die sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungen:

Pij(t,u) = %Pik(taw)ij (w,u)  (t<w<u). (2-22)
Bewelis :
Py(tu) = P(X(u)=jIX(H) =)
- %P(X(u) =jiAX(w)=KX(t)=i) (t<w<u)
= X PO =X () = AKX () = HP(X(w) = HX(W) =) (¢ <wy
P20 S P(X(w) = jIX (w) = K)P(X (w) = K[X(1) =i) (t<w<u)
_ IgPik(t,w)ij(w,u) (t <w < ).
s

Damit ist das Lemma gezeigt. O

Die Gleichungen von Chapman-Kolmogrov sind ein wichtiges Hilfsmittel bei der Herleitung der

Kolomogorov-Differentialgleichungen.
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Satz 2.42 (Kolmogrov-Differentialgleichungen) Fliir zeitstetige Markovketten gilt:

(i)
d

T Pi(2:) = D P2, )M (1) = P2, (#), (2.23)
kikAj
(ii)
d
d—Pij(z,t) = Pij(z, t)\ Z Pz, t) Nig (2). (2.24)
z kehti
Beweis:

(i) Nach (2.22) gilt:
Pij(z,t+dt) = Y Pilz,t)Pyj(t + dt) + Pyj(z,t) Pj;(t + dt).
kik#j

Damit erhalt man:

Pj]‘(t,t +dt) —1

P; t+di , 1) Pyi(t+dt
Gt 2 O PED _ 5 py (e B | p(a

dt ey dt dt
Aus dem Zusammenhang, daf:
Pji(t,t+dt) =1 =" Pj(t,t + dt)
k#j
folgt dafl :
P (z,t + dt) — P (z,t) ij (t + dt) ij(t + dt)
P ————= 4+ Pji(z,t T
dt = 2 Pals @ TRl > =g

k:k#j k:k#j

Durch Grenzwertbildung dt — 0 folgt schlieBlich die Aussage.

(ii) analog



Kapitel 3

Mathematische Grundlagen der

Verweildaueranalyse

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Konzepte der Verweildaueranalyse vorgestellt. Dies
beinhaltet unter anderem verschiedene Ansitze zur Schitzung der Uberlebensfunktion (nichtpa-
rametrische, semiparametrische und parametrische Methoden), die Modellierung von Maximum-
Likelihood-Methoden fiir Uberlebensdaten. Wichtige Standardwerke hierzu sind die Biicher von
Kalbfleisch und Prentice (1980) [21], sowie von Klein und Moeschberger (1997) [25]. Eine sehr
detailliertere Darstellung mit ausfithrlichen Beweisen von Konvergenzaussagen auf Basis von
Zahlprozessen findet man in Andersen u.a. (1993) [1]. Eine anwenderorientierte Beschreibung

verweildaueranalytischer Methoden ist in dem Buch von Le (1997) [26] enthalten.

3.1 Die Uberlebensfunktion

Die der Uberlebenszeit zugrunde liegende Grofe ist die zufillige Lebensdauer, oder die zufillige

Dauer bis zu einem genau spezifizierten terminierenden Ereignis.
Beispiele:
e Dauer des Zeitraums von Geburt bis zum Tod,

e Dauer von Beginn einer Krankheit bis zur Genesung,

Definition 3.1 (Uberlebensfunktion) Gegeben sei die Zufallsvariable T mit mit Verteilungs-
funktion F(t) und Dichte f(t). Dann ist die Uberlebensfunktion (engl.: Survival Function)
definiert als

S(t) := P(T > t). (3.1)

27
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Bemerkung: Die Uberlebensfunktion kann als Anteil der Uberlebenden zum Zeitpunkt ¢ ge-
deutet werden. Die Uberlebensfunktion S(t) laBt sich wie folgt als Funktion der Dichte und

Verteilungsfunktion von 7' darstellen:

St)=P(T>t)=1-P(T<t)=1-F(t)=1— /Otf(x) dz, (3.2)
p = -2t (3.

3.2 Die Hazardfunktion

Neben der Uberlebensfunktion S(t) ist die Hazardfunktion A(t) eine wichtige Gréfe in der Uber-
lebenszeitanalyse. Die Hazardfunktion, in deutschsprachiger Literatur oft als Sterbeintensitét

bezeichnet, ist die bedingte Dichte von T', gegeben Uberleben bis .

Definition 3.2 Die Hazard-, oder Intensitédtsfunktion ist definiert als

Pt <T T >
A() = lim (t < <ctzt+ di|T > t) (5.4)
i

Die kumulative Hazardfunktion definiert man als

At) = /0 M) da. (3.5)

Zwischen Uberlebens- und Hazardfunktion besteht folgender Zusammenhang:

Satz 3.3 Seien S(t) Uberlebensfunktion und \(t) Hazardfunktion zu Lebensdauer T. Dann gilt

(i)
S(t) = exp(— /0 ") do), (3.6)
(i) )
1= E(T) = /0 S(#) dt. (3.7)
Beweis:
(i)

< >
Mt = lim Pt<T<t+dtT >1t)
dt—0 dt
. Pt<T<t+dt)
lim
dt—0 dt P(T > t)
f) _ FSt) _ d

- S(t): 50 _—alog(S(t)).
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Mittels Integration erhilt man:

In(S(t)) = — /Otx(x) dr s S(f) = —exp(/ot)\(x) dz).

u:E(T):/OOOtdF(t):/OOO M da:} dF(t):/OOO {/{:OdF(t)} da::/OOOS(a:)dx.

Bemerkung: Nach Satz 3.3 ist also die Verteilung der Zufallsvariable T eindeutig durch A(t)

a

bestimmt. Falls T eine diskrete Zufallsvariable ist mit Werten z; < 29 < --- und
f(x;) = P(T = x;).
Dann ist die Uberlebensfunktion eine Stufenfunktion mit

Sty =1= flz) = flzi).

T; <t T; >t

Mit A; := f(z;)/S(x;) erhédlt man einfache Ausdriicke fiir f(z;)

i—1
flzi) =X [T =X, (3.8)
7j=1
i—1
S = T1(1 - ). (3.9
j=1

3.3 Funktionale Darstellung der Hazardfunktion

Obwohl in der Arbeit semiparametrische Modelle im Vordergrund stehen, sollen hier einige

wichtige funktionale Modelle in der Uberlebenszeitanalyse vorgestellt werden.
Exponentielles Modell

Das exponentielle Modell ist wohl das bekannnteste Uberlebenszeitmodell. Die Hazardfunktion

fir das exponentielle Modell ist konstant fiir alle ¢
A(t) =X A>0.
Die zugehorige Uberlebensfunktion S(t) ist demnach

=1—e M.

S(t) = exp {— /Ot)\ds

Das bedeutet fiir die Verteilungsfunktion F'(¢) der Zufallsvariable T'
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Die Uberlebenszeit T ist also exponentialverteilt mit Parameter A. Aus dem konstanten Hazard

A folgt sofort folgende wichtige Eigenschaft

S(t+ s)
S5(t)

P(T>t+s|T>t)= =exp(A(t+s—t) =P(T > s).

Weibull-Modelle

Eine Verallgemeinerung der exponentiellen Modelle sind Weibull-verteilte Lebensdauern 7' mit
Hazardfunktion
A1) = dat®™ " N a>0.

Mit dieser funktionalen Darstellung kénnen sowohl monoton wachsende (o > 1) als auch mo-
noton fallende (o < 1) Hazardfunktionen modelliert werden. Fiir die Uberlebensfunktion S(t)
gilt
t
S(t) = exp [—/ A(w) du] = exp[—At?].
0
Die Verteilungsfunktion F'(t) und die Dichtefunktion f(¢) fiir Weibull-verteilte Lebensdauern

sind demnach gegeben durch

F(t) = 1—S(t) =1—exp[-A],
d

ft)y = %F(t) = aXt® exp(=\t?).
Log-Logistische Modelle
Die Zufallsvariable Lebensdauer T' heift log-logistisch verteilt, falls die Transformation:

Y =log(T)

logistisch verteilt ist mit Dichtefunktion

und Verteilungsfunktion
1

FY(y) = | + exp (_%)

fir pelR,o>0.

Die Uberlebens- und Hazardfunktion log-logistisch verteilter Uberlebenszeiten haben die Form

1

S(t) =1— Fy(log(t)) = T+ a0

sowie 3 .
afte—

A t =

(*) 1+ Bt
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mit « = 1/o0 > 0 und B = exp(—p/o). Mit log-logistischer Verteilung kann man mit o < 1
monoton fallende Hazardfunktionen modellieren, fiir & > 1 erhélt man Hazardfunktionen, die
bis zum Zeitpunkt ¢ = [(a—1)/(5)]"/® monoton wachsen und dann monoton fallen mit Grenzwert

in 0.

3.4 Aufbau einer Studie

Um das Uberlebensverhalten eines Bestandes zu untersuchen, betrachtet man eine Gruppe von
Probanden iiber einen lingeren Zeitraum. Dazu werden im wesentlichen 2 Typen von Studien

unterschieden.
e Retrospektive Studien
e Prospektive Studien

Retrospektive Studien betrachten Daten aus der Vergangenheit einer Kohorte (Menge beob-
achteter Objekte) und versuchen anhand dieser Daten Aussagen iiber das Uberlebensverhalten
der entsprechenden Kohorte zu treffen. Als Beispiel wére hier zum Beispiel die Erstellung einer
Sterbetafel fiir eine bestimmte Population zu nennen. Hier werden Daten, die meist aus einer
Volkszihlung resultieren, benutzt, um Aussagen iiber die Sterblichkeit dieser Population treffen
zu kénnen. Ein Vorteil dieser retrospektiven Studien ist, daf} sie relativ kostengiinstig sind, die

Daten sind ja bereits erhoben, und zu schnellen Resultaten fiihren.

Im Gegensatz dazu wird fiir prospektive Studien eine Kohorte von Probanden iiber einen be-
stimmten Zeitraum (0,7;) rekrutiert und dann {iber einen weiteren Zeitraum (w1, ms) weiter
beobachtet (siehe Abbildung). Natiirlich ist auch 7 = my moglich (was bedeutet, daf§ iiber
die gesamte Studiendauer neue Probanden rekrutiert werden kénnen. Ein typisches Beispiel fiir
prospektive Studien sind Testreihen fiir ein neues Medikament, in denen Patienten iiber einen
bestimmten Zeitraum ein neu entwickeltes Medikament, bzw. ein Plazebo einnehmen. In diesem
Fall wire z.B. der Zeitraum von Beginn der Medikation bis zur Genesung als zufillige Uberle-
benszeit anzusetzen.

Ein besonderes Problem in der Verweildaueranalyse stellen sogenannte zensierte Beobachtun-
gen dar. Eine zensierte Beobachtung ist ein Objekt, das das terminierende Ereignis nicht erlebt,
da es den gesamten Beobachtungszeitraum (0, 79) iiberlebt, oder sich aus anderen Griinden der
Beobachtung entzieht. In Abbildung 3.1 sind die rechtszensierten Beobachtungen durch den

nicht ausgefiillten Punkt angedeutet.

Man kann verschiedene Arten der Zensierung und Trunkierung unterscheiden:

e Rechtszensierung: Eine Beobachtung heifit rechtszensiert, wenn aufgrund Beendigung des
Beobachtungszeitraums keine Aussage dariiber gemacht werden kann, ob das interessie-
rende Ereignis bereits stattgefunden hat oder nicht. Dies ist wohl die bekannteste Art der

Zensierung.
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T T T -

oM T2 t
Studienbeginn Studienende

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung einer Uberlebensstudie

e Linkszensierung: Eine linkszensierte Beobachtung ist eine Beobachtung, deren Beginnzeit-
punkt unbekannt ist. Als typisches Beispiel hierfiir konnte man zum Beispiel eine medizi-
nische Studie anfiihren, die den Zeitraum von HIV-Infektion bis zum Ausbruch von AIDS
untersuchen mochte. In den wenigsten Fillen werden hier die Probanden den genauen

Infektionszeitpunkt wissen.

e Linkstrunkierung: Eine linkstrunkierte Beochtung ist eine Beobachtung, deren Beginnzeit-
punkt vor Studienbeginn 7 liegt, aber, im Gegensatz zu linkszensierten Beobachtungen,
bekannt ist. Ein Beispiel fiir Linkstrunkierung ist die Erstellung einer Sterbetafel auf Basis
einer Volkszihlung. Hier ist der Beginnzeitpunkt (Geburt) in allen Fillen bekannt, aber

der Studienbeginn ist der Beginn der Volkszihlung.

3.5 Likelihood-Techniken fiir Uberlebenszeitmodelle

In diesem Abschnitt sollen einige immer wieder in der Arbeit verwendete Techniken zur Herlei-
tung von Likelihood-Schiitzern in Uberlebenszeitmodellen dargestellt werden (siehe Kalbfleisch
und Prentice (1980) [21] Seiten 119 bis 142). Dabei stehen Maximum-Likelihood-Ansitze zur
Bestimmung der Uberlebensfunktion, sowie der sogenannte Partial-Likelihood im Zentrum der

Betrachtung.

3.5.1 Likelihood-Konstruktion fiir Modelle mit unabhingiger Zensierung

Wir gehen aus von einer Studie mit insgesamt n Individuen, die vom Zeitpunkt 0 an beobachtet
werden und deren Uberleben durch die Hazardfunktion A(¢, Z, ) bzw. durch die Dichtefunkti-

on f(t, Z, /) beschrieben wird, wobei hier Z € IR ein das Uberleben genauer spezifizierender



3.5. LIKELIHOOD-TECHNIKEN FUR UBERLEBENSZEITMODELLE 33

Kovariablenvektor ist und 8 € IR? ein Parametervektor. Die beobachteten Daten fiir das i-te
Individuum sind ¢;,;, Z;, hier ist ¢; der Zeitpunkt des Beobachtungsendes, d; der sogenannte

Zensierungsindikator, d.h.

5 { 1 Ereignis zum Zeitpunkt ¢;
i =

0 Zensieruung zum Zeitpunkt ¢;

und Z; der beobachtete Kovariablenvektor. Im Folgenden werden wir immer davon ausgehen,
dafl ein unabhéngiger Zensierungsmechanismus vorliegt (nach Definition von Kalbfleisch und
Prentice [21] Seite 120), der insbesondere dann gegeben ist, wenn die Zensierung zu einem
festen Zeitpunkt (z.B. Studienende) stattfindet. Wir erhalten die Likelihoodfunktion allgemein

als

L= ﬁ[f(tiaZiaﬂ)éis(tiaziaﬁ)l_éi]- (3.10)
i1

(3.10) kann man folgendermaflen erkldren: Falls §; = 1 wissen wir, dal ein Ereignis passiert
(T = t;), die Dichtefunktion dafiir ist f(¢;, Z;, ), falls §; = 0 erhalten wir die Information,
daf das beobachtete Individuum mindestens bis zum Zeitpunkt ¢; gelebt hat (d.h. T > t;),
die Wahrscheinlichkeit dafiir ist S(#;, Z;, 3). Um nun Likelihood-Techniken fiir die Schéitzung
der Hazardfunktion A(¢, Z, 3) (bei gegebenem (3), bzw. fiir den Parameter 3 (bei gegebenem )
zu erhalten, stellen wir die Uberlebensfunktion in Abhingigkeit von der Hazardfunktion dar.

Zunichst haben wir in Satz (3.3) gezeigt, daB fiir die Uberlebensfunktion der Zusammenhang

S(t) = exp (— /Ot)\(s, Z,8) ds>

gilt. Zum anderen kann man eine absolut stetige Uberlebensfunktion S(¢) in Abhingigkeit von

A(t) durch folgenden Grenzwert darstellen:

r—1
S(t) = lim TI = X(up)Auwy), (3.11)
k=0
wobei hier der Grenzwert iiber alle Partitionen 0 = ug < u; < -+ < u, = t zu bilden ist und

mit Au, = upy1 — U, und
AMup)Auy = P(ur < T < uy + Au, [T > uy)

die Wahrscheinlichkeit, daf} im Intervall von u, bis u,; das terminierende Ereignis stattfindet,
gegeben Uberleben bis u,. Der Beweis der Gleichung (3.11) findet sich in Andersen u.a. (1993)
[1] Seiten 91 - 92. (3.11) nennt man auch Produkt-Integral-Darstellung der Uberlebensfunktion.

Dementsprechend erhélt man 2 verschiedene Darstellungen fiir die Likelihood-Funktion

L [f(tza2275)615(75“22’/6)1_&]
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_
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= ﬁ[ (ti, Zi, B)° exp( / )\uZZ,ﬂ)duﬂ

_ H (t: Zi, B) ]exp(/ > Aqu,ﬁ)d).

k€R(u)

3 +~

Hier ist R(t) die sogenannte Risikomenge zum Zeitpunkt ¢
R(t) = {Beobachtungen mit t; > t¢}.

In der Risikomenge R(t) sind also auch alle Objekte enthalten, die zum Zeitpunkt ¢ ein Ereignis
erleben. Diese Feststellung ist sehr wichtig, da die Risikomenge so als linksstetiger stochastischer
Prozeff mit rechtsseitigem Grenzwert betrachtet werden kann (R ist also vorhersehbar). Analog

gilt fiir die Produkt-Integral-Darstellung

n r—1
L =]\, Z,B)" Tlim > (1= Auy) A,)].
i=1 k=1

Im Abschnitt 3.6 werden wir je einen nichtparametrischen Schitzer auf Basis einer Darstellung
der Uberlebensfunktion wie in (3.11) (Kaplan-Meier-Schiitzer) sowie nach Satz 3.3 (Nelson-

Aalen-Schétzer) herleiten.

3.5.2 Partial Likelihood

An dieser Stelle wollen wir das Prinzip des Partial Likelihood erliutern, das spéiter bei der
Schitzung von Koeffizienten im Rahmen des Proportional-Hazard-Modells eine wesentliche Rol-

le spielen wird.

Nehmen wir an, die Verteilungsdichte einer Zufallsvariable X sei gegeben durch f(z, 3,0), wobei
hier # der interessierende Parameter und 6 ein unbekannter Stérparameter, dessen Dimension
meist sehr hoch, oder sogar, wie spéter im Proportional-Hazard-Modell, unendlich ist. Auf Basis
einer Beobachtung Y wollen wir nun Aussagen iiber die Verteilung des Parameters treffen. Neh-
men wir nun an, die beobachteten Daten Y werden nun transformiert in zwei Variablenmengen

Ay, By, A9, Ba, -+, A, By, und sei AU) = (Ay,---, A;), sowie BU) = (By,---, Bj).

Angenommen, die gemeinsame Dichte von A und B(™) 148t sich darstellen als

m

m
[1 7 (@;pV .01, 0, ) H (ajp), a1, ).

Dann nennt man den (von # unabhéngigen) zweiten Term Partial Likelihood basierend auf
A. Dieser Term ist keine Likelihoodfunktion im herkémmlichen Sinn, d.h. er kann nicht direkt
als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden. Die Funktionsweise des Partial Likelihood soll mit

Hilfe des folgenden Beispiels erldutert werden.
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Beispiel 3.4 In diesem Beispiel betrachten wir 2 Stichproben, SP1 und SP2, mit |SP1| = n
und |SP2| = m Elementen. Wir beobachten (nach Stichproben unterteilt) wie viele Ereignisse in
je einem der 3 disjunkten Intervallen Iy = [co = 0,¢1), Iy = [c1,¢2), sowie I3 = [co, c3 = 00) pas-
sieren. Diese Beobachtungen konnen wir mit dem Datensatz Ay, By, As, By, As, By beschreiben
(siehe Abbildung 3.1), wobei

Ay,
By,

# FEreignisse in Intervall I Stichprobe 1

# Ereignisse in Intervall I, gesamt

Gehen wir davon aus, daf fir in SP1 fir die Wahrscheinlichkeit, daf$ in Intervall Ij k
{1,2,3} das Ereignis passiert, gegeben Uberleben bis cy,

p1 = P(Ck <T< Ck+1|T > Ck, SPI), k€ {1,2,3},

gilt

und in SP2 fir
P2 = P(Ck <T< Ck+1|T > Cp, SPQ) k= {1,2,3}

der Zusammenhang
P2

1 —p2 =0
gilt.
I I I3
Stichprobe | Ges. Ereig. Uberl. bis ¢; | Ges. Ereig. Uberl. bis ¢, Ges. Ereig.
1 n ap n-ap n-asg ag n-a-ag n-ai-ag as
2 m r1 m-rq m-rq r9 m-r1-T2 m-11-T2 r3
b1 ba bs

Tabelle 3.1: Beobachtete Uberlebenszeiten in Beispiel 3.4

Hier ist 8 der interessierende Parameter und 0y, k = 1,2,3 der Storparameter. Den ersten Faktor
des Partial-Likelihood erhdlt man dann als bedingte Wahrscheinlichkeit, daf$ im Intervall Iy a1
Ereignisse in SP 1 beobachtet werden konnen, unter der Bedingung, daf$ insgesamt by Ereignisse
passieren
P(Ay =a1,B; =)
P(B; =)

()PS5 (1L = pr)™m o (™, )Pty @ (1= prg)m= =)

S (Dphi (1= i)™, )ply (1= prg)m (=D

P11 p12

(a,) (1—1911)‘11 (1 =p1)"(,,%,) (1—1912)“7&1 (1 —p12)™
Zl (7) (127111)l (1 _pll)n(blnil) (120212)1)14 (1 _p12)m

P(A1 = 0,1|Bl = bl)
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()07 P2 () 0

bi—a1
> (7)%616 (blniz)elbcrl
() (5,70, ) €7

26

Man sieht, daff der Stérparameter 01 in diesem Term gekiirzt werden kann. Fir den zweiten

Faktor erhalten wir
(o Ge?

a2 ba—a2

P(Ay = az|B1 = b1, A1 = a1, By = by) = — -
z (n lal) (nngll)elﬁ

und schlieflich
P(A3 =n—a1 —az|Bi =b1,A1 =a1,By = by, Ay = a9, B3 = b3) = 1.

Mit einer dhnlichen Konstruktion wie in Beispiel 3.4 werden wir spéter im semiparametrischen

Proportional-Hazard-Modell Regressionskoeffizienten fiir die Hazardfunktion schéitzen.

3.6 Schitzen der Uberlebensfunktion

In diesem Abschnitt betrachten wir 2 unterschiedliche, nichtparametrische Ansitze fiir die
Schitzung der Uberlebensfunktion. Die Schitzmethoden leiten wir mit den im vorherigen Ab-
schnitt dargestellten Likelihood-Techniken her. Da wir im Folgenden oft die Menge der geordne-
ten Todeszeitpunkte, sowie die Menge der geordneten Endzeitpunkte der Beobachtungen (mit
moglichen Zensierungen) benétigen, treffen wir nun folgende Konvention: Mit ¢ < ty < -+ <ty
bezeichnen wir die Menge der geordneten Zeitpunkte, an denen ein Ereignis passiert, mit ¢; <
-+ < t, die Menge der Endzeitpunkte der Beobachtungen in einer geordneten Stichprobe der
Lange n, d.h. im ersten Fall indizieren wir die Zeitpunkte bis zum Index k, im zweiten bis zum

Index n.

3.6.1 Der Produkt-Limit-Schitzer (Kaplan und Meier)

Der Produkt-Limit-Schitzer (Kaplan und Meier, 1958)[22] ist wohl der bekannteste und am
hiufigsten eingesetzte Schitzer fiir die Uberlebensfunktion. Mit diesem Schiitzer werden an
den Zeitpunkten %;, + = 1,---,k, an denen ein Ereignis stattfindet, die zugehorigen Hazards

Xi = A(t;),i =1,---,k, geschitzt. Aus der diskreten Approximation

r—1
S(t) = rlglolo H (1 — XMur)Au,) = H (1—X)
k=0 <t

des Produkt-Integrals (3.11) resultiert dann die Produkt-Limit-Schéitzung fiir die Uberlebens-

funktion. Nun miissen wir noch \;,i = 1,---, k, schitzen.
Seien nun t; < ty < --- < t; die Zeitpunkte, an denen ein terminierendes Ereignis stattfindet
und

R; := {beobachtete Objekte mit T" > t;} i =1,---,k,
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sowie
D; := {beobachtete Objekte mit T'=1¢;} i =1,---,k,

mit d; = |Dl| und n; = |Rl|

Als Likelihoodfunktion (in Abhéingigkeit von dem diskreten Hazard \; zum Zeitpunkt ¢;) fiir die
Wahrscheinlichkeit, daf3 d; von n; Objekten das terminierende Ereignis am Zeitpunkt ¢; erleben,

erhalt man

() (S )

L) = =g = A=
Sei nun ) )
L) = [ Liv) = [T 2% (1 — x)mi—a
i=1 i=1
und )
LL(A) =log(L()) = Z(di log(Xi) + (n; — d;) log(1 — \;))
i=1

der zugehorige Log-Likelihood mit Ableitung nach );
0 d;  di —ny
LL()\) = — .
o\; () PR Y
Dieser Term wird 0 fiir ):Z = d;/n;, so daf die Produkt-Limit-Schitzung fiir die Uberlebensfunk-

tion gegeben ist durch

k
Srar(te) = [J(1=X) (3.12)

i=1
Im folgenden betrachten wir noch kurz einige Eigenschaften des Kaplan-Meier-Schéitzer. Die
Varianz von Sk kann man mit der Formel von Greenwood (1926) [18]
di

VarlS®) ) = Sim(®) X g

t; <t
bestimmen. Auf Basis asymptotischer Normalitit, die wir Abschnitt 3.6.2 fiir den Nelson-Aalen-
Schiitzer noch genauer untersuchen werden, kann man nun punktweise 100(1 — «)%- Konfiden-
zintervalle fiir S(¢) angeben. Dazu benétigen wir noch folgende Notation

2y — VarlS(t)
Og (t) == f
5%(t)

Damit erhalten wir als 100(1 — «)% Konfidenzintervall zum Zeitpunkt #o

[untere Schranke, obere Schranke] = [S(to) — ¢1_a/205(t0)S(t0) + ¢1_a/205(t0)S(to)],  (3.13)
wobei ¢;_q /o das 1-a/2-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
Bemerkung: Punktweises Konfidenzintervall bedeutet im diesem Zusammenhang, dafl das in

(3.13) definierte zufiillige Intervall zu jedem Zeitpunkt ¢o mit (1 — /a)100%-iger Wahrscheinlich-
keit den (wahren) Wert der Uberlebensfunktion S an der Stelle ty beinhaltet.
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Abbildung 3.2: Kaplan-Meier-Schitzer mit zugehorigen 95%- Konfidenzintervallen

Beispiel 3.5 Mit folgendem fiktiven Zahlenbeispiel soll die Funktionsweise des Kaplan- Meier-

Schitzers erlautert werden (+ steht fiir Zensierung).

Beobachtete Lebensdauern: 2, 2, 8, 5+, 6, 6, 7+, 7+, 8, 9, 10, 10, 10+, 10+, 10+ (Anzahl der
Beobachtungen n = 15).

In Tabelle 3.2 sind die geschitzten Koeffizenten, sowie die geschdtzten 95 % Konfidenzintervalle
aufgefihrt.

ti | ni | d; Sk (t;) | unt.Schr.(95 %) | ob.Schr.(95 %)
2|15 | 2 1— & =0.867 0.711 1.000
31131 (1—2)(1-4)=0.800 0.621 1.000
6|11 | 2| (1—2) - (1—2)=0.655 0.449 0.954
8 1| (1-%) - (1— 1)=0.561 0.346 0.909
9 1| (1—=3&) - (1— %) =0.468 0.256 0.853
10 2| (1—-2)---(1— 2)=0.281 0.110 0.714

Tabelle 3.2: Geschiitzte Werte der Uberlebensfunktion (Kaplan-Meier-Schiitzer)
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In Abbildung 3.2 erkennt man, dafl der Kaplan-Meier-Schétzer eine Stufenfunktion mit Spriingen

an den beobachteten Todeszeitpunkten ist. Der Kaplan-Meier-Schitzer ist nach unten verzerrt.

3.6.2 Der Nelson-Aalen-Schitzer

Der Nelson-Aalen-Schiitzer ist ein alternativer Ansatz fiir die Schiitzung der Uberlebensfunktion
S(t). Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diesen Schétzer herzuleiten, im folgenden soll hier,
analog zum Produkt-Limit-Schitzer, die nichtparametrische Maximum-Likelihood-Herleitung
vorgestellt werden. Nelson (1972) [31] schlug diesen Schitzer im Rahmen eines Artikels iiber
graphische Methoden zur Darstellung der Hazardfunktion vor. Seien ¢; < --- < ¢, die geordneten
Endzeitpunkte der Beobachtungen und ¢; die zugehoérigen Zensierungsindikatoren (d.h. §; = 0

falls Beobachtung zensiert, §; = 1 sonst).

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} ein Individuum zum Zeitpunkt #; das terminierende Ereignis
erlebt, ist

f(t:) = A(t:) S(ti) = A(t;) exp[—A(t;)]-

Damit erhilt man als Likelihoodfunktion

n

LOA®)) = [T A)" exp(=A(t:)-

i=1
Um diesen Likelihood zu maximieren, betrachten wir die diskreten Hazardraten A\; 1 = 1,--- )k
zu den Zeitpunkten £; < --- < t, an denen ein Ereignis passiert. Sei mit R; wiederum die

Risikomenge zum Zeitpunkt ¢; bezeichnet und sei |R;| = n;. Dann reduziert sich der Likelihood
zu
k k
At) = [T Xi exp(=A(t:) = J][Ni exp(= > Aj)] = H)\ exp(— > A;)
i=1 i=1 ti<t; JER;

mit zugehorigem Log-Likelihood

und Ableitung

0 1
—LL(\; — —n;.
o, L) = 5
Die Ableitung hat den Wert 0 an der Stelle
5 1
)\’i =
n;

so daf} der Nelson-Aalen-Schiitzer fiir die Uberlebensfunktion definiert ist als
Sna(t) = exp(— Z)\ (3.14)
i<t

Bemerkung: Falls an einem Zeitpunkt mehrere Ereignisse stattfinden, wird der Schétzer fiir die

Hazardfunktion modifiziert zu: ):l = d;/n;, wobei d; die Anzahl der Ereignisse zum Zeitpunkt #;
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zahlt.
Asymptotische Eigenschaften des Nelson-Aalen-Schitzers

Um asymptotische Eigenschaften des Nelson-Aalen Schétzers zu beweisen, bedient man sich
einer anderen Herleitung. Betrachtet man ndmlich den Z&hlprozef3

n

N(t) =3 I(T; <t)

i=1
(Summe der Toten zum Zeitpunkt ¢), wobei jedes Objekt mit der Intensitit A(s) ausscheidet.
Sei nun R(s) die Anzahl der bebachteten Objekte zum Zeitpunkt s, so ist

- /O " A(s)R(s) ds (3.15)

ein Martingal bzgl. der kanonischen, d.h. der von M (t) erzeugten Filtration F;. Dies sieht man

sofort, da man N (t) als Summe n univariater Ziahlprozesse darstellen kann

mit

Yi(t) = { 1 falls Objekt zum Zeitpunkt t unter Beobachtung

0 sonst

und

N;(t) = # Ereignisse des Objektes i.

N; nimmt also die Werte 0 oder 1 an. Nach der Definition des vorhersehbaren Intensititsprozesses

B VOOO H(u)\(u) du] -F [/OOO H(u)dNi(u)}

fiir alle vorhersehbaren Prozesse H und alle i € 1,---n erfiillt. Insbesondere also auch fiir den

fiir Zahlprozesse ist

vorhersehbaren Prozef3
I(s <u<t)y Yi(u) = R(u)I(s <u<t) (3.16)

und wir erhalten fiir s < ¢

z| /A du|]-"]
_ E_N(t)_N( (/ Au du+/ Au du) If}
Satz22 o | / Au du|.7-"] )_/0 R(u)\(u) du

3 - /0 " R(u)A(u) du

= E </Y ) dN; (u /Y >|fs

Li=

G19  N(s) - /0 R(u)A(u) du
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womit die Martingaleigenschaft gezeigt wire.

Mit
dM(t) = dN(t) — A(s)R(s),
wobei dM (t) als zufilliges Rauschen zu betrachten ist, erhédlt man als Schétzer fiir A(¢)
N dN(t)
)= —’
) = T

so dafl man fiir den kumulativen Hazard A(t) den Schitzer
A Ly
t) = / N (s 3.17
0= [ N (3.17)
angeben kann. Seien nun wiederum t; < --- < t; die geordneten Todeszeitpunkte, dann gilt
1 firt=¢ i=1,---,k
dN(t) — { ur (3 ? 9 ) ,
0 sonst
so daf sich (3.17) reduziert zu
. 1
Aty = > : (3.18)
it <t R(ti)

Schliellich sei noch die Zufallsvariable J(t) = I(R(t) > 0) eingefiihrt, sowie
t
A*(t) = / Ms)J(s) ds.
0
Da der Zéhlproze§ N(t) nur dann springt, wenn R(¢) > 0 kann man fiir (3.17) folgende dquiva-

_ [T ) angs).

lente Notation benutzen:
A(t) =

Aus der Tatsache, dafl R(¢) ein vorhersehbarer Prozef} ist, folgt mit Satz 2.29, daf§

) sy — /Ot)\(s),](s)ds
[t ()

A) — A*(t) =
M- = [ 55
v s) [N aM (s
s) — u)R(u) du) = s

o R(s) 0 o R(s)
ein lokales Martingal ist. Nach Satz 2.35 hat A — A* den vorhersehbaren Variationsproze

72(s)=J(s) [t J(s)

= A(s) ds.

A1) — A*(1)) = /Ot <28>2 Ms)R(s) ds

Da A* der vorhersehbare Kompensatorprozefl von A ist, gilt fiir den Erwartungswert

B(A(t) = E(A* (1)) = /Ot A(s)P(R(s) > 0) ds.
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Abbildung 3.3: Vergleich von Kaplan-Meier und Nelson-Aalen-Schitzer

Daraus folgt, da$ die Verzerrung b(A(¢)) des Schiitzer gegeben ist durch
~ o t t
(A1) = mmm—Amz/A@mm@>m@—/M@@=
0 0

= /Ot A(S)IP(R(S) > 0) — 11 ds = — /Ot)\(s)P(R(s) =0)ds <0
— P(R(s)=0)

Da die Uberlebensfunktion eine monoton fallende Funktion in Abhingigkeit von A(t) ist, folgt
daB der Nelson-Aalen-Schiitzer Sy 4(t) fiir die Uberlebensfunktion im Gegensatz zum Kaplan-
Meier-Schiitzer Sxar(t) (3.12) nach oben verzerrt ist und es gilt

SKM < gNA fir alle ¢

denn

Sya(t) = exp(— Z Ai) = H o—Ni

ti<t 1<t
S (B WIS T T
1<t =
> 10 =X) =Skm(®).
t; <t

In der Praxis erweist sich jedoch fiir grofle Datenséitze die Verzerrung als vernachléssigbar gering,

in Abbildung 3.3 wird erkenntlich, dafl schon fiir das fiktive Beispiel zum Kaplan-Meier-Schétzer
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die Abweichungen relativ gering sind.

Als Schéitzer fir die Varianz der kumulativen Hazardfunktion A(t) dient der optionale Variati-
onsproze} von A — A*. Mit Hilfe von Satz 2.35 erhilt man:

52() = [A(t) — A*(1)] = { Ot é((z)) dM(s)} — /{f%dz\r(s), (3.19)

mit )
M(s) :N(s)—/ Aw) R(u) du.
0
Mit Hilfe dieser Vorbereitungen kann man nun die Konvergenz des Nelson-Aalen Schéitzers
zeigen. Dazu betrachten wir eine Folge von Zihlprozessen N (™). Desweiteren bezeichnen wir mit
R™ die zugehérige Folge der Risikomengen, mit J (¢) die Folge der Prozesse I(R™ (t) > 0)

und mit A und A*™ die Prozesse
. t 1
Ay = / ——_dN™
() 0 R(")(S) (8)7
t
A () = / ()T (s) ds.
0

Satz 3.6 (Konsistenz von A) Seit e T und gelte fiir n — co

(n)
Ot é(n)((z))A(S) ds —p 0 fiir n — 0o (3.20)
sowie ;
/ (1 = J(8)™)X(s)ds —p 0 fiir n — oo (3.21)
0

dann gilt flir n — oo
sup |[A™(s) — A(s)| = 0.
s€[0,t]

Beweis:

Mit Hilfe der Zerlegung von sup,cpg g A (s) — A(s)| in

sup [A™(s) = A(s)] = sup |AM(s) — A*™)(s) + A*(M)(5) — A(s)]
s€[0,t] s€[0,t]
< sup JAM(s) = A ()| + sup [A*W(s) — A(s)],
s€[0,t] s€[0,t]

zeigt man zundchst mit Hilfe der Ungleichung von Lenglart, daf} gilt

t g (s)
o R(M™(s)
—0 nach Vor. (3.20)

P{ sup |A(s)™ — A*() ()] > n} < % +P
n

A(s)ds >0
s€[0,¢] .

— sup |[A™(s) — AW*(s)| =p 0.
s€[0,t]
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Mit (3.21) erhélt man direkt

t
sup I\ (5) ~ AGs)| = [ (1= JP(5)\(s)ds =5 0
s€[0,t] 0

so daf} die Aussage gezeigt ist. O

Bemerkung: Die Bedingungen (3.20) und (3.21) sind offensichtlich erfiillt, wenn R(™(t) — oo

fiir n — oo.

Mit folgendem Satz wird die asymptotische Normalitdt des Nelson-Aalen-Schétzers gezeigt

Satz 3.7 (Asymptotische Normalitit) Seit € T und angenommen, es gibt eine monoton
wachsende Folge positiver Konstanten a,, mit a, — oo fiir n — oo und nicht-negative Funktio-

nen y(-), so daf % in ganz [0,t] integrierbar ist. Sei

_ [ A
02(3)—/0 o) du

und seien folgende Bedingungen erfillt

A. Fiir jedes s € [0,t] gilt

s 7(n)
ai/o };(n)((zi;)\(u) du —p 0?(s) fiir n — oo.

B. Fir alle € > 0 gilt

t 7(n)
ai/o };(n)((z;)\(u) du —p 0 fiir n — oo.

an /t(l — J™ (W) A(w) du —p 0 fiir n — oco.
0

Dann gilt

an(A™ — A) =p U fiir n — oo,

wobei U ein Martingal ist, dessen Zuwdichse unabhingig N(0,02(t — s)) verteilt sind fiir s < t.
Zudem gilt

sup |a26%(s) — o2(s)| =p 0 fiir n — oo.

s€[0,t]
Beweis: Die asymptotische Normalitit wird bewiesen in Andersen u.a. (1993) [1] Seiten 191 und
192.

Konfidenzintervalle fiir den Nelson-Aalen-Schitzer

Aus der asymptotischen Normalitiit des Nelson-Aalen-Schiitzers A () kann man nun Konfidenz-

intervalle fir die kumulative Hazardfunktion angeben (Bie und Borgan (1987) [5]). Zunéchst
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soll ein punktweises Konfidenzintervall fiir A zu einem festen Zeitpunkt ¢y bestimmt werden.

Aus der asymptotischen Normalitit des Nelson-Aalen-Schitzers erhilt man als Konfidenzinter-

vall fiir den kumulativen Hazard A(¢g)

~

A(to) + Ca/Qa'(t[)),

wobei hier ¢,/ das 1-a/2-Quantil der Standardnormalverteilung und &(tg) die nach (3.19)
geschiitzte Varianz des Nelson-Aalen-Schitzers. Es zeigt sich jedoch, dafl fiir kleine Stichpro-
bengrossen der so definierte Schétzer eine relativ ungenaue Approximation des Konfidenzinter-
valles liefert. Daher wurden mit Hilfe der funktionalen §-Methode (siehe z.B. Gill(1989) [17])
Tranformationen fiir des Konfidenzintervall entwickelt, die bessere asymptotische Figenschaf-
ten fiir kleine Stichprobengréfien haben. Nach der funktionalen §-Methode gilt fiir eine in einer
Umgebung von A(tp) differenzierbare Funktion g(z) mit g(z) # 0 fiir z = A(t) daB

9(A(to) — g(A(to))
|9 (A(t0))16 (f0)
Als 100(1 — )% Konfidenzintervall fiir die transformierte Hazardfunktion g(A(¢p)) erhélt man
daher

—D N(O, 1).

9(A(t0)) £ cayald' (Alto))lo(to)-

Fiir die logarithmische Transformation mit g(z) = log(z) erhilt man als Konfidenzintervall fiir

den transformierten kumulativen Hazard log(A(¢o))

log(A(fo)) + cm%,

so dafl das Kofidenzintervall fiir die kumulative Hazardfunktion A(¢p) gegeben ist durch

A(to) exp <ica/2 ?(to) > .

A(to)

Eine weitere wichtige Transformation ist die arcsin-Transformation. Genaueres hierzu kann man
in [5] nachlesen. Simulationen haben gezeigt, dafi sowohl die logarithmische, als auch die arcsin-
Transformation deutlich bessere Eigenschaften fiir kleine Stichprobengrofien haben (Borgan und
Liestol (1990) [6]).

3.7 Das Proportional-Hazard-Modell

3.7.1 Modellierung

Bis jetzt wurden nur nichtparametrische Schiitzer der Uberlebensfunktion betrachtet. Tm folgen-
den soll ein semiparametrisches Regressionsmodell vorgestellt werden, das sogenannte Propor-

tional-Hazard-Modell. Das Proportional-Hazard-Modell geht davon aus, dafl die Hazardfunktion
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eines Individuums abhingig ist von einer allen Indivuduen zugrundeliegenden Basis-Hazard-

Funktion Ao(¢) und einem eventuell zeitabhéngigen Kovariablenvektor
Z(t) = (Z1(t),- -+, Zp(t))" € RP.

Das Proportional-Hazard-Modell ist dann gegeben durch:

P

Mt Z(1) = Xo(t) exp(Y_ B Zi(t)),

=1

wobei 5 = (f1,--+,0p) € RP den Vektor der zu schitzenden Regressionskoeffizienten darstellt.

Die Schitzung der Koeffizienten erfolgt durch den sogenannten Partial-Likelihood. Diese Technik
wurde von Cox (1975) [10] fiir das Proportional-Hazard-Modell vorgeschlagen und ermdéglicht es
den Regressionskoeffizienten zu schétzen, ohne dafl man dazu Informationen iiber den zugrun-

deliegenden Basis-Hazard benétigt.

Die Herleitung des Partial-Likelihood erfolgt nun &hnlich wie in Beispiel 3.4. Dazu betrachten
wir an jedem Zeitpunkt, an dem ein Ereignis passiert, die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf} die

beobachtete Person stirbt unter der Bedingung, dafl ein Ereignis an diesem Zeitpunkt passiert.

Seien t1 < --- < t die geordneten Todeszeitpunkte und R; die Risikomenge zum Zeitpunkt ¢;,
sowie Z;(t;) = (Zi1(ti),- -, Zip(t;)) der zugehorige Kovariablenvektor. Aufgrund der zeitstetigen

Modellierung beobachten wir fast sicher genau ein Ereignis pro Zeitpunkt ¢; ¢ = 1,-- -, k.

Fiir jeden beobachteten Todeszeitpunkt ist die Wahrscheinlichkeit, daf} die ausgeschiedene Per-

son zum Zeitpunkt ¢; stirbt, gegeben ein Toter zum Zeitpunkt ¢;:

P(Person stirbt zum Zeitpunkt ¢;|ein Toter zum Zeitpunkt ¢;) =

P(Person stirbt zum Zeitpunkt #;|iiberlebt bis #,—)
P(Ein Toter zum Zeitpunkt #;|iiberlebt bis ¢;—)

Mo(t:) expl’ Zi(t)] —_  exp[B' Zi(ti)]
Yier; Mo(ti) exp[Bt Z;(t:)] Y jer, explBt Z;(ti)]
Der Partial Likelihood ist nun als Produkt dieser Wahrscheinlichkeiten definiert:

o explft Zi(t)
O =1l5 o 2,6

und i
LL(B) = log(L(B)) = ) _ B Zi(t:) Z log( > A'Z (3.22)
i=1 i=1 JER(t:)
der zugehorige Log-Likelihood. Um die Likelihood-Funktion zu maximieren benotigt man noch

den sogenannten Score-Vektor:

U(B) = (2 LL(B), - -2 LL(B)) € R, (3.23)

9P,
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sowie die Matrix der zweiten Ableitungen:

) s LU -+ 5 LL(B)
a_ﬁU(ﬁ) =-I(B) = : : c RPP.
663129/31 LL(B) --- #;@,LLW)

Bemerkung: Die Matrix I heiffit Informationsmatrix.

Nun kann mittels numerischer Verfahren (zum Beispiel Verfahren von Newton-Raphson) die
Nullstelle von U () bestimmt werden, d.h. der Partial-Likelihood maximiert werden. Eine Be-
schreibung dieses Verfahrens kann man in Klein (1997) [25] Anhang A nachlesen. Auf wichtige

Eigenschaften des Schiitzers eingehen werden wir genauer in Abschnitt 3.7.4 eingehen.

3.7.2 Partial Likelihood mit “ties”

Obwohl die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl zwei oder mehr Ereignisse (“ties”) zum selben Zeit-
punkt passieren, Null ist, wird man in der Praxis, aufgrund begrenzter Genauigkeit in der Zeit-
messung, oft mit Datensdtzen konfrontiert, in denen mehrere Ereignisse an ein und demselben
Zeitpunkt passieren. Wihrend in Kapitel 3.7.1 die Herleitung des Partial Likelihood fiir den
Fall, daf} genau ein Ereignis pro Zeitpunkt passiert, vorgenommen wurde, beschéiftigt sich dieser
Teil mit verschiedenen Techniken zur Bestimmung des Partial Likelihood fiir mehrere Ereignisse

pro Zeitpunkt.

Seien nun wiederum tq,-- -, t; die geordneten Zeitpunkte, an denen ein Ereignis passiert, D; die
Menge der Toten zum Zeitpunkt ¢; mit d; = |D;| und R; die Risikomenge zum Zeitpunkt ¢;. Sei
nun zusitzlich:

Qi ={M C R; | |M| = d;}

die Menge aller Teilmengen der Risikomenge mit genau d; Elementen. Fiir jedes Element g =

(QIa t ani)t aus Qz sel nun
d;
Sz(ti) = Z Zg; (t:)
Jj=1

die Summe der Kovariablenvektoren iiber alle Elemente aus ¢q. Fiir die Menge D; definieren wir
mit
s(t) = Y Z,(8)
JED;
die zugehorige Summe der Kovariablen aller Objekte (insgesamt d;), die zum Zeitpunkt ¢; ster-
ben. Man kann analog zu (3.22) den diskreten Partial-Likelihood, d.h. die Wahrscheinlichkeit,
da} zu jedem Zeitpunkt ¢; genau die beobachteten Personen sterben, gegeben dafl d; Personen

sterben, herleiten

B k exp(6's(ti))
L(6) = z:l_[l gco, exp(Blsh(ti))

(3.24)
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|Ri\)
|Dil
Elemente enthélt. Um den Partial Likelihood zumindest ndherungsweise bestimmen zu konnen,

Fiir grofie “ties” erweist sich die Maximierung von 3.24 als numerisch zu aufwendig, da @; (

wurden verschiedene Approximationen entwickelt. Die erste, hier mit Lo(3) bezeichnet, wurde

von Breslow (1974) [8] vorgeschlagen

B exp(Bs(t;))
b= i1 [Zjer, exp(B'Z; (1))

Die Approximation von Efron (1977)[12] fiir den diskreten Partial Likelihood (L3(/3)) ist gegeben
durch

(3.25)

o) =TI exp(6's(4)) |
3 TS rem, ex0(B8 2, (1) — L Sy, exp(8 2, (1))

(3.26)

3.7.3 Schitzung des Basis-Hazards (Breslow)

In Abschnitt 3.7.1 wurden Techniken gezeigt, wie man ohne Kenntnis des Basis-Hazards den
Koeffizienten 8 schitzt. Nun soll die zugrundeliegende Hazard-Funktion geschéitzt werden. Die
Grundlage hierfiir ist ein Log-Likelihood-Ansatz, dhnlich dem zur Bestimmung des Nelson-
Aalen-Schitzers (3.14).

Um den Schétzer zu erhalten, maximiert man den Likelihood in Abhéingigkeit von den be-
bachteten Daten (¢1,01), -, (tn, ds), wobei hier wiederum ¢; das Beobachtungsende und ¢; der

Zensierungsindikator ist

n
L(Xo(#)) = [T (t:) exp 8 Zi(1:))]* exp[—Ao(t:) exp(5°Z)].
i=1
Gehen wir nun davon aus, dafl die Schitzung B des Koeffizientenvektors 8 bereits mit dem
Partial-Likelihood-Ansatz durchgefiihrt wurde. Analog zur Herleitung von (3.14) erhilt man
durch Maximierung des Log-Likelihood (unter Verwendung des schon geschitzten Parameters

£3) den sogenannten Breslow-Schitzer fiir den kumulativen Basis-Hazard Ag(t) = f[f Ao(s)ds

~ d
Ao(t) = L 3.27
o) = D S 7). (3.27)

Hier sind ¢; < --- < t; die geordneten Zeitpunkte, an denen ein Ereignis passiert, d; die Anzahl

der Ereignisse zum Zeitpunkt ¢;, sowie R; die Risikomenge zum Zeitpunkt ;.

3.7.4 Asymptotische Eigenschaften

In diesem Abschnitt beweisen wir die Konvergenz des geschitzten Regressionsparameter B gegen
den wahren Wert [y, sowie asymptotische Aussagen iiber die Verteilung von B . Schliefilich zeigen
wir noch die Konvergenz des Breslow-Schétzers fiir den Basis-Hazard. Der Beweis folgt der
Darstellung von Andersen und Gill (1982) [2] Dabei bedient man sich erneut einiger Aussagen

aus der Martingaltheorie, wobei wiederum der Grenzwertsatz fiir Martingale von Rebolledo (Satz
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2.36) und die Ungleichung von Lenglart (Satz 2.37) eine zentrale Rolle spielen. Um asymptotische
Eigenschaften zu beweisen, betrachten wir eine Folge multivariater Z&hlprozesse Ni(n) (t). Der
Zeitparameter ¢t nimmt Werte aus einem kompakten Intervall an, d.h. 0.E. t € T = [0, 1], wobei
Ni(n) (t) die beobachteten Ereignisse fiir Individuum ¢ zum Zeitpunkt ¢ zihlt. Jede Komponente
des so definierten Zihlprozesses hat den Intensititsproze A" (t) = (Aﬁ") (1), )\gn) (t), -, A (1)),
mit

AP (1) = Y ()2 (8) exp (B2 (1), (3.28)
wobei ZZ-(n) (t) der Kovariablenvektor fiir Individuum 7 ist, 5y € R” der zu schitzende Regressi-

onskoeffizient und Yi(n) (t) ein vorhersehbarer Indikatorprozeff mit

() = { 1 i-tes Objekt zum Zeipunkt ¢ unter Beobachtung

0 sonst

Insbesondere springt der Zihlprozef Ni(") (t) nur dann, wenn Yi(") (t) = 1. Diese Formulierung
ist eine Erweiterung des urspriinglichen Modells von Cox, da hier mehrere Ereignisse pro Ob-
jekt beobachtet werden kénnen. Fiir die Modellierung des Ubergangs “lebendig-tot” nimmt der
Zahlprozefl nur Werte aus {0,1} an.

Da [J )\Z( (s)ds der vorhersehbare Kompensator des Zihlprozesses N ( ) ist, kann man nun
eine Folge lokal quadratintegrierbarer Martingale M (") (t) = (Ml(n) (1), M(n)( )y, n) (t)) auf

dem Intervall [0, 1] definieren

() () NG
MM () = N™(t) / A () du, (3.29)

0
die nach Satz 2.35 die vorhersehbaren (Ko)variationsprozesse
t
(M, M) (1) = 0 /0 A"

besitzen, d.h. die Martingale Mi(") (t) und M](") (t) sind orthogonal fiir i # j.

Im Folgenden werden die hochgestellten Indizes (™) weggelassen. Mit diesem ZihlprozeSmodell
148t sich jetzt der Partial-Likelihood (3.22) verallgemeinern

t) = ;/0 B Z;(s) dN;(s) —/0 log{; Yi(s) exp(ﬁtZi(s))}dN'(s), (3.30)
wobei .
=Y Ni(s)
i=1

Man erkennt, daf§ das Modell (3.22) LL(3, 1) nach dem Zahlprozefimodell entspricht. Der geschitz-
te Parameter § ist dann die Lésung der Gleichung U(3,1) = (8/08)LL(3,1) = 0 , wobei

ST Vi(s)Zils) exp(BZi(s)) <
Z/ Zis)aN) ~ [ z“Y SopBziz) )
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Die Gleichung U(3,1) = (9/08) LL(3,1) = 0 kann man mit dem Verfahren von Newton-Raphson

unter Zuhilfenahme der negativ semidefiniten Matrix der zweiten Ableitungen

(/37 ) = _I(ﬁat)
/t < i=1Yi(s)Zi(s) eXp(ﬁtZi(S))> < i=1Yi(s)Zi(s) eXp(/BtZi(S))>t
0 >oie1 Yi(s) exp(BZi(s)) i—1Yi(s) exp(B'Z;(s))

i=1 Yi(5)Zi(5) Zi(s)" exp(B' Zi(s))
2iz1 Yi(s) exp (B Zi(s))

Bﬁ

] dN(s) (3.31)

numerisch l6sen kann.

Im folgenden Korollar wird fiir den Parameter 8y U(fy, 1) als stochastisches Integral mit lokalem

Martingal als Integrator hergeleitet.

Korollar 3.8 Fliir den wahren Regressionskoeffizienten By hat (0/08)LL(B,t) folgende Darstel-
lung:

U(Bo, t) 2/ Zi(s) dM; (s /ZZ B ei;?pg(g?( )() D ani(s), (3.32)

mit .

—/ Ai(s)ds

0
und .
M(t) =" M;(1)

i=1

Beweis:

Um zu zeigen, daf} (3.32) gilt, mufl man U(Gy,t) folgendermaflen darstellen konnen:

U (6o, ) z/z (Vi) = [ Aiwdu)

z ()eXp(BO () = _n s ) du
/ ZZ 1Y s) exp (B Zi(s)) d(N(s) ;/0 Ai(u) du).

Mit den Zusammenhang aus (3.28) zeigt man nun, daf}

) t'S i(s) = ZZl () ()exp(ﬁtZ()) S S-u U
3 [ ainto = [ SR SR A |

—

[ Sttt s = | T HVLImBID o oo s
1= t i=1
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Die Integrale auf der rechten und linken Seite sind genau dann gleich, wenn der Integrand fiir

alle ¢ gleich ist, so daf} zu zeigen bleibt, daf3

S Yi(s) Zi(s) exp ﬁtz
T V() o (B Zi(s ZA”

ZAO i(s) exp(B5Zi(s)) = s) exp (5 Zi(s))Yi(s).

Dies ist offensichtlich der Fall, so daf} die Aussage gezeigt ist. O

Im folgenden seien nun noch einige wichtige Definitionen und Bedingungen definiert, die bei der

Herleitung der asymptotischen Aussagen oft benotigt werden.

Definition 3.9 Fiir eine Matriz A mit Elementen a;; sowie fiir einen Vektor a = a1,---,ay
sind die Normen || A|| = sup; ; |a;j|, |lal| = sup; |a;| , sowie |a| = Vala definiert. Weitere wichtige

Definitionen sind:

B = LS VOREA) €OxTHR,

B0 = LAY L) X TSR,

B = LD AOAO VO eFL) € RxT R
EB,t) = g;;;gg:g eEQXT—RP,

V(Bt) = gi; EZ: 2 (BB, €9 x T s RV,

Bemerkung: S(%) ist also ein stochastischer Proze$, der, da Y;(t) und Z;(t) vorhersehbar sind,
ebenfalls vorhersehbar ist. S(!) ist ein p-variater vorhersehbarer ProzeB und S®) eine p x p-

Matrix mit vorhersehbaren Prozessen als Eintrigen.
Bedingungen:
A. (Endliches In’cervall).fo1 Ao(t) dt < co.

B. (Asymptotische Stabilitéit). Es gibt eine Nachbarschaft B von [, und Folgen skalar-,
matrix- und vektorwertiger Funktionen s, s(1) () definiert auf B x [0,1], so daB fiir
j=0,1,2 gilt

sup  [[SY)(8,1) — s (B, 1)[| = 0.
te(0,1],8€8B

C. (Lindeberg-Bedingung). Es gibt ein § > 0, so daf}

%S:INZ( )Yi(t)I{B6Zi(t) > 0] Zi(t)[} —p 0.
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D. (Asymptotische Regularitits-Bedingungen). Seien B, 59, s und s(2) gegeben wie in
Bedingung B und e = s(1) /50 sowie e = 5(1) /50 und v = s /5(0) — eet. Fiir alle 3 € B
und ¢ € [0, 1] gelte:

82

(0)(/67t)7 8(2) = a—ngS(O)(ﬁat)

Die Funktionen s(9 (-, ), s(V (-, £) und s (-, t) seien stetig in 3 € B, gleichméBig in ¢ € [0, 1],
50, 51 52) seien beschrinkt in B x [0,1]; s # 0 auf B x [0,1] und die Matrix

0

8(1) (/67 t) = 8_,68

1
2= [ 0B 1)3(0) (Ao, )ho(0)
sei positiv definit

Zuletzt wird noch ein Korollar aus der konvexen Analysis bendtigt:

Korollar 3.10 Sei B eine offene konvexe Menge im RP and Fy, Fy,---, eine Folge zufdlliger
konkaver Funktionen auf B, so daf§¥Vx € B, F,(x) —p f(zx) fiirn — oo, wobei f(x) eine beliebige
reellwertige Funktion ist, dann ist f auch konkav und fir alle kompakten Mengen A C B gilt:

sup |Fp(z) — f(z)| =p 0 fir n — oo.
TEA

Falls f genau ein Mazimum in & € B hat und die Zufallsvariable X,, die Funktion F,, mazimiert,

dann gilt:
X, op & fir n— oo.
Beweis:
Der Beweis findet sich zum Beispiel in Andersen und Gill (1982) [2] Seite 1116. O

Satz 3.11 (Konsistenz von B) Fulls die Bedingungen A, B und D gelten, dann konvergiert B
in Wahrscheinlichkeit gegen By fiir n — oo.

Beweis:

Betrachte die folgendermaflen definierten Prozesse X und A:

(LL(B,t) — LL(fo, 1))
SV t ! S©(8, u) N

= = — Zi(s)dNj(s) — | 1 —————— | dN ,
" lz/ (6= o) 2 o) = [ g (S<°> By ) N

S

X(B,t) =

n O (8.0 ) -

A@p) = 1 [Z [ 6= 0zt du— [ tlog{%}m) du]
i=1 )

SO(B,u)

= A l(ﬁ - BU)tS(l)(BO,U) — log { 5(0) (607“)

} SO (5, u)] Ao(u) du,
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mit

Fiir jedes (8 ist nach Definition
_I |/ , SO (8, u) _ "
X(B,t) — A(B,1) = - ; [/0 [(5 — 60)" Zi(u) — log {W}] d(Ni(u) — /0 Ai(s) ds)]

ein stochastisches Integral mit vorhersehbarem Prozef} als Integrand und dem lokalen Martingal
Ni(-) — [, Ai(s) ds als Integrator. Nach Satz 2.29 ist X — A demnach selbst ein lokales Martingal

und hat nach Satz 2.35 folgenden vorhersehbaren Variationsprozef:

A iy SO(B, u)
(X(B,t) — A(B,1)) = ﬁ;/om_ﬁ(’) (u) — log{s( } /A ) ds)

= 2 [ (5w (w5 - o)

n.Jo
(0)
— 25— )5 (o, ) log (%)
0)(8. 4
+ llog (%)]S(O)(ﬁo,m)ko(u)du (3.33)

Nach den Voraussetzungen A, B und D gilt fiir alle 8 € B, daf}

s (B, u)

A(B,1) —p /Ot l(ﬁ — o)"s™M (8o, u) — log {W

} s(0) (ﬁg,u)] Ao(u) du
AuBerdem gilt, da der Prozefl n(X — A) auf B gegen eine von [ abhingige Konstante c(()

konvergiert
n(X —A) =p c(f) <oo Vtel0,1], g€ B.

Dies sieht man aus (3.33) denn S (ﬁ, u), SU(, ) und S (3, u) konvergieren fiir 3 € B nach
Voraussetzung B gegen 50 (3, ), s (8, u), sowie 52 (8, u). Zudem ist der Wert s(0 (3, u) # 0
nach Bedingung D. Demzufolge konvergiert der Integrand von (3.33) gegen einen von 3 abhéngi-
gen Wert. Nachdem das Integral fol A(t) dt < oo konvergiert der gesamte Term.

Aus Version (2.20) der Ungleichung von Lenglart und n(X — A) —p ¢(8) folgt:

)

P( sup | X(t,8) — A(t,B)| >n) < o + P((X — A)(L,B) >4) Vé,n>0,
t R S—

€[o.1] —p0 fir n—oo
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woraus mit n = § — 0 folgt, dafl
| X(8,t) — A(B,t)]| »p 0 fir n > o0 und g€ B,

d.h. X und A konvergieren in Wahrscheinlichkeit gegen den selben Grenzwert. Nach Vorausset-

zung D kann man nun die erste und zweite Ableitung des Prozesses A berechnen und erhélt:

0 ! 8(0) (/Bﬂau)
a_ﬁA(/Ba 1) = /0 |:9<1) (/607 U) - 8(1) (/67 U)W AO(U) dua
sowie 52 .
g A1) = = [ 3050 B0 du.

neg. definit fiir 3o nach Vor. D

Die erste Ableitung wird 0 in 3y und die zweite ist kleiner 0 fiir §y. Daher konvergiert X (53, 1)
in Wahrscheinlichkeit V3 € B gegen eine konkave Zufallsfunktion mit genau einem Maximum

in 8 = fB. Da (3 die konkave Zufallsfunktion X (-, 1) maximiert, folgt aus Korollar 3.10, daf}
B —p Bo- 0

Kommen wir nun zur asymptotischen Normalverteilung von . Sie bildet die Grundlage zur

Herleitung asymptotischer Tests und zur Bestimmung von Konfidenzintervallen.

Satz 3.12 (Asymptotische Normalitit von B) Falls die Voraussetzungen A bis D erfillt
sind, gilt fiir die Folge 8™ (mit BM —p By fiir n — o0)

A

V(B = Bo) = N(0,=71).

Bemerkung: Da nach dem vorhergehenden Satz der Schétzer B fiir 8 konsistent ist, ist demnach

B asymptotisch normalverteilt.
Beweis:

Zunichst stellen wir fest, dafi wir in einer Umgebung um [y, in der %U(ﬂ, 1) existiert fiir
U(fBy, 1) folgende Taylor-Entwicklung erhalten

U(Bo,1)=U(B,1) — iU(ﬁ, 1)(6 — Bp) + Terme hoherer Ordnung,

dp
was dquivalent ist zu

U(/Ba 1) - U(/BOa 1) = _I(ﬁ*a 1)(/6 - 60)7 (334)

wobei 3% auf dem Liniensegment zwischen  und Gy liegt und —I(8*,1) die Matrix der zweiten
Ableitungen (hinsichtlich ) des Log-Likelihood an der Stelle t = 1 und 8 = (3*. einsetzen von

£ in (3.34) ergibt
1

U, 1) = 15,0 VAGE - ).



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 95

Um nun die asymptotische Normalitit von \/7_7,(3 — (By) zu beweisen, reicht es zu zeigen, daf}
der ProzeB (1/y/n)U(fo,-) in Verteilung gegen einen stochastischen Prozefl konvergiert, dessen
Zuwiichse p-variat normalverteilt sind mit Kovarianzmatrix £~ und dann, daB (1/n)I1(3,1) in

Wahrscheinlichkeit gegen ¥ konvergiert.

Das weitere Vorgehen ist demnach in 2 Abschnitte untergliedert. Zunichst zeigen wir, daf

Z=U (1) = N(0.5)

und dann, dafl
1
—IB*,1) =»p 2
n

Fiir irgendeine zufilliges 5* = £+ mit g+ -5 o fiir n — co.

Fiir den ersten Teil nutzen wir die Tatsache, dafl wir nach (3.32) gilt

1
U1 = \/_Z/Z w)dM;(u f/EﬁO’ u)dM (u)

- / JRV0) = BBy ] dM (),
(u)

(1/+/n)U(By,t) 1Bt sich also darstellen als Summe stochastischer Integrale mit den vorher-
sehbaren Prozessen H;(t),i € {1,---,n} als Integranden und den lokal quadratintegrierbaren
Martingalen M;(t),7 € {1,---,n} als Integratoren. Somit hat (1/y/n)U (B, 1) einen vorherseh-

baren Variationsprozef}, auf den wir nun den Satz von Rebolledo (Satz 2.36) anwenden.

Um die Bedingung (2.14) des Satzes 2.36 zu verifizieren, stellen wir zunéchst fest, da der vor-
hersehbare Variationsproze ((1/y/n)U(Bo,t)) nach Satz 2.35 folgende Darstellung besitzt:

(F=U ) Z/ H,(u) H () d(My (0))-

Bemerkung;: ( U(fBo,t)) ist also eine p x p-Matrix mit lokales Submartingalen als Eintrigen.

(M;(u)) ist nach Satz 2.35 gegeben durch

w) = [ Xo()Yi(s) expl5Zi(s))

so daf} wir

(G201 = [ 3 L) ~ BU][Zi) ~ B exp(@ Z()ho(w) du

— ! S(l)(ﬁﬂau)s(l)(ﬁﬂau)t
= /0 lS(Q)(BU’U)_ SO (G- Ao(u) du

1
NG




56 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER VERWEILDAUERANALYSE

erhalten. Nach Bedingungen A, B und D konvergiert dieser Term in Wahrscheinlichkeit

1 (1) (1) t
| lsm%’“)‘ : ”;zéfiio,if = ] o= [ 000,05 (o ) Aofw) .

Um die Bedingung (2.15) zu verifizieren, zeigen wir zunichst die Giiltigkeit der folgenden Un-

gleichung, die fiir zwei reelle Zahlen a, b gilt
la —b]*I(Ja — b] > ) < 4|a*I(Ja| > %) + 4621 (|| > g) (3.35)

Denn damit |a — b| > € muf entweder |a| > 5 oder |b| > 5 sein. Wiren namlich sowohl |a| < 5,
als auch |b| < 5, dann wére
€
a—bl<lal+pl <25 =c.

was einen Widerspruch zu |a — b| > ¢ darstellt. Das fiithrt dann zu

a=bI(la—bl>e) < |a—bPmax(I(Ja| > 5), 1(b] > 2)]

< la—b(al > 5+ (6l > 5)
< ol (lal > 5) + (] > 2)] + P (lal > 5) + (18] > )]
< 4laPI(al > )+ 4plPI(b] > 5).

Um die Bedingung (2.18) zu zeigen, bilden wir mit Hilfe der komponentenweisen Darstellung

von H

Hj, = %(Zh(t) — En(Bo,t)); j €{1,---,p} he{l,---,n}.

Analog zu (2.16) konstruieren wir uns nun ein lokales Martingal Mj., das alle Spriinge von
(1/4/n)U(Bo,t) enthilt, deren Absolutbetrag grofer ist als e:

Mictt) = 3 [ Hn() ()] > <) (AN = 2(s)ds).
h=1

Die Zuhilfenahme von (3.35) fiihrt zu folgender Abschétzung des vorhersehbaren Kompensator-

prozesses (M., M;.) an der Stelle 1:

1 n
(Mo, Mj)(1) = /0 S Hjn () 2L ([ Hjn (s)] > €)M (s) ds

h=1

=[S Y Za(s) = B(Bo, ), I (0 2 (Zals) — BBy, ))3] > €)M (s) ds
0 n
h=1
" [ AP PE G > ) b
0

{(Z0 ()P T2 (Z(s)] > gm(s)ds}

_|_
S—
M

3
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{ /0 NI I(B(3);] > ) exp(8hZn(s)hols) ds (3.36)
0 hz RO CADNES

) < ~dIEOD) oA, ol o (3:37)
0 hz P10 (Z(s))s] > 5,

B Zn(s) > ~01(Z(s))3]) exp(5 71 () o ) ds}. (339)

Die Konvergenz von (3.36) sieht man sofort, denn mit den Bedingungen A, B und D gilt

[ L, im0, 9011 > Sts)as

h= 1

- /[( (Boos))y FIC 0 BB > 5 )
0 _,_/

~ v

—(e(Bo,9))j <00 —0 fiir n—o0 da e(fBo,s) beschrinkt

i n~'Y,(s) exp(BLZ(s)) Xo(s) ds —p 0 fiir n — oo.
=1

~ /
-~

—+5(0)(8,5)

Nach Bedingung C gilt fiir I{n~'/2|(Z4(s));| > 5, 85Zn(s) < —6|(Zn(s));]} in (3.38), daB
Pl (Z(s))s1 > 5, B47(5) < =81(Zn(s))s1] =+ O fiix m— oo,
sowie nach Bedingungen B und D daf

- 2 Z1($)),12Yi(s) exp(B5Zn(s)) = S (Bo, 8) =+ s (Bo,8) < o0 fitr n — oo,

so daf} zusammen mit fol A(s) ds < oo nach Bedingung A auch Term (3.38) gegen 0 konvergiert.

Schlielich kénnen wir Term (3.37) abschitzen mit
1™ 1
[ 5 SN0 260 > 5. 65705) < —31(Zn(s))3D exp (557 (5) Na(s) s
h=1

1
< [ 3 S (DT oo ) o) 220 > S

- N v
-~

<00 .
—0 fiir 500

Da lim, o z2e* = 0 folgt, daB [(Z4(s));]? exp(—6|Zp|) beschrinkt durch einen Wert 7, so daf
auch dieser Term in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert fiir n — oo. Damit ist der erste Teil

bewiesen.

Fiir den zweiten Teil des Beweises @ —p X fiir irgendein zufilliges §* mit bilden wir mit
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Hilfe von L
- /0 V(B,t)dN (1) (vergl. (3.31))

und

Y= / /607 /607 ) () t
folgende Abschitzung

1 1]
051 - 2] < /— (5,0) — (" N )|
n 0o n
1 1 _
| [ Rt — oo 1an )| + | [ otosoante - Aean)|
1
| [ o018 (0,1) = 5O G0, (01 (3.39)
Zunichst zeigen wir, dafl B
lim lim lew; = 0. (3.40)
7—00 N—00 n
Da N (t) den vorhersehbaren Kompensatorprozef
t
/0 o(s) exp(83Zi(9)ds = . [ (6, DMa(s)ds

hat, gilt nach Satz 2.37 (Ungleichung von Lenglart)

Plsup w>n]=Pl$>

tefo,]] T

1
<24 P | [ 80,0 Mooyt > 0
n 0 S>—~—

—5(0) (ﬁo,t)

Mit 5 — oo und § = /7, sowie fol Ao(t) < oo erhélt man schlieflich (3.40). Aus der Bedingung
B und der Beschrinktheit von s(9), s() und s(?) in einer Umgebung B von S, sowie aus s(*) # 0
in B folgt, daf}

sup “V(ﬂ,t) —’U(,@,t)“ —p 0.
te[0,1],8eB

Da * —p [y, konvergiert der erste Term der Abschitzung (3.39) in Wahrscheinlichkeit gegen
0. Den dritten Term aus (3.39) konnen wir direkt mit der Ungleichung (2.20) abschitzen

P H [ vt 0™ 0

Die Bedingung B, sowie fol Ao(t)dt < oo (aus Bedingung A), sowie die Beschrinkungsbedingun-

>4

1
<n/o®+P % /0 [03 (B0, )25 (Bo, ) do(t) dt > | . (3.41)

<oc0 nach Bed. A, B, D

gen aus D haben zur Folge, daf} der rechte Term aus (3.41) gegen 0 konvergiert fiir n — oo. Damit
ist gezeigt, daff auch der dritte Summand aus (3.39) gegen 0 lauft. Es bleibt noch zu zeigen, daf
der vierte Term gegen 0 konvergiert. Dies ist jedoch ein direktes Resultat aus Bedingungen A, B
und D (v ist beschrinkt, fol Ao (t)dt ist beschrinkt und ||S© (G, t) — s (8o, t)|| = 0 ). Damit

ist die asymptotische Normalitit von B bewiesen. O
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3.7.5 Hypothesentests im Proportional-Hazard-Modell

Fiir den Test, ob der Kovariablenvektor 3 € IR? einen bestimmten Wert 5 € IR? annimmt, kann
man verschiedene Statistiken anfithren. Im folgenden sollen 3 verschiedene Teststatistiken fiir

Hypotthesentests fiir die Nullhypothese:

Hy: 3= po
gegen

Hy: B # Bo

vorgestellt werden. Zum Beispiel ist man oft interessiert an der Frage, ob ein Proportional-
Hazard-Modell vorliegt, die Nullhypothese wire in diesem Fall Hy : By = 0. Eine ausfiihrlichere
Darstellung dieser Thematik findet man in Fahrmeier (1994) [15] Seiten 45 bis 48.

Likelihood-Ratio-Test

Der Likelihood-Ratio-Teststatistik ist im wesentlichen ein Maf} dafiir, wie sich fiir den partiellen
Likelihood der Quotient L({3)/L(Gy) verhilt. In diesem Fall lehnt man die Nullhypothese fiir
grofle Werte ab, d.h. wenn der Zahler wesentlich grofler ist als der Nenner. Die Likelihood-

Ratio-Statistik betrachtet die logarithmische Transformation dieses Quotienten:

¥in = 2llog %} — 2LL(B) — LL(G)]. (3.42)

Man kann zeigen, daB (3.42) asymptotisch x? verteilt ist mit p Freiheitsgraden.
Wald-Test

Der Wald-Test basiert auf der asymptotischen Normalverteilung des Parameters B Fiir grofle n
gilt, daB:
B~ Np(B,11(8)).

i(B) ist die Fisher-Informations-Matrix:

) 5o LLB) - 5l LL(B)
i(9) = B~ 55U(0)) = Es| s ; L
B LL(B) -+ i LL(B)

Da die Informationsmatrix i(3) oft schwierig zu berechnen ist, benutzt man die beobachtete

Informationsmatrix I(() als Schitzung. Damit kann man zeigen, daf§ die quadratische Form:

Xiv = (B = 5o)' 1(B)(B — fo) (3.43)
asymptotisch x? verteilt mit p Freiheitsgraden. (3.43) heiit Wald-Test.

Score-Test
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Der Score- oder Rao-Test basiert auf der effizienten Score-Statistik. Fiir den Fall, dafl 8 = Gy ist
der Score-Vektor U (/%) asymptotisch verteilt nach N,(0,i(80)). Mit der Niherung I~" fiir i~!

erhalt man den Score-Test
xe = U(Bo) T~ (Bo)U (Bo). (3.44)

Der Score-Test ist auch asymptotisch y2-verteilt mit n Freiheitsgraden.

In Rao (1965) [32] finden sich in Kapitel 6 die Beweise der asymptotischen Normalitdt der
Teststatistiken (3.42) - (3.44). In Abbildung 3.4 ist der Zusammenhang zwischen Likelihood-

Abbildung 3.4: Zusammenhang zwischen Likelihood-Ratio- und Wald-Test (— Likelihood-

Funktion, - - - quadratische Approximation)

Ratio und Wald-Statistik erliutert. Um die Wald-Statistik zu erhalten wird die Likelihood-
Funktion an der Stelle B mit Hilfe der Matrix der zweiten Ableitungen quadratisch approximiert.
Im eindimensionalen Fall erhilt man als Approximation eine Parabel, die im Bild mit einer

gestrichelten Linie dargestellt ist.

3.7.6 Lokale Tests

Oft ist man nicht nur an Hypothesentests fiir alle §;, i = 1,---,p sondern an Teilmengen (man
ist zum Beispiel oft interessiert daran, ob eine einzelne Kovariable Einflufl auf den Hazard hat).
Das heifit: Wir unterteilen den Vektor 8 in ' = (g%, 85) mit 8 € R? und B, € RP 9. Die
Nullhypothese ist in diesem Fall:

Hy : B1 = pho,

womit J nur noch als Stérparameter in das Modell eingeht. Die im Kapitel 3.7.5 beschriebenen

Tests lassen sich wie folgt fiir lokale Tests modifizieren:
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Bestimme 3(810), so daf der partielle Log-Likelihood in Abhiingigkeit von 8o

LL(Bro, 52)

fiir 32(510) maximal wird. Zerlege die Informationsmatrix und deren Inverse in

I I I I
I = ( 8161 5132 ) und 71 = ( Nﬁlﬁl ~,3152 ) : (3‘45)
I, Ipyp, Ig,8, 1pyp,

mit Ig g € R, Ig5 € RP-0XP~9). Die Teststatistiken aus 3.7.5 fiir die Nullhypothese
Hy : 81 = Byp sind dann:

Likelihood-Ratio:

X1 r(B0) = 2(LL(B) — LL (B0, B2(Bro))- (3.46)

‘Wald-Test:
Xiv (Bio) = (B — 60) s, ()]~ (B1 — fo). (3.47)

Score-Test:
X5(B10) = U(Bro, B2(610)) I5,, (Br0. 52 (810))U (Bros 2 (Bro)- (3.48)

Samtliche Teststatistiken sind asyptotisch y2-verteilt mit ¢ Freiheitsgraden. In der Anwendung
spielt vor allem der Wald-Test eine Rolle, da fiir diese Teststatistik kein neues Proportional
Hazard Modell gefittet werden muf.

Die z-Statistik

Mit Hilfe der z-Statistik kann man die Proportional-Hazard-Annahme fiir einen einzelnen Pa-

rameter testen. Die Nullhypothese lautet hier fiir einen Koeffizienten G k € 1,---, p:
HO : ,Bk =0.
Diese Teststatistik ist fiir §; wie folgt definiert

_ B

z — )
&2

wobei a,% das k-te Diagonalelement der Matrix I ist. Wie man leicht sieht, ist

22 = xiy (Bro)  Bro =0

ein Spezialfall des Wald-Tests fiir die Nullhypothese Hy : 3 = 0 und somit y? verteilt mit einem
Freiheitsgrad.
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3.7.7 Modellbildung mit dem AIC

Nachdem im vorherigen Abschnitt Verfahren zum Testen von Hypothesen vorgestellt wurden,
soll hier nun eine Methode gezeigt werden, wie man die Kovariablen im Proportional-Hazard
modelliert und wie man entscheidet, ob eine Kovariable starken Einfluf} auf den betrachteten

Uberlebensproze$ hat oder nicht.

Eine Moglichkeit zur Examinierung, welche Kovariablen wesentlichen Einflul im Modell haben

ist das sogenannte AIC (Akaike’s Information Criterion)

~

AIC = —2LL(B) + np.
Hier ist LL(B) der Partial Likelihood fiir den geschitzten Koeffizienten B, p die Anzahl der

Freiheitsgrade im Modell und n eine Konstante, auf die spiter noch néher eingegangen wird.

Der Grundgedanke ist nun Folgender: Falls eine Kovariable wesentlichen Einfluf} auf das Modell
hat, wird sich dies im Likelihood ausdriicken (der Likelihood wird grosser, da mit der neuen
Kovariablen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl das gewihlte Modell der Realitit entspricht,
wichst). Da der Log-Likelihood stets negative Werte annimmt bedeutet das jedoch, dafi der
ATC-Wert fiir einen groflen Likelihood sinkt. Im Gegensatz dazu nimmt der Summand 2np zu,
fiir jede Kovariable die neu hinzugefiigt wird. Das bedeutet, dafl der zweite Term eine Art
Bestrafung fiir jede neu hinzugefiigte Kovariable ist. Das Ziel ist nun die Minimierung des AIC
um das optimale Modell zu erhalten. Die Konstante n ist demzufolge dafiir verantwortlich, wie
stark die neue Hinzunahme von Kovariablen bestraft werden soll. Ein niedriges n bestraft die
Hinzunahme von neuen Variablen weniger, so dal das endgiiltige Modell in diesem Fall mehr

Kovariablen beinhalten wird als ein Modell, das mit hohem n gew&hlt wurde.

3.7.8 Residuenanalyse

Mit Hilfe von Residuen kann die Proportional-Harzard-Annahme iiberpriift werden, bzw. die
funktionale Form einer Kovariablen bestimmt werden. Die hier vorgestellten Residuen wer-
den mit Hilfe der Z&hlprozeitheorie hergeleitet. Eine Herleitung verschiedener Residuen auf

Martingal-Basis kann man in dem Artikel von Therneau u.a. (1990) [39] nachlesen.
Martingal-Residuen

Sei Nj(t) i = 1,---,n der Zahlprozefl der beobachteten Ereignisse fiir Person ¢ (d.h.N;(t) = 1
falls Person i gestorben, N;(t) = 0 sonst) und Ag(¢) der mit dem Schiitzer von Breslow bestimmte
kumulative Basishazard, sowie Y;(¢) die Indikatorfunktion:
1 Person i wird zum Zeitpunkt ¢ beobachtet
Yi(t) =

0 sonst

Dann sind die Martingal-Residuen M (t) wie folgt definiert:

~

M;(t) := N;(t) — /0 t Yi(s) exp(6Z;i(s)) dAo(s) und M; = M;(c0). (3.49)
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Bemerkungen:

e Die Martingal-Residuen lassen sich als Differenz aus beobachteten Toten und den nach

dem Proportional Hazard-Modell erwarteten Toten interpretieren.

e Der Name der Martingal-Residuen basiert auf der Tatsache, dafi der Prozefl N (t) — A(¢)
ein Martingal ist. Fiir den Fall, daf§ das Proportional-Hazard-Modell gilt, ist

t
At = [ exp(8Zi(s)) dha(s),

d.h. genau dann ist der Prozef:

Mi(t) = Ni(t) — /Ot Yi(s) exp (B Zi(s)) dAo(s)
ein Martingal.

Durch Plotten der Martingalresiduen gegen eine qualitative Kovariable 148t sich die Proportional-
Hazard-Annahme iiberpriifen. Falls ndmlich die Proportional-Hazard-Annahme gilt, ist fiir jeden
Wert der Kovariablen der Erwartungswert E(M|F;) = 0, d.h. falls man einen Schitzung des
Erwartungswertes E(M|F;) (z.B. durch Glittung) durch den Plot legt, sollte diese ungefihr

gleich 0 sein.

Ein weiterer wichtiger Anwendungsbereich von Martingal-Residuen ist die Bestimmung der
funktionalen Form einer Kovariablen. Fiir den Kovariablenvektor Z = (Z;,7Z_1) € R (mit
Z_1 = (Za,--+,Zp)) ist man daran interessiert, ob die (quantitative) Komponente Z; in einer
bestimmten funktionalen Form (z.B. Z%, log(Z;)) in das Proportional-Hazard-Modell eingeht.

D.h. man mé6chte die Hazardfunktion folgendermaflen darstellen
At Z) = 1(Z1) exp(B' Z-1)Xo(t) = exp(f(Z1) + B'Z-1)Xo(t),
wobei hier h(Z;) die gesuchte funktionale Form ist und

f(Zy) = log(h(Z1)).
Therneau, Grambsch und Fleming (1990) [39] zeigen fiir h, einer Funktion, die mit Hilfe gewich-
teter Mittel iiber Zeit und erwartetete Zusammensetzung der Risikomenge definiert wird (siehe

[39]) und fiir unabhingige Z;, Z_1 ungefiahr konstant ist, daf

MMMMA%G—H%OEWWMJ

und man fiir ¢ — oo folgende Approximationen annehmen kann
E(M|Z)) = c(h(Z1) — )
oder
E(M|Z1) ~ ¢(f(Z1) - f)
mit f = log(h). Durch den Plot der Kovariablen gegen die geglitteten Martingal Residuen erhilt

man die funktionale Darstellung der Kovariablen.
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Devianz Residuen

Eine Schwiche der Martingal-Residuen ist die weite Streuung (die Residuen kénnen Werte
zwischen [1, —oo) annehmen). Daher sind sie nicht dazu geeignet einzelne Beobachtungen, die
nicht in das Modell passen, herauszufiltern. Um solche Ausreifler festzustellen, skaliert man die

Martingal-Residuen folgendermafien:
d; = sign(M;)[—2{M; + N;(c0) log(N;(c0) — M;)}]'/2. (3.50)

Die Devianz-Residuen stammen aus der Theorie der generalisierten linearen Modelle (siehe
z.B. McCullagh und Nelder (1983) [28]). Die Devianz eines Modells ist hiernach definiert als
2[L L(gesittigtes Modell) — LL(berechnetes Modell)]. Hier ist das “gesittigte Modell” ein Mo-
dell, in den fiir jede Beobachtung ein einzelner Parameter geschitzt wird. In Therneau u.a.
(1990) [39] ist die Herleitung dieser Residuen ausfiihrlich beschrieben.

Fiir Uberlebenszeitmodelle (d.h. fiir Z&hlprozesse, in denen maximal ein Sprung pro Beobach-

tung moglich ist), erhilt man fiir die Devianz-Residuen
d; = sign(M;)[=2{M; + 6; log(; — M;)}]'/”.

Hier ist d; wie iiblich der Zensierungsindikator ist. Werfen wir nun noch einmal einen Blick auf
die Skalierung: Fiir positive Martingal Residuen gilt §; = 1. Fiir Martingal Residuen, die in der
Néhe von 1 liegen, bewirkt der Logarithmus

log(; — M;)

———~
nahe 0

eine weitere Streuung, zum anderen sorgt die Wurzel dafiir, dafl stark negative Martingal-

Residuen “gestaucht” werden.

Die Devianz-Residuen lassen sich nun folgendermaflen fiir die Herausfilterung von schlecht vor-
hergesagten Daten einsetzen. Man plottet die Devianz-Residuen gegen den Wert einer (quanti-
tativen) Kovariablen. Falls alle Beobachtungen durch das Modell erklirbar sind, sollte der Plot

aussehen, wie die zufillige Realisation einer N (0, 1) verteilten Zufallsvariable.
Partielle- oder Schoenfeld Residuen

Oft kann man in einem Proportional-Hazard-Modell erkennen, dafl der Regressionskoeffizi-
ent (8 nicht fiir alle ¢ konstant ist, sondern sich mit zunehmender Lebensdauer verdndert. Im
Regressions-Modell bedeutet das, dafl wir fiir die Hazardfunktion einen zeitabhingigen Regres-

sionskoeffizienten erhalten
At1Z(t)) = Ao(t) exp(B(t) Z (1)),

wobei

B:T—R



3.7. DAS PROPORTIONAL-HAZARD-MODELL 65

nun eine reelwertige Funktion ist Mit Hilfe von partiellen Residuen (auch Schoenfeld-Residuen
genannt) 148t sich zeitliche Variation im Koeffizienten g feststellen. Schoenfeld (1982) [37] schlug

diese Residuen vor, die folgendermaflen definiert sind:

Betrachten wir eine nach Endzeitpunkten geordnete Beobachtung der Grofle n mit ¢ty < --- <,

und zugehorigen Zensierungsindikatoren d; i € {1,---,n}, sowie

S ker() €xp(B Zi (t:)) Zij (t:)

Fir = 05 | Zs(t) — .
A S ker(t) exp(BL Z(t:))

ef{l,---,n}, je{l,---,p}.  (3.51)

Dann ist fiir alle Beobachtungen i, an denen ein Ereignis passiert (§; = 1), das partielle Residu-
um fiir die Komponente j durch 7;; gegeben. Mit folgendem Vorgehen kénnen wir nun Aussagen
zur funktionalen Form treffen. Wiederum schitzen wir mit einem Glidttungsschitzer den Erwar-
tungswert der partiellen Residuen (pro Komponente j) in Abhingigkeit von der Zeit, d.h. wir
glatten {¢;, 7}, i =1,---,n, j=1,---,p. Durch einen Plot der geglétteten partiellen Residuen
gegen die Zeit erhalten wir einen Indikator fiir die zeitliche Abhéngigkeit des jeweiligen Koeffi-

zienten (pro Komponente).

Bemerkung: Die partiellen Residuen bilden also fiir jede Beobachtung, an der ein Ereignis pas-
siert, die Differenz aus der bebachteten Kompenente j des Kovariablenvektor und einer Art
gewichtetem Mittel iiber die j-te Komponente aller Kovariablen von Individuen, die sich zu die-

sem Zeitpunkt unter Risiko befinden.
Score Residuen

Die sogenannen Score Residuen werden verwendet, um den Einfluf} einer einzelnen Beob-
achtung 7 auf den geschitzten Koeffizienten B zu ermitteln. Eine optimale Methode dies zu
erreichen, wére die Beobachtung ¢ aus dem Datensatz zu entfernen und fiir die verbeibenden
Beobachtungen den Koeffizienten B(i) mit einem Cox-Regressionsmodell zu schitzen. Falls die

Beobachtung nur geringen Einflu} hat, ist

Um dies zu realisieren miissen also fiir ein Modell mit n Beobachtungen ingesamt n + 1 Propor-
tional-Hazard-Modelle berechnet werden, ein Vorgehen, das fiir grole Werte von n nicht mehr

praktizierbar ist.

Als Niherung von (3 — B(i)(siehe z.B. Klein und Moeschberger (1997) [25]) benutzt man hier die
Score-Residuen S’ij, die fiir die Beobachtung 7 € {1,---,n} und die Komponente j € {1,---,p}

des Kovariablenvektors wie folgt definiert werden
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mit

Mj(s) = Martingalresiduum fiir Beobachtung j zum Zeitpunkt s

und

_ =1 Yi(s) eXP(BtZIf(S))ij(S) c
2 k=1 Yi(s) exp(8' Zj(s))

Yj(s) ist hier wiederum der Indikator, ob sich ein Objekt zum Zeitpunkt s unter Beobachtung

Zi(s)

steht, oder nicht. Man erkennt, dafl zu jedem Zeitpunkt, an dem ein Ereignis stattfindet, der
Integrator von gij(t) den Wert des partiellen Residuums #;; annimmt. Das Score-Residuum gi]-
ist schlief8lich definiert als

Sy = Sij(o0) = /0 1Zi5(s) — Z;(s)) A (s).

Hiermit kann man nun direkt den Einfluf} einer Beobachtung i auf die Komponente j des Ko-
variablenvektor feststellen. Je niher S’ij an 0, desto geringer ist der Einflul der Beobachtung ¢

auf die Komponente j.

3.7.9 Graphische Methoden zur Uberpriifung des Proportional-Hazard

In diesem Teil werden einige Techniken zur graphischen Uberpriifung der Proportional-Hazard-
Annahme vorgestellt. Dabei ist man zunfchst daran interessiert, ob man fiir eine bestimm-
te Kompenonte des Kovariablenvektors von einem Proportional-Hazard-Modell ausgehen kann.
Sei nun ohne Einschrinkung 7Z; die interessierende Komponente des Kovariablenvektors 7 =
(Z1,7Z%)t, wobei hier Zy der Vektor der verbleibenden p — 1 Kompenten ist. AuBerdem geht
man davon aus, daf§ die Kovariable Z; nur endlich viele Werte annimmt (die Werte seien ohne
Einschrankung {0,1,---, K}).

Um nun die Proportional-Hazard-Annahme zu testen berechnet man ein nach der Kovariablen
7y stratifiziertes Modell und schétzt mit Hilfe des Breslow-Schitzers den zugrundeliegenden ku-
mulativen Basis-Hazard fiir jedes Stratum Ag;(¢); ¢ =1,---, K. Falls ein Proportional-Hazard-

Modell vorliegt, gilt fiir jedes i # j:

Ah)  _ Ag(t)
(i f)  expli B)
s Dol i — )8,

Ao (t

~

das bedeutet, dafl
log(Aoi(t)) —log(Ao;(t)) = Bi(i — j) = konstant iiber ¢

Um nun zu iiberpriifen, ob Proportional-Hazard vorliegt plottet man ¢ gegen log(Ag;(t)) —
log(Ag;(t)). Dieser Graph sollte fiir den Fall, da Proportional Hazard gilt ungefihr eine Paral-

lele zur Zeitachse darstellen. Fiir binire Kovariablen, wie z.B. Geschlecht, wurden die Plots in
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der S-Plus-Routine cumloghazard (siche Anhang A.1) realisiert.

Ein etwas modifizierter Ansatz sind die sogenannten “Andersen-Plots” (1982) Mit den Be-
zeichnungen wie vorher plottet man hier zu jedem Zeitpunkt ¢; < - < t; , an dem ein Ereignis
passiert, die Hazardraten Ag;(t) (z-Wert) und Ag;(t) (y-Wert) gegeneinander. Falls man von
Proportional Hazard ausgehen kann, sollte der Plot ungefihr einer Gerade durch den Ursprung

mit Steigung
exp(B1 j)Ao(t) _ exp(Bi j)

exp(f1 i)Ao(t) — exp(fi i)

entsprechen. Fiir binére Kovariablen wurde dieses graphische Hilfsmittel in der Routine andplot

(siehe Anhang) programmiert.

3.8 Parametrische Modelle

Am Beispiel Weibull-verteilter Zufallsvariablen, wollen wir hier auf Schitzmethoden in para-
metrischen Modellen eingehen. Eine ausfiihrliche Beschreibung parametrischer Schitzmethoden
enthilt das Buch von Kalbfleisch und Prentice [21].

Die Zufallsvariable Uberlebenszeit sei im folgenden nach dem Weibull-Modell verteilt, d.h.
Sr(t) = exp(=At?),
mit o, A > 0 und zugehoriger Hazardfunktion
Ar(t) = dat® !

und Dichte
fr(t) = axt® Lexp(=At?).

Um nun Schétzer fiir die Parameter A\ und « zu erhalten, transformieren wir das Modell folgen-

dermafien:
Y =logT
und
Y
W= H
o
mit 0 = 1/a und A = exp(p/0o).
Die Zufallsvariable W ist verteilt nach
Fy(w) =1 —exp(—e"), (3.52)

mit Dichte
fw(w) = exp(w —e"), (3.53)
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denn

Y —p
g

Fu(w) = POV <w)=P(*—F<uw)=pT<awm)

= 1-87(el) =1 —exp (—)\ea(‘”“””))

C o (o () (B5))

= 1—exp(—e¥). (3.54)
Y beschreibt demnach ein log-lineares Modell
Y =logT =p+oW.
Die Uberlebensfunktion von Y™ erhilt man mit Hilfe von (3.52)

Sy(y) = 1-Fy(y) =1-PY <y)
= 1—P(W§%):exp<—exp<x_u>>.

Die Dichtefunktion von Y ist demnach

frly) = %eXp <% — exp (%)) :

Seien nun wiederum t1,-- -, t, die Beobachtungszeitpunkte und
5 — 1 falls T} = t;
! 0 sonst

der zugehorige Zensierungsindikator, dann definieren wir fiir y = log(#;) die folgende Likelihood-
Funktion

n

L(p,o) = [y )l [Sy (i),

=1

die mit Hilfe numerischer Methoden maximiert werden kann (siehe Klein und Moeschberger [25]
Seiten 375-377).



Kapitel 4

Datenanalyse zur gesetzlichen

Pflegeversicherung

In diesem Kapitel werden mit Hilfe der vorher beschriebenen verweildaueranalytischen Metho-
den Uberlebensdaten fiir Leistungsempfinger aus der gesetzlichen Pflegeversicherung analysiert.
Alle Berechnungen und graphischen Analysen wurden mit dem Programm S-Plus realisiert (eine
detaillierte Einfithrung in S-Plus geben Venables und Ripley (1994) [40]). Insbesondere fanden
fiir Schiatzungen des Proportional Hazard die S-Plus-Funktionen coxph und coxph.detail An-
wendung, fiir Schitzungen der Uberlebensfunktion wurden die Funktion survfit verwendet, zur
Residuen-Analyse besitzt die S-Plus-Funktion residuals eigene Standardmethode fiir coxph-
Objekte. Fiir einige graphische Analysen mufiten noch eigene S-Plus-Routinen entwickelt werden.

Mit diesem Paket konnen in Kapitel 3 vorgestellten Techniken in S-Plus angewendet werden.

4.1 Uberblick iiber die gesetzliche Pflegeversicherung

Am 26.Mai 1994 beschlofl der deutsche Bundestag die Einfiihrung einer allgemeinen gesetzlichen
Pflegeversicherung in der Sozialversicherung. Als Triger wurden die gesetzlichen Krankenver-
sicherer bestimmt. Die Krankenversicherer wurden verpflichtet, sdmtliche Krankenversicherte

ohne erneute Gesundheitsiiberpriifung in der gesetzlichen Pflegeversicherung zu iibernehmen.

Am 01.April 1995 trat die Pflegeversicherung in Kraft, aber zunichst wurden nur Leistungen
im Fall stationdrer Pflege gewdhrt, ab 1.Juli 1996 wurde das Leistungsspektrum dann auch auf

stationidre Pflege ausgedehnt.

Die Pflegebediirftigen werden nach Schwere des Pflegefalls in 3 Kategorien (sogenannte Pflege-

stufen) unterteilt. Die Stufenunterteilung wird nach folgender Definition unternommen:

e Stufe 1: Der Pflegebediirftige benétigt mindestens 90 Minuten Hilfe pro Tag bei Verrich-
tungen des taglichen Lebens (erheblich Pflegebediirftig).

69
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e Stufe 2: Der Pflegebediirftige ben6tigt mindestens 180 Minuten Hilfe pro Tag bei Verrich-
tungen des taglichen Lebens (schwerpflegebediirftig).

e Stufe 3: Der Pflegebediirftige benotigt mindestens 300 Minuten Hilfe pro Tag bei Verrich-
tungen des taglichen Lebens (schwerstpflegebediirftig).

Diese Verrichtungen des tdglichen Lebens beinhalten zum Beispiel Aufstehen/ Zubettgehen,
An- und Auskleiden, Waschen, Kdmmen, Rasieren, usw. Zu beachten ist hierbei, dafl Hilfe bei
hauswirtschaftlicher Versorgung in dieser Definition nicht enthalten ist. Die Stufeneinteilung
wird von einem unabhingigen medizinischen Gutachter vorgenommen. Leistungshohe und -art
sind abhéngig von der jeweiligen Pflegestufe und Art der Pflege. In der gesetzlichen Pflegever-
sicherung werden dem Pflegebediirftige Kosten fiir hiusliche Pflegehilfe, teil- und vollstationére
Pflege, technische Hilfsmittel, wie zum Beispiel Rollstuhl, sowie Kosten zur Verbesserung des
Wohnumfeldes (Einbau eines Treppenlifts, Verbreiterung des Wohnungseingangs, etc.) erstattet.

Zusétzlich zur gesetzlichen Pflegeversicherung wird in Deutschland von Lebens- und Kranken-

Pflegeversicherung
gesetzliche Zusatzversicherung
Pflegeversicherung
. ) , Kranken- Lebens-
privat offentlich versicherer versicherer
Tagegeld | | Kosten- Pflege-
erstattung rente
gesetzliche individuelle Lei
Leistungen individuelle Leistungen

Abbildung 4.1: Ubersicht iiber private und gesetzliche Pflegeversicherung in Deutschland

versicherern eine private Pflegeversicherung angeboten. Dabei unterscheiden sich die Tarife der
Krankenversicherer von denen, die von Lebensversicherern angeboten werden in der Art der
Leistung. Wéahrend Krankenversicherer meist Erginzungsprodukte zur gesetzlichen Pflegeversi-
cherung anbieten, die meist das Leistungsspektrum der gesetzlichen Versicherung erweitern und
somit auch die Definition des Pflegefalls aus der gesetzlichen Versicherung iibernehmen, bie-

ten Lebensversicherer meist monatliche Pflegerenten an. Auch fiir die Definition des Pflegefalls
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benutzen Lebensversicherer ein anderes System, das sogenannt ADL-System (ADL= Activities
of Daily Living). Hier wird anhand eines fiinf bis sechs Punkte beinhaltenden ADL-Katalogs
bestimmt, wieviele dieser Verrichtungen des téglichen Lebens, der Pflegebediirftige nicht mehr
selbstindig verrichten kann. In Abbildung 4.1 ist die Untergliederung der privaten und gesetz-

lichen Pflegeversicherung schematisch dargestellt.

4.2 Beschreibung der Daten

Die Daten wurden zwischen dem 1.April 1995 und dem 31.12.1998 bei insgesamt 5603 Lei-
stungsempfingern aus der privaten gesetzlichen Pflegeversicherung erhoben. Diese unterteilten
sich in 3511 Frauen und 2092 Méanner. In Abbildung 4.2 soll die Struktur der beobachteten
Daten anhand von 2 Beobachtungen verdeutlicht werden. Mit den senkrechten Linien ist der
Zeitraum markiert, in dem wir die Pflegefiille beobachten konnten. Betrachten wir nun den mit
der durchgezogenen Linie dargestellten Pflegefall genauer. Der Pflegebeginn fillt in den Beob-
achtungszeitraum, zunéchst befindet sich der Pflegebediirtige in ambulanter Pflege der Stufe 1.
Von dort wechselte er in ambulante Pflege der Stufe 2, d.h. der Zustand verschlechterte sich. Der
néchste zu beobachtende Wechsel war von ambulanter zu stationdrer Pflege (jeweils Stufe 2).
Hier wechselte der Pflegefall von Stufe 2 zu Stufe 3, wo er sich am Ende des Beobachtungszeit-
raums befand. Es handelt sich hierbei also offenbar um eine zensierte Beobachtung, da wir das
terminierende Ereignis (“Tod oder Genesung des Pflegebediirftigen”) nicht observieren konnten.

Der mit der gestrichelten Linie dargestellte Pflegefall stellt eine linkstrunkierte Beobachtung

Pﬂegeart ! Tc{{ Zensier ng:
>omio @0 stationér, Stufe 3
o—o ' stationir, Stufe 2
. stationdr, Stufe 1
| S - " ambulant, Stufe 3
- — o ambulant, Stufe 2

! Pﬂe)g?eginn 1 |
. ! ambulant, Stufe 1

Pflegebeginn 2 ! |

o 0 | unbekannt
1.4.1995 31.12.1998 t

Abbildung 4.2: Zustandsiiberginge im Pflegeprozefi am Beispiel von 2 Pflegefillen

dar. Das bedeutet, der Beginn der Pflegebediirftigkeit ist bekannt (im medizinischen Gutachten
wird nach dem Pflegebeginn gefragt), fillt aber in den Zeitraum vor Beginn der gesetzlichen

Pflegeversicherung und konnte demzufolge nicht beobachtet werden.
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zensiert tot reakt. Ambl Amb2 Amb3 Statl Stat2 Stat3

Ambl 1012 279 28 - 444 75 118 71 34
Amb2 877 598 1 47 - 296 9 208 59
Amb3 308 632 2 2 20 0 4 87
Statl 248 85 3 11 0 - 108 26
Stat2 451 263 2 1 6 1 - 116
Stat3 376 437 0 1 6 2 9 -

Tabelle 4.1: Anzahl der Zustandsiibergéinge im Datensatz

Insgesamt wurden 7372 Stufeniiberginge beobachtet, deren empirische Haufigkeit in Tabelle 4.1
dargestellt ist.

Hierbei stehen ” Amb ¢” und ”Stat ¢” jeweils fiir ambulante, bzw. stationire Pflege in Stufe i.
Der Ubergeng zu ”zensiert” bedeutet, daf der jeweilige vorherige Zustand der letzte beobachtete
Zustand am 31.Dezember 1998 war. Die Abkiirzung “reakt.” steht fiir Pfegebediirftige,die wieder
Nicht- Pflegebediirftig (=reaktiviert) werden. Die Abkiirzung ”gek.” steht fiir Pflegebediirftige
deren Vertrige gekiindigt wurden (von Seiten des Versicherers oder von Seiten des Versicherten).

Diese Ubergiinge werden technisch wie zensierte Beobachtungen gehandhabt.

Auf den ersten Blick erkennt man in den Daten sofort, daB Ubergiinge zu einer “schlechteren”
Pflegestufe weitaus hiufiger sind als zu einer besseren. So wechselten zum Beispiel 444 Pflege-
bediirftige von ambulanter Pflege, Stufe 1, in ambulante Pflege Stufe 2, wihrend nur 47 Pfle-
gebediirftige von Stufe 2 in Stufe 1 wechselten. Auch die niedrige Anzahl von Reaktivierungen
(insgesamt 36) ist ein Anzeichen dafiir, dal Verbesserungen im Pflegestatus relativ unwahr-

scheinlich sind.

Um einen genaueren Uberblick iiber den Datensatz zu bekommen, wurden nach Geschlechtern
getrennt, die Anzahl der Personen in den verschiedenen Pflegestufen bzw. in ambulanter oder
stationirer Pflege gezihlt. Da ein Individuum aufgrund Wechsel der Pflegestufe, beziehungswei-
se der Pflegeart in mehreren Kategorien gezdhlt werden kann, entspricht die Summe iiber die
Kategorien nicht der Gesamtanzahl der Individuen. Die Zahlen sind in Tabelle 4.2 dargestellt.
Wir sehen hier, daff 40.6% aller beobachteten Frauen sich im Laufe ihrer Pflegehistorie einmal
in stationdrer Pflege befunden hatten, aber nur 22.2% aller beobachteten Manner. Die Werte
summieren sich zu mehr als 100%, da sich einige beobachtete Personen sowohl in stationérer, als
auch in ambulanter Pflege befunden hatten. Zudem wurden noch bei 5044 Pflegefillen (davon
3176 Frauen und 1868 Minner) die pflegeauslosenden Diagnosen erfafit. Die Hiufigkeiten der

einzelnen Diagnosen sind in Tabelle 4.3 zusammengefaft.
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H Frauen ‘ Minner ‘ Frauen in % | Méanner in %

Ambulant 2526 1798 72.0 86.0
Stationir 1427 464 40.6 22.2
Stufe 1 1581 827 40.0 39.5
Stufe 2 1711 1011 48.7 48.3
Stufe 3 1074 719 30.6 34.4

Tabelle 4.2: Hiufigkeiten fiir Pflegeart und Pflegestufe, unterteilt nach Geschlecht

Diagnose H Frauen ‘ Ménner ‘ Frauen in % | Ménner in %
Demenzerkrankungen 1469 694 46.3 37.2
Schlaganfille 497 549 15.6 29.4
Psychosen 679 SYeé 214 30.9
Tumore 350 346 11.0 18.5
Blindheit 117 75 3.7 4.0
Knochenkrankheiten 865 152 27.2 8.1
Arthrosen 433 103 13.6 5.5
Herzerkrankungen 1352 572 42.6 30.6
Lungenerkrankungen 50 45 1.6 2.4
Nierenerkrankungen 2 3 0.1 0.2
Geburtsschiden 17 20 0.5 1.1

Tabelle 4.3: Haufigkeiten der verschiedenen Diagnosen im Datensatz

4.3 Proportional-Hazard-Modell

Zunichst soll hier ein Modell entwickelt werden, das die Uberlebenszeit in Abhéngigkeit von den
Kovariablen Alter, Geschlecht, Art der Pflege und Pflegestufe schiitzt. Die pflegeverursachenden
Diagnosen sind hier noch nicht beriicksichtigt, da das hier ermittelte Modell spéter auch bei der

Entwicklung eines Versicherungsmodells Anwendung finden soll.

4.3.1 Modellbildung (ohne Diagnosen)

Um einen ersten Uberblick iiber die Struktur der Daten zu erhalten wurde ein erstes Proportional-

Hazard-Modell gefittet, bei dem folgende Kovariablen beriicksichtigt wurden:

Z Alter (t) als zeitabhingige Kovariable, die das Alter eines Pflegebediirftigen bei Eintritt in eine
neue Pflegestufe enthélt (d.h. Zjjier kann als Sprungfunktion mit Werten in R und Spriingen
an allen Stufeniibergéingen interpretiert werden). Zgeschlechts ZStufe2(t) und Zgiufe3(t) sind als
binéire Kovariablen definiert, wobei Zgegchlecht = 1 falls die pflegebediirftige Person weiblich ist
und 0 sonst, Zgiufea(t) = 1 baw. Zgiufes(t) = 1 falls sich die pflegebediirftige Person zum Zeit-
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punkt ¢ in der Pflegestufe 1 bzw. 2 befindet und Zgi,:(t) = 1 falls sich die beobachtete Person

zum Zeitpunkt ¢ in stationdrer Pflege befindet.

Fiir die Hazardfunktion wurde ein additives Modell gew&hlt:

Az (t) = Xo (t) eXp [61 ZAlter (t) +52 ZGeschlecht +03 ZStat (t) +64 ZStufe2 (t) +05 ZStufe3 (t)] (4-1)

Das so gewihlte Modell ist sicherlich noch nicht geeignet, die Realitit ausreichend zu model-
lieren, da es iiberhaupt keine Interaktionen zwischen Kovariablen beriicksichtigt, es soll an die-
ser Stelle trotzdem erwdhnt werden, da es relativ einfach zu interpretieren ist. Mit der Efron-
Approximation fiir den partiellen Likelihood fithrt das Modell 4.1 zu den in Tabelle 4.4 darge-

stellten Resultaten.

Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeft.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik | p-Wert

Z Alter 0.0244 1.025 0.00179 13.6056 <1071
Z Geschlecht -0.3495 0.705 0.04580 276320 | 2.3-10714
Zart -0.0022 0.998 0.04778 -0.0459 0.96
ZStufe2 0.7610 2.140 0.06313 12.0536 <1071
ZStufe3 1.5577 4.748 0.06358 24.4998 <1071

Tabelle 4.4: Geschatzte Koeflizienten im Modell 4.1

Im ersten Fit wird fiir die Kovariablen Zajters ZStufe2s ZStufe3 UNA ZGeschlecht €in signifikater Ein-
fluf} der Kovariablen auf den Hazard festgestellt. Die Werte kénnen folgendermafien interpretiert
werden: Der positive Koeffizient fiir die Kovariable Alter belegt, dal mit zunehmendem Alter
auch die Sterbeintensitit zunimmt, was zu erwarten war. Auch die signifikante Abhéngigkeit des
Hazards vom Geschlecht iiberrascht hier nicht sonderlich, denn nicht nur in der Gesamtbevolke-
rung, sondern auch in der Pflegeversicherung kann man eine héhere Sterblichkeit von Ménnern
beobachten (der ersten Schétzung zufolge liegt der Hazard fiir Frauen bei ca. 70 % des Hazards
fiir Ménner). Die Kovariablen fiir Stufe 2 und Stufe 3 stellen ein erstes Maf dafiir dar, inwieweit
sich die Schwere der Pflege auf die Sterbeintensitéit auswirkt. Interessanterweise hat Kovariable
fiir stationdre Pflege keinen signifikanten Einfluf} auf die Pflegebediirftigkeit (der P-Wert liegt
bei 96 % ), das heifit daf die Nullhypothese “die Kovariable hat keinen Einfluf auf den Hazard”
nicht abgelehnt werden kann. Da dieses Modell jedoch noch sehr grob gewéhlt ist, kann man die
Kovariable “Pflegeart” nicht einfach unberiicksichtigt lassen, da sie in Interaktion mit anderen
Variablen trotzdem einen Einflufl auf das Modell haben kann.

Inwieweit man wirklich von einem porportionalen Einfluf auf den Hazard ausgehen kann (d.h.
ob Az(t) = M\g(t) exp(B'Z(t))fiir alle t) mufl durch weitere Tests begriindet werden.

Um den Zusammenhang zwischen stationirer und ambulanter Pflegebediirftigkeit genauer zu
untersuchen, wurde ein nach stationirer Pflege stratifiziertes (d.h. fiir stationire und ambulante
Pflege separat berechnetes) Proportional-Hazard-Modell gefittet und die mittels des Breslow-
Schitzers fiir den Basis-Hazard berechneten Kurven gegeneinander geplottet. In Abbildung 4.3
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Abbildung 4.3: Mit Breslow-Schiitzer geschitzte Uberlebensfunktionen fiir ambulante und sta-

tiondre Pflege

erkennt man, daf bei langen Pflegedauern (gréfer als 3000 Tage), die Uberlebensfunktion fiir
Pflege in einem Pflegeheim deutlich unter der entsprechenden Funktion fiir ambulante Pflege
liegt, was dafiir spricht, dafl Interaktionen zwischen den Kovariablen bestehen, die bislang noch

nicht beriicksichtigt wurden.
Modellierung der Interaktionen

Die Erkennung und Modellierung eventuell bestehender Interaktionen soll nun mit Hilfe des AIC

durchgefiihrt werden. Das Vorgehen wird dabei in 2 Schritte unterteilt:

e Bestimmung zwischen wie vielen Faktoren Interaktion modelliert werden kann (2-Faktor,
3-Faktor, 4 Faktor-Interaktion, oder iiberhaupt keine).

e Bestimmung, welche Interaktionen schlieBlich signifikanten Einfluf auf das Modell haben.

Fiir den ersten Schritt wird folgendes Vorgehen gewéhlt: Fiir den Datensatz werden 4 verschie-
dene Modelle gefittet und zwar jeweils eines ohne Interaktion, mit allen 2-Faktor-Interaktionen,
mit allen Interaktionen, die bis zu 3 Faktoren enthalten und letztendlich ein Modell mit s&dmtli-
chen Interaktionen. Solange Interaktionen Einflufl auf das Modell haben, wird sich dieser Einfluf}
durch ein Wachsen der Likelihoodfunktion und damit auch des Log-Likelihood bemerkbar ma-

chen. Falls Interaktionen hinzugefiigt werden, die keinen, oder kaum Einflul haben, so wird sich
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Modell | Log-Likelihood | df | AIC (n =2) |
ohne Interaktion -15909.2 5 31828.4
2 Faktoren -15878.2 14 31784.4
<3 Faktoren -15875.8 21 31793.6
alle Interaktionen -15874.6 23 31795.2

Tabelle 4.5: AIC-Kriterium fiir Modelle mit Interaktionen

der Log-Likelihood nur unwesentlich #ndern, der Wert des AIC wird jedoch grofler, da das neue
Modell mehr Freiheitsgrade beinhaltet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.3.1 dargestellt. Man er-
kennt, dafl das Modell ohne Interaktionen (im Vergleich zum Modell mit 2-Faktor-Interaktionen)
einen relativ hohen Likelihood hat, der sich auch im Informations-Kriterium bemerkbar macht.
AuBlerdem erkennt man, dafl sich der Log-Likelihood nur unwesentlich &ndert, wenn man 3-
Faktor-, bzw. alle Interaktionen betrachtet (Der Likelihood fiir 2-Faktor-Interaktionen unter-
scheidet sich vom Likelihood fiir alle Interaktionen nur um 3.6, das volle Modell enthélt aber 9
(23 - 14) Freiheitsgrade mehr!).

Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeff.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik | p-Wert
ZAlter 0.0272 1.028 0.0050 5.483 | 4.2-10°%
Zeschlocht 0.1401 1.150 0.3013 0.465 | 6.4-10""
Zgtat -0.5948 0.552 0.4114 1446 | 1.5-107"

ZStufe2 1.0679 2.909 0.4326 2.469 1.4-10°2
Ztuted 1.8610 6.430 0.4219 4411 | 1.0-10°5

Zalter X Zeschloche || -0.0064 0.994 0.0035 1.829 | 6.7-1072
Zalier X Zstat 0.0161 1.016 0.0047 3.407 | 6.6-10*
Zatier X Ztufed 20.0048 0.995 0.0054 0.894 | 3.7-107"
Ztter X ZStuted 20.0027 0.997 0.0053 0.510 | 6.1-107"
Zceschlocht X Zsiat | -0.4515 0.637 0.0995 4537 | 5.7-107°
Zeschlocht X Zstnfes | 0.2275 1.255 0.1321 1721 | 8.5-1072
Zeschlocht X Zsinfes || 0.1842 1.202 0.1292 1425 | 1.5-107!
Ziat X ZStufed 10.3210 0.725 0.1470 2184 |2.9-1072
Ziat X ZStufe3 0.6737 0.510 0.1416 4758 | 2.0-107°

Tabelle 4.6: Geschatzte Koeflizienten im Modell mit allen 2-Faktor-Interaktionen

Daher deutet alles darauf hin, dafl im “optimalen” Modell nur 2-Faktor-Interaktionen vorkom-
men. Daher soll nun in einem zweiten Schritt das Modell mit allen Interaktionen zwischen 2
Faktoren genauer betrachtet werden und durch Entfernen von eventuell nicht signifikanten In-
teraktionen noch verbessert werden. Das Modell mit allen 2-Faktor-Interaktionen ist in Tabelle
4.6 dargestellt
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Tabelle 4.6 legt die Vermutung nahe, dal immer noch zu viele Kovariablen, die keinen signifi-
kanten Einflufl auf das Modell haben, vorhanden sind. Im Falle der Interaktion zwischen Alter
und Stufe, sprechen der p-Wert von 0.37 fiir die Interaktion Zajter X Zstufe2, PZw. von 0.61 fiir
die Interaktion Zjter X Zsiufeg dafiir, dal noch zu viele Kovariablen beriicksichtigt werden. Der
lokale Likelihood-Ratio-Test fiir eine Interaktion zwischen Alter und Pflegestufe ergibt einen p-
Wert von 0.85, d.h. man kann nicht davon ausgehen, dafl diese Interaktion signifikanten Einflufl
im Modell hat. Um diese Vermutung zu belegen soll nun durch iteratives Entfernen von Interak-
tionen eine weitere Verbesserung des AIC erzielt werden. In Tabelle 4.7 sind die Ergebnisse fiir

das Entfernen von jeweils einer Interaktion (aus dem Modell mit allen Interaktionen) dargestellt.

Entfernen von

| Log-Likelihood | df | AIC (n =2) |

Alter x Geschlecht -15879.8 13 31785.6
Alter x Pflegeart -15884.3 13 31794.6
Alter x Pflegestufe -15878.7 12 31781.4
Geschlecht x Pflegeart -15888.2 13 31802.4
Geschlecht x Pflegestufe -15879.7 12 31783.4
Pflegeart x Pflegestufe -15891.3 12 31806.6

Tabelle 4.7: Entwicklung des AIC bei Entfernen von Interaktionen

In Tabelle 4.7 findet sich die Vermutung bestétigt, dafl sich durch Entfernen der Interaktion
zwischen Alter und Pflegestufe eine Verbesserung des Informationskriteriums erreichen 148t (der
Wert betrigt 31781.4 im Vergleich zu 31784.4 fiir Modell mit allen Interaktionen). Man erkennt
jedoch auch, da man fiir das Modell ohne Interaktion Geschlecht x Pflegestufe eine leichte
Verbesserung des AIC erzielt. Daher sollen durch analoges Vorgehen fiir das Modell ohne Inter-
aktion zwischen Alter und Pflegestufe getestet werden, ob weitere Interaktionen, die nicht zur
Erklarung des Modells beitragen, bestehen (Tabelle 4.8).

Nach diesem Schritt sieht man eine Verbesserung des AIC bei Herausnahme der Interaktion

Entfernen von

| Log-Likelihood | df | AIC (n =2) |

Alter x Geschlecht -15880.5 11 31783.0
Alter x Pflegeart -15885.1 11 31792.2
Geschlecht x Pflegeart -15888.6 11 31799.2
Geschlecht x Pflegestufe -15879.9 10 31779.8
Pflegeart x Pflegestufe -15892.2 10 31804.4

ohne Interaktion zwischen Alter und Pflegestufe)

Tabelle 4.8: Entwicklung des AIC bei Enfernen weiterer Interaktionen (ausgehend von Modell
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zwischen Alter und Pflegestufe. Falls man diese Vorgehensweise nun nochmals anwendet, findet

keine Verbesserung mehr statt (siehe Tabelle 4.9), so dafl das optimale Modell alle Interaktionen
bis Alter x Pflegestufe und Geschlecht x Pflegeart beinhaltet.

Entfernen von

| Log-Likelihood | df | AIC (n =2) |

Alter x Geschlecht
Alter x Pflegeart
Geschlecht x Pflegeart
Pflegeart x Pflegestufe

-15881.7
-15886.2
-15889.6
-15893.6

9

9
9
8

31781.4
31792.2
31797.2
31803.2

Tabelle 4.9: Entwicklung des ATIC bei Enfernen weiterer Interaktionen (ausgehend von Modell

ohne Interaktionen: Alter x Pflegestufe, Geschlecht x Pflegestufe)

Die Hazardfunktion besitzt nach diesem Modell folgende Darstellung:

At) =

Ao (t) eXp[/Bl Z Alter (t) + B2 ZGeschlecht + B33 Zstat (t) + B4 Zstute2 (t)

+ 55 ZStufe3 (t) + 56 ZAlter (t) X ZGeschlecht + /67 ZAlter(t) X ZStat (t)
+ BS ZGeschlecht X ZStat (t) + BQ ZStat (t) X ZStuer (t)
+  Bio Zstat(t) X Zstufe3 (t)]-

(4.2)

Mit der Efron-Approximation fiir den Partial-Likelihood erhilt man fiir das Modell 4.2 die in

Tabelle 4.10 dargestellten Koeffizienten. Durch die vielen Interaktionen ist eine Interpretation

Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeff.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik | p-Wert

Z Alter 0.02421 1.025 0.0025 9.78 <1071
Z Geschlecht 0.3202 1.377 0.2811 -1.47 2.5-107!
ZStat -0.5969 0.551 0.4063 1.14 1.4-107"

7St ufe2 0.8180 2.266 0.0729 11.22 <10°1°
ZStufe3 1.7553 5.785 0.0734 23.91 <1071
ZAlter X ZGeschlecht || -0.0065 0.993 0.0035 -1.89 5.9-1072
Z Alter X ZStat 0.0162 1.016 0.0047 3.45 5.7-107*
ZGeschlecht X ZStat -0.4405 0.644 0.0989 -4.46 8.4-10°°
Z3tat X ZStufed -0.3320 0.717 0.1446 -2.30 2.2-1072
Zgtat X ZStufes -0.6753 0.509 0.1391 -4.86 1.2-1076

Tabelle 4.10: Geschitzte Koeffizienten im Modell (4.2)

der Koeffizienten kaum mehr moéglich. Zum Beispiel erstaunt, der positive Koeffizient fiir die
Kovariable Zgeschlecht (in Modell (4.1) hatte der Koeffizient den Wert -0.3495). Da jedoch die

Koeffizienten fiir die Interaktion zwischen Alter und Geschlecht negativ sind, wird dieser Effekt

gerade fiir hohe Alter wieder kompensiert. In Tabelle 4.11 ist daher fiir das durchschnittliche
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Alter im Datensatz von 78.72 Jahren dargestellt, wie sich der Multiplikator fiir den Basis-Hazard

exp(B'Z) fiir verschiedene Kovariablenwerte Z entwickelt.

Frauen | Méanner
ambulant, Stufe 1 | 5.548 6.720

ambulant, Stufe 2 | 12.573 | 15.227
ambulant, Stufe 3 | 32.100 | 38.874
stationdr, Stufe 1 | 12.786 | 13.242
stationdr, Stufe 2 | 20.787 | 21.529
stationér, Stufe 3 | 37.649 | 38.993

Tabelle 4.11: Multiplikator exp(3'Z) fiir verschiedene Kovariablenkombinationen (bei fixiertem
Alter v. 78.72 Jahren)

4.3.2 Proportional Hazard (mit Diagnosen)

In diesem Abschnitt soll versucht werden, mit Hilfe der pflegeverursachenden Diagnosen das
Proportional-Hazard-Modell eventuell noch zu verbessern. Natiirlich liegt die Vermutung nahe,
daB die festgestellten pflegeauslésenden Krankheiten einen massiven EinfluB auf die Uberlebens-
funktion haben. Auch hier sollen mit Informationskriterium von Akaike Diagnosen, die einen
signifikanten Einfluf} auf das Modell haben, herausgefiltert werden. Da nicht fiir alle Pflegefiille
Diagnosen erfafit wurden, berechnen wir zunichst noch das Informationskriterium fiir Modell
(4.2) auf Basis aller Daten, fiir die Diagnosen erfafit wurden, um so ein Vergleichskriterium zu
erhalten. In einem zweiten Fit betrachten wir dann ein Modell, das zusétzlich zu den in (4.2)
spezifizierten Kovariablen fiir jede Diagnose eine weitere Kovariable beriicksichtigt. In einzelnen
bedeutet dies

1 entsprechende Diagnose wurde bei der Person festgestellt

ZDiagnose = { 0 sonst

Der Log-Likelihood und das AIC fiir diese Modelle sind in Tabelle 4.12 dargestellt Wie erwartet

| Modell | Log-Likelihood | df | AIC (n=2) |
ohne Diagnosen -14467.1 10 28954.2
mit allen Diagnosen -14270.1 21 28582.0

Tabelle 4.12: AIC-Kriterium fiir Modelle mit, bzw. ohne Beriicksichtigung der pflegeverursa-

chenden Diagnosen

haben also die pflegeverursachenden Krankheiten einen entscheidenden Einfluf§ auf das Uberle-
ben in der gesetzlichen Pflegeversicherung. In Tabelle 4.13 sind die mit der Efron-Approximation

fiir den proportionalen Hazard geschitzten Koeffizienten dargestellt.
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Variable H Koeflizient ‘ exp(Koeft.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik | p-Wert

ZDemens -0.1351 0.874 0.0483 -2.80 5.1-1073
ZSchlag -0.2067 0.813 0.0573 -3.61 3.1-107*
Zpsychose -0.2056 0.814 0.0549 -3.74 1.8-107*
ZTumore 1.0504 2.859 0.0570 18.43 <10°1°
ZBlindheit -0.1071 0.898 0.1133 -0.95 3.4-107"
Zknochenk | -0-0818 0.921 0.0583 -1.40 1.6-107!
Z Arthrosen | -0-0798 0.923 0.0746 -1.07 2.9-107!
ZHers -0.0784 1.082 0.0460 1.70 8.8-102
Z1,ungen 0.3391 1.404 0.1393 2.43 1.5-1072
ZNieren 0.4271 1.533 0.7152 0.60 5.5- 107"
ZGeburt -0.9219 0.398 0.8846 -1.04 3.0-107!

Tabelle 4.13: Geschitzte Koeffizienten im Modell (4.2)

Bei genaurer Betrachtung der geschiitzten Koeffizienten fillt vor allem der hohe Wert des Koef-
fizienten und die hohe Signifikanz (p-Wert < 10~1?) der Kovariable Z1ymore auf. Hier handelt es
sich wohl meist um Krebspatienten im Endstadium, deren Heilungschancen gering sind. Zudem
erkennt man positive Koeffizienten bei Erkrankungen lebenswichtiger Organe (Herz, Lunge und
Nieren), alle weiteren Koeffizienten sind negativ. Auf eine detailliertere Betrachtung der Diagno-
sen hinsichtlich Interaktion mit anderen Kovariablen, bzw. Interaktion mit anderen Diagnosen
mochte ich in der Arbeit verzichten, da in das spiter im Text formulierte Versicherungsmodell
nur die Kovariablen fiir Alter, Geschlecht, Pflegeart und Pflegestufe eingehen. Der Grund dafiir
liegt darin, dafl in den meisten Versicherungsvertriagen Art und Hohe der Leistungen abhingig

von der Schwere der Pflege, nicht aber von pflegeverursachenden Diagnosen sind.

4.4 Test auf Proportional Hazard

4.4.1 Residuenanalyse

Zunichst wird hier nun mit Hilfe der Martingal-Residuen untersucht, ob im Modell (4.2) die
quantitative Kovariable Alter bereits gut modelliert ist, oder ob eventuell eine andere funktionale
Form fiir die Kovariable gefunden werden kann. Dazu fitten wir ein Modell, mit den Kovariablen

und Interaktionen aus (4.2), die nicht vom Alter abhingen

A(t)

Ao (t) eXp[Bl ZGeschlecht T B2 ZStat (t) + B3 Zstufe2 (t) + Ba Zstufe3 (t)
Bs ZGeschlecht X ZStat (t) + Bs ZStat (t) X ZStufe2 (t)
Br Zstat (t) X Zspufes(t)]- (4.3)
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Fiir das nach (4.3) berechnete Modell plottet man dann die Martingal-Residuen gegen die Ko-
variable Alter und schétzt mit einem Gliattungsoperator den Erwartungswert dieser Residuen
E(M|Zjter) (Abbildung 4.4, linke Seite). Der Plot sollte dann ungefihr die funktionale Form
darstellen, in der die Kovariable in das Modell eingeht (sieche Abschnitt 3.7.8).

-0.5 0.0 0.5 1.0

Martingal-Residuen
Martingal-Residuen

-1.0

-1.5

-2.0

0 20 40 60 80 100 60 70 80 90 100
Alter Alter

Abbildung 4.4: Martingal-Residuen zur Bestimmung der funktionalen Form der Kovariablen
Z Alter In Modell (4.2)

Man erkennt hier, daf} sich die Funktion stiickweise linear verhélt, mit einem Knick im Altersbe-
reich von ca. 80 Jahren. Um diesen Knick genauer zu lokalisieren wurde die Residuen nochmals
fiir den Alterbereich zwischen 60 und 100 geplottet (Abbildung 4.4, rechte Seite), in dieser
Graphik sehen wir, daf sich fiir ein Alter von ca. 85 Jahren die Steigung der Kurve erhoht.

Der Plot erlaubt nun folgende Interpretation: Die Kovariable Alter geht linear in das Modell
ein, ab einem bestimmten Alter 6 (im Bereich von ca. 85) dndert sich jedoch der Regressionsko-

effizient fiir die Kovariable Alter.

Um dieses Alter 6 zu finden kann man nun folgendermafien vorgehen (vgl. Klein und Moesch-
berger [25], Seiten 334 - 336): Man erweitert das Modell (4.2) um eine weitere Kovariable

)

To(t) = 1 falls Zpjier(t) >0
A 0 sonst

sowie um die Interaktion Zajier(t) X Zp(t) zu

A(t) = Xo(t)exp[Bi Zalter(t) + B2 ZGeschlecht + B3 Zstat (t) + B1 Zstufe2 (1)
+  B5 Zstufes(t) + B6 Zalter(t) X ZGeschlecht + 87 ZAlter () X Zstat (1)
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+ B8 ZGeschlecht X ZStat (t) + By Zstat (t) X ZStufe2 (t)

+  Bio Zstat(t) X Zstufes (t)] + Bi1 Zo(t) + Bi2 Zatser(t) X Zp(t). (4.4)
Ziel ist nun die Maximierung des Partial-Likelihood fiir verschiedene Alter #. Dafiir wurden
fiir den Altersbereich [80,92.5] fiir die Werte & = 80 + 0.5 7 € {1,---,25} mit der Efron-

Approximation fiir den Partial-Likelihood nach (4.4) berechnet und die Auswirkungen auf den
Log-Likelihood betrachtet (Abbildung 4.5).

Log-Likelihood
-15877 -15876

-15878

-15879

80 82 84 86 88 90 92
Alter

Abbildung 4.5: Entwicklung des Log-Likelihood fiir verschiedene Werte von 6 in Modell (4.4)

Hier konnen wir folgendes erkennen: Die Funktion hat ein globales Maximum fiir § = 91,5,
zudem f&llt auf, dafl an der Stelle 82.5 ein lokales Maximum liegt. Sowohl fiir § = 82.5, als
auch fiir # = 91.5 verbessert sich das AIC im Vergleich zu Modell (4.2)(31778.6 bzw. 31776.2
im Vergleich zu 31779.8). Der partielle Log-Likelihood verbessert sich um ca. 3.8. Mit dem
lokalen Likelihood-Ratio-Test (3.46) sieht man, daf diese Anderung im partiellen Log-Likelihood
wirklich signifikant ist. Das 0.95-Quantil der y2- Verteilung mit 2 Freiheitsgraden liegt bei 5.99,
die doppelte Differenz im partiellen Log-Likelihood liegt bei ca. 2 - 3.8 = 7.6.

Die 2 Maxima, die sich im Plot beobachten lassen, legen die Vermutung nahe, daf} der “Knick”
fiir Ménner und Frauen zu verschiedenen Zeitpunkten vorliegt. Um dies zu untersuchen wurde
jeweils ein Modell fiir Frauen und ein Modell fiir Ménner berechnet, dessen Hazardfunktion nach

folgendem Proportional-Hazard-Modell konstruiert wurde

A(t) = Xo(t)exp[Bi Zstat(t) + B2 Zstute2(t) + B3 Zstufes ()
+  Bi Zstat (t) X Zgtute2 ()05 Zstat (t) X Zstuges (t)] (4.5)

und die korrespondierenden Martingal-Residuen fiir Ménner und Frauen getrennt gegen die

Kovariable Alter geplottet (Abbildung 4.6). Wir erkennen hier fiir Frauen einen relativ stark
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Abbildung 4.6: Martingal-Residuen (nach Geschlecht getrennt) zur Bestimmung der funktionalen
Form der Kovariablen Zier in Modell (4.2)

ausgepragten Knick im Alter von ca. 90 Jahren und fiir Ménner einen leichten Knick im Al-
tersbereich zwischen 70 und 80 Jahren. Daher betrachten wir nun ein Modell mit folgenden

zusitzlichen Kovariablen:

)

7 _ { L falls Zpjer > 0w und Zgeschlecht = 1
Gw -
0 sonst

sowlie

m

Ty = L falls Zajter = 0m und Zgeschlecht = 0
0 sonst

und maximieren den Log-Likelihood fiir folgendes Proportional-Hazard-Modell

At) = Xo(t) exp[Br Zatger(t) + B2 ZGeschlecht + B3 Zstat (t) + Ba Zsgute2 (1)

Bs Zstute3(t) + Bs ZAlter (t) X Zgeschlecht + 57 ZAlter (t) X Zstat (1)

Bs ZGeschlecht X ZStat(t) + Bo Zstat(t) X Zsgute2 (t)

Bro Zstat(t) X Zstuge3(t) + Bi1 Zoy (t) + Br2 Zom, (1)

Bz Zatter (t) X Zoy (t) + Bra Zater (t) X Zop, (£)]- (4.6)

+ + + +

Um zu erkennen, ob sich mit Modell (4.6) eine Verbesserung im AIC-Kriterium ergibt wurden
wiederum fiir verschiedene Werte von 6, = 80 + 0.25¢ 7 € {0,---,80} und 6,, = 70 +0.25¢ i €
{0,---,80} der Log-Likelihood berechnet. Dieser wurde maximiert fiir 6, = 91 und 6,, = 75.25,
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der Log-Likelihood an dieser Stelle hat den Wert 15774.4. Man erkennt eine viel stérkere Aus-
prigung des Maximums fiir Frauen. Bei genauerer Analyse des Modells fillt auf, dafi die In-
teraktionen und Zajer(t) X Zpy (1) und Zajper(t) X Zpy, () kaum signifikant sind (die lokalen
Wald-Tests gegen die Nullypothesen: 813 = 0 bzw. 14 = 0 fithren zu p-Werten von 0.92 bzw.
0.37). Auch im AIC erkennt fithrt die hohe Anzahl an Freiheitsgraden zu einer leichten Ver-
schlechterung im Vergleich zu Modell (4.4) .

‘ Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeff.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik | p-Wert
Z Alter 0.0279 1.028 0.0036 7.68 1.6-10714
Z Geschlecht 0.7637 2.146 0.3202 2.39. 1.7-1072
ZStat -0.3724 0.689 0.4035 -0.92 3.6-107!
7St ufe? 0.8101 2.248 0.0730 11.10 <1071°
ZStufed 1.7521 5.767 0.0734 23.87 <10°1°
Zoy 0.2146 1.239 0.0737 2.91 3.6-1073
Zom -0.1401 0.869 0.1041 -1.34 1.8-107!
ZAlter X ZGeschlecht || -0.0138 0.986 0.0045 -3.08 2.1-1073
Z Alter X ZStat 0.0134 1.014 0.0047 2.87 4.1-1073
ZGeschlecht X ZStat -0.4374 0.646 0.0993 -4.40 4.4-107°
Zgtat X ZStufe? -0.3254 0.722 0.1447 -2.25 2.5-1072
Z3tat X ZStufe3 -0.6733 0.510 0.1391 -4.84 1.3-1076

Tabelle 4.14: Geschiitzte Koeffizienten im Modell (4.7)

Um eine Optimierung in unserem Modell zu erreichen, sollten wir daher die Interaktionen zwi-
schen 6,,, 6, und Alter unberiicksichtigt lassen und dann wiederum die optimalen Werte fiir
0, und 6, mittels Maximierung des Log-Likelihood bestimmen, das bedeutet, dafl wir den
Log-Likelihood fiir Modell

()

Ao (t) exp[B1 Zater (1) + B2 ZGeschlecht + B3 Zstat (t) + Ba Zstuge2 (1)

Bs Zstute3(t) + Bs ZAlter (t) X Zgeschlecht + 87 ZAlter (t) X Zstat (1)

Bs ZGeschlecht X Zstat(t) + Bo Zstat(t) X Zstufea (t)

B0 Zstas (t) X Zstute3(t) + Bi1 Zoy (t) + Bi2 Zom (1))

Xo(t) exp(B'Z (1)) (4.7)

in Abhéngigkeit von 6, und 6,, maximieren.

+ o+ o+

Wie auch in (4.6) wird der Log-Likelihood maximal fiir 6, = 91 und 6,, = 75.25. Mit einem
Wert von 15874.79 erhalten wir so einen minimal héheren Wert als fiir Modell (4.6), obwohl wir
die Anzahl der Freiheitsgrade von 14 auf 12 reduziert haben. Daraus resultiert eine Verbesserung
des ATC-Wertes fiir dieses Modell (31773.58), so dafl wir uns bei weiteren Analysen auf dieses

Modell konzentrieren wollen.
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4.4.2 Graphische Tests des Propotional Hazard

Um fiir Modell (4.7) die Abhéngigkeit des Hazard von Kovariablen zu analysieren, unterteilen
wir den Datensatz in 12 verschiedene Gruppen (Frauen ambulant Stufe 1, Frauen ambulant
Stufe 2,..., Ménner stationir Stufe 3) und schéitzen dann mit des Nelson-Aalen-Schétzer fiir jede
einzelne Gruppe die kumulative Hazard- oder Intensititsfunktion. Mit diesen Intensitatsfunktio-
nen plotten wir jeweils zwei interessierende Untergruppen gegeneinander (Andersen-Plots, siehe
Abschnitt 3.7.9) . Falls die Verteilung der Pflegedauern nach einem Proportional-Hazard-Modell
gegeben ist, sollte der Plots ungefdhr auf einer Geraden liegen, deren Steigung dem relativen
Risiko unter der Proportional-Hazard-Annahme

B Ao(t) eXp(BtZGruppe 1) B eXp(BtZGruppe 1)
RRpy = =

Ao(?) eXp(BtZGruppe 2) eXp(BtZGruppe 2)

entspricht. Um das relative Risko zu erhalten berechnen wir deshalb mit Modell (4.7) die zu-
gehorigen Multiplikatoren fiir die Basis-Hazardfunktion (als Werte fiir die Kovariable Alter ver-
wenden wir das Durchschnittalter in der jeweiligen Untergruppe). Die Verwendung des Mittel-
wertes f4ur die zeitabhingige Kovariable Zjjier fithrt approximativ zu einem linearen Zusam-

menhang der jeweiligen relativen Risiken in den einzelnen Untergruppen.

Wenden wir uns zunichst der Analyse der Kovariablen Zgeschlecht zu (Abbildung 4.7). Fiir
die 6 Kategorien (ambulant Stufe 1, ... , stationéir Stufe 3) wurden hier jeweils die geschétz-
ten kumulativen Hazardfunktionen fiir Frauen A, (¢) (x-Achse) und Minner A,,(t) (y-Achse)
gegeneinander geplottet. Die Gerade im Plot entspricht dem nach dem Proportional-Hazard-
Modell (4.7) erwarteten Verhéltnis der kumulativen Hazardfunktionen. Man erkennt zunéchst
folgendes: In Stufe 2 und Stufe 3 entsprechen die fiir Mdnner und Frauen mit dem nichtpara-
metrischen Nelson-Aalen-Schéitzer ermittelten kumulativen Hazardfunktionen ungefahr den mit
dem Proportional-Hazard-Modell geschitzten kumulativen Hazards. In Stufe 1 fallt jedoch auf,
dafl sowohl im ambulanten, als auch im stationdren Bereich die Hazardfunktion nicht besonders
gut durch ein Proportional-Hazard-Modell approximiert wird. Bei genauerer Betrachtung des
Plot fiir ambulante Pflege fillt auf, dafl bis zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢y das relative Risiko
fiir Frauen zu sterben niedriger ist, als nach dem Proportional Hazard-Modell erwartet (der Plot
enfernt sich von der Geraden, die das nach dem Proportional-Hazard-Modell erwartete relative
Risiko darstellt) und ab ¢y dann hoher. Zu welchen Zeitpunkt ¢y sich dieser Trend umkehrt,
kann man mit den Andersen-Plots nicht feststellen. Im Bereich der stationfiren Pflege erkennt
man einen umgekehrten Trend, d.h. zunéchst ist fiir Manner das relative Risiko niedriger als fiir
Frauen.

Um diesen Zeitpunkt %, festzustellen, an dem sich der Trend umkehrt plotten wir die Differenz
der mit dem Nelson-Aalen-Schitzer geschitzten kumulativen Hazards von Mannern und Frauen

gegeneinander, d.h. wir plotten die Zeit ¢ gegen log(Aw(t)) —log(Am(t))(Abbildung 4.8). Da gilt

A(t) = %A(t)
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Abbildung 4.7: Andersen-Plots unterteilt nach Geschlecht, x-Achse: Frauen, y-Achse:Méanner

und die log-Funktion echt monoton wachsend ist, kann man den Plot folgendermaflen interpretie-
ren. In den monoton fallenden Bereichen ist das im nichtparametrischen Modell beobachtete rela-
tive Risiko zwischen Frauen und Méanner kleiner, als das nach dem Proportional-Hazard-Modell
erwartete. Mit der horizontalen Linie ist die nach dem Proportional-Hazard-Modell geschiitzte
Differenz log A, — log A,, dargestellt. Seien also mit Ay(t), bzw. Am () die mit dem Nelson-

Aalen-Verfahren (nichtparametrisch) geschéitzten Hazardfunktionen, dann gilt

wlt) _ exp(3'2)

~

Am(t)  exp(BZp)

>

Zyw und Zp, sind die zugehorigen Kovariablen-Vektoren einzelnen Untergruppe, zum Beispiel
héitte der Kovariablenvektor Z,, fiir die stationir Pflegebediirftigen der Stufe 1 die Werte

ZGeschlecht = 1,
Zgtat = 1,
Z, Stufe1 — 0,

ZAlter = Durchschnittsalter stationdr pflegebed. Frauen.
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Abbildung 4.8: Diffenrenz des Kumulativen Hazard fiir Ménner, bzw. Frauen

Auch bei den Plots fiir die Kovariable “Pflegeart” Abbildung 4.9 erkennen wir, daf} in Pflegestufe
1 der Andersen-Plot nicht sehr gut der Geraden des nach Modell (4.7) erwarteten relativen Riskos
folgt. Hier sieht man, daf} fiir Frauen in Stufe 1 das relative Risiko in ambulanter Pflege zu
sterben, zunéchst hoher ist und sich dann einpendelt, bei Madnnnern sieht man den umgekehrten
Trend. In den Stufen 2 und 3 folgen die Andersen-Plots relativ gut den Geraden, die das nach

dem Proportional-Hazard-Modell (4.7) erwartete Vehéltnis ausdriicken.

Zuletzt betrachten wir noch die Andersen-Plots fiir die Kovariable Pflegestufe 4.10. Hier wurden
fiir die 4 Untergruppen (Manner ambulant, ---, Frauen stationir) die jeweiligen kumulativen
Hazardfunktionen fiir Stufe 1 (x-Achse) gegen Stufe 2 (y, Achse, gestrichelte Linie), bzw. Stufe
3 (y-Achse, durchgezogene Linie) geplottet. Wir erkennen, daf§ das Verhiltnis des kumulativen
Hazards fiir Stufe 3 zum kumulativen Hazard fiir Stufe 1 nur sehr unzureichend durch das
Cox-Regressionsmodell beschrieben wird. Dies erkennt man, in unterschiedlicher Ausprigung

bei allen 4 Plots. Fiir d.h. gerade zu Beginn der Pflegezeit ist zu beobachten

Astutes () - exp(6' Zstute 3)

_ . fiir kleine ¢
AStufel (t) eXp(/BtZStufe 1)

mit j\stufeg und j\stufe]_ als den jeweiligen nichtparametrischen Nelson-Aalen-Schitzern fiir Stufe
3, bzw. Stufe 1. das heif}t also gerade in der Zeit kurz nach Pflegebeginn ist in Stufe 3 die
Sterbeintensitit niedriger als nach dem Modell erwartet. Nach der graphischen Analyse kann

man zusammenfassend folgende Feststellung treffen:

Fiir einige Kovariablen ist das relative Risiko mit dem Proportional-Hazard Modell sehr gut

modelliert. Diese sind im einzelnen

e Relatives Risiko Frauen zu Mannern (in Stufe 2 und Stufe 3)
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Abbildung 4.9: Andersen-Plots unterteilt nach Pflegeart, x-Achse: ambulant, y-Achse: stationér

e Relatives Risiko ambulante Pflege zu stationérer Pflege (in Stufe 2 und Stufe 3)
e Relatives Risiko Stufe 2 zu Stufe 1
Eine schlechte Proportional-Hazard-Modellierung erhélt man fiir
e Relatives Risiko Frauen zu Mannern (in Stufe 1)
e Relatives Risiko ambulante Pflege zu stationirer Pflege (in Stufel)

e Relatives Risiko Stufe 3 zu Stufe 1

Man sieht, daf§ hier noch eine unzureichende Modellierung der Realitét vorliegt, allem Anschein
nach verdndern sich die einige Koeffizienten mit der Pflegedauer (vor allem fiir die Kovaria-
ble Stufe). Diese zeitliche Verinderung von Koeffizienten wolllen wir nun mit der Hilfe von

Schoenfeld-Residuen (siehe Abschnitt 3.7.9) genauer analysieren
Untersuchung der zeitlichen Abhingigkeit der Regressionskoeffizienten

Um ein Gefiihl fiir eventuelle zeitliche Abhéingigkeit von Regressionskoeffizienten von der Pfle-

gedauer t zu bekommen, plotten wir den durch Glattung (mit der S-Plus Funktion coxph.zph,



4.4. TEST AUF PROPORTIONAL HAZARD 89

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 00 02 04 06 08 1.0
Frauen ambulant Maenner ambulant

3.0

2.0

1.0

012 3 456

0.0

00 02 04 06 08 1.0 1.2 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Frauen stationaer Maenner stationaer

Abbildung 4.10: Andersen-Plots unterteilt nach Pflegestufe, x-Achse: Stufe 1, y-Achse: Stufe 2
(durchgezogene Linie) bzw. Stufe 3 (gestrichelte Linie)

als Glatter verwenden wir einen kubischen Spline mit 40 dquidistanten Stiitzstellen) geschétzten
Erwartungswert von skalierten Schoenfeld-Residuen (3.51) gegen die Pflegedauer ¢ (Abbildung
4.11). Die gestrichelten Linien sind 95%-Konfidenzbénder fiir den Erwartungswert. Der so er-
haltene Plot gibt ein Indiz fiir die qualitiven Entwicklung des Regressionskoeffizienten 3 in

Abhéngigkeit von der Pflegedauer.

Man erkennt hier, daf} fiir fast alle Kovariablen im Koeffizienten 3 eine starke Zeitabhingigkeit
festzustellen ist (vor allem in den Zeitbereichen zwischen 0 und 2000 Tagen, also in den Berei-
chen, in denen viele Beobachtungen vorliegen). Insbesondere erkennt man in diesem Zeitintervall
eine “Trendwende”, d.h. viele der Kurven haben im Zeitbereich von ca. 1000 Tagen ein lokales
Maximum, bzw. Minimum. Betrachtet man zum Beispiel die Plots fiir die Kovariable fiir Stufe
2 (rechts, oben) und Stufe 3 (links, 2. von oben), sieht man, daf§ das relative Risiko zu sterben
(im Vergleich zu Stufe 1) am Anfang viel hoher ist und dann fillt, bis bei einem Zeitpunkt von
ca. 1000 Tagen ein lokales Minimum erreicht ist. Danach erkennt man nur noch eine leichte

Verdnderung des Koeffizienten. Mit folgenden 2 Schritten versuchen wir nun das Modell noch
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Abbildung 4.11: Geglittete Schoenfeld-Residuen zur Bestimmung der funktionalen Abhingigkeit

der Regressionskoeffizienten

zu verbessern:

e Um den Zeitpunkt einer “globalen Trendwende” ¢y zu finden, betrachten wir zunéchst
ein Modell, in dem fiir Pflegedauern T' < t; und T > tj separat Regressionskoeffizienten

geschétzt werden. Dieses Modell kann folgendermafien dargestellt werden:
A(t) = Xo(t) exp[B'Z () + Z<t, (1) (' Z(1))).
Hier sind

1 t<ty
Zcp = -
sto { 0 sonst

Z(t) € R
der Kovariablenvektor aus Modell (4.7) und

a,f € R
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Abbildung 4.12: Entwicklung des Log-Likelihood fiir verschiedene Werte von ¢y bei Schitzung
von separaten Koeffizienten fiir Pflegedauern T' < tg und T > ¢

die zu schitzenden Parameter. Fiir dieses Modell maximieren wir den partiellen Log-
Likelihood in Abhéngigkeit von t.

e In einem zweiten Schritt schitzen wir differenziert fiir jede einzelne Kovariablen aus Modell
(4.7) separate Koeffizienten fiir Pflegedauern T' < ¢y und T' > ¢, um damit die Koeffizien-
ten zu bestimmen, bei denen die gréfite Abhingigkeit von der Pflegedauer vorliegt. Zum

Beispiel erhalten wir fiir die Kovariable Alter folgende Darstellung der Hazardfunktion:
A(E) = Mo(8) exply Zatger (£) X Zety (£) + BZ(1)].
Wiederum sind Z(¢) der Vektor aus Modell (4.7) und
veR,[eR?

die zu schitzenden Parameter.

Bemerkung: Eine zeitstetige Modellierung von Regressionskoeffizienten (z.B. in Form einer linea-
ren Abhéngigkeit 3(t) = By + (1 t) ist mit dem Proportional-Hazard-Schitzer generell moglich,
mit dem Paket coxph aus S-Plus nicht zu realisieren. Um dies zu ermoglichen miisste die Design-
matrix an jedem Zeitpunkt, an dem ein Ereignis beobachtet wird, neu berechnet werden. Fiir
kleine Datenséitze kann man dies noch erreichen, indem man den Datensatz aufsplittet und an
jedem Beobachtungspunkt einen neuen Kovariablenvektor in Abhéingigkeit von der Beobach-
tungszeit definiert (mit dieser Technik wurden auch die zeitabhingigen Kovariablen fiir Pfle-
gestufe und Pflegeart modelliert, hier ist die Zeitabhingigkeit jedoch in Form einer stiickweise

konstanten Sprungfunktion vorgelegen).
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In Abbildung 4.12 sehen wir zuniichst, wie sich der Log-Likelihood fiir verschiedene Werte von
to verhélt. Man erkennt ein globales Maximum fiir £y = 450 Tage. Der Wert des Log-Likelihood
betriagt an dieser Stelle -15806.16, was eine wesentliche Verbesserung im Vergleich zu Modell
(4.7) (mit einem Wert von 15874.79) ist.

Um zu erkennen, in welcher Kovariablen die stirkste zeitliche Variation im Koeffizienten vorliegt,
wurde fiir jeden einzelen Koeffizienten aus Modell (4.7) ein separater Koeffizient fiir Pflegedauern
T < tg, sowie T > to berechnet und gegen ¢y geplottet (Abbildung 4.13)
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Abbildung 4.13: Entwicklung des Log-Likelihood fiir verschiedene Werte von ¢y bei Schitzung
von separaten Koeffizienten fiir Pflegedauern T' < tg und T >t

In Abbildung 4.13 erkennen wir vor allem fiir die Kovariable Alter, sowie fiir Pflegestufe 2 und 3
eine starke Verbesserung des Log-Likelihood bei der Schétzung der jeweiligen Koeffizienten fiir
T < tyund T > t3. In Tabelle 4.15 erkennt man alle 3 Kovariablen eine signifikante Verbesserung
im Log-Likelihood (hinsichtlich des p-Wert fiir den lokalen Likelihood-Ratio-Test)

Daher modifizieren wir das Modell (4.7) und schétzen fiir die Kovariablen Alter und Pflegestufe

Koeffizienten separat fiir T' < tg und T > #y. Technisch wurde dies erreicht, indem wir zu den
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Kovariable | o | LL (Modell fiix T < to, T > #o) | LL (Modell(4.7)) | p-Wert

93

Z Alter 400 -15829.59 -15874.79 <1015
ZStufed 75 -15866.69 -15874.79 5.6-107°
ZStufe3 125 -15845.82 -15874.79 2.7-10"1

Tabelle 4.15: Maximum des Log-Likelihood fiir separate Schitzung der Kovariablen fiir Alter,
Stufe 1 und Stufe 2 (unterteilt nach Pflegedauern T' < tg und T' > %)

Koeffizienten in (4.7) drei weitere Kovariablen Z<75, Z<25, sowie Z<4op mit

1 t<t

0 sonst

ZSto (t) = {

einfithrten und deren Interaktion mit den jeweiligen Variablen fiir Alter, Stufe 2 und Stufe 3
betrachteten. Fiir dieses Modell verbessert sich der Log-Likelihood auf 15801.4. Man erkennt

Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeff.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik | p-Wert
Z Alter 0.0401 1.041 0.0041 9.65 <1071
Z Alter X Z<400 -0.0327 0.968 0.0035 -9.47 <1071
Z Geschlecht 0.7986 2.222 0.3214 2.49 0.01
ZStat -0.0531 0.948 0.4004 -0.13 0.89
ZStufe? 0.8011 2.228 0.0733 10.93 <1071
Zstufer X Z<7s -0.8080 0.446 0.4982 -1.62 0.10
ZSeute3 1.6420 5.165 0.0752 21.83 <10°1°
Zstute X Z<125 1.135 3.113 0.1828 6.21 521010
Zow 0.1815 1.199 0.0743 2.443 0.02
Zom -0.1206 0.886 0.1052 -1.15 0.25
Z Alter X ZGeschlecht | -0-0141 0.986 0.0045 -3.13 1.8-1073
Z Alter X ZStat 0.0093 1.009 0.0047 1.99 0.05
ZGoschlocht X ZStat -0.4257 0.653 0.0996 -4.27 1.9-107°
Zgtat X ZStufe? -0.3420 0.710 0.1448 -2.36 0.02
Zstat X ZStufes -0.6533 0.520 0.1393 -4.69 2.7-1076

Tabelle 4.16: Geschiitzte Koeffizienten im Modell mit separaten Koeffizienten fiir T < ¢3 und
T > ty fiir Alter und Stufe

speziell fiir Pflegestufe 3, dafl gerade die ersten 400 Tage (also ungefihr das erste Jahr) das
Risiko zu sterben im Vergleich zu Pflegestufe 1 extrem hoch ist. Wie schon vorher erwihnt,
wiirde die Modellierung stetig von der Zeit abhéingiger Koeffizienten eine Verbesserung des Mo-
dells ergeben. Aus vorher genannten Griinden war eine Schitzung von Koeffizienten fiir diese

Modellierung aufgrund der Gréfle des Datensatzes nicht zu realisieren. Daher méchte ich an die-
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ser Stelle mit der Analyse der Sterbeintensititen enden und spiter, bei der Entwicklung eines

Versicherungsmodells, die in Tabelle 4.16 dargestellten Ergebnisse verwenden.

4.5 Modellierung der Zustandsiiberginge

Bis jetzt haben wir uns nur intensiv mit dem Ereignis “Tod des Pflegebediirftigen” und dessen
Abhéngigkeit von verschiedenen Einflufifaktoren beschéftigt. In einem weiteren Schritt wollen
wir nun die Uberginge zwischen den verschiedenen Pflegearten und -stufen genauer untersuchen.
Mit Hilfe zweier verschiedener Modelle sollen der Datensatz hinsichtlich folgende Fragestellungen

untersucht werden:
e Fluktuation im Bestand hinsichsichtlich Pflegeart (ambulant, stationér)
e Fluktuation im Bestand hinsichtlich Pflegestufe

Mit Hilfe der in Abschnitt 2.5 entwickelten Theorie sollen fiir diese Modelle Ubergangsinten-

sitdten, bzw. Wahrscheinlichkeiten hergeleitet werden.

4.5.1 Modellierung der Zustandsiiberginge zwischen ambulanter und stati-
onirer Pflege

Im folgenden soll nun zunichst Markov-Modell mit den 3 verschiedenen Zustinden: ambulante
Pflege, stationdre Pflege und Tod, betrachtet werden. Die Markoveigenschaft spiegelt sich in der
Annahme wieder, daf$ Ubergangsintensititen A(¢) nur von der Pflegedauer ¢ und vom Zustand,
in dem sich die pflegebediirftige Person zum Zeitpunkt ¢ befindet und einem Kovariablenvektor
Z(t) (Alter, Pflegestufe, Geschlecht und eventuell Interaktionen) nicht jedoch von der bisherigen
Pflegehistorie abhéngen. Ein Beispiel fiir die Modellierung eines Markov-Modells fiir Knochen-
transplantationsdaten findet man zum Beipiel in dem dem Artikel von Klein und Keiding (1994)
[24].

In einem ersten Schritt sollen die Ubergangsintensititen \;;(t), i € {1,2,3}, j € {1,2,3} zu
den in Abbildung 4.14 schematisch dargestellten Zustandsiibergéinge geschétzt werden. In einem
zweiten Schritt werden dann mit Hilfe der geschiitzten Intensitiiten, die Ubergangswahrschein-
lichkeiten P;;(z,t) z <t berechnet.

Bei der Schiitzung der Intensititen konzentrieren wir uns vor allem auf die Ubergangsinten-
sititen zwischen ambulanter und stationdrer Pflege, da wir fiir die Sterbeintensititen Ai3(t),
bzw. A93(t) eine ausfiihrliche Untersuchung im vorherigen Abschnitt durchgefiihrt haben. Ins-
gesamt wurden 590 Ubergiinge von ambulanter zu stationiirer Pflege und 28 Uberginge von

stationirer zu ambulanter Pflege beobachtet.

Mit Hilfe der Zahlprozefinotation fiir den Proportional-Hazard kénnen wir zur Schitzung dieser
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A12(t)
1: ambulante 2: stationaere
Pflege Pflege
Aot (1)
A13(%) A23(t)
3: tot

Abbildung 4.14: Schematische Ubersicht der Zustandsiiberginge ambulant stationir

Intensititen ein Proportional-Hazard-Modell fitten. Dabei interessieren uns folgende Zahlpro-

zesse

Nio(t) = # Uberginge von ambulanter zu stationirer Pflege bis zum Zeitpunkt #,

Ny (t) = # Uberginge von stationirer zu ambulanter Pflege bis zum Zeitpunkt #,

fur die wir die Kompensator-, oder kumulative Hazardfunktion

t
Aij(t):/o)\ij(u)du i e{l,2) i

in einem Proportional-Hazard-Modell schitzen. Zunéchst gehen wir davon aus, daf3 );; folgende

Darstellung hat

>‘ij (t) = )‘ijO (t) eXp[Bl ZAlter(t) + B2 ZGeschlecht T B3 Zstufe Z(t)
+ 54 ZStufe 3(t)] Za] eL2 1 7& ja (48)

mit einem unspezifizierten Basis-Hazard \;jo(¢). Fiir die Ubergangsintensitit Aj2(¢) von stati-
onérer zu ambulanter Pflege erhélt man die in Tabelle 4.17 dargestellten Koeffizienten. Bei einem
Signifikanzniveau von 5% haben alle Kovariablen bis auf Zg;,fe 3 (der p-Wert liegt hier bei 0.19)
signifikanten Einfluf} auf das Modell. Dieses Modell werden wir spéter noch genauer hinsichtlich

Interaktionen zwischen Kovariablen untersuchen. Fiir die Uberginge von stationirer zu ambu-

Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeff.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik ‘ p-Wert, ‘

Z Alter 0.0305 1.03 0.0038 7.99 1.2-1071°
Z Geschlecht 0.3842 1.47 0.0956 4.02 5.9-107°
ZStufe? 0.3191 1.38 0.0912 3.50 4.6-10~*
ZStufe3 0.1661 1.18 0.1279 1.30 1.9-107"

Tabelle 4.17: Geschitzte Koeffizienten fiir die Ubergangsintensitit Ajo

lanter Pflege kann man fiir keine Kovariable einen signifikanten Einflu} feststellen. Auch der

p-Wert der Likelihood-Ratio-Statistik fiir den Gesamteinfluff der Kovariablen von 0.192 (Wert
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der Teststatistik ist 6.09 bei x? Verteilung mit 4 Freiheitsgraden) ist relativ hoch. Ein Grund
dafiir, daBl kein signifikanter Proportional-Hazard erkennbar ist, ist wohl die extrem niedrige

Anzahl an Ubergingen von stationirer zu ambulanter Pflege.

Mit Hilfe der Kolmogorov-Differentialgleichungen kénnen wir nun die Ubergangswahrscheinlich-

keiten herleiten. Die Anwendung von (2.23) fithrt zu folgendem Differentialgleichungssystem:

iPn(z, t) = Plg(z, t))\gl (t) — P11(Z, t)()qg(t) =+ )\13(25)),

it
L Pizt) = PulziAia(t) — Pz )0 (1) + (1),

S Pi(zt) = Pulzhis(t) + Pz D0,

DPnat) = Pl () — P (0 (a(t) + Ma(8),

D Pn(at) = Palz)hat) — Pa(z 00 (1) + ds(8),

TPt = Pz dos(t) + P20z (1) (4.9)

Die Differentialgleichungen fiir die Verweilwahrscheinlichkeiten lauten:

TPty = —Pun0e0 + M),
D Pn(at) = Pl )i () + das(0). (4.10)

Eine explizite Losung des Diffentialgleichungssystems (4.9) ist nicht moglich. Da wir jedoch fest-
gestellt haben, daf es kaum Stufeniibergiinge von stationirer zu ambulanter Pflege gibt, wollen
wir im Folgenden die Ubergiinge von stationiirer zu ambulanter Pflege vernachlissigen (d.h. wir

gehen davon aus, dal \oq(¢) = 0 fiir alle ¢). Die Differentialgleichungen (4.9) vereinfachen sich

somit 71
CPu(zt) = ~Pulz00nlt) + (),
G Pu(et) = Puls M) — Pialz, 0hos(0),
EPi(z) = Pulz () + Pz D),
EPn(zt) = —Pulz 000 (1) + (1),
EPi(zt) = Polz0has(t) (4.11)

Insbesondere werden die Zustidnde 2 und 3 zu strikt transienten Zustinden, d.h.
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Diese Differentialgleichungen lassen sich einfach l6sen. Fiir die Verweilwahrscheinlichkeiten in

Stufe 1 erhélt man eine Losung durch Integration

t %PU(Z, S)

: Pii(z,s) ds = _/Z [(Ai2(s) + Ai3(s)] ds,

was dquivalent ist zu

log(P1y (2, 1)) — log(Py1 (2, 7)) = — / ‘Dia() + Aus(s)] ds.
=0

so dafl man mit .
Pui(2,1) = exp <— / aa(s) + )qg(S)]dS)
V4

eine Losung erhilt. Analoges Vorgehen ergibt fiir die Verweilwahrscheinlichkeit in Stufe 2 Pyy(z, t)

Pys(2z,t) = exp <— /zt o3 (8) ds) .

Um die Ubergangswahrscheinlichkeit Pj5(z,t) zu erhalten, miissen wir die Differentialgleichung

d
%Plg(z, t) = —)\23P12(Z, t) + P11(Z, t))\lg (t)

mittels Variation der Konstanten (z.B. in Konigsberger (1992)[20] Seite 270) 16sen. Zuerst be-

stimmen wir die Losungen y(z,t) des homogenen Systems

Ly t) = —Das((z 1),

die gegeben sind durch

y(z,t) = ¢ exp (— /: A23(s) ds) ceR.

Eine partikulire Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist

Piy(z,t) = /: Py1(z,8)\12(8) exp (/: Aoz (1) du) ds

Fubini {/: Pi1(z,8)A\12(s) ds] {exp </: A23(u) dU)] )

so dafl wir nun alle Losungen der Differentialgleichung angeben kénnen

Pys(z,t) = [{/: Py1(z,5)A12(s) ds} {exp </Zt Aog (1) du)} + C:| exp (— /Zt o3 (s) ds)

Unter Beriicksichtigung der Randbedingung

d
lim — Pyo(z,2 +dz) = lim Pyy(z,2 + dz) Ma(z + dz) — Pia(z, 2 + dz) Aog(z + dz) = Ai2(2),
dz—0 dt A2 0 e — —_—

—1 —0

die fiir ¢ = 0 erfiillt ist, erhdlt man als Losung

P12(Z, t) = /t PH (Z, U))\lQ(U)PQQ (U, t) du.
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Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Py3 erhalten wir durch Integration

P23 (Z, t) = /zt P22 (Z, ’LL) )\23 (U) du

= /Zt exp (— /Zu 23 (s) ds) Aos (1)

Stammfunktion: exp(f fzu A23(s) ds)

- [exp (— /u Nas(s) ds) - 1} =1- Py

Zuletzt erhalten die verbleibende Ubergangswahrscheinlichkeit Pi3(z,t) als Differenz

Pi3(z,t) =1 — Pi1(z,1) — Pia(2,1).

Kommen wir nun noch einmal auf die Intensititen fiir den Ubergang von ambulanter zu stati-

ondrer Pflege zuriick. Auch hier wollen durch weitere Analysen unsere Modellwahl optimieren.
Modellierung eventuell vorhandener Interaktionen

Wie auch bei der Herleitung der Sterbeintensititen sind wir auch bei den Ubergiingen von am-
bulanter zu stationdrer Pflege daran interesssiert, ob signifikante Interaktionen zwischen den
verbleibenden Kovariablen Zajter, ZGeschlecht URd Zsgtufe bestehen. Dazu schauen wir uns die
Entwicklung des Log-Likelihood (bzw. das AIC) fiir ein Modell mit allen Interaktionen im Ver-
gleich zum Modell ohne Interaktionen an. (Tabelle 4.5.1)

Modell | Log-Likelihood | df | AIC (n =2) |
ohne Interaktion -4080.10 4 8168.20
alle Interaktionen -4078.44 11 8178.88

Tabelle 4.18: AIC-Kriterium fiir Modell ohne Interaktion und Modell mit allen Interaktionen

Hier sieht man, dafl die Hinzunahme von Interaktionen den Log-Likelihood nur minimal
(um 1.74) erhoht, so dal es wohl nicht sinnvoll ist ein um Interaktionen erweitertes Modell zu

betrachten.
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4.5.2 Modellierung der Zustandsiiberginge zwischen den verschiedenen Pfle-
gestufen

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 4.5.1 betrachten wir hier ein Markovmodell, das die Zu-

standsiiberginge fiir die verschiedenen Pflegestufen beschreibt.

Insgesamt wurden 1334 Stufeniiberginge beobachtet, deren empirsche Hiufigkeit in Tabelle 4.19

A13(t)
A2(t) Aa3(t)
1: Stufe 1 2: Stufe 2 3: Stufe 3
A1a(t)  Aoa(t) Az4(t)
4: tot

Abbildung 4.15: Schematische Ubersicht der Zustandsiiberginge zwischen den verschiedenen

Pflegestufen

dargestellt ist.

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3

Stufe 1 - 624 135
Stufe 2 64 - 472
Stufe 3 5 34 -

Tabelle 4.19: Anzahl der Stufeniibergéinge im Datensatz

Insgesamt konnten wir bei 1231 Ubergingen eine Verschlechterung (d.h. eine Erhohung des Gra-
des an Pflegebediirftigkeit), nur 103 Pflegebediirftige wechselten in eine bessere Pflegestufe. Man
erkennt also auch hier einen wesentlichen Trend zur Verschlechterung. Daher sollen bei unse-
rem Modell wieder die vereinfachende Annahme getroffen werden, daB die Ubergangintensititen
A31(t) = Ao1(t) = A32(t) = 0 sind. Wiederum schiitzen wir die kumulativen Ubergangsinten-
sititen f(f A12(8) ds, f(f A13(s) ds und fg o3 (s) ds als Kompensatoren der Zihlprozesse:

Nio(t) = 4 Uberginge von Pflegestufe 1 zu Pflegestufe 2 bis zum Zeitpunkt #,
Ni3(t) = 4 Uberginge von Pflegestufe 1 zu Pflegestufe 3 bis zum Zeitpunkt #,
Ny3(t) = # Uberginge von Pflegestufe 2 zu Pflegestufe 3 bis zum Zeitpunkt ¢
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und nehmen wiederum eine Abhéngigkeit in den Kovariablen Zgeschlecht; ZAlters 4Stat Dach

einem Proportional-Hazard-Modell an, d.h.
>\ij (t) = >\ij0 exp(/@tZ(t)) Za] € {L 27 3} 1 < j7 (412)

mit
/Btz(t) = b1 ZAlter (1) + B2 ZGeschlecht + 33 ZStat (t)-
Mit dem Ansatz (4.12) erhalten wir die in den Tabellen 4.20 - 4.22 aufgefithrten Koeffizienten.

‘ Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeff.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik ‘ p-Wert,

ZAlter 0.0206 1.02 0.0032 6.041 | 1.5-107°
Zieschlocht | 0.0007 1.00 0.0909 0.007 0.99
ZStat 0.0363 1.04 0.1076 0.338 0.74

Tabelle 4.20: Geschiitzte Koeffizienten fiir die Ubergangsintesitiit Ajo

Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeff.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik ‘ p-Wert, ‘

ZAlter 0.035 1.04 0.0087 398 | 7-107°
Zieschlocht | -0.368 0.70 0.1873 -1.97 0.05
Zstat 0.1452 1.16 0.2234 0.65 0.52

Tabelle 4.21: Geschiitzte Koeffizienten fiir die Ubergangsintesitiit i3

Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeft.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik | p-Wert
Z Alter 0.0106 1.01 0.0032 3.33 8.8-1071

ZGeschlocht | 0.1735 0.84 0.0996 174 0.08
ZStat 0.1271 0.88 0.1109 ‘115 0.25

Tabelle 4.22: Geschitzte Koeffizienten fiir die Ubergangsintesitit A3

Modellierung von Interaktionen

Um zu erkennen, ob Interaktionen signifikanten Einflul auf das Modell haben, betrachten wir
jeweils einzeln fiir die Ubergangsintensititen \ia(t), A13(t), Ae3(t) die Entwicklung des Log-
Likelihood im Modell. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.23 aufgefiihrt.

Wir erkennen, daff sich nur bei der Schiitzung der Ubergangangsintensititen \j5(t) eine signi-
fikante Verbesserung des Log-Likelihoods und damit auch des AIC-Kriterium beobachtet wer-

den kann. Daher fitten wir nun ein Cox-Regressionsmodell fiir Aj2(#) in dem alle Interaktionen
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Modell | Log-Likelihood | df | AIC (n =2) |
ohne Interaktion -3965.2 3 7936.4
M2 lle Interaktionen -3954.7 7 7923.4
ohne Interaktion 849.9 3 1705.8
M3 lle Interaktionen -847.0 7 1708.0
ohne Interaktion -2975.1 3 5956.2
A% lle Interaktionen -2972.9 7 5959.8

Tabelle 4.23: AIC-Kriterium fiir Modell ohne Interaktion und Modell mit allen Interaktionen fiir
die Ubergangsintensititen A\i2(t), Ai3(t) und Aos(t)

beriicksichtigt sind, d.h.

A2(t) = Xi20(t) exp(Br Zalger (t) + B2 ZGeschlecht + B33 Zstat (1)
+ /34 ZAlter(t) X ZGeschlecht + 55 ZAlter(t) X ZStat (t)

+ /66 ZGeschlecht X ZStat (t) + 57 ZAlter(t) X ZGeschlecht X ZStat (t)) (4-13)

Hier sehen wir eine starke 3-Faktor-Interaktion zwischen Alter, Geschlecht und Pflegeart (sie-
he Tabelle 4.24), so da} wir spéter bei den Kalkulationen im Versicherungsmodell auf (4.13)

zuriickgreifen werden.

Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeff.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik ‘ p-Wert ‘
Z Alter 0.0143 1.01 0.0047 3.06 0.002
Zeschlocht 10.8544 0.43 0.5588 “1.53 0.130
Ztat -10.7437 2.6-107° 3.5743 -3.01 0.03
ZAlter X ZGeschlecht 0.0099 1.01 0.0069 1.42 0.150
Zatter X ZStat 0.1221 1.13 0.0407 3.00 0.003
ZGeschlocht X ZAtt 11.7833 | 1.31-10° | 3.7654 3.13 0.002
Z Alter X ZGeschlecht X ZStat -0.1323 0.88 0.0429 -3.08 0.002

Tabelle 4.24: Geschiitzte Koeffizienten fiir die Ubergangsintesitéit Ao bei Beriicksichtigung aller

Interaktionen

Aus Tabelle 4.23 sieht man, dafl keine signifikanten Interaktionseffekte fiir A13(¢) und A93(t) vor-
handen sind. Bei Betrachtung der Zustandsiibergéinge von Zustand 1 in Zustand 3 (A13(¢)) sowie
von Zustand 2 in Zustand 3 (Ao3(t)) erkennt man keine signifikante Abhingigkeit der Ubergangs-
intensitdt von der Kovariable Zg;,; (die korrespondierenden p-Werte betragen 0.52, bzw. 0.25),

so dafl wir diese Kovariable im folgenden nicht beriicksichtigen und die Intensitidtsfunktionen
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Variable H Koeflizient ‘ exp(Koeft.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik ‘ p-Wert ‘

Z Alter
Z, Geschlecht

0.035
-0.368

1.04
0.70

0.0087
0.1873

3.98
-1.97

7-107°
0.05

Tabelle 4.25: Geschitzte Koeffizienten fiir die Ubergangsintesitit A3

modellieren mit

Ais(t) =
Aas(t) =

A130(t) exp
A230(t) exp

[/61 ZAlter (t) + BQZGeschlechta]
[/61 ZAlter (t) + 52 ZGeschlecht]-

Mit den Modellen (4.14) und (4.15) erhalten wir die Tabellen 4.25 und 4.26 aufgefithrten Koef-

fizienten.

‘ Variable H Koeffizient ‘ exp(Koeff.) ‘ SE(Koeff) ‘ z-Statistik | p-Wert
Z Alter 0.035 1.04 0.0087 406 | 4.8-10°
ZGeschlochs | -0.359 0.70 0.1865 1.92 0.06

Tabelle 4.26: Geschitzte Koeffizienten fiir die Ubergangsintesitit A3

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten kann man wiederum mit Hilfe der Differentialgleichungen

bestimmen. Man erhéilt

Pu(st) = exp< / t[)\u(u)+)\13(u)+>\14(u)]du>,
Pa(et) = exp (= [ Dasle) + st ),
Ps3(z,t) = exp <— /: A34(u) dU) ;
P34(Z,t) = ]_ — P33(Z,t),
t
P23(Z,t) = i PQQ( ,u))\gg(u)ng(u,t) du,
Po(z,t) = 1= Prlz,t) — Palz,1),
P12(Z,t) = / PH Z U))\IQ( )P22(U t)d
Pu(z,1) = / (Pu ()M + Pro (2, 1) o (1) P (11, ),
P14(Z,t) = 1- P11(Z,7f) — Plg(z,t) — P13(z,t). (4.16)

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir uns nun der Konstruktion eines Versicherungsmodells

zuwenden.



Kapitel 5

Entwicklung eines

Versicherungsmodells

Mit Hilfe der in 2.5 hergeleiteten Theorie zu Markov-Prozessen und der in 4.5 hergeleiteten Uber-
gangsintensititen soll nun ein Versicherungsmodell zur Pflegeversicherung entwickelt werden.
Dazu sind aber noch einige vorbereitende Definitionen nétig, die im folgenden Abschnitt kurz
dargestellt sind. Eine sehr ausfiihrliche Darstellung zur Anwendung von Multi-State-Modellen
in der Personenversicherung findet man in Haberman (1999) [19]. Auf Grundlagen der klassi-
schen Lebensversicherung werden wir in diesem Abschnitt nur so weit wie nétig eingehen, eine
Darstellung dieses Themas ist in Gerber (1997)[16] gegeben. In dem Handbuch zur Pflegeversi-
cherung der Miinchener Riick (1992) [36] findet man ausfiihrliche Modelle zur Produktgestaltung
und -kalkulation in der Pflegeversicherung, sowie statistisches Rohmaterial zur Gewinnung von

Rechnungsgrundlagen.

5.1 Versicherung als Markov-Prozef

Die Entwicklung eines versicherten Risikos kann als zeitstetiger Markov-Prozefl S mit endlichem

Zustandsraum Z = {1,---,n} beschrieben werden, das heifit
S:TxQ—{l,---,n}.

Hier ist 7 = [0,7), 7 < oo das Intervall von Versicherungsbeginn bis Versicherungsende. Der
Versicherungsproze3 wird im Markovproze§ als ein (zustandsabhéngiger) Zahlungsstrom zwi-
schen dem Versicherten, oder Versicherungsnehmer (kurz: VN) und dem Versicherer (kurz: VR).
Die einmaligen, oder kontinuierlichen Zahlungen des Versicherten an den Versicherer heiflen Bei-
trige oder Primien, die des Versicherers an den Versicherungsnehmer Leistungen. Fiir die Uber-

gangswahrscheinlichkeiten und -intensititen verwenden wir die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.5.

103
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5.1.1 Zahlungsfunktionen

Um den Zahlungsstrom beschreiben zu kénnen, definiert man nun folgende von Zeitpunkt und

Zustand abhingige Zahlungsfunktionen:

Definition 5.1 (Zahlungsfunktionen) Fiir den VersicherungsprozefS S(t) sind folgende Zah-

lungsfunktionen definiert

(1) pi(t): Eine stetige Primie, die der VN bezahlt, solange er sich im Zustand i befindet.

(ii) bi(t): Eine stetige Rente, die vom Versicherer bezahlt wird, solange sich der Versicherungs-

nehmer im Zustand i befindet.

(iii) cij(t): Die Zahlung einer bestimmten Summe falls der Versicherte vom Zustand i in den

Zustand j wechselt.

(iv) di(to): Die Zahlung einer bestimmten Summe, falls sich der Versicherungsnehmer zum
Zeitpunkt ty im Zustand i befindet.

Beispiel 5.2 (gemischte Lebensversicherung)

Die gemischte Lebensversicherung ist in Deutschland die hdufigste Art der Lebensversicherung.
Der Versicherungsnehmer zahlt hier bis zu einem bestimmten Zeitpunkt to (zum Beispiel bis
zum Alter 65 Jahre) einen stetigen Beitrag der Héhe p. Falls der Versicherungsnehmer stirbt,

spdtestens aber zum Zeitpunkt to zahlt der Versicherer eine einmalige Leistung der Héhe c.

Bei der Modellierung als Markov-Modell interessieren bei diesem Modell nur die Zustinde tot

und lebendig (Abbildung 5.1). Der Zahlungsstrom fir diese Versicherung sieht wie folgt aus

p t<tp

1t) =
pi(®) { 0 sonst
c t<tp

C12 t =
®) { 0 sonst

bi(t) = 0 i=1,2.
1: lebendig
2: tot
Abbildung 5.1: Zustandsiibergéinge in Lebensversicherungsprozef3

Beispiel 5.3 (private Altersrente) Der Versicherungsnehmer zahlt solange er lebt, jedoch

maximal bis zu einem bestimmten Alter ty eine stetige Pramie und erhdlt ab einem Alter
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t1 > to eine stetige Rente der Hohe b. Auch fir dieses Beispiel sind die uns interessieren-

den Zustandsiiberginge in Abbildung 5.1 skizziert. Als Zahlungsstrom fiir dieses Modell erhalten

wir
p t<tp
1) =
pi(®) { 0 sonst
b t>1t
bi(t) = -
1®) { 0 sonst

C19 (t) = 0.

5.1.2 Berechnung von Barwerten und Erwartungswerten

Um Barwerte berechnen zu kénnen benétigt man eine finanzielle Struktur, das bedeutet, zu
jedem Zeitpunkt ¢ mufl der Wert einer finanziellen Leistung ermittelt werden kénnen. Dies er-
reicht man mittels einer sogenannten Zinsstruktur. Im unserem Fall soll die einfachste finanzielle
Struktur angenommen werden, das heifit wir betrachten ein Modell mit stetiger Zinsstruktur und

konstanter Zinsintensitit §(¢) = J. Die Diskontierungsfunktion hat damit den Wert:
t
exp (—/ 6d3> = e 0,
0
Sei mit v der jihrliche Diskontierungsfaktor bezeichnet, so gilt:
v=e

Bemerkung: Die Zinsintensitét 148t sich folgendermaflen interpretieren: Ein Anleger méchte zum
zum Zeitpunkt £ < u genau so viel Geld anlegen, daf} er zum Zeitpunkt u durch stetige Verzinsung

mit Zinsintensitat § den Wert 1 erhélt. Falls £ und « in die Zeit in Jahren angibt, benétigt der

u
exp (-/ 5ds> = 0ut) — gyt
t

Nun kénnen wir die (zufilligen) Barwerte einer Leistung fiir die in Definition 5.1 definierten Zah-

Anleger genau:

lungsfunktionen angeben. Diese Barwerte sind sozusagen der Wert einer Leistung zum Zeitpunkt

t, falls die Leistung zum Zeitpunkt u, bzw. im Zeitintervall [uq,u2) erbracht werden.

Definition 5.4 (Barwert) Fiir die in Definition 5.1 (i) - (iv) beschriebenen Zahlungsfunktio-

nen werden folgende (zufilligen) Barwerte definiert:

(i) Der Barwert einer stetigen Primie p; zum Zeitpunkt t ist folgendermafen definiert
Y (uyu 4 du) := 0" T(S(u) = §)p;(u) du.

fiir den Pramienbarwert iber das Intervall [uy,ug) mit t < uy < ug erhdlt man

u2

VP unuz) 1= [0 TS () = s () du

1
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(ii) Analog ist der Barwert fir eine stetige Rente b; zum Zeitpunkt t fir das Intervall [u,us)

u2

Y ) = [0 (S () = )bj(u) du

1

(iii) Der Barwert einer einmaligen Zahlung c;j bei Ubergang von Zustand i nach Zustand j ist
Yy (u) = 0" (S(u—) =i A S(u) = j).

(X utetzt erhatten wir noc ur eimne etnmaikige antun i\lo 1€ aer ersicherungsnenmer
) Zuletzt erhalten wir noch fiir eine einmalige Zahlung d;(to), die der Versicherungsneh

erhdlt, falls er sich zum Zeitpunkt to im Zustand j befindet

Y% (t) = 0"t 1(S(u) = 5)d; (to)-

5.1.3 Aktuarielle Werte

Nachdem wir in Abschnitt 5.1.2 mit den Barwerten den Wert verschiedener in der Zukunft
liegender Zahlungsstrome zwischen dem Versicherungsnehmer und dem Versicherer modelliert
haben, interessieren wir uns nun fiir die sogenannten aktuariellen Werte, die den Erwartungs-
wert (hinsichtlich des Markovprozesses S) dieser Zahlungsstrome beschreiben. Mit Hilfe dieser

aktuariellen Werte kann spéter das Versicherungsmodell formuliert werden.

Definition 5.5 (aktuarielle Werte) Fir einen Versicherten, der sich zum Zeitpunkt t im
Zustand 1 des Versicherungsprozesses S befindet ist der aktuarielle Wert einer Zahlungsfunk-
tion fir einen Zeitpunkt u bzw. fiir ein Zeitintervall [uy,ug2) als der fiir diesen Zeitpunkt, bzw.
-raum erwartete Barwert (gegeben S(t) = i) definiert. Fiir die in Definition 5.1 beschriebenen

Zahlungsfunktionen bedeutet dies im Finzelnen

(i) Der aktuarielle Wert einer kontinuierlichen Pramie p; fir das infinitesimale Intervall
[u,u + du) ist
EIYY (u,u + du)|S(t) =] = 0" Py (¢, u)p; (u) du.

Fiir das Intervall [uy,uz2) erhdlt man den aktuariellen Wert

BV (u,ua)|S0) = i) = |

u1

u

2
0" Py (t, u)p; du.

(ii) Wiederum kann man analog fir eine stetige Rente b;(t) den akturiellen Wert angeben mit

B (0| S() = ] = |

u1

u

2
0" Py (t, u)d; du.

(iii) Fir einmalige Zahlungen an den Versicherungsnehmer, falls dieser von Zustand j in Zu-

stand k wechselt, cji(u) bedeutet dies
E[Y 7" (u)|S(t) = i] = 0" P (8 u) Ak (u) ek (u) du

fir das Intervall [uy,us) ist der aktuarielle Wert

u

B (ur,)|S() = 1 = [ 0" Pyt w)esu(u)Aje ) du

u1l
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(1v) Schlieflich erhdlt fiir eine einmalige Zahlung des Versicherers zum Zeitpunkt to den Bar-

wert

E[Y% (t9)|S(t) = i] = v' ' Py(t, to)d;(to)

5.1.4 Beitrige und Reserven

Das jeder Versicherung zugrundeliegende Prinzip ist das versicherungsmathematische Aquiva-
lenzprinzip. Salopp ausgedriickt besagt dieses Prinzip, dafl jeder Versicherte fiir seinen erwarteten
Schaden selbst aufkommt. Fiir den Zahlungsstrom bedeutet dies, dal zu Policenbeginn (¢=0)
der aktuarielle Wert aller Zahlungsstrome vom Versicherer zum Versicherungsnehmer dem ak-
tuariellen Wert der Zahlungsstrome vom Versicherungsnehmer zum Versicherer entspricht. In

der bisher entwickelten Terminologie it sich dieses Aquivalenzprinzip wie folgt beschreiben

Definition 5.6 Fiir einen VersicherungsprozefS S(t) mit Policenende T definieren wir mit

Bit,7) — /;vu—t Zpij(t,u)bj(u)} du

Ljes

+ /tTvu—t ZZHj(t,u))\jk(u)cjk(u)} du

LJES k#]

Y et {Z _Pij(t,u)dj(u)}

wu>t JjES

die Summe aller erwarteten Leistungen zum Zeitpunkt t, gegeben S(t) =i und analog mit

Pi(tv T) = /tT vt {Z Pij(tvu)pj (u)} du

JES
die Summe aller erwarteten Pramien zum Zeitpunkt t, gegeben S(t) = i.

Mit dieser Defintion 148t sich das Aquivalenzprinzip nun folgendermafen formulieren:

Definition 5.7 (Versicherungsmathematisches Aquivalenzprinzip) Fiir eine Versicherungs-
police mit Endzeitpunkt T und Anfangszustand des versicherten Risikos S(0) =1 ist das versi-

cherungsmathematische Aquivalenzprinzip genau dann erfillt wenn gilt:
Pl(O,T) 281(0,7'). (51)

Gerade in der Personenversicherung ist das Aquivalenzprinzip meist nur zu Beginn der Versiche-
rungspolice erfiillt. Der Grund dafiir liegt unter anderem an der Tatsache, dal das versicherte
Risiko mit wachsendem Alter immer grofler wird, der gezahlte Versicherungsbeitrag aber gleich
bleibt. Wichtig in diesem Zusammenhang ist, dal wihrend der gesamten Vertragslaufzeit gelten

muf}

Pi(t,m) < Bi(t, 7). (5.2)
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was bedeutet, dafl der erwartete Zahlungsstrom von Versicherungsnehmer zum Versicherer im-
mer mindestens genauso grof} ist, wie der umgekehrte Strom. Der Grund dafiir ist einleuchtend,
auf diese Weise mochte man verhindern, dafl der Versicherer zum “Glaubiger” des Versicherungs-

nehmer wird, die Position des Versicherers wird also gestéarkt.

Definition 5.8 Fiir einen Versicherten im Zustand i nennt man die Differenz aus aktuariel-
lem Wert aller Beitrige und aktuariellem Wert aller Leistungen prospektive Reserve zum
Zeitpunkt t

Vi(t,T) = Bi(t, 7) — P;(t, 7).

(5.1) ist keine eindeutige Bedingung fiir die Gestaltung der Versicherungspriamie, vielmehr sind
(5.1) und (5.2) Randbedingungen, innerhalb deren sich die Versicherungspramie bewegen kann.

Wichtige Beispiele fiir die Gestaltung der Pramienstruktur sind
e Einmalprédmien: Der Versicherte zahlt die gesamte Préamie zu Policenbeginn

e gleichbleibende Jahrespramien: Der Versicherungsnehmer zahlt in jihrlichen Abstinden
einen Beitrag gleichbleibender Hohe.

5.2 Berechnung von Beitrigen fiir Pflegeversicherungs-Modelle

: aktiv lebend

: ambulante Pflege
: stationéire Pflege
: tot

VR R

Abbildung 5.2: Zustandsiibergéinge in Pflegeversicherungsprozefl

In diesen Abschnitt wollen wir darstellen, wie mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse Pflegever-
sicherungsbeitrige kalkuliert werden kénnen. Um Berechnungen realisieren zu kénnen miissen
zunichst die Markov-Modelle um einen weiteren Zustand, den wir im folgenden mit “aktiv-
lebend” bezeichnen erweitern. In den Abbildungen 5.2 bzw. 5.3 sehen wir die Graphen der
so erweiterten Markovmodelle. Mit der gestrichelten Linie sind die Zustidnde, die im Daten-
satz beobachtbar waren, umrandet. Da dem Datensatz nur Informationen iiber pflegebediirftige
Versicherte entnehmbar waren, werden wir die Ubergangsintensititen fiir “aktiv lebende” einer
andereren Quelle entnehmen (einjihrige Pflegefall-Eintrittswahrscheinlichkeiten Custodial-Care-

Insurance, aus [36] Anhang 6, fiir die Uberginge von aktiv lebend zu pflegebediirftig).
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: aktiv lebend
: Pflegestufe 1
: Pflegestufe 2
: Pflegestufe 3
: tot

Tt = W N

Abbildung 5.3: Zustandsiibergéinge in Pflegeversicherungsprozefl

5.2.1 Versicherungsmodell mit Zustandsiibergéingen zwischen ambulanter und
stationdrer Pflege

Betrachten wir nun das in Abbildung 5.2 skizzierte Versicherungsmodell. Zunéchst erkennt man,
daB die Ubergangsintensititen fiir die Zustinde 2, 3 und 4 schon als Losung des Differentialglei-

chungssystems (4.11) vorliegen. Fiir den Zustand 1 erhalten wir 4 weitere Differentialgleichungen.

CPuz) = —Piz00() + his) + Aia()

CPuzt) = Pulz () — Pz ) (as(t) +dai(t)),

D Pis(et) = PualzDhis(t) + Pialz, (1) — Piaz, Dhsa(0)

G Puzt) = PualzDAa(t) + Pralz, 0%oa(t) + Piaz, D)hsa(1) (5.3)

Fiir das Differentialgleichungssystem erhalten wir folgende Losung

Pu(st) = exp (— / Duaa(w) + Ara(t) + Ava(w)] du> ,

z

Pa(st) = exp (— / ' Doos (1) + Aaa (1)] du>,

z

Pys(st) = exp (— :A34(u)du>,
Psy(z,t) = 1— P33(2,1),

Pas(2t) = [ Poalz ) \os () Pas (1, 1) s
Po(z,t) = 1Z—P22( 1) — Pa3(2,1),
Pio(z,t) = / Piy (2 )Mo () Poo (u, £) dus,

P13(Z, t) = /z [Pn(z, u))\13 + P12(Z, U))\Qg (U)ng (u, t)] du,
P14(Z,t) = 1- PH(Z,t) - P12(Z,t) - P13(Z,t). (54)
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Diskretisierung des Modells

Die Rechnungsgrundlagen in der klassischen Lebensversicherungsmathematik sind normalerwei-
se Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir einen diskreten Zeitraum. So sind im Bereich der Pfle-
geversicherung fiir Rechnungsgrundlagen in der folgenden Notation iiblich (mit 7" ist hier die
Zufallsvariable Lebensalter bezeichnet, z ist das erreichte Lebensalter, falls nach Geschlechtern
differenzierte Rechnungsgrundlagen Anwendung finden, wir als Index fiir das erreichte Lebensal-

ter fiir Manner ein x und fiir Frauen ein y verwendet).
o Mit
¢:=Pz<T<z+1T>2z)

ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine z-jihrige Person, im Lebensjahr z zu sterben, gegeben

Uberleben bis z, bezeichnet.

o Mit
gy =P(z <T < z+ 1|T > z, aktiv lebend)

ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen z-jihrigen aktiv-lebenden im Lebensjahr z zu sterben,

gegeben Uberleben bis z, bezeichnet.

e Analog dazu ist
¢ =P(z<T < z+1|T > z, pllegebediirftig)

die Wahrscheinlichkeit fiir einen z-jihrigen Pflegebediirftigen im Lebensjahr z zu sterben.
e Zuletzt wird noch mit
i, = P(pflegebediirftig bei Erreichen des Alters z + 1|T > z, nicht pflegebediirftig)

die sogenannte einjihrige Pflegefalleintrittswahrscheinlichkeit fiir eine z-jihrige Person be-

zeichnet

Da wir aufgrund fehlender Beobachtungen fiir aktiv lebende, teilweise auch auf diese einjihrigen
Ubergangswahrscheinlichkeiten angewiesen sind, betrachten wir im Folgenden ein zeitdiskretes

Versicherungsmodell mit den einjihrigen Ubergangswahrscheilichkeiten
pij(n) = P(S(n+1) = j|S(n) =)

wobei hier mit n € Ny die Versicherungsdauer in Jahren angibt. Mit Hilfe der Ubergangsmatrix
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koénnen wir nun analog zu (5.4) die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir das zeitdiskrete Modell

angeben, fiir n < m € Ny erhalten wir
Pij(n,m) = P(S(m) = j|S(n) =) = d;; falls n=m.

Da unsere Zustinde 1, 2 und 3 strikt transient sind erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit im

Zustand 7 zu verbleiben:

Bz(n n+1 sz]
j>t

Aus dem rekursiven Zusammenhang
P;i(n,m) = Pyi(n,m — 1)P;(m — 1,m)

bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit, dafl man sich zum Zeitpunkt m in Zustand i befindet,

falls man sich schon zum Zeitpunkt n in Zustand ¢ befunden hat. Es gilt

m—n—1

Pi(n,m) = [ [1= pij(n+1i).
=0 >t
Damit erhalten wir
m—n—1
Piu(n,m) = [[ [ —pian+i) —pis(n+i) —pua(n+1i),
=0
m—n—1
Py(n,m) = [1 = paz(n + ) — pas(n +1)],
i=0
m—n—1
Ps3(n,m) = H [1 — paa(n+1)],
i=0
Psy(n,m) = 1— P3y(n,m),
m—n—1
Py3s(n,m) = Z Pyy(n,n +1)paz(n + 1) Pss(n+ i+ 1,m),
=0
Pyy(n,m) = 1— Py(n,m)— Py3(n,m),
m—n—1
Plg(n,m) = Z Pu(n,n-l-i)plg(n+i)P22(n+i+ 1,m),
=0
m—n—1
Plg(n, m) = Z (Pn(n, n + i)plg(n + Z) + Plg(n, n + i)p23(’n, + z))ng(n +1+1, m),
=0
P14(n, m) = 1- Pll(n, m) — Plg(n, m) — P13(’I’L, m) (5.5)

Modellierung des Versicherungsprozesses

Wir betrachten nun ein Versicherungsmodell in dem der Versicherungsnehmer gegen eine gleich-

bleibende Jahrespramie der Hohe 7 folgende Leistungen erhilt:
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e Jeweils einmalige Zahlungen der Hohe c¢; falls er von Zustand 1 in Zustand j wechselt
J € {2,3}. In vielen Pflegeversicherungstarifen existieren solche Leistungen, damit werden
meist zu Pflegebeginn entstehende, einmalige Kosten (wie z.B Einbau eines Treppenliftes)
gedeckt.

e Gleichbleibende, jihrliche Rentenzahlungen der Hohe b;, falls sich der Versicherte in Zu-
stand j befindet (5 = {2,3}).

Wir gehen zudem davon aus, dafl die Versicherung leistet, solange der Versicherte lebt. Um diese
beliebig lange Versicherungsdauer aktuariell zu modellieren, setzt man fiir ein bestimmtes Alter
w (in der Praxis meist w = 105) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi der Versicherte im Lebens-
jahr w stirbt auf 1. w heif}t technisches Endalter. Mit diesen Modellvoraussetzungen und den
Zusammenhingen aus (5.5) erhalten wir fiir die verschiedenen Leistungen folgende aktuarielle
Werte zum Zeitpunkt 0 (Versicherungsbeginn) als Erwartungswert der jeweilgen Zahlungsstrome

hinsichtlich des Versicherungsprozesses S(n), n € Ny.

Fiir die den aktuariellen Wert (zu Versicherungsbeginn) einmaliger Zahlungen bei Ubergang
von Zustand 1 (aktiv lebend) zu Zustand 2 (ambulant pflegebediirftig) ¢, den wir mit B; ., (0)

bezeichnen, erhalten wir

w—x—1

Bie,(0) = _Z_ P11 (0,8)pra(i)v'er
=0
w—x—1
- Z H[]' _p12(]) _p13(]) _p14(j)]p12(i)vi012.
i=0 j<i

Analog gilt natiirlich fiir den aktuariellen Wert einer einmaligen Leistung, die bei Ubergang von

Zustand 1 (aktiv lebend) in Zustand 3 (stationir pflegebediirftig) gezahlt wird

w 1

e
Bies(0) = Y M —psai) — p2a(s)lprs(i)v’cus.
i=0 j<i
Fiir den aktuariellen Wert einer jéhrlichen Rente b9, die an den Pflegebediirftige bezahlt wird,

solange sich dieser in Zustand 2 befindet

r—1

Z P12(0, i)vibQ

w—
i

Bip,(0) =

| <

—x—1

= {ZPII(Oaj)pIZ(j)PM(j + 1,i)]vi by
=0 j<i

= |:Z H []_ — p12(k') — p13(k') - p14(k)]P12(j)
=0 j<i k<j

[T [ —p2s(i+k+1) —poali + b+ )]s,
k<i—(j+1)

€
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Der aktuarielle Wert einer jihrlichen Rente b3 fiir einen Pflegebediirftigen in Zustand 3 ist

w—z—1
Bip(0) = > Pi3(0,i)v'bs
i=0
w—z—1
= 3 X [Pu(0,)pis() PraG + 1,3) + Pra(0,5) - pas(5) Pas (5 + 1,3)] by
=1 j<i
w—z—1
= > {Z [ [Tt = pia(k) —pis(k) —pra(B)p1a(i) [ [0 —psa(G+k+1)]
=1 i<t k<j k<i—(j+1)
+ > TI1 = pia() = prs(D) = praIprzk)  [I 11— pas(k+1+1)
k<jl<k 1<j—(k+1)
—paa(k + L+ 1)]pas () [1 = psa(j + 1+ )] jv'bs.

I<i—(j+1)

SchlieBlich erhalten wir als Barwert fiir die von Versicherungsnehmer zu zahlende Jahrespriamie

(solange er sich in Zustand 1 befindet)

w—r—1
Pix(0) = Z P11(0,i)vi7r
=0
w—r—1
- Z H[l — p12(j) — p13(4) —p14(j)]vi7r.
=0 j<i

Nun kénnen wir den Jahresbeitrag 7 bestimmen, denn nach dem Aquivalenzprinzip muf gelten
Bi,5(0) 4 Bi,py(0) + Bie15(0) + Bi,ei5(0) = Pr,x(0).

Diesen Ausdruck kann man nach 7 auflésen und erhilt

Bl,b2 (0) + Bl,b3 (0) + 81,012 (0) + 81,013 (0)

w—x—1

0 Tl = pr2(G) — 13 () — pua()]v?

Modellierung von Rechnungsgrundlagen

Wie schon vorher erwihnt, sind in der Arbeit nur Ubegangsintensitiiten fiir die Ubergnge zwi-
schen den Zustinden “pflegebediirftig” und “tot” untersucht, die Ubergangsintensititen zwi-
schen “aktiv lebend”-“Pflegebediirftig” und “aktiv lebend”-“tot” waren auf Basis der gegebenen
Daten nicht ermittelbar. Zudem miissen wir beachten, da die Ubergangswahrscheinlichkeiten
pij, J € {2,3,4} primir vom Lebensalter z abhédngen, fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten poy
und p34 und po3 mit der Pflegedauer (im folgenden mit d bezeichnet) eine weitere Zeitabhéngig-
keit modelliert wird. Die Markov-Eigenschaft geht dadurch verloren, da in diesem Modell die
Ubergangswahrscheinlichkeiten pog, p3s und po3 von der Ersteintrittszeit in Zustand 2, bzw. 3
(Pflegebeginn) abhingig sind. Als Modellgrofien sollen fiir die Berechnungen folgende Daten

verwendet werden:
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e Fiir die UbergangsWahrscheinlichkeiten p12 und p13 verwenden wir die von Alter und Ge-

schlecht abhingigen Pflegefalleintrittswahrscheinlichkeiten der Custodial-Insurance, Japan
(siehe [36], Anhang 6). Diese sind nach Alter und Geschlecht differenziert. Um eine Un-
terscheidung nach Pflegeart vornehmen zu konnen, betrachten wir die relativen Hiufigkei-
ten der Neueintritte in die verschiedenen Pflegearten im Zeitraum zwischen 1.1.1997 und
31.12.1998 in unserem Bestand. Dieses Zeitintervall ist so gewéhlt, da erst ab 1.7.1996
Leistungen fiir stationéire Pflege gewihrt werden. Bei Neueintritten, unterteilt nach am-
bulanter und stationérer Pflegebediirftigkeit, konnten wir folgende relativen Héiufigkeiten

feststellen:

Frauen (in %) Ménner (in %)
ambulant 79.43 85.37
stationar 20.57 14.63

In dem in Abbildung 5.2 dargestellten Versicherungsmodell sind keine Uberginge zwischen
Pflegestufen vorgesehen. Bei der Beitragsberechnung beriicksichtigen wir die Pflegestufen,
indem wir fiir jede Stufe separat Barwerte und Beitrige berechnen und diese dann gewich-
ten. Als Gewichte verwenden wir die Pflegedauer in den einzelnen Stufen. Wir konnten

folgende Haufigkeiten beobachten

Frauen (in %) Minner (in %)

Stufe 1 36.41 41.50
Stufe 2 39.82 26.27
Stufe 3 23.77 33.73

Als Modellgrofle fiir die “Aktivensterblichkeit” p;4 verwenden wir die einjihrigen Ster-
bewahrscheinlichkeit fiir bayerische Méanner und Frauen zwischen 1986 und 1988 (Quelle
[14], Seiten 50-51), das technische Endalter w liegt bei 101 Jahren. Hier ist zu beachten,
daf} diese einjidhrigen Pflegewahrscheinlichkeiten auf Basis der gesamten (also auch pfle-
gebediirftigen) Bevolkerung ermittelt wurden, die einjihrigen Sterbewahrscheinlichkeiten

fiir “aktiv lebende” sind demnach etwas niedriger.

Als Grofle fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten pa3, P24 und psq diskretisieren wir die
in Kapitel 4 hergeiteten Sterbeintensititen. Dazu betrachten wir die mit dem Breslow-
Schitzer fiir den Basis-Hazard geschitzten Intensititen an den Beobachtungszeitpunkten
und bilden die einjihrige Ubergangswahrscheinlichkeiten. Fiir Lebensalter 2 und Pflege-

dauer d (in Jahren) erhalten wir

pij(z,d) = Y Nij (e, Zatter = @) I a- Xij (t, Zalger = 7))] i €{2,3},
A<ty <d+1 d<t; <ty

j e {27 37 4}7
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d.h. wir approximieren einjihrige Uberlebenswahrscheinlichkeiten mit dem Produkt-Limit
Ansatz (sieche Abschnitt 3.6.1). Hier ist j\ij(tk, ZAtter = x) das Produkt aus Basis-Hazard
fiir den Zustandsiibergang von ¢ nach j und Kovariable nach dem Proportional-Hazard-

Modell, wobei die Komponente Z 4o den Wert & annimmt.

5.2.2 Versicherungsmodell mit Zustandsiibergéingen zwischen Pflegestufen

Betrachten wir nun das in 5.3 skizzierte Modell. Wir erkennen, dafl die Struktur dem in Ab-
schnitt 5.2.1 betrachteten Modell sehr dhnlich ist (die Zustainde {1,---,4} sind strikt transient,
der Zustand 5 ist absorbierend). Die Herleitung der Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir ein zeit-
diskretes Markovmodell, sowie die Berechnungen von aktuariellen Werten wird wie im voherigen
Abschnitt durchgefiihrt.

Diskrete Ubergangswahrscheinlichkeiten im Modell

Mit Hilfe der Ubergangsmatrix

p11(n) pi2(n) pi3(n) pu(n) pis(n)
0 paa(n) p(n) pa(n) Pau(n)
[(n) = (pij(n))i; = 0 0 p33(n) paa(n) pas(n)
0 0 0  pau(n) pas(n)
0 0 0 0 1
erhalten folgende fjbergangswahrscheinlichkeiten
m—n—1
Pn(n, m) = H [1 - plg(’n + Z) - p13(n + Z) - p14(n + Z) —p15(n + Z)],
=0
m—n—1
PQQ(TL,m) = H 1—p23 ’fl-l-Z) p24(n+i)—p25(n+i)],
i=0
n—m—1
P33(n,m) = H ]_ — P34 n-l—z) p35(n+i)],
=0
n—m—1
P44(n,m) = [1 —p45(n+z')],
i=1
Pys(n,m) = 1— Py(n,m),
n—m—1
Psy(n,m) = Z Pss(n,n 4+ 1)psa(n + 1) Pyy(n+i+1,m),
i=0
m—1
P23(n,m) = Z P22(n,n+i)p23(n+i)P33(n+i-I-l,m),
i=0
n—m—1
Pip(n,m) = > Pu(n,n+i)pia(n+i)Pa(n+i+1,m),
i=0

Ps5(n,m) = 1— P3g(n,m) — Ps3(n,m),
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n—m—1
Py (n,m) = Z [Poo(n,m + i)pas(n + 1) + Pog(n,n + 0)psa(n + )| Pu(n + i+ 1,m),
i=1
n—m—1
Plg(n, m) = [PH(’H,, n + i)plg(n + Z) + Plg(n, n—+ i)p23 (n + Z)]P33 (n +1+ 1, m),
=1
Pys(n,m) = 1— Py(n,m)— Pa(n,m) — Poy(n,m),
n—m—1
Pu(n,m) = > [pu(n,n+i)pu(n+1i) + Pa(n,n+i)pa(n + i),
1=0
+Pis(n,n+i)psa(n + )| Paa(n + i+ 1,m),
Pis(n,m) = 1— Pii(n,m)— Pia(n,m)— Pi3(n,m) — Piy(n,m). (5.6)

Modellierung des Versicherungsprozesses

Analog zu Abschnitt 5.2.1 soll das Versicherungsmodell sollen gegen eine gleichbleibende Jah-

respriamie 7 folgende Leistungen gedeckt sein

e Jeweils einmalige Zahlungen der Hohe c¢;; falls er von Zustand 4 in Zustand j wechselt
i, €4{1,2,3,4} i < j.

¢ Gleichbleibende, jahrliche Rentenzahlungen der Hohe b;, falls sich der Versicherte in Zu-
stand j befindet (j = {2,3,4}).

Die aktuariellen Werte lassen sich nun dhnlich wie im vorherigen Modell bestimmen. Fiir die

einmaligen Zahlungen bei Zustandsiibergingen erhalten wir

w—x—1
Bie,(0) = > [l =pi2() — p1s(§) — p1as) — p1s(i)Ipr2(i)vcia,
im1 <
w—zr—1
Biey(0) = > [l = pi2() — p13(d) — pras) — p1s(i)lprs(i)v’es,
=1 <
w—x—1
Bie(0) = > Tl —p120) — p1s(§) — pra(§) — p1s(i)lpra(i)v’eus.
im1 <

Die aktuarielle Wert fiir jihrliche Rentenzahlungen, die der Versicherungsnehmer erhilt, falls er
sich in den Zustdnden 2 und 3 befindet berechnen wir analog zum Vorgehen in Abschnitt 5.2.1.
Wir erhalten fiir By,

w—zr—1

By, = [Z [T11 = pi2(k) — pis(k) — pra(k) — pi5(k)lp12(5)
i=0 i<t k<j

II @ —p2s(i+ k) —poali + k) — pos (i + k)]}vib%
k<i—j
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sowie fiir By,

By,

w—x—1

= { 3 [ TI01 = p12(k) — p1s(k) — pra(k) — p15(k)]p13 ()

i=1 i<t k<j
II [t=palG+Ek+1) —pss(i+k+1)]

k<i—(j+1)
+ 3 T = pia(l) — pis(t) — pra(l) — Pis(DIpr2(k)
k<j i<k
[T [—posk+141)—poa(k+14+1) —pos(k +1+1)]
I<j—(k+1)
p2s(i) JI [M—psaG+1+1)—Pss(j+1+ 1)]] }Uibza-
I<i—(j+1)

Fiir die Pflegerente in Zustand 4 erhalten wir

B1,,(0)

w—zr—1

> Pig(0,4)v'by
=0
w—x—1

>y {PU(OJ)PM(J') + P12(0, 7)p24(5) + P13(0, j)p3a (j)]p44(j +1,i)0'by
=0 j<i
w—x—1

S° ST - pia(k) = pis(k) — pra(k) — pis(k)]pra ()

i=0 j<i k<j
+ 3 { P (0, K)pia (k) Pas (k + 1,5) }poa(s)
k<j

+> {P11(0, k)Py3 (k) + P12(0, k)p23(k)}P33(k +1,7)p3a (])]
k<j

H [1 — P45(k +] + 1)]’1)ib4

k<z(j+U

ZZ [ [I0 = pia(k) = pi3(k) —pra(k) = pis(k)]p1a(d)

i=1j<i k<j

+2 { [11 = p12()) = p13 (1) = pra(l) = p15(D)]p2a (k)
k<j <k

II [ —pas(k+1+10) —paa(k+1+1) —pos(k+1+ l)]}p24(j)
1<j—(k+1)

+> { [T = p12() = p13(1) — pra(l) — pr1s(D)]pr3 (k)

k<j <k

+ Z H [1 = p1a(m) — p13(m) — pra(m) — p15(m)]p12(1)

<k m<l

IT [ —psl+k+1)—pou(l+k+1) —pos(i+k+ 1)]p23(k)}
m<k—(l+1)

[T [—paalk+1+0)—Pss(k+1+ l)]P34(j)]
I<j—(k+1)
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H [1 — P45(k —|—] + 1)]’1)ib4.
k<i—(j+1)

Zur Bestimmung des Jahresbeitrags erhalten wir somit
Bl,bQ (0) + Bl,bs (0) + Bl,b4 (0)81,012 (0) + 81,013 (0) + 81,014 (0) = PI,W (0)

nach dem versicherungsmathematischen Aquivalenprinzip. Auflésen nach 7 ergibt

= Bl,b2 (0) + Bl,bg (0) + Bl,b4 (0) + 81,612 (0) + 81,013 (0) + 81,014 (0)

w—x—1

Lo j<ill = p12(5) — p13(4) — p1a(y) — pis(5)]v?

5.3 Beschreibung des Programms zur Beitragsberechnung

Hier wollen wir nun die fiir das in Abschnitt 5.2.1 vorgestellte Modell ein C-Programm ent-
wickeln. Dieses beschreiben wir am Beispiel des Pflegekostentagegeldtarifs PET der Deutschen
Krankenversicherung (DKV).

=] Terminal

Wwindow Edit Options

. Jaehrliche Pflegerente, ambulant, Stufe 1 7
| R

; Jaehrliche Pflegerente, ambulant, Stufe 2 ?

| 1825

. Jaehrliche Pflegerente, ambulant, Stufe 3 7
it s

. Taehrliche Pflegerente, stationaer, Stufe 1 ?
| 3650

. Taehrliche Pflegerente, stationaer, Stufe 2 ?
| 3650

. Jaehrliche Pflegerente, stationaer, Stufe 3 7
| 3650

. Hoehe der einmaligen Zahlung bei Uebergang aktiw -: ambulante Pflege (Stufe 13 ?
| 8]

; Hoehe der einmaligen Zahlung bei Uebergang aktiv -> ambulante Pflege (Stufe 2) ?
; Hughe der einmaligen Zahlung bei Uebergang aktiw -> ambulante Pflege (Stufe 33 ?
; Hughe der einmaligen Zahlung bei Uebergang aktiv -» stationaere Pflege (Stufe 13
E Hughe der einmaligen Zahlung bei Uebergang aktiv -» stationaere Pflege (Stufe 23
; Hughe der einmaligen Zahlung bei Uebergang aktivw -» stationaere Pflege (Stufe 32

f Hoehe des rechnerischen Zinssatzes?
{0.0350

Abbildung 5.4: Eingabeabfrage des Programms

5.3.1 Beschreibung des Tarifs PET

Der Pflegekostentagegeldtarif der DKV stellt eine Zusatzversicherung zur gesetzlichen Pflege-
versicherung dar. Im Rahmen dieses Tarifs wird ein vom Versicherer zu zahlendes Pflegetagegeld

vereinbart.

Der Leistungsfall wird im Stufensystem, analog zur gesetzlichen Pflegeversicherung, definiert.

Der Versicherer verpflichtet sich im Pflegefall die folgenden Leistungen zu erbringen:

Fiir ambulante Pflege werden
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e in der Pflegestufe 1 25 %
e in der Pflegestufe 2 50 %
e in der Pflegestufe 3 75 %
des vereinbarten Pflegetagegeldes gezahlt.

Fiir stationire Pflege werden 100 % des versicherten Tagegeldes gezahlt, wenn ambulante Pflege

nicht moglich ist, oder wegen der Besonderheiten des einzelnen Falles nicht in Betracht kommt.

Falls der Pflegebediirftige vollstationdre Pflege wihlt, obwohl diese nicht erforderlich ist, so

erhilt er
e in der Pflegestufe 1 25 %
e in der Pflegestufe 2 50 %
e in der Pflegestufe 3 75 %

des vereinbarten Pflegetagegeldes.

5.3.2 Beschreibung des Programmes und Ergebnis der Beitragsberechnung

Programm Werte DKV

Alter | Frauen | Manner | Frauen | Manner

20 2.81 2.31 2.12 1.70
25 3.50 2.89 2.92 2.33
30 4.41 3.65 3.90 3.10
35 5.63 4.67 5.05 4.01
40 7.28 6.06 6.44 5.13
45 9.48 7.91 8.16 6.52
50 12.49 10.42 10.39 8.36
95 16.67 13.93 13.32 10.86
60 22.56 18.90 17.31 14.40
65 30.98 26.04 22.01 18.84
70 42.91 36.40 29.04 25.71

Tabelle 5.1: Vergleich der Beitréige fiir den Tarif PET der DKV. Linke Spalten: Beitrige nach
Berechnung mit dem C-Programm, rechte Spalten: Beitrige der DKV.

Als Eingabe benétigt das Programm die Hohe der vereinbarten jéhrlichen Pflegerenten, unterteilt
nach Pflegestufe und Pflegeart (siche Abbildung 5.4). Wir wollen den Tarif der DKV fiir ein
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vereinbartes Pflegetagegeld in der Hohe von 10 DM modellieren. Das Tagegeld fiir ambulante

Pflege in Stufe 1 entspricht einer jidhrlichen Rente von
365 - 0.25 - 10 DM = 912.5 DM.

Das Pflegetagegeld in ambulanter Pflege in Stufe 2 (50 % des vereinbarten Satzes) entspricht
einer jahrlichen Rente von 1825 DM, das Pflegetagegeld fiir Stufe 3 einer Rente von 2737.5 DM.
Fiir stationdre Pflege rechnen wir mit dem vollen Tagegeldsatz von 10 DM, was einer jahrlichen
Rente von 3650 DM entspricht.

Als Ergebnis der Berechnungen erhalten wir Einmalbeitrige und jéhrliche gleichbleibende Bei-
trige. Fiir den Tarif PET sind gleichbleibende Monatsbeitriige angegeben, so dafl wir die mit
dem Programm berechneten Beitréige ebensfalls in Monatsbeitrige umrechnen, um so eine Ver-
gleichsbasis herzustellen. Zusétzlich erhalten wir die fiir 1 DM normierten aktuariellen Werte
By, fiir eine ambulante Pflegerente, sowie Bys fiir eine stationéire Pflegerente (in Abhéngigkeit
von Alter und Geschlecht).

Die Berechnung der Beitriige fiir den Tarif PET brachte das in Tabelle 5.1 dargestellte Ergebnis.
Wir sehen, daf} die Beitrige der DKV deutlich niedriger sind, als die nach unserem Modell berech-
neten Werte. Ein Vergleich ist jedoch schwierig, da wir Bruttobeitridge der DKV gegeben haben,
die noch zusétzliche Kosten wie z.B. Provisionen beinhalten. Zudem verwendeten wir unter-
schiedliche Rechnungsgrundlagen (japanische Pflegefalleintrittswahrscheinlichkeiten und bayeri-
sche Sterbewahrscheinlichkeiten). Interessant wére eine Berechnung auf Basis aller Daten (d.h.
Daten, die Informationen iiber die Sterblichkeit des gesamten versicherten Portefeuilles, sowie

iiber die Haufigkeit von Pflegefillen enthalten) des betreffenden Versicherers.



Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblicke

Mit dieser Arbeit wollten wir die Moglichkeiten einer Anwendung des Cox-Regressions-Modells
und anderer verweildaueranalytischer Methoden im Bereich der Pflegeversicherung untersuchen.
Fassen wir noch einmal die einzelnen Schritte, die zur Herleitung des Modells notig waren, zu-

samimen.

Zunichst modellierten wir die Sterbeintensitéiten mit Hilfe des Proportional-Hazard-Ansatzes in
Abhéngigkeit verschiedener Kovariablen. Dabei stellten wir zum einen fest, daf} einige Kovaria-
blen stark korelliert waren. Fiir die Kovariablen, die den Einflul von Alter und Pflegestufe auf
die Pflegedauer modellierten, stellten wir zudem eine starke Zeitabhéingigkeit im Koeffizienten
fest. Durch separates Schétzen der Koeffizienten fiir je 2 verschiedene Zeitintervalle konnte eine
Verbesserung des Modells erzielt werden. Ziel weiterer Untersuchungen kénnte in diesem Zu-
sammenhang eine zeitstetige Modellierung von Koeffizienten sein, die bis jetzt mit den in S-Plus

zur Verfiigung stehenden Werkzeugen fiir Datenséitze dieser Grofle nicht praktizierbar ist.

In einem zweiten Schritt konstruierten wir ein zeitstetiges Markov-Modell, mit dessen Hilfe wir
die Verdnderungen im Pflegeverlauf hinsichtlich Pflegestufe und Pflegeart analysieren konnten.
Mit Hilfe der Verallgemeinerung des Cox-Regressionsmodells fiir Zahlprozesse war es moglich fiir
dieses Modell Ubergangsintensititen zu schitzen. Um analytische Losungen fiir die Kolmogorov-
Differentialgleichungen zu erhalten, wurde die vereinfachende Annahme getroffen, dafl im Mo-
dell nur eine Verschlechterung im Pflegeverlauf moglich ist. Als Hauptargument dafiir, dafl diese
Niherung eine relativ gute Approximation der Wirklichkeit ist, konnten wir die extrem niedrige

Anzahl an Personen, die Verbesserungen im Pflegeverlauf erlebten, anfiihren.

Zuletzt wurde die Basis dafiir geschaffen, diese FErgebnisse der Datenanalyse fiir ein Versiche-
rungsmodells anzuwenden. Mit Hilfe der Implementierung der geschétzten Basis-Héufigkeiten in
ein diskretes Versicherungsmodell hatten wir nun Méglichkeit, Beitrige fiir Pflegeversicherungs-
modelle zu kalkulieren. Als Problem stellte sich hierbei heraus, dal unser Datensatz nur Personen
beinhaltete, die schon pflegebediirftig waren. Schliisse beziiglich der Zustandsiibergéinge von “ak-

tiv lebend” zu “pflegebediirftig” konnten nicht gezogen werden.

121



122 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKE

In einer Anwendung entwicklten wir schlieflich noch ein C-Programm zur Beitragsberechnung.
Damit kalkulierten wir Beitrédge fiir den Tarif PET der DKV. Es stellte sich heraus, daf} die
nach dem Markov-Modell kalkulierten (Netto-) Beitrige hoher waren, als die (Brutto-) Beitrige
der DKV. Obwohl die Ergebnisse mit Vorsicht zu genieflen sind, da nur ein Teil der Rechnungs-
grundlagen wirklich unserem Datensatz entsprang, geben sie doch Anlaf}, die Berechnungsbasis

von Pflegeversicherungsvertrigen zu iiberpriifen und gegebenenfalls anzupassen.

“Wird’s besser, wird’s schlimmer?”
fragt man alljihrlich.

Seien wir ehrlich:

Leben ist immer

lebensgefdahrlich

Erich Kastner



Anhang A

Routinen zur graphischen Analyse

Funktion cumloghazard

function(timel, survl, time2, surv2)
{
i<-1
j <1
time <- max(timel[i], time2[j])
if (time == time1[i]) {
while(time2[j] < time) {

j<—3j+1
}
}
else {
while(timel[i] < time) {
i<-1i+1
}
}

loghazard <- log( - log(survi[i])) - log( - log(surv2[jl))
while((i < length(timel) + 1) &% (j < length(time2) + 1)) {
if (timel1[i] < time2[j1) {
loghazard <- c(loghazard, log( - log(survi[i])) - log( -
log(surv2[3jl1)))
time <- c(time, timell[i])
i<-i+1
}
else {
if (timel[i] > time2[j]1) {
loghazard <- c(loghazard, log( - log(survi[i])) -
log( - log(surv2[j1)))
time <- c(time, time2[j])
j<—j+1
}
else {
loghazard <- c(loghazard, log( - log(survi[i])) -
log( - log(surv2[j1)))
time <- c(time, time2[j])
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i<-1i+1

j<=-j+1

}
frame <- data.frame(time, loghazard)
plot (frame$time, frame$loghazard, xlab="", ylab="")

frame

Funktion andplot

function(timel, survil, time2, surv2)

{

# Plot der kum-Hazardrate 2 verschiedener surv-objekte gegeneinander
i<k-1
j <=1

totaltime <- NULL
hazardges1 <- NULL
hazardges2 <- NULL
while((i < length(timel)) && (j < length(time2))) {
time <- min(timel[i], time2[j])
if ((time == time1[i]) && (time == time2[j]l)) {
totaltime <- c(totaltime, timel[il])
hazardges1l <- c(hazardgesl, - log(survi[il]))
hazardges2 <- c(hazardges2, - log(surv2[jl))
if(j < length(time2)) {
j<-j+1
}
if (i < length(timel)) {

i<-1i+1

}
else {
if (time == timel[i]) {
totaltime <- c(totaltime, timel[i])
hazardgesl <- c(hazardgesl, - log(survi[il]))
if (time2[1] > time1[i]) {
hazardges2 <- c(hazardgesQ, 0)
}
else {
hazardges2 <- c(hazardges2, - log(surv2[jl))
}
if (i < length(timel)) {

i<—-1i+1

}

else {
totaltime <- c(totaltime, time2[j])
hazardges2 <- c(hazardges2, - log(surv2[jl))



if (timel1[1] > time2[j1) {
hazardgesl <- c(hazardgesl, 0)

}
else {
hazardgesl <- c(hazardgesl, - log(survi[il))
}
if(j < length(time2)) {
j<=3j+1
}

}

frame <- data.frame(totaltime, hazardgesl, hazardges2)
plot (frame$hazardges2, frame$hazardgesl, xlab = "", ylab = "")

frame
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Anhang B

Funktionen zur Maximierung des
Log-Likelihood

Funktion agetheta

function(daten, n, steps, beginagem, beginagew)
{
# Funktion zur Maximierung des log-Likelihood
# in Abhaengigkeit von thetaw und thetam
attach(daten)
result <- matrix(l:(n + 1) * (n + 1), n + 1, n + 1)
tempm <- 1:length(daten[, 1])
tempw <- 1:length(daten[, 1])
nullo <- rep(0, length(daten[, 11))
tempm <- nullo
tempw <- nullo
thetam <- nullo
thetaw <- nullo
tempm[daten$Zsex == "m"] <- 1
tempw[daten$Zsex == "w"] <- 1
for(i in 1:(n + 1)) {
for(j in 1:(n + 1)) {
print (i)
print(j)
thetam <- nullo
thetaw <- nullo # print (thetam)
thetaw[daten$Age >= beginagew + (i - 1) * steps] <- 1
thetam[daten$Age >= beginagem + (j - 1) * steps] <- 1
thetaw <- tempw * thetaw
thetam <- tempm * thetam
temp <- data.frame(ltcdata, thetam, thetaw)
result[i, j] <- coxph(Surv(LTCbegin, LTCend, Death) ~
Age * (Art + Zsex) + Zsex * Art + Art * Level +
thetam + thetaw, data = temp)$loglik[2]
print (result[i, jI)
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}

result



Anhang C

Tabellen

C.1 Pflegefalleintrittswahrscheinlichkeiten der Custodial

Insurance, Japan

H Alter ‘ iz (Maenner) ‘ iy (Frauen) H Alter ‘ iz (Maenner) ‘ iy (Frauen) H

20 0.00010 0.00010 40 0.00027 0.00027
21 0.00010 0.00010 41 0.00030 0.00030
22 0.00010 0.00010 42 0.00034 0.00034
23 0.00010 0.00010 43 0.00039 0.00039
24 0.00010 0.00010 44 0.00044 0.00044
25 0.00011 0.00011 45 0.00049 0.00050
26 0.00011 0.00011 46 0.00056 0.00056
27 0.00011 0.00011 47 0.00064 0.00064
28 0.00011 0.00011 48 0.00073 0.00072
29 0.00011 0.00011 49 0.00082 0.00082
30 0.00012 0.00012 50 0.00093 0.00093
31 0.00012 0.00012 51 0.00105 0.00105
32 0.00012 0.00012 92 0.00119 0.00119
33 0.00013 0.00013 93 0.00135 0.00135
34 0.00014 0.00013 54 0.00154 0.00154
35 0.00014 0.00014 5%) 0.00174 0.00174
36 0.00015 0.00015 o6 0.00198 0.00198
37 0.00016 0.00016 o7 0.00225 0.00225
38 0.00017 0.00017 58 0.00255 0.00255
39 0.00018 0.00018 59 0.00290 0.00290
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H Alter ‘ iy (Maenner) ‘ iy (Frauen) H Alter ‘ iy (Maenner) ‘ iy (Frauen) H

60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79

0.00329
0.00374
0.00425
0.00483
0.00549
0.00625
0.00711
0.00808
0.00919
0.01046
0.01190
0.01355
0.01542
0.01755
0.01999
0.02276
0.02591
0.02951
0.03361
0.03828

0.00329
0.00374
0.00425
0.00483
0.00549
0.00625
0.00710
0.00808
0.00919
0.01046
0.01190
0.01354
0.01542
0.01755
0.01998
0.02276
0.02592
0.02953
0.03364
0.03834

80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100

0.04360
0.04967
0.05657
0.06445
0.07343
0.08366
0.09262
0.10039
0.10841
0.11671
0.12529
0.13421
0.14351
0.15323
0.16345
0.17346
0.18055
0.18696
0.19302
0.19870
0.20405

0.04369
0.04980
0.05678
0.06475
0.07386
0.08427
0.09336
0.10120
0.10933
0.11777
0.12657
0.13579
0.14542
0.15550
0.16612
0.17651
0.18373
0.19014
0.19604
0.20136
0.20605




C.2. EINJAHRIGE STERBEWAHRSCHEINLICHKEITEN BAYERN FUR X-JAHRIGE FRAUEN UND MA

C.2 Einjidhrige Sterbewahrscheinlichkeiten Bayern fiir z-jdhrige
Frauen und Minner (1986 bis 1988)

H Alter ‘ q» (Ménner) ‘ qy (Frauen) H Alter ‘ ¢» (Ménner) ‘ qy (Frauen) H

0 0.00830 0.00646 31 0.00119 0.00052
1 0.00072 0.00058 32 0.00126 0.00056
2 0.00049 0.00032 33 0.00131 0.00059
3 0.00041 0.00026 734 0.00138 0.00063
4 0.00035 0.00020 35 0.00148 0.00070
5 0.00030 0.00018 36 0.00159 0.00079
6 0.00026 0.00016 37 0.00174 0.00088
7 0.00024 0.00013 38 0.00191 0.00098
8 0.00024 0.00012 39 0.00210 0.00107
9 0.00022 0.00010 40 0.00228 0.00119
10 0.00020 0.00011 41 0.00247 0.00131
11 0.00019 0.00012 42 0.00270 0.00145
12 0.00020 0.00014 43 0.00296 0.00159
13 0.00023 0.00016 44 0.00327 0.00173
14 0.00032 0.00019 45 0.00360 0.00188
15 0.00050 0.00024 46 0.00395 0.00203
16 0.00076 0.00029 47 0.00435 0.00220
17 0.00102 0.00035 48 0.00480 0.00239
18 0.00123 0.00039 49 0.00531 0.00259
19 0.00132 0.00040 50 0.00590 0.00280
20 0.00131 0.00041 ol 0.00654 0.00304
21 0.00126 0.00041 52 0.00724 0.00331
22 0.00121 0.00039 53 0.00800 0.00362
23 0.00117 0.00038 o4 0.00882 0.00396
24 0.00112 0.00038 95 0.00972 0.00435
25 0.00109 0.00037 56 0.01068 0.00477
26 0.00106 0.00037 o7 0.01171 0.00523
27 0.00104 0.00039 58 0.01281 0.00574
28 0.00104 0.00042 99 0.01398 0.00631
29 0.00106 0.00045 60 0.01523 0.00695
30 0.00111 0.00048 61 0.01523 0.00767
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H Alter ‘ q» (Ménner) ‘ qy (Frauen) H Alter ‘ ¢» (Ménner) ‘ qy (Frauen) H

62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
7
76
7
78
79
80
81

0.01806
0.01970
0.02153
0.02357
0.02583
0.02835
0.03114
0.03426
0.03774
0.04164
0.04597
0.05077
0.05607
0.06190
0.06830
0.07530
0.08293
0.09120
0.10015
0.10978

0.00845
0.00933
0.01029
0.01136
0.01256
0.01392
0.01547
0.01728
0.01940
0.02188
0.02476
0.02809
0.03193
0.03632
0.04131
0.04694
0.05327
0.06033
0.06816
0.07681

82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101

0.12011
0.13116
0.14295
0.15550
0.16881
0.18290
0.19778
0.21345
0.22991
0.24715
0.26515
0.28391
0.30338
0.32353
0.34431
0.36569
0.38759
0.40995
0.43271
1.00000

0.08630
0.09668
0.10796
0.12017
0.13332
0.14743
0.16248
0.17846
0.19536
0.21313
0.23174
0.25112
0.27121
0.29193
0.31318
0.33488
0.35690
0.37914
0.40147
1.00000
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