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Kapitel 1

Einleitung

In der Versicherungsrisikotheorie stellt das kollektive Modell von Filip Lundberg und
Harald Cramér seit ca. 1930 den klassischen Ansatz dar, um die zeitliche Entwicklung
der finanziellen Lage eines Versichungsunternehmens zu beschreiben. In diesem Modell
hat ein Versicherungsunternehmen ein Portfolio aus Versicherungsvertrdgen und erhélt
fiir die Ubernahme der Risiken Prémien. Diesen Einnahmen stehen dabei die Ausga-
ben gegeniiber, die aus den Kosten fiir die tatséchlich eingetretenen Schiaden der Versi-
cherungskunden bestehen. Wiahrend jedoch die Pramien bekannt sind, sind sowohl die
Anzahl der Schéden im Portfolio als auch deren Hohe zufillig. Die Kapitalreserve des
Versicherungsunternehmens setzt sich damit aus der Anfangsrisikoreserve und den bishe-
rigen Pramieneinnahmen abziiglich der bisherigen Ausgaben zusammen. Falls die Kosten
fiir einen Schaden die Risikoreserve iibersteigen, dann bedeutet das den Ruin der Versi-
cherung. Die Ruinzeit und auch die Grofle des Defizits beim Ruin sind hierbei zufillige
Groflen und deren Verteilungen stellen zentrale Themen der Versicherungsrisikotheorie
dar. Insbesondere ist das Verhalten dieser Verteilungen von Interesse, wenn die Anfangs-
risikoreserve wichst. Die zeitliche Entwicklung der Risikoreserve und des Verhiltnisses

‘ ' '\\ i | t
X \E \‘I i \\Euinzeit

Abbildung 1.1: Klassisches Modell fiir den Risikoreserveprozess R eines Versicherungsunterneh-
mens und den dazugehérigen Verlustprozess X.




zwischen Ausgaben und Einnahmen wird im Modell durch eindimensionale stochastische
Prozesse R und X beschrieben. Abbildung 1.1 zeigt einen Pfad des klassischen Modells
fiir R und den dazu korrespondierenden Pfad von X, die in einen Ruin fithren. Unter
weiteren Modellannahmen, die in Kapitel 4 ndher beschrieben werden, ist der Prozess X
ein Lévy-Prozess.

Dieses Modell kann man dadurch verallgemeinern, dass man X als allgemeinen Lévy-
Prozess mit stetiger Lokalzeit voraussetzt. Dabei muss X aber die 6konomisch begriinde-
ten Eigenschaften des klassischen Risikomodells erfiillen. Abbildung 1.2 zeigt ein Beispiel
fiir einen verallgemeinerten Prozess X.

Defizit

I
Ruinzeit

Abbildung 1.2: Verallgemeinertes Modell fiir den Verlustprozess X.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, Ergebnisse fiir das klassische Risikomodell und neuere Re-
sulate fiir dessen Verallgemeinerung zusammenzufassen und die Gemeinsamkeiten bzw.
Unterschiede aufzuzeigen.

Die weitere Arbeit ist dazu folgendermaflen gegliedert. In Kapitel 2 wird zunéchst eine
Einfiihrung in die Theorie der eindimensionalen Lévy-Prozesse gegeben, indem die grund-
legenden Begriffe ” Unendliche Teilbarkeit” und ”Lévy-Prozess” definiert werden und de-
ren Zusammenhang erldutert wird. Da das asymptotische Verhalten der Schadenhohen-
verteilung iiber die Existenz und die Art einer Abschitzung der Ruinwahrscheinlichkeit
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entscheidet, stehen Verteilungen aus £®, a > 0, und S, o > 0, im Vordergrund, die
ebenfalls in Kapitel 2 vorgestellt werden.

In Kapitel 3 werden die Erneuerungs- und die Fluktuationstheorie fiir eindimensionale
Lévy-Prozesse zusammengefasst, die in den Risikomodellen benotigt werden. Dabei wird
speziell auf Subordinatoren und andere spektral einseitige Lévy-Prozesse eingegangen.
In Kapitel 4 wird das klassische Versicherungsrisikomodell von Cramér und Lundberg vor-
gestellt und explizite Formeln fiir die Verteilung der Ruinzeit und weiterer Ruingréfien be-
wiesen. Abhéngig vom asymptotischen Verhalten der Schadenhthenverteilung wird dann
im Cramér-Fall bzw. dem Nicht-Cramér Fall die asymptotische Verteilung der Ruinwahr-
scheinlichkeit und das asymptotische Verhalten des Prozesses X abgeschétzt, wenn die
Anfangsrisikoreserve gegen oo konvergiert.

In Kapitel 5 wird im allgemeinen Modell der Prozess X durch einen allgemeinen Lévy-
Prozess mit stetiger Lokalzeit ersetzt und die zum klassischen Fall analogen Beziehun-
gen zwischen den Ruingréflen beschrieben. Fiir dieses Modell werden ebenfalls explizite
Formeln fiir die Verteilung der Ruinzeit, des Defizits und weiterer Ruingroflen gezeigt,
die mit den Ergebnissen im klassischen Fall verglichen werden. Fiir den Cramér- und den
Nicht-Cramér Fall werden die asymptotischen Verteilungen bestimmt und den klassischen
Resultaten gegeniibergestellt. AbschlieBend werden die Ergebnisse im Nicht-Cramér Fall
fiir spektral positive Lévy-Prozesse konkretisiert und anhand von zwei Beispielen veran-
schaulicht.



Kapitel 2
Einfiihrung in die Lévy-Theorie

In diesem Kapitel werden die zentralen theoretischen Begriffe dieser Arbeit vorgestellt und
eine Einfithrung in die Lévy-Theorie gegeben. Zunéchst werden in Abschnitt 2.1 einige
grundlegende Begriffe definiert, die spéter gebraucht werden. In Abschnitt 2.2 wird unend-
liche Teilbarkeit definiert und deren Charakterisierung mit der Lévy-Khintchine Formel
gezeigt, was den zentralen Ansatzpunkt der weiteren Lévy-Theorie darstellt. In Abschnitt
2.3 werden Lévy-Prozesse und deren Zusammenhang mit unendlich oft teilbaren Vertei-
lungen beschrieben und anhand einiger Beispiele veranschaulicht. Dabei wird speziell auf
die Teilklasse der p-stabilen Prozesse eingegangen, die sich wegen ihrer Eigenschaften gut
als Beispiel eignen. Da im Rahmen der Risikotheorie auch die Asymptotik der Verteilun-
gen ein wichtiger Aspekt ist, werden in Abschnitt 2.4 die Klasse der faltungsiquivalenten
Verteilungen und ihre Eigenschaften insbesondere hinsichtlich unendlicher Teilbarkeit vor-
gestellt.

2.1 Stochastische Grundlagen

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum (Wraum).

Definition 2.1.1 (Faltung: Applebaum [1], S.20)
Die Faltung von zwei Wahrscheinlichkeitsmafen (Wmafen) py, o € My (R) ist definiert
als

(4 n)(A)i= [ (4 =) pads), A€ B®).
R
Fiir n € N definiert man die nte Faltung von u € M;(R) als

N e’

N—mal
Der Vollstindigkeit halber definiert man p® = &y, wobei & das Dirac-Maf bezeichnet.
Man sagt, pu hat eine nte Faltungswurzel, wenn ein Wmaf p'/" € My (R) ezistiert mit

(ut/™™* = . Eine Familie von Wmafen (u;)i=0 mit po = do heifst Faltungshalbgruppe,
wenn fisiy = fs * fg, Vs,t > 0. Fir Verteilungsfunktionen (VFen) Fy und Fy ist die



Faltung analog definiert. Falls Fy und Fy absolut stetig sind mit den Dichten fi, fo, dann
ist die Faltung der Dichten f; und fo

1 ® fula l/hx— ) faly dyi/hx— Vily) dy, © € R,
die Dichte von Fy x Fj.

Bemerkung 2.1.2
o «: M;(R) x M;(R) - M;(R), d.h. * ist ein bindrer Operator auf M, (R).

e Die Faltung ist kommutativ, assoziativ und hat als neutrales Element das Dirac-Maf3
do. Daher ist M;(R) eine Abelsche Halbgruppe unter *

e Wenn (Y;);en iid Zufallsvariablen (ZVen) mit VF F' sind, dann hat " | Y; die VF
Pl Yi <o) = F(x).

Definition 2.1.3 (Schwache Konvergenz von Wmafen: Applebaum [1], S.14)
Fine Folge von Wmaflen (p)i>0 auf R konvergiert schwach gegen eine Wmafs p, wenn

g&/f in(d) — /f ), Vf € Cy(R),

wobei Cyp(R) den Raum aller beschrinkten, Borel-messbaren und stetigen Funktionen von
R nach R bezeichnet.
Man schreibt: p, — pu.

Ein Wmaf} kann schwach nur gegen ein Wmafl konvergieren.

Definition 2.1.4 (Vage Konvergenz von Wmafen: Applebaum [1], S.62)
Eine Folge von Wmaflen (p:)e>0 auf R konvergiert vage gegen eine Mafs j, wenn

tlggo/f e (dy) = /f ), Vf € Ce(R),

wobei C.(R) den Raum aller beschrinkten, Borel-messbaren und stetigen Funktionen von
R nach R mit kompaktem Trdger bezeichnet.
Man schreibt: p; — pu.

Ein Wmafl kann vage auch gegen ein Maf}, das kein Wmafl ist, konvergieren und aus
schwacher Konvergenz folgt vage Konvergenz.

Definition 2.1.5 (Charakteristische Funktion: Sato [30], Definition 2.1)
Fiir i € My(R) ist die charakteristische Funktion ¢, : R — C definiert als

Pp(u) 3:/R ™ u(dy), u € R,

Fiir eine ZV X auf (0, F,P) mit Werten in R und Verteilung ux = Po X! ist die
charakteristische Funktion ¢x : R — C definiert als

¢X(u) =E [eiUX] - / eiuX ]P(dw) = /Reiuy ,UX(dy) = ¢MX (u)7 u e R.
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Bemerkung 2.1.6

e Die charakteristische Funktion von X ist die inverse Fourier-Transformierte der
Verteilung px, siche Definition A.1.1.

e Ein Wma$ ist eindeutig durch seine charakteristische Funktion bestimmt.

e Elementare Eigenschaften von ¢x:

(i) ¢x(0) =

(ii) Vu e R: ]gbx( )| < 1. (= ¢ existiert immer !)

) ¢
)
(iii) dx(—u) = dx(u).
(iv) Sofern Momente existieren, d.h. E[|X|"] < oo oder X € L™(Q2,P),

gilt: E[X"] =i "L dx (u)

8 n
u=0

(v) Fiir Verteilungen g und po auf [0,00) gilt: @m0, (1) = ¢py (w) @, (w), u € R.
(Faltungssatz)

Definition 2.1.7 (Momentenerzeugende Funktion: Sato [30], S.10)
Fiir ein endliches Maf$ ;1 auf R ist

M, (u) = /Re“y p(dy), u € R,

unter Umstdnden nur in einer Umgebung von 0 definiert und die Abbildung M, : R — R
heifit momentenerzeugende Funktion (MEF) von u. Fir eine ZV X auf (Q, F,P) mit
Werten in [0,00) und Verteilung pux = P o X! ist die Laplace-(Stieltjes) Transformierte
Lx : Ry — R definiert als

£x(0) = Mye(=0) = [ e ux(dy), we [0.50)
Wenn fiir eine ZV X die MEF M, = Mx existiert, dann heifst
Kx(u) =In{Mx(u)} =In{E [e"*]}, u e {z: Mx(z) > 0}
die kumulantenerzeugende Funktion (KEF) von X.

Bemerkung 2.1.8

o Weil die Laplace-Transformierte von X die Laplace-Transformierte der Verteilung
fx ist, siehe Definition A.1.2, schreibt man oft £, statt Lx.

e Fiir jedes endliche Maf§ p auf R gilt: M, (0) < oc.

e Wenn My zumindest in einer Umgebung von v = 0 existiert, dann existieren alle
Momente der ZV X.

e Die MEF ist streng monoton wachsend.



Proposition 2.1.9 (Sato [30], Proposition 2.6)
Seien py und py Verteilungen auf [0, 00).

(a) Wenn L, (u) = L,,(uw), Yu > 0 ist, dann gilt: i3 = po.
(b) Es gilt: L., () = L, (W)L, (uw), u> 0. (Faltungssatz)
Definition 2.1.10 (Tail)

(a) Fiir eine VF F auf [0,00) heifit F(x) :=1—F(x), x > 0, der Tail oder der Schwanz
von F'.

(b) Fiir ein endliches Maf pn auf R heifft pt(z) = p((z,00)), = > 0, der positive
Tail von p und i~ () = p((—o0, —x)), = > 0, der negative Tail von p. fi(z) =
ot (x)+m (z), x >0, heifft der kombinierte Tail von pu.

Definition 2.1.11 (Schwache asymptotische Aquivalenz)
Zwei Funktionen f und g heiffen schwach asymptotisch dquivalent, wenn

f() f(x)

0 < liminf —= < limsup —/—= < .
1= g(2) T ameo g(2)

Man schreibt: f =< g.

Definition 2.1.12 (Taildquivalenz, schwache Taildquivalenz)
Zwei VFen F und G heiffen taildquivalent, wenn gilt:

lim ——= =k € (0,00).
0 Gy e O)

Man schreibt: F(z) ~ kG(x), v — oc.
Zwei VFen F und G heiffen schwach tailiquivalent, wenn ein m € (0,00) und ein M €
(0,00) existieren, so dass gilt:

Man schreibt: F(x) ~ G(x).

Da es oft einfacher ist, die logarithmierten Tails zu betrachten, definiert man die Ausfall-
funktion.

Definition 2.1.13 (Ausfallfunktion, Ausfallrate) B
Sei ' eine VI auf [0,00). Die Funktion Qp := —ln{F} heifit Ausfallfunktion von F.
Wenn Qr absolut stetig mit Dichte qp ist, dann heifit qp Ausfallrate von F'.

Bemerkung 2.1.14
e @ ist wachsend mit Qr(0) = —In {F(0)} = —In{1} = 0 und Qp(c0) = .
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e Wenn F absolut stetig ist mit Dichte f, dann gilt: ¢z = f/F.

Lemma 2.1.15 (Klippelberg [25], Lemma 1)
Sei F' eine absolut stetige VF auf [0,00) mit Ausfallrate qp. Wenn lim, . qr(z) = « ist,
dann hat die MEF My ihren singuldren Punkt in o.

Definition 2.1.16 (Integrierte Tailverteilung)
Sei F' eine VI auf [0,00) mit endlichen Erwartungswert p. Dann definiert man die inte-
grierte Tailverteilung F7 als

1 ("=
Fr(x) ::;/0 F(y) dy, x > 0.

Bemerkung 2.1.17

e F} ist absolut stetig mit Dichte 1/uF und hat die Ausfallrate

L UiF@) T
) =5 T Ry dy

e Wenn lim, . qr(z) = o € [0, 00], dann folgt mit I'Hospital:

F _
lim gp, (z) = lim OO_L = lim i(x) =a.
70 e [FF(y) dy e —F(x)
(z)
=qr(x

Nach Lemma 2.1.15 ist daher fiir absolut stetige VF F' die Singularitdt von Mp,
gleich der Singularitit von Mp.

Definition 2.1.18 (Schwerer Tail, leichter Tail)
Sei I eine VF auf [0,00) und g eine Funktion mit lim, o g(z) = 0.
Der Tail F heifst leichter als g, wenn er schneller als g gegen 0 fallt, d.h.

Der Tail F heifst schwerer als g, wenn er langsamer als g gegen 0 fillt, d.h.

lim F($>

= Q.
—c0 g(z)

F hat einen polynomiellen Tail F, wenn ein o > 0 ewistiert, so dass F(x) ~ 2% fiir
r — 00 gilt.



2.2 Unendlich oft teilbare Verteilungen

Definition 2.2.1 (Unendlich oft teilbar: Bertoin [6], S.2)
Eine ZV X oder ihre Verteilung pux ist unendlich oft teilbar, wenn fir alle n € N ZVen
Yl(”), e ,Yn(n) existieren, so dass qilt:

XLy 4o pym,

wobei < Gleichheit in Verteilung bedeutet.

Aquivalent dazu ist eine der folgenden Eigenschaften:

e Die Verteilung px hat fiir alle n € N eine nte Faltungswurzel, die selbst wiederum
die Verteilung einer ZV ist, d.h. fiir alle n € N existiert ein p,, € M1(R) : u* = px.

e Die charakteristische Funktion ¢x = ¢, hat fiir alle n € N eine nte Wurzel, die
selbst wiederum die charakteristische Funktion einer ZV ist, d.h. fiir alle n € N
existiert ein p,, € Mi(R) : (¢,,)" = ¢y = dx.

Definition 2.2.2 (Charakteristischer Exponent: Bertoin [6], S.2)
Sei X eine unendlich oft teilbare ZV auf (2, F,P) mit Werten in R und Verteilung px =
P o X~!. Die eindeutige stetige Funktion ¥ : R — C mit

dx(u) = duy(u) =E [emx} =e VW Wy e R,

heif$t der charakteristische Exponent, der Lévy-Exponent oder das Lévy-Symbol von X
oder von i .

Der charakteristische Exponent W(u) := — In{E [e"¥]} ist wohldefiniert, da die charakte-
ristische Funktion ¢x einer unendlich oft teilbaren ZV X keine Nullstelle hat, siehe Sato
[30], Lemma 7.5.

Unendlich oft teilbare ZVen bzw. Wmafle werden durch die Gestalt ihres charakteristi-
schen Exponenten charakterisiert, wobei eine Abschneidefunktion benotigt wird.

Definition 2.2.3 (Abschneidefunktion)
Eine Funktion h : R — R heifit Abschneidefunktion auf R, falls gilt:

(1) h beschrdinkt.
(2) h(x) =1 in einer Umgebung von x.
(3) h(z) =0 auferhalb einer kompakten Menge.

Theorem 2.2.4 (Lévy-Khintchine Formel: Bertoin [6], S.3)
Eine Funktion ¥ : R — C ist genau dann der charakteristische Exponent eines unendlich
oft teilbaren Wmafles p auf R, wenn

e cina € R,



e ¢in o’ >0 und
o cin Maff IT auf R mit IL({0}) = 0 und [ (|z[* A1) II(dz) < oo

existieren, so dass gilt:

—In{¢,(u)} = ¥(u) = —iau + %O'QUZ + /R(l — ™ juzh(z)) TI(dz), w € R, (2.1)

wobei h(x) eine Abschneidefunktion ist.
Das heif$t, dass jede charakteristische Funktion ¢, eines unendlich oft teilbaren Wmafes
i die Gestalt hat:

¢,.(u) = exp {mu — %a2u2 + /R(em — 1 — iuzh(z)) H(dm)} , u €R. (2.2)

o2 heiBt Gauf-Koeffizient und 1 Lévy-Map. (a,0?,11) heifit erzeugendes Tripel, Charak-
teristiken oder charakteristisches Tripel und bestimmt W eindeutig. Jedes endliche Maf3
auf R ist ein Lévy-MaBl und jede Restriktion eines Lévy-Mafles ist ein Lévy-MasB.

Unter zusétzlichen Bedingungen ist die Abbildung v — [, uzh(x) II(dx) eine wohldefi-
nierte Funktion und (2.2) kann umformuliert werden.

Definition 2.2.5 (Drift, Zentrum: Sato [30], S.39)
Sei p ein unendlich oft teilbares Wmaf mit charakteristischem Tripel (a,c? 11).
Wenn [.(|z| A1) (dz) < oo gilt, dann heifit

D, :=a- /R:Eh(m) II(dz) (2.3)

der Drift von pu.
Wenn [, lz| I(dz) < oo gilt, dann heifit

[>1

Z, =a+ /Rx(l — h(x)) I(dx) (2.4)

das Zentrum von f.

Weil f|w‘>1 2| TI(dz) < oo #quivalent zu [, x| p(dx) < oo ist, ist Z, = [, & p(dz) der
Erwartungswert von p, siehe Sato [30], Beispiel 25.12. Wenn p das Wmaf einer ZV X ist,
dann definiert man: Dy := D,,.

Die Abschneidefunktion h wird héufig als h(x) = 1{j;<13 angenommen, sieche Applebaum
[1], Theorem 1.2.14 und Bertoin [6], S.3. Stattdessen konnen in der Lévy-Khintchine
Formel auch andere Abschneidefunktionen verwendet werden, z.B. 1¢;<13(z), ﬁ, siehe

Sato [30], Theorem 8.1, Bertoin [6], S.3 und Applebaum [1], S.27. Wenn man von einer
Abschneidefunktion h(z) zu einer Abschneidefunktion h'(x) wechselt, dann dndern sich
das Lévy-Mafl und der GauB-Koeffizient nicht, aber der Parameter a wird zu:

a=a+ / x (W (z) — h(z)) II(dz).
R
Im Folgenden wird immer h(z) = 1j;<1y fiir die Abschneidefunktion gewihlt.
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2.3 Lévy-Prozesse

2.3.1 Definition eines Lévy-Prozesses

Definition 2.3.1 (Lévy-Prozess: Bertoin [6], S.11, Sato [30], Definition 1.6)
Fin R-wertiger stochastischer Prozess X = (Xi)i>o auf (2, F,P) ist ein Lévy-Prozess,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) Xo =0 P-fast sicher.

(2) Firallen € Nund0 <ty <ty--- <t, sinddie ZVen Xy,, Xy, — X1y, Xs, — X2, |
unabhingig (unabhingige Zuwdchse).

(3) Die Verteilung von Xgiy — X hingt nicht von s ab (zeitliche Homogenitit oder
stationdre Zuwdchse).

(4) X ist stochastisch stetig, d.h. ¥t > 0 und € > 0: lim,_, P(| X — X;| > €¢) = 0.

(5) X besitzt eine cadlag Version, d.h. 3 Qo € F mit P(Qy) = 1, so dass fiir alle w € Qg
gilt: Xy (w) ist rechtsstetig in t > 0 und hat linksseitige Grenzwerte in t > 0 (cadlag
Figenschaft = continu a droite et limites a gauche).

Bemerkung 2.3.2

e Wenn X nur die Eigenschaften 2.3.1(1)-(4) erfiillt, dann ist X ein Lévy-Prozess in
Verteilung, siehe Sato [30], S.3.

e Eine Irrfahrt (S, )nen, erfiillt fiir die Zeitskala n € Ny statt ¢ > 0 die Eigenschaften
von Definition 2.3.1 und deshalb kann man einen Lévy-Prozess als Irrfahrt in stetiger
Zeit interpretieren. Viele Eigenschaften lassen sich von Irrfahrten auf Lévy-Prozesse
iibertragen, indem man einen Lévy-Prozess mit einem diskreten Skelett approximiert
und dann die Zeitabsténde gegen 0 konvergieren 1af3t.

2.3.2 Der Zusammenhang zwischen unendlicher Teilbarkeit und
Lévy-Prozessen

Unendlich oft teilbares Wmafl — Lévy-Prozess

Wenn g ein unendlich oft teilbares Wmafl mit charakteristischem Exponenten V¥ ist, dann
definiert man fiir ¢ > 0 durch e *¥® die charakteristische Funktion eines unendlich oft
teilbaren Wmafes pi;. (j1:)¢>0 ist eine schwach stetige Faltungshalbgruppe, d.h. u; — dq
fiir t | 0, mit der man einen kanonischen Lévy-Prozess in Verteilung X konstruieren kann.
Die cadlag Modifikation von X ist ein Lévy-Prozess X mit charakteristischer Funktion
¢x,(u) = e = ¢! (u), siche Bertoin [6], Theorem 1.1 und Applebaum [1], Korollar
1.4.6, Theorem 2.1.7.
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Lévy-Prozess — unendlich oft teilbare ZV

Wenn X ein Lévy-Prozess ist, dann folgt fiir £ > 0 mit der Eigenschaft der unabhéngigen
statonédren Zuwéchse aus der Zerlegung

Xt = Xt/n + (X2t/n - Xt/n) + o+ (Xnt/n - X(n—l)t/n)7 ne N7

dass X; nach Definition 2.2.1 unendlich oft teilbar ist mit dem charakteristischen Expo-
nenten W,. Fiir n,m € N folgt aus der obigen Zerlegung: ¢x, (u)" = ¢x,, (u) = ¢x,,,, (u)"
bzw. m¥; = V¥, = nV,,,, und daher gilt: ¥, = t¥;, V¢ € Q. Wegen der fast sicheren
Rechtsstetigkeit von X ist die charakteristische Funktion von X; rechtsstetig und, wenn
man fiir ein ¢ € R\Q eine rationale Folge (t,),>1 mit ¢, | ¢ fiir n — oo wihlt, sieht
man, dass E [eiuxt] = e YW VWt >0, gilt. Daher ist der charakteristische Exponent von
X, linear in t und ¥ = ¥, wird auch als der charakteristische Exponent von X bezeich-
net. Da eine charakteristische Funktion die dazugehorige Verteilung eindeutig festlegt,
bestimmt ¥ die eindimensionalen Verteilungen von X. Wegen der Unabhéngigkeit und
Homogenitéat der Zuwéchse sind auch die endlich-dimensionalen Verteilungen und somit
die gesamte Verteilung von X auf Q durch ¥ charakterisiert, siehe Applebaum [1], Pro-
position 1.3.1 und Bertoin [6], S.11.

Aus diesem Zusammenhang folgt, dass man von den analytischen Eigenschaften von ¥
auf das stochastische Verhalten von X schliefen kann.

Theorem 2.3.3 (Sato [30], Theorem 21.1, 21.3, 21.9, Beispiel 25.12, Bertoin [6], S.15)
Sei X ein Lévy-Prozess mit charakteristischem Tripel (a,0?, Tx) und eindimensionalen
Verteilungen (pu)e>o-

(a) X hat genau dann fast sicher stetige Pfade, wenn Ilx = 0 ist.

(b) X hat genau dann nur endlich viele Springe auf [0,t] firt > 0, wenn [Ix(R) < oco.
Die erste Sprungzeit T ist dann exponential verteilt mit Erwartungswert 1/I1x(R).

(¢) X hat genau dann fast sicher endliche Variation auf jedem kompakten Zeitintervall,
wenn 0° = 0 und [, (1A |z]) Iy (dz) < oo ist.

(d) X; hat genau dann einen endlichen Erwartungswert firt > 0, wenn flm
oo ist. Unter dieser Voraussetzung gilt:

|| Tx (dz)

[>1

EX,]=t (a+ v Tx(dz) ) = Z,,. (2.5)
|z|>1

(e) E[|X:]?] < oo gilt genau dann fir t > 0, wenn flm |z|* Tx(dz) < oo ist. Unter

dieser Voraussetzung gilt fir die Varianz von X;:

[>1

Var[X,] =t - (02 + /R z? HX(d:c)) : (2.6)
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(Der Unterschied zu Sato ”>" statt ”>"” kommt daher, dass Sato die Abschneidefunktion
h(m) = 1{|x|§1} benutzt und wir h(I) = 1{‘x|<1} haben.)

Man beachte, dass das fiir einen Lévy-Prozess X der Drift Dy, der ZV X; aus Definition
(2.3) im allgemeinen nicht gleich dem Erwartungswert E[X}] ist, der auch als Drift der
Prozesses X bezeichnet wird. Fiir einen Lévy-Prozess bezeichnet Dy im Folgenden den
Drift DXl-

Definition 2.3.4 (Spektral positiv, spektral negativ)
Fin Lévy-Prozess X mit Lévy-Maf$ 11 heifit spektral positiv, wenn II((—o0,0)) = 0 ist,
und spektral negativ, wenn I1((0,00)) = 0 ist.

2.3.3 Beispiele fiir Lévy-Prozesse

(a)

Deterministische Bewegung:
Ein Lévy-Prozess X mit dem charakteristischen Tripel (a,0,0) hat die charakteri-
stische Funktion

ox,(u) =E [e"] =™ ueR, t >0,

und ist daher eine lineare Funktion X; = at, t > 0.
Brownsche Bewegung;:

Wenn ein Lévy-Prozess X das charakteristische Tripel (a,0?,0) hat, dann ist die
charakteristische Funktion

1
dx,(u) = e W = exp {iuat 2t02u2} ,ueR, t>0.

Das ist die charakteristische Funktion der Normalverteilung N (at,c?t), Vt > 0,
und daher ist X; ~ N (at,o%t), V¢t > 0, d.h. X ist eine Brownsche Bewegung mit
Drift at und Varianz o*t. Wenn a = 0 ist, dann bezeichnet man X als Brownsche
Bewegung oder Wiener-Prozess. Wenn a = 0 und 0% = 1 ist, dann heifit X Standard
Brownsche Bewegung und hat die Eigenschaften:

(i
(ii

) E[X,] =0, Vt > 0.
)
(i)
)
)

Var[X;] =t, Vt > 0.
Cov[Xs, Xi] = sAt, Vs, t > 0.

P(X, € dr) = Gtmze” 55 de, Vi > 0.

U(u) = Lul?, Yu e R.

(iv
(v

Da das Lévy-Maf 0 ist, hat die Brownsche Bewegung mit Drift keine Spriinge und
ist nach Theorem 2.3.3(a) der einzige Lévy-Prozess mit stetigen Pfaden, siche Ab-
bildung 2.1. AuBerdem ist nur in diesem Fall der Erwartungswert E[X;] gleich dem
Drift DX = DXl-
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01— a= 0,0%=1
sl a= 1,0%=1
— a=-1, o’=1

Abbildung 2.1: Realisierungen einer Brownschen Bewegung mit Erwartungswert a und

Varianz o2.

(c) Poisson-Prozess:
Sei 0 < A < oo. Ein Lévy-Prozess X mit dem charakteristischen Tripel (0,0, \d;)
hat den beschrankten charakteristischen Exponenten

U(u) = A1 —e"), u€eR,

und die charakteristische Funktion

b, (1) = (e —1) i eiuke—)\t()‘t)k WER t>0
Xt k‘ ) 9 -_ M
=0

Das ist die charakteristische Funktion der Poisson-Verteilung mit Parameter At > 0
und daher gilt: X; ~ w(At), V¢t > 0. X ist ein Poisson-Prozess mit Intensitidt A und
nimmt Werte n € Ny an mit WS

(AL)"
n!
Die Poisson-Verteilung hat fiir alle A > 0 den Drift D;) = 0 und das Zentrum
Zx(») = E[X1] = A und deshalb hat der Prozess X nach Theorem 2.3.3 den Drift At.
Dies gilt auch, wenn man eine andere Abschneidefunktion als 1{j4<1y mit 2(1) # 0

verwendet, weil sich dann der Parameter a zu o’ = X\ verindert. Einen Poisson-
Prozess kann man folgendermaflen konstruieren:

P(X;=n)= e ™M, t>0.

Theorem 2.3.5 (Sato [30], Theorem 5.2)
Sei (T)nen, eine Irrfahrt auf R, so dass W, := T, — T,,_1 exponential verteilt sind
mit Erwartungswert E[W;] = 1/ > 0. Definiere

Nt::n ~ Tn§t<Tn+1

Dann ist (Ni)i>o ein Poisson-Prozess mit Intensitdt \.
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— A=0.5
16 H A=1
— A\=15

14
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Abbildung 2.2: Realisierungen eines Poisson-Prozesses mit unterschiedlichen Intensitéten.

(d) Zusammengesetzter Poisson-Prozess:
Sei 0 < A < oo und p ein endliches Maf auf R mit {0} = 0. Mit iid ZVen (Y%)ken
mit der gemeinsamen VF F(z) = p(—o00,z)/u(R) und einem davon unabhéngigen
Poisson-Prozess N mit Intensitit A definiert man den zusammengesetzten Poisson-
Prozess X durch X; := ]kvil Yi. X ist ein Lévy-Prozess auf R mit dem charakteri-

stischen Tripel ( f\xl 1 ZA F(dz),0,A\F) und hat den charakteristischen Exponenten

U(u) = /(1 — ™\ F(dz), u € R,
R
und die charakteristische Funktion
b, (1) = exp {At [ - F(dw} MOy e R, 120,
R

Die ZVen X; haben die zusammengesetzte Poisson-Verteilung

P(X, €dr) =) e’\t%ﬁm*(dm)
n=0
und man schreibt: X; ~ 7(\, F), V¢ > 0. Weil der GauB-Koeffizient ¢ = 0 ist und
Jo(IA|z]) AF(dz) < oo gilt, hat der zusammengesetzte Poisson-Prozess nach Theo-
rem 2.3.3(c) endliche Variation und ist der einzige Lévy-Prozess mit beschranktem
U, siehe Bertoin [6], Korollar I.3. AuBerdem sind nur in diesem Fall die Pfade fast
sicher stiickweise konstant, siehe Sato [30], Theorem 21.2. Fiir alle A > 0 und VFen
Fist der Drift der zusammengesetzten Poisson-Verteilung Dy ) = 0 und das Zen-
trum Z\p) = [z @A F(dz). Daher hat der zusammengsetzte Poisson-Prozess nach
Theorem 2.3.3(d) den Erwartungswert E[X;] =t [, 2\ F(dx). Der Poisson-Prozess

ist ein Spezialfall mit p = d;.
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— N(0,1)-Springe

1(1)-Springe
[| — Expo(1)-Spriinge

©

Abbildung 2.3: Realisierungen eines zusammengesetzten Poisson-Prozesses mit Intensitét
1 und unterschiedlichen SprungVFen.

Bemerkung 2.3.6

e Die Menge aller unendlich oft teilbaren Wmafle auf R ist der schwache Abschluss der
Menge aller zusammengesetzten Poisson-Verteilungen auf R, d.h. jedes unendlich oft
teilbare Wmaf3 kann man als schwachen Grenzwert einer Folge von zusammengesetz-
ten Poisson-Verteilungen erhalten, siehe Applebaum [1], Theorem 1.2.18, Korollar
1.2.19.

e Seien (X @);cy Lévy-Prozesse mit charakteristischem Tripel (a;, 02, I1;)sen. Wenn fiir
n € Nalle X®, 1 < i < n, voneinander unabhéngig sind, dann ist Yo X @) ein
Lévy-Prozess mit charakteristischem Tripel (30, a;, > oy 07, > i, II;), siche Sato
[30], Lemma 7.4.

e Man kann einen allgemeinen Lévy-Prozess als Brownsche Bewegung mit Drift inter-
pretieren, der durch Spriinge beliebiger Grofie unterbrochen wird, siehe Applebaum
[1], S.xvii. D.h. jeder Lévy-Prozess ist eine Mischung der beiden Grenzfille, Brown-
sche Bewegung und zusammengesetzter Poisson-Prozess.

2.3.4 p-stabile Prozesse

p-stabile Prozesse bilden eine Unterklasse der Lévy-Prozesse, die in Abschnitt 5.4.5 ver-
wendet werden.

Definition 2.3.7 (Stabile ZVen: Applebaum [1], S.31)
Fine ZV X bzw. ihre Verteilung heifit stabil, wenn es reellwertige Folgen (c,)nen und
(dp)nexy mit ¢, > 0 gibt, so dass gilt:

Xi+oo ot Xy £ X + dy,
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wobetr X; unabhdngige Kopien von X sind.
Eine ZV X bzw. ihre Verteilung heifit strikt stabil, wenn d,, = 0.

Bemerkung 2.3.8
Nach Feller [19], S.170, konnen die Normierungskonstanten ¢, nur die Form n'/? mit
p € (0,2] haben. Die Konstante p heifit der Index der stabilen ZV X oder der stabilen VF

Hx-

Definition 2.3.9 (p-stabiler Prozess: Bertoin [6], S.13)
FEin stabiler Lévy-Prozess ist ein Lévy-Prozess X = (Xi)i>o0, fir den X; eine stabile ZV
15t.

Bemerkung 2.3.10

e Fiir jedes p € (0,2] ist ein Lévy-Prozess mit charakteristischem Exponent W genau
dann ein stabiler Lévy-Prozess mit Index p oder ein p-stabiler Lévy-Prozess, wenn

U(ku) = kPW(u), Vk >0, u e R.
Daher erfiillt ein p-stabiler Lévy-Prozess X die Skalierungseigenschaft:
(Xiaizo = (K7 X0) 10
und ist selbst-dhnlich mit dem Hurst-Index 1/p.
e Das Lévy-MaB Il x eines Lévy-Prozesses X ist

p(p—1)

) = 15 s

dz, (2.7)

siehe Zolotarev [34]. Dabei bezeichnet I" die Gamma-Funktion, siche Definition

A.1.3.

2.4 Die Klasse der faltungsidquivalenten Verteilungen

In dieser Arbeit werden besonders VFen aus den Klassen £, o > 0, und S, a > 0,
betrachtet.

2.4.1 Definition von £ und S©@

Definition 2.4.1 (Klasse L)) B B
Seia > 0. Eine VF F auf [0,00) mit Tail F gehort zur Klasse L), wenn F(x) > 0, Vo >
0, gilt und

Flu—
lim M = e, Vx € R, wenn F nicht auf einem Gitter konzentriert ist; (2.8)
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F(n—1
lim % =e%, wenn F auf einem Gitter mit Spannweite 1 konzentriert ist. (2.9)
n—oo n

Man schreibt: F € L) oder F € £,

Fiir o > 0 heifst die Klasse £'®) die Klasse der VFen mit exponentiellen Tails mit Rate
a. Die Klasse £ := L£©) wird als die Klasse der heavy-tailed oder auch long-tailed VFen
bezeichnet.

Definition 2.4.2 (Klasse S®)
Sei o > 0. Fine VF F gehort zur Klasse S\, wenn

(1) F e L@,
(2) es ein M < oo gibt, so dass gilt:

im ()
w F(u)

= 2M. (2.10)

Man schreibt: F € S,
Fiir a > 0 heifit die Klasse S die Klasse der faltungsiquivalenten VFen. Insbesondere
heift die Klasse S := S die Klasse der subexponentiellen VFen.

Bemerkung 2.4.3

e Fir a > 0 ist eine Unterscheidung zwischen dem gitterartigen und dem nicht-
gitterartigen Fall n6tig, aber fiir a = 0 nicht.

e Die Grenzbeziehung (2.8) aus Definition 2.4.1 gilt fiir o > 0 gleichméBig auf kom-
pakten Intervallen.

Definition 2.4.4 (Sd®, £Ld®))
Sei « > 0. Fine Funktion f: R — R, so dass fir ein A € Ry f(z) > 0 auf [A, 00) ist,
gehort zur Klasse L4\, wenn gilt:

Man schreibt: f € Ld).
Sei o > 0. Eine Funktion f : R — R, gehort zur Klasse Sd'®, wenn

(1) f € Ld®,

(2) es ein M < oo gibt, so dass lim, % —2M.

Man schreibt: f € Sd'@).
Die Klasse Sd := Sd© heifst die Klasse der subexponentiellen Dichten.

Zwischen S(®) und Sd(®) bestehen folgende Zusammenhinge.
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Theorem 2.4.5 (Klippelberg [24], Theorem 1.1, Korollar 2.2 und [22], Theorem 5.3.13)

(a) Fiir f € 8™, a >0, definiert man eine VF konzentriert auf [0, 00) durch

F(x):—M x> 0.

T fy) dy’
Dann ist F € 8@,

(b) Wenn o > 0 ist und die VF F eine Dichte f € Ld'® hat, dann gilt:

FeSYWaFecSdY e feSd.

(c) Fira=0gilt: F€ESd=F € S.
Ein Spezialfall der Faltungsédquivalenz ist die regulére Variation.

Definition 2.4.6 (Regulire Variation: Bertoin [6], S.9)
Fine Lebesgue-messbare Funktion U : (0,00) — (0,00) ist regulér variierend in oo mit
Indexr a € R, wenn gilt:
. Ultx)
lim

o T(a)

=t%, Vt > 0.

Man schreibt: U € R,,.
Wenn a = 0 ust, dann ist U langsam variierend n oo.
Man schreibt: U € Ry.

2.4.2 Eigenschaften von £ und S

Fir F € £, a > 0, fillt der Tail F asymptotisch wie der Tail der Exponential VF e~*
und damit ist F schwerer als der Tail einer ExponentialVF e™7%, Vy > a. Je groBer o
ist, desto weniger VFen sind in der Klasse £(®) und desto leichter werden die Tails. Die
groBte Klasse £ hat die schwersten Tails von allen Klassen £, o > 0, und fiir F € L
fallt der Tail F asymptotisch sogar langsamer als der Tail jeder Exponential VF, siche
Kliippelberg [22], Korollar 5.3.11, weshalb die VFen der Teilklasse S als subezponentiell
bezeichnet werden. Fiir jede VF F € £, o > 0, hat die MEF My deshalb folgende
Eigenschaften.

Theorem 2.4.7 (Embrechts und Goldie [16], Chover et al. [10], Cline [12], Theorem 2.9)

(a) Fir F € L, o > 0, hat Mg eine rechte Singularitit in o, d.h. Mp(a + €) =
0o, Ve > 0.

(b) Fir F €8, a>0, gilt: M = Mp(a) < co.

(¢) Fiir F € 8 mit endlichem Erwartungswert p gilt: Mp(a) = 14+ apMp, ().
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Beweis von (c): -
Weil fiir F' € S@ Mp(a) < oo ist, fillt F schneller als e™® gegen 0 fiir + — oo, d.h.
lim, . €**F(z) = 0. Damit folgt:
Mp(a) = / e F(dx) = [—e“zf(m)]go + oz/ e F(z) dr =1+ auMp,(a).
0 0

O

Fiir Taildquivalenz ~ und Faltung * in den Klassen £(® und S gelten folgende Ei-
genschaften.

Theorem 2.4.8 (Embrechts et al. [17], Lemma AS3.15, Lemma A3.23, Cline [12], Korol-
lar 2.10)
Sei o > 0.

(a) L und S_(O‘) sind bzgl. Tailiquivalenz abgeschlossen, d.h. wenn F € L) (baw.
S@) und F(z) ~ G(z), © — oo, dann gilt: G € LY (bzw. S©@)).

(b) L) ist bzgl. Faltung abgeschlossen, d.h. wenn F, G € L), dann gilt: FxG € L),

(c) S ist abgschlossen bzgl. der Faltungswurzelbildung, d.h. wenn F™ € 8, n € N,
dann gilt: F € S©).

(d) Wenn F € 8 und G(x) = o(F(x)),  — oo ist, dann gilt: F x G € S,

— Expo(1)-Tail
r(1,2)-Tail
— Lognormal(1,1)-Tail

I I . . . . L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Abbildung 2.4: Die Tails der nicht faltungséiquivalenten Expo(1)- und I'(1,2)-Verteilung im
Vergleich zum Tail der subexponentiellen Lognormal(1,1)-Verteilung.

Beispiele 2.4.9 (Exponentialverteilung, Gamma-Verteilung)
Die Exponentialverteilung expo(a), o > 0, ist in £ und fiir n > 2 ist nach Theorem
2.4.8(b) auch ihre nte Faltung, die Erlang-Verteilung oder Gammaverteilung T'(a,n), in
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L@ Bei beiden Verteilungen ist der Tail leichter als der Tail ihrer Faltung und daher
sind die expo(a)-und die I'(«, n)-Verteilung nicht faltungsédquivalent, siche Abbildung
2.4. Trotzdem bezeichnete Bingham (1987) die VFen der Klasse S a > 0, als nahe
am Ezxponentiellen, weil ihre Tails nur leicht modifiziert exponentiell fallen. Die leichte
Modifikation resultiert in einer MEF, die endlich ist in «, siche Theorem 2.4.7(b). Fiir
expo(a)-und I'(a, n)-Verteilung gilt hingegen: Mp(a) = co.

Theorem 2.4.10 (Darstellung von £, a > 0: Klippelberg [24], S.260)
Jede VF F € L9, a >0, hat die Darstellung

F(z) = c(z) exp {— /0 b(y) dy} x>0,

wobei ¢ : Ry — (0,00) den Grenzwert lim, o c(z) = ¢ > 0 hat und b : Ry — R, den
Grenzwert lim, ., b(x) = « hat und 1/b absolut stetig ist.

Theorem 2.4.10 folgt aus dem Darstellungstheorem fiir regulér variierende Funktionen,
siche Embrechts et al. [17], Theorem A3.3, und dem Zusammenhang von £ und R_,:

Felf®aTFolneR._,. (2.11)
Bemerkung 2.4.11

e Das Darstellungstellungstheorem 2.4.10 und die Abgeschlossenheit von £(®) bzgl.
der Taildquivalenz, siche Theorem 2.4.8, garantieren, dass fiir jedes F € £ eine
taildquivalente VF G € L£(® existiert, so dass G absolut stetig ist und die Ausfall-
rate go die Eigenschaft: lim, .., go(z) = « erfiillt. Daher kann die Klasse £ im
Folgenden immer als absolut stetig angenommen werden, siehe [24], S.261.

e Weil wir F' € £, o > 0, immer als absolut stetig annehmen kénnen, gilt nach
Lemma 2.1.15: lim, o qr(x) = a.

e Weil wir deshalb FF € S, a > 0, immer als absolut stetig annehmen kénnen,
ist nach Bemerkung 2.1.17 die Singularitdt von Mp, gleich der von Mp, d.h. ' €
S = F; € 8@ fiir a > 0, wenn F einen endlichen Erwartungswert hat. Fiir o > 0
gilt nach Theorem 2.4.5(b) sogar: F € 8@ < F; € 8@, wenn F einen endlichen
Erwartungswert hat.

Lemma 2.4.12 (Pakes [28], Lemma 5.2, Lemma 5.3)
Sei F e S, a>0.

(a) Fir alle k € N gilt:

kx
lim F; <u> —_ kMF(Oé)kil
(b) Fiir alle € > 0 gibt es eine Konstante K(¢€), so dass gleichmdf$ig in uw > 0 Vk € N
gilt:
Fr(u) < K(e) ,wenn Mp(a) < 1,
Fu) ~ | K((Mp(a)+e)f  wenn Mp(a) > 1.
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Aussage (a) ist eine Erweiterung der Bedingung (2.10) der Definition 2.4.2. Eine wichtige
Eigenschaft von S® steht in Verbindung mit den unendlich oft teilbaren VFen.

Proposition 2.4.13 (Pakes [28], Theorem 3.1)
Wenn eine VF F auf [0,00) unendlich oft teilbar ist mit Lévy-Maf Ilg(-) # 0 und positi-

vem Tail ﬁ;(u), u > 0, dann sind fir « > 0 folgende Aussagen dquivalent:
(a) F e 8.
(b) I € 8@,
(¢c) F(u) ~ MF(a)ﬁ;(u), u — oo und I € L),

Daraus folgt, dass fiir einen Lévy-Prozess X = (X});>0 entweder ein o > 0 existiert, so
dass die VF von X; in 8@ ist fiir alle ¢t > 0, oder keine der eindimensionalen VFen ist
faltungsédquivalent.

2.4.3 Die Klasse S und die Teilklasse $* C S
Da VFen in S sehr schwere Tails haben, gilt folgende Proposition.

Proposition 2.4.14
Seien Yi,...,Y, iid mit VE F und Maximum M, = max(Yy,...,Y,). Auflerdem sei
Sp = >0 Y. Dann gilt:

FGS@limm

=1, Vn.
z—oo P(M,, > x) v

Diese Eigenschaft bedeutet, dass der Tail der VF von S durch den Tail der VF des
Maximums bestimmt wird, d.h. fiir grole  bestimmt das Maximum die Summe.

In S gibt es einerseits Verteilungen F', die im Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung
(MDA(A)) liegen, d.h. es gibt Normierungskonstanten a,, > 0 und b, € R:

F(a, -2+ by) = Az), 1 — oo.

Andererseits existieren auch subexponentielle Verteilungen im Anziehungsbereich der
Fréchet-Verteilung (MDA(®,), o > 0), zu denen z.B. die Verteilungen mit regulir va-

riterendem Tail gehoren, d.h. FF € R_,,.

Definition 2.4.15 (S*: Klippelberg [23], S.133 und [25], S.281)
Eine VF F mit endlichem Erwartungswert y gehort zu S*, wenn gilt:

. "F(r -y
s Fo) (y) dy =2p

Wenn F € S* ist, dann folgt aus der Definition 2.4.15, dass F' € Sd ist. Nach Theorem
2.4.5(c) ist dann F' € S und mit Bemerkung 2.4.11 folgt: F; € S. Wenn umgekehrt F; € S
ist, dann ist der Erwartungswert p endlich und mit (2.10) ist F' € S*. Aulerdem ist S*
bzgl. schwacher Taildquivalenz abgeschlossen, siehe Kliippelberg [23], Theorem 2.1.
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Kapitel 3

Erneuerungs- und
Fluktuationstheorie fiir
Lévy-Prozesse

Nach der Einfiihrung in die Theorie der Lévy-Prozesse werden in diesem Kapitel die
Erneuerungs- und Fluktuationstheorie fiir Lévy-Prozesse und deren wesentlichen Eigen-
schaften thematisiert. In Abschnitt 3.1 zeigt die starke Markov-Eigenschaft die Gedécht-
nislosigkeit eines Lévy-Prozesses und in Abschnitt 3.2 werden die g-Potentialmafle defi-
niert, die die Erneuerungsfunktion fiir Irrfahrten verallgemeinern. Das Lang- bzw. Kurz-
zeitverhalten wird in Abschnitt 3.3 durch Rekurrenz und Transienz bzw. durch Regularitét
des Punktes 0 charakterisiert. Wie sich eine Spiegelung an der x-Achse bzw. eine Zeit-
umkehr eines Lévy-Prozesses auf dessen Verteilung auswirkt, wird in Abschnitt 3.4 mit
dem Begriff der Dualitdt beschrieben und bei dem Konzept der Kapazitéit, geht es um
die Frage, ob ein Lévy-Prozess von jedem Punkt jemals eine Menge erreicht. In Abschnitt
3.5 wird die Klasse der Subordinatoren und ihre Erneuerungsfunktion definiert. Um das
Wachsen bzw. Fallen eines Lévy-Prozesses zu charakterisieren, werden in Abschnitt 3.6
die Begriffe der Lokalzeit und der Leiterzeit vorgestellt, die durch das Kurzzeitverhal-
ten des Prozesses beeinflusst werden. Dabei wird in Abschnitt 3.6.3 speziell auf spektral
einseitige Lévy-Prozesse eingegangen. Als wesentliches Ergebnis der Fluktuationstheorie
beschlieft die Wiener-Hopf Faktorisierung in Abschnitt 3.6.4 die Zusammenfassung der
Lévy-Theorie.

3.1 Die Markov-Eigenschaft der Lévy-Prozesse

Um die Markov-Eigenschaft beschreiben zu kénnen, miissen zuerst einige Begriffe definiert
werden.

Definition 3.1.1 (Filtration)
Sei F eine o-Algebra von Teilmengen von Q. Fine Familie (F;)i>o von Teil-o-Algebren
von F heifit Filtration, wenn

Fs CF fir s <t.
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Ein Wraum (Q,F,P), den man mit einer Filtration (F;)i>o versieht, heifst filtrierter
Wraum.

Ein stochastischer Prozess X auf (2, F, (Fi)i>0, P) heifst adaptiert bzgl. (Fi)i0, wenn X;
Fi-messbar st fir alle t > 0.

Eine o-Algebra heifit P-vollstéindig, wenn sie alle P-Nullmegen enthilt.

Fine Filtration (F;)¢>o0 heifit vollstandig, wenn

o F; eine P-vollstindige o-Algebra ist fir alle t > 0,
o Fo = \/tzo Fi die P-Vervollstindigung von F ist.

Sei X ein stochastischer Prozess auf (Q,F,P), dann heif§t fir t > 0 die von (Xs)s<t
erzeugte o-Algebra
Fri=0(X,:0<s<0)

natiirliche oder kanonische Filtration.
Bemerkung 3.1.2
e Jede Filtration kann man vervollstédndigen.
° ftX ist die kleinste o-Algebra, bzgl. der X, fiir alle 0 < s < ¢t messbar ist.

e Fiir einen Lévy-Prozess X ist die Filtration (F;*);>o rechtsstetig, d.h.

FX=(FS vt =0,

s>t

siche Bertoin [6], S.18, Proposition 1.4.

Im Folgenden bezeichnet (Fi)i>o die P-vollstandige, kanonische Filtration.

Definition 3.1.3 (Stoppzeit)
Fine ZV T : Q — [0, 00] heif§t Stoppzeit bzgl. einer Filtration (F;)i>o, wenn fir allet > 0
das Ereignis {T <t} € F; ist.

Definition 3.1.4 (Eintrittszeit, Eintreffzeit, Uberschreitungszeit)
Sei X ein stochastischer Prozess mit Werten in R. Fir A € B(R) heifit

Ty:=inf{t >0: X; € A}
die Eintrittszeit von X in A und
T, :=inf{t>0: X, € A}

die Eintreffzeit von X in A.
Fiir x > 0 heifst
T(x):=inf{t >0: Xy, > 2} = T(100

die Uberschreitungszeit von X iiber die Schranke x.

24



T4 und 7" sind Stoppzeiten, siehe Applebaum [1], S.79.

Theorem 3.1.5 (Starke Markov-FEigenschaft: Bertoin [6], Proposition 1.6)
Wenn X ein Lévy-Prozess ist und T' eine Stoppzeit, dann gilt bedingt auf {T < oo}:

(a) XD = (X144t — X1)is0 ist ein Lévy-Prozess und unabhingig von Fr.
(b) Fiir allet > 0 hat die ZV X die gleiche Verteilung wie die ZV X,.
(¢c) XD hat cadlag Pfade und ist (Fr)iso-adaptiert.

Diese Eigenschaft wird oft als Gedéchtnislosigkeit (No-memory-property) bezeichnet und
bedeutet, dass sich ein Lévy-Prozess X nach einer Stoppzeit unabhéngig von seiner Ver-
gangenheit wiederholt, was ein Ergebnis seiner unabhéngigen und stationdren Zuwéchse
ist.

3.2 Spezielle Mafle fiir Lévy-Prozesse

Definition 3.2.1 (g-Potentialmafe: Sato [30], Definition 30.9, Bertoin [6], S.23, S.31)
Sei X ein Lévy-Prozess und ¢ > 0. Das g-Potentialmafl U9 ist definiert als

Ui(A) := / e " P(X, e A)dt=F U e " {x,ea dt] , A e B(R).
0 0

Das 0-Potentialmaf U := U° wird als PotentialmaBl bezeichnet und kann unendlich sein.
Dabei heifst fooo lix,epy dt Verweilzeit oder sojourn time. Desweiteren definiert man die
g-Potential VF V7 als

Vi) = Un((-oesal) = [ (<o) = [ [T ]
0 0
wobei qVI(R) = 1 gilt, wenn UY ein endliches Maf ist.

Das ¢-Potentialmafl eines Lévy-Prozesses X ist die Laplace-Transformierte seiner eindi-
mensionalen VFen pux,(-) = p () bzgl. t. Fiir ¢ > 0 schreibt man oft V(dy), y > 0,
statt U?(dy), y > 0.

Definition 3.2.2 (Gekillter Lévy-Prozess, gestorter Lévy-Prozess)
Sei X ein Lévy-Prozess und e, eine unabhdngige exponential verteilte ZV mit Parameter
q > 0. Der Prozess X9, definiert durch

@ . Xi ,wennt € [0,¢e,),
T oo ,wennt € [eg,00) ,

nimmt Werte in [0, 00| an und heifst mit Rate g gekillter Lévy-Prozess.
Ein Lévy-Prozess X heifit gestort, wenn es eine unabhdingige exponential verteilte ZV e,
mit Parameter ¢ > 0 gibt, so dass gilt:

Xy = X,,, Vt > ¢, fast sicher.

Ansonsten heifst X ungestort.
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Bemerkung 3.2.3

e Fiir ¢ > 0 hat das ¢-Potentialmafl U? die Gesamtmasse 1/q und daher ist qU? ein
Wma$.

e Sei X ein Lévy-Prozess und e, ~ expo(q) eine unabhéngige ZV mit Parameter ¢ > 0.
Dann ist gU? das Wmaf von X,_, siche Bertoin [6], S.22.

o Es gilt: fOS lix,eaydt =0, Vs <T,. Wenn A offen oder abgeschlossen ist, dann gilt:

UA)=E {/OO Lix,eay dt} :

Ta
siehe Bertoin [6], S.31.

e Wenn ein ¢g-Potentialmafl U9 absolut stetig bzgl. des Lebesgue-Mafles ist, dann sind
alle U?, ¢ > 0, absolut stetig bzgl. des Lebesgue-Mafles, siehe Bertoin [6], Proposi-
tion 1.10, und mit der Dichte U? gilt: U4(dy) = U7 (y) dy.

3.3 Rekurrenz, Transienz und Regularitat der O

Definition 3.3.1 (Rekurrenz, Transienz: Applebaum [1], S.64)
FEin Lévy-Prozess X ist rekurrent, wenn liminf, . |X;| = 0 fast sicher gilt.
FEin Lévy-Prozess X ist transient, wenn lim,_, | X;| = oo fast sicher gilt.

Ein Lévy-Prozess ist entweder rekurrent oder transient.

Bemerkung 3.3.2
Ein stochastischer Prozess X = (X});>¢ ist rekurrent bei € R, wenn jede Nachbarschaft
von x unendlich oft besucht wird, und transient, wenn X nur endlich viele Besuche macht.
Wenn X ein Lévy-Prozess ist, dann ist er rekurrent (transient) bei € R, wenn er in jedem
x € R rekurrent (transient) ist. Daher betrachtet man nur die Rekurrenz bzw. Transienz
bzgl. des Ursprungs.

Proposition 3.3.3 (Bertoin [6], S.32, Theorem 1.19, S.33)

(a) Wenn ein Lévy-Prozess X transient ist, dann ist sein Potentialmafs U ein Radon-
Maf, d.h. U(K) < oo fir alle kompakten Mengen K € B(R).

(b) Sei E[|X1]] < co. Dann ist X genau dann rekurrent, wenn E[X;] = 0 ist.
Neben dem Langzeitverhalten ist fiir einen Lévy-Prozess auch sein Verhalten zu beliebig

kleinen Zeitpunkten ein entscheidendes Kriterium, was mit Hilfe der Regularitit der 0
charakterisiert wird.
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Definition 3.3.4 (Regularitit der 0: Bertoin [6], S.104, Kyprianou [27], S. 139)
Fiir einen Markov-Prozess X mit Xo = 0 heifit der Punkt 0 reguldr (bzw. irreguldr) fir
eine offene oder abgeschlossene Menge A, wenn

P(T, =0) =1 (bzw. 0) ist.

Wenn 0 reguldr fir {0} ist, dann heifft der Punkt 0 Haltepunkt (bzw. unmittelbarer
Punkt ), wenn 0 irreguldr (bzw. reguldr) fir R\{0} ist.

Nach Blumenthals 0 — 1-Gesetz ist der Punkt 0 entweder regulér oder irreguldr. Wenn der
Punkt 0 regulér fiir eine Menge A ist, dann bedeutet das anschaulich, dass X fast sicher
nach beliebig kurzer Zeit vom Startpunkt 0 in die Menge A eintrifft. Wenn 0 insbesondere
ein Haltepunkt ist, dann kehrt X zwar fast sicher nach beliebig kurzer Zeit zu 0 zuriick,
aber vom Startpunkt 0 erreicht X fast sicher nicht in beliebig kurzer Zeit R\{0}. Wenn
0 hingegen ein unmittelbarer Punkt ist, dann erreicht X fast sicher in beliebig kurzer
Zeit sowohl {0} als auch R\{0}. Wenn der Punkt 0 fiir eine Menge A irregulér ist, dann
bedeutet das, dass X fast sicher eine echt positive Zeit braucht, um vom Startpunkt 0 in
die Menge A einzutreffen.

3.4 Potentialtheorie fiir Lévy-Prozesse

3.4.1 Dualitat und Zeitumkehr

Definition 3.4.1 (Dualer Prozess: Bertoin [6], S.43)
Sei X ein Lévy-Prozess auf (Q, F,P). X := —X heifit zu X dualer Prozess und ist auch

ein Lévy-Prozess auf (2, F,P). X heifit symmetrisch, wenn X; 2 X,, Vt > 0.

Im Folgenden bezeichnet P, die Verteilung von X + x unter P fiir x € R, d.h. P, (X; €
dy) = P(X; +x € dy), t > 0, und Py = P, und E,[] ist der Erwartungswert bzgl. P,.
Mit dem Prifix ”Co-" oder dem Zeichen ” ~” werden die Begriffe versehen, die sich auf
X beziehen. P ist die VF von X, d.h. P(X; € dy) = P(X; € dy), t > 0 und E bezeichnet
den Erwartungswert von X bzgl. P. Fir z € R gilt:

P, (X, edy) = P(X,+zedy)=PX, -z e dr)

_ _x<X€dy>,yeR,t20, (3.1)
E_, [f (Xt>] _ /f Xt—xedy>
= /Rf(y +a)P (Xt € dy) = E[X, + ] (3.2)
- /f( ) B(X; -+ € dy)
= E,[f(Xy)], t =20, (3.3)
wobei f eine messbare Funktion ist. (U )g>0 ist die Familie der g-Potentialmafie von X,

d.h.

A~

09(A) = /OOO et P (Xt € A) it =E UOOO Mg en) dt] L A€ B[R).  (34)
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Fiir die charakteristischen Exponenten ¥ von X und ¥ von X gilt:

U(u) = V(u) = VU(—u), ueR.

Wenn X symmetrisch ist, dann ist ¥ reellwertig.
Im Folgenden gilt die Konvention limg X; = Xo- 1= Xj.

Lemma 3.4.2 (Dualititslemma: Bertoin [6], Lemma I1.2)
Fir jedes feste t > 0 haben der revertierte Prozess (Xu—g- — X¢)o<s<t und der duale

~

Prozess (Xs)o<s<t die gleiche Verteilung.

Bemerkung 3.4.3
Die Beziehung der Dualitéat gilt auch fiir Lévy-Prozesse und ihre dualen Prozesse, die beim
ersten Eintritt in eine offene oder abgeschlossene Menge A gekillt werden, sieche Bertoin
6], Proposition II.4.

3.4.2 Kapazitat

Definition 3.4.4 (q-Kapazitit: Bertoin [6], S.53)
A sei entweder eine offene oder eine abgeschlossene Menge. Fiir ¢ > 0 ist die q-Kapazitét
von A definiert als

CUA) =g /R E, [e77] dx.

Wenn X transient ist und A eine kompakte Menge, dann definiert man die 0-Kapazitat
von A als

C(A) :=C°A) = hﬂ[)l CI(A).
q
Man kann in dieser Definition 74 durch 77 austauschen, siehe Bertoin [6], S.49.

Definition 3.4.5 (Polare und essentiell polare Mengen: Bertoin [6], S.53)
Eine abgeschlossene Menge A heif§t polar, wenn

P.(X: € A fir eint > 0) =0, fir alle z € R,
und essentiell polar, wenn
P.(X; € A fiir eint > 0) =0 fir fast alle z € R.

Bemerkung 3.4.6
Essentiell polare Mengen sind genau dann gleich polaren Mengen, wenn ein g-Potentialmaf
U1 absolut stetig ist, siche Bertoin [6], S.53.

Proposition 3.4.7 (Bertoin [6], Proposition I1.10)
Ser X ein transienter Lévy-Prozess und die Menge A entweder offen oder abgeschlossen.

A ist genau dann essentiell polar, wenn C9(A) = 0 fir ein ¢ > 0 (und damit fir alle
q>0) gilt.
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Wenn X transient ist und die Menge A die ¢-Kapazitit C?(A) = 0 hat, dann erreicht X
fiir fast alle Startpunkt = € R die Menge A fast sicher nie.

Fiir A = {0} bezeichnet im Folgenden C := C?({0}) die ¢-Kapazitét fir alleg > 0 (¢ > 0
im transienten Fall).

Theorem 3.4.8 (Bertoin [6], Theorem I1.16, Korollar I11.17, Korollar 11.18)
Wenn X ein Lévy-Prozess ist, dann sind fir ¢ > 0 (¢ > 0 im transienten Fall) folgende
Aussagen dquivalent:

(a) Einzelne Punkte sind nicht essentiell polar, d.h. C? > 0.

(b) Das q-Potentialmaf$ V(dx) ist absolut stetig bzgl. des Lebesque-Mafes und hat be-
schrinkte Dichte V7.

Wenn eine dieser Aussagen gilt, dann gilt fir die Eintreffzeit T' = Tioy und die q-
Potentialmafdichte V7 :

E, [e’qu} = 0V (—x), Vg >0, = €R. (3.5)
Im transienten Fall gilt:

P.(T" < o0) = CV'(—x), z € R. (3.6)

3.5 Subordinatoren

3.5.1 Definition eines Subordinators

Subordinatoren bilden eine wichtige Teilklasse der Lévy-Prozesse, die ein Analogon zu
den Irrfahrten auf [0, c0) darstellen.

Definition 3.5.1 (Subordinator: Bertoin [6], S.71)
Ein Subordinator X = (X;)i>o ist ein Lévy-Prozess, der fast sicher nicht fallt, d.h.

X, < Xy, fast sicher, wenn t; < ts.

Im Folgenden wird der triviale Prozess X = 0 ausgeschlossen.

Definition 3.5.2 (Laplace-Exponent: Bertoin [6], S.72)
Sei X ein Subordinator auf (2, F,P). Die eindeutige konkave Funktion ® : [0,00) —
[0,00) mit der Eigenschaft:

E [G’UXt] =Wy >0,
heifst der Laplace-Exponent oder der Kumulant von X.

Der Laplace-Exponent ist wohldefiniert, da fiir einen Subordinator X mit X; > 0 fiir alle
t >0 gilt:
E [e "] < o0, Yu >0, Vt > 0.
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Bemerkung 3.5.3 (Bertoin [6], S.73, Applebaum [1], S.50)

e Wenn man bei einem Lévy-Prozess Y mit einem unabhéngigen Subordinator X
einen Zeitwechsel macht, dann ist Z := Y o X ein Lévy-Prozess mit charakteri-
stischem Exponenten W, = —®y o Uy, siehe Applebaum [1], Theorem 1.3.25 und
Proposition 1.3.27. Diese Transformation wurde von Bochner eingefiihrt und als
Subordination bezeichnet.

e Ein Lévy-Prozess X ist genau dann ein Subordinator, wenn o2 = 0, [Ix((—o0,0)) =
0 und Dx > 0 ist, siche Sato [30], Theorem 21.5. Mit diesen Eigenschaften erfiillt
ein Subordinator die Zusatzbedingung:

/ (I1Ax) x(dr) < oo
(0,00)

und hat beschréankte Variation. Der charakteristische Exponent hat in diesem Fall
die Gestalt:

Ux(u) =—iDxu +/ (1 —e™) IIx(dx), u e R

(0,00)

Umgekehrt ist jede Abbildung von R nach C mit der oberen Form der Lévy-
Exponent eines Subordinators, siehe Applebaum [1], Theorem 1.3.1, und (Dx, IIx)
heiflen die Charakteristiken des Subordinators.

e Da fiir einen Subordinator X gilt: E [e‘“Xl] < 00, Yu > 0, kann man die charakte-

ristische Funktion ¢y (u) bzw. den charakteristischen Exponenten W x () analytisch
auf der komplexen oberen Halbebene {(u) > 0} durch

ox, (iv) :=E [e7**] und Uy (iu) := ®(u) = —In{E [e "]}, R(u) >0, (3.7)

fortsetzen. Mit Theorem 2.2.4 folgt die Lévy-Khintchine Formel fiir Subordinatoren:

Oy (u) =¥x(iu) = Dxu+ /(0 )(1 —e ") [Ix(dz), u>0. (3.8)

e Fiir einen Subordinator gilt: lim; .., X; = oo fast sicher, d.h. ein Subordinator ist
ein transienter Lévy-Prozess, sieche Definition 3.3.1.

3.5.2 Die Erneuerungsfunktion

Aus Proposition 3.3.3(a) folgt, dass das Potentialmafl U von Subordinatoren ein Radon-
Ma# ist. Deshalb ist U([0,z]) < oo, Yz > 0, und die PotentialVF V' ist endlich.

Definition 3.5.4 (Erneuerungsfunktion: Bertoin [6], S.74, 171)
Sei X ein gestorter oder ungestorter Subordinator. Das Potentialmafs

U(A) = /Ooo P(X, € A) dt = E {/OOO Lixen dt] AcB(R),

30



heifst Erneuerungsmafl oder Greensche Funktion von X. Die PotentialVE V von U ist
gegeben durch

V() = U((—00,2]) = U(0,2]) = /OOO P(X, <) dt —E VOOO Lixien) dt] >0,

und heif$t Erneuerungsfunktion des Subordinators X .

Statt U(dy), y > 0, schreibt man oft V(dy), y > 0. Falls V(dy) absolut stetig mit Dichte
V'(y) ist, dann gilt: V(dy) = V'(y) dy.

Proposition 3.5.5 (Figenschaften der Erneuerungsfunktion: Bertoin [6], S.74, S.]"_H)
Sei X ein Subordinator mit Erneuerungsfunktion Vx, Laplace-FExponent ®x und Uber-
schreitungszeit T'.

(a) Wenn Vx(0) = 0 ist, dann gilt fir die Laplace-Transformierte Ly, bzw. die MEF
My, von Vx:

Ly, (u) = My, (—u) = , u > 0.

(b) FEs gilt: Vx(u) = E[T(u)], u > 0.

(¢c) Wenn X ungestort ist und ¢ > 0, dann gilt fiir den mit Rate q gekillten Subordinator
X@.
Viw(u) = Vi (u) und @y = Px +q.

(d) Zwischen ®x und Vx bzw. llx besteht folgende asymptotische Beziehung:

Tw
Vx(u) < ———— und x/ IIx(t) dt + Dx.
0

Beweis:

(a)

Ly (u) P21 / e Vi (dy) = [V ()] +u / IV (y) dy

Del 354 u/ E [/ Lix,<y) ds} e~ dy

Fugini {ngu}efuy dy d8:|

= E “Wody ds} =E {/ e~ uXs ds}
0
'ubini - * - 1
Fg uXS dS_/ e sPx (u) ds = , uzo
0 X<u>

31



Dabei kann man den Satz von Fubini anwenden, weil X, > 0 fiir s > 0 gilt.

(b)
Vi(u) = / TBX, <u) d DL / T BT() > 1) dt
_ /0 BT <1 dt = B[T(w)].

Vyw(u) = / P(XY <) dt = / P(X, <u,t < e,) dt
0 0

— / e "P(X; < wu) dt = Vi(u),
0

wobei e, eine von X unabhingige exponential verteilte ZV mit Parameter ¢ > 0 ist.
Desweiteren gilt:

e x®) = R[] = / e P(X( € da)
0

= /00 et P(X; € dx) = e HEx W),
0

Beispiele 3.5.6

(a) Lineare Funktionen:
Sei a > 0. Die Erneuerungsfunktion von X; := at, Vt > 0 ist

V(w):/ P(atﬁx)dtzg, x>0,
0

und das Erneuerungsma8 ist V(dz) = Ldz fiir 2 > 0.

(b) Poisson-Prozess:
Sei X ein Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0, siche Abschnitt 2.3.3(c). Die Er-

neuerungsfunktion ist
LrJ
—At Z oMk

(Xt<L90J)
[9],5.65 SART P(k+1) (9,865 AU
- PG Ll \E+1
k=0 k=0
] +1
= , ¢ 20,
o=

und das Erneuerungsmaf3 ist

o 1
V(dx) = / P(X; € dz) dt = de, x € Np.
0
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(¢) Irrfahrt auf [0, c0):
Sei (Sp)neny = Oy Yi)nen, eine Irrfahrt auf [0, 00) mit P(Yy; = 0) = 1 und VF F

von Y;. Die Erneuerungsfunktion ist

V(z) = /OOO]P’(St <z)dt= iF”*(a:), x>0,

n=0
wobei nach Definition 2.1.1 F%* = Lj,00) ist.

(d) Spektral positiver zusammengesetzter Poisson-Prozess:
Sei X ein spektral positiver zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Intensitéat A > 0
und Lévy-Mafl AF, sieche Abschnitt 2.3.3(d). Die Erneuerungsfunktion ist

Viz) = /OO P(X; <) dt

/ e e ) gy

1 o0
Z — F™ () A" / e M dt
n! 0

n=0
[9],5.65 |- \n _ e
= ZEF ()X )\n+1__ZF x), © 20,

wobei (x) mit dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt. Das Erneuerungsmafl

ist
1 - m*
= XZF (dz), = > 0.
n=0

—
*
N

3.6 Fluktuationstheorie fiir Lévy-Prozesse

3.6.1 Lokalzeit

Fiir einen Lévy-Prozess X sind die relativen Maxima bzw. Minima und die Struktur ihrer
zeitlichen Abstidnde gute Kriterien, um das Wachsen und Abfallen von X zu untersuchen.
Dazu definiert man den Supremumsprozess X und den Infimumsprozess X von X als

X = (Xy)=0 = | sup X, und X = (X,)i>0 := ( inf XS) )
- - s€[0,t] +>0
>0 Z

Desweiteren ist X — X der am Supremum reflektierte Prozess und der dazu duale Prozess
X — X ist der am Infimum reflektierte Prozess, siehe Bertoin [6], S.156. Da die Zeitpunkte
relativer Maxima von X die Zeitpunkte sind, zu denen X — X zum Punkt 0 zuriickkehrt,
verwendet man zur Beschreibung der zeitlichen Absténde der relativen Maxima einen
Prozess (L¢)t>0, der wichst, wenn X, — X; = 0 gilt, und konstant bleibt, wenn X;—X; # 0
gilt.
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Definition 3.6.1 (Lokalzeit: Kyprianou [27], Definition 6.1)

Sei X ein Lévy-Prozess. Fin rechtsstetiger, nicht fallender, [0, co)-wertiger und F-adaptierter
Prozess L = (L¢)i>0 heifit Lokalzeit beim Maximum oder nur Lokalzeit, wenn folgende
Eigenschaften gelten:

(1) Der Prozess L wichst auf einer Teilmenge von {t > 0 : X; = X} und ist fast sicher
endlich fiir jedes t > 0.

(2) Fiir jede F-Stoppzeit T, fir die Xp = Xp fast sicher auf {T < oo} gilt, ist der
geshiftete Prozess
(Xrie — Xo, Xpse — X, Ly — L)

t>0

unabhéngig von Fr auf {T < oo} und hat die gleiche Verteilung wie (X, X — X, L)
unter P.

Die Lokalzeit beim Maximum des dualen Prozesses X heifst die Lokalzeit beim Minimum
und wird mit L bezeichnet.

Fiir einen Lévy-Prozess X existiert immer eine Lokalzeit beim Maximum L, da X und X —
X die starke Markov-Eigenschaft haben, siche Theorem 3.1.5 und Bertoin [6], Proposition
VIL.1, und der Supremumsprozess X stets eine Version von L ist. Wenn fiir X — X der
Punkt 0 ein unmittelbarer Punkt ist, sieche Definition 3.3.4, d.h. X — X trifft fast sicher
in beliebig kurzer Zeit vom Startpunkt 0 in [0, 00) ein, dann kann man eine Lokalzeit L
sogar konstruieren, da X — X ein Markov-Prozess ist und die natiirliche Filtration (Ft)e>0
rechtsstetig ist, sieche Bertoin [6], Kapitel IV. Auch die dualen Prozesse X und X — X
haben die starke Markov-Eigenschaft und damit ist X = =X = —X immer eine mogliche
Lokalzeit beim Minimum. Abhingig vom Kurzzeitverhalten des Markov-Prozesses X — X,
das durch die Regularitiit des Punktes 0 fiir X — X charakterisiert wird, siehe Abschnitt
3.1, konnen auch stetige Versionen der Lokalzeit existieren. Dabei gilt die Aquivalenz, dass
fiir den Prozess X — X der Punkt 0 genau dann regulér fiir {0} ist, d.h. X — X kehrt fast
sicher nach beliebig kurzer Zeit zu 0 zuriick, wenn fiir den Prozess X der Punkt 0 regulér
fiir [0, 00) ist, siehe Kyprianou [27], S.151 und Bertoin [6], S.167. Daher kann man sich
auf die Regularitit des Prozesses X beschrinken und im Folgenden ist mit Regularitét

immer die Regularitit fiir den Prozess X gemeint. (Bertoins Regularitatsbegriff bezieht
sich auf X — X.)

Theorem 3.6.2 (Kyprianou [27], Theorem 6.7, Theorem 6.8, Bertoin [6], Korollar IV.6)
Ser X ewn Lévy-Prozess.

(a) Es gibt genau dann eine stetige Version der Lokalzeit L, die bis auf eine multiplika-
tive Konstante eindeutig ist, wenn 0 reguldr fir [0, 00) ist.

(b) Sei 0 regulir fir [0,00) und L eine stetige Version der Lokalzeit. Die Konstante
Dy, >0, die die Beziehung

t
/ 1{Y&:X§} dS:DL‘Lt
0

erfillt, ist genau dann positiv, wenn X beschrdnkte Variation hat.
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(¢c) Wenn 0 irreguldr fir [0,00) ist, dann ist

eine Lokalzeit, wobei <e§i)> unabhdngige und exponential verteilte ZVen mit Pa-
1€Np

rameter 1 sind und der Zihlprozess (ni)i>o definiert ist als

ng=card{0 <s<t:X,=X,}, t>0.

Statt (egi))ieNO kann man in Theorem 3.6.2(c) auch unabhéngige, exponential verteilte
ZVen (ef\i))ieNO mit Parameter A > 0 verwenden. Wegen )\eg\i) 4 e(li), Vi € Ny, gilt fiir
Ly :=5%", e(;): AL; < L,, Vt > 0, und damit ist auch L' eine Lokalzeit.

Wenn 0 ein reguléirer Punkt fiir (0,00) ist, dann folgt mit 0 < T}, < T(, ., und der
Definition der Regularitét 3.3.4, dass 0 regulér fiir [0, c0) ist. Das folgende Resultat zeigt,

dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt und gibt Kriterien fiir die Regularitit der
0 fiir (0, co).

Theorem 3.6.3 (Rogozins Kriterium: Bertoin [6], Proposition VI.11, Kyprianou [27],
Theorem 6.5, Korollar 6.6)
Sei X ein Lévy-Prozess.

(a) 0 ist genau dann requldr fir (0,00), wenn gilt:

'P(X,>0)
/0 — dt = 0. (3.9)

(b) (3.9) gilt genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) X hat unbeschrdnkte Variation.
(11) X hat beschrinkte Variation und Drift Dx > 0.
(111) X hat beschrinkte Variation, Drift Dx = 0 und es gilt:

/ x x(dz) o
01 [y Ox(y) dy

(¢) Nur fir den zusammengesetzten (driftlosen) Poisson-Prozess ist 0 requldr fiir [0, 00),
aber nicht fiir (0,00).

Da uns je nach Regularitdt der 0 mehrere mogliche Versionen fiir die Lokalzeit zur
Verfiigung stehen, wird im Folgenden festgelegt, welche Version der Lokalzeit in dieser
Arbeit je nach Prozesstyp gewéhlt wird.
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Wahl der Lokalzeit in dieser Arbeit (Bertoin [6], S.122, Kyprianou [27], S.144)

(a) Lévy-Prozesse mit beschriankter Variation, fiir die 0 irregulér fiir [0, 0o) ist, treffen
fast sicher nicht nach beliebig kurzer Zeit in [0, co) ein. Neue Maxima kénnen folglich
nur durch Spriinge erreicht werden und die Menge der relativen Maxima ist diskret.
Nach Theorem 3.6.2 existiert in diesem Fall keine stetige Version von L und die
Lokalzeit dieser Lévy-Prozesse wird durch

L= Ze(li), ng = card{0 < s <t: X, = X}, (3.10)
i=0

definiert. Nach Theorem 3.6.3(b) gehoren Lévy-Prozesse mit beschriankter Variation
und Drift Dy < 0 zu diesem Prozesstyp, die in der klassischen Risikotheorie eine
zentrale Rolle spielen.

(b) Fiir Lévy-Prozesse mit beschrankter Variation, fiir die 0 regulér fiir [0, co) ist, defi-
nieren wir die Lokalzeit L durch ihre stetige Version

1 t
L= —"- 1w _ d 3.11
t Dy /() (X=X} @5, ( )

fiir eine Konstante Dy, > 0. Nach Theorem 3.6.2(b) ist diese Definition wohldefiniert.
Fiir Dy, = 1 kann man L als die Zeit interpretieren, die X im Intervall [0,¢] beim
Maximum verbracht hat. Wenn X zusétzlich spektral negativ und Dy > 0 ist, dann
ist L bis auf eine multiplikative Konstante gleich X und wir verwenden den stetigen
Supremumsprozess X als Lokalzeit.

(¢) Fiir Lévy-Prozesse mit unbeschrankter Variation ist nach Theorem 3.6.3(b) 0 regulér
fiir [0, 00). In diesem Fall verwenden wir fiir L eine stetige Version der Lokalzeit,
die nach Theorem 3.6.2 zwar existiert, aber im Allgemeinen nicht explizit angege-
ben werden kann. Wenn X spektral negativ ist, dann definieren wir die Lokalzeit
wiederum durch den stetigen Supremumsprozess X .

3.6.2 Der Leiterprozess

A

Mit der jeweils festgelegten Lokalzeit beim Maximum (L;);>¢ bzw. beim Minimum (L;);>0
definiert man nun den aufsteigenden bzw. absteigenden Leiterprozess von X.

Definition 3.6.4 (Leiterzeit, Leiterhohe: Bertoin [6], S.157) A
Sei X ein Lévy-Prozess, L = (Lt)i>o die Lokalzeit von X beim Mazimum und L die Lo-
kalzeit von X beim Minimum. Dann ist die rechtsstetige Inverse L™ = (L; )0 definiert

als
1. inf{s >0:Ls >t} ,wennt < Ly,
L ) , sonst,

und heifit der aufsteigende Leiterzeitprozess, wobei die Konvention inf () := oo gilt. Des-
weiteren definiert man die verallgemeinerte linksstetige Inverse als

1. inf{s >0:Ls >t} =limg, L;' ,wennt < L,
= o0 , sonst.
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Wenn man mit L= bei X einen Zeitwechsel macht, dann bezeichnet man mit

H = Xp-v ywenn t < L,
00 , Sonst,

den aufsteigenden Leiterhohenprozess und das Paar (L™', H) heift bivariater Leiterpro-
zess. Analog ist die Inverse L= = (L; V)0 definiert als

jor._ [ inf{s>0:L, >t} wennt < Ly,
oo , Sonst |

und heif$t der absteigende Leiterzeitprozess. Damit definiert man den Prozess

- { Xj-1 swennt < Lo,

-0, sonst,

und (I:It)tzg heifit der absteigender Leiterhohenprozess.

Da die Lokalzeit L nur zu Zeitpunkten wéchst, in denen X ein neues Maximum erreicht,
korrespondiert auf {t < L.} die aufsteigende Leiterzeit (L, ');>o mit den Zeitpunkten der
Realzeit ¢t > 0, zu denen neue Maxima auftreten. D.h. L; ! ist fiir 0 < ¢ < L., gleich den
Zeitpunkten der neuen Maxima, sieche Abbildung 4.3. Wenn 0 ein unmittelbarer Punkt
ist, dann gelten folgende Eigenschaften.

Proposition 3.6.5 (Bertoin [6], Proposition IV.7)
Wenn der Punkt 0 ein unmittelbarer Punkt ist, dann gilt fiirt > 0 fast sicher:

(a) thl =inf{s >t: X, = X,}.

(b) L7l =limgy, L7 =sup{s <t: X, = X,}.

Wenn 0 regulir fiir [0, 00) ist, dann bedeutet die Indexierung mit (L; ')s>o anschaulich,
dass man aus dem Pfad von (X;);>o die Abschnitte herausschneidet, in denen X kein
neues Maximum erreicht, und die iibrigen Pfade um den Normierungsfaktor der Lokal-
zeit staucht. Deshalb ist (H¢)i>o auf {t < Lo} gleich dem Prozess der neuen Maxima
von X, der mit der Lokalzeit beim Maximum indiziert ist. Analog entspricht (]f[t)zo auf
{t < f/oo} dem Prozess, der neuen Infima von X, der mit der Lokalzeit beim Minimum
indiziert wird, und hat negative Werte. Wenn (L JH ) den aufsteigenden Leiterprozess
von X bezeichnet, dann sind die Leiterzeiten L und L1 identisch, da nach Definition
3.6.1 L gleich L ist. Fiir den absteigenden Leiterhthenprozess (ﬁt)tgo von X und den
aufsteigenden Leiterh6henprozess (]:It)tzo von X gilt hingegen der Zusammenhang:

Hy=Xj1 & —X;0 = —H, ¥t >0, (3.12)
Das folgende Theorem fasst Eigenschaften der aufsteigenden Leiterzeit L' und der Ver-

teilung von (L, ', H;)s>o zusammen.
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Theorem 3.6.6 (FEigenschaften der Leiterzeit L™': Bertoin [6], Proposition IV.7, Theo-
rem IV.8, Lemma VI.2, Kyprianou [27], Lemma 6.9, Theorem 6.10, Korollar 6.11)
Set X ein Lévy-Prozess

(a) Fiir allet >0 sind L;* und L Stoppzeiten bzgl. der natirlichen Filtration von X.

(b) L~" ist ein Subordinator mit Lévy-Maf 1y, Driftkoeffizient Dy, aus Theorem 3.6.2(b)
und mit Rate 111 (c0) gekillt. Der Laplace-Exponent ist

&1 (u) =uDp + u/ e Ty (r) dr, u > 0.
0

(Das Levy-Maf 11, ist in Bertoin [6], S.106 definiert.)

(¢c) Wenn X — X rekurrent ist, d.h. P (limsup, .. X; = 00) = 1, dann ist II;(c0) = 0
und der Leiterprozess (L™, H) ist ein ungestérter Subordinator.

(d) Wenn X — X transient ist, d.h. P (limsup,_ . X; < 00) = 1, dann ist Il (c0) > 0
und es gibt eine exponential verteite ZV e, mit Parameter ¢ > 0, so dass Lo 4 €q

ist. (L™, H) ist ein mit Rate q gekillter Subordinator und es gibt einen von e,
unabhingigen Subordinator (L™, 'H), fiir den gilt:

(L' Hy) it < Loo} 2 (L7 1Y)t < e} = (L1, H).

Wenn 0 regulér fiir [0,00) ist, dann kann der aufsteigende Leiterhohenprozess H jedes
Maximum von X fast sicher nur einmal annehmen, siehe Kyprianou [27], S.145. Fiir einen
(driftlosen) zusammengesetzten Poisson-Prozess kann H zu unterschiedlichen Leiterzeiten
gleich sein, was bedeutet, dass das Lévy-Mafl von H ein Atom bei 0 hat, siehe Kyprianou
[27] S.150. Genau genommen, widerspricht das zwar der Definition eines Subordinators,
aber H ist in diesem Fall ebenfalls ein zusammengesetzter Poisson-Subordinator und trotz
des Atoms bei 0 pfadweise wohldefiniert.

Wenn X fast sicher gegen —oo konvergiert, d.h. P(lim; ., X; = —00), dannist (L; ", H;)i>0
nach Theorem 3.6.6 ein gestorter Subordinator und es gilt fast sicher: L., < co. Wenn
(L7 H) mit Lo = 50 den ungestorten Subordinator aus Theorem 3.6.6(d) bezeichnet,
dann gilt nach Proposition 3.5.5(c) fiir die Erneuerungsfunktionen:

Vay) = / A P(H, < ) dt = Viy), y >0,
0

und fiir die Laplace-Exponenten: ®g(u) = ®x(u) + ¢, u > 0. In diesem Fall ist der
aufsteigenden Leiterhohenprozess (Ht)t>0 von X ein ungestorter Subordinator und mit
(3.12) kann man fiir den absteigenden Leiterhshenprozess H = —H von X die Erneue-
rungsfunktion von H definieren als

Vir(y) = Vi(—y) = /OOO P(H, < —y) dt = /OOO P(H, > y) dt, y < 0. (3.13)

Damit ist Vj; positiv und wiéchst nicht auf (—oco,0). Auflerdem ist in diesem Fall fast
sicher X, < oo und man kann die Verteilung von X, mit Hilfe der Uberschreitungszeit
T von X und der Erneuerungsfunktion Vy von H angeben.
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Proposition 3.6.7 (Bertoin [6], Proposition VI.17)
Wenn X gegen —oo driftet, dann gibt es ein ¢ > 0, so dass gilt:

P(Xo <) =P(T(z) = 0) = qVy(x), Yz >0,
oder dquivalent B
P(T(x) < 00) = ¢V (x), Yz > 0.

Beweis:
X o ist das letzte Maximum von X und die letzte Leiterhohe, bevor H gekillt wird. Daher

gilt: (%) Xoo iH - Nach Theorem 3.6.6(d) ist Lo, exponential verteilt mit Parameter
g > 0 und es gibt einen ungestoérten Subordinator H, der unabhéngig von L, ist und fiir

den gilt: (%) H; 4 H;, Vt < L. Daher ist
P(H; <x)=P(H; <t < Ly,) =P(H; < 2)P(t < Loy) = ¢ "P(H; < ), Vt >0, Vo > 0,
und, weil H bei L, fast sicher stetig ist, folgt:

*) (x

P(Xo <) 2 P(H,. <o) ZP(H,, <o)

= / qe "P(H; < z) dt = q/ P(H, < z) dt
0 0

= qVH(m)
Weil der Subordinator H mit Rate ¢ gekillt ist, ist ¢V eine VI, d.h. ¢V (co) = 1, und
mit ¢V y(x) :=1— qVy(z) folgt die dquivalente Aussage. O

Um im Folgenden zu unterscheiden, wie eine Schranke iiberquert wird, definiert man
die Begriffe Kriechen und Springen.

Definition 3.6.8 (Kriechen, Springen)
Sei X ein Lévy-Prozess mit Uberschreitungszeit T .
X kriecht aufwérts, wenn fir eine Schranke u > 0 (und damit fir alle Schranken u > 0)
qgilt:
]P’(XT(u) = u,T(u) < OO) > 0.

X kriecht abwirts, wenn X aufwdrts kriecht.
X springt aufwdrts, wenn fir eine Schranke w > 0 (und damit fir alle Schranken uw > 0)
qgilt:

P(XT(U) = u,T(u) < OO) = 0.

X springt abwarts, wenn X aufwdrts springt.

3.6.3 Fluktuationstheorie fiir spektral einseitige Lévy-Prozesse
Fluktuationstheorie fiir Subordinatoren

Da Subordinatoren beschrankte Variation und nur positive Spriinge haben, vereinfacht
sich die Fluktuationstheorie und die Verteilung eines Sprunges beim Uberschreitungszeit-
punkt einer festen Schranke kann bestimmt werden.
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Proposition 3.6.9 (Bertoin [6], Proposition II1.2, Theorem II1.4, Theorem II1.5)
Sei X ein Subordinator mit Lévy-Maf$ I x, Drifkoeffizienten Dx und Erneuerungsfunktion
Vx.

(a) Fiir jedes feste x >0 und 0 <y < x < z gilt:

P(Xr()- € dy, Xr@) € dz) = Vx(dy)lx(dz — y).

(b) Fiir jedes x > 0 gilt: P(Xp)- < 1 = Xp@) = 0.
(c) Wenn der Driftkoeffizient Dx = 0 ist, dann gilt: P(Xp) > x) =1, Vo > 0.

(d) Sei Vi : (—o0,00) — [0,00) die Erneuerungsmafidichte. Wenn der Driftkoeffizient
Dx > 0 ist, dann ist Vi stetig und positiv auf (0,00). Es gilt: V{(0+) =1/Dx und
P(Xr@) =) = DxVx ().

Beweis:

(a) Sei > 0 fest und f und ¢ seien nicht-negative, Borel-messbare Funktionen mit
g(x) = 0. Weil X ein Subordinator ist, ist der Sprungprozess (AX;)i>0 = (Xt — Xi- )0
ein nicht negativer Poisson-Punkt Prozess mit Intensitidtsmafl Iy, siehe Abschnitt A.2.
Wenn man auf AX die Kompensationsformel A.2.2 anwendet, erhdlt man:

E [f(Xr@-)9(X1())]

Z J(Xi-)g(Xi- + AX)1ix,_<onX,>o—X,_ }]

0<t<oo

Thé-2-2 E |:/ / f(th)g(th + S)l{Xt_SCD,S>!L‘*Xt_} HX(dS) dt:|
0 0

Fubini / E {f(Xt—)l{Xth} (/ 9(Xe- + 3)1{8>E—Xr} HX(dS))} dt.
0 0

Damit folgt:

= E

/ R € dy X € d2)
= E[f(X1r@)-)9(Xr@)]
= [Tt o ([T o 4 9 Tixlan) |
= /OOO /00o FW)y<ay (/OOO 9 + ) s>y} Hx(ds)) P(X; € dy) dt
_ /Oxf(y) /:o gy + s) Tx(ds) /Ooo P(X, € dy) dt

-y

= /0< _ f(W)g(z) Vx(dy) x(dz —y),

was Aussage (a) beweist. O
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Dieser Beweis ist von besonderem Interesse, da die Beweisidee in Theorem 5.2.1 und
in Theorem 5.2.3 aufgegriffen wird. Proposition 3.6.9(b) besagt, dass ein Subordinator
fast sicher nicht auf eine Schranke springt, wenn er sie durch einen Sprung iiberquert,
d.h. bei der Uberschreitung einer Schranke durch einen Sprung wird die Schranke nicht
angenommen. Wenn Dy = 0 gilt, dann nimmt ein Subordinator nach Proposition 3.6.9(c)
eine Schranke fast sicher nie bei ihrer Uberschreitung an.

Fluktuationstheorie fiir spektral negative Lévy-Prozesse

Da ein spektral negativer Lévy-Prozess X nur nach unten springen kann, gilt auf {7(, o) <
oo} fast sicher: Xt ., = 2, d.h. dass jede obere Schranke nur durch Kriechen tiberquert
werden kann. Geméafl Abschnitt 3.6.1 verwenden wir in diesem Fall die stetige Lokalzeit
L, = X,, t >0, mit der aufsteigenden Leiterzeit

-1 inf{s >0: X, >t} =inf{s >0: X, >t} =Ty =T(t) ,wennt < Ly,
] oo ,sonst,

und dem aufsteigenden Leiterh6henprozess

Ht:{ Xy =Xrgy =t ,wenn t < Lo = X oo, (3.14)

, sonst.

Wenn H ein ungestorter Subordinator ist, dann gilt: H; = t, Vt > 0, und H hat den
Laplace-Exponenten ® 5 (u) = u, v > 0, und nach Beispiel (a) aus Abschnitt 3.5.2 die Er-
neuerungsfunktion Vy(x) =z, z > 0. Wenn H mit Rate ¢ gekillt wird, ist der ungestorte
Subordinator aus Theorem 3.6.6(d) fast sicher: H; = ¢, V¢t > 0, und nach Proposition
3.5.5(c) gilt: Py (u) = ¢+ Py (u) = g+u, u >0, und Vy(z) = Vi(z) = ¢ '(1—e %), 2 >
0, siehe Bertoin [6], Theorem VII.1, S.191.

Fiir einen spektral negativen Lévy-Prozess X gilt:

E [euxt] < 00, Yu >0,

siehe Bertoin [6], S.188. Daher kann man die charakteristische Funktion ¢x analytisch auf
der unteren komplexen Halbebene {(u) < 0} durch

¢x,(—iu) == E [e"¥] = E [eTHS@DXT] () > 0, (3.15)
fortsetzen. Damit definiert man durch
Ex(u) == —VUy(—iu) =In{E [e"]}, R(uv) >0, (3.16)

den Laplace- Exponenten fiir den spektral negativen Lévy-Prozess X, siehe Kyprianou [27],
S.69. Zx : [0,00) — (—00,00) ist unendlich oft differenzierbar, strikt konvex und es gilt:
Ex(0) = 0 und E[X;] = =/, (0). Die Rechtsinverse von Zx ist definiert als

&

x(s) :==sup{f >0:=x(0) = s}, s >0, (3.17)

siche Kyprianou [27], S.71, und hat folgende Eigenschaft.
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Theorem 3.6.10 (Kyprianou [27], Theorem 5.12, Bertoin [6], Theorem VII.1)
Fiir einen spektral negativen Lévy-Prozess X mit der Uberschreitungszeit T gilt:

—

E [e7T®|T(2) < 0o] = e =X Yy > 0,2 > 0.

Das Theorem besagt, dass fiir spektral negative Lévy-Prozesse auf {t < L.} der Laplace-

Exponent ®;-1 des Subordinators L™! gleich der Rechtsinversen g x aus (3.17) ist. Mit
den Ergebnissen fiir H folgt:

Der absteigende Leiterhhenprozess H von X ist nach Definition 3.6.4 ein spektral negati-
ver Prozess und hat mit dem aufsteigenden Leiterhéhenprozess H von X die Verbindung
(3.12). H ist nach Theorem 3.6.6 ein Subordinator und fiir den Laplace-Exponenten = i
von H und den Laplace-Exponenten ® 5 von H gilt fiir u > 0:

D5 (u) Pe3a2 {]E [e‘“ﬁl]} G {E [e“ﬁl}} (419 —Zg(u). (3.19)

3.6.4 Wiener-Hopf Faktorisierung

Die Verteilung des aufsteigenden Leiterprozesses (L', H) von X bzw. des aufsteigen-
den Leiterhéhenprozesses (L', H) von X ist durch den bivariaten Laplace-Exponenten
k(a, B) bzw. k(v () charakterisiert, die definiert sind als

@B . [ [e—aLfl_ﬁH11{l<Lm}} Ca,3>0, (3.20)

IO [e—aifl—ﬁﬁ11{l<£m}:| Ca,8>0, (3.21)

siche Bertoin [6], S.158 und Kyprianou [27], S.154. Dabei kann man x und & in beiden
Variablen analytisch auf die rechte komplexe Halbebene {R(u) > 0} fortsetzten. Fiir
u >0 ist k(—iu,0) = Uy -1(u) der Lévy-Exponent von L™, (0, —iu) = Uy (u) der Lévy-
Exponent von H, &(—iu,0) = ¥; ,(u) der Lévy-Exponent von L~' und &(0, —iu) =
U 5 (u) der Lévy-Exponent von H. Desweiteren definieren wir den Zeitpunkt des letzten
Maximums bis einschlieflich ¢ durch

Gy =sup{s <t: X, =X, oder X, = X,}. (3.22)

G, ist die letzte Null des reflektierten Prozesses X — X vor s und, wenn X kein zusam-
mengesetzter Poisson-Prozess ist, dann ist G der eindeutige Zeitpunkt ¢t € [0, s], so dass
X, = X und X;- = X, gilt, siehe Abbildung 3.1.

Theorem 3.6.11 (Bertoin [6], Theorem VI.5, Lemma VI.8, Lemma V1.9, Korollar VI1.10)

Sei e, 2 expo(q) unabhdingig vom Lévy-Prozess X .

(a) Die Paare (G, X.,) und (eq — Ge,, X, — Xe,) sind unabhingig und unendlich oft
teilbar.
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(b) Fiir alle o, 5 > 0 gilt:

o . o] —at—0Fx __ 1
E [exp {—aG., — X, }] = exp (/ / %e_qt P(X; € dx) dt)
0 [0,00)
und

E [exp {—Oz(eq - aeq) - 5(qu - Xeq)H

oo —at+Px 1
— exp ( / / £ T et P(X, € da) dt> .
0 J(=0,0) t

(¢) Es gibt eine Konstante k > 0 (abhdngig von der Normierung der Lokalzeit L), so

dass gilt:
oo et — e—at—ﬂz
k(a, B) = kexp {/ / — P(X; € dx) dt} )
0 [0,00) t

Theorem 3.6.12 (Wiener-Hopf Faktorisierung: Bertoin [6], S.165/166, Sato [30], Theo-
rem 45.2, Theorem 45.7)
Sei X ein Lévy-Prozess mit charakteristischem Exponenten Wx und e, eine unabhdngige
exponential verteilte ZV mit Parameter ¢ > 0. k und k seien die Laplace- Exponenten aus
(3.20) und (3.21).
(a) Es gilt die eindeutige Wiener-Hopf-Faktorisierung:
q
_ — . — R 3.23
oy (10) = s = 0, (1) 0x,, x, (1) u € (3.23)
6w - 6y (1) = 6x,, x.. - Ox. (u).
Dabei heifit %, = ¢x.,-x,, = o (u) bzw. Ox,,-Xo, = OX., (u) = ¢, (u) rechter
bzw. linker Wiener-Hopf Faktor.

(b) Wenn X kein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist, dann gibt es eine Konstante
k' >0, so dass fiir u € R gilt:

EUy(u) = £(0,—iu)-&(0,iu) = Wy(u) - Vg(u) (3.24)
-~
KB [ N]} = m{E[ 1]} {E e ) 3.25)
Die Konstante k' hingt von der Normierung der Lokalzeiten L und L ab.

Beweis:
(a) Die charakteristische Funktion von X, ist:

o) = [ eap@o) = [T [ ()

= / e_w(“)qeqt dt
0

q
g+ V(u)
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3.5 T T T T T T T T T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 3.1: Wenn e, eine von X unabhingige exponential verteilte ZV mit Parameter
q > 0 ist, dann sind nach Theorem 3.6.11(a) (X, Ge,) und (X, — Xc,, €q — Ge,) voneinander
unabhéngig und unendlich oft teilbar.
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Nach Theorem 3.6.11(a) kann man Xe, in die unabhéngigen ZVen 76(1 und X, — qu
zerlegen. Fiir die charakteristischen Funktionen folgt daher, dass ¢x, das Produkt von
¢Y6q und ngXequeq ist.

(b) L' hat nach Theorem 3.6.6(b) den Driftkoeffizienten Dy, wobei Dy, von der Normie-
rung der Lokalzeit L abhingt. Aus Theorem 3.6.11(c) folgt, dass ein k existiert, so dass
gilt:

%WMZ%M{AfZ Jﬁhamwﬂ*M&emm*.

Im Speziellen gilt fiir die Laplace-Exponenten von L~ und L~ fiir u > 0:

Qr-1(u) = k(u,0) = kexp {/ (e7"—e™)t7 " P(X; > 0) dt}
0
und -
®; i (u) = &(u,0) = kexp {/ (e —e™™)t7 P(X, <0) dt} :
0
Mit einer Identitat aus dem Beweis von Theorem 3.6.11:

#(q,0)

E [exp {—a@eq — ﬁyeq}] = m

folgt fiir die charakteristischen Funktionen von qu und X, — qu:

¢Y (u) - F [eiuYEq] — M und ¢Xeq—yeq (u) —

e R. 3.26
eq k(q, —iu) Y ( )

Wenn X kein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist, dann gilt: P(X; = 0) = 0,Vt > 0,
und mit der Frullani Identitét, sieche Bertoin [6], S.73, folgt, dass ein &’ > 0 existiert mit:

k(u, 0)i(u,0) = K'u, u> 0, (3.27)
wobei k' = k - k gilt. Damit wird (3.23) mit ¢ > 0 zu:

¢ e2 r(g,0)  K(g,0) K'q
¢+ Ux(u) k(g —iv) (g iu) k(g —iu) - F(g iu)’

und mit ¢ | 0 folgt (3.24). AuBlerdem gilt mit (3.20) und (3.21):
k(0,—iu) = —In {E [ 1]} = Un(w),

und )
R(0,iu) = —1In {E [e‘i“Hll{Kim}]} =VU_gzu) =" Vg(u).
O

Wenn X fast sicher gegen —oo konvergiert, dann ist H ein mit Rate ¢ gekillter Sub-
ordinator, H ein ungestorter spektral negativer Lévy-Prozess mit beschréankter Variation,
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H ein ungestorter Subordinator und M ist ein ungestérter Subordinator mit H, 4 H, fiir
t < Lo Fiir u > 0 gilt:

3.7)

. Prop 3.5.5
Uy(iu) = Py(u) B

Brw) + 0D Dt [ (1= ) Tldy) +a. (329
(0,00)

und

Wyl = &[]} = i {m o))

9 wD_, +/ (1— ") T4 (da)
(0,00)
= uD 4 +/ (1 —e") g (dy). (3.29)
(—O0,0)
Desweiteren gilt fiir u > 0:
Prop 3.5.5 (3.7) ‘ —wry1y 329, Yx(iu) uH,
=" gy (u) — Py(u) =" Upy(iu) +In{E[e [ — +In{E [e 1}
U g (iu)
und daraus folgt:
Ui
g = K lim XU (3.30)
ulo W4 (iu)

Abschlielend kommt ein Theorem, das Proposition 3.6.9 ergénzt.

Theorem 3.6.13 (Bertoin [6], Theorem VI.19)
Sei X ein Lévy-Prozess, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) P(Xp) =2,T(x) < o00) >0 fir ein (und damat fir alle) x > 0.
()
(b) Der Leiterhohenprozess H hat einen positiven Driftkoeffizienten Dy .

(¢) Das Erneuerungsmaf Vi (dy) ist absolut stetig bzgl. des Lebesgue-Mafes auf [0, 00)
und hat eine beschrinkte Dichte V.

Wenn diese Aussagen zutreffen, dann gibt es eine Dichte Vi, des Erneuerungsmafes
Vi (dy), die stetig und positiv auf (0,00) ist, und es gilt: lim, o Vi (z) = V4 (0+) > 0
und P(X kriecht dber x) = Vi (z)/V[(0+), Vo > 0.
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Kapitel 4

Die klassische
Versicherungsrisikotheorie

Die Theorie, die in den letzten beiden Kapitel zusammengefasst wurde, wird in die-
sem Kapitel nun auf die Versicherungsrisikotheorie angewendet. In Abschnitt 4.1 wird
zunéchst allgemein das Versicherungsrisikomodell beschrieben und in Abschnitt 4.2 auf
das klassische Modell der Risikotheorie konkretisiert. Fiir dieses Modell werden in Ab-
schnitt 4.3.1 explizite Formeln fiir die Verteilung der Ruinzeit, des Uberschusses und
weiterer Ruingréfien bewiesen. In Abschnitt 4.3.2 und 4.3.3 werden in Abhéngigkeit vom
asymptotischen Verhalten der Schadenhohenverteilung die asymptotische Verteilung der
Ruinwahrscheinlichkeit und das asymptotische Verhalten des Risikoprozesses beschrieben.
Im Nicht-Cramér Fall werden abschlieBend auch Ergebnisse fiir die zeitdiskrete Version
des Verlustprozesses X betrachtet.

4.1 Das Versicherungsrisikomodell

Ein Versicherungsunternehmen iibernimmt die Risiken seiner Kunden und hat dadurch
einerseits Ausgaben fiir die eingetretenen Schédden und andererseits Pramieneinnahmen.
Ein Modell fiir die zeitliche Entwicklung der daraus resultierenden finanziellen Lage des
Versicherungsunternehmens ist der Risikoreserveprozess

Rt::U+Pt—St7tZO, (41)

der von der Anfangsrisikoreserve v > 0, dem Prdmienprozess P = (P;)i>o und dem
Gesamtschadenprozess S = (S¢)i>o abhéngt. Im Folgenden wird immer angenommen,
dass P und S Lévy-Prozesse sind. Das Verhéltnis zwischen Ausgaben und Einnahmen des
Versicherungsunternehmens beschreibt der Verlustprozess

Xt = St - Pt7 t Z O, (42)

wobei X; < 0 Gewinn und X; > 0 Verlust fiir das Versicherungsunternehmen bedeutet.
Ein Verlust, der kleiner als die Anfangsrisikoreserve u ist, schadet zwar dem Versiche-
rungsunternehmen, aber solange R; > 0 ist, bleibt das Versicherungsunternehmen liquid.
Wenn jedoch ein Verlust die Anfangsrisikoreserve u iibersteigt, d.h. X; > u fiir ein ¢ > 0,
dann entspricht R; < 0 dem Ruin der Versicherung.
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Definition 4.1.1 (Ruin)
Fiir eine Anfangsrisikoreserve u ist die Ruinwahrscheinlichkeit (RuinWS) in endlicher
Zeit (oder mit endlichem Horizont) definiert als

Y(u,ty) ==P(Ry <0 fir eint <t,), 0 <t, <oo, u>0.

Die Ruinwahrscheinlichkeit in unendlicher Zeit (oder mit unendlichem Horizont ) ist defi-
niert als

Y(u) :=1Y(u,00), u>0.

Die Gegenwahrscheinlichkeit
n(u) :=1—¢(u) =P(R; >0, Vt > 0)

heift Uberlebenswahrscheinlichkeit (UberlebensWS).
Die Ruinzeit ist definiert als

T(u,ty) == 1inf{t : 0 <t <t,, Ry <0}, 0<t, < o0,

wobei gemdfs Konvention inf () := oo ist. Fiir die Ruinzeit mit unendlichem Horizont
schreibt man 7(u) 1= 7(u, 00).

Da X ein Lévy-Prozess ist, ist die Ruinzeit 7(u) die Uberschreitungszeit von X iiber die
Schranke u, siehe Definition 3.1.4. Das Defizit beim Ruin entspric_ht dabei dem Uberschuss
X7 —u von X iiber die Schranke v und wird daher auch als Uberschuss bezeichnet.

4.2 Das klassische Versicherungsrisikomodell

Das klassische Versicherungsrisikomodell ist das kollektive Modell von Cramér und Lund-
berg, das in diesem Abschnitt vorgestellt wird.

Im Cramér-Lundberg Modell sind die Schiden (Yy)ken fast sicher positive iid ZVen mit
nicht-gitterartiger VF F', endlichem Erwartungswert E[Y;] = p > 0 und Varianz Var[Y;] =
02 < 00. (Ty)nen, mit Ty := 0 bezeichnen die zufilligen Schadenzeiten, wobei die Zwi-

schenschadenzeiten
W1 :Tl, Wk:Tk_kala k:2,3,...,

iid exponential verteilt mit Parameter A > 0 und unabhéngig von (Y})ren sind. Der
Schadenzahlprozess N = (INy);>o ist definiert als der Erneuerungsprozess zu (75, )nen,

Ny:=sup{n>1:T, <t} =card{n e N: T, <t} = Z Lir,<ey, t >0,

n=1

und ist nach Theorem 2.3.5 ein Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0 und unabhéngig
von (Yy)ren. Damit ist der Gesamtschadenprozess S des zugrunde liegenden Portfolios
der spektral positive zusammengesetzte Poisson-Prozess

Ny

Spi=> Vi, t>0, (4.3)

i=1
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mit charakteristischem Tripel ( [, (1) TAF (dx),0, AF') und hat die Verteilung

[e.9]

Gi(z) =P(S; < x) = Z A ()\;) F™(z), x>0, t >0, (4.4)

siehe Beispiel 2.3.3(d). AuBerdem wird im Folgenden angenommen, dass P mit konstanter
Pramienrate v > 0 wéchst, d.h. P, = ~t, V¢t > 0. Der Risikoreserveprozess (R;);>o im
Cramér-Lundberg Modell ist daher

Ny
Rt::u—i—'yt—z}ﬂ-,tzo, (4.5)
i=1
und wird als klassischer Risikoprozess oder Poisson-Modell bezeichnet, sieche Abbildung
4.1. Der korrespondierende Verlustprozess

N¢

Xp=> Y;—qt, t >0, (4.6)

i=1
ist ein spektral positiver Lévy-Prozess mit charakteristischem Tripel ( f(—1 0 zA F(dx) —
7,0, \F") und hat beschrinkte Variation.

|
Y] | o~
R ' 'Y, |Deﬁz1t |

Abbildung 4.1: Klassischer Risikoreserveprozess Ry = u + vt — Z 1Y, t > 0, mit An-
fangsrisikoreserve u, Pramienrate v, Schiden (Yy)kren, Schadenzeiten (T n)neNy, Zwischenscha-

denzeiten (Wj)ken, Schadenzahlprozess (Ny)i>o und dem dazugehorigen Verlustprozess X =
SN Y —At, >0,

Mit dem Drift

DX:/ x)\F(dx)—y—/ z\ F(dz) = —y <0
(—1,1) (-1,1)
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folgt aus Theorem 3.6.3(b), dass fiir X der Punkt 0 irregulér fir [0, co) ist. Folglich kann
ein Ruin nur durch einen Sprung von X iiber die Schranke u eintreten. Geméaf Abschnitt
3.6.1 ist die Lokalzeit L beim Maximum definiert durch (3.10), d.h.

ng
Lt = Zegl), t Z 0,
1=0

wobei n; 1= card{0 < s <t : X, = X,} die Anzahl der neuen Maxima bis einschliefllich

des Zeitpunktes t bezeichnet und (egi))ieNo unabhéngige exponential verteilte ZVen mit
Parameter 1 sind, siehe Abbildung 4.2. Die Menge der relativen Maxima von X ist diskret
und die Zeitpunkte der neuen Maxima definieren wir rekurrsiv durch

T = 0,

Ter1 = inf{s > 7 : Xy > X, },wenn 7, < Lo, k € N. (4.7)

Nach Theorem 2.3.3 hat X den Erwartungswert

E[X) =t (/R:c)\ F(dx) —’y) =t(Ap—")

und, damit fiir alle Anfangsrisikoreserven der Ruin nicht fast sicher eintreten, d.h. ¢(u) <
1, Yu > 0, wird im Folgenden zusétzlich vorausgesetzt, dass

Annahme 4.2.1 (Nettoprofitbedingung)

A
ri= - —1>0 oder dquivalent dazu p 1= M
AL gl

erfiillt ist. Die Konstante r heifit relativer Sicherheitszuschlag (safety loading) und kann
als Risikoprdmienrate interpretiert werden. Unter der Voraussetzung 4.2.1 driftet X fast
sicher gegen —oo, siche Asmussen [3], Proposition II.1.2, und somit wird fast sicher ein
Gewinn realisiert, d.h. E[X;] < 0, V¢ > 0. Die Anzahl aller relativen Maxima n., ist daher
fast sicher endlich und nach Theorem 3.6.6(d) gibt es eine exponential verteilte ZV e, mit

Parameter ¢ > 0, so dass L 4 e, gilt und der aufsteigende Leiterprozess (L™!, H) mit
Rate ¢ gekillt ist. Der aufsteigende Leiterzeitprozess

L;lzinf{SZO:LS>t}:inf{sZO:Ze(1i)>t}, t >0,
i=0

ist in diesem Fall gegeben durch:

-1 __ Tk Zf;ol 65’) S < Zf:o egi)7 < Looa k S NOa
L' = (4.8)
o0, sonst,

wobei nach Konvention ZZ;IO := 0 ist, sieche Abbildung 4.3. Mit dem Poisson-Prozess

No=Y 1{Z§:Oegj>§t}, t>0, (4.9)
s=0
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Abbildung 4.2: Lokalzeit L, = Y ", egi), t > 0, mit Zéhlprozess der Maxima n; = card{0 <

s <t:X;= X} und den iid ZVen egi) 4 expo(1), Vi € Ny, und die Zeitpunkte der Maxima
(Tk)keny, die sich auf den Verlustprozess X aus Abbildung 4.1 beziehen.

folgt aus der Aquivalenz

B

~1 k
egl)§t< e(f)@](ft:k, k € Ny,
=0

i
o

die Darstellung
Lt_lzTNt fir 0 <t < L.

Fiir den aufsteigenden Leiterhohenprozess H, siehe Abbildung 4.5, ergibt sich daraus

X, =X, <t<L
Ht:{ 1t = A 0 VS P Lo (4.10)

, sonst.
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Abbildung 4.3: Lokalzeit L und aufsteigende Leiterzeit L; ' = inf{s > 0: L, > t}, t > 0, die
sich auf den Verlustprozess X aus Abbildung 4.1 beziehen.
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Abbildung 4.4: Zshlprozess der Maxima n; := card{0 < s < t: X; = X¢}, t > 0, und
der Poisson-Prozess N; := 3 o1 {ZS ) <t}, t > 0, die sich auf den Verlustprozess X aus
j=061"=

Abbildung 4.1 beziehen.

Da L' auf {t < Lo} = {n; < ns} ein ungestorter Lévy-Prozess mit iid Zuwichsen
ist, sind die Zuwéchse (7y41 — Tk )k<n., Unabhingig und haben die gleiche Verteilung wie
71. Desweiteren sind (7x)r<n., Stoppzeiten und mit der starken Markov-Eigenschaft, siehe
Theorem 3.1.5, und der Unabhéngigkeit und der Stationaritéit der Zuwéchse von X folgt,
dass X, ., — X, fiir k < n, unabhéngig von F, ist und die gleiche Verteilung wie X, hat.
Dabei bezeichnet F;, die P-vollsténdige, natiirliche Filtration zum Zeitpunkt 7. Weil also
(Tht1—Ths Xrp o, — X7 Jk<noe von Fr, unabhéngig ist und die gleiche Verteilung wie (71, X,)
hat und auBlerdem die Zeitspanne zwischen zwei aufeinander folgenden Spriingen von L1
bzw. H in Verteilung gleich e§°’ ist, sind L= und H spektral positive zusammengesetzte

Poisson-Prozesse, die mit Rate ¢ gekillt werden. Mit (N;);¢ folgt:

N
L;l _ { Zi:l A; , wenn t < Lo, (4.11)
00 , sonst,

wobei A; iid ZVen mit der Verteilung P(A; < z) = P(my < z), Vi € N, sind. Fiir H und
den ungestorten Prozess ‘H erhélt man damit:

N
H, = { Zi:l Z; , wenn t < L, (412)
o0 , sonst,
und )
Nt
Ho=> Zi, t >0, (4.13)
i=1

wobei P(Z; < z) =P(X,, <z|n < o00), Vi € N, ist.

53



Abbildung 4.5: Aufsteigender Leiterhohenprozess H und der Supremumsprozess X, die sich auf
den Verlustprozess X aus Abbildung 4.1 beziehen.

Der duale Verlustprozess

Ny
Xp=qt—> Y, t>0, (4.14)
=1

ist hingegen ein spektral negativer Lévy-Prozess mit charakteristischem Tripel
(v — f(—1 1y TA F(dx),0,—AF) und hat beschriankte Variation. Da der Drift Dy =~ > 0

ist, ist nach Theorem 3.6.3(b) fiir X der Punkt 0 regulir fiir [0, 00) und gem&f Abschnitt
3.6.1 definieren wir die Lokalzeit beim Maximum L von X als

[~/t ::Et:jt:—xt, tZO

Mit der Voraussetzung 4.2.1 hat X den positiven Erwartungswert E[Xt] = t(y — A\p) und
der aufsteigende Leiterprozess (L', H) von X ist nach Theorem 3.6.6 cin ungestérter
Subordinator. Entsprechend den Abschnitten 3.6.2 und 3.6.3 ist die absteigende Leiterzeit
von X gegeben durch

L' = L7'=inf{s>0:L,>t}=inf{s >0: -X, >t} =inf{s >0: X, < —t}
= inf{s >0: X, < —t} = T{_1.00)
und speziell mit (3.12) und (3.14) ist der absteigende Leiterhhenprozess H von X gleich
H, =—H, = —t, Yt >0, (4.15)
siehe Abbildung 4.6.
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Abbildung 4.6: Dualer Verlustprozess X = ¢ — 25\21 Y;, t > 0, Lokalzeit beim Minimum L,
aufsteigender Leiterprozess (E_l, H ) von X und der absteigende Leiterprozess (i}_l, H ) zu X,
die sich auf den Verlustprozess X aus Abbildung 4.1 beziehen.
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4.3 Ruintheorie im klassischen Modell

Die wesentlichen Fragen in diesem Modell sind ” Wann passiert Ruin ?” und ” Wie passiert
Ruin 77.

4.3.1 Die Verteilung der Ruinzeit 7(u), des Uberschusses Xy —u
und weiterer Ruingroflien

Mit Hilfe von H und H kann man die UberlebensW$ n und die Verteilung des Uberschus-
ses X;() — u in Abhéngigkeit von F' und p darstellen.

Theorem 4.3.1 (Pollaczek-Khintchine Formel: Asmussen [3], Theorem I1.6.1, Theorem
111.2.1)
Im klassischen Risikomodell (4.6) gilt fir u > 0:

n(u) = (1—p) Y _p"F*(u) = (1-p) <1[o,oo> (W) +> p”F}’*(U)> (4.16)

und

W) =(L=p) Y P F(w). (4.17)

Auferdem gilt: n(0) =1 — p und ¥(0) = p.

Beweis:

Um die UberlebensW$
nu) =P (Xe <u) =P(H, <u, VO<t < L), u>0,

zu bestimmen, wird das globale Maximum X o in die einzelnen Spriinge des aufsteigenden
Leiterhohenprozesses H vor dem Zeitpunkt L, zerlegt, die nach (4.12) iid sind. In Schritt
1 wird die Verteilung P(X,, < z,7 < o0) = P(X,, < x) berechnet, aus der in Schritt 2
(4.16) gefolgert wird.

Schritt 1:

Bezeichne

K(A):=E (4.18)

7(0)
/ 1{XteA} dt
0
die erwartete Verweilzeit von X in der Borel-Menge A € B((—o0,0)).
Schritt la:
Als erstes wird gezeigt, dass K(A) = 1/v - A(A) gilt, wobei A\(A) das Lebesgue-Maf}
von A ist. Geméfl dem Dualitdtslemma 3.4.2 haben fiir festes ¢ der revertierte Prozess
(Xs)ogsgt = (Xy — Xt—)- Jo<s<¢ und (X )o<s<; die gleiche Verteilung. Daraus folgt:

P(X; e At <7(0) = P(X;eAX;<0,5<1)
P(X, € A, X,<0,5 <t)

2 PX, €A X, <X, s< ),

56



wobei (x) mit X; = X, gilt. Damit ergibt sich in (4.18) durch Vertauschung von Erwar-
tungswert und Integral:

K(A) = /OO P(X, € At < 7(0)) dt
0
_ /OOIP(Xt €A X, < X, s < 1) dt
0
= /OOIP’(Xt €A X, =X,) dt.
0
Weil X spektral negativ ist, gilt fiir die Lokalzeit L beim Minimum:

¢ t
Li=—-X;=7- / 1{?;)25} ds=7- / Lix =x,y ds, t 20,
0 0

siche Kyprianou [27], S.88, und man kann (4.18) schreiben als

1 e .
K(4)= 2B { /0 Lixeeas st} .

Mit der Leiterzeit L= erhilt man daraus:

K(A) = l/mp (Xj-1 € A) ds.
7 Jo )
Nach Definition 3.6.4 ist Xﬁs—l = ]:IS und mit ]:It = —t, t >0, folgt:
K(A) = l/OO]P’(—S € A)ds= 1/ ds = l)\(A),
7 Jo v JA Y

wobei A € B((—o0,0)) ist.

Schritt 1b:

Um nun P(X,, < 2,71 < 00) zu bestimmen, muss man beachten, dass X die Schranke
0 durch einen Sprung iiberschreitet, der wegen des Schadenzahlprozesses N mit Rate A
eintritt und dessen Grofle die VF F' hat. Fiir z > 0 gilt daher:

P(Xr) € dz,7(0) < o) = / E [F(dz = X )Lu<ron] A dt
0

00 0
= )\/ E |:/ 1{t<7(0)}F(dz —y) P(X;- € dy)} dt
0 9]

. . 0 w
Fubini A/ F(dz —y)E [/ Lit<roy Lx,— ey} dt}
0

— / " Flds — ) K(dy) = AF « K(d2) = \K « F(d2),

wobei die letzte Gleichung mit Bemerkung 2.1.2 gilt. Mit K(dy) = dy/v, y < 0, aus
Schritt 1a erhélt man schliefflich fiir z > 0:

)\K*F(dz):)\/OOOK(dz—x) F(dx)z%/oo F(dx) dzz%ﬁ(z) dz

57



und damit

P(X;0) < 2,7(0) < 00) = %/Omf(z) dz = pFr(x).

Insbesondere gilt:

P(7(0) =o00) =1 —P(7(0) < o0) :1—%/0()0?(30) de=1—p.

Schritt 2:
Das Ereignis {700 < u} besteht aus den einzelnen Ereignissen, dass H nach k Spriingen

das globale Maximum X, < u erreicht hat und danach nicht mehr wichst, d.h. 7, < 0o
und 7,11 = oo. Mit (4.8), (4.11), (4.10),(4.12) und der dazugehorigen Argumentation
erhilt man:

77(“) = Z]P)(X’Tk S U, Tk < OOaTk;-i—l == OO)
k=0
k

> k
- ZP <Z<Xﬂ - Xﬂ'—l) < Uu, Z(Tz - 7—1‘71) < 00, Thtl — Tk = OO)
k=0

i=1 =1

= ) P(X. <u,7(0) < 00)* - P(7(0) = o0)

Schritt 1 > %
= (=) E ().

k=0

Mit ¥(u) =1 — n(u) folgt (4.17) und speziell fiir u = 0 gilt:

n(0) = (1-p) (1[0,00)(0) + ZP"FF*(0)> =1-p

und damit ¢(0) =1 —n(0) = p. O

Alternativer Beweis:

Theorem 4.3.1 kann man auch mit Hilfe der Proposition 3.6.7 beweisen, wozu man die
Erneuerungsfunktion Vy und die Killingrate ¢ berechnen muss. Dieser Ansatz ist allge-
meiner und spielt in Kapitel 5 beim verallgemeinerten Modell eine zentrale Rolle. Das
Lévy-Maf3 11, = 11y kann man dabei mit der Wiener-Hopf Faktorisierung berechnen. Mit

58



(4.15) gilt: W4 (u) = iu und mit der Wiener-Hopf Faktorisierung (3.24) folgt fiir u > 0:

U g (i)

_ y£%<u([1®xAFu@ >+/X1—awuﬂmhmﬂgAFu@>
L)
_ y-@qﬁ{l%?ffaﬂo A/ WF@wm>

- k“(y—Au+AAmu “ﬂf()d)

= k- (’y—)\,u)+k’~)\u/ooo(1—e“x) Fr(dx). (4.19)

(3.7)

An (4.19) kann man ablesen, dass das Lévy-MaB Iy (dx) = Ily(dz) = K \uP(X,, €
dx|m < oo) gleich K A\pFy(dzx) ist, und, da die Intensitéit von N gleich 1 ist, ist der Faktor
k' =1/(Aw). Mit der Killingrate ¢ = ®5(0) = k'(y — Au) = (1 — p)/p berechnet man die
Erneuerungsfunktion von H:

Vi(x) = / P(H;, <z)dt= / e "P(H, < z) dt
0 0
— / e P(H, < z|N, = k)P(N, = k) dt
0 k=0
= /0 6_(1—p)/ﬁtn£i_I)Iloo Z e tEFIk*(x) dt
k=0
®) i lFk*(x) h e 1Ptk gy
= ikl i
k=0
[9],5.65 — 1 k+1 _ k* k+1
G E:ﬂ
k=0

Dabei gilt (x) mit dem Satz von der monotonen Konvergenz von Beppo-Lévy. Mit Pro-
position 3.6.7 folgt:

() = B(r{u) = 00) = —LVi(u) = (1= ZP”F}‘* ) w0,
und
¢@Q:P(()<aﬁ—1—£%£%{ }:me ) w0,
Speziell fiir u = 0 gilt:
n(0) = ! ;pVH(O) =1—p und ¢(0) =1-n(0)=p. O
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Desweiteren kann man Theorem 4.3.1 auf erneuerungstheoretische Weise beweisen, indem
man zeigt, dass die UberlebensWS 7 die Erneuerungsgleichung

n(u) =n(0) + pFy xn(u), u> 0, (4.20)

erfiillt, aus der man konstruktiv (4.16) ableiten kann, siche Grandell [20], S.4 und 5.

Weil FJ** fiir alle n € N absolut stetig ist mit Dichte 1/ ,u”Fn@, folgt aus (4.17), dass ¢
absolut stetig ist mit Dichte

Yw=-a-nX (2) 7w, (121)

n=1

In den Beweisen von Theorem 4.3.1 wurde fiir x > 0 gezeigt:
P(Xr0 <) = P(X;0) <2,7(0) < 00) = pFi(z), (4.22)
P(X;0) < z|7(0) < 00) = Fi(x) = Hy(x). (4.23)

Das heifit, dass die Verteilung des Uberschusses iiber die Schranke 0 mit dem Faktor p
gestort ist, aber auf {7(0) < oo} ungestort ist. Das folgende Theorem zeigt, dass der
Unterschuss — X (g)- die gleiche Verteilung wie X ) hat.

Theorem 4.3.2 (Asmussen [3], Theorem I11.2.2)
Im klassischen Risikomodell (4.6) gelten folgende Aussagen.

(a) Die gemeinsame Verteilung von (=X o)-, Xr)) ist

A —
P(—X;0)- > 2, X70) >y, 7(0) < 00) = ;/ F(z) dz.
T4y

(b) Firu >0 gilt:
P(X, — u < alr(u) < 00, ~ X, = 2) = F*9(a),
wobes

F(u+z)(x)_F(u+z+:c)—F(u—|—z)_1_F(u+z—|—x) 50
F(u+z) Flu+z) =~ =

Ft2) st die Uberschussverteilung eines Schadens tiber u + z.

Beweis
Fiir einen Beweis von (a) siehe Asmussen, [3], S.106-107.
(b) Sei Y der Schaden, mit dem X die Schranke u iiberschreitet. Fiir u > 0 gilt:

Plu+z<Y <u+z+2)
P(Y > u+ 2)
Flu+z+z)— Flu+2)

Fu+ z)

P(Xr) — u < 2lr(u) < 00, —X;q)- =2) =
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Abbildung 4.7: Der Uberschuss Xr(u) —w und der Unterschuss u — X, (,y-, die sich auf den
Verlustprozess X aus Abbildung 4.1 beziehen; in diesem Beispiel wird die Schranke 0 durch den
Schaden Y5 iiberschritten und der Schaden Yy verursacht den Ruin.

Im Zusammenhang mit dem Uberschreiten einer Schranke u sind neben dem Uberschuss
noch weitere Gréfen von Interesse. Um deren gemeinsame Verteilung mit dem Uberschuss
zu beschreiben, miissen zunéchst einige Begriffe definiert werden.

Fiir den gestorten Subordinator (L', H) definieren wir die bivariate Erneuerungsfunktion
durch

Vi, (dz,ds) == / P (H; € dx,L;" € ds) dt (4.24)
0
und fiir den ungestérten Subordinator (L', H) durch
‘/(H’i—l)<d$,d8) = / P <P~[t edr, L' € ds) dt. (4.25)
0

Die Randverteilungen V(4 -1)(dz, [0, 00)) und Vi, E_l)(da:, [0, 00)) sind gleich den Erneue-
rungsfunktionen Vi (dz) bzw. Vi (dz). Gy ist nach Definition (3.22) der Zeitpunkt des
letzten Maximums bis einschliefflich ¢ und analog definieren wir den Zeitpunkt des letzten
Minimums bis einschliefSlich ¢ durch

G, ={s<t:X,=X, oder X;- =X} (4.26)

Damit ist G, (,)- der Zeitpunkt des letzten Maximums vor der Ruinzeit 7(u), 7(u) — G-
ist die Zeitspanne zwischen dem letzten Maximum vor dem Ruin und der Ruinzeit, X, —
u ist der Uberschuss iiber die Schranke u, u— X (,)- ist der Unterschuss unter die Schranke
wund u — YT(U)f ist der Abstand zwischen dem letzten Maximum vor dem Ruin und der
Schranke u, sieche Abbildung 4.8. Diese 5 Groflien haben folgende gemeinsame Verteilung.
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Abbildung 4.8: G (- ist der Zeitpunkt des letzten Maximums vor der Ruinzeit 7(u), 7(u) —
Gr(u)- ist die Zeitspanne zwischen dem letzten Maximum vor dem Ruin und der Ruinzeit,
X7y — w ist der Uberschuss iiber die Schranke u, u — X, (,)- ist der Unterschuss unter die
Schranke u und u — X -(,)- ist der Abstand zwischen dem letzten Maximum vor dem Ruin und
der Schranke u, wobei sich diese Grofien auf den Verlustprozess X aus Abbildung 4.1 beziehen.

Theorem 4.3.3 (Quintupel-Verteilung: Doney und Kyprianou [13], Theorem /)
Im klassischen Risikomodell (4.6) gilt fir jedes u > 0 aufx >0, v >y, y € [0,u], s,t > 0:

P (T(u) — ET(u)— dt,@T(u)— €ds, Xrwy —u € dr,u— X (- €dv,u— XT(U)— € dy)
= —Vigr-(u—dy,ds)V g -1y (dv — y, dt)Ix(dz + v). (4.27)

Beweis:

Sei zum Zeitpunkt s das letzte relative Maximum bei der Position u—y , bevor nach einer
Zeit t der Prozess X von der Position u—wv die Schranke u mit dem Uberschuss z iiberquert.
Um (4.27) zu beweisen, zerlegen wir den Pfad in 3 unabhéngige Teile, siche Abbildung
4.9. Die WS, dass in (u — y, s) ein relatives Maximum ist, ist gleich —V{g r-1y(u — dy, 5),
unabhéngig vom weiteren Pfad, der in den Ruin fithrt. Wenn man die Zeit revertiert,
dann beginnt der Pfad mit einem Sprung der Hohe = + v. Geméafl dem Dualitdtslemma
3.4.2 hat dieser Sprung die WS Ilx(v 4+ dz). Davon unabhéngig nimmt der revertierte
Pfad nach der Zeit t ein relatives Minimum mit der Distanz v — y relativ zur Position des
ersten Sprunges an und trifft das letzte Maximum von X vor dem Ruin in der Position
u — y. Geméaf Dualitéit hat dieses Ereignis die WS V(Hj_l)(dv —y,t). a

Da die Erneuerungsfunktionen im klassischen Risikomodell Vi (z) = Y07 ) FF*(z)pFt, o >
0 und Vi(x) = z, x > 0, sind, folgt mit IIx = AF aus Theorem 5.2.3 fiir u > 0 auf
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Abbildung 4.9: Die Beweisidee der Quintupel-Verteilung im klassischen Risikomodell besteht
darin, den Pfad, der in den Ruin fiithrt, in 3 unabhéingige Teile zu zerlegen. Die ersten zwei
Abschnitte sind mit einem roten bzw. griinen Kasten umrahmt. Der letzte Teil, der mit einem
blauen Pfeil gekennzeichnet ist, ist der Sprung, der den Ruin verursacht.

x> 0,02>y,y€|0,u:

P (XT(U) —u<z,u— X~ <v,u— YT(u)* < y)

=Y Ff(u—y)p" (v = y)AF(z +v).

4.3.2 Der Cramér-Fall

In diesem Abschnitt geht es um die asymptotische Verteilung von 7(u) und das asympto-
tische Verhalten des Prozesses X entlang von Pfaden, die zum Ruin fiihren.

Da pFj eine gestorte VF mit pF(oco) < 1 ist, kann man das Smith Erneuerungslemma,
siehe Resnick [29], Theorem 3.10.1(ii), nicht anwenden, um das asymptotische Verhalten
von 1 zu bestimmen. Unter der Cramér-Lundberg Bedingung (4.28) kann man das asym-
ptotische Verhalten von 1 dennoch mit der Cramér-Lundberg Approzimation schitzen.

Theorem 4.3.4 (Cramér-Lundberg Theorem: Asmussen [3], Theorem I11.5.2,111.5.3,111.6.3)

Sei angenommen, dass ein kg > 0 existiert, so dass gilt:

o 1 [ — 1
Mp, (kr) = / e"® Fr(dx) = ;/ EPR(r)dr = —=14+r=—-. (4.28)
0 0

Dann gelten folgende Aussagen:
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(a) Falls

A [ —
o= —/ ze"PF(x) dx < oo ist,
T Jo

dann gilt:
1—
P(u) ~ pe”““, U — 00. (4.29)

Y(u) =o(e™ "), u— oo, (4.30)
d.h. lim,_ e""1p(u) = 0.
(b) Fir alle w > 0 gilt die Lundberg-Ungleichung:
Y(u) < e " (4.31)
(c) Es gilt sogar die verscharfte Lundberg-Ungleichung:
C_e ™" <p(u) < Cre ™Y,

wobes

C_ =inf Fle) und C'. = sup Flz)

_ _ st
v>0 [~ ext(y=2) F(dy) 220 [ err=2) F(dy) N

Beweis:
(a) Wenn die Cramér-Lundberg Bedingung (4.28) erfiillt ist, dann ist die Esscher-Transfomierte
F7 von Fr zum Parameter kp,

B 1
MF, (k1)

Fi () | e Bt = [ e i), 020

eine ungestorte VF mit Gesamtmasse 1 und Erwartungswert p*. Die Erneuerungsgleichung
(4.20) ist dquivalent zu

V(u) = 1—nu) =p(l —Fxnu) = p(l+ Fy = p(u) — Fr(u))
= pF(u) + pt * Fr(u), u >0,

und durch Transformation erhélt man:
) = e E ) 4 p [ e Filay)
0
= pe"t'Fr(u) + /“ e L (u — y) Fi(dy), u > 0. (4.32)
0
Mit ¢*(u) := et (u) und k*(u) := pe®*F(u) ergibt sich daraus die Erneuerungsglei-
chung

P (u) = k*(u) + 97 F(u), u =0,
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auf die man das Smith Erneuerungslemma, siehe Resnick [29], Theorem 3.10.1(ii), anwen-
den kann. Falls - \ oo
W= / z Fj(dz) = —/ re" F(x) dv < oo,
0 7 Jo
ist, dann gilt:

lim ¢¥*(u) = lim e""yY(u) = L /00 pet® Fi(x) dr
0

U—00 U—00 Iu*

_ L ([iewﬁ[(x)r T AT dx)

e\ LRL 0o KLK Jo

“® L (0—1+1> - 1:p.
WKL p WKL

Daraus folgt (4.29) und fiir u* = oo folgt (4.30).

(b) Diese Aussage erhilt man mit einem Martingalansatz, siehe Grandell [20], S.10-11.
Einen Beweis zu (c) findet man in Asmussen [3], Theorem I11.6.3. Die dazugehéorige Theo-
rie des exponentiellen Mafiwechsels und des assoziierten Prozesses wird im Folgenden kurz
erldutert. a

Die Konstante x; > 0 heifit Lundberg-Koeffizient oder Anpassungskoeffizient von R und
ist durch die Cramér-Lundberg Bedingung (4.28) eindeutig bestimmt, wenn sie existiert.
Fir X gilt:

E [e“Xt} = e Ut ZE [e“(yl+"'+y’“)] P(N, = k)
k=0

= Atk
— e ut ZMF(U)k . e—At( k!) _ e—yut—)\t—i-MF(u))\t _ etKX(u)
k=0
und daher hat X die KEF
Kx(x) = A(Mp(x) = 1) = e

Mit Theorem 2.4.7(c) erhélt man damit folgende dquivalente Formulierungen der Cramér-
Lundberg Bedingung (4.28):

MpF](K'L) =1 )\(MF(/{L) — 1) — YR = 0< KX(/{L) =0<E [QHLXI} =1. (433)
Wenn (4.28) bzw. (4.33) erfiillt ist, dann gibt es einen Verlustprozess X" mit der KEF
KKL(JI) = KX(J} + /iL>,

d.h. X"L hat die Poisson-Rate A, := AMp(kr) und die Sprungverteilung F,, (dz) =
e"L? IMp(ky) F(dx), siethe Amussen [3], Theorem I1.4.8 und Beispiel 11.4.10, und heifit der
zu X assoziterte Prozess. Dabei ist die Sprungverteilung F,;, die Esscher-Transformierte
der Sprungverteilung F' von X zum Parameter x;. Das Wmafl von X** wird im Folgenden
mit P bezeichnet und der Ubergang von P zu P*2, die sogenannte Lundberg Konjugation,
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ist ein exponentieller Maflwechsel, bei dem X zu X"* wird. X"2 bzw. X bzgl. P*L hat
den Erwartungswert

E[X[*] = E,, [X1] = Ki(r1) = K., (0) > 0, (4.34)

wobei E,, den Erwartungswert bzgl. des WmafBles P** bezeichnet. X" kann man als
Version von X interpretieren, die darauf bedingt ist, gegen co zu driften. Wenn man den
Beweis zu Theorem 4.3.4(a) unter diesem Aspekt betrachtet, dann erkennt man, dass die
Esscher-Transformierte von F; zum Parameter 7, nichts anderes ist, als das Lévy-Maf§ des
ungestorten aufsteigenden Leiterhchenprozesses, der zum assoziierten Prozess X% gehort.
Auf dieser Theorie des exponentiellen Mafiwechsels und des assoziierten Prozesses beruht
der Beweis von Theorem 4.3.4(c) und man kann damit ebenso die Aussagen 4.3.4(a) und
(b) beweisen, da gilt:

Y(u) =P(r(u) < 00) = E,, [exp{—r1X,@)}, T(u) < 0],

siche Asmussen [3], Theorem III. Theorem 5.2 und Theorem II1.5.3. Diese Beweisidee wird

im allgemeinen Fall in Abschnitt 5.3 verwendet.

Beispiel 4.3.5 (Exponential verteilte Schiden: Asmussen [3], Beispiel I11.5.1)

Wenn die Schéden im klassischen Risikomodell (4.6) exponential verteilt sind, d.h. Y; 4
expo(1/u), Vi € N, dann fillt der Tail F' exponentiell schnell mit Rate 1/p und es gibt
ein k;, > 0, das (4.28) erfiillt. Die Cramér-Lundberg Bedingung hat in diesem Fall die
Gestalt:

1 [~ 1 [ 1/1 - 1 1

Mp, (k) = — e (x) de = — e~ Wn=rr)r qo = Z (2 — g, = ==
I

M Jo M Jo wo\ B 1—puky, p

und daraus erhédlt man x;, = (1 — p)/p. Damit folgt:

N[ 6\ (1 A
M* = —/ xe_(l/u_HL)x d'r [9]’28 65 — (— — [{L) = —
Y Jo Y Y

Die Cramér-Schétzung ist somit:

1—p 1—p 1—-p
U(u N—exp{——} :pexp{— u}, U — 00. 4.35
() (v/ M)k p Iz (435)
Mit | e
Ff(x)——/ e Wt gt =1 — e Vre 2 >0,
HJo
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gilt nach Theorem 4.3.1:

W (u) = (1-p) g PUE(u) = (1= p) g p'T(1/p,m)
SR Wy
= (1—ple» pio é (’%Zf)kp"’“
ot Produbt (1 e <§% (Gop)* ) (ZP ) .

und das bedeutet, dass die Cramér-Schitzung (4.35) exakt ist. Aus (4.35) folgt, dass
die RuinWS umso grofler ist, je grofler p ist, was man auch an der Abbildung 4.10 er-
kennt. Fiir die Anfangsrisikoreserve u = 10 ist fiir p = 1/2 die RuinWS sehr gering, was
auch die zugehorige Realisierung von X zeigt. Fiir p = 3/4 ist ¥(10) groBer als 0.3 und
die zugehorige Realisierung iiberschreitet die Schranke u = 10 sogar mehrfach. Fiir die
Lundberg-Konjugation gilt in diesem Fall: Mp(ky) = 1/(1 — prr) = 1/p und der assozi-
ierte Prozess X"t hat daher die Poisson-Rate A, = A\/p = v/u und die Sprungverteilung

KIX
eL

MF(HL)

F (dx) F(dl’) = pe(l_p)/#ze—(l/ﬂ)l dr = pe—()\/'y)x dr.

Die Verteilung der Ruinzeit bzw. des Prozesses X ist inbesondere in dem Fall von Interesse,
in dem Ruin eintritt, wobei fiir eine groe Anfangsrisikoreserve u die Bedingung {7(u) <
oo} ein seltenes Ereignis ist. Das folgende Theorem beschreibt fiir grofies u das Verhalten
der Ruinzeit auf {7(u) < oo} und das Pfadverhalten des Prozesses entlang der Pfade, die
zum Ruin fiihren. Fiir den Schadenzahlprozess N ist dabei N.(,) der Index des Schadens,
der den Ruin verursacht.

Theorem 4.3.6 (Asmussen [3], Theorem IV.4.1, Korollar IV.7.3)
Unter der Cramér-Lundberg Bedingung gelten folgende Aussagen.

(a) Fiir alle € > 0 gilt:

P (
u Kpp*

Fiir die Ruin WS in endlicher Zeit gilt:

W (u, mu) 0 , wennm < 1/(kpu*),
V(u) 11 , wenn m > 1/(kpu*),

(b) Sei A, die Poisson-Rate und F,, die Sprungverteilung des assoziierten Prozesses
X*L, Fir x > 0 und fir alle e > 0 gilt:

7(u) 1

> €

T(u) < oo) — 0, u— oc. (4.36)

u — 0. (4.37)

N (u)

P Z 1{Wk<x} 1 — S_A&LI) > €

T(u) <oo | =0, u—o00, (4.38)

Tu
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Abbildung 4.10: Das obere Bild zeigt Realisierungen des klassischen Verlustprozesses X =
ZZN:t1 Y; —~t, t > 0, fiir exponential verteilte Schiden mit unterschiedlichen Erwartungswerten
und Prédmienraten. Das untere Bild zeigt die dazugehorigen RuinWSen. Man erkennt, dass die
RuinWS umso grofler ist, je grofler p ist.
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und

Ne()
1
P Noww Z Livi<ay — Fep ()| > €]7(u) <00 | =0, u— oo. (4.39)
T(w) 4

Theorem 4.3.6 beweist man ebenfalls mit einem exponentiellen Mafiwechsel, sieche Asmus-
sen [3], Theorem IV.4.1 und Korollar IV.7.3.

1/(kpp*) kann man nach (4.36) als den Zeitpunkt interpretieren, zu dem der Ruin ”am
wahrscheinlichsten” geschieht, wenn fiir eine grofle Anfangsrisikoreserve u der Ruin ein-
tritt. (4.38) bedeutet, dass die Exponentialverteilung der Zwischenschadenzeiten eher den
Parameter )., als A hat, wenn fiir eine grole Anfangsrisikoreserve u der Ruin eintritt.
Analog zeigt (4.39), dass fiir eine grofie Anfangsrisikoreserve u die Verteilung der Schéiden,
die zum Ruin fithren, eher F, als F' entspricht. Daher bedeutet Theorem 4.3.6, dass sich
der Prozess (Xi)o<t<r) auf {7(u) < oo} fiir grofle u wie der assoziierte Prozess X"*
verhilt, d.h. die Verteilung auf {7(u) < oo} eines Pfades, der zum Ruin fiihrt, konver-
giert im Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen gegen die unbedingte Verteilung
von X",

Damit ein Lundberg-Koeffizient s, iiberhaupt existieren kann, muss der Tail F exponen-
tiell beschrinkt sein. Das bedeutet, dass grole Schiden sehr unwahrscheinlich auftreten,
und daher wird die Cramér-Lundberg Bedingung (4.28) auch als Small Claim-Bedingung
bezeichnet. Fiir F aus £, o > 0, hat M r, nach Theorem 2.4.7 eine rechte Singularitét
in a. Der Lundberg-Koeffizient x, existiert in solchen Féllen nur dann, wenn gilt:

Mp(a) 2 14r=n/d=1/p " E" Mp(a)>1+ay/A

Fiir a = 0 ist My, auf (0,00) nicht definiert und (4.28) kann nicht erfiillt werden. Wenn
a > 0ist, kann hingegen ein Lundberg-Koeffizient existieren. Eine hinreichende Bedingung
fiir die Existenz von ry, ist, dass ein xy > 0 existiert, so dass ¢r(z) < «, Y > zy, ist und
Mp(a) = oo gilt, siehe Kliippelberg [25], Lemma 5.

4.3.3 Der Nicht-Cramér Fall
Fiir SchadenhchenVFen F aus S®, a > 0, die die Nicht-Cramer Bedingung
1
Mp, (o) < p & Mp(a) <14 ay/A, (4.40)

erfiillen, ist keine Cramér-Lundberg Approximation moglich, aber man kann ebenfalls
Aussagen iiber die Asymptotik der RuinWS machen.
Der Fall: a =0

Theorem 4.3.7 (Embrechts et al. [17], Theorem 1.5.6, Theorem 1.3.8, Korollar 1.4.5,
Kliippelberg [25], Korollar)
Wenn F € §* ist, dann gilt:

@b(U)N;FI(U)—W/A_“FI() 1—pFI<) ’Y/)\—M/u F(y) dy, .
(4.41)
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Beweis:

Wenn F € S* ist, dann gilt: F; € S und F € Sd, siche Abschnitt 2.4.3.
Schritt 1:

Zunichst wird eine Tailiquivalenz zwischen F und 7 gezeigt.

lim A Iim (1 _p)i (£>”W(u)

u=—oo F(u) ‘= \n) F(u)
*) ~(r\" . P e
= (1-p) (—) np" = (1= p)=> np!
n=1 K K n=1
p 1 p 1
= (I-p)~ =

pn(@=p2 pl—p) AA—p

wobei (x) mit Lemma 2.4.12 und dem Satz von der majorisierten Konvergenz von Lebesgue
folgt. Es gilt sogar die Aquivalenz:

F(u)
FeS <n(u)~——"—, u— oo,
) VA=
wenn lim, .., gr(z) = 0 gilt, siehe Kliippelberg [25], Theorem 4.
Schritt 2:
Mit der Regel von I'Hospital gilt:
' (u) 1

O

(4.41) erhélt man auch aus dem allgemeineren Ergebnis von Veraverbeke iiber das asym-
ptotische Verhalten der Wiener-Hopf Faktoren, siehe Veraverbeke [31], Theorem 2B. In
Theorem 5.4.3 wird eine Taildquivalenz analog zu (4.41) fiir das allgemeine Modell und
a > 0 bewiesen. Mit Proposition 2.4.13 sind in diesem Fall folgende Aussagen dquivalent:

(a) FT €S,
(b) 1—14(u) €5,

P _
Fr(u)

1 _Ap
-

(c) limy oo P vrR

was auch aus den Ergebnissen von Embrechts und Veraverbeke iiber die Asymptotik der
RuinWS im Andersen Modell folgt, siehe [18], Korollar 6.1. (4.41) hat nicht die expo-
nentielle Struktur der Cramér-Lundberg Approximation (4.29) und, weil ¢) asymptotisch
dquivalent zum subexponentiellen Tail F ist, fallt ¢» damit langsamer als im Cramér-Fall.
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Abbildung 4.11: Das obere Bild zeigt Realisierungen des klassischen Verlustprozesses X =
Zf\ﬁl Y, —~t, t > 0, fiir Pareto-verteilte Schiden mit unterschiedlichen Erwartungswerten und
Pramienraten. Das untere Bild zeigt die Abschétzungen der dazugehorigen RuinWSen. Man
erkennt, dass die RuinW§S umso grofer ist, je grofer p ist.
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Beispiel 4.3.8 (Pareto-verteilte Schidden: Embrechts und Veraverbeke [18])
Seien die Schiden Pareto-verteilt mit Paramter ¢ > 0 und b > 1, dann ist

b saNb+1
I P g— fa—
Fa)=2(3) luso()
und der Tail ,

— a

F(e) = (%) Looo (@),

Der Parameter a bestimmt dabei den linken Endpunkt der Pareto-Dichte und der Pa-
rameter b die Form der Pareto-Dichte. Mit dem Erwartungswert p = a/(b — 1) folgt in
diesem Fall aus Theorem 4.3.7:

v~ T al/(b— ) /:O (3) ety

_ 1 o 1
 y/A—a/(b—1) Wb — 1)
T b-1(/A—a) <E> y U 0 (4.42)

Abbildung 4.11 zeigt diese Abschiatzung der RuinWS fiir a = 1,6 = 2,\ = 1,7 = 2,
a=2b=2X=1y=3und a =3,b=2X=1,v=4. Aus (4.3.7) folgt, dass die
RuinWS umso grofler ist, je groBer p ist, was man in Abbildung 4.11 erkennt. Fiir exponen-
tial verteilte Schéden ist die RuinWS ebenfalls umso grofler, je grofier p ist, siehe Beispiel
4.3.5. Fiir die jeweiligen Parameterkonstellationen zeigt das obere Bild in Abbildung 4.11
Realisierungen des klassischen Verlustprozesses X. Am Vergleich der Abbildungen 4.10
und 4.11 sieht man auch, dass die RuinWS fiir Pareto-verteilte Schiden wesentlich lang-
samer fallt als fiir exponential verteilte Schéden, weil die Pareto-Verteilung heavy-tailed
ist. Daher sind sehr grofie Schiaden wahrscheinlicher, was in sehr grofien Spriingen von X
resultiert. Diese Heavy-Tailedness der Pareto-Verteilung erkennt man auch in Abbildung
4.12, die jeweils 15 Realisierungen des klassischen Risikomodells fiir exponential verteilte
und Pareto-verteilte Schiden fir A = 1, g = 1 und v = 2 gegeniiberstellt. Wihrend fiir
exponential verteilte Schiaden ein Ruin fast unméglich erscheint, ist er fiir Pareto-verteilte
Schéaden auch fiir groffe Anfangsrisikoreserven wahrscheinlich.

Um die Asymptotik der Verteilung von 7(u) und X,y —u auf {7(u) < oo} im subexponen-
tiellen Fall zu beschreiben, benétigt man im Folgenden eine ZV V,,, die die verallgemeinerte
Pareto-Verteilung hat, d.h.

Go(z) =PV, > z) = { S_* zfe)™® , wemna <oo, . 0,

, Wenn a = 0o,

und eine ZV T, auf dem gleichen Wraum, so dass P(V,, > z,T, > y) = Gu(z + y) gilt.
Desweiteren bezeichne || - ||7v die totale Variationsdistanz zweier Wmafle und

d(z) ==sup{t >0: X; = —z}
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Abbildung 4.12: Das obere Bild zeigt 15 Realisierungen des klassischen Risikomodells fiir ex-

ponential verteilte Schiden fiir die Parameter A = 1,4 = 1 und v = 2. Das untere Bild zeigt

15 Realisierungen des klassischen Risikomodells fiir Pareto-verteilte Schiaden fiir die Parameter

1,b=2A=1und v = 2.

a =
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sei der letzte Zeitpunkt, zu dem X das Niveau —z unterschreitet. Man beachte im Fol-
genden, dass Verteilungen von S in den Anziehungsbereichen von zwei unterschiedlichen
Verteilungen liegen konnen, sieche Abschnitt 2.4.3, und daher Fallunterscheidungen in der
Asymptotik notig sind.

Theorem 4.3.9 (Asmussen und Klippelberg [4], Theorem 1.1, Theorem 1.3, Korollar
1.5, Korollar 1.6)

(a) Wenn F € R_o_1 fiir a € (0,00) ist oder wenn F € MDA(N) und Fy € S ist, dann
gilt fiir alle e > 0:
7(u) Va

P(a(ufl—p

XT(u) —Uu
P(|l———— — 1T,
a(u)

wobei a(u) ~ pFi(u)/F(u), u— oo, ist.

> €

T(u)<oo> -0 , u— o0,

> €

T<U)<OO) -0 , u— oo,

(b) Wenn F € R_,_1 ist fiir a € (0,00), dann gilt:

. Y(u, uty)

Wenn F € MDA(AN) und F; € S ist, dann gilt:

—1—(1+(1—p)t,)™.

tim PR <1 o

wobei a(u) ~ pFy(u)/F(u) ist.

(¢) Wenn Fy € S ist, dann gilt fir alle e > 0:

P (|g(u, Z)| >e€

T(u)<oo>—>0, u — 00,

und

wobei g(u, z) = HIP’ (X[O,T(u)) € -|7(u) < 00, =Xr)- = z) —-P (X[o,d(z)) € )
TV

Z eine ZV mit der Verteilung von —X - auf {T(u) < oo} ist.

(d) Wenn F € R_._, fiir ein o € (0,00), dann gilt:

XTu _XTu_
limIP’( () () >

U—00 u

T(u) < oo> =(1+a(l—a7"))a",

wobet Xry) — Xy~ die Grifle des Schadens ist, der den Ruin verursacht.
Wenn F € MDA (A) und F; € S ist, dann gilt:

XTu _XT’lL_—
hmP( (w) (- — U

U—0o0

>

T(u) < oo) =(1+xz)e ",
wobei a(u) ~ pF(u)/F(u) ist.
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Man beachte, dass fiir I € R_,_; mit Karamatas Theorem A.3.1 gilt: a(u) ~ u/a.
Nach Aussage 4.3.9(a) konvergiert im Nicht-Cramér Fall 7(u)/a(u) auf {7(u) < oo}
fast sicher gegen eine ZV, was sich qualitativ. vom Cramér-Fall unterscheidet, in dem
7(u)/u auf {T(u) < oo} fast sicher gegen den festen Wert 1/(kppu*) konvergiert, siche
Theorem4.3.6(a). Diesen Unterschied erkennt man auch beim Vergleich der RuinWS in
endlicher Zeit, da ¢ (u, ut,) /v (u) im Cramér-Fall nur gegen 0 oder 1 konvergieren kann fiir
u — 00, siehe Theorem 4.3.6(a), und im Nicht-Cramér Fall gegen 1 — (14 (1—p)t,)~“ bzw.
1 — e~ (=P Aussage 4.3.9 (c) bedeutet, dass die Verteilung von (X;)o<i<r(s) unter der
Bedingung {7(u) < 0o, =X, )~ = Z} gegen die unbedingte Verteilung von (X;)o<i<s(w)
konvergiert fiir u — oo, d.h. fiir grofles u verhalten sich die Pfade, die zum Ruin fiihren,
wie der Prozess X bis zur letzten Unterschreitung des Niveaus — X (,)-. Das unterscheidet
sich ebenfalls qualitativ vom Cramér-Fall, in dem sich die Verteilung von (X;)o<¢<r(u) auf
{7(u) < oo} der Verteilung des assoziierten Prozesses X"t annihert.

Das folgende Theorem beschreibt die asymptotische Verteilung des grofiten Schadens vor

dem Ruin Yy (u) := maxi<i<n,,, Yi-

Theorem 4.3.10 (Asmussen und Klippelberg [4], Theorem 3.7)
(a) Wenn F € R_,_; ist fiir a € (0,00), dann gilt:

. Ymax(u)
uhj&[?( 1/ < z|T(u) < oo>

:/Oooexp{—(a_l))\(l_p)x_az} (1+§)a1 dz, x> 0.

(b) Wenn F € MDA(AN) und Fy € S ist, dann gilt:

: Yinax (u) — d(a(u)) ) ( A )_1

lim P T(u) <o) =1+ e’ , r €R,
(= () T

wobei ¢ und d Funktionen sind, die die Normierungskonstanten von Y; interpolieren,

siehe Abschnitt 2.4.3.

<z

U—00

Diese Verteilung in Theorem 4.3.10 ist kleiner als die verallgemeinerte Pareto-Verteilung
und daran erkennt man, dass das Maximum der Schiden vor dem Ruin fiir eine grofie
Anfangsrisikoreserve u kleiner ist als der Schaden, der den Ruin verursacht. Das bestéarkt
die allgemeine Vermutung, dass das seltene Ereignis ”Ruin fiir grofles v” als Folge eines
groflen Schadens eintritt.

Der Fall: a >0

Theorem 4.3.11 (Klippelberg [24], Theorem 4.1, Korollar 3.2)
Wenn F € S st und die Nicht-Cramér Bedingung (4.40) gilt, dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) Fe8W.

() /(@) ~ 202 (1= 2 (Mp(a) = 1))

2 __
F(z),z — oo, was n € S impliziert.
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(c)

1— —
o)~ —PE=P) F(z),  — oo. (4.43)
ap (1 — pMp, (@)
Beweis:
Das Theorem folgt aus allgemeineren Ergebnissen iiber Dichten von Zufallssummen, siehe
Kliippelberg [24], Theorem 3.2 und Korollar 3.3. a

Beispiel 4.3.12 (Schéden mit der verallgemeinerten inversen Gaufiverteilung: Kliippel-
berg [25], S.284, Embrechts [15])
Wenn die Schéden die verallgemeinerte inverse Gaufiverteilung haben, dann ist der Tail

Fx) = (é)d/g V) [T e {—% (5 " by) } .

a

wobei Ky die modifizierte Besselfunktion der dritten Gattung mit Index d ist. Die mogli-
chen Parametermengen sind

{(a,b) :a>0,b>0} , fird>D0,
O,=1< {(a,b):a>0,b>0} , fird=0,
{(a,b) :a>0,b>0} , fird>0,

und fiir a = 0 bzw. b = 0 interpretiert man die Normierungskonstanten als Grenzwerte.
Es gilt: Mp(b/2) = oo, Vd > 0, und F € S®? Vd < 0, siche Embrechts [15], Theorem
und Kliippelberg [24], Korollar 2.2. Fiir d > 0 folgt daher mit Theorem 4.3.11:

Y(u) ~ Cu?~texp {—gu} ,

wobei man die Konstante C' berechnen kann, siehe Embrechts [15], S.543.

Im Folgenden betrachten wir die Irrfahrt

n

X2 = (Yi—qWi), n €N, (4.44)

n
=1

mit P(XP = 0) = 1. X? ist die zeitdiskrete Version des Verlustprozesses (4.6) und hat die
Sprungverteilung F'P, d.h. FP(z) = P(Y; —yW; < z), siche Abbildung 4.13. Die Lokalzeit
(Lyp)nen definiert man in diesem Fall als die Anzahl, wie oft nach n Schritten ein neues

Maximum angenommen wird. Die aufsteigende Leiterzeit (L;'),cy ist definiert als

L' =inf{lk>1:Ly=n}, ne€N,

und gibt die Anzahl der Schritte an, die man benétigt, um n neue Maxima zu errei-
chen, siche Abbildung 4.14. Der aufsteigende Leiterhthenprozess (HP),cn ist das nte

n
neue Maxmimum von X” und analog zum stetigen Modell bestehen zwischen F'” und

~

dem Sprung-Mafl Fiyp von HP folgende asymptotische Beziehungen. Dabei ist (HP),cx

~ n
der absteigende Leiterhdhenprozess von X und HP ist das nte neue Minimum von XP.
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Abbildung 4.13: Die Irrahrt (X2),en, = (S0, (Y: — YWi)) pen, st die zeitdiskrete Version des

n
klassische Verlustprozesses X aus (4.6) und HP ist die Irrfahrt der neuen Maxima von XP.
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Abbildung 4.14: Lokalzeit L und aufsteigende Leiterzeit L™!, die sich auf die Irrfahrt X aus
Abbildung 4.13 beziehen.
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Lemma 4.3.13 (Bertoin und Doney [7], Lemma 1)
Fiir o > 0 gilt:
FP e o Fyp e £, (4.45)

Wenn (4.45) erfillt ist, dann gilt:
FD(z)

T—00 FHD (CU)

=1-FE [eo‘HD] .

(4.45) wird in Kapitel 4 durch die Proposition 5.1.3 verallgemeinert und der Beweis von
4.3.13 ist analog zum Beweis von Proposition 5.1.3. Mit dem folgenden Theorem erhélt
man wie in den Theoremen 4.3.7 und 4.3.11 auch im zeitdiskreten Modell eine asympto-
tische Beziehung zwischen Fyp und .

Theorem 4.3.14 (Bertoin und Doney [7], Theorem 1)
Sei 0 <a<oo, E [eo‘xlD] <1lund B:=5Y 2 P(XP >0)/n < oco. Wenn FP € S ist,
dann ist P(XP, € dz) € 8 und es gilt:

P(X o > u) i (u) e P

lim ——F = lim — = )
u—00 FD(u) U—00 FD(U) (1 -E [eaXlD} )(1 —E [eaHlD})

Im Folgenden bezeichnet X* die zu X asoziierte Irrfahrt mit SprungVF F*(dz) =
e FP(dx).

Proposition 4.3.15 (Bertoin und Doney [7], Proposition 1)
Sei k € N und g = g(x1,...,xx) eine Borel beschrinkte Funktion mit kompakten Trager.
Setze G := g(XP,..., XP) und G* := g(X7,...,X}) mit der Konvention, dass G* = 0
ist, wenn X* nach weniger als k Schritten gekillt wird. Wenn P(XP € -) € £ ist, dann
qgilt:

ulirgoE [G|ﬁoo > u] = E*[G"].
Diese Proposition zeigt, dass X* auf {XP., > u} der Grenzwert von X ist im Sinne der

vagen Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen. Dieses Verhalten entspricht im
zeitstetigen Modell (4.6) dem Verhalten im Cramér-Fall, siche Theorem 4.3.6(b).
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Kapitel 5

Lévy-Prozesse in der Risikotheorie

In diesem Kapitel wird das Versicherungsrisikomodell aus Abschnitt 4.1 im Kontext allge-
meiner Lévy-Prozesse untersucht, fiir die der Punkt 0 fiir [0, 0o) regulér ist. In Abschnitt
5.1 werden zunéchst die Grundlagen in diesem Fall zusammengefasst und der einfachste
Fall in diesem Modell behandelt, wenn X spektral negativ ist. Desweiteren wird in 5.1.3
der Zusammenhang zwischen dem Lévy-Mafl I[Ix von X und dem Lévy-Mafl [15 von H
beschrieben. In Abschnitt 5.2 werden gemeinsame Verteilungen von Ruingréfien behan-
delt, wobei in Abschnitt 5.2.1 die gemeinsame Verteilung von X Lt Xrw und L7 ! -
und in Abschnitt 5.2.2 die Verteilung der 5 Ruingréfien aus Theo)rem 4.3.3 bestlmmt
wird. In Abschnitt 5.3 wird analog zu Abschnitt 4.3.2 die asymptotische RuinWS fiir den
allgemeinen Verlustprozess X abgeschétzt, wenn X die Cramér-Bedingung erfiillt. Das
Hauptinteresse dieses Kapitels gilt jedoch dem Nicht-Cramér Fall im allgemeinen Modell
in Abschnitt 5.4, wenn Iy € S, o > 0, ist. Zunéchst wird in Abschnitt 5.4.1 die
asymptotische Beziehung zwischen Iy, und 1 und die Asymptotik der Ruinzeit 7(u) be-
schrieben. In den Abschnitten 5.4.2 und 5.4.3 wird das asymptotische Verhalten von X
auf {7(u) < oo} behandelt, wobei fiir den subexponentiellen Fall in Abschnitt 5.4.4 sogar
schérfere Resultate gezeigt werden. In Abschnitt 5.4.5 werden die Resultate fiir spektral
positive Lévy-Prozesse konkretisiert und anhand von zwei Beispielen veranschaulicht.

5.1 Das allgemeine Versicherungsrisikomodell

5.1.1 Die Grundlagen

Der Verlustprozess X = (X;);>0 aus (4.2) ist nicht mehr ein spektral positiver Lévy-
Prozess mit charakteristischem Tripel (f(—1 1) LA F(dx) —~,0,\F) wie in (4.6), sondern

ein allgemeiner Lévy-Prozess mit charakteristischem Tripel (a,0?, IIx), d.h.

2,2
Uy (u) = —iau + 02u +/ (1 — €™ +iuzrlyy<yy) x(dz), (5.1)
R

wobei der GauB-Koeffizient 02 > 0 ist. Desweiteren setzten wir voraus:

Fiir X ist der Punkt 0 regulér fiir [0, co). (5.2)
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Abbildung 5.1: Der allgemeine Verlustprozess X kann sowohl kriechen als auch springen. Die
Schranken 0 und wu iiberquert er durch einen Sprung und iiber die Schranke u’ kriecht er.

80



Das gilt nach Theorem 3.6.3 genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt
ist:

e X hat unbeschrankte Variation.
e X hat beschriankte Variation und Drift Dx > 0.

e X hat beschréankte Variation, Drift Dy = 0 und es gilt:

/ x Ix(dz) —
(0,1) fox ﬁ;((y) dy

Damit ist in diesem Kapitel das klassische Modell ausgeschlossen, wenn X aus einem
Subordinator und einem negativen Drift —+¢ besteht. Nach Theorem 3.6.2 existiert eine
stetige Version der Lokalzeit und wir wihlen die Lokalzeit gemé&fl Abschnitt 3.6.1. Au-
Berdem wihlen wir die Lokalzeit beim Maximum L und die Lokalzeit beim Minimum
L in diesem Kapitel so, dass die Konstante &’ in der Wiener-Hopf Faktorisierung (3.24)
gleich 1 ist. Man beachte dabei, dass eine andere Lokalzeit L zu einer anderen Leiterzeit
L~ und damit zu einem anderen Leiterhdhenprozess H fiihrt. Alle Ergebnisse in diesem
Kapitel beziehen sich auf Lokalzeiten L und IA/, fiir die &' = 1 ist, und miifiten folglich
bei einer anderen Normierung der Lokalzeit entsprechend angepafit werden. Im Gegen-
satz zum klassischen Modell kann der Ruin jetzt auch dadurch eintreten, dass X {iiber die
Schranke u kriecht, wie Abbildung 5.1 zeigt. Im Folgenden wird angenommen, dass X
analog zum klassischen Fall (4.6) fast sicher gegen —oo driftet, was der Nettoprofitbedin-
gung 4.2.1 entspricht, d.h. die Pramien {iberwiegen die Schiden. Unter dieser Annahme
ist nach Theorem 3.6.6(d) der bivariate Leiterprozess (L', H) des Verlustprozesses X ein
gestorter Subordinator, der mit Rate ¢ > 0 gekillt wird, und das Erneuerungsmafl von H
ist

Vig(dy) = / eUP(H, € dy) dt, y > 0, (5.3)
0

wobei H ein ungestorter Subordinator ist. Im Gegensatz zum klassischen Fall ist wegen
Voraussetzung (5.2) L fast sicher stetig und damit ist L™' fast sicher streng monoton
wachsend. Daher ist auch H fast sicher streng monoton wachsend und es gilt:

Vi (0) = /OOO P(H, < 0) dt = 0.

Der absteigende Leiterprozess H von X ist ungestort und hat nach (3.13) die Erneue-
rungsfunktion

V,(dy) = V_jy(—dy) = / P(H, € dy) dt, y < 0.
0

Da X gegen —oo driftet, kann X kein Subordinator sein und es gilt: H # 0,Vy #
0 und ¥y # 0. X kann jedoch spektral positiv sein und dieser Fall wird speziell in
Abschnitt 5.4.5 behandelt und anhand von Beispielen veranschaulicht. Andererseits kann
X im allgemeinen Modell auch spektral negativ sein, was den einfachsten Fall des Modell
darstellt, der im Folgenden mit der Theorie aus Kapitel 3 vorab behandelt wird.
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5.1.2 Der spektral negative Fall

Wenn X spektral negativ ist, dann gilt geméf Abschnitt 3.6.3 fast sicher: X;(,) = u auf
{7(u) < oo} fir alle u > 0. Der Uberschuss X,(,) —u ist damit fast sicher gleich 0 fiir alle
Schranken © > 0 und die Uberschussverteilung ist auf 0 konzentriert. Nach Abschnitt 3.6.1
ist die Lokalzeit L, := X, t > 0, und der gestorte Leiterprozess (L; ', H,)>o ist auf {t <
L.} gleich (7(t),t)i>0. Der Leiterhohenprozess H hat folglich den Laplace-Exponenten
Sy(N) =g+ A, A >0, und die Erneuerungsfunktion Vg (z) = 1/¢- (1 —e %), x > 0.
Nach Theorem 3.6.10 gilt mit dem Laplace-Exponenten Zx () := —Wx(—iA), A > 0, und
dessen Rechtsinversen = x aus (3.17) fiir die Laplace-Transformierte von L;! = 7(u) auf
{7(u) < oo}: _

E [e ™7 (u) < 00] = e =X A > 0. (5.4)

Fiir EX gilt: Zx o EX()\) = A, A >0, und daher folgt aus (5.4) fir A = 0:
Y(u) =P(1(u) < 00) = e,

wobei a > 0 die Gleichung ¥ x(—ia) = 0 erfillt.
Damit kann der spektral negative Fall im Weiteren ausgeschlossen werden und die An-

nahme
lim X, = —oco und Ix((0, 00)) > 0, (5.5)

t—oo

soll gelten.

5.1.3 Die Beziehung zwischen IIx und Iy

Im klassischen Fall gilt nach (4.23):
1 [— 1 [=
Iy (u) = Fr(u) = —/ F(z) dx = —/ My (x) dx, u>0. (5.6)
K Jo pA Jo

Dieser Zusammenhang wird unter Einbeziehung der Erneuerungsfunktion Vj durch fol-
gende Faltungsidentitit verallgemeinert.

Theorem 5.1.1 (Vigon [32], Proposition 3.3)
Fiir u € (0,00) gilt:

(a) Ty (u) = f(O,oo) Iy (u —y) My(dy) + D_z - 1, (u), wobei 11, die Dichte von Ty
ist. Diese Dichte existiert genau dann, wenn der Driftkoeffizient D_p = Dy des

Subordinators —H = H positiv ist.

(b) To(u) = = f_ 0y Tx (u—y) Vi (dy).

Bemerkung 5.1.2 R
Wenn X spektral positiv ist, dann ist der duale Prozess X spektral negativ und nach
Abschnitt 3.6.3 und (3.12) gilt, dass H; = —t auf {7(t) < oo}, t > 0, ist und Vi (y) =

-1,y < 0. Damit vereinfacht sich Theorem 5.1.1 zu ﬁ; (u) = IT,(u) und
My (u) = / ﬁ;(y) dy < oo, Yu > 0. (5.7)
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(5.7) und (5.6) unterscheiden sich nur deshalb durch den Faktor 1/(Au), da fiir das Re-
sultat (5.6) in Kapitel 4 Lokalzeiten L und L verwendet wurden, die in der Wiener-Hopf
Faktorisierung zu einer Konstante &' = 1/(A\u) fithren, siehe alternativer Beweis zu Theo-

rem 4.3.1. Theorem 5.1.1 basiert hingegen auf Lokalzeiten, die so normiert sind, dass
k' =1 gilt, siehe Vigon [32], S.245.

Zwischen den Lévy-Maflen I1y und Iy gilt eine weitere Beziehung, die Lemma 4.3.13 fiir
Lévy-Prozesse verallgemeinert. Dabei ist ﬁ;(x) = [T} ((w, 00)) und Ty () = My ((z, 00))
fiir x > 0.

Proposition 5.1.3 (Klippelberg et al. [26], Proposition 5.3)
Sei a > 0 fest und es gelte die Annahme (5.5). Dann gilt:

My €£® & Ty e (5.8)

Wenn eine dieser Bedingungen erfillt ist, dann gilt:

Ty (u) ~ W g (—ia) Ty (u) = U (i) Ty (u) = D () Ty (u), u— 0o, (5.9)

Beweis:
= Sei H; € £, Mit Theorem 5.1.1(b) und partieller Integration erhélt man:

oe((yu+h)) = Thyu(u) — Tl + )

=—/( )ﬁi(u—wdvf[(w/( T+ h =) Vgl
—0,0 —00,0

= /( ) HOx (v —y,u+h—y)) dVy(y)
— / Hx(u+h—1y) dVi(y) —/ x(u—y) dViy(y)
(—00,0) (=00,0)

= [Mx(uth— V()P + / Vi(y) Tx(u+ h — dy)

(=00,0)
M= Vel — [ Vil) T )
(~00,0)
_ / V(=) Ty (u+ h+ ds) — / Vi (—s) Tix (u + ds).
(0,00) (0,00)

Weil V(ds) = Vz(—ds) ein Erneuerungsmaf ist, sind die Integranden auf der rechten

Seite gleichméfig beschriankt und mit der Eigenschaft (2.8) konvergiert ITx (u+ds) /ﬁ;(u)
schwach gegen die Exponentialverteilung mit Parameter « fiir u — oo. Daraus folgt:

IT h
lim n((nuth)) = / Vi (—s)ae ) g —/ Vi (—s)ae™* ds
(0,00) (0,00)

e T(u)
= ale® 1) (/OOO Vi (—s)e @ ds) . h>0.
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Da die rechte Seite wegen (3.13) positiv ist, gilt:

= lim ((u, u + 1) ﬁ;(u) _ 1 —e @
wooo Iy ((u,u+ 1)) w=ee  Th(u)  Op((wu+1) 1—eo’

Das ist nach Lemma A.3.3 &quivalent zu Iy, € £,
< Sei umgekehrt I € £, Mit Theorem 5.1.1(a) gilt:

M = [ Ty dy) + Dy
(u,00)
- /( Ty 9) d () = T) + DT (5.10)
PRIE [T (u = ) (Thag(u) — Te()] -, — () = Th(y) Ty =)
+D_g - My (u)

) Ty )+ Dy T
- /(_ ) W ((u, u = y)) Hp(dy) + D_p - Iy (), u> 0. (5.11)

Wenn man fiir 0 < h; < he beide Seite von (5.11) integriert, dann ergibt sich:

/umh2 Oy(z)dz = /uwrh2 (/(OO’O) (2,2 —y)) My(dy) + D_p - H;{(z)) d=

+h1 +hi

[ (/ (2, ) =) Tg(a)
+D;p, : (HH(lu + hy) — Iy (u + hy))

— /(_0070) </hl My ((u+ z,u+ 2 —y)) dz> 4 (dy)
+D7]:I : (ﬁH<U + h1> - ﬁ')—[(u + hg)) . (512)

Aus der Annahme (5.54) folgt mit der Eigenschaft (2.8):

M < 27, Yu > ug(z),
Iy (u)

fiir ein hinreichend grofes ug(z). Mit dem Satz von Lebesgue erhilt man:

1 ha —
lim = / Uy (u+z) = Hp(u+ 2z —y)) dz
u=oo () Ji, ( )
h2 h2
@8 / (e_az — e_a(z_y)) dz=(1- eo‘y)/ e dz
hl hl

= é (1 —e™) (e‘ahl — 6_‘”'”) ,
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wobei die Konvergenz gleichmifig in y < 0 ist. Wenn man (5.12) durch Iy (u) teilt und
den Grenzwert fiir u — oo bildet, dann erhélt man mit dem Satz von Lebesgue:

ho =+
i (M) i

u=00 Jp, 13 (u)
1
- /( )5(1 — %) (6 ol e_ah2) 4(dy) + D_g (e_ahl e_ahQ)
—00,0
1
= Loy ([ amen myn 0 a)
o (—00,0)
1 1
(3209) 1 (e—ahl e—ahz) U (—ia) = — (e—ahl —ah2> U (i)
Q o
_ 1
(3:7) - (e—ozhl _ e—ah2) (I)ﬁ<&)' (513)
o

Abschlieflend nehmen wir eine beliebige Folge (u,)ner mit u, — 00, n — oo, und eine
Teilfolge (Uy,)ner mit @, — 00, n — o0o. Mit dem Satz von Helly, siehe Bauer [5], S.248,
existiert der Grenzwert:

Uy, —00 HH(“n)
Mit Fatous Lemma, siche Jacod [21], Theorem 9.1(e), gilt in (5.13):

h ho 771 / ~

2 2 1 . 1 -

/ p(z) dz < lim )i(u—:i—z) dz = — (M — e7*"2) Uy (—ia) < oo,
h =00 Sy Ty(in) a

und daran sieht man, dass die nicht wachsende Funktion p(z) fiir z > 0 endlich ist. Mit
der dominierten Konvergenz gilt in (5.13):

ho 1
/ p(z) dz = = (e — e ") U (—ia),
ha «

und mit Differentiation ergibt sich: p(z) = e”**WU 4 (—ia), Yz > 0. Diese Gleichheit gilt
auch fir alle Teilfolgen (@, )ner und daher erhdlt man:

Ty (u+ 2) ~ e o (—ia) Ty (u), u— .

Da L@ bzgl. Tailiquivalenz abgeschlossen ist, siehe Theorem 2.4.8(a), ist ﬁ; € £ und
(5.9) gilt. O

Auch fiir ﬁ; € L gibt es eine Beziehung zu Ily. Dafiir definieren wir
@) =T + [ Ty, o2 1
1

wobei Iy (z) = Ix((—o0,—x)), > 0, ist und "< die asymptotische Aquivalenz be-
zeichnet, siehe Definition 2.1.11.
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Proposition 5.1.4 (Klippelberg et al. [26], Proposition 5.4)
FEs gelte die Annahme (5.5) und ﬁ; cL.

(a) Wenn [[“IIy(y) dy = oo ist, dann gilt:

i Y
Iy (u x/ (—) Mx(u+dy), u— oo. 5.14
w = [ () e (5.14)

(b) Wenn [ Tx(y) dy < oo ist, dann gilt:
Tl () x/( )ﬁ;(y) dy, u — oo. (5.15)

Beweis:
Geméf der Definition 2.1.10(b) gilt:
—_— [ _+ —_—
g (2) =g(z) = Hy((—o0, —2)) =TIz ((2,00)) = I_p(z) = Il_p(x), = >0,

und, weil IT;(z) > 0 fiir alle 7 > 0 gilt, ist

Atw)i= [Tyl ay = [T g00) ay

fir alle z > 0 positiv. Aus Theorem 5.1.1(b) erhélt man durch partielle Integration:

M) = [ O)ﬁ*< ) Valdy

= [T wVa]” [ Vel Tt ay)
(—00,0)
- / Vi (—(s — u)) Tx (ds), u > 0. (5.16)
(u.0)
Mit Proposition 3.5.5(d) folgt fiir alle y > 0:
1 Yy
Vi—y) = V. a(y) = —
i) = VW = G T e 0
= y - i = Y (5.17)

ST gty dt+D_gy  Aly)+D_p  Aly)

wobei sich die dritte asymptotische Aquivalenz aus der Betrachtung der Fille A(oo) = 00
oder A(oo) < oo ergibt. Aus (5.16) und (5.17) erhélt man:

Ty (u) = /(W) <—A(y . u)) My (dy), u> 0. (5.18)

Die Funktion

A(z) _ /OIM dy = /Olﬁﬁ(:vs) ds

T
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wéchst nicht in z und konvergiert gegen 0 fiir x — oco. Fiir z | 0 hat sie einen positiven
(moglicherweise unendlichen) Grenzwert und der Kehrwert ag := lim,)g <x//l(q:)) ist

endlich (moglicherweise 0). Symmetrisch zu (5.16) gilt geméfl Vigon [32], Proposition 3.3:
Wy = | Vily =) [t} >0 (5.19)

Mit Vi (y) < Vi(oo) = 1/q ergibt sich aus (5.19) die Abschéitzung:

ﬁH(U) < EHX(U)
und damit erhalt man schlieflich
R ~ 1 r___
A(r) < A1) + 5/ y(y) dy, = > 0. (5.20)
1

L. Fall: [Ty (y) dy =

In diesem Fall 1st die rechte Seite von (5.20) asymptotisch dquivalent zu (1/q) [" I (y) dy
fiir + — oo. Fiir eine umgekehrte Ungleichung wéhlen wir ein xy > 1 so, dass Vi (zg) >
1/(2q) gilt. Dann ergibt sich fiir x > x¢:

~ ~

A(z) = A(1)+/$ﬁ (2) dz "2 A1) / /ZOO)VH — 2) My (dy)| dz

> / / (o) [Tx (dy)] dz
2z oo

> A<1)+2—q/ T (22) ds x/l To(2) dz, & — oo, (5.21)

Aus (5.20) und (5.21) bekommt man:

A(z) = / I (y) dy < A_(x), © — oo, (5.22)
1
und daher gilt: k= - A_(z) < A(z) <kt - A_(z) fiir 0 < k= < k' < oo, wenn & > ¢ > 1
ist. Mit partieller Integration in (5.18) folgt:
= —+ =t Yy
Tyo(u) = aglT: (u) +/ Tty d =2 u>o (5.23)
0 Aly)

Sei ﬁ; € L. Mit Fatous Lemma erhélt man in (5.23) die Abschétzung:

— =+
IT |
lim _f(u) = ag+ lim )i(u+y) d Ay
u—oo ] (U) u—oo [g HX )

v

ag —l— ( = lim — = 00,
y—00 A



und daraus folgt, dass der positive Tail ﬁ;(u) schneller gegen 0 geht als der Tail TTx(u)
fiir u — oo. Damit kann man weiter abschétzen:

Ay;u Iy (d Afo I (1, 4 + g
/(u,u+:c0) (A(y—u)> (dy) = (A(x0)> (( + x9))

AN
~~
s
s
(@)
N~
Al
=
Il
S
=
g
&
I
5
o
=

Fiir u — oo folgt schliellich:

— (5.18),(5.24) y—u
Ty (u) / - Iy (dy)
(utz0,00) <A(y - U))

(u+20,00) (A_y(y _u u)> Iy (dy)

8 /(uﬂ,m) (3 ) met

was (5.14) beweist.
2. Fall: [[“TIy(y) dy < oo
(5.20) ergibt A(co) < oo und damit folgt (5.15) aus (5.18). O

Bemerkung 5.1.5
Nach einem Ergebnis von Doney und Maller [14] ist das Integral auf der rechten Seite von
(5.14) unter Annahme (5.5) endlich.

5.2 Die Verteilungen der Ruingréflen

5.2.1 Die Verteilungen von X, —u, 7(u), L ' und X,

T(u) - LT(u) _

X bezeichnet den Wert von X beim Ruinzeitpunkt 7(u), L_1 - ist ein Zeitpunktes,

der mit der Leiterzeit kurz vor dem Ruin korrespondiert, und X Ly ist die Position
T (u)™

des Leiterhohenprozesses zu diesem Zeitpunkt. Sei Ty(u) := inf{t > 0 : H; > u} die
Uberschreitungszeit von H. Weil X genau dann u zum ersten Mal zum Zeitpunkt 7(u)
tiberschreitet, wenn H das erste Mal u zum Zeitpunkt T (u) iiberschreitet, gilt: X, (,) =

HTH(u); TH(U) = inf{t > LT(u) : XLgl > u} = LT(u) und XLZ1 = H; = HTH(u)*-

Da Hy = X1 auf {t < Loo} ein Subordinator ist, ist die gemeinsame Verteilung von

XL 1 = HTH(U und X, ) = Hp, ) nach Proposition 3.6.9(a):
L=

P (XL 1 edy, Xrw) € dz) = Vi (dy)ly(dz — y).
Er=
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Um die Verteilung aller 3 Gréflen zu bestimmen, muss man Proposition 3.6.9 erweitern,
indem man analog zu seinem Beweis vorgeht. Dafiir braucht man eine Identitét, die analog
ist zu

Bl7 (X Yol = [ 10 [ oot atas) vitan),

T(u)™ —y

wobei f und g nicht-negative, messbare Funktionen sind mit g(u) = 0.

Theorem 5.2.1 (Klippelberg et al. [26], Theorem 2.4)
Set u > 0 fest. f,g und h seien beschrdnkte, positive und messbare Funktionen, so dass
g(u) = 0 ist. Definiere

Vh(dy) — / et /[ ) B(He- < dy. £ € dg) i, y 20
0 0,00

Dann gilt:
E { f (XLzl ) 9 (Xrw) b (L;j(u)_> , r(u) < oo]
()~
—[ s [ gy s) uds) Vi) (5.25)
(0.0] (uy00)
Beweis:

Auf {t < Ly} ist H ein Subordinator und L, L et~ expo(q), ¢ > 0. Mit Ty (u) = Ly

gilt: {7(u) < oo} = {Th(u) < L }. Wir beginnen mit der linken Seite von (5.25) und
zerlegen das Ereignis {Th(u) < Lo} in die Teilereignisse {Ty(u) = t} fiir 0 < t < L.
Daraus folgt:

E {f (XL_1 ) 9 (Hry ) b (L;(lu)_)  Tor(u) < Lml

Ty (u)

—E Z f(H-)g(He- + AHt)h(L;_l)l{Hr <u<Ht+AHt}]

L0<t<Loo

=K / qe” ¥ Z f(He=)g(Hi- + AH)R(L; ) 1 pt, <uct +am0) dy]

0 o<t<y

=K Z efqtf(Hr )Q(Ht* + AHt)Mﬁ;l)l{Ht, <u<H,— +AHt}] ’

Lt>0

Der Sprungprozess (AH;)¢>o ist ein Poisson-Punktprozess mit Intensitédtsmafl [Ty, und mit
der Kompensationsformel A.2.2 und Fubini folgt, dass der letzte Ausdruck identisch ist
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zZu

/ ) [f(Ht)h(ﬁt—l)l{Ht_ <u}/( )g(Hf + ) 1w, ssu) HH(ds)} dt
0 0,00

- /0 e ( /M /[0 1) /(u_ym)g<y+s> oe(ds) P (M- € dy, £; d¢)) it
P /H o NG ()

(/ eqtém) Ht—edy,ﬁ Gd(b)dt)
= s [ gt M) Vi)

O

Mit der Bedingung g(u) = 0 wurde im Beweis von Theorem 5.2.1 der Fall ausgeschlossen,
dass die Verteilung von X,(,) ein Atom bei u hat. Dieser Fall kann nur dann eintreten,
wenn X aufwirts kriecht, d.h.

P(Xrw =u,7(u) < o00) >0, Yu >0,

was nach Theorem 3.6.13 dazu dquivalent ist, dass H bzw. H einen positiven Driftkoeffi-
zienten Dy = Dy hat. Wenn Dy > 0 ist, dann gilt mit Ty (u) :=inf{t > 0: H; = u} =
TH
[,00)

P(Xrw) = u,7(u) <o00) = P(Hg, =u, Ly, 1 < 00) = P(Ty(u) < L)
= / / qequSPTH()Edt) E[_qTH(“)],u>O.

Desweiteren hat das Erneuerungsmafi Vi (dy) fir Dy > 0 nach Proposition 3.6.9 und
Theorem 3.6.13 eine stetige, positive und beschrankte Dichte V}, auf (0, 00), fiir die gilt:
V4 (04+) = 1/Dp und

P(Xrw) = u,7(u) < 00) = P(HT(H = u) = Dy - Vi (u), u> 0. (5.26)
Mit Theorem 3.4.8 folgt:
P(X () = u, 7(u) < 00) = P_,(7(0) < 00) "2 Cy - Viy(w), u > 0, (5.27)

wobei Cy > 0 die Kapazitét eines einzelnen Punktes bezeichnet. Aus (5.26) und (5.27)
folgt, dass Cy gleich dem Drift Dy ist. Unter der Voraussetzung Dy > 0 sind auf {7(u) <
oo} einzelne Punkt also nicht essentiell polar fiir H, siehe Definition 3.4.5, d.h. fiir jeden
einzelnen Punkt gibt es eine Nichtnullmenge aus Startpunkten, von denen aus H den
einzelnen Punkt erreichen kann.

Aus Theorem 5.2.1 kann man nun die Verteilung des Uberschusses X7(u) — U, der Ruinzeit
7(u) und weiterer Ruingréfien ableiten. Dabei wird nochmals gezeigt, dass Dy = Cp ist.
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Korollar 5.2.2 (Klippelberg et al. [26], Korollar 2.9)
Mit der Konvention Dy - Vi (u) = 0, wenn Dy = 0 ist, gelten folgende 4 Faltungsiden-
titdten fir u > 0:

(a) P(X ) —u>x,7(u) < oo) = f(o,u} Iy (u+z —y) Vi(dy).

(b) P(1(u) < 00) = f((],u) My (u — y) Vu(dy) + Dy - Vi (u) und Dy = Cy (in (5.27)).

(C) P (XT(u) > u, LZTl(u)_ > va(U) < OO) = f(O,u) ﬁH(u - y) VH(dy; ¢);
wobei Vi (dy; v) = [[° e " P(H, € dy, L' > ) dt ist.

@B (X > 07w <) = fy Tiu =) Valda) + D Vi) &€ [0.0).

Beweis:
(a) Wenn man f =h =1und g = 1.5z, in Theorem 5.2.1 wéhlt, dann gilt:

Vi (dy) = / ¢ TB(H, € dy) dt = Vi(dy), y > 0,
0

und

P( X —u>x,7(u) <oo) = E [1{XT(u)>x+u}>T(u) <00
= / / 1{y+s>x+u} HH(dS) VH(dy)
(0,u] J (u—y,00)

= [ Thutay) Valdy), 220
(0,u]

b) Wenn man beide Seiten von Korollar 5.2.2(b) mit e™**, v > 0, multipliziert und iiber
u € [0, 00) integriert, erhélt man:

/ e ""P(1(u) < 00) du = / e (/ Iy (u —y) Vu(dy) + Dy - VI,{(U)) du.
[0700) [0700) (Oru)
Mit Proposition 3.6.7 und Proposition 3.5.5(a) folgt fiir die linke Seite:

/ e ""P(r(u) < 00) du = / e " qV g (u) du
[0,00) [0,00)

= / e " du — q/ e "V (u) du
[0,00) [0,00)

a4 %)
voy(v) voy(v)

% (5.28)
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Fiir die rechte Seite gilt:

/ / e "y (u —vy) Vi(dy) du + / e "Dy - Vi(u) du
[0,00) / (0,u) [0,00)

Cauchy_Produkt ( / e " Ty (u) du) : ( / e Vi (u) du) +vDy / eV (u) du
[0,00) [0,00) [0,00)

- (LM ) ) s

Vf[o,oo) e Ix(y) dy +v- Dy B f[O,oo)(l — e ) My(dy) + v - Dy
vOp(v) a v® (V)

(38) Dy (v)
v®y(v) (5:29)
Da (5.28) und (5.29) identisch sind, folgt die Gleichung in (b). Wenn man den Grenzwert
von (a) fiir £ — 0 in (b) einsetzt, erhélt man:
P(7(u) < 00) = P(Xr() > u, 7(u) < 00) + Dy - Vi (u).
Daraus folgt:
P(X, =u,7(u) < 00) = Dy - Vi (u), (5.30)

und aus dem Vergleich mit (5.27) ergibt sich Cy = Dpy.
(c) Wenn man f =1, g = 1{.554 und h = 15y in Theorem 5.2.1 wéhlt, dann gilt:

Vir(dy: ) = V') (dy) = / et P(H, € dy, £ > ) dt, y > 0,
0
und

]P’(XT(u)>u—i—x,LZ1 _>w,7(u)<oo> = E

(w)

1{X7(u)>z+u}1{LL1 >,¢}7 T(u) <00

T(u)”
= / / 1{y+s>x+u} H'H(ds) VH(dy? 7/’)
(0,u] / (u—y,00)

Mit = — 0 folgt die Behauptung.
(d) Wenn man f = 154}, ¢ = l{saquy und A = 1 in Theorem 5.2.1 wihlt und den
Grenzwert © — 0 bildet, dann gilt fir ¢ € [0, u):

P (XL1 > ¢, XT(u) > u, T(u) < OO) = /( | 1{y>¢}/( ) 1{y+s>u} HH(dS) VH(dy)
0,u u—1y,00

L (u)=

— [ Tu—) Valdy) (531)
(¢,u]
Weil auf {XT(U) = u} fast sicher {XLZI = u} gilt, folgt fiir ¢ € [0, u):
(u)~
P <XL21 > (b’XT(u) =u, T(“) < OO) = P (XT(u) = U,T(u) < OO)
T(u)—
O Dy Viy(u) (5.32)
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und aus (5.31) und (5.32) ergibt sich (d). O

Vergleich mit den Ergebnissen im klassischen Fall

Die Aussage 5.2.2 (b) hat zwar Ahnlichkeit mit der Pollaczek-Khintchine Formel (4.17)
im klassischen Fall, aber man kann (4.17) nicht daraus ableiten. Das liegt daran, dass
man im Beweis von 5.2.2(b) "V (0) = 0” benutzt hat. Im klassischen Fall gilt hingegen
Vi (0) = p > 0. In Kapitel 4 ist ndmlich fir X der Punkt 0 irregulér fir {0} und es gilt
nach Proposition 3.5.5(b):

0<p="Vy(0)=E[inf{t >0: H; > 0}].

5.2.2 Die Quintupel-Verteilung fiir Uber- und Unterschuss

Theorem 5.2.1 wird in diesem Abschnitt erweitert und die gemeinsame Verteilung der 5
GroBen aus Theorem 4.3.3 bestimmt, die beim Uberschreiten einer Schranke u auftreten.
Wie in Abschnitt 3.6.4 sind k(a, 3) bzw. &(a, ) fiir o, > 0 die bivariaten Laplace-
Exponenten des aufsteigenden Leiterprozesses (L; ', H;);>o von X und des aufsteigenden
Leiterprozess (L; ', Hy);>0 von X, siehe (3.20) und (3.21). Fiir den gestérten Subordinator
(L~', H) und den ungestorten Subordinator (L', H) bezeichnen Vg r-1)(dz,ds) bzw.
Vg i-1)(dz,ds) die bivariaten Erneuerungsfunktionen, siehe (4.24) und (4.25). Analog zu
Proposition 3.5.5(a) gilt fiir die doppelte Laplace-Transformation:

o0 [o.¢] 1
—Br—as -
e Vig-n(dx,ds) = , a,3 >0, 5.33
| iyl ds) = s (533)
o o0 1
e Prmas oo (dx,ds) = = , a,3>0.
| iy (drds) = o 0.

Desweiteren ist G der Zeitpunkt des letzten Maxmimus bis einschlieflich ¢ und G, der
Zeitpunkt des letzten Minimums bis einschlieflich ¢, siehe (3.22) und (4.26). Damit ist
G- der Zeitpunkt des letzten Maximums vor der Ruinzeit 7(u), 7(u) — G- ist die
Zeitspanne zwischen dem letzten Maximum vor dem Ruin und der Ruinzeit, X, — u ist
der Uberschuss iiber die Schranke w, u — X,(,)- ist der Unterschuss unter die Schranke u

und u — X~ ist der Abstand zwischen dem letzten Maximum vor dem Ruin und der
Schranke u, siche Abbildung 5.2. Desweiteren definieren wir die Unterschreitungszeit

T (xz):=inf{t > 0: X; <z}, z € R,

die eine Stoppzeit ist. Die gemeinsame Verteilung dieser 5 Groflen ist wie im klassischen
Fall und das folgende Theorem verallgemeinert Theorem 4.3.3.

Theorem 5.2.3 (Quintupel-Verteilung: Doney und Kyprianou [13], Theorem 3)
Fiir jedes u > 0 gilt aufx >0, v >y, y € [0,u], s,t > 0:

P (T(u) — ET(U)f € dt,@T(u)f € ds, Xrw) —u € dx,u — Xrw)- € dv,u — YT(U)f € dy)
= —Vigr-1)(u—dy,ds)V g -1 (dv — y, dt)lIx (dx + v). (5.34)
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Abbildung 5.2: G, (- ist der Zeitpunkt des letzten Maximums vor der Ruinzeit 7(u), 7(u) —
GT(u)_ ist die Zeitspanne zwischen dem letzten Maximum vor dem Ruin und der Ruinzeit,

Xr(w) — u ist der Uberschuss iiber die Schranke u, u — X (u)- ist der Unterschuss unter die
Schranke v und u — YT(U)f ist der Abstand zwischen dem letzten Maximum vor dem Ruin und
der Schranke u, wobei sich diese Grofien auf den Verlustprozess X aus Abbildung 5.1 beziehen.
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Beweis:

Dieser Beweis ist eine Erweiterung der Beweise von Proposition 3.6.9(a) und Theorem
5.2.1 und die Vorgehensweise ist analog.

Schritt 1:

Seien m, k, f,g und h positive, beschrankte und messbare Funktionen mit kompakten
Tréger und der Eigenschaft f(0) = ¢g(0) = A(0) = 0. In diesem Schritt wird gezeigt:

E [m (7(u) = Grwy-) k (Grwy-) (Ko@) — 1) g (0 — Xoquy-) h (v = Xray-)]

R T-(0)
&, / m(t— Gk (G)h(X,)w(X,) dt|, (535)

wobei w(z) = g(z) f(z o) f(x—2z) Tx(dz) ist und E, den Erwartungswert bzgl. des WmaSes

P, bezeichnet, siche Abschnitt 3.4.1. Wie im Beweis zu Proposition 3.6.9(a) wird das
Ereignis {7(u) < oo} in die Teilereignisse {7(u) = ¢} fiir alle 0 < ¢ < oo zerlegt und man
erhélt fir die linke Seite von (5.35):

E [m (7(u) = Grwy-) k (Gry-) f(Xrwy =) g (u = Xowy-) b (u — Xr)-)]

_ [ S (=G ) k(G ) g o~ X )b (u= X)Ly, 5 gy

0<t<o0o

f (X + AX; —u) 1{Axt>u_xt}} . (5.36)

(AX})i>0 ist ein Poisson-Punktprozess mit Intensitatsmaf Iy und daher wird (5.36) mit
der Kompensationsformel, siche Theorem A.2.2; zu:

E{/Ooom (t=Gi )k (Gr) g(u =X )h(u =X ) 1g, % oy

'/:O F(X, +e—u) Tix(de) dt}

—X,-

_E Uomm (t=Co )k (o) b (u =X ) 1, ooy (u— Xe) dt]
@ [ /O T (-G k(@) h (<K ) 1, oy (~X0) dt} L (537)
Fiir den dualen Prozess X = —X gilt: —X; = X, und mit (3.3) ist (5.37) gleich:
B | [ tuer-apm (e - GORG) X w(x:) at].

was der rechten Seite von (5.35) entspricht. Mit der Annahme f(0) = ¢g(0) = h(0) =0
wurde bei der Rechnung der Fall ausgeschlossen, dass X die Schranke u durch Kriechen
iiberschreitet.

Schritt 2:
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Als néchstes zeigen wir die Identitét:

E,

/ = G R (G) b (X w () dt]

_ / / / / m()k(s)h(u — O)w(u + ¢ — 0) Vg ;1) (d8, ds) Vi pr(de, dt), (5.39)
tel0,00) J p€[0,00) J s€[0,00) / 0[0,u]

die eine Verallgemeinerung von Theorem VI.20 in Bertoin [6] ist. Fiir ¢ > 0 und eine von

X unabhéngige ZV e, 4 expo(q) gilt:

E,

(0)
/0 m(t —G,) k(Gy) h(X,) w (Xy) e—qt]

= B [m (o= G ) b (G ) () v (X, = Xy 4 X) T 539

Nach Theorem 3.6.11(a) sind (G,
ist (5.39) gleich:

/ / / / Vh(u — 0)w(u + ¢ — 6) P(—ge cdo, G, € ds)
te[0,00) J p€[0,00) J s€[0,00) OE[Ou ! !

P (Xeq ~ X, €dpe,—G,, € dt) . (5.40)

X.,)und (e, — G, , Xe, — X, ) unabhéngig und damit

—€q’

Nach der Wiener-Hopf Faktorisierung (3.23) haben X, — X, und X, , die gleiche Vertei-
lung unter P und damit wird (5.40) zu:

l/ / / / m(t)k(s)h(u — Ow(u+ ¢ —0) P (—geq €dl,G,, € dS)
4 J[0,00) J[0,00) /[0,00) / [0,u]

P (X., € do,G., € dt).(5.41)

Da in diesem Kapitel Lokalzeiten verwendet werden, so dass in der Wiener-Hopf Faktori-
sierung (3.24) k' =1 gilt, folgt mit (3.27):

q = (¢, 0)k(q,0), ¢ > 0.
Desweiteren wird im Beweis der Wiener-Hopf Faktorisierung die Identitéat

o] a0
k(o + g, 5)
benutzt, aus der mit (5.33) folgt:

)
al0 (g, 0)

P (X., € dp,G., € dt) = Vig 1) (do, dt), (5.42)
wobei die Konvergenz vage ist. Fiir P (—Keq €dl.G,, € ds) /k(q,0) gilt analog:

. 1
lim —
alo %(q,0)

P (—geq €dd. G, e ds) — Vi) (d6, ds), (5.43)
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Aus (5.41) erhélt man fiir ¢ | 0 mit (5.42) und (5.43) die Identitét (5.38).

Schritt 3:

Wenn man die Ergebnisse (5.35) und (5.38) der ersten beiden Schritte kombiniert, dann
erhdlt man:

E [m (7(1) = Grw-) b (Goguy-) £ (X — 1) g (1 — Xogu-) b (10— Xruy-)]
/>0 e[o 1,0<y< >0t>0m(t)k<5)f(x)g(v>h(y)

G - € dt, GT(U)— € ds XT(u) u € dr,u — XT(U)— € dv,u — YT(U)— € dy)

/ooo /[000)/[000 /M —0)g(u+¢—0)

/( o )f(n (u+ ¢ —0)) Ux(dn) Vim,-1)(d0,ds) Vg -1)(de, dt). (5.44)
u-+ o]

Wenn man in (5.44) y = v — 6 und dann y + ¢ = v substitutiert, erhdlt man:

/Ooo)/[yoo>/[ooo /ou] hy)g(v)
/( O ) 1) Voo ) Vi = ..

Wenn man schliefllich n = v 4+ x substituiert, dann folgt:

E [m Griwy-) k (Griw)- )f(Xr(zo—u)g(u—Xr<u>—)h(u—yﬂu)—)}

/[000 /yoo)/[ooo)/mu] h(y)g(v)

/(0 )f( z) Uy (dr +v)(=1) Vig,r-1(u — dy,ds) Vig p-1)(dv — y,dt)
und damit folgt (5.34). O

Aus dieser Identitidt kann man Theorem 5.1.1(b) ableiten, wobei auch Proposition 3.6.9(a)
gezeigt wird.

Korollar 5.2.4 (Doney und Kyprianou [13], Korollar 6)
Fiir alle w > 0 gilt:

My = [ Watutw) V) == [ Txl—) Vil

wobei Vi die Erneuerungsfunktion von H gemdf$ (3.13) ist und Vi die Erneuerungsfunk-
tion von H.

Beweis:
Wenn man die Quintupel-Verteilung auf den aufsteigenden Leiterhéhenprozess H von X
anwendet, dann ergibt sich fiir die Randverteilung fiir > 0 und y € [0, ul:

P (XT(U) —u€dr,u— X, - € dy) = Vg (u — dy)llg(dx + v), (5.45)
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was der Aussage von Proposition 3.6.9(a) entspricht. Wenn man die Quintupel-Verteilung
auf X anwendet, dann muss die rechte Seite von (5.45) iibereinstimmen mit:

VH(u—dy)/ x(dz +v) Vg(dv —y).

[y,00)
Daher gilt:
gy (de +y) = / x(dx +v) Vg(dv —y) (5.46)
[y,00)
und durch Integration iiber x € (0, c0) folgt die Behauptung. O

Um die Asymptotik dieser Verteilungen zu beschreiben, unterscheidet man wie in Ka-
pitel 4 in den Cramér-Fall und den Nicht-Cramér Fall.

5.3 Der Cramér-Fall im allgemeinen Modell
Wenn ein k7, € (0,00) existiert, so dass die Cramér-Bedingung
E[e"X] =1 (5.47)

erfiillt ist, dann folgt bereits daraus, dass X einen endlichen negativen Erwartungswert
hat, weil In {E [¢"%?] } auf [0, c0) strikt konvex ist und mit

In {E [eoxl}} =0=1In {]E [e”LXl]}

folgt E[X,] = In {E [e**1]}' |.—o < 0. Wie im Cramér-Fall des klassischen Modells, siehe
Abschnitt 4.3.2, existiert ein zu X assoziierter Lévy-Prozess X*Z mit KEF

Ko () =In {E |5 |1 = In {E [e0+00]} = {B [ 5]} (5.48)

und positivem Erwartungswert. Analog zu Theorem 4.3.4 bestimmt der aufsteigende Lei-
terhohenprozess H" von X"* die Cramér-Schétzung der RuinWS .

Theorem 5.3.1 (Cramér-Schitzung: Bertoin und Doney [8] Theorem,)
Sei angenommen, dass ein k; > 0 existiert, das die Cramér-Bedingung (5.47) erfiillt.
Dann gilt die Cramér-Schétzung:

Y(u) = P(r(u) < 00) ~ Ce™ ™" u — oo, (5.49)
wobei &1(0)
%y
"

ist, wenn E [XT*] < oo gilt, und sonst C' = 0.
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Beweis:
Unter der Bedingung (5.47) kann man den charakteristische Exponenten von X wie in

(3.15) auf den komplexen Streifen {I(\) € [—kr, 0]} fortsetzen und mit (5.48) hat der zu
X assoziierte Prozess X"t den charakteristische Exponenten

0 () = I {E [27] b = —In (B [e™1e ]} = Wi (A= iky), A€ R,

Fiir die Laplace-Exponenten @ des gestorten aufsteigenden Leiterhohenprozess H von
X und ¢"L des ungestorten aufsteigenden Leiterhohenprozess H*: von X*L folgt:

() = —In {E [e-AHfL]} - —1n{/Re—M P(H™ ¢ dx)}

= —In {/ e et P (H, € daj)} =—-In{E [e_’\Hle’“‘LHl}}
R
= (I)H()\ - IiL>.
Mit Proposition 3.6.7 ergibt sich:

P(Xw €dz) = ¢Vu(dr) = q/ P(H; € dx) dt
0

= q/ e "P(H* € dx) dt
0
— (I)H<O)€7KLIVHNL (dfﬂ), T Z 0.

Die Verteilung von H* ist nur dann auf ein Gitter konzentriert, wenn X ein zusammenge-
setzter Poisson-Prozess ist. Dieser Fall wird mit Annahme (5.2) ausgeschlossen und daher
konnen wir die Verteilung von H"L als nicht-gitterartig voraussetzen. Da X "L nach (4.34)
einen positiven Erwartungswert hat, ist H"% ein ungestorter Subordinator, und unter der
Bedingung E[X{*] < oo folgt mit dem Erneuerungstheorem von Blackwell, siehe Resnick
[29], Theorem 3.10.1(i), fiir jedes a > 0:

r+a a
/ FVP(X o €dy) = eFL” / "V P(X o € x + dy)
T 0

= @H(O>VH“L<('T7J: + a]) -

Das bedeutet, dass die Mafe
E[Hy*]

DA =30

e”“”/ "V P(X o € v +dy), A€ B(R), >0,
yeA

fiir x — oo schwach gegen das Lebesgue-Mafl konvergieren. Mit

_ o _ ) e
P(Xo > 1) = / P(Xo € 2+ dy) = H(BL) e-m/ e "V Dy (dy)
0 E [HT*] 0
folgt:
R Dy (0) /OO _ dy(0)
lim P(X o > u) = ———2e " e Y dy = ————e ", O
M PN >0 = g™ ), V= R[]
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Vergleich mit dem Ergebnis im klassischen Fall
Die Aussage (5.49) ist génzlich analog zu (4.29). Im klassischen Fall ist die Konstante C
fir E [X]*] < oo jedoch:
o t=p @y 2n(0)-p
K - p* kr - E[HTF]
da eine andere Lokalzeit verwendet wird, die zu einem anderen Leiterh6henprozess H bzw.
H* fiihrt.

5.4 Der Nicht-Cramér Fall im allgemeinen Modell

Wegen (5.5) hat X; einen negativen Erwartungswert, und daher ist die Cramér-Bedingung
(5.47) genau dann nicht erfiillt, wenn gilt:

E [e"*] <1, fiir alle v € (0, 00). (5.50

~—

Mit den Beziehungen zwischen ITy und 11y, aus Abschnitt 5.1.3 erhélt man analog zu (4.40
dquivalente Formulierungen fiir die Nicht-Cramér Bedingung (5.50), wobei My(«)
MH1 (a) ist.

~—

Proposition 5.4.1 (Klippelberg et al. [26], Proposition 5.1)
Sei o > 0 und es gelte Annahme (5.5). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) E [ev¥1] < 1.
(b) €™My (a) <
(C) MVH( )
(d) n{My(a)} = o Dy + [, (e = 1) Tly(dy) <
(e) — o (e —1— ole{|x‘<1}) [Ix(dx) > 0.

Wenn eine dieser Bedingungen erfillt ist, dann gilt:

< 0.

T = 1 ()} = 1“? - i (5:51)
Beweis:
Sei a > 0 fest und es gelte Annahme (5.5).
(a)<(b):

Die Lokalzeit beim Maximum bzw. Minimum ist so gewéhlt, dass die Konstante £’ in
(3.25) gleich 1 ist, und daher erhalten fiir u = —ic:

—In{E[e*"]} = W{E[e 1]} In {E [eaﬁll{kﬁo@}}}

=

~m{E[N]} = m{E[™] e} {E |2 ]
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Wegen P (limy_.,, X; = —o0) = 1 gilt fast sicher: H, <0, und E [eaHl} < 1. Daher ist

genau dann E [e*¥1] < 1, wenn e E [e®1] < 1 ist.

(b)&=(c):
Diese Aquivalenz folgt aus
My, (a) = / e Vi (dy) / e / e~ P(H, € dy) dt
[0,00) [0,00) 0
Fubini o —at > —qt t
b / e~ My, (a) df — / eI ML (a) dt. (5.52)
0 0
()&= (d):

Fiir den Subordinator ‘H gilt fiir a > 0:
W) = ~iDua+ [ (1= ) afdy)
(0,00)

und daraus folgt, wenn My (a)) < oo ist:

My(a) = E[e] = e "7 = exp {— (—DH o+ /(0700)(1 — ™) HH(dy)> }
— exp {DH Ca+ /(O’m)(eay —-1) HH(dy)} .

Mit der vorherigen Aquivalenz My, (o) < oo < My(a) < e? folgt die Behauptung.
(d)&(e):
Mit der Lévy-Khintchine Formel (5.1) und

E [eaXl] _ 6—\IIX(—ia) <1

1
& Uy(—ia) = —aa — 502042 - / (e* =1 — azlyy<iy(z)) Ix(dz) >0
R

folgt die Behauptung.
(5.51):
Die erste Gleichung folgt aus (5.52) mit der Rechnung
e M () > 1
M oz-/ ethtozdt—{ ¢ I } =
@)= J M) = | R @ |y T a = (@)}

und die zweite Gleichung ergibt sich aus der Wiener-Hopf Faktorisierung im Beweis von
(a)&<(b). O

Aus Annahme (5.5) folgt ¢ > 0 und damit gilt fiir o« = 0 immer e”7My(a) = e 9 < 1.
Daher kann man die Nicht-Cramér Bedingung (5.50) nach Proposition 5.4.1 dquivalent
formulieren als

e "My(a) < 1, fiir alle a > 0. (5.53)

Im klassischen Fall entspricht (5.53) der Annahme: Mp, () < 1/p, Ya > 0. Im Folgenden
betrachten wir ebenfalls die Klasse der faltungséquivalenten Verteilungen und nehmen an:

Iy eS8, a>0. (5.54)
Nach Proposition 2.4.13(b) ist (5.54) dquivalent zu P(H; < u) € S, a > 0.
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5.4.1 Asymptotik der Ruinzeit 7(u)

Wie in den Theoremen 4.3.7 und 4.3.11 fiir das klassische Modell gibt es auch im allge-
meinen Modell eine asymptotische Beziehung zwischen I1;; und der RuinWS .

Lemma 5.4.2 (Klippelberg et al. [26], Lemma 3.5)
Sei o > 0 und es gelte Annahme (5.54).

(a) Dann gilt fir alle t > 0:
P(H; > u) ~ t M} () y(u) ~ tME (a)P(Hy > u), u— oo, (5.55)
und daher ist P(H; > u) € S, vt > 0.
(b) Wenn zusdtzlich die Nicht-Cramér Bedingung (5.53) erfillt ist, dann gilt:

. P(r(u) <o00) q B o)
] TR ) R A

Beweis:

(a) Aus der Linearitdt des charakteristischen Exponenten in ¢ folgt, dass die unendlich oft
teilbaren ZVen H;, t > 0, das Lévy-Maf3 Iy, (-) = tIIx(-) haben und mit dem Faltungssatz
2.1.9 fiir die MEF gilt:

My, () = / e™ P(H; € dzx) = / e® P(H, € dx)' = Mj,(c).
0 0

Mit Proposition 2.4.13(c) gilt fiir ¢ > 0:
P(H; > u) ~ My, (o), (u) = t ML () (u), u — oo.

Dabei gilt, dass ﬁ; = Iy, weil H ein Subordinator ist. Wenn man auf My (o)l (u)
wieder die Aquivalenz 2.4.13(c) anwendet, dann erhilt man mit der Abgeschlossenheit
von S bzgl. der Taildquivalenz Theorem 2.4.8(a) die Aussage (a).

(b) Weil ‘H fast sicher nicht féllt, ist P(H; > u) nicht fallend in ¢ fiir festes v > 0. Mit
der oberen Schranke aus Lemma 2.4.12(b) folgt, dass fiir jedes ¢ > 0 eine Konstante K (e)
existiert, so dass V¢ > 0 und u > 0 gilt:

P(H; > u) < P(Hp s > u) < K(e)(My(a) + ) UTP(H, > ). (5.57)
Mit Proposition 3.6.7 und dominierter Konvergenz gilt:

P(r(u) <o0) _qV(w) _ 4

Tl (u) - Tl (u) N Ty (
Aus der oberen Schranke (5.57) und (5.55) folgt die Abschitzung:

P(l-[t > u) < P(H; > u) P(Hy > u)

My(u) = P(Hi>wu) Ty(u)
< K(e) (My() + )™ 205 (a), Yu > uo, t >0,

/ e " P(H, > u) dt, u> 0.
u) 0

e 4t
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fiir ein hinreichend grofles ug, wobei die rechte Seite intergierbar ist. Mit dem Satz von
der majorisierten Konvergenz von Lebesgue, siehe Jacod [21], Theroem 9.1(d), und der
Voraussetzung e~ My («) < 1 folgt:

lm DT <%0) / a0l >0
U—00 HH(“) U—00 0 HH(u)
Lebggue q/ lim e~ ]P)(l_(t > U) di
0 U—o© HH(U)

—~

a

= q/ e "tM;, () dt
0

[9],5.61 (e"IMp(a))* B . a)l — -
- qh—qﬂn{MH(a)})“ dt+thniMule)} = 1))

q
(¢ = In{Mpy(a)})*

Wenn e~ My () < 1 ist, dann folgt mit Proposition 3.5.5(a):

N

q _ q
(¢ — n{Mp(a)})? (¢ + p(—a))?
q 2

Dieses Ergebnis wird durch das folgende Theorem 5.4.3 noch erweitert.

Theorem 5.4.3 (Klippelberg et al. [26], Theorem 4.1)
Sei v > 0 fest und die Annahmen (5.5),(5.53) und (5.54) sollen gelten. Dann gilt fiir

u — Q!

q — q
P <o)~ i Y @ i) 0 G

und daraus folgt: C(u) = P(7(u) < 00) ES(O‘) fir u > 0.
Wenn umgekehrt Annahme (5.5) und C(-) € S gelten, dann gelten die Annahmen
(5.53) und (5.54) und die Grenzaussage (5.59).

Beweis:

= Sei @ > 0 fest und die Annahmen (5.5),(5.53) und (5.54) sollen gelten. Nach Proposition
2.4.13 ist die Annahme (5.54) dquivalent zu P(H; > u) ~ My (o)l (u) und mit (5.56)
folgt:

d QﬁH(U’) ~ d )
(¢ —In{My(a)}) (¢ — In{ My (a)})? M ()
< Fiir die umgekehrte Richtung gelte Annahme (5.5) und C sei definiert durch C(u) =

P(7(u) < 00) = qVy(u), u > 0. Desweiteren sei angenommen, dass C' € S ist, und
geméafl Theorem 2.4.7(b) gilt deshalb co > M¢(a) = gMy,, (). Damit ergibt sich aus

P(7(u) < 00) ~

P(Hy > u), u — oo.
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(5.52), dass e"9Mp(a) < 1 ist, und somit gilt (5.53). Nach Theorem 3.6.6(d) gibt es eine

von ‘H unabhéngige exponential verteilte ZV e, mit Parameter ¢ > 0, so dass L 4 €q
ist, und der Tail C' erfiillt die Eigenschaft

Cy(u) == C(u) = q/ e "P(Hy > u) dt =P(He, > u), u>0.
0

Mit der Voraussetzung C, € S erhilt man aus Lemma 2.4.12(a), dass fiir alle k € N
gilt:

o
i S0 _ kME (@), (5.60)

u—oo Cy(u)

Weil ‘H stationére und unabhéngige Zuwéchse hat, gilt

TF(u) = P*(H,, > u) (ZH > u) :P(Hzi;le@ > u) :IP’(HQ;(§ > u),

wobei (H");ey und (e!);ey unabhéingige Kopien von H,, bzw. e, sind. e ist die Summe
von k unabhéngigen exponential verteilten ZVen mit Parameter ¢ und ist daher I'(q, k)
verteilt. Damit gilt:

k 00
=T B q k—1,_—
O (u) = (k—l)!/o 1o B(H, > u) dt, u > 0,
und mit (5.60) folgt:
Ck* k o)
T A GO T A / 1o P, > ) dt = kME Y (o). (5.61)
= Tyl o (k= DI, (w) :
Schritt 1:

Sei A € (q(1-1/M¢,(a)),q(1+1/M¢,())), d.h. [1 = X/q| <1/M¢, (o). Wenn man beide
Seiten von (5.61) mit (1 — A\/q)*~! multipliziert und iiber k& € N summiert, dann erhélt
man fiir die linke Seite von (5.61):

R R B A O VL) A
lim — / T P(Hy > u) dt
u=oo C'y(u) ; 0 (k:— 1)! (He > u)
8 1 (1—A/q)F 1tk 1k
2 i / /Q) . T oat p(H, > u) dt
= lim _1 / qeqt Me=t P(H, > u) dt
u=oe Cg(u) Jo
. q Y
= lim — / e " P(H; > u) dt, 5.62
tim A [ ROt (5:62
wobei (x) wegen gleichméBiger Konvergenz gilt. Fiir die rechte Seite folgt mit M¢, (o) =
(5.56)
My, (0) “27 ¢/(q — m{My(a)}):
o) 2
Z( )\/C])k lk‘Mk 1( ) 1 = (q ln{MH(O‘)})Z. (563)
P (1- (1= XNaMg,(a))” (A =In{My()})
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Insgesamt ergibt sich aus (5.61),(5.62) und (5.63) die Beziehung

1 (¢ — In{My(a)})”

: Y _ u
gy =
die fiir A € (¢(1 —1/M¢,(«)),q(1 4+ 1/M¢,(c))) gilt. Nach (5.64) gilt:

Ca(u) = P(H., >u)

— 00, (5.64)

I v 7 A la = n{My(a)})’
— /\/O e MP(H; > u) dt ~ C,f >q(A—1n{MH(a)})2 .

Mit Theorem 2.4.8(a) ist daher Cy fiir A € (¢(1 — 1/Mc, (@), ¢(1 + 1/Mc,(a))) in S©@.
Schritt 2:
Fiir X € (¢,q(1+1/Mc,())) gilt: Me, (@) < AoMy, (a) = Xo/q - Mc, () und

1

M| 1+ —7=]>ql+1/Mcg,(a)).
( M, Cxg (a) )

Wenn man die Argumentation aus Schritt 1 fiir Ay statt fiir ¢ wiederholt, dann kann man

die obere Grenze des Anwendungsbereiches von (5.64) erweitern. Wenn man auf diese

Weise fortfahrt, dann erhilt man, dass (5.64) fiir alle A > ¢(1 —1/M¢, (o)) gilt. Fiir groBe

A kann man daher schreiben:
2

lim h e_’\t—P(l_lt > u) at = (= In{Mr(2)})
5, C,(u) ¢ (A = In{My(a)})”
[9] 8.65 (q— 111{](\]471(04)}) /0 e—)\ttM;f_‘(a) dt.

Mit dem Stetigkeitssatz fiir die Laplace-Transformation (Feller [19], S.433) folgt:

i P >w) _ (g IH{MH(O‘)})ZM;;(Q).
u—oo  Cy(u) q

Weil O, € S©@ ist, gilt mit der Abgeschlossenheit von S bzgl. Tailiquivalenz, siehe
Theorem 2.4.8(a): P(H; > u) € S©. O

Vergleich mit den Ergebnissen im klassischen Fall
(a) Fir a =0 ist (5.59) gleich:
1— 1
P(7(u) < 00) ~ —Ily(u) ~ =P(Hy > u), u — oo.
4q q

Im klassischen Fall gilt nach (4.41):

Fr(u), u— oo,

P(7(u) < 00) ~ 1fp
wobei IIy; = F; und ¢ = (1 — p)/p ist. Die grofe Ahnlichkeit der beiden Resultate
legt die Vermutung nahe, dass sich das Verhalten eines klassischen Verlustprozesses
(4.6) kaum dndert, wenn man ihn nur geringfiigig verdndert, so dass (5.2) gilt. Dieses
Verhalten werden wir bei den Beispielen in Abschnitt 5.4.5 beobachten.
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(b) Fiir > 0 gilt hingegen im allgemeinen Modell nach (5.59):

1 2ﬁH(u), u — 00,
(¢ — In{Mn(a)})

und im klassischen Modell nach (4.43):

P(7(u) < 00) ~

=) F(u), u— oo.
ap (1 — pMp, (@)* 7

Da in diesem Fall die Ahnlichkeit der Resultate geringer ist als fiir & = 0, scheint
sich eine Verdnderung des klassischen Risikomodells (4.6), so dass (5.2) gilt, fir
a > 0 stirker auf die RuinWS auszuwirken als fiir « = 0. Diese Vermutung werden

P(7(u) < o0) ~

wir in Abschnitt 5.4.5 anhand eines Beispiels bestétigen.

(c¢) Mit der Beziehung (5.9) ist (5.59) fiir o > 0 dquivalent zu:

- — T4 (u), u— oo,
(¢ — n{My()})? - Wy (—iar)

was mit Theorem 4.3.14 in klassischen Fall korrespondiert.

P(7(u) < 00) ~

5.4.2 Asymptotik des Uberschusses X7(u) —u, der Lokalzeit beim
Ruin L) und der letzten Leiterh6he vor dem Ruin X L

m(u)”

Nach der asymptotischen Verteilung des Ruinzeitpunktes 7(u) geht es in diesem Abschnitt
nun um die asymptotische Verteilung des Uberschusses X,y — u beim Ruin iiber die

Schranke u, der Lokalzeit L, beim Ruin und der letzten Leiterhéhe X L7 vor dem
()
Ruin.
Theorem 5.4.4 (Klippelberg et al. [26], Theorem 4.2)
Sei o > 0 fest und die Annahmen (5.5),(5.53) und (5.54) sollen gelten.
(a) Fiir alle x > 0 gilt:
lim P (X, () —u > z|r(u) < 00) = G(x), (5.65)
wobet
G(r) = c . (q — In{My/(a)} +/ (e — e27) HH(dy)) , x>0, (5.66)
(2,00)
der Tail einer VF ist.
(b) Fiir allet > 0 gilt:
lim P (L) > t[7(u) < o)
In{ M
= e~ (@~ In{Mrfe)h)t <1 +t(q — ln{MH(a)})—n{ z;(a)}) . (5.67)
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(¢) Fiir alle ¢ > 0 gilt:

lim P <XLLi<u> < ¢lr(u) < OO) — 1n{];4H(a)})2 (/(0,45] - VH(dy))@ 63)

Beweis:
Sei & > 0 fest und die Annahmen (5.5),(5.53) und (5.54) sollen gelten.
(a) Fiir x > 0, @ > 0 und u > 2a gilt mit Korollar 5.2.2(a)

P(Xrwy —u > x,7(u) < 00)

— /(O }ﬁH(U—l—l’—y) VH(dy)—l—/ My (u+ 2 —y) Vi(dy) (5.69)

(a,u]
(. (.
v~ v~

=:Ay =:Dy

und damit kann man die asymptotische Verteilung des Uberschusses zerlegen in

A B

lim P(X, ) — = lim lim ——————— + lim lim —————.
Jim P(Xr( = u > alr(u) < oo) = lim lim 5re oy + i i 5y < ooy
Schritt 1:

Aus Annahme (5.54) folgt mit der Eigenschaft (2.8) der Klasse £

TI _
lim M =e", Vy e R.

In A, ist z > 0 und y < a und deshalb ist der Integrand in A, beschrinkt durch

My (u+z —y) < Hy(u—a) < 2e*Ty(u), Yu > ug(a),

fiir ein hinreichend grofles ug(a). Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz von
Lebesgue folgt:

A, T .
m =t — / fim Tt T —y) Vir(dy) = / =) Vi (dy),
v lly(u)  Joa e Hy(u) (0]

und, weil II;; eine monotone Funktion ist, konvergiert der Ausdruck gleichmiBig in z > 0.
Mit dem Ergebnis (5.56) aus Lemma 5.4.2 erhélt man:

lim ———mmMm— = lim —
u—oo P(7(u) < 00) u—co P(7(u) < 00) - Iy (u)
(5.56) 1 / a(y—z)
= —— e Vi (dy
qM‘%H (a) (0,a] H( )

6—0511?

= G (MVH(a) - /(a,oo) e VH(@)) -
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Im Beweis von Theorem 5.4.3 wurde gezeigt, dass My, (a) < oo gilt, und daraus folgt, dass
das Integral im oberen Ausdruck gegen 0 konvergiert fiir @ — oo . Mit der Voraussetzung
(5.53) kann man Lemma 5.4.2(b) anwenden und erhélt:

A'u, e—az e—aa:

=@ m@).  (670)

lim lim =
o B(r(u) < ) gMiy (@)

Schritt 2:
Als néchstes wird B, aus (5.69) betrachtet. Durch partielle Integration erhdlt man:

B, = —/ Iy (u+z—y) Viu(dy)
(a,u)

= Thy(u+ 2 — a)Vu(a) — Tu@)Vu(u) — / Vilu+ 2 — s) T(ds)

[z, ut+z—a)

= Ty(u+z—a) (Vrla) = Vi(w) +/ Vi (u) Ty (ds)

[zu+z—a)

—/ Vi(u+x — s) y(ds)
[z,utz—a)

= Ily(u+z—a) (Vula) = Vi) +/ (Vu(u+z—s) = Vy(w) Hy(ds)

[z,ut+z—a)

= Iy(u+z—a)(Vu(a) = Vi(u) + C,. (5.71)

Nach Theorem 5.4.3 gibt es eine positive Konstante K, so dass P(7(u) < 00) ~ K - Ty /(u)
fiir u — oo gilt, und damit 148t sich der Grenzwert des ersten Summanden nach oben
abschétzen:

im lim T (u+z—a) (VH(G) — VH(U)) im lim My(u —a)Vn(a)
alaoo ulﬂoo ]P)(T(’LL) < OO) = alﬁoo UIHOO K- ﬁH(U>

5 1 -
29 = lim e Vy(a) 20, (5.72)

Dabei gilt die letzte Gleichung (%), weil nach dem Beweis von Theorem 5.4.3 My, (o) < oo
ist. Fiir 0 < 2 < a und w + z > a kann man den zweiten Summanden in (5.71) wiederum
zerlegen in:

-/, (VH%;_ %) M)+ Lo (VH(%;;_ R

D, E,
o T Tl (5.73)
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Im ersten Summanden von (5.73) ist s < @ und mit ¢V 5 € S man kann den Integranden
nach oben abschitzen:

VH(E+ T —5) —-1< M < 26 u > u(a),

fiir ein hinreichend grofles u;(a). Eine Konstante ist bzgl. I1y(ds) iiber s € (x,00), x > 0,
integrierbar und damit hat man eine integrierbare Majorante fiir den Integranden des
ersten Intergals gefunden. Mit Proposition 3.6.7 und dem Satz von Lebesgue folgt fiir alle
a>0:

f[m,a} (VH(U +x— S) — VH(U)) HH(dS)

u

lim ——* = lim _
u—oo P(7(u) < o0) u—09 gV (u)
Lebeague 1/ lim (VH(E—F =) — 1> Iy (ds)
q Jig,a) v Vi(u)
1
= / (e — 1) My (ds). (5.74)
[2.a]

Diese Konvergenz monotoner Funktionen ist gleichméfiig in x € [n, 00) fiir alle n > 0.
Im zweiten Summanden in (5.73) gilt wegen 2 < a < s: Vy(u+ 2 — s) > Vg(u), und
daher ist E, nicht negativ. Nach Theorem 5.4.3 gibt es eine positive Konstante K’ > 0,
so dass Vi (u) ~ K’ - y(u) fiir u — oo gilt, und folglich gibt es ein ¢y > 0, so dass
Vi(u) < co - Hy(u) fiir u > uy ist, wobei uy hinreichend grofi gewiihlt wird. Damit gilt:

Viut+z—8) = V) <Vyut+z—s) <c-Hy(u+z—s), firut+z— s> uy,

und FE, ist nach oben beschrankt durch ein Vielfaches von
/ My (u + 2 — 8) Ty(ds), fir u-+z—s > us. (5.75)
(a,u+x—a)

Die Bedingung u + = — s > us ist erfiillt, wenn man a > us wéhlt und s < u + = — a ist.
Weil ITx(-) # 0 ist, kann man zy > 0 wihlen, dass ITx(z) > 0 ist und a > z; gilt. Dann
definieren wir die VF o

13(2)

v(z) = (1 — m) “Le>z0),

die eine ungestorte VF auf [0, co) ist und den Tail (2) = II3(2)/TIx(20), 2 > 20, hat. Fiir
das Integral in (5.75) folgt:

/ (i + 7 — 5) Thay(ds) = TT(z0)? - / Dutz—s) v(dy).  (5.76)
(a,ut+z—a)

(a,u+x—a)

Aus der Abschitzung (5.75) und (5.76) folgt mit Lemma A.3.2:

E 1L —
lim lim —————— < lim lim ¢ / H(uiz s) I13(ds)
a—00 U—00 P(T(U) < OO) a—00 U—00 (a,ut+z—a) K- HH (u)
— K- lim lim Putz=5) oy = 0. (5.77)

a—00 U—00

(a,u+z—a) V(Z)

109



SchlieBlich ergibt sich aus (5.71), (5.72), (5.73), (5.74) und (5.77):

B D e
lim lim ————— = lim li “ = Y — ™) Iy (dy).
Jim i ety = Jim i g = [ e ) Ty
(5.78)

Insgesamt folgt aus (5.70) und (5.78) die Aussage (5.66).
(b) Sei t > 0 fest. Nach Theorem 3.6.6(a) ist L; ' eine Stoppzeit und mit der starken
Markov-Eigenschaft, siche Theorem 3.1.5, gilt auf {L;! < oo} = {t < L.}

() X5 = (X, = Xp)  und K57 = (X,

t

T XL_1)8>0 = (Ht+s - Hs)szo

t+s t
sind Lévy-Prozesse und unabhéngig von F Lt

(ii) Fiir alle s > 0 haben XX und X, bzw. XX und H, die gleiche Verteilung,
(iii) X% hat cadlag-Pfade und ist (F,-1,,).>0-adaptiert.
Damit gilt:
P(Lr@wy > t,7(u) < 00) = P(L; ' < 7(u),7(u) < 00) = P(X, -1 <u,7(u) < 00)
= P(Ht <u,7(u) <oo)=E [1{Ht<u,7(u)<oo}}
|:1{Ht<u’r w<oo} | Fr- H Og |:1{Ht<u}E [1{T(u)<oo}|7:L;1H

= E |:]-{Ht<u}]P)< < OO|f )}

(1:1) E [1{Ht<u}PHt T ) < OO)}

= E |:1{Ht<u}]P) T(U — Ht) < OO)}

=  E[lgg<yP(r(u— H;) < 00),t < L]
Thiﬁ'ﬁ —qt E |:]-{Ht<u}P( (U — Ht) < OO)}

= e_qt/ Liy<cutP(T(u —y) < 00) P(H,; € dy)

R

Prop:3.6.7

/( AVl ) PO € dy).
0,u

Den letzten Ausdruck kann man in drei Teilintergale zerlegen:

P(L()>t7'
:eqt</ / / )VHu—)IP(Htedy)
(0,a] (a,u—al] (u—a,u)
=: F| + I, + F3, (5.79)

wobei 0 < 2a < w ist. Analog zu Abschnitt (a) wird die Berechnung der asymptotischen
Verteilung von L., in 3 Schritte aufgeteilt.
Schritt 1:
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Wenn man (5.79) durch P(7(u) < oo) = qV i (u) teilt, dann kann man den Integranden
des ersten Integrals mit ¢V € S nach oben abschitzen mit
Valu—y) _ Va(u—a)
Via(w) — Va(u)

IN

2e*, u > usg,

fiir ein hinreichend grofles uz. Mit dem Satz von Lebesgue erhélt man:

lim eqt/ Via(u=y) P(H, € dy)
(0,a]

= ¢ / e P(H, € dy) = e (Mmm) - / e P(H, € dy>> :
(0,a] (a,00)

Mit der gleichen Argumentation wie in Abschnitt (a) konvergiert das Integral im letzten
Ausdruck gegen 0 fiir a — oo und es folgt:
F
lim lim ——— = e "M (a). 5.80
al»rgo u1—>nc’>lo P(T(u) < oo) € H(a) ( )
Schritt 2:
Nach Lemma 5.4.2 kann man a so wahlen, dass

Viul(y) < -Ty(y) < e -P(H > y)

fiir y > a und eine Kontstante ¢; > 0 gilt. Damit und mit der Tatsache, dass geméifl
Theorem 5.4.3 eine positive Konstante K existiert, so dass P(7(u) < co) ~ K -P(H; > u)
fiir u — oo ist, laBt sich der Grenzwert des zweiten Integrals aus (5.79) folgendermaflen
nach oben abschétzen:

o F o Vi(u—y)
lim lim ————— = lim 1 at P(H, € d
Jm 0 ) < o) i fim o [ gy Fee
C P(H: > u—y)
< lim 1 P(H; € d
< mime|  SpemtlEcued

wobei ¢ eine positive Konstante ist.
Schritt 3:
Mit partieller Integration erhélt man fiir das dritte Integral in (5.79):

ge ™ / Vi(u—y) P(H, € dy)
= ;e_q;)VH(a)IP’(Ht >u—a)—qe” "Vg(0)P(H, > u)
—ae [ B> ) Valu— dy)
= qe_qth(iL)Pkét >u—a) — qe” "V (0)P(H, > u)
e /(0 B> ) Vi) (5.82)
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Mit (5.55) und (5.59) gilt:

lim P(H; >u—s) lim P(H, > u—s) P(H1 > u—s) P(H; > u)
U—00 VH(U) a0 (H1 > Uu— S) ]P(Hl > u) VH(U)
= M (@)e™ (¢ — In{My()})” My()
=: m(t) - e

und
P(Ht > u— 8) < P(Ht > U)

Vi) = Vilu)
wobei K" eine positive Konstante ist und u4 hinreichend grof§ gew#hlt wird. Mit (5.82)
folgt:

S KH7 Uu 2 Uy,

L Fy
lim lim —
a—00 U—00 qu (U)

Vi(a)P(H, >u—a)  Vyu(0)P(H, > u)

= e % lim lim <

a—00 U—00 VH (U) VH(U)
]P)(Ht >u— 8) s
+ /(Oﬂ) V(o) Vi(d ))

Lebesehe o —at Jiy (VH(a)m@)eM—VH(O)m(t) + / m(t)e™ VH<d8))

4 (0,a)

—
=

* —aqt —lm m a) | =e m a !
2 o (0 Lm0 @) ) = i) (o) - 1)
() In{ My ()}

q(q — In{Mp()})
e "M, (o) (g — In{ My (a)})

(5.56) _
= (& qt

In{Myfa)} (5.83)
q

Die Gleichheit (x) folgt daraus, My, (a) < oo gilt und Vj eine gestorte Erneuerungsfunk-
tion mit Killingrate g ist, d.h. Vi (z) = 1/q¢ — Vu(z), > 0.

Insgesamt folgt aus (5.80), (5.81) und (5.83) die Aussage (5.67).

(c) Sei ¢ > 0 fest. Mit Theorem 5.2.1 gilt:

P (XL—1 < ¢, 71(u) < oo) = /(0 ]1{yg¢}ﬁﬁ(u — ) Vy(dy)

T(u)~

= /(o ) My (u—y) Vi(dy). (5.84)
und aus (5.59) folgt die Grenzbezichung:
lim My (u —y) o My(u—y) Ty(u)
S <o0) | ek M(w) P(r(u) <)
g = M)} )
q



Insgesamt erhélt man aus (5.84) und (5.85)

: : My (u — y)
lim P X,-1 < ¢|r(u) < = lim — = Vy(d
U—00 ( Ly Lo (u)— ¢| ( ) ) u=ce J(0,4] P(T(U) < OO) H( y)
Lebggue (q - ID{MH(O{)})Q / 6ozy VH(dy)
q (0]
wobei man den Satz von Lebesgue wegen My, (o) < oo anwenden kann. O

5.4.3 Asymptotik der Uber-und Unterschiisse

In diesem Abschnitt wird die asymptotische Verteilung der Uber-und Unterschiisse mit
Hilfe der Quintupel-Verteilung (5.34) untersucht.

Im folgenden Theorem wird der Unterschuss im Fall (a) wie in Theorem 5.2.3 von der
Schranke u ab riickwirts gemessen und im Fall (b) vom Ursprung ab aufwérts gemessen.

Theorem 5.4.5 (Doney und Kyprianou [13], Theorem 10)
Sei a > 0 und die Annahmen (5.5), (5.53) und (5.54) sollen gelten.

(a) Firt>0,y>0,v>yundx >0 gilt:

U—0o0

lim P (T(u) — GT(U cdt,Xrwy —u€dr,u— X (- €dv,u— YT(U)— € dy

T(u) < oo)

= %eay dy Vig z-1y(dv —y,dt) Hx(dz + ).

(b) Fir x>0 gilt:

/ / hrnIP’( ) — U € dr,u — Xo(y)- Edv,u—yT(u)— € dy|T(u) <oo>
v€(0,00) Jye(0,w) YT
= —/ HH(CZ.T + y) w dy
qa Jo

Beweis:
(a) Wenn man in (5.34) die Randverteilung iiber G- bildet, dann gilt mit Proposition

3.6.7:
T(u) < oo)

Weil ¢V wegen Annahme (5.54) in S(@ ist, ist der letzte Ausdruck mit der Eigenschaft
(2.8) gleich:

lim P (T(u) — GT(u cedt,Xrw)y —u € dr,u— Xy €dv,u— YT(U)f € dy

U— 00

— lim —VH(U - dy)

S Vg ion(dv —y, dt) lx(de + v).

geo‘y dy Vig p-1)(dv —y,dt) Hx(dz +v).
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Mit der schwachen Konvergenz folgt die Behauptung.
(b) Mit der Grenzverteilung aus (a) gilt:

/ / Jﬁﬁ( rw) — € dr,u— Xo)- € dv,u— Xo)- € dy
(0,00) Jye(0,v)
= / / —eay dy Vi (dv —y) lx(dzx + v)
(0,00) Jye(0,v)
q y€(0,00) vE[Y,00)

(5.46)

46) / e Ty (da + y) dy.
q y€(0,00)

T(u) < oo)

Theorem 5.4.6 (Doney und Kyprianou [13], Theorem 11)
Sei o > 0 und die Annahmen (5.5), (5.53) und (5.54) sollen gelten.

(a) Firs,t >0, 2>0,60>0 und ¢ <0 gilt:

lim P(T(u) — @T(u)— € dt,aT(u)— € ds, XT(U) —u € dx,

uU— 00

XT(U)— S d¢,77(u)— € df

T(u) < oo)

Bry(—))2D;
= Vig,-1y(df, ds) V(FI,El)(Q — dg, dt) alg £ Oul qa)) H(Oz)efa(“*d’) dx.

(b) Fir x>0 gilt:

/ / lim P (X (w) —UE dx XT(U S d¢, rw)- € do
$€(0,00) J OE(p,00) ¥

_ q -+ q)H<—Oé)
q

rlu) < o)

ae” " dx.

Beweis:

(a) Wenn man in der Quintupel-Verteilung die Variablen tauscht, dann erhélt man:

P (T(u) — @T(u)f € dt,@T(u)f €ds, Xr(wy —u € dr, X )~ € do, X (- € db

T(u) < oo)
Viulu)
Mit Theorem 5.4.3, —In {My/(a)} = ®3/(—a) und Proposition 5.1.3 gilt:

= Vim,1-1)(d0,ds) Vijz p-1)(0 — do, dt)

_ 1 _ 1 .
V) Y g )P () X T
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und daraus folgt:

o DXzt u=0) (g4 @r(=0))* ()T (u — (6 — da))

- (5.86)
umee qVi(u) umo qTTy ()

Mit Annahme (5.54) und der Beziehung (5.9) ist auch ﬁ; € 8% und mit der Eigenschaft
(2.8) ist (5.86) gleich:
Byy(—a))2®;
(q + 7‘{( Oé)) H(a> aefa(xf
q

woraus sich die Behauptung ergibt.
(b) Mit der Grenzverteilung aus (a) erhélt man:

/ / limIP’(X()—ued:vXT(u cdp, X 6d07‘(u)<oo)
$€(0,00) JOE(¢,00) “T

_ / / (q + q)H(_a))Z(I)f[(a) ae—a(x—qﬁ) dr VH(dQ) VH(Q _ dqb)
¢€(0,00) J (¢, 00 q

Mit der Identitat - .
«Q e “Va(x) de =
[ vt ar= 5

¢) de,

aus dem Beweis von Proposition 3.5.5 folgt:

/ / lim P ( ) — U € dt, Xy € d, Xy € dB
$€(0,00) J OE(p,00) WX
d Rog
(44 Pr(-0)’®p5(0) o\ / / ¢ V(6 — do) Vir(d6)
q ¢€(0,00) J O€(¢p,00)

(P _
— H—Maefam d:c
q

T(u) < oo)

Bemerkung 5.4.7

e In Theorem 5.4._6(&) erkennt man eine asymptotische Unabhéngigkeit zwischen der
Verteilung des Uberschusses X;(,) — u und der gemeinsamen Verteilung der Un-
terschiisse u — X;(,)- und u — X ,)-.

e Mit den Theoremen 5.4.5 und 5.4.6 kann man die Grenzverteilung (5.66) folgender-
mafen interpretieren. Aus der Identitdt in Theorem 5.4.5(b) folgt:
T(u) < oo)

/ / hmP( ()—u>x,u—XT(u)fEdv,u—XT(u € dy
v€(0,00) Jye(0,w) ¥
/ / e™ dy 1y (dz)
z€(x,00) Jye(0,z2—x)
- ( / (e7 — o) HH(dz)) . (5.87)
q z€(x,00)
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Fiir Theorem 5.4.6(b) erhélt man entsprechend:

/ / lim P (XT(U) —-u>ux, XT(U)— € dgﬁ,yf(u)— S d9[7’(u) < OO)
¢€(0,00) JOE(,00) “TT

b (—
= 4T Ty + Pr(=a) / ae”* ds
q (z,00)

—axr

(¢ + Pn(-a)). (5.88)

Daher liegt die Vermutung nahe, dass sich die asymptotische Uberschussverteilung
(5.66) aus diesen beiden Uberschussverteilungen zusammensetzt und der asympto-
tische Uberschuss daher durch eine der beiden Sprungarten verursacht wird.

5.4.4 Spezielle Resultate fiir den subexponentiellen Fall

Fiir den Fall & = 0 kann man die Aussage (5.66) sogar verschérfen, wobei die Annahme
(5.53) wegen e 7M(0) = e~ ? < 1 automatisch erfiillt ist.

Theorem 5.4.8 (Klippelberg et al. [26], Theorem 4.4)
Sei o = 0 und es gelten die Annahmen (5.5) und (5.54). Dann gilt Yz > 0:

1L
lim |P(X;w) —u > 2|7(u) < 00) — Uy (u +2)

lim T |~ 0 (5.89)

und die Konvergenz ist gleichmdflig auf [n, 00) und jedes n > 0.

Beweis:
Sei Il € S. Fiir a = 0 folgt aus (5.69) und (5.71):

— Thyy(u+ 2) (Vi (0) — Var(w)) + / (Varlu+ 2 — y) — Var(w)) Tyg(dy), u> 0,

und damit gilt fiir u > 0 die Abschéitzung

-0y <o 5
_ _ﬁH(u + )V g (u) Vialu+z —y) — Valu)
= ‘ ]P)(T(U) < OO) /[m,u_’_x) P(T(u) < OO) HH(dy)
My (u +2)V g (u) Vilutz—y) —Vulw)
: i /[r,u-HE) P(7(u) < 00) IT3(dy) - (5.90)

S

T P(T(ul< 00)

=:G1(u) ::é;(u)

Fiir o = 0 gilt nach Theorem 5.4.3: P(7(u) < oo) ~ 1/qlx(u), u — oo, und mit
V (0) = 1/q ist eine hinreichende Bedingung fiir (5.89), wenn (5.90) gegen 0 konvergiert

116



fir u — oo. Um (5.89) zu beweisen, muss man also zeigen, dass G;(u) und Gy(u) fir
u — oo gleichméfig in x € [n, 00), Vn > 0, gegen 0 konvergieren.

Schritt 1:

Mit Proposition 3.6.7 gilt:

IT
lim Gy(u) = lim u(u +2) =0,

U—00 U—00 q

wobei die Konvergenz gleichméfig in > 0 ist.

Schritt 2:
Fiir a > 0 und u > a zerlegt man Go(u) in:
Valu+z—y) -V Valu+z—y) =V
[z,ut+z—a) ]P(T(U) < OO) [u+z—a,utx) P(T(U) < OO)

Das erste Integral ist gleich C,/P(7(u) < o0), wobei C, das Integral aus (5.71) ist. In
Schritt 2 des Beweises zu Theorem 5.4.4 wurde gezeigt, dass

Ou e oz

lim lim = / e — ™) Tly(d
LB <00 0 S W)

gilt, wobei die Konvergenz gleichméflig in z € [n,00), Vn > 0 ist. Daraus folgt in diesem
Fall fiir a = 0:

Vilutz—y) = Va(u) IIy(dy) = lim lim G 0

lim lim
[z, utz—a) P(T(U) < OO) a—oou=00 P(T(u) < OO)

a—00 U—00

wobei die Konvergenz gleichmiBig in @ € [n,00), ¥ > 0 ist. Im zweiten Integral gilt
wegen u+zx —a <y <u+z: Vy(u+z—y) <Vg(0) und man erhilt:

Vilut+z—y) = Vy(u)

lim lim 3 (dy)
a—00 U—00 [ut+z—a,utx) ]P(T(U) < OO)
) - My ((u+ 2 —a)—) — My (u + )
< Jim lim Vi (0) ( P(7(u) < o0)

) kim lim Vu(0)g (HH((u T _ﬁaizfj)_ 1y (u + x))

a—00 U—00

(2__8) lim (eO(a—x) . 6090) — 07
wobei die Konvergenz gleichméfig in x > 0 ist. O

Die néchste Proposition zeigt, dass die letzte Leiterzeit vor dem Ruin auf {7(u) < oo}
fast sicher gegen einen festen Wert konvergiert

Proposition 5.4.9 (Klippelberg et al. [26], Proposition 4.5)
Sei o = 0 und die Annahmen (5.5) und (5.54) sollen gelten. Dann gilt:

lim lim sup P(Lzl( > ¢|T(u) < 00) =0.

$—00 Yoo )
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Beweis:
Mit Korollar 5.2.2(c) und (5.30) gilt:

P (L;l

7(u)~

> o, 7(u) < oo)

=P (XT(U) > u, sz(ur > ¢, 7(u) < oo> +P (XT(U) = u, L:(u >0, 7(u) < oo)

)
< / ot — ) Via(dy; 6) + P(X ) = 1, 7(1) < 00)
(0,u)

:/( )ﬁH(u—y) Vi(dy; ¢) + Dy - Vi (u)
0,u

:/( )ﬁH(U —y) Vu(dy; ¢) +/[ )ﬁw(u —y) Vu(dy;¢) + D - Vi (u),  (5.91)
0,a a,u
wobei 0 < 2a < u ist.
Schritt 1:
Fiir o = 0 gilt nach Theorem 5.4.3: P(7(u) < oo) ~ 1/qy(u), v — oo, und, weil
I3 (u—y) in y € (0, 00) nicht fallt, gilt:
: Ty (u —y) . qlly(u —a)
lim ———— Vy(dy;¢) < lim ———Vg(a;0
w0 f(g.0) P(T(1) < 00) (dy; 9) Ty )
(28) aa a=0
=" qe""Vi(a;0) = ¢Vu(a; 9).

Desweiteren gilt:

lim Vy(a;¢) = lim e P (Hy < a, L' > ¢) di

p—00 $—00 0
* 1
< Dim [ eP(L > 0) di= lim P (L) > 6) =0,
p—00 0 p—00 q q

weil fiir den ungestorten Subordinator £7! fast sicher gilt: £, " < co. Damit erhlt man:

. . . (0,a) ) . .
1 | | = lim lim ¢Vg(a; (25 = 0. 5.92
1m lim ulm p(r(u) < OO) 1 1m q H( ) ) ( )

Schritt 2:
Mit der Abschéatzung

Via(dy: ) = /0 TR (M, € dy, £ > ¢) di < /O T e UB(H, € dy) dt = Vig(dy), y > 0,
und Korollar 5.2.2(d) gilt fiir den zweiten Teil:
/[ )ﬁw(u —y) Vu(dy; ¢) + DuVis(u) < /[ )ﬁw(u —y) Vu(dy) + Du Vi (u)
=P <XL1 > a,7(u) < oo) .
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Mit (5.68) und Vg (oco) = 1/q folgt daraus:

o My (u —y) Vi(dy; ¢) + Dy Vir(u)
lim lim limsup
a—00 p—00 400 ]P)(T(U) < OO)

[a,u)

< lim (ﬁlim lim P (XLL1 > a|t(u) < oo)
a—00 O— 00 U—00 T(u)—

= lim (1 — ¢Vy(a)) =0. (5.93)
Mit (5.91), (5.92) und (5.93) erhélt man insgesamt:

lim limsup]P’(Lzl< > o|7T(u) < 00)

f(()’a) ﬁH(“ - y) VH(dy7 (b)

< lim lim lim

a—00 p—00 U—00 ]P)(T(’LL) < OO)
o Jiawo Tr(u = y) Vi (dy; 6) + eV (u)
+ lim lim limsup — =0
a—00 p—00 400 ]P)(’T(U) < OO)

Vergleich mit den Ergebnissen im klassischen Fall
(a) Die Grenzverteilung (5.68) der letzten Leiterhohe vor dem Ruin ist fiir a = 0:
lim P (XLLI < @|T(u) < oo) = qVu(9), Yo > 0.
u=oe m(u)”

Da H ein gestorter Subordinator mit Vgy(oo) = 1/q ist, hat die asymptotische
Verteilung die Gesamtmasse 1. Wenn jedoch o > 0 ist, gilt:

—In{M 2
Jim_ lim P (XLLI > ¢lr(u) < OO) — - My, (a) (¢ = In{My(a)})
—00 U—00 (u)— q
(5.56) 1 ()
= 1—-— >0,
qMVH (Oé)

wobei (x) wegen ¢V € S und My, (a) > 1 fiir @ > 0 gilt. Die Verteilung hat
folglich Masse bei co und ist degeneriert.

(b) (5.67) ist fiir a = 0 gleich:
lim P (L) > t[7(u) < o00) =e %, V¢ > 0.

U—00

Mit limy_o e7% = 0 und limyjpe % = 1 ist diese Verteilung nicht degeneriert. Mit
der Nicht-Cramér Bedingung (5.50) erhélt man fiir o > 0:

Jim e~ (ain{re)r (1 +H(q — 1n{MH(a)})—ln{M”(o‘)}> —0

und

In{ M
e O (1 g~ () PR )
: q

Damit ist diese Grenzverteilung fiir alle a > 0 nicht degeneriert.
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(c)

Fiir @ = 0 wird die Grenzverteilung des Uberschusses (5.65) zu:

— 1
lim P(X; ) —u > z|7(u) < 00) = G(z) = 5q =1, Vz >0,

und daraus folgt:

0 ,wenn x € [0, 00),

G(z) = lim P(Xr@) —u < 2|7(u) < 00) = { 1 wenn 7 — oo

U—00

Die VF G ist in diesem Fall degeneriert und, weil der Uberschuss immer oo ist, kann
der Ruin asymptotisch nur durch einen unendlich grofien Sprung eintreten.

Fiir o > 0 gilt hingegen lim, ., G(z) = 0 und

inGle) =t (- () + e [

z|0 z|0 q (x7oo)

_ mE (q —n{ M(a)} + e /

zl0 g (0,00)
In{ My(c 1
. { H( >}+_/ (6az_1) HH(CZZ>
q q J(0,00)
Prop 541 | aDy
—q .

Folglich ist fiir a > 0 die asymptotische bedingte WS, dass X {iber die Schranke u
kriecht, fiir u — oo gleich aDg/q > 0. Im allgemeinen Modell kann daher fiir o > 0
ein Ruin fiir groffe u sowohl durch Kriechen als auch durch Springen eintreten, wo
hingegen im klassischen Fall ein Ruin immer nur durch einen Sprung verursacht
wird.

(0 1) HH<dy>>

(€2 — 1) HH(dz))

= 1

Die Theoreme 5.4.3, 5.4.4 und 5.4.8 korrespondieren mit den Resultaten in Theo-
rem 4.3.9(a), wo die Grenzverteilung G fiir u — oo eine verallgemeinerte Pareto-
Verteilung ist.

Unter der Voraussetzung ﬁ; € L wurde im Beweis von Proposition 5.1.4 gezeigt,
dass I (u) /ﬁ;(u) gegen oo konvergiert fiir u — oo, und daher kann man die
Voraussetzung I3, € S in Theorem 5.4.8 durch ﬁ; € S ersetzen.

Aus der gleichméfliigen Konvergenz in (5.89) erhilt man mit den asymptotischen
Aquivalenzen (5.14) und (5.15) folgende Abschéitzung der Uberschussverteilung.
Man definiert die Funktion By als

_y 00 —— B
Bo(u) := Jioo gﬁ@)) Mx(u+dy) , wen floo E)f(y) dy = oo,
f(u,oo) Iy (y) dy , wenn f1 Iy (y) dy < oo,

die nach Propositon 5.1.4 und Bemerkung 5.1.5 endlich und nicht wachsend auf
(0, 00) ist. Sei angenommen, dass zwei Funktionen a(u) und b(x) mit der asympto-
tischen Eigenschaft: a(u) — oo fiir u — oo bzw. b(x) — 0 fiir z — oo, existieren, so
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dass fiir alle z > 0 gilt:

Bo(u_—l— za(u))
BQ(U)

Damit sind a(u) und b(u) in Abhéngigkeit des Lévy-Mafes ITx definiert. Desweiteren

= b(z), u— 0. (5.94)

sei angenommen, dass ﬁ; € List. Mit der gleichméfliigen Konvergenz in (5.89) erhélt
man aus (5.89) und (5.14) bzw. (5.15) folgende asymptotische Aquivalenz fiir alle

x> 0:
P(X;w) —u > za(u)|T(u) < oo) = HH(%:(-Z;I(U))
= Fo(lg(z;z(u» = b(z), u— oco. (5.95)

Damit kann man die asymptotischen Uberschussverteilung abschiitzen. AuBerdem
zeigt (5.95), dass unter der Bedingung "7(u) < oo” der normierte Uberschuss
(Xr@) —w)/a(u) fiir u — oo gegen einen festen Wert konvergiert, was mit Theorem
4.3.9(a) korrespondiert.

5.4.5 Spektral positive Lévy-Prozesse

In diesem Abschnitt soll zusétzlich zu den Annahmen (5.2), (5.5) und (5.53) noch spektrale

Positivitit von X gelten, d.h. I (0) = IIx((—o0,0)) = 0. Nach der Bemerkung 5.1.2 gilt
(5.7), d.h.

Thy(u) = / T (y) dy < o0, Yu > 0.

Auflerdem soll in diesem Abschnit fiir ﬁ; folgende weitere Annahme gelten.
Annahme 5.4.10

(a) Wenn a > 0 ist, dann ist ﬁ; € S@.

(b) Wenn a =0 ist, dann ist IIy; € S.

Fiir o > 0 folgt mit Proposition 5.1.3 und Theorem 2.4.8(a), dass II; € S ist, und
damit ist Annahme 5.4.10 dquivalent zur Annahme (5.54). Der zu X duale Prozess X ist
in diesem Fall spektral negativ und hat nach Abschnitt 3.6.3 den Laplace-Exponenten

E(u) = —Vg(—iu) = —Tx(iu)) = {E[e "]}

o?u?
— / (1—e™ —uzlpqy(z)) Hy(dz), u>0.
(0,00)

2

= —au-+

Wegen ﬁ; € 8@ ist Z auf [~«, 00) wohldefiniert. Da in diesem Kapitel die Lokalzeit so
gewdhlt wurde, dass die Konstante &’ in der Wiener-Hopf Faktorisierung gleich 1 ist, folgt
mit (3.30) und H; = —t fiir die Killingrate ¢:

Ui
q = lim X(w) = lim ()
ul0 \I/H(w) ul]0  —U ul0 U

|
m
£

(1]

(5.96)
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und mit =(0) = 0 ist ¢ = Z'(0+). Fiir ein o > 0 gilt mit (5.51):

4l (Mya)y = B} —E(ma)

—1In {]E [e“ﬁl} } a
und die Nicht-Cramér Bedingung e~ 7My(a) < 1 ist dquivalent zu Z(—«) < 0. Fiir a =0

ist die Nicht-Cramér Bedingung automatisch erfiillt. Aus (5.7) und den Theoremen 5.4.3
und 5.4.4 erhilt man fiir spektral positive Lévy-Prozesse schliellich folgende Resultate.

Theorem 5.4.11 (Klippelberg et al. [26], Theorem 6.2)

Sei angenommen, dass X spektral positiv ist, fast sicher gegen —oo konvergiert, die An-
nahme 5.4.10 erfillt und fir den Laplace-Exponent = von X gilt: Z(—a)) < 0 fir a > 0.
Mit der Konvention —Z(—«)/a = EZ'(0+) fir a =0, gelten folgende Aussagen:

(a) B(7(u) < 00) ~ E'(0+) (ﬁ)Q
<

(b) limy oo P(Xr () — u > z|7(u)
_ _ e —E(—Oé) c0Y _ pox —
Gr) = Sy (e [ ey ).

(¢) limy oo P(Ly () > t|7(u) < 00) = =0 (1 S (1 + fé{oﬁ)))

Da Vj(dy) = dy und ¢ = Z'(0+) ist, folgt auBerdem mit den Theoremen 5.4.5 und 5.4.6
fir a > 0:

lim P (XT(U) —uedr,u— X - €dv,u— YT(U)— € dy|r(u) < oo)

= %eo‘y dyVy(dv —y) Hx(dx +v)

_ %ew dy dv Ty (dx + v). (5.97)

Diese Ergebnisse werden nun an zwei spektral positiven Modellen veranschaulicht.

Sprungdiffusionsprozess

Wenn man den klassischen Verlustprozess (4.6) mit einer Standard Brownschen Bewegung
(Bt)i>0, siehe Beispiel 2.3.3(b), stort, dann hat (X;);>¢ die Form

Nt
Xy =0B,+ Y Yi—t, t >0, (5.98)

=1

wobei 0 > 0 eine Konstante ist und alle Prozesse als voneinander unabhéngig vorausge-
setzt werden. Nach Annahme (5.5) driftet X gegen —oo und daher X den Erwartungswert
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E[X;] = A — v < 0, was dquivalent zu p = (Ap)/y < 1 ist. X hat in diesem Fall den
charakteristischen Exponenten
2,,2

Uy (u) = iuy + 5 +)\/ (1—e™") F(dz)
[0,00)

und damit hat X den Laplace-Exponenten

ou?

(u) = —Ux(iu) = uy + 5+ /\/[0700) (e7 —1) F(dx) (5.99)

[1]

wobei F' die Schadenhdhenverteilung mit endlichen Erwartungswert p > 0 ist. Nach An-
nahme 5.4.10 ist = fiir v > —a endlich. Mit ﬁ;(u) = AF(u), u >0 gilt gemaB (5.7):

T (u) = / TNTF() dy = / ) %F(y) dy = NFs(u), u > 0, (5.100)

In Kapitel 4 galt: Ty (u) = F;(u), u > 0, da Lokalzeiten L und L verwendet wurden, fiir
die die Konstante £" in der Wiener-Hopf Faktorisierung gleich 1/(Ap) ist.

1. Fall: a >0

Die Voraussetzung F' € 8 ist nach Bemerkung 2.4.11 dquivalent zu F; € S® und nach
Theorem 2.4.7(c) gilt: Mp, (o) = (Mp(a) — 1)/(pa) < oo. Mit Bemerkung 2.1.17 gilt

insbesondere: (x)F(u) ~ apuF(u), u— oco. Aus (5.99) folgt:

2. 2
—Z(-a) = ay- 2T / (€°® — 1) F(da)
2 0,00)
a? . o?
= ay-—5 —A(Mp(a) — 1)
2. 52
= ay-— — ApaMp, (a). (5.101)
(5.101) ist genau dann positiv, wenn gilt:
o’a
pMFI (Oé) + W <1

Wir nehmen an, dass diese Bedingung erfiillt ist und Z(—a) < 0 gilt, womit die Nicht-
Cramér Bedingung e~ 7My(a) < 1 erfiillt ist. Durch Differentiation erhélt man:

¢=Z(0+) =7 = An=7(1-p)
Insgesamt folgt aus Theorem 5.4.11 (a) mit (5.100) und (5.101):

T(u o00) ~ 11 = p)o’ A (u
Frt) <o) (ay — 222 — \uaMp, ()" )
_ p(1—p) - Fy(u)
(1= %2~ pMr ()
() p—p) CF(u), u— oo, (5.102)

par (1= 52 — pMp (@)
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(5.102) ist eine Verallgemeinerung des klassischen Ergebnisses (4.43), in dem o = 0 ist.
Die Stérung durch den Prozess o B; bewirkt den neuen Faktor o /(27) und, da in (5.98)
o? > 0 ist, gilt: o%a/(2y) > 0. Daher éndert sich fiir & > 0 die Abschétzung der Ruin WS,
wenn man einen klassischen Verlustprozess mit einer Brownschen Bewegung stért. Wenn
die MEF Mg+ () berechenbar ist, dann kann man die Grenzverteilung in Theorem 5.4.11
ebenfalls explizit angeben.

Auflerdem gilt mit (5.97):

lim P (XT(U) —u € drv,u— X~ € dv,u— YT(U)— € dy|t(u) < oo)

U—0o0

o
= —e™ dy dv \F(dx + v).
-y ( )

2. Fall: « =0
Sei Iy (u) = X [° F(y) dy = AuF(u) in 8. Mit Z'(0+) = v — A = (1 — p) folgt aus
Theorem 5.4.11(a):

P(7(u) < 00) ~ MEFr(u) = —LF(u), u— . (5.103)

b
(1 = p)

Da (5.103) und das entsprechende Ergebnis fiir den klassischen Fall (4.41) identisch sind,
hat die Stérung durch oB; fiir @ = 0 keinen Einfluss auf die RuinWS. Das zeigt fiir
a =0, dass (4.41) fiir das klassische Modell (4.6) in dem Sinne robust ist, dass man sich
in gewisser Weise vom klassischen Risikomodell (4.6) entfernen kann, ohne dass sich die
Asymptotik der RuinWS dndert. Den geringen Einflufl der Brownschen Bewegung auf das
asymptotische Verhalten von (5.98) fiir &« = 0 erkennt man auch in Abbildung 5.3, die
Realisierungen des klassischen Verlustprozesses (4.6) und des Prozesses (5.98) fir o = 1
und Pareto-verteilte Schdden mit Parametern a = 1 und b = 2 zeigt, wobei A\ = 1 und
v = 2 ist.

Desweiteren ist nach Theorem 5.4.4(a) die asymptotische Uberschussverteilung G(x) =
1, z > 0, und daraus folgt, dass der Uberschuss iiber die Schranke u gegen oo konvergiert
fiir u — oo und der Ruin fiir eine grofe Anfangsrisikoreserve u durch einen sehr grofien
Sprung eintritt. Mit Theorem 5.4.8 erhélt man auch:

Fr
lim [P (X, @) —u > z|7(u) < 00) — Filutz)

— = 0.
U—00 FI(U)

Stabiler Prozess mit Spriingen und Drift

In diesem Beispiel wird der klassische Verlustprozess X (4.6) durch einen p-stabilen Lévy-
Prozess (St(p))tzo mit Index p € (1,2) gestort und hat die Form

Nt
X =8P+ Vi—qt, t>0. (5.104)

=1
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Abbildung 5.3: Das obere Bild zeigt 5 Realisierungen des klassischen Verlustprozesses X; =
ZZN:HY; —vt, t > 0 fiir Pareto-verteilte Schéden mit Parametern a = 1,b = 2,A = 1 und
v = 2. Das untere Bild zeigt 5 Realisierungen des Prozesses X; = B; + 25\21 Y; —~t, t >0, mit
Parametern a = 1,b=2,A =1 und v = 2.
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Nach (2.7) ist der Laplace-Exponent von X gegeben durch

- - pp—1) -
E(u) = uy—k/ e —1+urlia —dm—i—)\/ e " —1) F(dr)
[0,00) ( o< }) F(Q _p)pr [0,00) ( )
= uy+u’+ /\/ (e7* —1) F(dz), u>0. (5.105)
[0,00)

Da p € (1,2) ist, gilt:
p(p—1)
JCE

2 — paltr

Daher hat S und damit auch X unbeschrinkte Variation und die Annahme (5.2) ist nach
Theorem 3.6.3 erfiillt. AuBerdem hat S® fiir p € (1,2) einen endlichen Erwartungswert
und ist rekurrent, siehe Bertoin [6], S.34. Daher hat S® nach Proposition 3.3.3(b) den
Erwartungswert 0. Da =(u) in diesem Fall nur fiir w > 0 endlich ist, kann man nur den
subexponentiellen Fall IT;; € S behandeln. Mit der Nettoprofitbedingung gilt p = Au/vy <
1 und durch Differentiation erhélt man:

¢=Z(0+) =7 — A
An (5.105) erkennt man, dass das Lévy-Mafl von X gegeben ist durch

— —1 — —
H;(x) = ﬁx_” + AF(z) und I (z) =0, z > 0, (5.106)

und mit (5.7) ergibt sich:

_ 0o u— @1 o
Uy (u) = / H;(a:) dr = 2=y + )\/ F(z) dx, uw>0. (5.107)

Nach (5.106) héngt ﬁ; und damit IT;; sowohl vom Tail des Stérprozesses als auch vom
Tail der Schadenhdhenverteilung F' ab. Je nachdem welcher dieser Tails schwerer ist,
unterscheidet man folgende 3 Fille.
1.Fall:
Wenn der Tail F der Schadenhthenverteilung leichter als der Tail des Stérprozesses S®)
ist, dann gilt:

lim 2 F(x) = 0.

—00

Mit I’'Hospital erhélt man:

ﬁH(U) (5.107)

A [T F(x) do ‘

o b e )
I'(2-p)
. F(u)
= 141 02 -p) =
Ny 2-p =1,
d.h.
ﬁ ( ) u_(p_l)
u) ~ , U — 00
" ['(2-p)



Mit Theorem 5.4.11(a) folgt daraus:

P(7(u) < 00) ~

2.Fall:
Wenn beide Tails gleich schwer sind, dann gilt:

lim 2’ F(x) = ¢ € (0, 0).

r—00

Analog zum 1.Fall erhélt man mit 'Hospital:

_ 1 AC
I ~ —(r=1) )
() (F@—p)+p—1>u e

Mit Theorem 5.4.11(a) folgt:

1 1 Ac
P(r(u) < o0) ~ + )u(pl),u—m)o.
(r{w) < o0) v—Au<F@—p) p—1

3.Fall:
Wenn der Tail F schwerer als der Tail des Storprozesses S®) ist, dann gilt:

lim 2”F(z) = oo.

Mit I’'Hospital folgt: B B
My (u) ~ ApFp(u), u— oo,
und mit Theorem 5.4.11(a) gilt:

P(7(u) < 00) ~ Fr(u), u— oc.

o p
A F ~
7_)\MM 1(u) 1—

Fiir eine subexponentielle Schadenhdhenverteilung mit endlichem Erwartungswert u er-
halten wir im Modell (5.104) folglich die gleiche Abschétzung der RuinWS wie im klas-
sischen Risikomodell (4.6). Die p-stabile Storkomponente S® hat fiir subexponentielle
Schéden keinen Einflufl auf die Asymptotik der RuinWS, was wie im vorherigen Beispiel

die Robustheit der Abschétzung (4.41) zeigt.
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Anhang A

A.1 Spezielle Funktionen

Definition A.1.1 (Fourier-Transformation: Werner [33], Definition V.2.1, Definition
V.2.3, Satz V.2.8)
Fiir eine Funktion f € L'(R) setzt man

(FE) = W/Rf(x)e_w§ dx, V¢ € R.

Die Funktion Ff heifit Fourier-Transformierte von f und die Abbildung F : L*(R) —
L'(R) heifit Fourier-Transformation.
F ist eine Bijektion auf dem Schwartz-Raum S(R). Der inverse Operator ist durch

F @ = o= [ KO de, v e R, S € SR)

Var
gegeben und heifit inverse Fourier-Transformation.

Definition A.1.2 (Laplace-Transformation: Bertoin [6], S.9, Bronstein [9], S.634)
Fiir eine Funktion f :[0,00) — [0,00) setzt man

Lf(t):= /000 f(z)e ™ dx € ]0,00], t > 0.

Die Funktion Lf heifst Laplace-Transformierte von f und die Abbildung L heifit Laplace-
Transformation.

Definition A.1.3 (Gamma-Funktion: Bronstein [9], S.331)
Die Gamma-Funktion st definiert als

['(x) :/ e "t dt, x> 0.
0

A.2 Poisson-Punktprozesse

Definition A.2.1 (Poisson-Zufallsmafs, Poisson-Punktprozess: Applebaum [1], S.89,90)
Seien (S,.A) ein messbarer Raum und (Q, F,P) ein Wraum. Fin Zufallsma M auf (S, .A)
ist eine Kollektion von Zufallsvariablen (M(B),B € A), so dass gilt:
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(1) M(0) = 0.

(2) M (Upen An) = ey M(A,) fast sicher fiir paarweise disjunkte Mengen (A,,n €
N) € A (o-Additivitdt).

Ein Zufallsmafl M heifst Poisson-Zufallsmafl, wenn es folgende Bedingungen erfiillt:
(3) Fir jede Borel-Menge B € A mit M(B) < oo gilt: M(B) ist Poisson-verteilt.

(4) Fiir jede disjunkte Familie (By,...,B,) € A sind die ZVen M(By),..., M(B,)
unabhdngig.

Das o-endliche Majf$ E[M(-)] heifit Intensitétsmaf.
Sei S =R* x U, U messbarer Raum mit o-Algebra C und A = B(RT)®C. Seip = (pt)i>o0
ein Prozess mit Werten in U, so dass

M([0,t] x A) = card{0 < s < t,ps € A}

ein Poisson-Zufallsmaf auf S ist, dann heifit p Poisson-Punktprozess mit assoziiertem
Poisson-Zufallsmafl M.

Beispiel fiir einen Poisson-Punktprozesse:
Sei U = R\{0} mit Borel-o-Algebra C und X ein Lévy-Prozess mit Lévy-MaB II. Der
Sprungprozess AX ist definiert durch

AXt = Xt — th, Vit Z 0
und fiir 0 <¢ < oo und A € B(R\{0}) definiert man

N(t,A) == card{0 < s < AX, € A} = Y 14(AX,).

0<s<t

Fiir ein festes ¢ > 0 ist die Mengenfunktion A — N (¢, A)(w) ein Zahlmafl auf B(R\{0})
und E[N (¢, A)] = [ N(t, A)(w) P(dw) ist ein Borel-MaB auf B(R\{0}). AX ist ein Poisson-
Punktprozess mit assoziiertem Poisson-Zufallsmafl N und Intensitétsmaf II.

Theorem A.2.2 (Kompensationsformel: Bertoin [6], S.7)
Sei H = (Hy)i>0 ein vorhersagbarer Prozess mit Werten im Raum nicht-negativer messba-
rer Funktionen auf EU{Y}, so dass Hy(Y) = 0, Yt > 0. Dann gilt fir einen Poisson-

Punktprozess (e;)i>o:
=E {/ / Hy(s) v(ds) dt} )
o JE

wobei v das Intensititsmaf$ von (e;)i>q ist.

E

> H(e)

0<t<oo
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A.3 Hilfsresultate

Theorem A.3.1 (Karamatas Theorem: EKM [17], Theorem A3.6)
Sei h € R, fir ein a € R und lokal beschrinkt auf [zq, 00) fir ein xy > 0. Dann gilt

(a) firoa>—1:
[F h(t) dt 1
lim == = ,
z—oo  xh(x) a+1
(b) fira < —1:
“ h(t) dt
lim f‘” (t) = — L .
z—oo  xh(r) a+1

Lemma A.3.2 (Klippelberg et al. [26], Lemma 7.1)
Sei o > 0 und die VF v(-) € 8. Dann gilt fiir jedes x > 0:

v(u)

Aupferdem ist die Konvergenz in (A.1) gleichmdfig in x > 0.

a—=00  y—oo

lim lim sup/ M v(dy) = 0. (A.1)
(a,utx—al

Beweis:
Den Tail der Faltung von v mit sich selbst kann man schreiben als

) = 100 =7 +vle) — [ vz y) vidy

(0,2]

= () + /( (1= (= ) o) =7(C) + / Pz —y) vdy), = > 0.

(0,2]

Fiir a > 0 und z > 2a spaltet man das Faltungsintegral in drei Teilintegrale iiber (0, al,
(a,z—a) und [z —a, z) auf und erhilt mit partieller Integration fiir das letzte Teilintegral

v(z — v(d = — v(z —vy) v(d
/[Z IR /[ IR
= —[wlz—y)v(l*_. -— v(y) v(z — d
Sy R OR C )
= —v(2)+v(a)v(z —a) + / v(z — s) v(ds).

(0,a]
Durch Einsetzen in die obere Darstellung ergibt sich die Identitét
v¥(z) = 2/ v(z —y) v(dy) + / v(z —y) v(dy) + v(a)v(z — a). (A.2)
(07(1] (O/,Z—a]
Lost man diese Gleichung nach dem Integral auf und setzt z = u + x, so folgt

/ v(utz—y) v(dy) = ﬁ(u—kx)—Q/ v(ut+z—y) v(dy)—7v(a)v(u+z—a). (A.3)
(a,ut+z—a) (0,a]
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Wegen der Voraussetzung v(-) € S gelten gem#B Definition 2.4.2 die Grenzbeziehungen:

7(u— 2)

12%
lim —— =e und lim V_ () = 2M, ().
U—00 I/('U,) U—00 V(u)
Daraus folgt
lim —V<u i_ k) = =7,
2T oW
Wenn man in (A.3) den Grenzwert fiir u — oo bildet, dann darf man beim Integral tiber
(0, a] Grenzwertbildung und Integration vertauschen, da nach Bemerkung 2.4.3 das Wmaf
v gleichméBig auf Kompakta konvergiert. Wenn man (A.3) durch 7(u) teilt, dann erhélt
man als Grenzwert der rechten Seite fiir u — oo

- V2 (u+ x) — 2 Joa 7w+ —y) v(dy) —7(a)7(u+ 2 — a)
i 7w

o 72%
= lim V(ib 2 - wrao) 2/ eV y(dy) — v(a)e™ )
u—oco  T(u) T(u+ x) (0.d]

=e “2M,(a) — 2/ =) y(dy) — v(a)e e
(0,a]

= 26_‘”/ e™ v(dy) — e “e*v(a).
(a,00)

M, (@) < oo impliziert lim,—.oc e**7(a) = 0 und limg—oo [, .oy €*¥ v(dy) = 0 und der letzte
Ausdruck konvergiert gegen 0 fiir a — oo.

Damit bleibt nur noch die gleichméBige Konvergenz von (A.1) zu zeigen. Fiir x = 0 gibt
esin (A.1) Ve > 0 ein ag(€) und ein ugy(e), so dass f( )ﬁ(u —y) v(dy) < ev(u) gilt. Das
}D(um —y) v(dy) < ev(u), wenn a > ag(€) und

gilt, wenn x > 0 und u, = u + x, f(

a, Uy —a

uz > ug(a), und bestimmt wenn a > ag(e) und u > ug(a). a

Lemma A.3.3 (Bertoin und Doney [7], S.211)
Fiir a > 0 ist G € LY dquivalent zu

. Gu,u+h) 1—eoh
lim =
U—00 G(U,U —+ ]_) 1l —e@

Y

wobei der Grenzwert fiir nicht-gitterartige VFen fiir u € R und fiir alle h > 0 gebildet wird
und fiir gitterartige VFen firu € N und fiir alle h € N. Diese Aussage ist dquivalent dazu,
dass G(u+dy)/G(u) schwach gegen die Exponentialverteilung mit Parameter o konvergiert
im nicht-gitterartigen Fall bzw. gegen die geometerische Verteilung mit Parameter e=® im
gitterartigen Fall.
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Anhang B

Verzeichnis der Abkiirzungen und

Symbole

Dx :D#X

AX - (AXt)tZO

E[]
expolq)
n(-)

F

f
(Ft)e>o0
Ff()
Ff()

° —~
~—

X 20O
o=
S

= (I:]t>t20
= (I‘:ft)tzo
= (Hi)e>
= (Ht)e>0

iid

KEF

Kx()

Parameter in der Lévy-Khintchine Formel
Borel-o-Algebra

q-Kapazitét

C1({0})

Drift des Lévy-Prozesses X mit Verteilung px
Sprungprozess von X

Erwartungwert

unabhéngige exponential verteilte ZV mit Parameter ¢ > 0
Exponentialverteilung mit Parameter ¢ > 0
Uberlebenswahrscheinlichkeit

SchadenhchenVF im klassischen Risikomodell
o-Algebra

P-vollsténdige kanonische Filtration
Fourier-Transformierte der Funktion f

inverse Fourier-Transformierte der Funktion f
integrierte Tailverteilung der VF' F

fast sicher

Zeitpunkt des letzten Maximums bis einschliefllich ¢
Zeitpunkt des letzten Minimums bis einschlie8lich ¢
Gamma-Funktion

Gamma-Verteilung mit den Parametern o und n
Pramienrate im klassischen Risikomodell
aufsteigender Leiterhchenprozess von X
absteigender Leiterhohenprozess von X
aufsteigender Leiterhchenprozess von —X
ungestorter Leiterh6henprozess

independent, identically distributed

Imaginérteil der Zahl 2

kumulantenerzeugende Funktion
kumulantenerzeugende Funktion einer ZV X
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ZLI (L¢)i>0
L= (L)
L= (Li)i>0
L7 = (L ixo
L= (Li)=0
L7 = (L )iz0
Lf

Lx(-) = Luy()
L a>0

L

LAY a>0
Ld

A

AC)

MEF

M(-)

M (R)

1

N(Np)

N = (Ni)eo
(€, F,P)

P = (P)>0

P

]P)x

1/}('7 )

Y(-) =¥(+,00)
d

Ox (") = dux ()
()

(A, 1)

II

ﬁ+

-

I

)

Lundberg-Koeffizienten, Anpassungkoeffizient

Lokalzeit von X (beim Maximum)

Lokalzeit von X beim Minimum

Lokalzeit von X beim Maximum

aufsteigende Leiterzeit von X

ungestorte Lokalzeit

ungestorte Leiterzeit

Laplace-Transformierte der Funktion f
Laplace-(Stieltjes) Transformierte der ZV X bzw. des
Mafles px

Klasse von VFen mit exponentiellen Tails mit Rate «
Klasse der heavy-tailed oder long-tailed VFen

Klasse von Dichten mit exponentiellen Tails mit Rate «a
Klasse der heavy-tailed oder long-tailed Dichten
Intensitédt des Schadenzahlprozesses N im klassischen
Risikomodell

Lebesgue-Mafl

momentenerzeugende Funktion

momentenerzeugende Funktion eines endlichen Mafles bzw.
der dazugehorigen VF

Menge aller Borel-Wmafle auf R mit Masse 1

EW der SchadenhthenVF im klassischen Risikomodell
Menge der natiirlichen Zahlen (einschliefllich 0)
Schadenzahlprozess im Risikomodell
Wahrscheinlichkeitsraum

Pramienprozess im Risikomodell

Wahrscheinlichkeitsmafl

Verteilung von X + x unter P

Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit oder mit endlichem
Horizont

Ruinwahrscheinlichkeit in unendlicher Zeit oder mit
unendlichem Horizont

Laplace-Exponent, Kumulant eines Subordinators
Charakteristische Funktion der ZV X bzw. des Mafles px
Poisson-Verteilung mit Parameter A

zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit Parameter A und
Lévy-MaB}

Lévy-Maf3 einer ZV bzw. eines Lévy-Prozesses

positiver Tail eines endlichen Mafles II

negativer Tail eines endlichen Mafles I1

kombinierter Tail eines endlichen Mafles 11

bzw. Tail einer VF II

charakteristischer Exponent, Lévy-Exponent, Lévy-Symbol
einer unendlich oft teilbaren ZV bzw. eines Lévy-Prozesses

133



(Tk)keNo
u

Ul(dy) = Vi(dy), y € R
U(dy) =V(dy), y e R

Ve
Ve

V()
Vi)
Vi)
Var|']

VF

(Wk)keN
Wmafl
Wraum

WS

X = (Xy)ez0
X = (Xt)tZO
XA = (XAt)tzo
X = (Xi)e=o
X

Menge der rationalen Zahlen

Ausfallfunktion der VF F

Ausfallrate der VF F

Menge der reellen Zahlen

klassischer Risikoreserveprozess

relativer Sicherheitszuschlag im klassischen
Risikomodell

Realteil der Zahl z

Klasse der regular variierenden Funktionen mit Index «
Klasse der langsam variierenden Funktionen

(M) /7y im klassischen Risikomodell
Gesamtschadenprozess im Risikomodell

Klasse der faltunsidquivalenten VFen

Klasse der subexponentiellen VFen

Unterklasse von S

Klasse der faltungsédquivalenten Dichten

Klasse der subexponentiellen Dichten

GauB-Koeftizient des Lévy-Prozesses X

Eintrittszeit in die Menge A

Eintreffzeit in die Menge A

Uberschreitungszeit der Schranke

Schadenzeiten im klassischen Risikomodell

Ruinzeit mit endlichem Horizont

Ruinzeit mit unendlichem Horizont

Zeitpunkte der neuen Maxima im klassischen Risikomodell
Anfangsrisikoreserve im Risikomodell
g-Potentialmafl

Erneuerungsfunktion, 0-Potentialmafl, Greensche Funktion
g-Potential VF

Dichte des g-Potentialmafles
Erneuerungsfunktion eines Subordinators
bivariate Erneuerungsfunktion des Subordinators (L™!, H)
bivariate Erneuerungsfunktion des Subordinators (L', H)
Varianz

Verteilungsfunktion

Zwischenschadenzeiten im klassischen Risikomodell
Wahrscheinlichkeitsmaf}

Wahrscheinlichkeitsraum

Wahrscheinlichkeit

Verlustprozess im Risikomodell

Supremumsprozess von X

Infimumsprozess von X

zu X dualer Prozess
linker Grenzwert von X zur Zeit t
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lslc222 0@ *

der Prozess X mit Rate ¢ > 0 gekillt

Laplace-Exponenten eines spektral negativen Lévy-Prozesses
Rechtsinverse des Laplace-Exponenten = fiir spektral
negative Lévy-Prozesse

Schéden im klassischen Risikomodell

Menge der ganzen Zahlen

Zentrum des Lévy-Prozesses X mit Verteilung px
Zufallsvariable

Dualitat

Faltung von Wmaflen bzw. VFen

Faltung von Dichten

(fog)(x) = flg(x))

asymptotische Aquivalenz

schwache asymptotische Aquivalenz

vage Konvergenz

schwache Konvergenz
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