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Abstract

Der vorliegende Beitrag liefert einen Erfahrungsbericht von der Implementierung einer ad-
aptiven StorgroBienaufschaltung, des so genannten Filtered-x-LMS-Algorithmus, an einem
Priifstand zur Untersuchung der Motoraufhdngung im Kfz. Betrachteter Anwendungsfall ist
die Isolation der Motorvibrationen gegeniiber dem Chassis. Im ersten Teil der Arbeit werden
die grundsétzlich erforderlichen Erweiterungen des Algorithmus sowie relevante besondere
Eigenschaften vorgestellt und ausfiihrlich diskutiert. Insbesondere wird auf die Anforderun-
gen an Streckentotzeiten und die mindestens notwendige Koeffizientenanzahl des verwende-
ten adaptiven Filters eingegangen. Die Implementierung einer Oversampling-Technik wird
beschrieben, mit deren Hilfe die Anforderungen an die analogen Hardwarefilter zur Signal-
aufbereitung gering gehalten werden kénnen.

Den zweiten Teil des Berichts bildet eine theoretische Analyse zum Konvergenzverhalten des
Algorithmus, speziell fiir die vorliegende Schmalbandanregung. Als Ergebnis der Untersu-
chung wird, unter bestimmten Voraussetzungen, eine vollstindige Beschreibung des zeitlich
gemittelten Verlaufs der Schwingungsunterdriickung erreicht.

Stichworte: Aktive Vibrationsddmpfung; Filtered-x-LMS; Schwingungsisolation; Motorvibra-
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1 Einleitung

Starke Vibrationen und dadurch entstehender Korperschall innerhalb von Kraftfahrzeugen wer-
den von den Insassen als unangenehm und belastend empfunden. Aus diesem Grund bemiihen
sich die Hersteller um eine Minderung solcher stérender Schwingungen. Schon seit Langem wer-
den hierzu passive Techniken wie z.B. Feder-Dampfer-Systeme oder einfaches Dammmaterial
eingesetzt, deren Wirkung jedoch im Wesentlichen auf hohere Frequenzbénder beschriankt ist.
Fiir die Reduktion von Schwingungen niedriger Frequenz (wenige hundert Hz und darunter)
sind neben halbaktiven Techniken insbesondere die aktiven Techniken gut geeignet [1]. Diese
sind zunehmend Gegenstand von Forschung und Entwicklung (z. B. [2, 3]), da die notwendi-
gen Mikrocomputer hoher Rechenleistung verfiighar werden [4]. Grundsétzliches Prinzip der
aktiven Vibrationsddmpfung (engl.: Active Vibration Control, kurz AVC) [1, 5, 6, 7, 8] ist die
Ausléschung der unerwiinschten Vibrationen durch Uberlagerung eines um 180° phasenverscho-
benen Gegensignals gleicher Amplitude.

Eine wichtige Anwendung des AVC am Kraftfahrzeug ist die Vermeidung der Ubertragung der
vom Verbrennungsmotor erzeugten Vibrationen auf den Innenraum. Ein praktikabler Ansatz
hierzu ist es, die Vibrationen bereits an der Authingung des Motors zu kompensieren. Eine wei-
tere Ubertragung auf die Karosserie wird so unterbunden und eine Isolation der Vibrationsquelle
(des Motors) erreicht (,, Vibration Isolation” [8]).

Speziell im Rahmen dieser Arbeit wird ein entsprechendes System zur Vibrationsddmpfung
mithilfe des Filtered-x-LMS-Algorithmus (FxLMS) [1, 9, 10, 11] eingerichtet. Dieser adapti-
ve Algorithmus stammt aus der digitalen Signalverarbeitung und stellt eine Erweiterung des
bekannten LMS-Algorithmus [10, 12] dar. Er entspricht seiner Struktur nach aus regelungs-
technischer Sicht einer Storgrofienaufschaltung (engl. feed-forward). Der Algorithmus wird auf
die gegebene Anwendung angepasst, und seine besonderen Eigenarten, bezogen speziell auf die
vorliegenden Verhéltnisse, werden untersucht. Um ein tieferes Versténdnis des Zeitverhaltens
der eingerichteten Schwingungsddmpfung zu erhalten, wird schliefflich eine Konvergenzanalyse
des Algorithmus durchgefiihrt. Dabei wird, fiir stationire Anregung, eine moglichst genaue Be-
schreibung des Abklingvorgangs der unerwiinschten Vibration angestrebt. Die Implementierung
erfolgt auf einem Schwingungspriifstand, der eine Motoraufthéngung im Kfz nachbildet.

Im folgenden Abschnitt wird kurz der verwendete Priifstand samt eingesetztem Echtzeitsy-
stem fiir die digitale Datenverarbeitung beschrieben. Anschliefend wird in Abschnitt 3 das
grundsétzliche Funktionsprinzip des FxLLMS-Algorithmus sowie die Modifikationen, die hier fiir
einen erfolgreichen Einsatz notwendig sind, vorgestellt. Im darauf folgenden vierten Abschnitt
werden zwei spezielle Bestandteile der Implementierung beschrieben: Der Einsatz der Oversamp-
ling Technik sowie die Vorgehensweise bei der Identifikation von benotigten Streckenmodellen.
Abschnitt 5 beschiiftigt sich mit den besonderen (vorteilhaften) Eigenschaften, die sich fiir den
FxLMS-Algorithmus aufgrund der periodischen Stéranregung ergeben.

Im sechsten Abschnitt wird die in Messungen festgestellte Giite der eingerichteten Vibrati-
onsddmpfung fiir stationidre Anregung festgehalten. Das Konvergenzverhalten des Algorithmus
wird frequenz- und zeitbezogen visualisiert. Eine ausfiihrliche theoretische Analyse wird durch-
gefiihrt, und die festgestellten modalen Verhiltnisse werden fiir verschiedene typische Félle mit
Simulationsergebnissen illustriert. Den letzten Abschnitt bildet eine kurze Zusammenfassung der
Arbeit.
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2 Verwendeter Priifstand

Die experimentellen Untersuchungen zur Umsetzung der Vibrationsddmpfung werden an der im
Bild 1 dargestellten Motorauthéngung durchgefiihrt. Gezeigt ist ein Hilfsrahmen, auf dem im
realen Fahrzeug der Motor montiert ist. Der Hilfsrahmen selbst ist an vier Stellen iiber Alu-
miniumpfosten an einem Metalltisch befestigt, der das Chassis reprisentiert. Im Versuchaufbau

Bild 1: Der Priifstand

sind zwei schwingungsgebende Aktoren angebracht. Aktor; bringt die stérenden Vibrationen
in den Aufbau ein und représentiert somit den Motor. Aktors hingegen wird zur Erzeugung
der Gegenschwingungen verwendet, mit denen die ,,Motorvibrationen” kompensiert werden. Die
Beschleunigungssensoren (Referenzsensor und Fehlersensor) im Priifstand dienen zur Erfassung
der Vibrationsstérke.

Den prinzipiellen Aufbau des betrachteten Priifstands zeigt Bild 2, wobei hier lediglich derje-
nige Teil des Hilfsrahmens abgebildet ist, auf dem die Bauteile fiir die Schwingungserzeugung
und -unterdriickung angebracht sind. Aktors und der Fehlersensor zur Messung der Restvibra-
tion sind an einer Aufhdngungsstelle des Hilfsrahmens platziert, sodass an dieser die grofite
Vibrationsminderung erreicht wird und die Schwingungsiibertragung auf die Fahrzeugkarosserie

Fehler-
. Referenz-

Hilfsrahmen sensor sensor

Aktor,: Aktor,:
“ Kompen-
~Motor I@ sation
I |
— 7

. Gummi- -
kopplung
Fahrzeugkarosserie

Bild 2: Prinzip des mechanischen Aufbaus
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minimiert wird. Fiir den Einsatz im Fahrzeug ist an jedem der vier Aufhdngepunkte ein Aktor
zur Vibrationsddmpfung notwendig.

Die Implementierung der Schwingungsunterdriickung im Labor erfolgte in Form eines Simulink-
modells, das auf ein Controller Board der Firma dSPACE heruntergeladen wird. Auf diesem
kann der eingesetzte Algorithmus in Echtzeit ausgefithrt werden, bei gleichzeitigem Signalaus-
tausch mit dem Priifstand. In Bild 3 ist der Aufbau des erstellten Gesamtsystems schematisch
dargestellt.

Steuerung und
Visualisierung
PC (ControlDesk)
Simulink- o Priifstand
umgebung ;XLIMS D/A : 21 Motortrager
ealzeit- : | mit Aktoren
FXLMS > anwendung| p/p K ; . und Sensoren
Modell | |
Signalaufbereitung
dSPACE- (Tiefpassfilterung
Karte und Verstarkung)

Bild 3: Verwendetes Gesamtsystem

3 Funktions- und Einsatzweise des FxLMS-Algorithmus
3.1 StorgrofBBenaufschaltung und FxLMS-Algorithmus

Die Vibrationsddmpfung wird hier nach Art einer Storgréfienaufschaltung realisiert. Bild 4 il-
lustriert das Prinzip der verwendeten Struktur: Die stérende Vibration x(n) iibertrigt sich
von ihrer Quelle (Motorblock) iiber eine linear angenommene Ubertragungsstrecke P(z) auf
den zu beruhigenden Ort (Aufhidngungsstelle des Hilfsrahmens) und erzeugt dort das Signal
d(n). Um d(n) zu minimieren, wird durch den Aktors, dessen Ubertragungsfunktion in der
sekundéren Strecke S(z) enthalten ist, eine ,,Gegenvibration” yr(n) aufgebracht, so dass idea-
lerweise e(n) = d(n) — ys(n) = 0 wird. Das ansteuernde Signal y(n) wird dabei durch Filterung
des gemessenen Referenzsignals x(n) mit dem Filter W (z) gewonnen. Offensichtlich tritt eine
vollsténdige Unterdriickung der Vibration sicher dann auf, wenn Filter W (z) und Aktor S(z)
zusammen die Ubertragungsfunktion P(z) besitzen, d. h. W (2)S(z) = P(z) oder !

W(z) = P(2)S7(2) . (1)

Die in Bild 4 gezeigte Struktur kann als Stérgrofilenaufschaltung aufgefasst werden weil die
Storung an der Quelle gemessen und hinter der priméren Strecke aufgeschaltet wird. Es entsteht
somit kein geschlossener Wirkungskreislauf (feedback), wie er bei ausschliefllicher Messung und
Riickfiihrung von e(n) entstiinde, sondern eine offene Wirkungskette (feedforward [1, 8, 13]) mit

'Im Abschnitt 5 wird sich zeigen, dass - speziell bei Vorliegen eines periodischen Anregungssignals - eine
vollstdndige Ausloschung des Fehlersignals auch ohne die Einhaltung von (1) méglich ist.
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Vorteilen hinsichtlich der wirksamen Bandbreite und der Stabilititseigenschaften 2.

X(n) Referenzsignal Primare e(n) Fehlersignal
(gemessene Strecke (gemessene Hilfsrahmen-
Motorvibrationen d(n Restschwingun

) P m gung)
()
n
e 27 se)
Digitales Sekundare
Filter Strecke
(Aktor, und
Sensor,)

Bild 4: Struktur der StoérgroBenaufschaltung

Es sei hier darauf hingewiesen, dass, anstelle des Messsignals des Referenzsensors, auch ein
Tachometersignal des Fahrzeugs als Referenz x(n) verwendet werden kann. Die dabei angewandte
Vorgehensweise wird jedoch an anderen Stellen diskutiert (z.B. [1, 14, 15, 16]).

Da die primére Ubertragungsstrecke P(z) in Bild 4 langsam zeitvariant ist, kann auf eine sténdige
Adaption des Filters W (z) nicht verzichtet werden. Hierzu ist der FxLMS-Algorithmus sehr gut
geeignet. Er stellt die Parameter eines nichtrekursiven Filters W (z) in der Anordnung nach Bild
5 ein. Es wird hier eine &dhnliche Notation verwendet wie von Kuo und Morgan in [1]. Kernstiick

Primare
Strecke
x(n) P) dmn) 5 e(n)
Yi(n)
Sekundare
Strecke S(Z)
/
Wz
O w
identifizierte —
sekundare| S(z)
Strecke
XN
/() LMS

Bild 5: Vibrationsddmpfung mit FxLMS-Algorithmus

des FxLMS-Algorithmus ist der Least-Mean-Square (LMS)-Algorithmus. Seine Erweiterung zum
FxLMS-Algorithmus ist bei der vorliegenden Anwendung aufgrund der Wirkung der sekundéren
Strecke S(z) notwendig. Zur Kompensation dieser Wirkung muss das Referenzsignal x(n) mit

2Diese idealisierte Vorstellung der offenen Wirkungskette kann allerdings nicht durchgingig aufrecht erhalten
werden, s. Abschnitt 3.3.
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einem identifizierten Modell S (z) der sekundéren Strecke gefiltert werden. Dieser Filterung ver-
dankt der FxLMS-Algorithmus seinen Namen.

Der FxLMS-Algorithmus geht in die Struktur des LMS-Algorithmus iiber, wenn in Bild 5 die
sekundiire Strecke S(z) sowie die identifizierte Strecke S(z) im Signalfluss ,nach vorne” verscho-
ben werden. Die Verschiebung ist zulédssig unter den Annahmen, dass die identifizierte Strecke
S(z) exakt der Strecke S(z) entspricht und dass auBerdem das Filter W (z) sich nur so langsam
dndert, dass es als zeitinvariant angenommen werden kann. Anhand des in Bild 6 gezeigten

Ergebnisses der Umformung kann das Funktionsprinzip des Algorithmus erléutert werden:

d
W e S [ PE RS
yr(m)
xf(n)
/
W)
o LMS

Bild 6: Vibrationsdimpfung mit FxLMS nach Verschieben von S(z) und S(z)
Das adaptive FIR-Filter W (z) wirkt gemé&8

H(n)zg(n) . (2)

Hierbei entspricht der Vektor w(n) den L Koeffizienten des Filters W (z) fiir den aktuellen
Abtastschritt n

yr(n) = w(n) xxy(n) = w

wT(n) = [wo...wL_l] (3)

und x¢(n) enthélt die jeweils L letzten Abtastwerte des gefilterten Referenzsignals x¢(n) in
umgekehrter Reihenfolge ihres zeitlichen Auftretens, also

xr(n)=[z(n) zpn—1) - xf(n—L+1)]T. (4)

Der FxLMS-Algorithmus passt die Koeffizienten w; so an, dass der aus dem Fehler

e(n) = d(n) —y(n) = d(n) — w’ (n)ay(n) ()

gebildete quadratische Fehler e?(n) = .J(n) abnimmt. Dazu wird der Vektor w” in jedem Schritt
in Richtung des aktuell steilsten Abstiegs des GiitemaBes J(n) verbessert 3,

w(n+1) = w(n) - £V (n) (6)

3Die wiederholte Verwendung des jeweils ,aktuell” steilsten Abstiegs fiihrt (im zeitlichen Mittel) zu einer
Optimallésung [10]
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mit 5 5e2
_0J  0e” (mit(5)) _
VJ = % - 5w 2e <—3 ) = —2exy . (7)

Damit resultiert endgiiltig die Rekursion
w(n + 1) = w(n) + pxr(n)e(n) . (8)

Die Bedeutung und Auswahl von p wird im néchsten Abschnitt diskutiert.

3.2 Modifikationen der FxLMS-Berechnungsformel

Wie im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, wird fiir die Anpassung des Filters W (z) die
rekursive Berechnungsformel (8) verwendet. Darin hat der Faktor p die Wirkung einer Schritt-
weite, die vorgibt, mit welcher Geschwindigkeit der Algorithmus konvergiert. Je grofer p gewahlt
wird, desto schneller wird die Anpassung des Filters W (z) ausgefithrt. Dabei ist allerdings zu
beachten, dass zu grofle Werte der Schrittweite zu instabilem Verhalten des Algorithmus fiihren.
GeméB [10] kann fiir den LMS-Algoithmus eine allgemeine Obergrenze beziiglich der Stabilitét
angegeben werden:

Amazx
O<p< IP, 9)
Der Maximalwert der Schrittweite ist somit abhéngig von der Anzahl L der Filterkoeffizienten
und der Leistung P, des Signals z¢(n). Der theoretische Wert fiir die im Zahler der Obergrenze
stehende Konstante ist aupq, = 2. In der Anwendung fillt dieser Wert allerdings schon auf Grund
der spektralen Leistungsverteilung von x¢(n) in der Regel deutlich kleiner aus. Auflerdem muss
nach [17] speziell fiir den Einsatz im FxLMS-Algorithmus die Formel (9) noch etwas erweitert
werden o
max
O<M<(L+TS)me’ (10)
wobei Tg die Totzeit der Sekundéren Strecke bezeichnet. Speziell im Rahmen der vorliegenden
Arbeit wurde in Simulationen ein negativer Einfluss der Sekundéren Strecke auf die zuldssige
Schrittweite festgestellt, der sogar noch weit iiber den in (10) gegebenen hinaus geht. Bei
Beriicksichtigung eines deutlich abgesenkten «,,q, konnte aber trotzdem, ausgehend von (9),
entsprechend [10] eine praktikable und zuverléssige Schrittweitenanpassung eingerichtet werden.
Hierzu wurde die Signalleistung P, néherungsweise durch %w?(n)w #(n) beschrieben. Es ergibt
sich dann aus (8), unter Beriicksichtigung von (9), die erweiterte Rekursionsformel

wn+1) =wn) + — ) xr(n)e(n) (11)

mit normierter Schrittweite. Die Konstante « ist etwas kleiner zu wéahlen als der maximal
mogliche Wert q,q,. Im vorliegenden Fall wurde mit a ~ 0.03 ein zuverléssig stabiler Betrieb
des Algorithmus erreicht.

Fiir die praktische Anwendung ist es weiterhin wichtig, bei der Berechnung der Schrittweite eine
untere Grenze Py, min fiir die eingerechnete Signalleistung festzulegen (s. Bild 7). Tut man dies
nicht, so wird die Schrittweite gegen unendlich hohe Werte streben, wenn ein verschwindendes
Eingangssignal vorliegt.
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Eine weitere, fiir den praktischen Einsatz notwendige Modifizierung des FxLLMS-Algorithmus ist
die Einfithrung des so genannten Leckfaktors v [10]. Dieser soll ein unerwiinschtes Driften der
Koeffizienten des adaptiven Filters W vermeiden. Bei der Drift handelt es sich im vorliegenden
Fall hauptséchlich um einen anwachsenden Offset aller Filterkoeffizienten. Er entsteht dadurch,
dass sowohl die Messung des Fehlersignals e(n), als auch die des gefilterten Referenzsignals
xf(n) einen Offsetfehler besitzen. Da von der sekunddren Strecke keine konstanten Signalan-
teile iibertragen werden konnen, ergibt sich keine Auswirkung der Koeflizientendrift auf das
Fehlersignal und eine Korrektur durch den LMS-Algorithmus findet nicht statt.

Der Leckfaktor v wirkt diesem Effekt entgegen, indem er geméfl der Formel

S —wp(n)e(n) (12)

w(n+ 1) = vw(n) + w?(n)a}f(n)
auf die fiir die Rekursion zwischengespeicherten Werte der Filterkoeffizienten w(n) Einfluss
nimmt. Es muss gelten 0 < v < 1, wobei fiir die Anwendung normalerweise ein Wert fiir v
gewihlt wird, der sehr nahe bei Eins liegt (z. B. v = 0.9999). Man erzeugt so fortlaufend eine
kiinstliche Verkleinerung der Filterkoeffizienten w(n). Ein nachteiliger Effekt des Leckfaktors ist
die Verminderung der erreichbaren Giite der Schwingungsddmpfung. Die Unterdriickung wird
umso schwécher ausfallen, je kleiner der Wert von v gewéhlt wird. In der Literatur werden
Verfahren vorgeschlagen, mit denen die auftretende Performance-Verschlechterung minimiert
werden kann (z. B. [18, 19]).

Es sei hier nebenbei erwihnt, dass sich der Leckfaktor durch seine Wirkung auf die Unter-
driickungsgiite sehr gut als Mittel zum Ein- und Ausschalten der Vibrationsdimpfung eignet.
Hierzu wird er entweder auf den gewiinschten Betriebswert oder zu Null gesetzt. Bei dieser Vor-
gehensweise besteht keine Gefahr, dass aufgrund der Schaltvorgénge Instabilitdten auftreten.

Mit den in diesem Abschnitt beschriebenen Modifizierungen ergibt sich das in Bild 7 dargestellte
Strukturbild des FxLMS-Algorithmus.

Xp,min

xf(n) p - w{n)

e(n) " " =2

Bild 7: Struktur des modifizierten FxLMS-Algorithmus

3.3 Kompensation von Riickkopplungseffekten

Beim Einsatz des FxLMS-Algorithmus am realen Priifstand tritt eine unerwiinschte Signal-
riickkopplung auf, die im Strukturbild 5 noch nicht eingetragen ist. Sie entsteht dadurch, dass
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P(z) ?_ >
Ruckkopplungs-
strecke S(z)
R(z) |« ]

M A

identifizierte Ruck- X
x(n)l kopplungsstrecke e(n)
— R [ y(n)
a
" W(z)
Sz) L‘
s e

Bild 8: FxLLMS-Algorithmus mit Riickkopplungskompensation

der zur Storkompensation eingesetzte Aktors nicht nur auf die Ausloschungsstelle am Fehlersen-
sor wirkt, sondern auch auf die Messung des Referenzsensors. Die Lage der hierbei wirkenden
Riickkopplungsstrecke R(z) ist im Bild 8 eingezeichnet. Bei den am Hilfsrahmen durchgefiihrten
Untersuchungen kam es aufgrund der Signalriickwirkung zu einer deutlichen Verschlechterung
der Performance der Schwingungsunterdriickung bis hin zur Instabilitét der Filteradaption. Ab-
hilfe konnte geschaffen werden durch den Einsatz des gemifl [1] softwareseitig implementierten
Filters R(z), das als Modell der Strecke R(z) identifiziert wurde (s. Abschnitt 4.2). Das Aus-
gangssignal des Filters R(z) wurde vom verfélschten Referenzsignal abgezogen und der durch
die Riickkopplung beigetragene Anteil eliminiert. Auf diese Weise konnten die negativen Auswir-
kungen der Riickkopplung nahezu vollstindig beseitigt werden. Fiir die Anwendung am realen
Kfz bleibt allerdings zu priifen, wie stark sich die Riickkopplung dort tatséchlich auswirkt.
Aufgrund der hohen Masse des Motorblocks wird der Effekt der durch Aktory eingebrachten
Vibration voraussichtlich geringer sein als am Priifstand.

4 Besonderheiten der Implementierung
4.1 Anwendung der Oversampling-Technik

Wie in Bild 8 angedeutet, sind an den Signaliibergdngen zwischen Hardwareaufbau und softwa-
reseitig implementiertem Algorithmus Elemente zur Umsetzung der Abtastfrequenz eingefiigt.
Der Pfeil nach oben kennzeichnet hierbei eine Erhéhung und der Pfeil nach unten eine Absen-
kung der Abtastrate. Mit diesen Umsetzungen wurde eine so genannte Oversampling-Technik
[20] realisiert. Sie erlaubt eine Ausfithrung des Algorithmus mit niedriger Abtastfrequenz bei
gleichzeitiger Signaleingabe und -ausgabe iiber die A/D- und D/A-Wandler mit hoher Abta-
strate.
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Durch die niederfrequente Abarbeitung des Algorithmus steht softwareseitig viel Rechenzeit je
Abtastschritt zur Verfiigung. Auflerdem kann die Anzahl der Koeffizienten der im Algorithmus
eingesetzten Filter W (z), S(z) und R(z) gering gewihlt werden, da die erforderliche Ordnung der
Filter mit abnehmender Abtastrate sinkt. Durch die hohe Taktrate bei der Signaleingabe und -
ausgabe werden die Anforderungen an den Roll-Off der Anti-Aliasing- und Rekonstruktionsfilter
im Hardwareaufbau niedrig gehalten. Im vorliegenden Fall konnten einfache passive Tiefpésse
erster Ordnung verwendet werden.

Fiir die softwareseitige Abarbeitung des Algorithmus wurde eine Taktrate von f4 = 1500 Hz
gewahlt und fiir die Signaleingabe und -ausgabe eine Abtastfrequenz von f’j = 6000 Hz. Die
Implementierung der Frequenzumsetzungen erfolgte, wie in Bild 9 zu sehen, unter Verwendung
von digitalen Tiefpéssen. Diese wurden als Butterworth-Filter sechster Ordnung eingerichtet.

y = Frequenz Rekonstruktions-
T = M hochsetzen | | Tiefpass, digital —
2 Anti-Alias- Frequenz
¢ = Tiefpass, digital | | tiefsetzen

Bild 9: Umsetzung der Abtastfrequenz

4.2 Identifikation der Strecken S(z) und R(z)

Wie bereits beschrieben, werden fiir die Implementierung des FxLMS-Algorithmus die beiden
Filter S(z) und R(z) als identifizierte Modelle der Strecken S(z) und R(z) benétigt. Die dem-
zufolge erforderliche Identifikation wurde am Priifstand durch eine direkte Anwendung des
LMS-Algorithmus entsprechend [10] realisiert. Die hierbei eingesetzte Struktur (s. Bild 10)
kann, zusammen mit dem FxLMS-Algorithmus, als Echtzeitanwendung auf der dASPACE-Karte

x;y(n) Test- e.,(n) Fehler-
signal y S(z) ' . signal
(R(z) -

_/

S(z)

R()
FIR-Filter

LMS

Bild 10: Offline-Identifikation der Strecken S(z) und R(z)

ausgefithrt werden. Auf diese Weise ist es moglich, jeweils vor dem Einschalten der Vibrati-
onsddmpfung eine Offline-Identifikation der Strecken S(z) und R(z) vorzunehmen, so dass star-
ke, langfristig wirkende Zeitvarianzen der Strecken nicht zu einer Performanceverschlechterung
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der Vibrationsddmpfung fithren kénnen.
5 Auswirkung der Periodizitit des Storsignals

Durch den Motor im Kraftfahrzeug wird ein periodisches Storsignal erzeugt. Dieses setzt sich
zusammen aus einer Grundschwingung, deren Frequenz unmittelbar mit der Drehzahl des Mo-
tors zusammenhingt und aus den zugehorigen Oberschwingungen bei ganzzahligen Vielfachen
der Grundfrequenz. Aus der Periodizitit des Storsignals folgt, Linearitéit der vorliegenden Uber-
tragungsglieder vorausgesetzt, dass auch alle anderen bei der Schwingungsunterdriickung auf-
tretenden Signale, wie z¢(n), d(n), ys(n) und e(n), periodisch sind mit der Periodendauer des
Storsignals.

Fiir die experimentelle Untersuchung des FxLMS-Algorithmus am Priifstand wurde das Motor-
Storsignal durch ein Multisinus-Signal nachgebildet. Das Verhalten des Algorithmus wurde fiir
Grundfrequenzen zwischen 30 Hz und 300 Hz erprobt.

Die Periodizitdt des Storsignals hat auf entscheidende Weise Einfluss auf die Anforderungen
bei der Realisierung des FxLMS-Algorithmus. Zwei Punkte hierzu werden im Folgenden néher
erlautert.

5.1 Totzeitanforderungen

GeméB Abschnitt 1, Gleichung (1) kommt es zu einer Ausloschung des Fehlersignals e(n), wenn
das adaptive Filter W(z) das Produkt aus primérer Strecke P(z) und invertierter sekundérer
Strecke S~!(z) nachbildet. Ein derartiges Filter W (z) ist im Allgemeinen nur realisierbar (d.h.
kausal), wenn der Totzeitanteil der Strecke P(z) mindestens genauso groff ist wie der der
Strecke S(z). Am vorliegenden Aufbau wurde fiir die primire Strecke, die die Ubertragung
der Vibrationen von der Referenzmessung bis zur Fehlermessung beschreibt, wegen der hohen
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Schallwellen im Stahltriger (ca. 5000 ms™!) und nur kurz-
en Ubertragungswegen in der elastischen Aufhingung eine relativ kurze Totzeit von ungefihr
5-107* sec ermittelt. Bei einer Abtastperiode von T4 = f;l = 6,6 - 1074 sec betriigt sie also
nicht ganz einen Abtastschritt. Da die Totzeit der Sekundéire Strecke prinzipbedingt mindestens
eine Abtastperiode betréigt und insgesamt am betrachteten Priifstand sogar noch deutlich gréfier
ist (ca. 61073 sec), kann die oben stehende Realisierbarkeitsanforderung nicht erfiillt werden.

Liegt jedoch ein periodisches Storsignal vor, so ist trotzdem eine wirksame Vibrationsddmpfung
moglich, da dann die Generierung des Gegensignals y¢(n) um eine oder auch mehrere Perioden
des Storsignals verzogert stattfinden kann. Dies kann durch die folgenden Uberlegungen plausibel
gemacht werden:

Fiir eine Ausloschung des Signals e(n) geméf Bild 5 muss gelten d(n) = ys(n), bzw.
P(2)X(z) =S(z)W(2)X(z) . (13)

Um eine Betrachtung beliebiger Periodendauern (und nicht nur ganzzahliger Vielfacher der
Abtastperiode T4) moglich zu machen, soll dieser zeitdiskrete Zusammenhang im Folgenden
voriibergehend als kontinuierlich angenommen werden. Hierbei werden die entsprechenden Sy-
steme und Signale mit dem Index ¢ versehen:

Po(8)Xo(s) = Se(8)We(s) Xo(s) (14)
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Ist 2.(t) ein periodisches Signal, so wiederholt es sich mit der Periodendauer T:
z(t) =z (t+kTy), keZ. (15)

Beschreibt man die Zeitverschiebung um k7, durch den Faktor e**?= so erhiilt man aus (14)
die Beziehung
Pe(s)Xe(s) = SC(S)WC(S)XC(S)es}CTZ ) (16)

aus der X.(s) herausgekiirzt werden kann. Es ergibt sich
Pe(s) = Se(s)We(s)e™ . (17)

Trennt man die Systeme Pe(s), Sc(s) und We(s) in (17) in einen Totzeitanteil und eine totzeitfreie
Ubertragungsfunktion auf, also

P.(s) = e *TPPy(s)
S.(s) = e T58,(s) (18)
Wo(s) = e TWW(s),

so erh&lt man weiterhin
e TP Po(s) = eT5 Suo(s) e 5TW Wg(s) eFle . (19)
Damit diese Gleichung fiir alle s erfiillt sein kann, muss gelten
Tw=Tp —-Ts+ kK1, . (20)

Diese Bilanzgleichung gibt an, wie sich die Totzeiten der Strecken P.(s) und S.(s) sowie die
aufgrund der Periodizitat des Signals 2 ¢(t) konstruierbare zusétzliche Totzeit kT, auf die Totzeit
Tw des adaptiven Filters W,(s) auswirken.

Wie oben bereits erwihnt, muss Ty grofler oder gleich Null sein, da W,(s) sonst nicht kausal
wire. Dies wird mit (20) immer erfiillt werden konnen, da k € Z - zumindest theoretisch - nicht
begrenzt ist. Es wird immer ein k geben, fiir das kT, grofler oder gleich dem endlichen Wert von
Ts — Tp ist.

Die Riickkehr zur zeitdiskreten Betrachtung ist moglich unter der Annahme, dass die Impul-
santwort des Filters W, (s) nach der endlichen Zeit LT4 verschwindende Werte annimmt. Diese
Voraussetzung kann gemafl dem nachfolgenden Abschnitt 5.2 fiir periodische Anregung bei ge-
eigneter Wahl von L immer erfiillt werden. Auflerdem seien in der Impulsantwort von W.(s)
nur Signalanteile bei Frequenzen unterhalb der Nyquistfrequenz 1/(274) enthalten. Auch diese
Annahme kann als erfiillt vorausgesetz werden, da sie bei Bedarf durch eine Bandbegrenzung
der Impulsantwort herbeigefiihrt werden kann.

Es ergeben sich dann, aufgrund der Impulsinvarianz, die Filterkoeffizienten w des diskreten Fil-
ters W (z) durch Abtastung der Impulsantwort von W,(s). Das Filter W,(s) kann also nachgebil-
det und die urspriingliche Forderung (13) erfiillt werden, unabh#ingig von den Streckentotzeiten
TS und Tp.
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5.2 Koeflizientenzahl des adaptiven Filters W

Auch auf die minimal notwendige Anzahl L, der Koeffizienten des Filters W (z) hat die Peri-
odizitdt des Storsignals vorteilhaften Einfluss. Fiir die Unterdriickung nichtperiodischer Signale
miisste Ly,in so hoch gewihlt werden, dass die Impulsantwort von W (z) ausreichend lang wird
um die Impulsantwort des Filters P(z)S~!(z) fiir den relevanten Frequenzbereich nachzubilden.
Die zeitdiskrete Impulsantwort des nichtrekursiven Filters W (z) entspricht hierbei genau sei-
ner Koeffizientenfolge w;. Bei der Anwendung an der Motoraufhdngung stellte sich heraus, dass
erst fiir etwa L > 300 gute Ergebnisse der Schwingungsunterdriickung von nichtperiodischen
Signalen hitten erreicht werden koénnen.

Bei der hier vorliegenden periodischen Anregung hingegen ist eine effektive Schwingungsunter-
driickung bereits sicher moglich, wenn die zeitliche Lange der Impulsantwort von W (z) minde-
stens genauso grof ist, wie die Grundperiodendauer Ty nq des Referenzsignals z(n). L muss
also der Forderung

L > Tgrunafa (21)

geniigen. Fiir die hier verwendete Abtastrate f4 = 1500 Hz und bei Annahme einer Grundfre-
quenz der Stérschwingungen von 30 Hz ergibt sich eine minimale Koeffizientenzahl L,,;, = 50. In
Bild 11 ist zu sehen, dass die im Experiment am Priifstand erreichte Schwingungsunterdriickung
bei diesem Grenzwert von einem méfligen Grad zu dem bestmoglichen iibergeht. Der theoreti-

6

501 : . B

40+ : . B

verbleibender Fehler |e|

L L T 7 L L T
20 30 40 50 60 70 80 90 100
Koeffizientenzahl L

Bild 11: Restschwingung in %, in Abhéngigkeit von der Koeffizientenzahl L des Filters W(z)

sche Hintergrund dieser Verhéltnisse kann wiederum, zumindest fiir Periodendauern T, yng, die
ein ganzzahliges Vielfaches der Abtastzeit T4 betragen, durch einfache prinzipielle Uberlegungen
anschaulich gemacht werden.

Ausgangspunkt ist, wie bereits im vorhergehenden Abschnitt, dass fiir eine effektive Schwin-
gungsunterdriickung die Gleichung (13) erfiillt sein muss. Aus dieser folgt

W(2)X(z) = P(2)S™1(2)X(2) . (22)

Ubertrégt man dies als Forderung unter Beriicksichtigung der vorliegenden Gegebenheiten in
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den Zeitbereich, so ergibt sich

L—1 o)
SN wan i)=Y fiwln—i). (23)
=0

1=—00

Auf der linken Seite von (23) steht die diskrete Faltung des Referenzsignals x(n) mit dem
nichtrekursiven Filter W(z). Die rechte Seite gibt die Faltung von x(n) mit einem ebenfalls
nichtrekursiven Filter F'(z) an, das beliebig viele Koeffizienten f; besitzt und ein mathematisches
Modell der Priifstandstrecke P(2)S~!(z) darstellt. Es gelte also F(z) = P(z)S~!(z). Durch
Zerlegung in Teilsummen kann die rechte Seite iiberfithrt werden in die Form

oo N-1

> frenvgja(n — kN = j) . (24)

k=—c0 j=0
Ist 2(n) ein N-periodisches Signal, so gilt
x(n—kN —j)=xz(n—j), keZ (25)
und (24) kann nach Vertauschen der beiden Summenzeichen dargestellt werden als
N-1 o)
3| 32 vt 0
j=0 Lk=—c0
Die innere Summe liefert die N Koeffizienten eines Filters F"
B o0
fi= )" frvs (27)
k=—0c0
Hiermit kann (26) umgeschrieben werden zu

N—

[y

fie(n —j) . (28)
j=0

Es liegt also eine Faltung des Signals x(n) mit dem Filter F(z) vor. Die Wirkung des auf der
rechten Seite von (23) eingesetzten Filters F'(z) mit unendlich vielen Koeffizienten entspricht
somit - bei periodischem Anregungssignal - der Wirkung eben dieses Filters F (z) mit N Ko-
effizienten. Dies hat entscheidende Bedeutung fiir die Erfiillbarkeit von (23). Ist ndmlich die
Anzahl L der Koeffizienten des adaptiven Filters W (z) grofier oder gleich dem Wert von N,
so kann F(z) durch W(z) nachgebildet werden. Weiterhin kann dann auch die Wirkung des
Filters F(z) = P(2)S™!(2) nachgebildet werden und die Erfiillung von (23) ist moglich. Durch
den FxLMS-Algorithmus wird demzufolge geméfi Abschnitt 3.1 eine Optimallosung fiir W (z)
gefunden werden, die zu einer Ausloschung des Fehlersignals e(n) fiihrt.

6 Messergebnisse und Analyse
6.1 Ergebnisse der Schwingungsdimpfung

Ein typisches Ergebnis der mit der Realzeitanwendung am Priifstand erreichten Vibrationsddamp-
fung ist in Bild 12 dargestellt. Die hier vorliegende Gesamtddmpfung betriagt etwa 39 dB. Dabei
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Bild 12: Erreichte Dampfung im Frequenzbereich

ist natiirlich zu beachten, dass dieses Ergebnis unter Laborbedingungen erhalten wurde. Insbe-
sondere wurde fiir die gezeigte Messung der in Abschnitt 3.2 eingefiihrte Leckfaktor v zu Eins
gesetzt, was bei einem ldnger dauernden Einsatz im Fahrzeug voraussichtlich nicht ohne weiteres
moglich wére.

Bild 12 zeigt, dass sich eine unterschiedlich starke Unterdriickung der Vibrationen fiir die ver-
schiedenen angeregten Frequenzen, also 30, 60, ..., 300 Hz, eingestellt hat. Bei f = 120 Hz liegt
beispielsweise eine Dampfung von ca. 60 dB vor, wohingegen bei f = 300 Hz als Extremfall
iiberhaupt keine Minderung erkennbar ist.

Ein Anhaltspunkt zur Erklarung dieser Unterschiede kann mithilfe der in Bild 13 gezeigten
Grafik gefunden werden, die das zeitliche Verhalten der Schwingungsunterdriickung nach dem
Einschalten des FxLMS-Algorithmus wiedergibt. Es ist dort zu sehen, dass das Fehlersignal e(n)
fiir die verschiedenen angeregten Frequenzen unterschiedlich schnell konvergiert. Unabhéngig
davon wiirde bei idealen Verhéltnissen im stationdren Zustand, also nach dem Abklingen der
Einschwingvorginge, der Fehler e(n) fiir alle Frequenzen einen Wert von nahezu gleich Null
annehmen. Ein solcher stationédrer Zustand kann sich aber beim vorliegenden realen System
schon aufgrund von Zeitvarianzen der Strecken im Priifstand nicht einstellen. Es kommt zu
einer fortlaufenden Auslenkung des Signals e(n), die je nach Konvergenzgeschwindigkeit des
Algorithmus fiir die jeweils betrachteten Frequenzen unterschiedlich effektiv kompensiert wird.
Die mathematische Beschreibung des Abklingverhaltens des FxLMS-Algorithmus ist Inhalt der
nachfolgenden Abschnitte.

6.2 Hintergriinde zur mathematischen Analyse

In diesem Abschnitt werden kurz einige Grundlagen zur nachfolgenden Konvergenzanlyse des
FxLMS-Algorithmus zusammengestellt, wie sie dhnlicher Form auch z.B. in [1, 9, 10] zu finden
sind.

Fiir eine mathematische Analyse des Konvergenzverhaltens ist eine ndhere Betrachtung des
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Bild 13: Unterdriickung der angeregten Frequenzen

Fehlersignals e(n) notwendig, das sich iiber die Formel

e(n) = d(n) —w' (n)as(n) (29)

berechnet. Dieser Zusammenhang vereinfacht sich, wenn anstelle der Filterkoeffizienten w(n)
ihre Abweichung vom optimalen Wert w,;, also

u(n) = w(n) — Wopt (30)
betrachtet wird. Es gilt dann
e(n) = d(n) — (u"(n) +wgy) xs(n) . (31)

Unter der Annahme, dass das Storsignal d(n) durch die Wirkung des optimalen Filters woy
vollstéindig kompensiert wird, ergibt sich hieraus

e(n) = —u’(n)x;(n) . (32)

Das Zeitverhalten des Fehlersignals e(n) ist also wesentlich durch das Konvergenzverhalten der
Filterabweichung w(n) bestimmt. Dieses kann im zeitlichen Mittel, unter Annahme langsamer
Konvergenz, in guter Ndherung durch die Differenzengleichung

(u(n+1)) = (I — pR){u(n)) (33)

beschrieben werden [10]. Dabei bezeichnen die spitzen Klammern () die zeitliche Mittelwertbil-
dung, und R ist die Autokorrelationsmatrix des Signals 2 ¢(n). Sie kann iiber

R = E{z;(n)zf(n)} = lim —me (34)

K—oco K

berechnet werden, sofern stationére Anregung vorliegt. Der Vektor xf(n) ist entsprechend (4)
definiert. Der Anfangswert von u(n) ist

u(0) = —wop , (35)



TUM Tech. Rep. Auto. Cont. Vol. TRAC-2 18

wobei das optimale Filter w,,; aus
Rwyy =p (36)

bestimmt werden kann [9]. Der Vektor p ist der Kreuzkorrelationsvektor

K
p= Bldm)zsn)} = Jim > d(k)as (k) (37)
k=1

Fiir eine anschauliche Analyse ist das System (33) auf Diagonalform zu transformieren mit
z(n) = VTu(n) . (38)

Dabei kann angenommen werden
viv =1, (39)

da R symmetrisch ist. Es ergibt sich das transformierte System
(z(n+1)) = (I - uVTRV)(2(n)) . (40)

Die Matrix V enthélt in Spalten die Eigenvektoren v;, i =1,...,L von (I — uR) bzw. R. Es ist
dann

Ar=VTRV (41)
eine Diagonalmatrix, in deren Hauptdiagonalen die L Eigenwerte Ar; von R stehen.

Aus der rekursiven Formel (40) kann direkt die Gleichung zur Berechnung von z(n) fiir den
aktuellen Abtastschritt abgeleitet werden:

(z(n)) = (I — pAR)"2(0) (42)

Einsetzen des entkoppelten Gleichungssystems (42) in die Transformation (38) fiihrt schliefllich
auf die Beschreibung des gemittelten Zeitverhaltens der Filterabweichung u(n):

(u(n)) = V(I — pAg)"z(0) (43)

Das Konvergenzverhalten der Filterabweichung ist in (43) durch die Eigenwertmatrix Apg, die
Modalmatrix V' und den Anfangszustand z(0) des diagonalisierten Systems festgelegt. Die Werte
dieser GroBen sollen im Folgenden bestimmt werden.

6.3 Filterkonvergenz fiir Anregung mit nur einer Frequenz

Die Ermittlung der Groflen, die das Konvergenzverhalten bestimmen, wird sehr ibersichtlich,
wenn zunédchst nur der Fall der harmonischen Anregung bei nur einer Frequenz w betrachtet
wird. Fiir das gefilterte Referenzsignal gelte daher

xp(n) = 2ysin(wnTa + ¢z,) - (44)
Der entsprechend (4) aufgestellte Vektor x¢(n) ist dann
& psin(wnTa + ¢pz,)
25(n) = Zpsin(w(n —1)Ta + ¢z,) . (45)
Ty sin(w(n — L+ DTA + @a,)-
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Er kann fiir alle diskreten Zeitpunkte n durch eine Linearkombination zweier Vektoren dargestellt
werden:

sin(w 074 + @z + )

N i -1)T
xf(n) =2y cos(wnTa + ¢z, — @) sin(w(—=1)Ta + ¢z, + ¢)

a(n) sin(w(—L 4+ 1)Ta + ¢z, + ).

Uy
cos(w0Ta + ¢z + @)

cos(w(—=1)Ta + ¢z, + ¢)

+ &y sin(wnTa + @z, — ©) (46)

B(n) cos(w(—L+1)Ta + ¢z, + ).

~~

Vs
Durch Normierung der Vektoren v und 09 auf ihre Betrdge
81 = \/81 D1, [Baf = \/ B Dy (47)

ergibt sich aus (46)

~ |~ v P v
21(n) = [B1]a() s+ [BalB) T = alm)vr + Bn)vs (43)
a) > Bn) T
U1 ()

Der Winkel ¢ in (46) sei so, dass gilt vI vy = 0. Es liege also Orthogonalitiit von v1 und vs vor.
Hierzu muss gelten

L-1
Z sin(—wiTa + ¢z, + ) cos(—wila + Pz, + )
=0
L-1
=3 > sin(2(—wiTy + @z; +9)) =0 . (49)
=0

Dies ist gegeben, wenn eine Nullstelle der in der zweiten Zeile von (49) aufsummierten Sinus-
funktion bei ¢ = % liegt, also wenn gilt

L—-1
2<—w 5 TA—i—gomf.—i—go) =km, (50)

bzw.

- b 61)

Prp T =W

wobei k eine ganze Zahl ist. Eine Ausnahme liegt vor, wenn die Zeitdauer LT4 (Anzahl L der
Elemente der Vektoren vy bzw. vo multipliziert mit der Abtastperiode T4) einem ganzzahligen
Vielfachen der halben Signalperiode T entspricht. In diesem Fall ist (49) immer erfiillt und
beliebige Winkel ¢ sind méglich.

Unter der Annahme, dass die Vektoren vy und vs Eigenvektoren der Matrix R sind, kann die
Modalmatrix V' aufgestellt werden:
V = [’Ul (%] *] (52)



TUM Tech. Rep. Auto. Cont. Vol. TRAC-2 20

Hierbei sei x beliebig, jedoch so, dass V' quadratisch und orthogonal wird. Letzteres ist zuléssig,
da R symmetrisch ist [21]. Einsetzen von (34) in (41) fiihrt auf

K K
Ap = VT Kliinoo%;wf(k)w?(k)V = Kliinoo%kz::lVTmf(k)w?(k)V . (53)
Hierin ist, mit (52) und (48)
" alk) ]
vl B(k)
VTz(k) = (@F(k)V) = | o] | (ak)or +Bkws) = | O | . (54)
*1 :
- O -

Das einfache Ergebnis in (54) ergibt sich aufgrund der Orthogonalitét von V. Man erhélt somit
aus (53)

) o;:(k)k a(kz)i(k) .0
o ... 0
- 0 0 0

Da die gemischten Ausdriicke in der Matrix auch bei Summenbildung bis zu unendlich hohem
K endlich bleiben, ergibt sich aufgrund der Division durch K

a?(k) 0 0 Ar, 0 ... 0
K 2
1 0 B*(k) 0 0 Ar, 0
AR = Kll—{noo?; . - (56)
0 0 0 0 0 0

Aus (56) konnen direkt Gleichungen zu Bestimmung der Eigenwerte Ap, und Agr, abgelesen
werden. Einsetzen der in (48) festgelegten Konstanten a(n) und G(n) fithrt auf

K
.1 A
Ar, = lim — E ]01]233? cos?(wkT4 + z; — P)

K—oo K
k=1
1 /1 1
_A20= 2 1
= %91 Khinoo 174 Z_: (5 + 5 cos(2wkT'a + 2¢,, — 2@)) , (57)
also !
Ay = 5|91 2] (58)
und entsprechend
1. 9.
AR, = §|v2|2xfc ) (59)

Die einzige noch unbekannte Grofie in (43) ist nun der Anfangszustand z(0) des diagonalisierten
Systems. Er kann mit (35) und (38) iiber die Anfangsbedingung (36) der Filterabweichung u(n)
ermittelt werden:

RV 2(0) = Ru(0) = —Rwyy = —p. (60)
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Wird diese Gleichung von links mit VT multipliziert, so ergibt sich
VIRV 2(0) = Arz(0) = -VTp. (61)

Fiir den Kreuzkorrelationsvektor p kann mit (37) und (48) geschrieben werden

g 1S
p=lm — ; d(k)as(k) = lim - ; d(k) (a(k)vy + B(k)vs)

(62)
Hierin sei R
d(k) = d sin(wkT4 + ¢q) - (63)

Durch Einsetzen von (62) mit (63) in (61) berechnet sich, wiederum aufgrund der Orthogona-
litdt der Vektoren wv;...vy sowie der Normierung von vy und wvo, der Anfangswert der ersten
Zustandsvariablen zu

1 1 &
21(0) = A—&I}i_lgofz_;d(k)a(k)

-1, 1 &
= = d£f|171]KIi_I)nOOE;sin(wkTA+god) cos(wkTa + ¢z, — ¢)

-1 1 /1
= = d£f|171]KIi_r)nooE; <§sin(2wkTA—|—g0d+goxf — )

1.
—gsin(pe, — ¢ — w))

= 2;; d &¢|®1|sin(—pa, + ¢+ a) - (64)

Der Anfangswert der zweiten Zustandsvariablen ist entsprechend
-1

22(0) = oy d & ¢|Va| cos(—pu, + ¢ + @a) - (65)
2
Mit (58) und (59) wird daraus
Zl(o) = |1~31’ if Sll’l(—(pr + o+ Qod) (66)
sowie )
2(0) = = cos(—¢a, + ¢+ pq) . (67)
02| &

Die Anfangswerte aller weiteren Zustandsvariablen z3(0) ... z1,(0) sind nicht definiert, da fiir die
zugehorigen Eigenwerte gilt Ap; = 0. Allerdings sind die betroffenen Zustandsvariablen ohne
Einfluss auf das Fehlersignal, wie sich in Abschnitt (6.5) zeigen wird.

6.4 Filterkonvergenz fiir Anregung bei mehreren Frequenzen

Es liege nun eine Anregung mit nicht nur einer, sondern insgesamt M verschiedenen Frequenzen

vor
M

M
zf(n) = Z Tfm(n) = Z & sin(mwnTa + @z pm) - (68)
m=1

m=1
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Die maximal mdogliche Anzahl M von iiberlagerten Schwingungen liegt aufgrund des Shannon-
Theorems und der Anforderung an die minimale Linge des Filters W gemif (21) bei £ — 1
(bzw. % fiir ungerade L).

Die Autokorrelationsmatrix R ergibt sich nun gemif} (34) zu

M M 1 K M M
L2 P O] o SUTENNS ol D SEPATE) oA
m=1 m=1 k=1 \m=1 m=1
K

= Jim =S @uR)oh () + @pE)eha) + o+ 2p (K)ot (F)
k=1

+axpy(k)xhy (k) + @ p(k)apg(k) +...) (69)

Da die gemischten Terme, die in der letzten Zeile von (69) stehen, auch fiir eine Summenbildung
bis zu unendlich hohen & endlich bleiben, verschwinden Sie im Gesamtausdruck, wieder aufgrund
der Division durch K. Demzufolge fithrt die Uberlagerung der Anregungsfrequenzen zu einer
Uberlagerung der zugehorigen Autokorrelationsmatrizen

R= lim > pm(k)ah,, (k) . (70)
- P

Einsetzen in (41) liefert die Formel zur Berechnung der Eigenwertmatrix :

M K
1 T T
ARr= mg_l Khm 74 kg_l Vizpn k), (K)V (71)

—00

Um Ag zu bestimmen, kénnen die Vektoren x,,(n) dhnlich wie in (46) und (48) zerlegt werden
in

“ - 1 Sin(mw(_l)TA + Soxfm + (pm)
Zpm(n) = 2 pm cos(mwnTa + Oz pm — Pm)|V2m—1] m )
~~ m— :
am(n) sin(mw(—L 4+ 1)Ta + @z pm + Pm)-
’EQm—l
U2:7:71

cos(mw0T4 + Pz pm + ©m)

o _ 1 cos(mw(=1)Ta + Pz pm + ©m)
+ & g sin(mwnTa + 0z pm — Om)|[V2m| o :
2m :
Brm (n) cos(mw(—L + 1)Ta + @z ;m + Pm)
B,
Vam

Hierbei sind die Vektoren wvo,,,_1 sicher orthogonal zu den Vektoren vs,,, unter der Voraussetzung,
dass
(L—-1) km

T -
9 A+ 9 (73)

P rm + Om = mw

wobei k wieder eine ganze Zahl sei (vgl. (51)).

. (72)
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Zu beachten ist, dass hingegen die Vektoren vg,,—1 untereinander nicht zwangsldufig orthogonal
sind. Dasselbe gilt fiir die Vektoren wvo,,. Orthogonalitéit liegt hier nur dann exakt vor, wenn die
Zeitspanne LT4 einem ganzzahligen Vielfachen der Grundperiode Tgrynd = %” des Storsignals
entspricht, wenn also in den vsg,,—1 und ve,, nur ganzzahlige Schwingungsperioden enthalten
sind. In guter Naherung ist die Orthogonalitdt allerdings auch dann gegeben, wenn die Grund-
periode Tgrung klein ist im Verhéltnis zu der Zeitdauer LT 4. Fiir diese beiden Fille, fiir die
Orthogonalitéit angenommen werden kann, ist die anschauliche modale Beschreibung mdoglich,
die im Folgenden dargestellt wird.

Mit den als orthogonal angenommenen Vektoren v; (i = 1,...,2M) wird die Modalmatrix V'
aufgestellt
V = [’Ul,'UQ,...,'UQM,*] ) (74)

wobei * wiederum so aufgebaut sei, dass V' quadratisch und orthogonal wird.

Mit (72) und (74) ergibt sich fiir den Ausdruck V' a s, (k) in (71)

0
vl 0
T : am(k
Vi) = (@5, 00V) = | L | (cntB)oam s + Gn(boam) = | Ek; (75)
Vonmr m
o 0
- 0 -
Da aufgrund der Definitionen der ay,(n) und (,,(n) in (72) gilt
| X
Kliinm?z_;ai(k) (k) =0 Vi, (76)
folgt
[ oi(k) ]
(k) 0
K
1 o2, (k)
Ap = lim — 7
R=Jm o) (k) o
0
0
- 0 -
Analog zu (57-59) ergeben sich die Eigenwerte
AR2m—1 = 5563%!52771—1!2 ; (78)
1
AR2m = 57|02l . m=1,...,M . (79)

2
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Die Anfangswerte der Zustandsvariablen des gemif (38) diagonalisierten Systems werden hier

_dm _
ZQm_l(O) = m sm(—goxfm + Om + @dm) (80)
—sz
m N pe —Pxrm m m) - 1
22m(0) % o] coS(— Pz pm + Pm + Pdm) (81)

Die Anfangswerte aller weiteren Zustandsvariablen sind unbestimmt und ohne Einfluss auf das
Fehlersignal (s. nichster Abschnitt).

6.5 Konvergenz des Fehlersignals e(n)

Mit den somit erhaltenen Grofien ist die Beschreibung des Zeitverhaltens des Fehlersignals e(n)
moglich. Hierzu ist zunéchst (42) mit (38) in (32) einzusetzen:

é(n) = —(V{z(n))) @s(n) = —2" (0)(I — pAR)"V"' xs(n)

M
=—2"0)I — pAR)"VT Y pm(n) (82)

m=1

Der Uberstrich der Grofe &(n) kennzeichnet die zeitliche Mittelwertbildung der Konvergenz. Die
Vektoren @ ¢, (n) in (82) kénnen wieder wie in (72) zerlegt werden

M
é(n) = 2" (0)(I = pAR)"V" Y (am(n)vzm—1 + fm(n)vam) - (83)

m=1

Die Multiplikation mit der Modalmatrix V liefert dann bei Orthogonalitdt der Vektoren wv;
(t=1,..,L):

a (n)

pr(n)

IV n on‘(n)

é(n) = 2" (0)(I — uAR) Bur(n)

0
o
M M
= - Z (1 - M)\R,Qm—l)nZZm—l(O)am(n) - Z (1 - M)\R,Qm)nZQm(O)/Bm(n) . (84)

m=1 m=1

Aus (84) wird mit (80) und (81)
nczm Sin(_(pa:fm + ©m + (pdm)

e(n) = = =
( ) -rfm’U2m—1|

am(n)

(1 — pAR2m—1)

NE

3
Il

ndm COS(—QOngm + ©m + Pdm)

ifm’f)Zm’

NE

+ Bm(n) . (85)

(1- ,U)‘R,Qm)
1

3
I
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Werden weiterhin die Koeffizienten a,,(n) und 5,,(n) aus (72) eingesetzt, so ergibt sich

M
e(n) = > (1= pAR2m—1)"dm cos(mwnTu + Pz m — Em) SI(—Papm + Pm + Lam)
m=1
M
+ Z (1 — pAR2m)" dp, sin(mwnT'y + Oz pm — ©m) cos(—goxfm + ©m + Cdm) - (86)
m=1

Gleichung (86) kann deutlich vereinfacht werden unter der Annahme, dass die Eigenwerte
AR2m—1 und AR o, jeweils fiir gleiches m gleich grof} sind, also

AR2m-1 = AR2m = ARm - (87)

Diese Annahme wird im Allgemeinen auch in guter Nidherung erfiillt sein. Insbesondere, wenn
die Anforderungen fiir die Orthogonalitéit der gemifl (72) gegebenen Vektoren v; (i = 1,...,2M)
erfiillt sind, da in diesem Falle gilt |D9,—1| = |D2m].

Die gemeinsamen Eigenwerte Ag,, kénnen unter Zuhilfenahme von (78), (79) und (72) als arith-
metische Mittelwerte der urspriinglichen Eigenwertpaare ermittelt werden, d.h. es gilt

AR2m—1 1+ AR2m

~2
X
= % (IP2m—11* + |[D2m[*)
- _im ( sin®(—mwiTa + am + Pm) + D cos”(=mwiTa + @apm + w)) (88)
i=0 =0

und folglich ergibt sich

_ L
Mit (89) wird aus (86) schliefilich die gewiinschte einfache Beschreibung der Konvergenz des

Fehlersignals

M
én) = dn(l = prgm)" sin(mwnTa + Cam) - (90)
m=1

Die Gleichung (90) ergibt sich mit einer Taylorreihenentwicklung von e~ Rm um LARm = 0 aus
der Gleichung

M
é(n) = Z e AR sin(mwnTs + Cdm) - (91)

m=1

Fiir langsame Konvergenz und somit kleine Werte von pAg,, wird &(n) also in guter Niherung
durch (91) beschrieben. Hierin sind

T
Ty = —2 (92)
/’L)‘Rm




TUM Tech. Rep. Auto. Cont. Vol. TRAC-2 26

Zeitkonstanten, die die Konvergenzgeschwindigkeit des Fehlersignals fiir die einzelnen Anre-
gungsfrequenzen angeben. Sie konnen mit den Formeln (11) und (89) sowie unter Beriicksichtigung
des Zusammenhangs Py, n = ifcm /2 umgeschrieben werden zu

o 2TA Pa:f

T .
« Prf,m

(93)
Dabei ist Py, m die Leistung des gefilterten Referenzsignals = #(n) fiir die m-te Frequenz und P,
nach wie vor die Gesamtleistung von x¢(n). Je stérker also ein Signalanteil bei einer bestimmten
Frequenz in x¢(n) gewichtet ist, desto schneller wird das Fehlersignal e(n) bei der jeweiligen
Frequenz abklingen.

Es ist festzuhalten, dass die Beschreibung in Gleichung (90) exakt giiltig ist fiir den Fall, dass
die Zeitdauer LT (L: Anzahl der Koeffizienten des adaptiven Filters W (z)) einem ganzzahligen
Vielfachen der Grundperiode Tgrundg = %’T der Storanregung entspricht. Ist dies nicht der Fall,
so bleibt die Beschreibung trotzdem in guter Niherung giiltig, wenn die Grundperiode T ynd
klein ist verglichen mit der Zeitspanne LT 4.

Ein Sonderfall, der hier nicht néher behandelt wurde, ist das Vorliegen von gleich starken Signal-
amplituden 2, fiir verschiedene Frequenzen, also 2y; = Zy; fiir ¢ # j. In diesem Fall ergeben
sich, falls LT4/TGrung ganzzahlig ist, entsprechend viele gleich groe Eigenwerte von R. Ortho-
gonalitdt der zugehorigen Eigenvektoren ist dann nicht mehr zwingend erforderlich, und andere
Formen als die mit (72) und (73) angenommenen sind méglich. Untersuchungen von Mess- und
Simulationsdaten haben belegt, dass sich dann Linearkombinationen der zugehdrigen Vektoren
v, einstellen. Im Ergebnis bleibt die hier durchgefiihrte Konvergenzanalyse aber auch fiir diesen
Fall richtig, da fiir symmetrische Matrizen die Annahme orthogonaler Eigenvektoren zwar bei
gleich grofien Eigenwerten nicht zwingend erforderlich, aber trotzdem zulissig ist [21].

6.6 Beschreibung im allgemeinen Fall

Im vorhergehenden Abschnitt wurde die Konvergenz der Filterabweichung u(n) und des Fehler-
signals e(n) fiir den Spezialfall geeigneter Verhéltnisse des Zeitintervalls LTy zur Grundperiode
Tp der Storanregung untersucht. Hierbei wurden einfache und anschauliche Beschreibungen ge-
funden. Mit einer dhnlichen Herleitung kann das Konvergenzverhalten auch fiir den allgemeinen
Fall bestimmt werden, wobei sich der Aufwand allerdings deutlich erhoht. Die Vorgehensweise
hierzu wird im Folgenden zumindest in den Grundziigen beschrieben.

Es kann gezeigt werden, dass die relevanten Eigenvektoren der Autokorrelationsmatrix R sich
allgemein als Linearkombinationen der gemif (72) und (73) definierten Vektoren ¥s,,,—1 und
Vo, ergeben. In Matrizenschreibweise kann dies ausgedriickt werden durch

Va = [f)l V3 ... f)gM_l]Ca und Vb: [52 ’54 f)gM]Cb y (94)

wobei die Koeffizientenmatrizen C, und C', quadratisch sind. Es ergeben sich 2M Eigenvektoren.
Die restlichen L — 2M FEigenvektoren sind Eigenwerten vom Wert Null zugeordnet. Sie miissen,
dhnlich wie in (74), nicht n&her bestimmt werden. Werden nun noch die Koeffizienten a,,(n)
und G, (n) aus (72) in Vektoren zusammengefasst

a1(n) Bi(n)
a(n) = : , B(n)= : : (95)

an(n) ﬁM.(n)
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so kann das Anregungssignal beschrieben werden durch
zs(n)=V,Crla(n)+V,Cy'B(n) . (96)
Die Autokorrelationsmatrix R wird nach (70) zu
R=E{V,C, am)a’(n)(C, )V + VyC; ' Bn)BT (n)(C; )V} (97)

und die Eigenwertmatrix A g ergibt sich als

C,'E{a(m)a’(n)}(CH)T 0 0
Ap=E 0 C,lE{Bm)B"(n)} (C;HT 0 (98)
0 0 0

Eine Beschreibung fiir den Anfangszustand z(0) kann auf dhnliche Weise wie im Abschnitt 6.3
ermittelt werden.

Die Bestimmung der Koeffizientenmatrizen C, und C} fiir das Aufstellen der orthogonalen
Eigenvektoren in V', und V, ist nach Einschétzung des Autors nicht trivial durchfithrbar. Dem-
zufolge ist die Ermittlung des exakten Konvergenzverhaltens fiir den allgemeinen Fall nicht
ohne weiteres moglich. Es kann aber - zumindest in Anndherung - eine vollsténdig bestimmte
Beschreibung ermittelt werden. Hierzu muss allerdings die exakt diagonale Form der Fehler-
beschreibung (82) aufgegeben werden. Fiir das resultierende, nahezu diagonale System kénnen
dann Abschitzungen von Eigenvektoren und Eigenwerten z. B. mithilfe des Rayleigh-Quotienten
und des normierten Defekts [22, 23, 24] gefunden werden. Zahlenwerte fiir die verbleibenden Un-
sicherheiten der genidherten Darstellung werden so ebenfalls erhalten. Die genauere Untersuchung
und Beschreibung dieser Zusammenhénge ist Inhalt der aktuellen Forschungsarbeit des Autors.
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6.7 Simulationsergebnisse zur Konvergenzanalyse

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Konvergenzanalyse mit Auswertungen von beispielhaf-
ten Simulationsdaten belegt. Um eine anschauliche Darstellung moglich zu machen, wird ein
erweiterter Frequenzbereich der Anregung von 25 Hz bis ca. 410 Hz beriicksichtigt. Damit die
effektive Arbeitsweise des Algorithmus auch fiir die untere Frequenzgrenze sichergestellt bleibt,
wird die Anzahl der Koeffizienten des Filters W entsprechend Abschnitt 5.2 auf L = 60 gesetzt.
Die verwendete Abtastrate liegt bei f4 = 1500 Hz.

1. Fall : Anregqung mit einer Grundschwingung bei 25 Hz sowie vier zugehdrigen Oberschwin-
gungen. Es ergeben sich genau 10 Eigenwerte ungleich Null, deren Betrdge jeweils paarweise
geméB (89) proportional zu den quadrierten Amplituden des Referenzsignals sind. Der Zeit-
intervall LTy = 0.04 entspricht hier genau einem ganzzahligen Vielfachen der Grundperiode
Tarund des Anregungssignals. Die den Eigenwerten ungleich Null zugeordneten Eigenvektoren
sind daher exakt sinusformig entsprechend (72) und (73).

Konvergenz, Fehler e(n)

Spektrum von xf(n) (linear skaliert)
1 T T T T T T

0.9~
0.8
0.7(
0.6
0.5
0.4

0.3r
0.2

0.1r

0

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
f[HzZ]

Bild 14: Anregungssignal z¢(n) und resultierende Konvergenz des Fehlersignals e(n) (Fall 1)

1 (dunkel) und 2 (hell) 3und 4 5und 6
0.2 0.2 0.2
X 107° Eigenwerte von R A
4.5 T T T 0 e 0 AL 0 /
ar 1 -02 -02 -02
0 50 0 50 0 50
3.5¢ 1 7und8 9 und 10 11 und 12
0.2 - 0.2 0.5
3l 1
25¢ ] 0 0 Ol NN
2r 1 -0.2 -0.2 -0.5
0 50 0 50 0 50
1.5+ : 4 13 und 14 15 und 16 17 und 18
0.5 0.5 0.5
1F
0 0 0
0.5F
0 EN & -0.5 -0.5 -0.5
0 5 10 15 20 50 50 50

Bild 15: Die grofiten 18 Eigenwerte von R (geordnet nach absteigender Grofie) und die zu-
gehorigen Eigenvektoren (Fall 1)
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2. Fall : Anregung mit einer Grundschwingung bei 81 Hz sowie vier zugehdrigen Oberschwin-
gungen. Die Zeitspanne LT ist hier zwar kein ganzzahliges Vielfaches der Grundperiode Tgrynd,
zumindest aber deutlich grofler als diese. Dementprechend ergeben sich nach Abschnitt 6.4
anndhernd sinusférmige und orthogonale Eigenvektoren fiir die Eigenwerte ungleich Null.

Spektrum von xf(n) (logarithmisch skaliert) Konvergenz, Fehler e(n)

e(t.f

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 4 100 200 300 400
fHz] t[sec] fIHz]

Bild 16: Anregungssignal z¢(n) und reslutierende Konvergenz des Fehlersignals e(n) (Fall 2)

« 10_5 Eigenwerte von R 1 (dunkel) und 2 (hell) ‘ 3und 4 ‘ 5und 6
4 T T ) Sy 1 ;
3.5¢
3r 50
9und 10 11 und 12
2.5¢ | ‘\ 0.5
2t O:":w‘—
1.5 -0.5 =
17 und 18
1 L
0.5r
0 EN &
0 5 10 15 20

Bild 17: Die grofiten 18 Eigenwerte von R (geordnet nach absteigender Grofie) und die zu-
gehorigen Eigenvektoren (Fall 2)
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3. Fall : Anregung mit einer Grundschwingung bei 31 Hz sowie vier zugehorigen Oberschwin-
gungen. Der Zeitintervall LTy ist hier kein ganzzaliges Vielfaches der Grundperiode T yng und
auch nicht wesentlich grofler als diese. Die sich ergebenden Eigenvektoren weichen entsprechend
deutlich von einfachen Sinusformen ab.

Spektrum von xf(n) (linear skaliert) Konvergenz, Fehler e(n)

- | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1.4

0.9r 4
12

0.8r ] .
0.7t . : : : : : i Iy
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0.5r 1 0.4
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0.2r 4
L ]

% 50 100 150 200 250 300 350 400 450 4 5o 100 150 200 250 300 350 400

f[Hz] t[sec] f[Hz]

Bild 18: Anregungssignal z¢(n) und reslutierende Konvergenz des Fehlersignals e(n) (Fall 3)

« 10_6 Eigenwerte von R 1 (dunkel) und 2 (hell) 3und 4 5und 6
6 T 0.2 \ 0.2 A 0.2
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0.2} 4 b R I 0.2f o2l
off Of {{YAYA [ opdl- o b
—0.2f" WWE 1 -0.2] | -0.2 |
00 5 10 15 20 0 50 0 50 0 50

Bild 19: Die grofiten 18 Eigenwerte von R (geordnet nach absteigender Grofie) und die zu-
gehorigen Eigenvektoren (Fall 3)
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4. Fall : Wie beim 1. Fall wird mit einer Grundschwingung bei 25 Hz angeregt. Es werden
diesmal allerdings 9 Oberschwingungen iberlagert, von denen einmal zwei und einmal drei eine
exakt gleiche Amplitude haben. Es stellt sich fiir die betreffenden Frequenzen die im Abschnitt
6.5 beschriebene Uberlagerung der Eigenvektoren ein. Um die hier notwendige gezielte Vorgabe
der Amplituden 2y, moglich zu machen, wurde die sekundéire Strecke S(z) konstant zu Eins
gesetzt.

Konvergenz, Fehler e(n)

Spektrum von xf(n) (linear skaliert)
1 T T T T T

0.9
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Bild 20: Anregungssignal z¢(n) und resultierende Konvergenz des Fehlersignals e(n) (Fall 4)

Eigenwerte von R 1 (dunkel) und 2 (hell) 3und 4 5und 6
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Bild 21: Die grofiten 18 Eigenwerte von R (geordnet nach absteigender Grofie) und die zu-
gehorigen Eigenvektoren (Fall 4)
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7 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Umsetzung des FxLLMS-Algorithmus zur effektiven Damp-
fung von Kfz-Motorvibrationen an einem experimentellen Priifstand beschrieben. Es wurden
vorteilhafte, zum Teil unverzichtbare Ergdanzungen des Algorithmus zusammengetragen und Hin-
weise zur Implementierung gegeben. Neben den notwendigen Modifikationen und Erweiterungen
des Algorithmus selbst gehort hierzu eine effektive Methode zur Vermeidung von negativen Effek-
ten durch Signalriickkopplungen im Versuchsaufbau sowie eine Anwendung der Oversampling-
Technik. Letztere ermoglicht eine deutliche Verringerung der Anforderung an die Tiefpassfilter
zur Signalaufbereitung im Hardwareaufbau.

Es wurde weiterhin gezeigt, dass durch die Periodizitét der zu kompensierenden Motorschwin-
gungen die Realisierung der Schwingungsdampfung deutlich vereinfacht wird. Anders als bei der
Unterdriickung von nicht-periodischen Signalen miissen keine strengen Totzeitanforderungen be-
achtet werden. Auflerdem kann die Anzahl der Koeffizienten des adaptiven Filters W (z) gering
gehalten werden.

Mit Messergebnissen wurde die insgesamt hohe Wirksamkeit des FxLMS-Algorithmus belegt.
Die dabei festgestellte Frequenzabhéangigkeit der Performance wurde dokumentiert und eine
detaillierte Analyse der theoretischen Hintergriinde durchgefiihrt. Als Ergebnis wurde eine for-
melméBige Beschreibung gefunden, die das zeitlich gemittelte Verhalten der Vibrationsddampfung
fiir verschiedene héufig auftretende Fille vollstdndig erfasst.

Danksagung: Der Autor bedankt sich bei Herrn N. Nedeljkovi¢ und Herrn Prof. Dr. B. Loh-
mann fiir die fruchtbaren Diskussionen, die zur Fertigstellung dieser Arbeit beigetragen haben.
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