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Kurzfassung

Fiir die dynamische Berechnung einer Tunnel-Boden-Bauwerk-Interaktion wird in dieser Ar-
beit die Finite-Elemente-Methode (FEM) mit der Integraltransformationsmethode (ITM)
gekoppelt. Durch die Uberlagerung von Fundamentallosungen der ITM (Halbraum, Voll-
raum mit zylindrischem Hohlraum, Vollraum mit sphérischem Hohlraum) wird eine semi-
analytische Losung im Wellenzahl-Frequenzraum fiir einen Halbraum mit zylindrischen und
kugelférmigen Hohlrdumen, ldnglichen Grédben und ortlich begrenzten Gruben entwickelt.
Daraus resultieren die wellenzahlabhéngigen Nachgiebigkeiten an den Oberflichen. Indem
diese Nachgiebigkeiten mit der FEM gekoppelt werden, konnen beliebige und komplexe
Strukturen des Tunnels bzw. des Grabens und der Gebdude modelliert werden. Dies er-
moglicht es nun, am vollstédndigen Emissions-Transmissions-Immissions-System Erschiitte-

rungsprognosen durchzufiithren.

Abstract

For the dynamic calculation of a tunnel-soil-structure-interaction in this paper the Finite
Element Method (FEM) is coupled with the Integral Transform Method (ITM). By super-
posing fundamental solutions of the ITM (half-space, full space with cylindrical cavity, full
space with spherical cavity), a semi-analytical solution in the frequency-wave number domain
for a half-space with cylindrical and spherical cavities, longitudinal trenches and localized
excavations is derived, which results in wave number flexibilities obtained at the boundaries.
By coupling these flexibilities with the FEM arbitrary and complex structures of the tunnel
respectively trench and the building can be modelled. Thus it is now possible to carry out

perdictions of vibrations for the complete Emission-Transmission-Immission-System.
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1 Einleitung

1.1 Motivation und Vorgehen

Die Beurteilung der Erschiitterungen und des sekundéiren Luftschalls in Gebéduden infolge
von in Tunnel oder an der Oberfliche verkehrenden Ziigen haben in letzter Zeit, vor allem
in dicht besiedelten Gebieten, an Bedeutung gewonnen. Die Prognose der Erschiitterungen
ist oft notwendig, da diese zu einer deutlichen Beeintriachtigung der Gebrauchstauglichkeit

von Gebauden fithren konnen.

Die Erschiitterungsproblematik kann in drei Teilsysteme aufgeteilt werden: das Emissionssys-
tem, das Transmissionssystem und das Immissionssystem. Im Emissionssystem entstehen die
Erschiitterungen zum Beispiel durch ein sich im Tunnel bewegendes Fahrzeug. Das Transmis-
sionssystem, der Boden, leitet diese Erschiitterungen zum Immissionssystem, dem Bauwerk,
weiter. Dort erhélt man die Antwort infolge von fiir den Menschen spiirbaren Erschiitterun-
gen (ca. 1 - 80 Hz) und horbaren sekundéren Luftschall (ab ca. 20 Hz).

Fiir die dynamische Berechnung solcher Systeme gibt es mehrere Verfahren wie die Finite-
Elemente-Methode (FEM), die Randelementmethode (Boundary Element Method, BEM)
oder die Integraltransformationsmethode (ITM). Die ITM hat den Vorteil, dass mit ihr
die unendliche Ausdehnung des Bodens und die dreidimensionale Wellenausbreitung gut
beriicksichtigt werden konnen. Zudem treten keine Wellenreflexionen auf. Da sie aber nur fiir
sehr einfache geometrische Formen anwendbar ist, konnen keine komplexen und detaillierten
Strukturen des Tunnels und der Gebdude modelliert werden. Mit der FEM ist eine solche
Modellierung moglich. Bei ihrer Anwendung treten jedoch Probleme mit Wellenreflexionen

und der unendlichen Ausdehnung des Bodens auf.

Die in dieser Arbeit entwickelte hybride Berechnungsmethode koppelt die FEM mit der
ITM und nutzt jeweils die Vorteile der einzelnen Verfahren. So werden die komplexen und
detaillierten Strukturen des Emissions- und des Immissionssystems mit Finiten Elementen
modelliert. Fiir die Wellenausbreitung im unendlich ausgedehnten Halbraum werden die Lo-

sungen der ['TM verwendet und an das FEM-System gekniipft. Da in der I'TM nur einfache
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Abbildung 1.1: Gekoppeltes FEM-ITM System

geometrische Flachen (Ebene, Zylinder, Kugel) abgebildet werden konnen, erfolgt die Kopp-
lung an fiktiven Flidchen. So wird um den unendlich langen Tunnel eine fiktive Zylinderfliche
und um das lokal begrenzte Gebéude eine fiktive Kugelfldche eingefiihrt. Alles was innerhalb
dieser Flachen liegt - das bedeutet die jeweilige Struktur und der diese Struktur umgebende

Boden - werden mit Finiten Elementen modelliert (siehe Abbildung 1.1).

Die Kopplung erfolgt mit Hilfe der Substrukturtechnik. Diese ermoglicht eine geschlossene
Berechnung des vollstdndigen Emissions-Transmissions-Immissions-Systems im fouriertrans-
formierten Wellenzahl-Frequenzraum. Das Verfahren kann insbesondere zur Untersuchung
der Erschiitterungsausbreitung bei mit konstanter Geschwindigkeit bewegten dynamischen
Lasten in oberflichennahen oder tiefliegenden Tunneln bzw. an der Halbraumoberflédche her-

angezogen werden.

1.2 Uberblick

Die von an der Oberflache oder in Tunnel verkehrenden Ziigen verursachten Erschiitterungen
konnen die Gebrauchstauglichkeit der Gebdude in der ndheren Umgebung der Bahnlinien
teilweise deutlich beeintréchtigen. Die Erschiitterungseinleitung wird heutzutage meistens

messtechnisch erfasst [Miiller u. Moser 2008].
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Andererseits gibt es zunehmend auch theoretische Arbeiten, die die Boden-Bauwerk-Interaktion
analytisch beschreiben. Einen detaillierten Uberblick iiber die entwickelten Methoden gibt
[Miiller 2007]. Am einfachsten sind Verfahren zur Ermittlung von Erschiitterungen infolge
bewegter Lasten. [Fryba 1972] stellt dazu grundlegende Untersuchungen an. Das Problem
des unendlichen Halbraums l6sen [Bettess u. Bettess 1984] unter Zuhilfenahme von infi-
niten Elementen. Um bei einem zweidimensionalen FEM-Modell Wellenreflexionen an den
Réndern zu verhindern, verwenden [Riicker u. Said 1994] absorbierende Randbedingungen.
[Krylov 1995] ermittelt eine analytische Losung fiir in Tunnel fahrende Ziige, welche jedoch
nur im niedrigen Frequenzbereich anwendbar ist, da sie den Einfluss des Tunneldurchmessers
vernachldssigt. [Lin u. Krylov 2000] erweitern diese daher fiir hohere Frequenzen. [Szczesi-
ak 1996] erstellt zur Berechnung der Boden-Struktur-Interaktion die Komplementérmethode
mit der die dynamische Steifigkeitsmatrix des Halbraums mit einer Vertiefung bestimmt
werden kann. [Metrikine u. Vrouwenvelder 2000] untersuchen ein einfaches zweidimensiona-
les Modell, bei welchem der Boden mit einer elastischen Ebene und der Tunnel mit einem
Euler-Bernoulli-Balken modelliert werden. Um unendliche Ausdehnungen beriicksichtigen zu
konnen entwickeln [Wolf u. Song 1996] und [Wolf 2003] die Scaled Boundary Finite Element
Method (SBFEM). In dieser semi-analytischen Methode wird das dreidimensionale System
mit einer radialen Koordinate und zwei lokalen Koordinaten in Umfangsrichtung beschrieben.
Zur Losung werden in radialer Richtung analytische Losungsanséitze und in Umfangsrichtung
FE-Ansitze verwendet. [Ekevid u. Wiberg 2002] und [Ekevid u. a. 2006] koppeln dieses Ver-
fahren mit der FEM und bestimmen so die Antwort des Fahrweg-Boden-Systems. [Gardien
u. Stuit 2003] ermitteln die Erschiitterungsausbreitung von Tunneln mit Hilfe eines drei-
dimensionalen FEM-Modells, was jedoch einen sehr groflen Berechnungsaufwand erfordert.
[Andersen u. Nielsen 2003] verwenden dagegen ein dreidimensionales BEM-Modell um die
Erschiitterungen infolge einer bewegten Last auf dem Halbraum zu bestimmen. [Bonnet 1999]
entwickelt eine BEM mit regularisierten Ansétzen und unter Verwendung von erweiterten
Grundlosungen und 16st so das Problem des Halbraums. Eine schnelle Randelementmethode
ist die Fast Multipole Boundary Element Method, bei welcher die Randintegraloperatoren
in einen Nahfeld- und einen Fernfeldanteil aufgespalten werden. [Fischer 2004], [Of 2006]
und [Schanz u. Steinbach 2007] berechnen mit dieser Methode die unendliche akustische

Wellenausbreitung in elastischen Medien und Fluiden.

Der Boden mit seiner unendlichen Ausdehnung wird am besten mit der BEM oder I'TM
beschrieben. Die Strukturen des Emissionssystems und Immissionssystems dagegen werden
vorzugsweise mit Finiten Elementen modelliert, da sie so moglichst genau und flexibel abge-
bildet werden kénnen. Um die Vorteile des jeweiligen Verfahrens auszunutzen, wurden einige
hybride Verfahren erstellt. So verbinden [von Estorff u.a. 1991] die BEM mit der FEM und
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berechnen dynamisch einen Tunnel im zweidimensionalen Raum fiir den ebenen Dehnungs-
zustand. Auch [Jones u.a. 2000b] und [Jones u.a. 2002] verwenden ein zweidimensionales
FEM-BEM-Modell zur Ermittlung der Erschiitterungen infolge von in Tunneln verkehren-
den Ziigen. [Andersen u. Jones 2002] erweitern dieses auf die dritte Dimension. Eine Gegen-
iiberstellung des zwei- und des dreidimensionalen Modells ist in [Andersen u. Jones 2006] zu
finden. [Bode 2000] und [Savidis u. Bode 2002] verwenden ein dreidimensionales FEM-BEM-
Modell im Zeitbereich unter Zuhilfenahme der Fundamentallosung fiir den geschichteten
Halbraum. [Savidis u. Bergmann 2005] validieren dieses Verfahren durch den Vergleich mit
Felduntersuchungen. [Schepers u. Savidis 2009] ermitteln mit einem FEM-BEM-Modell im

Frequenzbereich den Erschiitterungsschutz infolge von aufgeschiitteten Erddédmmen.

[Sheng u. a. 1999a] erarbeiten eine Methode, in der sie ein unendliches geschichtetes Balken-
modell fiir den Fahrweg mit einem geschichteten Halbraum koppeln. Dies geschieht unter
Verwendung der Haskell-Thomson-Ubertragungsmatrizen fiir den Fall stationérer sowie be-
wegter dynamischer Lasten ([Sheng u.a. 1999b], [Jones u.a. 2000a]). Auch Rad- und Schie-
nenunebenheiten kénnen modelliert werden [Sheng u. a. 2003]. [Triepaischajonsak u. a. 2010]
validieren das von Sheng erarbeitete Verfahren indem sie ihre Berechnungen mit Messergeb-
nissen vergleichen. In ihrer Diskreten-Wellenzahl-FEM-BEM-Methode machen sich [Sheng
u.a. 2005] und [Sheng u.a. 2006] die invariante Geometrie des Tunnels und des Bodens in

Langsrichtung zunutze, was zu einer deutlichen Reduzierung der Rechenzeiten fiihrt.

[Lombaert u.a. 2000] verkniipfen ein analytisches Balkenmodell mit der BEM um die Er-
schiitterungen zu bestimmen, die ein Fahrzeug auf einem unebenen Fahrweg erzeugt. [Clou-
teau u. a. 2000] verwenden dagegen einen periodischen FEM-BEM-Ansatz, bei welchem die
Periodizitdt des Systems in Léngsrichtung durch Anwendung der Floquet-Transformation
ausgenutzt wird. Dadurch kann die erforderliche Diskretisierung auf eine einzelne begrenzte
Referenzzelle beschrinkt werden. In letzter Zeit sind mehrere Arbeiten entstanden, die diese
Methode nutzen, um Erschiitterungen infolge von dynamischer Lasten an der Oberfliche
und in Tunnel zu berechnen ([Clouteau u.a. 2005], [Degrande u.a. 2006a], [Lombaert u. a.
2006], [Lombaert u. Degrande 2009], [Gupta u.a. 2009b], [Gupta u. Degrande 2010], [Fia-
la u.a. 2010] und [Verbraken u.a. 2010]). Die von [Degrande u.a. 2006b] und [Gupta u. a.
2009a] durchgefithrten Messungen wihrend der Passage von Ziigen werden zur Validierung

des Modells verwendet.

[Hussein u. Hunt 2003],[Forrest u. Hunt 2006a] und [Forrest u. Hunt 2006b] entwickeln ein
halbanalytisches Pipe-in-Pipe-Modell (PiP) auf Basis der Schalentheorie. Hierbei wird der
Tunnel als unendlich lange kreisformige Schale modelliert, die von einer unendlich dicken

Boden-Zylinderschale umgeben wird. Die Kalkulationen erfolgen im Wellenzahl-Frequenzbe-
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reich, wobei das Gesamtsystem als invariant in Langsrichtung angesehen wird. Einen guten
Uberblick iiber Arbeiten die diese Methode verwenden findet man bei [Hunt u.a. 2010]. So
erweitert [Hussein u. a. 2006] das Modell und fiihrt eine Halbraumoberflache ein. Der Einfluss
der Oberfléche auf den Tunnel wird hierbei aber vernachlissigt. [Hussein u. Hunt 2009] unter-
suchen die Auswirkungen von diskontinuierlichen Fahrwegen auf die entstehenden Erschiit-
terung. Auch der Einfluss von inhomogenen Béden [Jones u. Hunt 2009], schrigen Schichten
[Jones u. Hunt 2010b], Hohlrdumen auflerhalb der Tunnelschale [Jones u. Hunt 2010a], ei-
ner zweiten parallelen Tunnelrohre [Hunt u.a. 2010] sowie von Pfahlgruppen [Coulier u. a.
2010] kann mit diesem Verfahren ermittelt werden. [Gupta u.a. 2007] fithren Vergleichsbe-
rechnungen zwischen den beiden numerischen Methoden von Hunt u. a. und Degrande u. a.
durch.

Die ITM ist ebenfalls ein geeignetes Verfahren um die unendliche Ausdehnung des Bodens
zu modellieren. Bereits [Lamb 1904] bestimmte die Antwort des homogenen Halbraums auf
eine harmonische Einzellast analytisch unter Verwendung von Integraltransformationen. FEi-
ne Ubersicht iiber die Anwendungsbereiche gibt [Grundmann 1999]. Bewegte dynamische
Lasten konnen in dieser Methode einfach implementiert werden, was in der Berechnung zu
einer Verschiebung im Frequenzbereich fiihrt ([Konrad 1985], [Miiller 1989]). [Zirwas 1996]
und [Rastandi 2003] koppeln die ITM mit der FEM und ermitteln damit die dynamischen

Bauwerk-Boden-Interaktionen.

Die Uberlagerungen von Fundamentalsystemen der ITM zu komplexeren ITM-Systemen und
deren anschlieBende Kopplung mit der FEM stellt einen vielversprechenden Ansatz in der
Tunnel-Boden-Bauwerk-Interaktion dar, wie [Miiller u.a. 2008] am Beispiel eines Tunnels
im Halbraum zeigen. Die Uberlagerung erfolgt dabei analog zu [Buchschmid 2002], der das
zweidimensionale Problem einer Halbscheibe mit Loch unter Uberlagerung geeigneter ana-

lytischer Grundlésungen behandelt.

1.3 Gliederung

Die Arbeit gliedert sich folgendermafien: Der Einleitung folgend werden im 2. Kapitel die

Grundgleichungen fiir das verwendete kontinuumsmechanische Bodenmodell dargestellt.

Anschlielend werden in den Kapiteln 3 bis 5 mit Hilfe der Integraltransformationsmethode
(ITM) die Losungen fiir die Fundamentalsysteme des homogenen und des geschichteten Halb-
raums, des Vollraums mit zylindrischem Hohlraum und des Vollraums mit sphérischem Hohl-

raum unter dynamischer Belastung hergeleitet. Fiir den zylindrischen Hohlraum setzt sich
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diese entlang des Umfangs aus einer Fourierreihe zusammen. In radialer Richtung beschreiben
Bessel-Funktionen die Ausbreitung ins Kontinuum. Fiir das System eines sphérischen Hohl-
raums werden alle Grofen entlang der Kugelfldche in eine Reihe von Kugelflichenfunktionen
zerlegt. Diese setzten sich ihrerseits aus dem Produkt einer komplexen Exponentialfunktion
und einer assoziierten Legendre-Funktion zusammen. In radialer Richtung finden sphérische

Bessel-Funktionen eine Anwendung.

Die Ergebnisse der Fundamentalsysteme werden in Kapitel 6 so iiberlagert, dass die Koeffizi-
enten der Fourierreihenentwicklung der Spannungen und der Verschiebungen an den Oberfla-
chen die Randbedingungen (Dirichlet-, Neumann- bzw. Robin-Randbedingungen) erfiillen.
Somit kann eine geschlossene Losung fiir das System eines Halbraums mit zylindrischen und
kugelféormigen Hohlrdumen, linglichen Graben und ortlich begrenzten Gruben ermittelt wer-
den. Es wird auch gezeigt, wie mit der Uberlagerungstechnik parallele und schréige Schichten
oberhalb, unterhalb und auf Hohe des Hohlraums eingefithrt werden kénnen. Die Losungs-
charakteristik der Fundamentalsysteme kann in schnell abklingende Nahfelder und Fernfelder
mit grofler Eindringtiefe aufgespalten werden. Die Beriicksichtigung dieser Effekte fiihrt fiir
viele Systeme zu einer deutlichen Reduktion des Rechenaufwands. Schlieflich wird erortert,
wie unter Zuhilfenahme der Admittanzen an den Oberflichen der Einfluss der Tunneltiefe

bewertet werden kann.

In der Finite-Elemente-Methode (FEM) steigt fiir grofle dreidimensionale Strukturen der
Berechnungsaufwand stark an. In Kapitel 7 wird daher gezeigt, wie fiir sehr lange Strukturen
mit konstantem Querschnitt (Tunnel, Graben) das System durch eine Fouriertransformation
beziiglich der Langsrichtung x o—e k, auf ein quasi ebenes Problem zuriickgefithrt werden
kann. Mit der FEM im fouriertransformierten k,-Raum kann der Rechenaufwand deutlich
reduziert werden, da das System nun lediglich fiir eine Serie von voneinander unabhéngigen

zweidimensionalen Problemen in der (y, z)-Ebene gelost werden muss.

Die Ergebnisse aus den beiden vorhergehenden Kapiteln werden in Kapitel 8 unter Ver-
wendung der Substrukturtechnik miteinander verbunden. Dazu werden zuerst die Nachgie-
bigkeiten an den fiktiven Kopplungsrédndern mit der I'TM berechnet. Zudem werden die
Freiheitsgrade der FEM entlang der Rénder in Fourierreihen bzw. in eine Reihe von Kugel-
flachenfunktionen entsprechend des I'TM-Systems transformiert. Nun kann die Inverse der

Nachgiebigkeitsmatrix in die Steifigkeitsmatrix des FEM-Systems eingebaut werden.

Eine kurze Zusammenfassung mit Ausblick in Kapitel 9 schlieflen die Arbeit ab.



2 Grundgleichungen der linearen

raumlichen Elastizitatstheorie

2.1 Vorbemerkungen

In einem dynamisch beanspruchten Kontinuum breiten sich Spannungs- und Verformungs-
zustande in Form von Wellen aus. Die Ausbreitung im Boden héingt von den Materialeigen-
schaften sowie ihre Verteilung innerhalb des Kontinuums ab.

Die folgenden Betrachtungen erfolgen unter Verwendung eines linear elastischen Bodenmo-
dells. Es wird homogenes Material mit isotropem Materialverhalten vorausgesetzt. Dieses
Bodenmodell beschreibt das eigentlich nichtlineare Verhalten des Bodens in sehr guter Néhe-
rung, da bei der Erschiitterungsausbreitung im Untergrund nur sehr kleine Forménderungen
auftreten [Haupt 1986].

2.2 Lamésche Gleichung

Die Gleichgewichtsbedingung fiir das Kontinuum lautet:
o1l + Q' — piit =0 2.1)

Dabei sind 0% der Cauchysche Spannungstensor, Q¢ die Volumenkrifte und pii* die d”Alem-
bert “schen Tragheitskrafte.

Der kinematische Zusammenhang zwischen den Verschiebungen und Verzerrungen wird im
Falle kleiner Verformungen mit dem linearisierten Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor

beschrieben: |
& = S +u]) (22)
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Die Beziehung zwischen den Spannungen und Verzerrungen ergibt sich fiir linear elastisches,

homogenes und isotropes Material zu:
o = 2u€ 4+ \eg" (2.3)

Hierin sind A und g die Laméschen Konstanten. Sie stehen mit den gebrauchlichen elastischen
Konstanten wie dem Schubmodul G, dem Elastizitdtsmodul £ und der Querdehnzahl v in

folgendem Zusammenhang:

E
H=C = 24
A= by (2.5)

(14+v)(1—2v)

Zur Beriicksichtigung der Materialddmpfung gibt es mehrere Démpfungsmodelle. Die héu-
fig verwendete viskose Dampfung besitzt den Nachteil, dass der Energieverlust pro Zyklus
fiir eine bestimmte Amplitude frequenzabhéngig ist. Messergebnisse zeigen jedoch, dass die
Materialdampfung hinreichend genau durch eine frequenzunabhéngige Hysterese beschrie-
ben werden kann ([Hardin 1965],[Hardin u. Drnevich 1972]). Durch die Einfithrung eines
komplexen Elastizitdtsmodul kann auf einfache Weise hysteretische Dampfung im System
eingebracht werden (2.6). Dieses Korrespondenzprinzip wird u.a. in [Wolf 1985] und [Clough
u. Penzien 1993] beschrieben.

~

E=E (1+isign(w) 2D) = E (1 + isign(w) () (2.6)

Hierbei ist w die Frequenz und D das Lehrsches Dampfungsmafl bzw. ¢ die hysteretische
Déampfungszahl. Die Laméschen Konstanten A und g werden somit ebenfalls zu komplexen

Grofien.

Einsetzen von Gleichung (2.2) in Gleichung (2.3) liefert einen Zusammenhang zwischen den

Verschiebungen und den Spannungen:
o = p(|" + ') + M| g7 (2.7)
Setzt man nun Gleichung (2.7) in Gleichung (2.1) ein, so erhélt man die Lamésche Diffe-

rentialgleichung (2.8). Unter der Voraussetzung, dass die Belastung immer an den Réndern

angreift, konnen im Folgenden die Volumenkrifte (Q° vernachlissigt werden.

p s+ (A + )l [i — pii' =0 (2.8)
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2.3 Satz von Helmholtz

Die Lamésche Gleichung (2.8) stellt ein System von 3 gekoppelten partiellen Differentialglei-
chungen dar, das mit Hilfe des Helmholtzschen Satzes entkoppelt werden kann. So zerlegt
[Lamé 1852] das Vektorfeld der Verschiebungen wu; in ein rotationsfreies Feld und ein quel-
lenfreies Feld. Das rotationsfreie Feld wird iiber den Gradienten eines Skalarfeldes &, der
rotationsfrei ist (sieche Gleichung 2.10), und das quellenfreie Feld iiber die Rotation eines
Vektorfeldes W;, die quellenfrei ist (sieche Gleichung 2.11), dargestellt. So ergibt sich eine

mogliche Zerlegung des Verschiebungsfeldes zu:

u' = |+ Wy, € (2.9)

mit
(®f;)]x ™ =0 (2.10)
(Wil )]s =0 (2.11)

Das Einsetzen des Verschiebungsansatzes (2.9) in die Lamésche Gleichung (2.8) liefert:

p®l7 + A+ @)@l = p@ + (Wl G+ A+ ) (Wile @) —pWiy ™ =

NI
=0 (s. GL (2.11))

- [()\ + 2p)®f — pc'ls]‘ + [u\m; - qul]‘k et = (2.12)

Da diese Gleichung insbesondere dann erfiillt ist, wenn beide Ausdriicke in den eckigen

Klammern gleich Null sind, erhélt man die Differentialgleichungen

1.
o — C—gcb =0 (2.13a)
1.

S

mit den Wellengeschwindigkeiten

A+2
Cp = e und Cs = £ (2.14)
p p
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Die Gleichung fiir das skalare Potential ® (2.13a) entspricht der Wellengleichung fiir eine
Kompressionswelle mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit c,, welche eine reine Volumené&n-
derung bewirkt. Die Gleichungen fiir die vektoriellen Potentiale W; (2.13b) entsprechen den
Wellengleichungen von Scherwellen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit c,, welche reine Ge-
staltséinderungen hervorrufen.
Gleichung (2.9) stellt den drei Verschiebungskomponenten u* vier neue Variablen ® und W,
gegeniiber. Daher muss eine zusétzliche Bedingung eingefiihrt werden.
[Long 1967] zeigt, dass eine Komponente des Vektorfeldes beliebig gewé#hlt werden kann, oh-
ne die Vollstéandigkeit der Losung zu beeintréchtigen. Daher ist es moglich eine Komponente
des Vektorfeldes W; zu Null zu setzen. Dieser Ansatz des Vektorfeldes wird in Abschnitt 3.1
und Abschnitt 4.1 verwendet.
Da dieser Ansatz aber fiir bestimmte Randbedingungen nicht vollsténdig ist, wird in Ab-
schnitt 4.1.3 und Abschnitt 5.2.2 eine alternative Zusatzbedingung verwendet. [Morse u.
Feshbach 1953], [Sternberg 1960] und [Eringen u. Suhubi 1975] nehmen an, dass das Vektor-
feld ¥; quellenfrei ist und somit gilt:

W' =0 (2.15)

Durch diese zusétzliche Gleichung sind nur zwei der drei Komponenten W¥; voneinander un-
abhéngig und die Losung fiir das Vektorfeld ¥ kann somit nur zwei unabhéngige Funktionen

enthalten.
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3 Der Halbraum unter dynamischer
Belastung

3.1 Losung der Bewegungsgleichung in kartesischen

Koordinaten
y
e
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Abbildung 3.1: Kartesische Koordinaten

In kartesischen Koordinaten (Abbildung 3.1) ergeben die Bedingungsgleichungen (2.13) fiir
die Skalarfunktion ® und das Vektorfeld ¥ ein System entkoppelter partieller Differential-
gleichungen:

[ 92 0? 0? 1 0%
@—i_a_yQ—i_ﬁ_;@ @(x,y,z,t):() (3.1&)

L D i

[ 92 0? 0? 1 0%

o7 top T o2 cor Vi(z,y,2,t) =0 (3.1b)

Mit der Fouriertransformation wird ein Differentialoperator im Orginalraum in einen alge-

braischen Operator im transformierten Raum iiberfithrt (siehe Anhang A.2, [Brigham 1987]
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und [Bracewell 1999]). Durch eine dreifache Fouriertransformation beziiglich der zwei Orts-
koordinaten  o—e k,, y o—e k, vom Orts- in den Wellenzahlbereich sowie der Zeit t o—e w
vom Zeit- in den Frequenzbereich lédsst sich das System partieller Differentialgleichungen
(3.1) in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen iiberfithren (3.2). Die Ortskoordi-
nate z bleibt hierbei untransformiert.

~

Alle fouriertransformierten Grofien werden im Folgenden mit einem Dach ( ) gekennzeichnet.

0?1 -
{—kﬁ _ k;y? + k;p2 + @] d(k,, ky, z,w) =0 (3.2a)
2 2 2 > -
|:_kw - k?y + k?s + @] \Ijz(kxy ky, z,w) =0 (32b)

mit der Kompressionswellenzahl &, und der Scherwellenzahl k,

k, = und kszzgi (3.3)

w
Cp

Fiir die Differentialgleichungen (3.2) kann ein analytischer Losungsansatz gefunden werden:

qA) = Al €>\lz + A2 6_)\12 (34&)
\iji = Bil 6)\22 + Big 6_)\22 (34b)

mit
M:¢W+W—W und &:JW+W—W- (3.5)

Fiir die Sonderféille mit Ay bzw. Ay gleich Null (k> + k> = k,? baw. k,” + k,*> = k,.*) ergeben
sich die Differentialgleichungen (3.2) fiir die Skalarfunktion ® und das Vektorfeld ¥ zu:

0 0%,
w =0 bzw. 822 =0 (36)
Die Losung lautet in diesem Fall:
(i) = A1 z+ AQ bzw. \i[z = Bil z+ Bi2 (37)

Da diese Sonderfille nur bei einem ungeddmpften Boden auftreten konnen, werden sie im

Folgenden nicht mehr beriicksichtigt.
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3.2 Verschiebungen und Spannungen in kartesischen

Koordinaten

Wie in Abschnitt 2.3 dargestellt, kann nach [Long 1967] eine Komponente des vektoriellen
Potentials U, frei gewiahlt werden. Nach Einfiithrung der Zusatzbedingung ¥, = 0 verein-
facht sich im kartesischen Koordinatensystem der Potentialansatz fiir die Verschiebungen
(Gleichung 2.9):

) )
_|a d
P B P
Uy 5 oy or 4 \Yy

Uk Dy I,

Der Index k steht fiir kartesische Koordinaten.
Die in den Wellenzahlen-Frequenzraum (k,, k,, z, w) transformierten Verschiebungsgrofien

ergeben sich daraus zu:

i, ik, 0 -21/[/®
a, | = ik, 2 0 ||V, (3.9)
i, 2 ik, ik, | \7,
O Dy I,

Ay
) Ay
d eMF o oemME () 0 0 0
A Bwl
v, l=10 0 eMF ez () 0 (3.10)
Bw2
v, 0 0 0 0 eM? e N7
~ N Byl
Iy Ay
By
Cx

so lassen sich die Verschiebungen tix aus den Unbekannten Cy ermitteln:

ﬁk:f)k'Ak'Ck:I:Ik'Ck
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beziehungsweise
A
Az
Uy ik, eM* ik, e M? 0 0 — g eM2% )\ eH2?
Gy | = [ik, M dkye™™F Agel2F —gem N7 0 0 (3.11)
Bx2
U, A eMF o )\ e M2 —iky er2? —iky, e M ik, et ik, e
By,
Oy 3]
Kk By
Cx

In kartesischen Koordinaten lautet die Verschiebungs-Verzerrungsbeziehung nach Gleichung

(2.2)

EJ?.Z‘

2O [
o

o

L.')I»—l
¥l

N |—

o Sl

D=

Uy

Uy

Uk

und die Spannungs-Verzerrungsbeziehung nach Gleichung (2.3):

fo [\ + 21 A
Oyy A A2p
Oz A A
Oy - 0 0
Oy 0 0

O e 0 0
Ok

A 0

A 0
A+2n 0

0 20

0 0

0 0
Ey

0 O
0 O
0 O
0 O
2 0
0 2p

(3.12)

(3.13)

Eine Transformation der Gleichungen (3.12) und (3.13) in den Wellenzahlen-Frequenzraum
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(ky, ky, 2z, w) liefert:

ik, 0
0 ik,
0 0
ik, ik,
0 3%
|55: O
Ly
A A
A+ 2p0 A

0 0
0 0
0 0

E

0 _
0
(o
0
0z R
Uy
0
(1
1.
§Zky .
Uk
ik,
0O 0
0O 0

2 0
0 2u
0 0

0 gx:c

0 éyy

0 ézz

0| éwy

0| éy

2p] \€x
€x

(3.14)

(3.15)

Die transformierten Spannungen & ergeben sich somit aus den Unbekannten Cy zu:

mit
—(2kZ+5k7) eM®
—(2ky2+%kp2) ez
~ (2k2—k2)eM?
Ky=n
—2kzky eM?
2ik‘y>\1 Mz
| 2ikgAreM®
und

(k24 2R2) e
—(2k 42 k) e M
(2k2—Kk2)e P17
—2kzky e~ %
—2iky 1 e~ 1%

—2iko A e M2

2iky Ao 27
—2iky Ao e*27
ikg Ao €227
(AZ+k2) P2*

koky er2?

—2iky Ao e~ 27
2iky Ao e~ 27
—ikgpAg e~ 27
(AZ+h2)e2s

koky e 27

k= \Jh2 + k2

—2ikg Ao €27

2iky Ao eX27
—iky A2 eN2?
—kyky eN2?

—(AF+k7) er2*

(3.16)

ik Mg e~ 27

—2ikg Ao e~ 27
ikyAa e~ A2

—kazky e~ A2

—(AF+k7) e 2 |

(3.17)

(3.18)
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3.3 Losung fiir den homogenen Halbraum

Die sechs unbekannten Koeffizienten Ay, Ay, B;1, B2, By und Byy werden unter Zuhil-
fenahme der Randbedingungen berechnet. Drei Koeffizienten kénnen aus den nicht lokalen
Randbedingungen im Unendlichen unter Verwendung der Sommerfeldschen Abstrahlbedin-
gung ermittelt werden. Diese fordert, dass die Amplituden der Wellen mit zunehmender Tiefe
abklingen bzw. nicht aufklingen und dass die Wellenausbreitung nur in positiver z-Richtung,

das heifit von der Halbraumoberfldche weg, fortschreitet.

Die auftretenden Wellen kénnen in zwei Typen unterteilt werden, den Oberflichenwellen
und den Raumwellen, welche mit Hilfe der Werte von Ay bzw. Ay in Gleichung (3.5) fiir
einen ungeddmpften Boden gegeneinander abgegrenzt werden konnen. Fiir reelle Werte von
Ay bzw. Ay (k2 + k2 > k)2 bzw. k2 + k2 > k) liegen Oberflichenwellen vor, die mit
zunehmender Tiefe z exponentiell auf- oder abklingen. Fiir imagindre Werte von A\; bzw.
Ay (k2 + k2 < k}?bzw. k2 + k7 < k?) liegen Raumwellen vor, die sich in positiver oder

negativer z-Richtung bewegen.

[Miiller 1989] zeigt, dass fiir negative Frequenzen w die Koeffizienten A; und B;; je nach
Wellentyp einer in positiver z-Richtung exponentiell zunehmenden Oberflichenwelle, bzw.
einer sich in negativer z-Richtung bewegenden Raumwelle zuzuordnen sind. Da diese Wellen
im ungeschichteten Halbraum nicht auftreten, kénnen diese Koeffizienten zu Null gesetzt
werden. Fiir positive Frequenzen verschwinden je nach Wellentyp entweder die Koeffizienten
Aj und B;; (bei Oberflichenwellen) oder Ay und By (bei Raumwellen). Um diese zusétzliche

Fallunterscheidung zu vermeiden, wird im Folgenden immer ein negatives w vorausgesetzt.

Da die Zustandsgrofie Z(z,y, z,t) als physikalische Grofle rein reell ist, muss die transfor-
mierte GroBe Z(z,y,z,w) eine konjugiert komplexe Funktion sein [Brigham 1987]. Somit
kénnen die Werte von Z (x,y, z,w) im Orts-Frequenzraum fiir positiven Frequenzen w aus
den Ergebnissen fiir negative Frequenzen nach einer zweifachen Fourier-Riicktransformation
vom Wellenzahlen- in den Ortsbereich (k, e—o z, k, e—o y) mittels Symmetrietiberlegungen

bestimmt werden.

Nachdem die Koeffizienten A;, B;; und B, infolge der Randbedingungen im Unendlichen
zu Null gesetzt wurden, kénnen die restlichen drei Unbekannten A,, B,» und B, mit Hilfe
der lokalen Randbedingungen an der Halbraumoberfliche bestimmt werden. Die Spannun-
gen an der Oberfliche (OF, z = 0) miissen mit den dort angreifenden Belastungen (p..,
Dzy und p.,) im Gleichgewicht stehen. Eine Transformation der drei Belastungen in den
Wellenzahlen-Frequenzraum p,;(x,y, z,t) o—e p,;(ky, ky, z,w) und das Aufstellen des Gleich-

gewichts liefert:
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— 21k, A kykypt —( A2+ k)| [ As — P

—2ikyAp (A 4k —kykyp Bu | = | —psy (3.19)
(2kr2 - 1%2)# 2ikyAapt —2ik, Aopt Bys —P2z
Kor Cor Por

Die Unbekannten Ay, B,o und By, ergeben sich aus der Gleichung:

A

Cor = Kop ' - Por (3.20)

Nun kann der Verlauf der transformierten Verschiebungen iy und der transformierten Span-
nungen &y mit den Gleichungen (3.11) und (3.16) ermittelt werden. Die Verschiebungen
und Spannungen im Orginalraum (z, y, z, t) erhdlt man schlieBlich iiber eine mehrfache

Fourier-Riicktransformation.

Das hergeleitete Ergebnis gilt allerdings nur unter der Voraussetzung einer dynamischen
Belastung (w # 0), da fiir eine statische Last mit w = 0 die Ansétze (3.4) nicht vollstandig

sind. Fiir diesen Fall wird auf die Arbeit [Lenz 2003] verwiesen.

3.4 Losung fiir den geschichteten Halbraum

Der geschichtete Halbraum kann analog zum homogenen Halbraums berechnet werden. Der
gewihlte Ansatz (3.4) erlaubt es horizontale Schichtbegrenzungen (z = konst) einzufiihren,
da die Tiefenkoordinate z untransformiert bleibt. Fiir jede Schicht s miissen die Wellen-
gleichungen (3.2) erfiillt werden. Daher ergeben sich fiir jede zusétzliche eingefiihrte Schicht
sechs neue Unbekannte A;, und B;;, aber auch sechs zusétzliche Ubergangsbedingungen

der Verschiebungen und Spannungen an den Schichtgrenzen.

Um bei Schichten das Auftreten von numerischen Problemen, die sich fiir grofle positive
Argumente der Exponentialfunktion ergeben, zu verhindern, werden die Gleichungssysteme
in Abschnitt 3.2 umgeformt [Grundmann u. Miiller 1988]:

Ay eMF = (Ay eMhs) emhhs a2 = 4 hiEmhe) (3.21a)
Bz‘l 6>\12 = (le 6>\1hs) €_>\1hs €>\12 = Bz‘l ekl(z_hs) (321b)

mit h, >z
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Die Grofle hy entspricht hier der Dicke der jeweiligen Bodenschicht s.

Mit den neuen Unbekannten lautet Gleichung (3.11) fiir die transformierten Verschiebun-

gen:
Uy ikyeM(E=hs) gl =Mz 0 0 —Aget2(zmhs) )\ ez
y | = ik:ye)‘l(Z*hS) ikye*’\lz Age2(z=hs) —ge 2% 0 0 - Cscn
U, A\eM(E=hs) o\ eMiz —ikye)‘Q(z_hS) —z'k:ye_’\” ikpe2(z=hs) i Aoz
(3.22)
mit .
Csch: (121175 A2,s Bxl,s B:c?,s Byl,s By2,s> (323)

Die transformierten Spannungen ergeben sich analog aus Gleichung (3.16) und (3.17).

Zur Losung des Systems konnen die m = 6 - s+ 3 Unbekannten iiber die 3 Randbedingungen
an der Halbraumoberfliche und die 6 - s Ubergangsbedingungen an den s Schichtgrenzen
ermittelt werden. Die Verschiebungen und Spannungen an diesen Grenzen kénnen mittels
der Gleichungen (3.24) bis (3.27) bestimmt werden.

Verschiebungen an der Schichtoberfliche (z = 0):

7:Lg3 ikze_Ath Zk’z 0 0 —)\26_)‘2]1S /\2
Gy, | = [ik,e ™ Mhs ik, AgeTRhe ) 0 0 | - Csen (3.24)
i, Ae Mhe N —ik e —ik, ket ik,

Verschiebungen an der Schichtunterfliche (z = h):

ﬁx Zk'x ikxe_klhs 0 0 —)\2 )\2€_>\2h3
fLy = Zk’y ikye_Ath )\2 —)\2€_>\2hs 0 0 . Csch (325)
1, AN —he M ik —ikem NP ik, ike A2

Spannungen an der Schichtoberfliche (z = 0):

o 2ikz A e~ AMhs —2ikz A1 kypky e~ ?2hs koky — —(AZ+k2) e7r2hs  —(AZ+k2)
@y = M| 2iky )y e Mls —2iky A1 (AJ+k2) e7P2hs A2k 2 —kyky e N2hs —kaky | " Csen
O (2k2—k2) e Mhs  2%2-k2  —2ikydy e 2hs  ikyda  2ikpAy e~ 2hs —2ikgAa

(3.26)
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Spannungen an der Schichtunterfliche (z = hy):

o 2iky A1 —2ikgAy e MPs kgky kypky e~ A2hs —(AZ+k2) —(AG+k2) e N2hs
a-zy = I 2iky ) —2iky Ay e Ml )‘22+k7;2 (AF+k;) e~ r2hs —kaoky —kgky eH2hs ’ Csch
[opn 2%2—k2 (2k2—k2) e MPs  —2ikyNy  2ikyhg e M2hs 2ika Ao —2ikg Ay e~ P2hs

(3.27)

3.5 Bewegte Lasten

Dynamische Lasten, die sich auf dem Halbraum mit einer konstanten Geschwindigkeit gerad-
linig bewegen, kénnen im fouriertransformierten Raum einfach beriicksichtigt werden [Miiller
1989]. Die Belastungsfunktion einer sich in z-Richtung mit konstanter Geschwindigkeit v be-

wegenden Last p(x,y), die sich beziiglich der Zeit mit der Funktion f(t) veréndert, lautet:
p(x,y,t) = po(z — vt,y) - f(t) (3.28)

Nach einer zweifachen Fouriertransformation vom Orts- in den Wellenzahlbereich (x o—e k,,

y o—e k) erhélt man:

Pk, Ky, t) = / po(z — vt k) f(t) e " dy =

—00

= / ]50(3; — ot ky) o i@—vhks o o—ivths f(t) _ (3.29)

—00

Po(ke, ky) e vtk f(t)

Eine weitere Fouriertransformation in den Frequenzbereich (¢t o—e w) liefert:

Bllas by ) = ok k) / F(t) e=ivthe gmiot gy —

Po(kz, ky) / f(t) emttvkalt gy — (3.30)

po(ke, ky) - flw + vky)

Die Fouriertransformierte einer mit der Geschwindigkeit v bewegten und mit der Frequenz
w harmonisch schwingenden Last ergibt sich somit aus der Fouriertransformierten der unbe-

wegten Last mit einer von k, abhéngigen Frequenz w = w + vk,
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4 Der Vollraum mit zylindrischem
Hohlraum unter dynamischer

Belastung

4.1 Losung der Bewegungsgleichung in

Zylinderkoordinaten

4.1.1 Allgemeine Grundlagen

Abbildung 4.1: Zylinderkoordinaten

Das Problem eines Vollraums mit einem zylindrischen, unendlichen Hohlraum wird am besten
in Zylinderkoordinaten (Abbildung 4.1) beschrieben.
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Der Ortsvektor R eines Punktes im Raum kann sowohl in kartesischen Koordinaten (2! = z,
22 =y, 2* = 2) als auch in Zylinderkoordinaten (" = z, #* = r, 6% = ) dargestellt

werden.

Zwischen den kartesischen Koordinaten und den Zylinderkoordinaten besteht der Zusam-
menhang:

rT=u, y=—r-sinp, Z=1T-Co8Y (4.1)

Die Basisvektoren gy des krummlinigen Koordinatensystems ergeben sich zu:

gr=1-e
g2 = —Siny - e+ cosp - e3 (4.2)
g3 = —TCcosy-ex —rsing-eg

Die Transformationsbeziehungen fiir die Basisvektoren und die Koordinaten lauten somit:

/ /

gy = ﬁi,jo €; und ¥ = a7 Bjé (4.3)
mit

1 0 0

jO al’jo .
[ i ] |07 | = 0 —sing  cosy
0 —rcosep —rsing
(4.4)
1 0 0

—sinp —%cosw

| —|
o
OS\
| I
I
| — |
Q| »
B
S| s
—_
|
o

0 cosp —%singp

Da im Folgenden physikalische Verschiebungen und Spannungen berechnet werden miissen,

wird auf ein Koordinatensystem mit normierten Basisvektoren g; {ibergegangen.

1
g1 = 81, 82 = 82, g3 = ; g3/ (45)

Zwischen dem normierten und dem nicht normierten Koordinatensystem kann folgenderma-

fen transformiert werden:
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mit

)= [3] -

o o =
o~ o
I
=
=
o
L a—
£
I—@I
Il

Die Transformationsmatrizen zwischen dem normierten Koordinatensystem und dem karte-

sischen Koordinatensystem lauten schlieflich:

1 0 0
[ﬁijo} = [@-j/] . [ﬁjljo] = [0 —sinp cosyp

0 —cosp —sing

i i (4.8)
1 0 0
[ﬁ]ﬂ = [ﬁjcﬂ : [ﬁ]}] =10 —sinp —cosyp
0 cosp —sinep
Fiir die normierte Basis g; ergeben sich die Metriktensoren g;; und ¢ zu
100
l95] = [9"] =10 1 0 (4.9)
0 01
und die Permutationssymbole €;;, und AT
€123 = €231 = €312 = 1, €321 = €213 = €132 = — 1, restliche €ijk = 0
(4.10)
€128 — (21 _ 312 B2 2B 182 restliche €% — 0

Die kovarianten Ableitungen im normierten und nicht normierten Koordinatensystem stehen

in dem Zusammenhang

0 o 007 0

R = .‘7
a0" 007" 00" 067 b (4.11)

<

und berechnen sich somit wie folgt:

19) 0 0 0 0 10
90 " ox 9 ar’ 0 rop (4.12)
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Die Christoffelsymbole ergeben sich zu:

1 1
Fy=—. Ti=-—. restliche ;=0 (4.13)

4.1.2 Lo6sung der Wellengleichung - Variante 1

Mit Hilfe der Umformung
O = @I 4T, &F =

=y + Doy + Pgg+ T3 &y = (4.14)

B 82+82+162+18 CI)
| ox2 o2 g2 dp?  ror

lautet die Bedingungsgleichungen (2.13) im zylindrischen Koordinatensystem fiir die Skalar-
funktion ® : o2 o2 L 5 L o L o
—t—F+ -+ =—-——| 9 t)=20 4.15
[axQ + or? + ror + r20p? ¢ E)tQ] (z.7,,1) (4.15)

In Zylinderkoordinaten sind die Differentialgleichungen fiir die vektoriellen Potentiale W,
(2.13b) nicht entkoppelt, da die Basis g; nicht stationér ist. [[Konrad 1985] 16st diese Problem,
indem er die Komponenten des zylindrischen Koordinatensystems W, durch die Komponen-
ten des kartesischen Koordinatensystem W;o ausdriickt. Diese liefern fiir die Vektorpotentiale
ein System entkoppelter partieller Differentialgleichungen, da im kartesischen Koordinaten-
system die Christoffelsymbole verschwinden:

o? 2? 10 1 02 1 0?

ﬁ—f-w‘i‘;g‘l—ﬁa—gpg—gﬁ \Ijio(xar,SDat):O (4'16)

Das Verschiebungsfeld v’ (Gleichung 2.9) ergibt sich nach einer Koordinatentransformation
in Abhéngigkeit der Skalarfunktion ® und der kartesischen Koordinaten des vektoriellen
Feldes W0 zu:

Ui = <I>|Z + \Ifl|k Gikl =

o (4.17)
— @7,5 —+ \Ijio,k Bl i lel

Hieraus konnen die physikalischen Komponenten des Verschiebungsvektors (u, = u?,
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u, = u?, u, = u®) berechnet werden:

0P -
Uy = — + ‘IJZ-OJC Bllo ethl —

ox

0P , .
= % + \IliO,Q /33Z0 - \IJZ'O’3 ,8220 - (418&)

o> oV, v, 109, .
=5 — —7— COSp — or Slngp+;—(psmg0—;

- Ox or ¢

0 .
Up =+ Wiop leo M =
or ’

0P , ,
= E + \I’,L-o’:g ﬁlzo — \IjiOJ ﬁ?)lo - (418b)

8<I>+ 16\IJI+8\IJy +8\IJZ _
= — + - Ccos —sin
ar 1 Oy ox LA 7

= r 9o + Wiy By = W By = (4.18¢)

Ersetzt man die trigonometrischen Funktionen sin ¢ und cos ¢ durch komplexe Exponenti-

alfunktionen

1 ) )
sin p = 52 (e™% —e')

(4.19)
1 ) .
cosp = o (e +€")
und zieht die Funktionen e’ und e~*? unter den Differentialoperator
OV, 0 , <
eFiv a: = %(eiwxym Fi (X9 0,) (4.20)
so ergeben sich die physikalischen Verschiebungen zu:
0P 1. o 1 10
= |2 (T, 40T B T R
“ 833—{—{26 (V. +i y)] [2 (8r+r) 7’8@]+
(4.21a)

N EQ—W(\L - z’%)} {—i (% + %) N %%}
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0P o1, a1 ., 10V
P S I 7 . R B 17 o - x
Up = o = |:2€ (W, —i—z‘I/y)} +i 5 [26 (P, Z\I/y):| + R (4.21b)
109 0 [1, o1 ., ov
il Y e . Y i o . T
up = - 9 + pe {26 (P, —i—z\Ify)} + pp |:2€ (W, Z\Ily)] e (4.21¢)

Fiir die Ausdriicke in den eckigen Klammern werden die Skalarfunktionen AM; und M, ein-

gefiihrt.
1. ,
M, = 56“"(\1{2 +140,) (4.22a)
1 . ‘
M2 = 56 W’(\I/Z - /L\I/y) (422b)

Setzt man als Zusatzbedingung nach [Long 1967] (siehe Abschnitt 2.3) die Koordinate ¥,
des Vektorpotentials gleich Null, dann vereinfachen sich die Gleichungen (4.21):

o [0 1 10

Uy = o+ i (E - ;) [My — M) — 1 0p [My + M) (4.23a)
oe 0
106 0

Uy = ;% + g[Ml + MQ] (4'230)

Aus der Kombinationen der Bedingungsgleichungen (4.16) fiir die kartesischen Komponenten
U, und ¥, des vektoriellen Feldes ergeben sich die Bedingungsgleichungen fiir die beiden
Skalarfunktionen M; und Ms:

[ 02 5?2 10 1(82 e, ) 1 9%

S5, Tas Tt 5 T ———— M t) = 4.24
_8x2+8r2+r8r+r2 ] 1(%7"7907) 0 ( a)

[ 92 0? 10 1 [ 07 G, 1 0?7
_@+W+;E+ﬁ ( ) ____ M2<x7717907t)_0 (4'24b)

Die Losung der Bewegungsgleichungen erfolgt analog zu Abschnitt 3.1 im Bildraum. Dazu

werden die Ansatzfunktionen ®, M; und M5 zunéchst in eine Fourierreihe beziiglich des
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Umfangs entwickelt.

O(x,r,p,t) =

Ml(l’a r, o, t) =

M2($a7’7%t> =

n=0o0

Z O(x,r,n,t)e™?

n=—oo

n=o00
Ml (il?, r,n, t)ezmp

n=—oo

n=oo

Z MQ(xu r,n, t)eimp

n=—oo

(4.25a)

(4.25b)

(4.25¢)

Das Einsetzen der Fourierreihen (4.25) in die Gleichungen (4.15) und (4.24), sowie ein an-

schlieBender Koeffizientenvergleich, liefert die Bedingungsgleichungen fiir die einzelnen Ko-

effizienten der Fourierreihe:

0? 10 n? 0? 1 027«
T A I —
orr - ror 2 0x?  c20t?) (z,m,m,1) =0
(92 19 (n—-12 8 10°]-
ot T tam caar)Milnnnt) =0
[0 10 (n+1? & 10~
2t rar T o czop) hlmrm =0

(4.26a)

(4.26b)

(4.26¢)

Durch eine zweifache Fouriertransformation beziiglich der Ortskoordinate x o—e k, vom

Orts- in den Wellenzahlbereich, sowie der Zeit ¢t o—e w vom Zeit- in den Frequenzbereich

lassen sich die Gleichungen (4.26) in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen tiber-

fithren. Die Ortskoordinate r bleibt hierbei untransformiert:

P10,
or?2  ror

(9% 10 )
_w*w*(’f

[0 10 )
_W*W*(’“ﬁ—

~

2
k2—n—) O(ky,r,m,w) =0

~

(n = 1)2)_ My (ky, 7y m,0) = 0

~

1)2\]
(n+ )) MQ(k’x,T,’I’L,w>:O

(4.27a)

(4.27D)

(4.27¢)

mit
w2 CU2
ka — —Cp2 — kx2 = 4 /kpz — ka und kﬁ = ? — km2 = 4/ kSZ — kx2 (428)



4.1 Losung der Bewegungsgleichung in Zylinderkoordinaten 27

Die Bedingungsgleichungen (4.27) sind alle gewohnliche Differentialgleichungen vom Bessel-
schen Typ. Losungsansétze fiir diesen Gleichungstyp sind im Anhang A.1.1 sowie in [Abramo-
witz u. Stegun 1965], [Jahnke 1966] und [Rade u. Westergren 2000] zu finden. Die allgemeine
Losung fiir &, M; und Ms lautet:

A

O(ky,r,n,w) = Crp Jp(kar) + Cun Yo(kar) (4.29a)
Ml(k$, r,n, w) = Czn Jn_l(kg’/’) + C5n Yn_1<k57“) (429b)
Mg(k‘w r,n, w) = C3n Jn+1 (kg’f’) + Cﬁn Yn+1<k57“) (4.290)

Als Argument der Bessel-Funktionen J,, und der Neumann-Funktionen Y, tritt k,r bzw. kgr
auf. Alternativ kann auch ein Ansatz mit Hankel-Funktionen erster Art Hy(Ll) und zweiter

Art H? gefunden werden:

O(ky,r,n,w) = Chpy HY (kor) + Capy HP (kar) (4.30a)
My (kyyrom,w) = Copy HY, (kgr) + Cs HY, (Kgr) (4.30b)
Mg(kﬁx,’f’, n,w) = Cs, Hﬂl(kzgr) + Cen, Hgl(k‘gr) (4.30c¢)
mit
HWY(2) = Jo(2) +i V() und H(2) = J(2) — i Yy (2) (4.31)

Die in diesem Abschnitt hergeleitete Losung der Wellengleichungen gilt nur unter der Bedin-
gung k, # 0. Fiir einen in z-Richtung sich nicht verdndernden Zustand (k, = 0) breiten sich
die Wellen senkrecht zur x-Achse, das heifit in der y, z-Ebene aus. Die Scherwellen kénnen
daher nicht mit den kartesischen Komponenten ¥, und ¥, des vektoriellen Feldes (¥, wurde

nach [Long 1967] gleich Null gesetzt) beschrieben werden.

Dies kann anschaulich wie folgt gezeigt werden: Wéhrend die Skalarfunktion ® eine Druckwel-
le und somit Verschiebungen senkrecht zur Wellenfront beschreibt, stellen die Komponenten
des Vektorpotentials ¥; Scherwellen dar, die in Verschiebungen parallel zur Ausbreitungs-
ebene resultieren. Fiir die Grofle und Richtung der Schubverformungen sind dabei nur die
Anteile ¥;)| von Bedeutung, die parallel zur Wellenfront liegen (Abbildung 4.2). Die resultie-
renden Verformungen u,(V;) im Punkt P sind jeweils senkrecht zur Komponente ;). Der
Anteil ¥, senkrecht zur Wellenfront bildet dagegen keine Schubverformungen ab, da dieser
in Richtung der Wellenausbreitung zeigt und somit in Gleichung (2.9) der Verschiebungsan-
teil des Vektorpotentials zu Null wird (0|, ¥ = 0).
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s

Wellenfront

Wellenfront

Abbildung 4.3: Schubverformungen infolge ¥, und ¥,

Ist nun die Wellenfront parallel zur x-Achse, wie das bei k, = 0 der Fall ist, so liegen
die beiden Komponenten ¥, und V.| auf einer Geraden. Somit kénnen iiber die beiden
Komponenten ¥, und ¥, des Vektorpotentials nur Schubverformungen parallel zur x-Achse
aber keine senkrecht dazu beschrieben werden (Abbildung 4.3). ¥, darf in diesem Fall folglich

nicht zu Null gesetzt werden.

Im n#chsten Abschnitt wird ein alternativer Ansatz fiir das Vektorpotential verwendet, der

auch fiir den Fall k£, = 0 Ergebnisse liefert.

4.1.3 Losung der Wellengleichung - Variante 2

Anstelle das vektorielle Potential wie in Abschnitt 4.1.2 mit nur zwei Komponenten W,o
darzustellen und die dritte Komponente zu Null zu setzten, kann das Vektorfeld ¥ auch
mit zwei beliebigen voneinander unabhéngigen Skalarfunktionen beschrieben werden, die die
Zusatzbedingung W;|* = 0 (2.15) erfiillen (siche Abschnitt 2.3).
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So kann fiir das vektorielle Potential analog zu [Eringen u. Suhubi 1975] und [Kausel 2006]

ein Ansatz mit zwei Skalarfunktionen ¢ und y gewahlt werden:

C=yg +xeng (4.32)
——
() ¥rr(x)

Die Skalarfunktion v enthélt den Koeffizienten des vektoriellen Potentials ¥ in z-Richtung.
Mit der Skalarfunktion y wird die Komponente des vektoriellen Potentials senkrecht da-
zu beschrieben. Die Richtung dieser Komponente hiangt von der Rotation des Vektorfeldes
xg1 ab und kann somit in jede beliebige Richtung senkrecht zur z-Achse zeigen. Daher ist

es mit diesem Ansatz moglich fiir jede Wellenausbreitungsrichtung die Schubverformungen
abzubilden.

Da ¢ und x voneinander unabhéngige Funktionen sind, miissen sowohl W;(v) als auch
W (x) divergenzfrei sein (2.15) und der Wellengleichung (2.13b)

1
c2
CS

Uilf — — ;=0 (4.33)

geniigen. Setzt man W;(v) in Gleichung (4.33) ein, so erhdlt man die Bedingungsgleichung
fiir die Skalarfunktion :

Yl — 0—12 =0 (4.34)

Die Zusatzbedingung fiir W;(1)) liefert:

Pt =0 (4.35)

Da W;;(y) die Rotation des Vektorfeldes yg; darstellt, muss W;;(x) analog zu Gleichung

(2.11) ohne Einschriankung von x divergenzfrei sein:

(xV Eijl)‘i =0 (4.36)

Mit Hilfe der mathematischen Umformung fiir ein Vektorfeld A
div grad A = grad div A — rot rot A

bzw.

Az‘j = (Aj’j) ‘z - (Am’l Eklm) }j €ijk (4.37)
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ergibt sich die Bedingungsgleichung (4.33) fiir das vektorielle Potential zu:
1

1. , .
ily = 3 U= (P = (Wl ) e — 5 Wi=
=0
! (4.38)

= — (Ul €'™) ‘j €ijk = 3 b, =0
S

In Zylinderkoordinaten gilt fiir eine skalare Funktion a:

! ijk | ijk i) mijk
(a\ Ekll)‘j e’ gi = (a €kz1)j €’" gi —a’ eun ij e’" g
3 ij2 2 _ij3 2 173 —
el g —ay e gi—at Iy g1 =

= a:
=a31 83— a33 81— A2 81+ a2 82 — ; a2 81+ [a,n g1— a1 g1] =
_ (—a|§» (23 +a|1i) g; (4.39)
da
al =a;; +T9. a® =
=a;+T55 0= (4.40)
=ani + Q22 + a 33 + ; a9
und
(4.41)

1i
al gi=a11 81 +a2 82+asz 83

W, (¢) in Gleichung (4.38) eingesetzt liefert unter Zuhilfenahme von Gleichung (4.39)

L.
- [(X|n E€mn1) 1 Eklm]‘J Cijk — o2 XI” €1 =
S

j 1 .
= =[xl €+ xI"]]" e — = Xl €1 =
S

= X’;j €ij1 — X‘lkj Cijk — 5 XV €ij1 =
N—— (g

(- L) aa

J !
€ij1 = 0

S
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und somit die Bedingungsgleichung fiir die Skalarfunktion y:

1
Xlj——5x=0 (4.43)

Mit Hilfe von Gleichung (4.14) lauten die Bedingungsgleichungen fiir das skalare Potential
® (2.13a) und die Skalarfunktionen ¢ (4.34) und x (4.43) in Zylinderkoordinaten:

[ 02 0? 10 1 0? 1 0%
st as T oot a5 aaa|® t) =0 4.44
| Ox? + or? * r or + r2dp? ¢ Ot? (@7, ,1) (4.44a)

[ 97 0? 10 1 0? 1 0%
-@—Fw—f—;aﬁ-ﬁa—w_c_g@_ w(fﬂm%t) =0 (4'44b)
[ 92 0? 10 1 02 1 9%

Staztort 55— 595 )=0 4.44
| 022 + or? + ror * r20p?  ¢20t?] X(@,m, 1) ( c)

Zur Losung der Bewegungsgleichungen werden die Ansatzfunktionen ®, ¢ und y zunéchst

wieder in eine Fourierreihe beziiglich des Umfangs entwickelt.

n=oo

CI)(:Ev T, ¢, t) = Z CIB('I’ r,mn, t)eincp (445&)

n=—oo

n=oo

Y(z,rp,t) = Z O(x, 7, n,t)em? (4.45D)

n=—0oo

n=oo

X(@,rp,t) = > K@, r,n,t)e™? (4.45¢)

n=—0o0

Das Einsetzen der Fourierreihen (4.45) in die Gleichungen (4.44), sowie ein anschliefender
Koeffizientenvergleich, liefert die Bedingungsgleichungen fiir die einzelnen Koeffizienten der

Fourierreihe:

[ 02 9 10 n* 1 9%

52 Tt rar 2 " orgp) Pt =0 (4.46)
[ 02 0? 10 n? 1 0°7 -
_%jLﬁjL;E—ﬁ—?ﬁ_ Y(z,r,n,t) =0 (4.46b)
[ 92 0? 10 n? 1 027
02 T T rar 2 ez XD =0 (4.46¢)
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Durch eine zweifache Fouriertransformation beziiglich der Ortskoordinate z o—e k, vom
Orts- in den Wellenzahlbereich, sowie der Zeit ¢t o—e w vom Zeit- in den Frequenzbereich
lassen sich die Gleichungen (4.26) in ein System gewdohnlicher Differentialgleichungen iiber-

fithren. Die Ortskoordinate r bleibt hierbei untransformiert:

[ 82 1 a 2 n2 | z
-w + ;E + (ka - ﬁ)_ (I)(kx,'l", n,w) =0 (447&)
(8% 10 N\ -
a2 oot (’%2 - 7,—2) U(ky,r,m,w) =0 (4.47b)
[0 10 , n*\] .
EEART <kﬁ - T—g) X(ky,7,n,w) =0 (4.47c)

mit

w2
k, = /g_kxzz k2 — k2 und ks = C_Z_k;2—\/k2 k2 (4.48)

Die allgemeine Losung fiir die drei transformierten Funktionen P, @/AJ und x ergibt sich analog
zu Gleichung (4.29) zu:

i)(k:x,?",n,w) = Chp Jn(kar) + Cup Yo (kor) (4.49a)
D(ky, 7,0, w) = Can Ju(ksr) + Cs Yo(kigr) (4.49D)
Lkz, 7, n,w) = Csp Jn(kgr) + Copn Yo (kgr) (4.49¢)
bzw.
D(ky,,n,w) = Crpy HY (kor) 4+ Cup HP (kor) (4.50a)
Dk, 7,1, w) = Cop HO (kgr) + Csn HP (kgr) (4.50D)
X(ky,7,m,w) = Cs, HY (kgr) + Cop HP (kgr) (4.50¢)

Aufgrund der fiir dieses Problem giinstigeren Losungscharakteristik (sieche Abschnitt 4.3)

wird in dieser Arbeit der Ansatz mit Hankel-Funktionen (4.50) verwendet.

Fiir die Sonderfille k, bzw. ks gleich Null (k,* = k,* bzw. k,> = k,?) lauten die Differential-
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gleichungen (4.47) fiir das skalare Potential ® und die Skalarfunktionen ¢ und y:
02 10 n?].
_w + ;E - ﬁ_ CI)(]CZ, r,n, w) =0 (4.51&)
bzw.
92 190 n?] .
—+t-—=-= ky,ryn,w) =0 4.51b
_8r2+7"87“ r2_¢( rin,w) ( )
02 10 n?] .
_w + ;E - ﬁ_ X(k’x, rn, (.U) =0 (451(?)
Die Losung ergibt sich in diesem Fall zu:
S =Cpy "+ Cop 7 (4.52a)
bzw.
= Cy 1"+ Cpp 77" (4.52b)
X=Cs 1"+ Corr™" (4.52c)

Da diese Sonderfille nur bei einem ungeddmpften Boden auftreten konnen, werden sie nach-

stehend nicht mehr beriicksichtigt.

Der in diesem Kapitel verwendete Potentialansatz ist im Gegensatz zur Losung in Abschnitt

4.1.2 auch fiir einen sich in z-Richtung nicht verdndernden Zustand (k, = 0) giiltig. Daher

wird im Folgenden dieser alternative Ansatz (4.32) des Vektorfeldes verwendet.

4.2 Verschiebungen und Spannungen in

Zylinderkoordinaten

Die Komponenten u’ des Verschiebungsvektors in Zylinderkoordinaten werden mittels Glei-
chung (2.9) ermittelt. Unter Zuhilfenahme der Gleichungen (4.39) und (4.43) ergibt sich:

ut = Q>|i + Uk P
=0, + Yl €+ (X )k € =
— (I),i +¢|k; E’ik‘l _ X|; 6i23 + X|1’L —

) 1 AKX 7
:q),i+¢|k6kl_ﬁxe23+x|l

S

(4.53)
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Hieraus werden die physikalischen Komponenten des Verschiebungsvektors (u, = u?,

u, = u?, u, = u®) berechnet:

1 ob 1 0% 0%y
=D — — 5 n_-=_ -~ A A 4.54
" & c2 A Or ¢ Ot? v Ox? (4.54a)
ov 10y 0%y
! 12_ 7= L 227 4.54b
¢ 2+ ¥+ (97“+7"890+8x8r ( )
2
uw:®,3—¢’2+X|13:18—¢)—a—w+ L X (4.54c)

rdp  Or r 0xdyp

Die Gleichungen fiir die Verschiebungen (4.54) konnen in Matrixform zusammengefasst wer-

den:
Uy 2 0 £ %3—; P
u | = 2 %% % (0 (4.55)
Uy S X
Uz D, II,

Der Index z steht fiir Zylinderkoordinaten.

Die Verschiebungsgrofien im Bildraum (k,, 7, n, w) ergeben sich daraus zu:

Uy ik, 0 kF | [®
i | =2 it k2| | (4.56)
iy it =2 g |\ %
a, f)z 1_/\Iz
Schreibt man den Ansatz (4.50) fiir die Skalarfunktionen ®, ¢ und ¥ in Matrixform
Cln
; (1) (2) Con
o Hy/ (kor) 0 0 Hy (kqor) 0 0
. Csn,
o | = 0 H (kar) 0 0 HY (k) 0 03
4n
X 0 0 H (kgr) 0 0 H (kar) .
5n
1, A, Con
C,

(4.57)
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so lassen sich die Verschiebungen 1, aus den Unbekannten C, ermitteln:
4,=D,-A,.C,=H, C, (4.58)

Die Elemente der Matrix H, sind im Anhang A.3.1 angegeben.

In Zylinderkoordinaten lautet die Beziehung zwischen den physikalischen Verschiebungen

und den physikalischen Verzerrungen nach Gleichung (2.2)

)
Erx B 0 0
)
Erp 0 ar
U
€ 0 1 10 ;
PP r r 0
= v U/T (459)
€ 19 19 0
rT 2 Or 2 Ox
19 1/(0 1 e
€re 0 25 3(5—7) "
Z
1 0 10
€ap |55, 0 355
€, L,

Eine Transformation der Gleichung (4.59) in den Bildraum (k,, 7, n, w) liefert:

(- ik, 0 0
~ o)
Erp 0 ar 0 .
Uy
~ 1 ‘N
€ 0 = 1
Pp r r N
é 12 Lig 0
T 20r 2777 ~
u
p 0 in l(2-1 v
T 2r 2 \or r .
u
~ 42 0 l .k z
€xp -227’ 2'& T i
€, L,

6,=E, & (4.61)

mit

T
Oz = (Umx Orr Opp Orz Oryp O-:mp) (462)

Die Elastizitdtsmatrix Ez ist identisch mit der Elastizitdtsmatrix des kartesischen Koor-

dinatensystems Ex aus Gleichung (3.15), da es sich hier ebenfalls um ein orthonormales
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Koordinatensystem handelt.

Die transformierten Spannungen &, ergeben sich somit aus den Unbekannten C, mit

A~ A~ ~ A

6,=E,-L,-D,-A,-C,=K,-C, (4.63)

Die Elemente der Matrix K, sind im Anhang A.3.2 angegeben.

4.3 Losung fiir den homogenen Vollraum mit zylindrischem

Hohlraum

Die sechs unbekannten Koeffizienten C,, - (s, werden mit Hilfe der Randbedingungen be-
rechnet. Drei Koeffizienten kénnen wie in Abschnitt 3.3 aus den nicht lokalen Randbedingun-
gen im Unendlichen ermittelt werden. So miissen die abgebildeten Wellen mit zunehmender
Entfernung vom Lasteinleitungsort abklingen und diirfen nur vom Ort der Lasteinleitung
fortlaufen. [Miiller 2007] zeigt, dass fiir negative Frequenzen w die Hankel-Funktionen erster
Art HY Wellen mit solchen Eigenschaften beschreiben. Die Hankel-Funktionen zweiter Art
HY stehen dagegen fiir Wellen, die mit zunehmender Entfernung vom Lasteinleitungsort
aufklingen bzw. auf den Lasteinleitungsort zuriicklaufen. Da diese Wellen im homogenen
Vollraum mit zylindrischem Hohlraum nicht auftreten, konnen die zugehorigen Koeffizienten
Chun - Cgn zu Null gesetzt werden. Fiir positive Frequenzen beschreiben je nach Wellentyp
entweder die Hankel-Funktionen zweiter Art H? Wellen die mit zunehmender Entfernung
vom Lasteinleitungsort aufklingen oder die Hankel-Funktionen erster Art 1Y Wellen die
auf den Lasteinleitungsort zuriicklaufen. Somit verschwinden je nach Wellentyp entweder die

zugehorigen Koeffizienten Cy, - Cg, oder C,, - Cs,.

Um die Berechnung zu vereinfachen und eine Fallunterscheidung zu vermeiden, wird im Fol-
genden als Losungsansatz ein Fundamentalsystem aus Hankel-Funktionen (4.50) verwendet
und ein negatives w vorausgesetzt. Die Werte der Zustandsgrofien Z (w) fiir positive Frequen-
zen w werden anschliefend wie in Abschnitt 3.3 aus den Ergebnissen fiir negative Frequenzen

bestimmt.

Ahnlich wie fiir den Halbraum, wo zwischen Oberflichen- und Raumwellen unterschieden
wird, konnen die Losungen fiir den Vollraum mit zylindrischen Hohlraum in Nahfeld- und
Fernfeldlosungen unterteilt werden. Die Wellentypen kénnen mit Hilfe der Werte von k,, bzw.
ks in Gleichung (4.48) fiir einen ungeddmpften Boden gegeneinander abgegrenzt werden.

Fiir imagindre Werte von k bzw. kg (k> > k> bzw. k,> > k) liegen Nahfeldlosungen
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vor, welche vom Ort der Lasteinleitung monoton abklingen. Fiir reelle Werte von k, bzw.
kg (k2 < kp2 bzw. k,?> < k%) liegen Fernfeldlosungen vor, die als sich vom zylindrischen

Hohlraum wegbewegende Wellen interpretiert werden kénnen.

Nachdem die Koeffizienten Cy,, - Cg, infolge der Randbedingungen im Unendlichen zu Null
gesetzt wurden, konnen die restlichen drei Unbekannten C1,, - Cs,, unter Zuhilfenahme der
lokalen Randbedingungen an der Oberfléiche des Lochrandes berechnet werden. Die Spannun-
gen am Lochrand (LR, r = r) miissen mit den dort angreifenden Belastungen (p,,, p.» und
Pre) im Gleichgewicht stehen. Eine Transformation der drei Belastungen in den Bildraum

pri(x,y, 2,t) o—e Pri(ky, 7, n,w) und ein Aufstellen des Gleichgewichts liefert:

K.y K.a2 K.a3| (Cin —Dra
K.oi K.oo K.o3||Con | = | —Drr (4.64)
K.51 K.52 K.53] \Csn —Dry

Kir Crr Prr

Die Elemente K ;; der Matrix KLR sind dem Anhang A.3.2 zu entnehmen.

Die Unbekannten C',, - Cjs, ergeben sich aus der Gleichung:

A

Crr =K g ' PLr (4.65)

Nun kann der Verlauf der transformierten Verschiebungen i, und der transformierten Span-
nungen &, mit den Gleichungen (4.58) und (4.63) ermittelt werden. Die Verschiebungen
und Spannungen im Orginalraum (z, 7, ¢, t) erhdlt man schlieBlich {iber eine mehrfache

Fourier-Riicktransformation.

Das in diesem Kapitel hergeleitete Ergebnis gilt allerdings nur unter der Voraussetzung einer
dynamischen Belastung (w # 0), da fiir eine statische Last mit w = 0 die verwendeten An-
sitze nicht vollstédndig sind. Fiir diesen Fall wird auf die Arbeit von [Konrad 1985] verwiesen,
der bei einer statischen Belastung auf den Ansatz von [Papkovich 1932] und [Neuber 1934]

zuriickgreift.

Sich in Tunnelldngsrichtung mit konstanter Geschwindigkeit bewegende Lasten, konnen ana-
log zu Abschnitt 3.5 beriicksichtigt werden.
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5 Der Vollraum mit spharischem
Hohlraum unter dynamischer

Belastung

5.1 Vorbemerkungen

Zur Losung des Problems Vollraum mit sphérischem Hohlraum unter dynamischer Belastung
wird im Folgenden analog zu Abschnitt 4 vorgegangen. Zunéchst werden in Abschnitt 5.2.1
als Grundlage die Transformationsmatrizen fiir das normierte sphérische Koordinatensys-
tem, sowie die zugehorigen Ableitungen und Christoffelsymbole bestimmt.

Fiir die Losung der Wellengleichung in Kugelkoordinaten wird in Abschnitt 5.2.2 ein dhn-
licher Ansatz wie in Abschnitt 4.1.3 gewéhlt. So wird das vektorielle Potential ¥ mit zwei
beliebigen voneinander unabhéngigen Skalarfunktionen beschrieben, die die Zusatzbedingung
U;|" = 0 erfiillen. AnschlieBend wird gezeigt, dass die beiden Skalarfunktionen der gleichen
Wellengleichung wie das skalare Potential ® geniigen miissen.

Im Gegensatz zu Abschnitt 4.1.3, in welchem die Potentiale in eine Fourierreihe entlang
des Zylinderumfangs entwickelt werden, werden nun die Potentiale in eine zweidimensionale
sphérische Fourierreihe iiber die Kugeloberfliche zerlegt. Im fouriertransformierten Bildraum
kann schliellich fiir jedes Reihenglied eine analytische Losung gefunden werden.

In Abschnitt 5.3 werden analog zu Abschnitt 4.2 die Verschiebungen im Orginal- und trans-
formierten Bildraum mit Hilfe der Differentialoperatormatrix Lg berechnet. Daraus kénnen
anschliefend die Spannungen durch Multiplikation mit der Elastizitdtsmatrix Eg ermittelt
werden.

Schliefllich wird in Abschnitt 5.4 die Losung fiir den dynamisch belasteten Vollraum mit
sphérischem Hohlraum mit Hilfe der Randbedingungen an der Oberfliche des Hohlraums

ermittelt.
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5.2 Losung der Bewegungsgleichung in Kugelkoordinaten

5.2.1 Allgemeine Grundlagen
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Abbildung 5.1: Sphirische Koordinaten

Das Problem eines Vollraums mit einem kugelférmigen Hohlraum wird sinnvoller Weise in
sphérischen Koordinaten (Abbildung 5.1) beschrieben.

Der Ortsvektor R eines Punktes im Raum kann sowohl in kartesischen Koordinaten (z! = z,
2% =y, 2% = 2), als auch in sphérischen Koordinaten (" = R, #* =1, 6% = ) dargestellt

werden.

Zwischen den kartesischen Koordinaten und den Kugelkoordinaten besteht der Zusammen-
hang:
x=R-sinv-cosp , y=R-sind-sing , z=R-cosv (5.1)

Die Transformationsbeziehungen fiir die Basisvektoren und die Koordinaten lauten:

-/

gy = ﬁi,jo €j und = .’L'jo ﬁj(l)/ (52)
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mit
) sin ¥ cos ¢ sin ¥ sin ¢ cos v
[i,jo}z [?;ZJZ, = | Rcos¥cosy Rcosvsingy —Rsind
—Rsindsiny Rsind cos ¢ 0
(5.3)
’/ o sin ¥ cos ¢ %cosﬂcosgp —pats
[@3} = {W] = |sin¥sing Fcosdsing £
cos v —Lsind 0

R

Da im Folgenden physikalische Verschiebungen und Spannungen berechnet werden miissen,
wird auf ein Koordinatensystem mit normierten Basisvektoren g; iibergegangen.

1 1

g1 = 8, g2=§g2w g3:Rsim9

83/ (5.4)

Zwischen dem normierten und dem nicht normierten Koordinatensystem kann folgenderma-

Ben transformiert werden:

mit
1 0 0 10 0
, o007’ : 06"
R A I R R
00 #3 0 0 Rsind

Die Transformationsmatrizen zwischen dem normierten Koordinatensystem und dem karte-

sischen Koordinatensystem lauten schlieflich:

[sintcosp sindsing cos? |
i J’ 70 _ : ;
[ﬁi } = [52‘ ] . [Bj/ ] = |coscosp cosUsing —sind

| —sing CoS ¢ 0

[sin¥cosp costcosyp —sing]
[ﬁ](ﬂ = [ﬁjﬂ : [ﬁj] = |sindsing cos¥sing cosy

cos —sind 0




5.2 Losung der Bewegungsgleichung in Kugelkoordinaten 41

Fiir die normierte Basis g; ergeben sich die Metriktensoren g;; und ¢ zu

1 00
l9;5]=[¢9"] =10 1 0 (5.8)
0 01
und die Permutationssymbole €;;, und €7k zu:
€123 = €231 = €312 = 1, €321 = €213 = €132 = — 1, restliche €ijk = 0
(5.9)
(123 21 312 B2 213 132 restliche €% — 0

Die kovarianten Ableitungen im normierten und nicht normierten Koordinatensystem stehen

in dem Zusammenhang

0 o 007 o i

_ = ot .‘7
00t 007" 09t 047 bi (5.10)

und berechnen sich somit wie folgt:

0 0 0 1 0 0 1

— = — = — = — 9 (5.11)
001 OR 00> R 00 003  Rsind Odp
Da die Basis g; nicht stationér ist existieren die Christoffelsymbole Fi?‘j:
1 1 1
F%z__§> F§3:_Ea F%zzﬁ
(5.12)
cos v 1 cos v
I3, = 3= — = —— liche I'f; =
33 Rsind ’ BT R B Rsing restliche I, =0

5.2.2 Loésung der Wellengleichung

Das vektorielle Potential ¥ aus Gleichung (2.9) kann wie in Abschnitt 4.1.3 mit zwei be-
liebigen voneinander unabhéngigen Skalarfunktionen beschrieben, die die Zusatzbedingung
U, " = 0 (2.15) erfiillen. Analog zu [Eringen u. Suhubi 1975] und [Kausel 2006] wird ein
Ansatz mit den zwei Skalarfunktionen ) und x gewéhlt (5.13):

U =Ry g+ (RY) €1 8 (5.13)

lI’I ("l]) \I’][ (X)
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Die Skalarfunktion 1 enthélt den Koeffizienten des vektorielle Potentials ¥ in radialer Rich-
tung. Mit der Skalarfunktion y wird die Komponente des vektorielle Potentials senkrecht
dazu beschrieben. Die Richtung dieser Komponente héngt von der Rotation des Vektorfeldes
Ryxgi ab und kann somit in jede beliebige Richtung auf der Kugeloberfliche zeigen. Daher ist
es mit diesem Ansatz moglich fiir jede Wellenausbreitungsrichtung die Schubverformungen

abzubilden.

Da 1 und x voneinander unabhéngige Funktionen sind, miissen sowohl W;(¢)) als auch
W () divergenzirei sein (2.15) und der Wellengleichung (2.13b)

1
-2
CS

Uil — — W =0 (5.14)

genigen.

Die Zusatzbedingung fiir (1)) liefert:

(RY)I' =0 (5.15)

Da W¥,;(x) die Rotation des Vektorfeldes Rygy darstellt, muss W, () analog zu Gleichung

(2.11) ohne Einschréankung von x divergenzfrei sein:

((Rx) Eijl)‘i =0 (5.16)

Mit Hilfe der mathematischen Umformung fiir ein Vektorfeld A
div grad A = grad div A — rot rot A
bzw.

AZH = (Aj|j)‘i - (Am|l 5klm)|j €ijk (5.17)

ergibt sich die Bedingungsgleichung (5.14) fiir das vektorielle Potential zu:

. 1 . ) . 1 ..
\Dz‘; - ? ;= (M)‘Z - (qjm|l Eklm) |j €ijk — ? U, =
=0
= _(\Ijm|l Eklm) ‘j €ijk — CLQ \11, ; 0 (518)

s

Da 1 und x voneinander unabhéngige Funktionen sind, miissen sowohl W;(¢)) als auch

W,/ (x) dieser Bedingung geniigen.
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In Kugelkoordinaten gilt fiir eine skalare Funktion a:

(Ra)l" ern)|; € & =
= ((Ra)" exn) J €% g — (Ra)' e T75 €7 gi =

= (R a’3) €72 g — (R a’2)7j P g —Ra’Ty, g1+ Ra’ T, g+ Ra’ T, gz =

J
cos v

=Rasz gs—Raszgr—Razp g +Raz g — —
sin ¢

a2 81 +a2 g2+ a3 g3 =

cos U
=—Razz g1 —Ragpg — — a2 g1 — [2 ap 81+ Ray g1+
sin
+Rasz g3+ Rag g2+asge+asgs+ [2 ap 81+ Raqn g1] =
=(-R a|§ €* + (Ra)|") g (5.19)
da
all = a? +T7. a® =
J J kj
=ag+Thai+ Iyap+ Mya; = (5.20)
+ + + + cos v + !
=aq a a —a —q —q
11 22 BTGt ey Gt
und

(Ra)|" gi =a’ g+ (Ra')|" g =

=a; 81 +ax8t+aszgst+argr+Ranngr+Ranpg+Razgs

(5.21)

Entsprechend gilt:

((Ra)|l Ekll)‘j €ijk g = (—R a|§ €i23 + (RG)H) g (5.22)

Setzt man W;(¢) in Gleichung (5.18) ein, so erhdlt man unter Verwendung von Gleichung
(5.15) und (5.22):

, 1 .
- ((Rwﬂl €kll)‘3 €ijk — 2 R €93 =

S

s

. 1 ..
= R Wj €23 — (RWH To2 R €3 =

=0

= (¢|§ - 0—12 @b) R €in3 = 0 (5.23)
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Aus Gleichung (5.23) erhilt man somit die Bedingungsgleichung fiir die Skalarfunktion :

vl - C% =0 (5.24)

W, (¢) in Gleichung (5.14) eingesetzt liefert mit Hilfe von Gleichung (5.19)

j 1 Ny
— [((RX)I" €mmt)li €™ €ije — e (RX) €=

s

j 1 N[
== [_R X|§ e + (RX)’MHJ €ijk — 2 (RX) €1 =

S

. . 1 o
= (RxW) en+ RO e —— (R €1 =
— 2 ¢

= [z )

und somit die Bedingungsgleichung fiir die Skalarfunktion y:

=0

J
!

€ij1 =0 (5.25)

T
Xlj— 5 X=0 (5.26)

Unter Zuhilfenahme der Umformung
o) = &7+ &F Iy, =
=D+ Do+ D3+ P [T+ 0 [y + P, Iy =

_8_2+i82+ 1 02+21+C05193
~|OR? T R? 092 R? sin?9 9p2 R OR  R? sinv OV

(5.27)

lauten im Kugelkoordinatensystem die Bedingungsgleichungen fiir das skalare Potential &
(2.13a) und die Skalarfunktionen ¢ (5.24) und x (5.26):

[ 02 2 0 1 (82 cost? O 1 82) 1 0% ]

T ey i ) —0 (5.2
_3R2+R (9R+R2 (9192+sin19 819+sin219 502 20t (R, 9,¢,t) =0 (5.28a)

[ 02 2 0 1 (0% cos? O 1 0 1027

RN A A =t 53 ) -3 9,0,8) =0 (5.28b
o2 "TROR R (8192 T smo a9 T sm’o w) 2| VLU ) =0 (5.28b)
[ 02 2 0 1 /0% cos? O 1 0 1027

st Eor T\ o b ) =S (R 9,0 t) =0 (52

| OR? + R 8R+ R2 (59192 + sind oV +sin219 8(,02) 208 | X(R, 9, 0,t) =0 (5.28¢)
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Der in runden Klammern stehende Teil wird als Winkelanteil des Laplace-Operators be-
zeichnet. Zu dessen Losung werden Kugelflichenfunktionen Y! (19, ) verwendet, die einen
vollstéindigen und orthonormalen Satz von Eigenfunktionen bilden, welche die Eigenwert-
gleichung (5.29) erfiillen ([Heine 1861], [Hobson 1931] und [Miiller 1966]).

9% cos? O 1 0?

902 " Sind 90 sin 0 0y? V(0 9) = —m(m + 1) ¥, (0, ¢) (5.29)

Die Kugelflachenfunktionen setzen sich aus dem Produkt von trigonometrischen Funktionen
- hier dargestellt durch eine komplexe Exponentialfunktion - und assoziierten Legendre-
Funktionen P! (cosd) zusammen (Abbildung 5.2):

Y0, ) = P (cosd)) e'? (5.30)

m=3; [=0 m=3; I=1 m=3; =2 m=3; [=3

o D

Abbildung 5.2: Kugelflichenfunktionen Y! (9, ¢) fiir m = 3

Die assoziierten Legendre-Funktionen P! (cos®), im Folgenden mit P! abgekiirzt, liefern nur
Werte fiir || < m und geniigen der Differentialgleichung (siehe Anhang A.1.4, [Abramowitz
u. Stegun 1965] und [Jahnke 1966)):

= —m(m+1) P, (5.31)

8_2+COSQ9£_ I? P
092  sind 99 sin?9| "

Entwickelt man nun die Ansatzfunktionen ®, ) und x jeweils in eine Reihe von Kugelfld-

chenfunktionen

3
I
8
T
3

(R, 0, p,t) = é(R,m,l,t) P! eile (5.32a)

3
g
[
!

3

3
I
8
T
3

V(R D, p,t) = O(R,m,l,t) P, &' (5.32b)

—m

3
i
I
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m=oo l=m

X(RY. 0 t) =Y Y x(R,m,Lt) Pl e (5.32¢)

m=0 [=—m

und setzt die Reihen (5.32) dann in die Gleichungen (5.28) ein, so fithrt ein anschlieBender
Koeffizientenvergleich mit Hilfe von Gleichung (5.29) zu den Bedingungsgleichungen fiir die

einzelnen Koeffizienten der Reihe der Kugelflichenfunktionen:

(2 0 mmtl) 18]

o + TR B gﬁ (R, m,l,t) =0 (5.33a)
? 2 90 mm+1l) 1 9*] -
SRR oagE) YR =0 (5.33b)
02 2 0 mm+1) 1 0%].
SRR oagE) XRm L0 =0 (5.33¢)

Durch eine Fouriertransformation beziiglich der Zeit t o—e w vom Zeit- in den Frequenzbe-

reich lassen sich die Gleichungen (5.33) in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen

uberfiithren:
:6‘9_}; n % % + (k; _ %) B(R,m,1,w) = 0 (5.34a)
aa_; + % % + (kg - %) D(Rym, 1,w) = 0 (5.34D)
88_}; +}% % + (kﬁ m(”;j 1))_ YR, m, Lw) =0 (5.34¢)

Losungsansétze fiir diesen Gleichungstyp bilden sphérische Bessel-Funktionen die im Anhang
A.1.2 sowie in [Abramowitz u. Stegun 1965], [Jahnke 1966] und [Rade u. Westergren 2000]

zu finden sind. Die allgemeine Losung fiir P, 1@ und y lautet:

O(R,m, 1,w) = Ciim Jm(kpR) + Cuatm Y (kpR) (5.35a)
(R, m,1,w) = Coiy (ks R) + Coir Yo (ks R) (5.35b)
X(R,m,1,w) = Caim jm(ksR) + Coim ym(ksR) (5.35¢)
mit
kp=1/k? und k= k2 (5.36)
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Als Argument der sphérischen Bessel-Funktionen j,, und ,, tritt l;:pR bzw. l;:sR auf. Alter-
nativ kann auch ein Ansatz mit sphérischen Hankel-Funktionen erster Art A und zweiter

Art A gefunden werden:

(R, m, l,w) = Chym B (kyR) + Cyppy WP (kyR) (5.37a)
(R, m,1,w) = Copy b)) (kR) + Csp hE) (ks R) (5.37b)
X(R,m,l,w) = Cyim hfvll)(iﬁsR) + Céim hfl)(l;:SR) (5.37¢)
mit
hV(2) = jm(2) +iym(z)  und  AD(2) = Gn(2) = i ym(2) (5.38)

Aufgrund der fiir dieses Problem giinstigeren Losungscharakteristik (siehe Abschnitt 5.4)

wird in dieser Arbeit der Ansatz mit sphérischen Hankel-Funktionen (5.37) verwendet.

5.3 Verschiebungen und Spannungen in Kugelkoordinaten

Die Komponenten u® des Verschiebungsvektors in Kugelkoordinaten werden mittels Glei-
chung (2.9) ermittelt. Unter Zuhilfenahme der Gleichungen (5.19) und (5.26) ergibt sich:

ui = (I)’l + \Ijl’k Eikl =

= i (R €+ (RO el € =

. . : 5.39
— (I)J' + (R'lp>|k Ezkl - R XH 67,23 4 (RX)llz — ( )
. 1 ) )
=Bt (ROl M — R 5 X €% 4 (R
Hieraus werden die physikalischen Komponenten des Verschiebungsvektors (uz = u',
uy = u?, u, = u?) berechnet:
= R L RY)IM =
up =&, — C—2X+(X)| =
od 1 9*x  0*Ry)
orR erior T o (5.402)
od 9%y ox 1 0%y
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ug =Py + (R)|s + (Rx)|"? =
100 1 9 1 PRy
"R o0 + sin ¥ 890 R OROY (5.40b)
1 0P 1 oy 1 9y 0%y

:}_%(9_19+sm19 %+E 8_19+3R5’19

up = @3 — (RY)]2 + (Ry)[? =
1 00 oy 1 0*(Ry)
~ Rsind % 99 ' Rsind OR Op - (5.40¢)
L 10% v L ov 1 o
RsinY 0p 09  Rsind dp  sind OR Oy

Die Gleichungen fiir die Verschiebungen (5.40) kénnen in Matrixform zusammengefasst wer-

den:
up 2 0 R(fm+idk-Ho)](®
w | = | ko maop (% + 1) 20 ¥ (5.41)
Uy Feods o9 50 (7 + ar) 35 X
u D, 1L,

Der Index s steht fiir sphérische Koordinaten.

Die Verschiebungsgrofien fiir das Reihenglied (m, [) ergeben sich somit im (R, 9, ¢, w)-Raum

VAV
N 8 pl il m(m+1) pl eil x
ur(m,l) a5 P €7 0 =D, e o
N _ 10PL ily . pl e 1, 0\ 9P iy 7
ay(m,l) | = R oo € Lo bm € (R + 8R) a9 © (8 (5.42)
N . il OPL il s L (1, 8\ pl iy -
iy (m, 1) ! Fsmobm € o9 © t o <R+8R) P, e X
Us Ds s

Schreibt man den Ansatz (5.37) fiir die Skalarfunktionen ®, ¢ und ¥ in Matrixform

Cllm
CZlm
C3lm
C’4lm
CSlm
CGlm

Cs
(5.43)

= s K
I

>
3=

O o —
'B;T‘Z
=

o (@]

>

3=

=

v

juy)

SN—

>
>

s
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so lassen sich die Verschiebungen tig aus den Unbekannten Cg ermitteln:

(5.44)

Die Elemente der Matrix Hy sind im Anhang A.4.1 angegeben.

In Zylinderkoordinaten gilt die Beziehung zwischen den physikalischen Verschiebungen und

den physikalischen Verzerrungen nach Gleichung (2.2):

)
€ERR 3R 0 0
1 19
€0y R R 90 0 "
€ 1 cos ¥ 1 0 R
pp _ R Rsind¢ Rsind 0p
e | T L2 10 1 0 o (5.45)
R 2R 89 20R ~ 2R u
€ _1 9 0 10 _ L v
Ry 2Rsin g dyp 20R 2R
€ 1 90 1 0 _ _cos? Us
Jep | 2Rsind 0p 2ROV  2Rsind
€ L,
Fiir das Reihenglied (m,[) lautet die Gleichungen (5.45) im (R, v, ¢, w)-Raum:
~ B ) T
GRR(m, l) 3R 0 0

- 1 19
Egg(m, 1) v 39 0 (. )
€ (m l) 1 cos ¥ j -1 UR\TY,

PP ’ o R Rsind Rsind ~ 4
» l 1 9 10 1 0 uﬁ(mvw (5' 6)
éro(m, 1) 3R99 30R 2R ,

Uy,(m, 1)
ero(m, 1) it 0 1o _ 1 v

Rp 1755 2Rsin 9 20R ~ 2R
~ : l 1 9 _ _cos¥ Ug
€gip(m; 1) 0 !5Rsmd 2R09  2Rsnd

& ts

Die physikalische Spannungs-Verzerrungsbeziehung nach Gleichung (2.3) ergibt sich zu:
s = Eg - € (5.47)
mit

A~

T
Og = (6’33(7%,[) (3’1919(771, l) 65050(m,l) 5’Rﬁ(m,l) 6R<p(m,l) &W(m, l)) (548)
Die Elastizitdtsmatrix ES ist identisch mit der Elastizitdtsmatrix des kartesischen Koor-
dinatensystems By aus Gleichung (3.15), da es sich hier ebenfalls um ein orthonormales

Koordinatensystem handelt.
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Die transformierten Spannungen & konnen somit aus den Unbekannten Cg berechnet wer-

den:

A~ ~ A

s =E; Ly -Ds- A, - Co =K, - C, (5.49)

Die Elemente der Matrix K sind im Anhang A.4.2 angegeben.

5.4 Losung fiir den homogenen Vollraum mit spharischem

Hohlraum

Die sechs unbekannten Koeffizienten C;,, - Cg,,, werden mit Hilfe der Randbedingungen
berechnet. Drei Koeffizienten konnen wiederum aus den nicht lokalen Randbedingungen im
Unendlichen ermittelt werden.

Die sphérischen Hankel-Funktionen stehen mit den halbzahligen Hankel-Funktionen in fol-

gender Beziehung [Abramowitz u. Stegun 1965]:

s

W (2) = s Hiapa(2) (5.500)
s

() =/ s Hitopa(2) (5.50b)

Fiir negative Frequenzen w beschreiben daher die Losungen mit sphérischen Hankel-Funk-
tionen erster Art h'y) analog zu Abschnitt 4.3 Wellen, die mit zunehmender Entfernung vom
Lasteinleitungsort abklingen und vom Ort der Lasteinleitung fortlaufen. Die sphirischen
Hankel-Funktionen zweiter Art h'2 stehen dagegen fiir Wellen, die mit zunehmender Ent-
fernung vom Lasteinleitungsort aufklingen bzw. auf den Lasteinleitungsort zuriicklaufen. Da
diese Wellen im homogenen Vollraum mit sphérischem Hohlraum nicht auftreten, kénnen
die zugehorigen Koeffizienten Cyy,, - Cgpp zu Null gesetzt werden. Fiir positive Frequenzen
beschreiben die sphérischen Hankel-Funktionen erster Art h%) Wellen die mit zunehmender
Entfernung vom Lasteinleitungsort aufklingen bzw. auf den Lasteinleitungsort zuriicklaufen

und somit verschwinden in diesem Fall die zugehorigen Koeffizienten C1y,,, - Cspn-

Um die Berechnung zu vereinfachen und eine Fallunterscheidung zu vermeiden, wird im Fol-
genden als Ansatz ein Fundamentalsystem aus sphérischen Hankel-Funktionen (5.37) ver-
wendet und ein negatives w vorausgesetzt. Die Werte der Zustandsgréfen Z (w) fiir positive
Frequenzen w werden anschliefend wie in Abschnitt 3.3 aus den Ergebnissen fiir negative

Frequenzen bestimmt.
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Da die Argumente der sphérischen Hankel-Funktionen lng und %, R fiir einen ungeddmpften
Vollraum nur reelle Werte annehmen, stellen die Ergebnisse fiir den Vollraum mit kugelfor-
migen Hohlraum nur Fernfeldlosungen dar. Anders als im Fall eines zylindrischen Hohlraum

existieren hier keine Nahfelder.

Nachdem die Koeffizienten Cy,,, - Cg,, infolge der Randbedingungen im Unendlichen zu
Null gesetzt wurden, konnen die restlichen drei Unbekannten C'yy,,, - C3;,,, unter Verwendung
der lokalen Randbedingungen an der Oberfliche des kugelférmigen Hohlraums berechnet
werden. Die Spannungen am Hohlraumrand (HR, R = Ry) miissen mit den dort angreifenden

Belastungen (prgr, pro und pp,) im Gleichgewicht stehen.

Die transformierten Spannungen fiir das Reihenglied (m, 1) ergeben sich nach Gleichung
(5.49) und Anhang A.4.2 zu:

5-RR = A1 Pvln (551&)
A l m + 1 . 1
Ory = mcotd) Ay P, — — Ay P, +i— A3 P, (5.51b)
sin ¢/ sin
Gry =1 ,l Ay P —mcotd Ay P+ 1 As P, (5.51c)
sin o sin
mit
m’—m 1 2 1)1 2 5 1 (7 il
Ar= Cunm I §ks 21 oy (kpR) + R kip 211 by (RpRR) ) € +
3 _ B 2 B B A
+Clyim (m = ™o By R) — T oy, hﬁll(k;sR)) el
m—1 - 1 - - ,
A= Cuun ("t 2 WD) 3 2 LGB ) % 4 (552)
-1 1- ~ 1 - ~ -
+Cspm ((m e kaz‘) 21 hV(k,R) + = ke 2p hﬁlﬂkﬁ)) e’
m 1 (1) 1= 1) /71 il
A3 Cglm W 2/,6 h’m (k?SR) - 5 ]{Zs 2,LL herl(k'SR) €

Die Spannungen 6y und 6r, haben fiir das Reihenglied (m,[) sowohl einen Anteil mit der
assoziierten Legendre-Funktion P! als auch mit der assoziierten Legendre-Funktion P! .
Eine Darstellung der Spannungen in einer Legendre-Reihe ist somit nicht moglich. Daher
fiihren [Eringen 1957] bzw. [Eringen u. Suhubi 1975] die beiden HilfsgréBen F' und G ein,
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die nur noch von einer Legendre-Funktion abhéngen.

~ (9((3'319 szm(}) 863@ 1
F=— .
( o * dy ) sind (5.53a)
A 86’319 8(6’390 szm?) 1
¢= ( Do v sind (5.53b)
Mit der Rekursionsbeziehungen
oP,, p_mtloy
59 = mcotd P, — g P (5.54a)
P! —1l+1
O, _m—Lt Pl . —(m+1)cotd P, (5.54b)

o9 sind
erhélt man nach Einsetzen der transformierten Spannungen (5.51) in Gleichung (5.53a) die

Bestimmungsgleichung fiir die Hilfsgrofie E:

. ) (cos 9 an) or. oPL
0 l 0 0 (m+1 1
— | Ay PL) — — As P! — Ag P! — =
* Oy <Z sing m) (%) (meotd Ay By,) + Oy <sin19 ° M1) } sin v

l
:—{—Agm sind P, + Ay m cosﬁ(m cotﬁP%—m—i_ﬁ Pil1> —
sin

(m—1)—m+1
sin ¥

P —((m—1)+1)cotd an_1> +

m

— A, (m+l)(

{
+2'A3l(m cotﬁan—m—i_ an_1> —
sin ¥
2 m+1 1
—A Pl — i Asl t9 P44 Asl P! =
2 ging ™ A Lmeo m Tt A sing = "' sind
29
—Aym Pl — A, m? 2Pl A, m? Pl
2 L 2 m sin? ¥ mt A2 m sing =™

(5.55)
Analog liefert das Einsetzen von (5.51) in (5.53b) die Bestimmungsgleichung fiir G-

G = As m(m +1) P, (5.56)
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Die beiden GréBen F'und G hiingen nur von der Legendre-Funktion P! ab und kénnen somit
in einer Reihe dargestellt werden. Mit ihrer Hilfe kénnen nun die Unbekannten CY;,, - Cs,
ermittelt werden.

Fiir jedes Reihenglied m, [ miissen die Groflen ogg, Fund G die Randbedingungen erfiillen.
Eine Transformation der Belastung pgr, sowie der Gréflen £, und G, die aus den Belastun-
gen pry und pr, nach Gleichung (5.53) berechnet werden, in den Bildraum (R, m,{,w) und

anschliefendes Aufstellen des Gleichgewichts liefert:

Kl K2 K3 Cllm _ﬁRR
F F FBl|Cml|=]| -F (5.57)
Gi G2 Gs) \Cam -G,

Kur Cur Pur

mit

2 _ 1- - 2 5 J
K, = (m = - ok 2) 20 hiy) (kyR) + % ki 200 i)y (R, R)

R2 2 ¢ R
K2 == 0
m3 —m ) m?+m M 7
K5 = 72 2u h, (ksR) — 7 ke 2 hm+1(ksR)
m — 1 (1) (1) ~
Fi=m(m+1) R? 21 by (kypR) R kp 20 he (R R)
F,=0 (5.58)

1- ~ 1 - N e
Fy=m(m+1) (( o 5"?82) 2u hD(kR) + = b 2u hﬁnil(ksR))
m—1 1) /7 1= 1 7
Go=m(m+1) | —=— 2u h,, (ksR) — 5 ks 2u hyyq (ksR)

Die Unbekannten CY;,,, - C3,, ergeben sich aus der Gleichung:

Cur = Kygp ! - Pur (5.59)
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Nun kann der Verlauf der transformierten Verschiebungen tig und der transformierten Span-
nungen 6 mit den Gleichungen (5.44) und (5.49) errechnet werden. Die Verschiebungen und
Spannungen im Orginalraum (R, ¥, ¢, t) erhélt man schlieflich iiber eine Riicktransforma-

tion.

Die in diesem Kapitel hergeleitete Losung gilt nur unter der Voraussetzung einer dynamischen
Belastung (w # 0), da fiir eine statische Last mit w = 0 die verwendeten Ansdtze nicht

vollstandig sind.

5.5 Berechnungsbeispiele

Anhand der im vorhergehenden Abschnitt ermittelten Ergebnisse werden nun exemplarisch

Berechnungen durchgefiihrt.

Wird ein sphérischen Hohlraum im Vollraum an seiner Hohlraumoberflache mit einem harmo-
nischen ortlich konstanten Innendruck prr belastet (Abbildung 5.3), so treten keine Schub-
spannungen auf. Die beiden Gréfien Fund G aus Gleichung (5.53) werden zu Null. Aufgrund
der iiber die gesamte Hohlraumoberfliche konstanten Verhéltnisse enthélt die Losung nur

die assoziierte Legendre-Funktion P!, mit m = 0 und [ = 0.

—_ _——_\

-
yd N
Y \

/ \
/ \
/ \
| \

| |
1 1!
A_ .. Al
l |
| /
| /
\ /
\ //
\\ /
\ /
\ /
\ /
\\ //
\\\\ //

e —_—— e — — —

Abbildung 5.3: Spharischer Hohlraum unter konstanter Druckbelastung prr
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Abbildung 5.4: Radiale Verschiebung ug zum Zeitpunkt t=0 und t=T'/4 entlang des Schnittes I-I

infolge einer konstanten harmonischen Druckbelastung (prr=po cos(wt)) an der
Hohlraumoberflache

kp Wi (K, R)

ﬁR(R) = = = = = 'ﬁRR (560&)
k2 hia) (kyRo) = % Ky 1l (K Ro)
) k2 Y (kR + £k, BV (k,R)
O'RR(R) = = 0 E P ) f ~p (1;-1(~p ) *PRR (560b)
k52 o (kpR()) R kp hm+1 (kpRO)

In Abbildung 5.4 sind die Verschiebungen ug infolge der Last prr=po cos(wt) entlang des
radialen Schnittes I-I zum Zeitpunkt t=0 und ¢t=T/4 dargestellt. Es ergibt sich eine abklin-

gende Welle mit der Wellenldnge der Kompressionswelle A,,.

Als weiterer Lastfall wird ein sphérischer Hohlraum unter einer konstanten Schubbelastung
Pry betrachtet (Abbildung 5.5).

Auch hier lassen sich alle resultierenden Verschiebungen und Spannungen unter Verwendung
der Gleichungen (5.44), (5.49) und (5.59) bestimmen. Es ergeben sich jedoch nicht so ein-
fache mathematische Ausdriicke wie fiir das Beispiel mit konstantem Innendruck, da alle

assoziierten Legendre-Polynome P! einen Beitrag zur Losung leisten.

In Abbildung 5.6 sind die tangentialen Verschiebungen w,, infolge der Last pr,=po cos(wt)
entlang des radialen Schnittes /-1 zum Zeitpunkt t=0 und ¢t=7"/4 dargestellt. Diese bilden

eine abklingende Welle mit der kleineren Wellenldnge der Scherwelle A;.
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Abbildung 5.5: Sphirischer Hohlraum unter konstanter Schubbelastung pr.,
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Abbildung 5.6: Tangentiale Verschiebung u,, zum Zeitpunkt t=0 und t=T"/4 entlang des Schnittes
I-I infolge einer konstanten harmonischen Schubbelastung (pr,= po cos(wt)) an
der Hohlraumoberflache
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6 Superposition der Grundlésungen der

Fundamentalsysteme

6.1 Vorbemerkungen

In den vorstehenden Kapiteln wurden die Losung fiir die Fundamentalsysteme Halbraum
(Abschnitt 3), Vollraum mit zylindrischem Hohlraum (Abschnitt 4) und Vollraum mit sphé-
rischem Hohlraum (Abschnitt 5) hergeleitet. Fiir das System eines Halbraums mit zylin-
drischem oder sphérischem Hohlraum liegt keine einfache Losung vor. Diese kann aber mit
Hilfe einer Superposition aus den bekannten drei Losungen der Fundamentalsysteme ermit-

telt werden.

Obwohl die Fundamentalsysteme geometrisch vollig unterschiedlich sind, kénnen sie dennoch
miteinander iiberlagert werden, da sie alle eine Teillosung einer Vollraumlésung darstellen.

Dies kann am System des Halbraums gezeigt werden.

Ein Vollraum, der in einer Ebene mit beliebigen Lasten p.,, p., und p.. beaufschlagt wird,
kann analog zu [Miiller 1993] mittels zwei aufeinanderliegenden Halbrdumen berechnet wer-
den (Abbildung 6.1).

Die Ubergangsbedingungen im Bildraum ergeben sich zu:
_aac,o(kxoy _kyoy Zo = 07 W) + aac,u(kacua kyu) 2y = O) CU) =0
Uy o(kzyy =Ky, s 20 = 0,w) + Uy (ks s Ky 20 = 0,w0) =0
az,o(k;tw _kyoa Zo = 07 W) + ﬂz,u(kacua kyu’ 2y = O,w) =0
(6.1)
_6zz,a(k$ou _kyoa Zo = 0,&)) - a-za:,u(ka;ua kyu7 2y = O,CU) = ﬁzz

O-zy,o<k$oa _kyoa 2o = 07 w) - Uzy,u(kxua kyu7 2y = O,w) = Dzy

é-zz,o(k;:vou _kyoa Zo = 0,&)) - a-zz,u(k:a:ua kyu7 2y = 07w> - ﬁzz
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Abbildung 6.1: Aus zwei Halbraumen zusammengesetzter Vollraum

Die Ubergangsbedingungen kénnen unter Verwendung der Gleichungen (3.11) und (3.16) in

Matrixschreibweise geschrieben werden:

H, H,| |[C, 0

mit
T
C, = (AQJ) B o Byl(,) , den Unbekannten des oberen Halbraums,

T
Cu = (Az,u Boow Byzu) , den Unbekannten des unteren Halbraums und

. T
P = (ﬁzz Pay ﬁzz> , der einwirkende Last.

Nun kann der Lastfall P ermittelt werden, bei welchem das Verhalten des unteren Halb-
raums dem eines Halbraums entspricht, welcher an seiner freien Oberfliche belastet wird.
Das bedeutet die Unbekannten C, entsprechen in diesem Fall den Koeffizienten der jeweiligen

Halbraumlésung und sind somit bekannt.

Mathematische Umformungen liefern die Bestimmungsgleichungen (6.3) fiir den zugehorigen
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Lastfall P im Vollraum.

= [sA (6.3)

In gleicher Weise kann gezeigt werden, dass die Losungen des Vollraums mit zylindrischem
Hohlraum und des Vollraums mit sphérischem Hohlraum Teillosungen fiir einen speziellen
Lastfall im Vollraum darstellen. Eine Superposition der einzelnen Fundamentalsysteme ist

somit moglich.

6.2 Transformationsbeziehungen zwischen den

Koordinatensystemen

Um eine Uberlagerung der einzelnen Fundamentalsysteme zu ermdaglichen, miissen die Ver-
schiebungen und Spannungen zwischen den unterschiedlichen Koordinatensystemen (karte-
sische Koordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten) umgeformt werden. Dies
erfolgt fiir die Verschiebungen mit den Transformationsmatrizen Bijo aus Gleichung (4.8)

bzw. (5.7).
= |50 (6.42)

= [87"] (6.4D)

Da die Spannung & einen Tensor 2ter Ordnung darstellt, miissen die Koeffizienten zur Trans-

formation zweimal mit der Matrix 3, ’ multipliziert werden.

64] = [@io} [Gi0,0] [5jj0]T (6.5)
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Somit ergibt sich fiir die Beziehungen der Spannungen:
6, =Tk . Ok (6.6a)
s =Ty s Ok (6.6b)
Die Matrizen Ty_, und Ty _g sind im Anhang A.5 angegeben.

Die Umformung der Spannungen von Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten in kartesische Koor-

dinaten erfolgt mit der Inversen der Transformationsmatrizen:
=Ty, ' 6, (6.7a)
6 =Ti s "6 (6.7b)
Um eine Transformation der Spannungen zwischen zwei krummlinigen Koordinatensystemen

durchzufiihren, werden die Spannungen zuerst in kartesische Koordinaten transformiert und

anschlieend in das neue Koordinatensystem iiberfiihrt:
6,=Tyx » 6x=Ty, T ' 64 (6.8a)

6s=Ty s 6x=Te s T, ' 6, (6.8b)

6.3 Superposition der Losung des Halbraums und des

Vollraums mit zylindrischem Hohlraum

6.3.1 Tunnel im Halbraum unter dynamischer Belastung

Fiir die geometrische Situation eines Halbraums mit zylindrischem Tunnel existiert keine
Fundamentallosung. Eine Losung kann aber aus der Uberlagerung der beiden Fundamental-
systeme Halbraum ohne Hohlraum und Vollraum mit zylindrischem Hohlraum hergeleitet
werden. Dazu wird im Halbraum eine fiktive Tunneloberfliche und im Vollraum eine fiktive
Halbraumoberflache eingefiithrt (Abbildung 6.2).

Durch eine zweifache Fouriertransformation beziiglich der Zeit ¢ o—e w vom Zeit- in den Fre-

quenzbereich, sowie der Ortskoordinate x o—e k, vom Orts- in den Wellenzahlbereich lasst
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Abbildung 6.2: Superposition des Halbraums (links) und des Vollraums mit zylindrischem Hohlraum
(rechts) zu dem System eines Halbraums mit zylindrischem Tunnel (unten)

sich das Problem in quasi statische und zweidimensionale Aufgabenstellungen in der vy, z-
Ebene iiberfiithren, welche fiir jede Kombination aus w und k, einzeln gelost werden kann.
Des Weiteren werden alle Groien an der Oberfliche des Halbraums (z = 0) in eine Fourier-
reihe beziiglich der Koordinate y — s- Ak,, sowie sémtliche Gréflen an der Tunneloberfliche

(r = o) in eine Fourierreihe entlang des Umfangs ¢ — n zerlegt.

Mit den Ergebnisse aus Abschnitt 3 ist es moglich, sdmtliche kartesischen Spannungen ent-
lang der fiktiven Tunneloberfliche infolge eines dynamischen Lastzustands an der Oberflache
des Halbraums zu berechnen. Diese werden anschliefend mit Gleichung (6.6a) in Zylinder-

koordinaten transformiert und in eine Fourierreihe entlang des Umfanges entwickelt.

Somit konnen fiir jeden kartesischen Einheitsspannungszustand &,; s, der an der Oberflache

( '7 ) -
vy an der fiktiven

Tunneloberfliche (I's) bestimmt werden (Abbildung 6.3, mit: i = x,y,2; j=x,r,¢; s und

des Halbraums (I, ) wirkt, alle resultierenden zylindrischen Spannungen &

n bezeichnen das Fourierreihenglied in y- bzw. ¢-Richtung).

In dhnlicher Weise ist es moglich mit den Resultaten aus Abschnitt 4 die Spannungen an der
fiktiven Halbraumoberfliche zu ermitteln, die aus einem dynamischen Lastzustand an der
Hohlraumoberfliche im Vollraum resultieren. Nach einer Koordinatentransformation in kar-

tesische Koordinaten (Gleichung 6.7a) werden diese Spannungen in eine Fourierreihe entlang
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Abbildung 6.3: Spannungszustinde in den Subsystemen Halbraum (links) und Vollraum mit zylin-
drischem Hohlraum (rechts)

der Koordinate y entwickelt. Als Ergebnis erhélt man fiir jeden zylindrischen Einheitsspan-
nungszustand 6, der an der Oberflache des Hohlraums (I'3) angreift, alle resultierenden

kartesischen Spannungen 6™ an der fiktiven Halbraumoberfliche ().

21,8

Um die Losung des gekoppelten Systems zu finden werden nun 3 - S unbekannte Spannungs-
zustédnde C,; s - 0.; s an der Halbraumoberfliche und 3 - N unbekannte Spannungszusténde
Cyjm - 0rjn an der Oberflache des zylindrischen Hohlraums aufgebracht. C; ; und C,;,, sind
hierbei die unbekannten Amplituden der einzelnen Lastfille, S und N stehen fiir die frei
wéhlbare Anzahl der jeweils verwendeten Fourierreihenglieder. Da die Losung im mehrfach
fouriertransformierten Bildraum erfolgt und somit nicht zwangslaufig konjugiert komplexen
Zustandsgroflen vorliegen, miissen sowohl positive als auch negative Reihenglieder beriick-
sichtigt werden. Numerisch erfolgt die Reihenzerlegung vorteilhafterweise mit der Fast Fouri-
er Transform (FFT, siehe Abschnitt 6.6.1), bei welcher die Anzahl der Reihenglieder auf eine
Zweierpotenz 27 eingeschrankt ist. Daher bietet es sich an, numerisch folgende Reihenglieder

N N 1unds:—§,. S 1.

zu beriicksichtigen: n = —%, ..., 5 — .

Fiir jedes Fourierreihenglied s an der Halbraumoberfliche (I',,) miissen die dort aufgebrach-

5 : ~(rjn
ten Spannungen o; s und die Spannungen &,;

), die an der fiktiven Halbraumoberfliche
infolge von Spannungszustdnden am zylindrischen Hohlraum entstehen, die Gleichgewichts-
bedingungen mit den dort wirkenden &dufleren Kréften p,;, erfiillen. Somit erhdlt man 3 - S
Bestimmungsgleichungen (6.9a). Die Randbedingungen an der zylindrischen Hohlraumober-

fliche (I's) liefern weitere 3 - N Gleichungen (6.9b). Dort miissen die Spannungen 6, und
~ (zt,s

) ; .
0,;n den duBeren Lasten p,;, entsprechen.
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N ~(rjm) A .. .
Cliis0uis+ 5 E Crjn* 0ya = —Dzis fiir alle 7, s (6.9a)
N J
~ (21,8) a A .. .
E E Cis Opin + Crin Orjn = —Drjn fiir alle j,n (6.9b)
S I
Das Gleichungssystem (6.9) kann in Matrixschreibweise dargestellt werden:
SITM . C - _PITM (610)
mit
- L(rem)  A(rmn)  a(remi)  a(rzma) ]
O zx,s1 0 0 0 2,81 27,51 2x,51 2x,81
A o (T:Eanl) A (TT7TL1) A (T@Jll) pat (T"EvnQ)
0 Ozy,s1 0 0 2y,51 2y,81 2y,51 2y,s1
A ~(rz,n1)  A(rmna)  A(remni)  a(rzng)
0 0 022,51 0 22,81 ,gz,sl gz,sl gz,sl
~ ~ (rz,mi ~(rr,n ~ (rep,ny ~(rx,no
0 0 0 O zz,59 21,82 ) ,'5793,52 ) ,g;a:,SQ ) ,E;x,SQ )
SIIM = | ) ) ez a(emen)
~(zx,51 ~ (2y,51 ~ (22,81 ~ (2,892 o
rT,M1 TN rT,M1 rT,M1 Orz,ng 0 0 0
~(zxys1)  a(zy,81) ~(z2,81) ~(zz,82) ~
TN Orrny TN rr,ny 0 Orrng 0 0
~(zx,51)  A(2y,81)  a~(22,81) ~(zx,82) ~
To,n1 Tp,n1 To,n1 r,n1 0 0 Orp,ny 0
~(zx,s1)  A(zy,s1 ~(zz,81)  ~(zz,82 ~
T, 7(‘£E,7’L2 ) 7("m,n2 7(‘:E,7’L2 ) 0 0 0 Orz.na
(6.11a)
T
C= <sz,51 Czy,sl sz,s1 sz,sg Crz,nl Crr,n1 Crgo,nl Cra:,ng . ) (611b)
R T
PITM = <pzz,sl Pzy,s1 Pzz,s1 Pzx,se Pramny Prrmg Promi Prane . ) (6110)

Somit kénnen die Unbekannten C; s und C,;,, fiir beliebige Lasten f’ITM, die an der Ober-

fliche des Halbraums und des Hohlraums angreifen, bestimmt werden:

Cc=-S

PITM

(6.12)
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Um die aus dem Lastfall f’ITM resultierenden Verschiebungen tiyry an den Oberflachen zu
berechnen, miissen zuerst die Verschiebungen infolge sdmtlicher Einheitslastfille ermittelt
werden. Dies erfolgt analog zu den Spannungen mit den Gleichungen aus Abschnitt 3 und 4.

Infolge der Einheitslastfille 7,; ; an der Halbraumoberfliche erhélt man somit die Verschie-
(#i,s)

) - (Zi,S)
21,8

i, an der Hohlraumoberfliche. Aus den
(rjm)
r7,m

bungen u an der Halbraumoberfliche und

Einheitslastfillen 6,;, an der Hohlraumoberfliche ergeben sich die Verschiebungen

an der Hohlraumoberfliche und ai’;@”)

an der Halbraumoberflache. Diese Verschiebungen
werden mit den in Gleichung (6.12) ermittelten Amplituden der Lastfdlle multipliziert und

aufaddiert.

Uyis = Clis - ﬁijf;s) + Z Z Crjn - ai’fﬁ fiir alle 4, s (6.13a)
N J
g = 3 Y Caig W07 + O -1l fiir alle j,n (6.13D)
S I

Analog zu den Spannungen wird das Gleichungssystem (6.13) in Matrixform geschrieben:

Grrm = Virm - C (6.14)
mit
M~ (zx,s1) ~(rz,mi)  A(rrmr)  A(remi)  ~(ra,ng) .
22,81 0 0 0 ce 22,81 22,81 22,81 Uz, s
0 ~(zy,81) 0 0 ~(rzyn1)  ~(rrmi)  A(rema) A (rayng)
2Y,81 cee 2Y,81 2Y,81 2Y,81 2Y,81
0 0 ~(22,81) 0 ~(rz,mi)  A(rrmi)  A(remi)  a(ra,ng)
22,51 . 22,81 22,81 22,81 22,51
0 0 0 ~(z2,82) ~(rzyn1)  ~(rrmi)  A(remi) A (rayng)
21,82 cee 21,89 21,59 2,59 21,82
VITM -
~(zx,81) ~(2y,81)  ~(22,81) A (z2,82) ~(raz,ny) 0 0 0
T, rT,ny T, TN ce T,
~(zz,81) ~(29y,81)  ~(22,81)  ~(22,82) 0 ~(rryny) 0 0
rrng TNy rrng rrng ce rrng
~(zx,81)  ~(2y,81)  ~(22,81) A~ (z2,82) 0 0 ~(rp,mn1) 0
Te,n1 Te,n1 Te,n1 TY,m1 tt Te,n1
~(zmys1)  A(zy,81)  ~(22,81)  ~(zz,52) 0 0 0 ~(rz,n2)
TN TN TN TN . TN

(6.1_5a)
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urrmM = (uzx,sl Uzy,s;1 Uzzsy Uzzsy -+ Urzgng Urrng Urpng  Urzng > (615b)

Einsetzen von Gleichung (6.12) in Gleichung (6.14) liefert schliefllich die Kraft-Verformungs-

Beziehung an den Oberflaichen des Halbraums und des Tunnels
tirrm = — Virum - SITNfl - Prrm = Nirum - Prom (6.16)
mit der dynamischen Nachgiebigkeitsmatrix

Nrrm = — Virm - Siar ! (6.17)

6.3.2 Graben an der Halbraumoberflache unter dynamischer Belastung

Fiir die Problemstellung eines kreisférmigen Grabens, der an der Oberflédche eines Halbraums
liegt, werden ebenfalls die Losungen der beiden Fundamentalsysteme Halbraum ohne Hohl-
raum und Vollraum mit zylindrischem Hohlraum iiberlagert (Abbildung 6.4). Im System
des Halbraums wird eine fiktive Hohlraumoberfléiche eingefiihrt die teilweise unterhalb (I's)
und teilweise oberhalb (I's3) der Halbraumoberfliche liegt. Ebenso befindet sich die fiktive
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N [ oberflache |
R N S N 2 R SUSR y S .
l : r’ N7 A\ |
l “‘ o2 ',' 1" / F /
\ P al / al /
\ T \ / /
\ p1 AT / /
\ fiktive / /
\ Hohlraum- / /
N<_  oberflache / y

T—— —_—_—

Abbildung 6.4: Superposition des Halbraums (links) und des Vollraums mit zylindrischem Hohlraum
(rechts) zu dem System eines Halbraums mit zylindrischem Graben (unten)
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Halbraumoberfliche im Vollraum zum Teil auflerhalb (I'y;) und zum Teil innerhalb (I',2)

des Hohlraums.

Fiir einen Einheitslastfall ¢,; ;, der auf der Oberfliche des Halbraums wirkt, kénnen nun
die resultierenden Spannungen entlang der fiktiven Grabenoberfliche I'g; berechnet werden.
Betrachtet man den Halbraum als Teillosung des Vollraums (siehe Abschnitt 6.1), so konnten
fiir den entsprechenden Lastfall (Gleichung 6.3) ebenfalls die Spannungen an der fiktiven
Hohlraumoberfléche bestimmt werden, die oberhalb des Halbraums liegt (I's2). Dies ist aber
in der weiteren Berechnung nicht erforderlich, da die Gleichgewichtsbedingungen nur am

Rand T'g; erfiillt werden miissen.

Ebenso werden die Spannungen an der fiktiven Halbraumoberfliche I'y; die aulerhalb des
Hohlraums liegt infolge einer am Hohlraumrand angreifenden Last 6,;, berechnet. Die Span-
nungen entlang des Randes innerhalb des Hohlraums I',, miissen wiederum nicht ermittelt

werden, da die Gleichgewichtsbedingungen nur am Rand I',; eingehalten werden miissen.

Eine abschlieBende Fourierreihenzerlegung der Spannungen entlang des Umfanges und der
Koordinate y liefert wiederum die Reihenglieder 65;;’?) und &gii") der resultierenden Span-
nungen (Abbildung 6.5).

Nun kénnen analog zu dem System eines Halbraums mit einem Tunnel (Abschnitt 6.3.1)
die Einheitslastzusténde tiberlagert und unter Verwendung der Gleichungen (6.9) - (6.17)
die dynamische Nachgiebigkeitsmatrix Nypy fiir einen Graben an der Halbraumoberfliche

ermittelt werden.

— —_

/ fiktive \
Halbraum- \
oberflache |

‘ A (17,n)

|
| -
| N e R ol y
/‘“ O A'\ / /
\\ rﬁl I‘\}‘;. l/”; ,—;"“\,'I fiktive // //
\ SETERSTEST Hohlraum- ,
\ oberflache / ,
\ / ,
\ / y
N , / //
N
~_ // //

—~— —_—— —— ——

Abbildung 6.5: Spannungszustinde in den Subsystemen Halbraum (links) und Vollraum mit zylin-
drischem Hohlraum (rechts)
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6.3.3 Tunnel in einer Schichtgrenze unter dynamischer Belastung

Mit der im vorherigen Abschnitt 6.3.2 hergeleiteten Losung ist es moglich, das System eines
Tunnel zu berechnen, der in einer Schichtgrenze liegt. So kann dieses System aus zwei auf-
einanderliegenden Halbrdumen mit je einem Graben zusammengesetzt werden (Abbildung
6.6).

\ Material 2 /

—— ——

Abbildung 6.6: Tunnel in Schichtgrenze, zusammengesetzt aus zwei Halbrdumen mit je einem Gra-
ben

Zur Ermittlung werden unbekannte Einheitsspannungszustdnde an der oberen Halbraumo-
berfliche (6.;5,) und an der unteren Halbraumoberflache (6, .,) aufgebracht. Zudem wer-
den fiir das obere Teilsystem die unbekannten Spannungszusténde 6,;,, , an einem Hohlraum
angesetzt, der in einem Vollraum mit den Materialeigenschaften der oberen Schicht liegt.
Analog dazu wird fiir das untere Teilsystem ein Vollraum mit den Materialeigenschaften der
unteren Schicht verwendet (6, ,). Die Zahl der unbekannten Spannungszustinde ist somit

doppelt so grofl wie bei dem System eines Halbraums mit einem Graben.

Zur Bestimmung der unbekannten Amplituden der Einheitslastfille konnen die Randbedin-
gungen am Tunnelrand herangezogen werden. Dort miissen sowohl die in eine Fourierreihe
zerlegten dufleren Lasten des oberen Teilsystems p,; , , als auch die des unteren Teilsystems

~(zi,5_u

) A (
bzw. 0y, und Oy

Prjnu jeweils mit den Spannungen 6, und glaieo ) im Gleichge-

r7,M_0
wicht stehen (Gleichung 6.18a bzw. 6.18b).

Als weitere Bestimmungsgleichungen kénnen die Ubergangsbedingungen an der Schichtgren-

ze analog zu Gleichung (6.1) verwendet werden. So miissen die Spannungen (Gleichung 6.18c¢)
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und Verschiebungen (Gleichung 6.18d) an der oberen Halbraumoberfliche denen an der un-

teren Halbraumoberflache entsprechen.

Hierbei ist zu beachten, dass die beiden y-Achsen des oberen und des unteren Halbraums in
entgegengesetzte Richtungen zeigen. Daher miissen die positiven Wellenzahlen £, des oberen
Halbraums mit den negativen Wellenzahlen —k, des unteren Halbraums gekoppelt werden

und umgekehrt.

Z Z Czi,s,a : a-ﬁjzif) + er,n,a : a-rj,n,o = _]A)rj,n,O fiir alle jv n (618&)
1

Z Z Czi,s,u ' Af«jlnsi) + er,n,u ' 5-rj,n,u = _ﬁrj,n,u fiir alle j7 n (618b)
1

A(r]no) § E A(r]nu —
sz —s_0 Uzz so+§ E Cr]no' zi,—s_0 szsu Uzzsu ernu' zi,5_u =0

fir alle i,s  (6.18¢)

2 :2 : (rj,n_o) 2 :2 : (rjmu)
sz —s_0 UJzz —so T Cr]no' zi,—5_0 Cz%su uzzsu Cr]nu' 2i,5_u =0

fur alle 4,5 (6.18d)

Gleichung (6.18) kann auch in Matrixform geschrieben werden.

[ [ . (2i,5.0) A ] [
|:0-rj,n,o i| |:O-rj,n,o:| 0 0 _Czi,s,o] |:ﬁrj,n,oj|
~ (zi,s-u) A [ |

0 0 |:O-rj,n,u i| |:0-7"j,n,uj| _Orj,n,o_ [ﬁrj,n,u:|

| | | | T == (6.19)
o] I el B e R Bl | B [ 0
aGa] lama] |malie] Sl I o 0

SitMm C Prrm

Mit dem so erhaltenen Gleichungssystem konnen fiir jede beliebige Last Prrm, die an der
Oberflache des Hohlraums angreift, erneut alle unbekannten Lastamplituden C berechnet

werden.

Die dynamische Nachgiebigkeitsmatrix Ny an der Oberfliche des Tunnels kann analog zu
Abschnitt 6.3.1 ermittelt werden.



6.4 Superposition der Losung des Halbraums und des Vollraums mit spharischem Hohlraum 69

6.4 Superposition der Losung des Halbraums und des

Vollraums mit spharischem Hohlraum

Das Vorgehen zur Ermittlung der Losung fiir das System eines Halbraums mit kugelférmigen
Hohlraum oder eines Halbraums mit einer kugelférmigen Grube an der Halbraumoberfléiche
ist den in Abschnitt 6.3.1 bzw. 6.3.2 beschriebenen Verfahren sehr dhnlich. In diesem Fall
wird das Fundamentalsystem des Halbraums mit dem Fundamentalsystem des Vollraums

mit sphéarischem Hohlraum tiberlagert (Abbildung 6.7).

Durch eine Fouriertransformation beziiglich der Zeit t o—e w vom Zeit- in den Frequenzbe-
reich ldsst sich das Problem in eine quasi statische Aufgabenstellung {iberfithren. Eine weitere
Vereinfachung auf ein zweidimensionales Problem wie in Abschnitt 6.3 ist nicht méglich, da
im Gegensatz zu dem System eines unendlich langen Tunnels beziiglich der z-Achse keine
konstanten Verhiltnisse bestehen. Das vorliegende Problem muss somit im dreidimensionalen
Raum gelost werden [Frithe u. Miiller 2010¢|, was einen hoheren Rechenaufwand zur Folge
hat.

Alle Groflen an der Oberfliche des Halbraums (z = 0) werden in Fourierreihen beziiglich

o — —— e

= AN
/ \
.................................... )
| NN f / N fiktive |
L Ve / L Halbraum- ’
\\ ’ - /Hohlraum-/ l\ ’ oberflache
\ 774 oberflache/ - : /
\\ A / \
SRS /
\ FY/ cos / \ F ‘ /
N W5 4 | J
N /
\\ /

—_—_——— et ———

—_—_——

Abbildung 6.7: Superposition des Halbraums (links) und des Vollraums mit kugelférmigen Hohl-
raum (rechts) zu dem System eines Halbraums mit kugelférmigen Hohlraum (unten)
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der Koordinaten z — o - Ak, und y — s - Ak, zerlegt. Sdmtliche Groflien an der Hohl-
raumoberfliche (R = Ry) werden in eine Reihe von Kugelflichenfunktionen (9, — m,I)

entwickelt.

Nun werden an der Oberfliche I', des Halbraums 3 - O - S unbekannte Spannungszustédnde
Cliso 0250 Sowie an der Oberfldche I', des kugelférmigen Hohlraums 3- (M + 1)? unbekannte
Spannungszustande Cry.im - 0 ge 1m aufgebracht (mit: i = z,y, z; k= R, 9, ¢; o und s bezeich-
nen das Fourierreihenglied in z- und y-Richtung; m = 0,..., M und | = —m, ..., m stehen
fiir das Reihenglied der Kugelflachenfunktion; O, S sind die Anzahl der verwendeten Fou-
rierreihenglieder, M ist die grofite Ordnung der berticksichtigten Kugelflachenfunktionen).

Fiir die numerische Umsetzung empfiehlt es sich analog zu Abschnitt 6.3.1 die Reihenglieder

o) (2 S

T 5,...,(% — 1) zu wihlen.

mit 0 = — —1)und s = —

Mit Hilfe der Randbedingungen kénnen die Unbekannten wieder ermittelt werden. So miissen

die Spannungen 0.is0 die an der Halbraumoberfldche aufgebracht werden und die Spannun-
~ (Rk,Im

2ioso ) die an der fiktiven Halbraumoberfléiche infolge eines Lastzustands im Hohl-

gen &
raum entstehen mit den dort wirkenden dufleren Spannungen p.; s, fiir jedes Reihenglied
im Gleichgewicht stehen (Gleichung 6.20a). AuBerdem miissen an der kugelférmigen Hohl-
raumoberfliche die dort aufgebrachten Spannungen 6Rk im und die aus einer Belastung an
der Halbraumoberflache resultierenden Spannungen aRk ‘;O den Randbedingungen (Pri im)

geniigen (Gleichung 6.20b).

zz ,80 Uzz ,50 + Z Z Z CRk JIm * Ag?folm = _ﬁzi,so (620&)

Z Z Z sz ,80 0'};12 ZSZ—L + CRk: Im * URk Im — _ka,lm (620b)
o S I

Das Gleichungssystem (6.20) ermoglicht es alle Unbekannten C,; 5, und Cryy 20 bestim-
men. Die Ermittlung der dynamischen Nachgiebigkeitsmatrix NITM an den Oberflache des

Systems erfolgt wieder analog zu Abschnitt 6.3.1.

6.5 Weitere Uberlagerungsmoglichkeiten

Unter Verwendung der in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Technik der Su-
perposition kénnen beliebig viele Fundamentalsysteme miteinander gekoppelt werden. Im

Folgenden sollen einige Anwendungsmoglichkeiten dargestellt werden.
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Abbildung 6.8: Halbraum mit zylindrischem Tunnel und schrager Schichtgrenze

So kénnen zum Beispiel auch schriige Schichtgrenzen beriicksichtigt werden. Das System eines
Halbraums mit zylindrischem Tunnel und schriager Schichtgrenze wird aus drei Halbraum-
Systemen und dem Fundamentalsystem eines Vollraums mit zylindrischem Hohlraum gebil-

det (Abbildung 6.8).

An der Halbraumoberfliche (I',) und an der Hohlraumoberfliche (I's) muss die Summe
der Spannungen aus allen unbekannten Lastfillen den d&ufleren Kréften entsprechen. Zudem
miissen alle Spannungen und Verschiebungen an der Schichtgrenze (I's) die Ubergangsbedin-

gungen erfiillen.

Fiir den Fall eines Systems mit mehreren parallelen Schichten wird vorteilhafterweise das
Fundamentalsystem des geschichteten Halbraums aus Abschnitt 3.4 verwendet. Dieses stellt
eine geschlossene Losung fiir beliebig viele parallele Schichten zur Verfiigung und muss so-
mit nur an der untersten Schichtgrenze (I's) mit weiteren Fundamentalsystemen gekoppelt
werden (Abbildung 6.9).

Als Bestimmungsgleichungen stehen wiederum die Spannungsrandbedingungen an der Halb-
raumoberfléiche (I'y) und an der Hohlraumoberfléiche (I's), sowie die Ubergangsbedingungen

der Verschiebungen und Spannungen an der untersten Schichtgrenze (I's) zur Verfiigung.

Auch fiir das System eines Halbraums mit zylindrischem Tunnel und kugelférmiger Grube
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Abbildung 6.9: Halbraum mit zylindrischem Tunnel und mehreren parallelen Schichten

an der Halbraumoberfliche, welches fiir Berechnungen des in Abschnitt 1.1 beschriebenen
Problems benotigt wird, kann eine geschlossene Losung gefunden werden. Dazu miissen die
drei Fundamentalsysteme Halbraum, Vollraum mit zylindrischem Hohlraum und Vollraum

mit sphérischem Hohlraum iiberlagert werden (Abbildung 6.10).

Nach Aufbringen der unbekannten Spannungszustéinde an den Oberflichen und Ermittlung
der resultierenden Spannungen an den jeweiligen fiktiven Oberflichen kann mit Hilfe der
Randbedingungen an der Halbraumoberfliche (I',, Gleichung 6.21a), an der zylindrischen
Hohlraumoberfliche (I's, Gleichung 6.21b) und an der kugelformigen Hohlraumoberfliche

(I', Gleichung 6.21c) eine geschlossene Losung fiir das System gefunden werden.

zz so Uzz so + Z Z Z er no * AZJSZO + Z Z Z CRk Im * Angolm) — ﬁzi,so (621&)
Z Z Z Czi,so : (3',,(,;?500) + er no Urj no + Z Z Z CRk lm * O}«fﬁ(jm = _ﬁrj,no (621b)
o s I
Z Z Z Czi,so : RZ]z ?1?1 + Z Z Z er no ’ R’f]z ?TZ + CRk,lm : a-Rk,lm = _ﬁRkJm (621C)
o s I
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e —

Abbildung 6.10: Halbraum mit zylindrischem Tunnel und kugelférmiger Grube an der Halbraumo-
berflache

Auf dhnliche Weise kann ein System mit zwei parallel verlaufenden Tunnelr6hren modelliert
werden, indem ein Halbraum zweimal mit dem Fundamentalsystem eines Vollraums mit

zylindrischem Hohlraum iiberlagert wird.

Theoretisch ist es auch moglich einen Halbraum mit einem rechteckigen Tunnel zu model-
lieren. An jeder der vier Tunneloberflichen wird dazu ein zusétzlicher Halbraum eingefiihrt.
Somit werden insgesamt fiinf Halbraum-Fundamentalsysteme miteinander iiberlagert (siehe
Abbildung 6.11). Dariiber hinaus miissen in diesem Fall die resultierenden Spannungen an
den fiktiven Kopplungsflichen berechnet werden, die auflerhalb des jeweiligen Halbraums lie-
gen. Dies ist moglich, indem der Halbraum als Teillosung des Vollraums analog zu Abschnitt
6.1 betrachtet wird.

Da der Berechnungsaufwand fiir dieses System deutlich hoher wire als fiir das System des
Halbraums mit zylindrischen Tunnel, bei welchem nur zwei Fundamentalsysteme miteinander
iiberlagert werden, wird Im Folgenden die Berechnungsmethode mit zylindrischem Tunnel

bevorzugt.
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Abbildung 6.11: Halbraum mit rechteckigem Tunnel

6.6 Numerische Umsetzung

Fiir die Uberlagerung der Fundamentalsysteme miissen die Gréflen an den ebenen und zy-
lindrischen Oberflichen in Fourierreihen und an den kugelférmigen Oberflichen in Reihen

von Kugelflachenfunktionen entwickelt werden.

Die im Folgenden beschriebene numerische Umsetzung der Reihenentwicklungen erfolgt mit

dem kommerziellen Programmpaket MATLAB.

6.6.1 Numerische Fourierreihenentwicklung

Die Funktion f(x) kann in einer Fourierreihe dargestellt werden.

flz) = i ay €T B (6.22)

n=—oo

mit der Wiederholungslénge bzw. Periode B,.

Die komplexen Amplituden der einzelnen Fourierreihenglieder «,, ergeben sich zu:

1 —i2mga g 6.23
=g  f@) e T (6.23)
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Fiir die numerische Umsetzung dieses Integrals kann nach [Brigham 1987] die Diskrete Fouri-

er Transformation (DFT) bzw. die Fast Fourier Transformation (FFT) verwendet werden.

1
NIHN+m n=-4 ..,-1
o, =
1 N
Die FFT-Beziehung
N-1
. nk
H(n) = Zh(k) e N n=01,...N—1
k=0
mit
N
f(k-dz) kE=0,1,..5 -1
h(k) =

FU-N+K)-dr) k=% N =1

(6.24)

(6.25)

(6.26)

berechnet aus N #quidistanten Abtastwerten einer Orts- bzw. Zeit-Funktion h(k) die N

aquidistanten Abtastwerte der fouriertransformierten Wellenzahl- bzw. Frequenz-Funktion

H(n).

Die Auswertung der Fourierreihe (Gleichung 6.22) kann ebenfalls diskret mit der Inversen

Fast Fourier Transform (IFFT) erfolgen:

N-B(N+k) k==Y -1

f(k - dx) =
N - h(k) k=0,.,5-1
mit
]_ = . nk
h%%:ﬁ H(n)e*~  k=0,1,..,N—1
n=0
und
Ol n=20,1, % -1
H(n) =
Q(—N+4n) n = %, .,N— 1

(6.27)

(6.28)

(6.29)
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6.6.2 Numerische spharische Fourierreihenentwicklung

Die sphérische Fouriertransformation findet unter anderem Anwendung in der Tomogra-
fie, Geophysik, Seismologie und Meteorologie. [Driscoll u. Healy 1994], [Mohlenkamp 1999],
[Spotz u. Swarztrauber 2001] und [Potts 2003] haben Algorithmen fiir eine schnelle diskrete
sphérische Fouriertransformation erstellt. Im Folgenden soll eine einfache numerische Um-

setzung der sphérische Fourierreihenentwicklung gezeigt werden.

Die Funktion f (¥, ) kann auf einer Kugelfliche in eine Reihe von Kugelflichenfunktionen

zerlegt werden

M m M m
F@0,0) =" > am¥h =Y > am Pl (cosv) ¢ (6.30)

m=0 |=—m m=0 l=—m

mit den normierten assoziierten Legendre-Funktionen P! (cos®) (sieche Anhang A.1.5).

Die Berechnung der Koeffizienten q; ,, geschieht in zwei Schritten.

Zunichst wird die Funktion entlang der Breitenkreise in eine Fourierreihe entwickelt.

2

ay (V) = i f9, ) e dyp (6.31)

Gefolgt von einer assoziierten Legendre-Transformation entlang des Langenkreises.

A = /7r a;(9) P! (cosv) sin(d) dvy (6.32)

Fiir die numerische Berechnung der Funktionen a;(¢) (Gleichung 6.31) wird analog zu Ab-
schnitt 6.6.1 die FFT verwendet. Dazu wird die Funktion f(¢J,¢) entlang der Breitenkreise

an L dquidistante Stellen diskretisiert.

Fiir die numerische Ermittlung des Integrals von Gleichung (6.32) wird in dieser Arbeit die
GauB-Legendre-Quadratur verwendet ([Abramowitz u. Stegun 1965], [Jahnke 1966]). Somit
muss die Funktion f(¥, ) entlang des Lingenkreises an M, Stiitzstellen z; = cos(v;) mit
x; € [—1,1] bzw. ¥; = arccos(z;) mit J; € [0, 7] ausgewertet werden. Unter Zuhilfenahme

der Gewichte w; der Gau-Legendre-Integration ergibt sich die Bestimmungsgleichung:

Z a (¥ (cos?;) w (6.33)
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In Matrixschreibweise lautet Gleichung (6.33) fiir jedes Reihenglied I:

Alm = P] -W - a) (634)
mit
T
Alm — ((Iu CL[7(1+1) Ce al,M) (635&)
[ P!(cos¥)) Pl(cosdy) ... Pl(cost¥y) |
P P&H)(COS 1) P(IIH)(COS va) ... p(ll+1)(COS Ur,) (6.35b)
| Ply(cosy)  Pi(cosds) ... Pi(costdy,) |
(w0 0 |
0 Wy ... 0
w=| | (6.35¢)
i 0 0 W,
T
a) = <6Ll(’(91) Cll(ﬂg) PN CLZ(’L9M5)> (635d)

Die maximale Anzahl der zu ermittelnden Reihenglieder hiangt von der Anzahl der diskreten
Stiitzstellen (L und Mg) ab. Die hochste berechenbare Ordnung M der Kugelflachenfunktion
Y}, betriigt demnach M = min (L/2, Mg) — 1 [Spotz u. Swarztrauber 2001].

Die Riicktransformation bzw. die Auswertung der sphérischen Fourierreihe (Gleichung 6.30)
erfolgt ebenfalls in zwei Schritten.

Zuerst werden die Funktionen ¢;(1)) aus den Koeffizienten a;,,, berechnet.

Z aym Py, (cos?) (6.36)

Anschliefend kann die Funktion f(1, ¢) bestimmt werden.

FW,0) = a) e (6.37)

=0
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Die diskrete Berechnung von Gleichung (6.36) lautet:
a =P aym, (6.38)

Fiir die numerische Umsetzung von Gleichung (6.37) wird die IFFT aus Abschnitt 6.6.1

verwendet.

6.7 Beriicksichtigung der Effekte von Fern- und Nahfeldern

In der in Abschnitt 6.3.1 beschriebenen Methode werden alle beriicksichtigten Wellenzahlen
an der Oberfliche des Halbraums mit allen beriicksichtigten Wellenzahlen an der Oberfléiche
des Hohlraums gekoppelt. Der Berechnungsaufwand des zu l6senden Gleichungssystems (6.9)
steigt somit bei einer zunehmenden Anzahl von Wellenzahlen stark an. Unter Beriicksich-
tigung der Losungscharakteristik der einzelnen Fundamentalsysteme kann dieser Aufwand
jedoch deutlich reduziert werden [Frithe u. Miiller 2010b].

Im Folgenden werden die Losungscharakteristiken von Scherwellen fiir ein ungedédmpftes Ma-

terial ndher untersucht. Das Losungsverhalten von Kompressionswellen ergibt sich analog.

Fiir das System des Halbraums hiangt das Ausbreitungsverhalten der Wellen senkrecht zur

Halbraumoberfliche fiir negative Frequenzen von der Exponentialfunktion e=*?* aus Glei-

15l - kL/kS=0,1 | 10° | - kL/kszl,l ]
— — —k /k =05 _ — — —k/k=15
L's N L s
1k - - kL/kS:O,7 02l - - kL/kS:Z
< k /k =0,9 < k /k =3
% L' s i 8 L s
2 05} 2 4
: : \
[ (003 c \ N
o o, 6
D T 10 \ A N
= = \ ~
_05 \ N ~
107° \ >
_1 - A N
10—10 )
0 1 2 3 0 1 2 3
Tiefe z'=z/(2 TT/kS) Tiefe z'=z/(2 Tlfks)

Abbildung 6.12: Lésungscharakteristik des Halbraums fiir nicht abklingende Raumwellen (links)
und schnell abklingende Oberflachenwellen (rechts)
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2n [k,

Abbildung 6.13: Schematische Darstellung der Wellenausbreitung im Halbraum fiir Raumwellen
(links) und Oberflichenwellen (rechts)

chung (3.4) ab. Wenn die Wellenzahl der an der Oberfléiche angreifenden Last k, = |/k,2 + k,?
kleiner als die Scherwellenzahl k; ist, wird der Exponent —\;z imaginér. Als Losung resul-
tieren in z-Richtung nicht abklingende Raumwellen (siehe Abbildung 6.12).

Wird die Wellenzahl der Last kj, groler als die Scherwellenzahl kg, so ist der Exponent reell.
Das Losungsverhalten dndert sich und es liegen nun schnell abklingende Oberflachenwel-
len vor. In Abbildung 6.13 ist das Ausbreitungsverhalten der Raum- und Oberflichenwellen

schematisch dargestellt.

Bei der Losung des Vollraums mit zylindrischem Hohlraum, welche in radialer Richtung von
der Hankelfunktion erster Ordnung Hy(Ll)(k‘gr) aus Gleichung (4.50) abhéingt, liegt ein dhnli-

15l - kL/kS:O,l | 10°
— — —k /k_=0,5 ;
L's .
— — k /k =07 2|
1n L's 1 10" ¢
< k /k_=0,9 <
) L's [0}
© e]
= 2 -4
= 0.5 5 10
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3 i g .
z 0 Z 10
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Abbildung 6.14: Losungscharakteristik des Vollraums mit zylindrischem Hohlraum fiir langsam ab-
klingende Raumwellen (links) und schnell abklingende Oberflichenwellen (rechts)
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Abbildung 6.15: Schematische Darstellung der Wellenausbreitung im Vollraum mit zylindrischem
Hohlraum fiir Raumwellen (links) und Oberflachenwellen (rechts)

che Charakteristik wie beim Halbraum vor. Ist die Wellenzahl der an der Hohlraumoberfléche
angreifenden Last k;, = k, kleiner als die Scherwellenzahl kg, so nimmt das Argument der
Hankelfunktion kgr reelle Werte an. Es liegen Raumwellen vor, die aufgrund der geometri-
schen Dampfung in radialer Richtung nur langsam abklingen (siehe Abbildung 6.14). Fir
Wellenzahlen k; > k, wird das Argument imagindr und es entstehen Oberflichenwellen,
die von der Hohlraumoberfliche weg schnell abklingen. In Abbildung 6.15 ist das Ausbrei-
tungsverhalten der Raum- und Oberflichenwellen von der Hohlraumoberfliche schematisch

dargestellt.

Bei dem Fundamentalsystem Vollraum mit kugelférmigen Hohlraum treten nur Fernfeld-
losungen auf (sieche Abschnitt 5.4). In radialer Richtung breiten sich die Wellen mit der
sphérischen Hankelfunktion h%)(lzrsr) aus. Aufgrund der groBeren geometrischen Démpfung
klingen diese Wellen schneller ab als bei dem System des Vollraums mit zylindrischem Hohl-
raum (siehe Abbildung 6.16).

Die Losungscharakteristiken der einzelnen Fundamentalsysteme kénnen nun dazu verwendet
werden um den Berechnungsaufwand bei der Superposition zu reduzieren. So ist es aus-
reichend bei jedem Fundamentalsystem nur diejenigen Wellenzahlen bei der Kopplung zu
beriicksichtigen, deren Losungen nicht schnell abklingen und somit einen Einfluss an der

fiktiven Kopplungsflache haben.
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m=0 | |

Wellenamplitude A

Abstand R'=R/R -1=R/(2 Tk )-1

Abbildung 6.16: Ldsungscharakteristik des Vollraums mit kugelférmigen Hohlraum (abklingende
Raumwellen)

Fiir das System eines zylindrischen Tunnels im Halbraum mit der Uberdeckung h kann dies
numerisch mit Hilfe einer frei wihlbaren Abbruchkonstante e erfolgen. Fiir die Uberlagerung
werden von der Halbraumlosung diejenigen Reihenglieder s nicht beriicksichtigt, fiir welche
die Spannung 6 ,; in der Tiefe z = h infolge einer Last p,; = 1 an der Oberfliche mindestens
auf die Grofle e abgeklungen ist (Gleichung 6.39). Die Spannung &; kann unter Verwendung
der Gleichungen (3.16) und (3.20) ermittelt werden.

|62i(kyy s - Aky,z =h)| < (6.39)

Die Halbraumlosung weist fiir Wellenzahlen im Bereich der Rayleighwelle kg eine Singularitét
auf. Deshalb muss fiir Wellenzahlen in diesem Bereich, vor allem bei geringer Dampfung,
beachtet werden, ob die Abbruchbedingung (6.39) erfiillt ist.

Bei dem System des Vollraums mit zylindrischem Hohlraum koénnen, analog zum Halbraum,
ebenfalls einige Reihenglieder n bei der Superposition vernachlissigt werden. Dazu miissen
in diesem Fall die Spannung &,; im Abstand r = ry + h infolge einer Last p,; = 1 an der

Hohlraumoberflache (r = ry) ermittelt werden. Alle Reihenglieder n, welche die Bedingung
|&rj(kz,7“=7“0+han)| <€ (640)

erfiillen, miissen nicht iiberlagert werden.
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Durch die Beschrinkung der Kopplung auf die mafigeblichen Wellenzahlen verkleinert sich
das Gleichungssystem (6.9) und der Berechnungsaufwand verringert sich deutlich ohne die

Genauigkeit des Ergebnisses zu beeintréchtigen.

Auch bei dem System eines kugelformigen Hohlraums im Halbraum miissen bei der Uber-
lagerung nicht alle Reihenglieder miteinander gekoppelt werden. Analog zum zylindrischen
Hohlraum wird das Abklingverhalten der Spannungen &g, im Abstand R = Ry + h infolge
ciner Last pgr = 1 an der Hohlraumoberfliche (R = Ry) betrachtet. Fiir die Uberlagerung

werden nur die Reihenglieder [, m verwendet, welche die Gleichung (6.41) nicht erfiillen.

]&Rk(R:R0+h,l,m)| <e€ (641)

6.8 Einfluss der Tunneltiefe

Zur Untersuchung des Einflusses der Tunneltiefe auf die FErgebnisse an der Halbraumober-
fliche werden die Admittanzen der Halbraumoberfliche fiir unterschiedliche Tunneltiefen
berechnet und miteinander verglichen [Frithe u. Miiller 2010a]. Die von der Frequenz w
und den Wellenzahlen k, und k, abhéngigen Admittanzen A(w,k,, k,) werden aus der Last

p(w, ks, ky) und den resultierenden Geschwindigkeiten unter der Last v(w, ks, k) ermittelt.

_ ’U(w> kxa ky)

Alw, k. k
( y) p(wak$7ky)

(6.42)

In Abbildung 6.17 ist der Realteil der Admittanz eines Halbraums an seiner Oberflache fiir
eine in z-Richtung konstante Last (k, = 0) dargestellt. Die Parameter des fiir die Berech-

nungen verwendeten typischen Bodens sind in Tabelle 6.1 angegeben.

Obwohl es in diesem Fall moglich wére die Admittanz in einem zweidimensionalen Gra-
phen darzustellen, wird hier zur besseren Vergleichbarkeit mit spéteren Ergebnissen eine
dreidimensionale Darstellung beziiglich des Wellenzahlverhéltnisses &, /kr und der Frequenz
f = w/2m gewahlt. Der Bereich mit den hohen Admittanzen resultiert aus einer Anregung
mit Wellenzahlen k, in der Nihe der Rayleigh-Wellenzahl (kg).

Elastizitédts- | Querdehn- | Dichte | Verlust- P-Wellen- S-Wellen-
modul zahl faktor | geschwindigkeit | geschwindigkeit
E[N/m] v plkg/m] ¢ cp[m/s] Cs[m/s]
260-10° [ 03 | 2000 | 0.10 | 420 | 225

Tabelle 6.1: Bodenparameter
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0 0
Abbildung 6.17: Admittanz eines Halbraums an seiner Oberfliche (k, = 0)

Die Verédnderung der Admittanz an der Halbraumoberfliche infolge eines Tunnels mit Radius
ro = 5 m ist in Abbildung 6.18 fiir eine Tunneliiberdeckung von 1 m bzw. 5 m dargestellt. Im
Frequenzbereich von f < 20 Hz gibt es eine deutliche Verédnderung der Admittanz, was auf
eine resonante Anregung der Tunneliiberdeckung zuriickzufiihren ist. Fiir eine Tunneliiber-
deckung von 5 m ist der Einfluss des Tunnels im gesamten Frequenzbereich bereits wesentlich
kleiner. Zudem ist ersichtlich, dass fiir Wellenzahlen £, die grofler als kg sind, der Einfluss
des Tunnels auf die Admittanzen an der Halbraumoberflache sehr klein wird. Dies kann mit
der in Abschnitt 6.7 erldauterten Losungscharakteristik des Halbraums erkldrt werden. Fiir

kleine Spurgeschwindigkeiten v; = 27 f/k, existieren nur Nahfeldlosungen die schnell ab-

01+ am
014 04

o2do Do

034 0.3

-0.4 B -0.4

055
100

-0.5
100

Abbildung 6.18: Verinderung der Admittanz an der Halbraumoberfliche (k, = 0) infolge eines
Tunnels in 1 m Tiefe (links) und in 5 m Tiefe (rechts)
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klingen. Daher werden die Admittanzen von kleinen Spurgeschwindigkeiten nicht von dem

Tunnel beeinflusst.

Analog zu der eben beschriebenen Methode kann der Einfluss der Halbraumoberfliche auf
die Admittanzen an der Tunneloberfliche untersucht werden. In Abbildung 6.19 sind die
Admittanzen an der Tunneloberfliche infolge einer in Umfangsrichtung konstanten Last
(n = 0) fiir einen Tunnel im Vollraum und einen Tunnel im Halbraum mit einer Uberdeckung
von 1 m dargestellt. Auch hier ist eine resonante Anregung der geringen Tunneliiberdeckung
fiir f < 20 Hz zu beobachten. Der Einfluss der Halbraumoberfliche auf die Admittanzen

an der Tunneloberflache verringert sich wiederum schnell fiir kleinere Spurgeschwindigkeiten

R{A}-p cp R{A}-pcp

100 100

0 0

Abbildung 6.19: Admittanz eines Tunnels an seiner Oberfliche (n = 0) im Vollraum (links) und
im Halbraum mit einer Uberdeckung von 1 m (rechts)

40 L o ’
f[HZ] 20 » 05 1 kr
0 0

Abbildung 6.20: Verdnderung der Admittanz an der Tunneloberfliche (n = 0) infolge einer Halb-
raumoberfliche mit einer Uberdeckung von 1 m (links) und 5 m (rechts)
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sowie fiir groBere Uberdeckungen (siehe Abbildung 6.20).

Unter Zuhilfenahme der Admittanzen kann die durch eine harmonische Last mit der Ampli-

tude F' in das System eingetragene Leistung P ermittelt werden [Cremer u. Heckl 1996]:

P =R w4y

> (6.43)

Die Verdnderung des Leistungseintrages in das System durch eine mit der Frequenz w har-
monisch schwingende und direkt iiber dem Tunnel angreifende konstante Linienlast kann
fiir verschiedene Tunneliiberdeckungen berechnet werden. Da im transformierten Raum eine
Linienlast, die entlang der z-Achse wirkt, konstant tiber k, ist, muss dazu fiir jede Frequenz

der Realteil der Admittanz iiber k, aufintegriert (bzw. numerisch aufaddiert) werden.

B 2 R{AA(w, ky = 0, ky)} dE, N > ) B{AA(w, ke = 0,5 - Aky)}

AP b =) = S ok =0 k) S R{AGw ks =05 By (04

Analog dazu kann die Leistung, die durch eine einzelne Ringlast im Tunnel eingetragen wird,
ermittelt werden. In Abbildung 6.21 ist die frequenzabhéngige Verdnderung des Leistungs-
eintrages AP von einer Last an der Halbraumoberfldche infolge eines Tunnels und von einer
Last an der Tunneloberfliche infolge einer Halbraumoberflédche jeweils fiir zwei unterschied-
liche Tunneliiberdeckungen dargestellt. Es zeigt sich, dass bei Tunneliiberdeckung die grofer
als der Radius des Tunnels (ro = 5 m) sind, die gegenseitige Beeinflussung fiir Frequenzen

f > 50 Hz vernachldssigt werden kann.

20 w w 200 : ‘
Tunneliiberdeckung 1 m Tunnellberdeckung 1 m
— - — Tunneluberdeckung 5 m — - —  Tunneliberdeckung 5 m
15 [ 150 H
— 101 —_
S S 100}
o o \
< 5l < B
501
/N _
0 — _ _
0 — _ -~ —_
-5 . . . . . . .
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
f[Hz] f[Hz]

Abbildung 6.21: Verinderung der eingetragenen Leistung AP von einer Last an der Halbraum-
oberfliche infolge eines Tunnels (links) und von einer Last im Tunnel infolge einer

Halbraumoberflache (rechts)
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6.9 Vergleichsberechnungen

Zur Validierung der in den vorherigen Abschnitten beschriebenen Superpositionsmethode
werden Vergleichsberechnungen durchgefiithrt. Dazu wird ein typischer Boden mit den Ma-

terialparametern aus Tabelle 6.1 verwendet.

Die Uberpriifung der Kopplung der Fundamentalsysteme Halbraum und Vollraum mit zy-
lindrischem Hohlraum erfolgt an dem System eines Grabens im Halbraum, dessen Lésung in
Abschnitt 6.3.2 hergeleitet wurde. In dem Berechnungsbeispiel wird ein sehr flacher Graben
(fa = 0,4m, 79 = 20,0m) an der Grabenoberfliche mit einer harmonisch schwingenden
und in z-Richtung konstanten Last p,,. (w = 20 - 27?%, k, =0, b, = 3,9m) angeregt.

Da dieses System dem System eines Halbraums sehr dhnlich ist, konnen die Ergebnisse mit
denen eines Halbraums ohne Graben verglichen werden, der an seiner Oberfliche mit der
gleichen Last p,. belastet wird (siche Abbildung 6.22).

Fiir die Fourierreihenentwicklung in y-Richtung wird eine Wiederholungslinge B, = 250 m
gewihlt. Im Uberlagerungsverfahren werden S = 128 Reihenglieder in y-Richtung und
N = 64 Reihenglieder entlang des Umfangs miteinander gekoppelt.

In Abbildung 6.23 sind die vertikalen Verschiebungen u, infolge einer vertikalen Last p,, fiir

r()
D, -cos(ot) P, -cos(ot)
{ : IG:DVO R7TR77] ( 7R 77
p—
\ fG / \ “ITk //
\ b / \ y y
y / \ VZ
- / N /
~ ~ 7 d \\\ //

—_— — — —_—— —_——

Abbildung 6.22: Halbraum mit flachem Graben (links) und Halbraum ohne Graben (rechts) unter
harmonischer Belastung
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Abbildung 6.23: Vertikale Verschiebung u, infolge einer vertikalen harmonischen Last p,,
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beide Systeme dargestellt. In der Ndhe der Last (—4Ag < y < 4Ag) stimmen die beiden
Berechnungsergebnisse sehr gut miteinander iiberein. An dem gekoppelten System des Halb-
raums mit Graben treten jedoch Storungen an den Réndern des Wiederholabschnitts auf.
Da bei dem System des Halbraums die Verschiebungen an diesen Rdndern aber bereits abge-
klungen sind, ist ersichtlich, dass die Wiederholungsldnge ausreichend grof gewahlt wurde.
Die Storungen resultieren aus der fehlenden Beriicksichtigung der Wiederholung des Grabens
in y-Richtung. Aufgrund der Reihenentwicklung in y-Richtung wiederholt sich die Last an
der Oberfliche des Halbraums immer wieder, was bei der Kopplung nicht mit einberechnet
wurde. Fiihrt man nun zusétzliche ebenfalls belastete Grében in den benachbarten Wieder-
holabschnitten ein (Abbildung 6.24) und beriicksichtigt deren Einfluss auf die Oberfldchen
I'o1 und I'gy, so konnen die Stérungen an den Réndern behoben werden. Die Verschiebungen

des gekoppelten Systems stimmen nun sehr gut mit der analytischen Lésung des Halbraums
tiberein (siche Abbildung 6.25).

In den Abbildungen 6.26 bis 6.28 sind die resultierenden Verschiebungen u,, u, und u, infol-
ge der Lasten p.,, p., und p,, fiir beide Systeme angegeben. Es zeigt sich, das auch fiir die
Schubbelastungen eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse vorliegt. Die vorgenom-
menen Vergleichsberechnungen bestétigen somit die Funktionsfahigkeit und Richtigkeit der

entwickelten Superpositionsmethode.
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Abbildung 6.24: Halbraum mit flachem Graben (links) und Halbraum ohne Graben (rechts) unter
Beriicksichtigung der benachbarten Wiederholabschnitte
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Abbildung 6.25: Vertikale Verschiebung u, infolge einer vertikalen harmonischen Last p,, unter
Beriicksichtigung der benachbarten Wiederholabschnitte
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Abbildung 6.26: Verschiebungen u,, u, und u, infolge einer horizontalen harmonischen Last p,,
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Abbildung 6.27: Verschiebungen u,, u, und u. infolge einer horizontalen harmonischen Last p.,
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Abbildung 6.28: Verschiebungen u,, u, und u, infolge einer horizontalen harmonischen Last p..

Mit einer #hnlichen Kontrollrechnung kann auch das Resultat aus der Uberlagerung eines
Halbraums mit einem Vollraum mit kugelformigen Hohlraum aus Abschnitt 6.4 {iberpriift
werden. Ein Halbraum mit einer sehr flachen kugelférmigen Einsenkung an seiner Oberflache
(fe =0,1m, Ry = 6,0m) wird dazu mit einer kreisférmigen harmonisch schwingenden Last
Prr (W= 30~27r§, r, = 0,9m) belastet (Abbildung 6.29). AnschlieBend werden die Ergebnisse

mit der analytischen Halbraumlésung verglichen.

Die Wiederholungsldnge in - und y-Richtung wird zu B, = B, = 64 m gewihlt. Es werden
O = 64 Reihenglieder in z-Richtung und S = 64 Reihenglieder in y-Richtung mit den Rei-
henglieder an der kugelférmigen Hohlraumoberflédche bis zur Ordnung M = 32 iiberlagert.
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Abbildung 6.29: Halbraum mit flacher kugelférmiger Einsenkung (links) und Halbraum (rechts)
unter dynamischer Belastung
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Um Storungen an den Réndern zu vermeiden wird auch hier der Einfluss der benachbarten
Wiederholabschnitte beriicksichtigt (Abbildung 6.30).

Abbildung 6.31 stellt die vertikalen Verschiebungen wu, aufgrund einer vertikalen Last p,, fiir
x = 0 an der Halbraumoberfliche fiir beide Systeme gegeniiber. Auch hier zeigt sich, dass
das Ergebnis des gekoppelten Systems sehr gut mit der analytischen Losung des Halbraums

iibereinstimmt, was das Superpositionsverfahren validiert.

Wiederholungslange B,

Abbildung 6.30: Belastete Oberfliche des Halbraums mit flacher kugelférmiger Einsenkung unter
Beriicksichtigung der benachbarten Wiederholabschnitte
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Abbildung 6.31: Vertikale Verschiebung . an der Halbraumoberfliche (z = 0,z = 0) infolge einer
vertikalen harmonischen Last p. .
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7 Finite-Elemente-Methode im

fouriertransformierten Raum

7.1 Vorbemerkungen

Eine gute Einfiihrung in die Grundlagen der Finite-Elemente-Methode (FEM) geben [Bathe
2002], [Zienkiewicz u.a. 2005], [Klein 2003], [Hughes 2000] und [Kwon u. Hyochoong 2000].
In der FEM steigt fiir grofle dreidimensionale Strukturen die Anzahl der Knoten und so-
mit der Berechnungsaufwand stark an. Fiir eine in z-Richtung unendlich lange Struktur mit
in y- und z-Richtung konstantem Querschnitt (z.B. Balken, Tunnel, Graben), kann dieser
Aufwand jedoch durch eine Fouriertransformation beziiglich der Richtung x o—e k, deutlich
reduziert werden. Dadurch ist es ausreichend, zugehorig zu den verschiedenen Wellenzahlen
k. ebene Zustéinde zu betrachten. Eine Diskretisierung im Sinne der Finiten Elemente ist
somit nur in der Querschnittsebene (y, z) erforderlich. Dies hat eine signifikante Verringe-
rung der Rechenzeit zur Folge, da jeder Zustand nur fiir feste Wellenzahlen £, berechnet
werden muss und das dreidimensionale Problem dadurch auf eine Serie von voneinander un-
abhéngigen zweidimensionalen Problemen in der (y, z)-Ebene reduziert wird. [Hackenberg
2010] validiert dieses Verfahren, indem sie das Ergebnis fiir einen harmonisch belasteten
unendlich langen elastisch gebetteten Balken mit der analytischen Losung vergleicht. Dyna-
mische Aufgabenstellungen werden zudem vorteilhafterweise im Frequenzbereich w gelost.
Daher wird im Folgenden die dynamische Steifigkeitsmatrix K Adyn fir ein Dreieckselement

im fouriertransformierten Bildraum (k,, vy, z,w) hergeleitet.

7.2 Grundlegende Beziehungen des linearen

Dreieckelementes

Die einfachste Methode, ein ebenes System mit Finiten Elementen zu diskretisieren, ist

die Verwendung von linearen Dreieckselementen. In Abbildung 7.1 ist ein in der y-z-Ebene
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Abbildung 7.1: Ebenes Dreieckselement

liegendes Dreieck dargestellt, das an jedem Knoten je einen Freiheitsgrad in x-, y- und z-
Richtung besitzt.

Die Verschiebungen u, v und w eines beliebigen Punktes innerhalb des Dreieckelementes

(y, z) konnen ndherungsweise iiber einen linearen Ansatz beschrieben werden:

w(y,z) =c1+ca-y+es-z (7.1a)
v(y,z) =catcs-y+ce-z (7.1b)
w(y,2) =cr+cg-y+co- 2 (7.1c)
oder in Matrixform:
G
&)
C3
u(y, z) 1y 20000 4
v(y,2) | =10 0 0 1 y =z O Cs (7.2)
w(y, 2) 000O0O0O0T1wy z|]|c
ua Ha C7
Cs8
Cg

ca
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Der Vektor ca enthilt die neun unbekannte Groflen ¢; - cg. Diese konnen aus den neun

bekannten Knotenverformungen berechnet werden:

w1 (Y1, 21) (1 vy 2 0 0 0 0
v1(y1, 21) 0 1 y9 o1 O
w1 (Y1, 21) 0 0 0 0 1
us (Y2, 22) 1 yo 22 0 0 0 O
vo(yo,22) | = |0 1 yo 2z O
wa (Y2, 22) 0 0 0 0 1
us(ys, 23) 1 y3 23 0 0 0 O
v3(ys, 23) 0 1 y3 23 0
ws(ys, 23) 0 0 0 0 1
UAk An

Die unbekannten Groéflen ergeben sich nun zu
— A1
CaA = AA  -Uak

mit der Inversen der Matrix Aa

_al 0 0 ax 0 0 a3
as 0 0 a5 0 0 ag
a; 0 0 ag 0 0 ag
0O agz 0 0O a 0 O
Ax7'=[0 a 0 0 a5 0 0
0O a 0 0 ag 0 O
0O 0 a 0 0 a O
0 0 a2 0 0 as O
0 0 az 0 0 ag O
den Koeffizienten
a123/22’3—y32’27 a2:y3Z1_y1Z3,
2Ap 2Ap
%2 — X3 z3 — 21
aq = m ) as = m ’
a7:y3—y27 ag:yl_yg,
2Ap 2Ap

T oo oof% oo

a3

Qg

g =

0] c1
0 Co
21 C3
0 Cy
0] e¢s (7.3)
22 Ce
C7
Cs
23| \Co
Ca
(7.4)
0
0
0
0
0 (7.5)
0
as
Qg
Qg
_ Y
2Ap
1 T 2
a7 (7.6)
Y2 =
2Ap



94 7 Finite-Elemente-Methode im fouriertransformierten Raum

und der Dreiecksflache

L y1n =
1 1
Ap = ) det |1 yo 2| = 5(92 23— Y123 — Yo 21 — Y3 2o T Y321+ Y1 22) (7.7)

I y3 23

Durch Einsetzten von Gleichung (7.4) in Gleichung (7.2) konnen die Verschiebungen inner-

halb des Elementes ua aus den Knotenverschiebungen uay ermittelt werden.

ua :HA 'AA_l -uAk:NA-uAk (78)

Die Matrix N a enthélt die Ansatzfunktionen N; fiir die Verschiebungen

N, O 0 Ny, 0 0 Ny 0 0
0O 0 N 0 0 Ny 0O 0 N

mit
Ni=a1+y-as+2z-ar (7.10a)
No=as+y-as+z-ag (7.10Db)
Ny =as+y-ag+ z-ag (7.10¢)

Im fouriertransformierten Raum (k,, vy, z) lautet die Verschiebungs-Verzerrungsbeziehung

nach Gleichung (2.2):

€x €xx 1k, 0 0
A - )
Eyy Eyy 0 5y 0 R
5 U
€22 €22 0 0 4 R
= =1, 0 (7.11)

Nay 264y By ik, O R

o) o) w
Vzy 2¢ 2y 0 92 8_y .

P : ua

Vza 2€zx L 92 ka_
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Aus Gleichung (7.8) und Gleichung (7.11) ergibt sich der Zusammenhang zwischen den Kno-

tenverschiebungen und den Verzerrungen zu:

éan = La -Na - fiag = Ba - liak (7.12)
mit
[ik, Ny 0 0 iky;No O 0 ik,Ny 0 0 ]
0 ay 0 0 as 0 0 ag 0
N 0 0 ary 0 0 as 0 0 Qg
Ba = (7.13)
ayq ka N1 0 as ’lkm N2 0 ag Zk’w N3 0
0 ay ay 0 as as 0 Qg Qg
L ar 0 ’Ll{fz N1 as 0 Zk?m N2 Aag 0 Z/{Z:C N3_
Die zugehorigen Spannungen berechnen sich aus den Knotenverschiebungen zu:
62 =Ea-éa =Ea -Ba - liax (7.14)
mit
T
N (&ICE &yy (oo &xy &zy a—z:c> (715)
und der Elastizitdtsmatrix
A +2u A A0 0 0]
A A+ 2p A 0 00
A A A+20 0 0 O
Ea = (7.16)
0 0 0 w0 0
0 0 0 pwo 0
0 0 0 0 1]

7.3 Herleitung der dynamischen Elementsteifigkeitsmatrix

Eine allgemeine Herleitung der dynamischen Steifigkeitsmatrix ist mit Hilfe des Prinzips der
virtuellen Arbeiten moglich. Demnach muss die gesamte virtuelle Arbeit aller im System

vorhandenen Kréfte gleich Null sein.
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SW = 6W; + 0Wip + W, = 0 (7.17)

mit der virtuellen inneren Arbeit

W; = — / S’ o dV (7.18a)
V)

der virtuellen Arbeit infolge von Trégheit

Wy = — / su” pidV (7.18b)
V)

und der auBleren virtuellen Arbeit

W, = / su’ - P dS (7.18¢)
E)

Einsetzen der Gleichungen (7.12) und (7.14) in die Gleichungen (7.18) und eine Aufspaltung

der Integrale liefert:

SW,; = — / léﬁAkT- / / (Ba" Ea-Ba) dzdy-ﬁAk] dx (7.19a)

oo (2) ()

Wy = / Stip, L / / NaT p w? Na Giak dzdy] dx (7.19b)
—co b (2) (v)

W, = / St / NAT Pa ds
—oo b (s)

dx (7.19¢)

Die Koordinate s lauft hierbei parallel zum jeweiligen Rand in der (y, z)-Ebene.

Da die zu integrierenden Groflen im Wellenzahlbereich k, angeschrieben sind, ist es vor-
teilhaft das Integral beziiglich der Langskoordinate z in eine gleichwertige Formulierung im
Wellenzahlbereich k, umzuschreiben. Dies kann, wie in [Priestley 1981] und [Grundmann u.
Waubke 1992] gezeigt wird, unter Verwendung des Parsevalschen Satzes erfolgen. Der Par-

sevalsche Satz besagt, dass fiir die zwei beliebigen Funktionen du(x) und ¢(x) der folgende
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Zusammenhang gilt:

o0 [e.e] (e e}

/5u(w) t(z) de = /&L(x) QL /f(km) e*edk, | do =
T
- 2i / Su(x) e~ 52y | (k) dk, = (7.20)
T

17 )
_%/w(—kx) i) d,

Durch Anwenden des Parsevalschen Satzes auf die Gleichungen (7.19) erhélt man:

1 . .
Wi = = laﬁAk (—kx)//(BAT(—kx)-EA-BA(k:x)> dzdy-ﬁAk(kx)] dk, (7.21a)
T
—00 () ()
1 R T )
oWpr = 5 dlpn, (k) -w” p Na® - Na |dzdy - Gax(k,) | dk, (7.21b)
n
oo b )
. 1 ~ T T B _
W, = — [ 66,7 (—ky) - | (NAT - Pa(k,))ds|dk, =
2
oo L s)
1 [/ )
= <§uAkT(—kx) : PAk(kw)>dkx (7.21¢)

mit dem Vektor der dquivalenten Knotenlasten P ax(kz).

Da die virtuellen Verschiebungen dtis,” (—k,) beliebig und ungleich Null sind, liefert das
Einsetzen der Gleichungen (7.21) in die Arbeitsgleichung (7.17) fiir jedes k,:

[— [ [ (B hBaBat) dsiy+uts [ | (NATNA)dzdy] farc(ks) + P ai(ks) = 0
(2) (v)

) (v)
(7.22)

Gleichung (7.22) kann auch in der klassischen Finite-Elemente-Formulierung mit der dyna-
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mischen Steifigkeitsmatrix K Adyn angeschrieben werden:
Ka(k,) — w? MA] tiak(ky) = Pax(k,) (7.23a)
bZW. KAdyn(kx) . ﬁAk(k’z) = PAk(k;v) (723b)

mit der Steifigkeitsmatrix und Massenmatrix des Dreieckelementes

(2) (v)

Ma = p / / (Na"(0.2) - Na(y.2))dzdy (7.24)

(2) (v)

Die Berechnung der Integrale in den Gleichungen (7.24) geschieht nach [Klein 2003] vorteil-
hafterweise in den Flédchenkoordinaten n; und 7y des Dreieckelementes mit 7, € [0,1] und
ne € [0, 1] (siche Abbildung 7.2).

Die Ansatzfunktionen N; aus Gleichung (7.10) lauten in den Flidchenkoordinaten:

Ny=1—m—mn (7.25a)
Ny =1 (7.25b)
N3 =y (7.25¢)

Abbildung 7.2: Ebenes Dreieckselement mit Flachenkoordinaten 7; und 7
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Die Gleichungen (7.24) ergeben sich somit zu

1 1-m2

KA(kx) = 2AD/ / (EAT(_kxa 77177]2) 3 DYNE BA<kxa 77177]2)> dn,dns (7‘263)
0 0
1 1-m2
Ma =p 2AD/ / (NAT(U1>772) : NA(U1>772)>d771d772 (7.26b)
0 0

Nach Auswertung der Integrale erhiilt man die Steifigkeitsmatrix Ka (k;) und die Massen-

matrix Ma des Dreieckelementes, die im Anhang A.6 angegeben sind.

7.4 Dynamische Gesamtsteifigkeitsmatrix des FE-Systems

Aus den einzelnen dynamischen Steifigkeitsmatrizen KAdyn der Dreieckselemente kann die
Gesamtsteifigkeitsmatrix des FE-Systems Kdyn zusammengebaut werden. Im Folgenden soll
fiir ein Element mit nur zwei Freiheitsgraden der Einbau der Elementsteifigkeitsmatrix in die
Gesamtsteifigkeitsmatrix exemplarisch gezeigt werden. Wenn die beiden Freiheitsgrade tiak

des Einzelelementes speziellen Freiheitsgraden des Gesamtsystems tpg entsprechen
ﬁAkzl = ﬁ'FEZ U.Ild ’ELAkQ = aFEj (727)

so kann die dynamische Steifigkeitsmatrix des Elementes geschrieben werden:

(7.28)

Diese Elementsteifigkeitsmatrix wird nun in die Gesamtsteifigkeitsmatrix Kdyn eingebaut.

N -

Kll [A(ll

~

K21 f(22

K+ K5 Kj+K5
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8 Kopplung der FEM mit der

Integraltransformationsmethode

8.1 Vorbemerkungen

Fiir viele Problemstellungen speziell in der dynamischen Tunnel-Boden-Bauwerk-Interaktion
ist es vorteilhaft fiir die verschiedenen Teilstrukturen unterschiedliche Berechnungsmethoden
zu verwenden. So wird der Boden mit seiner unendlichen Ausdehnung am besten mit der Inte-
graltransformationsmethode (ITM) beschrieben, wiahrend fiir die detaillierten und komplexen
Strukturen des Tunnels und der Bauwerke zweckméfligerweise die Finite-Elemente-Methode
(FEM) verwendet wird. Die Kopplung dieser beiden Verfahren erfolgt unter Verwendung der
Substrukturtechnik.

In allgemeiner Schreibweise lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir das mit der FEM
beschriebene Gebiet:
Kayn - Grg = Prp (8.1)

Der Vektor PFE enthalt alle &quivalenten Knotenlasten P ak entsprechend Gleichung (7.23).
Zur Kopplung werden die Freiheitsgrade Gpg in diejenigen Freiheitsgrade G, welche sich
auf der Kopplungsflache (I') befinden, und in diejenigen Freiheitsgrade Giq., welche inner-

halb des mit Finiten Elementen beschriebenen Gebietes (2) liegen, aufgeteilt.

R ﬁFFE
ﬁQFE

Ebenso wird der Lastvektor Ppg unterteilt in die Lasten f’FFE, die am Kopplungsrand (I")
angreifen, und die Lasten Pg,, die innerhalb des FEM-Gebietes (Q) wirken.

PFFE
PQFE
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Nach entsprechender Aufspaltung der Steifigkeitsmatrix ergibt sich Gleichung (8.1) nun zu:

Krr Kro ﬁrFE PI‘FE
R R . = (8.4)
Kor Koo UQpg PQFE

8.2 Transformation der Freiheitsgrade des FE-Systems

Um die FEM mit der ITM zu verbinden, miissen die auf der Kopplungsfliche (I") liegen-
den FE-Freiheitsgrade Gipg, durch die ITM-Freiheitsgrade G, ., ersetzt werden, fiir die in

Abschnitt 6 das entsprechende Kraft-Verformungsverhalten ermittelt wurde.

Der Vektor tir,,, enthilt die kartesischen Verschiebungen w, g ;, Uy x ; und 4, i ; aller FE-
Knoten (K_i) auf der Kopplungsfliche. Der Vektor ir,,,, enthélt fiir den Fall einer zylin-
drischen Kopplungsfliche die polaren Verschiebungen ;. ,,, 4., und ., , aller Reihenglieder

n entlang des Umfangs.

Eine Auswertung der Fourierreihen tr,.,, an den FE-Knoten K_i(y;) liefert die polaren

Verschiebungen tir,, ., an den Knotenpunkten.

yl

i =Y - € (8.5a)
N
aTyKJ' = E lAI,T’n ceth (85b)
N
~ o ~ L Lingp;
ucp,KJ, — E ug@,n € ‘ (850)
N
bzw. in Matrixform
Ug K 1 elmer 0 0 ein2er 0 0 o Ug ny
Up K 1 0 etmer 0 0 et 0 o Uy,
U K 1 0 0 etniv 0 0 gineer U,
Up o | = [ 0 0 e!n2v2 0 0 . Uy 1y (8.6)
Up K 2 0 etme2 0 0 etm2v2 0 . Up 1y
A~ '[»n ¥ A
Ugp, K 2 0 0 e'mMe2 0 0 etz Ug ny

UT'pg sy1 Ty Urirm
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Durch eine weitere Transformation von Zylinder- in kartesische Koordinaten unter Zuhilfe-

nahme der Matrix Bjoi aus Gleichung (4.8) erhélt man die FE-Freiheitsgrade rpy.

Uy K1 1 0 0 0 0 0 Ug K 1
Uy, K 1 0 —singp; —cosp; 0 0 0 o Up K 1
Uy i1 0 cosp; —sing; 0 0 0 Ugp. K1
Upro| = |0 0 0 1 0 0 o | ek 2
Uy K 2 0 0 0 0 —singp; —cose; ... Up K 2
Uy K 2 0 0 0 0 cospp —sing; ...|| UpKro2
ﬁI‘FE T2 ﬁFFE,zyl

Die FE-Freiheitsgrade tp,, lassen sich somit aus den I'TM-Freiheitsgraden tr,,,, berech-

nen:

Urpg = Ty Ty Uriry = T Urirvm

mit der Transformationsmatrix
T=T, -T

(8.8)

(8.9)

Fiir eine kugelformige Kopplungsfliche ergeben sich die Transformationsbeziehungen (8.6)

und (8.7) analog zu:

UR,K 1 _P(?(ﬁl) 0 0 PL(0,) et Den 0 T
Uy, K 1 0 PY(¥) 0 0 P (9,) eV
Uy, K 1 0 0  PY¥) 0 0

UR K 2 P (1) 0 0 PL(0y) e 0

Uy K 2 0  PWy) 0 0 P (1) Do
dpro| =] 0 0 P() 0 0

UR K3 P (3) 0 0 P (93) ef-Dws 0

Uy, K 3 0 P (193) 0 0 P(95) eil-D#
U3 0 0 PY(¥s) 0 0

UR K 4 PY(V,) 0 0 Pl(9y) e 0

Ulpg g T,

UR,00
9,00
ago,OO
UR,—11
Uy, —11
ago,fll
UR,01
Uy 01
/12%01

UR,11

Urirm

(8.10)
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bzw.
Uy K 1 sin; cosp; costycosp; —sing; 0 0 A (trKka
Uy, K 1 sin?d; sin; cosvysing;  cosy; 0 0 o | ok
Uy i1 cos —sin 0 0 0 o | U
Up o | 0 0 0 sinvy cos g cosvycospy ...|| UKk 2
Uy K 2 0 0 0 sinvysing,  cosvasings ... | Uyx 2
QALZVKJ 0 0 0 COS 192 —sin 192 Ce QAL%KJ
ﬁrFE Ty Ur'pg kug
(8.11)

Eine Multiplikation mit der Transformationsmatrix T = Ty - Ty stellt in diesem Fall eine
inverse sphérische Fouriertransformation und eine anschliefende Koordinatentransformation

von Polar- in kartesische Koordinaten dar.

Die gesamten FE-Freiheitsgrade konnen aus den fiir die Kopplung verwendeten Freiheitsgra-

den ermittelt werden:

ﬁFFE T 0 ﬁFITM (8 12)
1 Fo SN 0 I 11 Po SN

Stellt man basierend auf dem Prinzip der virtuellen Arbeit analog zu Abschnitt 7.3 die
Arbeitsgleichung auf

5ﬁFET : IA<dyn : lAJ-FE = (SﬁFET : f)FE (813)

und setzt fiir die Freiheitsgrade dtipg und Gpg Gleichung (8.12) ein, so erhélt man:

T A~ A~ T A~
00T ppy T" 0| |Krr Kra| [T 0] (frg, 0lUryen )\ | T7 0| [ Prgg

RS To 0 I| |Kor Kaa| |0 I U0, 00opg 0 I| \Pa.,

Da die virtuellen Verschiebungen beliebig ungleich Null sind, ergibt sich schliefllich das Glei-

chungssystem in der neuen Basis.

TTKITT TTKI‘Q ﬁI‘ITM TTpFFE
) ) . - (8.15)
KQ]_"T Kﬂﬂ ﬁﬂFE PQFE
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Die Multiplikation des Lastvektors f’pFE mit der transponierten Transformationsmatrix T
entspricht einer Koordinatentransformation gefolgt von einer Fouriertransformation der Last

am Kopplungsrand.

8.3 Kopplung

Die in Abschnitt 6 fiir verschiedene System hergeleitete Gleichung (6.16) beschreibt unter

Verwendung der I'TM das Kraft-Verformungsverhalten an den jeweiligen Systemréndern.

tirrm = Nitm - Prom (8.16)

Die Vektoren der Verschiebungen tyrn; und der Lasten PITM konnen entsprechen der Sys-
temrénder aufgeteilt werden. Fiir den Fall eines zylindrischen Tunnels im Halbraum (siehe
Abschnitt 6.3) enthalten G, und f’pa die Verschiebungen bzw. die Lasten an der Halbrau-
moberfliche (T, ) sowie tr s und 15p 5 die Verschiebungen bzw. die Lasten an der zylindrischen
Hohlraumoberfliche (I's).

ur,, . Pr,
ﬁITM = und PITM == R (817)
Ur, Pr,

Gleichung (8.16) ergibt sich nun zu:

A,

Naa Naﬁ ]-?)l"a
~ | . (8.18)

ﬁFB Nﬁa N,@ﬁ P[*

Ur

(a3

B

A~

Fiir den Fall, dass keine Lasten an der Halbraumoberfliche wirken (P, =0) lautet das Kraft-

Verformungsverhalten an der Hohlraumoberfliche
tir, = Ngg - Pr, (8.19)

bzw.

A

Kr, - ir, = Pr, (8.20)

mit der dynamischen Steifigkeitsmatrix

Kr, =Ngz™' (8.21)
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Bei der Kopplung des I'TM-Systems mit dem FEM-System miissen die Freiheitsgrade tr,
aus Gleichung (8.20) den Freiheitsgraden tr,,,, aus Gleichung (8.15) entsprechen.

Ur, = Urppy (8.22)

Im Folgenden wird fiir diese Freiheitsgrade tir, verwendet.
Wenn keine dufleren Kréfte an der Kopplungsfliche wirken, so miissen bei der Kopplung die

Lasten aus Gleichung (8.15) und Gleichung (8.20) die Gleichgewichtsbedingungen erfiillen.

T" Pryg + Pr, =0 (8.23)

Die an der zylindrischen Kopplungsfliche auftretenden Kopplungskrifte f’kop ergeben sich

somit zu:

pkop = TTKI‘I‘T . ﬁ.rﬁ + TTKFQ “Upg (8.24&)

bzw. f)kop = _KFB . fl[‘ (824b)

B

Da die beiden Gleichung (8.15) und (8.20) sich auf die gleiche Basis (tir,) beziehen, kénnen
diese mit Hilfe der Substrukturtechnik gekoppelt werden. Wenn keine dufleren Lasten an
der Kopplungsfliache auftreten, sind nur an den Knotenfreiheitsgraden im Inneren des FEM-

Systems Krifte auf der Lastseite zu beriicksichtigen und man erhélt das Gleichungssystem
fiir das hybride FEM-ITM-Gesamtsystem.

T'KrrT + Kr, T'Kre ar, 0
. X - =1. (8.25)
KorT Koo ﬁQFE PQFE

Wenn an der Halbraumoberfliche die Kréfte Ijl"a wirken oder wenn die Verformungen Gr,,
an der Halbraumoberfliche berechnet werden sollen, dann miissen diese Verformungen als
zusétzliche Freiheitsgrade in das Gleichungssystem (8.25) integriert werden. Dazu ermittelt
man aus Gleichung (8.16) die dynamische Steifigkeitsmatrix fiir alle Oberflichen des System

Halbraum mit zylindrischem Hohlraum.
Kirm - trrm = Prem (8.26)

mit

Krrm = Nyppp ! (8.27)
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Die dynamische Steifigkeitsmatrix Kyra kann wiederum entsprechend den verschiedenen

Freiheitsgraden aufgespalten werden.

A A A~

Kaa Kaﬁ ﬁI‘
: - (8.28)

(a3

K,@a K@g ﬁrB

Da die transformierten Freiheitsgrade des FE-Systems tir,,,, identisch mit den Freiheitsgra-

den tr, sind, ergibt sich:

Kaa Kaﬂ 0 l)jI‘O‘ PI‘Q
Ko T'KrrT+Kgg T'Krg| | Gr, | =| 0 (8.29)

Mit diesem Gleichungssystem (8.29) kénnen nun auch die Verschiebungen an der Halbrau-

moberfliche tGr,_ bestimmt werden.

Abschlielend soll fiir das in Abschnitt 1.1 beschriebene System eines Halbraums mit Tunnel
und Gebédude (Abbildung 8.1) das Gleichungssystem der FEM-ITM-Kopplung aufgestellt
werden. Dazu werden zuerst sowohl fiir das Emissionssystem als auch fiir das Immissions-
system die FE-Steifigkeitsmatrizen K" bzw. K™ bestimmt. AnschlieBend werden die FE-
Freiheitsgrade an der zylindrischen Kopplungsflache (ﬁ?:E) in Fourierreihenglieder und die
Freiheitsgrade an der sphérischen Kopplungsfiiche (ﬁ;n;E) in eine Reihe von Kugelflachen-

funktionen transformiert.

~Em

llFFE = Tﬂ : fer (830&)
ipe, =T, - Gr, (8.30b)

In den transformierten Basen lauten die beiden Gleichungssysteme der FE-Systeme:

S-Em - Em ~Em = Em
Kan KaorTs Uore B PQFE <31
T ¥-Em T ¥~Em ' ~ o THREmM ( ’ a)
Ts Krqo Tg Krr TB_ Urg Tg PI‘FE
T ¥ Im T ¥ Im ] ~ T Im
T, Ker Ty Ty Kpg ur, Ty Pry,
. . ) = N (8.31b)
KQI‘ T’Y KQQ | Uopg PQFE
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Abbildung 8.1: Gekoppeltes FEM-ITM-System

Fiir das aus einem Halbraum mit zylindrischem Tunnel und kugelférmiger Grube an der
Halbraumoberfliche bestehende Transmissionssystem kann, wie in Abschnitt 6.5 beschrieben,
die Nachgiebigkeit an den Kopplungsrindern ermittelt werden.

1':11".3‘ Naa Naﬁ Na’y f)I‘a
ﬁpﬂ - N,@a Ngﬁ N57 : Prﬁ (832)
ﬁl“v N’Ya N‘rﬁ N’Y"/ 151“«1

Wenn keine Lasten an der Halbraumoberfliiche wirken (Pp,=0) ergibt sich das Kraft-Verfor-
mungsverhalten an der Hohlraumoberfliche zu

1= (8.33)
ﬁrv N’Yﬁ N’Y’Y PF‘7
bzw. A A A
Kgs Kpgy Ur, Pr,

~ . ) =1 . (8.34)
K'YB K’w ﬁl‘v Pr
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mit der dynamischen Steifigkeitsmatrix

~ ~ ~ ~ —1
Kgs Kpy B Ngs Ngy (8.35)

A A~

K“/B K’Y’Y N’Yﬁ N“/“/

Mit Hilfe der Substrukturtechnik kann nun aus den Gleichungen (8.31) und Gleichung (8.35)
eine geschlossene Losung fiir das gesamte Emissions-Transmissions-Immissionssystem gefun-

den werden. Wenn keine dufleren Lasten an den Kopplungsflichen angreifen ergibt sich:

R KT, o 0] (N (P
Ts" Kra Ts" Krr Tp+ Kgg Koy 0 Ur, 0
0 Kvﬁ K’Y’Y + T‘YT Ki“n;“ T, T‘YT Ki“nsll | Ur., ) 0
| 0 0 Kg‘r T, Klfrlnﬂ i ﬁ?lnFE pIQH;E
(8.36)

In diesem Fall liegen wegen des ortlich begrenzten System des Gebdudes keine konstanten
Verhiéltnisse in Langsrichtung vor. Daher kann das gesamte Problem nicht in eine Serie von
zweidimensionalen Aufgabenstellungen zerlegt werden. Es muss im dreidimensionalen Raum

gelost werden, was einen groferen Rechenaufwand erfordert.
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9 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren zur Berechnung der dynamischen Tunnel-
Boden-Bauwerk-Interaktion entwickelt, welches die Finite-Elemente-Methode (FEM) mit der
Integraltransformationsmethode (ITM) koppelt. Dies ermdglicht die Prognose von Erschiit-
terungen in Gebauden infolge von sich in Tunnel oder an der Oberfliche bewegenden Ziigen.
Das Gesamtsystem wird dazu in die drei Teilsysteme Emissionssystem (Tunnel), Transmis-
sionssystem (Boden) und Immissionssystem (Bauwerk) unterteilt. Fiir die detaillierten und
komplexen Strukturen des Tunnels und der Gebédude wird die FEM verwendet. Die unend-
liche Ausdehnung des Bodens und die dreidimensionale Wellenausbreitung wird mittels der
ITM beriicksichtigt. Da in der ITM nur geometrische Grundflichen (Ebene, Zylinder, Kugel)
abgebildet werden kénnen, wird um den unendlich langen Tunnel eine fiktive Zylinderfliche
und um das lokal begrenzte Gebéude eine fiktive Kugelfliche eingefiihrt. Alles was innerhalb
dieser Flidchen liegt, das bedeutet die jeweilige Struktur und der diese Struktur umgebende

Boden, kann mit Finiten Elementen modelliert werden.

Fiir das Transmissionssystem werden zunéchst die [ITM-Grundlosungen fiir die Fundamental-
systeme Halbraum, Vollraum mit zylindrischem Hohlraum und Vollraum mit sphérischem
Hohlraum hergeleitet. Fiir einen Halbraum mit zylindrischen und kugelférmigen Hohlrdu-
men, Griaben und Gruben liegt dagegen keine Fundamentallésung vor. Durch eine Uberlage-
rung der oben genannten Fundamentalsysteme kann aber eine semi-analytische geschlossene
Losung gefunden werden. Dazu werden an den Oberflichen des Halbraums und der Hohl-
rdume Spannungszustinde aufgebracht. Die Charakteristiken der einzelnen Fundamental-
losungen (Fern- und Nahfeld) erlauben es, vorab abzuschéitzen, welche Spannungszustéinde
relevant sind und miteinander {iberlagert werden miissen. Dies fiithrt zu einer deutlichen
Reduktion des Berechnungsaufwandes. Mit Hilfe der Randbedingungen an den Oberflichen
kénnen die unbekannten Amplituden der Spannungszustinde im Wellenzahl-Frequenzraum
ermittelt werden. Als Ergebnis erhédlt man die frequenz- und wellenzahlabhéngigen dynami-

schen Nachgiebigkeiten an den fiktiven Oberflichen.

Mittels der Substrukturtechnik kénnen diese Nachgiebigkeiten mit den FE-Modellen des

Emissions- und Immissionssystems gekoppelt werden. Dazu werden die FE-Freiheitsgrade
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an den Kopplungsrindern in Glieder der Fourierreihe bzw. in Reihenglieder der Kugel-
flachenfunktionen entsprechend des I'TM-Systems transformiert. Die Grundlagen der FE-
Berechnung im fouriertransformierten Raum und die Umsetzung der Substrukturtechnik wer-
den in dieser Arbeit erldutert, Ermittlungen am gesamten Emissions-Transmissions-Immis-
sionssystem werden jedoch nicht durchgefiihrt. Als unmittelbare Weiterfithrung dieser Ar-
beit werden daher die Umsetzung und Implementierung des FE-Modells weiterentwickelt.
Damit kénnen dann Erschiitterungsprognosen am vollsténdigen Emissions-Transmissions-
Immissions-System durchgefiihrt werden und somit Mafinahmen zum Erschiitterungsschutz
(Masse-Feder-Systeme, parallel zum Fahrweg verlaufender Schlitz an der Oberfliche, wave
impeding blocks) beurteilt werden. Des Weiteren ist eine Anwendung des Verfahrens fiir die

Berechnung von zwei parallel laufenden Tunnelrohren problemlos moglich.
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A.1 Mathematische Funktionen

A.1.1 Bessel-Funktionen

Differentialgleichung

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung

Py 1 0y , n? B
ﬁ+;5+<k’—ﬁ>y—0 (A.l.l)
lautet
y=a Jn(z) + co Yn(z> (A12>

mit den beliebigen Konstanten ¢; und ¢y sowie den Bessel-Funktionen erster Art J,(z) und

zweiter Art Y, (2) (Neumannfunktion) mit dem komplexwertigen Argument z = kr.

Bessel-Funktionen erster Art und zweiter Art

Die Bessel-Funktionen erster Art und zweiter Art (Abbildung A.1) kénnen wie folgt darge-

stellt werden:

Ju(2) = F(_1)s i%) . (A.1.3a)

Yo(z) = Jn(2) cosnm — J_,(2) (A.1.3b)

sin nw

mit der Gamma-Funktion I'(x)

Hankel-Funktionen

Alternativ kann die Losung der Differentialgleichung (A.1.1) mit Bessel-Funktionen dritter
Art (Hankel-Funktionen) aufgestellt werden:

y=c1 HV(2) + ¢y H?(z) (A.1.4)
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Abbildung A.1: Bessel-Funktionen J,,(z) (links) Y,,(2) (rechts)

Die Hankel-Funktionen erster Art Hr(f)(z) und zweiter Art Hq(f)(z) ergeben sich zu:

HWY(2) = Ju(2) +1i Yo(2) (A.1.5a)

n

HP(2) = Ju(2) — i Yu(2) (A.1.5b)

Rekursionsbeziehungen

Im Folgenden steht C,,(z) fiir eine beliebige der Funktionen J,(z), Y,(2), Hfll)(z), H,SQ)(Z)
oder eine Linearkombination dieser Funktionen mit konstanten (vom Index n unabhéngigen)
Koeffizienten. Zwischen den Bessel-Funktionen beliebiger Ordnung und ihren Ableitungen

bestehen die Rekursionsbeziehungen:

27” Co(2) = Cor(2) + Coa (2) (A.1.6a)

2 dc;;z(z) = Cpy(2) = Crsr(2) (A.1.6b)
d(igﬁ = Cy(2) — g Ci(2) (A.1.6¢)
dC,(2) n

= —Cuni(2) + - Cul2) (A.1.6d)



114 A Anhang

A.1.2 Spharische Bessel-Funktionen

Differentialgleichung

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung

0%y 2 Oy 5, m(m+1) B
lautet
Yy =1 Jm(2) + 2 Ym(2) (A.1.8)

mit den beliebigen Konstanten ¢; und ¢y sowie den sphérischen Bessel-Funktionen erster Art

Jm(2) und zweiter Art y,,(z) mit dem komplexwertigen Argument z = kR.

Sphirische Bessel-Funktionen erster Art und zweiter Art

Die sphéarischen Bessel-Funktionen (Abbildung A.2) stehen mit den Bessel-Funktionen halb-

zahliger Ordnung (n = m + %) in dem Zusammenhang;

jm(2) = ;—sz+%(z) (A.1.92)
Ym(2) = %Ym+%(z) (A.1.9b)

Sphirische Hankel-Funktionen

Alternativ kann die Losung der Differentialgleichung (A.1.7) mit sphérischen Bessel-Funktionen
dritter Art (sphérischen Hankel-Funktionen) dargestellt werden:

y=c1 bV (2) + ¢ hP(2) (A.1.10)

Die sphérischen Hankel-Funktionen erster Art hg)(z) und zweiter Art hf)(z) ergeben sich

h(2) = jm(2) + 1 Ym(2) (A.1.11a)
h2(2) = jm(2) =i Ym(2) (A.1.11D)



A.1 Mathematische Funktionen 115

Abbildung A.2: Sphirische Bessel-Funktionen j,,(z) (links) y,(z) (rechts)

Rekursionsbeziehungen

Im Folgenden steht s,,(z) fiir eine beliebige der sphérische Bessel-Funktion j,,(2), ym(z),
h%)(z), hg,%)(z) oder eine Linearkombination dieser Funktionen mit konstanten (vom Index
m unabhéngigen) Koeffizienten. Zwischen den sphérischen Bessel-Funktionen beliebiger Ord-

nung und ihren Ableitungen bestehen die Rekursionsbeziehungen:

2m+1

. Sm(2) = Sm-1(2) + Sma1(2) (A.1.12a)
(2m +1) dsgz(z) =m Spm-1(2) — (M ~+1) spmy1(2) (A.1.12b)

A.1.3 Legendre-Funktionen

Differentialgleichung

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (Legendre-Gleichung)

2
d
(1—2?) %—2:5 £+m(m+1) y=0 (A.1.13)

mit m=0,1,2,... und |z| <1
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lautet
y=c1 Pn(x) + c2 Qu(z) (A.1.14)

mit den beliebigen Konstanten ¢; und ¢y sowie den Legendre-Funktionen erster Art P, (z)
und zweiter Art Q,,(z) der Ordnung m. Da die Legendre-Funktionen @,,(z) an den Stel-
len x = +1 singuldr werden, konnen diese Funktionen fiir die Losung von Problemen am

kugelformigen Hohlraum ausgeschlossen werden.

In den meisten Féllen ist x = cos®. Die trigonometrische Form der Differentialgleichung
(A.1.13) ergibt sich zu:

0*P,, dP,,
W+C0tﬁ W+m(m+1) P,=0 (A.1.15)

Legendre-Funktionen

Die Legendre-Funktionen (Abbildung A.3) konnen mit Hilfe der Rodrigues-Formel dargestellt

werden:

(A.1.16)

Abbildung A.3: Legendre-Funktionen P,,(cos)
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Rekursionsbeziehungen

Zwischen den Legendre-Funktionen beliebiger Ordnung und ihren Ableitungen bestehen fol-

gende Rekursionsbeziehungen:

(m+1) Ppy1=0C2m+1)x Py —m Py (A.1.17a)
dP,, m(m+ 1
(1—ZE2) % =m (Pm_l—l' Pm) = Q(m——|—1) (Pm—l_Pm+1) (All?b)
.o APy, m(m + 1
sin ¥ W =m (COS7.9 Pm—mel) = Q(m——|—1) (Pm+1_pmfl) (A117C)
Orthogonalitidtsbedingung
Es gilt die Orthogonalitdtsbedingung
+1 9
P, P, dr = —— Al1
| Pala) Pae) o = 5= (AL18)
bzw. in trigonometrischer Form mit x = cos v
T 2
P, 9) P, ¥) sind dy = ——— S Al
/0 (cosv) P,(cos?) sin ] ( 9)

Legendre-Reihenentwicklung

Jede beliebige Funktion f(x) bzw. g(1), die im Intervall —1 < 2 < 1 bzw. 0 < ¢ < 7 definiert

ist und die die Dirichlet-Bedingungen erfiillt, kann in eine Legendre-Reihe entwickelt werden:

f(z) = Z Cm Pr(2) mit ¢, = (m+ 3) 9 f(z) Pn(x) dx (A.1.20a)
g(v) = i dyy Pp(cosd) mit  dp, = (m+3) /ﬂg(ﬁ) P, (cos®) sind d¥ (A.1.20b)

Wenn die Reihe bei dem Reihenglied m abgebrochen wird, so bildet das resultierende Po-
lynom m-ter Ordnung die beste Néherung im Sinne der geringsten quadratischen Abwei-

chung.
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A.1.4 Assoziierte Legendre-Funktionen

Differentialgleichung

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (allgemeine Legendre-Gleichung)

0%y dy 12
2
mit m=0,1,2,..., 1=0,1,2,..., I <m und |z|] <1

lautet

y=c P (2)+c Q () (A.1.22)

mit den beliebigen Konstanten ¢; und ¢y sowie den assoziierten Legendre-Funktionen erster
Art P! (x) und zweiter Art Q! (z). Da die assoziierten Legendre-Funktionen @', () an den
Stellen x = 41 singuléar werden, konnen diese Funktionen fiir die Losung von Problemen am

kugelformigen Hohlraum ausgeschlossen werden.

Assoziierte Legendre-Funktionen

Fiir [ = 0 geht die allgemeine Legendre-Gleichung (A.1.21) in die Legendre-Gleichung
(A.1.13) iiber, so dass gilt:
P (z) = P,(x) (A.1.23)

Alle weiteren assoziierten Legendre-Funktionen (Abbildung A.4) lassen sich als Ableitung

von gewoOhnlichen Legendre-Funktionen definieren:

d" P, ()

Pre) = (=1) (1 =a?)s =2

(A.1.24)

Da P,, ein Polynom mter Ordnung ist, hat es maximal m Ableitungen. Daraus folgt wieder-

um, dass [ < m sein muss.

In den meisten Féllen ist x = cos¢. Die trigonometrische Form der Differentialgleichung
(A.1.21) lautet dann:

92p! dP! 2
m ty —2 1) — Pl = Al2
ggz T gy T (m(m+ ) sin219) m =0 (A.1.25)
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P
-10fH - — — P;
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Abbildung A.4: Assoziierte Legendre-Funktionen P:(cos )

Rekursionsbeziehungen

Zwischen den assoziierten Legendre-Funktionen und ihren Ableitungen bestehen die Rekur-

sionsbeziehungen:
(m—1+1) P =02m+ 1z P, —(m+1) P, (A.1.26a)
(1—2?) % =m+1) P, —ma P, (A.1.26b)
% —m cotd Pl — erﬁl P (A.1.26c)
déjél = ms—ml;— 1P7i1+1 — (m+1) cotd P (A.1.26d)

Assoziierte Legendre-Funktionen mit negativer Ordnung

Assoziierte Legendre-Funktionen mit negativer Ordnung —/ kénnen aus denen mit positiver

Ordnung [ berechnet werden.

—l))' P (A.1.27)



120 A Anhang

Orthogonalititsbedingung

Es gelten die Orthogonalitétsbedingungen

+1 m).
/ - Po@) Pia) do = © f;; (ﬂi'_ i O (A.1.28)
(l+m)!
/H;Pl(x) Py do = § (77U peimmE (A.1.28b)
L *

bzw. in trigonometrischer Form mit z = cos ¢

" : (I +m)!
/0 P! (cos®) P!(cos®) sind dv = (1) (= 1) Ormn (A.1.29a)
|
™ l((l +inl)>' O<l=n<m
/ P! (cos)) P (cosd) di) = " (A.1.29b)
0
0 L#n

Assoziierte Legendre-Reihenentwicklung

Jede beliebige Funktion f(x) bzw. ¢g(9), die im Intervall —1 < 2 < 1 bzw. 0 < J < 7
definiert ist und die die Dirichlet-Bedingungen erfiillt, kann in eine assoziierte Legendre-

Reihe entwickelt werden:

= m—10! [t
flx) = Zcm P! () mit ¢, = (m+ 3) Em+§;: /1 f(z) P(2) dz

(A.1.30a)

(m —1)!
(m+1)!

9(9) = dy Phcosv)  mit dy = (m+ ) /0 o(9) P (cosd) sind di
m=0

(A.1.30b)
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A.1.5 Normierte assoziierte Legendre-Funktionen

Normierung

Fiir einige Berechnungen ist es vorteilhaft normierte assoziierte Legendre-Funktionen P!, zu

Pl = \/(m+ 3) (m =Dt (A.1.31)

" (m +1)! "

verwenden.

Rekursionsbeziehungen

Zwischen den normierten assoziierten Legendre-Funktionen und ihren Ableitungen bestehen

die Rekursionsbeziehungen:

dP., m+1 \/(2m+ D) (m—1) 5 (A.1.32a)

—= = ty P — !
w O I T e Vem—1) mr ) !

(m+1+1) (m—1+1) P, —(m+1) cotd P,  (A.1.32b)

dp,, 1 \/Qm—i—l
d9  sind \ 2m+3

Orthogonalititsbedingung

Es gilt die Orthogonalitdtsbedingung

/ "Bl () Pl(a) de = 6, (A.133)

bzw. in trigonometrischer Form mit x = cos ¢

/ P! (cos¥) P!(cos?) sind di = G (A.1.34)
0

Normierte assoziierte Legendre-Reihenentwicklung

Jede beliebige Funktion f(x) bzw. g(d), die im Intervall —1 < x < 1 bzw. 0 < ¥ < 7

definiert ist und die die Dirichlet-Bedingungen erfiillt, kann in eine normierte assoziierte
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Legendre-Reihe entwickelt werden:

g(v) = Z dy, P! (cos)

mit  d,, —/ g(¥) P! (cos®) sin® dv
0

(A.1.35a)

(A.1.35b)
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A.2 Fouriertransformation

A.2.1 Definition

Fourierhintransformation

Die Fourierhintransformation (meist nur als Fouriertransformation oder kurz FT bezeichnet)

wird mit dem Symbol o—e gekennzeichnet und ist definiert durch:

k) = / f@) e dy (A2.1)
Transformierte Groflen werden mit einem Dach (*) gekennzeichnet.

Fourierriicktransformation

Die Fourierriicktransformation (kurz als FRT, héufig auch als inverse Fouriertransformati-

on oder kurz IFT bezeichnet) wird mit dem Symbol e—o gekennzeichnet und ist definiert

durch: X .
flz) =5 /_ flky) €= dk, (A.2.2)

A.2.2 Rechenvorschriften

Multiplikation - Faltung

Eine Faltung wird mit dem Symbol % gekennzeichnet und ist definiert durch:

f(2)* g(x) = / TR gla—€) de (A23)

Eine Multiplikation zweier Funktionen entspricht einer Faltung ihrer beiden Transformierten

im transformierten Raum. Im umgekehrten Fall gilt dieser Zusammenhang in analoger Weise.

f(x) - g(x) o—e —— f(kz) * §(kz) (A.2.42)

f(@) x g(x) o—e f(ka) - g(ks) (A.2.4b)
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Differentiation
dr o m 2
ar . o
o nf( :) &0 (—ix)" f(x) (A.2.5b)
Streckung oder Stauchung (Dilatation)
1 .
flaz) o—e Tal f (%) (A.2.6a)
A 1 x
k, — =z A.2.6b
flaky) o= 1 (3) (A.2.6b)
Verschiebung (Translation)
flz—b) o—e f(k,) e Pk (A.2.7a)
f(ky, —b) o f(z) €™ (A.2.7b)
Kombination aus Dilatation und Translation
L 2k —ibkg/a
flaz —b) = f(a(x —b/a) o—e mf e (A.2.8a)
¢ 1 x ibz/a
flake =b) e o f<a> e (A.2.8b)
Ausgewihlte Funktionen
Dirac-Distribution
Die Dirac-6-Distribution ist gewohnlich definiert durch [Duddeck 1997]:
[ st = w0 £(@) do = fGao) (A29)

o0
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und nimmt im fouriertransformierten Raum den Wert eins an.

5(x) o—e 1 (A.2.10)

Rechteckdistribution

Die Rechteckdistribution mit der Amplitude eins sowie der Lénge L kann mit Hilfe von zwei
entgegengesetzten Heaviside-Distributionen (Einheitssprungfunktionen, bezeichnet mit H)

beschrieben werden.

H(x+§>—H(x—§) e 2% (A.2.11)
Sinusfunktion
sin(Q2t) o—e i 7w (d(w+ Q) — d(w — Q)) (A.2.12)
Cosinusfunktion

cos(Q2t) o—e 7 (0(w+ Q) + d(w —Q)) (A.2.13)
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A.3 Bestimmungsmatrizen fiir Zylinderkoordinaten

A.3.1 Matrix H, zur Ermittlung der Verschiebungen

Elemente der H, Matrix zur Ermittlung der Verschiebungen ,:
H,yi=1k, Hl(k; T)
H,12=0
H. 15 =k H® (kgr)
Hopy=1k, H2(k; T)
H.15=0

Hz 16 — kﬁ H (2) (k’gT)
Elemente der H, Matrix zur Ermittlung der Verschiebungen -
_ g
Hz,21 = _Hn (koﬂ’) k Hn+1(l€ T')
r
Hz,22 =1 ﬁ H,,(Ll) (kﬁ?“)
r
H.ps =i — k HWO (kgr) —i ky kg HEY, (ko)

Hooq = — HO (kor) — ko H?, (kor)
T

HZQG—Z—]{? HQ(]{TQT)—Z]{? ]{?5 n+1(k‘57’)
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Elemente der H, Matrix zur Ermittlung der Verschiebungen Ug:

HZ731 =1 2 H,(Ll)(k‘ar)
r
n
H, 3 = —;Hy(zl)(kﬁr) + kg Hilﬁl(/fﬁr)
H, 33 = G Ky HV(LI)(]{?BT)
r
Hz,34 =1 " Héz)(kar)
r
H. 55— —2 H® (ko) + ks H?, (k
2,35 — _; n ( 5T)+ B n+1( ﬂT)

H, 56 = . Ky Hff)(kﬁr)
r
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A.3.2 Matrix K, zur Ermittlung der Spannungen

Elemente der K, Matrix zur Ermittlung der Spannungen 6,,:

1
K. = (k;j - ék ) 2u HY (ko)
Kz,12 =0

K13 =1 ko kg 20 HY (kgr)

N | —

Kz714 = (kaQ — =k 2) Q[LHQ (k‘ T‘)

Kz,15 =0

K16 =1 ky ks> 2p HP (kgr)

Elemente der K, Matrix zur Ermittlung der Spannungen &,

2 _ 1
KZ,le(nﬂn—i—kf—ik )2,uH1(k 1")—1— k 24

n2

K. =1 2/~L H o (kﬂr) — 1 _kﬂ 24 H1(1+1(k67")

2

Koo =i (” _ kﬁ) ko 200 HO (kgr) + i —k ks 20 HY, (Far)

r

2

— 1 1
KZ,24—(nT2n+kx2—2k )ZMHz(k 7“)—1— —ko2p

TL2

K.o5 =1 2uH @) (kgr) — i —k:lg 2u HnH(kBr)

2

K. 06 =1 (n ;n - kﬂ2> ko2 H® (kgr) + i —k kg2

r
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Elemente der K, Matrix zur Ermittlung der Spannungen ,,:

r2

2 _
Kz,glz—(” ! ks’ = ka2—k§)2uH1(k; r)——k: 20 HY, (kor)

n
Kz,32 =1

QIqu (kﬁ?”) +Z —k‘/j 2,u Hn+1(k57“)

n>—-n 1
K.33=—1 —5— k. 2p Hr(zl)(kﬂ"’) - ;kw ks 2p Hn+1<k67’)

T'

KZ,34:—(” _"+ Sk - k;—kg)mﬂ?(k r)——k: 2 HZ, (kor)

m
Kz,35 = 1

2 HP (kgr) + i —kBZMH 2 (k)

K.36=—1 —— o k; 2 H' (kgr) — i —k: ks 2u HnH(l{:gr)
r?

Elemente der K, Matrix zur Ermittlung der Spannungen 6,,:
Koy =i =k, 20 HY (kar) = i ko ko 20 HLY, (Kar)
Koty = — ok 20 HO (kigr)
2r
K43 = % (1%’2 - kx2) 2p Hél)(kﬁr) + % (kx2k5 - k53) 21 Hn+1<k67‘)
KZ44—z—k 2u H'? (kor) — i ky kg QpH 1 (kar)
K45 = ——k QHH ?) (/{57’)

n
K46 = o (kgz k, ) 2MH ) (k,é’r) (kz2k5 - kﬁ?)) 24 Hn+1(k’ﬁ7")
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Elemente der K, Matrix zur Ermittlung der Spannungen 6,.,:

TL2

K.51 =i 2MH WD (kqr) — i —k: QMHnH(k r)

n*—n
K5 = (— = + k:B ) 2u HY (kgr) — —k‘ﬁ ZuH +1(k57‘)

n

—n n
Kz,53 = - 3 k:}c 2,U/ Hv(zl)<k5r) + ;km kﬁ 2:“ HnJrl(kﬁT)

K.p1 =1 QMH @ (kqr) — i —k: QMH,S%FI(IC T)

n?—n 1 1
zg%:(— S g ) 2 ko) = b 2 ()

n-—n

K.s= — ko 200 H (Kgr) + ki b 200 HY (k)
T

Elemente der K, Matrix zur Ermittlung der Spannungen 60,,:
. (1)
Kz,61 = __kx 2,U Hn (kar)
r
(1) 1
sz62 = —1 —/{ 2;LH (k/gT‘) +1 —k ]fﬁ 20 Hn+1<k57')
_ . n 2 2 (1)
K.63=1 o (kg —k, ) 2p Hy, (kgr))
__n 2)
K61 = ——k, 2 H)7 (kqor)
r

K¢ = —1i —k 20 HP (kgr) + i —k kg2 Hn+1(k}57“)

. n
K.e6=1 5 (kg —k,>) 2 HP (kgr))
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A.4 Bestimmungsmatrizen fiir Kugelkoordinaten

A.4.1 Matrix H; zur Ermittlung der Verschiebungen

Elemente der Hy Matrix zur Ermittlung der Verschiebungen g (m, [):

Hg1 = % P! (cos¥) e'? hg,ll)(l%pR) — /;:p P! (cos®) e'? hgll(/;;pR)

Hs,l? =0

m2+m

Hs,13 - R

P! (cos®) e hV(k,R)

Hg 14 = % P! (cos®) ¢ hP(k,R) — k, P! (cos¥) ¢ hgll(l;:pR)

Hs,15 =0

m?+m

Hgq16 = an(cos ) el hg)(l;:SR)

Elemente der Hy Matrix zur Ermittlung der Verschiebungen i (m,1):

Hgo = (mc—:}gtﬁ P! (cos¥) e'? m P! (cos®) e““’) h Y (k,R)

~ Rsing ™

Hgoo =1 P! (cos¥) € hiV(k,R)

Rsinyg ™

~((m*+m)cotd _, a,  (m+Dm+1) ie \ 1)1
Hg 93 = ( 7 P’ (cos¥) e R d P, (cos?) e"? ) h, (ksR) +
+ (—m cot ¥ ky Pl (cos) e + mtl ks P! (cos®) eil“") hgll(l;sR)

sin
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t ,
H; o1 = (mc}z P! (cosv) e'? —

P! (cos®) e”“’) h? (k,R)

Hgos =1 P! (cos¥) "% h{? (k,R)

Rsind

_((m® +m)cotd e (m+1D(m+1) ilo \ 1) (7
Hg o6 = ( 7 P (cos?) e end P, (cos¥) e hy (ks R) +

m + 1

sin 9

+ <—m cot ¥ ky P (cosd) e + ke PL_ (cos®) e“‘P> hgll(l;:sR)

Elemente der Hy Matrix zur Ermittlung der Verschiebungen i, (m, [):

Hgs = P! (cos®) ¢ iV (k,R)

! Rsind

Hg 3 = (—m cot? P! (cosd)) e + — o
sin

[ ‘ .
mtlopi _4(cos ) e”“’) A (kR)

lm+1 ; - ol - ; -
Hgs3 =1 W P! (cos¥) e'? hg)(ksR) —i g ks P! (cos®) ei'® hgll(ksR)
. ! l il 1,(2) (1.
Hos =1 57 P, (cos®) € h,) (k,R)
! il m+1l il @)/
Hg35 = | —mcotd P, (cos?) e 4+ — 3 P i (cos?) e | hy? (ksR)
sin

: ks P! (cos®) ¥ hgll(%sR)

l(m+1) iy 1.(2) (7. .
P (cos?) e hy (ksR) — 1 sng

H 36 :Z
5’ Rsing ™
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A.4.2 Matrix K zur Ermittlung der Spannungen

Elemente der Ky Matrix zur Ermittlung der Spannungen ¢ pp(m, 1):

2 _ 1~ , -
K11 = <m 7 m_ ékg) P! (cos ) ¢ 2u WD (k,R) +

2 - , -
+ 5k P! (cos®) €% 2u B | (kyR)
Ks12=0
3 — . ~
K13 = mR—2m P! (cos®) e 21 KD (k,R) —
m? +m

ks P (cosd) €' 2u h&ll(fcsR)

K14 = < T 5/%2) P! (cos®) ™ 2u h®(k,R) +
+

2 - , -
= Ky Py (cos 9) €% 20 byl (k)
Ks15=0
3 i . ~
K16 = mR—2m P! (cos®) e 21 KD (k,R) —
m? +m

ks P (cosd) e 2u b (k,R)
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Elemente der Ky Matrix zur Ermittlung der Spannungen Gg9(m, 1):

12 — mcos? ¥

2
Loy | 72 ! il
Ko = [ (—— - §k‘s + k, + a2 g ) P’ (cos?) ™ +

1

=k Phu(cosd) & 20 byl (R, R)

o P
Rsin® 9

l(m —1)cos? ; ,
K20 = (Z W P,ln(COSﬁ) ele — g

Koy — {(_m?’—i-m2 N 12 —mcos®?
> R? R2sin? 9
(m+1)cos?
R2sin% 9
[<m2+m~ 12 —mcos?d -
+

Fo— Lm0 3 ) PLcos ) et
R Rsin® ¥ ) m(cosv) €

m+ 1) cos? - ; ~
_ (Rﬁ ks P, (cos¥) e l“"] 2u hgll(k}SR)

3

2 1.y -5 2—mecos®V
Ks,24: |:(————k2+k£+m

I il
77 " 5k )Pm(cosﬁ) e’ +

(m+1)cos? ; ~
m Pjnil(COS 79) € le 2,u hg)Ui'pR) -
1 - ‘ -
— 5 by Pr(cos) €' 2 h (R, R)
A(m—1)cos? 0o LL+m)
Ko = —— P 9) e —
2 (Z Rsin?9 m(c0sv) € " Rsin?y ™

Koo — {(_m3+m2 N 12 — mcos??
> R? R2sin?
(m +1)cos?
R2sin? 9
[(m2+m~ 12 —mcos??V -
+

ky — ————— ks | P} 9) e —
R Rsin® ¥ ) m(cos¥) e

m+1)costd - ; -
- (Rﬁ ks P._(cosd) e W’} 20 B2 (kR)

(m + 1)> P! (cos®) e'? +

(m+1) P, (cos¥) eil@} ou hiY (k,R) +

(m+ 1)) P! (cosv) e'? +

(m+1) P (cos?) e”‘p} 21 WP (kyR) +

(cos ) eils") 21 WV (k,R)

P’ (cos?) e”“") 2 P (kyR)
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Elemente der Ky Matrix zur Ermittlung der Spannungen Gpp(m, 1):

m 1.y - [?—mcos?? a

K5731: {(ﬁ_iks—i_kp_m Pm(COSQ9>€<’0—
_ (m+1)cos?d pl

R2sin% 9 ml

k, P! (cos®) e 24 hf,llll(l;:pR)

(cos ) e”“’] 2u hiY (k,R) —
1
R

A(m —1)cos? : U
Kz = <—Z WP&(COS V) e i ——

2 2 _ 2 A
K33 = [(m tm L meos ﬁ(m%— 1)) P! (cos®) e —

R2 R2sin9
+1 9 . .
_ %(m +1) P, (cos¥) e’l‘p] 21 hY(kyR) +
1> —mcos?? - ;
+ (m ks P7lrL(COSQ9) €l<’0 +
m+1)cos? - ; -
W ks P! (cos?¥) e lg") 2u hglrl(ksR)
Ko = m_ 1/;:2 + k2 — —l2 —mcos” ) P! (cos ) ey —
U\RE 2 TP Resin?y )0
m + 1) cos v ; ~
- (32# Py, i(cosd) e “”} 20 h{Y) (kyR) —

1

5 ko Phy(cos 9) € 200 B2 (K, R)

Nxm) p
Rsin” 9

K35 = P! (cos®) €% 4

. l(m—1)cos¥
Rsin® ¥

(cos ) e““") 21 h® (k,R)

2 l2 _ 219 .
K36 = [(m m mes (m + 1)) P! (cosv) e'? —

R? R2sin? ¢
(m+1)cos? . i @7
_ m(m +1) P, _,(cos¥) e |2u h,) (ksR) +
1> —mcos?? - :
" <W ks Pl (cosd) e +
m+ 1) cosv - ; -
%ﬁ ks P._(cos®) e lw) 24 hglrl(ksR)
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Elemente der Ky Matrix zur Ermittlung der Spannungen ¢ py(m, ):

t .
Ken = (mco (m —1) P (cos¥) e'* —

R2
m+1 1 ilp W)
L (1) P o) Yo )+
t,l9 - . l > j I
+ (_mco k, an(cos ) el + }T%nsij;ﬁ Ky Prln—1(COS ) 621@) 2p hgll(k:pR)

l : .
Koy =1 (m — 1) P! (cos¥) ' 2u hV(k,R) —

2R sin v
I | ~
—i g ke Py (cos) e 2p hi) (ksR)

2—-1 1 - .
K3 = {mcotﬁ (mR2 ~ 5 k’g) P! (cos®) e'¥ —

[ 21 1 - ,
- 7:1;9 (mR2 —3 ki) P! (cos®) e”“"] 2u WV (k,R) +

td - , [ - , -
+ (mco ks P! (cos®) e"® m ks P._ (cos®) e”“”) 2u hgll(ksR)

"~ Rsind

t ,
Ksa4 = (mco (m — 1) P! (cos®) €% —

R2
m+ 1 1 ilp 2) (1.
s (m—1) P, _,(cos?) e |2u hy? (k,R) +
t 19 - . l g ] I
+ (_mCO k, P! (cos¥) €% + ];ns;;ﬁ kp P, (cos®) ew> 2p h’(szrl(kpR>

l . -
K5 =1 (m — 1) P!, (cos®) ™ 2u h® (k,R) —

2Rsin?
L - , -
— Send ks P! (cos®)) e 2 hglrl(ksR)

-1 1 -
K46 = [m cot (mR2 ~3 k?) P! (cosv) e'? —

2_1 1. ;
_m+l (m - = k?) Pl (cos¥) 67’1“’] 2p hg)(ksR> +

sin R? 2
N (m cot ¥ i P! (cos®) % — m+ 1 F. Pl (cosd) ez‘lgo) 2 hgll(lzst)

Rsind
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Elemente der Ky Matrix zur Ermittlung der Spannungen Grp(m, 1):

o ; -
Ko =1 R sind (m —1) Pl (cos®) e 2 h{}) (k,R) —
l ~ i 1 7

g ko Phlcos9) €' 2 ) (R, R)

-1

([  mecos¥ B . il

K50 = ( ST sind (m—1) P, (cos?) e +
[ A -

mx (m —1) P, (cos¥) e’l“”> 2u hD(kyR) +

2R sinv
n mcosﬁ]; pl (00819) el _ m—+1 i pl (cosﬂ) eile ) 9 h(l) (l} R)
Seing s im 2sing 0 M e

R2 2
+1 : ky P! (cos®) e 2 ) (ksR)
Rsing ° ™ ML

21 1- . 3
Kos3 =i ! (m —k:2> P! (cos®) e 2 KD (k,R) +

sin ¥

. ; -
Kspa =1 R sind (m —1) Py (cos®) e 2 hE)(k,R) —
i l ~ i 2 7

—ipe— k, P! (cos?) e 2u hﬁnll(kpR)

e mcos v B ; il
Kyps = ( SR sind (m—1) P (cosd) "% +
m! (m —1) P, (cos¥) eil“") 21 h® (k,R) +

* 2Rsin v
N m cos i pl (cos ) el _ m + 1 i pl (cos V) et ) 2, B2 (l}; R)
oD s P, 25in 1 s £ m—1 I m+1\"vs

R 2
. l b i 2 7
+1 e ks P! (cosd) e 2u h,(n)Jrl(ksR)

l 2.1 1 . 3
Kosg =i (m —k:2) P! (cos®) €™ 2u K'Y (k,R) +

sin ¥
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Elemente der Ky Matrix zur Ermittlung der Spannungen Gop(m,1):

Tty [m-(cos?) €il¢) 24 i) (kyR)

l(m—1)cos? ; ,
KS,61 - <Z m P&(COS&) el“" — 1

m>—m m-—10 ~
— Pl 9 ilp
K62 [ ( ¥ + RsinQﬁ)  (cos ) e

- (m};_,l#;ﬂ P! (cos¥) ew} 21 WV (k,R)
sin

I(m—1 ¥ .
Kps = <z lm — 1) cos ¥ (m 4 1) P! (cos®) e —

R2sin? 4
— i % (m+1) P, (cos¥) eil“") 21 hV(E,R) +
" (—i W o PL(cos ) €% +
+1 l]izn;r;g ks P! (cos®) eW) 2u hf?llzrl(fcsR)

(cos ) e”“”) 21 h? (k,R)

5 . 9 o —1
R2sin?9 ™

l(m —1)cosd ; ,
Ks,64 = <Z W Prln(COSﬁ) elw —1

2 _ 12 )
K5 = [ (m UL ) P! (cos®) e'¥ —

2R Rsin? ¥
[ 9 ) -
LD bl feosd) e8] o 2 )
Sin

l(m —1)cos? ;
K66 = (l T RZsin’d (m+1) P (cos?) e'? —

Clm+1 ; -
i w (m+1) P, (cos¥) el“") 2u WP (kyR) +
A(m—=1)cos? - ;
+ (—Zwks PTZn(COSﬁ)elSD‘F
l(m+1) - . .
+1 m ks Prln_l(COS 19) (& lcp) 2/,6 hgzl_l(ksR)
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A.5 Spannungstransformationsmatrizen

Transformationsbeziehung der Spannungen von kartesischen Koordinaten in Zylinderkoordi-

naten o, = Tyx_, - ok

mit
O-ZT = <Umm Orr Opp Orz Oryp Uccgo)
a-kT - <sz Oyy Ozz Ogzy Ozy 0zm>
1 0 0 0 0 0 ]
0 sin? cos? 0 —2sin@cos 0
0  cos?yp sin” 0 2 sin  cos @ 0
Tk—z - .
0 0 0 —sinp 0 cos
0 sinpcosp —singcosp 0 sin® p — cos? ¢ 0
0 0 0 —CcoS ¢ 0 —siny

Transformationsbeziehung der Spannungen von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordina-

ten o = Tx_s - Ok

mit
T _
O = \ORR 099 Opp ORY ORp O9yp
T _
Oy = |0z Oyy Ozz Oxzy Ozy Ozg
kas =
sin? 19 cos? sin? ¥sin? cos? 9 2sin? ¥ sin ¢ cos @ 2 sin ¥ cos ¥ sin ¢ 2 sin ¥ cos ¥ cos ¢
cos? ¥ cos? cos? ¥sin? o sinZ ¢ 2 cos? ¥ sin @ cos —2sin Y cos Y sin ¢ —2sin ¥ cos ¥ cos ¢
sin® cos? 0 —2singpcos ¢ 0 0
sindcos¥cos?p sin¥cos¥sin?p —sindcos?¥ 2sin¥cosPsingcosy (cos?¥—sin??)sing (cos? ¥—sin? ) cos @
—sindsingpcosy  sindsinpcosp 0 sin 9¥(cos? p—sin? @) cos Y cos ¢ —cos¥siny
—cosvYsinpcosp  cosdsingcosp 0 cos ¥(cos? p—sin? ) —sin ¥ cos ¢ sin ¥ sin ¢
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A.6 Steifigkeits- und Massenmatrix eines

Dreieckselementes

Spalte 1 und 2 der Steifigkeitsmatrix Ka (k,):

%k:%()‘ +20) + (a + a?)p %ika:%(_)\ + 1)
sikzas(X — p) al(N+2p) + (5k2 + a?)
sikzar(A — ) agar (N + p)
k2N + 2u) + (agas + azag)p siky(—as) + asp)
Ka(;,1:2)=Ap- sika(ash — aqp) asas(\ +2p) + (3553 + azas)p
%z’kx(agk — arp) asag\ + azasf
5k (A +2p1) + (aaas + azag)p sike(—aa) + agp)
sika(agA — asp) asag(A + 24) + (3552 + azag)p
I %ikz(ag/\ — arft) asag\ + azagp |

Spalte 3 und 4 der Steifigkeitsmatrix Ka (k,):

sikzaz(=A + p) sk (A +2p) + (aaas + azas)p
agar( A+ ) ik, (as\ — asp)
ar? (N +2p) + (g2 + al)n Yiky (a7 ) — agp)
sika(—az X + agp) ska(+2p) + (a5® + ag’)u
Ka(:,3:4)=Ap - aras\ + agagp sikzas(A — )
aras(A + 2p) + (asas + 13k3)p sikzas(A — p1)
siky(—azX + agp) k2N +2p) + (asag + asag)p
a7ag\ + aqagft %ikx(aﬁ/\ — asp)
_a7a9()\ +2u) + (aga¢ + %ki)u %ikx(Gg)\ — agpt) |
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Spalte 5 und 6 der Steifigkeitsmatrix Ka (k,):
[ Siky(—as\ + asp) Siky(—ash + arp) |
agas( A+ 2p) + (1—12k‘§ + arag) i asag\ + azasp
aras\ + agagp azas(A =+ 2p) + (35k2 + asas)p
%ikxa5(—>\ + [L) %Z.kxag(—A + ,U)
KA(I,5 . 6) :AD : CL52(>\—|—2/UL)+<%/{3326+CL82)/J a5a8()\+,u)
asas(A + 1) ag? (A +2p) + (g2 + a5
siko(—asA + agp) $iko(—asA + agp)
asag(A + 2u) + (35K2 + asag)p agag\ + asagt
I asag\ + agagl agag(A + 2p) + (asag + %kﬁ)/{
Spalte 7 und 8 der Steifigkeitsmatrix Ka (k,):
-1—1214:2()\ +2u) + (aga6 + azag)p Fiky(—agA + asp) |
3ika(aa\ — agp) asag(N + 2p) + (35K + azag)
%ik:x(cw)\ — agft) arag\ + agag
Takz (A +20) + (asas + asag)p 3ika(—ag) + asp)
Ka(:,7:8)=Ap- ik (as\ — agp) asag(A + 2) + (1552 + asag)p

ik, (ash — agp)
%k’i()\ +2p) + (ag® + ag’ )
sikzag(A — 1)

%z'kxag()\ — 1)

CL8G6)\ + asag b
%ikxa(;(—)\ + ,U)
ag’ (A + 2p) + (k2 + ag*)

agag()\ + ,U)
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Spalte 9 der Steifigkeitsmatrix Ka (k,):

%ikm(—ag)\ + arp)
4G9\ + azagp
azag(\ 4 2p) + (asas + $5K2)p
%z’k,‘x(—ag)\ + agp)
Ka(5,9) = Ap - asagA + agagf
agag(A +2p) + (35K + asa)p
3ikza9(—A + 1)

a6a9()\ + ,U)

ag? (A + 2p1) + (§h7 + ag)p

Massenmatrix Ma:

o O N
o O N O
[—
= o O

o O

p Ap
12

—
o O N O O
—_

o O

o O
o O
o o =
o O NN O O
O O
O O
—_

o O
o
o O
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