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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine praktikable Losung fiir das Problem der durchschau-
baren Parameterwahl und gezielten Dynamikvorgabe beim nichtlinearen Zustandsregler-
entwurf mit IDA-PBC entwickelt.

Interconnection and Damping Assignment Passivity Based Control (IDA-PBC) ist ein Ver-
fahren zur nichtlinearen, passivititsbasierten Zustandsregelung, dessen Attraktivitdt in
seiner Strukturiertheit, dem konstruktiven Stabilitdtsnachweis und der Offenheit fiir ver-
schiedene Systemklassen liegt. Durch Zustandsriickfiihrung wird die Strecke in ein Port-
Hamilton’sches System transformiert, dem eine virtuelle Energie zugewiesen wird, ebenso
wie eine Struktur- und eine Dampfungsmatrix, die den Austausch und die Dissipation
derselben Energie darstellen. Damit liegt die geregelte Strecke in einer energiebasierten
Beschreibung vor, wobei die virtuelle Energie als Ljapunowfunktion zum Stabilitédtsnach-
weis fiir das nichtlineare geregelte System dient.

Im Regelfall konnen jedoch nicht alle Entwurfsparameter in den drei genannten Kon-
strukten voneinander unabhéngig vorgegeben werden. Die Einschrankung der realisierba-
ren Dynamik durch die geringere Zahl an Stellgrofen als Zustédnden wird in Form einer
vektorwertigen Restriktionsgleichung formuliert. Diese stellt einen Satz partieller Diffe-
rentialgleichungen fiir die virtuelle Energie dar, der die verschiedenen Entwurfsparameter
miteinander verkoppelt. Das bisher iibliche Verfahren zur Parametrierung von IDA-PBC
sieht vor, Struktur- und Dampfungsmatrix aus physikalischen Erwagungen vorzugeben
und — Losbarkeit vorausgesetzt — aus der Losung der Restriktionsgleichung die Schar dem
System zuweisbarer Energien zu ermitteln. Uber den frei wihlbaren homogenen Anteil
wird die Losung derart angepasst, dass sich ein moglichst grofies, durch die Form der
Energie abgeschatztes Einzugsgebiet der Ruhelage ergibt.

Zwei Schwierigkeiten sind mit dem beschriebenen Vorgehen verbunden: Zum einen ist zu-
nachst nicht gesichert, dass fiir eine physikalisch motivierte Parametrierung der Struktur-
und Dampfungsmatrix — etwa das Schwéchen, Starken oder Etablieren neuer Kopplungen
im System — eine Losung der Restriktionsgleichung existiert. Zum anderen ist der Effekt
einer derartigen Parametrierung auf die Dynamik des geregelten Systems undurchsichtig.
Aufgrund der gegenseitigen Abhéngigkeit der Entwurfsparameter kann die Wirkung einer
Parametrierung den Erwartungen sogar widersprechen.

Wahrend bei linearen zeitinvarianten Strecken die Lage der Eigenwerte einen Aufschluss
iiber das quantitative Zeitverhalten der Losung des zugrunde liegenden Systems von
Zustandsdifferentialgleichungen erlaubt, gibt es fiir nichtlineare Systeme, auch in Port-
Hamilton’scher Darstellung, kein vergleichbares Kriterium. Daher wird fiir die Analyse
nichtlinearer Systeme héaufig die lineare Approximation des Systems am Arbeitspunkt
herangezogen.
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Beim in dieser Arbeit vorgestellten Ansatz zur Parametrierung von IDA-PBC wird die li-
neare Approximation des aus der Regelung entstehenden Port-Hamilton’schen Systems in
Abhéangigkeit der Gesamtheit der Entwurfsparameter ausgedriickt und mit einer vom Ent-
werfer vorgegebenen linearen Wunschdynamik verglichen. Mithilfe der Transformation auf
eine Normalform lasst sich die Losbarkeit der Restriktionsgleichung sehr iibersichtlich in
Abhéngigkeit der Entwurfsparameter von Struktur- und Dampfungsmatrix analysieren.
Durch eine lokale lineare Transformation liefert der Vergleich der linearisierten Dyna-
mik ein in der Regel unterbestimmtes lineares Gleichungssystem fiir die Parameter von
Struktur- und Dampfungsmatrix sowie Parameter der quadratischen Naherung der Ener-
gie. Letztere werden durch die frei wahlbare homogene Losung der Restriktionsgleichung
realisiert. Aufgrund der Unterbestimmtheit verbleiben meist freie Parameter zur Erfiil-
lung weiterer Entwurfsziele, so etwa zur Maximierung des durch die Energie abgeschéatzten
Einzugsgebiets der Ruhelage (Energy Shaping).

Die entwickelte Methode der Zuweisung lokal linearer Dynamik vereint die Vorteile des
nichtlinearen Zustandsreglerentwurfs durch IDA-PBC, darin besonders die inhédrente Kon-
struktion einer Energiefunktion fiir das nichtlinear geregelte System, mit der gezielten
Dynamikvorgabe durch die Festlegung der Eigenschaften der Linearisierung. Die linearen
Bestimmungsgleichungen zur Zuweisung lokal linearer Dynamik zeigen in transparenter
Weise die Wechselwirkungen der Entwurfsparameter des IDA-PBC-Ansatzes auf. Durch
die Einfachheit des Vorgehens wird die Anwendbarkeit von IDA-PBC verbessert. Als
weiterer Vorteil im Vergleich zum konventionellen Vorgehen kann auf die — oft uniiber-
sichtliche — Definitheitspriifung der Energiefunktion verzichtet werden.

Die Zuweisung lokal linearer Dynamik wird fiir beliebig zustandsabhéngige Entwurfsma-
trizen eingefiihrt. Aufgrund der einfacheren Losbarkeitsbedingung bietet sich jedoch der
anfangliche Ansatz teilweise konstanter Matrizen bzw. geschickt zerlegbarer zustandsab-
hangiger Matrizen an. Die Methode lésst sich geradlinig auf zeitvariante Systeme erwei-
tern, mit den damit verbundenen Schwierigkeiten beim Stabilitdtsnachweis. Weiterhin
wird eine Formulierung des Verfahrens fiir eine Klasse mechanischer unteraktuierter Sys-
teme vorgestellt.

Anhand akademischer Beispiele werden die Schwierigkeiten bei der Parametrierung von
IDA-PBC erlautert und die Entwurfsschritte zur Zuweisung lokal linearer Dynamik ge-
zeigt. Die Anwendung und Giite der Methode wird an drei technischen Beispielen (elek-
tromechanisch, hydraulisch und mechanisch unteraktuiert) fiir die Festwertregelung illus-
triert. Am elektromechanischen System ,Schwebende Kugel wird zudem eine Trajekto-
rienfolgeregelung mit vorgegebener lokal linearer Fehlerdynamik realisiert.



Fir Christine
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Kapitel 1
Einleitung

Die grundlegende Aufgabe einer Regelung ist die Stabilisierung einer vom Entwerfer vor-
gegebenen Ruhelage eines dynamischen Systems. Zur Erfillung dieser Aufgabe existiert
eine Vielzahl linearer und nichtlinearer Verfahren. Gerade die Methoden der linearen
Zustandsregelung, siehe z. B. [14], [36] oder [2], bestechen durch ihre konzeptionelle Ein-
fachheit und die transparente Parametrierbarkeit des erzielbaren dynamischen Verhaltens.

Einfachheit. Ein lineares dynamisches System (ohne Durchgriff) wird durch die Zu-
standsdarstellung

r = Ax + Bu

) - Ca (1.1)

mit * € R” und u,y € R™ vollstdndig beschrieben. Ein Regelgesetz aus konstanter
Zustandsriickfithrung und Vorsteuerung (Vorfilter)

u = —Rx + Fv, (1.2)

welches mithilfe verschiedener Entwurfsverfahren gewonnen werden kann, fiihrt auf das
geregelte System in formell identischer Beschreibung

& = (A— BR)z + BFv. (1.3)

Alle fir den Entwurf wichtigen Eigenschaften wie Stabilitédt, Steuer- und Beobachtbarkeit
lassen sich mit den Methoden der linearen Algebra aus den Systemmatrizen ableiten.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Transparenz der Dynamik. Die komplexen Eigenwerte der Dynamikmatrizen A bzw.
A — BR treten in den Exponenten der (komplexen) Losungsbasis der Differentialglei-
chungen () bzw. (L3) auf und geben Aufschluss tiber Abklingkonstanten und Oszil-
lationsfrequenzen in der Losung. Fiir den Regelungsentwurf werden Regelungseigenwerte
der Matrix A — BR vorgegeben, deren Lage vom Entwerfer entsprechend seinen Anfor-
derungen an Dynamik und Robustheit gewéhlt wird. (Im Falle eines MehrgroBensystems
kommt weitere Entwurfsfreiheit in Form von sog. Parametervektoren hinzu [50].) Da aus
den Regelungseigenwerten auf das quantitative Verhalten der Losung von (L3) geschlossen
werden kann, ist deren Vorgabe transparent hinsichtlich der Dynamik.

Anwendbarkeit auf nichtlineare Systeme. Die lineare Approximation eines nichtli-
nearen Systems stellt! in der Nihe seiner Ruhelage eine giiltige Naherung des dynamischen
Verhaltens dar (Methode der Linearisierung®). Entsprechend kann das so approximierte
Verhalten durch lineare Zustandsriickfithrung beeinflusst werden. In der Beschriankung auf
eine unspezifizierte Umgebung der Gleichgewichtslage und der Notwendigkeit eines darin
ausreichend linearen Verhaltens liegt jedoch die Schwéche des Linearisierungsansatzes.

Diese Nachteile entfallen bei der Anwendung eines inhéarent nichtlinearen Entwurfsverfah-
rens wie IDA-PBC.

IDA-PBC. Das Verfahren Interconnection and Damping Assignment Passivity Based
Control, kurz IDA-PBC [47, 48|, [45], ermoglicht fiir nichtlineare Systeme?

= f(x)+G(x)u (1.4)

den systematischen Entwurf von Zustandsregelungen der Form

u = a(x)+v, (1.5)

mit denen das geregelte System eine Port-Hamilton’sche Darstellung

= (Ji(x) — Ry(x))VHy(z) + G(x)v (1.6)

Labgesehen vom Sonderfall der Eigenwerte auf der imaginéren Achse

2Vgl. die Darstellung in [60], Kapitel 3.2, S. 63.

3Diese miissen nicht steuerungsaffin sein, jedoch ist das Vorgehen fiir diese Systemklasse besonders
strukturiert.



annimmt. Entwurfsgréffen sind nicht mehr die Eigenwerte der Dynamikmatrix, sondern
eine verallgemeinerte Energiefunktion Hy(x) sowie die Struktur- und Ddmpfungsmatri-
zen J4(x) und R,(x). Letztere beschreiben den Austausch und die Dissipation der dem
System zugewiesenen (virtuellen) Energie. Der groe Vorteil — gerade im Unterschied zur
Anwendung linearer Regler, die nur lokal asymptotische Stabilitét sichern — ist der nicht-
lineare Stabilitdtsnachweis und die Abschéitzung des Einzugsgebiets der Ruhelage durch
die Energiefunktion.

Problematik der Parametrierung. Dem Vorteil einer aus dem Regelungsentwurf kon-
struktiv hervorgehenden Ljapunowfunktion beim IDA-PBC-Entwurf steht die Schwierig-
keit der Wahl der Entwurfsparameter fiir das Port-Hamilton’sche Zielsystem gegeniiber.
Zum einen ist die Festlegung der Entwurfsgrofien eingeschrankt durch die sog. (vektorwer-
tige) Restriktionsgleichung, welche die durch w nicht beeinflussbare Dynamik darstellt. Es
handelt sich um ein System partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, welches nur
fir bestimmte Parametrierungen von J4(x) und R4(x) eine Losung besitzt. Zum ande-
ren ist — trotz der physikalischen Anschaulichkeit der Systembeschreibung — die Wirkung
einzelner Entwurfsgrofien in der Energie oder den vorzugebenden Matrizen undurchsich-
tig. Der Grund liegt in der Verkopplung durch die Restriktionsgleichung, wodurch die
Entwurfsparameter nicht isoliert voneinander betrachtet werden diirfen.

Wiinschenswert wére, das Zeitverhalten der Losung von (LG) ohne Berechnung derselben
oder Simulation im Voraus einschatzen und durch gezielte Wahl der Entwurfsparameter
beinflussen zu kénnen?. Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren ist ein Versuch, diesem
Ziel ndherzukommen, indem die lokale Wirkung von Entwurfsparametern, insbesondere
auf die Energie, analysiert wird. Durch daraus abgeleitete Bestimmungsgleichungen kann
lokal lineare Wunschdynamik des nichtlinearen Port-Hamilton’schen Systems (L6l gezielt
realisiert werden.

Beitrag der Arbeit. Die in dieser Arbeit vorgestellte Zuweisung lokal linearer Dynamik
griindet auf der Methode der Linearisierung, indem zur Parametrierung des nichtlinea-
ren, passivitatsbasierten IDA-PBC-Regelgesetzes die lineare Approximation der geregel-
ten Strecke (das lineare Ziel- oder Referenzsystem) mit gewtinschten lokalen Eigenschaf-
ten herangezogen wird. Durch das Einbeziehen lokal giiltiger Argumente (Eigenwerte der
Linearisierung) bietet der Ansatz eine Losung des Problems der transparenten Vorgabe
dynamischen Verhaltens beim IDA-PBC-Entwurf an.

4Dies entspricht im besten Fall einem Verstindnis der Gleichung (L8]), wie es der englische Physiker
Paul A. M. Dirac formulierte: ,I consider that I understand an equation when I can predict the properties
of its solutions, without actually solving it.“ [64]
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Aufbauend auf der Strukturierung des Zustandsraums der betrachteten steuerungsaf-
finen Systeme und der Transformation der Restriktionsgleichung auf eine Normalform
wird die Losbarkeitspriifung derselben vereinfacht. Aus der Linearisierung der IDA-PBC-
Bestimmungsgleichung ergibt sich mithilfe einer weiteren, lokal linearen Transformation
ein (in der Regel unterbestimmtes) lineares Gleichungssystem fiir die Entwurfsparameter,
mit dem lokal lineare Dynamik in sehr einfacher Weise zugewiesen, also die Linearisierung
des geregelten Systems mit gewiinschten Eigenschaften versehen werden kann.

Mit der zusdtzlichen Information, die in Form der asymptotisch stabilen Wunschdyna-
mik von Beginn an im Entwurfsprozess zur Verfiigung steht, kann die bisher bendtigte
Definitheitsprifung der Energie entfallen, was die Anwendbarkeit von IDA-PBC erhoht.

Die verbleibende Entwurfsfreiheit kann weiterhin — jedoch bei definierter lokal linearer
Dynamik — zur Anpassung der Energie (Energy Shaping) genutzt werden, etwa mit dem
Ziel, ein moglichst weit abgeschétztes Einzugsgebiet der Ruhelage zu erhalten.

Mit der Formulierung fiir zeitvariante Strecken und fiir unteraktuierte mechanische Sys-
teme werden Anpassungen der Methode fiir eine weitere Regelungsaufgabe (Trajektorien-
folge) und eine relevante Systemklasse vorgestellt.

Uberblick. In Kapitel 2 werden fiir die Arbeit wichtige Stabilitéitssitze zusammenge-
fasst. Weiterhin werden differentialgeometrische Begriffe eingefithrt und Integrabilitats-
bedingungen erlautert, die zur Untersuchung der Losbarkeit und zur Losung partieller
Differentialgleichungssysteme, wie sie bei IDA-PBC auftreten, erforderlich sind. Eben-
so wird eine kurze Einfiilhrung in die passivititsbasierte Regelung im Allgemeinen und
IDA-PBC im Besonderen gegeben.

In Kapitel 3 werden Normalformen fiir die Zustandsdifferential- und Restriktionsgleichung
definiert, welche die Grundlage fiir den strukturierten und transparenten Regelungsent-
wurf (im Sinne der durchschaubaren Wirkung der Entwurfsparameter) mit IDA-PBC
bilden. Eine einfache Loésbarkeitsbedingung fiir eine Klasse so strukturierter IDA-PBC-
Entwurfsprobleme wird angegeben. Weiterhin wird gezeigt, wie eine dquivalente Formu-
lierung der IDA-PBC-Bestimmungsgleichung (und damit der Restriktionsgleichung) dazu
genutzt werden kann, die Klasse der Entwurfsprobleme, deren Losbarkeit einfach zu tiber-
prifen ist, zu erweitern.

Das Hauptergebnis der Arbeit wird in Kapitel 4 vorgestellt. Die Grundgleichungen zur
Zuweisung lokal linearer Dynamik werden hergeleitet und anhand akademischer Beispie-
le wird das Vorgehen bei der Parametrierung sowie der Umgang mit der verbleibenden
Entwurfsfreiheit illustriert. Es wird gezeigt, wie mithilfe der dquivalenten Restriktions-
gleichung der Ansatz unter anderem auf das Trajektorienfolgeproblem erweitert werden
kann. Abschliefend wird die Zuweisung lokal linearer Dynamik mit dem konventionellen



Vorgehen zur Parametrierung des IDA-PBC-Entwurfs verglichen.

Kapitel 5 beschreibt die Adaption des Verfahrens auf eine bestimmte Klasse unteraktu-
ierter mechanischer Systeme.

In Kapitel 6 wird die Anwendung der Methode auf die Festwertregelung dreier technischer
Systeme (elektromechanisch, hydraulisch und mechanisch unteraktuiert) gezeigt. Fiir das
elektromechanische System wird zudem die Trajektorienfolgeregelung mit vorgegebener
lokal linearer Fehlerdynamik entworfen. Experimente und Simulationen ergéinzen die Her-
leitung der Regelgesetze und belegen die Giite des vorgestellten Entwurfsverfahrens.
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Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel werden fiir die vorliegende Arbeit relevante Tatsachen und Begriffe aus
der Stabilitatstheorie, der Differentialgeometrie und zu partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung zusammengefasst. AbschlieBend wird eine kurze Einfiihrung in die passi-
vitatsbasierte Regelung, insbesondere mit IDA-PBC, gegeben.

2.1 Stabilitat nichtlinearer dynamischer Systeme

Zur Beurteilung der Stabilitiat einer Ruhelage x* des nichtlinearen, zeitinvarianten Sys-
tems

z = f(x), reXCR", f:X-—>R" (2.1)

werden tiblicherweise die indirekte (erste) oder die direkte (zweite) Methode von Ljapunow
herangezogen. Das Invarianzprinzip von Krassowskij-LaSalle erlaubt den Stabilitédtsnach-
weis unter schwacheren Voraussetzungen an die zum Nachweis benotigte skalare Funktion
als Ljapunows direkte Methode. Fiir zeitverdinderliche Systeme

z = f(x,t), re XCR" te0,00), f:Xx][0,00)—R" (2.2)

gestaltet sich der Stabilitdtsnachweis schwieriger, da schon Aussagen iiber die zeitvariante
Linearisierung des Systems nicht mehr anhand der (zeitverdnderlichen) Eigenwerte getrof-
fen werden konnen. Die folgenden Definitionen und Stabilitatssatze sind tiberwiegend den
Lehrbiichern [22] und [53] entnommen.
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2.1.1 Zeitinvariante Systeme

Definition 2.1 (Ljapunow-Stabilitit)! Die durch f(x*) = 0 definierte Ruhelage des
Systems ([2.1)) wird als stabil im Sinne von Ljapunow bezeichnet, falls zu jedem ¢ > 0 ein
d = 0(e) > 0 existiert, so dass fir alle t > 0

|z(0) —x*|| < ¢ = |lx(t) —x*|| < € (2.3)

gilt. Zu jeder e-Umgebung von x* muss also eine §-Umgebung existieren, in der die An-
fangswerte von (1)) liegen, so dass die Losung auf die e-Umgebung beschrankt ist. Die
Ruhelage ist asymptotisch stabil, falls ein 6 > 0 existiert, so dass die Losung zusétzlich
gegen x* strebt:

lz(O)—a'| <6 = Jimat) = 2" (2.4)
O

Satz 2.1 (Indirekte Methode)? Sei z* eine Ruhelage des Systems (2I) und
[ X — R” stetig differenzierbar in einer Umgebung von «*. Die Linearisierung

of (x)

ox

(2.5)

x*

mit Az = & —x* beschreibt die lineare Naherung von (1) in der Néhe von x*. Liegen alle
Eigenwerte von A in der offenen linken komplexen Halbebene C~, dann ist &* asympto-
tisch stabil, liegt mindestens einer in der offenen rechten Halbebene C™, so ist x* instabil.
Liegt mindestens ein Eigenwert auf der Imaginédrachse, dann ist &* eine nichthyperbolische
Ruhelage und eine Stabilitdtsaussage nicht moglich. 0

Die indirekte Methode nach Ljapunow gibt Aufschluss iiber die Stabilitat der Ruhelage,
jedoch nicht iiber die §-Umgebung, also das sichere Einzugsgebiet der Ruhelage. Mithilfe
der direkten Methode nach Ljapunow, bei der das Verhalten des Zustandsvektors anhand
einer skalaren Funktion, der Ljapunowfunktion, beurteilt wird, lésst sich das Einzugsgebiet
der Ruhelage * abschéatzen.

1[22], Definition 3.1 bzw. [53], Definitionen 3.3 und 3.4
2[22], Satz 3.7 bzw. [53], Satz 3.1
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Satz 2.2 (Direkte Methode)? Sei * eine Ruhelage von (ZI) und V : X — R eine auf
X stetig differenzierbare Funktion, fiir die

V(") =V~ und Vi) > V", x#x* (2.6)

gilt?. Ferner nehme V' (z) unter dem Fluss der Differentialgleichung (ZI]) monoton ab:

Vi) = f(x) < 0. (2.7)

V(x) < 0, T #x", (2.8)

dann ist die Ruhelage x* asymptotisch stabil. 0

In vielen Fallen, so auch bei den meisten Beispielen in dieser Arbeit, ist die streng monoto-
ne Abnahme der als Ljapunow-Kandidat angesetzten Funktion nicht gegeben. Der Nach-
weis asymptotischer Stabilitat kann jedoch mit dem Invarianzprinzip nach Krassowskij-
LaSalle trotzdem gelingen. Zum Stabilitdtsnachweis fiir eine konkrete Ruhelage x* bieten
sich — statt des allgemein gefassten Invarianzprinzips — die schon davor formulierten Sdtze
von Barbashin und Krassowskij® an:

Satz 2.3 (Satz von Barbashin) Sei * ecine Ruhelage von (ZI) und V' : X — R eine
auf X stetig differenzierbare Funktion mit den Eigenschaften (2.6) und (Z7)). Sei weiterhin

E={xecX|V(x)=0). (2.9)

Ist die triviale Losung @ (t) = «* die einzige Losung, die unter dem Fluss von (Z1)) in F
bleibt, dann ist die Ruhelage * asymptotisch stabil. O

Gilt obige Aussage auf X = R™ mit einer radial unbeschrankten Funktion V', dann ist die
Ruhelage x* global asymptotisch stabil (Satz von Krassowskij).

3[22], Satz 3.1 bzw. [53], Satz 3.2
4Sie ist damit ,,positiv definit* in um a* und V* verschobenen Koordinaten.
°[22], Satz 3.4 und Korollare 3.1 und 3.2
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Fiir lineare Systeme

T = Ax (2.10)
wird die quadratische Form
L 7
V(z) = ;&' Pz (2.11)

als eine mogliche Ljapunowfunktion angesetzt. Ihre zeitliche Anderung ist mit

: 1 1 1
V(z) = §$TPw+§wTP:'c =: —§wTQ:L' (2.12)

ebenfalls eine quadratische Form. Einsetzen von (ZI0) ergibt die Ljapunowgleichung

ATP+PA+Q = 0. (2.13)

Existieren positiv definite Matrizen P und Q, welche die Ljapunowgleichung lésen, dann
ist (2I1]) eine Ljapunowfunktion und A asymptotisch stabil. Fur die Zuweisung lokal
linearer Dynamik sind die in [6] zusammengefassten Ljapunow-Umkehrsitze von beson-
derem Interesse.

Satz 2.4 (Umkehrsatz 1) Ist A asymptotisch stabil, dann existieren positiv definite
Matrizen P und Q, die die Ljapunowgleichung (2I3)) l6sen. O

Ist dariiber hinaus positive Semidefinitheit von @ gegeben, gilt Folgendes:

Satz 2.5 (Umkehrsatz 2) Ist A asymptotisch stabil und @ positiv semidefinit, dann
ist die Losung P der Ljapunowgleichung (2I3]) ebenfalls positiv semidefinit. Ist zudem
das Paar (Q, A) beobachtbar, hat also die Kalman’sche Beobachtbarkeitsmatrix

T

Q" (@A) ... (A" Y] (2.14)

vollen Rang, dann ist P positiv definit. O
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2.1.2 Zeitveranderliche Systeme

Fiir zeitveranderliche Systeme werden die Begriffe Ljapunow-Stabilitat und asymptotische
Stabilitat analog zu Definition [21] eingefiihrt, mit dem Unterschied, dass 6 = (¢, tg) von
der Anfangszeit ¢y abhéngen darf. Hingt 6 = d(¢) nicht von ¢y ab, dann spricht man von
gleichmdfiger Stabilitit®. Zum Nachweis der Stabilitdt der Ruhelage z* des zeitvarianten
Systems (2.2]) und zur Abschétzung des Einzugsgebiets sind zeitinvariante Schranken einer
zeitverdnderlichen Ljapunowfunktion V(x,t) zu bestimmen.

Satz 2.6 (Stabilitit nichtlinearer zeitvarianter Systeme)” Sei f(x,t) stiickweise
stetig in ¢ und lokal Lipschitz in « fir alle ¢ > 0. Durch B, = {x € R" | || — x*|| < 7} sei
eine kugelférmige Umgebung um die Ruhelage x* definiert. Ferner sei V(x,t) eine stetig
differenzierbare Funktion auf X . Erfillt V' (x, ¢) fir alle t > 0 und € X die Bedingungen

Wi(x) < V(x,t) < Wy(x),

oV (zx,t) N oV (zx,t)
ot Ox

' (2.15)
Ve, t) =

flz,t) < —Ws(z)

mit zeitunabhéngigen, stetigen und positiv definiten Funktionen W;(x), i=1, 2, 3%, dann
ist die Ruhelage x* gleichmdfig asymptotisch stabil. Jede Trajektorie, die in
{z € B, | Wa(x) < ¢} beginnt, wobei ¢ < minjz|—, Wi(x) eine untere Schranke von
Wi(x) auf dem Rand von B, ist, bleibt beschrénkt und strebt fiir ¢t — oo gegen «*. [

Die Bestimmung der zeitinvarianten Schranken liefert, wie in Abb. 2] schraffiert darge-
stellt, mit {& € B, | W)(x) < ¢} eine Abschiatzung des Einzugsgebiets der Ruhelage.

Bei der in dieser Arbeit vorgestellten Technik der Zuweisung lokal linearer Dynamik wird
die lineare Approximation der Dynamik des nichtlinear geregelten Systems als Entwurfs-
grofle vom Benutzer vorgegeben. Im Falle der Trajektorienfolgeregelung ergibt sich ein
lineares, aber zeitvariantes Zielsystem, dessen Stabilitat vorauszusetzen ist. Daher wird
im Folgenden kurz auf die Stabilitéit linearer zeitvarianter Systeme eingegangen.

Die Taylor-Reihenentwicklung nichtlinearer zeitvarianter Systeme (2.2]) lautet
Az = f(x*t) + A()Ax + f,(Ax,t) (2.16)

——
=0

6[53], Definitionen 4.1, 4.2 und 4.5
"[22], Satz 3.8
8D. h. W;(x) haben Minima W} = Wy und Wi = 0 in «* und es gilt W;(x) > W fiir « # z*.
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I
o

I
o

Abbildung 2.1: Zeitinvariante Schranken von V' (z,t) und Abschétzung des Einzugsgebiets.

mit der zeitvarianten Matrix

A(t) = % : (2.17)

T*

der Abweichung von der Ruhelage Ax =  — * und dem Vektorfeld f,(Ax,t), welches
Terme hoherer Ordnung enthalt. Gilt

| fn(Az, 1)

=0, 2.18
[Az|—0 ¢>0 ||A$|| ( )

dann ist die Konvergenz von A(t)Ax gegen f(x*,t) fir Ax — 0 gleichméfig in ¢ und

Ai = A(t)Az (2.19)

die Linearisierung von (Z.2))°. Um eine Stabilitdtsaussage fiir die Linearisierung zu treffen,
ist es jedoch nicht — wie im zeitinvarianten Fall — ausreichend, die Eigenwertlagen von A(t)
fir alle (festen) ¢ > 0 zu tiberpriifen, siehe die Beispiele zur Instabilitit trotz negativer
Realteile [61] bzw. zur Stabilitdt trotz positiver Realteile [65].

Die Losung der zeitvarianten Differentialgleichung (ZI9) hat die Form

Az(t) = ®(t)Az(0) (2.20)

mit der Transitionsmatrix ®(¢) und dem Anfangswert Az(0).

9160], Abschnitt 5.5
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Definition 2.2 (Exponentielle Stabilitit)!® Die Ruhelage Az = 0 von (ZI9) ist
exponentiell stabil, wenn sich die Norm der Transitionsmatrix ®(¢) durch eine Exponen-
tialfunktion

@) < ke, k>0 (2.21)

mit zeitunabhingiger Abklingkonstante abschitzen lésst. U

Eine obere Schranke gemif} (2.21]) kann, wie etwa in [24] oder [10] dargestellt, iiber mehrere
Abschétzungen und unter Anwendung des Bellman-Gronwall-Lemmas ermittelt werden.
Von der ezponentiellen Stabilitat der Linearisierung ist dann auch der Schluss auf die
exponentielle Stabilitat der Ruhelage des nichtlinearen Systems zuléssig:

Satz 2.7 (Methode der Linearisierung fiir zeitvariante Systeme)'!  Sei (2.19)
die Linearisierung von (Z:2)). Es gelte (ZI8) und A(¢) sei beschriankt. Die Ruhelage Az = 0
des linearisierten Systems sei exponentiell stabil. Dann ist auch die Ruhelage * des ur-
spriinglichen nichtlinearen zeitvarianten Systems exponentiell stabil. U

Fiir den Entwurf linearer Zustandsriickfithrungen fiir zeitvariante Eingrofiensysteme bie-
tet sich die zeitvariante Version der Ackermannformel [I3] an'?. Ist die darin enthaltene
Transformation auf Regelungsnormalform eine Ljapunow-Transformation [16], dann folgt
aus der asymptotischen Stabilitat des (durch die Koeffizienten des charakteristischen Po-
lynoms) in Regelungsnormalform vorgegebenen zeitinvarianten Systems auch die asym-

ptotische Stabilitat von (Z19]).

2.2 Differentialgeometrische Begriffe

Insbesondere im Zusammenhang mit der Losbarkeit von Systemen partieller Differenti-
algleichungen, wie sie bei IDA-PBC auftreten, spielen differentialgeometrische Begriffe,
wie die Involutivitit einer Distribution, eine Rolle. Die wichtigsten Definitionen werden
im folgenden Abschnitt vorgestellt. Gut verstédndliche Erklarungen der zentralen Begriffe
finden sich u.a. in [43], [11] und [37].

10[53], Definition 4.3 bzw. [22], Satz 3.9 und die anschlieBende Bemerkung
H[60], Abschnitt 5.5, Satz 15
2Dieser Ansatz ist eine Moglichkeit zur Wahl der lokal linearen Zieldynamik fiir die Trajektorienfolge.
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2.2.1 Vektoren und Kovektoren auf Mannigfaltigkeiten

Unmittelbar verbunden mit der Losbarkeit von Systemen partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung ist die Frage, wann die Losungskurven der gewohnlichen Differentialglei-
chungen

z = f,(x), reXCR" i=1,...,d (2.22)

nicht auf dem gesamten Definitionsraum X C R”, sondern auf einem niedrigerdimensio-
nalen Unterraum, einer sog. Untermannigfaltigkeit des R™ verlaufen.

"""""""""""" ¢ 1 (M) C R?
Lp—l
—
ZC
N
P Za | b

Abbildung 2.2: Glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 2 und Diffeomorphismus zum R2.

Existieren fiir eine Menge M in der Umgebung jedes Punktes & umkehrbar stetig diffe-
renzierbare Abbildungen ¢ bzw. ¢! (Diffeomorphismen) zu einem Unterraum des R?,
sog. Koordinatenkarten (coordinate charts), die sich iiberlappend* zu einem Atlas auf M
zusammenfiigen lassen, dann wird die Menge M als glatte Mannigfaltigkeit'® der Dimen-
sion d bezeichnet. M ist damit lokal diffeomorph zam R?, d.h. kann durch = ¢(z) mit
d lokalen Koordinaten versehen werden (Abb. 2.2)).

Jedem Punkt x einer d-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit M wird ein Tangential-
raum T, M zugeordnet, dessen Basisvektoren in den dort ,angehefteten” lokalen Koordi-
naten {6%1, e %} sind. Verlauft eine iiber die Zeit parametrierte Kurve ~(¢) in M, so
liegt ihr Tangentialvektor zur Zeit ¢ im entsprechenden Tangentialraum (Abb. 23)):

d
2A(t) € Ty M. (2.23)

Die Vereinigung aller Tangentialraume auf M ist das Tangentialbiindel

™ = |J T.M. (2.24)
reM

13 Glatt deutet an, dass die Differenzierbarkeit hinreichend oft gegeben sein muss.
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Abbildung 2.3: Uber die Zeit parametrierte Kurve auf einer glatten Mannigfaltigkeit, Tangen-

tialrdume in zwei Punkten.

Im Rahmen dieser Arbeit sind besonders Mannigfaltigkeiten von Interesse, die durch
Losungskurven von Differentialgleichungen beschrieben werden. Betrachtet man zunéachst
die Differentialgleichung (2.1), so ist ihre Losungskurve durch den Fluss

2(t) = @/ () (2.25)

mit dem Anfangswert @y = x(0) gegeben. Das Vektorfeld f(x) gibt in jedem Punkt
x € X durch

d
7@ = ) (2.26)

den Tangentialvektor an die Losung wieder. Damit ,lebt* f(x) auf dem Tangentialraum
T,X und lasst sich als

" 9 fi(z)
f(x) = Zf@-(w)g = | (2.27)
= L Ul

durch dessen Basisvektoren ausdriicken (Abb. 2.4)).

Zu jedem Tangentialraum existiert ein dualer Raum T;X der linearen Abbildungen des
T, X auf die reellen Zahlen. Dessen Basisvektoren {dxi,...,dz,} sind iber die Paarung
mit den Basisvektoren des Tangentialraums

L
(dxi;ai> =5y, mit &= {0’ ' 7&‘7 (2.28)
T , LF]
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Abbildung 2.4: Vektorfeld und Fluss einer Differentialgleichung.

definiert. Die Elemente des Dualraums, die sog. 1-Formen oder Kovektoren haben damit
die Form

n

w(x) = Y wi@)dr; = |wi(@) ... w. (@) (2.29)
i=1
und lassen sich in Gestalt von Zeilenvektoren notieren. Die Paarung einer 1-Form mit
einem Tangentialvektor

n

(w(@); f(x)) = > wi(z)fi(w) (2.30)

i=1

lésst sich als inneres Produkt des Spalten- und Zeilenvektors in (2.27) und (2.29) schreiben
und ist in der Tat als Abbildung w(f()) mit

w:T,X >R (2.31)

zu verstehen.

Handelt es sich bei den Komponenten eines Kovektors um partielle Ableitungen einer ska-
laren Funktion \(x), dann wird der Kovektor als ezakte 1-Form oder exaktes Differential
bezeichnet und durch

_[ON(=) OX(x)
R e (2.32)

d\(x) = iagg)

notiert. Die Abbildung eines Vektors f(x) durch ein exaktes Differential d\(x)

e f@) = 3 G @) - @) - L@ e




2.2. Differentialgeometrische Begriffe 17

entspricht damit der Lie-Ableitung der Funktion A(z) in Richtung von f(z). Sind die
Komponenten einer 1-Form w(x) tatsichlich partielle Ableitungen einer skalaren Funktion

wi(x) = S t=1,...,n, (2.34)

dann ist nach dem Satz von Schwarz die Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ablei-
tungen von A(x) gegeben und damit

8w,(m) N &uj(w)
&xj N 8x, ’

ij=1,...,n (2.35)

Dies ist somit die notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Potential- oder Stamm-
funktion A\(x), d. h. fir die Exaktheit der 1-Form:

w(x) = d\(x). (2.36)
Obige Bedingung ist gleichzeitig hinreichend (auf einem sternférmigen Gebiet!?):

Satz 2.8 (Lemma von Poincaré)'® Erfiillt die stetig differenzierbare 1-Form w(x)
auf einem sternférmigen Gebiet X die Integrabilitdtsbedinung (235]), dann besitzt sie auf
diesem Gebiet eine Stammfunktion, ist also ein exaktes Differential. O

2.2.2 Distribution und Kodistribution

Wird nicht nur ein Vektorfeld sondern eine Sammlung von Vektorfeldern f,,..., f; auf
X betrachtet, so definiert diese eine Distribution A. Die Distribution

A(x) = span{f,(x),..., fs(x)}, reX (2.37)

ist nicht mehr nur die Abbildung eines Punktes € X auf den Tangentialraum, son-
dern spannt in jedem Punkt einen Unterraum des T, X auf. Versteht man die einzelnen
Vektorfelder f,, i =1,...,d als Spalten einer n x d-Matrix, dann ist durch

dim(A(x)) = Rang ([fi(x) ... fa(@)]) (2.38)

1D, h. es existiert ein Zentrum a, so dass alle Strecken zu jedem Punkt & € X in X liegen.
15[23], Kapitel 5.4, Satz 4
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die Dimension der Distribution an der Stelle & definiert. Gilt A(x) = const. auf der
offenen Menge X, dann wird die Distribution A als requldr oder nichtsinguldr bezeichnet.

Das zur Distribution duale Objekt ist eine Kodistribution, bestehend aus 1-Formen
w; : T,X — R. Eine besondere Kodistribution ist der Annihilator A*. Zu einer d-
dimensionalen Distribution A enthélt er genau n — d 1-Formen w;, die durch

1=1,....,.n—d

j=1,...,d (2.39)

(wil@); fy@) = 0, we X, {

alle Vektoren f, € A ausléschen (annihilieren).

2.2.3 Satz von Frobenius
2.2.3.1 Kommutativitat

Zwei Vektorfelder f und g kommutieren, wenn der Fluss einer Differentialgleichung unter
der abwechselnden Wirkung von f, g, — f und —g fiir jeweils dieselbe infinitesimale Dauer
At wieder den Anfangszustand x( erreicht, also

P, o {)l{ o ®}, 0 ¢'£t(m0) = &y (2.40)

gilt's. Aufgrund der Eigenschaft

o d;V(x) = (2.41)

des Flusses einer Differentialgleichung & = v(x) ldsst sich Forderung (2.40]) dquivalent als

(ﬁit © ¢’£t<w0> = (ﬁfAt © "I’it<w0> (2.42)

x2(2At) zb(2At)

schreiben. Die Differenz zwischen £?(2At) und x’(2At) beschreibt die Vertauschbarkeit
(Kommutativitét) der Vektorfelder. Fir kleine At erhilt man (siche Anhang)

dg(x)

2 (200) — 2 (21) :( I ) — L g<m>) AP = [f(z), g(w)

Zo

i At?. (2.43)

16Das Ergebnis des Ausdrucks rechts vom Operator o wird in den Ausdruck links davon eingesetzt.
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Die Vektorfelder f und g kommutieren also genau dann, wenn ihre Lie-Klammer [f,g|,
welche selbst ein Vektorfeld ist, fiir alle & € X identisch Null ist.

2.2.3.2 Involutivitat

Eine weniger restriktive Eigenschaft als die Kommutativitét ist die Involutivitdt von Vek-
torfeldern (einer Distribution). Eine reguldre Distribution A der Dimension d ist involutiv,
wenn alle paarweise gebildeten Lie-Klammern der enthaltenen Vektorfelder wiederum in
A liegen:

[fi(x), f;(x)] € A(z), 1,3 =1,....,d. (2.44)

Eine nichtinvolutive Distribution A wird durch Hinzufiigen der durch (ggf. wiederholtes)
Anwenden der Lie-Klammer entstandenen neuen Vektorfelder zum involutiven Abschluss
A = inv(A) erweitert.

Es lasst sich leicht zeigen, dass Distributionen linearer Vektorfelder f,(x) = A;x involutiv
sind. Damit ist Nichtinvolutivitit eine Eigenschaft, die ausschliefSlich bei der Betrachtung
nichtlinearer dynamischer Systeme auftritt.

2.2.3.3 Integrabilitat

Eine nichtsingulére Distribution A der Dimension d wird auf einem Unterraum X C R”"
als vollstindig integrierbar bezeichnet, wenn der Annihilator A+ an jedem Punkt € X
von exakten Differentialen reellwertiger Funktionen A\ (), ..., \,—q(x) aufgespannt wird:

A*(x) = span{d) (), ..., d\,_q(x)}. (2.45)
Die Funktionen \;(x) miissen also jeweils den Satz von d homogenen partiellen Differen-

tialgleichungen

O\ () i=1,....d

(@N(@); fi(@) =0 baw.  TLEf(a) = 0, { g @)

erfilllen. Vollsténdige Integrabilitdt bedeutet damit die Existenz von n — d voneinander
unabhangigen Funktionen, die unter dem Fluss der Differentialgleichungen

z = fi(x), i=1,...,d (2.47)
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konstant bleiben. Die Funktionen A;(x), ..., A\,—q(x) lassen sich dann durch

Gari(x) = M(®), ..., On(®) = Apa(®) (2.48)

zur Transformation der Differentialgleichungen (2:47) in neue Koordinaten z = ¢(x)
nutzen. Da unter dem Fluss von (2:47) offensichtlich 2,.;, = \; = 0 fur ¢ = 1,...,d gilt,
sind die transformierten Vektorfelder

fl(:c)> o H(z) = }Z(z) = | : , 1=1,...,d (2.49)

in den letzten n —d Komponenten Null. Die transformierte Distribution spannt somit den
d-dimensionalen Unterraum

0

) (2.50)

A(z) = spanfFu(2). . Ful2)} = span{p

auf. Die Losungen der Differentialgleichungen (247 verlaufen also auf d-dimensionalen
Integralmannigfaltigkeiten, die mit den lokalen Koordinaten z1, . .., z4 versehen sind (siehe
Abb. 23)). Die Transformation der Distribution A auf die Form (2.50) durch einen Dif-
feomorphismus z = ¢(x) wird auch als Begradigen der Distribution (engl. straightening
out, siehe [37]) bezeichnet.

Der Satz von Frobenius gibt eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir die Inte-
grabilitat einer Distribution an:

Satz 2.9 (Frobenius)!” Eine nichtsinguldre Distribution ist genau dann vollstindig
integrierbar, wenn sie involutiv ist. O

Anmerkung: Ist die Distribution nicht nur involutiv, sondern kommutieren alle Vektorfel-

der, gilt also [f;, f j] =0 fir i, = 1,...,d, dann lassen sich Koordinaten konstruieren
[9], in denen die Vektorfelder jeweils Basisvektoren des Tangentialraums sind: f, = a%v

vgl. Beispiel B.11

17[21], Satz 1.4.1
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Abbildung 2.5: Integralmannigfaltigkeiten M; einer involutiven Distribution A =
span{ fi, fo}. Der Tangentialraum in einem Punkt & wird durch die ersten beiden Basisvek-
toren 8%1 und 8%2 in den begradigten Koordinaten aufgespannt. Durch die unterschiedlichen
Losungsmannigfaltigkeiten M; (abhédngig vom Anfangswert x(0)) ergibt sich eine Bldatterung

(engl. foliation) des Zustandsraums.

2.3 Lineare partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung

Die beim IDA-PBC-Entwurf auftretende vektorwertige Restriktionsgleichung stellt ein
System inhomogener linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung der Form

oo+ an(w)agx(j> = b(z) (2.51)

dar. Die partiellen Ableitungen der gesuchten Losung H (x) treten darin linear auf, a;(x),
i=1,...,nsind die Koeffizientenfunktionen und b(x) ist der Quellterm der skalaren Glei-
chung. Wird dieser durch Null ersetzt, erhélt man die zugehorige Rumpf-Differentialglei-
chung oder homogene partielle Differentialgleichung

OH ()
oz,

+ ... F+ay(x) = 0. (2.52)

T T
al( ) al‘l +a2( ) 8952
Setzt man eine Losung der Rumpf-Differentialgleichung in die inhomogene partielle Diffe-
rentialgleichung (Z.51]) ein, so liefert diese keinen Beitrag zur rechten Seite. Das bedeutet,
dass zu jeder partikuldren Losung HP(x) = V(x) der inhomogenen Differentialgleichung
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eine beliebige homogene Lisung der Rumpf-Differentialgleichung H"(x) = ®(x) addiert
werden kann, ohne dass die Losung ihre Giltigkeit verliert:

H(z) = ¥(z) + (x). (2.53)

2.3.1 Methode der Charakteristiken

Zur analytischen Losung der partiellen Differentialgleichung (Z51]) eignet sich die Methode
der Charakteristiken (siehe etwa [41]), die im Folgenden kurz beschrieben wird.

2.3.1.1 Erste Integrale

Durch die Koeffizientenfunktionen der Rumpf-Differentialgleichung ist das charakteristi-
sche Differentialgleichungssystem

Zt‘l aq (a:)
= : bzw. T = a(x) (2.54)

Ty an(x)
definiert. Ersetzen der Koeffizientenfunktionen durch die Zeitableitungen #;, i1 =1,...,n

in (2.52) ergibt mit
0H (x) or@)] || oH()
T T T .
= r = H =0 2.55
oy ox, ’ ox r () ( )
Tn

eine Umformulierung der Rumpf-Differentialgleichung. Man erkennt, dass jede Losung
®(x) der Rumpf-Differentialgleichung gleichzeitig eine Invariante des charakteristischen
Differentialgleichungssystems ist, d. h. eine Funktion, die unter dem Fluss von (2.54]) kon-
stant bleibt. Solche Invarianten oder ersten Integrale werden zur Definition neuer Koor-
dinaten genutzt, in denen die partielle Differentialgleichung (2.51]) auf eine gewdhnliche
Differentialgleichung reduziert wird.

Zur Ermittlung von ersten Integralen wird aus dem charakteristischen Differentialglei-
chungssystem die Zeit eliminiert, was auf ein System von Phasen-Differentialgleichungen

d[[’l aq (m) dxn—l an_l(:c)
— = e = 2.56
dz,, an(x)’ ’ dx,, an(x) (2.56)
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fithrt. Die Festlegung auf dz, im Nenner ist hier willkiirlich. Die Losungen des Systems
von Phasen-Differentialgleichungen'® hangen von @ und von n — 1 Integrationskonstanten

710, - ., T(n—1)0 bzw. Funktionen ¢;(z10,...,2xn-1y), ? = 1,...,n — 1 derselben ab:
r1 = gi(x, 1,00 Cn1)
(2.57)
Tpo1 = Gno1(@,c1y. 0, Cn1).

Das nichtlineare Gleichungssystem ist schliefilich nach

¢ = ¢1(x), e Cno1 = On_1(x) (2.58)

aufzulosen. Die n — 1 Funktionen ¢;(x) bleiben entlang der Losungen von (2.54]) unver-
andert, sind damit erste Integrale und charakterisieren einzelne Losungstrajektorien im
Phasenraum.

Beispiel 2.1 (Ermittlung eines ersten Integrals) Gegeben sei die partielle Differen-
tialgleichung in zwei Variablen

8H(x1, IL‘Q)
al‘l

OH (x4,
+ (1’1 — .TQ)% = b(.ﬁlfl,.TQ). (259)
2

(=21 — x2)

Das charakteristische Differentialgleichungssystem ist

=1L e

und beschreibt einen gedampften Oszillator. Als Losung der Phasen-Differentialgleichung

d[[’l —T1 — T2
-— = — 2.61
dIEQ 1 — X2 ( )
ergibt sich (mit Hilfe eines Computer-Algebra-Systems) die implizite Funktion
arctan (ﬂ) — 1ln (azf + :L’g) —c =0 (2.62)
) 2 ’

8hesonders einfach zu ermitteln im Sonderfall trennbarer Differentialgleichungen
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die, nach der Integrationskonstante ¢; = ¢(x1, x2) aufgelost, das erste Integral definiert.
Beliebige Funktionen von ¢;(x1, xs) losen die Rumpf-Differentialgleichung. U

2.3.1.2 Reduktion auf eine gewohnliche Differentialgleichung

Sind n — 1 unabhéangige, stetig differenzierbare Losungen der Rumpf-Differentialgleichung
und damit erste Integrale ¢;(x), i = 1,...,n — 1 bekannt, dann ldsst sich eine Koordina-
tentransformation z = t(x) mit

z = [zg zy]T = [Za1 - - Zan-1 ZV]T (2.63)

und
Za,l = tl(gbl(m)) R gbn—l(m))
' 2.64
Zan—1 = tn71<¢1(:’c>7 ey (bn*l(w)) ( )
z, = tp(x)
definieren, wobei t;(¢1(x), ..., ¢p_1(x)), i = 1,...,n — 1 voneinander unabhéngige Funk-

tionen der ersten Integrale sind. Die Festlegung der letzten Komponente z, = t,(x) ver-
vollstandigt die Transformation zu einem Diffeomorphismus. Ist

H(z) = H(x)ot !(z) (2.65)

die in die neuen z-Koordinaten transformierte Losung von (Z51]), so driickt

OH (x - ot (x) OH (z) L
8:10, Z(@za] t(x) - o, ) + s, ot(x) - oz, 1=1,....n

(2.66)

die partiellen Ableitungen von H (z) in Abhéngigkeit von g( 2 aus. Eingesetzt in die linke
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Seite von (Z51]) erhalt man

Z(ai@).afl(az)) _ i (m(w)-(ni aH<§) Ot(qj).atj(i??) L OH(2) o t(z) atn(@)).

i=1 8372 i=1 j=1 aza,] 8372 8z,, 8:51
(2.67)
Der unterklammerte Ausdruck lasst sich umstellen zu
=l OH(2) n ot (x)
; <7azaj o t(m)z1 (flz‘(fﬁ)' oz, )> (2.68)
j= 7 i=
Da die Funktionen ¢;(x), j = 1,...,n — 1 Losungen der homogenen partiellen Differenti-
algleichung sind, wird die innere Summe zu Null und (Z67) zu
n OH (x) dtn(z)\ OH(z)
)3 (i) - o ) = ; (i) - e, ) o t(x). (2.69)

Die auf z-Koordinaten transformierte partielle Differentialgleichung (2357]) reduziert sich
damit auf die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

i (ai(m) . 812;(:21:)) ot !(z)- H(z) = b(zx) ot '(2). (2.70)

i=1 0z,

Beispiel 2.2 (Reduktion der partiellen Differentialgleichung) Gegeben ist die li-
neare partielle Differentialgleichung

OH(x) OH(x) OH (x)

= 2. 2.71
To s + D2y + x3 O3 I ( )
Das charakteristische Differentialgleichungssystem lautet
jfl = X9, jfg = 1, 1’3 = I3 (272)
und durch
d d 1
a2 S (2.73)
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sind zwei trennbare Phasen-Differentialgleichungen gegeben. Aus den Loésungen

1
T = 53;3 + ¢ und Ty = Inxg + ¢ (2.74)

ergeben sich die beiden Invarianten

1
2 _ _
Zol = —C] = éxg -1 und Zag = € 2% = 136 "2, (2.75)

welche die ersten beiden Zustidnde in z-Koordinaten definieren. Durch z, = zo wird die
Transformation z = t(x) vervollstdndigt und die gemafl (2.70) in eine gewohnliche Diffe-
rentialgleichung in z, umgewandelte partielle Differentialgleichung (Z771]) lautet

OH(z) 1,
57 5%~ Zal- (2.76)

Die Schar von Losungen in z-Koordinaten ist!?

H(z) = 22} = 2017 + ®(201, %02)- (2.77)
O

Die Koordinaten z,, in denen die Losung der homogenen partiellen Differentialgleichung
vorliegt, werden im Folgenden — es handelt sich ja um Invarianten des charakteristischen
Differentialgleichungssystems — als charakteristische Koordinaten bezeichnet.

2.3.2 Systeme linearer partieller Differentialgleichungen

Beim Regelungsentwurf mit dem IDA-PBC-Ansatz treten Systeme partieller Differential-
gleichungen erster Ordnung der Gestalt

W(x)VH(x) = s(x) (2.78)

auf, wobei die Matrix

W(x) = [wy(x) ... wy(z)], w;: X —>R", i=1,...,d (2.79)

9Wenn klar ist, in welchen Koordinaten die Funktionen definiert sind, wird die Tilde weggelassen.
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die Koeffizientenfunktionen enthalt und

s(x) = [si(x) ... sq(x)]”, s: X - R? (2.80)

den Vektor der Quellterme bezeichnet. Die d partiellen Differentialgleichungen lassen sich

geméB Gl. (2.33) auch in der Form

(dH (x); w;(x)) = s;(x), i=1,...,d (2.81)

darstellen. Gesucht ist die Funktion H (), deren Differential d H (x), mit den Vektorfeldern
w;(x) durch die Paarung (-;-) verkniipft, jeweils den Quellterm s;(x) ergibt.

Losbarkeit. Fiir den Satz von Rumpf-Differentialgleichungen

(dH (x); w;(x)) = 0, i=1,...,d (2.82)

liefert der Satz von Frobenius eine hinreichende Losbarkeitsbedingung. Gesucht ist eine
GroBe H(x), die unter dem Fluss der Differentialgleichungen

& = wi(z), i=1,...,d (2.83)

konstant bleibt. Nach Satz[2.9 existieren n—d solcher Gréfen A;(x), wenn die Distribution

Aw(x) = span{w;(x),...,wy(x)} (2.84)

involutiv ist. Damit ist die Involutivitat von Ay, hinreichend, aber nicht notwendig fir
die Existenz einer Losung des Systems homogener partieller Differentialgleichungen (2:82]).
Dies wird klar, wenn man annimmt, Ay sei nicht involutiv und der involutive Abschluss
Aw habe die Dimension k < n. Dann existieren immer noch n — k Funktionen \;(z), fiir
die

i=1,...k

j=1....n—k (2.85)

(@ (@) () = O, {

gilt, wobei w;(x) die Vektorfelder des involutiven Abschlusses von Ay bezeichnet. Die
Funktionen \;(z) 16sen damit auch (Z82).

Die Losbarkeit des Satzes inhomogener partieller Differentialgleichungen (Z8T]) lasst sich
mit Hilfe des folgenden Satzes aus [8] (darin auch der Beweis) beurteilen.
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Satz 2.10 (Losbarkeit partieller Differentialgleichungssysteme) Der Satz partiel-
ler Differentialgleichungen (2.78) hat genau dann eine Losung, wenn die involutiven Ab-
schliisse Ay (x) und Ay () der reguldren Distributionen Ay () und

Aws(x) = span“w1<w>] lwd(w)]} (2.86)

sq(x)

gleiche Dimension

dim (Ay) = dim (Awy,) < n (2.87)

haben. O

Ist gewdhrleistet, dass der Satz partieller Differentialgleichungen (2.78]) eine Losung be-
sitzt, so lasst sich diese mithilfe eines Computer-Algebra-Systems ermitteln.

2.4 Passivitatsbasierte Regelung

Dieser Abschnitt gibt eine kurze Einfithrung in die passivitatsbasierte Regelung nichtli-
nearer Systeme. Nach der Definition der Passivitat werden einige Figenschaften passiver
Systeme vorgestellt. AnschlieBend wird die Port-Hamilton’sche Systembeschreibung ein-
gefiihrt, welche direkt aus der energiebasierten Modellierung folgt und die Grundlage fiir
das in dieser Arbeit genutzte passivitdtsbasierte Regelungsverfahren IDA-PBC bildet.

Fiir einen Uberblick iiber die passivititsbasierte Regelung bieten sich die Ubersichtsauf-
sitze [32] an. Die Stabilisierung durch Passivierung ist eines der Hauptthemen von [51],
wahrend sich [46] der Stabilisierung (auch Folgeregelung) von elektromechanischen Sys-
temen widmet, die durch Euler-Lagrange-Gleichungen beschrieben werden. In [59] ist die
Modellierung und Regelung von Port-Hamilton-Systemen beschrieben. Der Aufsatz [45]
bietet einen guten Uberblick, speziell iiber die Methode IDA-PBC. Weiterhin sei auf den
Aufsatz [7] verwiesen, in dem der Zusammenhang zwischen Passivitit, Differenzordnung
und Stabilitdt der Nulldynamik eines nichtlinearen Systems hergestellt wird.

2.4.1 Passivitat

Passive Systeme zeichnen sich dadurch aus, dass sie eine Speicherfunktion, d.h. eine ver-
allgemeinerte Energiefunktion besitzen, deren zeitliche Anderung durch eine dem System
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zugefithrte Leistung nach oben beschrinkt ist. Fiir ein passives System mit Eingang Null
dient die Speicherfunktion zum Nachweis der Stabilitat der Ruhelage a*.

Definition 2.3 (Passivitit)? Das steuerungsaffine System

z = f(x)+G(x)u (2.88a)
y = h(x) (2.88Db)

mit dem Zustandsvektor € X C R™ und den Ein- und Ausgangsvektoren u,y € R™
besitze in &* (fiir u = 0) eine Ruhelage. Das System heifit dann passiv, wenn eine nach
unten beschrankte Speicherfunktion H(x) mit H(x*) = H* und H(x*) > H* fir « # «*
existiert?', so dass fiir alle Anfangswerte (0), alle Eingangsgrofen w(¢) und alle ¢ > 0

die Dissipativitdatsungleichung

H(w(t) - H(@(0) < [ s(u(r)y(r)dr (2.5

mit der speziellen Zufuhrrate

s(u(t),y(1)) = y" (H)u(t) (2.90)

gilt. Bei stetiger Differenzierbarkeit der Speicherfunktion, die im Folgenden stets voraus-
gesetzt wird, lautet die differentielle Passivitdtsungleichung

H(z(t)) < yT(t)u(t). (2.91)
O

Bei passiven Systeme mit positiv definiter Speicherfunktion dient diese als Ljapunow-
funktion fir den Fall 4 = 0. Den Nachweis asymptotischer Stabilitdt ermoglicht (falls
nicht bereits H < 0 gilt) das Invarianzprinzip von Krassowskij-LaSalle bzw. die Satze von
Barbashin (Satz 2.3)) oder Krassowskij.

Die Eigenschaft, dass bestimmte Verschaltungen passiver Systeme, so etwa die Riickkopp-
lung und die Parallelschaltung, auf passive Gesamtsysteme fithren [51], ldsst sich zum

20ygl. [51], Definition 2.2
2L H(x) mit diesen Eigenschaften wird der Kiirze halber auch als positiv semidefinit bezeichnet, vgl.
die Fufinote zu Satz
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Regelungsentwurf ausnutzen. Die einfachste Moglichkeit ist das Einbringen zusétzlicher
Déampfung durch eine Ausgangsriickfithrung

u=—-¢y-vy), (wW-y)oly—y)>0, y#y" (2.92)

Die Wirkung entspricht zusatzlicher Reibung in einem mechanischen oder erhohtem ohm-
schen Widerstand in einem elektrischen System. Ist das passive System mit positiv defi-
niter Speicherfunktion Nullzustands-ermittelbar, gilt also y = y* = lim;_,., x(t) = x*,
dann wird durch (292)) die Ruhelage x* asymptotisch stabilisiert®2.

Aufgrund der giinstigen Eigenschaften ist es erstrebenswert, ein gegebenes dynamisches
System (2.88)) durch Regelung in ein passives System zu tiberfiihren. Existiert eine erwei-
terte statische Zustandsrickfithrung

u(x) = a(x) + B(x)v (2.93)

mit invertierbarer Matrix B(x), unter der das geregelte System mit gegebenem Ausgang
(2.88D)) und neuem Eingang v passiv ist, dann wird das Originalsystem (2.88) als Feedback-
dquivalent zu einem passiven System bezeichnet.

Satz 2.11 (Feedback-Aquivalenz)? Das System (Z88) ist genau dann (lokal) Feed-
back-dquivalent zu einem passiven System mit positiv definiter Speicherfunktion H(x),
fir die also H(x*) = H* und H(x) > H*, © # «* gilt, wenn es

e die vektorielle Differenzordnung {1,...,1} an der Stelle * besitzt und

e schwache Minimalphasigkeit von (Z88), also Ljapunow-Stabilitéit der Nulldynamik??
des Systems gegeben ist. O

Es sei nochmals angemerkt, dass Passivitat des durch (Z93) geregelten Systems mit dem
Ausgang (2.88D)) beziiglich des neuen Eingangs v festgestellt wird.

Eine besondere Klasse passiver Systeme stellen die Port-Hamilton’schen Systeme dar.

22[7], Satz 3.2

23[7], Satz 4.7

24Zum Begriff der Nulldynamik siehe z. B. [53], Abschnitt 6.1 oder [7], Abschnitt IV. Es handelt sich
um die interne Dynamik, welche das System beschreibt, wenn der Ausgang (durch ein ausgangsnullendes
Regelgesetz) konstant Null bzw. y* = h(x*) gehalten wird.
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2.4.2 Port-Hamilton-Systeme

Konzentriert-parametrische Systeme lassen sich durch verallgemeinerte Energiespeicher
(die Systemordnung n entspricht in der Regel ihrer Anzahl), dissipative Elemente sowie
Leistungsschnittstellen (Tore, engl.: ports) zur Umgebung modellieren. Jeder Komponente
ist ein Paar von Torvariablen (etwa Kraft/Geschwindigkeit oder Spannung/Strom) zuge-
ordnet, deren Produkt eine Leistung ergibt.

Erfolgt die Verschaltung der (Netzwerk-)Elemente leistungserhaltend, d.h. gilt eine ver-
allgemeinerte Energiebilanzgleichung®, dann lisst sich eine energiebasierte, passive Sys-
temdarstellung ableiten. Kenngroflen eines Port-Hamilton’schen Systems

z = (J(x)— R(x))VH(x) + G(x)u (2.94a)
y = G'(x)VH(x) (2.94D)

sind neben der Eingangsmatrix G : R” — R™*™ die nach unten beschrankte Energie- oder
Hamiltonfunktion H : R® — R sowie die beiden Matrizen J, R : R" — R™*". Wahrend die
schiefsymmetrische Strukturmatriz J(x) den systeminternen Energieaustausch abbildet,
wird durch die symmetrische, positiv semidefinite Dampfungsmatriz R(x) der dissipative
Term in der Passivitdtsungleichung

H(x) = —(VH(x))"Ry(x)VH(z) + y"u < y"u, (2.95)

die sich aus der Definition des kollokierten passiven Ausgangs (2.94D]) ergibt, beschrieben.
Aufgrund der besonderen, inhdrent passiven Struktur bietet sich die Port-Hamilton’sche
Systembeschreibung als Ausgangspunkt fiir den passivitdatsbasierten Regelungsentwurf an.

Beim ,klassischen® Ansatz der passivitatsbasierten Regelung (siehe z. B. [46]) wird, unter
Vorgabe einer gewiinschten, in der Regel quadratischen Speicher- und damit Ljapunow-
funktion H (z), versucht, ein Regelgesetz zu entwerfen, mit dem H(z(t)) < 0 gilt. Proble-
matisch bei diesem Ansatz ist jedoch, dass er fir bestimmte vorgegebene Speicherfunktio-
nen auf eine Inversion der Systemdynamik fithren kann und damit die Minimalphasigkeit
des urspriinglichen Systems voraussetzt.

Beim im Folgenden beschriebenen Verfahren IDA-PBC wird dagegen (in dessen tiblichster
Variante) die Energiefunktion fiir das geregelte System zunéchst freigelassen. Die dem

2’ Mathematisch liegt der Verschaltung eine sog. Dirac-Struktur zugrunde, siehe [59].
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System zuweisbaren Energien ergeben sich aus der Schar der Losungen eines Systems
linearer partieller Differentialgleichungen.

2.4.3 Interconnection and Damping Assignment
Passivity Based Control (IDA-PBC)

Das Ziel von IDA-PBC ist, eine statische Zustandsriickfithrung (2.93)) fiir das durch die
Differentialgleichung (2.88al) beschriebene System zu ermitteln, die das System in die
Port-Hamilton’sche Darstellung

z = (Ju(x) — Ry(x))VHy(z) + G(x)v (2.96a)
y = G'(x)VHy(x) (2.96b)

tiberfithrt. Die anfangs festzulegenden Entwurfsparameter sind die Strukturmatrix J4(x)
und die Dampfungsmatrix Ry(x). Darauthin ist die Energie im Schritt des sog. Energy
Shaping tiber die homogene Losung eines Satzes partieller Differentialgleichungen so zu
formen, dass sich ein Minimum in der gewiinschten Ruhelage * einstellt:

x” = argmin Hy(x). (2.97)

Ist dies gelungen, so gilt entsprechend (Z97) die Passivitdtsungleichung Hy(x) < y"v mit
dem kollokierten passiven Ausgang ([2.96Dl). Die Stabilitédt der Ruhelage x* des geregelten
Systems lasst sich fir v = 0 auf einem durch {& € X | Hy(x) < ¢} abgeschiatzen Gebiet
zeigen. Dabei ist ¢ der grofite Wert von Hy(x), fiir den, bei gleichzeitiger positiver Semi-
definitheit von Ry(x), die Aquipotentialflichen der Energie um x* geschlossen sind. Ist
zudem die grofite in

E = {xc X|(VHyx))" Ry(x)VHy(x) = 0} (2.98)

enthaltene invariante Untermenge die Ruhelage selbst, dann ist «* asymptotisch stabil.

Der Vergleich von (2.88al) mit (2.96al) ergibt die IDA-PBC-Bestimmungsgleichung

f@)+G(x)u = (Jy(x) — Ry(x))VHy(x) + G(x)v. (2.99)

Da fiir m < n die Spalten von G(x) nur einen Unterraum des Zustandsraums aufspannen,
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bleibt ein Teil der Dynamik durch Zustandsriickfiihrung unverdndert. Die Restriktions-
gleichung

G (z)f(x) = G~ (z)(Ju(x) — Ra(x))V Hy(z), (2.100)

welche sich aus der Multiplikation von (299) mit einem Linksannihilator vollen Ranges
n—m

G*(z) :R" - R™>X" it GH(x)G(x) =0 (2.101)

ergibt, driickt diese Einschrankung aus. In dem Satz von n — m linearen partiellen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung fiir die Energie des geregelten Systems Hy(x) miissen
die Matrizen J4(x) und Ry(x) so gewahlt sein, dass eine Losung existiert und diese (Z.97)
erfiillt. Die Losung

Hy(x) = U(x) + P(z,) (2.102)

setzt sich aus einem partikulédren Anteil W(x) und einem homogenen Anteil ®(z,) zusam-
men, wobei letzterer in den charakteristischen Koordinaten z, frei wahlbar ist. Um die
Forderung (297) zu erfiillen, ist ®(z,) so zu formen, dass mit

0°Hy()

T*

VHy(x)] =0 und Q,=

x*

der Gradient der Energie in * verschwindet und ihre Hessematrix @, dort positiv definit
wird. Weiterhin kann durch Variation von ®(z,) z. B. eine Maximierung des Einzugsge-
biets der Ruhelage x* realisiert werden. Die statische nichtlineare Zustandsriickfithrung,
die (2.88al) in das Port-Hamilton-System (2.9 transformiert, berechnet sich schliefllich
aus

u = G (x)((Jy(x) — Ry(x))VHy(x) — f(x)) +v (2.104)
mit der Pseudoinversen der Eingangsmatrix

G'(z) = (GT(2)G(z)) 'G" (z). (2.105)

AnschlieBend an diesen ersten Schritt, in dem bei vorgegebener Struktur- und Damp-
fungsmatrix die Energie in geeigneter Weise geformt wird (Energy Shaping), kann durch
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Ausgangsriickfithrung ([2.92)) zusétzliche Dampfung eingefiigt werden (Damping Injecti-
on).

Ist fiir die Losung von (ZJ00) eine bestimmte Struktur vorgegeben, bei mechanischen
Systemen etwa die Summe aus potentieller und kinetischer Energie, so spricht man vom
parametrischen, ansonsten vom nichtparametrischen Ansatz.

Beim eher uniiblichen algebraischen Ansatz wird die gewiinschte Energie Hy(x) und da-
durch der Ausgang (2.96D) des geregelten Systems von Anfang an festgelegt. Die Re-
striktionsgleichung (2I00) wird dadurch algebraisch und ist nach den Matrizen Jy(x) =
—J¥(x) und Ry(x) = RY(x) > 0 aufzulésen. Ist das urspriingliche System mit dem neuen
Ausgang (2.88a],[2.96D)) jedoch nicht Feedback-aquivalent zu einem passiven System, weil
etwa Minimalphasigkeit nicht gegeben ist, so ergibt die Losung keine positiv semidefinite
Déampfungsmatrix. In diesem Fall lasst sich das System nicht durch Zustandsriickfiih-
rung in ein passives Port-Hamilton-System (2.96) mit der vorgegebenen Energie Hy(x)
iiberfiihren.

Damit ist der algebraische Ansatz, ebenso wie Feedback-linearisierende Verfahren, durch
eventuelle Nichtminimalphasigkeit eingeschrankt. Als Beispiel fiir die resultierende In-
stabilitdt sei auf die partielle Ein-/Ausgangs-Linearisierung des unteraktuierten mechani-
schen Systems Acrobot in Kapitel Bl verwiesen. Mit der Wahl des aktuierten Gelenkwinkels
als Ausgangsgrofle ergibt sich eine instabile Nulldynamik. Durch die Anwendung von IDA-
PBC in der iiblichen nichtalgebraischen Version lésst sich das System jedoch stabilisieren,
wobei der resultierende kollokierte Ausgang eine Funktion der Gelenkgeschwindigkeiten
bzw. mechanischen Impulse ist.

Ein Hindernis beim IDA-PBC-Entwurf ist die Losung der partiellen Differentialgleichun-
gen bzw. schon die Beurteilung der Ldsbarkeit fiir eine gegebene Parametrierung der Ma-
trizen J4(x) und Ry(x). Mit Satz 210 steht eine Losbarkeitsbedingung zur Verfiigung,
mit der solche Parametrierungen der Entwurfsmatriz

Fq(z) = Ji(x) — Ry(z) (2.106)

ausgeschlossen werden konnen, fiir die keine Losung der Restriktionsgleichung existiert.

Passivitatsbasierte Verfahren werden auf eine Reihe technischer Systeme erfolgreich ange-
wandt. Neben Beitriagen zur Regelung leistungselektronischer Schaltungen [52], Anwen-
dungen im Bereich der Antriebstechnik [3] oder von Energieiibertragungssystemen [44]
gibt es zur Klasse der unteraktuierten mechanischen Systeme eine Vielzahl von Arbei-
ten, z. B. [I], B9]. Weiterhin werden passivitatsbasierte Methoden zur Regelung verteilt-
parametrischer Systeme [33], [34] eingesetzt sowie (z.B. in Kombination mit einer flach-
heitsbasierten Vorsteuerung) zur exakten Folgeregelung [15], [57].



Kapitel 3

Normalformen fiir den
Regelungsentwurf mit IDA-PBC

In diesem Kapitel werden zwei Normalformen vorgestellt, welche die Grundlage fiir den
in der vorliegenden Arbeit entwickelten transparenten Regelungsentwurf mit IDA-PBC
darstellen.

Die Normalform der Zustandsdifferentialgleichung beschreibt die im Weiteren betrachtete
Systemklasse, deren Zustandsraum aus aktuierten und unaktuierten Koordinaten besteht.
Wird die Entwurfsmatrix des Port-Hamilton’schen Zielsystems entsprechend aufgeteilt, so
ergibt sich eine erste Klassifizierung der Entwurfsparameter.

Die Normalform der vektorwertigen Restriktionsgleichung folgt aus einer Zustandstrans-
formation, in der die charakteristischen Koordinaten der partiellen Differentialgleichungen
explizit als Zustédnde auftreten, vgl. (Z.64]). Dies ermoglicht, die Wirkung der homogenen
Losung der Restriktionsgleichung in den neuen Koordinaten zu lokalisieren.

Beide genannten Normalformen erlauben spéter, in sehr einfacher Weise Entwurfspara-
meter des IDA-PBC-Ansatzes zur Realisierung gewiinschter lokal linearer Dynamik zu
bestimmen.

3.1 Normalform der Zustandsdifferentialgleichung

Betrachtet werden steuerungsaffine dynamische Systeme

z = f(x)+ G(x)u, e XCR", uweUCR™ (3.1)

Neben dem Drift-Vektorfeld f : X — R™ wirkt iiber die Eingangsmatrix G : X — R™*™

35
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der Vektor der Eingangs- oder Stellgroflen w auf die Zeitableitung des Zustandsvektors
x. Die Eingangsmatrix

G(z) = [g,(x) ... g.(2)] (3.2)

besteht aus den m glatten Eingangsvektorfeldern g, : X — R", die eine Distribution

Ac(x) = span{g,(z), ..., g, (@)} (3.3)

aufspannen. Fiir viele technische Systeme ist diese Distribution — insbesondere, wenn G
konstant ist — involutiv.

Zur Definition der Normalform der Zustandsdifferentialgleichung wird das System (B.1I)
zunéchst ohne Driftterm, also fir f(x) = 0, betrachtet:

z = G(x)u = ZQZ(GJ)% (3.4)

Ist die Distribution Ay der Eingangsvektorfelder involutiv, dann verlaufen geméafl Satz
die Losungen von (34) fir beliebige Eingangssignale u;(t), i = 1,...,m auf m-
dimensionalen, vom Anfangszustand abhéngigen Untermannigfaltigkeiten des R™ (Abb.
B links). Die einzelnen Untermannigfaltigkeiten sind diffeomorph zum R™, d.h. in der
Umgebung jedes Punktes x existiert eine Koordinatentransformation & = ¢(x), so dass
die transformierten Vektorfelder

. Op(x 1y
6.@) = 228 g @)oo a) (35)
T
lokal den R™ mit den Basisvektoren BZZ_, i =1,...,m aufspannen:
(@), G,@)}) = spnf{o . =) = R (3.
span =span{—,...,=—} = : .
p gl ) 7gm p 8{,\61’ ) 8j‘m
Damit lassen sich die Eingangsvektorfelder in der Form
§,(%) = [gav;‘)(@] . i=1,....m (3.7)

mit g, ; : X — R™ darstellen bzw. die transformierte Eingangsmatrix als

G(z) = léao(‘%)] . G X 5 R™™ (3.8)
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Abbildung 3.1: Blédtterung des Zustandsraums durch den Fluss der Eingangsvektorfelder
(links) und Darstellung des Driftvektorfelds (rechts).

Entsprechend (3.0]) lasst sich auch das Drift-Vektorfeld f(x) transformieren und in zwei
Komponenten zerlegen (Abb. Bl rechts):

V]

F#) mg] RS UG TR S et (3.9)

Zusammen lautet die transformierte Zustandsdifferentialgleichung

-Gl e

Durch die Unterteilung der Vektorfelder ist eine Aufspaltung des Zustandsraums in ak-
tuierte und unaktuierte Koordinaten @, bzw. &, gegeben. Die Bezeichnungen sind der
Nomenklatur bei unteraktuierten mechanischen Systemen [54] entlehnt, wo solche ver-
allgemeinerten Koordinaten als aktuiert bezeichnet werden, welche durch &uflere Kraf-
te/Momente angetrieben sind. Hier bedeutet aktuiert bzw. unaktuiert, dass nur die Zeit-
ableitungen der Zustande &, unmittelbar vom Eingangsvektor u beeinflusst werden, wéh-
rend u keine direkte Wirkung auf &, hat (vgl. Abb. 32).

Definition 3.1 (Normalform der Zustandsdifferentialgleichung) Die Darstellung
der steuerungsaffinen Zustandsdifferentialgleichung (B.I)) in der Form

[m“] = [J;a(w)] + [G“(m)l u (3.11)

€, 0

A

—~
8

~—
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. @—»ﬁ—»‘” =
-
A
Ga(w> foz(w> r— Iy
A A n T o
v h
I ()

x, x,

Abbildung 3.2: Normalform der Zustandsdifferentialgleichung im Blockschaltbild.

wird als Normalform (fiir die Parametrierung von IDA-PBC durch Zuweisung lokal linea-
rer Dynamik) bezeichnet. Darin ist der Zustandsvektor & € R" in aktuierte und unaktu-
ierte Koordinaten x, € R™ und x, € R"™™ aufgeteilt. O

Anmerkung: Wird zur Normalform der Zustandsdifferentialgleichung der Ausgang y =
@, definiert, so hat das System Vektor-Differenzordnung {1,...,1} und &, = f,(0,x,)
beschreibt die Nulldynamik.

Im Folgenden wird die Darstellung der Zustandsdifferentialgleichung in der Normalform
(B11)) vorausgesetzt. Entsprechend lésst sich die Entwurfsmatrix Fy(x) = J4(x) — Ri(x)
fir IDA-PBC in Submatrizen aufteilen und die Bestimmungsgleichung (2.99) fir v = 0
in der Form

lwa] B Ea(@] " lGa(@]“ - [Fa(w)] V Hq() (3.12)

x, () 0 F,(x)
————
Fq(z)
angeben. Durch
af (z) vi ()
F,(x) = : und F,(x) = : (3.13)
o, () Vim(T)

sind die Parameter des aktuierten bzw. unaktuierten Teils der Entwurfsmatrix in den
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Vektorfeldern

o X —-R" 1=1,....,m und
‘ (3.14)
vi: X —=R"' j=1...,n—m
zusammengefasst. Setzt man mit
G = [0pmyxm Toom] (3.15)

den einfachsten Linksannihilator fiir die Eingangsmatrix an, so lautet die vektorwertige
Restriktionsgleichung

f,(x) = F,(x)VHy(x), (3.16)
bzw. ausgeschrieben
foi(x) VlT(fL')
fon-m() Vim(T)

Damit treten als Koeffizientenfunktionen der n —m zu lésenden skalaren partiellen Diffe-
rentialgleichungen ausschliefSlich die Elemente des unaktuierten Teils F',(x) der Entwurfs-
matrix auf. Das IDA-PBC-Regelgesetz, in welches die geeignet geformte Losung Hy(x)
einzusetzen ist, lautet schliefllich

u = G, (z)(Fo(x)VHy(z) - fo()). (3.18)
Anmerkung: Die Wahl eines anderen, zustandsabhéngigen Linksannihilators G (x) kann
guinstig sein, wenn die Restriktionsgleichung (3.16) keine akzeptable Losung besitzt. Hierin
liegt weitere Entwurfsfreiheit, die in Abschnitt diskutiert wird.

3.2 Normalform der Restriktionsgleichung

Wahrend die Normalform der Zustandsdifferentialgleichung eine erste Strukturierung der
Entwurfsmatrix F,(x) liefert, hilft eine geeignete Transformation der Restriktionsglei-
chung (B16), deren Losbarkeit und die Wirkung ihrer frei parametrierbaren homogenen
Losung besser zu beurteilen.
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Satz beschreibt eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir die Existenz einer
Losung der Restriktionsgleichung (3.16]), die im Allgemeinen jedoch in Abhdngigkeit der
festzulegenden Elemente der Matriz F,(x) aufwendig zu tiberpriifen ist. Beschriankt man
sich zundchst auf eine konstante Matrix F',,, dann ergibt sich eine deutlich vereinfachte
Losbarkeitsbedingung.

In einer auf Normalform transformierten Restriktionsgleichung tritt pro skalarer partieller
Differentialgleichung nur eine partielle Ableitung der gesuchten Funktion auf. Dadurch
lasst sich ein Teil des transformierten Zustandsvektors unmittelbar mit den charakteristi-
schen Koordinaten identifizieren, wodurch Transparenz bzgl. der Wirkung der homogenen
Losung entsteht.

Der Aufwand, der mit der Konstruktion einer Transformation auf Normalform fiir beliebige
Matrizen F,(x) verbunden ist — ndmlich die Losung eines nichtlinearen Differentialglei-
chungssystems — ist ein weiterer Grund fiir die Beschrankung auf konstante Matrizen F,,
fiir die sich eine einfache, lineare Transformation ergibt.

3.2.1 Normalform und charakteristische Koordinaten

Ausgangspunkt fir die weiteren Betrachtungen ist die im Folgenden definierte besondere
Darstellung der Restriktionsgleichung.

Definition 3.2 (Normalform der Restriktionsgleichung) Lésst sich die Restrikti-
onsgleichung (B.16) mithilfe einer umkehrbar stetig differenzierbaren Koordinatentrans-
formation z = ¢(x) in der Form

.?u(z) = |:O(nfm)><m Infm} Vﬁd<z> (319)
mit
21 Zm+1
z = [ZO‘] Zo = | ¢ z, = : (3.20)
zu ) (6% . ) 14 . .
Zm, Zn

darstellen, so werden die Koordinaten z als Normalkoordinaten bezeichnet und Gl. (3:19)
als Normalform der Restriktionsgleichung. U
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Offensichtlich 16st jede beliebige Funktion @(za) der ersten m Elemente des transformier-
ten Zustandsvektors die zugehorige homogene partielle Differentialgleichung

= (%)T (3.21)

und kann zur partikuldren Losung von (319) addiert werden. Damit ist z, ein Vektor
charakteristischer Koordinaten.

Anmerkung: In gleicher Weise lasst sich der m-dimensionale Vektor charakteristischer Ko-
ordinaten identifizieren, wenn eine Transformation z = t(x) zwar nicht auf die genannte
Normalform fiihrt, sich aber die Restriktionsgleichung in neuen Koordinaten in der allge-
meineren Form

Fu(2) = [0pmyxm V(2)] VHa(2) (3.22)

mit einer reguldaren Matrix V' (z) # I darstellen lasst. Auch in diesem Fall lautet die ho-
mogene partielle Differentialgleichung (nach Multiplikation mit V' ~*(z)) wie in (8:21]) und
der erste Teil z, € R™ des transformierten Zustandsvektors beschreibt charakteristische
Koordinaten.

3.2.2 Transformation auf Normalform

Die Restriktionsgleichung (B.16]) lasst sich auch zeilenweise in der Form

(dHy(x);vi(x)) = fo(x), j=1,...,n—m (3.23)

darstellen. Gesucht ist die Transformation z = t(x), so dass (3:23) zu

. ) _ .
(dHy(2z); —) = fu.(2), j=1...,n—m (3.24)
9z,
wird, d.h. die Vektorfelder v;(x) der Entwurfsmatrix zu Basisvektoren des Tangential-
raums v; = % transformieren®. Ausgeschrieben muss also
v,J

8220) . [1/1(:13) Vn_m(a:)} = {emﬂ ey (3.25)

LGemeint ist der Tangentialraum an einem Punkt der Integralmannigfaltigkeit der Distribution (3.28)).
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gelten. Dieser Satz von Gleichungen fiir z = ¢(x) ldsst sich aufteilen in die Bestimmungs-
gleichungen fiir die charakteristischen Koordinaten z,,; = t;(x)

(dti(x)iv;(x)) =0, i=1,....m (3.26)

und

(dtj(x);vi(®)) = digmegy, i=m+1,...,n (3.27)

fir j = 1,...,n — m. Gleichung (3.26)) ist die Forderung, dass der Annihilator A}l der
Distribution

A, (x) = span{vi(x),...,Vp_m(x)} (3.28)

von vollstédndigen Differentialen dt;(x), . .., dt,,(x) aufgespannt wird, die Distribution also
vollsténdig integrierbar ist. Dies ist nach dem Satz von Frobenius genau dann gegeben,
wenn A, involutiv ist. Mit dieser notwendigen Bedingung ist jedoch nur sichergestellt, dass
eine Transformation existiert, so dass die Vektorfelder ©,(z), j = 1,...,n —m denselben
Unterraum aufspannen wie die letzten n — m Basisvektoren des Tangentialraums, also

~ 0 0
A, = % oo Unm = ..., — L 3.29
(2) = span{E(2). . Fom(2)} = span{g— ) (329
Damit ist Involutivitdt von A, hinreichend fir die Existenz einer Transformation der Re-
striktionsgleichung in die Form (3.22)), jedoch nicht fiir die Existenz einer Transformation
in die Normalform (3.19).

Dazu miissen, wie in Gleichung (B:25)) gefordert, die Vektorfelder ©,(z) selbst Basisvekto-
ren des Tangentialraums sein, es muss also V' (z) = I gelten. Dies ist erst moglich, wenn
die Vektorfelder v,(x) — wie die Basisvektoren in z-Koordinaten — kommutieren (vgl. die

Anmerkung in Abschnitt 2.2.3)):

vi(x),vi(z)] = 0, ,j=1,...,n—m. (3.30)

Anmerkung: Man beachte, dass die Forderung nach Involutivitiat von A, starker ist als die
Losbarkeitsbedingung nach Satz[2.10. Es konnen also auch Losungen der Restriktionsglei-
chung (3I0) existieren, wenn eine Transformation auf die Normalform (B19) oder (3:22])
nicht moglich ist. In diesem Fall verringert sich die Anzahl charakteristischer Koordinaten.
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3.2.2.1 Beliebige Vektorfelder

Die in [9] vorgestellte Prozedur? zur Konstruktion einer Transformation z = t(zx) auf
Normalkoordinaten sei an dieser Stelle kurz skizziert. Die Fliisse der kommutierenden
Vektorfelder v (x), ..., V,_m(x) verlaufen auf einer n—m-dimensionalen Integralmannig-
faltigkeit, die durch m darauf konstante Koordinaten z1, ..., z,, beschrieben werden kann.
Aufgrund der Kommutativitat ist die Reihenfolge der Anwendung der Vektorfelder belie-
big, so dass die Zeiten, fir die jedes Vektorfeld wirkt, als neue Koordinaten z,,.1,..., 2,
auf der Integralmannigfaltigkeit betrachtet werden kénnen. Der zusammengesetzte Fluss
ist dann

Qo o®2  o® (t7([z1,...,2m,0,...,0]7)) =

Zm+2 Zm+1

(3.31)

= t_l([zh sy Bmy AmAly e Zn]T)7

0

R der transformierten Vektorfelder er-
m+j

woraus die gewiinschte Eigenschaft v;(z) =
sichtlich ist.

Beispiel 3.1 (Konstruktion der Transformation) Gegeben sind die beiden kommu-
tierenden Vektorfelder

—I 0
vi(xg) = | 0 |, vy(x) = |23 — 22| . (3.32)
0 —2l‘3

Die von ihnen aufgespannte Distribution ist involutiv und es existiert eine Grofle
z1 = t1(x), die unter dem Fluss der Differentialgleichungen & = v;(x), i = 1,2 erhal-
ten bleibt und durch z; = const. die Integralmannigfaltigkeit beschreibt. Sie ergibt sich
aus einer Losung der beiden homogenen partiellen Differentialgleichungen

(dt1(x);vi(x)) = 0, i=1,2. (3.33)
Man erhalt, z. B. mithilfe eines Computer-Algebra-Systems,

5= ti(x) = 218 (3.34)

N

2Section 4: Coordinates adapted to an integrable distribution
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Zur weiteren Konstruktion der Zustandstransformation werden die Zeiten, fir die jeweils
die Vektorfelder v (x) bzw. vo(x) wirken und damit den Fluss der Differentialgleichung
induzieren, als neue Koordinaten zo und z3 interpretiert. Wahrend der entsprechenden
Intervalle gilt

d d =23 (3.35)
—z = —2z = g = :
a” AT T o

bzw. v(z) = 6%2 und vs(z) = 6%3. Die beiden Vektorfelder transformieren damit zu

Basisvektoren des Tangentialraums. Fiir die linearen Differentialgleichungen im Beispiel
lasst sich der zusammengesetzte Fluss

.T10€722

(29, 23,20) = BL2 o Bl () = | (w20 + w0)e ™ — wgoe > (3.36)

x306—223

analytisch darstellen, woraus sich die Transformationsvorschriften

T, = xj0€ 2 und Ty = Xgpe 273 (3.37)
bzw. umgekehrt
1 1
2o = to(x) = —Inzy + Inzyg und 23 = t3(x) = —§lnx3 + 51I1l’30 (3.38)

ermitteln lassen. Mit (8.34) ist die Transformation auf Normalkoordinaten vollsténdig und
die Multiplikation der Jacobimatrix

1 1 X9
ot(x) 0 7= 2\/5( m_s)
S - 0 0 (3.39)
0 0 —
T3

mit vy o(x) bestatigt, dass beide Vektorfelder zu Einheitsvektoren in z-Koordinaten trans-
formieren. 0

Das beschriebene Vorgehen erfordert die analytische Lisung der im Allgemeinen nichtli-
nearen Differentialgleichungen & = v;(x), welche selbst mit erheblichem Aufwand verbun-
den ist. Die Ermittlung einer Normalform der Restriktionsgleichung ist in dieser Arbeit
jedoch als Hilfsmittel fiir die Parametrierung der Entwurfsmatrix Fy(x) und der Ener-
giefunktion Hy(x) gedacht. Im Hinblick darauf ist es ungiinstig, die Elemente der Matrix
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F,(x) und damit die Koeffizienten(-funktionen) der Restriktionsgleichung (3:16]) vollkom-
men frei zu lassen. Durch die Einschrankung der Entwurfsmatrizen auf die Klasse

Fq(z) = lF;,(w)] (3.40)

mit konstanten Vektoren v; in der unteren Submatrix

T
F, = {1/1 I/n_m} (3.41)
ist die Forderung nach Kommutativitat der Vektorfelder (3.30) automatisch erfiillt und

die Normalform der Restriktionsgleichung lasst sich deutlich einfacher konstruieren.

3.2.2.2 Konstante Vektoren

Die Forderung (3.23)) fiir die Transformation der Vektoren v;, j = 1,...,n —m wird mit
dem Ansatz einer linearen Transformation z = Tx zu

TF! = lo’”;(""”)] &  Fl=T1" [O’”IX(""”)] , (3.42)

d. h. die letzten n — m Spalten der gesuchten inversen Transformationsmatrix sind durch
FT bestimmt, wihrend die ersten m Spalten beliebig gewihlt werden konnen.

Satz 3.1 (Transformation der Restriktionsgleichung) Fir Entwurfsmatrizen mit
konstanter Submatrix F', vollen Zeilenranges n — m wird die Restriktionsgleichung

f.(z) = F,VHy(z) (3.43)

durch eine lineare Koordinatentransformation z = T'a mit

-1

T =[x FI| | (3.44)
wobei die beliebige Matrix * € R™*™ Regularitat von T' gewéhrleistet, in die Normalform
(B19) transformiert. O
Beweis. Durch Einsetzen von z = Tz fir F,, = const. in (3.25). |

Fir die transparente Parametrierung von IDA-PBC stellt sich, wie spater klar wird, die
Wahl T = [FL(x*) FZ]! als giinstig heraus.
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3.2.3 Losbarkeit der Restriktionsgleichung

In Normalkoordinaten lautet die Restriktionsgleichung geméafl (319

OHy(z) OHy(z)

azu,l aZu,n—m

foa(2) oo fonem(z)] = l (3.45)
Die Frage nach ihrer Losbarkeit ist dquivalent zur Frage, wann eine n — m-dimensionale
1-Form mit den Komponenten f, ;(z) ein exaktes Differential ist. Diese Frage wurde jedoch
bereits mit dem Lemma von Poincaré (Satz[2.8]) beantwortet, wonach die Integrabilitats-

bedingung (2.35)

0fi(2)  0fui(2)
8zy7]~ 82’1,72‘

=0, dij=1,....n—m (3.46)

erfullt sein muss. Mit

0fyi(z) _ Ofyilm) . . 0t7'(2)
G = et ) (3.47)
und
1 —1
at (z) = at (z) ej = F;Ijej = I/j (348)

0z, 0z,

fiir t71(z) = T~z nach (844 lasst sich (340) in Originalkoordinaten transformieren:

i)~ Ofpi(®) o
D v, — o v, =0, i,j=1,...,n—m. (3.49)

Satz 3.2 (Losbarkeit der Restriktionsgleichung mit konstantem Hauptteil)
Die Restriktionsgleichung (3.43]) mit konstantem Hauptteil F', gema$ (3.41]) besitzt genau
dann eine Losung, wenn

(dfvi(®);v;) — (dfy(x);vi) = 0 (3.50)

firallei,j = 1,...,n—m gilt. Die Ausdriicke auf der linken Seite sind als Lie-Ableitungen
der Elemente f,;(x) des Quellterms der Restriktionsgleichung in Richtung der konstanten
Vektorfelder v; zu verstehen. OJ
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Beweis. Der Beweis ldsst sich auch tiber die Anwendung von Satz 210 fir W = F,
und s(x) = f,(x) fihren. Da die konstante Matrix W vollen Rang n — m hat, ist die
Distribution Ay, involutiv und hat die Dimension n—m. Losbarkeit ist gegeben, wenn der
involutive Abschluss von Ay s ebenfalls Dimension n —m besitzt. Die Lie-Klammern der
erweiterten Vektorfelder in Ay s sind lediglich in ihren n + 1-ten Komponenten, welche
der linken Seite von (B50) entsprechen, ungleich Null. Da die Distribution Ay ¢ nur
erweitert wird, wenn mindestens eine der n + 1-ten Komponenten von Null verschiedenen
ist, entspricht im betrachteten Fall (350) der Bedingung (2.87)). [

Fir zeitvariante Vektorfelder f,(x,t) und Matrizen F',(¢) ist Bedingung (B.50) in ganz
analoger Weise anwendbar, da die Zeit ¢ — im Gegensatz zu den unabhangigen Variablen

x — als Parameter zu betrachten ist. Entsprechend lautet die Formulierung im zeitveran-
derlichen Fall:

(df,i(z, t);v5(1)) — {df,j(z, t);vi(t)) =0, i,j=1,...,n—m, Vit  (3.51)

3.3 Aquivalente Formulierung der Zustands-
und Restriktionsgleichung

In manchen Féllen schriankt die Losbarkeitsbedingung (8:50) fir die Restriktionsgleichung
(B-43)) eine konstant angesetzte Submatrix F', derart ein, dass gewiinschte Eigenschaften
des resultierenden Port-Hamilton-Systems nicht erreicht werden kénnen (siche Abschnitt
43 fir eine detailliertere Beschreibung). In diesen Féllen kann es von Vorteil sein, eine
aquivalente Bestimmungsgleichung bzw. daraus resultierend eine dquivalente Restriktions-
gleichung zu formulieren, die eine Losung fiir eine konstante Koeffizientenmatrix besitzt.

Multipliziert man die Bestimmungsgleichung (312]) von links mit einer im betrachteten
Gebiet des Zustandsraums reguléren oberen Dreiecksmatrix

(3.52)

D(z) [Dn(?’/‘) Dlz(iv)l’

O(n—m) Xm D3, (.’,C)

ergibt sich eine strukturell identische, dquivalente oder Ersatz-Bestimmungsgleichung

lJ;a(w)] ’ léao(m)] v = [I;(:Eg] VHy(z) (3.53)
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mit

f(z) = D(x)f(z), G(z)=D(@)G(x), Fy(x)=D(@)F). (3.54)
Der Trick besteht darin, das Vektorfeld f, () = Day(x) f,,(x) durch die Wahl von Dy ()
so zu vereinfachen, dass eine Losung der Ersatz-Restriktionsgleichung

f. (@) = F,VHy(x) (3.55)

mit einer konstant angesetzten und in ausreichendem Mafle parametrierbaren® Matrix F,
vollen Zeilenranges existiert. Durch die Konstanz von F, lisst sich die Losbarkeit ein-
fach in Abhéangigkeit der (Ersatz-)Entwurfsparameter tiberpriifen. Die charakteristischen
Koordinaten sind mithilfe der linearen Transformation (3.44]) direkt abzulesen.

Nach einer Vorparametrierung von F', hinsichtlich der Losbarkeit der Ersatz-Restriktions-
gleichung und der Losung derselben kann die zustandsabhéangige Entwurfsmatrix?

Fy(x) = D '(z)F, (3.56)

des Originalproblems zur weiteren Bestimmung der Entwurfsparameter (siehe néchstes
Kapitel) herangezogen werden. Eine Schwierigkeit, die sich aus der Zustandsabhéngig-
keit der resultierenden Entwurfsmatrix des Originalproblems ergibt, ist, dass in der Regel
positive Semidefinitheit der resultierenden Dissipationsmatrix nur in einer — fiir den Sta-
bilitatsnachweis zu bestimmenden — Umgebung der Ruhelage gewéhrleistet ist.

Da die Vorparametrierung von F', rein auf der Ersatz-Restriktionsgleichung (355) beruht,
reicht es, eine Blockdiagonalmatrix

D(ZE) = diag{I, DQQ(QJ)} (3.57)

zur Ermittlung der Ersatz-Bestimmungsgleichung zu verwenden bzw. fiir die urspriingliche
Bestimmungsgleichung (812) den zustandsabhéngigen Linksannihilator

AL

anzusetzen.

3D. h. die Losbarkeitsbedingung soll nicht bereits zu viele Elemente von F,, einschréinken.
4Auch F, sei als konstant angenommen.
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Sind der Driftvektor f(x,t) und die Eingangsmatrix G(x,t) zeitabhidngig, so etwa beim
Problem der Trajektorienfolgeregelung, ist im Allgemeinen der Ansatz einer zeit- und
zustandsabhdngigen Entwurfsmatrix Fy(x,t) notwendig (Abschnitt L4]). Wiederum ist
ein geeigneter Linksannihilator

GL(QI}JJ) = {O(n,m)xm D22<€E,t)} (3.59)

zu ermitteln, mit dem sich die Ersatz-Restriktionsgleichung

f (@, t) = F,(t)VHy(x,t) (3.60)

mit einer zustandsunabhdangigen Matrix ﬁy(t) ansetzen lasst. Die Losbarkeit ist nach
Bedingung (B.51) zu beurteilen. Da die resultierende Energie Hy(x, t) explizit von der Zeit
abhéngt, erfordert der Stabilitdtsnachweis, der mit den in Abschnitt dargestellten
Methoden zu fithren ist, deutlich mehr Aufwand.
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Kapitel 4

Parametrierung von IDA-PBC durch
Zuweisung lokal linearer Dynamik

Auf die im letzten Kapitel eingefithrten Normalformen der Zustandsdifferential- und der
Restriktionsgleichung wird nun zurtickgegriffen, um Parameter der Entwurfsmatrix Fy(x)
und der homogenen Losung ®(z,) zu bestimmen, mit denen die Linearisierung des
aus dem IDA-PBC-Entwurf hervorgehenden Port-Hamilton-Systems gewiinschte Dyna-
mik hat. Hierfiir wurde die Wendung lokal lineare Dynamik gewihlt!. Die lokal lineare
Dynamik wird in Form der Dynamikmatrix A4 des linearisierten Systems vorgegeben.

Die Zuweisung lokal linearer Dynamik greift die Methode der Linearisierung, wie sie in
[60] hinsichtlich der Stabilitdtsanalyse beschrieben wird, auf und nutzt sie zur Regelungs-
synthese fiir nichtlineare Systeme:

The linearization method, as the name implies, consists of linearizing the given
system in the neighborhood of an equilibrium and determining the behavior of
the nonlinear system by studying the resulting linear system. The power of the
method lies in the fact that, except for special cases [...], the method yields
definitive results that are valid in some neighborhood of the equilibrium.

Im Kontext der Zustandsriickfithrlinearisierung wurde in [20] ein Verfahren vorgestellt,
mit dem einem nichtlinearen System durch nichtlineare Zustandsriickfiihrung gewiinsch-
tes, zumindest ndherungsweise lineares Verhalten aufgepriagt und eine quantitative Ab-

'Damit ist ausdriicklich nicht die ezakt lineare Dynamik gemeint, die etwa durch Zustandsriickfiihr-
linearisierung entsteht. Im Hinblick auf die Prignanz der Formulierung wurde auf die Erwdhnung des
Néherungsaspekts in lokal linear jedoch verzichtet.

o1
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schdtzung des Finzugsgebiets der Ruhelage gegeben wird. Zwei wesentliche Unterschiede
zur vorliegenden Arbeit sind hervorzuheben:

e In [20] wird letztlich ein exakt lineares Zielsystem vorgegeben (Gleichung (2) darin,
in der hier verwendeten Notation):

& = f(z)+ Glx)u = Ay, (4.1)

Das dort hergeleitete Regelgesetz besteht aus einem linearen Anteil, der aus dem
linearen Zustandsreglerentwurf hervorgeht und einem nichtlinearen Anteil, um die
Nichtlinearitaten so gut wie moglich zu kompensieren. Hier hingegen sind die Port-
Hamilton’schen Zielsysteme

& = f(@)+G@)u < (Ju(a) - Ru(@))VHi(@) (4.2)

inhérent nichtlinear. Nicht die bestmogliche Kompensation von Nichtlinearitiaten
steht im Vordergrund, sondern die — neben der Vorgabe lokal linearer Dynamik
— vorteilhafteste Zuweisung der Energie Hy(x) fiir das geregelte System, etwa im
Sinne des grofften Einzugsgebiets der Ruhelage.

e In [20] beruht der Stabilitédtsnachweis der Ruhelage auf einer quadratischen Lja-
punowfunktion und einer konservativen Abschéatzung des Einzugsgebiets. Aus dem
IDA-PBC-Entwurf, mit dessen Parametrierung sich diese Arbeit beschéftigt, resul-
tiert hingegen eine beliebig nichtquadratische Energiefunktion, die eine genauere
Abschatzung des Einzugsgebiets erlaubt.

4.1 Motivation

Dieser Abschnitt fasst einige Vorteile des IDA-PBC-Ansatzes zusammen, zeigt aber auch
anhand zweier Beispiele, wie eine missverstandene physikalische Anschaulichkeit zur Fehl-
interpretation des dynamischen Verhaltens fithren kann.

4.1.1 Vorteile von IDA-PBC

IDA-PBC ist ein sehr systematisches nichtlineares Zustandsregler-Entwurfsverfahren, ins-
besondere aufgrund der im Folgenden skizzierten Eigenschaften.
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Stabilitdtsnachweis. Die Energiefunktion Hy(x) des durch Zustandsregelung realisier-
ten Port-Hamilton-Systems dient, zusammen mit der positiv semidefiniten Dampfungs-
matrix, dem Nachweis der Passivitdt und der Stabilitéit. Sie ergibt sich aus dem Regelungs-
entwurf und muss weder anfangs vorgegeben noch im Nachhinein konstruiert werden.

Universalitat. Die Anwendung von IDA-PBC unterliegt grundsétzlich keiner struktu-
rellen Einschrinkung in Bezug auf die Systemklasse?. Da die Regelungsaufgabe die Stabi-
lisierung einer Ruhelage im Zustandsraum? ist, spielt auch die Festlegung eines Ausgangs
und damit Eigenschaften wie Differenzordnung oder Stabilitat der Nulldynamik keine un-
mittelbare Rolle. Die Einschrankungen hinsichtlich Losbarkeit und erzielbarer Dynamik
ergeben sich fiir jedes einzelne System, abhéangig von der Festlegung der Entwurfsmatrix
F,(x), aus dessen spezifischer Restriktionsgleichung,.

Systematik. Die Struktur des geregelten Systems in Port-Hamilton’scher Form bedingt
auch ein sehr systematisches Vorgehen beim Regelungsentwurf. So sind die typischen
Entwurfsschritte:

Vorgabe Parametrierung von Struktur- und Dampfungsmatrix
Schritt 1 Untersuchung der Losbarkeit der Restriktionsgleichung
Schritt 2 Parametrische Darstellung der Losung

Schritt 3 Sicherstellen positiver Semidefinitheit der Dampfungsmatrix
Schritt 4 FEnergy Shaping: Erzeugen eines Minimums der Energie

Schritt 5 Nutzung noch offener Entwurfsparameter zur weiteren Anpassung
der Energie

Schritt 6 Damping Injection: Anpassung des dynamischen Verhaltens durch
Einbringen zusatzlicher Dissipation

Tabelle 4.1: Entwurfsschritte beim konventionellen IDA-PBC-Ansatz.

Entwurfsfreiheit. Mit maximal n? Elementen der Entwurfsmatrix F4(x), die beliebige
Funktionen sein konnen, sowie einer in den maximal* m charakteristischen Koordinaten
frei wahlbaren homogenen Losung der Restriktionsgleichung ist die Entwurfsfreiheit bei

2Die Beschrinkung auf steuerungsaffine Systeme (mit involutiven Eingangsvektorfeldern) in dieser
Arbeit liegt an der fir diese Systemklasse in allgemeiner Form darstellbaren Restriktionsgleichung.

3Dies gilt auch fiir die Folgeregelung: Stabilisierung der Ruhelage Null in Fehlerkoordinaten.

4Vgl. dazu die Anmerkung in Abschnitt
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IDA-PBC enorm. Hinzu kommt die Freiheit in der Festlegung des Linksannihilators, die
etwa den Ansatz einer konstanten (Ersatz-)Entwurfsmatrix erméglichen kann. Die grofie
Entwurfsfreiheit ist jedoch gleichzeitig, und hierin liegt die Schwierigkeit, verbunden mit
der Frage nach der sinnvollen und giinstigen Wahl der Parameter:

Wie sind die Entwurfsparameter von IDA-PBC' zu wdhlen, damit sich ge-
wiinschtes, zu Beginn des Entwurfsprozesses definiertes, dynamisches Verhal-
ten des geregelten Systems einstellt?

Aus der physikalischen Anschauung heraus ist es denkbar, die Struktur- und Dampfungs-
matrix fiir das geregelte System zu Beginn des Regelungsentwurfs so zu wéhlen, dass sich
darin neue Kopplungen zwischen Subsystemen oder verianderte Dissipation in Systemtei-
len abbilden. Zwei Dinge sind jedoch zu beachten:

e In der Regel lasst sich die Losbarkeit der Restriktionsgleichung fiir eine vorgegebene
Parametrierung von Struktur- und Dampfungsmatrix, auch wenn diese physikalisch
plausibel erscheint, nicht durch Augenschein beurteilen, sondern muss anhand der
bekannten Bedingungen tiberpriift werden.

e Die Restriktionsgleichung stellt einen von jeder Parametrierung zu erfiillenden Be-
zug zwischen der Entwurfsmatrix und der neuen Energiefunktion her, so dass eine
Verénderung von Struktur- und/oder Dampfungsmatrix sich in einer modifizierten
Energiefunktion abbilden kann.

Dass eine isolierte Betrachtung der einzelnen Bestandteile der resultierenden Port-Hamil-
ton’schen Systemdarstellung zur Abschétzung der tatséchlichen Dynamik nicht ausreicht
und eine entsprechend einseitige Parameterwahl fiir IDA-PBC sogar auf widerspriichliche
Ergebnisse fithren kann, zeigen die folgenden Beispiele.

4.1.2 Beispiele zur Wirkung der Entwurfsparameter

Zunéchst wird die prinzipielle Schwierigkeit illustriert, dynamisches Verhalten eines Port-
Hamilton-Systems durch die alleinige Betrachtung der Struktur- und Dampfungsmatrix
zu beurteilen.

Beispiel 4.1 (Wirkung unterschiedlicher Energiefunktionen) Gegeben seien zwei
Port-Hamilton-Systeme
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Abbildung 4.1: Antworten der beiden Port-Hamilton-Systeme auf einen Anfangswert.

mit identischer Struktur- und Dampfungsmatrix

0 0 O 1 00
J=10 0 1}, R =10 0 0}, (4.4)
0 -1 0 000
aber unterschiedlichen Energiefunktionen
Lo 2, 2
Hi(x) = S(27 + 25 + 23),
2 (4.5)

1
Hy(x) = (a1 +2)* + 25 + 3).

Das in Abb. 1] links dargestellte (Anfangswert-)Zeitverhalten des ersten Systems lasst
sich unmittelbar durch die Matrizen J und R erklaren. Wahrend J den fortwahrenden
Energieaustausch zwischen zo und z3 beschreibt, klingt x; geméfl R monoton ab. Die
Dynamik von ¥ ist somit in gewisser Weise vorhersehbar. Der Grund hierfiir ist, dass die
Gesamtenergie Hq(x) mit den Quadraten der Systemzustande als Summe diskreter, von-
einander unabhangiger Energiespeicher verstanden werden kann. Da jeder Zustand isoliert
zur Gesamtenergie beitragt, tritt er auch nur im entsprechenden Element des Gradienten
auf und kann nur durch die schiefsymmetrische Strukturmatrix auf die Differentialglei-
chung eines anderen Zustands wirken.

Im Zeitverhalten von Y5 verteilen sich hingegen Abklingen und Oszillationen auf alle drei
Zustande. Im Ausdruck der Energiefunktion Hy(x) kommt es bereits zu einer Kopplung
zwischen den GroBen z; und x, die nicht in J abgebildet ist. Mit der Cholesky-Zerlegung®

SFiir jede positiv definite Matrix existiert eine solche Faktorisierung mit einer invertierbaren unteren
Dreiecksmatrix L [40].
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Q, = LL" der Hessematrix der Energie Hy(x)

110 1
1 2 0 =1
0 01 0

S = O

o [1 1 0
0/ {0 1 0 (4.6)
10 0 1

und der Zustandstransformation @’ = LT lisst sich das Port-Hamilton-System in neuen

Koordinaten durch

1
Hy(x') = 5((1“'1)2 + (25)% + (25)) (4.7)
und
0 0 1 1 00
J =10 0o 1}, R=R=1000 (4.8)
-1 -1 0 0 0O

beschreiben. Die Kopplung zwischen den Zustdnden x} und zf ist nun vollstédndig in der
Strukturmatrix abgebildet. OJ

Dieses einfache lineare Beispiel verdeutlicht, dass zur Beurteilung der Dynamik eines Port-
Hamilton-Systems stets die Entwurfsmatrix J — R und die Energiefunktion H betrachtet
werden miissen. Dass sich die isolierte Festlegung einzelner Parameter widerspriichlich auf
die resultierende Dynamik auswirken kann, zeigt das folgende, ebenfalls lineare Beispiel
der Drehzahlregelung einer permanenterregten Gleichstrommaschine.

Beispiel 4.2 (IDA-PBC fiir eine Gleichstrommaschine) Das Port-Hamilton’sche
Modell einer Gleichstrommaschine mit den Zustdnden Ankerstrom z; und Winkelge-
schwindigkeit x5 sowie der Ankerspannung u als Stellgrofle lautet

Rk 1

= | ¥ JL\vH@)+ |L|u (4.9)
ko _d 0
JL

wobei sich die Gesamtenergie

1 1
H(x) = iLx% + ang (4.10)
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Abbildung 4.2: Winkelgeschwindigkeit (strichliert) und Ankerstrom beim Ubergang zur Soll-
drehzahl 100rad/s. Links: ungeregelt, rechts: IDA-PBC mit virtueller Tragheit J; = J/2.

aus der in der Ankerinduktivitdt gespeicherten magnetischen Energie und der kinetischen
Energie des Laufers zusammensetzt. Die physikalischen Parameter im Beispiel sind der
ohmsche Widerstand R = 1) und die Induktivitdt der Ankerwicklung L = 10mH, die
Motorkonstante k = 0,1 Vs, das Massentrigheitsmoment J = 0,01 kgm? und der viskose
Reibkoeffizient d = 1072 Nms. Fordert man fiir das geregelte System eine analoge Zu-

standsdarstellung

_ Ry ka 1
. L JaL T
€Tr —= kdd (Ciidd VHd(iE) + [(/)d v (411)
JaLg J?
mit der neuen virtuellen Energie
1 2 1. 5
Hd(iE) = §Ld$1 + §deL‘2 (412)

und einer virtuellen Induktivitdt Lg, Tragheit J;, usw., dann lautet die (algebraische)
Restriktionsgleichung

k d kq dg
[E _ﬁ] VH(z) = l T _J_a?] VH,(x), (4.13)

woraus sich die Bedingungen

= (4.14)
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ableiten. Mit dem Ziel, das transiente Verhalten des geregelten Systems zu beschleuni-
gen, wird mit J; = J/2 eine verringerte virtuelle Massentriagheit angesetzt. Wegen der
Bedingungen (£I4]) aus der Restriktionsgleichung miissen dann aber ebenso die virtuelle
Déampfung d; = d/2 und die Motorkonstante k; = k/2 angepasst werden.

Abbildung zeigt die simulierten Transienten von Strom und Drehzahl des ungeregel-
ten bzw. geregelten Systems auf einen Sprung der Eingangsgrofie u(t) bzw. v(t), so dass
sich die stationdre Drehzahl w* = 100rad/s einstellt. Deutlich wird, dass die physikalisch
motivierte, einseitige Festlegung der virtuellen Massentragheit aufgrund der Kopplungen
der Parameter in der Restriktionsgleichung die genau entgegengesetzte Wirkung als be-
absichtigt, namlich eine Verzogerung des Ubergangsverhaltens, hat. 0

4.1.3 Maflnahmen zur transparenten Parametrierung

Um den geschilderten Schwierigkeiten Rechnung zu tragen und eine transparente Para-
metrierung des Regelungsentwurfs mit IDA-PBC zu ermoglichen, werden in dieser Arbeit
folgende Mafinahmen vorgeschlagen:

Zur Losbarkeit der Restriktionsgleichung. Das zu regelnde System wird in der Nor-
malform (BI1) dargestellt und die Submatrix F', in der Bestimmungsgleichung (B.12)
konstant angesetzt. Zur Ermittlung der Restriktionsgleichung wird der einfachste Links-
annihilator (3.150]) verwendet, so dass nur die Elemente von F', als konstante Koeffizienten
der Restriktionsgleichung auftreten. Damit lasst sich die Losbarkeit einfach anhand der

Bedingung (3.50) beurteilen.

Reicht eine konstante Parametrierung von F', nicht aus, um das IDA-PBC-Entwurfs-
problem erfolgreich zu l6sen, wird, wie in Abschnitt beschrieben, versucht, ein Er-
satzproblem mit einer konstanten Matrix F, zu formulieren. Entsprechendes gilt fiir den
zeitvarianten Fall, wobei die Losbarkeit der Restriktionsgleichung mit dem Hauptteil F (1)
durch die zeitvariante Bedingung (3.51]) zu tberpriifen ist.

Zum Umgang mit der Entwurfsfreiheit. Durch die Aufspaltung der Bestimmungs-
gleichung (3.12) in einen aktuierten und einen unaktuierten Teil sowie die Verwendung
des einfachsten Linksannihilators lésst sich, wie in Tabelle dargestellt, die Wirkung
verschiedener Gruppen von Entwurfsparametern lokalisieren.

Die dadurch gegebene Klassifikation der Entwurfsgrofien erleichtert den systematischen
Regelungsentwurf unter Vorgabe lokal linearer Dynamik, da die Entwurfsfreiheit sukzes-
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Entwurfsgrofle Wirkung auf
G*H(x) Losbarkeit der Restriktionsgleichung

F,(x) Losbarkeit der Restriktionsgleichung
Form der Energie

Definitheit der Dissipationsmatrix
F,(x) Definitheit der Dissipationsmatrix
d(z,) Form der Energie

Tabelle 4.2: Entwurfsgrofien und ihre Auswirkungen.

sive, entsprechend der Wirkung der einzelnen Parameterklassen, eingeschrankt werden
kann.

Die bei erfolgreicher Zuweisung lokal linearer Dynamik verbleibende Entwurfsfreiheit l&sst
sich weiterhin zum Anpassen der resultierenden Energiefunktion (Energy Shaping) nutzen.

Zur transparenten Dynamikvorgabe. Die Wunschdynamik soll anhand von Kriterien
vorgegeben werden konnen, die dem Entwerfer eine Einschétzung von Einschwingdauer,
Déampfung und Robustheit des geregelten Systems erlauben. Fiir lineare Systeme bilden
die Figenwerte der Dynamikmatriz diese FEigenschaften ab, fiir nichtlineare Systeme gibt
es keine Entsprechung. Daher wird, wie bereits zu Beginn des Kapitels dargestellt, die
Linearisierung des geregelten Systems

A = o (Fa(x)VHy()) Az (4.15)

mit lokal linearer Wunschdynamik

A = ANz (4.16)

verglichen. Dadurch wird eine quantifizierbare und damit transparente Dynamikvorga-
be fiir das Port-Hamilton’sche Zielsystem in der Umgebung seiner Ruhelage erzielt. Es
stellt sich weiterhin heraus, dass sich mit diesem Vorgehen — in Verbindung mit einer
Transformation der Bestimmungsgleichung auf eine lokale Normalform — die notigen Ent-
wurfsparameter aus der Losung eines linearen Gleichungssystems ergeben und die Defi-
nitheitsprifung der Energie tiberflissig wird.

Damit liefert die Zuweisung lokal linearer Dynamik einen zusétzlichen Vorteil gegentiber
dem iiblichen Vorgehen bei der Parametrierung von IDA-PBC, welches die Definitheits-
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priifung sowohl der Dissipationsmatrix als auch der — meist untibersichtlicheren — Hesse-
matrix der Energie erfordert.

4.2 Grundgleichungen fiir die Zuweisung lokal

linearer Dynamik

Zur Ermittlung einfacher Bestimmungsgleichungen fiir die Zuweisung lokal linearer Dy-
namik ist zunéchst die in einen aktuierten und einen unaktuierten Teil zerlegte Port-
Hamilton-Darstellung des geregelten Systems zu linearisieren. Unter Ausnutzung der be-
sonderen Struktur ist es dann moglich, die Hessematrix der Energiefunktion des Port-
Hamilton-Systems, welches tatsdchlich die lokal lineare Wunschdynamik aufweist, in [o-
kalen Normalkoordinaten anzugeben. Aus der erforderlichen Symmetrie der Hessematrix
ergeben sich dann Bedingungen in Form linearer Gleichungen fiir die Parameter in der
Entwurfsmatrix und der homogenen Losung. Allen weiteren Uberlegungen liegen folgende
Annahmen zugrunde:

Annahme 4.1 Die vorgegebene Dynamikmatrix A, sei asymptotisch stabil.

Annahme 4.2 Die Restriktionsgleichung sei losbar fiir eine (transponierte) Koeffizien-
tenmatrix F7(x), die in der Ruhelage 2* vollen Rang n — m besitzt und deren Spalten
vi(x),i=1,...,n —m eine involutive Distribution A, (x) bilden.

Die zweite Annahme ist Voraussetzung fiir die Regularitét von F4(x*). Diese muss gege-
ben sein, damit der Vergleich des linearisierten Port-Hamilton-Systems (ZI5]) mit asym-
ptotisch stabiler Wunschdynamik (£.I6) und damit regularer Matrix A, gelingen kann.
Weiterhin ist durch die Involutivitdtsforderung gesichert, dass genau m charakteristische
Koordinaten fiir die Losung der Restriktionsgleichung existieren (vgl. Abschnitt B.2.T]).

Durch die Zuweisung lokal linearer Dynamik werden u. a. die partiellen Ableitungen zwei-
ter Ordnung der homogenen Losung ®(z,) so bestimmt, dass die fiir ein Minimum der
Energie in der Ruhelage x* erforderliche positive Definitheit der Hessematrix

82Hd(.’13)
ox?

Q. = > 0 (4.17)

T*

automatisch gegeben ist. Zur Realisierung der Forderung

VHd(w)

=0 (4.18)

T*
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sind hingegen Parameter erster Ordnung, die also die ersten partiellen Ableitungen von
H, betreffen, heranzuziehen. Durch einen entsprechenden Ansatz der homogenen Losung
®(z,) lassen sich die erforderlichen ersten und zweiten Ableitungen unabhdngig vonein-
ander festlegen. Die Bedingung (A.I8)) lasst sich dabei genau dann erfiillen, wenn es sich
beim gewtinschten Gleichgewichtspunkt &* um eine zulédssige Ruhelage handelt, fir die
unter der entsprechenden stationdren StellgroBe u* die Bedingung & = 0 und damit
insbesondere f,(x*) = 0 gilt.

Satz 4.1 Gilt unter der Annahme f,(x*) = 0, dann lasst sich die Forderung (4.I8)
durch Parameter erster Ordnung der homogenen Lésung ®(z,) realisieren. O

Beweis. Ist A, () involutiv, dann existiert eine Transformation der Restriktionsgleichung
auf die Form (322). Mit f,(x*) = f,(z*) = 0 gilt dann auch V., Hy(z*) = 0. Durch die
freie Wahl der partiellen Ableitungen erster Ordnung in der homogenen Losung ®(z,,) ist
Vzaﬁd(z*) = 0 und damit, zurticktransformiert in z-Koordinaten, (£I8)) realisierbar. W

4.2.1 Linearisierung des Port-Hamilton-Systems

Die Jacobimatrix des Matrix-Vektor-Produkts Fu(x)VHy(x) in (@I5) berechnet sich,
wie in Anhang [Bl allgemein beschrieben. Wird durch die Parameter erster Ordnung der
homogenen Losung die Bedingung (418 realisiert, dann bleibt

5z Fi@VH@)|,, = Fula) =557 = Ful@)Qu (4.19)
Die vorzugebende Dynamikmatrix Ay wird durch
A
Ay = |0 “ 4.2
-

in einen aktuierten Teil A, € R™*™ und einen unaktuierten Teil A, € R"™™)*" zerlegt,
wobei letzterer gegentiber der Linearisierung des Originalsystems unverdandert ist:

A, = —f, (@) . (4.21)

Damit liegt die Entwurfsfreiheit bei der Vorgabe lokal linearer Dynamik in den m - n
Elementen von A,. Im Eingrolenfall sind diese durch die — bei lokaler Steuerbarkeit von
(BI0) — beliebig wahlbaren Eigenwerte von A, eindeutig bestimmt, im MehrgroBenfall
kommen zusétzliche Freiheitsgrade (durch die Parametervektoren) hinzu.
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Der Vergleich des linearisierten Port-Hamilton-Systems mit der lokal linearen Wunschdy-
namik lasst sich schliefllich durch die Matrixgleichung

Fua")Q,Az — Az baw. ﬁaéiﬂ Q, - tﬂ (4.92)

ausdriicken. Damit wird auch deutlich, dass, um asymptotisch stabile lokal lineare Dy-
namik mit einer regularen Dynamikmatrix A, erreichen zu koénnen, die Entwurfsmatrix

F (x*) an der Ruhelage vollen Rang haben muss®.

4.2.2 Transformation der Bestimmungsgleichung

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Hessematrix der Energie des geregelten Systems mit zu-
gewiesener lokal linearer Dynamik in einem Satz lokaler Normalkoordinaten darzustellen,
in dem die Wirkung der homogenen Losung sichtbar wird.

Durch Annahme ist gesichert, dass die Restriktionsgleichung fiir eine Matrix F',(x*)
vollen Zeilenranges eine Losung besitzt und genau m charakteristische Koordinaten exis-
tieren. Mit der Festlegung von F',(x*) lasst sich schlieBlich Regularitat von F4(x*) erzie-
len. Dann existiert auch lokal eine umkehrbare Transformation

Az = Fl(z*)Az & Az = F;7(x")Ax, (4.23)

so dass Gleichung (£22)) in den Koordinaten Az

Fyx"QFL(x" Az = AFY(x")Az (4.24)

lautet. Die Matrix

E?d = Fd(w*)QdF§<w*) (4.25)

stellt damit die Hessematrix der Energie in den lokalen Normalkoordinaten Az dar. Die

Wahl dieser Bezeichnung griindet in der Tatsache, dass die Transformationsmatrix T =
ot(x)
oz
Bestimmung der Transformation z = ¢(a) auf Normalkoordinaten erfiillt.

F;T(x*), eingesetzt fiir

«+, die an der Ruhelage ausgewertete Gleichung (3.25) zur

6Dass Regularitiat der Jacobimatrix Ay fiir asymptotische Stabilitit nicht zwingend ist, zeigt das
Beispiel £ = —23. Dieser Sonderfall wird jedoch nicht betrachtet.



4.2. Grundgleichungen 63

Bei den ersten m Komponenten Az, von Az handelt es sich um lokale charakteristische
Koordinaten, da sie mit

0Az,
OAx

_ oz,

(4.26)

r=x*

die bei * ausgewertete Bedingung (3.26]) zur Bestimmung charakteristischer Koordinaten
erfiillen. Damit enthélt die nordwestliche Submatrix

— OPAH(Az)

Qaa = aAzg{ (427)

Az=0

von ad isoliert die zweiten partiellen Ableitungen der Energie (bzw. ihrer quadratischen
Néherung) nach den lokalen charakteristischen Koordinaten Az,.

SchlieBlich lasst sich Gleichung (A24]) als

Q, = AFL(z") (4.28)
bzw. blockweise in der Form
/Qaa /éua ACVFZ x ACVF;{ x”
Qoo Qua| _ (x") (x*) (4.20)
Qau Qm/ AVFZ:(:D*> AVFZ<w*>

darstellen. Es handelt sich um eine gleichwertige Formulierung der Bestimmungsgleichung
(£22) zur Zuweisung lokal linearer Dynamik. Die Submatrizen éij, i,j € {a, v} enthalten
die nach Az, und Az, gegliederten zweifachen partiellen Ableitungen der Energie nach
den lokalen Koordinaten Az.

Zu beachten ist, dass die charakteristischen Koordinaten, in denen eine homogene Losung
der Restriktionsgleichung ®(z!) definiert ist, durch Gl. (8:26]) nicht eindeutig bestimmt
sind. Die in Gl. (£29)) enthaltene Information lasst sich nur dann geradlinig zur Parame-
trierung des IDA-PBC-Ansatzes nutzen, wenn fiir die charakteristischen Koordinaten” z/,
die lineare Approximation

Az’a = |:Im Omx(nfm)} FC?T<:E*)A-’E (430)

"genauer gesagt die Koordinatenfunktionen z), | (), ..., 2}, ,,(z)
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gilt. In diesem Fall stimmt Az’ mit Az, nach Gl. ([@Z3) iiberein und Q,, enthilt die

zweifachen partiellen Ableitungen der Energie H; nach z!, (bei gelungener Zuweisung
lokal linearer Dynamik).

Gilt andererseits

AZ; = {C_l Omx(n—m)} F;T(m*)Am (431)

mit einer reguliaren m x m-Matrix C, dann lassen sich durch

Az, = CAzZ, (4.32)
und
9?Hy(2) —~
v c"Q,.C (4.33)

«

die benétigten zweifachen partiellen Ableitungen der Energie nach z!, ausdriicken.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden (abgesehen vom mechanischen System) zwei un-
terschiedliche Klassen von (ggf. zeitvarianten) Entwurfsmatrizen betrachtet:

Fall 1: Die Entwurfsmatrix F'; ist konstant. Dann ist durch

z=F;"z (4.34)

eine Transformation der Restriktionsgleichung auf die Normalform (BI9) gegeben. Der
Vektor der charakteristischen Koordinaten ist

Zo = [T Opsgom)| Fi'x (4.35)

und entspricht damit (£30) bzw. den ersten Zeilen von (Z£23)).

Fall 2: Fiihrt eine konstante Entwurfsmatrix F4 nicht zur Losung des IDA-PBC-Entwurfs-
problems, wird ein dquivalentes Problem nach Abschnitt [3.3] mit einer konstanten Ersatz-
Entwurfsmatrix F'y angesetzt. Durch

2 =F, (4.36)
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wird die dquivalente Restriktionsgleichung auf Normalform transformiert. Mit Fy =
D(x*)F4(x*) gilt fiir die charakteristischen Koordinaten

2o = {Im Omx(n—m)} DiT(m*)F;T(m*)m (437)
Bei Diagonalform von D(x) nach (857)) entspricht die lineare Approximation wiederum

dem Ausdruck (Z30).

Damit erfiillen die durch (£35) und (437)) definierten charakteristischen Koordinaten-
funktionen die oben genannte Bedingung an ihre Linearisierung und es gilt

~ O*Hy(z ~ O*Hy(%
Q.. = #() bzw. Q. = #() K (4.38)

Um begriffliche Klarheit zu schaffen und die direkte® Anwendbarkeit der vorgestellten
Methode zu gewéhrleisten, wird folgende Annahme getroffen:

Annahme 4.3 Die charakteristischen Koordinaten der Restriktionsgleichung seien der-
art gewéhlt, dass fiir ihre Linearisierung Gleichung (£30) gilt.

4.2.3 Matrixgleichungen

Damit es sich bei der blockweise dargestellten Matrix (£29) tatsdchlich um die Hessema-
trix einer Energiefunktion handelt, muss diese symmetrisch sein:

Q.= Q. (4.39)

Zur Realisierung gewiinschter, durch die frei wahlbare Submatrix A, vorgegebener, lokal
linearer Dynamik muss ferner fiir die Submatrix der zweiten partiellen Ableitungen nach
den charakteristischen Koordinaten

Q.. = AFT(xY) (4.40)

«

gelten.

8d. h. ohne weitere Transformation
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4.2.3.1 Energie

Gleichung (A40) stellt einen linearen Zusammenhang zwischen den zweifachen partiellen
Ableitungen der Energiefunktion beziiglich z, und den Elementen der Matrix F',(x)
dar. Dabei setzt sich éaa aus den Hessematrizen der partikuldren (Superskript W) und
der freien homogenen Losung der Restriktionsgleichung (Superskript @) beztiglich z,
zusammen:

Qoo = Qoo + Qs (4.41)

aia und damit auch aaa lassen sich durch die homogene Losung &D(za) beliebig einstellen.
Fir die einzelnen Elemente der Hessematrizen in den z,-Koordinaten werden folgende
Abkiirzungen eingefiihrt:

OHy(z) U (z) 0B (z,)
i = A a. | i = | i — 4.42
@i 020,i0%a,5 | Vi 020,i0%a,5 | %4 020,i0%a,5 | . ( )
Damit gilt

Die Werte ¢;; geben die Kriimmung der homogenen Losung &D(za) in der Ruhelage z* an.
Da sie in der Regel nicht direkt als Parameter der homogenen Losung auftreten, kénnen
sie als mittelbare Entwurfsparameter verstanden werden.

Beispiel 4.3 (Parameter der homogenen Lésung) Um mit der Ansatzfunktion
B(z24) = puz? die geforderte Kriimmung

0?®(2,)

o = ¢y =1 (4.44)

2a=0

zu realisieren, ist die Parameterwahl u = % erforderlich. Daher ist ¢q; als mittelbarer und
1 als unmittelbarer Entwurfsparameter in der homogenen Loésung zu verstehen. 0

Eine durch (Z40) geforderte Krimmung der Energie ldsst sich fiir eine bestimmte parti-
kulare Losung eindeutig in die dafiir notwendigen Parameter ¢;; und diese wiederum in
die freien Parameter einer geeignet angesetzten Funktion ®(z,) umrechnen.
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4.2.3.2 Symmetrie

Aus der Forderung nach Symmetrie der rechten Seite von (£.29) verbleiben drei Matrix-
gleichungen, die durch geeignete Parameterwahl in der Entwurfsmatrix zu erfiillen sind.
Fiir die Symmetrie der nordwestlichen Submatrix

A Fl(xz*) - F ()AL =0 (4.45)

ist zwischen dem Ein- und Mehrgroflenfall zu unterscheiden. Fir m = 1 ist Symmetrie
(trivial) gegeben, fiir m > 1 ist sie durch die Einschrankung der Entwurfsparameter in
F,(x) sicherzustellen.

Die siidostliche Matrixgleichung
A FT(z*) -~ F,(x*)Al =0 (4.46)

kann aus der Linearisierung der Restriktionsgleichung bei Existenz einer Losung (und
VHd(:c)

« = 0) abgeleitet und damit als erfillt betrachtet werden.

Die letzte Symmetrieforderung bezieht sich auf die Block-Nebendiagonalelemente und
stellt mit

A Fl(z*) - F ()AL =0 (4.47)

einen linearen Zusammenhang zwischen den Parametern der gesamten Entwurfsmatrix
F,(x) in der Ruhelage her.

In allen drei Matrixgleichungen (£40), (£45) und (£47) ist A, durch Gl. (£21]) festgelegt,
wahrend A, je nach Vorgabe der Eigenwerte (und ggf. Parametervektoren) der Wunsch-

Dynamikmatrix A, variiert. Wie bereits erwahnt, enthalt A, die Entwurfsgrofien des
linearisierten Systems, die mithilfe der drei Matrixgleichungen in die Parametrierung von
F,(x) und ®(z,) tibersetzt werden.

4.2.3.3 Skalare Bestimmungsgleichungen

Alternativ lassen sich die Matrixgleichungen zur Zuweisung lokal linearer Dynamik in
skalarer Form angeben (i = 1,...,m):

@1 < Gij = Y agh - (@) — iy, j=1,...,m, (4.48)
=1
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Matrixgleichung Nummer Skalare Gleichungen
Quo+ Qun = Fal@)A] @m) (m? +m) /2
AFL(@") = Fo(a)AL (i) (m? —m)/2
A Fl(x*) = F,(x*)AT @4 m - (n—m)

Tabelle 4.3: Matrixgleichungen zur Zuweisung lokal linearer Dynamik und entspre-
chende Anzahl unabhéngiger skalarer Gleichungen.

@Tm) < Zam (T Zawk air(x*), j=1,...,i—1, (4.49)

E1) < Zamk vii(x Zawk aip(x"), j=1,...,n—m. (4.50)

Mit a, j; wird das gegeniiber der Linearisierung des Originalsystems unveranderte k-te
Element der j-ten Zeile von A, (bzw. der m + j-ten Zeile von A,) bezeichnet, wéihrend
Ao i, das k-te Element der i-ten Zeile von A, (bzw. Ay) darstellt. oy (x*) (bzw. vip(x*))
ist die k-te Komponente des Vektors a;(x*) (bzw. v;(x*)) und somit das (i, k)-te Element
von F,(x*) (bzw. F,(x*)).

Alle von den Entwurfsparametern zu erfiillenden Bedingungen sind in Tabelle mit
der jeweiligen Anzahl skalarer Gleichungen zusammengefasst. In der Summe ergeben sich
m - n Gleichungen bei m - n frei vorgegebenen Elementen a, ;; der Matrix A,. Die Zahl
der offenen Entwurfsparameter, um diese Gleichungen zu erfiillen, hangt stark davon ab,
inwieweit die Entwurfsmatrix (durch die im folgenden Abschnitt beschriebenen Vorpara-
metrierungen) bereits eingeschrankt ist. Stehen mehr als m - n Parameter zur Losung des
dann unterbestimmten Gleichungssystems zur Verfiigung, was héufig der Fall ist, dann
konnen die tiberschiissigen Entwurfsparameter zur Verwirklichung weiterer Entwurfsziele

genutzt werden (siehe Abschnitt ELZ5]).

4.2.4 Festlegung der Entwurfsparameter

Zur konkreten Festlegung der Entwurfsparameter — unter Beriicksichtigung der Einschran-
kungen hinsichtlich Losbarkeit und Definitheit — werden die im Folgenden beschriebenen
Schritte vorgeschlagen.
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4.2.4.1 Erste Vorparametrierung der Koeffizientenmatrix

Da die Losbarkeit der Restriktionsgleichung notwendige Voraussetzung fiir die Losung
des IDA-PBC-Entwurfsproblems ist, findet eine erste Vorparametrierung der Koeffizien-
tenmatrix F',(x) statt. Dazu sind die Elemente der vollbesetzten Matrix

1/11(23) . I/ln(a?)
F(x) = 5 : (4.51)
y(n_m)l(a:) c. I/(n_m)n(iL‘)
mit Hilfe der Losbarkeitsbedingung (2.87) nach Satz [2Z10] einzuschranken. Aufgrund der
aufwendigen Uberpriifung dieser Bedingung ist es zunichst giinstig, den Teil F, der Ent-

wurfsmatrix und damit den Hauptteil der Restriktionsgleichung konstant anzusetzen, so
dass die vereinfachte Losbarkeitsbedingung (3.50) angewendet werden kann®. Fiir

V11 Ce Uin
F, = ST (4.52)
Vin—m)1 --- Vin—m)n
etabliert die Losbarkeitsbedinung (3:50) Verkniipfungen zwischen den Elementen v;; in
Form algebraischer Gleichungen und fordert unter Umstdnden, dass einzelne Elemente

Null werden. Der zweite Fall tritt ein, wenn Terme in (B.50) zustandsabhéngig werden,
wobei gleichzeitig Konstanz der darin vorkommenden Koeffizienten v;; gefordert ist.

Mit dieser Vorparametrierung erhalt die symbolische Matrix F', Nullelemente und Bezie-
hungen zwischen einzelnen Eintragen, wodurch freie Parameter wegfallen.

Beispiel 4.4 (Erste Vorparametrierung) Die Losbarkeitsbedingung (B.50) liefert fiir
die Restriktionsgleichung

[yn V12 V13‘| Vi, () :l 21 ] (4.53)

3
Vo1 Voo Vo3 To + T3 -+ Ty

die Forderung

V1o + (]. + 31‘%)1/13 — V91 = 0. (454)

9Schlagt dieser Ansatz fehl, kann die Formulierung eines dquivalenten Problems, wie sie in Abschnitt
[43] beschrieben wird, Abhilfe schaffen.
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Fiir die konstanten Parameter muss also

Vig — V91 = 0 und V13 = 0 (455)
gelten. Dadurch ist die erste Vorparametrierung der Entwurfsmatrix
F, = [”“ vz 0 ] (4.56)
Viz Va2 Va3

gegeben. O

4.2.4.2 Zur Beriicksichtigung der Definitheitsbedingungen

Fir den erfolgreichen IDA-PBC-Entwurf sind die Entwurfsparameter weiter einzuschran-
ken, um die beiden Definitheitsforderungen

Q,>0 bzw. Q;>0 und  Ry(z*)>0 (4.57)

einzuhalten. Sowohl die Elemente der Hessematrix ad nach (4.29) als auch die Eintrige
der Dissipationsmatrix in der Ruhelage

R(') = —5(Fu(’) + Fi(a") (4.58)

héngen linear von den Entwurfsparametern o;;(x*), v;;(x*) und ¢;; ab. Es erweist sich
als glinstig, zundchst fiir positive Semidefinitheit der Dissipationsmatrix zu sorgen, da

1. diese im Gegensatz zu Q, nach (Z29) nur von den Entwurfsparametern in F(a*)
abhangt und

2. fur Ry(x*) > 0 bei gleichzeitiger Zuweisung asymptotisch stabiler lokal linearer
Dynamik auf die Definitheitspriifung von @, verzichtet werden kann.

Der erste Punkt ist offensichtlich. Anzumerken ist jedoch, dass zur Uberpriifung der Se-
midefinitheit alle Hauptunterdeterminanten einer Matrix zu untersuchen sind, wogegen
fiir die Definitheit die Betrachtung der nordwestlichen Hauptunterdeterminanten reicht
[35].
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Der zweite Vorteil erschlie§t sich, wenn die quadratische Néaherung der Energie

1
AHy(x) = éAa:TQdA:B (4.59)

unter der durch Parametrierung nach Tabelle erzielten lokal linearen Dynamik

Az = Fy(x")QAx = A;Azx (4.60)

betrachtet wird. Je nachdem, ob der zweite oder dritte Term der Gleichung fiir Az bei
der Ermittlung der Zeitableitung von (A.59) eingesetzt wird (mit R4(a*) nach Gl. (£5S)),
ergeben sich die Ausdriicke

AHy(x) = —Ax"Q, Ry(x*)Q Ax (4.61)

bzw.

AHy(x) = %AmT(AdTQd + QA Ax. (4.62)

Der Vergleich beider Ausdriicke liefert eine Ljapunowgleichung fiir das linearisierte Port-
Hamilton-System bei erfolgreich zugewiesener lokal linearer Dynamik:

ATQ,+ QuA, +2Q Ry(z")Q, = 0. (4.63)

Nach Satz 2.4] existieren fiir eine asymptotisch stabile Matrix A, positiv definite Matri-
zen Q, > 0 und 2Q R,(x*)Q,; > 0 (bzw. Ry(x*) > 0), die diese Gleichung 16sen. Das
bedeutet allerdings nicht, dass zu einer bestimmten Hessematrix Q,, die durch willktirli-
che Festlegung von aaa — unter Beachtung der Matrixgleichung (€29) — positiv definit
gemacht wurde, auch die entsprechende, wenigstens positiv semidefinite Matrix Ry(x*)
existiert. Dieser Schluss ist unzulassig:

A, asymptotisch stabil , @, > 0 nach Tabelle %  Ry(x*) > 0.

Beispiel 4.5 (Falsche Parameterwahl) Die Matrixgleichungen in Tabelle zur Zu-
weisung lokal linearer Dynamik lassen sich fiir vorgegebene Matrizen @, (so dass Q, > 0)
und F', gemaf

Fl(a) = A [FQA] (1.6

a
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auflosen. Gegeben ist (als akademisches Beispiel) das System [29]

l"l —2l‘1 — X2 1
do| = 1 + (0] w (4.65)
T3 Ty + 23 + 23 0

mit der Linearisierung in der Ruhelage * = 0

—2 —1 0 1
A= |1 0 0Az+ |0|Au. (4.66)
0 1 1 0

Die instabile Gleichgewichtslage des lokal steuerbaren Systems soll mittels IDA-PBC sta-
bilisiert werden, wobei die lokal lineare Wunschdynamik durch die Matrix

—4 -7 -8
A;j=11 0 0 (4.67)

mit dreifachem Eigenwert in —1 vorgegeben wird. Die Entwurfsmatrix wird mit

F 11 Qi Qg3
a] Vi1 V12 UVis (468)

Vo1 Va2 V23

konstant angesetzt. Die Restriktionsgleichung ist bereits in (A.53]) dargestellt und liefert
die erste Vorparametrierung (4.56]).

Aus Gleichung ([64]) erhdlt man die Submatrix

—4v1 — Trgg
Fg = qi11 — 161/11 — 601/12 — 561/22 — 641/23 y (469)
—q11 + 161/11 + 561/12 + 49V22 + 56V23

mit der sich fiir beliebige Werte der Elemente der Koeffizientenmatrix F', und der Kriim-
mung der Energie in der charakteristischen Koordinate

_ 0%Hy(z)

qi1 = Tz%’ 21 = Rq = []_ 0 O]F;Ta: (470)
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die durch Az = A ;Ax definierte lokal lineare Wunschdynamik einstellt. Die Hessematrix
in Normalkoordinaten lautet dann

- qi1 —4vy — Tvyy —4via — Trgy — 8ieg
Qd == —41/11 — 71/12 V11 V12 . (471)
—4v19 — Tray — 8iag V12 Voo + Va3

Um die Definitheitspriifung zu vereinfachen, werden die Parameter

7
V19 = 0 und V93 = —gl/gg (472)

gewahlt, so dass die ersten beiden Elemente der dritten Zeile und Spalte zu Null werden.
Als Bedingungen fiir die positive Definitheit von @, lassen sich dann angeben

>0, 0<uy< % Vay > 0. (4.73)

Die Dissipationsmatrix mit den bis hierhin festgelegten Parametern lautet

dvny S(15011 — qu) 511 — 8w
R, = |1(15041 — qn) 0 —3vn | . (4.74)
%(Jn — 8y —%V22 %V22

Fir 9y # 0 ist jedoch die siidéstliche 2 x 2-Hauptunterdeterminante negativ, wodurch
positive Semidefinitheit der Dissipationsmatrix ausgeschlossen ist, auch wenn Q, positiv
definit ist. O

4.2.4.3 Zweite Vorparametrierung der Entwurfsmatrix

Wird, statt ad > 0 sicherzustellen, durch eine zweite Vorparametrierung der Entwurfs-
matrix fiir positive Semidefinitheit der Dissipationsmatrix (£58)) in der Ruhelage gesorgt,
kann Satz zum Definitheitsnachweis der Hessematrix angewandt werden. Demnach
besitzt die Ljapunowgleichung (£63]) fir eine asymptotisch stabile Matrix A, und eine
positiv semidefinite Matrix 2Q,;R;(x*)Q, (gleichbedeutend mit R4(x*) > 0) zumindest
eine positiv semidefinite Losung Q,; > 0.

Bei erfolgreicher Zuweisung lokal linearer Dynamik, also Losung der Matrixgleichungen
in Tabelle @3] gilt die Gleichung F4(x*)Q, = A4. Da die asymptotisch stabile Matrix
A, regulér ist, haben auch die Matrizen Fy(2*) und @, vollen Rang, woraus sich @, > 0
ergibt. Es gilt somit der folgende Schluss:
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A, asymptotisch stabil ,  Rgi(2*) > 0 nach Tabelle = Q;>0.

Im Rahmen der zweiten Vorparametrierung werden Entwurfsparameter in F,(x*) und
der bereits vorparametrierten Matrix F', weiter eingeschrankt. Zum einen werden dabei
algebraische Gleichungen zwischen den Elementen von F,(x) etabliert, mit denen jene
Zeilen und Spalten der Dissipationsmatrix zu Null werden, die aus der ersten Vorparame-
trierung bereits eine Null auf der Hauptdiagonale besitzen. Dadurch wird Indefinitheit von
R,(x*) verhindert. Zum anderen ergeben sich Ungleichungen fiir die Entwurfsparameter,
die aus den Determinanten-Ungleichungen fiir Semidefinitheit folgen.

4.2.4.4 Hauptergebnis

Durch die beiden Vorparametrierungen und das Nutzen des Ljapunow-Umkehrsatzes
lasst sich schliefllich ein Verfahren formulieren, systematisch eine Parametrierung fiir den
IDA-PBC-Entwurf zu erhalten, mit dem sowohl die gewtinschte lokal lineare Dynamik rea-
lisiert als auch Stabilitat des resultierenden nichtlinearen Port-Hamilton-Systems gezeigt
werden kann. Dabei entfillt die explizite Definitheitspriifung der Energie- bzw. Ljapu-
nowfunktion Hy(x). Grundlage ist der folgende Satz:

Satz 4.2 (Zuweisung lokal linearer Dynamik) Gegeben sei eine asympto-
tisch stabile Wunsch-Dynamikmatrix A, und eine erste Vorparametrierung der
Koeffizientenmatrix F', () mit vollem Zeilenrang n —m (Annahmen .1 und [4.2).
Durch die geeignete Wahl der Parameter erster Ordnung der homogenen Loésung
O(z,) sei VHy(x)
z, Annahme [A.3] erfiillen. Dann gilt Folgendes:

«+ = 0 sichergestellt, wobei die charakteristischen Koordinaten

Fir eine Parametrierung der Entwurfsmatrix F4(x) und der zweiten partiellen

Ableitungen aia der homogenen Losung ®(z,) nach z, gemafl Tabelle 3], wel-
che Ry(x*) > 0 gewahrleistet, ist gleichzeitig @, > 0 erfiillt. Das bedeutet, die
Hessematrix der Energie Hy(x) fiir das durch das IDA-PBC-Regelgesetz

u = —f,(x)+ F,(x)VHy(x) (4.75)

erzeugte Port-Hamilton’sche System

z = Fy(x)VHy(x) (4.76)
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ist an der gewiinschten Ruhelage x* positiv definit. Weiterhin ist durch

A& = ANz (4.77)

die lineare Naherung des geregelten Systems in x* gegeben. U

Beweis. Durch die Parameterwahl nach Tabelle ist die Gleichung F,(x*)Q, = Ay
erfiillt und damit die Linearisierung von (4.706]) gegeben durch (£77). Positive Definitheit
von @, folgt aus der Anwendung von Satz[Z5] wie in Abschnitt .2.4.3] beschrieben. W

Die Abschétzung des Einzugsgebiets der Ruhelage x* erfolgt, wie bei IDA-PBC iiblich:
Sei Qg die Menge aller € X, fiir die Ry(x) > 0 gilt und die * enthélt. Sei darin
Qg die Menge aller , welche auf geschlossenen Niveauflichen der Energie Hy liegen, die
keine weiteren lokalen Minima als «* einschliefen'’. Dann ist Q0 eine Abschitzung des

Einzugsgebiets der Ruhelage * (Abb. [L3).

Anmerkungen: Das Gleichungssystem nach Tabelle ist, trotz der Einschrankungen
durch die beiden Vorparametrierungen der Entwurfsmatrix, in der Regel unter- oder we-
nigstens exakt bestimmt, so auch in allen Beispielen in dieser Arbeit. Der Grund ist, wie
bereits in dargestellt, die gegeniiber den in A, vorgebbaren m-n Parametern deut-
lich hohere Zahl von freien Parametern in Fy(x) und den ersten und zweiten Ableitungen
der homogenen Losung ®(z,).

Durch die Losung der Bestimmungsgleichungen in Tabelle [4.3] werden Entwurfsparameter
des IDA-PBC-Ansatzes ermittelt, welche die lokalen Eigenschaften asymptotische Sta-
bilitat der Ruhelage x* und gewiinschte lokal lineare Dynamik des resultierenden Port-
Hamilton-Systems einstellen. Die aufgrund der Unterbestimmtheit des Gleichungssystems
verbleibenden freien Parameter konnen zur Verbesserung der Eigenschaften des geregel-
ten Systems im Groflen genutzt werden, etwa um das durch die Energiefunktion Hy(x)
quantifizierte Einzugsgebiet der Ruhelage zu vergroBern. Mit dem selben Ziel kann die
homogene Losung in Termen hoherer Ordnung als 2, die nicht auf die zweiten partiellen
Ableitungen wirken, frei angepasst werden.

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Anwendung von Satz zur Parametrierung der
nichtlinearen IDA-PBC-Regelung. Im folgenden Abschnitt [4.2.5] wird darauf Bezug neh-
mend illustriert, wie mit den verbleibenden freien Entwurfsparametern und Termen ho-

0Durch den Nebensatz wird sichergestellt, dass keine andere Ruhelage in Qg liegt als z*.
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Abbildung 4.3: Darstellung geschlossener Hohenlinien von Hg, der Rénder der Mengen Qg
und Qg sowie der Abschéitzung des Einzugsgebiets der Ruhelage (schraffiert).

herer Ordnung in der homogenen Losung die Eigenschaften des geregelten Systems weiter
angepasst werden konnen.

Beispiel 4.6 (Zuweisung lokal linearer Dynamik, [29]) Statt wie in Beispiel
durch gezielte Parameterwahl die Hessematrix ad positiv definit zu machen, werden jene
Parameterwerte bestimmt, fiir die die Dissipationsmatrix wenigstens positiv semidefinit
ist (zweite Vorparametrierung). Aus der ersten Vorparametrierung (£50]) folgt die Dissi-

pationsmatrix
—o —%(Oéu +v11) —%(0413 + v12)
Rd = —%(0412 + 7/11) —U12 _%VQQ . (478)
—%(Oélg + v12) _%VQQ —U23

Vereinfachend werden die Parameter

19 = —U11 und 13 = —UV19 (479)

festgelegt, so dass die erste Zeile und Spalte nur aus dem Diagonalelement —aq; bestehen.
Damit ist R; genau dann positiv definit, wenn die Bedingungen

aqp < 0, V19 < 0, Vo3 < 0 und V222 < 4119193 (480)

erfiillt sind. Da nur z,, = x; aktuiert ist, ist Gleichung (£.45]) skalar und damit automatisch
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erfiillt. Die Matrixgleichungen (£40) und (A47) liefern das Gleichungssystem

11 + Y1+ 4aqyg — 4v — 8re = 0,
o1 + 41/11 + 71/12 = 0, (481)

Vi1 — 319 — Ty — 8y = 0,

welches (als eine Moglichkeit) eindeutig nach ¢q1, aq; und vy aufgelost werden kann,
wobei V19, 199 und 13 als freie Parameter iibrig bleiben:

11 = 10501 + 161w9g + 184193 — 911,
a1 = —191/12 - 281/22 - 321/23, (482)

vi1 = 3V + Tuag + 8uag.

2
Setzt man zur weiteren Vereinfachung v, = —1 an und driickt v53 durch 13 = —k% aus,
dann ergibt sich die Dampfungsmatrix

—19 + 281/22 — 8]{71/222 0 0
R, = 0 1 —Jum|. (4.83)

Die Matrix ist positiv definit fiir Parameterwerte in den offenen Intervallen

49 7T V/49-38k 7 /49— 38k
ke (1, %) und Voo € <E - T, E -+ T) (484)

bzw. semidefinit bei Einschluss der Grenzen fur eines der Intervalle. Innerhalb dieser
Intervalle sind k und 14y freie Entwurfsparameter.

Fir £ = 1 und 199 = 1,25 erhélt man die positiv semidefinite Matrix

35 0 0
Ry= |0 1 —0,625|. (4.85)
0 —0,625 0,6252

Nach Satz ergibt sich aufgrund der asymptotisch stabilen lokal linearen Dynamik auch
eine positiv definite Hessematrix Q. Dazu muss die weiter oben berechnete Kriimmung
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¢11 der Energie in der charakteristischen Koordinate z, noch in Parameter der Ansatz-
funktion umgerechnet werden. Letztere wird zu

1 1
P(za) = §M22§ + Zmzi (4.86)
gewahlt. Aus einer partikuldren Losung W (x) der Restriktionsgleichung (die mittels Com-
puter-Algebra berechnet wurde und der Kiirze halber nicht dargestellt ist), lasst sich 11,

ermitteln und schlieflich durch den Vergleich der ersten Gleichung von (£.82) mit

0*®(2,)
022

P =

= iz (4.87)

z*=0

der Parameter puy. Als Koeffizient der 4. Potenz von z, spielt u4 fir die lokal lineare
Dynamik keine Rolle, kann aber zur Anpassung der Energie im Groflen ungleich Null
gewahlt werden.

Die Bedingung VHgy(2)
keine Anpassung der Energie durch Parameter erster Ordnung von ®(z,) notig.

-+ = 0 ist fiir die gegebene partikuliare Losung erfiillt und somit
Im Regelgesetz

u = —fi(x)+ F,VHy(x) (4.88)

sind nun vgy, k (und damit v53) sowie py freie Parameter, mit denen das Systemverhalten
bei gleichbleibender Dynamik der Linearisierung weiter angepasst werden kann. O

4.2.5 Zum Umgang mit der verbleibenden Entwurfsfreiheit

Anhand des vorangegangenen Beispiels wird illustriert, wie die bei der Zuweisung lokal
linearer Dynamik frei gebliebenen Parameter zur Verwirklichung weiterer Entwurfszie-
le — exemplarisch zur Vergroflerung des abgeschitzten Einzugsgebiets — genutzt werden
konnen.

Abbildung 7] zeigt die grofiten geschlossenen Niveauflichen der Energiefunktion Hy(x)
aus Beispiel fiir jeweils zwei unterschiedliche Werte der freien Parameter k und vys.
Weiterhin wird durch die Gewichtung p4 # 0 ein Term vierter Ordnung zur homogenen
Losung der Restriktionsgleichung (entsprechend einem kubischen Term im Regelgesetz)
hinzugefiigt (rechts). Die Zuordnungen der Parametrierungen zu den Grafiken sind Tabelle
4.4 zu entnehmen. Man beachte die unterschiedliche Skalierung der Achsen in den Fallen

(e) und (f).
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Voo k fa x5 (0)
(a) 1,25 1,1 0 0,19
(b) 1,25 1,0 0 0,25
(c) 1,0 1,1 0 0,20
(d) 1,0 1,0 0 0,21
(e) 1,0 1,1 100 0,34
(f) 1,0 1,0 100 0,42
linear - - - 0,16

Tabelle 4.4: Parameter fiir Beispiel und Anfangswerte z3(0), ab denen Instabilitéit eintritt.

Um die unterschiedlich parametrierten nichtlinearen IDA-PBC-Regelgesetze gegentiber-
zustellen und auch mit der entsprechenden linearisierten Zustandsriickfiithrung

of1(x)
ox

Uy = —1Tl X = —(

~F.Q,)x (4.89)

x*=0

zu vergleichen, werden die verschiedenen Regelungen fiir die Strecke (L.G6H) fur Anfangs-
werte £(0) = [0 0 23(0)]7 simuliert'!. Dabei ergeben sich die ebenfalls in Tabelle E4]
dargestellten Grenzen z*(0) fiir den Anfangswert von x3, ab dem Instabilitit des geregel-
ten Systems eintritt. Die Grenzen liegen — wenn auch in unterschiedlichem Ausmafl — fiir
die verschieden parametrierten IDA-PBC-Regelgesetze hoher als fiir den vergleichbaren

linearen Zustandsregler.

In Abb. sind Transienten der Systemzusténde fiir einen Anfangswert x3(0) = 0,2 dar-
gestellt. Wahrend die Ruhelage * = 0 unter der linearen Zustandsriickfiihrung nicht
stabilisiert werden kann (oben rechts), gelingt dies mit den meisten der nach Tabel-
le [4.4] parametrierten nichtlinearen IDA-PBC-Regelgesetze. Die Transienten der beiden
dargestellten Félle (b) und (f) dhneln — was beabsichtigt war — stark dem linearen Ver-
gleichssystem @ = Agx (oben links). Wahrend Fall (b) mit dem Referenzsystem fast
tibereinstimmt, wirkt das Einschwingverhalten in (f) verzerrt. Dies ist auf den kubischen
Term im Regelgesetz zuriickzufiithren, der mit py = 100 recht stark gewichtet ist.

Die hier dargestellten Auswirkungen der (sehr tberschaubaren) Variation von Parame-
tern, die keinen Einfluss auf das an der Ruhelage ausgewertete lokal lineare Verhalten
haben, machen zwei Dinge deutlich: Zum einen lasst sich sehr wohl das Einzugsgebiet
und damit auch die Robustheit der Stabilitdt der Ruhelage optimieren (Energy Shaping).

Hmit einer StellgroBenbegrenzung |u| < tmax = 10
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Abbildung 4.4: Grofite geschlossene Niveauflichen moglicher Energien in Beispiel

Zum anderen ist, insbesondere bei der Variation von Parametern hoherer Ordnung in der
Energiefunktion Folgendes zu beachten: Zwar wird das durch die Linearisierung beschrie-
bene Verhalten an der Ruhelage nicht beeinflusst, jedoch zeigen die Parameter hoherer
Ordnung bei entsprechender Gewichtung bereits in naher Umgebung der Ruhelage eine
Wirkung, die das vorgegebene lokal lineare Verhalten ggf. deutlich tiberlagern kann.

4.3 Zustandsabhangige Entwurfsparameter

Zur Parametrierung des IDA-PBC-Entwurfs durch Zuweisung lokal linearer Dynamik wur-
de bis hierher der Fall einer konstanten Submatrix F', betrachtet. Diese Matrix stellt
den konstanten Hauptteil der Restriktionsgleichung dar, die sich aus der Multiplikation
der IDA-PBC-Bestimmungsgleichung (8.12) mit dem einfachsten Linksannihilator (315
ergibt. In manchen Féllen — so etwa im Beispiel weiter unten — wird durch die erste Vor-
parametrierung der Entwurfsmatrix (Losbarkeitsuntersuchung der Restriktionsgleichung)
die Entwurfsfreiheit derart eingeschrankt, dass das notwendige Formen der Energie in be-
stimmten Koordinaten verhindert wird. Weiterhin kann die erste Vorparametrierung die
Regularitat der Dissipationsmatrix ausschlieen, die jedoch fiir den Stabilitdtsnachweis
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Abbildung 4.5: Transienten des Zustands in Beispiel fiir £(0) = [0 0 0,2]7.

im zeitveranderlichen Fall, etwa bei der Trajektorienfolge (vgl. Abschnitt [6.2]), giinstig
ist.

Ein denkbarer Ausweg ist das Aufheben der Einschrinkung auf konstante Koeffizien-
tenmatrizen F',. Der Umgang mit der dann gegebenen Entwurfsfreiheit durch beliebige
Funktionen fiir die Elemente von F,(x) ist im Allgemeinen jedoch schwierig; bereits die
Untersuchung der Losbarkeit nach Satz 210 wird deutlich aufwendiger.

Eine andere Moglichkeit, welche in dieser Arbeit verfolgt wird, ist, die bisher ungenutzte
Entwurfsfreiheit im Linksannihilator zu verwenden, um eine Vereinfachung des Quellterms
der Restriktionsgleichung herbeizufithren. Dann lésst sich, wie in Abschnitt beschrie-
ben, eine dquivalente Restriktionsgleichung mit konstantem Hauptteil ansetzen, fiir die
die schwéchere Losbarkeitsbedingung nach Satz anwendbar ist.

Multiplikation der Bestimmungsgleichung

(4.90)
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mit dem modifizierten Linksannihilator

G (1‘) - [O(n—m)xm D22(m)]7 (491)

wobei Dy () € R(™=™*("=m) i einer ausreichenden Umgebung der Ruhelage x* regulir
ist, liefert die dquivalente Restriktionsgleichung

Doy(x)f,(x) = Da(x)F,(x) VHy(x). (4.92)

}u(x) FV

Durch geeignete Wahl der reguliren Matrix Dao () ist dafiir zu sorgen, dass der Quellterm
}'V(:B) derart vereinfacht wird, dass mit einer konstant anzusetzenden Ersatz-Koeflizienten-
matrix F, die Restriktionsgleichung losbar ist — bei vollem Zeilenrang der durch die
Losbarkeitsbedingung eingeschrankten Matrix. Nach abgeschlossener erster Vorparame-
trierung kann der unaktuierte Teil der eigentlichen Entwurfsmatrix

A

F,(z) = Dy (2)F, (4.93)

berechnet werden. Durch die zweite Vorparametrierung ist sicherzustellen, dass die resul-
tierende Dampfungsmatrix Ry(x) auf einem ausreichend grofien Gebiet um die Ruhelage
x* positiv semidefinit ist. SchlieBlich lasst sich unter Anwendung von Satz die Pa-
rametrierung zur Zuweisung lokal linearer Dynamik gemafl Tabelle bestimmen. Das
folgende Beispiel illustriert das Vorgehen.

Beispiel 4.7 (Zustandsabhingige Entwurfsmatrix, [29]) Betrachtet wird das Sys-
tem

Zt‘l —2l‘1 — X2 1
Zt‘g = T + 10 u, (494)
T3 Ty + X3 + 2013 0

welches sich gegeniiber ([94) nur geringfiigig unterscheidet (woz3 statt x3 in der letz-
ten Differentialgleichung). Die Linearisierung in der Ruhelage x* und die vorgegebe-
ne lokal lineare Wunschdynamik sind unverandert (£66) und (@67). Die IDA-PBC-
Bestimmungsgleichung mit konstant angesetzter Entwurfsmatrix F'; lautet

—2x1 — X9 1 11 Qi Qg3
I + |0l u = Vi1 UVig2 Vi3 VHd(l‘) (495)
0

2
To + T3 + X223 Vo1 Vo2 o3
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Damit die durch die beiden letzten Zeilen gegebene Restriktionsgleichung eine Losung
Hgy(x) besitzt, muss laut ([3.50)

(1 + ZL‘%)I/D -+ (]_ + 2[L‘2l‘3)1/13 — Uy = 0 (496)

gelten, woraus sich die Bedingung v15 = 113 = 151 = 0 ableitet. Unter dieser Einschran-
kung lautet die Hessematrix der Energie in lokalen Normalkoordinaten'? nach (Z2Z9)

- i+ ¢ —4vn —Trye — 8iig
Q; = Qg 281 0 (4.97)

Q12 + Q13 0 Vo + Va3

und die Dissipationsmatrix

—o —%(0412 +rn) —jous
R, = —%(Oém + 1/11) 0 —%1/22 . (4.98)
—5013 _%VQQ —la23

Damit letztere positiv semidefinit sein kann, sind 19, = 0 und 53 < 0 notwendig. Un-
ter diesen Bedingungen ist jedoch das letzte Element von éd nichtpositiv, was positive
Definitheit von ad verhindert. Damit fithrt die konstante Parametrierung der Koeffizien-
tenmatrix fiir das Originalsystem nicht zum Erfolg.

Durch eine Multiplikation der urspriinglichen Bestimmungsgleichung (4.95) mit der Dia-
gonalmatrix

. 1

lasst sich der Quellterm der Restriktionsgleichung vereinfachen: zs und 3 treten in ge-
trennten Summanden auf. Fiir eine nun konstant angesetzte Ersatz-Entwurfsmatrix F,
(aus der mittels Fy(z) = D™ (x)F, die Entwurfsmatrix des urspriinglichen Problems
berechnet wird) lautet die Restriktionsgleichung

X

x3
x2 + 1+m§

. (4.100)

[Vn Vig 113

Vo1 Vo2 123

1 VH(z) =

12An dieser Stelle ist die Bestimmungsgleichung (£47) noch nicht ausgewertet.



84 KAPITEL 4. PARAMETRIERUNG VON IDA-PBC

0,6
— 1 — I
T T T T] i -T2
== 3 R Y F Z3
8 8 ob [ NN _‘_- —
g A
1 -0,3
Vergleichs-
System IDA—PBC
-0,6
10 15 0 5 10 15
t t

Abbildung 4.6: Transienten des Zustandsvektors in Beispiel 7] fiir (0) = [0 0 0,3]7.
Die Losbarkeitsbedingung nach (B:50) fiur die Ersatz-Restriktionsgleichung lautet

1 — a2
(17—%1:3) Dy — Dy = 0 (4.101)
3

und ist fir die Parameterwerte ;3 = 0 und 09, = 05 erfiillt. Es handelt sich um dieselbe

Dig +

formelle Einschrankung der Koeffizientenmatrix wie in Beispiel 1.6l Setzt man ebenso
analog zu Beispiel 1y = —07; und Gz = —rpp = 1 an sowie ersetzt Doy = —ikﬁgz, SO
erhédlt man die Dampfungsmatrix

—19 + 2809 — 8kD2, 0 1}
Ry(z3) = 0 1 % 2 (1+x3) : (4.102)

Fir die Parameterwahl k& = 1,25, 150 = 1,5 und eine Gewichtung uy = 100 des Terms
vierter Ordnung in der homogenen Losung (4.86]) ist die oben angegebene Dampfungsma-
trix positiv definit fiir |z3| < 0,46. In Abb. sind die Transienten des Zustandsvektors
fiir das lineare Vergleichssystem und die durch IDA-PBC-Regelung stabilisierte Strecke
dargestellt. Zwar fillt die Ahnlichkeit der Zeitverliufe schwicher aus als in Beispiel E.6]
zu bemerken ist jedoch, dass der entsprechende lineare Regler bereits fiir Anfangswerte
x3(0) > 0,33 die Ruhelage * nicht mehr zu stabilisieren vermag. O

4.4 Zustands- und zeitabhingige Entwurfsparameter

Wird IDA-PBC in Kombination mit einer, etwa flachheitsbasierten, Vorsteuerung verwen-
det [56], dann lautet die Regelungsaufgabe, den Trajektorienfolgefehler e(t) = a(t) —x4(t)
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zu beseitigen, also fur lim; . e(t) = 0 zu sorgen. Das IDA-PBC-Entwurfsproblem wird
in diesem Fall fur das zeitvariante Fehlersystem formuliert, was auf den Ansatz

et [ < [Fletlomen

fithrt. Wie im vorigen Abschnitt beschrieben, mag eine zustandsunabhéngige Entwurfsma-
trix F'4(t) ungeeignet sein, das Regelungsproblem zu 16sen, etwa weil — unter Berticksichti-
gung der Losbarkeitsbedingung (B.51]) — die Entwurfsmatrix singular wird oder der Stabi-
litdtsnachweis nach Satz 2.6l durch Semidefinitheit der Dampfungsmatrix R,(t) erschwert
oder verhindert wird. Wiederum kann die Formulierung einer Ersatz-Restriktionsgleichung
durch Verwendung eines zustands- und zeitabhangigen Linksannihilators

A

G (et) = [0 myxm Danle,t)] (4.104)

Abhilfe schaffen. Durch einen vereinfachten Quellterm }V(e,t) konnen sich weniger re-
striktive partielle Differentialgleichungen

f.(e.t) = F,(t)VHy(e,t) (4.105)

mit einer zustandsunabhéngig angesetzten Koeffizientenmatrix ergeben. Analog zum vo-
rigen Abschnitt ldsst sich aus der vorparametrierten Matrix Fy(t) die eigentliche Teil-
Entwurfsmatrix F',(e,t) berechnen.

Eine besondere Schwierigkeit der Zeitvarianz liegt bereits in der Vorgabe der zeitveran-
derlichen lokal linearen Solldynamik

e = Ayt)e. (4.106)

Zunachst ist zu beachten, dass der Stabilitdtsnachweis fiir ein solches lineares zeitvariantes
System deutlich aufwendiger ist und etwa die Lage der Eigenwerte, ausgewertet fiir feste ¢,
kein Kriterium fiir Stabilitdt oder Instabilitiat darstellt [61], [65]. Da A4(t) bei der Parame-
trierung von IDA-PBC nur als Hilfsgrifle verwendet wird und der Stabilitdtsnachweis fiir
das geregelte nichtlineare System Ljapunow-basiert mithilfe der resultierenden Energie-
funktion nach Satz 2.6l durchzufiihren ist, wird der ezakte Stabilitatsnachweis von (4106
zunéchst vernachlassigt.

Der Kerngedanke der Zuweisung lokal linearer Dynamik ist das — im Rahmen der In-
terpretierbarkeit von Eigenwerten — vorhersehbare dynamische Verhalten des geregelten
Systems. Daher wird folgendes Vorgehen zur Parametrierung einer Trajektorienfolgerege-
lung vorgeschlagen:
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e Die zeitvariante Wunsch-Dynamikmatrix A4(t) ist so festzulegen, dass die Eigen-
werte fiir alle £ > 0 in der linken komplexen Halbebene liegen. Fiir eine gentigend
langsame Trajektorie bzw. , gutmiitiges“ Systemverhalten kann die Stabilitiat des
zeitvarianten linearen Systems angenommen werden.

e Als Anhaltspunkt fiir die Wunschdynamik dient eine mittlere konstante Dynamik-
matrix A, mit vorgegebenen Eigenschaften. Der unaktuierte Teil A, entspricht der
Jacobimatrix von f,(e,t) an einem mittleren Punkt der Solltrajektorie, A, wird
der Wunschdynamik entsprechend ermittelt.

o A, wird als aktuierter Teil der Matrix A4(t) in die Bestimmungsgleichungen zur
Zuweisung lokal linearer Dynamik eingesetzt. Die Annahme im ersten Punkt ist
anhand der resultierenden Eigenwerte von Ag4(t) entlang der Trajektorie zu verifi-
zieren.

e Der Stabilitdtsnachweis fiir das resultierende nichtlineare Port-Hamilton-System er-
folgt nach Satz 2.6l

Der Entwurf einer Folgeregelung unter Zuweisung lokal linearer Dynamik wird am Labor-
versuch ,,Schwebende Kugel“ in Abschnitt illustriert.

4.5 Vergleich mit dem iiblichen Vorgehen zur
Parametrierung von IDA-PBC

Die Zuweisung lokal linearer Dynamik stellt einen neuen Zugang zur Parametrierung des
nichtlinearen Zustandsreglerentwurfs mit IDA-PBC dar. Anhand der Flussbilder in Abb.
4.7 wird dieser Ansatz dem bisher iiblichen Vorgehen gegentibergestellt.

4.5.1 Konventionelles Vorgehen

Wie bereits in Abschnitt kurz dargestellt, setzt sich die gangige Prozedur beim IDA-
PBC-Entwurf aus einem Schritt, in dem fir vorgegebene Struktur- und Démpfungsma-
trizen die Energie giinstig geformt wird (Energy Shaping) und einem ggf. anschlieSenden
Einbringen zusétzlicher Dampfung (Damping Injection) zusammen. Anders formuliert be-
steht der Entwurfsprozess aus der anfianglichen Strukturvorgabe (A), der Energieformung
(B) und einer abschliefenden Dynamikanpassung (C).
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(A)

Die Strukturvorgabe, d.h. die Wahl von J4(x) und R,4(x), erfolgt zum einen nach
physikalischen Erwéigungen. Zum anderen sind an dieser Stelle bereits solche Pa-
rametrierungen auszuschlieflen, fiir welche die Losbarkeit der Restriktionsgleichung
nicht gegeben ist. Die Struktur beider Matrizen wird mit noch offenen Parameter-
werten festgelegt und sichergestellt, dass Ry(x) positiv semidefinit sein kann.

Bei der Energieformung wird versucht, durch Variation der homogenen Losung und
der freien Parameter in der Entwurfsmatrix Fy(x) = J4(x) — Ry(x) die Energie so
zu gestalten, dass sie ein Minimum in der gewiinschten Ruhelage annimmt. Gleich-
zeitig wird eine moglichst grofie Ausdehnung des durch die Energie abgeschatzten
Einzugsgebiets der Ruhelage angestrebt. Uberpriift wird die Giiltigkeit der Para-
metrierung im Wesentlichen anhand der positiven Definitheit der Hessematrix Q)
der Energie, zu gewéahrleisten ist aber gleichzeitig Rg(x) > 0. Ist eine der beiden
Bedingungen nicht erfiillt, so miissen Parameterwerte angepasst (1) oder ggf. die
Struktur der Entwurfsmatrix neu angesetzt (2) werden.

Nach gelungener Formung der Energie wird das dynamische Verhalten (in der Si-
mulation) tberpriift. Ist es nicht zufriedenstellend (3), erlaubt das nachtrigliche
Einfiigen von Dampfung eine Anpassung der Dynamik.

4.5.2 Zuweisung lokal linearer Dynamik

Beim in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren wird die Reihenfolge der Entwurfsschritte
umgekehrt. Ausgehend von der Dynamikvorgabe (A) anhand des asymptotisch stabilen
linearen Referenzsystems wird die dafiir notige Struktur ermittelt (B). Schlielich wird

ebenfalls in einem Schritt der Energieformung (C) die verbleibende Entwurfsfreiheit ge-

nutzt.

(A)

Anhand der Linearisierung der Strecke in der gewiinschten Ruhelage wird tiber ein
lineares Zustandsregler-Entwurfsproblem eine Dynamikmatrix A, mit gewiinschten
Eigenschaften ermittelt. Bei den Eigenwerten der Matrix handelt es sich um Grofien,
die die Dynamik, insbesondere das Storverhalten, quantifizieren. Mit dem Ziel der
Dynamikvorgabe werden sie (und ggf. die Parametervektoren) bzw. die resultieren-
den Elemente des aktuierten Teils A, der Dynamikmatrix als neue, zu Beginn des
Entwurfsprozesses vorgegebene Parameter fiir den IDA-PBC-Ansatz betrachtet.

Fir das IDA-PBC-Entwurfsproblem (bzw. ein Ersatzproblem) wird eine Entwurfs-
matrix mit konstantem Teil F', angesetzt, die beziiglich der Losbarkeit der Restrik-
tionsgleichung eingeschréankt wird (erste Vorparametrierung). Eine zweite Vorpara-
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Abbildung 4.7: Flussbilder zur Parametrierung von IDA-PBC. Links: Ubliches Vorgehen,
rechts: Zuweisung lokal linearer Dynamik.
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metrierung schafft die Voraussetzung fiir positive Semidefinitheit der Dampfungs-
matrix. Das (in der Regel unterbestimmte) lineare Gleichungssystem zur Zuweisung
lokal linearer Dynamik wird nach Entwurfsparametern in Fy(x) und der homoge-
nen Loésung der Restriktionsgleichung gelost. Gilt fiir die resultierenden Parameter
R,(x*) > 0, ist gleichzeitig positive Definitheit der Hessematrix der Energie in der
Ruhelage gesichert. Deren Uberpriifung kann somit entfallen. Eine Reparametrie-
rung der Entwurfsmatrix (1) kann dann nétig werden, wenn Ry(x) > 0 wegen einer
zu starken Vereinfachung der Entwurfsmatrix im Rahmen der Vorparametrierungen
verhindert wird oder zu wenige freie Parameter iibrig bleiben. Weiterhin kann eine
Anpassung der vorgegebenen Dynamikmatrix A, stattfinden (2). Im Beispiel des
Hydraulikaktuators (Abschnitt [6.3]) hangt etwa Q, und damit die Form der Energie
stark von den Imaginéarteilen der vorgegebenen Eigenwerte ab.

Mit den freien Parametern, die aufgrund der meist vorliegenden Unterbestimmtheit
des linearen Gleichungssystems zur Verfiigung stehen, wird im letzten Schritt die
Form der Energie, ggf. iterativ (3), angepasst, etwa um das abgeschétzte Einzugs-
gebiet der Ruhelage zu maximieren.

Schliefflich lasst sich das folgende Schema zur Parametrierung von IDA-PBC angeben,

das auch in den Beispielen in Kapitel [0l angewandt wird:

Vorgabe Lokal lineare Wunschdynamik
Schritt 1 FErste Vorparametrierung: Losbarkeit der Restriktionsgleichung

Schritt 2 Zweite Vorparametrierung:

Schritt 3 Parametrische Darstellung der Energiefunktion
Schritt 4 FEinstellen der Ruhelage durch den Gradienten der Energie

Schritt 5 Losung des Gleichungssystems zur Zuweisung lokal linearer Dynamik

Schritt 6 Festlegung der noch offenen Parameter (Energy Shaping)

Voraussetzung fiir positive Semidefinitheit der Dampfungsmatrix

Sicherstellen positiver Semidefinitheit der Dampfungsmatrix

Tabelle 4.5: Entwurfsschritte zur Zuweisung lokal linearer Dynamik bei IDA-PBC.
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Kapitel 5

Parametrierung fiir unteraktuierte
mechanische Systeme

Als unteraktuiert werden mechanische Systeme bezeichnet, die weniger Aktuatoren be-
sitzen, die auf unabhéngige Koordinaten wirken, als Freiheitsgrade. Diese Einschriankung
erschwert die Regelung solcher Systeme erheblich, siehe [55] fiir einen Uberblick iiber
die verschiedenen Methoden. Die Dissertation [42] liefert eine ausfiihrliche Klassifikation
unteraktuierter mechanischer Systeme und stellt den Systemklassen entsprechende, auf
Reduktion der Systemordnung beruhende, Verfahren zur Stabilisierung dar. Zur Rege-
lung unteraktuierter mechanischer Systeme existiert eine Variante von IDA-PBC [1], die
der speziellen Struktur der Systemdarstellung gerecht wird.

Im folgenden Abschnitt wird verdeutlicht, wie die Anwendung Ein-/Ausgangs-linearisie-
render Verfahren (Computed Torque') bei unteraktuierten mechanischen Systemen zu
Instabilitéat fithren kann. Im anschlieBenden Abschnitt wird IDA-PBC fiir eine Klasse
unteraktuierter mechanischer Systeme vorgestellt. In Abschnitt 5.3 werden Bestimmungs-
gleichungen zur Zuweisung lokal linearer Dynamik fiir den Fall zweier Freiheitsgrade her-
geleitet.

5.1 Ein-/Ausgangs-Linearisierung

Ein vollstandig aktuiertes mechanisches System, z. B. ein Industrieroboter, dessen Glieder
als Starrkorper modelliert werden, lasst sich durch die Bewegungsgleichungen zweiter

Lygl. [53], Abschnitt 9.1.2

91
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Ordnung

M(q)qg+C(q,9)q+g(q) =7, glq)=VV(q) (5.1)

mit den jeweils n-dimensionalen Vektoren der Gelenkwinkel und -geschwindigkeiten q, g
sowie der Antriebsmomente 7 darstellen (Reibung werde nicht betrachtet bzw. als kom-
pensiert angenommen). Neben der symmetrischen, positiv definiten Trégheitsmatrix
M (q) enthélt die Darstellung eine Matrix C'(q, q), durch die (mit ¢ multipliziert) Coriolis-
und Zentrifugalkrifte /-momente dargestellt werden sowie den Gradienten g(q) der poten-
tiellen Energie. Das Regelgesetz

T = Cl(q,9)q+g(q) + M(q)v (5.2)

kompensiert die genannten Terme und fiithrt auf die beziiglich des neuen Eingangs v
lineare Darstellung der Strecke

q = v. (5.3)

Durch

v = @u(t) — 2M(@ — qu1) - (g — qu(t)), A >0 (5.4)

lasst sich nun exaktes Folgeverhalten der Gelenkwinkel fiir eine vorgegebene Trajektorie
q,(t) mit der asymptotisch stabilen Fehlerdynamik

(G — q,(t) +2X(q —q,(t)) + )‘2(‘1 —qu(t)) =0 (5.5)
einstellen.

Bei unteraktuierten mechanischen Systemen ist der Konfigurationsraum in aktuierte Ko-
ordinaten q, € R™, welche von den verallgemeinerten Kraften/Momenten 7 € R™ direkt
beeinflusst werden, und unaktuierte Koordinaten g, € R"™™ aufgeteilt. Die Bewegungs-
gleichungen lassen sich durch

it o [+ onters G [t ] - o) e

darstellen. Das Regelgesetz

T = 511% + 612% +g, + M v (5.7)
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Abbildung 5.1: Acrobot in der Néhe einer der vier moglichen Ruhelagen.
mit

§11 =Cy — M12M2_21021, M, = My — M12M§21M1T27 (5.8)
Cy =Cpp— M12M52IC22, g1 = 91— M12M2_2192

fithrt nun auf die linearisierte Darstellung der aktuierten Koordinaten

q, = v. (5.9)

Wiederum kann versucht werden, durch geeignete Festlegung von v asymptotisches Folge-
verhalten der aktuierten Koordinaten bzw. die Stabilisierung einer gewiinschten Ruhelage
g, zu erreichen.

Die zweite Zeile von (B.6]) beschreibt mit den Bewegungsgleichungen fiir die unaktuierten
Koordinaten die interne Dynamik beziiglich des Ausgangs y = q,. Durch den Ansatz
von v = q, = 0 und die Auswertung der entsprechenden Ausdriicke bei g, = q, = 0
(Superskript 0) erhélt man die Differentialgleichung

@, = —(M3) " Cna, — (M) 'g; (5.10)

fir die Nulldynamik. Die Stabilitdt der Nulldynamik héngt entscheidend vom Gravitati-
onsvektor g(q) ab, wodurch die direkte Anwendbarkeit der Ein-/Ausgangs-linearisierenden
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Konfiguration a) b) c) d)

a, 0 0 s s

q 0 ™ 0 T
Nulldynamik instabil instabil stabil stabil

Tabelle 5.1: Stabilitdt der Nulldynamik fiir die unterschiedlichen Ruhelagen des Acrobot nach
Abb. BT bei partieller Ein-/Ausgangs-Linearisierung,.

Methode eingeschriankt ist. So ldsst sich der in Abb. 1] dargestellte Acrobot? durch ein
einfaches Regelgesetz

v = —2Xa — N (q — q}) (5.11)

nur in jenen Ruhelagen g* asymptotisch stabilisieren, an denen ¢ = 7 gilt, vgl. Tabelle

LIl

Die beschriebene Schwierigkeit motiviert den Einsatz passivitéts-/energiebasierter Ver-
fahren auch und gerade zur Regelung unteraktuierter mechanischer Systeme, zumal der
Ansatz des Potential Energy Shaping auf die 1981 von Takegaki und Arimoto [58] formu-
lierte Methode zur Regelung mechanischer Manipulatoren zuriickgeht.

Im Gegensatz zum oben genannten Verfahren wird bei IDA-PBC dem System keine vor-
gegebene lineare Dynamik fiir ein Teilsystem aufgezwungen. Dadurch wird eine Inversion
der Dynamik des Teilsystems, welche in der Folge zu Instabilitat fithren kann, vermieden.
Vielmehr wird eine in verallgemeinerter Hamilton’scher Darstellung formulierte Zieldyna-
mik vorgegeben, wobei insbesondere die virtuelle Energiefunktion zunédchst unbestimmt
bleibt. Erst aus der Losung von Restriktionsgleichungen, die der nicht durch Regelung
verdnderlichen Dynamik Rechnung tragen, ergibt sich die Schar von Energiefunktionen,
die dem System aufgeprégt werden konnen. Aus jenen Energien, die gleichzeitig die Ei-
genschaften von Ljapunowfunktionen besitzen, ergibt sich die Menge der stabilisierenden
Regelgesetze.

Erwahnt sei an dieser Stelle, dass mit der Methode der Controlled Lagrangians ein mit
IDA-PBC verwandtes Verfahren existiert, mit welchem dem geregelten System — statt
einer Hamiltonfunktion — eine neue Lagrangefunktion aufgepriagt wird [5] [4].

Wie bei den allgemeinen steuerungsaffinen Systemen ist jedoch die Festlegung einzelner

2Es handelt sich um ein mechanisches System mit zwei rotatorischen Freiheitsgraden. Das erste Glied
ist frei drehbar gelagert, das zweite wird angetrieben.
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Entwurfsparameter des IDA-PBC-Ansatzes wenig transparent hinsichtlich der resultie-
renden Systemdynamik. Daher wird im Folgenden die Zuweisung lokal linearer Dynamik
auf eine spezielle Klasse unteraktuierter mechanischer Systeme tibertragen. In Abschnitt
wird der IDA-PBC-Ansatz fiir die Stabilisierung der betrachteten Systeme aufgestellt,
vgl. auch [25, 28], und insbesondere die Losung der partiellen Differentialgleichung fiir
die (virtuelle) potentielle Energie diskutiert. Die Zuweisung lokal linearer Dynamik bei
unteraktuierten mechanischen Systemen mit zwei Freiheitsgraden wird in Abschnitt
vorgestellt.

5.2 IDA-PBC

Das an einer gewiinschten Ruhelage ¢* im Konfigurationsraum zu stabilisierende mecha-
nische System wird in kanonischer Hamilton’scher Form
0

0-18 dRgesl e e-lnd e

mit den Koordinaten g € R", den Impulsen p € R", der Energie- oder Hamiltonfunktion

H :R* — R und den verallgemeinerten auBeren Kriften/Momenten u € R™, welche als
Eingangsgrofien auf die ersten m Freiheitsgrade wirken, dargestellt. Das System wird als
verlustlos betrachtet?.

Der Konfigurationsraum lésst sich in aktuierte Gelenkkoordinaten g, € R™ und unaktu-
ierte Koordinaten g, € R"™™ geméf

Ga,1 Qu,1
q=|:|= [qal mit q, = S, g, = : (5.13)
dn Qa,m Qu,n—m

zerlegen. Der zu regelnden Strecke wird ein Zielsystem in verallgemeinerter Hamilton’scher
Darstellung

W - l—J(%(q) J2<q°>’1—<q1)%2<q>] [EZEZ?;H o

3Diese Annahme kann auch als erfiillt betrachtet werden, wenn bekannte Reibung in den aktuier-
ten Koordinaten kompensiert wird. Mit der Rolle nichtmodellierter Dissipation beim IDA-PBC-Entwurf
befasst sich [18].
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gegeniibergestellt. Dabei sind J12(q) = —J1,(g) und Ry(gq) = R} (q) > 0 zunichst frei
angesetzte Matrizen und Hy : R — R die zu bestimmende Energie fiir das geregelte
System, welche die Bedingung

q :
= arg min Hy(q, 5.15
[0] g min 4(q, p) (5.15)

zu erfiillen hat. Analog zur physikalischen Energie H(q,p) wird die virtuelle Energie
Hy(q,p) als Summe aus potentieller und kinetischer Energie angesetzt:

1 1

H(g,p) = V(@)+5p" M '(g)p  wnd  Hi(g,p) = Val@)+5p" M;'(@)p. (5.16)

Der Vergleich der ersten Zeilen von Streckendynamik (5.12) und Zieldynamik (5.14)) liefert
die erste von den Entwurfsparametern zu erfiillende Gleichung
VyH(q,p) = J1(q)V,Hi(q,p). (5.17)

Nach Einsetzen von (B.I6]) ergibt sich

Ji(q) = M'(q)M,(q) (5.18)

als notwendige Wahl, die sicherstellt, dass der physikalische Zusammenhang zwischen
Impulsen und Geschwindigkeiten p = M(q)q gewahrt bleibt. Aus dem Vergleich der
zweiten Zeilen von (.12) und (5I4) und der Multiplikation mit dem Linksannihilator
vollen Ranges

G = [0pmyxm Tnom] (5.19)

folgt schlieflich, zusammen mit (B5.I8]), die vektorwertige Restriktionsgleichung (n — m
skalare Gleichungen)

Vo H(a,p) = G"My(q)M '(q)VHi(q, p) — G*(J2(q) — R2(q))V,Ha(g, p) (5.20)

fiur die Energiefunktion Hy(q,p) des geregelten Systems. Fir den weiteren Verlauf der
Arbeit wird die Annahme einfacher Unteraktuiertheit getroffen:

Annahme 5.1 Es gelte m =n — 1, d. h. genau ein Freiheitsgrad sei nicht aktuiert.
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Damit ist der Zeilenvektor

g-=1[0...01 € R"™ (5.21)

der vollstdndige Linksannihilator, mit dem die Abkiirzung

my,(a) = g-Ma(q) (5.22)

fiir die letzte Zeile der virtuellen Trigheitsmatrix definiert wird. Die nun skalare Restrik-
tionsgleichung (5.20) lasst sich nach dem Einsetzen von (5.I6]) nach Termen sortieren, die
M ;(q) und damit die resultierende kinetische Energie bzw. die potentielle Energie V;(q)
betreffen.

5.2.1 Kinetische Energie

Die partielle Differentialgleichung fiir die Elemente von M 4(q) und somit fiir die kinetische
Energie lautet (unter Weglassen des Arguments q)

1 B B o 1 .
my, M 'V, (-p"M;'p)—g*(J. — R)) M;'p = —(sp" M 'p). (5.23)

(A) &) ()

Es handelt sich um eine nichtlineare, inhomogene partielle Differentialgleichung, deren
Losbarkeit undurchsichtig und deren Losung — falls sie existiert — aufwendig ist. Zu-
dem ist fir die Losung M ,(q) positive Definitheit sicherzustellen. Eine Moglichkeit, mit
dieser partiellen Differentialgleichung umzugehen (fiir den Fall Ry = 0), wird in [62]
vorgestellt, wobei die Homogenisierung der partiellen Differentialgleichung mittels einer
Zustandstransformation und eine Umparametrierung der Wunschdynamik des geregelten
Systems die entscheidenden Schritte zur Lésung des Problems sind.

In der vorliegenden Arbeit wird dieser Ansatz nicht verfolgt. Stattdessen werden drei
Annahmen getroffen (vgl. auch [39, 28]):

Annahme 5.2 Die (physikalische) Tragheitsmatrix hédnge nur von aktuierten Koordina-
ten ab: M(q) = M(q,).

Annahme 5.3 Die virtuelle Tragheitsmatrix sei konstant: M, = const.
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Annahme 5.4 Es gelte g+ (J, — Ry) = 07 Insbesondere werden
J, =0 und R, = diag{ry,...,r,_1,0} (5.24)

angesetzt.

Jede der drei Annahmen macht einen der Terme (A) bis (C) in Gleichung (5.23)) zu Null,
wodurch die Gleichung trivial gelést und nur die partielle Differentialgleichung fiir die
potentielle Energie zu betrachten ist.

5.2.2 Potentielle Energie

Fiir die potentielle Energie V;(q) des geregelten Systems ergibt sich die lineare partielle
Differentialgleichung erster Ordnung

0

mg, M~ (q,) VeVala) = @V(q) (5.25)
A e —— n
a(?(qa) bO(q)

mit den im Vektor aq(q,) zusammengefassten Koeffizienten des Hauptteils und dem Quell-
term bg(q). Ausgeschrieben lautet die Restriktionsgleichung somit

0

001(.) 5, Vila) + .+ ao,n<qa>a%va<q> — bo(q). (5.26)

Zu einer analytischen Losung dieser partiellen Differentialgleichung mit der Methode der
Charakteristiken sind die in Abschnitt 2.3.1] skizzierten Schritte nétig. Da allerdings be-
reits das Auffinden erster Integrale — wenn dies iiberhaupt analytisch moglich ist — bei
beliebigen Koeffizientenfunktionen ag;(x) eine Schwierigkeit darstellt, wird im Folgenden
der gut handhabbare Fall von zwei mechanischen Freiheitsgraden und damit zwei unab-
hangigen Variablen in der partiellen Differentialgleichung betrachtet. Dieser Fall schliefit
den Acrobot ein und auch den in Abschnitt vorgestellten Laborversuch.

Unter Beriicksichtigung von Annahme fihrt im Fall n = 2 die Division von (5.25))
durch die fithrende Koeffizientenfunktion ag;(q;) auf

0 0
i v —V =b 5.27
o0 a(q1, q2) + a<(h)8q2 a(q1, q2) (a1, 92) ( )
mit den Abkiirzungen
a b )
a(q) = 02(¢1) und b(q1,q2) = M (5.28)

ao,1(£]1) '
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Fiir die Zuweisung lokal linearer Dynamik spielt die Hessematrix der Energie in der Ruhe-
lage eine herausragende Rolle. Bei den im vorigen Kapitel betrachteten Problemstellungen
wurde durch die Vorparametrierung der Entwurfsmatrix und ggf. eine Faktorisierung der-
selben versucht, konstante Koeffizienten im Hauptteil der partiellen Differentialgleichun-
gen zu erhalten. Damit ergab sich — unter einer einfachen Rangbedingung — stets eine
lineare Transformation der partiellen Differentialgleichungen auf Normalform, mit deren
Hilfe sich die Hessematrix der Energie fiir gegebene lineare Wunschdynamik darstellen

lief3.

Die Transformation der partiellen Differentialgleichung (5.27)) auf Normalform entspricht
deren Reduktion auf eine gewohnliche Differentialgleichung gemaf (270), was wie bereits
erwahnt, im Fall n = 2 und unter den getroffenen Annahmen noch gut handhabbar ist.
Im Folgenden wird (5.27) in z-Koordinaten gelost, die Hessematrix ermittelt und diese
schlieBlich in die Gelenkkoordinaten zuriicktransformiert, um dann fiir die Zuweisung lokal
linearer Dynamik genutzt zu werden.

5.2.2.1 Losung der Rumpf-Differentialgleichung

Die Losung der homogenen oder Rumpf-Differentialgleichung

0 0
— Vi(qu, q2) + —~ Vilq1,q2) = 0 5.29
9 21, ) a(fh)aq2 a(q15 ) (5.29)

ergibt sich aus der Losung der Phasen-Differentialgleichung

dgs

do a(qu) (5.30)

des charakteristischen Differentialgleichungssystems ¢; = 1, g2 = a(q1). Die Integrations-
konstante ¢ in der Losung

@ = [ala)de +c (5.31)

ist ein erstes Integral und definiert die charakteristische Koordinate

Zo = Qo — /a(ql)dql. (5.32)

Die unbestimmten Integrale sind als Stammfunktionen von a(q;) zu verstehen. Jede be-
liebige Funktion ®(z,) kann als homogene Losung zur Losung der inhomogenen partiellen
Differentialgleichung (5:27)) addiert werden, um die Form der Losung so zu beeinflussen,

dass Bedingung (5.19) erfiillt ist.
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5.2.2.2 Losung der inhomogenen partiellen Differentialgleichung

Mit Hilfe der um z, ergidnzten Koordinatentransformation
z=1tlq & tﬁ] - l‘h -/ Z@l)d‘h} (5.33)
v 1

ldsst sich die partielle Differentialgleichung fiir die potentielle Energie (5.27) als gew6hn-
liche Differentialgleichung

0 ~ ~
a—zy‘/;i(zomzu) - b(Za,ZV) (534)

mit

Va(zas 2) = Valar, @) o t7(2), (2, 2) = (a1, g2) 0t (2) (5.35)

schreiben, deren Losung unter Einbeziechung des homogenen Anteils

%(za,zy) = /B(za,zy)dzy + D(z,) (5.36)

ist. Die Hessematrix der potentiellen Energie lasst sich damit als

A (I)”<za> + fgz z (Za, Z,/)dZ,/ Bz (Za, Zu)
_ ~J Yzaza Fe 5.37
@.(2) [ b (2 2) b (2 ) (5.57)
darstellen*. Der Ubersicht halber wird die Schreibweise
~ 0 ~ ~ 0 ~ ~ 0% ~
b.,(z) = 2 b(z), b..(z) = 8—%b(z), bonn(2) = 8—z§b<z> (5.38)
verwendet. Mit der Jacobimatrix der Koordinatentransformation
ot(q) _a((h) 1
T = N2 5.39
(@ = 5 o (5.39)

4Da die Integrationsgrenzen nicht von z, abhingen und b stetig nach z, differenzierbar ist, lassen sich
Integration und Differentiation im ersten Element von Q,, vertauschen, vgl. [40], Kapitel 8, Satz 1.1.
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ergibt sich der Zusammenhang

Q.(q9) = T"(q)- (Q,(2) o t(q)) - T(q) (5.40)

zwischen der Hessematrix in Gelenk- und Normalkoordinaten. Die partiellen Ableitungen
von b(z) transformieren gemaf

() = (G2 +aw B ) ot a), B = FRor@), Gy

womit sich, zusammen mit der Abkiirzung

c(q) = (Q)”(za) + / Bzaza(z)dzy) o t(q), (5.42)

der folgende Ausdruck fiir die Hessematrix in Originalkoordinaten ergibt:

_ az((h)C(q) - a<Q1)b€I2 (Q) + béh (q) _a(Q1>C<q> + bQQ (q)
l) = [ —a(gr)e(a) + b (q) @) ] S

5.3 Zuweisung lokal linearer Dynamik

Die soeben ermittelte Hessematrix der potentiellen Energie des geregelten Systems wird
zur Zuweisung lokal linearer Dynamik genutzt. Zunachst wird jedoch untersucht, wie sich
die Entwurfsparamter des IDA-PBC-Ansatzes in der Zustandsdarstellung des geregelten
Systems auswirken.

5.3.1 Wirkung der Entwurfsparameter

Die partielle Differentialgleichung (5.25]) fir die potentielle Energie lautet im Fall zweier
Freiheitsgrade

m, M~ (q1)V,Va(q) = bo(q). (5.44)

Als virtuelle Trégheitsmatrix wird

M, = [md,ll md,lQ] (5_45>
mgqi12 14,22
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angesetzt. Damit lautet (5.44)) ausgeschrieben

_ 1] 9V, _ 0| 9V,
[md,u md,22} M 1((]1) [O] adq(lq) + {md,u md,22} M 1((]1) L] 8dq(2q) = bo(‘l)
(5.46)
Division durch die fithrende Koeffizientenfunktion ergibt
{md,12 md722} M (q1) [0]
Va(q) 1] 0Valg) _ bo(q)
9g + 0 e i (5.47)
' {md,u md722} Mﬁl(ﬂh) [0] ? [md,m md,22] Mﬁl(fh) [O]
= it = ala) =iy = )

Wird nun aus den Ausdriicken ag;(q1), ¢ = 1,2 der Parameter mg 1o ausgeklammert und
fiir die Losung

Vilg) = Va(q) (5.48)

md,22 -1 0
oV(q) L] M7 @) H Va(q) bo(q)
o + T 0 n (5.49)
1 s ao [ 1 2] )
:&((h) ZE(Q)

Die Funktionen a(q;) und b(g) und damit auch die Losung Vy(g) héngen nur vom Quo-

md, 22

tienten 722, nicht von mg2 selbst ab. Die urspringlich gesuchte Losung Vy(q) ergibt

sich durch reine Skalierung mit ﬁ gemaf (5.48). Damit nimmt der Entwurfsparame-
ter mg 12 letztlich keinen Einfluss auf die Form der Energie, da die homogene Losung in
gleicher Weise skaliert werden kann. Zur Untersuchung der lokal linearen Dynamik, fiir
die nur die quadratische Naherung der Energie von Bedeutung ist, reicht der Ansatz einer
quadratischen Funktion

1
D(z,) = 5”2‘2)‘ bzw. D(2,) = (5.50)
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Um die Wirkung der Entwurfsparameter zu bestimmen, wird die Differentialgleichung fiir
p1, die als einzige durch Zustandsregelung verdndert wird, betrachtet (mit 7 als einzigem
Parameter der Matrix Ry laut Annahme [0.4]). Durch Auswerten von (5.14]) erhélt man

) _ 1 m, —m,
p1L=— {md,n md,12} M 1(Q1)qud(Q) - [7’1 0} 3 [ 22 dﬂ] D=
Mq11Mg22 =My 190 | —Md12 411
R 1 mg 22 1
=~ M @)VVale) - [75 0w {mjf e | (5:51)
mq 12 Mq,12 mq 12
bzw.
]51 = — [md 11 1:| M_l(ql)vqf/d(q) — {'f’l O:| < Al md722 A_l P, (552)
’ Ma11Ma2e —1 | =1 1hen

worin alle auf mg 12 bezogenen Parameter mit einem Akzent versehen sind. Der Absolut-
wert von mg 12 tritt nicht als unabhéngiger Parameter in Erscheinung, sondern wirkt in
identischer Weise auf die tibrigen. Im Folgenden wird

mgqiz2 = 1 (553)

festgelegt, so dass genau vier unabhéngige Entwurfsparameter

mq11 = Mq,11, Mg22 = Mq,22, H=pu und rn=mn (5.54)

zur Festlegung der lokal linearen Dynamik vierter Ordnung verbleiben.

5.3.2 Linearisierung der resultierenden Dynamik

Die Linearisierung der Zieldynamik (5.14)) unter Berticksichtigung von (5.I8)) ergibt

Aq| 0 MM,| [ Q,Aq| 0 M Aq (5.55)
Ap N —MdM _R2 MdAp N _MdMQU _RQMd Ap ' '

Durch M(d) =M &; wird die inverse Trégheitsmatrix, ausgewertet an der Ruhelage
q*, notiert. Die Hessematrix @, der potentiellen Energie ist ebenfalls an der Ruhelage
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auszuwerten. Zur Zuweisung lokal linearer Dynamik wird das linearisierte System mit der
Wunschdynamik

A¢ 0o A A
-l k] e
Ap Ad,zl Ad,22 Ap
verglichen, die sich durch Eigenwertvorgabe fiir das linearisierte Originalsystem ergibt. Da
nur die Differentialgleichung fiir p; durch Zustandsriickfithrung verandert wird, variieren,

abhéngig von den vorgegebenen Regelungseigenwerten, die Eintrige der ersten Zeilen der
Submatrizen

ad 31 Qd,32 Q4,33 Qd, 34
A = ’ ’ , A = ’ ’ ) 5.57
@21 [(%,41) (%,42)] 22 [(%,43) (%,44)] ( )

Die unverdnderlichen Elemente von A, sind eingeklammert. Durch die Wahl der IDA-
PBC-Entwurfsparameter mg 11, maq22, 1 und p sind die gewiinschten Eintrége ag3;, @ =
1,...,4 zu realisieren.

5.3.2.1 Vergleich von A,

Aus der Forderung

—Rzmd ; Ad,22 = —R2 = Ad722Md (558)

bzw.

ri O] 1 | @agss  Qg3a | |Ma11 1
- = 7 7 ’ 5.59
[0 0] [(ad,zls) (%44)] [ 1 md,QZ] (5.59)

ergeben sich die Gleichungen

—T1 = 4q,33Mg,11 + G434,

(5.60)
0 = agz3s + ag3amg22,
woraus sich unmittelbar der Parameter der Trigheitsmatrix
Qd,33
md722 = - (561)

aq, 34
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ergibt. Dies ist insbesondere bemerkenswert, da durch diese Festlegung, zusammen mit
mg12 = 1, die Parameterabhéngigkeit der Restriktionsgleichung (5.44) und damit des zur
partikuldaren Losung gehorenden Teils der Hessematrix @, behoben ist. Daraus folgen
schliefllich die einfachen Gleichungen fiir die Bestimmung der Entwurfsparameter mg 11
und p im folgenden Abschnitt.

5.3.2.2 Vergleich von A,

Mit der Hessematrix @, geméaf (5.43]) lasst sich die erste Zeile von

~MMQ, = Ay (5.62)

zur Bestimmung der noch offenen Parameter my1; und g (iber ¢ nach Gl. (5.42)) heran-
ziehen. Die Losung des Gleichungssystems (alle Funktionen sind in der Ruhelage auszu-
werten)

My m 2c—ab b, — b
{_md,ll 1} [mn m12] [a C—abg, b, —ac+ (I2‘|

M1y Moo —ac + by, c - [_ad’?’l _ad’?’ﬂ’ (5.63)

worin 7;; das (4, j)-te Element der Inversen von M (qf) bezeichnet, liefert

ag31 + aaq 32 + Mi2by, + Mazby,
mgi11 = — .

manl + mlgqu

(5.64)

Mit diesem Parameter kann r geméaf (5.60) und schlieflich

. a2 + (Muma i + M) (5.65)

(a1 — M2)mg 11 + (afg — Mag)

bestimmt werden, woraus sich der Parameter

p=29e" =c— /qudql (5.66)

der homogenen Lésung berechnen lisst. In der folgenden Ubersicht sind die Bestimmungs-
gleichungen fiir die Entwurfsparameter zusammengefasst.
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aq31 + aaq 3z + Migbg, + Masby,

mgi11 = — —
manl + mlgbq2
mgil2 = 1
. Q4,33
Mmgo2 = _—a
d,34
™ =  —Qa4,33Mq11 — Ad 34

noo= C_/bq2q2dq1

a2 + (M11ma 11 + M)
(@i — M2)maar + (A — Mag)

mit ¢ =

Tabelle 5.2: Bestimmungsgleichungen zur Zuweisung lokal linearer Dynamik fiir die
betrachtete Klasse unteraktuierter mechanischer Systeme mit zwei Freiheitsgraden. Al-
le Ausdriicke sind an der Ruhelage ¢* auszuwerten.




Kapitel 6
Beispiele

Die Anwendung des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens zur Parametrierung der
nichtlinearen Zustandsregelung mit IDA-PBC wird in diesem Kapitel anhand dreier Bei-
spiele, die elektromechanische, hydraulische und unteraktuierte mechanische Systeme re-
préasentieren, veranschaulicht. Fiir alle drei Systeme wird eine Festwertregelung entworfen.
Am Laborversuch ,Schwebende Kugel'* wird zusitzlich eine Trajektorienfolgeregelung
realisiert.

In Abschnitt [6.5 werden die Ergebnisse aus Experimenten und Simulation fiir alle Beispiele
zusammengefasst und im Vergleich zum linearen Zustandsreglerentwurf diskutiert. Dar-
aus ergeben sich Schlussfolgerungen tiber die Anwendbarkeit und den Nutzen der durch
Zuweisung lokal linearer Dynamik parametrierten Zustandsregelung mit IDA-PBC.

6.1 Festwertregelung der Schwebenden Kugel

Im Laborversuch ,,Schwebende Kugel“ (vgl. auch [27) [30]) soll ein ferromagnetischer Kor-
per unter einem Elektromagneten in gewiinschtem Abstand schwebend gehalten werden.
Ein solches System (engl.: magnetic levitation system) wird haufig als Benchmark-Beispiel
zur Erprobung nichtlinearer Steuerungs- und Regelungs-Entwurfsverfahren herangezogen.
In [47] wird gezeigt, dass zur Festwertregelung mit IDA-PBC die Strukturmatrix des in
Port-Hamilton’scher Darstellung modellierten Systems verédndert werden muss. Dies ge-
schieht in Form einer zusétzlichen Kopplung zwischen elektrischem und mechanischem
Subsystem. In [15] und [56] dient die Schwebende Kugel zur Illustration der in den beiden

'Wie in Abb. B1] zu sehen, handelt es sich um einen anders geformten Schwebekérper. Der Kiirze
halber wird der Versuchsaufbau trotzdem als ,,Schwebende Kugel*“ bezeichnet.

107
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Topfmagnet .
1
l u
o

Ferromagnetischer
Schwebekérper

Abbildung 6.1: Skizze und Foto des Laborversuchs , Schwebende Kugel®.

Arbeiten entwickelten Methoden zur passivitatsbasierten Folgeregelung.

Der Versuch am Lehrstuhl fiir Regelungstechnik besteht aus einem Topfmagneten, der
iiber eine pulsweitenmoduliert angesteuerte H-Briicke im Einquadrantenbetrieb bestromt
wird, einem Laser-Distanzsensor (unten in Abb. [6.1]) sowie einer Datenerfassungskarte
und je einem PC zur Programmierung und Echtzeit-Ausfithrung des Regelalgorithmus
mit Matlab/Simulink und xPC Target.

6.1.1 Modellbildung

Fir die Modellierung lasst sich der Versuch in ein elektrisches und ein mechanisches
Teilsystem zerlegen. Die Kopplung der Subsysteme erfolgt iiber die Ortsabhangigkeit der
Induktivitat L(s).

Elektrisches Teilsystem. Im elektrischen Ersatzschaltbild liegt die Induktivitat der
Anordnung L(s) in Serie mit dem ohmschen Widerstand der Spule 7, und dem Messwi-
derstand 7; zur Bestimmung des Stromes. Am elektrischen Kreis liegt als Eingangsgrofie
die iiber eine Periode des PWM-Signals gemittelte Spannung

u = duyg, 0<d<1 (6.1)

mit dem Tastverhaltnis d und der Versorgungsspannung u, der Briickenschaltung an.
Daraus ergibt sich die Kirchhoff’sche Maschengleichung

— dt

=r
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mit dem verketteten magnetischen Fluss ¢ und dem Spulenstrom i. Im linearen Arbeits-
bereich der Spule (ohne magnetische Séttigung) gilt

¢ = L(s)i, (6.3)

so dass die Differentialgleichung des elektrischen Subsystems in der fiir den magnetischen
Energiespeicher kanonischen Zustandsvariable ¢ lautet:

r

O (6.4)

b =
Da der Schwebekorper wie ein zusatzlicher Eisenkern fiir die Spule wirkt, variiert die
Induktividt der Anordnung zwischen L., = lim, ., L(s) ohne Schwebekérper und Ly =
L(0) bei am Elektromagneten anliegendem Schwebekorper. Ein moglicher Ansatz, diese
Tatsache zu berticksichtigen (vgl. auch [15]), ist

a b+c+s a
(5) oo+b+s ) b+ s , & (65)

mit Konstanten a, b und Ls,. In den Arbeiten [47] und [56] wird ein Ausdruck der Form

a

L(s) = ¢ angesetzt, fiir den die Losung der IDA-PBC-Restriktionsgleichung eine polyno-

miale Energiefunktion H,(x) ist. Mit dem hier verwendeten Ausdruck (6.5)), der insbeson-
dere fiir kleine Abstédnde s das Systemverhalten besser approximiert, ergibt sich hingegen
eine etwas aufwendigere Losung.

Mechanisches Teilsystem. Die den Schwebekorper anziehende magnetische Kraft
Finag(s) berechnet sich aus der Ortsableitung des magnetischen (Ko-)Energieinhalts [17]:

0 , 1., ..
Frag(s) = gWr’;ag(z,s) = §L (5)i* = iy
= s Vmael®8) = 5y O

Zusammen mit der Gravitationskraft Fj, = m g ergeben sich aus dem Kréftegleichgewicht
P = Fhag+ Iy die Bewegungsgleichungen des mechanischen Subsystems in den kanonischen
Koordinaten Ort s und Impuls p:
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Gesamtsystem. Mit der Definition des Zustandsvektors

=t w2 w =[p s p’ (6.8)

erhilt man die steuerungsaffine Zustandsdifferentialgleichung

Ty fa(x) 1
= 6.9
ol = [F) ) =
mit den nach der aktuierten Koordinate x, = x; und den unaktuierten Zustédnden x, =
[z x3]T aufgeteilten Bestandteilen des Drift-Vektorfelds

(6.10)

~

r z3
fol®) = ———x und f.(x) = Hag)
(=) L(xy) ! (@) LQ((xQ)):c%—irmg

N[

Die Werte der physikalischen Parameter der Laboranordnung sind Tabelle[C.1lim Anhang
zu entnehmen.

6.1.2 Systematischer Regelungsentwurf

Ziel der Festwertregelung ist, eine durch den gewiinschten Abstand x} = s* definierte
Ruhelage durch Zustandsriickfithrung zu stabilisieren. Aus der Forderung f,(z*) = 0 an
die unaktuierten Komponenten des Drift-Vektorfelds ergeben sich die iibrigen stationdren
Zustandsgroflen:

x L2(x5)  /2mga i} .
Ty = (J:) —2mg L’(x’;) = . (b+c+x3) und x5 = 0. (6.11)

Fiir den Entwurf der passivitatsbasierten Zustandsriickfiihrung wird die konstante Ent-
wurfsmatrix

T
O Qq1 Qi (g3
_ T _
Fd = |V = (V11 Vi Vi3 (612)
T
v, Vo1 Vo2 23

angesetzt.
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6.1.2.1 Schritt 1: Losbarkeit der Restriktionsgleichung

Mit dem Linksannihilator G* = [05,; I] ergibt sich die Restriktionsgleichung

fu,2<w) Vo1 Vo2 Va3

[fu,l(w)‘| _ [Vn Vi ’/13] VH,(x). (6.13)

Aus der Losbarkeitsbedingung (350) folgt die Forderung

welche fiir konstant angesetzte Parameter durch

vin = vig = a3 = 0 (6.15)

fir alle  erfiillt ist. Damit lautet die erste Vorparametrierung der Entwurfsmatrix

Q11 Q1 Qg3
Fd = 0 0 Vi3 | - (616)
Vo1 Va2 0

6.1.2.2 Schritt 2: Definitheit der Dampfungsmatrix

Da die Stabilitdtsaussage bei der Zuweisung lokal linearer Dynamik nach Satz an
die positive Semidefinitheit der Dissipationsmatrix gekniift ist, werden in einem weite-
ren Schritt der Vorparametrierung die Entwurfsparameter entsprechend dieser Forderung
eingeschrankt. Die Dissipationsmatrix

) 2011 19 a3 + Vo1
T
R, = —§<Fd+Fd) =3 Q12 0 V13 + Va2 (6.17)
13 + Vo1 i3 —+ V22 0

kann, da mit —aq; nur das erste Diagonalelement ungleich Null ist, nur positiv semidefinit
sein, wenn fiir die Parameter

19 = 0, 13 = —Ulo1, Vi3 = —UVyo sowie app < 0 (618)
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gilt. Die zweite Vorparametrierung der Entwurfsmatrix ist somit

a0 —vy
Fd = 0 0 —Ulog | . (619)
Vo1 V22 0

Fiir den IDA-PBC-Entwurf verbleiben damit zwei freie Parameter 15; und vs9, die den
verlustlosen Austausch der zu bestimmenden Energie H; darstellen sowie ein Parameter
aq; fir die Dissipation. Bei geeigneter Parameterwahl (aq; # 0, 199 # 0) ist die Entwurfs-
matrix F'y regulir, so dass die Transformation & = F5 z auf Normalkoordinaten existiert
und umkehrbar ist.

6.1.2.3 Schritt 3: Parametrische Darstellung der Energiefunktion

Unter Beriicksichtigung der Vorparametrierung von Fy ergibt sich als mogliche? partiku-
ldre Losung der Restriktionsgleichung (6.13))

1 (C+b+0c)? a3
V((,xe,x3) = — |2ciln(za +0+¢)((+b+¢c)+c1—~—F—+ (2 — 1) — —
(¢, x2,23) 1/22< 1 In(; )(¢ ) 1 b1 0) (2 — 1)z — o
(6.20)
mit den Abkiirzungen
2,2
1
c = ﬂ, co = mg, v o= va1 und ( = 19 — —11. (6.21)
2a Va2 8
( bezeichnet eine charakteristische Koordinate und lasst sich durch ¢ = —%za in das erste

Element z, des transformierten Zustandsvektors z = F;”x umrechnen. Die Darstellung
der partikuldaren Losung ist jedoch tibersichtlicher in (.

Der letzte Summand in (G.20) stellt die kinetische Energie des Schwebekérpers im gere-
gelten System dar. Da durch die homogene Losung ®(() dieser Term nicht angepasst wird
— x5 tritt in ¢ nicht auf — bietet sich die Wahl

Voo — -1 (622)

’Die Losung ist nicht eindeutig. Zwei partikulire Losungen konnen sich in Funktionen der charakte-
ristischen Koordinate(n) unterscheiden.
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an. Damit bleibt die kinetische Energie unverdandert und somit physikalisch anschaulich.
Ferner ist 9y ein reiner Skalierungsfaktor fiir die Energie des geregelten Systems, der
keinen Einfluss auf die Form der Energiefunktion hat (auch in 7 spielt nur das Verhéltnis
zu vy eine Rolle). Daher besteht keine Notwendigkeit zu einer weiteren Modifikation von
V3.

Als homogene Losung wird die Funktion

(¢) = pIn(C+b+c)(C + p2) (6.23)

mit Konstanten p; und py angesetzt, um dem logarithmischen Term in der partikuléren
Losung entgegenzuwirken.

6.1.2.4 Schritt 4: Einstellen der Ruhelage

Da fir den Ansatz der homogenen Losung (6.23)) die Parameter y1 und g sowohl in der
T 0
und die aus der Bestimmungsgleichung (4.40) geforderte Krimmung ¢;; der homogenen

ersten als auch in der zweiten Ableitung nach ¢ vorkommen, lassen sich VHy(x)

Losung in z, nicht getrennt voneinander realisieren. Daher ist an dieser Stelle mit der
Losung von Gleichung (£40]) bereits der erste Schritt fiir die Zuweisung lokal linearer
Dynamik durchzufiihren.

Die Linearisierung des ungeregelten Systems an einer durch z} vorgegebenen Ruhelage
liefert eine reguldre Dynamikmatrix A mit der Struktur

an a2 0

0
PR ACO ) B I (6.24)
or | .
v azp azp 0
Das linearisierte System
Ax = AAx + bAu (6.25)

ist steuerbar, so dass die Eigenwerte der Dynamikmatrix

A—-brl = A, = lA“] , A, e R A, e RS (6.26)

fiir das linearisierte geregelte System frei gewéhlt werden konnen. Aus der Eigenwertvor-
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gabe ergibt sich der Zeilenvektor

A, = [%,11 Gq,12 a'oz,13:|a (6-27)

der, um Verwechslungen in den Bestimmungsgleichungen zu vermeiden, als Matrix notiert
wird und die Entwurfsgrofien fiir die Parametrierung des nichtlinearen IDA-PBC-Entwurfs
durch Zuweisung lokal linearer Dynamik enthélt.

Da es sich um ein EingroSensystem handelt, ist die Forderung (£45) nach Symmetrie
von A, F7T trivial erfiillt und der Ausdruck fiir die nach ([@40) geforderte Kriimmung der
homogenen Losung lautet

P11 = =11+ Aq 11001 — Aa,13V21 (6.28)
mit
2 2.2
Vo oy

= = , c3 = b+c+al (6.29)
m acs

02U

2
022

Y =

Z*

und ist mit der zweiten Ableitung der Ansatzfunktion

~ ol ol
¢11 = q)”(Za) L, = —121<I)”(C) .= M1—2112 (264 — (g* + [LQ)) s Cq = g* —+ b +c (630)
25 Y < Y
zu vergleichen. Aus der Forderung VHy(x)|,. = 0 erhalt man schlieBlich eine weitere

Gleichung, die zusammen mit (6.30) nach den offenen Parametern p; und uo aufgeldst
werden kann:

1 vy
S <—C5 ! a—2¢11> ’ :
* " s = 2¢ <ln cs + —4> . (6.31)
Cs « C3
M2 = —C4 <1HC4+—> - ¢,
M1

6.1.2.5 Schritt 5: Vorgabe lokal linearer Dynamik

Zur Realisierung der lokal linearen Wunschdynamik verbleibt die Losung der Bestim-
mungsgleichung (4.47))

F, Al = A F? (6.32)
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x1 in Vs

Z3 in mm/s ) 15
Zo in mm

Abbildung 6.2: Geschlossene Niveaufliche von Hy(x) (links), Hohenlinien fiir den Schnitt bei
x3 = 0mm/s, Gerade zuldssiger Ruhelagen (rechts).

nach den freien Parametern der Entwurfsmatrix «q; und 1v5;. Man erhéalt aus

0 a3 0 vy
[0611 0 _V21} 0 axn| = Qo111 A 12 aa,13} 0 -1 (6-33)
az 0 1 0

zwei skalare Gleichungen, welche aufgelost die Werte der Entwurfsparameter

Qa3
Vo1 = _—a s
23 6.34
Qa1 A, 12 ( ’ )
a1 = Vo1 —
a31 @31

in Abhéngigkeit der Elemente der vorgegebenen Dynamikmatrix A, ergeben. Da der Para-
meter 55 wegen seiner fehlenden Auswirkung auf die Gestalt der Energie bereits festgelegt
wurde, besteht keine weitere Entwurfsfreiheit (die Moglichkeit, die Ansatzfunktion (6.23))
zu variieren, wird hier nicht genutzt) und Schritt 6 entfallt.

Das so parametrierte IDA-PBC-Regelgesetz
UIDA = —fa(a:) + FQVHd(iB) (635)
stabilisiert die durch z% vorgegebene Ruhelage. Die asymptotische Stabilitat in einem

durch Hy(x) abgeschitzten Gebiet kann (da Ry nur positiv semidefinit ist) mit dem Satz
von Barbashin (Satz 2.3]) nachgewiesen werden.
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Abbildung zeigt eine geschlossene Niveaufldche der Energie Hy(x) um die Ruhelage
bei 5 = 12,5 mm. Die Niveauflache liegt innerhalb der zulédssigen Grenzen des magneti-
schen Flusses®. Daneben ist ein Schnitt durch die Niveauflichen von Hy(x) fiir x3 = 0,
also fiir einen ruhenden Schwebekorper, dargestellt. Zuséatzlich ist die Gerade in der x1-xo-
Ebene eingezeichnet, auf der sich die méglichen Ruhelagen nach Gl. (6.11]) befinden. Es
wird deutlich, dass die dargestellte Ruhelage auch fiir benachbarte (durch anders parame-
trierte Festwertregelungen eingestellte) Ruhelagen im Arbeitsbereich x5 € [5 mm, 20 mm|
attraktiv ist?. Damit lassen sich Arbeitspunktwechsel durch das Umschalten zwischen
Regelgesetzen erreichen, deren Ruhelagen sich im Einzugsgebiet der jeweils anderen be-
finden.

6.1.3 Experiment

Fiir das Experiment werden zwei nichtlineare IDA-PBC-Regler fiir die Ruhelagen x5 =
7,5mm und x3 = 12,5 mm entworfen, wobei fiir die Linearisierung des geregelten Systems
jeweils drei reelle Eigenwerte bei —50 vorgegeben werden. Zum Vergleich werden die mit
denselben Eigenwerten parametrierten linearen Zustandsregler

Uin = —77 Az +u* (6.36)

fiir beide Ruhelagen ermittelt.

Abbildung zeigt oben den gemessenen Abstand des Schwebekorpers fir Arbeitspunkt-
wechsel zwischen den Ruhelagen unter den nichtlinearen IDA-PBC-Reglern und den li-
nearen Zustandsreglern (fiir beide Arbeitspunkte) sowie zum Vergleich das Verhalten des
simulierten linearen Referenzsystems. Die Messungen zeigen insbesondere hinsichtlich der
Dauer der transienten Vorginge sehr gute Ubereinstimmung mit dem linearen Referenz-
system, welches fiir die Parameterierung der Regler herangezogen wurde.

Zwischen den Verldufen unter der nichtlinearen und der linearen Regelung sind nur ge-
ringfligige Unterschiede zu erkennen. So verhélt sich das System unter dem IDA-PBC-
Regelgesetz ([6.30)) fir die steigenden Flanken (hin zu grofleren Absténden) etwas schnel-
ler, fur die fallenden Flanken etwas langsamer als unter dem linearen Regelgesetz (6.30),
was auch in den abgebildeten Stellgréfienverliufen sichtbar ist®. Gegeniiber dem linea-
ren Regelgesetz enthdlt uipa Nichtlinearitéten in der Kompensation von f,(x) sowie dem

3Diese ergeben sich aus der Beschrinkung des Spulenstroms auf etwa 0 A <14 < 4,5 A.

4Dabei wird unterstellt, dass die Dissipation ausreicht, um die Trajektorie von den Bereichen der
Fluss-Sattigung fernzuhalten.

°Die Welligkeit ist auf die Abtastung des nahezu sigezahnformigen Stromsignals zuriickzufiihren.
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Gradienten der Energie, die, wie in Abb. zu erkennen, von einem Ellipsoiden (und
damit einer quadratischen Funktion) abweicht.

‘‘‘‘‘ Lin. Regler
— |DA-PBC M
Referenz
g
g
£
w
0,6 ‘ ‘ ‘ ‘
0,71 : N RE Y Lin. Regler |1
0,5f A — |DA-PBC
0,61 ’ :
0,4}
0,5
<3 0,3 =3
0,41
0,2
- 0,31
01} [/ TS RE R Lin. Regler |] '
— IDA-PBC 0,21
0 L L L L L L L
43,08 44 4402 44,04 44,06 44,08 44,98 45 4502 45,04 4506 45,08
tins tins

Abbildung 6.3: Arbeitspunktwechsel der Schwebenden Kugel. Gemessener Abstand (oben)
sowie Stellsignal fiir zwei entgegengesetzte Spriinge (unten).
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6.2 Folgeregelung der Schwebenden Kugel

Die Regelungsaufgabe des exakten Folgens einer Solltrajektorie fiir den Abstand des
Schwebekorpers wird mithilfe einer flachheitsbasierten Vorsteuerung, in Kombination mit
der Stabilisierung des Fehlersystems durch IDA-PBC erfiillt [31]. Im Gegensatz zu den
Arbeiten [I5] und [56] liegt hier der Fokus auf der systematischen Dynamikvorgabe fiir
das Fehlersystem durch die Zuweisung lokal linearer Dynamik.

6.2.1 Flachheitsbasierte Vorsteuerung

Die Zustandsdifferentialgleichungen fir die Schwebende Kugel (69) beschreiben zusam-
men mit der Definition des Ausgangs

Yy = o3 (6.37)

ein differentiell flaches System [12]. Damit lassen sich die Stellgrofle u sowie der Zustands-
vektor @ entlang einer vorgegebenen Solltrajektorie durch den Zeitverlauf des Ausgangs
ya(t) und dessen Zeitableitungen bis zur Ordnung n = 3 differentiell parametrieren. Ent-
lang der Solltrajektorie ergeben sich die Verldufe der Zustandsgréfien

e1alt) = ~2amlg = GaD) b+ e+ a(0),

72a(t) = walt). (6.38)
l’3d<t) = myd(t)
Mit der Zeitableitung des magnetischen Flusses
. 1. - b+ c+ya(t)Valt
uat) = Lu(t)2amig — gu(e)) - WOV (6:39

2cy/2am(g — §ia(t))

erhélt man durch Auflésen der ersten Zustandsdifferentialgleichung nach u die Steuerung

(b4 c+ya(t) ¥ a(t) .
2cy/2am(g — §ja(t))

Ya(t)

(6.40)

wilt) = y2amla = ) (1 4 Lo ) -

Aus der zeitvarianten Zustands- und Eingangstransformation

e = x—xy(t), u = ugq(t) +v (6.41)
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ergibt sich die Differentialgleichung fiir den Zustandsfehler

e=flet)+g.-v  mit  fet) = flx)- flxat), g.=9.  (642)

Im Folgenden wird der Index e der Ubersicht halber weggelassen. Das zustandsabhingige
und zeitvariante Drift-Vektorfeld des Fehlersystems lautet ausgeschrieben

[ ¢ (e t) £(0,1) i
for(ed) a <7(62, N (%d(ﬂj e1) (0, t)ﬂhd(t))
fle.t) = |fualet)]| = E?’ (6.43)
fua(et) 1 <($1d(t) te)?  aly(t) )
5 e E0n)

mit den Abkiirzungen

Blea,t) = b+ z94(t) + €2, v(ea, t) = Blea,t) +c. (6.44)
An der gewtinschten Ruhelage e* = 0 gilt offensichtlich f,(0,t) = 0 fur alle ¢, was
notwendige Voraussetzung fiir den Entwurf einer stabilisierenden Zustandsriickfithrung
ist.
6.2.2 IDA-PBC mit Zuweisung lokal linearer Dynamik

6.2.2.1 Schritt 1: Losbarkeit der Restriktionsgleichung

Formuliert man die Restriktionsgleichung

G f(e,t) = G Fy(t)VHy(e,t) (6.45)

mit dem einfachsten Annihilator und der rein zeitabhingigen Entwurfsmatrix

Oéll(t) 0612(t) Oélg(t)
Gl — lg (1) ﬂ wd  Falt) = |vn(t) va(t) ms®)|,  (6.46)
Vor(t)  wea(t) 1as(t)

so ergibt die Auswertung der zeitvarianten Losbarkeitsbedingung (B.51) nach Satz B2 die
Forderung

I/ll(t) = I/lg(t) = Vgg(t) =0 Y t. (647)
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Eine solche Parametrierung verhindert wegen v15(t) = 0 die positive Definitheit der Dis-
sipationsmatrix, was flir den Stabilitdtsnachweis des zeitvarianten Systems ungiinstig ist.
Daher wird eine zustands- und zeitabhédngige Entwurfsmatrix

Fye.t) = D' (e,t)Fy(t) mit  Dlet) = diag{l,ds(e,t),ds(e,t)}  (6.48)

angesetzt, so dass sich statt der urspriinglichen IDA-PBC-Bestimmungsgleichung

fle,t)+gv = Fyle, t)VH(e,t) (6.49)
durch Multiplikation mit D(e,t) eine Ersatz-Bestimmungsgleichung

fle,t)+gv = Fy(t)VHy(e,t) (6.50)

mit zustandsunabhéngiger Entwurfsmatrix Fd(t) ergibt. Mit dem Ansatz der Funktionen

dg(e, t) = m(kfo(t) + k?l (t)el + k?g(t)eg + kfg(t)eg) und
2a (6.51)
d3<evt) = 572<€27t>

lautet die aquivalente Restriktionsgleichung

(k’o(t)2+ kl(t)el -+ k’g(t)eg -+ k’g(t)eg)eg
Ve = el ) - G vy | O

Di(t) Dia(t) 1s(t)
1921(75) ﬁgg(t) 1923(75)

Der Ubersichtlichkeit halber wird im Folgenden auf die explizite Darstellung der Zeitab-
héngigkeit der Entwurfsparameter verzichtet, es gilt also &;; = &;;(t) bzw. 0;; = ;;(t).

Die Restriktionsgleichung besitzt eine Losung fiir

1911 = 1922 = 0, k’l(t) = k’g(t) =0 (653)

sowie

(6.54)
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Mit (6.48)) ergibt sich die erste Vorparametrierung

an Qo Q13
O DlQ ﬁ13
Fd(e, t) = . m(k‘o(t) + krg(t)eg) m(k:o(t);: kjg(t)eQ) (6.55)
C"V91 C" V93
0
2(1’)/2<€27 t) 2(172(627 t)

der zustandsabhéngigen Entwurfsmatrix.

6.2.2.2 Schritt 2: Definitheit der Dampfungsmatrix
Zur Vereinfachung der resultierenden Dissipationsmatrix R,(e,t) werden die Parameter

2a
19 = 0 und 1921 == ——2’72(0, t)@lg (656)
c
gesetzt. Es erweist sich aufgrund der resultierenden Darstellung von Ry(e,t) als glnstig,
an dieser Stelle bereits die erste Bestimmungsgleichung zur Zuweisung lokal linearer Dy-
namik nach den Parametern &3 und 3 aufzulésen. Die Dynamikmatrix des linearisierten

geregelten Systems entlang der Trajektorie ist

An,11(1) Ao,12(t)  ana3(t)

C[A®] | o 0 E
Adlt) = [A ] C Paa(t) iyt rg . (6:57)

a?(0,8) av(0,1)

Die Submatrix A,(t) folgt aus der Linearisierung der unaktuierten Dynamik, die ggf.

zeitvarianten Parameter a,1; = aa1i(t), ¢ = 1,2,3 ergeben sich aus der Eigenwertvorgabe
entlang der Trajektorie. Die Losung der Bestimmungsgleichung (4£47), die sich aufgrund
der Faktorisierung von F'4(e,t) als

Fo (0 AL(t) = Au(t)F, (1) - diag{d;*(0,1),d5(0,1)} (6.58)

darstellen lésst, liefert die Festlegung der Parameter

2 A~ ~
Ge — € aq,13023 + 2411714(1) and
B 0 a 2(0,t)
a,1177\Y,
A~ ~ ~ 2
A, 12712 2019 Gusziy(t)

(13 aa3t3 7(0,1)

(6.59)

Vi = —
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Die damit resultierende Dissipationsmatrix ist

—a1 0 713
0 B ﬂ23f}/2(07 t) To3
Ry(e t) = 2ma?,(t)y(ea, t) . (6.60)
C Va3
e " 2a7* (€2, 1)

mit den Abkiirzungen

r @13 < 72(07 t) ) und Toa — 19131923 72(0’ t)
13 = —/&~ - B T dmp .
2 \(ent) ’ Amiyy 7 (ez, 1)a34(t)

Der Ausdruck rq3 wird Null fiir e; = 0 und kann somit als Perturbation hinsichtlich der
Definitheit der Matrix Ry fiir e5 # 0 aufgefasst werden.

(6.61)

6.2.2.3 Schritt 3: Parametrische Darstellung der Energiefunktion

Eine partikuldre Losung der Restriktionsgleichung (6.52) ist

1 1 .§L’2 (t) 1913
\I] t) = = T \I/t o 3 1d 2 - 3 662
(67 ) 26 Q ( )e 3&21 61 + ﬁ2372<0’t) 6263 31912 62 ( )
mit der Hessematrix in e* =0
_ ’ i
_zualt) 0 0
U () ek
N V13214 Tig
t) = 2- 0 - — . 6.63
Q ( ) V12V223’7(07t) V23’7(07t) ( )
O 'rld(t) O
L 923’7(07t) J
Als homogene Losung wird
1 2, 1 4
q)(za) = M1z + 5#2204 + Zlu4za (664)
angesetzt, wobei durch
AT
zo = [1 0 O]F, (t)e (6.65)

eine Darstellung der charakteristischen Koordinate gegeben ist.
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6.2.2.4 Schritt 4: Einstellen der Ruhelage

Die Forderung VH,(0,t) = 0 ist fiir alle ¢ durch p; = 0 erfillt.

6.2.2.5 Schritt 5: Vorgabe lokal linearer Dynamik

Mit der Auswertung der zweiten Bestimmungsgleichung (€40), in welche die zweiten par-
tiellen Ableitungen von (6.62) und (6.64) nach z, eingesetzt werden, ergibt sich schlielich
die Parametrierung

2 a3 rq(t)
t) = an11011 + Au13013 — ———————, 6.66
,MQ( ) 11401 ,13¢¢13 4 0413’}/2<0,t) ( )

mit der die Zuweisung lokal linearer Dynamik abgeschlossen ist.

6.2.2.6 Schritt 6: Festlegung der noch offenen Parameter

Durch die bisherigen Festlegungen ergibt sich, dass 715 aus der Energiefunktion und Dis-
sipationsmatrix fallt, so dass &;; und 53 die beiden verbleibenden freien Parameter sind.
Weiterhin sind die Parameter in A,(¢) offen.

Zur Eigenwertvorgabe. Die Parameter A,(t) des aktuierten Teils der Dynamikmatrix
A,(t) werden fir die Zuweisung lokal linearer Dynamik aus dem linearen Zustandsregler-
Entwurfsproblem

Aé = A(t)Ae + bAv, Av=—rT(t)Ae (6.67)

fir die Linearisierung der Fehlerdynamik (6.42) gewonnen. Wie in Abschnitt ZT.2] be-
schrieben, ist die Untersuchung der Stabilitiat des linearen zeitvarianten Referenzsystems

Aé = (A(t) — rT(t)b)Ae = Ay(t)Ae (6.68)

erheblich aufwendiger als im zeitinvarianten Fall. Eine Moglichkeit, die Zustandsriickfiih-
rung 77 (¢) und damit eine stabile vorzugebende Dynamikmatrix A4(t) zu ermitteln, ist
die Anwendung der zeitvarianten Ackermannformel [13]. Ist die darin enthaltene zeitvari-
ante Transformation auf Regelungsnormalform eine Ljapunow-Transformation, dann ist
bei Vorgabe von Regelungseigenwerten (der Dynamikmatrix in Regelungsnormalform) in
der offenen linken Halbebene die Stabilitat von (6.68) gesichert.
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Abbildung 6.4: Eigenwerte der Dynamikmatrix A4(t) entlang der Trajektorie.

Beim IDA-PBC-Entwurf erfolgt der nichtlineare Stabilitdtsnachweis im zeitverdanderlichen
Fall durch die Ermittlung zeitinvarianter Schranken der Energiefunktion Hy, vgl. Satz
Aufgrund dieser nachtraglichen Prifung wird auf den strengen Stabilitatsbeweis fiir das

lineare Referenzsystem (6.68)) verzichtet und wie in Abschnitt 4] beschrieben vorgegan-
gen.

Ein mittlerer Punkt der Solltrajektorie x(t) = T wird als stationdr angenommen, im
Beispiel entsprechend dem Gleichanteil der sinusférmigen Fiihrungsgrofie. Dort wird die
mittlere Jacobimatrix des unaktuierten Subsystems

(6.69)

berechnet und der aktuierte Teil A, wird so gewihlt, dass die mittlere Dynamikmatrix

A= 5] (6.70)

gewiinschte Eigenwerte hat. Schliellich wird zur Zuweisung lokal linearer Dynamik die
Submatrix

Al(t) = A, (6.71)

genutzt. Dem Vorgehen liegt die Annahme zugrunde, dass die (festen) Eigenwerte von A
die Dynamik des resultierenden, zeitvarianten Referenzsystems

Ae = Ag(t)Ae = [ Ao ]Ae (6.72)
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hinreichend gut beschreiben und sich die tatséchlich vorliegende Zeitvarianz nicht de-
stabilisierend auswirkt. Tatsdchlich bewegen sich die ,eingefrorenen® Eigenwerte des so
parametrierten Referenzsystems (6.68) entlang der Solltrajektorie um die Eigenwerte der
gemittelten Dynamikmatrix, siehe Abb. fiir die sinusformige Trajektorie im Beispiel.
Bei erfolgreichem Reglerentwurf mit IDA-PBC werden durch den nichtlinearen Stabilitats-
nachweis fiir das resultierende Port-Hamilton’sche System die hier getroffenen Annahmen
im Nachhinein bestétigt.

Fir den Abstand des Schwebekorpers wird der Sollverlauf

ya(t) = C1 + Cysin(6t), ¢t >0 (6.73)

mit C; = 10mm und C5 = 5 mm vorgegeben. Dem linearen Referenzsystem werden, wie
oben beschrieben, drei Eigenwerte der Matrix (6.70) bei —50 fiir den mittleren Abstand
Yy = 10 mm zugewiesen.

Zur Optimierung der Energie. Fiir die Abschatzung des Einzugsgebiets der Ruhelage
e* = 0 werden die Energie Hy(e,t) und ihre Zeitableitung Hy(e,t) auf einem diskreten
Gitter im Zustandsraum zu diskreten Zeitpunkten entlang der Solltrajektorie ausgewertet.
Aus den Minima und Maxima iiber die Zeit ergeben sich die zeitinvarianten Schranken®

Wil k) = min Haleli.j k], 1),
Wili,g,k] = mlade(e[i,j,k],t[l]), (6.74)
~TWli k] = g Hla(eli.j k), 1)

Eine Stabilitatsaussage nach Satz ist auf dem Gebiet des Zustandsraumes moglich, auf
dem die Funktionen W;(e), i = 1,2, 3 positiv definit sind. Das garantierte Einzugsgebiet
der Ruhelage ist beschrankt durch die Niveaufliche W(e) = ¢, deren Wert der grofiten
geschlossenen Niveauflache W (e) = ¢ entspricht, die vollkommen innerhalb des Gebiets
liegt, auf dem Wjs(e) > 0 gilt.

Durch die numerische Approximation des von Ws(e) = ¢ eingeschlossenen Volumens als
Gitemafl lasst sich das abgeschitze Einzugsgebiet computergestiitzt maximieren [63],
woraus sich die Festlegung &1; = —9,89 - 1075 und 093 = —582 der noch verbliebenen
Entwurfsparameter ergibt. Abbildung zeigt die rechnergestiitzt ermittelten Schran-
ken. Hellgrau dargestellt sind die Aquipotentialflichen von Ws(e) = 0. Sie stellen die

SDurch [i,j,k] und [I] werden die Gitterpunkte im Zustandsraum bzw. in der Zeit indiziert.
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es in mm/s

eg in mm/s

Abbildung 6.5: Niveauflachen der Schranken Wj(e), i = 1,2, 3 der zeitverdnderlichen Energie-
funktion H,(e,t). Hellgrau: W3(e) = 0, dunkelgrau: Wy (e) = ¢ (links) bzw. Wa(e) = ¢ (rechts).

Grenze der Dissipativitiat des geregelten Systems abhéngig vom Fehler e dar. Dunkelgrau
dargestellt ist links die grofite, innerhalb des dissipativen Gebiets liegende, geschlossene
Aquipotentialfliche von W, (e). Die fiir denselben Funktionswert ¢ dargestellte Niveaufli-
che von Ws(e) (rechts) gibt eine Abschétzung des Einzugsgebiets der Ruhelage e* = 0
an.

6.2.3 Experiment

In den Abbildungen ist das Folge- und Stoérverhalten des Systems unter zwei
unterschiedlich parametrierten IDA-PBC-Regelgesetzen und der entsprechenden linearen
Zustandsriickfithrung dargestellt sowie der Verlauf der Regelgrofie im vorgegebenen li-
nearen Referenzsystem. Die beiden IDA-PBC-Regelgesetze unterscheiden sich lediglich
im Term vierter Ordnung der homogenen Losung (6.64]), der bei IDA-PBC 1 Null ist,
gegeniiber p, = 4 -10%° bei IDA-PBC 2.

Abbildung zeigt das Storverhalten bei Vorgabe des festen Sollabstands y; = 10 mm.
Durch wiederkehrende, fiir jeweils wenige Millisekunden auftretende Fehlerspannungen
wird der Schwebekorper aus seiner Sollposition ausgelenkt. Die unterschiedlichen Rege-
lungen sollen den entstandenen (Folge-)Fehler, angelehnt an die Dynamik des Referenz-
systems, eliminieren. Dies gelingt, wie in den gemessenen Verldufen des Abstands s darge-
stellt, sehr gut. Alle drei Regelungen weisen hinsichtlich der Form und Dauer des Ausre-
gelvorgangs dem Referenzsystem entsprechendes Verhalten auf. Lediglich die Amplituden
der Auslenkung aufgrund des Spannungsfehlers sind héher, was mit dem Unterschied zwi-
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Abbildung 6.6: Abstand (oben), Folgefehler nach zwei Stérungen (Mitte) sowie Tastverhéltnis
und Strom (unten) bei festem Sollwert.
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Abbildung 6.7: Simulation von Abstand (oben), Folgefehler nach zwei Stérungen (Mitte) sowie

Tastverhéltnis und Strom (unten) bei sinusférmiger Trajektorie.
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Abbildung 6.8: Abstand (oben), Folgefehler nach zwei Stérungen (Mitte) sowie Tastverhéltnis
und Strom (unten) bei sinusférmiger Trajektorie.
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schen dem vollstandig linearen (bei y; ausgewerteten) Referenzmodell und der tatséchlich
vorliegenden Nichtlinearitit der Strecke zu erkldren ist. Der erste IDA-PBC-Regler ver-
hélt sich fast identisch zum linearen Regler. Bei IDA-PBC 2 dominiert hingegen der durch
1y stark gewichtete kubische Term im Regelgesetz, der die lokal lineare Dynamik nicht
beeinflusst. Dieser zusétzliche, nichtlineare Regelungsanteil fithrt zu einer Beschleunigung
des Ausregelvorgangs, die jedoch durch die Grenzen der Stellspannung beschrankt ist.

Das Bild bestatigt sich — insbesondere innerhalb des Betriebsbereichs zwischen 5 mm und
15 mm, in dem die Induktivitdt der Anordnung identifiziert wurde — in der Simulation und
den Messungen fiir die Folgeregelung entlang der sinusférmigen Trajektorie (Abb. und
6.8). Die Experimente weisen die Giite der in dieser Arbeit vorgestellten Zuweisung lo-
kal linearer Dynamik zur transparenten Parametrierung des IDA-PBC-Regelungsentwurfs
auch fiir den zeitvarianten Fall nach.

6.3 Hydraulikaktuator

Der Hydraulikaktuator (siehe Abb. [6.9) ist Bestandteil des Viertelfahrzeug-Priifstands
am Lehrstuhl fir Regelungstechnik. Sein Kolbenhub bildet gemessene Straflenprofile ab,
mit denen das Viertelfahrzeug-Modell angeregt wird. Der in Abschnitt durchge-
fithrte systematische IDA-PBC-Entwurf unter Zuweisung lokal linearer Dynamik basiert
auf einem reduzierten Zustandsraummodell des Hydraulikzylinders, welches im folgenden
Abschnitt vorgestellt wird.

m

u
r} A 2
7 2 A27p27%2
><J_
Pt . Is
%
q1

Py et »—

N

A, p1, Vou

I

Abbildung 6.9: Skizze des Hydraulikaktuators (links) und Foto des Zylinders als Komponente
des Viertelfahrzeug-Priifstands am Lehrstuhl fiir Regelungstechnik (rechts).
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6.3.1 Modellbildung

Ein géngiges Modell fiir einen doppelt wirkenden Hydraulikzylinder (siehe z. B. [19]), wie
er im Priifstand verwendet wird, ist durch die Zustandsdifferentialgleichungen

T = T
) Ay Asy d
Ty = —pP1— —P2— —T2—4(

m m m
) E (6.75)

= —A
P ‘/1(961)< 1Z2 + q1)
FE

o A
P2 Vg(xl)< 2T2 + o)

gegeben. r; = s und xy = v bezeichnen Kolbenhub und -geschwindigkeit, p; und py sind
die Driicke in den beiden Zylinderkammern. Fiir die Volumina der Kammern gilt

%(l’l) = ‘/071 —|—A1.T1 und ‘/2(371) = %,2 — AQ.Tl (676)

mit Vj, den Volumina in der Nullstellung des Kolbens und A; den effektiven Kolbenflé-
chen. Die Zuflisse in beide Kammern werden beschrieben durch

¢ = Ei(pi)u, 1=1,2 (6.77)

mit

= (p1) = ko\/|ps — p1| - sgn(ps — p1), ©>0 -

—1 1 — , )
ko\/Ip1 — pe| - sgn(pr —pi), u<0

=o(pa) = {k |p2 — pe| - sgu(pa — pr), w >0 679

—2 2) — . )
ku\/|ps — pal| - sgn(ps — p2), u <0

Der Stelleingang u ist die Schieberposition des 4/3-Wege-Proportionalventils, k, bezeich-
net den Ventilkoeffizienten, ps und p; sind der Versorgungs- bzw. der Tankdruck des
Hydrauliksystems. Als tibliche Annahmen werden sowohl innere als auch duflere Leckage-
Fliisse vernachléssigt, ebenso wie die deutlich schnellere Ventildynamik.

Tabelle im Anhang gibt eine Ubersicht iiber alle verwendeten Symbole und die Werte
der physikalischen Parameter.
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Zur Vereinfachung des Regelungsentwurfs mit IDA-PBC werden der Zustandsvektor und
die Eingangsgrofie gemaf

13 = ko(Aipr — Aopy — mg + EA In(Vi(z1)) — EAy In(Va(21)))

(6.80)
ry = ko(Awpy + EAs In(Vo(xy)))
und
B EAE(p1)  EAEs(po)
o= (E ) (051

transformiert [19]. Die neuen Zustdnde z3 und x4 sind Invarianten, sog. Casimir-Funktio-
nen fiir das autonome System (u = 0). Ihre Existenz lasst sich aus der Port-Hamilton’schen
Darstellung ableiten und ist plausibel vor dem Hintergrund, dass der hydraulische Teil des
Systems verlustlos modelliert wird. Der Faktor k¢ dient dazu, die folgenden Berechnungen
numerisch gut konditioniert zu halten.

Das transformierte Systems lésst sich in zwei Subsysteme

DI T = f(x)+g(x)v,
T G 652
Yo Ty = ga(x, x4)V
zerlegen, wobei ¥; durch den reduzierten Zustandsvektor
x = |1, 2o a3)" (6.83)
beschrieben wird. Drift- und Eingangs-Vektorfeld des ersten Teilsystems sind
i) 0
flx) = |fox)], g = |0]. (6.84)
0 1

Der Ubersicht halber werden die Zustandsabhéngigkeiten der Volumina V; und der Funk-
tionen =;, ¢+ = 1,2 im Folgenden nicht ausgeschrieben. Damit lautet das zweite Element

von f(x)

E dzsy x3
= — (A In(W)) = A In(Vp)) — =2
m( 1 In(V1)) = Az In(V2)) m+mkc

fa(x) (6.85)
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und die Eingangsverstarkung von >y

. AEa V)
A2 Ve — AER V)

9a(x, 24) (6.86)

Das Subsystem >; wird nicht durch ¥y beeinflusst, so dass nur der Entwurf einer stabi-
lisierenden Regelung fiir das reduzierte System ¥; betrachtet wird. Wie in [19] beschrie-
ben, bleibt das Gesamtsystem stabil, wenn ¥; durch ein Regelgesetz v(x) asymptotisch
stabilisiert wird, da der Term g4(x,z4)v(x) aufgrund 0 < |g4| < 1 einer linearen Wachs-
tumsbedingung gentigt.

6.3.2 Systematischer Entwurf einer Festwertregelung

Die Regelungsaufgabe ist die Positionsregelung des Kolbenhubs auf einen festen Wert
s* = z7. Im Folgenden wird die systematische Herleitung des stabilisierenden IDA-PBC-
Regelgesetzes unter Zuweisung lokal linearer Wunschdynamik dargestellt (vgl. [26]).

6.3.2.1 Schritt 1: Losbarkeit der Restriktionsgleichung

Die Zerlegung des Drift-Vektorfelds nach Gl. (6.84]) in einen unaktuierten und einen ak-
tuierten Teil liefert

o= ) m a0

Entsprechend lautet die anfangliche Parametrierung der konstanten Entwurfsmatrix

] , ful@) =0. (6.87)

T
F vy Vi1 V2 13
_ v| _ T _
Fd = F = v, = V21 Voo Vo3| - (688)
a T
O Q11 Gp (3

Die Uberpriifung der Losbarkeit der Restriktionsgleichung

[Z;ﬂ VHd(®) = l f;Zc)] (6.89)

nach der Bedingung (3.50) liefert die Forderung

CE(AL A, ! - 0 (6.90)
1% — | = — | V —UVi9 — 1% = .
22 m ‘/1 ‘/2 11 m 12 kcm 13 9
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welche durch die Parameterwahl

V11 = 0 und Vi3 — kc(dyu -+ mu22) (691)

fur alle & erfullt ist.

6.3.2.2 Schritt 2: Definitheit der Dampfungsmatrix

Aus der oben ermittelten ersten Vorparametrierung der Entwurfsmatrix F'y ergibt sich
die Dissipationsmatrix

] . 0 —Vig — V1 —Vi3 — Qq1
T
Rd = —§(Fd + Fd) = 5 —UVig — V91 —27/22 —lo3 — Qg - (692)
—lV13 — Q1 —lVo3 — (g9 —203

Um positive Semidefinitheit von R, sicherzustellen, sind (aufgrund der Null im ersten
Hauptdiagonalelement) durch

Vg1 = —UV12 und 11 = —UV13 (693)

die verbleibenden Elemente der ersten Zeile bzw. Spalte Null zu setzen. Die offenen Pa-
rameter miissen den Ungleichungen

—U99 > 0, —Q13 >0 und 41/220(13 — (V23—|—0412)2 > 0 (694)

geniigen, wobei wenigstens eines der Hauptdiagonalelemente echt grofier Null sein muss.
Zur weiteren Vereinfachung wird

V93 — —(19 (695)

gesetzt, so dass sich die Dissipationsmatrix in Diagonalform

Rd = dlag{O, —U99, —O[lg} (696)

mit den freien Parametern v9s und «q3 ergibt.
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6.3.2.3 Schritt 3: Parametrische Darstellung der Energiefunktion

Die Losung der Restriktionsgleichung F',VHy(x) = f,(x), deren Existenz durch die
Einhaltung der Losbarkeitsbedingung gesichert ist, lasst sich mit Hilfe eines Computer-
Algebra-Systems ermitteln. Eine partikuldre Losung ist

1 V1322
W(1,m2,73) = 2mkcv?, < vy VQ?’) it
1 V13 ) 1 2
mkovyo (Vm T2 J 27/12x2 *
EV; EV;
+ —LMmV,—1)+ —(InVy—1), (6.97)
Via Viom

wahrend sich als Losung der homogenen partiellen Differentialgleichung F,VHy(x) = 0
eine beliebige Funktion ®(() in der charakteristischen Koordinate

1 Vool v
C = — (1/23 _ 2 13) r1 — ﬁﬂfg + T3 (698)
V19 V12 V12

ergibt, wobei 113 der Festlegung in ([6.91)) gentigt. Die Umrechnung zwischen ¢ und dem
Zustand z, = e F;7x in Normalkoordinaten erfolgt geméaf

2
¢ = <a13+ yl}j’;m) 2o = CZq. (6.99)

12

Fiir die homogene Losung, mit der die Energie des geregelten Systems zu formen ist, wird
eine einfache quadratische Funktion

2(¢) = pié + i (6.100)

angesetzt. Der Parameter o ist in erster Linie fiir die Kriimmung der resultierenden
Energiefunktion in der gewiinschten Ruhelage verantwortlich, wogegen die Wahl von
fir das Einhalten der Bedingung V Hy(x)

« = 0 sorgt. Im Folgenden gelte A; = Ay = A.

6.3.2.4 Schritt 4: Einstellen der Ruhelage

Damit der Gradient der Energiefunktion in * verschwindet, wird die Bedingung

8Hd<w)
8.’171

— 0 (6.101)

T*
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nach py aufgelost. Man erhélt den Ausdruck

x] 1
H = V—21 (k— — MQ(V12V23 — 1/13V22)) -+ /LQAEk%mV%QGH ‘/2* —In ‘/1*) (6102)
12 \Rkcm

mit V*, ¢ = 1,2 den Kammervolumina an der gewiinschten Ruhelage. Es lasst sich leicht

tiberpriifen, dass mit dieser Wahl fir den kompletten Gradienten VH ()|« = 0 gilt.

6.3.2.5 Schritt 5: Zuweisung lokal linearer Dynamik
Die Jacobimatrix von f(x) an der gewiinschten, durch 7 definierten Ruhelage

*

)
x" = 0 (6.103)
ke EA(In Vi — In V)
ist
0 1 0

of (x) J . FEA? [ 1 1
A = = |Q21 —— L mit a9 — — e +—* . (6104)

I moAvn b
Unter einer linearen Zustandsriickfiithrung Av = —rT Az sind der unaktuierte und der

aktuierte Teil der Dynamikmatrix Ay des linearisierten geregelten Systems gegeben durch

_ Of,(z)
A = ox

und A, = [aa,n Aa 12 aa,lg} = {—7’1 —7 —7“3}. (6.105)

x*

Bei gegebenener Steuerbarkeit von (A, g) lassen sich durch die Festlegung der Koeffi-
zienten r; von v’ beliebige Eigenwerte \g;, i = 1,2,3 von A, realisieren. Diese Rege-
lungseigenwerte sind die Entwurfsgrofien fiir die Zuweisung lokal linearer Dynamik. Die
Koefhizienten r; werden aus der Losung des linearen Eigenwertvorgabe-Problems ermittelt.

Zur Zuweisung lokal linearer Dynamik sind die Matrixgleichungen aus Tabelle nach
den Entwurfsparametern aufzulosen. Da es sich um ein Eingréflensystem handelt, entfallt

Gleichung (4.45]). Gleichung (£.47) lautet

F, Al = A F? (6.106)
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und ausgeschrieben

—TI'olV19g — T3l13 = (2,

d 1 (6.107)

—T1lV91 — T'ol92 — T'3l23 = Q2111 — Eau + ik x13.
C

Unter Berticksichtigung von (6.91]) erhalt man das Gleichungssystem

k.d -1 —rak,
9 + r3ke d} qu} _ [ T3kem 0 ] [Vm}’ (6.108)

r1+ a21kcd =73 — ] V23 —a21kcm + 7o Forn a3

aus dem sich die Parameter v und 153 eindeutig in Abhéngigkeit der freien Parametern
der Dampfungsmatrix 9 und a3 bestimmen lassen.

Mithilfe der dritten Gleichung (£40) wird die zur Zuweisung lokal linearer Dynamik
erforderliche zweite Ableitung der homogenen Losung ® nach z,

0*U(z)

2
022

o = —

— 1y — oo — rsXq3 (6109)

2*

ermittelt und mit dem entsprechenden Ausdruck aus dem Ansatz der homogenen Losung
(6I00) verglichen. Damit ergibt sich als letzte Gleichung

PO 10°®(za)  dn
Hz = oz 2 022 2

(6.110)

6.3.2.6 Schritt 6: Festlegung der noch offenen Parameter

Es verbleiben 5 freie Entwurfsparameter: die drei Regelungseigenwerte fiir das linearisierte
System sowie a3 < 0 und 9y < 0. Das linearisierte ungeregelte System besitzt einen
Eigenwert in Null sowie ein komplexes Eigenwertpaar:

)\1 = 0, )\273 = aijw. (6111)

Fir die Linearisierung des geregelten Systems werden ebenso ein reller Eigenwert und
ein komplexes Eigenwertpaar mit identischem Realteil o, vorgegeben. Es stellt sich als
vorteilhaft hinsichtlich der Gestalt der resultierenden Energie H; heraus, den Imaginérteil
+jw gegeniiber dem ungeregelten System unverandert zu lassen:

Ad1 = 04, Ad23 = 0q T jw. (6.112)
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60
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! X2 in m/s

35-450

Abbildung 6.10: Grofite geschlossene Niveauflachen von Hy im Definitionsbereich der Ener-
giefunktion. a3 = —1, vee € {—1, — 1000, — 10000} (von links nach rechts).

T3

90
T2 in m/s
9 -90

Abbildung 6.11: Grofite geschlossene Niveauflachen von Hy unter Beriicksichtigung des maxi-
malen Kolbenhubs. a3 = —1, 199 € {—1, — 1000, — 10000} (von links nach rechts).

Eine Variation der Parameter a3 und 14y der Entwurfsmatrix lasst die zugewiesene lokal
lineare Dynamik unverandert, wirkt jedoch auf das dynamische Verhalten im Groflen.
Dies wird insbesondere anhand der logarithmischen Terme in der Energiefunktion (6.97)
deutlich, die mit i gewichtet werden, wobei vy, iiber die Losung des Gleichungssystems
(6I08)) von den offenen Parametern abhéngt.

Abbildung zeigt die groBiten geschlossenen Niveauflachen der Energiefunktion, die
vollstandig innerhalb des Definitionsbereichs der logarithmischen Terme von (6.97) lie-
gen, fiir die Ruhelage x7 = 3cm bei Vorgabe von 0, = —20 und unter einer Variation
von ley. Die vorhandenen Totvolumina der Zylinderkammern sind hierbei jedoch nicht
berticksichtigt. Die tatsdchlich realisierbaren Kolbenhiibe liegen innerhalb der Grenzen
Z1,max = £9cm und Abbildung zeigt die entsprechenden Niveauflachen unter Beach-
tung dieser Beschrankung.
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Ohne eine weitere Optimierung hinsichtlich des abgeschétzten Einzugsgebiets der Ruhe-
lage vorzunehmen, werden die Parameter aq3 = 195 = —1 festgelegt. Ein weiterer Frei-
heitsgrad, der nicht genutzt wurde, ist die Form der homogenen Losung ®((). Fir das
vorliegende Beispiel reicht jedoch der linear-quadratische Ansatz in (6.I00) aus, um eine
wohlgeformte Gesamtenergie H,; zu erreichen.

Mit der durch Zuweisung lokal linearer Dynamik ermittelten Parametrierung des IDA-
PBC-Ansatzes ist Stabilitdt der Ruhelage im durch die Niveaufldchen von Hy; abgeschétz-
ten Einzugsgebiet gegeben. Aufgrund der Semidefinitheit der Dampfungsmatrix ist, wie
bei der Schwebenden Kugel, die asymptotische Stabilitdt durch die Anwendung des Satzes
von Barbashin nachzuweisen.

6.3.3 Experiment

Zur Implementierung am Priifstand werden IDA-PBC-Regler fiir Ruhelagen im Intervall
x; € [—Tcm,7cm] entworfen. Mit 044 = —10 und o4 = —20 wird unterschiedliche
Dynamik fiir die jeweilige Festwertregelung vorgegeben.

In Abb. sind die Messungen des Kolbenhubs fiir eine Reihe von Arbeitspunktwech-
seln dargestellt. In den ersten beiden Diagrammen ist der qualitative Unterschied in der
Dynamik der Transienten deutlich zu erkennen. Wie zu erwarten, fallt auch der stationére
Fehler aufgrund der Modellungenauigkeit fir 045 wegen der hoheren Verstdrkungen in
der Zustandsrickfithrung geringer aus. Aus dem letzten Diagramm lassen sich ferner Er-

satzzeitkonstanten fiir die Transienten abschitzen, die im erwarteten Bereich von (grob)
1
0d,A/B

Ta/p = liegen und damit das erwartete Verhéltnis von etwa 2 : 1 aufweisen.
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Abbildung 6.12: Gemessene Arbeitspunktwechsel fiir unterschiedliche Realteile der Eigenwerte
des linearen Zielsystems (oben und Mitte). Vergleich einer Sprungantwort fiir beide Parametrie-
rungen (unten, Verschiebung in der Ordinate, so dass jeweils As(6s) = 0cm).
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6.4 Modell einer kippenden Laufmaschine

Zur Illustration der Parametrierung von IDA-PBC fiir unteraktuierte mechanische Syste-
me dient das stark vereinfachte (Labor-)Modell einer ins Kippen geratenen Laufmaschine.
Der in Abb. skizzierte Aufbau besteht aus zwei drehbar gelagerten Gliedern. Wéh-
rend das untere, den ,Fufl* des Laufroboters darstellende Glied, frei drehbar gelagert
ist (Drehpunkt Ds), représentiert das obere Glied vereinfachend den restlichen , Kérper*
und wird in der Achse D; von einem Getriebemotor angetrieben. Die Regelungsaufgabe
besteht darin, durch geeignete Aktuation dieses Antriebs und damit des oberen Glieds,
den Aufbau in einer (instabilen) Ruhelage zu stabilisieren, wobei Glied 1 gegentiiber dem
Boden eine senkrechte Lage einnehmen soll.

Die Regelungsaufgabe ist angelehnt an die Situation, in der ein Laufroboter aufgrund einer
Bodenunebenheit, Kante oder &uleren Storung den Flachenkontakt der Fiifle verloren hat
und ins Kippen geraten ist. Damit stellt er voriibergehend ein unteraktuiertes System
dar. Die Roboterregelung versucht zunéchst seine Lage zu stabilisieren, bevor — so schnell
wie moglich — die Fiifle vollen Flachenkontakt zuriickerlangen und wieder vollstandige
Aktuiertheit gegeben ist.

6.4.1 Modellbildung

Aufgrund seiner komplizierteren Geometrie kann das dargestellte System als eine Verall-
gemeinerung des Acrobot-Modells (siehe z. B. [39]) betrachtet werden. In Tabelle 6.1] sind
alle fiir die Modellierung verwendeten Symbole erlautert, Tabelle im Anhang enthélt
die physikalischen Parameter.

Ziel der Modellbildung ist eine Darstellung der Bewegungsgleichungen in der Hamil-
ton’schen Form

tﬂ - [—OI ﬂ @ZZEZ;’ZH + m U, (6.113)

mit der Gesamtenergie oder Hamiltonfunktion

1

H(q,p) = V(@) +T(q,p) = V(q) + §pTM‘1(q)p, (6.114)

die sich aus potentieller und kinetischer Energie zusammensetzt. Zur Ermittlung der ki-
netischen Energie werden die rotatorischen und translatorischen Bewegungsenergien aller
drei Korper (Glied 1 und 2, Antrieb) addiert. Die ohne Superskript angegebenenen Mas-
sentragheitsmomente sind um den Drehpunkt zu verstehen. Ein hochgestelltes ,,S“ deutet
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Abbildung 6.13: Skizze des Laborversuchs ,,Kippende Laufmaschine®.

den Bezug zum jeweiligen Schwerpunkt an. Es gilt

T =T +Ta+T, (6.115)
mit
1.
T, = §J2q§
1 ) .. 1 )
Ty = §JA(Q2 +iigy)? + émAdQQg (6.116)
1 . . 1 . .
Ty = an(qz +q@)* + §m2($§1 + Y1)

Fir T; sind die Schwerpunktkoordinaten von Glied 1 im Inertialsystem

(xs1,ys1) = (dcosqe + hycos(q1 + g2), —dsin ga — hy sin(q; + ¢2)) (6.117)

nach der Zeit abzuleiten. Das Trigheitsmoment J; des oberen Gliedes lisst sich mithilfe
des Steiner’schen Satzes durch J; = Jls +myh? auf den Drehpunkt D; beziehen. Die kine-
tische Energie (welche in der nichtrelativistischen Mechanik identisch mit der Koenergie
ist) ergibt sich nach Einsetzen der Schwerpunktgeschwindigkeiten in der Form

1, . 1 _
T = 34" M(a)q = 5p" M~ (q1)p. (6.118)
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Symbole FErliduterung

(82, ho) Schwerpunktkoordinaten fiir Glied 2 im bewegten Koordinatensystem
(0, hy) Schwerpunktkoordinaten fiir Glied 1 im bewegten Koordinatensystem
(0,d) Koordinaten der Drehachse in Koordinatensystem 2

mi2,ma  Massen der Glieder 1 und 2 und des Antriebs

J12,J4 Massentragheiten der Glieder und des Antriebs um die Drehpunkte
1,2 Gelenkwinkel (g; abtriebsseitig)

i Getriebeiibersetzung ¢s/q; = i

Tabelle 6.1: Erkldrung der Symbole fiir die Modellierung.

Die mechanischen Impulse sind durch p = M (q;)q definiert mit der Trégheitsmatrix

c11 + co cos(qq)

C12
M — 6.119
(a1) c11 + cacos(qr) 10+ 22 co8(qr) + ¢3 ( )
und den darin enthaltenen Abkiirzungen
ey = Jy 4+ Ja il i=0,1,2
Cy — mldhl, (6120)

c3 = Jy+ (m1 + mA)dQ.

Die potentielle Energie besteht aus den Lageenergien der drei Baugruppen

Vo = maog(sasin ga + hy cos gs),
Va = magdcos g, (6.121)
Vi = myg(dcosqy + hycos(qn + q2))

und ldsst sich zusammenfassen durch

V(q) = cacos(qi + q2) + ¢5 €08 go + cg5in ¢o (6.122)

mit den Abkiirzungen

¢y = mihag,
cs = ((my +ma)d+ mohs)g, (6.123)

Ce = MMaSag.
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Mit dem Vektor g = e; lasst sich schliellich die Hamilton’sche Zustandsdarstellung nach
(EI113) angeben, wobei u das auf die Sekundérseite des Getriebes umgerechnete Antriebs-
moment ist.

6.4.2 IDA-PBC

Wie in Kapitel Bl beschrieben, wird fiir das System ein IDA-PBC-Regelgesetz zur Stabili-
sierung der instabilen Ruhelage

q = [q}k] - l_i{?} (6.124)
42 42

entworfen. Durch ¢f = —¢; ist der Forderung entsprochen, dass Glied 1 senkrecht zum Bo-

den ausgerichtet ist. Die Annahme 5.1l aus Abschnitt nach einfacher Unteraktuiertheit

gilt ebenso wie Annahme [5.2] wonach die Tragheitsmatrix M (q;) nur von der aktuierten
Koordinate abhdngt. Durch den Ansatz einer konstanten (virtuellen) Tragheitsmatrix

M, = lmdv” L ] (6.125)

1 mg,22
(zur Festlegung mg12 = 1 siehe Abschnitt £.31]) wird Annahme entsprochen und
Annahme B4 ist fiir die (virtuelle) Dampfungsmatrix
R, = diag{r,0} (6.126)

erfiillt. Die von einem Computer-Algebra-System zu l6sende partielle Differentialgleichung
ist in (5.47) dargestellt, wobei

0
bo(q1,q2) = a—QQV(Ql,CJz) (6.127)

die partielle Ableitung der physikalischen potentiellen Energie nach der unaktuierten Ko-
ordinate ist. Als homogene Losung wird die linear-quadratische Funktion

Loy

D(z4) = 120 + 5#%% (6.128)
angesetzt, wobei der Parameter pu, fiir
VVa(g)| . =0 (6.129)
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Abbildung 6.14: Geschlossene Hohenlinien der potentiellen Energiefunktion V; in unterschied-
lichen Koordinaten.

sorgt und o die fiir die lokal lineare Dynamik geforderte Kriimmung der Energie in der
Ruhelage realisiert.

Die Dynamikmatrix A, wird mit rein reellen, doppelten Eigenwerten bei —6 und —7
vorgegeben. Die in den IDA-PBC-Ansatz einzusetzenden Parameter p, po, mai1, ma 22
und r; ergeben sich aus der Auswertung der Gleichungen in Tabelle In Abb. [6.14] sind
die Hohenlinien der resultierenden potentiellen Energiefunktion dargestellt, links in den
Gelenkkoordinaten (g, g2), rechts in den Koordinaten (g, 24)-

Wie bei den anderen Beispielen lasst sich zeigen, dass q¢* die einzige Losung der Bewe-
gungsgleichungen des geregelten Systems ist, die in der Menge {q | Hy(g,0) = 0} bleiben
kann, wodurch asymptotische Stabilitdt von ¢* im durch V;(q) abgeschatzten Einzugsge-
biet nachgewiesen wird.

An dieser Stelle angemerkt sei eine Moglichkeit, die Entwurfsfreiheit in der Eigenwertlage
in Verbindung mit der Formung der Energie zu nutzen. Vorgegeben werden lediglich die
Realteile der Eigenwerte als Maf fiir die Abklingdauer des Regelvorgangs, wiahrend iiber
die Imaginérteile die Groe der durch die Hohenlinien der Energie eingeschlossenen Fléche
maximiert wird [49].

6.4.3 Simulation

Abbildung zeigt die Ausgleichsvorgiange in den Gelenkkordinaten fiir wiederkehrend
aufgebrachte, rechteckférmige Drehmoment-Storungen auf das unaktuierte Gelenk. Dar-
gestellt sind die Gelenkwinkel unter dem durch Zuweisung lokal linearer Dynamik para-
metrierten nichtlinearen IDA-PBC-Regelgesetz, dem entsprechenden linearen Zustands-
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Abbildung 6.15: Simulierte Gelenkwinkel unter IDA-PBC und dem linearen Zustandsregler

sowie deren Verlauf im linearen Vergleichssystem. Stérmoment —0,1 Nm iiber 60 ms auf ¢o.

regler und die simulierten Gelenkwinkel des linearen Referenzsystems. Die Ahnlichkeit
der Zeitverldufe ist offensichtlich, wobei die Gelenkwinkel unter dem linearen Regelgesetz
im Vergleich zu IDA-PBC deutlich vom Referenzverlauf abweichen.

Im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen ist das mit identischen Eigenwerten para-
metrierte lineare Regelgesetz deutlich schlechter zur Stabilisierung der Ruhelage g* des
unteraktuierten mechanischen Systems geeignet. Die Robustheit der Regelung gegeniiber
StoBen, welche die Gelenkwinkel auslenken und damit als Anfangswertstorungen interpre-
tiert werden konnen, ist wesentlich geringer.

Zum Vorteil der Abschétzung des Einzugsgebiets der Ruhelage kommt bei diesem letz-
ten Beispiel somit der Vorteil einer robusten Stabilisierbarkeit hinzu, welche erst durch
die Anwendung der nichtlinearen Zustandsriickfithrung durch IDA-PBC gegeben ist. Die
Zuweisung lokal linearer Dynamik setzt darauf auf und versieht das geregelte System in
transparenter Weise mit gewiinschtem dynamischen Verhalten.
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6.5 Diskussion

Die in diesem Kapitel vorgestellten Beispiele sind als Nachweis der Anwendbarkeit der
Zuweisung lokal linearer Dynamik beim IDA-PBC-Entwurf zu verstehen. Die Herleitung
der nichtlinearen Regelgesetze und deren Parametrierung erfolgt in den Beispielen
nach dem in Tabelle dargestellten Schema in systematischer und transparenter Weise.
Fiir das unteraktuierte mechanische System in Beispiel werden die Bestimmungsglei-
chungen nach Tabelle ausgewertet.

Dynamikvorgabe. Als Entwurfsgrofien dienen bei der Zuweisung lokal linearer Dyna-
mik die Elemente des aktuierten Teils der Wunsch-Dynamikmatrix, die im Eingrofienfall
eindeutig durch die Regelungseigenwerte des linearisierten Systems bestimmt sind. In
allen Experimenten und Simulationen verhéalt sich das geregelte System als Antwort auf
Anfangswertfehler oder Stérungen in sehr guter Ubereinstimmung zum linearen Referenz-
system.

Stabilitdtsnachweis. Die Zuweisung lokal linearer Dynamik enthélt nach wie vor den
Entwurfsschritt des Energy Shaping, der im Vergleich zum konventionellen IDA-PBC erst
am Ende des Entwurfs mit den dann noch offenen Parametern stattfindet. Damit wird
der grofite Vorteil von IDA-PBC, namlich die Konstruktion einer Energiefunktion, mit der
Stabilitdt in einem wohldefinierten Einzugsgebiet nachgewiesen wird, in vollem Umfang
genutzt.

Vergleich. Da fiir die Parametrierung von IDA-PBC ein lineares Referenzsystem ver-
wendet wird, welches aus einem linearen Zustandsregler-Entwurfsproblem hervorgeht,
sind die resultierenden Regelgesetze mit den entsprechenden linearen Zustandsreglern
zu vergleichen. In der Tat weist die lineare Regelung in den Beispielen (fiir
ist der Vergleich nicht dargestellt) fast identisches Verhalten auf. Der Grund ist, dass
fiir die Schwebende Kugel und den Hydraulikaktuator die Linearisierungen am Arbeits-
punkt bzw. entlang der Solltrajektorie das nichtlineare Systemverhalten hinreichend gut
approximieren (vgl. die Bemerkungen iiber die Anwendbarkeit linearer Regelgesetze in
der Einleitung). Damit ergibt sich aus der Anwendung des — deutlich aufwendigeren —
IDA-PBC-Entwurfs kein Vorteil hinsichtlich der Stabilisierbarkeit fiir diese beiden Syste-
me. Der Vorteil liegt in der Moglichkeit, den Einzugsbereich der Ruhelage darzustellen
und ggf. anzupassen. So lisst sich fiir die Arbeitspunktwechsel in nachweisen, dass
sich die beiden Ruhelagen im Einzugsgebiet der jeweils anderen befinden (vgl. Abb. [6.2])
und auch im zeitvarianten Fall der Folgeregelung ist die Ermittlung einer zeitinvarianten
Schranke des Einzugsgebiets moglich (Abb. [6.5]).
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Weniger ,, gutmiitig® als die ersten beiden Beispiele verhélt sich das unteraktuierte me-
chanische System in Abschnitt [6.4l Hier stabilisiert der lineare Zustandsregler zwar die
gewiinschte Ruhelage im ungestorten Fall, jedoch reagiert das System deutlich empfind-
licher auf Storungen. Dies zeigt sich neben der stédrkeren Abweichung vom vorgegebenen
linearen Referenzverhalten darin, dass unter dem linearen Regler bereits weit schwéachere
Drehmomentstofie das System destabilisieren als unter IDA-PBC. In diesem Beispiel ist
der nichtlineare Entwurf notwendig fiir die ausreichend robuste Stabilisierung des Systems
und die Vorteile von IDA-PBC und der Zuweisung lokal linearer Dynamik kommen voll
zum Tragen.

Fazit. Die Beispiele verdeutlichen, dass mit der Zuweisung lokal linearer Dynamik die
transparente Dynamikvorgabe fiir IDA-PBC praktikabel ist und auf die gewiinschten Er-
gebnisse fithrt. Stets ist der Vorteil gegeniiber linearen Zustandsreglern die quantitative
Abschétzung des Einzugsgebiets der Ruhelage, bei , gravierend nichtlinearem® System-
verhalten wie beim Modell der kippenden Laufmaschine kommt der entscheidende Vorteil
der robusteren Stabilisierbarkeit hinzu.



Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Verfahren zur Parametrierung des nichtlinearen, pas-
sivitatsbasierten Zustandsreglerentwurfs mittels IDA-PBC vorgestellt. Durch die Losung
eines einfachen Systems linearer Gleichungen werden Entwurfsparameter fir IDA-PBC
bestimmt, so dass die Linearisierung des geregelten Systems eine vorgegebene Dynamik
aufweist.

Die dem Vorgehen zugrunde liegende Idee, die Linearisierung zur transparenten loka-
len Dynamikvorgabe zu nutzen, ist selbstverstdndlich ebenso zur Parametrierung anderer
nichtlinearer Entwurfsverfahren anwendbar. Die Methode IDA-PBC hebt sich jedoch ins-
besondere durch ihren allgemeinen Ansatz ab: Mit der Bestimmungsgleichung und der
daraus abgeleiteten Restriktionsgleichung ist eine implizite Formulierung aller nichtlinea-
ren Zustandsregelungen gegeben, die auf ein Zielsystem in der — gerade fiir den Stabi-
litatsnachweis giinstigen — Port-Hamilton’schen Form fithren. Die Kunst besteht in der
Finschrinkung dieser Allgemeinheit mit dem Ziel, dem geregelten System gewiinschte Ei-
genschaften aufzuprédgen, so etwa in Bezug auf die Dynamik, aber auch die Robustheit
der Stabilitat, welche sich iiber das Einzugsgebiet der Ruhelage abschatzen lasst. Wah-
rend Letzteres (Energy Shaping) der zentrale Bestandteil vieler Arbeiten zu IDA-PBC ist,
bleibt die systematische Dynamikvorgabe bisher unberticksichtigt.

Hier stellt die Zuweisung lokal linearer Dynamik eine Losung dar, die zusatzlich das
Vorgehen beim Energy Shaping erleichtert, indem — ohne explizite Priifung derselben —
die positive Definitheit der Energiefunktion gewéhrleistet wird.

Die Zuweisung lokal linearer Dynamik als Zusatz zum IDA-PBC-Entwurf bietet sich fiir
die Regelung weiterer Systemklassen an, in denen zukiinftige Herausforderungen liegen:

Unteraktuierte mechanische Systeme. Die Zuweisung lokal linearer Dynamik in Verbin-
dung mit weniger restriktiven Voraussetzungen und fiir eine grolere Anzahl von Freiheits-
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graden ist eine ungeloste Frage.

Strukturumschaltende Systeme. Im Kontext der Dissipativitatstheorie fiir schaltende Sys-
teme [66] kann der IDA-PBC-Ansatz zu einem strukturierten Regelungsentwurf beitragen.
Zur Parametrierung der unterschiedlichen Port-Hamilton’schen Zielsysteme, zwischen de-
nen Umschaltung stattfindet, bietet sich die Zuweisung lokal linearer Dynamik an.

Verteilt-parametrische Systeme. Zu iiberpriifen bleibt, inwieweit die Idee der Zuweisung
lokal linearer Dynamik auf die Regelung verteilt-parametrischer Systeme [38] 34] mit
IDA-PBC iibertragen werden kann.



Anhang

A Zur Kommutativitat zweier Vektorfelder

Die Losungen der Differentialgleichungen

sa f(w)v O§t<At b g(l‘), 0§t<At
v _{g(m), At<t<oar WU T k) A<t <on

werden fir At — 0 durch ihre Taylor-Reihenentwicklungen bis zum quadratischen Term
approximiert. Fir x® ergeben sich

2(AL) = @+ Flwo) - Al + - L )’ f(@o) - A + O(AF°)  und

2 Ox
1 dg(x)

5 " om g(z(At)) - A2 + O(A).

x2(At)

x(2At) = z(At) + g(x(At)) - At + =

Mit den Ndherungen der von x*(At) abhingigen Terme

9(@(80) = g@o) + DD (). At O(ar)
|, e = B gla) - 0

erhélt man (alle Terme jeweils bei x, ausgewertet)

105, 10, +a_gf>-At2+(9(At3)

2 (20t) = 2o+ (F+ ) - At+< gt
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und analog

" (2At) = xo+ (g + f) - At + (;gg +%g—£f+ of ) AP+ O(AP).

Die Differenz der beiden letzten Ausdriicke ergibt schliefflich (2:43]).

B Jacobimatrix eines Matrix-Vektor-Produkts

Gesucht ist die Jacobimatrix des Ausdrucks

ai (z) ai (z) - b(x)
A(z) - b(z) = b(z) =
a, (z) a, (z) - b(x)
mit € R", der n x n-Matrix A(x), bestehend aus den Zeilenvektoren af (x), ..., al(x)

und dem Spaltenvektor b(x). Zunéchst wird nur das Skalarprodukt

zweier Vektoren betrachtet. Die partielle Ableitung nach einem Element x; von x ist

T B - daj(x)  p,  Ob(x) r, oa(x)
Fla” @b(a) = Ya(m) T () T~ aT(@) G b )

Der Zeilenvektor aller partiellen Ableitungen ist damit

0, r 7, 0b(x) 7, oa(x)
2 (@ (@)b(a) = o () 0T 4 b ()72

Damit ergibt sich fiir die Jacobimatrix des Matrix-Vektor-Produkts

) af (x) %577 b ()57 o) |7 @5
2 (A@)b()) = b APy
a%’(m)ag(;:) bT(m)aagaEa:) b (w)aagém)
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C Physikalische Parameter der Beispielsysteme

Parameter Symbol Wert Einheit
Masse des Schwebekorpers m 91,8-107 kg
Induktivitat Elektromagnet Lyt 62,8-10% H

a 9,89-107° Hm

b 497-107% m
Widerstand Elektromagnet rL 2,09 Q
Strom-Messwiderstand Ty 0,1 Q
Versorgungsspannung U 12 \Y%

Tabelle C.1: Parameter des Laborversuchs ,,Schwebende Kugel®

Parameter Symbol Wert Einheit
Kolben- und Lastmasse m 67,3 kg
Effektive Kolbenflache A=A=A 440-1072 m?
Kammervolumen Vor=Voe=Vo 1,58-1072 m?3
Dampfungskoeffizient d 100 Ns/m
Ersatz-Kompressibilitdtsmodul E 5,54 - 108 N/m”
Ventilkoeftizient k., 1,26-107%  m3/(sv'N)
Versorgungsdruck Ds 100 - 10° N/ m?
Tankdruck Dt 2-10° N/m’
Tabelle C.2: Parameter des Hydraulikzylinders.
Parameter Symbol Wert Einheit
Masse Glied 1 my 225 g
Masse Glied 2 ma 375 g
Masse Antrieb ma 460 g
Tragheitsmoment Glied 1 J1 1,74 - 10* gcm?
Tragheitsmoment Glied 2 Jo 1,21-10*  gem?
Tragheitsmoment Antrieb Ja 41,9 g cm?
Abstand D; Dy d 4,1 cm
Abstand D; S, hy 5,18 cm
r-Komponente von DsySs S 2,27 cm
y-Komponente von DyS, ho 3,67 cm
Ubersetzung ii 66 -

Tabelle C.3: Parameter des Laborversuchs , Kippende Laufmaschine®.
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