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1 Einleitung
Eine der wichtigsten analytischen Methoden zur Untersuchung von Materie-Eigen-
schaften ist die magnetische Kernspin-Resonanz-Spektroskopie (NMR). Ihre Anfänge
gehen zurück auf die Entdeckung von Radiofrequenzsignalen 1945 durch Purcell et
al. [1] und Bloch et al. [2]. Durch ihre stetige Weiterentwicklung findet sie heute
in einer Vielzahl von unterschiedlichen Bereichen Verwendung. Diese erstrecken sich
von der Grundlagenforschung bei physikalischen Systemen wie Quantenpunkten und
Halbleitern über chemisch-pharmazeutische Anwendungen zur Herstellung von Medi-
kamenten, biologische Fragestellungen bei der Analyse von Protein-Faltungen bis in
die medizinische Diagnostik wie dem Spektroskopieren von Gewebe und Blutströmun-
gen (MRI). Daß bis heute vier Nobelpreise für Arbeiten auf diesem Gebiet vergeben
wurden, mag vielleicht die Bedeutung dieser Methode in gewisser Weise illustrieren.
Ein Schwerpunkt in der gegenwärtigen Weiterentwicklung der NMR-Spektroskopie

ist die Verstärkung der Signalintensität der aufgenommenen Spektren. Durch eine hö-
here Intensität verbessert sich das Signal-zu-Rausch-Verhältnis, was wiederum zu einer
Verkürzung der Experimentdauer beiträgt. Die Intensität ist dabei durch das magne-
tische Moment der Kernspins vorgegeben, das in einem äußeren Magnetfeld zu einer
Aufspaltung der Energieniveaus führt und so im thermischen Gleichgewicht die Größe
der Polarisation bestimmt. Da diese Populationsunterschiede durch die Boltzmann-
Verteilung festgelegt sind, ist die Aufspaltung normalerweise sehr gering. Die Verstär-
kung der Polarisation ist daher Gegenstand aktueller Forschung, und verschiedene
Methoden sind entwickelt worden, um dieses Intensitätsproblem zu mindern.
Neben offensichtlichen Verbesserungen wie der Erhöhung des äußeren Magnetfeldes

und der Verminderung der Temperatur, die durch die Verfügbarkeit entsprechender
technischer Komponenten erreicht werden konnten, sind durch die Entwicklung von
Pulstechniken Methoden zum Transfer von Polarisation ermöglicht worden. Diese ba-
sieren auf der Übertragung der Polarisation von anderen, hoch polarisierten Zustän-
den. Beispiele hierfür sind der Transfer von Drehmoment polarisierter Photonen auf
Xenon- oder Wasserstoffatome [3,4] oder der Polarisationsübertrag optisch angeregter
Radikalpaare auf Kernspins [5–7].
Alle diese Methoden haben jedoch den Nachteil, daß sie auf eine kleine Gruppe von

Molekülen beschränkt sind. Dagegen bietet Dynamic Nuclear Polarization (DNP)
durch den Transfer von Elektronenspin-Magnetisierung auf die Kernspins ein breites
Anwendungsspektrum sowohl in Festkörpern als auch in Flüssigkeiten. Einzige Be-
dingung hierfür ist das Vorhandensein eines paramagnetischen Stoffes in der Probe.
1953 wurde diese Möglichkeit zum ersten Mal von Overhauser vorhergesagt [8] und
kurz danach von Carver und Slichter experimentell nachgewiesen [9,10]. Die maxima-
le Polarisationsverstärkung ergibt sich dabei aus der Relation der gyromagnetischen
Verhältnisse von Elektronen- und Kernspin, die für einen Wasserstoffkern bei ca. 658
liegt. Diese Arbeiten waren Grundlage für die Erforschung der dahinter liegenden
Physik. Es folgten weitere Untersuchungen, die einige wichtige Prinzipien offenlegten,
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1 Einleitung

wie etwa den solid-Effekt eines Elektrons und Kerns in dielektrischen Systemen durch
Abragam [11] und die Einführung der Spintemperatur in Systemen vieler Elektronen
und Kerne durch Goldmann [12].
Auf dem Gebiet der Flüssigkeits-NMR konnten Arbeiten von Hausser und Steh-

lik [13] sowie von Müller-Warmuth [14] grundlegende Zusammenhänge zwischen der
eingestrahlten Mikrowellen-Frequenz und der Korrelationszeit der Probenmoleküle
herstellen. Später wurden von Griffin et. al. [15–17] mittels Kreuzpolarisation große
Polarisationsverstärkungen in Festkörpersystemen erreicht. Einige dieser Ergebnis-
se [17] waren Grundlage für die theoretische Untersuchung der Kreuzpolarisation in
dieser Arbeit.
Auch die Entwicklung der Spektrometer hat mittlerweile zu Systemen geführt, die

sowohl Elektronen- als auch Kernspins gleichzeitig beeinflussen können. Dies kann
durch Polarisation in einem schwachen Magnetfeld und anschließender pneumatischer
Bewegung der Probe in ein NMR-Hochfeld oder durch direkte Polarisation in ei-
nem hohen Magnetfeld geschehen [18, 19]. Auch bei der Entwicklung von pulsbaren
Mikrowellen-Quellen von hoher Amplitude, die zu einer exakten Steuerung der Syste-
me unerläßlich sind, wurden neue Impulse gegeben.
Ein wesentliches Hilfsmittel bei der Steuerung von Systemen ist die optimale Kon-

trolltheorie [20,21], die sich mit der Steuerung von Systemen aller Art beschäftigt. Ziel
ist es, ein System möglichst effizient unter Minimierung zu wählender physikalischer
Größen von einem Zustand in einen anderen zu überführen. Voraussetzung für die
Anwendung dieser Theorie ist die Kontrollierbarkeit des Systems. Diese ist gegeben,
falls man eine Bewegungsgleichung aufstellen kann, falls es beeinflußbare Kontrollpa-
rameter gibt und falls der Übergang zwischen den Zuständen auf mehreren Wegen
möglich ist, aus denen es den optimalen auszuwählen gilt.
Die Steuerung von Kernspin-Systemen durch optimale Kontrolltheorie hat sich in

den letzten Jahren als eigenständiges Gebiet etabliert. Durch sie können analytische
Grenzen für den Polarisationstranfer und die dazu minimal benötigte Zeit bestimmt
werden. Für Systeme aus zwei und drei Spins und verschiedene Topologien lassen sich
diese Grenzen analytisch angeben und Wege für den optimalen Transfer finden. Neben
idealen Systemen ohne Relaxation [22–25] können dadurch auch optimale Pulssequen-
zen für den Transfer in realistischen Systemen gefunden werden und so Relaxations-
einflüsse und durch Kreuz- [26,27] und kreuzkorrelierte Relaxation [28] hervorgerufene
Effekte optimal ausgenutzt werden.
Ein aus Elektronen- und Kernspins bestehendes System bietet andere Bedingun-

gen als ein reines Kernspin-System. Ein wesentlicher Unterschied liegt hier in den
Zeitskalen, auf denen sich die Spindynamik und die Manipulation der Spins abspielt.
Dies schließt auch die Relaxationsraten ein, die bei Elektronenspins um ein Vielfa-
ches größer sein können als bei Kernspins. Auch die Hyperfein-Kopplung zwischen
Elektronen- und Kernspin liegt um einige Größenordnungen über den üblichen Kopp-
lungen zwischen zwei Kernspins. Dadurch ergeben sich Auswirkungen auf die Anre-
gung der Übergänge in solchen Systemen. Optimale Kontrolltheorie liefert auch hier
Möglichkeiten, solche Systeme auf verschiedene Arten optimal zu steuern [29–31].
Eine numerische Implementierung der Kontrolltheorie erlaubt es, Tausende Kon-

trollparameter gleichzeitig zu optimieren. Dabei werden in einem iterativen Verfahren
durch verschiedene Methoden diese Parameter so lange variiert, bis ein Weg mit ei-
ner gewünschten Qualität gefunden ist [32]. Im Fall der NMR-Spektroskopie werden
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dadurch diejenigen Pulssequenzen gefunden, die das Spinsystem optimal in den ge-
wünschten Zustand überführen. Dies kann sowohl zur Überprüfung von analytischen
Hypothesen dienen als auch zur Bestimmung der Grenzen des Polarisationsübertrags
in großen Systemen, für die keine analytische Lösung vorliegt. Ein weiteres Einsatzge-
biet der Kontrolltheorie ist die Bereitstellung von Pulssequenzen, die robust gegenüber
einer Frequenzverschiebung der Einstrahlamplitude sind und zur Minimierung von In-
homogenitätseffekten des eingestrahlten Feldes führen [33,34].
Im ersten Teil dieser Arbeit soll die optimale Kontrolltheorie dazu benutzt werden,

DNP-Transfer in 2- und 3-Spin-Systemen, bestehend aus einem Elektronen- und ein
oder zwei Kernspins, in Flüssigkeit zu untersuchen. Zuerst werden dabei Relaxati-
onseffekte außer Acht gelassen und die Methode der selektiven Populationsinversion
(SPI), der Transfer durch Kreuzpolarisation sowie numerisch gefundene Pulssequen-
zen miteinander verglichen.
Als nächster Schritt folgt die Hinzunahme von Dipol-Relaxationseffekten, so daß

durch Kreuzrelaxation ein weiterer Transferweg eröffnet wird. Ein Vergleich zwischen
diesem und kohärentem Transfer über die Erzeugung bilinearer Operatoren soll Auf-
schluß darüber geben, in welchem Ausmaß die jeweiligen Mechanismen am Trans-
fer beteiligt sind. Es wird außerdem die Effizienz einer kontinuierlichen Mikrowellen-
Einstrahlung, wie sie bisher meistens zur Kreuzpolarisation bei DNP-Experimenten
eingesetzt wird, für die Systeme simuliert und die Ergebnisse mit den Optimierungen
sowie einer einfachen Magnetisierungsinversion verglichen.
Schließlich werden Systeme betrachtet, bei denen neben der dipolaren auch Relaxa-

tion auf Grund anisotroper chemischer Verschiebung und damit durch die Wechselwir-
kung dieser beiden Mechanismen auch kreuzkorrelierte Relaxation auftritt. Weiterhin
sollen die Parameter an häufig benutzte Systeme [16,35] angepaßt werden, bei denen
das freie Elektron von einem Stickstoffradikal stammt, dabei ein Stickstoffatom in
unmittelbarer Nähe hat und ein Polarisationstransfer auf ein benachbartes Wasser-
stoffatom angestrebt wird.
Der experimentelle, zweite Teil der Arbeit setzt sich mit Problemen der Quan-

teninformatik auseinander. Quantencomputer stellen ein alternatives Konzept einer
Rechenmaschine dar, das auf einer reversiblen Logik beruht. Dies geht auf Ben-
nett [36] und Toffoli [37] zurück, die zeigten, daß sich alle irreversiblen Operationen der
Bool’schen Logik in eine reversible Form einbetten lassen und aus diesen reversiblen
Operationen ein universeller Gattersatz gebildet werden kann. Die Verallgemeinerung
der Church-Turing-Hypothese [38, 39] auf Quantensysteme durch Deutsch [40] in der
Form, daß ein universeller Computer, eine Quanten-Turing-Maschine, in der Lage ist,
jedes realisierbare System effizient zu simulieren, führt zu der Aussage, daß ein sol-
cher universeller Computer auf der Quantenmechanik basieren muß und vor allem
leistungsfähiger ist als ein klassischer Computer, da nur ein Quantencomputer ein
Quantensystem effizient simulieren kann [41,42].
Die Gatter eines Quantencomputers werden durch reversible Operationen darge-

stellt. Wie beim klassischen Computer sind alle Operationen durch einen universellen
Gattersatz erzeugbar. In der Bool’schen Logik ist ein universeller Gattersatz zum
Beispiel das NAND- und COPY-Gatter. In der Quantenmechanik existieren mehrere
dieser Sätze [43–45], bestehend aus 1- und 2-Qubit-Gattern, um beliebige Gatter als
Folge elementarer Operationen bis zu beliebiger Genauigkeit anzunähern [45–48]. Ein
gängiger Satz besteht dabei aus den 1-Qubit-Operationen und dem cnot-Gatter, das
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1 Einleitung

dem klassischen reversiblen XOR-Gatter entspricht.
Eine Implementierung eines cnot- und swap-Gatters auf einem System, bestehend

aus einem schnellen und einem langsamen Qubit [29], d.h. einem System, bei dem
die Rabi-Frequenz des einen Spins in einer anderen Größenordnung liegt als die des
anderen, soll in dieser Arbeit verifiziert werden. Die Experimente finden dabei auf
einem reinen Kernspin-System statt. Die geforderten Voraussetzungen werden durch
eine experimentelle Beschränkung der Einstrahlamplitude auf einem Spin garantiert,
so daß dieses System als ein detailgetreues Modell eines Elektron-Kern-Spinsystems
dient.
Die Verifizierung der durchgeführten Operationen erfolgt durch eine Prozeß-Tomo-

graphie [49–52]. Diese basiert auf einer Zustandstomographie, die durch die Messung
aller im System vorhandenen Basisoperatoren den Systemzustand auslesen kann. Da-
zu ist theoretisch eine Wiederholung der Operation für jeden auszulesenden Operator
nötig sowie eine Pulssequenz, die alle Operatoren auf die in der NMR-Spektroskopie
meßbaren Operatoren abbildet. Bei einer Prozeß-Tomographie präpariert man nun
nacheinander einen vollständigen Satz Basisoperatoren und führt die Operation aus.
Anschließend folgt für jeden Eingangszustand eine Zustandstomographie. Damit er-
hält man eine Darstellung der Operation, die zeigt, welcher Anteil eines präparierten
auf den jeweils gemessenen Zustand abgebildet wird. Normalerweise sind daher bei
einem 2-Spin-System 162− 42 = 240 Messungen nötig [53]. Bei dem hier entwickelten
Verfahren beschränkt sich die Zahl der durchzuführenden Messungen jedoch auf 80.
Dabei wird der Umstand ausgenutzt, daß in einer Aufnahme die Information über die
Anteile der vier kartesischen Basisoperatoren X1, Y1, XZ und YZ im Spektrum vor-
handen ist. Der Einheitsoperator wird dabei nicht gemessen, da dieser nicht in einen
meßbaren Operator überführt werden kann.
Quantenalgorithmen setzen sich aus einer Folge von unitären Operationen zusam-

men. Zur Ausführung vieler bekannter Algorithmen [54–58] ist ein reiner Zustand als
Ausgangszustand notwendig. Während in anderen Quantencomputer-Realisierungen,
wie bei Ionenfallen und optischen Systemen, durch das Vorhandensein von nur ei-
nem Teilchen bereits ein reiner Zustand gegeben ist [59–63], liegt bei der NMR-
Spektroskopie mit ihrem Ensemble-Quantencomputing der thermische Ausgangszu-
stand nahe dem maximal gemischten, somit also fernab von einem reinen Zustand.
Um dennoch auch hier Quantenalgorithmen nutzen zu können, gibt es zwei Mög-
lichkeiten: zum einen die Herstellung pseudoreiner Zustände [64–72], zum anderen
die Konstruktion thermischer Algorithmen, die als Ausgangszustand den thermischen
Zustand besitzen [73–75].
Pseudoreine Zustände unterscheiden sich von reinen Zuständen lediglich durch den

Anteil des Einheitsoperators. Da NMR-Spektrometer keine Möglichkeit besitzen, den
Einheitsoperator zu messen, können diese Zustände nicht von reinen Zuständen un-
terschieden werden. Die Präparation führt allerdings zu einem exponentiellen Inten-
sitätsverlust bezüglich der Anzahl der Spins, da von den 2N−1 Linien im Spektrum
eines N -Spin-Moleküls nur eine einzige übrig bleibt. In dieser Arbeit sollen pseudorei-
ne Zustände an einem 5-Qubit-Molekül erzeugt werden. Dabei kommt ein Prototyp-
Probenkopf zum Einsatz, der die separate Manipulation aller fünf heteronuklearen
Spins zuläßt. Darüber hinaus soll dieses Experiment die Eignung dieses Moleküls als
Quantencomputer demonstrieren.
Abschließend soll ein thermischer Quantenalgorithmus implementiert werden, der
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auf effiziente Weise topologische Invarianten von Knoten berechnet [76]. Die hier un-
tersuchte Invariante ist die Approximation des Jones-Polynoms eines Knotens [77,78],
welche dazu dient, zwei Knoten voneinander zu unterscheiden. Ist das Jones-Polynom
zweier Knoten verschieden, kann davon ausgegangen werden, daß auch die Knoten
nicht äquivalent sind. Der Knoten, für den hier das Jones-Polynom berechnet wird,
besteht aus vier Strängen. Nach der Berechnung der dafür notwendigen unitären Ope-
rationen kann die Implementierung auf Grund blockdiagonaler Darstellung der Ope-
rationsmatrizen in zwei unabhängige Experimente aufgeteilt werden.
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2 Theoretische Grundlagen
In diesem Kapitel soll zunächst der Gesamt-Hamilton-Operator für solche quantenme-
chanischen Systeme entwickelt werden, die Gegenstand dieser Arbeit sind. Anschlie-
ßend wird die Dynamik der Systeme mittels der Liouville-von-Neumann-Gleichung
beschrieben, die alle im System auftretenden Vorgänge berücksichtigt [79–82]. Au-
ßerdem wird auf die Grundlagen der Kontrolltheorie [20, 21, 83] eingegangen, die bei
der weiteren Untersuchung der Spinsysteme durch numerische Analyse von großer
Bedeutung ist, und es wird der Ablauf des numerischen Optimierungsalgorithmus
beschrieben.

2.1 Der thermische Zustand und der
Hamilton-Operator

Der Ausgangszustand eines quantenmechanischen Systems in einem äußeren Magnet-
feld B0 wird als thermischer Zustand bezeichnet und ist gegeben durch

ρth = 1
Z

exp(−~H0

kT
) (2.1)

mit
Z = Tr(exp(−~H0

kT
)) (2.2)

Hierbei istH0 der zeitunabhängige Hamilton-Operator des Systems, ~ die durch 2π ge-
teilte Planck-Konstante, T die Temperatur in Kelvin und k die Boltzmann-Konstante.
Für ein System, bestehend aus einem Elektronenspin und N Kernspins, setzt sich H0
aus folgenden Termen zusammen:

H0 = HEZ +HNZ +HHF +HNN (2.3)

HEZ und HNZ bezeichnen dabei die Wechselwirkung des Elektronen- und der Kern-
spins mit dem äußeren Magnetfeld B0. Es gilt:

HEZ = −βeB0geS/~ (2.4)

Dabei bezeichnet S die Spin-1
2 -Operatoren des Elektronenspins, βe das Bohr-Magneton

und ge den g-Tensor des Elektrons, dessen Einträge durch die Wechselwirkung zwi-
schen Grund- und angeregten Zuständen vom Wert ge eines freien Elektrons abwei-
chen. Der Einfachheit halber wird hier ein isotroper g-Tensor angenommen, so daß
gilt: g = (ge + ∆g)1. Für die Kernspins gilt:

HNZ = −
N∑
k=1

βn(1− σk)B0gkIk/~ (2.5)

17



2 Theoretische Grundlagen

Hier bezeichnet Ik die Spin-1
2 -Operatoren der Kernspins, βn das Kernmagneton und

gk die g-Faktoren der unterschiedlichen Kerne. Der Tensor σk gibt die chemische
Verschiebung des Kerns k an, hervorgerufen durch eine lokale Magnetfeldänderung
durch nahe Elektronen. Durch das gyromagnetische Verhältnis des Kerns k

γk = gkβn
~

(2.6)

sowie unter der Voraussetzung |σ| � 1 und der Tatsache, daß B0 parallel zur Z-Achse
des Koordinatensystems liegt, lassen sich die Terme HEZ und HNZ zusammenfassen:

HEZ +HNZ = ωeSz +
N∑
k=1

ωkIkz (2.7)

wobei gilt:
ωk = −γk(1− σkzz)B0 (2.8)

und
ωe = −γeB0 = −(ge + ∆g)βe

~
B0 (2.9)

Hierbei gibt ∆g in einer Flüssigkeit die durchschnittliche Abweichung des Elektron-
g-Faktors vom Wert des freien Elektrons an. Der Term HHF beschreibt die Wechsel-
wirkung des Elektronen- mit den Kernspins, der Term HNN die Wechselwirkung der
Kernspins untereinander. Es gilt:

HHF = 2π
∑
k

SAIk (2.10)

und
HNN = 2π

∑
k<l

IlDIk (2.11)

wobei die Kopplungstensoren A und D in isotrope und anisotrope Anteile zerlegt wer-
den können. Die anisotropen Anteile werden durch dipolare Kopplung hervorgerufen
und sind in Flüssigkeiten zeitabhängig. Diese Anteile werden im nächsten Abschnitt
bei der Betrachtung von Relaxationseffekten beschrieben. Für den zeitunabhängigen
Hamilton-Operator spielen nur die isotropen Anteile Aiso = A und Diso = J eine
Rolle. Für den Fall schwacher Kopplung (2π|Jkl| � |ωk−ωl|) und eines äußeren Mag-
netfeldes in Z-Richtung sind alle Anteile außer den Z-Komponenten vernachlässigbar,
so daß sich folgender Hamilton-Operator ergibt:

HHF +HNN = 2π(
∑
k

AkSzIkz +
∑
k<l

JklIkzIlz) (2.12)

Weitere Wechselwirkungen wie quadrupolare Kopplungen für Spins > 1
2 und Elektron-

Elektron-Wechselwirkungen sind hier nicht von Bedeutung, daher wird nicht näher auf
sie eingegangen. Für den zeitunabhängigen Hamilton-Operator H0 des Systems findet
man somit:

H0 = ωeSz +
N∑
k=1

ωkIkz + 2π(
∑
k

AkSzIkz +
∑
k<l

JklIkzIlz) (2.13)
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2.2 Dynamik von Spinsystemen

2.2 Dynamik von Spinsystemen
Die quantenmechanische Liouville-von-Neumann-Gleichung beinhaltet neben dem sta-
tischen Anteil H0 des Gesamt-Hamilton-Operators H auch zeitabhängige Anteile, die
durch die anisotropen Anteile der dipolaren Kopplung und der chemischen Verschie-
bung hervorgerufen werden. Diese beiden Mechanismen sind für Spin-1

2 -Systeme in
einem starken äußeren Magnetfeld die Hauptursache für Relaxation. Relaxation be-
zeichnet dabei das Bestreben des Systems, nach einer Störung wieder in den Zustand
des thermischen Gleichgewichts überzugehen. Dies geschieht durch die Kopplung des
Systems an die Umgebung, traditionell Gitter genannt. Das Gitter befindet sich da-
bei zu allen Zeiten im thermischen Gleichgewicht und weist eine quasi-kontinuierliche
Energieniveau-Verteilung auf, so daß Energieübergänge beliebiger Frequenzen des Sys-
tems im Gitter absorbiert werden können. Der Grundgedanke der Relaxation basiert
dabei auf sich statistisch ändernden lokalen Magnetfeldern, die durch die Brown’sche
Bewegung der Moleküle hervorgerufen werden. Die fluktuierenden Felder lassen sich
in einen zum äußeren Magnetfeld transversalen und einen longitudinalen Anteil auf-
spalten. Der transversale Anteil ist für nicht-adiabatische Relaxation verantwortlich.
Findet sich eine Frequenz des fluktuierenden Magnetfeldes, die einem Energieniveau-
Übergang im System entspricht, kann das System in einen energetisch günstigeren
Zustand übergehen. Die dabei freiwerdende Energie wird durch das Gitter in Form
von Bewegungsenergie aufgenommen. Diese Übergänge sind um so wahrscheinlicher,
je weiter das System von seiner Gleichgewichtslage entfernt ist. Dieser Vorgang wird
auch als Spin-Gitter-Relaxation bezeichnet. Der parallel zum äußeren Magnetfeld fluk-
tuierende Anteil führt zu adiabatischer Relaxation, da hierbei keine Energie verloren
geht. Durch die statistisch variierenden Felder erfahren die Spins eine entsprechen-
de Variation ihrer Larmor-Frequenzen, so daß mit der Zeit die Phasenkohärenz der
Spins verloren geht. Dies führt zu einem Abklingen der außerdiagonalen Elemente
der Dichtematrix. Dieser Prozeß wird auch als Spin-Spin-Relaxation bezeichnet. Die
Herleitung der Liouville-von-Neumann-Gleichung erfolgt durch einen semi-klassischen
Ansatz, der auf die Theorie von Wangness, Bloch und Redfield [84, 85] zurückgeht.
Dabei wird das System selbst rein quantenmechanisch beschrieben, das Gitter jedoch
klassisch stochastisch. Diese Theorie hat den Nachteil, daß sie nur für unendliche Spin-
temperaturen gültig ist. Für endliche Temperaturen würde das System in eine Gleich-
verteilung aller Populationen übergehen, was physikalisch nicht richtig ist. Durch eine
Korrektur [86,87] kann dieser Fehler jedoch behoben werden.
Der Gesamt-Hamilton-Operator des Systems setzt sich somit aus einem zeitunab-

hängigen und einem zeitabhängigen Teil zusammen:

H(t) = H0 +H1(t) (2.14)

H0 ist dabei der im vorigen Abschnitt beschriebene Hamilton-Operator. H1(t) setzt
sich aus den zeitabhängigen Anteilen der dipolaren Kopplung und der chemischen Ver-
schiebung zusammen und besitzt ein verschwindendes zeitliches Mittel. Die Dynamik
des Systems wird nun durch die Liouville-von-Neumann-Gleichung beschrieben:

dρ(t)
dt

= −i[H(t), ρ(t)] (2.15)

Durch eine Transformation dieser Gleichung in das Wechselwirkungskoordinatensys-
tem können die Anteile von zeitabhängigem und zeitunabhängigem Hamilton-Ope-
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2 Theoretische Grundlagen

rator voneinander getrennt werden. Diese Transformation entfernt dabei explizit die
Abhängigkeit der Dynamik von H0 und hat folgende Form:

ρT (t) = exp{iH0(t)}ρ(t) exp{−iH0(t)} (2.16)

HT
1 (t) = exp{iH0(t)}H1(t) exp{−iH0(t)} (2.17)

Damit wird Gleichung (2.15) zu

dσT (t)
dt

= −i[HT
1 (t), ρT (t)] (2.18)

Durch Integration erhält man

ρT (t) = ρT (0)− i
∫ t

0
[HT

1 (t− τ), ρT (t− τ)]dτ (2.19)

Eingesetzt in Gleichung (2.18) ergibt sich

dσT (t)
dt

= −i[HT
1 (t), ρT (0)]− i

∫ t

0
[HT

1 (t), [HT
1 (t− τ), ρT (t− τ)]]dτ (2.20)

Der erste Term auf der rechten Seite entfällt wegen des verschwindenden zeitlichen
Mittels von H1(t). Wegen der im Vergleich zu t sehr kleinen Zeit tc kann hier ρT (t−τ)
durch ρT (t) ersetzt werden. Weiterhin kann davon ausgegangen werden, daß jedes En-
semblemitglied von σT (t) für ein Vielfaches von tc statistischen Schwankungen ausge-
setzt war, und sich diese daher herausmitteln, was eine Substitution von σT (t) durch
σT (t) erlaubt. Ersetzt man weiterhin ρT (t) durch ρT (t)− ρT (0), wird garantiert, daß
das System zurück in die Boltzmann-Verteilung relaxiert. Man erhält:

dρT (t)
dt

= −i
∫ t

0
[HT

1 (t), [HT
1 (t− τ), ρT (t)− ρT (0)]]dτ (2.21)

Dabei sind folgende Voraussetzungen zu beachten: Korrelationen zwischen HT
1 (t) und

ρT (t) können während der Mittelung vernachlässigt werden, und die Korrelationszeit
τ ist erheblich kleiner als t und die inversen Relaxationsraten der einzelnen Dichtema-
trixelemente. Der OperatorHT

1 (t) kann durch eine Kombination von Tensoroperatoren
Aq und Funktionen räumlich veränderlicher Variablen F q(t) ausgedrückt werden.

HT
1 (t) =

2∑
q=−2

F q(t)Aq (2.22)

Die Operatoren Aq lassen sich darüber hinaus durch Basisoperatoren darstellen

Aq =
∑
p

Aq
p (2.23)

für die gilt
[H0,Aq] =

∑
p

ωpAq
p (2.24)

Damit folgt für die Liouville-von-Neumann-Gleichung:

dσT (t)
dt

= −1
2
∑
q

∑
p

[A−qp , [Aq
p, ρ

T (t)− ρT (0)]]jq(ωp) (2.25)
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2.2 Dynamik von Spinsystemen

jq(ωp) bezeichnet die spektrale Dichtefunktion der Frequenz ωp und ist gegeben durch:

jq(ωp) = Re{
∫ ∞
−∞

F q(t)F−q(t+ τ) exp(−iωτ)dτ} (2.26)

Durch eine Rücktransformation in das Labor-Koordinatensystem erhält man
dσ(t)
dt

= −i ˆ̂H0ρ(t)− ˆ̂Γ{ρ(t)− ρ(0)} (2.27)

wobei
ˆ̂H0 = [H0, ] (2.28)

und
ˆ̂Γ =
∑
q

∑
p

[A−qp , [Aq
p, ]]jq(ωp) (2.29)

Superoperatoren darstellen. Die spektrale Dichtefunktion gibt die Wahrscheinlichkeit
für einen möglichen Übergang bei einer bestimmten Frequenz an. In isotropen Flüs-
sigkeiten gilt

jq(ω) = (−1)qj0(ω) (2.30)
so daß man die räumlichen Funktionen F nur für den Fall q = 0 formulieren muß.

F 0(f) = c0(t)Y 0(θ(t), φ(t)) (2.31)

Hier stellen Y 0(θ(t), φ(t)) normierte Kugelflächenfunktionen dar (siehe Tabelle 2.1),
c0(t) wird durch den Relaxationsmechanismus bestimmt. Man definiert die Korrelati-
onsfunktion

C(τ) = c0(t)c0(t+ τ)Y 0(θ(t), φ(t))Y 0(θ(t+ τ), φ(t+ τ)) (2.32)
= c0(t)c0(t+ τ)C2

00(τ)

Für ein starres sphärisches Molekül ist co(t) = c0 konstant und weiterhin

C2
00(τ) = 1

5 exp(−τ
τc

) (2.33)

τc ist dabei die Korrelationszeit, d.h. die Zeit, die ein Molekül durchschnittlich braucht,
um sich um ein Radiant zu drehen. Damit ergibt sich für die spektrale Dichtefunktion
(Gleichung 2.26):

j(ω) = c2
0

2τc
5(1 + ω2τ 2

c ) (2.34)

q Y q Y q† = Y −q

0 1
2(3 cos2 θ(t)− 1) 1

2(3 cos2 θ(t)− 1)

1
√

3
2 sin θ(t) cos θ(t) exp(iφ(z))

√
3
2 sin θ(t) cos θ(t) exp(−iφ(z))

2
√

3
8 sin2 θ(t) exp(2iφ(z))

√
3
8 sin2 θ(t) exp(−2iφ(z))

Tabelle 2.1: Normierte Kugelflächenfunktionen
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Man unterscheidet zwei Grenzfälle für die Dichtefunktion. Für eine langsame mole-
kulare Bewegung (ω2τ 2

c � 1) befindet man sich im Diffusionsgrenzfall, und es gilt:
j(ω) ∝ ω−2. Im Fall sehr schneller Molekülbewegung (ω2τ 2

c � 1) befindet sich das Sys-
tem im sogenannten extreme narrowing limit, das für kleine Moleküle in nicht-viskoser
Lösung erreicht wird. Hier gilt: j(ω) ≈ j(0).
Die entscheidenden Relaxationsmechanismen sind hier die Dipol-Dipol-Relaxation

sowie die Relaxation durch die anisotrope chemische Verschiebung; daher soll kurz auf
diese eingegangen werden. Durch das magnetische Moment eines jeden Spins entsteht
in seiner unmittelbaren Nähe ein magnetisches Dipolfeld. Die Brown’sche Bewegung
führt zu fluktuierenden Magnetfeldern, die wiederum zum dipolaren Relaxationprozeß
beitragen. Für die Berechnung des Relaxationssuperoperators braucht man neben der
räumlichen Funktion c0, die sich zu

c0 = −
√

6µ0~
4π

γ1γ2

r3
12

(2.35)

ergibt, die Form der Spinoperatoren A±qp , die in Tabelle 2.2 wiedergegeben sind.

q p Aq
p A−qp

0 0 2√
6IzIz

2√
6IzIz

0 1 − 2√
6I

+I− 2√
6I
−I+

1 0 −1
2IzI

+ 1
2IzI

−

1 1 −1
2I

+Iz
1
2I
−Iz

1 1 2√
6I

+I+ 2√
6I
−I−

Tabelle 2.2: Spin-Relaxationsoperatoren für dipolare Relaxation

q p Aq
p A−qp

0 0 2√
6Iz

2√
6Iz

1 0 −1
2I

+ −1
2I
−

Tabelle 2.3: Spin-Relaxationsoperatoren für Relaxation durch chemische Verschiebung

Die chemische Verschiebung ist auf den Einfluß des äußeren Magnetfeldes auf die
Elektronen zurückzuführen. Dadurch werden sekundäre lokale Magnetfelder am Ort
der Kernspins induziert, die zu einer Abweichung ihrer Larmor-Frequenzen führen. Da
diese chemische Verschiebung normalerweise nicht isotrop ist, ergeben sich durch die
Molekülbewegung veränderliche Magnetfelder, die wiederum zur Relaxation beitragen.
Für die räumliche Funktion folgt somit:

c0 =
√

2
3(σ‖ − σ⊥) (2.36)
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Die dazugehörigen Spinoperatoren A±qp sind Tabelle 2.3 zu entnehmen. Sind mehrere
Relaxationsmechanismen vorhanden, resultiert als Interferenz-Effekt die kreuzkorre-
lierte Relaxation. Dafür muß Gleichung (2.22) um die Summe über die einzelnen
Mechanismen m erweitert werden

HT
1(t) =

∑
m

∑
q

F q
m(t)Aq

m (2.37)

so daß sich folgender Relaxationsoperator ergibt:

ˆ̂Γ =
∑
m

∑
q

∑
p

[A−qmp, [Aq
mp, ]]jq(ωp) (2.38)

+
∑
m,n

∑
q

∑
p

[A−qmp, [Aq
np, ]]jqmn(ωp) (2.39)

=
∑
m

ˆ̂Γm +
∑
m,n

ˆ̂Γmn

2.3 Kontrolltheorie
Bei der analytischen Betrachtung von Spinsystemen unter dem Aspekt des zeitop-
timalen Polarisationstransfers und der maximalen Transfereffizienz, die für 2- und
3-Spin-Systeme Vorhersagen für die besten Transferwege mit und ohne Relaxation
liefern [23, 24, 26–28, 33, 88–90], spielt die Suche nach optimalen Pulssequenzen für
diese Transfers sowie nach Erkenntnissen über größere Systeme eine wesentliche Rol-
le. Hier steht mit der optimalen Kontrolltheorie ein effizientes Analyse-Instrument
zur Verfügung, das die Optimierung von Systemen mit vielen Tausend Parametern
durch numerische Verfahren zuläßt [32,91]. Im Folgenden sollen die Grundzüge dieser
Theorie erläutert werden.
Bei den Spinsystemen in der NMR-Spektroskopie besteht das Grundproblem in der

Überführung eines Systems aus einem Anfangszustand ρ0 in einen Endzustand ρf .
Die Evolution dieses Systems wird dabei durch die Liouville-von-Neumann-Gleichung
( 2.15) gesteuert. Die Kontrollparameter liegen hier in Form von Einstrahlamplituden
vor, die das System von außen beeinflussen können. Der Gesamt-Hamilton-Operator
setzt sich daher aus dem Drift-Hamilton-Operator Hd und dem Kontroll-Hamilton-
Operator Hc zusammen. Hd besteht dabei aus den intrinsischen Systemabläufen, die
im vorherigen Abschnitt beschrieben sind. Die Form von Hc ergibt sich zu

Hc =
n∑
i=1

2πui(t)Iν,i (2.40)

mit ν ∈ {x, y} und i = 1...n. Die Einstrahlamplituden ui(t) stellen die zu optimieren-
den Kontrollparameter da. Somit lautet die Bewegungsgleichung für x = ρ

ẋ(t) = −i[Hd +
n∑
i=1

2πui(t)Iν,i, x(t)] ≡ f(x, u) (2.41)

Durch die Definition einer laufenden Kostenfunktion

Kl =
∫ T

0
L(x(t), u(t))dt (2.42)
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in Form eines über die Transferzeit gebildeten Wegintegrals lassen sich verschiedene
Wege x unter festgelegten Voraussetzungen identifizieren. Die Funktion

Kf = L(x(T )) (2.43)

liefert die abschließende Kostenfunktion, die z.B. die Nähe des Systemzustandes zum
Zieloperator nach der Sequenzdauer T mißt. Die Funktionen L sind dabei für das
entsprechende Problem zu definieren. Durch die Kostenfunktion K = Kl + Kf wird
ein Kriterium eingeführt, das für die maximale Übereinstimmung die Bedingung

δK = ∂K

∂x
δx+ ∂K

∂u
δu = 0 (2.44)

fordert, wobei xi(t) einen möglichen Kontrollpfad und ui(t) die Kontrollfelder bezeich-
net. Da xi(t) und ui(t) über die Bewegungsgleichung miteinander verknüpft sind, läßt
sich das Variationsproblem durch Einführung von Lagrange-Faktoren λ(t) und der
Nebenbedingung

Φ =
∫ T

0
λ(t)(f(x(t), u(t))− ẋ(t))dt (2.45)

lösen. Dazu wird die Hamilton-Funktion

H(x, u) = Kl + λ(t)f(x(t), u(t)) (2.46)

definiert, so daß man nach partieller Integration

K = Kf − λ(T )x(T ) + λ(0)x(0) +
∫ T

0
H(x, u) + λ̇(t)x(t)dt (2.47)

erhält. Die Variationen der Kostenfunktion ergeben sich somit zu

∂K

∂x
= ∂Kf

∂x
− λ(T ) +

∫ T

0

∂H(x, u)
∂x

+ λ̇(t)dt (2.48)

und
∂K

∂u
=
∫ T

0

∂H(x, u)
∂u

dt (2.49)

Durch die zwingende Extremumsbedingung

∂K = 0 (2.50)

die für alle Zeiten erfüllt sein muß, folgen aus Gleichung (2.44) die Bedingungen für
die Lagrange-Parameter

λ(T ) = ∂Kf

∂x
(2.51)

λ̇(t) = −∂H(x, u)
∂x

(2.52)

und ein Gradientenkriterium
∂H(x, u)

∂u
= 0 (2.53)

Für das NMR-System ergibt sich folgender Fall: Da die laufenden Kosten in die ein-
gestrahlte Energie nicht durch das Wegintegral, sondern durch eine Begrenzung der
Einstrahl-Amplituden erfolgt, ergeben sie sich zu

Kl = L(x(t), u(t)) = 0 (2.54)
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2.3 Kontrolltheorie

Die abschließende Kostenfunktion definiert die Übereinstimmung des Systemzustan-
des nach der Sequenzdauer T mit dem Zieloperator mittels des Skalarproduktes

Kf =< ρf |ρ(T ) >= Tr{ρf †ρ(T )} (2.55)

Setzt man nun die Kostenfunktion in Gleichung (2.51) ein, wird der Zieloperator für
die Lagrange-Operation bei T zu

λ(T ) = ∂ < ρ(T )|ρf >
∂ρ(T ) = ρf (2.56)

Die Hamilton-Funktion ergibt sich dann zu

H(ρ, u) =< λ(t)|ρ̇(t) > (2.57)

In Verbindung mit Gleichung (2.52) erhält man für die Bewegungsgleichung der La-
grange-Faktoren

λ̇(t) = −∂H(ρ, u)
∂ρ

= [−iH, λ] (2.58)

Aus den Gleichungen (2.53) und (2.57) folgt das Gradientenkriterium

∂H(x, u)
∂ui

= ∂

∂ui
Tr{λ†(t)[−i(Hd +

N∑
i=1

2πui(t)Iν,i), ρ(t)]} (2.59)

= Tr{λ†(t)[−i2πui(t)Iν,i, ρ(t)]} = 0

Bei einer nicht-optimalen Kontrollsequenz weist der Gradient in Richtung einer höhe-
ren Übereinstimmung mit dem Zieloperator. In dem Fall kann die Kontrollamplitude
ui(t) durch

u′i(t) = ui(t) + ε
∂H(x, u)
∂ui

(2.60)

ersetzt werden. ε ist dabei eine zu bestimmende Schrittweite.
Für den in dieser Arbeit benutzten numerischen Algorithmus wird die Sequenzdauer

T in N gleiche Zeitschritte ∆t geteilt. Die Evolutionsoperatoren Uk, die das System
vom Zustand ρ(tk) in den Zustand ρ(tk+1) überführen, sind durch

Uk = exp{−i∆t(H +
∑
i

ui(tk)Hc,i)} (2.61)

gegeben. Der Algorithmus läuft nun in folgender Reihenfolge ab:

1. Festlegen von Start- und Zielzustand ρ0 und ρf sowie einer zufälligen Kontroll-
sequenz u(t)

2. Ausgehend von ρ0 Berechnung des Operators ρk = Uk...U1ρ0U
†
1 ...U

†
k für jeden

Zeitschritt tk

3. Ausgehend von ρf Berechnung des Operators λk = U †k+1...U
†
NρfUN ...Uk+1 für

jeden Zeitschritt tk

4. Evaluieren von ∂K
∂ui(tk) und Verändern der Kontrollamplituden ui entsprechend

Gleichung (2.60)
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2 Theoretische Grundlagen

5. Wiederholung der Schritte 2 bis 5 so lange, bis die gewünschte Transfereffizienz
erreicht ist

Die numerische Optimierung wird normalerweise für verschiedene Pulssequenzdau-
ern T ausgeführt. Der Transfer, der in minimaler Zeit maximale Effizienz erreicht,
wird als zeitoptimaler Transfer bezeichnet. Das Auftragen der Transfereffizienz über
der Länge der Pulssequenz ergibt die sogenannte TOP-Kurve (Time OPtimal).
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3 Signalverstärkung durch
Polarisationsübertrag von
Elektronen- auf Kernspins

Grundlegender Parameter in der NMR-Spektroskopie ist die Signalintensität der auf-
genommenen Spektren, die durch die anfänglich vorhandene Magnetisierung und so-
mit durch das gyromagnetische Verhältnis des spektroskopierten Spins sowie die Stär-
ke des Magnetfeldes B0 limitiert ist. Bei schwacher Signalintensität ist es daher für
ein hohes Signal-zu-Rausch-Verhältnis unabdingbar, die Anzahl der Aufnahmen pro
Experiment zu erhöhen, was sich bei mehrdimensionalen Experimenten in einem
stark erhöhten Zeitaufwand bemerkbar macht. Daher ist man bestrebt, die Anfangs-
magnetisierung der Kernspins zu erhöhen. Dies kann durch die Übertragung von
Elektronenspin-Polarisation auf die Kernspins geschehen, genannt Dynamic Nuclear
Polarization (DNP) [13, 14]. Dabei kommen sowohl in der Festkörper- [15–17, 92] als
auch in der Flüssigkeitsspektroskopie [93–95] verschiedene Moleküle als Polarisations-
spender zum Einsatz, zu deren vielversprechendsten Vertretern die Stickstoffradikale
so wie Kohlenstoff-Fullerene gehören, die auch auf dem Gebiet des Quantencompu-
tings Anwendung finden [96–98].
Experimentell benötigen diese Methoden eine Kontrolle der Kern- sowie der Elektro-

nenspins. In den letzten Jahren sind Spektrometer entstanden, die dies in unterschied-
licher Weise realisieren können [18, 19]. In diesem und den folgenden zwei Kapiteln
soll auf die Theorie des Polarisationsübertrags in Elektronen-Kernspin-Systemen ein-
gegangen werden. Dabei werden anhand einfacher Modellsysteme die verschiedenen
Methoden und Transferwege für die Magnetisierung aufgezeigt und diskutiert [99].

3.1 Bedingungen und Voraussetzungen bei Dynamic
Nuclear Polarization (DNP)

Zwischen den Bedingungen, die in der Hochfeld-NMR-Spektroskopie und denen, die
beim DNP herrschen, gibt es sowohl einige Gemeinsamkeiten als auch Unterschie-
de. Der Hamilton-Operator eines 2-Spin-Systems verschiedener Spins S und I in der
Hochfeld-Näherung im doppelt rotierenden Koordinatensystem sei

H = Hoff +Hc +Hmw(t) +Hrf (t) (3.1)

der sich zusammensetzt aus dem Offset-Term der Spins

Hoff = 2πνSSz + 2πνIIz (3.2)

dem Hyperfein-Kopplungsterm

Hc = 2πASzIz (3.3)
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3 Signalverstärkung durch Polarisationsübertrag von Elektronen- auf Kernspins

sowie dem Kontrollterm des S-Spins

Hmw = 2πux(t)Sx + 2πuy(t)Sy (3.4)

und dem Kontrollterm des I-Spins

Hrf = 2πvx(t)Ix + 2πvy(t)Iy (3.5)

Hierbei ist A die Stärke der Hyperfein-Kopplung, ux(t), uy(t) sowie vx(t) und vy(t) die
zeitlich variablen Amplituden der eingestrahlten Radiofrequenz-Felder des S- bzw. des
I-Spins. Die maximale Amplitude der Kontrollfelder ist durch umax ≥

√
u2
x(t) + u2

y(t)
und vmax ≥

√
v2
x(t) + v2

y(t) gegeben. Es liegt nahe, dies mit einem heteronuklearen
System zu vergleichen, in dem die Kopplung viel kleiner ist als die Kontrollamplituden
der Spins:

A� umax ≈ vmax (Stark-Puls-Limit) (3.6)
Für diese Art von Systemen existieren eine Vielzahl unterschiedlicher Pulssequenzen
für den Polarisationstransfer. Diese beinhalten neben kohärentem Polarisationstrans-
fer in Form von selektiver Populationsinversion (SPI) [100] auch heteronukleare Kreuz-
polarisation (Hartmann-Hahn-Transfer) [101,102]. Auch auf dem Gebiet der Kontroll-
theorie sind analytische Grenzen in Form der maximalen Ausbeute und der minimal
benötigten Zeit des Polarisationstransfers bekannt. Durch numerische Verfahren [32]
gewonnene Pulssequenzen erreichen diese theoretischen Grenzen sowohl in Bezug auf
Zeitoptimalität [22–24,103] als auch unter Minimierung von Relaxationseffekten [26–
28, 33]. Geht man zum Fall eines Elektron-Kern-Spinsystems über und adaptiert die
Gleichungen (3.1) bis (3.5), wobei S nun den Elektronenspin und I den Kernspin
darstellt, besteht der Hauptunterschied zum reinen Kernspin-Polarisationstransfer
darin, daß hier die übliche Hyperfein-Kopplung im Bereich einiger 107 Hz und die
Mikrowellen-Einstrahlamplitude zur Manipulation der Elektronen im Bereich einiger
106 Hz liegt, so daß gilt:

vrfmax � uµwmax � A (3.7)
Damit befindet man sich nicht mehr im Starkpuls-Limit. Dies hat vor allem großen
Einfluß auf die minimal notwendige Zeit der Polarisationstransfers, wie im nächsten
Abschnitt geschildert wird.

3.2 Selektive Populationsinversion und
Elektronen-Kern-Kreuzpolarisation

Das Schema der SPI basiert auf zwei hintereinander ausgeführten selektiven 180-
Grad-Pulsen auf jeweils einer Spektrallinie der beiden Spins. So wird der Zustand Sz
durch Einstrahlung auf eine Resonanzlinie des Elektrons bei der Frequenz νS ± A/2
in den Zustand 2SzIz überführt. Anschließend erhält man durch selektive Einstrah-
lung auf eine Spektrallinie des Kernspins bei der Frequenz νI ± A/2 den Operator
Iz. Unter der Bedingung nach Gleichung (3.6) ist die minimale Dauer tmin eines sol-
chen Transfers durch die Dauer der selektiven Pulse und die inverse Amplitude der
Hyperfein-Kopplung 1

|A| gegeben. Eine zeitoptimale Implementierung kann hier durch
das inept-Schema [104] mit tmin = 1

|A| erfolgen. Unter der Bedingung nach Gleichung
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3.2 Selektive Populationsinversion und Elektronen-Kern-Kreuzpolarisation

(3.7) ist der zeitlimitierende Faktor die inverse Amplitude des Kernspins tmin = 1
2|vrfmax|

.
Für den Fall vrfmax � A � uµwmax kann der erste Transferschritt durch einen inept-
Schritt der Dauer 1

|2A| erfolgen, jedoch bleibt die Gesamtdauer auch hier durch 1
2|vrfmax|

limitiert.
Die Methode des Kreuzpolarisationstransfers besteht in der simultanen, resonanten

und kontinuierlichen Einstrahlung von Kontrollfeldern großer Amplitude auf beiden
Spins. Für den NMR-Fall (Gleichung 3.6) wird das Transfermaximum für transversale
Magnetisierung von Sx auf Ix erreicht, falls die Hartmann-Hahn-Bedingung [79]

γI |vrf | = γS|urf | (3.8)

erfüllt ist und die Nutationsfrequenzen beider Spins in ihrem jeweiligen rotierenden
Bezugssystem gleich sind. Wie beim SPI-Schema ist hier die minimal benötigte Zeit
durch 1

|A| gegeben. Auch unter der Bedingung nach Gleichung (3.7) ist Kreuzpolari-
sationstransfer möglich. Durch eine generalisierte Hartmann-Hahn-Gleichung [17]

|ναS + νβS | = |ναI + νβI | (3.9)

mit

ν
α/β
S =

√
(νS ± A/2)2 + u2

x, ν
α/β
I =

√
(νI ± Ã/2)2 + ṽ2,

Ã = ναS − ν
β
S , ṽ = vx cos{(θβ − θα)/2} und

tan θα/β = ux/(νS ±
A

2 )

erfolgt Polarisationstransfer bei festgelegter Transferdauer, Kopplung A, Mikrowellen-
Amplitude ux und Radiowellen-Amplitude vx allein für bestimmte Kombinationen
der Elektron- und Kern-Offset-Frequenzen νS und νI . Da für 100%igen Transfer ei-
ne minimale Dauer tmin = 1

2|vrfmax|
= 25 µs zu erwarten ist, zeigt Abbildung 3.1 die

maximale, simulierte ENCP-Transfereffizienz für diese Transferzeit in Abhängigkeit
der Einstrahlfrequenzen für die Werte A = 10 MHz, ux = 4 MHz und vx = 20 kHz
in einem Bereich von −10 MHz ≤ νS,I ≤ 10 MHz. Da die Transfereffizienz stark
vom Ausgangs- sowie Zielzustand des S- und I-Spins abhängt, wurden bei den Si-
mulationen alle Kombinationen von Sµ und Iν mit µ, ν ∈ {x, y, z} berücksichtigt.
Die richtungsabhängige maximale Transfereffizienz für eine Offset-Kombination wird
als (3 × 3)-Matrix dargestellt, deren größter Eigenwert Aufschluß über die maxima-
le Transfereffizienz für beliebige Ausrichtungen der Spins gibt. Zum Vergleich und
zur Verdeutlichung der Richtungsabhängigkeit der Spins beim Polarisationstransfer
sind in Abbildung 3.2 TOP-Kurven (vgl. Abschnitt 2.3) für einige Untergruppen von
Anfangs- und Zielzustand dargestellt.
Vergleicht man den oberen Teil von Abbildung 3.1 mit der graphischen Lösung von

Gleichung (3.9) (Abbildung 3.3 oben), so fällt auf, daß neben der in Gleichung (3.9)
beschriebenen Lösung für |νI | ≥ |A|

2 noch weitere Lösungen für |νI | ≤ |A|
2 existieren,

bei denen eine vergleichbare Transfereffizienz gefunden wird. Diesen Lösungen können
Einstrahlfrequenzen der Art

νI = ±Ã2 (3.10)

zugeordnet werden (Abbildung 3.3 unterer Teil).
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Abbildung 3.1: Offset-Abhängigkeit des ENCP-Transfers in einem Elektronenspin-System für
den Bereich −10 MHz ≤ νS , νI ≤ 10 MHz . Der obere Teil der Abbildung
zeigt, bei welchen Offset-Kombinationen ein Transfer möglich ist. Der untere
Teil der Abbildung zeigt die Transfereffizienz für den Ausschnitt −0, 5 MHz ≤
νS , νI ≤ 0, 5 MHz . Die Simulation erfolgte mit den Parametern t = 25 µs,
A = 10 MHz, ux = 4 MHz und vx = 20 kHz. Die Auflösung in x- und y-
Richtung beträgt 10 kHz.
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Abbildung 3.2: Abhängigkeit der Polarisationstransfer-Effizienz von der Dauer der Einstrahlung
für verschiedene Kombinationen der Ausrichtung der Spins S und I bei den
Parametern A = 10 MHz, ux = 4 MHz und vx = 20 kHz für den Offset-
Bereich −10 MHz < νS , νI < 10 MHz . Kleine Schwankungen der Kurven
können auf Grund der Offset-Digitalisierung von 10 kHz nicht ausgeschlossen
werden.

3.3 Numerische Optimierungen

Zur Einschätzung der Güte des ENCP-Transfers und des SPI-Schemas, bei dem die
Pulssequenzen aus wenig variierenden bzw. konstanten Pulsen bestehen und daher nur
eine geringe Anzahl von Parametern besitzen, werden diese mit numerisch gewonne-
nen Pulssequenzen verglichen, die eine ungleich höhere Anzahl von variablen Parame-
tern zur Verfügung haben (vgl. Abschnitt 2.3) und so nicht auf bestimmte Transfer-
schemata festgelegt sind. Ausgehend von den oben simulierten ENCP-Experimenten
wurden auch hier Optimierungen für verschiedene Kombinationen für Sµ → Iν mit
µ, ν ∈ {x, y, z} bei verschiedenen Pulsdauern durchgeführt. Dabei stößt man auf zwei
unterschiedliche Arten von TOP-Kurven: Zum einen die Transfers von beliebiger An-
fangsmagnetisierung auf dem S-Spin in den Zustand Iz, die eine Transfereffizienz von
100% nach tmin = 25 µs erreichen. Dies entspricht der theoretisch erwarteten Dau-
er eines maximalen Magnetisierungstransfers in SPI- und ENCP-Experimenten. Zum
anderen werden für den Transfer von beliebiger S-Spinmagnetisierung in transversale
I-Spinmagnetisierung Pulssequenzen erzeugt, die eine Transfereffizienz von über 99%
schon nach 20 µs erreichen. Abbildung 3.4 zeigt stellvertretend für die durchgeführten
Optimierungen die TOP-Kurven der Transfers Sz → Iz und Sz → Ix. Der Anstieg
dieser TOP-Kurven kann analytisch durch die Ausdrücke sin(0, 625t) für den Transfer

31



3 Signalverstärkung durch Polarisationsübertrag von Elektronen- auf Kernspins

10

10-10
-10

0

0

νS [MHz]

ν
I
[M

H
z
]

10

10-10
-10

0

0

νS [MHz]

ν
I
[M

H
z
]

Abbildung 3.3: Oben: Graphische Lösung der generalisierten Hartmann-Hahn-Bedingung (Glei-
chung 3.9). Unten: Graphische Lösung der Bedingung νI = ± Ã

2 . Dargestellt ist
jeweils die Differenz zwischen linker und rechter Seite der Gleichung für den
Bereich −10 MHz < νS , νI < 10 MHz , t = 25µs, A = 10 MHz, ux = 4 MHz
und vx = 20 kHz. Die Auflösung in x- und y-Richtung beträgt jeweils 10 kHz.
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Abbildung 3.4: TOP-Kurven der numerischen Optimierungen der Transfers Sz → Iz und
Sz → Ix sowie TOP-Kurven für ENCP-Simulationen bei optimalen Spinkonfi-
gurationen für unterschiedliche Mikrowellen-Amplituden

Sz → Iz und sin2(0, 5t) für den Transfer Sz → Ix beschrieben werden, dabei ist t in
Einheiten von 1

2πvrfmax
gegeben.

Dieses unterschiedliche Anstiegsverhalten kann durch eine Betrachtung der Z-Mag-
netisierung des Kernspins erklärt werden. Nach der Herstellung des Zustandes 2SzIz
durch selektive Mikrowellen-Einstrahlung muß für einem Transfer nach Iz eine der
beiden Komponenten SαIz oder SβIz invertiert werden. Da eine der Komponenten
Sα,βIz nach einer Drehung um den Winkel π invertiert wird und die Iz-Magnetisierung
dabei von Null ausgehend ihren maximalen Wert erreicht, besitzt diese eine sin2-
Abhängigkeit. Bei einem Transfer nach Ix müssen die beiden Komponenten SαIz und
SβIz jeweils um π

2 in die transversale Ebene gedreht werden, nach der sie einen ma-
ximalen Wert erreichen. Dies kann durch eine Sinusfunktion beschrieben werden. Al-
lerdings muß hier auf beide Spektrallinien eingestrahlt werden, was eine Halbierung
der zur Verfügung stehenden Energie pro Spektrallinie bedeutet, so daß die benötigte
Zeit hier trotz einer Drehung der Magnetisierung um π

2 auch durch die halbe maxi-
male inverse Radiofrequenz-Amplitude gegeben ist. Der numerisch gefundene Faktor
0, 625 im Anstieg des Transfers nach Ix läßt sich aus der Pulsform der Radiofrequenz
erklären, auf die weiter unten eingegangen wird.
Zur Charakterisierung der Unterschiede werden die Pulssequenzen und die Ent-

wicklung der Operatoren für Transfers Sz → Iz und Sx → Iz in den Abbildungen 3.5
und 3.6 gezeigt. Die Pulssequenzen für den Kern- und den Elektronenspin haben je-
weils stark unterschiedlichen Charakter. Die Radiofrequenz-Einstrahlung erfolgt in
beiden Fällen sehr gleichmäßig mit einer Modulation von A/2 = 5 MHz, was ei-
ner selektiven konstanten Einstrahlung von maximaler Amplitude auf einer Linie des
Spektrums entspricht und somit an die SPI-Experimente erinnert, bei denen ebenfalls
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eine selektive Einstrahlung stattfindet. Die Mikrowellen-Pulse haben im Gegensatz
dazu eine sehr verrauschte Form mit stark wechselnder Amplitude. Dies ist normal
für numerisch erzeugte Pulse, die ausgehend von einer Zufallssequenz erzeugt werden.
Auch hier kann man jedoch eine Modulation mit A/2 = 5 MHz erkennen, die auf
eine selektive Einstrahlung auf einer Spektrallinie hindeutet. Interessant ist hierbei,
daß anders als in den SPI-Experimenten die Einstrahlung auf beide Spins gleichzeitig
erfolgt und nicht nacheinander.
Die Vereinfachung bzw. die Glättung der Pulssequenzen kann auf verschiedene Ar-

ten erfolgen. Bei der Optimierung läßt sich die Kostenfunktion um einen weiteren
Term ergänzen, der hohe Amplituden bestraft und so zu einer minimalen Pulsenergie
führt [32]. Des weiteren liefern Simulationen, bei denen von Anfang an konstant auf
einer Spektrallinie eingestrahlt wird oder deren fast sinusförmige Pulsform durch eine
analytische Funktion ersetzt wird, das gleiche Ergebnis, so daß durch diese Substitu-
tionen die Pulssequenzen stark vereinfacht werden, ohne daß dadurch nennenswerte
Effizienzeinbußen entstehen. Dies ist bei der experimentellen Implementierung, spezi-
ell bei der Manipulation von Elektronenspins von Nutzen, da die Pulsgeneratoren noch
keine Schaltzeiten von der Größenordnung 2 ns für Amplitude und Phase zulassen,
die theoretisch simuliert werden. Auch gibt es die Möglichkeit, durch Fourieranaly-
se der Pulssequenzen nicht benötigte Frequenzen herauszufiltern, wie im Folgenden
beschrieben wird.
Abbildung 3.7 zeigt die Pulssequenzen für einen Sz → Ix-Transfer. Diese Puls-

sequenz erreicht einen 100%igen Polarisationstransfer schneller als von SPI-Experi-
menten her erwartet in 20 µs. Die Mikrowellen-Einstrahlung besitzt auch hier eine
Modulation mit einer Frequenz von A/2 = 5 MHz, was auf eine Anregung einer Spek-
trallinie hindeutet. Der Radiofrequenz-Puls besteht hier nur aus der x-Komponente,
die eine mit derselben Frequenz modulierte Rechteckform aufweist. Hierdurch wird der
schnellere Anstieg der entsprechenden TOP-Kurve erklärt. Eine Rechteckschwingung
wird durch die Summe von Sinusschwingungen mit Vielfachen der Grundfrequenz
erzeugt:

fRechteck(t) = 4
π

∞∑
n=1,3,5...

1
n

sin(nπx
L

) (3.11)

Hierbei ist L die Wellenlänge einer Schwingung. Definiert man die Amplitude der
Rechteckschwingung als Eins, besitzen die einzelnen Sinusschwingungen jedoch eine
um 4

π
vergrößerte Amplitude, die durch die Überlagerung der Anteile mit unterschiedli-

chen Frequenzen auf Eins reduziert wird. Daher verhält sich eine Rechteckschwingung
wie eine Sinusschwingung mit einer um diesen Faktor größeren Amplitude. Dieser
Faktor 4

π
≈ 1, 28 erklärt den Faktor 0, 625 ≈ 4

π
· 0, 5.

Hier kann mit Hilfe der Fourieranalyse weitere Information gewonnen werden. Op-
timiert man Pulssequenzen für den gleichen Transfer und beschränkt dabei die Band-
breite der Pulse, so entstehen Sequenzen, die ab einer gewissen Bandbreite nur noch
eine sehr geringe Transfereffizienz besitzen (Abbildung 3.8). In diesem Fall erkennt
man einen starken Abfall der Effizienz für die einzelnen Zeitpunkte der Kurve ab
einer Einschränkung auf weniger als 5 MHz. Dies ist einleuchtend, da in den bisher
gesehenen Sequenzen alle Modulationen mit eben dieser Frequenz erfolgen.
Abbildung 3.9 erlaubt eine genauere Betrachtung der in der Sequenz vorkommen-

den Frequenzen. Das Frequenzspektrum der Mikrowellen-Einstrahlung besitzt einen
Peak bei ca. 5 MHz. Die restlichen Frequenzen bis ca. 10 MHz sind kontinuierlich,
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−0.2

0

0.2

u x,
y [M

H
z]

 −20

0

20

v x,
y [k

H
z]

  −1

0

1

<
S

x>
,<

S
y>

,<
S

z>

  −1

0

1

<
I x>

,<
I y>

,<
I z>

0 5 10 15 20 25
    0

1

Zeit [10−6 s]

|S
|,|

I|,
|S

I|

Abbildung 3.5: Numerisch gefundene Pulssequenzen für den Transfer von Sz nach Iz. Ge-
zeigt sind die Amplituden für die Einstrahlung auf dem Elektronen- (ux(t)(rot),
uy(t)(blau)) und Kernspin (vx(t)(rot), vy(t)(blau)) sowie die Erwartungswerte
ausgesuchter Operatoren während des Transfers. Hierbei sind Ix und Sx (rot),
Iy und Sy (grün) und Iz und Sz (schwarz) die kartesischen Spinoperatoren des
Elektron- bzw. Kernspins. Im unteren Teil der Abbildung sind die Summen der
linearen Spinoperatoren |S| (rot), |I| (blau) sowie der bilinearen Terme |SI|
zusammengefaßt, wobei gilt: |S| =

√∑
γ < Sγ >2, |I| =

√∑
γ < Iγ >2 und

|SI| =
√∑

γδ < SγIδ >2 mit γ, δ ∈ {x, y, z}.
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Abbildung 3.6: Numerisch gefundene Pulssequenzen für den Transfer von Sx nach Iz. Ge-
zeigt sind die Amplituden für die Einstrahlung auf dem Elektronen- (ux(t)(rot),
uy(t)(blau)) und Kernspin (vx(t)(rot), vy(t)(blau)) sowie die Erwartungswerte
ausgesuchter Operatoren während des Transfers. Hierbei sind Ix und Sx (rot),
Iy und Sy (grün) und Iz und Sz (schwarz) die kartesischen Spinoperatoren des
Elektron- bzw. Kernspins. Im unteren Teil der Abbildung sind die Summen der
linearen Spinoperatoren |S| (rot), |I| (blau) sowie der bilinearen Terme |SI|
zusammengefaßt, wobei gilt |S| =

√∑
γ < Sγ >2, |I| =

√∑
γ < Iγ >2 und

|SI| =
√∑

γδ < SγIδ >2 mit γ, δ ∈ {x, y, z}.
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Abbildung 3.7: Numerisch gefundene Pulssequenzen für den Transfer von Sz nach Ix. Ge-
zeigt sind die Amplituden für die Einstrahlung auf dem Elektronen- (ux(t)(rot),
uy(t)(blau)) und Kernspin (vx(t)(rot), vy(t)(blau)) sowie die Erwartungswerte
ausgesuchter Operatoren während des Transfers. Hierbei sind Ix und Sx (rot),
Iy und Sy (grün) und Iz und Sz (schwarz) die kartesischen Spinoperatoren des
Elektron- bzw. Kernspins. Im unteren Teil der Abbildung sind die Summen der
linearen Spinoperatoren |S| (rot), |I| (blau) sowie der bilinearen Terme |SI|
zusammengefaßt, wobei gilt |S| =

√∑
γ < Sγ >2, |I| =

√∑
γ < Iγ >2 und

|SI| =
√∑

γδ < SγIδ >2 mit γ, δ ∈ {x, y, z}.
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Abbildung 3.8: TOP-Kurven der numerischen Optimierungen des Transfers Sz → Ix für ver-
schiedene Limitierungen der Bandbreite der Einstrahlfrequenzen (schwarz: kein
Limit, gelb: 5,0 MHz , lila: 4,8 MHz, grün: 4,4 MHz, blau: 4,0 MHz)

aber nicht wesentlich vertreten. Bei der Radiowellen-Sequenz hingegen sind die Fre-
quenzen vertreten, die einem ungeraden Vielfachen von 5 MHz entsprechen, was den
Summanden in Gleichung (3.11) entspricht.
Betrachtet man das in Abbildung 3.10 dargestellte Frequenzspektrum der numerisch

gefundenen Pulse mit einer Bandbreitenrestriktion von 5 MHz, erkennt man nun bei
der Radiofrequenz-Einstrahlung durch das Herausfiltern der Oberschwingungen eine
einfache Sinusschwingung von 5 MHz, wodurch der Transfer bei 20 µs jedoch nicht
die maximale Effizienz erreicht. Die durch das Filtern erfolgten Vereinfachungen der
Pulssequenzen führen damit zur einer um 4

π
längeren Transferzeit. Die technische Im-

plementierung wird dadurch allerdings enorm erleichtert, wenn nicht gar erst möglich
gemacht.

3.4 Diskussion der Ergebnisse
In idealen Systemen, die keine Relaxationseffekte einschließen, können Pulssequen-
zen gefunden werden, die es erlauben, grundsätzliche Fragen des Polarisationstrans-
fers zwischen Elektronen-und Kernspin-Systemen zu beantworten. Obwohl der Einfluß
von Relaxationsmechanismen noch nicht berücksichtigt wurde, sind diese Ergebnis-
se ein wichtiger Schritt bei Betrachtungen der experimentellen Einschränkungen wie
der Amplituden-Limitierung oder der Bandbreite von Pulsgeneratoren und dienen als
obere Schranke der Machbarkeit bei den weiterführenden Untersuchungen. Die hier
erhaltenen Ergebnisse lassen Schlüsse auf grundlegende Transfermechanismen zu. So
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Abbildung 3.9: Numerisch gefundene Pulssequenzen für den Transfer von Sz nach Ix ohne
Bandbreitenbeschränkung. Gezeigt sind die Amplituden für die Einstrahlung
auf dem Elektronen- (ux(t) (rot), uy(t) (blau)) und Kernspin (vx(t) (rot), vy(t)
(blau)) sowie das Frequenzspektrum der Pulse.

erkennt man unter der Bedingung nach Gleichung (3.7) deutlich eine Übereinstim-
mung der numerisch gefundenen Pulssequenzen mit SPI-artigen Transferschemata.
Diese Ergebnisse stimmen mit analytisch gefundenen Ergebnissen überein [29], bei
denen unter der Bedingung vrfmax � A� umwmax eine konstante Einstrahlung auf einer
Spektrallinie des Kernspins stattfindet und die zu den Experimenten in Kapitel 6 an-
geregt haben. Auch konnte nach Analyse der numerisch erhaltenen Pulssequenzen der
Radiofrequenz-Anteil meist in Form einer konstanten Einstrahlung auf einer Spek-
trallinie vereinfacht werden, was zu einer experimentellen Vereinfachung führt, ohne
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Abbildung 3.10: Numerisch gefundene Pulssequenzen für den Transfer von Sz nach Ix mit
einer Bandbreitenbeschränkung auf 5 MHz. Gezeigt sind die Amplituden für
die Einstrahlung auf dem Elektronen- (ux(t)(rot), uy(t)(blau)) und Kernspin
(vx(t)(rot), vy(t)(blau)) sowie das Frequenzspektrum der Pulse.

Effizienzverluste von mehr als einem Prozent hinnehmen zu müssen. Bei der Simula-
tion der ENCP-Experimente haben sich sogar Parameter ergeben, für die vorher noch
kein Transfer bekannt war (vgl. [17]), so daß hier Anreiz zu weiteren Untersuchungen
besteht.
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4 Mechanismen des
Polarisationstransfers unter
Berücksichtigung von
Relaxationseffekten

Um von den bisher betrachteten idealen Systemen zu realistischeren Systemen über-
zugehen, werden in diesem Kapitel Relaxationseffekte mitberücksichtigt. Dadurch ist
es möglich, auf nicht-kohärente Polarisationstransfer-Methoden zurückzugreifen. Ein
solcher Transferweg wird durch den Overhauser-Effekt aufgezeigt, der bei kleinen,
schnell rotierenden Molekülen sehr effizient sein kann [79]. Dieser Effekt basiert auf
dem Vorhandensein von Kreuzrelaxationsraten, die die Z-Magnetisierungen der inter-
agierenden Spins miteinander verbinden. Die Effizienz dieses Effektes reduziert sich
mit wachsender Größe der Moleküle und einer damit einhergehenden längeren Kor-
relationszeit sowie einer Verstärkung des äußeren Magnetfeldes, so daß das System
nach und nach das Redfield-Limit verläßt und das hier benutzte Relaxationsmodell
seine Gültigkeit verliert. Dieses Kapitel beschränkt sich daher auf relativ kleine Mole-
küle in Flüssigkeiten und beleuchtet die Abhängigkeit des Polarisationstransfers vom
Verhältnis zwischen Kreuzrelaxationsraten und Hyperfein-Kopplungen. Der vorherr-
schende Relaxationsmechanismus ist die Dipol-Dipol-Relaxation, deren Vorhanden-
sein Grundlage der Kreuzrelaxation ist. Die hier beschriebenen Simulationen gehen
davon aus, daß sich die Größe der Hyperfein-Kopplungen in der Größenordnung der
Kreuzrelaxationsraten bewegt. Dadurch ergeben sich leicht geänderte Voraussetzun-
gen im Vergleich zum vorherigen Kapitel: Die Einstrahlamplituden der beiden Spins
sind viel größer als die Hyperfein-Kopplung umwmax, vrfmax � A und die hier untersuchten
Vorgänge entsprechen somit einem heteronuklearen Polarisationstransfer.

4.1 Vergleich von Overhauser-Effekt und kohärentem
Polarisationstransfer

Wird die Magnetisierung eines Spins S aus dem Boltzmann-Gleichgewicht gebracht,
kann durch die dipolare Kopplung die Magnetisierung eines Nachbarkerns I vergrö-
ßert werden. Dieses Phänomen wird als Overhauser-Effekt bezeichnet. Für kleine,
schnell rotierende Moleküle, deren Korrelationszeit wesentlich kürzer ist als die inverse
Larmor-Frequenz (tc � 1

ω
), ist dieser Effekt positiv, d.h. es findet eine Signalverstär-

kung auf dem I-Spin statt. Für große Moleküle und entsprechend lange Korrelations-
zeiten (tc � 1

ω
) ist der Effekt negativ, und es kommt zu einer Signalabschwächung. Bei

dominierender dipolarer Relaxation ist die maximale Polarisationserhöhung durch das
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halbe Verhältnis der gyromagnetischen Verhältnisse der beiden Spins bestimmt [79]:

η = 1
2
γS
γI

(4.1)

Für kleine Moleküle in einem schwachen äußeren Magnetfeld ist der Overhauser-Effekt
daher sehr effektiv. Da die dipolare Kopplung mit der dritten Potenz des Abstands
abnimmt, ist die Stärke des Effekts auch maßgeblich durch den Abstand der beiden
Spins bestimmt.
Das hier betrachtete 2-Spin-System befindet sich in einem äußeren Feld, das einer

1H-Larmor-Frequenz von 500 MHz entspricht. Die beiden Spins haben einen Abstand
von 0,173 nm. Die durch dipolare Kopplung bedingten Relaxationsraten hängen in
diesem Fall allein von der Korrelationszeit tc ab, die zwischen 0,1 und 2 ps variiert.
Die longitudinalen und transversalen Relaxationsraten sowie die Kreuzrelaxationsrate
für verschiedene Korrelationszeiten gehen aus Abbildung 4.1 hervor. Für tc = 0, 1
ps ist σ = 440 s−1 und für tc = 0, 5 ps ist σ = 1120 s−1. Da umwmax, v

rf
max � A

kann angenommen werden, daß die Orientierung der Spins keine Rolle spielt, da diese
lokal durch schnelle Rotationen ineinander überführt werden können. Daher wird im
Folgenden nur der Transfer von Sx nach Iz betrachtet. Die Einstrahlamplituden des
Elektronen- bzw. Kernspins sind dabei auf 4 MHz bzw. 20 kHz begrenzt.
Abbildung 4.2 zeigt die maximale, durch numerische Optimierung erreichte Trans-

fereffizienz dieses Systems bei einer angenommenen Hyperfein-Kopplung von A = 440
Hz in Abhängigkeit der Korrelationszeit des Moleküls. Daneben werden zwei weitere
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Abbildung 4.1: Raten der Auto- und Kreuzrelaxation für ein Elektronen-1H-Spinsystem in Ab-
hängigkeit der Korrelationszeit tc. Der Abstand der Spins beträgt 0,173 nm,
die 1H-Larmor-Frequenz 500 MHz. Für tc = 0, 1 ps ist σ = 440 s−1 und für
tc = 0, 5 ps ist σ = 1120 s−1.
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4.1 Vergleich von Overhauser-Effekt und kohärentem Polarisationstransfer
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Abbildung 4.2: Effizienz für den Transfer von Sx → Iz in einem Elektronen-1H-Spinsystem
in Abhängigkeit der Korrelationszeit tc des Moleküls. Die Größe der Hyperfein-
Kopplung beträgt 440 Hz. Die Auto- und Kreuzrelaxationsraten können Abbil-
dung 4.1 entnommen werden. Zwei weitere Fälle sind gezeigt: (1) Die Hyperfein-
Kopplung wird Null gesetzt, (2) Die Kreuzrelaxationsrate wird Null gesetzt. Die
Punkte der TOP-Kurven zeigen jeweils die maximale Transfereffizienz für den
jeweiligen Wert von tc, dabei variiert die Dauer der optimierten Sequenzen zum
Teil leicht.

Fälle betrachtet: Im ersten wird die Kreuzrelaxationsrate auf Null gesetzt, für den Po-
larisationstransfer bleibt somit nur der kohärente Weg über die Hyperfein-Kopplung
in Form von Sx → 2SyIz → Ix. Im zweiten Fall wird die Hyperfein-Kopplung auf Null
gesetzt, so daß ein Polarisationsübertrag ausschließlich über den Overhauser-Effekt in
Form von Sz → Iz erfolgen kann.
Man erkennt deutlich, daß bei kleinen Korrelationszeiten und damit σ < A der

Transfer über die Hyperfein-Kopplung erfolgt, während bei größeren Korrelations-
zeiten und σ > A der Overhauser-Effekt eine höhere Transfereffizienz erbringt. Im
Schnittpunkt der beiden Kurven ist die Größe der Hyperfein-Kopplung gleich der der
Kreuzrelaxationsrate.
Abbildung 4.3 zeigt denselben Sachverhalt für eine angenommene Hyperfein-Kopp-

lung von 1120 Hz. Auch hier ist das gleiche Verhalten zu erkennen. Der Kreuzungs-
punkt der Kurven mit jeweils nur Hyperfein-Kopplung bzw. Kreuzrelaxation ver-
schiebt sich dabei weiter in Richtung größerer Korrelationszeiten.
Die Trajektorien ausgewählter, am Transfer beteiligter Operatoren lassen Rück-

schlüsse auf die Art des Transfers zu. Existiert als Zwischenstufe ein bilinearer Ope-
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Abbildung 4.3: Effizienz für den Transfer von Sx → Iz in einem Elektronen-1H-Spinsystem

in Abhängigkeit der Korrelationszeit tc des Moleküls. Die Größe der Hyperfein-
Kopplung beträgt 1120 Hz. Die Auto- und Kreuzrelaxationsraten können Abbil-
dung 4.1 entnommen werden. Zwei weitere Fälle sind gezeigt: (1) Die Hyperfein-
Kopplung wird Null gesetzt, (2) Die Kreuzrelaxationsrate wird Null gesetzt. Die
Punkte der TOP-Kurven zeigen jeweils die maximale Transfereffizienz für den
jeweiligen Wert von tc, dabei variiert die Dauer der optimierten Sequenzen zum
Teil leicht.

rator, so kann von einem kohärenten, beim Fehlen eines solchen Operators von einem
nicht-kohärenten Transfer ausgegangen werden. Dabei schließen sich beide Fälle gegen-
seitig aus, was dem Verhalten von Systemen widerspricht, die bei Vorhandensein von
kreuzkorrelierter Relaxation sowohl kohärenten als auch nicht-kohärenten Transfer
gleichzeitig ausnutzen [28]. In den Abbildungen 4.4 und 4.5 ist jeweils ein Beispiel für
kohärenten und nicht-kohärenten Transfer im Fall gleichgroßer Hyperfein-Kopplung
und Kreuzrelaxationsrate gezeigt, die unter gleichen Voraussetzungen durch den nu-
merischen Algorithmus gefunden wurden.

4.2 Vergleich verschiedener Anregungen des
Overhauser-Transfers

Typischerweise wird Dynamic Nuclear Polarization (DNP) zur Erhöhung einer Kern-
spin-Magnetisierung zu Beginn der Messung in der Präparationsperiode des Expe-
riments eingesetzt. Daher ist es wichtig, daß bei Einschluß von Relaxationseffekten,
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Abbildung 4.4: Trajektorien ausgewählter Operatoren während des Transfers Sx → Iz für das
im Text beschriebene System mit einer Hyperfein-Kopplung von 440 Hz. Zu
erkennen ist das Fehlen bilinearer Operatoren, das auf einen nicht-kohärenten
Transfer hinweist. Gezeigt sind die z,x,y-Magnetisierungen (blau, rot, grün) der
einzelnen Spins sowie die der Verlauf der Gesamtmagnetisierung von Elektronen-
(schwarz) und Kernspin (lila) sowie die Summe aller bilinearen Operatoren (hell-
blau).

insbesondere zur realistischen Beschreibung des Overhauser-Effekts, der auf Popu-
lationsunterschieden beruht, eine sogenannte thermische Korrektur in die Dynamik
des Systems eingebaut wird. Diese sorgt dafür, daß das System nach einer Störung
der ursprünglichen Boltzmann-Verteilung wieder in diese zurückkehrt und nicht in
einer Gleichverteilung der Populationen endet (vgl. Abschnitt 2.1). Alle künftig hier
beschriebenen Systeme gehorchen dieser erweiterten Dynamik und starten im thermi-
schen Gleichgewichtszustand ρth. Ein vollständiger Polarisationsübertrag würde für
den Wasserstoffspin eine Erhöhung seiner Magnetisierung um einen Faktor von ca.
640 bedeuten, der sich aus dem Quotienten der gyromagnetischen Verhältnisse ergibt.
Die maximal erreichbare Polarisation durch Overhauser-Transfer bei der Sättigung
eines Spins ist nur halb so groß (vgl. Gleichung 4.1).
Betrachtet wird ein System, dessen zwei Spins den Abstand 0,467 nm besitzen.

Bei einem äußeren Feld, das einer 1H-Larmor-Frequenz von 15 MHz entspricht, und
bei einer angenommenen Korrelationszeit von tc = 0, 1 ns ergeben sich bei dipolarer
Kopplung die longitudinalen Relaxationsraten zu 1/T S1 = 60 s−1 und 1/T I1 = 755 s−1,
die transversalen Raten betragen 1/T S2 = 1/T I2 = 860 s−1. Die Kreuzrelaxationsrate
beträgt σ = 60 s−1. Bei 15 MHz 1H-Larmor-Frequenz besitzen das Elektron und
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4 Mechanismen des Polarisationstransfers unter Berücksichtigung von Relaxationseffekten

−1

0

1

E
le

kt
ro

n−
M

ag
ne

tis
ie

ru
ng

−1

0

1

K
er

n−
M

ag
ne

tis
ie

ru
ng

0 0.5 1
0

1

Zeit [ms]

M
ag

ne
tis

ie
ru

ng

Abbildung 4.5: Trajektorien ausgewählter Operatoren während des Transfers Sx → Iz für das
im Text beschriebene System mit einer Hyperfein-Kopplung von 440 Hz. Das
Vorhandensein bilinearer Operatoren deutet auf einen kohärenten Transfer hin.
Gezeigt sind die z,x,y-Magnetisierungen (blau, rot, grün) der einzelnen Spins
sowie die der Verlauf der Gesamtmagnetisierung von Elektronen- (schwarz) und
Kernspin (lila) sowie die Summe aller bilinearen Operatoren (hellblau).

der 1H-Spin eine Ausgangspolarisation von −3.95× 10−4 bzw. 6× 10−7. Die negative
Magnetisierung des Elektrons ist dabei auf sein negatives gyromagnetisches Verhältnis
zurückzuführen. Im Folgenden werden die Absolutwerte betrachtet.
Abbildung 4.6 zeigt die TOP-Kurven für numerische Optimierungen eines Sz → Sz-

Transfers für einen einmaligen 180-Grad-Puls sowie für eine kontinuierliche Mikrowel-
len-Einstrahlung auf dem Elektronenspin mit der Amplitude 1 MHz. Die Hyperfein-
Kopplung ist in den Simulationen auf den Wert Null gesetzt, so daß einzig ein Po-
larisationstransfer durch den Overhauser-Effekt möglich ist. Man erkennt, daß nach
dem anfänglichen 180-Grad-Puls zur Invertierung der Elektronen-Z-Magnetisierung
ein maximaler Polarisationsübertrag auf einen Wert von 2, 47× 10−5 nach ca. 3,5 ms
erreicht ist, der sich danach durch die Relaxationseffekte wieder auf den anfänglich
vorhandenenWert abbaut. Dies entspricht einem Polarisationsfaktor von 41. Die durch
den GRAPE-Algorithmus gefundenen Pulssequenzen erreichen die gleiche Magneti-
sierung auf dem Kernspin nach derselben Zeit, bleiben aber für längere Pulsdauern
auf dem gleichen Niveau. Es zeigt sich, daß die numerisch gefundenen Sequenzen auch
einen 180-Grad-Puls vorschlagen. Bei längeren Optimierungszeiten geht diesem eine
entsprechend lange Pause voran, so daß der maximale Transfer am Ende der Optimie-
rungsdauer erreicht wird (siehe Abbildung 4.8 für den Fall von T = 10 ms). Anders
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4.2 Vergleich verschiedener Anregungen des Overhauser-Transfers
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Abbildung 4.6: TOP-Kurven für numerische Optimierungen eines Sz → Iz-Transfers, für

einen einmaligen 180-Grad-Puls sowie für eine kontinuierliche Mikrowellen-
Einstrahlung auf dem Elektronenspin mit der Amplitude 1 MHz. Der Abstand
der Spins beträgt 0,467 nm, die Korrelationszeit 0,1 ns. Die Hyperfein-Kopplung
ist auf den Wert Null gesetzt.

verhält sich das System bei konstanter Mikrowellen-Einstrahlung (continuous wave
(cw)). Hier wird eine maximale Magnetisierung von 1, 6 × 10−5, was einer Erhöhung
um den Faktor 26 entspricht, auf dem Kernspin erst nach ca. 10 ms erreicht und
behält diesen Wert auch weiterhin. Das bedeutet, der Polarisationsübertrag zwischen
der kontinuierlichen Einstrahlung und dem optimierten Fall unterscheidet sich um den
Faktor 1,6. Die Trajektorien für diesen Fall sind in Abbildung 4.7 dargestellt. Erhöht
man in den numerischen Simulationen schrittweise die Hyperfein-Kopplung, zeigt sich
jedoch bis zu einer Stärke von A = 120 Hz keine Änderung der TOP-Kurve, was
bedeutet, daß hier ein nicht-kohärenter Transfer wirkungsvoller ist als ein kohärenter.
Bei einer Hyperfein-Kopplung von A = 1 kHz dominiert diese jedoch den Transfer
(Abbildung 4.9).
Für ein zweites System werden die gleichen Untersuchungen durchgeführt. Die zwei

Spins besitzen hier einen Abstand von 0,519 nm. Bei 15 MHz 1H-Larmor-Frequenz und
bei einer angenommenen Korrelationszeit von tc = 50 ps ergeben hier sich bei dipolarer
Kopplung die longitudinalen Relaxationsraten zu 1/T S1 = 119 s−1 und 1/T I1 = 462 s−1,
die transversalen Raten betragen 1/T S2 = 1/T I2 = 457 s−1. Die Kreuzrelaxationsrate
beträgt ebenfalls σ = 60 s−1.
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4 Mechanismen des Polarisationstransfers unter Berücksichtigung von Relaxationseffekten

−500

0

500
E

le
kt

ro
n−

M
ag

ne
tis

ie
ru

ng
[p

pm
]

−50

0

50

K
er

n−
M

ag
ne

tis
ie

ru
ng

[p
pm

]

0 1 2 3
0

500

Zeit [ms]

M
ag

ne
tis

ie
ru

ng
[p

pm
]

Abbildung 4.7: Trajektorien der linearen Spin-Operatoren während konstanter Mikrowellen-
Einstrahlung mit einer Amplitude von 1 MHz. Gezeigt sind die z,x,y-
Magnetisierungen (blau, rot, grün) der einzelnen Spins sowie die der Verlauf
der Gesamtmagnetisierung von Elektronen- (schwarz) und Kernspin (lila) sowie
die Summe aller bilinearen Operatoren (hellblau).

Wiederum werden eine numerisch optimierte Sequenz, ein anfänglicher 180-Grad-
Puls sowie eine kontinuierliche Mikrowellen-Einstrahlung der Amplitude 1 MHz mit-
einander verglichen (siehe Abbildung 4.10). Das Verhalten der TOP-Kurven ähnelt
zwar dem im vorigen Fall vorgestellten System, jedoch wird hier beim 180-Grad-
Puls bzw. bei den optimierten Sequenzen eine maximale Kernspin-Magnetisierung
von 6.36 × 10−5 und bei kontinuierlicher Einstrahlung von 5.05 × 10−5 erreicht, so
daß sich das Verhältnis zwischen den beiden auf ca. 1,25 verbessert, wenn auch dieses
Maximum erst bei 20 ms, also deutlich später als im ersten Fall (5 ms) erreicht wird.
Damit ergibt sich eine Kernspinmagnetisierung, die um den Faktor 106 bzw. 84 höher
liegt als die Ausgangsmagnetisierung. Wie aus Abbildung 4.11 hervorgeht, zeigt das
System schon bei einer Hyperfein-Kopplung von 120 Hz eine erhöhte Transfereffizienz,
die andeutet, daß in diesem Fall der kohärente Transfer effektiver ist.

4.3 Diskussion der Ergebnisse
Der Magnetisierungstransfer in einem durch dipolare Kopplung verbundenen 2-Spin-
System erfolgt sowohl in Form von kohärentem Transfer durch Erzeugung bilinearer
Operatoren als auch durch nicht-kohärenten Transfer in Form des Overhauser-Effekts.
Auffallend ist dabei die Exklusivität der Transferarten bei den Optimierungen. Aus-

48



4.3 Diskussion der Ergebnisse

−500

0

500

E
le

kt
ro

n−
M

ag
ne

tis
ie

ru
ng

[p
pm

]

−50

0

50

K
er

n−
M

ag
ne

tis
ie

ru
ng

[p
pm

]

0 1 2 3
0

500

Zeit [ms]

M
ag

ne
tis

ie
ru

ng
[p

pm
]

Abbildung 4.8: Trajektorien der linearen Spinoperatoren während des Transfers Sx → Iz für
eine Transferdauer von 10 ms. Der Mikrowellen-Puls entspricht einem 180-Grad-
Puls mit vorausgehender Pause. Gezeigt sind die z,x,y-Magnetisierungen (blau,
rot, grün) der einzelnen Spins sowie die der Verlauf der Gesamtmagnetisierung
von Elektronen- (schwarz) und Kernspin (lila) sowie die Summe aller bilinearen
Operatoren (hellblau).

schlaggebend für die Art des Transfers ist, wie zu erwarten, die größere Rate der
Hyperfein-Kopplung oder der Kreuzrelaxation. Bei gleicher Größe stellen beide Trans-
ferarten eine gleich wahrscheinliche Lösung der Optimierungen dar. Bei genauerer
Betrachtung des nicht-kohärenten Transfers zeigt sich, daß ein 180-Grad-Puls zwar
die gleiche Effizienz besitzt wie die numerisch optimierten Pulse jedoch effizienter
ist als eine konstante Einstrahlung. Allerdings sinkt die so hervorgerufene Magneti-
sierung auf dem Kernspin schnell wieder ab. Bei gewünschtem stetigen Transfer lie-
fert die konstante Einstrahlung zwar nicht die maximal erreichbare Magnetisierung,
liegt aber für längere Experimentdauern über der der einmaligen Anregung, wobei
das Effizienz-Verhältnis der beiden Methoden nicht nur von dem Verhältnis zwischen
Hyperfein-Kopplung und Kreuzrelaxationsrate, sondern auch von den Autorelaxati-
onsraten abhängt. Eine Kombination von beiden in Form wiederholter Anregungspulse
scheint daher eine interessante Alternative zu sein, so daß der Elektronenspin dabei als
Polarisationsreservoir dient, mit dem die Kernmagnetisierung bei Bedarf aufgeladen
werden kann. Im nächsten Kapitel sind Transfers dieser Art zu sehen.
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Abbildung 4.9: TOP-Kurven für numerische Optimierungen eines Sz → Iz-Transfers. Der Ab-

stand der Spins beträgt 0,467 nm, die Korrelationszeit 0,1 ns. Die Hyperfein-
Kopplung durchläuft für die einzelnen Kurven die Werte 0, 30, 60, 120 und
1000 Hz.
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Abbildung 4.10: TOP-Kurven für numerische Optimierungen eines Sz → Iz-Transfers, für einen

einmaligen 180-Grad-Puls sowie eine kontinuierliche Mikrowellen-Einstrahlung
auf dem Elektronenspin mit der Amplitude 1 MHz. Der Abstand der Spins
beträgt 0,519 nm, die Korrelationszeit 50 ps. Die Hyperfein-Kopplung ist auf
den Wert Null gesetzt.
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Abbildung 4.11: TOP-Kurven für numerische Optimierungen eines Sz → Iz-Transfers. Der

Abstand der Spins beträgt 0,519 nm, die Korrelationszeit 50 ps. Die Hyperfein-
Kopplung durchläuft für die einzelnen Kurven die Werte 0, 30, 60, 120 und
1000 Hz.
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5 Polarisationstransfer bei 2- und
3-Spin-Systemen

Nachdem im letzten Kapitel verschiedene Transferwege für die Polarisation beschrie-
ben und verschiedene Methoden zu ihrer Anregung diskutiert wurden, zeigt dieses
Kapitel Ergebnisse von numerischen Optimierungen für 2- und 3-Spin-Systeme un-
ter dem Einfluß verschiedener Relaxationsparameter. Ein realistisches Szenario für
den Elektronen-Kernspin-Transfer besteht darin, daß der zu untersuchenden Probe
Moleküle mit freien Radikalen zugesetzt werden. Ziel ist es letztendlich, die Polarisa-
tion des Elektrons auf einen Wasserstoffkern eines benachbarten Probenmoleküls zu
übertragen, sei es direkt oder über weitere Moleküle des Lösungsmittels, so daß die
auf dem Wasserstoffkern entstehende erhöhte Polarisation hier zu einer Verstärkung
des Aufnahmesignals führen kann. In der Anwendung werden oft Stickstoffradika-
le eingesetzt, deren freies Elektron sich sehr gut als Polarisationsspender verwenden
läßt [16, 35]. Die im Folgenden untersuchten Spinsysteme bestehen aus einem Elek-
tronenspin und einem Wasserstoffspin. Bei den 3-Spin-Systemen ist ein zusätzlicher
Stickstoff- oder Wasserstoffspin vorhanden, der einen dem Elektron nahe stehenden
Kern bzw. einen weiteren Kern auf demWeg zum Zielkern darstellt und dessen Einfluß
auf den Transfer zu untersuchen ist. Dabei werden verschiedene Kopplungstopologien
und Relaxationsparameter berücksichtigt.

5.1 Transfer für verschiedene Relaxationsmatrizen
Zunächst soll an zwei 3-Spin-Systemen der Einfluß eines dritten Kerns auf den Pola-
risationsübertrag betrachtet werden. Der geometrische Aufbau der drei Spins, ih-
re Kopplungstopologie und die Relaxationsraten der einzelnen Spins sind in Abbil-
dung 5.1 dargestellt. Auf die dort bezeichneten Systeme A und B wird im Folgenden
referenziert. Im Fall A wird ein Transfer vom Elektronenspin auf den Kernspin H2
optimiert. Diese beiden Kerne liegen relativ weit auseinander, so daß dadurch die auf-
tretenden Kreuzrelaxationsraten zwischen diesen beiden Spins vernachlässigbar sind.
Außerdem gibt es keine Hyperfein-Kopplung zwischen diesen beiden Spins. Der einzig
mögliche Transferweg ist daher über den Kern H1 gegeben, der mit den anderen Spins
sowohl direkt gekoppelt als auch über Kreuzrelaxation verbunden ist. Im Vergleich zu
den im vorherigen Kapitel betrachteten System weisen die numerisch erhaltenen Puls-
sequenzen die beste Transfereffizienz auf, eine konstante Mikrowellen-Bestrahlung des
Elektronenspins kommt auch hier nicht an diese Effizienz heran (Abbildung 5.1). Auf-
fallend ist, daß auch eine anfängliche Invertierung des Elektronenspins durch einen
180-Grad-Puls hier nicht annähernd die Effizienz der numerischen Optimierungen er-
reicht. Dies liegt an den größeren Raten für die Autorelaxation der Kerne, so daß die
Polarisation hier schnell wieder verloren geht, bevor sie transferiert werden kann. Der
numerisch optimierte Transfer zeigt deutlich, daß der einzig mögliche Transferweg hier
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Topologie Hyperfein-Kopplung Auto-Relaxations-Raten Kreuz-Relaxations-Raten
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e

N H
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100 Hz

0,2nm0,2nm

0,2nm

e

N H

e T1: 31 kHz T2: 56 kHz
e

N H

80 Hz 15,5 kHzvar.

tc = 0,15ns

N T1: 200 Hz T2: 270 Hz

H T1: 39 kHz T2: 52 kHz

10  Hz
5

100 Hz 2

e

HH

e

H

240 Hz

360 Hz
H

e

5 nm0,4 nm

0,05 nm
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e T1: 475 Hz T2:1,1 kHz

H T1: 1,4 kHz T2:1,8 kHz

H T1: 730 Hz T2: 875 Hz1 2

1

1 2

A

B

H1 2H

Tabelle 5.1: Übersicht über die hier besprochenen Spinsysteme. Der Schwerpunkt wurde auf
die Erzeugung der Relaxationsraten gelegt, daher ergeben sich, wie im Fall A zu
erkennen, unrealistische Topologien.
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Abbildung 5.1: TOP-Kurven für einen 180-Grad-Puls, konstante Mikrowellen-Einstrahlung und
optimierte Pulssequenzen für das Spinsystem A

zunächst vom Elektronenspin durch die Hyperfein-Kopplung auf den H1-Spin erfolgt.
Anschließend wird die Polarisation durch nicht-kohärenten Transfer weiter auf denH2-
Spin geleitet (siehe Abbildung 5.2). Dabei nimmt die Polarisation des H1-Kerns nach
anfänglichem Maximum stetig ab. Die Trajektorien der Spinoperatoren für den Fall
konstanter Einstrahlung auf dem Elektronenspin (Abbildung 5.3) zeigen, wie die auf-
gebaute Polarisation auf dem mittleren Kernspin zwar auf dem anfänglichen Niveau
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Abbildung 5.2: Operator-Trajektorien des optimierten Polarisationstransfers vom Elektronen-
auf den H2-Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System A. Gezeigt ist der
Magnetisierungsverlauf der z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der
drei Spins.

gehalten wird, dieses ist hier jedoch weitaus geringer als bei gezielter Anregung, so
daß auch die den Kern H2 erreichende Magnetisierung geringer ist als im optimierten
Fall. Betrachtet man System B, so sind hier andere Voraussetzungen gegeben. Durch
die Nähe von Elektronen und Wasserstoffspin ergeben sich Kreuzrelaxationsraten im
Bereich einiger Kilohertz, jedoch auch Autorelaxationsraten der gleichen Größenord-
nung. Bei der Untersuchung dieses Systems wurde die Hyperfein-Kopplung zwischen
Elektronen- und Wasserstoffspin in zwei Stufen von 0 über 1 kHz auf 100 kHz er-
höht, um verschiedene Transferwege anzuregen. Abbildung 5.4 zeigt die TOP-Kurven
des Systems mit den unterschiedlichen Kopplungen. Trotz großer Kreuzrelaxations-
rate zeigt sich wider Erwarten kein Transfer über diesen Mechanismus, sondern die
Polarisation wird jeweils durch bilineare Terme über den Stickstoffkern transferiert
(Abbildung 5.5), so daß sich ein nicht-kohärenter Transfer hier als nicht effizient er-
weist. Zu untersuchen wäre jedoch ein vergleichbares System ohne Kreuzrelaxation,
um deren Einfluß genau abschätzen zu können. Man erkennt den Auf- und Abbau von
Polarisation auf dem Stickstoffkern während des Transfers. Bei den Fällen mit direk-
ter Kopplung zwischen dem Elektronen- und dem Wasserstoffspin erfolgt der Transfer
über diese Verbindung. Auf dem Stickstoffkern baut sich während des Transfers kei-
ne Magnetisierung auf. Abbildung 5.6 zeigt dies für den Fall einer 1 MHz großen
Hyperfein-Kopplung.
Bei keiner Variante kann ein nicht-kohärenter Transfer über Kreuzrelaxation beob-

achtet werden. Trotz großer Kreuzrelaxationsrate überwiegt die Autorelaxation der
Kerne, so daß eine invertierte Z-Magnetisierung zwangsläufig schneller relaxiert als es
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Abbildung 5.3: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den H2-
Spin für konstante Mikrowellen-Einstrahlung bei System A. Gezeigt ist der Mag-
netisierungsverlauf der z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der drei
Spins.

für einen Polarisationsübertrag nötig wäre. Daher stellt sich auch im Fall einer ver-
schwindenden direkten Kopplung zwischen dem Elektronen- und dem Wasserstoffspin
ein Transfer über Kreuzrelaxation als nicht effizient heraus. Dennoch gibt es Lösungs-
ansätze des Optimierungsalgorithmus, der einen solchen Transfer in Betracht zieht.
Abbildung 5.7 zeigt die Spinoperator-Trajektorien eines derartigen Versuches. Man
erkennt die mehrfache Invertierung der Elektron-Z-Magnetisierung. Diese relaxiert
jedoch wieder in den Ausgangszustand, bevor auf dem Wasserstoffspin eine nennens-
werte Polarisation aufgebaut werden kann.
Somit kann festgehalten werden, daß ein weiterer Kernspin auch einen zusätzli-

chen Transferweg eröffnet, der durchaus effektiver sein kann als der direkte Transfer.
Auch tritt bei den Systemen sowohl kohärenter als auch nicht-kohärenter Transfer
auf, obwohl der genaue Transferweg im Einzelnen vom Verhältnis der Kopplungen
und der Relaxationsraten abhängt, die wiederum entscheidend durch die Geometrie
des Systems festgelegt sind.

5.2 Stickstoffradikale als Beispiel realistischer Systeme
Bei den in diesem Abschnitt untersuchten Spinsystemen wurde versucht, für die
Relaxations- und Kopplungsparameter typische Werte für Stickstoffradikale zu be-
nutzen. Dies soll Aufschluß über das Verhalten realistischer Systeme geben. Beispiele
für Vertreter oft benutzter Radikale bei DNP-Transfers sind Malonsäure und TEM-
POL. Alle diese Radikale besitzen ein freies Elektron, das eine hohe Aufenthaltswahr-
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Abbildung 5.4: Vergleich der TOP-Kurven für Spinsystem B bei einer Hyperfein-Kopplung zwi-
schen dem Elektronen- und dem H-Spin von 0, 1 und 100 kHz.

scheinlichkeit bei einem Stickstoffatom besitzt. Die Hyperfein-Kopplung zwischen dem
Elektron und dem Stickstoffkern liegt im Bereich einiger Zehn MHz. Typische Korrela-
tionszeiten eines solchen Moleküls liegen im Pikosekunden- bis Nanosekunden-Bereich.
Die Relaxationszeiten des Elektronenspins variieren zwischen einigen Mikrosekunden
und Millisekunden, die der Kernspins zwischen einigen Hundert Millisekunden und
Sekunden [105–110]. Anhand verschiedener Geometrien und Korrelationszeiten wur-
de versucht, Systeme zu finden, die den angegebenen Relaxationsparametern nahe
kommen.
Gegenstand der Optimierungen waren 2- und 3-Spin-Systeme, bei denen ausge-

hend vom thermischen Gleichgewichtszustand ein maximaler Polarisationsübertrag
des Elektronspins auf einen Wasserstoffspin gefordert war. Dabei besitzen die 3-Spin-
Systeme einen zusätzlichen Stickstoffspin, der den Kern am Ort des Elektrons reprä-
sentiert.
Eine Übersicht über die verwendeten Kopplungstopologien und -stärken gibt Ab-

bildung 5.8, die entsprechenden Relaxationszeiten finden sich in Tabelle 5.2. Die dort
betrachteten Systeme 1 bis 6 unterscheiden sich hinsichtlich der Korrelationszeit, des
Abstands der Spins sowie der Stärke des äußeren Magnetfeldes und damit durch ihre
Relaxationseigenschaften. Wie der Polarisationstransfer dadurch beeinflußt wird, soll
im Folgenden gezeigt werden. Fast alle Systeme erreichen einen maximalen Polarisa-
tionstransfer (siehe Abbildung 5.9). Bei einigen Systemen wurde allerdings überhaupt
kein Transferweg gefunden, was auf zu großen Relaxationsraten basiert. Diese Systeme
sind hier nicht aufgeführt. Auch wurden alle Simulationen mit und ohne kreuzkorre-
lierter Relaxation ausgeführt, um deren Einfluß zu untersuchen. Es zeigten sich jedoch
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Abbildung 5.5: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den
H-Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System B für eine Elektron-
Wasserstoff-Kopplung von 0 Hz. Gezeigt ist der Magnetisierungsverlauf der z-
(blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der drei Spins.

keine Unterschiede in den TOP-Kurven, was auf deren kleine Raten im Vergleich zu
denen der Autorelaxation zurückzuführen ist.
Auf einige Besonderheiten bei den Transfers soll hier auszugsweise eingegangen

werden. Bei den 2-Spin-Systemen überwiegt ein Polarisationsübertrag durch kohären-
ten Transfer, dies wird durch das Auftreten bilinearer Terme während des Transfers
sichtbar. Allerdings gibt es Anzeichen für zusätzliches Ausnutzen der Kreuzrelaxati-
on. Betrachtet man System 1 bei einer Transferdauer von 25 µs, der Zeit, bei der
maximaler Transfer erreicht wird (Abbildung 5.10), erkennt man am Anfang die Er-
zeugung bilinearer Terme. Zwischen 5 und 15 µs relaxiert die Z-Magnetisierung des
Elektrons zurück in Richtung Ausgangszustand, wird jedoch bei ca. 15 µs invertiert.
Diese könnte zu einem nicht-kohärenten Transfer beitragen, eine eindeutige Zuord-
nung ist allerdings nicht möglich.
Für längere Sequenzdauern, die die minimal benötigte Zeit für maximalen Transfer

überschreiten, wäre nach den Ergebnissen im letzten Kapitel anzunehmen, daß hier
diese effiziente Sequenz benutzt wird, der eine entsprechend lange Pause vorausgeht.
Obwohl natürlich eine minimale Zeit für den Transfer angestrebt wird, zeigen sich bei
System 2 mit einer Sequenzdauer von 50 µs interessante Effekte (Abbildung 5.11).
Anstatt später mit der Sequenz zu beginnen, erfolgt der Transfer in zwei Schritten.
Ein anfänglich erreichtes Niveau der bilinearen und der Elektron-Z-Magnetisierung
wird gehalten, während sich die transversale Elektron-Magnetisierung abbaut. Bei
30 µs erfolgt eine zweite Stufe, bei der Elektronen-Magnetisierung in bilineare Terme
umgewandelt wird.
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Abbildung 5.6: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den
H-Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System B für eine Elektron-
Wasserstoff-Kopplung von 1 kHz. Gezeigt ist der Magnetisierungsverlauf der
z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der drei Spins.

Bei System 3 beobachtet man bei einer Sequenzdauer von 25 µs ebenfalls während
des Transfers ein wiederholtes Umklappen der Elektronen-Z-Magnetisierung (Abbil-
dung 5.12), allerdings ist die hier durch Invertierung erreichte negative Elektron-Z-
Magnetisierung zu gering, als daß sie merklich zum Polarisationstransfer beitragen
könnte. Betrachtet man das gleiche System bei einer Sequenzdauer von 50 µs (Ab-
bildung 5.13), sieht man erneut ein Umklappen der Elektron-Z-Magnetisierung, die
anschließend zur Aufrechterhaltung der H-Polarisation genutzt wird. Eventuell läßt
sich an dieser Stelle die Verwendung kreuzkorrelierter Relaxation vermuten, da nach
diesem Umklappen der Elektronen-Z-Magnetisierung ZZ-Magnetisierung aufgebaut
wird. Da jedoch, wie oben beschrieben, keine Änderung der Transfereffizienz bei Si-
mulationen ohne kreuzkorrelierte Relaxation zu erkennen ist, ist hier der Einfluß dieses
Mechanismus vernachlässigbar.
Geht man weit über die minimal benötigte Zeit für optimalen Transfer hinaus,

kann man, wie bereits am Schluß des vorigen Kapitels angedeutet, erkennen, wie der
Elektronenspin als Polarisationsreservoir benutzt wird (Abbildung 5.14). Nachdem er
seine anfängliche Magnetisierung abgegeben hat, relaxiert er und wird anschließend
wieder neu zur Erzeugung bilinearer Terme herangezogen. Erstaunlich ist hierbei, daß
kein kontinuierlicher Transfer angestrebt wird, sondern daß gewartet wird, bis die
Wasserstoffmagnetisierung droht abzusinken, und erst dann erneut auf die Elektro-
nenmagnetisierung zurückgegriffen wird.
Auch bei den 3-Spin-Systemen erfolgt der Polarisationstransfer hauptsächlich über

bilineare Terme. Wegen der großen Kopplung von 40 MHz zum Stickstoff tritt bei der
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5 Polarisationstransfer bei 2- und 3-Spin-Systemen
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Abbildung 5.7: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den
H-Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System B für eine Elektron-
Wasserstoff-Kopplung von 1 kHz. Gezeigt ist der Magnetisierungsverlauf der
z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der drei Spins.
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Abbildung 5.8: Übersicht über die Kopplungstopologie und -stärke der untersuchten Systeme
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5.2 Stickstoffradikale als Beispiel realistischer Systeme

System B-Feld [T] Autorelaxations- Kreuz- kreuzkorr.
Spin- tc [s] zeiten relaxations- Relaxations-
anzahl g-Faktor T1 / T2 raten [1/s] raten [1/s]
Nr.1 0,35 e: 68 / 49 µs e-H: 696 e-zz: -556
2 10−13 H: 718 / 718 µs

0.006
Nr.2 0,35 e: 692 / 676 µs e-H: 630 e-zz: -504
2 10−13 H: 792 / 791 µs

0.005
Nr.3 9,39 e: 28 / 9 µs e-H: 194 e-zz: -1346
2 10−12 H: 1,5 / 1,4 ms

0,0006
Nr.4 0,35 e: 614 / 458 µs e-H: 80 e-eH: 60
3 10−12 H: 7,3 / 7,3 ms e-N: 69 e-eN: -55

0,005 N: 6,2 / 6,2 ms e-eNH: -90
Nr.5 0,35 e: 2,3 / 2,0 ms e-H: 80 e-eH: 60
3 10−13 H: 7,2 / 7,3 ms e-N: 69 e-eN: -56

0,0006 N: 6,2 / 6,2 ms e-eNH: -90
Nr.6 9,39 e: 2,0 ms/ 11 µs e-H: 8 e-eH: 158
3 10−13 H: 73,9 / 73,8 ms e-N: 7 e-eN: -147

0,0006 N: 63,4 / 63,3 ms e-eNH: -9

Tabelle 5.2: Übersicht über die charakteristischen Parameter und Relaxationsraten der in Ab-
bildung 5.8 dargestellten Systeme

Erzeugung dieser Terme jedoch auch ein kleiner Übertrag auf den Stickstoffkern auf,
der jedoch vernachlässigbar ist. Auch trilineare Terme werden erzeugt. Abbildung 5.15
zeigt einen solchen Transfer für das System 4. Das Elektronenspektrum besitzt hier
durch die Stickstoff- und Wasserstoffaufspaltung eine Breite von 41 MHz. Trotz dieser
Breite findet eine Anregung bei den Offset-Frequenzen ±19, 5 und ±20, 5 MHz statt,
was genau der Lage der Linien im Elektronenspektrum entspricht, wobei die 1-MHz-
Aufspaltung von der Kopplung zum Wasserstoff herrührt. Auch bei der Anregung des
Wasserstoffspektrums zeigt sich, daß genau bei den Frequenzen eingestrahlt wird, die
den Positionen der Peaks im Spektrum entsprechen (Abbildung 5.16). Abbildung 5.17
zeigt einen Transfer der Länge 50 µs für das System 6. Hier erfolgt, wie schon bei den
2-Spin-Systemen gesehen, ein Transfer in zwei Schritten. Im ersten werden bilineare
Terme zwischen dem Elektronen- und dem H-Spin sowie zwischen dem Elektronen-
und N-Spin erzeugt, im zweiten Schritt erfolgt die Vergrößerung der bilinearen Terme
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Abbildung 5.9: TOP-Kurven der betrachteten Systeme 1 bis 6. Die Systemnummerierung ent-
spricht derjenigen in Abbildung 5.8 und Tabelle 5.2.

zwischen Elektronen- und H-Spin. Zu beachten ist hier, daß weder andere bilineare
noch trilineare Terme auftreten, so daß der Transfer hier eindeutig charakterisiert
werden kann.

5.3 Diskussion der Ergebnisse
Aus den Operator-Trajektorien aller hier betrachteten Systeme läßt sich hauptsäch-
lich auf kohärenten Polarisationstransfer schließen, obwohl die Raten der Kreuzkor-
relation und, bei den 2-Spin-Systemen, die der kreuzkorrelierten Relaxation während
der Transferdauer durchaus Einfluß auf diesen nehmen können. Bei den betrachte-
ten Systemen konnte allerdings kein Einfluß der kreuzkorrelierten Relaxation beob-
achtet werden, da deren Raten im Vergleich zu denen der Hyperfein-Kopplung sehr
klein sind und sich ein kohärenter Transfer als effektiver herausstellt. Ist keine direk-
te Kopplung des Elektrons mit dem Zielkern vorhanden, kann bei 3-Spin-Systemen
ein weiterer Kern als Polarisationsweg dienen. Zu einer ausführlicheren Untersuchung
müßten entsprechend andere Systeme gewählt werden. Auch müßte das Relaxations-
modell entsprechend erweitert und stärker an die Realität angepaßt werden. Kürzlich
erschienene Arbeiten [111–113] weisen auf eine sehr gute Übereinstimmung des dort
benutzten Relaxationsmodells mit DNP-Experimenten hin, wobei die Korrelationszei-
ten und Geometrien durch numerisches Modellieren errechnet wurden.
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Abbildung 5.10: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den H-
Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System 1. Gezeigt ist der Magneti-
sierungsverlauf der z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der beiden
Spins sowie die Gesamtmagnetisierung des Elektronen- (rot) und des Wasser-
stoffspins (blau) und die Summe aller bilinearen Terme (schwarz).
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Abbildung 5.11: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den H-
Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System 2. Gezeigt ist der Magneti-
sierungsverlauf der z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der beiden
Spins sowie die Gesamtmagnetisierung des Elektronen- (rot) und des Wasser-
stoffspins (blau) und die Summe aller bilinearen Terme (schwarz).
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Abbildung 5.12: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den H-
Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System 3. Gezeigt ist der Magneti-
sierungsverlauf der z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der beiden
Spins sowie die Gesamtmagnetisierung des Elektronen- (rot) und des Wasser-
stoffspins (blau) und die Summe aller bilinearen Terme (schwarz).
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Abbildung 5.13: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den H-
Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System 3. Gezeigt ist der Magneti-
sierungsverlauf der z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der beiden
Spins sowie die Gesamtmagnetisierung des Elektronen- (rot) und des Wasser-
stoffspins (blau) und die Summe aller bilinearen Terme (schwarz).
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Abbildung 5.14: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den H-
Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System 3. Gezeigt ist der Magneti-
sierungsverlauf der z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der beiden
Spins sowie die Gesamtmagnetisierung des Elektronen- (rot) und des Wasser-
stoffspins (blau) und die Summe aller bilinearen Terme (schwarz).
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Abbildung 5.15: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den H-
Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System 4. Gezeigt ist der Magne-
tisierungsverlauf der z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der drei
Spins sowie die Summe der bilinearen Terme zwischen Elektronen- und H-
Spin (blau), Elektronen- und N-Spin (grün), H- und N-Spin (rot) und die
Summe der trilinearen Terme (schwarz).
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Abbildung 5.16: Pulssequenzen des Elektronenspins (x-Komponente (rot), y-Komponente
(blau)) und des Wasserstoffspins (x-Komponente (rot), y-Komponente (grün))
für den in Abbildung 5.15 gezeigten Transfer sowie die Frequenzspektren der
Pulse. Hier nicht gezeigt ist die Pulssequenz des Stickstoffkerns.
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Abbildung 5.17: Operator-Trajektorien des Polarisationstransfers vom Elektronen- auf den H-
Spin für eine optimierte Pulssequenz bei System 6. Gezeigt ist der Magne-
tisierungsverlauf der z- (blau), x- (rot) und y- (grün) Komponente der drei
Spins sowie die Summe der bilinearen Terme zwischen Elektronen– und H-
Spin (blau), Elektronen- und N-Spin (grün), H- und N-Spin (rot) und die
Summe der trilinearen Terme (schwarz).
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6 Prozeß-Tomographie an einem
Spinsystem mit unterschiedlichen
Zeitskalen

Die experimentelle Charakterisierung eines Quantenzustandes (State Tomography) so-
wie die darauf aufbauende Charakterisierung einer Quantenoperation (Process Tomo-
graphy) sind unerläßliche Werkzeuge zum Verständnis physikalischer Prozesse. Ne-
ben der Bestimmung der Genauigkeit einer Quantenoperation, die für die Entwick-
lung fehlertoleranter Algorithmen untere Schranken setzt [46], können Relaxations-
prozesse beobachtet werden, um den kompletten Lindblad-Operator eines offenen
Systems zu erhalten [52, 114]. Außerdem dient die Tomographie als Hilfsmittel bei
der Fehlersuche während der Implementierung eines Quantenalgorithmus. Neben der
Prozeß-Tomographie in der NMR-Spektroskopie existieren auch Realisierungen für
Ionenfallen-Quantencomputer [115] und optische Systeme [116].
Zur Durchführung einer Prozeß-Tomographie können verschiedene Methoden ge-

nutzt werden, die Standard-Prozeß-Tomographie (SQPT), die Hilfssystem-unterstütz-
te (AAPT) und die direkte Charakterisierung der Quantendynamik (DCQD), die sich
in der Art der Präparation der Eingangszustände, der Meßanordnung und der physi-
kalischen Resourcen unterscheiden [49–51,53].
Ausgehend von der Standardmethode soll in diesem Kapitel die Charakterisierung

von Quantenoperationen nach [29] auf einem gekoppelten 2-Spin-System erfolgen,
deren Rabi-Frequenzen durch stark unterschiedliche Zeitskalen beschrieben werden.
Die möglichst einfache Kontrolle des Systems besitzt hier Priorität, wie auch in [117]
beschrieben. Voraussetzung für die Prozeß-Tomographie ist die Präparation einer voll-
ständigen Basis Bi eines Systems sowie die Messung des Zustandes E(ρ) nach einer
durchgeführten Operation E durch die Zustandstomographie [118–122].
Der Aufwand für eine Tomographie steigt exponentiell mit der Anzahl der Spins

N im System, daher ist dieses Verfahren nur für kleine Spinsysteme sinnvoll. Zur
Demonstration der Tomographie wird ein 2-Spin-System, bestehend aus einem 1H-
und einem 13C-Kern, benutzt. Die hier vorgestellte Methode zeichnet sich durch den
geringen experimentellen Aufwand in Form eines Pseudo-2D-Experiments aus, wei-
terhin reichen 5 × 24 = 80 Experimente zur vollständigen Charakterisierung der
162 − 42 = 240 unabhängigen Parameter [123] einer Quantenoperation in einem 2-
Spin-System aus. Da außerdem auch eine Übertragbarkeit auf Elektronen-Kernspin-
Systeme gewährleistet sein soll, deren Vorgänge naturgemäß auf unterschiedlichen
Zeitskalen ablaufen, beschränken sich die Messungen auf einen Spin, von welchem
auch die Präparation der Eingangszustände ausgeht, um die technische Durchführ-
barkeit an EPR-Spektrometern zu erlauben.
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6 Prozeß-Tomographie an einem Spinsystem mit unterschiedlichen Zeitskalen

6.1 Prozeß-Tomographie
Mißt man die Projektionen eines Zustandes auf alle Basisoperatoren Bi, kann der Zu-
stand mittels der gemessenen Amplituden ai zu ρ = ∑ aiBi zusammengesetzt werden.
Zur Bestimmung einer Operation E , die den Zustand ρ in den Zustand ρ′ = E(ρ) über-
führt, müssen nun in einem N-Spin-System der Dimension n = 2N alle n2 Basisopera-
toren als Eingangszustände präpariert, die Operation ausgeführt und anschließend der
Zustand gemessen werden. Im Folgenden soll der Bezug zwischen den durchgeführten
Messungen und den Einträgen in der Operatormatrix hergestellt werden.
Eine Quantenoperation ist ein Superoperator, eine lineare, spurerhaltende, voll-

ständig positive Abbildung, die den Zustand ρ in den Zustand E(ρ) überführt. Dieser
Operator läßt sich in der Summenschreibweise als

E(ρ) =
∑
k

BkρB
†
k (6.1)

darstellen, wobei ∑k B
†
kBk = I gilt. Die Information der Operation kann weiterhin

in eine Koeffizientenmatrix χmn extrahiert werden, so daß die Bk eine Basis des Zu-
standsraumes bilden.

E(ρ) =
∑
m,n

χmnBmρB
†
n (6.2)

χ ist dabei eine positive, hermitesche Matrix. Auf Grund der Vollständigkeitsrelation
der Operatoren Ni enthält χ n4 − n2 unabhängige Einträge [123]. Die Abbildung E
angewendet auf eine Basis des Zustandsraumes ρk liefert

E(ρj) = λjkρk (6.3)

Die Parameter λ können nun experimentell gemessen werden. Um χ und damit E zu
bestimmen, definiert man β durch

BmρjB
†
n = βmnjk ρk (6.4)

welches durch die Wahl von Bm und ρj festgelegt wird. Es gilt nach [49]

βmnjk χmn = λjk (6.5)

Man kann sich dabei β als (n4 × n4)-Matrix und λ und χ als (n4 × 1)-Vektoren
vorstellen: β~χ = ~λ. Durch die Moore-Penrose-Inversion von β erhält man κ, so daß
sich

~χ = κ~λ (6.6)
ergibt. Dadurch ist E bestimmt.

6.1.1 Aufbau der Pulssequenz
Es wird der Einfachheit halber für die Bezeichnung der Spinoperatoren folgende No-
tation festgelegt: Ein Basisoperator eines N-Spin-1

2 -Systems hat die Form:

B = 2(q−1)
N∏
k=1

(Ikδ)ak (6.7)
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6.1 Prozeß-Tomographie

Dabei ist δ ∈ {X, Y, Z, 1, α, β,−,+}, k der Index des Kerns, q die Anzahl der Opera-
toren mit δ ∈ {x, y, z}, ak = 1 für p Operatoren im Produkt und ak = 0 ansonsten.
Dieser Operator wird ab jetzt durch

B =
N∏
k=1

δk (6.8)

mit δ ∈ {X, Y, Z, 1, α, β,−,+} dargestellt. Dabei wird die Normierung außer Acht
gelassen.
Die Pulssequenz der die zu messende Operation umschließenden Tomographie be-

steht aus jeweils einem Block der Länge 1
2J am Anfang und am Ende. Während

des ersten Blocks, des Initialisierungsblocks, werden ausgehend von der thermischen
Gleichgewichtsmagnetisierung auf dem 1H-Kern durch optionale Pulse und zwei halbe
inept-Schritte die kartesischen Basiszustände als Eingangszustand der Operation E
erzeugt. Dann wird die der Operation entsprechende Pulssequenz ausgeführt, und in
dem anschließenden Ausleseblock werden die vorhandenen Zustände wiederum durch
optionale Pulse und zwei halbe inept-Schritte auf die meßbaren Operatoren X1, Y1,
XZ und YZ von Kern 1 übertragen und ausgelesen, so daß der Endzustand der Opera-
tion nach genügend geeignet gewählten Messungen bekannt ist. Durch Wiederholung
dieser Prozedur für alle Eingangszustände und der Messung aller Operatoren ist die
Operation E durch die Zuordnung zwischen Eingangs- und Endzustand vollständig
charakterisiert. Die zusätzlichen Bedingungen der Präparation der Eingangszustände
von einem Kern aus sowie die Messung auf demselben Kern garantieren die Übertrag-
barkeit der Methode auf Elektronen-Kernspin-Experimente und stellen gleichzeitig
die Vergleichbarkeit der Messungen her, da weiterhin alle Präparations- und Auslese-
sequenzen die gleiche Dauer haben und so alle Zustände für dieselbe Zeit den Relaxati-
onsprozessen ausgesetzt sind. Dies kann in einer einzigen Pulssequenz implementiert
werden, indem durch die Verwendung von Listen Pulsen verschiedene Phasen und
Amplituden zugeordnet werden, so daß eine Pseudo-2D-Struktur des Experiments
entsteht. Dies ermöglicht eine Prozeß-Tomographie mit nur einem Pulsprogramm und
vereinfacht außerdem die Verwaltung der Daten.
In Abbildung 6.1 ist der Aufbau des Initialisierungsblocks dargestellt. Ausgehend

von der Z-Magnetisierung auf Kern 1 sind mindestens zwei halbe inept-Schritte not-
wendig, um alle Basiszustände zu erzeugen. Die zwei Entwicklungsschritte der Länge
1

2J können durch geeignete Amplitudenwahl der Pulse Z1 bis Z8 entweder zur Imple-
mentierung eines halben inepts oder eines Einheitsoperators genutzt werden. Dabei
ist gewährleistet, daß die chemische Verschiebung refokussiert wird. Die Präparation
des Einheitsoperators kann zusätzlich als Kalibrierung der experimentellen Basislinie
herangezogen werden, ist aber für die Charakterisierung nicht brauchbar, da dieser in
der NMR-Spektroskopie nicht meßbar ist. Die Sequenz zum Abbilden der Operato-
ren auf meßbare Zustände macht sich eine Besonderheit der NMR-Spektroskopie zu
Nutze. Durch die Quadratur-Detektion, bei der das Meßsignal mit zwei 90-Grad pha-
senversetzten Detektoren aufgenommen wird, ist es möglich, mit einer Messung die
Anteile der Inphase-Operatoren X1 und Y1 als auch die der Antiphase-Operatoren XZ
und YZ zu bestimmen. Das Problem, die kleinstmögliche Anzahl an Pulssequenzen
zu finden, die in ihrer Kombination alle Basisoperatoren außer dem Einheitsopera-
tor auf die Zustände X1, Y1, XZ und YZ abbilden, so daß diese meßbar auf Kern
1 werden und weiterhin eine einheitliche Struktur besitzen, die es ermöglicht, durch
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6 Prozeß-Tomographie an einem Spinsystem mit unterschiedlichen Zeitskalen

Abbildung 6.1: Pulssequenz zur Präparation der Eingangszustände. Die Amplituden- und Pha-
senlisten der Pulse finden sich in Anhang 11.1. Die Reihenfolge der präparierten
Zustände ist 11, Z1, X1, Y1, YZ, XZ, ZZ, XX, XY, YX, YY, ZX, ZY, 1Y, 1Z,
1X.

Phasen- und Pulsamplitudenlisten auf die Sequenz Einfluß zu nehmen und alles in-
nerhalb eines Pulsprogrammes ablaufen zu lassen, wurde kombinatorisch gelöst. Da
diese Lösungen sehr stark von der Form des Problems abhängen, wurden einige zu-
sätzliche Annahmen gemacht. Zugelassen werden zwei optionale halbe inept-Schritte,
so daß, falls nötig, ein vollständiger Polarisationstransfer von einem auf den anderen
Kern gewährleistet ist. Die Länge der Auslesesequenz ist daher auch auf 1

J
begrenzt.

Weiterhin kann vor und nach jeder Entwicklungsperiode auf jedem Kern ein π
2 -Puls

beliebiger Phase benutzt werden. Darüber hinaus wurden möglichst gleiche Sequenzen
mit möglichst wenigen Pulsen bevorzugt. Kombinatorisch wurden so acht Möglichkei-
ten gefunden, die mit je vier verschiedenen Puls- und inept-Kombinationen jeweils
14 der 16 Basiszustände auf X1, Y1, XZ und YZ überführen und meßbar machen.
Bei der hier gewählten Kombination kann der Operator YZ nicht auf einen meßbaren
Operator abgebildet werden. Da keine Kombination existiert, die alle 15 Basisoperato-
ren außer dem Einheitsoperator wunschgemäß transformiert, ist eine fünfte Messung
nötig, die als Einheitsoperation gewählt werden kann, da der verbleibende Operator
YZ bereits auf Kern 1 meßbar ist. Diese gefundenen Pulssequenzen sind bijektiv. Ab-
bildung 6.2 zeigt die Implementierung dieser Meßsequenz. Tabelle 6.1 verdeutlicht die
Arbeitsweise des Meßpräparationsblocks.
Insgesamt müssen nun die n2 = 16 Basiszustände für jede der fünf Messungen

präpariert werden, dadurch sind insgesamt 5n2 = 80 Messungen notwendig, was im
Unterschied zu einer naiven einzelnen Präparation und Messung der Operation bei
dem 2-Spin-System zwar eine Reduzierung des Aufwandes um den Faktor 2

3 bedeutet,
mit der Größe des Systems jedoch weiterhin exponentiell wächst.

6.1.2 Auswertung der Spektren
Hier stellt sich das Problem, aus den aufgenommenen Spektren die darin vorhan-
denen Anteile der Operatoren X1,Y1, XZ und YZ herauszufiltern. Zwei Methoden
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Abbildung 6.2: Pulssequenz zur Transformation der Ausgangszustände der gemessenen Quan-
tenoperation E auf meßbare Operatoren. Die Amplituden- und Phasenlisten der
Pulse sind in Anhang 11.1 zu sehen. Die Codierung der gemessenen Operatoren
mit den wirklichen Endzuständen der Operation ist Tabelle 6.1 zu entnehmen.

Messung Vorhandene Zustände
1 ZX Z1 Y1 YX
2 ZZ 1Z 1Y ZY
3 XZ 1Z XX 1X
4 Y1 YY XY X1
5 X1 Y1 XZ YZ

Gemessene Zustände
X1 Y1 XZ YZ

Tabelle 6.1: Dekodierung der gemessenen Zustände in die am Ende der Messung vorhandenen
Zustände. Die redundante Aufnahme einiger Zustände läßt sich auf Grund der
Pulssequenz nicht ausschließen. Der Einheitsoperator wird präpariert, kann jedoch
nicht detektiert werden.

wurden versucht, die erste basiert auf Symmetriebetrachtungen der Spektren, ins-
besondere auf Betrachtungen der verschiedenen Submultiplets. Bei N vorhandenen
Spins besteht das Spektrum aus 2N−1 Peaks und der Operatorname besteht aus N
Zeichen (X, Y, Z, 1). Das Spektrum kann (N − 1)-mal unterteilt werden, so daß sich
in jedem Bereich nur ein einziger Peak befindet. Durch eine Spiegelung eines jeden
Peaks an seiner Mitte und Überlagerung mit sich selbst können nun durch Berech-
nung der Deckungsgleichheit in Form des Skalarproduktes die Anteile an X bzw. Y
an der ersten Stelle des Operatornamens gewonnen werden. Für die zweite Stelle im
Operatornamen schiebt man nun die durch Teilung des Spektrums in der Mitte ge-
wonnenen Subspektren übereinander. Die Übereinstimmung gibt Aufschluß über die
an der zweiten Stelle des Operatornamens stehenden Anteile von 1 bzw. Z. Für den
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6 Prozeß-Tomographie an einem Spinsystem mit unterschiedlichen Zeitskalen

dritten bis N-ten Spin wird dieses Übereinanderschieben der immer weiter geteilten
Subspektren fortgesetzt, so daß man die im Spektrum vorhandenen Operatoranteile
erhält. Dieses Verfahren hat den Nachteil, daß die Übereinstimmung mit den gete-
steten Spektren sehr schlecht ist, da zur Symmetriebetrachtung über die einzelnen
Submultiplets integriert werden muß, um die Übereinstimmung zu quantifizieren und
so den symmetrischen sowie antisymmetrischen Anteil zu bestimmen. Bei dispersiven
Peaks stellt sich das Problem, daß ein großer Integrationsbereich die Genauigkeit ver-
bessert, bei nah aneinanderliegenden Peaks bei Spiegelungen höherer Ordnung aber
nur ein geringer Integrationsbereich möglich ist, da dieser durch den halben Abstand
zu dem benachbarten Submultiplet begrenzt ist. Durch diese Unsicherheit bei disper-
siven Peaks, die durch die Kopplungsstärke festgelegt wird, ist dieses Verfahren zur
zuverlässigen Bestimmung der Operatoranteile nicht geeignet. Weiterhin wäre keine
einheitliche Skalierung mehrerer Spektren untereinander garantiert, da ein Referenz-
wert fehlt. Die zweite und sich als zuverlässig erwiesene Methode besteht in der Pro-
jektion der Spektren auf zuvor aufgenommene Referenzspektren der Zustände X1, Y1,
XZ und YZ. Dies geschieht an Hand eines zweiten Pseudo-2D-Experiments, bei dem
die Referenzzustände ähnlich wie im eigentlichen Experiment hintereinander über eine
Pulssequenz der Dauer 1

2J erzeugt werden. Dieses Vorgehen sichert eine Vergleichbar-
keit der Referenzspektren sowie eine absolute Referenz bezüglich der Güte und der
Relaxationsverluste der ausgewerteten Spektren.

6.2 CNOT- und SWAP-Operationen bei schnellem
und langsamem Qubit

Bei der Implementierung von Quantengattern ist eine schnellstmögliche Ausführung
anzustreben, um Intensitätsverluste durch Relaxation und Pulsungenauigkeiten auf
ein Minimum zu reduzieren, was wesentlich die Genauigkeit des Gatters beeinflußt.
In der üblichen NMR-Umgebung zeigt sich, daß bei Polarisationstransfers meist die
Kopplung zwischen den Spins der zeitlimitierende Faktor ist, da diese im Regelfall um
Größenordnungen kleiner ist als die maximale Pulsamplitude der Spins:

Ω� J. (6.9)

Im Fall von Systemen, wie z.B. Elektronen-Kern-Spinsystemen, die in der EPR-Spek-
troskopie und neuerdings auf dem Gebiet des DNP vorkommen, findet man folgende
Voraussetzungen:

ΩS � J � ΩI (6.10)

ΩS und ΩI sind hier die Maximalwerte der Einstrahlamplitude auf dem Elektronen-
und Kernspin, die im Folgenden auch als schneller und langsamer Spin bezeichnet
werden. In diesem Fall ist ΩI der limitierende Faktor für den Polarisationstransfer. In
diesem Kapitel soll nun die in [29] vorgestellte Methode zur Implementierung eines
cnot- und eines swap-Gatters unter der Bedingung nach Gleichung (6.10) getestet
werden. Da die Experimente an einem NMR-Spektrometer durchgeführt wurden, wird
diese Bedingung durch die künstliche Einschränkung der maximalen Amplitude des
langsamen Spins erfüllt.
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6.2 CNOT- und SWAP-Operationen bei schnellem und langsamem Qubit

6.2.1 Methode
Seien Sµ und Iν die Spinoperatoren für den schnellen und langsamen Spin in einem
gekoppelten 2-Spin-1

2 -System. Jede beliebige Operation G ∈ SU(4) kann durch eine
Cartan-Zerlegung in die Form

G = K1 exp(t1SβIx + t2S
αIx)K2 (6.11)

gebracht werden, wobei SαIx und SβIx x-Rotationen auf dem langsamen Spin be-
deuten, abhängig vom Zustand des schnellen Spins. Die Elemente K1 und K2 können
durch die Kontrollen des schnellen S-Spins zusammen mit freier Evolution des Systems
erzeugt werden. Die minimale Zeit, um eine beliebige unitäre Operation G durchzu-
führen, ist (|t1| + |t2|)/ωIr , wobei ωIr die maximale Rabi-Frequenz des Kernspins ist
und das Paar (t1, t2)T Gleichung (6.11) erfüllt. Die Erzeugung der Operationen K1
und K2 ist auf der Zeitskala, die durch ωIr bestimmt wird, vernachlässigbar. Der freie
Evolutions-Hamilton-Operator des Systems im Laborsystem

H lab
0 = ωSSz + ωIIz + J(2SzIz) (6.12)

wird durch die Annahme
ωS � ωI � J (6.13)

motiviert, die sicherstellt, daß die Kopplung zwischen den Spins sich wegen des Hoch-
feld-Limits zu 2SzIz mittelt. Die Kontrollfelder werden durch die Hamilton-Operatoren
der Form H lab

S +H lab
I dargestellt, wobei

H lab
S = 2ΩS(t) cos[ωSt+ φS(t)]Sx

dem Kontrollterm auf dem schnellen Spin und

H lab
I = 2ΩI(t) cos[ωIt+ φI(t)]Ix (6.14)

dem Kontrollterm auf dem Kernspin entspricht. Die Amplituden, Frequenzen und
Phasen der Kontrollterme bezüglich des schnellen und langsamen Spins sind ΩS(t),
ωS und φS = φS(t), sowie ΩI(t), ωI und φI = φI(t). Hierbei stellen ΩI und ΩS die
Maximalwerte von ΩI(t) und ΩS(t) dar. Dabei wird angenommen, daß

ΩI � J � ΩS (6.15)

In diesem Spinsystem existieren zwei Kernniveau-Übergänge mit den Frequenzen
ωI − J und ωI + J . Wählt man ein doppelt rotierendes Bezugssystem mit den Fre-
quenzen ωS und ω′I = ωI − J , beschreiben die Transformationen Ulab(t) und Urot(t)
eine unitäre Transformation im Labor- und im rotierenden Bezugssystem, und es gilt:

Ulab(t) = exp(−itωSSz) exp(−itω′IIz)Urot(t) exp(itω′IIz) exp(itωSSz) (6.16)

In diesem Bezugssystem haben die Operatoren H lab
0 , H lab

S und H lab
I folgende Form:

H0 = JIz + J(2SzIz) (6.17)
HS = ΩS(t)[Sx cosφS(t) + Sy sinφS(t)]
HI = ΩI(t)[Ix cosφI(t) + Iy sinφI(t)]
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6 Prozeß-Tomographie an einem Spinsystem mit unterschiedlichen Zeitskalen

Ohne Einstrahlung von außen evolviert das System unter dem Hamilton-Operator
H0. Operationen der Form exp(−itSµ) können als beliebig schnell angesehen werden
verglichen mit Abläufen unterH0 bzw.H0+HI . DaH0 = 2JSβIz, kann man schreiben

H0 +HI = 2JSαIz + ΩI(t)(Sα + Sβ)(Ix cosφI + Iy sinφI) (6.18)

Da weiterhin J � wIr(t) und SαIγ nicht mit SαIz kommutiert, ist die Näherung erster
Ordnung des Hamilton-Operators:

Hα(φI) = 2JSαIz + ΩI(t)Sα(Ix cosφI + Iy sinφI) (6.19)

Analog dazu ergibt sich für den Hamilton-Operator

Hβ(φI) = 2JSβIz + ΩI(t)Sβ(Ix cosφI + Iy sinφI) (6.20)

den man durch Wahl von ω′I = ωI + J erhält. Die Hamilton-Operatoren Hα(φI) und
Hβ(φI) operieren auf dem langsamen Spin und induzieren die Übergänge αα↔ αβ
und βα↔ ββ des Kernspins. Für die Implementierung des cnot- und swap-Gatters
ist es nur erforderlich, auf einem Übergang einzustrahlen (hier Hα(φI)), eine Einstrah-
lung auf beiden Übergängen kann die Zeitdauer der Operation nicht weiter reduzieren.

6.2.2 Pulssequenzen
Die in Abbildung 6.3 dargestellten Pulssequenzen zeigen die Implementierung der
cnot- und swap-Operationen, die die Form exp[cπ/4] exp[π(−i2SzIx + iSz + iIx)/2]
und exp[cπ/4] exp[π(i2SxIx+i2SyIy+i2SzIz)/2] haben und bis auf eine globale Phase
von exp(icπ/4) den Matrizen

CNOT =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 und SWAP =



1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


entsprechen. Dabei ist c ∈ [1, 3,−1,−3], was von einem für unitäre Matrizen irrelevan-
ten globalen Phasenfaktor herrührt. Die Länge der in den Sequenzen in Abbildung 6.3
dargestellten freien Evolutionsperioden ist durch

t1 = 1
2J , tHα = 1

ΩI

, t′ =
(−Jπ2

ΩI ) mod 2π
Jπ

, t2 = 3
2J (6.21)

gegeben. Die Hyperfein-Kopplung J zwischen den beiden Spins beträgt 194,5 Hz, die
Werte für Ωi, t1, t′ und t2 sind der Tabelle 6.2 zu entnehmen. Abbildung 6.4 zeigt die
jeweilige Dauer der einzelnen Komponenten, die Gesamtdauer der Operationen sowie
die nach der Simulation maximal mögliche Qualität der Operation in Abhängigkeit
von Ωi.
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Abbildung 6.3: Pulssequenzen für die Operationen (a) cnot und (b) swap
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Abbildung 6.4: Dauer einzelner Evolutionsperioden der Operationen aus Abbildung 6.3. Wäh-
rend t1 und t2 nur von J abhängen und so in diesem Fall konstant sind, ist tHα ,
der durch ΩI bestimmt ist, der ausschlaggebende Faktor für die Gesamtdau-
er. Einen weiteren Beitrag liefert t′, das jedoch durch die mod -Funktion auf
Werte zwischen 0 und 2

J beschränkt ist. Die Skala am rechten Rand zeigt die
idealerweise erreichte relative Qualität, die für die cnot- und swap-Operation
gleich groß ist.

6.2.3 Zeitoptimalität der CNOT- und SWAP-Gatter

Numerische Optimierungen liefern Pulssequenzen, durch die die cnot-Operationen
mit einer Genauigkeit von 100% bei einer Zeitdauer von tHα implementiert werden
können. Beim cnot-Gatter bedeutet dies, daß zur zeitoptimalen Implementierung nur
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6 Prozeß-Tomographie an einem Spinsystem mit unterschiedlichen Zeitskalen

ΩI [Hz] t1 [ms] tHα [ms] t′ [ms] t2 [ms] Total [ms]
cnot

33,33 - 15,00 5,57 - 20,57
19,45 ≡ J/10 - 25,71 5,14 - 30,85
9,725 ≡ J/20 - 51,41 0,00 - 51,41
swap

33,33 2,57 15,00 5,57 7,71 30,8
19,45 ≡ J/10 2,57 25,71 5,14 7,71 41,13
9,725 ≡ J/20 2,57 51,41 0,00 7,71 61,70

Tabelle 6.2: Dauer der verschiedenen Evolutionsperioden für die Pulssequenzen in Abbil-
dung 6.3

die selektive Invertierung einer Spektrallinie nötig ist. Bei den swap-Operationen wird
eine 100%-ige Genauigkeit bei einer Zeitdauer tHα + t1 erreicht. Dies entspricht der
Zeit einer selektiven Invertierung einer Spektrallinie und eines halben inept-Schrittes.
Die hier benutzte Methode ist also nur für die cnot-Operationen zeitoptimal, für die
t′ = 0 gilt. In Abbildung 6.5 sind die Genauigkeiten für numerisch optimierte cnot-
und swap-Operationen mit den in Tabelle 6.2 gegebenen Limitierungen für ΩI gezeigt.
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Abbildung 6.5: Qualität der numerisch optimierten cnot- und swap-Operationen mit den in
Tabelle 6.2 gegebenen Limitierungen für ΩI
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6.3 Experimente

6.3 Experimente

6.3.1 Experimenteller Aufbau
Die Experimente wurden mit einem Bruker-DMX-600MHz-Spektrometer ausgeführt.
Als Probe diente eine Lösung von 20 mg 13C-markiertem Formiat, gelöst in 0,5 ml
D2O. Die Offset-Frequenzen und Pulslängen sind Tabelle 6.3, die gemessenen T1-
und T2-Relaxationszeiten Tabelle 6.4 zu entnehmen. Das Experiment wurde bei einer
Temperatur von 293 K durchgeführt. Alle Messungen wurden in einem einzigen Scan
aufgenommen.

Kern Basisfrequenz [MHz] O1-Frequenz [Hz /ppm] 90-Grad-Puls [µs]
1H 600,400 4996,2 / 8,32 12,85 @ 0 dB
13C 150,971 25919,87 / 171,69 20,15 @ 0 dB

Tabelle 6.3: Einstrahlfrequenzen und Pulslängen

Kern T1-Zeit [s] T2-Zeit [s]
1H 7, 48± 0, 29 1, 42± 0, 01
13C 12, 00± 0, 07 0, 147± 0, 002

Tabelle 6.4: Die longitudinalen (T1) und transversalen (T2) Relaxationszeiten des Formiatmo-
leküls in D2O-Lösung

Da in der vorliegenden Pulssequenz die chemische Verschiebung nicht refokussiert
wurde, die Prozeß-Tomographie jedoch sehr sensitiv auf die Phase des gemessenen
Zustandes reagiert, ist es nötig, die Receiver-Frequenz des Wasserstoffspins mit hoher
Genauigkeit zu bestimmen, so daß sich während der Pulssequenz kein chemischer Shift
entwickelt. Schon bei einer Fehljustierung von ± 1

0,061·360 = 0, 0455 Hz beträgt der
durch chemische Verschiebung induzierte Phasenshift bei einer Operationsdauer von
0, 061 s ein Grad (vgl. Tabelle 6.2). Eine nachträgliche Phasenkorrektur des Spektrums
ist wegen der Einbettung in die Prozeß-Tomographie nur durch Nachbearbeitung der
Daten möglich.

6.3.2 Ergebnisse
Um die Funktionstüchtigkeit der Prozeß-Tomographie zu demonstrieren, wurden die
Einheitsoperation sowie ein konventionelles cnot- und swap-Gatter implementiert.
Konventionell bedeutet hier, daß die Gatter auf schnellstmögliche generische, also
nicht optimierte Art, implementiert wurden. Die Länge des cnot-Gatters beträgt
1

2J = 0, 0026 s, die des swap-Gatters 3
2J = 0, 0077 s, was deutlich kürzer ist als die

später implementierten Gatter (vgl. Tabelle 6.2). Abbildung 6.6 zeigt die gemessene
sowie die simulierte λ-Matrix der Einheitsoperation. Bei der Simulation wurden die
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Abbildung 6.6: Gemessene (links) und simulierte (rechts) λ-Matrix der Einheitsoperation. Die
Qualität beträgt 94,4% bzw. 96,9%. Die Reihenfolge der Zustände ist für die
Eingangszustände von links oben nach links unten und für die Ausgangszustände
von unten links nach unten rechts: II, ZI, IZ, ZZ, XI, YI, XZ, YZ, IX, IY, ZX,
ZY, XX, XY, YX, YY

in Tabelle 6.4 aufgeführten Relaxationswerte benutzt, und es wurde weiterhin an-
genommen, daß die Pulse nicht ideal sind, sondern daß während ihrer Ausführung
der Drift-Hamilton-Operator aktiv ist. Die Ergebnisse der Einheitsoperation sind zu-
gleich ein Test für die Güte der Prozeß-Tomographie. Dadurch läßt sich der durch
die Tomographie bedingte Fehler auf ca. 2,5% abschätzen. Die Qualität der Operatio-
nen wurde mittels der Formel Q = Tr(U †idealU)/Tr(U †idealUideal) bestimmt, wobei Uideal
der idealen Operation entspricht. Zur besseren Darstellung wird der absolute Realteil
der Matrizen |Re(λ)| gezeigt. Da die Koeffizienten in Gleichung (6.2) für kartesische
Basisoperatoren real sind, beinhaltet der Imaginärteil keine weitere Information. Die
Phasen entsprechen bei allen Ergebnissen den Simulationen. Abbildungen 6.7 und 6.8
zeigen die Ergebnisse für die konventionelle cnot- und swap-Operation. Um die
Operation E darzustellen, wird λ mit κ multipliziert (vgl. Gleichung 6.6). Dabei ist zu
beachten, daß bei der NMR-Prozeß-Tomographie der Einheitsoperator nicht gemes-
sen werden kann, was bei der Multiplikation mit κ zu falschen Ergebnissen führt. Zur
beispielhaften Darstellung der χ-Matrix der cnot-Operation in Abbildung 6.9 wurde
das (1, 1)-Element der λ-Matrix auf Eins gesetzt. Da dies jedoch auf keinen gemes-
senen Daten basiert und die λ- wie auch die χ-Matrizen die gleichen Informationen
enthalten, werden im weiteren Verlauf nur die gemessenen λ-Matrizen gezeigt. Die
Elemente, die die Abbildung beliebiger Operatoren auf den Einheitsoperator beinhal-
ten, sind meßbedingt Null. Die Abbildungen 6.10 bis 6.12 zeigen die Ergebnisse für die
cnot-Operation, die Abbildungen 6.13 bis 6.15 die Ergebnisse der swap-Operation
nach [29]. Eine Zusammenfassung der hier erreichten experimentellen Qualitäten kann
Tabelle 6.5 entnommen werden.
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Abbildung 6.7: Gemessene (links) und simulierte (rechts) λ-Matrix der konventionellen cnot-
Operation. Die Qualität beträgt 93,1% bzw. 95,9%. (Zur Reihenfolge der Zu-
stände siehe Abbildung 6.6.)
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Abbildung 6.8: Gemessene (links) und simulierte (rechts) λ-Matrix der konventionellen swap-
Operation. Die Qualität beträgt 84,3% bzw. 93,7%. (Zur Reihenfolge der Zu-
stände siehe Abbildung 6.6.)
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Abbildung 6.9: Gemessene (links) und simulierte (rechts) χ-Matrix der konventionellen cnot-
Operation. (Zur Reihenfolge der Zustände siehe Abbildung 6.6.)
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Abbildung 6.10: Gemessene (links) und simulierte (rechts) λ-Matrix der cnot-Operation
nach [29] mit ωi = 9, 725 Hz. Die Qualität beträgt 76,8% bzw. 80,3%. (Zur
Reihenfolge der Zustände siehe Abbildung 6.6.)
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Abbildung 6.11: Gemessene (links) und simulierte (rechts) λ-Matrix der cnot-Operation
nach [29] mit ωi = 2π · 19, 45 Hz. Die Qualität beträgt 83,1% bzw. 86,1%.
(Zur Reihenfolge der Zustände siehe Abbildung 6.6.)
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Abbildung 6.12: Gemessene (links) und simulierte (rechts) λ-Matrix der cnot-Operation
nach [29] mit Ωi = 2π · 33, 33 Hz. Die Qualität beträgt 85,3% bzw. 88,7%.
(Zur Reihenfolge der Zustände siehe Abbildung 6.6.)
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Abbildung 6.13: Gemessene (links) und simulierte (rechts) λ-Matrix der swap-Operation
nach [29] mit Ωi = 2π · 9, 725 Hz. Die Qualität beträgt 73,7% bzw. 77,5%.
(Zur Reihenfolge der Zustände siehe Abbildung 6.6.)
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Abbildung 6.14: Gemessene (links) und simulierte (rechts) λ-Matrix der swap-Operation
nach [29] mit Ωi = 2π · 19, 45 Hz. Die Qualität beträgt 79,3% bzw. 83,0%.
(Zur Reihenfolge der Zustände siehe Abbildung 6.6.)
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Abbildung 6.15: Gemessene (links) und simulierte (rechts) λ-Matrix der swap-Operation
nach [29] mit Ωi = 2π · 33, 33 Hz. Die Qualität beträgt 81,8% bzw. 85,4%.
(Zur Reihenfolge der Zustände siehe Abbildung 6.6.)

Operation ΩI [Hz] Gemessene Qualität [%] Simulierte Qualität [%]
1 - 94,4 96,9

konv. cnot - 93,1 95,9
konv. swap - 84,3 93,7

cnot 9,725 76,8 80.3
cnot 19,45 83,1 86,1
cnot 33,33 85,3 88,7
swap 9,725 73,7 77,5
swap 19,45 79,3 83,0
swap 33,33 81,8 85,4

Tabelle 6.5: Gemessene und simulierte Qualitätsfaktoren der tomographierten Operationen
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6 Prozeß-Tomographie an einem Spinsystem mit unterschiedlichen Zeitskalen

6.4 Diskussion der Ergebnisse
Generell zeigt sich durchgehend eine sehr gute Übereinstimmung von gemessenen und
simulierten Ergebnissen. Die Qualitätsunterschiede liegen bis auf die konventionell
ausgeführte swap-Operation im Bereich der erwarteten Ungenauigkeit der Prozeß-
Tomographie von ca. 2,5%, wie aus der Messung der Einheitsoperation hervorgeht.
In den Simulationen berücksichtigt sind die Längen der Pulse sowie ein Relaxations-
modell, welches auf den gemessenen T1- und T2-Zeiten basiert. Nicht berücksich-
tigt sind Ungenauigkeiten, die durch die chemische Verschiebung der beiden Spins zu
Stande kommen: beim Wasserstoffspin in Form eines induzierten Phasenfehlers, beim
Kohlenstoffspin in Form einer nicht perfekt ausgeführten Hα-Operation. Die dadurch
bedingten Fehler liegen selbst bei Offset-Ungenauigkeiten von 1 Hz in der Größenord-
nung von 5% der Gesamtqualität. Da sich die experimentellen Offset-Frequenzen nur
bis zu einer Genauigkeit von ca. 0, 1 Hz bestimmen lassen, kann davon ausgegangen
werden, daß dies die Hauptfehlerquelle darstellt. Zusätzliche Fehlerquellen wie Puls-
inhomogenitäten tragen zu einer weiteren Reduzierung der Genauigkeit bei, fallen bei
den Simulationen jedoch nicht ins Gewicht. Weiterhin geht bei der Präparation der
Eingangszustände durch die einheitliche Blockstruktur der Pulssequenzen Intensität
verloren, was bei separater Präparierung der Zustände nicht der Fall wäre, da z.B.
unnötige Einheitsoperationen wegfielen. Der Vorteil der einheitlichen Struktur der
Pulssequenzen liegt jedoch in der einfachen Handhabbarkeit, was den Intensitätsver-
lust ausgleicht.
Der Unterschied zwischen den experimentellen Ergebnissen und den idealen Opera-

tionen ist natürlich auf die Relaxation des realen Systems zurückzuführen. Um diese
Relaxationseffekte zu eliminieren, wäre ein Vergleich der gemessenen Spektren mit
Referenzspektren nötig, die über die Dauer der Operation den dissipativen Vorgängen
im System ausgesetzt sind. Da dies jedoch die absolute Vergleichbarkeit der Pulsse-
quenzen verhindert, wurden die Relaxationseffekte in die Ergebnisse mit aufgenom-
men. Ein weiterer Vergleich der Pulssequenzen mit einer identischen Sequenz, in der
der schwache Kohlenstoffpuls durch harte Pulse bei insgesamt gleichem Hamilton-
Operator ersetzt wird, um die chemische Verschiebungsevolution zu refokussieren, ist
nicht möglich, da in diesem Fall die Voraussetzung nach Gleichung (6.10) verletzt
würde. Aus den gezeigten Ergebnissen geht klar hervor, daß die hier vorgestellte Me-
thode der Prozeß-Tomographie zuverlässige Ergebnisse liefert und damit die in [29]
beschriebene Methode experimentell verifiziert werden konnte.
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7 Erzeugung pseudoreiner Zustände
auf einem 5-Qubit-Molekül

Zur Ausführung vieler bekannter Quantenalgorithmen [54–58] ist ein reiner Zustand
als Ausgangszustand notwendig. Während in anderen Quantencomputer-Realisierun-
gen, wie bei Ionenfallen und optischen Systemen, durch das Vorhandensein von nur
einem Teilchen ein reiner Zustand gegeben ist, liegt bei der NMR-Spektroskopie mit
ihrem Ensemble-Quantencomputing der thermische Ausgangszustand nahe dem ma-
ximal gemischten, somit also fernab von einem reinen Zustand. Um dennoch auch hier
Quantenalgorithmen nutzen zu können, gibt es zwei Möglichkeiten: zum einen die Her-
stellung pseudoreiner Zustände [64–72], zum anderen die Konstruktion thermischer
Algorithmen, die den thermischen Zustand als Ausgangszustand benutzen [73–75].
Durch die hohe Anzahl identischer Moleküle in einer NMR-Probe, deren Meßsignale

sich überlagern, spricht man von einem Erwartungswert-Quantencomputer (EVQC -
Expectation Value Quantum Computer). NMR-Spektrometer messen die transversalen
Anteile der Magnetisierung der Probe. Daher können Zustände präpariert werden, die
sich von reinen Zuständen nur durch den Anteil des Einheitsoperators unterscheiden:
pseudoreine Zustände.
In diesem Kapitel soll anhand eines 5-Qubit-Moleküls gezeigt werden, wie ein sol-

cher Zustand hergestellt werden kann. Dabei ist zu beachten, daß dieser Prozeß mit
einem exponentiellen Signalverlust in Bezug auf die Anzahl der Spins in dem System
einhergeht. Durch einen an [71] angelehnten Benchmark-Test kann sowohl die volle
Kontrollierbarkeit eines synthetisierten 5-Qubit-Moleküls als auch die Funktionalität
eines 6-Kanal-Prototyp-Probenkopfes demonstriert werden.

7.1 Pseudoreine Zustände
Pseudoreine Zustände sind definiert als Zustände, deren Dichtematrix sich von der
eines reinen durch ein Vielfaches der Einheitsmatrix unterscheidet. In einem N-Spin-
System haben sie folgende Form ( [46]):

ρ = 2−N(1− ε)1+ ε|Φ〉〈Φ| (7.1)

Φ ist dabei ein reiner Zustand der Form α⊗(N) bis β⊗(N), wobei hier wieder die Notati-
on der Zustände entsprechend Abschnitt 6.1.1 gilt. Dadurch ist gewährleistet, daß der
Erwartungswert eines Ensembles in einem pseudoreinen Zustand proportional zu dem
des dazugehörigen reinen Zustands ist. Da die Eigenwerte der pseudoreinen Dichtema-
trix sich von der des thermischen Gleichgewichtszustandes unterscheiden, beinhaltet
die Erzeugungsprozedur zwangsläufig einen inkohärenten Mittelungsprozeß, der somit
nicht unitär implementiert werden kann, und wie aus Gleichung (7.1) hervorgeht, in
einem N -Spin-System einen exponentiellen Intensitätsverlust auf 1

2N zur Folge hat.
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7 Erzeugung pseudoreiner Zustände auf einem 5-Qubit-Molekül

Experimentell gibt es mehrere Möglichkeiten, einen pseudoreinen Zustand zu präpa-
rieren:

1. Bei relativen pseudoreinen Zuständen wird die partielle Spur über ein mit dem
System verbundenen Hilfssystem gebildet, so daß das ursprüngliche System nach
der Spurbildung in einem pseudoreinen Zustand vorliegt [124]. Diese partielle
Spurbildung erfolgt in der NMR-Spektroskopie durch das Entkoppeln eines oder
mehrerer Kerne während der Aufnahme.

2. Konditionale pseudoreine Zustände entstehen, indem man Zustände des Sys-
tems durch Filterung in Abhängigkeit des Zustandes eines Hilfssystems aus-
wählt [123]. Experimentell wird die Selektion einzelner Submultiplets des Spek-
trums mittels der Kopplung zu dem Hilfssystem bewerkstelligt. Diese Zustände
werden auch logisch gelabeled genannt.

3. Zeitlich gemittelte pseudoreine Zustände bestehen aus der Überlagerung der
Spektren verschiedener Experimente; ihre Summe stellt einen pseudoreinen Zu-
stand dar [125]. In der NMR-Spektroskopie geschieht dies durch Phasenzyklen.

4. Räumlich gemittelte Zustände lassen durch den Einsatz eines Gradienten räum-
lich getrennte gemischte Zustände entstehen, deren Signale sich am Ende zu
einem pseudoreinen Zustand überlagern [126].

5. Aus einer Mischung der Fälle 2 und 4 kann durch einen Gradienten ein kondi-
tioneller logischer Zustand erzeugt werden [71].

7.2 Implementierung räumlich gemittelter Zustände
In dieser Arbeit wurde ein pseudoreiner Zustand auf einem 5-Qubit-Molekül durch
räumliche Mittelung (spatial averaging) in Anlehnung an [71] präpariert. Diese Me-
thode hat den Vorteil, daß die Präparation in nur einem Experiment erfolgen kann.
Außerdem dient sie durch eine einfache Implementierbarkeit als Vergleichstest bei
verschiedenen Molekülen und Kopplungstopologien. Ausgehend von einer Anordnung
der N Spins in einer linearen Kette und des Anfangszustandes Z1⊗(N−1) wird durch
Abfolge mehrerer halber inept-Schritte der Zustand YYYYX hergestellt, aus dem
nun die Anteile der N -fach-Kohärenzen herausgefiltert werden. Durch eine zeitinverse
Anwendung der inept-Schritte und Auswahlpulse auf den Spins 2 bis N werden so
die Zustände Xα⊗(N−1) bis Xβ⊗(N−1) hergestellt, die auf dem ersten Spin detektiert
ein Spektrum mit nur einem Peak liefern. Wird die Kohärenzselektion in der Mitte
der Pulssequenz weggelassen, erhält man am Ende den Zustand X1111’. Dieser dient
als Referenz zur Feststellung der Güte der präparierten pseudoreinen Zustände. Da
das hier verwendete Molekül statt einer linearen eine fast sternförmige Kopplungsto-
pologie aufweist, kann die Gesamtdauer der Pulssequenz verkürzt werden. Ausgehend
von dem zentralen 19F -Spin kann der Magnetisierungstransfer auf die Kerne 1H, 31P
und 13C gleichzeitig erfolgen, in seiner Gesamtdauer ist er durch die schwächste der
drei Kopplungen JFP , JFH und JFC bestimmt. Dieser Transferschritt verkürzt sich so
um den Faktor

1
2JFC

1
2JFP + 1

2JFH + 1
2JFC

= 0, 59 (7.2)
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Abbildung 7.1: Topologie und Kopplungen des verwendeten 13CO-15N -Diethyl-(dimethylcar-
bamoyl)fluormethylphosphonat-Moleküls

Abbildung 7.2: Schema zur Herstellung eines pseudoreinen Zustands auf dem 5-Qubit-Molekül.
Die hier gezeigte Darstellung zeigt den Fall zusammengezogener inept-Schritte
für den Magnetisierungstransfer vom F-Spin auf die H-, P- und C-Spins. Die
Zahlen beziehen sich auf die im Text angegebenen Zustände zu verschiedenen
Zeiten während der Pulssequenz.

und kann sowohl beim Aufbau des Operators YYYYX als auch beim Rücktransfer
zum Operator X1111 benutzt werden. Hierbei sind JIK die Kopplungen zwischen den
einzelnen Spins, deren Größen aus Abbildung 7.1 hervorgehen, ebenso wie die Kopp-
lungstopologie. Um die Vergleichbarkeit der Experimente mit der Literatur zu gewähr-
leisten, werden bei der Rückentwicklung nach dem Kohärenzfilter beide Möglichkeiten
implementiert. Das Implementierungsschema für fünf Qubits ist in Abbildung 7.2 dar-
gestellt. Das Herausfiltern der 5-fach-Kohärenz erfolgte durch einen Gradientenpuls
in der Mitte sowie den Refokussierungspuls am Ende der Pulssequenz. Dabei beläuft
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7 Erzeugung pseudoreiner Zustände auf einem 5-Qubit-Molekül

sich das Stärkenverhältnis der Gradientenpulse auf∑
i=(F,H,P,C,N) γi

γF
= 2, 6529 (7.3)

wobei γ das gyromagnetische Verhältnis der einzelnen Kernspins darstellt. Im Fol-
genden sind die Zustände des Systems an ausgewählten Stellen der Pulssequenz, wie
in Abbildung 7.2 markiert, exemplarisch für die Präparation des Zustands X ⊗ α⊗4

aufgeschrieben. Abweichungen der Vorzeichen sind dabei auf eine ungerade Anzahl
von 180-Grad-Entkopplungspulsen zurückzuführen, was für das Ergebnis jedoch keine
Rolle spielt.

1 X1111

2 -YZZZ1

3 YYYYX

4 +0, 062 XXXXX −0, 062 XXXYY −0, 062 XXYXY −0, 062 XXYYX
−0, 062 XYXXY −0, 062 XYXYX −0, 062 XYYXX +0, 062 XYYYY
−0, 062 YXXXY −0, 062 YXXYX −0, 062 YXYXX +0, 062 YXYYY
−0, 062 YYXXX +0, 062 YYXYY +0, 062 YYYXY +0, 062 YYYYX

5 +0, 062 XXXXZ −0, 062 XXXYY −0, 062 XXYXY −0, 062 XXYYZ
−0, 062 XYXXY −0, 062 XYXYZ −0, 062 XYYXZ +0, 062 XYYYY
−0, 062 YXXXY −0, 062 YXXYZ −0, 062 YXYXZ +0, 062 YXYYY
−0, 062 YYXXZ +0, 062 YYXYY +0, 062 YYYXY +0, 062 YYYYZ

6 +0, 062 XXXY1 −0, 062 XXXYY +0, 062 XXYX1 −0, 062 XXYXY
−0, 062 XYXX1 +0, 062 XYXXY +0, 062 XYYY1 −0, 062 XYYYY
+0, 062 YXXX1 −0, 062 YXXXY −0, 062 YXYY1 +0, 062 YXYYY
+0, 062 YYXY1 −0, 062 YYXYY +0, 062 YYYX1 −0, 062 YYYXY

7 +0, 062 XYYY1 −0, 062 XYYYY −0, 062 XYZZ1 +0, 062 XYZZY
+0, 062 XZYZ1 −0, 062 XZYZY +0, 062 XZZY1 −0, 062 XZZYY
+0, 062 YYYZ1 −0, 062 YYYZY +0, 062 YYZY1 −0, 062 YYZYY
−0, 062 YZYY1 +0, 062 YZYYY +0, 062 YZZZ1 −0, 062 YZZZY

8 +0, 062 X1111 −0, 062 X111Y −0, 062 X11Y1 +0, 062 X11YY
−0, 062 X1Y11 +0, 062 X1Y1Y +0, 062 X1YY1 −0, 062 X1YYY
−0, 062 XY111 +0, 062 XY11Y +0, 062 XY1Y1 −0, 062 XY1YY
+0, 062 XYY11 −0, 062 XYY1Y −0, 062 XYYY1 +0, 062 XYYYY

9 +0, 062 X1111 −0, 062 X111Z −0, 062 X11Z1 +0, 062 X11ZZ
−0, 062 X1Z11 +0, 062 X1Z1Z +0, 062 X1ZZ1 −0, 062 X1ZZZ
−0, 062 XZ111 +0, 062 XZ11Z +0, 062 XZ1Z1 −0, 062 XZ1ZZ
+0, 062 XZZ11 −0, 062 XZZ1Z −0, 062 XZZZ1 +0, 062 XZZZZ
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7.3 Experimente

7.3 Experimente

7.3.1 Experimenteller Aufbau
Die Experimente wurden an einem DMX-600-Spektrometer ausgeführt, das mit ei-
nem 6-Kanal-Probenkopf ausgerüstet ist, so daß es möglich war, die Kerne 19F , 1H,
31P , 13C und 15N direkt anzusteuern. Die Schwingkreise für den Fluor- und Wasser-
stoffspin sind gekoppelt, so daß die Tune- und Match-Einstellungen sich gegenseitig
beeinflussen, was einen Kompromiß bei der Einstellung beider Spins erfordert. Die hier
bestimmten 90-Grad-Pulse sind durchweg länger als bei konventionellen Probenköp-
fen. Wegen ihres kleinen gyromagnetischen Verhältnisses und der damit verbundenen
geringen Intensität wurde die Pulskalibrierung des Kohlenstoff- und Stickstoffspins
indirekt über den Fluorspin durchgeführt. Die ermittelten Pulslängen sowie die Ein-
strahlfrequenzen der einzelnen Spins sind in Tabelle 7.1 aufgeführt. Durch Shimmen
der Probe konnte lediglich eine minimale Linienbreite von 4,5 Hz auf dem Fluor-Kern
erreicht werden, was sich in der Nicht-Auflösbarkeit der 2-Hz-Kopplung zwischen dem
Fluor- und dem Stickstoffspin äußert. Die Probe selbst besteht aus 13CO-15N -Diethyl-
(dimethylcarbamoyl)fluormethylphosphonat gelöst in CD3OD. Tabelle 7.2 zeigt die
gemessenen Relaxationszeiten. Die große Unsicherheit der Stickstoff-Relaxationszeiten
resultiert aus dem, trotz 48 durchgeführter Scans, schwachen Signal bei der direkten
Detektion dieses Spins. Die Experimente wurden bei einer Temperatur von 293 K
durchgeführt und in einem einzigen Scan aufgenommen.

Kern Basisfrequenz [MHz] Offset [Hz /ppm] 90-Grad-Puls [µs]
19F 564,940 -115882,1 / -205.12 34,0 @ 0 dB
1H 600,400 5980,6 / 9.96 24,4 @ 0 dB
31P 243,046 3823,5 / 15.73 23,2 @ 0 dB
13C 150,971 25411,0 / 168.32 31,6 @ 0 dB
15N 60,838 6613,0 / 108.70 59,0 @ 2 dB

Tabelle 7.1: Einstrahlfrequenzen und Pulslängen

7.3.2 Ergebnisse
Abbildung 7.3 zeigt drei Phasen in der Präparation der 5-fach-Kohärenz YYYYX: die
Spektren der Operatoren X1111, -YZZZ1 und XZZZZ. Bei den ersten beiden Opera-
toren kann auf Grund der Linienbreite von 4,5 Hz die 2-Hz-Kopplung zum Stickstoff
nicht aufgelöst werden, daher verschmelzen die 16 Peaks zu acht sichtbaren Peaks. Das
Verhältnis der durch Integration bestimmten Intensitäten der Spektren von -YZZZ1
und XZZZZ liefern nur einen ungefähren Anhaltspunkt, da wiederum auf Grund der
hohen Linienbreite im Vergleich zum Abstand der Peaks positive und negative Peaks
ineinander übergehen und so das Ergebnis verfälschen. Das Verhältnis und somit das
Maß für den Intensitätsverlust von -YZZZ1 und XZZZZ in Bezug auf X1111 beträgt
gemessen 50,4% bzw. 12,1% und simuliert 58,4% bzw. 11,6%. Abbildung 7.4 zeigt ne-
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Abbildung 7.3: Die Spektren der Operatoren X1111, -YZZZ1 und XZZZZ während der Prä-
paration der 5-fach-Kohärenz YYYYX; oben: gemessen, unten: simuliert. Das
Spektrum des Operators YZZZ1 ist um 90 Grad phasenverschoben, um eine
Darstellung der dispersiven Peaks zu vermeiden. Das Verhältnis ihrer Intensitä-
ten in Bezug auf das X1111-Spektrum beträgt 50,4% bzw. 12,1% (gemessen)
und 58,4% bzw. 11,6% (simuliert).
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7.4 Diskussion der Ergebnisse

Kern T1-Zeit [s] T2-Zeit [s]
19F 2, 67± 0, 01 1, 55± 0, 02
1H 2, 17± 0, 22 2, 76± 0, 08
31P 3, 77± 0, 03 0, 19± 0, 01
13C 3, 10± 0, 41 1, 54± 0, 15
15N 20, 70± 5, 48 9, 83± 3, 56

5-fach Kohärenz - 0, 016± 0.003

Tabelle 7.2: Relaxationszeiten der einzelnen Spins und der 5-fach-Kohärenz

ben dem Spektrum des Operators X1111 die 16 einzelnen Peaks der pseudoreinen Zu-
stände Xα⊗4 bis Xβ⊗4 sowie deren Summe und das Spektrum des Referenzoperators
X1111’. Letzterer entsteht durch Weglassen der Gradientenselektion und schließt so-
mit schon Relaxationseffekte sowie Pulsungenauigkeiten während der Pulssequenz ein.
Hier wurden bei der Rückentwicklung nach dem Gradienten die drei inept-Schritte
zusammen ausgeführt, um den Operator -YZZZ1 wieder nach X1111 zu überführen
(vgl. Abbildung 7.2).
Das Intensitätsverhältnis zwischen dem Anfangszustand X1111 und dem durch

Rückentwicklung ohne Gradient erhaltenen Operator X1111’ beträgt 41,5% (gemes-
sen) bzw. 43,4% (simuliert). Das Intensitätsverhältnis der Summe der einzelnen Zu-
stände Xα⊗4 bis Xβ⊗4 zum Referenzspektrum X1111’ beträgt gemessen 78,6%, in
der Simulation zeigt sich kein Unterschied. Insgesamt bleiben von der anfänglichen
X1111-Magnetisierung so 32,6% (gemessen) bzw. 44,1% (simuliert) übrig. Analog zu
Abbildung 7.4 zeigt Abbildung 7.5 die Spektren, die bei einer nacheinander erfolg-
ten Rückentwicklung der inept-Schritte entstehen. Das Intensitätsverhältnis zwischen
X1111 und X1111’ beträgt 41,0% (gemessen) bzw. 38,1% (simuliert), zwischen X1111’
und der Summe der Einzelpeaks gemessen 75,5%, bei Simulation ergibt sich kein Un-
terschied. Insgesamt bleiben von der Intensität des Operators X1111 am Ende 31,0%
(gemessen) bzw. 38,1% (simuliert) übrig. Zur besseren Erkennbarkeit der einzelnen
pseudoreinen Zustände sind diese noch einmal separat in Abbildung 7.6 dargestellt.

7.4 Diskussion der Ergebnisse
Die pseudoreinen Zustände konnten mit einer maximalen Genauigkeit von 78,6% in
Bezug auf das Relaxationseffekte beinhaltende Referenzspektrum hergestellt werden,
wobei eine konzentrierte Pulssequenz in Form von zusammengefaßten inept-Schritten
eine um 3% bessere Ausbeute liefert, obwohl die Gesamtdauer der Pulssequenz sich
auf ca. 75% verkürzt hat. Ein Vergleich der Intensität der pseudoreinen Zustände mit
der des Anfangsspektrums zeigt, daß ein Großteil der Intensitätsverluste auf Rela-
xationseffekte zurückzuführen ist (ca. 60%) und nur ein kleiner Teil (ca. 10%) auf
Ungenauigkeiten wie Puls- und Gradientenmißkalibrierung. Vor allem die kurze T2-
Relaxationszeit des Phosphorspins trägt stark dazu bei. Daher kann als Hauptgrund
für die geringe Intensität die Länge der Pulssequenz verantwortlich gemacht werden,
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7 Erzeugung pseudoreiner Zustände auf einem 5-Qubit-Molekül
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Abbildung 7.4: Spektren der Operatoren X1111, X1111’, der 16 Operatoren Xα⊗4 bis Xβ⊗4,
sowie deren Summe; oben: gemessenen, unten: simuliert. Die Rückentwicklung
erfolgt durch zusammengezogene inepts. Das Intensitätsverhältnis zwischen
X1111’ und den einzelnen Peaks beträgt 78,6% (gemessen) bzw. 100% (simu-
liert), das zwischen X1111 und der Summe der einzelnen Peaks 32,6% (gemes-
sen) bzw. 44,1% (simuliert).
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Abbildung 7.5: Spektren der Operatoren X1111, X1111’, der 16 Operatoren Xα⊗4 bis Xβ⊗4,
sowie deren Summe; oben: gemessenen, unten: simuliert. Die Rückentwicklung
erfolgt durch sequentiell ausgeführte inepts. Das Intensitätsverhältnis zwischen
X1111’ und den einzelnen Peaks beträgt 75,5% (gemessen) bzw. 100% (simu-
liert), das zwischen X1111 und den einzelnen Peaks 31,0% (gemessen) bzw.
38,1% (simuliert).
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Abbildung 7.6: Die gemessenen 16 pseudoreinen Zustände Xα⊗4 bis Xβ⊗4 bei Rückentwick-
lung mit zusammengefaßten inepts (oben) und mit sequentiellen inepts (un-
ten).
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7.4 Diskussion der Ergebnisse

die wiederum durch die Kopplungstopologie und die Kopplungsstärken bestimmt und
daher generisch ist. Der zu etwa 10% nicht durch Relaxation bedingte Intensitätsver-
lust kann teilweise durch die schlecht bestimmbaren Stickstoffpulse erklärt werden, die
durch eine direkte Aufnahme kalibriert wurden und daher bis zu 10 % neben der wah-
ren 90-Grad-Pulslänge liegen. Auch die extrem sensible Reaktion der 5-fach-Kohärenz
auf das Stärkenverhältnis der beiden Filtergradientenpulse trägt dazu bei. Dieses läßt
sich nur auf eine Genauigkeit von 0,01% einstellen, obwohl eine Änderung um diesen
Betrag schon deutliche Auswirkungen auf das Spektrum zeigt.
Zur Abweichung der Simulationen von den gemessenen Daten ist festzustellen, daß

neben der in der Simulation nicht berücksichtigten nicht idealen Ausführung der Pul-
se und Gradienten die 1024 × 1024 Einträge große Relaxationsmatrix nur spärlich
durch die erfolgten Relaxationsmessungen ausgefüllt werden konnte. Die hier benutz-
te Relaxationsmatrix besitzt daher nur Einträge auf der Diagonalen und beinhaltet
damit keine Kreuzkorrelationseffekte. Des weiteren wurde bei Mehrfach-Kohärenzen,
außer bei der gemessenen 5-fach-Kohärenz, für jeden Operator die jeweils größte Re-
laxationsrate der in ihm vorkommenden Spinoperatoren angenommen. Da ein großer
Unterschied zwischen der Relaxationszeit der 5-fach-Kohärenz und den transversalen
Relaxationszeiten der einzelnen Spinoperatoren besteht, kann angenommen werden,
daß die hier gewählte Methode zur Festlegung der Relaxationszeiten der 2-, 3- und
4-fach-Kohärenzen einen großen Fehler beinhaltet und die wahren Relaxationszeiten
wesentlich kürzer sind, was einen stärkeren Intensitätsverlust der simulierten Spektren
bedeuten würde.
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8 Der Jones-Algorithmus
Die Erzeugung eines pseudoreinen Quantenzustandes auf einem System erfordert,
wie im letzten Kapitel gesehen, einen Aufwand, der exponentiell von der Anzahl
der Spins abhängt. Für NMR-Systeme ist es daher erstrebenswert, sogenannte ther-
mische Algorithmen zu entwickeln, die den thermischen Zustand als Eingangszu-
stand benutzen und so die Präparation von pseudoreinen Zuständen umgehen kön-
nen [74, 127, 128]. In diesem Kapitel wird als thermischer Quantenalgorithmus der
Jones-Algorithmus implementiert [77, 78, 129, 130]. Dieser dient zur Approximation
des Jones-Polynoms [131], einer Knoteninvarianten, und führt in das Gebiet des to-
pologischen Quantencomputings [132]. Demonstriert wurde die Implementierung des
Jones-Algorithmus bereits in einem 2-Spin-System für einen aus drei Strängen beste-
henden Knoten [133]. Hier erfolgt jetzt eine Ausdehnung auf ein komplexeres Beispiel,
einen Knoten mit 4 Strängen, der zur Implementierung ein 3-Spin-System benötigt.

8.1 Knotentheorie
Ein fundamentales Problem der Knotentheorie besteht in der Frage, ob zwei Kno-
ten zueinander äquivalent sind. Da dies nicht immer offensichtlich ist, bedient man
sich der Knoteninvarianten. Diese Größen bleiben unter Reidemeister-Deformationen
des Knotens unverändert (Abbildung 8.1). Neben augenscheinlichen Invarianten, wie
zum Beispiel der Kreuzungszahl (minimale Anzahl an Überkreuzungen) oder der
Entknotungszahl (minimale Anzahl von Kreuzungen, die geändert werden müssen,
damit aus dem Knoten ein trivialer Knoten wird) gibt es die sogenannten Knoten-
polynome [134]. Zwar läßt sich aus zwei identischen Polynomen nicht die Äquivalenz
zweier Knoten folgern, jedoch gilt der Umkehrschluß, daß unterschiedliche Polyno-
me auch auf verschiedene Knoten zurückzuführen sind. Trotz dieser Einschränkung
sind die Knotenpolynome ein sehr hilfreiches Mittel zur Unterscheidung von Kno-
ten. Neben dem Alexander-Polynom [135], dem Kauffman-Polynom [136] und dem
Homefly-Polynom [137] existiert das Jones-Polynom [131, 132], auf das im Folgen-
den näher eingegangen werden soll. Dieses Polynom bietet neben seiner Bedeutung
als Invariante noch weitere Verwendungsmöglichkeiten, z.B. bei der Abschätzung des
Knotenvolumens [138] sowie in der topologischen Quantenfeldtheorie [139].

8.1.1 Knoten, Zopfgruppen, die Temperley-Lieb-Algebra und das
Jones-Polynom

Definition 1 :
Als Knoten bezeichnet man einen geschlossenen, einfachen Polygonzug im R3.

Ein geschlossener Polygonzug ist die Vereinigung der Verbindungen einzelner geordne-
ter Punkte pk im R3. Einfach heißt der Polygonzug genau dann, wenn jede Verbindung
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8 Der Jones-Algorithmus

Abbildung 8.1: Die drei Reidemeister-Transformationen zur Deformation eines Knotens

zweier Punkte die Endpunkte zweier anderer Verbindungen berührt. Die triviale Form
eines Knotens ist dabei ein Kreis. Sind mehrere nicht verbundene Polygonzüge mit-
einander verwoben, spricht man von einer Verschlingung. Zur Darstellung eines Kno-
tens wird dieser unter Beibehaltung der Über- und Unterkreuzungen auf eine Ebene
projiziert. Zwei Knoten heißen äquivalent, wenn sie durch Deformationen ineinander
überführt werden können, ohne daß dabei ein Polygonzug durchtrennt wird. Alle mög-
lichen Deformationen lassen sich in drei grundlegenden Formen zusammenfassen, den
drei Reidemeister-Transformationen [140] (siehe Abbildung 8.1).

Satz 1 :
Zwei Knoten sind genau dann zueinander äquivalent, wenn und nur wenn ihre Kno-
tenprojektionen durch endliche Abfolge von Reidemeister-Transformationen und deren
Inversen ineinander überführt werden können.

Damit wird ein Weg zur Unterscheidung verschiedener Knoten eröffnet. Für eine syste-
matischere Herangehensweise benötigt man eine eindeutige Abbildung von derselben
Art von Knoten auf dasselbe mathematische Objekt. Dazu muß zunächst eine mathe-
matische Darstellung für einen Knoten gefunden werden. Dies geschieht mittels der
Zopfgruppe Bn.

Definition 2 :
Die Zopfgruppe Bn mit n Strängen ist die Gruppe, die durch die Elemente b1, b2, ..., bn−1
generiert wird, die wiederum durch folgende Relationen definiert sind:

bibi+1bi = bi+1bibi+1 für 1 ≤ i < n (8.1)
bibj = bjbi für |i− j| ≥ 2 (8.2)

Abbildung 8.2 zeigt die Generatoren der Gruppe Bn. Ein Zopf läßt sich nun aus den
Generatoren b1, b2, ..., bn−1 und deren Inversen b−1

1 , b−1
2 , ..., b−1

n−1 zusammensetzen als

β =
l∏

i=1
b
ε(i)
j(i) = b

ε(1)
j(1)b

ε(2)
j(2)...b

ε(l)
j(l) (8.3)

Die Summe der ε(i) definiert dabei die Kreuzungzahl W (β). Um aus der Darstellung
des Zopfes β einen Knoten zu erhalten, bildet man den Abschluß bzw. die Spur des
Zopfes βtr, indem man die Strangenden so verbindet, daß bei n Strängen i = 1...n
jeweils das obere und untere Ende des Stranges i miteinander verbunden wird. Nach
dem Theorem von Alexander ist die Umformung eines Knotens in einen Zopf universell
und reversibel.
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Abbildung 8.2: Generatoren der Zopfgruppe mit n Strängen. Ein Element hat die Form eines
Kastens mit jeweils n Punkten an Ober- und Unterseite, die durch n kontinu-
ierliche Linien, genannt Stränge, verbunden sind.

Satz 2 :
Jeder Knoten ist der Abschluß eines Zopfes.

Die Markov-Transformationen

M1: β → β′ = b±1
i βb∓1

i für 1 ≤ i < n (8.4)
M2: β → β′ = βb±1

n+1 für b±1
n+1 ∈ Bn+1 (8.5)

liefern dabei ein Mittel zur Bestimmung der Äquivalenz zweier Knoten.
Satz 3 :
Zwei Zöpfe β1 und β2 erzeugen unter Abschluß denselben Knoten, wenn und nur wenn
sie durch eine endliche Abfolge von Markov-Transformationen ineinander überführt
werden können.

Für die Definition des Jones-Polynoms wird nun eine Algebra, die Temperley-Lieb-
Algebra, und eine geeignete Funktion, die Markov-Spur, gewählt, die die Jones-Re-
präsentation der Generatoren der Zopfgruppe durch Elemente der Temperley-Lieb-
Algebra auf den Raum der komplexen Zahlen abbildet. Abbildung 8.3 zeigt die Ge-
neratoren der Temperley-Lieb-Algebra.
Definition 3 :
Sei d eine beliebige komplexe Zahl. Dann ist für jede positive ganze Zahl n die Temper-
ley-Lieb-Algebra TLn(d), bestehend aus der Identität und den Symbolen E1, E2, ..., En−1,
definiert durch die Beziehungen

EiEi±1Ei = Ei für 1 ≤ i < n (8.6)
EiEj = EjEi für |i− j| ≥ 2 (8.7)
E2
i = dEi für 1 ≤ i < n (8.8)
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8 Der Jones-Algorithmus

Abbildung 8.3: Die Generatoren der Temperley-Lieb-Algebra TLn(d)

Definition 4 :
Die Markov-Spur ist definiert als eine Abbildung Trn : TLn(d)→ C von der Temperley-
Lieb-Algebra auf den Raum der komplexen Zahlen, die folgenden Bedingungen genügt:

Trn(1) = 1 (8.9)
Trn(XY ) = Trn(Y X) für alle X und Y in TLn(d) (8.10)

Ist X ∈ TLn(d), dann gilt: Trn+1(XEn) = 1
d
Trn(X) (8.11)

Des weiteren ist die Jones-Repräsentation der Generatoren der Zopfgruppe durch
Elemente der Temperley-Lieb-Algebra zu definieren.

Definition 5 :
Seien d und A beliebige komplexe Zahlen, so daß gilt: d = −A2 − A−2, weiterhin
sei TLn(d) die dazugehörende Temperley-Lieb-Algebra und Bn die Zopfgruppe mit n
Strängen. Dann ist die Jones-Repräsentation ρA : Bn → TLn(d) der Zopfgruppenele-
mente gegeben durch:

bi → AEi + A−11 (8.12)
b−1
i → A−1Ei + A1 (8.13)

wobei b1, b2, ..., bn−1 die Generatoren der Zopfgruppe und E1, E2, ..., En−1 die Genera-
toren der Temperley-Lieb-Algebra darstellen.

Das Jones-Polynom VβTr(t) des Knotens βTr, ein Laurent-Polynom definiert auf dem
Ring Z[t, t−1], ist nun gegeben durch

VβTr(t) = −A2W (β)dn−1Tr(ρA(β)) (8.14)

wobei t = A−4 ist, W (β) die Kreuzungszahl und Trn(ρA(β)) die Markov-Spur der
Jones-Repräsentation ρA des Zopfes β. Da sich W (β) und dn−1 leicht bestimmen las-
sen, bleibt als Schwierigkeit die Berechnung von Trn(ρA(β)). Für einfache Knoten
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kann diese Spur direkt aus dem Knotendiagramm berechnet werden [78], allerdings
erfordert dies einen exponentiell ansteigenden Aufwand, da sich durch jede Überkreu-
zung die Anzahl der Jones-Repräsentationen verdoppelt. Wird die Berechnung der
Spur allerdings durch einen Quantenalgorithmus ausgeführt [77], so skaliert dessen
Komplexität nur linear mit der Anzahl der Überkreuzungen.

8.1.2 Unitäre Darstellung der Temperley-Lieb-Algebra
Zur Implementierung des Algorithmus in Form einer Pulssequenz wird zunächst eine
Darstellung der Jones-Repräsentation der Elemente der Temperley-Lieb-Algebra in
Form unitärer Matrizen benötigt. Diese erhält man unter Verwendung eines Pfad-
modells. Dazu werden die Elemente von TLn(d) in n + 1 Bereiche aufgeteilt, deren
Grenzen durch die n Punkte am oberen und unteren Rand der Graphen gegeben sind.
Jeder dieser Bereiche entspricht nun einem Punkt auf einem linearen Graphen. Spe-
ziell für vier Stränge ergibt sich so ein Graph mit fünf Punkten. Die Dimension der
unitären Darstellung ist durch die Anzahl der Möglichkeiten gegeben, ausgehend von
24 = 16 Basisvektoren in binärer Darstellung |0000〉 bis |1111〉, unter der Vorschrift,
daß 1 einen Schritt nach rechts und 0 einen Schritt nach links bedeutet und dabei
zu jeder Zeit innerhalb des Graphs zu bleiben. So ergibt sich ein 6-dimensionaler
Unterraum, bestehend aus den Basisvektoren

|1111〉, |1100〉, |1010〉, |1110〉, |1101〉, |1011〉

Die Reihenfolge der Basisvektoren ist dabei unwesentlich, zu Gunsten einer einfachen
experimentellen Implementierung werden diese jedoch in oben genannter Reihenfolge
angeordnet, um eine blockdiagonale Darstellung der Matrizen zu erzeugen, wie weiter
unten zu sehen ist. Mittels der Abbildung

Φi|...00...〉 = 0

Φi|...01...〉 = λzi−1

λzi
|pi|01〉+

√
λzi+1λzi−1

λzi
|pi|10〉

Φi|...10...〉 = λzi+1

λzi
|pi|10〉+

√
λzi+1λzi−1

λzi
|pi|01〉

Φi|...11...〉 = 0

auf die Basisvektoren, die an den Stellen i und i + 1 eine Bitkombination 01 oder
10 haben, ergeben sich die Einträge der Matrix Φi. zi ist dabei der Eintrag an der
i-ten Stelle des Bitstrings des Basisvektors und λl = sin(2lθ), wobei λi = 0 für i ≤ 0.
Nach [141] beschränkt sich der Definitionsbereich nicht auf diskrete Werte [77], son-
dern in Abhängigkeit der Stranganzahl existieren kontinuierliche Definitionsbereiche,
auf denen die Abbildungen U = AΦ+A−11 unitär sind. Für den Fall von vier Strängen
ist dieser |θ| ≤ π

8 , weiterhin ist U symmetrisch um den Nullpunkt, daher kann sich
die Implementierung auf den Bereich [0...π8 ] beschränken. Wählt man nun A = eiθ,
ist auch d = −2 cos(2θ) festgelegt, so daß sich folgende unitäre Matrizen cUi ergeben
(s ≡ sin):
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8.2 Thermischer Algorithmus

8.2 Thermischer Algorithmus
Wie in Abschnitt 8.1.1 beschrieben, besteht die Aufgabe des Quantenalgorithmus da-
rin, die Spur einer unitären Matrix zu berechnen. Dies kann geschickt gelöst werden,
indem man die in [73,74] beschriebene Methode verwendet. Dazu ist eine kontrollierte
Implementierung der gewünschten Operation nötig, was ein um einen Spin größe-
res System voraussetzt. Ausgehend vom thermischen Anfangszustand eines n-Spin-
Systems

ρ0 = Iz = 1
2

 1 0
0 −1

⊗ 1 (8.15)

wird durch einen 90-Grad-Puls der Zustand

ρ1 = Ix = 1
2

 0 1
1 0

⊗ 1 = 1
2

 0 1

1 0

 (8.16)

hergestellt. Danach wird die gewünschte Operation kontrolliert ausgeführt, die das
System in den Zustand

ρf = cUm · · · cU1ρ1cU
†
1 · · · cU †m = 1

2

 0 U †

U 0

 (8.17)

überführt. Durch die Messung von I− erhält man die gewünschte Spur Tr(U †)

1
n
Tr{(I−)†ρf} = 1

n
Tr{

 0 0
1 0


†

1
2

 0 U †

U 0

}
= 1
n
Tr{1

2

 0 0
0 U †

} = 1
2nTr{U

†} (8.18)

8.3 Implementierung des Algorithmus
Der hier implementierte Knoten (Abbildung 8.4) stellt einen einfachen, jedoch nicht
trivialen Typ dar, der vier Stränge benötigt. Durch die Elemente der Zopfgruppe
ausgedrückt, stellt er sich da als:

β = b1b
−1
2 b1b3b

−1
2 b3 (8.19)

Bei der Implementierung der unitären Matrizen macht man sich deren Blockstruktur
zu Nutze, die es erlaubt, die einzelnen Blöcke separat auszuwerten und anschließend
die erhaltenen Spuren zu addieren. So kann die Größe des benötigten Spinsystems hier
auf drei Spins reduziert werden, was den experimentellen Aufwand deutlich verringert.
Als experimentell gute Wahl stellte sich die gemeinsame Implementierung der 1- und
3-dimensionalen Blöcke sowie separat davon die Implementierung des 2-dimensionalen
Blocks heraus. Im Folgenden bezeichnet der Index 13 die kontrollierten unitären Ma-
trizen des (1+3)-dimensionalen, der Index 2 die des 2-dimensionalen Unterraums. Es
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Abbildung 8.4: Der Knoten ’6.2.3’ (links) und die Darstellung durch Elemente der Zopfgruppe
(rechts)

wird die Operatornotation aus Abschnitt 6.1.1 benutzt. Durch eine numerische Ana-
lyse der Matrizen cU für 0 ≤ θ ≤ π

8 ergibt sich für cU1
13 folgender Hamilton-Operator:

H1
13 = α(θ)(−1Z1− 11Z + ZZ1 + Z1Z + 1ZZ − ZZZ)− α′(θ)Z11 (8.20)

Das bedeutet, daß neben Z-Rotationen auf den einzelnen Spins alle bilinearen ZZ-
Operationen und eine ZZZ-Operation ausgeführt werden müssen. Für cU2†

13 ergibt
sich analog:

H2
13 = α(θ)(1Z1− ZZ1) + α′(θ)Z11 + a(θ)(−11Z + Z1Z + 1ZZ − ZZZ) (8.21)

+ b(θ)(−11X + Z1X + 1ZX − ZZX)

a und b sind hier durch den Winkel β = arctan(a
b
)/π verknüpft, so daß sich cU2†

13 aus
cU1

13 durch eine vor- und nachgeschaltete 11Y-Rotation um den Winkel β sowie durch
die Invertierung der Terme Z11, 1Z1 und ZZ1 ergibt. Für cU3

13 erhält man:

H3
13 = α(θ)(−1ZZ + ZZZ)− α′(θ)Z11 + c(θ)(1Z1− 11Z − ZZ1 + Z1Z) (8.22)

+ d(θ)(1XX + 1Y Y − ZXX − ZY Y )

wobei c und d durch den Winkel γ = arctan( c
d
)/π verknüpft sind. In diesem Fall gilt

cU3
13 = V 3cU1

13V
3† mit V 3 = exp(−iγ(1XY ))CNOT23.

Der Fall für den 2-dimensionalen Unterraum vereinfacht sich dadurch, daß hier
cU1

2 = cU3
2 ist. Da es sich effektiv nur um ein 2-Spin-System handelt, das in ein 3-Spin-

System eingebettet ist, sehen die Hamilton-Operatoren der Operationen entsprechend
einfach aus:

H1
2 = α(θ)(−1Z1 + ZZ1)− α′(θ)Z11 (8.23)

H2
2 = α′(θ)Z11 + a(θ)(−1Z1 + ZZ1) + b(θ)(−1X1 + 1X1) (8.24)

Wieder gilt β = arctan(a
b
)/π, so daß sich cU2†

2 auch hier durch Inversion des Z11-Terms
und Anwendung eines vor- und nachgeschalteten 1Y1-Puls um den Winkel β durch
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Abbildung 8.5: Die Winkel α, α′, β und γ in Abhängigkeit von Θ für den (3+1)-dimensionalen
Fall (links) und den 2-dimensionalen Fall (rechts)

cU1
2 implementieren läßt. Die Winkel α, β und γ können Abbildung 8.5 entnommen

werden.
Um die Operationen möglichst zeitsparend zu implementieren, können die ZZ-

Operationen des (3+1)-dimensionalen Systems zusammengefaßt werden. Somit müs-
sen nicht alle Evolutionen nacheinander ausgeführt werden, sondern durch Lösen des
Gleichungssystems 

J12 J13 J23

−J12 J13 −J23

−J12 −J13 J23

J12 −J13 −J23





x1

x2

x3

x4

 =



±α
α

α

α

 (8.25)

werden zeitoptimale Implementierungen sowohl für ZZ1 + Z1Z + 1ZZ als auch für
−ZZ1 + Z1Z + 1ZZ gefunden. In beiden Fällen werden drei Evolutionsperioden
mit jeweils zwei invertierten Kopplungen benötigt. Im ersten Fall führt dies zu einer
Zeitersparnis von 80% gegenüber der konsekutiven Ausführung, im zweiten ist die
Dauer zwar genauso lang wie alle einzelnen drei ZZ-Operationen zusammen, jedoch
kann hier auf diese Weise im Endeffekt nur eine einzelne Kopplung invertiert werden,
was sonst in dieser Zeit nicht möglich ist.

8.4 Experimente
8.4.1 Experimenteller Aufbau
Die Experimente wurden an einem Bruker-DMX-600-Spektrometer durchgeführt mit
dem im letzten Kapitel beschriebenen 6-Kanal-Probenkopf. Als Probe diente das auch
schon zuvor benutzte Molekül, allerdings nur mit markiertem Fluor-, Wasserstoff- und
Phosphorkern. Die Kopplungstopologie entspricht der in Abbildung 7.1 dargestellten.
Die Frequenzen der Kerne, die 90-Grad-Pulse und die Relaxationszeiten sind den Ta-
bellen 8.1 und 8.2 zu entnehmen. Die Messungen wurden bei 293 K in Form eines

109



8 Der Jones-Algorithmus

Pseudo-2D-Experiments durchgeführt mit 25 Punkten in der T1- und 4096 Punk-
ten in der T2-Dimension. Die Pulssequenzen der kontrollierten Operationen sind in
Anhang 11.2 aufgelistet.

Kern Basisfrequenz [MHz] Offset [ppm] 90-Grad-Puls [µs]
19F 564,940 -208,95 25,5 @0dB
1H 600,400 6,03 25,25 @0dB
31P 243,046 11,85 23,0 @0dB

Tabelle 8.1: Einstrahlfrequenzen und Pulslängen

Kern T1-Zeit [s] T2-Zeit [s]
19F 2, 01± 0, 01 1, 35± 0, 01
1H 2, 89± 0, 08 1, 87± 0, 04
31P 3, 46± 0, 01 1, 23± 0, 03

Tabelle 8.2: Relaxationszeiten der Spins

8.4.2 Ergebnisse

Es wurden sowohl die einzelnen Operationen als auch die gesamte Knotenoperation
aufgenommen. Alle Ergebnisse sind zur besseren Vergleichbarkeit auf Eins normiert.
Die Abbildungen 8.6 bis 8.8 geben die Spur der Operationen cU1

13, cU2†
13 und cU3

13
wieder. Dabei zeigt sich bei der Operation cU1

13 eine ausgezeichnete Übereinstimmung
mit den Simulationen. Dies gilt auch für die Operationen cU2†

13 und cU3
13, obwohl die

Meßwerte hier bei kleinen Winkeln θ etwas zu klein sind. Bei der Gesamtoperation im
(3+1)-dimensionalen Fall (Abbildung 8.9) entspricht der Verlauf des Realteils in etwa
dem der Simulation, obwohl die Meßwerte für die Winkel nahe 0 und π

8 zu klein sind.
Für den Imaginärteil gibt es jedoch nahezu für den gesamten Winkelbereich keine
Übereinstimmung, erst für θ → π

8 zeigen Simulation und Experiment das gleiche
Verhalten. Auch bei der Implementierung des 2-dimensionalen Falles entsprechen alle
Ergebnisse sehr genau den theoretischen Simulationen (Abbildungen 8.10 bis 8.12),
jedoch zeigt auch hier der Realteil der Gesamtoperation eine Abweichung im mittleren
Wertebereich von θ. Aus den Ergebnissen der Gesamtoperationen für den (3+1)-
sowie den 2-dimensionalen Fall läßt sich nun das Jones-Polynom des gesamten Knotens
zusammensetzen (Abbildung 8.13). Der Realteil stimmt bis auf eine kleine Abweichung
für kleine Winkel ebenfalls sehr gut mit der Simulation überein. Der Imaginärteil
entspricht auf Grund der Abweichung des (3+1)-dimensionalen Falls nur für Winkel
nahe 0 und π

8 dem simulierten Verhalten.
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Abbildung 8.6: Real- (rot) und Imaginärteil (grün) der Spur für die Operation cU1
13. Die simu-

lierten Ergebnisse sind als durchgezogene Linie dargestellt, die Messwerte als
Quadrate.
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Abbildung 8.7: Real- (rot) und Imaginärteil (grün) der Spur für die Operation cU2†
13. Die simu-

lierten Ergebnisse sind als durchgezogene Linie dargestellt, die Messwerte als
Quadrate.
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Abbildung 8.8: Real- (rot) und Imaginärteil (grün) der Spur für die Operation cU3
13. Die simu-

lierten Ergebnisse sind als durchgezogene Linie dargestellt, die Messwerte als
Quadrate.
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Abbildung 8.9: Real- (rot) und Imaginärteil (grün) der Spur für die Gesamtoperation
cU3

13cU
2†

13cU
3
13cU

1
13cU

2†
13cU

1
13. Die simulierten Ergebnisse sind als durchgezo-

gene Linie dargestellt, die Messwerte als Quadrate.
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Abbildung 8.10: Real- (rot) und Imaginärteil (grün) der Spur für die Operation cU1
2 . Die simu-

lierten Ergebnisse sind als durchgezogene Linie dargestellt, die Messwerte als
Quadrate.
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Abbildung 8.11: Real- (rot) und Imaginärteil (grün) der Spur für die Operation cU2†
2. Die

simulierten Ergebnisse sind als durchgezogene Linie dargestellt, die Messwerte
als Quadrate.
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Abbildung 8.12: Real- (rot) und Imaginärteil (grün) der Spur für die Gesamtoperation
cU1

2 cU
2†

2cU
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1
2 . Die simulierten Ergebnisse sind als durchgezoge-

ne Linie dargestellt, die Messwerte als Quadrate.
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Abbildung 8.13: Real- (rot) und Imaginärteil (grün) der Spur für das zusammengesetzte Jones-
Polynom. Die simulierten Ergebnisse sind als durchgezogene Linie dargestellt,
die Messwerte als Quadrate.
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Abbildung 8.14: Real- (rot) und Imaginärteil (grün) der Spur für die gesamte Knotenoperation
wie in Abbildung 8.9. Gestrichelte Linien weisen auf die simulierten maximalen
Abweichungen bei jeweils 1% Pulsungenauigkeit pro Kern hin. Die schwarz
(blau) gestrichelten Linien zeigen die Abweichungen des Real- (Imaginär-)
teils bei einer 3%igen Pulsungenauigkeit auf jedem Kern.

8.5 Diskussion der Ergebnisse
Ein Grund für die Differenzen zwischen Experiment und Simulation bei der Gesamt-
operation im (3+1)-dimensionalen Fall kann die Gesamtdauer der Pulssequenz sein.
Die maximale Dauer der cU1

13- und cU2
13
†-Operation beträgt 79, 6 ms, die maximale

Dauer der cU3
13-Operation sogar 283, 6 ms. Daher ist sie verstärkt Relaxationseffekten

ausgesetzt, die somit Ursache der Abweichungen sein können. Diese kommen aller-
dings nicht als Ursache für die Differenz in Betracht, da erst bei etwa fünffach kürze-
ren Relaxationszeiten eine sichtbare Auswirkung auf das Ergebnis zu erkennen ist, wie
die Simulation zeigt. Nichtsdestotrotz können zur weiteren Minimierung der Relax-
ationseffekte die Kerne bei der Implementierung neu zugeordnet werden, so daß die
cU3

13-Operation nur noch 106, 9 ms dauert, dies jedoch auf Kosten der Signalintensität,
da dann auf dem Phosphorkern anstatt auf dem Fluorkern detektiert werden muß.
Weitaus entscheidender sind hier Pulsungenauigkeiten. Aus Abbildung 8.14 wird

deutlich, wie hier schon kleine, experimentell nicht zu vermeidende Ungenauigkeiten
großen Einfluß auf das Ergebnis haben. Pulsabweichungen im Rahmen von 3%, die
experimentell schwer zu unterschreiten sind, führen zu Ergebnissen, die die Meßabwei-
chung erklären können. Abhilfe kann hier ein kleineres Probenvolumen schaffen oder
auch die Verwendung von zu Beginn des Experimentes ausgeführten Pulssequenzen,
die die Pulsinhomogenität vermindern.
Die gute Übereinstimmung bei den Operationen für den 2-dimensionalen Fall ist

verständlich auf Grund der kurzen Pulssequenzen der Einzel-Operationen, die jeweils
eine maximale Dauer von nur 1

2J12
= 6, 8 ms haben und so keinen Einfluß durch Re-

laxationseffekte aufweisen. Auch die geringe Zahl von Pulsen in der Implementierung
minimiert den Einfluß von Pulsungenauigkeiten.
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8 Der Jones-Algorithmus

Insgesamt liegen die Ergebnisse im Rahmen des experimentell Erreichbaren. Eine
weitere Optimierung der Pulssequenz kann durch Kompensation einzelner Z-Opera-
tionen über die Einstellung der Receiver-Phase erwirkt werden. Die daraus folgende
Abnahme der Pulsanzahl verringert den Einfluß der Pulsungenauigkeiten.
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9 Zusammenfassung
Dynamic Nuclear Polarization (DNP) bezeichnet den Polarisationsübertrag von Elek-
tronenspins auf Kernspins. Diese in den 1960er Jahren entdeckte Methode zur Signal-
verstärkung bei Kernspinresonanz-Experimenten erfährt seit einigen Jahren eine Wie-
derbelebung, nachdem in der Zwischenzeit Spektrometer entwickelt werden konnten,
die die gleichzeitige Manipulation von Elektronen- und Kernspin ermöglichen. Die
Details solcher Transfers, vor allem die beteiligten Mechanismen mittels optimaler
Kontrolltheorie innerhalb unterschiedlicher Molekülkonfigurationen durch Computer-
Simulationen zu untersuchen, war ein Schwerpunkt dieser Arbeit.
Betrachtet wurden Konfigurationen, die aus einem Elektronenspin und ein oder

zwei Kernspins bestehen. Durch Untersuchungen an idealen Systemen, d.h. unter Ver-
nachlässigung von Relaxationseffekten, konnten aus der Analyse der Pulssequenzen
charakteristische Eigenschaften extrahiert und so stark vereinfachte Sequenzen bei
gleicher Effizienz abgeleitet werden. Im Fall der Kreuzpolarisation gelang es, neue,
bisher nicht bekannte Bedingungen für Polarisationstransfer zu finden.
Um möglichst realistische Aussagen treffen zu können, wurden anschließend die

Parameter an real existierende Systeme angepaßt, insbesondere wurde Relaxation be-
rücksichtigt. Das Vorhandensein von Kreuz- und kreuzkorrelierter Relaxation eröffnet
zusätzliche Wege zum Polarisationstransfer. Aus dem Vergleich verschiedener Trans-
ferarten bei unterschiedlichen Spintopologien und Relaxationsparametern konnten de-
taillierte Einblicke in die Abläufe und beteiligten Mechanismen gewonnen werden. Da-
bei zeigte sich, daß sowohl kohärenter Transfer als auch Kreuzrelaxation wesentlich
für den Transfer genutzt werden.
Ein zweiter Schwerpunkt dieser Arbeit bestand in der experimentellen Implemen-

tierung von Quantenalgorithmen. Zunächst wurden hierfür auf einem NMR-System
Quantengatter realisiert, wobei künstlich Elektronen-Kern-System-ähnliche Voraus-
setzungen geschaffen wurden. Die Verifizierung dieser Gatter fand dabei durch eine
vollständige Prozeß-Tomographie statt. Sowohl die durchgeführten Quantenoperatio-
nen als auch die Prozeß-Tomographie selbst wiesen dabei eine sehr hohe Qualität
auf, so daß auch für Systeme mit stark unterschiedlichen Zeitskalen eine zeitoptimale
Implementierung von Quantengattern gezeigt werden konnte.
Als Anfangszustand für Quantenalgorithmen sind pseudoreine Zustände von beson-

derer Bedeutung. Diese wurden auf einem fünffach markierten heteronuklearen Spin-
system erzeugt. Durch dieses Experiment, bei dem ein Prototyp-6-Kanal-Probenkopf
zum Einsatz kam, der eine separate Ansteuerung aller Kerne zuläßt, wurde die Kon-
trollierbarkeit dieses Moleküls demonstriert. Die Ergebnisse stimmen hier sehr gut
mit den Simulationen überein. Damit erweist sich dieses System als ein geeigneter
heteronuklearer 5-Spin-Quantencomputer.
Darüber hinaus wurde ein vollständiger Quantenalgorithmus auf einem 3-Spin-

System implementiert, der zur Berechnung einer Knoteninvarianten dient und auf das
Gebiet des topologischen Quantencomputings führt. Die für die Ausführung benutz-
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9 Zusammenfassung

ten Operationen wurden dabei numerisch berechnet. Die Ausführung selbst erfolgte
durch Unterteilung des Systems in zwei Subsysteme. Für den hier gewählten Knoten,
ein nicht triviales Beispiel mit vier Strängen, wurden ebenfalls sehr gute Übereinstim-
mungen mit den theoretischen Vorhersagen erzielt.
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10 Summary
Dynamic Nuclear Polarization (DNP) denotes the polarization transfer from electron
spins to nuclear spins. This method for signal enhancement in magnetic resonance
experiments, discovered in the 1960s, is now experiencing a revival due to the de-
velopment of spectrometers which allow the simultaneous manipulation of electron
and nuclear spins. The details of such transfers, especially the investigation of the
mechanisms involved by means of optimal control theory within different molecular
configurations, was a focus of this work.
Configurations were considered to consist of one electron and one to two nuclear

spins. Investigating ideal systems, i.e. neglecting relaxation effects, characteristic pro-
perties were extracted from the analysis of pulse sequences and thus greatly simplified
sequences could be derived with the same efficiency. In the case of cross-polarization
it was possible to find new previously unknown conditions for polarization transfer.
In order to make statements as realistic as possible system parameters have sub-

sequently been adapted to real existing systems. In particular relaxation was taken
into account. The presence of cross- and cross-correlated relaxation opened further
pathways for the polarization transfer. By comparison of different transfer types at
different spin-relaxation parameters and topologies, detailed insights into the proces-
ses could be gained. It was found that both coherent transfer and cross-relaxation
plays a significant role in the transfer.
A second focus of this work was the experimental implementation of quantum al-

gorithms. First, quantum gates were realized on a NMR system thereby artificially
creating electron-nuclear-system-like conditions. The verification of these gates took
place by means of a full process tomography. Both the quantum operations performed
as well as the process tomography were of a very high quality, so that also for systems
with very different time scales a time-optimized implementation of quantum gates
could be shown.
As an initial state for quantum algorithms pseudo-pure states are of special signi-

ficance. These have been produced on a fivefold labelled heteronuclear spin system.
In this experiment, in which a prototype 6-channel probehead was used, which allows
separate control of all nuclei, the controllability of this molecule has been demonstra-
ted. Here the results agree very well with the simulations. Thus this system proves
suitable as a heteronuclear 5-spin quantum computer.
In addition a complete quantum algorithm on a 3-spin system was implemented,

which is used to calculate a knot invariant and leads to the field of topological quan-
tum computing. The operations that have been used were numerically derived. The
execution itself was carried out by subdividing the system into two subsystems. For
the selected knot - a non-trivial example with four strands - a very good agreement
with theoretical predictions was achieved.
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11 Anhang

11.1 Pulssequenzen der Prozeß-Tomographie
Die Tabellen 11.1 und 11.3 listen die Amplituden und Phasen der Präparationssequenz
aus Abbildung 6.1 auf, die Tabellen 11.2 und 11.4 die Amplituden und Phasen der
Dekodierungssequenz aus Abbildung 6.2.
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Präparierter Zustand P1 P2 Z1 Z2 Z3 Z4 P3 P4 Z5 Z6 Z7 Z8 P5

1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0
Z1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0
X1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0
Y1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0
YZ 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
XZ 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
ZZ 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0
XX 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0
XY 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0
YX 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0
YY 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0
ZX 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0
ZY 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0
1Y 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0
1Z 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1
1X 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0

Tabelle 11.1: Pulsschema für die Präparation der Basiszustände in Zusammenhang mit der
Pulssequenz aus Abbildung 6.1. Bei einer 1 wird die Pulsamplitude auf 0 dB
gesetzt, also die Stärke eines 90-Grad-Pulses, bei 0 auf 120 dB.

Messung P1 P2 Z1 Z2 Z3 Z4 P3 P4 Z5 Z6 Z7 Z8 P5 P5

1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1
2 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1
3 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1
4 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1
5 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0

Tabelle 11.2: Pulsschema zur Dekodierung der gemessenen Zustände in Zusammenhang mit
der Pulssequenz aus Abbildung 6.2. Bei einer 1 wird die Pulsamplitude auf 0 dB
gesetzt, also die Stärke eines 90-Grad-Pulses, bei 0 auf 120 dB.
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11.1 Pulssequenzen der Prozeß-Tomographie

Präparierter Zustand P2 P4

1 X X
Z1 X X
X1 Y X
Y1 -X X
YZ Y X
XZ X X
ZZ -X X
XX X Y
XY X -X
YX Y Y
YY Y -X
ZX X -Y
ZY X X
1Y X -Y
1Z X -Y
1X X -X

Tabelle 11.3: Pulsphasen für die Präparation der Basiszustände in Zusammenhang mit der
Pulssequenz aus Abbildung 6.1

Messung P2 P3 P4 P5 P6

1 X X -Y -X Y
2 X -Y -Y Y -X
3 X X -Y Y -X
4 Y X X Y -X
5 X X X X X

Tabelle 11.4: Pulsphasen zur Dekodierung der gemessenen Zustände in Zusammenhang mit
der Pulssequenz aus Abbildung 6.2
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11 Anhang

11.2 Pulssequenzen der kontrollierten
Knotenoperationen

In diesem Abschnitt sind die Pulssequenzen der implementierten Operationen abge-
bildet. Die Sequenzen der cU1

13- und der cU2†
13-Operation finden sich in den Abbildun-

gen 11.1 und 11.2. Die Winkel der Pulse α und α′ sind Abbildung 8.5 zu entnehmen.
Für die Dauer von d13 und dα gilt:

d13 = 1
8JFP

(11.1)

dα = α

4JFH
(11.2)

Die Längen von a, b, c ergeben sich für cU1
13 entsprechend Gleichung (8.25) zu

a

b

c

 = 1
2


x1

x2

x4

 (11.3)

die Längen von a′, b′, c′ für cU2†
13 zu

a′

b′

c′

 = 1
2


x1

x2

x3

 (11.4)

Abbildung 11.3 zeigt die Sequenzen der Operationen V 3 und V 3†. Hierbei gilt

d23 = 1
8JHP

(11.5)

dγ = γ

4JHP
(11.6)

Abbildung 11.4 zeigt die Sequenzen der Operationen cU1
2 und cU2†

2. Analog zum
(3+1)-dimensionalen Fall gilt:

dα = α

4JFH
(11.7)
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