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Kurzfassung

Blasenstromungen finden Anwendung in zahlreichen technischen Prozessen. Deren
Optimierung setzt ein gutes Verstdndnis der Wechselwirkungen zwischen der defor-
mierbaren Phasengrenzfliche und den Wirbelstrukturen im Nachlauf voraus. Mittels
Direkter Numerischer Simulation von einzelnen Gasblasen wurden diese Wirkmecha-
nismen untersucht. Die Beschreibung von bewegten Oberflichen erfolgte durch die
hybride Partikel-Level-Set-Methode (HPLS). Es wurde eine modifizierte Version der
HPLS-Methode fiir eine verbesserte Genauigkeit der Grenzflichenbeschreibung ent-
wickelt und diese fiir Simulationen von Zweiphasenstromungen mit groffen Dichte- und
Viskositatsgradienten sowie mit Oberflachenspannungskraften an Phasengrenzflachen
validiert. Die numerischen Untersuchungen von Blasen mit linearen Aufstiegspfaden
in einem Schwerkraftfeld ergaben eine sehr gute Ubereinstimmung der Blasenformen,
der Grofe der Nachlaufgebiete und der Aufstiegsgeschwindigkeiten mit den experimen-
tellen Daten. Durch Simulationen von Blasen mit zickzackformigen Aufstiegsbahnen
konnte das periodische Ablésen von untereinander verbundenen Haarnadelwirbeln von
der Blasenunterseite als Ursache der lateralen Blasenbewegung identifiziert werden.
Auf Grund des turbulenten Nachlaufs stellten sich zudem symmetrische und asymme-
trische Oszillationen der Blasenform ein.

Abstract

Bubble laden flows play an important role in process engineering. For the optimization
of technical applications a deep knowledge of the bubble-wake interaction is necessary.
We have performed direct numerical simulations of single gas bubbles rising in liquids
under the influence of a gravitational field. For representing the phase interfaces the
hybrid particle-level-set method (HPLS) is employed. This method has been validated
for the computation of two-phase flows characterized by large density and viscosity ra-
tios and by the presence of surface-tension forces at the phase interfaces. Furthermore,
a modified HPLS-method with improved accuracy of the interface description has been
developed. For bubbles rising steadily along a linear path the bubble shape, the wake
geometry and the terminal rising velocity obtained by numerical simulations have be-
en found to be in excellent agreement with experimental data. For bubbles ascending
along zig-zag paths we were able to capture the mechanism of periodic shedding of
connected hairpin vortices which cause the lateral bubble motion. The turbulent wake
leads to symmetric and asymmetric bubble-shape oscillations.
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1 Einleitung

Blasenstromungen sind in einer Vielzahl von technischen und auch geophysikalischen
Prozessen von grofer Bedeutung. So wird beispielsweise bei der Aluminiumherstel-
lung ein inertes Gas in die Schmelze eingebracht, um vorhandene Verunreinigungen,
wie Wasserstoff oder feste Schwebeteilchen, an die Oberflache der Schmelze zu trans-
portieren. Weitere technische Anwendungen von Blasenstréomungen sind in Kiihlan-
lagen und Dampferzeugern von Warmekraftwerken, in Entgasungsanlagen sowie fiir
Mischungsprozesse in chemischen Reaktoren zu finden. Fiir den natiirlichen Gasaus-
tausch zwischen der Atmosphére und den Ozeanen kénnen Gasblasen ebenfalls eine
wichtige Rolle spielen.

Blasenstromungen sind den Mehrphasenstromungen zuzuordnen, welche durch das
Vorhandensein mehrerer homogener Gebiete, den sogenannten Einzelphasen, charakte-
risiert sind. Diese Einzelphasen sind durch Trennflichen voneinander abgegrenzt. Zum
einen spricht man von einer Mehrphasenstromung falls ein Stoff, beispielsweise Wasser,
in mehreren Aggregatzustinden gleichzeitig im betrachteten System vorliegt. Zum an-
deren werden jedoch auch oft Mehrkomponentenstréomungen, welche aus Stoffen unter-
schiedlicher chemischer Zusammensetzung bestehen, als Mehrphasenstromung be-
zeichnet. In Abhéngigkeit der Stoffpaarungen treten an den Grenzflachen verschiedene
Effekte wie Oberflachenspannungskréfte, Diffusion von Stoffen, Phaseniibergang und
chemische Reaktionen auf. Als Blasenstromung werden Gas-Fliissigkeitsstromungen
bezeichnet, in denen die Gasphase dispers verteilt als Blasen vorliegt.

Die Auslegung und Optimierung von technischen Anlagen setzt eine hohe Vorher-
sagegenauigkeit der eingesetzten Stromungsberechnung voraus. Auslegungsrechnungen
werden derzeit hauptsédchlich mit RANS-Codes durchgefiihrt, in denen der Einfluss
der Stromungsturbulenz durch Turbulenzmodelle wiedergegeben wird. Hierbei wird
jedoch in der Regel nicht zwischen Gas- und Fliissigkeitsphase unterschieden, sondern
ein homogenes Fluidgemisch betrachtet. Diese Verfahren erfordern daher moglichst
genaue Modelle, welche den Einfluss vorhandener Gasblasen auf die Eigenschaften
des Gemisches und auf die gemittelten Stromungsgrofen beschreiben. So kann die
durch den Blasennachlauf induzierte Turbulenz (BIT - 'bubble induced turbulence’)
grofse Auswirkungen auf den Austausch von Masse, Impuls und Energie in Zweiphasen-
stromungen haben. Wahrend Turbulenzmodelle fiir einphasige Stromungen durch jahr-
zehntelange Forschung ein gewisses Mafs an Ausgereiftheit besitzen, weisen die heute
verfiigharen Modelle fiir blaseninduzierte Turbulenz noch grofes Potential fiir Ver-
besserungen auf, siche Sato et al. [129], Lance und Bataille [72] sowie Troshko und
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Hassan [155].

Fiir die Entwicklung von leistungsfihigen Modellen fiir RANS-Codes oder auch
fir Grobstruktursimulationen (LES) ist eine genaue Kenntnis der Wirkmechanismen
zwischen der Gasblase, deren moglicherweise sehr komplexen Nachlaufstrukturen und
der umgebenden Stromung eminent wichtig. In zahlreichen experimentellen Unter-
suchungen konnten diesbeziiglich bereits wertvolle Informationen gewonnen werden.
Auf Grund der vielen das Experiment beeinflussenden Randbedingungen wurden je-
doch teilweise unterschiedliche Blasenformen und Aufstiegspfade bei gleichen Aus-
gangskonfigurationen gefunden. Weiterhin sind die aus der Metallurgie bekannten
Anwendungen von Blasenstromungen durch undurchsichtige Fliissigkeiten charakte-
risiert. Die Messung von Geschwindigkeiten und Blasenformen mit bekannten opti-
schen Methoden ist somit nicht mdglich. Unter diesen schwierigen Messbedingungen
konnen Rontgenverfahren oder Ultraschallverfahren eingesetzt werden. Diese Mess-
methoden liefern jedoch nur begrenzte Informationen zum Stromungsfeld und die
Blasenform selbst ist derzeit kaum reproduzierbar.

Bei numerischen Simulationen sind derartige Unbestimmtheiten und Einschran-
kungen nicht vorhanden, und somit entwickelten sich Stromungssimulationen zu einem
wichtigen Werkzeug fiir die Erforschung der in Blasenstromungen beobachteten Phéa-
nomene. Allerdings stellen zum einen die in Systemen mit Gas- und Fliissigkeits-
phasen auftretenden hohen Dichteunterschiede von mehreren Gréfenordnungen hohe
Anforderungen an die Stabilitdt des verwendeten numerischen Schemas. Zum anderen
muf die numerische Methode zur Beschreibung dynamischer Grenzflachen in der Lage
sein, Blasenoberflichen auch bei komplexen Verformungen, sowie wahrend Teilungs-
oder Vereinigungsvorgéngen mit vertretbarem Rechenaufwand und dennoch moglichst
exakt zu rekonstruieren. Diese Forderungen haben zur Entwicklung von verschiedenen
Ansétzen, sowohl in Lagrange- als auch in Euler-Betrachtung, fiir eine numerische
Beschreibung von Grenzflachen gefiihrt, siche Abschnitt 2.2.

In der vorliegenden Arbeit werden Stromungen mit niedrigem Gasgehalt, in
welchen die Gasphase als dispers verteilte Blasen vorliegt, betrachtet. Es werden
Direkte Numerische Simulationen von einzelnen Gasblasen vorgestellt und analy-
siert. Ergebnis der Simulationen sind Geschwindigkeitsfelder von hoher Auflosung
in Raum und Zeit, die eine detaillierte Analyse sowohl des Aufstiegsverhaltens der
Blasen als auch der Wirbelstrukturen in deren Nachlauf ermdglichen. Die nume-
rische Beschreibung der Phasengrenzen erfolgt mittels der Hybriden Partikel-Level-
Set-Methode (HPLS) [39]. Das Verfahren stellt Blasenoberflachen durch eine Level-
Set-Funktion implizit dar. Fiir eine Verbesserung der Massenerhaltungseigenschaften
des Level-Set-Verfahrens [110, 134, 151| werden zusétzlich Marker-Partikel fiir die
Verfolgung von Grenzflachen eingesetzt. Diese Methode wurde bereits erfolgreich in
numerischen Testrechnungen mit bewegten, deformierbaren Festkérpern [39] und fiir
Probleme mit freien Oberflachen [40] verwendet. Ein weiterer Schwerpunkt der vorlie-



genden Arbeit ist die Validierung und Weiterentwicklung des Hybriden Partikel-Level-
Set-Verfahrens fiir numerische Simulationen von Zweiphasenstromungen mit realis-
tischen Parametern und mit Beriicksichtigung von Oberflachenspannungskriften.

In Kapitel 2 dieser Arbeit wird ein einleitender Uberblick zu bisherigen analy-
tischen, experimentellen und numerischen Untersuchungen von Blasenstromungen ge-
geben. Die Navier-Stokes-Gleichungen, welche allgemeine Kontinuumstrémungen be-
schreiben, sowie deren notwendige Modifikation fiir eine Betrachtung mehrphasiger
Systeme sind in Kapitel 3 aufgefiihrt. Grundlegende Gleichungen der HPLS-Methode
werden ebenso in diesem Abschnitt eingefithrt. Die Diskretisierung der Gleichungen
und Details des HPLS-Algorithmus werden in Kapitel 4 beschrieben. Die Ergebnisse
von Validierungsrechnungen sowie Parameterstudien fiir das HPLS-Verfahren sind in
Kapitel 5 zusammengefafit. In diesem Abschnitt wird zudem eine verbesserte Version
des urspriinglichen HPLS-Verfahrens [39] vorgeschlagen und es werden Anmerkungen
fiir dessen effiziente Implementierung auf parallelen Vektorrechnern gegeben. Die Er-
gebnisse numerischer Simulationen von sowohl geradlinig aufsteigenden Gasblasen als
auch Blasen auf instationdren Aufstiegspfaden werden in Kapitel 6 vorgestellt und
analysiert. Die Arbeit schliefst mit einer Zusammenfassung in Kapitel 7.
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2 Stand der Forschung

In Fliissigkeiten aufsteigende Gasblasen konnen faszinierende Formen annehmen und
sehr unterschiedliche Aufstiegsbahnen beschreiben. Bereits Leonardo da Vinci (1452-
1519) beschéftigte dieses Stromungsphénomen. Ausgehend vom damaligen Kenntniss-
stand der Mechanik und Stromungsmechanik suchte da Vinci nach einer Erklarung
fiir die beobachteten spiralférmigen Aufstiegsbahnen [81, 118]. Mit Beginn des vorigen
Jahrhunderts entwickelten sich Blasenstromungen zum Forschungsschwerpunkt einiger
Wissenschaftler und es wurden zahlreiche experimentelle Untersuchungen und theore-
tische Betrachtungen von aufsteigenden Gasblasen durchgefiihrt.

Die Herleitung analytischer Beziehungen, beispielsweise fiir die Endgeschwindig-
keit oder den Widerstandbeiwert von Einzelblasen, ist nur fiir den Grenzbereich von
sowohl sehr kleinen als auch sehr grofsen Blasen-Reynoldszahlen moglich. Als ein
wesentlicher Beitrag zur Beschreibung von Blasen im Bereich Re < 1 ist das Sto-
kes’sche Gesetz zu nennen, welches die Widerstandskraft auf kugelformige Festkorper
auf Grund ihrer Bewegung in einem viskosen Medium [139] beschreibt. Hadamard und
Rybcezynski [53, 123] wendeten sich von der Analogiebetrachtung von kugelférmigen
Festkérpern und Blasen ab und entwickelten eine Gleichung fiir die Widerstandskraft
auf ein Fluidvolumen von konstanter, kugelférmiger Gestalt, welches sich in einem vis-
kosen Medium bewegt. Boussinesq [15] ging von der gleichen Betrachtungsweise aus
und leitete eine dhnliche Formel fiir die Widerstandskraft her, welche allerdings zusétz-
lich den Boussinesq-Koeffizient der zusétzlich eingefiihrten ’Oberflichenviskositit’ e
enthalt

Fw stokes = 6m pup Ur 1B
2y + 3pq
F adamar = 6 Upr ——
W,Had d T™TrB My UT 3(/% T Md)
e + (24 + 3fta)
F oussines = 6mr U .
W,B q B Mb UT e 37”3(,% +”d)

Ausgehend von einer potentialtheoretischen Umstromung der Blase fanden Levich [75],
Chan und Prince [20] sowie Moore [93| die Bezichung c¢p = 48/Re fiir den Wider-
standsbeiwert von kugelférmigen Blasen fiir den Bereich grofser Blasen-Reynoldszahlen
Re > 1. Spater stellte Moore [94] Gleichungen fiir die Grenzschichtstromung entlang
einer kugelformigen Blase sowie fiir die Stromung in deren geschlossenen Nachlauf auf.
Durch eine Betrachtung der viskosen Dissipation in diesen beiden Zonen konnte Moore
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eine modifizierte Gleichung fiir den Widerstandsbeiwert ableiten

48 2,2

S . it -11/6 )

D = 1o [ Re} + O(Re )

Durch Bilanzierung der Normalspannungen an ausgewéhlten Punkten auf einer ab-
geflachten, elliptischen Blase stellte Moore [95] eine Gleichung fiir deren Deformation
auf. Somit konnte auch fiir Blasen mit einer von der Kugelform abweichenden Gestalt
eine Beziehung fiir den Widerstandsbeiwert hergeleitet werden.

Fiir die Klassifizierung von in Fliissigkeiten aufsteigenden Einzelblasen wurden
dimensionslose Ahnlichkeitskennzahlen eingefiihrt, welche zum einen das Stoffsystem
(Mortonzahl) und zum anderen die Grofenverhéltnisse der in der Stromung wirkenden
Kréfte beschreiben

(po—pa) gy _ Eo-We?

Py O €
pp Ur dp Tragheitskréfte
Re — - R ldszahl
¢ Lp Reibungskrifte eynolcszatis
oy UZ dp Triagheitskriifte
We = ——— = Weberzahl
‘ o Kapillarkrifte eherzatl,
_ 2 . .o
Eo — (po — pa) g d% _ Auftl‘“lebskr"afte Etstvészall,
o Kapillarkréfte
Ur We Trégheitskrafte
Fr = = = Froudezahl.
g Vg dp Eo Gravitationskraft roudeza

Eine Blasenstromungen ist durch Angabe von drei Kennzahlen, beispielsweise Re, We
und Fo, vollstandig charakterisiert. In der Literatur werden auch andere Kombina-
tionen von Ahnlichkeitskennzahlen verwendet, welche anhand der oben angegebenen
Abhéngigkeiten darstellbar sind.

2.1 Experimentelle Untersuchung von Gasblasen in
Fliissigkeiten

Als einer der ersten Wissenschaftler verdffentlichte im Jahr 1900 Allen |[3]
experimentelle Ergebnisse fiir die Aufstiegsgeschwindigkeiten sehr kleiner Luftbla-
sen (dp < 1,0mm) in Wasser. Weitere Arbeiten zur Bestimmung von Aufstiegs-
geschwindigkeiten und Widerstandsbeiwerten auch fiir grofere Blasendurchmesser
wurden von Miyagi [90], O’Brien und Gosline [105], Gorodetskaya [51], Datta et al. [33],
Rosenberg [119], Davies und Taylor [34], Haberman und Morton [52] und Aybers und
Tapucu [6, 7| durchgefiihrt.



2.1 Experimentelle Untersuchung von Gasblasen in Fliissigkeiten

Saffman [128] untersuchte in Wasser aufsteigende Luftblasen in einem Grofenbereich
von dg = 0,5...4,0 mm. Fiir Blasen mit einem volumenéquivalenten Durchmesser von
dp < 1,0mm beobachtete Saffman geradlinige oder zickzackformige Blasenbahnen.
Dagegen stellten sich bei dg > 1,0 mm ausschlieflich instationédre Zickzack- oder Spi-
ralbahnen ein. Unter Annahme einer reibungsfreien Stromung an der Blasenoberseite
und der daraus resultierenden Druckverteilung an der Blasenoberfliche entwickelte
Saffman Gleichungen fiir die Blasenform, fiir die Parameter der Aufstiegsbahn und
fiir die Aufstiegsgeschwindigkeit von Blasen auf Spiralbahnen. Diese Beziehungen er-
gaben jedoch von den experimentellen Daten abweichende Werte, was Saffman auf
mogliche Verunreinigungen des Wassers und damit einhergehende Verdanderungen des
Oberflachenspannungskoeffizienten zuriickfiihrte. Durch die Analyse von Blasen auf
Zickzackbahnen leitete Saffman eine die Stabilitdat der geradlinigen Aufstiegsbewegung
beschreibende Gleichung her. Basierend auf dieser Beziehung konnte eine kritische
Weberzahl angegeben werden, ab welcher der stationére Blasenaufstieg in eine insta-
tiondre Bewegung iibergeht. Diese Instabilitdt des geradlinigen Aufstiegs in Verbin-
dung mit periodischen Oszillationen des Blasennachlaufs sah Saffman als Ursache fiir
die beobachteten zickzackférmigen Blasenbahnen.

Clift et al. [27] fassten die Ergebnisse dieser frithen Arbeiten in ihrem Buch zu-
sammen. Basierend auf den damals verfiigbaren experimentellen Daten erstellten sie
ein Diagramm, welches die Blasenform und die erreichten Blasen-Reynoldszahlen fiir
Gasblasen in Fliissigkeiten beschreibt, siche Abbildung 2.1. Fiir die Bestimmung
dieser Informationen sind lediglich Daten zum Stoffsystem, représentiert durch die
Mortonzahl (Mo), und der Blasendurchmesser, welcher in dimensionsloser Form durch
die Eotvoszahl (Eo) angegeben wird, notwendig. Ein Uberblick der experimentellen
Forschungsarbeiten aus jiingster Vergangenheit wird von Magnaudet und Eames [82]
gegeben.

Um Gasblasen in Umgebungsmedien mit hoher Viskositét zu untersuchen, verwen-
deten Hnat und Buckmaster [59] mineralisches Ol und Frank et al. [43], Maxworthy
et al. [84] und Raymond und Rosant [116] Gemische aus Wasser und Glycerin. In
diesen Stoffsystemen bilden sich selbst fiir grofse Blasendurchmesser von dg = 5,0 mm
geschlossene, symmetrische Nachlaufgebiete aus. Die hohe Viskositdat der Fliissigkeit
verhindert die Entwicklung von Instabilitdten im Blasennachlauf und somit bleibt die
Aufstiegsbahn geradlinig, wogegen sich bei Luftblasen diesen Durchmessers in Was-
ser langst zickzack- oder spiralférmige Bahnen eingestellt hatten. Bhaga und We-
ber [12] untersuchten Luftblasen, welche in einer Losung aus Glukose und Wasser
aufstiegen. Verschiedene Glukosekonzentrationen erlaubten hierbei die Variation der
dynamischen Viskositdt der Fliissigkeit iiber einen weiten Bereich von 2,8kg/(ms)
bis 0,0836 kg/(ms) und somit konnten Morton-Zahlen von 850 bis 7,4-107 reali-
siert werden. Die Geometrie von spheroid- und kappenférmigen Blasen wurde anhand
von Filmaufnahmen ausgewertet. Der geschlossene Nachlauf dieser Blasen konnte mit
Hilfe von elektrolytisch erzeugten Wasserstoftbldschen sichtbar gemacht und dessen
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Abbildung 2.1: Blasenform und erreichte Blasen-Reynoldszahl von Gasblasen in
Fliissigkeiten. Aus dem Buch 'Bubbles, Drops and Particles’ [27].



2.1 Experimentelle Untersuchung von Gasblasen in Fliissigkeiten

Ausdehnung somit ebenfalls angegeben werden. In Abhéngigkeit von den Ahnlich-
keitskennzahlen wurden zwei Formen des Blasenaufstiegs identifiziert: Fiir Systeme
mit Mo > 4-1072 und einer Blasen-Reynoldszahl Re < 110 wurde ein symme-
trischer, geschlossener, laminarer Nachlauf beobachtet, wahrend bei Re > 110 die
in der anfidnglichen Beschleunigungsphase vorhandene Symmetrie gebrochen wurde
und sich ein offener, instationédrer Nachlauf einstellte. Experimente mit derart hohen
Mortonzahlen ermoglichen detaillierte Untersuchungen von ausgedehnten, laminaren
Nachlaufgebieten und kénnen als Datenbasis zur Validierung von numerischen Simu-
lationsverfahren von Zweiphasenstromungen dienen.

In den letzten zwei Jahrzehnten wurden mittels neuartigen Messmethoden zahlreiche
Untersuchungen von in Wasser aufsteigenden Luftblasen durchgefiihrt. Eine Wechsel-
wirkung zwischen dem instationéren Blasennachlauf und der Blase wurde bereits 1956
von Saffman [128] als mogliche Ursache fiir die beobachteten zickzack- oder spiral-
formigen Aufstiegspfade genannt. Basierend auf detaillierten experimentellen Daten
hoffte man nun grundlegende Wirkmechanismen zwischen dem Blasenpfad, Oszilla-
tionen der Blasenform und dem Blasennachlauf identifizieren zu konnen.

Duineveld [37] konnte neben Widerstandsbeiwerten und Aufstiegsgeschwindigkeiten
auch die Gestalt von Luftblasen bis dp = 2,0mm mittels Hochgeschwindigkeits-
Filmaufnahmen sehr genau bestimmen. Fiir die Visualisierung des Blasennachlaufs
experimentierten Lunde und Perkins [77] mit einer eingefarbten Fluidschicht am
Boden der Versuchsbehilter. Eine aufsteigende Gasblase tritt durch diese Schicht
hindurch und transportiert Farbstoff innerhalb ihres Nachlaufs in Bereiche klaren
Wassers. Mit dieser Technik konnten eindrucksvolle Aufnahmen der Nachlaufstruk-
turen erstellt werden. Desweiteren untersuchten Lunde und Perkins [78] mit Hilfe
von Hochgeschwindigkeitskameras die bei Blasen grofen Durchmessers auftretenden
Formoszillationen. Fiir Blasen der Grofsen dg = 2.4...5,36 mm konnten zwei sich
iiberlagernde Schwingungsformen festgestellt und deren jeweilige Frequenz bestimmt
werden. Basierend auf analytischen Betrachtungen zu Kapillarwellen entwickelten
Lunde und Perkins [78| ein Modell zur Berechnung der Frequenzen fiir die verschiede-
nen Moden der Blasenoszillation.

Briicker [19] nutzte ein PIV-Verfahren (’particle image velocimetry’) um die
Stromungsgeschwindigkeiten im Blasennachlauf zu quantifizieren sowie ein Hochge-
schwindigkeits-Videosystem um Forminstabilitdten der Blasen zu untersuchen. Fiir
eine ellipsoidformige Blase der Grofse dg = 5,2mm fand Briicker, dhnlich wie zu-
vor Lunde und Perkins [78|, eine symmetrische Oszillation der Blasenbreite bzw. der
Blasen-Exzentrizitéit, welche durch eine zweite Mode in Umfangsrichtung entlang der
Aquatorialebene iiberlagert wurde. Als Ursache fiir die beobachtete Zickzackbahn iden-
tifizierte Briicker periodische Ablésungen von gestreckten Wirbelringen an der Blasen-
unterseite. In der Literatur werden diese wechselseitig abschwimmenden Wirbel auf
Grund ihrer Form auch Haarnadelwirbel ("hairpin vortices’) genannt. Weiterhin un-
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tersuchte Briicker eine ellipsoidférmige Luftblase mit dg = 3,7 mm, welche auf einer
Spiralbahn aufstieg. Diese Blasenbahn wird durch ein Paar gegensinnig rotierender
Wirbel erzeugt, welche an einer aufermittigen Position stationédr an der Blasenunter-
seite fixiert sind. Fiir diese Aufstiegsart konnten keine Formoszillationen der Blase
festgestellt werden.

Die von Ellingsen und Risso [38] untersuchten ellipsoidférmigen Luftblasen der
Grofse dg = 2,5 mm entwickelten instationdre Aufstiegspfade, jedoch traten keine oder
nur sehr schwach ausgepragte Oszillationen der Blasenform selbst auf. Parameter der
Blasenbahn wurden mit Hilfe von Filmaufnahmen bestimmt. Auf die anfingliche Be-
schleunigungsphase mit geradliniger Blasenbahn folgte die Entwicklung einer ersten
Instabilitdt im Blasennachlauf, welche zu einem zickzackformigen Aufstieg fithrte. Mit
fortschreitender Zeit entwickelte sich eine zweite Instabilitdtsmode mit gleicher Fre-
quenz, jedoch mit einer Phasenverschiebung von 7/2. Diese zweite Mode bewirkt eine
Umwandlung der Zickzackbahn in eine spiralférmige Aufstiegsbewegung. Anhand von
LDA-Messungen (Laser Doppler Anemometrie) wurden Stromungsgeschwindigkeiten
sowohl vor der Blase als auch in einiger Entfernung hinter der Blase gemessen. Vor
der Blase hat das Stromungsfeld potentialtheoretischen Charakter. Hinter der Blase
bildet sich ein ausgedehnter Nachlauf aus, welcher an der Blasenunterseite starke Wir-
bel aufweist. Diese Wirbel haben grofsen Einfluss auf das Strémungsfeld direkt an der
Blasenunterseite und beeinflussen die hydrodynamischen Krifte auf die Blase und so-
mit deren Aufstiegsverhalten. In einer Entfernung von wenigen Blasendurchmessern
hinter der Blase ist der Einfluss dieser Wirbel auf den Gesamtnachlauf nur noch sehr
gering und der Nachlauf kann als quasistationir angesehen werden.

Wu und Gharib [164] stellten eine Abhéngigkeit des Aufstiegsverhaltens von Luft-
blasen von der gewidhlten Methode fiir deren Einbringung in die Fliissigkeit fest. Zur
Erzeugung von Luftblasen gleichen Volumens wurden zwei unterschiedlich grofse Kapil-
larrohrchen und die sogenannte ’gentle-push’-Methode verwendet. Bei Verwendung des
kleineren Kapillarrohrchens nahmen die Blasen ellipsoidformige Gestalt an und stie-
gen auf spiralformigen Bahnen auf. Im Gegensatz dazu erzeugte das Kapillarréhr-
chen grofseren Durchmessers kugelférmige Blasen, welche sich auf Zickzackbahnen
bewegten. Desweiteren wurden fiir ellipsoidférmige Blasen etwa doppelt so hohe
Aufstiegsgeschwindigkeiten im Vergleich zu kugelférmigen Blasen gleichen Volumens
festgestellt. Der Grund fiir die unterschiedlichen Blasenformen und -bahnen trotz
gleichen Volumens konnte nicht vollstdndig geklért werden. Eine Kontamination der
Experimentieranordnung durch Substanzen, welche beispielsweise den Oberflichen-
spannungskoeffizienten verdndern, schlossen Wu und Gharib jedoch aus.

De Vries et al. [36] verwendeten die Schlieren-Methode um Nachlaufstrukturen von
Blasen auf einer Zickzackbahn zu visualisieren, siche Abbildung 2.2. Wie Lunde und
Perkins [77] und Briicker [19] zuvor stellten die Autoren das periodische Abschwimmen
von Wirbelringen als Ursache fiir die Zickzackbewegung der Blase fest.
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) t =0ms ) t =20ms ) t =28ms

) t = 64ms ) t =76 ms

Abbildung 2.2: Schlieren-Aufnahmen einer Blase mit dg = 2,0 mm auf einem Zick-
zackpfad, aus [36]. Die linken Bildhélften zeigen Draufsichten auf die
Ebene der Zickzackbewegung. Die rechten Bildhalften zeigen seitliche
Ansichten der Zickzackebene (die Blickrichtung ist um 90° gedreht
bzgl. des linken Bildes).
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In Untersuchungen von Luftblasen (dp > 3,0mm) in hochreinem Wasser beobach-
teten Veldhuis et al. [160] ausgepréagte Formoszillationen, welche hauptséichlich in
Gestalt der 2,0- und 2,2-Schwingungsform auftraten. Durch eine Analyse der Nach-
laufstrukturen mit Hilfe der Schlieren-Methode konnten Wirbelablosefrequenzen fest-
gestellt werden, welche gleich der Frequenzen der Formoszillationen der 2,0-Mode
waren. Davon abweichend ergaben Untersuchungen von Blasen in Trinkwasser Wirbel-
ablosefrequenzen in Hohe der zweifachen Pfadoszillationsfrequenz. Dieser Unterschied
wird oberflachenaktiven Substanzen im Trinkwasser zugerechnet und diese Vermutung
wird durch eine Modellrechnung untermauert.

Ein Ziel der Untersuchungen von Shew et al. [137] war die Ermittlung der insta-
tiondren hydrodynamischen Kréfte auf die Blase. Neben der Auftriebs- und der Wider-
standskraft wirkt auf eine zickzackformig aufsteigende Blase eine seitliche Ablenkungs-
bzw. Driftkraft mit periodisch wechselndem Vorzeichen, verursacht durch den unsym-
metrischen, instationdren Nachlauf. Zur Aufzeichnung des Blasenpfades wurde ein
Hochgeschwindigkeits-Videosystem verwendet. Die Aufstiegsgeschwindigkeiten wur-
den mit einem Ultraschall-Messverfahren ermittelt. Basierend auf den Messdaten
konnten mit Hilfe der Kirchhoffschen Gleichungen die seitliche Driftkraft auf die Blase,
sowohl fiir das Zickzackstadium als auch fiir den sich anschliefenden spiralférmigen
Aufstieg, berechnet werden. Weiterhin stellten Shew et al. fest, dass sich letztlich jeder
Zickzackpfad zu einer Spiralbahn umwandelte. Die Anzahl der Zickzackperioden bis
zu dieser Wandlung variierten jedoch stark von 2 bis zu 15 Zyklen.

In Abbildung 2.1 kénnen die verschiedenen Erscheinungsformen von Luftblasen in
Wasser entlang der Isolinie logMo = —10,6 nachvollzogen werden. Basierend auf ex-
perimentellen Untersuchungen und numerischen Simulationen, auf Letztere wird in
Abschnitt 2.2 niher eingegangen, gibt Tabelle 2.1 einen Uberblick iiber das Aufstiegs-
verhalten von Luftblasen in Wasser. Hierbei dienen die angegebenen Blasendurch-
messer und Blasen-Reynoldszahlen nur der ungefihren Eingrenzung der jeweiligen
Aufstiegsart. So stellte Duineveld [37] einen instationdren Aufstiegspfad fiir Blasen
mit dg > 1,8mm fest, wihrend Aybers und Tapucu [6] bereits bei dg = 1,3mm
spiralférmige Blasenbahnen beobachteten. Eine Ursache fiir die unterschiedlichen Er-
gebnisse in den Experimenten konnte die Kontamination des verwendeten Wassers mit
Substanzen sein, welche den Oberflachenspannungskoeffizient beeinflussen und daher
zu anderen Blasenformen und somit auch verédnderten Nachlaufen fiihren.

Aybers und Tapucu [6] fithrten zudem Experimente mit Blasen gleichen Durchmes-
sers von dg = 1,31 mm bei unterschiedlichen Wassertemperaturen und somit unter-
schiedlichen Viskositédten g, durch. Bei einer Temperatur von 18,0°C stieg die Blase
mit Ur = 0,32 m/s auf einem geradlinigen Pfad auf, wiahrend bei einer Temperatur von
39,0 °C eine Aufstiegsgeschwindigkeit von Ur = 0,37 m /s gemessen wurde und sich eine
spiralformige Bahn einstellte. Wenngleich unterschiedliche Aufstiegsgeschwindigkeiten
bei unterschiedlichen Viskositdten durch die Reynoldszahl beriicksichtigt werden, so
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dp < 0,8mm Re < 70 Kugelférmige Blasen mit gerad-
linigem Aufstiegspfad, c¢p vergleich-
bar mit dem Widerstandsbeiwert fiir
feste, umstrémte Kugeln

0,8 <dp < 1,8mm 70 < Re < 650 Kugelférmige oder ellipsoidformige
Blasen mit geradlinigem Aufstiegs-
pfad, cp kleiner als fiir feste Kugeln

1,8 <dg < 17,5mm 650 < Re < 5000  Ellipsoidférmige Blasen auf zick-
zack- oder spiralformigen Aufstiegs-
pfaden, auch unregelméfige chao-
tische Blasenbahnen sind moglich,
ab dp ~ 2,0 mm treten Oszillationen
der Blasenform auf

dg > 17,5 mm Re < 5000 Kappenformige Blasen mit gerad-
linigem Aufstiegspfad

Tabelle 2.1: Aufstiegsverhalten von Luftblasen in Wasser.

ist dennoch beim Vergleich experimenteller Ergebnisse der Temperatureinfluss auf die
Viskositat und somit auf die Nachlaufstrukturen und den Aufstiegspfad zu beachten.

Eine weitere Ursache fiir unterschiedliche experimentelle Ergebnisse bei gleichen
Blasengréften kann das Vorhandensein von sehr kleinen Partikeln im Wasser sein
[82]. Zum einen kann davon ausgegangen werden, dass das in den Experimenten
verwendete Trinkwasser stets eine gewisse Menge an unloslichen Schwebeteilchen
enthélt. Zum anderen wird fiir PIV-Messungen das Wasser zusétzlich mit Tracer-
Partikel versetzt. Diese Partikel lagern sich an der Blasenoberfliche an, wirken ver-
steifend auf die Blasenform und haben somit den gleichen Effekt wie ein erhéhter
Oberflachenspannungskoeffizient. Blasen mit Partikelanlagerungen kénnen auch bei
hoheren Reynoldszahlen noch eine Kugelform aufweisen und Formoszillationen sind
weniger stark ausgepriagt. Ybert und di Meglio [166] fanden in Experimenten mit
kontaminierten Luftblasen stark reduzierte Aufstiegsgeschwindigkeiten und ein hydro-
dynamisches Verhalten, welches jenem von festen Kugeln entspricht. Generell kann ge-
sagt werden, daf experimentelle Untersuchungen der Nachlaufstrukturen von Blasen
auf instationdren Aufstiegsbahnen eine sehr anspruchsvolle Aufgabe fiir Experimen-
tatoren darstellt. Starke seitliche Blasenbewegungen beeintriachtigen die Ausrichtung
der Messinstrumente auf eine bestimmte Position relativ zur Blase und erschweren
daher detaillierte quantitative Messungen.

13
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2.2 Numerische Modellierung und Simulation von
Zweiphasenstromungen

Die wahrscheinlich ersten numerischen Berechnungen von Widerstandsbeiwerten auf-
steigender Gasblasen wurden 1975 von Brabston und Keller [16] durchgefiihrt. Fiir
kugelférmige Blasen in viskosen Medien mit Re = 0,1...200 wurden die Navier-Stokes-
Gleichungen in der Stromfunktion-Wirbelstérke-Formulierung aufgestellt, die Losung
durch Legendre-Polynome approximiert und das resultierende System gekoppelter,
nichtlinearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir deren Koeffizienten nume-
risch gelGst.

Fir den Grenzfall von Zweiphasenstromungen mit sehr hohen oder sehr nied-
rigen Reynoldszahlen kénnen die Navier-Stokes-Gleichungen umformuliert und mittels
Randintegral-Methoden (’boundary-integral methods’) numerisch gelést werden.
Mit dieser Methode ermittelten Miksis et al. [87] und Miksis [88] die Gestalt von
Blasen bei einer reibungsfreien Umstrémung, Miksis et al. [89] berechneten Aufstiegs-
geschwindigkeiten, Widerstandsbeiwerte und Blasenform mit Beriicksichtigung von
Reibungskriften, und Lundgren und Mansour [79] untersuchten Oszillationsmoden
und Oszillationsfrequenzen fiir Tropfen grofsen Durchmessers, ebenfalls mit Beriick-
sichtigung von Reibungskréften, jedoch ohne Schwerkrafteinfluft. Die Entstehung von
ringformigen Gasblasen sowie deren weiterer Aufstieg wurde von Lunde und Man-
sour [80] mit einem Randintegral-Verfahren untersucht. Bei sehr niedrigen Reynolds-
zahlen, speziell fiir kriechende Stromungen, wurden auch ’Lattice-Gas’-Metho-
den [108, 120, 121]| und ’Lattice-Boltzmann’-Methoden [10] fiir die Berechnung
von Zweiphasenstromungen angewandst.

Fiir numerische Simulationen ohne die vereinfachende Annahme sehr hoher oder
sehr niedriger Reynoldszahlen wurden verschiedene Verfahren entwickelt. Eine Uber-
sicht wird u.a. von Hyman [62], Kothe [69] und Scardovelli und Zaleski [130] gegeben.
Die Verfahren kénnen entsprechend nach der Art der Grenzflichenbeschreibung unter-
teilt werden: Phasengrenzen konnen mit Lagrangeschen Elementen verfolgt oder, in der
Eulerschen Betrachtungsweise, mittels geeigneten Funktionen auf festen Diskretisie-
rungsgittern abgebildet werden. Weiterhin sind Methoden bekannt, welche Elemente
aus beiden Kategorien verwenden, siehe hierzu Tabelle 2.2.

Das erste Lagrangesche Marker-Partikel-Verfahren wurde von Harlow und
Welch [55] bereits 1965 vorgestellt. In ihrer "Marker-and-Cell’-Methode (MAC) werden
in jede Rechenzelle, welche mit Fliissigkeit anstelle von Gas gefiillt ist, masselose
Partikel platziert. Diese Marker-Partikel bewegen sich mit dem Stromungsfeld und
deren Verteilung im Rechengebiet entspricht somit der Verteilung der fliissigen Phase.
Die Methode wurde von Amsden und Harlow [4] weiterentwickelt und erfolgreich fiir
die Simulation von Dammbruchproblemen, Ausflufsvorgéngen und der Bewegung von

14



2.2 Numerische Modellierung und Simulation von Zweiphasenstrémungen

Lagrangesche Verfahren

FEulersche/Lagrangesche
Verfahren

Fulersche Verfahren

Marker-Partikel-
Verfahren

Verfahren mit mitbeweg-
ten Gittern

Front-Capturing-
Verfahren

Smoothed-Particle-
Hydrodynamics (SPH)

Hybride Partikel-Level-
Set-Methode (HPLS)

Volume-of-Fluid (VOF)

Level-Set-Methode

Kombiniertes Level-Set-
Volume-of-Fluid-
Verfahren (CLSVOF)

Tabelle 2.2: Einteilung der numerischen Verfahren nach der Art der Grenzflachenbe-
schreibung.

Treibstoffen in Tanks eingesetzt. Verfahren, welche verschiedenartige Partikel im ge-
samten Rechengebiet fiir die Verfolgung der einzelnen Fluide verwenden, werden als
wolume-tracking’-Verfahren bezeichnet, siche Abbildung 2.3(c). Als Alternative zum
'volume-tracking’ kénnen die Partikel auch ausschlieflich direkt auf Grenzflachen posi-
tioniert werden, siche Abbildung 2.3(d). Anhand einer Partikelliste sind benachbarte
Marker-Partikel identifizierbar und somit kann die Oberfliche rekonstruiert werden.
Die Rekonstruktion erfolgt im einfachsten Fall stiickweise linear, jedoch wurden auch
Verfahren entwickelt, welche die Grenzfliche als eine Reihe untereinander verbun-
dener Polynome beschreibt. Diese sogenannten ’“surface-tracking’-Verfahren wurden in
[22, 31, 112, 156, 157 fiir die Simulation von 2d- und 3d-Zweiphasenstromungen ange-
wandt. Mit Partikel-Verfahren kann die Position von bewegten Grenzflachen mit hoher
Genauigkeit dargestellt werden. Nachteilig ist der hohe Rechenaufwand fiir die Rekon-
struktion von komplexen 3d-Oberflichen, dies gilt im Speziellen fiir 'front-tracking’-
Verfahren mit Marker-Partikel. Zudem erfordert die Behandlung von Vereinigungsvor-
géngen zweier Objekte, beispielsweise von zwei Gasblasen, und auch die Aufspaltung
eines Objektes eine gesonderte algorithmische Behandlung.

Mit der ’Smoothed-Particle-Hydrodynamics-Methode (SPH) [28, 91| wird
vollstéandig auf ein Rechengitter verzichtet und eine rein Lagrangesche Betrachtungs-
weise verfolgt. Als Diskretisierungselemente werden Partikel verwendet, welche die
lokale Stromungsgeschwindigkeit und die lokale Dichte représentieren. Durch Inter-
polationsfunktionen sind diese Stromungsgroften an beliebigen Punkten im Strémungs-
feld, beispielsweise auch auf einem FEulerschen Gitter, ermittelbar. Zweiphasen-
stromungen kénnen durch zwei Partikelmengen unterschiedlichen Typs, beispielsweise
Wasser-Partikel und Ol-Partikel, beschrieben werden. Die Definition von Abstokungs-
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kraften zwischen verschiedenartigen Partikeln und von Anziehungskréften zwischen
gleichartigen Partikeln erlaubt hierbei die Beriicksichtigung von Oberflachenspan-
nungskriften in den Simulationen [92, 107]. Ein SPH-Verfahren fiir inkompressible
mesoskopische und makroskopische Zweiphasenstréomungen wurde u.a. von Hu und
Adams [60] vorgestellt.

Verfahren mit mitbewegten Gittern stellen die Phasengrenze als eine Grenz-
fliche zwischen zwei Rechengittern dar. Ryskin und Leal [124, 125, 126] und Dandy
und Leal [32]| verwendeten krummlinige, orthogonale Gitter fiir die Beschreibung axial-
symmetrischer Blasen. Mittels eines Finiten-Differenzen-Verfahrens konnten Wider-
standsbeiwerte, Druckverteilungen, stationiare Blasenformen und Stromlinienbilder der
Blasenumstromung in einem Reynoldszahlbereich von Re = 0,1...200 ermittelt werden.
Fyfe et al. [44] nutzten unstrukturierte, oberflichenangepasste Gitter mit dreiecki-
gen Elementen fiir 2d-Simulationen von oszillierenden Fliissigkeitstropfen. Ebenfalls
mittels adaptiver randangepasster Gitter untersuchten Yang et al. [165] 2d-Blasen
mit ausgepragten Formoszillationen. In jlingster Vergangenheit verwendeten Blan-
co, Magnaudet und Mougin [13, 83, 98, 99, 100| oberflichenangepasste, orthogona-
le Gitter fiir Simulationen von aufsteigenden Gasblasen mit vorgegebenen rotations-
elliptischen Formen, siehe Abbildung 2.3(b). Mit diesem Verfahren konnten Blasen
auf zickzack- und spiralférmigen Pfaden simuliert und die fiir diese Aufstiegstypen
charakteristischen Wirbelstrukturen im Blasennachlauf abgebildet werden [100]. Ein
wesentlicher Nachteil von mitbewegten, oberflichenangepassten Gittern ist die Not-
wendigkeit einer periodischen Neuvernetzung der Blasenoberfliche. Besonders im Fall
komplexer, dreidimensionaler Blasenverformungen fiihrt dies zu einem betréachtlichen
Rechenaufwand.

Die sogenannten ’Front-Capturing’-Verfahren [14] basieren auf Finiten-Volu-
men-Diskretisierungen und benotigen keine zusatzlichen Elemente, wie beispielsweise
Marker-Partikel, oder zusétzliche Funktionen zur Beschreibung von Phasengrenzen.
Vielmehr werden fiir die Zustandsgrofen, welche Diskontinuitdten an den Phasen-
grenzen aufweisen, Advektionsgleichungen mit Verfahren hoher Ordnung auf Gittern
hoher Auflésung gelost und somit wird eine Grenzflichenverfolgung moglich. Um Os-
zillationen in der Losung, hervorgerufen durch numerische Instabilitdten auf Grund
der hohen Gradienten an den Phasengrenzen, zu verhindern, wird ein gewisses Maf
an numerischer Diffusion in diesen Bereichen zugelassen.

Mit der Phasenfeld-Methode [63] wird ein Konzentrationsfeld fiir die Beschrei-
bung der rdumlichen Verteilung der Einzelphasen verwendet. Dieses Verfahren gehort
zur Klasse der ’diffuse-interface models’ und stellt die Phasengrenze zwischen zwei
Fluiden als eine Ubergangsschicht im Konzentrationsfeld dar. Diese Schicht weist eine
gewisse Dicke auf, welche durch das numerische Gitter aufgelost werden mufs. Fiir die
zeitliche Entwicklung des Konzentrationsfeldes, und somit auch der Phasengrenzen,
wird eine Advektions-Diffusions-Gleichung gelost. Mittels der Diffusion kann hierbei
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(a) Elliptische Gasblase (b) Adaptive oberflaichenange- (c¢) Partikelverfahren, Volume-
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(e) Volume-of-Fluid, PLIC (f) Level-Set-Methode

Abbildung 2.3: Darstellung von Phasengrenzflichen mit verschiedenen Modellie-
rungen.

die Dicke der Ubergangsschicht beeinflukt werden. Basierend auf Modellierungen der
freien Energie der Fluide wird die Oberflichenspannung in die Navier-Stokes-Glei-
chungen eingefiihrt. Fiir isotherme Stréomungen erlaubt dies eine konservative For-
mulierung des Energieaustauschs zwischen kinetischer Energie der Stromung und der
Oberflachenenergie der Blase. Somit wird das Auftreten parasitéarer Stromungen wirk-
sam vermieden, siehe hierzu auch [64].

Volume-of-Fluid-Methoden (VOF) haben seit ihrer Einfiihrung in den siebziger
Jahren weite Verbreitung gefunden und sind auch Bestandteil einiger kommerzieller
CFD-Codes. Diese Verfahren konnen als eine Weiterentwicklung der MAC-Methode
von Harlow und Welch [55] angesehen werden, in der anstelle von Partikeln nun
der Volumenanteil f eines Fluides innerhalb einer Zelle zur Beschreibung der réum-
lichen Verteilung der einzelnen Phasen genutzt wird, sieche Abbildung 2.3(e). Falls die
Phasengrenzfliche durch eine Rechenzelle verlauft, so nimmt die Funktion f Werte
zwischen null und eins an, beispielsweise entsprechend dem Volumenanteil der Gas-
phase. In Rechenzellen, welche vollstdndig entweder mit Fliissigkeit oder Gas gefiillt
sind, betrdgt f = 0 bzw. f = 1. Fiir die Beschreibung bewegter und deformierbarer
Grenzflachen wird die rdumliche Funktion der Volumenanteile f(z,t) mittels einer
Advektionsgleichung in der Zeit integriert

fe+ V- (uf) =0
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Die diskretisierten Gleichungen der VOF-Methode sind konservativ beziiglich der Mas-
se des betrachteten Systems. Fiir numerische Simulationen von Blasenstrémungen,
welche vergleichsweise lange Integrationszeiten aufweisen, sind die guten Massen-
erhaltungseigenschaften der VOF-Methode von grofsem Vorteil. Anhand der VOF-
Funktion f kann mittels eines Rekonstruktionsalgorithmus der Verlauf der Phasen-
grenze ermittelt werden. Die zu diesem Zweck entwickelten Verfahren basieren alle auf
dem Grundsatz der lokalen Volumenerhaltung. Der rekonstruierte Grenzflachenverlauf
teilt eine Rechenzelle somit in zwei Volumina, welche den diskreten Fluidvolumenan-
teilen f bzw. (1 — f) der beiden Phasen entsprechen.

Da die Rekonstruktion der Phasengrenze wesentlicher Bestandteil von VOF-
Verfahren ist, wurden zahlreiche Ansétze entwickelt, die sich in zwei Kategorien ein-
teilen lassen: Zu den ’‘piecewise constant tracking methods’ gehort das von Noh und
Woodward vorgestellte SLIC-Verfahren (’simple line interface calculation’) [102]. Fir
den zweidimensionalen Fall werden Grenzflaichen durch Geraden dargestellt, welche
in jeder Zelle parallel zu einer der beiden Achsen des Koordinatensystems verlaufen.
Die Methode von Hirt und Nichols [58] beruht auf einem &dhnlichen Prinzip, jedoch
kann die Grenzfliche auch durch eine treppenartige Linie innerhalb einer Zelle dar-
gestellt werden, wobei auch bei dieser Methode die Linienabschnitte parallel zu einer
der beiden Koordinatenachsen verlaufen miissen. Das Langen- und Anzahlverhéltnis
der senkrechten und waagerechten Linienabschnitte wird anhand der Volumenfrak-
tionen f der umliegenden Rechenzellen ermittelt. Diese recht einfachen Rekonstruk-
tionsmethoden sind u.a. von Chorin [26] und Barr und Ashurst [8] weiterentwickelt
worden und bieten Vorteile in Mehrphasensimulationen, in denen drei und mehr Flui-
de gleichzeitig in einer Rechenzelle vorhanden sein konnen. Weiterhin lassen sich diese
Methoden recht einfach implementieren. Ein gravierender Nachteil ist jedoch das Auf-
treten von sogenannten ‘treibgutartigen’ Fluidkorpern [102]. Durch numerische Fehler
im Rekonstruktionsalgorithmus kénnen sich beispielsweise von einer groften Gasblase
mehrere kleine Gasblidschen mit Durchmessern von der Grofienordnung einer Rechen-
zelle abspalten. Dieser unphysikalische Effekt tritt haufig in Stromungen mit hohen
Wirbelstéarken auf und hat besonders in Simulationen, welche die Oberflachenspan-
nung beriicksichtigen, negative Auswirkungen auf das Ergebnis. Die von De Bar [35]
erstmalig 1974 vorgeschlagene stiickweise lineare Rekonstruktion (PLIC-"piecewise li-
near interface calculation’) ermoglicht eine wesentlich glattere Darstellung von Grenz-
flachen. In jeder Rechenzelle wird die Phasengrenze durch eine Gerade (2d) oder Ebene
(3d) mit beliebiger Orientierung im Raum approximiert, siche Abbildung 2.3(e). Von
Youngs [167] wurde eine verbesserte Rekonstruktion fiir 2d-Simulationen vorgestellt
und Verfahren fiir 3d-Rechnungen sind u.a. in [127, 168] zu finden. Basierend auf den
Arbeiten von Youngs wurden VOF-Verfahren fiir Simulationen auf nicht-orthogonalen
Gittern [2] und unstrukturierten Gittern [70] entwickelt. Zahlreiche Simulationen
haben eine klare Uberlegenheit der PLIC-Technik verglichen mit dem SLIC-Ansatz
gezeigt. In |29, 114, 115] wurde das VOF-Verfahren mit einer adaptiven Gitterver-
feinerung gekoppelt. Eine Grenzflichenrekonstruktion basierend auf kubischen Spli-
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nes wurde von Ginzburg und Wittum [49] vorgestellt. Derartige Rekonstruktions-
algorithmen scheinen jedoch nur in 2d-Simulationen mit vertretbarem Rechenaufwand
anwendbar zu sein.

Die Level-Set-Methode wurde erstmals 1988 durch Osher und Sethian [110] vor-
gestellt. Dieses Verfahren stellt Grenzflichen implizit mittels einer skalaren Funktion
¢(z,t) dar. Typischerweise ist diese sogenannte Level-Set-Funktion ¢ als Abstands-
funktion, |V¢| = 1, definiert und Grenzflachen sind als Null-Level dieser Funktion
¢(z,t) = 0 identifizierbar, siche Abbildung 2.3(f). Die Bewegung der Grenzflichen
wird durch die partielle Differentialgleichung

o+ F-Vo=0

mit Vorgabe der Anfangswerte ¢(x,tg) beschrieben. Die Advektionsgeschwindigkeit
F kann hierbei in Abhéngigkeit des zu simulierenden Problems, zum Beispiel durch
Eigenschaften der Oberfliche wie deren lokale Kriimmung, der Richtung des Normalen-
vektors oder auch durch chemische oder physikalische Vorgénge in der Umgebung der
Oberflache bestimmt werden. Level-Set-Methoden ermdoglichen eine einfache Beschrei-
bung komplexer 3d-Grenzflichen, sowie von Teilungs- und Vereinigungsvorgidngen
von Geometrien und bieten eine hohe Flexibilitdt hinsichtlich der zeitlichen Grenz-
flachenentwicklung durch entsprechend gewéhlte Geschwindigkeitsfunktionen F. Auf
Grund dieser Eigenschaften hat die Level-Set-Methode ein sehr breites Anwendungs-
spektrum und wird beispielsweise auch fiir die Simulation von Kristallwachstumspro-
zessen [136, 143|, Verbrennungsvorgédngen [117, 170| und fir die Identifikation von
Strukturen in der Medizintechnik [42] verwendet. Eine Einfiihrung und Ubersicht zu
Level-Set-Methoden wird in [109, 133, 134, 135] gegeben.

In der Stromungsmechanik werden Level-Set-Techniken u.a. bei der Simulation von
Zweiphasenstromungen angewendet [21, 104, 149, 151]. Fiir nichtreagierende Stoffkom-
binationen und ohne Beriicksichtigung von Phaseniibergdngen wird die Advektions-
geschwindigkeit F' gleich der lokalen Stromungsgeschwindigkeit w(wz,t) gesetzt. Die
kontinuierliche Definition der Level-Set-Funktion ist von grofsem Vorteil, da dies eine
vergleichsweise genaue und glatte Berechnung der Kriimmung und der Normalvek-
toren von Oberflachen ermoglicht. Ebenso wird die Verwendung von Methoden ver-
einfacht, welche unstetige oder singulire Grofen an der Grenzfliche innerhalb eines
bestimmten Bereiches um die Grenzflache glatten. Die Glattung von Dichte- und Vis-
kositatsspriingen sowie eine in der Ndhe der Phasengrenze kontinuierlich definierte
Oberflachenspannungskraft kann sich positiv auf die Stabilitdt numerischer Verfahren
auswirken.

Ein Nachteil von Level-Set-Verfahren sind die unter Umsténden auftretenden Mas-
senfehler fiir die betrachteten Fluide. Die Advektion der Level-Set-Funktion durch die
Stromungsgeschwindigkeiten transportiert die Phasengrenze ¢(z) = 0 exakt, jedoch
kommt es zu einer Verzerrung der Level-Set-Verteilung und die Distanzeigenschaft
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|IV¢| = 1 ist nicht mehr gewéhrleistet. Fiir deren Wiederherstellung wird nach jedem
Zeitschritt ein Reinitialisierungsprozess ausgefiihrt, indem die Differentialgleichung

¢r +sign(¢) - (IVo| — 1) =0

bis zum Erreichen eines stationdren Zustandes gelost wird. Die Reinitialisierung ak-
tualisiert jedoch nicht nur die Level-Set-Werte abseits der Phasengrenze, sondern fiihrt
auch zu Verschiebungen des Null-Level-Sets und somit zu unphysikalischen Massen-
anderungen. Um diese Bewegungen der Phasengrenzfliche wihrend der Reinitialisie-
rung zu vermindern, wurden verschiedene Methoden, angefangen bei der Diskreti-
sierung der Reinitialisierungsgleichung mit Verfahren hoher Ordnung und der Ver-
wendung spezieller Vorzeichenfunktionen [111], iiber die Einfiihrung von Zusatzbedin-
gungen bei der Losung der Differentialgleichung [148], bis hin zur Kopplung des Level-
Set-Verfahrens mit anderen Methoden zur Beschreibung von Phasengrenzen [39, 150]
vorgeschlagen. In Kapitel 5.2.2 wird auf einige der hier angesprochenen Modifikationen
néher eingegangen.

Da die Massenfehler mit zunehmender Auflésung der Grenzflichen abnehmen, wurde
die Level-Set-Methode in |23, 54, 147| mit Algorithmen fiir eine adaptive Gitterverfei-
nerung in Bereichen um Grenzflichen gekoppelt. Mulder et al. [101] verwendeten ein
Level-Set-Verfahren fiir die Simulation von Rayleigh-Taylor- und Kelvin-Helmholtz-
Instabilitdten in kompressiblen Zweiphasensystemen. Von Fedkiw et al. [41] wurde die
Ghost-Fluid-Methode vorgestellt, welche fiir kompressible Stromungen eine scharfe
Abbildung der Dichte- und Temperaturverteilung ohne Glattung iiber Phasengrenzen
hinweg erlaubt, ohne zu numerischen Oszillationen zu fithren. In [61] wurde dieses
Verfahren fiir 2d-Simulationen von einer Luftblase in Wasser sowie einer Heliumblase
in Luft, die jeweils von einer Stoffront getroffen werden, verwendet. Kang et al. [68]
setzten die Ghost-Fluid-Methode auch fiir die Simulation inkompressibler Zweiphasen-
stromungen ein.

Das hybride ’Combined Level-Set and Volume-of-Fluid’-Verfahren
(CLSVOF) verbindet die guten Massenerhaltungseigenschaften von Volume-of-Fluid-
Verfahren mit den Vorteilen der Level-Set-Technik: Eine Grenzflichenbeschreibung
hoher Ordnung sowie glatte Verlaufe der berechneten geometrischen Gréfsen an der
Phasengrenze. In der von Sussman und Puckett [150] vorgestellten Methode erfolgt
eine zweifache Kopplung dieser beiden Verfahren: Fiir die Advektion der Volume-of-
Fluid-Verteilung ist eine Rekonstruktion der Grenzfliche erforderlich, um die Fliisse
iiber jede Zellseitenfliche berechnen zu konnen. Die fiir diese Rekonstruktion not-
wendigen Normalenvektoren der Oberfliche werden anhand der Level-Set-Funktion
berechnet. Weiterhin wird die aus der VOF-Verteilung ermittelte Grenzflachenposi-
tion als Grundlage fiir die Reinitialisierung der Level-Set-Funktion genutzt. Auf diese
Weise sollen Bewegungen des Null-Level-Sets und somit Massenfehler in der Level-
Set-Beschreibung vermindert werden. Details zur Implementierung der CLSVOF-
Methode sind u.a. in [158] nachzulesen. Eine Kombination des CLSVOF-Verfahrens
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mit einer Methode zur adaptiven Gitterverfeinerung wird in [146] beschrieben und
es werden Simulationsergebnisse von 3d-Blasenstromungen und Schiffskérperum-
stromungen présentiert. Basierend auf den Arbeiten von Sussman et al. [145, 147, 150]
fithrten Ohta et al. [106] Simulationen von Gasblasen auf zickzackformigen Aufstiegs-
pfaden durch.

Ein weiteres hybrides Verfahren stellt die ’Hybride Partikel-Level-Set’-
Methode (HPLS) von Enright et al. [39] dar. In dieser Methode wird die Eulersche
Level-Set-Technik mit einem Lagrangeschen Partikelverfahren gekoppelt, erneut um
Massenfehlern in der Level-Set-Funktion entgegenzuwirken. Die Phasengrenze wird
zusitzlich durch Partikel verfolgt, welche in der Lage sind Massenfehler in der Level-
Set-Darstellung der Phasengrenze zu identifizieren und diese zu korrigieren. Details
dieses Verfahrens werden in den Kapiteln 3.2 und 4.3 besprochen. In Simulationen von
Festkorperrotationen und -deformationen [39] zeigte das HPLS-Verfahren eine deut-
liche Uberlegenheit hinsichtlich der Massenerhaltung im Vergleich zu reinen Level-Set-
Verfahren. Die HPLS-Methode wurde in [40] fiir die Berechnung von Strémungen mit
freien Oberflichen verwendet und in [46] wurden die Eigenschaften dieses Verfahrens
fiir Simulationen von Zweiphasenstromungen mit Oberflachenspannung untersucht.
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3 Mathematische Beschreibung

3.1 Navier-Stokes-Gleichungen

In dieser Arbeit werden inkompressible, nichtreagierende Zweiphasenstromungen von
unmischbaren Fluiden betrachtet. Diese Stromungen sind durch eine disperse Phase
im Gebiet );, eine die disperse Phase umgebende 'bulk’-Phase im Gebiet €2, und eine
Trennfldche I'y zwischen den beiden Fluiden charakterisiert, sieche Abbildung 3.1(a).
Stoffdaten der dispersen Phase werden im Folgenden mit dem Index ’d” und Stoff-
daten des umgebenden Mediums mit 'b’ gekennzeichnet. Das Dichteverhéltnis von
disperser und umgebender Phase ist mit I', = p4/pp, und das Viskositétsverhéltnis mit
I, = pa/pe definiert. Auf dem das gesamte Gebiet begrenzenden Rand I', kénnen
problemabhéngig Dirichlet- und/oder Neumann-Randbedingungen definiert werden.
Die zeitliche Entwicklung der beiden Fluide wird jeweils durch die Navier-Stokes-Glei-
chungen beschrieben

D
pm# = —Vpm + V- 2umDmn) + pmg in €,,, (3.1)

Vew, =0 inQ. (3.2)

Die Gleichungen (3.1) und (3.2) enthalten folgende dimensionlose Grofen: wu,, ist
der Geschwindigkeitsvektor, DDL;" = 0(u,,) + (u,, V)uy,, ist die materielle Ablei-
tung des Geschwindigkeitsvektors, p,, und pu,, bezeichnet die jeweilige Dichte bzw.
die dynamische Viskositat, D ist der Schubspannungstensor mit den Komponenten

D;; = % (ui; +u;;) und g ist der Gravitationsvektor.

Fiir eine vollstdndige Beschreibung des Systems sind auf dem gemeinsamen Rand
der beiden Fluide I'f noch Randbedingungen zu definieren. Diese Grenzflache wird
als scharfer Ubergang zwischen den beiden Fluiden angesehen und besitzt keinerlei
Schichtdicke und somit auch keine Masse |73]. Da keine chemischen Reaktionen, kei-
ne Phasentibergénge und keine Diffusionsvorgénge {iber Phasengrenzen berticksichtigt
werden, fliefst keine Masse durch die Phasengrenze

Uy =N Uy (3.3)

Hierin bezeichnet n den Einheitsnormalenvektor auf der Oberflache I'y. Fiir viskose
Fluide ist die Geschwindigkeit {iber die Grenzfliche hinweg stetig. Es existiert eine no-
slip’-Randbedingung an der Oberfliche und somit vereinfacht sich obige Bedingung,
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L'y
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(a) Rechengebiet. (b) Geometrieparameter an Phasengrenzen.

Abbildung 3.1: Modellierung von Zweiphasenstromungen.

Gleichung (3.3), zu

Falls zunéchst keine Oberflachenspannung betrachtet wird, so miissen die Spannungen,
welche durch beide Fluide an der Grenzfliche verursacht werden, sich gegenseitig auf-
heben

(Ty+Ty) - n=0,mit T,, = (—=pmI + 21, D). (3.5)

Durch die Kohésionskrifte zwischen den Fliissigkeitsmolekiilen ist jedoch eine Ober-
flichenspannungskraft an der Trennfliche I'; vorhanden. Bei Beriicksichtigung dieser
zusitzlichen Randbedingung stehen die Spannungstensoren mit einem entsprechenden
Quellterm im Gleichgewicht

(Ta+Ty)-n

OKN. (3.6)

k bezeichnet die mittlere lokale Kriimmung der Oberflache, welche sich aus den beiden
Hauptkriimmungsradien berechnet, siche Abbildung 3.1(b)

1 1 1
=5 (m ) 87)

Der Oberflachenspannungskoeffizient o ist als Verhéltnis der geleisteten Arbeit zur
erreichten Oberflichenvergroferung definiert, o = dW / dA, und ist im Allgemeinen
von den beteiligten Stoffen und der Temperatur abhingig. Die Gleichung der freien
Energie eines Systems mit freien Oberflichen weist einen Term auf, welcher sich pro-
portional zum Flécheninhalt der Oberfliche verhéalt. Da ein stabiles Gleichgewicht des
Systems die Minimierung der freien Energie erfordert, verringert sich die Oberflache,
soweit dies mit anderen Randbedingungen des Systems vereinbar ist.

Neben der Randbedingung fiir Spannungen in normaler Richtung zur Phasengrenz-
fliche, Glg. (3.6), gilt fiir die Spannungen in den beiden tangentialen Richtungen t,
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und ¢,
Oo
T,+ Ty t,=— =0, 3.8
(Ta+Ty) -t o, (3.8)
Oo
(Td + Tb) '22 — 67 — 0, (39)
iy

siehe hierzu auch [73]. Die Formulierung einer separaten Navier-Stokes-Gleichung fiir
jede Phase und die Anwendung entsprechender Randbedingungen kann in Simula-
tionen von Stromungen mit freien Oberflichen vorteilhaft sein, wie beispielsweise

in [40].

Mittels der Randbedingungen auf I'y, Gleichungen (3.4), (3.6), (3.8) und (3.9), kon-
nen die Navier-Stokes-Gleichungen der individuellen Phasen, Gleichungen (3.1) und
(3.2), miteinander gekoppelt werden und man erhélt Navier-Stokes-Gleichungen fiir
das gesamte Rechengebiet

1 1

@) P R p(9)
1

L B K(Q)n
t . T Wany p(e) (OR@R©) (3.10)

u +u-Vu =

V- (2u(¢)D) +

V-u = 0. (3.11)

Die Randbedingungen an Grenzflichen sind in dieser Formulierung implizit durch
den letzten Term in Gleichung (3.10) enthalten. Dieser neue Quellterm représentiert
die Oberflachenspannungskrafte und tritt singuldr an Phasengrenzen auf, was durch
Multiplikation mit einer Delta-Funktion §(¢) erreicht wird. Die Variable ¢ bezeich-
net die Level-Set-Funktion, welche Grundlage fiir die Berechnung von geometrischen
Grofen an der Phasengrenze und der Dichte- und Viskositatsverteilung ist.

Die Uberfiihrung der dimensionsbehafteten Navier-Stokes-Gleichungen in die hier
verwendete dimensionlose Form wird von Schlichting und Gersten [132], ab S. 89, aus-
fithrlich beschrieben. Bei der Entdimensionalisierung kénnen folgende Ahnlichkeits-
kennzahlen eingefiihrt werden:

Lre Ure
Re,ey = Zref ZrefPb Referenz-Reynoldszahl,

b

U're
Frie, = ——ref Referenz-Froudezahl,

\V/ g Lref

LT@ Ufe
Weyper = Zref Treffh Referenz-Weberzahl.
o
Hierin bezeichnet L,.s eine Referenzlénge, welche in Simulationen von Einzelblasen
gleich dem Durchmesser dg einer volumenéaquivalenten, kugelférmigen Blase gesetzt

wird. Die Referenzgeschwindigkeit wird mit U,y = /g Lycs definiert.
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Um die Auftriebskréfte in den Navier-Stokes-Gleichungen zu berticksichtigen, wurde
ein hydrostatischer Referenzzustand definiert, in welchem an jedem Ort die Dichte
po(x) = pp vorliegt und fiir den Druckgradienten

Vpo=po-g (3.12)

gilt. Gleichung (3.12) wird von Gleichung (3.10) subtrahiert, und mit der Bedingung,
dass der Gravitationsvektor g parallel zur y-Achse des Koordinatensystems verlauft,
ergibt sich fiir den Auftriebsterm

Pb €
E ravi (1 - ) g . (313)
g p(&) Fr'ref

Dieser Quellterm ist nur innerhalb der dispersen Phase ungleich null. Der Druck-
gradient in den Navier-Stokes-Gleichungen beschreibt nun Druckunterschiede auf
Grund von Oberflachenspannungskréften oder hydrodynamischen Vorgéngen.

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden mit Hilfe der Projektionsmethode nach Cho-
rin 25| gelost. Dies ist ein sehr effizienter Ansatz um die Divergenzfreiheit in nume-
rischen Simulationen inkompressibler Stromungen zu gewéahrleisten. Zunéachst wird die
rechte Seite von Gleichung (3.10), ergdnzt durch den konvektiven Term, jedoch ohne
den Druckgradienten, berechnet und in der Zeit integriert. Fiir ein explizites Euler-
Verfahren als Zeitintegrationsschema ergibt sich ein vorlaufiges Geschwindigkeitsfeld u
aus

u—u" 1
— = —(u"-V)u" + —— V- 2u(¢)D)+
- V)~ | (D)
F(1- ) B 50) m(6) n(o) (314)
p(x)) Fri;  Wepes B ‘ '
Fiir das Geschwindigkeitsfeld zum nichsten Zeitpunkt v gilt nun
1
=g — ——Vp- At 3.15
- p(9) (315)

Es wird Vp- At = Vp definiert und der Divergenzoperator auf Gleichung (3.15) an-
gewandt. Somit ergibt sich

V" =V.a-V- (@vp). (3.16)

Mit Beriicksichtigung der Kontinuitétsgleichung (3.11) ist V- "™ = 0 und man erhilt
eine Poisson-Gleichung fiir den Druck

V- (%@Vﬁ) =V @ (3.17)
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Nach Loésung von Gleichung (3.17) erhélt man die Geschwindigkeit zum néchsten
Zeitpunkt durch einen Korrekturschritt,
1

ut =i — Wvﬁ ; (3.18)

welcher die diskrete Divergenzfreiheit von ™! gewihrleistet.

3.2 Hybride Partikel-Level-Set-Methode

Die Hybride Partikel-Level-Set-Methode (HPLS) [39, 40] nutzt sowohl die Level-Set-
Methode als auch Marker-Partikel fiir die Beschreibung von Grenzflachen. Im Folgen-
den werden die Grundlagen beider Methoden besprochen.

3.2.1 Level-Set-Methode

Level-Set-Verfahren beschreiben Phasengrenzen implizit als Nullniveau ¢(z) = 0 einer
skalaren Gitterfunktion ¢(z,t), siehe Abbildung 2.3(f). Die Level-Set-Funktion ist als
vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion definiert, |V¢| = 1, und gibt somit an jedem
Punkt des Rechengebietes die Distanz zur nichstgelegenen Phasengrenze an. In der
dispersen Phase wurde die Level-Set-Funktion als negativ und in der umgebenden Pha-
se als positiv definiert. Diese implizite Beschreibung von Grenzflachen ermoglicht eine
einfache Abbildung von komplexen 3d-Geometrien. Ebenso ist die Teilung oder Verei-
nigung von Korpern mit Level-Set-Methoden ohne zusétzliche Algorithmen darstell-
bar. Falls mehr als zwei Phasen vorhanden sind, werden mehrere Level-Set-Funktionen
o1, P2...0, fiir die Darstellung der unterschiedlichen Fluide verwendet.

Die Level-Set-Verteilung wird mit der lokalen Stromungsgeschwindigkeit w(z,t)
transportiert
ot +u-Vo=0. (3.19)

Gleichung (3.19) ist jedoch nur exakt fiir die Zeitintegration des Nullniveaus der Level-
Set-Funktion, also der Phasengrenze selbst. Fiir allgemeine Stromungsfelder u(z,t) ver-
liert die Level-Set-Funktion in Bereichen abseits der Grenzflache mit fortschreitender
Integrationszeit ihre Distanzeigenschaft, |V¢| # 1. Eben diese Eigenschaft ist jedoch
Voraussetzung fiir eine korrekte Kriimmungsberechnung und fiir eine gleichmaéfige
Gléattung der Spriinge in den Stoffgrofsen nahe der Phasengrenze.

Die fiir die Wiederherstellung der Distanzeigenschaft entwickelten Methoden kénnen
in zwei Klassen eingeteilt werden: Entweder es kommen sogenannte 'Fast-Marching’-
Verfahren zum Einsatz, oder es wird eine Reinitialisierungsgleichung iterativ gelost.
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Die Fast-Marching-Methode [56, 134] wird auch als nicht-iteratives Verfahren bezeich-
net und definiert zunéchst drei Klassen von Level-Set-Werten entsprechend deren
Lage zur Grenzflache: Alle Level-Set-Werte von Gitterknoten die sich direkt neben
der Grenzfliche befinden werden als akzeptiert markiert. Die Nachbarknoten der
akzeptierten Knoten erhalten den Status Nahbereich. Alle restlichen Level-Set-Knoten
werden als im Umfeld liegend markiert. In jedem Rechenschritt der Fast-Marching-
Methode wird nun genau ein Level-Set-Wert, welcher mit Nahbereich markiert ist,
zundchst aktualisiert und dann als akzeptiert eingestuft. Hierfiir wird die Gleichung

¢l =1 (3.20)

fiir alle Level-Set-Knoten des Typs Nahbereich mit upwind-Verfahren des Godunov-
Typs [122] diskretisiert

[maX(Di;£¢7 - D+x¢7 O>2+

ijk
max(Dlp, — Do, 0)%+ (3.21)
. . 1/2
maX(Dijk¢a —D;;k¢> 0)2} 7=

Bei der Auswertung dieser Gleichungen wird fiir alle Knoten des Bereichs Umfeld an-
stelle des tatséchlichen Level-Set-Wertes eine sehr grofse Zahl (— o) angenommen.
Dies stellt den upwind-Charakter des Verfahrens sicher, indem fiir das Update eines
Level-Set-Wertes des Typs Nahfeld immer die kleineren, der Grenzflache naher liegen-
den Level-Set-Werte verwendet werden. Da nun alle Nachbarwerte der Nahfeld-Level-
Set-Knoten bekannt sind, ergibt die Beziehung (3.21) eine quadratische Gleichung fiir
deren neue Level-Set-Werte. Aus dieser Menge wird jedoch nur der kleinste Level-Set-
Wert tatsédchlich aktualisiert und als akzeptiert eingestuft. Alle restlichen Nahfeld-
Level-Sets nehmen wieder am néchsten Rechenschritt teil. Dieser findet nach einer
Aktualisierung der Nahfeld- und Umfeld-Listen statt. Die Fast-Marching-Methode ist
sehr effizient hinsichtlich der notwendigen Anzahl von Operationen fiir die Aktualisie-
rung eines Level-Set-Wertes. Eine Parallelisierung durch Gebietszerlegung ist jedoch
auf Grund des stark sequentiellen Charakters der Fast-Marching-Methode nur mit
grofsem Aufwand moglich.

In dieser Arbeit wird eine andere Vorgehensweise verfolgt um die Distanzeigenschaft
zu wahren: Die momentane Level-Set-Funktion mit der Eigenschaft |¢| # 1 wird als
Anfangswert fiir die Losung der Differentialgleichung

6, +sign(6) - (|V9] — 1) = 0 (3.22)

verwendet [135]. Gleichung (3.22) wird in der 'Pseudo’-Zeit 7 bis zum Erreichen eines
stationdren Zustandes entwickelt. Der Ausdruck sign(¢) steht fiir das Vorzeichen der
Level-Set-Funktion. Diese sogenannte Reinitialisierungsgleichung kann in

¢-+c Vo =sign(¢) mit c=sign(d)io (3.23)
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umgeformt werden. Auf Grund der Charakteristiken der nichtlinearen Differential-
gleichung (3.23) laufen die Informationen zur Wiederherstellung von |V¢| = 1 von
der Phasengrenze ¢(x) = 0 ausgehend mit einer Geschwindigkeit von 1 als zwei
Wellenfronten in das Gebiet negativer und positiver Level-Set-Werte. Die Level-Set-
Funktion wird also zuerst in der Nédhe der Phasengrenze reinitialisiert. Die Erhal-
tung der Distanzeigenschaft ist lediglich im Nahbereich der Phasengrenze von grofser
Bedeutung. Somit ist eine Reinitialisierung der Level-Set-Funktion innerhalb eines
vordefinierten Bandes um ¢(z) = 0 ausreichend. Dies entspricht der Losung von Glei-
chung (3.22) fiir nur wenige Zeitschritte und erméglicht erhebliche Einsparungen hin-
sichtlich der Rechenzeit. Weiterhin ist eine Parallelisierung dieser Reinitialisierungs-
methode vergleichsweise einfach mdoglich.

In Simulationen von Zweiphasenstromungen sind Oberflachenspannungskrifte zu
beriicksichtigen, sieche Gleichung (3.10). Die hierfiir benotigten Normalenvektoren und
lokalen Kriimmungen der Grenzfliche konnen effizient mittels der Level-Set-Funktion
berechnet werden

Vo
o) = =7 3.24
@)= oo (3.24)
Vo
K¢=V-Q¢:V'(—). 3.25
@)=V n(0) = V- (55 (3.25)
Ebenso ist die Dichte- und Viskositétsverteilung anhand der Level-Set-Funktion aus
p(d) = pa+ (py — pa) - H (), (3.26)
(@) = pa + ( — pa) - H(9), (3.27)
ermittelbar. H(¢) ist eine Heaviside-Funktion
0 , falls ¢ < —e
H($)=q 21+2+Lsin(™2)  falls —e < o <e, (3.28)
1 , falls ¢ > €

welche innerhalb eines Bereichs € beiderseits der Grenzfliche gegléttet wurde [109,
135]. Typische Glattungsbreiten sind € = 1,5 .. 3h, wobei h die Breite einer Gitterzelle
bezeichnet.

Fiir viele Problemstellungen sind die Level-Set-Werte und Gréfsen wie die Kriim-
mung der Level-Set-Isofldchen in Gebieten mit einigem Abstand zur Grenzflache nicht
von Interesse. Fiir diese Félle konnen mit der 'Narrow-Band-Methode’ alle Berech-
nungen innerhalb des Level-Set-Algorithmus auf ein schmales Band um Grenzflichen
konzentiert werden |1, 24]. Somit reduziert sich der Rechenaufwand fiir ein 2d-Problem
mit N Gitterpunkten in jede Raumrichtung von O(N - N) auf O(k- N) Operationen
im Level-Set-Algorithmus, wobei k die Breite des betrachteten Bandes um die Grenz-
fliche ist. Ein Nachteil von Level-Set-Verfahren, welcher allerdings nicht nur bei deren
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Anwendung in der Stromungsmechanik auftritt, sind mogliche Defizite hinsichtlich
der Massenerhaltung der einzelnen Gebiete. Besonders in Bereichen starker Ober-
flachenkriimmung mit unzureichender Auflésung durch das Rechengitter konnen Level-
Set-Verfahren zu erheblichen Massenfehlern fiir die beteiligten Phasen fiihren.

3.2.2 Marker-Partikel-Verfahren

Neben der Level-Set-Funktion nutzt die HPLS-Methode Marker-Partikel zur Be-
schreibung der Grenzfliche. Ahnlich wie bei ’volume-tracking’-Methoden, siche Ab-
bildung 2.3(c), wird auf beiden Seiten der Grenzfliche eine bestimmte Anzahl von
Partikel in jede Gitterzelle platziert. Im Bereich negativer Level-Set-Werte, also in-
nerhalb der dispersen Phase, werden negative Partikel (signp = —1) und in Gebieten
positiver Level-Set-Werte werden positive Partikel (signp = +1) verwendet. Fir die
Verfolgung von Phasengrenzen ist es ausreichend, die Partikel nur in Zellen innerhalb
einer gewissen Bandbreite um die Grenzflache zu positionieren. Eine Beschreibung des
gesamten Fluidvolumens mittels Partikel, beispielsweise der dispersen Phase ); wie
in [55], ist nicht erforderlich.

Neben einem Vorzeichen wird jedem Partikel ein Radius rp(t) zugeordnet. Dessen
Grofse ist durch einen oberen und unteren Grenzwert r,,,, bzw. r,,;, beschrankt, wel-
cher jeweils in Abhéngigkeit der Gitterzellengrofe gewéhlt wird. Im Rahmen dieses
Wertebereichs wird der Partikelradius wihrend der Simulation so angepasst, dass die
Phasengrenze ¢(x,t) = 0 eine Tangente an die Kugel beschreibt, welche durch die
Partikelkoordinaten zp(¢) und den Partikelradius definiert ist,

Trmax , falls signp - ¢(zp) > Tmaz
rp(t) = signp-¢(zp) , falls 7, < signp - ¢(zp) < Tge- (3.29)
Trmin , falls signp - ¢(zp) < Tmin

In Abbildung 3.2 ist die Partikelverteilung entlang der Grenzflache schematisch dar-
gestellt, wobei in den Simulationen sehr viel mehr Partikel je Zelle verwendet werden.
Da die Partikel keinerlei Fluidmasse reprasentieren, konnen sich die durch den Partikel-
radius definierten Kugeln tiberlappen. Somit wird fiir den Grenzfall einer unendlichen
Partikelzahl je Gitterzelle die Phasengrenzfliche exakt abgebildet.

Die Partikel werden mit der lokalen Stromungsgeschwindigkeit transportiert

e wap) . (3.30)
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Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Partikelverteilung an einer Grenzflache.

Marker-Partikel-Verfahren sind fiir ihre hohe Genauigkeit hinsichtlich der Grenzfla-
chenverfolgung bekannt und weisen sehr gute Massenerhaltungseigenschaften auf. Die-
se Genauigkeit nutzt man in der HPLS-Methode, um die in der Level-Set-Funktion
auftretenden Massenfehler zu korrigieren. In Bereichen unzureichender Auflésung der
Grenzflache durch das Rechengitter kann es zu unphysikalischen Verschiebungen des
Nullniveaus der Level-Set-Funktion kommen. In diesem Fall erscheinen jedoch Par-
tikel eines Typs in Bereichen, in denen die Level-Set-Funktion ein entgegengesetztes
Vorzeichen aufweist. Es werden also entweder negative Partikel in Gebieten mit ¢ > 0,
oder positive Partikel in Gebieten mit ¢ < 0 gefunden. Diese Partikel werden als aus
ihrem urspriinglichen Gebiet ’entkommen’ bezeichnet und fiir die lokale Korrektur der
Level-Set-Funktion genutzt. Eine detaillierte Beschreibung des Korrekturmechanismus
ist in Abschnitt 4.3.2 zu finden.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass mit der HPLS-Methode die effiziente
Beschreibung komplexer Grenzflichen durch die Level-Set-Methode beibehalten, deren
Genauigkeit jedoch mit Hilfe von Marker-Partikeln erhoht und somit Massenfehlern
entgegengewirkt wird.
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Die in Kapitel 3 angegebenen Gleichungen werden auf einem orthogonalen, gerad-
linigen, versetzten Rechengitter diskretisiert. Skalare Variablen sind im Zentrum der
Gitterzellen definiert und Komponenten vektorieller Stromungsgrofen sind im Mittel-
punkt der Zellseitenflachen definiert, siche Abbildung 4.1. Das Rechengebiet der Gréfse
L, x L, x L, wird in N, x N, x N, Gitterzellen unterteilt. In alle drei Raumrichtungen
werden periodische Randbedingungen vorgegeben. Fiir alle im Rahmen dieser Arbeit
durchgefiihrten Simulationen wurden dquidistante Netze der Gitterweite h verwendet.

4.1 Numerische Methode fiir inkompressible
Zweiphasenstromungen

4.1.1 Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Die konvektiven Terme der Navier-Stokes-Gleichungen werden in der schiefsymme-
trischen (’skew-symmetric’) Form verwendet, welche fiir die Richtung ’i’ durch

Fonvi:_ U=
[ F ] 2 8x]~ QUJan

(4.1)

gegeben ist. Die Diskretisierung der konvektiven Terme erfolgt mit finiten Differenzen
vierter Ordnung [97]. Dieses Schema ist konservativ beziiglich Masse, Impuls und

Abbildung 4.1: Definition der Stromungsgrofien fiir versetzte Rechengitter.
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kinetischer Energie auf dquidistanten, versetzten Rechengittern. In [159] wurde das
Diskretisierungsschema auf nicht-aquidistante Rechengitter erweitert. In Abhéngigkeit
der Form des konvektiven Terms, kann auf gestreckten Gittern jedoch nur die Masse
und entweder der Impuls oder die kinetische Energie konservativ behandelt werden.

Fiir die Diskretisierung der Reibungsterme wurden zwei Moglichkeiten in Be-
tracht gezogen. Der Reibungsterm kann in Divergenzform diskretisiert werden, welche
beispielsweise fiir die x-Richtung durch

1 foweny) 2 (EAR) o)
B Reref ’ p(¢) Ox ay 0z

gegeben ist. Auf Grund der wiederholten Anwendung des diskreten Operators fiir ers-
te Ableitungen kann der Abbruchfehler dieses Schemas jedoch héher sein, als wenn
Gleichung (4.2) nach der Kettenregel entwickelt wird und die ersten und zweiten Ablei-
tungen direkt diskretisiert werden [74|. Beide Varianten wurden mit zentralen Differen-
zen zweiter Ordnung diskretisiert. In Testrechnungen, wie zum Beispiel Simulationen
des Taylor-Green-Wirbels (siehe Kapitel 5.1.1), konnte jedoch kein signifikanter Unter-
schied zwischen beiden Versionen festgestellt werden. Daher werden die Reibungsterme
in Divergenzform verwendet, was zu einem etwas geringeren Rechenaufwand in den
Simulationen fiihrt.

Die Oberflichenspannungskraft stellt einen weiteren Quellterm in den Navier-
Stokes-Gleichungen dar

1
Werer - p(®)
Formal tritt diese Kraft singuldr an Grenzflichen zwischen zwei Fluiden auf. Jedoch
wird aus Griinden der numerischen Stabilitdt die Oberflachenspannungskraft als eine

kontinuierliche Kraft modelliert, welche innerhalb einer Bandbreite 2 - € um die Grenz-
fliche wirkt [18]. Hierfiir wird der Quellterm mit einer geglitteten Delta-Funktion

multipliziert
1 (1 + cos <@>) , falls |¢] <€
5(9) = { 2¢ ‘ , (1.4)

0 , andernfalls

0(¢) k() n(¢). (4.3)

Ekap =

wobei die Gléattungsbreite € von der Grofenordnung der Gitterweite ist. Nach Test-
rechnungen wurde € = 2.0 - h festgelegt. Ahnliche Glittungsbreiten sind in [147, 151]
vorgeschlagen worden. Der Einheitsnormalenvektor auf der Phasengrenze

Vo

n(¢) = ol

(4.5)

wird mit zentralen Differenzen zweiter Ordnung diskretisiert. Fiir die Berechnung der
Ableitungen in Gleichung (4.5) wurden zwei mogliche Diskretisierungen untersucht.
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Einerseits konnen die Ableitungen im Zellzentrum mit zentralen Differenzen und einem
Abstand der Stiitzstellen von 2h berechnet werden. In diesem Fall ist keine Interpola-
tion des Einheitsnormalenvektors fiir die Auswertung von Gleichung (4.3) im Zellzen-
trum notwendig. Anschliefend werden die Komponenten der Oberflichenspannungs-
kraft in x-, y- und z-Richtung mittels Lagrangescher Interpolation dritter Ordnung
an den Mittelpunkten der jeweiligen Zellseitenflachen interpoliert. Andererseits erhélt
man bei Verwendung von zentralen Differenzen mit einem Stiitzstellenabstand von h
die Komponenten des Normalenvektors direkt an den Zellseitenflichen. Da jedoch die
Ableitungen in verschiedene Raumrichtungen an verschiedenen Positionen des Gitters
vorhanden sind, werden zusétzliche Interpolationen fiir die Normalisierung der Kom-
ponenten mit |V¢| notwendig. Somit ist der Rechenaufwand dieser letzteren Variante
hoher. Die Oberflichenkriimmung im Zellzentrum

W)=V n=V. (lg—j;) (46)

kann entweder durch Berechnen der Divergenz des Einheitsnormalenvektors ermittelt
werden,
’%(¢) =Ngg +Nyy + N2z (47>

oder es wird die Kettenregel in Gleichung (4.6) angewandt und die folgende Gleichung
fiir die Kriimmung diskretisiert

r(9) =

—2 (gbngygb:cy + ¢m¢z¢mz + ¢y¢z¢yz)
3/2 :
(62 + % + ¢2)
Ahnlich wie bei der Diskretisierung der Reibungsterme wird mit Gleichung (4.8) die

wiederholte Anwendung des diskreten Operators fiir erste Ableitungen vermieden, was
sich positiv auf die Stabilitdt und Genauigkeit der Simulationen auswirken kann.

(4.8)

Es wurden drei Diskretisierungen von Gleichung (4.3) hinsichtlich ihres Einflusses
auf die Massenerhaltung in Simulationen von Zweiphasenstrémungen untersucht:

e KAPILLAR-A: Der Einheitsnormalenvektor wird im Zellzentrum berechnet und
die Oberflachenkriimmung nach Gleichung (4.8) ermittelt.

e KAPILLAR-B: Es wird das ’marker-and-cell’-Diskretisierungsschema (MAC)
nach Brackbill et al. [18] verwendet. Die Komponenten des Einheitsnormalen-
vektors werden auf den Zellseitenflichen berechnet und die Kriimmung wird aus
der Divergenz des Einheitsnormalenvektors ermittelt, Gleichung (4.7).

o KAPILLAR-C: Der Einheitsnormalenvektor wird im Zellzentrum berechnet und

die Kriimmung wird aus der Divergenz des Einheitsnormalenvektors berechnet,
Gleichung (4.7).
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Ergebnisse der numerischen Testrechnungen werden in Abschnitt 5.1.2 présentiert.
Fiir die Berechnung der geglitteten Delta-Funktion, Gleichung (4.4), und der lokalen
Dichte, Gleichung (3.26), auf den Zellseitenflichen wurden in allen drei Versionen
die Level-Set-Werte an diesen Positionen mittels Lagrangescher Interpolation dritter
Ordnung bestimmt.

4.1.2 Fringe-Technik

Fiir die Untersuchung des Verhaltens von Gasblasen in Fliissigkeiten und von Stro-
mungsstrukturen in deren Nachldufen werden in Experimenten vorwiegend einzelne
Blasen betrachtet, die in einer ruhenden Fliissigkeit aufsteigen [19, 38|. Die in der
fliilssigen Phase induzierten Geschwindigkeiten werden nur langsam durch Reibungs-
effekte geddmpft. So konnten Ellingsen und Risso [38| in ihren Untersuchungen von
Luftblasen in Wasser in einer Entfernung von 50 Blasendurchmessern unterhalb der
Blase noch vertikale Geschwindigkeiten von etwa 10% der Aufstiegsgeschwindigkeit Uy
feststellen. In numerischen Simulationen ist die vertikale Ausdehnung des Rechenge-
bietes begrenzt. Die in dieser Arbeit verwendeten Rechengebiete weisen Hohen in
einem Bereich von L, = 8..12 dp auf und es wurden periodische Randbedingungen in
alle Raumrichtungen verwendet. Fiir diese Konfiguration wiirde die Blase allerdings in
ihren eigenen Nachlauf hineinlaufen. In Simulationen von Luftblasen in Wasser kon-
nen diese Storungen in der Blasenanstromung zu génzlich anderen Blasenformen und
einem vollig verdnderten Aufstiegsverhalten fiihren. Vergleiche der Simulationsergeb-
nisse mit experimentellen Daten waren somit kaum noch méglich.

Dabher fiithren wir eine sogenannte ’Fringe-Zone’ der Breite b in einem vertikalen Ab-
stand s iiber einem Bezugspunkt innerhalb der Blase ein, siche Abbildung 4.2(a). In
diesem Bereich werden die Geschwindigkeiten u(z) mittels einer zusétzlichen Volumen-
kraft G so modifiziert, daf sich in dieser Zone ein gewiinschtes Stromungsfeld U(z)
cinstellt. Bereits Spalart [144] verwendete die Fringe-Technik erfolgreich um nicht-
periodische Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen auf einem periodischen Rechen-
gebiet zu berechnen. Die Methode wurde in [11] und [76] fir die Simulation von
transitionellen und turbulenten Stromungen angewandt. Eine detaillierte Analyse der
Fringe-Technik sowie Anwendungsrechnungen fiir sich raumlich entwickelnde Blasius-
Grenzschichten sind in [103] zu finden.

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden um einen Quellterm G erweitert,
1
U +u- VE = _;vp + Evisk + Egravi + Ekap + Q’

welcher sich aus dem aktuellen Stromungsfeld u(z), dem angestrebten Stromungs-
feld U(x) und der Fringe-Funktion A(z) berechnet

G(z) = Mz) - [U(z) — u(z)]. (4.9)
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(a) Position der Fringe-Zone. (b) Verlauf des Verstarkungsfaktors A(y).

Abbildung 4.2: Fringe-Zone zur Dampfung von Nachlaufstrukturen in periodischen
Rechengebieten.

Da wir Blasenaufstiege in ruhender Fliissigkeit betrachten, wird U(z) = 0 gesetzt. In
den hier durchgefiihrten Simulationen ist die Fringe-Funktion nur von der vertikalen
Koordinate abhéngig, A = A(y). Wahrend diese Funktion auferhalb der Fringe-Zone
gleich null ist, wird sie innerhalb dieses Bereichs durch eine geglattete Stufenfunktion
S mit dem Maximalwert A,,., beschrieben

)\(y) _ )\max |:S (y - ystart) o S (y — Yende + 1):| : mit (410)

bsta’rt bende

0 , falls yy <0
S(yp) =< 1/ [1 +exp(; 1y + i)} falls 0 <y < 1. (4.11)
1 , falls yp > 1

Gleichung (4.10) entspricht der von Schlatter et al. [131]| verwendeten Fringe-Funktion

und lieferte gute Ergebnisse in den Testrechnungen. Abbildung 4.2(b) zeigt den Ver-
lauf der Fringe-Funktion mit A,,,, = 15. Um die Startkoordinate der Fringe-Zone
Ystare 20 ermitteln, wird zunéchst der Bezugspunkt innerhalb der Blase (xp, yg, 25)
bestimmt. Dieser wird als die Position des kleinsten Level-Set-Wertes definiert, welche
man in einem FORTRAN-Quellcode recht schnell mittels einer 'MINLOC’-Operation
auf dem Level-Set-Feld erhélt. Fiir Blasen mit rotationssymmetrischer Gestalt ist die-
ser Bezugspunkt zugleich der Massenschwerpunkt (.g, yeg, 2¢g). Die Startkoordinate
der Fringe-Zone ergibt sich dann aus

Ystart = Modulo(yp + s, L),
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Abbildung 4.3: Dampfung der Vertikalkomponente der Geschwindigkeit durch eine
Fringe-Zone.

wobei die Modulo-Operation die Periodizitiat des Rechengebietes beriicksichtigt. Die
Endkoordinate y,.,q4. berechnet sich aus

Yende = MOdulO(ystart + b7 Ly)

In den Simulationen sind einige Gesichtspunkte bei der Parameterwahl im Fringe-
Algorithmus zu beriicksichtigen. Die Zonenbreite b sollte moglichst klein gewéhlt
werden um grofte Teile des Rechengebietes fiir eine Auswertung der Strémungsdaten
verwenden zu kénnen. Dennoch miissen die Nachlaufstrukturen innerhalb der Fringe-
Zone ausreichend gedédmpft werden. Falls die Dampfungszone zu nah vor der Blase
positioniert wird, der Abstand s wurde zu klein gewéhlt, so kann dies die Verdrin-
gungswirkung der Blase auf das iiber ihr befindliche Fluid behindern und eine redu-
zierte Blasenaufstiegsgeschwindigkeit Ur ist die Folge.

Fir die Simulation einer in Wasser aufsteigenden rotationssymmetrischen Luft-
blase mit dg = 1,0 sind in Abbildung 4.3 die momentanen Vertikalgeschwindigkeiten
V(y) als Funktion der y-Koordinate dargestellt. Das Rechengebiet hat die Grofe
L, xL,x L, =5-dg x12-dg x 5-dp. Der Blasenschwerpunkt befindet sich zum
betrachteten Zeitpunkt bei y., ~ 7,0 und die Fringe-Zone beginnt in einem Abstand
s = 3,0 vor der Blase bei y ~ 10,0. Innerhalb der Zonenbreite b = 0,25 werden die
Vertikalgeschwindigkeiten auf Werte kleiner als 1% der Blasenaufstiegsgeschwindig-
keit Ur geddmpft. Auf Grund der langsamen und stetigen Zunahme der vertikalen
Geschwindigkeit im Bereich oberhalb der Blase kann von einem unbehinderten Bla-
senaufstieg ausgegangen werden. In zahlreichen Testrechnungen war bereits bei einem
Abstand der Fringe-Zone zum Blasenschwerpunkt von s = 2,5 - dg keine Verminderung
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der Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase mehr feststellbar. Zudem wurden in experimen-
tellen Untersuchungen von Ellingsen und Risso [38| keine nennenswerten Vertikalge-
schwindigkeiten in dieser Distanz vor der Blase gemessen.

4.1.3 Zeitintegration

Fiir die explizite Zeitintegration der Gleichung (3.14) wird ein Runge-Kutta-Verfahren
dritter Ordnung [140, 141, 163] verwendet. Dieses Verfahren stellt eine konvexe Kom-
bination von Euler-Zeitschritten dar. In expliziten Verfahren ist die Zeitschrittweite
beschréankt um die numerische Stabilitdat zu gewéhrleisten. Die konvektiven Terme er-
lauben eine maximale Zeitschrittweite, entsprechend dem Courant-Friedrichs-Lewy-
Kriterium, von

h

Atk(mv = -
max|u|

Weiterhin wird der Zeitschritt durch Auftriebskréfte beschrankt [150]

2h
Atgravi = 5
max|u| + , [ (max|u|)? + Ah
- - Frfef

und auf Grund der viskosen Terme [150]

. ([ Pv Pd 3 2
Aty =min (| —, — | - — - Re,er-h” .
’ (Mb #d) 14 !

Die explizite Behandlung von Oberflichenspannungskréften ist stabil, wenn mit dem
gewahlten Zeitschritt die Ausbreitung von Kapillarwellen auf dem Gitter abgebildet

werden kann [18]. Es gilt
Cltap ’ AtZap 1

h* 27
wobei die Zahl 1/2 auf der rechten Seite der Gleichung das Eintreten von zwei Ka-

pillarwellen in eine Zelle an gegeniiberliegenden Zellseitenflachen beriicksichtigt. Die
maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Kapillarwelle ist

o* - k*

C*a — - ma:kx
kap Pyt Py
mit der groktmoglichen Wellenzahl
2m m
k* = = —
max \* h*

min
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und der kleinsten auf dem Netz darstellbaren Wellenldnge A\’ .= = 2h*. Somit ergibt

min

sich fiir die maximale Zeitschrittweite auf Grund von Kapillarkraften

*)\3 . (pF *
At;;ap _ \/(h ) (Pb +Pd)

4.0%-1

Y

und nach Entdimensionalisierung

h3-Weper - (pp +
Atray :\/ LT(pb pa) _

Die Fringe-Technik fithrt einen Dampfungsterm G in die Navier-Stokes-Gleichung ein.
Fiir ein Runge-Kutta-Schema dritter Ordnung ergibt die Analyse der linearen zeit-
lichen Stabilitdtscharakteristiken einen maximal moglichen Zeitschritt von

251
Atfrz‘nge =3

/\maac

Y

siehe hierzu auch [131]. In jedem Zeitschritt wird die Zeitschrittweite aus
At = CFL- min(Atkom}v Atgrcwi; Atm’ska Atk:ap; Atfringe) )

ermittelt, wobei in allen Simulationen CFL = 0,5 verwendet wurde.

4.1.4 Projektionsschritt

Nach Berechnung der rechten Seite von Gleichung (3.14) und Integration in der Zeit
ergibt sich eine Zwischenlosung fiir das Geschwindigkeitsfeld @. Durch Losung der
Poisson-Gleichung fiir den Druck (3.17) und Ausfithren eines Korrekturschrittes, Glei-
chung (3.18), erhélt man das diskret divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld zum néchsten
Zeitpunkt u"*!. Fiir eine Stromung mit rdumlich variabler Dichte und unter Verwen-
dung eines versetzten, kartesischen Rechengitters stellt sich die Poisson-Gleichung fiir

den Druck wie folgt dar:
0 1 op
+ | = +
i+§,j,k> dy (P(¢i,j+;,k> dy i,j+;,k>

Lo o ~oa| o] ow
0z p(gbz‘,j,k-i-%) 0z ivjkAd Oz

e By 92

Die Diskretisierung von Gleichung (4.12) fiihrt auf ein System von N, - N, - N, quasi-
linearen Gleichungen. Diese Gleichungen bilden ein block-tridiagonales System der
Form Ap = b. Der Losungsvektor p stellt die Gitterfunktion des Druckes dar und
die rechte Seite b ist die diskrete Divergenz der Zwischenlosung des Geschwindigkeits-
feldes @. Durch die Formulierung der Auftriebskréfte, Gleichung (3.13), ist das Druck-
feld periodisch in alle drei Raumrichtungen und somit ist die Koeffizientenmatrix A
symmetrisch beziiglich ihrer Hauptdiagonalen.

ot %
O p(¢z‘+%,j,k> O

(4.12)

ihj’k Z‘ij7k
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Zunéchst wurde eine direkte Losung des Gleichungssystems im spektralen Raum
angestrebt. Colella und Pao [30] nutzten eine Helmholtz-Zerlegung fiir Stromungen
variabler Dichte, was auf eine Poisson-Gleichung fiir einen Skalar W fiihrt

AV =V -4 , mit A\P:V-(EVp>.
p

Leider hat dieser Ansatz barotrope Fluide als Voraussetzung und ist somit fiir die
hier betrachteten Stromungen nicht giiltig. Fiir Zweiphasenstromungen sind Dichte-
und Druckunterschiede im Allgemeinen nicht gekoppelt und eine Anwendung dieses
Ansatzes wiirde baroklinisches Moment an der Phasengrenze unberiicksichtigt lassen.

Fiir die iterative Losung grofer linearer Gleichungssysteme, welche aus der Dis-
kretisierung elliptischer Gleichungen resultieren, existiert eine Vielzahl verschiedener
Verfahren [9]. Stationdre Methoden, wie beispielsweise Jacobi- oder Gauss-Seidel-
Verfahren, konvergieren vergleichsweise langsam und eignen sich daher nicht fiir die
Losung grofser Gleichungssysteme. Das Konvergenzverhalten dieser Verfahren kann
durch Uberrelaxation verbessert werden. Die erreichbare Konvergenzbeschleunigung
ist jedoch stark vom jeweiligen Fall, also von den Eigenschaften der Matrix A, abhéan-

g1g.

Mehrgitterverfahren [162] gehoren derzeit zu den effizientesten iterativen Verfahren
und wurden von Unverdi und Tryggvason [157] fiir Simulationen von inkompressiblen
Zweiphasenstromungen verwendet. Versuche von Sussman et al. [147] ein Mehrgit-
terverfahren fiir Zweiphasenstromungen mit grofen Dichtegradienten, beispielsweise
v/ pa = 816, einzusetzen, ergaben ein schlechteres Konvergenzverhalten im Vergleich
zur Methode der konjugierten Gradienten (CG). Um ein vorgegebenes Konvergenz-
kriterium zu erfiillen, benétigte das CG-Verfahren Iterationszahlen, welche um eine
Grofenordnung kleiner waren als die des Mehrgitterverfahrens. Zudem divergierte das
Mehrgitterverfahren fiir bestimmte Konfigurationen, was einen Abbruch der Simula-
tion zur Folge hat.

In [40, 127, 147, 151] wurden vorkonditionierte Konjugierte-Gradienten-Verfahren
eingesetzt, ohne dass derartige Konvergenzprobleme auftraten. Auf Grund dieser Er-
gebnisse verwenden wir die Konjugierte-Gradienten-Methode |9, 138] fiir die Losung
der Poisson-Gleichung. Gleichung (4.12) wurde mit zentralen Differenzen sowohl zwei-
ter als auch vierter Ordnung diskretisiert. In Abschnitt 5.1.3 wird der Einfluss der Ge-
nauigkeitsordnung des Projektionsschrittes auf die Massenerhaltung in Simulationen
von Zweiphasenstromungen untersucht. Weiterhin wird das Konvergenzverhalten des
CG-Verfahrens bei Verwendung verschiedener Vorkonditionierer analysiert.
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4.2 Diskretisierung der Level-Set-Methode

Die Level-Set-Funktion ¢(z,t) wird durch das Stromungsfeld w(z,t) nach Glei-
chung (3.19)
ot +u-Vo=0

transportiert. Die rdumlichen Ableitungen in dieser Advektionsgleichung werden mit
einem WENO-Schema [66, 67| berechnet, welches eine Genauigkeit fiinfter Ordnung
in glatten Bereichen der Losung aufweist. Da die Level-Set-Werte im Zellzentrum de-
finiert sind, werden die Geschwindigkeitskomponenten durch eine Lagrangesche Inter-
polation dritter Ordnung an dieser Position ermittelt.

Nach jedem Zeitschritt wird eine Reinitialisierung der Level-Set-Funktion nach Glei-

chung (3.22)
¢- +sign(¢) - ([Ve| —1) =0

zur Erhaltung der Distanzeigenschaft |V¢| = 1 durchgefiihrt [109, 135]. Wie bereits
in Kapitel 3.2.1 angesprochen, ist fiir die Reinitialisierung der Level-Set-Werte in-
nerhalb eines Bandes um die Grenzfliche die Losung von Gleichung (3.22) fiir nur
wenige Zeitschritte ausreichend. Wir reinitialisieren einen Bereich von 4 Gitterzellen
beiderseits der Phasengrenze. Mit Verwendung einer CFL-Zahl von 0,5 integrieren wir
daher Gleichung (3.22) fiir nur 8 Zeitschritte. In zahlreichen Testrechnungen hat sich
gezeigt, dak der in Level-Set-Methoden auftretende Massenfehler zum Grofsteil durch
den Reinitialisierungsprozess verursacht wird. Obwohl Gleichung (3.22) formal den
Null-Level-Set, also die Position der Phasengrenze, nicht verdndert, ist dies fiir die
diskretisierte Gleichung nicht mehr sichergestellt. Fiir die Reduzierung dieser numeri-
schen Fehler wurden in der Literatur mehrere Methoden vorgestellt, von denen einige
hier ndher untersucht werden.

Der mit REINIT-WENO bezeichnete Reinitialisierungsalgorithmus verwendet Dis-
kretisierungsschemata hoher Ordnung um Massenfehler zu reduzieren. Die rdumlichen
Ableitungen in Gleichung (3.22) werden mit einem WENO-Schema [41] approximiert
und die geglattete Vorzeichenfunktion ist mit

sign(¢) = ——2 (4.13)
N
definiert [151]|. Fiir die Integration in der Zeit wird ein dreistufiges Runge-Kutta-
Verfahren verwendet. Diese Implementierung reprasentiert ein reines Level-Set-
Verfahren ohne einen Korrekturmechanismus fiir die Level-Set-Funktion basierend auf
den Marker-Partikel-Positionen.

Mit dem Algorithmus REINIT-SUSSMAN wurde ein von Sussman und Fatemi [148§]
vorgeschlagenes Verfahren zur Verminderung der Massenverluste implementiert: Wah-
rend der Reinitialisierung wird als Zusatzbedingung gefordert, daf sich der integrale
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Wert einer geglitteten Heaviside-Funktion H(¢) iiber eine die Grenzflache enthaltende
Gitterzelle €2, nicht dndern darf

0, /Q C H(¢) = 0. (4.14)

Diese Zusatzbedingung schriankt Bewegungen der Phasengrenze ein und verbessert so-
mit die Massenerhaltung.
Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick zu dieser Methode entsprechend den Ausfiih-
rungen in [148| gegeben. Die urspriingliche Reinitialisierungsgleichung
¢r = L(¢o,0) = sign(¢o)(1 — [V¢|) (4.15)
mit (2,7 = 0) = do()

wird mittels eines zusétzlichen Terms modifiziert

¢r = L(d0,0) + A+ f(0). (4.16)

Der Faktor A ist nur eine Funktion der Zeit 7 und wird anhand der geforderten Be-
dingung, Gleichung (4.14), bestimmt. Zunéchst soll gelten

o | H@) = | Hy(0) 6, = | Hul0) (L(bo.d)+A-F(#))=0.  (417)

Qe Qe Qe

Glg. (4.16)

Somit berechnet sich A aus

= Jo,(He(9) L(0.9))

A= , 418
Jo (Ho(6) 7(0) 9
wobei die Funktion f(¢) mit
f(9) := Hy(9) [V (4.19)
gewéhlt wurde. In [148] wurde die Heaviside-Funktion mit
1 , falls ¢ > h
H(g)=1 0  falls ¢ < —h (4.20)

2(1+ 2 + Lsin(rg/h)) , andernfalls
und die Vorzeichenfunktion mit
sign(0) = 2(H(¢) — 1/2) (4.21)

definiert. Falls Gleichung (4.15) exakt gelost wiirde, so ist der Term L(¢g,¢) in Glei-
chung (4.18) gleich null und somit auch der Faktor A im Korrekturterm der Glei-
chung (4.16). Fiir die diskretisierte Gleichung (4.15) ist dies allerdings nicht gege-
ben und selbst falls an der Phasengrenze |V¢| = 1 gilt, ist der Term L(¢g,¢) auf
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Grund numerischer Fehler nicht notwendigerweise gleich null und erfordert somit eine
Korrektur. Desweiteren erfolgen die Korrekturen nur in Zellen, welche die Phasen-
grenze enthalten. Abseits der Phasengrenze sollen die Level-Set-Werte aktualisiert
werden und ein aktiver Korrekturmechanismus wiirde in diesen Bereichen dem Re-
initialisierungsprozess entgegenwirken. Diese Eigenschaft wird durch die Definition
der Funktion f(¢), Gleichung (4.19), sichergestellt. Die Ableitung der Heaviside-
Funktion H,(¢) entspricht einer Delta-Funktion an der Phasengrenze und ist ab-
seits dieser Grenzflache null. Somit ist auch f(¢) fiir diesen Fall gleich null. Entspre-
chend [148] wurden die réumlichen Ableitungen durch ein ENO-Verfahren dritter Ord-
nung approximiert und die Zeitintegration erfolgte mit einem Runge-Kutta-Schema
dritter Ordnung.

In der hybriden Partikel-Level-Set-Methode werden die Marker-Partikel fiir Korrek-
turen von Massenfehlern in der Level-Set-Funktion genutzt. Der Algorithmus HPLS-1
reprisentiert die urspriingliche Form dieser Methode [39], in welcher eine Korrek-
tur der Level-Set-Funktion nach deren Advektion durch das Geschwindigkeitsfeld,
Gleichung (3.19), und erneut nach deren Reinitialisierung mit dem Schema REINIT-
WENO, Gleichung (3.22), durchgefithrt wird. Durch die Reinitialisierung kann es
zu unphysikalischen Verschiebungen des Null-Level-Sets kommen, wéihrend sich die
Positionen der Partikel jedoch nicht verindern. Somit konnen diese Fehler in der
Level-Set-Funktion mit Hilfe der Marker-Partikel detektiert und korrigiert werden.
Der Korrekturprozess selbst wird in Abschnitt 4.3.2 ausfiihrlich beschrieben.

Der Algorithmus HPLS-2 stellt eine modifizierte Version von HPLS-1 dar, in wel-
cher der Korrekturschritt nur einmal je Zeitschritt nach der Reinitialisierung durchge-
fiihrt wird. Eine Korrektur der Level-Set-Funktion nach deren Advektion unterbleibt.
Die vier beschriebenen Reinitialisierungsvarianten werden in Abschnitt 5.2.2 in Simu-
lationen von Zweiphasenstromungen hinsichtlich ihrer Massenerhaltungseigenschaften
untersucht und miteinander verglichen.

4.3 Partikel-Algorithmus

4.3.1 Initialisierung und Transport der Marker-Partikel

Fiir die Beschreibung von bewegten Grenzflichen mittels masseloser Marker-Partikel
platzieren wir Partikel in einem Band von 3 Gitterzellen jeweils beiderseits der Phasen-
grenze. Die Initialisierung der Marker wird wie in [39] beschrieben durchgefiihrt: In
jede Zelle innerhalb des Bandes mit der Gesamtbreite 6h wird zunéchst eine festge-
legte Anzahl np an positiven und auch negativen Partikeln eingebracht, siche Abbil-
dung 4.4(a). Ergebnisse einer Parameterstudie zur Partikelzahl je Gitterzelle np sind
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-
(a) Verteilung nach dem Séen. (b) Verteilung nach dem Entmischen.

Abbildung 4.4: Initialisierung der Marker-Partikel.

in Kapitel 5.2.3 zu finden. Die Ortskoordinaten der Partikel x, werden zuféllig gene-
riert, allerdings mit der Einschriankung, dass sich die Partikel innerhalb der betrach-
teten Zelle befinden miissen. In einem zweiten Schritt erfolgt die 'Entmischung’ der
Partikelverteilung. Positive Partikel werden entlang des Normalenvektors der Ober-
fliche n(¢) in Gebiete positiver Level-Set-Werte, also der umgebenden Phase, ver-
schoben und negative Partikel werden entsprechend in die disperse Phase verschoben.
Nach dieser Entmischung befinden sich alle Partikel in einem Abstand von 0,1..3,0 h
zur Grenzflache, wobei die individuellen Absténde erneut durch das Zufallsprinzip er-
mittelt werden, siche Abbildung 4.4(b). Die erzeugte Partikelverteilung ist sowohl in
normaler als auch in den beiden tangentialen Richtungen beziiglich der Grenzfliche
zufillig. Der initialisierte Mindestabstand von 0,1A entspricht dem kleinsten moglichen
Partikelradius 7,,,;, und ist O(h). Mit einem Partikeltransport mit einer Genauigkeit
zweiter Ordnung konnen somit Fehler erster Ordnung in der Grenzflachenbeschreibung
durch die Level-Set-Funktion erkannt und behoben werden. Fiir eine héhere Korrektur-
genauigkeit, welche durch den kleinstmoglichen Partikelradius eingestellt wird, muss
auch die Partikelmethode mit Schemata hoherer Genauigkeitsordnung implementiert
werden.

Entsprechend Gleichung (3.30) werden die Partikel mit den Stromungsgeschwindig-

keiten transportiert
dzp

dt
Die Geschwindigkeiten an den Partikelpositionen werden durch trilineare Interpola-
tionen ermittelt und die Zeitintegration erfolgt mittels eines dreistufigen Runge-Kutta-
Schemas. Nach jedem Zeitschritt werden die Partikelradien nach Gleichung (3.29) an-
gepasst, wobei in den Simulationen die Grenzwerte fiir den Radius mit r,,,;, = 0,1h und
Tmaz = 0,0h gewahlt wurden. Falls nach einem Zeitschritt die Grenzflichenbeschrei-
bungen durch die Level-Set-Funktion und die Marker-Partikel nicht {ibereinstimmen,

= u(zp).
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werden letztere fiir eine Korrektur der Level-Set-Funktion verwendet. Der folgende
Abschnitt enthélt eine detaillierte Beschreibung des Korrekturmechanismus.

4.3.2 Level-Set-Korrektur mittels Marker-Partikel

Die Korrektur der Level-Set-Funktion mit Hilfe der Partikel erfolgt in zwei Schritten:

1. Identifizierung aller ’entkommenen’ Partikel,

2. Berechnung korrigierter Level-Set-Werte mit Hilfe der entkommenen Partikel.

Nach der Aktualisierung aller Partikelradien rp, Gleichung (3.29)

T maz , falls signp - ¢(zp) > Tmas
Tp =4 signp-o(zp) |, falls ry, <signp-o(zp) < Tma,
Trmin , falls signp - ¢(zp) < Tmin

wird der Wert der Level-Set-Funktion an allen Partikelpositionen zp trilinear inter-
poliert. Dieser lokale Level-Set-Wert entspricht der Entfernung des Partikels von der
Phasengrenze. Falls sich ein Partikel eine Strecke, die grofer als sein Radius ist, iiber
die Phasengrenze ¢(z,t) = 0 hinweg bewegt hat, so wird es als aus seinem urspriingli-
chen Gebiet ’entkommen’ eingestuft und zeigt einen Fehler in der Level-Set-Funktion
an.

Mit Hilfe der Menge der positiven entkommenen Partikel E*, und der Menge
der negativen entkommenen Partikel £~ werden in jedem Zellzentrum nahe der
Phasengrenze korrigierte Level-Set-Werte berechnet. Hierfiir wird eine lokale Level-
Set-Funktion ¢p fiir jedes entkommene Partikel definiert

¢p(z) = signp (rp — [z — zp|) . (4.22)

Ausgehend von den jeweiligen Partikelkoordinaten z p ist diese Funktion gleich null auf
der Oberflache einer Kugel mit dem Radius rp um das Partikel. Innerhalb dieser Kugel
weist die Funktion das Vorzeichen des Partikels und aufserhalb das entgegengesetzte
Vorzeichen auf. Im Zentrum z einer betrachteten Gitterzelle wird Gleichung (4.22) fir
jedes entkommene Partikel ausgewertet. Ein moglicher korrigierter Level-Set-Wert an
der Stelle x wird von allen positiven entkommenen Partikel durch

¢+ = maX(¢P7 ¢) (423)

peEET
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Entkommenes negatives Partikel 0 ¢=0 0
zp =3,0; ¢p =0,6; rp = 0,25 | ¢ < ¢ >
|
2 |
|
THEY SR N e f o | @
|
|
Negatlives artikel
=0 Gitt kt
¢ x :13e5r.p1(;)nlt - 1.1 zp = 3,0; ¢p = —0,25 Gitterpunkt
e ’ rp =0,25 z =3,5; dnew = 0,25
(a) Entkommenes negatives Partikel. (b) Korrigierte Level-Set-Funktion.

Abbildung 4.5: Schematische Skizze zum Korrekturschritt.

und von allen negativen entkommenen Partikel durch

¢~ = min (¢, ¢) (4.24)

peE—

ermittelt. Schlieklich wird der korrigierte Level-Set-Wert durch

s o el o
b i 6] > o)

bestimmt. Entkommene positive Partikel befinden sich im Bereich ¢ < 0 und werden
genutzt um diese negativen Level-Set-Werte zu korrigieren. Desgleichen werden ent-
kommene negative Partikel durch eine Verdnderung vormals positiver Level-Set-Werte
die Phasengrenze weiter in das Gebiet ¢ > 0 verschieben. Dabei bewirkt der Korrek-
turalgorithmus, Gleichungen (4.23), (4.24) und (4.25), dass stets das néchstliegendste
Partikel fiir die Korrektur des zellzentrierten Level-Set-Wertes herangezogen wird.

Anhand eines einfachen Beispiels soll der Ablauf des Korrekturschritts nochmals
verdeutlicht werden. In Abbildung 4.5(a) ist ein negatives Partikel dargestellt, welches
nach dem letzten Zeitschritt im Gebiet positiver Level-Set-Werte erscheint. Die Inter-
polation des Level-Set-Wertes an der Position des Partikels xp = 3,0 ergebe ¢ = 0,6.
Da der Partikelradius mit 0,25 kleiner ist als der interpolierte Level-Set-Wert, bzw. der
Abstand des Partikels zur Phasengrenze, wird das Partikel als entkommen angesehen
und fiir die Korrektur der Level-Set-Funktion am nahe gelegenen Gitterpunkt verwen-
det. Dieser Gitterpunkt hat die Koordinate x = 3,5 und die Level-Set-Funktion weist
einen Wert von ¢ = 1,1 an dieser Stelle auf. Werden die Daten in Gleichung (4.22)
eingesetzt, erhélt man als neuen, korrigierten Level-Set-Wert an diesem Gitterpunkt

¢p=—1-(0,25— 13,0 — 3,5) = 0,25.
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In Abbildung 4.5(b) ist die Position der Phasengrenze nach der Korrektur des Level-
Set-Wertes dargestellt. Das negative Partikel befindet sich wieder innerhalb der dis-
persen Phase (¢ < 0) und die Phasengrenze beschreibt eine Tangente an die Kugel
mit dem Radius rp um das Partikel, vergleiche auch Abbildung 3.2.

4.3.3 Reseeding der Partikel

Auf Grund des Transports der Partikel mit dem Stromungsfeld u(z) kann sich wihrend
der Simulation die Partikeldichte entlang der Phasengrenze dndern. Um eine gleich-
mafhige Auflésung der Phasengrenze zu gewihrleisten, wird ein periodisches 'Resee-
ding’, also eine periodische Aktualisierung der Partikelverteilung durchgefiihrt. Tests
mit einem einfachen Ansatz, welcher das gesamte Partikelfeld 16scht und anschliefsend
einen Partikel-Initialisierungsschritt (wie in Abschnitt 4.3) ausfiihrt, haben sich als
unvorteilhaft erwiesen. Durch Loschen aller Partikel werden Informationen beziiglich
der Grenzflichenposition durch Partikel, welche sich sehr nahe an der Phasengrenzfla-
che befinden, verworfen. Diese Partikel mit einem Abstand zur Grenzfliache |¢(zp)],
der kleiner als ihr aktueller Radius 7, = 7, ist, konnten im nachsten Zeitschritt fiir
eine lokale Korrektur der Level-Set-Funktion wichtig sein. Der Initialisierungsschritt
positioniert Partikel jedoch in einem Mindestabstand r,,;, zur Phasengrenze. In den
Zeitschritten direkt nach einer solchen einfachen Reseeding-Prozedur ist der Korrek-
turalgorithmus daher nicht in der Lage, Fehler in der Level-Set-Funktion von der
Grofsenordnung 2 - r,,,;,, zu korrigieren und die Massenerhaltung in den Simulationen
wird sich verschlechtern.

Aus diesem Grund wird ein adaptives Reseeding verwendet, siehe hierzu auch [39].
Um eine gleichméfige Partikelverteilung sicherzustellen, miissen folgende Aufgaben
durch den Reseeding-Prozess gelost werden:

1. Loschen aller Partikel, welche sich zu weit von der Phasengrenze entfernt haben
um noch an deren Korrektur mitwirken zu konnen.

2. In tberfiillten Gitterzellen nahe der Grenzfliche, welche mehr Partikel enthalten
als die zu Simulationsbeginn festgelegte Partikelzahl pro Gitterzelle np, werden
Partikel selektiv geloscht.

3. In Gitterzellen nahe der Grenzfliche mit zu geringer Partikelzahl sind neue Par-

tikel hinzuzufiigen.

Der gewiinschte Aufenthaltsraum fiir Marker-Partikel ist ein Band der Breite 6 - h um
die Grenzflache. Alle positiven Partikel mit ¢(zp) > 3 - h befinden sich aufserhalb die-
ses Bereichs und werden zur Verbesserung der Recheneffizienz geloscht. Mit negativen
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Partikeln, welche sich ebenfalls zu weit von der Phasengrenze entfernt haben, wird glei-
chermafsen verfahren. Die verbliebenen Partikel werden anhand ihrer Ortskoordinaten
zp Gitterzellen zugeordnet. Desweiteren wird eine Liste der Lange np angelegt, welche
mit den Indizes der Partikel und den interpolierten Level-Set-Werten ¢(zp) an deren
Positionen gefiillt wird. Falls mehr als np Partikel in einer Gitterzelle gefunden werden,
so sind die Marker mit dem grofiten Abstand zur Phasengrenzflache zu 16schen. Diese
Distanz ist durch den interpolierten Level-Set-Wert gegeben. Eine Sortierung der Liste
nach absteigenden Level-Set-Werten bewirkt, dass das Partikel mit dem groften Ab-
stand an oberster Stelle der Liste steht. Dessen Abstand zur Grenzfliche wird mit dem
eines Partikels verglichen, welches sich noch nicht in der Liste befindet und das am
weitesten entfernte Partikel wird geloscht. Falls dieser Vorgang zur Aufnahme eines
neuen Partikels in die Liste fiihrt, so ist diese erneut zu sortieren. Dieser Prozess wird
wiederholt bis nur noch np Partikel in der betrachteten Zelle vorhanden sind. Fiir die
Sortierung wird die Methode ’straigth insertion’ verwendet, siche [113]:

doj=2N
a = list(j)
i=j—1

do while ( list(i) <a AND i>0)
list(i + 1) = list(i)
1=1—1
end do
list(i+1)=a
end do

Fiir eine Liste der Lénge np erfordert dieses Verfahren einen Rechenaufwand von (np)?
und ist somit fiir np < 100 eine geeignete Methode. Durch selektives Entfernen der
Partikel mit dem gréfiten Abstand zur Phasengrenze wird deren genauere Beschrei-
bung durch Partikel mit kleineren Radien bevorzugt. Kleinere Partikel ermdoglichen
eine genauere Korrektur der Level-Set-Funktion in den folgenden Zeitschritten. Falls
eine Gitterzelle zu wenige Marker-Partikel enthélt, werden zuséitzliche Partikel in die-
ser Zelle platziert. Die Koordinaten der neuen Partikel zp,,., werden mittels Zufalls-
zahlen innerhalb der Zelle bestimmt, wobei neue Partikel einen Mindestabstand von
Tmin zur Phasengrenzfldche einzuhalten haben

’Qs(&P,neu)l > T'min- (426)

Neue positive Partikel werden natiirlich prinzipiell nur in Gebieten positiver Level-
Set-Funktion positioniert. Entsprechendes gilt fiir neue negative Partikel.

Eine besondere Behandlung miissen Gitterzellen erfahren, welche die Phasengrenz-
fliche enthalten (z.B. |¢| < 14-h). Diese Zellen konnen beispielsweise positive Level-
Set-Werte aufweisen und dennoch zu einem betrachtlichen Volumenanteil die disperse

49



4 Numerische Methode

Phase beinhalten. Der Reseedingalgorithmus mufs in der Lage sein, in diesen Zellen
sowohl positive als auch negative Partikel hinzuzufiigen falls dies eine zu geringe lo-
kale Partikeldichte erfordert. So wird beispielsweise in 3d-Simulationen fiir eine die
Grenzfliche enthaltende Zelle mit ¢(x) > 0 der Volumenanteil der dispersen Phase
mit V; =1— <\/3LT + %) approximiert. Die im Reseeding angestrebte Zahl negativer
Partikel fiir diese Zelle ergibt sich somit aus np_ = np - V. Fiir neue Partikel in Zellen,
welche die Phasengrenze enthalten, ist die durch Gleichung (4.26) gegebene Bedingung
ebenfalls giiltig.

In zahlreichen Simulationen hat sich eine deutliche Beeinflussung der Rechenergeb-
nisse durch die im Reseedingschritt erreichte Qualitdt der Partikelverteilung gezeigt.
Falls beispielsweise Partikel eines Typs ausschliefslich in Zellen mit gleichem Vorzeichen
der Level-Set-Funktion eingefiigt werden und keine gesonderte Betrachtung fiir Zellen,
welche die Phasengrenze enthalten, vorgesehen ist, kann es zu signifikanten Fehlern
in der Beschreibung der Phasengrenze durch die Partikel kommen. Diese Fehler iiber-
tragen sich in den Korrekturschritten auch auf die Level-Set-Funktion und kénnen de-
ren Glattheit nachhaltig storen. Diese Ungenauigkeiten fiihrten z.B. in Simulationen
von Luftblasen in Wasser bei hohen Reynoldszahlen und turbulenten Nachldufen zu
einem unphysikalischen Aufstiegsverhalten der Blasen. Derartige Effekte traten mit
dem hier beschriebenen, verbesserten Reseeding-Algorithmus nicht mehr auf. Der Ein-
fluss der Reseedingfrequenz auf die Massenerhaltung in Simulationen von Zweiphasen-
stromungen wird in Abschnitt 5.2.3 naher untersucht.

20



5 Validierung und Optimierung der
Methode

5.1 Verfahren zur Losung der
Stromungsgleichungen

5.1.1 Taylor-Green-Wirbel als Testfall fiir einphasige
Stromungen

Fiir die Validierung des numerischen Verfahrens fiir einphasige Stromungen wurden
Simulationen des Taylor-Green-Wirbels durchgefiihrt. Der reibungsbehaftete Taylor-
Green-Wirbel [152] ist eines der einfachsten Stréomungsprobleme, mit welchem man die
Erzeugung von kleinen Skalen im Stromungsfeld durch Wirbelstreckung und die daraus
entstehende Turbulenz untersuchen kann. Brachet et al. [17] nutzten einen Spektral-
code fiir die Direkte Numerische Simulation dieser Strémung. Ein Vergleich der Daten
von Brachet et al. mit den Ergebnissen des hier verwendeten Finiten-Differenzen-
Verfahrens soll zu dessen Validierung dienen.

Die Anfangsbedingungen fiir das Geschwindigkeitsfeld sind

( t=0) = Zsin(6+2n)s

u(z, y, 2, t = = ——sin —7 | sinx cos y cos z,
y 7 ; y
( t=0) = —sin(0- > '

vz, y, 2z, t = = ——sin (60— =7 ) coszsinycos z

) y7 ) \/§ 3 y 7
2
w(z, y, z,t =0) = —=sinfcosz cosysin z.

V3

Mit 6 = 0 sind die Stromlinien fiir dieses Geschwindigkeitsfeld zunéchst zweidimen-
sional, jedoch entwickelt sich fiir ¢ > 0 ein dreidimensionales Stromungsfeld. Fiir
die untersuchten Reynoldszahlen Re = 100, 200 und 400 wurde ein Rechengebiet
mit 128 x 128 x 128 Zellen verwendet. Mit steigenden Reynoldszahlen bilden sich
immer kleinere Stromungsskalen, nach Kolmogorov gilt fiir die dissipativen Skalen
n/ly ~ Re~3/*. Daher wurde in den Simulationen mit Re = 800, 1600 und 3000 die
Anzahl der Gitterzellen in jede Richtung verdoppelt. Die zeitliche Entwicklung der
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5 Validierung und Optimierung der Methode

Dissipationsrate der kinetischen Energie

2
t) = —O(t 5.1
(1) = = (1) (51)
wurde als Vergleichskriterium ausgewertet, wobei sich die Enstrophie 2; aus den rdum-
lich gemittelten Quadraten der ersten Ableitungen des Geschwindigkeitsfeldes, hier
transformiert in den spektralen Raum, berechnet [96]

() = 5 3 PO 52

In Abbildung 5.1 sind eigene Simulationsergebnisse sowie die Daten der spektralen
DNS von Brachet et al. dargestellt. Die Dissipationsrate €(t) steigt auf Grund der nicht-
linearen Wirbelstreckung zunéchst an. Die Verminderung von e zu spéteren Zeitpunk-
ten ist durch das Abklingen der Stromung durch viskose Dampfung begriindet. Bei
kleineren Reynoldszahlen, siehe Abbildung 5.1(a), kann eine gute Ubereinstimmung
der Ergebnisse beider DNS festgestellt werden. Bei hoheren Reynoldszahlen, Abbil-
dung 5.1(b), wird in unseren Simulationen der Anstieg der Dissipationsrate gut wieder-
gegeben, jedoch ist deren anschliefendes Abklingen zu schwach ausgepragt. Wahrend
Brachet et al. [17] mit einem Spektralcode bis zu 256 Wellenzahlen berticksichtigten,
fithrt in unserem Fall eine Auflosung von 256 Gitterzellen je Raumrichtung zu einer
Begrenzung des Wellenzahlspektrums auf je 128 Moden. Dies ist offensichtlich nicht
ausreichend um bei Re = 1600 und Re = 3000 auch die kleinsten Skalen aufzuldsen,
welche malfsgeblich fiir Dissipationseffekte sind.

5.1.2 Implementierung des Oberflachenspannungsterms

Im Abschnitt 4.1.1 wurden drei Varianten KAPILLAR-A, KAPILLAR-B und KAPIL-
LAR-C fiir die Diskretisierung des Oberflichenspannungsterms vorgestellt. Die-
se Diskretisierungen werden hier hinsichtlich ihrer Genauigkeit, den erreichbaren
Konvergenzraten und beziiglich ihres Einflusses auf die Massenerhaltung des gesamten
Schemas untersucht, siehe hierzu auch [45]. Alle Testrechnungen wurden ohne Partikel
als reine Level-Set-Simulationen durchgefiihrt um eine Beeinflussung der Ergebnisse
durch die Partikelkorrektur zu vermeiden.

5.1.2.1 Drucksprung an stationdaren Phasengrenzen

Anhand des berechneten Drucksprungs an der Phasengrenze eines stationédren 2d-
Fliissigkeitstropfens werden die Genauigkeiten sowie die Konvergenzraten von KAPIL-
LAR-A, KAPILLAR-B und KAPILLAR-C ermittelt. Die Simulationen beriicksichtigen
Oberflachenspannungskrafte, jedoch keine Gravitation und keine Reibungsterme. Die
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(b) Re=800; 1600; 3000. Gitter mit 16,8 - 105 Gitterzellen.

Abbildung 5.1: Zeitlicher Verlauf der Dissipationsrate e(t) fiir Taylor-Green Wirbel
bei verschiedenen Reynoldszahlen. Linien zeigen eigene Simulations-
ergebnisse, Symbole die Daten von Brachet et al. [17] bei folgenden
Reynoldszahlen: ¢: 100; >>: 200; V: 400; OJ: 800; (O: 1600; A: 3000.
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Abbildung 5.2: RMS-Fehler des berechneten Drucksprunges an der Grenzfliache eines
Flissigkeitstropfens, Glg. (5.4), als Funktion der Gitterauflosung fiir
verschiedene Diskretisierungen des Oberflichenspannungsterms.

numerischen Parameter wurden wie in [18] gewdhlt: Ein Tropfen der Dichte p}; =
1000 kg/m?® und dem Radius r* = 0,02m wird im Zentrum eines Rechengebietes der
Grofe Ly x Ly = 0,06 m X 0,06 m initialisiert. Das umgebende Medium hat die Dichte
p; = 500 kg/m? und der Oberflichenspannungskoeffizient betrigt o* = 0,02361 N/m.
Eine analytische Beziehung fiir den Drucksprung an einer Grenzflache mit Oberflichen-
spannung ist mit der Laplace-Gleichung gegeben

o
Plaplace = ORK = —. (53)

r
Fiir obige Parameter erhélt man mit Gleichung (5.3) einen Drucksprung von Dluplace =

1,1805 Pa.

Alle Gitterzellen mit einer lokalen Dichte von p* > 999.0kg/m® werden in den
Simulationen als innerhalb des Tropfens befindlich angesehen. Unter der Voraus-
setzung, dass der Druck im umgebenden Medium null ist, ermittelt sich der relative
Fehler des numerisch berechneten Drucksprungs aus

2711/2

L2(dp) _ Ph — Plaplace

(5.4)

- 2
Plaplace 9 Nd ' p[aplace

N,
o [Zi,;:l (pi,j - plaplace)

N, ist die Gesamtzahl der Gitterzellen innerhalb des Tropfens und die Indizes i,j
bezeichnen die Indizes der Gitterzellen in x- bzw. y-Richtung. In Abbildung 5.2 ist das
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5.1 Verfahren zur Losung der Stromungsgleichungen

N, x N, KAPILLAR-A KAPILLAR-B KAPILLAR-C
Ph Th Pn Th Pn Th
16 x 16  1,2252 - 1,2743 - 1,1068 -
32x32 1,180 3,3 1,1857 4,2 1,1868 3,5
64 x 64  1,1811 29 1,1813 2,7 1,1816 2,5
128 x 128 1,1809 0,6 1,1809 1,0 1,1810 1,1

Tabelle 5.1: Berechneter Drucksprung an der Phasengrenze eines Fliissigkeitstropfens
und Konvergenzraten, Glg. (5.5), fiir verschiedene Diskretisierungen des
Oberflichenspannungsterms.

Verhalten des L2-Fehlers in Simulationen mit verschiedenen Auflésungen dargestellt.
Die Konvergenzraten wurden mittels der 1-Norm des Fehlers des berechneten Druckes

l |p2h - plaplace|1

A = ‘ph - plaplace|1
h log2

(5.5)

bestimmt, wobei sich der Index h auf eine Referenz-Gitterweite bezieht.

Die berechneten Druckspriinge und Konvergenzraten sind in Tabelle 5.1 zusammen-
gefasst. Bei der hochsten untersuchten Auflosung von 128 x 128 Gitterzellen kénnen
kaum noch Unterschiede hinsichtlich der Genauigkeit der drei Varianten festgestellt
werden. Die Schemata KAPILLAR-B und KAPILLAR-C weisen eine Konvergenz ers-
ter Ordnung auf. Dies entspricht den Ergebnissen von Tornberg und Engquist [154]
fiir Verfahren, welche singuldre Quellterme mittels gegliatteter Delta-Funktionen ap-
proximieren. Auf den groberen Rechengittern mit 32 x 32 und 64 x 64 Gitterzellen
ergeben die Simulationen mit KAPILLAR-C etwa 23% grofsere L2-Fehler verglichen
mit KAPILLAR-A. Fiir diese Auflésungen sind auch die L2-Fehler von KAPILLAR-B
rund 9% grofer als fiir KAPILLAR-A. Auf dem grobsten Gitter von 16 x 16 Gitter-
zellen wird der Durchmesser des Tropfens mit nur 9 Zellen aufgelost. Daher weichen
die berechneten Druckspriinge um 4 — 7% von der analytischen Losung ab. Auf allen
anderen Gittern ist der Fehler hingegen kleiner als 0,5%.

Generell wird der Absolutwert des Drucksprungs durch die Diskretisierungen
KAPILLAR-A und KAPILLAR-B iiberschitzt. Mit steigender Gitterauflosung konver-
gieren deren Ergebnisse jedoch gegen die analytische Losung. Mit Ausnahme der Rech-
nung auf dem grobsten Gitter zeigt KAPILLAR-C ein dhnliches Verhalten. Auf dem
grobsten Gitter wird mit KAPILLAR-C der Drucksprung jedoch zu niedrig vorherge-
sagt.
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5 Validierung und Optimierung der Methode

Abbildung 5.3: 'Skirt-type’ Blase aus Experimenten von Bhaga et al. [12].

5.1.2.2 Aufstieg einer 3d-Gasblase in einer Fliissigkeit

In Simulationen von einzelnen, aufsteigenden Gasblasen soll der Einfluss der Diskre-
tisierung des Oberflichenspannungsterms auf die Massenerhaltung analysiert werden.
Wir betrachten nun instationidre Zweiphasenstrémungen und steigern somit die Kom-
plexitat der Testrechnungen. Eine 3d-Gasblase mit dem Durchmesser dg = 0,25 und
den Mittelpunktskoordinaten (x, y, z) = (0,5, 0,5, 0,5) ist in einem Rechengebiet der
Groke Ly x L, x L, =1 x 2 x 1 von einer ruhenden Fliissigkeit umgeben. Die Simu-
lation wurde mit den Parametern Re,.; = 100, We,cp = 2,5, Fry.y = 0,16, ', = 0,5
und I', = 1,0 durchgefithrt. Wéhrend der Beschleunigungsphase verformt sich die
urspriinglich kugelférmige Blase bis eine stationdre Gestalt in Form eines rotations-
symmetrischen Ellipsoiden mit dem Halbachsenverhéltnis a/b = 0,71 erreicht ist. Die
Endgeschwindigkeit der Blase entspricht einer Blasen-Reynoldszahl von Re = 67. Zum
Zeitpunkt t = 0,6 ist die Blase eine Strecke von etwa vier Blasendurchmessern aufge-
stiegen und die Simulationen wurden fiir eine Datenauswertung gestoppt.

Die Rechnungen wurden mit einem Gitter von N, x N, x N, = 32 x 64 x 32 Zel-
len durchgefiihrt. Verglichen mit Anwendungsrechnungen wird der Blasendurchmesser
hier bewusst mit nur 8 Gitterzellen recht grob aufgelost. Eine derartige Auflésung cha-
rakteristischer Langen von untersuchten Geometrien kann jedoch im Fall stark defor-
mierter Phasengrenzen auftreten. Hier sind die sehr diinnen Rénder von ’skirt-type’
Blasen, siehe Abbildung 5.3, sowie Vereinigungs- und Teilungsvorgéinge von Blasen als
Beispiele zu erwahnen. Unter eben diesen numerisch anspruchsvollen Bedingungen sol-
len die Diskretisierungsschemata fiir den Oberflachenspannungsterm hinsichtlich ihrer
Massenerhaltungseigenschaften getestet werden. Fiir die hier verwendeten groben Git-
ter stellen sich Massenverluste der Gasphase von etwa 45% ein. In Simulationen mit der
doppelten Anzahl von Gitterzellen in jede Raumrichtung betragen die Massenverluste
weniger als 8% und es sind keine ausgepriagten Unterschiede zwischen den Diskreti-
sierungen KAPILLAR-A, -B und -C mehr feststellbar. Weiterhin ist anzumerken, dass
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(a) KAPILLAR A, B und C. (b) Varianten der MAC-Diskretisierung.

Abbildung 5.4: Masse einer 3d-Gasblase als Funktion der Zeit fiir verschiedene Dis-
kretisierungen des Oberflichenspannungsterms.

bei Verwendung der HPLS-Methode auf dem groben Gitter und 32 Marker-Partikel
pro Gitterzelle ein Massenverlust fiir die Blase von nur 2,6% gemessen wurde.

In Abbildung 5.4(a) ist der Massenverlust der Gasphase als Funktion der Zeit fiir
die drei untersuchten Varianten dargestellt. Bei Verwendung von KAPILLAR-C hat
die Blase 70% ihrer urspriinglichen Masse bei Beendigung der Simulation verloren.
Somit weist KAPILLAR-C die geringste Genauigkeit auf, was auch durch die Resul-
tate in Abschnitt 5.1.2.1 untermauert wird. Mit KAPILLAR-B werden 62% und mit
KAPILLAR-A 55% der Gasphase erhalten. Da KAPILLAR-B in den hier durchgefiihr-
ten Tests bessere Figenschaften als die anderen beiden Varianten gezeigt hat, wird
diese Diskretisierung im Folgenden weiter untersucht.

In KAPILLAR-B werden Oberflaichenkriimmung und Level-Set-Werte auf den Zell-
seitenflichen durch eine Interpolation dritter Ordnung aus zellzentrierten Werten be-
rechnet. Basierend auf diesen interpolierten Level-Set-Werten wird die Dichte und
die Delta-Funktion auf den Zellseitenflaichen ermittelt. Um den Rechenaufwand zu
reduzieren, wird in KAPILLAR-B.1 eine lineare Interpolation fiir die Berechnung von
Daten auf den Zellseitenflichen verwendet. In KAPILLAR-B.2 werden Dichte und
geglattete Delta-Funktion im Zellzentrum berechnet und anschliefsend an den Zell-
seitenflachen interpoliert. Fiir jeden Zeitschritt miissen daher mit KAPILLAR-B.2 die
Gleichungen (3.26), (3.28) und (4.4) nur einmal pro Gitterzelle ausgewertet werden,
wohingegen in KAPILLAR-B jeweils drei Auswertungen pro Gitterzelle notwendig sind.
In Testrechnungen zeigt sich jedoch, dass die Massenerhaltung sowohl von KAPILLAR-
B.1, als auch bei Verwendung von KAPILLAR-B.2 deutlich schlechter ist als in Simu-
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lationen mit KAPILLAR-B, siehe Abbildung 5.4(b). Besonders im Fall einer relativ
groben Auflésung von Phasengrenzen durch das Rechengitter ist eine Interpolation
der Oberflichenkriimmung mittels Schemata hoher Ordnung von Vorteil.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass eine MAC-dhnliche Diskretisierung des
Oberflachenspannungsterms [18], KAPILLAR-B, die besten Resultate in den Testrech-
nungen ergab. Obgleich alternative Diskretisierungen weniger Rechenoperationen er-
fordern, sind diese hinsichtlich der Genauigkeit, speziell auf groben Rechengittern, der
MAC-Variante unterlegen. Daher wird fiir alle weiteren Simulationen von Zweiphasen-
stromungen die Version KAPILLAR-B verwendet.

5.1.2.3 Oszillierender Wassertropfen

Es wird ein 2d-Wassertropfen der Grofse d* = 2,5 mm betrachtet, welcher als Ellipse
mit einem Halbachsenverhéltnis von a/b = 1,025 initialisiert wird. Die Oberflachen-
spannungskraft wirkt dieser Storung des Gleichgewichtszustandes entgegen. Daher
fiihrt der Tropfen Formoszillationen aus, wobei ein Kreis flichenédquivalenten Durch-
messers der Gleichgewichtszustand ist. Dieser Test dient zur Bewertung der Genauig-
keit des Schemas fiir Simulationen mit instationdr bewegten Phasengrenzflachen.

Die dimensionslosen Kennzahlen der Simulation sind Re,.; = 20, We,.; = 0,5,
pv/pa = 0,01 und pp/pg = 0,01. Der Tropfen mit einem flichendquivalenten Durch-
messer d = 1,0 wird im Zentrum des Rechengebietes der Grofe L, x L, = 5 x 5
initialisiert. Eine analytische Beziehung fiir die Frequenz der n-ten Schwingungsmode
wird in |71] mit

o
[(n+1)pa+mn-pp)r?

W= (27rf) =nn+1)(n—-1)(n+2) (5.6)
angegeben. Die analytische Periodendauer fiir die hier untersuchte Schwingung der
zweiten Mode betragt T' = 1,81. Testrechnungen mit KAPILLAR-B und einem Gitter
von 120 x 120 Zellen ergaben eine Periodendauer von 7' = 1,83, was in guter Uber-
einstimmung mit dem theoretischen Wert ist. Somit eignet sich das Diskretisierungs-
schema KAPILLAR-B fiir die Beschreibung instationdrer Bewegungen von Phasengren-
zen auf Grund von Oberflaichenspannung.

5.1.3 Projektionsmethode

Die Anwendung eines Projektionsverfahrens zur Losung der inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen fiihrt auf eine Poisson-Gleichung (3.17) fiir den Druck. In diskre-
tisierter Form, Glg.(4.12), erfordert diese Vorgehensweise die Losung eines Systems
linearer Gleichungen Ap = b. In Zweiphasenstromungen mit groften Dichtegradienten
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kénnen die Konditionszahlen der Koeffizientenmatrix A deutlich grofiere Werte als
1 annehmen. Fiir diese Fille weisen die fiir die Losung der Poisson-Gleichung ver-
wendeten CG-Verfahren ohne geeignete Vorkonditionierung nur geringe Konvergenz-
raten auf. Daher wird hier das Verhalten des CG-Verfahrens in Kombination mit
folgenden Vorkonditionierungen untersucht:

e Jacobi-Vorkonditionierung [9, 50| (siehe Appendix A.1)

e Unvollstdandige Cholesky-Zerlegung der Matrix A ohne zusétzliche Nebendia-
gonalen (ICCG-0) [50, 86] (siche Appendix A.2)

e Unvollstandige Cholesky-Zerlegung der Matrix A mit 5 zusétzlichen Nebendia-
gonalen (ICCG-5) [50, 86] (siche Appendix A.2).

Fiir die Bewertung der verschiedenen Vorkonditionierungen wurden Simulationen fol-
gender Zweiphasenstromung durchgefiihrt: Eine 3d-Gasblase wird als Kugel mit einem
dimensionslosen Durchmesser dg = 0,25 innerhalb eines Rechengebietes der Gréfse
L, x L, x L, =1x2x1 initialisiert. Das Rechengebiet wird mit N, x N, x N, =
55 x 110 x 55 Gitterzellen aufgelost. Das Viskositatsverhéltnis betragt pq/pp, = 1
und das Dichteverhltnis ist pg/p, = 1/5. Die Ahnlichkeitskennzahlen wurden mit
Re,er = 100, Weper = 2,5 und Fr.e; = 1,0 vorgegeben. Aus insgesamt 20 Zeitschrit-
ten wurde die mittlere Rechenzeit fiir das einmalige Ausfiithren des Projektionsschrittes
bestimmt. Da alle Tests auf demselben Rechner (Workstation AMD Opteron 64-bit,
2,4 GHz) durchgefiihrt wurden, ist keine weitere Skalierung der gemessenen Rechen-
zeiten notwendig.

In iterativen Losungsverfahren fiir Gleichungssysteme muss ein Abbruchkriterium
definiert werden. Fiir eine Beendigung des Iterationsprozesses wird gefordert, dass die
2-Norm des Residuums der Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes ™! unterhalb eines
vorgegebenen Schwellenwertes © liegt

0 > ||V -u" . (5.7)

Die mittlere Rechenzeit fiir einen Projektionsschritt bei einer Diskretisierung von Glei-
chung (4.12) mit zentralen Differenzen zweiter Ordnung, einem Abbruchkriterium von

© = 1073 und bei Verwendung des ICCG-0-Verfahrens wurde als Referenzzeit fiir die
Normierung aller anderen gemessenen Iterationszeiten genutzt.

In Abbildung 5.5(a) sind die Iterationszeiten und in Abbildung 5.5(c) die notwendige
Anzahl von Iterationsschritten fiir die Losung der mittels zentralen Differenzen zweiter
Ordnung diskretisierten Poisson-Gleichung zusammengefasst. Bereits mit einer ein-
fachen Jacobi-Vorkonditionierung kann der Rechenaufwand des CG-Verfahrens merk-
lich verringert werden. So reduzierte sich die Rechenzeit um etwa 19% fiir das nied-
rigste untersuchte Abbruchkriterium von © = 1078, Die auf einer unvollstindigen
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Abbildung 5.5: Normierte Iterationszeit und Anzahl der Iterationen fiir die Losung
der Poisson-Gleichung mittels CG-Verfahren und verschiedenen Vor-

konditionierungen.
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5.1 Verfahren zur Losung der Stromungsgleichungen

Cholesky-Zerlegung basierenden Vorkonditionierungen ermoglichen jedoch die grofiten
Effizienzsteigerungen, was durch eine Halbierung der Rechenzeiten deutlich wird. Fiir
© < 107 reduziert ICCG-5 die Rechenzeit verglichen mit ICCG-0 um maximal
9%. Fiir © = 1073 bewirkt der hohe Rechenaufwand fiir die Konstruktion der Vor-
konditionierungsmatrix des ICCG-5-Schemas langere Iterationszeiten im Vergleich zu
ICCG-0. Fiir moderate Abbruchkriterien © scheint somit die Anwendung des komple-
xeren [CCG-5-Schemas nicht in jedem Fall vorteilhaft zu sein. Wird die Genauigkeits-
forderung, welche durch © représentiert wird, um eine Grofenordnung erhoht, so ist
eine Verdoppelung der Rechenzeiten festzustellen. Typisch fiir CG-Verfahren ist auch
die Abschwichung dieser Tendenz bei hoheren Genauigkeitsforderungen, was in dem
betrachteten Testbeispiel fiir © < 107% ersichtlich ist.

Um den Einfluss des Genauigkeitskriteriums © auf die Massenerhaltung des gesam-
ten Verfahrens beurteilen zu kénnen, wurden die Simulationen bis zum Eintreten eines
stationdren Zustandes fortgefiihrt und die verbleibende Masse der Gasblase ermittelt.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0,6 weist die Blase eine stationére, rotationselliptische Gestalt
auf und erreicht eine Blasen-Reynoldszahl Rep = 67. In Simulationen mit © = 1073
sind in diesem Stadium noch 96,3% und mit © = 10~® noch 96,5% der urspriinglichen
Masse der Gasblase vorhanden. Somit ist fiir © < 1072 nur ein sehr geringer Einfluss
des Parameters © auf die Massenerhaltung feststellbar.

Als mogliche Alternative zu einem Schema zweiter Ordnung wurde Gleichung (4.12)
mit zentralen Differenzen vierter Ordnung diskretisiert. Allerdings verzichten wir fiir
diese Diskretisierung auf die Implementierung einer unvollstdndigen Cholesky-Zerle-
gung mit 5 zusétzlichen Nebendiagonalen (ICCG-5). Diese Vorkonditionierung erfor-
dert einen sehr hohen Programmieraufwand und zudem hat der Vergleich von ICCG-0
und ICCG-5 fiir das Schema zweiter Ordnung keine deutlichen Effizienzsteigerungen
bei Verwendung der komplexeren Vorkonditionierung gezeigt. Die Rechenzeiten und
Anzahl der Iterationsschritte sind in den Abbildungen 5.5(b) und 5.5(d) dargestellt.
Erwartungsgemaf erreicht die Jacobi-Vorkonditionierung nicht die Effizienz des ICCG-
0-Schemas und benoétigt etwa die doppelte Iterationszeit. Fiir ein gewahltes Genauig-
keitskriterium © und einer Diskretisierung vierter Ordnung erhéht sich die Rechenzeit
des ICCG-0-Verfahrens um den Faktor 3,7 im Vergleich zum Schema zweiter Ord-
nung. Die Anzahl der notwendigen Iterationsschritte fiir die Losung der diskretisierten
Poisson-Gleichung vierter Ordnung nimmt durchschnittlich um 20% zu. In den Test-
rechnungen konnte jedoch keine Verbesserung der Massenerhaltung durch Verwendung
eines Projektionsschemas hoherer Ordnung festgestellt werden.

Auf Grund dieser Resultate wird ein Projektionsschema zweiter Ordnung und fiir die
Losung der entsprechenden Poisson-Gleichung das ICCG-0-Verfahren verwendet. Bei
der Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen (3.10), der Advektionsgleichung fiir
die Level-Set-Funktion (3.19) und des Partikeltransportes (3.30) treten Abbruchfehler
auf. Eine numerische Losung der Poisson-Gleichung mit deutlich héheren Genauig-

61



5 Validierung und Optimierung der Methode

keiten erbringt keine Vorteile, beispielsweise hinsichtlich der Massenerhaltungseigen-
schaften, und ist somit rechentechnisch nicht sinnvoll. Das Konvergenzkriterium des
Projektionsschrittes wurde daher mit ||V - u™*|ly < 107° festgelegt.

5.2 Hybride Partikel-Level-Set-Methode

5.2.1 Vergleich von Level-Set- und HPLS-Methode: Zalesaks
Scheibe

Um zunéchst ausschlieflich das HPLS-Verfahren zu untersuchen, wurde die Rota-
tion eines geometrisch komplexen Festkorpers simuliert. Es wird ein konstantes
Geschwindigkeitsfeld vorgegeben und somit ist eine numerische Losung der Navier-
Stokes-Gleichungen fiir diesen Test nicht erforderlich. Wie in [169] beschrieben, rotiert
eine mittig geschlitzte Scheibe um das geometrische Zentrum eines zweidimensionalen
Rechengebietes. Fiir ein Rechengebiet der Grofe L, x L, = 1x1 wird das Geschwindig-
keitsfeld mit

u(wy) = (377) 05-v)
vay) = (557)@=05)

initialisiert, wobei durch die Winkelgeschwindigkeit 7/314 eine vollstéandige Umdre-
hung der Geometrie nach jeweils 628 Zeiteinheiten erreicht wird. In allen HPLS-
Rechnungen dieses Abschnittes wurden 16 Partikel je Gitterzelle verwendet.

In Abbildung 5.6 ist sowohl die analytische Form der Scheibe, als auch das Er-
gebnis von Level-Set-Rechnung und HPLS-Simulation auf einem Gitter von 100x100
Zellen nach einer Umdrehung dargestellt. Die Level-Set-Losung zeigt deutliche Regu-
larisierungseffekte an den Ecken des Schlitzes, was letztlich zu einem Abnehmen der
Gesamtflache der Scheibe, siehe Abbildung 5.7, fiihrt. Die Gesamtflache der Scheibe
hat jedoch nur eingeschrinkte Aussagekraft beziiglich der tatsédchlichen Geometrie-
anderungen, da sich die Flachenverluste an den duferen Ecken der Schlitzoffnung teil-
weise mit den Flachengewinnen am geschlossenen Ende des Schlitzes kompensieren.
Dennoch sind die Regularisierungseffekte in den Level-Set-Rechnungen so stark aus-
gepragt, daft auf einem Gitter von 50x50 Zellen nach einer Zeit, welche vollen zwei
Umdrehungen entsprechen wiirde, gar keine Scheibe mehr vorhanden ist.

Den Geometriednderungen wird durch die Partikelkorrektur in den HPLS-Simula-
tionen entgegengewirkt. Wie in Abbildung 5.6 zu sehen, behalten die Ecken des
Schlitzes nahezu ihre urspriingliche Form und die Erhaltung der Scheibenfliche, Ab-
bildung 5.7, ist mit der HPLS-Methode deutlich verbessert. Bemerkenswert fiir die-
sen Testfall ist zudem, dass nur wiahrend der Anfangsphase der HPLS-Simulationen
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Abbildung 5.6: Konturen der Zalesak-Scheibe nach einer Drehung um 360°, Gitter mit
100 x 100 Zellen.
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Abbildung 5.7: Flacheninhalt der Zalesak-Scheibe. Gefiillte Symbole zeigen Level-Set-
Ergebnisse, leere Symbole stellen HPLS-Simulationen mit 16 Partikel
je Zelle dar. Verwendete Auflésungen: [1/M: 50x50 Zellen, V/¥: 100x
100 Zellen, A/ A: 200x200 Zellen.
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ein Fliachenverlust zu beobachten ist und die Scheibenfliche danach nahezu konstant
bleibt. Offenbar ist dieser Anfangsverlust nur von der Auflésung durch das Rechengit-
ter und von der Partikelzahl pro Gitterzelle abhéngig. Selbst die Level-Set-Rechnung
auf einem Gitter von 200 x 200 Zellen erreicht nicht die Genauigkeit der HPLS-
Rechnung auf dem grébsten Gitter von 50 x 50 Zellen. Verglichen mit dieser HPLS-
Rechung erhoht sich zudem der Rechenaufwand fiir die Level-Set-Simulation auf dem
feinsten Gitter um einen Faktor von etwa 64.

5.2.2 Reinitialisierung der Level-Set-Funktion

Die in Abschnitt 4.2 vorgestellten Reinitialisierungsverfahren sollen hinsichtlich ihres
Einflusses auf die Massenerhaltung untersucht werden. Hierfiir wird der Aufstieg einer
2d-Gasblase in einer Fliissigkeit mit den Parametern Re,.; = 58, We,.; = 104,
Friep =1, T, = 0,025 und T'), = 0,012 simuliert. Die Blase wird als Kreis mit dem
Durchmesser dg = 1,0 und den Mittelpunktskoordinaten (z, y) = (1,25, 1,25) in einem
Rechengebiet der Grofse L, x L, = 2,5 x 5,0 initialisiert. Zum Zeitpunkt ¢ = 5,0 hat
die Blase einen Weg von etwa der Hélfte der Rechengebietshéhe zuriickgelegt und
die Simulationen werden angehalten. Wéahrend ihres Aufstiegs wird die Blase stark
deformiert und es spalten sich zwei kleinere Blasen an den Réandern der Blase ab. Die
Hauptblase nimmt schlieflich eine stationare, abgeflachte Kappenform an, siche Abbil-
dung 5.9. Auf Grund der komplexen Forménderungen der Phasengrenzfliche ist diese
Zweiphasenstromung sehr gut fiir Tests von Reinitialisierungsalgorithmen geeignet.

In Abbildung 5.8(a) ist die Masse der Gasphase als Funktion der Zeit fiir Simu-
lationen mit den verschiedenen Reinitialisierungsschemata auf einem Gitter mit
40 x 80 Gitterzellen dargestellt. Die REINIT-WENO-Variante ermoglicht eine glat-
te Beschreibung der Phasengrenzflache, jedoch fithrt dieses Schema zu den héchsten
Massenverlusten aller untersuchten Varianten. Diese numerischen Fehler treten haupt-
séchlich in Gebieten hoher Oberflachenkriimmung auf. Die zwei kleineren, durch Ab-
spaltung entstandenen Blasen werden nicht abgebildet, siehe Abbildung 5.9(a). Der
Algorithmus REINIT-SUSSMAN ist in der Lage die zwei kleineren Blasen darzustellen,
siche Abbildung 5.9(b), und weist deutlich niedrigere Massenverluste auf.

In Simulationen mit dem HPLS-1-Schema nach Enright et al. [39] wird die Ab-
spaltung der zwei kleinen Blasen reproduziert, jedoch nehmen diese sehr schnell an
Grofe ab und verschwinden letztendlich, siehe Abbildung 5.9(c). Unmittelbar vor der
Abspaltung ist eine geringfiigige Erhthung der Gasphasenmasse, Abbildung 5.8(a),
feststellbar. Dieses Verhalten kann durch die unterschiedlichen Genauigkeitsordnungen
der Methoden fiir die Grenzflichenbeschreibung erklart werden: Fiir die Diskretisie-
rung der Advektionsgleichung der Level-Set-Funktion (3.19) werden Verfahren ho-
her Ordnung, sowohl fiir die Approximation der rdumlichen Ableitungen als auch fiir
die Interpolation der Geschwindigkeitskomponenten im Zellzentrum, eingesetzt. Fiir
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initialisierungsverfahren und verschiedene Gitterauflésungen.
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Abbildung 5.9: Kontur einer 2d-Gasblase zu den Zeitpunkten ¢ = 0,0;2,0; 3,5; 5,0 fiir
verschiedene Reinitialisierungsverfahren auf einem Rechengitter mit
40x 80 Zellen.

den Transport der Partikel, Gleichung (3.30), wird eine trilineare Interpolation der
Geschwindigkeiten aus Griinden der Recheneffizienz verwendet. In einer Grenzwert-
betrachtung fiihrt der letztere Algorithmus zu héheren Abbruchfehlern im Vergleich
zur Lagrangeschen Interpolation dritter Ordnung, welche im Rahmen der Diskretisie-
rung der Advektionsgleichung der Level-Set-Funktion genutzt wird. In der urspriing-
lichen Form der HPLS-Methode wird ein Korrekturschritt nach der Entwicklung
der Level-Set-Funktion, Gleichung (3.19), und erneut nach dem Reinitialisierungs-
prozess, Gleichung (3.22), durchgefiihrt. Die letztere Korrektur verbessert die Massen-
erhaltungseigenschaften, da die Reinitialisierung Massenfehler erster Ordnung verur-
sachen kann [39]. Der erste Korrekturschritt jedoch kann die Grenzfléchenbeschreibung
hoher Ordnung durch die diskrete Level-Set-Transportgleichung (3.19) zerstoren. Die-
ser Effekt ist besonders auf groben Rechengittern zu sehen, siche Abbildung 5.8(a)
und 5.9(c).

Um diesen Schwachpunkt zu beheben, verwenden wir eine modifizierte Varian-
te HPLS-2, in welcher eine Korrektur der Level-Set-Funktion mittels Marker-Partikel
nur nach der Reinitialisierung durchgefiihrt wird. Mit dieser Version werden die beiden
kleineren Blasen erhalten, Abbildung 5.9(d), und die Massenerhaltung verglichen mit
allen anderen Verfahren deutlich verbessert, Abbildung 5.8(a).

Ergebnisse der Simulationen auf einem verfeinerten Gitter von 60 x 120 Zellen sind
in Abbildung 5.8(b) dargestellt. Erneut weisen die Varianten REINIT-WENO und
REINIT-SUSSMAN geringere Genauigkeiten auf als die Verfahren mit einer Fehler-
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korrektur durch Marker-Partikel. Zwischen HPLS-1 und HPLS-2 kénnen keine aus-
geprigten Unterschiede mehr festgestellt werden. Dies deutet auf eine ausreichend
genaue Interpolation der Partikelgeschwindigkeiten auf diesem verfeinerten Rechen-
gitter hin, so dass eine Korrektur der Level-Set-Funktion nach deren Advektion,
Gleichung (3.19), keine zusétzlichen Massenfehler hervorruft. Auf einem Gitter mit
120 x 240 Zellen wird der Massenverlust bei Verwendung des HPLS-2-Schemas weiter
verringert. Der grofite Anteil dieses numerischen Fehlers wird wéhrend der Abspaltung
der zwei kleineren Blasen verursacht. Wahrend der Advektion der Blasen sind jedoch
nur geringe Massenfehler zu verzeichnen.

Auf Grund dieser Ergebnisse verwenden wir in numerischen Simulation von Zwei-
phasenstromungen eine modifizierte Version, HPLS-2, des hybriden Partikel-Level-
Set-Verfahrens. Diese Variante zeichnet sich durch eine hohere Genauigkeit, besonders
fiir grob aufgeloste Geometrien, verglichen mit der urspriinglichen Methode [39] aus.
Die einmalige Ausfithrung des Korrekturschrittes pro Zeitschritt verringert zudem den
Rechenaufwand.

5.2.3 Parameterwahl im Partikelalgorithmus

Die Genauigkeit der Grenzflichenbeschreibung durch Partikel, und somit auch die
Genauigkeit der Level-Set-Korrektur, wird in groffem Mafse durch die Partikelzahl
pro Gitterzelle np bestimmt. Enright et al. [39] schlagen die Verwendung von 4 Par-
tikel pro Zelle und Raumrichtung vor (16 Partikel fiir 2d- und 64 Partikel fiir 3d-
Simulationen). Um den Einfluss der Partikelzahl auf die Massenerhaltung zu analy-
sieren, wurde der Aufstieg einer 3d-Gasblase in einer Fliissigkeit mit den Parametern
wie in Abschnitt 5.1.2.2 angegeben simuliert. Es wurden zwei Gitterauflésungen mit
32 X 64 x 32 und 64 x 128 x 64 Zellen sowie 32, 64 oder 128 Partikel je Gitterzelle
verwendet.

In Abbildung 5.10 ist die Masse der Blase als Funktion der Zeit dargestellt. In
Simulationen auf dem groben Rechengitter kann eine deutliche Verbesserung der Ge-
nauigkeit durch eine Verdopplung der Partikelzahl von 32 auf 64 pro Zelle erreicht
werden. Fiir die Testrechnung mit 128 Partikel je Zelle erhoht sich die erhaltene Mas-
se um weitere 5%. Auf dem verfeinerten Gitter ist nur eine geringfiigige Verbesse-
rung der Massenerhaltung bei einer Erhohung der Partikelzahl von 64 auf 128 pro
Gitterzelle feststellbar. Falls die Grenzflichengeometrie, beschrieben durch die Level-
Set-Funktion ¢(z) = 0, in angemessener Weise durch das Rechengitter aufgelost wird,
so sind 64 Partikel pro Gitterzelle ausreichend fiir eine wirkungsvolle Korrektur der
Level-Set-Funktion durch Marker-Partikel. Daher verwenden wir diese Einstellung in
den weiteren Simulationen.

Ein weiterer Parameter mit groffem Einfluss auf die Genauigkeit der Partikelkorrek-
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Abbildung 5.10: Masse einer 3d-Gasblase in Simulationen auf einem Gitter von 32 X
64 x 32 Zellen (leere Symbole) und 64 x 128 x 64 Zellen (gefiillte
Symbole) sowie mit verschiedenen Partikelzahlen pro Gitterzelle: O):
keine Partikel (reine Level-Set-Rechnung), ¢: 32 Partikel, >: 64 Par-
tikel und [J: 128 Partikel.

tur ist der untere Grenzwert der Partikelgrofe r,,;,, sieche auch Kapitel 4.3.2. Anhand
dieser Grofe wird bestimmt, wann ein Partikel als ’entkommen’ eingestuft und fiir die
Korrektur der Level-Set-Funktion genutzt wird. Der Algorithmus in Kapitel 4.3.2 legt
nahe, dass je kleiner r,,;, gewéahlt wird, desto genauer kann die Level-Set-Funktion
korrigiert werden. Sollen jedoch auch kleinste Fehler in der Level-Set-Funktion durch
Partikel mit sehr kleinen Werte fiir r,,;, korrigiert werden, so sind Verfahren hoher
Ordnung fiir den Partikeltransport, Gleichung (3.30), und fiir die Interpolationen im
Korrekturalgorithmus nétig. Fiir die diskretisierten Gleichungen konnten wir die Exis-
tenz eines Optimums fiir den unteren Grenzwert der Partikelgrofie feststellen.

Dieser Sachverhalt wird in Abbildung 5.11 deutlich. Es wurden erneut Simulationen
der im vorhergehenden Abschnitt betrachteten 3d-Blase auf einem Rechengitter von
32 x 64 x 32 Zellen und variierenden Werten fiir r,,;, durchgefiihrt. Falls die Partikel-
radien kleiner als 10% der Zellenbreite h gewéahlt werden, ist eine Verschlechterung
der Massenerhaltung durch die Partikelkorrektur im Vergleich zu einer reinen Level-
Set-Rechnung festzustellen. Auf einem Gitter mit der doppelten Anzahl von Zellen
in jede Raumrichtung und r,,;, = 0,05h trat dieser Effekt ebenfalls auf. Mit einem
unteren Grenzwert von 7,,;, = 0,1h konnten hingegen deutliche Verbesserungen der
Massenerhaltung verglichen mit den Ergebnissen der reinen Level-Set-Rechnung er-
zielt werden. Dieses Verhalten kann durch eine Betrachtung der Diskretisierung der
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Masse der Gasphase

Abbildung 5.11: Masse einer 3d-Gasblase in Simulationen auf einem Gitter von 32x
64 x 32 Zellen und verschiedenen Partikelgrofen: (): keine Partikel
(reine Level-Set-Rechnung), O: 7 = 0,05k, > 7y = 0,10R, O:
Tmin = 0,15h und O: r,,;, = 0,20h.

y/
AN

Abbildung 5.12: Querschnitt durch den Massenschwerpunkt der Blase zum Zeitpunkt
t =0,6 in Rechnungen mit 7., = 0,054 (—), rmm = 0,10h
(—- — =) und 7y, = 0,20k (— — —).
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Reseeding-Intervall mgy(t = 0,6) / my(t = 0)

10 0,83
20 0,81
40 0,80
60 0,79
80 0,78

Tabelle 5.2: Masse einer 3d-Gasblase in HPLS-Simulationen mit verschiedenen
Reseeding-Intervallen.

Partikeltransportgleichung (3.30) erkldrt werden: Die trilineare Interpolation der Par-
tikelgeschwindigkeiten beschrinkt die diskrete Gleichung (3.30) auf eine Genauigkeit
zweiter Ordnung. Falls Fehler der Grofenordung 0,05k mit Hilfe der Partikel ausge-
glichen werden sollen, so konnen die berechneten Korrekturwerte von der Grofenord-
nung des Abbruchfehlers der diskretisierten Level-Set-Gleichungen (3.19) und (3.22)
sein und deren Losung ¢(z,t) hoher Ordnung zerstéren. Mit der in dieser Arbeit ver-
wendeten Diskretisierung der HPLS-Methode und einer minimalen Partikelgrofe von
rmin = 0,1h erfolgt eine Korrektur der Level-Set-Funktion nur, wenn deren Fehler grofs
genug ist, so dass die Partikelkorrektur, wenngleich formal von geringerer Genauig-
keitsordnung, eine Reduktion des Massenfehlers bewirkt. Nach Enright et al. [39] sind
die im Reinitialisierungsprozess auftretenden Massenfehler von erster Ordnung und
konnen somit wirkungsvoll mit einem Partikelalgorithmus zweiter Ordnung korrigiert
werden. Fiir grofere Werte von r,,;, = 0,15h oder r,,;, = 0,20h zeigt Abbildung 5.11
eine Zunahme der Blasenmasse in den letzten Stadien der Simulation. Die vergleichs-
weise grobe Korrektur der Phasengrenzfliche mit groflen Partikeln fiihrt jedoch zu
Beeintrachtigungen der Glattheit der Blasenkontur, siehe Abbildung 5.12. Bedingt
durch diese Storungen, ergibt die Auswertung der Blasenmasse somit nur scheinbar
eine hohere Genauigkeit fiir diese Fille.

Wihrend der HPLS-Rechnungen erfolgt ein periodisches Reseeding der Marker-
Partikel, um eine gleichméfige Auflosung der Phasengrenzen zu gewéhrleisten. Der
entsprechende Algorithmus ist in Kapitel 4.3.3 beschrieben. Es wurde der Aufstieg
einer 3d-Blase, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, mit verschiedenen Reseeding-
Intervallen simuliert. Die Masse der Gasblase zum Zeitpunkt ¢t = 0,6 ist in Tabelle 5.2
angegeben. Wenngleich ein haufigeres Reseeding zu Verbesserungen in der Massen-
erhaltung fiihrt, so sind die erreichbaren Gewinne doch auf wenige Massenprozen-
te beschrankt. Da der Reseeding-Algorithmus einen vergleichsweise hohen Rechen-
aufwand erfordert, sollte ein moglichst grofes Intervall fiir dessen Ausfiithrung ange-
strebt werden. Fiir die hier untersuchte Zweiphasenstromung erscheint ein Reseeding-
Intervall von 40 Zeitschritten als angemessen.
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Das Rechenprogramm wurde zunéchst nach dem ’shared memory’ Prinzip mit Hilfe des
OpenMP-Standards parallelisiert. Da orthogonale Rechengitter verwendet werden und
die Diskretisierungsschemata vergleichsweise kleine Stiitzstellenbreiten aufweisen, ist
eine Aufteilung des Rechengebietes in mehrere Untergebiete sehr einfach zu bewerkstel-
ligen. Folglich entstand auch eine Codeversion mit hybrider Parallelisierung, bestehend
aus einer Gebietszerlegung mit Nutzung von MPI-Bibliotheken fiir die Kommunika-
tion und einer OpenMP-Parallelisierung innerhalb der Teilgebiete. Abbildung 5.13
zeigt beispielhaft die Aufteilung des gesamten Rechengebietes in acht Teilgebiete, wel-
che zudem in z-Richtung durch jeweils vier OpenMP-Prozesse parallelisiert wurden.

Optimierungen des Level-Set-Algorithmus

Neben der Parallelisierung kann eine Optimierung der Algorithmen zu wesentlichen
Verkiirzungen der Rechenzeiten beitragen, siehe hierzu auch [47|. Fiir die Bestimmung
der geglatteten Dichte- und Viskositédtsverteilungen ist eine Heaviside-Funktion, Glei-
chung (3.28) auszuwerten. In deren urspriinglicher Implementierung erforderte dies
das Auswerten einer rechenzeitintensiven if-Anweisung in jeder Zelle. Eine Gléattung
dieser Stoffdaten erfolgt jedoch nur in einer Umgebung € beiderseits der Phasengrenz-
fliche. Daher wird in jedem Zeitschritt eine Liste "Proz’ (fiir 'proximity’) aller Zellen
angelegt, welche sich innerhalb dieses Bandes um die Phasengrenzfliche befinden, siehe
Abbildung 5.14. Die Gesamtbreite dieses Bandes wird mit b = 2-max(e, 3h) festge-
legt, wobei hier neben € auch der grofstmogliche Abstand der Marker-Partikel von der
Phasengrenzfliche von 3h beriicksichtigt wird. Die lokalen Dichtewerte werden nun
zunachst anhand des Vorzeichens der Level-Set-Funktion mit p; oder p, bestimmt.
Anschliefsend erfolgt die Glattung dieser Verteilung durch Auswerten der Gleichungen
(3.26), (3.27) und (3.28) fiir die Zellen, welche in der Proz-Liste enthalten sind. Bei der
Berechnung der Viskositatsverteilung wird in gleicher Weise verfahren. In typischen
Anwendungsrechnungen befinden sich meist weniger als 1% aller Zellen im Band der
Breite b und entsprechend grof$ ist auch die erreichbare Einsparung an Rechenzeit.

Ebenso wird die Oberflichenspannungskraft nur noch in Zellen der Proz-Liste er-
mittelt. Da Gleichung (4.3) die Berechnung zahlreicher Ableitungen, Interpolationen
und die Auswertung einer Delta-Funktion erfordert, siche Abschnitt 4.1.1, sind auch
hier merkliche Effizienzsteigerungen moglich.

Oftmals werden Rechenabliufe im Partikelalgorithmus in Abhéngigkeit des Vorzei-
chens der Level-Set-Funktion ausgefiihrt. Oder die Lage eines Gitterpunktes, welcher
sich entweder innerhalb oder aufterhalb der Glattungsbreite befindet, bestimmt die zu
berechnenden Heaviside- oder Delta-Funktionen. In den meisten dieser Algorithmen
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Abbildung 5.13: Parallelisierung durch Gebietszerlegung einschlieflich Multithreading
mit OpenMP-Prozessen innerhalb der Subdomains.
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Abbildung 5.14: Zellen der Proz-Liste (graue Farbung) um die Phasengrenze (schwar-
ze Linie).

72



5.3 Effiziente Implementierung und Parallelisierung

konnen die rechenzeitintensiven if-Anweisungen durch eine geschickte Kombination
von min- oder max-Funktionen und einigen wenigen Multiplikationen ersetzt und so-
mit die Rechenzeit verringert werden.

Optimierungen des Partikel-Algorithmus

Bei Nutzung der NEC-SX8 des Hochstleistungsrechenzentrums Stuttgart (HLRS)
als Rechenplattform ist neben einer Parallelisierung ein hoher Vektorisierungsgrad
des Codes eminent wichtig. Die bei der Diskretisierung von partiellen Differential-
gleichungen verwendeten diskreten Operatoren fiir Ableitungen sowie die implemen-
tierten Interpolationsalgorithmen sind relativ einfach vektorisierbar.

Der Partikelalgorithmus jedoch enthélt vergleichsweise komplexe und verschachtelte
Algorithmen, deren Vektorisierung einigen Aufwand erfordert [47]. Als Beispiel soll hier
die Reduzierung der Partikelanzahl in einer iiberfiillten Gitterzelle ndher betrachtet
werden. Grundlegende Rechenschritte des in Abschnitt 4.3.3 beschriebenen Algorith-
mus sind der Vergleich zweier Level-Set-Werte, die Aktualisierung einer Liste aller
akzeptierten Partikel in der betrachteten Gitterzelle sowie die Neusortierung dieser
Liste. Zunachst laft dieser Algorithmus eine Parallelisierung der &dufseren Schleife {iber
alle Gitterzellen zu. Die innere Schleife iiber alle Marker-Partikel enthélt jedoch einen
Aufruf des Sortierungsalgorithmus fiir die lokale Partikelliste, welcher eine Vektorisie-
rung verhindert. Dies ist eine Ursache fiir die schlechte Recheneffizienz von wenigen
hundert MFLOPS auf der NEC-SX8 in den ersten Testrechnungen. Der Reseeding-
Algorithmus nahm hierbei ca. 70% der gesamten Rechenzeit in Anspruch obgleich
dieser nur nach jeweils 40 Zeitschritten ausgefiihrt wurde. Fiir eine Vektorisierung des
eben angesprochenen Problems wurde eine deutlich einfachere und zugleich schnellere
Losung gefunden:

Allen Zellen der Proz-Liste wird ein eindeutiger, globaler Index
igc =1+ j-Ny+k-N,-N,
zugeordnet. Gleiches wird fiir die Partikel berechnet
igp =tp+jp Ny +kp- Ny N,

und in einer neuen Partikelliste partcell gespeichert, welche drei Angaben enthélt: Den
globalen Zellindex des Partikels igp (1. Felddimension), die individuelle Partikelnum-
mer (2. Felddimension), sowie den interpolierten Level-Set-Wert ¢(x ) an der Position
des Partikels (3. Felddimension). Durch maskierte, intrinsische Feldoperationen kann
nun sowohl die Anzahl der Partikel in jeder Gitterzelle, als auch ein zu l6schendes
Partikel schneller und vor allem in vektorisierbarer Form ermittelt werden. Um die
Anzahl n..; der aktuell in der Zelle ¢c vorhandenen Partikel zu erhalten, wird eine
Summation iiber das maskiertes Feld partcell durchgefiihrt
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Neeyt = SUM( partcell,
DIM = 1,
MASK = partcell .eq. icc) /[ ice -

Falls nee; > np ist, kénnen die zu loschenden Partikel mit dem grofsten Abstand zur
Grenzfliche durch eine maskierte MAXLOC(..)-Operation ermittelt werden. Mit den
angefithrten Modifikationen und einigen weiteren Optimierungen konnte der Anteil
des Reseeding-Algorithmus an der Gesamtrechenzeit auf etwa 6% reduziert werden.

Optimierungen des Poisson-Losers

Fiir die Losung der Poisson-Gleichung (4.12) wurde in Abschnitt 5.1.3 das Verfahren
der konjugierten Gradienten in Kombination mit verschiedenen Vorkonditionierungen
untersucht. Testrechnungen auf Workstations ergaben eine deutliche Verringerung
der Iterationszahlen wenn Vorkonditionierungen basierend auf einer unvollstdndigen
Cholesky-Zerlegung der Koeffizientenmatrix A verwendet werden, siche Abbildung 5.5.
Diese Vorkonditionierung erzeugt eine unvollstéandige LU-Zerlegung von A, welche auf
den Losungsvektor p angewendet wird, siehe Appendix A.2. Leider ist die aufeinan-
derfolgende Multiplikation der unteren und oberen Dreiecksmatrix mit einem Vektor
nur schwer parallelisierbar und vektorisierbar. Die sequentielle Version des ICCG-0-
Verfahrens fiithrte zwar auch auf der NEC-SX8 zu einer Reduktion der Iterationszahlen
verglichen mit einer CG-Methode mit Jacobi-Vorkonditionierung, jedoch stiegen die
Rechenzeiten auf Grund der fehlenden Parallelisierung und Vektorisierung des Vor-
konditionierungsschrittes enorm an.

Daher wurde ein paralleler Algorithmus fiir die Multiplikation z.B. der unteren
Dreiecksmatrix mit einem Vektor entwickelt. Ausgehend vom Koordinatenursprung
(0, 0, 0) kénnen alle Gitterpunkte in einer Ebene, welche den Vektor (1, 1, 1)T als
Normalenvektor hat, parallel bearbeitet werden, siehe Abbildung 5.15. Dabei werden
schrittweise alle Ebenen beginnend vom Koordinatenursprung durchlaufen. Innerhalb
einer Ebene ist theoretisch auch die Vektorisierung der Rechenschritte moglich. Die
parallele Anwendung der oberen Dreiecksmatrix erfolgt nach dem gleichen Prinzip,
mit dem Unterschied dass nun die Ebenen von der Zelle (N,, N,, N.) ausgehend ent-
lang des Vektors (—1, —1, — 1) durchlaufen werden. Fiir die Implementierung dieses
Ansatzes wird eine Indexliste generiert, welche alle Zellindizes (i, j, k) des 3d-Feldes p
einer Ebene zuordnet. In Testrechnungen auf einem ALTIX-System mit dieser paral-
lelisierten Version konnte eine Verminderung der Rechenzeiten verglichen mit dem
sequentiellen ICCG-0-Verfahren festgestellt werden. Leider verhindert die indirekte
Indizierung des p-Feldes durch die Indexliste eine Vektorisierung des Algorithmus auf
der NEC-SX8. Das CG-Verfahren in Kombination mit einer vollstdndig parallelisierten
und vektorisierten Jacobi-Vorkonditionierung fithrt zwar zu mehr Iterationen, jedoch
reduzierten sich die Rechenzeiten durch eine weitaus hohere Recheneffizienz auf der
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(No, Ny)

(1, 1) l

Abbildung 5.15: Parallele Anwendung einer LU-Zerlegung auf einem Rechengebiet von
4 x 6 Zellen. Gleiche Grautone symbolisieren Gitterzellen, welche
parallel bearbeitet werden konnen.

NEC-SX8 drastisch im Vergleich zum parallelen ICCG-0-Verfahren. Daher muss fiir
Anwendungsrechnungen auf der NEC-SX8 derzeit auf das CG-Verfahren mit Jacobi-
Vorkonditionierung zur Losung der Poisson-Gleichung zuriickgegriffen werden.

Rechenzeitanteile von wesentlichen Komponenten des Programms

Abschlieflend werden folgende Programmteile hinsichtlich ihrer Recheneffiziens auf der
NEC-SX8 untersucht:

Transportalgorithmus der Level-Set-Funktion, Gleichung (3.19),
Reinitialisierung der Level-Set-Funktion, Gleichung (3.22),

Transport der Marker-Partikel, Gleichung (3.30),

Korrektur der Level-Set-Funktion mittels Marker-Partikel, Abschnitt (4.3.2),
Reseedingalgorithmus der Marker-Partikel, Abschnitt (4.3.3),

Berechnung der Oberflichenspannungskrifte, Gleichung (4.3),
Durchfithrung des Projektionsschrittes, Gleichung (3.17) und (3.18).

N Otk W=

Der Anteil dieser Algorithmen an der gesamten Rechenzeit sowie die erreichten
MFLOPS-Raten (engl. 'million floating-point operations per second’) wurden in einer
Simulation einer in Wasser aufsteigenden Luftblase ermittelt. Das Rechengitter wies
6,75-10° Zellen auf und es wurde ein Knoten der NEC-SX8 mit 8 Prozessoren ver-
wendet.
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Abbildung 5.16: Anteilige Rechenzeiten ausgewéhlter Programmteile an der Gesamt-
zeit und deren durchschnittliche MFLOPS-Raten auf einem Prozessor
der NEC-SXS.

Abbildung 5.16 zeigt die gemessenen Rechenzeiten sowie die erreichten MFLOPS-
Raten fiir einen Prozessor. In die MFLOPS-Angabe fliefst auch die Rechenleistung
aller notwendigen Subroutinen fiir die Ausfiihrung der jeweiligen Aufgabe ein. So
enthalten beispielsweise die fiir den Transport der Level-Set-Funktion gemessenen
10312 MFLOPS sowohl die numerische Berechnung von V¢ mittels WENO-Verfahren,
als auch die Interpolation der Geschwindigkeitskomponenten im Zellzentrum. Der von
NEC angegebene Maximalwert von 16 GFLOPS je Prozessor ist in praktischen An-
wendungen jedoch nicht zu erreichen. Vielmehr kénnen Rechenprogramme mit einer
Gesamtrechenleistung von 8 GFLOPS bereits als sehr effizient angesehen werden.

Der Code erreichte eine Gesamtrechenleistung von 5.6 GFLOPS in dieser Simula-
tion und weist damit eine recht gute Effizienz auf. Die weitaus meiste Rechenzeit wird
fiir den Projektionsschritt bendtigt. Die schlechte Konditionierung der Koeffizienten-
matrix A infolge des grofen Dichteverhéltnisses von I', = 1/1000 fithrt zu grofen
Iterationszahlen im CG-Verfahren. Weiterhin entwickelt die Blase einen turbulenten,
offenen Nachlauf, was zu deutlich hoheren Abweichungen von der Divergenzfreiheit
V -u im Vergleich zu geschlossenen Nachlaufen fiihrt. Letzteres ist sehr deutlich in
der Anfangsphase des Blasenaufstiegs feststellbar: Der zunéchst geschlossene, lami-
nare Nachlauf fiihrt zu kleineren Iterationszahlen im CG-Verfahren und ermoglicht
eine Rechenleistung fiir den Gesamtcode von bis zu 8 GFLOPS in der Anfangsphase.
Die Reinitialisierung der Level-Set-Funktion erfordert die Berechnung von raumlichen
Ableitungen mittels eines WENO-Schemas. Dessen Implementierung ist zwar effizient
und vollstdndig vektorisiert, jedoch verursacht die mehrfache Auswertung dieser Ab-
leitungen eine recht hohe Rechenzeit fiir diesen Programmteil. Im Partikelalgorithmus
konnten keine hohen MFLOPS-Raten erzielt werden. Der Anteil des Partikelcodes an
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der Gesamtrechenzeit ist mit etwa 12% jedoch recht gering.
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6 Untersuchung von in Flissigkeiten
aufsteigenden Gasblasen anhand
numerischer Simulationen

Hinsichtlich des Aufstiegsverhaltens von Gasblasen in Fliissigkeiten kann zwischen
Blasen mit geschlossenem stationdren Nachlauf und Blasen mit offenem instationéren
Nachlauf unterschieden werden, siehe hierzu auch Kapitel 2. Fiir den letzteren Fall
wurden verschiedenste Aufstiegspfade, angefangen bei geradlinigen Bahnen iiber Zick-
zackbahnen bis hin zu spiralférmigen Aufstiegspfaden, beobachtet. Ein geschlossener
symmetrischer Blasennachlauf hingegen fithrt immer zu geradlinigen Aufstiegspfaden.
Im Folgenden werden Ergebnisse von Blasensimulationen aus beiden Kategorien vor-
gestellt, siehe hierzu auch [48].

6.1 Blasen mit geradlinigen Aufstiegspfaden

Bhaga und Weber [12| untersuchten Luftblasen, welche unter Ausbildung eines sta-
tiondren geschlossenen Nachlaufs in einer Wasser-Glukose-Losung aufsteigen. Mittels
verschieden hoher Glukosekonzentrationen konnte die dynamische Viskositat der Fliis-
sigkeit p; in einem Bereich von 2,8kg/(ms) bis 0,0836 kg/(ms) eingestellt werden.
Die Fliissigkeitsdichte p; sowie der Oberflichenspannungskoeffizient o* @nderten sich
hierbei nur geringfiigig von 1314 kg/m3 bis 1390kg/m? bzw. von 0,0769 N/m bis
0,0800 N/m. Durch die Variation der Mortonzahl in einem Bereich von 850 bis 7,4 - 1074
nehmen Blasen gleichen Volumens unterschiedliche Formen an. In von Reibung domi-
nierten Systemen mit hohen Mortonzahlen nehmen die Blasen eine nahezu kugel-
formige Gestalt an, wahrend sich bei niedrigeren Mortonzahlen stark abgeflachte,
kappenformige Blasen zeigen.

Fiir eine Luftblase mit einem volumendquivalenten Durchmesser von dj = 2,61 cm
wurden Simulationen bei vier verschiedenen Mortonzahlen durchgefiihrt. Die Stoff-
daten dieser Félle sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst. Parameter der numerischen
Simulationen sind Tabelle 6.2 zu entnehmen. Um eine gute Auflésung der dufseren
Rénder der kappenformigen Blasen zu gewéhrleisten, wurden die Rechengitter mit
zunehmender Abplattung der Blase verfeinert. Als Startbedingung wurde eine kugel-
formige Blase in ruhender Fliissigkeit vorgegeben. Nach einer anfinglichen Beschleu-
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FaLL 1 FALL 2 FALL 3 FALL 4
Mo 848 41,1 0,103 4,63-1073
dy [m] 0,0261 0,0261 0,0261 0,0261
pi [kg/m?] 1390 1380 1352 1325,1
ol [kg/m?] 1,29 1,29 1,29 1,29
wy [kg/(ms)] 2,8 1,31 0,288 0,077
wh [kg/(ms)]  18,2-107%  182-107% 182-107% 18,2-107°
o* [N/m] 0,0800 0,0795 0,0785 0,0774

Tabelle 6.1: Kenngrofen der untersuchten Félle von in Wasser-Glukose-Losungen auf-
steigenden Luftblasen.

FaLL 1 FALL 2 FALL 3 FALL 4
LyxLyxL, 4-dg x 8-dg x4-dpg
N, x Ny x N,  80x160x80  160x320x160  240x480x240  280x560x280
Re,ef 6,6 13,91 62,03 134,1
Wepey 116 116 116 115
Fro.s 1,0 1,0 1,0 1,0
L', = pa/po 9,28 1074 9,35-1074 9,54-1074 9,74-1074
Uy = pa/ 6,50-10°° 1,39-107° 6,32-107° 2,36-107%

Tabelle 6.2: Parameter der numerischen Simulationen.

nigungsphase erreichen Blasenform und Blasennachlauf einen stationdren Zustand. In
den folgenden Kapiteln werden die Ergebnisse der numerischen Simulationen présen-
tiert und den experimentellen Daten gegeniibergestellt.

6.1.1 Geometrie von Blase und Nachlauf

In den Experimenten wurde die Geometrie der spheroid- und kappenférmigen Blasen
anhand von Aufnahmen mit einer Filmkamera ausgewertet. Der geschlossene Nach-
lauf dieser Blasen konnte mit Hilfe von elektrolytisch erzeugten Wasserstoffbldschen
sichtbar gemacht und dessen Ausdehnung somit ebenfalls angegeben werden.

In Abbildung 6.1 sind Aufnahmen der Blasenform aus Experiment und Rechnung
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¥
L

(a) FALL 1 Experiment (b) FALL 1 Simulation

T

(c) FALL 2 Experiment (d) FALL 2 Simulation

(e) FALL 3 Experiment (f) FALL 3 Simulation

(g) FALL 4 Experiment (h) FALL 4 Simulation

Abbildung 6.1: Blasenformen in Experiment [12] und Simulation.
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dargestellt. Ausgehend von einer an der Unterseite abgeflachten Ellipsenform mit einer
Vertiefung geringen Durchmessers bei Mo = 848 wird die Blase mit abnehmender
Mortonzahl immer flacher und nimmt schlieflich eine kappenférmige Gestalt an. In
der Néhe des Blasenrandes kann der Verlauf dieser konkaven Unterseite jedoch auf
Grund der unterschiedlichen Brechungsindizes von Gas und Fliissigkeit anhand der
Filmaufnahmen in den Experimenten nicht exakt bestimmt werden. Kenngrofsen der
Blasengeometrie aus Experiment und Simulation sind in Abbildung 6.2 als Funktion
der Blasen-Reynoldszahl dargestellt. Mit Ausnahme der Datenpunkte fiir FALL 1
und FALL 2 in Abbildung 6.2(e) ist eine sehr gute Ubereinstimmung der experimen-
tellen und numerischen Ergebnisse festzustellen. Die Vorgehensweise zur Bestimmung
der angepassten Ellipse mit den Halbachsen a und b ist jedoch in [12] nicht eindeutig
definiert. Es wird lediglich angegeben, dass anhand von Photos die Blasenoberseite
mit Ellipsenkonturen in Deckung gebracht wurde. Ein Kriterium, welches hierbei das
Maf an Ubereinstimmung beschreibt, beispielsweise ein Winkel 6, siehe Bild 6.2(a),
bis zu welchem eine genaue Deckungsgleichheit vorliegen muss, wurde nicht definiert.
Daher sind die Abweichungen fiir FALL 1 und FALL 2 in Abbildung 6.2(a) sehr wahr-
scheinlich in der Anpassung der Ellipse begriindet. Dass die Daten fiir die FALLE 3
und 4 den experimentellen Ergebnissen entsprechen, untermauert diese Vermutung, da
die Oberseiten der kappenformigen Blasen eine recht einfache Anpassung einer Ellipse
ermoglichen.

Sowohl in den Experimenten als auch in den Simulationen wurde der Widerstands-
beiwert cp aus dem stationédren Gleichgewicht von hydrostatischer Auftriebskraft und
der Widerstandskraft bestimmt

4'g'dB

—— 6.1
R (61)

Cp =
wobei Ur die stationdre Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase bezeichnet. Die in der
Rechnung ermittelten Widerstandsbeiwerte stimmen gut mit den experimentellen
Daten iiberein, siche Abbildung 6.3. In der Literatur ist eine Vielzahl von Korrela-
tionen zur Berechnung des Widerstandsbeiwertes von Blasen zu finden, welche jedoch
meist einen eingeschrankten Giiltigkeitsbereich aufweisen, siehe hierzu [82]|. Auf Grund
der Vielfalt der moglichen Blasenformen sowie den unterschiedlichen Auswirkungen
von offenen oder geschlossenen Nachlaufen ist eine allgemeingiiltige Gleichung, welche
beispielsweise den Blasendurchmesser und die Mortonzahl mit dem zu erwartenden
Widerstandsbeiwert in Beziehung setzt, nicht bekannt. Fiir sehr kleine bis mittlere
Blasen-Reynoldszahlen (Re < 50) fanden Taylor und Acrivos [153] die Gleichung

16
In reibungsdominierten Stokes-Strémungen (Re < 1) wird der Widerstandsbeiwert
hauptséchlich durch den Ausdruck 16/Re bestimmt. Bei Reynoldszahlen Re 2 50
konnen die Blasen je nach Stoffsystem bereits ausgepriagte Kappenformen annehmen
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Abbildung 6.2: Stationdre Gestalt der Blasen. Mortonzahlen in den Experimenten [12]:
O: 711; O: 55,5; A: 4,17; 0: 1,03; V: 0,108; <i: 5,48 - 1073, Simulationen:
v: FALL 1; l: FALL 2; A: FALL 3; ¢: FALL 4.
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103 - — — —— Cliftetal.
E Mei et al.
[ Taylor, Acrivos

Abbildung 6.3: Widerstandsbeiwert der Blasen. : Experiment mit Mo = 1,64 1073,
fiir die Zuordnung der anderen Symbole zu Mortonzahlen siehe Abbil-
dung 6.2.

und der Widerstandsbeiwert ndhert sich nach [153] asymptotisch dem Wert 2 an.
Fiir kugelférmige Blasen bei hohen Reynoldszahlen stellte Moore [94] Gleichungen
fiir die Grenzschichtstromung an der Blasenoberfliche sowie fiir deren geschlossenen
Nachlauf auf. Basierend auf diesen Beziehungen konnte Moore eine Gleichung fiir den
Widerstandsbeiwert ableiten. Das empirische Widerstandsgesetz von Mei et al. [85]

16 8§ 1 o]
D = 1 <1 + [Re + 2(1 + 3,315Re )] ) (6.3)

basiert auf Moores Arbeiten und soll sowohl fiir hohe als auch niedrige Reynoldszahlen
anwendbar sein. Da die Giiltigkeit dieses Gesetzes jedoch auf Blasen mit anndhernd
kugelformiger Gestalt beschriankt ist, treten grofse Abweichungen von den experimen-
tellen Daten fiir kappenformige Blasen bei Reynoldszahlen von Re > 5 auf. Die Be-
ziehung

149
€D = R0

(6.4)

von Clift et al. [27] ist ebenfalls nur fiir nahezu kugelformige Blasen giiltig. Eine
sehr gute Ubereinstimmung, auch bei hoheren Reynoldszahlen und stark deformierten
Blasen, ist zwischen den experimentellen und numerischen Daten und der Korrelation
von Taylor und Acrivos [153] feststellbar.

Auf Grund der hohen Viskositéat der Fliissigkeit sind die Reynoldszahlen der hier
betrachteten Fille vergleichsweise klein und somit entwickeln die Blasen ausgedehnte,
laminare, geschlossene Nachldufe. In Abbildung 6.4 sind Geometrieparameter des
Blasennachlaufs in Abhéngigkeit der Reynoldszahl dargestellt. Die Simulation des
FALLS 1 ergab keine laminare Abloseblase im Nachlauf und somit ist eine sinnvol-
le Auswertung der in Abbildung 6.4(a) angegebenen Kenngrofen fiir diesen Fall nicht
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Abbildung 6.4: Geometrie des Blasennachlaufs. Mortonzahlen in den Experimenten:
(:258; 0: 43,5; A: 4,41; 0: 0,962; V: 0,144; <: 4,58 - 1073; ®: 1,73 - 1072
(Slaughter [142]); €@: 6,5- 1072 (Hnat [59]). Simulationen: B: FALL 2;

A: FALL 3; ¢: FaLL 4.
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moglich. Die numerischen Ergebnisse der FALLE 2 und 3 zeigen eine sehr gute Uberein-
stimmung mit den im Experiment gefundenen Nachlaufgeometrien. Auch ein Vergleich
der Stromlinienbilder fiir die FALLE 1 und 3, siehe Abbildung 6.5, 14t keine nennens-
werten Unterschiede erkennen. In der Simulation des FALLS 4 ist das Nachlaufgebiet je-
doch zu klein ausgebildet, wie in Abbildung 6.4(c) und in den Stromlinienbildern 6.5(e)
und 6.5(f) zu sehen. Diese Abweichung ist das Resultat eines etwas zu klein gewéhlten
Rechengebietes im FALL 4. Bei einer dimensionslosen Breite des Rechengebietes von
4 -dp, siehe Tabelle 6.2, und einer stark abgeflachten Blase, welche eine Breite von
1,65 - dp erreicht, zeigt sich hier der Einfluss der periodischen Rénder auf das Simula-
tionsergebnis. Die Blase kann nicht wie im Experiment als Einzelblase frei aufsteigen,
sondern es wird eine Blase eines Blasenschwarms betrachtet, in welchem die Blasen
einen seitlichen Abstand von s, = s, = 4 - dg zueinander haben. Hinsichtlich der Bla-
senform selbst, Abbildung 6.2, ist dieser Einfluss nur unwesentlich. Der Nachlauf wird
jedoch in seiner seitlichen Ausbreitung behindert, was auch zu einer reduzierten Nach-
lauflénge fiihrt. Ebenso kann auch die begrenzte Rechengebietshohe von L, = 8-dp
eine Verringerung der Nachlauflinge bewirken.

6.1.2 Geschwindigkeiten in Fliissigkeit und Gasblase

Die ermittelten Aufstiegsgeschwindigkeiten der Blase Ur sowie die entsprechenden
Blasen-Reynoldszahlen

Re — dpUrpy (6.5)

20

sind in Tabelle 6.3 zusammengefasst. Auch fiir diese Kenngrofen ist eine gute Uber-
einstimmung der experimentellen und numerischen Werte festzustellen. Ein Modell
fiir die Vorhersage der Aufstiegsgeschwindigkeit wurde von Davies und Taylor [34]
vorgestellt,

Ur = %5 \/J Teap - (6.6)

Hierin beschreibt r.q, den Radius einer der Blasenoberseite angepassten Kugel. Bhaga
und Weber [12| bestimmten 7., fiir einen Bereich von £37,5° beidseits der verti-
kalen Symmetrieachse der Blase. Fiir den Bereich Re > 10 ergibt Gleichung (6.6)
Aufstiegsgeschwindigkeiten, welche lediglich um +5% von den experimentellen Wer-
ten abweichen. Ein weiteres Modell fiir die Vorhersage von Aufstiegsgeschwindigkeiten
wurde von Wairegi und Grace [161] entwickelt. Ein Nachteil dieser beiden Methoden
ist, dass Informationen zur Gestalt der Blase notwendig sind. Fiir die Ermittlung der
benotigten Kappenradien oder Blasenhalbachsen sind daher Simulationen oder Expe-
rimente erforderlich. Solche Daten sind fiir das von Angelino [5| vorgestellte Modell
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(a) Simulation FALL 1 (b) Experiment FALL 1

(¢) Simulation FALL 3

(e) Simulation FALL 4 (f) Experiment FALL 4

Abbildung 6.5: Blasenumstromung in Simulation und Experiment [12].
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FarpL 1 FALL 2 FaLr 3 FALL 4
UT Re UT Re UT Re UT Re
(m/s) (m/s) (m/s) (m/s)

Experiment 0,19 25| 0,26 72| 034 422] 0,35 94,0
Simulation 0,19 25| 0,25 69| 0,33 40,2| 0,35 91,8
Angelino, Glg.(6.7) | 0,21 0,25 0,33 0,38

Tabelle 6.3: Endgeschwindigkeit und Reynoldszahl der Blasen.

nicht notwendig:

Ur=K-V™ mit (6.7)
25
K =
1+ 0,33 Mo 029
0,167

1034 Mo 024

Es werden lediglich Stoffdaten der verwendeten Fluide (Mo) sowie das Volumen der
Blase (V') benétigt. Die durch Gleichung (6.7) vorhergesagten Aufstiegsgeschwindig-
keiten sind in Tabelle 6.3 angegeben und stellen bemerkenswert gute Naherungen der
tatsdchlich gemessenen Geschwindigkeiten dar.

Bei Betrachtung der Stromungsfelder innerhalb der Gasblasen ist eine Steigerung der
Komplexitat der Stromungsstrukturen mit zunehmender Reynoldszahl festzustellen.
Fiir FALL 1 mit der niedrigsten Reynoldszahl von Re = 2,47 ist zunéchst nur ein
Wirbelring in der Blase vorhanden, siche Abbildung 6.6(a). In einem mit der Blase
mitbewegten Bezugssystem wurde eine Maximalgeschwindigkeit von 0,13m/s in der
Gasphase gemessen. Diese Maximalgeschwindigkeit steigt auf 0,19m/s fiir FALL 2
und es bilden sich zwei stationére, gegensinnig rotierende Wirbelringe innerhalb der
Gasblase, Abbildung 6.6(b). Fiir den FALL 3 treten Geschwindigkeiten von bis zu
0,53 m/s innerhalb der Blase auf. Desweiteren sind in Abbildung 6.6(c) viele Wirbel
zu beobachten, deren Zentren nicht mehr stationér an einer Position verharren sondern
sich stdndig verschieben. Auch nach einer vergleichsweise langen Rechenzeit sind diese
Instationaritdten trotz einer stationdren Blasenform immer noch vorhanden. Bei der
hochsten hier untersuchten Blasen-Reynoldszahl von Re = 94,0 nimmt die Blase eine
noch flachere Form mit dem kleinsten Seitenverhéltnis h/w an. Die weiter reduzierte
Blasenhohe schrankt die Bewegungen der Wirbel ein, so dass die fiir den FALL 3
beobachteten Instationaritdten abklingen und sich erneut zwei gegensinnig rotierende,
stationdre Wirbelringe ausbilden, siehe Abbildung 6.6(d).

Die in einer Horizontalebene auf Hohe des Blasendquators gemessenen Vertikal-
geschwindigkeiten sind in Abbildung 6.7 dargestellt. Die Geschwindigkeiten wurden
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(a) Simulation FALL 1 (b) Simulation FALL 2

(¢) Simulation FALL 3 (d) Simulation FALL 4

Abbildung 6.6: Stromungsfelder innerhalb der Gasblase.

— — — — DNSFALL1

A — - — - — DNSFALL?2
0.5F N — — — DNSFALL3
DNS FALL 4

0O 05 1 15 2 25 3 35
x 1 (w/2)

Abbildung 6.7: Vertikalgeschwindigkeiten in der Aquatorialebene der Blase. B: Experi-
ment zu FALL 1, A: Experiment zu FALL 3.
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Abbildung 6.8: Vertikalgeschwindigkeiten in der Horizontalebene durch das Zentrum
des Wirbelrings im Nachlauf der Blase fiir FALL 4. Durchgezogene
Linie: Simulation, ¥: Experiment.

mit der Blasenendgeschwindigkeit U und die horizontale Koordinate mit der halben
Blasenbreite w/2 normiert. Die fiir die FALLE 1 und 3 vorhandenen experimentellen
Messwerte liegen auf oder sehr nahe an den numerischen Ergebnissen. Im Nahbereich
der Blasenoberflache ist deutlich der Einfluss einer Scherschicht feststellbar. In einigem
Abstand zur Blase, x/(w/2) > 2, ndhern sich die Verldufe der Vertikalgeschwindig-
keiten fiir FALL 1 und 2 dem Wert —1 an, welcher in der ungestérten Aufenstro-
mung vorliegt. Besonders fiir den FALL 4 wird dieser asymptotische Wert jedoch nicht
erreicht. Dies wird auf den bereits angesprochenen Einfluss der Rechengebietsgroise
in Verbindung mit den periodischen Randbedingungen zuriickgefiihrt. Abbildung 6.8
zeigt flir FALL 4 die vertikalen Geschwindigkeiten in einer Horizontalebene durch die
maximale Nachlaufbreite, welche gleichzeitig auch das Zentrum des Nachlaufwirbel-
rings enthélt. Auch fiir dieses Geschwindigkeitsprofil ist eine gute Ubereinstimmung
von Experiment und Simulation gegeben. In den Bereichen x/(w,,/2) > 2 ist erneut
der Einfluss der Rechengebietsgrofse sichtbar, da die Simulation erneut etwas erhohte
Geschwindigkeiten aufweist.
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6.2 Blasen auf zickzackformigen Aufstiegsbahnen

Fiir die Untersuchung von Blasen auf instationdren Aufstiegsbahnen wird eine in Was-
ser aufsteigende Luftblase des Durchmessers dj = 5,2 mm betrachtet. Die Mortonzahl
dieses Stoffsystems betrigt Mo = 2.33-10"! und die E6tvoszahl dieser Konfigura-
tion ergibt sich zu Fo = 3,62. Somit ist entsprechend Abbildung 2.1 und Tabelle 2.1
ein instationdres Verhalten der Blase zu erwarten. In experimentellen Untersuchungen
von Blasen mit diesen Parametern zeigten sich unterschiedliche Aufstiegsverhalten:
Briicker [19] und Lunde und Perkins [78] (d5 = 5,04 mm) fanden zickzackférmige Bla-
senbahnen. Dagegen beobachteten Veldhuis et al. [160] eine chaotische, im Englischen
auch als rocking’ charakterisierte, Aufstiegsbewegung.

Fiir die numerische Simulation dieses Blasenaufstiegs wurde zunéchst ein Rechen-
gebiet der Gréfe L, x L, x L, =4 x 8 x 4 mit einer Auflésung von N, x N, x N, =
150 x 300 x 150 Gitterzellen verwendet. Der dimensionslose Blasendurchmesser betrug
dp = 1 und die Kennzahlen dieser Zweiphasenstromung wurden mit Re,.; = 1204,
Wenep = 3,66, Frep = 1,0, T, = 1,29-107® und ', = 1,86-1072 ermittelt.
Briicker [19] stellte in Experimenten eine Periodendauer der Zickzackbewegung von
0,24s fest. Da in der Simulation mehrere Perioden der Pfadoszillation abgebildet
werden sollen, ist die zu simulierende Zeitspanne sehr lang im Vergleich zu den Be-
rechnungen von stationédren Blasenbahnen im vorhergehenden Kapitel. Mit der ge-
wahlten Referenzzeit t,.; = Lyef/Usey = 0,0231s soll die Simulation bis mindes-
tens t = 50 fortgefiihrt werden. Zu Beginn der Simulation wurde die Referenz-
Reynoldszahl mit Re,.; = 600 festgelegt und im weiteren Verlauf der Rechnung schritt-
weise bis auf Re,.; = 1200 gesteigert, siehe hierzu auch Abbildung 6.9. Im Bereich von
600 < Reye; < 800 konnte ein regelméfiger Zickzackpfad festgestellt werden. Bei einer
weiteren Steigerung der Referenz-Reynoldszahl wurden die Oszillationsbewegungen je-
doch zunehmend unregelmafiger. So sind ab Re,.; = 1000 bei ¢ ~ 60 kaum noch voll-
stdndige Oszillationsperioden gleichzeitig in beiden Koordinaten der Horizontalebene
identifizierbar. Zudem fiihrt die Blase zeitweise relativ lange seitliche Driftbewegungen
aus. Auch Veldhuis et al. [160] fanden in experimentellen Untersuchungen von Luft-
blasen dieses Durchmessers in hochreinem Wasser einen chaotischen Blasenaufstieg.
Vermutlich ist die von Briicker [19] und Lunde und Perkins 78] beobachtete regelmé-
kige Zickzackbahn auf die Verwendung von Trinkwasser unterschiedlicher Qualitét zu-
riickzufiihren, siehe hierzu auch Kapitel 2.1. Unterstiitzt wird diese Vermutung durch
eine Untersuchung von Blasen gleicher Grofie in sowohl hochreinem Wasser als auch in
Trinkwasser in [160]: In Abhéngigkeit des Reinheitsgrades des Wassers wurden stark
unterschiedliche Frequenzen fiir die Wirbelablésungen im Blasennachlauf und ebenso
Unterschiede hinsichtlich der Formoszillationen der Blasen festgestellt. Eine spektrale
Analyse der Lateralbewegungen der Blase in der Simulation ergab ein ausgeprigtes
Maximum bei einer Frequenz von 4,5 Hz. In den Experimenten wurden d&hnliche Werte
gemessen. Briicker [19] fand eine Pfadoszillationsfrequenz von 4,2 Hz und Veldhuis et
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Abbildung 6.9: Simulation mit Re,cfmar = 1200: Bewegung des Massenmittelpunktes
der Blase.

al. [160] stellten Anderungen der seitlichen Bewegungsrichtung der Blase mit einer
Frequenz von 5,2 Hz fest.

Um einen Vergleich mit den detaillierten FErgebnissen der Experimente von
Briicker [19], insbesondere hinsichtlich der Nachlaufstrukturen, zu erméglichen, wird
eine regelmifige Zickzackbahn auch bei einer Blasengrdfse von dj; = 5,2mm ange-
strebt. Durch die Wahl einer reduzierten Referenz-Reynoldszahl von Re,.; = 600
stellt sich dieses Aufstiegsverhalten ein und es treten Formoszillationen der Bla-
se auf. Um eine friithzeitige Ausloschung der Nachlaufstrukturen durch die mitbe-
wegte Fringe-Zone zu verhindern, siehe hierzu Abschnitt 4.1.2, wurde ein vergrofertes
Rechengebiet mit L, x L, x L, = 5 x 12 x 5 verwendet. Die Auflésung betrug
Ny x Ny, x N, =120 x 288 x 120 Gitterzellen.

6.2.1 Analyse von Aufstiegspfad und Blasenform

In der Simulation hat die Blase eine Gesamtstrecke von ca. 62 Blasendurchmes-
sern zuriickgelegt und dabei 5 Perioden der Pfadoszillation ausgefiihrt. In Abbil-
dung 6.10(a) ist ein Ausschnitt der Lateralbewegungen der Blase in x- und z-Richtung
dargestellt. Bei Betrachtung der seitlichen Bewegungen als Funktion der Zeit in den
Abbildungen 6.10(b) und 6.10(c) ist nach einer Einschwingphase ab ca. t ~ 25 ein
regelméafiger Zickzackpfad der Blase in beiden Koordinatenrichtungen erkennbar. Die
Amplitude dieser Pfadoszillation wurde mit 0,5 - dg gemessen und ist somit kleiner als
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Abbildung 6.10: Simulation mit Re,.; = 600: Bewegung des Massenmittelpunktes der

Blase.
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Abbildung 6.11: Bewegung der Blase innerhalb der Zickzackebene.

in den Experimenten von Briicker [19], in welchen eine Amplitude von 0,75 dp fest-
gestellt wurde. Zum einen konnte dies auf die reduzierte Referenz-Reynoldszahl von
Re,ey = 600 zuriickzufiihren sein. Zum anderen sind periodische Randbedingungen
in x- und z-Richtung vorgegeben. Somit wird das Verhalten einer von vielen neben-
einander aufsteigenden Gasblasen analysiert. Eine Wechselwirkung der Blasen unter-
einander kann nicht vollstandig ausgeschlossen werden. Die Frequenz dieser Pfadoszil-
lation betrug in der Simulation 4,3 Hz und ist in guter Ubereinstimmung mit dem
experimentellen Wert von 4,2 Hz. In den Experimenten fiihrte die Blase Zickzackbe-
wegungen innerhalb einer Ebene aus, welche ihre Lage im Raum iiber die Zeit nicht
verdnderte und somit einen konstanten Normalenvektor aufwies. In der Simulation
hingegen ist eine Drehung dieser Ebene, welche in Abbildung 6.11 mit W bezeichnet
ist, festzustellen. Wenngleich die Winkelgeschwindigkeit, gemittelt iiber drei Oszil-
lationsperioden, mit wy = 0,024 recht gering ist, wird dennoch in Abbildung 6.10(d)
die Verdrehung der Zickzackebene deutlich sichtbar. Daher ist die Abnahme der Oszil-
lationsamplitude in der x-Koordinate und deren Zunahme in der z-Koordinate in Ab-
bildung 6.10(b) durch diese Drehung bedingt, wiahrend die tatsachliche Amplitude mit
0,5 - dp nahezu konstant bleibt. Auf die Ursache der Drehung der Zickzackebene wird
im nachfolgenden Abschnitt 6.2.2 eingegangen.

Die Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase wurde im Experiment mit 0,20 m/s gemes-
sen. In der Simulation wurden im Mittel 0,226 m/s erreicht, wobei periodische Schwan-
kungen dieses Wertes von £4% feststellbar sind. Die hochsten lateralen Geschwindig-
keiten der Blase treten bei deren Durchgang durch die Mittellage der Pfadoszillation
auf. Diese Geschwindigkeitskomponente ist in Abbildung 6.11 mit w,; benannt und
erreicht im Experiment Maximalwerte von etwa 0,10m/s. In der Simulation wurden
fir wy1 Maximalwerte von 0,09 m/s gemessen. Anhand des zeitlichen Verlaufs der Ge-
samtgeschwindigkeit

Us(t) = Vup(t)? + vp(t)? + wp(t)?

kann die momentane Beschleunigung der Blase A(t) = 0Ug(t)/0t ermittelt werden,
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Abbildung 6.12: Beschleunigung der Blase in deren momentane Bewegungsrichtung.

siehe Abbildung 6.12. Die Blase erfahrt ausgeprégte, periodisch positive und nega-
tive Beschleunigungen mit Maximalwerten von 4+2,0m/s? in Richtung ihrer momen-
tanen Bewegung. Eine spektrale Analyse von A(t) ergab eine Oszillationsfrequenz
von 26,2 Hz. Lunde und Perkins [78] untersuchten experimentell Luftblasen mit einem
volumenéquivalenten Durchmesser von dj = 5,04 mm und fanden eine dhnliche Oszil-
lationsfrequenz der Blasenbeschleunigung von 24,9 Hz.

Um die Form- und Lagednderungen der Blase genauer beschreiben zu kénnen, sollen
deren Hauptachsen d;, dy und d3 bestimmt werden. Zunéchst wurde eine Auswertung
basierend auf dem Massenmittelpunkt der Blase durchgefiihrt. Hierfiir wird fiir je-
den Punkt auf der Blasenoberfliche der Abstand zum Massenmittelpunkt berechnet.
Der grofste ermittelte Punktabstand wird als grofe Blasenhalbachse d;/2 definiert.
Zwischen dem Vektor d;, welcher die Richtung der Geraden zwischen diesen beiden
Punkten angibt, und der Horizontalebene kann der Neigungswinkel a der Blase be-
stimmt werden. Unter der Annahme einer elliptischen Blasengestalt sind die beiden
anderen Blasenachsen dy und ds innerhalb einer Ebene zu suchen, welche senkrecht
zu d; steht und den Massenmittelpunkt enthélt. Innerhalb dieser Ebene entspricht
der grofte Abstand zwischen einem Punkt auf der Blasenoberfliche und dem Massen-
mittelpunkt der Blasenhalbachse ds/2 und der kleinste Punktabstand der kleinsten
Blasenhalbachse d3/2. Abbildung 6.13(a) zeigt die mit dieser Vorgehensweise ermit-
telten Daten. Sowohl fiir d; als auch fiir dy sind Oszillationen der Lénge feststellbar,
welche sich jedoch als sehr unregelméfig hinsichtlich ihrer Amplitude und auch der
zeitlichen Entwicklung zeigen. Die kleinste Blasenachse nimmt einen nahezu konstan-
ten Wert von ds =~ 0,43 an. Wahrend des Durchgangs durch die Mittellage der Pfados-
zillation wird der maximale Neigungswinkel der Blase von o = 30° erreicht. Auf Grund
der unregelméfigen Daten fiir d; und dy wurden weitere Untersuchungen anhand von
2d-Schnitten der Blase durchgefithrt.  Abbildung 6.14(a) zeigt die Blase wéihrend
des Durchgangs durch die Mittellage der Pfadoszillation. In Abbildung 6.14(b) ist
fiir dieses Stadium die Kontur der Blase in der Ebene der Zickzackbewegung ¥ (wie
in Abbildung 6.11 definiert) dargestellt. Die Blase weist eine abgeflachte Oberseite
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(a) Auswertung basierend auf dem Massen-
mittelpunkt.

(b) Graphische Auswertung.

Abbildung 6.13: Lénge der Blasenachsen und Neigungswinkel o wiahrend einer Oszil-
lationsperiode. Unterbrochene Linie: x-Koordinate des Massenmittel-
punktes (schematisch); Durchgezogene Linie: Winkel « (rechte Or-

dinate); Linien mit Symbolen: B - grofste Achse dy, ¥ - Achse ds,

A - kleinste Achse ds.

(a) 3d-Seitenansicht.

v,
=

v,
(b) Blasenkontur in der Ebene der
Zickzackbewegung V.

Abbildung 6.14: Form der Blase bei deren Durchgang durch die Mittellage der Pfad-

96

oszillation.



6.2 Blasen auf zickzackformigen Aufstiegsbahnen

und eine deutlich fiilligere Unterseite auf und ist somit nicht symmetrisch beziiglich
der Blasenachse, welche in diesem Fall als die Strecke der langsten Ausdehnung der
Blase dy angenommen werden soll. Diese Asymmetrie ist besonders in Phasen ho-
her Lateralgeschwindigkeiten ausgepriagt. Der Massenmittelpunkt befindet sich somit
nicht auf sondern etwas unterhalb der Blasenachse dy. Diese Abweichung bleibt jedoch
in der oben beschriebenen Berechnung unberiicksichtigt. Wenngleich in Simulationen
von Blasen, welche tatsdchlich symmetrische Gestalt in Form von Spheroiden oder
Ellipsoiden annahmen, mit der eben beschriebenen Methode gute Ergebnisse erzielt
wurden, so erfiillt die hier betrachtete Blase nicht zu jedem Zeitpunkt die geforderten
Symmetriebedingungen und die Methode ist somit fiir den vorliegenden Fall ungeeig-
net.

Daher erfolgt die Auswertung der Blasenachsen graphisch. Die Achse d; beschreibt
die grofste horizontale Abmessung der Blase und verlduft jeweils senkrecht zu den
Koordinaten ¢; und 1 der Ebene der Zickzackbewegung W. d; ist in einer Draufsicht
somit direkt ermittelbar, siche Abbildung 6.16(a). Innerhalb der Ebene ¥ ist die Achse
dy die grofite Ausdehnung der Blase und Achse d3 entsprechend die grofste Ausdeh-
nung senkrecht zu dy, sieche Abbildungen 6.14(b) und 6.16(a). In Abbildung 6.13(b)
sind die so ermittelten Daten als Funktion der Zeit dargestellt. Die zwei grofiten Bla-
senachsen zeigen nun nidherungsweise periodische Oszillationen mit einer Amplitude
von jeweils bis zu 9% um ihre Mittelwerte d; = 1,47 und dy = 1,40. Briicker [19]
konnte in seinen Experimenten ebenfalls eine Oszillation der Blasenachse d;, bzw. b’
in FIG.4 in [19], mit Amplituden von etwa 10% feststellen. Die kleinste Achse weist
eine mittlere Linge von ds = 0,60 auf. Die maximale Neigung der Blase beziiglich
der Horizontalen von zirka 30° wurde durch die Blasenkonturen in den 2d-Schnitten
bestétigt und entspricht dem von Lunde und Perkins [78| gefundenen Wert. Bei Ver-
nachléssigung der angesprochenen Asymmetrie wiirde sich fiir die Approximation der
mittleren Blasenform als Spheroid eine Elliptizitat von E = d;/d3 = 2,40 ergeben.
Briicker [19] fand eine weniger stark verformte Blase mit £ = 1,52, jedoch zeigte
sich im Experiment von Lunde und Perkins [78] eine vergleichbare Blasenform mit
E = 2.45. Eine Ursache fiir die unterschiedlichen Blasenformen in den Experimenten
kénnte der Reinheitsgrad des verwendeten Wassers sein. Wie bereits in Kapitel 2.1
angesprochen, fiihrt eine Kontamination des Wassers mit Fremdstoffen zu einer Ver-
anderung des Oberflichenspannungskoeffizienten und somit stellen sich auch andere
Blasenformen ein.

In den experimentellen Untersuchungen konnten periodisch symmetrische Blasen-
verformungen festgestellt werden, wobei Briicker [19] zudem eine Uberlagerung die-
ser Formoszillationen mit asymmetrischen Deformationen beobachtete. Die symme-
trischen Verformungen sind hauptsachlich der zweiten Schwingungsmode zuzuordnen
und in zwei unterschiedlichen Formen anzutreffen: Falls ein Spheroid Schwingungen der
2,0-Mode ausfiihrt, so laufen die Wellen vom vorderseitigen zum riickwéartigen Stau-
punkt, also vom Nordpol des Korpers zu dessen Siidpol. Der Spheroid erscheint zeit-
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Abbildung 6.15: Oszillation der Blasenform.

weise starker abgeflacht mit einem kurzen Abstand zwischen den Polen, und zeitweise
als in der Vertikalen gestreckt mit groferem Polabstand. Fiir die 2,2-Schwingungsform
hingegen bewegen sich die Oberflichenwellen entlang des Aquators des Spheroids. In
der Draufsicht dufsert sich dies in einer elliptischen Blasenkontur, welche um eine ver-
tikale Achse durch den Massenmittelpunkt der Blase rotiert. Fiir eine Erfassung dieser
beiden symmetrischen Schwingungsformen kann nun jeweils ein Kriterium berechnet
werden [78]:

e Falls die beiden grofien Achsen in Phase oszillieren, so wird ein aus v/d; ds be-
rechneter flichenéquivalenter Durchmesser seine Grofe ebenfalls periodisch én-
dern. Dies wiederum bedeutet eine periodische Anderung der projizierten Kreis-
flache in der Draufsicht und zeigt somit eine Formoszillation der 2,0-Mode an.

e Die Anderung des Verhiltnisses der beiden grofiten Blasenachsen dy /ds ist ein
Mafs fiir die gegenphasige Oszillation der Achsen. Dies ist gleichbedeutend mit
einer Oberflichenschwingung in der Aquatorialebene der Blase und somit cha-
rakteristisch fiir die 2,2-Mode.

Wie in den experimentellen Untersuchungen von Veldhuis et al. [160] konnte fir
die 2,0-Mode keine eindeutige Schwingungsfrequenz gefunden werden, siche Abbil-
dung 6.15(a). Eine spektrale Analyse ergab zwar eine lokale Amplitude bei einer Fre-
quenz von zirka 26,6 Hz, jedoch traten auch bei weiteren Frequenzen, beispielsweise
36,3 Hz, nur geringfiigig kleinere Amplituden auf. Falls eine ausgeprigte Schwingung
der 2,0-Mode vorhanden wére, so miisste sich zudem auch die kleinste Blasenachse
ds periodisch und mit signifikanter Amplitude &ndern. Dies ist allerdings nicht der
Fall, siche Abbildung 6.13(b). Die von Lunde und Perkins [78] bestimmte Frequenz
von 25,8 Hz fiir die 2,0-Mode konnte in der Simulation nicht reproduziert werden.
In den Experimenten von Briicker [19] zeigte sich ein anderes Schwingungsverhalten
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der Blase: Es wurde eine dominante Oszillation der Blasenbreite d; mit 8,4 Hz, also
der doppelten Frequenz der Wirbelablosungen, sowie eine hoherharmonische Oszil-
lation mit zirka 17,0 Hz und deutlich schwécheren Amplituden identifiziert. Ursache
dieser Abweichungen kénnten die stark unterschiedlichen Elliptizitdten der Blase von
E =1,52 im Experiment und £ = 2,40 in der Simulation sein.

Der zeitliche Verlauf des Achsenverhéltnisses d; /dy in Abbildung 6.15(b) zeigt perio-
dische Schwingungen, wobei die Oszillationsfrequenz dieser 2,2-Mode mit 14,6 Hz er-
mittelt wurde. Dieser Wert ist in sehr guter Ubereinstimmung mit der von Veldhuis
et al. [160] im Experiment ermittelten Frequenz von fs5 = 14,0 Hz. Lunde und Per-
kins [78| fanden fiir diese Schwingungsform eine etwas hohere Frequenz von 17,3 Hz,
jedoch fiihrten deren Blasen auch Pfadoszillationen mit erhohter Frequenz von 5,4 Hz
verglichen mit den in der numerischen Simulation beobachteten Pfadoszillationen mit
4,3Hz aus. Das von Lunde und Perkins [78] vorgestellte Modell fiir die Berechnung
der Schwingungsfrequenzen eines Spherioden lautet fiir die 2,2-Mode

1 80
Joo = —

2m\l pe E 13’
Fiir die in der Simulation gefundene Blasenform ergibt dieses Modell eine um 27%
erhohte Frequenz von fy2 = 18,6 Hz.

Nun sollen die asymmetrischen Blasendeformationen naher betrachtet werden. Be-
reits Briicker [19] fand eine asymmetrische Blasenform kurz vor dem Erreichen eines
Umkehrpunktes der Pfadoszillation und fiihrte diese Gestaltdnderung auf Verédnderun-
gen im Druckfeld auf Grund abschwimmender Wirbel an der Blasenunterseite zuriick.
In der numerischen Simulation zeigte sich ein dhnliches Verhalten. Die Abbildun-
gen 6.16 und 6.17 zeigen Draufsichten der Blase wahrend einer Oszillationsperiode.
Da die Koordinatenachsen ein Rechtssystem bilden, siehe Abbildung 4.1, weicht die
Orientierung der z-Achse in diesen Bildern von der gebrauchlichen Darstellungsweise
ab. Die momentane Bewegungsrichtung der Blase wird durch einen Pfeil angezeigt,
wobei dessen Lange die Grofe der Lateralgeschwindigkeit qualitativ wiedergibt.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0,00, Abbildung 6.16(a), beschleunigt die Blase in positive x- und
negative z-Richtung. Nach Uberschreiten der Mittellage der Pfadoszillation ist der ers-
te Umkehrpunkt in Abbildung 6.16(i) erreicht. Anschliefend bewegt sich die Blase in
entgegengesetzte Richtung in der Horizontalebene um zum Zeitpunkt £ = 7,84, Abbil-
dung 6.17(e), den zweiten Umkehrpunkt zu erreichen. Abbildung 6.17(f) zeigt die Blase
in einem #hnlichen Stadium wie zu Beginn der Bildreihe zur Zeit ¢ = 0,00. Bevor die
Blase an ihrem ersten Umkehrpunkt ankommt ist die Ausbildung einer beziiglich der
Achse d; asymmetrischen Deformation auf der der Pfadmittellage abgewandten Bla-
senseite zu beobachten. Beginnend in Abbildung 6.16(c) wéchst diese hier als 'Blasen-
nase’ bezeichnete Ausbeulung in den Abbildungen 6.16(d) und 6.16(e) an. Gleiches
ist vor Erreichen des zweiten Umkehrpunktes in den Abbildungen 6.17(c) und 6.17(d)
zu sehen. Ursache dieser Deformation ist die Bildung eines neuen, wegen seiner Form
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Abbildung 6.16: Draufsicht auf die Blase zu verschiedenen Zeitpunkten wéhrend einer
Periode der Pfadoszillation.
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Abbildung 6.17: Draufsicht auf die Blase zu verschiedenen Zeitpunkten wahrend einer
Periode der Pfadoszillation.

(a) t = 6,83: Entstehung einer Blasen- (b) t = 5,20: Blasennase an diametraler
nase auf Grund der Ausbildung eines Position bzgl. ihres Entstehungsortes.
neuen Haarnadelwirbels.

Abbildung 6.18: Blasenform und Nachlaufstrukturen.
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so bezeichneten, Haarnadelwirbels (engl. "hairpin-vortices’) an der Blasenunterseite.
Dieser Wirbel fiihrt zundchst zu einer Reduktion der lateralen Blasengeschwindig-
keit und schlieflich zur Umkehrung der Bewegungsrichtung. Der neue Haarnadelwir-
bel ist in Abbildung 6.18(a) unterhalb der Blasennase identifizierbar und beeinflusst
offensichtlich das Druckfeld um die Blase derart, dass es zu einer asymmetrischen
Deformation kommt. Eine detailliertere Untersuchung der Nachlaufstrukturen ist im
folgenden Kapitel zu finden. Die zunehmende Ausprigung der Blasennase bewirkt je-
doch eine Reduktion der Kriimmungsradien in diesem Bereich und folglich nehmen
auch die Oberflaichenspannungskrifte, welche derartigen Ausbeulungen der Blasen-
form entgegenwirken, an Grofe zu, siche Gleichung (4.3). Schlieflich dominieren die
Oberflichenspannungskrafte und fithren zu einer Riickbildung der Deformation. Die-
ser Vorgang findet verglichen mit der Ausbildung der Blasennase allerdings deutlich
schneller statt, was zu einem Uberschwingen und Eindellen der Blase im Bereich der
vormaligen Blasennase fiihrt, siche Abbildungen 6.16(f) und 6.16(g). Es werden zwei
kleinere Ausbeulungen erzeugt, welche nun als Wellenberge am Blasendquator ent-
langlaufen, siche Abbildungen 6.16(g) und 6.16(h). In letzterer Darstellung nimmt die
Blase eine Gestalt an, wie sie auch von Briicker [19] kurz vor dem Erreichen eines Um-
kehrpunktes gefunden wurde (siehe FIG. 4.(A) in [19]): Die Blasenkontur dhnelt einer
Ellipse, welche auf der der Pfadmittellage abgewandten Seite abgeflacht und auf der
gegeniiberliegenden Seite deutlich bauchiger erscheint. Der Umkehrpunkt der Pfados-
zillation ist in Abbildung 6.16(i) erreicht und in den folgenden Bildern bewegt sich die
Blase in die entgegengesetzte Richtung in der Horizontalebene. In Abbildung 6.16(1)
erscheint erneut eine Blasennase, allerdings etwas zu frith um das Ausbilden eines
neuen Haarnadelwirbels anzuzeigen. Dieser Vorgang findet erst spiter zu £ = 6,83 und
t = 7,15 statt. Vielmehr sind die zwei Wellenberge aus Abbildung 6.16(g) nun an einer
diametraler Position beziiglich ihres Entstehungsortes angelangt und iiberlagern sich,
was zum Entstehen einer Blasennase an dieser Stelle fiihrt. Diese Interpretation wird
durch die 3d-Darstellung der Blase und deren Nachlaufstrukturen unterstiitzt, siehe
Abbildung 6.18(b), in der kein Haarnadelwirbel unterhalb der Blasennase zu diesem
Zeitpunkt erkennbar ist.

6.2.2 Untersuchung des Blasennachlaufs
Charakteristische Wirbelstrukturen im Blasennachlauf

Da die beobachtete Zickzackbewegung der Blase durch Wirbel in deren Nachlauf verur-
sacht wird, erfolgt in diesem Abschnitt eine detaillierte Untersuchung des Blasennach-
laufs. In Abbildung 6.19 sind Wirbelstrukturen als Isoflichen des Ao-Kriteriums nach
Jeong und Hussain [65], koloriert mit der lokalen Wirbelstérke in vertikaler Richtung
wy, dargestellt. Diese Momentaufnahme zeigt die Wirbelsysteme einer gesamten Peri-
ode der Pfadoszillation. Die Blase bewegt sich zu diesem Zeitpunkt in positive x- und
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Abbildung 6.19: Momentaufnahme von Wirbelstrukturen (A = —0,2) im Blasennach-
lauf.

negative z-Richtung. Unterhalb der Blase zwischen y ~ 11,0..9,0 hat sich eine Kaskade
von Haarnadelwirbeln ausgebildet, welche in die entgegengesetzte Richtung beziiglich
der momentanen Blasenbewegung abschwimmt. Im Bereich von y ~ 9,0..6,0 ist das
vorhergehende Wirbelsystem zu sehen, welches die Blase wiahrend ihrer Bewegung in
negative x-Richtung begleitet hat. Das Wirbelsystem im Bereich von y ~ 6,0..3,0
rithrt von der Blasenbewegung in positive x-Richtung wiahrend der vorangegangenen
Periode her und ist bereits stark zerfallen. Zu diesem Zeitpunkt befindet sich die
Fringe-Zone bei y ~ 3 und bewirkt eine starke Dampfung sémtlicher Wirbelstruk-
turen um eine moglichst ungestorte Zustromung der Blase zu gewéhrleisten.  Die
Pfadoszillationen der Blase werden nur durch Wirbel unmittelbar an deren Unterseite
bestimmt. Daher sollen diese Strukturen fiir eine Pfadoszillation der Amplitude a und
der Periodendauer T" an 8 charakteristischen Zeitpunkten (P1 bis P8), siche Abbil-
dung 6.20, untersucht werden:
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Abbildung 6.20: Schematischer Blasenpfad mit ausgewahlten Zeitpunkten zur Analyse
des Nachlaufs.

e Punkt P1: Die Blase durchlduft die Mittellage der Oszillationsbewegung und hat
zu diesem Zeitpunkt das Maximum der lateralen Geschwindigkeit erreicht.

e Punkt P2: Die Blase néhert sich dem ersten Umkehrpunkt, die Lateral-
geschwindigkeit verringert sich merklich.

e Punkt P3: Der erste Umkehrpunkt ist erreicht. Die Hauptachse der Blase nimmt
eine waagerechte Lage im Raum ein.

e Punkt P4: Die Blase bewegt sich in die entgegengesetzte Richtung in der x-z-
Ebene. Die Hauptachse der Blase neigt sich um bis zu 30° beziiglich der Hori-
zontalen.

e Punkt P5: Nach Beschleunigung auf die maximale laterale Geschwindigkeit er-
reicht die Blase erneut die Mittellage der Pfadoszillation.

e Punkt P6: Bei Anndherung an den zweiten Umkehrpunkt erfolgt eine Abbrem-
sung der seitlichen Bewegung und eine Reduktion des Neigungswinkels.

e Punkt P7: Der zweite Umkehrpunkt ist erreicht.

e Punkt P8: Die Blase bewegt sich in die gleiche Richtung wie zum Zeitpunkt P1
und néhert sich der Mittellage der Zickzackbahn an.

Fiir eine Analyse der Nachlaufstrukturen wurde die Wirbelstérke in vertikaler Rich-
tung w, in drei horizontalen Schnittebenen unterhalb der Blase ausgewertet: Die
Ebene E1 befindet sich in einer Distanz von 1,3-dg, dies entspricht 30 Gitterzel-
len, unterhalb des Massenmittelpunktes der Blase. Ebene E2 liegt in einem Abstand
von 1,7-dp (40 Gitterzellen) und die Ebene E3 in einem Abstand von 2,1-dp (50
Gitterzellen) unter dem Massenmittelpunkt. In jedem Horizontalschnitt ist neben
der dimensionslosen Wirbelstarke w, zudem die Projektion der Blasenkontur aus der
horizontalen Ebene durch den Massenmittelpunkt der Blase dargestellt. Die momen-
tane Bewegungsrichtung der Blase wird durch einen Pfeil angezeigt. Desweiteren wur-
den 3d-Bilder von A»-Isoflichen erzeugt, welche fiir die Identifikation von Wirbelstruk-
turen sehr hilfreich sind.
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Abbildung 6.21: Wirbelstukturen im Blasennachlauf zum Zeitpunkt P1 und P2.
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Zum Zeitpunkt P1 bewegt sich die Blase durch die Mittellage der Pfadoszillation
in positive x- und negative z-Richtung. In Abbildung 6.21(d) sind sehr deutlich Haar-
nadelwirbel zu erkennen, wie sie u.a. auch von Briicker [19] in experimentellen Untersu-
chungen gefunden wurden. Wahrend der seitlichen Bewegung der Blase zwischen den
zweil Umkehrpunkten konnte Briicker [19] die Ausbildung eines Haarnadelwirbels fest-
stellen, welcher sich bei Erreichen eines Umkehrpunktes von der Blase trennt und sich
stromab bewegt. In der numerischen Simulation sind jedoch mehrere Haarnadelwirbel
identifizierbar, siche Abbildung 6.21(d), die an den Wirbelbeinen miteinander ver-
bunden sind und eine Art Wirbelkaskade bilden. Die zwei vertikalen Wirbelbeine des
obersten Haarnadelwirbels enden direkt an der Blasenunterseite. Wahrend des Auf-
stiegs entstehen immer neue Haarnadelwirbel, nehmen an Grofe zu und schwimmen
letztlich von der Blase in stromabwértiger Richtung ab. In den Abbildungen 6.21(a),
6.21(b) und 6.21(c) sind horizontale Schnitte durch die zwei Wirbelbeine jeweils ober-
halb der drei horizontalen Wirbelschlaufen, welche die Wirbelbeine miteinander ver-
binden (siche Abbildung 6.21(d)), zu sehen. Die Skalierung der Wirbelstérke ist in
Abbildung 6.21(a) angegeben und in allen drei Darstellungen gleich. Die Maximalwer-
te der Wirbelstarke w, innerhalb der Wirbelbeine sind in allen drei Schnittebenen in
etwa gleich grof und entsprechen den von Briicker [19] gemessenen maximalen Wir-
belstarken von wy e, ~ £5. Der Durchmesser dieser vertikal orientierten Strukturen
verringert sich nur langsam mit zunehmenden Abstand zur Blase. In den zwei unte-
ren Schnittebenen, Abbildung 6.21(b) und 6.21(c), ist innerhalb der Blasenkontur ein
weiteres Paar von Wirbeln zu sehen, welche allerdings eine umgekehrte Drehrichtung
und kleinere Durchmesser aufweisen. Dies sind die Ausldufer der Wirbelkaskade der
vorangegangenen Lateralbewegung der Blase in die entgegengesetzte Richtung, also in
negative x- und positive z-Richtung.

Bei Annéherung der Blase an ihren Umkehrpunkt zum Zeitpunkt P2 reduziert sich
deren laterale Geschwindigkeit und es werden keine vollstandigen Haarnadelwirbel der
bisherigen Drehrichtung mehr ausgebildet. Die Wirbelbeine nehmen jedoch noch etwas
an Linge zu und reissen nicht sofort von der Blasenunterseite ab. In der 3d-Darstellung,
Abbildung 6.21(h), ist zudem ein neu entstandener Haarnadelwirbel zu sehen, welcher
im Vergleich zu den bisher beobachteten Wirbeln in die gegeniiberliegende Richtung
innerhalb der Horizontalebene orientiert ist. Dessen Wirbelbeine weisen jeweils eine
entgegengesetzte Drehrichtung verglichen mit den gegeniiberliegenden alteren Haar-
nadelwirbeln auf. Diese neue Wirbelstruktur ist bereits in der Ebene El in einem
Abstand von 1,3 -dg unterhalb der Blase identifizierbar. Die tiefer liegenden Ebenen
E2 und E3 wurden allerdings noch nicht erreicht und zeigen folglich nur die dlteren
abschwimmenden Haarnadelwirbel.

Der Umkehrpunkt der seitlichen Blasenbewegung ist im Stadium P3 erreicht. Die
Hauptachsen d; und d, der Blase befindet sich in einer horizontalen Lage. In der
dreidimensionalen Darstellung des Nachlaufs, Abbildung 6.22(d), ist der neue, bereits
geschlossene Haarnadelwirbel an der Blasenunterseite zu erkennen. Das alte Wirbel-
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6 Untersuchung von in Fliissigkeiten aufsteigenden Gasblasen

system verliert an Stérke und es kommt zum Aufbrechen der horizontalen Wirbel-
schlaufen zwischen den Wirbelbeinen. Zentral unterhalb der Blase, Abbildung 6.22(a),
sind nun beide Wirbelpaare nahezu symmetrisch und in gleicher Stérke vorhanden.
Auch bereits in Ebene E2 sind die beiden neuen Wirbelbeine feststellbar.

Zum Zeitpunkt P4 beschleunigt die Blase in negative x- und positive z-Richtung.
Weitere Haarnadelwirbel sind entstanden, sieche Abbildung 6.22(h), und die Wir-
belstarke w, in deren vertikal orientierten Wirbelbeinen hat in allen drei Schnitt-
ebenen, Abbildung 6.22(e), 6.22(f) und 6.22(g), deutlich zugenommen. Jedoch ist
deren Stérke offensichtlich noch nicht ausreichend, um das Bestehen von geschlos-
senen Haarnadelwirbeln iiber eine grofsere Distanz unterhalb der Blase zu ermdoglichen.
In Abbildung 6.22(h) sind die unteren beiden Wirbelschlaufen bereits aufgebrochen,
wahrend beim Durchgang der Blase durch die Mittellage der Pfadoszillation in Ab-
bildung 6.21(d) drei vollstdndige Haarnadelwirbel im Blasennachlauf vorhanden sind.
Diese Beobachtung lafit vermuten, dafs die Stabilitat bzw. Stiarke der Wirbelstrukturen
im Blasennachlauf mit steigenden lateralen Blasengeschwindigkeiten zunimmt.

Bei Erreichen der Mittellage der Pfadoszillation zum Zeitpunkt P5 weist die Bla-
se erneut die hochsten Geschwindigkeiten in x- und z-Richtung auf. Ebenso nimmt
w, Maximalwerte in allen drei Ebenen E1, E2 und E3 an. Im Vergleich zum vor-
hergehenden Stadium P4 sind die abschwimmenden Haarnadelwirbel sehr viel stabi-
ler und zerfallen erst deutlich spéter, siche Abbildung 6.23(d). Desweiteren sind zu
verschiedenen Zeitpunkten unterschiedliche Blasenkonturen in den zweidimensionalen
Schnitten feststellbar. So kann im Stadium P5 eine in Richtung der seitlichen Bewe-
gung abgeflachte Blasenkontur festgestellt werden, wihrend an den Umkehrpunkten
P3 und P7 die Kontur kreiséhnlichere Formen annimmt. Dies hat zwei Ursachen: Zum
einen sind tatsédchlich periodische Formoszillationen der Blase vorhanden, siehe Ab-
schnitt 6.2.1. Zum anderen &ndert sich der Neigungswinkel der Hauptachse dy der
Blase beziiglich der Horizontalen in einem Bereich von £30° wéhrend einer Oszillati-
onsperiode, was natiirlich zu unterschiedlichen Blasenkonturen in der x-z-Ebene durch
den Massenmittelpunkt fithrt. Somit sind die in die Ebenen E1, E2 und E3 projizierten
Blasenkonturen nur bedingt fiir eine Analyse der Formadnderungen verwendbar.

Zum Zeitpunkt P6 liegen dhnliche Verhéltnisse wie im Stadium P2 vor. Die seit-
liche Bewegung der Blase wird durch die Ausbildung eines neuen, in entgegengesetz-
ter Richtung orientierten Wirbelsystems abgebremst. Dessen Wirbelbeine sind in den
ersten zwei Schnittebenen, Abbildung 6.23(e) und 6.23(f), sehr gut sichtbar. In Ab-
bildung 6.23(h) kénnen diese Wirbelbeine einem zwar noch etwas unférmigen, je-
doch vollstdndig ausgebildeten Haarnadelwirbel an der Blasenunterseite zugeordnet
werden. Weiterhin ist in den Abbildungen 6.23(e), 6.23(f) und 6.23(g) eine Verdre-
hung des alten, abschwimmenden Haarnadelwirbels um die y-Achse erkennbar. Um
dies besser zu veranschaulichen, wurden in allen drei Ebenen die Zentren der Wirbel-
beine mit einer Linie verbunden. Ausgehend von Ebene E1 ist in E3 eine Drehung
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des Wirbelsystems um etwa 45° gegen den Uhrzeigersinn festzustellen. Eine Rotation
der Haarnadelwirbel um die vertikale Achse ist auch zu anderen Zeitpunkten zu be-
obachten, siche Abbildung 6.23(d) sowie die Bildfolge 6.21(a), 6.21(b) und 6.21(c).
In Experimenten [19, 137] und ebenso in numerischen Simulationen [99] von Blasen-
stromungen mit vergleichbaren Parametern (Re, We, Fr) wurde anfangs ein gerad-
liniger Aufstieg gefunden, welcher durch Entwicklung einer ersten Nachlaufinstabilitat
in eine Zickzackbahn {ibergeht. Mougin und Magnaudet [99] stellten in numerischen
Untersuchungen die Entwicklung einer zweiten Instabilitéit fest, die den Ubergang
von einem zickzackférmigen Aufstieg in eine Spiralbahn bewirkt. Weiterhin fanden
Shew et al. [137] in ihren Experimenten, dass Blasen auf Zickzackpfaden nach einer
gewissen Anzahl von Oszillationsperioden stets eine spiralférmige Aufstiegsbahn als
Endstadium entwickelten. Die hier festgestellte Asymmetrie der Nachlaufstrukturen
beziiglich der aktuellen Bewegungsrichtung der Blase in der x-z-Ebene kénnte die Ur-
sache fiir die in Abschnitt 6.2.1, Abbildung 6.10(d), beobachtete Drehung der Ebene
U der Zickzackbewegung sein und somit die Entwicklung einer zweiten Nachlaufinsta-
bilitdt anzeigen, welche den Zickzackpfad in eine Spiralbahn {iberfiihrt.

Der nachste Umkehrpunkt der Zickzackbewegung ist zum Zeitpunkt P7 erreicht.
Der zum vorherigen Zeitpunkt P6 festgestellte neue Haarnadelwirbel mit entgegen-
gesetzter Orientierung hat merklich an Stidrke gewonnen. Dessen Wirbelbeine sind
sehr gut in den Schnittebenen E1 und E2 unterhalb der Blase sichtbar, siche Abbil-
dung 6.24(a) und 6.24(b). In Abbildung 6.24(d) ist erneut eine Verdrehung des alten
abschwimmenden Wirbelsystems um die y-Achse zu beobachten.

Im Stadium P8 bewegt sich die Blase in die gleiche Richtung wie zur Zeit P1 auf
die Mittellage der Pfadoszillation zu. Die momentane Lateralgeschwindigkeit ist noch
vergleichsweise gering und daher zerfallen die neuen Haarnadelwirbel bereits in kurzer
Entfernung unterhalb der Blase, siehe Abbildung 6.24(h). Zum Zeitpunkt P8 ist eine
Oszillationsperiode abgeschlossen.

Induzierte Geschwindigkeiten durch die aufsteigende Gasblase

Abschliefsend soll das Geschwindigkeitsfeld um die Blase an einem ihrer Umkehrpunkte
analysiert werden. Zum betrachteten Zeitpunkt hat der Massenmittelpunkt der Blase
die Koordinaten (zcq; yog; zea) = (3,70; 7,24; 2/44). Die Blasenachsen d; und d
nehmen eine horizontale Lage im Raum ein und der momentane Geschwindigkeits-
vektor der Blase verlauft senkrecht und somit parallel zur y-Achse. In Abbildung 6.25
ist sowohl die Vertikalgeschwindigkeit v als auch die laterale Geschwindigkeit innerhalb
der Ebene der Zickzackbewegung w1, jeweils normiert mit der Aufstiegsgeschwindig-
keit der Blase Ur = Vp, entlang einer senkrechten Geraden durch den Massenmit-
telpunkt der Blase dargestellt. Der Abstand zum Massenmittelpunkt wurde mit dem
Blasenradius rg normiert. Als experimentelle Vergleichsdaten sind leider nur vertikale
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Abbildung 6.24: Wirbelstukturen im Blasennachlauf zum Zeitpunkt P7 und P8.
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Abbildung 6.25: Geschwindigkeiten in der Fliissigkeit, die Blase befindet sich an einem
Umkehrpunkt der Pfadoszillation.

und laterale Geschwindigkeiten fiir eine kleinere Luftblase mit dj = 2,5 mm, gemessen
von Ellingsen und Risso [38], verfiigbar. Diese Blase steigt mit einer deutlich héheren
Geschwindigkeit von 0,31 m/s auf. Die experimentellen Daten wurden ebenso an einem
Umkehrpunkt der Pfadoszillation gemessen und sollen hier nur fiir einen qualitativen
Vergleich mit den in der numerischen Simulation ermittelten Geschwindigkeiten heran-
gezogen werden. Die Fringe-Zone, im Diagramm durch Strichpunktlinien eingegrenzt,
befindet sich zu diesem Zeitpunkt bei y/rp &~ —6,2 und stellt eine ausreichende Damp-
fung der Nachlaufstrukturen sicher. Daher nimmt die Vertikalgeschwindigkeit vor der
Blase stetig zu, wobei dieser Anstieg in guter Ubereinstimmung mit den experimen-
tellen Daten ist. Im Blasennachlauf jedoch, y/rp > 1,0, ist ein unregelméfiger Verlauf
der vertikalen Geschwindigkeitskomponente auf Grund der Nachlaufwirbel feststellbar.
Auch die laterale Geschwindigkeit w1 /Vr weist einen ungleichméfigen Verlauf direkt
nach der Blase auf. Unterhalb der Blase befinden sich horizontale Wirbelschlaufen der
Haarnadelwirbel, welche Geschwindigkeiten in das umgebende Fluid induzieren. Die
lateralen Geschwindigkeiten unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Richtung, je nachdem
ob sich das betrachtete Fluidelement oberhalb oder unterhalb einer Wirbelschlaufe be-
findet. Dies erklért auch den Vorzeichenwechsel in der Lateralgeschwindigkeit w,; /Vir.
Im Bereich y/rp =~ 6,0..9,5 sind nur sehr geringe Geschwindigkeiten feststellbar. Da
sich die Blase an einem ihrer Umkehrpunkte befindet, sind Nachlaufstrukturen mit
dieser Entfernung zur Blasenunterseite in Bereichen nahe der Mittellage der Pfados-
zillation zu finden, jedoch nicht auf einer senkrechten Achse durch den Massenmit-
telpunkt der Blase an deren Umkehrpunkt, siehe hierfiir auch Abbildung 6.19. Die
vertikalen und lateralen Geschwindigkeiten im Bereich y/rp ~ 9,5..15,0.. — 2,0 zeigen
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das Wirbelsystem der vorangegangenen Periode der Pfadoszillation an. Auf Grund des
bereits fortgeschrittenen Zerfalls dieser Strukturen sind die Geschwindigkeitsbetréige
jedoch deutlich geringer als fiir die Wirbel direkt unterhalb der Blase.
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7 Zusammenfassung

Fiir die Direkte Numerische Simulation von Zweiphasenstromungen wurde ein Rechen-
programm erstellt, wobei die Behandlung von bewegten Grenzflichen mittels der
hybriden Partikel-Level-Set-Methode (HPLS) [39] erfolgt. Ein Schwerpunkt der Arbeit
ist die Untersuchung verschiedener numerischer Methoden und Algorithmen, welche
Teil des HPLS-Verfahrens sind. So wurden verschiedene Diskretisierungen des Ober-
flachenspannungsterms mittels finiter Differenzen fiir ein versetztes Rechengitter hin-
sichtlich ihrer Genauigkeit und Konvergenzraten untersucht. In Tests mit teils recht
groben Rechengittern zeigte das MAC-Verfahren [18] die gilinstigsten Eigenschaften.
Der Reinitialisierungsprozess der Level-Set-Funktion wurde als Hauptursache fiir das
Auftreten von Massenfehlern identifiziert. In der Literatur sind verschiedene Metho-
den fiir eine Verringerung dieser numerischen Fehler zu finden. Basierend auf zahl-
reichen Testrechnungen wurde eine modifizierte Version des urspriinglichen HPLS-
Verfahrens entwickelt, in welcher die Korrektur der Level-Set-Funktion durch die
Marker-Partikel nur noch einmalig nach dem Reinitialisierungsprozess durchgefiihrt
wird. Dieses 'HPLS2’ genannte Verfahren zeigt eine deutliche Uberlegenheit hin-
sichtlich der Massenerhaltungseigenschaften verglichen mit den anderen getesteten
Reinitialisierungsmethoden. Weiterhin wurden die Auswirkungen wesentlicher Para-
meter des Partikelalgorithmus, wie der Partikelanzahl je Rechenzelle, der Partikel-
grofe, sowie der Reseedingfrequenz, auf die Massenerhaltung des Schemas untersucht.
Die Wahl eines geeigneten Reseedingverfahrens fiir die Sicherstellung einer gleich-
mapigen Partikelverteilung in Zellen, welche die Phasengrenze enthalten, hat sich als
besonders wichtig fiir die Genauigkeit des Verfahrens erwiesen. Generell kann gesagt
werden, dass mit dem modifizierten hybriden Partikel-Level-Set-Verfahren HPLS2 die
Massenerhaltung in numerischen Simulationen verglichen mit der Level-Set-Methode
erheblich verbessert wird.

Das Rechenprogramm wurde fiir die Nutzung von Hochleistungsrechnern wie der
NEC-SX8 parallelisiert und vektorisiert. Nach Implementierung und Validierung der
numerischen Methode wurden Simulationen von Gasblasen mit realistischen Para-
metern durchgefiihrt. In den Untersuchungen von geradlinig aufsteigenden Blasen
wurden die Formen der Blasen, deren Widerstandsbeiwerte, die Nachlaufgeometrien
sowie Geschwindigkeiten in Gas- und Fliissigkeitsphase analysiert. Es konnte eine sehr
gute Ubereinstimmung der experimentellen und numerischen Ergebnisse festgestellt
werden. Dies unterstreicht die Eignung der Methode fiir die Beschreibung von Blasen-
stromungen, welche sich durch hohe Dichte- und Viskositatsgradienten an der Grenz-
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flache sowie durch das Vorhandensein von Oberflaichenspannungskréften auszeichnen.
Weiterhin wurde eine in Wasser auf einer zickzackformigen Bahn aufsteigende Luft-
blase simuliert. Die Parameter der numerischen Simulation wurden weitestgehend in
Ubereinstimmung mit dem Experiment von Briicker [19] gewihlt. Es konnte eine
gute Ubereinstimmung der Pfadparameter von Experiment und Simulation festgestellt
werden. Im Nachlauf wurden periodisch von der Blase abschwimmende Haarnadel-
wirbel identifiziert, welche die Ursache fiir die Zickzackbahn der Blase sind. Wahrend
Briicker nur einen Haarnadelwirbel wahrend der Lateralbewegung der Blase zwischen
zwei Umkehrpunkten fand, war in der Simulation zeitweise eine Kaskade von bis zu
drei untereinander verbundenen Haarnadelwirbeln zu beobachten. Die Stérke und Sta-
bilitdt der Haarnadelwirbel wird dabei offensichtlich von der momentanen Lateralge-
schwindigkeit der Blase bestimmt. Eine Analyse der beobachteten Formoszillationen
der Blase ergab Schwingungsfrequenzen wie sie auch von Veldhuis et al. [160] in expe-
rimentellen Untersuchungen gefunden wurden. Den symmetrischen Oszillationen sind
asymmetrische Forménderungen der Blase iiberlagert. Diese konnten dem Entstehen
eines neuen Haarnadelwirbels an der Blasenunterseite zugeordnet werden, welcher dem
bisher dominanten Wirbelsystem beziiglich der Position unterhalb der Blase und der
Drehrichtung der Wirbelbeine entgegengesetzt orientiert ist.

Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen die Eignung der HPLS-Methode fiir die Simula-
tion von sowohl stationér als auch instationér aufsteigenden Gasblasen. Die numerische
Methode erlaubt zudem die Behandlung von mehreren Blasen sowie von Teilungs- und
Verschmelzungsvorgéngen ohne zusétzliche Mafnahmen oder Algorithmen. In Simu-
lationen von Gasblasen bei hohen Reynoldszahlen stellen sich ausgedehnte Nachlauf-
gebiete und zunehmend kleinskaligere Wirbelstrukturen ein. Ein Ziel ist die Analyse
eines moglichst grofen Bereichs des Nachlaufs, was Rechengebiete von entsprechender
Grolse in der vertikalen Richtung erfordert. Desweiteren sind die kleinskaligen Wirbel
im dissipativen Bereich des Wellenzahlspektrums fiir eine DNS von eminenter Bedeu-
tung und bediirfen somit einer angemessenen Auflosung durch das Rechengitter. Diese
beiden Forderungen fithren auf die Notwendigkeit einer adaptiven Gitterverfeinerung
fiir die effiziente Simulation von Blasenaufstiegen bei hohen Reynoldszahlen. Adap-
tive Gitter ermoglichen zudem eine verbesserte Auflosung der Scherschicht entlang
der Blasenoberflache und zugleich verringern sich die durch das Level-Set-Verfahren
verursachten Massenfehler.
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A Methode der konjugierten Gradienten
mit Vorkonditionierung

Die Methode der konjugierten Gradienten wurde erstmals von Hestenes und Stiefel [57]
vorgestellt und kombiniert die Methode des steilsten Abstiegs mit der Methode der
konjugierten Suchrichtungen, siehe hierzu auch [9, 138|. Dieses iterative Verfahren wird
fiir die Losung des Gleichungssystems

eingesetzt, welches sich durch die Diskretisierung der Poisson-Gleichung fiir den Druck
unter Beriicksichtigung einer rdumlich variablen Dichte ergibt (Glg. 3.17). Eine Dis-
kretisierung mit zentralen Differenzen zweiter Ordnung auf einem versetzten Diskre-
tisierungsgitter mit periodischen Randbedingungen

1 1 . n 1 1 .
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fiihrt auf eine symmetrische, positiv definite, schwach besetzte, bandstrukturierte
Matrix A mit sieben Diagonalen

\\ AN
\G\ \\

In jedem Iterationsschritt ¢ des konjugierten Gradienten Verfahrens wird eine neue
Approximation des Losungsvektors p¥, das zugehorige Residuum 7 und ein aktua-
lisierter Vektor fiir die Suchrichtung s berechnet. Ausgehend von einer geschitzten
Startlosung fiir den Druck, beispielsweise p{®) = 0, wird folgender Algorithmus bis zur
Erfiilllung eines Abbruchkriteriums ausgefiihrt:

Algorithmus 1

1

© 00 J O Ot = W N

I e S S SOy S ST
S TR W N = O
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Berechnung des Startresiduums 7@ = b — Ap©®

for i = 1, itermax
Ausfiihren des Vorkonditionierungsschrittes Mz(=1 = =1
yio1 = r=DT 6D
ifi: =1 # neue Suchrichtung berechnen
s — 50
else

end

Bic1 = %‘—1/%‘—2
S(Z) — Z(i_l)‘i_ﬁi_ls(i_l)

end if

¢ = As®

@ = Y1/ S(i)Tq(i)

PO = pl=D 4 ;50 # Losungsvektor aktualisieren
r@ = =D — qq® # Residuum aktualisieren

Konvergenz iiberpriifen und falls notwendig mit Iteration fortfahren



A.1 Jacobi-Vorkonditionierung

o, B und v sind Skalare und ¢ sowie 2z bezeichnen Hilfsvektoren. Im Vergleich
zu anderen instationdren Iterationsverfahren erfordert ein Iterationsschritt des CG-
Verfahrens mit der Berechnung einer Vektor-Matrix-Multiplikation, zweier Skalarpro-
dukte von Vektoren und von drei Vektoradditionen nur wenige Rechenoperationen.

Die Konvergenzrate von iterativen Methoden zur Lésung von Gleichungssystemen
wird durch die spektralen Eigenschaften der Koeffizientenmatrix A bestimmt. Mit-
tels einer Vorkonditionierungsmatrix M, welche eine relativ einfach zu invertierende
Approximation der Matrix A darstellt, wird das System Ap = b in ein anderes Glei-
chungssystem transformiert

M Ap = M b,

Dieses Gleichungssystem hat ebenfalls die Losung p, jedoch weist M~!'A giinsti-
gere spektrale Eigenschaften auf, wie beispielsweise eine reduzierte Konditionszahl
oder eine bessere Biindelung (’clustering’) der Eigenwerte. Einen Uberblick zu ver-
schiedenen Vorkonditionierungen ist in [9] zu finden. Im Folgenden wird die Jacobi-
Vorkonditionierung und die Vorkonditionierung mittels unvollstdndiger Cholesky-
Zerlegung der Koeffizientenmatrix vorgestellt.

A.1 Jacobi-Vorkonditionierung

Die Jacobi-Vorkonditionierung stellt die einfachste Moglichkeit fiir eine Konvergenzbe-
schleunigung des CG-Verfahrens dar. Die Vorkonditionierungsmatrix M besteht ledig-
lich aus der Hauptdiagonalen der Koeffizientenmatrix A

{ a; j , falls 7 = 7,

mi,j =

0 andernfalls.

Somit beschrénkt sich die Anwendung des Jacobi-Vorkonditionierers auf die Division
des Residuumvektors (=1 durch die Hauptdiagonalelemente, Term A in Glg. (A.1).
Vorteilhaft ist der geringe Speicherbedarf und eine gute Parallelisierbarkeit der
Rechenoperationen. Jedoch ist die Hauptdiagonale eine vergleichsweise schlechte Ap-
proximation der Matrix A und somit sind nur geringe Konvergenzbeschleunigungen
mit einer Jacobi-Vorkonditionierung zu erreichen.

A.2 Unvollstandige Cholesky-Zerlegung

Die Verwendung von Vorkonditionierern, welche auf einer unvollstandigen Faktorisie-
rung der Koeffizientenmatrix A basieren, fithrt im Allgemeinen zu einem deutlich
verbesserten Konvergenzverhalten des CG-Verfahrens verglichen mit der einfachen
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Jacobi-Vorkonditionierung. Ein wichtiger Vertreter dieser Klasse ist die unvollstéandige
Cholesky-Zerlegung. Eine Faktorisierung und somit auch die erzeugte Matrix M wird
als unvollstéandig bezeichnet, falls Elemente m; ;, welche wahrend der Faktorisierung
Werte ungleich null annehmen, zu null gesetzt werden. Sogenannte Fiillelemente (engl.
fills’) werden zur Begrenzung des Rechenaufwandes unterbunden. Folglich wird eine
schwach besetzte Matrix M erzeugt, welche die vollstdandige Cholesky-Zerlegung ap-
proximiert. Als ein Kriterium zur Unterdriickung von Fiillelementen kann die Struktur
der Koeffizientenmatrix A herangezogen werden: Falls ein Element von A an der Po-
sition (7,7) den Wert null aufweist, so wird auch wihrend der Faktorisierung der ent-
sprechende Wert m; ; zu null gesetzt. Zur Berechnung der unteren Dreiecksmatrix L
basierend auf einer Koeffizientenmatrix A der Grofe n x n kann folgender Algorithmus
aus 50| verwendet werden:

Algorithmus 2
1 L(,:)=A(G,)

2 fork = 1, n

3 L(k,k) = /L(k,k)

4 for: = k+1, n

5 if L(i,k) # 0

6 L(i,k) = L(i,k)/L(kk)
7 end if

8 end

9 forj = k+1, n

10 for: = j, n

11 if L(i,j) # 0

12 Lij) = L(ij) — L(i.k) - L)
13 end if

14 end

15 end

16 end

Durch eine Modifikation der if-Anweisungen in den Zeilen 5 und 11 kénnen beliebig
viele zusétzliche Nebendiagonalen erzeugt werden.
Die Vorkonditionierungsmatrix kann in die Form M = LDU gebracht werden, hierin
bezeichnet L die strikte untere und U die strikte obere Dreiecksmatrix und D die
Diagonalmatrix. Fiir symmetrische Matrizen gilt U = LT und somit ergibt sich fiir den
Rechenschritt in Zeile 3 des Algorithmus 1 LDLT 2=t = =1, Die Vorkonditionierung
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A.2 Unvolistéindige Cholesky-Zerlegung

erfolgt durch Auswertung der folgenden drei Ausdriicke

Lyi—l — ,ri—l7
Dgi—l — yi—17
L7 = gl

Die in dieser Arbeit gewéhlte Diskretisierung der Poisson-Gleichung (A.1) auf einem
dreidimensionalen Gebiet der Grofe N1 x N2 x N3 fiihrt auf eine symmetrische hepta-
diagonale Koeffizientenmatrix A. Falls keine zusétzlichen Nebendiagonalen wahrend
der Faktorisierung erzeugt werden sollen, kann die Konstruktion der oberen Dreiecks-
matrix U = LT wesentlich vereinfacht werden, siche hierzu auch [86]. Sémtliche Ein-
trage der Nebendiagonalen B, D und F' bleiben unverdndert. Lediglich die Elemente
auf der Hauptdiagonalen werden modifiziert

Z;'i :bia CZZ :di7 fl:flv
1 R 1

72
= - di—N1—~ - fi—Nl “N2=
Q-1 a;—N1 a;—N1-N2

72

mit dem Zeilenindex der Matrix ¢« = 1, 2, .., N1-N2- N3, wobei nicht definierte
Elemente durch null ersetzt werden.
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A Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung
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