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Zusammenfassung

Zur effizienten Auslegung und Optimierung der Leitvorrichtung, bestehend aus Spiralge-
häuse, Traversenring und Leitapparat, von Francis Spiralturbinen wird in dieser Arbeit
ein Optimierungssystem vorgestellt. Das Programmsystem kann manuell gesteuert wer-
den und macht es somit möglich, sehr schnell die Geometrie und die Nachrechnung eines
individuellen Entwurfs zu liefern. Es kann aber auch automatisiert in einer Optimierungs-
umgebung angewendet werden. Durch den modularen Aufbau des Systems können alle
Elemente entkoppelt voneinander erzeugt und optimiert werden. Die Geometrieerzeugung
erfolgt unabhängig von einem CAD-System, was den automatischen Optimierungszyklus
sehr erleichtert, bietet aber bei Bedarf eine Standard-CAD-Schnittstelle für den reibungs-
losen Datenaustausch an. Es besteht die Auswahl verschiedener Geometrietypen für die
Traversen und Leitschaufeln. Die Zielfunktionsauswertung ist sowohl über eine 2D- oder
3D-CFD Rechnung als auch über eine Response Surface Approximation möglich. Durch
den modularen Aufbau können Multi-Level-CFD Verfahren jederzeit eingesetzt werden.
Das Ergebnis liefert eine Anordnung mit minimalem Totaldruckverlust unter Einhaltung
der geforderten Laufradeintrittszirkulation und gegebenenfalls zusätzlicher Teilzielfunk-
tionen, wie beispielsweise minimale Baukosten.

Am Beispiel einer Francis Spiralturbine mit der spezifischen Drehzahl nQ = 25 1/min
werden ausführliche Parameterstudien durchgeführt und darauf aufbauend eine Ausle-
gungsphilosophie und Optimierungsstrategie entwickelt. Es gelingt, die Optimierung über
drei Parameter übergeordnet zu steuern, damit die Anzahl an Freiheitsgraden sehr zu
verringern und somit den Auslegungs- und Optimierungsprozess stark zu beschleunigen.
Die Auswertung der Optimierung mittels Response Surface Methoden zeigt, dass diese
für die Anfangsabschätzung eines Optimierungsproblems effizient einsetzbar sind, wobei
die Auswahl geeigneter Stützstellen von entscheidender Bedeutung ist, um eine repräsen-
tative Approximation zu erhalten. Für die letztendliche optimale Geometrie bietet der
CFD-Optimierungszyklus bessere Möglichkeiten, allerdings mit dem Nachteil der länge-
ren Rechenzeit. Eine Validierung der Rechenverfahren hat gezeigt, dass das 2D-Verfahren
für diesen Anwendungsfall ausreichend genaue Ergebnisse für die Optimierung liefert und
den Prozess erheblich beschleunigt.

Mit der entwickelten Optimierungsstrategie lässt sich nun in einfacher Weise eine optimale
Geometrie für die Zuströmeinheit von Francis Spiralturbinen entwerfen. Somit lassen sich
die Entwicklungszeiten und -kosten deutlich reduzieren und die hydraulische Güte der
strömungsführenden Bauteile effizient verbessern.
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Einleitung

1.1 Problemstellung

Die numerische Strömungssimulation (Computational Fluid Dynamics) wird heute in
vielen Bereichen der Ingenieurwissenschaften in zunehmendem Maß angewendet. Durch
immer schnellere und kostengünstigere Rechner können inzwischen komplexe dreidimen-
sionale Strömungen numerisch simuliert und bewertet werden. Allerdings bedarf es im-
mer noch der Überprüfung der Ergebnisse und gegebenenfalls der Kalibrierung der CFD-
Verfahren mit dem Experiment.

In der Entwicklung von Turbomaschinen findet die numerische Strömungssimulation einen
breiten Anwendungsbereich. Nicht nur für den Erstentwurf, sondern vor allem im Opti-
mierungsprozess bietet die CFD im Vergleich zum Experiment große Vorteile. So können
auf relativ einfache, schnelle und kostengünstige Weise viele Parametervariationen durch-
geführt und das Strömungsverhalten analysiert werden. Seit einigen Jahren hat sich auch
die Anwendung von numerischen Optimierungsverfahren etabliert. So kann mit geeigneten
Optimierungsstrategien und Optimierungsmethoden die Verbesserung eines Entwurfs au-
tomatisiert ablaufen. Die numerische Optimierung hat den großen Vorteil, dass die bisher
bekannten Verhaltensmuster bei der manuellen Auslegung und Optimierung umgangen
werden können und das Ergebnis in eine neue Richtung weisen kann. Allerdings kann das
Ergebnis der Optimierung nur so gut wie die hinterlegte Optimierungsstrategie sein. Für
den ungeübten Umgang mit der numerischen Optimierung stellen sich viele Probleme. So
ist die Definition des Optimierungsproblems der wesentliche Bestandteil der gesamten Op-
timierung. Im Rahmen einer automatischen numerischen Optimierung muss eine sinnvolle
Parametrisierung der Geometrie und eine sinnvolle Definition der Zielfunktionen erfolgen,
alle Bausteine zur Ermittelung der Zielfunktion miteinander gekoppelt und Fehlerabfragen
implementiert werden. Dies erfordert eine geeignete und effiziente Optimierungsstrategie.
Die Anzahl der frei im World Wide Web (WWW) erhältlichen Optimierungsalgorithmen
ist sehr groß und der Zugang zur numerischen Optimierung den Ingenieuren offen gestellt.
Inzwischen gibt es auch sehr gute kommerzielle Optimierungssoftware, wie beispielsweise
modeFRONTIER der Firma ESTECO.srl oder iSIGHT der Firma Engineous Software
GmbH, die es dem Ingenieur möglich macht, seine Optimierungsprobleme mit verschie-
denen Optimierungsverfahren in einer übersichtlichen Oberfläche zu lösen.
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Im Bereich des Wasserturbinenbaus findet die numerische Optimierung bereits Anwen-
dung zur Auslegung und Optimierung einzelner Elemente. Die sehr guten Wirkungsgrade
des Laufrades bei Wasserturbinen von über 96% bei Maschinenwirkungsgraden von etwa
92% machen deutlich, dass das Zusammenspiel der einzelnen Elemente und die Wechsel-
wirkungen untereinander für die Gesamtbewertung einer Anlage eine große Rolle spielen.
Die Optimierung des Gesamtsystems ist durch die Komplexität der Geometrien und die
damit verbundene große Anzahl an Freiheitsgraden sehr zeitintensiv, weshalb man in die-
sem Bereich auf eine effiziente Optimierungsstrategie angewiesen ist, um die Anzahl der
Freiheitsgrade zu verringern und die Optimierung mit langwierigen CFD-Rechnungen zu
beschleunigen.

1.2 Stand des Wissens

1.2.1 Real-Time-Design Optimierung

Am Lehrstuhl für Fluidmechanik wurde ein Real-Time Design (RTD) System erstellt,
siehe Lepach [25]. Durch die interaktive Modifikation kann innerhalb kurzer Zeit zum
einen eine Strömungsmaschine entworfen und zum anderen eine vorhandene Geometrie
modifiziert und optimiert werden.

Dieses System hilft den Ingenieuren im Bereich der Entwicklung von Strömungsmaschi-
nen, die Auswirkungen der eingeleiteten Änderungen am Schaufeldesign auf die Strömung
und die hydraulischen Eigenschaften der Strömungsmaschine zu untersuchen. So kann das
Know-how der Entwurfsingenieure durch die Begutachtung der erreichten Ergebnisse er-
weitert und aus den gewonnenen Erkenntnissen ein Lerneffekt abgeleitet werden. Das
interaktive Modifikationstool bietet zahlreiche Bausteine an, mit denen ein vorhandener
Erstentwurf sich deutlich verbessern lässt. Darüber hinaus lassen sich mit diesem System
die Entwicklungszeiten und -kosten deutlich reduzieren sowie die hydraulische Güte von
Strömungsmaschinen effizient verbessern.

1.2.2 Hierarchische Optimierung und Multi-Level-CFD

Wöhler [51] entwickelte ein System mit hierarchischem Optimierungsansatz, bei dem
die Geometriemodifikation in unterschiedliche Levels aufgeteilt wird und die Zielfunk-
tionsauswertung an die einzelnen Levels angepasst wird. Die Levels unterscheiden sich
durch die Anzahl der Optimierungsparameter und den lokalen und globalen Wirkungs-
bereich auf die Geometrie. Abhängig vom Geometrielevel wird der CFD-Level angepasst,
der sich in der Auswahl der Strömungsberechnungsverfahren zur Ermittlung der Zielfunk-
tion unterscheidet. Bei Thum und Schilling [48] wird das von Wöhler entwickelte
Multi-Level-CFD-Verfahren erweitert und erfolgreich in der numerischen Optimierung von
Beschaufelungen hydraulischer Maschinen angewandt. Müller [27] erweitert das Multi-
Level-CFD System auf vier unterschiedliche CFD-Levels, die sich in Bezug auf Rechenge-
nauigkeit und -geschwindigkeit unterscheiden. So können für die Erstauslegung und zur
ersten Beurteilung der Geometrie schnelle, jedoch ungenauere Verfahren wie z.B. ein quasi-
dreidimensionales Euler Verfahren (Q3D), ein quasi-dreidimensionales Navier-Stokes Ver-
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fahren (NSQ3D) oder ein 3D-Euler-Verfahren (E3D) angewendet werden. Während für
die Feinjustierung der Geometrie ein voll-dreidimensionales Navier-Stokes-Verfahren An-
wendung findet.

1.2.3 Neuronale Netze

Krämer [21] entwickelte ein Entwurfssystem für Beschaufelungen hydraulischer Maschi-
nen auf Basis künstlicher neuronaler Netze, mit dem in kürzester Zeit optimale Beschaufe-
lungen hydraulischer Maschinen generiert werden können. Dieses Verfahren benötigt eine
gewisse Anzahl erstellter Entwürfe, mit deren Hilfe ein neuronales Netz erzeugt wird, das
entsprechend den Betriebspunktdaten die neue Geometrie approximiert. Dieser Entwurf
kann mit Hilfe des RTD manuell relativ schnell auf den Betriebspunkt optimiert werden
oder als gute Startgeometrie einer numerischen Optimierung zugänglich gemacht werden.

1.3 Zielsetzung der Arbeit

Im Rahmen dieser Arbeit soll eine Optimierungsstrategie für die schnelle und effiziente
Auslegung und den Entwurf der Leitvorrichtung von Francis Spiralturbinen, bestehend
aus Spiralgehäuse, Traversenring und Leitrad, entwickelt werden. Das Programmsystem
soll modular aufgebaut sein und unterschiedliche Geometrietypen berücksichtigen. Es soll
sowohl eine geeignete Parametrisierung als auch eine Strategie zur Reduzierung der Frei-
heitsgrade beinhalten, die eine automatische Optimierung in Abhängigkeit einzelner Pa-
rameter möglich macht. Die Auslegung der Leitvorrichtung soll manuell, aber auch über
Kennfelder oder über eine automatische Optimierung erfolgen können. Im Rahmen der
Optimierung muss die Auswahl verschiedener Optimierungsverfahren ermöglicht werden.
So soll sowohl mit Hilfe von Response Surface Methoden als auch mit Optimierungsal-
gorithmen und CFD-Rechnungen ein Optimum erzielt werden können. Ausführliche Pa-
rameterstudien zu den einzelnen Elementen geben Aufschluss über die Beschaffenheit
des Lösungsraums, die Abhängigkeit der einzelnen Parameter untereinander und auf das
Gesamtergebnis. Aufbauend auf diesen Parameterstudien kann eine Strategie entwickelt
werden, die den Entwurfsprozess wesentlich verkürzt und vereinfacht. Es wird versucht,
langwierige CFD-Rechnungen durch analytische Abschätzungen zu ersetzen und damit
zum schnellen und effizienten Entwurf beizutragen. Vor allem im Bereich der Spirale, die
einen hohen Aufwand für den Entwurf und an Rechenzeit benötigt, ist dies von großer Be-
deutung. Auch die große Anzahl an Parametern im Traversenring und Leitapparat wird
durch sinnvolle analytische Zusammenhänge stark reduziert. Letztendlich wird sich ein
System ergeben, das abhängig von einigen wichtigen Hauptparametern, die Auslegung
und Optimierung übergeordnet steuert. Im Einzelfall sollen einzelne weitere Parameter
untergeordnet hinzugefügt werden können.

Es ist nicht Aufgabe dieser Arbeit einen Optimierungsalgorithmus zu entwickeln oder den
besten Optimierungsalgorithmus für diese Aufgabenstellung zu evaluieren. Es ist vielmehr
Aufgabe, eine geeignete Strategie zu entwickeln, die die Anwendung der numerischen
Optimierungsverfahren möglich macht.
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Theoretische Grundlagen

2.1 Geometriebeschreibung

Die Einführung der CAD-Systeme in den 60er Jahren ermöglichte es, komplexe geometri-
sche Bauteile mit Hilfe spezieller Algorithmen mathematisch zu erfassen. Mit der Technik
der Bézier-Kurven und der B-Splines war es möglich geworden, alle Geometrieformen
darzustellen und einheitlich zu beschreiben.

Grundlage aller heutigen Verfahren sind Methoden, die auf die Arbeiten von Bézier,
Coons, de Boor, Gordon und Riesenfeld zurückgehen, siehe Hoschek et al. [20].
Allen Verfahren gemeinsam ist, dass sie Polynomansätze benutzen. Dies bedeutet, die
Kurven sind als Polynomfunktionen definiert oder setzen sich stückweise aus Polynomen
zusammen.

Die Technik der B-Splines basiert auf den Arbeiten von Bézier [4] und ist zu den heute
verwendeten NURBS (Non Uniform Rational Basis Splines) weiterentwickelt worden.

In der Ingenieurspraxis tritt häufig das Problem auf, dass ein funktionaler Zusammen-
hang y = f(x) für eine Anzahl gegebener Punkte gesucht wird. Dies können zum Beispiel
Messwerte sein, für die ein analytischer Zusammenhang gesucht wird oder auch geometri-
sche Punkte im dreidimensionalen Raum, die mit Hilfe einer Funktion approximiert bzw.
interpoliert werden sollen.

2.1.1 Polynome

Wie bei Schilling [42] beschrieben, können zur Definition eines funktionalen Zusammen-
hangs für eine Anzahl gegebener Punkte, Polynome höherer Ordnung verwendet werden,
wobei es dabei aber zu einem unerwünschten Aufschwingen des Kurvenverlaufs kommen
kann, da die Ordnung des Polynoms mit der Anzahl der zu interpolierenden Punkte
wächst. Ein Polynom mit dem Grad m = 3 und der Ordnung k = 4 nennt man kubisches
Polynom.

Y = a+ bX + cX2 + dX3 (2.1)
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Ist der Grad höher als 3, so neigt der Polynomverlauf zu großer Welligkeit, wie in Abbil-
dung 2.1 dargestellt ist.

Abbildung 2.1: Approximation von Punkten durch ein Polynom 14. Grades, [20]

Deshalb ist eine Interpolation von Punkten mit einer Kurve aus stückweise zusammenge-
setzten Polynomen sinnvoller.

2.1.2 Splines

Das Aufschwingen des Kurvenverlaufs kann durch die Verwendung von Splines verhindert
werden. Splines sind Funktionen, die sich stückweise aus Polynomen zusammensetzen. Die
Ordnung der Splines ist unabhängig von der Anzahl der gegebenen Punkte. Ein Spline hat
die Ordnung k, wenn er aus Polynomen vom Grad m ≤ (k−1) zusammengesetzt wird. Die
Punkte, an denen die Teilkurven anschließen, heißen Knoten des Splines. Kubische Splines
sind vom Grad m = 3 und man erhält damit “glatte” Kurven. Durch Unterteilen des ge-
samten Kurvenverlaufs in Teilintervalle, d.h. in Kurvenabschnitte, kann der Polynomgrad
kleinstmöglich gehalten werden. Häufig werden kubische Splines mit dem Grad m = 3
verwendet. An den Knoten schließen die einzelnen Kurvensegmente stetig differenzierbar
an.

2.1.3 B-Splines

Eine Verbesserung der Approximation lässt sich durch Bézier-Kurven und B-Splines er-
reichen, bei denen die B-Spline Koeffizienten eine geometrische Bedeutung haben.

In vielen Anwendungsfällen ist es aber auch wichtig, eine interaktive Modifikation des Kur-
venverlaufs zuzulassen, zum Beispiel in CAD-Systemen. Das kann durch die Verwendung
der B-Spline Technik erreicht werden.



6 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Im Folgenden soll die mathematische Theorie kurz erläutert werden. Eine umfassendere
Behandlung der Thematik findet man zum Beispiel bei Hoschek et al. [20], Rogers

und Adams [40] sowie Fernández [9].

2.1.3.1 B-Spline Kurven

B-Spline Funktionen der Ordnung k sind abschnittsweise definierte Polynome vom Grad
m = (k − 1), wobei die Übergänge der Abschnitte in den Knoten (k − 2) mal stetig
differenzierbar sind. Meist werden kubische Polynome verwendet, so dass der B-Spline
von der Ordnung k = 4 ist. Der geometrische Verlauf der B-Spline Kurve wird bestimmt
durch charakteristische Punkte, den Describern, und den zugehörigen Basis-Funktionen.
In Abbildung 2.3 ist eine B-Spline Kurve mit 6 Describern dargestellt.

Der mathematische Zusammenhang zwischen Describer- und Kurvenpunkt ist durch die
folgende Gleichung gegeben:

~X(u) =
n∑

i=1

~Di ·Ni,k(u) , umin ≤ u ≤ umax , 2 ≤ k ≤ n . (2.2)

In Gleichung 2.2 sind ~Di die Describer der Anzahl n, u der Kurvenparameter, k die
Ordnung der Polynome und Ni,k die normalisierten Basisfunktionen der Describer. Diese
berechnen sich rekursiv nach der Formel von Cox-de Boor, s. [20], in folgender Weise:

Ni,1(u) =

{
1 : ti ≤ u < ti+1

0 : sonst
, (2.3)

Ni,k(u) =
u− ti

ti+k−1 − ti
Ni,k−1(u) +

ti+k − u

ti+k − ti+1
Ni+1,k−1(u) . (2.4)

Die Werte ti in den Gleichungen 2.3 und 2.4 geben die geometrische Lage des jeweiligen
Knoten in Form der normierten Bogenlänge an und sind im Knoten- bzw. Trägervektor
~T (t1, t2, ..., ts) definiert, wobei die Bedingung ti ≤ ti+1 gilt. Die Anzahl der Elemente
im Knotenvektor ist bestimmt durch s = n + k. Wie aus Gleichung 2.4 ersichtlich, hat
die Wahl der Knotenelemente, d.h. die Stellen an denen die Einzelpolynome anschließen,
einen entscheidenden Einfluss auf die Basisfunktionen und damit auf den Kurvenverlauf,
siehe Abbildung 2.2.

Man unterscheidet zwischen uniformen und non-uniformen Knotenvektoren. Der uni-
forme Knotenvektor besteht aus äquidistant verteilten Elementen, und man erhält die
Uniform B-Splines (UBS), während der Abstand zwischen zwei benachbarten Knotenele-
menten bei einem non-uniformen Vektor variiert und man die so genannten Non-uniform
B-Splines (NUBS) erhält. Die non-uniforme Verteilung der Knotenelemente hat den Vor-
teil, dass damit der Knotenvektor der Verteilung der zu approximierenden Punkte entlang
der Kurve angepasst werden kann. Dadurch können auch Kurven mit starken Krümmungs-
änderungen approximiert werden.
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Abbildung 2.2: Verlauf der Basisfunktionen Ni,k eines B-Splines mit 5 Describern und Ordnung
k = 3 bei unterschiedlichen Knotenvektoren als Funktion des Kurvenparameters u, aus [42]

Darüber hinaus können Knotenvektoren offen oder geschlossen sein. Bei offenen Knoten-
vektoren ist das erste und letzte Element k-fach belegt. Dadurch wird erreicht, dass der
erste und letzte Describer auf der Kurve liegen.

Für den Fall, dass die Anzahl der Describer n gleich der Ordnung k des Splines ist, so
geht die B-Spline Darstellung in eine Bézier-Kurve über, die dann nur aus einem Kur-
venabschnitt besteht. Dabei beeinflusst die Verschiebung eines Describers den gesamten
Kurvenverlauf. Eine lokale Kurvenmodifikation ist somit nicht mehr möglich. Analog lässt
sich die Bézier Kurve mit den Bézier Punkten ~bi und den Bernsteinpolynomen Bn

i (u) ma-
thematisch darstellen:

~X(u) =
n∑

i=1

~bi ·B
n
i (u) . (2.5)

Im Rahmen dieser Arbeit werden offene, non-uniforme und uniforme Knotenvektoren
verwendet. Die Ordnung der B-Splines ist k = 4. Der Vorteil besteht darin, dass in
Bereichen großer Krümmungen engere Knotenabstände erzeugt werden können, die zu
einer besseren Approximation der Punkte führen.

Eine wichtige Eigenschaft der Basisfunktionen ist, dass sie nur im Bereich ti bis ti+k
ungleich Null sind, s. Gleichung 2.3. Daraus resultiert, dass der Describer ~Di nur den
Bereich der B-Spline Kurve beeinflusst, für den gilt:

ti ≤ u ≤ ti+k .

Die Modifikation eines Describers hat somit nur eine lokale Modifikation der B-Spline
Kurve zur Folge, siehe Abbildung 2.3. Für die Optimierung hat diese Eigenschaft ent-
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scheidende Vorteile, denn sie bietet die Möglichkeit, eine Geometrieänderung auf einen
lokalen Bereich zu beschränken.

Abbildung 2.3: Verlauf einer B-Spline Kurve, lokale Änderung der B-Spline Kurve

Approximation und Interpolation In Gleichung 2.2 wird der Kurvenverlauf durch
die gegebenen Describerpunkte und den Knotenvektor berechnet. Häufig stellt sich aber
die Aufgabe, das inverse Problem zu lösen, d.h. bei gegebener Anzahl von i = r Punk-
ten Pi die Describer zu berechnen, die Gleichung 2.2 erfüllen. Diese Aufgabe wird als
Dekodierung bezeichnet.

Bei der Interpolation ist eine B-Spline Kurve gesucht, die mit i = r Describern Di genau
durch die Datenpunkte läuft. Bei der Approximation ist eine B-Spline Kurve gesucht, die
mit den n < r Describern die i = r Datenpunkte Pi möglichst genau approximiert.

Zuerst erfolgt die Berechnung des Knotenvektors, der die Verteilung der gegebenen Punkte
wiedergibt. Die Berechnung, die man auch Parametrisierung der Punkte nennt, kann auf
verschiedene Arten erfolgen:

Gegeben ist das Parameterintervall der Punkte Pi mit der dimensionslosen Bogenlänge
uiε [0, a]. Dann folgt für die

äquidistante

∆pi = i ·
a

r
, (2.6)

chordale

∆pi =
∥
∥
∥~Pi − ~Pi−1

∥
∥
∥ (2.7)
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und zentripetale Parametrisierung

∆pi =

√
∥
∥
∥~Pi − ~Pi−1

∥
∥
∥ . (2.8)

Hoschek und Lasser [20] empfehlen die zentripetale Parametrisierung.

Zum gegebenen Knotenvektor können nun für jeden Punkt die Basisfunktionen berech-
net werden. Als einzige Unbekannte verbleiben die Describerpunkte. Es muss somit ein
lineares, inhomogenes Gleichungssystem gelöst werden:

[P ] = [C] [D] . (2.9)

Für eine dreidimensionale B-Spline Kurve ist [P ] eine r × 3 Matrix, [C] die r × n
Koeffizientenmatrix der Basisfunktionen und [D] eine n × 3 Matrix für die gesuchten
Describer. Die gesuchten Describer ergeben sich aus folgender Beziehung:

[D] =
[

[C]T [C]
]−1

[C]T [P ] . (2.10)

Bei der Interpolation ist n = r. Für n < r beschreiben die Describer einen Approxima-
tionsspline, der nicht exakt durch die Datenpunkte verläuft. Der Spline hat jedoch die
Eigenschaft, dass die Summe der Fehlerquadrate minimal ist.

Durch eine iterative Modifikation der Knotenparameter ui lässt sich die Summe der Feh-
lerquadrate noch weiter minimieren. Nach Rogers und Fog [39] sowie Fernández [9]
kann durch eine Taylorentwicklung an den Kurvenpunkten ~Pic die Abweichung δ zu den
gegebenen Datenpunkten ~Pi folgendermaßen berechnet werden:

(Pxc − Px) +
∂Pxc
∂u

∆u = δx ,

(Pyc − Py) +
∂Pyc
∂u

∆u = δy , (2.11)

(Pzc − Pz) +
∂Pzc
∂u

∆u = δz .

Die Summe der Fehlerquadrate ergibt sich zu:

E = δ2
x + δ2

y + δ2
z (2.12)

Da die Summe E minimiert werden soll, gilt:

∂E

∂u
= 2δx

∂δx
∂u

+ 2δy
∂δy
∂u

+ 2δz
∂δz
∂u

= 0 . (2.13)

Setzt man Gleichung 2.11 und die Ableitung davon in Gleichung 2.13 ein, so erhält man
die Korrektur für u an jedem Kurvenpunkt, siehe Rogers und Fog [39] und Hoschek

[20]:
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∆u =
(Px − Pxc)

∂Pxc

∂u
+ (Py − Pyc)

∂Pyc

∂u
+ (Pz − Pzc)

∂Pzc

∂u

(∂Pxc

∂u
)2 + (∂Pyc

∂u
)2 + (∂Pzc

∂u
)2

. (2.14)

Mit den korrigierten Werten für u können nun mit Hilfe des Knotenvektors die neuen
Basisfunktionen und damit neue Describer berechnet werden. Dieser Algorithmus wird
auch als Curve Fitting Algorithm bezeichnet.

Dieses iterative Vorgehen wird solange wiederholt, bis die maximale Abweichung eine
vorgegebene Abbruchschranke unterschreitet.

Zur Berechnung der ersten partiellen Ableitung ∂Pic

∂u
wird die erste Ableitung der Basis-

funktion benötigt, die sich wie folgt darstellen lässt:

N ′

i,k(u) =
Ni,k−1(u) + (u− ti)N

′
i,k−1(u)

ti+k−1 − ti

+
(ti+k − u))N ′

i+1,k−1(u) −Ni+1,k−1(u)

ti+k − ti+1
. (2.15)

2.1.3.2 B-Spline Flächen

Bei der Approximation von Oberflächenpunkten kann die B-Spline Technik verwendet
werden, wenn eine B-Spline Kurve, durch den Kurvenparameter u beschrieben, entlang
einer zweiten B-Spline Kurve, beschrieben durch den Kurvenparameter v, bewegt wird.
Die Fläche wird damit in eine u- und v-Richtung parametrisiert, siehe Abbildung 2.4. Die
Flächenpunkte erhält man somit aus dem Tensor-Produkt:

~X(u, v) =

n∑

i=1

m∑

j=1

~Di,j ·Ni,k(u)Mj,l(v) . (2.16)

Für die Basisfunktionen in u- und v-Richtung gilt:

Ni,1(u) =

{
1 : ti ≤ u < ti+1

0 : sonst
, (2.17)

Ni,k(u) =
u− ti

ti+k−1 − ti
Ni,k−1(u) +

ti+k − u

ti+k − ti+1
Ni+1,k−1(u) , (2.18)

Mj,1(v) =

{
1 : sj ≤ v < sj+1

0 : sonst
, (2.19)

Mj,l(v) =
v − sj

sj+l−1 − si
Mj,l−1(v) +

sj+l − v

sj+l − sj+1
Mj+1,l−1(v) . (2.20)
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VU

Abbildung 2.4: B-Spline Fläche mit zugehörigem Describernetz

Hierbei sind ti und sj die Elemente der Knotenvektoren ~T und ~S. Die Ordnung der B-
Spline Fläche ist in u-Richtung k und in v-Richtung l. Die beschreibenden Describer der
Fläche spannen ein n × m Netz von Kontrollpunkten auf, siehe Abbildung 2.4.

Die Dekodierung einer Fläche erfolgt analog zu den B-Spline Kurven. Die vorgegebene
Fläche, bestehend aus r × q Punkten ~P (u, v), kann in ein lineares, homogenes Glei-
chungssystem umgeformt werden:

[P ] = [C] [D] . (2.21)

Die Describer lassen sich mit folgender Gleichung bestimmen:

[D] =
[

[C]T [C]
]−1

[C]T [P ] . (2.22)

Eine Verbesserung der Approximationsgüte durch iterative Berechnung der Laufparameter
u und v ist bei Rogers, Fog [39] zu finden.

Am Lehrstuhl wird eine spezielle, von Piegl [33] entwickelte, Technik verwendet, die
in der Literatur mit Cross Sectional Design bezeichnet wird. Hierzu werden die Aus-
gangspunkte auf den gegebenen Schnitten der Fläche dekodiert. Die hierbei erhaltenen
B-Spline Kurven müssen die gleiche Ordnung, den gleichen Knotenvektor und die gleiche
Anzahl an Describerpunkte besitzen. Sie stellen Kurven v = const. der B-Spline Fläche
dar. Durch Interpolation der Describer der Kurve v = const. in v-Richtung erhält man
die endgültigen Describer der Schaufeloberfläche, siehe Abbildung 2.5.

Diese Art der Dekodierung hat den Vorteil, dass nur in u-Richtung approximiert werden
muss. Die Abweichung der B-Spline Fläche von den vorgegebenen Punkten ist damit gerin-
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Abbildung 2.5: Cross Sectional Design von B-Spline Flächen nach Piegl [33]

ger als bei einer vollständigen Dekodierung. Voraussetzung aber ist, dass die vorgegebenen
Flächendatenpunkte auf Schnitten v=const. zur Verfügung stehen.

Ist dies nicht der Fall und liegen die Flächendatenpunkte in einer ungeordneten Weise
vor, so kann mit diesem Algorithmus keine B-Spline Fläche erzeugt werden. Es ist dann
unbedingt notwendig, dass die Flächendatenpunkte zuerst in u- und v-Richtung zum
Beispiel mit einem kubischen Spline neu geordnet, d.h. neu verteilt werden.
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2.2 Strömungsberechnung

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Grundgleichungen zur Berechnung von Strö-
mungen beschrieben. Neben den allgemeinen Erhaltungsgleichungen wird kurz auf die
zeitlich gemittelten Gleichungen und deren Schließung durch ein Turbulenzmodell ein-
gegangen. In dieser Arbeit werden nur Elemente aus Strömungsmaschinen im stehenden
Bezugssystem behandelt, da aber im Turbomaschinenbau die Simulation der Strömung
auch in einem rotierenden Bezugssystem erforderlich ist, wird weiterhin auf diese Beson-
derheit hingewiesen.

2.2.1 Quasi-3D Verfahren

Nach der Modellvorstellung von Wu [53] kann die dreidimensionale Strömung verein-
facht durch eine quasi-dreidimensionale (Q3D) Betrachtungsweise beschrieben werden.
Der dreidimensionale Charakter der Strömung wird dabei durch die Superposition von
drei zweidimensionalen Strömungen in den S1i Gitterebenen, den S2j Meridianebenen
und den S3k Normalenebenen angenähert. Diese kann nochmals vereinfacht werden, in-
dem aus Rechenzeitgründen die Strömung in den S3k-Ebenen vernachlässigt wird und
nur eine repräsentative S2m Meridianebene in der Kanalmitte verwendet wird, vgl. Abb
2.6 und [45]

Abbildung 2.6: Vereinfachte Q3D Modellvorstellung

Die Q3D Verfahren können in reibungsfreie und reibungsbehaftete Verfahren eingeteilt
werden.
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2.2.1.1 Quasi-3D Euler Verfahren

Zur Beschreibung der reibungsfreien Strömung wird ein Stromfunktionsansatz verwendet
[41]. Es wird vorausgesetzt, dass die Strömung auf rotationssymmetrischen Stromflächen
verläuft und reibungsfrei aber drehungsbehaftet ist [42]. Schilling [41] und [45] ha-
ben das Verfahren beschleunigt, indem nur die 2D Strömung in einer repräsentativen
Meridianebene (S2m) betrachtet wird, die mit den N Gitterströmungen auf den rotati-
onssymmetrischen S1i-Flächen überlagert wird. Die Strömung in den Normalebenen wird
vernachlässigt.

Die Lösung der Q3D-Gleichungen kann mit Hilfe eines Finiten Differenzen Verfahrens
erfolgen, s. Schilling [41] und Schilling et al. [46]. Die Q3D-Kopplung der Meridian-
strömung mit den Gitterströmungen wird solange fortgesetzt, bis kraftausgeglichene Strö-
mungsverhältnisse vorliegen und die Stromflächen sich nicht mehr verschieben, s. Haas

[18].

Wegen der relativ kurzen Rechenzeiten im Vergleich zu voll-dreidimensionalen Verfahren
wurden Q3D-Verfahren lange Zeit für den Entwurf und die Optimierung von Beschaufe-
lungen hydraulischer Maschinen herangezogen, s. Schilling [44] und Schilling et al.
[46]. Reibungs- und Sekundärströmungseffekte können mit dem so definierten Rechenmo-
dell jedoch nicht erfasst werden.

2.2.1.2 Quasi-3D Navier-Stokes Verfahren

Mit dem Q3D Euler Verfahren sind wegen der Voraussetzung der Reibungsfreiheit kei-
ne Aussagen über Verluste möglich. Um jedoch reale Strömungen berechnen zu können,
müssen auch Reibungseinflüsse berücksichtigt werden. Um ebenfalls sehr kurze Rechen-
zeiten zu erhalten, wird das Q3D Verfahren auf die Lösung der Navier-Stokes Gleichungen
angewandt.

Dazu werden die stationären 2D Navier-Stokes Gleichungen in kartesischen Koordinaten
in eine Stromfunktions- und Wirbeltransportgleichungsformulierung überführt, siehe auch
Griebel et al. [17].

Mit der Stromfunktionsgleichung kann zusammen mit einer zusätzlichen Wirbeltrans-
portgleichung eine zweidimensionale, reibungsbehaftete Strömung berechnet werden. Eine
ausführliche Beschreibung ist bei Müller [27] und Müller et al. [28] zu finden.

2.2.2 3D Verfahren

2.2.2.1 Erhaltungsgleichungen

Zur Beschreibung der realen Strömung eines inkompressiblen Fluids mit der Dichte ρ und
der Viskosität ν werden die Erhaltungssätze für Masse und Impuls an einem differentiellen
Volumenelement aufgestellt. Unter der Annahme einer von der Temperatur unabhängigen
Viskosität stehen zur Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes ci = (cx, cy, cz)

T und des
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statischen Druckes p vier Gleichungen zur Verfügung, die Kontinuitätsgleichung 2.23 sowie
die drei Impulsgleichungen 2.24.

∂ci
∂xi

= 0 , (2.23)

∂ci
∂t

+ cj
∂ci
∂xj

= −
1

ρ

∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

ν

(
∂ci
∂xj

+
∂cj
∂xi

)]

. (2.24)

Die Navier-Stokes Gleichungen sind bei stationärer Strömung vom elliptischen Typ, bei in-
stationärer Strömung vom parabolischen Typ [43], hingegen weisen die Euler Gleichungen
hyperbolischen Charakter auf. Im Falle Re → ∞ dominiert der hyperbolische gegenüber
dem elliptischen Charakter der Strömung.

Zu beachten ist, dass der statische Druck in der Gleichung 2.24 nicht explizit, sondern
nur als Gradient auftritt, weshalb das absolute Druckniveau hier keinen Einfluss auf die
Lösung des Gleichungssystems nimmt.

Da dieses System gekoppelter, nichtlinearer Differentialgleichungen selbst für laminare
Strömungen nur in wenigen Sonderfällen eine analytische Lösung besitzt, müssen zur
Lösung numerische Methoden herangezogen werden.

Der in dieser Arbeit verwendete Navier-Stokes-Code wurde von Skoda entwickelt und
kann in [47] nachgelesen werden. Im Folgenden soll ein kurzer Überblick über den Aufbau
eines 3D Codes gegeben werden.

2.2.2.2 Euler Gleichungen

Unter Vernachlässigung der Reibungskräfte ν = 0 vereinfachen sich die Impulsgleichungen
2.24 zu den Eulerschen Bewegungsgleichungen.

∂ci
∂t

+ cj
∂ci
∂xj

= −
1

ρ

∂p

∂xi
. (2.25)

Diese Gleichung gilt sowohl für kompressible als auch für inkompressible Fluide.

Da in hydraulischen Maschinen aufgrund der hohen Reynoldszahlen die Grenzschichten
im Vergleich zu den Abmessungen dünn sind und daher die Hauptströmung im Wesent-
lichen reibungsfreien Charakter hat, können bei Optimierungen für relative Aussagen die
Eulerschen Bewegungsgleichungen verwendet werden.

2.2.2.3 Navier-Stokes Gleichungen

2.2.2.3.1 Lösungsansätze Die Lösung der Bewegungsgleichungen für Strömungen
in Pumpen- und Turbinenlaufrädern erfolgt zweckmäßigerweise in dem mit der Winkel-
geschwindigkeit ω um die Maschinenachse rotierenden Koordinatensystem, das fest mit
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dem Laufrad verbunden ist. Hierzu werden die Bewegungsgleichungen mit der Führungs-
geschwindigkeit u = r · ω nach

~c = ~u+ ~w (2.26)

in dieses rotierende Koordinatensystem transformiert, wobei zwei zusätzlichen Terme, d.h.
die Zentrifugal- und Corioliskraft, auftreten, siehe Truckenbrodt [49] oder Kroll [22]

∂ ~w

dt
+ ~w · grad (~w) = −

1

ρ
grad (p) + ν · div (grad (~w))− (~ω × (~ω × ~r))

︸ ︷︷ ︸

Zentrifugalkraft

−2 (~ω × ~w)
︸ ︷︷ ︸

Corioliskraft

. (2.27)

Die Gleichung 2.27 beschreibt die Navier-Stokes Gleichung im Relativsystem.

Analog zu Gleichung 2.23 gilt für den Vektor der Relativgeschwindigkeit ~w(x, y, z, t) die
Divergenzfreiheit im Relativsystem:

div(~w) = 0 (2.28)

Nach Kroll [22] kann in der Gleichung 2.27 die Zentrifugalkraft und die Hälfte der
Corioliskraft mit dem konvektiven Termen auf der linken Seite so umgeformt werden,
dass sich die Gleichung 2.27 in einfacherer Weise numerisch lösen lässt. Dadurch reduziert
sich der Quellterm auf

~S = − (~ω × ~c) (2.29)

und die Gleichung geht über in

∂ci
∂t

+ wj
∂ci
∂xj

= −
1

ρ

∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

ν

(
∂ci
∂xj

+
∂cj
∂xi

)]

+ Si . (2.30)

In der Regel führt diese Formulierung zu einem stabileren numerischen Verhalten, s. Rit-

zinger [38]. Ein weiterer Vorteil ist, dass bei der Berechnung des Übergangs von einem
stehenden in ein rotierendes Bezugssystem, z.B. bei einer Leitrad-Laufrad Interaktion,
wie sie bei Wasserturbinenstufen vorkommt, die Transformation der Geschwindigkeiten
entfällt, da in Gleichung 2.30 die Absolutgeschwindigkeit ci die abhängige Lösungsvariable
ist.

Bei Strömungen inkompressibler Fluide führt die Kontinuitätsgleichung zur Divergenz-
freiheit des Geschwindigkeitsfeldes, siehe Gleichungen 2.23 und 2.28, in denen der Druck
explizit nicht vorkommt. Somit gibt es keine unabhängige Erhaltungsgleichung zur Be-
stimmung des Druckes. Ein Lösungsansatz ist das Druckkorrekturverfahren. Der in dieser
Arbeit verwendete Code basiert auf dem Verfahren der Druckkorrektur zur numerischen
Lösung der Bewegungsgleichungen, das in Form des SIMPLE-Algorithmus von Patankar

[32] vorgeschlagen und von Ferziger und Peric [10] erweitert wurde. Grundsätzlich löst
dieses Verfahren zunächst die Impulsgleichungen und leitet aus der Kontinuitätsgleichung
und den Impulsgleichungen eine Druckkorrektur so ab, dass das Geschwindigkeitsfeld nach
einer Anzahl von Iterationen divergenzfrei wird.
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2.2.2.3.2 Mittelung der Erhaltungsgleichungen Die Strömung in hydraulischen
Maschinen ist im Allgemeinen dreidimensional, instationär und turbulent. Grundsätzlich
gelten die Gleichungen 2.23 und 2.24 auch für turbulente Strömungen, jedoch ist der
numerischen Aufwand zu deren Berechnung sehr hoch.

Die genaueste Methode zur Berechnung einer Strömung ist die Direkte Numerische Simu-
lation (DNS). Darunter versteht man die direkte Lösung der Navier-Stokes Gleichungen
ohne zusätzliche Modellannahmen. Damit auch die kleinsten Wirbel erfasst werden kön-
nen, muss das Rechengebiet möglichst fein aufgelöst werden. So ist die erforderliche Anzahl
von Knoten N bei der räumlichen Diskretisierung eines Rechengebiets über das Verhältnis
des integralen turbulenten Längenmaßes LT zum Kolmogoroffschen Mikro-Längenmaß η
gegeben, siehe Friedrich [11].

N ∼

(
LT
η

)3

∼ Re
9
4
T . (2.31)

Im Falle einer zeitlichen und räumlichen Diskretisierung ist der Zeitschritt näherungsweise
proportional zu den räumlichen Schrittweiten zu wählen, so dass die Beziehung

N ∼ Re3T (2.32)

gilt.

Die turbulente Reynoldszahl ReT wird mit dem integralen Längenmaß LT und dem tur-
bulenten Geschwindigkeitsmaß uT gebildet und ist nach [10] etwa um den Faktor 100
kleiner als die Reynoldszahl, die zur Beschreibung technischer Strömungen benutzt wird.
Da die Reynoldszahl Re bei technischen Strömungen mit Größenordnungen von O(106)
- O(107) und damit ReT ≈ O(104) sehr hoch ist, ergibt sich eine sehr große Anzahl an
Rechenpunkten bei der DNS, die selbst Höchstleistungsrechner an ihre Grenzen stoßen
lässt.

Um den Rechenaufwand zur Simulation turbulenter Strömungen in Grenzen zu halten,
geht man zu einer statistischen Beschreibung der Turbulenz über. Diese Betrachtungsweise
basiert auf einem Ansatz von Reynolds [35]. Danach werden die Kontinuitätsgleichung
und die Navier-Stokes Gleichungen zeitlich gemittelt. Dazu wird die turbulente Geschwin-
digkeit ci(t) in einen zeitlichen Mittelwert und einen Schwankungswert

ci(t) = ci(t) + c′i(t) mit i = x, y, z (2.33)

aufgespalten, wie u.a. bei Wilcox [52] beschrieben.

Die zeitliche Mittelung der Schwankungswerte verschwindet, so dass für die Geschwindig-
keit und den Druck gilt:

c′i(t) = 0 und p′(t) = 0 . (2.34)

Führt man diesen Separationsansatz nach Gleichung 2.33 in die beschreibenden Gleichun-
gen 2.23 und 2.24 für die Geschwindigkeiten und den statischen Druck ein und mittelt
zeitlich, so erhält man die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen RANS:
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∂ci
∂xi

= 0 , (2.35)

∂ci
∂t

+ cj
∂ci
∂xj

= −
1

ρ

∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

ν

(
∂ci
∂xj

+
∂cj
∂xi

)

− c′ic
′
j

]

. (2.36)

Diese Gleichungen beschreiben den Impulstransport in einem Fluid mit konstanten Stoff-
werten. Sie enthalten zusätzlich den Reynolds-Spannungstensor c′ic

′
j, der aus der Mitte-

lung der konvektiven Terme stammt und zunächst unbekannt ist. Das Gleichungssystem
ist somit nicht geschlossen.

2.2.2.3.3 Turbulenzmodellierung Der unbekannte Reynolds-Spannungstensor ist
so zu bestimmen, dass zum einen das Gleichungssystem geschlossen und zum anderen die
Physik der Strömung möglichst gut modelliert wird. Die Approximation erfolgt mit ei-
nem Turbulenzmodell. Die in der Ingenieurspraxis am häufigsten verwendete Näherung ist
die Modellierung des Reynolds-Spannungstensors mit der Wirbelviskositätsannahme nach
Boussinesq [5], welche den Reynolds-Spannungstensor mit den mittleren Geschwindig-
keiten verknüpft. Dabei wird die Existenz einer von der Strömung abhängigen turbulenten
Viskosität µt(x, y, z, t) vorausgesetzt.

Die Grundlage linearer Wirbelviskositätsmodelle ist die Verknüpfung der Komponenten
des Reynolds-Spannungstensors mit den Gradienten der Geschwindigkeitskomponenten
durch einen linearen Zusammenhang mit der turbulenten Wirbelviskosität µt als Propor-
tionalitätsfaktor:

−ρc′ic
′
j = µt

(
∂ci
∂xj

+
∂cj
∂xi

)

−
2

3
ρδijk . (2.37)

Darin bedeuten k die spezifische turbulente kinetische Energie und δij das Kronecker
Symbol.

Das Schließungsproblem reduziert sich daher auf die Bestimmung der unbekannten Wir-
belviskosität µt und der spezifischen turbulenten kinetischen Energie k. Die Berechnung
einer sinnvollen Verteilung von µt und k ist Aufgabe der Turbulenzmodellierung.

Eines am weitesten verbreiteten Turbulenzmodelle im Turbomaschinenbau und be-
kanntester Vertreter der linearen Wirbelviskositätsmodelle ist das Standard-k-ε-Modell
von Launder & Spalding [24] sowie das k-ω-Modell nach Wilcox [52]. In dieser Ar-
beit wird ausschließlich das Standard-k-ε-Modell verwendet.

Im k-ε-Modell wird die Wirbelviskosität als Funktion der turbulenten kinetischen Energie
k und der spezifischen Dissipationsrate ε berechnet,

µt = ρCµ
k2

ε
, (2.38)

worin Cµ eine Proportionalitätskonstante ist. Die Größen k und ε werden mit entsprechen-
den Transportgleichungen ermittelt. Es erweist sich als zweckmäßig, die effektive Visko-
sität µeff zu definieren, die sich aus der molekularen µ und der turbulenten Viskosität µt
zusammensetzt:
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µeff = µ+ µt . (2.39)

Die modellierten Gleichungen für die turbulente kinetische Energie k und deren Dissipa-
tionsrate ε lauten:

∂k

∂t
+ uj

∂k

∂xj
=

∂

∂xj

[(

ν +
νt
σk

)
∂k

∂xj

]

+ Pk − ε , (2.40)

∂ε

∂t
+ uj

∂ε

∂xj
=

∂

∂xj

[(

ν +
νt
σε

)
∂ε

∂xj

]

+
Cε 1 f1 Pk − Cε 2 f2 ε

T
. (2.41)

Das Standard-k-ε-Modell nach Launder & Spalding [24] ist nur für hohe Reynolds-
zahlen gültig. Die im Modell enthaltenen Konstanten sind in Tab. 2.1 zusammengefasst.
Neben den guten Konvergenzeigenschaften dieses Modells und der guten Vorhersagbarkeit
der globalen Strömungsgrößen hat dieses Modell auch Schwächen. So können abgelöste
Strömungen nicht genau vorhergesagt werden und durch die Annahme der isotropen Wir-
belviskosität ist dieses Modell unsensibel gegenüber Stromlinienkrümmung und System-
rotation. Außerdem wird eine zu hohe Produktion der kinetischen Energie im Staupunkt
einer Strömung vorhergesagt und Strömungen mit positiven Druckgradienten zählen zu
ihren Schwachstellen. Durch eine einfache und numerisch vorteilhafte Implementierung
führen die linearen Wirbelviskositätsmodelle zu einem stabilen Konvergenzverhalten; sie
sind deshalb zur numerischen Berechnung komplexer Strömungen gut geeignet, was sich
in verschiedenen Anwendungen erwiesen hat. Aufgrund der numerischen Vorteile werden
weiterhin Modifikationen dieser Modelle entwickelt, die deren Schwächen verringern und
damit ihren Einsatzbereich erweitern sollen.

Da dieses Modell in unmittelbarer Wandnähe keine Gültigkeit mehr besitzt, müssen die
wandnahen Bereiche mit Hilfe einer Wandfunktion berechnet werden.

Cµ Cε1 Cε2 σk σε

0.09 1.44 1.92 1.0 1.3

Tabelle 2.1: Die Konstanten des Standard-k-ε-Modell

2.2.2.3.4 Wandbehandlung Der verwendete Schließungsansatz nach Boussinesq

geht von Strömungen außerhalb des unmittelbaren Wirkungsbereiches von festen Wänden
aus. In der Nähe fester Wände ist das k-ε-Modell selbst nicht mehr gültig. Zum einen liegt
dies an der kleinen lokalen Reynoldszahl, die in der geringen Geschwindigkeit des Fluids
in Wandnähe begründet ist. Das k-ε-Modell ist jedoch nur für hohe Reynoldszahlen gültig.
Zum anderen werden in der Nähe fester Wände die turbulenten Schwankungen senkrecht
zur Wand gedämpft, so dass eine weitere Voraussetzung des k-ε-Modells, die Isotropie der
Turbulenz, ebenfalls nicht mehr erfüllt ist [17].

Die turbulente Reynolds-Zahl ReT , die von dem turbulenten Geschwindigkeitsmaß uT und
dem integralen turbulenten Längenmaß LT abhängt, charakterisiert die Wandnähe:



20 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Abbildung 2.7: Geschwindigkeitsprofil einer turbulenten Grenzschicht

ReT =
uT LT
ν

. (2.42)

Fernab von Wänden ist ReT groß. Die wandnahe Strömung zeichnet sich durch die Exis-
tenz einer dünnen viskosen Unterschicht aus, in der turbulente Einflüsse durch die Haft-
bedingung der Wand gänzlich verschwinden. Hier nähert sich ReT dem Wert Null an.

Aus Messungen ist bekannt, dass sich eine vollentwickelte, turbulente Grenzschicht in drei
Bereiche unterteilen lässt, wobei die Übergänge fließend sind:

• Viskose Unterschicht und Übergangsbereich (buffer layer),

• Voll-turbulenter Logarithmischer Bereich,

• Turbulente Außen- bzw. Kernströmung.

Bei der Modellierung von wandnahen Strömungen kann dieser Bereich zunächst mit ei-
ner Wandfunktion überbrückt, s. Launder und Spalding [24], oder durch eine feinere
Auflösung modelliert werden. Diese zunächst aus Mangel an einer besseren Näherung
entstandene Wandfunktion hat sich zu einem Industriestandard entwickelt.

Zwar zeigen Wandfunktionen Defizite bei Strömungen mit positiven Druckgradienten und
Ablösungen, sie sind jedoch aufgrund der mit ihr verbundenen Einsparung an Rechen-
zeit für industrielle Anwendungen attraktiv. Bei der Auflösung der wandnahen Strömung
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müssen besondere Maßnahmen getroffen werden, da sowohl die Transportgleichungen für
die turbulenten Größen als auch die Bestimmungsgleichung für die Wirbelviskosität in
Wandnähe ihre Gültigkeit verlieren. Eine gängige Methode ist die Verwendung von Low-
Reynolds-Number-Modellen, die durch geeignete Dämpfungsfunktionen das asymptotisch
korrekte Verhalten der Turbulenzgrößen erzwingen.

Im Unterschied zu den Low-Reynolds-Number-Modellen, bei denen es notwendig ist, die
Integration der Gleichungen bis in die viskose Unterschicht fortzusetzen und die so deut-
lich rechenzeitintensiver sind, wird bei den Modellen, die eine Wandfunktion verwenden,
davon ausgegangen, dass das Rechengebiet erst in dem logarithmischen Bereich beginnt.
Während das dimensionslose Geschwindigkeitsprofil u+ in der viskosen Unterschicht einen
linearen Verlauf hat, folgt es in der logarithmischen Schicht dem Universellen Logarith-
mischen Wandgesetz, das in Bild 2.7 dargestellt ist:

u+
t =

1

κ
ln y+ + C . (2.43)

In Gl. 2.43 bedeutet C eine Konstante mit C = 5.2. Die verwendeten dimensionslosen
Größen sind wie folgt definiert:

u+
t =

ut
uτ

, (2.44)

y+ =
yP uτ
ν

, (2.45)

worin ut die wandtangentiale Geschwindigkeitskomponente und y+ den dimensionslosen
Wandabstand bedeuten und die Schubspannungsgeschwindigkeit uτ wie folgt definiert ist:

uτ =

√
τw
ρ
. (2.46)

Für die korrekte Anwendung des logarithmischen Wandgesetzes ist es erforderlich, dass
der wandnächste Rechenpunkt einen dimensionslosen Wandabstand im Intervall von 30 <
y+ < 500 aufweist. Da der Wert von y+ vorab nicht bekannt, sondern Ergebnis der
Berechnung ist, muss nach einer Simulationsrechnung geprüft werden, ob das verwendete
Rechennetz obiger Anforderung genügt.

2.2.2.3.5 Rotor-Stator Koppelung Das Stromfeld in dem Raum zwischen dem
Laufrad und dem Leitrad einer Stufe ist dreidimensional und stark instationär. Dies erfor-
dert die gekoppelte, zeitechte Berechnung einer Pumpen-, Ventilator- oder Turbinenstufe,
was sehr rechenintensiv ist.

Um den Rechenaufwand und damit die Kosten für solche Stufenrechnungen zu reduzie-
ren, insbesondere im Entwurfs- und Optimierungsprozess, soll ein vereinfachter Kopp-
lungsalgorithmus verwendet werden. Die Strömung wird dabei in einem Schaufelkanal im
Relativsystem stationär und mit der Schaufelteilung periodisch angenommen. Dadurch



22 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

kann die Berechnung sowohl der Laufrad- als auch der Leitradströmung in je einem re-
präsentativen Kanal durchgeführt werden. Da die relative Position von Lauf- und Leitrad
zueinander nicht in den Kopplungsalgorithmus eingeht, müssen an der Kopplungsstelle
massen- und impulserhaltende Mittelwerte ausgetauscht werden.

In der Literatur finden sich Ansätze für diese Vorgehensweise bei Dawes [7], Denton [8]
und Giles [14]. Diese Arbeiten beziehen sich vor allem auf die gekoppelte Berechnung von
Axialverdichterstufen. Riedel [37] hat die Vorgehensweise auf inkompressible Strömun-
gen erweitert und in einem E3D-Programm für die Berechnung von Stufen hydraulischer
Strömungsmaschinen implementiert.

Der Kopplungsalgorithmus ist so implementiert, dass in jedem Schnitt an den Kopp-
lungsrändern geeignete Mittelwerte in Umfangsrichtung für die Radial-, Umfangs- und
Axialgeschwindigkeit sowie den statischen Druck bestimmt werden. Diese Mittelwer-
te werden dann zwischen den Elementen ausgetauscht und dienen dem jeweils ande-
ren Element als Ein- bzw. Ausströmrandbedingung. Als Ergebnis dieser Mittelwertbil-
dung gehen die Schichtungen der Strömungsgrößen in Umfangsrichtung verloren, wäh-
rend die Schichtungen entlang der Schaufelhöhe erhalten bleiben. Der verwendete Stage-
Kopplungsalgorithmus ist massen- und impulserhaltend.

Zur Verbesserung des Verfahrens wird eine Schichtung des Strömungsvektors ~q zugelassen.
Durch die Flussmittelung ergibt sich am Interface des jeweiligen Schaufelelements ein
Mittelwert. Die Differenz der Mittelwerte wird auf die jeweiligen lokalen Strömungsgrößen
addiert bzw. subtrahiert, so dass die Massen- und Impulserhaltung gewährleistet ist, siehe
Riedel [37]. Richter [36] hat nachgewiesen, dass die Wechselwirkung zwischen Rotor
und Stator in hydraulischen Maschinen bei nicht zu kleinen Abständen hinreichend genau
berechnet werden kann.

2.3 Optimierungsalgorithmen

Aufgabe der Optimierungsverfahren ist die Minimierung einer gegebenen Funktion F (~x)
unter Einhaltung vorhandener Nebenbedingungen. F (~x) wird als Zielfunktion bezeichnet
und ist abhängig von den Optimierungsvariablen (x1, x2, ..., xn), die im Optimierungsvek-
tor ~x zusammengefasst sind. Als Nebenbedingungen können Gleichheitsnebenbedingun-
gen, Ungleichheitsnebenbedingungen und Randbedingungen definiert werden.

Die allgemeine mathematische Formulierung eines Optimierungsproblems lautet

min
x∈Rn

F (~x) . (2.47)

Mit den Ungleichheitsnebenbedingungen

g(~x) <= 0, (2.48)

den Gleichheitsnebenbedingungen
h(~x) = 0 (2.49)

und den Randbedingungen
~xl ≤ ~x ≤ ~xu . (2.50)
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Der iterative Optimierungsprozess geht davon aus, dass ein Startvektor ~x0 an Design
Variablen vorhanden ist. Ausgehend von diesem Startvektor, werden die Design Variablen
iterativ verändert. Dabei wird meist nach folgendem Schema vorgegangen:

~xk = ~xk−1 + α · Sk , (2.51)

wobei k die Iteration ist, S die Suchrichtung beinhaltet und α die Schrittweite darstellt,
d.h. die skalare Größe, die die Distanz in Suchrichtung S angibt.

Mehrzieloptimierung In den meisten praktischen Anwendungen hängt das Optimie-
rungsproblem von mehr als nur einem Kriterium ab. Man spricht hierbei von Mehrzielop-
timierung. Von Multidisziplinärer Optimierung spricht man, wenn die unterschiedlichen
Teilzielfunktionen aus verschiedenen Bereichen stammen. So definiert sich die Qualität des
Gesamtentwurfs aus einem Zusammenspiel unterschiedlicher Disziplinen. Beispielsweise
werden häufig strömungstechnische Zielfunktionen mit strukturmechanischen Zielfunktio-
nen gekoppelt gelöst. In der Behandlung dieser zum Teil konkurrierender Teilzielfunktio-
nen unterscheiden sich u.a. die Optimierungsalgorithmen.

Eine wesentliche Eigenschaft der Lösung des Mehrzieloptimierungsproblems ist die so ge-
nannte Pareto-Optimalität. Eine Lösung heißt pareto optimal, wenn durch eine Variation
des Optimierungsvektors keines der Zielkriterien besser erfüllt werden kann, ohne damit
ein anderes zu verschlechtern. Die Menge dieser Zielkompromisse wird Pareto-Front ge-
nannt. Abbildung 2.8 zeigt eine Pareto-Front für zwei Teilzielfunktionen f1(~x) und f2(~x).

Pareto optimaler
Bereich

f1

f (x )1 1

f (x )2 1

f (x )1 2

f (x )2 2
f2

Abbildung 2.8: Pareto Optimaler Bereich

Eine Möglichkeit der Behandlung mehrerer Zielfunktionen ist die Einführung der gewich-
teten Summenfunktion

F (~x) =

p
∑

i=1

αi · fi(~x) . (2.52)
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Hierbei werden die einzelnen p Teilzielfunktionen fi(~x) mit ihren jeweiligen Gewichtungen
αi zu einer einzigen Zielfunktion zusammengefasst, die mit einem Optimierungsalgorith-
mus für nur eine Zielfunktion gelöst werden kann. Weitere Möglichkeiten zur Lösung von
Mehrzielproblemen stellen die Restriktionsformulierung, die Abstandsfunktionsformulie-
rung oder interaktive Lösungsverfahren dar, auf die in dieser Arbeit nicht weiter einge-
gangen wird. Ebenso eignen sich Evolutionäre Algorithmen gut für die Behandlung von
mehreren Zielfunktionen, siehe Gleichmar [15] und Langer [23].

Lokale und Globale Minima Unter der Annahme eines Optimierungsproblems oh-
ne Nebenbedingung lautet die Definition eines Minimums der Zielfunktion wie folgt:
5F (X) = 0. Diese Bedingung ist eine notwendige, nicht aber hinreichende Bedingung,
da es sich auch um einen Sattelpunkt (B), ein Maximum (D) oder ein lokales Minimum
(C) handeln kann, siehe Abbildung 2.9. Einige Optimierungsalgorithmen haben als wei-
tere Bedingung, dass die zweite Ableitung der Zielfunktion von der Optimierungsvariable
positiv ist. Sie berechnen die Hesse Matrix, die die Matrix der zweiten partiellen Ablei-
tungen der Zielfunktion von den Design Variablen ist. Ist die erste Ableitung Null und
die Hesse Matrix positiv definit, so ist auf jeden Fall mindestens ein relatives Minimum
(A,C) erreicht. Abhängig von der Komplexität der Zielfunktion und des Optimierungsal-
gorithmus besteht die Möglichkeit, dass das erreichte Optimum nur ein lokales Optimum
darstellt, in der weiteren Umgebung allerdings eine Zielfunktion zu finden ist, die ein glo-
bales Optimum (A) darstellt, siehe Abbildung 2.9. Zur Findung des globalen Optimums
spielt die Wahl des Startvektors eine entscheidende Rolle.

F(x)

globales
Optimum

lokales
Optimum

X

A

B

C

D

Abbildung 2.9: Lokales und globales Optimum

Zulässiger und verwertbarer Optimierungsbereich Eine Optimierungsvariable x
wird als zulässig bezeichnet, wenn sie alle Restriktionsfunktionen aus 2.48, 2.49 und 2.50
erfüllt. Der Bereich aller zulässigen Optimierungsvariablen definiert den n-dimensionalen
zulässigen Bereich. Der verwertbare Bereich ergibt sich aus der Beziehung

5F (~x) · S ≤ 0 , (2.53)

also dem Bereich, bei dem der Wert der Zielfunktion abnimmt. Das Ergebnis der Optimie-
rungsaufgabe findet sich im zulässigen und verwertbaren Bereich, siehe Abbildung 2.10.
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S

zulässiger Bereich

g(X)=0

X1

X2

F(X)=konstant

verwertbarer
Bereich

zulässiger und
verwertbarer Bereich

Abbildung 2.10: Zulässiger und verwertbarer Bereich für zweidimensionale Optimierungspro-
bleme

Beispiele und ausführliche Erläuterungen hierzu sind bei Baier [2] und Vanderplaats

[50] zu finden.

Ein Optimierungsalgorithmus beinhaltet sowohl die Lösungsstrategie als auch die Lö-
sungserzeugung. Unter Lösungsstrategie versteht man den prinzipiellen Lösungsweg. Hier-
unter fällt insbesondere die Behandlung der Zielfunktion und der Nebenbedingungen. Die
Optimierungsalgorithmen unterscheiden sich im Wesentlichen in der Behandlung der Ne-
benbedingung und der Art der Auswahl des neuen Optimierungsvektors. Lösungsstrate-
gien können in vier Bereiche eingeteilt werden:

• Straffunktionsverfahren

• Approximationsverfahren

• Direkte Verfahren

• Optimalitätskriterienverfahren

Genauere Erläuterungen hierzu finden sich bei Baier [2].

Der Lösungserzeuger übernimmt innerhalb der Strategie die iterative Veränderung des
Optimierungsvektors, d.h. die Bestimmung der Suchrichtung und der Schrittweite.

Abbildung 2.11 zeigt eine vereinfachte Gliederung der verschiedenen Optimierungsalgo-
rithmen.
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Nichtlineare Parameteroptimierung für Probleme mit
linearen und nichtlinearen Nebenbedingungen

Suchmethoden ohne partielle Ableitung
der Zielfunktion

Sequentiell deterministische Methoden

Stochastische Methoden

Simultane
Verfahren

Sequentielle
Verfahren

Ohne
Schritt-
weiten-

opti-
mierung

Konjugierte
Gradienten-
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Newton-
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0. Ordnung 1. Ordnung 2. Ordnung

Suchmethoden mit Hilfe
von  partiellen Ableitungen

der Zielfunktion

Abbildung 2.11: Übersicht über die Auswahl von Optimierungsalgorithmen

2.3.1 Sequentiell deterministische Verfahren

2.3.1.1 Suchmethoden ohne partielle Ableitung der Zielfunktion

Suchverfahren sind Algorithmen, die ein Minimum durch Auswerten der Zielfunktion be-
stimmen ohne die Ableitungen der Zielfunktion zu berechnen bzw. zu verwenden. Diese
Suchverfahren zeichnen sich durch ihre relative Robustheit aus. Sie können somit für
Funktionen eingesetzt werden, die nicht differenzierbar oder gar schwach unstetig sind.
Allerdings mit dem entscheidenden Nachteil, dass sie häufig sehr ineffizient und zeitinten-
siv arbeiten.

2.3.1.1.1 Vollständige Enumeration Bei diesem Verfahren wird das n-
dimensionale Suchgebiet mit einem n-dimensionalen Gitter überzogen. An den Git-
terpunkten werden die Zielfunktionswerte ausgewertet. Der Gitterpunkt mit dem
kleinsten Zielfunktionswert wird als Ergebnis betrachtet. Diese Methode weist einen enor-
men Rechenaufwand auf. Allerdings kann hier ein guter Überblick über das Rechengebiet
gewonnen werden und ein lokales Optimum nahezu ausgeschlossen werden.

2.3.1.1.2 Monte-Carlo Verfahren Monte-Carlo Verfahren sind Suchverfahren, die
mit stochastischen Methoden arbeiten. Die Suchpunkte werden mit Hilfe eines Zufallsgene-
rators im Suchraum um den Startpunkt normalverteilt. Die dazugehörigen Zielfunktionen
werden ausgewertet. Um denjenigen Punkt mit dem kleinsten Zielfunktionswert wird ein
verkleinerter Suchraum gebildet und wiederum mittels des Zufallsgenerators um diesen
kleinsten Zielfunktionswert neue Punkte verteilt. Dieser Vorgang wird solange wiederholt
bis ein Abbruchkriterium erfüllt ist. Es gibt unterschiedliche Methoden, die Suchpunkte
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im Raum zu verteilen, die beispielsweise unter den Namen Hit-and-miss Schema, Shrin-
kage Random Search oder Creeping Random Search in der Literatur zu finden sind.

2.3.1.1.3 Hooke & Jeeves Verfahren Das Hooke & Jeeves Verfahren [19] ist ein
sequentiell deterministisches Verfahren ohne Verwendung der Ableitung der Zielfunktion.
Es eignet sich besonders für raue Zielfunktionen, da die Suchrichtung nicht an die
Koordinatenrichtung, sondern an den Funktionsverlauf angepasst ist. Ausgangspunkt
dieses Verfahrens ist ein Startvektor und eine Anfangsschrittweite. Zwei Bewegungen
kennzeichnen dieses Verfahren:

1. Der Tastzyklus
Ausgehend vom Basispunkt wird nach allen Koordinatenrichtungen ein Tastversuch
ausgeführt

xk+1
i = xki + ski . (2.54)

Für den Fall, dass keine Besserung der Zielfunktion eintritt, werden die Schrittweiten
halbiert und ein neuer Tastzyklus begonnen. Stellt sich eine Verbesserung der Zielfunktion
ein, so wird xk+1 Basispunkt für den neuen Tastzyklus.

2. Der Extrapolationszyklus
Für jeden neu berechneten Basispunkt xk+1 wird nach beendetem Tastzyklus ein Extra-
polationszyklus durchgeführt. Hierbei wird davon ausgegangen, dass die Verbindungslinie
zwischen xk und xk+1 eine erfolgreiche Suchrichtung darstellt. In diese Richtung wird
extrapoliert und der neue Zielfunktionswert mit dem vorangegangenen verglichen.
Im Falle einer Verbesserung wird dieser neue Punkt Basispunkt für einen weiteren
Tastzyklus. Die Folge von Extrapolations- und Tastzyklus wird so lange durchgeführt bis
ein Abbruchkriterium erreicht wurde.

2.3.1.2 Gradientenverfahren und Newton Verfahren

Bei den Gradientenverfahren werden die ersten Ableitungen der Zielfunktion zur Ermitt-
lung der Suchrichtung und Schrittweite hinzugezogen. Die erste Ableitung kann entweder
über Finite Differenzen Verfahren oder analytisch ermittelt werden. Allerdings arbeiten
diese Methoden relativ schlecht bei Funktionen, die diskontinuierliche erste Ableitungen
aufweisen.

2.3.1.2.1 Methode des steilsten Abstiegs Die Methode des steilsten Abstiegs ist
wahrscheinlich das bekannteste Gradientenverfahren, allerdings auch das mit der schlech-
testen Performance. Sie bildet aber immer noch die Ausgangsbasis für weiterentwickelte
und effizientere Gradientenverfahren.

Die Suchrichtung S ist als der negative Gradient der Zielfunktion gegeben:

Sk = −∇F (~xk) , (2.55)
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worin k die Iteration darstellt. Die Konvergenzrate dieser Methode ist gering. Dies beruht
auf der Tatsache, dass die Informationen den vorangegangenen Optimierungsschritten
nicht verwendet werden, um die Suchrichtung besser anzupassen. Ein weiterer Nachteil
dieses Verfahrens ist, dass die Möglichkeit ein lokales Optimum zu erreichen, nicht ausge-
schlossen werden kann. Die Methode der konjugierten Richtungen nach Fletcher und

Reeves beispielsweise bietet eine Weiterentwicklung dieses Verfahrens unter Einbezie-
hung vorangegangener Suchrichtungen zur Findung des Optimums.

2.3.1.2.2 Newton Verfahren Im Gegensatz zu den Gradientenverfahren werden bei
den Newton-Verfahren neben den ersten Ableitungen auch die zweiten Ableitungen zur
Bestimmung der Suchrichtung mit hinzugezogen. Dabei wird die Zielfunktion an der Stelle
~xk über eine Taylor-Reihe bis zu den Termen zweiter Ordnung approximiert:

F (~x) = F (~xk) + ∇F (~xk) · δ~x+
1

2
· δ~x ·H(~xk)δ~x , (2.56)

wobei
δ~x = ~xk+1 − ~xk . (2.57)

Die Hesse Matrix enthält die zweiten Ableitungen der Zielfunktion nach den Optimie-
rungsvariablen. Die optimale Suchrichtung ergibt sich als Lösung des linearen Gleichungs-
systems:

S ·H(~xk) = −∇F (~xk) . (2.58)

Für eine quadratische Zielfunktion lässt sich die optimale Schrittweite ohne weitere Rech-
nung mit αk = 1 angeben. Für andere Funktionen ist αk = 1 eine sehr gute Anfangs-
abschätzung für die nun beginnende eindimensionale Optimierung. Für die verbesserte
Lösung xk+1 wird die Zielfunktion erneut als Taylor Reihe entwickelt, und der Vorgang
wiederholt sich bis eine zufrieden stellende Lösung vorliegt. Die Hesse Matrix darf nicht
singulär sein. Dies ist der Fall, wenn eine oder mehrere Optimierungsvariablen linear
in die zu minimierende Zielfunktion eingehen. Die Ermittlung der Hesse Matrix ist der
zentrale Punkt der Newton Methoden. Sie erfordert in etwa einen quadratisch höheren
Rechenaufwand als die Ermittlung der Gradienten erster Ordnung.

Eine Vereinfachung der Newton Methoden bilden die Quasi-Newton Methoden. Hier wird
die Hesse Matrix nicht exakt berechnet, sondern aus Gradienten ersten Grades zweier
aufeinander folgender Iterationsschritte approximiert. Im ersten Iterationsschritt wird die
Hesse Matrix als Einheitsmatrix angesetzt, so dass sich als Suchrichtung S die Richtung
des steilsten Abstiegs ergibt. In den nachfolgenden Iterationsschritten wird die Approxi-
mation des Hesse Matrix unter Verwendung der Informationen aus den vorigen Iterati-
onsschritten verbessert.

2.3.2 Evolutionsstrategien und Genetische Algorithmen

Unter dem Begriff Evolutionäre Algorithmen werden oft Evolutionsstrategien und Gene-
tische Algorithmen zusammengefasst. Diese Verfahren sind höher entwickelte Suchverfah-
ren, die sich am Vorbild der Evolution und Genetik orientieren. Die Optimierungsvariablen
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werden dabei kodiert zusammengefasst. Entsprechend dem Vorbild der Natur wird eine
Population von Individuen, d.h. eine Menge von Punkten, im Suchraum einer Rekombi-
nation, Mutation und Selektion unterzogen. Die am besten geeigneten Individuen einer
Population dienen als Ausgangsbasis, also Eltern, einer neuen Generation. Der Begriff
survival of the fittest findet in diesem Zusammenhang häufig Anwendung. Die als Kinder
bezeichneten Individuen der Folgegeneration werden aus den Genen der ausgewählten El-
tern durch Rekombination ermittelt. Dies erfolgt bei den Evolutionsstrategien durch Ver-
mischung der Eigenschaften und bei den genetischen Algorithmen durch Rekombination,
wodurch auch die Behandlung diskreter Variablen möglich wird. Die Mutation bewirkt
zudem noch, dass man nicht auf die festgelegten Eigenschaften der zufällig ausgewählten
Ausgangspopulation beschränkt bleibt. Dadurch wird eine komplette Auswertung über
den ganzen Suchraum möglich.

Evolutionsstrategien und Genetische Algorithmen stellen eine Klasse einfacher, universel-
ler und robuster Optimierungsverfahren dar. Sie können leicht parallelisiert werden und
sind gut anwendbar für Probleme mit diskreten Variablen und unterbrochenen Suchräu-
men. Ausführlich behandelt werden Evolutionsstrategien bei Bäck [3], Rechenberg [34]
und Genetische Algorithmen bei Goldberg [16].

2.3.3 Response Surface Methoden

Die Response Surface Methoden (RSM) wurden ursprünglich entwickelt, um empirische
Näherungsfunktionen, basierend auf Ergebnissen physikalischer Experimente, aufzubauen
und zu überprüfen. Die RSM beinhalten sowohl Methoden zur Planung von Experimenten
(Design of Experiments), als auch Verfahren zur Bestimmung der unbekannten Koeffizi-
enten der Approximationsfunktionen, wie auch Kriterien zur Beurteilung der Güte der
resultierenden Response Surface Approximation. Aufgrund der Ähnlichkeiten zwischen
numerischen und physikalischen Experimenten gewinnt der Einsatz der RSM in der Nume-
rik, vor allem im Bereich der Numerischen Optimierung, immer mehr an Bedeutung. Hier
kann die extrem zeitaufwändige Systemantwort, resultierend aus einer CFD-Rechnung,
zur Reduktion des Optimierungsaufwandes mit Hilfe von geeigneten Response Surface
Methoden über relativ einfache Funktionszusammenhänge approximiert werden. Dadurch
wird der rechnerische Aufwand sehr stark minimiert.

Ein großer Vorteil der Response Surface Methoden liegt in der Robustheit der Verfahren
über verrauschte Antwortfunktionen und die Glattheit der approximierenden Funktion.
Der Nachteil des Verfahrens ist der rechnerische Aufwand, der mit der wachsenden Anzahl
an Design Variablen steigt. Beispielsweise benötigt ein quadratisches Polynom mit 10
Design Variablen 66 Koeffizienten und darüber hinaus eine weitaus höhere Anzahl an
Experimenten, um eine ausreichend genaue Approximation zu erhalten.

Die für eine Optimierung relevante Systemantwort y ist abhängig von den Entwurfsvaria-
blen ~ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξnV

)T ,

y = y(ξ1, ξ2, ..., ξnV
) = y(~ξ) . (2.59)

Wenn eine Response Surface Approximation ŷ die reale Systemantwort y annähern soll,
so gilt:
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y(~ξ) = ŷ + ε . (2.60)

Das Korrekturglied ε kompensiert in erster Linie Fehler der Approximation, aber auch
Fehler, die bei experimentellen Messungen oder durch numerische Fehlerquellen entstehen.
Um die Gesamtapproximation ŷ so zu bestimmen, dass der Gesamtfehler minimal wird,
muss vorher ein repräsentativer Datensatz aus nP Stützpunkten generiert werden.

Aus numerischen Gründen ist es bei der RSM üblich, die Variablen ξi in kodierte di-
mensionslose Variablen xi zu transformieren. Dies erfolgt für jede Stützstelle ξp und je-
de Entwurfsvariable ξi, meist unter Anwendung folgender Normierung auf das Intervall
[−1; +1]:

xi(p) =
ξ(p) −

max(ξi(j))+min(ξi(j))

2
max(ξi(j))−min(ξi(j))

2

, mit

{
i = 1, 2, ..., nV
j, p = 1, 2, ..., np

. (2.61)

Mit normierten Variablen lässt sich der Approximationsansatz wie folgt schreiben:

y(x) = ŷ + ε . (2.62)

In vielen Fällen kann die Systemantwort mit einem Polynomansatz geringer Ordnung
ausreichend gut approximiert werden. Einige Autoren, wie Myers and Montgomery

[29] bezeichnen die RSM sogar nur dann als solche, wenn Polynomansätze mit maximal
quadratischen Termen eingesetzt werden. Die in der Literatur am häufigsten verwendeten
Ansatzfunktionen sind die linearen und quadratischen Modelle:

ŷ = β0 +
k∑

i=1

βixi , (2.63)

ŷ = β0 +

k∑

i=1

βixi +

k∑

i=1

βiix
2
i +

∑

i

∑

j>i

βijxixj . (2.64)

Mit dem linearen Ansatz nach 2.63 lassen sich die Haupteffekte für die einzelnen Ent-
wurfsvariablen identifizieren. Die Interaktionen zwischen zwei Entwurfsvariablen werden
erfasst, indem dem Ansatz die Terme βijxixj(i 6= j, j > i) hinzugefügt werden. Durch ei-
ne Erweiterung mit dem quadratischen Term βijxixj(i = j) erhält man den vollständigen
quadratischen Ansatz 2.64. Mit diesem kann bereits ein großes Spektrum an Funktionsver-
läufen beschrieben werden. Die unbekannten Koeffizienten β werden mittels einer linearen
Regression ermittelt.

Im Falle von zwei Variablen lautet die Response Surface folgendermaßen:

ŷ = β0 + β1x1 + β2x2 + β11x
2
1 + β22x

2
2 + β12x1x2 . (2.65)
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Um die Terme höherer Ordnung einer linearen Regression zugänglich zu machen, müssen
diese substituiert werden. Mit den Substitutionen x3 = x2

1, x4 = x2
2, x5 = x1x2, β3 = β11,

β4 = β22 und β5 = β12 ergibt sich das lineare Regressionsmodell:

ŷ = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4 + β5x5 . (2.66)

Die gängigste Methode zur Bestimmung der unbekannten Regressionskoeffizienten β ist
die Methode der kleinsten Fehlerquadrate, auch Gauß’sche Fehlerquadratminimierung ge-
nannt. Die Zahl der Stützpunkte im dabei verwendeten Datensatz muss mindestens der
Zahl der unbekannten Regressionskoeffizienten entsprechen, nP ≥ nV . Zu jeder Stützstelle
xp gibt es eine Systemantwort yp, so dass sich die Daten der Stützpunkte folgendermaßen
darstellen lassen:

y x1 x2 . . . xnV

y(1) x1(1) x2(1) . . . xnV (1)

y(2) x1(2) x2(2) . . . xnV (2)
...

...
...

. . .
...

y((nP ) x1(nP ) x2(nP ) . . . xnV (nP )

Mit den Stützpunkten und 2.63 lässt sich das Regressionsmodell wie folgt anschreiben.

y(p) = β0 +

nV∑

i=1

βixi(p) + ε(p) , mit p = 1, 2, . . . , nP . (2.67)

In Matritzenschreibweise lautet 2.67:

y = Xβ + ε , (2.68)

wobei gilt:

y =








y(1)

y(2)
...
y(nP )







, ε =








ε(1)
ε(2)
...
ε(nP )







, β =








β(1)

β(2)
...
β(nP )







,X =








1 x1(1) x2(1) . . . xnV (1)

1 x1(2) x2(2) . . . xnV (2)
...

...
...

. . .
...

1 x1(nP ) x2(nP ) . . . xnV (nP )








.

(2.69)

Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate beruht darauf, die Koeffizienten β so zu wählen,
dass sich für die Summe der Quadrate der Fehler ε(p) der kleinstmögliche Wert ergibt.

L =
∑nP

p=1 ε
2
(p)

=
∑nP

p=1

(

y(p) − β0 −
∑nV

i=1 βiξi(p)

)2

.
(2.70)

In Matritzenschreibweise lautet diese:

L = εT ε = (y −Xβ)T (y −Xβ)
= yTy − βTXTy − yTXβ + βTXTXβ
= yTy − 2βTXTy + βTXTXβ .

(2.71)
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Zur Minimierung der Summe aller Fehlerquadrate L muss folgende notwendige Bedingung
erfüllt sein:

∂L

∂β



b=[b0,b1,...,bnV

]T
= −2XTy + 2XTXb = 0 . (2.72)

Die Koeffizienten des angepassten Regressionsmodells ergeben sich hiermit

b = (XTX)−1XTy (2.73)

und somit die an die Stützpunkte angepasste Approximationsfunktion

ŷ = Xb . (2.74)

Die Differenz zwischen Stützwert y(p) und der approximierten Systemantwort ŷ(p) ist gleich
dem Residuum e(P ) = y(p) − ŷ(p).

Die Anzahl der Terme bzw. Koeffizienten und damit die Mindestanzahl an Stützstellen
wird nach (n+ 1)(n+ 2)/2 berechnet.

Das mit einer RSA ermittelte Optimum kann nur so gut sein, wie die Approximation
selbst. Die Qualität einer Approximation lässt sich also daran messen, wie gut die relevan-
ten Systemeigenschaften wiedergegeben werden. Wegen des hohen Berechnungsaufwands
für die Systemanalysen stehen zur Bewertung lediglich die Stützstellen zur Verfügung, die
auch zur Anpassung des Approximationsmodells verwendet werden. Da diese wiederum
fehlerhaft sein können, muss deren Einfluss auf die Approximation bestimmt werden.

Die RSM umfasst verschiedene statistische Methoden, die eine Bewertung der Approxi-
mation erlauben. Eine Herleitung der folgenden Definitionen findet sich in Myers and

Montgomery [29].

Die Kovarianzmatrix des Koeffizientenvektors b lautet:

Cov(b) = σ2(XTX)−1 . (2.75)

Dabei sind die Diagonalelemente [Cov(b)]ii die Varianzen der Koeffizienten bi. Die Kovari-
anz zwischen den Koeffizienten bi und bj (i 6= j) ist gegeben durch die Elemente [Cov(b)]ij .
Eine üblicherweise verwendete Abschätzung für σ̂2 erhält man wie folgt:

σ̂2 =
SSe

np − nK
, (2.76)

wobei SSe die Summe der Fehlerquadrate darstellt

SSe =

k∑

i=1

(e2i ) = eT e ,

ei = yi − ŷi .

Die Summe der Quadrate der Abweichungen der Stützwerte yi von deren Mittelwert ȳ
berechnet sich somit

SSy =
k∑

i=1

(yi − ȳ)2 , (2.77)
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wobei SSr die Summe der Quadrate der Abweichungen der approximierten Werte ŷi vom
Mittelwert der Stützwerte ȳ bedeutet:

SSr =

k∑

i=1

(ŷi − ȳ)2 . (2.78)

Hiermit können nun verschiedene Bewertungskriterien definiert werden. Eine nahe lie-
gende Größe zur Bewertung des verwendeten Regressionsmodells ist die Summe der Feh-
lerquadrate SSe. Da mit SSe jedoch kein Bezug zu den Eigenschaften der verwendeten
Stützpunkte gegeben ist, kann ein Vergleich verschiedener Regressionsmodelle nur dann
sinnvoll erfolgen, wenn für diese jeweils die gleichen Stützpunkte verwendet werden. Ein
Wert, der die Eigenschaften der verwendeten Stützwerte mit einbezieht, ist das Bestimmt-
heitsmaß R2:

R2 =
SSr
SSy

= 1 −
SSe
SSy

. (2.79)

Es gibt an, wie gut die verschiedenen Systemantworten approximiert werden. Der Werte-
bereich ist 0 ≤ R2 ≤ 1, wobei R2 � 1 ein unzureichendes Approximationsvermögen des
mathematischen Modells bedeutet.

Das adjustierte Bestimmtheitsmaß R2
a dient zum Vergleich verschiedener Regressionsmo-

delle mit variierender Anzahl an Stützstellen. Hierbei werden sowohl die Zahl der Regres-
sionskoeffizienten als auch die Anzahl der Stützpunkte berücksichtigt:

R2
a = 1 −

SSe/(np − nβ)

SSy/(np − 1)
= 1 −

( np − 1

np − nβ

)

(1 −R2) . (2.80)

2.3.4 Design of Experiments

Einen wesentlichen Einfluss auf das Ergebnis der Approximation hat die Wahl der Stütz-
stellen, was als Design of Experiments (DOE) bezeichnet wird. Diese Strategien wurden
ursprünglich zum Model Fitting für physikalische Experimente entwickelt, aber sie können
ebenso gut für numerische Berechnungen verwendet werden. Sie müssen die Eigenschaften
der Systemantwort möglichst gut im gesamten Bereich wiedergeben. Gerade bei sehr zeit-
aufwendigen Systemantworten ist es schwer, diesen Anforderungen mit möglichst wenigen
Stützstellen gerecht zu werden. In der Literatur wird eine große Anzahl verschiedener
DOE Klassen beschrieben und kann bei Myers and Montgomery [29] und Box and

Draper [6] genauer nachgelesen werden. Im Folgenden werden die am häufigsten ver-
wendeten DOEs kurz beschrieben.

2.3.4.1 Factorial Designs

Bei den Factorial Designs wird der Definitionsbereich jeder Entwurfsvariablen gleichmäßig
unterteilt, so dass jede Entwurfsvariable lWerte annimmt. Die Gesamtheit der Stützstellen
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wird aus allen möglichen Kombinationen gebildet. Diese DOE wird häufig auch als Full
Factorial Design bezeichnet. Allgemein spricht man von Factorial Design l-ter Ordnung,
kurz lnV -Design. Für nV Variablen mit jeweils l Levels ergeben sich lnV Stützstellen.

Diese Anwendung ist nur dann geeignet, wenn die Stützstellen, die in diesem Falle auch
Randwerte sind, eine sinnvolle Geometrie ergeben und nicht nur theoretische Grenzwerte
darstellen.

2.3.4.2 Fractional Factorial Designs

Die Anzahl der Stützstellen, und damit die der erforderlichen Systemantworten, wächst
exponentiell mit der Zahl der Entwurfsvariablen. Ein Factorial Design zweiter Ordnung
für sechs Variablen benötigt beispielsweise 26 = 64 numerische Experimente, von denen
nur 6 der 63 Freiheitsgrade zur Identifikation der Haupteffekte dienen. Weitere 15 Frei-
heitsgrade dienen zur Identifikation von Zwei-Faktor-Interaktionen. Mit den restlichen
Freiheitsgraden werden Interaktionen dritter und höherer Ordnung ermittelt.

Unter der Annahme, dass die Systemantwort nur durch die Haupteffekte und Interaktio-
nen niedriger Ordnung beeinflusst wird, benötigt man zu Bestimmung der Koeffizienten
lediglich einen Bruchteil eines Full Factorial Designs. Man kann den (2nF )-ten Bruchteil
eines Factorial Designs auswählen, dieses wird als 2nV −nF -Design bezeichnet.

2.3.4.3 Central Composite Designs

Ein Modell zweiter Ordnung kann sehr effizient mit dem Central Composite Desings
(CCD) konstruiert werden. CCD sind Designs, die aus einem Factorial Design zweiter
Ordnung mit zusätzlicher Stützstelle im Zentrum des Variablenraums und 2nV Stützstel-
len entlang der Hauptachsen mit Abstand α vom Zentrum bestehen. Das Factorial Design
trägt dazu bei, die Koeffizienten der linearen Terme sowie der Interaktionsterme zu er-
mitteln, die Stützpunkte auf den Hauptachsen dienen zur Bestimmung der Koeffizienten
der rein quadratischen Terme und die Werte im Ursprung des Variablenraums können
Hinweise auf nichtlineare Effekte geben.

2.3.4.4 D-Optimalität

Das D-Optimialitäts-Kriterium ermöglicht eine effizientere Konstruktion eines quadra-
tischen Modells. Es werden aus nQ Stützstellen diejenigen nP ausgewählt, bei denen
die Determinante der Informationsmatrix XTX maximal wird. Diese Maximierung ist
gleichbedeutend mit der Minimierung der Determinante der Kovarianzmatrix 2.75 der
Regressionskoeffizienten. Als Ergebnis erhält man Stützstellen, die kleine Varianzen und
Kovarianzen für die Koeffizienten b erzeugen.
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Kapitel 3

Optimalauslegung von Francis

Spiralturbinen

3.1 Überblick

Sporntraverse

Spirale

Traversenring

Leitrad

Laufrad

1
1

2

2

3
3

4

4

Abbildung 3.1: Francis Spiralturbine

Francis Turbinen (FT) sind radial von außen nach innen durchströmte Überdruckturbinen,
die sowohl in horizontaler als auch in vertikaler Wellenausführung aufgestellt werden kön-
nen. Sie gelangen vor allem bei Anlagen mit einem (verglichen mit den doppelt-regulierten
Kaplan Turbinen) etwas eingeschränkten Arbeitsbereich 0.5 ≤ Q/Qopt ≤ 1.25 zum Ein-
satz, da sie nur über den Leitapparat reguliert werden können. Eine Francis Spiralturbine
besteht im Allgemeinen aus folgenden Bauteilen, die in Strömungsrichtung folgend aufge-
führt werden, s. Abbildung 3.1: Spiralgehäuse, Stützschaufeln, auch Traversen genannt,
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Leitrad, Laufrad und Saugrohr. Die Spirale hat die Aufgabe, das Fluid gleichmäßig über
den Umfang zu verteilen und eine gleichmäßige Geschwindigkeits- und Druckverteilung zu
erzeugen. Am Übergang zwischen Spiralgehäuse und Traversenring sind die insbesondere
aus statischen Gründen notwendigen Stützschaufeln angeordnet, die gleichzeitig auch eine
strömungsführende Aufgabe übernehmen. In Strömungsrichtung folgend schließen sich die
Leitschaufeln an. Das Leitrad dient primär zur Regelung des Durchflusses und damit der
Leistung zwischen der maximalen und minimalen Wassermenge. Die Leitschaufeln sind
über einen Zapfen um die Achse drehbar gelagert und werden so über den Regulierring
gesteuert. Anschließend folgt das Laufrad, bestehend aus den Laufschaufeln, die starr mit
dem Laufradboden und -kranz verbunden sind. Damit schließt das Laufrad fest an die
Turbinenwelle an, über die der Generator angetrieben wird. Nun folgt das Saugrohr, wel-
ches zur Abführung des Wassers, aber auch zur Rückgewinnung von statischem Druck
aus der kinetischen Energie der Laufradabströmung dient [13].

In dieser Arbeit wird nur auf die drei Elemente Spirale, Traversenring und Leitrad der
Francis Spiralturbine eingegangen, die Auslegung und Optimierung von FT-Laufrädern
wurde ausführlich bei Lepach [25] behandelt. Untersuchungen über Saugrohre sind bei
Bader [1] zu finden.

Ausgehend von den Betriebspunktdaten für das Optimum, definiert durch die Fallhöhe
H , den Durchfluss Q und die Drehzahl n, ergeben sich die spezifische Drehzahl nQ

nQ = n ·
Q1/2

H3/4
(3.1)

und die dimensionslosen Kennzahlen:

die Totaldruckzahl Ψt

ψt =
2gH

u2
1a

, (3.2)

die allgemeine Volumenzahl bzw. Durchflusszahl

ϕ =
8

π
·
Q

ωD3
(3.3)

und die radiale Durchflusszahl

ϕr =
2

π
·

Q

ωD2 · b0
= ϕ ·

1
4b0
D

. (3.4)

Um einen kavitationsfreien Betrieb zu gewährleisten, muss die Kavitationszahl der Anlage
σAnl größer als die kritische Kavitationszahl σkrit sein:

σAnl > σkrit
mit

σAnl = pb−pva−ρghs

ρgH
.

(3.5)
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Aus Erfahrung kann die Eulerhöhe Ht,th,La2 festgelegt werden, die das Saugrohr für die
optimale Umsetzung der kinetischen Energie am Laufradaustritt in dem angeschlossenen
Saugrohr benötigt. Mit der theoretischen Totaldruckzahl

ψt,th = ψt,th,La = ηh · ψt (3.6)

kann aus der Vorgabe von ψt,th,La2 auf die theoretische Totaldruckzahl ψt,thLa1 am Lauf-
radeintritt, Index 1, geschlossen werden:

ψt,th,La1 = ψtth,La2 + ηh · ψt . (3.7)

Die Zirkulation am Laufradeintritt errechnet sich somit zu:

ΓLa1 =
1

2
· ψtthLa1 . (3.8)

Ausgehend von der am Laufradeintritt bekannten Zirkulation ΓLa1 müssen nun die Zirku-
lationserzeugung in der Spirale ΓSp, sowie die Zirkulationsänderungen in den Traversen
∆ΓTra und Leitschaufeln ∆ΓLe festgelegt werden. Es gilt folgender Zusammenhang:

ΓLa1 = ΓSp + ∆ΓTra + ∆ΓLe . (3.9)

Alle weiteren Untersuchungen werden beispielhaft an einer Francis Spiralturbine mit einer
spezifischen Drehzahl nq = 25 1/min durchgeführt. Im Auslegungspunkt soll gelten:
Ψt = 1.8 und ΨtthLa1 = ΨtthLe2 = 1.9.

3.2 Spirale

3.2.1 Auslegung der Spirale

Die Spirale hat die Aufgabe, das Fluid gleichmäßig über den Umfang zu verteilen und ei-
ne gleichmäßige Geschwindigkeits- und Druckverteilung zu erzeugen, damit die Traversen
möglichst stoßfrei angeströmt werden. Dabei erzeugt die Spirale die Zirkulation ΓSp. Der
Spiralenquerschnitt wird aus strömungs- und bautechnischen Gründen meist als Kreis-
ringquerschnitt oder Rechteck- bzw. Trapezquerschnitt ausgeführt. In dieser Arbeit wer-
den ausschließlich Spiralen mit Kreisringquerschnitt betrachtet. Der Abschluss der Spirale
mündet über den sog. Sporn tangential in den ringförmigen Bereich der Stützschaufeln
(Traversen) ein. Die sich direkt an den Sporn anschließende Traverse wird auch Sporntra-
verse genannt, siehe Abb. 3.1. Beim Übergang zum ringförmigen Bereich wird außerdem
der sog. Grenzschichtzaun berücksichtigt, der sowohl konstruktive als auch strömungs-
technische Relevanz hat.

Die globalen Parameter der Spirale sind:

• ΓSp: Spiralenzirkulation

• αSp: Spiralenabströmwinkel gemessen zur Umfangsrichtung
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Abbildung 3.2: Spirale mit den zugehörigen Spiralenparametern
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•
aSp

r1a
: Bezogener Spiralenabstand

•
DSp

D
: Bezogener Spiraleneintrittsdurchmesser

• DD

D
: Bezogener Druckstutzendurchmesser

• bT
b0

: Bezogene Traversenhöhe

• λSp: Verlustbeiwert

• ϕ: Umfangswinkel

Hinzu kommt der universelle Flächenverlauf ASp

Aref
, der die Form der Spirale definiert und

zu jedem Winkel ϕ den zugehörigen Spiralendurchmesser liefert. Der Druckstutzendurch-
messer DD ergibt sich aus konstruktiven Vorgaben bzw. errechnet sich aus der Länge des
Stutzens und dem Winkel, wobei sich die Annahmen DD

DSp

∼= 1.25 und lD
DD

∼= 1.0 in der
Praxis bewährt haben.

Der Totaldruckverlust in der Spirale wird angenommen zu
hVSp

H
= 0.01, der Verlustbeiwert

λSp = 0.02.

Somit müssen noch die Parameter aSp

r1a
und DSp

D
festgelegt werden. Dies erfolgt über ei-

ne einfache Verlustbetrachtung in der Spirale, die als ein Kanal mit dem hydraulischen
Durchmesser dhSp und einer Länge lSp in der folgenden Weise interpretiert werden kann:

• dhSp = 1
2
·DSp ,

• lSp = 2π · aSp .

Für die auf die Fallhöhe H bezogene Verlusthöhe hV Sp gilt mit

hV Sp = λSp ·
lSp
dhSp

·
c2Sp
2g

(3.10)

und der Spiralengeschwindigkeit cSp

cSp = εSp ·
√

2gH (3.11)

folgende Beziehung:
hV Sp
H

= λSp ·
lSp
dhSp

· ε2
Sp . (3.12)

Mit ε2
Sp = ϕ2

ψt
· 1

DSp
D

2 erhält man die endgültige Formulierung der bezogenen Verlusthöhe

hV Sp
H

= 2π · λSp ·
(
aSp

r1a
)

(
DSp

D
)5

·
ϕ2

ψt
. (3.13)

Gibt man nun λSp und hV Sp

H
vor, so ergibt sich eine einfache Beziehung zur Abschätzung

des bezogenen Spiralendurchmessers (
DSp

D
):



40 KAPITEL 3. OPTIMALAUSLEGUNG VON FRANCIS SPIRALTURBINEN

(
DSp

D
)5 = 2π · λSp ·

(
aSp

r1a
)

(
hVSp

H
)
·
ϕ2

ψt
. (3.14)

Hiermit lässt sich auch der charakteristische Strömungswinkel αSp bestimmen, den die
Spirale erzeugt und mit dem die Traversen angeströmt werden. Dabei bleibt unberück-
sichtigt, dass die Strömung in der Spirale nicht konstant über dem Radius verteilt ist. Es
gilt die Annahme c = cSp = konst. Damit erhält man mit der Definition

tanαSp =
c
r(r=

DTa
2

)

cSp
(3.15)

und

cSp =
4 ·Q

π ·D2
Sp

(3.16)

den Zuströmwinkel zu den Traversen:

tanαTr1 = tanαSp =
ϕ

ΓSp
·

(
aSp

r1a
)

(DTa

D
) · (4b0

D
) · ( bT

b0
)

. (3.17)

Mit
ΓSp = (

aSp
r1a

) · CSp (3.18)

und
CSp =

ϕ

(
DSp

D
)2

(3.19)

ergibt sich durch Umformung die einfache Beziehung:

αTr1 = arctan
(
DSp

D
)2

4 · bT
D

· DTa

D

. (3.20)

Bei festgelegten Parametern DSp

D
und DTa

D
mit

DTa

D
=
aSp
r1a

−
DSp

D
(3.21)

ist somit der Zuströmwinkel zur Traverse und die Zirkulation der Spirale nur noch eine
Funktion von aSp

r1a
. Die Auslegung der Spirale ist somit zurückgeführt auf der Festlegung

eines einzigen Parameters
Spirale = F{(

aSp
r1a

)} . (3.22)

Abbildung 3.3 zeigt den Verlauf des Spiralenaustrittswinkels αSp und der Spiralenzirku-
lation ΓSp über dem Spiralenradius aSp

r1a
. Der Strömungswinkel hat einen hyperbolischen

Verlauf während die Spiralenzirkulation annähernd lineares Verhalten aufweist. Sinnvolle
Größenordnungen von aSp

r1a
liegen im Bereich von 2.25 ≤

aSp

r1a
≤ 4. Bei einem aSp

r1a
≈ 22

würde die Spirale allein die geforderte Zirkulation ΓLa1 aufbauen. Für diesen Fall hätte
die Traverse rein festigkeitsbedingte Relevanz ebenso wie die Leitschaufel. Beides könnte
somit auch auf eine minimal Dicke reduziert werden. Eine solche Anlage würde man aber
niemals bauen, da der Vorteil des Zirkulationsaufbaus die Kosten für diesen überdimen-
sionalen Zuströmbereich nicht decken könnte.
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Abbildung 3.3: Spiralenaustrittswinkel αSp und Spiralenzirkulation ΓSp über dem bez. Spira-
lenabstand aSp

r1a

3.2.2 Nachrechnung der Spirale

Die Nachrechnung der Spirale erfolgte mit einem am Lehrstuhl entwickelten 3D-Navier-
Stokes Code von Skoda [47], die Netzgenerierung erfolgte auf strukturierten H-Netzen
durch einen am Lehrstuhl entwickelten blockstrukturierten Netzgenerator, der basierend
auf radialen Schnitten das Netz erzeugt, siehe Wunderer [54]. Zur Modellierung der
Turbulenz wird das Standard k − ε-Modell, ein Zweigleichungsmodell mit Wandfunkti-
on, verwendet. Die y+-Werte liegen an allen Wänden im Bereich von 30 ≤ y+ ≤ 500
und somit im Gültigkeitsbereich des logarithmischen Wandgesetzes. Dies wird durch ein
geeignetes Verzerren der Netzpunkte zu den Wänden hin erreicht. Als Konvergenzlimit
wird ε = 5 · 10−5 gewählt. Die dreidimensionale Lösung einer Simulationsrechnung muss
durch geeignete Mittelungsvorschriften auf flächenhaft gemittelte bzw. umfangsgemittelte
Werte reduziert werden.

Flächenhafte Mittelwerte Die berechnete dreidimensionale Lösung wird i. Allg.
durch eine massenstromgewichtete Integration auf einen flächenhaften Mittelwert redu-
ziert. Für den integrierten Wert φ einer allgemeinen Stromfeldvariablen lautet die Berech-
nungsvorschrift bei Strömungen inkompressibler Fluide somit:

φ =

∫

A

φ cndA

∫

A

cndA
=

∫

A

φ cndA

Q
. (3.23)

Die Berechnung des repräsentativen statischen Drucks p erfolgt durch flächengewichtete
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Integration:

p =

∫

A

p dA

∫

A

dA
=

∫

A

p dA

Ages
. (3.24)

Diese Vorschrift entspricht wie Gl. 3.23 einer Integration von Teilkräften und bildet somit
eine äquivalente Aussage zur massenstromgewichteten Integration von Geschwindigkeiten.

Mittelwertbildung in Umfangsrichtung Für die Darstellung einer umfangsgemit-
telten Verteilung bei Strömungen inkompressibler Fluide ist eine Mittelung entlang einer
Linie r = const. erforderlich. Die zugehörige Mittelungsvorschrift in ϕ-Richtung für eine
Schicht der Dicke ∆r lautet:

φ =

∆r
∫

ϕ

φ cn dϕ

∆r
∫

ϕ

cn dϕ
=

∆r
∫

ϕ

φ cn dϕ

∆QB−B
, (3.25)

wobei ∆QB−B der durch die Schicht der Dicke ∆r tretende Teilvolumenstrom bedeutet.

Der gemittelte Strömungswinkel α berechnet sich aus der Beziehung α = arctan cm
cu

, wobei
cm flächengemittelte und cu umfangsgemittelte Werte darstellen.

Bestimmung der Integralwerte Die aus der numerischen Simulation berechnete To-
taldruckdifferenz HV

H
der einzelnen Elemente der Leitvorrichung wird als Differenz des

mittleren Totaldrucks in einer Messebenen vor (Index 1) und nach (Index 2) dem jewei-
ligen Element bezogen auf die theoretische Totaldruckabnahme ρgH ermittelt:

HV

H
=

∆pt(1−2)

ρ · g ·H
. (3.26)

Die jeweils erzielte Zirkulationsänderung ∆Γ ermittelt sich aus der Differenz des Dralls
an den jeweiligen Schnittebenen:

∆Γ =
(rcu)1 − (rcu)2

r2
1aω

. (3.27)

Durch Einführen der dimensionslosen Geschwindigkeit C = c/u1a und des dimensionslosen
Radius R = r/r1a erhält man:

∆Γ = (RCu)1 − (RCu)2 . (3.28)
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Im Folgenden werden mehrere Anordnungen von Spirale, Traversenring und Leitrad strö-
mungstechnisch nachrechnet und ausgewertet. Die Spiralgeometrie bleibt für die nach-
folgenden Anordnungen, wenn nicht anders angegeben, konstant, siehe Tabelle 3.1. Es
variieren lediglich Form und Winkel der Traversen bzw. der Leitschaufeln.

3.2.2.1 Spirale mit Traversenring und geraden Traversen (GT 47◦)

In dieser Anordnung mündet die Spiralenströmung in einen Traversenring mit geraden
Traversen, Traversendefinition siehe Kapitel 3.3.1, mit einem Traversenwinkel von 47◦

(GT 47◦). Der Traversenring besteht aus 22 Traversen, wobei eine davon die spornfolgende
Traverse darstellt. Der Leitapparat bleibt hier unberücksichtigt.

Abbildung 3.4a zeigt das 3D Netz der Spirale mit Traversenring mit 400.000 Zellen. Die
Vernetzung im Spornbereich bzw. am Übergang von Spirale zu Traversenring ist in Ab-
bildung 3.4c zu sehen. Abbildung 3.4b zeigt einen Schnitt durch das Spiralgehäuse bei
x = 0 mit Grenzschichtzaun.

Abbildung 3.5a zeigt die bezogenen Geschwindigkeiten cR = cr
ωr1a

, cZ = cu
ωr1a

und cZ = cz
ωr1a

aufgetragen über dem Spiralenumfangswinkel ϕ. In Abbildung 3.5b wird der bezogene sta-
tische Druck P = p

ρ
2
r21aω

2 über dem Spiralenumfangswinkel ϕ aufgetragen. Der gemittelte

Zuströmwinkel zur Traverse αTr1 bei einem Durchmesser von DSp2/D1a = 1.47 beträgt
αTr1 = 50.6◦. Nach Gleichung 3.20 ergibt sich für die analytische Abschätzung des Zu-
strömwinkels αTr1 = 51.8◦. In Abbildung 3.5c erkennt man deutlich eine Unregelmäßigkeit
der Zuströmung über dem Spiralenumfang ϕ. Der mittlere Zuströmwinkel über dem Spira-
lenumfang ϕ variiert um ca. 10◦. Da die Schnittebene am Spiralenaustritt DSp2/D = 1.47
sehr nah am Traverseneintritt DTa/D = 1.462 liegt, ist auch der Einfluss der Traversen
sehr deutlich im Anströmwinkel zu erkennen. Innerhalb einer Teilung unterscheiden sich
die Strömungswinkel von größtem zu kleinstem Wert um ca. 30◦. In einer Schnittebene
nach den Traversen, s. 3.5d, bei einem Durchmesser von D/D1a = 1.168 ist eine Unregel-
mäßigkeit über dem Umfang nahezu nicht mehr zu erkennen und beträgt im Mittel ca.
1.5◦, nur der Einfluss des Sporns ist noch deutlich sichtbar. Die Unterschiede innerhalb
einer Teilung liegen nur noch bei ungefähr 5◦. Die Traversen haben somit die Strömung
vergleichmäßigt. Abbildung 3.8a zeigt den Verlauf der Zirkulation Γ in der Anordnung
bei einem Schnitt bei z = 0.

3.2.2.2 Spirale ohne Traversenring

Um den Einfluss der Traversen für die Anströmung zum ringförmigen Bereich auszuschal-
ten und einen besseren Eindruck über den Verlauf der Spiralenströmung über dem Umfang
zu erhalten, wird eine Anordnung ohne Traversenring gewählt. Es wird lediglich die sporn-
folgende Traverse abgebildet. Abbildung 3.6 zeigt den Strömungswinkel über dem Umfang

aSp/r1a DD/D DSp/D DTa/D DT i/D bT /D αDD
2.255 1.007 0.805 1.462 1.288 0.085 4◦

Tabelle 3.1: Parameter der Spiralgeometrie für die verschiedenen Anordnungen
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(a)

Grenz-
schicht-

zaun

(b) (c)

Abbildung 3.4: (a) 3D-Netz der Spirale mit Traversenring, (b) Schnitt durch das Rechennetz
bei einem Schnitt x = 0 und (c) Netz im Spornbereich
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Abbildung 3.5: (a) Bezogene Geschwindigkeiten cR, cU , cZ , (b) bezogener statischer Druck
P und (c) Strömungswinkel α über dem Spiralenumfangswinkel ϕ am Eintritt der Traverse bei
D/D1a = 1.474, (d) Strömungswinkel α über dem Spiralenumfangswinkel ϕ am Austritt der
Traverse bei D/D1a = 1.168
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der Spirale an verschiedenen Schnitten D/D1a. Der Charakter der Strömung bleibt in die-
sem schaufellosen ringförmigen Bereich erhalten, lediglich im Spornbereich wird der stark
überhöhte Winkel reduziert. Die Winkel variieren über dem Umfang um ca. 15◦, wenn
man den Bereich unmittelbar am Sporn vernachlässigt.
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D/D1a=1.369
D/D1a=1.129

Abbildung 3.6: Strömungswinkel α über dem Spiralenumfangswinkel ϕ an verschiedenen Schnit-
ten D/D1a bei einer Anordnung ohne Traversen

3.2.2.3 Spirale mit Traversenring und logarithmischen Traversen 45◦ (LT 45◦)

Für diesen Testfall wurde eine Traverse gewählt, die eine Skelettlinie mit einem konstanten
Winkel von 45◦ aufweist. Die Auswertungen dieser Rechnung sind in Abb. 3.8b und Tabelle
3.3 aufgeführt.

3.2.2.4 Spirale mit Traversenring und geraden Traversen, sowie Leitapparat
(GT 47◦ Le)

In dieser Anordnung mündet die Spiralenströmung in einen Traversenring mit geraden
Traversen mit einem Traversenwinkel von 47◦. Der Traversenring besteht aus 22 Traver-
sen, wobei eine davon die spornfolgende Traverse darstellt. Der Leitapparat wird mit 22
Leitschaufeln mitgerechnet. Die Auswertungen hierzu sind in Abbildung 3.7b und Tabelle
3.3 aufgeführt.

3.2.2.5 Spirale mit Traversenring und logarithmischen Traversen 32◦ (LT 32◦)

In einer weiteren Anordnung mündet die Spiralenströmung in einen Traversenring mit
Traversen mit einer Skelettlinie als logarithmische Spirale und einem Winkel von 32◦.
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Der Traversenring besteht aus 22 Traversen, wobei eine davon die spornfolgende Traverse
darstellt. Die Auswertungen sind in Abb. 3.9a und Tabelle 3.3 aufgeführt.

3.2.2.6 Spirale mit größerem aSp/r1a und logarithmischen Traversen 35◦ (LT
35◦)

Zur Validierung der Abschätzung 3.20 zur Traversenanströmung wird eine Anordnung mit
aSp/r1a = 3 und Traversenring mit logarithmischen Traversen mit einem Traversenwinkel
von 35◦ nachgerechnet und ausgewertet. Tabelle 3.2 zeigt die veränderten Spiralenpara-
meter.

aSp/r1a DD/D1a DSp/D1a DTa/D1a DT i/D1a bT /D1a αDD
3 1.007 0.817 2.18 1.71 0.085 4◦

Tabelle 3.2: Spiralenparameter für die Spiralgeometrie mit einem Spiralabstand aSp/r1a = 3

Aus der strömungstechnischen Nachrechnung ergibt sich für den Traversenanströmwin-
kel αCFDTr1 = 40.7◦. Die analytische Abschätzung liefert einen vergleichbaren Wert mit
αanalyt.T r1 = 41.7◦. Abbildung 3.9b zeigt den Verlauf der bezogenen Zirkulation Γ dieser An-
ordnung in einem Mittelschnitt bei z = 0. Tabelle 3.4 zeigt die Ergebnisse der Rechnung
im Vergleich zur Spiralgeometrie mit aSp/r1a = 2.25 und LT 32◦.

3.2.2.7 Zusammenstellung und Vergleich der Anordnungen

Alle fünf Anordnungen mit gleichem Spiralabstand weisen einen ähnlichen Verlust in der
Spirale von ca. 0.5% auf. Die Unterschiede in der zweiten Nachkommastelle sind als nu-
merische Ungenauigkeiten zu interpretieren und deswegen unerheblich. Allerdings variiert
der gemittelte Traversenanströmwinkel und damit die Spiralenzirkulation je nach Anord-
nung. Dies ist darauf zurückzuführen, dass der Schnitt am Spiralenaustritt unmittelbar
vor dem Traverseneintritt liegt und somit der Einfluss der Traverse direkt erkennbar ist.
Abschätzung 3.20 liefert für den Traversenanströmwinkel αTr1 = 51.8◦ und liegt dem er-
mittelten Wert aus der Anordnung mit gerader Traverse und Leitrad (GT 47◦ Le) von
51.49◦ am Nächsten. Da diese Anordnung die Realität am ehesten wiedergibt, kann man

Kapitel Traverse Le
hVSp

H
[%] αTr1[

◦] αTr2[
◦] ΓTr1 ΓTr2

3.2.2.2 - - 0.594 53.68 - 0.128 -
3.2.2.1 GT 47◦ - 0.529 50.58 31.75 0.147 0.274
3.2.2.4 GT 47◦ x 0.534 51.49 32.28 0.143 0.269
3.2.2.3 LT 45◦ - 0.520 50.41 44.34 0.148 0.177
3.2.2.5 LT 32◦ - 0.534 48.14 28.98 0.161 0.311

Tabelle 3.3: Zusammenstellung und Vergleich der Ergebnisse für verschiedene Spiralenanord-
nungen mit konstantem Spiralenabstand aSp/r1a = 2.25
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sagen, dass die analytische Abschätzung ausreichend genau ist und in der Optimierung
eingesetzt werden kann, ohne die Spirale als CFD-Rechnung einsetzen zu müssen.

Die Abbildungen 3.7, 3.8 und 3.9 zeigen den Verlauf der bezogenen Zirkulation Γ in der
Leitvorrichtung aller Spiralenanordnungen im Vergleich. Der Zirkulationsverlauf in der
Spirale sieht für die fünf Anordnungen mit aSp/r1a = 2.25 sehr ähnlich aus, siehe Abb.
3.7, 3.8 und 3.9a. Im Traversenring lassen sich Unterschiede für die verschiedenen Tra-
versenformen und -winkel erkennen, die die Zirkulation maßgeblich steuern. Im folgenden
Kapitel wird die Strömung im Traversenring ausführlich untersucht. Abbildung 3.7b zeigt,
dass sich nach dem Leitrad, über dem Umfangswinkel sehr gleichmäßig verteilt, die für das
Laufrad geforderte Zirkulation einstellt. Die kleinen Ungleichmäßigkeiten im Zirkulations-
verlauf im Spornbereich können möglicherweise über eine Anpassung des Flächenverlaufs
ASp

Aref
und eine geometrische Veränderung des Spornbereichs verbessert werden. In Anbe-

tracht der Tatsache, dass die Verluste in der Spirale mit ca. 0.5% sehr gering sind, wird
auf diese aufwendige Optimierung in dieser Arbeit verzichtet.

aSp

r1a
Traverse

hVSp

H
[%] αTr1[

◦] αTr2[
◦] ΓTr1 ΓTr2 αTr1(analyt.)[

◦]

2.25 LT 32◦ 0.534 48.14 28.98 0.161 0.311 51.8
3 LT 35◦ 0.407 40.7 32.13 0.201 0.277 41.7

Tabelle 3.4: Zusammenstellung und Vergleich der Ergebnisse für verschiedene Spiralenanord-
nungen mit variierendem Spiralenabstand aSp/r1a

Vergleicht man die Spiralgeometrien mit unterschiedlichem Spiralenabstand aSp/r1a, siehe
Abbildungen 3.9a und b, so erkennt man, dass die Spirale mit größerem Spiralenabstand
eine größere Zirkulation ΓSp erzeugt, siehe hierzu auch Abb. 3.3. Aus Tabelle 3.4 kann
man entnehmen, dass die Verluste mit zunehmendem Spiralenabstand sinken. Auch bei
der Spiralanordnung mit aSp/r1a = 3 trifft die analytische Abschätzung 3.20 relativ genau
den aus der Rechnung ermittelten Wert für den Anströmwinkel zur Traverse.
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Abbildung 3.7: Verteilung der bezogenen Zirkulation in einer Ebene z = 0 der Spiralen
aSp/r1a = 2.25 (a) ohne Traversen und (b) GT 47◦ Le
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Abbildung 3.8: Verteilung der bezogenen Zirkulation in einer Ebene z = 0 der Spiralen
aSp/r1a = 2.25 mit (a) GT 47◦ und (b) LT 45◦
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Abbildung 3.9: Verteilung der bezogenen Zirkulation in einer Ebene z = 0 der Spiralen (a)
aSp/r1a = 2.25 mit LT 32◦ und (b) aSp/r1a = 3 mit LT 35◦
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3.3 Traversen

3.3.1 Traversenformen und -parameter

Für die Parameterstudien zu den Traversen kommen folgende geometrische Konstruktio-
nen zum Einsatz, eine gerade Traverse (GT), definiert über den Winkel zum Traverse-
naußenradius mit abgerundeten Ein- und Austrittskanten, siehe Abbildung 3.10, sowie
eine Traverse, deren Skelettlinie die Form einer logarithmischen Spirale (LT) hat, d.h.
dass der Winkel der Skelettlinie an jeden beliebigen Radius innerhalb der Traverse gleich
ist, siehe Abbildung 3.11. Die Dickenüberlagerung dieses Traversentyps erfolgt durch ei-
ne Ellipse im Nasenbereich, der mittlere Bereich hat konstante Dicke, die ab einem Wert
s/LTr = 0.7 linear abnimmt bis zur angegebenen Hinterkantendicke. Im Programmsystem
ist aber auch jede beliebige andere Dickenverteilung einstellbar.

Folgende globale Parameter kommen bei der Traverse zur Anwendung:

DTa

aSTr

DTi

dTr

Abbildung 3.10: gerade Traversen (GT)

DTa

aSTr

aSTr

DTi

dTr

Abbildung 3.11: Traversen mit Skelettlinien als logarithmische Spirale (LT)
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• DTa

D
: Bezogener Traversenaußendurchmesser

• DTi

D
: Bezogener Traverseninnendurchmesser

• dTr

D
: Bezogene Traversendicke

• zTr: Anzahl der Traversen

• αSTr: Traversenwinkel

• bT
b0

: Bezogene Traversenhöhe

• ∆ΓTr: Zirkulationsänderung in der Traverse

Bei gegebenem Anströmwinkel αSp = αTr1 muss die Traverse so bemessen werden, dass
die geforderte Zirkulation ∆ΓTr bei minimalen Verlusten erreicht wird.

Aus der Spiralenauslegung folgt:

DTa

D
=
aSp
r1a

−
DSp

D
. (3.29)

Dagegen muss (DTi

D
) so gewählt werden, dass einerseits ∆ΓTr erreicht wird und andererseits

die Verluste minimal werden.

In den nachfolgenden Kapiteln werden Parameterstudien zu den Traversen durchgeführt.
Hierbei wird zu den globalen Parametern noch der Anströmwinkel zur Traverse αTr1 vari-
iert. Die Traverse wird auf den sich ergebenden Abströmwinkel αTr2, die sich einstellende
Zirkulation am Traversenaustritt ΓTr2 und den Traversenverlust

HVTr

H
hin untersucht.

Ebenso wird der Verlauf des Strömungswinkels α, der Verlauf des Totaldruckverlustes,
sowie der Verlauf der Zirkulation über dem normierten Radius R analysiert.
Der Strömungswinkel wird ermittelt aus der Beziehung:

α = arctan
cm
cu

. (3.30)

Die Zirkulation wird berechnet zu:

Γ =
rcu
r2
1a · ω

. (3.31)

Durch Einführen der dimensionslosen Geschwindigkeit C = c/u1a und des dimensionslosen
Radius R = r/r1a erhält man:

Γ = RCu . (3.32)

Die bezogenen Traversenverluste berechnen sich aus der Beziehung:

HVTr

H
=
ptTr1

− ptTr2

ρ · g ·H
. (3.33)

Die Indices Tr1 und Tr2 beziehen sich auf je eine Messebene vor und nach der Traverse.
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Innerhalb der einzelnen Studien liegen die Schnittebenen vor und hinter dem jeweiligen
Element jeweils auf gleichen Radien, soweit nicht anders angegeben, um den Vergleich zu
rechtfertigen. Die Lage des Schnittes nach dem Element hat großen Einfluss auf die gemit-
telten Ergebnisse, insbesondere auf die Verluste. So gibt der Verlauf des Totaldruckverlus-
tes über dem normierten Radius R meist mehr Aufschluss über das Verlustverhalten als
der über zwei Schnitte gemittelte Wert. In den Tabellen sind die Parameter der einzelnen
Anordnungen aufgelistet. Die fettgedruckten Werte weisen auf die veränderten Parameter
hin. Für jede Studie werden Abbildungen der Geometrie gezeigt. Die Verluste, die Zir-
kulationsänderung ∆Γ und die Zirkulation am Ende des jeweiligen Elementes Γ2 werden
über dem veränderten Parameter aufgetragen. Der Verlauf des Strömungswinkels α, der
bez. Zirkulation Γ und des bez. Totaldruckverlustes HV /H werden über dem normierten
Radius R aufgetragen.

Wie auch die Nachrechnungen der Spirale erfolgten die Nachrechnungen der Traversen
und Leitschaufeln mit dem am Lehrstuhl entwickelten 3D-Navier-Stokes Code von Skoda

[47], die Netzgenerierung erfolgte auf strukturierten H-Netzen durch einen am Lehrstuhl
entwickelten blockstrukturierten Netzgenerator. Als Konvergenzlimit wird ε = 1 · 10−5

gewählt.

3.3.2 Variation des Anströmwinkels αTr1

Die Spirale liefert über den Umfang gewisse Unregelmäßigkeiten, was die Traversenan-
strömung betrifft. Ebenso ist bei unterschiedlichem Massenstrom auch mit einer anderen
Spiralenströmung zu rechnen, d.h. läuft die Turbine in einem anderen Betriebspunkt,
wird die Traverse möglicherweise mit einem veränderten Winkel angeströmt. Um dies
numerisch nachzubilden wird bei gleich bleibender Traversengeometrie der Traversenan-
strömwinkel αTr1 verändert, um eine Aussage über den Einfluss auf die Umlenkung bzw.
Zirkulationsänderung ∆ΓTr und die sich ergebenden Verluste zu erhalten. Für diesen Fall
werden sowohl die geraden Traversen als auch die Traversen mit Skelettlinien in Form
einer logarithmischen Spirale untersucht. Tabelle 3.5 zeigt eine Aufstellung der Traver-
senparameter.

zTr αSTr, GT αSTr, LT αTr1
DTi

DTa

dTr

DTa

22 45◦ 35◦ 55◦ 0.85 0.01825
22 45◦ 35◦ 50◦ 0.85 0.01825
22 45◦ 35◦ 45◦ 0.85 0.01825
22 45◦ 35◦ 40◦ 0.85 0.01825
22 45◦ 35◦ 35◦ 0.85 0.01825

Tabelle 3.5: Traversenparameter bei der Variation des Anströmwinkels αTr1

3.3.2.1 Gerade Traversen

Der Traversenwinkel bei der geraden Traverse beträgt αSTr = 45◦. Wie im Verlauf ΓLe2
über αTr1 in Abbildung 3.12 und im Verlauf der Zirkulation Γ über dem normierten Ra-
dius R in Abbildung 3.13 zu erkennen ist, variiert die Zirkulation am Traversenaustritt
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Abbildung 3.12: Variation des Traversenanströmwinkels αTr1 bei geraden Traversen (GT)

ΓTr2 nur wenig und liegt zwischen 0.371 und 0.405 trotz der unterschiedlichen Zirku-
lationsänderung in den Traversen ∆ΓTr. Bei einem Anströmwinkel von αTr1 = 55◦ ist
die Zirkulation ΓTr1 am niedrigsten und damit die aufgebaute Zirkulation in der Tra-
verse ∆ΓTr mit 0.241 am höchsten. Bei einer Anströmung von αTr1 = 35◦ beträgt die
aufgebaute Zirkulation nur ∆ΓTr = 0.135. Trotz des unterschiedlichen ∆ΓTr unterschei-
den sich die Verluste nur um weniger als 0.1% in einem Bereich des Anströmwinkels von
35◦ ≤ αTr1 ≤ 55◦. Dies bedeutet, dass die Traverse in bestimmten Maß belastet sein
darf, ohne große Totaldruckverluste zu verursachen und die Traverse sehr unempfindlich
auf Fehlanströmung reagiert. Somit sind keine Probleme in anderen Betriebspunkten zu
erwarten und auch die über den Umfang ungleichmäßig verteilte Anströmung aus der
Spirale verursacht keine nennenswerten Verluste.

3.3.2.2 Logarithmische Traversen

Bei Traversen mit Skelettlinie als logarithmischer Spirale bei einem Winkel von αSTr = 35◦

ergeben sich ähnliche Aussagen wie bei den geraden Traversen. Die Zirkulation nach der
Traverse beträgt 0.285 bei einem Anströmwinkel von αTr1 = 55◦ und 0.3 bei 35◦, sie-
he Abbildung 3.14. Die von der Traverse aufgebaute Zirkulation liegt zwischen 0.16 und
0.035. Die Verluste unterscheiden sich hier um weniger als 0.15%. Die Verluste liegen um
0.2% niedriger als bei der geraden Traverse, es wird aber auch eine geringere Zirkulation
aufgebaut. Für beide Traversentypen lässt sich somit sagen, dass diese relativ unemp-
findlich auf Fehlanströmung reagieren. Dies wirkt sich positiv auf die Tatsache aus, dass
die Spirale über den Umfang des Traversenrings gewisse Unregelmäßigkeiten bzgl. der
Anströmung aufweist.
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Abbildung 3.13: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R bei Variation des Anströmwinkels αTr1 bei geraden Traversen (GT)
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Abbildung 3.14: Variation des Traversenanströmwinkels αTr1 bei logarithmischen Traversen
(LT)

3.3.3 Variation des Traversenwinkels αSTr

Bei gleicher Anströmung wird der Traversenwinkel αSTr verändert, dies bedeutet, die
Zirkulation am Traverseneintritt ΓTr1 ist immer gleich, aber die Zirkulation am Traver-
senaustritt ΓTr2 wird sich je nach Traversenwinkel verschieden einstellen. Auch hierbei
wird der Einfluss sowohl auf die Umlenkung als auch auf die Traversenverluste bei beiden
Traversentypen untersucht. In Tabelle 3.6 sind die Traversenparameter für diese Parame-
terstudie aufgelistet.

zTr αSTr, GT αSTr, LT αTr1
DTi

DTa

dTr

DTa

22 55◦ 55◦ 50◦ 0.85 0.01825
22 50◦ 45◦ 50◦ 0.85 0.01825
22 45◦ 40◦ 50◦ 0.85 0.01825
22 40◦ 35◦ 50◦ 0.85 0.01825
22 38.5◦ 30◦ 50◦ 0.85 0.01825

Tabelle 3.6: Traversenparameter bei der Variation des Traversenwinkels αSTr

3.3.3.1 Gerade Traversen

Bei geraden Traversen kann der Traversenwinkel aus konstruktiven Gründen nicht beliebig
verringert werden. Bei dieser Wahl von DT i/DTa = 0.85 kann konstruktiv nur noch ei-
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Abbildung 3.15: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
norm. Radius R bei Variation des Anströmwinkels αTr1 bei logarithmischen Traversen (LT)
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Abbildung 3.16: Variation des Traversenwinkels αSTr bei geraden Traversen (GT)
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Abbildung 3.17: Variation des Traversenwinkels αSTr bei geraden Traversen (GT)
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Abbildung 3.18: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R bei Variation des Traversenwinkels αSTr bei geraden Traversen (GT)
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ne Traverse mit einem Winkel von 36◦ konstruiert werden, bei kleinerem Traversenwinkel
gibt es keinen Schnittpunkt mit DT i mehr. Jedoch konvergiert die Rechnung erst ab einem
Traversenwinkel von 38.5◦. Gerade Traversen mit kleinem Winkel haben je nach Traver-
senlänge sehr kleine Traversenaustrittswinkel, die die schlechte Konvergenz verursachen.
Wie in Abbildungen 3.17 und 3.18 zu sehen ist, bauen die Traversen mit αSTr = 40◦ und
38.5◦ sehr viel mehr Zirkulation auf als die Traversen mit größerem Winkel. Bei einem
Traversenwinkel von αSTr = 45◦ erhält man eine Austrittszirkulation von 0.41 bei einem
Verlust von 0.7%. Der Anstieg der aufgebauten Zirkulation verläuft nicht linear über dem
Traversenwinkel. Die Totaldruckverluste der beiden flachen Traversen liegen relativ hoch,
weshalb Traversen mit größerem Traversenwinkel zu bevorzugen sind.

3.3.3.2 Logarithmische Traversen

Bei Traversen mit logarithmischer Skelettlinie hat man keine konstruktiven Einschrän-
kungen, da der Winkel unabhängig vom Durchmesser gleich bleibt. Beide Traversentypen
werden mit flacheren Traversenwinkeln bei gleich bleibendem Traversenlängenverhältnis
DTi

DTa
immer länger, siehe Abbildung 3.19. Abbildungen 3.20 und 3.21 zeigen, dass die Ver-

luste bis zu einem Traversenwinkel αSTr = 35◦ unter 0.35 % liegen, unabhängig davon wie
hoch die aufgebaute Zirkulation ist, bei kleinerem Traversenwinkel aber stark ansteigen.
Vergleicht man die beiden Traversenformen für gleiche Traversenwinkel miteinander, so
lässt sich feststellen, dass gerade Traversen bei größerem Traversenwinkel mehr Zirkula-
tion erzeugen als LT. Dies resultiert aus der Tatsache, dass bei geraden Traversen der
Winkel der Traverse in Strömungsrichtung über dem Radius abnimmt, die Traverse also
umlenkt, der Winkel bei der LT aber immer gleich bleibt. Im Vergleich der Verluste über
der Traversenaustrittszirkulation, s. Abb. 3.22 erkennt man, dass die die LT sehr gute
Ergebnisse im Bereich niedriger Zirkulation liefert, für höhere Umlenkung ist eher die GT
anzuwenden. Ab einer Zirkulation von 0.45 steigen die Verluste auch in der GT über 1%.
Die Wahl einer Traverse mit diesen Verlusten muss im Zusammenspiel mit dem Leitrad
bewertet werden.

Abbildung 3.19: Variation des Traversenwinkels αSTr bei logarithmischen Traversen (LT)
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Abbildung 3.20: Variation des Traversenwinkels αSTr bei logarithmischen Traversen (LT)

3.3.4 Variation des Längenverhältnisses DTi

DTa

der Traversen

Bei gleichem Traversenaußendurchmesser DTa wird der Traverseninnendurchmesser DT i

verändert, siehe Tabelle 3.7 und 3.8. Mit dieser Parameterstudie wird die Auswirkung der
Traversenlänge auf Umlenkung und Verluste beider Traversentypen analysiert.

3.3.4.1 Gerade Traversen

Wie man sehr gut der Auftragung der Zirkulation über dem Radius R in Abbildung
3.25 entnehmen kann, ist die Umlenkung umso größer, je länger die Traverse ist, da der
Traversenaustrittswinkel bei geraden Traversen mit kleinerem Radius immer kleiner wird,
siehe Abbildungen 3.23 und Strömungs- und Schaufelwinkel über dem Radius R in Abb.
3.25. Die Verluste werden umso größer, je größer die erzeugte Zirkulation und je länger die
Traverse ist. Die größeren Verluste haben eine weitere Ursache in der größeren Reibung.
Der Anstieg der Zirkulation verläuft linear über der Traversenlänge, die Traversenverluste
haben eher parabolischen Verlauf, s. Abb. 3.24.

3.3.4.2 Logarithmische Traversen

Bei Traversen mit logarithmischer Skelettlinie bestehen keine konstruktiven Einschrän-
kungen, was die Traversenlänge betrifft. Allerdings erzeugt eine LT ab einer bestimmten
Länge keine größere Zirkulation mehr, die Verluste steigen aber erheblich. In Abbildung
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Abbildung 3.21: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
norm. Radius R bei Variation des Traversenwinkels αSTr bei logarithmischen Traversen (LT)
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Abbildung 3.22: Bezogene Verluste über der Traversenaustrittszirkulation bei Variation des
Traversenwinkels αSTr, Vergleich von geraden und logarithmischen Traversen (GT, LT)

Abbildung 3.23: Variation des Längenverhältnisses der Traverse DTi

DTa
bei geraden Traversen

(GT)
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zTr αSTr αTr1
DTi

DTa

dTr

DTa

22 45◦ 50◦ 0.800 0.01825
22 45◦ 50◦ 0.825 0.01825
22 45◦ 50◦ 0.850 0.01825
22 45◦ 50◦ 0.875 0.01825
22 45◦ 50◦ 0.900 0.01825

Tabelle 3.7: Traversenparameter bei der Variation des Längenverhältnisses DTi

DTa
bei geraden

Traversen (GT)
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Abbildung 3.24: Variation der Traversenlänge DT i/DTa bei geraden Traversen (GT)

3.27 lässt sich sehr gut erkennen, dass bei einem Längenverhältnis von 0.8 keine weitere
Umlenkung mehr aufgebaut wird. Der Verlauf der Zirkulation über die Länge verläuft
parabolisch bis sich ein asymptotisches Verhalten einstellt. Wie in Abbildung 3.28 zu
erkennen ist, steigt bei langen Traversen die Zirkulation zwar kurzzeitig über den End-
wert an, fällt aber dann wieder auf den Wert, der maximal bei einem Strömungswinkel
≈ Traversenwinkel zu erwarten ist. Der kurzzeitige Anstieg könnte seine Ursache in der
Dickenverteilung der Traverse haben. Im Bereich mit konstanter Dicke, wird die Fläche
zwischen den Traversen auf konstanten Radien in Strömungsrichtung immer kleiner, die
Meridiangeschwindigkeit cm dadurch größer, siehe auch Abbildung 3.26. Da der Traver-
senwinkel konstant ist und die Strömung den Schaufeln folgt, steigt cu und damit die
Zirkulation. Laut der Traversenkonstruktion, siehe Kapitel 3.3.1, nimmt die Dicke ab ei-
nem Wert s/L = 0.7 stetig linear ab bis zur Hinterkantendicke. Ab diesem Wert vergrößert
sich die Fläche innerhalb der Schaufeln wieder, was wieder zu einer Verringerung von cm
und cu führt.
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Abbildung 3.25: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
norm. Radius R bei Variation des Traversenlängenverhältnisses DTi

DTa
bei geraden Traversen (GT)
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Abbildung 3.26: Variation des Längenverhältnisses der Traverse DTi

DTa
bei logarithmischen Tra-

versen (LT)
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Abbildung 3.27: Variation der Traversenlänge DT i/DTa bei logarithmischen Traversen (LT)
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Abbildung 3.28: Verlauf Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem norm.
Radius R bei Variation des Traversenlängenverhältnisses DTi

DTa
bei logarithmischen Traversen (LT)
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zTr αSTr αTr1
DTi

DTa

DTa

/
D1a

dTr

DTa

22 32◦ 50◦ 0.90 1.49 0.01825
22 32◦ 50◦ 0.85 1.49 0.01825
22 32◦ 50◦ 0.80 1.49 0.01825
22 32◦ 50◦ 0.70 1.49 0.01825
22 32◦ 50◦ 0.60 1.49 0.01825

Tabelle 3.8: Traversenparameter bei der Variation des Längenverhältnisses DTi

DTa
bei logarithmi-

schen Traversen (LT)

3.3.5 Variation der Traversendicke dmax

Da die Traversen nicht nur eine strömungsführende Aufgabe, sondern auch festigkeitsbe-
dingte Relevanz haben, darf die Dicke nicht beliebig geändert werden. Hier sollte in der
Praxis eine Festigkeitsabschätzung hinzugezogen werden. Tabelle 3.9 zeigt eine Auflistung
der Traversenparameter bei der Untersuchung des Einflusses der Traversendicke auf die
Zirkulation und die Verluste.

Wie zu erwarten war, hat die Dicke auf die Verluste einen großen Einfluss. Je dünner
die Traverse, desto geringer die Verluste, siehe 3.30. Die Dicke hat aber auch einen nicht
unerheblichen Einfluss auf die aufgebaute Zirkulation, die linear mit der Dicke verläuft.
3.31 zeigt deutlich, dass die Verluste bei zunehmender Dicke einen starken Anstieg an der
Austrittskante der Traverse haben. Dies liegt an der Traversengeometrie, die als gerades
Blech mit zugeschärfter Hinterkante ausgeführt wird. Wird die Traverse dicker, wird der
zugespitzte Bereich größer, s. Abb. 3.29, und verursacht die größere Umlenkung mit hö-
heren Verlusten. Bei dickeren Traversen wird man Sinnvollerweise die Hinterkantenform
anpassen.

zTr αSTr αTr1
DTi

DTa

dTr

DTa

22 45◦ 50◦ 0.85 0.0135
22 45◦ 50◦ 0.85 0.0160
22 45◦ 50◦ 0.85 0.0182
22 45◦ 50◦ 0.85 0.0205
22 45◦ 50◦ 0.85 0.0228

Tabelle 3.9: Traversenparameter bei der Variation der Traversendicke dmax

DTa
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Abbildung 3.29: Variation der Traversendicke dmax

DTa
bei geraden Traversen (GT)
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bei geraden Traversen (GT)
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Abbildung 3.31: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R bei Variation der Traversendicke dmax

DTa
bei geraden Traversen (GT)
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3.3.6 Variation der Schaufelzahl zTr

Beginnend bei einer minimalen Traversenanzahl zTr = 8 wird die Anzahl erhöht bis
auf einen Wert von 28 Traversen, siehe Abbildung 3.32 und Tabelle 3.10. Die Anzahl
der Traversen wirkt sich sowohl auf die Zirkulation als auch auf die Verluste aus. Der
Verlust und auch die Zirkulation steigen mit der Anzahl der Traversen, siehe Abb. 3.33.
Der Anstieg der Verluste ist sowohl auf die größere Umlenkung zurückzuführen, aber
auch auf die größere Reibung. Für die Wahl der Anzahl der Traversen sollten unbedingt
auch Festigkeits- und Stabilitätskriterien hinzugezogen werden. Üblicherweise wählt man
entweder gleich viele oder halb so viele Traversen wie Leitschaufeln.

zTr αSTr αTr1
DTi

DTa

dTr

DTa

8 45◦ 50◦ 0.85 0.01825
12 45◦ 50◦ 0.85 0.01825
16 45◦ 50◦ 0.85 0.01825
20 45◦ 50◦ 0.85 0.01825
24 45◦ 50◦ 0.85 0.01825
28 45◦ 50◦ 0.85 0.01825

Tabelle 3.10: Traversenparameter bei Variation der Schaufelzahl zTr bei geraden Traversen (GT)

Abbildung 3.32: Variation der Anzahl zTr von geraden Traversen (GT)

3.3.7 Variation der Traversenhöhe bT

Bei Änderung der Traversenhöhe bT , s. Abb. 3.34 und Tab. 3.11, ändert sich mit der
Eintrittsfläche A = π · DTa · bT die Meridiangeschwindigkeit cm = Q/A. Die Zirkulation
am Eintritt ΓTr1 = ΓSp bleibt für alle Konfigurationen gleich, somit ändert sich für je-
de Traversenhöhe der Traversenanströmwinkel. Bei einer Änderung von bT

bref
im Bereich

±10% ergibt sich ein Anströmwinkel von 51.8◦ ± 3◦. Abbildungen 3.35 und 3.36 zeigen,
dass der Zirkulationsaufbau mit höher werdender Traverse linear abnimmt. Eine größeres
bT hat eine größere Fläche und damit eine kleinere Meridiangeschwindigkeit zur Folge.
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Abbildung 3.33: Variation der Anzahl zTr von geraden Traversen (GT)

Eine kleinere Meridiangeschwindigkeit bewirkt einen kleineren Anströmwinkel, was für
die Anordnung zu kleineren Verlusten, jedoch bei geringerem Zirkulationsaufbau, führt.
Der Unterschied zur Variation von Traversenanströmung in Kapitel 3.3.2 besteht darin,
dass dort der Traversenwinkel über cu bei gleich bleibendem cm verändert wird, während
in dieser Studie der Traversenwinkel bei gleich bleibendem cu über cm gesteuert wird.

zTr αSTr αTr1
DTi

DTa

dTr

DTa

bT

bTref

22 45◦ 54.71◦ 0.85 0.01825 0.90
22 45◦ 53.24◦ 0.85 0.01825 0.95
22 45◦ 51.82◦ 0.85 0.01825 1.00
22 45◦ 50.45◦ 0.85 0.01825 1.05
22 45◦ 49.14◦ 0.85 0.01825 1.10

Tabelle 3.11: Traversenparameter bei Variation der Traversenhöhe bT bei geraden Traversen
(GT)
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bTref

Abbildung 3.34: Variation der Traversenhöhe bT bei geraden Traversen (GT)
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Abbildung 3.35: Variation der relativen Traversenhöhe bT /bTref bei geraden Traversen (GT)
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Abbildung 3.36: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
norm. Radius R bei Variation der relativen Traversenhöhe bT /bTref bei geraden Traversen (GT)
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3.3.8 Grenzfälle

Wie in Kapitel 3.1 erwähnt, spielt die Aufteilung der Zirkulation in den drei Elementen
der Leitvorrichtung Spirale, Traversenring und Leitrad eine bedeutende Rolle. Aus diesem
Grund werden für beide Traversentypen jeweils zwei Grenzfälle untersucht.

• Die Traversen bauen keine Zirkulation auf: ΓTr2=ΓSp

• Die Traversen bauen die gesamte Zirkulation auf, die das Laufrad benötigt:
ΓTr2=ΓLa1

Abbildung 3.37a-d zeigt die vier Geometrien der Testfälle. Der Traversenwinkel der gera-
den Traversen für ΓTr2=ΓSp (ΓSp, GT) beträgt αSTr = 63◦, Fall a, für die logarithmischen
Traversen (ΓSp, LT) αSTr = 50◦, Fall b. Wie in Abbildung 3.38 erkennbar, lenken beide
Traversen nahezu nicht um, und die Verluste liegen in einem zu vernachlässigbaren Be-
reich. Für diesen Grenzfall hätten die Traversen ausschließlich festigkeitsbedingte Funk-
tion. Für ΓTr2=ΓLa1 haben in dieser Anordnung die geraden Traversen (ΓLa1, GT) einen
Winkel von αSTr = 40◦ mit angepasstem DT i/DTa = 0.811, Fall c. Die logarithmischen
Traversen (ΓLa1, LT) haben einen Winkel von αSTr = 15.4◦, Fall d. Der Unterschied dieser
beiden Traversen hinsichtlich des Totaldruckverlustes ist sehr groß. So hat die LT einen
Totaldruckverlust von über 10%, während die GT mit einem Verlust von ca. 5% weitaus
niedriger liegt. Beide Traversen sind aber für den realen Einsatz aufgrund ihrer hohen
Verluste irrelevant. Bei der LT für ΓTr2=ΓLa1 kann man, ebenso wie in Kapitel 3.3.4.2
bei langen Traversen, im Verlauf der Zirkulation über R eine Zirkulationsüberhöhung
erkennen.

zTr αSTr αTr1
DTi

DTa

dTr

DTa

a ΓSp, GT 22 63.0◦ 50◦ 0.850 0.01825
b ΓSp, LT 22 50.0◦ 50◦ 0.850 0.01825
c ΓLa1, GT 22 40.0◦ 50◦ 0.811 0.01825
d ΓLa1, LT 22 15.4◦ 50◦ 0.850 0.01825

Tabelle 3.12: Traversenparameter für die Grenzfallstudie

Abbildung 3.39 zeigt die Druckverteilungen aller vier Traversen. In Abb. 3.39a sieht man,
dass beide Traversentypen für ΓSp nahezu nicht belastet werden. In Abb. 3.39b ist die
Belastung deutlich ersichtlich, und man erkennt eine Überschneidung der Druckverteilung
für die LT. Für die reale Anwendung ist die ideale Traverse geometrisch zwischen den in
Abbildung 3.40 dargestellten Traversen anzusiedeln.

3.3.9 Zusammenfassung der Traversenuntersuchungen

Für die Traversen lässt sich zusammenfassend sagen, dass die Verluste bei nicht zu starker
Belastung unterhalb 1% liegen. LT sollten Anwendung finden in Maschinen, bei denen
die Traverse überwiegend festigkeitsbedingte Aufgaben hat und nicht oder nur wenig
umlenken muss. Ist im Traversenbereich eine größere Umlenkung erforderlich, so sollten
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 3.37: Traversengeometrien für Grenzfälle (a) ΓSp, GT , (b) ΓSp, LT, (c) ΓLa1, GT
und (d) ΓLa1,LT

gerade Traversen eingesetzt werden. Im Einzelfall muss der Verlauf der Dickenverteilung
angepasst werden, siehe Kapitel 3.3.5. In der automatischen Optimierung wird der Verlauf
der Dickenverteilung zunächst nicht berücksichtigt.
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Abbildung 3.38: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R für die Grenzfallgeometrien bei Traversen
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3.4 Leitrad

3.4.1 Leitschaufelformen und -parameter

Für die folgende Parameterstudie werden Leitschaufeln mit einer geraden Skelettlinie
verwendet, die ab dem Drehpunkt geknickt sein können.

Die Dicke des Leitrades wird konstruiert aus einer Ellipse mit dem Zentrum bei der
maximalen Dicke und der Dickenrücklage xd/L. An die Ellipse wird ein tangentiales Ge-
radenstück bis zur Hinterkantendicke dHK angeschlossen, siehe Abbildung 3.41.

Folgende globale Parameter werden zur Parameterstudie bei geknickten Leitschaufeln
betrachtet. Die Parameter müssen so festgelegt werden, dass die Zirkulationsänderung

g

Dz

D1a

DTi

rN

dHKgK

L

L1L2

x /Ld

dZa
dmax

Abbildung 3.41: Leitschaufelparameter
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∆ΓLe mit minimalen Verlusten erreicht werden kann.

• Dz

D
: bezogener Teilkreis- oder Zapfenkreisdurchmesser am Drehpunkt der Leitschau-

feln

• zLe: Anzahl der Leitschaufeln

• b0
D

: bezogene Leitradhöhe

• γ: Winkel der Leitschaufeln gemessen zur Umfangsrichtung

• L: Länge der Leitschaufeln

• L1: Länge der Leitschaufeln von der Nase bis zum Drehpunkt

• L2: Länge der Leitschaufeln vom Drehpunkt zur Hinterkante

• xd

L
: Dickenrücklage, Lage des Dickenmaximums

• dmax: maximale Dicke der Leitschaufeln an der Stelle xd/L

• dHK : Hinterkantendicke

• γK : Knickwinkel des Leitrades ab dem Drehpunkt

• ∆ΓLe: Zirkulationsänderung der Leitradbeschaufelung

Aus der Konstruktion für die Dickenverteilung ergeben sich die Werte für

• dZa: Zapfendicke des Leitrades an der Drehmitte und

• rN : Nasenradius.

Die Leitradlänge L ergibt sich aus der konstruktiven Bedingung, dass sich der Leitrapparat
schließen lassen muss, siehe Abbildung 3.42, die Überdeckung der Leitschaufeln nicht
zu groß ist und Schließtendenz gegeben ist. Schließtendenz bedeutet, dass im Notfall
der Leitapparat eigenständig schließt. Dies ist der Fall, wenn der äußere Schenkel der
Leitschaufeln gewichtsmäßig dem hinteren überwiegt. Allerdings darf die Schließtendenz
nicht zu stark ausgeprägt sein, da sonst im normalen Betrieb auf den Verstellmechanismus
zu große Kräfte wirken. Die Länge L wird vereinfacht festgelegt über die Formel der
Seitenlänge s eines regelmäßigen Vielecks:

s = Dz · tan
π

zLe
. (3.34)

Um eine ausreichende Überdeckung zu erreichen, wird L definiert zu L = 1.05 · s. Um
Schließtendenz zu gewährleisten, wird das Verhältnis L1/L zwischen 0.52 und 0.55 ge-
wählt. Weiterhin muss überprüft werden, ob der Durchmesser an der Eintrittskante des
Leitrades DLe1 selbst bei maximaler Öffnung, d.h. im Betriebspunkt mit maximalem Vo-
lumenstrom, kleiner als der Traverseninnendurchmesser DT i ist. Gleichermaßen muss für
den Austrittsdurchmesser bei maximaler Öffnung des Leitrades gelten DLe2 > D1a.

Die Strömungswinkel vor und nach dem Leitrad bzw. den Leitschaufeln erhält man aus
der jeweiligen Zirkulation:
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Abbildung 3.42: Schließstellung des Leitrades

• Leitradeintritt ΓLe1 = ΓTr2
tanαLe1 = ϕ

ΓLe1
· 1

4b0
D

• Leitradaustritt ΓLe2 = ΓLa1 = 1
2
· ψt,th,La1

tanαLe2 = ϕ
ΓLe2

· 1
4b0
D

Aus dem arithmetischen Mittel der Zirkulation vor und nach dem Leitrad ergibt sich ein
mittlerer Winkel αZ

tanαZ =
2 · ϕ

ΓLe1 + ΓLe2
·

1
4b0
D

, (3.35)

der repräsentativ für die Leitradstellung sein soll.

In den Parameterstudien wird zusätzlich noch der Zuströmwinkel αLe1 zum Leitrad vari-
iert. Das Leitrad wird auf den sich ergebenden Abströmwinkel αLe2, die sich einstellende
Zirkulation ΓLe2 und den Leitradverlust hin untersucht. Ebenso wird der Verlauf des Strö-
mungswinkels, der Verlauf des Fallhöhenverlustes, sowie der Verlauf der Zirkulation über
dem normierten Radius R analysiert.

Wie auch bei den Traversen werden für jede Studie Abbildungen der Geometrie gezeigt.
Die Verluste, die Zirkulationsänderung ∆Γ und die Zirkulation am Ende des jeweiligen
Elementes Γ2 werden über dem veränderten Parameter aufgetragen. Der Verlauf des Strö-
mungswinkels α, der Zirkulation Γ und des Totaldruckverlustes HV /H werden über dem
normierten Radius R aufgetragen.

Der Totaldruckverlust im Leitrad wird ermittelt aus der Beziehung:

HVLe

H
=
ptLe1

− ptLe2

ρ · g ·H
, (3.36)

wobei Le1 und Le2 Indizes für Schnitte vor und nach dem Leitrad sind.

Die folgenden Berechnungen werden wie bereits bei der Spirale und bei den Traversen im
angegebenen Betriebspunkt gerechnet.

Die geforderte Zirkulation am Laufradeintritt beträgt ΓLa1 = ΓLe2 = 0.955. Innerhalb
der ersten Studien bleibt ΓLa1 = ΓLe2 = 0.955 unberücksichtigt, da die Veränderungen
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u.a. den Einfluss auf die sich einstellende Leitradaustrittszirkulation wiedergeben sollen.
In den weiteren Untersuchungen werden die Leitschaufeln so eingestellt, dass sich die
geforderte Zirkulation am Leitradaustritt ergibt.

3.4.2 Variation des Anströmwinkels αLe1

Ebenso wie bei den Traversen werden auch die Leitschaufeln auf Fehlanströmung hin
untersucht. Dabei wird bei gleich bleibender Leitradstellung der Anströmwinkel αLe1 ver-
ändert, siehe Abb. 3.43 und Tab. 3.13.

Was die Zirkulation am Leitradaustritt betrifft, verhält sich das Leitrad relativ unemp-
findlich bezüglich Fehlanströmung, siehe Abbildung 3.44. Die aufgebaute Zirkulation ΓLe2
unterscheidet sich nur um 2%, während die im Leitrad aufgebaute Zirkulation ∆ΓLe zwi-
schen 0.32 und 0.725 variiert. Die Verluste verlaufen nicht parallel mit der aufgebauten
Zirkulation ∆ΓLe und unterscheiden sich bei minimalen und maximalen Verlusten für die-
se Anordnung um 1%. Hieraus lässt sich schlussfolgern, dass das Leitrad innerhalb eines
Incidence-Winkels von ungefähr −7◦ bis +3◦ mit ähnlichen Verlusten reagiert und die
Verluste bei größeren und kleineren Incidence-Winkeln wieder ansteigen.

γ γK αLe1
Dz

D1a

dmax

D1a

L
D1a

L1

L
xd

L
b0
D1a

zLe
18◦ 0◦ 16◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22
18◦ 0◦ 20◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22
18◦ 0◦ 24◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22
18◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22
18◦ 0◦ 32◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22
18◦ 0◦ 36◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22
18◦ 0◦ 40◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22

Tabelle 3.13: Leitschaufelparameter bei Variation des Anströmwinkels αLe1 der Leitschaufeln

aLe1

Abbildung 3.43: Variation des Anströmwinkels αLe1 der Leitschaufeln
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Abbildung 3.44: Totaldruckverlust und Zirkulation über dem Anströmwinkel αLe1 der Leit-
schaufeln

3.4.3 Variation des Schaufelwinkels γ

Bei gleich bleibender Anströmung αLe1 wird die Leitschaufel um die Leitschaufelachse
gedreht. Durch diese Maßnahme werden die Leitschaufeln auf Fehlanströmung sowie auf
veränderte Umlenkung und Verluste untersucht, siehe Abbildung 3.45 und Tab. 3.14.

Wie in Abbildung 3.46 erkennbar ist, steigt die Umlenkung hyperbolisch mit abnehmen-
dem Leitschaufelwinkel γ. Die Verluste haben einen ähnlichen Verlauf. Je flacher das
Leitrad steht, desto größer wird die aufgebaute Zirkulation. Dabei steigen Totaldruckver-
luste überproportional an.

γ γK αLe1
Dz

D1a

dmax

D1a

L
D1a

L1

L
xd

L
b0
D1a

zLe δ

14.5◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 1.28
16.0◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 1.30
17.5◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 1.55
19.0◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 1.73
20.5◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 1.95
22.0◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 1.95

Tabelle 3.14: Leitschaufelparameter bei Variation des Schaufelwinkels γ
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g

Abbildung 3.45: Variation des Leitschaufelwinkels γ
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Abbildung 3.46: Totaldruckverlust und Zirkulation über dem Leitschaufelwinkel γ
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3.4.4 Variation des Schaufelknickwinkels γK

Will man den Leitschaufeleintrittswinkel konstant lassen, aber dennoch eine andere Um-
lenkung erzielen, so hat man die Möglichkeit die Leitschaufel im Drehpunkt zu knicken.
Für diese Studie wurden die Leitschaufeln sowohl nach oben geknickt (negativer Knick-
winkel), was einen größeren Leitschaufelaustrittswinkel zur Folge hat und eine geringere
Umlenkung erwarten lässt, als auch nach unten geknickt (positiver Knickwinkel), was
einen kleineren Austrittswinkel und eine größere Umlenkung erzeugt, siehe Abbildung
3.47 und Tabelle 3.15.

γ γK αLe1
Dz

D1a

dmax

D1a

L
D1a

L1

L
xd

L
b0
D1a

zLe δ

18◦ -3.0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 0.50
18◦ -1.5◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 0.96
18◦ 0.0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 1.51
18◦ 1.5◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 2.10
18◦ 3.0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 2.72

Tabelle 3.15: Leitschaufelparameter bei Variation des Leitschaufelknickwinkels γK

Abbildung 3.48 zeigt die Verluste und die Zirkulation über dem Leitschaufelknickwinkel
γK . Der Anstieg der Zirkulation erscheint linear über γK , und der Verlauf der Verluste
ist eher parabolisch. Ob Leitschaufeln mit Knick oder ohne ausgeführt werden, hängt von
mehreren Faktoren ab. So spielen geometrische Einflüsse eine große Rolle, ebenso wie die
Anströmung.

gK>0

Abbildung 3.47: Variation des Leitschaufelknickwinkels γK
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Abbildung 3.48: Totaldruckverlust und Zirkulation über dem Leitschaufelknickwinkel γK
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Abbildung 3.49: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R bei Variation des Leitschaufelknickwinkels γK
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3.4.5 Variation der Dickenrücklage xd

L

Eine Variation der Dickenrücklage verschiebt das Dickenmaximum entlang der Schaufel
und verändert die Dicke des Zapfens in der Drehmitte der Schaufel, siehe Abbildung 3.50
und Tabelle 3.16.

γ γK αLe1
Dz

D1a

dmax

D1a

L
D1a

L1

L
xd

L
b0
D1a

zLe δ

18◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.1 0.086 22 1.98
18◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.2 0.086 22 1.69
18◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22 1.51
18◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.4 0.086 22 1.45
18◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.5 0.086 22 2.81

Tabelle 3.16: Leitschaufelparameter bei Variation der Dickenrücklage xd/L

Die Zapfendicke ist eine wesentliche Größe für die Stabilität bzw. das Festigkeitsverhalten
des Leitrades. Die Form der Dickenverteilung wirkt sich aber auch auf die Strömung
aus, siehe Abb. 3.52. In 3.51 lässt sich ein Bereich für minimale Verluste und größter
Umlenkung bei einer Dickenrücklage zwischen 0.3 ≤ xd

L
≤ 0.45 erkennen.

Abbildung 3.50: Variation der Dickenrücklage xd/L
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Abbildung 3.51: Totaldruckverlust und Zirkulation über der Dickenrücklage xd/L
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Abbildung 3.52: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R bei Variation der Dickenrücklage xd/L
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3.4.6 Variation der Schaufeldicke dmax

Eine Variation der maximalen Dicke bei konstanter Dickenrücklage xd

L
, siehe Tabelle 3.17,

verändert die Dicke des Zapfens in der Drehmitte der Schaufel.

γ γK αLe1
Dz

D1a

dmax

D1a

L
D1a

L1

L
xd

L
b0
D1a

zLe δ

17.25◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.0200 0.179 0.53 0.3 0.086 22
17.70◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.0235 0.179 0.53 0.3 0.086 22
18.43◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.0270 0.179 0.53 0.3 0.086 22
18.80◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.0300 0.179 0.53 0.3 0.086 22
19.74◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.0335 0.179 0.53 0.3 0.086 22

Tabelle 3.17: Leitschaufelparameter bei Variation der Leitschaufeldicke dmax

Die Zapfendicke ist wesentlich für die Stabilität bzw. das Festigkeitsverhalten des Leitra-
des. Die Form der Dickenverteilung wirkt sich aber auch auf die Strömung aus, siehe Abb.
3.54. Um einen sinnvollen Vergleich zu ziehen, wird der Leitschaufelwinkel γ so eingestellt,
dass sich für alle Konfigurationen eine Austrittszirkulation von ΓLe2 = ΓLa1 ± 0.05 ergibt,
siehe Abbildung 3.53. Abbildung 3.54 kann man entnehmen, dass der Verlust nur um
0.3% variiert. Es ist die Tendenz zu erkennen, dass die Verluste mit der Dicke zunehmen.
Die Schwankungen der Verluste im Verlauf über der Dicke, siehe Abb. 3.54, sind direkt
mit dem Zirkulationsaufbau ∆ΓLe gekoppelt. Die Variation der Dicke sollte mit einer
Abschätzung für die Festigkeit gekoppelt werden.

Abbildung 3.53: Variation der maximalen Dicke dmax bei Leitschaufeln
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Abbildung 3.54: Totaldruckverlust und Zirkulation über der bezogenen maximalen Dicke
dmax/D1a bei Leitschaufeln



94 KAPITEL 3. OPTIMALAUSLEGUNG VON FRANCIS SPIRALTURBINEN

3.4.7 Variation der Schaufelzahl zLe

Bei der Variation der Schaufelzahl wird der Wert zLe · L konstant gehalten, s. Tab. 3.18.

γ γK αLe1
Dz

D1a

dmax

D1a

L
D1a

L1

L
xd

L
b0
D1a

zLe δ

18.38◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.319 0.53 0.3 0.086 12 9.85
17.77◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.239 0.53 0.3 0.086 16 3.3
17.90◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.191 0.53 0.3 0.086 20 1.65
17.89◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.159 0.53 0.3 0.086 24 0.37
18.55◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.137 0.53 0.3 0.086 28 -0.78

Tabelle 3.18: Leitschaufelparameter bei Variation des Schaufelzahl zLe

Der Leitschaufelwinkel γ muss so eingestellt werden, dass sich die geforderte Zirkulation
ΓLe2 nach dem Leitrad einstellt, siehe Abbildung 3.55.

Abbildung 3.55: Variation der Schaufelzahl zLe bei Leitschaufeln

Bei der Variation der Schaufelzahl ändert sich auch die Schaufellänge, um ein Schließen
zu ermöglichen, d.h. auch, dass sich möglicherweise DT i ändern muss, damit die Ein-
trittskante nicht in den Traversenring hinein ragt. Ebenso muss überprüft werden, ob die
Austrittskante in den Laufradbereich ragt. Trotz nahezu gleichem ΓLe2 unterscheiden sich
die Verluste von zLe = 12 mit 2.6% und zLe = 24 mit 4.4% um 1.8%, siehe auch Abb.
3.56 und 3.57. Der größere Verlust bei gleicher Zirkulation liegt in der größeren reibenden
Fläche begründet. Der Vorteil der größeren Schaufelzahl trotz höherer Verluste ist, dass
die Schaufeln dadurch kürzer werden und man somit die gesamte Anlage kleiner aus-
führen kann. Diese Entscheidung sollte zusammen mit einer Kostenabschätzung getroffen
werden.
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Abbildung 3.56: Totaldruckverlust und Zirkulation über der Schaufelzahl zLe bei Leitschaufeln
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Abbildung 3.57: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R bei Variation der Schaufelzahl zLe bei Leitschaufeln
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3.4.8 Variation der Leitschaufelhöhe b0

Bei der Variation der Leitschaufelhöhe b0 muss der Leitschaufelwinkel γ so eingestellt wer-
den, dass sich die geforderte Zirkulation nach dem Leitrad einstellt. Eine Veränderung der
Leitschaufelhöhe bei gleich bleibendem Volumenstrom Q ändert die Meridiangeschwindig-
keit cm. Größeres b0 führt wegen der größer werdenden Fläche A = 2π · r · b0 zu einem
kleineren cm = Q/A, was für das Laufrad geringere Verluste zu erwarten lässt, siehe
Lepach [25]. Für diese Studie werden zwei Fälle untersucht. In Fall 1 wird die Leitschau-
felhöhe verändert und dabei die Zirkulation, d.h. cu, am Eintritt konstant gehalten. In
Fall 2 wird die Leitschaufelhöhe verändert und der Zuströmwinkel zum Leitrad konstant
gehalten. Mit cm = f(b0) und α = f(cm, cu) verändert sich dadurch cu und damit die
Zirkulation am Eintritt.

b0ref

Abbildung 3.58: Variation der Leitschaufelhöhe b0

3.4.8.1 Variation der Leitschaufelhöhe b0 bei konstantem ΓLe1

Bei konstanter Zirkulation am Eintritt, also konstantem cu, stellt sich bei größerem b0 ein
kleinerer Strömungswinkel α ein, siehe Formel 3.30. Die aufgebaute Zirkulation im Leitrad
∆ΓLe ist für alle Leitschaufelhöhen gleich, wie in Abb. 3.59 und 3.60 gut zu erkennen ist.
Bei kleinerem Strömungswinkel α muss das Leitrad jedoch flacher gestellt werden und
verursacht größere Verluste, wie man in Abb. 3.59 sehen kann. Die Leitschaufelparameter
für diese Studie sind in Tabelle 3.19 aufgelistet.

3.4.8.2 Variation der Leitschaufelhöhe b0 bei konstantem αLe1

Wird nun der Eintrittswinkel konstant gehalten, siehe Tabelle 3.20, ändern sich sowohl
cm über die Leitschaufelhöhe b0 als auch cu über den voreingestellten Winkel αLe1. Laut
der Traversenstudie in Kapitel 3.3.7 stellt sich bei Variation der Traversenhöhe und gleich
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γ γK αLe1
Dz

D1a

dmax

D1a

L
D1a

L1

L
xd

L
b0

D1a
zLe

19.59◦ 0◦ 30.6◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.077 22
18.89◦ 0◦ 29.2◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.081 22
18.55◦ 0◦ 28.0◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22
17.73◦ 0◦ 26.9◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.090 22
16.90◦ 0◦ 25.8◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.094 22

Tabelle 3.19: Leitschaufelparameter bei Variation der Leitschaufelhöhe b0 bei konstantem ΓLe1
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Abbildung 3.59: Totaldruckverlust und Zirkulation über der relativen Leitschaufelhöhe b0/b0ref

bei konstantem ΓLe1

bleibender Traversengeometrie am Traversenaustritt immer der gleiche Strömungswinkel
α ein.

Diese Studie schließt direkt an die Traversenuntersuchung aus Kapitel 3.3.7 an. Mit größe-
rem b0 verringert sich die Meridiangeschwindigkeit cm. Soll der Winkel am Leitradeintritt
gleich bleiben, sinkt die Umfangsgeschwindigkeit cu und damit die Zirkulation am Eintritt,
somit steigt die im Leitrad aufzubauende Zirkulation ∆ΓLe, welche die größeren Verluste
begründet, s. Abb. 3.61 und 3.62. In der Traverse nehmen die Verluste mit größerem b0
bzw. bT ab, da die in der Traverse aufgebaute Zirkulation abnimmt. Eine Variation der
Leitschaufelhöhe sollte unbedingt im Zusammenspiel mit den Traversen und dem Laufrad
analysiert werden, da für alle drei Elemente gemeinsam eine optimale Lösung gefunden
werden muss.
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Abbildung 3.60: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R bei Variation der relativen Leitschaufelhöhe b0/b0ref bei konstantem ΓLe1
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γ γK αLe1
Dz

D1a

dmax

D1a

L
D1a

L1

L
xd

L
b0

D1a
zLe

19.6◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.077 22
19.1◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.081 22
18.4◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.086 22
17.9◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.090 22
16.9◦ 0◦ 28◦ 1.127 0.027 0.179 0.53 0.3 0.094 22

Tabelle 3.20: Leitschaufelparameter bei Variation der Leitschaufelhöhe b0 bei konstantem αLe1
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Abbildung 3.62: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R bei Variation der relativen Leitschaufelhöhe b0/b0ref bei konstantem αLe1
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3.4.9 Grenzfälle

Wie auch für die Traversen werden für die Leitschaufeln zwei Grenzfälle untersucht.

• Die Leitschaufeln bauen die gesamte Zirkulation auf, die das Laufrad benötigt:
ΓLe1=ΓSp

• Die Leitschaufeln bauen keine Zirkulation auf: ΓLe1=ΓLa1

Für den Testfall ΓLe1=ΓLa1 werden zunächst die klassischen, geknickten Leitschaufeln
verwendet. Für ΓLe1=ΓLa1 müssen die Leitschaufeln keine Zirkulation erzeugen, also den
Strömungswinkel konstant halten. Für geknickte Leiträder, die geometrisch keinen kon-
stanten Winkel über dem Radius ermöglichen, wird der Eintrittswinkel gleich dem Aus-
trittswinkel gesetzt. Dies ist nur möglich, wenn der Knickwinkel γK bei Dz sehr groß
ist. Weil dies große Verluste vermuten lässt, wird eine weitere Leitschaufel eingesetzt,
welche eine Skelettlinie in Form einer logarithmischen Spirale (LLe) besitzt, siehe Abb.
3.63. Diese Leitschaufel lässt auf geringe Verluste für diesen Einzelfall schließen, ist aber
nicht unbedingt für den realen Einsatz geeignet, da die Leitschaufel auch in anderen Be-
triebspunkten verlustarm einsetzbar sein soll und die Winkelverteilung nach Drehung um
Dz nicht mehr logarithmisch bleibt, was sich möglicherweise ungünstig auf die Strömung
auswirkt.

GSp

GLa1

GLa1,LLe

Abbildung 3.63: Grenzfallgeometrien für die Leitschaufeln

Nach Abbildung 3.65 liegen die Verluste für den Grenzfall ΓLe1=ΓSp bei 5.9%, für
ΓLe1=ΓLa1 als LLe bei 5.1% und als geknicktes Leitrad bei 6.7%. Damit verursacht die Leit-
schaufel mit einem ∆ΓLe ≈ 0 mehr Verluste als die Leitschaufel mit ∆ΓLe = (ΓSp−ΓLa1).
Auch das Leitrad mit Skelettlinie als logarithmischer Spirale, das geringe Verluste erwar-
ten ließ, erzeugt einen großen Totaldruckverlust. Wie man in Abbildung 3.64a erkennen
kann, ist die Belastung der Leitschaufel für ΓLe1=ΓSp sehr groß. Die stärkste Belastung
ist bei Dz, der Stelle des großen Knickwinkels zu erkennen. Für ΓLe1=ΓLa1 zeigt sich
in Abb. 3.64b eine sehr geringe Belastung für die geknickte Leitschaufel und eine Über-
schneidung der Druckverteilung anDz. Alle drei Geometrien eignen sich nicht in optimaler
Weise für diese Grenzfallanwendung. Im Einzelfall muss hier eine andere Geometrie für
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die Leitschaufeln verwendet werden, wie z.B. eine gekrümmte Leitschaufel, deren Winkel-
verteilung manuell angepasst werden kann. Wie auch die Ergebnisse der Grenzfallstudie
der Traversen zeigen, ist für die Zirkulationsbeaufschlagung der Elemente großer Opti-
mierungsbedarf vorhanden.
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Abbildung 3.64: Druckverteilung der Leitschaufeln für (a) ΓLe1 = ΓSp und (b) ΓLe1 = ΓLa1
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Abbildung 3.65: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R für die Grenzfallgeometrien bei Leitschaufeln
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3.4.10 Zusammenfassung der Untersuchungen für das Leitrad

Zusammenfassend ergibt sich für die Leitradbeschaufelung, dass die Verluste nicht allein
abhängig von der Zirkulationsänderung in den Leitschaufeln ∆ΓLe sind, sondern von einem
Zusammenspiel von ∆ΓLe und ΓLe2. Für die gewählte Größenordnung von Dz/D liegen
die Verluste bei Erreichen von ΓLa1 im Bereich von 4%, was einen sehr hohen Wert für
das Leitrad darstellt. Für Francis-Turbinen im unteren nQ-Bereich besteht somit großer
Optimierungsbedarf für die Leitvorrichtung.

3.5 Tandemgitter

Als Tandemgitter (TG) wird die Anordnung von Traversen- und Leitradbeschaufelungen
bezeichnet. Die Rechnung des Tandemgitters wird über eine Koppelung von jeweils einem
Traversen- und Leitschaufelblock über ein Non-Matching Interface durchgeführt, siehe
Skoda [47], d.h. es erfolgt an den Blockgrenzen keine Mittelung, sondern die Werte
werden direkt übergeben.

3.5.1 Clocking

Im Tandemgitter hat die Lage der Leitschaufeln gegenüber den Traversen in Umfangsrich-
tung ϕ, das sog. Clocking (CL), siehe Abbildung 3.66, einen nicht zu vernachlässigbaren
Einfluss, die bei der Auswertung der Verluste in Betracht gezogen werden muss. Für das
untersuchte Tandemgitter wird die Konfiguration mit den Parametern aus Tabelle 3.21
gewählt.

Dz

D
γ γK

DTa

D
DTi

DTa
zLe zTr αTr1

1.17 17.87◦ 0◦ 1.63 0.85 22 22 47.65◦

Tabelle 3.21: Tandemgitterparameter bei Variation des Clockingwinkels CL

Abbildung 3.67 zeigt, dass sich die Zirkulation am Ende des Leitrades durch die Positionie-
rung der Leitschaufeln in Umfangsrichtung nur unwesentlich ändert. Der Totaldruckver-
lust hat dagegen im Bereich CL = 0◦ bis CL = 5◦ ein Minimum und ist um 1% geringer.
Das bedeutet, dass das Clocking für die Optimierung einen wesentlichen Parameter zur
Minimierung der Verluste darstellt.

3.5.2 Variation des Spiralenabstandes aSp

Wird der Referenzdurchmesser D1a konstant gehalten, kann die gesamte Anlage in ihrer
Größe variiert werden, indem die Größe der Spirale verändert wird und damit auch der
Traversenring und das Leitrad. Da sich bei Änderung der Spiralengröße auch der Tra-
versenanströmwinkel verändert und dies auch Auswirkungen bis zum Laufrad hat, wird
die Änderung der Maschinengröße nicht in den Parameterstudien der einzelnen Elemente
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Clocking

CL

CL=0°

Abbildung 3.66: Definition des Clockingwinkels, Lage der Leitschaufeln zu den Traversen in
Umfangsrichtung
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Abbildung 3.67: Bezogene Verluste des Tandemgitters und Leitrades sowie Zirkulation des
Leitrades ΓLe2 über dem Clockingwinkel CL
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untersucht, sondern im Tandemgitter, um alle Effekte zu berücksichtigen. Der normierte
Traverseninnendurchmesser DT i/DTa = 0.85 und das Clocking CL = 5◦ werden konstant
gehalten. Ebenso bleibt die Zahl der Traversen gleich der Zahl der Leitschaufeln zTr = zLe.
Diese Untersuchung wird für die Schaufelzahlen zTr = zLe = 22 und zTr = zLe = 16 durch-
geführt.

3.5.2.1 Schaufelzahlen zTr = zLe = 22

Abbildungen 3.68a und b zeigen beispielhaft zwei Anordnungen für die Variation von aSp

ra1

mit je 22 Leitschaufeln und Traversen. Die Traversen wurden als LT ausgeführt. Man
sieht deutlich, dass bei großem aSp/r1a und gleich bleibendem Verhältnis DT i/DTa = 0.85
die Traversen sehr lang werden. Wie in Kapitel 3.3.4.2 gezeigt, erzeugen lange LT keine
weitere Zirkulation mehr, sondern verursachen nur noch Verluste. Bei Vergrößerung der
Anordnung muss hierfür die optimale Länge bestimmt werden.

Die Leitradaustrittszirkulation ΓLe2 ist für alle Anordnung nahezu identisch gleich ΓLa1,
jedoch nehmen die Verluste für größere Spiralenradien aSp

r1a
erheblich ab, siehe Abbildung

3.69. Die Auswahl für aSp

r1a
muss aber in Zusammenhang mit den höheren Baukosten einer

größeren Anlage gebracht werden und somit hierfür ein gemeinsames Optimum gefunden
werden.

aSp

r1a

DTa

D
DTi

D
Dz

DTa
zLe zTr αTr1

2.25 1.48 1.29 1.13 22 22 49.6◦

2.50 1.71 1.43 1.19 22 22 46.7◦

2.75 1.94 1.56 1.25 22 22 44.2◦

3.22 2.39 1.84 1.38 22 22 40.1◦

4.00 3.15 2.29 1.58 22 22 34.8◦

Tabelle 3.22: Tandemgitterparameter bei Variation des bezogenen Spiralenabstandes aSp/r1a

mit den Schaufelzahlen zTr = zLe = 22

(a) (b)

Abbildung 3.68: Tandemgittergeometrie mit zTr = zLe = 22 Schaufeln mit Spiralenabstand (a)
aSp/r1a = 2.25 und (b) aSp/r1a = 3.22
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Abbildung 3.69: Bezogene Verluste des Tandemgitters und des Leitrades sowie Zirkulation des
Leitrades ΓLe2 über dem bezogenen Spiralenabstand aSp/r1a mit zTr = zLe = 22

3.5.2.2 Schaufelzahlen zTr = zLe = 16

Bei geringerer Traversen- und Leitschaufelzahl muss bei einem größeren aSp/r1a begon-
nen werden, da die Leitschaufeln mit kleinerer Schaufelzahl länger werden müssen, um
die Voraussetzung für Schließen zu schaffen. Ein Vergleich der Verluste über aSp/r1a für
die Anordnungen mit 16 und 22 Traversen bzw. Leitschaufeln zeigt, dass die Verluste
bei 16 Schaufeln höher liegen als bei 22, siehe Abb. 3.72. Der Parameterstudie über die
Traversenanzahl in Kapitel 3.3.6 kann man entnehmen, dass zwar die Verluste bei stei-
gender Traversenzahl zunehmen, aber auch der Zirkulationsaufbau steigt. Die Studie über
die Leitschaufelzahl in Kapitel 3.4.7 wurde ausschließlich für konstantes ∆ΓLe durchge-
führt. Unter dieser Voraussetzung steigen auch hier die Verluste mit größerer Schaufelzahl.
Kombiniert man nun aber beide Elemente, muss das Leitrad bei größerer Schaufelzahl eine
geringere Zirkulation aufbauen, als bei niedriger Schaufelzahl. Darauf sind die geringeren
Gesamtverluste für z = 22 im Vergleich zu z = 16 zurück zu führen.

aSp

r1a

DTa

D
DTi

D
Dz

DTa
zLe zTr αTr1

2.6 1.82 1.49 1.22 16 16 45.4◦

2.80 2.01 1.61 1.27 16 16 43.3◦

3.00 2.2 1.72 1.32 16 16 41.6◦

3.62 2.77 2.33 1.60 16 16 37.2◦

Tabelle 3.23: Tandemgitterparameter bei Variation des bezogenen Spiralenabstandes aSp/r1a

mit den Schaufelzahlen zTr = zLe = 16
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Abbildung 3.70: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem
normierten Radius R bei Variation von aSp/r1a im Tandemgitter mit zTr = zLe = 22 Schaufeln
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Abbildung 3.71: Bezogene Verluste des Tandemgitters und des Leitrades sowie Zirkulation des
Leitrades ΓLe2 über dem bezogenen Spiralenabstand aSp/r1a mit zTr = zLe = 16
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3.5.3 Kombination von 8 Traversen und 16 Leitschaufeln

Für die Anordnung mit 8 Traversen und 16 Leitschaufeln wurde ein Traversenblock mit
zwei Leitradblöcken gekoppelt, damit die Teilung an der Koppelungsstelle übereinstimmt.
Gekoppelt wird über das bereits erwähnte Non-Matching Interface, so dass die Werte
direkt übergeben werden und keine Mittelung erfolgt. Die Anordnung mit 16 Traversen
und 16 Leitschaufeln wird nur mit jeweils einem Block gerechnet, vergl. Abbildungen 3.73
und 3.74.

Index Le1 bedeutet, Mittelung im ersten Leitradblock, Le2 bedeutet Mittelung im zweiten
Leitradblock. Man erkennt, dass sich die Strömung auf beide Leitradblöcke gleich verteilt.
Allerdings lenkt die Anordnung mit acht Traversen weniger um, somit muss das Leitrad
eine größere Zirkulation erzeugen, was größere Leitrad- und damit größere Tandemgitter-
verluste mit sich bringt.

(a) (b)

Abbildung 3.73: Tandemgitter mit (a) 8 Traversen und 16 Leitschaufeln sowie (b) 16 Traversen
und 16 Leitschaufeln
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Kapitel 4

Optimierungssystem

4.1 Übersicht
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Im automatischen Optimierungszyklus wird ausgehend von den Hauptturbinendaten Mas-
senstrom Q, Fallhöhe H , Drehzahl n, Durchmesser D1a, Laufradwirkungsgrad ηh und
Totaldruckverlust der Spirale HV Sp/H für das Spiralgehäuse, die Traversen und die Leit-
schaufeln eine Geometrie erzeugt, siehe Abbildung 4.1. Ausgehend von einer Restzirkula-
tion am Austritt des Laufrades ΓLa2 wird auf die geforderte Zirkulation am Eintritt des
Laufrades ΓLa1 zurückgerechnet. Diese Zirkulation muss von den Elementen Spirale, Tra-
versen und Leitschaufeln aufgebracht werden, ΓLa1 = ΓLe2. Die Aufteilung der Zirkulation
innerhalb der Elemente kann entweder aus Erfahrungswerten erfolgen oder aber mit Hil-
fe einer Optimierung hinsichtlich minimaler Verluste bestimmt werden. Abbildung 4.2a
zeigt eine mögliche Aufteilung der Zirkulation zwischen Traverse und Leitrad. Abbildung
4.2b zeigt eine Verschiebung des kompletten Zirkulationsniveaus, was eine Änderung von
ΓLa2 zur Folge hätte. In Abbildung 4.2c wird die Zirkulation in den Elementen Spirale,
Traversen und Leitschaufeln bei gleichem ΓLa2 unterschiedlich aufgeteilt.

Anhand geeigneter Abschätzungen und Optimierungsläufe werden die Zirkulation ΓSp
und der Strömungswinkel αSp am Spiralenaustritt, die Zirkulation ΓTr2 und ΓLe2 am
Traversen- und Leitradaustritt sowie die Totaldruckverluste für Traversenring und Lei-
tapparat ermittelt. Als Zielfunktion soll sich ein minimaler Gesamtverlust sowie die ge-
forderte Laufradeintrittszirkulation ergeben. Zur Ermittelung der Werte aus der Spirale
wird die in Kapitel 3.2 erläuterte analytische Abschätzung angewendet. Die Daten von
Traversen und Leitschaufeln können auf unterschiedliche Weise ermittelt werden. Inner-
halb des Optimierungszyklus können für die Traversen und Leitschaufeln untergeordnete
Optimierungszyklen eingeschaltet werden, für die CFD-Rechnungen durchgeführt werden.
3D-CFD Rechnungen liefern die genauesten Ergebnisse, sind aber im Rahmen der Opti-
mierung zu zeitaufwendig. Laut der Studie in Kapitel 5.2 können 2D-Rechnungen für diese
Anwendungen ausreichend genaue Ergebnisse liefern. Innerhalb des Optimierungszyklus
ist die quantitative Aussage des Ergebnisses nicht so wesentlich wie die qualitative Aussa-
ge, ob das neu ermittelte Design besser bezüglich der Zielfunktion ist oder schlechter. Da
die 2D Rechnungen eine Zeitersparnis von mindestens 90% liefern, werden die Optimie-
rungen mit 2D Rechnungen durchgeführt. Am schnellsten erlangt man ein Ergebnis, wenn
vorher für jedes Element mittels geeigneter Methoden, siehe Kapitel 2.3.4, Stützstellen
und damit Kennfelder berechnet und innerhalb eines Kennfeldes, beispielsweise mittels
einer Response Surface Methode, siehe Kapitel 2.3.3, die Optimierung durchgeführt wird.
Somit sind innerhalb der Optimierung keine CFD-Rechnungen erforderlich, wodurch in
kürzester Zeit ein Ergebnis erzielt werden kann.

4.2 Optimierungsstrategie

Die gesamte Anzahl der Optimierungsparameter für die Elemente Spirale, Traversenring
und Leitrad sind zu groß, um sie in ihrer Gesamtheit in einen Optimierungszyklus mit
einzubinden. Die Parameterstudien in Kapitel 3 geben Aufschluss darüber, welche Para-
meter für den Optimierungsprozess von Bedeutung sind, welche möglicherweise im Vorfeld
festgelegt und welche in Abhängigkeit anderer Parameter definiert werden können. Darauf
aufbauend wird eine Strategie entwickelt, um mit einer geringen Anzahl an Parametern
die Optimierung so zu steuern, dass sich alle anderen Parameter in Abhängigkeit weniger
einzelner Optimierungsparameter ermitteln lassen. Außerdem wird versucht, möglichst
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viele Werte über analytische Abschätzungen zu ermitteln und damit langwierige und teu-
re Rechenzeit zu sparen.

Die für das Laufrad festgelegte Zirkulation ΓLa1 muss von den Elementen Spirale, Traver-
senring und Leitrad aufgebracht werden.

ΓLa1 = ΓSp + ∆ΓTr + ∆ΓLe (4.1)

4.2.1 Spirale

Wie bereits in Kapitel 3.2 gezeigt, liefert die analytische Spiralenabschätzung einen guten
Wert für den Spiralenwinkel αSp und damit die Spiralenzirkulation ΓSp. Nach den Formeln
3.20 und 3.14 ist die Auslegung der Spirale nur noch abhängig von dem Parameter aSp/r1a,
welcher als übergeordneter Optimierungsparameter betrachtet wird.

4.2.2 Aufteilung der Zirkulation im Tandemgitter

Die Grenzfallstudien in den Kapiteln 3.3.8 und 3.4.9 haben gezeigt, dass für die geeigne-
te Wahl der Zirkulationserzeugung ∆Γ pro Element großer Optimierungsbedarf besteht,
um die Verluste zu verringern. Die Aufteilung der Zirkulation im Tandemgitter wird im
Optimierungssystem folgendermaßen gelöst.

Der Anströmwinkel zu den Traversen wird nach 3.20 über die Formel

αTr1 = arctan
(DSP

D
)2

4 · bT
D

· DTa

D

(4.2)

abgeschätzt, der Anströmwinkel zum Laufrad ergibt sich aus der Beziehung

αLa1 = arctan
b0 · ϕR
bT · ΓLa1

(4.3)

abhängig von der geforderten Laufradeintrittszirkulation ΓLa1, welche sich aus Gleichung
3.9 errechnet.

Die im Tandemgitter (TG), also in den Elementen Traversenring und Leitrad, erforderliche
Änderung des Strömungswinkels ∆αTG berechnet sich aus der Differenz des Spiralenwin-
kels αSp = αTr1 und des Laufradeintrittswinkels αLa1 :

∆αTG = αTr1 − αLa1 . (4.4)

Die Erzeugung der Zirkulation ∆ΓTG im Tandemgitter wird zwischen den Elementen
Traversenring und Leitrad aufgeteilt:
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∆ΓTG = ∆ΓTr + ∆ΓLe . (4.5)

Der für die Optimierung eingeführte Parameter κTG steuert die Zirkulationsaufteilung im
Tandemgitter. Die von der Traverse zu erzeugende Zirkulation wird dann definiert zu:

∆ΓTr = κTG · ∆ΓTG . (4.6)

Das Leitrad hat somit die Zirkulation

∆ΓLe = (1 − κTG) · ∆ΓTG (4.7)

aufzubringen.

Der direkte Zusammenhang zwischen Strömungswinkel und Zirkulation im radialen Be-
reich ist gegeben aus:

α = arctan
cm
cu

. (4.8)

Mit

cm =
Q

A
=

Q

2πrb
(4.9)

und

Γ = RCu =
rcu
r2
1aω

(4.10)

ergibt sich:

α = arctan
Q

2πbrcu
= arctan

Q

2πbΓr2
1aω

(4.11)

und mit b = bT

α = arctan
ϕr

Γ · bT
b0

. (4.12)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 4.3 dargestellt.

Über die Parameter κTG und aSp/r1a wird die Optimierung zur Generierung einer op-
timalen Leitvorrichtung übergeordnet gesteuert. Der Verlauf der Zirkulationserzeugung
über dem Spiralenabstand aSp/r1a mit κTG als Steuerungsparameter ist in Abbildung 4.4
dargestellt. Der zu optimierende Bereich liegt bei 2.25 ≤

aSp

r1a
≤ 4. Kleinere Werte für den

Spiralenabstand erzeugen große Verluste und erschweren die Konstruktion von Traverse
und Leitrad wegen des zu geringen Bauraums. Größere Werte lassen zwar geringere Ver-
luste vermuten, sind aber auf Grund der höheren Baukosten für die Praxis uninteressant.
Die Baukosten steigen nach einer groben Abschätzung proportional mit D2.2.
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4.2.3 Größenaufteilung der Elemente im Tandemgitter

Wie vor allem die Variation der Traversenlänge in Kapitel 3.3.4 zeigt, stellt die Größen-
aufteilung von Traversen und Leitschaufeln im Bereich zwischen festgelegtem Traverse-
naußendurchmesser DTa und Laufraddurchmesser D einen weiteren wichtigen Parameter
dar. Mit εTG werden der Traverseninnendurchmesser DT i und der Teilkreisdurchmesser
Dz festgelegt. Damit steuert εTG das Verhältnis von DT i/DTa. Somit gilt:

∆DTG = DTa −D , (4.13)

und
DT i = DTa − εTG · ∆DTG . (4.14)

4.2.4 Geometrieerzeugung im Tandemgitter

Sind nun die Hauptparameter der Elemente definiert, muss noch die Winkelverteilung der
Elemente generiert werden, um die geforderte Zirkulation ∆Γ aufzubauen. Die Winkel der
Elemente werden über αSp = αTr1 und αLa1 festgelegt. Für die Traversen ergeben sich
abhängig von der Traversenkonstruktion αSTr = αTr2 für die LT und GT:

αLTSTr = αTr2 = arctan
Q

2πb0ΓTr2 · r2
1aω

, (4.15)

αGTSTr = arccos (
DT i

DTa
· sin (αTr2 + δ)) . (4.16)

Der Drehpunkt Dz für das Leitrad ergibt sich mit ξLe = 0.45 und

∆DLe = DT i −D (4.17)

zu
Dz = D + ξLe · ∆DLe . (4.18)

ξLe wird kleiner als 0.5 gewählt, da die äußere Länge der Leitschaufeln länger ist als die
innere, siehe Leitradkonstruktion in Kapitel 3.4.1. Über Dz und zLe werden die Längen
L1, L und L2 = (L− L1) des Leitrades bestimmt, siehe hierzu ebenso Kapitel 3.4.1.

Der Leitradeintrittswinkel wird über den Traversenabströmwinkel αTr2 aus Formel 4.15
eingestellt.

αLe1 = αTr2 (4.19)

Der Leitradaustrittswinkel entspricht dem Laufradeintrittswinkel

αLe2 = αLa1. (4.20)

Für die Schaufelwinkelberechnungen werden Incidence- und Deviationswinkel mit einbe-
zogen, die aus den Parameterstudien extrahiert werden.
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Abbildung 4.5: Konstruktion der Leitschaufeln

Daraus lassen sich die Winkel der Schenkel des Leitrades berechnen, siehe auch Abbildung
4.5. Der Winkel γL1 des äußeren Schenkels L1 an Dz berechnet sich aus der geometrischen
Beziehung

γL1 = arccos (
DLe1

Dz

· sinαLe1) (4.21)

mit dem Durchmesser an der Eintrittskante DLe1

DLe1 = 2 · (L1 · sinαLe1 +

√

(
Dz

2
)2 − (L1 · sinαLe1)2) . (4.22)

Für den Leitradaustritt ergeben sich

γL2 = arccos(
DLe2

Dz
· sinαLe2) (4.23)

mit dem Durchmesser an der Austrittskante DLe2

DLe2 = 2 · (−L2 · sinαLe2 +

√

(
Dz

2
)2 − (L2 · sinαLe2)2) . (4.24)

Da die Leitschaufeln über den Knickwinkel γK definiert werden, wird dieser berechnet aus
γK = (γL1 − γL2). Der Winkel γ des Leitrades tangential an Dz entspricht γL1.

4.2.5 Nachjustierung der Leitschaufeln

Nach Berechnung des Tandemgitters wird überprüft, ob ΓLe2 dem geforderten ΓLe2Soll =
ΓLa1 entspricht. Ist ∆ΓLe2 = |(ΓLe2 − ΓLa1)| > ε, so muss der Leitschaufelwinkel ange-
passt werden. Der Leitradaustrittswinkel αLe2 aus Formel 4.20 wird über die Kalibrierung
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αLe2Neu = αLe2 + δ ·∆ΓLe2, mit δ = 8.0 als Anfangsschätzung, eingestellt. Daraus ergeben
sich Leitschaufeln mit anderem Knickwinkel. Diese Geometrie wird erneut berechnet und
die Austrittszirkulation ausgewertet. Bei dieser Abschätzung stellt sich innerhalb weniger
Iterationen die geforderte Zirkulation ein. Ist dies nicht der Fall, wird der Wert δ auto-
matisch variiert. Stellt sich ∆ΓLe2 = |(ΓLe2 − ΓLa1)| < ε nach einer definierten Anzahl an
Iterationen nicht ein, so gibt das Programm einen Fehlerwert an den Optimierungsalgo-
rithmus zurück.

4.2.6 Zusammenfassende Beschreibung des Optimierungssystems

Somit lässt sich die Optimierung für die drei Elemente steuern über die drei Parameter
aSp/r1a, κTG und εTG. Die Studie 3.5.1 hat gezeigt, dass die Lage der Leitschaufeln zu den
Traversen in Umfangsrichtung, das Clocking, einen weiteren Einfluss auf den Verlust hat.
Aus diesem Grund wird dieser Parameter als freier Optimierungsparameter dem Optimie-
rungssystem hinzugefügt. Zu Beginn der Optimierung wird die Traversenform gewählt.
Innerhalb der Optimierung wird nicht zwischen den Traversenformen gewechselt. Wahl-
weise kann noch die Anzahl der Traversen zTr und Leitschaufeln zLe, sowie die Traversen-
und Leitschaufelhöhe bT/0 in die Optimierung einbezogen werden. Alle anderen Parameter
ergeben sich aus den oben genannten Bedingungen. Die Dicke der Elemente wird zunächst
vor Beginn der Optimierung aus Festigkeitsabschätzungen definiert. Die Dickenverteilung
bleibt für LT die in Kapitel 3.3.1 beschriebene und für die Leitschaufeln gilt die Dicken-
verteilung nach Kapitel 3.4.1 mit xd/L = 0.3. Das Optimierungssystem ist so aufgebaut,
dass diese Parameter wahlweise in die Optimierung einbezogen werden können. Ebenso ist
eine Koppelung mit einer Festigkeitsabschätzung für die Leitschaufeldicke möglich, aber
noch nicht implementiert. Nach erfolgreicher Optimierung ist die Übergabe der Geometrie
an ein CAD-System über eine CAD-Schnittstelle möglich.
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Kapitel 5

Validierung

5.1 Validierung der Response Surface Methode (RSM)

5.1.1 Testfall Diffusor

Diffusoren werden meistens eingesetzt, um dynamischen Druck durch Verzögerung der
Strömung in statischen Druck zu wandeln. Das Problem beim Entwerfen eines Diffusors
mit maximaler Druckrückgewinnung bei minimalen Verlusten ist ein beliebtes Optimie-
rungsproblem für CFD Anwendungen wegen der relativ schnellen und robusten Konver-
genz sowie der Einfachheit der Auswertung und Analyse der Ergebnisse. Bei Pagendarm

[31], Gersten [12] und Nikuradse [30] finden sich ausführliche Abhandlungen über die
Anwendung und den Vergleich verschiedener Diffusoren sowie experimentelle Versuchser-
gebnisse zur Validierung der Ergebnisse. Madsen [26] zeigt die Optimierung eines ebenen
2D-Diffusors mittels Response Surface Methoden.

u1

L

2B1
2B2x

y

Abbildung 5.1: Ebener 2D-Diffusor

Als Zielfunktion für die Optimierung eines symmetrischen 2D-Diffusors dient der dimen-
sionslose Gütegrad:

η =
∆p

1
2
ρu2

1

1

(1 − AR2)
. (5.1)
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∆p ist die statische Druckdifferenz zwischen zwei Kanalschnitten vor und hinter dem
Diffusor. u1 ist die Eintrittsgeschwindigkeit in den Diffusor. Der statische Druck am Ein-
und Austritt wird gemittelt. Die Druckverteilung in den Schnitten ist nahezu uniform
wegen der gut ausgebildeten Strömung an den ausgewählten Schnitten. Die Geometrie des
ebenen 2D-Diffusors ist definiert über das Flächenverhältnis von Diffusorein- und -austritt
AR sowie die relative Diffusorlänge L/B1, wobei L die axiale Länge des Diffusors ist und
B1 die halbe Eintrittsbreite. In diesem Falle ist L/B1 = 3.0 und das Flächenverhältnis
AR = 0.5. Die horizontale Länge des Zulaufs und des Ablaufs beträgt jeweils 3B1, siehe
Abbildung 5.1.

Die Form der Diffusorwand soll optimiert werden. Diesbezüglich werden zwei unterschied-
liche Parametrisierungen angewendet:

• zwei Design Variablen, bei dem ein Polynom die Form der Diffusorwand beschreibt

• fünf Design Variablen unter Verwendung der B-Spline Theorie für die Wandform

Die Strömung sei inkompressibel und vollturbulent bei einer Reynoldszahl Re = 105 refe-
renziert auf die halbe Eintrittsbreite B1. Die Rechnungen werden mit dem am Lehrstuhl
entwickelten 2D Navier-Stokes Code (NS2D) von Skoda [47] ausgeführt.

5.1.1.1 Diffusor mit 2 Design Variablen

Bei diesem Testfall beschreibt folgendes Polynom vierter Ordnung die Diffusorwand.

y(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 . (5.2)

Die vier Stützstellen (x0, x1, x2, x3) beschreiben das Polynom. Als Design Variablen dienen
die vertikale Position von y1 und y2. Die x-Werte sind gleichverteilt, d.h. x1 = 1 und x2 = 2.
Anfangs- und Endpunkt (x0, y0 und x3,y3) sind festgelegt. Am Diffusoreintritt herrscht
die Randbedingung dy/dx = 0.0 bei x0 = 0.

0 1 2 3

x 0 1 2 3
y 0 var var 1

Daraus ergeben sich die Koeffizienten mit a0 = 0, a1 = 0:

a2 = 3y1 − 0.75y2 +
1

9
, (5.3)

a3 = −2.5y1 + y2 −
1

6
, (5.4)

a4 = 0.5y1 − 0.25y2 −
1

18
. (5.5)
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Die Kurve verläuft durch die Stützpunkte. Für die Design Variablen gilt folgende Bedin-
gung:

0.0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ 1.0 . (5.6)

Für diesen Testfall wird eine quadratische Response Surface Methode verwendet, die aus
((n+ 1) · (n+ 2))/2 Termen besteht. Für diesen zweidimensionalen Fall n = 2 besteht die
Approximation also aus sechs Termen.

ŷ = β0 +
k∑

i=1

βiyi +
k∑

i=1

k∑

j=i

βijyiyj , (5.7)

ŷ = β0 + β1y1 + β2y2 + β3y
2
1 + β4y1y2 + β5y

2
2 . (5.8)

Die sechs Koeffizienten werden über 10 Stützstellen (y1, y2), d.h. 10 Variationen der beiden
Design Variablen ermittelt. Tabelle 5.1 listet die Daten der 10 Stützstellen mit dem über
NS2D ermittelten Ergebnis η auf. Abbildung 5.2 zeigt den Verlauf der 10 Diffusorkonturen,
die als Stützstellen verwendet werden.

Abbildung 5.2: Verlauf der 10 Diffusorkonturen mit jeweils 2 Design Variablen, die als Stütz-
stellen der RSA verwendet werden

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10
y1 0.02 0.03 0.15 0.27 0.25 0.10 0.12 0.46 0.34 0.48
y2 0.10 0.22 0.18 0.34 0.52 0.54 0.58 0.72 0.82 0.94

η [%] 80.08 85.50 87.33 91.78 92.52 88.69 88.91 91.15 90.11 88.39

Tabelle 5.1: 10 Stützstellen der Diffusorkontur mit 2 Design Variablen (y1, y2) und Gütegrad η

Die Koeffizienten der Approximationsfunktion erhält man mit:

b = (XTX)−1XTy = {77.6117, 36.7136, 33.9089,−86.7194, 38.8366,−41.8}T . (5.9)

In Abb 5.3 ist die Approximationsfunktion als Fläche mit ihren Stützpunkten graphisch
dargestellt.

Die originären η-Werte werden mit dem NS2D-Code berechnet. Mit diesen Stützstellen
wird eine Response Surface approximiert. Um die Approximation zu überprüfen, werden



126 KAPITEL 5. VALIDIERUNG

an den gleichen Stellen die Werte für η aus der Approximation ermittelt. Der tatsächliche
Verlauf wird durch die Approximationsfunktion relativ gut wiedergegeben. Um genauere
Aussagen über die Qualität der Approximation machen zu können, werden die in Kap.
2.3.3 vorgestellten Beurteilungskriterien überprüft. In Tabelle 5.2 werden die originären
ηNS2D-Werte der 10 Stützstellen im Vergleich mit den aus der RSA ermittelten ηRSA-
Werten an den gleichen Stellen dargestellt.

ηNS2D [%] 81.36 84.33 86.87 91.45 92.74 88.63 89.07 91.74 90.56 87.69
ηRSA [%] 80.08 85.50 87.33 91.78 92.52 88.69 88.91 91.15 90.11 88.39

Tabelle 5.2: Vergleich der approximierten ηRSA-Werte mit den originären ηNS2D-Werten an den
Stützstellen

Die Kriterien zur Beurteilung der RSM ergeben sich zu:

• SSe = 4.5e−4, die Summe der Fehlerquadrate,

• SSy = 0.012, die Abweichung der Stützwerte von deren Mittelwert,

• SSr = 0.011, die Abweichung der approximierten Werte vom Mittelwert der Stütz-
punkte,

• σ̂2 = 1.1e−4, die Abschätzung für die Standardabweichung,

• R2 = 0.96, das Bestimmtheitsmaß und

• R2
a = 0.92, das adjustierte Bestimmtheitsmaß.

Die Approximationsfunktion kann nun sehr leicht und vor allem schnell mit einem Op-
timierungsalgorithmus optimiert werden, um das Design mit dem besten Gütegrad zu
ermitteln. In diesem Fall wird der sequentiell deterministische Algorithmus nach Hooke
& Jeeves, siehe Kapitel 2.3.1.1.3 angewendet. Im Falle von zwei Variablen kann die RSA
sehr gut als Fläche dargestellt werden, siehe Abbildung 5.3, mit den Stützstellen und dem
mit Hooke & Jeeves erreichten Optimum. Ein Konturplot der Fläche mit Stützstellen und
Optimum zeigt Abbildung 5.4.

Mit einem Startvektor (0.2, 0.4) und einem Wert η = 91.46 erreicht der Hooke & Jeeves
nach 56 Iterationen ein Ergebnis (0.3375, 0.5625) mit einen η-Wert von 93.336%, siehe
Abbildung 5.5. Die Nachrechnung der ermittelten Geometrie mit dem NS2D ergibt ein
η-Wert von 92.68%, was eine recht gute Übereinstimmung darstellt.

5.1.1.2 Diffusor mit 5 Design Variablen

Für die Parametrisierung mit fünf Variablen wird die B-Spline Methode zur Generierung
der Diffusorkontur verwendet. Die Parameter sind in axialer Richtung äquidistant verteilt.
Der Anfangs- und Endpunkt sind feste Describer und werden nicht variiert. Damit ergeben
sich 7 Describer zur Beschreibung der B-Spline-Kurve. Die quadratische RSA benötigt



5.1. VALIDIERUNG DER RESPONSE SURFACE METHODE (RSM) 127

RSA
Stützstellen

Optimum

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
x1 0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

0.6
0.7

0.8
0.9

1

x2

72
74
76
78
80
82
84
86
88
90
92
94

η

Abbildung 5.3: Approximation des Gütegrades η mittels einer RSA mit Stützstellen und Opti-
mum in Abhängigkeit von 2 Design Variablen
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h=92.68%

h=88.39%

h=80.08%

Abbildung 5.5: Randwerte der Approximation und über Hooke & Jeeves auf RSA mit zwei
Variablen ermitteltes Optimum mit Gütegrad η=92.68%

für den Fall mit fünf Variablen ((n + 1)(n + 2))/2 = 21 Stützstellen zur Ermittlung der
Koeffizienten.

Die Approximationsfunktion ergibt sich zu:

ŷ = β0

+ β1y1 + β2y2 + β3y3 + β4y4 + β5y5

+ β6y
2
1 + β7y1y2 + β8y1y3 + β9y1y4 + +β10y1y5

+ β11y
2
2 + β12y2y3 + β13y2y4 + β14y2y5

+ β15y
2
3 + β16y3y4 + β17y3y5

+ β18y
2
4 + β19y4y5 + β20y

2
5 .

Zur Erstellung einer genaueren RSA werden 28 Stützstellen verwendet. Für Approxima-
tionen mit mehr als zwei Variablen lässt sich die Approximationsfunktion nicht mehr
übersichtlich graphisch darstellen, weshalb darauf verzichtet wird.

Zur Beurteilung der RSM werden folgende Kriterien verwendet:

• SSe = 3.9e−4, die Summe der Fehlerquadrate,

• SSy = 0.011, die Abweichung der Stützwerte von deren Mittelwert,

• SSr = 0.010, die Abweichung der approximierten Werte vom Mittelwert der Stütz-
punkte,

• σ̂2 = 6.5e−5, die Abschätzung für die Standardabweichung,

• R2 = 0.96, das Bestimmtheitsmaß und

• R2
a = 0.84, das adjustierte Bestimmtheitsmaß.

Der Hooke & Jeeves Optimierungsalgorithmus ermittelt nach 668 Iterationsschritten ein
Ergebnis von ηRSA = 93.09%. Die Nachrechnung der auf der RSA ermittelten Geometrie
mit NS2D ergibt einen Wert von ηNS2D = 92.88%. Zusammenfassend lässt sich sagen,
dass sich die RSM mit quadratischem Ansatz sehr gut auf die Anwendung dieses Opti-
mierungsproblems anwenden lässt und ausreichend genaue Ergebnisse in sehr kurzer Zeit
liefert.
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Abbildung 5.6: Mit Hooke & Jeeves auf der RSA mit fünf Design Variablen ermitteltes Optimum
der Diffusorgeometrie

5.2 Validierung der 2D Rechnungen

Um die Optimierung zeitsparender durchführen zu können, werden die Strömungsrech-
nungen im 2-dimensionalen durchgeführt. Da sich die Traversen- und Leitschaufelgeome-
trien im unteren nq-Bereich im rein radialen Bereich der Strömungsmaschine befinden und
sich die 2D-Schnitte senkrecht zur Maschinenachse nicht unterscheiden, scheint eine 2D-
Rechnungen auf einem Mittelschnitt sinnvoll. In den Abbildungen 5.7 und 5.8 werden die
Ergebnisse einer 2D-Rechnung mit denen einer 3-dimensionalen Rechnung verglichen. Die
Umfangsgeschwindigkeit cu und der statische Druck sind nahezu identisch, während die
Meridiangeschwindigkeit geringe Abweichungen aufweist. Da sich der Totaldruck aus sta-
tischem Druck und ρ/2 · c2 zusammensetzt, unterscheidet sich somit auch der Totaldruck
nur wenig. Die Totaldruckverluste liegen bei 2D-Rechnungen reibungsbedingt etwas nied-
riger als bei 3D-Rechnungen. Allerdings liegen die Unterschiede der beiden Rechnungen
im Bereich des Akzeptablen, so dass eine 2D-Rechnung für die Optimierung verwendet
werden kann. Für die Optimierung ist es besonders wichtig, dass die Rechnung die Ten-
denz besser oder schlechter bzgl. der Zielfunktion wieder gibt, und dies ist mit einer
2D-Rechnung eindeutig gegeben. Die quantitative Aussage kann über eine Nachrechnung
des Optimierungsergebnisses mit einer 3D-Rechnungen erhalten werden. Die Zeitersparnis
bei 2D-Rechnungen im Vergleich zu 3D-Rechnungen liegt bei über 90%.

5.3 Validierung des Optimierungssystems

Das in Kapitel 4 vorgestellte Optimierungssystem wird dahingehend validiert, ob sich die
über den Parameter κTG voreingestellte Aufteilung der Zirkulation zwischen Traverse und
Leitrad einstellt und ob die geforderte Austrittszirkulation nach dem Leitrad ΓLe2 = ΓLa1
erreicht wird. Es werden ausschließlich 2D-Rechnungen durchgeführt.

Bei diesen Rechnungen werden beide Traversentypen untersucht. Fest eingestellt sind
aSp/r1a = 2.25, εTG = 0.3 und das Clocking CL = 10◦.

Der Parameter κTG wird variiert und die Ergebnisse dahingehend ausgewertet. Abbildung
5.10 zeigt sowohl die Verluste und die Zirkulation am Ende der jeweiligen Elemente als
auch die im Element erzeugte Zirkulation über dem voreingestellten Parameter κTG für
die Traversen und Leitschaufeln sowie das Tandemgitter.
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Abbildung 5.7: Vergleich der 2D- mit der 3D Navier-Stokes Rechnung (a) Umfangsgeschwindig-
keit cu, (b) Meridiangeschwindigkeit cm, (c) bez. statischer Druck PSt, (d) bez. Totaldruck PT
über dem normierten Radius r/r1a
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Abbildung 5.11 zeigt die sich tatsächlich eingestellte Zirkulationsverteilung κ über der
voreingestellten Verteilung κTG. Man erkennt, dass sich nicht genau die eingestellte Zir-
kulationsverteilung ergibt, jedoch kann mit dieser geringen Ungenauigkeit die Optimie-
rung trotzdem durchgeführt werden. Die geforderte Laufradeintrittszirkulation stellt sich
in jeder Konfiguration ein, s. Abb. 5.10c. Vergleicht man die Ergebnisse bezüglich ihrer
Verluste für die Anordnungen mit LT und GT miteinander, so lässt sich feststellen, dass
die Verluste mit GT geringer ausfallen. Für beide Konfigurationen lässt sich das Optimum
im Bereich 0.1 ≤ κTG ≤ 0.4 erwarten.



132 KAPITEL 5. VALIDIERUNG

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

60

0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

S
tr

öm
un

gs
w

in
ke

l α
[°

]

r/r1a[−]

2D
3D

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

be
zo

ge
ne

 Z
irk

ul
at

io
n 

Γ

r/r1a[−]

2D
3D

−1

0

1

2

3

4

5

6

0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

 b
ez

og
en

e 
V

er
lu

st
e 

H
V
/H

 [%
]

r/r1a[−]

2D
3D

Abbildung 5.8: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem nor-
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Abbildung 5.9: Verlauf von Strömungswinkel, Zirkulation und Totaldruckverlust über dem nor-
mierten Radius R bei Validierung von κTG für die TG-Anordnungen mit LT und GT
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Abbildung 5.10: Verlustanalyse bei Validierung von κTG für die TG-Anordnungen mit LT und
GT (a) Traversen, (b) Leitschaufeln und (c) Tangemgitter
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Kapitel 6

Automatische Optimierung der

Leitvorrichtung

6.1 Optimierung einzelner Elemente mittels RSM

Zunächst werden die Elemente Traversen und Leitschaufeln unabhängig voneinander über
eine quadratische Response Surface Approximation und einem sequentiell deterministi-
schen Optimierungsalgorithmus optimiert. Die Stützstellen für die RSA werden über ein
Full Factorial Design ermittelt.

6.1.1 Optimierung der Traversen

Für die Traversen werden die Parameter Spiralenabstand aSp/r1a, der Faktor zur Grö-
ßenaufteilung im Tandemgitter εTG, die Traversenhöhe bT und die Schaufelzahl zTr zur
Optimierung verwendet. Der Spiralenabstand aSp/r1a steuert den Traversenaußendurch-
messer DTa/D über die Gleichung 3.21, εTG steuert die Traversenlänge DT i/DTa über
die Gleichung 4.14. Der Traversenwinkel ist abhängig von aSp/r1a und εTG, siehe Kapitel
4. Der Parameter εTG muss bei großem aSp/r1a kleiner gewählt werden als bei kleinem
aSp/r1a, da sonst die Traversen zu lang werden. Gerade Traversen können dann eventuell
konstruktiv nicht mehr ausgeführt werden, und logarithmische Traversen werden uneffek-
tiv lang, wie die Parameterstudien in Kapitel 3.3 gezeigt haben. Als Traversenform wird
eine gerade Traverse gewählt.

Eine RSA mit quadratischem Ansatz und 4 Variablen benötigt zur Ermittlung der 15
Koeffizienten mindestens 15 unterschiedliche Designs. Bei der Auswahl der Stützstellen
über ein 34 Full Factorial Design, ergeben 17 der 81 Variationen aus konstruktiven oder
strömungstechnischen Gründen kein Ergebnis. Die verbleibenden 64 Designs dienen als
Stützstellen für die RSA. Die Rechnungen wurden mit dem 2D-Navier-Stokes Code NS2D
von Skoda [47] durchgeführt. Die RSM erhält nur Informationen über die Verluste.

Die unteren und oberen Grenzen der Parameter, sowie die aus der Optimierung stammen-
den Ergebnisse sind nachfolgender Tabelle zu entnehmen.
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LB UB Startwert Optimum Optimum
NS2D RSA NS2D

aSp/r1a 2.25 4 3.4 4
εTG 0.15 0.45 0.15 0.09
bT/D 0.07 0.1 0.07 0.085
zTr 8 28 18 20
HV Tr/H [%] 0.6635 0.09 0.21

Tabelle 6.1: Optimierungsvariablen mit unteren (LB) und oberen (UB) Grenzen sowie Startwert
und Endwert der Optimierung für die Traversen

In Abbildung 6.1a und b sieht man εTG über aSp/r1a und die Traversenzahl zTr über
der Traversenhöhe bT/D. Abbildung 6.1c zeigt die Zirkulation am Traversenaustritt ΓTr2
über dem Parameter aSp/r1a. Es ist gut zu erkennen, dass die Zirkulation tendenziell mit
größerem aSp/r1a, und damit größerem DTa, ansteigt, innerhalb eines konstanten aSp/r1a
aber noch in einer Bandbreite von ∆Γ ≈ 0.35 variieren kann. Die Verluste sinken tenden-
ziell mit größerem aSp/r1a, siehe Abb. 6.1d; aber auch hier ist innerhalb eines konstanten
aSp/r1a eine Bandbreite gegeben. Die größten Verluste ergeben sich bei kleinstem aSp/r1a,
und die größte Umlenkung wird bei größtem aSp/r1a erzielt. Abbildung 6.1e zeigt die Ver-
luste aufgetragen über der Traversenaustrittszirkulation. Hier ist die sog. Pareto Front
erkennbar, d.h. der Bereich, bei dem eine Verringerung der Verluste eine Verminderung
der Traversenaustrittszirkulation zur Folge hat. Beide Teilzielfunktionen, minimale Ver-
luste bei maximaler Umlenkung, laufen gegenläufig zueinander.

Die Kriterien zur Beurteilung der RSM ergeben sich in folgender Weise:

• SSe = 4.9e−4, die Summe der Fehlerquadrate,

• SSy = 0.543, die Abweichung der Stützwerte von deren Mittelwert,

• SSr = 0.538, die Abweichung der approximierten Werte vom Mittelwert der Stütz-
punkte,

• σ̂2 = 1.2e−3, die Abschätzung für die Standardabweichung,

• R2 = 0.99, das Bestimmtheitsmaß und

• R2
a = 0.96, das adjustierte Bestimmtheitsmaß.

Eine anschließende Optimierung auf Basis einer RSA mit dem sequentiell deterministi-
schen Optimierungsalgorithmus Hooke & Jeeves bringt ein Ergebnis für die Zielfunktion
von HV Tr/H = 0.09% bei einem aSp/r1a = 4. Die Nachrechnung des Endergebnisses mit
NS2D ergibt einen Totaldruckverlust von HV Tr/H = 0.2095%.

6.1.2 Optimierung der Leitschaufeln

Für das Leitrad werden der Teilkreisdurchmesser Dz/D, der Leitradanströmwinkel αLe1,
die Leitradhöhe b0/D und die Schaufelzahl zLe als Parameter eingesetzt. Auch hier kommt
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Abbildung 6.1: Darstellung und Auswertung der Stützstellen für die RSA über ein Full Factorial
Design of Experiments für die Traversen
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wieder eine RSA mit quadratischem Ansatz zur Anwendung, für deren Bestimmung min-
destens 15 Stützstellen erforderlich sind. Es wird ein 34 Full Factorial Design of Expe-
riments durchgeführt, wobei nur 42 der 81 Designs konstruktiv und strömungstechnisch
möglich sind. Diese 42 Designs dienen als Stützstellen der RSA. Folgende Tabelle zeigt
die oberen und unteren Grenzen der Parameter, sowie die ermittelten Ergebnisse.

In Abbildung 6.2a und b sind die ausgewählten Werte übereinander aufgetragen.

Die Kriterien zur Beurteilung der RSM ergeben sich zu den in Tabelle 6.3 aufgeführten
Werten.

Die Ergebnisse der Optimierung auf Basis einer RSA mit Hooke & Jeeves und minima-
len Verlusten im Leitrad als Zielfunktion ergeben sich zu den in Tab. 6.2 aufgelisteten
Werten. Die RSA ergibt schließlich einen minimalen Wert für die Verluste im Leitrad
von HV Le/H = 0.422%, während die NS2D-Nachrechnung einen deutlich höheren Wert
HV Le/H = 0.69% ergibt. Die Optimierung erreicht ihr Ergebnis sowohl für die Traver-
se als auch für das Leitrad bei maximaler bzw. fast maximaler Baugröße. Da mit der
Baugröße auch die Kosten einer Anlage steigen, sollte hierfür auch eine Kostenanalyse
miteinbezogen werden.
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Abbildung 6.2: Darstellung und Auswertung der Stützstellen für die RSA über ein Full Factorial
Design of Experiments für die Leitschaufeln

LB UB Startwert Optimum
NS2D RSA NS2D

Dz/D 1.1 2.21 1.7 2.038
αLe1 20 45 33 28.75
b0/D 0.06 0.11 0.085 0.06
zLe 12 28 20 20
HV Le/H [%] 1.27 0.422 0.69

Tabelle 6.2: Optimierungsvariablen mit unteren (LB) und oberen (UB) Grenzen sowie Startwert
und Endwert der Optimierung für die Leitschaufeln
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SSe SSy SSr σ̂2 R2 R2
a

RSAV erluste 3.03 134.14 131.10 1.2e−1 0.98 0.96

Tabelle 6.3: Kriterien zur Beurteilung der RSA bei der Optimierung der Leitschaufeln

6.2 Optimierung des Tandemgitters mit konstantem
aSp

Anhand der Ergebnisse aus Kapitel 5.3 sieht man, dass die Verluste bei konstantem Spi-
ralenabstand zwischen 0 < κTG < 1 großen Schwankungen unterliegen. Für die geeignete
Wahl der Zirkulationsaufteilung zwischen Traversen und Leitschaufeln wird ein Optimie-
rungsalgorithmus verwendet. Die Länge der Traverse spielt nach den Studien aus 3.3.4 für
die Verluste eine ebenso wesentliche Rolle, wie auch die Lage der Leitschaufeln zu den Tra-
versen in Umfangsrichtung. Aus diesem Grund wird eine Optimierung durchgeführt, bei
der die äußere Abmessung aSp/r1a konstant bleibt. Innerhalb des Traversenaußendurch-
messers DTa und des Laufraddurchmessers D kann über εTG die Lage der Leitschaufeln
und die Länge der Traversen, über κTG die Aufteilung der Zirkulation und über CL das
Clocking variiert werden.

Wie bereits im Kapitel 4 erwähnt gilt für alle Anordnungen im Tandemgitter die Bedin-
gung | ΓLe2 − ΓLa1 |< ε mit ε = 0.005. Diese Bedingung wird in einer internen Schleife
erfüllt, indem die Geometrie der Anordnung generiert, berechnet und ausgewertet wird.
Bei | ΓLe2 − ΓLe2Soll |> ε wird der Leitradaustrittswinkel über eine Änderung des Leit-
schaufelknickwinkels eingestellt.

6.2.1 Spiralenabstand aSp/r1a = 2.25 bei einer LT

Zur Optimierung des Tandemgitters mit LT bei konstantem Spiralenabstand aSp/r1a =
2.25 werden eine Optimierung mittels einer RSM und eine 2D-CFD Optimierung durch-
geführt. Als Optimierungsvariablen werden κTG, εTG und das Clocking eingesetzt. Eine
quadratische RSM mit drei Variablen benötigt zur Berechnung der 9 Koeffizienten mindes-
tens 9 Stützstellen. Die Wahl eines Full Factorial DOE ergab, dass sich für die gewählten
oberen und unteren Grenzen der Parameter ungeeignete Anordnungen als Stützstellen für
eine repräsentative RSA ergeben. Deswegen wird ein DOE verwendet, welches die Stütz-
stellen über eine Zufallsverteilung im Suchraum auswählt. Abbildungen 6.3a und b zeigen
die Parameter der 32 mit NS2D berechneten und für die RSA verwendeten Stützstellen.
Man erkennt, dass der Suchraum durch die Stützstellen gut abgedeckt ist. Die Kriterien
zur Beurteilung der RSA sind Tab. 6.4 zu entnehmen.

SSe SSy SSr σ̂2 R2 R2
a

RSAV erluste 1.11 113.3 112.2 5.1e−2 0.99 0.98

Tabelle 6.4: Kriterien zur Beurteilung der RSA bei einem Tandemgitter mit logarithmischen
Traversen und konstantem Spiralenabstand aSp/r1a
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LB UB Startwert Optimum Optimum Optimum
NS2D RSM NS2D NS3D

εTG 0.15 0.45 0.252 0.2 0.2
κTG 0.05 0.65 0.296 0.19 0.16
CL [◦] 0 16 12.44 0 5.3
HV TG/H [%] 4.11 2.69 2.79 3.35

Tabelle 6.5: Optimierungsvariablen mit unteren (LB) und oberen(UB)Grenzen und Ergebnisse
der Optimierung eines Tandemgitters mit LT und aSp/r1a = 2.25

Das Ergebnis der Optimierung auf Basis einer RSA mit Hooke & Jeeves ist Tabelle 6.5 zu
entnehmen. Vergleichend wird eine 2D-CFD Optimierung mit dem in der kommerziellen
Optimierungssoftware modeFRONTIER implementierten Optimierungsalgorithmus Sim-
plex durchgeführt. Abbildung 6.4a zeigt den Verlauf der Optimierungsvariablen und Abb.
6.4b den Zielfunktionsverlauf über der Anzahl an Iterationen während der Optimierung.
Vergleicht man die Ergebnisse aus der RSA-Optimierung und der 2D-CFD Optimierung,
siehe Tabelle 6.5, so zeigt sich, dass die schnelle RSA-Optimierung ein vergleichbares Er-
gebnis liefert. Die Unterschiede im Clocking sind auf die Unterschiede von εTG zurück
zu führen. Ein größeres εTG hat eine längere Traverse zur Folge. Eine andere Traverse-
naustrittsposition verlangt auch eine andere Lage des Leitrades. Das Ergebnis der 2D-
Optimierung wird mit dem 3D-CFD Code NS3D nachgerechnet. Die Werte für die Total-
druckverluste unterscheiden sich um 0.56%. Dies deckt sich mit den Aussagen aus Kapitel
5.2, dass die Verluste in der 3D-Rechnung etwas höher liegen als bei der 2D-Rechnung,
bei der die Reibung an den die Schaufeln axial begrenzenden Wänden nicht berücksichtigt
wird. Die Verluste werden in der Optimierung von Startwert zu Optimalwert um 1.3% re-
duziert bis auf einen Totaldruckverlust im Tandemgitter von 2.8%. Dies ist ein sehr gutes
Ergebnis, wenn man allein die Parameterstudien aus Kapitel 3.4 betrachtet, in denen die
Verluste des Leitrades schon bei durchschnittlich 4% für diese Baugröße liegen.
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Abbildung 6.3: Stützstellen für die RSA der LT (a) κTG über Clocking und (b) εTG über κTG
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Abbildung 6.4: (a) Design Variablen und (b) Zielfunktion über der Anzahl an Iterationen bei
einer TG-Optimierung mit LT bei konstantem Spiralenabstand aSp/r1a = 2.25

6.2.2 Spiralenabstand aSp/r1a = 2.25 bei einer GT

Für folgende Optimierung wird eine GT als Traversenform bei konstantem Spiralenab-
stand aSp/r1a = 2.25 gewählt. Freie Optimierungsparameter sind auch hier εTG, κTG und
das Clocking mit folgenden oberen und unteren Grenzen, s. Tab. 6.6.

Es wird eine 2D-CFD Optimierung in modeFRONTIER mit dem Optimierungsalgorith-
mus Simplex durchgeführt. Abbildung 6.5a zeigt den Verlauf der Optimierungsvariablen
und Abbildung 6.5b den Zielfunktionsverlauf über der Anzahl an Iterationen während der
Optimierung. Als Ergebnis ergibt sich nach 80 Iterationen CL = 16, κTG = 0.159 und
εTG = 0.274 mit den Totaldruckverlusten HV TG/H = 2.79%.

Die Ergebnisse von LT und GT unterscheiden sich bzgl. ihrer Totaldruckverluste nur
geringfügig voneinander. Die Ergebnisse der Parameterstudien zu den Traversen ergaben,
dass sich bei geringem Zirkulationsaufbau in der Traverse, also kleinen κTG, die Verluste
in den Traversen kaum unterscheiden.

6.2.3 Spiralenabstand aSp/r1a = 3 bei einer LT

Die nachfolgende Optimierung hat eine LT als Traversenform bei einem konstanten Spira-
lenabstand aSp/r1a = 3. Auch in diesem Fall sind die freien Optimierungsparameter εTG,

LB UB Startwert Optimum
εTG 0.15 0.45 0.25 0.27
κTG 0.05 0.65 0.3 0.16
CL [◦] 0 16 12.44 16
HV TG/H [%] 3.55 2.79

Tabelle 6.6: Optimierungsvariablen mit unteren (LB) und oberen(UB)Grenzen und Ergebnisse
der Optimierung eines Tandemgitters mit GT und aSp/r1a = 2.25
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Abbildung 6.5: (a) Design Variablen und (b) Zielfunktion über der Anzahl an Iterationen bei
einer TG-Optimierung mit GT bei konstantem Spiralenabstand aSp/r1a = 2.25

κTG und das Clocking mit den oberen und unteren Grenzen aus Tab. 6.7.

Abbildung 6.6a und b zeigen die Optimierungsvariablen und den Zielfunktionsverlauf über
der Anzahl an Iterationen während der 2D-CFD Optimierung mit dem Optimierungsal-
gorithmus Simplex.
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Abbildung 6.6: (a) Design Variablen und (b) Zielfunktion über der Anzahl an Iterationen bei
einer TG-Optimierung mit LT bei konstantem Spiralenabstand aSp/r1a = 3

LB UB Startwert Optimum
εTG 0.15 0.45 0.2 0.26
κTG 0.05 0.65 0.35 0.09
CL [◦] 0 16 0 3.56
HV TG/H [%] 2.66 1.77

Tabelle 6.7: Optimierungsvariablen mit unteren (LB) und oberen(UB)Grenzen und Ergebnisse
der Optimierung eines Tandemgitters mit LT und aSp/r1a = 3
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6.2.4 Spiralenabstand aSp/r1a = 3 bei einer GT

Vergleichsweise wird auch bei dieser Optimierung eine GT als Traversenform bei konstan-
tem Spiralenabstand aSp/r1a = 3 gewählt. Es gelten die gleichen freien Optimierungspa-
rameter εTG, κTG und das Clocking, siehe Tab.6.7.

LB UB Startwert Optimum
εTG 0.15 0.45 0.4 0.15
κTG 0.05 0.65 0.5 0.112
CL [◦] 0 16 12.5 0
HV TG/H [%] 5.01 1.68

Abbildung 6.7: Optimierungsvariablen mit unteren (LB) und oberen (UB) Grenzen und Ergeb-
nisse der Optimierung eines Tandemgitters mit GT und aSp/r1a = 3
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Abbildung 6.8: (a) Design Variablen und (b) Zielfunktion über der Anzahl an Iterationen bei
einer TG-Optimierung mit GT bei konstantem Spiralenabstand aSp/r1a = 3

Vergleicht man die beiden Ergebnisse der LT und GT miteinander, so lassen sich geringfü-
gig bessere Werte mit der geraden Traverse erreichen. Die Parameter für die Zirkulations-
aufteilung κTG unterscheiden sich für beide Optimierungen kaum. Die GT wird durch den
kleineren Wert von εTG kürzer als die LT. Durch die Vergrößerung des Spiralenabstands
aSp/r1a von 2.25 auf 3 lassen sich die Tandemgitterverluste um ca. 1% reduzieren, siehe
Tab. 6.7 und Abb. 6.8.

6.3 Optimierung des Gesamtsystems

Für die Optimierung des Gesamtsystems, bestehend aus Spiralgehäuse, Traversen und
Leitschaufeln, werden die im Optimierungssystem vorgestellten übergeordneten Parame-
ter Spiralenabstand aSp/r1a, εTG, κTG und das Clocking CL als Optimierungsparame-
ter gewählt. Alle anderen Parameter sind nicht zu variieren und für alle sich in der
Optimierung ergebenden Anordnungen mit zTr = zLe = 22, b0/D = bT/D = 0.0855,
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dmax/D = 0.0272 vorgeschrieben. Als Traversenform wird eine gerade Traverse verwen-
det. Als Ergebnis wird eine Anordnung mit minimalen Tandemgitterverlusten erwartet.
Bei dieser Optimierung kommt eine weitere Bedingung hinzu, da auf Grund der bereits
durchgeführten Parameterstudien und Optimierungen eine optimale Lösung bei großem
aSp/r1a zu erwarten ist, die Baukosten für eine Anlage aber mit der Baugröße steigen. Aus
diesem Grund wird eine zweite Zielfunktion der Optimierung hinzugefügt, die die Kosten
abhängig von der Baugröße ermittelt. Erfahrungsgemäß steigen die Kosten proportional
zur Baugröße mit der Potenz 2.2. Die Zielfunktion für die Kosten K wird als einfache
Abschätzung über folgende Beziehung in der Optimierung ausgewertet:

K = (2 · aSp)
2.2 . (6.1)

Es handelt sich nun um ein Mehrzieloptimierungsproblem, das mit einem geeigneten Op-
timierungsalgorithmus zu lösen ist.

Zunächst werden jeweils für die Verluste RSAV erluste und die Kosten RSAKosten eine qua-
dratische RSA errechnet, basierend auf Stützstellen, die über ein zufallsverteiltes DOE
generiert wurden. Zur Ermittlung der 15 Koeffizienten werden 29 Stützstellen verwendet.
Die Systemantwort für die Verluste und die Kosten wird jeweils für identische Geome-
trien, also identischen Design Variablen, ermittelt. Abbildung 6.9 zeigt die Variablen der
Stützstellen übereinander aufgetragen. Die zufallsgenerierten Werte decken den geforder-
ten Suchraum gut ab. Die Kriterien zur Beurteilung der RSAs finden sich in Tabelle 6.8.

Die Optimierung erfolgt vergleichsweise mit zwei Mehrzieloptimierungsverfahren, die in
der kommerziellen Software modeFRONTIER implementiert sind. Es werden die MMES
(Multi Objective Evolutionary Strategy) und der MOSA Algorithmus (Multi Objecti-
ve Simulated Annealing) vergleichend angewendet. Nach 500 Iterationen erreichen beide
Verfahren ein Ergebnis.

Die Optimierungsvariablen mit ihren unteren und oberen Grenzen sowie die Ergebnisse
sind in Tabelle 6.9 zusammengefasst.

Anschließend wird eine 2D-CFD Optimierung mittels modeFRONTIER und dem Opti-
mierungsalgorithmus MOSA durchgeführt. Nach 1000 Iterationen ergibt sich ein Ergebnis,
das Tabelle 6.9 zu entnehmen ist.

Abbildungen 6.10a und b zeigen die vom Optimierer ausgewählten Parameter überein-
ander aufgetragen. Man erkennt gut, dass der Optimierer den Designraum gut abdeckt
und somit lokale Optima ausgeschlossen werden können. Es werden wenige Versuche bei
großen aSp/r1a mit gleichzeitigem großem εTG durchgeführt. Die Parameterstudien bestä-
tigen dies, da sonst die Traversen zu lang werden bzw. konstruktiv nicht mehr ausgeführt
werden können. Durch die zusätzliche Zielfunktion Kosten, findet eine vermehrte Suche

SSe SSy SSr σ̂2 R2 R2
a

RSAKosten 7.6e−3 16.31 16.30 5.4e−4 0.99 0.99
RSAV erluste 0.422 34.13 33.7 3.0e−2 0.98 0.97

Tabelle 6.8: Kriterien zur Beurteilung der RSAKosten und der RSAV erluste bei der Optimierung
des Gesamtsystems
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Abbildung 6.9: Stützstellen für die RSA bei GT (a) κTG über Clocking und (b) εTG über aSp/r1a

LB UB Startwert Optimum Optimum Optimum Optimum
NS2D RSM RSM NS2D NS3D

MMES MOSA MOSA
aSp/r1a 2.25 4.00 2.5 2.78 2.85 2.8
εTG 0.15 0.45 0.167 0.224 0.227 0.196
κTG 0.05 0.65 0.43 0.142 0.145 0.176
CL [◦] 0 16.36 3.63 5 14 14.54
HV TG/H [%] 4.11 2.0 2.03 1.97 2.47
Kosten 1.622 2.04 2.14 2.07 2.07

Tabelle 6.9: Optimierungsvariablen mit unteren (LB) und oberen (UB) Grenzen und Ergebnisse
der Optimierung des Gesamtsystems
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bei kleinen Durchmessern, also kleinen aSp/r1a statt. Abbildung 6.10c zeigt die Zielfunk-
tionen Kosten und Tandemgitterverluste über dem Spiralenabstand aSp/r1a aufgetragen.
Man sieht deutlich, dass die Zielfunktionen gegenläufig zu einander verlaufen. Abbildung
6.10d zeigt die Zielfunktion Verluste über der Zielfunktion Kosten. Hier ist die Pareto
Front sehr gut ausgebildet. Die Optimierung mit den RSAs bringt ähnliche Ergebnisse
wie die 2D-CFD Optimierung. Die Ergebnisse für den Spiralenabstand aSp/r1a, der maß-
geblich die Baukosten bestimmt, liegen in einem engen Bereich. Auch die Werte für εTG
und κTG unterscheiden sich nur wenig. Der Parameter für die Größenaufteilung der Ele-
mente Traversen und Leitschaufeln εTG liegt zwischen 0.196 und 0.227. Das bedeutet, dass
die Traversen nur etwa 20% des Bauraumes für das Tandemgitter ∆DTG = (DTa −D1a)
einnehmen. Dies deckt sich mit den Aussagen aus den Parameterstudien zu den Traver-
sen, dass gerade Traversen zwar mit steigender Länge mehr Zirkulation aufbauen, aber
auch sehr große Verluste verursachen und ab einer gewissen Länge konstruktiv nicht mehr
ausführbar sind. Der Wert für die Zirkulationsaufteilung im Tandemgitter κTG liegt für
die Optimierungen zwischen 0.142 und 0.176. So wird nur ca. 14 − 18% der Zirkulation
von den Traversen aufgebaut. Die Leitschaufeln haben somit 82−86% der Zirkulationsän-
derung im Tandemgitter ∆ΓTG aufzubauen. Nur im Clocking gibt es zwischen den beiden
Optimierungen auf der RSA Unterschiede. Das aus der 2D-CFD Optimierung ermittel-
te Ergebnis wird zur Verifizierung mit einem 3D-Navier Stokes Code nachgerechnet. Das
Ergebnis der Tandemgitterverluste liegt mit HV TG/H = 2.47% um 0.5% höher als das 2D-
Ergebnis. Dieses Ergebnis deckt sich mit den Aussagen aus Kapitel 5.2, dass die Verluste
bei 3D-Rechnungen reibungsbedingt etwas höher liegen. Die Werte für den Strömungs-
winkel und die Zirkulation unterscheiden sich zwischen 2D- und 3D-CFD Rechnung nur
minimal. Der Spiralenabstand aSp/r1a ergibt sich in der Optimierung zu aSp/r1a = 2.8 bei
einer Zirkulationsaufteilung von κTG = 0.176. Die sich ergebenden Tandemgitterverluste
von 2.47%, errechnet aus der 3D-CFD-Rechnung, stellen ein sehr gutes Ergebnis für die
Baugröße aSp/r1a = 2.8 dar. Um die Gesamtverluste für die Leitvorrichtung zu ermitteln,
müssen noch die Verluste der Spirale dazu genommen werden, die im Bereich von max.
0.5% liegen, siehe Kapitel 3.2.2.7.

Abschließend kann festgestellt werden, dass eine Response Surface Approximation für
diese Anwendungen, mit Hilfe eines sinnvoll generierten Stützpunktdatensatzes, in sehr
kurzer Zeit einen guten Überblick über das Lösungsgebiet gibt und mittels eines Opti-
mierungsalgorithmus einen guten Schätzwert für eine Anordnung mit geringen Verlusten
bei geringen Kosten liefert. Wird ein genaues Ergebnis erwartet, sollte in jedem Fall ei-
ne 2D-CFD-Optimierung erfolgen. Die Nachrechnung des in 2D ermittelten Ergebnisses
mit einem 3D-Navier-Stokes Code bestätigt die Anwendbarkeit der 2D-Optimierung. Eine
3D-CFD-Optimierung scheint aus Rechenzeitgründen noch nicht sinnvoll.
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Abbildung 6.10: Optimierung des Gesamtsystems für GT (a) κTG über Clocking, (b) aSp/r1a
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Kapitel 7

Bewertung und Ausblick

Die in dieser Arbeit vorgestellte Optimierungsstrategie bietet ein effizientes Werkzeug zur
schnellen Auslegung und Optimierung der Leitvorrichtung von Francis Spiralturbinen.
Das Verfahren kann manuell gesteuert werden und macht es somit möglich, die Geome-
trie und die Nachrechnung eines spezifikationsgerechten Entwurfs schnell zu erzeugen. Es
kann aber auch automatisiert in einer Optimierungsumgebung angewendet werden. Die
Geometrieerzeugung erfolgt unabhängig von einem CAD-System, was den automatischen
Optimierungszyklus erleichtert, bietet aber bei Bedarf auch eine CAD-Schnittstelle für die
optimierte Geometrie an, um einen reibungslosen Datenaustausch zu gewährleisten. Die
Geometrieerzeugung und die Nachrechnung finden voneinander entkoppelt statt, so dass
auch der Einsatz von Multi-Level-CFD-Verfahren möglich ist. Das Programmsystem ist
modular aufgebaut, so dass sich alle Elemente unabhängig voneinander optimieren lassen
und die Auswahl der Geometrien für die Elemente beliebig erweitert werden kann. Weitere
Abschätzungen, wie beispielsweise Festigkeitsanalysen, können einfach implementiert wer-
den. Die Zielfunktionsauswertung kann über 2D- oder 3D-CFD-Rechnungen erfolgen oder
über eine quadratische Response Surface Approximation ermittelt werden. Das Ergebnis
der Optimierung liefert den minimalen Totaldruckverlust bzw. relativen Fallhöhenverlust
unter Einhaltung der geforderten Laufradeintrittszirkulation und gegebenenfalls zusätzli-
cher Teilzielfunktionen, wie beispielsweise minimale Baukosten.

Am Beispiel einer Francis Spiralturbine mit der spezifischen Drehzahl nQ = 25 1/min
werden ausführliche Parameterstudien durchgeführt und darauf aufbauend eine Ausle-
gungsphilosophie und Optimierungsstrategie entwickelt. Es gelingt, die Optimierung über
drei Parameter übergeordnet zu steuern, damit die Anzahl an Freiheitsgraden weitgehend
zu verringern und somit den Optimierungsprozess stark zu beschleunigen. Die Auswer-
tung der Optimierung mittels Response Surface Methoden zeigt, dass diese für die An-
fangsabschätzung eines Optimierungsproblems effizient einsetzbar sind, wobei die Aus-
wahl geeigneter Stützstellen von entscheidender Bedeutung ist, um eine repräsentative
Approximation zu erhalten. Für die letztendliche optimale Geometrie bietet der CFD-
Optimierungszyklus bessere Möglichkeiten, allerdings mit dem Nachteil der längeren Re-
chenzeit. Eine Validierung der Rechenverfahren hat gezeigt, dass das 2D-Verfahren für
diesen Anwendungsfall ausreichend genaue Ergebnisse für die Optimierung liefert und
den Prozess erheblich beschleunigt.

Zur genauen Bestimmung der minimalen Dicke der Elemente, sollte eine Koppelung mit
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einer Festigkeitsrechnung implementiert werden. Bei Langsamläufern und kleinen Spira-
lenabständen aSp/r1a wäre möglicherweise eine andere Leitradform mit anderer Skelettli-
nieform und anderer Dickenverteilung besser geeignet, um minimale Verluste zu erzielen.

Bei der automatischen Optimierung ist es meist notwendig, das Endergebnis genau zu
prüfen, zu analysieren und gegebenenfalls kleine manuelle Modifikationen durchzuführen.

Anstelle einer Response Surface Approximation ist künftig auch die Anwendung eines
Neuronalen Netzes unter Verwendung der übergeordneten Optimierungsparameter denk-
bar.
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