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VIII Nomenklatur

Nomenklatur

Allgemeines

Die in dieser Arbeit dargestellten mathematischen Betrachtungen gehorchen den fol-
genden Festlegungen beziiglich einer einheitlichen Schreibweise der benutzten Grofien.

e Skalare Groflen werden kursiv dargestellt, Vektoren und Matrizen werden zusétz-
lich in fetter Schrift geschrieben: a+b=¢c , Xy =z

¢ Runde Klammern finden bei Vektoren, eckige bei Matrizen Anwendung.

a
_ _ _ T]_
w—[b] , y—(c d) , Z—[:Izy }—
¢ FEine Indizierung an spitzen Klammern gilt fiir alle darin enthaltenen Groflen.
(a+b), =a;+b , Y (zty+z), =) (2, +y,+2)

e Fiir Mengen bzw. Vektoren getroffene Aussagen implizieren die gleiche Aussage
fiir jedes Element der Menge bzw. jeden Skalar des Vektors.

a c
b d

{a,b,c}>0 = a>0 A b>0 A ¢>0 , z<l = z<l1

{a,b} ={c,d} = a=c N a=d N b=c N b=d

Mathematische Operatoren
T

mi Transponierte einer Matrix oder eines Vektors
0,0 1. und 2. Zeitableitung. Es gilt: po=(x0) = g(0)
oo Variation

do Differentialoperator

oo Operator der partiellen Ableitung
oxo  Kreuzprodukt zweier Vektoren € R?

i Tildeoperator, substituiert das Kreuzprodukt durch ein Matrix-Vektor-
Produkt: ab = axb=—ba,oecR>3

I=1 Betrag eines Skalars oder Vektors

o Frobeniusnorm einer Matrix

o Eine Uber- und Unterstreichung einer ganzzahligen Grofie findet Anwendung

bei der Analyse der Kontaktzustéinde an einer S-seitigen Reibpyramide, wenn
eine Laufvariable i ein Ausbrechen der ganzzahligen Grofie (i) aus dem zu-
lassigen Intervall z€ [1;S5] verursachen kann. Bei z (i) > S wird solange S vom
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Wert z substrahiert, bis der so korrigierte Wert im zuléssigen Intervall liegt,
bei z (i) <1 wird S korrigierend hinzuaddiert.

Beispie: §=3: (-1012345)=(2312312)

Dieser Operator ist verwandt mit dem Modulo-Operator ,,mod*, der ganzzah-
lige Werte auf das Intervall [0; S-1] korrigiert, z = mod(z—1,S5) + 1.

0J0  Eine zuvor positive skalare Gréfle nimmt den Wert Null ein

oTz  Eine zuvor kleinere skalare Grofie nimmt den Wert z ein

Vo:... Fir alle O gilt: ...

Jo:... Es gibt ein 0O, so dass gilt: ...

[x]; = z; : Das i-te skalare Element eines Vektors x

(X5

oUo Mengenvereinigungsoperator

= X; : Das j-te skalare Element der i-ten Zeile einer Matrix X

oNo Schnittmengenoperator

o\ o Mengendifferenzoperator (, o0 ohne o “)

oCo Teilmengenoperator

U Z-(DZ-) Mengenvereinigung mit Laufvariable

«L(op) Offnungswinkel zwischen zwei Vektoren

so,co  Kurzschreibweise fiir sin(g) und cos(o)

sign(o) € {—1,+1}: Vorzeichen einer Grofle. Sonderfall: sign(0) = +1
diag(o) Der ,diag“-Operator erzeugt eine (Block-)Diagonalmatrix.

o 00 1200
. .3 B 2 (2. _
O 0 CL3

rowg:x<ai> : Ein Nebeneinanderstellen von Skalaren, Vektoren oder Matrizen zu Sam-
melvektoren bzw. -matrizen ist mittels des ,row“-Operators unter Verwen-
dung einer Laufvariablen moglich. Rekursionen sind zuléssig.

3 2 k1
rOWz’:1<bi>:[bl by b3} : I"OWk:1< TOW ;| <Ci7k>>:[0171 Cy1 €12 €2 €39

col‘;/:x<ai>: Analog zu ,row“ erwirkt der ,,col“-Operator eine Untereinanderstellung.

a
00112-:1<a1-> = [az]

Koordinatensysteme

1...6 korperfeste Koordinatensysteme der sechs Korper des Roboterarms
B Basiskoordinatensystem

By Basiskoordinatensystem zu Beginn der Betrachtung

E Koordinatensystem der Aufstandsebene

G Greiferkoordinatensystem

1 Inertialkoordinatensystem



X Nomenklatur

Ausgezeichnete Punkte

G Greiferpunkt

K Kontaktpunkt

P Allgemeiner, nicht néher spezifizierter Punkt

Q; Kopplungspunkt des Koérpers ¢ mit dem Vorgéngerkorper im Baumsystem
S Schwerpunkt

Mengen

G Teilmenge von K

G Unzulissige Teilmenge von K

K Kontaktgroflenpool

L Indexmenge der vom LCP-Loser mit Werten > 0 belegten Kontaktpunkte
N Hypermenge der neutralen Teilmengen des Kontaktgroflenpools

P,,P, Indexmenge mit den Nummern der optimierbaren bzw. passiven Gelenke
Tq Menge der Zeitpunkte, an denen eine Unstetigkeit des Motorkennfeldes

zum Tragen kommt (o:S), an denen Spriinge der Gelenkmomente vorlie-
gen (0:5), an denen Nulldurchgéinge der Gelenkwinkelgeschwindigkeit vor-

liegen (O: ¢)

Ta Menge der Stiitzstellen der Gauf-Legendre-Quadratur

U Hypermenge der unzuliissigen Teilmengen des Kontaktgrofenpools

/ Hypermenge der zulissigen Teilmengen des Kontaktgroflenpools

Indizes

KO Von der inversen Kinematik bereitgestellte Grofie

1,0 Von Lemke-Algorithmus aus der LCP-Losung bereitgestellte Grofie

xO Instanzierung einer koordinatenfreien Groflie im Koordinatensystem X
Axy Bei Drehtransformationsmatrizen wird das Ziel-Koordinatensystem X, ge-

folgt vom Ausgangs-Koordinatensystem Y, durch rechtsseitige Indizierung
angegeben. Ayy yO= y0O tberfithrt einen Vektor vom X- ins Y-System.

axhD € R™: abezeichnet die Anzahl der Zeilen, b die der Spalten einer Matrix.
Ogg,070,0m¢ Auf das 90mm- / 70mm- / Handgelenk- Antriebsmodul bezogene Grifie
00,0... Auf einen der Bereiche des ebenen zuléssigen Kraftbereichs bezogene Grifie
0@ @®... Aufeinen der Bereiche der approximierten Reibpyramide bezogene Grofe
04,05  Auf den Roboterarm bzw. die Basis bezogene Grofle

Oy,0,  Auf einen Montageadapter bzw. Kabelstecker bezogene Grifie (Kapitel 6)

OHaft» OGleit- O5ep  Auf den Kontaktzustand des persistenten Haftens, des Losgleitens
oder der Separation bezogene Grofle

o,,0, Auf den Anfangs- bzw. Endzeitpunkt einer ¢(t)-Rampe bezog. Grofe

a

O ,0,, Auf die Elektronik- bzw. Mechanikhilfte eines Antriebsmoduls bezog. Grofle
0y ,0;,0;, Auf einen der sukzessiven Korper h, ¢ und k bezogene Grofe
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O, ,0¢ Auf die Normalen- oder Tangentialrichtung bezogene Grofie

O,,0, Auf die optimierbaren bzw. passiven Gelenke des Roboterarms bezog. Grofie

O,,0, Auf die beiden Seiten (oben/unten) einer lokalen Verspannung bezog. Grofle

o, Auf den reduzierten Kontaktpunkt einer lokalen Verspannung bezog. Grofie

04,0, Auf eine translatorische bzw. rotatorische Bewegung bezogene Grofie

0o Auf eine Hiillkugel bezogene Grofie

o, o’ Auf den ersten bzw. zweiten Eckzeitpunkt einer ¢(t)-Rampe bezog. Grofie

o* Auf die Null- bzw. Ausgangstellung des Systems bezogene Grofle

o4 ,EIE Groflen zum Anfangs- bzw. Endzeitpunkt einer Sequenz von ¢(t)-Rampen

o® ,De Auf den pos. bzw. neg. Teil der Tangentialrichtung bezog. Grofle (Kap. 2, 3)

0®.0°  Auf die Grenzfallbetrachtung einer ¢(t)-Rampe bezogene Grofe (Kapitel 5)

o+ .a’ Auf die orthogonalen bzw. an die S-seitige Reibpyramide angepassten
Kontakteinheitsvektoren bezogene Grofie

Formelzeichen

0, Quadratische Nullmatrix der Dimension n

%) Leere Menge

A Drehtransformationsmatrix

A H Matrix des linearen Komplementaritéitsproblems

Cy Vektoren der Gleichheits- (0:1) und Ungleichheitsnebenbedingungen (0:2)

E, Einheitsmatrix der Dimension n

F* Vorspannkraft einer lokalen Verspannung

Fy eingepriigte Kraft (o:e), Gewichtskraft (o:g), Prozesskraft (o:P), Kraft
am Kopplungspunkt zweier Korper (o:@Q), Kraft am Kraft-Momenten-
Sensor (o:KMS)

G Giitefunktionen bzgl. Energieumsatz (o: F), Kraftraum (o: K'), Kippen
(o:N), Losgleiten (o: T)

G1,G, ... Hilfsmatrizen bei der Herleitung der Zusammenhiéinge am approx. Reibkegel

G* Skalare Ersatzgiitefunktion

1 Elektrischer Strom

Jp Jacobimatrix am Punkt P

K Kontaktkraft

L Drall

My skalares Motormoment bzw. Lastmoment am ¢-ten Gelenk des Roboterarms

M ; Betrag der Summe der auf den i-ten Koérper wirkenden Motormomente

M Massenmatrix

M eingeprigtes Moment (oO:e), Vektor aller Motormomente des Roboterarms
(o: M), Prozessmoment (o:P), Kopplungsmoment zw. zwei Kérpern (o0: @),
Moment am Kraft-Momenten-Sensor (o: KMS)

M_,; Vektorsumme der auf den i-ten Korper wirkenden Motormomente
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Problemstellung

Ein Grofiteil der Arbeiten in der klassischen Robotik befassen sich mit Robotern,
welche an einem festen Ort montiert sind. Diese Fixierung resultiert aus dem Bedarf,
mit dem Roboter variable Aufgaben an einem immer gleichen Ort, etwa an einer be-
stimmten Position in einer automatisierten industriellen FlieBbandfertigung, wieder-
holt durchzufiihren. Die kinetischen Fédhigkeiten dieser Roboter sind nur durch die
Leistungsfihigkeit der Gelenkmotoren limitiert, eine uneingeschrinkte Kraft- und
Momentenaufnahmefihigkeit der Fixierung der Roboter an der Umgebung ist stets
eine Grundprémisse.

In jiingerer Zeit hat sich der Fokus der Robotikforschung in Richtung mobiler Robo-
ter erweitert. Die Schwerpunkte sind hier bei Themen wie der optimierenden Weg-
planung, der optischen Weg- und Hinderniserkennung und bei mit Beinen versehenen
und somit lauffihigen Systemen in der Regelung dynamischer und energieeffizienter
Gang- und Laufmuster zu finden. Speziell bei den lauffihigen Robotern liegt der For-
schungsschwerpunkt zur Zeit in der Entwicklung hochleistungsfihiger Aktorik und
Sensorik sowie in der Entwicklung echtzeitfihiger Regelungsarchitektur und -software.

Was bei mobilen Robotern bisher jedoch kaum betrachtet wird ist die Frage, welche
Aufgabe der Roboter am Zielort seiner Bewegung iiberhaupt bewiiltigen soll und wel-
che Probleme sich dabei aus seiner Ortsvariabilitit ergeben. Die Mobilitéit eines Robo-
ters kann nicht nur Selbstzweck sein, vielmehr wird sie dazu dienen, die manipulati-
ven Moglichkeiten der klassischen, ortsinvarianten Roboter an verschiedenen Einsatz-
orten zu Einsatz zu bringen. Es ist offenkundig, dass ein auf einer mobilen Basis mon-
tierter Roboterarm niemals die gleichen kinetischen Moglichkeiten wie im fest fixier-
ten Fall haben kann, da die Bindung zur Umgebung nur iiber Reibkontakte realisiert
ist und daher bei einer ungiinstigen Konstellation aus Last, geometrischer Konfigu-
ration und Bahndynamik ein Kippen oder Weggleiten des Roboters auftreten kann.

Ein typischer Fall fiir eine solche Problematik ist in der Telerobotik zu finden. Hier
werden mobile Serviceroboter ferngesteuert zu verschiedenen, fiir Menschen nicht zu-
gianglichen Einsatzorten navigiert und fithren dort, durch einen menschlichen Opera-
tor mit Kraftriickkopplung fernbedient, bestimmte Manipulationsaufgaben durch. Im
Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft DFG getragenen Sonderfor-
schungsbereichs 453 fiir ,Wirklichkeitsnahe Teleprisenz und Teleaktion* war daher
in einem Teilprojekt die Fragestellung zu kléren, wie bei einem derartigen teleopera-
tiven System die mechanischen Zwénge zu beriicksichtigen sind und ein ungewolltes
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Kippen oder Weggleiten des mobilen Teleroboters vermieden werden kann. Die vor-
liegende Arbeit fasst die in diesem Forschungsprojekt gewonnenen Erkenntnisse zu-
sammen und folgt dem Anspruch, eine auf der Theorie der nichtglatten Mechanik ba-
sierende Methodik zur Beherrschung der Dynamik von mobilen und somit einseitig an
die Umgebung gebundenen Robotern bereitzustellen.

1.2 Literaturiiberblick

In der vorliegenden Dissertationsschrift werden mehrere Themengebiete beriihrt, zu
denen im Folgenden ein Uberblick iiber die verwendete oder themenverwandte Litera-
tur gegeben wird. Der Literaturiiberblick erhebt keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit,
sondern soll vielmehr einen reprisentativen Querschnitt iiber Arbeiten vorstellen, die
im Rahmen dieser Dissertationsschrift als relevant erachtet werden. Eine Einteilung
in die Themengebiete Mehrkorperdynamik, Nichtglatte Mehrkorpersysteme mit Kon-
takten, Robotik sowie Optimierung und Bahnplanung erscheint dabei sinnvoll.

1.2.1 Mehrkoérperdynamik

Aus mechanischer Sicht handelt es sich bei Robotern um Mehrkorpersysteme (MKS),
die unter dem im Allgemeinen zuldssigen Postulat des Starrkérperansatzes mit der
Theorie der Mehrkérperdynamik erfolgreich als Modell abgebildet und berechnet
werden konnen. Die Mehrkorperdynamik bildet seit langem einen Schwerpunkt in der
ingenieurwissenschaftlichen Forschung und reicht in ihren Urspriingen zuriick ins 17.
Jahrhundert zu Pionieren wie NEWTON oder EULER [33] [41]. Sie ist Teil der klassi-
schen Mechanik, welche somit eine der #ltesten Disziplinen der Physik darstellt, und
wird in einer uniiberschaubaren Vielzahl von Veroffentlichungen behandelt. Mit der
Theorie der Mehrkorperdynamik lassen sich Systeme mehrerer Korper beschreiben,
die durch Koppelelemente, welche als Kraftelemente oder in Form von ein- und zwei-
seitigen Bindungen realisiert sein kénnen, miteinander verbunden und somit in ihrer
Bewegungsfreiheit eingeschrinkt sind.

Das Fundament fiir die Analyse der Dynamik von MKS bildet die Theorie der Schwin-
gungslehre, deren Grundlagen in detaillierter Weise von MAGNUS/PoOPP [99], HAGE-
DORN/OTTERBEIN [67], WITTENBURG [177] oder BROMMUNDT ET AL. [26] ausgebreitet
werden. OTTL fokussiert seine Arbeit auf die in einem Schwingungssystem vorhande-
ne Strukturddmpfung [114]. Fiir Systeme, deren Bewegungsgleichungen zusétzliche
Nichtlinearitéten aufweisen, analysiert BREMER [22] das Schwingungsverhalten und
zeigt mehrere Losungswege auf. Die Behandlung linearer und nichtlinearer Schwin-
gungen setzt mathematische Methoden und Werkzeuge voraus. Diese werden von
RIEMER ET AL. [138] fiir das Anwendungsgebiet Technische Mechanik allgemein sowie
von HAIRER/WANNER [68] speziell fiir die Losung gewohnlicher Differentialgleichun-
gen vorgestellt.

FEinen Einstieg in die Mehrkorperdynamik und eine Darstellung der grundlegenden
Verfahren bieten die Standardwerke von PFEIFFER [125], WITTENBURG [176] oder
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SCHIEHLEN [146]. ROBERSON/SCHWERTASSEK orientieren sich in ihrer Einfiihrung
[139] an der Implementierung der Dynamik von MKS in entsprechende Simulations-
programme. BREMER behandelt in [20] die Regelung und Systemsynthese von mecha-
nischen Systemen und Mehrkorpersystemen. Wihrend ULBRICH in seiner Arbeit [169]
einen thematischen Schwerpunkt in der Maschinendynamik setzt, stellt KERLE mit
der Getriebelehre die kinematischen Aspekte in den Vordergrund [87].

Liegen in einem System deformierbare Koérper vor, stellt die Theorie der elastischen
Mehrkorpersysteme ein leistungsfihiges Werkzeug zur Verfiigung. Eine allgemeine
Ubersicht der zur Behandlung solcher Systeme moglichen Vorgehensweisen geben
SHABANA [151] und SCHWERTASSEK/WALLRAPP [149] an. Eine umfassende Beschrei-
bung der Theorie ist auch bei BREMER/PFEIFFER [19] nachzulesen. Im Review-Artikel
[23] von BREMER finden sich weitere Literaturstellen. FRANZ [53] und WAGNER [171]
schildern anhand der Beispiele einer Prizisionswaage bzw. einer Waschmaschine die
Anwendung dieser Theorie auf komplexe technische Systeme. Die Herleitungen zum
rekursiven Aufstellen der Bewegungsgleichungen baumstrukturierter, starr-elastischer
Mehrkorpersysteme nach dem Prinzip von D’ALEMBERT werden von BREMER [21]
beschrieben. Der Ansatz wird von JOHANNI fiir balkenfoérmige Koérper durchgefiihrt
und in einem Programmsystem implementiert [82]. SORGE ergénzt die Theorie um
weitere Korpertypen wie Ringe, Platten und Schalen und behandelt einen Aspekt der
Subsystemtechnik, die durch die Zusammenfassung von linearen Teilsystemen die
Ubersichtlichkeit und Handhabung bei groen Systemen wesentlich verbessert [156].

Einen eigensténdigen und in Relation zu den eingangs genannten ,alten Meistern“
noch sehr jungen Themenbereich innerhalb der Mehrkorpertheorie bilden nichtglatte,
d.h. strukturvariante Systeme, bei denen Bindungswechsel, Reibungseffekte und
Stoflvorgéingen an den Kontaktpunkten zwischen jeweils zwei Korpern des Systems zu
unstetigen Kraftverldufen in den beschreibenden Bewegungsgleichungen fithren. Das
dabei zu beobachtende Phinomen, dass eine Konfigurationsinderung in einem Kon-
takt des Systems einen Konfigurationswechsel an anderen Kontaktstellen bewirken
kann, wird von den Methoden der Starrkérperdynamik mit einseitigen Bindungen
erfasst, fiir die SEYFFERTH [150] und GLOCKER [62] die grundlegenden Konzepte und
Losungsverfahren beschreiben. PFEIFFER und GLOCKER erldiutern die Theorie in aus-
fithrlicher Weise und wenden sie auf eine Reihe praxisbezogener Beispiele an [121].
STIEGELMEYR befasst sich in [161] mit der Numerik derartiger Systeme und présen-
tiert weitere interessante Anwendungsbeispiele. Eine detailliertere Behandlung der
Literatur zur Thematik nichtglatter Systeme wird im nachfolgenden Abschnitt 1.2.2
unternommen.

Mit der Umsetzung der Theorie der MKS in programmierbare Algorithmen und der
Simulation von MKS befassen sich NIKRAVESH [112], DE JALON [39] und JOHANNI, der
in [81] einen rekursiven Formalismus fiir das automatische Aufstellen der Bewegungs-
gleichungen von baumstrukturierten Systemen vorstellt. BROGLIATO ET AL. [24] be-
handeln die numerische Simulation nichtglatter mechanischer Systeme.

Es existieren einige kommerzielle, mittlerweile sehr umfangreiche und mit komfortab-
len grafischen Benutzerschnittstellen ausgestattete Simulationsprogramme, mit denen
Mehrkérpersysteme abgebildet und berechnet werden kénnen. ADAMS [1] sowie im
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deutschsprachigen Raum auch das von RULKA in [146] beschriebene SIMPACK [155]
stellen die wohl bekanntesten Produkte dar. Als Aufsatz von universell konzipierten
Berechnungs- und Analyseprogrammen fungieren die Programme DYNAFLEXPRO [43],
welches auf dem symbolisch operierenden Mathematikwerkzeug MAPLE basiert, so-
wie SIMMECHANICS [154], das als Zusatz von SIMULINK die Grundfunktionalitdt des
im natur- und ingenieurwissenschaftlichen Bereich sehr verbreiteten Berechnungstools
MATLAB nutzt. Ebenfalls von industrieller Relevanz ist die Software DYMOLA [42],
die eine grafische Schnittstelle zur objektorientiert aufgebauten Modellierungssprache
MODELICA bereitstellt. Neben diesen kommerziellen Losungen wurden im akademi-
schen Umfeld einige Programme entwickelt, die ebenfalls zur Abbildung und Simula-
tion von Robotern als starre Mehrkorpersysteme genutzt werden konnen, wie etwa

NEWEUL von KREUZER und LEISTNER [91] oder MOBILE von KECSKEMETHY [86].

Komplexere Problemstellungen der Mehrkorperdynamik erfordern mitunter spezifi-
sche Softwarelésungen, etwa wenn sich die zuvor genannten MKS-Universalwerkzeuge
zur Losung dieser Probleme als insuffizient erweisen. So hat FRITZ das Programm
KetSim zur dynamischen Simulation von Kettentrieben entwickelt, bei dem unter
Beriicksichtigung der mittels einseitiger Bindungen erfassten kontaktmechanischen
Vorginge jedes einzelne der mehreren hundert Kettenglieder als gekoppelter Starr-
korper erfasst wird [54]. Die Vorteile des objektorientierten Ansatzes bei der Entwick-
lung von MKS-Programmen zur Berechnung von Antriebsstringen in Kraftfahrzeu-
gen setzt POST mit der Software DYNAS um [129].

1.2.2  Nichtglatte Mehrkorpersysteme mit Kontakten

Die Behandlung von starren Mehrkorpersystemen mit einseitigen Bindungen besitzt
eine lange Tradition und ist mit Namen wie NEWTON, HUYGENS, FOURIER, BOLTZ-
MANN und SIGNORINI verbunden. Entscheidende Impulse auf diesem Gebiet, die ins-
besondere fiir die heutige Anwendung von grofiter Bedeutung sind, gingen Anfang der
1970er Jahre von MOREAU aus. Ihm ist es mit neuartigen mathematischen Methoden
gelungen, eine kompakte und allgemeingiiltige Beschreibung einseitig gebundener
Mehrkorpersysteme anzugeben [106]. PANAGIOTOPOULOS hat vor allen Dingen aus
mathematischer Sicht die Theorie auf diesem Gebiet weiter vorangetrieben, indem er
auf Basis der konvexen Analysis eine Formulierung der Kontaktgesetze als hemivaria-
tionelle Ungleichungen entwickelte [117]. Als Einstiegspunkt fiir den mathematischen
Hintergrund sei das Standardwerk von ROCKAFELLAR [142] {iber konvexe Analysis
genannt. Das Review-Paper von BROGLIATO ET AL. [24] gibt einen exzellenten Uber-
blick iiber den Stand der Forschung auf dem Gebiet der numerischen Simulation
nichtglatter Systeme.

Formulierung der Kontaktgesetze

Die klassischen Methoden zur Modellierung von Kontakten zwischen Koérpern, die im
wesentlichen elastisches oder viskoelastisches Materialverhalten voraussetzen, sind
zum grofien Teil von JOHNSON [84] zusammengefasst. Ausgehend von der Druckver-
teilung innerhalb der Kontaktzone werden Schlupfmodelle entwickelt. Viele auf elasti-
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schem Materialverhalten basierende Kontaktmodelle sind von HERTZ [73] abgeleitet.
Zusitzliche hydrodynamische Effekte in der Kontaktfliche werden von CHANG [29]
und LARSSON/HOGLUND [93] beriicksichtigt.

Fine andere Klasse einseitiger Bindungsmodelle geht von Kontakten diskretisierter
Korper aus, wobei in der unmittelbaren Kontaktumgebung auf die Einfiihrung einer
lokalen Nachgiebigkeit in jeglicher Form verzichtet werden kann. Diese Modellierung
bedingt mengenwertige, nicht-glatte Kraftgesetze, deren mathematische Formulierung
spezielle Methoden erfordert. Von NANIEWICZ/PANAGIOTOPOLUOS ET AL. werden
grundlegende Ansitze zur mathematischen Abbildung dieser Kontaktgesetze ent-
wickelt [110] [115], die sich primdr an der Anwendung auf quasistatische Probleme
orientieren. GLOCKER gibt in [61] fiir ein dynamisches System eine geometrische In-
terpretation von Starrkorperstoflen an und stellt damit einen Zusammenhang mit
Projektionen bzw. Reflektionen her. Die Arbeiten von ROCKAFELLAR [142], CLARKE
ET AL. [31] und MISTAKIDIS/STAVROULAKIS [104] bereiten aus mathematischer Sicht
den Zugang zur Thematik.

Eine mogliche Darstellung einseitiger Bindungen kann in Ungleichungsform als Kom-
plementaritétsproblem erfolgen. PFEIFFER beschreibt in [126] die komplette Methodik
von der Relativkinematik iiber die Kontaktgesetze bis hin zur Formulierung des ge-
koppelten Kontaktproblems und zeigt die Anwendung anhand einiger Beispiele. Im
Fall ebener COULOMB’scher Reibkontakte geben GLOCKER [62] und PFEIFFER/GLO-
CKER [121] unter anderem ein lineares Komplementarititsproblem in Standardform
an. FUNK [55] gelingt eine kompaktere Formulierung in einer Nicht-Standardform und
schligt zur numerischen Losung einen angepassten Pivotalgorithmus vor, der sehr
effektiv und robust arbeitet. Die komplette Formulierung rdumlicher Kontakte als
nichtlineares Komplementaritdtsproblem in Standardform wird erstmals von GLO-
CKER in [60] angegeben. Dabei ist bemerkenswert, dass neben einer nichtglatten Form
auch eine stetig differenzierbare Variante abgeleitet und damit die Anwendung einer
groflen Klasse iterativer Losungsalgorithmen ermoglicht wird. Mit Hilfe sogenannter
NCP-Funktionen ist eine gleichwertige Darstellung der Komplementaritdt in Form
einer nichtlinearen Gleichung moglich, wie WOSLE zeigt [180]. Eine weitere Moglich-
keit im Falle rdumlicher Kontakte besteht in der Diskretisierung des Reibkegels in
Form einer ,Reibpyramide" mit dem Ziel, das nichtlineare Problem auf ein lineares
Komplementaritéitsproblem zu reduzieren. Dieses Verfahren wurde von mehreren Au-
toren eingehend untersucht. Die Beschreibung von KLARBRING/BJORKMAN [89] ist
zunéchst auf voneinander unabhingige Kontakte beschrinkt. ROSSMANN ET AL. [143],
GLOCKER [60] und TRINKLE ET AL. [166] erarbeiten eine Verallgemeinerung dieser
Idee auf abhingige Bindungen.

Stof3vorginge

Einen eigenen Themenkomplex innerhalb der nichtglatten Mechanik stellt die Be-
handlung von Stoflen zwischen Korpern dar. Da Stofivorgénge in der vorliegenden
Arbeit nicht behandelt werden, sei diesbeziiglich auf die Literaturiiberblicke in den
Dissertationen von GLOCKER [62], WOSLE [180] und BEITELSCHMIDT [10] sowie auf
das Buch von BROGLIATO [25] mit iiber 1000 Referenzen verwiesen.
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Diskretisierung dynamischer Kontaktprobleme

Bei der Berechnung dynamischer Systeme mit einseitigen Starrkérperbindungen be-
steht eine mogliche Vorgehensweise darin, ausgehend von einer Formulierung der
Kontaktgesetze auf Beschleunigungsebene die Kontaktkrifte zu berechnen und die
Bewegungsgleichungen mit einem numerischen Integrator zu losen. Bei hdufigen Zu-
standswechseln der Kontakte sind als Integratoren insbesondere Einschrittverfahren
niedriger Ordnung wie zum Beispiel Runge-Kutta-Fehlberg 2/3 giinstig. Beispiele
hierfiir finden sich z.B. bei PFEIFFER/GLOCKER [121], WOSLE [180], WOLFSTEINER
[179] oder SEYFFERTH [150].

Fiir hoherdimensionale Kontaktprobleme sind sogenannte Time-Stepping-Integrato-
ren, bei denen die Kontakte entweder auf Geschwindigkeits-/Impulsebene oder gar
auf Lageebene gelost werden, besser geeignet. So diskretisiert MOREAU in [108] zuerst
die Bewegungsgleichung auf Geschwindigkeitsebene, 16st dann die Kontaktgesetze
ebenfalls auf Geschwindigkeitsebene und schlieft mit der Berechnung der Systemla-
gen anhand einer Euler-Diskretisierung den Algorithmus ab. Eine Formulierung erster
Ordnung auf Lageebene stammt von VOLA ET AL. [170]. Das von STIEGELMEYR [161]
unter Verwendung eines halb expliziten Euler-Einschrittverfahrens entwickelte Time-
Stepping-Verfahren auf Lageebene erzielte enorme Rechenzeitvorteile bei Systemen,
in denen die Komplexitit der einseitigen Bindungen gegeniiber der glatten Systemdy-
namik iiberwiegt. Weitere Beispiele zur Time-Stepping Integration finden sich bei
ANITESCU ET AL. [4] und STEWART/TRINKLE [160].

Numerische Losungsalgorithmen

Eine hiufig anzutreffende Formulierung bei ebenen Kontaktproblemen ist die komple-
mentére Darstellung als LCP (Linear Complementarity Problem). Entsprechend viel-
filtig sind die numerischen Losungsansiitze, die fiir allgemeine und auch spezielle Pro-
blemtypen entwickelt wurden. MURTY [109] und COTTLE ET AL. [35] geben eine um-
fassende Ubersicht iiber die Theorie von LCPs. Sie klassifizieren die Komplementari-
tiatsprobleme anhand deren Struktur und stellen jeweils mehrere Losungsalgorithmen
zur Auswahl. Ein Methode zur Losung des LCPs, die bis auf wenige Ausnahmesitua-
tionen angewendet werden kann, ist der Pivotalgorithmus von LEMKE [94], der eine
exakte Losung liefert und im Gegensatz zu enumerativen Verfahren relativ giinstig im
Berechnungsaufwand ist. Zur Verbesserung der Robustheit hat SEYFFERTH den LEM-
KE-Algorithmus um eine iterative Komponente erweitert [150]. Eine Alternative wird
von MOREAU mit einem Gaufl-Seidel-artigen Loser angegeben [107]. Die Problemfor-
mulierung erfolgt dabei allerdings nicht als LCP, sondern als Differentialinklusion.
Ein sehr robuster und ebenfalls effektiver Algorithmus, der einen enumerativen An-
satz mit der linearen Programmierung kombiniert, wird in [3] von AL-KHAYYAL vor-
gestellt. Seine Idee besteht darin, die kombinatorische Vielfalt des Komplementari-
tatsproblems durch wiederholtes Losen linearer Programme schrittweise einzugrenzen.
Als Besonderheit des Verfahrens ist die Berechnung der kompletten Losungsmenge
bei akzeptablem Aufwand moglich. LUO ET AL. schlagen in [98] zur Losung linearer
Komplementaritdtsprobleme die Losung #quivalenter quadratischer Programme vor.
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PANAGIOTOPOULOS stellt in [116] einen Algorithmus vor, der das COULOMB'sche
Reibproblem durch iteratives Losen separierter Normal- und Tangentialprobleme l6st.
Dies hat den Vorteil, dass fiir beide Teilprobleme getrennt Minimalprinzipien angege-
ben werden konnen, welche sich zur Losung verwenden lassen, siche GLOCKER [62].

Bei rdumlichen und somit nichtlinearen Kontaktproblemen liegt eine deutlich gerin-
gere Anzahl geeigneter Losungsalgorithmen vor als im linearen Fall. Einen Zugang
zur Losung nichtlinearer Komplementaritéitsprobleme ermoglichen die sogenannten
NCP-Funktionen. Als Beispiele hierfiir seien die Funktionen von MANGASARIAN [100],
FISCHER [50] und DE LUCA ET AL. [40] genannt. WOSLE [180] verwendet dariiber hi-
naus auch Homotopiemethoden und die ,Methode der verbesserten LAGRANGE-Mul-
tiplikatoren“. Bei sdmtlichen Verfahren handelt es sich um iterative Algorithmen,
deren Konvergenz zumindest fiir Spezialfiille bewiesen ist (zum Beispiel [40]). FORG
greift in seiner Arbeit [52] wichtige Vertreter der iterativen Loser heraus und ver-
gleicht deren wesentliche Eigenschaften. Ausgehend von der Differentialinklusion lésst
sich zur Losung nichtlinearer Kontaktprobleme aber auch die ,augmented Lagrangian
Newton Method" anwenden, wie von ALART/CURNIER in [2] vorgeschlagen.

1.2.3 Robotik

Die Robotik ist ein Gebiet des Ingenieurwesens und auch der Informationstechnik,
dem weltweit viel Forschungsaufwand zukommt. Die Anzahl der jihrlich stattfinden-
den Konferenzen, Symposien und Workshops ist dementsprechend hoch. Sammlungen
richtungsweisender Arbeiten, wie zum Beispiel JAMSHIDI [80] oder [78], helfen dabei,
einen Uberblick iiber die vielfiltigen Forschungsaktivititen zu erlangen. Eine umfang-
reiche Zusammenfassung iiber die Robotikforschung allein in Deutschland bietet die
Sammlung von PRASSLER/DILLMAN/KUNTZE [132], in der sich auch eine Liste der
wichtigsten internationalen, regelmiiflig einberufenen Robotik-Konferenzen findet.
Ebenso fassen die Tagungsbinde der zur Zeit zweijihrig vom Verein Deutscher Inge-
nieure VDI durchgefiithrten Tagungsreihe ,Robotik“ die Aktivititen der deutschen
Forschungslandschaft auf dem Gebiet der Robotik zusammen und breiten ein grofles
Spektrum méglicher Anwendungsgebiete von Robotern aus [140].

Modellierung und Parameteridentifikation

Die Arbeiten von PAUL [119] und LUH [97] bieten eine gute Einfiihrung in die Robo-
tik. Sie stellen den Aufbau von Robotern und deren Kinematik, Steuerung und Rege-
lung in iibersichtlicher Weise dar und geben einen Uberblick iiber deren Einsatzmog-
lichkeiten. Die Biicher von PFEIFFER/REITHMEIER [123], ASADA/SLOTINE [6], CRAIG
[36], STADLER [158] und YOSHIKAWA [183] sind Basiswerke fiir die theoretische Be-
handlung von Robotern als geregelte Mehrkorpersysteme.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Starrkoérperansatz ohne Elastizitéiten in den Ge-
lenken als hinreichend fiir die Modellierung des betrachteten Roboters angenommen.
Im Zuge der zunehmenden Verbreitung von Leichtbaurobotern mit immer filigraneren
Armstrukturen in Verbindung mit zunehmender Leistungsfihigkeit der Gelenkantrie-
be riickt die Beriicksichtigung von Elastizitéiten im System jedoch immer mehr in den



8 Kapitel 1 - Einfithrung

Fokus der Robotikforschung. So geben GEBLER [57] und KLEEMANN [90], basierend
auf der Arbeit von JOHANNI [82], ein Modell fiir einen Laborroboter an, welches so-
wohl Elastizitdt und Dampfung in den Getrieben als auch verformbare Armglieder
beriicksichtigt. BLANCK [16] beriicksichtigt ebenso die Getriebeelastizitéiten fiir den
Entwurf einer Roboterregelung. Nichtlinearititen im Antriebsmodell wie Reibung
oder Spiel im Getriebe werden z.B. von TURK [167] oder WHITNEY [174] untersucht.
In seiner Arbeit [137], die sich mit der Kraftregelung von kraftschliissigen Roboter-
bahnen befasst, schldgt RICHTER eine interessante Methode vor, um die inneren Kréf-
te und Momente bei einem elastischen Roboterarm zu ermitteln. Werden bei einem
Roboterarm sémtliche Antriebe in die Basis integriert, so dass der Roboterarm von
der Last der Motoren befreit ist, ergibt sich ein Leichtbaupotenzial fiir die Armkon-
struktion. Damit einher geht eine erhohte Armelastizitit, was SCHLOTTER bei der
Modellierung des TELBOT T'B 100 Roboterarms als teilelastisches Mehrkorpersystem
mit 36 Freiheitsgraden berticksichtigt [148].

Mit den in jiingerer Zeit rapide gestiegenen Moglichkeiten zur numerischen Simulati-
on von Robotern mit Hilfe mechanischer Modelle nahm auch die Komplexitit der
Modelle und damit die Notwendigkeit einer moglichst guten Kenntnis bzgl. der Sys-
temparameter stetig zu. Eine pragmatische und einfache Methode der Parameterbe-
schaffung bei einem Roboter liegt, wie ARMSTRONG ET AL. fiir den Fall eines Puma
560 Industrieroboters zeigt [5], in der Demontage und im Wiegen und Auspendeln der
einzelnen Teile, um deren Massen, Schwerpunktslagen und Trigheitstensoren zu be-
stimmen. HOLZL zeigt ein Verfahren, das die Identifikation der Getriebesteifigkeiten,
Démpfungseigenschaften und Reibkennlinien durch gezielte Bewegungsanalysen des
Roboters wihrend des Betriebs ermoglicht, und beschreibt fiir das Beispiel eines
Puma 562 Industrieroboters die dafiir geeigneten Bahnen [76]. Weitere Erkenntnisse
zu mathematischen Verfahren zur Identifikation benétigter Systemparameter und zur
Kalibrierung von Robotern finden sich bei BERNHARDT/ALBRIGHT [12], ISERMANN
[79] und PRUFER [134]. Die Auswirkungen stochastischer Unsicherheiten bzgl. der
Systemparameter auf die Trajektorienplanung und Regelung von Industrierobotern
behandeln QU [135] und AURNHAMMER [8].

Inverse Kinematik

Ein bei seriellen Roboterarmen stets wiederkehrendes Problem ist das der inversen
Kinematik (IK), welche die Bestimmung der fiir eine gewiinschte Position und Orien-
tierung des Endeffektors benotigten Gelenkwinkel umfasst. Die IK kann fiir beliebige
Roboterkonfigurationen nicht allgemein analytisch gelost werden. Ein Teil der For-
schungsarbeiten zu diesem Thema befasst sich daher mit der numerischen Losung der
IK, wihrend ein anderer Teil systematisch Roboterkonfigurationen sucht, fiir die eine
analytische Losung existiert. So weist PIEPER [127] nach, dass die IK fiir jeden Robo-
ter mit drei sich in einem Punkt schneidenden Achsen auf eine Polynomgleichung
vierter Ordnung iibergefithrt werden kann, welche stets analytisch losbar ist. Dabei
konnen drei sukzessive parallele Achsen als sich in einem im Unendlichen liegenden
Punkt schneidend interpretiert werden. HEISS [72] gibt Klassen von Robotern an, bei
denen sich das Problem auf die sukzessive Losung von quadratischen Gleichungen
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reduzieren ldsst. Daneben existiert eine Reihe von Arbeiten, die die explizite Losung
der IK fiir einen bestimmten Robotertyp angeben, z.B. ELGAZZAR [44] oder CRAIG
[36] fiir den PUMA 560 als Vertreter der industriell weit verbreiteten Vertikalknick-
armroboter. Arbeiten zur numerischen Losung der IK benutzen grofitenteils ein modi-
fiziertes Newton-Raphson-Verfahren. Eine der iltesten Veroffentlichungen auf diesem
Gebiet (mit Anwendung auf allgemeine rdumliche Gelenkketten) stammt von UICKER
ET AL. [168], weitere Beitréige leisteten u.a. GOLDENBERG ET AL. [63] und CHEVALLE-
REAU/KHALIL [30]. Bei diesen Arbeiten stellt die bei der numerischen Losung der IK
gegebene Redundanz, dass mehr Gleichungen als Unbekannte zur Verfiigung stehen
und daher geeignete Gleichungen auszuwéhlen sind, ein gewisses Problem dar. HIL-
LER und WOERNLE schlagen eine Methode zur Vermeidung dieser Redundanz vor,
welche gleichzeitig die Anzahl der zu 16senden Gleichungen reduziert [74] [178]. Dabei
kann eine gegebenenfalls mogliche analytische Losung der 1K sofort ermittelt werden.

Maf3zahlen fiir Manipulationsvorginge

Zur Bewertung und Optimierung von Manipulationsvorgingen mit Roboterarmen
sind Mafizahlen notwendig, die die Giite bestimmter Konfigurationen bewerten. SA-
LISBURY/CRAIG [145] nutzen die Konditionszahl der transponierten Greifer-Jacobima-
trix als Mafl der Genauigkeit, mit der sich Kréfte ausiiben lassen. YOSHIKAWA [184]
multipliziert die Jacobimatrix mit deren Transponierten und nennt die Wurzel der
daraus berechneten Determinante manipulability measure. Sie beschreibt das Volu-
men des manipulability ellipsoids, welches die Bewegungsmoglichkeit des Greifers in
die verschiedenen Raumrichtungen bewertet. In singuldrer Stellung entartet das El-
lipsoid zu einer Scheibe, das manipulability measure wird Null. ASADA [7] fiihrt zur
Beurteilung des dynamischen Manipulationsverhaltens des Greifers ein generalisiertes
Tréagheitsellipsoid ein, das das Beschleunigungspotenzial in die verschiedenen Raum-
richtungen angibt. Gleiches leistet das von YOSHIKAWA beschriebene dynamic mani-
pulability ellipsoid, das zusétzlich die Schwerkraft und die normierten Motormomente
beriicksichtigt [182]. In singuldrer Stellung entartet es ebenso wie das manipulability
ellipsoid. Durch Berechnung des Volumens oder unter Verwendung der Hauptachsen
des Ellipsoids lassen sich skalare Mafizahlen zur Beurteilung der unterschiedlichen
Roboterstellungen ableiten. Diese Idee wird von BURGMAIR [28] aufgegriffen und mit
den Beschrinkungen der maximalen Motormomente verkniipft, was eine bessere Be-
urteilung der Roboterkonfiguration erméglicht. PROKOP [36] verwendet einen Grofteil
der Bewertungskriterien fiir die Formulierung von Giitefunktionalen und setzt diese
zusammen mit Bewertungskriterien fiir das dynamische Fiihrungs- und Storverhalten
fiir numerische Optimierungsrechnungen ein. BARCIO und WALKER [9] nutzen das
Trigheitsellipsoid gemdfl ASADA [7], um den Einfluss von Stoflen auf den Roboter
abzuschéitzen, und geben analog zu SALISBURY/CRAIG [145] die Konditionierung der
das Stofellipsoid beschreibenden Matrix als skalare Mafizahl an. Mit dem deaterity
measure wurde von STURGES ein anderes Mafl zur Beurteilung der ,,Geschicklichkeit"
eines Manipulators eingefiihrt [163]. Es beschreibt, welche Winkelfehler in den Robo-
tergelenken zugelassen werden konnen, ohne vorgegebene maximale Positions- und
Orientierungsfehler des Greifers zu iiberschreiten. Letztere werden meist aus einer
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quasistatischen Analyse der Manipulationsaufgabe gewonnen, siche WHITNEY [175].
Anders als beim manipulabilitiy measure [184] zeigt das so berechnete dexterity mea-
sure in der Ndhe von kinematischen Singularititen Optimalitit an, da dort grole Ge-
lenkwinkeléinderungen nur sehr kleine Greiferbewegungen bewirken, weshalb rechne-
risch die zuldssigen Gelenkwinkelabweichungen steigen.

Mobile Roboter

Die Basis - im semantischen wie auch im technisch-konstruktiven Sinne - fiir die Be-
trachtungen in der vorliegenden Arbeit bilden mobile Roboter. Die Mobilitidt kann
durch Réder, Raupen-/Kettenantriebe oder Beine realisiert sein. Am Lehrstuhl B fiir
Mechanik, inzwischen Lehrstuhl fiir Angewandte Mechanik, der TU Miinchen, wur-
den in den letzten Jahren unter der Leitung von F. PFEIFFER einige mit Beinen ver-
sehene und somit lauffihige Roboter entwickelt. Den Anfang machte die sechsbeinige
TUM-Laufmaschine MAX, deren adaptives Bewegungsmuster und dezentrale Rech-
ner- und Regelungsstruktur sich in bionischer Weise an dem natiirlichen Vorbild der
Stabheuschrecke orientieren, wie bei PFEIFFER, WEIDEMANN und ELTZE nachzulesen
ist [120] [173] [45]. Erstmalig wurde in diesem Projekt ein Ganggenerator realisiert,
der den Gangablauf iiber aus der Natur adaptierte Mechanismen individuell an die
Geschwindigkeit und den Untergrund anpasst. STEUER erweiterte das System um eine
Neigungsregelung und eine optische Hinderniserkennung [159].

Die Erfahrungen aus der Entwicklung des sechsbeinigen Laufroboters flossen in die
Konstruktion eines achtbeinigen Roboters ein, der sich durch Verspreizen seiner Bei-
ne in horizontalen wie vertikalen Rohren unter optimaler Ausnutzung der Reibkraft
zwischen seinen kugeligen Gummifiilen und der Rohrwand fortbewegen kann. Der
von ROSSMANN [144] entwickelte Rohrkrabbler MORITZ wird dhnlich der sechsbeini-
gen Laufmaschine iiber einen zentralen und vier dezentrale, iiber einen CAN-Bus
verbundene Mikrocontroller geregelt und verfiigt in seinen Beinen iiber eine durch-
dachte Kraft- und Positionssensorik. ZAGLER [185] erweitert die Bewegungsmoglich-
keiten durch Integration zusitzlicher Freiheitsgrade im Zentralkorper des Rohrkrabb-
lers und konzipiert ein optisches Erkennungssystem, um so das Durchschreiten von
Rohrabzweigungen zu ermoglichen.

Den vorldaufigen Hohepunkt stellt wohl der zweibeinige Laufroboter JOHNNIE dar,
den GIENGER und LOFFLER in nur vier Jahren entwickelten [58] [96]. Trotz eines ein-
geschrinkten finanziellen Spielraums gelang es ihnen, ein technologisches Niveau zu
erreichen, das vergleichbare, hauptsichlich japanische Laufmaschinen-Projekte mit
einem Vielfachen an personellen und monetiren Aufwand vorgeben. Die genannten,
am Lehrstuhl B fiir Mechanik durchgefiihrten Arbeiten zu Laufmaschinen stiitzen
sich bei der Modellierung der Bein-Umgebung-Kontakte auf die Theorie der nichtglat-
ten Mehrkorpersysteme. Als weiterfiihrende Literatur zur Laufmaschinenforschung
empfehlen sich die Arbeiten von BERNS [13], ELTZE [45], GIENGER [58] und WEIDE-
MANN [173].
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1.2.4 Optimierung und Bahnplanung

Das mathematisch-mechanische Modell des einseitig gebundenen Roboters kann fiir
modellgestiitzte Optimierungen auf der Basis der mathematischen Optimierungsrech-
nung genutzt werden. Diese befasst sich mit der Aufgabenstellung, unter Einhaltung
von Nebenbedingungen das Minimum einer Funktion mehrerer Verédnderlicher zu fin-
den. Die Nebenbedingungen konnen in der Form von Gleichheits- und Ungleichheits-
nebenbedingungen vorliegen. Einen allgemeinen Uberblick iiber die Optimierungsrech-
nung und deren numerische Verfahren geben Standardwerke wie die von BEVERIDGE/
SCHECHTER [15] und PAPAGEORGIOU [118]. Speziell zur Mehrkriterienoptimierung
stellt ESCHENAUER in [46] verschiedene Methoden und Anwendungsbeispiele zusam-
men und erléutert dabei verschiedene Ansitze zur Formulierung von Priferenzfunkti-
onen und das Auffinden von Kompromisslosungen bei konkurrierenden Kriterien. Zur
Optimierungstheorie im Kontext der nichtglatten Analysis sei auf die Beitrige von
CLARKE [32], CLARKE ET AL. [31] und ROCKAFELLAR/WETS [141] hingewiesen.

Numerische Methoden

Bei der numerischen Losung von Optimierungsproblemen kann prinzipiell auf zwei
Arten vorgegangen werden. Eine Moglichkeit ist die sukzessive Auswertung des Giite-
funktionals. Sie kann wie bei der ,Monte Carlo Methode“ [103] zufillig erfolgen oder
wird nach bestimmten Regeln durchgefiihrt, z.B. bei der ,Downhill-Simplex-Metho-
de* nach NEALDER [111], die BOX auf Systeme mit Nebenbedingungen erweitert [18],
oder beim ,simulierten Ausglithen“ [88]. Einen neuen Ansatz aus dem Gebiet der
Bionik stellt die Nachbildung von evolutorischen Prozessen in evolutiondren Algorith-
men dar [75]. So optimieren DATOUSSAID ET AL. [38] durch simulierte Mutation und
Selektion die Parameter mechanischer Systeme. Die andere Moglichkeit besteht darin,
zusitzlich Informationen iiber die Gradienten des Giitefunktionals beziiglich der Op-
timierungsparameter auszuwerten. Als eines der effektivsten Verfahren gilt die Se-
quentielle Quadratische Programmierung (SQP), die von SCHITTKOWSKY in [147] vor-
gestellt wird. FAN ET AL. [48] vergleichen die Effizienz von SQP-Verfahren anhand
numerischer Experimente.

Bahnplanung

Hinsichtlich der Trajektorienoptimierung bzw. Bahnplanung von Roboterarmen kon-
nen im Allgemeinen zwei Problemtypen unterschieden werden. Die erste Teilklasse
umfasst Fille, bei denen die Trajektorie des Endeffektors bereits bekannt bzw. gege-
ben ist und der Geschwindigkeitsverlauf fiir den Effektor entlang dieser Trajektorie
zu optimieren ist. Anwendungsbeispiele hierfiir sind Klebe-, Nahtschweif}- oder Fii-
geprozesse. Fiir das resultierende eindimensionale Optimierungsproblem stellen PFEIF-
FER/JOHANNI [122] ein Verfahren vor, das aufgrund der Beschréinkungen in der Pha-
senebene den zeitoptimalen Verlauf des Bahnparameters sehr effizient aus Extremal-
kurven generiert. Weitere Verfahren, die ebenfalls Begrenzungen in den Stellgréfien
und in den kinematischen Groflen beriicksichtigen, werden von SHIN/MCKAY [153]
sowie BOBROW ET AL. [17] beschrieben. Mit der Methode des dynamic programming
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nach BELLMANN [11] werden in [122] und [153] zuséitzliche Optimierungskriterien zur
minimalen Verfahrzeit beriicksichtigt. Das BELLMANN-Verfahren stellt ein effizientes
Werkzeug zur Optimierung des dynamischen Verhaltens von mechanischen Systemen
dar und eignet sich bei passender Darstellung der Modellbeschreibung zur Entwick-
lung einer optimalen modellbasierten Zustandsregelung. Eine Methode fiir die Be-
grenzung der Beschleunigungséinderung wird von TARKIAINEN/SHILLER [165] in einem
rechenaufwendigen iterativen Verfahren beschrieben. HUANG /MCCLAMROCH [77] und
PFEIFFER/RICHTER [124] erweitern die Bahnplanungsverfahren durch eine Sollkraft,
was die Optimierung entlang kontaktschliissiger Bahnen ermdoglicht. Die von WHIT-
NEY [175] definierten Toleranzfelder fiir die Lage und die Orientierung der Bauteile
beim Fiigen werden von WAPENHANS [172] mit der Roboterdynamik verkniipft, um
einen Fiigeprozess zu optimieren.

Die zweite Klasse von Bahnplanungsproblemen behandelt die optimale Planung von
Trajektorien, fiir die nur der Anfangs- und Endpunkt (bzw. Anfangs- und Endzu-
stand der Gelenkwinkel) fest vorgegeben ist, und bezieht somit auch die optimale
Auslegung der Bahn im Raum mit ein. Anwendungen wie Montage-, Zufiihr-, Punkt-
schweil- oder Be- und Entladeaufgaben stellen hierfiir Beispiele dar. Das Problem
kann gemifl PFEIFFER/REITHMEIER [123] geschlossen durch einen Satz kanonischer
Differentialgleichungen mit vorgegebenen Randwerten, algebraischen Nebenbedingun-
gen und (bei freier Endzeit) freier oberer Grenze beschrieben werden, fiir dessen Lo-
sung STOER verschiedene numerische Verfahren aufzeigt [162]. Beriicksichtigt man
dabei die Begrenzung der Motormomente, so liefert die Auswertung des Maximum-
prinzips von PONTRJAGIN [128] fiir zeitminimale Losungen die Bang-Bang-Steuerung,
bei der zwischen den Maximal- und Minimalwerten der Steuergréfien umgeschaltet
wird. Die Auswertung der sehr komplizierten differentialalgebraischen Gleichungen
vermeidet PROKOP [133] fiir die Untersuchung von Fiigeprozessen durch die Paramet-
risierung der Bahn und der Orientierung des Endeffektors im kartesischen Raum mit
Hilfe kubischer Spline-Funktionen. SHILLER/DUBOWSKY [152] verwenden Bezier-Spli-
nes zur Beschreibung der Bahn in kartesischen Koordinaten, um die Beriicksichtigung
von Hindernissen im Arbeitsraum zu erleichtern. RAJAN hingegen wendet Splinever-
ldufe direkt auf die Gelenkwinkel an und wéhlt dabei eine iterative Bestimmung der
optimalen Bahn, indem er von einer groben zu einer feineren Darstellung iibergeht
und das Verfahren abbricht, wenn die Hinzunahme eines weiteren Splines das Giite-
funktional kaum noch verbessert [136].

Alle genannten Arbeiten zur Optimierung von Armtrajektorien setzen inertial an der
Umgebung fixierte Roboterarme voraus. Mit der Beriicksichtigung von einseitigen
Bindungen an der Basis eines Roboterarms im Kontext von Bahnoptimierungen wird
in der vorliegenden Arbeit vermutlich Neuland beschritten; entsprechende Referenzen
wurden bei der Literaturrecherche nicht gefunden.
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1.3 Ziel und Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, ein theoretisches Fundament fiir die eingangs
geschilderte Aufgabe bzgl. der Beherrschung des Verhaltens ortsvariabler, nicht iner-
tial fixierter Roboter bereitzustellen. Dies soll mit Methoden der mechanischen Mo-
dellbildung unter besonderer Beriicksichtigung der Mechanik einseitiger Bindungen
sowie der Optimierungsrechnung realisiert werden. Die Giiltigkeit der getroffenen
Aussagen sowie die Richtigkeit der daraus ableitbaren Prognosen fiir das dynamische
Verhalten des Roboters sind durch Realisierung ausgewéhlter Fallbeispiele experimen-
tell zu iiberpriifen.

Bei der Verfolgung dieses Ziels sind als Nebeneffekt die aus vorangegangenen Arbei-
ten adaptierten Methoden zur Modellbildung auf ihre Zuverldssigkeit zu priifen und
gegebenenfalls zu erweitern. Einen wesentlichen Teil dieser Arbeit nimmt daher eine
detaillierte Betrachtung der Modellierung der Kontakte zwischen der Basis des orts-
variablen Roboters und der Umgebung durch einseitige Bindungen ein, die zur Ver-
wendung finiter Zustandsautomaten bei der Beschreibung der Kontaktzustinde fiihrt.

Den Aussagen zur theoretischen Modellbildung, der Anwendung im Rahmen von Op-
timierungsaufgaben, dem Nachweis der prinzipiellen Machbarkeit einer programm-
technischen Umsetzung sowie der experimentellen Verifikation wird die alleinige Rele-
vanz in dieser Arbeit eingeriumt. Der Anspruch auf Echtzeitfihigkeit der numeri-
schen Umsetzung in Computerprogramme wird nicht gestellt.

Die Herleitung eines allgemeingiiltigen, mechanischen Starrkorper-Ersatzmodells eines
baumstrukturierten, einseitig an die Umgebung gebundenen Roboters ist in Kapitel 2
dargestellt. Der Roboter wird dabei in die Subsysteme Basis und Arm unterteilt, wo-
bei die im System vorhandenen starren Kontakte ausschliellich bei der Basis vorlie-
gen und als einseitige Bindungen modelliert werden. Die Analyse der geforderten Bin-
dungspersistenz des Systems, d.h. des gewollten Fortbestands des gesicherten Still-
stands des Roboters ohne Auftreten eines Losgleitens oder einer Separation an den
Bindungspunkten der Basis, reduziert sich dann auf das Subsystem der Basis. In diese
werden an der Kopplungsstelle zum Arm die aus der Dynamik des Arms resultieren-
den Reaktionskrifte und -momente eingeprigt.

Bei der Beschreibung der rdumlichen Kontaktmechanik mittels eines linearen Kom-
plementaritétsproblems (LCP) in Kapitel 2 fiihrt eine konventionelle strikte Separati-
on der Kontaktkriifte in Normalen- und Tangentialrichtung zu einem nicht robusten
Ablauf des standardgeméifi verwendeten numerischen Losungsalgorithmus von LEM-
KE. Eine alternative und kompakte Formulierung der Kontaktmechanik, die mit einer
speziellen Nomenklatur bzgl. der Komplementarititen zwischen den Kontaktgrofien
einhergeht, schafft hier Abhilfe. Der modifizierte LEMKE-Algorithmus verlangt dann
nach bestimmten, von finiten Zustandsautomaten bereitgestellten Regeln fiir die je-
wieligen, als Basisaustauschschritte bezeichneten Losungsschritte.

Kapitel 3 stellt in detaillierter Weise die kompakte Formulierung der kontaktmecha-
nischen Verhiltnisse bei verschiedenen Bindungstypen und die zugehorigen finiten
Zustandsautomaten dar. Es werden hier auf der Ebene der Kontaktpunktbeschleuni-
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gungen sowohl der Standardfall der gewohnlichen einseitigen Bindung als auch Vari-
anten lokaler Verspannungen an den Bindungspunkten, die einen von der Standard-
form des Reibkegels abweichenden zuléssigen Bereich fiir die iibertragbaren Kontakt-
kriafte aufweisen und die kinetisch-dynamischen Moglichkeiten des ortsvariablen Ro-
boters erweitern, fiir den ebenen und rdumlichen Fall betrachtet.

Die im ersten Teil dieser Arbeit in Kapitel 2 und 3 vorgestellten Methoden zur Ana-
lyse des Bindungszustands des ortsvariablen Roboters kénnen im zweiten Teil bei
Optimierungsaufgaben angewendet werden. Dies beschreibt Kapitel 4 zunéchst fiir
den statischen Fall, bei dem unter der Vorgabe einer bestimmten Manipulationsauf-
gabe und unter Beriicksichtigung einiger Nebenbedingungen der optimale Standort
fir den Roboter in einer bestimmten Umgebungstopologie durch eine gewichtete
Minimierung des Losgleit-, des Kipprisikos, des Energieumsatzes sowie einer optima-
len Nutzung des Kraftraums bestimmt wird.

Die statische Bindungsoptimierung stellt mit den Kriterien zur Beschreibung der Gii-
te der normalen und tangentialen Bindungspersistenz die Grundlagen fiir eine Bahn-
optimierung beim einseitig gebundenen Roboter bereit, die in Kapitel 5 behandelt
wird. Die Bewegung des Roboterarms wird dabei durch mehrere, sukzessiv an die ein-
zelnen Gelenke erteilte Rampenbefehle generiert, die ein komplexes und durch Varia-
tion der Rampenparameter optimierbares Bewegungsmuster des Arms ermoglichen.
Eine optimale Armbewegung definiert sich durch einen minimalen Energieumsatz, die
Forderung nach Persistenz der einseitigen Bindungen flieit als Nebenbedingung in die
Optimierung ein.

Die Definition der Rampenbefehle sowie die zu beachtenden Besonderheiten bei ihrer
sukzessiven Applikation zur Generierung komplexer Bewegungsmuster sind in Kapitel
5 ebenso dargestellt wie die drei verschiedenen Achsfolgen des Roboterarms, auf die
die Bahnoptimierung angewendet wird. Das Kapitel schlieffit mit einem Vergleich der
bei diesen Achsfolgen erzielten Optimierungsergebnisse.

Der dritte Teil der Arbeit behandelt die experimentelle Umsetzung der vorangegan-
genen Betrachtungen an einem Versuchsstand. Kapitel 6 beschreibt zunichst das bei
der Versuchsdurchfithrung eingesetzte modulare Robotiksystem. Nachfolgend werden
die experimentelle Ermittlung der zur Simulation benétigten Parameter wie Massen-
trigheitsmomente oder Motorkennlinien sowie der konstruktive Aufbau des Robotik-
versuchsstands zur Realisierung von Bahnbewegungen eines einseitig gebundenen
Roboters dargestellt.

Kapitel 7 stellt die wihrend der Bahnbewegung des Roboterarms experimentell ermit-
telten Zeitverldufe verschiedener Messgroflen den mit der modellgestiitzten Simula-
tion prognostizierten Daten gegeniiber und verifiziert so die Modellbildung im Allge-
meinen und die Eignung der kompakten, auf Zustandsautomaten basierenden Model-
lierung von Kontakten durch einseitige Bindungen im Speziellen.

Zum Abschluss dieser Arbeit fasst Kapitel 8 die erzielten Ergebnisse zusammen.
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Kapitel 2

Mechanische Modellbildung

Bei der Modellbildung wird zu einem realen mechanischen System ein abstrahiertes
Abbild geschaffen, um die bei diesen Systemen auftretenden physikalischen Phino-
mene mathematisch beschreiben und so sein Verhalten prognostizieren zu konnen.
Dies geschieht in einem fiir die jeweils vorliegende Aufgabe ausreichend detaillierten
Maf, so dass nach dem okonomischen Prinzip ,so wenig wie mdglich, so viel wie
notig “ die im Fokus stehenden Effekte mit minimal notwendigem Aufwand vollstéin-
dig erfasst werden. Das Modell als Abstraktion der Realitdt muss also nicht exakt,
sondern nur hinreichend genau sein. Bei einer iiberméifligen Detaillierungstiefe des
Modells wird dessen numerische Handhabung unnétig erhoht und die Modelltrans-
parenz verschlechtert, ohne dass sich die Erkenntnis in das Systemverhalten erhoht.
Durch Intuition und Erfahrung kann die Anzahl der Schritte des iterativen Prozesses
zum Auffinden der optimalen Modelltiefe minimiert werden. Die Modellbildung muss
skalierbar erfolgen, so dass sich eine Anderung der Parameter des zu beschreibenden
Systems nicht auf die hinreichend genaue Prognostizierbarkeit auswirkt. Einen Ein-
blick in die allgemeine Thematik der Modellbildung bietet [157].

2.1 Starrkorpermodell

Roboterstrukturen sind im Allgemeinen sehr steif ausgefiihrt. Dies gilt auch fiir den
in dieser Arbeit behandelten mobilen Roboter. Die eigendynamischen Schwingungs-
vorgénge spielen sich im hoheren Frequenzbereich ab und seien fiir diese Arbeit nicht
von Interesse. Es ist somit zuldssig, geméfl den obigen Ausfiithrungen zur Modellbil-
dung des Roboters vereinfachend einen Starrkorperansatz zu wihlen, mit dem jegli-
che statischen und dynamischen Verformungen der Struktur vernachléssigt und so die
Anzahl der zur Beschreibung des Systemzustands benotigten Systemfreiheitsgrade
minimiert werden. Die Kopplungen der Starrkorper des Systems durch Gelenke wer-
den dabei als zweiseitige Bindungen zwischen den einzelnen Starrkorpern erfasst.

Eine zentrale Rolle bei der mathematischen Behandlung von Starrkorpersystemen
nehmen die Jacobimatrizen ein, die nachfolgend dargestellt werden. Anschlieflend
folgt die mathematisch-mechanische Beschreibung der Systemdynamik mittels der
Bewegungsdifferentialgleichungen fiir das gekoppelte System starrer Korper, die der
spiteren Einfithrung der einseitigen Bindungen zur Beschreibung der Kontaktmecha-
nik den Weg ebnet.

Die durch einseitige Kontakte charakterisierte Anbindung des behandelten mobilen
Roboters an die Umgebung wird in Abschnitt 2.3 mit Methoden der nichtglatten Me-
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chanik modelliert, die zugehorigen Kontaktpunkte werden dabei unter Verzicht auf
eine Modellierung der lokalen Kontaktnachgiebigkeiten und Entfall der zugehorigen
lokalen Freiheitsgrade als einseitige Bindungen erfasst.

2.1.1 Jacobimatrizen

Nach mathematisch-allgemeiner Definition ist die Jacobimatrix J die Matrix der par-
tiellen Ableitungen aller skalaren Teilfunktionen y,, a€[l...n,], einer vektoriellen
Funktion y(z)€ R nach allen Elementen z, des Argumentenvektors z € R™ [102]:

Oyy /Oy - 81/1/3%1,
oy : . :

J=5.= colgjl<gg)> = , JeR"™™ (2.1)

8yny /8:1;1 o ayny /8:1?7%

In der Mechanik beschreibt sie den funktionalen Zusammenhang zwischen dem Vek-
tor q¢ der fg generalisierten Geschwindigkeiten eines Mehrkorpersystems und der
translatorischen Geschwindigkeit rp eines Korperpunkts P sowie der Rotationsge-
schwindigkeit w des zugehorigen Teilkorpers des Mehrkorpersystems:

) orp . C ow . | . “ A
Tp = T§Q+2P7tr = JP7tr Q+7'P,t7’ , W= WQ"'ZP,TO = JP,ro Q+7'P,ro (2'2)

J p7tTEJR3XfS bzw. J P7r0€]R3XfS werden als Jacobimatrizen der Translation im
Punkt P bzw. der Rotation des Korpers, dem P zugeordnet ist, bezeichnet. Sie geben
die freien, d.h. mit den Systembindungen vertriglichen Bewegungsrichtungen des
Punkts P an und sind von den generalisierten Koordinaten g abhéingig, welche die
aktuelle Konfiguration des Systems beschreiben. In dieser Arbeit werden skleronome
Systembindungen vorausgesetzt, vgl. [125], so dass die Fiihrungsgeschwindigkeiten in
Gleichung (2.2) entfallen, 2p;. =1p,,=0. Mit der Gesamtjacobimatrix Jp werden
die translatorischen und rotatorischen Geschwindigkeiten gemeinsam erfasst:

JP7t7’ (Q)
JP,TO (Q)

Aus Gleichung (2.3) folgt fiir die auf den Punkt P bezogenen Beschleunigungen eine
Abhéngigkeit von den generalisierten Geschwindigkeiten und -beschleunigungen:

Tp

o e R%Js (2.3)

=Jp(@)g , Jplg) =

JP7t7’
JP7r0

Tp JIp iy

. (2.4)

= Jp(q.4)d + Jp(q)d =

J P,ro
Sind die Jacobimatrizen des Punkts P bekannt, konnen iiber die Starrkérperformel
Tp

w

E; —7Tpg
03 Ej

TQ

w

'I"Q = 'I;'P + (:J’T‘PQ = 'I;'P — 'FPQ w = (25)

durch Einsetzen von Gleichung (2.3) die Jacobimatrizen eines Punkts @ des gleichen
Korpers, und daraus deren Zeitableitung, aufgestellt werden [62]:
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T, E, -7 J ! J Jp.,.—rppd
E] _ 3 PQ Ptr g 2 JQ g = Q,tr _ Pitr —T"PQ Y Pyro (2.6)
w 03 E3 JP,m JQ,ro JPJ’O
J Jpy — oI pre — Tpod
. Q,tr Ptr PQ Y P,ro PQ Y P,ro
Jo=[""= . (2.7)
Q,ro P,ro

Die Jacobimatrizen spielen bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen eine zentra-
le Rolle. Sie projizieren den Impuls- und Drallsatz eines jeden Korpers in den Raum
der generalisierten Koordinaten. Dabei werden die zweiseitigen Bindungskriifte aus
der Krifte- und Momentenbilanz eliminiert, was eine kompakte Formulierung der
Systemdynamik mit den generalisierten Koordinaten ermoglicht. Des Weiteren finden
sie. Anwendung bei der Beschreibung des kinematischen Zustands einzelner Punkte
eines Systems, im Speziellen bei der Analyse der Kontaktgroflen an einseitigen Bin-
dungen sowie der Beschreibung der Kinematik eines Robotergreifers.

Bei Systemen mit Baumstruktur, wie sie auch in dieser Arbeit betrachtet werden, las-
sen sich die Jacobimatrizen fiir den Punkt P; eines Korpers ¢ rekursiv aus den Jacobi-
matrizen bzgl. des Punkts S}, des Vorgingerkorpers h=i—1 herleiten. Ausgehend von
der inertialen Basis des Baumsystems werden hierbei sukzessiv die Jacobimatrizen der
einzelnen Relativverdrehungen und -verschiebungen aufsummiert. Es gilt [133]

e fiir rein translatorische Gelenke:

iJF)7:77'O = Ai,h hJSh,ro )

—~ _ (2.8)
iIpr = Ain 1 s, o — (Az‘,h hTsQn + iTQP,i) iIpro + a%(iTQP,i)
e fiir rein rotatorische Gelenke (wie in dieser Arbeit ausschlieflich betrachtet):
iJPj,m = Ai,h hJSh,ro + %(iwh,i) ) (2.9)

iJpr = Aip (hJSh,tr — WTSQ,h hJSh,m) + £ (i@ imgp,)

Dabei ist @ der Gelenkpunkt zwischen den Korpern und A;j die Drehtransformati-
onsmatrix vom h- ins i-System. Die Riicktransformation wird durch die Inverse reali-
siert, die der Transponierten entspricht:

1T
Ay i=(4;,) =4, (2.10)

Die Vektoren rgg und rgp sowie die Relativwinkelgeschwindigkeit wy, ; werden in Ab-
schnitt 2.2 beschrieben. Die Jacobimatrizen der Rotation und Translation des Grei-
ferpunkts G am letzten der ny Korper eines Roboters mit Baumstruktur lassen sich
dann aus Gleichung (2.9) direkt, d.h. nichtrekursiv herleiten,

_ ng—1 nyg—1 T az‘wifl,i 8TZKW"K*L"K
GJG,TO_ 21‘:1 {( k=i Ak7k+1) 861 }+ aq

np—1 np—1 T . 0w, . Oyw
Ghﬂz—zgi“ fi%mﬁimwéﬂ}—mem%w

. (2.11)
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mit ¢ JG o/t e R¥s , wobei fiir den letzten Korper 79, =,Tg¢ gilt. Zur Defini-
tion von 7 und rq siehe ebenfalls Abschnitt 2.2.

2.1.2 Bewegungsdifferentialgleichungen

Bild 2.1 zeigt ein System aus n starren, massebehafteten, mit zweiseitigen Bindungen
beliebig gekoppelten Korpern mit ein- und zweiseitigen Bindungen zur starren Umge-
bung, jedoch ohne einseitige Bindungen zwischen den Koérpern. Das System befinde
sich im konstanten Schwerefeld mit dem Gravitationsvektor g. Sémtliche einseitigen
Bindungen des Systems seien im betrachteten Zeitpunkt geschlossen. Die jeweiligen
Kontaktpunkte zur Umgebung seien korperfest, der Fall des Wanderns eines Kon-
taktpunkts entlang der Korperoberfliche infolge eines Abrollens sei ausgeschlossen
und wird nicht betrachtet. Eine detaillierte und umfassende Darstellung der Mecha-
nik von Kontakten in Starrkorpersystemen geben z.B. [62] [105] [121], die folgenden
Darstellungen beschrinken sich auf den fiir diese Arbeit notwendigen Umfang.

Einseitige
Bindungen

Bild 2.1: Starres Mehrkorpersystem mit ein- und zweiseitigen Bindungen

Die Kréfte dfp, die auf ein infinitesimales Massenelement dm am Punkt P eines Kor-
pers des Systems wirken, lassen sich aufteilen in eingeprigte Kréfte dfp, und Zwangs-
krifte dfp,, so dass dfp= dfp.+ dfp, [125]. Die Bewegungsgleichungen fiir das Sys-
tem lassen sich dann nach dem Prinzip von D’ALEMBERT [37] in der Fassung von
LAGRANGE herleiten, wonach die im System auftretenden Zwangskrifte keinen Bei-
trag zur virtuellen Arbeit 6W des Systems leisten und somit die virtuellen Arbeiten
der Massenbeschleunigungen und der eingeprigten Krifte iiber das gesamte System
einander aufheben [69] [164]:

SW = srp (ip dm —dfp,) = 0 (2.12)
System
Dabei ist 7p der Ortsvektor im inertialen Koordinatensystem zum Massenelement dm
und érp der Vektor der mit den Bindungen des Systems vertriiglichen infinitesimalen
virtuellen Verschiebung. Letzterer kann mit der Jacobimatrix der Translation Jp .
des Punkts P durch die virtuellen Verschiebungen éq der Minimalkoordinaten q des
Systems dargestellt werden:
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érp =Jpy.0q = 67"PT =6q" JE,W (2.13)

Mit dem Relativvektor rgp vom Schwerpunkt S des jeweiligen Korpers zum Bezugs-
punkt P sowie den Schwerpunkt-Jacobimatrizen gilt nach Gleichung (2.6):

T ~ T T T =~
JP,tr = (JS,tr —Tsp JS,m) = JS,tr +JS,7’0 Tsp (2’14)

Setzt man Gleichung (2.14) in Gleichung (2.13), daraufhin diese sowie die nach der
Zeit abgeleitete Starrkorperformel 7p =g +(wW+ww@)rgp in Gleichung (2.12) ein,
und separiert das Gesamtintegral nach den nyx Koérpern K; des Systems, erhilt man:

T T T - .. K ~ ~
00" S ({ [ T8+ T 7o) (i + G+ @@ mp Jam—ap, |} | =0 (2.15)
7
Mit den wohlbekannten Starrkorperintegralen

dm =m; —ff“ Top dm =0O; f’r dm =0
fKi i K; SP 'SP i K SP )

(2.16)
ijdfPe :Fe,i ) fK,L'TSP dfpe :Me,i
folgt fiir die Integrale in Gleichung (2.15):
T T ;..
fK.JSﬂ,‘r("') = <Js,tr(7“sm - Fe)>i :
’ (2.17)

T - T . ~
fK_J&mrSP( )= <J5,m(®w L GOw— Me)>i
Dabei ist m; die Masse des i-ten der nyx Korper, ®; der auf den Schwerpunkt dieses
Korpers bezogene Trigheitstensor sowie F ; und M ¢,i die auf den Schwerpunkt redu-
zierten eingepriigten Krifte und Momente. ‘Aus Glelchung (2.15) folgt unter Verwen-
dung der Matrix-Vektor-Schreibweise:

5qz< e

Die eingeprigten Krifte F,; enthalten die Gewichtskraft F,;=m;g, gegebenenfalls
eine von auflen auf den Korper wirkende Prozesskraft Fp; sowie die Kontaktkréfte.
Die eingeprigten Momente M, ; umfassen die durch die eingeprégten Kréfte iiber die
jeweiligen Hebelvektoren verursachten Momente, gegebenenfalls ein dufleres Prozess-
moment Mp ; sowie die Summe der auf den i-ten Korper wirkenden Motormomente
M ;. Am k-ten von np; Kontaktpunkten dieses Koérpers mit der Umgebung wirks
die Kontaktkraft K, so dass gilt:

.
F.;=m;g+ Fp; + Zkif K,

~ ’H,P7' ~
M,; =7sp; Fp; + ), (TSK,i,k sz) +Mp; + M, ;

0

wOw

F,

E3m 0 e
_ Me

0 ©

> =0 (2.18)

(2.19)
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Die virtuellen Verschiebungen der generalisierten Koordinaten dq unterliegen keinerlei
Einschrinkungen durch Bindungen, somit ist Gleichung (2.18) nur dann erfiillt, wenn
der Summenterm verschwindet. Die skalare Arbeitsgleichung geht iiber in eine vekto-
rielle Kraft-Momenten-Gleichung, die die Projektion des fiir jeden der ny Korper for-
mulierten Impuls- und Drallsatzes iiber die Jacobimatrizen in den Raum der genera-
lisierten Koordinaten beschreibt. Mit der Zeitableitung von Gleichung (2.3),

rSz
W, ] JS%Q"'JSZQ ) (2’20)
1
K E-m 0 0 F.
T 3 .. <.
folgt: E <JS 0 Q(ng-i-JSQ)-l- 50w ]\Je] > =0 (2.21)
i=1 €)) /i

Wertet man Gleichung (2.21) im jeweils korperfesten Koordinatensystem unter Aus-
nutzung der dann gegebenen Konstanz der Trégheitsmatrizen ©, aus, erhélt man fiir
die fg generalisierten Koordinaten g die nichtlineare, vektorielle Bewegungsgleichung

M(q)§ + h(g.q) = W, 7 + Wy A~ (2.22)

deren Komponenten nachfolgend erldutert werden. Die Massenmatrix

K Esm; 0
T 3
M(g) =Y |J5i| o o, 7si| € R (2.23)
=1

ist symmetrisch; der Vektor h(q,q) fasst die Gravitationskraft, die Prozesskrifte und
-momente sowie die gyroskopischen Anteile zusammen:

9=, 1 sIl o elst+|z0. FopFp + Mp| |/ '
1= 1

Das j-te von n, ; am i-ten Korper wirkenden vektoriellen Motormomenten wird iiber
die in Richtung der Motorachsen zeigenden Einheitsvektoren e]l? mit skalaren Motor-
momenten 7; ; parametrisiert, so dass fiir die Summe M ; aus Gleichung (2.19) gilt:

Nri, M
M:,; = ijl (€ij Tij) - (2.25)

Es wird dabei von starren Getrieben zwischen den Gelenkmotorenldiufern und den
starren Korpern des Systems ausgegangen, so dass sich an den Gelenken keine zuséitz-
lichen inneren Freiheitsgrade ergeben, vgl. [28].

Séamtliche skalaren Motormomente 7; ; des Systems werden zum Vektor 7 zusammen-
gefasst und in Gleichung (2.22) mit der Projektionsmatrix W_in den Raum der gene-
ralisierten Koordinaten projiziert, wobei gilt:

nri M n N
| —row <JS”,O(r0W] 1< i,j>)> , T:colif<col < i,j>> (2.26)
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Die einzelnen Kontaktkriifte K;; werden mit den orthogonalen und basisfesten Ein-
heitsvektoren {n,t;,¢,}, die in die normale und die beiden tangentialen Richtungen
der Kontaktebene des jeweiligen Kontaktpunkts zeigen und zur Matrix N, zusam-
mengefasst sind, sowie durch zugeordnete skalare Kraftkoeffizienten A beschrieben:

)‘n i,k
A J_
K, = <" A Ht N+t >‘t2>i L= [nzk ik t2,z‘,k} Myik | = Nik Ak (2.27)
N Aty ik

Der hochgestellte Index ,, 1 “ zeigt hier und im Folgenden die Orthogonalitit der mit
den betreffenden Kontaktgrofien gewichteten Einheitsvektoren an und dient zur Un-
terscheidung gegeniiber solchen Kraftkoeffizienten, die mit nichtorthogonalen Ein-
heitsvektoren einhergehen und im weiteren Lauf dieser Arbeit eine entscheidende
Rolle spielen werden. Alle Kraftkoeffizienten des Gesamtsystems werden zum Kraft-
koeffizientenvektor A+ zusammengefasst, welcher in Gleichung (2.22) mittels der
Projektionsmatrix W) in den Raum der generalisierten Koordinaten projiziert wird.

np
row, ) < N; 4, >

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Bindungskriifte aus den einseitigen
Bindungen bis hier provisorisch als eingeprigte Krifte betrachtet wurden, die in
Form der Kontaktkréfte K; an ungebundenen Kraftangriffspunkten auf das System
einwirken. Das Modell enthilt formal somit zunéchst nur zweiseitige Bindungen; die
Mechanik der einseitigen Bindungen ist noch nicht vollstindig erfasst. Die zugehori-
gen Kontaktpunkte sind im Rahmen der Vertriglichkeit mit den generalisierten Ko-
ordinaten frei beweglich, was durchaus noch ein Eindringen der die einseitigen Bin-
dungen enthaltenden starren Korper in die Umgebung erlaubt.

Es
TSK ik

W, = I'OW?K1< Jg;’i > L AT = col?:Kl< colZi’lj </\1Jj€> > (2.28)

Die obige Herleitung auf Basis des Prinzips von D’ALEMBERT dient als Grundlage fiir
die noch folgende Ortsdiskretisierung. Die Bewegung der Kontaktpunkte wird dann
durch Einfithrung mengenwertiger Kraftgesetze fiir die Kontaktkrifte eingeschriankt.
Auf die Details der Kraftgesetze wird in den Abschnitten 2.3 und 2.4 eingegangen.

2.2 Spezialfall serielles System

2.2.1 Zweiteilung in Arm und Basis

Im Rahmen dieser Arbeit soll die Betrachtung auf Systeme mit folgenden Eigenschaf-
ten eingeschrinkt werden:

¢ FEine signifikant grofle Gruppe der Korper des Systems bildet eine serielle Struk-
tur und wird im Folgenden als Arm bezeichnet. Jeder Korper des Arms ist an
zwei andere Korper gekoppelt. Als Ausnahme weist der letzte, duflere Korper des
Arms nur einen benachbarten Korper auf und wird als Greifer bezeichnet. Weder
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am Greifer noch an den restlichen Korpern des Arms liegen einseitige Bindungen
mit der Umgebung vor. Auf den Greifer durch Manipulation mit der Umgebung
wirkende Krifte flieBen somit als eingepriigte Krifte in die Systemdynamik ein.
Die f4 Gelenkwinkel ¢; des Arms bilden eine Teilmenge der fg generalisierten
Koordinaten des Gesamtsystems und werden als generalisierte Koordinaten des
Arms bezeichnet:

a4 = C01£1<%> —peR" | fi<fs (2.29)

Die nicht zum Arm gehérenden Korper des Systems bilden die Basis. Dort, und
entsprechend dem obigen ersten Punkt nur dort, liegen einseitige, jedoch keine
zweiseitigen Bindungen mit der Umgebung vor.

Der Betrieb des Arms erfolgt in Abhéingigkeit von der Basis: Ist der Arm in Be-
wegung, sind alle Gelenke innerhalb der Basis, z.B. durch Bremsen, starr ge-
sperrt. Die Basis kann dann als einzelner zusammenhiingender Starrkorper be-
trachtet werden. Das System verfiigt somit iiber 6 zusétzliche generalisierte Ko-
ordinaten qp EIR6, die die kartesische Position und Orientierung der intern ge-
sperrten Basis beschreiben, und es gilt:

qa

ar eRIS | fo=f1+6 (2.30)

q:

In Bild 2.2a) ist ein den getroffenen Einschrinkungen entsprechendes abstrahiertes
System dargestellt. Man erkennt einen seriellen Knickarmroboter wieder, der auf
einer mobilen Basis angebracht ist.

Zur Vereinfachung des programmiertechnischen Aufwands sowie zur Steigerung der
Transparenz des Systemverhaltens bei der numerischen Untersuchung hat es sich als
vorteilhaft erwiesen, das System entsprechend der Unterteilung in Arm und Basis in
zwei Teilsysteme durch Freischneiden aufzutrennen. Am Kopplungspunkt @), der mit
dem ersten Gelenk des Arms zusammenfillt, werden die vom Arm auf die Basis wir-

gesperrte zweiseitige
Bindungen der Basis

Bild 2.2: Abstrahierter Roboterarm auf einseitig gebundener Basis
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kenden Schnittkrifte und -momente als eingepréigte Krifte und Moment in die beiden
Teilsysteme eingebracht, vgl. Bild 2.2b).

Wenn nun die Basis unbeschleunigt ruht, kénnen der Kopplungspunkt ¢); und der
erste Armgelenkfreiheitsgrad ¢ als inertial fest betrachtet werden, so dass entspre-
chend Bild 2.2c) der Arm als ein iiber eine gewohnliche zweiseitige Bindung am
Punkt )7 an die Umgebung gebundenes System interpretiert werden kann. Fiir beide
Teilsysteme ldsst sich dann analog zu Gleichung (2.22) eine eigene Bewegungsdiffe-
rentialgleichung angeben, wobei der Arm (Index A) mangels einseitiger Bindungen
iiber keine Kontaktkréfte, die als einzelner Starrkorper betrachtete Basis (Index B)
hingegen mangels Gelenke iiber keine Motormomente verfiigt:

Myigg+hy =W, 7 |, Mpgip+hg=W,X" (2.31)

Das Fortbestehen des Status der geschlossenen einseitigen Bindungen der Basis, im
Folgenden als Bindungspersistenz bezeichnet, ist somit fundamentale Voraussetzung
fiir die Giiltigkeit aller folgenden Betrachtungen in dieser Arbeit. Zu keinem Zeit-
punkt darf der Arm Kriifte oder Momente auf die Basis ausiiben, die deren einseitige
Bindungen 6ffnen und so ein Losgleiten oder eine Separation an einer der einseitigen
Bindungen verursachen. Entscheidend ist also, dass der Arm iiber die Kopplungskréf-
te und -momente Einfluss auf den Bindungszustand der Basis und somit auf die Zu-
léissigkeit der Zweiteilung des Modells nimmt. Diese Forderung auf der Ebene der
Giiltigkeit des Modells deckt sich mit dem ohnehin fiir diese Arbeit formulierten Ziel,
ein Kippen oder Wegrutschen eines mobilen Roboters zu verhindern.

Dieser gewihlte Ansatz der Separation zwischen Arm und Basis wére natiirlich unzu-
ldssig, wenn das Systemverhalten nach einem eventuellen Wechsel des Bindungszu-
stands der Basis von Interesse wire. Dann beeinflussten sich der Arm und die Basis
gegenseitig in ihrer Dynamik, so dass die vektorielle Bewegungsgleichung (2.22) fiir
das zusammenhingende, gesamte Modell zu beriicksichtigen wire. In dieser Arbeit
geht es jedoch darum, zu analysieren, ob iiberhaupt ein Bindungswechsel an der Basis
auftritt. Ist dies der Fall, spielt der genau Wert der Beschleunigung der Basis direkt
nach dem Bindungswechsel keine Rolle: Der mobile Roboter kippt oder gleitet auf
jeden Fall weg. Solange jedoch kein Bindungswechsel an der Basis vorliegt, ist es zu-
lissig, statt des gekoppelten Gesamtsystems nur das entkoppelte Basis-Teilsystem
mit eingeprigten Kriften und Momenten zur Untersuchung der Auswirkungen der
Armdynamik zu nutzen.

Fiir eine Analyse des Bindungsverhaltens der einseitig gebundenen Basis ist dann die
Kenntnis der am Kopplungspunkt () als eingeprigte Krifte auf die Basis wirkenden
Kopplungskrifte Fp 1 und -momente M notwendig. Als Zwangskréfte des Robo-
terarms werden diese jedoch nicht durch die vorangegangene, auf dem Prinzip von
D’ALEMBERT basierenden Herleitung in Abschnitt 2.1.2 erfasst. Daher fiihrt alternativ
im Folgenden die Kinematik der Korper des seriellen Roboterarms zum Impuls- und
Drallsatz, welche die sukzessive Bestimmung der gesuchten kinetischen Kopplungs-
grofen ermoglichen. Diese Aufgabe ist nicht mit dem inversen Problem der Dynamik
zu verwechseln, wo fiir die bekannte Bewegung des Roboters die notwendigen Gelenk-
momente bestimmt werden. Vielmehr werden im vorliegenden Fall auch die zu den
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Achsen und somit zu den Gelenkmomenten orthogonalen Anteile der Kopplungsmo-
mente zwischen den Korpern gesucht.

2.2.2 Kinematik

Fiir die Analyse der Kinetik des Arms sind zunéchst die kinematischen Groflen, also
die translatorischen und rotatorischen Lagen, Geschwindigkeiten und Beschleunigun-
gen der Korper mit Hilfe der generalisierten Koordinaten, hier die Gelenkwinkel ¢;,
zu bestimmen. Dies geschieht unter Ausnutzung der Baumstruktur in rekursiver Wie-
se, so dass die auf den Schwerpunkt bezogenen kinematischen Groflen eines Korpers ¢
aus denen seines Vorgingerkorpers h=1i—1 berechnet werden [123]. Im Folgenden
wird dabei die instanzierte, d.h. koordinatenbehaftete Schreibweise verwendet, was
der programmtechnischen Umsetzung der Zusammenhinge entgegen kommt.

Qi

Vorgéngerkorper h

L
1
1
I
I
I
I
1

Basis-KOS - FKOS

Bild 2.3: Relativkinematik zwischen zwei Kérpern des Roboterarms

Gemif3 Bild 2.3 werden die Lage und die Orientierung des i-ten Korpers gegeniiber
dem inertialen I-System, ausgedriickt durch den Ortsvektor r; zum Korperschwer-
punkt S; sowie die Orientierungsmatrix A; j, rekursiv aus den entsprechenden Grofien
rj, bzw. A}, 1 des vorangehenden h-ten Korpers hergeleitet,

i = A wmn Ay wrson tivos: s Air = A Anr o, i=h+1 (2.32)

wobei die Gelenkwinkel ¢; die Transformationsmatrizen A;j(¢;) bestimmen. Der
Vektor rgq j, zeigh vom Schwerpunkt 5, des h-ten Korpers zum Kopplungspunkt @);
mit dem folgenden i-ten Korper, der Vektor rgg; dementsprechend von @; zum
Schwerpunkt S; des i-ten Korpers. Die sukzessive Bestimmung der Ortsvektoren und
Orientierungsmatrizen aller Korper des Arms mittels Gleichung (2.32) wird als Vor-
wirtskinematik des Roboterarms bezeichnet.

Die Rekursionsgleichung (2.32) wird initialisiert durch die nur vom Gelenkwinkel ¢;
bestimmte Transformationsmatrix Aq; vom Inertialsystem {iber das Basis-System
zum korperfesten Koordinatensystem des ersten Korpers sowie durch den von Aj ;
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abhéngigen Vektor r; vom Ursprung des Inertialsystems zum Schwerpunkt des ersten
Korpers:

171 = Ay g+ Ayplen) BTeo, +1mgsa 5 Aur = Ayplen) A (2.33)

Die Transformationsmatrix Ag yvom Inertial- zum Basis-System, der Vektor rp vom
Ursprung des Inertialsystems zum Schwerpunkt Sp der Basis sowie der Vektor rpg,
von Sp weiter zum Kopplungspunkt (); der Basis mit dem ersten Korper des Robo-
terarms sind bei geschlossenen Bindungen der Basis konstant und bekannt.

Unter Beriicksichtigung der Differentiationsregel nach Euler,

(1) = (M) + w1 = T+ @ imi
. . . . : (2.34)
(W) = (W) + jw; x w; = jw; mit  w;x;w;,=0

sowie der bei Drehgelenken gegebenen zeitlichen Konstanz der in den jeweiligen Kor-
perkoordinaten instanzierten Relativvektoren, ;,7¢q ) = 0 und ;75g,; = 0, lassen sich
mit Gleichung (2.32) die Schwerpunktgeschwindigkeit #; sowie -beschleunigung #;
des i-ten Korpers mit den entsprechenden Grofien des Vorgingerkorpers h angeben:

i(T)=Aip 1(T)+ A 4@ TS+ Wi iTQS

. . 3 R (2.35)
(7)) =4, h(rh)+(Ai7h +2,w; A@h)h?“s*@h +( Wit W; iwi)(A@h hrsQnt iTQS7i)

Fiir die rotatorische Geschwindigkeit w; und Beschleunigung w; des i-ten Korpers gilt:

iwi = Ay ey, W = Ay e + Ajg pwn i (2.36)

Die Relativwinkelgeschwindigkeiten und -beschleunigungen ;wy ; und ;wy ; konnen
mit der Transformationsmatrix A;(y;) und deren beiden Zeitableitungen A; j,(v;,%;)
sowie A, (¢, ¢, ¢;) bestimmt werden.

i@hi =AinAni o iWni = A A+ Ay A (2.37)

Fiir die Orientierung und Lage des Greiferpunkts G im Inertialsystem gelten dann
mit rog ;= 1rgs,i+ rsq,i die direkten, nicht rekursiven Bestimmungsgleichungen:

!
Ara=Arp H£i1 Ap_1  (wobei Ay, =Ap; ),
| (2.38)
£i-1
/¢ = 1B+ ArB [BT’SQ,O +y 4 ((szl Akak) 00, )] + Ar g ¢moc

Diese Berechnung der kinematischen Greifergrofien aus den bekannten Gelenkwinkeln
wird in der Robotik als Vorwirtskinematik oder auch direkte Kinematik bezeichnet.

2.2.3 Kinetik

Mit Hilfe des vorausgegangenen Gleichungssatzes ist der kinematische Zustand des
baumstrukturierten Arms von innen nach auflen berechenbar. Der kinetische Zustand
kann nun entgegengesetzt, also von auflen nach innen bzw. vom Greifer zur Basis,
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Bild 2.4: Krifte und Momente am freigeschnittenen i-ten Korper des Roboterarms

sukzessiv durch Freischneiden der einzelnen Korper und Analyse des Impuls- und
Drallsatzes im jeweils korperfesten Koordinatensystem bestimmt werden. Nach dem
Impulssatz entspricht die Zeitableitung des Impulses p; =m,; r; der Summe der auf
den Korper angreifenden Krifte geméfl Bild 2.4,

Dabei sind Fg; und Fp . die Kopplungskriifte zwischen den Korpern A und ¢ bzw. ¢
und k sowie Fp; eine gegebenenfalls vorhandene Prozesskraft, vgl. Gleichung (2.19).

Nach Instanzierung im - System und unter Beriicksichtigung der Konstanz der betei-
ligten Massen, m; =0, erhilt man die rekursive Bestimmungsgleichung fiir die Kopp-
lungskriifte zwischen den Korpern des Arms:

Fpi =

)

m; (%) + A 1 For — Aig ( 1Fpi+m; 19) (2.40)

Analog zum Impulssatz entspricht nach dem Drallsatz die Zeitableitung des auf den
Korperschwerpunkt S; bezogenen Dralls L; =©; w; der Summe aller auf den Korper
angreifenden Momente um S;, vgl. Bild 2.4,

r SZ ~ ~ ~
Li=>)" M) = Mg, =My, +Mp,;—7gs:Foi—7sqiFor+Tsp; Fp; , (2.41)

mit den Kopplungsmomenten Mg ; und Mg ) zwischen den Korpern h und i bzw. 1

und £ und einem Prozessmoment Mp ;, vgl. Gleichung (2.19). Instanzieren von L; im

i-System unter der Voraussetzung zeitlich konstanter Trégheitstensoren (,0,=20),
Z(L) ZLZ + ) Z ) Z ®Z Zwl + Zwl Z@ Wi Y (2'42)

71771

liefert mit den Gleichungen (2.40) und (2.41) die rekursive Gleichung zur Bestim-
mung der Kopplungsmomente zwischen den Korpern des Arms:

Mg =0, w; + w; ;©; jw; + A, 1Mo +A; 1 tMp; +

N N . N (2.43)
+ 700, Aik kFor + ™M iTQs.i ( (7)) — A 19) — iTsp.i Ai1 1Fp;
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Die kinematischen Groflen ,(7), ;w; und ;w; in den Gleichungen (2.40) und (2.43)
folgen aus den Gleichungen (2.35) und (2.36). Legt man die z-Achse des i-Systems
stets parallel zur Drehachse zwischen den Korpern h und i, dann gilt fiir das skalare
Motormoment My, ; bzw. die Winkelgeschwindigkeit ¢; am i-ten Gelenk des Arms:

My =[i Mg, = My = col (M) ) e R iwh,i:(() 0 g'oz-)T (2.44)

Es konnen nur am Greifer, dem letzten Korper des Arms, Prozesskrifte und -momen-
te auftreten, so dass folgende Vereinfachung getroffen wird:

Fp,=Mp;=0 , i<fy (2.45)

2.3 Kontaktmechanik

Die Gleichungen (2.40) und (2.43) liefern die Krifte F; und Momente M, die
der Arm am Kopplungspunkt ()7 auf die Basis ausiibt. Es ist nun zu untersuchen, ob
die Basis unter dieser Last ohne wegzugleiten oder umzukippen ihre Position hélt, ob
also die einseitigen Bindungen an den Kontaktpunkten der Basis zur Umgebung wei-
terhin geschlossen bleiben. Dazu werden die generalisierten Koordinaten der Basis gp
definiert als Kombination eines translatorischen und eines rotatorischen Anteils, wel-
che die Lage und Orientierung { ;rp, Ap r} des Basisschwerpunkts Sp, vgl. Gleichung
(2.33), iiber die relative Verschiebung und Verdrehung bzgl. einer bekannten, durch
das Bj-System definierten Null- bzw. Referenzstellung {;rp,,Ap,} beschreiben,
wie Bild 2.5 zeigt.

qaptr

4510 (2.46)

dp =

™8 = 17, + A1 B, 4B1r
Apr=App, Ap,1 » 4B A B,

In der Nullstellung des Systems sind alle einseitigen Bindungen geschlossen. Der trans-
latorische Anteil von gp enthilt die kartesischen Koordinaten der Basis im Bj-System,

T _ .3
4Bir = ByTBy,B = BO(HJB YB ZB) cR”, (2.47)
wéhrend der rotatorische Anteil gp,, eine Transformationsmatrix definiert. Wéhlt
man die z-y-x-Eulerwinkel bzgl. des Koordinatensystems By als die die Orientierung
beschreibenden Grofen, gp ., =(0, 0, Hz)T € R?, dann gilt [36]:
cb, o, by, s0, —s0,
App, =| 86,80, c0, —cb,s6, s6,s0,c0,+cl,cl, s0,co, (2.48)
ct,s0,cl, +s0,s0, cb,s0,cl,—s6,cl, cb,cl,

Das der Nullstellung zugeordnete Referenzkoordinatensystem By ist ortsfest, fiir die
translatorische und rotatorische Geschwindigkeit der Basis gilt dann
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TR =TI, TTB.B » WB=WIB, TWR B ; (2.49)
b b

so dass nach Instanzierung im basisfesten Koordinatensystem B folgt:

B(rp) = App, B,(TB,,B) = AB7BO( ByTBy,B + By¥B, By"By.B | = ABB, 4B,4r (2.50)
4B ir 0 aB.tr

Zudem gllt B(:JB = B“}BO,B = AB,BO ABQ,B (251)

Kopplungspunkt Ql .

Verschobene Basis

Nullposition
der Basis

I-KOS

R ™ s

Bild 2.5: Generalisierte Koordinaten gp der Basis

Die Basis befinde sich zum Betrachtungszeitpunkt in der im Folgenden mit dem Hoch-
index ,#“ gekennzeichneten Nullstellung, g5 = 0. Die Transformationsmatrix A B,By
und ihre Zeitableitung lauten dann:

100 | 0 0, 0, |
Afp =01 0|=E; , Ajp =|-0, 0 0,=-dp, (2.52)
001 6, 6, 0

Fiir die translatorischen und rotatorischen Geschwindigkeiten der Basis folgt

e
K

. . ~ % e ' iy 3 4 4 4 T .
B(T) =dp4y . pwp=Ap,p="+4dBro = BWBZ((% 0, 9z) =dpro 5 (2.53)

so dass sich die Jacobimatrix bzgl. des Basisschwerpunkts Sp zur Einheitsmatrix be-
rechnet, was die noch folgenden Herleitungen vereinfacht:
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B SB7tr - 8(13 - an _[ES 03} ¥ BJSB,tr .
* . BJSB - J - E6 (254)
J:E: . anB B aqB,ro —lo E B Sp,ro
BYSpg,ro — an - an — Y3, 3

Es konnen nun alle Komponenten der Bewegungsgleichung (2.31) der Basis bestimmt
werden. Wegen Gleichung (2.54) vereinfacht sich - verglichen mit Gleichung (2.23) -
die symmetrische Massenmatrix der Basis zu

EgmB 0

6x6
0 40, e R . (2.55)

MB:

Der Vektor hp enthilt neben den vom Arm in die Basis eingeprégten Kopplungskrif-
ten und -momenten F( 1 und Mg noch die Schwerkraft als eingeprégte Kraft sowie
die gyroskopischen Anteile. Verglichen mit Gleichung (2.24) hat er wegen Gleichung
(2.54) sowie wegen pJ s, =0 die einfache Form

0

hy =| - -
pwp pOp pwp

(2.56)

mp Ap 1 19 — Ap11Fga
BTBQ, A1 1¥g1 — Ap1 1M,

An der Basis liegen np p Kontaktpunkte zur festen Umgebung vor, die als einseitige
Bindung modelliert werden. Mit dem im korperfesten Koordinatensystem B beschrie-
benen Vektor rpg ) vom Basisschwerpunkt Sp zum k-ten Kontaktpunkt berechnet
sich die Matrix W) zur Projektion der Kraftkoeffizienten in den Raum der generali-
sierten Koordinaten gegeniiber Gleichung (2.28) vereinfacht zu:

Es

W)\—I'OW P, <W)\k> , W)\k: ~
’ BTBK k

N, (2.57)

Entsprechend den vorangegangenen Ausfithrungen in Kapitel 2.2 ist nun eine Aussage
iiber die Persistenz der geschlossenen einseitigen Bindungen der Basis mit der Umge-
bung gesucht. Da eine einseitige Bindung genau dann geschlossen bleibt, wenn die
Relativbeschleunigung zwischen den beiden Kontaktpartnern verschwindet, wird also
die translatorische Beschleunigung am k-ten der np p Kontaktpunkte der Basis be-
trachtet. Diese ldsst sich gemifi Gleichung (2.4) mit den generalisierten Geschwindig-
keiten und Beschleunigungen der Basis g und gqp iiber die Jacobimatrizen der Kon-
taktpunkte sowie deren Zeitableitung darstellen:

TR = ij,tr a4 + Jk, 1 4B (2.58)

Im betrachteten, mit dem Hochindex ,#“ gekennzeichneten Fall ruht die Basis, es gilt
dp = 0. Nach Instanzierung im Basissystem B folgt aus Gleichung (2.58)

B(Tg ) = BJ}:;k,tr g (2.59)

sowie aus Gleichung (2.6) mit Gleichung (2.54):
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BI K, tr = BISpur — BTBKk BISgr0 =| B3 —BTBK K (2.60)

Jede der Kontaktpunktbeschleunigungen p(7g ;) wird entsprechend den Kontaktkréf-
ten in Gleichung (2.27) durch basisfeste Einheitsvektoren, die orthogonal in die norma-
le und die beiden tangentialen Richtungen der Kontaktebene des jeweiligen Kontakt-
punkts zeigen, sowie durch zugeordnete skalare Beschleunigungsgrofien § beschrieben:

BT k) = BN Gkn + Btk Gry, + Blok Gks, = BNE Gk (2.61)

Auch hier zeigt das hochgestellte ,, | “ an, dass sich die im Vektor gkL enthaltenen
skalaren Beschleunigungskoeffizienten auf die orthogonalen Einheitsvektoren in Nor-
malen- und Tangentialrichtung beziehen, vgl. Gleichung (2.27). Mit N “I_NT folgt
dann aus den Gleichungen (2.59) bis (2.61):

el T i - . ! T ..
gi = Ny | E3 — BTk i |48 = WiidB (2.62)

Die bereits aus Gleichung (2.57) bekannte Projektionsmatrix Wjak beschreibt den
funktionalen Zusammenhang zwischen den normalen und tangentialen Beschleuni-
gungsanteilen am k-ten der np p Kontaktpunkte der Basis mir der Umgebung und
den generalisierten Beschleunlgungen Mit dem Vektor §- der orthogonalen Be-
schleunigungen an allen Kontaktpunkten folgt aus Gleichung (2.62):

G- = col PB< L> Wy s (2.63)

Setzt man die nach den generalisierten Beschleunigungen der Basis ¢p umgeformte
Bewegungsgleichung (2.31) der Basis in Gleichung (2.63) ein, erhélt man

gt =-W! Mzp'hy + W M} wy At (2.64)

was zu einem linearen Gleichungssystem umgeformt werden kann:

=c , H=|E W MWy |, c=-W,\ Mz'hg (2.65)

3npp)

Die generalisierten Beschleunigungen gp konnten somit eliminiert und das kontakt-
mechanische Problem auf einen funktionalen Zusammenhang zwischen den unbekann-
ten kinematischen und kinetischen Kontaktgrofien g L und M an den einseitigen Bin-
dungen reduziert werden. Die Gleichung (2.65) hat nun folgende zwei Eigenschaften:

e Sie ist die zentrale Gleichung zur Analyse des Systemverhaltens hinsichtlich der
geforderten Persistenz der geschlossenen einseitigen Bindungen, und damit der
Standstabilitit des Gesamtsystems aus Arm und Basis. Eine Separation oder ein
Losgleiten an einem der Kontaktpunkte zwischen der Basis und der festen Um-
gebung kann durch die zugehorigen Kontaktpunktbeschleunigungen identifiziert
werden. Sind diese alle gleich Null, dann ist die Basis unbeschleunigt, und es liegt
ein sicherer Stand des mobilen Roboters vor. Ist dies nicht der Fall, muss ein un-
erlaubter Wechsel des Bindungszustandes zum Gleiten oder zur Separation kons-
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tatiert werden. Hinsichtlich des Vektors der orthogonalen Kontaktpunktbeschleu-
nigungen QL gilt also:

g’jL =0 —  Der mobile Roboter steht sicher.

G € g gkn =0 — Separation an mind. einem Kontaktpunkt.  (2.66)

AGry; € g’jL : gyt =0 — Losgleiten an mind. einem Kontaktpunkt.

e Sie ist mehrfach unterbestimmt. Die Matrix H enthéilt deutlich mehr Spalten als
Zeilen. Eine eindeutige Losung von Gleichung (2.65) kann ohne Weiteres nicht
bestimmt werden.

Das im zweiten Punkt geforderte Weitere besteht in der Analyse der physikalischen
Randbedingungen am Kontaktpunkt. Die kinematischen und kinetischen Kontakt-
grofen unterliegen bestimmten Einschrinkungen in Form der Kontaktgesetze, die im
folgenden Abschnitt dargestellt werden. Erst die Kontaktgesetze erlauben es, Gleich-
ung (2.65) zu losen, so dass der Bindungsstatus eindeutig beschrieben und die gesuch-
te Aussage iiber die Standstabilitéit des mobilen Roboters getroffen werden kann.

2.4 Kontaktgesetze

Bei der Analyse der Kontaktgroflen wird konventionell zwischen der Normalenrichtung
und den Tangentialrichtungen der einseitigen Bindungen an den Kontaktpunkten der
Basis mit der Umgebung unterschieden. Die Kontaktgesetze schrinken in der Norma-
len- und den Tangentialrichtungen die Kontaktpunktbeschleunigung und die Kontakt-
kraft auf zuldssige Werte ein und stellen einen Zusammenhang zwischen diesen her.
Sie beziehen sich jeweils nur auf die Kontaktgrofien eines einzelnen Kontaktpunkts.

2.4.1 Normalenrichtung

Das Kontaktgesetz in Normalenrichtung basiert auf der mit der Starrkérperannahme
einhergehenden Impenetrabilititsbedingung, nach der auf Lageebene nur zwei ver-
schiedene Zustédnde existieren kénnen. Entweder sind zwei Starrkérper voneinander
separiert, also deren Normalabstand g,, grofler als Null, dann kénnen keine normalen
Kontaktkrifte A, vorliegen. Oder die Korper bertihren einander bei verschwindendem
Normalabstand im Kontaktpunkt, dann kann eine Kontaktkraft in Normalenrichtung
vorliegen, die unter Ausschluss von Adhision als Druckkraft wirken muss.

g, >0 =X, =0 V g,=0= \,>0 (2.67)

Beide Fille sind komplementér zueinander, das Zutreffen des einen schliefit also den
anderen aus, und konnen durch Ungleichungen mit Komplementarititsbedingung
ausgedriickt werden.

9g,>0 AN X, >0 A g, \,=0 (2.68)
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Eine solche Komplementaritit zwischen zwei Skalaren sei als Paarkomplementaritéit
bezeichnet und im Folgenden alternativ beschrieben durch
9n 10
=W (2.69)
)\TLLO

Gleichung (2.68) formuliert das Kontaktgesetz in Normalenrichtung auf Lageebene
und muss mit dem Ziel der Losung von Gleichung (2.65) auf Beschleunigungsebene
iiberfithrt werden. Dies ist problemlos moglich, da alle einseitigen Bindungen zwischen
der Basis und der Umgebung zum Betrachtungszeitpunkt im geschlossenen Zustand
vorliegen und somit nur die beiden Moglichkeiten des persistenten Kontakts und der
Separation in Betracht zu ziehen sind. Ein geschlossener Kontakt bleibt geschlossen,
wenn die relative Normalbeschleunigung verschwindet, g, =0. Liegt hingegen eine
relative Normalbeschleunigung vor mit g, >0, so dass die Bindung im Begriff ist,
sich zu offnen, konnen keine Normalkrifte mehr vorliegen, A, =0. Dies fiithrt zur Paar-
komplementaritéit auf Beschleunigungsebene:

gn 0

>0 AN A, >0 A g, A\, =0 = g, &2 )\, (2.70)
Apd0
Die grafische Darstellung der Komplementaritit in Bild 2.6 IR

zeigt die Kennlinie einer einseitigen Normalbindung auf Be-
schleunigungsebene und somit den zuldssigen Bereich fiir
das KontaktgroBenpaar {g,,A,}. Die Kontaktkraft A, und
die Relativbeschleunigung in Normalenrichtung g, schlieen i
sich gegenseitig aus. Entweder ist die Kontaktkraft oder die 5
Relativbeschleunigung positiv, niemals jedoch beide. Ent-

sprechend der Form der Kennlinie in Bild 2.6 wird das Kon- Bild 2.6: Kennlinie einer
taktgesetz in Normalenrichtung auch als Signorinis Ecken-  einseitigen Bindung in
gesetz bezeichnet. Normalenrichtung

2.4.2 Ebenes tangentiales Kontaktgesetz

Bei einer in Normalenrichtung geschlossenen einseitigen Bindung kann Haften oder
Gleiten in Tangentialrichtung vorliegen. Setzt man COULOMB’sche Trockenreibung
voraus, kann das tangentiale Bindungsverhalten auf Geschwindigkeitsebene durch die
Kennlinie gem#f Bild 2.7 dargestellt werden. Im ebenen Fall sind dann drei Kontakt-
zustdnde moglich: Haften oder Gleiten in eine der beiden tangentialen Richtungen.
Beim Haften liegt keine tangentiale Relativgeschwindigkeit zwischen den Kontaktkor-
pern vor, ¢; =0, der Betrag der Tangentialkraft \; ist dann in Abhéngigkeit von der
Normalkraft A, durch den COULOMB’schen Haftreibungskoeffizienten z limitiert,
‘)\t‘ < poA, - Im Falle des Gleitens hingegen liegt eine tangentiale Relativgeschwindig-
keit vor, ‘g't\>0, so dass die Tangentialkraft ); entgegengesetzt zur Gleitrichtung
wirkt und ihr Betrag durch ), sowie den geschwindigkeitsabhingigen Gleitreibungs-
koeffizienten pug(g;) festgelegt ist. Das tangentiale Kontaktgesetz auf Geschwindig-
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keitsebene stellt also eine Fallunterscheidung beziiglich der tangentialen Relativge-
schwindigkeit dar und lautet:

=0 = N<mh V4 <0 = N =+ug(a) i

(2.71)
Voog >0 = A =—ug(lg]) M
Auch hier kann das Kontaktgesetzes problemlos auf A A
Beschleunigungsebene iiberfithrt werden, da fiir alle -+ Ho
einseitigen Bindungen zum Betrachtungszeitpunkt A M kG(9:=0)
Haften vorliegt und sich das tangentiale Kontakt- 4
problem auf die Zustinde des persistenten Haftens >

oder des Losgleitens reduziert. Im ersten Fall exis-
tiert keine tangentiale Relativbeschleunigung, g, =0, —\, uq(9;=0) 4~

im zweiten Fall erreicht die Tangentialkraft ihren -\, Ho -
Grenzwert, \)\t\:uo)\n, und es tritt eine Tangential-
beschleunigung auf, \ 'g't\>0. Fiir das tangentiale Kon- Bild 2.7: Reibkennlinie auf

taktgesetz auf Beschleunigungsebene folgt somit Geschwindigkeitsebene

gt:O = ‘)‘t‘SNOAn \ §t<0 = >‘t:+:u0)‘n

.. (2.72)
VoG >0 = M=y,
oder in komplementérer Schreibweise:
.o .. ‘At‘TMO )\n .o
G020 At M == 0 A L5110 A =Nl )=0 = (110 A =[] ) =il (273
gt

Bild 2.8a) zeigt die zugehorige Kennlinie. Die Formulierung in Gleichung (2.73) ist
nun insofern nachteilig, als keine paarweisen Komplementarititen vorliegen. Die be-
teiligten Groflen konnen durchaus negative Werte annehmen; das Kontaktverhalten
wird in dieser Form nicht durch ein einfaches Eckengesetz wie beim normalen Kon-
taktgesetz beschrieben. Die Kennlinie wird daher zweigeteilt, siehe Bild 2.8b). Dabei
wird die tangentiale Kontaktpunktbeschleunigung g; in einen Positiv- und einen Ne-
gativanteil g? und 'g'te zerlegt, die beide nichtnegativ sein miissen, so dass gilt:

g =40 —d- . {§f.gr =0 (2.74)
)\t N y, )\;e
= \L +, o fe
Al 9t
N ijt
g
a) PP b) i
~My o o >
)‘t v

Bild 2.8: Zerlegung der Reibkennlinie auf Beschleunigungsebene



34 Kapitel 2 - Mechanische Modellbildung

Die tangentiale Kontaktkraft A; wird definiert mit Hilfe der als Haftkraftreserven be-
zeichneten, stets nichtnegativen Grofien )\;e und )\te, die die Differenz zwischen der
maximal zulédssigen Haftreibkraft +/A,, und der tatséchlich wirkenden tangentialen
Kontaktkraft \; angeben.

At = o Ap — )‘te NN = >‘t® — oA, {Afa?)‘zfe} >0 (2.75)

Ein Ubergang vom Haften zum Gleiten ist somit nur moglich, wenn eine der Haft-
kraftreserven ausgeschopft ist, )\? =0 oder )\te =0. Unter Beriicksichtigung der aus
Gleichung (2.75) folgenden Nebenbedingung

AP+ AP =200, =0 (2.76)

kann das tangentiale Kontaktgesetz auf Beschleunigungsebene fiir den ebenen Fall
somit durch die folgenden Paarkomplementaritéiten beschrieben werden:

i@ >0 - i =0 o
o L Ut 10 o o .o 10 o
A >\t 20 g¢ ﬁ )\t y N >\t 20 gy ﬁ >\t (277)
. AP 10 ) 2210
A GEAT =0 ” A AT =0 T

Die vier KontaktgroBen g, g? AP und )\te ersetzen die beiden bisherigen Groflen g,
und A;. Wegen der obigen Komplementaritéiten in Verbindung mit Gleichung (2.76)
sind nur drei der vier moéglichen Permutationen der vier tangentialen Kontaktgrofien
physikalisch sinnvoll. Da ndmlich zumindest eine der beiden Haftkraftreserven stets
groffer Null ist, )\;e>0 \% )\te>0, konnen gemifl Gleichung (2.77) der Positiv- und
Negativanteil der Kontaktpunktbeschleunigung nie gleichzeitig groflier Null sein:

iP=0 v g°=0 (2.78)

Analog zur Existenz von nur drei Abschnitten der Kennlinie in Bild 2.8a) sind also
nur folgende drei Fille fiir die tangentialen Kontaktgréfien im ebenen Fall zuléissig:

(@5@20 A gtezo A A?:O A )\teZO) —  Losgleiten
V(=0 A =0 A AP0 A AP>0) — Haften (2.79)

\/(@5@:0 A ﬁteZO A AP>0 A )\te:()) —  Losgleiten

2.4.3 Réaumliches tangentiales Kontaktgesetz

Das tangentiale Kontaktgesetz gewinnt beim Ubergang vom ebenen zum raumlichen
Fall an Komplexitit, der Modellierungsaufwand dementsprechend an Anspruch. Das
CoULOMB’sche Reibgesetz bildet nach wie vor die Grundlage der Modellierung des
tangentialen Kontaktverhaltens auf Beschleunigungsebene, jedoch ist im Gegensatz
zum ebenen Fall gemifl Gleichung (2.72) die Anzahl moglicher Richtungen eines even-
tuellen Losgleitens uneingeschrinkt und dementsprechend die Wirkrichtung der Haft-
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kraft unbestimmt. Fiir die Tangentialanteile der Kontaktpunktbeschleunigung 7y
gemifl Gleichung (2.61) und der Kontaktkraft K gem#f Gleichung (2.27),

i&]:tl] K =t tz}[i\tl], (2.80)

i :[t t}
Ko = [ B\G, ,

ermoglicht das COULOMB’schen Reibgesetz nur eine Aussage iiber deren Betrige:

i | = i i, o K= A AL

(2.81)
= "FK,L“ZO A toh, — K| >0 A "i;KJ‘(/LO)‘n_‘KtD =0

Diese formale Darstellung geht einher mit dem COULOMB’schen Reibkegel, der den
vom normalen Kontaktkraftanteil K, abhéngigen zulédssigen Bereich fiir die tangenti-
ale Kontaktkraft K; beschreibt, siche Bild 2.9a). Ein Losgleiten an einer geschlosse-
nen einseitigen Bindung mit "FKJ‘ >0 tritt demnach nur auf, wenn die maximal {iber-
tragbare Tangentialkraft ausgereizt ist, ‘Kt\: to Ay, » und der Kontaktkraftvektor K
somit auf der Hiillfliche des Reibkegels liegt. Befindet sich K jedoch innerhalb des
Reibkegels, py A, —\Kt\ >0, ist kein Losgleiten moglich, fK,t‘: 0. Der Offnungswin-
kel « des Reibkegels hiingt vom Haftreibungskoeffizienten pq ab, o =arctan(y) .

Die Komplementaritéit der beteiligten Kontaktgroflen in Gleichung (2.81) liegt in nicht-
linearer Form vor. In Verbindung mit der zentralen Gleichung (2.65) des Kontaktpro-
blems hat man es mit einem nichtlinearen Komplementaritidtsproblem NCP zu tun,
das nur iterativ und dementsprechend aufwendig mit Hilfe Newton-artiger Losungs-
verfahren gelost werden kann [2] [180].

Eine pragmatische Alternative zum nichtlinearen Problem liegt in der Linearisierung
des glatten Reibkegels. Die Kontur des glatten Reibkegels wird dabei durch eine S-
seitige Reibpyramide approximiert, siehe Bild 2.9b), der kreisférmige Bereich fiir die
zuldssige tangentiale Kontaktkraft wird dementsprechend durch ein S-seitiges, gleich-

Haftpolygon
Haftkreis

Glatter Haftkreis Approximiertes Haftpolygon (S = 7)

Bild 2.9: Approximation des glatten Reibkegels durch eine S-seitige Reibpyramide
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miéiliges Polygon ersetzt. Statt des Haftkreises ist somit im Folgenden vom Haftpoly-
gon die Rede.

Um den Approximationsfehler gegeniiber dem idealen Kreis zu minimieren, wird das
Haftpolygon dem Haftkreis derart ﬁberlagert', dass gemifl Bild 2.9¢) die innere Geo-
metrieabweichung der #ufleren gleicht, r—h =1—r. Mit h(S) = [cos(n/S) gilt dann

r—lcos(t/S)=1-r = 1=2r/(1+cos(7/S)) . (2.82)

Fiir die prozentuale Abweichung Ag, = %—1 gilt somit in Abhéngigkeit von S

S= (6 8 10 12 14 16 18 )
Ay = (7,18% 3,96% 2,51% 1,73% 1,27% 0,97% 0,77%)

0

(2.83)

Der Polygonisierungsgrad S beeinflusst die Rechenzeit des Losungsalgorithmus fiir
das Kontaktproblem, eine Approximation des Reibkegels mit sehr groflen S ist daher
zu vermeiden. Der gewidhlte Wert S sollte sich an der Genauigkeit des Haftreibungs-
koeffizienten p, orientieren, welche stets mit einer gewissen Unsicherheit behaftet ist.
Als guter Kompromiss hat sich im vorliegenden Fall ein Wert von §=12~ 16 erwie-
sen. Fiir den korrigierten Haftreibkoeffizienten :“() ;. » der den Tangens des Winkels der
Pyramidenflichen zur Normalenrichtung am k-ten Kontaktpunkt beschreibt, gilt:

Hok = Kok h/r = poy (2r=1)/r =2 g cos(n/S) /(1+cos(/S)) (2.84)

Es werden fiir die folgenden Betrachtungen Einheitsvektoren sy j definiert, die geméaf
Bild 2.10 in der Tangentialebene des k-ten Kontaktpunkts liegen und radial auf den
jeweils h-ten Randabschnitt des den Haftkreis approximierenden Haftpolygons zeigen.

spp =t cos(2m(h—1)/S) + ty, sin (2n(h —1)/ 5) (2.85)

’
i

Haftkraft-
reserve

) _\ Haftpolygon-
Sk . ’ﬁ begrenzung
3k,7 A
= Haftkreis

- S-seitiges
xx&\\‘\\\\‘\xgx Haftpolygon

| M. S~

Bild 2.10: Tangentiale Haftkraftreserven )A‘/m' am k-ten Kontaktpunkt Kj (S=28)
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An dieser Stelle sei eine vorausnehmende Anmerkung gegeben: Die tangentialen Ein-
heitsvektoren s;.; werden im Folgenden zur Projektion der tangentialen Kontaktkraft
Kj; in Gleichung (2.87) sowie zur Beschreibung der Kontaktpunktbeschleunigung
Tg k¢ geméB Gleichung (2.94) benutzt. Dies stellt den Standard in vorangegangenen
Arbeiten zur Modellierung einseitiger Bindungen dar [62] [144]. Es wird sich zeigen,
dass dieser Standard unter Verwendung des Losungsalgorithmus nach LEMKE den
Anspruch einer zuverldssigen und robusten numerischen Behandlung der Problematik
nicht immer erfiillt. Dies wird zu einer alternativen und in Kapitel 3 fiir verschiedene
Bindungstypen detailliert dargestellten kompakten Kontaktmodellierung auf der Ba-
sis von Mengenkomplementaritéiten fithren. Die Vektoren s;j; werden dann nur noch
bei der Beschreibung von 7 ;. ; Anwendung finden. Der Sinn in der detaillierten Dar-
stellung des bisherigen paarkomplementiren Standards auf den folgenden Seiten liegt
darin, die Motivation fiir die neue, kompakte Formulierung darzustellen und die ,mo-
dellhistorische“ Einordnung des Kapitels 3 zu erleichtern.

cos(2m(h—1)/S) 0 86

sin(2m(h—1)/S) (286)

Analog zum ebenen Fall werden die skalaren Haftkraftreserven >\k ;, als der Abstand
der tangentialen Kontaktkraft Kj ; zum h-ten der S Begrenzungen des Haftpolygons
am k-ten Kontaktpunkt definiert, vgl. [144] [180]. Sie berechnen sich iiber die Projek-
tion von Kj, ; auf den jeweiligen Vektor s, :

- v T
b = B0k Mo — Sih Kt (2.87)

Elnsetzen der Gleichungen (2.80) und (2.85) liefert mit tE phig = tg: rtor =1 sowie
mit tlthk_tthlk_O

Fir die obigen Vektoren sy, 5, gilt:

s s
rOWh:1<3k,h>:[t1,k t2,k}G1,k : G1,kr0Wh1<[

Nt = ok Mo — Mgy €08 (27 (h=1)/S) = Ny, sin (27 (h—1)/5 (2.88)

Betrachtet man in Gleichung (2.88) die ersten beiden Haftkraftreserven, so dass h=1
bzw. h=2, und fiigt die triviale Identitét A, , = A, hlnzu erhdlt man die Gleichung
zur Substltutlon der orthogonalen Kraftkoeffizienten /\k gem#B Gleichung (2.27),

)‘km

L T
Ai :()‘k,n Akt Ak,@) = G, 5 | (2.89)

mit dem Vektor der Haftkraftreserven am k-ten Kontaktpunkt Xk sowie der Matrix
G3 1, basierend auf der fiir S> 2 stets invertierbaren Matrix Gy j:

A S ~
Ny = ool (A} 1 0 0
| Gop =| ko  —1 0 (2.90)
-1 N
Gy = [GQ,k 0(5—2)} ’ fio,); —cos(2m/S) —sin(27/S)
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Fiir den die orthogonalen Kraftkoeffizienten an allen np p Kontaktpunkten der Basis
zusammenfassenden Vektor A™ gilt gemifl Gleichung (2. 28)

1 npp 1
A =col, I () (2.91)

Die restlichen Haftkraftreserven )A\k73 bis )A\kﬁ konnen {iber die Gleichungen (2.88)
und (2.89) aus den ersten beiden berechnet werden.

colf:3<):k7i> =Gy, GQ}C ()‘km )A\k,l ):k,g)T ;

S . , (2.92)
Gy = coli:3< [ fig,); —cos (27r1;51) —sin <2W%> D
. )‘k,n L
Zusammengefasst gilt: Gy, N7 0 , Gs;= [ Gu;Goy ' —Eig g } (2.93)
e |

Die tangentiale Beschleunigung 7y ; ; des k-ten Kontaktpunkts kann mit den tangen-
tialen Einheitsvektoren s;; geméfl Gleichung (2.85) sowie den zugehérigen nichtne-
gativen Beschleunigungskoeffizienten gy ; dargestellt werden durch

TRt = —Zizl(%h ﬁm): —TOW§:1<3k7h>§k7t o Gpt= COI§:1<§]¢,}L>ZO- (2.94)

Nach Einsetzen von Gleichung (2.86), Hinzuftigen der Identitét gy, =g, und Ab-
gleich mit Gleichung (2.80) folgt die Substltutlonsglelchung fiir die orthogonalen Be-
schleunigungskoeffizienten am k-ten Kontaktpunkt gk

.. 1 0
gk,tg 7 0 ’

Der tangentiale Anteil der Kontaktkraft Kj ; muss nun stets innerhalb oder auf dem
Rand des Haftpolygons liegen, die Haftkraftreserven sind daher immer nichtnegativ,
)\;“ >0. Liegt K}, ; gerade auf dem ¢-ten Randabschnitt des Haftpolygons, dann ist
die zugehorige Haftkraftreserve ausgeschopft, )\]“ =0, und es kann gem#fl dem ebe-
nen Fall ein Losgleiten in die dem Vektor s, ; entgegengesetzte Richtung (was das ne-
gative Vorzeichen in Gleichung (2.94) erklirt) mit der Kontaktpunktbeschleunigung
i >0 auftreten. Daraus folgt analog zu Gleichung (2.77) eine Paarkomplementari-
tét fiir alle Kontaktpunktbeschleunigungen und die zugehorigen Haftkraftreserven:

gk i =0 ..
o Grl0
A Api =0 Jri @ M (2.96)
Ak,i 10

N Gri A =0



Kapitel 2 - Mechanische Modellbildung 39

2.5 Lineares Komplementarititsproblem LCP

Vor der Formulierung des lineares Komplementaritéitsproblems LCP erfolgt eine Er-
weiterung der Terminologie und die Einfiithrung finiter Zustandsautomaten. Beides
wird fiir das weitere Vorgehen in dieser Arbeit von zentraler Bedeutung sein.

2.5.1 Terminologie der Mengenkomplementarititen

Man fasst alle skalaren Kontaktgroflen, die zur nichtnegativen Beschreibung des Bin-
dungszustands eines Kontaktpunkts zur Verfiigung stehen, zu einer als Kontaktgrifen-
pool K bezeichneten Menge zusammen. Beispielsweise gilt fiir den zuvor beschriebenen
Fall des ebenen tangentialen Kontaktproblems K, :{:q'ée ,jjte ,)\@,)\te}. Wenn nun die
ausschlieBliche paarweise Komplementaritéit einzelner Kontaktgrofien (hier entspre-
chend Gleichung (2.77)) aus dem zugehorigen KontaktgroBenpool K zu Problemen
fithrt (beispielsweise ist g,? >0 A gt@ >0 physikalisch unsinnig) und durch deswegen
notwendige zusétzliche Nebenbedingungen (Gleichung (2.76)) sich die Anzahl zulés-
siger Kombinationen von Null ungleicher Kontaktgrofien aus K auf wenige Fille be-
schrinkt (Gleichung (2.79)), ist eine alternative Beschreibungsweise sinnvoll. Dafiir
wird mit den Mengen G; , die Teilmengen des Kontaktgrofenpools K sind und alle-
samt die Michtigkeit dg aufweisen, die Hypermenge Z als Menge von Teilmengen G;
definiert,

Z={Gy,Gy -G} , G,CK , [G;|=dg>0, (2.97)

mit folgenden Eigenschaften:

¢ Die in Z enthaltenen Teilmengen G; miissen zuldssig sein. Eine Teilmenge G; ist
genau dann zuldssig, wenn das Auftreten eines Kontaktzustands moglich ist, der
mit den in G; enthaltenen Kontaktgrofien unter Beachtung der Randbedingungen
fiir die Kontaktkraft (approximierte COULOMB’sche Reibpyramide) und Kontakt-
punktbeschleunigung (Impenetrabilitit der Starrkoérper) rein positiv beschrieben
werden kann, so dass G;>0. Alle anderen Kontaktgroflen auflerhalb der betrach-
teten Teilmenge miissen dann gleich Null sein:

(Gi>0 V¥2eGia>0) = VygGiy=0 , zycK , G,cZ (298)

e Die Hypermenge Z ist wvollstindig: Fiir jeden moglichen Kontaktzustand gibt es
mindestens eine Teilmenge G;€Z, mit deren dg Kontaktgrofien der Kontaktzu-
stand nichtnegativ beschrieben werden kann, G; > 0. Die Gesamtheit der mogli-
chen Kontaktzustédnde wird durch Z also vollstindig abgedeckt.

e Die Teilmengen G; sind so gewdhlt, dass Z minimal ist: Fiir jeden moglichen
Kontaktzustand gibt es dann hochstens eine Teilmenge G;€Z, deren dg Kon-
taktgroflen den Kontaktzustand rein positiv beschreiben.

G, >0 = VGLeEZ: VzeGy: z=0 , ze€K , G,=G, (2.99)
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Bei der Abdeckung der Gesamtheit der moglichen Kontaktzustédnde diirfen sich
die G;€Z also nicht tiberschneiden. Somit kann es durchaus Teilmengen G, ge-
ben, die nach diesem dritten Punkt zwar keinen Platz mehr in der Hypermenge 7Z
finden, nach dem ersten Punkt aber trotzdem eine zulissige Teilmenge darstellen.

Die in Z enthaltenen Teilmengen sind dann komplementér zueinander, aus der Zulés-
sigkeit einer Teilmenge G,€Z zur rein positiven Beschreibung des Kontaktzustands
folgt die Unzuldssigkeit jeder anderen Teilmenge G €Z. Diese Art der Komplementa-
ritéit von Mengen soll im Folgenden im Gegensatz zur bisherigen Paarkomplementari-
tat als Mengenkomplementaritdt bezeichnet werden.

Die Teilmengen in Z decken einzelne Bereiche der Gesamtheit der moglichen Kon-
taktzustéinde ab. An den Grenzen zwischen diesen Bereichen gehen jeweils zwei Teil-
mengen G, und G durch Austausch einer Kontaktgrofie mengenkomplementdr inein-
ander iiber, die restlichen Kontaktgroflen der beiden Teilmengen sind dabei identisch.
In Anlehnung an die Nomenklatur bei Paarkomplementarititen gilt dann:

al0

GlﬁGk , (IGGZ' , bGGk , Gl\a:Gk\b , {GZ,Gk}GZ (2100)

610
Einer einzelnen Kontaktgrofle ¢ ist es demnach durchaus moglich, in mehreren Teil-
mengen enthalten zu sein, c€ G; Ac€Gy,.

Die nach dem ersten Punkt der obigen Auflistung zuléissigen Teilmengen G C K, die
nach dem dritten Punkt keinen Platz in Z gefunden haben, werden in der Hypermen-
ge N der neutralen Teilmengen zusammengefasst. Ebenfalls als neutral bezeichnet
und in N eingruppiert werden die redundanten Teilmengen G, 4, fir die zwar geméf
dem ersten Punkt der Auflistung kein Kontaktzustand moglich ist, der durch die in
den jeweiligen G,,.; enthaltenen skalaren Kontaktgroflen rein positiv beschrieben
werden konnte,

Vg Gregi:r=0 = 3Fy€Gy,;:y<0 , {z,y}CK, (2.101)

die jedoch auch keinen Rangabfall der Pivotmatrix verursachen und somit den LEM-
KE’schen Losungsalgorithmus (— Abschnitt 2.5.3) nicht gefiéihrden.

Kritisch sind letztlich die verbliebenen Teilmengen GcC K, die sehr wohl einen Rang-
abfall und somit ein Scheitern des Losungsalgorithmus verursachen. Sie werden in der
Hypermenge U der unzulissigen Teilmengen zusammengefasst.

Die genannten drei Hypermengen Z, N und U sind disjunkt und umfassen sdmtliche
moglichen Teilmengen G, der Méchtigkeit dg:

ZON=ZNU=NNU=2 , VYG,CK:[G;|=dg = G;e{ZUNUU} (2102)

Sind die skalaren Kontaktgroflen in K und darauf aufbauend die zuléissigen Teilmen-
gen G; € Z so gewihlt, dass fiir jedes G; nur mengenkomplementire Uberginge zu an-
deren zuléissigen Gy, € Z moglich sind, ohne dass zu neutralen Teilmengen G € N oder
unzulissigen Teilmengen G €U iibergegangen werden konnte, dann wird die Hyper-
menge 7 als streng abgeschlossen bezeichnet.
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al0 |
bl0

Die Hypermenge Z wird abgeschwicht als meutral abgeschlossen bezeichnet, wenn
zwar mengenkomplementére Ubergiinge zwischen Z und Teilen der Hypermenge der

neutralen Teilmengen N CN moglich, solche zur Hypermenge der unzulissigen Teil-
mengen U jedoch ausgeschlossen sind:

l ! *
=G, = er{ZUN} , {ableK  (2.104)

VG, e{ZuN*}: G,
blO

Ist auch dies nicht der Fall, dann ist die Hypermenge Z nicht abgeschlossen. Die in Z
enthaltenen zuléssigen Teilmengen konnen dann durch mengenkomplementéren Aus-
tausch einer skalaren Kontaktgréfie in unzuldssige Teilmengen G € U iibergehen:

l
3G, e€Z: G, 2G , {ablekK (2.105)
biO

Der LEMKE’sche Losungsalgorithmus arbeitet nun genau dann robust, wenn die Hy-
permenge 7Z streng oder neutral abgeschlossen ist, wenn also kein mengenkomplemen-
tarer Ubergang zu einer unzuliissigen Teilmenge gemif Gleichung (2.105) moglich ist.

Als Beispiel zur Verdeutlichung der obigen, abstrakten Begriffe sei das zuvor behan-

delte ebene tangentiale Kontaktproblem betrachtet. Geméf Gleichung (2.79) existie-

ren drei zuléssige Teilmengen Gy ; des Kontaktgréfienpools K :{g? , g? ,)\?,)\te},
Gu={it A’}>0 . Gu={FAP}>0 , G={iAP}>0, (2.106)

Gleiten nach links Haften Gleiten nach rechts

die den Hyperraum Z, der zuldssigen Teilmengen bilden, Z; ={G;;,G;2,G;3}. Die
drei zuléssigen Teilmengen G, ; représentieren die drei geraden Abschnitte des Gra-
phen in Bild 2.8a). Die beiden Ecken des Graphen entsprechen den beiden mengen-
komplementiren Ubergéingen der Gy,; vom Haften zum Gleiten in die beiden tangen-
tialen Richtungen. Des Weiteren existiert gemaﬁ Glelchung (2.78) eine unzulissige,
weil physikalisch unsinnige Teilmenge G,={j, i}, U, ={G,;}, in die die beiden
zuldssigen Teilmengen G;; und G, 3 tibergehen konnen. Wegen U, =@ ist die vor-
liegende Hypermenge Z,; also nicht abgeschlossen, der LEMKE’sche Losungsalgorith-
mus wird somit bei einer eventuellen Aktivierung der unzulissigen Teilmenge @t
scheitern. Neutrale Teilmengen liegen nicht vor, N; =& . Die drei zuldssigen und die
eine unzulédssige Teilmenge entsprechend den vier moglichen Permutationen der bei-
den Paarkomplementaritéiten in Gleichung (2.77) und bilden einen Ringschluss kom-
plementirer Mengen:

i’ 10 i 10 AP0 AP 10
@ O =) o . o .® O
{gteaagt } = {gt ,A?} = {)\@,)\t} = {gt@,)\t} = {gfe,gt } (2.107)
N )\?10 )\elo g?lo N !]telo N
Gy t1 t,2 Gi3 Gy
R [N

unzuliissig zuldssig unzuliissig
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2.5.2 Kontaktformulierung mit finitem Zustandsautomaten

Das tangentiale Kontaktproblem im rdumlichen Fall ist in Abschnitt 2.4.3 linearisiert
und durch Paarkomplementarititen vollstindig erfasst worden. Wie zuvor im ebenen
Fall lassen sich nun die Paarkomplementarititen durch Mengenkomplementarititen
ersetzen. Dazu wird die Gesamtheit aller theoretisch moglichen Permutationen der
paarkomplementéiren Kontaktgroflen auf nur einige wenige, physikalisch sinnvolle
Fille beschrinkt. Es sei beispielsweise ein vierseitig approximierter Reibkegel am k-
ten Kontaktpunkt betrachtet, S=4. Der zugehorige Kontaktgroflenpool lautet dann:

Ky = {ﬁk,l s G825 08,3 Tk 4 s el s Me,25 M 3 a)‘k,4} (2.108)

Liegt persistentes Haften am Kontaktpunkt vor, dann existieren keine Tangentialbe-
schleunigungen, g, ;=0. Der mit ,Haft* bezeichnete Kontaktzustand wird durch die
ausschlieBlich die Haftreserven enthaltende Teilmenge Gy ; .5 C Ky ; beschrieben:

Gt Haft = {)\m s A2 AL 3 ,)\1@4} >0 (2.109)

Wird eine der vier Haftkraftreserven ausgeschopft, )A\kﬂ- =0, dann liegt die tangentiale
Kontaktkraft Kj ; auf einem der Randabschnitte des Haftpolygons, und es kann ein
Losgleiten in der zum Vektor s;, ; entgegengesetzten Richtung mit der Beschleunigung
gr; >0 auftreten. Ein solcher Kontaktzustand, an dem eine tangentiale Kontakt-
punktbeschleunigung, ansonsten aber nur Kraftkoeffizienten beteiligt sind, sei im Fol-
genden mit ,,Gleit@ “ bezeichnet. Die zugehorigen vier Teilmengen von K; ; lauten:

Gk,t,Gleit@i = { gk,z 7)‘l<:,a 7)‘k,b 7)‘k,c } >0 {av b, C} =1 (2'110)

Verschwindet eine weitere Haftkraftreserve, )A\ki ;=0, ist ein Losgleiten in eine Rich-
tung innerhalb des durch die tangentialen Einheitsvektoren —s;; und —s; ; aufge-
spannten Sektors moglich. Fiir die zugeordneten BeschleunigungsgroBen gilt gj ; >0
und g, ; > 0. Die tangentiale Kontaktkraft Kj ; liegt dann auf einer der Ecken des
Haftpolygons, z.B. Punkt A in Bild 2.10. Somit sind nur Teilmengen mit in benach-
barte Richtungen s;; und s;;, <(s; ;81 ;) = 27/S, zeigende Tangentialbeschleuni-
gungen gj.; und gj ; zur nichtnegativen Beschreibung des mit ,Gleil@ “ bezeichneten
Kontaktzustands relevant, welcher folgende vier Teilmengen von K. ; umfasst:

Gk7t,Gleit®7i = { glm ’g'k,j ’)‘k,a ’)‘k7b } >0 {avb} N {Zvj} =0 (2'111)

Die mengenkomplementiren Zusammenhinge zwischen den Kontaktzustinden Haft,
Gleitq und Gleite) lassen sich darstellen durch

S\k7il0 XMLO
Grimat 2 Gricreig: & Gricieig, - (2.112)
i 10 G, 510

Die Teilmengen G:{§k7i,§k7l,):k7a,)A\k7c}20 ,{a,c}n{i,l}=2, die aus dem Kontakt-
zustand Gleit@ durch Austausch einer zweiten Haftkraftreserve A;; hervorgehen, die
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der ersten )A\k’i nicht benachbart ist, <(sj;,s;;) > 27/S, fithren zwar zu keinem
Rangabfall der Pivotmatrix und somit zu keinem Scheitern des LEMKE-Algorithmus
(— Abschnitt 2.5.3). Sie erzwingen jedoch wegen Gleichung (2.93) fiir mindestens
eine andere, dritte Haftkraftreserve einen negativen Wert und kénnen daher den Kon-
taktzustand niemals durch ausschliefllich nichtnegative Werte fiir die Kontaktgrofien
beschreiben. Diese Teilmengen sind gem#fi Gleichung (2.101) redundant und somit
der Hypermenge der neutralen Teilmengen N zugehorig. Anschaulich liegt die vekto-
rielle tangentiale Kontaktkraft Kj, ; dann auf einem Schnittpunkt zweier Haftpolygon-
begrenzungen, der nicht zu dem Haftpolygon selbst gehort, z.B. Punkt B in Bild 2.10.

Weitere zulissige Teilmengen koénnen nicht existieren, weil sie das Verschwinden
einer dritten Haftkraftreserve erfordern wiirden, was jedoch sowohl aus der Anschau-
ung heraus, vgl. Bild 2.10, als auch mathematisch aus Gleichung (2.93) folgend un-
moglich ist. Somit gilt fiir die Hypermenge Z der zuléssigen Teilmengen:

4
Lyt = Gpyp e Y thl({Gk,t,Gleit@h Gt Gleitg,h }) (2.113)

Wie schon beim ebenen Fall gehen die genannten komplementéiren Teilmengen durch
Austausch jeweils einer skalaren Kontaktgrofle ineinander iiber. Die Mengenkomple-
mentaritéiten zwischen den neun zuléssigen Teilmengen lassen sich entsprechend Glei-
chung (2.107) darstellen durch:

k310 XmlO R

{gk,Qvgk,i%a)‘k,la)‘kA} = {ﬁk,zaAk,p)\k,g,)\k,z;} = ﬁk,1»§k,27)\k,3a>\k,4}
Ak,310 A k110 A
3010 T Gy l0 Solo Tl 3210 T, 10
~ ~ ~ gk,SJ,O R R R R )\mw R R R
{gk,BaAk,laAk,QaAkA} = {Ak,b)\k,m}\k,g,)\k,zl} = gk,la)‘k,Qv)‘k,Sv)‘kA} (2.114)
N,310 G110
S0 1L g0 Salo g0 Sealo T 0
PN x,310 . . A1 10 . .
{§k73a§k,4a)‘k,la)‘k72} = {gk,4a)‘k,la)‘k72a)‘k73} = {§k717§k747>‘k727>‘k,3}
310 G110

Es ist offensichtlich, dass eine solche Darstellungsform aus Griinden der Ubersichtlich-
keit inakzeptabel ist, zumal der hier dargestellte Fall mit S=4 noch vergleichsweise
simpel ist. Zur Darstellung von Mengenkomplementaritéiten wird daher im Folgenden
eine vereinfachte grafische Form benutzt, welche alle zuldssigen Zustéinde eines Sys-
tems zusammenfassen, die Ubergiinge zwischen den einzelnen Zustinden, die den Aus-
tausch jeweils eines skalaren Elements kennzeichnen, durch einfache Linienverbindun-
gen symbolisieren und als finite Zustandsautomaten bezeichnet werden. Bild 2.11
zeigt exemplarisch fiir das oben geschilderte tangentiale, rdumliche Kontaktproblem
mit dem Polygonisierungsgrad S=4 den zugehorigen finiten Zustandsautomaten. Da-
bei sind zusitzlich zu den zuléssigen Teilmengen Gy, ;€ Zj,; gemifl Gleichung (2.114)
in der rechten Bildhélfte die neutralen Teilmengen Gy, ;€ Ny, sowie die unzuléssigen
Teilmengen @k,t €Uy, dargestellt.
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= D)
\__ Haft Glito | Gleitg ) ', Rangabfall ) | Redundanz /
— Ak}iﬂ r — gk,x Hypermenge Zj ; Hypermenge Uy, 4 Hypermenge Ny ;

Bild 2.11: Finiter Zustandsautomat der tangentialen Kontaktgroflen fiir S=4

2.5.3 Formulierung des LCPs

Mit der zentralen Bewegungsgleichung (2.65) bzgl. der orthogonalen Kontaktgrofien,
den zusammenfassenden Gleichungen (2.63) und (2.91), den Substitutionsgleichungen
(2.89), (2.93) und (2.95) zwischen den orthogonalen und den haftpolygonbezogenen,
tangentialen Kontaktgroflen sowie den Paarkomplementarititen geméfl den Gleichun-
gen (2.70) bzw. (2.96) liegt ein hinreichender Satz von Gleichungen vor, um das Kon-
taktproblem der einseitig gebundenen Basis des mobilen Roboters zu lésen, um also
eine Aussage beziiglich des sicheren Stands des mobilen Roboters zu treffen:

ol
g n n
T g L1 PB /..l 1 P.B /L
[E(MRB) Wy, MBlw)\] e gr=co ) (g ), A=col, 57 (A ),
A Ak g
1 N ,1 ol kﬂL
Mg |, e =0 | — G| , 2.115
i 3k A, 5k A, i, 6k | gy, ( )
G 20 AN AN 20 A gy Ny =0, Gp; =0 A f\k,zZO N G ):k,izo

Fasst man die auf die approximierte Reibpyramide bezogenen Kontaktgréfien an den
np g Kontaktpunkten der Basis zusammen,

- np p
A= COIk:l <

dann folgt aus dem Gleichungssatz (2.115) die Gleichung zur Bestimmung der Kon-
taktgroflenvektoren g und A

[c] . diag:iiB<G6,k> ~Wy MW, diag:iiB<G3,k>

)‘k,n

i > , (2.116)

. (2.117)

0 disg"lGsy)
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mit den paarkomplementéiren Nebenbedingungen g>0 A A>0 A QTX:(). Beziig-
lich der Dimensionen der beteiligten Matrizen gilt

(S—=2)x(S+1) 3x(S+1) np p(S+1)xnp p(25+2)

Gs,€R NGgr €R = HelR , (2.118)

die Matrix H hat also doppelt so viele Spalten wie Zeilen und weist somit die fiir das
gewohnliche LEMKE-Verfahren (siehe unten) benétigte Dimensionierung auf. Durch
Umsortieren der Kontaktgroflen und dementsprechenden Austausch der Spalten von
H geht Gleichung (2.117) iiber in:

Zr C
H, Hy}[y]: 0] )
B COlZiiB<(>A\k,n M Xk,z)T> N colZi»lB<(§k’n e .g.k72)T> y (2.119)
COlZilB <COl§:3<§k,z’ >> o colZi’lB <colf:3 <)A\k’i >> -

Wegen der Struktur der Matrizen Gy und Gg p und damit der Matrix H ist H, eine
obere Dreiecksmatrix mit besetzter Hauptdiagonale und daher stets invertierbar. Mit

(64
A=-H,'H, , b=H,' [0] (2.120)

lasst sich Gleichung (2.119) somit in der Form
Az+b=y , >0 A y>0 A zy=0, (2.121)

schreiben, die als Lineares Komplementarititsproblem (engl. LCP) in Standardform
bekannt ist und einen Sonderfall des allgemeinen Komplementaritéitsproblems

;>0 AN filx)>0 A oz fi(x)=0 , ie{l..n} (2.122)

darstellt. Probleme dieser Art sind nicht auf das Feld der Mechanik beschrinkt, man
findet sie in vielen wissenschaftlichen Gebieten [49]. Im Hinblick auf die Linearitét
des Problems wurden zur Losung von LCPs eine Vielzahl unterschiedlicher Pivotalgo-
rithmen entwickelt [35] [109]. Der Algorithmus von LEMKE [94] ist ein auf dem Sim-
plexverfahren der linearen Optimierung basierender komplementirer Pivotalgorith-
mus und stellt den wohl wichtigsten Vertreter der Gattung von Losern dar, die sich
fiir Starrkorpersysteme mit reibungsbehafteten einseitigen Kontakten eignen. Seine
Funktionsweise sowie Hinweise zur praktischen Implementierung sind z.B. in [34] [35]
[65] und [109] detailliert dargestellt und sollen hier nicht weiter vertieft werden.

Entscheidend fiir den LEMKE-Algorithmus in seiner gewohnlichen Form und wichtig
fiir das weitere Vorgehen im vorliegenden Zusammenhang ist, dass die Paarkomple-
mentaritéiten die sogenannten Basis-Austauschschritte vorgeben, bei denen entspre-
chend der Zueinandergehorigkeit jeweils zweier paarkomplementirer Variablen jeder
Spalte der Pivotmatrix paarkomplementéir eine andere Spalte zugeordnet ist. Wird
eine bestimmte Spalte der Pivotmatrix bei einem Iterationsschritt deaktiviert, kann
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statt ihrer stets nur eine bestimmte andere Spalte aktiviert werden. Der LEMKE-Algo-
rithmus liefert zuverlissig genau eine der moglicherweise mehreren Losungen des Pro-
blems, wenn die Pivotmatrix wohlkonditioniert ist. Dies ist der Fall, wenn die jeweils
aktiven Spalten der Pivotmatrix den Vektorraum immer vollstéindig aufspannen und
somit die Pivotmatrix niemals einen Rangabfall aufweist.

Bei der Analyse des Bindungszustands des betrachteten mobilen Roboters erweist
sich nun diese Forderung als Problem. Wie weiter oben dargestellt, existieren durch-
aus Permutationen der paarkomplementéiren Kontaktgrofien, die physikalisch unzu-
ldssig sind. So fiithrt beispielsweise die Teilmenge

@k,t = { gk,h Jgk,i hék,j 7)‘k,a } >0 , a ¢ {hv 27]} ) @k,t - Kk,t (2'123)

beziiglich des in Gleichung (2.108) definierten Kontaktgréfienpools Kj, ; des raumli-
chen tangentialen Kontaktproblems zu einem Rangabfall, weil sich erstens mehr als
zwei haftpolygonbezogene, tangentiale Kontaktpunktbeschleunigungen ungleich Null
nach Gleichung (2.95) nicht mehr eindeutig bestimmen lassen, und zweitens geméifl
der Paarkomplementaritit dann drei Haftkraftreserven gleich Null sein miissten, was
an den tangentialen Kontaktkraftvektor Ky ; die unerfiillbare Forderung stellt, sich
auf drei Randbegrenzungen des Haftpolygons gleichzeitig zu befinden. Solche Teil-
mengen gehoren der Hypermenge U der unzuléssigen Teilmengen an, G, €Uy ;.

Es wurde nun im Rahmen der Berechnungen zu dieser Arbeit beobachtet, dass der
LEMKE-Algorithmus in seiner gewohnlichen Form mitunter zu einer der unzulissigen
Teilmengen G €U iibergeht, damit linear abhéingige Pivotspalten aktiviert und einen
Rangabfall der Pivotmatrix bewirkt. Der bei jedem Pivotschritt notwendige GAUB’-
sche Eliminationsschritt kann dann nicht durchgefiihrt werden und der Losungspro-
zess muss ergebnislos abgebrochen werden. Dem urspriinglichen LEMKE-Algorithmus
mangelt es also an Robustheit gegeniiber schlecht konditionierten Pivotmatrizen.

In dem folgenden Kapitel wird daher mit dem Ziel einer robusten Losung des Kon-
taktproblems eine alternative Beschreibung der Kontaktgroflen vorgestellt, die einen
modifizierten LEMKE-Algorithmus begriindet. Zentraler Baustein dieses alternativen
Ansatzes wird die zuvor dargestellte Idee der Mengenkomplementaritéiten sein, die die
bisherigen Paarkomplementaritidten ablosen bei der Beschreibung der Basenaustausch-
regeln des Pivot-Algorithmus. Auf diese Weise wird eine Verallgemeinerung des LEM-
KE-Verfahrens realisiert [56].
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Kapitel 3

Finite Zustandsautomaten

In Kapitel 2 wurde gezeigt, dass die Modellierung der Kontaktmechanik als lineares
Komplementaritéitsproblem LCP in Standardform mit paarweise komplementéiren ska-
laren Kontaktgréfien zum Scheitern des LEMKE’schen Pivot-Algorithmus fithren kann.
Durch eine Beschreibung der Kraft K} ; und Beschleunigung g;; am k-ten Kontakt-
punkt durch mehrere, radial angeordnete Haftkraftreserven und paarkomplementir
zugeordnete, radiale Beschleunigungen kénnen im Verlauf des LEMKE-Algorithmus un-
zuléissige Permutationen der paarkomplementiren Kontaktgroflen - bzw. unzuléssige
Teilmengen des Kontaktgroflenpools gemifl der im Abschnitt 2.5.1 dargestellten Ter-
minologie - aktiviert werden, die mit einem Rangabfall der Pivotmatrix einhergehen.

In diesem Kapitel wird ein alternativer Ansatz vorgestellt, der durch Aufhebung der
bisherigen strikten Trennung der Kontaktkrifte K, in normale und tangentiale Antei-
le das Auftreten unzuldssiger Kontaktgroflenpermutationen prinzipiell vermeidet. Dies
wird, in Fortfithrung der Grundlagen fiir den ebenen Fall [56], durch eine modifizierte
Approximation des réumlichen COULOMB’schen Reibgesetzes und damit des Reib-
kegels durch eine S-seitige Reibpyramide erreicht. Der Kontaktzustand an einer raum-
lichen einseitigen Bindung wird dann nicht mehr in Tangentialrichtung durch S Kon-
taktgroflen aus einem Pool der Michtigkeit 2S5 sowie in Normalenrichtung durch eine
von zwei moglichen Kontaktgroflen beschrieben, vgl. Abschnitt 2.4, sondern mit insge-
samt nur drei Kontaktgrofien, die die Normalen- und Tangentialrichtung geschickt
kombinieren. Wegen dieser Verschlankung der Modellierung wird der alternative An-
satz als kompakte Formulierung des Kontaktproblems bezeichnet.

Die in Abschnitt 2.5.1 vorgestellten Mengenkomplementarititen stellen den Schliissel
zur kompakten Formulierung und damit zur Steigerung der Robustheit des LEMKE-Al-
gorithmus dar. Sie 16sen in Form der finiten Zustandsautomaten die Paarkomplemen-
taritdten als Regulativ fiir die Basis-Austauschschritte ab und begriinden somit einen
modifizierten LEMKE-Algorithmus. Gelingt es, eine Hypermenge Z,; von zuldssigen
Teilmengen Gy ; €Z, fiir den k-ten Kontaktpunkt aufzustellen, die entsprechend Ab-
schnitt 2.5.1 in sich abgeschlossen ist, dann kann niemals ein Rangabfall der Pivot-
matrix durch eine unzulissige Teilmenge @%Zk hervorgerufen werden. Einer bei ei-
nem LEMKE’schen Pivotschritt bzw. dem zugeordneten mengenkomplementiren Teil-
mengeniibergang entfallenden skalaren Kontaktgrofie z ist dann nicht mehr stets die-
selbe paarkomplementire Kontaktgrofle zugeordnet. Vielmehr wird das skalare Kom-
plement y variabel dadurch bestimmt, welche Teilmenge Gy ;€Zj; beim Basen-
Austauschschritt gerade deaktiviert wird. Der so modifizierte LEMKE-Algorithmus ar-
beitet in wesentlich robusterer Weise als in seiner urspriinglichen Form, ein Abbruch
konnte bei den zahl- und variantenreichen Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit
nicht festgestellt werden.
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Im Folgenden wird dieser kompakte Ansatz zuniichst auf den Standardfall der einseiti-
gen Bindung entsprechend Kapitel 2 angewendet. Anschliefend wird der kompakte
Ansatz der Mengenkomplementarititen auf komplexere Bindungssituationen iibertra-
gen, die aus lokalen Verspannungen des mobilen Roboters resultieren. Bis zum ersten
behandelten Fall der lokalen Verspannungen in Abschnitt 3.2.2 wird dabei zur Darle-
gung der grundlegenden Ideen vom einfachen ebenen Fall zum praxisrelevanten rdaum-
lichen Fall iibergegangen, in den darauf folgenden Fillen ist aus Platzgriinden jeweils
nur der ebene Fall (mit Verweis auf Anhang A fiir den rdumlichen Fall) dargestellt.

3.1 Standardfall einseitige Bindung

3.1.1 Ebener Fall

Mit den in Abschnitt 2.4.2 eingefiihrten Haftkraftreserven und dem Normalanteil der
Kontaktkraft standen drei Kraftkoeffizienten {\,, A\ ,)\te } zur Beschreibung der vek-
toriellen Kontaktkraft K €R? mit der Nebenbedingung gemi Gleichung (2.76) zur
Verfiigung. Jeder dieser drei Kraftgroflen war eine der drei skalaren Beschleunigungs-
koeffizienten {gn,gf9 ,g? } paarkomplementér zugeordnet, mit denen die vektorielle
Kontaktpunktbeschleunigung 7 € R? beschrieben wurde. Dieses Uberangebot an Be-

schreibungsgroflen fithrte zur mangelnden Robustheit des LEMKE’schen Pivot-Losers.

a) Konventioneller Ansatz b) Kompakter Ansatz

\ 7 \ ’
\ ’ \ ’

R )\@ )\e ,/ \\ ,/
: : /r \\ )\2 //

K
,’L COULOMB’scher —/‘\
/! Reibkegel '

Kontaktpunkt

Bild 3.1: Formulierungsvarianten des Kontaktkraftvektors K beim ebenen Kontaktproblem

Die Grundidee des kompakten Ansatzes besteht nun darin, die ebene vektorielle Kon-
taktkraft K durch nur zwei statt drei skalare Kraftkoeffizienten zu beschreiben. Dazu
werden statt der normalen und tangentialen Einheitsvektoren n und ¢, wie noch beim
konventionellen Ansatz in Kapitel 2, zwei Einheitsvektoren k; und ky benutzt, die ge-
méB Bild 3.1 auf der Grenze des COULOMB’schen Reibkegels liegen und durch den
Haftreibungskoeffizienten p, bestimmt werden:

klz(m)l ; @:(m)l

Ho
1

—Ho

: (3.1)
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Die Kontaktkraft K wird dann mit skalaren Kraftkoeffizienten A\ und A9 beschrieben,
die zur Einhaltung des COULOMB’schen Reibgesetzes nichtnegativ sein miissen.

K:)\lk1+)\2k2 5 )\120 A )\220 (32)

Der Vektor der Kontaktpunktbeschleunigung wird unverédndert iiber den normalen
sowie den positiven und negativen tangentialen Anteil dargestellt.

i =ng, +t§0 —t§e . §.=0 A G =0 A P =0 (3:3)
Der dem kompakten Ansatz zugeordnete Kontaktgroflenpool lautet dann:
.. B .0
K:{gnagt » 9t 7>‘17>‘2} (34)

Bei persistentem Haften der einseitigen Bindung ohne Separation in Normalenrichtung
oder Losgleiten in Tangentialrichtung sind die Beschleunigungskoeffizienten gleich
Null, g, = gt@ = gte =0, so dass 7g =0 . Der Kontaktkraftvektor K liegt dann inner-
halb des Reibkegels mit A\; >0 und Ay >0, siche Bild 3.1. Der zugehorige Kontaktzu-
stand Haft wird beschrieben durch die Teilmenge

Grap = {M: X} >0, Gpep CK. (3.5)
Losgleiten nach links (Zustand Glezt9 Losglelten nach rechts (Zustand Gleit®)
' .. .. '
iy gt

Bild 3.2: Kontaktzustand Losgleiten bei ebener einseitiger Bindung

Ein Losgleiten in die rechte (bzw. linke) Tangentialrichtung mit §& >0 (bzw. §& >0)
erfordert, dass K auf dem linken (bzw. rechten) Rand des COULOMB’schen Reibkegel
liegt, weswegen der rechte (bzw. linke) Kontaktkraftkoeffizient verschwinden muss,
A1=0 (bzw. A9=0), siche Bild 3.2. Dieser Wechsel vom Kontaktzustand Haft zum
Kontaktzustand Gleit® (bzw. Glezte) ist gekennzelchnet durch den Austausch von )\
durch den Beschleunigungskoeffizienten gt (bzw. von Ay durch gt ). Die zugehorigen,
zu Gp,p komplementéren Teilmengen des Kontaktgrofienpools lauten:

_ @ _[.6
Gazen@—{gt >/\2}20 ; GGleite—{gt ,/\1}20 , Gge/e CK - (3.6)

Eine Separation an der einseitigen Bindung liegt vor, wenn der Vektor der Kontakt-
punktbeschleunigung 75 einen normalen Anteil g, >0 aufweist. In diesem Fall ver-
schwindet die Kontaktkraft (A\;=My=0); der zum Nullvektor degenerierte Kontakt-
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kraftvektor K zeigt dann auf die untere Spitze des Reibkegels. Zur Beschreibung von
7 werden die beiden entgegengesetzten, nichtnegativen tangentialen Beschleunigungs-

» .. =) e 1 . "
grofen ¢ und g herangezogen , so dass alle moglichen Beschleunigungszustéinde
bei der Separation durch einen der beiden Kontaktzustinde Sep® oder Sepe rein
positiv dargestellt werden konnen und 7 in alle Richtungen des tangentialen Halb-
raums zeigen kann. Die zugehorigen Teilmengen des Kontaktgroflenpools lauten

Ggppo = {gn,g?} >0, Ggo= {gn,gt }20 , Ggee CK (3.7)

und gehen durch Austausch der Grofien glfB und gte mengenkomplementir ineinander
tiber. Bild 3.3 zeigt die Lage von 7 im tangentialen Halbraum sowie die genannten
Beschleunigungsgrofien bei den zwei Separations-Kontaktzustéinden.

N Separation nach links , N Separation nach rechts /
\ 7/ \ /7
\ / \ 7/
\ "6 ’ \ ’
\\ gt // \\ //
\ ’ \ @ 7
W 7 \ i
\ 7/ \ /
\\\: IPK // \\ ______;,L____l
I
. \.\\ nA //L COULOMB’scher _/\\\ AT // |
. i 1
n | 1 y Reibkegel \ g T oo |
1 \ ’ \ 7 ! g’n,
| \ 7 \ ’ !
| \ ’ \ 7 I
i \\ // . \\ ,/ :
~t | , Zu Null degenerierter NP t
dL 1 ;

- Kontaktkraftvektor K

Bild 3.3: Kontaktzustand Separation bei ebener einseitiger Bindung

Zusitzlich besteht jeweils eine Komplementaritit zwischen den Teilmengen GSep@
und Gg;,® sowie zwischen G Sep® und G0 , da diese durch Austausch der Gro-
B8en g, und Ay bzw. A\; mengenkomplementér ineinander iibergehen und so den Un-
terschied zwischen tangentialem Losgleiten und Separation erfassen. Fasst man alle
genannten Mengenkomplementaritidten zusammen,

Gn | @0 [G2,] 9200 (A ] Ml [§2)] Xlo [Gn, | 6710 [ dns
o &1y G = 1y 2 .91 2 1.0 (3.8)
9 nlo | M| oxlo (72§20 [ 2] Gulo (98 ) gRlo |9

| N— | —_— — — N

GSepe Ggleit® GHaft GGleit® (GSep69 GSepe

stellt man einen Ringschluss der alle Kontaktzustéinde beschreibenden Teilmengen
fest. Die zusitzlich aus der Kombinatorik folgenden, jedoch unzulissigen Teilmengen,
2.B. G= Iig;e , gt@ } , sind mit den zuldssigen nicht mengenkomplementir verbunden, so
dass die Hypermenge 7Z der zuldssigen Teilmengen G im ebenen Fall der kompakten
Formulierung streng abgeschlossen ist, vgl. Gleichung (2.103):

7= { GHaft 7GGleit€B 7GGleite 7(GSepéB ’GSepe } (3'9)

Bild 3.4a) zeigt den zugehorigen finiten Zustandsautomaten fiir die kompakte Formu-
lierung des ebenen Kontaktproblems. Dem ist in Bild 3.4b) der finite Zustandsauto-
mat fiir die konventionelle Formulierung gegeniibergestellt, welcher die Paarkomple-
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a) Kompakte Formulierung b) Konventionelle Formulierung
T e\ (e N (777777
o Coviicing, TN Separation h ///
i o 0., : 4
g g %
t@ 9n g? Gn|NY gte i
_______________________________________ |/ /
j 0 ¥
L LS

nachlinks & 77 nach rechts //

~

-~
PR

Y
1

IE)

,_'”u’a

-

-
DN Ve
Hypermenge Z der Hypermenge Z der Hypermenge U der
zuléissigen Teilmengen zuléssigen Teilmengen unzuléssigen Teilmengen

Bild 3.4: Finite Zustandsautomaten der ebenen einseitigen Bindung

mentaritéiten fiir die Normalen- und die Tangentialrichtung gem#fl den Abschnitten
2.4.1 und 2.4.2 zusammenfasst. Man erkennt den Vorteil der geringeren Grofle sowie
der Abgeschlossenheit der Hypermenge Z bei der kompakten Formulierung.

Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass sich der Begriff des ,Ineinanderiibergehens“
der Teilmengen bzw. der Kontaktzustinde auf die Losungsprozedur des modifizierten
LEMKE-Algorithmus bezieht, also darauf, in welcher Weise die Kontaktzustinde im
Rahmen der Basis-Austauschschritte bei der Losungssuche systematisch durchlaufen
werden. Eine einseitige Bindung kann durchaus direkt vom Haften in die Separation
iibergehen, auch wenn Gleichung (3.8) und Bild 3.4a) hier einen anderen Eindruck
vermitteln mogen. Natiirlich muss eine zuvor haftende Bindung nicht erst einmal los-
gleiten, bevor ein Offnen der Bindung in normaler Richtung auftreten darf.

3.1.2 Raumlicher Fall

Zur kompakten Formulierung des rdumlichen Kontaktproblems wird das Vorgehen
vom ebenen Problem auf den rédumlichen COULOMB’schen Reibkegel iibertragen. Die
Beschleunigung des k-ten Kontaktpunktes 7 ;. wird wie in Abschnitt 2.4 durch den
normalen Einheitsvektor n und die S radialen Einheitsvektoren s; beschrieben, vgl.
Bild 3.5a), so dass die Gleichung (2.95) zur Substitution der orthogonalen Beschleuni-
gungskoeffizienten g,i‘ iibernommen werden kann. Zur Beschreibung der vektoriellen
Kontaktkraft K hingegen werden S Einheitsvektoren k benutzt, die gem#f Bild 3.5b)
umlaufend entlang der Kanten der aus Kapitel 2 bekannten S-seitigen approximierten
Reibpyramide verlaufen. Der hier und im Folgenden verwendete Hochindex ,, vV sym-
bolisiert dabei die approximierte Reibpyramide und zeigt an, dass sich die Kontakt-
koeffizienten, die in derart gekennzeichneten Vektoren zusammengefasst sind, auf die
Einheitsvektoren der kompakten Formulierung geméfl Bild 3.5 beziehen.

gk,n

C012:1<§k,h>

\Y

. S .V ..
TR = | T _rOWh:1<3k,h>}gk s Gk = >0

- Y

(3.10)
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1 0
‘ (3.11)

.‘jlé_:GG,kng , Gep = 0 i_row cos(2m(h—1)/5)
0 h=1sin(2n(h—1)/ S

|

b) Krafteinheitsvektoren

a) Beschleunigungseinheitsvektoren

S6 Kontaktebene

Bild 3.5: Einheitsvektoren fiir die kompakte rdumliche Formulierung (S = 6)

Die Betréige des normalen und des tangentialen Anteils der Krafteinheitsvektoren kj,j,
am k-ten Kontaktpunkt in Bild 3.5b) héngen vom korrigierten Haftreibungskoeffizien-

ten ,u(z . gemif Gleichung (2.84) sowie vom Polygonisierungsgrad S ab:

K = cos(773>/\/(,ug7k)2+ 0082(773) Y u&k/\/(ugk)z-l— 0082(773) (3.12)

Der h-te Krafteinheitsvektor kann damit iiber die orthogonalen Einheitsvektoren in

Normalen- und Tangentialrichtung beschrieben werden,
(3.13)

ki j, =y Ky, + by g Ky g COS (ZW(h—%)/S) + &y j; Ky j Sin (ZW(h—%)/S) ,
so dass fiir alle Ky, 5, zusammengefasst gilt:
Kk

rowh:1<kk7h>:[nk tLk t27k}G37k : G37k:rovv§:1 Kt g COS(QW(h—}é)/S) (3.14)
Ny, Ky Sin(Q?T(h—%)/S)

Zur Beschreibung der Kontaktkraft Kj; am k-ten Kontaktpunkt summiert man die

Faktorisierungen der Einheitsvektoren ky, j, mit skalaren Kraftkoeffizienten Ay, wel-
che nichtnegativ sein miissen, damit Kj;, dem COULOMB’schen Reibgesetz folgend stets

innerhalb der approximierten Reibpyramide liegt.
(3.15)

Kk = Zizl (kk,h Ak,h) = I'OWi:1<kk’h>/\kv s /\kV = 0015:1<)\k,h> Z 0
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Einsetzen von Gleichung (3.14) und Abgleich mit Glelchung (2.27) liefert die Gleichung
zur Substitution der orthogonalen Kraftkoeffizienten )‘k durch die Kraftkoeffizienten
/\k der kompakten Kontaktformulierung:

NN =K, =N.G3. X, = A =Ggp A (3.16)

Man fasst die Kontaktgrofien der kompakten Formulierung an den np p Kontaktpunk-
ten der Basis des mobilen Roboters zur festen Umgebung zu Spaltenvektoren
‘(jv:col<g'z> und /\v:col</\kv > zusammen und erhélt mit der Zusammenfassung der
Gleichungen (3.11) und (3.16) fiir alle Kontaktpunkte,

Gt = diagZiiB<G6’k>§v . AT = diagZi’lB <G3’k>/\v : (3.17)

analog zu Gleichung (2.117) die zentrale Bestimmungsgleichung der kompakten For-
mulierung fiir die kinematischen und kinetischen Kontaktgrsfien Qv und /\v,

v,
g

H
2\Y

—c . H:[diagZiiB<G67k> W Mp'w, diagZiiB<G37k>} , (3.18)

mit den Nebenbedingungen QVEO und AV>0. Eine Analyse der Dimensionen der be-
teiligten Matrizen liefert

3 25+1
G € R+ Gy € R™ = HeR np px(2s+lnp p , (3.19)

das Gleichungssystem (3.18) ist also mit nur 3 Zeilen pro Kontaktpunkt deutlich klei-
ner als das konventionelle Pendant in Gleichung (2.117) mit S+1 Zeilen pro Kontakt-
punkt, womit sich das Attribut der ,,Kompaktheit* der Formulierung erklért.

Zur Losung von Gleichung (3.18) werden die Mengenkomplementaritéiten zwischen
den Teilmengen Gy ; des KontaktgroBenpools Kj bzgl. des k-ten Kontaktpunktes
aufgestellt. Die Gy ; haben die Méchtigkeit 3, d.h. die Kontaktzusténde an den np p
Kontaktpunkten der Basis des mobilen Roboters werden mit jeweils 3 skalaren Kraft-
oder Beschleunigungskoeffizienten beschrieben.

Kk = gk,n U Ui:l(glﬁh) U Uizl (Ak,h) , Gk,j C Kk S RQS+1 , Gk,j S IR?) (320)

Ein persistentes Haften am k-ten Kontaktpunkt ohne jeglichen Beschleunigungsanteil,
Q;Z =0, wird durch die Teilmengen Gy, 7,5 ; beschrieben, die ausschliefllich drei der
Kraftkoeffizienten A ; geméfl Gleichung (3.15) enthalten:

Gk,Haﬁ,j = {)‘k,av)‘k,m)‘k,c } >0 , 1<a<b<c<S (3.21)

Bei einer Anzahl von S Kraftkoeffizienten existieren nach den Regeln der Kombinato-
rik (g) (sprich ,,S iiber 3“) mogliche Permutationen dreier verschiedener A ;, jedoch
sind lediglich S—2 von diesen ausreichend, um fiir den Zustand des persistenten Haf-
tens die Kontaktkraft stets nichtnegativ durch

K =kpo Mo + Ry Ny + Ko Mee {)‘k,a ke Mee } >0 (3.22)
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beschreiben zu konnen. Diese Einschrinkung geht einher mit der Forderung nach einer
minimalen Hypermenge Z; von zuldssigen Teilmengen (geméf dem 3. Punkt der Auf-
listung der Eigenschaften von Z; in Abschnitt 2.5.1) und entspricht einer Aufteilung
der S-seitigen Reibpyramide in S—2 Abschnitte. Hierfiir gibt es zahlreiche kombina-
torische Varianten. Im Folgenden soll jene Anwendung finden, die den ersten Kon-
taktkraftkoeffizienten A;; in allen Teilmengen Gy, g,p j, bereithdlt. Fir die h-te, den
Zustand Haft beschreibende Teilmenge gilt somit:

Gr.Hafth = { N s N bt s A b2 } >0 , 1<h<S§5-2 (3.23)

Die dreiseitigen Abschnitte einer dementsprechend aufgeteilten approximierten Reib-
pyramide enthalten allesamt an einer Ecke den Krafteinheitsvektor kj ;. Fiir den Fall
S=6 ist dies exemplarisch in Bild 3.6 dargestellt.

Bild 3.6: Aufteilung einer Reibpyramide (S = 6) in dreiseitige Abschnitte

Die gemeinsamen Grenzflichen der S—2 Abschnitte im Inneren der Reibpyramide ent-
sprechen den in Abschnitt 2.5.1 beschriebenen Bereichsgrenzen der Gesamtheit der
moglichen Kontaktzustdnde. Dort gehen jeweils zwei der Teilmengen Gy, gqp 5, durch
Austausch eines skalaren Kontaktkraftkoeffizienten mengenkomplementir ineinander
tiber, so dass alle dem Zustand des persistenten Haftens zugeordneten Gy, fr,p ), eine
offene Kette komplementérer Teilmengen bilden:

A, h4110
Gruain 2  Graepphyn > 1<h<S5-3 (3.24)
Ne,h4-310

Fiir den Kontaktzustand des Losgleitens gibt es analog zur konventionellen Formulie-
rung des rdumlichen Kontaktproblems in Abschnitt 2.5.2 zwei Abstufungen. Im Falle
der ersten, mit Gleitq bezeichneten Stufe liegt der Vektor der Kontaktkraft Kj auf
einer der S Begrenzungsflichen der Reibpyramide. Der kinematische und kinetische
Zustand am k-ten Kontaktpunkt wird dann nichtnegativ durch zwei Kraft- und einen
Beschleunigungskoeffizienten beschrieben.

Pk =—Skhrn o Kp=kepa Mg tkepMen - 1Sh<S (3.25)

Zur Erlduterung der Uber-/Unterstreichung von h—1, die zur formalen Beschreibung
von benachbarten Elementen auf einem Ring dient, siehe die Hinweise zur Notation zu
Beginn dieser Arbeit. Die S zugehorigen Teilmengen Gy, Gleitq,h C Ky, lauten
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Gy, Gleitgy,h = { Gkh s Mo 1 > Mok } >0 , 1<h<S. (3.26)

Sie gehen mengenkomplementér aus den dem Kontaktzustand Haft zugeordneten Teil-
mengen hervor:

M s—110 Ak,310
h=1: Gppaprs—2 2 Grgrigy » P=2" Gruapy 2 Gpcileitg,2
gk71l0 gk72l0 (3 27)
YLt '
3<h<S8: Gppapn—2 2 Gkgleitgh
G1,n 10

Zur Verdeutlichung sind in Bild 3.7 als Beispiel die mengenkomplementiiren Ubergiin-
ge zwischen Haften und Losgleiten 1. Stufe gem#fl Gleichung (3.27) fiir die Fille h=2
und h=3 bei einem Approximationsgrad von §=6 dargestellt.

______

TK. )
G Gleite,3

G Gleitg,2

Bild 3.7: Mengenkomplementire Ubergiinge Gleitq < Haft < Gleitg

Im Falle der zweiten Stufe Gleitp des Losgleitens befindet sich der Vektor der Kon-
taktkraft K auf einer S der Kanten der Reibpyramide und wird nur durch den dieser
Kante zugeordneten Krafteinheitsvektor beschrieben. Demgegeniiber stehen zwei Be-
schleunigungskoeffizienten zur Beschreibung der tangentialen Kontaktpunktbeschleu-
nigung zur Verfiigung, so dass die Richtung des Losgleitens nicht mehr strikt an die
Richtungen der tangentialen radialen Einheitsvektoren gebunden ist. Fiir die S zuge-
horigen Teilmengen Gy, Gleite,n C Ky, gilt:

G Gleitg.h = {ék,h s il Mk } >0 , 1<h<S (3.28)

Somit wird der kinematische und kinetische Zustand am k-ten Kontaktpunkt in der
zweiten Stufe des Losgleitens beschrieben durch:

PRk = —Sth kh —Sph Ik 0 Kk =kipnn o 1<h<S (3.29)

Analog zum Aufeinanderstoflen zweier benachbarter Grenzflichen der Reibpyramide in
einer der Kanten geht jede der Teilmengen Gy, Giejtg,n der zweiten Stufe des Losglei-
tens mengenkomplementér aus zwei Teilmengen des Kontaktzustands Gleitq hervor:
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A =110 Gr,n 10
Grareigh 2 Grgligh 2 Gpgrigimn & - & Graleign  (3:30)
G 4110 kil

Die jeweils S Teilmengen der ersten und zweiten Stufe des Losgleitens gehen somit ab-
wechselnd ineinander iiber und bilden einen mengenkomplementéiren Ringschluss. An-
schaulich entspricht dies der Moglichkeit fiir den Kontaktkraftvektor, die Hiillfléiche
der Reibpyramide zu umrunden und dabei von einer Seitenfléiche iiber eine Kante zur
nichsten Seitenfliche zu wechseln. Bild 3.8 zeigt die mengenkomplementiren Uber-
ginge gemif Gleichung (3.30) fiir den exemplarischen Fall h=3 bei S=6.

\\\ kk’Q
A /
\ 17
skas I
~— <0
. TK L
G Gleitg,3

Bild 3.8: Mengenkomplementire Uberginge Gleitg < Gleitg « Gleitg,

Liegt letztlich eine Separation am k-ten Kontaktpunkt mit verschwindender Kontakt-
kraft vor, /\kv =0, so kann der zugehorige Kontaktzustand Sep stets durch eine der S
Teilmengen Gy, g, , C K}, nichtnegativ beschrieben werden, die ausschlieBlich drei der
Beschleunigungskoeffizienten gemifl Gleichung (3.10) (zwei der tangentialen, gk, und
gm—ﬂ, sowie stets den einen normalen gy, ) enthalten.

Gr Sep.h = { Gk > kb G } >0 , 1<h<S (3.31)
Fiir den kinematischen und kinetischen Zustand am k-ten Kontaktpunkt gilt dann:
FK k=T Gkn — Skh 96k — Sphgi 9k 0 Kp =10 (3.32)

Die Gy, Sep,n gehen mengenkomplementér aus den Gy Gleitg,n, durch Austausch des
Kraftkoeffizienten Ay, mit dem normalen Beschleunigungskoeffizienten hervor. Zudem
bilden sie untereinander einen mengenkomplementiren Ringschluss. Beides zeigt Bild
3.9 fiir den Fall h=3 bei einem Approximationsgrad von S=6.

A 110 Gr.n 10
Grcreitoh &2 Grseph » Crseph 2 Gpgpipm -2 Gpgepn (3.33)
Gk,n 10 Ik, hr2

Die Gesamtheit der moglichen Kontaktzustéinde ist somit vollstdndig abgedeckt. Die
minimale, in sich abgeschlossene Hypermenge Z;. fiir den rdumlichen Fall der kompak-
ten Formulierung einer einseitigen Bindung enthilt die genannten, zueinander men-
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Gt Gleitgp.4

Bild 3.9: Mengenkomplementire Uberginge Gleitg < Sep < Sep

genkomplementéren 45—2 Teilmengen G des KontaktgroBenpools K;. bzgl. des k-ten
Kontaktpunkts geméf Gleichung (3.20):

S-2 s
e (Gkﬂaﬂ,h) U thl({GhGleit@ﬁ7Gk7Gleit@7h>Gk,5’ep,h }) (3.34)

Die Mengenkomplementaritéten der Teilmengen Gy € Zj, und damit die Basenaus-
tauschvorschriften fiir den LEMKE-Algorithmus sind in Bild 3.10 in dem zugehorigen
finiten Zustandsautomaten zusammengefasst. Man stellt bei der kompakten Formu-
lierung des rdumlichen einseitigen Kontaktproblems ein Fehlen mengenkomplementé-
rer Uberginge von den zulissigen Teilmengen Gy €Z), zu unzuléssigen Teilmengen
G & Z;, fest. Die daraus resultierende strenge Abgeschlossenheit der Hypermengen Z;
begriindet die robuste und zuverlissige Arbeit des modifizierten LEMKE’schen Pivot-
solvers, der mittels der Zustandsautomaten aller np p Kontaktpunkte die Gleichung
(3.18) zur Bestimmung des Kontaktzustandes der einseitig gebundenen Basis des mo-
bilen Roboters 16st.

Ly, =

Streng abgeschlosse-

S Ot s W

(=) () (=) (o) () (=)
() (=) () (=) (=) (2]
'S
S O Ot =W N
?

S
Gl B S S

S O Ot e W N

T\UUUUU)/

ge Hy}l)erglengizr Zlk : Kraftkoeffizient:
er zuléssigen leil-
mengen Gy, ; fir den T3k . i " — )‘k,x
k-ten Kontaktpunkt R l Beschleun
~—e ! eschleunigungs-
1 e 1 [ :3 f nol koeffizient:

k Haften Gleitq

Separation /& — gk@

Bild 3.10: Finiter Zustandsautomat fiir eine rdumliche einseitige Bindung (5= 6)
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3.2 Lokale Verspannungen

Der zuvor dargestellte Formalismus beschreibt eine Methode zur Modellierung des
Kontaktverhaltens an einseitigen Bindungen, welches durch die Impenetrabilitédtsbe-
dingung in Normalenrichtung und das COULOMB’sche Reibgesetz in Tangentialrich-
tung bestimmt wird. Die Idee der kompakten Formulierung wird nun im Folgenden
auf lokale Verspannungen iibertragen, die zwar auf einseitigen Bindungen basieren, in
ihrer Gesamtheit jedoch komplexere Bindungsformen darstellen.

Lokale Verspannungen werden bendétigt, wenn die Gewichtskrifte allein nicht mehr
ausreichen, um die bei einer Manipulationsaufgabe auftretenden Prozesskrifte zu kom-
pensieren und somit ein Kippen oder Weggleiten des nur durch einseitige Bindungen
an die Umgebung gebundenen mobilen Roboters zu verhindern. Dies kann auftreten,
wenn die Prozesskrifte selbst zu gro3 werden, wenn die einseitigen Bindungen ungiins-
tig zum Gravitationsfeld und damit zu den Gewichtskréiften ausgerichtet sind oder
wenn wie bei Raumfahrtszenarien keine Gravitation vorhanden ist. In diesen Fillen
miissen spezielle Vorrichtungen auf Seiten des Roboters sowie der Umgebung vorhan-
den sein, die ein temporires Fixieren an lokalen Verspannungspunkten erméglichen.

3.2.1 Grundidee

Zur Realisierung temporirer lokaler Verspannungen sind von konstruktiver Seite her
Mechanismen vorzusehen, mit der der mobile Roboter bei Bedarf an der festen Umge-
bung fixiert werden kann. Diese Mechanismen und dementsprechend jede einzelne der
dann vorliegenden einseitigen Bindungen zwischen den Bauteilen der Verspannung auf
Roboterseite und den Gegenstiicken der Umgebung wiiren bei einer detaillierten Mo-
dellbildung mit zu berticksichtigen. Wollte man also das Verhalten der lokalen Ver-
spannungsmechanik im Detail nachbilden, wiirde das mechanische Modell des mobilen
Roboters bei Verwendung lokaler Verspannungen in seinem Umfang stark anwachsen.

Zur Beschreibung des Verhaltens des Gesamtsystems aus Basis und Roboterarm, wel-
ches durchaus mehrere einseitige Bindungen sowie lokale Verspannungen zur festen
Umgebung aufweisen kann, ist es jedoch ausreichend und im Hinblick auf einen mog-
lichst geringen Modellierungsaufwand damit sinnvoller, die Details des Verspannungs-
mechanismus aufler Acht zu lassen. Fiir jede der lokalen Verspannungen wird stattdes-
sen ein reduzierter Kontaktpunkt definiert und das zugehorige Bindungsverhalten iiber
eine Black-Box-Bindung beschrieben, deren Charakteristik sich anhand des zuldssigen
Kraftbereichs beschreiben lisst. Dieser legt fest, innerhalb welchen Bereichs die jewei-
lige vektorielle reduzierte Kontaktkraft K, liegen kann, die am reduzierten Kontakt-
punkt K, von der festen Umgebung auf die Basis des mobilen Roboters iibertragen
werden. Eine Beschleunigung von K, und damit ein Wechsel des Bindungszustands
des Gesamtsystems kann dann nur auftreten, wenn die reduzierte Kontaktkraft K,
auf eine der Randfldchen oder Kanten des zugehorigen zuléssigen Kraftbereichs zeigt.

Im Falle einer gewohnlichen zweiseitigen Bindung unterliegt der Vektor der Bindungs-
kraft keinerlei Beschréinkungen, der zugehorige zuléssige Kraftbereich deckt (unter
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Vernachléssigung strukturmechanischer Einschréinkungen) den gesamten unendlichen
Kraftraum ab, eine Relativbeschleunigung des Kontaktpunkts ist ausgeschlossen. Bei
den zuvor ndher betrachteten einseitigen Bindungen wird der zuldssige Kraftbereich
durch den COULOMB’schen Reibkegel bestimmt; es sind nur Krifte von der festen Um-
gebung auf die Basis iibertragbar, die innerhalb oder auf den Grenzen des in die Nor-
malenrichtung gerichteten und bis ins Unendliche ragenden Reibkegels liegen. Bei einer
lokalen Verspannung hingegen ist der auf den reduzierten Kontaktpunkt bezogene zu-
ldssige Kraftbereich von komplexerer geometrischer Struktur. Es sind hier je nach Ver-
spannungstypus konkave wie konvexe, geschlossene wie offene Kraftbereiche moglich.

Analog zur kompakten Formulierung des Kontaktproblems bei der einseitigen Bindung
in Abschnitt 3.1 werden im Folgenden die zulissigen Kraftbereiche verschiedener Ty-
pen von lokalen Verspannungen analysiert und die entsprechend gewihlten Kontakt-
groflen und ggf. notwendigen Hilfsgroflen dargestellt. Basierend auf den Mengenkom-
plementarititen, die die Uberginge zwischen den jeweiligen Kontaktzustéinden abbil-
den, werden die zugehorigen finiten Zustandsautomaten aufgestellt. Sie sind an das
spezifische Verhalten der jeweiligen Black-Box-Bindung angepasst, da jegliche Kon-
taktzustidnde, deren Auftreten ausgeschlossen werden kann, gezielt durch entsprechen-
de Definition der Kontaktgréfien und damit der Mengenkomplementarititen aus der
Betrachtung herausgenommen werden. Dies bewirkt fiir das Gesamtsystem eine ge-
ringere Modellgrofle als bei einer vollstéandigen Modellierung des gesamten lokalen Ver-
spannungsmechanismus mit einem eigenen finiten Zustandsautomaten gemifl Ab-
schnitt 3.1 fiir jede der einseitigen Bindungen innerhalb der lokalen Verspannung.

Des Weiteren werden, als Ersatz fiir die Gleichungen (3.10) und (3.15), die jeweiligen
Vektoren der Kontaktpunktbeschleunigung 7 ; und der Kontaktkraft und Kj, aufge-
stellt. Die darauf aufbauende Herleitung der LCP-Gesamtgleichung zur Bestimmung
des Bindungszustands des Gesamtsystems mit lokalen Verspannungen entsprechend
Gleichung (3.18) soll jedoch nicht weiter verfolgt bzw. dargestellt werden, sie erfolgt
analog zu den Ausfiihrungen im vorangegangenen Abschnitt 3.1. Im Folgenden entfillt
zur Vereinfachung bei allen Groflen der Index k, alle angegebenen Mengen, Vektoren
und Skalare beziehen sich jedoch weiterhin auf den k-ten der np p Kontaktpunkte der
Basis.

Das Vorgehen wird anhand eines einfachen ebenen Beispiels verdeutlicht. Bild 3.11
zeigt den bereits bekannten mobilen Roboter, welcher neben den bisherigen einseitigen

obere einseitige Bindung, 1 , Arm
obere
\ K, Klemmbacke
N\ T
feste Umgebung Basis
K untere o’
% _Klemmbacke — Jokale einseitige
untere einseitige Bindung, 1O, u Verspannung Bindung

Bild 3.11: Zwei einseitige Bindungen als Teil einer lokalen Verspannung mit
starren Spannbacken ohne Anpressung und ohne Spiel
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Bindungen an einem Kontaktpunkt eine lokale Verspannung mit der festen Umgebung
aufweist. Diese Verspannung ist zur einfithrenden Darstellung zunéchst beidseitig starr
ausgefiihrt, so dass die unbewegliche obere (Index o) und untere Spannbacke (Index w)
ohne Anpressung, aber auch ohne Spiel die Basis an die feste Umgebung binden. In
Normalenrichtung liegt somit spielfreier Formschluss, in Tangentialrichtung Reib-
schluss vor. Die Reibkoeffizienten pg, und pg, konnen durchaus verschieden sein.

Gemif der zuvor dargestellten Formulierung wiire beiden in der Ausgangsstellung ge-
schlossenen einseitigen Bindungen an den Punkten K, und K, ein vollstéandiger Pool
von kinematischen und kinetischen Kontaktgrofien geméfi Gleichung (3.4) zuzuordnen.
Diese beschreiben gemifl den Gleichungen (3.2) und (3.3) mit den in Bild 3.12 darge-
stellten Einheitsvektoren die formal voneinander unabhiingigen Kontaktkrifte und -
beschleunigungen am oberen und unteren Kontaktpunkt:

. .B .0 Y. =
K, = {gn,oagt,ovgtpv)‘lv)‘Q} ) Ky = {gn,u’gt7uvgt7u7>‘3’)‘4} )
.. . e .0 . . e .0
TK.o = T 9no +t, 9to -1, 9t0 > TKuw = Ty nu +t, Jtu -, Jtu s (3'35)
KO :A1k1+>\2k2, Ku :>\3k3+)\4k4

Die zugehorigen Mengenkomplementaritéiten gemifi Gleichung (3.8) werden durch je-
weils einen vollstindigen finiten Zustandsautomaten gemifl Bild 3.4 erfasst, wie Bild
3.12 zeigt. Zur Beschreibung des Kontaktverhaltens der Verspannung durch zwei ein-
seitige Bindungen werden also 4 Kontaktgrofien aus dem vereinigten Pool K=K, UK,
der Grofle 10 benotigt. Die zwei zugehorigen Zustandsautomaten erlauben 52=25 theo-
retisch mogliche Kombinationen fiir die Kontaktzustéinde der lokalen Verspannung.

Nun ist der Abstand der beiden einseitigen Bindungen der lokalen Verspannung zuein-
ander viel kleiner als die Abmessungen des Gesamtsystems. Es ist also hier sowie bei
allen noch folgenden lokalen Verspannungen aus Sicht des Gesamtsystems die Néhe-
rung zuldssig, die Kontaktpunkte der lokalen Verspannung als einen einzigen reduzier-

Hypermenge H,

Haften i Losgleiteni Separation

Obere i 5, l
einseitige X : gto . ! 9”0 gt,o
i : 1]12) | i
Bindung: - " !
! gt 0 ! g’fL 0 gt 0
i ) i
—Yiu T gnu g tau
Untere l i
einseitige 34 | gmm )\ !
Bindung: Yt | gnugz‘u
Haften i Losglelten I Separation

ks
N Reibkegel

\

\Hypermenge H,,

Bild 3.12: Kontaktgrofien bei lokaler Verspannung (links), finite Zustandsautomaten (rechts)
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ten, zur starren Basis festen Kontaktpunkt K, in ihrer Mitte zu betrachten. Fiir die
Kontaktgroflen konnen dann folgende Einschrinkungen festgestellt werden:

. Die tangentlalen Kontaktpunktbeschleunigungen oben und unten sind identisch,
gto gtu und gt s gtu, SO dass nur die tangentlalen Beschleunigung des redu-
zierten Kontaktpunkts durch gt = gt , und gt = gt , zu berticksichtigen sind.

® Die beiden starren Klemmbacken lassen keine Bewegung von K, in Normalen-
richtung zu. Somit gilt g, ,=g,, =0, die normale Beschleunigung von K, ver-
schwindet also, g, =0, und braucht nicht weiter als unbekannte Kontaktgrofle
behandelt zu werden. K, kann nur tangential beschleunigt werden.

e Es liegt keine Vorspannung der starren Klemmbacken vor. Somit wirkt nur am
oberen oder am unteren Kontaktpunkt eine Kontaktkraft, was zur Mengenkom-
plementaritét {A, o} & {A3,\y} der oberen und unteren Kontaktkraftkoeffizien-
ten fiihrt.

Diese Einschriankungen fithren zum reduzierten Kontaktgrofenpool K,., fiir die vekto-
rielle Beschleunigung und Kraft am reduzierten Kontaktpunkt gilt dann:

TK,r:téjt@_tg'te , K, :Zzlzl(ki)‘z) ) Kr:{gt@agte)‘lvA%)‘S)‘él}Zo (3.36)

Der zugehorige zuléssige Kraftbereich fiir die Kontaktkraft K, der in dem Ersatz-
punkt reduzierten lokalen Verspannung ist in Bild 3.13a) dargestellt. Bild 3.13b) zeigt
den zugehorigen finiten Zustandsautomaten, der die streng abgeschlossene Hypermen-
ge der zuldssigen Teilmengen Gg bis G und die entsprechenden Mengenkomplemen-
tarititen umfasst. Die Zuordnung zwischen den Bereichen bzw. Grenzlinien des zulis-
sigen Kraftbereichs und den Teilmengen des finiten Zustandsautomaten wird durch
die Markierungen @ bis () angezeigt.

Durch Beriicksichtigung der spezifischen Verhiltnisse der beidseitig starren lokalen
Verspannung im ebenen Fall reduzieren sich der Kontaktgroflenpool von 10 auf 6 Ele-
mente, die Anzahl der formal moglichen Kontaktzustinde von 25 auf 6 und die An-
zahl der zur Kontaktzustandsbeschreibung benotigten Kontaktgrofien von 4 auf 2.
Dieses Vorgehen, das die Rechenzeit des LEMKE’schen Algorithmus zur Analyse des
Bindungszustands deutlich senkt, soll im Folgenden auf lokale Verspannungen iiber-

a) Zuldssiger Kraftbereich b) Reduzierter finiter Zustandsautomat
@ ,® /Hypermenge Z,
o0
) b = g
————————————————————— \ 22
| e 2
______ . ! & 5
t < |
| / ap
____________ / ! g3
1 0 *E
\ é 3
____________________ A a o
5 8
® reduzierter < Losgleiten i Persistentes: Losgleiten
© @ Kontaktpunkt K, nach links Haften  nach rechts

Bild 3.13: Kontaktzustinde am reduzierten Kontaktpunkt der lokalen Verspannung
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tragen werden, bei denen eine zusétzliche Anpressung der Klemmbacken infolge eines
lokalen Verspannungsmechanismus vorliegt. Es wird dabei zwischen kraftvariablen und
kraftkonstanten lokalen Verspannungen unterschieden. Bei ersteren wird die An-
pressung durch ein elastisches Element erzeugt, welches nach einem einmaligen, ener-
gieaufwindigen Spannvorgang wihrend der Dauer der lokalen Verspannung keinen
weiteren Energiebedarf aufweist. Bei letzteren hingegen sorgt ein Aktor fortwihrend
fiir eine konstante Anpressung und damit fiir einen fortwihrenden Energieumsatz.

3.2.2 Kraftvariable halbstarre lokale Verspannung

Bild 3.14a) zeigt eine kraftvariable lokale Verspannung. Wihrend die obere Klemmba-
cke ein fester Bestandteil der starren Basis des mobilen Roboters ist, wird die untere
bewegliche Klemmbacke in der Ausgangslage iiber einen Mechanismus mit der Vor-
spannkraft F'* angepresst. Das die Vorspannkraft erzeugende und das Attribut der
Kraftvariabilitéit begriindende elastische Element sei hier und in allen folgenden Féllen
von hoher Steifigkeit. Gem#fl den vorangegangenen Ausfithrungen ldsst sich die lokale
Verspannung auf einen einzelnen Kontaktpunkt reduzieren, ohne die Verhéltnisse an
den beiden einseitigen Kontaktpunkten separat abzubilden oder den Spannmechanis-
mus durch zusétzliche Starrkorper im Modell zu berticksichtigen.

a) Mechanischer Aufbau b) Zuldssiger Kraftbereich

obere einseitige obere starre
Bindung, 10,0 Klemmbacke

*
\ (F‘O.,o _*_M(),u)F
N\ o
feste Umgebung
*
elastisches F
Element = .
Ho,u F
untere einseitige untere bewegliche
Bindung, s 4 Klemmbacke

Bild 3.14: Kraftvariable lokale Verspannung mit Anpressung an nur einer Seite

Der zugehorige zulédssige Kraftbereich fiir die reduzierte Kontaktkraft K,= K, + K,
ist in Bild 3.14b) dargestellt und unterliegt den folgenden Gegebenheiten:

e Ist der Normalanteil der am reduzierten Kontaktpunkt auf die Basis wirkenden
Kontaktkraft K, gerade gleich Null (Index @, vgl. Bild 3.14b)), dann ist die An-
pressung an beiden Klemmbacken identisch und gleich F'*,

n'K,g=n"(K,p+K,p)=0 & n'K,g=-n"K,;=F, (337

so dass mit den Haftreibungskoeffizienten am oberen und unteren Kontaktpunkt
o, und pg, der tangentiale Anteil der Kontaktkraft K, limitiert wird durch:

‘ tTKn@ ‘ < (M0,0 +M0,u>F* (3'38)
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Auf dem mit @ indizierten Niveau der reduzierten Kontaktkraft K, verschwindet
gerade die Kontaktkraft K, an der starren Klemmbacke, die dann gerade im Be-
griff ist, sich von der festen Umgebung zu losen. Fiir den normalen und den tan-
gentialen Anteil von K, gilt dann:

T T
K,pl0 > K=K, > n'Kg=-F /\‘t Kr@\guom F* (3.39)

Im mit @ indizierten Teil des zuldssigen Kraftbereichs, welcher sich unterhalb
vom Niveau @ erstreckt, hat sich der Kontakt an der oberen starren Klemm-
backe gelost. Die untere Klemmbacke wurde ein gewisses Stiick ausgelenkt und
presst in Normalenrichtung mit einer zur Auslenkung linearen Kraft grofier als F’*
gegen die feste Umgebung. Wegen der als sehr steif angenommenen Elastizitét
kann jedoch diese Auslenkung der Klemmbacke relativ zur Basis nach unten und
damit die absolute Auslenkung des der Basis zugehorigen reduzierten Kontakt-
punkts nach oben als sehr klein gegeniiber den Abmessungen des Gesamtsystems
und damit vernachléssigbar betrachtet werden. Die reduzierte Black-Box-Bindung
ist im vorliegenden Fall also nur in der Lage, seitwirts in tangentiale Richtung
loszugleiten, eine Bewegung in Normalenrichtung wird ausgeschlossen. Teil 3 des
zuldssigen Kraftbereichs entspricht dem COULOMB’schen Reibkegel des unteren
Kontaktpunkts, und es gilt:

T T T
K,5=0 = K,g=K, = n"K,g<-F" A|t'K, g |<—p,n"K,q (3.40)

Im Teilbereich @ oberhalb des Niveaus @ liegt letztlich Anpressung an beiden
Klemmbacken vor,

'K, g=F" AN n'K,g>0 = -F"<n'K g<0, (3.41)

so dass mit den Gleichungen (3.38) und (3.39) der tangentiale Anteil der reduzier-
ten Kontaktkraft K, limitiert wird durch:

T T
K, @ <o n K@+ F ) + 1oy F* (3.42)
Fiir die Offnungswinkel a,, und «, der Bereiche @ und @ gilt:

o, = arctan(pg,) , @, = arctan(ug,) (3.43)

Ebener Fall

Bild 3.15 zeigt fiir den ebenen Fall die Kontaktgroflen und zugehorigen Einheitsvekto-
ren, die zur Beschreibung der anhand des zuliissigen Kraftbereichs definierten Kontakt-
zustinde @ bis @ benotigt werden, sowie den finiten Zustandsautomaten der mengen-
komplementiren Teilmengen des Kontaktgrofenpools K, ={ i, gt@ Ao s AL A2 AL A T
Die Krafteinheitsvektoren k; werden analog zu Gleichung (3.1) definiert,

—Hou  Hou

A (3.44)

] = T8 |
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fiir die reduzierte Kontaktkraft K, und die Beschleunigung 7 , am reduzierten Kon-
taktpunkt gilt:

Py = ti —td . Ko =nd kN k) {57,600 >0 (3.45)

a) Zuléssiger Kraftbereich b) Finiter Zustandsautomat (neutral abgeschlossen)
: s Hypermenge Z, Hypermenge Nf
. |
&) T
&0 = 1
£7 :
25 i
e e e e JI.
o0 1
=g :
n ‘5 i
g3 :
oy !
Z= :
Coulomb’scher Reibkegel der \ :
unteren einseitigen Bindung persistentes Haften | Losgleiten

Bild 3.15: Kontaktzustinde bei kraftspeichernder, einseitig starrer lokaler Verspannung

Die nichtnegativen, gegenldufigen und daher komplementidren Kontaktgroflen A, und
A, sind HilfsgroBlen, die zwar nicht an der Beschreibung von K. beteiligt sind, jedoch
als Indikatorvariablen bei der Beschreibung des zuliissigen Kraftbereichs fungieren. Sie
zeigen an, ob die vektorielle Kontaktkraft K, in den Bereich oberhalb oder unterhalb
des horizontalen Niveaus @ aus Bild 3.14 zeigt, ob also an beiden (A;>0) oder nur
einer (A,>0) der Klemmbacken, hier an der unteren beweglichen, Kontakt vorliegt,
und sind definiert durch:

COS ()\1 +)\2) — Yo A = F A =N

) ;. 20 A A0 A A =0 (3.46)
mit 7y, = Ho,0 /(MO,U +M0,0) € [0;1]

Dabei ist 7, der Anteil des Haftreibungskoeffizienten 1 , an der Summe 1 ,,+ g -
Gleichung (3.46) beschreibt fiir den Fall \y=A,=0 die Abschnitte der gepunkteten
Grenzlinie in Bild 3.15a):

Grenzlinie ®/® : cosa, (N +X)=F* | A, =
Grenzlinie ® : cosa, N — Yo N, = F° | Ny = (3.47)
Grenzlinie @ : cosa, N — YA\ =F* , N=0

Jede der Teilflichen bzw. Grenzlinien @ bis @ des zuléssigen Kraftbereichs der Kon-
taktkraft K, in Bild 3.15a) entspricht einer der zulissigen Teilmengen aus der Hyper-
menge Z,. Die Teilmengen G@ und Gg kennzeichnen ein persistentes Haften des re-
duzierten Kontaktpunkts, 7 . =0, und liegen innerhalb der COULOMB’schen Reibke-
gel der unteren einseitigen Bindung. Mit Gleichung (3.46) gilt dann
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KT:k].)\l-i_kQ)\? 5 >\0207
®: cosa, (M +X)>F* = A20AN=0 = Gg ={\.d\ }>0 (348)
®: cosa, (M +X)<F* = A=0A%>0 = Gg ={ M. N }>0

so dass Gg und G@g durch den Austausch Ay« A, mengenkomplementér ineinander
iibergehen konnen. Wihrend Gg an den seitlichen Réndern der Teilfliche ® mengen-
komplementér zu den den Grenzlinien @ und @ zugeordneten Teilmengen Gg und
G tibergeht, die ein Losgleiten des reduzierten Kontaktpunkts bei Anpressung nur an
der unteren elastischen Klemmbacke beschreiben,

@Z 'I"Kﬂ,:—tgte y KT:klAl y COS&U)\le* y )\0:>\2:O
O: ig,=tj§d . K,=k)y , cosa, z>F" | A\, =\ =0 (3.49)
= AZ0AN=0, Go={i:\A}>0, Gg={i ) }>0

liegt an den gemeinsamen Réndern der Teilfliche ® mit den Teilflichen © und @ ein
mengenkomplementirer Ubergang der Teilmenge G@ zu den Teilmengen Gg und Gg)
vor, die ebenfalls ein persistentes Haften des reduzierten Kontaktpunkts beschreiben.

©: K, =n)\, +k)N , =0, cosayz N — v, N\, <F*

®: K, =n)\, +k)y , =0, cosa, gy —7, A\, <F* (3.50)

= A=0AX%>0, Gg :{AO,)\l,)\b}ZO , Ge :{Ao Ay ,Ab}zo
Uber die HilfsgroBe A, kann nun in den Fillen © und @ mit Gleichung (3.46) detek-
tiert werden, ob die tangentiale Haftkraftreserve ausgeschopft ist. Dann nédmlich zeigt
der Vektor der Kontaktkraft K, auf die Grenzlinien ® bzw. @, somit liegt ein men-
genkomplementirer Ubergang zu den Teilmengen Ge bzw. Gg vor, die ein Losgleiten

des reduzierten Kontaktpunkts bei Anpressung an beiden Klemmbacken beschreiben.
Die HilfsgroBe A, verschwindet dann gerade, und geméfl Gleichung (3.47) gilt:

®: ;r;K,r :_tgtea K, =nA +kXN , =0, cosa,\—7,A, = F”
@: g, =tid, K,=nX\+kXy . N =0, cosa,lg—7,\ =F" (3.51)
= N=XA=0, Gg ={i XN }>0 ., Gg={i N le}>0

Fiir eine robuste Performanz des modifizierten LEMKE-Algorithmus miissen den drei
Skalare enthaltenden Teilmengen stets drei andere Teilmengen zum mengenkomple-
mentiren Ubergang zugeordnet sein. Der finite Zustandsautomat in Bild 3.15b) ist da-
her um redundante Teilmengen G,..; ergéinzt, die von den in Gleichung (3.46) vorkom-
menden Groflen nur A, und )\, enthalten, so dass A\; = Ag= A\ =0. Mit F* >0 folgt

- =r + = <0 V <0, .
oA = F H A, A <0 VA <0 3.52
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somit konnen die Teilmengen der Erginzung niemals den Kontaktzustand nichtnega-
tiv beschreiben. Sie bilden die Hypermenge Nr als Teil der Hypermenge aller neutra-
len Teilmengen, NT CN,.. Die Hypermenge Z,. ist dann gemifl Abschnitt 2.5.1 neutral
abgeschlossen, der LEMKE-Algorithmus kann also nicht durch unzulissige Teilmengen
gestoppt werden und der Kontaktzustand wird zuverlissig berechnet.

Raumlicher Fall

Ausgangspunkt fiir die Beschreibung des Kontaktverhaltens im rdumlichen Fall ist
analog zum Abschnitt 3.1.2 die Approximation des zulissigen Kraftbereichs in Bild
3.16a), der der Rotation des zuléssigen Kraftbereichs fiir den ebenen Fall aus Bild
3.14b) entspricht, durch einen S-seitigen prismatischen Korper. Fiir den Fall S=6
zeigt Bild 3.16b) die zugehorigen Kraft- und Beschleunigungseinheitsvektoren k; und
s;, die analog zu Abschnitt 3.1.2 bzw. 2.4.3 iiber die orthogonalen Einheitsvektoren in
Normalen- und Tangentialrichtung am reduzierten Kontaktpunkt definiert werden,

ky, =—nk, -|—(t1 COS(27T(h—%>/S)+t2 sin(27r(h—%>/5’))/-it :

1<h<S$ ,(353)
s, = tlcos(27r(h—1)/S)—|—t2sin(27r(h—1)/S) :

und zur Beschreibung der Beschleunigung 7y, am reduzierten Kontaktpunkt sowie
der reduzierte Kontaktkraft K, beitragen:

'f'K,r:Z§:1(3hg.h> , K, =n), +Zi:1(kh>‘h) , Ay =20, G, 20 (3.54)

a) Zulassiger Kraftbereich b) Kraft- (links) und Beschleunigungseinheitsvektoren (rechts)

Bild 3.16: Aufteilung und Approximation des zuléssigen Kraftbereichs bei
kraftvariabler halbstarrer lokaler Verspannung (S=6)

Die Faktoren x,, und x; werden mit dem korrigierten Haftreibungskoeffizienten ,u&u,
der seinerseits gemifl Gleichung (2.84) bestimmt wird, aus Gleichung (3.12) gewonnen.
Der Pool der den Einheitsvektoren in Gleichung (3.53) zugeordneten Kontaktgrofien
fiir den rdumlichen Fall lautet
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K = Ui ({anod }) v {odr } (3.55)

fiir die darin enthaltenen HilfsgroBen A, und A, gilt analog zu Gleichung (3.46) die
Abhingigkeit von den Kraftkoeffizienten A, und Ay bis Ag:

=0 A A>0 A NA =0,

S *
p M= Yo do = FF 4N =X
DY Ty =tanay (s /K, +tan )

(3.56)

Beim Aufbau der Gesamtgleichung zur Bestimmung des Bindungszustandes des Sys-
tems aus einseitig gebundener und/oder lokal verspannter Basis sowie Roboterarm
analog zu Gleichung (3.18) in Abschnitt 3.1.2 wird Gleichung (3.56) (bzw. Gleichung
(3.46) im ebenen Fall) als zusitzliche Zeile dem Gleichungssystem (3.18) hinzugefiigt.

Die Beschreibung der Bereiche @ bis ® des zulissigen Bereichs fiir die reduzierte Kon-
taktkraft K, gemif Bild 3.16a) durch mengenkomplementire Teilmengen des Kontakt-
groflenpools erfolgt analog zum ebenen Fall. Die Bereiche @ und @), die ein persisten-
tes Haften mit 7 . =0 beschreiben, liegen innerhalb des COULOMB’schen Reibkegels
des unteren Kontaktpunkts und kénnen somit analog zu Gleichung (3.23) fiir die ge-
wohnliche einseitige Bindung in Abschnitt 3.1.2 durch die Krafteinheitsvektoren k; bis
k, und die zugehorigen Kraftkoeffizienten beschrieben werden. Die Teilmengen Geg) p,
und G@g j, gehen durch den Austausch A, < A, mengenkomplementér ineinander iber.

K, =kXN+EgMa +kpode » 1<Sh<5-2
®:ry (M1t M) 2 F° = A =0 A X =0 (3.57)
®: k(MM t M) SFT = A =0 A N>0

= G@n = { MMt Mz de } 20, Gan = { A Mt Mgy } 20

Wihrend die Hiillfliche © des unteren Reibkegels durch komplementire, gemifi Glei-
chung (3.30) einen mengenkomplementiren Ringschluss bildende Teilmengen Gy j,
und Ggy j, abgebildet wird, die gemif Gleichung (3.26) bzw. (3.28) fiir die Seitenfld-
chen und Kanten der approximierten Reibpyramide den Kontaktzustand des Losglei-
tens der ersten (@1) und zweiten Stufe (D2) beschreiben,

*

O1 : i, =—s G » K, = kg A Hen My mn()\E+Ah)2F
©2: g, =—spgn—Spi i - Kr =k o K dgpn 2 F7 (3.58)
= A0 A N=0 = Gy ={ G\ MoA 20,

Gonn ={ dn-dngi oA 20, 1<h<S,

wobei gemifl Gleichung (3.27) die Teilmengen Gg; mengenkomplementér aus den Gg)
hervorgehen, kann fiir die Abbildung des Bereichs © und der Hiillfliche ® auf keinen
der vorangegangenen Fille zuriickgegriffen werden. Wie Bild 3.17 zeigt, werden die S
umlaufenden, den Bereich © approximierenden und in positive Normalenrichtung un-
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Approximation

Bild 3.17: Lineare Approximation des Bereichs ©

begrenzten Sektoren durch Teilmengen Gg) j, erfasst, die dem Kontaktzustand des per-
sistenten Haftens mit 7 =0 zugeordnet sind und nur Kraftkoeffizienten enthalten:

O©: K, =nh, + kA ko ma(Ag ) S FT
= A=0AX%>0 = Gop={ N1 Md >0, 1<h<S (359

Die Teilmengen Gg) j, bilden einen mengenkomplementéren Ringschluss:

Zudem sind zum einen nach innen mengenkomplementiire Uberginge zu den Teilmen-
gen des Bereichs ® moglich, Gg) ;, 2 Gg j. Dies erfolgt analog zur Komplementaritét
G tapt 2 Gieitg, der gewdhnlichen einseitigen Bindung in Gleichung (3.27), wobei die
Ge),, die Rolle der dortigen Teilmengen Gy, einnehmen. Zum anderen konnen
geméf Bild 3.18 die Teilmengen Gg) j, nach auflen zu denen der &dufleren Hiillfliche ®
komplementiir iibergehen, wenn x, (A\7—3+\,)TF~. Der Vektor der reduzierten Kon-
taktkraft K, zeigt dann auf eine der Seitenflichen des die Hiillfliiche B approximie-
renden Prismas, und geméfl Gleichung (3.56) verschwindet die HilfsgroBe Ap:
A0

Gon 2 Gen (3.61)
g 10

Die Indizierung ®1 beschreibt ein Losgleiten der ersten Stufe, also mit nur einem Be-
schleunigungskoeffizienten g, in entgegengesetzte Richtung des Beschleunigungsein-
heitsvektors s;,. Die Ggy j bilden mit den Teilmengen Ggy j einander abwechselnd
einen mengenkomplementiiren Ringschluss. Dabei steht @2 fiir das Losgleiten der zwei-
ten Stufe mit zwei Beschleunigungskoeffizienten g, und gj7, wobei gem&f Bild 3.18
der Kontaktkraftvektor K, auf eine der Ecken des approximierenden Prismas zeigt.

A= l0 gn L0

Gern 2 Gy 2 Gepm & - 2 Gey (3.62)
g@io )‘B 0
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Bild 3.18: Lineare Approximation der oberen Hiillfliche @

Fiir die approximierten Kontaktzusténde der Hiillfliiche ® gilt somit:
®l: i, =—s,G, » K, =nd+k A 5+k Ny,
fo (Mgt M) = Yo de = FT = 4 =2 =0 (3.63)
®2: g, = =8 9h—8j51 001 » Ky =nA Ry N,
Fn A — Yoo =F° = X=X =0
= Genn :{ghaAm)‘BaAh}Zo . Ge
2,h={§h,§@;>\oa)\h}20 , 1<h<S

Letztlich sind durch den Austausch A,«> A, mengenkomplementire Uberginge zwi-
schen den Teilmengen der unteren und oberen Hiillfliichen @ und @ moglich:

A 10 A 10
Goin 2 Gein » Goen 2 Gepy (3.64)
Ao 10 A L0

Die Hypermenge Z, der zuldssigen Teilmengen G C K, zur Beschreibung aller mog-
lichen Kontaktzustinde der kraftvariablen, einseitig starren lokalen Verspannung im
rdumlichen Fall ist somit vollstindig erfasst und mitsamt den zugehorigen mengen-
komplementiren Ubergingen im finiten Zustandsautomaten in Bild 3.19 dargestellt.
Geméfl dem ebenen Fall sind dabei den zuléssigen Teilmengen Ggy 5, und Gy p, , die
ein Losgleiten der zweiten Stufe beschreiben und trotz der vier enthaltenen skalaren
Kontaktgroflen geméfl der obigen Ausfithrung zu nur jeweils drei mengenkomplemen-
tdren Teilmengen aus Z,. tibergehen konnen, redundante Teilmengen G,.; aus der Hy-
permenge der neutralen Teilmengen N; CN,. zugeordnet. So kann der LEMKE’sche
Pivotsolver fiir jede skalare Kontaktgrofle eines jeden Kontaktzustands auf eine ent-
sprechenden Austauschgrofle zuriickgreifen, und die Hypermenge 7Z,. ist neutral abge-
schlossen. Die redundanten Teilmengen G,.; €N’ konnen den Kontaktzustand nie-
mals nichtnegativ beschreiben, da fiir sie entsprechend Gleichung (3.52) mit F*>0
aus Gleichung (3.56) folgt:
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Vhe[1,8]: N, =0 = —y, A\ =F"+) = )\ <0V )\ <0 (3.65)

Hypermenge Z, Hypermenge N f
~ o[1)2]% —-—-ﬂ2 fl 2(o] < /12 (o))
2B BR800 2B 2 8(el2)= 23]}
BB a3 a8 A B) 43 14 (o)[)
NI o A B @ 2 B D=+ 45 (o))
Gor \@EmEE 0680 LI08: 51 (ole)

G@l,h G®2,h

koeffizienten:

Anpressung nur unten ! beidseitige Anpressung

(2 ek V20 g

A P=BEE 2 BE || Kt

! s oe enten:

: \_.4 >3 4 (3)e ) izi

P, ~s ) @) — A

| 5(a)5) e 45(4)e

L 1y ma‘ 1_/ Beschleunigungs-

G@l,h G@?,h /

Haften Losgleiten

Bild 3.19: Finiter Zustandsautomat fiir die kraftvariable lokale Verspannung mit
Anpressung an nur einer Seite im rdumlichen Fall (S=5)

3.2.3 Kraftvariable lokale Verspannung mit beidseitiger Anpressung

Ist die eine, zuvor als starr angenommene Klemmbacke ebenfalls beweglich und wird
durch ein elastisches Element an die Umgebung gepresst, liegt eine kraftvariable lokale
Verspannung mit beidseitiger Anpressung vor. Bild 3.20a) zeigt eine solche Verspan-
nung fiir den Fall einer kinematischen Kopplung der Auslenkungen der beiden beweg-
lichen Klemmbacken. Da das elastische Element als sehr steif angenommen wird, fal-
len die Auslenkungen der Klemmbacken relativ zur Roboterbasis sehr klein aus. Somit
ist eine Linearisierung der kinematischen Kopplung der beiden Klemmbacken zuléssig;

a) Mechanischer Aufbau b) Zulissiger Kraftbereich
obere einseitige obere bewegliche Ho,0 FO*
Bindung, 10,0 Klemmbacke  __ s N\Ll____A_ ____V ____
linearelastisches ©
\\ Element (:“0,0 +:“O,u )F
feste Umgebung
K, o
untere einseitige\ untere bewegliche — _ 5 _ W ___<_7M_N¥N____
Bindung, u Klemmbacke *
0u Ko,y El,

Bild 3.20: Kraftvariable lokale Verspannung mit beidseitiger Anpressung
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fiir das Verhéltnis ¢ der virtuellen Verschiebungen s, und 6s, der Kontaktpunkte an
der oberen und unteren Klemmbacke relativ zur Basis gilt dann i = és,/ ds, . Die Kon-
taktkrifte an der oberen und unteren Klemmbacke infolge der einseitigen Bindungen
zur Umgebung addieren sich wieder zur reduzierten Kontaktkraft, K, =K, + K, .
Wie zuvor wird die lokale Verspannung als Black-Box-Bindung betrachtet. Den zuge-
horigen zuliissigen Kraftbereich fiir K, sowie dessen Aufteilung in die Bereiche @ bis
® zeigt Bild 3.20D).

Fiir die Bereiche @ bis ® des zulissigen Kraftbereichs gilt:

e Wie zuvor beim Fall der nur einseitigen Anpressung sind auf dem mit @ bezeich-
neten Niveau die Normalanteile von K, und K, identisch und gleich F*. Der
Normalanteil von K, ist dann gem#f Gleichung (3.37) gleich Null. Der Betrag
der dann rein tangentialen Kraft K, ist entsprechend Gleichung (3.38) limitiert
auf <,u0,o +:u0,u)F* :

e Auf dem Niveau @/® ist die obere/untere Klemmbacke gerade im Begriff, sich
von der festen Umgebung zu l6sen. Analog zu Gleichung (3.39) gilt dann:

@: K,pl0 = K, o=K, = -n"K _o=F nt"K, o <p,F, 66
®: K,pl0 = K, g=K, = 'K, o=F nt"K,q|<pu,F

wobei sich der Betrag der Anpressung F,, bzw. F) iiber die virtuelle Arbeit aus
der kinematischen Ubersetzung i berechnen lisst:

Fy=Q1+i)F* | Ef=(01+1/i)F" (3.67)
e Im mittleren Bereich @ liegt Anpressung an beiden Klemmbacken vor,
0<n'K,o<F AO0<-n'K, g<F = -F <n'K,g<F . (3.68)

der Tangentialanteil der Kraft K, ist dann in Abh#ngigkeit von ihrem Normal-
anteil limitiert durch:

0,0 — Ho,u
1+1

T T
K, g| < (Houtroo) P + [ n"K, g (3.69)
e Der nach unten/oben offene Bereich ®/® entspricht dem COULOMB’schen Reib-
kegel des unteren/oberen Kontaktpunkts mit dem Winkel «, =arctan(yg,,) bzw.
o, =arctan(pg,). Zeigt K, in diesen Bereich, so hat sich an der oberen bzw. un-
teren Klemmbacke der Kontakt mit der Umgebung gelost, wegen der hohen Stei-

figkeit des elastischen Elements jedoch in vernachldssigharem Mafle. Analog zu
Gleichung (3.40) gilt:

©: K,5=0 = K, 5=K, = -n"K, o>F At"K, g|<p,n"K, g -
® K,5=0 =K, =K, = n'K,q>F ANt"K,g|<u,n"K,g

Fiir die reduzierte Black-Box-Bindung wird auch hier eine Auslenkung in Norma-
lenrichtung ausgeschlossen und somit nur ein tangentiales Losgleiten zugelassen.
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Mit dem KontaktgroBenpool K, = {i,i° .\ A, 3,0, 4, } sowie den analog zu
Gleichung (3.1) definierten Krafteinheitsvektoren k; entlang der Reibkegelgrenzen,

1 Koo —Ho, 1 —Hou Mo,
[M%F*47*1°1°’[@@F‘47*_f4“7@m
\,1+/'LO’O \'1+'u07u

gilt fiir die reduzierte Kontaktkraft K, und die Beschleunigung 7y , am reduzierten
Kontaktpunkt im ebenen Fall:

er,r :t(gt@_gte) , K, :Zzlzl(ki )‘z’) ) {g?,g?,)\l,Ag,Ag,)\4}ZO (3.72)

Bild 3.21a) zeigt die Aufteilung des zuléssigen Bereichs fiir die Kraft K, in die Berei-
che @ bis ©, denen die verschiedenen Kontaktzustinde der lokalen kraftvariablen Ver-
spannung mit beidseitiger Anpressung zugeordnet sind. Die diese Kontaktzustinde
beschreibenden Teilmengen Gg bis Gp des KontaktgroBenpools K, sowie deren Men-
genkomplementarititen werden durch den finiten Zustandsautomaten in Bild 3.21b)
dargestellt. Die nichtnegativen und komplementéren Hilfsgroflen A\, und A, zeigen an,
ob der Kraftvektor K, in den mittleren Bereich @ aus Bild 3.20b) zeigt oder nicht, ob
also an beiden (A, > 0) oder nur an einer (A, > 0) der beweglichen Klemmbacken Kon-
takt zu festen Umgebung vorliegt, und folgen aus:

A >0 AN >0
A MA, =0

1COs @,
1+14

cos ay,
1+14

(A +2e) + Pa+)=F +r-% (3.73)

=5
~—

a) Zuldssiger Kraftbereich Finiter Zustandsautomat

Coulomb’scher Reibkegel der Hypermenge Z,

o0

oberen einseitigen Bindung g g e i N
' @D 2

= | ®

<= !

e :T ________________________ -

%8 | 19 2] 4]

=5 i i

g8 : Q)

== '

[OMNw} I

Q< i

S B el e g 1

<:= 1

: B[y

5| “g —e(3]e} Go

& H i

persistentes Haften ! Losgleiten

Coulomb’scher Reibkegel der P )
unteren einseitigen Bindung - )‘x ® — 9 © —

Bild 3.21: Kontaktzustéinde bei kraftvariabler lokaler Verspannung
mit beidseitiger Anpressung, ebener Fall

Fiir den Fall A\j=\A,=0 werden mit Gleichung (3.73) die vier Abschnitte der gepunk-
teten Grenzlinie in Bild 3.21a) beschrieben:
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Grenzlinie ®/®: A3=M=0 = Cosaoi()\l +)\2) = (1+4)F~"

Grenzlinie ®/@ : M =X=0 = cosq, ()\3 +)\4) =(1+i)F* (3.74)
Grenzlinie © : N=M\=0 = cosa,i)\ +cosa, s = (1+i)F"

Grenzlinie @) : MN=X=0 = cosq,il+cosa, N\ = (1+i)F"

Es sei bzgl. der ein persistentes Haften des reduzierten Kontaktpunkts beschreibenden
Teilmengen Gg), Gg, G und Gg auf Gleichung (3.48) verwiesen. Bei den Teilmengen
Ge, Gg, Gg und G, die ein Losgleiten bei Anpressung an nur einer Klemmbacke
beschreiben, liegt Analogie zu Gleichung (3.49) vor.

Die Teilmengen Gg und G@g konnen mengenkomplementér zu den Teilmengen Gg
und Gy tibergehen, die den auflerhalb der COULOMB’schen Reibkegel gelegenen Berei-
chen © und (D zugeordnet sind, jedoch ebenfalls ein persistentes Haften des reduzier-

ten Kontaktpunkts, 7, =0, bei Anpressung an beiden Klemmbacken beschreiben.
Mit Gleichung (3.73) gilt dann:

©: K, =k +ksdg , \y=X\=0 , cosa, i) +cosa, Ay < (144)F*
D: K, =k +kydy , N=X3=0, cosa,i)y+cosa, Ny <(14+0)F*  (3.75)
= AbZO/\)‘e:O ) G©:{>‘la)‘37>‘b}20 ) G®:{>\2;)\4;)\b}20

Der mengenkomplementiire Ubergang von der Teilmenge G zur Teilmenge Gg bzw.
von G zu G entspricht dem Ubergang vom persistenten Haften zum Losgleiten des
reduzierten Kontaktpunkts mit 7, >0, der Kraftvektor K, zeigt dann auf die Grenz-
linie © bzw. @ in Bild 3.21a). Damit verbunden ist ein Verschwinden der Hilfsgrifie
Ap, deren Platz die tangentialen Beschleunigungen ng bzw. gte einnehmen, so dass
mit Gleichung (3.74) gilt:

©: i, =—njs , K,=kX+ks\g, g=X\=0,cosa, i\ +cosa, \3=(1+i)F"
Q: Fr,= niy , K.=kX +kA , \=X3=0, cosa, i\ +cosa, \y=(1+1i)F"
= N=A=0, Gp :{g?,Al,Ag}zo . G ={i M \}=0 (3.76)

Mit der willkiirlichen Festlegung von mengenkomplementiren Verbindungen zwischen
den ein Losgleiten bei Anpressung an nur einer der beiden Klemmbacken beschreiben-
den Teilmengen G und Gg sowie Gg) und G,

A L0 X l0
Gp =2 Gg , Gp = G, (3.77)
)\3l0 )\410

sind jeder der drei Skalare enthaltenden Teilmengen G; € Z, drei andere Teilmengen
aus Z, mengenkomplementér zugeordnet, so dass der finite Zustandsautomat in Bild
3.21b) ginzlich ohne neutrale Teilmengen auskommt, N© =&, und somit gemif Glei-
chung (2.103) streng abgeschlossen ist. Der LEMKE-Algorithmus bewegt sich also aus-
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schlieBlich innerhalb der Hypermenge der zulissigen Teilmengen Z, fiir die lokale
kraftvariable Verspannung mit beidseitiger Anpressung und arbeitet somit robust.

Das im Anhang A.1 dargestellte Vorgehen fiir den rdumlichen Fall verlduft analog.

3.2.4 Kraftkonstante halbstarre lokale Verspannung

Bei einer kraftkonstanten lokalen Verspannung iibt ein Aktor eine konstante Kraft
bzw. ein konstantes Moment auf den Mechanismus zur lokalen Verspannung aus. Fiir
den Fall der halbstarren Verspannung, also mit Anpressung an nur einer, hier der un-
teren Seite, ist dies in Bild 3.22a) dargestellt. An der unteren beweglichen Klemm-
backe liegt somit ein konstanter Normalanteil der Kontaktkraft vor, nTKu =F*. Der
zuldissige Kraftbereich fiir die reduzierte Kontaktkraft K,= K, + K, in Bild 3.22b)
dhnelt dem fiir den kraftvariablen halbstarren Fall in Bild 3.14b) und es gilt:

e Auf dem Niveau @ sind die Normalanteile der oberen und unteren Kontaktkraft
identisch, der Normalanteil der reduzierten Kontaktkraft verschwindet, es gelten
unverdndert die Gleichungen (3.37) und (3.38). Es liegt keine Beschleunigung des
reduzierten Kontaktpunkts K, in Normalenrichtung vor.

® Das Niveau @ stellt das untere Limit fiir den Normalanteil von K, dar; der Kon-
takt an der oberen Klemmbacke zur festen Umgebung ist gerade im Begriff, sich
zu losen. Da die Anpressung an der unteren beweglichen Klemmbacke (anders als
beim vorangegangenen Fall der kraftvariablen Verspannung mit sehr steifem elas-
tischen Element) auch bei Auslenkungen dieser Klemmbacke relativ zur Basis des
mobilen Roboters stets konstant bleibt, ist auf dem Niveau @ eine Separation des
reduzierten Black-Box-Kontaktpunkts in positive Normalenrichtung moglich:

n'K.qg=—F"

‘ tTKn@ ‘ < o F* (3.78)

n'gx >0 . K,pl0 = K,o=K, A

e Im gesamten Inneren ® des zuléssigen Kraftbereichs liegt Anpressung an beiden
Klemmbacken ohne Beschleunigung des reduzierten Kontaktpunkts in Normalen-
richtung vor, die Gleichungen (3.41) und (3.42) gelten unverindert.

a) Mechanischer Aufbau b) Zuléssiger Kraftbereich

obere einseitige
Bindung, /¢, /starre Klemmbacke

N\

feste Umgebung

Aktor

untere einseitige
Bindung, /1

bewegliche Klemmbacke

Bild 3.22: Kraftkonstante halbstarre lokale Verspannung
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In Bild 3.23 ist fiir den ebenen Fall einer kraftkonstanten, halbstarren lokalen Ver-
spannung die Aufteilung des zulissigen Kraftbereichs in die Teilbereiche @ bis ¢ so-
wie der finite Zustandsautomat bzgl. der diese Bereiche beschreibenden Teilmengen
G; CK, des Kontaktgrofenpools Kr:{ﬁn,ﬁt@ ,'g'te A, A, Ay b dargestellt. Fiir den
kinematischen und kinetischen Zustand am reduzierten Kontaktpunkt gilt:

fK7r:n§n+t§?—t§? )
K, =k +kX—nF" <1+Mo,u/ﬂo,o) )

Die reduzierte Kontaktkraft K, wird dabei iiber eine QQuasiverschiebung des zuléssigen
Kraftbereichs in Normalenrichtung iiber die Distanz F* <1—|—,u07u / ,u070> mit den auf
den Reibkegel des oberen Kontaktpunkts ausgerichteten Krafteinheitsvektoren k; und
ko, vgl. Gleichung (3.71), beschrieben. Die zugehorigen nichtnegativen Kraftkoeffizien-
ten Ay und Ay sind unter Verwendung der nichtnegativen Hilfsgrole Ay limitiert durch

cos 0y (M +2) = (100 / 1o ) F* 4%+ %20 A G20 A Ny =0,  (3.80)

womit fiir den Fall A\, =0 die gepunktete horizontale Grenzlinie in Bild 3.23a) defi-
niert wird. Die Teilmengen, die die Kontaktzustdnde mit beidseitiger Anpressung ohne
Separation oberhalb dieser Grenzlinie nichtnegativ beschreiben, lauten:

® ® ®: cosa,(M+X)> 1w/ too) F* = N>0 = G, =0 (381)

- G®:{A1,A2,Ab}zo , G:{gt@,Al,)\b}zo, G®:{g§9,>\2,>\b >0

a) Zulidssiger Kraftbereich b) Finiter Zustandsautomat
AT Hypermenge Z, Hypermenge N f
G g5 =10
A 22 r
CB e}
e
o J n 6]
wn =
= — Ay
= :
Q38 n — gy
TE s
25 ® — g
. * - e — f]e
persistentes Haften | Losgleiten Jt

Bild 3.23: Kontaktzustinde bei einer kraftkonstanten halbstarren
lokalen Verspannung im ebenen Fall

Ein Verschwinden der Hilfsgrofle A, zeigt ein Loslosen den Kontakts an der oberen
starren Klemmbacke an. Somit ist A\, geméf Gleichung (3.80) komplementir zur Nor-
malbeschleunigung g, des reduzierten Kontaktpunkts. Fiir die die entsprechenden
Kontaktzustinde nichtnegativ beschreibenden Teilmengen gilt:
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©,®,®:Cosao()\1+)\2):(u07u/u070)F* = N=0 = §,>0 (3.82)
= Go ={in- N Y} 20, Go={ini N} 20, Go={j.ii h}=0

Wie bei der kraftvariablen, halbstarren lokalen Verspannung i in Abschnitt 3.2.2 ist der
finite Zustandsautomat um redundante Teilmengen G, EN CN,. erweitert, so dass
jeder Teilmenge aus der dann neutral abgeschlossenen Hypermenge Z, entsprechend
der Anzahl der jeweils enthaltenen skalare Kontaktgroﬁen genau drel mengen-
komplementire andere Teilmengen Ge&{Z,UNT} zugeordnet sind. Die Teilmengen
G,eq sind deshalb redundant, da sie gemaf Glelchung (3.80) mit F* >0 den Kontakt-
zustand niemals nichtnegativ beschreiben kénnen:

|
M=X=0 = XN=—(tu/too)F* <0 (3.83)

Die Behandlung des rdumlichen Falls ist im Anhang A.2 beschrieben.

3.2.5 Kraftkonstante lokale Verspannung mit beidseitiger Anpressung

Die Zusammenhénge bei der kraftkonstanten lokalen Verspannung mit beidseitiger
Anpressung gemifl Bild 3.24a) stimmen weitgehend mit denen des entsprechenden
kraftvariablen Falls in Abschnitt 3.2.3 iiberein, die dortigen Gleichungen kénnen mit
geringen, unten beschriebenen Anpassungen iibernommen werden. Wie der zuléssige
Kraftbereich in Bild 3.24b) zeigt, liegt der Unterschied im Bindungsverhalten bei Er-
reichen des unteren bzw. oberen Grenzniveaus @ bzw. ®: Im vorliegenden kraftkon-
stanten Fall ist im Gegensatz zum kraftvariablen Fall keine weitere Steigerung des
Betrages des Normalanteils der reduzierten Kontaktkraft K, moglich, die Bereiche ®
und ® gemiB Bild 3.20b) sind hier also nicht existent und die reduzierte Black-Box-
Bindung ist zur Separation in positive sowie negative Normalenrichtung imstande.

a) Mechanischer Aufbau b) Zulissiger Kraftbereich
obere einseitige ~ obere bewegliche ' — g OE)*
Bindung, Klemmbacke 7
&, 10,0 / e S
* *
o F 0
N o
feste Umgebung N\ \| (50’0 'LLO’“)
Aktor t
Fy
untere einseitige “untere bewegliche Y- N
Bindung, s 4 Klemmbacke :<—>_M0,uF1'¢

Bild 3.24: Kraftkonstante lokale Verspannung mit beidseitiger Anpressung

Fiir den kinematischen und kinetischen Zustand am reduzierten Kontaktpunkt gilt im
ebenen Fall
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e, = (i@ —iS) e (i -5°) . K=Y (kuw)
{gnagnagt G 7>‘1’)‘2’)‘37>‘4}>0 )

der zugehorige KontaktgroBenpool lautet K, ={i&, i<, 52,57 M, 0 A3 0050 s A}
wobei fiir die nichtnegativen, an der Beschrelbung der Kontaktkraft unbeteiligten
Hilfsgroflen A, und A, Gleichung (3.73) gilt. Die Beschleunigungsgrofien gf? und g?
nehmen gegeniiber Abschnitt 3.2.3 den Platz der Hilfsgrofle A, ein, wenn die Kraft K,
das Niveau @ bzw. @ geméf Bild 3.24b) erreicht.

(3.84)

a) Zuldssiger Kraftbereich b) Finiter Zustandsautomat Hypermenge Z,  Hypermenge N*

Coulomb’.schejr.Reibkfegel der g g © t@
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2z 2R
E S
.5 g - /\a:
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& < (2 7D
% % xr - (];1;
N @ = i
'Coulomb’scher Reibkegel der : xe N gx@

unteren einseitigen Bindung persistentes Haften

Bild 3.25: Kontaktzustéinde bei einer kraftkonstanten lokalen Verspannung
mit beidseitiger Anpressung im ebenen Fall

Bild 3.25 zeigt die Aufteilung des zuléssigen Kraftbereichs in die Bereiche @ bis © so-
wie den zugehorigen finiten Zustandsautomaten, der die Hypermenge N der neutra-
len Teilmengen umfasst. Diese enthilt vier redundanten Teilmengen Gred,z , die gemaf
Gleichung (3.73) mit F* >0 wegen

Mgz =0 A =0 = 0= F*4XN, = A<0 (3.85)

den Kontaktzustand niemals nichtnegativ beschreiben konnen. Fiir die Teilmengen,
die eine Separation des reduzierten Kontaktpunkts nach unten beschreiben, gilt

® 6 ®: )\3:)\4:OAcosao(A1+)\2):Fo* = §O>0AN=A=0 (3.86)
= (G@:{g??a)‘la)‘Z}ZOv G@Z{g?,g?,kl}ZO, G®:{g7?>gt@7>‘2}207

die Teilmengen bzgl. einer Separation des reduzierten Kontaktpunkts nach oben lauten:
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@ @ 0: A=X=0Acosa,(g+N)=F = GEZ0AN=\=0 (387
= Go={ir MM} =0, Gg={ir i N}=0. Co={ir .3 \}=0

Die iibrigen in der Hypermenge der zulédssigen Teilmengen Z, enthaltenen, eine beid-
seitige Anpressung ohne einen Beschleunigung in Normalenrichtung beschreibenden
und den Teilbereichen @ bis © sowie (D und @ zugeordneten Teilmengen werden un-
veréindert aus Abschnitt 3.2.3 iibernommen.

Fiir den rdumlicher Fall sei auf Anhang A.3 verwiesen.
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Kapitel 4

Statische Bindungsoptimierung

Die vorangegangenen Ausfithrungen stellen die Werkzeuge bereit, um fiir den einseitig
gebundenen bzw. zusitzlich lokal verspannten mobilen Roboter unter einer bestimm-
ten Last und einem bestimmten kinematischen Zustand den Bindungsstatus zu ermit-
teln. Dies kann nun bei Optimierungsaufgaben angewendet werden. In diesem Kapitel
wird zunéchst der statische Fall betrachtet, dynamische Aspekte werden bei der Op-
timierung somit nicht beriicksichtigt.

4.1 Problemstellung

Die Optimierungsaufgabe liegt in der Wahl eines optimalen Standortes und einer op-
timalen Orientierung des in Kapitel 2 dargestellten mobilen Roboters relativ zu einem
durch die inertiale Greiferposition ;rg, vgl. Gleichung (2.38), vorgegebenen Manipu-
lationspunkt im kartesischen Raum. An diesem hat der Roboter mit ebenfalls vorge-
gebener Greiferorientierung A ¢ ; eine bestimmte manipulative Aufgabe zu verrichten,
siehe Bild 4.1. Zur mathematischen Beschreibung des Optimierungsproblems sind zu-
sitzlich zu dem bereits bekannten mathematisch-mechanischen Modell des mobilen
Roboters mitsamt den einseitigen Bindungen und ggf. lokalen Verspannungen im Fol-
genden noch die Optimierungsparameter, die Giitekriterien und die Nebenbedingun-
gen zu definieren.

Bild 4.1: Statische Bindungsoptimierung eines mobilen Roboters

4.2 Optimierungsparameter

Geméf Gleichung (2.46) in Abschnitt 2.3 wird die Position und die Orientierung der
den Roboterarm tragenden Basis in der bindungspersistenten, mit dem Index ,,0“ ge-
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kennzeichneten Referenzlage durch den Ortsvektor Tp, vom Ursprung des Inertialsys-
tems zum Basisschwerpunkt sowie durch die Transformationsmatrix Ap ; beschrie-
ben. Zum Zwecke der Bindungsoptimierung sind diese beiden geometrischen Groéfien
zu parametrisieren. Dabei muss die Vertraglichkeit mit der gegebenen Topologie der
festen Umgebung, die der Basis zur Standort- und Orientierungsvariation zur Verfii-
gung steht, beriicksichtigt werden. Mit dem Vektor p der Optimierungsparameter gilt:

fo:p > {rp,(p).Ap, (p)} (4.1)

Das Funktional f;; beschreibt die Umge-
bungstopologie. Als Beispiel sei in Bild
4.2 der Fall einer schiefen Ebene E be-
trachtet, auf der die Position und Orien-
tierung des mobilen Roboters durch die
kartesischen Raumkoordinaten p; und
p9 sowie den Drehwinkel p3 um die Nor-
malenachse parametrisiert werden. Mit
den die schiefe Ebene definierenden Kon-
stanten {z,y,z}€R gilt dann fir den Bild 4.2: Position und Orientierung des mobi-
Ortsvektor TB, und die Transformations- len Roboters auf einer schiefen Ebene
matrix Ap r:

Schiefe Positio-
nierebene F

T
Y4l CPp3 SP3 0 ITE
T

B, (P)= D2 , Ap, 1(p)=Ap, g(p)Ap=|—sp3 cp3 0| ryp| (4.2)
Tprt+ypyt+z 0 0 1 ]zg

Fiir die zur schiefen Ebene tangentialen bzw. normalen Einheitsvektoren gilt:

jzp =1/ 1+52(1 0 :f)T . gzp =1/ 1472 +77 (—E g 1)T ,
(4.3)

N e e TR

Geht man von einem zum vorliegenden Gravitationsfeld ausgerichteten Inertialsystem
aus, so dass g||z;, dann wird der Standardfall der horizontalen, zur Gravitation or-
thogonalen Ebene durch x =% =0 beschrieben.

Sind die Referenzposition "By und -orientierung A Bo,0 der Basis mit den Optimierungs-
parametern p festgelegt, wird iiber die inverse Kinematik (IK) des Roboterarms der
Vektor der Gelenkwinkel ¢(p), vgl. Gleichung (2.29), bestimmt, mit denen der Arm
die geforderte inertiale Position jrg und Orientierung Aj ¢ des Greifers einhilt:

Jir 1K f
p 5 {raa(p). Apelp)} 5 ¢ . @(p)=col (¢ip)) . (440
. .
rpa(P) =16 —rp,(P)—TByB , Apc(P)=Ap, 5 Ap,1(P) A1

Geméf Gleichung (2.46) zur Kontaktmechanik in Abschnitt 2.3 kann im persistenten
Bindungszustand der Basis rg, p= 0 sowie Ag p= E3 gesetzt werden.
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4.3 Giitekriterien

Bindungspersistenz in Normalenrichtung

Als Prémisse fiir die Analyse der Gefahr eines Bindungswechsels an den np p Kon-
taktpunkten der Basis in Normalenrichtung wird eine simultane Separation an allen
Kontaktpunkten ausgeschlossen. Selbst wenn also ein vollstéindiges Loslosen des mo-
bilen Roboters von der Umgebung auftreten sollte, so wird dieser Vorgang an den
einzelnen Kontaktpunkten zeitlich versetzt ablaufen und ist am Anfang durch ein
Kippen um eine durch zwei zunichst weiterhin geschlossene Kontaktpunkte verlau-
fende Achse gekennzeichnet. Jeder Separationsvorgang kann somit als Kippvorgang
betrachtet werden, dessen Auftrittswahrscheinlichkeit auf der Basis der mit Hilfe des
LEMKE-Algorithmus gewonnenen Losung des Linearen Komplementaritéitsproblems
LCP bzgl. des Bindungszustands quantifiziert wird.

Potenzielle
Kippachsen

Bild 4.3: Potenzielle Kippachsen eines mobilen Roboters

Ein Kippen des mobilen Roboters kann nur um die potenziellen Kippachsen erfolgen.
Diese folgen aus den Positionen der einzelnen Kontaktpunkte und werden gemifl Bild
4.3 durch den jeweiligen Richtungs-Einheitsvektoren a; beschrieben. Mit den Vektoren
TSK,; bzw. Tgg ; vom Basisschwerpunkt Sp zum i-ten und j-ten Kontaktpunkt gilt:

a; =Ar /|Ar| . Ary=rgg i —reg; . {ijre{l..npp} (4.5)

Sind im System kraftvariable lokale Verspannungen geméfl den Abschnitten 3.2.2 und
3.2.3 vorhanden, so kann an den zugehorigen Kontaktpunkten jegliche Separation aus-
geschlossen werden. Sémtliche potenzielle Kippachsen des mobilen Roboters verlaufen
dann durch die diesen Verspannungen zugehorigen Kontaktpunkte.

Die Giitefunktion Gpy(p) bzgl. der Reserve gegen ein Kippen des mobilen Roboters
umfasst zwei Anteile. Fiir den ersten Anteil Gy@® wird das Minimum der Summen M;
der von den normalen Kraftreserven Ay (Definition folgt unten) um die potenziellen
Kippachsen a; erzeugten Momente betrachtet, so dass gilt:
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Gy (P) = My /(Mg +min, (|1 (P)D) :

M;(p) = a; ZVk(('FSKk _'f'SK,z')nk )‘N,k<p>) , ke ({1 .. Tpp }\{Z}J})

Im Falle des Loskippens verschwinden die normalen Kraftreserven an allen nicht auf
der jeweiligen Kippachse liegenden Kontaktpunkten, Vk: ‘)\N’k‘lo, ein Loskippen wird
dann durch Gyn@(p)T1 indiziert. Fiir das frei wihlbare konstante Referenzmoment
My >0 sollte ca. 1/10 des Wertes, den die kleinste der Momentensummen M; ohne
duflere Last bei ruhendem Arm maximal einnehmen kann (min, (‘MZ (p)‘) — max ), ge-
wihlt werden. Fiir den ersten Anteil von Gy gilt dann ~ 0,1 < Gy (p) <1.

(4.6)

Die Bestimmung der normalen Kraftreserven Ay in Gleichung (4.6) erfolgt in Ab-
héngigkeit vom Typ der jeweiligen Bindung mit Hilfe der vom LEMKE-Algorithmus
bereitgestellten Kraftkoeffizienten jA:

® Bei gewthnlichen einseitigen Bindungen gilt mit den Kraftkoeffizienten pA; j, ge-
méf Gleichung (3.15) sowie dem normalen Anteil ,, der kj, gemé$ (3.12):

AN (P < ZhlLAh >20 (4.7)

e Bei der kraftkonstanten halbstarren lokalen Verspannung aus Abschnitt 3.2.4
entspricht die normale Kraftreserve der Hilfsgrofie A, aus Gleichung (A.12):

Ak (P)= N k(P) >0 (4.8)

¢ Im Falle einer kraftkonstanten lokalen Verspannung mit beidseitiger Anpressung,
siche Abschnitt 3.2.5, werden die Kraftkoeffizienten jJ; aus Gleichung (A.17) so-
wie die Faktoren ,, , und #,, ,, aus Gleichung (A.3) herangezogen, vgl. Bild 3.32:

)\Nk < nozh 1L)\h - ”uzh S—HL)\h >k
Mp20 = Aya(p) = —F <0 (4.9)
Mp<0 = Ayvipp)=F +Ay; >0

¢ Bei den kraftvariablen lokalen Verspannungen, die zu keiner Separation imstande
sind, liegt formal eine normale Kraftreserve von Ay 1(p) = +o0 vor.

Im Falle eines Loskippens gilt Gy@(p) =1, der zugehorige Gradient verschwindet,
AGN®(p)/Ap =0, was ein Scheitern gradientenbasierter Optimierungsalgorithmen
zur Folge hitte, wire Gy@ das alleinige Giitekriterium bzgl. der normalen Bindungs-
persistenz. Daher wird zusétzlich als zweiter Anteil Gy@ der Giitefunktion der maxi-
mal auftretende Normalenanteil der aus der LCP-Losung bekannten Kontaktpunktbe-
schleunigungen 1 g ,(p) geméf den Gleichungen (3.10), (A.11), (A.17) betrachtet,

Gne(p) = max (Lﬁk,n(P)) >0, (4.10)

so dass zusammengefasst gilt: Gy (p) = Gyg(p) + Gye(P) (4.11)
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Bindungspersistenz in Tangentialrichtung

Die Quantifizierung der Persistenzsicherheit fiir die Bindungen in Tangentialrichtung
und somit der Reserve bzgl. eines Losgleitens der Roboterbasis folgt aus dem Grad
der Ausnutzung der Haftkraftreserven an den Kontaktpunkten des Systems zur festen
Umgebung. Die vom LEMKE-Algorithmus bereitgestellte Losung des das Kontaktpro-
blem beschreibenden LCPs bildet hierfiir die Grundlage. Je zentrischer die einzelnen
Kontaktkraftvektoren bzgl. der jeweiligen Reibpyramide (bzw. der prismatischen zu-
lassigen Kraftbereiche bei den lokalen Verspannungen) positioniert sind, desto hoher
ist die Losgleitreserve und desto sicherer die tangentiale Bindungspersistenz.

Infolge der linearen Approximation der rotationssymmetrischen zuldssigen Kraftberei-
che gemifl Kapitel 3 liegen nun iiber alle Kontaktpunkte summiert deutlich mehr
Kraftkoeffizienten vor, als zur eindeutigen Beschreibung des kinematischen Systemzu-
stands notwendig sind. Der LEMKE-Algorithmus weist daher nur einer minimal not-
wendigen Anzahl von Kraftkoeffizienten Werte ungleich Null zu. Dadurch wird zwar
der Systemzustand korrekt erfasst, jedoch werden dabei mitunter an einigen der Kon-
taktpunkte sdmtliche Kraftkoeffizienten zu Null gesetzt. An mindestens einem weite-
ren Kontaktpunkt werden stets fiir nur einen oder zwei der Kraftkoeffizienten Werte
grofler als Null ermittelt, so dass dort fiir den Kontaktkraftvektor K eine Lage auf
dem Rand der approximierten Reibpyramide bestimmt wird. Infolgedessen wird eine
erschopfte Haftkraftreserve und somit filschlicherweise ein unmittelbar bevorstehen-
des Losgleiten angezeigt.

Daher werden in einer der LCP-Losung nachfolgenden, bei jedem Schritt der iiberge-
ordneten Bindungsoptimierung von Neuem durchzufiihrenden Minimax-Optimierung
die tangentialen Anteile der Kontaktkrifte A; derart neu ermittelt, dass sich eine mi-
nimale Ausnutzung des jeweiligen Haftkraftlimits A;; , ergibt. Es wird dabei nur
iiber die Kontaktpunkte optimiert, fiir die der LEMKE-Algorithmus zuvor Kraftkoef-
fizienten grofler als Null ermittelt hat, ;A;=0. Deren Indizes ¢ werden zur Indexmen-
ge Lg{k}iﬁl zusammengefasst mit i€ L. Aus diesem Optimierungsproblem folgt di-
rekt die Giitefunktion Gp(p) bzgl. der tangentialen Bindungspersistenz:

)\i 5]

’ 4.12
)\i7t2 ]> ( )
Als Nebenbedingung der Minimax-Optimierung ist die allgemeine Bewegungsgleichung
des Systems gemifl Gleichung (2.64) zu beriicksichtigen,

.l Tar—1
14 (p)=c+Wp M (Wn,IL LA (P)+ Wi, ’\t) s LA = COIW@L<L)‘Z‘,n> (4.13)

. 2 2
Gr(p)= Iy, (maxi( Aty i /L)‘i,t,lim(p))) " :COIWGL<

wobei fiir die Projektionsmatrizen W), 1, und W,y analog zu Gleichung (2.57) gilt:
E; E;

BTSK i BTSK,i

W,L= TOWWGL< Bni> , Wi = TOWWGL< [Btl,i Bt2,i}> (4.14)

Der Vektor | g‘L der auf die orthogonalen Einheitsvektoren bezogenen Beschleuni-
gungskoeffizienten in Gleichung (4.13) folgt iiber Gleichung (3.17) aus dem Vektor
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Lgv. Dieser umfasst die vom LEMKE-Algorithmus aus dem LCP ermittelten, auf den
approximierten zuldssigen Kraftbereich bezogenen Beschleunigungsgrofien gemifl Ka-
pitel 3. Die Bestimmung des Normalenanteils der Kontaktkraft pJ;, in Gleichung
(4.13) sowie des Haftkraftlimits y\; 4, in Gleichung (4.12) erfolgt in Abhéngigkeit
davon, welcher Bindungstyp jeweils am i-ten Kontaktpunkt vorliegt:

¢ Gewohnliche einseitige Bindung geméifi Abschnitt 3.1:
S
LAa(P) = Fngd o 1N s pAiiim = Hog Lin (4.15)
e Kraftvariable halbstarre lokale Verspannung gemifs Abschnitt 3.2.2:
v v
in(P) =2+ Ao s Litsim = Howi Nt Hoei Lo
wobei  AY = K Zi:l LAk

e Kraftkonstante halbstarre lokale Verspannung gem. Abschnitt 3.2.4 (Anhang A.2):

(4.16)

\Y \Y
L)‘z',n =A ) )‘z’,t,lz’m = H0,0,i AT+ (M0,0,%’ +MO,u,z’)F* ) (4 17)
. S :
wobei A\Y = /<am-zh:1 A — F* <1+M0,u,z‘/ﬂo,o,z’>

e Kraftvariable und kraftkonstante lokale Verspannung mit beidseitiger Anpressung
geméB Abschnitt 3.2.3 (Anhang A.1) und Abschnitt 3.2.5 (Anhang A.3):

v v v v
L>‘i7n =X TN )‘i7t7lim = H0,0,i Ao + 1o, w5 Ay (4 18)
. \V, S v 25 :
wobel  Aj =Ky, ,; Ehzl LA 0 A= B Eh:SH LAk
Kraftraum

Die manipulativen Prozesskréfte Fp;, die der Roboterarm in einer bestimmten geo-
metrischen Konfiguration in die verschiedenen Raumrichtungen aufbringen soll, miis-
sen innerhalb des fiir diese Konfiguration geltenden und durch die maximalen Motor-
momente an den einzelnen Gelenken des Roboterarms definierten Kraftraums liegen.
Das Giitekriterium Gy (p) bewertet die Ausnutzung des Kraftraums, indem es die
Manipulationskraftreserven ‘Fmam(P) maximiert, und lautet:

Cie(p)=max( [Fp, | / By (p) | (4.19)

Die in der i-ten Raumrichtung maximal mégliche Manipulationskraft F,,,. ;(p) wird
in Abhingigkeit vom jeweils schwiichsten Gelenkantrieb des Roboterarms gemifl den
Ausfithrungen bzgl. maximaler Fiigekriifte in [28] bestimmt. Sind die Prozesskrifte
Fp nicht diskret, sondern durch einen kontinuierlichen Prozesskraftraum gegeben, so
wird dieser gemifl Bild 4.4 in homogen verteilte Kraftrichtungen diskretisiert. Da sich
unterschiedliche Manipulationskrifte auf die zuvor betrachteten Losgleit- und Kippre-
serven fiir das betrachtete, einseitig gebundene bzw. lokal verspannte System auswir-
ken, kann bei der hier behandelten Bindungsoptimierung nur eine einzelne Prozess-
kraft Fp;, i€ {1}, berticksichtigt werden.
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Mobiler Roboter diskretisierter Kraftraum

Manipulationskraftreserve F',, az:,z'( p)

kontinuierlicher Prozesskraftraum

diskretisierter Prozesskraftraum

Prozesskraft F' P,i
Bild 4.4: UmschlieBung der diskreter Prozesskrifte Fp; durch den Kraftraum

Energieumsatz

Im autonomen Betrieb ohne externe Energiezufuhr ist ein sparsamer Umgang mit der
gespeicherten Energie des mobilen Roboters notwendig. Als zusétzliche zu minimie-
rende Giitefunktion Gg(p) wird daher die Summe der Energieumsétze an den fy Ge-
lenken des Roboterarms betrachtet. Diese lassen sich aus den jeweiligen, als bekannt
vorausgesetzten Leistungskennfeldern der einzelnen Gelenkmotoren bestimmen, die
die elektrische Leistung P; in Abhéngigkeit vom Motormoment M, ; sowie von der
Gelenk-Winkelgeschwindigkeit ¢; beschreiben, siehe Abschnitt 6.1.2, so dass gilt:

=30 B (Myi(p). () (4.20)

Bei der hier betrachteten statischen Bindungsoptimierung wird ¢; =0 gesetzt, so dass
nur die sukzessive vom Greifer zur Basis zu bestimmenden Motormomente M ;(p) ge-
méfB Gleichung (2.44) relevant sind.

4.4 Nebenbedingungen

Standsicherheit

Zusitzlich zu der zuvor als Giitefunktionen formulierten Forderung nach minimalen
Losgleit- und Separationsrisiken ist die Persistenz der einseitigen Bindungen bzw. lo-
kalen Verspannungen die zwingende Voraussetzung fiir einen sicheren Stand des mo-
bilen Roboters ohne Losgleiten oder Separation. Fiir die vom LEMKE-Algorithmus be-
stimmten Kontaktpunktbeschleunigungskoeffizienten muss also gelten:

Ns(p)=|.4"(p) =0 (4.21)

Alternativ kénnen den Giitefunktionen bzgl. der Bindungspersistenz in Normal- und
Tangentialrichtung Gy(p) bzw. Gp(p) bestimmte Grenzwerte gesetzt werden:
1—¢ N

|
~ -2 -1
—l1 o, | S0 s & =100 (4.22)
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Inverse Kinematik
Uber die Taylorreihenentwicklung der Sinus- und Cosinusfunktion zeigt sich:
sin(fm+1i)=cos(0+i)~ 1,543 > 1 , sin(3 7 —i)=cos(r—i)~—1,543 < —1 (4.23)

Damit wird exemplarisch deutlich, dass die Arcussinus- und Arcuscosinusfunktion Ar-
gumente von aufBerhalb des Intervalls [-1;1] in den komplexen Raum abbildet. Dies
tritt bei der inversen Kinematik (IK) des auf der Basis montierten Roboterarms geméf
Gleichung (4.4) genau dann auf, wenn der Greifer in der durch die Optimierungspara-
metern p festgelegten Position des mobilen Roboters den geforderten Manipulations-
punkt in der geforderten Orientierung nicht erreichen kann. Die Numerik zur Losung
der IK liefert dann komplexe Werte fiir die Gelenkwinkel, und die IK ist formal nicht
losbar. Fiir die Gelenkwinkel werden daher verschwindende Imaginérteile gefordert.

Nig(p) = ‘ Im (1 (p)) ‘ 20 (4.24)

Limitierungen des Konfigurationsraums

Die Positionierbarkeit des mobilen Roboters kann durch Grenzen wie Winde, Siulen
o.4. eingeschriankt sein. Je nach Definition der Optimierungsparameter p kann dies
eine direkte Begrenzung des Konfigurationsraums der Optimierung bedeuten,

Pmin —P) | !
Ninm(p) = R — <0 < p € Pi.min s Piymaz (4.25)
wobel unlimitierte Parameter durch p;,,;,=—00 bzw. p; ., =+00 berticksichtigt

werden. Solche direkten konfigurativen Beschrinkungen koénnen bei vielen Optimie-
rungsalgorithmen gesondert (d.h. unabhéngig von den sonstigen Nebenbedingungen)
festgelegt werden, was die Rechenzeit vermindert. Lisst sich eine Limitierung nicht
direkt erfassen, ist eine funktionale Beschreibung erforderlich, so dass die vektorielle
Nebenbedingung Ny, ¢ bzgl. der n, funktionalen Konfigurationsgrenzen lautet:

Ny 4(p) = col 2y fic ;(p)) < 0 (4.26)

Bild 4.5: Beispiele fiir funktionale Limitierungen des Konfigurationsraums
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Fiir die in Bild 4.5 dargestellten Limitierungen gilt beispielsweise:

!
Wand: fgw(p) = Rp —dy — nW Tp,(P) <
(4.27)

!
<0

0
Séule: fx g(p) = Rg + Rp — (ES —ngn )(TBO )

Kinematische Limitierungen

Bei der Wahl der Optimierungsparameter p miissen bei der Berechnung der ihnen zu-
geordneten Gelenkwinkel iiber die inverse Kinematik nach Gleichung (4.4) deren bau-
artbedingte Endlagen beriicksichtigt werden.

|

Pmin — IKP (p)
< 0 & ©; € Pmin,i » Pmaz,i

N ( ): IKSO(p)_SOmaX

o(P (4.28)

Umgebungskollisionen

Eine Kollision des Roboterarms mit der Umgebung ist zu vermeiden. Dies wird durch
die Approximation des i-ten potenziell betroffenen Korpers mit ng ; einhiillenden Ku-
geln (symbolisiert durch den Kreisindex ,0%) gemifl Bild 4.6 gepruft deren Mittel-
punkte unter Berticksichtigung des Kugelradius Rq ;. he {1.. ng; }, zum jeweiligen
Hindernis einen bestimmten Mindestabstand einhalten miissen. Mit der Vorwirtski-
nematik (VK) gemifl Gleichung (2.32) werden aus den von der inversen Kinematik
gelieferten Gelenkwinkeln 1ge(p) der Ortsvektor r; zum Schwerpunkts S; des i-ten
Korpers und die die Orientierung des i-ten Korpers beschreibende Transformations-
matrix A;; bestimmt. Daraus folgt der Ortsvektor 7 ;j, zum Mittelpunkt der h-ten
Hiillkugel des i-ten Korpers im I-System. rgs ;j, beschreibt deren Lage relativ zum
Schwerpunkt S;.

IK VK {

P o(p) = 1Ari(e), T (4.29)

Bild 4.6: Approximation der Kérpergeometrie mit Hiillkugeln
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Die Nebenbedingungen zur Vermeidung von Kollisionen mit Hindernissen vom Typ
,Wand“ oder ,Sdule“, vgl. Bild 4.5, lauten dann:

noi T ;
Wand: Ny ;(p) = (:olhg1 <RO,i,h —dyy —nyy "'o,z',h<p>> <0 (4.30)

!
" no,i T .
Séule: Nqp ;(p) = col, 7 <R5 +Roip, —(E3 —ngng )(ro7z-7h(p)—r5) > <0 (4.31)

Eigenkollisionen

Analog zum obigen Vorgehen bei Umgebungskollisionen kann eine Eigenkollision des
Roboterarms zwischen dem i-ten und dem j-ten Korper ebenfalls durch n; bzw. n;
Hiillkugeln approximiert erfasst werden. Die entsprechende Nebenbedingung lautet:

|
no,i no,j )
Noo,ij(p) = COlhi_1<001hj—j1< Roih; +Bojh; — To7i7hi(P)—7“o7j,hj(P)‘ >> <0(4.32)

Kinetische Limitierung

Die von den Gelenkmotoren in positive und negative Drehrichtung lieferbaren Momen-
te sind begrenzt, so dass die fiir eine bestimmte Bindungskonfiguration benstigten Mo-
tormomente M ;(p) innerhalb dieser Grenzen liegen miissen:

MM,mm - MM<p>
MM(p) - MMJna:v

!

Ny (p) = (4.33)

Singularititen bzw. Manipulierbarkeit

Um am geforderten Manipulationspunkt in der geforderten Orientierung eine ausrei-
chende translatorische und rotatorische Bewegungsfreiheit des Greifers sicherzustellen,
miissen Singularititen des Roboterarms im Konfigurationsraum gemieden werden.
Dazu wird mit der Frobenius-Norm der auf den Greifer bezogenen Jacobimatrix Jg
gemifl Gleichung (2.11) eine Konditionszahl x definiert,

o) =|aallaz'| - |x|= [T 1

die bei Anndherung an singulire Konfigurationen des Roboterarms gegen Unendlich
strebt, da dort die Greifer-Jacobimatrix einen Rangabfall aufweist. Die Inverse der
Jacobimatrix des Greifers Jg ! kann nur dann gebildet werden, wenn J; quadratisch
ist. Dies ist bei sechsachsigen Roboterarmen, f4=6, stets der Fall. Die N#he zu Sin-
gularitéiten wird dann gemieden durch die Nebenbedingung

Ng(p)=r(p)—€ <0 (4.35)

mit typischen Werten fiir ¢ aus dem Bereich 10 < ¢ < 40 [133].
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Alternativ kann iiber die Singulidrwertzerlegung der Greifer-Jacobimatrix

u;

T 6
oxfJa(P)=USV " | U =row,_(u;) ,

=1, §=|diag)_(o;) 0] (4.36)
mit den Orthogonalmatrizen ¢,sU und ¢,V das Manipulierbarkeitsellipsoid nach
YOSHIKAWA analysiert werden, dessen Hauptachsen durch die gewichteten Einheits-
vektoren o;u; beschrieben werden [183] [184]. Je degenerierter (d.h. je unéhnlicher zur
idealen Kugel im R6) das Manipulierbarkeitsellipsoid ausfillt, desto nidher befindet
sich der Roboterarm an einer Singularitdt. Die alternative Nebenbedingung fiir die
Bindungsoptimierung lautet somit:

Ng (p) = max, (0;(p)) / min, (;(p)) — e <0 (4.37)

4.5 Formulierung des Optimierungsproblems

Die zuvor aufgestellten Giitefunktionen und Nebenbedingungen bilden ein nichtlinea-
res Mehrparameter-Vektor-Optimierungsproblem. Da im Allgemeinen die Minima der
ng Giitefunktionen im Konfigurationsraum nicht zusammenfallen, kann keine eindeu-
tige Losung des gesamten Optimierungsproblems existieren. Daher wird nach der Me-
thode gewichteter Giitekriterien [46] das Problem mit den vektoriellen Giitekriterien
G(p) und den Gleichheits- und Ungleichheitsnebenbedingungen Cj(p) und Cy(p)
iiber einen Wichtungsfaktorenvektor w:col?fl<wi>, w; >0, auf ein skalares Ersatz-
problem mit der Giitefunktion G*(p,w) reduziert,

minp(G*(p,'w):Cl(p):0,Cz(p)SO) LG =w' G(p), Y Cw=1, (4.38)

wobei sich die Vektoren G, C} und Cy aus den zuvor dargestellten Giitefunktionen
und Nebenbedingungen zusammensetzen:

G(p) = (Gy(p) Gr(p) Gk(p) G(p))' . Ci(p)=(Ns(p) Nixlp))' .

Cy(p) =0l Np (P), N /(P), Nip(P), Noir (P), Noo (), Nag(p), Ny, (p)

Zur Losung des Optimierungsproblems kann ein Algorithmus aus der Familie der Se-
quentiellen Quadratischen Programmierung SQP genutzt werden, die in vielen Pro-
grammsammlungen zur Optimierungsrechnung enthalten sind (im vorliegenden Fall
fmincon unter MATLAB, vgl. [6] [51] [59] [64]) und zu den effektivsten Verfahren fiir
nichtlineare Optimierungsprobleme gehoren [131] [147]. Zur Steigerung der Effizienz
des Algorithmus kénnen die Giitekriterien auf bekannte Referenzwerte normiert und
so die Konditionierung des Problems verbessert werden.

(4.39)
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4.6 Beispiel

Ein einfaches Beispiel soll die vorangegangenen Ausfithrungen verdeutlichen. Samtli-
che Groflen sind dabei einheitenlos aufgefiihrt, wobei von einem in sich geschlossenen
und konsistenten Basis-Einheitensystem ausgegangen wird. Bild 4.7 zeigt einen ebenen
mobilen Roboter mitsamt seinen geometrischen und kinetischen Daten, dessen zwei-
gliedriger Arm eine horizontal gerichtete Prozesskraft der Stirke |Fp| =5 aufbringen
soll. Es ist zu beriicksichtigen, dass der Arm vor Aufbringen der geforderten Prozess-
kraft zunéchst einmal in Position gebracht werden muss, ohne dass bei |Fp\ =0 ein
unerwiinschte Wechsel des Bindungszustands eintritt. Zur Vereinfachung sei ein Los-
gleiten des mobilen Roboters auf dem ebenen Boden ausgeschlossen, 74> 1.

/\

AN \:\ 2\\‘( 2\\

Bild 4.7: Abmessungen und wirkende Krifte beim ebenen mobilen Roboter

Als zu optimierende Parameter stehen die horizontale Position des mobilen Roboters
p; sowie die vertikale Hohe des Manipulationsortes py zur Verfiigung. Dies kann um-
gedeutet werden zu einem fixen Manipulationspunkt und einer vertikalen Positionier-
barkeit des Roboters, so dass beim in den Manipulationspunkt gelegten Inertialsys-
tem ;rp,=0 und p=(p; pQ)T:— 17, g&ilt. Die Nebenbedingungen bzgl. des Konfi-
gurationsraums, der Gelenkwinkel und der Motormomente lauten:

Np,lim(p) = (_pQ) é 0,
Ny(p)  =((20° 10°)—¢(

Nar(p) = (35 —30)-My(p) Miyp)~(35 30))" <o

p) ¢'(p)-(160° 1709)" <0 (4.40)

Jegliche Umgebungs- oder Eigenkollisionen (Nqy(p), Noo(p)) sowie funktionale Li-
mitierungen des Konfigurationsraums (N, ;(p)) seien ausgeschlossen. Gemif Bild 4.8
folgt der Konfigurationsraum des Optimierungsproblems iiber die Vorwirtskinematik
aus der Projektion des Raums der zulissigen Gelenkwinkel in den kartesischen Raum

und entspricht dem Arbeitsraum des Roboterarms. Auflerhalb dieses Konfigurations-
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raums kann die Nebenbedingung bzgl. der inversen Kinematik N (p) keinesfalls er-
fiilllt werden. Innerhalb des Konfigurationsraums liegen keine Singularitidten vor, so
dass die Manipulierbarkeit des Greifers als ausreichend vorausgesetzt und die entspre-
chende Nebenbedingung Ny (p) nicht weiter betrachtet wird.

A $2 : .

170° : — . . ; |

- S e |

11 \MW g

10 : Ep]‘ 1 i i i i i i i l
200 T T T 1600 2 0 2 —>p

Bild 4.8: Projektion des Raums der zuléssigen Gelenkwinkel

Der Konfigurationsraum wird durch die gegebenen Nebenbedingungen je nach der
dufleren Prozesskraft unterschiedlich eingeschrinkt, wie Bild 4.9 fiir die hier relevan-
ten Fille |Fp| =0 sowie |Fp|=5 zeigt.

Gn>1 (Kippen nach links)

%

P2

i

Gn>1 (Kippen nach rechts)

Bild 4.9: Einschrinkung des Konfigurationsraums

Die Schnittmenge der zwei Varianten des eingeschrinkten Konfigurationsraums ge-
méfB Bild 4.9 definiert den Bereich, in dem eine optimale Systemkonfiguration liegen
muss. Man beschriankt sich auf die zwei Giitefunktionen bzgl. der Bindungspersistenz
in Normalenrichtung sowie des Energieumsatzes und wihlt willkiirliche Werte fiir die
beiden Wichtungsfaktoren w; sowie die Motorkennfelder:

Gy(p) 1/4 1,0-Mys1(p)
Gp(p) 3/4 1,2- My o(p)
Eine den Konfigurationsraum ausreichend fein abdeckende Variation der Optimierungs-

parameter liefert die in Bild 4.10 dargestellten Isolinien-Kennfelder fiir die einzelnen
Giitefunktionen Gy(p) und Gp(p) sowie die skalare Ersatz-Giitefunktion G*(p). Man

G(p)=

, w= , Gg(p) = (4.41)
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erkennt, dass der SQP-Optimierungsalgorithmus das globale Minimum von G*(p)
und damit die optimale Position fiir den mobilen Roboter bei der Konfiguration
p~(6,6 7, 9)T finden wird. In dieser Konfiguration liegen an den Gelenken des Robo-
terarms nahezu keine Motormomente an, M;(p)~ 0, die geforderte horizontale Pro-
zesskraft Fp wird dann ausschliellich von den Gewichtskréften der einzelnen Koérper
des Arms erzeugt.

GN(?) |

10t

0 1 —> pl‘ é
Bild 4.10: Kennfelder der einzelnen Giitefunktionen mit Isolinien

Die Konvergenz bei der statischen Bindungsoptimierung hingt von den gewéhlten
Startparametern ab. Beim vorliegenden Beispiel etwa findet der SQP-Optimierungsal-
gorithmus im ungiinstigen Fall nur das lokale Minimum von G*(p) bei p~(0,8 O,S)T.
Daher sind Aussagen bzgl. einer vermeintlich optimalen Bindungskonfiguration stets
mit einer gewissen verbleibenden Unsicherheit behaftet.
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Kapitel 5

Bahnoptimierung

Die Bahnoptimierung stellt im Gegensatz zur statischen Bindungsoptimierung in Ka-
pitel 4 ein komplexes dynamisches Problem dar. Es werden nun iiber der Zeit ablau-
fende Vorgéinge betrachtet, daher sind gem#fl der Modellbildung in Kapitel 2 die aus
der Bewegung des Roboterarms resultierenden dynamischen Massenkréfte zu beriick-
sichtigen. Eine Besonderheit und Neuerung gegeniiber der Bahnplanung bei fest mon-
tierten seriellen Industrierobotern sind die einseitigen Bindungen bzw. lokalen Ver-
spannungen des mobilen Roboters, die stets das Vermeiden des Losgleitens oder der
Separation an einem der Bindungspunkte wihrend der Bewegung des Arms erfordern.

5.1 Problemstellung

Ziel der Bahnplanung ist es, den Roboterarm in einer Punkt-zu-Punkt-Bewegung von
einer Anfangskonfiguration, ausgedriickt durch die Greiferposition und -orientierung
{ rd ,Af%G }, in eine Endkonfiguration { jr# ,AEG} zu iiberfithren. Dabei ist die
zeitabhéngige Trajektorie des Greifers { ;rq(t) , Ay q(t)} derart zu gestalten, dass be-
stimmte, sie bewertende Kostenfunktionen unter Beachtung bestimmter Nebenbedin-
gungen minimal ausfallen. Die geometrische Bahn im Raum und das Geschwindig-
keitsprofil dieser Punkt-zu-Punkt-Bewegung sind nicht vorgegeben und durch eine
Optimierung zu bestimmen. Die Position ;g und die Orientierung Ap ; der Basis
des mobilen Roboters seien bekannt und wihrend der Bahnbewegung des Roboter-
arms konstant.

Uber die inverse Kinematik des Roboterarms ist jeder kinematisch zulissigen Greifer-
konfiguration mindestens eine Gelenkwinkelkonfiguration zugeordnet. Die Gelenkwin-
kel in der Anfangskonfiguration @4 sowie der Startzeitpunkt der Bahnbewegung t4
mogen bekannt sein. Bzgl. der Endkonfiguration hingegen sind séimtliche mehrdeutige
Losungen der inversen Kinematik goZE chjE zu beriicksichtigen, wenn keine Priiferenz
fiir eine der Losungen definiert ist. Der Endzeitpunkt der Bewegung sei nicht vorgege-
ben und kann iiber die einzelnen Gelenkwinkel variieren, tkE ¢t{3 .

Im Folgenden erfolgt die Bahnoptimierung in der Doméiine der Gelenkwinkel. Statt al-
so die Trajektorie des Greifers im kartesischen Raum iiber der Zeit zu parametrisieren
und zu optimieren, werden die Zeitverldufe ¢(t) fiir die einzelnen Gelenkwinkel unter
Beriicksichtigung der Anfangs- und Endbedingung ¢, (t1)=¢f' bzw. er(tER) = PEL
optimiert. Dies erspart eine beim Optimierungsprozess fortwihrend zu wiederholende
zeitintensive Berechnung der inversen Kinematik, zudem wird so der durch die Grenz-
lagen der Gelenkwinkel bestimmte Arbeitsraum des Roboterarms leichter eingehalten.
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Zur Reduktion des Rechenaufwands bei der Optimierung werden die Gelenke des Ro-
boterarms in zwei Gruppen aufgeteilt: Die Indexmenge P, enthélt die fortlaufenden
Nummern der optimierbaren Gelenke, deren kinematischer Zeitverlauf optimiert wer-
den soll. Die passiven Gelenke hingegen sind in der Indexmenge PP, zusammengefasst.
Ihr kinematischer Zeitverlauf entspricht einer simplen Geschwindigkeitsrampe, die im
Folgenden detailliert erldutert wird und deren Endzeitpunkt durch die Optimierungs-
parametern fiir die optimierbaren Gelenke determiniert ist. PP, und P, sind disjunkt
und decken vereinigt alle f4 Gelenke des Roboterarms ab, P, NP, =& A ‘IP’O U]P’p‘: fa-
Aufgrund der jeweils bewegten Massen und wirkenden Gelenkmomente ist es sinnvoll,
nur die Kinematik der basisnahen Gelenke zu optimieren. Fiir den im Folgenden be-
trachteten sechsachsigen seriellen Roboterarm wird somit festgelegt:

P,={1,2,3} , P,={4,5,6} (5.1)

5.2 Hardwarenaher Rampenansatz

Grundprinzip des Rampenbefehls

Fiir die Parametrisierung des kinematischen Zeitverlaufs der Gelenkwinkel wird ein
Ansatz gewihlt, der sich im Rahmen der Steuerungsmoglichkeiten der vorhandenen
Versuchshardware — die Gelenkregelung liegt ,gekapselt’ in den einzelnen Antiebsmo-
dulen vor und ldsst nur einen eingeschriinkten Befehlssatz zu, siehe Kapitel 6 - mog-
lichst einfach umsetzen ldsst. Im vorliegenden Fall ist dies ein Rampenansatz fiir die
Gelenkwinkelgeschwindigkeiten ¢, (t),0€P,. Jede Drehbewegung setzt sich dabei
zusammen aus den Phasen einer konstanten Beschleunigung, einer konstanten Ge-
schwindigkeit sowie abschlieBend einer der anfinglichen Beschleunigung entsprechen-
den konstanten Verzogerung bis zum Stillstand, siehe Bild 5.1. Ausgehend vom be-
kannten Anfangswinkel ¢, wird die Bewegung eines Gelenks somit durch einen Ram-
penbefehl mit den die ¢ (t)-Rampe beschreibenden Parametern der Winkelbeschleuni-
gung gb*E[O, gbmax], der Winkelgeschwindigkeit gb*E[O, gbmax] sowie des Endwinkels

©e € [gomm, gomam] erzeugt.

A L AR Ao=p,—¢,
¢ - %/Asﬁw R

"

t, t "t
Bild 5.1: Zeitverldufe der Gelenkwinkelkinematik infolge eines Rampenbefehls

Die Zeitpunkte t/, t” und t,, an denen die drei Phasen der ¢ (¢)-Rampe enden, sowie
die zugehorigen kinematischen Zusténde lauten mit v = sign(y,—¢,):
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Qb,:Sb(t,StSt”):U(,b* t/:ta_i_(’-p//sél
=@t <t<t)=vp* t = 1t"=t,+(po—a)/¢ 52)
" =gt <t<t,)=—@ t,=t +t"—t, '

= gOIZSO(t:t,):gOa—f—%gb,(t,—ta) 7 go”zgo(t:t”):goa—|—g'0’(t”—ta)

Ein Sonderfall liegt bei [p, —¢,|¢* <(¢*)? vor, die gewihlte Sollgeschwindigkeit ¢*
kann dann nicht vor Beginn der Verzogerungsphase erreicht werden. Wie Bild 5.2
zeigt, degeneriert dann der dreiphasige Rampen- zu einem zweiphasigen Dreiecksver-
lauf der Gelenkwinkelgeschwindigkeit. Die maximal erreichte Geschwindigkeit errech-
net sich zu

gb':v\,\goe—goa‘gb* ’ (53)

der Rest von Gleichung (5.2) gilt unveréindert, woraus dann mangels der mittleren
Rampenphase t'=t" und ¢’ =¢” folgt. Der Parameter ¢* nimmt in diesem Son-
derfall keinen Einfluss auf den Gelenkwinkelverlauf und ist daher irrelevant.

A<P=SDe -

SO() /AQO<UCP*

T \'k
A/
t'=t es ¢

=t 1,

Bild 5.2: Degeneration des dreiphasigen Rampen- zum zweiphasigen Dreiecksverlauf

Komplexe Bewegungen

Durch np sukzessive Rampenbefehle konnen komplexe Bewegungen des Roboterarms
generiert werden. Der r-te Rampenbefehl fiir das optimierbare Gelenk o€ P, wird
zum Zeitpunkt tg’r_l erteilt, wenn gerade die Verzogerungsphase der vorhergehenden
Rampe ¢, ,_;(t) ansteht, mit r€{2...np }. Die Ubergangszeitpunkte kionnen {iber
die einzelnen Gelenke durchaus variieren. Es gelten die Ubergangsbedingungen

o

tao0 = to,r—l v Paor = Soo(ta,o,r) = Qog,r—l ) Qba,o,r = Qbo(ta,o,r) = ng,r—l =0, (5'4)

b

ab dem 2. Rampenbefehl werden somit die neuen Rampenvorgaben aus der Bewegung
heraus umgesetzt. Die im Folgenden dargestellte Ermittlung der einzelnen Schaltzeit-
punkte und der zugehorigen kinematischen Zustéinde gestaltet sich dann gegeniiber
Gleichung (5.2) aufwéindiger.

Es ist zunéchst zu kldren, ob iiberhaupt die ¢ (t)-Rampe mit den gegebenen Parame-
tern {¢, , ,g'o;i - ,gb;i -} die Sollgeschwindigkeit erreichen kann, so dass ‘gb(té#)‘:gb;(’r.
Dazu werden die in Bild 5.3 fiir verschiedene Ausgangssituationen gezeigten Grenz-
fille betrachtet, in denen aus der Bewegung heraus die Sollgeschwindigkeit im Positi-
ven wie im Negativen gerade eben erreicht wird, anschliefend jedoch sofort die Verzo-
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gerungsphase beginnt, ohne dass die mittlere Phase der unbeschleunigten Bewegung
existiert. Fiir die dabei jeweils zuriickgelegten Gelenkwinkel Ag® bzw. Ag® gilt:

‘/90 ’ Atl

= Ap® = Apl +ApY = (%ﬂo )Atl O ALy (5.5)

Ga+O¥| /8 Aty =%/ §

1
2
A = AP + 8¢5 = (¢ =¥ ) AT —$% Al Ap® > ApS

Bild 5.3: Grenzfille beim aus der Bewegung heraus erteilten Rampenbefehl

Eine Fallunterscheidung bzgl. des Sollrelativwinkels (Ap=p, —¢, >O . liefert dann fol-
gende Aussagen zu den Eckwerten der ¢ (t)-Rampe: ’

e Ap> A(pea In der Beschleunigungsphase wird die Sollgeschwindigkeit im Positi-
ven erreicht, ¢(t') = +¢*, anschlieflend liegt eine mittlere Phase der unbeschleu-
nigten Bewegung vor, wie Bild 5.4 zeigt. Es gilt:

(¢ =0 + 860 | Ap, =8p-2p%>0) b "=y +A2¢,,

n" ek

o' =+¢* @ =sign(p,—¢)g* , " =—-¢", (5.6)
=t, + AT > 1, =t +Ap, /0" B t,=t"+ A

Bild 5.4: ¢ (¢)-Rampe enthiilt Mittelphase mit positiver Sollgeschwindigkeit +¢*
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e Ap< Agoe Die Sollgeschwindigkeit wird gem#f Bild 5.5 im Negativen erreicht,
ot = —¢* , mit anschlieBender unbeschleunigter Mittelphase:

<Asom=As0—Asoe§0 , ¢’=¢Q+A¢1e> B @' =¢ 4+ Ay, ,
.y %

¢ =—¢* , ¢ =sign(—9*—¢,)p* . =+, (5.7)
’_ [S) I/ .k o o
t'=t, + Aty > "=t —Ap, /o7 B t,=t"+ At

(t) A1)

ta t/ t// te t Qba 1
v i AQO%B A‘pm
| t%” fe g

Bild 5.5: ¢ (t)-Rampe enthilt Mittelphase mit negativer Sollgeschwindigkeit —¢*

. A(pe <A<,0<A90€B: Eine mittlere Phase der unbeschleunigten Bewegung mit der

Sollgeschwindigkeit kann mit den gewihlten Rampenparametern nicht realisiert
‘<g'03ir, so dass gemdf Bild 5.6 auf die Beschleunigungsphase unmit-
telbar die Verzogerungsphase folgt. Mit der das Vorzeichen der Steigung der Ver-
zogerungsphase beschreibenden Hilfsgrofle v = sign(—Ago—I—gbg sign(gba) / 25%)
gilt dann fiir die Eckwerte der ¢ (¢)-Rampe:

t=t" = t, + (vp, + 300 —v AP )/ o te=t +[p|/§"

Ay =0 , ¢'=-vigl-vhpg* | §"=-vp", (5.8)
b (¢ = = + 3G+ ) . @ =sign( g @ )
20, ) o(t) o(t) * ot) |«

*
¥
g Ao Ao A 8 B A
. , ; @
N N R Y/ S T

©,>0,v<0 ©,>0,v>0 ©,<0,v>0 ©,<0,v<0

Bild 5.6: ¢ (t)-Rampe erreicht nicht die Sollgeschwindigkeit 4¢*

Mit den Eckwerten fiir die r-te der np Teilrampen ist fiir jeden Zeitpunkt ¢ der kine-
matische Zustand am o-ten optimierbaren Gelenk bestimmbar:



98 Kapitel 5 - Bahnoptimierung

te... Go(t)=... Pp(t)=... ©o(t) =
[— oo,tA] 0 0 4

ltaorstorl | Ghr (& -EE =) (pa+ult—t) +3F—1,7) (5.9
[t +t0,0] 0 Phr P+ @0 (t=1o,)

[t eonR] Bor Bonpt—teong) P8 +530 0, (teony —1)°

teong 0] |0 0 pE

Im Folgenden wird von einem simultanen Bewegungsstart an allen Gelenken zum Zeit-
punkt t4= tq,0,1=0 ausgegangen, fiir die Endzeitpunkte gilt individuell tE t

eo,np *

5.3 Optimierungsparameter

Der kinematische Zeitverlauf der optimierbaren Gelenkwinkel wird im Folgenden exem-
plarisch durch jeweils np =3 sukzessive Rampenbefehle generiert, siehe Bild 5.7. Der
Anfangswinkel ®a,0,1 der ersten sowie der Zielwinkel e,y , der letzten Rampe sind
durch die bekannte Anfangs- und Endkonfiguration der Roboterarms vorgegeben,

Pa,0,1 = 900 v Peonp = Peo03 = QDOE , 0€l, = {17273} ) (5’10)

fiir jedes der drei Armgelenke aus P, stehen somit 3np —1 =38 freie Rampenparame-
ter zur Bahnoptimierung zur Verfiigung. Das gesamte Optimierungsproblem umfasst
also 8|2,|=24 im Parametervektor p zusammengefasste Optimierungsparameter :

b= COloe]}DO<po> y Do = ((;067071 ’ 903:1 ’ 903:1 ) Pe,0,2 903:2 ’ 903:2 ’ 903:3 ) 903:3) (511)

2. Rampenbefehl

_( /] ,/I ~ ;‘ // 70 // ] IE -
.y to,l to,l &' 0,2 t0,2';"< to 3 to 3t
¥o,2 3. Rampenbefehl

Bild 5.7: Gelenkkinematik infolge dreier sukzessiver Rampenbefehle

5.4 Kinematik der passiven Gelenke

Die passiven Gelenke werden jeweils durch nur einen zum Zeitpunkt ¢4 erteilten Ram-
penbefehl rnlt den Rampenparametern {gop , gop , gop} vom Anfangswinkel go 1n den
Endwinkel gop bewegt, Wobel pEIP’ gemifl Gleichung (5.1). Der Endwmkel gpp ist
bekannt, die Parameter gop und gop sind zu bestimmen. Zum Zeitpunkt tO , an dem
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das letzte der optimierbaren Gelenke seine komplexe Rampenfahrt beendet, sollen alle
passiven Gelenke nach Moglichkeit ebenfalls die Bewegung beenden, ein fritheres En-
de sei hingegen ausgeschlossen:

mlnvp(t ) >t =maxy,(tF) |, oeP, , peP, (5.12)

Die gop() -Rampe zum Verfahren um den Sollrelativwinkel Ay, = gof —gof,l in dem
Zeitintervall At—tE 4 wird gemif Bild 5.8 so geformt, dass die maximal mogliche
Geschwindigkeit gopﬁm erreicht wird. Ein Beschleunigen bzw. Verzogern mit der ma-
ximal zuléssigen Winkelbeschleunigung =+, j;,, steht hinter dieser Vorgabe zurtick.

Pp(l
Pp,lim] Maximale
Geschwindigkeit
2ot By tim \ . o
@ l ___I_I______________\\____ : >
S 72 gt
”/ \\\ : ?
A 'F t Pp.lim Maximale
t 77 s
% %\ Beschleunigung

Bild 5.8: Maximale Geschwindigkeit (oben) wichtiger als maximale Beschleunigung (unten)

Zur Bestimmung der Rampenparameter fiir das passive Gelenk p ist zu analysieren, zu
welchem Zeitpunkt ¢ pmin das Gelenk frithestens den Endwinkel gof erreichen kann. Es
wird zunéchst von einer dreieckigen Rampenfahrt mit maximal zuldssiger Beschleuni-
gung ohne mittlere Phase mit konstanter Geschwindigkeit ausgegangen, vgl. Bild 5.9a).
Die dabei maximal erreichte Geschwindigkeit gbﬁ sowie der Endzeitpunkt tﬁ lauten:

. . . A .
290;% = Slgn(ASOp)@p,lim (tﬁ _tA) N by = t4 + 2\/‘A‘Pp‘ /@pﬁm )

A LA . . -
N28¢p), = ¢ (1) —t7) Py = sign(Agp,),| ‘Awp‘wp,lz'm

(5.13)

T IA o A T IA IA T IA IE A
¢ tp7mm_ tp ¢ tp t tp min=" tp
a) ¢, jim wird nicht erreicht. b) ¢ jim wird iiberschritten. Dreiphasige Rampe ist notwendig.

Bild 5.9: Schnellstmogliches Verfahren des passiven Gelenks pe P,



100 Kapitel 5 - Bahnoptimierung

Fur ‘gop ‘>g0p hm ist eine dreiphasige Rampe zum schnellstmoglichen Erreichen des Soll-
endwinkels gop notwendig, wie Bild 5.9b) zeigt. Somit gilt:

Ep| < piim = thmin =1ty
‘ i p,lim D,MiN 1/)1 . (5.14)
‘gop‘ > g'Oinm = t;]fmm =1 +‘A90p ‘/pr,lz'm +pr,lim/¢p,lz‘m > tp

Fiir den Zeitpunkt ¢, an dem die Bewegung aller passiven Gelenke simultan enden
soll und der damit das Ende der Bewegung des gesamten Roboterarms markiert, gilt:

!
Vp: tZ];J _E maX(tg ,maxvp(tg’:mm)) , peP, (5.15)

Die Eckwerte der Rampenverliufe und damit die Parameter der Rampenbefehle fiir
die passiven Gelenke folgen mit dem Relativwinkel Agop 2 Gpiim (tg —t4) bzgl. des
Grenzfall-Dreiecksverlaufs gem#f Bild 5.10 aus einer Fallunterscheidung:

* Agp, >A<p;§: Der Sollrelativwinkel Agpp ist grofl genug, dass das passive Gelenk p
die maximal zuldssige Geschwindigkeit erreicht und somit ein dreiphasiger Ram-
penverlauf ¢, (t) vorliegt. Wegen Gleichung (5.15) ist sichergestellt, dass zum
Zeitpunkt t£ der Endwinkel gop erreicht werden kann, und es gilt:

1 _4F -/ .
ty =t _A@p/@p’ Lo Py

Pp=—"" 1
n__ LA N p / A
ty=t"+Ap, /¢ t, —t

3021 = Sign(AQOp) S.Oinm (516)
Die Parameter des Rampenbefehls lauten 4,'0;; =@y lim SOWie 4,'0';; = gb;.

* Ap, <Ag0 Das passive Gelenk p kann unter der Voraussetzung, exakt zum Zeit-
punkt tp p den Endwinkel gp zu erreichen und die Bewegung zu beenden, nicht
bis auf die maximal zula881ge Geschwindigkeit ¢, ;;,, beschleunigen. Es stellt sich
ein zweiphasiger Dreiecksverlauf fiir ¢,(¢) ein, fiir den gilt:

5 . 2
=t/ =1t +t7) = ¢ =Ap, [t —tY) | @, = Ap, [(t,—t4)  (5.17)
Fiir die Parameter des Rampenbefehls folgt 4,'0;; > gb;, sowie gb;; = 9'0';).

D, (T )
SOp{E_ _)'4 Pp,lim .

Bild 5.10: Fallunterscheidung zur Analyse der ¢,(t)-Rampen der passiven Gelenke
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In beiden Féllen gilt fiir die Winkellage zum Zeitpunkt des ersten Phasenwechsels
pp(t=tp) = ¢} = off +5¢}, (t, —t4) (5.18)

so dass fiir jeden Zeitpunkt ¢ der kinematische Zustand am passiven Gelenk p € P}, be-
schrieben wird durch:

te... Gpt)=c.  @pt)=. @y (t)=...
[—o0,t4] 0 0 4,01;}

el | E By(t=tY) oy +5 -t (5.19)
[ty 1)) 0 @p pp T Pp (t—ty) '
[ty tB] | —g, Gt —tP)  oF —Lg,(tF —t)?

[t ,00] 0 0 oF

5.5 Giitekriterium

5.5.1 Definition

Es wird von einem autonom agierenden mobilen Roboter ohne externe Energiezufuhr
ausgegangen. Das Ziel der Bahnoptimierung ist es somit, einen minimalen Energieum-
satz infolge der Armbewegung von der Anfangs- in die Endkonfiguration zu realisier-
en. Ein mechanischer Ansatz im Sinne der Integration der einzelnen Gelenkleistungen
(,Moment mal Drehzahl’) ist nicht sinnvoll, da mangels dissipativer Elemente im Sys-
tem die Gesamt-Energiebilanz stets konstant wiire, ndmlich gleich der Differenz der po-
tenziellen Energie des Systems im Anfangs- und Endzustand. Daher wird auf die be-
reits in Abschnitt 4.3 benutzten und in Abschnitt 6.1.2 detailliert dargestellten Kenn-
felder P; (M ;,p;) der Gelenkmotoren an den f4=6 Gelenken des Roboterarms zu-
riickgegriffen. Das skalare Giitekriterium der Bahnoptimierung wird dann iiber die
Summe der Zeitintegrale der elektrischen Leistungen an den Gelenkantrieben definiert:

G(p) = Zf"‘l[ S B (M pt). 0.0 ] (5.20)

5.5.2 Numerische Auswertung

Die Integrale in Gleichung (5.20) werden mit dem Gauf-Legendre-Quadraturverfahren
bestimmt, nach dem das Integral einer stetig differenzierbaren Funktion f(z) durch
Steigerung der Ordnungszahl g beliebig genau approximiert werden kann iiber:

ff Ydz =3 (glf((a-l-b)/Q—i-:Egl(b a)/Q)) (5.21)
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Die Stiitzstellen @, und Wichtungszahlen w, werden aus Tabellen entnommen [27].
Polynome des g-ten Grades werden durch dieses Verfahren exakt integriert. Im vor-
liegenden Fall hat sich fiir die nicht-polynomialen Zeitverldufe der Leistungen P;(?)
die Ordnung g=4 als ausreichend genau erwiesen, wobei gilt:

z,~(~0.86114 —0.33998  0.33998 0.86114)
(5.22)

wgz( 0.34785 0.65215 0.65215 0.34785)

Die Auswertung der Integralsumme in Gleichung (5.20) erfolgt somit abschnittsweise
fir die einzelnen Zeitintervalle [t.,t., 1], innerhalb derer die Zeitverldufe der Leistun-
gen P;(t) an den f4 =6 Gelenken stetig differenzierbar sind,

6o =S S ([ R (e ) at) (523

wobei fiir die Zeitpunkte ¢, und ¢, gilt:

{tcatc—i—l}CTS ) tc<tc+1 ) ]tcatc—i—l[ﬁTS:@ ) . C. E (5’24)
C=Cpaz * tep1 =1

Die Menge Tg=T); UT enthilt die Zeitpunkte, an denen mindestens eines der Py?)
nicht stetig differenzierbar ist. Sie wird bestimmt durch die Zeitpunkte der Gelenk-
momenten-Spriinge in Tj; sowie der Nulldurchginge der Gelenkwinkelgeschwindig-
keiten in T, welche im Folgenden erldutert werden. Fiir die Menge T der Stiitz-
stellen der Gauf3-Legendre-Quadratur folgt:

U‘TS‘ ( ; ((t o)/ 2+ 2g (le — )/2)) (5.25)

Zur Auswertung wird fiir jeden der betrachteten Zeitpunkte sowohl der kinematische
Systemzustand, der durch die zuvor beschriebenen Rampenansitze mit den Gleichun-
gen (5.9) bzw. (5.19) beschrieben wird, als auch der davon abhéngige, mit Gleichung
(2.43) bzw. (2.44) rekursiv bestimmbare, kinetische Systemzustand benotigt.

Zeitpunkte der Momentenspriinge

Da sich die Winkelbeschleunigungen ¢;(¢) an den einzelnen Gelenken des Roboterarms
wegen des Rampenansatzes fiir ¢;(t) sprunghaft dndern, vgl. Bild 5.1, ist der Zeit-
verlauf der Motormomente M, ;(p,t) und damit der Energieumsitze E;(p,t) an den
Sprungzeitpunkten nicht stetig, vgl. [83] [133] [172]. Der Sprung nur einer Winkelbe-
schleunigung kann dabei einen Sprung aller Motormomente bewirken, wie Bild 5.11
exemplarisch fiir einen von nur zwei Gelenkwinkeln bewegten Roboterarm zeigt.

Die Menge der Momentensprung-Zeitpunkte T, setzt sich aus den in den Abschnit-
ten 5.2 und 5.4 bestimmten, von den Optimierungsparametern p abhéngigen Eckzeit-
punkten der ¢(t, p)-Verldufe der optimierbaren und passiven Gelenke zusammen:

Ty = {t4,t2} U UVOGPO(U ftheotesd) U {EEY) U Uspes, ({t).1}) (5.26)
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Kinematischer Zeitverlauf Kinetischer Zeitverlauf
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E Gelenk 1 =07 _“c““:r __________ i ___________ E __________
©o! ! ! !
7T “‘2‘l ““““““ 54 -f-——meo :————————:-"[: ——————————— A
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i R AV S
__________ oo P lKMMQ i \
1 [ ] ‘ 1 P L—
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Bild 5.11: Kopplung der Spriinge der kinematischen und kinetischen Zeitverlaufe

Zeitpunkte der Nulldurchgéinge der Gelenkwinkelgeschwindigkeiten

Die Motorkennfelder F;(M;;,®;) weisen, wie Abschnitt 6.1.2 zeigen wird, bei ¢; =0
einen Sprung auf. Die Menge Ty der Zeitpunkte eines Vorzeichenwechsels einer der
Gelenkwinkelgeschwindigkeiten und damit eines Sprungs von P;(t) wird definiert durch

€T, < FoeP,: ¢,(t*)=0 A G,(t*)=0 (5.27)

wobei die passiven Gelenke mangels Nulldurchgéingen von gbp(t) aus der Betrachtung
ausgeschlossen werden. Die Zeitpunkte ¢* lassen sich gemé#f Bild 5.12 trivial aus dem
linearen Verlauf von ¢,(t) sowie der Tatsache bestimmen, dass ein Nulldurchgang
von @,(t) nur in den Zeitintervallen [t,,, ,t,,], 7€{2...ng } , moglich ist:

Vo € IP)o : Sba,o,r Sbé,r <0 <« <ta +9ba(t/_ta)/(9ba _9.0/)>07r = t;,r S st (5'28)

Bild 5.12: Nulldurchgéinge der Gelenkwinkelgeschwindigkeiten ¢, (%)

5.6 Nebenbedingungen

5.6.1 Definition

Bei der Bahnoptimierung werden einige der in Abschnitt 4.4 dargestellten Nebenbe-
dingungen der statischen Bindungsoptimierung iibernommen. So ist fiir jeden Zeit-
punkt t € [tA,tE | wihrend der Bewegung des Roboterarms zu gewihrleisten, dass
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e cine Persistenz des Bindungszustands vorliegt und der mobile Roboter somit we-
der kippt noch weggleitet, vgl. Gleichung (4.22). Diese auf die einseitigen Bin-
dungen bzw. lokalen Verspannungen des Systems zielende Nebenbedingung stellt
den entscheidenden Unterschied zur Bahnoptimierung bei fix an der Umgebung
montierten Roboterarmen dar. Basierend auf den Gleichungen (4.11) und (4.12)
gilt mit den Reserven ey bzw. ep fiir den normalen und tangentialen Fall:

GN<t7p)
GT(t7p>

1—6N !

<0, ¢~102..1071  (5.29)

— Y

NS(p):maXte[tAJE} ]-_ST

! !
Im Folgenden wird ey = ep= 0,1 gesetzt, so dass Gy <0,9 und G <0,9.

e der Roboterarm nicht mit der Umgebung kollidiert. Unter Verwendung des Hiill-
kugel-Ansatzes fiir den i-ten betroffenen Korper gemifi Gleichung (4.30) gilt:

!

<0 (5.30)

Noy(p) = max, 4,5 ( COl\ﬁ< NOU,i(TO,z'h(ta P)) >

e keine hiillkugelbasierte Eigenkollision auftritt. Gleichung (4.32) liefert den Ansatz:

|
Noo(p) =max, 4,5, ( COIV{z’,j}< NOO,ij(TOJhl—(tap>aro7jhj<tap>) > ) <0 (5.31)

e sich die zeitabhingigen Gelenkmomente analog zu Gleichung (4.33) innerhalb der
gegebenen Grenzwerte My .., und My, bewegen:

|

! My in — M (L, p)
NM(p):maxte[tA7tE](NM(t»p»SU , Ny(t,p)= o

MM(t7p)_MM,max

Dabei ist das zeitliche Maximum eines zeitabhingigen Vektors x zu verstehen als der
Vektor der zeitlichen Maxima der einzelnen n, skalaren Komponenten von x:

max, (a:(t)) = col?§1<maxt (wl(t))> (5.33)

(5.32)

Des Weiteren sind die kinematischen Limitierungen des Roboterarms zu beachten.
Dies umfasst zum einen die direkte Begrenzung der die ¢,(t)-Rampen definierenden
Optimierungsparameter p geméfl Gleichung (5.11) und damit des zur Verfiigung
stehenden Konfigurationsraums der Bahnoptimierung, wobei 0 < {@,,ins@mint < 1:

|
Ninm(p) - COlvoe]P’O< C01< ponm'n —Do s Po _p07maf1: > > <0 ’

np—1 . . . .. T
I‘OWT£1 <(%,mm Po,min 9007min)> Po,min 9007mm) ’ (5'34)

Po,min =

nR—l . . . . T h .
Pomaz = |TOW,.—1 (9007maa: Po,maz 9007maf1:) Yo,maz Po,maz | » 11ET: ngp=3
Zum anderen diirfen die optimierbaren Gelenke o€ P, bei einer Drehrichtungsumkehr
den jeweils zuldssigen Grenzwinkel, je nach Drehrichtung ¢, i, oder ¢, 4, nicht
iiberschreiten. Dies passiert, wenn einem Gelenk wihrend der Bewegung ein neuer
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Rampenbefehl mit einer zu geringen Sollbeschleunigung erteilt wird, so dass das Ge-
lenk nicht rechtzeitig vor Erreichen des Grenzwinkels auf ¢, =0 verzogern kann, vgl.
Bild 5.13. Die Sollbeschleunigung gb;:n des r-ten Rampenabschnitts, r> 2, darf daher
nicht kleiner sein als die durch die Ubergangswinkellage ©q,0,r und -geschwindigkeit
$q,0,r definierte kritische Beschleunigung ¢, ;. 1, bel der das Gelenk gerade noch
beim Grenzwinkel eine Richtungsumkehr erreichen wiirde:

.. 902 o.r Q.Oa,o,r >0: A@o,r,km‘t = Soo,ma:c - Qpa,o,r
Po,r.krit = ﬁ >0 : . (5’35)
w 2 Po,r,krit Pa,or < 0: A@o,r,km‘t = Pa,o,r — Po,min
Fiir die entsprechende Nebenbedingung der Bahnoptimierung gilt somit:
|
th(p) = COIV@QIEDO< COIT£2<¢o,r,km't(p)_903ir> > <0 (5’36)
Do (t) r-ter Rampenbefehl :
Sba,07r>0 """" o 95(7;77"_,1, ob ?
A@o r krit | > Yo, krit | !
7 1 4 1k 1 1
/ | o ¥o,r : :
I I t I }
T T T T T / T T T
/ t<l),r—1 ta,o,r te,o,r—l t;,'\r té,r—l ta,o,r te,o,r—l t;r

Bild 5.13: Uberschreitung der Gelenkwinkelgrenze bei Drehrichtungsumkehr

5.6.2 Numerische Auswertung

Die Nebenbedingungen in den Gleichungen (5.29) bis (5.32) erfordern das Auffinden
des jeweiligen absoluten Maximums der zeitabhingigen skalaren Komponenten im Zeit-
intervall [tA,tE |. Es zeigt sich in der Praxis, dass hier eine Anwendung numerischer
Standardalgorithmen zur Extremasuche (beispielsweise gradientenbasiert mittels der
Funktion fminbnd unter MATLAB) wegen des erforderlichen Rechen- und damit Zeit-
aufwands nicht sinnvoll ist. So kann die vollstdndige Analyse aller Nebenbedingungen
um den Faktor ~10% mehr Zeit beanspruchen als die Auswertung der Giitefunktion.
Insbesondere die Analyse der Nebenbedingung Ng(p) bzgl. der Bindungspersistenz ist
sehr zeitaufwiindig, weil hier fiir jeden der betrachteten Zeitpunkte stets von neuem
das LCP zur Bestimmung des lastabhéingigen Bindungszustands zu losen ist.

Stattdessen werden zur Analyse der Nebenbedingungen die zum Zwecke der Auswer-
tung der Giitefunktion ohnehin bereits berechneten kinematischen und kinetischen
Systemzustinde an den Gaufi’schen Integrations-Stiitzstellen genutzt. Gemifl Glei-
chung (5.25) liegen |Tg|=g-(|Tg|—1) solche Stiitzstellen vor. Die an diesen Stiitzstel-
len ermittelten Werte fiir die einzelnen Nebenbedingungen dienen als Grundlage fiir
eine kubische Spline-Interpolation iiber das gesamte relevante Zeitintervall [t4,tg], so
dass die Nebenbedingungen als approximierter, kontinuierlicher, stiickweise kubischer
Verlauf bekannt und somit ihre Maxima durch eine Nullpunktsuche ihrer Zeitablei-
tungen aufzufinden sind. Da diese Zeitableitungen kubischer Splinefunktionen natiir-
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lich stiickweise quadratisch sind, reduziert sich die Suche nach Maxima der Nebenbe-
dingungen auf eine triviale Suche von Nullstellen quadratischer Funktionen.

Eine Ausnahme stellt die Nebenbedingung N, ;(p) bzgl. der Gelenkmoment-Begrenzun-
gen in Gleichung (5.32) dar. Da sich die bereits in Abschnitt 5.5.2 erwdhnten Spriinge
in der Zeitverldufe M;(t,p) der einzelnen Gelenkmomente an den Zeitpunkten t.€ T,
gemifl Gleichung (5.26) natiirlich direkt auf Ny (¢,p) iibertragen, ist hier fiir jedes der
Zeitintervalle [t.,t.. 1] eine separate Interpolation durchzufiihren.

Fiir Details zur kubischen Spline-Interpolation siehe [102].

5.7 Formulierung des Optimierungsproblems

Die Optimierungsparameter p gemifl Gleichung (5.11), die Giitefunktion G(p) gemifl
Gleichung (5.20) sowie die in Abschnitt 5.6 definierten Nebenbedingungen N;(p)
bilden ein nichtlineares Mehrparameter-Optimierungsproblem. Da die Giitefunktion
bereits skalar ist, findet die Methode der gewichteten Giitekriterien im Gegensatz zur
statischen Bindungsoptimierung in Kapitel 4 hier keine Anwendung. Analog zu den
Gleichungen (4.38) und (4.39) wird das Bahnoptimierungsproblem mit den vektoriel-
len Gleichheits- und Ungleichheitsnebenbedingungen Cj(p) bzw. Cy(p) formal be-
schrieben durch:

min, (G(p): C1(p)20,Co(p)Z0) = b . Ci(P) L2,

Cy(p) = col Ny jin(P) , N5 (), Noy(p) , Noo(p) , Nys(p) , Ni(p))

Es zeigt sich, dass die Verwendung eines SQP-Algorithmus zur Losung des Bahnop-
timierungsproblems zu Problemen fiihrt. Die nachfolgend dargestellten Faktoren ver-
ursachen ein nicht stetig differenzierbares Verhalten der Giitefunktion sowie der Ne-
benbedingungen bei einer Varianz der Optimierungsparameter — G(p) und N;(p)
weisen also Knicke auf — so dass die wegen Unkenntnis der analytischen Ableitungen
0G(p)/0p bzw. ON;(p)/0p notwendige numerische Ermittlung der jeweiligen Gra-
dienten zu numerischen Instabilititen und mitunter zum génzlichen Abbruch des
verwendeten SQP-Algorithmus fmincon unter MATLAB fiihrt:

e Wie in Abschnitt 5.2 gezeigt, kann der standardgemifl dreiphasige Rampenver-
lauf der Gelenkwinkelgeschwindigkeit abschnittsweise zu einem zweiphasigen
Dreiecksverlauf degenerieren. Der die Sollgeschwindigkeit des entsprechenden
Rampenabschnitts beschreibende Optimierungsparameter gb;:T €p nimmt dann
keinerlei Einfluss auf die Systemdynamik sowie auf die Giitefunktion und die Ne-
benbedingungen und ist somit irrelevant. An der Grenze zwischen Relevanz und
Irrelevanz der einzelnen Sollgeschwindigkeiten gb;:T liegen Knicke von G(p) und
N;(p) vor.

e Die Dauer der Bewegung der passiven Gelenke orientiert sich an der Bewegungs-
dauer tg der optimierbaren Gelenke, siehe Gleichung (5.15). Lost bei der Vari-

(5.37)



Kapitel 5 - Bahnoptimierung 107

anz der Optimierungsparameter ein optimierbares Gelenk ein anderes als das sich
zuletzt bewegende ab, hat dies ebenfalls Knicke zu Folge.

¢ FEin Knick in einer der das zeitliche globale Maximum einer Funktion f(¢,p) su-
chenden Nebenbedingungen vom Typ Ni(p):maxte[tAJE}( f(t,p)) gemdB den
Gleichungen (5.29) bis (5.32) liegt vor, wenn sich zwei verschiedene lokale Maxi-
ma des zu analysierenden zeitlichen Verlaufs durch eine Varianz der Optimie-
rungsparameter p in der Rolle als globales Maximum ablésen, wie Bild 5.14 zeigt.

f ( t,p—f—Ap) Globales Maximum

Lokales Maximum

4

i Lokales Maximum 7 4

tA tE tiA tE

Bild 5.14: Wechsel des globalen Maximums durch Varianz der Optimierungsparameter p

Zur pragmatischen Umgehung dieser numerischen Probleme wird daher bei der Losung
des Bahnoptimierungs-Problems ein gradientenfreies Verfahren gewéhlt. Hier hat sich
das Downbhill-Suchverfahren nach NELDER/MEAD [59] [92] [111], welches unter MAT-
LAB in der Funktion fminsearch implementiert ist, als robust und zuverlissig, wenn
auch relativ langsam, erwiesen. Das Verfahren bedient sich eines sogenannten Sim-
plex, eines im n-dimensionalen Parameterraum aufgespannten n+1-eckigen Korpers,
und wird auch als Downhill-Simplex-Verfahren bezeichnet. Es ist nicht mit dem vor
allem in den Wirtschaftswissenschaften geldufigen, inhaltlich und kontextuell grund-
verschiedenen Simplex-Verfahren fiir lineare Optimierungsprobleme zu verwechseln.

Im Anhang D ist das Verfahren in seiner im Rahmen der Bahnoptimierung benutzten
Form dargestellt. Dabei wurde das urspriingliche Verfahren von NELDER/MEAD um
eine aus den kinematischen Limitierungen des Roboterarms folgende direkte Beschrin-
kungen der Parameterraums erweitert. Die vektorielle Nebenbedingung Ny, jin,(p) < 0
entsprechend Gleichung (5.34) kann somit aus dem Vektor Co(p) der Ungleichheits-
nebenbedingungen gemif Gleichung (5.37) entfernt werden. Die restlichen Nebenbe-
dingungen C3(p) = Cy(p)\ N jip,(p) werden iiber eine lineare Straffunktion in eine
skalare Ersatz-Giitefunktion G*(p) integriert,

C*(p) = G(P) + D0y (max(0.C)) . S =10%.10" (5.38)

was mit p, yip Und Py, 4, aus Gleichung (5.34) zu einem Ersatz-Optimierungspro-
blem mit eingeschrinktem Parameterraum, jedoch ohne funktionale Nebenbedingun-
gen fiihrt:

minp(G’(p)) = Popt COlvoeP0<po,mm> <p SCOlvoe]P0<po,max> (5.39)

Zur Steigerung der Effizienz des Optimierungsverfahrens sind solche Parameter p( als
Startparameter zu wihlen, die bereits alle Nebenbedingungen erfiillen, Cy(pg)<0.
Insbesondere die Forderung Ng(pg) <0 bzgl. Bindungspersistenz ohne Kippen oder
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Weggleiten kann dabei nicht einfach zu erfiillen sein. Hier hat sich das iterative Aus-
wiihlen von zufilligen Parametern als probates und pragmatisches Mittel erwiesen.

5.8 Untersuchte Szenarien

Die vorangegangenen Ausfithrungen zur Bahnoptimierung werden im Folgenden prak-
tisch umgesetzt. Die Beschreibung der dafiir ausgewihlten Szenarien greift auf das
nachfolgende Kapitel 6 vor, das die Details zum Aufbau des Versuchsroboter, zum
Versuchsstand und zur Nomenklatur der verschiedenen Armkinematiken enthélt.

Es werden die drei in Bild 5.15 dargestellten Achsfolgen untersucht, die gemifi den
noch folgenden Ausfithrungen zur Nomenklatur in Abschnitt 6.1.3 mit den Kiirzeln
FP{WoF, FSEFS und W;P;PoW, bezeichnet werden. Ihre geometrischen Daten sind im
Anhang B zu finden, die Gleichungen zur inversen Kinematik beschreibt Anhang C.

Bild 5.15: Fiir die Bahnoptimierung ausgewihlte Achsfolgen in Nullposition (;=0)

Die Achsfolgen wurden dahingehend ausgewiihlt, dass die jeweilige inverse Kinematik
analytisch losbar ist. Die ist bei seriellen sechsachsigen Roboterarmen der Fall, wenn
sich drei aufeinanderfolgende Achsen in einem Punkt schneiden [127]. Bei der Achs-
folge FP{WyF sind dies die letzten Achsen Nr. 4 bis 6. Diese Kinematik entspricht
den in der Industrie am héufigsten vorkommenden vertikalen Knickarmrobotern.

Die Achsfolge FSFS umfasst zwei solcher Schnittpunkte, die Achsen Nr. 1 bis 3 sowie
Nr. 3 bis 5 schneiden sich jeweils in einem Punkt. Durch eine Abkehr von der bei In-
dustrierobotern iiblichen Rechtwinkligkeit oder Parallelitéit benachbarter Achsen und
Einfithrung von schrigen Achswinkeln (vgl. Bild 6.10) konnte hier eine vollstéindige
Eigenkollisionsfreiheit des Roboterarms realisiert werden.
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Bei der Achsfolge WP PyW, letztlich liegen die Achsen Nr. 2 bis 4 parallel zueinan-
der. Thr gemeinsamer Schnittpunkt liegt im Unendlichen, was die Voraussetzung fiir
eine analytische Losbarkeit der inversen Kinematik ebenfalls erfiillt.

Die zur Durchfithrung der Bahnoptimierung willkiirlich gewéhlten Anfangs- und End-
werte fiir die Position und Orientierung des Greifers soll bei allen drei Achsfolgen iden-
tisch sein. Da das ohnehin schon kleine Schnittvolumen der verschiedenen Arbeits-
rdume der drei Kinematiken zusétzlich noch durch die Forderung nach einem siche-
ren Stand ohne Kippen oder Losgleiten des gesamten Roboters eingeschriankt wird, ist
es mit einem gewisser Suchaufwand verbunden, eine fiir alle drei Achsfolgen zulissige
Anfangs- und Endkonfiguration zu finden. Es wird festgelegt, vgl. Gleichung (2.38):

préd = (0m ~0.30m 012m)", ;rf =(0m 0.39m 0.24m) .

0 1 0 0 —1 0 (5.40)
AA Al 11 0 0 AE, — AE | _sin20° 0 20° |
1,G — 446 — ) I.G — A6 — s CcOS
0 0-1 —c0s20° 0 —sin20°

Die inversen Kinematiken der drei Achsfolgen liefern jeweils mehrere Losungen fiir
die Anfangskonfiguration der Gelenkwinkel, aus denen wie folgt ausgewéihlt wird:

Plowr (—90,10° 35,06° —17,82°  45,00° —37,12° 89,90° )T
[e] o o o (e} o T
Phipg & (—90,60 08,66° 108,80° —132,26° —42,87 —77,15) (5.41)

a

(o) (0] (o) o o (0] T
PPy, N (—72,49 17,37° —28,80° —133,83° 0,00 17,51)

Zur Vereinfachung wird nur die eine von mehreren moglichen Losungen der inversen
Kinematik als Endkonfigurationen der Gelenkwinkel betrachtet, die der Anfangskon-
figuration morphologisch &hnelt (— gleiche Wahl der Vorzeichen bei Zweideutigkeiten
der inversen Kinematik, vgl. Anhang C) und aus dieser priméir durch Drehung der ers-
ten Achse bei nur geringer Verdinderung des zweiten und dritten Gelenkwinkels her-
vorgeht. Die Gelenkwinkelwerte dieser in Bild 5.16 gezeigten Konfigurationen lauten:

Plpw,r ~ ( 89,91° 30,16° —815° 4472° 18,31° 90,23° )
ofsps  ~ [ 36,957 101,87° 50,72° 120,85° 99,74° 56,87° )" (5.42)
F ~ o {e] o o o o T
Pl b, & (107,197 —20,17° ~72,50° ~58,53° 16,12° 6,04° )

Um verschiedene Bindungskonfigurationen zu vergleichen, werden bei allen drei Arm-
kinematiken zwei Varianten der Kantenlénge [, des im Abschnitt 6.2.1 beschriebenen
Aufstandsdreiecks der Basis betrachtet. Diese lauten:

lpg=500mm , [,5=300mm (5.43)
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Bild 5.16: Anfangs- (links) und Endkonfigurationen (rechts) bei der Bahnoptimierung

Bei den Achsfolgen FP{WsF und FSFS wird zudem der Fall einer lokalen Verspan-
nung beriicksichtigt: Im Falle des kleineren Aufstandsdreiecks wird am Bindungs-
punkt K3 statt der einseitigen Bindung der im Abschnitt 6.2.2 detailliert dargestellte
Spannmechanismus zur Bildung einer kraftkonstanten lokalen Verspannung mit ein-
seitiger Anpressung gemifl Abschnitt 3.2.4 benutzt. Die konstante Anpresskraft be-
trigt F*=29,33N, vgl. Gleichung (A.11) und (A.12). Die Achsfolge W;P;PyWy wird
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hier nicht betrachtet, da infolge eines ldngerfristigen Geritedefekts keine Messdaten
zur experimentellen Verifikation ermittelt werden konnten. Tabelle 5.1 fasst die bei
der Bahnoptimierung exemplarisch untersuchten acht Fille A bis H zusammen.

Tabelle 5.1: Im Rahmen der Bahnoptimierung untersuchte Fille A bis H

! Bindungskonfiguration \ Achsfolge — FPyWyF FSFS W, P,P,W,
I5,1="500mm, nur einseitig gebunden A D G
I5 o =300mm, nur einseitig gebunden B E H
[5 o =300mm, lokale Verspannung bei K3 C F -

5.9 Optimierungsergebnisse

Fiir jeden der zuvor definierten Fille A bis H wurden 50 Optimierungsrechnungen
mit unterschiedlichen, zuféllig gewéhlten Anfangswerten pg ;, i€ [1;50], fiir die Opti-
mierungsparameter durchgefithrt. Die den pg; zugehorigen, sehr verschiedenen Ge-
lenkwinkelverldufe (¢, po’i) approximierten zu einander #hnlichen, den optimierten
Bahnparametern p,,, ; zugehorigen Gelenkwinkelverldufen ¢(t,p,,; ;). Die Ahnlich-
keit kann durch eine Verschirfung des Abbruchkriteriums gemdfi Gleichung (D.5)
weiter verbessert werden und stellt einen Kompromiss zwischen der erzielten Giite
der Optimierung und der Berechnungsdauer dar. Bild 5.17 zeigt, sortiert nach den
Endwerten G*(popm), die jeweils erzielten Verbesserungen der Ersatz-Giitefunktion
geméB Gleichung (5.38) gegeniiber den jeweiligen Anfangswerten G*(po’i).

Es wird fiir jeden der Félle A bis H jeweils eine der 50 dhnlichen Losungen als Refe-
renzlosung ausgewihlt. Deren zugehorige optimierte Parameter sowie die daraus fol-
genden, fiir die Berechnung des Giitewerts G(p) geméf Gleichung (5.23) benotigten
Zeitpunkte t,€ Tg sind in Anhang E aufgelistet. Die Bilder 5.18 bis 5.20 zeigen die
Zeitverldufe der Gelenkwinkel und Winkelgeschwindigkeiten fiir die Referenzlosungen
der drei Achsfolgen. Man stellt folgende Auswirkungen der unterschiedlichen Bin-
dungssituationen auf die Bahnbewegung fest:

¢ Bei den Fillen ohne lokale Verspannung ermoglicht das groflere Aufstandsdreieck
(I,=0,bm: Fall A, D und G) eine hohere Dynamik des Roboters und damit eine
geringere Gesamtdauer fiir die Bahnbewegung als beim kleineren Aufstandsdrei-
eck (I, =0,3m: Fall B, E und H). Der Einfluss der geringeren Kippgefahr auf die
Bahndynamik des einseitig gebundenen Roboter ist erkennbar. Besonders stark
féllt der Unterschied bei der Achsfolge W;P{PoWy aus. Hier verringert sich die
Gesamtdauer der Armbewegung von 6,88s (Fall H) auf 1,99s (Fall G).

¢ Ebenso ist bei den Fillen C und F mit lokaler Verspannung am Bindungspunkt
K3 eine geringere Gesamtdauer fiir die Bahnbewegung moglich als bei den Fillen
B und E mit ausschliefflich einseitigen Bindungen.

¢ Die dem industriellen Standard entsprechende Achsfolge FP{WsF bendtigt in den
vergleichbaren Fillen weniger Zeit fiir die Bahnbewegung als die Achsfolgen
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FSFS und W{P;P;W, (A:1.81s, D:2,12s, G:1,99s / B:2.41s, E:3,84s, H:6,88s /
C:2.13s, F:3,36s). Dies kann auf eine giinstigere Massenverteilung des Roboter-
arms um die vertikale erste Achse zuriickgefiihrt werden, so dass hohere Winkel-
geschwindigkeiten ¢; bzw. -beschleunigungen ¢; moglich sind, ohne dass der ein-
seitig gebundene Roboter kippt oder weggleitet.

e Bei den Fiillen des kleinen Aufstandsdreiecks (I =0,3m, ohne und mit lokaler
Verspannung) ist ein Anheben des Roboterarms um die ¢9-Achse (FP{W,F, Fille
B und C / FSFS, Fille E und F) bzw. ¢3-Achse (W;P;P;Wy: Fall H) wihrend
der Bahnbewegung zu beobachten. Auf diese Weise nihert sich der Roboter einer
vertikal gestreckten Konfiguration an, um ein Loskippen des einseitig gebunden
Roboters wihrend der hauptséchlich aus der Drehung um die vertikale ¢1-Achse
bestehenden Bahnbewegung zu vermeiden.

e Im Falle des groflen Aufstandsdreiecks (I, =0,5m) hingegen tritt bei der Achs-
folge FP{WoF (Fall A) wihrend der Bahnbewegung ein Absenken des Roboter-
arms um die py-Achse auf. Das Kipp- und das Losgleitrisiko sind hier so gering,
dass der dabei zunehmende Abstand der Armmassen von der ¢q-Achse unpro-
blematisch ist. Die zur Bewegungsausfithrung benotigte Energie wird durch eine
Umwandlung der im Roboterarm gespeicherten potenziellen Energie in kinetische
Energie durch Absenken des Arms zu Beginn der Bewegung und eine entspre-
chende Riickumwandlung durch erneutes Anheben des Arms zum Bewegungs-
ende minimiert. Bei dem entsprechenden Fall D (bzw. G) der Achsfolge FSFS
(bzw. W{P;PoW,) hingegen kann zwar kein signifikantes Absenken des Roboter-
arms um die g9-Achse (bzw. @3-Achse) beobachtet werden, jedoch ist auch kein
Anheben des Arms (wie noch beim Punkt zuvor) mehr notwendig.



Kapitel 5 - Bahnoptimierung 113

Fall A (FPW,F) Fall B (FPW,F) Fall C (FPW,F)
1 10 20 30 40 —1 50 1 10 20 30 40 —17 50 1 10 20 30 40 —1 50

Fall D (FSFS)

Fall E (FSFS) [ Fall F (FSFS)
1 10 20 30 40 —1 50 1 10 20 30 40 —17 50 1 10 20 30 40 —1 50

Anfangswerte G*( P0.i)

—" Endwerte G*<popt,i)

Fall G (W, PPyWs) Fall H (W,P;PaW,)
1 10 20 30 40 —1 50 1 10 20 30 40 —1 50

Bild 5.17: Verbesserungen der Giitefunktion G*(p) im Zuge der Optimierung

150

100+

=50

-100

Bild 5.18: Zeitverlidufe der Gelenkwinkel ¢ bis ¢3 (optimierbar, durchgezogen) bzw. ¢4 bis
@g (passiv, gestrichelt) sowie ihrer Geschwindigkeiten ¢, bei der Achsfolge FP{WoF
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Bild 5.19: Zeitverldufe der Gelenkwinkel ¢; bis 3 (optimierbar, durchgezogen) bzw. ¢4 bis
@g (passiv, gestrichelt) sowie ihrer Geschwindigkeiten ¢, bei der Achsfolge FSES

150

— @i [*/sed]

150

100
501
S04
T
50N

-1001

-150

Bild 5.20: Zeitverlidufe der Gelenkwinkel ¢ bis ¢3 (optimierbar, durchgezogen) bzw. ¢4 bis
@g (passiv, gestrichelt) sowie ihrer Geschwindigkeiten ¢; bei der Achsfolge W1P1PoWy
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Versuchsstand

Im Folgenden wird der zur Validierung der vorangegangenen Ausfithrungen genutzte
Versuchsstand beschrieben. Dies umfasst, entsprechend der Zweiteilung des mobilen
Roboters in Abschnitt 2.2, die Darstellung des Aufbaus, der Parameterermittlung,
der Ansteuerung und der Messdatenermittlung hinsichtlich des seriellen Roboterarms
sowie der den Arm tragenden, einseitig gebundenen bzw. lokal verspannten Basis.

6.1 Awufbau der seriellen Arme der Versuchsroboter

6.1.1 Modulares Robotiksystem

Die untersuchten verschiedenen Kinematiken des Roboterarms wurden unter Verwen-
dung des modularen Robotiksystems Powercube der Firma Amtec Robotics aufge-
baut. Es handelt sich hierbei um einzelne autonome Antriebsmodule, deren Drehbe-
wegung durch elektrisch kommutierte Gleichstrommotoren erzeugt und mit Harmo-
nic-Drive Getrieben untersetzt werden. Mittels Zwischenadapter konnen die Antriebs-
module in der Art eines Baukastensystems zu komplexen Kinematiken montiert wer-
den. Die Energieversorgung mit 24V Gleichstrom sowie die Kommunikationszuleitung
via CAN-Bus erfolgt gemeinsam iiber Spiralkabel, die sukzessiv von einem Modul zum
néichsten verlaufen. Bild 6.1 zeigt die im Rahmen dieser Arbeit benutzten Antriebs-
module und ihre Verkabelung. Uber einen Standard-PC mit CAN-Bus-Karte werden
den Antriebsmodulen Kommandos zur Bewegungssteuerung erteilt, die von den loka-
len Logikeinheiten in den Modulen analysiert und mittels digitaler Positions-, Ge-
schwindigkeits- oder Stromregler mit Servo-Endstufe in entsprechende Bewegungen
umgesetzt werden. Im vorliegenden Fall dieser Arbeit handelt es sich um die ¢-Ram-
penbefehle gemifi Abschnitt 5.2, die zu den Zeitpunkten tg’z an die jeweiligen An-
triebsmodule erteilt werden, vgl. Bild 5.8.

Der CAN-Bus stellt als asynchrones, serielles Bussystem den derzeitigen Standard im
Automotive-Bereich dar. Das Bus-Protokoll sichert mit Hilfe von Checksummen eine
korrekte Dateniibertragung zwischen Sender und Empfianger, so dass sicherheitskriti-
sche Daten in Echtzeit iibertragen werden kénnen. Die maximal mogliche Datenrate
ist umgekehrt proportional zur Linge des Bus; bis zu einer Lénge von 30m ist eine
Datenrate von 1000 kbit/s gewéhrleistet [47].

Die Regelung der einzelnen Roboterachsen erfolgt dezentral und autonom in den An-
triebsmodulen. In dem die beiden Achsen 5 und 6 enthaltenden, in Bild 6.1 rechts
dargestellten Handgelenkmodul sind zwei jeweils einer Achse zugeordneten autonome
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Logikeinheiten enthalten. Jede der sechs Logikeinheiten tritt als separates Gerédt am
CAN-Bus auf. Das Betriebssystem jedes der Antriebsmodule iiberwacht fortwihrend
die Stromaufnahme des Motors, die Temperatur der Motorwicklung und Endstufen-
transistoren sowie die Einhaltung der jeweiligen Endlagen. Zum Betrieb der Antriebs-
module wird neben dem Steuerungs-PC eine 24V Gleichstrom-Versorgung benétigt.

90mm-Antriebsmodule (Achsen 1 bis 3) 70mm-Antriebsmodul Handgelenk-
(Achse 4) Antriebsmodul
(Achsen 5 und 6)

1 . 1 \[ \)\ \ JTTTYTY
Zuleitung von . \ /I,, = N/ ,
PC/CAN-Karte o7 W\ s ,’ [ 3“ ST )

Y L

sowie Strom-

versorgung Spiral-Verbindungskabel

Bild 6.1: Im Experiment eingesetzte Powercube-Antriebsmodule

Der Einsatz einer separaten, bei gewohnlichen Industrierobotern iiblichen Roboterre-
gelung mit Leistungsverstirkern fiir jedes der Robotergelenke und entsprechender pa-
ralleler Leistungsstrom-Zuleitung zu jedem Gelenk ist beim vorliegenden System so-
mit nicht erforderlich und auch praktisch nicht realisierbar. Zwar liefle sich eine klas-
sische zentrale Regelung des Roboters durchaus mittels eines speziellen Stromsteue-
rungsbefehl iiber den CAN-Bus emulieren, der den von der Endstufe auf den Motor
zu leitenden Strom vorgibt. Da nun jedoch sechs Antriebsmodule am Bus vorliegen,
deren kinematische Zustéinde zudem fortwihrend ausgelesen werden sollen, ist die
Bandbreite des CAN-Bus pro Antriebsmodul fiir eine solche emulierte Stromregelung
nicht ausreichend. Die Bewegungen der einzelnen Achsen werden daher durch bereits
im Abschnitt 5.2 detailliert beschriebene, vom Application Programming Interface
API zur Verfiigung gestellte ¢-Rampenbefehle erzeugt, die einen minimalen Daten-
verkehr am CAN-Bus erzeugen und somit eine Erfassung der kinematischen Zustands-
daten mit nahezu der gesamten Bus-Bandbreite ermoglichen. Das vom Hersteller be-
reitgestellte und die Befehle zur Ansteuerung und zum Auslesen der Antriebsmodule
umfassende API ist zur Einbindung in C/C++ Code ausgelegt. Unter Nutzung der
MATLAB-sperzifischen mex-Schnittstelle, die eine Einbindung eigener C/C++ Pro-
gramme ermoglicht, wurde eine Steuerung des Roboters von MATLAB aus realisiert.

Die Erfassung der Gelenkwinkel erfolgt an der Motorwelle iiber Schlitzscheiben-En-
coder, was eine Wiederholgenauigkeit der Positionierung von +0,02° ermoglicht.

Bei der statischen Bindungsoptimierung in Kapitel 4, Gleichung (4.28) und (4.33), so-
wie beil der Bahnoptimierung in Kapitel 5, Gleichung (5.32), (5.34) und (5.35), wur-
den die kinematischen und kinetischen Limitierungen an den einzelnen Gelenken be-
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riicksichtigt. Ungeachtet spezieller kinematischer Limitierungen bei den drei realisier-
ten Achsfolgen lauten die entsprechenden Werte der verwendeten Antriebsmodule:

Praz = [160° 160° 160° 160° 100° 1080°)" . @i =~ Pruas
i = (150° 150° 150° 135° 216 340°)" sec ™!, o
@i = (600° 600° 600° 540° 864° 1700°)" sec™2 '
Myt e = (50 50 50 19 8 2)' Nm , My i = = My g

6.1.2 Modulparameter

Massen und Schwerpunkte

Die Massen der 90mm-Module betragen jeweils mgy=3409g, die des 7T0mm-Moduls
lautet myy=1833g. Gemaf Bild 6.2 liegen die jeweiligen Schwerpunkte Sgy bzw. Sy
zwar auf der Drehachse, wegen der ungleichméfligen Masseverteilung im Innern der
Antriebsmodule jedoch in einem gewissen Abstand zum geometrischen Mittelpunkt M.

70mm-Modul: @70

Bild 6.2: Schwerpunktlagen und Hauptachsen der 90mm-Module und des 70mm-Moduls

Die schwerpunktnahe ,Mechanik’-Hilfte eines Antriebsmoduls enthilt die mechani-
schen Komponenten wie die Wilzlager oder das Harmonic-Drive Getriebe, in der
schwerpunktfernen ,Elektronik’-Hélfte mit den Kabelanschliissen befinden sich die
elektronischen Komponenten. Die beiden Hilften werden dementsprechend hier und
bei der detaillierten Beschreibung der untersuchten Kinematiken im Anhang B.2 mit
den Indizes me und el gekennzeichnet.

In Bild 6.3 sind die Abstédnde der Schwerpunkte Sy 4 bzw. Spg p der das Handge-
lenk-Modul bildenden Teilkérper A und B zur Drehachse 5 dargestellt. Beide Schwer-
punkte befinden sich auf der Schnittgeraden der beiden Symmetrieebenen des jeweili-
gen Teilkorpers. Die jeweiligen Massen betragen mpq 4 =283¢g bzw. mpg p=1502¢g.
Die Masse des zum Teilkorper B um die Achse 6 verdrehbaren Teilkorpers C' ist zur
Vereinfachung der Modellbildung in mpq g enthalten, daher gilt mpyg ¢=0g.
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Teilkorper A: ; Teilkoérper B:

Greifer-
Punkt G

! A ,—@HGvB’q‘Z
Teilkorper C
Achse 6

Bl

- ~
Y ' > o \\@
Shog Ry
Py ot
1
. 24

T b4
™—Achse 5 ¥ 10 :
Onc A Achse 5——* O pg B g

Bild 6.3: Schwerpunktlagen und Hauptachsen der Teilkoérper des Handgelenk-Moduls

Massentrigheitsmomente

Die axialen Hauptmassentrégheitsmomente ©Ogg , bzw. O , der 90mm-Module bzw.
des T0mm-Moduls geméf3 Bild 6.2 sowie die jeweils zwei quer dazu verlaufenden Haupt-
massentréigheitsmomente Ogg ,; bzw. ©7q ,; wurden experimentell durch Auspendeln
der Module an einem Torsionsfederdraht ermittelt, vgl. Bild 6.4 und [14]:

Def.
@90,(1 = 47517106 gmm2 s @907(11 = @907(12 i @907‘1 = 11,229106 gmm2 ,

D

(6.2)
f.
@70,(1 = 17464'106 gmm2 R @707(]1 = @707(]2 < @707(] = 3,593106 gmm2

E_a— _,_“ 2 ”
Torsions- oszillierende

federdraht Drehung

90mm-
Modul

e U
] ><Gestell = |
) q%

Messen von @90, 2 Messen von @90’ a

Bild 6.4: Ermittlung der Massentrigheitsmomente durch Auspendeln
am Beispiel eines der 90mm-Module

Bei der Modellbildung kénnen die gesamte Modulmasse mgq bzw. myq sowie die Haupt-
massentrégheitsmomente Ogg ,; bzw. ©7g ,; zur Génze nur einer der beiden Modul-
hilften, die gem#fl dem noch folgenden Abschnitt 6.1.4 zu verschiedenen Korpern des
seriellen Mehrkorpersystems gehoren, zugeordnet werden. Die axialen Hauptmassen-
trégheitsmomente Og , bzw. Oz , hingegen werden bei der Modellbildung gesplittet
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und auf die ,Mechanik’- und die ,Elektronik’-Hilften der Module aufgeteilt. Zu ihrer
Identifikation wurden die Module an der ,Elektronik’-H#lfte auf einem Kraft-Momen-
tensensor montiert und das axiale Reaktionsmoment M, ,,, bei bekannter maximaler
Drehbeschleunigung ¢y, gemifl Gleichung (6.1) der ,Mechanik’-Modulhiilfte gemes-
sen, vgl. Bild 6.5. Mit O .. =M, e /Plim = g1 =04 —Og e lassen sich tiber die
durch das Auspendeln bekannten Gréfien Oqg , bzw. O , die Betrége der jeweiligen
Anteile identifizieren:

@90,a7me = 11,730- 10° g mm? = @90,0/761 =—17,213- 106 gmm2 )
(6.3)
@70,a,me :_37013'106 gmm2 = @70,(1,@1 = 4, 476-10° gmm2

Man stellt fest, dass die partiellen axialen Massentrigheitsmomente sich nicht etwa
ungefihr halbiert auf die beiden Modulhélften aufteilen, sondern der eine Anteil die
Gesamtsumme iibersteigt, withrend der andere Anteil bemerkenswerterweise einen ne-
gativen Betrag aufweist. Dieser Effekt ist auf die sehr hoch beschleunigte Motorwelle
im Innern der Module zuriickzufiihren,

o deren Massentrigheit sich je nach rela-

Q . tiver Drehrichtung bzgl. der angetriebe-

T — ’}ﬁ‘f&};amk" nen Modulhilfte positiv oder negativ auf

das jeweilige partielle axiale Massentrig-
heitsmoment auswirkt. Der negative An-
teil liegt bei den drei 90mm-Antriebs-
modulen bei der ,Elektronik’-Hélfte vor,
wiithrend beim 70mm-Antriebsmodul das
Massentrigheitsmoment der ,Mechanik’-
Hilfte negativ ausfillt. Dies beruht auf
einen unterschiedlichen Anschluss der

jeweiligen Modulhilften an das Harmo-
‘ | : nic-Drive Getriebe: Bei den 90mm-Mo-
4 %.V y dulen ist die ,Elektronik’-Hélfte mit dem

{f/[roarl;tenten- Flexspline und die ,Mechanik’-H#lfte mit
Sensor dem Circular Spline verbunden, beim
70mm-Modul hingegen sind die Verhilt-
nisse umgekehrt. Die Motorwelle treibt
dabei stets den Wavegenerator an [70].

,Elektronik’-
Hiilfte

Bild 6.5: Messung des axialen Reaktions-
moments

In analoger Weise konnen die in Bild 6.3 dargestellten Massentrigheitsmomente der
Teilkorper A und B des Handgelenkmoduls bestimmt werden. Sie lauten:

Ong.aa = 0,66810° gmm? ,  Opqp, =2331-10° gmm?
Ong.aq = 0,847-10°gmm? |, Oy p 1 = 3,318:10° gmm? (6.4)

Onc.ag = 0,664-10°mm? |  Opgpe =1,946-10% gmm?
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Das axiale Massentriigheitsmoment des um die Achse 6 drehbaren Teilkorpers C wird
vernachlissigt, die beiden quer dazu verlaufenden Massentrigheitsmomente sind in
Ona,B,q bzw. In O g o enthalten, vgl. Bild 6.3, so dass gilt:

Onc,.ca =9uccq =Oncce =0 (6.5)

Kennfelder der Antriebsmodule

Bei der statischen Bindungsoptimierung sowie bei der Bahnoptimierung wird der elek-
trische Energiebedarf des Systems betrachtet und soll minimiert werden. Die dazu in
den Gleichungen (4.20) sowie (5.20) bzw. (5.23) benstigten Kennfelder Pi(MMJ,gbZ-)
der einzelnen Antriebsmodule werden durch Approximation von an diskreten Stiitz-
stellen gemessenen Werten experimentell ermittelt. Dazu ist es notwendig, iiber einen
gewissen Zeitraum ein konstantes Lastmoment M), ; bei konstanter Drehgeschwindig-
keit ¢, auf das i-te Antriebsmodul zu geben und den dabei vom Antriebsmodul be-
notigten elektrischen Strom [;(?) durch Auslesen des Monitor-Ausgangs der verwen-
deten Stromversorgung zu messen, siche Abschnitt 6.2.3. Dessen zeitlicher Mittelwert
jimess beschreibt, mit der anliegenden konstanten Gleichspannung U;=24V multip-
liziert, die jeweilige zugehorige Leistung P; ;¢ des Antriebmoduls.

Die Strommessungen wurden mit
dem in Bild 6.6 gezeigten Versuchs-
stand durchgefiihrt, bei dem durch
ein variabel schnelles Anheben oder
Absenken verschieden grofler Massen
mittels Auf- oder Abwickeln einer ge-
wohnlichen Fahrradkette auf einer
Kreisscheibe von der Drehgeschwin-
digkeit unabhiingige Lastmomente
My ; auf das zu vermessende An-
triebsmodul aufgebracht wurden. Die
frei hingende, nicht aufgewickelte
Kettenmasse nimmt einen nicht zu
vernachlédssigenden Einfluss auf das
ansonsten  konstante Lastmoment
und damit auf den gemessenen Strom
I;(1). Daher wurde stets innerhalb eines zum Referenzwinkel ¢;y=0° symmetrischen
Winkelbereichs des Moduls gemessen. Fiir ¢; ist der Momentenanteil der Ketten-
masse mit Mo oo =0,93Nm bekannt. Die Kreisscheibe weist einen Wirkradius von
0,2m auf. Bei der experimentellen Kennfeldermittlung wurden nun verschiedene Mas-
sen mg einzeln oder kombiniert angehéngt, so dass fiir das Lastmoment My, ; gilt:

Mg = Mgepee +0,2mg ) mg (6.6)

Zur hinreichend genauen Approximation der gemessenen Stiitzstellen sind fiir die
Kennfelder P; (M M,i ,c,bz-) Polynomansétze zu wihlen, bei dem die Winkelgeschwindig-
keit ¢; quadratisch und das Lastmoment M, ; kubisch einflieflen:

Bild 6.6: Versuchsstand zum Ausmessen
der Antriebsmodule
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P-(M -gb~):{(c+cM -+ ey M3, + ¢y M3 -)-i-
i M,i>¥i 1 2 Mg 3 M 4 MM
+ (05 + g My + or M3, + cg Mz?\%,i)sbz‘ + (6.7)

+ (Cg + 10 Myp i + 1y Mig; + cpa M%z)%z } 24V

Die Polynomialkoeffizienten c¢; wurden unter MATLAB mit einem Datafitting-Verfah-
ren ermittelt, bei dem mittels einer Minimierung der Summe der kleinsten Fehlerqua-
drate die Kennfelder PZSM M,i ,g'ol-) an die gemessenen Leistungen, auf deren Auflis-
tung hier aus Platzgriinden verzichtet wird, approximiert wurden. Die dabei fiir die
sechs Antriebsmodule ermittelten Koeffizienten fasst Tabelle 6.1 zusammen.

Tabelle 6.1: Polynomialkoeffizienten der Kennfelder der Antriebsmodule

Koeffizienten c; Achse 1 |Achse 2 |Achse 3 |Achse 4 |Achse 5 |Achse 6

¢ [A 4,869 e-1| 5,027 e-1| 4,929 e-1| 4,835 e-1| 2,495 e-1| 3,531 e-1
¢y [A/Nm] 5,489 e-3| -2.925 e-3 | -3,137 e-3| -1,245 e-2| -3,009 e-2 | -7,197 e-2
¢ [A/(Nm)?] 3,703 e-4| 3,630 e-4| 3,641 e-4| 1,354 e-3| 1,106 e-2| 1,302 e-1
¢y [A/(Nm)?] 1,224 e-6| -1,605 e-6 | -1,292 e-6 | -2,735 e-5| -5,548 e-4 | -3,868 e-3
s [A(s/°)] 1,207 e-2| 5,304 e-3| 7,070 e-3| 3,180 e-3| 1,520 e-3| 5,491 e-4
¢ [A(s/°)/Nm] 8,322 e-4| -7.624 e-4| -7,718 e-4| -9,629 e-4| -9.606 e-4| -1,326 e-3
¢z [A(s/°)/(Nm)?] 5,027 -6 3,969 e-6| 4,036 -6 1,370 e-5| 9,815 e-6| -7,481 e-5
s [A(s/°)/(Nm)?] 1,337 -9 1,494 e-8| 5,718 e-9| 1,382 e-7| 2,845 e-6| 4,062 e-5
o [A(s/%)?] 5139 -5 1,916 e-6| 7,370 -6 1,321 e-5| 6,395 e-6| 1,730 e-6
c10 [A(s/°)? /Nm] 1,849 e-7| 2,712 7| 2,301 e-7| -4,630 e-8| 1,141 e-7| 5,034 e-7
c11 [A(s/°)?/(Nm)?] | 3,086 e-9| 6,396 e-9 1,123 -8 1,796 e-8| 7,270 e-8| 5,596 e-7
c19 [A(s/°)%/(Nm)3] | -0,163 e-9| -0,256 €-9| -0,290 e-9| -1,096 e-9| -1,155 e-8 | -2,655 e-7

Die Kennfelder weisen bei ¢; =0 einen Sprung auf, wie Bild 6.7 fiir das erste 90mm-
Antriebsmodul exemplarisch zeigt. Dieser ist auf den inneren Reibwiderstand der An-
triebsmodule zuriickzufithren, der bei der Drehbewegung stets iiberwunden werden
muss. In der einen Drehrichtung wirkt das Lastmoment M ; dabei unterstiitzend, in
der anderen muss das Antriebsmodul gegen M, ; arbeiten. Die Kennfelder gemif
Gleichung (6.7) gelten somit formell nur fiir positive Winkelgeschwindigkeiten. Bei
negativen ¢; gilt:
|

;<0 = Pi(Mpyr;,0;) = Pi(=Myp;,—¢5) (6.8)
Bei entgegengesetzt wirkenden maximalen Lastmoment My, ; und maximaler Drehge-
schwindigkeit ¢, liegt ein maximaler Leistungsbedarf der Antriebsmodule vor. Wirkt
Mjy; hingegen in die gleiche Richtung wie ¢;, fillt der Leistungsbedarf der Module ge-
ringer aus. Hier sind durchaus negative Werte moglich, wie das Kennfeld in Bild 6.7
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exemplarisch zeigt, so dass das betroffene Modul als Generator fungiert und elektri-
sche Leistung an die anderen Module des Roboterarms abgibt.

Leistung P; [W]
' Generatorbe- . h
~""i trieb (P<0)

T
!

300
200 M |
0d---"1

MM,Lmax =50

Bild 6.7: Kennfeld des ersten 90mm-Antriebsmoduls (Achse i=1)

6.1.3 Mechanische Kopplung der Module, Nomenklatur

Die Antriebsmodule werden mittels Montageadapter, die an die Stirn- oder eine der
Seitenflichen durch Schraubverbindungen montiert werden, miteinander verbunden.
Die geometrische Exaktheit und Reproduzierbarkeit der Verbindungen gewihrleisten
Passhiilsen, siehe Bild 6.8, die die Montageschrauben umschlielen und in entsprechen-
de Passlocher auf der Modul- und Adapterseite eingefiigt werden.

Die Adapter wurden unter der Vorgabe einer kompakten Bauweise bei geringem Ge-
wicht als Eigenentwicklung konstruiert und aus hochfestem Aluminium gefertigt. Die
Strukturfestigkeit der Adapter wurde unter der Annahme typischer Lastsituationen
(z.B. Anheben des gestreckten Roboterarms mit maximaler Modulbeschleunigung)
durch FEM-Analysen abgesichert. In Fortfithrung des rechtwinkligen Designs der An-
triebsmodule wurden die Adapter mit dem Ziel einer Rechtwinkligkeit oder Paralleli-
tit zweier sukzessiver Drehachsen entworfen. Es wurden die in Bild 6.9 dargestellten
Anordnungen beriicksichtigt, bei denen das jeweils zweite Antriebsmodul frontal (F),
seitlich (S), parallel (P) oder windschief (W) an das erste Antriebsmodul montiert

Passhiilsen

Bild 6.8: Verschraubung der Antriebsmodule mit den Montageadaptern
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seitlich (S) a parallel (Py) ?\deschlef (Wy)

frontal (F)

wind-

schief (W)

parallel (Py)

Bild 6.9: Varianten der Verbindung zweier Antriebsmodule

wird. Bei den Anordnungen P und W sind je zwei Varianten zu unterscheiden, die
durch die numerische Indizierung P; und Py bzw. W; und W, gekennzeichnet werden.

Die Buchstaben-Kiirzel werden zur Nomenklatur der Achsfolgen genutzt. Da inner-
halb des Handgelenkmoduls die seitliche Anordnung (S) der Achse 6 zur Achse 5 un-
verénderlich feststeht, sind vierbuchstabige Kiirzel ausreichend, um die Anordnung
der Achsen 2 bis 5 relativ zu den Achsen 1 bis 4 und damit die unterschiedlichen Arm-
kinematiken zu beschreiben. Wie schon in Abschnitt 5.8 dargestellt, wurden die Achs-
folgen FP{WoF, FSFS sowie W;P{P,W, fiir diese Arbeit ausgewihlt, vgl. Bild 5.15.
Gemifl den Ausfithrungen ebendort miissen die Achsfolgen die Sequenzen FS oder PP
enthalten, damit ein gemeinsamer Schnittpunkt dreier sukzessiver Achsen vorliegt
und somit die inverse Kinematik analytisch losbar ist. (Man beachte: Séimtliche Achs-
folgen werden durch die S-Verbindung der im Handgelenkmodul kombinierten Achsen
5 und 6 erginzt, so dass am Ende der Achsfolge FP{WyF die Sequenz FS vorliegt).
Die Geometrie- und Massenparameter der bei den drei ausgewihlten Achsfolgen be-
nutzten Zwischenadapter sind detailliert im Anhang B.1 beschrieben.

1 Achsfolgen
vom Typ
J ,,FSxx”

Bild 6.10: Varianten der Achsfolgensequenz FS mit teilweise nichtorthogonalen Drehachsen
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Damit sich bei der Sequenz FS die drei beteiligten Achsen in einem Punkt schneiden,
wurden konstruktive Sonderlésungen gewihlt und spezielle Montageadapter konstru-
iert, siehe Bild 6.10. Sie losen sich von den obigen Designvorgaben in der nichtortho-
gonalen Anordnung der Drehachsen zueinander. Auf diese Weise werden Kollisionen
zwischen dem ersten und dritten der drei an der Sequenz FS beteiligten Antriebsmodu-
le und damit Bewegungseinschrinkungen des mittleren Antriebsmoduls vermieden.

6.1.4 Modellbildung der Roboterglieder

Es ist zu unterscheiden zwischen dem i-ten Glied des Roboterarms und dem i-ten
Antriebsmodul. Die Masse m; des i-ten Glieds addiert sich aus den der zweiten Hélfte
des i-ten Antriebsmoduls sowie der ersten Hilfte des nachfolgenden k-ten Antriebs-
modul zugeordneten Massen myy, ; und myy, 1, aus den Massen mp, ; und mg, 5 der
gef. an diesen Hilften angeschlossenen und als Punktmassen erfassten Verbindungs-
kabel sowie der Masse m 4 ; des die Antriebsmodule verbindenden Montageadapters.

My = My, + MM,k + MK, i + MK, k + ma; k=i+1 (6.9)

GemdB Bild 6.11 zeigt der Vektor rgq ; vom Kopplungspunkt ¢); zum nachfolgenden
Kopplungspunkt Q.. Fir die Vektoren rgg; vom Kopplungspunkt ¢; zum Gesamt-
schwerpunkt S; des i-ten Glieds des Roboterarms bzw. rgg; von §; zum Kopplungs-
punkt @, vgl. Abschnitt 2.2.1, gilt dann:

TQS,i = (TQM,z' Mty +(TQQu TTQM k) Ty b FTQA MAi T TQK i Ty, T (6.10)

+(19Qi T Kk >mK1,k) / m; : T5Q,i = 1QQi ~ QS
Der im korperfesten Koordinatensystem i formulierte und auf den Gesamtschwerpunkt
S; bezogene Massentragheitstensor ;©; des i-ten Glieds summiert

e die auf die jeweiligen Schwerpunkte S; bzw. S; bezogenen Massentrigheitstenso-
ren ;@) ; und ;@) ; der beiden beteiligten Antriebsmodulhélften,

* der auf den Schwerpunkt S, ; bezogene Massentrigheitstensor ;04 ; des Monta-
geadapters sowie

e die Steiner-Anteile S aller Teilmassen aus Gleichung (6.9).
9= Oy, + Opp + On; + S(irQA,i _z"r'QSJ)mAJ + ...
et S(z””QM,z‘ - z"”QS,z‘)mM2,z' + S(ﬂ"@@,z‘ +iTQM k — iTQS,i)li,k +...  (6.11)
ot S(i’T’QK27Z- — Z-TQS7Z-)mK27¢ + S(Z'T‘QQﬂ' +iTQK & — iTQSJ)mKl,k

72 —xy —x2

Fiir die Steiner-Matrizen gilt dabei: ~ S(r)=|—-zy 3> —yz| , r=|y (6.12)

—xz —Yz 22
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Im Anhang B.2 sind fiir die drei realisierten Achsfolgen die Werte der jeweiligen Geo-
metrie- und Massengrofien aufgelistet.

Kopplungspunkt
punkt SK2’Z- : PPIIESD Qk

Schwerpunkt S M.k des
k-ten Antriebsmoduls

Gesamtschwerpunkt S;

TQK2,i : :
des i-ten Roboterglieds

i-tes Glied Kopplungspunkt Ql

des Roboterarms
Schwerpunkt S M,i des i-ten Antriebsmoduls

Bild 6.11: Vektoren und Teilmassen am i-ten Glied des Roboterarms

6.2 Aufbau des Versuchsstands

6.2.1 Aufbau und Parameter der Basis

Die Basis bildet den unteren, tragenden Teil des Versuchsroboters und besteht haupt-
séichlich aus mit Winkelelementen verbundenen Standard-Aluminiumprofilen. Sie stellt
die einseitigen Bindungen und ggf. lokalen Verspannungen zur festen Umgebung her
und umfasst alle Bauteile des Versuchsroboters, die unterhalb des Kopplungspunkts
()1 zum ersten Glied des auf ihr montierten Roboterarms liegen. Die erste Hélfte des
ersten 90mm-Antriebsmoduls, welches mittels eines Adapters mit einem Kraft-Mo-
menten-Sensor (KMS) verbunden ist, gehort ebenfalls zur Basis. Bild 6.12 zeigt die
Komponenten der Basis sowie ihre geometrischen Kenngrofien.

An der Unterseite der Basis sind drei Stahlstege angebracht, die beim vollstéindigen
Versuchsaufbau in die im nachfolgenden Abschnitt néher dargestellten Bindungstriger
ragen. In die Stege sind von unten 16mm-Wilzlagerkugeln eingepresst, die den Kon-
takt zur Umgebung herstellen und wegen ihrer definierten Geometrie eine gute Repro-
duzierbarkeit der kontaktmechanischen Verhéltnisse an den Kontaktpunkten sichern.

Ein Loskippen bzw. -gleiten des Versuchsroboter ist durchaus im Sinne dieser Arbeit,
ein vollstindiges Umkippen ist jedoch zur Schonung des Materials zu vermeiden. Da-
her ermoglichen die an den Stegoberseiten angebrachten Kontaktringe eine definierte
maximale Auslenkung der Kontaktpunkte von 2mm in normaler sowie tangentialer
Richtung bis zum Anschlag am geometrisch korrespondierenden Gegenstiick der Bin-
dungstriager. Die Stegseiten sind zum Zwecke der tangentialen Bewegungsdetektion
durch Lasersensoren (siehe Abschnitt 6.2.2) mattweif3 lackiert.
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mattweifle
Stegseite

Aluminiumprofil

Bild 6.12: Komponenten und geometrische Kenngrofien der Roboterbasis

Die Verschraubung der Stege an den Aluminiumprofilen der Basis ist mittels Kunst-
stoffplatten und -scheiben elektrisch isoliert ausgefiihrt, so dass der Kontaktzustand
in Normalenrichtung an jedem Bindungspunkt einzeln elektrisch erfasst werden kann.
Eine Separation einer Bindung in Normalenrichtung zieht eine einfach zu detektieren-
de Offnung des entsprechenden elektrischen Kontakts zur festen Umgebung nach sich.

Zur Evaluierung des dynamischen Modells des Roboterarms wird der KMS mit dem
Messkoordinatensystem M eingesetzt. Der Zusammenhang zwischen den auf ihn wir-
kenden Kriften und Momenten »,F g9 bzw. 3;Mgug und den am Kopplungspunkt
(1 vom Arm auf die Basis eingeprégten Kréften und Momenten Fg; bzw. M) lau-
tet unter Berticksichtigung der Adaptermasse my=164g:

c60° s60° 0
M Frums :AMVB (BFQ,l + gz(my +mM171)g)
, Ay p=|—s60° c60° 0 (6.13)
mMgars =AM7B (BMQ,l + pz BFQ,l 108,2mm) 0 0 1

Die drei Kontaktpunkte der Basis bilden ein gleichseitiges Aufstandsdreieck mit der
Kantenlidnge [n. Sie liegen infolge der horizontalen Kontaktebene auf gleicher Hohe
sowie konzentrisch zur vertikalen ersten Drehachse des Roboterarms. Fiir die Nor-
malen- und Tangentialvektoren an den Kontaktpunkten geméf Gleichung (2.27) gilt
ptiy =00 07T, gty =(0 1 0)" sowie gny, =(0 0 1)".

Die Kantenlénge Iz des Aufstandsdreiecks ist bis I ,,4, =500mm tiber die Verschrau-
bung der Aluminiumprofile frei einstellbar. Fiir die Ortsvektoren rq f; vom ersten
Kopplungspunkt ); zum k-ten der pg=3 Kontaktpunkte K. gilt bzgl. des korperfes-
ten Basissystems B, vgl. Kapitel 2.3:

1 1 _
NG NER ia
prok1=| 3la |, Brgr2=| —3la |, Brgr3z=| O (6.14)

—246 mm —246 mm —246 mm
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Das Basis- und das Inertialkoordinatensystem sind zu Beginn der Betrachtung kon-
gruent, A;p =E3, der Basisschwerpunkt Sp befindet sich im Ursprung des Inertial-
systems, ;rg =0, vgl. Gleichung (2.46) und Bild 2.5.

Die Masse der Basis betrigt mp=6582g. Die relative Lage des Basisschwerpunkts Sp
bzgl. des Kopplungspunkts ¢); hingt von [z ab und wird beschrieben durch:

BT = | 36mm—01260y Omm —100mm )" (6.15)

Fiir den Ortsvektor vom Basisschwerpunkt Sp zum k-ten Kontaktpunkt Kj geméif
Gleichung (2.57) folgt prpr=—prop+ BTo K- Gemdd den Ausfihrungen zur
Zweiteilung des Systems in Arm und Basis im Abschnitt 2.2.1 ist eine Kenntnis des
Massentriagheitstensors p®p der Basis nicht notwendig. Er wére nur beim Auftreten
einer beschleunigten Bewegung der Basis relevant, was jedoch einen Bindungswechsel
der Basis bedeutet und somit auflerhalb des Fokus dieser Arbeit liegt. Es kann daher
vereinfachend p®p =FEj3 gesetzt werden.

6.2.2  Aufbau der Bindungstriger

Einseitige Bindungen

Die Bindungstriiger sind Teil der starren Umgebung. Sie enthalten die Kontaktpunkte
der Umgebung mit den in den drei Stegen der Basis eingepressten Wiilzlagerkugeln,
vgl. Bild 6.12, und liegen somit dreifach vor. Die Montage erfolgt an auf einem Mess-
tisch befestigten Standard-Aluminiumprofilen. Mittels an der Unterseite angebrachter
Passfithrungen wird eine prézise Verschieblichkeit erreicht, die eine Feinjustage ihrer
Position beziiglich der Geometrie der Roboterbasis erméglichen, vgl. Bild 6.13a).

Der Hauptkorpus der Bindungstriiger weist eine 90°-Rotationsymmetrie auf, was die
Variabilitit und Flexibilitit beim Aufbau des Versuchstands steigert, und besteht aus
Kunststoff POM-C. So wird eine elektrische Isolation der Kontaktplatten erreicht, die
fiir die Detektion eines Bindungswechsels in Normalenrichtung iiber den elektrischen
Kontakt zwischen der Kontaktplatte und dem Steg der Basis benotigt wird. Die ge-
méf Bild 6.13b) in den Korpus eingepassten runden Kontaktplatten aus nichtrosten-
dem CrNi-Stahl werden von unten durch Schrauben fixiert, welche zudem zur Befes-
tigung der Signalleitung dienen. Die Oberflichen der Kontaktplatten wurden zur Re-
duktion des Haftreibkoeffizienten sowie zur Reproduzierbarkeit der Versuche poliert.

Mittels Aluminium-Montagetriger werden laseroptische Triangulationssensoren zur
Detektion eines Bindungswechsels in Tangentialrichtung an den Hauptkorpus befes-
tigt und auf die mattweiflen Stegseiten ausgerichtet, vgl. Bild 6.13c).

Den oberen Abschluss der Bindungstriger bilden angeflanschte Aluminiumdeckel, sie-
he Bild 6.13d). Ihre innere Formgebung korrespondiert mit den auf der Oberseite der
Stege der Basis befestigten Kontaktringen, so dass sie als Endanschlige fiir die Bewe-
gungen der Basis fungieren (Auslenkungsbeschrinkung auf je 2mm, vgl. Abschnitt
6.2.1). Ein zentrisches Guckloch im Deckel vereinfacht die manuelle Riickzentrierung
der Kontaktpunkte nach erfolgter Auslenkung der Basis.
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Bild 6.13: Aufbau der Bindungstriger

Wihrend sich ein Bindungswechsel in Normalenrichtung durch das Offnen des elektri-
schen Kontakts sofort detektieren ldsst, kann ein Bindungswechsel in Tangentialrich-
tung infolge des Signalrauschens der Lasersensoren erst nach Uberschreiten eines ent-
sprechenden Schwellenwertes festgestellt werden, was im Rahmen dieser Arbeit jedoch
eine vernachlissigbare Rolle spielt. Es reichen drei sinnvoll (d.h. mit méglichst grofem
Abstand zwischen den Schnittpunkten der Messachsen) auf die drei Bindungstriger
verteilte Lasersensoren aus, um jegliche tangentiale Bewegung der Basis zu erfassen.

Der dem Kontaktpunkt K3 zugehorige Bindungstréiger erhélt zwei in jz- bzw. jy-Rich-
tung ausgerichtete Sensoren (— Messwerte Azg und Ays), vgl. Bild 6.14. Der dritte
Sensor wird, in jy-Richtung ausgerichtet. am Bindungstriger des Kontaktpunkts K,
montiert (— Messwert Ays). Fiir die Verschiebungen Az, und Ay, des in der Ver-
léingerung der ersten Drehachse des Roboterarms liegenden Mittelpunktes M zwischen
den drei Kontaktpunkten der Basis sowie fiir deren Verdrehwinkel o, folgt aus dem
Starrkorperansatz sowie den Gleichung (6.14) und (C.3):

Iﬁ:l:l:«//{%-i-/i%—l k1 :\/glA/(Q(A?JQ—A?JS)_ZA)
kg +1 kg = —la/(2(Ayp —Ays)—Ia) (6.16)

= A:BM:Ax3+(cosaM—1>lA/\/§ , Ayyr = Ayg +sinayy Ia /A3

oy = 2arctan

Fiir oy gilt die betragsmiiflig kleinere der beiden Losungen. Die restlichen tangentia-
len Verschiebungen der Kontaktpunkte K; und Ky lauten damit:
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Axy Az, cosayy —1 Z —sinayy l
Ay | = Ay | +| sinay, %—i— cosayr —1 % (6.17)
Az, Axyy cosajy —1 sin oy

Wie Voruntersuchungen zeigten, dominiert
bei reiner Trockenreibung zwischen der
Kontaktplatte und der Wilzlagerkugel das
Risiko eines Umkippens gegeniiber dem
eines Weggleitens. Daher wird der Haftrei-
bungskoeffizient s, durch Einolen der
Kontaktfliche abgesenkt und so das Risiko
eines Weggleitens des Roboters gezielt er-
hoht. Mittels einer Kraftmessfeder wird
to=0,2 identifiziert. Ein allgemeiner Lite-
raturiiberblick zu experimentell ermittelten
Reibcharakteristika der Materialpaarung
Stahl/Stahl ist in den Arbeiten [101] [113]
zu finden.

Aufstandsdreieck

Lasersensoren

Bild 6.14: Geometrie der Roboterbasis, Aus-
richtung der tangentialen Lasersensoren

Kraftkonstante halbstarre lokale Verspannung

Der in Bild 6.15 dargestellte Spannmechanismus realisiert eine kraftkonstante lokale
Verspannung mit einseitiger Anpressung. Er wird entsprechend der Definition der
untersuchten Szenarien zur Bahnoptimierung in Abschnitt 6.8 an den dem Kontakt-
punkt K3 zugeordneten Bindungstréiger alternativ zum zuvor beschriebenen einfachen
Deckel angeschraubt, vgl. Bild 6.13d) . Bei dieser konstruktiven Losung verlagert sich
entgegen Bild 3.22a) die Verspannungsmechanik auf die Seite der festen Umgebung.
Der zuldssige Kraftbereich gemifl Bild 3.22b) und damit die in Abschnitt 3.2.4 darge-
stellte Modellierung des Bindungsverhaltens gelten jedoch unveridndert. Die konstante
Anpresskraft F'* wird durch die Schwerkraft der bereits bei der Ermittlung der Mo-
torkennfelder gem#f3 Abschnitt 6.1.2 genutzten Massen erzeugt, vgl. Bild 6.6, die iiber
die Zentrierstange des mittels zweier Linearfithrungen vertikal beweglichen Massen-
trigers aufgelegt werden, siehe Bild 6.16. Bei Uberschreiten der durch F* definierten
Kraftgrenze in Normalenrichtung hebt die Basis den Massentriger mitsamt den Zu-
satzmassen an, so dass ein Bindungswechsel zwischen der eingepressten Wilzlagerku-
gel und der darunter angebrachten Kontaktplatte auftritt. Die Vorspannung der Li-
nearfithrungen und damit die Leichtgingigkeit des Massentrigers sind mittels Justier-
schrauben iiber Klemmschlitze im Aluminiumgehéuse des Mechanismus einstellbar.

Der Kontaktpunkt zwischen der Wilzlagerkugel und der oberen Kontaktplatte am
vertikal beweglichen Massentriger ist ebenfalls eingetlt. Die beiden Haftreibungsko-
effizienten betragen 1 ,, = o ,=0,2. Der Massentréger (540 g) und die aufgelegte Zu-
satzmasse (2450g) erzeugen eine Anpresskraft von F*=2933N. Ein in das Alumini-
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umgehiuse eingepresster Kontaktring fungiert im Zusammenspiel mit dem Kontakt-
ring des Stegs in Tangentialrichtung als Endanschlag der lokalen Verspannung, der
zugehorige Bewegungsspielraum betrigt 2mm. Der Bewegungsspielraum des Massen-
trigers bis zum Endanschlag in Normalenrichtung betréigt 1,5mm.

— Zentrierstange

Massentriiger

Aluminiumgehéuse des
Verspannungsmechanismus

Linearfithrung Justierschraube

Aluminiumprofil : Klemmschlitz
der Basis

é

/l
2

<
AP AASPAIPPLA5. 2
rrxrxrrrrrrrrrrg

Z/

Steg mit eingepress- ]

ter Wilzlagerkugel ] Kontaktring im Bindungsgehiiuse

unt erel obere Kontaktplatte

Kontaktplatte

Kunststoffkorpus

des Bindungstrigers Kontaktring am Steg (mit Basis beweglich)

Bild 6.15: Realisierte kraftkonstante lokale Verspannung mit einseitiger Anpressung

6.2.3 Mess- und Steuerungsaufbau

Die elektronische Peripherie des Versuchsstands zeigt Bild 6.16. Die Messdatenerfas-
sung erfolgt iiber eine DS1103 Karte des Herstellers dSpace, die zur Abschirmung in
einem separaten Gehéuse eingebaut und per Glasfaser iiber eine Optokopplerkarte mit
einem Mess- und Steuer-PC verbunden ist. Uber die analogen Einginge der DS1103
werden die von jeweiligen Auswertelogiken aufbereiteten Werte des Kraftmomenten-
sensors (3 Krifte und 3 Momente — 6 Kaniile) und der drei Lasersensoren (vgl. Ab-
schnitt 6.2.2 — 3 Kanile) sowie die Monitoring-Daten der 24V-Gleichstromversor-
gung (Ausgangsstrom und -spannung — 2 Kanile) eingelesen. Zur Detektion eines
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Bindungswechsels in Normalenrichtung sind drei digitale Eingéinge der DS 1103 mit
den Kontaktplatten in den drei Bindungstrigern verbunden.

Die mit 380V-Drehstrom gespeiste 24V-Gleichstromversorgung beliefert den Versuchs-
roboter sowie die Auswertelogiken der Lasersensoren. Das Monitoring des Ausgangs-
stroms der Gleichstromversorgung dient zur Validierung des bei der Bahnoptimierung
auf Basis der Kennfelder P; (M) ;,p;) der Antriebsmodule pridizierten Energieum-
satzes wihrend der Bewegung des Roboters, vgl. Abschnitt 5.5.1.

Versuchsroboter Mess- und
(hier Achsfolge FP1WoF) Steuer-PC

* MATLAB

CAN-Bus (1Mbit/s)
)

Moment M g yrg

o Kraft FKMS\
\
N\

(7
Zusatzmasse der KME-IAUT{-
lokalen Verspannung l WELLE o
KMS ——

Stromver-
sorgung

= =d .
N Auswertelogiken
der Lasersensoren

Bild 6.16: Mess- und Steuerungsaufbau beim Versuchsstand
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Kapitel 7

Messergebnisse und Modellverifikation

In Kapitel 5 wurden das Bahnoptimierungsproblem fiir einen mobilen Roboter mit
einseitigen Bindungen und ggf. zusétzlichen lokalen Verspannungen definiert sowie
die entsprechenden Losungen fiir die betrachteten Fille A bis H der drei Achsfolgen
mit den verschiedenen Bindungskonfigurationen dargestellt, vgl. Tabelle 5.1. Im Fol-
genden konnen nun fiir diese Losungen mit dem in Kapitel 6 beschriebenen Versuchs-
stand die prognostizierten Zeitverldufe der kinematischen, kinetischen und energeti-
schen Groflen wihrend der Armbewegung validiert sowie das reale Bindungsverhalten
zwischen der Roboterbasis und der Umgebung zur Verifikation der Bindungspersis-
tenz beobachtet werden.

7.1 Kinematik

Es ist zu priifen, inwieweit die bei der Bahnoptimierung festgelegten Zeitverliufe der
Kinematik des Versuchsroboters bei der realen Bahnbewegung eingehalten werden. Da-
zu werden zunéchst die Schleppfehler der Gelenkwinkel A;(t) = ©; yess(t) — 5 son(t)
betrachtet. Sie beschreiben die Differenz zwischen den wihrend der Bewegung des Ro-
boterarms fortlaufend gemessenen Istwerten der Gelenkwinkel ¢ ,0q, und den iiber
die Gleichungen (5.9) und (5.19) aus dem hardwarenahen ¢-Rampenansatz folgenden
Sollwerten ¢; 4. Bild 7.1 zeigt fiir die Referenzlosungen geméfl Abschnitt 5.9 der in
Abschnitt 5.8 definierten Fille A bis H die Zeitverldufe der Schleppfehler Agp;.

Bei der experimentellen Realisierung der Referenzlosungen sind bei den sechs Gelenk-
winkeln Schleppfehler von bis zu -1,5° zu beobachten. Eine Abweichung bei einem
greifernahen Gelenkwinkel wirkt sich hierbei jedoch wegen der geringeren Hebelléingen
weniger stark auf die Bahnposition des Greiferpunkts des Roboterarms aus als bei ei-
nem basisnahen Gelenkwinkel.

Zur Analyse der skalaren Bahnabweichung ATG(t):ITG(SOmess(t))—]TG(S"soll(t))i
werden die iiber die Vorwirtskinematik gemifi Gleichung (2.38) aus den Soll- un
den gemessenen Istwerten der Gelenkwinkel folgenden Positionen des Greiferpunkts
im inertialen Koordinatensystem I ausgewertet. Die Zeitverliufe Arg(t) der Bahn-
abweichung bei der experimentellen Realisierung der Referenzlésungen der betrachte-
ten Fille A bis H sind in Bild 7.2 dargestellt.
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Bild 7.2: Zeitverldufe der auftretenden Bahnabweichung Arg(t)
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Bild 7.3: Maximal tiber der Zeit auftretende Bahnabweichungen Arg 1,4,

Die skalaren Bahnabweichungen Arg ., =max, (Arg(t)), die bei der experimentel-
len Realisierung der 50 Optimierungslosungen der betrachteten Fille A bis H iiber
der Zeit maximal auftreten, zeigt Bild 7.3 in jeweils aufsteigender Reihenfolge. Bei
der Achsfolge FP;WyF treten maximale Bahnabweichungen Arg,, . bis 10mm auf.
Die Abweichungen liegen bei der Achsfolge FSFS in der Gréflenordnung von 5mm,
bei der Achsfolge W;P;PoW5 hingegen liegen grofitenteils Bahnabweichungen von nur
ca. 2mm vor. Die Ursache fiir diesen Unterschied zwischen den drei Achsfolgen ist in
den infolge der jeweiligen geometrischen Massenverteilung unterschiedlichen Lastmo-
menten begriindet, die wihrend der Bahnbewegung des Roboterarms auf die Gelenke
wirken. Die beobachteten Bahnabweichungen werden fiir die Zwecke dieser Arbeit als
akzeptabel eingestuft.

7.2 Kinetik

In Bild 7.4 sowie Bild 7.5 werden fiir die Referenzlosungen der Fille A bis H die am
Kraftmomentensensor wihrend der Bahnbewegung gemessenen Krifte F;€ 3/ F s
und Momente M; € ;Mg s, sieche Abschnitt 6.2.1, mit den Sollkréften und -momen-
ten verglichen. Letztere werden iiber Gleichung (6.13) mit den aus dem dynamischen
Modell des Roboterarms geméfi Kapitel 2.2.2 gewonnenen SollgroBen Fg; und Mg
am Kopplungspunkt (); zwischen Roboterarm und Basis bestimmt.

Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung, die
jeweiligen Kurven sind mitunter kaum unterscheidbar. Es miissen jedoch Schwingun-
gen in den gemessenen Kraft- und Momentenverldufen konstatiert werden, die auf die
real vorhandenen, im Modell jedoch vernachlissigten Elastizitéiten in den Harmonic
Drive Getrieben sowie in dem den Roboterarm tragenden Kraft-Momenten-Sensor zu-
riickzufiihren sind. Die experimentelle Realisierung der iibrigen 49 betrachteten Losun-
gen des Bahnoptimierungsproblems liefert Ergebnisse auf entsprechend gutem Niveau.
Das dynamische Modell des Roboterarms kann somit als plausibel bewertet werden.
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Bild 7.5: Zeitverldufe der Komponenten M; des Momentenvektors 3/M g
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7.3 Energieumsatz

Uber den Monitorausgang der 24V-Gleichstromversorgung wird der Betrag des wiih-
rend der Bahnbewegung des Roboterarms bei der experimentellen Realisierung der
Referenzlosungen der betrachteten Fille A bis H bereitgestellten elektrischen Stroms
und damit die jeweilige elektrische Gesamtleistung Pges(t)zzlepi(t) erfasst, vgl.
Abschnitt 6.2.3. Die gemessenen Werte werden mit den iiber die Armdynamik aus
den Kennfeldern P; (M), ;,¢;) der einzelnen Antriebsmodule pridizierten Werten fiir
die elektrische Leistung des Roboterarms verglichen.

Es ist sowohl bei den in Bild 7.6 ndher betrachteten Referenzlosungen als auch bei
den anderen jeweils 49 Losungen des Bahnoptimierungsproblems eine gute Uberein-
stimmung zwischen den pridizierten und den gemessenen Zeitverldufen der elektri-
schen Leistung zu verzeichnen. Die im Auf-/Abwickelversuch gemifi Abschnitt 6.1.2
realisierte experimentelle Ermittlung der Kennfelder der einzelnen Antriebsmodule
erweist sich somit als gut geeignet fiir die Priadiktion des Energieumsatzes des gesam-
ten bewegten Roboterarms und als zweckdienlich fiir die Bahnoptimierung.

W‘“’\__ MW Messung

| Fall G | | Fall H ~" Rechnung
4 6—t[s] 0 2 4 6—t[s]

Bild 7.6: Zeitverldufe der elektrischen Gesamtleistung Pyes(t) des Roboterarms
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7.4 Bindungsverhalten

7.4.1 Normalenrichtung

Der elektrische Kontakt zwischen den in den Stegen der Roboterbasis eingepressten
Wiilzlagerkugeln und den in den Bindungstrigern fixierten Kontaktplatten auf Seiten
der festen Umgebung, vgl. Abschnitt 6.2.2, ermoglicht eine Analyse des Bindungsver-
haltens des Roboters in Normalenrichtung. Ein Offnen der Bindungen in Normalen-
richtung kann durch einen Abfall der jeweiligen Messspannung detektiert werden.

Bei der experimentellen Realisierung der Referenzlosungen der betrachteten Fille A
bis H ist kein lingerfristiges Offnen einer der einseitigen Bindungen zu beobachten,
die Kippsicherheit des einseitig gebundenen Roboters ist somit gegeben. Jedoch ist
mitunter fiir sehr kurze Zeitriume ein Offnen eines Kontakts festzustellen, wie die
Zeitverldufe der Messspannungen an den drei Bindungspunkten Kj bis K3, vgl. Ab-
schnitt 6.2.1, fiir den exemplarischen Fall F in Bild 7.7 zeigen. Die Ursache hierfiir
liegt in den von den einzelnen Antriebsmodulen erzeugten und sowohl horbaren als
auch per aufgelegte Hand spiirbaren Vibrationen im Roboterarm. Diese setzen sich in
die Basis des Roboters fort und kénnen dort an den mit nur einer geringen normalen
Anpressung Fy 20 behafteten Kontaktpunkten eine kurzfristige Separation der Kon-
taktpartner hervorrufen. Eine echte Separation an den Bindungspunkten und damit
ein Kippen des einseitig gebundenen Roboters ist in diesen kurzfristigen Kontaktun-
terbrechungen jedoch nicht zu sehen.

t=0s: Beginn der Armbewegung t=3,355s: Ende der Armbewegung

-~ :

,- geschlossen - ‘ . — :
Kontaktpunkt K3< = geotfnet - |- CHL ) kurafristiges Offneri | __ .
\v Ndes N ormalkontakts
_- geschlossen - : : —— : -
Kontaktpunkt K9« & .. : : :
_____ geoffnet____________5__________;__--——-\- St EEEEEEEEEEE

,- geschlossen - : ; : : L
Kontaktpunkt Kj < & > : : :

Bild 7.7: Zeitverlauf des Bindungszustand in Normalenrichtung bei der experimentellen
Realisierung der Referenzlosung des Falls F (Achsfolge FSFS)

Die maximal auftretende Dauer At,,,, der Kontaktunterbrechungen an den drei Kon-
taktpunkten bei allen jeweils 50 Losungen des Bahnoptimierungsproblems fiir die Fille
A bis H stellt Bild 7.8 in sortierter Reihenfolge dar. Es zeigt sich, dass bei keiner der
experimentell realisierten Losungen des Bahnoptimierungsproblems eine Kontaktun-
terbrechung in Normalenrichtung von mehr als 30ms Dauer auftritt, und somit auch
kein Kippen des einseitig gebundenen Versuchsroboters vorliegt. Das Einhalten der
Randbedingung der normalen Bindungspersistenz wihrend der Armbewegung bei der
Bahnoptimierung geméf3 Abschnitt 5.6.1 konnte somit experimentell bestétigt werden.
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Bild 7.8: Maximal auftretende Dauer At ,, der Kontaktunterbrechungen
bei allen jeweils 50 Losungen des Bahnoptimierungsproblems

Um zu priifen, wie nah die bei der Bahnoptimierung gefundenen Loésungen an der
Grenze zum Kippen oder Losgleiten des einseitig gebundenen Versuchsroboters liegen,
wird ein Zeit-Skalierungsfaktors 7 eingefiihrt, der die optimierten Soll-Winkelgeschwin-
digkeiten ¢y ; ,,; und -beschleunigungen @7 ;,, der einzelnen Rampenbefehle rezip-
rok skaliert. Auf diese Weise kénnen die kinematischen Zeitverldufe der einzelnen Lo-
sungen des Bahnoptimierungsproblems linear zu 7 gestaucht oder ausgedehnt werden.

- ek . ek 9 )
Po,i,skal = Po,i,opt /T, Po,i,skal = Po,i,opt /T, i€ {17 273} , 0EF,

(7.1)
= tE,mskal - tE70,0pt T

Infolge dieser Variation #ndern sich die Systemdynamik und damit die vom Robo-
terarm auf die einseitig gebundene Basis des Roboters eingeprigten Krifte und Mo-
mente, was das Risiko eines Bindungswechsels in Tangentialrichtung (Losgleiten) o-
der Normalenrichtung (Kippen) als Nebenbedingung der Bahnoptimierung unmittel-
bar beeinflusst. Bild 7.9 zeigt exemplarisch fiir die kippempfindlichen Félle B und C
(In,2=300mm, ohne und mit lokaler Verspannung) der Achsfolge FP;WyF die Aus-
wirkung der Variation auf das Bindungsverhalten in Normalenrichtung. Die Kenn-
grofle ist dabei die maximal auftretende Dauer At,,, der Kontaktunterbrechungen,
die bei experimenteller Realisierung der gestauchten bzw. gestreckten ¢(¢)-Rampen-
verldufe der zugehorigen 50 Losungen auftreten.
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Bild 7.9: Auswirkung des Skalierungsfaktors f; auf die Kontaktunterbrechungs-
dauer Aty qz [sec] bei der Achsfolge FP{WoF | Fille B und C

Man erkennt, dass bereits eine geringe Steigerung der Systemdynamik durch Stau-
chung der kinematischen Zeitverliufe um nur 5% (7=0,95) die maximale Kontakt-
unterbrechungsdauer At,,,, derart anhebt, dass von einer Separation an den einseiti-
gen Bindungspunkten gesprochen werden kann. Dieses Urteil wird dadurch bestérkt,
dass bei der experimentellen Realisierung der zeitlich gestauchten Armbewegungen die
auf der Oberseite der Stege der Basis befestigten Kontaktringe, vgl. Abschnitt 6.2.1,
mitunter deutlich hérbar gegen die an die Bindungstriger angeflanschten Aluminium-
deckel stoflen. Es kann festgehalten werden, dass die Bahnoptimierung mit Hilfe der
einseitigen Kontaktmodellierung Losungen liefert, die den Spielraum der Bindungs-
persistenz in Normalenrichtung nahezu ausreizen, aber eben nicht iiberschreiten.

7.4.2 Tangentialrichtung

Gem#fl Abschnitt 6.2.2 wird die tangentiale Bindungspersistenz der Roboterbasis
durch Lasersensoren iiberwacht, die die x- und y-Auslenkungen Az3, Ayy und Aysg
an den Bindungspunkten Ky und Kj erfassen.

In Bild 7.10 sind exemplarisch fiir die Referenzlosung des Falls G (a1 =500mm) bei
der Achsfolge W;P;PsW, die Ortskurven Ay (t)=[Azy(t) Ay, (t)]T der drei Kontakt-
punkte K} sowie die zeitabhéngigen Verlidufe der Verschiebungen Axzy () und Ayy,(t)
sowie des Verdrehwinkels o ,(t) des Mittelpunkts dargestellt. Man stellt iiber die ge-
samte Dauer der Armbewegung ein Wandern der Kontaktpunkte in der Groéfienord-
nung einiger Zehntelmillimeter fest. Bei der experimentellen Realisierung der anderen
Losungen des Bahnoptimierungsproblems tritt ein dhnliches Verhalten auf. Dieses ist
wie die kurzzeitigen Kontaktunterbrechungen in Normalenrichtung auf die Vibratio-
nen im Roboterarm sowie auf die beim Starrkorper-Modellierungsansatz unberiick-
sichtigten, real jedoch existenten Elastizitéiten in der Basis zuriickzufiihren. Ein ech-
tes Losgleiten der einseitig gebundenen Roboterbasis ist in diesem vibrationsbedingten
Kontaktpunktwandern nicht zu sehen, da die auftretenden tangentialen Geschwindig-
keiten der Kontaktpunkte nur sehr gering ausfallen (‘ka’t‘«l, ke{l,2,3}, vgl. Ab-
schnitte 2.3 und 2.4.4). Der Zusammenhang zwischen hochfrequenten Vibrationen
und Verminderung des Reibwertes ist bekannt [71] [85] [181], und wird z.B. bei Mon-
tageaufgaben genutzt, wo durch vibrierende Montagetische das Fiigen von Bauteilen
vereinfacht wird [66] [95].
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Bild 7.10: Tangentiale Bewegung der Roboterbasis bei der experimentellen Realisierung
der Referenzlosung beim Fall G der Achsfolge W1P1PoWo

Die maximal iiber der Zeit auftretende tangentiale Auslenkung bei den drei Kontakt-
punkten wird durch Ar,,,. =max Q\/Aka(tﬁ-i-Ayk(t)Q) beschrieben, vgl. Bild 7.10. In
Bild 7.11 sind in sortierter Reilk”ién olge die bei allen jeweils 50 Losungen der Félle A
bis H des Bahnoptimierungsproblems auftretenden Ar,,,, dargestellt.
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Bild 7.11: Maximal auftretende tangentiale Kontaktpunktauslenkung Ary,q. bei
allen jeweils 50 Losungen der Fille A bis H des Bahnoptimierungsproblems
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Hier ist nun festzustellen, dass bei den Fillen A, D und vor allem G mitunter maxi-
male Auslenkungen von ca. 2mm erreicht werden, so dass der Spielraum zwischen
den Kontaktringen der Basis-Stege und den Deckeln der Bindungstriger ausgereizt
wird, vgl. Abschnitt 6.2.2. Es ist festzuhalten, dass bei diesen drei Féllen das groflere
Aufstandsdreieck der Basis mit /o =0,5m vorliegt, was das Risiko Gj eines Umkip-
pens soweit mindert, dass das Risiko eines Losgleitens G als Randbedingung der
Bahnoptimierung gemifi Gleichung (5.29) dominiert. Die Priadiktion zur tangentialen
Bindungspersistenz wihrend der optimierten Bewegung des Roboterarms wird jedoch
bei allen iiberpriiften Fillen eingehalten.

Wie beim Kontaktverhalten in Normalenrichtung kann durch zeitliche Dehnung oder
Stauchung der kinematischen Zeitverldufe gem#f Gleichung (7.1) und entsprechender
experimenteller Realisierung gepriift werden, wie nah die gefundenen Losungen an der
Grenze zum tangentialen Losgleiten liegen. Dies ist in Bild 7.12 exemplarisch fiir den
Fall H dargestellt. Man erkennt auch hier, dass sich bereits eine Steigerung der System-
dynamik um nur 5% (7=0,95) signifikant verschlechternd auf das tangentiale Kon-
taktverhalten auswirkt. Bei 7=0,95 und 7=0,90 ist in einigen Féllen deutlich eine
Kollision zwischen dem Steg-Kontaktring und dem Deckel bei der Versuchsdurchfiih-
rung horbar, hier muss also statt eines vibrationsbedingten und vernachlissigbaren
Kontaktpunktwanderns tatséichlich ein Losgleiten der einseitigen Bindungen mit mar-
kanten Tangentialgeschwindigkeiten konstatiert werden. Bei den ebenfalls mit einem
gegeniiber dem Kipprisiko Gy dominierenden Losgleitrisiko Gp behafteten Fillen A
und D liefert eine entsprechende Stauchung der Zeitverldufe vergleichbare Ergebnisse.

Es kann letztlich also festgestellt werden, dass die in dieser Arbeit dargestellte Me-
thodik zur Modellierung und numerischen Behandlung der einseitigen Bindungen
durchaus geeignet ist, bei der Bahnoptimierung Losungen zu finden, die das tangen-
tiale Haftpotenzial der einseitigen Bindungen an der Roboterbasis nahezu auszuschop-
fen, jedoch kein ungewolltes Losgleiten des mobilen Roboters hervorrufen.

Fall G (W,PP\Wy)

r=1,05
7=1,00
7=0,95
7=0,90

1 10 20 30 40 —1 50

Bild 7.12: Auswirkung des Skalierungsfaktors 7 auf die maximal auftretende tangentiale
Auslenkung Ary,q. beim Fall G der Achsfolge W1P1PaWa
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Der Gegenstand der Betrachtungen in der vorliegenden Arbeit sind einseitig an die
Umgebung gebundene Roboter. Mobile Roboter, deren Mobilitit durch Beine oder
Réder realisiert sein kann, stellen Beispiele hierfiir dar. Ist ein solches mobiles System
mit einen Arm ausgeriistet und soll fiir kraftintensive oder hochdynamische Manipu-
lations- oder Handhabungsaufgaben eingesetzt werden, erweist sich die Ortsungebun-
denheit als Nachteil bzw. als Herausforderung fiir die Robotik: Im Gegensatz zu ge-
wohnlichen, fest an der Umgebung fixierten Roboterarmen kann ein mobiler Roboters
nicht beliebig grofle Krifte und Momente in die Umgebung einleiten. Wihrend bei fi-
xierten Roboterarmen die kinetischen Moglichkeiten nur durch die Leistungsfahigkeit
der Antriebsmotoren an den Gelenken limitiert sind, muss bei einem ortsvariablen
System stets die Persistenz seiner Bindungen zur Umgebung, also das Fortbestehen
eines sicheren Stands ohne Kippen oder Weggleiten, beachtet und gesichert werden.

Diese Arbeit befasst sich daher mit der Abbildung einseitig gebundener Roboter als
mathematisch-mechanisches Ersatzmodell, der Formulierung von Methoden zur Si-
cherstellung und Optimierung eines kipp- und weggleitsicheren Betriebs dieser nicht
inertial fixierten Roboter und der experimentellen Validierung der theoretischen Be-
trachtungen.

Der erste, die Kapitel 2 und 3 umfassende Teil der Arbeit behandelt die mechanische
Modellbildung. Der ortsvariable Roboter wird dabei als System gekoppelter Starrkor-
per abgebildet und in die zwei Subsysteme Arm und Basis aufgeteilt. Die Herleitung
der Bewegungsgleichung der Roboterbasis erfolgt mit Hilfe des Prinzips von D’ALEM-
BERT in der Fassung von LAGRANGE; die Dynamik der baumstrukturierten Roboter-
arms wird durch Analyse des Impuls- und Drallsatzes fiir jeden Korper des Arms er-
fasst. Die Kontaktpunkte der Basis zur starren Umgebung werden als einseitige Bin-
dungen in das Starrkorpermodell integriert; die physikalischen Verhiltnisse an den
Bindungspunkten werden durch eine Approximation des glatten COULOMB’schen
Reibkegels als polylaterale Reibpyramide linearisiert. Durch Analyse der Kontaktki-
nematik an der Roboterbasis wird die vektorielle Bewegungsgleichung in eine Form
iiberfiihrt, in der, nach Elimination der generalisierten Koordinaten und ihrer Zeitab-
leitungen, die Kontaktkraft- und Kontaktpunktbeschleunigungskoeffizienten die einzi-
gen unbekannten Groflien darstellen.

Das so gewonnene, mehrfach unterbestimmte lineare Gleichungssystem wird durch
die Kontaktgesetze erginzt, die fiir jeden Kontaktpunkt in Normalenrichtung die Im-
penetrabilitdtsbedingung zwischen Starrkérpern und in Tangentialrichtung das linea-
re COULOMB’sche Reibgesetz beriicksichtigen. Durch geschickte Substitution und Er-
weiterung der Kontaktgroflen kann fiir die unbekannten Groflen Positivitdt sowie paar-



Kapitel 8 - Zusammenfassung 143

weise Komplementaritit gefordert werden, so dass sich das Gleichungssystem zu ei-
nem Linearen Komplementaritéitsproblem LCP {iberfiihren lidsst. Dessen Losung wird
mit Hilfe des LEMKE-Algorithmus aus der Klasse der Pivot-Algorithmen bestimmt
und beschreibt den Zustand an den einseitigen Bindungen der Roboterbasis in Abhén-
gigkeit von den vom Roboterarm auf die Basis einwirkenden Kréfte und Momente,
welche aus der Armdynamik oder von den Manipulationskrifte am Greifer des Arms
herriihren.

Bei der numerischen Umsetzung des Problems wird nun ein unrobustes Losungsver-
halten des LEMKE-Algorithmus beobachtet. Bedingt durch die konventionelle Formu-
lierung des LCPs mit paarweisen Komplementarititen zwischen den Kraft- und den
Beschleunigungsgrofien kann in seltenen Fillen ein Rangabfall der Pivotmatrix auf-
treten und der Losungsprozess abbrechen. In diesen Féllen hat der Algorithmus bei
seiner Suche im Parameterraum nach einer zulidssigen Losung des Kontaktproblems
eine physikalisch unzulissige Kombination von Kontaktgroflen aufgegriffen und kann
den nichsten Gaufl’schen Eliminationsschritt nicht durchfiihren.

Als zentraler Baustein dieser Arbeit wird daher in Kapitel 3 als Alternative eine kom-
pakte Formulierung des Kontaktproblems vorgeschlagen, die bei den Kontaktkriften
die bisherige strikte Trennung in Tangential- und Normalenrichtung aufhebt. Sie geht
einher mit einer speziellen Nomenklatur, die die Komplementaritit zwischen Mengen
von Kontaktgroflen sprachlich und mathematisch in einen formalen Rahmen fasst.
Mit diesen Mengenkomplementarititen werden fiir die verschiedenen Bindungstypen
finite Zustandsautomaten formuliert. Diese bilden fiir jeden Kontaktpunkt des Sys-
tems die Gesamtheit aller physikalisch erlaubten Bindungszustinde liickenlos und
iiberlappungsfrei ab und dienen einem modifizierten LEMKE-Algorithmus als Regula-
tiv fiir die Basis-Austauschschritte im Rahmen des Pivot-Losungsprozesses. Auf diese
Weise findet von vornherein eine gezielte Einschriankung auf zuléssige bzw. sinnvolle
Kombinationen der Kontaktgroflen statt.

Die Grundziige der kompakten Formulierung werden zunichst anhand der gewohnli-
chen einseitigen Bindung dargestellt und dann auf lokale Verspannungen iibertragen.
Dieser Bindungstyp bildet lokale Verspannungsmechanismen, mit denen sich der mo-
bile Roboter temporir an der Umgebung fixieren und so seine kinetischen Moglichkei-
ten erweitern kann, in einem singulédren reduzierten Kontaktpunkt ab. Nach Beschrei-
bung und linearer Approximation des zuldssigen Bereichs fiir die reduzierte Kontakt-
kraft dieser Bindung sowie Aufstellung des zugehorigen Zustandsautomaten kann eine
lokale Verspannung als Black-Box-Bindung behandelt werden. Deren interne kon-
taktmechanischen Vorginge miissen zur Analyse des globalen Kontaktverhaltens des
mobilen Roboters mit dem modifizierten LEMKE-Algorithmus nicht mehr im Detail
aufgelost werden. Somit wird eine Methodik bereitgestellt, um Bindungen, deren zu-
ldssiger Kraftbereich vom COULOMB’schen Reibkegel abweicht, in einem Starrkorper-
system zu integrieren.

Im zweiten Teil der Arbeit erfolgt eine Anwendung des theoretischen Fundaments auf
Optimierungsprobleme. Kapitel 4 behandelt zunichst den statischen Fall, bei dem fiir
einen einseitig gebundenen und ggf. zusitzlich lokal verspannten Roboter der optima-
le Standort zur Durchfithrung einer Manipulationsaufgabe gesucht wird. Die Giite der
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Bindungspersistenz in Normalenrichtung wird iiber die Momentensummen um die
potenziellen Kippachsen sowie iiber die im Falle einer Separation auftretende maxi-
male Normalbeschleunigung der Kontaktpunkte analysiert. In Tangentialrichtung
erfolgt die Quantifizierung der Bindungspersistenz iiber eine bei jedem Schritt der
iibergeordneten Optimierungsaufgabe durchzufithrenden Minimax-Optimierung, bei
der die Tangentialkrifte auf die Bindungspunkte verteilt und dabei deren Haftkraft-
limits optimal ausgenutzt werden. Beides Mal bildet der vom LEMKE-Algorithmus
ermittelte Zustand an den Bindungen der Roboterbasis zur Umgebung die Berech-
nungsgrundlage. Als weitere Giitekriterien der statischen Bindungsoptimierung wer-
den eine giinstige Ausnutzung des Kraftraums sowie im Hinblick auf die operative
Autonomie eines mobilen Roboters ein minimaler Energieumsatz gewéhlt. Das nichtli-
neare Mehrparameter-Vektor-Optimierungsproblem kann iiber Wichtungsparameter
auf ein skalares Problem reduziert und mit einem Algorithmus aus der Familie der
Sequentiellen Quadratischen Programmierung SQP gelost werden. Dies ist zum Ab-
schluss von Kapitel 4 exemplarisch fiir ein ebenes Problem dargestellt.

Die bei der statischen Bindungsoptimierung aufgestellten Kriterien zur Beschreibung
der Standsicherheit des Roboters werden als Nebenbedingungen in Kapitel 5 iiber-
nommen, in dem mit der Bahnoptimierung die Dynamik beim einseitig gebundenen
Roboter betrachtet wird. Die Parametrisierung der zu optimierenden Bahnbewegung
des Roboterarms erfolgt iiber die Zeitverldufe der Gelenkwinkelgeschwindigkeiten, die
Bahnoptimierung wird somit statt im kartesischen Raum in der Doméne der Gelenk-
winkel durchgefiihrt. Die zur Versuchsdurchfiihrung genutzte Hardware bietet hierbei
einen Rampenansatz fiir die Winkelgeschwindigkeiten an, der fiir einen Gelenkwinkel
je eine Phase der konstanten Beschleunigung und Verzogerung sowie dazwischen eine
Phase der unbeschleunigten Bewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit vor-
sieht. Durch mehrere (im vorliegenden Fall drei), sukzessiv an die einzelnen Gelenke
erteilte Rampenbefehle kénnen komplexe Bewegungsmuster des Arms generiert wer-
den. Zur Einschrinkung der Dimension des Bahnoptimierungsproblems erfolgt eine
Unterteilung in optimierbare und passive Gelenkwinkel. Erstere unterliegen der obi-
gen Parametrisierung und Optimierung ihrer transienten Kinematik, letztere werden
mit nur einem, nicht parametrisierten Rampenbefehl direkt vom Anfangs- in den
Endwinkel bewegt.

Ziel der Bahnoptimierung ist ein minimaler Energieumsatz bei der Bahnbewegung des
mobilen, energieautonomen, einseitig gebundenen und ggf. zusétzlich lokal verspann-
ten Roboters. Die Giitefunktion wird iiber die Summe der Zeitintegrale der elektri-
schen Leistung an den Gelenkantrieben wihrend der Bahnbewegung des Arms defi-
niert. Die momenten- und drehgeschwindigkeitsabhéingigen Leistungskennfelder liegen
fiir jedes der Gelenke als Funktion vor. Die Auswertung der Leistungsintegrale erfolgt
abschnittsweise in mehreren Zeitintervallen, in denen die Zeitverldufe der Gelenkleis-
tungen durchgehend stetig differenzierbar sind, mit dem Gauf-Legendre-Quadratur-
verfahren. Aus problemspezifischen Griinden wird mit dem Suchverfahren nach NEL-
DER-MEAD ein robuster, jedoch relativ langsamer Algorithmus aus der Klasse der gra-
dientenfreien Verfahren zur Losung des Bahnoptimierungsproblems gewihlt.

Die Bahnoptimierung wird anhand dreier Achsfolgen fiir den Roboterarm, welche
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iiber eine analytisch losbare inverse Kinematik verfiigen, fiir verschiedene Bindungs-
konfigurationen ohne und mit lokaler Verspannung durchgefiihrt. Dabei wird stets die
gleiche Anfangs- und Endposition bzw. -orientierung des Greifers am Ende des Arms
beriicksichtigt. Als Besonderheit ist eine der drei Achsfolgen durch eine schrigwinkli-
ge Anordnung der Drehachsen derart ausgelegt, dass eine Eigenkollision des Arms
kinematisch ausgeschlossen ist.

In den zum Ende von Kapitel 5 dargestellten Optimierungsergebnissen zeigt sich, dass
sowohl die Grofle der Aufstandsfliche der Roboterbasis als auch die Verwendung loka-
ler Verspannungen auf die Trajektorie des Greifers und auf die Zeit, die die verschie-
denen Achsfolgen zum Erreichen der Zielkonfiguration benotigen, Einfluss nehmen. Je
nach Randbedingung kann sich das Anheben des Roboterarms wihrend einer Schwenk-
bewegung zur notwendigen Verringerung des Kipprisikos oder das Absenken zur ener-
getisch giinstigen Wandlung potenzieller in kinetische Energie als geeignete Strategie
fiir die Bahnbewegung erweisen.

Im abschlieenden dritten Teil der Arbeit werden die theoretischen Betrachtungen in
die reale Welt des Experiments iibertragen. Kapitel 6 beschreibt das zur Durchfiih-
rung der Versuche genutzte baukastenartige, modulare Robotiksystem sowie die Mes-
sung der fiir die Bahnoptimierung benotigten Parameter und Leistungskennfelder der
einzelnen Antriebsmodule. Des Weiteren wird der konstruktive Aufbau der im Robo-
terarm realisierten Achsfolgen sowie der Versuchsstandsperipherie dargestellt.

Die bei der experimentellen Realisierung der optimierten Bahnbewegungen ermittelten
Zeitverldufe der einzelnen Messgroflen sind abschlielend in Kapitel 7 zusammengefasst
und den Berechnungsdaten aus der Simulation des mobilen Roboters gegeniiberge-
stellt. Die prognostizierten Zeitverldufe der kinematischen Groflen wihrend der Bahn-
bewegung und der dabei vom Roboterarm auf die Basis wirkenden Kréifte und Mo-
mente konnen im Experiment bestiitigt werden. Der gemessene Zeitverlauf des elekt-
rischen Energieumsatzes deckt sich in ebenfalls guter Weise mit den Berechnungen.

Beim Bindungsverhalten des mobilen Roboters zeigt sich hingegen ein diffizileres
Bild. Zwar kann die geforderte Standsicherheit des Roboters im Experiment durchaus
festgestellt werden, die bei der Modellierung der Kontakte als einseitige Bindungen
postulierte scharfe Trennung zwischen Bindungspersistenz und -wechsel kann bei der
experimentellen Realisierung jedoch nur eingeschrinkt beobachtet werden. Durch die
real vorhandenen Elastizitdten und die dadurch erméglichten Schwingungen im Sys-
tem stellt sich mitunter ein kurzfristiges Abheben der Kontaktpunkte in Normalen-
richtung bzw. ein Wandern iiber kiirzeste Strecken in Tangentialrichtung ein, ohne
dass von einem vollwertigen Losgleiten oder Kippen des Roboters gesprochen werden
kann. Die Grenze der Giiltigkeit des gewihlten Starrkorperansatzes zur Priadiktion
des Kontaktverhaltens scheint somit erreicht.

Eine Beriicksichtigung von Getriebe- und Armelastizititen im Modell sowie eine Er-
fassung der von den Gelenkantrieben angeregten Schwingungen im System ldsst eine
Verbesserung der Prognosegiite fiir das Kontaktverhalten des mobilen, einseitig ge-
bunden und ggf. lokal verspannten Roboters erwarten und stellt somit fiir die Zukunft
den nichsten sinnvollen Schritt bei der Betrachtung mobiler Roboter dar.
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Anhang A

Lokale Verspannungen im riumlichen Fall

Im Folgenden ist die Modellbildung fiir den réumlichen Fall von den lokalen Verspan-
nungen dargestellt, die aus Griinden der Ubersichtlichkeit in Abschnitt 3.2 nur fiir
den ebenen Fall behandelt wurden.

A.1 Kraftvariable lokale Verspannung mit beidseitiger

Anpressung

(Fortfiihrung von Abschnitt 3.2.3)

Das Vorgehen im rédumlichen Fall vollzieht sich analog zu den Ausfithrungen fiir den
ebenen Fall. Mit den Kraft- und Beschleunigungseinheitsvektoren

k, = nrp,, —|—(t1 cos<27r(h—%)/5)—|—t2 Siﬂ(Q?T(h—%)/S)) Kto >
koip = =Mk, —|—(t1 cos(2m(h— 1)/ S)+1t, Sin(QW(h—%)/S)) Kiu > (A.1)
s, = ticos(2m(h—1)/8)+tysin(2r(h—1)/85) , 1<h<S

wird, wie Bild A.1 fiir den Fall S=6 zeigt, der zuliissige Kraftbereich linear approxi-
miert. Er setzt sich aus den Bereichen und Hiillfliichen @ bis @ zusammen und geht
aus der Rotation des zulidssigen Kraftbereichs fiir den ebenen Fall gem&fl Bild 3.21
hervor. Fiir die Beschleunigung und Kraft am reduzierten Kontaktpunkt gilt dann:

TR = Zi:l(shfjh) , Ky = Ziil(k’hAh) , A =0, gy =0 (A.2)

Die Faktoren # in Gleichung (A.1) werden analog zu Gleichung (3.12) berechnet.

K, j = COS (WS)/J(M&)Q—FCOSQ(WS) , Kt :ugi/\/(;ﬁg’i)Q—i—cosQ(yS) , 1€{o,u} (A.3)

Der KontaktgroBenpool K, enthélt wie beim ebenen Fall die komplementiren Hilfsgro-
Ben Ay und ., die in Abhéngigkeit von den Kraftkoeffizienten A; bis A9g analog zu
Gleichung (3.56) eine Anpressung an beiden oder nur einer der Klemmbacken anzeigen.

K, = U (6n) U Uy (w) U {wn | s (A.4)

A=0 A A0
KR 25 ok b — e =
1+ st ) = F7 A =X MAe =0

L Ko

S () + (A.5)
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a) Zuldssiger Kraftbereich b) Kraft- (links) und Beschleunigungseinheitsvektoren (rechts)

Bild A.1: Aufteilung und Approximation des zuldssigen Kraftbereichs bei kraftvariabler
lokaler Verspannung mit beidseitiger Anpressung ( S=6)

Zur Beschreibung der innerhalb der COULOMB’schen Reibkegel gelegenen Bereiche ®,
®, ® und @ des zuliissigen Kraftbereichs in Bild 3.22a) sei auf das Vorgehen im Falle
der Anpressung an nur einer Klemmbacke gemifl Gleichung (3.57) verwiesen, als Ne-
benbedingung ist dabei statt Gleichung (3.56) die obige Gleichung (A.5) zu beriick-
sichtigen. Dementsprechend kann fiir die Beschreibung der Hiillflichen ) und @ der
beiden Reibkegel auf Gleichung (3.58) zuriickgegriffen werden.

Zeigt der Vektor K, in den Bereich © des zuldssigen Kraftbereichs, welcher sich au-
Berhalb der CouLOMB’schen Reibkegel der beiden Kontaktpunkte befindet, liegt per-
sistentes Haften vor. Die Approximation des Bereichs © ist in Bild A.2 dargestellt.

Zur mengenkomplementiren Abbildung der S Sektoren, die jeweils durch die vier
Krafteinheitvektoren kZ—l’ ki, kgip—1 und kg, ) aufgespannt werden, werden diese
zweigeteilt, um, passend zu den restlichen Teilmengen zur Beschreibung des Kontakt-
zustands der lokalen Verspannung, Teilmengen G@} p, mit nur drei Kraftkoeffizienten
plus der HilfsgroBe A, zu erhalten. Die 25 Teilmengen Gg) j, bilden einen mengenkom-
plementiéren Ringschluss, gehen nach innen in die Teilmengen G@} p, bzw. G7 b

)\ELO )\SJFELO
Gor 2 Gosin 2 Gegrpm & -2 Gon
As+h 10 A L0 T
)‘SJrE‘LO )‘hlo
G@JL ;) G®,h ) G@,S—Fh ﬁ G,h ) 1 S hg Sa (A6)
A1l0 Ag+110

und, fiir den Fall des Verschwindens der HilfsgroBe A, geméfl Gleichung (A.5), nach
auflen in die Teilmengen G j, tiber:
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Bild A.2: Lineare Approximation des inneren Bereichs © (persistentes Haften)
sowie der Hiillfliche © (Losgleiten) mit 1 <i< S

Die 25 Teilmengen Gy j, definieren eine Zweiteilung der S Abschnitte der approxi-
mierten dufleren Hiillfliche ©, wie Bild A.2 zeigt, und beschreiben ein Losgleiten der
ersten Stufe mit nur einem Beschleunigungskoeffizienten g, >0. Zusammen mit den
ein Losgleiten der zweiten Stufe beschreibenden Teilmengen Ggg j, bilden sie einen

mengenkomplementiren Ringschluss und konnen zudem nach unten bzw. nach oben

in die Teilmengen Gy 5 bzw. Ggy j, iibergehen:

N L0 Agpii L0 i 10

Goin 2 Goisen 2 Gy 2 Geupm & -2 6oy
Agha—140 Apl0

=2 Gep » 1<h<S (A.8)

=2 Gain » Geusin
Ag4110

(G@l’h A 10
1
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Bild A.3: Finiter Zustandsautomat fiir die kraftvariable lokale Verspannung
mit beidseitiger Anpressung im rdumlichen Fall ( S=5)

Die Zusammensetzung der Teilmengen und die Gesamtheit ihrer mengenkomplemen-
tiren Uberginge entnimmt man dem finiten Zustandsautomaten in Bild A.3. Analog
zum ebenen Fall sind dort mengenkomplementire Uberginge zwischen den Teilmen-
gen G@yp j und G@y p, die ein Losgleiten der zweiten Stufe beschreiben, willkiirlich
festgelegt. Die somit streng abgeschlossene Hypermenge Z,. von zuléssigen Teilmengen,
vgl. Gleichung (2.103), sichert die erwiinschte Robustheit des LEMKE-Algorithmus.

A.2 Kraftkonstante halbstarre lokale Verspannung

(Fortfiihrung von Abschnitt 3.2.4)

Mit den Kraft- und Beschleunigungseinheitsvektoren,

k;, = nk, +(t1 cos(2m(h— 1)/ S) + ty sin(2m(h —%)/S)) Ky

1<h<S , (A9
s, =ty cos(2m(h—1)/8) + tysin(2w (h—1)/S) ,
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und dem Kontaktgroflenpool K, = Ui:l ({ Gn s\, }) U { Gn >Ny } (A.10)

wird im rdumlichen Fall der kinematische und kinetische Zustand am reduzierten
Kontaktpunkt entsprechend Gleichung (3.79) mit {gn, gh,/\h}zo beschrieben durch:

".;' = ngn Zh 1(Shgh> ) KT = Zi:l(khAh> - nF*(l-l':uQu/NO,o) (A'll)

Analog zu Gleichung (3.80) wird der Kontaktkraftvektor K, nach unten mit Hilfe der
nichtnegativen, zum Normalanteil g, der Kontaktpunktbeschleunigung komplemen-
tdaren Hilfsgrofle Ay limitiert durch

S . .
/{nzhzlo‘h):(ﬂo,u/ﬂo,o)}?* +N . 20 A g, 20 A Ng,=0. (A'12)

Die lineare Approximation des zuléissigen Kraftbereichs sowie die Lage der zugehorigen
Einheitsvektoren aus Gleichung (A.9) fiir den exemplarischen Fall S=6 zeigt Bild A.4.

a) Zulassiger Kraftbereich b) Kraft- (links) und Beschleunigungseinheitsvektoren (rechts)

Bild A.4: Aufteilung und Approximation des zulissigen Kraftbereichs bei
kraftkonstanter halbstarrer lokaler Verspannung ( S=6)

Die dem Bereich ® bzw. der Hiillfléiche des zulédssigen Kraftbereichs zugehorigen
Teilmengen Gg j, bzw. Gg; j und Ggy j, beschreiben das persistente Haften bzw. die
zwei Stufen des Losgleitens bei Anpressung an beiden Klemmbacken, so dass mit
Ap>0 und g, =0 keine Beschleunigung in Normalenrichtung vorliegt. In Analogie
zur gewohnlichen einseitigen Bindung in Abschnitt 3.1.2 sowie mit Gleichung (A.12)
gilt fiir sie:

@, ®1, B2 : Zh 4 >‘h NOu/MOo)F = >0 = gG,=0 (A.13)
= G®7h:{>‘17>‘h+17>‘h+27>‘b}20; 1<h<S-2,

Gl,h :{ghaAgv)‘haAb}Zov GQ,}L :{gh7gE_H7>\h7)\b}ZO ) 1<h<S

Zeigt der Vektor K, auf die untere Grenzfliche © oder die sie umgebende kreisformi-
ge Kante @, liegt der zuvor fiir das Niveau @ beschriebene Fall des Loslosens an der
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Bild A.5: Lineare Approximation der Grenzfliche ©) sowie der Kante ©

starren Klemmbacke vor. Die lineare Approximation von © und © durch die Teilmen-
gen Gg j, bzw. G@y p und Gey 4 ,

S ..
© @1, 02: iy, (W)= (ou/t0e) F* = X =0 = §, >0 (A.14)
= Gon = {0\ Mt M2} 20, 1<h<S-2,

G@l,h:{gnaghaAE_laAh}Zoa G@Q’h:{gnvghvgz_HJAh}Zo ’ 1§h§87

die mit g, >0 die Separation des reduzierten Kontaktpunkts bei gleichzeitigem Haf-
ten bzw. Losgleiten der ersten und zweiten Stufe an der beweglichen Klemmbacke
beschreiben, ist in Bild A.5 dargestellt.

Bild A.6 zeigt die Zusammenfassung der obigen Teilmengen mitsamt den moglichen
mengenkomplementiren Ubergingen zum finiten Zustandsautomaten. Damit dem
LEMKE-Algorithmus, der sich des finiten Zustandsautomaten als Regulativ fiir die Ba-
sis-Austauschschritte bedient, bei jeder der Teilmengen die erforderliche Anzahl von
vier anderen Teilmengen des Kontaktgroflenpools zur Verfiigung steht, werden dabei
wie beim ebenen Fall zusitzliche redundante Teilmengen G, berticksichtigt. Diese
sind mit den ein Losgleiten der zweiten Stufe beschreibenden Teilmengen Ggy 5 und
G@2,;, mengenkomplementér verbunden. Die Hypermenge der zulédssigen Teilmengen
Z, ist somit gem#f Gleichung (2.103) neutral abgeschlossen. Die Teilmengen G4
sind der Hypermenge N, der neutralen Teilmengen zugeordnet, G,.; €N, CN, , und
fithren zwar zu keinem Rangabfall der Pivotmatrix, sind jedoch wegen Gleichung
(A.12) mit F*>0 auch nicht in der Lage, den Kontaktzustand nichtnegativ zu be-
schreiben, da analog zu Gleichung (3.83) gilt:

Vhell,S]: \p,=0 = )\b:—(ﬂo,u/ﬂo,o)F*<0 (A.15)
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Bild A.6: Finiter Zustandsautomat fiir die kraftvariable, halbstarre
lokale Verspannung im rdumlichen Fall (S=5)

A.3 Kraftkonstante lokale Verspannung mit beidseitiger

Anpressung

(Fortfiihrung von Abschnitt 3.2.5)

Der Kontaktgroflenpool im rdumlichen Fall der kraftkonstanten lokalen Verspannung
mit beidseitiger Anpressung lautet

K, = {5257} o Up ) v U, 0n) u {wn ) (A.16)

der kinematische und kinetische Kontaktzustand wird beschrieben durch:

e = n(dy =37 )+ () o K =300 ()

i " (A.17)
gn >0 ) gn >0 ) thO ) )‘hZO

Die nichtnegativen HilfsgroBen A\, und A, folgen aus Gleichung (A.5). Bild A.7 zeigt
die sich am ebenen Fall orientierende Aufteilung des zuldssigen Kraftbereichs sowie
die zur linearen Approximation benostigten Einheitsvektoren geméfl Gleichung (A.1).

Die den Bereichen @ bis @ des zuliissigen Kraftbereichs gemifl Bild 3.32 zugehorigen
und sédmtliche Kontaktzustéinde der Bindung beschreibenden Teilmengen des Kon-
taktgroBenpools werden nahezu unveréindert vom rédumlichen Fall der kraftvariablen
lokalen Verspannung mit beidseitiger Anpressung aus Abschnitt A.1 iibernommen.
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a) Zulidssiger Kraftbereich b) Kraft- (links) und Beschleunigungseinheitsvektoren (rechts)

Bild A.7: Aufteilung und Approximation des zulissigen Kraftbereichs bei kraftkonstanter
lokaler Verspannung mit beidseitiger Anpressung ( S=6)

Nur bei den Teilmengen Gg ) bis Gg  ist die Hilfsgroe A, durch den Beschleuni-
gungsanteil in positive bzw. negative Normalenrichtung g? bzw. g? auszutauschen.
Es folgt der in Bild A.8 fiir den Fall S=5 gezeigte finite Zustandsautomat, der dem
aus Bild A.3 in Abschnitt A.1 in seiner Struktur bis auf die analog zum ebenen Fall
notwendige Erweiterung durch die Hypermenge der neutralen Teilmengen N T gleicht.
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Bild A.8: Finiter Zustandsautomat fiir die kraftkonstante lokale Verspannung
mit beidseitiger Anpressung im riumlichen Fall ( S=5)
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Diese enthiilt ausschlieflich Teilmengen, die gemiifl Gleichung (A.5) mit F* >0 wegen

!
Vhe[1,28]: \, =0 A =0 = 0=F"4+)\ = A\ <0 (A.18)

den Kontaktzustand niemals nichtnegativ beschreiben ktnnen und somit redundant
sind. Die Hypermenge der zuldssigen Teilmengen Z, ist geméfl Gleichung (2.104) neu-
tral abgeschlossen. Der Lemke-Algorithmus wird somit robust eine Lésung des Kon-
taktproblems fiir den mobilen Roboter berechnen, welcher eine kraftkonstante lokale
Verspannung mit beidseitiger Anpressung zur festen Umgebung aufweist.

Anhang B

Modellparameter

Alle im Folgenden genannten Vektoren r haben die Einheit [mm]3, alle Massentrig-
heitsmomente © haben die Einheit [gmm?2].

B.1 Parameter der Montageadapter

Die folgenden Werte enthalten stets die Anteile der Schrauben und Passhiilsen. Die
Massentrigheitsmomente wurden mittels der CAD-Software Catia bestimmt. Bei
allen Achsfolgen gilt mangels entsprechender Adapter 50 45 = ¢© 46 = 03.
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Achsfolge FP{W,F

Ortsvektoren ;rp 4 ; bzw. ;rp p,; vom Bezugspunkt P;; zum Adapterschwerpunkt
S4,i bzw. zum Bezugspunkt Py ; (vgl. Bild B.1):

0 -05-65 0 00 0 -1 -17 000
fpa=| 0,3 45 48 0 00|, fpp =] 0590 11 000 (B.1)
13,5 0 0 4500 26 0 0 1000 ’
= Tpai = {f‘PlA}i ; PPy = {f"PlP2 }Z
Massen my ; der Montageadapter:
mA:<160 356 106 62 0 o)g = mg;={my}, (B.2)
Massentrégheitstensoren ;04 ; der Montageadapter, bezogen aut Sy ;:
1,829 0 0 6,956 0,010 O
1©41=] 0 1829 0,002(10° , y©4, = 0,010 6,991 0 [10° ,
0 0,002 3,336 0 0 6956 (B.3)
1,909 0,020 O 0,432 0 0
3043 =10,020 0,973 0 [10° , @4, =| 0 0448 0 |10°
0 0,002 1,028 0 0 0,857

Bild B.1: Verwendete Montageadapter bei der Achsfolge FP;W,F



156

Achsfolge FSFS

Analog zur Achsfolge FPWoF gilt (vgl. Bild B.2):

0 0 0 0 00 0 0 0 0 00
Fpa=|—02 194 10 30,9 00|, fpp = —193 348 241 547 0 0

18,3 —11,4 25,3 9,3 00 29,2 —3,6 46,4 —0,4 0 0
= TPA, Z{f'z?lA}Z. : iTPPyi Z{fplpz }Z

m=(203 203 199 161 0 0)g = my;={my},

2,284 0 0 2,284 0 0
1©41=| 0 2225 —0214[10°, y@,5=| 0 3,504 0,452 10°,
0 —0,214 3,628 0 0,452 2,349
2,270 0 0 1,518 0,007 0,004
3@ 3= 0 2149 —0,036 [10° , 4©4, = 0,007 1,304 —0,22510°
0 —0,036 2,447 0,004 —0,225 1,756

Bild B.2: Verwendete Montageadapter bei der Achsfolge FSFS

Anhang

(B.4)
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Achsfolge W1P1P2W2

Analog zur Achsfolge FPWoF gilt (vgl. Bild B.3):

13 -05 0
fpa=| 0 45 350
0,25 0 0

= iTPRAi :{rPlA} )

1

—6,3 0 0

0

0 0|, #pp =

10,0 0 O

iTPPy,i

26 —1 0 -13 0
0 90 &0 00
05 0 0 20 O

= {f"PlP2 }Z

my=(159 356 230 78 0 0)g = mg;={my},

1941 =

3@ y3 =

3,325
0
—0,001

3,662
0
0

0
1,816
0

0
3,732
0

—0,001
0
1,816

0
0
3,662

107, 9@ 49 =

10°, @4y =

6,956 0,010 0
0,010 6,991 0
0 0 6,956

1,021 0 —0,016
0 0,534 0,008
—0,016 0,008 0,486

157

0
0
0 (B.7)

(B.8)
107,

(B.9)
10°

Bild B.3: Verwendete Montageadapter bei der Achsfolge W;P;PoyW,

B.2 Parameter der realisierten Achsfolgen

Im Folgenden werden die Werte der zur Modellbildung des Roboterarms gemifl Ab-
schnitt 6.1.4 benotigten Parameter fiir die drei realisierten Achsfolgen dargestellt. Die
Massentrégheitstensoren ;@yy, ; und ;@) ;. enthalten die in Abschnitt 6.1.2 genann-
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ten Werte der Hauptmassentrigheitsmomente der Antriebsmodule. Bild B.4 zeigt die
Lage der sechs korperfesten Koordinatensysteme bei den realisierten Achsfolgen. Der
;z-Vektor zeigt stets in positive Drehrichtung (£ rechtsdrehend) der i-ten Drehachse.

Bild B.4: Lage der korperfesten Koordinatensysteme

Allgemeingiiltige Parameter

Die folgenden Parameter sind bei allen drei betrachteten Achsfolgen giiltig.

Gelenkwinkelabhéngige Transformationsmatrizen A; 1 ;(¢;):

cosp; —sing; 0 singpg cospg O
Api(pr) = | singy  cospr 0], Asgleg)=| 0 0 1 (B.10)
0 0 1 cospg —singg 0

Korperfeste Ortsvektoren ;1) ; vom Kopplungspunkt ; zum Schwerpunkt Sy ; des
i-ten Antriebsmoduls:
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0o 0 0 0 0 0
iy, =] 0 0 0 0 106 0| = mou,=1{rom} (B.11)
2 I I3 )
~13,2 13,2 13,2 11,5 0 0

Massen my ; bzw. myy ., die der zweiten Hilfte des jeweils i-ten bzw. der ersten
Hilfte des nachfolgenden k-ten Antriebsmoduls zugeordnet sind (k=i+1).

myy, = (3409 3409 3409 1833 1502 0 )g = Mty = {mary ) B.12)

my,;=( 0 0 0 0 283 0)g = man g = {man,

Massentragheitstensoren ;@ )y, ; der jeweils am i-ten Roboterglied beteiligten zweiten
Hilfte des i-ten Antriebsmoduls, bezogen auf den Schwerpunkt S;:

1©O1,1 = 2@n,2 = 30,3 = diag<(@9o,q O90,4 @9o,a,ez)> ) (B.13)
59,5 = diag<(9HG,B,q1 Ona,Bg2 @HG,B,a)> 69,6 = 03

Es ist stets auf Hiillkugelbasis eine Kollision mir der Aufstandsebene zu vermeiden,

welche gemifl Abschnitt 4.4 als Hindernis vom Typ ,Wand* zu beriicksichtigen ist:

ry =(00 1)T . dyy = 40mm (B.14)

Bei allen betrachteten Achsfolgen stellen die Korper 5 sowie diesem zugeordnet der
Korper 6 mogliche Kollisionspartner mit der Aufstandsebene dar, dementsprechend
ist stets die Nebenbedingung Ny 5(p) gemi Gleichung (4.30) zu berticksichtigen.
Die Lage und Radien der zugehorigen ng =6 Hiillkugeln sind definiert durch

0o o o0 o0 0 0

Tgos =| =34 =34 42 42 T4 48| = groosn ={fgos}, ~ 570ss (B.15)
—-25 25 -25 25 0 -89 ’
Ros=( 45 45 45 45 30 15) = Ros={Ros), [mm]
Achsfolge FP{W,oF
Gelenkwinkelabhéngige Transformationsmatrizen A; 1 ;(¢;):
—cpy spy 0 —spg —cpg 0 —cpyg spy 0
Ajo(pa)=| 0 0 1}, Aps(p3)=|—cp3 sp3 0|, Az4(pq)=| 0 0 1],
Sy cpy 0 0 0 -1 spy cpy 0 (B.16)

—8450 0 C45o CPrs —SPs 0
Ays(pos) = Ay gy Ay s(ps) =| ¢45° 0 s45°||sp5  cp5 O
0 1 0 0 0 1
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Korperfeste Ortsvektoren ;15p; vom Kopplungspunkt @; zum folgenden Kopplungs-
punkt @ 1:

0 -1 -97 0 0 0
fgg=| 457 180 461 0 0 0| = g, ={nyq}. (B.17)
1612 0 452 1501 0 90

Korperfeste Ortsvektoren ;rgy ; vom Kopplungspunkt @ zum Schwerpunkt Sy
des nachfolgenden k-ten Antriebsmoduls (k=i+1):

0 0 0 0 00
fou, =[—132 0 115 0 0 0| = irQM7k:{fQMk}i (B.18)
0 132 0 -343 0 0

Korperfeste Ortsvektoren ;7154 vom Kopplungspunkt @; zum Schwerpunkt Sy ; des
i-ten Montageadapters zwischen dem i-ten und k-ten Antriebsmodul:

0 —05 —5L5 0 0 0
for=| 03 90,0 48 0 0 0| = oy ={rgu}, (B.19)
103,7 452 452 746 0 0

Korperfeste Ortsvektoren ;rpr, ; (bzw. ;rog, ;) vom Kopplungspunkt @; zu dem
Schwerpunkt Sy, ; (bzw. S K1,l<j der an der zweiten Hélften des i-ten (bzw. ersten
Halfte des k-ten) Antriebsmoduls angeschlossenen Verbindungskabel:

~950 950 0 0 0 0 00-970 0 0 0

o, =| 0 0 —950 0 483 0|, #pr, =|0 0 —24 04830 (B.20)
67,5 67,5 67,5 0 —95,0 0 0 0-398 06500

= iTQszi:{f‘QKz}i : i’“czklvk:{f‘@m}i

Korperfeste Ortsvektoren ;1pg; vom Kopplungspunkt @; zum Gesamtschwerpunkt S;
des i-ten Roboterglieds:

63 60 -74 0 0 0
Tgs=| 0 80 =60 0 146 0| = 7pg; ={rps}. (B.21)
~3,0 —28 —84 269 —47 0

Massen mpy, ; und mg; ;. der jeweils an der zweiten Hélfte des i-ten bzw. ersten Half-
te des k-ten Antriebsmoduls angeschlossenen Verbindungskabel:

mK2:(25o 250 250 0 125 O)g = sz,z‘:{sz}i ’ (B.22)

myg

1:( 0 0250 0 57 O)g = mKl,k:{mfﬁ}

i
Massentragheitstensoren ;@)y, ; der jeweils am i-ten Roboterglied beteiligten zweiten
Hilfte des i-ten Antriebsmoduls, bezogen auf den Schwerpunkt S;:
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1O, = diag((0 0 O7p,0, ) (B.23)

Massentrégheitstensoren ;@ ;11 der jeweils am i-ten Roboterglied beteiligten er-
sten Hilfte des (i+1)-ten Antriebsmoduls, bezogen auf den Schwerpunkt S;, q:

1©,2 = diag<(0 90,4, me 0)> ; 2ON3 = diag<(0 0 690,a7me)> ,

39,4 = diag<(@7o7q 070,40, @70,q)> s 596 = 6Omyr =03 (B.24)

: T
4Oy 5 =Ayy dlag<(®HG,A,ql OnG A4 GHG,A7a)> Ay

Zur Vermeidung einer Kollision der am 4. Antriebsmodul angebrachten Kabelstecker
mit dem die Antriebsmodule 2 und 3 verbindenden zylindrischen Montageadapter
wird der dritte Gelenkwinkel nach oben limitiert, ¢4, 3= +137°, die iibrigen kinema-
tischen Grenzwerte gemifl Gleichung (6.1) gelten unveréndert.

Weitere mogliche Eigenkollisionen der Achsfolge FP{WoF werden durch die Nebenbe-

dingungen Noop3(P), Noops(P): Noors(P), Noorys(p) und Nogqrs(p)
gemifl Gleichung (4.32) erfasst. In Ergénzung zu srgq ) und Ry s, aus Gleichung
(B.15) lauten die die zugehorigen Hiillkugeln definierenden Parameter:

T
BTSO,B,]. = ( 00 _4572) - BTQIB y RO,B,]. =77 mm (B25)

24 24 24 24 -89
fgor=|-24 24 —24 24 0|, Ryy=(36 36 36 36 15

(B.26)
21,2 21,2 69,2 69,2 68,6
= 1TSO,1’,h:{ﬁQo,l’}h_lrQS,l , Ro,l’,h :{ROJ/}h [mm)]
0 24 24 24 24 -24 -2
foor=| 025 —235 245 —235 245 —23,5 245/,
103,2 137,2 137,2 1852 1852 1852 1852
Rop=(5 3 3 36 36 36 36 | (B.27)
= sorn = {fgorr}, ~17es1 - Rorn = {Roy}, mm]
0 0 —97 A BTSO,B,h:{ﬁQO,B}h_BTQS,B
fgos=| 0 —89 11|, Ro3=(771560) = (B.28)

45,2 68,6 45,2 RO,B,h:{Ro,S}h [mm]
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Achsfolge FSFS
Analog zur Achsfolge FP{W,F gilt:
—1 0 0 |lcpy —spg 0
Aio(pa) = Ay Ayslpe) = | 0 —s27,5° ¢27,5% || sy cpp 0,
0 ¢27,5° s27,5° 0 0 1
-1 0 0 |lcpg —s@y 0
Ay3(p3) = Ay Ay 5(pg) = | 0 —s27,5° c27,5% || spg  cpg 0],
0 ¢27,5° s27,5° 0 0 1 (B.29)
-1 0 0 Jlcps —spq 0
A3 4(py) = A3z Az 4(pg) =] 0 —s30° ¢30°||spy coy 0,
0 ¢30° s30° 0 0 1
-1 0 0 |leps —s@; 0
Ays(ps) = Ay Aps(ps)=| 0 s30° —c30°||sps cp5 O
0 —c30° —s30° 0 0 1
0 0 0 0 0 O
foo=| 0 181,2¢27,5° 98 c30° 144¢30° 0 0| = o, ={fgq}, (B-30)

181,2 181,2527,5° 122,7+98530° —98+144¢30° 0 90

0 0 0 0 00
Four, =|—13,2¢27,5° —13,2¢27,5° ~11,5¢30° —34,3530° 0 0| = ;monr, ={7gur, }. (B-31)
—13,2527,5° —13,2527,5° —11,5s530°  34,3¢30° 0 0

O 0 0 0 00
fga=| —02 644 11 659 0 0| = o ={rgu}, (B.32)
108,4 33,8 1155 44,4 0 0

—95,0 950 =950 850 0 0 0000 0 0

o, =| 0 0 0 0 483 0|, 7o, =| 0 0 0 04830 (B.33)
67,5 67,5 67,5 48,5 —95,0 0 00 0 06500

= iToKy = {Toky |, imoryk = (7o, |,

62 62 —62 84 0 0
fgs=| 0 34 01 163 146 0| = ms; = {rgs), (B.34)
~1,5 =53 —15 —0,3 —47 0
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m=( 0 0 0 057 0)g = my={mg}
4O = diag<(97o,q O70,4 @7o,a,ez)>

1@M172 :Al,l’ diag<(0 0 @9O,a,me)>A1r];1’ ) 26M1,3 :A2,2/ diag<(0 0 @9O,a,me)>A§2’ )
3®M1,4 = A373’ diag<(0 0 67O,a,me)> A;fg’ )

- T
4O 5 =Ayy dlag<(@HG,A,q1 Ona,aqe 9HG,A,a)> Ay 5Oum e = 6Oumyr = 03

Es liegen keine kugelhiillenbasierten Eigenkollisionsmoglichkeiten vor.

Achsfolge W;P; PoW,

Analog zur Achsfolge FP{W,F gilt:

—Cpy  spy 0 —cp3 sp3 0

A 5(po) = 0 0 1|, Ays(p3)=| sp3 cpg 0],
spy cypy 0 0 0 -1
sy cpy 0 —sp5 —cpy 0
Asy(ps)=|—coy spg 0|, Ags(ps)=] 0 0 1
0 0 1 —cps;  se; 0

116 -1 0 -—-118
fpg=| 452 180 160 0 0 0| = o, ={f0),
45,7 0 80,4 55,1 0 90

@)
)

0 0 0 343

’f’QMk =|-13,2 0 0 0 00 = iTOM k :{’IA“QMk}l
0 132 —115 0

[an)
[an)

[an)
[an)

58,0 —0,5 0 —41,3 0 0
fga=| 0 900 800 0 00| = irQA,Z-:{f"QA}Z,
455 452 452 451 0 0

~950 950 =950 0 0 O 0000 0 0
f‘QKQ = 0 0 0 -850 483 0], f‘QKl =10 0 0 04830

67,5 67,5 67,5 485 —950 0 0 0 0 06500
= irQKQJ?:{TA'QKQ}i ’ irQKLk:{AQKl}Z-

163

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)
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-39 60 —62 11,0 0,0 0
fos =| 0.0 80 47 —87 146 0| = e, ={ips}, (B.43)
54 —28 —47 41 —47 0

mi, = (250 250 250 250 125 O)g = my,;={my,} .

(B.44)
mg,=( 0 0 0 057 0g = mic k= {m, }.
4O, = diag< O704 O704 @7anl)> (B.45)
1©n,2 = diag< 0 O90,4,me 0> ; 2@y3 = diag<(0 0 990,a,me>> :
304 = diag< O70,4 O704 970,a,e1)> ; (B.46)

1Oy, 5 = diag<(@HG,A,q2 OHG, A 9HG,A,q1>> , 59,6 = 6@nyr =03

Bzgl. einer Kollision mit der Aufstandsebene, sieche Gleichung (B.14), sind aufier Kor-
per 5, siche Gleichung (B.15), noch das dritte 90mm-Antriebsmodul (Kérper 3) und
das 70mm-Antriebsmodul mit den daran befestigten Kabelsteckern (Korper 4) und
damit die Nebenbedingungen N 3(p) und Ngp4(p) zu berticksichtigen. Fiir die
Lage und die Radien der zugeordneten Hiillkugeln gilt:

T
3750,31 = ( 0 0 4572) —37Q8,3 > RO,3,1 = 63 mm

475041 = ( 0 0 351 )T— 41954 »  Roaq =49mm (B.47)

T
ITS042 :(0 ~79 48,5) — 47054 » Bogn =15mm

Die bei der Achsfolge W;P1PoWy moglichen Eigenkollisionen werden durch die Neben-
bedingungen Nog p4(P), Noops(P), NOO,l’A(p)’ NOO,I’,5(p)7 NOO,l”,?)’(p)a
Noo175(P), Nogyrs(p) und Ngoq g 5(p) gemif Gleichung (4.32) erfasst. In Er-
ginzung zu Rgy, und 5rgn5; aus Gleichung (B.15) lauten die die zugehorigen
Hiillkugeln definierenden Parameter:

T
BTSo,B1 = ( 00 _4572) — BTQB > RO,B,I = 77mm (B.48)

—24 92 140 140
Foon =| —24 —24 —24 —24| Ry :(36 36 36 36)

B.4
21,1 69,7 69,7 21,7 (B.49)
= 1Tsolh = {ﬁQO,l’}h —170s1 > RO,I’,h = {Ro,l’}h [mm]
T
1TS01"1 :(—24 —24 69,2) — 1951 » Royry = 36mm (B.50

T
1Tsore =( 24 =24 69.2) —1mgsy R yrg = 36mm
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T

17’30’1///71 = ( -89 0 68,6) — 17’@5’1 , ROJ’”,l =15mm
T

3TSO,3/,1 = ( 00 45,2) - 3TQS,3 ’ RO,3/,1 = 77 mm ,
T

3TSO,3/,2 = ( -89 0 68,6) - 37’@573 R Ro’3/72 =15mm

T
37’5073//71 = ( 0 160 45,2) — 37’@573 R RO,?)”,l = 60mm

T
475041 = ( 00 35,1) —47TQS4 RO,4,1 = 60mm

Anhang C

Inverse Kinematiken

C.1 Trigonometrische Grundgleichungen

Es gelten die trigonometrischen Additionstheoreme:

sin(a+f) =sinacos B + cosasinf , cos(at )= cosacos F sinasin 3
Mit Hilfe der trigonometrischen Identitéiten

sina =2u/(1+u?) A cosa=(1—u?)/A+u?) = u=tan(a/2)
konnen Gleichungen des Typs kysina + Ky cosa=1 gelost werden zu:

a= 2arctan((/<1 +\k? + K3 —1)/(/@2 +1))

Des Weiteren gilt:

165

(B.51)

(B.52)

(B.53)

(B.54)

(C.1)

(C.2)

(C.3)

ky sin a + ks cos = [kZ + k3 cos (a—arctan(kl/kz))zﬂ k2 + k3 Sin(a+arctan(k2/k1)) (C4)

Fiir die Losungsbereiche der Arcus-Funktionen sei hier definiert:

—1<z<1: —90° <arcsin(z) < +90° , 0° <arccos(z) < +180°

(C.5)
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C.2 Inverse Kinematiken der realisierten Achsfolgen

Gegeben sind die Position und Orientierung des Greifers als Teil des 6. und letzten
Korpers des seriellen Roboterarms, die durch den Ortsvektor prpqo vom Basisschwer-
punkt Sp zum Greiferpunkt G bzw. durch die Transformationsmatrix Ap ¢ beschrie-
ben werden. Gesucht sind in Umkehrung der Vorwirtskinematik ¢ —{rps,Aps}
alle zuléssigen Varianten der im Vektor ¢ zusammengefassten zugehorigen sechs Ge-
lenkwinkel ;. Die Losung erfolgt mittels der inversen Kinematik {rpq,Apg} = ¥,
die fiir jede der Achsfolgen anders ausfillt. Es zeigt sich, dass fiir jede der Achsfolgen
23 =8 verschiedene Losungen existieren.

Die im Folgenden benutzte Matrix A entspricht Ap;, siche Gleichung (2.38), der

Vektor rgg¢ zeigt vom Kopplungspunkt (s zum Greiferpunkt G. Zur Auswertung
wird fiir die bekannte Grofle A pg g gesetzt:

by by bg
AB76: b4 b5 b6 (06)
by bg by

Inverse Kinematik fiir die Achsfolge FP{W5F

Der Vektor prg,gs; vom Kopplungspunkt @;zum Kopplungspunkt @5, welcher den
Schnittpunkt der Achsen 4 bis 6 darstellt und als Handwurzelpunkt bezeichnet wird,
léisst sich sowohl iiber die einzelnen Glieder ,von innen nach auflen’ als auch mit Hilfe
des bekannten Ortsvektors des Greiferpunkts prpg sowie der bekannten Transforma-
tionsmatrix A pg ,von auflen nach innen’ beschreiben.

BYQQ5 = 243 [[

1=1

! Def . T
= BTQB+ BTBG—AB6 6TQQ6 = (hl hy h3) (C.7)

bekannt!

i
H Aj1 ] iTQQ,i
j=1

Einsetzen der Groflen und Abgleich der x- und y-Komponente liefert

1=—2hsing; +2hycosp; (C.8)

—0,58in¢; +hycospp =My Elimination von hy
=
0,5cos ¢y +hy singp; = h2

mit hy Det- 180sin ¢y +cos g +97sin gy, +196,2cos ¢y, , ¢y, Det- P9 —3 .

Fiir ¢ folgt mit (C.3) die zweideutige Losung:

(—2h1 +J1h? 1 412 —1)/(2h2 +1)) (C.9)

p1 = 2arctan
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Es wird geméB (C.8) fiir hy berechnet: hy = (h; +0,5sin¢; )/ cospy (C.10)
Die z-Komponente von (C.7) sowie obige Definition von hy liefern:
—3p9 +180cyy —196,25¢;, +97cypy, = hy , Def.
hy = hy—161 (C.11)
1805wy +cpg + 97 spp, +196,2cp), = ha
Unter Beriicksichtigung von (C.4) folgt:

he c(g +@5) +ho c(ep, +op,) = /12+1802 h7 b 196,22 4977 1)
196, 2

Def .
B s +05)+ by s(on +h) = ha | 05 = arctan s, o = arctan 1202

Quadrieren und summieren der Teilgleichungen in (C.12) sowie Anwenden von (C.1)
und die Riicksubstitution ¢, =@y —¢3 fithren zur zweideutigen Losung fiir ¢3:

Y3 = iarccos((hg+h£—h§—h$)/(2h6 h7)) — 0y + ¢ (C.13)

Setzt man die Riicksubstitution ¢, =@y —¢3 in (C.11) ein, erhélt man mit (C.1) nach
Umformen

. . -1
—hg sin gy +hg cospy = hs singy | |~hg gl |hs| Det. | Mg (C.14)
hg SiIl QOQ + h8 COS QOQ = h4 COS g02 N hg h8 h4 - hll ’ .
. Def . Def.
mit hg = 1-97sinys +196,2cosp3 , hg = 180+196,2sin 3 +97cosps
so dass fiir ¢y eindeutig gilt: 9 = sign (arcsin(hy))arccos(hyy) (C.15)

Die Gelenkwinkel ¢, bis ¢ werden durch Abgleich der Matrix Agy bestimmt.

— Cipy 5P6 + g CP5 59+ Cpg N2 S5 806
T 1
Agy = (A45 A56) = ﬁ —CP5 CPg —SPg  CPr CP — SPg V2 S@5 CPg

S5 — 55 V2 ey
T
= Apg Apy Ajp Agz Agy
bekannt!

... h h
Dot 12 12
— h13 A34: h13 (016)

hia s Mg —hpgcpy +hgspy hases +hgeps hys

Der Abgleich der dritten Spalte von (C.16) liefert eine zweideutige Losung fiir ¢5 , die
dann eine eindeutige Losung fiir ¢ ermoglicht.
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cos 5 = hys = | p5 = tarccos(hyz) |,

in g =hya/si C.17)
sin g =hyo /sin ¢y, . ) ) : (
008 g = by 3 /sin s } = | g =sign (arcsm <h12/81n @5))&1‘0008 <h13/sm ¢5>

Der Abgleich der ersten zwei Elemente der dritten Zeile von (C.16) liefert letztlich
die eindeutige Losung fiir ¢y :

55/N2 = —hyy cpg +hyg sey 54| 1 |6 —Tua [ ses | per. [fa
—s5/N2 = hyysey+higcpy cog| ~N2|hy Mgl |—ses g
= | ¢4 = sign(arcsin(hy7))arccos(hyg) (C.18)

Inverse Kinematik fiir die Achsfolge FSFS

Der Relativvektor rq, o, zwischen den Kopplungspunkten ()1 und () ldsst sich analog
zum Vorgehen bei der Achsfolge FP{WoF im 4’-Koordinatensystem auf zwei Wegen
beschreiben:

! 6
170, = Av1 17901 = Avghi—) Ay 190

Def .

(C.19)
hy = (hyy by )" = AG,B(B"“QlBJFBTBG) (bekannt!)

Die in (C.19) benstigten Transformationsmatrizen folgen aus

o T 3 T T
12i<3: Ay, = AT ([T 4] Ava=AT, . Apg=Ags455, (C20)

so dass man durch Einsetzen und Umformen folgendes Gleichungssystem erhiilt:

hy cp5 806 +hg Cp5 cpg —hy S5 = Sy Def. 181,207 — By,
303.9¢30°

hy 85 s 4 hs sps cpg + hy cps =530 (1—C904) . Def . 181,2bg _hly
hy cpg —hg spg = ¢30°cpy +hs | "3 T 7303 9¢30°

C.21
| hy sin @y 4Dif.181,2b9—hlzj_90 (C.21)
& ApsAse| hg | =1 s30°(1—cosypy) 303,9¢ 320
o ° .303,9(s 30°)" +144
h c30°cospy +h Def ,
' e ’ 303,9¢30°

Durch Vergleich der Betrige der Vektoren in (C.21) erhilt man die zweideutige Lo-
sung fiir ¢y :
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h3 +h3 +h3 = (singy)? + (sin 30°(1—cos ¢y ))? + (cos 30° cos gy + hs )?

Def. h3 +h3 +h] —1—(sin30°)% —p2  (C.22)

&L = Farccos(h, , h,
1 (s) |+ o 2 (cos 30°hs — (sin 30°)2)

Einsetzen von cosgy =hg in (C.21) liefert mit (C.3) die zweideutige Losung fiir ¢,

hy £ 12 +h3 1
—hg s +hy cpg =cos30°hg +hs = | g =2arctan ! h87+1 i ] , (C.23)
Def . Def .
mit hy = —hy/(cos30°hg +hs) , hy = hy/(cos30°hg +hs) .
Weiterhin folgt mit hq Dif"hz s@g + hg cpg aus (C.21)
hg cos —hy sp5 =s@y @5 | |~ha hg|TH( SPa Yper.|ho (C.24)
]’Lg S@s +h4 C905:SBOO(1—h6) CPs N ]’L9 ]’L4 8300(1_h6) N h’ll ’
so dass fiir ¢y eindeutig gilt:
hio | Det. | —ha hg |71(  singy
= sign (arcsin(hy))arccos(h , = o C.25
¥5 g ( ( 10)) ( 11) hll hg h4 s30 (1_h6) ( )

Die Gelenkwinkel ¢ bis ¢3 werden durch Abgleich der Transformationsmatrix A ps
bestimmt. Mit den bereits ermittelten Gelenkwinkeln ¢ bis ¢ gilt:

! Def | =0 o
AB,3 - AB,l A1>2 A273 == AB,6 (A3,4 A475 A5’6>T - (026)

bekannt! h12 h13 h14

Durch Einsetzen erhilt man folgende zweideutige Losung fiir ¢ :

Yy = i—arccos( (h14 —(sin 27,5°)2) / (cos27,5°)? ) (C.27)

Des Weiteren folgt aus dem Abgleich geméfl (C.26)

—¢27,5%sin ¢y cos 3 +527,5°¢27,5°(1— cos gy ) sin g = hyy
€27,5°sin g sin g +527,5°¢27,5%(1— cos g ) cos w3 = hy3

s27,5°(1—cosgy)  —singpy - [ o ] 1 Def.

sin g

COs 3

sin ¢y $27,5°(1—cos ¢y )

so dass fiir (3 eindeutig gilt: 3 = sign (arcsin(hy5))arccos(hyg) (C.29)
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Letztlich folgt ¢; eindeutig aus einem Abgleich der Transformationsmatrix A pg;:

CP1 —85P 0 ' Def h17 ......
. T .
AB71 =|sp1 cpp 0= AB76 (ALQ A273 A374 A475 A5,6) = Mg ... ...
0 0 1 bekannt! Terotrr ot (0.30)

= | ¢ = sign(arcsin(lyg))arccos(hy7)

Inverse Kinematik fiir die Achsfolge W;P;P,W,

Der Relativvektor rg, o5 zwischen den Kopplungspunkten ¢ und @5 kann auf zwei
Wegen im 1-Koordinatensystem beschrieben werden. Es gilt:
4 i !
170,05 = 17901 +Z¢:2( o A1 z‘TQQ,z‘) = AiB (hl — Apg 6’"626276) ) (C.31)
Def
hy = (h’lZL' hly hlz)T :

=" proB + BTBe (bekannt!)
Nach Einsetzen erhélt man aus der y-Komponente von Gleichung (C.31) mit Glei-
chung (C.3) die zweideutige Losung fiir ¢ :

—90,3 = (90b3 —hl$)SiIl ©1 +(_90b6 ‘l‘hly)COS Y1 h2 Dif' (-90()3 +h’1;p)/90>3

(@ivhg+h§_1)/(}‘3+1)) hy 2 (90b —hy,) /90,3

Dem Bild B.4 entnimmt man die Gegenldufigkeit der Einheitsvektoren ;y und 4z. Be-
zogen auf das Basiskoordinatensystem B gilt somit nach Einsetzen:

(C.32)
= | ¢y = 2arctan

—by sin ¢y 4 by cos ;= cos s sin g
Ap11y = _AB,G(A4.5 A576)T4z & —by sin @y + by cos; = cos @5 Cos g (C.33)
—bg sin gy +bg cos p; = —sin gy

Die dritte der Teilgleichungen (C.33) liefert mit singp; =cos(p; —90°) die zweideutige
Losung fiir ¢y, aus den ersten beiden Teilgleichungen folgt dann eindeutig fiir ¢g:

— 00° o — Def .
w5 = 90° L arccos(bs sin @) —bg cos ) hy el (—by sin gy +by cos ;) / cos oy (C.34)

¢ = sign (arcsin(hy))arccos(hy) hs =" (=by sin gy +b5 cos ) / cos

Die zweideutige Losung fiir ¢4 erhilt man durch Abgleich des auf zwei Wegen formu-
lierbaren Relativvektors 7, s zwischen den Kopplungspunkten ¢ und @5 im 1-KOS:

|
110,05 = A12 27902 = g — A1 pAp AL GAL3 37003 - (C.35)
Def . 6 .
g =col{h, hoy b ) = Avp( 7o + 57o6 —Ans oy, (A% imoq.) |- maq
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Mit der Substitution des inzwischen bekannten Matrixprodukts

hr by 0|
0 0-1| =" A pApsAlg (C.36)
~hg hy 0

und Einsetzen lauten die x- und die z-Komponente von Gleichung (C.35):

180singy +  cosyy = hg, +160 hy cospy —160 hg singy (C.37)
—siny +180cospy = hg, —160 hg cosp, —160 h; singpy '

Quadrieren und Addieren liefert mit Gleichung (C.3) die zweideutige Losung fiir ¢y :

: Def .
1 = hgsingy + hyg cos gy hq =160 (hezhg + he,hr)/ Py
hg +/hd +hiy —1 ho = 160 (g, hy — hg.h) /My (C.38)
= | ¢, =2arctan| 9 9 M0 Dot ‘ i
er.
hyo +1 hy = 181—hg, —hE —160%(h2 +h2)
Gleichung (C.37) fithrt damit zur eindeutigen Losung fiir ¢ :
sin ¢y 180 1 |~1(hg, +160h; cospy —160hgsing,) pef. (P12
cos@y |~ |—1 180| |hg, —160hg cosy —160h,sing, | |k (C.39)

= | ¢y = sign (arcsin(hyy))arccos(hy3)

Letztlich folgt ¢3 eindeutig aus einem Abgleich der Transformationsmatrix Aog:

—cosg singps 0 | bt I by ..
. . er.
A2,3 =| sings cospsg 0 :(AB,1A1,2)TAB,ﬁ(A3,4A4,5A5,6)T = | M5 .
0 0 1 bokannt! e e een (C.40)

= | 3 =sign (arcsin(hyy))arccos(hys)
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Anhang D

Das Nelder-Mead Downhill-Verfahren

D.1 Urspriingliche Version

Das Downhill-Verfahren nach Nelder-Mead ist ein gradientenfreies, iteratives Verfah-
ren zur Minimierung einer von n Parametern, die zum Parametervektor p zusammen-
gefassten werden, nichtlinear abhéngigen skalaren Giitefunktion f(p), siehe [28]. Ge-
genstand des Verfahrens ist ein von n+1 Punkten aufgespannter Simplexr im Parame-
terraum der Dimension n. Im Eindimensionalen entspricht der Simplex einer Strecke,
im Zweidimensionalen einem Dreieck, im Dreidimensionalen einem Tetraeder.

Die Idee des Verfahrens ist, den Simplex aufgrund bestimmter Austauschregeln fiir
seine Eckpunkte durch den n-dimensionalen Parameterraum zu bewegen und so ein
Minimum von f(p) aufzufinden. Der Vorteil des Verfahrens ist seine Robustheit ge-
geniiber Unstetigkeiten oder Spriingen der Giitefunktion f, die gradientenbasierte Ver-
fahren mitunter scheitern lassen (so in dieser Arbeit bei der Bahnoptimierung), der
Nachteil liegt in der langsamen Konvergenz. Wie bei gradientenbasierten Verfahren
auch, kann das Verfahren in einem lokalen Minimum konvergieren.

Die die Gestaltsdnderung des Simplex beeinflussenden Nealder-Mead-Parameter wer-
den standardgemifl auf p=1, xy=2, v=0,5 und 0=0,5 gesetzt. Die einzelnen
Schritte des iterativen Verfahrens lauten, vgl. Bild D.1:

1. Bilde den Startsimplex durch Wahl von n+1 Startpunkte p; bis p,,,;und berech-
ne die zugehorigen Funktionswerte f(pq) bis f(py11)-

Tausche die Indizes der Eckpunkte, so dass f(p;) < f(p2) < ... < f(Ppi1)-

Bestimme mit dem Centroid Point p,. als Mittelpunkt der dem ,schlechtesten*
Eckpunkt p,,; gegeniiberliegenden Grenzfliche des Simplex die Suchrichtung:

pe=1/n) " pi (D.1)

4. Spiegele den Simplex an der zuvor genannten Grenzfliche durch Bestimmung des
Reflection Points p,.. Berechne f(p,.).

P =P, + p(Pe —Ppi1) (D.2)

5. Fiihre eine Fallunterscheidung durch, vgl. Bild D.1a):
5.1 Falls f(p;) < f(p,) < f(pn): Setze P11 ey =P, und gehe zu Schritt 2.
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5.2 Falls f(p,) < f(p;): Bestimme den Expansion Point p, und berechne f(p,).
Wenn f(p,)<f(p,), dann setze p, ey =D, SONSt Ppyj e, =P, Gehe zu
Schritt 2.

5.3 Falls f(p,) < f(p,) < f(Pp41): Bestimme den Outside Contraction Point p,,.
und berechne f(p,.). Wenn f(p,.) < f(p,) , dann setze p,_; e, =P, und gehe
zu Schritt 7, sonst gehe zur Simplexkontraktion in Schritt 6.

5.4 Falls f(p,.1) < f(p,): Bestimme den Inside Contraction Point p;. und berechne
f(pi). Wenn f(p;.) < f(pp41), dann setze p,, 1 ey = Pie und gehe zu Schritt 7,
sonst gehe zur Simplexkontraktion in Schritt 6.

Fiir die genannten Punkte gilt:

D = Pc +X(pr_pc) y Poc = Pe¢ +7(p7’_pc) y DPic = D¢ +7(pn+1_pc) (Dg)

6. Kontrahiere den Simplex um den ,besten“ Punkt py, vgl. Bild D.1b):

2<h<n+1: Phnew — P1 + U(ph,alt _pl) (D’4)

7. Das Volumen des Simplex A hat sich verringert. Priife Abbruchbedingung;:
? n+1
vol(A) =det(V)/nl<e |, V= rovvh:2<ph —p1> , exl (D.5)

Wenn Gleichung (D.5) erfiillt und das Simplexvolumen somit ausreichend klein
ist, ist die Minimierung beendet, und der Eckpunkt des aktuellen Simplex mit
dem kleinsten Funktionswert stellt die Losung des Minimierungsproblems dar.
Anderenfalls gehe zu Schritt 2 und setze die Iteration fort.

kontrahierter
Simplex

7 _.-”7 expansion simplex
reflection simplex
outside contraction simplex

Bild D.1: Simplexéinderung (links) bzw. -kontraktion (rechts) gemé#f Iterationsschritt 5 bzw. 6

Mit diesen Regeln wird sich der Simplex durch Spiegeln an einer seiner (n—1)-dimen-
sionalen Seitenflichen bzw. durch Dehnen und Stauchen durch den Parameterraum
in Richtung eines Minimums bewegen und sich letztlich um dieses zusammen ziehen.
Die Wahl der Startpunkte in Schritt 1 nimmt wesentlichen Einfluss auf die Geschwin-
digkeit der Konvergenz sowie auf die Lage bzw. die Art (global/lokal) des jeweils ge-
fundenen Minimums.
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D.2 Erginzungen des Originalverfahrens

Adaption der Suchrichtung

Eine an den lokalen Gradienten von f(p) adaptierte Suchrichtung wirkt sich positiv
auf die Konvergenz des Verfahrens aus. Fiir p, gilt statt Gleichung (D.1) nun:

pe= (X0 A6) S0 (M) . Af = () — Fpa) (D.6)

Gemaf Bild D.2 wird der Centroid Point p.somit ndher am ,besten® Punkt p; posi-
tioniert, wodurch sich in der groflen Mehrzahl der Fille bessere Funktionswerte fiir
die Testpunkte p,., p., p,. und p,., auf dem Suchstrahl ergeben. Die Konvergenzge-
schwindigkeit bei der Bahnoptimierung wurde so um ca. 10% gesteigert.

Ausgangssimplex

adaptierte

ringliche-=-
‘é‘\i’é’m-‘cmung

Bild D.2: Adaption der Suchrichtung an das lokale Gefille der Giitefunktion

Begrenzungen des Parameterraums

Der n-dipensionale Parameterraum kann durch direkte ( p,,;, épépmax) oder linea-
re (Ap<b,,,,) Nebenbedingungen fiir die Optimierungsparameter p begrenzt sein.
Dies wird durch die im Folgenden dargestellte Anpassung der Strategie des Nelder-
Mead Verfahrens beriicksichtigt.

Fall 1:

Im Schritt 3 des Verfahrens wird festgestellt, dass der Centroid Point p, kritisch, d.h.
auf einer der Grenzen des Parameterraums liegt, vgl. Bild D.3a). Es ist dann direkt
der Inside Contraction Point p;. gemifl Gleichung (D.3) zu bestimmen und entspre-
chend Schritt 5.4 zu analysieren.

Fall 2:

Im Schritt 4 des Verfahrens wird festgestellt, dass der Reflection Point p, aulerhalb
des zuldssigen Parameterraums liegt, vgl. Bild D.3b). Der Punkt p, ist dann als
Schnittpunkt des Suchstrahls mit der betroffenen Grenze neu zu bestimmen. Im Fol-
genden ist dann bei Giiltigkeit der Bedingung fiir Schritt 5.2 wie bei Schritt 5.1 zu
verfahren (setze pj,_i1pne, =Py, gehe zu Schritt 2); der Ezpansion Point p, braucht
nicht bestimmt und analysiert zu werden.



Anhang 175

Fall 3:

Im Schritt 5.2 des Verfahrens wird festgestellt, dass der Ezpansion Point p, unzulds-
sig hinter einer der Grenzen des Parameterraums liegt, wie Bild D.3c) zeigt. Analog
zu Fall 2 ist der Punkt p, dann als Schnittpunkt des Suchstrahls mit der betroffenen
Grenze neu zu bestimmen und entsprechend Schritt 5.2 zu analysieren.

a)
Fall 1: p_ liegt kritisch.

— Fiihre Inside Contraction,
gegf. Simplexkontraktion durch.

b)
Fall 2: p, liegt auflerhalb.
— Platziere p,. auf Grenze

des Parameterraums, meide
Ezpansion, Rest unveriandert.

c)

Fall 3: p, liegt aulerhalb.
— Platziere p, auf Grenze
des Parameterraums,

Rest unveréndert.

Bild D.3: Strategie bei linearen Begrenzungen des zulissigen Parameterraums
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Anhang E

Daten der Referenzlosungen

Tabelle E.1 fasst die optimierten Bahnparameter p, € pER24 der in Abschnitt 5.9
ausgewihlten Referenzlosungen der betrachteten Fille A bis H zusammen. Die einge-
klammerten Soll-Winkelgeschwindigkeiten ¢* werden bei der ¢(t)-Rampenfahrt
nicht erreicht, vgl. Bild 5.3, und sind fiir die Armbewegung irrelevant.

Tabelle E.1: Optimierte Bahnparameter der Referenzlsungen

Achsfolge FP{WoF Achsfolge FSF'S Achsf. WiP1P,Ws

FallA | FallB | FallC | FallD | FallE | Fall F | Fall G | Fall H

p1 @11 [7] | -73.7773| -79,1739| -82,0476| -70,8041 -57,3283| -71,7594| -57,9433| -69,6409

py |91 [°/s] | 51,3830| 43,7215 29,1024 28,2473 61,2449| 284424 8,1938| (56,435)

| py | @1 [°/s%] | 231,5074] 175,7580| 223,7876| 67,3143| 177,8094] 56,6914 35,3891| 125,8087
% Py |Pe19 [°] | -70,8692| -77,9924| -83,1421| -69,5122| -53,8866| -73,0786| -58,3819| -31,5849
| ps G79 [°/s] | 50,1743 30,4367 24,6710 18,0227| 53.4163| 14,6737 7,3074| (149,740)
T pg |7 [°/s?] | 154,1972| 145,0823| 547,9627| 55,4395| 134,6871| 69,7855 67,4092| 125,1848
p7 |7 [°/s] | 87.8198] 149,6472| 1154960 70,1700| 79,3777| 52,8409 39,2685| 130,9124
ps | P13 [°/s?] | 328,4639| 379,8673| 277,3832| 62,9024] 180,1066| 105,0669| 40,9396 381,4885

P9 |Peo1 [7] | 33.5582| 43,5308| 21,2383 98,6853| 97,4211 99,9992| 20,2835 17,6606
P10 |93 [°/s] | (18,642)| 29,5380| 22,8468| (37,937)| 11,6112 (13,709)| (11,725)| 3,5277
| p1y | @50 [°/s?] | 76,8966] 103,0743| 37,7724| 103,7450| 110,1873| 98,3422 24,0875 63,2730
% P12 |@eoo [°] | 17,5020] 40,4861 27,5253 32,3604| 97,6314 70,3411| -19,4550| 23,9320
i3 039 [°/s] | (90,745)| 20,5079| 22,7270 42,4981 7,9766| 29.6053| 9,9737| (14,652)
N g (859 [°/s%]| 80,4247| 368,0683| 423,6915 43,3184| 1719152 1287198 19,5159 29,6512
p1s |93 [°/s] | (82,775)| 36,4981| 10,0780 40,1223| 88652 25,1985 10,8912 42,4003
P16 |93 [°/52]] 90,9440| 113,6032| 334,5735] 104,0502| 125,8682| 107,2173| 57,6169| 226,3365
P17 |Pesq [°] | -17,6753| -23,2914| -16,9522| 84,9014| 103,7364| 104,5677| 11,8664| -34,1276
s | 931 /8] 3,6734| (25,231)| 10,4638| 25,4963| 19,4769| 16,8117 23,7657 25,4495
| 1o | &% [°/s%]] 96,3193 76,2122| 126,2472| 51,9018 75.2271| 141,0022| 30,5056] 122,3612
% 190 | Peso [C] | -17,6773| 24,9137| -17,1780| 87,1042| 104,1687| 104,3505| -27,9391| -33,6845
O | poy |93 [°/] 0,3140| (36,738)| 10,4550| 9,4172| 14,4386/ 10,3513| 13,9224| 8,3905
™| pog |$%o [°/57]] 99,7130 48,5271| 263,8667| 80,2527 91,5186| 117,0287| 59,9307| 147,6260
pog | 935 [°/s] 5,9288| 11,7053| 28,3682| 14,7622 59,1209| 22,9615 24,0360 60,0604
poy | ¢35 [°/s2]| 127,9456] 123,9363) 97,0118 42,1568 79,2209 115,1981| 43,9195| 81,8160
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Tabelle E.2 listet die Zeitpunkte #, € Tg = Ty; UT, auf, vgl. Abschnitt 5.5.2.

Tabelle E.2: Zeitpunkte ¢, [sec|] der Intervallgrenzen des Gauf-Legendre-Quadraturverfahrens

Achsfolge FP{WoF Achsfolge FSFS Achsf. WiP;P,Wy
Fall A | FallB | Fall C | FallD | Fal E | Fall F | Fall G | Fall H
tA 0 0 0 0 0 0 0 0
t{l 0,2219 | 0,2488 | 0,1300 | 0,4196 | 0.3444 | 0,5017 | 0,2315 | 0,1505
t{/l 0,3176 | 0,2498 | 0,2765 | 0,7009 | 0.5433 | 0,6625 | 1,7756 7
% t{ 5| 0,3254 | 0,3414 | 0,2846 | 0,8853 | 0.6014 | 0,8598 | 1,7888 | 0,5709
FB t{'Q 0,3264 | 0,3424 | 0,2856 | 0,8866 | 0.6026 | 0,8612 | 1,7904 7
= t{ 3| 0,4410 | 0,6562 | 0,6131 | 1,7156 | 0.7468 | 1,2244 | 2,5711 | 0,7265
t{/3 2,1410 | 1,4137 | 1,7093 | 2,1959 | 1.6837 | 2,8524 | 5,8549 | 1,6509
tp1| 2,4083 | 1,8077 | 2,1257 | 3,3114 | 2.1244 | 3,3554 | 6,8141 | 1,9941
< té 11 0,1399 |0,28657 | 0,6049 | 0,0161 | 0.1054 | 0,1168 | 0,3480 | 0,0558
= ;
< toy ” 0,28665 | 0,6051 ” 0.1066 ” ” 0,0836
?} fq) téig 0,4730 | 0,28673 | 0,6054 | 1,0359 | 0.1277 | 0,4360 | 1,2887 | 0,4356
RICER ” 0,28682 | 0,6057 | 1,6159 | 0.1289 | 1,2024 | 4,7962 ”
Slolh2
= Q;) ~ tég 1,2437 | 0,8678 | 0,7064 | 2,4099 | 0.2627 | 1,7136 | 4,8121 | 0,6847
[ g téf3 7 0,9020 | 0,9286 | 3,4534 | 0.6776 | 2,7567 | 5,0018 | 1,4700
%:)o o tp2| 1,6015 | 1,2233 | 0,9614 | 3,8390 | 0.7480 | 2,9917 | 5,1909 | 1,6574
é té 1| 0,0381 | 0,2679 | 0,08288 | 0,4912 | 0.2589 | 0,1192 | 0,7791 | 0,2080
té’l 0,0393 7 0,08292 | 0,9374 | 0.2601 | 0,2518 | 1,7113 | 0,2092
fq) té 2| 0,0730 | 0,2694 | 0,08295 | 1,1378 | 0.3151 | 0,3070 | 2,3402 | 0,3247
g tgz 0,0742 7 0,08298 | 1,1388 | 0.3163 | 0,3082 | 4,6405 | 0,3259
o5 té 3| 0,1181 | 0,5293 | 0,2676 | 1,2656 | 0.8802 | 0,4177 | 4,8708 | 0,9180
tgg 1,6792 | 1,6422 | 0,3207 | 3,4889 | 1.0796 | 2,5943 | 6,3363 7
tpa| 1,7255 | 1,7366 | 0,6131 | 3,8391 | 1.8258 | 2,7936 | 6,8836 | 1,6127
E &) tfl 1,2042 | 0,9038 | 1,0628 | 1,9195 | 0.2500 | 1,4805 | 3,4418 | 0,9970
51 <ty ” ” ” ” 1.8749 | 1,8749 ” ”
é)o U té ” ” ” ” 1.0624 1,6777 ” ”
g S tg ) ) ) ) ) ) ) )
% Cj té b b b b b b b b
A : " 9 9 9 9 9 9 9 9
Ne) tﬁ
tp | 2,4083 | 1,8077 | 2,1257 | 3,8391 | 2.1249 | 3,3554 | 6,8836 | 1,9941
oltal |
of =g L
o ) t;Q - - - 0,0548 - 0,2060 | 0,7776 -
& S
g ™ty | 0,8858 | 0,5466 | 0,6736 | 2,0243 | 0.1922 | 1,4785 - -
- &) t;}fz - - - - - - 2,1079 -
™ t§3 - 0,4348 - - - - - -
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